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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Inhalt der Arbeit

Diese Dissertation befasst sich vor allem mit dem quadratischen Eigenwertproblem (QEP), das
folgendermaflen definiert ist:

Fiir das vom Parameter A € C abhéngige quadratische Matrixpolynom
P(\) = Ao\? + A\ + Ay (1.1)

mit Ay, Ay, Ag € C™*™ und det Ay # 0 werden komplexe Zahlen A* (Eigenwerte) und Vektoren
x* € C" mit 2* # 0 (Eigenvektoren) gesucht, so dass

P(\)z* =0

gilt. Ein Eigenwert A* heifit einfach, wenn \* einfache Nullstelle des skalaren Polynoms det(P()))
ist. In diesem Fall nennen wir auch ein Eigenpaar (z*, A*) einfach.

FEin Anwendungsgebiet des QEPs stellen Systeme linearer Differentialgleichungen 2. Ordnung
A G(t) + A1 q(t) + Ao q(t) = f(1)

dar, wobei f : U C R — C" gegeben und g : V. C R — C" gesucht ist. Fiir ein Eigenpaar (z*, A*)
von (1.1) ist dann ¢(t) = e*"*z* eine Losung des zugehorigen homogenen Differentialgleichungs-
systems (siehe Kapitel 2.3). Zwei wichtige Gebiete, in denen lineare Differentialgleichungen 2.
Ordnung auftauchen, sind die mechanische und elektrische Schwingung. Als Beispiel wird in
Kapitel 9 die Oszillation bei Briicken ndher beleuchtet.

Weitere Anwendungen, deren QEPs nicht unbedingt aus Differentialgleichungssystemen resul-
tieren, findet man in der Akkustik, in der Stromungslehre, in der Optimierung; siehe [27],
Kapitel 2.

H#ufig treten zwei Spezialfille des QEP auf. Zum einen besitzt das quadratische Matrixpolynom
(1.1) meist reelle Matrizenkoeffizienten Ay, A} und Ap, die zudem oft symmetrisch, tridiagonal
oder positiv definit sind. Diese Problemstellung wird als reelles QEP bezeichnet. Zum anderen
bendétigt man oft nur die reellen Eigenpaare eines reellen QEP.

Es gibt numerische Verfahren zur nédherungsweisen Losung des QEP. Einige davon werden in
Kapitel 8.1 beschrieben. Man kann z.B. das QEP auf ein verallgemeinertes Eigenwertproblem
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doppelter Dimension Az = ABx (mit A, B € (CQ”XQ”) zuriickfithren und dieses mit bekannten
Methoden 16sen. Es gibt aber auch Verfahren, die das QEP direkt angehen.

In dieser Dissertation werden Verfahren zur Verifikation (d.h. Nachweis und/oder Angabe von
Fehlerschranken) von einfachen Eigenwerten und zugehorigen Eigenvektoren des QEP ent-
wickelt, die geeignete Eigenpaarndherungen verwenden. Auflerdem kénnen verbesserte Schran-
ken fiir die Eigenpaare (bei komplexen Eigenpaaren fiir Real- und Imaginérteil separat) iterativ
berechnet werden. Mit ihrer Hilfe konnen dann in der Regel die meisten fithrenden Stellen in
einem gegebenen Gleitpunktsystem garantiert werden. Es wird dazu die reelle Intervallrech-
nung genutzt, auf welche in Kapitel 3 nédher eingegangen wird.

Als Ausgangspunkt zur Entwicklung dieser Verfahren wurde das im Ubersichtsartikel von G.
Mayer [18] beschriebene Verifikationsverfahren fiir reelle einfache Eigenpaare des einfachen Ei-
genwertproblems Azr = Az (mit A € R™") verwendet. Dieser Ubersichtsartikel greift unter
anderem auf Arbeiten von R. Krawczyk [14], S. Rump [22], [24] und G. Alefeld [2] zuriick
(siehe auch [19]). AuBerdem wurde bereits in [3] ein Verifikationsverfahren fiir reelle einfache
Eigenwerte des reellen verallgemeinerten Eigenwertproblems vorgestellt.

Zur Herleitung des Einschliefungsverfahrens fiir reelle Eigenpaare beim reellen QEP wird in

Kapitel 5 die Funktion
[ PNz

(es € R™ ist der s—te Einheitsvektor, s geeignet) betrachtet. Jede Nullstelle (z*, \*) von f ist
Eigenpaar von P()) mit durch (z*); = 1 normiertem Eigenvektor. Fiir die Niherung (Z, A)
eines solchen Eigenpaares (z*, \*) kann man nun die Taylor-Entwicklung von f zur Entwick-
lungsstelle (Z, :\) berechnen. Einige weitere Umformungen von f, u.a. die Multiplikation mit
einer geeigneten Matrix C' € R(”H)X("Jrl), liefern dann ein Fixpunktproblem fiir eine Funktion
g: R — R" das den Approximationsfehler (z* =z, \* — 5\) als Fixpunkt besitzt. Es wird
gezeigt, dass fiir alle reellen (n + 1)~komponentigen Intervallvektoren [y]

9([y]) < h([y)) (1.2)
gilt, wobei die Funktion h ein kubisches System ist (siche Kapitel 4). In Kapitel 4 wird bewiesen,
dass unter einigen Voraussetzungen fiir gewisse § > 0 der Intervallvektor [y](*) := [—3, e (mit

e=(1,...,1)T € R*"!) die Bezichung
h([y) ) < int([y) )

erfiillt. Zusammen mit (1.2) liefert dies die Existenz eines Fixpunkts von ¢ in [y](®) sowie
Schranken, die dann mit Intervall-Fixpunktiteration bzgl. g und dem Startvektor [y] ©) verbes-
sert werden konnen. Dies liefert uns eine neue EinschlieBung des Eigenpaares (z*, \*).

In Kapitel 2 wird gezeigt, dass die Jacobimatrix f’(z, ) von f genau dann invertierbar ist, wenn
(x,\) = (z*, \*) ein einfaches Eigenpaar von P(A) ist. Aus Stetigkeitsgriinden existiert dann
fiir eine geniigend gute Nitherung (#, \) eines einfachen Eigenpaares die Inverse von f’(Z, ).
Somit kann man z.B. C' = f(#, A) ™" wihlen und damit die Voraussetzungen des eben beschrie-
benen EinschlieSungsverfahrens erfiillen.

Bei der Herleitung der Einschliefungsverfahren fiir komplexe Figenpaare des reellen QEP
(Kapitel 6) bzw. des komplexen QEP (Kapitel 7) wird dhnlich vorgegangen. Jedoch liegt
diesen Verfahren eine Funktion f : R?>"*? — R?"*2 yugrunde, deren Nullstellen die Ge-
stalt (Re (z*),Im (z*),Re (A*),Im (\*)) besitzen, wobei (z*,\*) ein Eigenpaar von P(\) mit
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(x*)s =1 ist.
Die verschiedenen Verfahren wurden in MATLAB mit Hilfe der Intervall-Toolbox INTLAB

(Version 5.3) von S. Rump implementiert. In Kapitel 8.2 werden die Ergebnisse einiger Bei-
spielrechnungen présentiert.

Das QEP ist ein Spezialfall des polynomialen Eigenwertproblems (PEP) Q(X)x = Az, wobei
Q) = AN + A N 4L A+ A

ein n X n-Matrixpolynom der Ordnung [ mit det A; # 0 ist. Auf die Herleitung von Verifika-
tionsverfahren fiir reelle einfache Eigenpaare des reellen PEP wird in Kapitel 10 eingegangen.
Fiir den kubischen Fall wird eine Beispielrechnung préasentiert.

Matrixpolynome und das PEP wurden umfassend in [10], [16] und [17] untersucht. Eine Zu-
sammenfassung der Theorie zu den Matrixpolynomen, die in dieser Dissertation benotigt wird,
ist in Kapitel 2 zu finden. Es gibt dort auch einige eigene Resultate der Verfasserin.

1.2 Notationen

Es gilt die Bezeichnung e = (1,...,1)7 € R™ Des Weiteren ist e; der s-te Einheitsvektor
im R™. Die n x n—Einheitsmatrix heifit I bzw. I,,. (x)s ist die s—te Komponente des Vektors
x € C". Fir die Matrix A = (a;;) € C"*" bezeichnet neben a;; auch (A);; den (i, j)-ten
Eintrag. Auflerdem ist A, ; die j—te Spalte von A.

(dij) = diag(dii, ..., dnn) € C™*™ ist die Diagonalmatrix mit den Diagonaleintrégen d;;,
i=1,...,n, und (d;;) = tridiag(d—_1,do,d1) € C"*" die Tridiagonalmatrix mit den Eintréigen
di,i—l =d_q, dy = dy, di,i+1 =dy,i1=1,...,n (WObei d170 und dn,n—l—l nicht auftreten).

Die lineare Hiille der Vektoren vy, ..., v, wird mit span{v,...,v,} bezeichnet.

Fiir A = Re(\) +iIm ()\) € Cist A = Re(A\) —iIm ()\) die zu A konjugiert komplexe Zahl

(analog fiir komplexe Vektoren).






Kapitel 2

Theorie zu Matrixpolynomen

Diesem Kapitel liegen die Biicher von Gohberg, Lancaster und Rodman [10], Lancaster [16]
sowie Lancanster und Tismenetsky [17] zu Grunde. Da einige theoretische Ergebnisse zu den
Matrixpolynomen spéter in dieser Arbeit benotigt werden, aber dem Leser vielleicht nicht so
umfassend bekannt sind, werden sie hier ausfiihrlich dargelegt. Kapitel 2.6 enthélt ein eigenes
Resultat.

2.1 Definitionen, Aquivalenzrelation, Linearisierung

Es sei
l
P(A) =) AN, XeC,
=0
ein n x n—Matrixpolynom vom Grad [ mit Koeffizientenmatrizen A;,..., Ay € C"*™. Das

Matrixpolynom P(A) wird manchmal auch A-Matrix genannt.
Wir setzen weiter voraus, dass det A; # 0 gilt. P(\) heifit dann regulér. Aulerdem sei [ > 1.

Das polynomiale Eigenwertproblem lautet folgendermafen:

Definition 1

Wenn fiir eine komplexe Zahl \* und einen komplexen n—komponentigen Vektor z* # 0
POz = (AN + A T AN+ Ayt =0

gilt, dann heiffit \* Eigenwert und x* Figenvektor von P(X); (x*, \*) heifit Figenpaar von P()\).

Lemma 1

A* ist genau dann ein Eigenwert von P(\), wenn det(P(A\*)) =0 gilt.

Beweis:

A* ist ein Eigenwert von P(\) genau dann, wenn das homogene lineare Gleichungssystem
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P(\)x = 0 eine Losung x = z* # 0 besitzt. Dies ist genau dann der Fall, wenn die De-
terminante det(P(A*)) gleich Null ist. O

Definition 2

Der Eigenwert \* von P(\) besitzt die algebraische Vielfachheit s, wenn X* s—fache Nullstelle
des Polynoms det(P()\)) ist.

A* besitzt die geometrische Vielfachheit t, wenn dim(Ker(P(A\*))) =t ist.

A* heifit einfach, wenn \* die algebraische (und geometrische) Vielfachheit 1 besitzt.

Die Determinante det(P()\)) ist ein Polynom vom Grad {n mit fithrendem Koeffizienten det A; .
(Dies kann man per vollstindiger Induktion bzgl. n mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz
fiir Determinanten zeigen.) Deswegen besitzt ein reguldres P(A) hochstens In verschiedene
Eigenwerte. Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten kénnen linear abhéngig sein, wie man
im folgenden Beispiel sieht.

Beispiel 1

Als Beispiel wird das 2 x 2—Matrizpolynom vom Grad 2

P(A)=<(1) ?)A”(? ff)“(? 8>:<AA+21 A(AO—1)>

betrachtet. Hier ist Ay = Iy also det Ay = 1. Wegen det P(\) = A3(\ — 1) besitzt P(\) nach
Lemma 1 genau die Eigenwerte Ag = 0 und \; = 1. Ao = 0 besitzt die algebraische Vielfachheit
3 und A1 = 1 die algebraische Vielfachheit 1. Betrachtet man die Kerne (Nullrdume) von

P(O)z(? 8) und P(1):<; 8)

so erkennt man, dass jeder Vektor der Form ( 2 ) , a # 0, Eigenvektor von P(\) zu jedem

der zwei Figenwerte ist und dass keine weiteren Figenvektoren existieren. Damit sind beide
Eigenwerte geometrisch einfach.

Folgender Satz macht eine Aussage iiber die Eigenpaare reeller Matrixpolynome.

Satz 1

P\ = Zizo A\ sei ein reelles n x n—Matrizpolynom, d.h. Ay, ..., A € R™",

Dann ist (z*,\*) genau dann ein Eigenpaar von P(\), wenn (2%, \*) ein Eigenpaar von P(\)
15t.

Beweis:

Wenn die Koeffizientenmatrizen Ao, ..., A; reell sind, dann ist auch det(P())) ein Polynom
mit reellen Koeffizienten, d.h. die Eigenwerte von P()) sind dann entweder reell oder treten in
konjugiert komplexen Paaren auf.
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Fiir M = (m;j) € C™™ verwenden wir nun die Bezeichnung M := (m;;) fiir die zugehorige

konjugiert komplexe Matrix.

Es ist wegen A; = A; e R™", i =0,...,1,

B L L o -

PO =Y AX =3 AN =D"A N =D AN =P()).
i=0 i=0 i=0

1=0

Die Behauptung folgt dann aus P(A\)Z = P(\)T = P(\)z. O

Das n x n—-Matrixpolynom E()) heifit invertierbar, wenn ein Matrixpolynom F'(A) mit
E(N)F(A) = F(A\)E(M) = I existiert.

Lemma 2

E()) ist genau dann invertierbar, wenn det E(\) = ¢ fiir eine von A unabhingige Konstante

c#0.

Beweis:

Wenn det E(\) = ¢ # 0 gilt, sind die Eintrége der zu E(\) inversen Matrix Minoren (n — 1)-ter
Ordnung (siehe Definition vor Satz 6) von E()) multipliziert mit 1 % 0, also Polynome in A.
Damit ist F(\)~! ein Matrixpolynom.

Wenn F(\) invertierbar ist, dann existiert ein Matrixpolynom F(A\) mit E(\)F(\) = I, also gilt
det E(\) det F(\) = 1. Dies ist nur moglich, wenn det E(\) und det F'(\) jeweils eine Konstante
ungleich Null ist. (|

Definition 3

Die m x m—Matrizpolynome My(X\) und Ma(\) (die nicht regulir sein miissen) heiffen dqui-
valent, wenn m x m—Matrizpolynome E(X\) und F(X) mit konstanten Determinanten ungleich
Null existieren, so dass

My(A) = EQA)Ma(M)F(N)

gilt. Man schreibt dann My(X) ~ Ma(N).
Eine In x In-Matriz A heifit Linearisierung von P(\), falls

P\ O )
Ay, — A~ . 2.1
: ( O Ig-n @1)

Die In x In—-Matrix

0] I, o .. o
0 0 L, ... 0
Cp:= : : : :
O 0 o .. I,

—AM Ay —ATTAL AT Ay L AT AL,

heifst Begleitmatriz von P(\).
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Die Aquivalenz von Matrixpolynomen ist eine Aquivalenzrelation (Reflexivitit und Transitivi-
tat sind trivial, die Symmetrie erhélt man mit Lemma 2).

Satz 2
Cp ist eine Linearisierung von P(\).

Beweis:

Die In x In-Matrixpolynome E(\) und F()\) seien definiert durch

I, O ... O O Bi_1(\) Bi—s(A) ... ... By(\)
-, I, ... @) @) -1, O .. @)
F()) = L ot L B0 = 0 —In 0
@) o ... I, 0] : .. :
O O ... =\, I, 0) I, O

mit Bo(\) :== A, Bry1(A) :=AB,(A\) + A,y fir r=0,1,...,1 — 2. Es gilt dann
AB;_1(A) + Ag = P()\). Es ist leicht zu sehen, dass det E(\) = +det A; (# 0) (Entwicklung
von E(\) nach der letzten Block—Spalte) und det F'(A) = 1 gilt. F'(\) ist damit nach Lemma 2
invertierbar. Es gilt det(F(\)™1) = 1.

Direkte Multiplikation zeigt, dass

PN O ... O O
-, I, ... O POx o
BOYM—Cp)= | = (T )Fo)
O Iy,
o o ... I, O
O 0O ... =), I,
gilt, womit nach Multiplikation mit F(\)~! von rechts der Satz bewiesen ist. O

Satz 3

A ist Eigenwert von P(X) genau dann, wenn X* FEigenwert einer Linearisierung A € Clnxin

von P(\) ist.
Beweis:

Fiir eine Linearisierung A von P(A) gilt nach Definition

P(X) 0] B -
( O I(H)n>—E(A)(Mm A)F(N)

und damit
det(P(X)) = det(E(X)) det(A ]y, — A) det(F(N)) = ¢ - det(A\}, — A)

fiir eine Konstante ¢ # 0. Also haben det(P()\)) und det(AI;, — A) dieselben Nullstellen, womit
der Satz bewiesen ist. O

Es ist anzumerken, dass die Eigenvektoren zum Eigenvektor A* von P()) aus dem C™ stammen,
die Eigenvektoren zu A\* bzgl. einer Linearisierung A € C™* von P()) dagegen Elemente des
C'™ sind.
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Beispiel 2

Fiir P(\) aus Beispiel 1 hat die Begleitmatriz die Gestalt

00 10
00 01
Cp = 00 00
10 -1 1

Lemma 3

Es ist A\ — A~ X — B genau dann, wenn A und B zueinander dhnlich sind.

Beweis:

Um dieses Lemma zu beweisen, muss die Division fiir allgemeine (also nicht nur regulére)
Matrixpolynome M () eingefithrt und bewiesen werden. Wir beschrinken uns auf den Fall
eines linearen Divisors AI + X (X € C™*"):

Fir M(\) = 22:0 A\ vom Grad | (d.h. A; # 0) existieren genau ein n x n—Matrixpolynom
Q- (A) vom Grad [ — 1 und eine Matrix R, € C"*", so dass

M) =Q.(N)(M+ X)+ R, (2.2)
gilt. @, (\) heifit dann rechter Quotient und R, rechter Rest bei Division von M (A) durch
Al 4+ X. Analog existiert eine eindeutige Darstellung

M(A) = (M + X)Qu(A) + Ry (2.3)
(Qi(X\) linker Quotient, R; linker Rest).

Wir wollen nun (2.2) beweisen ((2.3) zeigt man analog):

Wenn [ =0 (d.h. M(\) = const.), wihlt man Q,(\) = O und R, = M()).

Sei nun also [ > 1. Auflerdem fithren wir die Schreibweise Q,.(A) = Zé-_:% Q;T))\j ein. Wenn man
damit einen Koeffizientenvergleich fiir (2.2) durchfiihrt, erhélt man die zu (2.2) dquivalenten
Gleichungen

A=Q", Aa=Q+Q" X, .., Aa=Q0+Q"x, A=Q]'X+R..
Diese Gleichungen definieren der Reihe nach Qgi)l, ey Qgr), Q(()T) und R,. Somit sind der rechte
Quotient und der rechte Rest eindeutig bestimmt.

Nun zum eigentlichen Beweis des Lemmas:

Die Riickrichtung ist schnell gezeigt: wenn A = TBT~! (T invertierbar), dann liefert

M — A =T\ — B)T~! die Aquivalenz \[ — A ~ A\ — B.

Sei nun A\l — A ~ A — B. Dann gibt es Matrixpolynome E(A) und F(\) mit konstanten
Determinanten ungleich Null, so dass

A — B =EN\\ — AF(\). (2.4)
E()) ist nach Lemma 2 invertierbar. Linksseitige Division von (E()\))~! durch A\I — A und
rechtsseitige Division von F'(X) durch A — B liefere

(E()™H = (M= A)S(\) + Eo,
2.5
F(\) = T\ —B)+F,. 29
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Wenn man dies in die zu (2.4) dquivalente Gleichung
(B(A) A = B) = (M = A)F())
einsetzt, erhilt man
{(\ = A)S(A) + Eo}(M — B) = (M — A){T(\)(\ — B) + Ry},

also
(M —A)(S(A) —=T\)(M — B) = (A — A)Fy — Ey(A — B).

Da der Grad des Matrixpolynoms auf der rechten Seite maximal 1 ist, folgt S(\) = T'(\) (fiir
S(A) # T(N) ist der Grad des Matrixpolynoms auf der linken Seite mindestens 2). Demnach
gilt
(M — A)Fy = Eo(\ — B),

also (nach Koeffizientenvergleich) Fy = Ey, AFy = EgB und damit AFEy = EyB.
Es bleibt zu zeigen, dass Ey nichtsingulér ist (denn dann ist B = E; LAE)). Zu diesem Zwecke
dividiert man E(\) linksseitig durch A\ — B':

EAN) =M -B)UM\)+Ryp. (2.6)

Mit (2.5) und (2.6) erhédlt man

I = (BEQM)'EM) = {(A\ = A)S(A) + EoH{(M — B)U(X) + Ro}
= (M—A)SAN)M —B)UN) + (M —A)S(N)Ro + Eo(M — B)U(XN) + EoRp
= (M —=A)SANN —B)U) + (M —A)SAN)Ry+ (M — A)FoU(N) + EgRy
= (M —=A[SN)A —=B)U) + S(NRy+ FoU(N)] + EoRy -
Also muss das Matrixpolynom in den eckigen Klammern gleich Null sein und EgRy = I, d.h.
FE) ist nichtsingulér. O
Satz 4

Die Matriz A ist genau dann eine Linearisierung von P(X\), wenn A dhnlich zur Begleitmatriz
Cp von P(\) ist.

Beweis:

Ergibt sich direkt aus Lemma 3, Satz 2 und der Transitivitiit der Aquivalenzrelation ~. [

2.2 Smith Form, Elementarteiler, partielle Vielfachheiten

In diesem Abschnitt muss das n x n-Matrixpolynom P(\) = Zi:o A; N nicht regulir sein, d.h.
det A; = 0 ist zugelassen.
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Definition 4

Elementare Transformationen eines n X n—Matrizpolynoms P(\) sind die folgenden:

o die Vertauschung zweier Zeilen bzw. Spalten;

e die Addition einer mit einem skalaren Polynom multiplizierten Zeile bzw. Spalte zu einer
anderen Zeile bzw. Spalte;

o die Multiplikation einer Zeile bzw. Spalte mit einer komplexen Zahl ungleich Null.

Jede der elementaren Transformationen entspricht der Multiplikation von P(\) mit einer in-
vertierbaren Matrix:

e die Vertauschung der Zeilen (Spalten) ¢ und j von P(\) entspricht der Multiplikation von
links (rechts) mit

1

e die Addition der mit dem Polynom f(A) multiplizierten j—ten Zeile zu der i—ten Zeile
entspricht der Multiplikation von links mit

gl

e die Addition der mit dem Polynom f(\) multiplizierten j—ten Spalte zu der i—ten Spalte
entspricht der Multiplikation von rechts mit
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(2.9)

e die Multiplikation der i—ten Zeile (Spalte) mit einer komplexen Zahl a # 0 entspricht der
Multiplikation von links (rechts) mit

1

i | a (2.10)

(Leere Stellen in den Matrizen (2.7)—(2.10) sind Nullen.)

Matrizen der Form (2.7)—(2.10) heiflen elementar. Es ist offensichtlich, dass die Determinante
einer elementaren Matrix eine Konstante ungleich Null ist.

Als Vorbereitung auf den folgenden Satz sei erwihnt, dass ein skalares Polynom
by ™ +bp_12™ 1 4. ..+ by monisch heiBt, wenn fiir den fithrenden Koeffizienten des Polynoms
b =1 gilt.

Satz 5
Jedes n x n—Matrizpolynom P(\) ist dquivalent zu einem diagonalen Matrizpolynom

D(\) = diag(di(N),...,d-(A),0,...,0) (2.11)
mit monischen skalaren Polynomen d;(\), wobei d;(\) teilbar durch d;—1(\) ist firi=2,...,r.
(2.11) wird als Smith Form des Matrixpolynoms P(\) bezeichnet.

Es wird spéter gezeigt, dass die Smith Form eines Matrixpolynoms eindeutig bestimmt ist.

Beweis:

Es ist zu zeigen, dass es n X n—Matrixpolynome E(A) und F(A\) mit D(A) = E(A)P(N)F(X)
und det () = const # 0, det F'(A\) = const # 0 gibt. Da die Determinante einer elementaren
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Matrix eine Konstante ungleich Null ist, geniigt es, Folgendes zu zeigen: durch Anwendung
einer Folge von Elementartransformationen (d.h. Multiplikation mit elementaren Matrizen von
links und rechts) kann das n x n-Matrixpolynom P(\) in D(A) (siehe (2.11)) iiberfithrt werden.
Dies wird per Induktion iiber n gezeigt.

Fiir n = 1ist P(A\) = 0 oder P(\) = c-d;(\) mit ¢ # 0 und d; (\) monisch, d.h. die Behauptung
stimmt.

Sei nun n > 1. Fiir P(\) = O ist die Behauptung trivial. Also sei P(\) # O. Wir nehmen an,
dass der Satz fiir n — 1 bewiesen ist.

Schritt 1:

Der (i, j)-te Eintrag von P(\) sei ungleich Null und kleinsten Grades in P(\). Durch Zeilen- und
Spaltenvertauschungen in P(A) bringt man dieses Element an die Stelle (1, 1) und bezeichnet
die so entstandene Matrix als (aj;(A)). Fiir jeden Eintrag der ersten Zeile und ersten Spalte
werden nun Quotient und Rest bei Division durch ai;(A) bestimmt:

ai;(A) = ann(N)gij(A) +ri;(A), 7=2,3,...,n,
ail(/\) = a11<)\)%1()\)+7”i1()\), 1=2,3,...,n.

Fiir jedes ¢ # 1 und jedes j # 1 subtrahiert man nun ¢;;(\) mal die erste von der j-ten Spalte
und ¢;1(\) mal die erste von der i—ten Zeile (elementare Transformationen vom Typ 2). Da-
durch werden die Eintrage aq;(\) bzw. a;1(A\) durch die Polynome 71;(X) bzw. rj; () ersetzt
(i,7 =2,...,n), welche entweder das Nullpolynom oder kleineren Grades als a1 () sind. Wenn
diese Polynome nicht alle gleich Null sind, nutzt man Zeilen— und Spaltenvertauschungen, um
a11(A) mit einem Eintrag ri;(\) oder 731 () kleinsten Grades auszutauschen.

Dieser Prozess, der den Grad der Nichtdiagonalelemente der ersten Zeile und Spalte so verklei-
nert, dass er kleiner als der Grad des Eintrags an der Stelle (1,1) ist, wird wiederholt. Da der
Grad des Eintrags an der Stelle (1,1) in jedem Schritt verkleinert wird (und dies nur endlich
oft passieren kann), erhalten wir nach endlich vielen Schritten ein Matrixpolynom der Form

alV (N 00
0 () ... b 0.12)
o Yo o dBo
Schritt 2:

In der Matrix (2.12) kann es Eintréige ag)()\) # 0,2 < i,57 < mn, geben, deren Grad kleiner

als der von a§11)(/\) ist. Wenn agjl-)()\) solch ein Eintrag ist, wendet man Schritt 1 erneut an

und erhilt dann eine Matrix der Form (2.12), fiir die der Grad des Eintrags (1,1) wiederum
verkleinert ist. Wenn man also Schritt 1 auf diese Weise geniigend oft wiederholt, erhélt man

eine Matrix

a?(\) 0 0
0 a0 ... el o) 0.13)
0 . d@n

fiir die aﬁ)()\) # 0 kleinsten Grades ist.
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Schritt 3:
In der Matrix (2.13) kann es Eintrige ungleich Null geben, die nicht durch aﬁ)()\) teilbar

Z(]g)<)\) ein solcher ist, addiert man die Spalte j zu der Spalte 1 und berechnet
(

dann die Quotienten und Reste der Eintrdge der neuen Spalte 1 bei Division durch alzl)()\).

sind. Wenn a

Zumindest der zu ag)()\) gehorige Rest ist ungleich Null. Es werden dann die Schritte 1 und 2
durchgefiihrt. Man erhilt wiederum eine Matrix der Form (2.13), fiir die der Grad des Eintrags
(1,1) verkleinert ist. Schritt 3 wird nun solange wie méglich durchgefiihrt. Dies kann nur endlich
oft passieren. Man erhélt dann eine Matrix

al?(\) (3? . (3?
0 agy (A) .. az, (A) (2.14)
o ¥ o

fiir die jedes ag-’)()\) durch ag?i)(/\) teilbar ist.
Schritt 4:
Man multipliziert die erste Spalte von (2.14) so mit einer Konstante ungleich Null, dass der fiih-

rende Koeffizient von aﬁ)()\) zu 1 wird. aﬁ)()\) ist dann also monisch. Das so entstandene Ma-
trixpolynom wird mit P;(\) bezeichnet. Nun kann man auf das (n—1) x (n—1)-Matrixpolynom

L[ ey
P4()\):7 : :
TN\ @0y B

S.

die Induktionsannahme anwenden, d.h. es gilt Py(\) ~ diag(ei(A),...,es(A),0,...,0) =: Dy(N)
mit monischen skalaren Polynomen e;(\), wobei e;(\) teilbar durch e;—1 () ist fiiri = 2,...,
Damit gilt

PO~ i = Gﬁ)()\) < (1) P4(())\) ) ~ aﬁ)()\) < (1) D40()\) )

= diag(@P (), aP VeV, . P Nes(V), 0, ..., 0),

womit mit dj(\) := aﬁ)(/\) und d;(\) = aﬁ)(/\)ei_l()\) fir i = 2,...,5s 4+ 1 der Satz bewiesen
ist. u

Es folgt nun die Definition der Minoren von A € C™*™. Fiir 1 < k < n und zwei Sequenzen
i=1<ii<ig<...<ip<n)und j = (1 <1 <jo2 <...<j <n)erhilt man die k x k-
Matrix A% aus A durch Streichen aller Zeilen auBer denen mit Index i1, ..., und Streichen
aller Spalten aufier denen mit Index 71, ..., j . Die Determinante det(A%Y) wird dann als Minor
k—ter Ordnung bezeichnet. Es gibt (2)2 Minoren k—ter Ordnung. Analog sind die Minoren eines
n X n—-Matrixpolynoms P(A) vom Grad [ definiert, welche dann skalare Polynome sind, die
hochstens den Grad kl besitzen.

In Vorbereitung auf Satz 7 wird folgender Satz erwihnt:
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Satz 6  (Satz von Binet-Cauchy, [9])
Es seien A, BeC™" 1 <k<n,i=(1<i<iy<...<ip<n)und

J=1<j1<je<...<jr<n). Dann gilt

det ((AB)%2) = > det (A%€) - det (B%1).

c=(1<c1<ca<...<cx<n)

Satz 7

P(X\) sei ein n x n—Matrizpolynom. pi(\) sei der monische grifste gemeinsame Teiler der
Minoren k—ter Ordnung von P(\) wenn diese nicht alle gleich Null sind. Sonst sei pi(\) = 0.
Desweiteren sei pg(A) = 1 und D(N\) = diag(dy(N),...,d-(N),0,...,0) die Smith Form von

P(N).
Dann ist r die gréfite natiirliche Zahl, fir die p,(\) #Z 0 gilt. Auflerdem gilt
pi(A) .
di(A) = ———, 1=1,...,7 2.15
N pi—1(A) ( )

d.h. die d;(\) sind eindeutig bestimmit.

Die Diagonalelemente dy(A),...,d,(\) der Smith Form werden als invariante Polynome von
P(\) bezeichnet.

Eine Folgerung aus Satz 7 ist, dass die Smith Form von P()) eindeutig bestimmt ist.

Beweis:

P(X) und Q(\) seien dquivalent, d.h. P(A) = E(A)Q(A)F () mit det E(A) = ¢; # 0 und

det F(A) = c2 # 0. Dann stimmt der gréfite gemeinsame Teiler py ;(\) der Minoren k-ter
Ordnung von P(\) mit dem grofiten gemeinsamen Teiler py o(A) der Minoren k-ter Ordnung
von Q(A) iiberein, wie gleich gezeigt wird.

Wenn man némlich die Binet—Cauchy Formel zweimal auf P(\) = E(A)Q(\)F()\) anwendet,
kann man einen Minor my(A) k-ter Ordnung von P(A) mit Hilfe von Minoren gy s(\) k-ter
Ordnung von Q(\) folgendermaflen ausdriicken (nach Umordnung):

mk()\) = ZGS(A)Qk,s()‘)bs(A%

wobei as(\) bzw. bs(\) geeignete Minoren k—ter Ordnung von E(A) bzw. F()) sind. Jeder
gemeinsame Teiler der Minoren gy (A) k-ter Ordnung von Q(\) ist damit ein Teiler von my(X).
Also ist pg 2(A) ein Teiler von py 1 (A).

Q(\) = E7Y(A)P(N)F () liefert mit derselben Argumentation, dass py1(A) ein Teiler von
Pr,2(A) ist. Weil pg 1 (M) und pg2(X) monisch sind, gilt dann also pg1(A) = pr2(A).

Auf die gleiche Weise zeigt man, dass die grofite natiirliche Zahl 1 mit p,, 1(A) # 0 genau die
grofite natiirliche Zahl ro mit pr, 2(A) # 0 ist.

Nun verwendet man diese Aussagen fiir P(\) und Q(\) = D(\). Es folgt, dass es ausreicht, die
Aussagen des Satzes fiir P(\) = D(A) zu zeigen. Es ist klar, dass fir 1 <s <r

di(A)da(A) - ... - ds(X)
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der grofite gemeinsame Teiler der Minoren s—ter Ordnung ungleich Null von D(\) ist. Also ist
ps(A) = di(A) - ... - ds(N), s = 1,...,r, und (2.15) folgt. Fiir s > r sind alle Minoren s—ter
Ordnung von D(A) gleich Null, d.h. ps(\) =0. O

Bemerkung 1
Fir ein regulires n x n-Matrizpolynom P(X) l-ten Grades (d.h. det A; # 0) ist der monische
grofste Teiler des Minors n—ter Ordnung det(P()))

1
~ det A

also gilt nach Satz 7 in der Smith Form (2.11) von P(\) die Beziehung r =n .

Prn(N) det(P(X\)) #0,

Beispiel 3

Fiir das reguldre 2 x 2—Matrizpolynom vom Grad 2

22 0
P = ( AA+1) AA—=1) )

soll mit Hilfe von Satz 7 die Smith Form gefunden werden.

Es ist p1(A) = X und p2(A\) = det P(\) = A\3(\ — 1) . Damit lauten die invarianten Polynome
di(\) = X und da(\) = A2(\ — 1) . Die Smith Form von P(\) ist folglich

P =(§ oy )

Lemma 4

Fir die Anzahl v der invarianten Polynome von P(\) gilt
r = max{rang P(\)}.
AeC
Beweis:

Wenn man sich den Beweis von Satz 5 anschaut, sieht man, dass P(\) durch Anwendung einer
Folge von elementaren Transformationen in D(\) (siehe (2.11)) iiberfiithrt wird. Fiir ein festes
A* € C sind dies elementare Zeilen— und Spaltentransformationen, die den Rang einer Matrix
nicht dndern. Also gilt rang P(\*) = rang D(\*) fiir jedes A* € C.

Wenn \* keine Nullstelle eines der invarianten Polynome von P(\) ist, gilt trivialerweise
rang D(A*) = r. Sonst gilt rang D(\*) < r. Damit ist die Behauptung bewiesen. O

Man kann jedes invariante Polynom als Produkt von Linearfaktoren darstellen:

dz()\) = ()\ - )\il)a“ et ()\ — )\Lki)aiki s 1= 1, e, T

mit verschiedenen komplexen Zahlen \;1, ..., \; x, und positiven natiirlichen Zahlen
Qit, .., 0k, Ein Faktor (A — Xjj)®9, j € {1,...,k;}, ¢ € {1,...,r}, heifit Elementarteiler
von P(A) zu );;. Ein Elementarteiler heifit linear, wenn «;; = 1 ist. Fiir oy; > 1 heifit er

nichtlinear.
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Satz 8

P(X) sei ein n x n—Matrizpolynom mit det P(A\) #0.
Dann existiert fiir jedes A\g € C die Darstellung

P(X) = Exo(A) diag((A = Aa)™ 5. (A= X)) Fg(A) (2.16)

mit Matrizpolynomen Ey,(X) und Fy,(\), die fiir A = Ao invertierbar sind, und
v < ... <y, (v € Ng). Diev,i=1,...,n, sind (wenn man alle Nullen weglisst) genau die
Grade der Elementarteiler von P(X\) zu Ag.

vi,..., v, werden partielle Vielfachheiten von P(\) zu A¢ genannt. Die Darstellung (2.16) wird
als lokale Smith Form von P(\) zu Ag bezeichnet.

Zur Erinnerung: Elementarteiler von P()) zu Ag besitzen die Form (A — A\g)™ .

Beweis:
Die Existenz der Darstellung (2.16) folgt aus der Smith Form auf die folgende Weise: Die
Diagonalmatrix D()\) sei die Smith Form von P(\) mit

P(X\) = E(A\)D(AN)F(X) (2.17)

und det E(\) = const # 0, det F'(\) = const # 0.

Weil nach Voraussetzung det D(\) = det E(\) ™! det P()\) det F(\)~! # 0 gilt, kann D()) keine
Nullen auf der Diagonalen besitzen, d.h. es gilt D(\) = diag(di(A),...,dn(N)). Fir A\g € C kann
jedes d;(A) folgendermaflen faktorisiert werden:

di(N) = (A= )di(N), i=1,...,n,

mit Ji()\o) # 0 und v; > 0. Weil d;(\) Teiler von d;11(\) ist, gilt v; < v;41. (2.16) folgt nun aus
(2.17), wenn man

E)\o(/\) = E()‘)diag(czl ()\), cee adn()‘» s P ()‘) = F()‘)

setzt. Es gilt Ey, (o) ™" = diag(1/di(\o), ... 1/dn(X0))E(Xo)~".

Es bleibt zu zeigen, dass die v;,i = 1,...,n, (wenn man alle Nullen weglisst) genau die Grade
der Elementarteiler von P()) zu Ag sind. Zu diesem Zwecke zeigt man, dass jede Faktorisierung
von P(\) des Typs (2.16) mit vy < ... < v, impliziert, dass v; die Vielfachheit von Ag als
Nullstelle von d;(X\), j = 1,...,n, ist (wobei D(X\) = diag(di(A),...,d,())) die Smith Form
von P(A) mit (2.17) ist).

Aus (2.16) und (2.17) erhélt man

d(d) 0 ... 0 (A = Ao)"t 0 0
Do aw] T T R,

(2.18)

wobei Ey,(A\) = E(A) " Ex, (), Fy,(\) = Fx,(A\)F(\)~! Matrixpolynome sind, die fiir A = \g

invertierbar sind. Wenn man darauf die Binet—Cauchy Formel fiir Minoren ¢g—ter Ordnung von
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Matrixprodukten anwendet, erhélt man
di(N)da(N) - ... - dig(N) = Zmi’E()\)mLDAO()\)mk’F()\) , do=1,...,nm, (2.19)
ijk
wobei m; () (bzw. mjp, (A), my, 7(A)) Minoren io-ter Ordnung von Ex,(\) (bzw.
diag((A — M), ..., (A = Xo)"), F),(\)) sind und die Summation iiber eine gewisse Menge
von Tripeln (4,7, k) erfolgt. Aus (2.19) und der Bedingung 11 < ... < v, folgt, dass Ao eine
mindestens (v; + v + ... + v4,)-fache Nullstelle des Produkts di(X)da2(A) - ... - d; () ist (da

Ao mindestens (v + v2 + ... + v;,)—fache Nullstelle eines beliebigen Minors ig—ter Ordnung
™MDy, (M) von diag((A — Xo)**, ..., (A — Ag)") ist).

Man kann (2.18) umschreiben in

di(N) 0 . 0
Eoop| 0 AV DB
0 0 da(\)
(A= Ag)” 0 0
_ (:] (A= 20) ) (:) : (2.20)
0 0 (g

Fiir ein beliebiges n x n—Matrixpolynom A(A) sind die Eintrége der inversen Matrix Minoren
(n—1)-ter Ordnung von A()) geteilt durch det A()), also rationale Funktionen in A. (Ey, ()~
und (F,()\))~! sind also rationale Matrixfunktionen, die wegen det(E),(Xo)), det(Fy, (o)) # 0
fiir A = A\g definiert und invertierbar sind.

Wenn man die Binet—Cauchy Formel auf (2.20) anwendet und beriicksichtigt, dass d;(A) ein
Teiler von dij+1(A) (i =1,...,n — 1) ist, erhiilt man

(A — Xo)rHvztetio = dy (Nda(N) - ... - dig (\) iy () (2.21)

wobei ®;, () eine rationale Funktion ist, die fiir A = ¢ definiert ist (d.h. )¢ ist keine Polstelle
von ®;, ().

Angenommen )\g ist eine Nullstelle von dy(A)da(A) - ... - di,(\) mit Vielfachheit grofer als
(1 +va+ ...+ v4,). Wegen (2.21) muss dann Ao Polstelle von ®;,(A) sein, Widerspruch.

Also ist A\g eine (v1 + v + ...+ v4,)—fache Nullstelle von dj (X)da2(X) - ... -diy(N),i0=1,...,n.
Deswegen ist v; genau die Vielfachheit von \¢ als Nullstelle von d;(\),i =1,...,n. O

Wenn )y kein Eigenwert von P(\) ist, d.h. keine Nullstelle eines invarianten Polynoms von
P() ist, sind nach Definition alle partiellen Vielfachheiten von P(\) zu Ao gleich Null.

Bemerkung 2

Fir ein reguldres n x n-Matrizpolynom P(X) l-ten Grades (d.h. det A; # 0) gilt nach Satz 5
und Bemerkung 1

¢-det(P(N\) = det(D(N)) = H di(\),
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wobei D(X) die Smith Form von P(\) und ¢ # 0 ist.

Fiir die algebraische Vielfachheit o eines Figenwertes Ao von P(\) gilt dann also

i=1
wobei vi, i =1,...,n, die partiellen Vielfachheiten von P(X) zu Ao sind (siehe Satz 8).

Beispiel 4
Fir )
A 0
P = < AA+1) AA—1) >

aus Beispiel 3 ist det P(\) = A3(A — 1), also sind A = 0 und A\ = 1 die Eigenwerte von P()).
Nach Beispiel 3 lauten die Elementarteiler von P(\) A\, A2 und X\ — 1. Damit ist nach Satz 8

A0 1 0 ) 1 0
0 x2 /) VLo x=1)"7 Vo1

die lokale Smith Form von P(X) zu A\g = 0, A\g = 1 bzw. A\g #0, 1.

2.3 Jordanketten und Loésungen von linearen Differentialglei-
chungen

In diesem Abschnitt ist P(\) = Zf;:o A; N wieder ein reguldres n x n-Matrixpolynom I-ten
Grades, d.h. es gilt det A; # 0. Dann ist

d*P(\);;
PR ()) = <d§k)3> (2.22)
i,j=1,...,n

die k-te Ableitung von P(X) nach A (wobei das skalare Polynom hochstens I-ten Grades P(\);;
der (7, j)-te Eintrag von P(\) ist). Die erste Ableitung z.B. lautet

l

P(N) =) iAX"",

i=1
Definition 5
Fine Folge von n-komponentigen Vektoren xg,x1,...,x (xg #0), fir die
iy
—PYN Yz =0, i=0,...k, (2.23)

1
=07

gilt, heifst Jordankette der Linge k+ 1 fir P(\) und den Eigenwert \* von P(\). Die Vektoren
xr1,...,T werden als verallgemeinerte Figenvektoren bezeichnet.
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Diese Definition einer Jordankette bei Matrixpolynomen ist eine Verallgemeinerung des Begriffs
Jordankette fiir quadratische Matrizen. Fiir eine Jordankette xg,...,zr von A € C™" zum
Figenwert \* gilt

Axg = N'zg, Ax1=NNz1+20, ..., An)p =N +T8_1.

Dies ist genau die Definition einer Jordankette des linearen Matrixpolynoms IA — A.

Aus der Definition einer Jordankette von P(\) ergibt sich, dass der Vektor z( ein Eigenvektor
von P(A) zum Eigenwert \* ist. Fiir ein Matrixpolynom vom Grad [ > 1 miissen die Vektoren
einer Jordankette nicht linear unabhéngig sein. Sogar der Nullvektor ist als verallgemeinerter
Eigenvektor zulédssig. Dazu gibt es spéter ein Beispiel.

Wir betrachten nun die zu P()) gehorige homogene lineare Differentialgleichung
da
dt

wobei u : D C C" — C" eine vektorwertige Funktion ist.

P(—)u(t) = Au®(t) + A_1uI () + ...+ Ay (t) + Agu(t) = 0, (2.24)

Satz 9

Die vektorwertige Funktion

(t) - + - oty )Mt (2.25)
U =|—x0+———x1+ ...+ a1 |€ .

g RO k=1t b

fiir ein k € Nq ist genau dann eine Losung der Differentialgleichung (2.24), wenn die Vektoren
x0,X1,...,xk eine Jordankette von P(X\) zum Eigenwert \* bilden.

Beweis:

u(t) = ug(t) sei gegeben durch (2.25). Dann gilt

<jt—)\*l>u(t) = () = Nu(t)

th1 .
= < xo+ ...+ xkl)e’\ Ep N u(t) — N u(t)

(k—1)!
th=1 A+
= <(k’— 1)‘1'04- —i—xkl)e t
und allgemeiner
d Y th=i th=i=1 -
fir 7 =0,...,%k und
d J
(dt—)\*I> u(t) =0 fir j=k+1,k+2,.... (2.27)

Die Taylorreihe von P(\) an der Stelle A* lautet

P\ = POV) + PV (A — ") + %P”(A*)(A A4 %P(l)()\*)()\ Y
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d
Wenn man nun A durch T ersetzt, erhilt man

P(i)MQ:I%VMG%hPQﬂ<i—AW)MQ+.“+;PWQSQZ—AWymw.

Das Einsetzen von (2.26) und (2.27) in diese Gleichung liefert

P( DYty = {E PO+ (PO")ar + PU(X)a0) +
dt K O (k=1 ! )
. /oy LNy A*t
HEPA )k + PN )21+ PP (N )ao) pe T
was genau dann gleich Null ist, wenn zy, ...,z eine Jordankette von P(\) zu A\* bilden. [
Es ist leicht zu sehen, dass fiir eine Jordankette xg, z1, ...,z von P()\) zum Eigenwert \* die

k Losungen der Differentialgleichung (2.24)

k .
* * ‘7 *
UQ(t) = xoe’\ t, ul(t) = (tﬂ?o + .%1)6)\ t, ey Uk(t) = <Z j!xkj)e)\ !

linear unabhéngig sind.

Beispiel 5

Es wird das Matrixpolynom

mn:(é?)ﬂ+<$_E)A+<?8>:<Af1A@{D)

aus Beispiel 1 mit den Eigenwerten Ag = 0 und Ay = 1 und jeweils zugehdrigem FEigenvektor
o= (0 1)1 (a =1 in Beispiel 1) betrachtet. Es soll jeweils eine Jordankette zu den beiden
Eigenwerten bestimmt werden.

Fiir Ao =0 und i =1 liefert (2.23) das Gleichungssystem

O:P(O)m1+P’(0)xo=<(1) 8>x1+<(1) ?)(?)

fiir das jeder Vektor x1 = (1 8)T, B € C, Losung ist. Es wird hier 3 = 0 und damit
x1 = (1 0)T gewdhlt. Firi =2 liefert (2.23)

st o (1 ) (1 2)(3)+(3 (1)

und dies wiederum den Vektor xo = (—2 v)T, v € C. Wir wihlen x3 = (-2 0)T. Fiiri =3
erhdlt man wegen PG)(\) = O das Gleichungssystem

oo grwn (1) (8 5)(3)+( 1) ()
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welches nicht losbar ist. Also bilden

e ()n=(3)m=(3)

eine Jordankette der Linge 3 fiir P(X) und Ao = 0.
Fir Ay =1 und i =1 liefert (2.23) das Gleichungssystem

ozp(l)x1+P’(1)x0:<§ 8)@—1-(? (1)><2>,

welches unlésbar ist. Damit ist xg = (0 1)T eine Jordankette der Linge 1 fiir P(\) und A\ = 1,
die nicht verlingert werden kann.

Lésungen des zu P(X) gehdrigen homogenen Systems von Differentialgleichungen

()0 (3 )0+ (3 )=

sind dann nach Satz 9

uo(t) = (

=)
~_
N
=
=
N~—
Il
7N\
~~ =
N~
e
no
=
Il
7N
~
N[ —
%I
)
'
~
*
Il
[a)
S~—

und

Diese vier Losungen sind linear unabhdngig.

2.4 Nullstellenpolynome

In diesem Abschnitt ist P(\) ein nicht notwendig regulires n x n—Matrixpolynom mit
det P(\) # 0, fiir das Eigenpaare und Jordanketten analog zum reguliren Fall definiert werden
konnen.

Auflerdem sei ein n—komponentiges Vektorpolynom vom Grad [ definiert durch

l

p(\) =) wuiX', AeC,
i=0

mit Koeffizientenvektoren v, ..., v; € C™. Die komplexe Zahl \* heifit k—fache Nullstelle (k > 1)

des Vektorpolynoms p()), falls ein Vektorpolynom p()) existiert mit p(A) = (A — A*)¥ - ()
und p(A*) #0.

Definition 6

P(X) sei ein (nicht notwendig regulires) n x n—Matrizpolynom. Ein n—-komponentiges Vektor-
polynom p(X) mit p(A*) # 0 und P(A\*)p(\*) = 0 heifit Nullstellenpolynom von P(X\) zum
Figenwert \*. Wenn X\* k—fache Nullstelle (k > 1) des Vektorpolynoms P(\)p(X) ist, heifit k
die Ordnung von p(X).
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Man betrachtet nun die (endliche) Taylorentwicklung von ¢(A) zur Entwicklungsstelle A*

q
=3 (A= XYy, (2.28)
7=0

wobei g, ..., ¢ die entsprechenden Taylorkoeffizienten sind. AuBerdem kann man auch P())

nach \* entwickeln:

POAY(X = M) (2.29)

MN

Il
(=)
<

P(\) = ]

<.

Lemma 5

k sei die Ordnung des Nullstellenpolynoms ¢(X) von P(\) zum Eigenwert \*. Dann bilden die
Vektoren ¢o, @1, ..., pr—1 aus (2.28) eine Jordankette von P(\) zu \*.

Beweis:

l q
1 j * *\ J *
P(\)p(\) = ZﬁP(J)(A YA=XAY L DA =A%)
7=0 7=0
Man multipliziere nun die rechte Seite aus. Weil P()\) (A) = (A = X)FG(N) mit G(A*) # 0

miissen die Koeffizienten bzgl. (A — A*)7 | j = 0,...,k — 1, der rechten Seite gleich Null sein.
Dies liefert nach Definition (2.23) die Behauptung. O

Bemerkung 3

Umgekehrt gilt: wenn po, @1, ..., pr—1 eine Jordankette von P(\) zu A* bilden, ist ein Vek-
torpolynom vom Typ

=
—

PN = 3= XV; + (A= A

<
Il
o

(Y(N) ein beliebiges Vektorpolynom) ein Nullstellenpolynom mindestens der Ordnung k von
P(X\) zu A" .

Dies gilt wegen o(X*) = @0, (2.29) und der Definition (2.23) einer Jordankette.
Satz 10

P(X\), A(\) und B(X) seien n x n—-Matrizpolynome (P(X) nicht notwendig regulér). A(X*) und
B(X\*) seien invertierbar fir \* € C.

Dann sind yo, ..., yx eine Jordankette von A(XN)P(N)B(\) zu \* genau dann, wenn die Vek-
toren
i,
Zj = Z 53(1)(/\*)2/]'—@‘ y j = 0, cee ,k (2.30)
i=0

eine Jordankette von P(X) zu X\* bilden.
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Beweis:

Vorbemerkung: Es sei B(A) = Y0 £ BO(X*)(XA — A*)¢ die Taylor-Entwicklung von B()) zu
A* und (N) = Z?ZO()\ — A*)Jy;. Dann gilt wegen (2.30)

k
BN =D (A= AV z + (A= A0 (0) = (V).

J=0

Angenommen z, ..., 2z, aus (2.30) bilden eine Jordankette von P(A) zu A*. Dann ist @(A)
nach Bemerkung 3 ein Nullstellenpolynom von P(\) und P(A)g()\) = (A — X*)FF105(N\) fiir ein
Vektorpolynom 62()). Es gilt

[AN)P)BW]B(A) = AN PN e(N)] = (A = X)FTAN) 6 (N).

Wegen ¢(\*) = yo = B(A*)"1zg # 0 und [A(N)P(A*)B(A*)]w(\*) = 0 ist 1()\) also ein Null-

stellenpolynom von A(A)P(A)B(A) von mindestens Ordnung k + 1. Also bilden vy, ..., Y
nach Lemma 5 eine Jordankette von A(A)P(A\)B(A) zu A*.
Umgekehrt sei yo, ..., yi eine Jordankette von A(A)P(A)B(A) zu A*. Dann ist nach Bemer-

kung 3 () Nullstellenpolynom von A(\)P(A\)B()\) mit
ANPNBAPO) = (A = X)FF105(\)

fiir ein Vektorpolynom #3(\). Fiir ¢(A\) = B(\)¥(\) gilt dann
P(A)p(A) = (A = A)FAT (063 (N)

wobei P(A\)@(\) ein Vektorpolynom ist (A~1(\) ist rationale Matrixfunktion). Weil A(\*) nicht-
singulér ist, ist die rechte Seite ein Vektorpolynom mit der Nullstelle A = A\* von mindestens
Vielfachheit & 4+ 1. Wegen p(\*) = B(A\*)yp # 0 und P(A*)p(A\*) = 0 ist ¢(A) dann ein Null-
stellenpolynom von P(\) von mindestens Ordnung &+ 1. Nach Lemma 5 sind dann zg, ..., 2
eine Jordankette von P(\) zu A*. O

2.5 Kanonische Menge von Jordanketten

Es wird nun eine kanonische Menge von Jordanketten eines reguldren Matrixpolynoms P(\)
konstruiert. Jedes Matrixpolynom besitzt also eine kanonische Menge von Jordanketten (die
jedoch nicht eindeutig bestimmt ist, wie spéter gezeigt wird).

Es sei daran erinnert, dass ein regulidres Matrixpolynom P(\) wegen det A; # 0 hochstens nl
verschiedene Eigenwerte besitzt.

Lemma 6

Die Ordnung k eines beliebigen Nullstellenpolynoms von P(\) zum Eigenwert \* ist hochstens
so grof$ wie die algebraische Vielfachheit von A*.
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Beweis:

Wegen Satz 10 in Verbindung mit Lemma 5 und Bemerkung 3 geniigt es, dies fiir die lokale
Smith Form S(A\) = diag((A — A*)",...,(A=X)"), 0< 1y <...<y; <...<v,, (siche
(2.16)) zu beweisen. Es ist v, > 1 weil A* Eigenwert von P(\) ist, d.h. mindestens ein linearer
Elementarteiler von P(A) zu A* existiert. Ein beliebiges Nullstellenpolynom ¢(\) von S(A)
besitzt mindestens die Ordnung 1. Der Index i = i* € {1,...,n} sei der kleinste, fiir den
©(N*); # 0 gilt (existiert wegen @(A*) # 0). Dann gilt also

SONP) = (A= X o)1 = ANy (A= X))
= (=X R0)

mit (A\*) #0, also 1 <k =wv;» <v1+...+ 1, (wobei det S(\) = (A — \*)V1t+tvn), O

Korollar 1

Die Linge einer Jordankette von P(\) zum Eigenwert \* ist hdochstens so grof$ wie die alge-
braische Vielfachheit von \*.

Beweis:
o sei die algebraische Vielfachheit von \*.

Angenommen es gibt eine Jordankette von P(\) zum Eigenwert A\* der Lénge k > o. Dann
existiert nach Bemerkung 3 ein Nullstellenpolynom mindestens der Ordnung k& > o, was Lem-
ma 6 widerspricht. O

A* sei ein fester Eigenwert von P(M). In der anschlieBenden Konstruktion einer kanonischen
Menge von Jordanketten gehoren alle Nullstellenpolynome zu diesem A*.

Es sei ¢1(\) = Z?;EI(A — A*)J1; ein Nullstellenpolynom gréBter Ordnung 1. Aus Lemma 6
folgt, dass die Ordnungen der Nullstellenpolynome nach oben beschrinkt sind, also existiert
solch ein ¢1(A). Lemma 5 liefert, dass 19 Eigenvektor zu A* ist. pa2(\) = Z"-‘ial()\ — XY g,
sei ein Nullstellenpolynom grofiter Ordnung unter allen Nullstellenpolynomen, deren Eigenvek-
toren nicht ein skalares Vielfaches von ¢1¢ sind. Insbesondere gilt ko < K.

Wenn ¢1(A), ..., ps—1(A) bereits gewéhlt wurden, wobei

Ki—1

j=0

dann sei ps(A) = Z?ial()\ — A*) s ein Nullenstellenpolynom groiter Ordnung ks unter allen
Nullstellenpolynomen, deren Eigenvektor kein Element der linearen Hiille der Eigenvektoren
10, - -+ Ps—1,0 ist.

Dieser Prozess wird weitergefiihrt bis die Menge Ker P(\*) aller Eigenvektoren von P(\) zu A*
erschopft ist. Also wurden r Nullstellenpolynome

Kki—1

i\ =D (A=Y, i=1,...r
J=0



28 Kapitel 2. Theorie zu Matrixpolynomen

konstruiert, wobei r = dim(Ker P(\*)).

Man sagt dann, dass die Jordanketten (siehe Lemma 5)

P105 -+ -5 Plikr—15 P20y P2ko—15  Proy.- s Prr,—1

eine kanonische Menge von Jordanketten von P()) zu A* bilden.

Solch eine kanonische Menge von Jordanketten ist nicht eindeutig. Man kann z.B. ¢3(\) durch
wa(A) + Z;ial()\ — M)y, in der obigen Konstruktion ersetzen und erhilt eine andere kano-
nische Menge. Es wird nun gezeigt, dass die Zahlen k1,...,k, eindeutig bestimmt sind, also
nicht von der Wahl einer kanonischen Menge von Jordanketten von P(\) zu A* abhéngen.

Satz 11

Es sei P(\) ein reguldres n x n—Matrizpolynom.

Dann sind die Lingen k1,. .., Kk, der Jordanketten in einer kanonischen Menge von Jordanket-
ten von P(\) zum Eigenwert \* genau die partiellen Vielfachheiten ungleich Null von P(\) zu
A*.

Beweis:

Es wird die lokale Smith Form von P()) verwendet:
P(A) = Ex«(A)Dx=(A) Fx=(A),

wobei Ey«(A) und Fy«(A) Matrixpolynome sind, die fiir \* invertierbar sind,
Dy-(A) = diag((A = A")")i

und 0 < vy < ... <, die partiellen Vielfachheiten von P()\) zu \* sind. Eine kanonische Menge
von Jordanketten von Dy« () (die genauso definiert ist wie fiir Matrixpolynome Zizo A\ mit
det A; # 0) kann man leicht auf die zuvor beschriebene Art konstruieren:

wenn 0 = vy = ... = v, < V41 gilt (wobei v, > 1 ist), dann ist dim(Ker Dy-(A\*)) =n —ig.
Es gilt Dy«(AN)ej = (A=X*)"e; fir j =ip+1,...,n (ej bezeichnet den j-ten Einheitsvektor im
C™). Also ist ;(A) = ep41-i ein Nullstellenpolynom mit Ordnung vy, 1, firi =1,...,n—1p.
Dann ist

€n,0,...,0, en_l,O,...,O, ceey 6Z‘O+1,O,...,0
eine kanonische Menge, wobei die Jordankette e;,0, ..., 0 die Lange v; besitzt (j = ig+1,...,n).
Analog kann man sich iiberlegen, dass ¢(\) genau dann ein Nullstellenpolynom von Dy« () ist,
wenn @(A*) = (0,... ,O,agz),agzl, . ,agf))T =: v() mit agz) #0und i € {ig+1,...,n} (und
Ordnung v;). Also hat jede kanonische Menge von Jordanketten von Dy«(\) die Gestalt

v(i),vm, vy Vipi—1, 1=mn,...,050+ 1

mit geeigneten Vektoren v; 1, ..., v;,,—1. Somit stimmt die Behauptung des Satzes fiir Dy« ().

Desweiteren ist das System
Yioy -y Yig—1, =11

genau dann eine kanonische Menge von Jordanketten von P(\) zu \*, wenn das System

©Pi0y -+« s Piyri—1 ’L':].,...,'l"
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eine kanonische Menge von Jordanketten von Dy« () zu A* ist, wobei

J
1 . . .
@z’j:Z%F}(\T)(}\)%,j—m, j=0,...,5;—1, i=1,...,r.

m=0
Dies folgt aus Satz 10, der Definition einer kanonischen Menge von Jordanketten und unter
Beachtung von ;0 = F«(A* )0, i = 1,...,7 (d.h. ¥g, ..., sind linear unabhiingig genau

dann, wenn @1, ..., @y linear unabhéingig sind). Die Lingen der Jordanketten einer kanoni-
schen Menge von P(\) und Dy«(A) zu \* sind also identisch, und damit folgt die Behauptung
des Satzes. O

Mit Bemerkung 2 erhilt man dann das folgende Korollar.

Korollar 2

P(X) sei ein regulires n x n—Matrizpolynom. Dann stimmt die Summe Y ;_, k; der Lingen der
Jordanketten in einer kanonischen Menge von Jordanketten zum Figenwert X* dberein mit der
algebraischen Vielfachheit von \*.

Der folgende Satz zeigt, dass ein kanonisches System die Rolle einer Basis fiir die Menge aller
Jordanketten von P()\) zum Eigenwert \* spielt.

Es sei p die Lange der ldngsten Jordankette von P(\) zu A\* (siehe Korollar 1). Der Unterraum
N C C™ bestehe aus allen Vektoren (y, ... ,yl:f_l)T (wobei y; € C", i =0,...,u—1), fiir die

P(A7) PA") 0 N 231)
G PYIO) R PUT ) L PO Y1

gilt. Wenn man sich die Definition (2.23) von Jordanketten von P(A) zu A* in Erinnerung ruft,
ist es offensichtlich, dass N aus allen Jordanketten von P(A) zu A\* besteht (wenn man, falls

vorhanden, die ersten Nullvektoren yo = ... =y; = 0in (y3,... ,yg_l)T € N weglisst).
Satz 12
Pi0s - -5 Pipi—1 1= 1,...,8 (232)

sei eine Menge von Jordanketten des reguliren n x n—Matrizpolynoms P(X\) zum FEigenwert \*.
Dann sind dquivalent:

(1) die Menge (2.32) ist kanonisch;

(ii) die Eigenvektoren ¢io,...,pso sind linear unabhingig und Y i | p; = o, wobei o die
algebraische Vielfacheit von \* ist;

(iii) die Vektoren
f}/ij:(0T7"‘7OT7Q017£)7"'780£)T7 j:077,u’2_17 Z‘:17"‘787 (233)

wobei i — (j + 1) die Anzahl der Nullvektoren vor @i in ~y;; ist, bilden eine Basts fir N .
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Beweis:

Der Teil (i) = (it) folgt aus der Definition einer kanonischen Menge von Jordanketten und aus
Korollar 2.

Wie gleich gezeigt wird, geniigt es, (i) = (¢ii) und (i7i) = (i) fiir ein spezielles diagonales
Matrixpolynom zu beweisen.

Fiir die Matrix aus (2.31) wird als Abkiirzung P geschrieben. Analog wird mit A bzw. B
die entsprechende Matrix fiir das Matrixpolynom A(\) bzw. B(A) (ebenfalls an der Stelle
A*) bezeichnet. A(A) und B(A) seien nichtsingulér fiir A = A*. Dann sind auch A und B
nichtsinguliir (wegen det A = (det A(A\*))* # 0, analog fiir B). Desweiteren sei N' C C™ der
Unterraum, der durch (2.31) definiert ist, wenn dort P(\) durch P(\) = A(A)P(\)B()) ersetzt
wird (P sei die entsprechende Matrix). Es gilt

P = APB,
was man durch direktes Ausrechnen zeigen kann. Auflerdem gilt
N =BN (2.34)

(nach Satz 10 ist p auch die Linge der lingsten Jordankette von P(\) zu \*):
2zeN & Pz=0 & ~A_lf’B_l,z:Q & PB1:=0
& z=Bl:eN & zeBN.
Aus der lokalen Smith Form (2.16) von P(A) zu A* und aus (2.34) folgt die Reduktion auf den
Fall

D(X) = diag((A — X)), vi > ... 2>, > 0. (2.35)
Also miissen die verbliebenen Aussagen von Satz 12 nur noch fiir den Fall (2.35) bewiesen
werden.

Zuerst soll (i1) = (ii1) gezeigt werden. Fiir die Ketten (2.32) gelte also, dass @10, . . ., pso linear
unabhiingig sind und )7 ; y; = o erfiillt ist. Die Vektoren
vii =07, 0 o, o) =0, =1, i=1.s
sind dann Elemente von N und linear unabhiingig (da die Vektoren 1o, ..., ¢so linear unab-
hingig sind). Wegen der speziellen Gestalt (2.35) von D(A) ist leicht zu sehen (man betrachte
die Anzahl der Nullzeilen in der Matrix (2.31); (A—\*)" induziert Nullzeilen in den Positionen
i+s-n,s=01,...,v;,— 1), dass
n
dim N = Z 7
j=1
was mit der algebraischen Vielfachheit o von A\* (det D(A) = (A — /\*)Zyzl Y1) iibereinstimmt.
Damit gilt nach Voraussetzung dim N =37, u;. Also bilden die v;;, j =0,...,0; — 1,
i=1,...,s, eine Basis von N und damit ist (iii) bewiesen.
Es verbleibt, (iii) = (i) zu beweisen. O.B.d.A. kann man annehmen, dass die p; absteigend
geordnet sind: 1 > ... > us. Desweiteren nehmen wir an, dass fiir die partiellen Vielfachheiten
v; aus (2.35) vp > vpp1 = ... = v, = 0 gilt. Wir wollen nun zeigen, dass s = r und p; = v; fur
i=1,...,s gilt.
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Die Dimension der Unterraums, der von allen Vektoren aus N der Form (07,...,07, 27)7 mit

x € C" aufgepannt wird, ist r. Wegen der speziellen Gestalt (2.35) von D(\) sieht man dies
leicht iiber die Definition von N. Also ist s = r

Es wird nun die Dimension des Unterraumes U; betrachtet, der von allen Vektoren aus N der
Form (07,...,07 20, ..., xf_l)T aufgespannt wird.

e; sei der i—te Einheitsvektor im C™. Es ist wegen der einfachen Gestalt (2.35) von D(\) leicht
zu sehen, dass Ker(D(A\*)) = span{e; |i =1,...,7}. Es ist

€i,0,...,0 (k Nullvektoren, wobei 0 < k < v; — 1) (2.36)

fir i € {1,...,r} eine Jordankette von D(\).

Angenommen, es gébe eine lingere Jordankette e;, vy, ...,v, mit ¢ > v;. Dann existiert nach
Bemerkung 3 ein Nullstellenpolynom ¢(\) = e; + 231:1(/\ — A*)7v; mindestens der Ordnung
q+1>wv; von D(A), d.h.

(DN)p(N) (A7) = 0.

Dies ist aber ein Widerspruch zu (D(/\)cp()\))gyi)()\*) £ 0 (wegen (D(AN)@(N)); = (A= X5 +
o1 (A= AT (;):)

Also sind fiir i = 1,...,r die Jordanketten (2.36) von D(A) hochstens von der Lénge v; . Weil

N genau aus den Jordanketten von D()) zu A\* besteht, gilt dann

j—1
dim(Uy) = > j-Wilvi=pH+Y_ p-Wilvi=p}, i=1,...,n, (2.37)
p>j p=1

wobei | M| die Méchtigkeit der endlichen Menge M bezeichnet.

Andererseits ist in (7ii) vorausgesetzt, dass (2.33) eine Basis von N ist. Dies liefert

j—1
dim(Uy) = _j-Hilwi=p}l+>_p-l{ilp=p}, j=1....n. (2.38)

p>j p=1

Vergleicht man (2.37) und (2.38), erhélt man pu; = v, ¢ = 1,...,s = r. (i) folgt nun aus der

Definition einer kanonischen Menge von Jordanketten. O
Satz 13
P05+ -5 Pipi—1 7= 1,...,8 (239)

sei eine Menge von Jordanketten des reguliren n x n—Matrizpolynoms P(\) zum Eigenwert \*
mit linear unabhdingigen Eigenvektoren ¢ig,...,ws0. Dann gilt

Y ui<o, (2.40)
=1

wobei o die algebraische Vielfacheit von X* ist. In (2.40) gilt Gleichheit genau dann, wenn die
Menge (2.39) kanonisch ist.
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Beweis:

Der Beweis nutzt die gleichen Ideen wie der Beweis von Satz 12. O

Beispiel 6

Es wird das requldre quadratische 2 x 2—Matrizpolynom

A2
P=(% 2 )
mit det P(\) = A\* betrachtet. Die algebraische Vielfachheit des einzigen Eigenwertes \* = 0 ist
also 0 = 4. Wegen

ro-(1). #o-(3 1) tro-(30)

ist leicht nachzurechnen (siehe (2.23)), dass

w=(4)om=(2) = (1)

eine Jordankette der Linge 1 = 3 zu A* = 0 und

(1)

eine Jordankette der Linge po = 1 zu \* = 0 ist. Satz 12 liefert nun, dass diese beiden
Jordanketten eine kanonische Menge von Jordanketten zu A\* = 0 bilden.

Korollar 3

A* sei ein einfacher Eigenwert eines requliren n x n—Matrizpolynoms P(X).
Dann gibt es bis auf skalare Vielfache nur einen Eigenvektor von P(A) zu A\* und keine Jor-
dankette der Linge k > 1 (d.h. es existieren keine verallgemeinerten Eigenvektoren von P(\)

zu A*).

Beweis:

Weil \* geometrisch einfach ist, existiert bis auf skalare Vielfache genau ein Eigenvektor 29 zu

\*. Es gibt also eine Jordankette 29, 2, ..., 2*~! der Linge k > 1. Wegen der Einfachheit von
A* und Satz 13 existieren aber fiir P(\) und \* auBer der Jordankette z° der Linge 1 keine
weiteren Jordanketten. O

2.6 Aquivalenzaussage

Der folgende Satz ist ein eigenes Resultat, dessen Beweisfiihrung sich an [26] anlehnt. Er ist
spéter in dieser Dissertation von Bedeutung.

Es gelten die Bezeichnungen: fiir A € C"*" sei A, ; die j-te Spalte von A und ey sei der s—te
Einheitsvektor im C™.
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Satz 14

(z*,\*) sei Eigenpaar eines reguldren n x n—Matrizpolynoms P(\) und es gelte (z*)s # 0.
Dann sind dquivalent:

i) \* ist ein einfacher Eigenwert von P(\).

* / * *
it) B* = < Pe();p) P ()(\) )z > e CHOX(H) st nichtsinguldr.
S
iii) B = (P(A*)s1,- s PN )51, PN ) 541, - - o s P(X ), PT(A*)2*) € C™*™ st
nichtsinguldr.
Beweis:
i) = ii):
Angenommen B* ist singulir. Dann existiert ein z = (21,..., 2p41)7 € C"™L, 2 # 0, mit
B*z=0. (2.41)
Wir definieren nun Z := (z1,...,2,)7 € C". (2.41) liefert dann
PA)Z+ 2, PP(\)2* = 0 und (2.42)

Zs =

1. Fall: z,4+1 = 0. Dann ist 2 # 0 wegen z # 0. (2.42) liefert somit P(A\*)Z = 0, d.h. Z ist ein
Eigenvektor von P(\) zum Eigenwert A*. Wegen (2)s = z; = 0 und (2*)s # 0 sind Z und z*
also linear unabhéngige Eigenvektoren von P(\) zu A*. Dies widerspricht nach Korollar 3 der
Einfachheit von A*.

2. Fall: z,41 # 0. Dann ist (2.42) dquivalent zu P(\*)Z + P'(A\*)z* = 0, wobei 2 := an -Z. Es
existiert also eine Jordankette mindestens der Lénge 2. Dies widerspricht nach Korollar 3 der
FEinfachheit von A*.

i) = iii):

B* ist nichtsingulér, d.h. det(B*) # 0. Wenn man det(B*) nach der (n+1)—ten Zeile entwickelt,
erhilt man

det(B*) = (—1)"*1+5 det(B**),
also ist auch det(B**) # 0 und somit B** nichtsingulér.
iii) = i):
Angenommen \* ist ein algebraisch t—facher Eigenwert von P(\) mit t > 2.

1. Fall: A* ist geometrisch einfach. Dann gibt es (bis auf skalare Vielfache) nur den Eigenvektor
x* zu \*. Nach Satz 13 besteht dann eine kanonische Menge von P(\) zu A* genau aus einer
Jordankette z*,x1,...,z4_1 der Linge t > 2. Es gilt also

P(\z* = 0,
P(\)zy + P'(\")z* = 0. (2.43)

Wegen det(P(\*)) = 0 gibt es einen Vektor 0 # y* € C™ mit (y*)? P(\*) = 0. Aus (2.43) folgt
0= (y") " (P(\)a1 + P'(\)2*) = (y) T PN )ay + (y*) T P'(A)2™ = (y) " P'(\)z* .
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Also haben wir
)" B™ = ()" PN )t - W) TP )u, () P'(N)2") =0

Wegen y* # 0 ist damit B** singuldr, Widerspruch zu (iii).

2. Fall: A* ist ein geometrisch mehrfacher Eigenwert. Dann existieren mindestens zwei linear
unabhéngige Eigenvektoren z* und z* von P(\) zu A*. Es gilt also P(\*)z* = 0 und P(\*)z* =0
fiir die linear unabhéngigen Vektoren z* und z*, d.h.
rang (P(\*)) = dim(span{P(A*)s.1,..., P(A")sn}) <n—2.
Es folgt
dim(span{P(A*)w1,. .., P(A)ws—1, PN )ss415 - -, PN )sn}) <n—2,
also

rang (B**) = dim(span{P(A\*)s 1, ..., PN )us—1, PO )scst1s - - o, PO )i, PP(N)2*}) <m — 1.

B** ist damit singuldr, was ein Widerspruch zur Voraussetzung (iii) ist. (|

2.7 Das quadratische Eigenwertproblem

Es wird im Folgenden das reguléire quadratische Matrixpolynom
P(X\) = Ag)? + A1) + Ag (2.44)

mit Koeffizientenmatrizen Ao, A1, Ag € C™*™ und det Ay # 0 betrachtet. Das quadratische
Eigenwertproblem (QEP) liegt nun darin, Eigenwerte A* € C und zugehorige Eigenvektoren
xz* € C" von P(\) zu finden:

PO)z* = (AX? + AN + Ag)z* = 0.

Das QEP besitzt hochstens 2n verschiedene FEigenwerte. Wenn die Koeffizientenmatrizen Ag, Ay
und As reell sind, gilt Satz 1. Es ist

_ O ITL 2nx2n
= < —AyT Ay —AyTA ) ¢

die Begleitmatrix (2.44) von P()).

Satz 15

A* ist Eigenwert von P(X) mit Figenvektor x* genau dann, wenn \* FEigenwert der Lineari-

*
sierung A = TCpT~ € C*™ 2" yon P()\) mit Eigenvektor T ( A+ > € C™ gst.
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Beweis:

Nach Satz 3 wissen wir, dass A* genau dann Eigenwert von P()) ist, wenn \* Eigenwert von
A ist. AuBerdem wissen wir, dass jede Linearisierung A von P(\) dhnlich zu Cp ist (Satz 4).
A und Cp besitzen das gleiche Spektrum. Weiter gilt

NIy — ATy = NTT' —TCpT YTy =T(\Iz, — Cp)T Ty
- T()\*I2TL - CP)y )

d.h. Ty ist Eigenvektor zum Eigenwert A* von A genau dann, wenn y Eigenvektor zum Ei-
genwert \* von Cp ist. y =: (y1,yd)? wiederum ist genau dann Eigenvektor von Cp zu \*,
wenn

* * Y1 Y1 X“y1—yz
0= (N1Ip, —Cp)y =\ -C =1 - >
(A" Iy P)Y ( Yo ) P ( Ys ) ( Nyo 4+ Ayt Agyr + Ay Arys )

erfiillt ist. Dies ist dquivalent zu yo = A*y; und 0 = A*y2+A51Aoy1 +A;1A1y2 = A;l(Ag)\*y2+
A1y2 + Agyi) . Dies wiederum ist genau dann der Fall, wenn P(A\*)y; = 0, also y; Eigenvektor
von P(A) zu \* ist.

Mit y; = z* ist somit die Behauptung des Satzes gezeigt. U

Bemerkung 4

A* ist Eigenwert von P(\) mit Figenvektor x* genau dann, wenn \* FEigenwert der Begleit-

matriz Cp € C2?" mit Eigenvektor < > € C™ ist.

:1:*
Afx*
Nun wird der Begriff Linearisierung (2.1) verallgemeinert.

Definition 7

Das lineare 2n x 2n—Matrizpolynom A — AB heifit Linearisierung des quadratischen
n x n—Matrizpolynoms P(\), falls

< P (OA) IOn ) — E(\)(A = AB)F(\) (2.45)

gilt, wobei E(N) und F(X) 2n x 2n—Matrizpolynome mit konstanten Determinanten ungleich
Null sind.

Wenn man A = —A und B = —I,,, wihlt, erhilt man dann die Linearisierung A e C2*2n yon
P()\) gemif Definition (2.1).

Fiir eine Linearisierung A — AB von P()) gilt det(P(\)) = k - det(A — AB) fiir ein 0 # k € C.
P()) und das verallgemeinerte Eigenwertproblem (GEP) Ax = ABux besitzen also dieselben
Eigenwerte. In der Praxis wird oft eine Linearisierung der Form

O N \_, (N O
~Ay A 0 A
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fiir beliebiges invertierbares N € C"*" verwendet. Dass dies eine Linearisierung von P(\) ist,
kann man zeigen, indem man in (2.45)

o= (N R (o 9)

wiahlt.

Oft wird N = ¢+ I, mit 0 # ¢ € R gewéhlt (z.B. ¢ =1, || Ao|| oder [|As2]]).
Fiir diesen Fall gilt dann:

Satz 16

Es sei 0 # c € C. Dann gilt:

X* ist Figenwert von P(X) mit Eigenvektor x* genau dann, wenn \* Figenwert des GEP

O cl, B cl, O P . ¥ om
( Ay A )y—)\< 0 A, >y mit Eigenvektor y* = < A > € C*" ist.

Beweis:

Ahnlich Satz 15. O



Kapitel 3

Reelle Intervallrechnung

Dieses Kapitel soll eine Einfiihrung in die Intervallrechnung geben und spéter genutzte Hilfs-
mittel bereitstellen. Es lehnt sich dabei sehr an [1] an.

Es sei

die Menge aller reellen abgeschlossenen Intervalle. Dann heifit inf([a]) := a Infimum und
sup([a]) := @ Supremum von [a]. Zwei Intervalle heiflen gleich, wenn sie die mengentheoreti-
sche Gleichheit besitzen. Punktintervalle (d.h. degenerierte Intervalle) werden immer mit dem

reellen Element identifiziert, das sie enthalten. [a] € IR heifit symmetrisch, falls [a] = —[a],
d.h. [a] = [—r, 7] fiir eine reelle Zahl > 0.
Wir bezeichnen mit [A] = ([a];j) = ([a;;,@i;]) die Elemente der Menge IR™ ™ aller n x m—

Matrizen mit Eintrdgen aus IR. IR" sei analog die Menge aller reellen n—komponentigen
Intervallvektoren. Offensichtlich ist R™*™ isomorph zur Menge der Intervallmatrizen der Form
([aij ,ai;j]) (Punktmatrizen). Aufgrund dieser Isomorphie kénnen samtliche fiir R™*™ giiltigen
Aussagen auf die Menge der Punktmatrizen iibertragen werden. Analoges gilt fiir R” und die
Menge der Punktvektoren (Spezialfall m = 1).

Wir sagen, dass die Intervallmatrix [A] € IR™™ die Punktmatrix A € R™™ enthilt, falls
A= (dij) S [A] = ([CL]Z‘]‘), d.h. dij € [a]ij fiir alle 2,7 . [A] enthalt [B] = ([b]”) S IRnxm, falls
[B] C [A], d.h. [b];; C [a];; fiir alle 4, .

Fiir die zweistellige Operation x € {+,—, -, /} auf R fithren wir nun die Verkniipfung
[a] % [b] :={axb]|ac€[a],be [b]} (3.1)

fiir [a], [b] € IR ein. Dabei muss im Fall ’/’ gewihrleistet sein, dass 0 ¢ [b] ist.

Da die Funktion f(z,y) =z xy, * € {+,—,,/}, auf der kompakten Menge

[a] x [b] CR xR (0 & [b] fiir ’/?) jeweils eine stetige Funktion zweier Verénderlicher ist, nimmt
sie nach dem Extremalsatz (Satz 36.3 in [12]) sowohl ihr Minimum als auch ihr Maximum an.
Es wird nach dem Zwischenwertsatz (Satz 35.6 in [12]) aber auch jeder Wert zwischen den
Extrema angenommen, weshalb [a] * [0] jeweils wieder ein abgeschlossenes reelles Intervall ist.
Die Menge IR ist also bzgl. jeder der oben aufgefiihrten Verkniipfungen abgeschlossen (d.h.
[a] * [b] € IR fiir alle zuldssigen [a], [b] € IR ).
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(IR, +) bzw. (IR \ {0}, ) ist eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element 0 bzw. 1:
nicht fiir jedes [a] € IR bzw. [a] € IR\ {0} existiert ein inverses Element in IR bzw. IR\ {0}.
Fiir die Verbindung dieser beiden Operationen gilt die Subdistributivitét :

[a] - ([b] + []) € [a] - [B] + [a] - [] V]a],[8],[c] € IR (3.2)
(siehe [1], Satz 4 auf S. 3 ff.).

Weiterhin ist anzumerken, dass [a] * [b] leicht explizit mittels der Schranken a, @, b, b berechnet
werden kann ([1], S. 2):

[a] +[0] = la+b,a+1],
[a] = [b] = [a—b,a—b]=[a] +(-1)- 0], (3-3)
[a][b] = [min{g'b>g'gaa'bva'5}7maX{Q'b7Q'Eya'baa'B}]7
[al/[b] = [a]-[1/b,1/b] fiir O ¢ [b]
Die Intervallmatrixoperationen +, —,- werden analog zu den entsprechenden reellen Matrix-

operationen definiert:

A+ (B] = (% bly) fur [4],[B) € TR,
a-[A] = (a-la)y) firaeR, [4] e IR,
[A]-[B] == (Q_lali - [blyy) fitr [A] € IR™™, [B] € IR™,
k=1
A [X] o= (Sl [ele) fir [4] € TR™™ | [X] € TR™
k=1

(IR™™ ,+) ist eine kommutative Halbgruppe mit der Nullmatrix O als neutralem Element
(da dies fiir (IR, +) der Fall ist).

(IR™™\ {O},") ist fiir n > 2 nicht kommutativ (da bereits R™*™ (C IR™*") bzgl. der Mul-
tiplikation nicht kommutativ ist), nicht assoziativ (siehe [1], Bsp. auf S. 151), besitzt aber die
Einheitsmatrix I als neutrales Element.

Fiir die Verbindung von Intervallmatrixaddition und —multiplikation gilt die Subdistributivitat
(weil bereits IR subdistributiv ist):

N

(A1 + [B])[C] [AI[C] + [BI[C] ¥ [A],[B) € IR™™, [C] € IR™, (3-4)
[DI([A] +[B]) < [DJ[A]+ [D][B] V[A],[B] € IR™™, [D] € IR

Falls r(z) eine stetige einstellige Operation auf R ist, dann sei durch

rlla) = min (@) macr(@)] (= {r(z)| = € [a]) (35)
die zugehorige einstellige Operation auf IR erklart. Beispiele fiir solche einstelligen Operationen
auf IR (bzw. auf einer geeigneten Teilmenge von IR) sind [a]® (k € R), €l%, In[a], sin[a], cos[a]
usw.. Mit r([A]) := (r([a]i;)) definieren wir weiterhin die zugehorige einstellige Operation auf
IRnXm .
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Lemma 7

Es seien [a],[b],[c], [d] € IR und r eine einstellige Operation auf IR. Dann gilt:
a) Aus [a] C[c], [b] € [d] folgt [a] «[b] € [c] * [d] fir*e{+,—,-/}.
b) Aus [a] C [c] folgt r([a])  r([c]).

Beweis:

a) Es gilt aufgrund der Definition der Verkniipfung
[a] x[b] = {z=axbla€lal,be[b]} C{y=cxd]|ce€ld,de[d]} = [c]*][d].
b) Es gilt aufgrund der Definition der einstelligen Operation r auf IR

r(lal) = {z=r(a) [acld} C{y=r(c)[celd} = r(c])-

Definition 8

Fiir [a], [b] € IR seien die nichtnegativen, reellen Zahlen

|[a]] := max{la[,[al} (= maxsepq |2]) (Betrag)
vad(a)) = }(@—a) (=maxsyeq e—yl)  (Radius)
q([a] , [b]) := max{|a — b|, |@ — b|} (Hausdorff-Abstand)

definiert, wobei der Hausdorff-Abstand nach [1], S.14, eine Metrik in IR ist.

Fiir Intervallmatrizen [A], [B] € IR™™ seien dann die nichtnegativen, reellen n x m—Matrizen

[[A]l == (l[ali;]),  rad([A]) := (rad([ali;)), q([A],[B]) := (a([a]s; , [0]i;))
definiert.
Die reelle Zahl

mid([a]) := Q‘ga (3.8)

heifst Mittelpunkt des Intervalls [a] € IR wund mid([A4]) := (mid([a];;)) € R™™ Mittelpunkt
der Intervallmatriz [A] € IR™ ™ .

Fiir [a] € IR heifit das offene Intervall
int([a]) = (a, a) (3.9)

das Innere von |a]. Analog sei das Innere einer Intervallmatriz definiert.

Nun folgen einige Lemmata, die in einem spéteren Kapitel benttigt werden.
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Lemma 8

Gegeben sei das symmetrische Intervall [—r,r] mit r > 0 und a,b > 0 sowie ¢ € R. Dann gilt:
W) (a+b)-[rr] =a-[=ro] +b- ]
b) c-[=rr] = le| - [=rr].

Beweis:

a) Weil a + b > 0 gilt mit (3.3)

(a+b)-[—r,r] = [=(a+b)r, (a+b)r] = [—ar—br, ar+br] = [—ar, ar|+[—br, br] = a[—r,r]+b[—r,7].
b) ergibt sich direkt aus den Regeln fiir die Multiplikation in (3.3). O
Lemma 9

FEs seien [a], [b] € IR . Dann gilt
a) [a] C [b] genau dann, wenn |mid([a]) — mid([b])|+ rad([a]) < rad([b]) .
b) [a] C int([b]) genau dann, wenn |mid([a]) — mid([b])| + rad([a]) < rad([?]) .

Beweis:
a) Essei[a] = [a,a], [b] = [b,b]. Nach Definition von mid und rad ((3.8) und (3.7)) gilt
a =mid([a]) —rad([a]) und @ = mid([a]) 4+ rad([a])

und Analoges fiir [b] . Dies liefert

[a] C ] & b<aAna<bd
& mid([b]) —rad([b]) < mid([a]) —rad([a]) A mid([a]) + rad([a]) < mid([b]) + rad([b])
& —mid([b]) + rad([p]) > —mid([a]) + rad([a]) A mid([a]) + rad([a ]) < mid([b]) + rad([b])
& mid([a]) — mid([b]) > —(rad([b]) — rad([a])) A mid([a]) — mid([b]) < rad([b]) — rad([a])
& —(rad([b]) —rad([a])) < mid([a]) — mid([b]) < rad([b]) — rad([a])
& [mid([a]) — mid([b])| < rad([o]) — rad([a])
< |mid([a]) — mid([b])| + rad([a]) < rad([b]).

b) folgt aus a) und der Definition des Inneren int (3.9) eines Intervalls. O

Lemma 10

Es seien [a], [b] € IR und k € R. Dann gilt
a) rad([a] + [b]) = rad([a]) + rad([b]) ,
b) rad(k - ) = klrad([a])
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¢) rad([a] - [b]) < rad([a])|[b]| + [[a][rad([b]),
d) [d] € o] = rad([a]) <rad([b]),
e) |la] - [o]| = [[a]] - [[b]] -

Beweis:

a) rad(la] + b)) 2 rad(ja + b, a + ) &) @R-tath) _aa | bb O g ((a)) 4 rad((])

b) Fall k>0 :
rad(k - [a]) " rad((ka, kal) & ¥ke — k. rad([a]) = |k - rad([a))
Fall £ <0 :33 . B
rad(k - [a]) 2 rad((ka, ka]) & 242 — _k . vad((a]) = k| - rad([a])

¢) rad([a][t]) =’ rad ({z -y | = € [al, y € [B]})

(3.7)
=" Max, yela] yyeh [Ty — 2'Y']/2

= MaXy gl yyep [TY — 2y + 2y —2'y'|/2
< maxy grefa] oy ep Uy — ¥ +[(x —2")y'[}/2
< maXge(a] e [Ty — ¥'1/2 + max, pepa) yrep) |2 — 2'1Y']/2

= (maxcce[a] |x‘)(maxy,y’e[b] |y - y/|/2) + (maxx,z’e[a] ’.% - x,‘/2)(maxy’e[b] |y,‘)

COLD ) rad([8]) + rad([a])| 0]

IS

d) @ Ct] = b<agunda<b = -—-a<-bunda<b = %(d—g)ﬁ%(g—b)
<

= rad([a])

e) Wegen [a][b] = {zy | € [a], y € [B]} gilt

(3.6)
|[a] - [b]] =" maxye(q) yep) [TY] = maxgeia) yep (7] - [y]) = (maxge(q) [2]) (max,cpy |y])

O 1a]l - |10]]

Definition 9

Es sei [a]®) = [a®) a®] € IR, k >0, und [a]® = [a,a] € IR.

Dann heift die Intervallfolge ([a]*))>0 konvergent gegen den Grenzwert [a]®, wenn

7

lim g(k) =a wund lim a® =g.
k—o00 k—o0

Die Folge von Intervallmatrizen ([A]*))i>o (wobei [A]*) = ([a]gf)) € IR™™) heifit konver-

gent, wenn fir alle (i,7) € {1,...,n} x {1,...,m} die Folge der (i,j)-ten Eintrige ([a]gf))kzo
konvergent ist.
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o0

Es ist klar, dass ([a]*))g>0 genau dann konvergent gegen [a]* ist, wenn limy, .o [a]®) = [a]>

bzgl. des Hausdorffabstands ¢ (d.h. limy,_,o ¢([a]® , [a]*®) = 0) . Analoges gilt fiir die Konver-
genz bei Intervallmatrizen.

Lemma 11

Jede Intervallfolge ([a]*))g>o mit

st konvergent.

Beweis:

Es sei [a]®) = [a®),@®)] fiir k > 0. Es werden nun die Folgen der Schranken

Q(O) < Q(l) < Q(Q) < Q(3) <...<a®<a® <g®<gO®
betrachtet. Die Folge der unteren Schranken (g(k))kzo ist eine monoton wachsende und durch
@ nach oben beschriinkte Folge reeller Zahlen. Sie konvergiert somit gegen eine reelle Zahl
a. Ebenso konvergiert die monoton fallende und nach unten beschriinkte Folge (a(*)) k>0 gegen
eine reelle Zahl a@. Wegen Q(k) < a®) fir k > 0 gilt auBerdem ¢ < @. Somit ist ([a}(k))kzo nach
Definition konvergent. O

Es werden von nun an stetige Funktionen f : D; x --- x D,, — R mit Definitionsbereich
Dy x---x Dy, CR™ betrachtet. Ein zu f gehoriger Funktionsausdruck f(z1, ..., x,) sei eine Re-
chenvorschrift, mit welcher zu jedem Argument (z1,...,x,,) der zugehorige Funktionswert von
f bestimmt werden kann. Es wird vorausgesetzt, dass im Funktionsausdruck f(z1,...,z,,) nur
endlich viele arithmetische Grundoperationen sowie stetige einstellige Operationen auftreten.
AuBerdem darf f von endlich vielen reellen Konstanten ¢; € C4,...,¢, € Cr (Cj,i =1,...,7
gegebene Parameterbereiche) abhéngig sein: f(x1,...,2m; ¢1,...,¢ ). Falls bei der Ersetzung
aller Operanden durch Intervalle, welche im Definitionsbereich enthalten sind, und aller Ope-
rationen durch die entsprechenden Intervalloperationen gemé8 (3.1) und (3.5) ein definierter
Intervallausdruck

fz]1s -y [®]m; [, -y [c)r) € IR (3.10)
entsteht, so wird dieser als intervallméflige Auswertung von f bezeichnet. Der Funktionsaus-
druck von f heifit dann intervallméflig auswertbar.

Man kann leicht zeigen, dass die Intervalloperationen (3.1) und (3.5) stetig bzgl. der Metrik
Hausdorff-Abstand sind (siehe [1]). Damit ist dann auch die intervallméfiige Auswertung stetig
in diesem Sinne.

Lemma 12

Der Funktionsausdruck f(xi,...,&m; c1,...,¢) von f: Dy X -+ x Dy, — R mit ¢; € C)
(l=1,...,r) sei intervallmafSig auswertbar.
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Dann gilt fiir alle [ylx C [z]x € Dy (k = 1,...,m) und [d]; C [c|; € C; (1 = 1,...,7) die
Teilmengeneigenschaft

Beweis:

FErgibt sich direkt aus Lemma 7 und der Tatsache, dass der Funktionausdruck intervallméfig
auswertbar ist. O

Der Funktionsausdruck von F' = (f1,..., fm)? : D — R™ mit D C R™ heifit intervallmiBig
auswertbar, wenn fiir ¢ = 1,...,m der entsprechende Funktionsausdruck von f; : D — R
intervallméflig auswertbar ist. Dann gilt auch fiir F' die Teilmengeneigenschaft.

Satz 17

Der Funktionsausdruck der Abbildung

fi
F=1": :R™ — R™
Im
mit f; :R™ — R firi=1,...,m sei wie oben beschrieben intervallmdfig auswertbar.

Fiir die Iterationsvorschrift im IR™
2]V = F(e]), k>0,

sei
[z]® C [2]© € IR™

erfillt. Dann gilt:

a) Die Tteriertenfolge ([x]"))y>q ist konvergent gegen den Grenzwert [z]* € TR™ , fiir den

gilt.
b) Fir jeden Fizpunkt z* € [x]©) von F gilt
a* e [z]®  fir ke Ny
und damit

" € [x]".

Beweis:

a)
Nach Voraussetzung gilt []() C [2](©) . Weil die intervallmiiBige Auswertung die Teilmengenei-
genschaft besitzt, folgt

[2]® = F([«] V) € F([] ) =[]V C [2] ).
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Durch vollstdndige Induktion ldsst sich dann

. C [2]® C [2]P C 2]V C [2]@ (3.11)

beweisen. Aus Lemma 11 (angewandt auf jede Komponente in (3.11)) folgt die Konvergenz
der Iteriertenfolge gegen ein Element [z]* € IR™. Wegen der Stetigkeit der intervallméfigen
Auswertung von F' folgt

[z]* = lim [:):](k) = lim [w](k'H) = lim F([w‘](k)) = F([z]").

k—oo k—o0 k—oo
b)

Es sei z* € [z](® mit F(z*) = z*. Dann folgt wiederum aufgrund der Teilmengeneigenschaft
der intervallméfigen Auswertung

o* = F(z*) € F([z] ) = [2]V) .

Dies liefert mit vollstéindiger Induktion z* € [z]®) fiir k¥ > 0 und somit auch z* € [z]*. O



Kapitel 4

Kubische Systeme

Im Folgenden sei h : R™ — R™ eine Funktion der Gestalt
h(z) =r+ Sz + Ta? + Ux®, (4.1)
wobei r € R™, § € R"™*™,

( R xR™ — R™

T m m
’ (:r,y) = ZZ ijkTEYj ’

j=1k=1 i=1,..m

(R xR™xR™ — R™

U . m m m
' (@,9,2) = (DD wimmimez;

J=1k=11=1

i=1,....m
und Tz? :=T(z,x), Uz® := U(x,x, 2).

Die Matrix S entspricht einer linearen Abbildung. Die bilineare Abbildung T wird mit
(tijr) € R™™*™ und die trilineare Abbildung U mit (u;jz) € R™*™*™*™ identifiziert.

Wir wollen nun fiir eine gegebene Funktion h der Gestalt (4.1) einen m—dimensionalen symme-
trischen Intervallvektor konstruieren, der unter gewissen Bedingungen einen Fixpunkt von h
enthilt. Es sei erwihnt, dass der Funktionsausdruck (4.1) von A intervallmiflig auswertbar ist.
Da spéter symmetrische Intervalle verwendet werden, spielt bei der Auswertung eine spezielle
Klammerung — etwa dhnlich dem Horner—Schema — keine Rolle.

Es bleibt zu bemerken, dass das System 2 = h(x) dquivalent zum kubischen System z—h(x) = 0
ist. Diese Tatsache gibt dem Kapitel seinen Namen. Im Folgenden wird auch die Funktion h
aus (4.1) selbst als kubisches System bezeichnet.

In Vorbereitung auf Satz 20 soll an dieser Stelle an die Vorzeichenregel von Descartes, die eine
Aussage iiber die maximale Anzahl der positiven Nullstellen eines reellen Polynoms macht,
und an die Losungsformel fiir Nullstellen kubischer Polynome (Cardanische Formeln) erinnert
werden. Auflerdem wird der Brouwersche Fixpunktsatz benotigt.
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Satz 18  (Vorzeichenregel von Descartes, [5])

Die Anzahl aller positiven Nullstellen eines reellen Polynoms (gezihlt entsprechend ihrer Viel-
fachheit) ist gleich der Zahl der Vorzeichenwechsel seiner Koeffizientenfolge oder um eine gerade
natirliche Zahl kleiner als diese.

Zur Veranschaulichung drei kleine Beispiele:
o 2 —2?+x—1= (z—1)(22+1) besitzt 3 VZ-Wechsel und eine einfache positive Nullstelle.

e 13—22—g+1 = (x—1)?(x+1) besitzt 2 VZ-Wechsel und eine doppelte positive Nullstelle.

o 73 -222 —1x+2= (v —1)(z—2)(z+1) besitzt 2 VZ-Wechsel und zwei einfache positive
Nullstellen.

Bemerkung 5  (Cardanische Formeln, [7])

Die kubische Gleichung

ay® + by ey +d=0 (4.2)
mit a,b,c,d € R und a # 0 kann mittels Division durch a und Substitution von y = z — % n
die Form
B prtqg=0 (4.3)
gebracht werden, wobei
c b? d 203 bc d
=———  un = — -
P= T 3a2 1798 32 " a

D = (%)2 + (%)3 heifit dann die Diskriminante von (4.2).
Das Liosungsverhalten von (4.2) hdngt vom Vorzeichen der Diskriminante ab:
e D > 0: Es gibt genau eine reelle Losung und zwei (konjugiert) komplexe Lisungen.

e D = 0: Es gibt entweder eine doppelte und eine einfache reelle Lisung oder x = 0 als
dreifache reelle Losung.

e D < 0: FEs gibt drei verschiedene reelle Lisungen.

/ 2k
2z = 2 —gcos<a+3w> , k=0,1,2,

a = arccos < V2Tg ) € (0,m)

2¢/—p3

Im Fall D < 0 sind

die drei reellen Losungen von (4.3). Die drei reellen Losungen von (4.2) lauten dann

b
—, k=0,1,2.
3(1’ P

Wegen o € (0,7) gilt 21 < z2 < zo und damit auch

Y = 2k —

1 <y2<Yo-



47

Satz 19  (Brouwerscher Fixpunktsatz, [15])

Jede stetige Selbstabbildung f einer konvexen, kompakten und nichtleeren Teilmenge des R™
(versehen mit irgendeiner Norm) besitzt mindestens einen Fizpunkt.

Satz 20

Die Funktion h sei definiert wie in (4.1); g : R™ — R™ sei eine stetige Funktion, deren
Funktionsausdruck intervallmdfig auswertbar ist, und fir die

9([z]) C h([z]) fir alle [z] € IR™ (4.4)
gilt.
Desweiteren sei ¢ = ||r|loo, 0 :=|5]|c0
m m m m m
o= e (3l ) <7 i e (3005 fuul) <7,
it j=1 k=1 =1
o—1 72 278 (o-D71 o
= — — und q:= - =.
PIETT TaE I s T 3 Ty
Auflerdem seien die Bedingungen
>0, v>0,0<1 (4.5)
und
2 3
q p
D:=—+= 4.
1T < 0 (4.6)
erfillt.

V27q

-D

N atdr) T +._o /P “9N_ T
67 =2 3cos( 3 > 35 und BT =2 3COS<3) 35

die Figenschaft

Mit o := arccos (—2 > gilt dann fir

3

0< B <pt.
Auferdem folgt:
a) Fiir beliebiges 3 € (87, 3") besitzt die Funktion g mindestens einen Fizpunkt z* in
[2]©) := [, Ble € IR™ und die Iteriertenfolge
[2]F+D = g([2]*®)), E=0,1,..., (4.7)

konvergiert gegen einen Intervallvektor [z]* € IR™™ mit

a* e [2]* C[2]® Cz]* P ... C 2], keN. (4.8)

b) Fiir beliebiges 3 € (67,4/ 5 — %) besitzt die Funktion g einen eindeutigen Firpunkt x*
in [2]©) =[-8, Ble € IR™. (4.8) gilt mit [x]* = x*, d.h. (4.7) konvergiert gegen x*.
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Beweis
a)
Es sei
T([e],[y) =YY tuklalelyl; mit Te]® :==T(z],[2]) und
Jj=1k=1
U], [yl [2D) =D D > wigmlelilylelzl; mit Ufa]® := U([2], [2], [2])
j=1k=1 =1
Wir zeigen, dass [z] := [2](®) =[-8, Sle fiir § > 0 die Inklusion
B((a]) = 7 + Sle] + Tla]2 + Ulel® € int ([a]) (4.9)

erfiillt, wenn 8 € (37, 3"). In diesem Fall gilt nach Voraussetzung (4.4) auch g([z]) C int ([z])
also [z]M) C [2](®) . Die Existenz eines Fixpunktes z* € [z] von g ist dann garantiert durch den
Brouwerschen Fixpunktsatz (Satz 19), da trivialerweise g(x) € g([z]) Va € [z] € IR™ gilt. Mit
Satz 17 folgt auBerdem der Rest der Behauptung, da der Funktionsausdruck von g : R™ — R™
intervallméflig auswertbar ist .

Zum Beweis von (4.9): die Inklusion (4.9) ist dquivalent zu

int ([—3, Ble) > r+ (Z sij[—B, B]) + (ZZW ﬂ,m)

j=1 j=1k=1
j=1k=11=1
B2y (st )+ (ZZ tijiel 67 62)
j=1 Jj=1k=1
+ (Zzzuz]kl[ B /63])
j=1k=11=1
L-8a) &ind. ([ﬁ,ﬂ]Zsm) + ([ﬂ2aﬂ2]zztijk)
j=1 j=1k=1
+ ([637 63] Z Z Z Uz]kl)
j=1k=11=1
= + (=B, 8]|Sle + [- 52, BH|T|e* + [-8%, %) |U|e® (4.10)

mit [T'] := ([ti;k]) und U] := (Juijrl)-

Lemma 9 b), angewandt auf jede Komponente von (4.10), liefert die Aquivalenz von (4.10) und

|7+ BlSle + B2|T|e* + 5°|Ue® < Be. (4.11)
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Die Ungleichung (4.11) ist sicherlich erfiillt, wenn
[17]lo0 + BlISlloo + Ftoc + BPuce < 5,

d.h. wenn

[I7lloe + B1S]lso — 1) + B*teo + BPuce < 0 (4.12)
gilt. Wegen [|7]loc = ¢, ||S]|lcc = 0, tooc <7 und ue, <7y ist

p1(8) =@+ Blo — 1) + 5% + %y <0 (4.13)

mit 5 > 0 eine fiir (4.12) und damit fiir (4.9) hinreichende Bedingung.

7 ist nichtnegativ. Es gilt per Voraussetzung (4.5) v > 0, ¢ > 0 und 0 — 1 < 0. p1(f) ist ein
reelles kubisches Polynom, dessen Nullstellen mit den Cardanischen Formeln (Bemerkung 5)

berechnet werden kénnen. Die Diskriminante D = IQ + é’—i von p; ist nach Voraussetzung (4.6)
negativ. Deswegen besitzt p; genau drei verschiedene reelle Nullstellen. Diese sind

[ p a+ 2km T
=2 /—= _— ) - — k=0,1,2
/Bk 3COS< 3 ) 3,_)/7 s Ly 4y
mit 81 < B2 < Bo.

Es gilt limg_, 1o p1(3) = £00. Daraus folgt, dass p1(3) < 0 fiir 5 € (52, fo) gilt. p1(0) = ¢ > 0,
deswegen hat p; mindestens eine negative Nullstelle, d.h. §; < 0. Auflerdem ist 8 = 0 keine
Nullstelle von p;. Die Vorzeichenregel von Descartes (Satz 18) garantiert, dass p; entweder
zwei oder keine positive Nullstellen besitzt (da es bei den Koeffizienten von p; genau zwei
Vorzeichenwechsel gibt: ¢ > 0,0 — 1 < 0,7 > 0,7 > 0). Angenommen alle Nullstellen von p;
sind negativ. Dann hat das Polynom p;i(8) = v(6 — Bo)(8 — 51)(8 — B2) ausschlieflich positive
Koeffizienten im Widerspruch zu ¢ — 1 < 0. Also besitzt p; genau zwei positive Nullstellen,
welche 33 und [y sein miissen. Wir kénnen also 8~ := (2 und 3% := [y setzen und haben
damit p;(8) < 0 fiir B € (87,4%) mit 0 < 8~ < 87, also (4.13) und damit (4.9).

b)
Esist (57,/ % — 45) C (375", den = </ — &= < B* (wegen a € (0,7)). Bs gilt
also a) fiir B € (87, /=L — ).
[2]* sei der Grenzwert der Tterierten [z]*) aus (4.7). Mit (4.7) und (4.4) gilt fiir k € Ny
(2] = g([2]®) € A([2]®)) = r + S[2]®) + T([x] M) + U ([2]™))?,
Fiir k — oo erhilt man
[2]" = g([]") C h([2]") = r + S[a]* + T([2]*)* + U([2]").

Fiir die Radien liefert dies mit Lemma 10 a), b) und d)

rad([z]*) < rad(r + S[a]" + T([2]")* + U([]")*)

m

- |sijlrad([2]) | + | DO [tojelrad((zl;[2]})

j=1 j=1k=1

D> lugwlrad(alf [#]i[a]5) | - (4.14)

1 k=11=1

+
INgE

J
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Es wird 1o := |[rad([z]")||oc = max(™, rad([z]}) definiert. Weil [z]* C [2]® = [-3,Ble, gilt
2]} < B firj=1,...,m

Wegen Lemma 10 c) gilt fiir beliebiges j, k,l € {1,...,m}

rad([z];[2]}) rad([2]p)[[];| + |[z]irad([2]}) < A(rad([z]}) + rad([z]}))

B27r

VANVA

und damit

rad([z];[z]i[2];) < rad([=]}) [[2]i[=]}| + |[2]; | rad([2]}[2]})
< rad([z]]) |[z]i| |[z]5] + [[z];] B2 res
< Arad([z]}) + 27s0)
< F?3re.

Aus (4.14) erhilt man dann
rad([z]") < 7o (Z sij> +2 670 (ZZ Uk) +306% 74 (ZZZ u”kl) . (4.15)
7=1 7j=1k=1 j=1k=11=1

Sei nun 7 = rad([z]}). Es gilt dann mit (4.15)

reo = rad(] <rooZ|s”\+25TOOZZ]t,]k\+3ﬂ Too DD |uirjuil

=1 k=1 J=1 k=1 =1
TOO||S|‘OO+QﬂTootoo+3ﬁ TooUoo
TOOO-+25TOOT+352TOO'7 (4.16)

fﬁrﬂe(ﬂf,\/?——

Angenommen es gilt ro, > 0. Dann ist die Aussage (4.16) dquivalent zu

<
<

-1 2
1<o+278+37y8° 2 og”37 +£ﬁ+ﬂ2=:p2(ﬁ) (4.17)
fir B € (B7,/F — ﬁ) . Die Nullstellen 3; und > des quadratischen Polynoms ps (B) sind

Bop =~ ﬁ £\[-2

p2(B) <0 fir B € (b1, o).

Wegen o € (0,7) gilt f; < 7 < B = -+ - 35 < A% und damit

p(B) <0 fir Be (B - o

und es gilt
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was ein Widerspruch zu (4.17) ist. Also ist o, = 0.
Da jeder Fixpunkt von g, der in [z](©) enthalten ist, in [z]*) bleibt (fiir k& € N), liefert uns
Tso = 0 die Eindeutigkeit des Fixpunkts z* von g in [z](©.

Wegen z* € [z]* (nach a)) und 7o, = 0 gilt dann [z]* = 2* € R™. O

Bemerkung 6

Der in Satz 20 definierte Ausdruck to, bzw. uso ist eine obere Schranke fiir die von der Maxi-
mumsnorm im R™ induzierte Norm des bilinearen bzw. trilinearen Operators T bzw. U .

Bemerkung 7

Satz 20 gilt natirlich auch fir g = h.

Bemerkung 8

Wenn die Voraussetzungen von Satz 20 bis auf (4.6) gelten und ¢ > 0 hinreichend klein ist,
dann ist D < 0 erfillt.

Um dies nachzuvollziehen, wird das Polynom (4.13)

pi(B) = ¢+ Blo = 1) + B°1 + %y = o + B{(0 — 1) + B + >4}
aus dem Beweis von Satz 20 betrachtet. Fiir ¢ > 0 hinreichend klein und 3 > 0 sehr klein ist
dann wegen o —1 < 0

pi(B) = ¢+ 3{(o —1)+F7+ 5%} <0.

Weil aber wegen v > 0 auflerdem limg_. p1(83) = oo gilt, besitzt dann p; eine positive Nullstelle
B* > (3. Da die Vorzeichenregel von Descartes (Satz 18) besagt, dass p; entweder zwei oder
keine positive reelle Nullstelle besitzt ( pi(3) hat genau zwei Vorzeichenwechsel bei seinen
Koeffizienten: ¢ > 0,0—1 < 0,7 > 0, > 0), muss p; also genau zwei positive reelle Nullstellen
haben. Es kann sich dabei nicht um eine doppelte Nullstelle handeln, da p;(0) = ¢ > 0,
p1(B') < 0 und pi(B) > 0 fir 8 >> . Deswegen kann man fiir die Diskriminante D von p;
die Fille D > 0 und D = 0 ausschliefilen (siche Bemerkung 5), es muss also D < 0 gelten.

Bemerkung 9

Je grifier die Konstanten T und ~y fir eine Funktion g mit o ~ 0 sind, welche die Vorausset-
zungen von Satz 20 erfillt, desto kleiner ist .

Es gelte 0 — 1 = —1. Wenn die Voraussetzungen von Satz 20 erfiillt sind, gilt
@) =e+8 0 -1+ @)1+ (@ Pry=p+(0-1+78 +~(5)") 8 <0 (4.18)
—q()
fir 8 € (87,07") (siehe (4.13) im Beweis von Satz 20). Wegen ¢, 3 > 0 muss dann ¢(5') < 0
sein. Je grofer 7 > 0 und v > 0 sind, desto kleiner muss 3’ sein, damit ¢(8') < 0 erfiillt ist.

Dann ist aber auch 'q(3’) < 0 betragsméBig sehr klein. Wegen (4.18) muss dann wiederum ¢
sehr klein sein.
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Abschlielend noch ein Lemma, das ebenfalls in den folgenden Kapiteln benétigt wird.

Lemma 13

Fiir C, B € R™™ gelte ||I;, — CB||so < 1.
Dann sind die Matrizen C und B invertierbar.

Beweis:
Nach Voraussetzung gilt
1= Xeg| < p(Iyy, — CB) < ||, —CBl||eo < 1,

wobei p den Spektralradius bezeichnet und Agp ein beliebiger FEigenwert der Matrix C'B ist.
Damit ist Acp # 0 und somit C'B reguldr. Wegen 0 # det(CB) = det(C) - det(B) gilt dies auch
fir C' und B. O



Kapitel 5

EinschlieBlung von reellen
Eigenpaaren des reellen QEP

Betrachtet wird im Folgenden ein Spezialfall des reellen quadratischen KEigenwertproblems
(QEP): Fiir das reelle regulére quadratische n x n-Matrixpolynom

P(X\) = Ao)? + A1) + Ag (5.1)

mit Koeffizientenmatrizen As, A1, Ag € R™" und det As # 0 werden reelle Eigenwerte A* und
zugehorige reelle Eigenvektoren x* gesucht, d.h. es soll

PA\ )z =0
gelten.

Es werden konkret die folgenden Probleme angegangen:

e Man finde ein Intervall [\], das mindestens (bzw. genau) einen reellen Eigenwert \* des
QEPs enthilt. Dabei soll rad([A]) hinreichend klein sein.

e Man finde einen Intervallvektor [z]|, der mindestens (bzw. genau) einen zum Eigenwert
A* zugehorigen Eigenvektor z* enthélt. Insbesondere soll rad([z]) hinreichend klein sein.

Sei nun die nichtlineare Funktion f : R™*1 — R™"*! definiert durch

Fl ) = ( P

es'x— 1

> , r e R, NeR, (5.2)
wobei es der s—te Einheitsvektor im R” ist. Folgendes Lemma ergibt sich dann sofort.

Lemma 14

(z*, \*) ist genau dann ein Figenpaar von P()\), das die Normalisierung (x*)s = 1 erfiillt, wenn
(z*,\*) eine Nullstelle von f ist.

(Z,\) sei nun eine Niherung eines Eigenpaares (z*, \*) von P(\) mit (z*); = 1 (d.h. Néherung
einer Nullstelle von f). Es wird

(Az,AN) = (z — 2, A — )\)
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definiert und anschlieBend f(z,\) = f(Z + Az, A + A)) berechnet:

f(z,)) = f(Z@+ Az, A+ AN)

( {Aa(A + AN)? + A1 (N + AN) + Ao} (& + Ax) )
N el (Z+ Ax) —1

B ( {P(A) + AXP'(N\) + (AN)? A9} (3 + Ax) )
a esld+es LAz —1

< N Az "(\ 2 T x
_ fE+ ( Z(T/\gi +{AXP'(\) + (AN)2 A2} (7 + Ax) >

< P\ P'(A\)i+ P'(NAz + AN Axi + AN Ay Az [ Az
v est 0 AN (5.3)

mit P'(\) = 2A\As + A; und 3P"(\) = A, siehe (2.22).
Dies entspricht genau der Taylor-Entwicklung von f an der Stelle (Z, /N\)

PP of; - Az \ 1[ 8% . - Az \?
[z, A) = f(@,A) + (afL'j <x’)\)>i,j:1,...7n+1 ( AL > - 2((9%8% (x’/\)>i,j,k:17...,n+1 ( AL >

1 83]2 - X Azx 5
+6(8$laﬂfka%’ (%)\))i,j,k,z:l,.“,nﬂ < AN ) (54)

(mit = (x;)i=1,...n und z,11 = A), welche hier ein kubisches System (4.1) in (Az”, AN)T mit
m =mn + 1 ist. Aus dem Vergleich von (5.3) und (5.4) erhélt man, dass die Jacobi-Matrix von
f an der Stelle (Z, \) die Gestalt

€s

besitzt.

Die Multiplikation der rechten Seite von (5.3) mit einer Matrix! —C' = —(c¢;;) € ROFD* (4D
und anschlieBende Addition von (AzT, AN)T liefert die Funktion
qg: ]Rn+1 N Rn+1

g(Az,AN) = —Cf(z,)\)+ ) - ) ) (5.6)
{InH L < 129) P'(NE+ P'(\) Az +0A)\A2x + AN AyAz >} ( ﬁi ) .

Wegen der Definition von g und Lemma 14 gilt dann das folgende Lemma.

Lemma 15

C' sei regular. Dann gilt:

(z*, \*) ist genau dann ein Figenpaar von P(X) mit (x*)s =1, wenn (Axz*, AX*) ein Fizpunkt
von g ist.

'Die Matrix C' wird spiter so gewihlt, dass in (5.6) der Ausdruck in der geschweiften Klammer in der Nihe
der Nullmatrix liegt.
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Die Funktion g wird nun in eine fiir Intervall-Fixpunktiteration giinstigere Gestalt gebracht.

Es seien definiert

C*:=(Cij)i=1,..nt1, Di=C*Ay € RUTX" und Dy :=(C* Ay € RV,

j=1...,n

Dann gilt wegen (5.5)

g(AJ‘, AA) = _Cf(:i‘v 5‘) + In+1 - Cf/(ja 5‘)
of © P'(N)Az + AN Aok + AN Ao Az Az
07 0 AN

= —Cf(i?, 5\) + {In+1 - Cf/(jv 5‘)

O (2Ma + A1) Az + AN AF + AN AyAx Az
o 0 AN
= —Cf(z N\ + {In+1 — Cf'(&A)

—( 0 (2AC* A3+ C* A1) Az + ANC* Asl + ANC* ApAz ) } < ﬁi >

= —Cf(& )+ {In+1 - Cf'(%, )

— (O (2ADy + D1)Az + (Do) AN + (DaAz) AN )} ( ﬁi > .

Der zuletzt erhaltene Funktionsausdruck von g(Az, A)\) ist intervallméBig auswertbar gem#f3
(3.10).

Es wird im Beweis des folgenden Satzes gezeigt, dass man unter gewissen Voraussetzungen
Satz 20 auf die Funktion g anwenden kann. Ein bestimmter (n+1)-komponentiger Intervallvek-
tor enthélt dann also einen Fixpunkt von g. Dieser kann mit Hilfe von Intervall-Fixpunktiteration
bzgl. g eng eingeschlossen werden. Mit Lemma 15 erhélt man so eine EinschlieBung eines Ei-
genpaares (z*, \*) mit (z*); = 1 von P()).

Satz 21

FEs sei P(\) wie in (5.1), NER, 7 €R" und C € RIHDx(n+1),
Fiir die wie folgt definierten Ausdricke

(p::HCf(i'vj‘)HOO? U::HIn-i-l_Cf/(:%?S‘)HOOv
7= [|C]loo { (2IA] + [1E]|00) | A2l loo + l[A1lloc} s 7 := [IC]]ooll A2 o0 ,

o—1 712 273 (o—-1D1
= - — d q:= — -
P v T T T 3 Ty
seten die Bedingungen
p>0,0<1 (5.7)
und

2 3
N
Di="+5- <0 (5.8)
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erfillt.
V27q
2y/—p?

N atdr) T +._o /P “N_ T
B =2 3005( 3 ) 3 und [T =2 3005(3) 35 (5.9)

die Eigenschaft

Mit o := arccos (— ) gilt dann fir

Weiter sei
g(A.%’, AA) e _Cf(i'7 5‘) + {In—l-l - Cf/(.’i', 5‘)

— (O (2ADy + D1)Ax + (DaF) AN + (Do Az)AN ) } < ii )

mit D1 = C*Al, Dz = C*AQ, Cc* = (Cij)z'zl,...,n+1 und

j=1,...,n

( [Az]©)

ANO) > =[-8, Ble € IR

fiir beliebiges 3 € (3~, 7). Dann konvergiert die Iteriertenfolge

< [Ax](k"'l)
[

— (k) (k)
Aoy ) = (A9, [AN®), ke,

: [Ax]* .
gegen einen Intervallvektor ( [AN]* mit

(B ) e (Bl ) e (i ) ec (1300) . wen

und es existiert mindestens ein reelles Eigenpaar (x*, \*) von P(\) mit (*)s = 1 und

()< (o) neme o

T

Unter der Einschrinkung (5 € (8, %p —3=) st dieses Eigenpaar (z*, \*) eindeutig, und die

3y
[A.’IJ} (k) n+1

*

A
Tterierten < ) konvergieren gegen dessen Approximationsfehler < Af\*



o7

Beweis:
Es sei ([Az]T,[AN)T € IR L. Es gilt

g([Az],[AN]) = —Cf(@ N+ {In-i-l - Cf' (&N
— (O (2X\Dy + D1)[Az] + (D2F)[AN + (D2[Ax])[AN] )} < ﬁi] >
(3.4) JE i~ 3 [ACE]
c —Cf(z, N+ (In—l—l -Cf (337/\)> [AN] )
— (O (2ADy + Dy)[Az] + (D23)[AN + (D2[Ax])[AN] ) < ﬁﬁ >
& _Cf@;Xy+(LH1—cwﬁf;D)<{ﬁi})

~((2AD; + D)[Aa] ) [AX] — (Do) [AN[AN] — ((D2[Aa])[AX])[AN]

< e+ (- or@n)( 34

+(

_l’_

—(2ADz + D1)ir[Az]i[AN] — (D2)i[AN[AN]

=11

~(D2a[AANIAN )
() (&) o () s

h(z) =r+ Sz + Ta? + Uz, € R" ist ein kubisches System (4.1) mit m =n + 1,
r=—Cf(&N), S:=1In1—Cf @\, T=(tyx) € RMADX(+1)x(n+1) 1 1nd

U= (uz‘jkl) e R(n+1)><(n+1)><(n+1)><(n+1) , wobei

l

I
—

nn

= r+

—(2A\Dy+Di)i, i=1,...n+ 1 j=n+1k=1,.n,
tije = —(D2%); , i=1,...,n+1; j=k=n+1,
0 sonst
(Do), i=1,.., ntlj=k=n+ll=1,...n
Uikl =
0, sonst.
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Dann ist ||7]|so = ||C (%, N)||eo = ¢ und [|S||oc = [|[Tns1 — Cf' (&, N)||oo = 0. Weiter gilt

n+1ln+1
t = max Z Z tiq
o 1<i<n+1 < [tijul

=1 k=1

= max (Z |(2AD3 + D1 )| + |(D2j)z|>

1<i<n+1

max fiir

=0 ZI (2AD2 + D1)i=i| + (Do) Z| (2AC* Az + C* Ar) g

= Z|2/\Zcm Ag Zk-i-ch (A1) +|Zcm Ag)|
k=1 =1
2’)‘|ZZ|CM|| (Az2)ir] +ZZ’CM|| (A1)l +Z!cm|| (As)|
k=1 1=1 k=1 I1=1
Z’ (A1) lk’ +Z|CW
=1 k:l

n n
2\ || A2 o Z [cixt] + || A1lloo Z [ixt| + | A22]]oo Z |cini]

2/ ”A2||oo||0||oo + ||A1Hoo\|0||oo + IIAz):JcIIooIIC‘Iloc>
2|Al{[Az2]lool|Clloo + [[A1]loc][Clloo + 1 Az2lloo]1Z] |0l Clloo
1C oo ((2IA] + 112]lo) [| A2]loo + (| A1][oc) =T

+ |(C A2$)1*|

IN

AQSC

i*1

IN

IA A

Mit dhnlichen Schlussfolgerungen erhélt man

n+1n+1n+1
u = max U4
oo 1<i<nt1 < E E E | zgkl|)

j=1k=11=1

- 1<1<n+1 <Z| (D2) ”’)

< [ClloollA2]loo =

C ist wegen o = ||I,11 — Cf'(# A\)||oo < 1 nach Lemma 13 reguliir. Weil auch A, nach Voraus-
setzung regulér ist, sind beide Matrizen ungleich der Nullmatrix, d.h. v # 0. Auflerdem ist der
Funktionsausdruck von g : R"™! — R™"! intervallm#Big auswertbar.

Nun kann man Satz 20 anwenden. Satz 20 a) liefert fiir 3 € (87, 3") die Existenz mindestens

eines Fixpunkts
Ax* [Az]®)
(35)< (). ven
von g. Mit Lemma 15 folgt dann die Existenz mindestens eines Eigenpaares (z*, \*) von P(\)

mit (5.10) und (z*), = 1. Fiir B € (87,1/ 3¢ — 3-) folgt aus Satz 20 b) und Lemma 15 analog
der Rest des Satzes. O
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Satz 22

FEs sei (z*,\*) ein Eigenpaar von P(X) mit (*)s # 0. Dann gilt:

X* ist genau dann ein einfacher Eigenwert von P(X), wenn f'(z*, \*) aus (5.5) nichtsinguldr
18t.

Beweis:

Dies ist genau die Aussage von Satz 14, wobei B* = f/(z*, \*). O

Bemerkung 10

Die Voraussetzungen des Satzes 21 sind erfillt, wenn alle folgenden Bedingungen gelten:

a) (&,N) ist eine hinreichend gute Niherung eines reellen Eigenpaares (z*, ") von P(X) mit
(z*)s =1; 0.B.d.A. sei (&, \) kein Eigenpaar von P(X).

b) f'(&,N) ist regulir.

¢) C:= f'(z,A\)~" oder C ist eine hinreichend gute Niherung von f'(Z,\)~".

Wenn a) gilt und der Eigenwert \* zusdtzlich einfach ist, impliziert dies b).
Wenn a) gilt und \* nicht einfach ist, dann ist f'(Z,\) fast singuldr.

Wegen b) kann C' := f/(Z, \) " (oder zumindest eine hinreichend gute Néherung von f’(Z, A
gewihlt werden (vgl. ¢) ). Damit ist 0 = ||I,41 — Cf'(Z, A)||oo = 0 (oder zumindest o ~ 0) und
die Bedingung o < 1 aus (5.7) erfiillt.

Da nach Annahme (z*,\*) # (%, ) gilt, ist ¢ # 0, d.h. die zweite Bedingung aus (5.7) ist
erfiillt.

Fiir die hinreichend gute Eigenpaarndherung (Z,\) aus a) ist ¢ = ||C'f(,A)||eo hinreichend
klein. Unter Verwendung des Beweises von Satz 21 kann man mit der Heuristik aus Bemerkung
8 folgern, dass D < 0 und damit die Bedingung (5.8) gilt. Damit sind alle Voraussetzungen von
Satz 21 erfiillt.

Wenn a) gilt und A\* einfach (bzw. nicht einfach) ist, ist die Matrix f'(z*,\*) nach Satz 22
reguléir (bzw. singulér). Fiir die hinreichend gute Niherung (%, A) von (z*,\*) ist dann aus
Stetigkeitsgriinden f'(Z, A) regulir (bzw. fast singulir).

Bemerkung 11

Die Bedingungen aus Bemerkung 10 und somit die Voraussetzungen von Satz 21 seien erfiillt.
Dann gilt:

Je grifier die Konstanten T und vy sind, desto besser muss die Niherung (Z,\) sein.

Wenn die Bedingungen aus Bemerkung 10 erfiillt sind, gilt o = |[I,41 — C'f"(Z,A)||oo = 0 (oder
sogar o = 0). Unter Verwendung des Beweises von Satz 21 und Bemerkung 9 erhilt man, dass
je groBer 7 und « werden, desto kleiner muss ¢ = ||Cf(Z, 5\)Hoo sein. Um dies zu erreichen,
muss die Nitherung (&, ) umso besser sein.
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Lemma 16
Wenn f'(&,\) aus (5.5) regulir ist, gilt (f'(F,A) " )sn = elyq, d.h.
1/ (@) oo = 1.

Beweis:

Es sei J := f/(z,A) € ROHDXOHD ynd =1 = (vy, ... vper) mit v; e R* i =1,... n+1.
Fiir die letzte Zeile von J gilt nach Definition Jy, 41+ = el'. Wegen

enir = (T Vg1 = Jngra - J T =€l (1,0, 0011)

gilt 0 = elv; = (v3)s,i=1,...,n,und 1 = el'v,, 11 = (vp41)s und damit die Behauptung. [



Kapitel 6

EinschlieBlung von komplexen
Eigenpaaren des reellen QEP

In diesem Kapitel wird das reelle quadratische Eigenwertproblem (QEP) betrachtet: Fiir das
regulére reelle quadratische n x n—Matrixpolynom

P()\) = AQ)\Q =+ Al)\ + Ag (6.1)

mit reellen Koeffizientenmatrizen As, A1, Ag € R™*™ und det Ay # 0 werden komplexe Eigen-
werte A* = A] 4+ ¢35 und zugehorige komplexe Eigenvektoren z* = x] + iz§ € C" gesucht (d.h.
P(\*)z* =0 fir 2* #0).

Es werden jetzt in Analogie zum vorherigen Kapitel reelle Intervalle [A1]*, [A\2]* bzw. Intervall-
vektoren [z1]*, [z2]* mit hinreichend kleinem Radius gesucht, die Realteil und Imaginérteil der
Eigenwerte bzw. zugehoriger Eigenvektoren von P(\) einschlieBen:

Re(A) = AT € M"Y, Im(A) =AM € A", Re(z¥) =af € [z1]*, Im(z") =25 € [z2]".
Es ist klar, dass
P(A\")z* =0 genau dann gilt, wenn  Re (P(A*)z*) =0 und Im (P(A\")z*) =0. (6.2)
Weiter gilt fiir die i-te Komponente des Realteils von P(\)z

Re (P(A)z); = Re((P(Mz);) =Re (D P(Nijz;) = > Re(P(N)iz))
j=1 j=1
= > {Re(P(A\)i)Re (z;) — Im (P(A)i;)Im (z;)}
j=1

= ) Re(P(\)iRe(x); — Y Tm (P(X))y;1m (z);
j=1 j=1
= (Re(P(N)Re (z))i — (Im (P(A)Im (x))
und analog Im (P(A\)z); = (Im (P(X))Re(2)); + (Re (P(A))Im (x)); firi=1,...,n.
Mit A = A1 + iAo und x = x1 4+ izs gilt dann also
Re(P(M)z) = Re(P(M\))Re(z) —Im (P(N))Im (z)
Im(P(A\)z) = Im(P(\)Re(z)+ Re(P(N))Im (x)

Re (P(\))z1 —Im (P(\))x2,
Im (P(A))x1 + Re (P(X\))x2, (6.3)
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wobei Re (P(\)) = Re(P(\1 +i)2)) = (A2 — A3 Ay + A\ Ay + Ap und
Im (P()\)) =Im (P()\l + Z)\Q)) = 212045 + XA .
Fiir

Re(P() —Im (POV)) \ . —amxan
BP) '_<Im(P(>\)) Re<P<A>>>€R2 : (6.4)

ist dann wegen (6.2) und (6.3) das folgende Lemma giiltig.
Lemma 17

P\ )z* =0 genau dann, wenn  R(P(\*)) < li > =

Es wird nun eine nichtlineare Funktion f : R*"*2 — R2"*2 {efiniert durch

R(P(N)(32)
flx1, w0, A1, 00) = | esTay—1 , x1,22 € R A, A € R (z = x1+iz2, A = A+idg),
BSTQZQ

(6.5)

wobei es der s—te Einheitsvektor im R" ist. Folgendes Lemma ergibt sich dann sofort aus
Lemma 17.

Lemma 18

(", N*) = (27 + x5, A\] + iA3) ist genau dann ein komplexes Eigenpaar von P(X), das die
Normalisierung (z*)s = 1 erfillt, wenn (xF, x5, A\, \5) eine Nullstelle von f ist.

(Z,A\) = (&1 4 @9, A\, + iA2) sei nun Niherung eines Eigenpaares (z*, \*) mit (z*); = 1 (d.h.
Niherung einer Nullstelle von f).

Es wird
Al’l =T — 5,’1, ACL‘Q = T2 — fg, A)\l = )\1 — 5\1, A)\Q = )\2 — 5\2

definiert und anschliefend f(z1, 22, A1, A2) = f(Z1 + Az, To + Axg, A+ A, Ao + A)z) be-

rechnet:

f@r, w9, A, 00) = f(F1, 82, A1, Ae) + (6.6)
R(P() R(P'(V)E) + R(P'()A) + M(3 A, AN) | [ 40
es! of 2
en+sT o ~a

AXa
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mit
) _ [ Re(P"(Nz) —Im(P'(Nz) 2 x2
R(PNe) = ( Im(P'(Ma)  Re(P(Na) ) S8 (6.7)
Re (P,()\)$) = (2142)\1 + Al).fl — 2A9) 020 € R" R
Im (P/<)\)1') = 2A9)11 + (2142)\1 + Al)Q}Q e R",
- Mz Ax,Ax — M2z Az, AN 2 x2
M (3, Az, AN) = BATAN ) ¢ ganx2
(2, Az, AA) < Mz azax Mg Az,AN >
Migazar = (A2Z1)AN + A2Az1 AN — (A2Z2)AXy — Ag Az ANg
M27i-’A1-7A)\ = (Agig)A)q + AsAxo AN + (AQJNZl)A)\Q + AsAx1 AN,

wobei P/()\) =242+ A1 = (2A2)\1 + Al) + i(QAQ/\Q) , siehe (2.22).

(6.6) ist genau die Taylor-Entwicklung von f an der Stelle (Z1, Zo, A, 5\2) Diese Tatsache liefert,
dass die Jacobi-Matrix von f an der Stelle (%1, 2, A1, A2) die Gestalt

5 af; o R(P(X)) R(P'(\)i)
J(Z,A) == <8 %(561,3?2,)\1,&)) = es? (1 (6.8)
Yj i,j=1,... 2n+2 enis! oT

(mit 1 = (Yi)i=1,...n> T2 = (Yi)i=n+t1,..2n; Y2n+1 = A1 und Yoni2 = A2) besitzt. Wegen der
speziellen Gestalt von f(x1,z2, A1, A2) ist die Taylor-Entwicklung endlich.
Die Multiplikation der rechten Seite von (6.6) mit einer geeigneten Matrix

—C = —(¢i5) € R(27+2)x(2n+2) 11 eine anschlieBende Addition von (A:rlT, Az T, AN, AN)T
liefert die Funktion g : R?"*2 — R2n+2

g(Az1, Az, ANy, ANg) := —Cf (1, T, A1, Aa) + {I2n+2 - (6.9)
R(P(Y)) R(P'(VF) + R(P'(NA) + M(F, Az, AN) o
C esl or 2
Cnts 0 Ads

Wegen der Definition von g und Lemma 18 gilt dann folgende Aussage.

Lemma 19

C' sei reguldr. Dann gilt:
(x*, N*) = (z7 +izh, A\] +1A5) ist genau dann ein komplezes Eigenpaar von P(X) mit (z*)s =1,

wenn (Axy, Axs, ANT, ANS) ein Fizpunkt von g ist.

Nun wird der Funktionsausdruck von g wieder in eine fiir Intervall-Fixpunktiteration giinstigere
Gestalt gebracht.

i=1,...,2n+2 bzw. C™:= (Clj)izl,...,2n+2
j=1,...,n j=n+1,...,2n
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sei die Matrix mit den ersten n bzw. zweiten n Spalten von C'. Weiterhin sei
D, = C*Aj e R(2n+2)><n7 Dy :=C*As € R(2n+2)><n’
B, = C*Ac R(2n+2)><n, By = C** Ay € R(2n+2)><n ]
Fiir die Matrix (C* C**) € R2"2)X2% der ersten 2n Spalten von C und vy, vy € R gilt dann

U1 —U2
2 U1

e o

Aus (6.9) erhidlt man damit und mit (6.8)

> = (C’*vl + C**vy —C*vg + C’**vl) c R@nt2)x2 (6.10)

g(Al‘l, Axo, AN, A)\Q) = —Cf(ﬂ:’hfg, 5\1, :\2) + {IQTH_Q — CJ(Q?, /\)

( O R(P'(\)Az)+ M(&, Az, A)N) )} 25’31
_C x2

or or
JARD)
= —Cf(Z1, %2, M, A2) + {I2n+2 — CJ(%,\)
Aa;l
~ X ~ 3 ACEQ
— (O M@ X Az, AN) No(F, A, Az, AN) )} NG (6.11)
Ao

mit
Ni(&, A, Az, AN) = C*(Re(P'(N)Az) + Mz azar) + C (Im (P'(N)Az) + Moz az.an)
= (2DoA1 + D1)Azy — 2DodoAxy + (Doiiy) AN, — (Dadin) AXg
+DoAx1 AN — DoAxo ANy
+2E25\2A1’1 + (2E25\1 + E1)Axg + (Eao) AN + (Ea1)AXg
+EoAroAN + EoAx1 AN
= (Da@1 + EaZ2) ANy + (EaZy — Doiia) Ady + (2D My + 2E2)s + D) Az
—|—(2E25\1 — 2D25\2 + El)Aa:Q + (DQAZ‘I)A)Q — (DQAJ)Q)A)\Q
+(E2A:E2)A>\1 + (EQAZL‘l)A)\Q ,

No(#, X, Az, AN) = —C*(Im (P (\)Az) + Moz ax.an) + C** (Re (P (\)Az) + M1z azAn)

= —2D9\Axy — (2Do)1 + Dy)Axy — (Do) AN — (Do) ANy
—DoAxo AN — DoAx1ANg
+(2E2Ay + E1) Az — 2B 0 Axy + (Ea#1) AN — (Eadg) Ay
+Eo A1 AN — EoAxgA)Ng

= (Ea@1 — Doiin) ANy — (Doiiy + Eaiio)Adg + (2E2\ — 2Do)o + Ey)Axy
—(2Da)1 + 2E5)g + D1)Axy + (BaAzy) AN — (E2Axz) Ay
—(DaAx2) AN — (Da2Azq)ANy .
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Der in (6.11) zuletzt erhaltene Funktionsausdruck von g ist intervallméfig auswertbar. Es wird
im Beweis des folgenden Satz gezeigt, dass man unter gewissen Voraussetzungen Satz 20 auf
die Funktion g anwenden kann. Ein bestimmter (2n+ 2)-komponentiger Intervallvektor enthélt
dann also einen Fixpunkt von g. Dieser kann dann mit Hilfe von Intervall-Fixpunktiteration
bzgl. g eng eingeschlossen werden. Mit Lemma 19 erhélt man so EinschlieBungen von Real-
und Imaginérteil eines komplexen Eigenwertes \* und des zugehérigen Eigenvektors z* (mit
(z*)s = 1) von P(\).

Satz 23

Es sei P(\) wie in (6.1), A=Ay + i)y € C, & = &1 + ifg € C" und C € RE+2)x(2n+2),
Fiir die wie folgt definierten Ausdriicke

0 = [|Cf (1,82, M, A)lloo 0= |[Tant2 — CJ (& V) |loo »

7 1= 2/|Clloo{ (21A1] + 2 Aa] + [|Z1]loo + [1Z2]lo0) [ A2lloo + [l A1lloc} 7 := 4/IC] oo A2

—1 2 273 -1
g _%undq:: 73_(0 2)T+f
v 3y 27y 37 g

seien die Bedingungen

pi=

©>0,0<1 (6.12)
und
2 3
q p
D:==+= 1
1 + o <0 (6.13)
erfillt.

Mit o := arccos

(x/ﬁq

_2 =

_ —p o+ 4 T T —p ay T
BT =24/ 3 cos( 3 > 34 und BT =24/ 3 cos<3) 34

die Figenschaft

) gilt dann fir

0< B <pBt.

Weiter sei

g(Axl, A:CQ, A)\l, A/\Q) = —Cf(i‘l,i'g, 5\1, :\2) + {12n+2 — CJ(.’E‘, 5\)

A.Z‘l
Azo
A\
Al

~(0 Ni@AAz,AN) No(@, A, Az, AN) ) | (6.14)

mit
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Nl(ii‘, 5\, Ax, A)\) = (DQ.’E'l + EQZZ‘Q)A)Q + (Ezfﬁl — DQ.CZ’Q)A)\Q + (2D25\1 + 2E25\2 + Dl)Axl
—|—(2E25\1 — 2D25\2 + El)Aﬂj‘Q + (DQAI‘I)A)\l — (DQAI‘Q)A)\Q
+(E2A:L'2)A)\1 + (EQAZL‘l)A)\Q ,

NQ((Z‘, 5\, Az, A)\) = (Egi'l — DQ.’Z‘Q)A)\l — (Dgi'l + EQ@Q)A)\Q + <2E25\1 — 2D25\2 + El)Axl
—(2D2X1 + 2E25\2 + Dl)A:L'Q + (EQA:L'l)A)\l — (EQA.’IIQ)A)\Q
—(DgAl’g)A)q - (DQA.’L'l)A)\Q

(Dl = C*Al, D2 = C*AQ, E1 = C**Al, E2 = C**AQ) und

= [0, fle € IR*"*?

= g([Al’l](k), [AxQ](k)¢ [A)‘l](k)v [A)‘2](k)) , k€N,

[Axl]* [Al‘l](k—H) [Axl](k) [ACEl](O)
[A.ﬁlﬁg]* C [A$2](k+1) C [A$2](k) C C [AJ}Q](U)
Aax) [ S| e [ S e | S S| e |0 FEN
[AXg]* [AXg] (KD [AXy]®) [AXo](©)

und es existiert mindestens ein komplezes Eigenpaar (x] + ixy, A} + i\5) von P(\) mit
(x7 +ixd)s =1 und

3 1 [Az]®)
x5 Ty [A:cg](k)
/\T S 1\1 + [A)\l](k) , keNg.
A5 A2 [ANg]F)

Unter der Einschrinkung € (67, \/%p — %) ist dieses Eigenpaar eindeutig, und die [terier-

Ao Az}

(k) :

en &iﬂ(lﬂ) konvergieren gegen dessen Approzimationsfehler ﬁiz

; 1

[AX]®) e
Beweis:

Es sei ([Az1]T, [Azo]T, [AN], [AN])T € IR? T2 [Ax] := [Ax1] + i[Azs] und
[AN] := [AN] + i[A)g]. Es wird die Abkiirzung [AN;]? := [ANg] - [AM], k = 1,2, verwendet.
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Dann gilt
9([Az1], [Aza], [AM], [AN]) =

COf(F1, T2, A1, o) + {IZM —CJ(# )

[Az1]
~(0 M@ AL [AN) No(a, A [Adl,[AN) ) ) ( e )
[As]
» [Axq]
C —C f(#1,%2, M, \2) + <I2n+2—CJ(i"’5‘)> ﬁiﬂ
[A)g]
[Axy]
B - ~ [Al‘Q]
(0 Ni(@,2[A2),[AN) Na(@ A, [Aa], [AN) ) | {ay ]
[AXg]

= COf(F1, 82 M. ha) + (IQM —CJ(F, x>)([Ax1]T, [Azo]T, [AM], [AN])T
—Ni(@, A, [AT], [AN]) - [AN] — No(@, 3, [Ad], [AX]) - [AN]

(32) D T O =y T T T
C —Cf(:vl,:rg,)\h)\g)—i—(IQHQ—CJ(x,)\))([Axl] [Az]T [AM], [AN])

—I—( (Dgwl + EQI‘Q) [A)\l] (Egi‘l — DQ.CZ‘Q)Z‘[A)\Q] [A)\l]

n

— Z(2D25\1 + 2E25\2 + Dl)ik [Axl]k[A)\l] — (2E25\1 — 2D2/~\2 + El)@'k[A.’rQ]k[A)\l]
k=1 k=1
n n
- Z (Do)l Az1i[AM]? + D (Da)alAwali[AXo][AM] = > (Ea)a[Awa)i[ AN
=1 =1 =1

— Z(EZ)il[Axl]l[A/\Q] [A)\l] — (Egm'l DQ.%'Q) [A)\l][A)\Q] (DQQ?l + EQ@'Q) [A)\Q]
=1
=Y (2Eshi — 2D2Xs + EV)ip[Azi]k[ANo] + D (2D2A1 + 2E2Xa + D1 )i [Aza]i[Ado]
k=1

k=1

- i(@)il[ﬁxl]l[ﬁ/\ﬂ[ﬁ)@] + zn:(E2)il [Aza]i[ANs)?

=1 =1
+ > (Da)alAza)i[AM][AN] + Z(Dg)ﬂ [Aml]l[A)\g]2>
=1 =1 i=1,..., 2n+2

[Az] Az [Azy] \°
_ { mﬂ T { mﬂ ‘U ﬁiﬂ — h([Axy], [Aza], [AN], [ANa]).
[AX] [AX] [AX]

(6.15)
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h(z) =74 Sz +Tz>+Ux®, zeR¥™2
ist ein kubisches System (4.1) mit m = 2n + 2, r = —C f(Z1, Z2, A, 5\2) ,
S = Ipyo — CJ(E,N), T = (t;,) € REFDxCnt2x(nt2) yng
U= (Uijkl) c R(n+2)x(2n+2)x (2n+2)x (2n+2)

Dabei ist fiiri =1,...,2n + 2

—(DaZ1 + E2Z9);, j=k=2n+1,
(—E2Z1 + DaZ9); j=2n+1; k=2n+2,
(—E2%1 + D2%2);, j=2n+2; k=2n+1,
(D221 + E2Z2)i, j=k=2n+2,
lijk = —(2Dg)1 + 22X + Dy)ig j=2n+1; k=1,...,n,

(=2B9M +2Doda — E1)ipn, j=2n+1; k=n+1,...,2n,
(—2E25\1+2D25\2—E1)ik, j=2n+2; k=1,...,n,
(2DoA1 +2E0)a + Dy)ign, J=2n+2; k=n+1,...,2n,

0, sonst,

—(D2)y, j=k=2n+1;1=1,...,n,

(D2)ij—n, j=2n+1;k=2n+2;1=n+1,...,2n,
—(E2)ij—n, j=k=2n+1;1=n+1,...,2n,
—(E2)i, j=2n+1k=2n+2;1=1,...,n,

Uikl = (E2)ij—n, j=k=2n+2;1l=n+1,...,2n,
—(E2)i j=2n+2k=2n+1;1=1,...,n,
(D2)it » j=k=2n+21=1,...,n,

(D2)ij—n, j=2n+2k=2n+1;1l=n+1,...,2n,

0, sonst.
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Dann ist ||7||se = ||Cf(Z1, %2, A, X2)||oe = ¢ und |[|S||oe = |[T2ng2 — CI(&,N)||sc = . Weiter
gilt

2n+22n 22n+2
too - 1<£222151(+2< . ; |uijkl|>
Jj= = =
n 2n
- mx+<l @Dl 2A(E)al) + l;@\wz)i,z_n\+2|<Ez>i,z-n|>)
= n
n
= max <; 4/(D2)al +4|(E2)zl|)>
mgxflijr
=" Z(4I(D2)i*l|+4|(E2)i*l|)
=1

= 42”: () Zn: Ci*t(AQ)tl’ + ’ Zn: Ci*v”+t(A2)tl’)

< 42 (Z (42l
= 42 Z(\Cz‘*t\ + leis nte ) (A2)ul

=1 =1
= 42 <( Ci*t + ‘Ci*,n+t|) Z |(A2)tl|>

=1 =1
< Al Al Y (el + leir ntel)

t=1

< 4||A2||OOHCHOO =7 (6.16)
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Weiterhin gilt fiir beliebiges i € {1,...,2n + 2}

tion+1,2n+2| + [ti2nt2,.2n+1]
= 2|(D2Z1 + EaZ2)i| + 2|(—Ea2&1 + DaZz);l
< 2(|(DaE1)| + [(BaZ1)o| + [(Dak)i] + [(Eaz)il)

2(1) " cir(Ania)el + 1D cimre(AaZr)e] + D cir(Aaiia)el + Y cimre(AaFa)il)
=1 =1 =1 =1

ti on+1,2n+1] + [ti2nt2,2n+2] +

< Q(Z |cit| [(A2T1)e| + Z |Cintt] [(A2Z1)e| + Z |cit| [(AaT2)e| + Z |Cintt| [(A2Z2)4|)
t=1 =1 =1 =1

n n n n
< 2(|1A2E1]loo Y leul + 1A2F1]loo D leimte] + [ A2ialloo D leu| + [ A2t lloe Y |ciml)
=1 t=1 t=1 =1
n n
= 2(|| A2 lloe Y _(leit] + leimiel) + [A2alloo D (leitl + lcintel))
=1 =1
n n
< 20 AslloollE1 o0 Y (Ieit] + Icime]) + 2l Azllool [F2lloo (il + [cimtel)
t=1 t=1
< 2[|Az]lool|Z1]loo||Cloo + 2[|A2][0ol|Z2]|oo] |C]lo
= 2[|C]oo||A2|los ([|Z1]loo + [|Z2]loo) - (6.17)
Auflerdem gilt
n 2n n ~ _
> ltignirkl = Y ltionsakl =D [(2D2Ai +2E2Xs + D1)ixl
k=1 k=n+1 k=1
n ~ ~
< Y @IMID2)ik] + 20%a] [(B2)ik| + [(Dy)ixl)
k=1
n B n 5 n n
< Y @MDY el [(Ag)ekl + 2102l > leimpd [(A2)el + > leiel [(Av)wl)
k=1 t=1 =1 t=1
N n n 5 n n n n
= 20D el O] 1(A2ul) + 2% D leameel O 1(A)l) + D leal O 1(An)wl)
t=1 k=1 t=1 k=1 t=1 k=1
5 n 5 n n
< 20| Azlloe Y leitl + 2002 [Az2lloe Y leimel + [[A1llse D lcirl
t=1 t=1 t=1
und analog
n 2n n ~ _
> ltioniakl = D ltiansrkl =D (=2E2h1 +2Daks — Byl
k=1 k=n+1 k=1
5 n _ n n
< 2014zl Y leintel + 21A2l [ Azlloo Y leitl + [ A1lloe Y leinal -
t=1 t=1 t=1

Somit ist
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n 2n n 2n
Z!ti,2n+1,k| + Z tion+2,k] +Z|ti72n+2,k| + Z |ti2n+1,k]
k=1 k=n+1 k=1 k=n+1
_ n 5 n
< 4| [Az2]]eo Z(|Cz’t| +[Cinat]) + 4 A2] || Az2|]oo Z(’Czﬂ + [€in+t])
=1 t=1
n
+2[[A1|[oo Z(’Czﬂ + |¢intt])
=1
< 4|1 42]l00]IC]]oo + 41 R2] [[A2]]so|[Cllso + 211 A1]lsc]IC]]
= 2[|C]oo{llA2]]00 (2|A1] + 2|A2]) + |[A1]|oc} - (6.18)

Aus (6.17) und (6.18) folgt somit

2n+2 2n+2
t = max g E tii
° 1<i<2n+2 \ 4 i
=1 k=1

< 2/|ClloollA2lloo (1150 + [|Z2]]00) + 2/1Clloo{ || A2lloc (21A1] + 2[A2]) + [| At []oc}
= 2|Cloo{[lA2]loo (2IA1] + 2[A2] + [|Z1 ][00 + [[Z2]loc) + [[Atl[oc} = 7

C ist wegen 0 = ||lany2 — CJ(&N)||c < 1 nach Lemma 13 regulir. Weil auch A, nach
Voraussetzung regulér ist, sind beide Matrizen ungleich der Nullmatrix, d.h. v # 0. Auflerdem
ist der Funktionsausdruck (6.14) von g : R?"™2 — R?"*2 intervallmifig auswertbar. Mit Satz
20 und Lemma 19 folgt dann der Satz. O

In Vorbereitung auf Satz 24 werden nun noch einige Begrifflichkeiten eingefiihrt und ein Lemma
gezeigt,.

Die Abbildung

A —-B

R(A+iB) = < P

> , A+ BieC™m™, (6.19)

ist ein Ringisomorphismus zwischen C"™*™ und dem Unterring { < é _i > ‘ A, Be Rme}

von R2™X2™M d 1. es gilt
R(Cl + CQ) = R(Cl) + R(CQ) und R(Cl . CQ) = R(Cl) . R(CQ) .

Dies ist leicht nachzurechnen.

Lemma 20

c RQmXZm

C € C™*™ st genau dann nichtsingulir, wenn R(C') nichtsinguldr ist.

Beweis:

Die Matrix C' sei nichtsingulir. Dann existiert ihre Inverse C~!. Wegen

R(C)- R(C™") = R(C-C7") = R(Im) = Iom
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ist dann also R(C) invertierbar mit R(C)~! = R(C~1).

Wenn andererseits die Matrix R(C ( g ) mit A, B € R™* nichtsingulir ist,

D

existiert ihre inverse Matrix R(C)~! = ( 5

_lb; ) mit D, E € R™*™ , d.h. es gilt

Igm:R(C)-R(C)_II(A _B>(D _E>:(AD—BE —(AE+BD)>

B A E D AE + BD AD — BE
also I, = AD — BE = Re((A+iB)(D+iFE)) und O = AE+ BD =Im ((A+iB)(D +iFE))
und damit (A +iB)(D +iE) = I, . Damit ist C = A+ iB nlchtsmgular mit C~' = D +iE.
U
Satz 24

Es sei (z*,\*) ein komplezes Figenpaar von P(X) mit (z*)s # 0. Dann gilt:

Der Eigenwert \* ist genau dann einfach, wenn J(z*, \*) aus (6.8) nichtsinguldr ist.

Bewelis:
Die Matrix
R(P(\"))  R(P'(A\")z")
J(x* N = es! 07
€n+sT OT
Re (P(\*)) —Im(P(X\*)) Re(P'(\*)z*) —Im (P'(\*)x*)
_ | m(P(A)) Re(P(A))  Im(P'(A)z")  Re(P'(A)z) | _ peent2)x@nt2)
esl or 0 0
0" es! 0 0

(wobei R(P'(\*)z*) € R?*"*2 definiert ist wie in (6.7)) kann man durch Spaltenvertauschungen
in die Matrix

Re(P(\*)) Re(P'(A)z*) —Im(P(A\*)) —Im(P'(\*)z*)
Im (P(\*)) Im(P'(A*)z*) Re(P(\*))  Re(P'(\*)z*)
es’ 0 o7 0
0T 0 es ! 0

und diese wiederum durch Zeilenvertauschungen in die Matrix

Re (P(\*)) Re(P'(A*)z*) —Im(P(X\*)) —Im(P'(\*)z*)
esT 0 OT 0 = M
m (P(A\*)) Im(P'(\*)z*) Re(P(N\*)) Re(P'(\*)z*) o
o 0 es? 0

iiberfithren. Es gilt dann det(M) = £ det(J(z*, A*)) . Auerdem gilt fiir

B — < Pe()\T*) P’()E)*)a:* ) e CcrHD)x(n+1)
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die Beziehung R(B*) = M (siehe (6.19)), also ist det(R(B*)) = £det(J(z*,A*)). Damit ist
J(x*, \*) genau dann nichtsingulir, wenn R(B*) nichtsingulér ist. Lemma 20 und Satz 14 liefern
dann die Giiltigkeit diese Satzes. ([

Bemerkung 12

Die Voraussetzungen des Satzes 23 sind erfillt, wenn alle folgenden Bedingungen gelten:

a) (&,N) ist eine hinreichend gute Néherung eines komplezen Eigenpaares (z*, \*) von P())
mit (x*)s = 1; 0.B.d.A. sei (Z,\) kein Eigenpaar von P(X).

b) J(&,\) ist requlr.

¢) C:=J(&,\)~" oder C ist eine hinreichend gute Néiherung von J(&,\)~".

Wenn a) gilt und der Eigenwert \* zusdtzlich einfach ust, impliziert dies b).
Wenn a) gilt und \* nicht einfach ist, dann ist J(Z,\) fast singuldir.

Wenn b) erfiillt ist, kann C' := J(Z, A)~! (oder zumindest eine hinreichend gute Néherung von
J(Z,\)~1) gewihlt werden (vgl. ¢)). Damit ist o = |[I,41 — CJ(Z,\)||oo = 0 (oder zumindest
o ~ 0) und die Bedingung o < 1 aus (6.12) erfiillt.

Da nach Annahme (z*, \*) # (&,\) gilt, ist ¢ # 0, d.h. die zweite Bedingung aus (6.12) ist
erfiillt.

Fiir die hinreichend gute Eigenpaarniiherung aus a) ist ¢ = ||C'f(#1, 2, A1, A2)||oo hinreichend
klein. Unter Verwendung des Beweises von Satz 23 kann man mit der Heuristik aus Bemerkung
8 folgern, dass D < 0 und damit die Bedingung (6.13) gilt. Damit sind alle Voraussetzungen
von Satz 23 erfiillt.

Wenn a) gilt und A* einfach (bzw. nicht einfach) ist, ist die Matrix J(z*, \*) nach Satz 24
reguldr (bzw. singulir). Fiir die hinreichend gute Néherung (Z,\) von (2*,A*) ist dann aus
Stetigkeitsgriinden J(Z, A) reguldr (bzw. fast singulér).






Kapitel 7

EinschlieBlung von Eigenpaaren des
komplexen QEP

Nun wird das komplexe quadratische Eigenwertproblem (QEP) betrachtet. Dabei ist das re-
guldre komplexe quadratische n x n—Matrixpolynom

P()\) = Ko)\? + K1\ + Ko (7.1)
mit komplexen Koeffizientenmatrizen
Ky = Ay +iB>y, K1:A1+iBl, Koy= Ay + 1By € C*"

und det Ko # 0 gegeben. Gesucht werden komplexe Eigenwerte A\* = A} + ¢A5 und zugehorige
komplexe Eigenvektoren z* = z} + x5 € C" von P()), d.h. es soll

PO\9)a* = (Ko + KX 4+ Ko)a* =0

fir x* # 0 gelten.

Es wird jetzt analog zur EinschlieBung komplexer Eigenpaare des reellen QEP in Kapitel 6
vorgegangen: es werden reelle Intervalle bzw. Intervallvektoren mit hinreichend kleinem Radius
gesucht, die Realteil und Imaginérteil der Eigenwerte bzw. der zugehorigen Eigenvektoren von
P()) einschlieflen.

Weil Lemma 17 mit (6.4) ebenfalls fiir ein komplexes quadratisches Matrixpolynom P()\) gilt,
wird erneut die Funktion

R(P(N)(5))
f(xl,xg, )\1,)\2) = eSTxl —1 , xr1,To € Rn, AL, ER (l‘ = x1+ix9, A = >\1+Z')\2),
esTxQ

betrachtet. Dabei ist
R(P() = ( Re(P(N) —Im (P())) > e

Re (P()\)) = ()\% — )\%)AQ + AMAL+ Ay — 20 By — A9 By,
22X A2 Ag + Ao Ay + (A — A3)Ba + M\ By + By .

=
B
e
—~
>
N
I
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Fiir die Funktion f gilt dann Lemma 18 . Wir interessieren uns also wieder fiir EinschlieBungen
der Nullstellen von f.

Fiir die Niherung (Z,\) = (&1 + iZ2, A1 4+ iA2) eines Eigenpaares (z*, \*) mit (z*); = 1 von
P(\) sei nun wieder

A.%'l =X — :E'l, Awg = X9 — @2, A)\l = /\1 - 5\1, A)\Q = AQ — :\2 .

Analog zum Kapitel 6 gilt

flz1,2, A1, 02) = f(:i1+AIL’1,i"2+AIB275\1+A)\1,5\2+A)\2)

= f(:i‘hfi??;\lux?) + (72)
RP(Y) R(P(NE) + R(P(N)A) + M(E, Aa, AN | [ 40
esT or 2 ,
€n+sT OT A)\l
Ao
wobei
/ _ [ Re(P’(N)z) —Im(P'(N2) 2 x2
BP0 = (Gmirr  memonm ) €F
Re (P,()\).CL‘) = (2A2)\1 + Ay — 232)\2)1‘1 (QAQ)\Q + 2By + Bl)J}Q e R"”
Im (P/()\):C) = (242X2 + 2B\ + By)z1 + (24201 + A1 — 2BoAg)zg € R™
- Mz Az an —Moz Az, AN > M x2
M (&, Az, AX) = BATAN ) ¢ g2nx2
(2, Az, A) < Mz azax Mg Az,An

ML??:A?C:A/\ = (Aga?l)A)\l + AsAx1 AN — (AQ.ZE'Q)A)\Q — Ao Az A)Ng
—(Bgi‘g)AAl — BQA{L‘QA)\l — (Bgi'l)A)\g — BQA.%'lA)\Q y

MQ’@A%A)\ = (AQ.CEQ)A)\l + AsAzo AN + (Agi“l)A)\g + AsAz1ANg
+(Bz§31)A/\1 + BoAxr1AN — (Bgig)A)\g — Bo Az AN
mit P/(/\) =2Ko\+ K1 = (2142)\1 + Ay — 232)\2) +1- (2A2)\2 + 2By A + Bl) , siehe (222)

(7.2) ist wieder die Taylor-Entwicklung von f an der Stelle (1, 72, A1, Az). Deswegen hat die
Jacobi-Matrix von f an der Stelle (%1, Z2, A1, A2) die Gestalt

R(P(N)) R(P'(\)Z)
J(Z,A) = est or : (7.3)

Fiir die Funktion

g(Axlv AJZ’Q, A)\17 A)\Q) = _Cf(j}17 5;27 5‘17 5\2) + {IZn-i-Z - (74)
R(P(V) R(P'(VD) + R(P'(NAD) + M(z, Az, AN) o
C esl or AiQ
1

en+sT o7 Ay
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gilt dann Lemma 19. Nun wird die Funktion g wieder in eine fiir Intervall-Fixpunktiteration
glinstigere Gestalt gebracht.

C*:=(Cij)i=1,... on+2 bzw. O :=(cij)i—1,. n 42 sei die Matrix mit den ersten n bzw.
j=1,...,n j—n—l-l ,2n

zweiten n Spalten von C.

Weiterhin seien die reellen (2n + 2) x n-Matrizen

D1 = C*Al s DQ = C*AQ, E1 = C**Al 5 E2 = C**A27
Fl = C*Bl s F2 = C*BQ N Gl = C**Bl 5 G2 = C**BQ
definiert.

(7.4) kann man unter Verwendung von (7.3) und (6.10) folgendermafien umformen:

g(Azy, Azg, ANy, Adg) = —C f (&1, F2, M1, Aa) + {IM — CJ(&,N)

O R(P'(NAzZ) + M(z, Az, AN) Ay
T T A:L‘Q
-C1l| 0 0
Ao
= —Cf(Z1, %2, M, \2) + {I2n+2 — CJ(%,N)

Awl
(O Ni(@A Az, AN) No(@, A Az, AN) )} ALy
1 ) N\ ) 2Ly Ay ) A)\l
JARY

mit

Ni(#, 0, Az, AN) = C*(Re(P'(\)AZ) + Mz azan) + C* (Im (P'(\)Az) + Moz Ax.Ax)
= (2D9); + Dy — 2F5)0) Az — (2D )g + 2Fo Ay + Fy) Az
+(Da@1) AN + DyAx1 AN — (Do@o)Adg — DyAzaANg
—(Fa&2) AN — FyAza AN, — (Fod1) ANy — FyAz1Adg
+(2E2Xg 4 2Go) + G1)Azy + (2E2) 4 E1 — 2G)s) Ay
+(Ea2) AN, + EaAxo ANy 4 (Ba#1)ANs + Ex Az Ay
+(GoE1) AN + GoAz AN — (Gad2) ANy — GoAza AN,
D%y + EsZy — FoZo + GoZ1) AN — (DaZo — EoZy + FoZ1 + GaZ2)Adg
+(2Dg A1 + D1 — 2F5)g + 2E2 g + 2Go; + G1)Axy
—(2Dy)3 4 2F5\ + Fy — 2Fo) — By + 2G2)0) Az
+((D2 + G2)Az1) AN — (D2 + G2)Aza) Ay
+((E2 — F2)Azg) AN + (B2 — F2) Az ) A)g,

—~
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No(#, M, Az, AN) = —C*(Im (P'(\)Az) + Moz azan) + C**(Re (P (\)AZ) + My z azA0)

2D s + 2Fo)\ + Fy)Azy —
Do39)AN] — DaAzg AN —
FyZ1)AN —
2Fs ) + By — 2Gah) Ay —
1)AN + EdAz1 AN —

GQAQZQA)\l —

+
+(Eaz

2D2)\2 + 2F2)\1 + P — 2E2A1

Doy — Ea®y + FoZq + GaZ2) AN —

(2D25\1 + Dy — 2F25\2)A.T2

(DQj]_)A)\Q — DQALElAAQ
FyAxi AN + (FaZo)Adg + FoAza Ay

(2E25\2 + 2G25\1 + G1)Axy

(EQ@Q)A)\Q — EQA.Z‘QA)\Q
(GQCZ'I)A)\Q — GQAJZlA)\Q

(D2Z1 + EaZo — FoZo + GoZ1)ANg
Ei + 2G25\2)A.’E1

2D2)\1 + D1 — 2F2)\2 + 2E2)\2 + 2G2)\1 + Gl)Axg

+((Fy — F2 Aaj‘l)A)\l

—(
—(
—(
(
(
—(GaZa) AN —
—(
—(
—(
(
( Dy + G9) Amg)A)\l

— T~

Satz 25

Es sei P(\) wie in (7.1
Fiir die wie folgt definierten Ausdricke

@ = ||Cf(E1, %2, A1, A2)||oo »

((EQ — FQ)AQ}Q)A)\Q
((D2 + GQ)Al'l)A)\Q .

), A=A +ik €C, & = &1 +iFs € C* und C € REMHD*Cn+2),

o= ||Iapt2 — CJ(i‘,S\)HOO,

7= 2||Coo { (|| A2lloc + [1Bzlloo) (2A1] + 2[A2| + [|1]lo0 + [|Z2]lo0) + [[A1lloc + [ B1lloc}

7 = 4| Cloo ([ A2lloo + 1| B2lloo) ,

2 27_3

co—1 7 (c—1)1 ¢
= - — d — r
PIETT e T s T 3 Ty
seien die Bedingungen
p>0,0<1
und
2 3
q p
D:=—+=—2<0
T
erfillt.
V27
Mit o := arccos | — a gilt dann fir
2y/—p3
— 4
6~ :2\/3])cos<a—; 7T>—377 und

die Figenschaft
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Weiter sei

g(Axl, ASCQ, A)\l, A/\Q) = —Cf(.f?l,i’g, 5\1, :\2) + {Ign+2 — CJ(.%, 5\)

A.Q:’l
- % % Azo
— (O M@ X Az, AN) No(Z, A, Az, AN) ) } NG (7.7)
Ay
mit
Ni(&,0, Az, AN) = (Doy + EsZy — Faiig + GoF1)AMN — (Daiiy — Foiiy + FoFy + Gaiia) Ads
(QDQ)\l + Dy — QFQ)\Q + 2E2)\2 + 2G2)\1 + Gl)Axl
(QDQ)\Q + QFQ)\l + ) — 2ng\1 Ei+ QGQ)\Q)AHTQ
( D2 + G2 Aaﬁl)A)\l ((DQ + GQ)ACL‘Q)A/\Q
( E2 — F2 A.%'Q)A)\l + ((E2 — FQ)Axl)A)\Q ,
No(z, :\, Az, AN) = —(DoZy — EsZy + FoZy + Gao) AN — (DaZ1 + EaZo — Folo + GaZ1) AN
(QDQ)\Q + 2F2)\1 + Fy — 2E2/\1 Ei+ QGQ;\Q)Axl
(2D2)\1 + D1 — 2F2)\2 -+ 2E2)\2 + 2G2)\1 + Gl)AJZQ
+( Ey — Fy A.’L’l)A)\l ((EQ — FQ)A.’L‘Q)A)\Q
( D2 + G2 Aajg)A)\l ((DQ + GQ)ACL‘l)A/\Q
und
D1 = C*Al y DQ = C*AQ, E1 = C**Al 5 E2 = C**A27
P = C'By, F,:=C*"By, G1:=C"B, Gy :=C"Bsy.
AufSerdem sei fiir beliebiges 3 € (87, 3T)
[Awl]EO;
[Azp]O | 2n+2
AN]O | T (-5, Ble € IR™"™=.
[AXg]©)
Dann konvergiert die Iteriertenfolge
[Awl](k'H)
Aol (E+1)
{Aii}(kﬂ’l) = g([Afvl](k)a [AxQ](k)> [A)‘l](k)v [A)‘2](k)) ; S NO?
[A)\Q](k+1)
gegen einen Intervallvektor
[Azy]* [Azy]B+D) [Aazl](’“) [Ax1]<0)
[AJ}Q]* [A$2](k+l) [A.fUQ](k) [AJJQ](O)
C C CcC...C
Al | S| e | S| ag® [ S S jangge |0 FER
[A]* [ANg]k+1) [AX]*) [AX]©)
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und es existiert mindestens ein komplezes Eigenpaar (x] + ix%, A} + 1\3) von P(\) mit
(] +ix3)s =1 und

z} 1 [Az]®)
75 i [A,]®
A5 A2 [AN] )
Unter der Einschrinkung (5 € (67, %p — ﬁ) ist dieses Figenpaar eindeutig, und die Iterier-
[Az]*) Axy
[Azy]*) . L Axs
ten [A)\l](k) konvergieren gegen dessen Approximationsfehler INY
[ANg]R) ANS
Beweis:

Es sei ([Az1]7, [Azo]T, [AN], [AX])T € IR? 2 [Ax] := [Axq] + i[Axo]
und [AMN] := [AA1] + i[A)e]. Dann gilt analog zu (6.15)

[Azy] Azq] \ Azq] \ °

[Azy] [Axy] [Aw,]
slaehdalnLax) € res | R | B0 | o] R

[A)s] [A)g] [AXs]

wobei

h(z) =7+ Sz +Ta* + Uz®, e R™2

ein kubisches System (4.1) mit m = 2n+ 2, r = —Cf(Z1, 2, A, 5\2) , S = It — CJ(Z, 5\) ,
T = (tljk) e R(2n+2)><(2n+2)><(2n+2) und U = (uz]kl) e R(2n+2)><(2n+2)><(2n+2)><(2n+2) ist.

Firi=1,...,2n + 2 ist dabei

(— (D221 + Bty — FoZg + GaZ1);, J=k=2n+1,

(Dazo — E2Z1 + Foy + GaZa)i, j=2n+1; k=2n+2,
(Dazo — E2Z1 + Fo1 + GaZa)i, j=2n+2; k=2n+1,
(Do + EoZy — FoZia + Galy);, J=k=2n+2,

tijk= —(2D2)1 + D1 — 2F5)0 + 2E200 + 2GoM + G1)ir,  j=2n+1; k=1,...,n,
(2DoXa + 2F5\; + Fy — 2Eo)\; — By +2GoXe)ig—n, j=2n+1; k=n+1,...,2n,
(2D )g + 2FoA1 4+ Fy — 2E3 M) — Ey + 2GaX2)ik j=2m+2 k=1,....n,
(2Do)1 + Dy — 2Fa)g 4 2E2)a + 2GoMi + G1)ipn, j=2n+2; k=n+1,...,2n,
0, sonst,
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Uikl =

Es gilt [[r|loc = [|Cf(d1, %2, A1, Ao)lloo = ¢ und [[S]os = || 2ns+2 — CT(#,N)||oc = 0.

Weiter gilt

Uoo

max fiir
i =1"

IN

—(D2+G2)il, j=k=2n+1;1=1,...,n,
(D2 +G2)ij—n, j=2n+1k=2n+2;l=n+1,...,2n,
(B2 —F)ig—pn, j=k=2n+1;l=n+1,...,2n,

—(Fy — Fy)q, j=2n+1k=2n+2;1=1,...,n,
(Bo = F)ij—n, j=k=2n+2;1=n+1,...,2n,
—(Fy — Fy)q, j=2n+2;k=2n+1;1=1,...,n,

(D2 + G2)it j=k=2n+2;1=1,...,n,
(D24 G2)ijeny, j=2n+2; k=2n+1;l=n+1,...,2n,

0, sonst.

2n+2 2n+2 2n+2
max WUiq
L (23S )
7=1 k=1 I=1
n

(S + Galal +41(B: - Fala))

=1

n
Z 4[(D2 + Go)ixi| + 4|(E2 — F)inl)

(F2)ix1])

(G2)ixt] + |(Ea) -
=1

n n
42 (1(D2)i=t] + [(E2)iwt]) + 4> (1(Fa)ist] + [(Ga2)iwi])
=1

42 (’ ch*t A2 tl’ + ’ Zcz* n+t A2 tlD
+4Z (‘ Zci*t(B2)tl‘ + ’ZCi*,n-l—t(B?)tlD
=1  t=1 t=1

4| Az|lso[ICl o + 4] Balloo|IC] o
A[Clloo ([ A2[lo0 + [[B2lloc) = -
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Fiir beliebiges i € {1,...,2n + 2} ist

[ti on+1,2n+1] + [ti2n+2,2n+2] + [ti2nt1,2n+2] + [ti2n+2,2n+1]
= 2|(DaZ1 + E2Zo — FoZo + Go1)i| + 2|(Daxe — Eoy + Foky + GaZa)il
2(I(DaZ1)i] + |(Ba)il + [(D2E2)i| + |(Ea®2)il

+ [(Foi1 )| + [(Gakr)| + |(Fadz)i| + [(Gaiz)i|)

IN

(6.17) _ _ _ _
< 2/[Cloo[Az2]oo ([[Z1]loo + [[Z2]l00) + 2[|Cloo| | Balloo ([[Z1]loc + [[72]loo)
= 2/|Clleo([[Az2]loc + [[B2lloo)([|Z1]]o0 + |[Z2]o0) - (7.8)

Desweiteren gilt

n 2n n 2n
D Mgkl + D [ignrakl + > ltionsakl + Y ltioniil
k=1 k=n+1 k=1 k=n+1

n
= 2 Z |(2D25\1 + D1 — 2F25\2 + 2E25\2 + 2G25\1 + G1)1k|
k=1

+23 [(2D2Ag + 2F5M + Fy — 2E35 — By + 2G2X0) ]

k=1
< 2y (2|5\1|\(D2)ik| + 2\ M| (Ea)ik| + 20al(Da)ik| + 212l [(B2)ik] + [(D1)ik] + [(E1)irl
k=1
+ 20 [[(F2)ak] + 21011 (Ga2)ik| + 212l [(Fo)ik] + 20 X2l [(Ga)i| + [(F1 )] + |(G1)ik|)
2[1Cloo{ |1 42100 2IA1] + 21A2]) + | A1l loo } + 21[Cllco {1 Balloo (2IA1] + 2[A2]) + || Billoo }

(6.18)
<

2/[Clloo{ (Il A2llo0 + [ B2lloo) (2IA1] + 2|A2]) + [|A1] oo + | Billoo} - (7.9)

Aus (7.8) und (7.9) folgt somit

2n+2 2n+2
t = max g g tiq
o0 1<i<on+42 \ 4 i
j=1 k=1

< 2/[Clloo(I[A2]loo + [[Balloo) (17100 + [|Z2]o0)
+ 2[[Clloo{ (| A2]loo + [[Balloo) (2A1] + 2|A2]) + [[A1lloo + [[ Billoo }
= 2/|Clloof{ ([ 42]loc + [IB2lloo) (2[A1] + 2[A2| + [[Z1]loo + |1 Z2]loo) + [[A1lloo + [[Billoc}

= T.

Cist wegen o = ||Izpy2—CJ(Z, N)||oo < 1 nach Lemma 13 regulir, also ungleich der Nullmatrix.
Weil nach Voraussetzung Ko = As + iBs ebenfalls reguldr ist, sind As und Bs nicht beide die
Nullmatrix, d.h. v # 0. AuBerdem ist der Funktionsausdruck (7.7) von g : R?"+2 —, R2n+2
intervallméflig auswertbar. Mit Satz 20 und Lemma 19 folgt dann der Satz. O

Satz 24 und Bemerkung 12 gelten genauso im hier betrachteten Fall des komplexen QEP. Wenn
man Satz 23 und Satz 25 vergleicht, sieht man, dass es sich bei Satz 23 um einen Spezialfall
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von Satz 25 handelt (Spezialfall By = By = By = O € R™™). In diesem Kapitel 7 wurde also
eine Verallgemeinerung von Kapitel 6 vorgenommen.






Kapitel 8

Numerische Ergebnisse

8.1 Numerische Verfahren zur Berechnung von Eigenpaarni-
herungen beim QEP

Einen sehr guten Uberblick {iber numerische Verfahren zur Berechnung von Eigenpaarnihe-
rungen (z*, \*) des reguliren QEPs P(\)z = (A2A\? + A1\ + Ag)z = 0 der Dimension n findet
man in dem Ubersichtsartikel ,, The Quadratic Eigenvalue Problem“ von Tisseur und Meerber-
gen [27]. Es werden zwei Arten von Verfahren unterschieden: solche, die eine Linearisierung
A€ C™ (21) bzw. A—AB (2.45) (mit A, B € C**?") des QEPs verwenden, und solche,
die das QEP direkt angehen.

AuBlerdem kann man das QEP als einen Spezialfall des nichtlinearen Eigenwertproblems
F(\)z = F(\; My, ...,M;,v)z=0

betrachten, wobei F': C — C™*" eine Funktion ist, die von Matrizenkoeffizienten
My, ..., M; € C™*™ und einem Parameter—Vektor v € C" abhiingen kann. Numerische Verfah-
ren zur Losung des nichtlinearen Eigenwertproblems werden in [20] beschrieben.

8.1.1 Verfahren, die Linearisierungen des QEPs verwenden

Wenn A eine Linearisierung (2.1) von P()\) ist, kann man Eigenpaare des speziellen Eigenwert-
problems (SEP) Ay = \y der Dimension 2n niiherungsweise bestimmen und erhilt daraus mit
Hilfe von Satz 15 bzw. Bemerkung 4 Niherungen der Eigenpaare von P(\). Numerische Ver-
fahren zur Eigenpaarbestimmung beim SEP sind z.B. der QR—Algorithmus (wenn 2n relativ
klein ist), der Lanczos-Algorithmus (wenn A hermitesch und 2n groB ist) oder der Arnoldi-
Algorithmus (wenn A nicht hermitesch und 2n groB ist), siche [6]. Wenn man aber z.B. die

Begleitmatrix
_ O In 2nx2n
r= ( —Ay Ao —A7T A > <t

als Linearisierung verwendet, muss A5 ! explizit berechnet werden, was schlecht fiir die Kondi-
tionierung des Problems ist.
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Deswegen verwendet man besser eine Linearisierung der Form A — AB, z.B. mit

0] cl, [y O
A_<—A0 —A1>’ B_< O Ag) (8.1)

fiir ¢ # 0. Aus den Eigenpaaren des verallgemeinerten Eigenwertproblems (GEP) Ay = ABy
der Dimension 2n erhidlt man dann mit Hilfe von Satz 16 Eigenpaare von P (). Fiir die Eigen-
paarapproximation beim GEP gibt es eine Reihe bekannter numerischer Verfahren. Das QZ—
Verfahren (fiir 2n relativ klein) wird im Anschluss genauer beschrieben. Die Eigenpaarnéherun-
gen in den spéter folgenden numerischen Experimenten wurden mit der MATLAB-Prozedur
polyeig(Ag, A1, As) berechnet. Diese wiederum verwendet Linearisierungen der Form A — AB
von P(A) und 16st das so erhaltene GEP nidherungsweise mit dem ) Z—-Algorithmus.

A — AB mit A, B € C**2" gei nun stets eine Linearisierung von P()). Fiir das Matrizentupel
(A, B) existieren unitire Matrizen Q und Z (d.h. Q7Q = I, = Z" 7Z), so dass

Q"Az=S5 wd QYBz=T (8.2)

obere Dreiecksmatrizen sind. (8.2) heifit verallgemeinerte Schur-Zerlegung von (A, B). Der
QZ-Algorithmus nun bringt A und B simultan mit Hilfe von Ahnlichkeitstransformationen
(Householder-Spiegelungen und Givens-Rotationen) auf obere Dreiecksgestalt (siehe [15]). Seien
nun S = (s;;) und T' = (t;;) die so erhaltenen oberen Dreiecksmatrizen. Wegen

A—XB=Q(S—-\T)z"

sind dann A} = s;/t, i = 1,...,2n, die Eigenwerte des GEPs Ay = ABy und damit auch die
Eigenwerte von P()).

Wegen S — AT = QT (A — AB)Z und Satz 16 gilt dann fiir eine Linearisierung vom Typ (8.1):
wenn z* Eigenvektor zum Eigenwert A\* bzgl. des GEPs (S,T) ist, dann ist y* = Zz* Eigen-
vektor zu \* bzgl. des GEPs (4, B), also folglich (y7,...,v})’ und (y;H,...,y;‘n)T (linear
abhéingige) Eigenvektoren zu A* bzgl. des QEPs. Die Losung z* des homogenen linearen Glei-
chungssystems oberer Dreiecksgestalt (S — A*T)z* = 0 ist durch Riickwértseinsetzen leicht zu
berechnen.

Fiir A,B € R?*2" existiert eine reelle verallgemeinerte Schur-Zerlegung der Gestalt (8.2)
mit Q, Z € R¥*?" orthogonal und S von oberer Quasi-Dreiecksgestalt (d.h. es kénnen bei S
2 x 2-Diagonalblécke auftreten, welche den konjugiert komplexen Eigenwert-Paaren von (A, B)
entsprechen).

Der QQZ—Algorithmus ist numerisch stabil bzgl. der Losung des GEPs, jedoch nicht numerisch
stabil bzgl. der Losung des QEPs [27]. Wenn A, A; und Aj keine spezielle Struktur besitzen
und n nicht zu grof ist, wird der @ Z-Algorithmus in der Praxis dennoch gerne zur Berechnung
von Eigenpaaren des QEPs verwendet. Wenn z.B. As, A1 und Ag symmetrisch sind, kann man
eine symmetrische Linearisierung A — AB (d.h. A und B symmetrisch) des QEPs verwenden
und Verfahren zur Bestimmung von Eigenpaarniherungen des zugehorigen GEPs Ay = ABy
nutzen, welche die Symmetrie von A und B beriicksichtigen.

Bei groflier Dimension n des QEPs sind der Speicheraufwand und die Rechenzeit bei der Verwen-
dung des Q Z—-Algorithmus sehr grof3. In den Anwendungen solcher grolien QEPs werden zudem
oft nur Naherungen von einigen Eigenpaaren benttigt. Es werden dann projektive Verfahren zur
Eigenpaarndherung beim GEP Ay = ABy verwendet, zumeist Krylow—Unterraum—Verfahren.

K (S,v) = span{v, Sv, S%v,...,S™ v}
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ist der m-te Krylow-Unterraum (m < 2n) fiir einen festen Vektor v € C*" und eine feste
Matrix S € C?*"*2" (.B. S = B~'A), fiir die man einen Eigenwert p* am #uBeren Rand
ihres Spektrums approximieren will (z* sei ein zugehoriger Eigenvektor). Fiir S = B~ A ist
dann (z*, p*) Eigenpaar des QEPs. Eigenwerte A* des QEPs in der Nihe von o mit zuge-
hérigem Eigenvektor 2* kann man approximieren, wenn man z.B. S = (A — ¢B)™'B (mit
Eigenpaaren (z*,u* = 1)) verwendet. Mit dem Lanczos-Verfahren fiir S hermitesch bzw.
dem Arnoldi—Verfahren fiir S nicht hermitesch konstruiert man sukzessive mit Hilfe von Gram-
Schmidt-Orthogonalisierung eine Matrix V,, € C?*"*™, deren Spalten eine Orthonormalbasis
von K,,(S,v) bilden und fiir die H,, = V,!/SV,, € C"™*™ eine hermitesche Tridiagonalmatrix
bzw. obere Hessenbergmatrix ist. Fiir relativ kleines m ist dann H,, eine Matrix von relativ
kleiner Dimension, deren Eigenpaare (u*,7*) z.B. mit dem ¢ R—Algorithmus approximiert wer-
den kénnen. (V,u*, 7") sind dann Eigenpaare von S.

Fiir ein reelles bzw. symmetrisches QEP kann man diese Algorithmen adaptieren. Aufler-
dem gibt es noch weitere Krylow—Unterraum—Verfahren, z.B. das nicht—hermitesche Lanczos—
Verfahren [27].

8.1.2 Verfahren, die das QEP direkt angehen

Eine Moglichkeit, reelle Eigenpaare des reellen QEPs zu approximieren, besteht darin, Null-
stellen der nichtlinearen Funktion f : R"™ — R aus (5.2)

flz,\) = ( (422° +TA1>\ o)

>, r € R™ X eR,
es'x—1

mit dem mehrdimensionalen Newton—Verfahren zu berechnen. Es sei daran erinnert, dass nach
Satz 14 die Jacobi-Matrix von f in einem Eigenpaar (z*,\*) von P(A) mit \* einfach und
(z*)s = 1 invertierbar ist. Fiir komplexe Eigenpaare des reellen QEPs kann man das mehrdi-
mensionale Newton—Verfahren auf die Funktion f aus (6.5) anwenden. Weitere Newton—artige
Verfahren fiir das QEP als Spezialfall des nichtlinearen Eigenwertproblems werden in [20] be-
schrieben.

Eine weitere Klasse von Verfahren sind projektive Verfahren, die direkt auf das QEP angewandt
werden. Es wird wieder sukzessive eine Orthononormalbasis V,,, = (v1,...,0y) € C™*™ eines
Unterraumes K, der Dimension m < n berechnet, dessen Eigenraum Teilmenge des Eigenrau-
mes von P(\) ist. Die Wahl von v, € C", mit dem man V,,_; zu V,, erginzt, fithrt auf die
verschiedenen Verfahren, z.B. das Residuum—Verfahren oder das Jacobi—Davidson—Verfahren
fiir das QEP (siehe [27]). Die Eigenpaare (u*,\*) des QEP VX P(\)V,,u = 0 kleinerer Di-
mension m kann man z.B. mit dem QZ—Verfahren ndherungsweise bestimmen. So erhélt man
Niherungen einiger Eigenpaare von P(\).

8.2 Numerische Ergebnisse

Alle Rechnungen wurden in MATLAB 7.4.0 durchgefiihrt. Fiir alle Intervallrechnungen wurde
die MATLAB-Toolbox INTLAB (Version 5.3) von Siegfried Rump verwendet, welche eine
schnelle und effiziente Software fiir Intervallarithmetik ist (siehe [23]). Die jeweils aktuelle
INTLAB Version fiir Unix und Windows steht zur freien Verfiigung auf der Internetseite

http://www.ti3.tu-hamburg.de/rump/intlab/
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zusammen mit einigen Installations— und Nutzungsinformationen (z.B. [11]).

Es wurde in einem 64 Bit—Gleitkommasystem (double precision) gerechnet, also mit Gleit-
kommazahlen mit 15-16 Stellen. Die fiir meine Verfahren benétigten Eigenpaarndherungen des
QEP lieferte der in Kapitel 8.1.1 erlduterte MATLAB-Befehl polyeig.

Mit dem MATLAB-Befehl
rand(’state’, i); Ai = -10+20*rand(n); (8.3)

wurden n X n-Matrizen A; = Al(n) ,4=0,1,...,5, erzeugt, deren Eintrage reelle Zufallszahlen
aus dem Intervall [—10, 10] sind. Dabei war Agn) #* Agn) fiir ¢ # j. Fiir n € N erhélt man auf

diese Weise ein quadratisches reelles n x n—Matrixpolynom P, (\) = Agn))\Q + Agn))\ + Aén) und
kann das entsprechende reelle QEP P, (\)x = 0 der Dimension n betrachten. Fiir

n = 10, 50, 100, 200 war det Agn) # 0 also P, () reguldr. Die Eigenpaare von P, () sind entwe-
der reell oder treten in konjugiert komplexen Paaren auf (siehe Satz 1). Es sollen nun einfache
Eigenwerte A* und jeweils zugehorige Eigenvektoren z* mit dem Verfahren aus Satz 21 (bei
reellen Eigenpaaren) bzw. Satz 23 (bei komplexen Eigenpaaren) verifiziert und moglichst enge
Schranken fiir sie gefunden werden.

Fiir diese Verfahren wird jeweils eine hinreichend gute Nitherung (&, A) eines einfachen Eigen-
paares von P, (\) mit (Z)s ~ 1 fiir ein s € {1,...,n} bendtigt (siche Bemerkung 10 und 12).
Dazu wurden in allen Beispielrechnungen dieses Kapitels mit dem MATLAB-Befehl
polyeig(A0,A1,A2) Niherungen (2, \) von einfachen Eigenpaaren von P, () berechnet. A € R
wurde dann auf eine gewisse Anzahl z; von Stellen im Gleitpunktsystem gerundet und dies als
X gewihlt (bei A € C wurden Real- und Imaginérteil jeweils auf z5 Stellen gerundet). # € R
wurde so normiert, dass der betragsmifig grofite (s—te) Eintrag und damit die Maximums-
norm gleich Eins ist; anschliefend wurden die Vektoreintrige jeweils auf zz Gleikomma-Stellen
gerundet. Bei & € C wurden nach Normierung auf |||Z|||cc = 1 mit (£)s = 1 wiederum Real—-
und Imaginérteil jeweils auf z; Stellen gerundet und dies als Naherung & verwendet. Damit
gilt in beiden Fillen (Z)s = 1 fiir ein s € {1,...,n}. Die Matrix C' in Satz 21 wurde als die
mit MATLAB berechnete Approximation der Inversen von f/(#,A) € RO+DX(+1) (giehe (5.5)
und Bemerkung 10) bzw. C in Satz 23 als die mit MATLAB berechnete Approximation der
Inversen von J(&,\) € RE"2x(2+2) (giehe (6.8) und Bemerkung 12) gewiihlt. Die Anzahl
z; der Stellen der Eigenwertniherung und die Anzahl z;z der Stellen der Eigenvektornédherung
wurden stets so gewéhlt, dass die Voraussetzungen von Satz 21 bzw. 23 erfiillt und z3, 2z beide
moglichst klein sind.

Wir untersuchen zunéchst das reelle QEP Pjg(A\)x = 0. polyeig deutete an, dass dessen Eigen-
werte alle einfach sind. Es gibt 4 relle Eigenwerte und 8 Paare komplex konjugierter Eigenwerte.
Betrachten wir zuerst die reellen Eigenpaare von Pjg(\). Eine hinreichend gute N&herung eines
reellen Eigenpaares, die wie eben beschrieben gewonnen wurde, ist
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1.833FE — 01
—-1.371E - 01
—1.548E - 01

3.178E — 01

1.065E — 01

4.334F — 01
—4.567E — 02

1
—3.269F — 01

3.815FE — 01

A =3.954,

IS
Il
—~
0
B
N~—

(25 = 4,23 = 4,5 =8).

Wenn, wie bereits erwithnt, C' ~ f/(Z, 5\)_1 e R gewiihlt ist, sind damit alle Voraussetzun-
gen von Satz 21 erfiillt. Dies gilt nicht fiir 25 <3 und 2z < 3. Mit

B :=0.0005 € (57, 5%) = (2.072898719434058E — 04, 7.900156591471585F — 04) ,

3
eindeutigen reellen Eigenpaares (z*, A*) von Pjo(\) mit

wobei f* := /=L — %, liefert das Verfahren aus Satz 21 nach 4 Iterationen die Existenz eines

A€ [3.95418009328405)] := [3.954180093284050, 3.954180093284051] := [A]*,
[1.833150568035423E —01]

[—1.37132703118293) E — 01]
[—1.54796119721175 E — 01]
[3.17831125509128 F — 01]
. 1. 06492320107227})E 01] .
x* € = [z]

[4.334078114452183F — 01]

[—4. 566940035489366E 02]

1.0+ [-1,1]-10715
[—3.2691197009943.8 E — 01]

[3.815194195061715 E — 01]

Es sind damit die fithrenden 14 bzw. 15 Stellen in diesem Gleitpunktsystem garantiert. Wenn
man den relativen Durchmesser eines Intervallvektors [z] € IR™ als

[z];£0 v

definiert, ergibt sich w([z]*) < 6.7TE — 16.

Analog wurden Einschliefungen der anderen drei reellen Eigenpaare berechnet. Die verwen-
deten Eigenpaarnidherungen, die benotigte Anzahl an Iterationen (mit § := %(ﬁ* + (%)) und
die so mit dem Verfahren erhaltenen EigenpaareinschlieBungen sind in der folgenden Tabelle
festgehalten.
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A [A]* Stellenanzahl | Schranke fiir | Iterationen
% w((2])
—2.78E — 01 | [~2.779711284051975F — 01] 3 44F — 16 5
72E—01 | [7.191801964141535E — 01] 3 7.6E — 16 7
3.24F — 01 [3.24192862115486?1? —01] 3 3.9F — 16 6

Fiir die Real- und Imaginérteile der komplexen Eigenpaare (z*, \*) = (x] + ix3, AT +iA3) von
P1p(A\) wurden Einschliefungen

21 € 1], @3 € [w2]", AT € MY Mg € o]

mit dem Verfahren aus Satz 23 unter Beriicksichtigung von Bemerkung 12 gewonnen. Es sei
nochmals an Satz 1 erinnert. Die Wahl der jeweiligen Eigenwertniherung A = A; + i\p und der
dazugehorigen Eigenvektorndherung & = x1 + ¢Z9 wurde bereits beschrieben. Mit

Cr~JE, N eR?2*22 ynd g := 2(B~ + %) lieferte das Verfahren aus Satz 23 dann folgende
Resultate:

A, Ao A]*, [A2]* Stellenan- Schranke fiir It.
zahl zz | w([z1]*) u. w([z2]*)
—6.1808E — 01, | [—6.180841353542603F — 01] 4 4.1E — 16 5
1.9984 [1.998396178439573]
—1.3087, [—1.308674944880627] , 4 45E — 16 5
4.9143E — 01 [4.914285470117103 E — 01]
—7.457E — 01, | [—7.456830715265749F — 01], 4 4.2E — 16 6
1.037 [1.03714294901248]
1.177, [1.177195110815155] , 4 4.2E — 16 5
7.105E — 01 [7.104724786484783 E — 01]
—1.195E — 01, | [~1.19513669414275)F — 01] , 4 4.3E — 16 6
9.039E — 01 [9.03944732439113L E — 01]
—2.321E — 01, | [—2.321447349622283 E — 01], 4 4.5E — 16 6
5.836 £ — 01 [5.836331234319513 E — 01]
5.036E — 01, [5.035908959577195E — 01] 4 44E — 16 5
4.374E — 01 [4.374328933751938 £ — 01]
2.92F — 01, 2.920461383787795 E — 01], 4 4.1E — 16 6
4.646E — 01 [4.645619003014199F — 01]

Weiterhin wurden die QEPs P,(A)x = 0 fiir n = 50,100 und 200 untersucht. Dabei wurde
vor allem auf den Aspekt ein Auge geworfen, wie viele Stellen z5 bei der Eigenwertnédherung
A und wie viele Stellen z; bei der Figenvektorndherung z, die auf die bereits beschriebene Art
mit Hilfe von polyeig gewonnen wurden, notig sind, damit die Voraussetzungen von Satz 21

bzw. Satz 23 erfiillt sind. Dazu wurden jeweils exemplarisch einige einfache Eigenpaare mit
|A| € [2.5,4] bzw. [A1], [A2| € [1,10] betrachtet.

Mit der reellen Eigenwertnéherung A = 2.8718 (25 = 5) und der zugehdrigen auf zz = 4
Stellen gerundeten Eigenvektorndherung & von Pso(A) erhédlt man mit 5 = %(ﬂ_ + (%) nach
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5 Tterationen des Verfahrens aus Satz 21 die EigenwerteinschlieBung [2.87178557641220%] und
eine Eigenvektoreinschliefung [z]* mit w([z]*) < 4.4F — 016. Fiir die Eigenpaarnéherung

(&, A = 3.46835) von Pjgo()\) mit z; = 6 und 2z = 5 erhélt man nach 5 Iterationen eine sehr
gute EinschlieBung eines einfachen Eigenpaares von Pigg(\). Fiir Pao(A) waren ebenfalls z5 = 6
Stellen bei der Eigenwertndherung A = —3.73252 und z; = 5 Stellen bei der entsprechenden
FEigenvektorndherung nétig, damit die Voraussetzungen von Satz 21 erfiillt sind. Es sieht also so
aus, als ob man bei groer Dimension n von P, () bessere Eigenpaarnéherungen als bei kleinerer
Dimension benétigt, um die Voraussetzungen von Satz 21 zu erfiillen und das dazugehorige
EinschlieBungsverfahren anwenden zu kénnen.

Problematisch ist aber nicht direkt die Gréfle von n. In unserem Beispiel sind Agn) und Aé")
fiir n = 10, 50, 100, 200 so gewéhlt (siehe (8.3) ), dass jeweils

(AT |loo bnm1050.100200 = {64.23..., 310.93..., 558.18..., 1115.43...} und
(A oo bnm10.50.100200 = {60.66..., 301.20..., 578.88..., 1108.36...}

stark monoton wachsende Folgen sind. Lemma 16 garantiert ||C||oo > 1 fiir C = f/(Z,A). In
unseren letzten drei Beispielen wie auch bei der Eigenpaarnéherung (&, A = 3.945) von Pjg()\)
aus (8.4) gilt ||C||oo < 1.125 = 3. Die Eigenvektornéherung wurde auBerdem stets so gewéhlt,
dass ||Z||so = 1 gilt. Wegen 2.5 < [A| < 4 gilt dann

611457 |oo + 14T |0 < 7

1C oo L 2IAL + 11E]]oo) 1A oo + [[ A ]|oc }

A

81 n 9.
148 oo + <114 oo

n n n 9 n
148 oo < 7 1= 11C o145 1o < 145" oo

Weil {|‘Aén)”oo}n:10,50,1007200 und {HAgn)Hoo}n:1075071007200 sehr stark monoton wachsend sind,
sind dann auch {T(")}n:107507100,200 und {7(")},1:10,50,100,200 monoton wachsend. Bemerkung
11 liefert nun eine Erkldrung dafiir, warum die N&herungen (z, 5\) fiir groferes n besser sein
miissen.

Bei der EinschlieBung von komplexen FEigenpaaren mit Satz 23 sieht die Sache #hnlich aus.
Mit A = 1.02294 + i 1.34267 (dh. z; = 6) und zz = 5 bei P5o(A) ergibt sich nach 4 Itera-
tionen eine gute EinschlieBung. Bei Pjop(A\) und A = 9.632125 + 4 4.772286 bzw. Pago(A) und
A\ = 2.877178 + i 3.374934 mussten sogar z; = 7 und 2z = 6 Stellen bei der Eigenpaarnihe-
rung gewihlt werden, damit die Voraussetzungen von Satz 23 erfiillt sind. Wenn man sich die
Definition von 7 und v in Satz 23 anschaut, kann man nach #hnlichen Uberlegungen wie im

reellen Fall einen Zusammenhang zwischen (fiir wachsendes n) wachsenden Normen HAgn)Hoo

und HAYL)HOO auf der einen Seite und groBerer Genauigkeit der benétigten Eigenpaarnéherun-
gen auf der anderen Seite herstellen.

Abschlielend wird das komplexe quadratische n x n—Matrixpolynom
Qu(N) = KSVN + K+ KV

mit KQn) = Agn) + iA(n), Kfn) = Agn) + iAEln) und Kon) = Aén) + iAgn) fiir A™ aus (8.3)

)

betrachtet. Es sollen komplexe einfache Eigenpaare (x] + ix3, A\] + iA3) von Q,(\) mit Hilfe
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von Satz 25 und Bemerkung 12 (d.h. C' =~ J(Z, )™, siehe (7.3)) eingeschlossen werden. Dazu
werden Eigenpaarndherungen analog zum Fall komplexer Eigenpaare beim reellen QEP mit
Hilfe des MATLAB-Befehls polyeig(AO+i*A3,A1+i*A4,A2+i*A5) erzeugt. Fiir n = 10 und
die Niherung (#, A = 1.5174 — i 2.7743) mit zz = 4 und z; = 5 erhilt man mit 3 = (8~ + (%)
so nach 4 Iterationen die EinschlieSfungen

A} € [1.517386763524393], A3 € [—2.774313556698850], max{w([z1]*), w([z2]*)} < 3.8F — 16.

Fiir n = 100 und n = 200 wurden ebenfalls numerische Experimente durchgefiihrt. So erhielt
man fiir n = 100, A = 1.22875 — i2.55582 (d.h. z; = 6) und zz = 5 nach 5 Iterationen und
fiir n. = 200, A = 1.110027 — 2.222785 (d.h. z; = 7) und 2z = 6 nach 4 Iterationen sehr gute
EigenpaareinschlieSungen.



Kapitel 9

Eine Anwendung des QEP

9.1 Die Millennium Bridge

Die Millennium Bridge ist eine 320 m lange Hangebriicke fiir Fulgiinger iiber die Themse
im Zentrum von London. Sie wurde von dem bekannten britischen Architekten Lord Norman
Forster, der auch die Reichstagskuppel gestaltete, konzipiert. Als die Briicke am 10. Juni 2000
fiir den Publikumsverkehr getffnet wurde, war die Begeisterung grof: ca. 100000 Personen
liberquerten sie an diesem Tag. Wenn grofle Personengruppen iiber die Briicke gingen, kam
es zu viel stidrkeren Seitwértsbewegungen der Briicke als erwartet. Sie schwankte stark nach
rechts und links (insgesamt bis zu 7 cm). So kam es 2 Tage spéter zur Schliefung der Briicke
und anschliefilend zu einer genauen Untersuchung dieses unerwarteten Phiinomens, siehe [8] und
http://www.arup.com/MillenniumBridge/ .

Abbildung 9.1: Millennium Bridge in London.
(© Paul Lomax, lizensiert unter http://creativecommons.org/licenses/by-sa/1.0/
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Es gibt einen Zusammenhang zwischen diesem Vorfall und dem QEP. Es handelt sich bei der
Briicke um ein schwingendes System mit einer gewissen Dampfung. Es besitzt natiirliche Fre-
quenzen, mit denen es bevorzugt schwingt. Wir werden spéter darauf eingehen, dass es einen
Zusammenhang zwischen diesen natiirlichen Frequenzen und den Eigenwerten eines speziellen
reellen quadratischen Matrixpolynoms gibt. Wenn das System von einer dufleren Kraft erregt
wird, deren Frequenz nahe der Eigenfrequenz ist, werden die Schwingungen des Systems ver-
starkt und es wird instabil. Dieses Verhalten wird als Resonanz bezeichnet.

Bei der Millennium Bridge wurden diese dufleren Kréfte durch Bewegungen der Fu3gdnger ver-
ursacht. Eine Person erzeugt beim Gehen nicht nur eine vertikale Kraft, die wegen der Auf-
und Abwirtsbewegung der Korpermasse bei jedem Schritt fluktuiert, sondern auch eine kleine
seitwirts gerichtete Kraft. Denn die leicht auseinanderstehenden Beine verursachen beim Ge-
hen ein Verlagern der Korpermasse abwechselnd nach rechts und links. Die dabei entstehende
Kraft ist nach links gerichtet, wenn man mit dem linken Fuf} auftritt, und nach rechts gerichtet,
wenn man mit dem rechten Fufl auftritt. Das Ingenieurteam der Millennium Bridge fand nach
einigen Tests und Nachforschungen heraus, dass diese geringe seitwérts gerichtete Kraft die
Ursache fiir das starke Schwanken der Briicke war.

Das Gleichgewicht einer Person beim Gehen wird kaum beeinflusst von vertikalen Bewegun-
gen des Untergrunds. Ganz anders ist das bei Seitwértsbewegungen. Wenn der Untergrund
seitwiirts gerichtet ein wenig oszilliert (bei einer Hangebriicke z.B. verursacht durch seitlichen
Wind), setzt man beim Gehen die Beine weiter auseinander, um sich zu stabilisieren. Damit
vergroBert sich die seitwérts gerichtete Kraft der Person. Auflerdem ist es fiir die Person beque-
mer, im Einklang mit der Bewegung des Untergrunds zu gehen. Diese Neigung des Fuligéngers
zur Synchronisation hat den Effekt, dass jeder Schritt die Oszillation des Untergrunds verstérkt.
Wegen der sich verstidrkenden Bewegung des Untergrunds versucht der Fulginger wiederum,
sein Gehen wie eben beschrieben mit dieser Bewegung zu synchronisieren.

Bei einer Menschenmenge verstérkt sich dieser Effekt. Die individuellen Reaktionsmuster un-
terscheiden sich zwar, aber die Mehrheit der Menschenmenge lduft synchron zur Briickenbewe-
gung, weil es so am bequemsten ist. Dieses instinktive Verhalten fithrt dazu, dass sich die von
einer Menschenmenge erzeugten seitwérts gerichteten Kréfte der Eigenfrequenz und Phase der
Seitwiartsbewegung der Briicke anpassen und diese Bewegung so verstidrken. Dieses Phdnomen
wird als Synchrone Laterale Erregung (Synchronous Lateral Excitation) bezeichnet.

Jede Struktur besitzt eine gewisse Ddmpfung, welche die Auslenkung der Schwingung der Struk-
tur verringert. Die Dampfungskraft wachst mit wachsender Bewegung der Struktur. Mit wach-
sender Anzahl der Personen auf der Briicke steigt auch die durch sie verursachte Erregungskraft
an, die Dadmpfung der Briicke bleibt aber unveréndert. Solange die Démpfungskraft grofer als
die Erregungskraft ist, ist die Seitwértsbewegung der Briicke gering. Wenn aber so viele Perso-
nen auf der Briicke gehen, dass deren Erregungskraft grofler als die Dampfungskraft ist, tritt
Synchrone Laterale Erregung auf, und die Seitwirtsbewegung der Briicke verstéirkt sich dra-
stisch.

Nach einigen Tests stellte sich heraus, dass die durchschnittliche seitwérts gerichtete Kraft, die
eine Person beim Gehen iiber eine Briicke auf diese ausiibt, propotional zur Geschwindigkeit
der Seitwirtsbewegung der Briicke ist. Somit kann man nun die Groéfle der Menschenmenge
berechnen, die Synchrone Laterale Erregung auf der Briicke verursacht. Synchrone Laterale
Erregung ist kein gradueller Effekt, sondern tritt plotzlich auf: bei einem Test auf einem Teil-
stiick der Briicke war die Seitwértsbewegung der Briicke ziemlich gleichbleibend bei bis zu 156
Fuflgéingern auf der Briicke. Als nur 10 weitere Personen dazu kamen, verstiarkte sich die Be-
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wegung plotzlich sehr stark und der Test musste abgebrochen werden. Dieser Test bestétigte
die Berechnungen der Ingenieure.

Das Phanomen der Synchronen Lateralen Erregung trat natiirlich nicht nur bei der Millennium
Bridge im Speziellen auf. Es kann theoretisch bei jeder Briicke dazu kommen, und nach eini-
gen Nachforschungen konnten diverse Félle von vermuteter Synchroner Lateraler Erregung bei
anderen Briicken ausgemacht werden. Neben der Anzahl der Personen, die Synchrone Laterale
Erregung auf einer speziellen Briicke verursacht, kann nun auch die nétige Dampfung einer
Briicke berechnet werden, die ein Auftreten dieses Phiénomens verhindert. Dies kann bei der
Konzeption zukiinftiger Briicken beriicksichtigt werden.

Im Falle der Millennnium Bridge wurden viskose Dampfer unter dem Briickendeck, an den
Briickenpfeilern und an der Verbindung der Briicke zum Ufergrund angebracht. Sie ddampfen
die Seitwirtsbewegung der Briicke. Jeder einzelne Dampfer baut die Energie der Seitwirtsbe-
wegung dadurch ab, dass sich ein Kolben innerhalb einer Fliissigkeit vor— und zuriickbewegt.

Die Kosten fiir den Umbau der Briicke betrugen ca. 5 Mio. britische Pfund. Die Millennium
Bridge wurde im Februar 2002 wiederdffnet und bereitet seitdem keine Probleme.

9.2 Ideales gedampftes Masse-Feder-System

Fin ideales geddmpftes Masse-Feder-System kann man sich folgendermaflen vorstellen: Ein star-
rer Block der Masse M (in kg) befindet sich auf Rollen auf einer ebenen Fléche. Der Block
ist durch eine Feder und einen Dampfer mit einer Wand verbunden. Die Feder besitzt die
Feder-Konstante K (in £ ) und der Dampfer die Démpfer-Konstante C (in £#). Es wird der
Einfachheit halber angenommen, dass keine duflere Kraft auf den Block einwirkt.

C =Xt
[
! M

K ( ) ( h
\ /
77
Abbildung 9.2: ideales geddmpftes Masse-Feder-System

Angenommen der Block wurde aus seiner Gleichgewichtslage x = 0 gebracht. Dann kann man
den Ort des Blocks x in Abhéngigkeit von der Zeit ¢t mit den folgenden Gleichungen beschreiben:

Fredqer = —K=x (9.1)
FDéimpfer = —Cv=-Cz
F; gesamt — F Feder + F Dampfer

(9.1) ist das Hookesche Gesetz. Es besagt, dass die Federkraft proportional zur Auslenkung des
Blocks aus seiner Gleichgewichtslage ist. (9.2) sagt aus, dass die Ddmpfungskraft proportional
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zur Geschwindigkeit des Blocks ist. Wegen des 2. Newtonschen Gesetzes Fyesamt = Ma = M
liefert dies die homogene Differentialgleichung 2. Ordnung

Mi+Ci+ Kx =0,

welche dquivalent ist zu

. C. K
T+ —x+—x=0.

M M
Diese Differentialgleichung kann man nun folgendermafien umschreiben:
K C
P4+ 2wt +w?z=0, w=14/—, (= . 9.3
‘ Vare *Taamm ®Y

In den Ingenieurwissenschaften wird w natiirliche Frequenz und das dimensionslose ¢ viskoser
Dampfungsfaktor genannt. Das zur homogenen reellen Differentialgleichung 2. Ordnung mit
konstanten Koeffizienten (9.3) gehorige charakteristische Polynom

N £ 20w A+ w?

besitzt die Nullstellen
)\172 = (—C :|: \ CQ — 1)w

Also ist die allgemeine Losung von (9.3)

z(t) = e cos(Im (A)t) + Bele P gin(Im (A)t) fir A\, Ao =\ € C,
2(t) = aeMt+BeM fiir A, Ay € Rmit Ay # Mg,
x(t) = ae’t + BteMt fiir A = \g € R,

wobei a und S reelle Konstanten sind, die durch die Anfangsbedingungen x(t¢), (o) festgelegt
sind.

Die Losung x(t) verhilt sich fiir verschiedene Werte des viskosen Dampfungsfaktors ¢ also
unterschiedlich.

Fiir ¢ = 0 gilt A1 2 = +iw. Nach einer Transformation erhélt man
x(t) = ysin(wt + @),

wobei die reellen Konstanten v und ¢ durch die Anfangsbedingungen festgelegt sind. Das
System schwingt also harmonisch mit der natiirlichen Frequenz w. Dies ist der ungeddmpfte
Fall.
Fir ¢ € (0,1) gilt A2 = (—¢ £ in)w mit n = y/1 —¢? € (0,1). Damit hat die Lésung die
Gestalt

z(t) = e~ sin(nwt + ) ,
ist also eine Sinuskurve mit abnehmender Amplitude. Dies ist der unterdampfte Fall. Hier tritt
eine schwache Dampfung auf.

Fiir ¢ = 1 tritt die doppelte Nullstelle A1 2 = —w auf. Dann gilt
z(t) = (a+ pt)e ™!

mit «, § € R. Dies ist die geringste Dampfung, bei der keine Schwingung in z(¢) auftritt
(kritische Dampfung).
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Letztlich gibt es noch den Fall ¢ > 1 mit den reellen negativen Nullstellen A\; # Ao . Dann ist

also
z(t) = aeMt + gt

exponentiell fallend. Dies ist der iiberddmpfte Fall (starke Dampfung).

9.3 Gedampftes Masse-Feder-System mit n Freiheitsgraden

Wir betrachten nun ein zusammenhéngendes geddmpftes Masse-Feder-System, siehe [27]. Man
kann sich so stark vereinfacht eine Briicke vorstellen. Es gibt n Masseblécke. Der i—te Masse-
block besitzt das Gewicht m; und ist mit dem (i 4+ 1)-ten Masseblock durch eine Feder mit
Federkonstante k; und einen Dampfer mit Dadmpfungskonstante ¢; verbunden. Der i—te Mas-
seblock ist ebenfalls mit dem Untergrund durch eine Feder (Konstante ;) und einen Dampfer
(Konstante 7;) verbunden. Es wirken keine dufleren Krifte auf das System ein.

Den Ort z;(t) des i—ten Blocks (i = 1,...,n) kann man mit den folgenden Gleichungen be-
schreiben:

Fri- = —ki-i(@ —2i-1)
Fpi- = —ci1(¥ — &-1)
Friv = ki(zigr — 23)
Fpiv = ci@iy1 — @)
Fry = —kKixy
Fpy = —mia

Fyesi = Fri- +Fpi- +Frir +Fpir +Frg+ Fpyg,

wobei kg = ¢9p = k, = ¢, = 0 definiert wird. Wegen Fyes; = m;&; ergibt sich dann fiir
i =1,...,n die Differentialgleichung

m;Z; — ci—1®i—1 + (Cim1 + ¢ + Ti)E; — i1 — kic1xi1 + (ki1 4 ki + /) w — ki = 0.

i Lo

L] | | J J my J | J | My,

| Ky Kon

— — —

Tl Tq Tn

Abbildung 9.3: gedampftes Masse-Feder-System mit n Freiheitsgraden
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Mit & = (21, 2,...,2,)" kann man dann das gedimpfte Masse-Feder-System mit n Freiheits-
graden also als homogene Differentialgleichung 2. Ordnung

Mi+Cz+K=0

mit Massematrix M = diag(mi,...,m,), Steifheitsmatrix K und Dampfungsmatrix C' be-
schreiben. K und C sind reelle symmetrische n x n—Tridiagonalmatrizen, die folgende Gestalt
besitzen:

ki1 + K1 —k1 0 0
—k1 kitkotre —ko :

: —kpn—o knotkp_1+kn—1 —kna
0 0 —knp_1 kn—1+ Kn,

c1+7 —C1 0 0

—Cc1 C1+Cco+T2 —ceo

—Cp—2 Cpn—2+Cn—1+Tp—1 —Cn-1
0 e - 0 —Cp—1 Cn-1+ Tn
Mit P = tridiag(—1, 1,0) kann man aber auch eleganter

K = Pdiagky,... k,_1,0) PT +diag(k1,...,kn),
C = Pdiag(ci,...,cn_1,0) PT +diag(ry,..., )

schreiben.
Vereinfachender Weise nehmen wir nun an, dass k; = k; = kund¢; =7, =7 firi =1,...,n—1
und j = 2,...,n — 1. Auflerdem sei k1 = Kk, = 2k, 71 = T, = 27 und m; = 1. Das heifit alle

Federn (bzw. Dampfer) aufler der ersten und der letzten besitzen dieselbe Konstante x > 0
(bzw. 7 > 0) und alle Masseblocke haben dasselbe Gewicht. Dann ergibt sich

M=1, C = rtridiag(—1,3,—-1) =: C, K = ktridiag(—1,3,—-1) =: K, .

Angenommen das reelle regulire quadratische Eigenwertproblem (AaA? + A\ + Ag)v = 0 der
Dimension n X n besitzt 2n verschiedene (d.h. einfache) Eigenwerte \; € C, i = 1,...,2n.
AuBerdem sei v; € C" der Eigenvektor zu \;, i = 1,...,2n. Nach Satz 9 ist dann z(t) = eMtv;
fir ¢ = 1,...,2n Losung der homogenen Differentialgleichung As# + Aj@ + Ag = 0. Nach
Theorem 6.3 aus [16] lautet die allgemeine (komplexe) Losung dieser Differentialgleichung

2n
x(t) = Z aetity;
i=1
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mit Konstanten a; € C, i =1,...,2n.

Wir betrachten nun die Differentialgleichung
T+ Crit+ Kex =0
bzw. das zugehorige quadratische Eigenwertproblem
(IN+C A+ Ko)v=0 (9.4)

fiir n = 50.

Fir kK = 5 und 7 = 8 wurden mit dem MATLAB-Befehl polyeig die Eigenpaare von (9.4)
approximiert. Es gibt 2n = 100 verschiedene Eigenwerte )\;, die reell und negativ sind (siehe
Abbildung 9.4). Auch die zugehorigen Eigenvektoren v; sind folglich reell. Es gibt eine grofie
Liicke zwischen den n betragsmifig grofiten (—39.4 < \; < —7.3 fur ¢ = 1,...,50 ) und
den n betragsméBig kleinsten Eigenwerten (—0.684 < \; < —0.635 fiir ¢ = 51,...,100 ). Zur
Verdeutlichung: die mit dem Verfahren aus Satz 21 unter Beriicksichtigung von Bemerkung 10
erhaltenen engen EinschlieBungen der beiden betragsméfig kleinsten Eigenwerte sind

A10o € [—6.35091175899986 E — 01], Agg € [—6.351149411512909F — 01] .
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Abbildung 9.4: Eigenwertverteilung des QEPs mit k = 5, 7 = 8 und n = 50

Die allgemeine (reelle) Losung der Differentialgleichung hat dann die Gestalt

100
x(t) = Zaie)‘itvi
i=1
mit
0>NeR, i=1,...,100 (9.5)

und beliebigen Konstanten o; € R, d.h. in der Lésung treten ausschliefSlich exponentiell fallende
Funktionen, jedoch keine Oszillation auf. Das System ist also iiberddmpft (sehr stark geddmpft).
Dies ist im Fall einer Briicke ja gewiinscht.
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Fiir K = 5 und 7 = 3 besitzt (9.4) nach polyeig ebenfalls 2n = 100 verschiedene Eigenwerte
Ai. Diese sind entweder reell und negativ oder treten in komplex konjugierten Paaren mit
negativem Realteil auf (siehe Abbildung 9.5). Die Eigenvektoren kénnen alle reell gewihlt
werden. Konjugiert komplexe Eigenwerte besitzen denselben Eigenvektor (siehe Satz 1). Damit
hat die allgemeine (reelle) Losung dieser Differentialgleichung die Gestalt

z(t) = Z ety + Z el Q) i (Im (At + ;) vs
4 mit 7 mit
Im(X\;) =0 Im (X;) >0

mit beliebigen Konstanten a; € R. Wegen
Re(N) <0, i=1,...,100, (9.6)

gibt es also Anteile der Losung ohne Oszillation und Anteile, die Sinuskurven mit abnehmender
Amplitude entsprechen. Das System ist damit stabil. Es tritt Dédmpfung auf.

2
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Abbildung 9.5: Eigenwertverteilung des QEPs mit xk =5, 7 = 3 und n = 50

Es sei nun das Differentialgleichungssystem As#+ A1+ Agx = 0 mit Ag, A1, As € R™*"™ symme-
trisch und positiv definit betrachtet. Lancaster hat schon in [16] (Kapitel 7.5) gezeigt, dass fiir
die Eigenwerte des zugehorigen QEP die Eigenschaft (9.6) gilt. Das System ist dann stabil. Im
Kapitel 7.6 von [16] wurde Folgendes bewiesen: Wenn zusitzlich die Uberdampfungsbedingung

(xT Ayz)? — 42T Agz) (2T Agz) > 0 firz # 0

erfiillt ist, gilt (9.5) und das Differentialgleichungssystem ist iiberddmpft; auflerdem existiert
dann eine Liicke zwischen den n grofiten und den n kleinsten Eigenwerten des QEP. Die eben
betrachteten Beispiele gehoren in diese Klasse von Differentialgleichungen.



Kapitel 10

EinschlieBlung von reellen
Eigenpaaren des reellen
polynomialen Eigenwertproblems

In diesem Kapitel wird eine Verallgemeinerung von Kapitel 5 vorgenommen: reelle einfache
Eigenpaare (z*, \*) des reellen polynomialen Eigenwertproblems P(\)xz = 0 fiir das regulire
n x n—Matrixpolynom vom Grad [

PO = AN + .. 4+ A\ + A (10.1)

(wobei Ay, ..., A; € R™™ und det A; # 0) sollen eingeschlossen werden.

Als Hilsmittel dazu definieren wir in Analogie zu (4.1) ein System vom Grad r.

Definition 10
FEine Funktion h : R™ — R™ der Gestalt
h(x) =mo + Miz + Mez?® + ...+ M2",

wobei mg € R™, My € R™™ und

t-mal

—N—
R™"x...xR™ — R™

(W, 2@ 20y - (Z Z . Z mf?lwltml(tl) c l'g_l)l'l(-f))
=1 m

Mti

mit
Mzt == My(z, ..., x) fir 2<t<r,
~——
t—-mal

heifit System vom Grad r der Dimension m.
(t+1)-mal

) o . ) foavatven .
Fir 2 <t <r wird die Abbildung M; mit (m ) € R™ XX qdentifiziert. AufSerdem sei

R

t
= o {305 Y il Ll

i11=112=1 =1
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defindert. Fir D = (d;;) € R™*™ ist

(t+1)-mal
m
/—/%
._ @) mX...xm
DMy = (Zd” M1 iz, ) €R

j=1

Lemma 21
(t+1)-mal

—N—
Fiir D € R™™ und My € R™ > *™ gilt
1D+ Mifloo < [IDlfoo - [[Mt]oo -

Beweis:

Mit der Bezeichnung D = (d;;) und M; = (m(»t) .q,) gilt fiir ein ¢ € {1,...,m}

751,

m m
IDMlle = max {ZZ Z’Zdz,mmwu

11=112=1 =1 j=1

m m
o ()
Y ) D disgmy i,

I
M
Ms

i1=112=1 =1 j=1
m m m m
1 @)
< DD 20 D Mdelimg )
i1=112=1 ir=1j=1
m m
S0 D5 D DI I
i1=1142=1 =1

Ms i Ms

< (i | - [| Moo = [|M]]oo - Z|dzg
Jj=1 J=1
< |[Milloo - | Dl]oo -
O
Es wird nun wieder die Funktion f = (f1,..., for1)” : R*™ — R durch
Fla,A) = < f%c)f”_ . > . z€R" \ER, (10.2)

definiert, deren Nullstellen (z*, \*) genau die Eigenpaare von P(\) mit (z*)s = 1 sind.
(Z,\) sei eine Niherung eines Eigenpaares (z*, \*) mit (2*); = 1 und
(Az,AN) := (2 — Z, X — \).

Die Taylor-Entwicklung von f(z, A) zur Entwicklungsstelle (#, \) lautet dann
2
B Ax 1., + Ax
fan) = faR+ren (5 )+ pren (&) e

1 ~ A +1
+(l - 1)!f(l+1)(j7)\) < Ai ) 7 (10.3)
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wobei
(t+1)-mal

5 I s
f(t) T,A) = ( i-’)\> c R(P+Dx...x(n+1)
(2,2) 0x;, ...0x;, (&4 bt porie=1,..m41

geeey

-----

ist (siehe [21]). (10.3) ist ein System vom Grad [ + 1 der Dimension n + 1 in (AzT, AN)T. Es
wird im folgenden Lemma u.a. gezeigt, dass f®)(x, \) = O fiir t > [ + 2 gilt. Deswegen ist die
Taylor-Entwicklung (10.3) endlich.

Lemma 22

Fiir die Fréchet-Ableitungen von (10.2) gilt

P(\) PNz

Fla) = ( (e% (0) > , (10.4)

( (P(til)()‘))ih? Z‘ail :la"'vn; ip=t3=...=ig=n+l

(PO )i, dyia=1,...,m5 i1 =ig=... =4 =n+1
(O )i, iy = : y - . (105)

(P(til)()\))iit s o Lig=1,...,n50 =12 =...=4 1=n+1
(PONz)i, i=1,...,mi1=ip=...=i=n+1
0, sonst

fir 2<t <141 und fO(x,\) =0 firt>1+2.

Beweis:

Wegen

O e A

gilt fiir die erste Fréchet—Ableitung von f nach Definition

(P /\))ij; , iji=1,...,n
/ R Z?:I(P N)irzr = (PP Nx);, i=1,...;n;j=n+1
oA =3 1 i=n+lij=s :
0, sonst

es gilt also (10.4). Wenn man davon ausgehend die zweite Fréchet—Ableitung von f bildet,
erhilt man

(P N)isk = 4 5 P = (P()a)i, i=1o mij—k=n+1 ’
0
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d.h. (10.5) gilt fiir ¢ = 2. (10.5) fur ¢ > 2 zeigt man dann ganz analog per vollstdndiger
Induktion. Wegen P*~D(\) = O fiir t — 1 > 1+ 1 gilt dann f®(z,\) =0 fir t >1+2. O

Man kann aber auch die Taylor-Entwicklung von P()\) zur Entwicklungsstelle A
~ ~ ~ 1 ~ 1 5
P(\) = P(A+ AX) = P(A) + ANP'()\) + §(A)\)2P”(>\) +...+ ﬁ(m)lpm(x)
bilden (PM(X\) = O fiir t > 1 4 1) und erhélt damit

f ) )

= f(i+ An, A+ AN) = (e(T AA)(:HAJ;))

(4 Azx)—1

( )+ A)\P’()\) A HANPON)) (& + Ax) >
el —1+ el Ax

(%, A) + ( (2 (P'N) + ...+ HANTIPON) (7 + Ax) > <Ax>

0 AN
FE) { < P(e;} P’(()S\)i ) N

v *

GO

n
( P'NAz + ...+ (AN PONE + (AN POV A ) } <A:c>
(7,A) +

kﬁ

0 AN

y+{ran+

l
0 Z{(tfl)!(P( DN AZ)(AN2 44 (P“)(X)fc)(AA)H} +1(PO(R)Az) (AN }<A:p>.

t=2 AN
0T 0
(10.6)
Die rechte Seite von (10.6) wird mit einer geeigneten Matrix —C' = —(c¢;5) € R(n+1)x(n+1)
multipliziert und anschlieBend (AzT, AN)T addiert. So erhélt man fiir
C* = (cij)i=1, .mp1, und QW) :=C*PU(X) e RIH>"

die Funktion g : R"*1 — R"H!
—Cf(# ) + { i1 — COf'(2,2)

OZ{

0T 0

= —Cf(iuﬂw{nﬂ Cf'(z,N)

o5l

=: g(Ax,AN).

(A AN+ F(POR)Z) (AN} +F(PO(R)Az) (AN }(A)
AN

DA (AN 2+ HQUN)F) (AN + HQ”(A)M)(M)“)}@Q
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Fiir eine reguliire Matrix C ist (Az*, AN*) = (z* — &, A* — A) genau dann ein Fixpunkt von g,
wenn (x*, \*) ein Eigenpaar von P(\) mit (z*)s = 1 ist.

Andererseits kann man auch (10.3) mit —C multiplizieren und (Az?, A\)T dazu addieren. Dies
liefert die Funktion

2
MALAN) = —CHER) 4 Lot — CF () @A) ~ (O (ﬁ‘”j) -
1 Az I+1
_(l+1) (Cf l+1)( )\)) <A)\> (10.7)

mit
(t+1 )ﬂnal

C . f ( )GR(TL+1) oX(n+1)
fiir 2 <t <1+ 1 (siehe Definition 10).

Es gilt im restlichen Kapitel die Festlegung

t
H fiir [AN] € IR und 2 < ¢ < [.
7j=1

Lemma 23
Fiir alle ([Ax]T, [AN)T € IR gilt
g([Az], [AN]) € h([Az], [AA]).

Beweis:

Wegen der Subdistributivitdt in IR gilt

g([Az], [AN]) C _Cf(jaj‘) + (Int1 = Cf'(z, A)) Giﬂ)
l

Z{ t—1) Q- 1)(5\)[Ax])[A)\]t_2+$(Q()()\)j)[A)\]t 1}[A)\]

1
il

(QU(N)[Az]) AN

Es bleibt zu zeigen, dass fiir 2 <t <[+1

{(t - i @V RIAD AN + $<Q<t><x>fc>[m*l}m C

PF‘,_.

(CFO ) ({ﬁﬁ)

gilt (wegen QU () = C*PUHD()\) = 0).
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Wir haben

L (QUD () [ATAN2 + HQO(N)E) AN AN

{w

1 - 5
S o @ T MAahIAXT + H(QUGAN
= - : ((C*P(t DAz AN + %(C*P(“(X)ﬂ?) [AN)
n - 1 . -
- e Xeran, [Awb> At (e Pomaa)
j=1 i=1,...,n+1 : i=1,...,n+1
n B 1 . .
c o eranagay) s r(eromaa)
j=1 1=1,...,n+1 i=1,...,n+1
1 * — * 3\~
= tl( Z(C PO [A); AN+ (C P(t)(A)x)i[M]t> : (10.8)
' Jj=1 i=1,...,n+1
Andererseits gilt aufgrund von Lemma 22 fir 2 <t <[l+1
n+1
(Cf ( ))l i1, = Z ng x j P1,enit
((C*PEDN))s,, i=1,...,n+1; 4 =1,...,n;
lgo=1i3=...=1=n-+1
_ (C*PD(N))i,, i=1,....,n+10,=1,...,n;
11=12=...=%_1=n+1
(C*PON)E);, i=1,...,n+1;
H=to=...=1:=n+1
0, sonst .
Dies liefert nach Definition
1 ~ o [ [Az] !
2(Cr®
perai (133)
1 n . B _ B n . B N B
= t,< > (€PN iy [ANT A, + .4+ Y (CTPETD (X)), [Axly, AN
) 7:1:1 it:1
+(C* PO (N ) [A/\]t>
i=1,...,n+1
1/~ (o) ~ (D) /< _
= t,< > (€PN [A]iy [ANT 4 4 ) D (CF P (N)) g, [Axli, [AN
T Ngp=1 ir=1
+(C*P(t)()\)£)i[A)\]t>
i=1,...,n+1
L/~ (i) = _ . s
= t'(t (C*PED )i [Az];[AN + (C* PO (N)7):[AN] ) : (10.9)
: i=1,...,n+1
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Aus (10.8) und (10.9) folgt die Behauptung. O

Lemma 24

Fir alle2 <t <141 gilt

1 -
l ®) (5
HICHOG Nl < [ (=
Dabei gilt die Bezeichnung
(D BiN)eo =) IBillol A"
i=0 i=0
(By...,B, € R"™™),

Beweis:

Nach Lemma 21 gilt

1
EHCf(t)( Moo < IIClloo 17O (@ Moo -
Es bleibt also zu zeigen, dass
17 @ Ao < (PP A))oo + (PY(N)) oo | |00

ist. Nach Definition 10 und Lemma 22 gilt

. n+1 n+1
110GVl = m{z D@ Ml

i1=1 =1
n+1 n+1
= > @ Vi
11=1 =1

+(PON)&)-

= 1 PO

= tZlPt e N
< tZ|Pt DA N+l |41
< tZ!Pt D ”HHxHooZ\P(t( )izl

7=1

wobei i* € {1,...,n+ 1} geeignet gewihlt ist.
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Da fiir ein beliebiges reelles n x n—Matrixpolynom P()\) = B\ +...+ BiA+ By vom Grad r

STIPNissl = Y 1B A+ -+ (Br)isjA + (Bo)ir;
j=1

IA
NE

Br)iwi| A"+ 4 [(B1)isj| 1Al + 1 (Bo)i=;1)

J=1 J=1 j=1
< A" Brloo + -+ A Billoo + [1Bol loo
= (PWN)x

gilt, ist die Aussage des Lemmas gezeigt. O

Satz 26

Es sei P(\) = AN + ...+ Aj\ + Ag wie in (10.1), X € R, & € R und C € RPFD*(+D)
requldr.

Fiir die wie folgt definierten Ausdricke

¢ =|Cf(@ Moo, = |[Int1 — CF(@N)||so
7 —HCHoo(@ o (P‘t1><i>>oo+;<P<t><ﬂ>>mu:ﬁ|rm), 2<t<I+1,

besitze das skalare Polynom (I + 1)—~ten Grades

I+1

pB) =9+ (c—1)8+> 7p (10.10)

zwei reelle Nullstellen 0 < 3~ < B+ mit

p(B) <0 firpe (B7,67). (10.11)

Weiter ses

g(Az, AN) :=—0f<f:,x>+{n+l Of'(.3)

(o 5l

t=2

DA)A) AN 2 HQUAB AN+ }<Q<l><x>m><m>”>}<§§>
mat

und
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fiir beliebiges 3 € (57, 67).

Dann konvergiert die Iteriertenfolge

< [Az]E+D)

(AN (+D > = g([Az]®), [ANP) | k€ Ny, (10.12)

: [Ax]* .
gegen einen Intervallvektor ( [AN]* mit

(B ) e (Bl ) e (i ) ee (1300) . wen

und es existiert mindestens ein reelles Figenpaar (x*, \*) von P(X) mit (x*)s =1 und

(£)<(3)- (). ven

Sei des Weiteren 3* eine Nullstelle von p'(3) mit 3~ < 3* < 1 und

I+1

PB)=(c—-1)+> tnp'"' <0 fir Be (5 ,8). (10.14)
t=2

Unter der Einschrinkung (€ (8~,3%) ist das Eigenpaar (x*, \*) mit (z*)s = 1 und (10.13)

(k) ¥
etndeutig, und die Iterierten [Az] o) | konvergieren gegen dessen Approzimationsfehler A:E* .
[AN]®) AN
Beweis:
i)

Die Funktion h sei definiert wie in (10.7). AuBerdem gelten die Bezeichnungen mg := —C'f (&, \),

501,008

M= i)} o= L~ OF 58, M=l ) =3 CFOGER) @<t<i+).

Es wird gleich gezeigt, dass

fir B > 0 die Inklusion

N—
+
S

=

[

8

N—
_|_
+
=
X

=

> b
>

N—

£

WAz [AN) = mo+ M Gﬁﬂ

C int Giﬂ) (10.15)

erfiillt, wenn 3 € (87, 3"). Dann gilt nach Lemma 23 auch

gllach (a3 Cine ([37).
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[Az]®) [Az]© N . : . Az* [Az]
d.h. <[ A )\](1) - AN ©) ) Die Existenz mindestens eines Fixpunktes ANF € (AN

von ¢ ist dann garantiert durch den Brouwerschen Fixpunktsatz (Satz 19), da trivialerweise
g(z, ) € g([Ax], [AN]) V (z,A) € ([Az],[A)N]) € IR™ x IR gilt.

Da der Funktionsausdruck von g intervallmaflig auswertbar ist, liefert uns Satz 17 die Kon-

: [Ax](k) : [Az]* n+1
vergenz der Iteriertenfolge < AN (k) o gegen einen Grenzwert [AN]* € IR und

A\ (1AM der Resudaritit von C st d (2. %) cin Ei
AN [A)\](k) ) 0- egen der hegularitat von 1st dann (x7, emn Higen-

paar von P(A) mit (z*)s =1 und (10.13), d.h. der erste Teil des Satzes ist gezeigt.
Zum Beweis, dass (10.15) fiir 3 € (87, 3") gilt: die Inklusion (10.15) ist dquivalent zu
n+1 n+1n+1
it (-0,0e) 2 mo+ [ YomP-6,8 | + | SN mE-8.8-8.8] | +...
j=1 j=1 k=1
n+1 n+1 n+1

Z Z Z 1(1:1—71127 7ll+1 ﬁ’ﬁ]l—H

i1=112=1 i41=1

L. 8b) s, (1) s plam 2 92
=" mo+ Z!m 2 migl[=8% 57 | + ..
7j=1k=1
n+1 n+1 n+1

2 DD I S SN S asNAn

i1=112=1 ijy1=1

L. 8a) & Ind n+1 n+1n+1

. 8a nd. 1

A mo+ [ =683 1mP1 | + [ =626 S 1m) | +...
=1 j=1 k=1

n+1 n+1 n+1

I+1 l+1 (1+1)
L (GCARTAR DID DRTD DR A P

i1=112=1 i4+1=1
= mo + (=8, B]| Mile + [—B%, B%]|Male® + ... + [, 8] | My e
(10.16)

mit [My] = (Imi) D), 2<t<i+1.
Lemma 9 b) angewandt auf jede Komponente von (10.16) liefert, dass (10.16) dquivalent ist zu
mo| + B|Mile + 52| Ma|e? + ... + 5 My | < Be. (10.17)
Die Ungleichung (10.17) ist sicherlich erfiillt, wenn
molloe + BlIMi oo + B[ Mol oo + -+ B[ Migallos < 6,
d.h. wenn

[Imollee + B(IIMillec = 1) + 82| Malloo + ... + B[ Miga ]l < 0. (10.18)

Es gilt ||mo||ec = ¢ und ||M1]|cc = 0. AuBerdem liefert Lemma 24 die Abschétzungen
|Milloo <7 (2<t<1+1). Also ist

p(B) =+ B0 — 1)+ FPr+...+5F m <0 (10.19)
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fir 8 > 0 eine fir (10.18) und damit fiir (10.15) hinreichende Bedingung. Da (10.19) nach
Voraussetzung fiir § € (87, 3") erfiillt ist, ist der erste Teil des Satzes bewiesen.

i)
Sei nun 8 € (37,6*) C (87, 8"). Damit gelten die in i) hergeleiteten Aussagen fiir 3.
« [ [Ax]* . . [Az]®)
[y]* == ( AN sei der Grenzwert der Iterierten AN® aus (10.12). Aus (10.12) und

Lemma 23 folgt dann
(h+1)
< AsD > = (1A]®, [AN®) € h([Aa]®, [AX®)

Az]® Ax]®? A1) ™
= mo+ M GA)\}(,C)) + Mo GA)\%(;CQ + .+ M GA)\%(’»

fir £ > 0. Fir k£ — oo erhilt man
[yl € mo + Mulyl" + Ma([y])* + ... + Miga ([y])™.
Fiir die Radien liefert dies mit Lemma 10 a), b) und d)

rad([y]") < rad(mo + Mify]" + Ma([y]")* + ... + M ([y])')
= rad(Mi[y]") + rad(Ma([y]")?) + ... + rad(Mi1a([y])"™")

n+1 n+1n+1
1
= Z|m£j)|rad([ Z|mwk|rad ki) |+
j=1 1

Jj=1k=1

n+1 n+1 n+1
(ZZ S mE) L rad(ly L,H...[y];;[ym)). (10.20)

i1=1142=1 ipp1=1

Es sei definiert it
oo := [[rad (1) = Wbk rad(]7)

)
Weil [y]* € Giﬁ@ ~8,Ble, gilt [yt < B firj=1,...,n+1.

Es wird nun per vollstdndiger Induktion gezeigt, dass fiir ¢ € N die Aussage
rad([y]}, ... W55 < B Mre  (wobeiir,... i € {1,...,n+1}) (10.21)

gilt. Fiir ¢ = 1 gilt (10.21) wegen der Definition von 7. Angenommen (10.21) ist richtig fiir
ein t € N. Wegen Lemma 10 ¢) und e) gilt dann

rad([yls, , [Wli, - [Wi,) < rad([yli, ) (W] - - WG|+ [lvle,, Irad([yl, - - - [W]5,)
vad([yli,, ) Ivli| - - 1l |+ 1wl I rad ()5, - [yl,)
7“ooﬁt + ﬁ{ﬁt_ltroo}

(t+ 1)7"005ta

IN
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d.h. (10.21) hat auch Giiltigkeit fiir ¢ + 1. Damit ist (10.21) fiir alle ¢ € N gezeigt. Aus (10.20)
erhélt man dann

n+1 n+ln+1

rad([y]*) < reo Z|m + (2r ZZ\mgil +...
J=1 k=1
n+1 n+1 n+1

(1+1)
+ﬁl [+ re Z Z Z m M i1 i, 7ll+1| ) (10.22)

11=112=1 ipy1=1

Sei nun rad([y}) = reo. Es gilt dann mit (10.22)

reo = rad([yly)
n+1 n+1n+1 n+1 n+1 n+1

(l+1
< Too ZI%HM Do Dbl B oo 30T DT mih,
7j=1 k=1 i1=112=1 ip41=1
S Too‘|M1Hoo+ﬁ2rooHM2Hoo +/Bl(l+1)rooHMl+lHoo
< oo+ 2o+ .+ (L + Drsemi 5 (10.23)

Angenommen 7, > 0. Dann ist die Aussage (10.23) dquivalent zu
1<o+4+2mB+...+(+ 1) <= 0<(c—1)42ni+...+(1+D)nu8 =pB),

was ein Widerspruch zur Voraussetzung (10.14) ist, da 8 € (67, ﬁ*) Also gilt ro, = 0.

(0)
Da jeder Fixpunkt von g, der in Giﬁ (0)> enthalten ist, in ( ) bleibt (fiir & € N), liefert
uns r« = 0 die Eindeutigkeit des Fixpunkts Azt von ¢ in } v

*

Wegen (ii*) € [y]* (nach 1)) und ro = ||rad([y]*)||cc = 0 gilt dann

() (&) x>

Damit ist auch der letzte Teil des Satzes bewiesen. OJ

Bemerkung 13

Die Voraussetzungen des Satzes 26 sind erfillt, wenn alle folgenden Bedingungen gelten:

a) (&,\) ist eine hinreichend gute Niherung eines reellen Eigenpaares (z*, ") von P(X) mit
(z*)s =1; 0.B.d.A. sei (,\) kein Eigenpaar von P(X).

b) f(&,\) ist regulir.

¢) C:= f'(£,\)~" oder C ist eine hinreichend gute Niherung von f'(&,X)~!
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B~ und BT sind dann die beiden gréften reellen Nullstellen von p(3) und 5* die grifite reelle
Nullstelle von p'(3) .

Wenn a) gilt und der Eigenwert \* zusdtzlich einfach ist, impliziert dies b).
Wenn a) gilt und \* nicht einfach ist, dann ist f'(Z,\) fast singulir.

Beweis:

Wenn b) erfiillt ist, kann C' := f'(2, A)~! (oder zumindest eine hinreichend gute Néherung von
f'(z,\)71) gewihlt werden (siehe c)).

Damit ist 0 = |[I,+1 — Cf'(Z,\)||sc = 0 (oder zumindest o ~ 0).

Wegen PO(X) = 1!4; und PUHD(X) = O gilt nach Definition 741 = ||C||oo||Ai]|cc. Wegen der
Regularitdt von C und A; ist dann also 7311 > 0.

Da nach Annahme (z*, \*) # (£, A) gilt, ist ¢ = ||C'f(Z, A)||oc > 0. Fiir die hinreichend gute
Eigenpaarniherung aus a) ist ¢ allerdings hinreichend klein.

Nun wollen wir das Polynom

I+1

p(B) = ¢+ (0 - DB+
t=2

aus (10.10) heuristisch betrachten. Fiir ¢ > 0 hinreichend klein und " > 0 sehr klein ist dann
wegen 0 — 1 ~ —1

I+1

p(B) =+ A —1)+ > (@)1} <.

t=2
Wegen 741 > 0 gilt aulerdem limg_,o, p(5) = 0o, d.h. p besitzt eine positive reelle Nullstelle
BT > 3. Da die Vorzeichenregel von Descartes (Satz 18) besagt, dass p entweder zwei oder
keine positive reelle Nullstelle besitzt ( p() hat genau zwei Vorzeichenwechsel bei seinen Koef-
fizienten: ¢ > 0,0 —1 <0, 7w >0 (2 <t <), 7141 > 0), muss p also genau zwei reelle positive
Nullstellen 0 < 3~ < 87 besitzen. Wegen p(0) = ¢ > 0, p(8') < 0 und p(B3) > 0 fiir 8 >> 3
gilt 3~ < % und p(3) <0 fiir B~ < B < BT.
Dann muss an einer Stelle * € (87, 3") ein relatives Minimum von p(3) also eine (positive
reelle ) Nullstelle von p/(3) existieren. Weil p/(3) genau einen Vorzeichenwechsel bei seinen Ko-

effizienten besitzt, besagt Satz 18, dass p’ genau eine positive reelle Nullstelle besitzt (ndmlich
(3*). Das Polynom p ist in (6, 5*) monoton fallend. Also gilt p/(3) < 0 fiir 8 € (87, 5%).

Damit sind alle Voraussetzungen von Satz 26 erfiillt.

* /() K 0k
Wenn a) erfiillt und \* einfach ist, ist nach Satz 14 die Matrix f'(z*, \*) = < P :2 P ()6 )z )

eS
reguléir. Fiir die hinreichend gute Niherung (7, A) von (z*, \*) ist dann aus Stetigkeitsgriinden
auch f/'(Z,\) regulir, d.h. b) gilt. O

Bemerkung 14

Die Nullstellen des Polynoms (I 4+ 1)—ten Grades p(83) aus Satz 26 kann man in MATLAB
ndherungsweise mit dem Befehl roots bestimmen, der die Figenwerte der Begleitmatrix von
p(B) berechnet. Angenommen, dies liefert Niherungen zweier reeller positiver Nullstellen
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B~ < BT von p(B) mit p(B) <0 fir 8 € (8~,5"). Diese reellen Nullstellen eines skalaren Po-
lynoms kénnen dann mit Hilfe des INTLAB—Befehls verifypoly eng eingeschlossen werden:

B~ € [B7], BT € [BT]. verifypoly bendtigt Nullstellenniherungen und seine Verfahren basie-
ren auf [25]. Fir 8 € [sup([87]), inf([87])] gilt dann auf jeden Fall p(8) < 0. Analog kann
man bei der positiven reellen Nullstelle 3* von p'(B3), fir die p'(8) < 0 fir 8 € (87,5%) gilt,
vorgehen.

Bemerkung 15

Der MATLAB-Befehl polyeig(40,A1,...,AL) liefert Niherungen aller Eigenpaare des PEPs
P(X)z =0 mit P(\) wie in (10.1). Der Befehl verwendet eine Linearisierung der Form

von P(X) (mit det(M1(X\)) = 1 # 0, det(Ma(N)) = c2 # 0) und lost das so erhaltene ver-
allgemeinerte Eigenwertproblem (GEP) Ay = ABy (A, B € R™*") niherungsweise mit dem
QZ-Algorithmus. Die Eigenwerte des PEPs sind dann genau die Figenwerte des GEPs, und
aus den Eigenvektoren des GEPs erhdlt man die Eigenvektoren des PEPs.

Beispiel 7

Fiir das reelle quadratische Eigenwertproblem (As\? + Aj)\ + Ag)x = 0 mit det Ay # 0 (d.h.
[ =2) lautet in Satz 26

e =ICf(& Mo, 0= IIns1 — CF'(&Nlloo »
T2 = HCHOO(2’5" HA2HO<> + HAluoo + HAZHOOHfiHoo) y T3 = HCHOOHAQHOO

und
gDz, AN) = —CF(E ) + {fnﬂ RYCTLERY
—(0 (Q’(imm;@”(X)@AHé(@”(ﬂmxm)}(ﬁi)
= —Cf(& N+ {In+1 —Cf'(&,N)
- _ Ax
—(0 (2C* A\ + C*Al)m+;(20*A2x)m+;(2C*A2A:c)AA)}( A A)
— Cf@N) + {Inﬂ — (a0

-(0 (25\C*A2+C*A1)A33+(C*A256)A)\+(C*AQA;U)A)\)}<2§> '

Mit T = 19 und v = 713 stimmt dies also mit den entsprechenden Bezeichnungen in Satz 21
tberein.

Wenn die Voraussetzungen (5.7) und (5.8) aus Satz 21 erfillt sind, dann erfillen genau [~

und  aus (5.9) die Bedingung (10.11) in Satz 26. Wenn man 3* = |/ 32 — 3, wdhlt, erfillt
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genau dies die Bedingung (10.14) in Satz 26 . Unter den Voraussetzungen (5.7) und (5.8) sind
die Sdtze 21 und 26 also identisch.

Beispiel 8

Fiir das reelle kubische Eigenwertproblem (As\3+ A2+ Aj A+ Ag)z = 0 mit det A3 # 0 (d.h.
I = 3) lautet wegen

P/(\) = 34302 + 2450+ A1, P"(\) = 6430+ 245, PO()) = 645

in Satz 26

o=@ M, 0= Int1 = CF (&Ml

72 = [|Cl[oo (31143 [oo| A? + 2| A2] |0 IA] + 1141 ||oo + 3|1 43] |0 Al [|E]oo + [[A2llool|Z]]oo)
73 = |Clloo (311 43/ oo Al + | Az2lloc + [[43lloclZl]o) 74 = [|Cllooll A5l

und

g(Az, AN) = —Cf(#.3) + {Inﬂ oA

~(0 @NATHQAMDM+HQMADANHQP DDAV + 5O DN (3))

— i@ N + {In+1 oA

—(O (3D3N2+2Do A+ D1)Az+((3D3A+ Da)#) AN +((3D3 A+ Do) Az) AN+ (D3 ) (AN)? —|—(D3Ax)(A/\)2)}(i§>

mit D3 := C*Ag, Dy := C*Ay und D1 := C*A; .
Erinnert sei auferdem an die Festlequng [AN]? := [A)N] - [A)N] .

Beispiel 9

Es sollen mit dem Verfahren aus Beispiel 8 unter Bericksichtigung von Bemerkung 13 ein
einfacher reeller Figenwert \* und zugehdriger Eigenvektor x* des kubischen reellen 10 x 10—
Matrizpolynoms P(\) = A3z\3 + A)? + A1\ + Ay (mit A; wie in (8.3) fiir n = 10) einge-
schlossen werden. Wie in Kapitel 8.2 wurde mit MATLAB und INTLAB in einem 64 Bit—
Gleitkommasystem gerechnet. Eine hinreichend gute Eigenpaarniherung (Z, 5\) wurde mit Hilfe
des MATLAB-Befehls polyeig(40,41,4A2,A3) gewonnen. Dazu wurde die von polyeig be-
rechnete Figenvektorndherung so normiert, dass der betragsmdfsig grofite Fintrag und damit
die Mazimumsnorm gleich Eins ist, und dann die fihrenden (gerundeten) z5 bzw. zz Stellen
der Eigenwertndherung bzw. normierten Eigenvektorndherung als X bzw. & verwendet. C wurde
wiederum als die mit MATLAB berechnete Inverse von f'(Z, ) € RMW gewihlt (siehe (10.4)).
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Mit der einfachen Figenpaarndherung

6.965F — 02
1
—1.621F — 01
—1.939F - 01
8.471F — 01
4.544F — 01
1.942F — 01
—1.49F — 01
—6.133F - 01
9.276E — 02

(d.h. z5 = zz = 4) sind dann alle Voraussetzungen des Verfahrens aus Beispiel 8 erfiillt (fiir
25 < 3 und zz < 3 ist dies nicht der Fall). Wie in Bemerkung 14 beschrieben, wurden sup([3~])
und inf([3*]) berechnet. Mit f = 0.0004 € [sup([5~]), inf([5*]) ] wurden nach 5 Iterationen die
eindeutigen Einschlieffungen

[6.96501301129734% F — 002]
1
[—1.620586353762365 F — 001]
[—1.93923437782743) E — 001]
8.470688289142042 E — 001]

* € [1.356212914130809 * [ 5
A" € [1.35621201413080g], - 2™ € | 1) 5655680653972 F — 001]
[1.941825722627263 E — 001]
[—1.48976736732153) F — 001]
[—6.133353216358920 E — 001]
]

[9.275702305434354 E — 002

gewonnen.



Kapitel 11

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Dissertation wurden Einschliefungsverfahren fiir einfache Eigenwerte A* und zugeho-
rige Eigenvektoren z* des quadratischen Eigenwertproblems

(AsA2 + AN+ Ag)z =0 (Ag, Ay, Ay € C™¥"; det Ay # 0)

entwickelt (reelle Eigenpaare des reellen QEP: Satz 21; komplexe Eigenpaare des reellen QEP:
Satz 23; komplexe Eigenpaare des komplexen QEP: Satz 25). Fiir das reelle polynomiale Ei-
genwertproblem (AN + A AU+ o+ AN+ Ag)e = 0 (Ag, ..., A € R™™ det A; # 0)
beliebigen Grades ! wurde ein Verfahren zur EinschlieBung von reellen einfachen Eigenpaaren
hergeleitet (Satz 26).

Alle diese Verfahren benétigen bereits sehr gute Eigenpaarndherungen, wie es in Kapitel 8.2 an
Beispielen sowie in Beispiel 9 verdeutlicht wurde. Numerische Verfahren zur Berechnung von
Figenpaarndherungen beim QEP wurden in Kapitel 8.1 vorgestellt. Man kann die Einschlie-
Bungsverfahren ausschliefflich fiir Ndherungen von einfachen Eigenpaaren anwenden. Nur dann
kann man die in den Verfahren verwendete Matrix C' wie in Bemerkung 10, 12 und 13 wéhlen.
Wenn (z, :\) eine sehr gute Naherung eines mehrfachen Eigenpaares ist, dann ist die Matrix
f'(z,\) (siehe (5.5)) bzw. J(&,\) (siche (6.8)) fast singuléir, und somit kann man nicht deren
Inverse als C wihlen.

In [18] und [2] wurden EinschlieBungsverfahren fiir reelle Eigenpaare des reellen einfachen Ei-
genwertproblems Az = Az entwickelt. Wenn die Voraussetzungen dieser Verfahren fiir eine
beliebige Matrix C' erfiillt sind, dann impliziert dies (bei hinreichend guter Eigenpaarnéhe-
rung) die Einfachheit des eindeutigen eingeschlossenen Eigenpaares. Dieses Resulat konnte ich
auf meine Verfahren leider nicht iibertragen.

Die in dieser Dissertation vorgestellten Verfahren liefern nach wenigen Iterationen sehr enge
Schranken fiir das eingeschlossene Eigenpaar und garantieren dann die meisten fiihrenden Stel-
len im gegebenen Gleitpunktsystem. Auch bei relativ grofler Dimension n des QEP (n = 200
siehe Kapitel 8.2) sind die Verfahren aus Satz 21, 23 und 25 praktisch durchfiihrbar.

Die Verfahren zur Einschliefung von reellen einfachen Eigenpaaren beim reellen PEP werden
mit wachsendem Grad [ des PEP natiirlich immer komplexer. Dazu betrachte man sich allein
das Verfahren fiir das kubische PEP in Beispiel 8.

FinschlieBungsverfahren fiir komplexe einfache Eigenpaare beim reellen bzw. komplexen PEP
lassen sich in Analogie zu Kapitel 6 und 7 herleiten. Wie man doppelte Eigenwerte und zuge-
horige Eigenvektoren des QEP bzw. PEP verifiziert, ist natiirlich ein weiteres Thema, das sich
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zu betrachten lohnt. Ein entsprechendes Verfahren fiir reelle Eigenpaare des reellen einfachen
Eigenwertproblems ist in [4] zu finden.
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