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Motivation: Diskretisierung durch Projektionsverfahren

Ae L(X,Y), X,Y reelleHilbertrdume, R(A) nicht abgeschl. in Y
z.B. A € K(X,Y) nicht degeneriert

inverses Problem: Af =g mitgec D(AT) =R(A) ®R(A)*

P, e L(X)und Q; € L(Y) Orthogonalprojekt. auf endlichdim. UnterrGume
projiziertes Problem: A;fi=Q;9 mit A, =Q;AP, und f; € R(P)
Schwierigkeiten:

$» Unterraume nicht problemangepalit

® Korrekte Berechnung von @);g verlangt komplette Kenntnis von g
Aber: g meist aus Messungen nur diskret bekannt
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Modellierung mit Mel3prozel3

Baue Mel3prozel} in das mathematische Modell ein!

v,:Y —-R" Beobachtungsoperator (linear, stetig)
Bsp.: ¢, € Y Sensitivitatsprofil des i-ten Detektors

\Ilng ‘= (<97¢1>Y7 e e ey <97¢n>y)t

semi-diskretes Problem (SDP): A, f., = gn (Keine Diskretisierung!)
mit A, =¥, Aec L(X,R"), g, =T¥,9, fn€X
SDP ist unterbestimmt, fF = Atg, € N(A,)+, Al ist stetig!
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Modellierung mit Mel3prozel3

Baue Mel3prozel} in das mathematische Modell ein!

v, :Y - R"” Beobachtungsoperator (linear, stetig)

Bsp.: ¥, € Y Sensitivitatsprofil des :-ten Detektors

\Ilng ‘= (<97¢1>Y7 e e ey <gawn>Y)t

semi-diskretes Problem (SDP): A, f., = gn (Keine Diskretisierung!)
mit A, =¥, Aec L(X,R"), g, =T¥,9, fn€X
SDP ist unterbestimmt, fF = Atg, € N(A,)+, Al ist stetig!

JEDOCH: A" schlecht konditioniert
Instabilitat von AT vererbt sich
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Stabilisierung durch Mittelung

Rekonstruiere Momente von f:
<J,€i>x, iZl,...,d

mit geeigneten ¢; € X

Definition: {e; }1<;<q Mollifier, falls es {b;}1<i<q C X gibt, so daf3
d
Ew = Z(w, e;)x b;
1=1
erfullt
dlim |Eqw — w||x =0 firjedes w e X
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Stabilisierung durch Mittelung

Rekonstruiere Momente von f:
<J,€i>x, iZl,...,d
mit geeigneten ¢; € X

Definition: {e; }1<;<q Mollifier, falls es {b;}1<i<q C X gibt, so daf3
d

Eyw = Z(w, e;)x b;
i=1
erfullt
dlim |Eqw —w||x =0 furjedes we X

Wie erhalten wir (f. e;)x?
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Rekonstruktionskerne und Approximative Inverse

Approximiere e; in R(A}) durch v € R™: ||[Afv! — e;]|x — min!

mn
v, = Ane;

n X n Matrix

(e;,vl") Mollifier/Rekonstruktionskern-Paar

)

Lemma: Falls g € R(A) oder v € N(A*)+, dann {

_|_

n 1 €i

)x = (gn, U )R

Definition: Approximative Inverse ﬁn,d :R™ — X von A,, ist

d
Zn,dw = Z (w, v )rn by

=

Es gilt: Apagn = Eaft 22 1
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Verallgemeinerung der Al: Motivation

Auflosen der Normalgleichung fur v}* sollte vermieden werden:

°

A, Ay dicht besetzt, schlecht konditioniert, hohe Dimension

Anderung von n oderd = komplette Neuberechnung von v?
Invarianzen von A und A* Ubertragen sich nicht auf A,, und A7,

A, : D(A,) C X — Y unbeschrankt und A} existiert nicht, d.h.
Al nicht definiert

e o 0

Das letzte Szenario tritt ein, wenn
¥, nicht beschrankt auf Y definiert werden kann

Bsp.: Radon-Transformation R : L?*(Q) — L?(Z), Z = [-1,1] x [0, 7]
R:HY Q) — HY2(Z), a>0, W,:H*(Z)—R" x> 1, Punktauswert.

R,=Y,R:DR,) C L*(Q) - R", D(R,) = H ), a > 1/2,unbeschrankt
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Verallgemeinerung der Al: Konstruktion

Voraus.: X — X und Y — Y stetig, injektiv und dicht
Ae L(X,)Y) und AeL(X,))

Neu-Definition von ¥,, : Y — R™ durch Funktionale {¢,, x}1<k<n C V'
(‘Ilnu)k c= <¢n,k7u>yl><y7 k= 17"'7”

A, =V, A: DA, C X =Y, DA, =X, beschrankt oder unbeschrankt

Wie erhalten wir Rekonstruktionskerne?

R(A*) :N(A)J‘ — Vo, >0 dvu; € V-

HPN(A)iei_A*U'L'HX < (52', ’iZl,...,d
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Neu-Definition der Al

Mit {¢r}1<k<n C Y definiere Approximationsoperator II,, : Y — Y durch

n n

Moyu =Y (Tau)e ok = Y Pk, u)yrxy Pk

k=1 k=1
Es gebe NF {p, }.en mit

|lu — I ully < pn||lully flralle vwe Y und n — oo

AulRerdem
HHn||)J—>Y < (Cpg furn—

Neu-Definition: Approximative Inverse ﬁn,d :R™ — X von A,, ist

d
Zn,dw = Z <w, Gn\Ianr,;>Rn bz

1=1
mit G,, Gramsche Matrix bzgl. {¢x }1<k<n.-
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Konvergenz der Al

Satz: Voraus. an A, E,;, ¥,, und II,, wie oben. Zusatzlich:

{bi}1<i<a € X und {pk}i<k<n C Y Riesz-Systeme

Falls g, = ¥,,g fir g€ R(A) und f* = Atg e X, dann

|An,agn = f¥lIx < I = Ea)f*llx

d

1 1/2

+ Cal (E Z (on llvilly + 53)) (P
i=1

Falls
d,

2
nhngod ZHU'LH)):O sowie nh_)rrgo—z5 = 0,

1=1
dann

Tim [ A a,gn = fHx = 0
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Regularisierungseigenschaft der Al

Melrauschen wird durch eine Stérung des Beobachtungsoperators
modelliert:

(\Ilaw)z = (\Ilnw)z + &; ||w||y, |5z| < g, 1= 1,. oy 1

Satz: Voraus. wie im Satz zuvor und Konvergenz fur € = 0 liege vor.
Falls n = n. mite/p,_ = O(1) fur e — 0, dann

liH(l) sup {HA/’I’Ls;dnsw — fllx |w=®;_Af, ¥ wie oben} = 0
£—

furalle f € X NN (A)-L.
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Ausnutzen von Invarianzen

Lemma: Seien A e L(X,Y), T € L(X) und S € L(Y) verknupft durch
TA* = A*S.
Zusatzlich habe S ein dichtes Bild und T sei das Vielfache einer

Isometrie. Falls
[ Prrayre — A'vl[x <6,

dann

|PyayeTe — A*Svllx < |T][6.

Im Detail ausgefuhrt: 2D-Tomographie und 3D-Vektortomographie
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