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Volumenabhéingige hydrostatische Druckbelastung in der nichtlinearen FE-
Analyse

Fiir diinnwandige Schalen- und Membranstrukturen ist die Wechselwirkung einer hydrostatischen Druckbelastung mit
dem sich durch eine Belastung ergebenden Strukturverformungen sowohl fiir Stabilitdtsbetrachtungen wie auch bei
grofien Deformationen von entscheidender Bedeutung. Uber das Prinzip der virtuellen Arbeit wird die hydrostatische
Druckbelastung in die schwache Gleichgewichtsformulierung der elastomechanischen Krifte eingefihrt. Wird fir die
sich in einem elastischen Behdlter befindlichen Flissigkeit Volumenerhaltung gefordert, so kann die resultierende
Spiegelhohendnderung berechnet werden. Die beschreibenden nichtlinearen Gleichungen sind fir eine Lisung mittels
Newtonverfahren zu linearisieren. Eine Finite Element Diskretisierung fihrt auf eine Laststeifigkeitsmatriz und das
zugehorige Residuum der volumenabhdngigen Druckkraft. Wesentlich ist, das keine Diskretisierung der Flissigkeit
erforderlich ist. An einem numerischen Beispiel wird die Effektivitit des Verfahrens vorgestellt.

1. Modellgleichungen

Die virtuelle Arbeit der Druckkraft p;n} entlang du ergibt sich zu:

S — / / P - 5u dédn, (1)
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mit n} = x; ¢ X X; 5, als nicht normiertem Richtungsvektor der Druckkraft bzw. Normalenvektor der Strukturober-
flache. £, n beschreiben korperfeste Koordinaten der Strukturfliche. Das Druckniveau p; an einer Stelle x; unter
einem Fliissigkeitsspiegel x,,; in einem gefiillten Behélter i ergibt sich nach dem hydrostatischen Druckgesetz zu:

Pi = Yi(Xwi — X;) - W. (2)

v; bezeichnet die Wichte der Fliissigkeit im Behélter ¢ und w den Normaleneinheitsvektor der freien Fliissigkeitsober-
fliche. Das im Behélter ¢ befindliche Fliissigkeitsvolumen berechnet sich mit w; = x;.¢ X Xyi 5, als nicht normierten
Noramlenvektor der freien Fliissigkeitsoberfliche entsprechend nachfolgender Formel:

1
Ui:—//(xi-nz+xwi-wz-*)d§d77 (3)
3 nJE

2. Linearisierung

Bei geometrisch nichtlinearem Strukturverhalten werden die Modellgleichungen iiblicherweise mit Hilfe des New-
tonverfahrens gelost. Hierzu wird um einen bekannten Zustand x; = X + u; der Struktur und x,; = X, + Uy
des Fliissigkeitsniveaus linearisiert und der gesuchte Zustand x = x; + Au bzw. x,, = X+ + Au,, von Struktur
und Fliissigkeitsniveau iiber einen Verschiebungszuwachs Au, Au,, iterativ angendhert. X, X, beschreiben die
Ausgangskonfiguration und u;, u,: einen berechneten Verschiebungszuwachs fiir Struktur bzw. Fliissigkeitsniveau.
Der linearisierte virtuelle Arbeitsausdruck fiir einen teilweise mit Fliissigkeit gefiillten Behélter lautet:

ST, = / A (pemy + Apng + p,An*) dédn, (4)
n

mit An* = Au ¢ xx¢ ,—Au, XX ¢ als Normalenénderung der Strukturoberféiche. Die Linearisierung der Gleichungen
(2) und (3) liefert die in Gleichung (4) benétigte Druckéinderung Ap und die geforderte Volumenerhaltung fiir die
Flissigkeit.

Ap = ~(Auy, —Au)-w (5)

Av //(Au-nz—i—x-An*—l—Auw-Wt*—i—xwt-Aw*) dédn =0 (6)
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Mit Hilfe der partiellen Integration kann die Konservativitit der Druckbelastung analog zu [1] auch bei Beriicksich-
tigung der Volumenerhaltung nachgewiesen werden und die Spiegelhhenéinderung eines Behélters Au,, - w explizit
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durch Strukturverschiebungen Au und der Fliche Sy der freien Fliissigkeitsoberfliche dargestellt werden.
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Auw-w:——//Au-n,f dédn  mit Stz//w-n,f d&dn (7)
St.n.g JnJEg

3. Diskretisierung

Wird eine isoparametrische Finite Element Diskretisierung Au = Nd, dJu = Néd der Struktur vorgenommen,
ergibt sich ein algebraisches Gleichungssystem. Steifigkeitsmatrix und Residuum einer aus j Kammern bestehenden
Struktur mit n Schalensegmenten sind:

J J
[KT - Z KDruck','L']d =Tfext + Z fDruck‘,i — Llint (8)
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Die Steifigkeitsmatrix setzt sich aus Struktursteifigkeitsmatrix K7 und einer durch die Linearisierung der Druck-
beanspruchung entstehenden Laststeifigkeitsmatrix K pryck,i = Kpress,i — 7i/St,i@; @ a; zusammen. Die Rang-eins-
Aufaddierung zeigt fiir jede Kammer ¢ die Kopplung der benetzten Knoten durch die im Inneren befindliche Fliissig-
keit.
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Fiir die Losung des globalen Gleichungssystems wird die Sherman-Morrison Formel verwendet. Dabei kann die
urspriingliche Steifigkeitsmatrix genutzt werden und es sind bei 57 Kammern pro Iteration j vorwérts-riickwérts
Substitutionen auszufithren, um j Rang-eins-Aufaddierung zu beriicksichtigen.

4. Numerisches Beispiel
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Abbildung 1: Elastische Struktur unter hydrostatischer Druckbelastung a = 5¢m, b = 10cm, ¢ = 5e¢m, h = 30cm

Das Beispiel zeigt die Wechselwirkung von zwei mit Fliissigkeit gefiillten elastischen Behéltern mit einer gemeisamen
sehr flexiblen Wand (E-Modul E=1.0 - 10° ng, Wandstirke ¢ = 0.2¢m, Wichte v = 0.107%. Nach Fiillung des

linken Behélters bis zur Hohe wyg wird der rechte Behélter kontinuierlich mit Fliissigkeit gefiillt. Als Folge der
Verformbarkeit der Struktur beeinflussen sich die Fliissigkeitsspiegel wy und wy deutlich.
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