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Vorwort

Nach einem wohlbekannten Resultat von Hodge tragt die k-te deRham Kohomologie-
gruppe einer kompakten Kéahler-Mannigfaltigkeit eine polarisierte Hodge-Struktur vom
Gewicht k.

Hat man eine Familie von kompakten Ké&hler-Mannigfaltigkeiten iiber einer zusammen-
héngenden glatten Basis B, verkleben sich die k-ten Kohomologiegruppen zu einem lokalen
System auf B. Die Riemann-Hilbert Korrespondenz besagt, dass dieses lokale System voll-
standig durch die Monodromieoperation der Fundamentalgruppe (B, by) auf der k-ten
Kohomologiegruppe der Faser iiber b, bestimmt ist.

Fiir eine Familie f : X — B kompakter Riemannscher Fléachen iiber einer zusammen-
héngenden glatten Basis B verkleben sich die Jacobivarietdaten der Fasern von f zu einer
Familie h : Jac(X/B) — B iiber B. Eine abelsche Varietét heifst Fizanteil von h, wenn
sie in jeder Faser von h enthalten ist.

Zentral fiir die vorliegende Arbeit ist der Zusammenhang zwischen Fixanteilen in A und der
Monodromieoperation: Fixanteile in h entsprechen den Untergruppen von H(f~1(by),Z),
auf denen (B, by) trivial operiert.

Das Anliegen der Arbeit ist es, diesen Zusammenhang fiir spezielle Familien Riemann-
scher Fléachen zu beleuchten, ndmlich solcher, die von Origamis herkommen. Ein Origami
ist eine topologische Fliche vom Geschlecht g, die entsteht, indem man endlich viele Ein-
heitsquadrate in C entlang deren Rénder geeignet verklebt. Ein Origami vom Geschlecht
g definiert eine algebraische Kurve in M,, dem Modulraum kompakter Riemannscher
Flachen vom Geschlecht g. Solch eine Kurve heift Origamikurve.

Origamikurven lassen sich als Familien von Kurven iiber einer eindimensionalen Basis
auffassen, die Quotient der oberen Halbebene H nach einer torsionsfreien Untergrup-
pe der Veechgruppe des Origamis ist. Das ist eine Untergruppe von endlichem Index in
SLs(Z). Die Monodromieoperation fiir solche Familien ist algorithmisch berechenbar. Die-
se Tatsache ist der Dissertation [Sch| von Gabriela Schmithiisen zu verdanken, die eine
Charakterisierung der Veechgruppen von Origamis angibt mittels gewisser Untergruppen
der Automorphismengruppe von Fj, der freien Gruppe in zwei Erzeugern.

Die Familie, die durch folgendes Origami W mit acht Quadraten gegeben ist, wurde bereits
in den Arbeiten von [HS2| und [Gu| untersucht. Darin wird mit verschiedenen Methoden
bewiesen, dass es in der zugehdrigen Familie einen Fixanteil der Kodimension 1 gibt. Fiir
dieses Ergebnis wird in Kapitel 3 ein weiterer Beweis angegeben.



Das Origami W

In [Ba] wird gezeigt, dass in der Familie, die zu einem speziellen Origami mit 108 Késtchen
gehort, ebenfalls ein Fixanteil existiert, ohne dass dessen Dimension angegeben wird. Das
wird in Abschnitt 3.5 nachgeholt.

Hauptresultat dieser Arbeit ist Satz 3.1.3, der einen Algorithmus zur Bestimmung einer
oberen Schranke fiir den Fixanteil in Familien von Riemannschen Fliachen angibt, die von
Origamikurven herkommen. Die Anwendung dieses Algorithmus auf eine ganze Reihe von
Origamikurven fiihrt zu der Erkenntnis, dass Fixanteile positiver Dimension offenbar sehr
selten sind. Es konnten bislang nur nichttriviale Fixanteile in Familien gefunden werden,
die zu charakteristischen Origamis gehoren. Solche Origamis haben die ganze SLy(Z)
als Veechgruppe. Wie Schmithiisen [Sch| zeigt, ist das nur eine sehr spezielle Klasse von
Origamis.

Auch fiir Familien, die von solchen charakteristischen Origamis herkommen, gibt es kei-
neswegs immer einen Fixanteil positiver Dimension, was man aufgrund des hohen Mafes
an Symmetrie, das diese Origamis besitzen, mdglicherweise erwarten konnte. In Kapitel 3
wird ein Gegenbeispiel vorgestellt.

Zur Gliederung dieser Arbeit:

In Kapitel 1 wird der oben erwédhnte Zusammenhang zwischen der Monodromieoperation
und Fixanteilen in Familien von Jacobivarietiten erldutert, sowie einige grundlegende
Methoden fiir den Rest der Arbeit vorgestellt.

In Kapitel 2 werden Origamikurven als spezielle Teichmiillerkurven definiert. Aulerdem
wird gezeigt, wie man diese als Familien Riemannscher Flichen auffassen kann, und wie
man die Monodromieoperation fiir solche Familien algorithmisch berechnen kann.

Kapitel 3 enthélt die Hauptresultate der Arbeit. Es enthélt einen Algorithmus, mit dem
man eine obere Schranke fiir die Dimension des Fixanteils in der Familie von Jacobivarie-
taten iiber einer Teichmiillerkurve bestimmen kann, sowie eine ganze Reihe von Beispielen,
die die volle Macht dieses Algorithmus demonstrieren.

In Kapitel 4 werden Methoden aus der algorithmischen Gruppentheorie vorgestellt, die
in den Rechnungen in dieser Arbeit Verwendung finden, meist ohne dass dies an den
entsprechenden Stellen kenntlich gemacht wird.

In den Anhang sind die Details einiger Rechnungen ausgelagert um es dem Leser zu
erleichtern, den roten Faden im Text nicht zu verlieren.
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Kapitel 1

Familien von Kahlermannigfaltigkeiten

Dieses Kapitel beschaftigt sich mit Familien X — B von kompakten K&hlermannigfal-
tigkeiten {iber einer eindimensionalen Basis B. Es wird die zugehorige Familie Jac(X/B)
von Jacobivarietdten iiber B betrachtet und ein Zusammenhang zwischen der Monodro-
mieoperation von (B, 0) auf der Homologie der Faser iiber 0 € B und Fixanteilen in
Jac(X/B) hergestellt.

1.1 Der Satz von Ehresmann

Definition 1.1.1. Seien X und B komplexe Mannigfaltigkeiten. Eine Abbildung ¢ : X —
B heifst Familie von komplexen Mannigfaltigkeiten, wenn ¢ eine eigentliche holomorphe
Submersion ist.

Zentral ist der folgende

Satz 1.1.2 (Ehresmann). Sei ¢ : X — B eine Familie von komplezen Mannigfaltigkeiten,
wobeir B kontrahierbar ist. Weiter seien 0 € B und Xy := ¢~1(0). Dann ezistiert ein
Diffeomorphismus T : X — Xy X B, sodass gilt: prooT' = ¢.

Beweis. Siehe [Vol, Theorem 9.3]. O

1.2 Lokale Systeme und Monodromie

Definition 1.2.1. Sei X ein topologischer Raum. Ein lokales System iiber X ist eine
Garbe abelscher Gruppen G, die lokal isomorph zu einer konstanten Garbe mit Halm G
ist, wobei GG eine abelsche Gruppe ist.

Beispiel 1.2.2. Sei ¢ : X — B eine Familie von komplexen Mannigfaltigkeiten und A
eine abelsche Gruppe. Dann ist die Garbe R¥¢, Ax fiir jedes k > 0 ein lokales System, das
in einer Umgebung von b € B lokal isomorph zur konstanten Garbe mit Halm H"*(Xj, A)
ist. Dabei bezeichne Ay die konstante Garbe mit Halm A auf X.

Proposition 1.2.3. Sei X ein zusammenhdingender, lokal wegzusammenhdngender und
lokal einfach zusammenhdngender topologischer Raum und x € X. Weiter sei G eine

7



8 KAPITEL 1. FAMILIEN VON KAHLERMANNIGFALTIGKEITEN

abelsche Gruppe. Dann gibt es eine Bijektion zwischen der Menge der Darstellungen
m(X,x) — Aut(G) und der Menge der Paare (G,a), wo G ein lokales System auf X

und « ein Isomorphismus zwischen G, und G ist.
Beweis. Siehe [Vo2, Remark 3.11]. O

Proposition 1.2.4. Sei X eine komplexe Mannigfaltigkeit. Dann gibt es eine Bijektion
zwischen der Menge der lokalen Systeme auf X und der Menge der Paare (F,V), wo F
lokal freie Garbe auf X, und V ein flacher Zusammenhang auf F ist.

Beweis. Siehe [Vol, Proposition 9.11]. O

Definition 1.2.5. Sei X ein zusammenhéangender, lokal wegzusammenhidngender und
lokal einfach zusammenhéngender topologischer Raum und x € X. Weiter sei G ein lo-
kales System auf X. Dann heifst die zugehorige Darstellung p : 71 (X, x) — Aut(G,) aus
Proposition 1.2.3 Monodromiedarstellung von m (X, ).

Wir interessieren uns hauptséchlich fiir lokale Systeme wie in Beispiel 1.2.2. In diesem
Fall haben wir:

Proposition 1.2.6. Mit der Notation aus Beispiel 1.2.2 qilt: Die Monodromiedarstellung
p:mi(B,b) — Aut(H* (X, A))
wird induziert von einem Homdomorphismus der Faser Xy, := ¢~ (D).

Beweis. Wir wollen kurz den Beweis von [Vo2, Section 3.1.2] skizzieren.

Sei v : [0,1] — B ein geschlossener Weg in B mit Startpunkt b. Es sei X, das Faserprodukt

X, ——X
by @
0,1] ——B.

Nach dem Satz von Ehresmann 1.1.2 ist ¢ : X — B lokal trivial, wir kénnen also X,
trivialisieren, indem wir die lokalen Trivialisierungen iiber Segmenten [€;, €;41] verkleben.
Wir erhalten eine Trivialisierung

T = (Ty, dy) - X, = ¢51(0) x [0,1].
Diese induziert einen Hom6omorphismus
=T ¢,(0) = ¢ (1)

Dieser HomGomorphismus induziert die Monodromiedarstellung. O]
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1.3 Variationen von Hodge-Strukturen

Sei X eine kompakte Kéhlermannigfaltigkeit, A%(X) bezeichne den komplexen Vektor-
raum der komplexen Differentialformen vom Grad k auf X. Die k-te deRham Kohomolo-
giegruppe ist dann definiert als:

HY(x,C) o el AR (X) — AT(X))
’ Bild(d : AEL(X) — AL(X))

wobei d : AL(X) — AETY(X) das dubere Differential bezeichne.

Satz 1.3.1. Es existiert eine Zerlequng:
HYX,C)= @ H(X).
pt+q=k

Dabei gilt:

HP(X) = Her(X).
Beweis. Siehe [Vol, Section 6.1]. O
Obige Zerlegung heilst Hodge-Zerlegung. Das motiviert die folgende

Definition 1.3.2. Eine Hodge-Struktur von Gewicht k ist gegeben durch einen endlich
erzeugten freien Z-Modul V7 zusammen mit einer Zerlegung

Ve:=V,eC= @ v,

p+a=Fk
wobei VP4 = Var,

Zu solch einer Hodge-Struktur definiert man die Hodge-Filtrierung F**V durch:

FPVe =V

r>p
Lemma 1.3.3. Es gelten:
o - DFPVe D FPHVED ..
o Vo= FPVp @ FkrHli,
o VP4 =FPVoNFiVe C V.
Beweis. Siehe [Vol, Section 7.1.1] O

Definition 1.3.4. Eine polarisierte Hodge-Struktur von Gewicht k ist gegeben durch eine
Hodge-Struktur (Vz, FPV¢) vom Gewicht k zusammen mit einer Bilinearform

QZ V2XVZ—>Z,

die symmetrisch ist, falls k gerade, und alternierend, falls £ ungerade, und die die folgenden
beiden Hodge-Riemann Relationen erfiillt:
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(a) Q(VP9,VP) =0 auker wenn p' =k —pund ¢ =k — ¢,
(b) #72Q(¢,1p) > 0 fiir jedes ¢ € VP9~ {0}.

Definition 1.3.5. Sei S eine komplexe Mannigfaltigkeit. Eine Variation von Hodge-
Strukturen vom Gewicht k auf S besteht aus:

(a) einem lokalen System V7 endlich erzeugter freier abelscher Gruppen auf S,

(b) einer endlichen absteigenden Filtrierung {F?} des holomorphen Vektorbiindels V :=
V7 ®7 Og durch holomorphe Unterbiindel.

Diese Daten miissen die folgenden Eigenschaften erfiillen:

(a) Fiir jedes s € S definiert die Filtrierung {F?} von V(s) = Vz, ®z C eine Hodge-
Struktur vom Gewicht k auf der endlich erzeugten abelschen Gruppe Vy ;.

(b) Der Gauh-Manin Zusammenhang V : V — V ®o, 2}, definiert wie in [Vol, Section
9.2], erfiillt die Transversalitatsbedingung von Griffiths

V(F?) C FPl e Ol

Satz 1.3.6. Sei (Vy, {FP}) eine Variation von Hodge-Strukturen iber einer algebraischen
Kurve C'. Das lokale System V¢ zerfallt als

n

Ve = @(Lz ® W),

1=0

wobei LL; paarweise nicht isomorphe irreduzible lokale Systeme auf C' sind und W; kompleze
Vektorrdume der Dimension > 0. Dariber hinaus tragen die IL; und die W; polarisierte
Variationen von Hodge-Strukturen, deren Tensorprodukt und Summe die Hodge-Struktur
auf Ve liefert. Die Hodge-Strukturen auf den IL; und den W; sind eindeutig bis auf einen
Shift der Bigraduierungen.

Beweis. Siehe [De2, Proposition 1.13] bzw. [Moe, Theorem 2.1]. O

Beispiel 1.3.7. Sei f : X — B eine Familie von Kéahlermannigfaltigkeiten, dann ver-
kleben sich nach Beispiel 1.2.2 die H¥(X,, A) zu einem lokalen System auf B. Nach ei-
nem fundamentalen Resultat von Griffiths liefert dieses lokale System eine Variation von
Hodge-Strukturen auf B, so dass die Hodge-Struktur bei b gerade die Hodge-Struktur auf
H*(X,, A) aus Satz 1.3.1 ist.

1.4 Fixanteile

Es sei f: X — (' eine Familie glatter Kurven vom Geschlecht g iiber einer algebraischen
Kurve C.
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Satz 1.4.1. Es existiert eine Familie h : Jac(X/C) — C dber C, sodass fir die Jacobische
Jac(X;) der Faser f~1(t) =: X, iiber t € C gilt:

h=(t) =2 Jac(X;) & HY (X, Ox,)/HY (X, Z),
und die Garbe der holomorphen Schnitte von h ist R f.Ox/R'f.7Z.

Beweis. Wir wollen hier nur eine kurze Beweisskizze geben, der Beweis geht auf Kodaira
(siehe [Ko|) zuriick.

Aus der Exponentialsequenz
0—7Z -5 0x 2% 05 —0

erhalten wir eine Einbettung R'f,Z — R f,Ox.

Es gilt: R'f,Ox ist lokal frei vom Rang g. Also entspricht R!f,Ox einem Vektorbiindel L
auf C.

Wir definieren Jac(X/C) := L/E, wobei E das Gitter in L bezeichne, das R'f,Z ent-
spricht. Das ist die gesuchte Familie.
[

Definition 1.4.2. Eine abelsche Varietit A heiftt Fixanteil von h, wenn eine Einbettung
i:AxC— Jac(X/C) existiert.

Satz 1.4.3. Fizanteile in Jac(X/C) entsprechen trivialen Untersystemen von R'f.7Z.

Beweis. Sei A Fixanteil in Jac(X/C) und A = V/A eine Uniformisierung (d.h. V' ist ein
komplexer Vektorraum und A Gitter in V).

Es seien Vo und A¢ die konstanten Garben zu V' bzw. A auf C.
Dann ist Vo /A¢ die Garbe der holomorphen Schnitte von A x C.

Wir erhalten das kommutative Diagramm:

Vo ——=R'f,0x

AC (—>le*24
Also hat R'f,Z ein triviales Untersystem vom Rang 2 dim(A).

Sei umgekehrt Ag — R!f,Z triviales Untersystem.

Wir suchen eine konstante Garbe V¢ iiber C, so dass folgendes Diagramm kommutiert:

Vo ——R'f.0x

|

Ac“—=R'1.7Z.
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Dann ist A := V/A ein Fixanteil in Jac(X/C).

Die Existenz solch einer Garbe liefert Satz 1.3.6. Tensoriert man nimlich R'f,Z mit C,
so erhélt man nach Satz 1.3.6 eine Zerlegung

R'f,.C=R'fZ&C =1L @ W)).
1=0

Da R!f,Z irreduzibel ist, muss es ein i € {1,...,n} geben, sodass das Bild von R!f,Z in
IL; enthalten ist. Setzen wir Vi := L;, ist das die gesuchte Garbe. ]

1.5 Homologie und Kohomologie

In diesem Abschnitt bezeichne stets X ein zusammenhdngender simplizialer Komplex,
und Hy(X,Z) die k—te singuldre Homologiegruppe von X.

Satz 1.5.1. Ist X wegzusammenhdngend, so gilt
Hy(X,Z) = m (X)/[m(X), m (X)].
Beweis. Siehe [Ha, Theorem 2A.1]. O

Satz 1.5.2. Es sei Zx die konstante Garbe mit Halm Z auf X und H*(X,Z) die k—te
singuldre Kohomologiegruppe mit Koeffizienten in Z. Ist X kompakt und lokal zusammen-
ziehbar, so gilt

HM(X,7Z) =~ H*(X, Zx).

Beweis. Siehe [Har, Chapter II1]. O

Satz 1.5.3. Es gqult
HY(X,Z) = Hom(HY(X,Z),7Z).

Beweis. Siehe [Ha, Section 3.1]. O

Satz 1.5.4. Seien X und Y simpliziale Komplexe. Dann induziert eine stetige Abbildung
f: X =Y das folgende kommutative Diagramm

0—= HY(X,Z) = Hom(H,(X,Z),Z) —=0
f*T (f*)*T
0— HY(Y, Z) —~Hom(H, (Y, Z), Z) — 0.
Es gilt also

hof = (f.) oh.
Kurz gesagt, f, ist die duale Abbildung zu f*.

Beweis. Siehe [Ha, Section 3.1]. O
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Ist X =Y in Satz 1.5.4 und setzt man f, und (f,)* auf H'(X, C) bzw. Hom(H,(X,C),C)
fort, so gilt:

e Spek(f.) = Spek((f.)*) und
e V A € Spek(f.) : dim(Eig(f., \)) = dim(Eig((f.)*), A).

Wir werden daher nicht weiter zwischen H' und H; unterscheiden.

Satz 1.5.5. Sei f : X — X eine stetige Abbildung. Die Lefschetzzahl Ay sei definiert als

A= (=1)FSpur(f. : He(X,Z) — Hy(X,Z)).

Dann gilt:
(a) Ist Ay #0, so hat f mindestens einen Fizpunkt.

(b) Wenn f nur endlich viele Fizxpunkte hat, so gilt

Ap= ) ilfiw),

z€Fix(f)

wobei Fix(f) die Menge der Fizpunkte von f und i(f,z) den Fizpunktinder von x
bezeichne.

Beweis. Siehe [GD, Chapter 5, §16]. [






Kapitel 2

Teichmullerkurven

In diesem Kapitel werden Origamikurven als spezielle Teichmiillerkurven eingefiihrt und
erklart, wie man diese als Familien von glatten Kurven iiber einer eindimensionalen Basis
auffassen kann, und wie man fir diese Familien die Monodromieaktion aus Proposition
2.5.3 algorithmisch berechnen kann.

2.1 Der Teichmiillerraum

Es gibt mehr als eine Mdoglichkeit, den Teichmiillerraum 7, zu definieren. In diesem Ab-
schnitt wollen wir daher die in der Folge gebrauchte Sichtweise darstellen. Einen guten
Einstieg in die Teichmiillertheorie bietet [IT|. Soweit nicht anders angegeben, finden sich
dort auch die Beweise fiir die zitierten Aussagen.

Sei S eine fest gewédhlte kompakte Flache vom Geschlecht g. Wir betrachten Paare (X, f),
wo X eine geschlossene Riemannsche Flache und f : S — X ein orientierungstreuer
Diffeomorphismus ist. Das Paar (X, f) heilt markierte Riemannsche Fldche. Zwei solche
Paare (X, f) und (X', g) heifen dquivalent, falls g o f~' : X — X’ homotop zu einer
biholomorphen Abbildung h : X — X' ist.

Definition 2.1.1. Die Menge
7(S):={(X, f) | X Riemannsche Fliche, f:S5 — X wie oben}/ ~

heifst Teichmiillerraum von S oder Teichmiillerraum mit Referenzfliche S.
Bemerkung und Definition 2.1.2. FEs gilt:

(a) Der Teichmiillerraum T (S) tragt eine Struktur als kompleze Mannigfaltigkeit. Hat
S Geschlecht g > 2, so ist dim(7 (S)) = 3g — 3.

(b) FEs sei S’ eine weitere kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g. Dann sind
die Teichmiillerraume T (S) und T (S") isomorph als kompleze Mannigfaltigkeiten.

(c) Wir definieren T, := T (S). Man nennt 7, den Teichmiillerraum von Riemannschen
Flachen vom Geschlecht g.

15
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(d) Ist g > 1, kann man den Teichmillerraum T, mit der sogenannten Teichmiillerme-
trik versehen, mit der T, zu einem vollstindigen metrischen Raum wird.

Beweis. Siehe [IT, Theorem 6.18|. O

Analog definiert man den Teichmiillerraum 7;, von Riemannschen Fléichen vom Ge-
schlecht g mit n markierten Punkten.

Definition 2.1.3. Sei S kompakte Riemannsche Fliche vom Geschlecht g mit n markier-
ten Punkten. Weiter seien Diff"(S) die Gruppe der orientierungserhaltenden Diffeomor-
phismen auf S, die die markierten Punkte festlassen, und DiffO(S ) die Untergruppe der
Diffeomorphismen, die homotop zur Identitit auf S sind. Dann ist Diff’(S) ein Normal-
teiler von Diff*(S) und

Iy, :=[(S) := Diff*(S)/ Diff’(S)
heifst Abbildungsklassengruppe oder Teichmiiller-Modulgruppe.
['(S) operiert auf 7 (5) folgendermafen: Ist [X, f] € T(S) und g € I'(S), dann ist

g-[X, fl:=[X,fog™].
Es gelten:
Satz 2.1.4. Die Aktion von I'(S) auf T (S) ist eigentlich diskontinuierlich, und es gilt
My, =T(S)/T(S).

Dabei bezeichne Mg, den Modulraum der n-fach punktierten Kurven vom Geschlecht g.
Beweis. Siehe [IT, Theorem 6.18|. O
Satz 2.1.5. I'(S) operiert auf T(S) durch Isometrien beziiglich der Teichmillermetrik.
Beweis. Siehe [IT, Theorem 6.18|. O

2.2 Teichmullerkurven

In diesem Abschnitt werden Teichmiillereinbettungen und Teichmiillerkurven definiert
und erste Eigenschaften vorgestellt.

Definition 2.2.1. Sei 3g —3+n > 0.

(a) Essei¢:H — 7,, holomorphe isometrische Einbettung beziiglich der hyperboli-
schen Metrik auf H und der Teichmiillermetrik auf 7,,. Dann heift ¢ : H — 7,
Teichmiillereinbettung und A := ((H) Teichmiillerkreisscheibe.

(b) Es sei A eine Teichmiillerkreisscheibe und C' das Bild von A unter der natiirlichen
Projektion 7,,, — Myg,. Ist C eine algebraische Kurve in M, ,,, so heifit C' Teich-
maillerkurve.
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Sei A eine Teichmilllerkreisscheibe. Seien weiter
S(A) = Stabrg)(A) :={p € ['(S) | p(A) = A} C Ty,

der Stabilisator von A und H(A) der punktweise Stabilisator, es gilt also H(A) < S(A).
Wir setzen I'(A) := S(A)/H(A) und erhalten die exakte Sequenz

1— H(A) — S(A) — T'(A) — 1.
Proposition 2.2.2. Es existiert eine kanonische Einbettung
w:T'(A) — PSLy(R).
Das Bild p(T'(A)) von I'(A) ist eine diskrete Untergruppe von PSLay(R).

Beweis. Siehe [Lo, Proposition 2.8|. O

In der Folge identifizieren wir p(I'(A)) mit I'(A). Sind Verwechslungen ausgeschlossen,
schreiben wir oft auch einfach T' statt T'(A).

Satz 2.2.3. FEs gilt

(a) Die kanonische Projektion m : A — M, in den Modulraum der Kurven vom Ge-
schlecht g faktorisiert iber A/T(A) = H/T = H/u(T'(A)).

(b) C := w(A) ist genau dann eine algebraische Kurve, wenn T'(A) ein Gitter in
PSLy(R) ist, d.h. eine diskrete Untergruppe von endlichem Kovolumen. In diesem
Fall ist AJT(A) die Normalisierung von C.

Beweis. Siehe [Lo, S. 9. O

2.3 Translationsflachen

In diesem Abschnitt wird die Konstruktion von Teichmiillerkurven iiber die Deformation
der Translationsstruktur von Translationsflachen beschrieben. Danach beschreiben wir die
Nielsen-Thurston Klassifikation von affinen Diffeomorphismen von Translationsflichen.

2.3.1 Definitionen
Definition 2.3.1.

(a) Sei X eine topologische Fliache. Eine Translationsstruktur p auf X ist festgelegt
durch einen Atlas (V, @), wobei V' = (V});c; eine offene Uberdeckung von X ist, und
fiir die Karten ¢; : V; — R? gilt, dass die Ubergangsfunktionen

Gij = djo ¢t p(VinVy) — ¢;(VinVj)

von der Form ¢;;(z;) = 2 + ¢;; mit Konstanten ¢;; sind. Das Paar (X, u) heifit
Translationsfldche.
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(b) Seien (X, ) und (Y, ) Translationsflichen und f : X — Y eine stetige Abbildung.
Dann heif$t f affin beziiglich 1 und v, wenn f lokal eine affine Abbildung des R? ist.
Das heifit genauer: Seien (U, ¢) € pund (V, ) € v, mit f(U) C V, dann existiert fiir
jedes zy € ¢(U) eine offene Umgebung W C ¢(U) von 2, und eine Matrix A € R?*2,
sodass 1) o f o ¢ !|y eine Abbildung der Form z +— Az + b ist.

Definition und Bemerkung 2.3.2.

(a) Sei X eine Riemannsche Fliche und u eine Translationsstruktur auf X* := X ~ M
mit einer endlichen Teilmenge M C X . Dann heifst

AffT (X, p) == {f € Diff (X)) | f|x- affin beziglich i}

affine Gruppe von X beziiglich u. Dabei bezeichne Diff t(X) die Menge der orien-
tierungstreuen Diffeomorphismen auf X . Lokal auf X* ist also jedes f € AffT(X, )
gegeben durch z — Az +b mit A € SLy(R) und b € R

(b) Die Matriz A aus (a) hingt nur von f ab und ist auf allen lokalen Karten dieselbe.
Wir erhalten also eine wohldefinierte Abbildung

der : AfY (X, ) — SLy(R)
f — A

(¢c) Die Abbildung der ist ein Gruppenhomomorphismus.
(d) Das Bild T'(X, ) von Aff"(X, p) unter der heifst Veechgruppe von (X, ).
Beweis. Siehe [Ve, S.557]. O

Proposition 2.3.3. Es bezeichne Trans(X, ) den Kern der Abbildung der. Dann ist
Trans(X, p) endlich.

Beweis. Siehe [Ve, Proposition 2.2]. O

Definition 2.3.4. Die Elemente von Trans(X, u) heifen Translationen.

2.3.2 Konstruktion von Teichmiillerkurven

Es sei (X, u) eine Translationsflache. Dabei sei X eine kompakte Fliche vom Geschlecht
g.

Wir definieren eine Operation von SLy(R) auf der Menge der Translationsstrukturen auf
X indem wir fiir jedes B € SLy(R) die Kartenabbildungen mit der Abbildung z — Bz
verketten. So erhalten wir fiir B € SLy(Z) die Translationsfliche (X, pp), wobei up =
B-pu. Das liefert den Punkt Pg := [(X, up),id : (X, u) — (X, up)] € 7(X). Wir definieren
nun die Abbildung ¢ durch

i:SLy(R) — T(X)

B — Pg.
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Ist B € SO2(R), so sind (X, B-p) und (X, 1) konform édquivalent. Das liefert die Abbildung

L1 SO(R) \ SLy(R) — T(X)

Wegen SO5(R) \ SLy(R) = H haben wir eine Abbildung ¢ : HH — 7 (X)) konstruiert.
Es gilt
Proposition 2.3.5. Die Abbildung v : H — T (X) ist eine Teichmiillereinbettung.

Beweis. Siehe [HS1, Proposition 2.8]. O

2.3.3 Klassifikation affiner Diffeomorphismen

Es sei S eine kompakte Riemannsche Fliche und I'(S) die zugehérige Abbildungsklas-
sengruppe. Wir erinnern zunéchst an die berithmte Klassifikation der Elemente aus I'(S).
Dazu beschreiben wir drei Typen von Elementen aus I'(S) und zitieren den Satz von
Nielsen-Thurston, der besagt, dass jedes f € I'(S) einem dieser Typen zugeordet werden
kann.

Definition 2.3.6. Ein Element ¢ € I'(.S) heifst periodisch, wenn es endliche Ordnung hat.
Nach Satz 2.1.4 ist klar:

Bemerkung 2.3.7. Sei ¢ € ['(S) und [X, f] € T(S). Ist ¢ - [X, f] = [X, f], so ist ¢

pertodisch.

Definition 2.3.8. Ein Element ¢ € I'(S) heifit reduzibel, wenn es eine nichtleere Menge
von disjunkten Isotopieklassen einfach geschlossener Kurven auf S fixiert.

Definition 2.3.9. Sei A:=[0,1] x S' und T : A — A gegeben durch
T(r,0) = (r,0 + 27r).

Sei « eine einfach geschlossene Kurve auf S und N eine reguldre Umgebung von «. Wir
wéhlen eine orientierungserhaltende Einbettung ¢ : A — S mit ¢(A) = N. Der Homéo-
morphismus 7, : S — S gegeben durch

T(x) = x fallsz € S\ N
T YpoTog  (x) fallsz e N

heifst Dehn-Twist langs .

Bemerkung und Definition 2.3.10. Se:i T, defintert wie in 2.3.9. Dann gelten folgende
Aussagen.
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(a) Die Isotopieklasse von T, hingt weder von der Wahl von ¢ noch von der Wahl von
N noch von der Orientierung von « ab.

(b) Sind o und B isotope einfach geschlossene Kurven auf S, dann ist T, isotop zu Tj.

(c) Seia die Isotopieklasse von «, dann ist T, nach (b) ein wohldefiniertes Element aus
I'(S) und heifft Dehn-Twist lings a.

(d) Sei a die Isotopieklasse einer nichttrennenden einfach geschlossenen Kurve auf S.
Dann ist T, ein nichttriviales reduzibles Element der Abbildungsklassengruppe.

Beweis. Siehe [FM, Proposition 2.1]. [

Proposition 2.3.11. Seien a und b Isotopieklassen von einfach geschlossenen Kurven
und k € Z. Dann gilt
i(T; (b),0) = |kli(a,b)*,

wobei i die algebraische Schnittzahl auf H'(S,Z) ist.
Beweis. Siehe [FM, Proposition 2.2]. O

Definition 2.3.12. Ein Element ¢ € I'(S) heifst pseudo-Anosov, wenn es einen Vertreter
f von ¢ gibt, sodass

f : (f“’,uu) = (Fu7)‘NU> ) f ’ (fs,,us) = (fsa)‘illus)

fiir eine reelle Zahl A > 1 und ein Paar transversaler messbarer Blatterungen (F*, )

und (F®, ).

Satz 2.3.13 (Nielsen-Thurston Klassifikation). Sei S eine kompakte Riemannsche Fliche
und T'(S) die zugehirige Abbildungsklassengruppe. Jedes f € T'(S) ist entweder

(a) periodisch,
(b) reduzibel,

(¢c) pseudo-Anosov.

Beweis. Siehe [Th, Theorem 4]. O

Satz 2.3.14. Sei (X, ) eine Translationsfliche und v : H — 71, die zugehorige Teich-
miillereinbettung.

(a) Istid # ¢ € AFT (X, 1), so ist ¢ nicht isotop zur Identitit. Man kann AffT (X, u)
demnach als Untergruppe der Abbildungsklassengruppe auffassen.

(b) Fir A = ((H) gilt: AffT (X, p) = Stabr, (A).
Beweis.

(a) Siehe [EG, Lemma 5.2|.
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(b) Siehe [EG, Theorem 1].
[

Satz 2.3.15. Ist A € T'(X, u) elliptisch (bzw. parabolisch, bzw. hyperbolisch), so ist jeder
zugehdrige Lift 4 € AFY(X) mit der(da) = A periodisch (bzw. reduzibel, bzw. pseudo-
Anosov).

Beweis. Siehe [HL, S. 338|. O

Satz 2.3.16. Gegeben seien eine parabolische Matriz A € T'(X, p) und ein ¢4 in AffT(X)
mit der(¢p) = A. Dann existiert eine Zylinderzerleqgung von X und ein k € N, so dass
¢k ein simultaner Dehn-Twist lings aller Zylindermitten ist.

Beweis. Siehe [Ve, Proposition 2.4]. O

2.3.4 Eine Darstellung der affinen Gruppe

Es sei (X, ;1) eine Translationsfliiche vom Geschlecht g > 2. Ein f € Aff* (X, 1) induziert
einen Automorphismus von 7 (X, z) via

= [o]* [for]x[a] ™,

wobei « ein Weg von x nach f(z) und ~ ein geschlossener Weg in X mit Anfangspunkt x
ist. Wegen
Hy(X,Z) = m (X, 2)/[m(X, 2), m (X, 2)

induziert f daher einen Automorphismus f, von Hi(X,Z), der unabhéngig ist von der
Wahl von a. Wir haben also eine Darstellung

p: AFT(X, p) — Aut(HY(X,Z)).

Wir behaupten:
Lemma 2.3.17. Die Darstellung p : Aff" (X, pu) — Aut(HY (X, 7Z)) ist treu.

Beweis. Es seien id # ¢ € Aff"(X, u) und A := der(¢) € SLy(Z). Wir unterscheiden drei
Falle:

(a) A ist elliptisch < ¢ ist periodisch.
(b) A ist parabolisch < ¢ ist reduzibel.

(c) A ist hyperbolisch < ¢ ist pseudo-Anosov.

Im Fall (a) operiert ¢ nichttrivial auf H'(X,Z). Das folgt aus Tatsache, dass ein peri-
odisches Element ¢ € Aff*(X, ) nur isolierte Fixpunkte hat. Ein periodisches Element
¢ € AffT (X, u) hat nimlich nach [FM, Sec. 6.1.5] Fixpunktordnung 1, daher ist nach Satz
1.5.5 die Lefschetzzahl A4 gleich der Anzahl der Fixpunkte von ¢, ist also nichtnegativ.
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Daraus folgt, dass ¢, # id ist, denn sonst wire A, < 0. Ein allgemeinerer Beweis steht in

Im Fall (b) existiert eine Zylinderzerlegung von X, sodass ¢" simultaner Dehn-Twist 1dngs
aller Zylindermitten ist (siche Satz 2.3.16). Solche Zylindermitten sind nichttrennende
Kurven. Wire eine dieser Zylindermitten nédmlich eine trennende Kurve, so enthielte der
Schnittgraph einer der Randpunkte der Teichmiillerkurve in M, eine Briicke. Das ist nicht
moglich. Fiir einen Spezialfall wird das in [Mai| gezeigt. Also operiert ¢™ nichttrivial auf
HY(X,Z).

Im Fall (¢) ist der Spektralradius von p(¢) > 1, da der Spektralradius von p(¢) nach [Mc,
Thm. 5.4 gleich dem von A ist, und da A hyperbolisch ist, ist der Spektralradius von A
grofer als 1. Folglich operiert ¢ auch in diesem Fall nichttrivial auf H'(X,Z).

Insgesamt gilt also:

Kern(p) = {id},

was behauptet war.

2.4 Teichmiillerkurven als Familien von Kurven
Es sei ¢ : H — 7, = M, eine Teichmiillereinbettung, T'; die Abbildungsklassengruppe.

Ziel dieses Abschnitts ist es, zu einer gegebenen torsionsfreien Untergruppe I' von endli-
chem Index in Stabr,(A) eine Familie von Kurven vom Geschlecht g iiber C' := A/I" zu
konstruieren.

Sei S eine kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht g. Es bezeichne 7, die Funda-
mentalgruppe von S.

Die Gruppe I operiert auf 7, via h -~y := h,(7). Wir haben also ein semidirektes Produkt
I' x m, gegeben durch:

(hy) - (B,F) == (o, yha(F)):
Lemma 2.4.1. Das semidirekte Produkt I' x 7, operiert auf A x H via
(h, ) o (X, fl,7) = ([X, fo h™'], feo BT (9)(7))
Beweis. Sei (h,y) € I x m,. Wegen h € Stabr, (A) ist [X, foh™'] € A, also gilt:
(h,v) e ([X, f],7) € A x H.

Wir miissen also nur noch nachrechnen, dass fiir alle (h,7), (h,%) € T K T gilt:

((hy) - (B, 7)) & ([X, f1,7) = (h,y) @ (B, F) @ ([X, f1,7)).-
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Es gilt einerseits:

((h> ,}/) : (’E7’A7/)) hd ([X7 f]?T)

= (X Je o), Lokt o (hh D)) )
<

X, fohton ], (fooh o h'(m) (f o B\ (3)(7))

(. (.
~~ ~~

€Deck(H/X) €Deck(H/X)

=: (%).

Andererseits gilt:
(h,7) o ((h7) ® (X, f1,7))

= (h,y) e ([X. foh™], fooh'(F)(r))

= (X felton ), (foohit o b () (.0 b A))(7)
= (%).

Das zeigt die Behauptung.

Wir haben eine wohldefinierte Projektion

p:X=AxH)/(Ixr) — A/T

(X, f],7) — [X, [

Lemma 2.4.2. Die Faser von p iber [ X, f] € AJT ist isomorph zu X.

Beweis. Die Faser von p iiber ([X, f]) ist

p (X, 1)
= {(X.fl.7)|TeH}

= {([(X,foh™], fioh'(N(7)) | T € H,h €T,y € mg}.
Daran sieht man, dass die Faser von p tiber ([X, f]) & [X] € A/I isomorph ist zu
X/ Stabr([X, f]). Da T als torsionsfrei vorausgesetzt war, ist Stabr([X, f]) aber trivial, da
Stabr([X, f]) nur Elemente endliche Ordnung enthélt. Damit folgt die Behauptung. [
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Wir haben also eine Familie ¢ := p : X — C' von Riemannschen Flachen vom Geschlecht

g konstruiert. Dabei ist A einfach zusammenhéngend, also ist I' die Fundamentalgruppe
von C' = A/T.

Als Untergruppe der affinen Gruppe operiert I' auf H'(X,Z), wobei X := ¢~1(0), 0 €
AJT.

Nach Proposition 1.2.3 gehort dazu ein lokales System G auf A/T.
Lemma 2.4.3. Es gilt: G = R'p,Z.
Beweis. Die Gruppe 7, operiert auf A x H via

v (X f]7) = (X ST f0)(T)

Das liefert eine Familie C, := (AxH) /7, — A von Riemannschen Fldchen vom Geschlecht
g, deren Faser iiber [ X, f] € A isomorph zu X ist.

Diese Familie ist global trivial iiber A. Als Trivialisierung dient:
o : Cy — A xS
(X 1L7) — (X 11 £ (ps(7)-
Dabei sei pg : H — S die Uberlagerungsabbildung.
Die Umkehrabbildung ist
ol AxS — Cy

(X, fl.2) — (X, fl,7),

wobei T € py(f(2)). )
Dabei sei px : H — X die Uberlagerungsabbildung.

Die Abbildungen ® und ®~! sind wohldefinierte Diffeomorphismen.

Sei v : [0,1] — A ein Weg von [X, f] nach [Y,g], und seien X = p~!(7(0)) und ¥ =
-1
p(v(1).

Wir erhalten einen Diffeomorphismus ¢ : p~*(v(1)) — p~!(7(0)) via

(Y} x Y S (1) xS L {400} x 5T {7(0)} x X.
Dabei gilt: v = fo g™t

Ist v Weg von [S,id] nach h - [S,id] = [S,h7!], ist ¢ = h.

Da die Familie X — A/I" lokal isomorph ist zu C, und ein geschlossener Weg ~ in A/T" mit
Fupunkt [S,id] einem Element h € T" entspricht, sieht man damit, dass die Aktion von
v auf H(S,Z) von dem Diffeomorphismus % : S — S herkommt. Diese Aktion entspricht
genau der aus Proposition 1.2.6. Das zeigt die Behauptung.

O
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Definition 2.4.4. Die Familie p : X — A/I' := C nennen wir Modell der Teichmiiller-
kurve C' := 7o (H) € M,. Ein Fixanteil in Jac(X/C) heikt Fizanteil von C dber I

Sind keine Verwechslungen zu befiirchten, nennen wir einen Fixanteil von C' iiber I' auch
Fizanteil in Jac(C').

Bemerkung und Definition 2.4.5. Die Menge der Fizanteile von C' ist per Inklusion
geordnet und enthdlt ein eindeutig bestimmtes maximales Element beziiglich dieser Ord-
nung. Dieses mazimale Element heifit Fixanteil von C.

Beweis. Ist T wie oben gegeben, so erhélt man den Fixanteil A von C' iiber I' nach
Satz 1.4.3 und Proposition 1.2.3, indem man die Operation von I' auf einer Faser von X
betrachtet. Ist I'; eine Untergruppe von I', so ist klar, dass A eine Teilmenge des Fixanteils
Ay von C iiber I'; ist. Abelsche Varietdten sind irreduzibel, also ist dim(A) < dim(4,)
oder A = A;. Da die Fixanteile, die zu Untergruppen von I' gehéren, durch die Dimension
von Jac(X) nach oben beschrénkt sind, muss es eine Untergruppe r geben, sodass die
Fixanteile, die zu Untergruppen von I’ gehoren, die gleiche Dimension haben wie der zu
T gehorende Fixanteil A. Demnach ist A das gesuchte maximale Element.

O

2.5 Origamis

Origamikurven sind Teichmiillerkurven, die von Origamis herkommen. Das sind Transla-
tionsflachen, die man erhélt, indem man eine endliche Menge von Blattern Papier, den
,Kaéstchen“, entlang den Réndern so verklebt, dass jede rechte Seite eines Blattes mit einer
linken und jede untere Seite mit einer oberen verklebt ist und man eine kompakte zusam-
menhéngende (topologische) Fldche erhélt. Mehr {iber Origamis und ihre Veechgruppen
kann man zum Beispiel in [Sch| oder [He| nachlesen, an deren Darstellung wir uns hier
orientieren.

Nach 2.4 konnen wir Origamikurven auffassen als Familien Riemannscher Flachen vom
Geschlecht g. Das Schone an diesen Familien ist, dass wir die Berechnung ihrer Monodro-
mie auf das Rechnen in freien Gruppen zuriickfithren kénnen.

In 2.5.1 geben wir zunéchst eine prézise Definition von Origamis und stellen einige wich-
tige Aussagen iiber diese zusammen. Danach geben wir einige Beispiele. In 2.5.3 geben
wir schliefslich einen Algorithmus zur Berechnung der Operation der affinen Gruppe von
Origamis auf der Homologie an, also nach 2.4.3 einen Algorithmus zur Berechnung der
Monodromie.

2.5.1 Grundlegendes

Definition 2.5.1. Es sei E ein Torus, d.h. eine topologische Flache vom Geschlecht 1.
Ein Origami O ist eine endliche Uberlagerung p : X — E, die nur iiber einem Punkt P
verzweigt.
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Setzen wir £* := E~{P}und X* := X~ p~}(P),dann ist p : X* — E* eine unverzweigte
Uberlagerung.

Sei A ein Gitter in C. Dann ist C\ A homéomorph zu E, also induziert A eine Translations-
struktur v auf E*. Liften wir v nach X™* mittels p, erhalten wir eine Translationsstruktur
auf X*.

Die zur Translationsfliche X* gehorende Teichmiillerkurve heifst Origamikurve.

Definition 2.5.2. Sei O = (p: X — F) ein Origami und i die Translationsstruktur auf
X*, die vom Einheitsquadrat-Gitter Ay := Z & 1Z induziert wird. Die Veechgruppe von
(X*, po) heit Veechgruppe von O. Wir bezeichnen diese mit I'(O).

Satz 2.5.3. Sei O = (p : X — E) ein Origami und m : H — X* die universelle
Uberlagerung von X*. Liftet man die Translationsstruktur auf X* nach H mittels 7, dann
gelten:

o I'(O) ist eine Untergruppe von I'(H).
o I'(E*) =T'(H) = SLy(Z).
Beweis. Siehe [Sch, Proposition 6]. O

Folgerung 2.5.4. I'(O) ist immer eine Untergruppe von SLy(Z).
Préaziser wird I'(O) durch folgenden Satz beschrieben:

Satz 2.5.5. Gegeben sei U := Deck(H/X*) C Deck(H/E*) = Fy, wobei Fy = (z,y) die
freie Gruppe mit zwei Erzeugern bezeichne. Seien weiter

Stab(U) := {y € Aut™(F) | v(U) = U}

und

3 Autt(F) — Out™(Fy) = Aut™(Fy)/ Inn(F) = SLy(Z)

die natiirliche Projektion. Dann gilt:

~

I'(O) = B(Stab(U)).
Beweis. Siehe [Sch, Proposition 1]. O
Folgerung 2.5.6. I'(O) hat endlichen Index in SLy(Z).

Definition 2.5.7. Ein Origami O = (p : X — E), fir das U := Deck(H/X*) eine
charakteristische Untergruppe von F ist, also ®(U) = U fur alle ® € Aut(F), heifst
charakteristisch.

Folgerung 2.5.8. Die Veechgruppe eines charakteristischen Origamis ist SLa(Z).
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2.5.2 Beispiele
Das Origami W

Sei
Q= (1, +i,+j,+tk |* = =k>=-1,ij = —ji = k)

die Quaternionengruppe. Es reichen ¢ und j als Erzeuger von Q. Daraus erhalten wir das
Origami W, indem wir acht Késtchen mit den Elementen aus Q beschriften. Der rechte
Nachbar eines Késtchens, das mit Element g beschriftet ist, soll g -4 sein, der obere Nach-
bar g - 7.

Das Origami W ist also die Uberlagerung p : X — E, wobei

Dieses Origami heift aufgrund seiner herausragenden Eigenschaften eierlegende Woll-
milchsau. Mehr iiber dieses Origami kann man in [HS2| erfahren.

Wir entnehmen die folgenden Eigenschaften von W aus [HS2]:

e IV ist ein charakteristisches Origami.
e IV hat Geschlecht 3.

e Sei Z das Zentrum der Automorphismengruppe von W. Dann ist Z zyklisch und
W/Z hat Geschlecht 0, wir haben also eine zyklische Uberlagerung X — P'. Daraus
kann man eine Gleichung fiir eine 1-Parameter-Familie f : X — P!\ {0,1,00}
herleiten, die die Origamikurve C(W) in M3 beschreibt, ndmlich:

yr=a2(x—1)(x—2)), AeP'\{0,1,00}.

In [HS2| wird gezeigt, dass gilt:

Bemerkung 2.5.9. Es gibt einen Fizanteil von C(O) der (komplezen) Dimension 2.
Dieser ist isogen zu Fi798 X Ei798, wobei Ei798 die elliptische Kurve mit j-Invariante 1728
15t.
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Das 108er Origami

Definition 2.5.10. Sei O;ps das charakteristische Origami, das das Origami Ly, domi-
niert, bei dem jeweils gegentiberliegende Seiten miteinander verklebt werden, und C'(O1g)
die zugehorige Origamikurve. Fiir eine genaue Konstruktionsvorschrift siehe [He|.

Das Origami Lg 2

Bemerkung 2.5.11. FEs gilt:
e O3 hat 108 Kdstchen.
e (03 hat Geschlecht 37.
e Xo, = C(O10s) \ C(O108) hat geometrisches Geschlecht 24.
Beweis. Siehe |Bal. O
In [Ba] wird gezeigt:
Proposition 2.5.12. Fir jedes [X] € C(Oqgs) existiert ein Morphismus von X auf die

elliptische Kurve mit j-Invariante 0.

Der Schliissel zum Beweis ist, einen Automorphismus 7 von X zu finden, sodass X/(7)
eine elliptische Kurve ist.

Setzt man 7 zu einem Automorphismus 7 des Randpunktes X, fort, stellt man fest, dass
der Quotient X, /(7) ebenfalls eine elliptische Kurve ist. Daraus folgt, dass X/(r) fiir alle
Fasern X die gleiche elliptische Kurve ist. Auferdem kann man zeigen, dass diese Kurve
einen Automorphismus der Ordnung 3 hat, das legt die j-Invariante fest.

Daraus folgt, dass es einen Fixanteil von C(O;08) gibt, der mindestens Dimension 1 hat.
Wir nennen einen Fixanteil von C'(Ojgg) auch Fixanteil des Origamis.

Im néchsten Kapitel werden wir sehen, dass gilt:

Satz 2.5.13. Es gibt einen Fizanteil von C(O1ps) der Dimension 12.
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Die Heisenberg Origamis

Eine weitere Klasse charakeristischer Orgamis sind die sogenannten Heisenberg Origamis.
Diese werden ebenfalls in [He| ausfithrlich untersucht. Dort sind auch die Beweise der
unten stehenden Aussagen nachzulesen.

Definition 2.5.14. Seien n > 2 und [ ein Teiler von n.

(a) Wir definieren:
Gny:=(a,bla" =b" = d=1,c=aba b7, ac = ca,bc = cb).
G, heillt Gruppe vom Heisenberg-Typ.

(b) Wir definieren das Origami H,,; folgendermafen: Die Késtchen von H,,; beschriften
wir mit den Elementen von G,,; und verkleben nach rechts geméf der Rechtsmulti-
plikation mit a, nach oben geméaf der Rechtsmultiplikation mit b.

Es gilt
Proposition 2.5.15.
(a) H,; hat Geschlecht g,; = sn*(l — 1) + 1.

(b) Der Randpunkt von C(H,;) in My, , besitzt n irreduziblen Komponenten Cy, ..., C,,
die jeweils Geschlecht (1 —1)(n — 2) haben. Dabei gilt:

C; schneidet C; in | Punkten < i—j =41 (mod n).
Andernfalls sind C; und C; disjunkt.

Im néchsten Kapitel werden auch die Fixanteile dieser Origamis untersucht werden.

2.5.3 Die Monodromieaktion

Sei O := (X — E) ein Origami und Aff"(H/X*) die Gruppe der affinen Diffeomor-
phismen auf H, die mit der Uberlagerungsabbildung u : H — X* absteigen zu affinen
Diffeomorphismen von X*. Wir definieren eine Aktion p; von Aff*(H/X*) auf 7 (X*, 1)
durch

fr= (D] = lagl = [f o]+ [af] ™).
Dabei sei ein Punkt # in H mit u(¥) =  gewdhlt, a; der Abstieg des bis auf Homotopie

eindeutig bestimmten Wegs von Z nach f (Z) und f der Abstieg von f auf X.
Weiter definieren wir eine Operation py von Aff™(H/X*) auf Deck(H/X*) durch

fro (o fooo )

Wegen f € Aff*(H/X*) ist foo o f~' ein Element aus Deck(H/X*). Das ist also ein
wohldefinierter Gruppenhomomorphismus.

Durch direktes Nachrechnen erhélt man folgende Lemmata.
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Lemma 2.5.16. Die Aktionen p; und ps sind vertriglich, d.h. fir alle f € AffT(H/X™)
kommutiert folgendes Diagramm.:

Deck(H/X*) YL Deck(H/X*)
\Lkan . kan
m (X, 7) pth) ™ (X, z).

Lemma 2.5.17. Die Aktionen py und py steigen ab zu dufSeren Aktionen von Aff*(O).

Lemma 2.5.18. Die von p; und py induzierten duferen Aktionen von AffT(O) kommu-
tieren.

Das liefert uns mit [Sch, Proposition 3.5] folgenden algorithmischen Ansatz zur Berech-
nung der Operation von Aff*(O) auf HY(X*,Z):

e Berechne Erzeuger von I'(O).

e Bestimme H := Deck(H/X*) = m;(X*) als Untergruppe von F» und freie Erzeuger
V1,...,U, von H.

e Bestimme fiir jeden Erzeuger A von I'(O) die Menge
A:={o e Aut(F,) | o(H) = H und f(c) = A}.
e Berechne fiir alle 0 € A die Bilder o(v;),...,0(vx) und stelle diese dar als Wort in
Viyeooy Uk

e Interpretiere die Ergebnisse als Elemente in H/[H, H].

Bestimmt man die Erzeuger vy, ..., v, von H so, dass vy, ..., v, Erzeuger von 7 (X) sind
und v,1,...,v; Relationen in 7;(X), dann kann man auf diese Weise auch die Operation
von Aff*(O) auf H'(X,Z) berechnen.



Kapitel 3

Existenz von Fixanteilen

In diesem Kapitel beweisen wir ein Kriterium, das eine obere Schranke fiir die Dimension
des Fixanteils in der Familie von Jakobivarietiten iiber einer Teichmiillerkurve angibt.
Anschliefsend zeigen wir mit diesem Kriterium fiir einige grofse Klassen von Origamikur-
ven, dass diese keine Fixanteile positiver Dimension besitzen. Danach stellen wir Beispiele
fiir Origamikurven mit Fixanteilen positiver Dimension vor.

3.1 Ein Kriterium

Satz 3.1.1. Seien C4,...,C, einfach geschlossene paarweise disjunkte Kurven auf einer
kompakten Riemannschen Fliche X und ¢ : X — X ein Dehn-Twist ldngs all dieser
Kurven. Weiter sei ¢* der von ¢ induzierte Automorphismus von H'(X,Z). Dann gilt:

Spek(¢”) = {1}.
Weiter gilt: Ist 1 eine Potenz von ¢*, so gilt: Eig(y, 1) = Eig(¢*, 1).

Beweis. Ist C' eine geschlossene Kurve auf X mit i([C],[C)]) =0 fiir l = 1,...,7, so gilt
¢*(C) = C (i = algebraische Schnittzahl bzw. Schnittform auf der Homologle) Ist C eine
geschlossene Kurve auf X mit i(C,C)) # 0 fiir ein [ € {1,...,r}, so gilt

¢ ( —I-Z [C1].

Ist [C] ein Eigenvektor von ¢*, so muss gelten:

T

> (e e) -Gl = -]

=1

Damit folgt:

<
<

0=i([C], \] 1Y i () =) (C], [a]).

=1 =1

Das bedeutet aber, dass fir l = 1,...,r gilt: i([C], [C}]) = 0. Das ist ein Widerspruch zur
Annahme i([C], [(}]) # 0 fiir ein i € {1,...,7}.

31
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Fiir ¢ = (¢*)* gilt )
w([eN) =[Cl+k- Y d(Cl[c) - [,

Damit folgt die Aussage iiber v analog.

Ein elementares Lemma aus der Gruppentheorie ist

Lemma 3.1.2. Set G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe von endlichem Index und
r € G ein Element unendlicher Ordnung. Dann gibt es ein k € N, sodass % € U.

Das Hauptresultat dieses Abschnitts ist

Satz 3.1.3. Es sei ¢ : H — 7, eine Teichmiillereinbettung, C' := o «(H) eine Teichmiil-
lerkurve und ¢, . .., ¢ Elemente von Stabp (A), sodass Ay := der(¢y), ..., Ay := der(¢y)
parabolisch sind. Es seien weiter mq, ..., my so gewdhlt, dass ¢;" (i = 1,...,k) Dehn-
Twists ldngs aller Zylindermitten der zu ¢; gehorenden Zylinderzerlequng ist. Dann ist die
Dimension des Fizanteils von C' hdchstens so grofS wie die Dimension von

k
(M Eig((6")". 1)

{1,...,k}.

Beweis. Sei f : X — A/I' ein Modell von ¢, d.h. ' ist torsionsfreie Untergruppe von
Stabr,(A). Nach obigem Lemma gibt es ein n € N, sodass fiir i = 1,...,k die ¢;" in T’
liegen. Nach 3.1.1 gilt dann:

wobei (¢7")* der von ¢" induzierte Automorphismus von HY(X,7Z) ist fir alle i €

(M Eig((6)". 1) = () Eig((6™)". 1)

Alle ¢!"™ liegen aber in T', also kann I" héchstens auf einem Teilraum von H'(X,Z) trivial
operieren, der in ﬂle Eig((¢;"")*, 1) enthalten ist. Mit Satz 1.4.3 folgt die Aussage iiber
den Fixanteil in Jac(X/C) aus der Riemann-Hilbert-Korrespondenz. O

Dies liefert einen algorithmischen Ansatz zum Abschétzen der Dimension von Fixanteilen

in Jac(X/C):

e Bestimme fiir parabolische Elemente A; (i = 1,...,r) der Veechgruppe von X Lifts
¢a,, sodass der(¢a,) = A; gilt.

e Bestimme ein m € N, sodass ¢’} Dehn-Twists sind fir ¢ = 1,...,r und berechne
Abbildungsmatrizen M; (i = 1,..., k) der von den ¢} induzierten Automorphismen
von H'(X,Z).

e Bestimme d := dim (ﬂ Eig(M;, 1)> .

i=1

Nach Satz 3.1.3 ist die Dimension von Fixanteilen in C(O) hochstens d.
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3.2 Origamis ohne Fixanteile

In diesem Abschnitt wird mit Hilfe von Satz 3.1.3 fiir eine ganze Reihe von Origamis
gezeigt, dass diese keinen Fixanteil positiver Dimension besitzen.

3.2.1 X-Origamis

Definition 3.2.1. Fiir jedes k € N sei das Origami Oy, gegeben durch die Uberlagerung
p: Xi — E, wobei X} die folgende Flache bezeichne:

2k-1 2k

2k 2k-1

Bemerkung 3.2.2. Das Origami Oy, hat fiir jedes k € N genau zwei Verzweigungspunkte
(ndmlich o und e). Damit hat nach Riemann-Hurwitz die Fliche Xy Geschlecht g = k.

Beweis. Siehe [Sch, Section 5.2] O
Proposition 3.2.3. Fir jedes k € N hat die Veechgruppe I'(Oy) die Gestalt:

I'(Ox) _{<c d> €SLy(Z) |20 =0,a+b=—1 (mod 2k),a+c=b+d=1 (mod 2)}.

Beweis. Siehe [Sch, Prop. 5.2] O

1 0 1—k k
(2 1) ( —k k+1) € T(O%).
Proposition 3.2.5. Fir kein k € N existiert in Jac(C(Oy)) ein Fizanteil positiver Di-
Mension.

Folgerung 3.2.4. Es gilt:

Beweis. Wir betrachten die Basis B von H'(X},Z) gegeben durch die Homologicklassen
der folgenden Wege (aufgefasst als Elemente von F5):

NS | i g2
V=Y, Vg =Y,
vy = iy~ le? vy = iyt
Vg 1= m5y_1x_4 , Vg 1= x4y2x_4 ,
o 2k—1, —1,.2-2k o 2k—2,2,.2-2k
Vgk—1 ‘= & yox , U =X Yy .
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Die Wege vs, vy, . . ., Ugg:
2i-1 2i
b Zi-1
Die Wege vy, v3,...,V2,_1:
2i-1 2i
pIE T

1

2 1
Dehn-Twist langs aller Zylindermitten der zu A gehdérenden Zylinderzerlegung von Xj
ist. Gegebenenfalls betrachten wir eine Potenz von ® 4, die diese Eigenschaft hat. Man
beachte, dass die Zylindermitten homolog sind zu den Wegen vy, vy, . . . , Uog.

Wir betrachten zuerst einen Lift &4 von A := ( nach Aut(H'(Xy,Z)), sodass @4

Beziiglich der Basis B hat ®4 die Abbildungsmatrix

—_ =
)

— =

i)

Dp(®a) =

—_ =
e e)

Die Homologieklassen der Wege vg, vy, . .., v, liegen in Eig(® 4, 1), also gilt

Big(®4,1) = ([va], [va], - - ., [vs]).

1—-k k

—k k4 1) mit obigen Eigenschaften.

Weiter betrachten wir einen Lift ®5 von B := (

Die Zylindermitten der zu B gehoérenden Zylinderzerlegung sind homolog zu den Wegen

2 2k—2,, ,.2—2

wy = xy, wy = dyx~2 . wg = 22 2ya? 2 und w = 22 (yx)te 2
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Die Wege wy, . .., wg:

2i-1 2i

2i 2i-1

Der Weg w:

2k-1 2k

2k 2k-1

Mit Hilfe der Formel fiir Dehn-Twists aus dem Beweis von 3.1.1 folgt, dass ® 5 dieselbe
Jordansche Normalform hat wie ® 4.

Man rechnet leicht nach, dass gilt:

[wi] = [v1] + [ve],
[wa] = [v3] + [v4],
[wr] = [vak-1] + [var].

Damit erhalten wir
Eig(®p,1) = ([wi], ..., [wk])-
Es gilt dim(Eig(®p,1)) = k = dim(Eig(®4,1)). Auferdem sieht man, dass gilt

Eig(®4,1) + Eig(®p, 1) = H' (X, Z).

Die Dimensionsformel liefert

dim(Eig(®4,1) NEig(®p,1)) = dim(Eig(®a, 1))+ dim(Eig(®g, 1))
— dim(Eig(®4,1) + Eig(®p,1)).
Daraus folgt nun
dim(Eig(®4,1) N Eig(®p,1)) =0,

und damit ist die Proposition nach Satz 3.1.3 bewiesen. [l
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3.2.2 L-Origamis

Definition 3.2.6. Fiir jedes Paar (m,n) € N x N definieren wir das Origami L, ,, als die
Uberlagerung p : X, , — £, wobei X, ,, die folgende Fléche bezeichne:

@ t D
P———ll
L]
e —— ]
+—H -
m m
&— H

Bemerkung 3.2.7. Die Fliche X, ,, hat fir jedes (m,n) € NxN mit m,n > 2 Geschlecht
g=2.

Beweis. Der Beweis erfolgt mittels vollstindiger Induktion und Anwenden der Riemann-
Hurwitz-Formel. Man beachte, dass p genau einen Verzweigungspunkt hat (némlich o).

]

Bemerkung 3.2.8. Fir (m,n) € N x N mit m,n > 2 enthdlt die Veechgruppe I'(Ly,.»)

die Matrizen
1 n 1 0
A= (O 1) und B := (m 1) .

Beweis. Das kleinste gemeinsame Vielfache der horizontalen Zylinderldngen ist n, und
das der vertikalen Zylinderlangen ist m. Daraus folgt die Behauptung. O]

Proposition 3.2.9. Ist (m,n) € N x N mit m,n > 2, so hat Jac(C (L)) keinen
Fizanteil positiver Dimension.

Beweis. Eine Basis von H'(X,,,,Z) ist gegeben durch die Homologieklassen der Wege

- e, m A n, —1 . -1, -1
V1=, UV :=9Y , V3 . =Yyry Vg = Yyryxr 'y .

Wir betrachten nun einen Lift ® 4 von A, der Dehn-Twist ldngs aller Zylindermitten der
zu A gehorenden Zylinderzerlegung von X, ,, ist.

Die Wege v; und v3 sind homolog zu Zylindermitten obiger Zylinderzerlegung, es gilt also

Eig(®4,1) = ([v1], [v3]).
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Wir betrachten weiter einen Lift &5 der Matrix B mit obigen Eigenschaften. Die Wege
vy und vz sind wieder homolog zu Zylindermitten, also gilt

Eig(®p,1) = ([va], [v4])-

Die Wege vy, ..., vy

vl

v2 v4

Damit haben wir
dim(Eig(®4,1) N Eig(®p,1)) =0,

und damit die Behauptung gezeigt. O]

3.2.3 Stufenorigamis

Definition 3.2.10. Es sei &£ € N.

(a) Das Origami G}, sei gegeben als Uberlagerung Xg, — FE vom Grad 2k mit Mono-
dromie

z o— (1 2)(3 4)---(2k—1 2k)
y — (2 3)(4 5)---(2k—2 2k—1).

(b) Das Origami St; sei gegeben als Uberlagerung Xg;, — FE vom Grad 2k — 1 mit
Monodromie

z — (1 2)(3 4)---(2k—3 2k—2)
y — (2 3)(4 5)---(2k—2 2k—1).
Bemerkung 3.2.11. Fir alle k € N gilt:

(a) Das Origami Gy hat zwei Verzweigungspunkte, also hat die Fliche X, Geschlecht
k.
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(b) Das Origami Sty hat einen Verzweigungspunkt, also hat die Fliche Xg;, ebenfalls
Geschlecht k.

Beweis. Siehe [Sch, Sec 5.3]. O
Proposition 3.2.12. Sei k € N mit k > 2.

(a) Die Veechgruppe I'(Gy) von Gy, ist die Hauptkongruenzgruppe I'(2).

(b) Die Veechgruppe I'(Sty) von Sty hat die Gestalt

[(Sty) = {(CCL Z) € SLy(Z) |a+c¢ und b+ d sind ungerade}.

Beweis.
(a) Siehe [Sch, Prop.5.9].
(b) Siehe [Sch, Prop.5.11].

Folgerung 3.2.13. Fir k > 2 sind die Matrizen

(o) e )

in I'(Gg) und I'(Sty) enthalten.

Proposition 3.2.14. Es existiert weder in Jac(C(Gy)) noch in Jac(C(Sty)) ein Fizanteil
positiver Dimension.

Beweis. Wie beim vorangegangenen Beispiel liegt der Schliissel zum Beweis darin, ei-
ne Basis von H'(Xg,,Z) bzw. von H'(Xg, ,Z) auszuwihlen, die von horizontalen und
vertikalen Zylindermitten reprasentiert werden.

In folgendem Bild sind diese Zylindermitten zu sehen. Man erkennt am Bild auch, dass
diese paarweise nicht homolog sind.

[ 4 4
[ 4 4 ®
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un
01 2 1
tungen die horizontalen bzw. vertikalen Richtungen sind, kann man den Beweis in volliger
Analogie zum vorigen Beispiel fithren.

Da (1 2 d (1 0) in den jeweiligen Veechgruppen liegen und deren Zylinderrich-

]

3.3 Ein Beispiel mit maximalem Fixanteil

Wir betrachten das Origami W aus Beispiel 2.5.2, das gegeben ist durch die Uberlagerung
p: X — E. Dabei bezeichne X die folgende Flache:

3.3.1 Erzeuger der Fundamentalgruppe

Wir wihlen Erzeuger uq,...,uy der Fundamentalgruppe von X* (i.e. X ohne die Eck-
punkte der Késtchen). Das ist eine freie Gruppe vom Rang 9. Mit dem in Abschnitt 4.1
beschriebenen Algorithmus erhalten wir folgenden Erzeuger, aufgefasst als Elemente der
FQi

i p—h i =22 e = 1—1, —1
U =2 7, Ug ==Y T 7, Us ==Yy x Y O,

e 2,2 e 3y =1, —1 e 2, =2, —1
Uy = 2T7Y ~, Us (= 2°Yyr "y -, Ug = TYyr “Yy °,
Uy 1= ym‘ly_lx_l, ug = xgy_zx_l, Ug ‘= nyxy_lx_l.

Daraus erhalten wir eine Prisentation von m(X):

_ _ -1,—1
77'1(X>* <u17"'7u9‘ 1—U7U6U5 uy -,
1=ug'u
9 Wh,
1 = uy  usug uy Mugugus

1 = ug uguz T ugug).
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Die Wege

1

A -1, -1 __ —1 — 1. -1
wy = uruguy uy e = yrtyreyr Tty T,

wy = ug tus = ryrlytayr iy

1

w3 1= uy Musug uy uguguy b = ylrlyeyrly oy ™! und

wy = ug “uguz ugug = vyl ty layr Ty oyt

laufen némlich jeweils um eine Ecke von X, sind also = 1 in m(X). Das liefert die
Relationen.

Durch Anwendung einer Folge von Tietze-Transformationen wie in Abschnitt 4.3 sieht
man, dass ug, ..., us Erzeuger von (X)) sind.

Hier die Visualisierung der Wege w1, ..., ug und der Wege wy, ..., ws:

A 5 g A A Mg M
v W o £ + ah

£ - - - 5 £ £ - - N - £

+ 1 H H + + t 1 IIL 1t 1 +

N A M N 3 A M g

v + ah + v £ vt W

ey 3 S S

1|v g &3 v

F
4
L
+
4
T

3 I] S

S 3 ey S S
s + v \E3 s +v \g=s +
ey 3 Fees beres ey 3 Sk bered
T ¥ \E3 v + s &3 v
T bee e e bee T bee T I'Ir bee
1 +H H H +H T 1 +H 1]1 Ht +H T
3 ey bered Sk 3L o, bered Sk
s T v \E3 s + v \E3
ey 3 S beeed ey 3 S beeed
+v g \E3 \g: + s \E3 v

I bee T x]x |lr ] e bee T T
Tt T Ht

3 ey S S 3 I, Reaed
g +v v \E3 2 + v

¥
-+

bee e e bee ]

T
U H HE HF H
¥ T W vt

Relationen in der Fundamentalgruppe.
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3.3.2 Eine Darstellung der Quaternionengruppe

Wir betrachten folgende Matrizen:

3 -2 1 -1 -1 0 -1 0
2 -1 0 -1 -2 1 -1 1

Mi=19 9 4 o|"™=]2 o 1 o
4 -2 2 -1 2 -2 0 -1
-1 0 0 1 -1 0 0 0
2 =11 0 0O -1 0 0

Ms - 1 21 o M 0 0 -1 0
-2 0 0 1 0o 0 0 -1

Die Gruppe, die von My, ..., M, erzeugt wird, ist isomorph zur Quaternionengruppe.

Im Anhang A.1 berechnen wir die Bilder aller 8 Translationen von X unter p und berech-
nen deren Abbildungsmatrizen 71, ..., Ty beziiglich der Basis

([u], [ua] + [ual, [ua] — 2[ug] + [ua], [u1] — 2[ug] + 2[us], [ue] — [us] + [us], [ug])-

Diese sind dann gerade die Matrizen

L 0 L 0 L 0 L 0 (Obei[._lo)
0 M) \0o =M ) \o +m) \o +a, ) WV 2= \p 1)

Da die Gruppe der Translationen von X isomorph zur Quaternionengruppe ist, liefert das
eine treue Darstellung der Quaternionengruppe.

3.3.3 Zwei Beispiele fiir zu I'(4) isomorphe Untergruppen
Sei

r(4) = {(Z Z) €SLy(Z) |a=d=1 (mod4),bzcz()(mod4)}.

I'(4) ist eine Untergruppe von endlichem Index in I'(W) = SLy(Z).

Es gilt:
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3.3.4 Die Lifts

Im Anhang A.2 berechnen wir alle Lifts von Ay, ..., A5 nach Aut(H'(X,Z)), deren Abbil-
dungsmatrizen beziiglich obiger Basis und die Eigenrdume dieser Matrizen zum Eigenwert
1. Wir erhalten die folgenden Ergebnisse.

Lifts von Aj:

Al 0 Al 0 Al 0 Al 0
0 £M;)?\0 £My)"\ 0 £M3)"\ 0 =£M/)

—2
1
A0 B 0
mis((g 4p) D) < X >
0
0
0 0 0 0 -2
0 0 0 0 1
A0 B 1 0 0 0 0
mie( _M4),1>—< SAHBEHEHEE >
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
Lifts von As:
A2 0 AQ 0 AQ 0 A2 0
0 £M;)’\0 =£My)>0\ 0 =£Msz)? \ 0 =£My/)

ga
—
(0]
—~
/_3
i
|
io
N
~__
—
SN—
|
/\
O OO = OO
OO~ O OO
SO = OO OO
_ o O O o O
O OO OO
\/



3.3. EIN BEISPIEL MIT MAXIMALEM FIXANTEIL

Lifts von Aj:

A; 0 A; 0 As
0 +M )"\ 0 +£M) \0

OO RO OO

Lifts von Ajy:

Ay 0 Ay 0 Ay
0 M)’ \ 0 *£My)"\ 0

9]
—
o
—~
Y
o >
|
SO
N
N——
V»—t
S—
Il
—
OO OO = OO
OO O OO

Lifts von As:

As 0 As 0 As
0 +M)°\0 £M) \0 £My

+Ms;

)

|
—_

0

o O O o

o= O O OO

)

_— o O O o o

Ay 0
0 M,

_ o O O o o
S OO O

As 0
0 M,

)

)
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0

0

As O 0

E1g((05 M4>,1>:< 0 >

0

0
0 0 0 0
0 0 0 0
As 0 VAR of |of |o

Elg((o _M4)71)_< 0 ) 1 ’ O ) 0 >

0 0 1 0
0 0 0 1

Wir withlen folgende Untergruppen von Aut(H'(X,Z)):

oo A0 A, 0 Ay 0 Ay, 0 As 0
L 0o —Mm)'\o0o —-m)'\o M) \0o —m)'\0o —M
oo A0 Ay 0 A; 0 Ay 0 As 0
2 0 My)'\o0o M) \0o M)'\o M)'\0o M)/

Beide Untergruppen enthalten keine Bilder von Translationen in Aff(X), sind also iso-
morph zu I'(4).

und

Die Gruppen I'y und T'y operieren auf H'(X,Z), wobei I'y trivial auf einem vierdimensio-
nalen Unterraum operiert, wahrend I'; nur auf dem Nullraum trivial operiert.

Es gibt also iiber I'; einen Fixanteil der Dimension 2, iiber I'y keinen Fixanteil.

3.4 Das Origami Hj3

Das Origami Hj 3 ist uns bereits im letzten Kapitel begegnet, es ist ein charakteristisches
Origami. Nach Beispiel 2.5.2 hat Hj 3 Geschlecht g = 10. Das geometrische Geschlecht
des Randpunktes von C(Hj3) in My ist 3. Auch fiir dieses gilt:

Proposition 3.4.1. Das Origami Hs 3 hat keinen Fizanteil positiver Dimension.
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27 15 12
r-—y r-— —:
5 26 11 20 14 8 26 11 5
17
————— [ \ 4 \ 4 s 4
22 25 19 10 13 16 10 13
1 24
[ \ 4 \ 4 : 4 > 4 \ 4 s 4
18
15 27 3 15 27 9 12 22 25
18
[ 2 4 \ 4 \ 4 4 4
26 14 11
17 2 23 23 17 2 2 23 17
8 5 20
[ \ 4 \ 4 \ 4 : 4 \ 4 s 4
4 7 1 4 7 25 19 24 25
16
[ . 4 \ 4 4 4 4 ®
3 22
24 9 12 21 6 18 21 6
r—ly [ \ 4 > 4 S
17
14 8 20 11 5 26 8 20 14
r——l r——el r———————l
7 4 19

Das Origami Hs 3

Beweis. Bei diesem Origami ist es unabdingbar, explizit die Lifts einiger Elemente seiner
Veechgruppe nach Aut(H'(X,Z)) zu berechnen und deren Eigenrdume zu schneiden.

Analog zum vohergehenden Beispiel berechnen wir Erzeuger von m(X):

V1 .
V3 .
Vs .
U7 .
Vg .
V11 -
V13 -
V15 -
V17 -

V19 -

x73,

zyPal,

yQI_ly_l

x2y2x_1y_1x_1y_

ryxr Sy loT

1
)

$_1y_1x_

1

Y

1

Y

.CL'Qy.fL'yQZEy_QIE_ly_l,

x2y$y2$71y72x71y7

yryPely”

nyxyx_zy_Qx_

1

bl

1

Y

$2y2$y2$_2y_1£€_

1

?

1

(L’il

Vg .
V4
Vg -
Vg
V10 -
V12 -
V14 -
V16 -
V18 -

Voo -

Y2,

ZEQyiSl’i ,

wylely ey~

yr Yy~

x2yx 3y~ la2,
.Z'le'ny_ly_l.T_ ,
yry*ry e ly”
ryry ey~
yryr 2y a2,

ZL’2y2ZIZ’y_1£E_2y_1£C_ ,

2

1 2

x_7

1
)

2
2

1 1

xi?

1 1

xr o,
2

1
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Wir ergénzen diese mit vy, ..., v9g zu einem System von Erzeugern von m(X*). Dabei
sind vy, . . ., vog Relationen in 7 (X).

Vo1 =y ty loyrty toyr iy,
v 1= yraTly T rayr Ty ey Ty Ty
voy 1= a Ty twya Ty ey Ty Ty,

1 1

zyzty
Iyl’_ly_ll’yl’_ly_lxy_ll’_l,
1

vge =y twyx Ty ey Ty ey

gy 1= ayr Ty ey Ty~

21,1
Ugs -= 2Y"T Y

1 -1,,—1 -1,,—1 -1,,—1,.2
vyr 1= yr Ty ey Ty oy Ty T

vog = x Yyt Yy ey ly ey Tty oy e

Im Folgenden betrachten wir Lifts der Matrizen

1 3 10 5 —4
T1 = (O 1>,T2 = <3 1) undT3 = (4 _3)

nach Staby i+ (g, (U) mit U = 7 (X*), die wir mit dem in [Sch, Sec. 4.1] beschriebe-
nen Algorithmus berechnet haben, und daraus Lifts nach Aut(H'(X,Z)). Die Matrizen
Ty,T5, T3 sind Elemente der Veechgruppe des Heisenberg-Origamis.

Wir betrachten

o1 Fy — B
r — T
y — 2%y
Es gilt:

der(¢y) — <é i’) _ 7.

Wir stellen die Bilder der Erzeuger vy, ..., v wieder als Worte in vy,..., vy dar. Der
dazu verwendete Algorithmus wird in Abschnitt 4.2 beschrieben.
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Es gilt:

=y,

_ -1 -1 -1, -1 -1 -1, -1

= VaU5V17 U2qUs U22UVgV7 Uy V28V1V10Vg U25V9Ugq V1g VU1,
= U3VgV17U9V1,

= V4U7018V10%1,

_ 1, -1
= Uy Vg VgV10V1,
_ =1, -1

)
)
)
)
vs) = vy 'vg 1UsUgUy,
)
)
) = vy tuguy,
)

-1
= V1 Vgly,

-1, -1, -1, -1
= Uy Vg Vg Uy7 U1101807U8V1,

1 -1, -1 -1 -1
= Uy V19 Vg V17 V11V14V13 V1271,

-1,-1, -1, -1 -1 -1 -1,.-1 -1 -1,.-1
= U1 Vg Vg Uq7 V13V17 U20Us U22UgU7 Uy V28V1V10Vg UV25VU9Ugy U1g UsV9U1,

-1, -1,-1 -1 -1 -1 -1,-1 -1 -1, -1
= U1 Vg Uy Uqg V14U17 U20Us V22UgU7 Uy V28V1V10Vg V25V9Uyy U1g UsV9U1,

-1,-1,,-1 -1 -1
U15) = Uy Vg Uy Uyg V14Vqy3 V11V15V1,
-1 -1 1 -1, -1, -1, -1 -1 -1, -1, -1 —1
_ -1, ~1
) = vy Uy V1791,
_ .1, -1
) = v Uy Vigl1ov1,
-1 -1 -1 -1 -1 -1, -1 -1, -1 -1, -1 -1 -1

-1, -1
= Uy Vg U20V9?1.-

Beziiglich der Basis ([v1],.. ., [vy]) von H'(X,Z) hat die Abbildungsmatrix A von ¢; die
Form

1 1 1 1 0 0 0 o 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 o 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0o 1 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0o 0 1 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o -1 1 0 0 1 0 o o0 0 -1 -1 -2 -1 0 1 0 0 0 0
0o -1 0 1 0 0 1 o 0 O 1 0 -1 -2 -1 1 0 0 -1 0
0 2 o 0 -1 0 1 1 0 O 1 0 1 0 -1 -1 0 -1 -1 0
0 1 1 0 1 -1 0 0O 1 0 0 0 2 2 0 -2 1 0 -1 1
A — |0 1 0o 1 0 1 -1 0 O 1 -1 -1 0 1 0 -1 -1 1 -2 -1
0 0 0o o0 0 0 0 0O 0 O 1 1 0 0 1 1 0 0 -1 0
0 0 0o o0 0 0 0 0O 0 o0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0o o0 0 0 0 0O 0 O 0 -1 1 0 -1 -1 0 0 1 0
0 0 0o o0 0 0 0 0O 0 O 0 1 0 1 1 1 0 0 —1 0
0 0 (V] 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0o o0 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0o -1 1 0 0 0 0 0O o0 0 -1 —1 -2 -1 0 1 1 0 0 0
o -1 0 1 0 0 0 0O 0 O 1 0 -1 -2 -1 1 0 1 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 0O 0 o0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0o 0 0 0 0 0O 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
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Es gilt:

—

sl =l=Relololololelololo oo oo o oo o)

COO0O0O0OHOOO0OO0O0OO0OO0QCO—HOOO

OOOOOOOOOOl.ﬂOOlOOOOO

000000000010%1000000

COO0OO0CO0O0O00O0O~0O0OOOCOOOO0O0O

COO0O0O0O0O0O0O-HOO0OOOOOOOOOO0O

— —

—
[=RelololololoNo oo o) 710010000

OO0 0O0OHOOOODODODODODOOOOO

[eNeloNe]

—
_700000000000100

OCOO0O000O0O~H0OO0O0OO0OO0QOCOOCOOO0O

COO0O0OHHHOOOOOOOOOOOOO

001%1200001000000000

Eig(A,1) = <

Wir betrachten nun

. F2 —_— FQ
r — zy°

P2

Es gilt:

(57)-

., U0 gllt

der(¢z)

)

>

<

)

—

> - -
N N gl
IS IS IS
I |
— —~ —~
— (o] gl
IS IS IS
N— S~— S~—
N N N
S o S

Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..

1
Vg V403,

$2(v4)

-1
V2U5V14 U3,

Pa(vs)

VgU19 V43,

o5 (UG)

—1
15>

¢2(v7) = v;lvﬂ)

P2(vs)

—1
15>

—1 -1
V20V5 U22U8V

13

v;lvl 11}231}21}51}

—1
V13V16V19

-1
12

VaU21V1V

-1 —1
3 12

P2(v9)

-1, -1 -1

V2U18V20V

1 -1 -1 —1 -1 .—1 —1
24 V9U19 U1 V11 Vg Vs Ugg

V11V150

V19V

v

$2(v10)

V12V11,

—1.-1
Ug Uy

¢2(Ul1)

Po(v12) = 7151?12111127141)3,

-1, -1 -1

¢2(U13)
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= V1501473,

$2(v14)

V15,

¢2(U15)

-1
= V3 V1603,

¢2(Ul6)

-1 -1 -1 —1 -1 -1 -1 -1
G2(V17) = V3 Uy VU VaaU21V1V15 V13V16U1g Uy Vg U23UaU5U15 U173,

P2(v1s)

-1
19 U403,

V18U20V

-1 1 -1
-1
16

P2(v19)

V3.

’11)4 Y00

Ug

O2 (U20)

.y [vao]) von H'(X,Z) hat die Abbildungsmatrix B von ¢, die

Beziiglich der Basis ([v1], ..

Form

— —
— —
—
OO 0000000000000 |~

[a — —

OO0 O0O0O0O0O0OO0OO0O0O0O0O0O-HOOOO
COO0OO0O00QCO0OO0Q0O0CO0O0OHOOOOO

OCO0O-HOO0OQOO0OQOO0OO0OO0OO0OO0OHHOOOOO
— —
OO0 O0O0O0O0O0OO0O0CO-HOOOOOOOO

o o OO0 O0O0O0OHHOOOOOOOO

—
(|
— ~N —

— —
— — — —
02070001000_00_10071
— —

—
00110100000_00000000

—
011010000000000_0000

(=Nl locjolclolo ool jcholooNe)
OO -HOO0OOO0OOO0OODOOOOOOOOOO0O
OO0 000O0O0OO0CO0O0OO0OO0OO0O0OOOO0O

HH A0 0000000000000 0OO0O

I
Q

Es gilt:

—

—
1000_000000000000001

—
700010001_‘00000000100

10000011_‘000000001000

[=lejelolojoojeoojojojoojoN ol A==

OO0 O0CO0OO0O0OO0OO0O0OO0O0O0O0O~0O0O0OOO

OO0 O0CO0OO0OHOOOOOO—=0O0O0OOOOO

—
1000_000000010000000

—
1000_000000000000010

[=RelelolololololooloRsi~lelolololeloie)

[=RoleioNeoloNolololololololoBolo oo BoR =)

QOO0 O0CO0OHOOO0OOHOOOOOOOOO

[=R=RoNeloloojoojolojolcjcjo e =Roha)

[=RsRelolojojojojojojojojeojoololoolok=)

Eig(B,1) = <

Wir betrachten nun

Fy

(zy)te

y — (yz)7 a7l

By, —

b3

xr

Es gilt:

)

¥

der(¢3)
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Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vy gilt:

-1 -1
¢3(Ul) = V10V4V7V104V7V18V20V1g V14 V18V20V2V5,
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
¢3(U2) = Us Vg Vg U3 Uy Uy Uy Uy,
-1 -1 -1, -1 -1 -1 -1 —-1,-1 -1
O3(v3) = U5 Uy Ugg Upg U14V16VUg Vg7 V13U5 Uy Ugy U1UsU190g
_ -1, —-1,.—-1, —1 -1, -1, -1, -1, —1
$3(vs) = U5 Uy gy Upg V1aV16Vsg Urg V7 Uy Uy
-1 -1 -1, -1 -1
* Uy "U19Vg U24Uq5 U1q V12V1g V20V2V5,
¢3(U5) = V10V4V7V1V3VgV2V5V2V5,
_ -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
¢3(UG) = V9U1g Uy Uy V23V2U5V13 V17U9gU1g U1y V18U20V16 V14 V18U20V2V5,
-1 -1 -1 -1 -1 -1
O3(v7) = U5 Uy Vg V1gUgp V11U15V54 VgUig U7,
_ -1 -1 -1 -1
¢3(U8) = V1V4V7V1V3V6V3VgVU20V5 ~ U22VUgV15 U171 U20V5  U22U8,
_ -1, -1,-1 -1 -1, -1 -1
d3(vg) = WU Uy V] Va3UoU5U3 U17VUeV1g Vg3 V12U7
-1 -1 -1, -1 -1 -1 -1
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
* Vg V11 Ug Ug Ugg V2UgU 5 V14V16V1 Ugy V1V10
-1 -1 -1 -1 -1,-1 -1 —1
* Vyg V11V15V9y V9U1g V18 V11 Vg U3 Vg UV2UsV2V5
_ -1 -1, -1 -1 -1 -1 -1 -1
P3(vi0) = U5 Uy Vyg UigVsa V11V15V5y VoUtg V10Vz Vi3V17 V2o
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
* Vg " V22UgU7 Uy "U28V1V10V19 V13V14 V18V20V1g V14 V18V20V2Us5,
_ -1, -1, -1, —1 -1, -1
G3(v11) = Uy Uy Uyg Upg VisUg Uy U2UsUgU11V18V19
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
* Vg UV2qUyg Vg V12VU1g Uy V27U1VU1g Uyyq V15Vg Uy Uy Uy -,
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
¢3(vi2) = V5 Uy Uy Vig Uiy U2oUs V22UsUps
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
* Uyq V13V17 U20V5 U22UgU7 Uy V28V1V10V19 V13V14
-1 -1
* V18U20V1g V14 V18V20V2V5,
_ -1, -1, -1, -1, —1 -1 -1, -1
P3(v13) = U5 Uy gy Upg Upp UggUs U2aUglps Uy Vi3,
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
G$3(V14) = VIV4V7V18V20Vg Vag UgUpg Uy Vgg V1U7Vs Uag Us
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
* Ugg V17V13 V12V Uy Ugg V1U7VUg  Ugy UsUgq V17,
_ -1 -1 -1 -1 -1 -1
¢3(U15) = V104V7V8V 5 V14V16V Vg7 V1V10V19 V11V15Vg4 V9U1g
-1 -1 -1 -1, -1 -1 -1 -1
* Vg V11 Vg Vg Ugg V2UsV1 5 VUyq U20Us ~U22Us,
_ -1 -1 -1, -1 -1 -1 -1
¢3(016) = V17 U20VUs " U22UgUy Uy U2gV1V10V19 V13V17 U20V5 V22
-1, -1 -1 -1, -1 -1 —-1,.—1
* VgUy " Uy U28V1V10Vg  V25U9Ug Uyg VgV V14V16V1  Vay
-1 -1 -1 -1 -1, -1 -1 —1
* V1V10V 19 V11V15Vg4 V9U1g VUyg Uy Vg Vg  UVgg U2U5V2Us5,
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
¢3(U17) = Us Vg Vg Uyg U1y V20Us V22U8V15 Uy V17,
_ -1 -1 -1 -1 -1
¢3(U18) = V1V4U7U8V15 V14V16V1 Vg7 V1U10V19 V11V15V94 Vg

11 -1 -1, —1, 1 -1 11
* Upg U1g V11 Vg Vg Ugg V2UsV15 V14V16V1 Vgy V1V10

-1 -1 -1
% Ul2 ’01111151)24 U9U19 V20V2Vs5,



o1

-1
4
1. -1
Vg1 UgUyg
-1
18
—1
26 U2UsU2Us5,

(Y

—1

19 Y
—1
1

-1 -1
-1

U3

V11V15V4
VU5V V5.

-1
—1
13 V12V
-1, -1
11 Ys
-1, -1
3 26

(Y

1
16 U
—1

—1

6 /l)

U11V150
-1
19

-1

11

—1

12

V1709V
v

-1
’01?)107)12
v

2_01?]101]
-1
13
—1, -1
1 V27
11111)151)2_41U9U
-1
V18
-y [va0]) von H'(X,Z) hat die Abbildungsmatrix C' von ¢3 die

-1
2 U

1. -1
2 Uy

(¥
(Y

-1
5
-1
12
-1
5

(%

-1,,-1, -1, -1 -1 -1, -1
(%

* Uy 11)231)2'1]5’1]
* V14V160
* U

$3(v19)
$3(v20)

3.4. DAS ORIGAMI Hj 3

Beziiglich der Basis ([v1], ..

Form

— — — — —

o m
I

—1

— — [a] —
SO A AN oONONO

— ~ o~ — —

— —
o~ 7000210_

— [a\] [a] — —

[\ — N~ AN o
0000,0,201, ,2____103
— — o — O~ — — —
[ I i B N R I I B |

— — (2] [a\] — o~ —
0000707113172_1__2_2
[a] N~ [} — [\ lap]
_4_,3,02420772011__0

[a\] — —

— — — —
O_OO ,010111 ,001000_ |

— — — N a1} —

NN~ N~ O0 000000000000

— — N — — ™ —
_00,00707 | ,101_10_1_

3] ™ N — —

N
| O I

OO0 O0OO0COOOOOOO

— —

I
O

Es gilt:

—

OCOHOO 100000000000 OOO0O

OO0~ 0000000000000 OO0O

—FO0OHO0000O0O-HOHOOOOOOOOO

— — —

— —

oo oo

—
| 70000010000

0
0
0
0

— -
7700000100000

OO0 -HOOO0OOO0OHOOOHOOOOOO

— —

— — — —
| _O 7000 70 70100000000

OO0 O—-00O0OO0OQOOOOOO0OOOO0O

[eeolcjojcolcjolcoloBolcolcolchoRo S

—
OO~ OOOOo 700000000010

~—

Eig(C®,1)

(0).

Eig(A,1) N Eig(B,1) N Eig(C*% 1)

Damit folgt die Behauptung.

Daran sieht man
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Der Teilraum

52

[v2] — [v12] — [v10] + va0]) € H'(X, 7Z)

(by == [vg] + [vg] + [v10], b2 :

., bag) von

(b, ..

. [v20]) (die natiirlich von der

., bao € HY(X,Z)\ U zu einer Basis B :

ococo -

=Rk Ne)

oO-0O0o

- o o0

oo oo

[=Relele)

oo oo

ococoo

oo oo

oo oo

oo oo

oo oo

[=RoNelo)

oo oo

oo oo

oo oo

[=Releie)

oo oo

HY(X,Z). Fiir die Matrix S des Basiswechsels von ([vy], ..

bleibt invariant unter der Operation der affinen Gruppe.
Wahl von B abhéngt) erhalten wir

Wir ergénzen {by, by} mit b3, ..

Setzen wir A := S~'AS, B := S~'BS, und C := S~1CS, so folgt

oo

oo

oo

oo

o o

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oo

oSO~

=R}

o oo

ococo

ococo

o oo

o oo

=R}

o oo

ococo
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5 —4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4 -3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 1 0 0 2 —2 0 1 —1 0 0 —2 —2 0 —1 -3 —1
0 0 2 0 —1 -3 0 —1 -3 —2 1 —1 0 1 0 —1 0 —1 —2 0
0 0 —1 1 1 1 —1 —3 2 -2 0 —3 -2 2 —2 —1 -2 0 1 1
0 0 1 1 1 0 0 2 -2 0 1 —1 0 1 -2 -3 0 —1 —3 —1
0 0 1 —1 —1 -2 1 —1 -2 -3 1 -2 0 3 0 -3 0 —1 —1 0
0 0 0 0 0 0 0 2 2 1 -2 2 1 —2 3 3 1 2 2 0
~ 0 0 -2 —1 0 2 1 0 4 1 —1 0 0 —1 1 2 0 2 4 0
C — 0 0 0 -1 0 0 1 0 2 3 —1 1 0 -2 1 3 0 2 3 0
0 0 0 -1 0 0 1 -1 0 1 0 -2 -2 0 —1 0 -2 1 1 -1
0 0 0 1 0 0 -1 0 -1 -3 1 -1 0 1 -1 -2 0 -2 -2 0
0 0 1 0 0 —1 0 0 -2 2 0 2 1 —1 0 1 0 0 -2 0
0 0 1 1 1 -1 0 1 3 —1 —2 -2 0 0 1 1 0 3 2 0
0 0 0 —1 0 0 1 —1 0 1 1 —1 —1 0 —1 0 —1 0 1 0
0 0 1 1 1 —1 0 1 2 0 —2 —1 0 0 1 1 0 3 1 0
0 0 —1 0 0 1 0 0 1 —1 0 —1 0 2 0 —2 1 0 1 0
0 0 —1 —2 —2 0 0 —2 —4 0 2 1 —1 1 —1 —2 —1 -3 —2 —1
0 0 1 1 0 —1 —1 0 -3 —1 1 0 0 0 —1 —1 0 —2 -3 0
0 0 —1 —1 —2 0 —1 0 —2 0 1 3 0 —1 1 1 0 —1 —1 —1
Auf U operieren ¢q, ¢ und ¢3 also wie T, 15 und T3.

3.5 Das 108er Origami
Wir betrachten das O : (X — E) aus Beispiel 2.5.2.
Satz 3.5.1. In Jac(C(Oys)) gibt es einen Fizanteil der (komplezen) Dimension 12.

Beweis. Hier soll lediglich die Beweisidee dargestellt werden.

Die Hauptkongruenzgruppe

r(6) = {(‘C‘ Z) € SLy(Z) |a=d=1 (mod 6),b=c =0 (mod 6)}

operiert trivial auf einem 24-dimensionalen Unterraum von H'(X,Z).
Um das zu sehen, muss man analog zu obigem Beispiel die Lifts eines Systems von Erzeu-
gern von I'(6) nach Aut(H'(X,Z)) berechnen und deren Eigenriume zu schneiden. Das
soll hier mangels Platz nicht weiter ausgefiihrt werden.

O






Kapitel 4

Ein Exkurs in die algorithmische
Gruppentheorie

Die meisten Rechnungen in dieser Arbeit sind Berechnungen in endlich prisentierten und
in freien Gruppen. In diesem Kapitel wollen wir einige Techniken vorstellen, die dabei
zumeist stillschweigend verwendet werden.

4.1 Erzeuger von Untergruppen endlich erzeugter Grup-
pen
Folgendes Problem ist zu losen: Gegeben sei eine Untergruppe H einer endlich erzeugten

Gruppe G sowie ein System von Nebenklassenvertretern. Gesucht ist eine moglichst kleine
Menge von Erzeugern von H.

4.1.1 Ein Satz von Schreier

Eine Losung des obigen Problems liefert der folgende Satz.

Satz 4.1.1 (Schreier). Gegeben seien eine endlich erzeugte Gruppe G und eine Unter-
gruppe H < G. Es sei A := {x1,...,x} ein System von Erzeugern von G und T := H\G.
Weiter sei fiir jedes p € T' ein Vertreter u, gewdhlt. Dabei sei uy := 1. Fir p € T und
x € A sei o(p,x) gegeben durch:

o(p,x) :=uy-x- u;l,

wobei ¢ = p - x. Dann ist
{o(p,x) |z €A, peT}

ein System von Erzeugern von H.

Beweis. [MKS, Theorem 2.7] O

95
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4.1.2 FErzeuger von Fundamentalgruppen von Origamis

Im Allgemeinen ist das Erzeugendensystem aus Satz 4.1.1 nicht minimal, es ist oft deutlich
grofer als der Rang von H. Anders liegt der Fall, wenn G = F;, und H := 7 (X*, P) die
Fundamentalgruppe eines Origamis O := (p : X — FE) ist, wobei P als der Mittelpunkt
eines der Késtchen von O gewahlt sei.

Wir setzen voraus, dass die Késtchen des Origamis bereits so weit verklebt sind, dass sie
eine zusammenhangende und einfach zusammenhéngende Teilmenge von C bilden. Wir
erhalten ein System von Erzeugern von H mit dem folgenden Algorithmus:

e Suche einen Weg 7, der P mit dem Mittelpunkt eines anderen Késtchens verbindet.

e Suche einen Weg 7, der iiber eine Kante des mit 7, erreichten Kastchens zum
Mittelpunkt seines Nachbarn geht und in P endet.

e Die Homologieklasse des Wegs 1 * 9 ist ein Erzeuger von H.

e Wiederhole das mit allen Késtchen und allen Kanten, das liefert ein System von
Erzeugern von H.

Interpretiert man die Wege als Worte in Fy, so liefert obiger Algorithmus genau das
Erzeugendensystem aus Satz 4.1.1. Ein Weg, der P mit dem Mittelpunkt des Késtchens
j verbindet ist namlich gerade ein Vertreter der zu j gehorenden Nebenklasse von H \ Fy.

Man muss hierbei aber nur Wege v, betrachten, die vom Mittelpunkt des mit v, erreichten
Kastchens iiber eine dufsere Kante laufen, ansonsten ist v5 *vy; ~ id. Man erhélt also eine
wesentlich kleinere Menge von Erzeugern als im allgemeinen Fall.

4.2 Konstruktiver Elementtest

In diesem Abschnitt wollen wir das folgende Problem besprechen. Gegeben sei eine Unter-
gruppe U = (vy,...,v,) von Fy = (z,y) und ein Wort w in U. Gesucht ist eine Darstellung
von w als Wort in vy,...,v,.

4.2.1 Ein naiver Algorithmus

Wir wollen zunéchst einen elementaren Algorithmus vorstellen, der das Problem fiir Un-
tergruppen von Fy 10st:

e Bestimme den Erzeuger v, der auf den meisten Stellen von vorne gelesen mit w
iibereinstimmt.

e Streiche diese Stellen aus w und aus v.
e Fiige das Inverse der iibrigen Stellen von v von vorne an den Rest von w an.

e Schreibe v in eine Liste.
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e Wiederhole das mit dem so aus w entstandenen Wort, solange, bis nur noch das
leere Wort iibrig bleibt.

e Aus der Liste liest man die gesuchte Darstellung von w ab.

Dieser Algorithmus terminiert und liefert das korrekte Ergebnis fiir jedes w € U.

4.2.2 FEin Ansatz mit Hilfe endlicher Automaten

Mit Hilfe der Theorie endlicher Automaten kann man Algorithmen zur Losung unseres
Problems konstruieren, deren Aufwand linear in der Lénge des Wortes w wéchst, sofern
man ein System von Nebenklassenvertretern von U\ F» kennt. In diesem Abschnitt wollen
wir einen solchen vorstellen.

Definition 4.2.1.

(a) Ein endlicher Automat A ist ein Tupel A = (Q, X, d,qo,T). Dabei seien @ und X
endliche Mengen, 0 : @ x X — @ eine Abbildung, sowie ¢y ein Element von @)
und 7T eine Teilmenge von ). Man nennt ) die Zustandsmenge des Automaten, X
sein Alphabet, § die Ubergangsfunktion, gy den Startzustand und T die Menge der
Terminalzustinde von A. Fiir 6(p, r) = q schreiben wir auch p - g.

(b) Die Abbildung ¢ induziert eine Abbildung X — Abb(Q, @), die eindeutig fortgesetzt
werden kann zu einer Abbildung 6* : X* — Abb(Q, @), wo X* das freie Monoid mit
Basis X bezeichne. Ein Automat akzeptiert ein Wort w € X*, wenn 0*(w)(qo) € T
Die Menge aller vom Automaten A akzeptierten Worter heifst die von A akzeptierte
Sprache und wird mit £(.A) bezeichnet.

(c) Essei X eine endliche Menge, F(X) die freie Gruppe iiber X und H < F(X) mit
(F(X): H) < co. Der Automat

As(H) := (H\ F(X),X* 6, H {H)}),

wobei 0 gegeben ist durch
d(Hr,z) :== Hrz,

heillt Schreier-Automat von H.

Mit dem Schreier-Automaten kann man leicht priifen, ob ein Wort w € F(X) in H liegt
oder nicht. Es ist namlich genau dann w € H, wenn 6*(w)(H) = H gilt.

Fiir jeden Zustand p von Ag(H) sei ein Vertreter p der zugehorigen Nebenklasse gewéhlt,
als Vertreter von H wéhlen wir das leere Wort. Ist nun §(p,z) = ¢, gilt nach Definition
von Ag(H) also Hpxr = Hg und somit prg~! € H.

Wir definieren W (p, z) := prg ! fiir jedes p € Q und jedes z € X. Hat man jetzt ein Wort
w = 01090} € F(X) mit 0; € X* und eine zugehorige Folge von Zustandsiibergingen

o1 o2 o3 Ok
Po—P1 —>P2 — " — Dk,

so gilt
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Poo102 -0 = Wi(pg,01) - D102 0% .

= Wi(po,o1)W(p1,02) - W(pr—1,0%) - Dy -
Ist w ein von Ag(H) akzeptiertes Wort und py = H = py. so gilt demnach

w = W(po,o1) - W(p—-1,0%). (*)

Hat man noch fiir jedes p € @ und jedes x € X eine Darstellung von W (p, z) in Erzeugern
von H, so liefert (%) eine Darstellung von w in diesen Erzeugern.

Erweitert man den Automaten Ag(H), indem man einem Tripel (p, x,q) € @ X X x Q) mit
d(p,x) = q eine Darstellung € von W (p,x) in gewdhlten Erzeugern von H zuordnet, so
16st dieser erweiterte Automat unser Problem. Man nennt diese Erweiterung von Ag(H)
erweiterten Schreier-Automaten von H und notiert dessen Zustandsiibergénge mit p ——

q.

Beispiel: Ein erweiterter Schreier-Automat zum Origami L,

Wir betrachten als Beispiel den erweiterten Schreier-Automaten zur Untergruppe H < F3,
die zum Origami Lg » gehért, wobei H von vy, ..., v4 mit vy := 1z, vg := y~ 2, v3 := yx 2y !
und vy := yryz~'y~! erzeugt wird. Ein System von Nebenklassenvertretern von H \ F

ist {1, z,yx}. Der Automat hat dann die Form:

Fiir Algorithmen, um zu gegebenem H und zu einer gegebenen Menge von Erzeugern von
H den erweiterten Schreier-Automaten zu konstruieren, sei auf [Si] und [Sv| verwiesen.

4.3 Vereinfachung von Prasentationen

Es sei G eine endlich préisentierte Gruppe. Hat man sich eine Prisentation G = (X | R)
von G beschafft, wo X und R endlich sind, hat man oft mehr Erzeuger und Relatio-
nen, als notwendig sind. Es gibt mehrere Strategien um eine gegebene Prasentation zu
vereinfachen, wir wollen hier die Benutzung von Tietze- Transformationen vorfithren.
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Definition 4.3.1. Sei R der Normalabschluss von R in F(X). Die Operationen
(a) (X|R) — (X|R,r)mitr € R, und

(b) (X|R) — (X,a| R,a=w) mit we F(X)
sowie deren Inverse heifsen Tietze-Transformationen.

Satz 4.3.2. Zwei Prisentationen prdisentieren genau dann dieselbe Gruppe, wenn sie
durch eine Folge von Tietze- Transformationen ineinander iibergehen.

Beweis. Siehe [MKS, Theorem 1.5]. O

Korollar 4.3.3. Zwei endliche Prdsentationen prdsentieren genau dann dieselbe Gruppe,
wenn sie durch eine endliche Folge von Tietze-Transformationen ineinander tibergehen.

Beispiel 4.3.4. Fiir die Fundamentalgruppe G des Origamis W aus Abschnitt 3.3 haben
wir die Prasentation

G = <’Ul,...,U9 | Tl,’I“Q,Tg,’I"4>,
wobei
r o= vwwglvfl, ry = vglv5,
ry = v;lvgvglvglvlvgvgl, ry = 'U8_1”U4U3_1?]2”l}9.

Aus der Relation ry erhalten wir vg = vs, wir knnen also den Erzeuger vy und die Relation
ro streichen und in jeder der anderen Relationen vy durch vs ersetzen. Mit r; sehen wir
V7 = V10504 ! und von r, bekommen wir vy = V4Us Lvevs. Wir kénnen somit auch die
Erzeuger v; und xg sowie die Relationen r; und r4 streichen und erhalten als Prasentation
fiir unsere Gruppe dann

—1, -1 1 —1 ~1, -1
G = (V1, V2, U3, V4, Vs, Vg | Uy U305 Vg V10405 VaUsUU5 U] ).






Anhang A

Rechnungen zum Origami W

Hier werden ausfiihrlich alle Rechnungen vorgefiihrt, die in den Abschnitten 3.3.2 und
3.3.3 der besseren Lesbarkeit halber weggelassen wurden.

A.1 Lifts der Einheitsmatrix

Wir betrachten wieder das Origami W : X* — E* mit den Erzeugern uy,...,ug von
m1(X*) und den Wegen wy,...,ws aus Abschnitt 3.3. Fiir die weiteren Berechnungen
benutzen wir das System von Erzeugern {vy, ..., v} gegeben durch v; := w; firi =1,...,6

und v7 1= wq, Vg 1= Wa, Vg := W3.

Wir betrachten im Folgenden die Lifts ¢1,. .., ¢s der (2 x 2)-Einheitsmatrix I € SLy(Z)
nach Staba,e+(m)(U) mit U := 7 (X*) und berechnen die Abbildungsmatrizen gi,...,gs
von p(¢1), ..., p(¢s) beziiglich der Basis ([v1],. .., [ve]) von H'(X,Z).

Wir setzen ¢; := idp, und erhalten

100000
010000
loo1000
=10 00100
0000T10
000001
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Jetzt definieren wir ¢s, ..., ¢s der Reihe nach durch Angabe der Bilder der Erzeuger x
und y von Fs.

Jetzt betrachten wir

¢21F2 — Fy
r +— T

Yy — Ty .

Es gilt: ¢ = inn, o ¢;. Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vs haben wir damit
g g

P2(v1) = vy, P2 (va) = V303 ",

92(vs3) = vavrvivsvg ', da(vs) = vy vavguy vgvgUrYUSYG

Pa(v5) = vi 'vrvivsvg t, a(ve) = vsvrvrvsvg

Wir erhalten

1 0 1 0 0 1
00 0 1 0 0
o1 0 -1 0 o0
210 0 1 1 0 0
0 -1 1 1 1 2

00 -1 0 -1 -1
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Jetzt betrachten wir

O3 Fy — Py

r T

Yy nyx_z.

Es gilt: ¢3 = inn,2 o ¢;. Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vs haben wir damit
¢3(v1) = v1, ¢3(v2) = vau,

P3(v3) = v 'wass ugveUrV Vs Tugs Y, ds(vg) = vy Mg,

¢3(vs) = vy togvs !, $3(vs) = vy fvrvivsvg ugvs

Wir erhalten

g3

OO OO O

OO = OO -

S OO O
o O

O O O OO

Jetzt betrachten wir

¢4iF2—> FQ
r xr

y +— ziyx3.

Es gilt: ¢4 = inn,s o ¢1. Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vs haben wir damit

Pa(v1) = vy, Pa(va) = Uf1U2U60§1U4UQU7U105081?11;
Ga(v3) = v7 'vavevs ", Pa(va) = vy tvgus !,

da(vs) = v tveus L, pu(vs) = vy tuguy tugus L

Wir erhalten

1 -1 -1 -1 -1
1 1 0 0 0
-1 0 1 0 O
1 0 0 0 O
1 -1 -1 -1 =2
o 1 0 1 1

ga

(ol il el S



64 ANHANG A. RECHNUNGEN ZUM ORIGAMI W

Jetzt betrachten wir

¢51F2 — F2

r — lyxy o2
y —  2lyr 2
Es gilt: ¢5 = inn,2, o ¢1. Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vs haben wir damit
_ -1 -1 _ -1 -1
¢5(U1) = VgU7V1U5Vg UgUs ¢5(02) = V4U7UV1V5V¢g UgVs
—1 —1, =1, 1 —1
¢5(v3) = V505 Vg, ¢5(va) = V505 V65 Uy V7 Vg,

_ -1 -1 -1 -1 —1 -1 -1 -1 —
¢5(vs) = vsvg vgvs vr s ug Ty, ds(vs) = vsvg vsvs toy tus tug .

Wir erhalten

1 1 0 -1 -1 -1
0 0 1 1 1 1
100 0 0 -1 O
5=1o 1 0 0 0 -1
O 01 0 0 O
0 -1 0 1 1 1
Jetzt betrachten wir
O [y — I
r — yry !
Es gilt: ¢¢ = inn, o ¢;. Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vs haben wir damit
Pe(v1) = U701U5U§1USU§17)67 ®6(v2) = Vavg,
d6(vs) = v5 g, p6(vs) = vg v,

1

P6(vs) = vg vsvg tvgus toy ur T oy tusug tuy Ty, g(vs) = vg oy o vy

Wir erhalten

10 0 0 0 1
01 0 0 —1 -1
foo 0o 0o 1 o0
$=1o0o 1 1 0 1
00 -1 0 0 0
01 0 —1 -1 —1
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Jetzt betrachten wir

Es gilt: ¢7 = inn,, o ¢. Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..

Wir erhalten

Jetzt betrachten wir

Es gilt: ¢g = inn,, o ¢;. Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..

¢7: Fy —
r — zyry loT

Yy

1 1 0
0 0 1
o1 41
9= 10 0o 1
0 1 0

0 -1 1
¢81F2 —

xr +—

Yy — yryzrly”

Fy
1

xyx L.

., Vg haben wir damit

1 0 0
1 0 1
1 -1 -2
1 1 1
1 0 0
1 0 1
Iy
yry !

1

., Vg haben wir damit
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Wir erhalten

1 0 0 0 -1 0

0o 1 0 0 0 -1
o111 1 2
$=1o 1 0 0 -1 -1
0 -1 0 1 0 0

0 1 -1 -1 0 -1

Damit haben wir acht Lifts von I gefunden, die sich auf H'(X,Z) unterscheiden. Die
von gi,...,gs erzeugte Gruppe muss also isomorph zur Gruppe der Translationen von
X sein. Das ist aber gerade die Quaternionengruppe. Damit liefert p eine Darstellung
der Quaternionengruppe nach Aut(H'(X,Z)). Diese Darstellung ist treu nach Abschnitt
2.3.4.

Es sei S die Matrix des Basiswechsels [v1] — [v1], [va] +— [ve] + [v4], [v3] — [v2] — 2[v3] +

[va], [v4] = [vo] — [v3] + [vs], [vs] = [v1] — 2[ve] + 2[vs], [ve] — [vg].
Dann gilt:
S1g,8 = (é ]\21) 19,8 — (é ]\32) S1gsS = (é —?\41>’

~
o
N———
42
QH
ot
n
I
N\
O~
= o
w
N———
4
QH
(=)
n
Il
7 N
O~
|
io
w
N———

—1 _
S g4S - (0 _M2

I 0 I 0
-1 _ -1 —
S 975—(0 M4>’ S 985_(0 —M4)'

Dabei bezeichne

1 0 0 0 3 —2 1 -1
0 -1 0 0 2 -1 0 -1
My = 0o 0 -1 0 My:=1| o o 4 K
0o 0 0 -1 4 -2 2 —1
-1 0 -1 0 1 0 0 1
92 1 -1 1 2 —1 1 0
Ms:=1f o o 1 ol Mi= 4y 9 1 9
2 —2 0 -1 2 0 0 1
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A.2 Lifts von I'(4)

In diesem Abschnitt bestimmen wir jeweils einen Lift nach Staby .+ g, (U) mit U :=
71 (X*) der Matrizen

-7 4 1 0 —-11 4 5 —4 —11 8
—-16 9)'\—4 1)"\-36 13)'\4 -3/’ \—40 29

::\:41 =:Ay ::‘:43 2744 2?1,45
und berechnen deren Abbildungsmatrizen By, ..., By beziiglich der Basis ([v1],. .., [vs])
von H'(X,Z).
Es seien
wy = oy 2y 2y B Yy ey By
und

wy = yrrytyryiryie.

Wir definieren
¢1Z Fé — Fé

T — w

Yy FH— Wa.
-7 4
Dann ist 1) =
Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vs haben wir damit
_ 1, -1 -1, 1, —1 1 —1 1,1, -1, 1 1 1 -1
O1(v1) = VgU5 U] U7 Vg Uy UsUg Uy V1UsUg Uy Uy UsUs Uy UVgls U

* U7_1?]9_1'l}4_1/037}6_11)2_11)1’05?]6_1'l}2_1/03_1'U61)5_1Ul_1?]7_11}4_1?]5?)8_11)6

1 1

* vglvl_ v;lvg_lvz11}31}6_12)2_1vlv5v3_11)2_1v61}5_1v1_ 1}7—12)9—1“4—1?}3

* UglﬂglU;1U5Ug1UGUgIU;1U;1U§1021U3Ug1U51U1U5U81U;lvgl

1 1 1 1

* VgUs vflv; 114_11}2_11)61)5_1211_11)7_ ’09_1’1)4_11)3'06_1212_11)4_1’051)3_ Vg

* 1)5_1111_11)7_12];11)5118_1v6v5_1vflv7—1vg_lvglvgvglv;lvl%vglv;l

* vglv6vg1vflv;lvglvglvgvglvglv;lvg,vglvglvglvﬁvglvfl
* v;1v4_1115118_1,

~1 ~1 -1 -1, -1, 1. -1 -1 -1 -1
01(v2) = VgV5 V4 UV1V5Vg  V3UaUgU5 Uy Uy Uy UsUg UgUs Uy Uy Ug

* U4_1U31]6_1U2_1U1U5U6_1U2_1U3_106U5_11)1_11}7_1'1}9_11]4_17}31)6_11}2_11)4;1

-1, -1, -1 -1, -1,,-1, -1 -1
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-1 -1 -1 -1 -1 -1
¢1(U3) = VgUs V4U7U1VU5Vg  V3V2VU3V5 VUV Vg  UV4U9U7U1V5Vg V3 UV2U6Us
-1 -1 -1
* Uy "UUgU3 " UgU9U7U1 VU504
_ -1 -1 -1 -1 -1 -1
¢1(U4) = VgUs " V4U7U1VU5Vg  UV3V2VU3V5  Vq4U2V6V5  V4U9U7U1V5Vg V3UV2U6Us
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
* Uy "UUgVU3 “UgU9gU7U1U5Vg “ VgV  VgU7U1VU5Vg  U3Us " UgU2UpVg  Ug
-1 -1 -1,,—1 -1 -1
* VgU7U1VU504Vg  VaUqU7V1VU5Vg VU3VU2UUs Uy U2UgU3  VgU7U1U5Vg
-1 -1 -1 -1 -1, -1 -1
* Vgl UqU2UgV5 UVgaUgU7U1VU5Vg V2U3VUs VgU2UeVUs Uy V2UgUs Vg
-1
* V9U7V1U50¢4
_ -1 -1 -1 -1 -1 -1
¢1(U5) = VgUs " V4U7U1VU5Vg  V3V2VU3V5 VU2V V5  UV4U9U7U1V5Vg V3UV2VU6Us
-1 -1 -1 -1 -1 -1 -1
* Uy "UUgU3 " UgU9gU7U1U5Vg VgV  VgUrU1U5Vg  U3Us " UgU2UeVg  Ug
-1 -1 -1, -1 -1 -1
* VgU7U1V50g  VaUqaU7V1U5Vg  V3V2UgU5 V1 UUgU3  VaU9gU7U1U5Vg
* vgvglvﬁvglvflvglvawgl
_ -1 -1 -1 -1 -1 -1
¢1(U6) = VgUs VqU7VU1VU5Vg  V3V2VU3V5 VUV Vg  V4UgU7U1VU5Vg V3UV2V6Us

* Uf1v2v6vglv4vgv7v1U5Ug1vgvg1v4v7vlv5vglvglUglvﬁvglvflv;l

1 -1

* v;lvg)vglvgvglvl—lv?— ’U9_1U4_1’U3?]6_1'U2_1?]1U5U3)_1U2_1’U6?]5_1'U1_1?)7

1 1

* v9_12)4_11}31)6_1v;lvglvg,vglv(;vglvl—lv;lvj UsUg -

Wir erhalten

-7 =2 2 6 40
-16 -3 4 12 8 0
s_| 0 01000
P71 -16 =4 4 13 8 0
0 0O 0 0 1 o0
0 0O 0 0 0 1
Es sei
Gg 0 [y — Fy
r — gy ?
y — Yy
. 1 0
Dann ist 5(¢2) = 41
Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vg haben wir damit
po(v1) = 1)4_1v2_1111115v§1v605_11)1_1v;lvg_11)4_11)31}6_11)2_1011)2_11}4_1

-1, -1, -1, -1 -1 -1, -1 -1
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1 o111 1 -1, 1 1 1
G2(v2) = v VU5 U] V7 Vg Uy U3Ug Uy U1UsU5
¢2(U3) = U3,

_ 1, -1 -1 -1
G2(V4) = Vsv5 U] VaUgls  UglgU7U1VsUg  UgU2Uy,

_ 1, -1 -1 -1
G2(Vs) = Usv5 U] UaUgls  UglgU7U1VsUg  UgU2Us,

1, -1 -1 1, 1,1 -1, 1 1

G2(Vs) = Usv5 U] UaUgls UglgUrU1UsV3 Uy Uy Uy Ug Uy Us

* 1}6_1?]2_11]1’1)5.

Wir erhalten

1 0 0000
-4 -1 02 20
0 0 1000
By = -4 -2 03 20
0 0 0010
0 0 0001

Es seien
wy = x_ly_gx_1y_335_1y_4:v_1y_3x_1y_3x_1y_4:x_1y_3$_1y_?’x_ly_Sx_ly_4x_1y_3

und

wy = yPryPyrytryie.

Wir definieren

(ngFQ E— F2
r H—— w

Yy FH— Wa.

Dann ist G(¢3) = (:;é 143)'
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Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vg haben wir damit

1

1, -1, 1, —1, —1 —1 —1 —1, -1, 1
G3(v1) = Vg5 V] V7 Vg Uy V3lg Vg V1UsV5 Vg Uy Vs

1 1

* 123_12)61)5_11)1_11;7_ 1)4_11}2_12)61}5_11)1_107_ 119_11;4_11)31)6_11)2_11}1

* U5vg1v;lvglU5v§1v6vglvf1v;lvglvglvgvﬁ’lv;lv1v5v§1
* 112_1"03_1vﬁvg1vflv7_1vg_l"04_1vgvﬁ_11)2_11)11;51)6_11}2_11);1051}51
* v6v5_1vfIU;11)4_11)2_1v6v5_1vflv7—lvglvglvgvﬁ_lv;lvl%v;l
* v;lvglvﬁvglvl’lvglvglvagvglv;lvglvg,vs’l%vglvfl

* U7_1?]9_1114_1U3U6_1U2_1011)5?]3_1UG’U5_1111_11}7_11)4_17]2_11)6’05_1111_1

1 1, -1

* Vg v;lvagvglvglvlv5vglv;1v;1U5vglvﬁvglvf1v; Ug

1

* v;lvgvglvglvlvwg—lv;lvglvﬁvglvflv; U9_1114_1U3’U6_1U2_1

1 1 1

* U4_1/U2_1U6U5_1'U1_1/U7_ U9_12)4_11)31)6_1’02_11)17151}6_12)2_11}4_ VUsUs3

* vﬁvglvflv;1vaglv§1v6vglvflv;lv(;lv;lvgvglv;lvf
-1, .-1,-1 -1 -1 -1 —1, —1 —1, .-1,-1 -1 -1
* v2_1UGU5_11)1_11)7_11)9_1U4_1U3U6_1U2_1010511(3_11)2_111;11}503_1@61)51

* vf%{l’ug’lvfvgvglvglvag,vglUGUS’lvflv;lvg’lvagvgl

1 1

* 112_17)1051)3_1@2_11)512}61)5_11)1_11}7_ v;lvglvgvglvglvlvwglv;

1, -1 1 1

* U;1v5vglvﬁvglvf1v; Uy UglvglvﬁvglvfIU; U§1U21U3Ug

* v;lvglvg,vs_l,

_ 1, -1, =1, —1, —1 1 —1 1 =1 1, 1 1
d3(ve) = VgUs V] V7 Vg Uy Uslg Vg VU535 Vgl Uy Vg Uy

* U2_1U6U5_1’U1_1U7_1U9_11)4_1U3’U6_1’02_1U1U5U6_1U2_1U4_1U5’03_1U61)5_1

* vl_lv?_l09_1114_1Ugvﬁ_lv;lvf%vg_11)605_11}1_11)7_11}511)4_1113

1

* vﬁ_lvz_lvlvg,vg_lv;lvglvﬁvglvflv; vglvglvgvglvglvlvg)vﬁ_l

* 1)2_1?)4_11}51)3_1vﬁvglvflv;1v4_11)2_11;3_11)6715_11)1_11}7_11)9_11)4_1

-1, -1, —1 -1
*U3U6 Uy Uy Uslg

-1 -1 -1 -1 -1 -1
qbg(l}g) = VgUs V4U2VeV3  UVaU9U7U1V5Vg V3UU4U7V1V5Vg  V3Vg V4U2V6Us

* vflvgv6vglv4vnglvg)vglvgvgvgvglvflvgvﬁvglvwnglvg,vgl,
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¢3(U4) =

¢3(U5) =

¢3(U6) =

Wir erhalten

U8v5_11)4v2v6vg1v4v91)7v1v5vglv3v2v4v7vlv5vg11}31)5_11}4@21)61}5_1

-1 -1 -1 -1, -1 -1 -1
* Uy "UUgV3 " UaU9gU7U1U5Vg “V3UU3Vs Uy " U2UgVUg  UgU9U7U1 U504

-1 -1 -1 -1 -1,,—1 -1
* VgV VgU2UgV3 UgaUgU7V1VU5Vg U3Us VgU2UeUs Uy  U2UgUs Vg
-1 -1 -1, —1 -1 -1 -1

* UgU7U1U5Vg ~V2UqU7U1U5V0g U3V Uy  V2UgUg  VaUgU7VU1VU5Vg ~UgUs
-1 -1 -1 -1 -1, -1

* VgUUgVU3 ~VgUgU7U1U5Vg  V3UU4U7VU1VU5Vg UgUs ~UgU2VUeUs Uy U2
-1 -1 -1 -1 -1, -1

* VgUs UgUgU7U1U5Vg V2U4qU2V6Vg UgUgU7U1U5Vg  U3UV2U3Vs5 Uy U2
-1 -1 -1 -1, -1 1 -1

* UgUs " UgU9gU7V1UsVg " UgVU5  UgUUgVU5 Uy  V2UgU3V4V9U7VU1V5Vg = V2

* 1141)72;1v51)6_12131)5_1”041)2113715_1vf102060§104vgv7vlv5vg1,

Ug’UglU4’U2U6'U:;1’U4U9U71)1U57}81U3U2U4U7U1U5Ug1U3Ug1U47}2U6Ug1
-1 -1 -1 —-1,—1 -1 -1
* Uy "UUgV3 " UaU9gU7U1VU5Vg UV3UVU3Vs Uy  V2UgUg UgU9U7VU1U5V4
-1 -1 -1 -1 -1, —1 -1
* UgUy UgU2UgV3 UVgaUgU7U1VU5Vg V3Us UgU2UgUs Uy U2UgUs UgUg
-1 -1, -1 -1 -1 -1 -1
* UrU1U5Vg " U3VU5 "VU; U2UgU3 ~VaUgU7U1U5Vg " UgUs  UgU2U6VU5 ~ UqUg
-1 -1 -1 -1 -1,,—1
* U7U1U5Vg  UsVg  UUqU7U1V3VU4V7V1VU5Vg  U3Us ~UgU2VUeUs Uy U2
-1 -1 -1 -1 -1, -1
* VgUs UgUgU7U1V5Vg  VaU4qU2V06VUg UgUgU7U1U5Vg U3UV2U3Vs5 Uy U2
* U6U3_1U4'U91)7111U5U6_1’U8'U3_l?)61}5_1?)1_1U7_1?]9_1'U4_1?)3UG_1?)2_1U4_11)51}8_1,
-1 -1 -1 -1 -1 -1
VgUs V4U2VeV3  V4U9U7VU1V5Vg V3UV4U7V1V5Vg  V3VUs V4U2V6Us
-1 -1 -1 -1, -1 -1 -1
* Uy "UUgU3 " UgU9gU7U1U5Vg “V3VU3Vs Uy  V2UgUg  UgUgU7U1U5Vg ~Ug

* 115_1?)41)21)61)3_11}41}91}71)11151)6_11)3115_1v4vgv6v5_11)1_1v21)61)3_11;41)92)7v1

1 1

* U5Ug1Ugv4v7vlv51}g1U;1U;1U5vglv6vglvflv; Uglvglvwglvf

* U7_1’09_1U4_1@3U6_11)2_1U1’U5U3_1U2_1’03_1'U61)5_1U1_1’U7_1U9_11]4_1U3’U6_1

1 1

—1,—1, =1 -1 -1, -1 -1 -1 —1 —1 —1, =1, —
* Vg Uy Uslg UglUs Uy Vg Vg Uy V3lg Uy U1UsU3 Ugls Uy
* v;lvfv;lv6vg1vflv;lvglvglvgvglvglvlvg,vglv;lv;lvg,

* 113_1"06115_1vl_1v;lvg_lvjlvgvglvglvag,vgl.

11 -4 2 8 6 0
—36 —11 6 24 18 0
| 0 0 1 0 0 0
371 -36 —12 6 25 18 0
0 0 00 1 0
0 0 0 0 0 1
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Es sei
¢4 Fy — Fy

T — (zy)ix
y s (z iy e,

Dann ist 5(¢4) = <Z :g)

Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vs haben wir damit

1 1, -1 —1 —1
G4(V1) = VaUgU5 V4VeUV VsV Vgls U3V V47U UsUg - UaUgUs

* 03U2v6v§1v4vgv7v1115Ug1vgvg1v2v6vglv4v7vlv5vgl,

1, -1 -1, 1, —1 —1 —1
G4(Ve) = Vg5 V] V7 Uy UsUg VaUgls  UVgUrU1UsVg
1, -1, -1, -1, 1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 —1  —1 —1
04(V3) = Vg5 V] V7 Uy VsVg Vg Uslg Ugls Uy Vg Vg Uy Uslg Uy
1, -1 -1, 1, 1 1 1 1 1
G4(va) = VgU5 U] U7 Uy UsUg Uy Uslg Vgl Ug
* v;lvg_lvglvg,vﬁ_lv;lv§1v5v6_lv2_11)605_11}1_11)7_11}3_1
1, -1 -1, —1 1 -1 —1 —1
1, -1, -1, -1, 1 -1 -1 -1 -1 —1
G4(v5) = Vg5 V] V7 Uy VsVg Vg Vsl Vgls Uy Vg
* U9_1U4_1U3U6_1'U2_1U3_1'U5,
1, -1 -1, 1, 1 1 1 —1
04(Vs) = VgU5 U] U7 Uy Vsl Uy Vgls UgU7U1U5Vg  Ualp.
Wir erhalten
5 0 =2 —4 -2 0
41 =2 -4 =20
s_l00 1 0 00
T 140 -2 =3 =20
00 0 O 1 0
00 0 0 0 1

Es sei

wy = y_gx_1y_4x_1y_4x_1y_3x_1y_4x_1y_4x_1y_3x_1y_4x_ly_4x_1y_3a:_1y_4x_1

und
Wy = :Uy4:vy3:vy4xy4:vy3:vy4xy4xy3.
Wir definieren
05 Fy — I
T — W

Yy = ws.
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—11 8
Dann ist =
6(¢5) —40 29
Fiir die Bilder der Erzeuger vy, ..., vs haben wir damit
-1,-1,, -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1

* UllvgvglU;l’l)l/l)g)'l}glfl];lU21@5U51U6U51U;1U;1U§1U;lvgﬂgl

* 02_11)4_1712_11)62)5_1vflv;11)9_1?)4_11131)6_lvglvlvwﬁ_lvglvzl

-1 -1, -1, -1, -1, -1 -1, -1 -1 -1, -1, -1
* UsUg " VUgUs "V Uy "Ug Uy V3Vg Uy V1U5V3 VgUs U; Uy

* 114_1UQ_1061)5_1Uflv;lvg_lv;lvgvﬁ_lv;lvlv5v3_1v2_1@§11)6v5_1

* vl_11)7_lvglvzlvgvﬁ_lvglvlvwglvg11)4_11)52)8_11)61)5_11)1_1117_1

* vglvglvgvﬁ’lvglvlvg,vglv;lvag,vglv6v5’1v1’1v7’1v9’1v4’1

* vgvglvg1124_1715118_11)62;5_1111_1227_1129_121;11)3176_1112_12}1051)51216

* v5_1Ul_lv;lvglvglvglv(;vglvfl0;109_104_11131}6_1112_17)4_1

* ’U;lUﬁvglU;l?);lU;lvll'UgvglU51U1@5U81051U;105U§1U6051

* vflv;lvg_lvzlvgvﬁ_lvg11)11)571511)61)511)1_12)7_1114_17}2_11)61)5_1

* vflv;lvglv;lvgvglvglvlvg,vglv;lv;lvwglvﬁvglvf%{l

* 04_1112_1’03_11)6"05_1vflv%vg_lvglvgvﬁ_lvglvl0506_11)2_1214_11)5

1 1

-1, -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 -1 —
* Ug UglUs U] Uy Vg Uy U3lg Uy Uy Uslg Ugls V] Uy
-1, -1 -1, -1 -1 -1,-1, -1, -1 -1 -1 -1, -1
-1, -1, —1 -1, -1, -1, -1 -1, -1, -1, -1, -1 -1, —1

* U1U51)3_1’02_1U3_1U6U5_1U1_1U7_1’U9_1U4_1U3U6_1U2_1U1U5’U6_1U2_1

-1 -1 -1, -1, -1 -1, -1 -1, —1 -1

*

11 1 11 11
¢05(V2) = V305 V] VaUgls VgUgUrU1VUsVg Ugls  VglaUgls Uy~ Ul

* Ug1v4vgv7vlv5vglvgvgvgvg1vflvwﬁvj;lmvnglv5vg1v21j4vlv5

* vﬁ_lvglv;lvg)vglv@vglvflvglvg_lvjlvgvglv2_104_1115

* 128_12)61}5_11)1_1v;lvg_11}4_11)31)6_11)2_11}11151)511}61)5_1@1_11)7_1

* v;lvglvglvfgvglvflv;lvglv;lvgvglvglvglvglvﬁ

* 115_1"01_1v;1vg_lv4_12}31)6_10510105051112_12;51@6@5_11}1_1

* U7_1U9_11)4_11131}6_11}2_11}11)51}6_11)2_11]4_11)51}8_11}61)5_11}1_1

* v;lvglvglvgvglvglvlvg,vgl,
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®s (U3)

®s (U4)

¢5(vs)
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U3’U5_1U1_1’UQU6U3_11]41)91}7’01U5U6_1U8U51U4’02U6’U5_11)1_1’U2Uﬁ
-1 -1 -1, -1 -1 -1
* Vg "UqaUgU7U1VU5Vg  U3U2U3V5  V;  U2UgVU3  VaUgU7U1 U505 ~ VU4 VU2V
-1 -1 -1 -1, -1 -1
* Vg " UqaUgU7V1VU5Vg U3VU2U4U7U1U5Vg U3VUs Uy U2UgU3 V4UgU7U1 V5
-1 -1 -1 -1 -1 -1, -1
* Ug “UgUs ~UVqaU2V6V3 ~VaUgU7U1V5Vg ~U3Vs ~UgaU2V6Us ~ Uy  V2Ug

* U3_1’U4’09'U7’U1/U5Uﬁ_l’UngQ'U4U7/U1U5’U6_1/U3'U5_1/U41)2,

U3U5_1U1_1U2'U6U3_1U4U9U7U1'U5U6_17)81}5_11]4'021)6?]5_1’1)1_1?]27}6
-1 -1 -1, -1 -1 -1
* Vg "UqaUgU7U1U5Vg  U3U2U3V5 V;  U2UgVU3 ~VaUgU7U1U5Vg ~ VU4 VU2V
-1 -1 -1 -1, —1 -1
* Ug " UgaUgU7V1VU5Vg U3VU2U4U7V1U5Vg U3VUs Uy U2UgU3 V4U9gU7V1 V5
-1 -1 -1 -1 -1 -1, -1 -1
* Ug “UgUs " UVqaU2V6V3 ~VaUgU7U1UsVg ~U3Us ~VaU2VeV5 ~ V1~ VaUgUg
-1 -1 -1 -1,,—1 -1
* VgUgU7V1 V50  V3V2U4U7U1UsVUg  VU3Uy  VaUU3Vs Uy  U2UgUg  UgUg
-1 -1 -1, -1 -1 -1 -1
* U7U1U5Vg  V2U4U7V1VU50g UV3VUs Uy V2UgUs UVqUgU7U1VU5Vg UgUs
-1,,—1 -1 -1 -1 -1
* V4UUgUs ~ Uy " U2UgUg " UgU9U7U1U5Vg ~V2U4U2VUgV3 ~ VaU9gU7U1U5Vg
-1 -1,,—1 -1 -1 -1
* U3UUqU7U1V5Vg V3Us Uy V2UgUg UgUgU7U1UsVg  UgUs “UVaU2Vg
-1 -1 -1 -1, -1 -1
* Vg " VaUgU7V1V5Vg VaUs UgU2U3Vs5 Uy V2UgU3 UgUgU7U1U5
-1 -1 -1, —1 -1 -1 -1
* Vg "UgUs "VgU2UpVs Uy "V2UgU3  UVgaUgU7U1V5Vg  UUqU2V6V5  UqUg
-1 -1 -1, -1 -1 -1
* U7U1U5Vg  U3Us  UgaU2UgU5 Uy UUgUs  VaUgU7U1U5Vg  UV3U2U4U7VU]

* v5vglvgvglv4vg

-1,,—1 -1 -1 -1 -1,,—1 -1
V3V5 V1 VVUgUg V4qUgU7U1VU5Vg UgUs UVqU2VgVs U1 UaVU6Ug

-1 -1, -1 -1 -1 -1

* ’U4U9’U7U1U5U6 U3U2’U3U5 Ul U2U6U3 1)41}9’07’011)5’06 U2U4U2U6U3

-1 -1 -1,.—1 -1 -1

* V4UgU7U1V5Vg V3V2U4UV7V1V5Vg V3Us Uy V2UgU3 UgUgU7U1V5Vg
-1 -1 -1 -1 -1, -1 -1

* VgV UqU2UgV3  UVgaUgU7U1U5Vg U3Us UgU2UgUs Uy U2UgUs UgUg

-1 -1 -1 -1,.—-1 -1

*U7U1’U5U6 U3’U2U4U7’01U5U6 ’U3U5 ’U4U2U3U5 Ul U2U6U3 V4V9U7V1
-1 -1 -1, -1 -1 -1 -1

* UsUg UV2U4U701V5Vg U3Us Uy UUgUg  VgU9U7U1U5Vg  UgUs  UqU2
-1,—-1 -1 -1 -1 -1

* Vgl Uy V2UgUs UVgaUgU7V1VU5Vg VU2U4U2VVs VUgUgU7U1U5Vg  U3Ug

* vglvflvglvg’lv;lvgvglvglv1v5vg1,
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¢5(U6) =

Ugvglvl_lvw(jvglvwnglv5v6_lvgvglvwgvﬁvglvflvwﬁvg1

* v4vgv7vlv5vglvgvgfugvglvflvgvﬁvglvwnglvg,vglv21)4'02v6v§1

* U41)9’U7U11)5/U6_1U3U2’U4U7vl’U5'U6_1’U3'U5_1U1_1'U21)61)3_1U4U9U7U1U5U6_1

1

* vgvglU4UQUGU:?1U4U9U7vlv5vglvgvglU4v2v61}g1vflv; v;lvﬁ

1

1

* vglvl_ ”U7_1/09_1'U4_1/03U6_1?)2_1U1U5U3_1U2_1/U3_1'Uﬁ?)5_11)1_1’07_ vg_l

* U4_1U3U6_1U2_1'UIU5/U6_11}2_1/04_11}51)8_1'061)5_1’01_11)7_ v9_11)4_ U3Vg

1

1

* v;lvlv5v§102’1v;1v5v§11}6v5’11}1’1v;lvglvglvgvglvglvglvf;

-1, -1

* v6v5_lvflv7_lvg_1vglvgv6_ v;1v1v5v3_1.

Wir erhalten

—11
—40

Bs = 0

0
0

Damit kénnen wir jetzt alle Lifts der Matrizen Ay, . ..

Mit Q :=< g1,...,9s > gilt ndmlich:
A 0
-1 _ 1
SQ - B))S {(0 o
A 0
-1 _ 2
S (Q BQ)S_{<O j:Ml

A 0
B4)S:{(04 + M,

—40

25 =15 1)

-2 4

+M,

H-
EO

H_
EO

+M>

0
+M,

)
) (
) (
)

)

10 6

-5 14 34 20
1 0 0

—6 14 35 20
0 0 1

0 0 0

A
0

2

o

3

o

Ay
0

As
0

Wir berechnen noch die Eigenrdume all dieser Matrizen.

_o O O o o

, As nach Aut(H'(X,Z)) berechnen.

B B B
=< E° E°

H-
io



76 ANHANG A. RECHNUNGEN ZUM ORIGAMI W

Wir erhalten:

0 0 0 0 —2

0 0 0 0 1

. A 0 . A 0 1 0 0 0 0
gy, )+ = _M1>,—1>—< HEHENEHAE >

0 0 0 0 0

0 0 0 1 0

-2

Eig((%l 1242>’1):Eig((%1 i%g)’l):Eig(G)l 1244>’1):<

OO OO
~—

SO O+ OOo
OO%—\"OOO
oo = O OO
HOO\.OOO
OO;OOH
\\./

Eig((% 1342>’1):Eig((%2 1343>’1):Eig(<%2 1244>’1):<

OO OO O
~—

SO O = OO
oo = O OO
_ O O o oo

Eig((%g 1242>’1):Eig((%3 1343)’1):Eig(<%4 1244>’1):<

SO O = OO
oo = O OO
_— O O o oo
S oo o
\/



A.2.

LIFTS VON T'(4)

. (A 0 . A 0
Elg(<04 ng)’l):Elg<(04 M) =

7
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