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Vorwort

Das Studium spezieller Werte von L-Funktionen hat eine lange Geschichte in der Zahlentheorie, welche
bis zu Leonhard Euler zuriickgeht. Der von Kummer entdeckte Zusammenhang zwischen den speziel-
len Werten der Riemannschen (-Funktion und Klassenzahlen von Kreisteilungskorpern war der erste
Schritt zu den heute als Main-Conjectures bekannten [MW84, Ko0l90, Rub90, Rub91] beziehungswei-
se vermuteten [Col99, séction 3, conjecture 3.3] Zusammenhéngen zwischen p-adischen L-Funktionen
analytischen Ursprungs einerseits und arithmetischen Daten (Selmer-Grupppen, Selmer-Komplexen,
...) andererseits.

Im Rahmen der dquivarianten Tamagawa-Zahl-Vermutung [BF01, BF03] erscheint beispielsweise
die Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer (BSD) [Tat66] in einem anderen Licht: Es besteht ein
enger Zusammenhang zwischen der Gesamtheit der BSD-Vermutungen in einem Koérperturm und einer
entsprechenden (ggf. nicht-kommutativen [CFK*05]) Iwasawa-Main-Conjecture. Daher erscheint es
natiirlich, globale Fragestellungen, wie beispielsweise die Vermutung von Birch und Swinnerton-Dyer,
in p-adische Pendants [MTT86, Col03] zu verwandeln.

Auf der Grundlage der Vermutungen von Deligne, Beilinson, Bloch-Kato, Coates, Fontaine und
Perrin-Riou [Del79, Bei85, Nek94, BK90, Coa89, CPR89, Coa91, Fon92, FPR94, PR95| kennen wir
den vermutlichen Zusammenhang zwischen den (vermuteten) komplexen L-Funktionen von Motiven
und ihren (zyklotomischen) p-adischen Pendants, zumindest iiber Q. Bereits die Konstruktion letzterer
ist im Allgemeinen noch ein offenes Problem.

Gegenstand dieser Arbeit ist das Studium spezieller Werte von Rankin-Selberg-Faltungen kohomo-
logischer automorpher Darstellungen 7 und ¢ von GL,,(Aj) beziehungsweise GL,_1(Aj) tiber einem
beliebigen Zahlkorper k£ und eine hieraus abgeleitete Konstruktion eines p-adischen Mafles, welches im
Sinne Mazurs einer p-adischen L-Funktion entspricht.

Die hier verwendete Methode ist eine Verallgemeinerung der Arbeiten [Sch93, KMS00, Sch01].
Ausgangspunkt ist eine Integraldarstellung

P(s) - pr(ln) ~vp(1p—1) - H (1- ‘ﬁ(p)_i)_

plf plf

n— 3 S—l
() k=t Hk) Z/GL o s (J(g) : h(f)) - @u(g) - x(det(g)) - [det(g)|* 2 dg,
L n—1 n—1 k

welche in Anlehnung an die Urspriinge [Bir71, Man72, Maz72, MSD74] als globales Birch-Lemma
bezeichnet wird. Hierbei bezeichnet j : GL,,—; — GL;, die kanonische Einbettung, x : k*\A;* — C* ist
ein Charakter endlicher Ordnung mit nichttrivialem Fiihrer f und einem lokalen Erzeuger f € O, ®zZ,
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(wir nehmen vereinfachend an, daf} f eine p-Potenz teilt), sowie

0 cee ... 0 o oflem
. f4fn 0 f2fn
B —
0 fn—4 L -2
fn—2 L -1
0 e e 0 1

Diese globale Integraldarstellung basiert auf einem lokalen Birch-Lemma, welches den Wert eines
lokalen Zeta-Integrals

/ w (j(g) - B - v(g) - x(det(g)) - |det(g) |~ * dg =
Un—1(F)\ GLp—1(F)

n(n—1)

n—1
IT (0= 9p)™) ™" ()~ 2k H = G ()5 - w(L) - v(1n1)
v=1

angibt. Die Auswertung letzteren Integrals war bisher nur unter der Einschrinkgung bekannt, dafl
die Charaktere x, x2,...,x" ! simtlich den gleichen Fiihrer f haben [KMS00, Sch01] beziehungsweise
fiir allgemeines x in den Féllen n = 2,3,4 [Utz04]. Unser erstes Hauptresultat ist der Beweis eines
allgemeinen lokalen Birch-Lemmas, welches den Wert des obigen lokalen Zeta-Integrales ohne Ein-
schriankung an x und n angibt. Hieraus leiten wir daraufhin ein entsprechend allgemeines globales
Birch-Lemma ab. Dies geschieht im ersten Kapitel.

Aus dem globalen Birch-Lemma ergibt sich eine Zerlegung in Summen von Periodenintegralen,
welche klassisch partiellen (-Funktionen entsprechen und bereits an eine Distributionenrelation im
Sinne Mazurs erinnern. Die tatséchliche Distributionenrelation leitet sich dann wie in [Sch93, KMS00,
Sch01] aus der Operation einer modifizierten Hecke-Algebra ab. Dies geschieht in Kapitel 2. Das
Ergebnis ist eine C-wertige Distribution g mit der Interpolationseigenschaft

n(n—1) 1

[ xdu = P()8m0) vl GO0 LG (r ) x o),
©

wobei
0 = K\AY/ ] U 2 limk\AS /(1 + D) ] s
vtp f off

und x beliebig mit nichttrivialem p-Potenzfiihrer ist. Letztere Einschrinkung an den Trager des
Fiihrers ist auf mangelnde Erkenntnisse iiber lokale Zeta-Integrale zuriickzufiihren, welche die In-
tegration unverzweigter Charaktere beschreiben.

Als Hauptresultat dieser Arbeit beweisen wir schlieflich im dritten Kapitel die Algebraizitét
und Beschranktheit der Distribution im ordinédren Fall iiber beliebigen Zahlkoérpern k. Dieses Er-
gebnis ergibt sich analog zu [Sch01, KMS00, KS08] mittels modularer Symbole aus einer kohomolo-
gischen Interpretation der Integraldarstellung des globalen Birch-Lemmas. Diesbeziiglich zentral ist
Abschnitt 3.2, in welchem wir gewisse topologische modulare Symbole fiir eine allgemeine Klasse
von Morphismen s : H — G reduktiver algebraischer Gruppen definieren. Die angestrebte Algebrai-
zitdts- und Beschranktheitsaussage fiir unsere Distribution ergibt sich dann aus der Spezialisierung
s = Resy/q(adoj) fiir den Morphismus adoj : GL,—1 — PGL,. Wir beschriinken uns auf den Fall
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trivialer zentraler Charaktere. Zweifellos lieen sich die Methoden aus [KS08] auch hier anwenden, um
den Fall beliebiger Koeffizientensysteme abzuhandeln.

Da ein Maf} bereits durch die Interpolationseigenschaft fiir fast alle Charaktere eindeutig bestimmt
ist, diirfen wir vermuten, dafl die Interpolationseigenschaft auch fiir Charaktere mit trivialem Fiihrer
gilt.

Die Frage, ob P(3) # 0 gilt, sofern s = 3 fiir L(x 0, s) im Sinne Delignes [Del79, Clo90] kritisch ist,
koénnen wir nur fiir n € {2, 3} und total reelles k£ beantworten, indem wir auf die Arbeiten [Sch93, KS08]
zuriickgreifen. Hierauf gehen wir im Abschnitt 3.4 ein.

Im letzten Kapitel diskutieren wir Anwendungsbeispiele. Dort konstruieren wir insbesondere fiir
jede abelsche total reelle Erweiterung k/Q und jede iiber Q definierte elliptische Kurve E (ohne CM)
mit guter ordindrer Reduktion bei (p) = Z N p eine p-adischen L-Funktion zur dritten symmetrischen
Potenz Sym?® E/k von F iiber k.

Da mit dem in dieser Arbeit erreichten Grad an Allgemeinheit ein gewisser Abschlufi erreicht
worden ist, hielt ich es fiir sinnvoll, eine vollstindige Abhandlung obiger Methoden darzulegen. Ei-
nige Beweise aus dem in den vorgenannten Arbeiten ausschliefflich behandelten Fall k = Q gelten
wortwortlich auch in dieser allgemeinen Situation. Der Vollstédndigkeit zuliebe habe ich die entspre-
chenden Beweise erneut ausgefiihrt. Teilweise wurden diese jedoch in den Anhang verbannt, selbst
wenn manche durch neue Argumente ersetzt wurden.

An dieser Stelle moéchte ich meinen Dank aussprechen. Ich freue mich, dafl die Referenten und
Korreferenten meiner Arbeit diese Aufgabe {ibernommen haben und bin ihnen hierfiir sehr dank-
bar. Insbesondere danke ich Prof. Claus-Giinther Schmidt fiir lehrreiche Diskussionen, Prof. Jacques
Tilouine fiir seine mathematische Weitsicht und seine Gastfreundschaft wiahrend meines einjédhrigen
Forschungsaufenthaltes in Paris, dem DAAD fiir seine Finanzierung desselbigen und Stefan Kiihnlein
und Moritz Minzlaff, ohne die ich moglicherweise nie zur Mathematik gefunden hétte. Desweiteren gilt
mein Dank Olivier Brinon, Paul Richard Buckingham, Kazim Buyukboduk, Gaétan Chenevier, Olivier
Fouquet, Andrzej Neugebauer, Shu Sasaki, und natiirlich der gesamten , Karlsruher Kaffee-Runde* fiir
ihre Einzigartigkeit.

Mein ganz besonderer Dank gilt Jingwei Zhao. Schliefilich danke ich meinen Eltern und Geschwi-
stern, welche mir nie die Frage stellten ,,und wo kann man das anwenden?“
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Notationen und Konventionen

Es bezeichne N,Z,Q,R, C die natiirlichen Zahlen', die ganzen Zahlen, die rationalen Zahlen, die
reellen Zahlen, sowie die komplexen Zahlen. Fiir n > 0 bezeichne pu,, € C* die Gruppe der n-ten
Einheitswurzeln.

Fiir eine Menge M bezeichne #M die Kardinalitit von M [Bou70, chapitre 111, §3, no. 1, Définition
2]. Es sei I eine Menge und (M;);cs eine Familie von Mengen. Dann bezeichnen wir mit

]

el

die disjunkte Vereinigung der M;, i € I [Bou70, chapitre II, §4, no. 8, Proposition 9 et Définition §].

Sofern nicht explizit anders erwihnt, werden Faserprodukte (Pullbacks) stets iiber Terminalobjek-
ten der entsprechenden Kategorien gebildet und Pushouts stets iiber entsprechenden Initialobjekten.
Insbesondere fiir Tensorprodukte vereinbaren wir fiir einen Q-Vektorraum M und eine Q-Algebra
A die Konvention My := M ® A = M ®q A. Ist V' ein Modul iiber einem Ring R, so bezeichnet
V* = Homp(M, R) sein algebraisches Dual iiber R. Die Begriffe kompakt und lokalkompakt verstehen
wir im Sinne Bourbakis [Bou74]. Das heifit, da8 ein (lokal)kompakter Raum X insbesondere haus-
dorff’sch ist. Mit 7o(X) bezeichnen wir die Menge der topologischen Zusammenhangskomponenten
eines topologischen Raumes X. Eine Teilmenge Y eines topologischen Raumes heifit diskret, falls die
induzierte Topologie auf Y die diskrete Topologie ist. Wir nennen eine stetige Abbildung f: X — Y
zweier topologischer Rdume eigentlich, wenn fiir jeden topologischen Raum Z die induzierte Abbil-
dung f xidz : X x Z — Y x Z abgeschlossen ist [Bou74, chapitre I, §10, no. 1, Définition 1]. Ist X
hausdorff’sch und Y lokalkompakt, so ist f genau dann eigentlich, wenn das Urbild eines beliebigen
Kompaktums unter f kompakt ist [Bou74, chapitre I, §10, no. 1, Proposition 7].

Ist S ein Schema iiber einem kommutativen Ring R und ist A eine kommutative R-Algebra, so
bezeichne S(A) = Homgpec r(Spec A, S) die A-wertigen Punkte von S.

Gruppen

Ist G eine Gruppe und ist f : A — B eine Abbildung zweier G-Mengen (nicht notwendigerweise
G-invariant), so schreiben wir f7 fiir o o f o 0~1. Dies definiert eine links-G-Mengenstruktur auf der
Menge B4 aller Abbildungen A — B, insbesondere gilt f7 = (f7)7 fiir 0,7 € G.

Charaktere von Gruppen seien stets unitéir. Darstellungen (und damit auch Quasicharaktere) to-
pologischer Gruppen werden stets als stetig vorausgesetzt. Es sei darauf hingewiesen, dafl daher eine
eindimensionale komplexe Darstellung einer proendlichen Gruppe stets ein Charakter von endlicher
Ordnung ist [Wei67, chapter VII, §3, Lemma 4]. Es bezeichne G die proendliche Komplettierung einer
Gruppe G. Ist x eine Darstellung (oder ein Charakter einer solchen) einer Untergruppe H einer Gruppe
G, so bezeichnen wir mit Indg x die auf G induzierte Darstellung (beziechungsweise deren Charakter).

beginnend bei 1



2 NOTATIONEN UND KONVENTIONEN

Mit G2P bezeichnen wir die topologische Abelisierung einer topologischen Gruppe G. Endliche Gruppen
seien stets mit der diskreten Topologie versehen und Gruppenhomomorphismen in diesem Sinne stets
stetig.

Ist G eine topologische Gruppe, so bezeichne G die Zusammenhangskomponente des Neutralele-
mentes 1 € G. Diese ist stets eine abgeschlossene normale Untergruppe von G [Bou74, chapitre I, §11,
no. 5, Proposition 9; chapitre III, §2, no. 2, Proposition 7].

Eine algebraische Gruppe G iiber einem Korper k ist ein geometrisch reduziertes Gruppenschema G
von endlichem Typ iiber k. Wir fordern, dal G glatt ist, sofern char £ > 0. Dann ist G stets separiert
[DGT70, Exposé VIp, 5.1] und nach Cartier in Charakteristik 0 ebenfalls stets glatt [DG70, Exposé
VIp, 1.6.1]. Nach Barsotti [Bar53, Che56] ist daher jede algebraische Gruppe quasiprojektiv. Eine
algebraische Gruppe nennen wir linear, falls das zugrundeliegende Gruppenschema affin ist.

Ist k/l eine endliche Korpererweiterung, so bezeichne Res; ;GG die Restriktion der Skalare von k
nach [ im Sinne von [Wei61]. Das bedeutet, daf fiir jede kommutative [-Algebra A eine funktorielle
Identitét (Resy;,G)(A) = G(A ®; k) gelte. Da nach Barsotti jede algebraische Gruppe quasiprojektiv
ist, ist Resy,/;G' nach Weil stets eine algebraische Gruppe fiber | [Wei61].

Eine Isogenie algebraischer Gruppen ist ein Epimorphismus mit endlichem Kern. Ist G eine al-
gebraische Gruppe iiber einem Kérper k, so bezeichne GO die Zusammenhangskomponente des Neu-
tralelementes 1 € GG in der Zariski-Topologie. Diese ist als abgeschlossene Untergruppe wieder eine
algebraische Gruppe iiber k, normal in G. Desweiteren ist GO eine irreduzible Komponente von G
und hat somit endlichen Index in G [Bor56, section 2.4, Proposition], [Che05, section 3.1, Théoreme
1]. Mit G9°* bezeichnen wir die Kommutatorgruppe einer algebraischen Gruppe G und mit G* die
zu G adjungierte Gruppe. Das heiBt, da G*! das Bild von G unter der adjungierten Darstellung
Ad : G — Lie(G) ist. Ist G zusammenhéngend und die Charakteristik 0, so ist der Kern des kano-
nischen Morphismus G — G?! gerade das Zentrum € (G) von G. Eine lineare algebraische Gruppe
nennen wir reduktiv, wenn die Zusammenhangskomponente G° reduktiv ist, was bedeutet, da das
unipotente Radikal %,(G?) von GO trivial ist. Dies ist gleichbedeutend damit, dafl das Radikal %(G°)
von G ein Torus ist. Der k-Rang einer reduktiven algebraischen Gruppe G iiber einem Korper k ist
die Dimension eines maximalen iiber k zerfallenden Torus in G. Dieser ist wohldefiniert, da samtliche
maximale k-Tori iiber k konjugiert sind [BT65, Théoréme 4.21] und Bilder zerfallender Tori wieder
zerfallen [BHC62, Proposition 13.2]. SchlieBlich ist jeder k-Torus T in G° in einem maximalen Torus
von GO enthalten, welcher iiber k definiert ist [BT65, 2.15 d)]. Eine parabolische Untergruppe einer
zusammenhéngenden linearen algebraischen Gruppe G ist eine abgeschlossene Untergruppe P, so daf
G/ P projektiv ist. Eine Borel-Untergruppe von G ist eine minimale parabolische Untergruppe. Letz-
teres ist dquivalent dazu, dafl es sich um eine maximale zusammenhéngende auflésbare Untergruppe
handelt [Bor56, Théoreme 16.5]. Eine Levi- Untergruppe von G ist eine maximale reduktive abgeschlos-
sene Untergruppe L von G. In Charakteristik 0 existeren Levi-Untergruppen, insbesondere bereits
iiber k, und diese sind (ggf. {iber k) zueinander konjugiert. Weiterhin ist G = %y x L ein semidirektes
Produkt seines unipotenten Radikals %, mit L [BS64, Proposition 5.1].

Ein Morphismus f : G — H algebraischer Gruppen heiit zentral, falls der Kommutator [-, -] :
G x G — G als Morphismus (und als Abbildung) tiber f(G) x f(G) faktorisiert.

Es sei darauf hingewiesen, dal im Allgemeinen weder das Zentrum von G, noch der Kern eines
Homomorphismus f : G — H algebraischer Gruppen iiber k£ noch iiber k£ definiert ist, selbst wenn f
iiber k definiert ist. Ist f (quasi-)zentral, so ist Kern f iiber k definiert [BT72, Corollaire 2.12] und ist
G reduktiv, so ist das Zentrum von G und damit auch der Kern von ad : G — G?? iiber k definiert
[BT65, 2.15, a)]. Schliefilich sei darauf hingewiesen, dafl ad zentral ist [BT72, Proposition 2.26, (ii)].

Fiir n > 0 bezeichne GL,,, SL,,, G, und G, die iiblichen linearen algebraischen Gruppen iiber Q
(beziehungsweise die entsprechenden Gruppenschemata iiber Z). Desweiteren sei U,, das unipotente
Radikal der Standard-Borel-Untergruppe B, von GL,. Das heifit, dafi B,, die Gruppe der oberen
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Dreiecksmatrizen bezeichnet und U, ist die (maximale) unipotente Untergruppe letzterer, bestehend
aus den Dreiecksmatrizen mit dem einzigen Eigenwert 1.

Xk(G) bezeichnet den Z-Modul der iiber k definierten Charaktere G — Gy,. Eine arithmetische
Untergruppe einer linearen algebraischen Gruppe G/Q ist eine Untergruppe von G(Q), deren Bild
unter einem (beliebigen und damit unter jedem [BHC62, section 6], [Bor69, 7.13]) Morphismus G —
GL,, algebraischer Gruppen iiber Q mit endlichem Kern mit GL,(Z) kommensurabel ist.

Fiir jeden kommutativen Ring R bezeichne 1,, € GL,(R) das Neutralelement der Gruppe GL,,(R).
Ist x : R* — C* eine eindimensionale Darstellung, so schreiben wir auch etwas ungenau x(g) =
x(det(g)) fiir beliebiges g € GL,,(R). Fiir A € GL,,(R) bezeichne A’ die transponierte Matriz.

Mit O(n) bezeichnen wir die orthogonale Gruppe. Diese ist die Untergruppe der A € GL,,(R) von
GL,(R) mit AA* = 1,,. Weiterhin schreiben wir SO(n) := O(n) N SL,(R) = O(n)". Entsprechend
bezeichnen U(n) beziehungsweise SU(n) die Untergruppen der hermite’schen Matrizen von GL,(C)
beziehungsweise SL,,(C). Diese kompakten Untergruppen bezeichnen wir auch als standard mazimale
kompakte Untergruppen der entsprechenden reduktiven Lie-Gruppen.

Lie-Gruppen und Lie-Algebren sind stets endlichdimensional. Mit Lie(G) bezeichnen wir die Lie-
Algebra einer reellen Lie-Gruppe G. Fraktur gl,,sl,, 0,,u, bezeichnen die Lie-Algebren der reellen
Lie-Gruppen GL,(R), SL,(R), O(n) U(n). Mit L bezeichnen wir das Differential, mit exp die Ezpo-
nentialabbildung, ad und Ad bezeichnen die adjungierten Darstellungen. Ist G eine Lie-Gruppe mit
Zentrum Z, so bezeichnen wir mit G*! = G/Z und G die adjungierte und die Kommutatorgruppe
zu (. Hat eine reelle Lie-Gruppe G nur endlich viele Zusammenhangskomponenten, so ist jede kom-
pakte Untergruppe in GG in einer maximalen kompakten Untergruppe enthalten und alle maximalen
kompakten Untergruppen sind konjugiert via innerer Automorphismen; weiterhin gilt G = G°K mit
einer kompakten Untergruppe K [Mosb5, Theorem 3.1]. An dieser Stelle sei angemerkt, daf fiir eine
reelle algebraische Gruppe G iiber R die reelle Lie-Gruppe G(R) nur endlich viele Zusammenhangs-
komponenten hat [Whi57, Theorem 3|. Desweiteren existiert im reduktiven Fall (und nur in diesem
Fall) eine Cartan-Involution auf Lie(G(R)) und G(R) und alle Cartan-Involutionen sind konjugiert
[BHC62, Lemmata 1.5, 1.6, 1.7, 1.8]. Weiterhin ist die Fixgruppe einer Cartan-Involution eine maxi-
male kompakte Untergruppe K von G(R) und jede solche ist von dieser Form. Cartan-Involutionen
sind im Sinne von [BS73, Proposition 1.6, Definition 1.7] algebraisch und durch K jeweils eindeutig
bestimmt.

Lokale und globale Korper

Fiir eine Primpotenz ¢ bezeichne F, einen endlichen Kérper mit ¢ Elementen, wobei wir uns fiir
alle nichttrivialen Teiler d | ¢ den Kérper Fy als Teilkorper von F; denken. Insbesondere sei mit
F, = lim Fyr ein fester algebraischer Abschlufl von F), gewéhlt. Ein Zahlkdrper ist fiir uns eine end-
liche algebraische Erweiterung von Q. Ein lokaler Kdrper ist stets ein nichtdiskret topologisierter
lokalkompakter Kérper. Nach [Wei67, chapter I] ist daher jeder lokale Kérper isomorph zu R, C oder
zu einer endlichen algebraischen Erweiterung von Q, oder F,((T)) fiir eine Primzahl p. Mit 9(a)
bezeichnen wir die Absolutnorm eines gebrochenen Ideals a # 0 eines lokalen oder globalen Korpers.

Fiir einen Zahlkorper k bezeichne O den Ganzheitsring, sowie Ay den Ring der Adele von k und
A} die Gruppe der Idele. Letztere versehen wir nicht mit der von Ay induzierten Topologie, son-
dern mit der grobsten feineren Topologie, fiir welche A — Ay X Ay, o — (o, a™1) stetig ist, so
daB A} insbesondere eine lokalkompakte topologische Gruppe ist. Dies entspricht der Adelisierung
der algebraischen Gruppe Gy, iiber k. Entsprechend bezeichnen wir mit G(Ay) die Adelisierung einer
beliebigen linearen algebraischen Gruppe G iiber k. Es bezeichne Afc die endlichen Adele und entspre-
chend sei G(A}) verstanden. Fiir ein ¢ € G(Aj) bezeichne gr € G(AL) den endlichen Anteil, so daf
g = googr mit einem eindeutig bestimmten g, € G(kR).
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Weiterhin bezeichne M}, die Menge der Primstellen von k. Mit k, sei eine Komplettierung von k
an der Stelle v € M}, gewidhlt. Wir wéhlen ein fiir allemal fiir jedes v einen algebraischen Abschlufl k.,
von k, und einen algebraischen Isomorphismus

k, = C.

Entsprechend fassen wir den algebraischen Abschlufl & C k, von k in k, ebenfalls als Teilkérper von
C auf.
Die Norm |a| eines Adels a = (ay), € Ay ist gegeben durch

lal = T lacl, .

veEMj,

wobei lokal fi,(ayM) = |ay|, - po(M) fiir jedes Haar’sche Maf auf (k,,+) und jede meBibare Menge
M C k,. Im nichtarchimedischen Fall haben wir daher ||, = ¢, ! fiir jedes Primelement 7, € k, mit
der Restklassenkorperkardinalitét g, von k. Im archimedischen Fall liegt fiir reelles v der euklidische
Absolutbetrag vor, fiir komplexes v das Quadrat des komplexen Absolutbetrages. Adelisch gilt dann
analog p(aM) = |a| - u(M) fir jedes Haar’sche Mafi p auf Ay und entsprechendes mefibares M.

In diesem Sinne bezeichne w, : A} — C* den Quasicharakter a — |a|”. Es sei darauf hingewiesen,
daB ein Idelklassengruppencharakter x : k*\A; — C*, welcher bei oo endliche Ordnung hat, selbst
von endlicher Ordnung ist [Wei67, chapter VII, §3, Lemma 4].

Den Reziprozititsmorphismus der globalen Klassenktrpertheorie

s KO\AY — G(k/k)*
normieren wir, indem wir lokal
T, o kS — Gy ky)?P

durch
7, (@) = al®l (mod 7))

fiir ganzes a € k, festlegen. In diesem Sinne entsprechen Primelemente den geometrischen Frobenius-
elementen, also den inversen arithmetischen Frobieniuselementen. Mit anderen Worten verwenden wir
die gleichen Konventionen wie [Tat79, Del73b].

Mafle, Fiihrer und Gauf’sche Summen

p-adische Mafle verstehen wir im Sinne von [MSD74, section II, §7].

Es sei F ein nichtarchimedisch bewerteter lokaler Koérper mit maximalem kompaktem Teilring Op,
1 F'— C* ein additiver Charakter mit Fiihrer Op, was bedeutet, dafl Op der Kern von  ist. Fiir
einen beliebigen Quasicharakter xy : F* — C* mit Fiihrer f = fOp definieren wir die Gauf’sche
Summe zu x (beziiglich 1) als

G= > xw (L)
z+f€(Op /)X (f)

Fiir einen weiteren additiven Charakter ¢’ mit Kern Op existiert nach [Wei67, chapter II, §5, Corollary
of Theorem 3| ein a € F* mit

Vte F: (t) =1(at).
Da ¢ und ¢’ den gleichen Fiihrer haben, gilt sogar a € O.. Wir erhalten insbesondere

Gy (X) = X(@) Gy (x)-
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Analog wirkt sich die Wahl des Erzeugers f von f aus. Wir schreiben daher im Folgenden par abus de
notation G(x) statt Gy (x) und vernachléssigen (sofern offensichtlich mdglich) ebenfalls den Einfluf3
von f.

Falls 0 # g € O, so gilt mit § := §N gOp, dafl

S e (m) _ {x(g/f)G(x% falls f = 9O, ©0.1)

2+be(Op /) % g 0, andernfalls.

FEin Beweis dieser Formel findet sich im Anhang A, Proposition A.0.1.
Es sei k ein Zahlkorper und x : k*\A; — C* ein Charakter mit Fiihrer f. Wir definieren die
Gaufische Summe zu x als
Gx) =[] G,
pIf

wobei G(xp) die GauBische Summe des auf der Komplettierung zu p induzierten Charakters x, ist und
die dortigen additiven Charaktere ein fiir allemal fest gew#hlt wurden. Offensichtlich unterscheiden
sich die Gaufischen Summen zu verschiedenen additiven Charaktereren lediglich um eine Multiplikation
mit einer M(f)-ten Einheitswurzel. Wir bemerken hier schliefilich noch, daf

sowie
GO)G(X) = N([Hx(=1), (0.0.2)
siehe beispielsweise [Neu92, Kapitel VII, §6, Theorem (6.4)].

Whittakermodelle

Es sei F' ein nichtarchimedisch bewerteter lokaler Korper und es sei ¢ : F — C* ein additiver
Charakter mit Kern Op. Wir setzten v auf die Gruppe U, (F) fort, indem wir fiir u = (u;;) € Uy, (F)

n—1

p(u) =[] ¢(uiin)
i=1
definieren. Dann ist eine (v -) Whittakerfunktion auf GL, (F') bekanntlich eine Abbildung w : GL,,(F) —
C, welche den folgenden beiden Bedingungen geniigt.

(a) w(ug) =¢(u)-w(g) fir alle u € Up(F) und g € GL,(F),
(b) es existiert eine kompaktoffene Untergruppe K < GL,(F) mit w(gk) = w(g) fiir alle k € K.

Jede Whittakerfunktion ist nach (b) gleichmé#Big stetig im Sinne der linksuniformen Struktur von
GL,,(F) und insbesondere sogar lokalkonstant. Es bezeichne nun % (1)) den Raum aller ¢)-Whittakerfunktionen
auf GL,(F) beziiglich 1. Wie iblich operiert GL,,(F') via Rechtstranslation (g, w) — (h — w(hg))
auf # (¢). Dies definiert eine Darstellung von GL,(F) und die Bedingungen (a) und (b) besagen

nichts anderes, als daf§ es sich hierbei im Sinne von [Car79, section 1.8] um die (glatte) induzierte
Un(F)
GLn(F
werden als generisch® bezeichnet. Nach [Sha74] sind die lokalen Komponenten einer cuspidalen auto-

morphen Darstellungen von GL,, stets generisch. Sei nun 7 eine solche generische Darstellung, welche

Darstellung Ind )(1/1) handelt. Die irreduziblen zulsissigen? Unterdarstellungen dieser Darstellung

2admissiblen
3in [GK71, JS81a] auch als nondegenerate.
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wir mit dem eindeutigen® irreduziblen Unterraum # (w,v) C # (¢) identifizieren. Letzterer ist der
(v-) Whittakerraum zu 7.

Der (globale) (1-) Whittakerraum #(m, 1) einer cuspidalen automorphen Darstellung 7 von GL,,(Ag)
iiber einem Zahlkérper k zu einem additiven Charakter ¥ = ®,1, von Ay ist bekanntlich der von
den Abbildungen w : GL,(Ag) — C erzeugte Vektorraum, welche eine Faktorisierung w = ®,w, in
lokale Whittakerfunktionen haben, wobei fast alle lokalen Komponenten unverzweigt sind. Dabei gilt
fiir archimedische Stellen v € Soo C My, daBl w, € #y(my,1y), wobei letzterer Raum wie in [JPSS79b,
section 8] definiert ist. Die Rédume #(m, ) und #o(my, 1) lassen sich durch analoge Bedingungen
wie # (mq,1q) fiir endliches q € Mj, charakterisieren.

Kohomologie Arithmetischer Quotienten

Fiir die de-Rham-Kohomologie, sowie fiir die Grundbegriffe differenzierbarer Mannigfaltigkeiten, ver-
weisen wir auf [Rha60]. Zum Zusammenhang mit Borel-Moore-Homologie verweisen wir auf [God64,
Ive86], insbesondere sei das de-Rham-Theorem 7.12 in [Ive86] genannt. Sofern nicht explizit anders
erwihnt, wird Kohomologie synonym fiir Garben-Kohomologie verwandt. Fiir die Kohomologie von
Lie-Algebren verwenden wir die gleichen Konventionen wie [BW80].

Es sei k ein Zahlkorper, G := G, := Resp/q GLn, Koo < G(R) = GLy(kr) eine maximale
kompakte Untergruppe und K < G (AEQ) = GL,(AL) eine kompaktoffene Untergruppe. Dann zerfillt
dank starker Approximation fiir SL,, [Pra77, Theorem A] die (topologische) Mannigfaltigkeit

Zn(K) = GL,(k)\ GL,(Ag) /(K x K)
in eine endliche Vereinigung von Zusammenhangskomponenten entsprechend den Fasern von
det : GL,(Ag) — EX\AS/ ((kr)* x det(K)) .

Dabei identifiziert sich der symmetrische Raum %, := G(R) /K auf natiirliche Weise mit G(R)%/KY,,
wobei K2, < G(R)? eine maximale kompakte Untergruppe ist [Mos55, Theorem 3.1, (1)]. Dies fiihrt
entsprechend obiger Fasern zu der Zerlegung

Zn(K) = | [T\ 25,

von 2, (K) in eine endliche disjunkte Vereinigung mit arithmetischen Untergruppen I',, < G(Q). Dabei
durchlauft o € GLn(AfC) ein Reprisentantensystem der Fasern der obigen Determinantenabbildung
und wir haben

Lo :={y € GLa(k) |y € a- K -a™'}

und
io: Ta\Zn — Zn(K),
ot Koo G(Q)(xoma)(KOO X K)
induziert einen Diffeomorphismus® auf die o enthaltende Faser. Es sei angemerkt, dal o und damit

T'y keineswegs eindeutig bestimmt ist. An dieser Stelle bemerken wir, dal wir eine analoge Zerlegung
erhalten, wenn wir zu einer abgeschlossenen Untergruppe von K., von endlichem Index iibergehen®.

“siehe [GK71]. Diese Beobachtung ist zentral fiir den Nachweis des Multiplicity One Theorems fiir GL, von Piatetski-
Shapiro und Shalika [Sha74, Theorem 5.5],[PS79].

Sfalls T, torsionsfrei ist, was fiir ,,ausreichend kleine* K stets der Fall ist

Seine solche Untergruppe enthilt zwangsliufig Koo N G(R)0
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Wir definieren
3%”1(.7() = ,%”n(K)/%(GLn)(kR)O

und damit ~
21 = 1lim ZH(K)
K

via der natiirlichen Projektionen und entsprechend die Kohomologie von 5&7711 mit konstanten Koeffizi-
enten in einem Teilring A C C als

HY(Z,!, A) = lim HY(2,](K), A),
K

analog fiir die Kohomologie mit kompaktem Trdger

HY(Z,!, A) = 1lim HI( 2,/ (K), A),
K

und schlieSlich fiir die cuspidale Kohomologie analog

-1 1 1
ngsp(%n ’ C) T h?n)ngusp('%-n (K)’ C)

Um cuspidale Kohomologie mit Koeffizienten in A zu erhalten, identifizieren wir nach Borel [Bor83]
die cuspidale Kohomologie mit ihrem Bild unter der Einbettung

Hi (2, (K),C) — HI(2,)(K), C),

cusp

womit wir

Hi\op (2, (K), A) = Bild(Hl, (27 (K), C) — HI(2,(K), C)) N HY( 2, (K), A)

cusp n cusp

definieren konnen. Letzteres macht Sinn, da nach [Clo90, Théoreme 3.19] das Bild obiger Einbettung
iiber Q definiert ist”. Nach Borel-Serre [BS73] ist die innere Kohomologie

H}(Z,,C) C HY(Z2,,C)

als Bild von H{(%,,C) ebenfalls iiber Q definiert und wir erhalten analog eine rationale Struk-
tur auf dieser Kohomologie, welche mit obiger Definition vertréglich ist. Es sei daran erinnert, dafl
Héuwsp(ZH(K), C) die Kohomologie des Komplexes

° %(GLH)(kR)OKoo
(/\ P* QR Lg(GLn(k)\ GLn(Ak)/(g(GLn)(kR)OKooK)>

ist, wobei p der (—1)-Eigenraum der Cartan-Involution 6 € Lie(GL,(kr)) zu Ko ist®. Es sei wei-
terhin daran erinnert [BW80, chapter II, §3, Corollary 3.2], da§ die de Rham Kohomologie via des
Isomorphismus

0 (GLy(k)\ GLy (A1) /% (GL,) (k) Koo K ) =

"beziiglich der Q-Struktur, welche durch die Betti-Kohomologie mit kompaktem Triger gegeben ist. Letztere ist in
unserer Sichtweise die (Garben-)Kohomologie mit kompaktem Tréger und konstanten Koeffizienten Z.

®bei der Standardwahl Koo = I, ,con O(n) x 1, Komplex U(72) besteht p < (kr)"*™ aus den Matrizen, welche an den
reellen Stellen symmetrisch und an den komplexen Stellen hermite’sch sind.
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. %(GLn)(kr )’ Koo
</\ ]3* QR CKOO(G’Ln(k;)\ GLn(Ak)/%(GLn)(kR)OKOOK)>

mit der Lie-Algebren-Kohomologie vertréiglich ist.
Durch Rechtstranslation induziert jedes

(T, 2¢) € To(G(R)) x GL(A}),

wobei 0.E. der Reprisentant zo, € G(R) die Gruppe K. normalisiert, einen topologischen Isomor-
phismus
2ZHK) — %nl(:c;lef),

n

welcher als solcher insbesondere eigentlich ist, und daher auf den Limites H?, H, H{ und Husp
eine Operation von m(G(R)) x GL,(Al) induziert. Nach [Clo90, Théoréme 3.13 et Proposition 3.16]
ist jeder irreduzible Quotient 7y der Darstellung von GL, (Ai) auf ngsp(%}nl, C) bereits iiber einem
Zahlkorper E definiert und die Aktion von GLn(Az) respektiert die E-Struktur auf der Kohomologie.
Desweiteren trigt der endliche Whittakerraum # (7¢, 1¢) eine natiirliche E-Struktur.



Kapitel 1

Ein allgemeines Birch-Lemma

In [KMS00] studieren Kazhdan, Mazur und Schmidt zu irreduziblen cuspidalen zuldssigen auto-
morphen Darstellungen 7’ und ¢’ von GL,(Aq) beziehungsweise GL,,_1(Aq) und zu einem nicht-
trivialen Dirichlet-Charakter y mit p-Potenz-Fiihrer den zentralen kritischen Wert der L-Funktion
L(s, (7" ® x) x ¢’) im Sinne von [JPSS83, CPS04]. Das diesbeziigliche Hauptresultat ist das gene-
ralized global Birch-Lemma aus [KMSO00], welches auf dem dortigen generalized local Birch-Lemma
beruht. Aus diesem generalized global Birch-Lemma konnte die Existenz einer p-adischen Distribution
gefolgert werden, welche die speziellen Werte unter Variation von y interpoliert.

In [Sch93, Sch01] leitete Schmidt aus obigem Birch-Lemma ein verbessertes Birch-Lemma ab, um
hiermit die Existenz eines p-adischen Mafles nachzuweisen.

Alle diese Birch-Lemmata haben gemein, dafl sie nur unter der Bedingung bewiesen worden waren,
daB x,x?,...,x" ! sdmtlich den gleichen Fiihrer haben. In [Utz04] wurde diese Einschrinkung des
lokalen Birch-Lemmas in den Féllen' n = 2,3, 4 aufgehoben.

In diesem Kapitel beweisen wir ein allgemeines Birch-Lemma im Sinne von Schmidt, welches ohne
Einschrinkung an x und n gilt. Desweiteren arbeiten wir mit irreduziblen cuspidalen automorphen
Darstellungen 7 und o von GL,,(Aj) beziehungsweise GL,,_1(Af), wobei k/Q ein beliebiger Zahlkorper
ist. Dieses Vorgehen wird es uns in den Kapiteln 2 und 3 erlauben, in dieser allgemeinen Situation ein
p-adisches Maf} zu konstruieren, welches die Werte L(%, (7 ® x) x o) interpoliert, sofern 7 und o bei
p ordinédr und kohomologischen Ursprungs sind.

1.1 Ein allgemeines lokales Birch-Lemma

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir zunéchst das verallgemeinerte lokale Birch-Lemma aus [KMS00,
section 2] und leiten im néchsten Abschnitt hieraus ein globales Birch-Lemma ab. Im Gegensatz
zu [KMS00, Utz04] beruht unser Ansatz nicht auf der Bruhat-Zerlegung, sondern auf der Iwasawa-
Zerlegung. Dies erlaubt es, sich der Einschrinkung an die Fiihrer von y, x2,...,x" ! fiir beliebige n
zu entledigen.

Es sei F ein nichtarchimedisch bewerteter lokaler Kérper (beliebiger Charakteristik) mit Restklas-
senkorpercharakteristik p. Mit p bezeichnen wir das maximale Ideal des Bewertungsringes Op von F'.
Es sei m € F ein Erzeuger desselbigen und 1 : F' — C* ein additiver Charakter mit Kern Op.

Es sei nun weiterhin y : F’* — C* ein Quasicharakter, dessen Fiihrerideal f von f € Op erzeugt
wird. Wir definieren

t = diag(f™, f*L,...,f,1) € GLpu1(F).

formuliert nur iiber Q,; die Methode funktioniert jedoch fiir allgemeine nichtarchimedisch bewertete lokale Korper.

9
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Dann gilt fiir g = (gi;) € GLpt1(F)
Wir haben die Einbettungen

j: GLy(F) — GLyy1(F), gH<9 1), (1.1.1)

und
3 :GLnfl(F) - GLn(F)> g <g 1) ,

sowie die Projektion
pi F — Tl (gg) e (gighi<ij<n—t.

Bei Bedarf identifizieren wir GL,,(F") mit ihrem Bild unter der Einbettung j. Gleiches verabreden wir
fiir beliebige Untergruppen H von GL,(F), welche wir entsprechend mit j(H) identifizieren kénnen.

Schliefllich bezeichne I, die Iwahori-Untergruppe von GL,(Op). Dies ist die Gruppe der g €
GL,,(OF), welche modulo p obere Dreiecksmatrizen sind.

Es bezeichne W,, die Weylgruppe der GL,. Wir denken sie uns als Permutationsmatrizen als
Untergruppe der GL,, realisiert. Weiterhin assoziieren wir zu w € W), eine Permutation o € S,, via

W€ = 60—1(k)
fir 1 < k < n. Hierbei bezeichne e;, den k-ten Standardbasisvektor im Standardraum F". Fiir ein
a = (a;)1<i<n € F" gilt dann wa = (a,(;))1<i<n. Die Abbildung w o~ ! ist ein Isomorphismus

W, — Sy. Es bezeichne w,, € W,, das lange Weylelement. Das bedeutet, dafl w,, das lingste Element

in W, ist. Dann hat w, die Gestalt
1

Wy, =
1

Fiir e = (e1,...,e,) € Z" definieren wir die Matrix
¢ = diag(7®, ..., 7).

Nach Iwahori-Matsumoto [IM65, Proposition 2.33] beziehungsweise Satake [Sat63, Section 8.2] gilt
damit
GL.(F) = | | Un(F)r°wl,.

WEWn
ecZ™

Zu jedem g € GL,,(F) existieren also a € U, (F),e € Z",w € Wy, s € I, mit
g=a -7 w-s.

Dann sind e und w nach Iwahori-Matsumoto durch ¢ eindeutig bestimmt, a und s jedoch nicht.
Schliellich definieren wir

1
h = n € GLyy1(Z),
0 0 1
und
R =1t

Ziel dieses Abschnittes ist der Beweis des folgenden Lemmas.
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Allgemeines lokales Birch-Lemma. FEs seien n > 0 und x : F* — C* ein Quasicharakter mit
nichttrivialem Fiihrer f. Weiterhin seien w und v Iwahori-invariante 1- beziehungsweise 1)~ — Whittakerfunktion.
auf GLy41(F) beziehungsweise GL,(F'). Dann gilt

J w (j(g) - b)) - v(g) - x(det(g)) - |det(g)|*~* dg =
Un (F)\ GLy (F)

n(n+1)

[T =2p)™) o)~ S 0 G0 ™5 - w(lg) - v(La).
v=1

Dieses Lemma wird sich als Korollar des zentralen Lemma 1.1.6 ergeben. Der Ubersichtlichkeit
zuliebe beweisen wir auf dem Weg zum zentralen Lemma eine handvoll technische Aussagen. Zunéchst
miissen wir jedoch einige Notationen einfiihren.

Wir definieren

Dy, = diag(f~ "V, fm B ) € GL,(F).
Es bezeichne desweiteren

Imn = Kern (GL,(Op) — GL,(Op/f™)) .

)

Im Folgenden sei m > 2n. Dann gilt
Jmn € InNw,D, I, Dyw,. (1.1.2)

Es sei Ry, ein Reprisentantensystem von Or/f* und R} C Ry, eines von ((’)F / f"’) * . Hiermit definieren
wir

%mm = {(Tz‘j) S In | 745 S Rm}

Dann ist R, , ein Reprisentantensystem von I, /Jp, , und trégt als solches eine natiirliche Gruppen-
struktur, welche durch die Matrizenmultiplikation modulo ™ induziert wird. Wir diirfen annehmen,
daf

0,1, +f, ..., 1 e Ry (1.1.3)

gilt, was uns einige Formulierungen vereinfachen wird. Insbesondere erlaubt es uns fiir w € W,, mit
assoziiertem o € S,, die Definition

m;unm = {(TZ]) € ER771,71, | Vl,] <y = To(i)o(§) = O}

Wir bemerken, daf fiir r = (r;;)q;
-1 _
wrw - = (ra(i)a(j))zj
gilt. Die definierende Bedingung von Ry, , ist daher dquivalent dazu, daf dies eine untere Dreiecksma-
trix ist. Es bezeichne B, die algebraische Untergruppe der GL,, der unteren Dreiecksmatrizen. Damit
gilt
Re o = Rmn Nw B, (Op)w.

Das zeigt einerseits, daf fiir r € R},
n

det(r) = [ rr (1.1.4)
k=1
gilt und daf desweiteren R, eine Untergruppe von Ry, ist. Unser Interesse an Ry, wird durch

die folgende Proposition begriindet.
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w
m,n

Proposition 1.1.1. Die Menge méwR ist ein Reprdisentantensystem der Doppelnebenklassen

Un(F)mwsJmpn, s€ Iy
in Up(F)mwl,. Fir jedes e € Z"™ sei ein m(e) > 2n geben. Dann haben wir insbesondere die Zerlegung

GL.(F)= || UnP)mwrJine)n-
ecZ™

weW,

rem;;(e)m

Beweis. Wegen 7¢U,,(F)n~¢ = Uy, (F) diirfen wir e = 0 annehmen. Es sei
UY = Up(F)Nwlw™

Als Représentantensystem von wl,/Jp, , enthilt wMR,, ein Reprisentantensystem der Doppelneben-
klassen

U“wsdmp, s€I,
in U%wI, und es geniigt der Nachweis, dafl wfRy, ,, ein Reprisentantensystem dieser Doppelnebenklas-

sen ist.
Hierzu sei zunéchst r = (r;;) € I,, beliebig. Wir haben

w-r-w = (Ta(i)a(j))ij

Die Operation von U, (F) von links erlaubt es uns, ein beliebiges Vielfaches einer Zeile i mit den
Eintrégen r5(;),(;) auf eine beliebige Zeile k£ < i mit den Eintrégen r,(1),(;) zu addieren. Da es sich bei
To(i)o(s) Wm Einheiten handelt, kdnnen wir mit diesen sémtliche Eintrége r,),(;) der gleichen Spalte
mit k& < ¢ annulieren. Fithren wir dies induktiv durch, beginnend bei ¢ = n, so entspricht dies der
Multiplikation mit einer Matrix

u = (u”) € Un(F)
Wir zeigen nun induktiv, dal © € U“ und

u-wrw ' € whw ' N B, (OF).

Hierzu definieren wir iterativ die Matrizen u(*) = (ug’)) e U¥, r) ¢ I, wie folgt. Es seien u(®) := 1,
und () := 7. Fiir v > 0 sei u+) = (uz(»;-”rl)) € U, (F) gegeben durch uz(»;-”rl) := 0;; (Kronecker-Delta)
falls j #n —v oder ¢ > j. Fiir j =n — v und ¢ < j sei

()
(v+1) _ Ta(i)a(nfu)

iwn—v ° (v)
o(n—v)o(n—v)

Schliefilich definieren wir

(1) .= =Ly D), )

r
Wir sehen nun induktiv, daf TL(TV(Z)O'(‘]') =0 falls j > n —v und 7 < j. Desweiteren zeigen wir, daf} aus

u) € UY, stets ul*t1) € U folgt. Ersteres impliziert zunéchst r*) € I,,. Betrachten wir die Definition

von u**1), so sind zwei Fille zu unterscheiden. Wenn (i) < o(n — v), so ist ’I“c(;g)a(n_y) € Op, falls
&)

o(i)o(n—v)

LD ¢ Op, fallso(i) <o(n—v),
v D, falls (i) > o(n —v),

o(i) >o(n—v),soist r € p. Das zeigt, da8
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also w1 € Uv.
Mit
u = u(n_l) . u(n—?) Ce u(l) c U%¥
gilt daher
uw-wrw ' €w- I, -w N B, (OF).
Sei nun s € R, ,, der Représentant der Nebenklasse

w luw 7 Imn-

Dann représentiert ws die gleiche Doppelnebenklasse wie wr und wegen

wsw™t € w-wrw - Jnn € By (OF) o,

schlieflen wir mittels (1.1.3), da§
s € R,

Ergo enthélt wRy, ,, ein Représentantensystem der Doppelnebenklassen.
Sei nun
U-wr € ws-Jmn

fir u € U, r, s € Ry, ,,. Aufgrund der Normalitit von Jy, , in GL,(OF) ist dies dquivalent zu

w € wsw wrtwTt. Jm.n.

1 _

Nun sind wsw™" = (84(i)o(j))i; und wrt

w1 untere Dreiecksmatrizen, mithin folgt
u e Un_(OF)Jm,n

Das bedeutet, daf

u =1, (mod Jp, ),

was zu zeigen war. O
Proposition 1.1.2. Beziiglich des rechtsinvarianten Haar’schen Mafles auf GL,(F"), welches der ma-
ximalen kompakten Untergruppe GL,(Of) das Maf8 1 zuweist, hat fir jedes e € Z", w € W, und

r € Ry, , die Menge
Un(Op)mwrdmn

ein von w und r unabhdingiges Maf. Im Fall e = 0, m = 2n haben wir

dg=T] (1 -2p)™) - m(p—"""".
/Un(OF)ergnm H ( )

v=1

Beweis. Aufgrund der Normalitét von Jp, , in GL,(Or) haben wir fiir jedes r € Ry, ,,
Un(Op)nwrdmn = Up(Op)7 Iy nwr.

Da wir es mit einem rechtsinvarianten Mafl zu tun haben, besitzen all diese Mengen also ein von r
und w unabhéngiges Maf.
Wir haben bekanntlich

2

(GLu(OF) : Jmn) = # GLa(Op/f™) = N(H™ - [T(1 - Np) ™).
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Weiterhin ist Uy, (Op)Jm,n eine Gruppe und es gilt
(Un(OF)JQn,n : J2n,n) = (Un(OF) : Un(OF) N JQn,n) =

n M n3—n2
#Un(OF /§77) = N(H)*" 1
Hieraus schlieffen wir, dafl
(GLn(OF) U, OF J2nn H . gn(f)n?’-i-nz’
v=1
was zu zeigen war. -

Wir betrachten nun die Operation des kompakten Torus
1, = (07)"
auf GL,,(F), welche fiir v = (y1,...,7,) € T, durch
72 GLp(F) — GLo(F), g "g:=g-diag(v,..., )

gegeben ist. T}, operiert in natiirlicher Weise auf Ry, |,
von 71 zuordnen. Diese Operation faktorisiert iiber

indem wir einem r € RY, ,, den Représentanten
)

Tm,n = Tn/ (]- + fm)n

und Ty, , operiert treu auf der Bahn eines jeden r € R
Unter der Voraussetzung, dal o(n) = n definieren wir desweiteren die fiir unseren spéteren Induk-
tionsbeweis relevante Menge

Re = {(rij) €ERG | = [y = —f"77, 2< j < n}.

Proposition 1.1.3. Falls® o(n) = n, so gilt fiir jedes r € i)z‘%n

n(n—1)

# (T 7R, ) = N(D ™

Das bedeutet, dafy die Bahn von r unter der Operation von T, auf Ry, ., genau N(f) " Elemente
aus m% n enthalt.
Beweis. Der Stabilisator von
(P =T 1) € OF/ (7))
unter der Operation s — s-71,, von T;, auf O%/ ()" i
(1 + fm—n-‘rl) « (1 +](m—n+2) N, (1 + fm—i-l) % (1 +fm)
Die Projektion desselbigen auf T, ,, hat die Kardinalitéit
n
n—j _ n(n—1)
[[nh)~ =on—=
j=1
O

20(n) = n impliziert n > 1.
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Wir definieren nun die ebenfalls fiir den Induktionsschritt relevante Matrix

1 0 0
0
Cn:: : . . :
0 0 1 0
fnfl _fnf2 _f 1

Proposition 1.1.4. Unter der Annahme o(n) =n gilt mit © = p(w), 7 := p(r),
#g%fn,n = #mfn,n—l‘
Genauer induziert die Projektion p eine Bijektion

POy, — R

mmn—1-

Weiterhin induziert
GLn—l(F) - GLn(F), g J(g) -Chn

die Umkehrabbildung von p.
Beweis. Wir betrachten die von der Projektion p : F™*" — F"~1x7=1 induzierte Abbildung

oL

. W -1 ~ @
prwRy W o ORE

Bei w?ﬁ%,nwfl als auch bei dziﬁf’nm_ldfl handelt es sich um untere Dreiecksmatrizen, so dafl p wohldefi-

niert ist. Desweiteren ist p wegen Definition von ?5%‘;;”1 bijektiv mit der angegebenen Umkehrabbildung.
O

Wir haben eine Linearform
An:ann—)Fv gHe;ggbn?

wobei
G = (f7 f D

Wir definieren nun die Matrizen

1 f* o ... o0
0 1 —ft :
: 1 —ft
0 1
7t o 0
1 —ft :
A4, = 0 1 —fL € GL,(F),
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und .
B, :=f A, €I,

Es gelte By = C] = 1; und By := 1. Das garantiert uns, daf} fiir alle n > 0
det(Bp4+1Cn11) = det(By,). (1.1.5)
Lemma 1.1.5. Firn >0 und g € GL,(F) gilt
w (§(9)Crnt1 - Dnparwni) - v(g) = (Aa(9Bn)) - w (§(9Bn - Dnwn)) - v(gBn).
Beweis. Wegen B, € I, geniigt es,
Y(An(9Bn)) - w (j(9Bn - Dpwn)) = w (j(9)Cnt1 + Dnp1wnir)
nachzuweisen. Hierzu betrachten wir die Matrix
u = (uij) € Un+1(F),
welche fiir j <nund 1 <i <n+ 1 durch
ui; = 0;; (Kronecker-Delta)

gegeben ist und fiir 1 <+4¢ < n durch

Uint1 = —gi - [
Dann gilt wegen A,, = ((An+1)ij+1)1gi,j§n
0
O e D An
/™0 0
Schliellich haben wir
0
u-5(9)Cnr1 - Any1 - Dnpiwngr = g 0
0 0 1

mit B
g=g- Anf - Dpwy,.

Wir erhalten also zusammenfassend

u - j(9)Cnt1 - Ant1 - Dnprwng1 = j (9Bn - Dnwn) .
Wir bemerken nun, dafl
wn+1D;}r1 “Ang1 - Dppiwnygr € Iy,
was
J(9)Cnt1 - Ans1 - Donpawngr € §(9)Cnit - Dnprwny1lnga

impliziert. Fiir unsere Iwahori-invariante y-Whittakerfunktion bedeutet das

G gm) - w ((9Bn - Do) = w (j(9)Cosr - Dsrtonsn).

Wegen .
Bnén = (f7",0,...,0)
folgt die Behauptung. O
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Lemma 1.1.6 (Zentrales Lemma). Fir beliebige n > 0, e € Z", w € W,, und m > max{2n,n —
e1/vp(f),...,n—en/vp(f)} gilt

3 $al9) - w (i(g - Duwa)) - v(g) - x(det(g)) - |det(g)[* 2 =
gEﬂewﬂi‘;’nm

{m(f)‘m2”%”<”“>+§ZL‘—15V23V G00)™ 5 w(lns) - v(1y), fallsw =1, unde =0,

0, sonst.

Beweis. Wir beweisen dieses Lemma durch Induktion nach n. Falls n = 0, so gilt Wy = GLo(Op) =
{10}, M¥ = {1¢}, Z° = {0}. Der Fall w # 1y oder e # 0 tritt hier niemals ein. Das zeigt den
Induktionsanfang. Sei also n > 1 und die Aussage des Lemmas fiir n — 1 wahr.

Wir erinnern daran, da8 T,, n treu auf den Bahnen unter der Operation von 7;, auf R}, ,, operiert.
Es sei S C T, ein Représentantensystem von T}, . Die Zerlegung von R, , in Bahnen unter dieser

Operation fiihrt in natiirlicher Weise zu Teilsummen

m,mn

Zw 7T wV - w (] (Weaﬂ'r‘ . Dnu)n)) . U(ﬂew%“) . X(ﬂ.ew’yr) . ||det(7r€w7r) ”s—% :
YES

wobei r € R}, .. Da die Summanden aufgrund unserer Voraussetzung an m unabhéingig von der Wahl
von S sind, ist Z(r) per Definitionem konstant auf den Bahnen der Operation von T,. Insbesondere
verschwindet Z(r) genau dann, wenn es auf der gesamten Bahn von r verschwindet.

Unsere Beweisstrategie besteht nun darin, zunéchst einzusehen, in welchen Féllen Z(r) verschwin-
det und hiermit die Gleichung (1.1.9) abzuleiten. Es wird sich zeigen, dafl dies uns bereits erlauben
wird, mittels des Lemmas 1.1.5 induktiv das Lemma zu beweisen.

Es gilt

7°wr - Dyw, =

7éwr -1, - Dyw, =
wéwr - Dpwy, - (wy 1pwy,) €
wéwr - Dywy, - I,
denn w, 1,w, € I,. Aus dieser Relation ergibt sich, daf3

Z(r) = [det(n®)|*"% - x(xw) - w (j (1wr - Dypwn)) - v(nw) - X(r) - 3 x (1) - h(An(mwr)).
vES

Nun haben wir
n

1/1(/\n(7rew7r)) = H (0 (ﬂenfy_n_lra(n)u ) ’Yl/) )

v=1

was uns

Z X (Fy]—n) : ¢ w’YT H Z X(’YV) : ¢ (ﬂ—enf’/_n_lra(n)u . ’Yl/)

V€S vE€(Op/fm)*

beschert. Aus 75(n)o(n) € Op und myy(f) > m/p(f) — ey, ergibt sich daher mittels Gleichung (0.0.1)
die Implikation

en # (n—o(n)) -v(f) = Z(r)=0. (1.1.6)
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Sei also e, = (n —a(n)) - vp(f). Falls o(n) # n, so gilt e, > 0 und mithin

'

[7e 7 o n -l < 117

)

was wiederum

Z(r)=20

zur Folge hat. Also diirfen wir weiterhin o(n) = n annehmen, was uns zugleich e,, = 0 beschert.
SchlieBlich haben wir fiir jedes v < n nach Gleichung (0.0.1) die Implikation

ol # |F4] = 20 =0, L)
womit wir uns wegen (1.1.3) auf den Fall 7,,; = f*~! und
Ty =—f""", 2<v<n,

zuriickziehen kémnen3, denn Z(r) ist konstant auf den Bahnen und in jeder Bahn mit Z(r) # 0 existiert
ein Représentant mit dieser Eigenschaft. Unter diesen Voraussetzungen gilt

D o x (1) - (a(mwr)) = x(Ba) - GO)™ - N\ ™" (1.1.8)

YES
Da desweiteren Z(r) konstant auf den Bahnen ist, folgt aus Proposition 1.1.3, da8
. s 1 _n(n-1)
> v(@)w (g - Duwn))v(g)x(g) [det(g)[*"2 =)™ 2 - > Z(r). (1.1.9)
gET WRY, . rERY,

Wir haben in (1.1.6) bereits eingesehen, dafl

> n(@)w (g - Dawn)) v(g)x(9) ldet(g)[* "2 =0

geTeWRY,

falls o(n) # n oder e, # 0. Wir diirfen also o(n) = n und e, = 0 annehmen. Daher definieren wir
mit Blick auf den Induktionsschritt € := (e, )1<p<n—1, @ := p(w) und 7 := p(r). Dank der Gleichungen
(1.1.5), (1.1.8), Proposition 1.1.4 und Lemma 1.1.5 ergibt sich, dal

§{w
> 2(r) = x(Ba) - GRO™ (™ ;;n:n

n-1) ¥ (A1 (70 FBy-1)) - w(j (j (7@ 7 Bp1- Dn-1wn-1))) -v(j (7°D)).

o,
¢}
=
3
\_C/hl
=
=
N
™
&
=
sy
S
—

Da B,,_; € I,—1 permutiert die Multiplikation mit B,,_; lediglich die zu représentierenden Doppelne-
benklassen, was

Y Z(r) = (E" GO

3im Falln =1 gilt also rpn, = 1.
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ST [det(x)]* 7 - x(w°@) - Yt (7)) - w(i (G (°@F - D)) - 05 (7))
m&;

m,n—1

IS

zur Folge hat. Aus der Induktionshypothese folgt daher, dafl

7“65‘{%7,1

sofern e # 0 oder w # 1,,. Fiir e = 0 und w = 1,, ergibt sich aus selbiger

nH~ET S Z0) =
re‘j‘ﬁﬁlm

oy n(nt1) (m—2(n—1))n(n—=1) | 1 x~n—1 V23
GO)™-G) 2 MHTTT T NG 2 =t (1, 40) (1) =
(m—2n)n(n+1) n (n+1)n
() TS G0 P (L) - o(1),
was zu zeigen war. ]

Schliefflich kénnen wir das lokale Birch-Lemma beweisen.

Beweis des lokalen Birch-Lemmas. Wir erinnern an die Definition der Matrix B,, und definieren wei-
terhin

o ... ... 0 1
/
E, = :
0 ) f fn72
1 _f _f2 fn—l
Dann gilt
0 0 f1
-f .0
E =1 o :
—f
1 0 0
sowie
0 el 0
f -1
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Offensichtlich sind B,, und E,! eng miteinander verwandt*. Wir interessieren uns fiir diese Matrizen,
da

Bpi1hDE, 1 = diag (ffna frem fn) = Dpy1.

Es sei angemerkt, dafl Konjugation mit D, ;1 mit der Konjugation mit ¢~2 identisch ist. Mit dieser
Notation gilt nun

§(Bn) - By{y = Cny1.

Fiir das lokale Zeta-Integral aus dem lokalen Birch-Lemma ergibt sich wegen
B, € I,, En—l—lwn—l-l S In—l—l

und der Rechtsinvarianz des Mafles mit der Substitution g — ¢gB,

/ w (i(a) - hD) -vlg) - x(g) - ldet(g)|"* dg =
Un(F)\ GLy (F)
. S—l
X(det(Bn))-/ w (§(9)Cnt1 - Dnrwnt1) - v(g) - x(g) - [det(g)[ 2 dg.
Un (F)\ GLy (F)

Nach Lemma 1.1.5 ist dies gleich

/ $On(9B)) - w (j(9Bn - Duwn)) - v(gBa) - x(gBn) - |det(g)|** dg.
Un(F)\ GLy (F)

Die erneute Substitution g +— gB, ! transformiert letzteres Integral in die Form

/ $(n(9)) - w ({9 - Duwn)) - v(g) - X(g) - [det(q)|"~* dg.
Un(F)\ GLy (F)

Die Propositionen 1.1.1 und 1.1.2 zeigen, daf dieses Integral als endliche Summe im Sinne des Lemma
1.1.6 ausgewertet werden kann. Wahlen wir m(0) = 2n, so schliefit Formel (C.0.4) aus Anhang C
schliellich den Beweis der Behauptung ab. O

1.2 Ein allgemeines globales Birch-Lemma

In diesem Abschnitt sei k ein beliebiger Zahlkorper. Es seien nun 7 und o irreduzible cuspidale auto-
morphe Darstellungen von GL,,(Aj) beziehungsweise GL,,_1(Ag). Mit Soo C M}, bezeichnen wir die
Menge der unendlichen Primstellen von k. Es sei S C My, die endliche Menge der endlichen Primstellen,
an welchen 7 oder o verzweigt sind. Desweiteren sei p eine feste Primzahl.

Wir méchten die Variation der Rankin-Selberg-Faltung von 7 und ¢ unter Twists mit Charakteren
studieren, deren Fiihrer | eine p-Potenz teilt und welche durch keine der Primideale in S teilbar sind.

“Es bezeichne d; die n x n-Diagonalmatrix, welche sich von der Einheitsmatrix nur an der Stelle (4,4) unterscheidet
und dort den Eintrag —1 hat. Dann haben wir die Relation

dandnEndl = —Wn.
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Rankin-Selberg-Faltungen

Fiir jede endliche Primstelle q von & wihlen wir einen festen additiven Charakter 14 : kg — C* mit
Kern Oy, . Wir wihlen weiterhin auch an den unendlichen Primstellen von & nichttriviale additive
Charaktere der Komplettierungen, so dal ¢ := & 1, ein additiver Charakter von k\Ay ist (siche

veEMp,
beispielsweise [Wei67, chapter IV, §1]).
Zu einer endlichen Primstelle q € M, mit Restklassenkorperkardinalitéit ¢ haben wir fiir ein belie-
biges Paar
(wq, vq) € W (mq,1bq) X W(Jq,i/)q_l)
von Whittakerfunktionen im Sinne von [JPSS83] das Zetaintegral

o1
Vg v s) = | an (7)) o) laento)ly* o (12.1)
Un—1(kq)\ GLn—1(kq)

Nach [JPSS79a, JPSS79b, JPSS83] konvergiert dieses Integral absolut fiir Re(s) ausreichend grof.
Desweiteren ist dieses Integral eine von Null verschiedene rationale Funktion in ¢~° und setzt sich
insbesondere meromorph auf ganz C fort. Schliefllich spannt die Gesamtheit dieser Integrale ein ge-
brochenes Ideal in C(g¢®) beziiglich des Teilringes C[q™*, ¢°] auf. Jeder Erzeuger T'(s) dieses Ideals ist
von der Gestalt
T(s)=P(g~*)""

mit einem Polynom P(X) € C[X]. Nun ist die lokale L-Funktion L(s,mq X 0q) als derjenige Erzeuger
definiert, fiir welchen P(0) = 1 gilt [JPSS83]. Die Funktion L(s,my x 0q) ist unabhéngig von der Wahl
des additiven Charakters 1. Im Allgemeinen ist L(s, mq X 04) selbst kein Integral ¥(wq, vq, s) der Form
(1.2.1), sondern lediglich eine endliche Summe solcher Integrale. Um diesem Sachverhalt Rechnung zu
tragen, definieren wir mittels der Bilinearitét von W(wyq, vq, s) die Abbildung

U W (g, 1hq) @ W (0,0 ) — C(q°), wq® vg— W(wg,vg, s).
Dann existiert stets ein guter Tensor t(q) €W (mq,q) @ W (04, @Z)q_l) mit
L(s,mq x 0q) = \If(tg,s).
Falls 74 und o4 unverzweigt sind, kénnen wir tg = wg ® vg mit den entsprechenden Neuvektoren®
wg und 1)8 von mq beziehungsweise o4 wéhlen. Das bedeutet, dafl fiir q ¢ S die lokale L-Funktion

tatséchlich selbst ein Integral der Form (1.2.1) ist. Nach Shintanis expliziten Formeln [Shi76b] (siehe
auch [JS81a, Section 2]) gilt daher insbesondere

L(s,7q % 0q) = det(Lnm_1) — N(q) " Ar, @ As) 7,

fir alle g ¢ S U Soo, wobei A, und A, die entsprechenden Satakeparameter sind®.
Es sei nun (w,v) € #(m, 1) x #(0,1%~1) ein Paar globaler Whittakerfunktionen mit Faktorisie-
rungen w = ® wy,, v = ®v,. Es bezeichne
v v

#(g) = > w <<7 1) g> (1.2.2)

’YEUn—l(k)\ GLn—l(k)

®dies sind die eindeutigen durch wq(1,) =1 (vg(1n,—1) = 1) normalisierten GLy(Ok, )-Fixvektoren (beziehungsweise
GLy—1(Ok, )-Fixvektoren). Jacquet und Shalika nennen sie essential elements [JS81a, Section 2.2], Shintani [Shi76b]
nennt sie class-1.

5Mit anderen Worten: da 7, unverzweigt und generisch ist, gilt mq = Indgzik(?%)(m ® -+ ® un) mit unverzweigten

Charakteren g1, ..., s, von k™, [Zel80]. Dann gilt A; = diag(u1 (@), ..., 4n(w)) mit einem beliebigen Erzeuger w von
q. Analoges gilt fiir o4.
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die zu w assoziierte automorphe Form auf GL, (Aj) und entsprechend ¢ die zu v assoziierte automorphe
Form auf GL,,_1(A}) (siehe bspw. [CPS04]). Dann konvergiert fiir Re(s) ausreichend grofi das Produkt

U (wy, vy, 8) = g )) det(g)*"2 d
[T wtwnvns) = | Ln_1<k>\GLn_l<Ak>¢<< ) (o) ldet(g)]"* dg

veMj,

der lokalen Zetaintegrale absolut und dieses setzt sich auf ganz C analytisch fort, denn durch das glo-
bale Rankin-Selberg-Integral ist eine analytische Fortsetzung auf ganz C gegeben [CPS94, Proposition
6.1], [JS81b, Section 3.3].

Durch lineare Fortsetzung erhalten wir mittels der Zuordnung

(Buwy) @ (®v,) =[5 I ¥(we, v, )]
vEMj,

eine C-lineare Abbildung auf dem algebraischen Tensorprodukt #4(m, 1) ® #4(o,v~1). Im Bild dieser
Abbildung liegt die globale L-Funktion

L(s,m x o) HLSﬂ'vxav

modulo der Gammafaktoren. Genauer existiert nach [JS90] fiir jede Wahl von (w,, v,) fiir v € S eine
ganze Funktion P, so daf

P(s)- L(s,m x o) H U (W, Uy, §) - H \I/(tg,s).

VES qEMp—Soo

Uber P(s) wissen wir, daB es ein Produkt lokaler Integrale ist, welche von den Whittakerfunktionen
(wy, vy) fiir archimedisches v € Sy, abhéngen. Variieren wir diese Whittakerfunktionen, so kénnen wir
hiermit P(s) beeinflussen. Nach [CPS04, Theorem 1.2,(ii)] existiert zu jedem s¢ eine Wahl von (w,, vy,)
fiir v € So, so daBl P(sg) # 0 ist. Als Konsequenz hieraus ergibt sich, dafl die lokalen L-Funktionen an
den archimedischen Stellen ebenfalls endliche Summen von Rankin-Selberg-Integralen sind [CPS04,
Theorem 1.3].

Wir werden jedoch die Whittakerfunktionen an den archimedischen Stellen fiir unsere Zwecke nicht
beliebig wahlen konnen. Daher wird uns die Frage, ob P(%) # 0 spéter noch beschéftigen.

Da wir an den Stellen v € S nicht davon ausgehen koénnen, dafl die entsprechenden guten Ten-
soren t reine Tensoren sind, liefert die Darstellung dieser Tensoren als Summe reiner Tensoren eine
Darstellung

Ue%oo(wv ®'U1) ®®t0 ZwL@v“

wobei jedes w, ® v, ein Produkt aus reinen Tensoren ist. Beziiglich der assoziierten automorphen
Formen (¢,, ¢,) erhalten wir daher die Integraldarstellung

PO Lo =3 [ ) e s

Ein allgemeines globales Birch-Lemma

Es sel f # 1 ein Ideal im Ganzheitsring Oy von k, welches eine p-Potenz teilt und welches durch
keines der Primideale in S teilbar ist. Fiir einen beliebigen Erzeuger f von’ § < Oy ®z Z, definieren

"mit ? bezeichnen wir den Abschluf} von f in dem mit der Produkttopologie verstehenen Raum [] Okp =2 0k®zZp.

plp
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wir h{f) € GL,(Ay) analog zum vorigen Abschnitt, wobei h(/) an séimtlichen Stellen v 1 § trivial® sei
und an den iibrigen Stellen dem Element h(f) des Abschnittes 1.1 entspricht. Mit j : GL,_1 — GLy,
bezeichnen wir analog die kanonische Einbettung.

Allgemeines globales Birch-Lemma. FEs sei x = ® X, ein Quasicharakter der Idelklassengruppe
v

von k mit nichttrivialem Fiihrer §, welcher eine p-Potenz teilt und durch keines der Primideale in S
teilbar ist. Weiterhin nehmen wir an, daf$ x, fir alle v | oo trivial ist.
Fiir jede Wahl von (wy,vy) fiir archimedisches v € S und fiir jede Stelle p | f und jedes unter der

entsprechenden Iwahorigruppe rechtsinvariante Paar (wy,vy) gilt dann mit der entsprechenden ganzen
Funktion P,

n—1

P(s) - [] wp(1n) - vp(La-r) - JT (1 —9p) )

plf i=1

Gx) 7 L(s, (m@X) x o) =

n

Skl k(n—k) | itg) - D) - 0,(9) - x(d 1d =3 dg.
n(f) > R COR ) RO IR T Olr

Es sei erwdhnt, daf3 die Voraussetzung an die reellen archimedischen Komponenten von x gewif3
erfiillt sind, falls y an selbigen Stellen trivial ist. Dies ist jedoch nicht zwangslaufig fiir jedes m not-
wendig.

Beweis. Sei q 1 f eine endliche Primstelle. Fiir jeden guten Tensor tg fir (mq,0q) ist xq(det) - tg ein
guter Tensor fiir (74 ® xq,04q). Wir haben also

L(s,(mq ® xq) X 0q) = Y(xq(det) - tg, s).
Fiir p | f ergibt sich
L(s, (mp @ xp) X 0p) = 1,

denn 7, und o sind unverzweigt, x, jedoch nicht. Fiir die spezielle Whittakerfunktion wy , € # (7, ®
Xps ¥p), welche durch

g — xp(det(g)) - wp (Q . h(fp))

gegeben ist, haben wir aufgrund des allgemeinen lokalen Birch-Lemmas

1 n(n—1)

n—1
U (wpys Vps 8) = wp(Ln) - vp(La1) - [ (1= 9p) ™) ™" - P~ b=t Kb G () 7
=1

Wir stopseln nun die lokalen Whittakerfunktionen zu einer globalen Whittakerfunktion

wva = ® w’U ® (® wp,xp) ® (® Xq(th) . wb7q)
v€Soo pIf aff

zusammen und erhalten, wegen unserer Voraussetzung an den reellen Stellen, sowie aufgrund der
Definition von wyy,

w,,(9) = x(det(g)) - w, (g . h(f)) _

Nach (1.2.2) gilt daher fiir die zu w, , assoziierte automorphe Form ¢, , die Formel

dux(9) = x(det(g)) - d.(g - htD).

8das bedeutet die Einheitsmatrix



24 KAPITEL 1. EIN ALLGEMEINES BIRCH-LEMMA

Das zeigt, dafl auf der rechten Seite der Formel unseres Lemmas nichts anderes als die Rankin-Selberg-
Faltung von ¢, , und ¢, auftritt.
Dank
[Tc0w =Gt
pIf
steht auf der linken Seite das der Summe dieser Faltungen entsprechende Eulerprodukt, welches in einer
rechten Halbebene absolut konvergiert und dort mit der rechten Seite der Gleichung iibereinstimmt?.

Damit gilt unsere Gleichung aufgrund der analytischen Fortsetzbarkeit beider Seiten auch auf ganz C,
was zu zeigen war. ]

An diesem Beweis ist ersichtlich, dafl die Voraussetzung, dal die Primteiler von § die gleiche Rest-
klassenkorpercharakteristik p haben, eine Annahme ist, welche lediglich die Formulierung vereinfacht.
Es wire zweifellos moglich, auf die gleiche Weise eine allgemeinere Aussage fiir allgemeine Ideale § # 0
zu erhalten. Dies trifft ebenfalls auf alle anderen Aussagen dieses Abschnittes zu.

Es seien Uy := G(OF, ) fiir nichtarchimedische Stellen q € My, U, := G (k)Y fiir archimedische
Stellen v € Sy, definiert. Fiir ein Idel o € A; bezeichne mit dieser Notation C, ; das Urbild von

FA\E o (L+6) - [[ U,
ff

unter der Determinantenabbildung
det : GLn,1 (k‘)\ GLn,1 (Ak) — ij \A.]j .

Schliefllich fithren wir die Notation e, := diag(z,1,...,1) € GL,(Ay) fir € A} ein. Wir haben
folgendes

Korollar 1.2.1. Fir jedes x von endlicher Ordnung gilt

n—1

PG T () - vptn)- T (1 - ) )

plf i=1

D PR PPCIR /C 6. (j(9) -0 - 1) - ou(g)dg.

—1 n(n—1) 1
. 2

Dabei durchliuft o ein Reprisentantensystem der Klassengruppe k*\A} /], Uy und z € (O @z Zp)*
X

ein Reprisentantensystem von ((Or ®z Zy)/f)

Es sei angemerkt, dal k*\ A} /]], Uy nicht nur die klassische Idealklassengruppe von k als Fak-
torgruppe besitzt, sondern als Kern dieses Epimorphismus auch die Gruppe

(05107 )\ (Gulkr)/ Gu(kr)’) = (07 /0L )\ [T (R*/(R¥))

v reell

enthélt. Hierbei bezeichnet O} L= orn Gun(kr)? die Untergruppe der total positiven Elemente in
or.

9Hier geht ein weiteres mal unsere Voraussetzung an den reellen Stellen ein, denn P bleibt aufgrund dieser invariant.
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Beweis. Der Beweis beruht auf der disjunkten Zerlegung

GLy1(k)\ GL—1(Ag) = | | Cass - €as

wobei z ein Représentantensystem von ((Of @z Zp)/7) * durchléuft und wir die Diagonalmatrix wie
im globalen Birch-Lemma als Element von GL,,_1(Aj) verstehen. Insbesondere betrifft diese Zerlegung
beziiglich z lediglich die p-Komponenten fiir p | f.

Es gilt fiir jedes g € GL,,—1(Aj) zunéchst nach (1.2.2)

@L(g'ga:) = Z v, ((7 1)9'5;18) = Z Ch ((7 1) g) :(PL(Q)-
7€U7L72(k)\ GL7L72(k) ’YGU’,sz(k)\GLn,Q(k)

Nun nimmt y(det -) auf jeder Nebenklasse konstant den Wert y(ax) an. Daher erhalten wir

/ b, (j(g) : h(f)) ~pu(g) - x(det(g))dg =
(Cap)-ea

x(a'fﬂ)-/c o} (j(g-ex)-h(f)) pu(g)dg =

a,f

xo-a)- [ o (i) 1) - alo)ds.

a,f

Mehr ist nicht zu zeigen. O
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Kapitel 2

Heckeoperatoren und Distributionen

In diesem Kapitel konstruieren wir mittels der Periodenintegrale des globalen Birch-Lemmas eine
C-wertige Distribution, welche die speziellen Werte der Rankin-Selberg- L-Funktion interpoliert. Die
Distributionenrelation wird sich aus der Aktion einer modifizierten Hecke-Algebra ergeben, welche in
natiirlicher Weise eine Erweiterung der Standard-Hecke-Algebra ist. Unser Vorgehen ist eine Synthese
aus [KMSO00, section 4] und [Sch01, section 3].

2.1 Hecke-Paare und Erweiterungen von Hecke-Algebren

Fiir elementare Grundlagen von Heckeoperatoren sei auf [Shi71, chapter 3] und [Miy89, chapter 2,
§7] verwiesen. Es sei G eine Gruppe. Ein Hecke-Paar (R,S) (in G) besteht aus einer Untergruppe
R < G und einer Unterhalbgruppe S C G mit RS = SR = S und der weiteren Eigenschaft, dafl
jede Doppelnebenklasse RsR fiir s € S eine endliche Vereinigung von Rechts- oder Linksnebenklassen
modulo R ist.

Die Bedingung RS = SR ist stets erfiillt, wenn S = G. Die zweite Bedingung ist stets erfiillt, wenn
G eine topologische Gruppe und R eine kompaktoffene Untergruppe ist.

Ist (R, S) ein Hecke-Paar, so 1d8t sich der freie Z-Modul Hz(R, S) iiber der Menge aller Doppelne-
benklassen RsR in den freien Z-Modul #Zz(R, S) iiber allen Rechtsnebenklasen sR, s € S, einbetten,

wobei
RsR = |_| siR — Z siR.

Identifizieren wir Hz(R,S) mit seinem Bild, so entspricht Hz(R,S) den R-Invarianten unter der
Aktion
R x %z(R,S) — %z(R,S), (r,sR)+ rsR.

SchlieBlich wird Hz (R, S) eine assoziative Z-Algebra vermoge der Multiplikation

(Z SiR> . Z th = Z Sith.
i J V)

Diese Algebra ist genau dann unitir!, wenn R NS # (. Fiir einen beliebigen kommutativen Ring A
setzen wir

Ha(R,S) := Hz(R,S) ®z A.

'besitzt ein Einselement

27
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Dies ist eine assoziative Algebra iiber A. Die Elemente sind formale Linearkombinationen von Doppel-
nebenklassen mit Koeffizienten aus A. Wir definieren H(R, S) := Hc(R,S) und nennen dies schlicht
die Hecke-Algebra zum Paar (R, S).

Ist G eine lokalkompakte Gruppe und K < G eine kompaktoffene Untergruppe, so ist (K, Q)
ein Hecke-Paar. In diesem Fall entspricht %z(K,G) dem Z-Modul der lokalkonstanten rechts-K-
invarianten Abbildungen f : G — Z mit kompaktem Triager und Hz(K,G) ist der Untermodul der
ebenfalls links- K-invarianten Abbildungen. Die Algebrenverkniipfung entspricht dann der Faltung

axf : :L‘H/Ga(g)ﬁ(xgl)d%

wobei dg das rechts-invariante Haar’sche Maf} auf G bezeichnet, welches K das Mafl 1 zuweist. Diese
Interpretation ist im Ubrigen auf jede Hecke-Algebra H (R, S) iiber einem beliebigen Teilring A C C
anwendbar.

Da die uns interessierenden Hecke-Algebren stets diesen topologischen Ursprung haben, formulieren
wir die elementare

Proposition 2.1.1. Es sei G eine lokalkompakte Gruppe, H < G eine abgeschlossene Untergruppe,
K < G eine kompaktoffene Untergruppe, L = HNK und HK = G. Dann ist durch die Einschrinkung

a— olg

ein A-Algebrenmonomorphismus Ha(K,G) — Ha(L, H) gegeben.

Beweis. Die Wohldefiniertheit als Abbildung, die A-Linearitéit, als auch die Injektivitdt sind klar.
Es bleibt die Vertriglichkeit der Multiplikation einzusehen. Hierzu bezeichne dg das rechts-invariante
Haar’sche Maf} auf GG, welches K das Mafl 1 zuweist und entsprechend dh das rechts-invariante Maf3
auf H, welches L das Maf} 1 zuweist. Fiir z € H ist die Identitét

/ a(9)B(zg~")dg = / a(h)A(xh)dh,
G H

zu zeigen. Um dies einzusehen, diirfen wir uns auf den Fall a = 1x,x, 8 = 1gpi zuriickziehen, wobei
aufgrund unserer Voraussetzung HK = G sogar a,b € H angenommen werden kann. Nun induziert
die Inklusion H — G eine Bijektion

INLaLNLb'La = K\KaK N Kb 'Kz,

was aufgrund der Rechtsinvarianz und der Normierung der Mafle die Behauptung beweist. O

2.2 Die modifizierte Hecke-Algebra

Es sei p eine beliebige endliche Stelle eines Zahlkorpers k. Die Hecke-Algebra zum Paar (K, G) mit
K = GL(Ok,) und G = GLy, (k) ist die Standard-Hecke-Algebra zu p. Sie ist kanonisch isomorph zur
Algebra der K-bi-invarianten Abbildungen G — C mit kompaktem Triger. Nach Tamagawa [Tam63]
(siehe auch [Sat63, Theorem 6], [Car79, section 4.2, Theorem 4.1]) haben wir den Isomorphismus (die
sogenannte Satake-Abbildung)

S:H(K,G) — CIXFL, .. XF5

v(v+1)

T, —Np) 2 -o0,(Xq,...,Xpn), (0<v<n)
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wobei die symmetrische Gruppe S,, wie iiblich durch Permutation der X; operiert,

o 1, 0
T,,.—K< 0 w-ly>K

unabhéngig vom Primelement w ist und o, das elementarsymmetrische Polynom vom Grad v in
den Variablen Xi,..., X, bezeichnet [Bou98, chapitre IV, §6, no. 1]. Insbesondere sind die Hecke-
Operatoren 7, algebraisch unabhingig.

Wie zuvor bezeichne B, (kp) die Standard-Boreluntergruppe von GL;,(ky). Wir definieren Kp, :=
B (k) N K = By(O,). Die parabolische Hecke-Algebra ist definiert als Hp, := H(Kp,, Bn(kp)). Die
Iwasawazerlegung [IM65, Proposition 2.33], [Sat63, Section 8.2] zeigt, dafi die Voraussetzungen von
Proposition 2.1.1 erfiillt sind. Daher ist Hp, eine Ringerweiterung von H, := H(K, ), vermoge der
Einbettung € : Hy — Hp, , welche explizit durch

D ai-gK =Y ai-giKp,
i i

gegeben ist, wobei g; € B, (kp), was dank Iwasawazerlegung angenommen werden darf.
In Hp, haben wir die Hecke-Operatoren

L1 0 0
U:=Kp | 0 w 0 |Kg,
0 0 L,

welche paarweise kommutieren [Gri92, Lemma 2]. Uber Hp, zerfillt nach [Gri92, Theorem 2] das
Hecke-Polynom?

Ho(X) =3 (—1)" 9(p) =

v=0

T,X"" € Hyp(X)

in Linearfaktoren
n

Hy(x) = [J(x - 0.

i=1
Wir definieren wie in [KMSO00, section 4] fiir 1 < v <n die Operatoren
(v— l)u
Vp,, = ‘ﬁ(p) U1U2 Ul, EHBp,

sowie
tp) = diag(w" 1, w2, ..., 1).
In vollstéandiger Analogie zu [KMS00, Lemma 4.1] haben wir das folgende

Lemma 2.2.1. FEs gilt
w-1 0 w-1 A
e (2 (L)

wobei A € O”X" Y ein Reprisentantensystem modulo p durchliuft. Desweiteren kommutieren die
Hecke- Operatoren Vo und es gilt

Kp,t(pKp, = H Vo = |_|“t KBy,

wobei u ein Reprdsentantensystem von Un (O, ) /t(p)Un(Ok, )t (5 durchliuft.

2Gritsenko betrachtet Q. (t) = t"H, (t™1).
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Beweis. Fiir jedes
B <BW By > € Ky,

0 B ynow
gilt
B. (w‘l,j 0 > _ (w-BW, By .. >
0 1,— 0 Bj{_%n_l,
sowie

w - 1l/ 0 . B = w- By’y w - Blljvn_u
O 17L—V 0 Bzfz/,nfu ’

was die zweite Identitét der ersten Behauptung zeigt. Analog ergibt sich

1,1 O 0
Ui:l_l 0 W QAly...,0n—4 KBp,
a 0 0 1,_;

wobei
a = (CL]_, e ,(Infi) S OZ‘;Z

ein Reprisentantensystem modulo p durchléuft. Hieraus folgt induktiv die behauptete erste Identitét.
Die Operatoren V,, , liegen in dem Teilring von ‘Hp, , welcher als C-Vektorraum von der Gesamtheit

der Operatoren
Ulil . U§2 . A

n

mit 0 <4y, < ip—1 < --- <77 erzeugt wird. Dieser ist, wie bereits angemerkt, kommutativ?, weswegen
die V}, kommutieren.
Die zweite Behauptung ergibt sich induktiv durch ein ganz analoges Argument, wenn wir die
Notation
t) = diag(e” !, @2, .. @', 1) € GLy (ky)

einfithren. Mit
1) (2) (n—1)
W(Ar, . Ay )= (L twAT) (L2 T Az) (T Ly Ane
0 1,1/, \0 1, 0 1

n—1
HVP’V = Z U(Al,...,Anfl)'t(p) 'KBP’
v=1 Al,...7An_1

gilt dann

sofern A; ein Reprisentantensystem von (9,’;;(”_” modulo p durchliuft. Induktiv ergibt sich, dafl hierbei

u(Aq,...,An—1) ein Représentantensystem von Un(Okp)/t(p)Un(Okp)t(S durchléuft, was zu zeigen

war. O

Es bezeichne M; den C-Vektorraum der C-wertigen rechts-Kp -invarianten Abbildungen auf
GLy(kp). Die Hecke-Algebra H p, operiert von links auf M, vermoge

p

(Z ai 'gz‘KBMﬂ) = D aic g (g9

3Was sich unmittelbar aus der expliziten Beschreibung der Operatoren U; ergibt.




2.2. DIE MODIFIZIERTE HECKE-ALGEBRA 31

Es bezeichne
Vp,o = KBp 1nKBp

das Neutralelement von Hp,. Wir haben wie [KMS00, Lemma 4.3] das
Lemma 2.2.2. Fir jedes A € C gilt

n

n—1
_y _n(n=1)
[TORE) ™ Vou1 = Vo) = Rp) 7 [ Vow - Ho(N):

v=1 v=0
Beweis. Fiir 1 < v < n gilt nach Definition
Voo = m(p)l_yvp,u—lUy-
Daher erhalten wir
AN Vo1 = Vo = N0 ™ Voot - (A= U,).
Nach Lemma 2.2.1 kommutiert V},, mit diesem Ausdruck, weswegen wir durch Umsortieren die Iden-

titét

n n

n—1
—y _n(nfl)
[T ™ Voor = Vo) = R)~ "7 [[ Vo [[A - Wh)
v=0

v=1 v=1

erhalten, was zu zeigen war. O
In vollstédndiger Analogie zu [KMSO00, Proposition 4.2] gilt schlieBlich die
Proposition 2.2.3. Es seien A = (\1,..., A1) € C" L und 1 € My so dafs

Vv=1,2,...,n—1: Hp(\)- -9 =0.

Dann ist
n—1 n
ey = [T T M) Vo1 = Vi) - ¢
i=1 j=1
J#i
eine simultane Eigenfunktion von Vi 1,...,Vyn_1. Genauer gilt mit

_v(v—-1) Y
Ny = ‘ﬁ(p) 2 H Ai
i=1
fir 1 <v <n-—1 die Relation
Vow - thx = 1w -

Beweis. Nach Lemma 2.2.2 impliziert unsere Voraussetzung, dafl
n .
[T RE) Vo1 = Vay) - =0,
j=1

fir 1 <i < n — 1. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber v. Es gilt 1 = A1, weswegen
nach obiger Beobachtung

n—1 n

(m = Vo) - a= (M = Vor) - [ TJ ) 7 Vhjo1 — Vo) -9 =
i=1 j=1
J#
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—_

n— n

TTOw90) Vi1 = Vo) - [T 9U) V1 = Vo) - 0 = 0.
i=2 j=
J#i
Das zeigt den Induktionsanfang p = 1. Unter der Annahme, dafl fir 1 < pu<v—1

(W - Vp,u) =0

—

p=1

~

gilt, erhalten wir wegen
M= M—1- A N(p) '™
die Relation
mAr = A NPt a = A NP T Vot -
Damit ergibt sich schlieflich

(M = Vow) - ¥a = (A m(p)l_yvp,u—l — Vo) -y =0

aus dem gleichen Grund wie im Fall v = 1. O

2.3 Konstruktion der Distribution

Wir nehmen an, daf§ die automorphen Darstellungen © und ¢ bei p unverzweigt und kohomologisch
sind. Das impliziert, dafl sowohl 7, als auch o}, bereits iiber einem Zahlkorper definiert sind [Clo90,
Théoréme 3.13 beziehungsweise Proposition 3.16]. Daher sind die Nullstellen

Ap’l, .. .7)\p7n E Q
beziehungsweise
Cpls- -+ Opnt € Q

der entsprechenden Heckepolynome Hj von 7, beziehungsweise oy, bei p algebraisch. Wir nennen 7
beziehungsweise o bei p ordindr, wenn (bei geeigneter Nummerierung) fiir 1 <i <mn—1

[Apil, = 1921
beziehungsweise fiir 1 < j <n —2
levp,sl, = 192"
gilt. Wir schreiben
Alp) =t Mo, Apn1) €Q7
sowie
alp) = (ap1,...,apn-2) € Qn_z,

und weiterhin
n—1

rag = 1] Ao

v=1

n—2
L n—1l—v
faw = [ ops' ™,
r=1

R 777,(77.*1)(1172)
Ragp) = N o G
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Fa) =0T g
Bei #y(p) und Aqy(p) handelt es sich im Fall der Ordinaritét gemif Gleichung (C.0.3) aus Anhang C
um p-adische Einheiten. Wir nehmen im Folgenden an, daf§ die Eigenwerte nicht verschwinden, womit
auch £y (p) und Ry (p) nicht verschwinden.

Wir diirfen anehmen, dafl die automorphen Formen ¢, beziechungsweise ¢, aus der Integraldarstel-
lung des globalen Birchlemmas, nach Fouriertransformation bei p jeweils class-1-Whittakerfunktionen
im Sinne Shintanis entsprechen. Dann sind ¢, und ¢, normalisierte Eigenvektoren der entsprechenden
Hecke-Algebren H,, bei p zu den obigen Eigenwerten. Wir betrachten nun die im Sinne von Proposi-
tion 2.2.3 modifizierten automorphen Formen ¢>L beziehungsweise ¢,. Dann ist qu ein Eigenvektor des
Operators

Vo= Vo1 Vo1

mit Eigenwert ) p). Entsprechend ist ¢, eine Eigenvektor zum Eigenwert & (p)-
Fiir eine nichttriviale p-Potenz § definieren wir

(n+1)n(n—1)+n(n—1)(n—2)
() = 20 :
' - . vp (f) ’
(Ra) - Ragr)”

sowie fiir jedes Idel & € A} und jedes z € O}
pa(z+1) ZPM&?:C h) 5,

wobei

Po(u,f) : / . () ) - 2u(g)dy-
Dabei verstehen wir A/) als Element von GLn(kp). Desweiteren seien

0 = K\AY/ ] U 2 1imk\AL /(1 + D) ] Us,
vtp f off

sowie

O(a) =k \k* - a-[J U/ ] U» 2 lim b \E* - a - HU/1+)‘ I1v.

v vtp f vtp

Dann ist O die disjunkte Vereinigung kompaktoffener Teilmengen (o), ..., 0(ayp). Wir diirfen an-
nehmen, dafl die Reprisentanten aq, ..., ayp jeweils bei p trivial sind.

n(n—1)
Satz 2.3.1. Istp~ 2z ein Hauptideal, so sind fia,, . .., P, jeweils Distributionen auf ©(cy), welche
sich zu einer C-wertigen Distribution p auf © zusammensetzen. Fir jeden Charakter x : k*\ A — C*
endlicher Ordnung mit nichttrivialem p-Potenz Fihrer f, trivial bei oo, gilt

1 . n(n—1) 1
[xdn = PG)-3(m.a)-5l1) - GOO™ 5 - LG (@) x o).
Dabei sind &(f) und §(7,0) explizit durch

(n+1)n(n—1) n(n—1)(n—2)

B =k NG s =N v - (Rag)Ram) ",
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und

n—1
3(m,0) == Tp(1n) - Tp(Lur) - [] (1 = Np)™) 7",
v=1

gegeben*. Hierbei bezeichnen wy und vy die lokalen Whittakerfunktionen bei p, welche in der Fakto-
risierung der via Fouriertransformation zu ¢, und @, entsprechenden globalen Whittakerfunktionen
auftreten®.

Der genaue Wert von §(m, o) 1a8t sich mittels Proposition E.0.1 aus Anhang E explizit angegeben.
Beweis. Wir folgen den Beweisen zu [KMS00, Proposition 4.9] und [Sch01, Theorem 3.1]. Wir schreiben

Un = Un(O,),

sowie

w) . —1
U = t(p)Unt{y)-

Im Sinne der Proposition 2.2.3 und des Lemmas 2.2.1 haben die automorphen Formen éb als Figen-
formen von V, die Eigenschaft

Vg € GLy(Ay) : S ulguty) = k) - dul9)

WU e, JUS)

und analog
Vg € GLn—1(Ay) : > @u(gut(p)) = Ra(p) - Pu(9)-
WU ™), €Un1 /U,

Hieraus ergibt sich, dafl
Fixp) - Ralp) - P, (es- h(f)’]c) —

> > / ch veq AV )“’f(p)) ~pu(gwtp))dg =

WU €Uy JUST) w1 €Uy 1 JUST)

)3 / 3, (1) -0 thi(w) W Duty ) - (o) dg.

aufgrund der Tatsache, dafl det(tp) ein Hauptideal représentiert, in Verbindung mit der Rechtsinvarianz
des Haar’schen Mafles und der Trivialitéit des zentralen Charakters von o. Das zeigt, dafl

Po (s - WY §) = it Fate) ZZPMI toyt (W)™ LDttt ), 6). (2.3.1)

Nun kénnen wir Lemma B.0.1 anwenden, denn in O,ZLPX" gilt
(W) R Putt = tj(w) TR W ittt = B (mod ),

da
tj(w) 1t = tut™! = 1,, (mod f).

* Alternativ kénnten wir unsere Whittakerfunktionen derart normieren, da8 6(m, o) = 1.
Sdiese hiingen nicht von ¢ ab, denn die unmodifizierten Whittakerfunktionen sind bei p class 1.
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Das beschert uns dank Proposition C.0.1, dafl

(n+1)n(n71)#6»n(n71)(n72)

Po(eh)9) = A3 - Rl - M)  Pou (e, ).

Mit
m+1nn—1)+nn—-1)(n—-2) =
3nn—1)+nn—-1)n-2)+3n—-1)(n—-2)+(n—-1)(n—2)(n—-3) =
6(n—1)2+n(n—1)(n—2)+ (n—1)(n—2)(n - 3)

erhalten wir wegen der Relation

Pa,L(gxh(fw)a f) = Z Pa,L(5x+afh(fw)a ](P)
a (mod p)

hieraus schliefllich

palz+9) = Y palz+af +fp).

a (mod p)

Das zeigt die Distributionenrelation. Die Interpolationsformel folgt unmittelbar aus dem Korollar 1.2.1
des globalen Birch-Lemmas. O

Die Einschrinkung an p kann durch eine modifizierte Konstruktion abgeschwicht werden, indem
statt po, direkt die Summe

h
:UJ/ = Z Ha;
=1

betrachtet wird, denn diese ist invariant unter Translation. Das hat jedoch zur Folge, dafi zunéchst
nur Charaktere integriert werden kénnen, welche auf aq, ..., as konstant® sind. Sofern es zu jedem
uns interessierenden Charakter y einen unverzweigten Charakter yy,, gibt, so dal xn,x trivial auf
a1,. ..,y ist, so lassen sich durch Ubergang von 7 zum Twist 7 ® ! auf obige Weise Distributionen
1. konstruieren, welche zusammen wiederum zu einer Distribution p auf © Anlafl geben, denn die
Menge {x1,...,xn} der unverzweigten Charaktere hat Kardinalitit h und ist C-linear unabhingig
[Bou98, chapitre V, §5, no. 2, Théoreme 2|. Genauer ist in diesem Fall die Klassengruppe Cj von k ein
direkter Faktor von © = ©' x C;, und die Iwasawa-Algebra

cle]] = lim C[F\A /(1 + ) [ U]
off

der C-wertigen Distributionen auf © zerfillt kanonisch in ein Tensorprodukt C[Cx]®c C[[©']], [MSDT74,
section (7.3)]. Aufgrund der oben angesprochenen linearen Unabhéingigkeit der Menge der unverzweig-
ten Charaktere existieren Mafe ji,,, auf Cj mit

/c Xi_ld,uxj =0;; (Kronecker-Delta).
k

Die Distribution

h
pi= Yy ® iy, € C[[O]]

i=1

Sund damit konstant 1
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hat dann die Interpolationseigenschaft aus Satz 2.3.1 fiir alle dort betrachteten Idelklassencharaktere.
Wir verweisen jedoch auf die Tatsache, dafl auf diese Weise im Allgemeinen nicht alle endlichen
Primstellen behandelt werden kénnen. Der Grund hierfiir ist, dafl die kurze exakte Sequenz

1— O;’JF\O; x mo(kg) — © — Cp — 1, (2.3.2)

im Allgemeinen nicht zerfillt. Ein einfaches Gegenbeispiel ist durch k = Q(v/—15) gegeben. Hier gilt
Cr, = Z/27Z und die Strahlklassengruppe CP ist zyklisch von Ordnung 4 im Fall p | 5 und zyklisch von
Ordnung 16 im Fall p | 17. In letzterem Fall gilt liLnCpn =7

Fiir fast alle Primstellen stellt dies eine moderate Einschréankung dar. Schlielich enthélt die Gruppe
OPX stets eine offene pro-p-Gruppe H [Ser62, chapitre IV, §2, Proposition 6], wobei p die Restklas-
senkorpercharakteristik von p bezeichnet. Im Fall (p, #Ci) = 1 besitzt daher jeder Charakter von H
eine Fortsetzung auf ©, welche auf den Reprasentanten asq, . .., oy als trivial angenommen werden darf.
Auf diese Weise erhalten wir aufgrund der Endlichkeit von (’)pX /H die Interpolationseigenschaft noch
fiir alle Charaktere aus einer Untergruppe von endlichem Index der Charaktere mit p-Potenzfiihrer.
Damit gilt der folgende

Satz 2.3.2. Sofern p die Ordnung der Klassengruppe von k nicht teilt, existiert eine Distribution u auf
0, so dafS die Interpolationseigenschaft aus Satz 2.8.1 fiir alle nichitrivialen x aus einer Untergruppe
von endlichem Index der dort betrachteten Idelklassencharaktere gilt.

Wie bereits bemerkt, ist der betreffende Index 1, falls die Sequenz (2.3.2) zerfillt. Andernfalls
miissen wir uns auf die Untergruppe der Charaktere einschrinken, welche auf den Reprisentanten
ai, ..., qp trivial sind und diese ist, unter der Voraussetzung p t #Cy, stets von endlichem Index in
der Gruppe aller uns interessierenden Charaktere.

Daf sich der Fall p | #C im Allgemeinen nicht mit dieder Methode behandeln 148it, zeigt das
Beispiel £ = Q(1/—23). Dieser imaginérquadratische Zahlkorper hat die Klassengruppe Ci, = Z/3Z und
fiir die Strahlklassengruppen gilt C?" = Z /3" Z fiir alle > 1 falls p | 3. Das zeigt, daB hier liLnCPT =173
gilt, weswegen ©/mo(kg) pro-zyklisch ist. Dieses Beispiel zeigt insbesondere, daff es méglich ist, dafl
kein nichttrivialer Charakter von OpX einen Lift auf © hat, welcher auf den Représentanten aq,...,ay
trivial ist.

Schliellich sei darauf hingewiesen, dafl im Grunde sémtliche bisher bekannte Konstruktionen im
Sinne Mazurs unter diesem Makel leiden. Dieses Phidnomen tritt beispielsweise bereits in [Man76] auf,
in welcher Hilbert’sche Modulformen iiber total reellen Zahlkorpern diskutiert werden. Manins Kon-
struktion gleicht im Wesentlichen unserer. Manin argumentiert, dafl die Auswirkung der Einschréankung
eines Idelklassengruppencharakters x auf O,:p eine kontrollierbare Verdnderung in den jeweils getwiste-
ten L-Funktionen bewirken wiirde, weswegen er unsere konstruierte Distribution y, welche unabhéngig
von der Klassengruppe existiert, als p-adisches Analogon von L(s, 7 X o) ansehen wiirde.

Ash und Ginzburg ignorierten in ihrer Arbeit [AG94] diese Problematik und machten im dortigen
Abschnitt 2.2 implizit die Annahme, dafl sich jeder Charakter von (’),;(p auf die Idelklassengruppe
fortsetzen lafit und zugleich Trivialitdt auf den Reprédsentanten der Klassengruppe erreicht werden
kann. Wie bereits bemerkt, geniigt diese Annahme jedoch nicht zum Nachweis der Existenz einer
Distribution mit der dort behaupteten Interpolationseigenschaft im allgemeinen Fall.

Eine weitere Analogie zwischen Manins und unserer Konstruktion ist, dafl wir, ebenso wie er, statt
p-Potenz-Fiihrer allgemeiner Fiihrer §f betrachten kénnen, deren Primteiler in einer fest gewé&hlten
endlichen Primstellenmenge S liegen. Mit unserem allgemeinen globalen Birch-Lemma und der in
diesem Kapitel diskutierten Konstruktion einer Distribution p kénnten wir analog eine Distribution
konstruieren, welche Twists mit Charakteren interpoliert, die in Manins Sprechweise S-vollstandig
sind. Letzteres bedeutet, dafl nicht nur die Fiihrer §f nur Primteiler aus S enthalten, sondern diese



2.3. KONSTRUKTION DER DISTRIBUTION 37

Primteiler auch tatséchlich alle Teiler von § sind. In unserer Formulierung des globalen Birch-Lemmas
hatten wir diese Verallgemeinerung bereits angedeutet. Der Ubersichtlichkeit zuliebe haben wir uns in
diesem Kapitel darauf beschrinkt, den Fall S = {p} abzuhandeln.
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Kapitel 3

Algebraizitit und Beschrinktheit der
Distribution

3.1 Topologische Modulare Symbole

Die klassische Theorie der modularen Symbole geht auf Birch und Manin zuriick. Sie studierten mo-
dulare Symbole im Kontext der Vermutung von Birch- und Swinnerton-Dyer modularer Elliptischer
Kurven [Bir71, Man72, Maz72]. Mazur und Swinnerton-Dyer nutzen modulare Symbole als erste zur
Konstruktion p-adischer L-Funktionen [MSDT74].

Die Grundidee ist folgende. Es bezeichne H die obere Halbebene, sowie H = H U Q U {icco}.
Fiir N > 1 sei Xo(N) = Io(N)\H. Fiir beliebige a,b € H finden wir einen Weg v(a,b) (bspw. eine
Geoditische), dessen Inneres in H liegt. Wir diirfen desweiteren annehmen, da8 v(a,b) so gutartig ist,
daB fiir jedes holomorphe Differential w € H°(X, Qy /q) das Integral

/ w
7v(a,b)

(a,b) — [wHL(a’b)w]

konvergiert. Die Zuordnung

beschert uns eine stetige Abbildung
=2
H" — Homg(H"(Xo(N),Qx/c), C) = Hi1(Xo(N),R).

Das Bild von (0, a) unter dieser Abbildung bezeichnen wir mit {a} und nennen {-} das (topologische)
modulare Symbol zu I'g(N).

Ist £/Q eine elliptische Kurve und ¢ : Xo(N) — E eine Weil’sche Parametrisierung, so erhalten
wir durch Komposition mit {-} eine Abbildung ¢ : H — Hy(E,C) — C, wobei letzterer Pfeil durch
Integration iiber ein Néron-Differential von E gegeben ist. Damit gilt die schéne Formel [Bir71, Man72,
Maz72]

c-L(E,1) = ¢(ico)

mit der Manin-Konstanten ¢ € Q*. Fiir jeden nichttrivialen Dirichletcharakter x mit Fiihrer f, haben
wir

¢ L(E, x,1) = f; 'X(-1)G(x) - Y _X(a)p(a),
a=1

39
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wobei G(x) wie iiblich die Gauflsumme bezeichnet. Diese Beobachtung begriindet die Bedeutung mo-
dularer Symbole beim Studium spezieller Werte von L-Funktionen. Der folgende Abschnitt stellt eine
Verallgemeinerung dieses Sachverhaltes dar.

3.2 Kohomologie Arithmetischer Quotienten

Es ist moglich, die Methoden von [KMSO00, Section 3] nahezu wortwortlich auf unseren Fall zu {iber-
tragen. Um die Darstellung moglichst klar zu halten, beginnen wir daher mit einer allgemeinen Be-
handlung der Situation fiir beliebige reduktive Gruppen.

Allgemeine Faserzerlegung symmetrischer Ridume

Zunichst sei G eine zusammenhéngende lineare algebraische Gruppe iiber einem Korper k. Es be-
zeichne X (G) den Z-Modul der Charaktere o : G — Gy, welche iiber k definiert sind. Wir definieren
die Gruppe

0G .= ﬂ Kern o.

Das Quadrieren findet seine Motivation in der Tatsache, dal R* zwei Zusammenhangskomponenten
besitzt. Die Gruppe "G ist normal in G und iiber k definiert. Die Einschrinkung eines jeden o € X (G)
auf 9G ist hochstens von Ordnung 2, mithin auf (OG)O trivial. Daher gilt

0
(DG)O = m Kerna | . (3.2.1)

Es sei L eine Levi-Untergruppe von G iiber k. Dann gilt
G =%.,G x L,

weswegen

G =2.,G x"L,
denn jeder Charakter von G verschwindet auf dem unipotenten Radikal von G.

Der Grund fiir unser Interesse an °G liegt in der folgenden

Proposition 3.2.1. Es sei G eine zusammenhdngende lineare algebraische Gruppe tber Q. FEs be-
zeichne S einen maximalen tber Q zerfallenden Torus im Radikal von G. Dann gilt

GR) ="G(R) x S(R)".
Die Gruppe °G(R) enthilt jede kompakte Untergruppe als auch jede arithmetische Untergruppe von
GR).
Beweis. [BS73, Proposition 1.2]. O
Es sei darauf hingewiesen, dafl es nicht notwendig erscheint, mehr Fasern abzuspalten, sofern

wir arithmetische Quotienten betrachten wollen. Dies kann sich der interessierte Leser am Beispiel
G = Resq(/g)/q Gm iiberlegen, wobei Q(V/d) ein reeller quadratischer Zahlkorper ist.

Nun sei G zusammenhiingend und reduktiv, definiert iiber Q. Es bezeichne Z := ¢(G)°? die Zu-
sammenhangskomponente der 1 des Zentrums von G. Dieses ist bereits iiber Q definiert [BT65, 2.15,
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a)]. Es gilt G = G9°'- Z und ZNG9" ist endlich [BT65, Proposition 2.2]. Desweiteren ist ZNGr = 71
das Zentrum von G9er [Che05, Section 4.4, Corollaire de la Proposition 2]. Wir haben daher folgendes
kommutatives Diagramm algebraischer Gruppen iiber Q mit exakten Zeilen und Spalten

1
A
1 —— Qe L, g 2.7 1
H ad
1 Zl Gder ad' Gad 1
1

mit einem Q-Torus 7', welcher ein isogenes Bild von Z unter p ist. Der Torus S aus der Proposition
ist der maximale iiber Q zerfallende Torus in Z und damit unter p isogen zum maximalen iiber Q
zerfallenden Torus in 7' [BHC62, Proposition 13.2].

Proposition 3.2.2. Es sei G eine zusammenhdngende reduktive algebraische Gruppe iber Q. Dann
ist OG reduktiv und es gilt
Xq (OG) ®z Q=0.

Beweis. Aus obigem Diagramm ergibt sich, daB G von der halbeinfachen Gruppe G9¢" und einem
zentralen Torus erzeugt wird, weswegen es reduktiv ist [BT65, Proposition 2.2].

Um die zweite Behauptung zu beweisen, betrachten wir das folgende kommutative Diagramm mit
exakten Zeilen.

1 — L @gle 1, ¢ LT 1
H [
1 —— Gl —— (06)° —2 A 1

Dabei bezeichnen ¢ und j die kanonischen Monomorphismen und A ist ein Q-Torus. Das Zuriickziehen
via p und % induziert kanonische Isomorphismen

Xq(T) = Xq(G)

und
Xq(4) = Xq ((°6)") .

Andererseits induziert j einen Morphismus
J*: Xq(T') — Xq(4)

mit endlichem Kokern [BHC62, Lemma 8.4, Proposition 13.2]. Nun ist jedes o € Xq(G) auf (OG)O
trivial (vgl. Gleichung (3.2.1)). Daher ist auch das Bild von j* trivial, mithin ist Xq(A) trivial, was
zu zeigen war. O
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Nun sei K eine maximale kompakte Untergruppe von G(R) und 2" = G(R)/K der hierzu
assoziierte symmetrische Raum. Die Inklusionen G(R)? — (OG)O(R), (OG)O(R) — YG(R) und
9G(R) — G(R) induzieren Inklusionen

'GR)PGRPONE — (°G)’R)/ (°G)° R)NK —— °GR)/K =2 —— &

der assoziierten symmetrischen Réaume. Nach [Mos55, Theorem 3.1, (1)] existiert eine kompakte Un-
tergruppe H von G(R) mit G(R) = G(R)°H weswegen die ersten beiden Inklusionen in der Tat
Diffeomorphismen sind [Mosb5, Theorem 3.1, (2)].

Siegel-Bereiche und Wachstumsbedingungen

Es sei G eine zusammenhéngende isotrope Gruppe iiber Q mit Xq(G) = 1. Es bezeichne P eine
minimale parabolische Q-Untergruppe von G und U ihr unipotentes Radikal. Weiterhin sei K eine
maximale kompakte Untergruppe von G(R) und 6 die Cartan-Involution zu K im Sinne von [BS73,
Proposition 1.6, Definition 1.7]. Dann existiert iiber Q eine eindeutig bestimmte f-invariante Levi-
Untergruppe M in P [BS73, Corollary 1.9]. Es bezeichne weiterhin S := M N %Z4(P) den maximalen
tiber Q zerfallenden Torus im Radikal von P, welcher invariant unter 6 ist.

SchlieBlich bezeichne ®q(S,P) C Xq(S) die relativen Wurzeln von P beziiglich S. Hierbei sei
Xq(S) die Charaktergruppe von S iiber Q. Mit A C ®q(.S, P) bezeichnen wir die Menge der einfachen
Wurzeln! in @q(S, P). Dann ist A eine Basis des relativen Wurzelsystems ®q(S, G) und definiert als
solche eine Ordnung > auf letzterem, beziiglich welcher ®q(S, P) gerade die positiven Wurzeln sind.

Es sei I' € G(R) eine arithmetische Untergruppe und es bezeichne 2" = G(R)/K den zu K
assoziierten symmetrischen Raum. Als reduktive Gruppe besitzt G(R) eine Iwasawa-Zerlegung im
Sinne von [BHC62, Section 1.11]. Diese modifizieren wir wie in [HC68, BS73, Bor74|, um arithmetische
Quotienten studieren zu kénnen. Es sei darauf hingewiesen, dafl wir von einer mit der links-G(R)-
Operation auf 2" kompatiblen Zerlegung ausgehen, im Gegensatz zur in obigen Arbeiten studierten
rechts-Operation.

Es sei A := S(R)?, dann ist A unter 6 invariant. Wir fassen die Charaktere o € Xq(9) auch als
Homomorphismen « : A — R~ auf. Wir definieren damit fiir ¢ > 0

Api={ac A|Vae A: ala) > t}.
Nach [BS73, Proposition 1.2] haben wir wie in [Bor74, Section 4.2]
PR)="P(R) x A.

Weiterhin gilt
‘P=Ux"M,

so dafl wir damit die Zerlegung
UR)("M(R)) AK = G(R) (3.2.2)

erhalten. In dieser ist a € A durch ¢ € G(R) eindeutig bestimmt und die Zuordnung g — a ist
reellanalytisch [BS73, Proposition 1.5]. Mit der maximalen kompakten Untergruppe

Kp:=KNPR)=KnN°MR)
in P(R) und °M(R) definieren wir weiterhin
Z:="M(R)/Kp

!das bedeutet, daBl jedes a € ®q (S, P) eine eindeutige Darstellung o = Z,@eA ngf mit ganzzahligen ng > 0 hat.
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und erhalten einen kanonischen Diffeomorphismus
'P(R)/Kp = U(R) x Z.

Nun definiert K einen Punkt o in 2" (wir kénnen einen beliebigen Fixpunkt von K wihlen) und wir
erhalten einen Isomorphismus

oY =UR)X ZxA—Z,
(u,z,a) — uza - o.

Wir identifizieren im Folgenden U(R) x Z x A mit seinem Bild unter p,. Im Sinne von [Bor81, section
3.2] haben wir die

Definition 3.2.3. Wir nennen ein ¢ € €°°(%2") von moderatem Wachstum, falls es zu jedem Kom-
paktum w C U(R) x Z und jedem ¢ > 0 ein C' > 0 und ein A > 0 gibt mit

V(z,a) € wx Ay |p(za)| < C - Aa). (3.2.3)

Falls es zu beliebigen w,t und A € Xq(S) ein C > 0 gibt, so dafl Gleichung (3.2.3) gilt, so heifit ¢
schnell fallend.

Es sei g := Lie(G(R)) und
g=top
die Cartan-Zerlegung von g beziiglich 6. Das bedeutet, dal p der (—1)-Eigenraum der Operation von
f auf g ist. Wir schreiben d := dimg p = dimg 2" und wihlen eine Basis wy,...,wq der invarianten

1-Formen p* bestehend aus Maurer-Cartan-Formen. Desweiteren definieren wir fiir jede r-elementige
Teilmenge

I={ir,. iy} C{L.....d}
die r-Form
wr = wiy N Awy,,

wobei i1 < i < --- < i,. Eine Differentialform

n:ZwI@)qb]EQT(%)
I

nennen wir von moderatem Wachstum beziehungsweise schnell fallend, falls alle ¢; diese Eigenschaft
haben.

Wie Borel bezeichnen wir mit Qp,(I'\Z") (beziehungsweise Qf;(I'\2")) den Unterkomplex von
Q*(I'\Z") der Formen 7, welche gemeinsam mit ihrem dueren Differential dn von moderatem Wachs-
tum (beziehungsweise schnell fallend) sind.

Wir bezeichnen eine Funktion ¢ auf G(R) als schnell fallend (beziehungsweise von moderatem
Wachstum), falls es einen Q-Morphismus p : G — GL,, mit endlichem Kern gibt, so daf es fiir alle
u € Z (beziehungsweise ein p > 0) ein C' > 0 gibt, so daf fiir jedes x € G(R)

[p(z)] < C-Ja]”
mit )
|z] := tr(p(2)" - p(x))?

gilt. Nach [Bor81, Proposition 3.10, (ii)] und [HC68, §3, Lemmas 5 and 6] ist ein ¢ auf I'\.Z" genau
dann von moderatem Wachstum (beziehungsweise schnell fallend), wenn dies auf seinen Pullback auf
G(R) zutriftt.
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Insbesondere sehen wir, daf§ diese Wachstumsbegriffe intrinsisch definiert sind und nicht von den
speziellen Wahlen abhéngen. Desweiteren erhalten wir aus

Vz,y € GR):  Jay| <[] -yl
die Tatsache, dafl mit ¢ auch links- und rechts-Translate von moderatem Wachstum beziehungsweise
schnell fallend sind.
Modulare Symbole

Es sei H nun eine beliebige reduktive Gruppe. Es bezeichne T' den maximalen iiber Q zerfallenden
zentralen Torus in H. Nach Proposition 1.2 in [BS73] gilt damit

HR)="H(R) x T(R)".

Ist # ein symmetrischer Raum zu H(R) zur maximalen kompakten Untergruppe K’, so erhalten wir
eine kanonische Zerlegung
@ =% x T(R)",

wobei

‘% .="HR)/K’,

denn K’ ist in YH(R) enthalten [BS73, Proposition 1.2]. Letztere Gruppe enthilt auch alle arithme-
tischen Untergruppen IV von H(R), weswegen wir eine kanonische Zerlegung

M#% =T"\"Z x R"

erhalten, wobei die Identifikation 7'(R)? =2 R" via des natiirlichen Logarithmus log : R~ — R immer
noch von der Wahl einer Basis von Lie(T'(R))* abhéngt.

Proposition 3.2.4. Es seien G und H zusammenhdngende reduktive algebraische Gruppen tiber Q,
XqQ(G)=1,T und I arithmetische Untergruppen von G(R) und H(R) und s : H — G ein zentraler®
Morphismus mit R-anisotropem Kern. Seien weiterhin 2 und % assoziierte symmetrische Rdume
und g € G(Q), so dafi s einen Morphismus

Y-, y—sy)
symmetrischer Rdume induziert, welcher seinerseits auf den arithmetischen Quotienten eine Abbildung
sg: "\ —=T\2, T'y—Tg-s(y)

induziert.
Fiir jedes n € QL (T\Z") lapt sich 6(sq)(n) entlang der Fasern von

% =1"\"Z xR"
integrieren, wobei r = rangq € (Y). Insbesondere erhalten wir durch diese Integration eine Form
sg(n) € QLS (ITN\°Z).

Die Abbildung sy« ist ein Morphismus von Kettenkomplexen und induziert insbesondere einen Mor-
phismus der Kohomologien.

2Diese Voraussetzung dient nur der Formulierung, da sie erzwingt, da8 der Kern bereits iiber Q definiert ist. Sie umfafit
unsere spitere Anwendung. Die Proposition, ebenso wie ihr Beweis, gilt unverdndert genauso unter der allgemeineren
Voraussetzung, dafl der Kern von s iiber R definiert und R-anisotrop ist.
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Beweis. Wir iibernehmen die Notation des vorangehenden Abschnitts. Da mit f auch h — f(gh)
schnell fallend ist und die 1-Formen wy, . .., wy links-invariant sind, diirfen wir g = 1 annehmens3.

Es bezeichne 6 und ¢’ die entsprechenden Cartan-Involutionen zu 2" und %/, sowie K und K’ die
entsprechenden maximalen kompakten Untergruppen. Dann ist K Ns(H(R)) eine maximale kompakte
Untergruppe von s(H(R)), denn dieser Schnitt enthilt nach Voraussetzung die kompakte Gruppe
s(K') und desweiteren ist s aufgrund seines R-anisotropen und damit iiber R kompakten Kernes
[BT65, Corollaire 9.4] eigentlich. Wir schliefen hieraus, dafl § und ¢ auf dem Bild von s jeweils
Cartan-Involutionen induzieren, welche gemifi [BS73, Proposition 1.6] iibereinstimmen. Daher ist s
mit den Cartan-Involutionen vertriglich, das heifit, dafl # o s = s 0§’ gilt.

Es bezeichne T' den maximalen zentralen iiber Q zerfallenden Torus in H. Dann ist s(7") ein zu
T isogener Torus [Bor56, Théoreme 9.3], welcher ebenfalls zerféllt [BHC62, Proposition 13.2]. Daher
ist $(T") in einem maximalen iiber Q zerfallenden Torus 7" von H enthalten. Dann ist 7" und damit
auch s(7T') in einer minimalen parabolischen Q-Untergruppe P von G enthalten [BT65, Théoreme
4.15, (a) et Théoreme 4.21]. Aufgrund der ¢'-Invarianz von T'(R) ist s(T(R)) nach obiger Diskussion
f-invariant und insbesondere in der eindeutig bestimmten #-invarianten Levi-Untergruppe M/Q von
P enthalten. Wir erhalten mit S := M N %q4(P) einen maximalen iiber Q zerfallenden f-invarianten
Torus im Radikal von P, welcher s(T') enthélt.

Es seien

g=tadp,

und
h=I[dq,

die Cartan-Zerlegungen der Liegruppen von G(R) und H(R). Dabei bezeichne € und [ die 1-Eigenrdume
von L(0) und L(6’), entsprechend sind p und q die (—1)-Eigenrdume. Wie zuvor sei

Wiy ... yWqy

eine Basis aus Maurer-Cartan-Formen von p* und entsprechend
/ /
Wiy ooy Wy

eine Basis aus Maurer-Cartan-Formen von q*. Wir diirfen annehmen, dafl fiir 1 <i < d’

und fir d' < j <d

denn L(s) ist injektiv.
Nun sei

n=Y w®freLT\2).
I

Dann gilt
5(s)n) = 3 wrr @ (61 0 5),
I/

wobei I’ die selben Teilmengen von {1,...,d'} wie I durchliuft, denn im Fall I ¢ {1,...,d'} gilt
aufgrund unserer Basiswahl 0(s)(wr) = 0.

3genau genommen ersetzen wir hierbei I' durch ¢~ 'T'g.
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Entsprechend unserer Wahl der Maurer-Cartan-Formen wiahlen wir Integrationsparameter al_ldal, .

welche wy_r41,...,wq und zugleich den einzelnen zu integrierenden Fasern entsprechen. Dabei seien
die Fasern mittels einer dualen Basis A™ C ®q(T, H)* parametrisiert.
Integration von 46(s)(n) entlang der Fasern bedeutet, dafi wir simtliche ¢ o s mit {d' — r +

1,...,d'} C I zu integrieren haben. Alle anderen Summanden werden per definitionem auf 0 abgebil-
det.
Sei nun ein solches I’ gegeben. Wir haben fiir jedes h € H(R) das Integral
. . da da,
o (s(h)s(X (1) -+~ X7 (ar))) =
R%, a Gr

zu betrachten, wobei AJ*,... \* € A™ die entsprechende Basis der Kocharaktere von T" durchliuft.
Aufgrund der Wahl von S gilt
s(\f(a1) -+ A (ar) € S(R)’

und da s eine Isogenie von T' auf einen Untertorus S’ von S induziert, diirfen wir, modulo Orientierung
und Multiplikation mit der Kardinalitdt des endlichen Kernes dieser Isogenie, direkt das Integral

* N daq da

or(s(M)Aj(ar) -+ A(ar))—— - —

g a a
RY, 1 T

auswerten, wobei RZ hier S’(R) via der dualen einfachen Wurzeln Aj,...,\s € (2q(S’, P) N A)*
parametrisiert.
Es sei
a(h) = ;' (s(h)K) € S(R)°

die Projektion von s(h) auf den Faktor A = S(R)" der Zerlegung (3.2.2). Dann ist h — a(h) eine
glatte Abbildung H(R) — A (bspw. [BS73, Proposition 1.5]).

Nach Voraussetzung ist ¢ schnell fallend, weswegen es gemi$ (3.2.3) fir alle aq,...,a, € Z und
jedes t > 0 ein C' > 0 gibt mit

Vai,...,ar >t |op(s(h)A(ar) - Xi(ar))| < C-aft - ad - M(a(h))* - Ae(a(h))r.

Dabei ist C' ohne Einschréinkung in einer (kompakten) Umgebung von h konstant. Dies zeigt un-
mittelbar die absolute Konvergenz, als auch die Beschranktheit des Integrals auf den 2" Segmenten
X; x - x X, mit X; € {(0;\(a(h)™1], (Ai(a(h))™;00)}. Die resultierende Funktion ¢ ist also
insbesondere selbst beschréinkt und daher von moderatem Wachstum. Wir erhalten damit eine Diffe-
rentialform
897*(77) = Z w} ® ¢fu{1,...,r} € Q?n_gr(rl\g)’
#I=q—r

wobei die Summe iiber diejenigen Indizes liuft, so daB {1,...,7} NI = (). Dann ist w’ die Form, welche
}U{l,...,r}
Aufgrund der absoluten Konvergenz unseres Integrals 148t sich s, . als Komposition der sukzes-

siven Integrationen iiber die einzelnen invarianten Differentiale al_ldal, ...,a; Yda, verstehen. Jede
einzelne solche Integration liefert analog zum klassischen Poincaré’schen Lemma einen Morphismus
von Komplexen vom Grad —1. Hierzu bleibt lediglich zu bemerken, dafl

d(sg,x(n)) = 8g,+(dn),

von moderatem Wachstum ist, da dn nach Definition schnell fallend ist. Das schliefit den Beweis des
Lemmas ab. O

entsteht, wenn wir in w samtliche afldal, ...,a; ‘da, streichen.

-1
.6, day,
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Fiir spatere Zwecke beweisen wir noch folgendes

Lemma 3.2.5. FEs sei G eine zusammenhdngende reduktive algebraische Gruppe iber Q mit Xq(G) =
1. Es seien weiterhin I' eine arithmetische und K eine mazimale kompakte Untergruppe von G(R
sowie T’ eine arithmetische und K eine mazimale kompakte Untergruppe von G*(R)) mit ad(I") C
und ad(K) C K. Dann ist die von ad induzierte Abbildung

=

p:T\Z —Th2!
auf den assoziierten arithmetischen Quotienten der symmetrischen Rdume eigentlich.

Beweis. Wir bemerken zunichst, da8 ad(I") von endlichem Index in I'! ist, denn ad(T") ist eine arith-
metische Untergruppe von G*d(R) [Bor66, §5, Theorem 6]. Da G reduktiv ist, ist G isogenes Bild von
G x Z mit Z := €(G)° [BT65, Proposition 2.2]. Andererseits ist G ein isogenes Bild von G,
Wir erhalten mit T'y :=T' N G4'(R), K1 := K NG (R), 'y :=T N Z(R), Ky := KN Z(R) also eine
kanonische Abbildung

P TI\GY (R)/K; x T9\Z(R)/Ky — T\ 271,

(12K, ToyKs) — Tlad(zy)K?L.

Diese faktorisiert in natiirlicher Weise iiber I'\ 2", genauer gilt p’ = pop”, wobei p” analog definiert ist.
Dabei ist p” surjektiv, denn es wird von einem Epimorphismus (G x Z)(R)? — G(R)" induziert?.

Nun ist T'y x I'y eine arithmetische Untergruppe von G4¢* x 7. weswegen p eigentlich ist [Bor66,
§5, Theorem 6]. Nach [Bou74, chapitre I, §10, section 1, Proposition 5] geniigt es daher, zu zeigen, dafl
p’ eigentlich ist. Hierzu bemerken wir zunéchst, daf die kanonische Abbildung

P TI\G¥"(R)/K; — T\ 2!

eigentlich ist. Wir zeigen schliellich, dafl
I'\Z(R)

kompakt ist, was den Beweis abschliefen wird. Unser Argument ist nichts anderes als eine Verallgemei-
nerung des klassischen Dirichlet’schen Einheitensatzes® [Wei67, chapter V, §4]. Uber R zerfiillt Z in ein
(fast-)Produkt eines R-zerfallenden Torus Ty und eines R-anistropen Torus T, [BHC62, Proposition
13.2]. Es ist T,(R) kompakt [BT65, Corollaire 9.4] und I'q := T's N Tg(R) ist eine diskrete Unter-
gruppe in Tg(R). Aufgrund der Voraussetzung Xq(G) =1 gilt auch Xq(Z) = 1, weswegen I'2\Z(R)
insbesondere endliches invariantes Mafl hat [BHC62, Theorem 9.4]. Daher hat auch I'q\T4q(R) end-
liches invariantes Maf}, was zeigt, dal T'q ein wollstindiges Gitter in Tq(R) ist. Daher ist Iq\T4(R)
insbesondere kompakt, was zu zeigen war. O

Es sei darauf hingewiesen, dafl sich als unmittelbares Korollar eine analoge Aussage ergibt, sofern
wir G*(R)? durch eine beliebige reelle Lie-Gruppe G’ ersetzen, so da G(R)? — G*4(R)? iiber ¢/
faktorisiert und G(R)? — G’ ein Epimorphismus ist [Bou74, Chapitre I, §10, Section 1, Proposition
5].

Wir fassen den arithmetischen Quotienten I'"\°% als arithmetischen Quotienten von (OG)O auf.
Daher hat dieser nach Proposition 3.2.2 und [BHC62, Theorem 9.4] endliches invariantes Mafi und
nach [Bor81, Theorem 5.2] induziert die kanonische Inklusion 2 — Qf; einen Isomorphismus der

4denn dieser wird wiederum von der Isogenie G x Z — G induziert. Diese Isogenie induziert Epimorphismen auf
den Tangentialriumen der Neutralelemente der reellwertigen Gruppen. Weiterhin ist ein Verweis auf [Mos55, Theorem
3.1] angebracht.

5Man wende unsere Argumentation auf Z := Resy/q Gm an.
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Kohomologien. Mittels Proposition 3.2.4 und Lemma 3.2.4 lassen sich eine Vielzahl modularer Symbole
definieren. Mit der Notation des Lemmas und der Proposition schreiben wir p : °% — %1 wobei
%1 der zu H*(R) assoziierte symmetrische Raum ist. Fiir unsere Zwecke beschrinken wir uns auf
folgendes modulares Symbol

. dim % — 1 1
24, HYT\Z,C) x HI™? -4\, C) - C,

(), ') — Sg.() AD"(1)-
\0%
Aufgrund seiner topologischen Konstruktion respektiert diese Paarung die natiirliche Z-Struktur auf
der Kohomologie.

3.3 Die Beschranktheit der Distribution

Die die Distribution definierenden Periodenintegrale treten in natiirlicher Weise als Bilder unserer
modularen Symbole auf, was neben der Algebraizitéit auch unmittelbar die p-adische Beschrénktheit
der Distribution zur Folge hat. Um dies einzusehen, interpretieren wir zunéchst GL,, /k als algebraische
Gruppe iiber Q.

Restriktion der Skalare

Es sei G eine lineare algebraische Gruppe iiber einem Koérper [ und [/k endlich separabel. Es bezeichne
01,...,00: | — k die moglichen Einbettungen von [ in den algebraischen (oder separablen) Abschlufl
k von k. Die Restriktion der Skalare (& la Weil) von G in [/k ist eine algebraische Gruppe Res; kG
tiber k, gemeinsam mit einem [-Morphismus u : Res;;,G — G algebraischer Gruppen, so dafl u iiber
k einen Isomorphismus

Resy G —— TTi_; 0i(G)

induziert. Dadurch ist das Paar (Res; /k,G,,u) bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt, denn es hat
folgende universelle Eigenschaft: zu jeder algebraischen Gruppe H/k und zu jedem [-Morphismus
[+ H — G existiert ein eindeutig bestimmter k-Morphismus g : H — Res;/;,G mit f = pog.

Identifizieren wir { C k und oy als diese Inklusion, so kénnen wir G mit 01(G) identifizieren.
Betrachten wir in Res; /G den Schnitt G’ der Kerne von p°2,...,u’", so ist dieser Gal(k/I)-invariant
und insbesondere iiber [ definiert. G’ wird unter i isomorph auf o1(G) abgebildet. Bezeichnet v :
G — Resy/,G das Kompositum des Inversen der Einschrankung von 7 auf G’ mit der Inklusion
G — Res; /G, so ist v iiber [ definiert und

induziert iiber k£ den zu & inversen Isomorphismus

—1
[T, 04(G) —— Resy;G.

Es sei nun k/Q ein beliebiger Zahlkoérper mit r; reellen und ro komplexen Stellen. Wir schreiben
Seo fiir die Menge der unendlichen Primstellen von k. Es sei weiterhin G, = Resy,/q GLy, wobel wir
par abus de notation mit det : GG, — G7 die Restriktion der Skalare von det : GL,, — GL1 bezeichnen.
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Dann haben wir aufgrund der universellen Eigenschaft ¢ (G,)° = Resy/qé(GLy)° und nach [Ono61,
section 1.4] gilt
rangq(¢'(Gn)) = 1.

Andererseits gilt
rangg(¢'(Gn)) = [k : Q]
und genauer haben wir iiber C

¢(Gn)" = ] T (3.3.1)
0:k—C
wobei T, = Gy,. Die nichtreellen Einbettungen o : k¥ — C treten in komplex konjugierten Paaren

auf. Bezeichne o1, ..., 0., die reellen Einbettungen und 71, ..., 7., ein Vertretersystem der komplexen
Paare. Dann ergibt sich aus (3.3.1) iiber R, daf}

% (Gn)® =2 G x (Resc/r Gm) "™ - (3.3.2)
Wegen der topologischen Zerlegung
Resc/r Gm(R) = C* = R0 x R/Z

schlieflen wir mittels [Che51, chapitre VI, §5, no. 2, Proposition 2] hieraus, daf} es einen R-anisotropen
Torus S in Resg/r G (R) der Dimension 1 mit S(R) = R/Z gibt. Dieser besitzt ein (fast-)Komplement
S’ [BHC62, Lemma 8.4 (a)] der Dimension 1 und dieses ist R-isotrop [BT65, Corollaire 9.4]. Wir folgern
hieraus schluflendlich, daf3

rangg ¢ (Gy) =11 + r2.

Wir diirfen annehmen, dafl
GL,(0) = G,(Z),
)

GLn(k) = Gn(Q ,
GL,(kr) = Gn(R),

und
GL,(Ag) = Gn(AqQ).

Archimedische Integraldarstellung

Seien nun 7, o irreduzible kohomologische cuspidale automorphe Darstellungen von GL,,(Aj) bezie-
hungsweise GL,,—1(Ay) beziiglich der Kohomologie konstanter komplexer Koeffizienten, das bedeutet,
dal 7 und o trivialen zentralen Charakter haben. Es seien K < GL,(Aj) und K’ < GL,—1(A%)
kompaktoffene Untergruppen, so dafl

det(K) = det(K") = O.

Daher diirfen wir annehmen, dafl es unter K beziehungsweise K’ rechtsinvariante Neuvektoren w; und
v¢ der endlichen Komponenten 7y beziehungsweise oy gibt. Wir diirfen nach [JPSS81, Section (4.1),
Théoréme] annehmen, daB K das Bild von K’ unter der Einbettung

j :GLp—1 — GLm g— <g 1)

enthilt. Insbesondere diirfen wir annehmen, da die modifizierten automorphen Formen ¢, und 3,
rechts- K- beziehungsweise rechts-K’-invariant sind, K und K’ faktorisierbar sind und bei p jeweils
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Iwahori-Gruppen Ky, = I,(Oy, ) sowie K}, = I;,_1(Oy,) vorliegen. Es seien K und K’ so klein gewéhlt,
daB die im Folgenden definierten arithmetischen Untergruppen stets torsionsfrei sind.
Wir erinnern an die Zerlegung

GLn(Ag) = | |GLn(k) - 26, - (GLn(kr)" x K)

mit endlich vielen Idelen aj, ..., aj. Diese gilt mit den gleichen Idelen wortwortlich auch im Fall n—1.
Das bedeutet, daf
GLn_l(Ak) = |_| GLn_l(k) oyt (GLn_l(kJR)O X K/) .

Dabei durchlaufen die ay, ..., ap Reprisentanten der Idelklassengruppe, welche den Fasern unter der
Determinantenabbildung entsprechen.
Fir z € (’)kxp, ein Idel @ und eine von f € O, erzeugte nichttriviale p-Potenz f wollen wir das
Integral
Paslecp) = [ 6 (i) -5.(a)dg
af

kohomologisch interpretieren. Zunichst erhalten wir dank der mo(GLy(kr)) x GLy(AL)- beziehungs-
weise 70(GLy—1(kr)) X GLy,—1 (A} )-Aktionen durch Rechtstranslation auf dem Raum der automorphen
Formen in Verbindung mit der Rechtsinvarianz des Haar’schen Mafles die Umformulierung

Pas(echp) = [ 3t (i) - 201,
1§

wobei ¢* das Bild von ¢, unter der Aktion von &, als Element von 7o(Gp(R)) X GL,(AL) bezeichnet,
analoges gilt fiir ¢,. Wir schreiben
K :=¢,Ke,!

und haben die korrespondierenden arithmetische Gruppe
Iy :={y€GL (k)| € K*},

mit der Notation GL; (k) = GL,, (k) N GL,(kr)°.
Da det(K®) = det(K) = O}, haben wir aufgrund starker Approximation fiir SL,, [Pra77, Theorem
A] die disjunkte Zerlegung

GLn(Ag) =| |GLn(k) - £q, - (GLn(kr)? x K®)

entsprechend der Fasern unter der Determinantenabbildung. Wegen det(e; - n{f )) € A,: existieren
daher v, ; € GLy(k), V2,500 € GLn(kr)°, gr € K und ohne Einschrinkung 1 = o(f) € {a1,..., a3}
mit

eo - W) =71 (Vafoor Ea() - 91) = Vot - (Vaufoor 91)-
Wir definieren die Gruppe

. . -1 _
L= (] (")) Nexh P RS eml) .

a7$7f T

Dann operiert K (’X of aufgrund von Lemma D.0.1 auf Cy, ; via Rechtstranslation und wir haben die
korrespondierenden arithmetischen Gruppen

o = {7y € GLy 4 (k) | 7 € (K')*},
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/oz,a:,)‘ = {’7 € GL:—I(k) | QIS K(;,:I:,f}'
Dann gilt
s = {7 €T 1§ € e VKRN 1} C T,

a7$7f =

und wir haben den Diffeomorphismus
ia,:v,f : F/a’m,f\ GLn—l(kR)O - ax,f/Kg,Lfa

T2 f Goo = GLn_1(k) - (goos €2) - K,

a,x,f*
Wegen

GLy (k) - (goos €2 - A1) - K@ = QL (k) - (Ve f0000, 1t) - K©
haben wir zusammenfassend

vol (K;%f)_l - Py (e,h)f) = /

5 (3(9)2h D) - 32 (gc)dgoo =
I, 2 \Gn-1(R)?

/ 32 (e (950)) - 3 (ge)dgoe =
I, \Gno1 (R

/ 82 (oo (9s0)) - 32 (go0)dgoe-
I, \Gao1(R)O

Insbesondere sei auf
/

Fa,m,f = {'7 € Fix | j(V)f € 7;;7fKa’71"7f:f} = F:x,'yz’f

hingewiesen.

Kohomologische Interpretation

Es bezeichne £, den symmetrischen Raum von G, (R) beziiglich der standard maximalen kompakten
Untergruppe K. Dies ist nichts anderes als

Zn= ][] GL.®R)/Om)x J[ GLa(C)/U(n).

vESso reell V€S komplex

Entsprechend bezeichne 2! den assoziierten symmetrischen Raum zu der standard maximalen kom-
pakten Untergruppe von G24(R). Aufgrund der kanonischen Isogenie G — G2d ist 2;! ebenfalls ein
symmetrischer Raum der Gruppe G2 (R).

Wir schreiben

n?—n+2[2]
boi=——F—
~ n(n—1
bn ::7( 5 ),
s n?P—-n  n’+n

¢ := dim(gl,,) — dim(o,) = n” — 5 = 5

¢, = dimg (gl,, ®r C) — dimg(U(n)) = 2n* — n? = n?,

Dann haben wir
by +bp—1 = Cn—1,

i)n + Bn—l = 671—17
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und
r1Cn + roéy = dim 25, = dim 2, 4 r1 + ra.

Es bezeichne g,, die Unteralgebra der Lie-Algebra

g =Lie(G,(R))= P a,& P 9,@rC

vES reell VESs komplex

der Matrizen mit komponentenweise rein imaginarer Spur. Wir schreiben sl, fiir die Lie-Unteralgebra
von gl, ®r C der Matrizen mit rein imaginérer Spur. )

Wir diirfen annehmen, dafl 7 und o in der (r1by, + r2by, )-ten beziehungsweise der (r1b,—1 +72bp—1)-
ten Kohomologie dieser Lie-Algebra mit konstanten Koeffizienten auftreten. Dann treten m und o
jeweils mit Multiplizitdt 1 auf. Genauer gilt

Fribntrabn (ngOO;H;rKoo)) ~ C,
wobei
Too = & Ty
v]oo
und H,Sﬁ“) den Raum der K.-endlichen Elemente des Darstellungsraumes H,  von m bezeichnet.
Hier geht ein, dafl mo, trivialen zentralen Charakter hat und damit durch seine Restriktion auf die
Lie-Gruppe
GE = {9 € GLy(kr) | Vv € Sw : |det(gy)], = 1}

eindeutig bestimmt ist. Die Lie-Algebra dieser Gruppe ist g,. Entsprechendes gilt fiir o.
Desweiteren ergibt sich die behauptete Multiplizitidt 1 aus [Clo90, Lemme 3.14] via der Kiinneth-
regeln [BWS80, chapter I, §1.3 and §5, (4)], welche in unserem Fall garantieren, daf}

T 1bntr2bn (g,KOCMHff(rZOO)) i~

& m (s[n,O(n),H,(r?(”))>® & H (gin,U(n),er‘j("))), (3.3.3)

v reell v komplex

denn fiir r < b, beziehungsweise s < bn gilt

beziehungsweise
e <§[n,U(n),H,(rg("))) ~0.

Wir haben nun den (g, K« )-Modul
Wo(Toor Yoo) 1= ® Wo(To, Vy).
v]oo

Nach [BW80, chapter II, §3, Corollary 3.2] gilt

~ K
r1bn+r2bn i

HTiontrzbe <gn7KooaH7(r§OO)> = /\ E:L@%(ﬂ-oo’woo) ’
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wobei by, der (—1)-Eigenraum der Cartan-Involution in g ist, denn via Kiinneth reduziert sich dies auf

by O(n)
Hb (5[n, O(n), erf}m”) = (/\ pr, © #o (o, %))

fiir reelles v € S5, beziehungsweise fiir komplexes v € S

B, U(n)

N\BL & Wi, )

12

b (gln, U(n), Hg‘j("ﬂ)

mit den entsprechenden Eigenrdumen p,, und p,, der lokalen Cartan-Involutionen.

Es sei nun
~ Koo
r1bn+r2by

0 # N € /\ 6:@%(7T003¢oo)

Wir schreiben

Tloo = Z W1 & Wr 00
#I:"’lbn‘i"’?i)n

mit wreo € #0(Too; Yoo). Wir tun das Gleiche mit o und erhalten eine Form

/ /
Moo = E Wi QUL o0
H#I'=r1bp_1+r2bn_1

vom Grad r1bp—1+ Poby_1 mit Voo € Wo(000, Vs ). Aufgrund der von uns getroffenen Wahl erhalten
wir fiir das zu (¢,, p,) korrespondierende Paar (w, ¢, v, ) endlicher Whittakerfunktionen Elemente

71bn+r2by, Koo
M,0 = W, f Q@ Noo € /\ 6;; ® #o(m, ) )
sowie
T1by—1472bn—1 Ko
Mo = Ui @ € N @) |

welche via koeflizientenweiser Fouriertransformation zu einem

~ K.
r1bn+12bn oo

n € /\ 61)); ® L(Q)(GLn(k)\ GLn(Ak)/(Cg(GLn)(kR)OKooK)) )

und analog zu einem entsprechenden 7] Anlafl geben. Insbesondere beschert uns dies Kohomologie-
klassen

o) € HItbntm2bn T\ 25 ) € HIont72b0 (0 \ 271, ©),

cusp

[h,] € Hipbn1trsbns (D \ 7L | ) € HItbetrebny (T \ 271 | ©),

cusp
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dabei operieren die arithmetischen Untergruppen via der Projektion ad auf den symmetrischen Riu-
men®. Bezeichnet ¢,,1 die Fouriertransformierte von wy o ® w,t, so haben wir genauer

n = Z wr & ¢L,I
#I:T'lbn+7'2i7n

und entsprechend

/ /
n, = E wp & P I"-
#IIZlen—1+T25n—1

Analog zum Lemma 3.2.5 betrachten wir die eigentliche Projektion
D: 0%7171 - 3)//‘71,1—17

welche von ad induziert wird. Wir haben nun weiterhin den zentralen Morphismus [BT72, Proposition
2.26, (ii)]
adoj : GL,_1 — PGL,,

beziehungsweise dessen Restriktion der Skalare
s := Resy/qgadoj = adoResy;qj : Gn-1 — G,

Damit erhalten wir

-1 . -
ol (K™ Paehf) = [ Sastagee () A0, = T 00 (,], o )

Y f \0%71—1

Die Beschrinktheit

Wir konnen nun die Beschrankheit der Distribution beweisen.

Satz 3.3.1. Sind m und o ordindr bei p, so nehmen bei geeigneter kohomologischer Wahl der Whitta-
kerfunktionen bei oo die in den Sdtzen 2.53.1 und 2.3.2 konstruierten Distributionen Werte in einem
Ganzheitsring O eines Zahlkérpers E an und sind insbesondere p-adisch beschrdnkt.

Unter einer geeigneten kohomologischen Wahl verstehen wir die Wahl der Whittakerfunktionen,
wie sie im vorigen Abschnitt beschrieben wurde. Giinstig bezieht sich auf die Wahl ,,ganzer* Kohmo-
logieklassen, wie sie im folgenden Beweis beschrieben wird.

Beweis. Wir diirfen nun aufgrund der Multiplizitdt 1 annehmen, dafl jeweils eine und damit alle
Klassen bereits in der cuspidalen Kohomologie

[77067L] € Hg&gg-i_mbn (Fa\%n17 OQ(W,O’))?

[77(/1,L] € Hlen_lJerbn_l (F;\‘%nlfh OQ(#,O’))

cusp

mit ganzen Koeffizienten auftreten. Dann folgt hieraus unmittelbar

~1
vol (K, ,a:,f) ) Pa,L(E:Bh(f)a f) € OQ(W#’)'

[0}

Sdas ist sinnvoll im Sinne von [Bor66, §5, Theorem 6].
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Um die Beschrénktheit der Distribution p aus den Sétzen 2.3.1 und 2.3.2 nachzuweisen, miissen
wir also aufgrund der Annahme der Ordinaritéit zeigen, dafl

[5(F) - vol (K o)], = (P

(n+l)n(n71)~gn(n71)(n72)

ol (K )|

fiir alle nichttrivialen p-Potenzen f beschrinkt ist. Da o und  kommutieren, normalisiert €, die Gruppe
(K')*, denn es normalisiert offensichtlich K’. Daher haben wir

/ . / -1
Kogs = o Kop5-€r

67

Da die Konjugation mit A(f) lediglich die Komponente bei p betrifft, haben wir fiir v 1§ stets
(Kaag), = 30K

Wir haben also o
(K, )p = j(L—)* N RO 1R

a7x7f

zu betrachten. Wir diirfen annehmen, dafl «a eine triviale p-Komponente hat. Dann ergibt sich die
Beschréanktheit der Distribution unmittelbar aus dem Lemma D.0.1. U

3.4 Kritikalitat

Wie bisher sei k£ ein Zahlkoérper und 7 beziehungsweise o seien irreduzible cuspidale automorphe
Darstellungen von GL,,(Ay) und GL,,_1(Af) von kohomologischem Typ mit trivialem zentralem Cha-
rakter. Ist k total reell, so ist letzteres gleichbedeutend damit, daf§ fiir jede unendliche Stelle v € S,
von k

H*(gl,,,SO(n)€ (GL,)(R)"; HO™)) o£ 0

’ Ty

und entsprechendes fiir o.
Die Frage nach P (%) # 0 ist im Wesentlichen ein lokales Problem. Um dies einzusehen, beobachten
wir, daf} im Sinne des Kiinneth-Formalismus zunéchst kanonisch

ribn Koo by Ky
(/\ 62@%(7roo,woo>> =~ X (/\p:®%(m,wv)>

UESOO

gilt, weswegen unsere spezielle Wahl der Whittakerfunktionen 7., und 7., Faktorisierungen

Noo = @ My
v|oo
und
/ /
Noo = & My
v|oo

besitzen, wobei die Komponenten jeweils den lokalen Bedingungen

b, Ko
M € (/\p;i ® %('M}vdh}))

und ’
bnf 1 KU

7];; € /\ pq*m—l X %(Uv’iv)
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geniigen. Entsprechend zerfillt auch die Indexmenge I in lokale Indexmengen I,, so dal wir eine
natiirliche Bijektion
H I, — 1T

VESso

erhalten. Wir haben per definitionem
P(S) = Z €]P[($),
#I:rlbn+r26n

wobei
\II(wI,OO(X)vLOOaS) :PI(S) 'L(Saﬂ'oo ><O_oo)- (341)

Gleichung (3.4.1) nimmt nun schliellich die Form

\Il(wl vy VI U,S)
P — vy v
i(5) H L(s,my, X 0y)
v]oo

an, mit entsprechenden lokalen Whittakerfunktionen. Die Frage, ob

1 \I/(wl v, VT va%)
P,(=):= e 0
U(2) L(%”]T,U x O',U) #

ist fiir n = 2 klassisch und im Fall n = 3 wurde sie in [Sch93, Theorem 3.8] beziechungsweise allgemeiner
in [KS08, Theorem B] bereits beantwortet.
Das zeigt die

Proposition 3.4.1. Ist k total reell, n € {2,3} und sind © und o irreduzible cuspidale automor-
phe Darstellungen von GL,(Ay) beziehungsweise GLy,—1(Ag) von kohomologischem Typ mit trivialem
zentralem Charakter, ist s = % kritisch fiir L(s, 7 x o) und sind m und o ordindr bei p, so gilt die Inter-
polationsformel aus Satz 2.3.1 (beziehungsweise Satz 2.5.2) mit einem P(%) # 0, wobei angenommen
werden kann, dafs es sich bei u um ein Mafl handelt, welches Werte in einem Ganzheitsring O eines
Zahlkorpers E annimmd.



Kapitel 4

Das letzte Kapitel

In diesem Kapitel geben wir mit der Konstruktion einer p-adischen L-Funktion zur dritten symmetri-
schen Potenz Sym?®E einer modularen elliptischen Kurve E iiber einem total reellen Zahlkorper k ein
nichttriviales Anwendungsbeispiel der in den ersten drei Kapiteln entwickelten Theorie an.

4.1 M-adische Darstellungen

Es sei F' ein Zahlkorper, A | £ eine endliche Primstelle. Wir haben bereits ein fiir allemal algebraische
Abschliisse Q C C, Q; (bezichungsweise F'y) und (algebraische) Isomorphismen Q; — C gewibhlt,
so dafl das Bild von F) den Korper F' enthélt. Wir identifizieren im Folgenden Hecke-Charaktere
endlicher Ordnung via unserer Normierung der Klassenkorpertheorie mit den entsprechenden eindi-
mensionalen Artin’schen Darstellungen. Wir normieren diese Identifikation durch die Konvention, dafl
lokal Primelemente geometrischen Frobeniuselementen entsprechen sollen.

Twists

Es seien 0 = (™), und p = (p™), kompatible Systeme A-adischer Darstellungen (im Sinne von
[Ser68]) der Weil-Gruppe Wy, eines Zahlkorpers k. Es bezeichne V), beziehungsweise W) den mit der
Wi-Operation versehenen Fy-Vektorraum zu ¢ beziehungsweise p®), so daf

oMWy — Aut(Vy)
und analog fiir p. Wir betrachten den Twist
oM @ pN : Wq — Aut(Vy @, Wh),
wis [a® B o®(w)(e) @ oV (w)(8)] .

Entsprechend haben wir das kompatible getwistete System o @ p = (¢ @ pV),.

Leben o und p iiber verschiedenen Zahlkérpern F und F”, so twisten wir beide zunichst mit der
jeweils trivialen Darstellung auf dem Kompositum FF’, um kompatible Systeme iiber F'F’ zu erhalten,
welche wir wie gehabt twisten kénnen.

Beispiele

Ist 4 ein algebraischer Hecke-Charakter von k, so ist ¥ iiber einem Zahlkorper F' definiert und wir
haben ein assoziiertes kompatibles System A-adischer Darstellungen

Zb)\:Wk—’F;-

57
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Sei S ein kommutatives Gruppenschema iiber einem Zahlkdrper k. Dann haben wir eine exakte
Sequenz

1 —— S[n] C—C—

wobei S[n] den Kern der Multiplikation mit n auf S bezeichnet. Dieser ist ebenfalls ein Gruppenschema
iiber k. Wir definieren nun fiir jede rationale Primzahl ¢ den ¢-adischen Tate-Modul' zu S durch

T,(S) = lim S[¢"](Q) = Hom(Q¢/Z¢, S(Q)).
Dieser ist mit einer natiirlichen G(Q/k)-Aktion versehen, ebenso wie
Vi(S) == Ti(S) ®z, Qe

Im Allgemeinen ist dies gewifl kein kompatibles System ¢-adischer Darstellungen. Doch selbst wenn
Vi(S) endlichdimensional ist, ist nicht klar, ob es sich hierbei um ein System kompatibler ¢-adischer
Darstellungen handelt.
Ein wichtiges Beispiel ist das Gruppenschema S = p = hi>n,un der Einheitswurzeln. Dieses stellt
den Funktor
X — (I(X,0x)%)

dar. Hier ist der ¢-adische Tate-Modul durch

tor

T@(M) - @ Logn (Q)a

gegeben und
Ve(p) = To(p) ®z, Qo

ist in diesem Fall tatsichlich ein kompatibles System /-adischer Darstellungen?.
Analog definiert jede abelsche Varietét A/k ein abelsches Gruppenschema, so da§ wir analog

Ty(A) = lim A[£"](Q),

Vi(A) = Ty(A) ®z, Qe

erhalten. In diesem Fall interessieren wir uns fiir das nach [ST68, Theorem 3] kompatible System
f-adischer Darstellungen

Hi(A, Q) = Homg, (Vi(A), Qo).

Dies sind die f-adischen Realisierungen des H'(A) entsprechenden Motives, welches wir schlicht mit
M(A) bezeichnen.

4.2 Noch mehr Motivisches

Essei N > 3,4 : (Z/NZ)* — C* ein Dirichletcharakter und f € Si(N, ) eine primitive normalisierte
Spitzenform vom Gewicht k£ > 1 zur Kongruenzuntergruppe I'g(/V) und Nebentyp . Die Form f habe
die Fourierentwicklung

[eS)
f(Z) — Zanqn’ q= 627riz'
n=1

!Genau genommen erhalten wir allgemeiner mit Ty(S) := lim S[¢"] ein f-adisches Gruppenschema.
2im Fall S = G, erhalten wir die gleichen Tate-Moduln.
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Fiir jede Primzahl ¢ schreiben wir
1—a X +(0O)F1X2% = (1 — aX)(1 — 3:X) (4.2.1)

und betrachten die L-Funktion

L(s, f) =Y ann™® = [JIQ = el )(1 = Bet )] ",
i=1

14

welche sich, ebenso wie die Twists
(o)
L(s, f,x) ==Y x(n)apn~*
i=1

mit Dirichletcharakteren x mit zu N teilerfremdem Fiihrer f,, analytisch auf ganz C fortsetzt und
folgender Funktionalgleichung geniigt [Shi71, Theorem 3.66]:

A(s, f,x) = *Y(FOX(N)G(X)* (f) T Ak — s, %),

wobei
A(s, £.x) = ((£)2N)*/22(2m) ~*T(s)L(s, £, x), (4.2.2)
F(s) = N—k/25F f(—%). (4.2.3)

Mit m = ®my bezeichnen wir die f entsprechende irreduzible cuspidale automorphe Darstellung von
GL2(Aq) und normalisieren die lokalen L-Funktionen, so daf

L(s,me) = [(1— a5 )(1— Bt =>="7)] 7L, (4.2.4)
sowie
L(s,m):= HL(S,W).
¢
Dann gilt
L(s,7m) = L(s+ %, f)- (4.2.5)

Diese Normalisierung fithrt im Sinne der Funktionalgleichung dazu, da8 L(s, 7) auf L(1—s, ) bezogen
wird, wobei 7 die zu 7w kontragrediente Darstellung bezeichnet. Sie fiigt sich desweiteren in die von
Deligne [Del69, DS74, Del74, Del80] bewiesene Ramanujan-Peterssonvermutung, nach welcher fiir £ { N

—1 —1

gt "2 | = |Bt T | =1 (4.2.6)

gilt. Wegen oy, 3¢ € Q ergibt sich aus (4.2.6), dal ay und 3, komplex konjugiert sind.

Nach Eichler und Shimura im Fall k& = 2, Deligne [Del69] im Fall k£ > 2 beziehungsweise Deligne-
Serre [DS74] fiir k = 1, existiert ein kompatibles System o = (¢(V))y zweidimensionaler A-adischer
Darstellungen der Weilgruppe Wq, wobei A die endlichen Primstellen des von den Fourierkoeffizien-
ten {a, | n > 1} von f erzeugten Zahlkérpers® F//Q durchliuft, so daf§ fiir alle Primzahlen ¢ die

Einschrinkung (O’é)\)) » dieses Systems auf die lokale Weilgruppe Wgq, im Sinne der lokalen Langlands-
korrespondenz [Del73a, Bor79] der Darstellung 7, entspricht, denn nach Kutzko [Kut80] im Fall GLs

3[Shi71, Theorem 3.48], falls k = 2 gilt sogar F = Q.
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und Henniart und Harris-Taylor [Hen88, HTO01] fiir GL,, ist die lokale Langlandskorrespondenz in
Charakteristik 0 bewiesen. Insbesondere gilt fiir jedes ¢ mit A 1 ¢, da8 die Darstellung

O’é)\) :Wq, — GLQ(F)\) = Aut(V)\)
ebenfalls (bis auf Normierung) zu den gleichen Eulerfaktoren fiihrt:
Le(s,V3) = det(1 — ot~ Vi)™t = L(s, mp). (4.2.7)

Hier bezeichnen wir mit ¢, den geometrischen* Frobenius beziehungsweise dessen Bild unter der Dar-
stellung. Die lokale Langlandskorrespondenz garantiert uns, dal desweiteren die entsprechenden &-
Faktoren und Fiihrer iibereinstimmen. Das so konstruierte ,, Motiv“ iiber Q vom Rang 2 bezeichnen
wir mit M(f). Es sei darauf hingewiesen, dafl Scholl [Sch90] eine algebraische Konstruktion von M (f)
im Sinne Grothendiecks gab.

Nichtarchimedisches

Bezeichnet V)" den Dualraum von V), so ist die zu oW Wq — Vi kontragrediente Darstellung
s Wq — VY, gegeben durch die Vorschrift

Ywe Wq: (W (w)*,v) = @, o™ (w ),

wobei wir mit (-,-) : V¥ x V) — F die natiirliche Paarung (v*,v) — v*(v) bezeichnen. Diese Paarung
setzt sich dank ihrer Bilinearitét zu einem nichttrivialen Wg-Homomorphismus Vy* @ g, V) — F) fort,
wobei F)) als trivialer Wq-Modul aufgefafit wird. Der Kern U dieses Homomorphismus gibt schliefilich
zu einer dreidimensionalen Darstellung

>N Wq — Aut(Uy)

AnlaB. Die Gesamtheit dieser Darstellungen stellt ein kompatibles System ¥ := (X)), von M-adischen
Darstellungen dar.
Schliellich sei bemerkt, dal wir die Zerlegung

VX ®@p, VA = U\ F) (4.2.8)

haben.

Die Darstellung det ) := det oo™ : Wq — F faktorisiert iiber Wéb = A(S/QX = R} x 7.
Aufgrund der Konstruktion von o ausgehend von f sehen wir ((4.2.1), (4.2.4) und (4.2.7)), daB det oW
auf R} trivial ist, die Einschréankung auf Z* iiber (Z/f,Z)* faktorisiert und

(detU(A))‘(z/fwz)x == T/}_l.

Desweiteren gilt®
5N = ;) g (det U(A))—l ~ 5N g 0. (4.2.9)

4ein lokal uniformisierendes Element w entspricht via Klassenkdrpertheorie dem inversen eines Frobeniuselementes,
was mit unserer Normierung der Klassenkorpertheorie konform ist.

Z>7 so hat 6™ @ (det o) beziiglich

. * % . . . 1. d —C . L 0 C . -1 _ 3
der Dualbasis (e7, e5) die Abbildungsmatrix A := (—b a ) Mit T := (ad " be —a> gilt dann TAT " = A.

®hat o(w) beziiglich der Standardbasis (e1, e2) die Darstellungsmatrix A :=



4.3. AUTOMORPHES 61

Das Symmetrische Quadrat

Wir haben analog zu (4.2.8) die Zerlegung
VA ®p, Vi = Sym?(0)M @ Alt? (o)W

und fassen wir ¢ als GroBencharakter auf und identifizieren wir den Vektorram Sym?(o)) mit der
Darstellung Wq — Aut(Sym?(o)M), zu welcher er AnlaB gibt, so haben wir

Sym?(0)M) = 2N @ 1 (4.2.10)
Desweiteren gilt bekanntlich [Bou98, chapitre III, section §8, no. 1, Définition 1]
Alt?(0)N = det oW = By @ 7!
mit dem trivialen Wg-Modul F).

Archimedisches

Aufgrund von (4.2.5) ist die Komponente 7o, der automorphen Darstellung 7 ein Twist einer discrete
series Darstellung mit minimalem Gewicht® k. Die entsprechende zweidimensionale Darstellung oo,
der lokalen Weilgruppe Wg ist die irreduzible induzierte Darstellung

0o = Ind} <0, (4.2.11)
wobei 6 : We — C* den Quasicharakter

- (F)

bezeichnet. Dann gilt det oo, = sgn® und G = 0oo. SchlieBlich ist ¥, wegen (4.2.9) durch
Yoo = Sym?(0s) : Wr — GL3(C)

gegeben”, womit wegen (4.2.11)
Too = (Indjy€6%) @ sgn . (4.2.12)

4.3 Automorphes

Fiir eine Einfithrung in die Langlandsvermutungen und Langlandsfunktorialitét sei auf Borels Corval-
lisartikel [Bor79] und Cogdells Lecture [BCG104, chapter 11] hingewiesen. Zum Zusammenhang mit
der motivischen Situation ist Clozels Artikel [Clo90] die Hauptreferenz.

Fiir einen lokalen Koérper k bezeichne W}, die Weil-Deligne-Gruppe von k, sofern k nichtarchime-
disch bewertet ist, andernfalls sei W] = W}, die Weilgruppe von k. Die lokale Langlandskorrespondenz
fir GL,, liest sich dann wie folgt: es existiert eine Bijektion o zwischen der Menge der irreduziblen
admissiblen automorphen (komplexen) Darstellungen m von GL,, (k') und der Menge der admissiblen
Homomorphismen® ¢ : W, — LGL,, so daB

L(s,m) = L(s,7 0 o(Ily))

gilt, wobei r : “GL,, — GL,(C) die kanonische Darstellung bezeichnet. Desweiteren stimmen die ent-
sprechenden lokalen e-Faktoren, eindimensionalen Twists, (zentralen) Charaktere und Fiihrer tiberein.

Svergleiche [Gel75, §4A, Theorem 4.4 and §6C, Theorem 6.16], erwihnenswert ist auch [Gel75, §6D, Proposition 6.22].

"die Einschrinkung von 1 auf Wg ist entweder trivial oder sgn, je nachdem ob 1 gerade oder ungerade ist. Das
symmetrische Quadrat absorbiert jedoch Twists mit quadratischen Charakteren.

8auch Langlandsparameter genannt. Diese parametrisieren sogenannte L-Pakete, welche im Fall der GL, jedoch
sémtlich einelementig sind.
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Symmetrische Potenzen

Es sei k nun ein globaler Korper, v eine Stelle von k und k, die Komplettierung von k bei v. In [GJ78]
betrachteten Gelbart und Jacquet den Morphismus Ad : “GLy; — “GLs von L-Gruppen, welcher
durch Verkettung des kanonischen Morphismus GLy — PGLy und der adjungierten Darstellung Ad :
PGLy — Aut(Lie(PGLy)) gegeben ist?. In [GJ78, Theorem 9.3] zeigten sie, da8 diesem Morphismus
von L-Gruppen ein starker Lift im Sinne der Langlandsfunktorialitdt entspricht: zu jeder irreduziblen
admissiblen cuspidalen automorphen Darstellung m# = ®,7 von GLo mit der Eigenschaft,dafl m®y % 7
fiir jeden nichttrivialen Idelklassencharakter y, existiert eine (bis auf Aquivalenz eindeutige) irreduzible
admissible cuspidale automorphe Darstellung Il = ®,1I1, von GL3 mit trivialem zentralen Charakter,
1211 und
L(s,I1,) = L(s,r o Ad o o(my))

fiir alle Stellen v von k, entsprechendes gilt fiir die e-Faktoren und eindimensionalen Twists. Deswei-

teren ist die L-Funktion
[[L(s,r0Adoo(m,)) = L(s, 1)
v
ganz. Dies gilt ebenfalls fiir alle Twists von II mit Idelklassencharakteren'®.
Das symmetrische Quadrat der Darstellung id : GL2(C) — GL2(C) gibt nun Anlafl zu einer
dreidimensionalen Darstellung
Sym?id : GLy(C) — GL3(C).
Dieser entspricht ein Morphismus
ps3 : “GLy — *GL3
von L-Gruppen iiber k,, indem wir Sym?id durch die Identitéit auf die Galoisgruppe fortsetzen. Das
Resultat von Gelbart und Jacquet bedeutet, dafl zu diesem Morphismus von L-Gruppen ein Lift im
Sinne der Langlandsfunktorialitdt entspricht, denn ps und Ad unterscheiden sich lediglich um einen
Twist mit det : GLy — GL;. Dies steht in vollstéandiger Analogie zur motivischen Situation, wobei %
und Sym?M (f) via (4.2.10) verglichen werden'!.
Kim und Shahidi [KS02b, Theorem 10.2(a)] zeigten, dafl es sich bei der Rankin-Selberg-Faltung
L(s,1I'® 7’) um die L-Funktion einer automorphen Darstellung auf GLg(Aj) handelt.
Allgemeiner zeigten sie [KS02b, Theorem 5.1] die durch

. ® - : GLy(C) x GL3(C) — GLg(C)

gegebene Funktorialitit GLg X GLg — GLg. In diesem Sinne sprechen wir bei L(s,IT' x ©’) von der
L-Funktion L(s, §2) einer automorphen Darstellung € von GLg(Ay).

Kim und Shahidi [KS02b, Theorem 10.1] zeigten ebenfalls die Funktorialitsit von Sym?® : GLy —
GLy4, sowie in [Kim03, KS02a] ebenfalls der funktorielle Lift Sym* : GLy — GLj5, wobei diese hoher-
en symmetrischen Potenzen wie im Fall des symmetrischen Quadrates den L-Gruppenmorphismen
LGLy — L GL,,+1 entsprechen, welche zu

Sym” id : GL2(C) — GL;,41(C)

korrespondieren.

9beziiglich der Identitit auf der Galoisgruppe.
Yim Fall 7 ® x = « fiir nichttriviales  ist IT nicht mehr cuspidal und es treten einfache Pole auf, vgl. [GJ78, Sec. 3.7
and Remark 9.9].

W 0 ab™" 0 0 a® 0 0
11m Sinne eines Satakeparameters fithrt Ad zu 0 1 0 |, pshingegenzu [ 0 ab 0 |. Analoges
0 b -1 2
0 0 a b 0 0 b
gilt fir © und Sym?M (f). Diese Analogie setzt sich selbstverstindlich auch auf die Komplemente in & ® o und ¢ ® o
fort.
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Base Change

Um nichttriviale Beispiele zu konstruieren, erweist sich base change!? [Lan80, AC89] fiir GL,, als
niitzlich. Fiir ¥ haben wir iiber Q eine entsprechende irreduzible admissible cuspidale automorphe
Darstellung IT von GLj3. Dieser entspricht dank des base change Lifts fiir beliebige auflosbare Erwei-
terungen k/Q eine automorphe Darstellung IT" von GLg3 iiber k, welche wiederum dem Motiv X/k
entspricht. Analog existiert zur Darstellung 7 von GL2(Aq) ein Lift 7" auf GLa(Ay).

Es sei darauf hingewiesen, dafl im Allgemeinen der Lift einer kohomologischen Darstellung nicht
kohomologisch sein muB. Ist k£/Q auflésbar und total reell, so ist der base change Lift einer kohomo-
logischen Darstellung in einer solchen Erweiterung stets kohomologisch.

4.4 Modularitat

Nach [Wil95, TW95, BCDTO01] existiert zu jeder elliptischen Kurve E/Q (ohne komplexe Multiplika-
tion) eine Spitzenform f vom Gewicht 2 mit trivialem Nebentyp und L(s, M(E),q) = L(s, M(f),q)-
In diesem Sinne umfafit obige Diskussion also sdmtliche elliptische Kurven iiber Q (ohne CM).

4.5 Iwasawa-Theorie

Es sei k/Q auflosbar und total reell, f eine primitive normalisierte Spitzenform vom Gewicht 2 und
Nebentyp ¢ zu I'g(N), g eine primitive normalisierte Spitzenform vom Gewicht 2 auf T'o(N') mit
trivialem Nebentyp und es bezeichne M (f) sowie M(g) die assoziierten Motive. Desweiteren sei ¥ das
Motiv von Rang 3 zu M (f) wie in Abschnitt 4.2 und IT sei die im Sinne des Jacquet-Gelbart-Lifts hierzu
assoziierte cuspidale automorphe Darstellung von GL3(Aq). Diese hat trivialen zentralen Charakter
und ist in unserem Sinne kohomologisch. Das gleiche trifft auf den base change Lift II' von II auf
GL3(Ag) zu. Es sei 7 die zu g assoziierte automorphe Darstellung. Diese ist ebenfalls kohomologisch
mit trivialem zentralem Charakter, wie auch der base change Lift 7’/ von 7 auf GLa(Aq).

Sei nun p eine endliche Primstelle von k, welche NN’ nicht teilt und es seien IT' als auch 7’ bei
p ordindr im Sinne von Abschnitt 2.3. Dies ist beispielsweise der Fall, wenn M(f)/k und M (g)/k zu
elliptischen Kurven korrespondieren, welche bei p gute ordinére Reduktion haben. Unsere Konstruktion
produziert in diesem Fall ein p-adisches Ma$ ; mit Werten in Q, so daf

1 n(n—1 1
[ xdn = PG)-dm.0)- () G0 ™F - LG @' 0 ),

fiir alle Idelklassencharaktere x : k*\ A — C* endlicher Ordnung mit nichttrivialem Fiihrer f = p”.
Bezeichnet K/k die maximale abelsche Erweiterung von k, welche aufierhalb von p unverzweigt ist, so
erhalten wir nach Klassenkorpertheorie einen kanonischen Isomorphismus

I := Gal(K/k) = F\AY /() ] OF, = ©.
q#p

Insbesondere haben wir eine exakte Sequenz

1—>(’)1€X’+—>HO,§’q—>F—>CpOO—>1,
a7

1253uch dieser 148t sich im Rahmen des allgemeinen Funktorialitétsprinzips der Langlandsphilosophie beschreiben.
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wobei CP” die Strahlklassengruppe zu K /k bezeichnet. In diesem Sinne entspricht ; einem Maf z auf
I'" mit der Interpolationseigenschaft

n(n—1)

[ = PG)-8(m.0)- n(l) - GOO™5 - L2 (S @ Mlg)p) @ %) (15.1)

) # 0, so daB wir mittels (4.5.1)

Da k total reell ist, so wissen wir aus Proposition 3.4.1, daf P(%

tatséchlich eine p-adische L-Funktion Ly(s,X @ M(g);,) erhalten.

Symmetrische Potenzen Elliptischer Kurven

Ein Spezialfall dieser Konstruktion ist die Situation zweier iiber Q definierter elliptischer Kurven FE;
sowie FE5 ohne CM, in welchem wir

n(n—1)

/F xdu = P(5)-8(m,0) - &) GO - L2, (Sym’ By @ Ba) 0 %) (45.2)

erhalten.
Gilt desweiteren ¥ = Fy = Fs, so erhalten wir

Sym?E ® E = Sym® E @ E(—1),

was uns
L(s,Sym’E ® B, ®x) = L(s, Sym? Epox) Lis—1,E;®X) (4.5.3)

beschert. Manin [Man76] konstruierte die p-adische L-Funktion Ly(s, E/;). Sofern

Lp(st/k'> 7& 07 (454)
konnen wir )
Ly(s,Sym“E ® E;)
Ly(s,Sym3 E ;) := P
definieren.

Die Bedingung (4.5.4) ist dquivalent zur Frage, ob es eine Artin’sche Darstellung x : Gal(k*/k) —
C* gibt, welche auflerhalb von S := {p} U So unverzweigt ist und fiir welche

L(1,E; @) #0. (4.5.5)

In [Roh89] zeigt Rohrlich die Existenz eines Hecke-Charakters endlicher Ordnung, welcher innerhalb ei-
ner vorgegebenen endlichen Primstellenmenge unverzweigt ist und fiir welchen via Klassenkorpertheo-
rie (4.5.5) gilt. Leider ist dieses Resultat fiir unsere Zwecke zu unscharf. Im Fall £ = Q gilt (4.5.5)
nach [Roh84] fiir fast alle x, welche auBerhalb von S unverzweigt sind, sofern keine der Primstellen
v € § das Level N teilt. Dies 148t sich verallgemeinern.

Proposition 4.5.1. Es sei K/Q abelsch'3, die Diskriminante di/q von K sei zu N teilerfremd und
es sei weiterhin S O S eine endliche Primstellenmenge, so daff v € S = vt N. Dann gilt

L(LEjx®x)#0 (4.5.6)

fiir fast alle Artin’schen Darstellungen x von Gal(Q®/K), welche auferhalb von S unverzweigt sind.

13nicht notwendigerweise total reell.
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Beweis. Fiir x wie in der Proposition bezeichne K(x) = lerx - Qab. Damit haben wir

Gal(K K
M&EW®X%:M&E@®BM%&%%£M:I]M&Em®nL

wobei Gal(K OO /K)
al(K (x _
Idgar (n/@) X = i
mit Artin’schen Darstellungen 7; von Gal(Q?"/Q), unverzweigt bei allen Stellen v von Q mit v & S,
wobei S’ die endliche Primstellenmenge

S":={v e Mq|esgiltv|dy/qoder 3weS:w|v}

bezeichnet. Dank Klassenkorpertheorie und Rohrlichs Resultat [Roh84] existieren nur endlich viele
solche 7; mit
L(l,E/Q ® Ti) =0.

Andererseits gibt es dank Frobenius-Reziprozitét nur endich viele x, welche durch Induktion zu einem
solchen 7; Anlafl geben. Das zeigt die Behauptung. O

Wir erhalten das

Korollar 4.5.2. Falls k/Q abelsch und total reell, p in k/Q unzerlegt'* ist, und (drjq;N) =1, so
gilt (4.5.4). Insbesondere existiert in diesem Fall Ly(s,Sym? Ep)-

Nach Kim und Shahidi [KS02b] korrespondiert zu Sym?® 7’ eine cupsidale automorphe Darstellung
A von GL4(Ay). Insbesondere sind die getwisteten L-Funktionen L(s, A®y) fiir jeden Hecke-Charakter
x von k ganz [KS02b, Theorem 10.1].
Die so konstruierte p-adische L-Funktion hat gemifi Gleichung (4.5.3) daher die Interpolationsei-
genschaft
N(f) 1
3 f— . 4 - — —
fiir alle Hecke-Charaktere y endlicher Ordnung mit nichttrivialem p-Potenzfiihrer und vereinfachend!®
Xoo = loo, sofern Ly(x, E/i) nicht verschwindet, denn es gilt

N(F)

Ly(x, Ejg) = Qoo - ————=
P / G(X)Oé;p(f)

wobei ap, die Wurzel des Hecke-Polynoms von E bei p mit [y, = 1 bezeichnet und £, die andere
Wurzel ist.

Es stellt sich die Frage, ob Lp(s,Sym3 E)) fiir alle x definiert ist und falls dies zutrifft, ob
Ly(s, Sym® E /i) 7 0. Es wird allgemein angenommen, daf beides der Fall ist.

Kim und Shahidi zeigten, dafl beim zentralen kritischen Wert der ungetwisteten L-Funktion kein
Pol vorliegt [KS00, Proposition 3.9] und Harris hat ein Nicht-Verschwindungsresultat fiir das Tripel-
produkt von GLg [Har94, Proposition 6.1]. Dies beantwortet zwar unsere beiden Fragen nicht, gibt
aber Hoffnung, dafl wir richtig liegen.

“p | dy/q ist zuléssig, p | N hingegen nicht.

15Diese Hypothese vereinfacht lediglich die Formulierung; das getwistete Rankin-Selberg-Produkt ist in unserem Fall
von X unabhingig, da das symmetrische Quadrat Twists mit quadratischen Charakteren absorbiert. Der Einflufl von
Xoo auf Ly (X, E/y) ist bekannt und lieBe sich dazu verwenden, die Interpolationseigenschaft von L, (x,Sym® E ;) fiir
beliebige Xxoo zu formulieren.
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Es stellt sich selbstversténdlich die Frage, ob das auf diese Weise erhaltene Algebraizitéitsresultat
fiir L(%, Sym® E /1) mit der Vermutung von Deligne [Del79] vertrigtlich ist. Da Sym3EQ die Hodge-
Zahlen h*0 = p21 = p12 = B03 = 1 hat, ist der zentrale Wert s = 2 der einzige kritische Wert von
Sym*E /@ und dies gilt daher ebenfalls iiber den von uns betrachteten total reellen Zahlkérpern k /Q.

Beziiglich der Deligne-Perioden sind die Arbeiten [Gar87, PSR87, Pra90, HK91, GH93, KS00]
zum Rankin-Tripel-Produkt automorpher Darstellungen von GLo von Bedeutung. Auf der Grund-
lage von Garretts Integraldarstellung [Gar87] studieren Garrett und Harris in [GH93] die speziellen
Werte von L-Funktionen des Tripel-Produktes gewisser automorpher Darstellungen von GLo, welche
insbesondere grundsétzlich die uns interessierenden Hilbert’schen Modulformen umfassen. Im Fall von
parallelem Gewicht 2 unterliegen sie jedoch einer Einschréinkung, was die kritischen Werte betrifft,
was auf mangelnde Kenntnisse iiber gewissse Eisensteinreihen auflerhalb des absoluten Konvergenzbe-
reiches zuriickzufiihren ist. Es ist anzunehmen, dafl ihre Aussagen auch in dem uns interessierenden
Fall gelten, selbst wenn dieser dort formal ausgeschlossen wurde [GH93, vgl. 3.4.8 and Remark 4.6.3).

Garrett und Harris’ diesbeziigliche Resultat [GH93, Theorem 6.2] basiert auf der Kombination
ihres [GH93, Theorem 4.6] und Shimuras Resultat [Shi78, Theorem 4.3], welches in der dortigen
Formulierung den Fall des parallelen Gewichts 2 nicht umfafit. Nach [Roh89] existiert jedoch ein 7, so
daBl A(m/,f,m) # 0, wie es in Shimuras Beweis von Theorem 4.3 auf Seite 674 benotigt wird. Daher
gilt Shimuras Theorem 4.3 auch in unserem Fall (beziechungsweise historisch zuerst [Shi77, Theorem
2] fur k = Q).

Glauben wir an die Giiltigkeit von Garrett-Harris’ Resultat auch in unserem Fall, so gilt im Sinne
von [GH93, section 6] aufgrund der von Kim und Shahidi [KS00, Proposition 3.9] gezeigten Endlichkeit
des zentralen kritischen Wertes der betreffenden Tripel-Produkt-L-Funktion, dafl

L(2,Sym® E ;) L(},Sym® =) /
@ri)P AT, (e () @m) Q] *(r)Pc(r) - ),

wobei ¢ (7) gerade die (automorphen) Perioden der Hilbert’schen Modulform zu 7’ sind (im Sinne
von [Yos94]), so dal nach obigem durch Rohrlich augmentierten Satz von Shimura

L1, Ep ®X) B L(%,ﬂ"@x) o
erFU L H(NGR)  Er)FA L e (rGh) © WY

gilt. Nach [Shi76a] und [Shi77, Theorem 3] gilt andererseits fiir jeden Dirichlet-Charakter

L1, E/Q® ) L(z,m® )

QEW)QF(W)G(Y)  BE(W)QF ()G ()

mit (motivischen) Perioden Q*(3)) von E im Sinne Delignes. Ist k/Q abelsch, so ergiibe sich hieraus
insbesondere, dafl unsere Periode () tatsidchlich motivisch ist, sofern sich unser Algebraizititsresultat
auf die ungetwistete L-Funktion fortsetzt.

Ash und Ginzburg konstrurieren in [AG94], [Sch93] verallgemeinernd, mit analogen Techniken
p-adische L-Funktionen auf GLs, iiber einem beliebigen Zahlkérper k. Da Sym37’ eine cuspidale auto-
morphe Darstellung von GLy4 ist, ergibt sich aus obiger Arbeit ebenfalls die Existenz der zugehérigen
p-adischen L-Funktion, modulo folgender Hypothesen: Sym3n’ ist kohomologisch und besitzt ein H-
Modell im Sinne von Ash-Ginzburg. Die Existenz von letzterem ergibt sich nach [AG94, Section 5]
aus dem folgenden Analogon von (4.5.5): es existiert ein Hecke-Charakter x endlicher Ordnung mit
nichttrivialem Fiihrer f = p”, welcher bei v | oo trivial ist mit

€ Q)

1
L(i’ Sym®7’ ® x) # 0.
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Die Existenz nach Ash-Ginzburg ist also dquivalent zum Nichtverschwinden der von uns konstruierten
p-adischen L-Funktion. Die Ergebnisse von Ash-Ginzburg wiirden implizieren, dafl Ly(s, Sym® E k)
tatsichlich ganz im p-adisch analytischen Sinne ist und die Interpolationsformel (4.5.7) ohne die Ein-
schrinkung Ly(x, E/i) # 0 gilt.

Weitere Anwendungen

Neben der unbeantworteten Frage, ob P(%) # 0 fiir n > 4 oder nicht total reelles k, sind wir aufgrund
der mangelnden nachgewiesenen Funktorialitdt im Sinne Langlands in der Konstruktion unserer Bei-
spiele beschrinkt, zumal sich bei jedem Lift stets die Frage stellt, ob dieser Kohomologizitéit erhélt.
Gaétan Chenevier hat mich darauf aufmerksam gemacht, daf} sich auf analoge Weise sdmtliche un-
geraden p-adischen symmetrische Potenzen elliptischer Kurven konstruieren lassen, sofern wir an die
Funktorialitdt und das p-adische Nichtverschwinden héherer symmetrischer Potenzen glauben.

Zuguterletzt hitte eine entsprechende Verallgemeinerung von Rohrlichs Nichtverschwindungsre-
sultat [Roh84| zumindest die Giiltigkeit unserer Konstruktion der dritten Symmetrischen Potenz fiir
auflésbares und nicht notwendigerweise abelsches total reelles k/Q zur Folge.

4.6 Ausblick

Zu der offen gebliebenen Frage, ob im kritischen Fall unsere ,,Periode“ P(%) im Allgemeinen nicht
verschwindet und ob sie der Vermutung von Deligne [Del79, Clo90] geniigt, gesellt sich die Frage,
ob sich die Methode aus [KS08] zur Behandlung beliebiger Koeffizientensysteme auch auf unseren
allgemeinen Fall {ibertragen lassen. Insbesondere stellt sich in diesem Kontext die Frage nach der
analogen Behandlung der komplexen Stellen. In dieser Arbeit wurde lediglich der zentrale kritische
Wert studiert. Im Allgemeinen ist s = % gewifl nicht der einzige kritische Wert der Rankin-Selberg-
Faltung, sofern dieser Wert iiberhaupt kritisch ist. Die Behandlung beliebiger kritischer Werte sollte
sich im Rahmen beliebiger Koeffizientensysteme analog zu [KS08] behandeln lassen.

Funktionenkodrper

Wie bereits bemerkt, gilt das allgemeine lokale Birch-Lemma aus dem ersten Kapitel fiir beliebige
nichtarchimedisch bewertete lokale Korper. Daher 148t sich analog ein allgemeines globales Birch-
Lemma fiir Funktionenkorper zeigen. Die Distributionenrelation iibertragt sich ob ihres lokalen Ur-
sprunges ebenfalls auf den Funktionenkorperfall, so dal hier noch die Frage nach der Algebraizitét
und Beschrénktheit zu beantworten bleibt.

Allgemeinere Rankin-Selberg-Faltungen

In natiirlicher Weise stellt sich die Frage nach der Verallgemeinerung auf Ranking-Selberg-Faltungen
auf GL,, x GL,, fiir beliebige m und n. Der Beweis des zentralen Lemmas 1.1.6 aus dem ersten Kapitel
zeigt mit der dortigen Notation die allgemeine Integralformel

n—m

(Am(9)) - w(i(g - Dmwm)) - v(g) [det(g)[*™ > dg =

/Um(F)\ GL (F)

1

RN(f)2 == G(x)
fiir die Einbettung j : GL,,, — GL,,
=" 1)

m(m+1)
2 .

w(ly,) - v(1y)
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und beliebige Iwahori-invariante Whittakerfunktionen w und v auf GL,,(F') und GL,,(F). Diese Inte-
gralformel gilt fiir beliebige n > m. Das suggeriert, dafl anstatt des Translates g — w( j(g)h(f )} von w
moglicherweise die Whittakerfunktion g — (A, (g9)) - w(j(g - Dywyy,)) einen Ansatz zur Behandlung
allgemeiner Rankin-Selberg-Faltungen bietet.

Hida-Familien

Eine weiterfithrende Frage ist die Variation einer (oder beider) automorpher Darstellungen 7 und o.
Im Fall n = 3 konnten wir beispielsweise die Variation von ¢ in einer Hida-Familie studieren. Jac-
ques Tilouine machte mich darauf aufmerksam, dafl als Motivation fiir ein derartiges Studium der
klassische Satz von Greenberg-Stevens [GS93, Theorem 7.1] dienen konnte, welcher eine Aussage tiber
die trivialen Nullstellen p-adischer L-Funktionen elliptischer Kurven macht. Dies ist dort insbeson-
dere im Rahmen der p-adischen BSD-Vermutung von Interesse [MTT86, Col03], was die potentielle
arithmetische Signifikanz einer derartigen Aussage unterstreicht.



Anhang A

Gaufl’sche Summen

In diesem Abschnitt beweisen wir die Formel (0.0.1). Genauer zeigen wir die

Proposition A.0.1. Es sei x : F* — C* ein Quasicharakter mit Fihrer f und 0 # g < Op sei ein
ganzes Ideal mit Erzeuger g € Op. Es sei weiterhin b :=fNg. Dann gilt

(9/f)-G(x), fallsf =g,
x(x)d (x) = {X
x+he%m/h)x 9 0, sonst.

Beweis. Der Fall f = g ist klar. Wir miissen also die beiden Félle f C g und g C | betrachten.
Im ersten Fall haben wir f = h und der Gruppenhomomorphismus

Or — C*, :L‘»—wp(z)

hat den Kern g. Insbesondere ist diese Abbildung konstant auf den Nebenklassen x + g fiir jedes
z € Op. Wir erhalten

SRCTIEENDY > o ()=

z+he(Or/h)* y+9€(Or/9)* z+fc(1+g)/(1+f)

T X(y)¢(y>- S @)

y+ae(Or /)% 97 wiielra)/a+

Daher ergibt sich die Behauptung in diesem Fall aus der bekannten Tatsache, dafl

> x(z) =0,

z+fe(l+g)/(1+)

denn der Gruppenhomomorphismus
(1+9)/1+f) = C* z+frx(2)

ist nach Voraussetzung nichttrivial.
Im zweiten Fall gilt h = g C §. Der Charakter

Of = C*, o (@)
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ist konstant auf den Nebenklassen a + f mit a € O). Nun gilt analog
()
y+ocf/g
denn
Yy
fa—C% ytarmd <g>
ist ein nichttrivialer Gruppenhomomorphismus. Wir erhalten also

S xwe(f)= ¥ T o () -

z+be(Or/h)* z+f€(Op /) y+a€f/g

= (D) ()

z+fE€(OF /)% y+ocf/g

was zu zeigen war. O



Anhang B

Zur Mafdrelation

Analog zu [Sch01, Lemma 3.2] haben wir das

Lemma B.0.1. Es seien §f = p» () £ 1 und t = diag(fm=1, f7=2,..., f,1) mit einem Erzeuger f € Ok,
von f, w € ky ein Primelement, t(,) = diag(@" 1, @"2,...,w@,1), sowie h € GL,(Og,) der Gestalt

-0

h=hW (modf),

mit g € GLyp—1(Ok,) und b € (’)Z;l. Wenn

dann gilt fiir alle x € kap

Po(e - t)t ™ htt(y), §) = Pay(ea - AU, 5).
Beweis. Es bezeichne

In—l g .7 (In—l)

die Untergruppe der Matrizen aus j(I,—1), deren Determinanten kongruent 1 modulo f sind. Dann
kénnen wir P, (-, f) aufgrund der Rechtsinvarianz des Haar’schen MaBes als Abbildung auf der Menge

der Doppelnebenklassen der Form
In—l *g- In

mit g € GLy,(kp) auffassen. Es geniigt daher, zu zeigen, daf} die Doppelnebenklassen von 5x-t63%t_1htt(p)

und &, - h{®) {ibereinstimmen.
Hierzu schreiben wir h = (h;;);;. Dann gilt

diag(h1n, homs - hn1, 1) - B - diag(hyty B0, by Ly a2, - By hhy 1, 1) =

0 ... 0 hip1 hign

0 = 1.
hn—l,l o hn—l,n

0 0 1
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Da diese Diagonalmatrizen mit ¢(,) und ¢ kommutieren, geniigt es wegen @) = t(_pﬁt*lh(l)tt(p) also
zu zeigen, dafl es Matrizen

u v €U, 1(Op) = wy1Up—1(Ok, )wn—1

gibt mit
u hv” =h.
Denn wir haben

t(_p%j(Un_q (Okzp))t(p) CTIh

was schliefilich

—1,-1 w
tyt " hitt(p) € LoahU™I,

impliziert, was letztendlich zu zeigen ist.

Die Existenz von u~ und v~ ergibt sich schliellich aus der einfachen Tatsache, dafl wir mittels
Elementaroperationen sdmtliche Eintrige von h eliminieren kénnen, welche modulo § keine Einheiten
sind. Dies ist moglich, da wir in h ausreichend viele Eintrége vorfinden, welche modulo f Einheiten
sind und welche sich an ginstigen Positionen befinden. O



Anhang C

Indizes unipotenter Gruppen

Es seien n > 0 und F ein lokaler Koérper mit Bewertungsring Op. Fiir 0 # f € Op bezeichne { das

von f erzeugte Ideal,
t =diag(f" 1 "2, £, 1) € GL,(F),

sowie

Up (O ) = U, (Op)t ™
Proposition C.0.1. Es gilt

(U(Or) : Un(0p) D) = () =5 (C.0.1)
Weiterhin gilt
(n+2)(n+1)n
: —
dvnt1-v)= (C.0.2)
v=1
1 n
32 (r+lr= (C.0.3)
v=1
1 n
3 2 2
n 40— o ;(51/ — 3v). (C.0.4)

Beweis. Wir definieren zunéchst fir 1 <j <n-—1
pr) : Un(Op) — (O /)"

w— (ug g1+ L usjio + 7, tnegn + ),

Fiir j > 1 ist hierdurch zwar kein Homomorphismus gegeben, wir erhalten jedoch durch Einschrinkung
auf Kern pr¥) mittels pr¥ := pr(!) induktiv Homomorphismen®

pr) : KernprV=Y — (O /)", u— p¥ (u) + KernprlU =Y.

r+1i

J
pr™ (u-v) = pr” (Z (i +§71) - (v + 7 J>) = (Y a7 g T ) =

=i l=i

(o Ui F Vs ) = prm(u) + pr(r) (v).
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Wegen
Kern(pr"™V) = U, (Op))

ergibt sich induktiv aus der Formel
(Kern prl?) : Kern pr(j+1)) =N(F)"I

zunachst

(Kern prH Un((’)F)(f)> — m(f)zgzglj(n—j)_

Wegen
(Un((’)F) : Kernpr(1)> = ‘ﬁ(f)n_1

erhalten wir schliefllich

(Un(OF) , Un(OF)(f)> _ () Syt i),

Die Gleichungen (C.0.1), (C.0.2), (C.0.3) und (C.0.4) ergeben sich hieraus durch vollsténdige Induk-
tion. Dabei geniigt es, die letzten drei Gleichungen einzusehen. Der Fall n = 0 ist klar, denn dort
stimmen die Ausdriicke sdmtlich iiberein, denn sie haben den Wert 0. Es ist zu zeigen, daf in allen
drei Fallen die Differenz der Ausdriicke fiir n + 1 statt n mit dem entsprechenden Ausdruck fiir n

identisch
n+2)(n+1)

2
ist. In den einzelnen Féllen gilt

n+3)(n+2)(n+1) (n+2)(n+1)n

6 6
3n+2)(n+1)+nn+2)(n+1)—(n+2)(n+1)n  (n+2)(n+1)
6 B 2 ’
und
n+1 n
Z n+2-v)-— Zyn—f—l—y
v=1 v=1
n n
(n—l—l)—l—ZV(n—l—Z—y)—Zy(n—l—l—y):
v=1 v=1
n n n
(n+2)(n+1)
1— ) W /A L 2
+Zu+2un+ V) ;y(n—i— V) 5 ,
sowie
1n-|—1 1 n
3 2 2 3_ 2 2 _
n+1)°+(n+1) —2;(5V —3v)—n’—n —1—2;(51/ —3v) =

5(n+1)2—3(n+1) :2n2+3n+1_3(n+1)2—3(n+1) _
2 2

2(n+1)2_(n+1)_3(n+1)22—(n+1) _ (n—|—1)2;-(n+1)’

was zu zeigen war. O

(n+1)%—n%—n?+(n+1)* -




Anhang D

Zur Beschranktheit der Distribution

Es sei F' ein lokaler Kérper mit Bewertungsring O und maximalem Ideal p. Wir bezeichnen mit I,
die Iwahorigruppe in GL,,(OF).

Lemma D.0.1. Fir alle nichttrivialen p-Potenzen § mit Erzeuger [ gilt mit
3t = §(Iny) N RO LN
dafy det Js =1+ und es gilt

n—1

(j(GLy-1(0p)) : 3p) = [J (1 = ™) - N(F)

v=1

(n+1)n(n—1)+n(n—1)(n—2)
6

Beweis. Die Aussage des Lemmas geht auf [Sch01] zuriick. Dort wurde sie auf die Propositionen 3.3,
3.4 und die Lemmata 3.6 und 3.7 verteilt formuliert und bewiesen. Wir fithren hier einen direkten
Beweis.

Wir erinnern an die n x n-Matrizen

0 0
f -1
Bn =10 ° s
‘L 0
0 0o f -1
0 0
: f
E, =
0 ) f fn—2
1 —f _f? _fn—l
Dann gilt
1 0 0
f -1
Bgl = f2 —f ,
E 0
fnfl fan _f -1
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sowie
0 0 f1
-f .0
E'=1| o
—f . B :
1 o ... ... 0

Es bezeichne d; die n x n-Diagonalmatrix, welche sich von der Einheitsmatrix nur an der Stelle (i, 1)
unterscheidet und dort den Eintrag —1 hat. Dann haben wir die Relation

diApd, End) = —why,.
Wir interessieren uns fiir diese Matrizen, denn eine leichte Induktion zeigt

B,hVE, = diag (f‘<”‘”, I Lo f"‘l) = D,.

Es sei angemerkt, dafl Konjugation mit D,, mit der Konjugation mit ¢ =2 identisch ist, wobei wie iiblich
t = diag(f ', f*2,..., f,1). Es sei fiir eine Untergruppe U < GL,,(F)

U™ = w,Uwy,.

Der Ubersichtlichkeit zuliebe definieren wir schlieBlich fiir beliebiges a € O die Matrix

1 0 T

0

0 0 1 0
a”l —q" 2 .. —a -1

Es sei auf Cy(a)? = 1 und C,(f) = C, hingewiesen. Desweiteren sei C/, := C,(f~!). Mit dieser
Notation gilt nun
an(Bn—l)il - Cn

und desweiteren
D, 'C.D, =C!.

Daher ergibt sich aus
Brgfll-[n—an—l = In—17

was modulo p eingesehen werden kann, die Relation
Bpj(In-1)By " = Cnj(In-1)Ch.
Analog sehen wir durch Reduktion die bedeutsame Relation
E'IL.E,=1,.
Diese beiden Relationen sind fiir uns von Interesse, denn wir haben

(GLp—1(OF) : 35) = (Bn GLyp—1(OF) B, : D, E, ' I, E,D;)' N By1,,-1B, '),
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wobei wir GL,,—; mit ihrem Bild unter j identifizieren. Aufgrund obiger Relationen ergibt sich hieraus
(GLn—1(OF) : 35) = (GLy—1(OF) : C Do I, DY Cu N Ty =

(GLy—1(0Op) : D,CL I, ChDy N 1y)

Also
(GL,—1(Op) : 35) = (D;,}; GLy—1(OF) Dy : CL I, Cl N Dy I Dy ) (D.0.1)

Es sei
Ci= <_f_(n_1)’ _f_(n_2)7 LR _f_lu _]-) dl-
Mit dieser Notation haben wir fiir eine beliebige Matrix X = (a;j) = (a4, ...,qa,) € I,; die Relation
C) Xd,C), = (bij) dq
mit
1<i,j<n: byj=a;— f_(n_j)am,

1<7<n: bnj:c-gj—f_(n_j)'c'g

n
1<i<n: bip=—apn,
bpn = —C- Q.

Diese Matrix liegt also genau dann im Bild von j : GL,,_1 — GL,,, wenn
1§j<n cgj_ff(nf.])CQn:O7

1<i<n: apy=0, (D.0.2)

und

c-a, =—1.

Das bedeutet, dafl in diesem Fall insbesondere
1<, <n: bij:aij,

1<j<n: c-a;+f " =0, (D.0.3)

und
Apn = 1.

Wir schlieflen, daf§ in Verbindung mit Gleichung (D.0.2) und entsprechender Translation mit d; die
letzten beiden Gleichungen #dquivalent dazu sind, da§ C/, X C], =: Y im Bild von j liegt und in diesem
Fall

CrXCy, = j((aij))

gilt. Gleichung (D.0.3) ist in diesem Sinne! #quivalent zu

1<j<n: Y agf =f. (D.0.4)
=1

Lunter Beriicksichtigung der Rechtsmultiplikationen mit d;.



78 ANHANG D. ZUR BESCHRANKTHEIT DER DISTRIBUTION

Die Bedingung Y € D;ilfn_an_l ist gleichbedeutend damit, dafl a;; € OF existieren mit
1<i<j<n: aij:aij-fQ(j_i).

Dabher liest sich (D.0.4) unter dieser verschirfenden Bedingung als

Jj—1 n

Yo U (g = 1) - T+ Y aift =0 (D.0.5)
i=1 i=j+1

Das zeigt insbesondere, dafl

a;jj =1 (modf), (D.0.6)

und damit bereits die erste Behauptung detJ; = 1 + f, denn die Determinante ist invariant unter
Konjugation. Da wir an ap1,...,an -1 nicht interessiert sind, gehen wir von Gleichung (D.0.5) zur
dquivalenten Formulierung

7j—1 n—1
Z Ozijfjfi + aj; + Z aijfifj =1 (mod fnfj) (D.0.7)
i=1 i=j+1
iiber. Wir bemerken, daf fiir alle o;j, a;; € Op fiir 4,7 < n, i # j, ein modulo f*7 eindeutiges aj; € Op
existiert, so daf8 die Kongruenz (D.0.7) erfiillt ist. Dieses a;; ist insbesondere eine Einheit.
Um den betreffenden Index geméf (D.0.1) schlielich zu berechnen, betrachten wir

D,CLXCp Dyt = (my)
mit o
aijf2(1*3), falls i > j,
mi; = . .
ajj, falls i < j.
Diese Matrizen leben in der Iwahorigruppe I,—; € GL,_1(Op). Wir betrachten den Kern J, der

Reduktionsabbildung
GL,_1(OFp) — GL,_1(Op/f*").

Dieser hat in GL,,—1(Op) den Index

n—1

(GLn-1(Op) : Jn) = NP> T[-p™).

v=1

Wir zdhlen nun die Lésungen von (D.0.7) modulo J,,. Wie bereits bemerkt existiert zu jeder Wahl von
a;; € OF und a;; € OF mit 7 # j modulo f7=J eindeutige a;jj € Op. Modulo J, ist daher a;; modulo
§2n, a;; modulo §2n+20-9) fiir 4 # j zu betrachten. Insgesamt zéihlen wir also

n—1 n—1

Op: Ja) = 2R e S s

Fiir den Exponenten ergibt sich mit Gleichung (C.0.3)

n—2 J

n(n —1) (n—1)(n—2)
n(n —1)% + +2n —2 k=
> > 2.2
on(n —1)° — nn—1) n(n—l)(n—2)'

2 3



Zusammenfassend erhalten wir also mittels (C.0.3)

n—1

(GL,1(0p) : 3p) = [J=p7")-N()

v=1

was zu beweisen war.

(n+1)n(n—1)+n(n—1)(n—2)
6

I
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Anhang E

Modifizierte Whittakerfunktionen

In diesem Abschnitt folgen wir direkt [KMS00, section 4.5]. Es sei p eine endliche Primstelle von k
und wy die lokale Whittakerfunktion der modifizierten Eigenform ¢, bei p. Bezeichnet wy die class 1
Whittakerfunktion der Eigenform ¢,, so gilt geméfl Proposition 2.2.3

n—1 n
Wy = [ TTOw: M) Vijo1 — Vo) - wy.
i=1 j=1
JF
Unser Ziel ist es, wy(1,,) explizit zu berechnen.

Proposition E.0.1. Es gilt
n—1 n—1
N (n=1)(n—2) 1+(n—1)(n—v
wp(1n) = (=)= ) [T T TIOws = Aed)
v=1 =2 j<i

Ay = (n— 2)2 1/(121/) N n(n2 1)'

v=1

Fiir r € N sei
n
V(r) := H Vi
v=1
Wir zeigen zunéchst das folgende

Lemma E.0.2. Mit einem belicbigen Primelement w € ky gilt

[V(ﬂ)wp] (1n) _ H m(p)y(nfl/)ry - wp (H <7D 611/ 1n0_y> u) .

v=1 v=1

Beweis. Nach Lemma 2.2.1 gilt fiir jede rechts-Kp, -invariante Whittakerfunktion w

o) = Lu (s (T 1),

A

wobei A € (’)prn_” ein Reprisentantensystem modulo p durchlduft. Induktiv ergibt sich hieraus, dafl

vl = Yo (T 1)),

1,
A n—v

81
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wobei A € (’)prn_” ein Reprisentantensystem modulo p¥ durchliuft. Das zeigt, da8

[ Z Z < < - 14 ]j}il) <wr”—10- 1,1 f:_yl) e ]—n> 7

wobei A, € (’)Z:"‘” ein Reprisentantensystem modulo p™ durchliduft. Fiir feste solche Aq,..., A, 1
gibt es offensichtlich ein B € U, (Of,) mit

w”~11 A1 wr”*l-]_n_l An—l T o - w-1, 0 v
< 0 1n1> < o )=l (TT )

v=1

Da w links-U,, (O, )-invariant ist, erhalten wir

V(L) = w (H N(p) (= <w 61V an,,> )
v=1

was zu zeigen war. [

Es bezeichne yjs die charakteristische Funktion einer Teilmenge M C N;. Es bezeichne W = S,
die Weyl-Gruppe der GL,,.

Lemma E.0.3. Es sei J; CN; firl <i<n-—1 und damit

n—1
= ZXJi(V+1)+XNi_Ji<V)‘
i=1
Es gilt
L v(i-v)r n—j -1 _1+n1n I+ XN —
V)l (1) = 9p)3 T et (N iigen) - sanfw) [ Aply VS a0,

weW Jj=1

Beweis. Es sei
~ (w1, 0 \"
. 3 S1 Sn _
d = diag(w®,...,w’) = ||1< 0 1n_y> ,

was bedeutet, daf s; = >_"'_.r,. Aus der Formel fiir r,, als Summe der x,, xn,—J, ergibt sich

V=i
n n—1 n—1
= ZZ(XJi(V+1)+XNi—Ji(V)) = XN;—J; (J Z X (
v=j i=1 i=1 v=j+1

Desweiteren gilt fiir j < n

n—1 n
S 3 ) = -+ (n-2)n—j—1) = 1+ (n-2)n—j),

i=1 v=j+1
denn 3"y, (v) ist die Anzahl der 4 € {1,...,n — 1} — {v}. Daher haben wir

n—1

i=1
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Nach Shintani [Shi76b] gilt

o det (Asﬁn ])1§z‘,j§n
) = i S LT Dizi)
det (()‘p,i ! )1§i,j§n>

Wegen

n n

Z(z —n)s; +i(n—i)r; = 5 Z v(l—=v)r,

i=1 v=1
erhalten wir
det (()\S’+n ])1§i,j§n>

det (()\p;j)lgi,j§n>

Die Leibniz’sche Determinantenformel belegt nun die Behauptung. ]

1 n

[V (r)wy) (1) = N(p)z Xv=r =0

Wir haben

Lemma E.0.4. Es sei J; C N; fiir 1 <i <n—1 und damit wie im vorigen Lemma

= ZXJi(V+ 1)+ xn,—g, (V).

Es gilt

Die linke Seite der Formel ist also insbesondere eine ganze Zahl, welche nur von n abhéngt.

Beweis. Setzen wir die Formel fiir 7, ein, so erhalten wir

n n—1 n

Z A=) ZZXJ v+1)+xN-s)rv(l-v) =
v=1 i=1v=1

n— n+1

Z(ZXJ rv+1)(rv—-1)(2-v) —|—ZXN _n(w)w (1—1/)) —
i=1 \v=2 v—1

z_: (Z x;,v+1Dv—-1)2—-v)+ ZXNi_Ji<V>V<1 _ y)) _

v=1 v=1
Mit xj, + xXnN,—J; = XN, ergibt das

-1
il/l—l/ ”Z Z (1—-v) —i—QZU—l =
v=1 i=1 v#£i ved;
n—1
(n—l)an/(l—V) Zzl—z +QZZ (v—1),
v=1 i=1 =1 veJd;

woraus sich die Aussage des Lemmas ergibt. O
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Beweis. [von Proposition E.0.1] Mit der Notation N; := {1,2,...,n} — {i} haben wir

n—1

H [T ) Vo1 = Vi) =

=1 J_]_
JFi
n—1
S A T e T Ve =
=1 J;CN; ked; lEN;—J;
n—1
(=t (—Apa)*7 - N(p)' " Vok-1 - Vo
p p
J1CNy Jn—1CNp—1 =1 keJ; leN;—J;
Mit r = (r1,...,7r,) wie in den vorangegangenen Lemmata gilt
n—1
= [T IT Veur II Vou
=1 keJ; leEN;,—J;
Deshalb bescheren uns dieselbigen
ﬁ)p(ln) =
n—1
(1) et (g hsigen) 30 [T20)* S senlu H Ay DRI ),
J =1 weWw

wobei J = (J1,...,Jy—1) alle Kombinationen J; C N;, 1 < i < n — 1 durchlduft. Wir erhalten durch
Umsortieren

. -1 — n n—1
g e (O ssee) 3 s TS v T T
weW j=1 J =1 v=1 j=1
Wir haben das
n—1 n n—1
J X u l/ _
H —Apa) HH NJ HH () ~ Api) =
i= v=1 j=1 i=1 j=1
JF#i
0, w # id,
H HJ;Al()\pJ )‘P,i)a w=id.
Dies fithrt zu einer Vereinfachung unserer Formel, wir erhalten
n—1 n
0 - 1 1)(
Bp(Le) = (~1" R - det (V7 icigen) - L] T] s — Mo H)\ +Hn=1)(n—v)
=1 j=1
JFi

Nach Vandermonde gilt
det ((Ag?)lgi,jgn) = [1Ows = Aei)

j<i

was den Beweis der Proposition abschlief3t. ]
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