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Kurzfassung i

Kurzfassung

Grundwasservorkommen stehen weltweit unter zunehmendem Nutzungsdruck. Sie die-
nen in vielen Gebieten der Wasserversorgung der Bevolkerung und der Bewésserung in
der Landwirtschaft. Daneben sind sie geogenen sowie anthropogenen Belastungen ausge-
setzt, die eine Nutzung einschréanken oder unmoglich machen. Zur nachhaltigen Sicherung
und Nutzung der Grundwasserressourcen bei steigendem Wasserbedarf durch die wach-
sende Weltbevolkerung sind Werkzeuge erforderlich, die notwendige Mafinahmen planen
und bewerten konnen. Diese Werkzeuge miissen in der Lage sein, sowohl die ablaufenden
Stromungs- und Transportvorgénge mit ausreichender Genauigkeit beschreiben als auch
verléssliche Prognosen iiber mégliche, zukiinftige Entwicklungen bereit stellen zu konnen.

Um diese Anforderungen, insbesondere die Prognosefihigkeit an die Bilanzierung der re-
levanten Strémungs- und Transportprozesse erfiillen zu kénnen, miissen die notwendi-
gen Werkzeuge auf physikalischen Prozessbeschreibungen beruhen. Die Komplexitat der
Verhéltnisse im Untergrund sowie die Kopplungen zwischen einzelnen Prozessen und die
Anwendbarkeit in der Praxis erfordern daher, die Prozesse und die Verhéltnisse verein-
facht abzubilden. Die so entwickelten Modelle basieren dann meist auf einem dquivalenten
Kontinuumansatz fiir ein poroses Medium und werden vereinfacht als Aquivalenzmodelle
bezeichnet. Im einfachsten Fall liegen ihnen analytische Losungen zu Grunde oder kon-
zeptionellen Vereinfachungen, wie z.B. bei Doppel-Kontinuum-Modellen, ermoglichen die
Anwendung numerischer Modelle.

In diesem Buch sind die fiir die Entwicklung solcher Aquivalenzmodelle erforderlichen
Grundlagen und moglichen Loésungsansétze dargestellt. Die Anwendungsbeispiele sind
den Forschungsarbeiten des Autors entnommen und in den betrachteten Anwendungs-
bereichen um einige Beispiele aus der Literatur ergédnzt. Diese Anwendungsbereiche um-
fassen die Bilanzierung der Infiltrationsvorgénge, die zu Grundwasserneubildung fiihren,
und der damit assoziierten Stofftransportvorginge, die als bedeutendste Eintragsquelle
von Schadstoffen ins Grundwasser gelten. Ein weiterer Bereich sind die Grundwasser-
stromungen in gekliiftet-pordsen Aquiferen, wie Kluft- und Karstaquifere, die in vielen,
z.B. semiariden Gebieten die einzige Wasserressource darstellen. Weitere Beispiele be-
trachten den Stofftransport in nicht-gleichférmigen Strémungen und den Stoffiibergang
zwischen zwei Phasen, z.B. die Auflésung einer fliissigen Schadstoffphase im Grundwas-
ser, die im Zusammenhang mit Grundwasserverunreinigungen und deren Sanierung von
grofler Bedeutung sind. Alle vorgestellten Modelle sind allerdings auf die Anwendung in
einfachen Teilsystemen beschrinkt, konnen jedoch teilweise die Heterogenitdt und In-
stationaritdt der Systeme abbilden. In weiteren wichtigen Anwendungsbereichen, wie die
Betrachtung von reaktiven Prozessen und gekoppelten Prozessen, existieren derzeit nur
einfache Aquivalenzmodelle. Die Entwicklung von Aquivalenzmodellen fiir die Anwendung
auf Fragestellungen aus der Praxis definiert in vielen Bereichen immer noch einen grofien
Forschungsbedarf.






Vorwort il

Vorwort

Der Ausgangspunkt fiir die in meiner Habilitationsschrift zusammengefassten Arbeiten
geht auf meinem Einstieg in das Fachgebiet der Grundwasserhydraulik am Institut fiir
Wasserbau, Universitiat Stuttgart, im Jahr 1991 zuriick. Unter der Leitung von Herrn Prof.
Helmut Kobus und Herrn Prof. Georg Teutsch lernte ich die Notwendigkeit kennen, Bilanz-
modelle fiir Planungsfragen in der Praxis anzuwenden, mit denen eine fiir die Fragestellung
ausreichend genau Beschreibung der Prozesse moglich ist. Die Fortfithrung der Beschéfti-
gung mit Aquivalenzmodellen bot sich mir im Rahmen meiner Promotionstitigkeit am
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Universitéit Karlsruhe, im Jahr 1997 erhielt ich, unterstiitzt von Herrn Prof. Gerhard Jirka,
die Moglichkeit zur eigensténdigen Beantragung und Bearbeitung der Forschungsprojek-
te. Daraus resultieren ein Grofiteil der in meiner Habilitationsschrift zusammengestellten,

vielfiltigen Anwendungen von Aquivalenzmodellen.

Mein herzlichster Dank gilt hier den Herren Professoren Helmut Kobus, Georg Teutsch
und Gerhard Jirka, die mich bei meiner beruflichen Entwicklung begleiteten und immer
wieder ermunternd unterstiitzten. Mein besonderer Dank gilt allen meinen Mitarbeitern,
die mit ihren Arbeiten wesentliche Beitrédge zu den vorgestellten Entwicklungen und An-
wendungen lieferten, sowie auch allen weiteren Fachkollegen fiir die vielfaltigen Diskus-

sionen und Anregungen.

Ganz besonders herzlich mochte ich an dieser Stelle meiner Frau Daniela und unserer
Tochter Paulina fiir die Geduld und das Verstéindnis danken, die sie mir wahrend der Fer-
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Symbolverzeichnis

Symbol Einheit Bedeutung

A [m?] Flache, FlieBquerschnitt

A [m?] Querschnitt des REV

Agr [m?] Fléche eines Reservoirs

Ay, [1/m] (volumen-)spezifische Oberfléche einer Schadstoffphase

Ap, [1/s] Massenaustragskoeffizient

A, [mm/d] oberirdischer Abfluss

Aout [m?] Fliache des Reservoir Auslasses

a [1/4/s] Parameter in Matrixdiffusionsmodellen (Maloszewski & Zuber,
1985, 1990)

a [m/s?] Beschleunigung

a; [—] relative Querschnittsfliche eines Porenkanals

B [m] horizontale Breite eines Aquifers, Kluftéffnungsweite

BW [mm)] Bodenwassermenge

b [m] charakteristische Léngeneinheit der Anstromflache im generalisier-
ten Radialstromungsmodell

C() [kg s/m?] Laplace-Transformierte der Konzentration ¢

Co [—] Courant-Zahl

c [kg/m?] Stoffkonzentration

d [kg/m?] Konzentrationsschwankungen

o [kg/m?] Anfangskonzentration

e [kg/m?] Konzentration in der Gasphase

cs [kg/kg] Konzentration an der Feststoffphase

€S maz [kg/kg] maximale Beladung einer Feststoffoberfliche

cw [kg/m?] Konzentration in der Wasserphase

CW,sat [kg/m?] Wasserloslichkeit, Wassersattigung, Sattigungskonzentration

Cges [kg/m3] gesamte Stoffkonzentration in allen Phasen

Cin [kg/m?] Konzentration im Zufluss

Ck [kg/m3] Wert der Konzentration ¢ am Knoten k

Cout [kg/m?] Konzentration im Ausfluss

D [m?/s] (molekularer) Diffusionskoeffizient

D [m?/s] Tensor der Dispersion

Dy, [m?/s] longitudinaler Dispersionskoeffizient

Dr [m?/s] transversaler Dispersionskoeffizient

D, [m?/s] scheinbarer Diffusionskoeffizient in pordsen Medien

Dy [m?/s] Diffusionskoeffizient in Wasser
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Symbol Einheit Bedeutung

D, [m?/s] Tensor der kapillaren Diffusivitét

D, [m?/s] effektiver Diffusionskoeffizient in porésen Medien

D, [m?/s] Diffusionskoeffizient in Gasen

DZ(I) [m/s] Komponente des Vektors der Geschwindigkeiten in der Fokker-
Planck-Gleichung

DS) [m?/s] Komponente des Tensors der Dispersion in der Fokker-Planck-
Gleichung

Dy [m?/s] Tensor der turbulenten Diffusion

DOC [kg/m?] geloster organischer Kohlenstoff (”dissolved organic carbon”)

d [m] Rohrendurchmesser, Kluftabstéande, Schichtméchtigkeit

de [m] charakteristische Porengréfie

dpm, [m] mittlerer /reprisentativer Korndurchmesser

d, [m] Porengrofie

E [J] Energie

ETuke [mm/d] aktuelle Evapotranspiration

ETpo [mm/d] potenzielle Evapotranspiration

€ [m] Einheitsvektor in z-Richtung

erf() Gauf’sche Fehlerfunktion

erfe() komplementére Fehlerfunktion

F() Laplace-Transformierte einer Funktion f()

Fiy (K] relative Luftfeuchte um 14 Uhr

FK [—] Feldkapazitét

fs [—] Anteil der Sorptionsplitze in einer mobilen Wasserphase

10 beliebige Funktion

I [—] Anteil der Verdrangung in Modellzellen beim advektiven Austausch
im Doppel-Kontinuum-Transportmodell

G [] beliebige physikalische Grofie

G [] Erwartungswert einer beliebigen physikalischen Grofie

g [m/s?] Gravitationskonstante

g() Potenzialfunktion

H [m] Klufthohe, Hohe eines Bodenwasserspeichers, Ausgangswasserstand

H() [m s] Laplace-Transformierte der Piezometerhdhe h

Hy, [m] Piezometerhohe h als Dirichlet-Randbedingung am Knoten &

He [—] Henry-Konstante

h [m] Piezometer-/Standrohrspiegelhdhe

h [m] Grundwasserspiegel

h* [—] dimensionslose Piezometerhohe, Fundamentallosung beim Rand-
elemente-Verfahren

hy, [m] Wert der Piezometerhohe h am Knoten &

Rout [m] Hohe des Reservoirauslasses

hi; [m] Uberstauhshe

I [—] hydraulischer Gradient

Im() Imaginérteil einer komplexen Zahl
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Symbol Einheit Bedeutung

J Jakobi-Matrix

Ja [kg/s] Massenfluss iiber Oberflache

J [kg/(sm?)] spezifischer Massenfluss

JA [kg/(sm?)] spezifischer advektiver Stoffstrom

JD [kg/(sm?)] spezifischer dispersiver Stoffstrom

jp [kg/(m s?)] spezifischer Impulsstrom

Jd [kg/(sm?)] spezifischer diffusiver Stoffstrom

Jex [kg/(m? s)] spezifischer Massenaustausch

K [m/s] hydraulische Leitfihigkeit

K [m/s Tensor der hydraulischen Leitfdhigkeit

Keay [N] Grenzflichenkraft

K. [—] chemische Gleichgewichtskonstante

Ky [m?/kg] Verteilungskoeffizient der Sorption

Kefr [m/s] effektive hydraulische Leitf&higkeit

Kp, [m3/kg] Freundlich-Koeffizient

K, [m?/kg] Langmuir-Koeflizient

K; [N] Resultierende der Kréftebilanz an einem Massepunkt

Ky, [m?/s] Komponente der Koeffizientenmatrix des algebraischen Gleichungs-
system

K, [m/s] hydraulische Leitfahigkeit bei Séttigung

k [1/s Zerfallskonstante, Abbaurate

k [N/m3] Kraftdichte duBerer Kréfte

ko [m?] intrinsische Permeabilitét

kp [J/K] Boltzmann-Konstante

ke [kg/m?] Reaktionskonstante nach Monod (1949)

km [kg/m?] Reaktionskonstante nach Michaelis-Menton (1913)

Emazx [1/s] maximale Abbaurate

K, [—] relative Permeabilitét

ks [m] Wandrauheit (Rohr, Kluft)

L [m] Grofe des Betrachtungsgebiets

Ly [m] Lange des représentativen Elementarvolumens

Lg [m] Groflenskala des Betrachtungsgebiets

Lk [m] Kontaktlénge einer residualen Schadstoffphase in Flieirichtung

Lg [m] Skala der mafigeblichen Aquiferstrukturen (Heterogenitéten)

L. [m] charakteristische Langenskala des Stofftransports

L; [m)] mittlere Linge der Porenkanile

Lgat [m] Sattigungsliange

l [m] Lénge der Berandung der Grenzfliche zweier Fluidphasen an einer
festen Oberfléche

lo [m] mittlere freie Weglidnge eines Teilchens

M [kg] Masse, Stoffmasse

M [m] Aquiferméchtigkeit

M [m] mittlere Aquiferméchtigkeit
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Symbol

ner

bews
Patm

Qin
Qi

Qm
QN

Einheit
[kg]

-]
[mm/d]

Bedeutung

Teilchenmasse, Massepunkt

Parameter der Retentionsbeziehung nach van Genuchten (1980)
Niederschlag

nicht mit Wasser mischbare Fliissigkeit ("non aqueous phase
liquid”)

Normal-Koordinate

Porositét

lokale Porositiét

Teilchendichte eines Gases

Freundlich-Exponent

effektive Porositét

filterwirksame Porositét

luftgefiillter Anteil des Porenraums

speicherwirksame Porositét

Parameter der Retentionsbeziehung nach van Genuchten (1980)
nutzbare Feldkapazitét

Impuls

Wahrscheinlichkeitsfunktion Teilchen zur Zeit t am Ort z zu finden
Per-/Tetrachlorethen

Parallelkluft-Dispersionsmodell (”parallel fissure dispersion mo-
del”; Maloszewski & Zuber, 1985)
Parallelkluft-Propfenstromungsmodell (”parallel fissure piston flow
model”; Maloszewski & Zuber, 1984)

permanenter Welkepunkt

Peclet-Zahl

Gitter-Peclet-Zahl

Druck

Parameter in Matrixdiffusionsmodellen (Maloszewski & Zuber,
1985, 1990)

Logarithmus der Wasserspannung

Druck am Grundwasserspiegel
Atmosphérendruck

Kapillardruck

Sattigungsdampfdruck

Durchfluss

Durchfluss pro Breiteneinheit
dimensionsloser Durchfluss pro Breiteneinheit
Anfangsausfluss aus einem Reservoir

Zufluss zu einem Reservoir

Komponente des Vektors der Durchfliisse des algebraischen
Gleichungssystem

Quell- /Senkenterm des Massenflusses
dimensionslose Grundwasserneubildungsrate
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Symbol Einheit Bedeutung

Qout [m3/s] Ausfluss aus einem Reservoir

q,q [m/s] (flachen-)spezifischer Durchfluss

qn [m/s] Grundwasserneubildungsrate

deff [m/s] effektive Infiltrationsrate

Qex [1/s] spezifischer Volumenaustausch

In [m/s] spezifischer Randfluss

qa [—] spezifischer Randfluss zur Fundamentallésung beim Randelemente-
Verfahren

R [m] Rohrradius, Porenradius

Ry [—] Retardationsfaktor

R; Restglied der Ordnung ¢ einer Taylorreihenentwicklung

REV repriasentatives Elementarvolumen

Re [—] Reynolds-Zahl

Re() Realteil einer komplexen Zahl

r [m] Radius, Radial-Koordinate, Teilchenradius

TBr [m] Brunnenradius

S [—] Speicherkoeffizient

So [1/m] spezifischer Speicherkoeflizient

Sw [—] Wassersittigung

SFDM Einzelkluft-Dispersionsmodell (”single fissure dispersion model”;
Maloszewski & Zuber, 1984)

SW [mm/d] Sickerwassermenge

s [1/s] Variable im Laplace-Raum

s [m] Parameter der Charakteristik, Bahnlinie

T [K] Temperatur

T [m?/s] Aquifertransmissivitét

To [s] Dauer einer Stoffzugabe

T4 (K] Lufttemperatur um 14 Uhr

Tr [s] Austauschzeit in durchstromtem Reservoir

TCE Trichlorethen

t [s] Zeitkoordinate

u, U [m/s] Stromungsgeschwindigkeit

u [m/s] Geschwindigkeitsfluktuationen

u [m/s] mittlere Stromungsgeschwindigkeit

V [m?] Volumen

Vo [m?] Kontrollvolumen

Ve [m?] Volumen eines finiten Elements

Vr [m?] Volumen eines Reservoirs

Vi [m?] Wasservolumen

Vp [m?] Porenvolumen

Vi [m?] gesamtes Bodenvolumen

v [m/s] mittlere Teilchengeschwindigkeit

Vg [m/s] Transportgeschwindigkeit
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Symbol Einheit Bedeutung

Up i [m/s] Bahngeschwindigkeit z.B. eines Fluidmolekiils

Vs [m/s] Schallgeschwindigkeit

W() [—] statistische Verteilungsfunktion

W (u) Theis’sche Brunnenfunktion

Wo [1/s] volumenbezogener Quell-/Senkenterm

Wi [kg/(m3 s)] Quell- /Senkenterm

W, [kg/(m? s)] stofflicher Quell-/Senkenterm

X [1/m?] Populationsdichte von Mirkoorganismen

X [mm/mm HG| Monatskoeffizient nach Haude (1955)

x [m] x-Koordinate

z,7 6T [m] Ortsvektor

zp [m] Partikelposition

x* [—] dimensionslose x-Koordinate

Y [m] flichenbezogene kumulative Sickerwassermenge

Yo [m] zugegebene flichenbezogene kumulative Sickerwassermenge

Yk [—] natiirlicher Logarithmus der hydraulischen Leitfahigkeit

Yk [—] Mittelwert des natiirlichen Logarithmus der hydraulischen Leit-
fahigkeit

Yx [1/kg] stoff-spezifischer Ertragskoeffizient

Yo, Yy [m] scheinbare Wassergehalte

Y [m] y-Koordinate

z [m] geodétische Hohe, z-Koordinate

Ze [m] effektive Durchwurzelungstiefe

« [1/s] Leerlaufkoeffizient

Qg [1/3] spezifischer Volumenaustauschkoeffizient

aK [1/Pal) Kompressibiltit des Korngertists

ar, [m] longitudinale Dispersivitét

ar [m] transversale Dispersivitét

Qe [1/s] spezifischer Stoffaustauschkoeffizient

Qs [m] scheinbare Dispersivitét

G [—] Parameter der Retentionsbeziehung nach van Genuchten (1980)

aw [—] Verteilungskoeffizient zwischen mobiler und immobiler Wasserphase

g [m/s] Stoffiibergangskoeffizient

Bw [1/Pa] Kompressibilitét des Wassers

r [m?] Rand-/Oberfliche eines Volumens V'

() Gamma-Funktion

Iy [m?] Oberfléche eines Kontrollvolumens

I'g [m?] Oberfléche eines finiten Elements

y [N/m3] spezifisches Gewicht

~y °] Winkel zwischen mittlerer Strémungsrichtung und hydraulischem
Gradient

An;, (dn) [m] (infinitesimale) Breite eines FlieBquerschnitts/Stromrohre
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Symbol Einheit Bedeutung

As;, (ds)  [m] (infinitesimale) Wegstrecke

At, (dt) [m] (infinitesimale) Diskretisierungseinheit in der Zeit, Zeitschrittlinge

Az, (dz) [m] (infinitesimale) Diskretisierungseinheit in x-Richtung

Ay, (dy)  [m] (infinitesimale) Diskretisierungseinheit in y-Richtung

Az, (dz)  [m] (infinitesimale) Diskretisierungseinheit in z-Richtung

) [m] Film-/Grenzschichtdicke

0() Dirac’sche Delta-Funktion

dij [—] Kronecker-Symbol

€ [1/5] Austauschrate der schnellen Abflusskomponente im Grundwasser-
speichermodell

n [kg/(m s)] dynamische Zihigkeit

nBc [—] Parameter der Retentionsbeziehung nach Brooks & Corey (1966)

e [—] Parameter zur Definition des Zeitschemas bei der Zeitdiskreti-
sierung

0 [—] Wassergehalt

0 [—] effektiver Wassergehalt

0, [—] residualer Wassergehalt

0 [—] Wassergehalt bei Sattigung

vV °] Winkel eines Kreisbogens

K [1/s] Leakage-Koeffizient

Keff [1/s] effektiver Leakage-Koeffizient

A [—] Reibungsbeiwert

ABC [—] Parameter der Retentionsbeziehung nach Brooks & Corey (1966)

AL [m] Leakage-Faktor

by [—] dimensionaler Leakage-Faktor

Ae [m] Korrelationslédnge

I Mittelwert einer Gaufiverteilung

i [1/s] spezifische Wachstumsrate von Mikroorganismen

o [1/s] spezifische Sterberate von Mikroorganismen

Lmag [1/s] maximale Wachstumsrate von Mikroorganismen

v [m?/s] kinematische Z#higkeit

Q [1/m)] volumenspezifische Austauschfliche beim regionalen Kluft-Matrix-
Austausch

wi() Wichtungsfunktion beim finite Elemente-Verfahren

II [kgm/s?] Tensor der Impulsflussdichte

0 [kg/m?] Fluiddichte

o [kg/m3] Storung in der Massendichte

00 [kg/m?] konstante mittlere Massendichte

oM [kg/m?] Massendichte

op [kg/(m? s)] Impulsdichte

0s [kg/m?] Feststoff- /Korndichte

o Standardabweichung einer Gauf3verteilung

o [N/m] Grenzflichenspannung
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Symbol Einheit

o [1/m?]
oy (-]

T [N/m?]
T [-]

Tr [s]

o (-]

¢ [°]

¢ [°]

or()

()

) [em W S]
(0 [°]

Yo [m]

Bedeutung

StoB3querschnitt eines Teilchens

Standardabweichung des natiirlichen Logarithmus der hydrauli-
schen Leitfahigkeit

Scherspannung

Tortuosititsfaktor
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Kapitel 1

Einfiihrung

Der natiirliche Untergrund wird aus geologischer Sicht von der Lithosphére gebildet. Die
Hohlrdume der Lithosphére stellen das grofite und bedeutendste Vorkommen von Trink-
wasser auf der Erde dar. Diese Vorkommen werden seit Jahrtausenden von Menschen zur
Wasserversorgung als Trinkwasser, Wasser zur Bewésserung und Prozesswasser zur Her-
stellung von handwerklichen und industriellen Produkten genutzt. Diese Nutzungen haben
die Vorkommen vor allem in ihrer Quantitdt in manchen Gegenden sehr stark veréndert.
Seit einigen Jahrzehnten wird die Wasserqualitét in diesen Vorkommen zudem durch eine
intensive anthropogene Nutzung der Landoberfliche in Form von Landwirtschaft, indu-
strieller Produktion, dichte Besiedlung sowie Verkehr beeintréichtigt, indem Schadstoffe

vorwiegend mit dem natiirlichen Sickerwasser in den Untergrund eindringen.

Die Entwicklung der Quantitéit und Qualitéit der Grundwasserressourcen zu bewerten und
eine zukiinftige Nutzung nachhaltig sicherzustellen, stellt weltweit eine grofie Herausfor-
derung dar. Grundlage fiir diese Aufgaben bilden Werkzeuge, mit denen die Beschrei-
bung dieser Entwicklungen aber auch Prognosen der Auswirkung von Mafinahmen zur
Sicherstellung der Nutzung zuverlissig durchgefiithrt werden koénnen. Die dazu erforder-
liche Quantifizierung der Strémungs- und Transportprozesse im Untergrund ist auf die
Weiter- und Neuentwicklung von Bilanzmodellen angewiesen, die zunehmend komplexere
Verhaltnisse und auch gekoppelte Prozesse abbilden kénnen.

Das Grundwasser — das unterirdische Wasser, das Hohlrdume der Lithosphére zusammen-
héngend austfiillt und dessen Bewegungsmdoglichkeit ausschliefSlich durch die Schwerkraft
bestimmt wird (DIN 4049, Teil 3) — stellt die bedeutendste Wasserressource im Unter-
grund dar. Es liegt natiirlicherweise in Abhéngigkeit des Aufbaus des Untergrundes, der
Geologie, in unterschiedlicher Verfiigharkeit und Qualitat vor. Ein Gesteinskorper, der ge-
eignet ist, Grundwasser weiterzuleiten wird als Grundwasserleiter oder Aquifer bezeichnet
(DIN 4049, Teil 3). Das Grundwasser bildet als unterirdischer Abfluss einen wesentlichen
Teil des hydrologischen Wasserkreislaufs. Vorwiegend aus Niederschlagswasser entstehen-
des Sickerwasser fiihrt als Grundwasserneubildung zur Speisung der Grundwasservorkom-
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men. Der Grundwasserabstrom miindet in einen Vorfluter, ein Oberflachengewésser, wie

etwa einen Fluss, See oder einen Ozean.

Hinsichtlich der Wasservorkommen und deren Bedeutung fiir ihre Nutzung kann der
Untergrund in drei Bereiche unterteilt werden, die durch ihre unterschiedliche, relati-
ve Tiefe charakterisiert sind. Tiefe Grundwasserleiter findet man {iblicherweise in Tiefen
grofler 100 m. Das Grundwasser kann von dort aufgrund der Tiefe und einer meist ge-
ringen Durchléssigkeit der tiefen Gesteinsschichten nur mit hohem technischen Aufwand
gefordert und damit genutzt werden. Die Verweilzeit des tiefen Grundwassers im Un-
tergrund betrégt daher hidufig mehrere tausend bis zehntausend Jahre, weswegen seine

Qualitédt nur in seltenen Féllen anthropogen beeinflusst ist.

Oberflichennahe Grundwasserleiter sind auf Tiefen bis zu wenigen 10 m beschrankt und
durch eine gute Durchléssigkeit gekennzeichnet. Das Grundwasser kann meist mit gerin-
gem technischen Aufwand geférdert werden. An Quellen, in manchen Sumpfgebieten und
Baggerseen tritt es direkt an der Erdoberfliche aus. Die Verweildauer oberflichennahen
Grundwassers im Untergrund betriagt daher oft nur wenige Jahre. Daher wird in sehr vie-
len Féllen eine anthropogene Beeinflussung angetroffen, die immer héufiger eine weitere

Nutzung nicht mehr erlaubt.

Reicht das Grundwasser nicht bis an die Erdoberfliche, wird der Bereich des Untergrundes
iber dem obersten Grundwasserleiter als ungeséttigte (Boden-)Zone bezeichnet, da dort
die Hohlrdume nur teilweise mit Wasser gefiillt sind. Die Méchtigkeit der ungeséttigten
Zone kann von wenigen dm bis zu 100 m reichen. Mé&chtige ungeséttigte Zonen finden
sich vor allem in ariden Gebieten oder Karstgebieten. Die Verweildauer des Sickerwassers
variiert daher sehr stark und liegt zwischen wenigen Stunden und mehreren Jahren. Der
Transport von Schadstoffen mit dem Sickerwasser sowie die Versickerung von Schadstoffen
als fliissige Phase durch die ungeséttigte Zone stellt den wesentlichsten Transportpfad von

Schadstoffen ins Grundwasser dar.

Die Bilanzierung von Stromungs- und Transportvorgéngen beruht auch im Untergrund
auf der Grundlage physikalischer, speziell hydromechanischer Gesetzméfigkeiten. Um die-
se anwenden zu konnen, ist eine detaillierte Beschreibung der FlieBgeometrien, das sind
die Hohlrdume des Untergrunds, erforderlich. Die Hohlrdume im natiirlichen Untergrund
sind allerdings, bedingt durch ihre Entstehung, durch eine hohe Komplexitéit in der Geo-
metrie gekennzeichnet. Diese Hohlrdume lassen sich hinsichtlich ihrer Bildung in den je-
weiligen Gesteinen klassifizieren. In sedimentiren Locker- oder Festgesteinen oder Béden
bilden die Porenrdume zwischen den Sedimentkérnern die primére Porositdt. In tekto-
nisch beanspruchten Festgesteinen oder durch Austrocknung geschrumpften tonigen bzw.
bindigen Boden bilden Kliifte die sogenannte sekundére Porositét. Bei chemisch bedingter
Auflésung des Gesteins bilden sich als tertidre Porositit Verkarstungserscheinungen.



1. Einfiihrung 3

Da eine detaillierte naturgetreue Beschreibung der Hohlraumgeometrien nicht moglich ist,
sind Vereinfachungen der geometrischen Verhéltnisse bei der Bilanzierung von Strémungs-
und Transportvorgéngen im Untergrund erforderlich. Dabei kommt der von Darcy (1856)
gefundenen GesetzméifBigkeit eine besondere Bedeutung zu. Fiir ein ausreichend grofles
Boden- bzw. Gesteinsvolumen kann iiber eine integrale Betrachtung der detaillierten Geo-
metrien der Hohlrdume ein stark vereinfachtes Flielgesetz, das Darcy-Gesetz, definiert
werden. Diese integrale Betrachtungsweise kann durch statistische Betrachtungen der Va-
riabilitdten der Hohlraumgeometrien gerechtfertigt werden und fithrt zur Definition des
pordsen Mediums. Das sogenannte représentative Elementarvolumen (REV) definiert die
Skala fiir diese integrale Betrachtungsweise (Bear, 1972). Die charakteristischen Eigen-
schaften eines REV lassen sich mittels effektiver Parameter erfassen, die ausschlieflich
auf der Skala des REV definiert sind.

Diese Betrachtungsweise bildet die Grundlage des Arbeitsgebiets der Grundwasserhy-
draulik, die ausgehend von den ersten Arbeiten von Darcy (1856) vielfdltige Methoden
entwickelt hat, auch komplexe Stromungs- und Transportvorgidnge zu bilanzieren. Bis vor
wenigen Jahrzehnten wurde vor allem in theoretischen Arbeiten das jeweilige Untersu-
chungsgebiet als homogen betrachtet, d.h. dass einheitliche, effektive Parameter nicht nur
das REV sondern das gesamte Untersuchungsgebiet beschreiben. In den meisten prakti-
schen Fillen kann damit eine ausreichend genaue Bilanzierung der Stromungsvorgéange
erfolgen.

Allerdings hat sich gezeigt, dass Transportphénomene auf diese Weise nicht mit ausrei-
chender Genauigkeit bilanziert werden konnen, da dabei die natiirlichen Variabilitéten,
die Heterogenitéten, der hydraulischen Eigenschaften eines Aquifers von wesentlicher Be-
deutung sind. Dies fithrte dazu, diese Heterogenitéiten mit Hilfe geostatistischer Methoden
zu erfassen und unter Verwendung stochastischer Ansétze zu beschreiben (z.B. Gelhar &
Axness, 1983; Dagan, 1989). Dabei wurde implizit die Annahme getroffen, dass in der Rea-
litdt die raumlichen Verteilungen der hydraulischen Eigenschaften durch unabhéngige Zu-
fallsprozesse entstanden sind und deren Statistik bekannt ist. Tatsédchlich wurden in vielen
Untersuchungen Normal- bzw. Log-Normal-Verteilungen fiir die meisten Parameterwerte
gefunden (Domenico & Schwartz, 1998). Zur Beschreibung der rdumlichen Verteilungen
der Parameter lassen sich Methoden der Geostatistik anwenden (z.B. de Marsily, 1986;
Journel, 1989). Durch die Entwicklung in der Computertechnik war die Moglichkeit ge-
geben, stochastische Verfahren zur Generierung kleinskaliger rdumlicher Variabilitét mit
hoher Auflésung zu verwenden (z. B. Gomez-Hernandez & Srivastava, 1990; Deutsch &
Journel, 1992) und in den generierten, synthetischen Aquiferen Stromungs- und Trans-

portsimulationen durchzufiihren.

Diese Methoden sind jedoch fiir die meisten praktischen Anwendungen viel zu aufwéndig.
Daher besteht derzeit noch ein erheblicher Forschungsbedarf bei der Ermittlung von ef-
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fektiven Parametern, die im Sinne eines REV auf grofier Skala geeignet sind, Strémungs-
und Transportvorgidnge mit ausreichender Genauigkeit zu bilanzieren. Insbesondere in
Kluftaquiferen und in der ungeséttigten Bodenzone besteht hierbei die Schwierigkeit, die
Systeme bei Vorhandensein préferenzieller FlieSwege mit solchen effektiven Parametern
zu erfassen. Auch die Erfassung gekoppelter Prozesse unter Beriicksichtigung der komple-
xen Verhéltnisse im Untergrund mit in Praxis nutzbaren Bilanzmodellen stellt eine grofie
Aufgabe dar.

So wurden in den vergangenen Jahrzehnten fiir viele Teilbereiche einfache Bilanzmodelle
entwickelt, die entweder auf analytischen Losungen oder konzeptionellen Vereinfachungen
beruhen, die dann mit verfiigharen numerischen Modellen beschrieben werden kénnen.
Die auf diese Art und Weise entwickelten Bilanzansétze basieren meist auf einem &qui-
valenten Kontinuummodell fiir die jeweils betrachteten komplexen Systeme. Um die
Prognosefihigkeit solcher Aquivalenzmodelle zu gewihrleisten, werden Ansétze ver-
wendet, welche die zu Grunde liegenden physikalischen Prozesse mit ausreichender Ge-
nauigkeit abbilden.

Diese Arbeit fasst den derzeitigen Stand des grundlegenden Wissens im Zusammenhang
mit den Bilanzmodellen zusammen, die in der Grundwasserhydraulik ihre Anwendung fin-
den. Dazu sind im zweiten Kapitel die hydrogeologischen und hydraulischen Grundlagen
zur Bilanzierung der Strémungs- und Transportprozesse im Untergrund zusammenge-
stellt. Im dritten Kapitel sind analytische und numerische Verfahren zur Losung der im
zweiten Kapitel aufgestellten partiellen Differenzialgleichungen angegeben. Hierbei werden
bereits einfache, grundlegende Bilanzmodelle vorgestellt, die sich direkt aus den analy-
tischen Losungen ableiten lassen. Beispiele fiir die Anwendung von Aquivalenzmodellen
zur Quantifizierung der Stromung und des Stofftransports sowohl im geséttigten wie im
ungesittigten Untergrund sind im vierten Kapitel zusammengestellt. Die betrachteten
Stromungs- und Transportsysteme in verschiedenen Aquifertypen und Boden wurden aus
den Bereichen ausgewihlt, die Gegenstand der Forschungsarbeiten des Autors der letzten
Jahre waren. Diese waren die Ermittlung der Grundwasserneubildung durch Infiltration
und der damit verbundene (Schad-)Stofftransport, die Grundwasserstromung in gekliiftet-
pordsen Aquiferen sowie der Stofftransport und der Stoffiibergang von Schadstoffen in
nicht-gleichféormigen Grundwasserstromungen. Zudem wurden die Betrachtungen in die-
sen Anwendungsgebieten durch Beispiele aus der Literatur ergéinzt. Das fiinfte Kapitel
beinhaltet einige Schlussbemerkungen und gibt einen Ausblick auf die noch offenen For-
schungsfragen in dem betrachteten Fachgebiet.
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Kapitel 2

Hydrogeologische und
stromungsmechanische Grundlagen

2.1 Charakterisierung des Untergrundes

2.1.1 Geologische Prozesse

Stromung und Stofftransport im Untergrund sind in grofem Mafle von den vorhandenen
Fliegeometrien bzw. FlieBquerschnitten bestimmt, wobei immer die hydromechanischen
Gesetzmafigkeiten gelten. Diese FlieBgeometrien sind direkt durch die Ausbildung der
Hohlrdume im Untergrund festgelegt, die wiederum das Ergebnis geologischer Prozesse
darstellen.

Die Abfolge dieser geologischen Prozesse beginnt mit der Gesteinsbildung. Das ist in der
Regel die Verfestigung aufsteigenden Magmas aus dem Erdmantel, die zur Bildung mag-
matischer Festgesteine fithrt. Diese sind an der Erdoberflache atmosphérischen Einfliissen
ausgesetzt und konnen durch Feuchtigkeit, Temperatur, Frost und stromungsmechanische
Beanspruchung durch Wind und Wasser verwittern. Das entstehende Verwitterungsmate-
rial bildet in Abhéngigkeit des Ausgangsgesteins unterschiedliche Sedimente und Boden.
Die Abtragung durch Wind und Wasserstromungen insbesondere der Sedimente wird als
Erosion bezeichnet und fithrt zur meist groraumigen Verfrachtung der Materialien. De-
ren Ablagerung wird als Sedimentation bezeichnet, bei der Sedimente bzw. Lockergesteine
gebildet werden. Die durch Fluidzirkulation oder Druck- und Temperaturbeanspruchung
ablaufende, meist chemisch bedingte Umwandlungsprozesse der Gesteine werden als Dia-
genese bezeichnet und koénnen z.B. durch Zementbildung in Lockergesteinen zur Bildung
von Sedimentgesteinen, also Festgesteinen, fithren.

Auf geologischer Skala sind folglich die Ausbildung von Hohlrdumen und die Strémungs-
und Transportvorgédnge eng miteinander gekoppelt. Andererseits liefern die geometrischen

Formen der Hohlrdume die FlieBgeometrien fiir die Fluidstromungen und den damit asso-
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ziierten Stofftransport. Die Hohlraumformen sind wiederum direkt von deren Entstehung
abhingig. Eine Ubersicht iiber die Charakterisierung der Hohlriume wird in den folgen-
den Abschnitten gegeben. Die Betrachtung der Stromungs- und Transportvorgénge im
Untergrund deckt somit nur einen Teilaspekt eines komplexen, geologischen Systems ab.

2.1.2 Priméare Hohlriaume

Die Hohlrdume werden nach ihrer Bildung unterschieden. Eine der wichtigsten Art von
Hohlrdumen bilden die Porenrdume zwischen Sedimentkérnern, die bei deren Ablagerung
entstehen, bzw. die Porenrdume zwischen den Bodenpartikeln, die durch Verwitterung
gebildet werden. Diese Art von Hohlrdumen wird als primére Porositdt bezeichnet. Auch
die diagenetisch verinderten Porenrdume in Sedimentgesteinen und die in geringem Mafle
in magmatischen Gesteinen gebildeten Porenrdume gelten als primére Porositéit.

Die offenen Poren zwischen den Sedimentkérnern sind iiber Verbindungskanéle, die Po-
renkanéle, miteinander verbunden und bilden somit ein geometrisch sehr komplexes Netz-
werk. Die Form der einzelnen Poren und der Porenkanéle sind von der Grofle und Form
der Sedimentkorner und deren Lagerung abhéngig (Abb. 2.1). Die Gesamtheit aller Poren
in einem bestimmten Sedimentvolumen lasst sich mittels statistischer Analysen charak-
terisieren. Ublicherweise werden dazu die Korngrofen als Korngréfienverteilung und die
Lagerung der Korner durch die Lagerungsdichte beschrieben. Es lassen sich durch geome-
trische Betrachtungen fiir homogene Kugelpackungen damit dann Porengréfienverteilun-
gen ableiten (z.B. Schuler, 1997).

Wiirfellagerung enge KorngroRenverteilung

Tetraederlagerung weite KorngroRenverteilung

Abbildung 2.1: Porenraumgeometrien bei unterschiedlicher Lagerung und Grofenverteilung

der Sedimentkérner.
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Solche Porennetzwerke haben vor allem in Locker- und Sedimentgesteinen eine wesentliche
Bedeutung fiir die Grundwasserstromung, da der Porenraumanteil relativ hoch ist sowie
auch eine gute Vernetzung der Poren untereinander und damit eine gute Durchléssigkeit
dieser Gesteine gegeben ist. Grundwasserleiter in solchen Gesteinen werden als Poren-

grundwasserleiter oder Porenaquifere bezeichnet.

In geringem MafBe ist die sogenannte Intrapartikelporositét fiir manche Transportprozesse,
vor allem die Sorption, von Bedeutung. Diese kommt dadurch zustande, dass die einzelnen
Sedimentkorner oder Bodenpartikel auf mikroskopischer Skala keine vollkommenen Ku-
geln sind, sondern auch eine innere Struktur aufweisen. Diese Struktur ist hauptséchlich

von der mineralischen Zusammensetzung der Koérner vorgegeben.

2.1.3 Sekundire Hohlridume

Geraten Festgesteine oder bindige Béden unter mechanische Spannungen bilden sich
Kliifte als Hohlraum bildende Bruchstrukturen. Diese mechanischen Belastungen kénnen
auf grofler Skala durch tektonische Prozesse oder auch durch Setzungen und in bindi-
gen Boden auf kleiner Skala durch Schrumpfung bei Austrocknung hervorgerufen werden.
Die Kliifte stellen die sogenannte sekundére Porositit dar. Durch Fluidzirkulation in ge-
kliifteten Gesteinen kénnen Kliifte mehr oder weniger mit Sediment oder mit ausgeféllten

Mineralien verfiillt sein.

Klufthohlrdume sind dadurch charakterisiert, dass sie je nach Gesteinsart eine mehr oder
weniger ebene flichenhafte Form, die Kluftfliache, ausbilden, d.h. eine grofie Langsausdeh-
nung, Kluftlinge, bei gleichzeitig geringer Querausdehnung, Kluftéffnungsweite, besitzen.
Da die Oberflachen der Kliifte meist eine grofle Rauheit aufweisen, variiert die Kluftoft-
nungsweite einer einzelnen Kluft stark und es bilden sich bevorzugte FlieBwege innerhalb

Abbildung 2.2: Drei-dimensionales Kluftnetzwerk mit drei Kluftscharen, Kluftfliche mit Ober-

flachenrauheit.
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Abbildung 2.3: Charakteristische Winkel der Kluftorientierung im Raum.

der Kluftfliche. Kliifte treten fast immer als Kluftscharen auf, d.h es gibt d&hnliche Hohl-
raumstrukturen von dhnlicher Orientierung und Ausdehnung im Gestein in bestimmten
Abstéanden, Kluftabstand, voneinander (Abb. 2.2). Die Orientierung der Kliifte im Raum
wird durch das Streichen, dem Winkel zwischen der Schnittlinie der Kluft mit einer hori-
zontalen Ebene und der Nordrichtung, und das Fallen, dem Winkel zwischen der Kluft-
ebene und derselben horizontalen Ebene, definiert (Abb. 2.3).

Da im Allgemeinen die gekliifteten Gesteine von mehreren Kluftscharen mit unterschied-
lichen Orientierungen im Raum durchzogen sind, bilden sich Kluftnetze, deren Konnek-
tivitat vorwiegend von Kluftabstand und Kluftlange der jeweiligen Kluftschar bestimmt
ist. Grundwasserleiter in Gesteinen, deren Hohlrdume vorwiegend von Kliiften gebildet
werden, werden als Kluftgrundwasserleiter oder Kluftaquifere bezeichnet. Kluftnetze stel-
len ein ausgeprigtes Drainagesystem und damit bevorzugte Fliefl- und Transportpfade
in den Kluftaquiferen dar. Die Durchléssigkeit eines Kluftaquifers ist sowohl von den
Kluftoffnungsweiten der einzelnen Kliifte als auch von der Konnektivitdat des Kluftnetzes
abhingig.

2.1.4 Tertiare Hohlraume

Finden in den priméren oder sekundédren Hohlrdumen bei Fluidzirkulation chemische
Losungsprozesse statt, werden diese Hohlrdume durch Materialabtrag von den Wandun-
gen erweitert. Auf solche Art erweiterte Hohlrdume bezeichnet man als tertidre Porositiit.
Sie treten vorwiegend in leicht 16slichen Gesteinen wie Kalk und Gips auf, die durch im
Wasser geloste Kohlensdure aufgelost werden. In extremen Féllen fiithren diese sogenann-
ten Verkarstungen zur Bildung von Hohlen, die aus Karstgebieten wohl bekannt sind.
Auch in Lé8boden treten solche karstdhnlichen Erscheinungen auf.
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Abbildung 2.4: Makroporen (Wurzelréhren, Grabgénge) entstanden durch biologische Akti-

vitét.

Die Geometrie solcher Karsthohlrdume ist héufig réhrenférmig und an die Ausrichtung
urspriinglich vorhandener Kliifte gebunden. Gleichzeitig sind die Karsthohlrdume auch an
die bei der Entstehung vorherrschenden (Grundwasser-)Fliefrichtung gebunden, da durch
Riickkopplungseffekte ein sehr effektives Drainagesystem fiir das entsprechende Karstge-
biet entstanden ist. Grundwasserleiter in verkarsteten Gesteinen werden als Karstgrund-
wasserleiter oder Karstaquifere bezeichnet. Deren Durchléssigkeit ist im Allgemeinen sehr
hoch und vor allem von der Konnektivitit der Karsthohlraume bestimmt, die wiederum

auch sehr hoch ist, da sie sich als Drainagesystem entwickelt haben.

Auch biologische Aktivitdten im Boden kénnen eine zusétzliche Porositét, die sogenann-
ten Makroporen (Abb. 2.4), schaffen. Diese konnen in Form von Wurzelrohren vorlie-
gen, die durch das Wurzelwachstum von Pflanzen entstanden sind. Auch als Resultat der
Grabaktivitdten von Kleinlebewesen, insbesondere Regenwiirmer, verbleiben Génge als
Makroporen. Sowohl die Verkarstungen in den Karstgebieten auf grofler Skala als auch
die Makroporen in Béden auf kleiner Skala stellen sehr bedeutsame bevorzugte Fliewege
in dem jeweiligen System dar.

In vielen Aquiferen kommen mehrere Arten von Porositdten vor, die miteinander gekop-
pelt sind. So ist die Gesteinsmatrix in gekliifteten Sandsteinen oft pords und gekliiftete
Kalksteine weisen Verkarstungen auf. Dadurch ist das Netzwerk der Flie- und Transport-
wege im natiirlichen Untergrund geometrisch sehr komplex ausgebildet und weist zudem

in sehr vielen Fillen in irgendeiner Weise bevorzugte Flie- und Transportwege auf.

2.1.5 Poroses Medium

Die in den vorangegangenen Abschnitten definierten Porositéiten sind in der Natur durch
komplexe geometrische Formen auf unterschiedlichen Skalen charakterisiert. Dariiber hin-

aus sind diese Formen nur in wenigen Ausnahmefillen, und wenn dann nur in sehr ge-
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ringem Mafle, direkt zugénglich. Solche Ausnahmefille bilden kiinstliche Aufschliisse des
Untergrundes in Form von Bohrungen oder aufgefahrenen Stollen. Diese unterirdischen
Aufschliisse erfassen den Bereich des Untergrundes, in dem Stromungs- und Stofftrans-
portvorgédnge auch betrachtet werden. Schiirfgruben, Abbauwénde in Kiesgruben, Stein-
briichen oder solche, die bei Bauarbeiten an Strafien oder Eisenbahntrassen entstehen,
sind oberirdische Aufschliisse. Diese sind daher nicht fiir die direkte Betrachtung von
Stromung und Transport im Untergrund relevant. Solche Aufschliisse werden als Ana-
logaufschliisse bezeichnet und kénnen einen guten Einblick in die méglichen Verhéltnisse
in vergleichbarem Untergrund darstellen. Beispielsweise wurde ein solches Analog eines
Kluftaquifers auch fiir detaillierte hydraulische Untersuchungen genutzt (Dietrich et al.,
2005).

Diese kiinstlichen Aufschliisse liefern in der Regel allerdings ein verfilschtes Bild des
Untergrundes, da durch den Einsatz mechanischer Energie bei ihrer Erstellung der Unter-
grundaufbau mehr oder weniger verédndert wird. Die einzigen natiirlichen Aufschliisse, bei
denen eine solche Verdnderung in deutlich geringerem Mafle vorliegt, stellen oberirdische
Abbruchflichen von Erosionserscheinungen, wie Hangrutschungen oder Bergstiirze, bzw.
Hohlen in Karstgebieten dar. Diese Betrachtungen legen den Schluss nahe, dass weder eine
detaillierte Kenntnis von den geometrischen Verhéltnisse im natiirlichen Untergrund noch

deren exakte und vollstdndige Beschreibung mit mathematischen Hilfsmitteln moglich ist.

Mit Hilfe von Ansétzen aus der Kontinuums- und Stromungsmechanik wurden mit Erfolg
Beschreibungsmdéglichkeiten fiir diese komplexen Flielgeometrien entwickelt und auch in
der Praxis eingesetzt. Diese Beschreibungen beruhen fiir die verschiedenen Aquifere auf
unterschiedlichen vereinfachten Betrachtungsweisen. Fiir Hohlraumstrukturen, wie sie in
einem Porenaquifer vorliegen, wurde der Ansatz des pordsen Mediums entwickelt, der
auf einer integralen Betrachtungsweise der einzelnen Porenrdume basiert. Hingegen wer-
den Kliifte meist durch unendliche ebene Platten und Karsthohlrdume durch geradli-
nige Rohren mit einem einfachen Querschnittsprofile angenédhert. Um das Kluftnetz in
einem Kluftaquifer oder auch das Rohrennetz in einem Karstaquifer ohne Detailkennt-
nisse erfassen zu konnen, wurde auch fiir solche Hohlraumstrukturen versucht, Konti-
nuumansitze dquivalent zu porésen Medien zu verwenden (z.B. Long, 1983; Teutsch,
1988). Generell sind praktisch alle Modellansétze zur Bilanzierung von Stromungs- und
Transportvorgéngen im natiirlichen Untergrund Aquivalenzmodelle, da sie immer auf
einem vereinfachten Abbild der geometrischen Beschreibung der Hohlraumstrukturen be-
ruhen. Viele praktische Problemstellungen erfordern immer noch die Weiterentwicklung
existierender Aquivalenzmodelle, da entweder der Bedarf besteht, die Komplexitét der

Verhiéltnisse mit grofflerem Detail abzubilden oder weiter zu vereinfachen.

Der Ansatz des porosen Mediums stellt hierbei die wichtigste Grundlage in der Grund-
wasserhydraulik dar. Die dabei verwendete integrale Betrachtungsweise soll durch das
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Abbildung 2.5: Charakterisierung der lokalen Porositit n'.

folgende Gedankenexperiment verdeutlicht werden. Betrachtet wird die integrale Grofie
der Porositét n, die den Anteil des Porenraums Vp am gesamten Sediment- bzw. Boden-

volumen V; definiert:

_Vt'

Der Wert den die Porositidt n annimmt, ist dabei sehr von der Gréfle und Lage des

n (2.1)

betrachteten Gesamtvolumens V; abhéingig. Diese Abhéngigkeit ist direkt mit der klein-
skaligen Verteilung des Porenraums verkniipft. Die Bestimmung der lokalen Porositét n’
erfolgt durch Auswertung der Umgebung um einem beliebigen Punkt P oder P’ mit Radius
r (Abb. 2.5). Der Wert der lokalen Porositét ist n'(r, P) =1, wenn der Punkt P in einer
Pore und r kleiner als der (kleinste) Porenradius ist, bzw. n/(r, P) =0, wenn der Punkt
P’ in einem Korn liegt und r kleiner als der (kleinste) Kornradius ist. Bei wachsendem
Radius » nimmt die Porositdt dann stark ab bzw. zu, und erreicht ein Minimum bzw.
Maximum, wenn umgebende Korner bzw. Poren erfasst werden. Ab einem bestimmten
Radius rg besitzt die Porositit einen asymptotischen Wert:

n = lim n/(r, P) = lim n/(r, P') . (2.2)

r—T0 r—Tro

Dieser ist dann unabhéngig vom gewéhlten Ausgangspunkt P, da im statistischen Mittel
der Anteil des Porenraums nicht mehr von einzelnen Kérnern und Poren bestimmt wird.
Der Radius ry definiert das représentative Elementarvolumen (REV) (Bear, 1972), fir
das die Porositét n, sowie alle makroskopischen Grofien, konstant sind. Weiterhin ist die
Porositdt n dann homogen, da sie vom Ausgangspunkt P bzw. P’ unabhéngig ist. Die
Grofle des REV kann iiber die mittleren Korndurchmesser d,,, abgeschétzt werden:

ro ~ 30 dy - (2.3)

Diese Betrachtungsweise und Beschreibung der makroskopischen Groflen auf Basis eines
REV bildet die Grundlage der Grundwasserhydraulik. Eine detailliertere, wenn auch nur
statistische Beschreibung ermoglicht die Porengroflenverteilung, die jedoch nur iiber indi-
rekte Methoden bestimmt werden kann (s. Kap. 2.3.2).
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Abbildung 2.6: Verteilung des Wassers im natirlichen Untergrund.

Eine weitere Grofle mit der die Geometrie des Porenraums charakterisiert werden kann,
ist die Tortuositédt oder der Tortuositdtsfaktor 7;. Dieser erfasst die Gewundenheit der
Porenkanile als gemittelte Gréfle ebenfalls auf Basis eines REV. Er ist definiert als das
Verhiltnis der tatsichlichen mittleren Linge der Porenkanile L; im REV zur Linge des
REV Lj und kann mit Hilfe der Porositét n abgeschétzt werden (Grathwohl, 1998):

|
Wl

Ty = (2.4)

S5
I
3

Die Beschreibung der Verteilung des Wassers im Untergrund stellt eine weitere wichtige
Grundlage der Grundwasserhydraulik dar. Wasser liegt im Porenraum des natiirlichen
Untergrunds in unterschiedlicher Form vor (Abb. 2.6). Die Korner sind mit Adsorptions-
wasser benetzt. In der wassergesittigten Bodenzone, oder kurz geséttigten Zone, ist der
restliche Porenraum vollstdndig mit Wasser gefiillt. In der wasserungeséttigten Boden-
zone, oder kurz ungeséttigten Zone, hingegen ist nur ein Teil des restlichen Porenraums
mit Wasser und der andere Teil mit Luft gefiillt. Die bestehende Grenzflichenspannung
zwischen Luft und Wasser im Porenraum erzeugt Kapillarkréfte, die in der ungeséttigten
Zone, Haft- oder Kapillarwasser entgegen der Schwerkraft im Porenraum halten kénnen
(s. Kap. 2.3.1). Diese Kapillarkréfte sind auch fiir den kapillaren Aufstieg im Kapillar-
saum verantwortlich, der sich oberhalb des Grundwasserspiegels ausbildet. Der Grund-



2. Hydrogeologische und stromungsmechanische Grundlagen 13

wasserspiegel ist durch das Vorherrschen des Atmosphéarendrucks, paws = Paim, definiert.
Unterhalb des Grundwasserspiegels schlieit sich das Grundwasser an. Wasser das in der
ungesittigten Zone nicht von den Kapillarkriaften gehalten werden kann, bildet Sicker-
wasser, das die wesentlichste Quelle fiir Infiltrationen ins Grundwasser darstellt.

Auch die Verteilung des Wassers im porosen Medium wird mit integralen Grofien beschrie-
ben. Dabei konnen unterschiedliche Bezugsgréfien verwendet werden. Der Wassergehalt 6

ist analog zur Porositét definiert:

=Y
Vi

und beschreibt den mit dem Wasservolumen Vy gefiillten Anteil des Bodenvolumens V;.

(2.5)

Im geséattigten Fall ist der Wassergehalt maximal und es gilt 6, =n. Die Wasserséittigung
hingegen besitzt als Bezugsgréfie das Porenvolumen Vp
=9,

Im geséattigten Fall hat die Wassersattigung den maximalen Wert Sy =1.

Sw (2.6)

Adsorptionswasser oder auch Wasser, das sich in abgeschlossenen Porenenden, den ”dead
end”-Poren, befindet, ist nicht an jedem Stromungs- oder Transportvorgang beteiligt. Je
nach betrachtetem Vorgang ist daher eine unterschiedliche effektive Porositét n. definiert.
Werden Speichervorgénge betrachtet wird diese als speicherwirksame oder entwésserba-
re Porositdt ng, bezeichnet. Bei Betrachtung von FlieBvorgdngen wird der Begriff der

filterwirksamen Porositét ny verwendet.

Im Allgemeinen sind die Hohlrdume im Untergrund von mehreren unterschiedlichen Flui-
den erfiillt. Erdol und Erdgas fiillen in ihren Lagerstétten zusammen mit Grundwasser
den Porenraum aus. Die oberen Bodenschichten sind mit Bodenluft und Bodenwasser
gefiillt. Bei Schadensfillen im Boden oder Grundwasser kénnen als zusétzliche Fluide
noch organische Fliissigphasen, wie Mineralole, auftreten. Solche weiteren Fluidphasen
werden ebenfalls mit integralen Groflen, den jeweiligen Fluidgehalten bzw. Fluidséttigun-
gen, beschrieben. Diese Mehrphasensysteme lassen sich mit denselben Ansétzen wie die
Wasserstromung im geséttigten und ungeséttigten Untergrund beschreiben. Sie werden

hier jedoch nur am Rande betrachtet.

2.1.6 Hydrogeologische Charakterisierung

Der natiirliche Untergrund lésst sich in hydrogeologische Einheiten untergliedern (Abb.
2.7). Dabei spielen sowohl geologische als auch hydraulische Aspekte eine wichtige Rolle.
Die Geologie bestimmt im Wesentlichen die Abgrenzung und hydraulische Eigenschaft
der jeweiligen hydrogeologischen Einheit. Nach der DIN 4049, Teil 3, bilden einzelne Ge-
steinskorper hydrogeologische Einheiten, die nach ihrer Wasserdurchléssigkeit klassifiziert
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Abbildung 2.7: Definition der hydrogeologischen Einheiten und Begriffe.

werden konnen. Ein Grundwasserleiter, Aquifer, ist ein Gesteinskorper, der geeignet ist,
Grundwasser weiterzuleiten. Ein Grundwasserhemmer, Aquitard, ist ein Gesteinskorper,
der im Vergleich zu einem benachbarten Gesteinskorper gering wasserdurchlissig ist. Ein
Grundwassernichtleiter, Aquiclude, ist ein Gesteinskorper, der wasserundurchléssig ist
oder unter der jeweiligen Betrachtungsweise als wasserundurchléssig angesehen werden
darf. Diese Klassifizierung der Aquifere ist unabhéngig von der Ausbildung der Hohlrdume
als Poren, Kliifte oder Karsthohlrdume. Aus Griinden der Einfachheit wird héufig ver-
sucht, einheitliche hydraulische Eigenschaften fiir eine hydrogeologische Einheit zu defi-
nieren, das heifit die entsprechende Einheit als homogen zu betrachten. Da die definierten
hydrogeologischen Einheiten im Allgemeinen nicht aus einem einheitlichen Material auf-
gebaut sind, ist jedoch in vielen Féllen eine Beriicksichtigung der Heterogenitéten, je nach

Fragestellung auf unterschiedliche Art und Weise, erforderlich.

Eine weitere Art der Klassifizierung orientiert sich an der Beweglichkeit des Grundwas-
serspiegels (Abb. 2.7). Dieser ist so definiert, dass dort Atmosphérendruck herrscht, der
ohne Beschréinkung der Allgemeinheit zu 0 gesetzt werden kann:

Paws = Patm = 0. (27)

Liegt der Grundwasserspiegel innerhalb eines Aquifers, ist er im Allgemeinen dort frei be-
weglich und kann in Abhéngigkeit der hydrologischen Gegebenheiten ansteigen oder ab-
sinken (Abb. 2.7). In einem solchen Fall spricht man von einem Aquifer mit freiem Grund-
wasserspiegel bzw. einem ungespannten Aquifer. Charakteristisch fiir einen ungespannten
Aquifer ist, dass die wassererfiillte Machtigkeit abhéingig von der Lage des Grundwas-
serspiegels und somit variabel ist. Ist hingegen der komplette Aquifer wassererfiillt und
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wird von einem Aquitard oder Aquiclude iiberlagert, liegt kein Grundwasserspiegel vor,
da die Druckverhéltnisse im Aquifer immer Uberdruck bezogen auf den Atmosphiren-
druck aufweisen (Abb. 2.7). Die Fliche in dem iiberlagernden Aquitard, die durch die
Lage des Atmosphérendrucks gekennzeichnet ist, wird als Druckspiegel bezeichnet. Der
Aquifer selbst wird dann als gespannt bezeichnet. Liegt ein solcher Druckspiegel oberhalb
der Geldndeoberfliche gilt ein solcher gespannter Aquifer als artesisch gespannt. Ist der
iiberlagernde Gesteinskorper teilweise wasserdurchléssig wird der Aquifer als halbgespannt
oder leaky bezeichnet (Abb. 2.7). Je nach Ausbildung der geologischen Schichtenlagerung
und des Grundwasserspiegels konnen alle diese Arten, allerdings rdumlich voneinander

getrennt, in ein und demselben Aquifer vorkommen (Abb. 2.7).

Die Grundwasserstromung in einem Aquifer ist wesentlich dadurch geprégt, wo und wie
Wasser in den Aquifer eindringt, infiltriert, und wo und wie es aus dem Aquifer wie-
der austritt, exfiltriert. Die Grundwasserstromung selbst wird durch gravitationsbedingte
Druckgefille erzeugt. Auf regionaler Skala lassen sich nach Jordan & Weder (1995) die hy-
drogeologischen Einheiten in Bezug auf die Grundwasserstromung in Speisungsgebiete, in
denen Infiltration stattfindet, Transfergebiete und Entlastungsgebiete, in denen Exfiltra-
tion stattfindet, unterteilen. Die Infiltration von Grundwasser aus einem Fluss, See oder
Reservoir, in einen Aquifer wird als Uferfiltration bezeichnet. Die vertikale Infiltration
entweder von der Gelédndeoberflache oder von einer dariiber liegenden hydrogeologischen
Einheit wird als Grundwasserneubildung bezeichnet. Trifft bei vertikaler Infiltration das
Sickerwasser oberhalb des eigentlichen Grundwasserspiegels auf eine schlechter durchléssi-
ge Schicht, kann sich dort lokal schwebendes Grundwasser mit einem separaten Grund-
wasserspiegel ausbilden (Abb. 2.7). Solche schwebende Grundwésser sind entkoppelt vom
eigentlichen Aquifer und konnen auf regionaler Skala beobachtete Phénomene, wie tem-
porire Quellen, erkliren. Die Exfiltration in ein freies Gewdsser, einen Vorfluter, besitzt
eine wichtige Bedeutung in der Hydrogeologie. Dabei ist der Wasserspiegel des Gewéssers
die treibende hydraulische Kraft und kann meist als unabhéngig von der Exfiltration
selbst betrachtet werden. Eine besondere Art der lateralen Exfiltration stellen die natiirli-
chen Quellaustritte dar. Sie liegen dann vor, wenn ein freier Grundwasserspiegel auf die
Gelandeoberflache trifft. Eine spezielle Art der Quellaustritte bilden die Schichtquellen,
die durch eine undurchlissige unterlagernde Schicht, wie bei dem schwebenden Grund-
wasser, den Grundwasserspiegel an die Geldndeoberfliche zwingen. In manchen Féllen ist
auch die Betrachtung der vertikalen Exfiltration aus einem Aquifer in eine dariiber- oder
darunter liegende hydrogeologische Einheit zu betrachten. Dabei miissen entsprechende
Druckunterschiede zwischen den hydrogeologischen Einheiten vorliegen.
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2.2 Bilanzgleichungen aus der Kontinuumsmechanik

Die Kontinuumsmechanik betrachtet physikalische Grofilen G(Z), die an jeden beliebigen
Punkt Z in einem betrachteten Volumen V' definiert sind, und damit kontinuierlich existie-
ren. Die Formulierung physikalischer Prozesse, wie Stromungs- oder Transportvorgiange,
erfolgt durch die Betrachtung der Entwicklung dieser Groflen in Raum und Zeit. Dabei
sind die Masse M, der Impuls P und die Energie F in ihrer Gesamtheit erhaltene Grofien.
Diese Groflen werden héufig volumenspezifisch definiert und als Volumendichten angege-
ben, z.B. die Massendichte gy, =M /V oder die Impulsdichte pp = P/V. Die Bewegungs-
und die Transportgleichung als die wichtigsten Grundgleichungen der Stromungsmecha-
nik, eines Teilgebiets der Kontinuumsmechanik, lassen sich aus der Impulserhaltung und
der Massenerhaltung ableiten.

2.2.1 Massenerhaltung

Die Erhaltung der Masse M lasst sich {iber eine Bilanzierung der Massenédnderung in einem
Kontrollvolumen Vj sowie des Massenflusses J iiber dessen Oberflache I'y formulieren

(Abb. 2.8):

0
—M=J 2.8
wobei @y einen Quell-/Senkenterm darstellt. Der Massenfluss J iiber die Oberfliche des

Kontrollvolumens I'y ist durch das Oberflichenintegral

J=—4¢ j.dI 2.9
[ (29)
i, LAXA .
QM IJZ,Z y Jy_zAXAy
|
AZ
AM/At
jx,']AXAy / Jx,2AXAy
ﬁyJAXAy
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Abbildung 2.8: Massenerhaltung am Kontrollvolumen V.
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gegeben, wobei der spezifische Massenfluss pro Querschnittseinheit durch die Bewegung
der Massendichte o5 im Geschwindigkeitsfeld (%) definiert ist:

J(&) = om (@) (@), (2.10)

Ausgedriickt mit Hilfe der Massendichte g, 1dsst sich die folgende Bilanzgleichung fiir die
Massenerhaltung formulieren:

a b d =d — —
o Jewav == ¢ Jodi s Qu=- [V-jav+Qu. (2.11)
V() 0 VO

Dabei ist das Oberflachenintegral mit Hilfe des Gauf3’schen Integralsatzes in ein Volu-
menintegral iiberfiihrt worden, wodurch diese Bilanzgleichung (Gl. 2.11) auch als partielle
Differenzialgleichung formuliert werden kann:

9 L.

mit dem volumenspezifischen Quell-/Senkenterm W),. Diese Gleichung (2.12) ist in der
Stromungsmechanik als Kontinuitédtsgleichung bekannt und stellt die Transportgleichung
fiir die Massendichte o,; dar. Dabei kann die Massendichte o,, sowohl die Fluiddichte o als
auch die Konzentration eines gelosten Stoffes ¢ sein. Die spezifischen Massenfliisse j sind
durch die fiir die jeweiligen Massenbilanzen relevanten Transportprozesse (s. Kap. 2.4.1)
bestimmt. Die Parameter, die diese Transportprozesse beschreiben, bestimmen damit auch

die jeweiligen Massenbilanzen.

2.2.2 TImpulserhaltung

In der Mechanik von Massepunkten der Masse m; ist die Entwicklung des Impulses P,
in Raum und Zeit durch die Tragheitskrifte gegeben, die sich als Resultierende einer
Kriftebilanz K; ergeben:

wobei @ die Beschleunigung des Massepunkts ist. Diese Gleichung (2.13) stellt damit die
allgemeine Form einer Bewegungsgleichung dar. In der Kontinuumsmechanik kann die
Entwicklung der Impulsdichte ¢op in Raum und Zeit als partielle Differenzialgleichung fiir
den Impulstransport formuliert werden:

0 0 - ~ -

5 op(Z,t) = a](x,t) = —VIL(Z,t) + k(Z,t). (2.14)

Dabei ist die Impulsdichte op der im vorangegangenen Abschnitt betrachtete spezifische
Massenfluss 7 (Gl. 2.10), IT der Tensor der Impulsflussdichte und k die Kraftdichte der
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auferen Kréfte. Die Komponenten des Tensors der Impulsflussdichte II beschreiben die
inneren Kréfte und sind fiir lineare, isotrope Fluide gegeben durch:

ik = pda + 0w ux — 1 (Oup/0x; + Ou;/Oxy,) (2.15)
wobel
1, firi=k
(51 = ’ 2.16
g { 0, fiiri+k (2.16)

das Kronecker-Symbol, p der Druck, u; die Geschwindigkeitskomponenten in die jeweilige
Raumrichtung z; und 7 die dynamische Zihigkeit des Fluids sind. Der erste Term der
Gleichung (2.15) beschreibt die Normalspannungen, der zweite die Tréagheitskrifte und
der dritte die molekulare Reibung.

Bei der Betrachtung von inkompressiblen Fluiden, d.h. die Massendichte oy/(Z,t) = 09
ist konstant, ergibt sich bei Quell-/Senkenfreiheit direkt aus der Kontinuitatsgleichung
(2.12) V-@=0 und damit aus der Impulstransportgleichung (Gl. 2.14) die Navier-Stokes-

Gleichung;:
%
ot
die als die grundlegende Bewegungsgleichung in der Stromungsmechanik gilt. v =n/p ist

(@-9) =~ Fp+v (9-9) i+ F. (2.17)

ISR

die kinematische Viskositéit des Fluids. In den folgenden Kapiteln werden ausschliellich
inkompressible Fluide betrachtet. Die auftretenden Druckgradienten ﬁp wirken dabei den
Reibungskriften entgegen (s. Kap. 2.3.3-2.3.5).

Stromungen in kompressiblen Fluiden fithren zu einem weiteren Transportphdnomen. Der
Einfachheit halber werden hier nur reibungsfreie Fluide, n =0, betrachtet, auf die keine
duBeren Krifte wirken, k=0. Die Kompressibilitit, Abhéngigkeit der Fluiddichte o vom
Druck p, definiert die Schallgeschwindigkeit:

d

dp _ 2

=2, 2.18
=i (218)

Wird der Impulstransport unter Beriicksichtigung einer kleinen Stérung in der Dichte,
o(Z,t) = oo+ ¢'(7, 1), betrachtet, kann die Ausbreitung der Dichtestérung o durch eine
Wellengleichung beschreiben werden:

o 292

oz = Us Vo', (2.19)

wenn die Stromungsgeschwindigkeit viel kleiner als die Schallgeschwindigkeit ist, |@] << .

Die Schallgeschwindigkeit v ist dabei eine komplexe Grofle. Der Realteil der Schallge-
schwindigkeit Re(vs) definiert die elastischen Anteile und bestimmt die Ausbreitung der
Storung, die auch als Informationsausbreitung generalisiert werden kann. Die inelastischen
Anteile hingegen sind durch den Imaginérteil I'm(v,) bestimmt und sind fiir Dampfung
und Resonanzeffekte der Stérung verantwortlich.
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2.2.3 Bilanzierung statistischer Grofien

Die in den vorangegangenen Abschnitten betrachteten kontinuierlichen Gréflen aus der
Kontinuumsmechanik gelten an jeden Punkt Z im Volumen V' im Idealfall als wohldefi-
niert. In vielen Fillen konnen diese Grofien oft nicht mit einer Genauigkeit erfasst werden,
die diesem Anspruch gerecht wird. Entweder sind dafiir System immanente Prozesse, wie
z.B. die Verteilung des Porenraums im pordsen Medium, oder Unsicherheiten bei der
Messung bzw. numerischen Berechnung verantwortlich. Diese Groflen lassen sich dann
mit Hilfe einer statistischen Verteilung angeben, die durch den Erwartungswert G und die

Schwankungsgrofie G — G der Grofien beschrieben werden kann.

Massen- und Impulsbilanzen lassen sich auch fiir den Fall, dass die Bilanzgréfen oder
die in die Bilanz eingehenden Parameter durch eine statistische Verteilung charakterisiert
sind, prinzipiell mit den oben aufgestellten Gleichungen (Gl. 2.12, 2.14) durchfiihren. Eine
vollstandige Bilanzierung wird durch die Formulierung stochastischer Differenzialgleichun-
gen erzielt, indem die Bilanzgleichungen fiir die Erwartungswerte und die Schwankungs-
groBen aufgestellt und gelost werden (s. z.B. Liedl, 1991). Uber diese Vorgehensweise kann
neben der Bilanzierung zudem eine Ermittlung der statistischen Unsicherheit des Ergeb-
nisses erfolgen. Diese Unsicherheiten ermoglichen wiederum wichtige Aussagen z.B. im
Hinblick auf Gefdhrdungs- bzw. Risikoabschétzungen.

Eine andere Moglichkeit der Bilanzierung von statistisch verteilten, dynamischen Groflen
kann mit Methoden aus der statistischen Mechanik erfolgen, in der statt eines Kontinuums
ein Vielteilchensystem betrachtet wird. Jede makroskopische Grofie des Systems lésst sich
dann mit Hilfe einer statistischen Verteilungsfunktion W (x;,t) der unabhéngigen Variab-
len z;, die die Teilchen charakterisieren, durch Integration ermitteln. Die Bilanzgleichung
fiir eine solche statistische Verteilungsfunktion W (x;,t) ist die Fokker-Planck-Gleichung
(Risken, 1996):

6W

-3 (W)« Y

=1 1,j=1

&E Ty - (DPw). (2.20)

Dabei ist D( =u; der Vektor der Geschwindigkeit und D ) der Tensor der Dispersion.
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2.3 Stromung im Untergrund

2.3.1 Krifte

Die allgemeine Stromungsgleichung (Gl. 2.14) wurde aus der Impulserhaltung unter Be-
trachtung des Kréftegleichgewichts an einem Kontrollvolumen hergeleitet (Kap. 2.2.2).
Dabei stehen die Tragheitskrifte mit den dufleren Kréften im Gleichgewicht. Diese Krifte
sollen hier nun genauer betrachtet werden, da sie die Charakteristik der jeweiligen Stro-
mung bestimmen. Die wichtigsten Kréfte sind der Druckgradient, die Gravitationskraft,
Grenzflachenkrifte und Reibungskrafte.

Bei der Formulierung der spezifischen Strémungsgleichung fiir inkompressible Fluide wer-
den die Dichte p und die Gravitationskonstante g im spezifischen Gewicht v zusammen-
gefasst und eliminiert, so dass als Bilanzgroflen statt den jeweiligen Kréften den ihnen
zugeordnete Energiehohen verbleiben. Die Druckhohe p/~ und die geodétische Hohe z,
stellvertretend fiir die Gravitationskraft, werden in der Standrohrspiegel- bzw. Piezome-
terhohe

h=L4 (2.21)
v

zusammengefasst. Dabei ist ein beliebiges, doch konstantes Bezugsniveau festzulegen. Die
Piezometerhohe stellt die wesentliche Unbekannte in der Hydromechanik dar und kann
direkt in Form von Wasserspiegeln gemessen werden. Die resultierende, treibende Kraft
wird als hydraulischer Gradient Vh bezeichnet und beruht sowohl auf dem Druckgradient
als auch der Gravitationskraft. Dabei ist zu beachten, dass die Richtung der Stromung
dem Gradient entgegengesetzt ist, der im mathematischen Sinne die Steigung bezeichnet.
Um die Richtungen konsistent zu beriicksichtigen, ist statt des hydraulischen Gradienten
das hydraulische Gefélle —Vh zu verwenden.

Grenzflachenkréfte K, treten an den Fluidgrenzflichen auf und werden durch die Be-
netzung einer festen Oberfliche mit einem Fluid hervorgerufen. Sie werden durch die
Grenzflichenspannung ¢ und die Lénge der bei der Benetzung der festen Oberfliche sich
ausbildenden Berandungslinie [ der Fluidgrenzfliche bestimmt:

Ko =ol. (2.22)

In engen Rohren erzeugen diese Grenzflichenkrifte kapillaren Aufstieg und werden auch
als Kapillarkréafte bezeichnet. Dabei lassen sich die Druckverhéltnisse unter hydrostati-
schen Bedingungen als Unterdruck im Bereich der Grenzfliche beschreiben (Abb. 2.9).
Der auftretende Unterdruck steht im Gleichgewicht mit dem Gewicht der aufgestiegenen
Fluidsaule. Der maximale Unterdruck tritt somit direkt unterhalb der Fluidgrenzflache
auf und wird auch als Kapillardruck p. bezeichnet und kann fiir eine kreisformige Rohre
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Abbildung 2.9: Kapillarer Aufstieg am Beispiel der Fluidgrenzfliche Wasser — Luft in einem
Kapillarréhrchen.

mit Durchmesser d wie folgt angegeben werden:

4
Pe= 70 Cos @. (2.23)

Dabei ist ¢ der Benetzungswinkel zwischen Fluidoberfliche und fester Oberflache. Fiir
vollstdndig benetzende Fluide ist der Benetzungswinkel ¢ =0. Der Kapillardruck p. geht
in die Formulierung der Druckgradienten und damit in die Piezometerhohe A mit ein. Er
kann direkt {iber Tensiometer gemessen werden, die dabei im Boden mit dem Porenwasser
in direktem Kontakt stehen miissen. Die Stromungsvorgénge im ungeséttigten Untergrund

sind auf Grund der vorhandenen freien Wasserspiegel zu einem bedeutenden Teil von den
Kapillarkréften dominiert (s. Kap. 2.3.2).

Reibungskrifte in einer Fluidstromung werden durch die innere Reibung der Fluide, d.h.
die StoBe der einzelnen Fluidmolekiile, hervorgerufen. Diese molekulare Reibung erzeugt
in dem Fluid eine Scherspannung 7, die durch die dynamische Zahigkeit n und den Ge-
schwindigkeitsgradient quer zur Stromungsrichtung ﬁlu bestimmt ist:

T=nVu. (2.24)

In der Hydromechanik werden diese Scherspannungen 7 durch die Wandschubspannung
reprasentiert, da die Stromungsgeschwindigkeit an einer festen Berandung @ =0 ist und
dort die gréfiten Gradienten Vi u auftreten. Die Geometrie der festen Berandungen einer
Stromung haben somit einen wesentlichen Einfluss auf die Reibungskréifte. Im Folgen-
den werden die Rohrstromung (Kap. 2.3.3), die Kluftstromung als Stromung zwischen
zwei ebenen Platten (Kap. 2.3.4) und die Stromung im pordsen Medium (Kap. 2.3.5)
néher betrachtet, die als Stromungskonfigurationen im natiirlichen Untergrund auftreten.

Reibungskrifte werden in der Regel indirekt {iber Druckverluste gemessen.

Stromungskrifte basieren auf den Tragheitskriften und konnen in Form von Druckkréiften
bilanziert werden. Sie besitzen in der Praxis eine grole Bedeutung, da sie bei Stromungen
im Untergrund vor allem einen Einfluss auf dessen mechanische Stabilitdt besitzen und
damit unter anderem fiir hydraulischen Grundbruch verantwortlich sind.
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2.3.2 Kapillaritdt von Béden

Die Kapillaritdt von ungeséttigten Boden ist durch deren Porengréfienverteilung bestimmt.
Ist in den Poren eine Grenzflache zwischen Porenwasser und Porenluft vorhanden, wir-
ken dort Kapillarkréfte, deren Stédrke durch den jeweiligen Porendurchmesser festgelegt
ist. Die Kapillaritdt des Bodens wird durch die Saugspannung oder Wasserspannung 1
ausgedriickt, die als kapillare Druckhohe iiber den Kapillardruck p. (Gl. 2.23) definiert ist

Pe

it (2.25)

P =

Diese Wasserspannung ist somit immer eine positive Grofle. In der Bodenkunde wird die
Wasserspannung héufig durch den pF'-Wert

pF = logyo ¢ (2.26)

ausgedriickt, wobei dann ¢ in [cm W S] anzugeben ist.

Die Wasserspannung erzeugt im ungeséttigten Boden einen kapillaren Aufstieg iiber dem
Grundwasserspiegel. Falls keine vertikale Sickerwasserbewegung stattfindet, stellt sich ein
Gleichgewichtszustand ein, bei dem hydrostatische Verhéltnisse vorliegen. Die kapillare
Steighohe ist dann gleich der Wasserspannung . Durch diesen kapillaren Aufstieg bil-
det sich {iber dem Grundwasserspiegel ein wassergeséttigter Bereich der Kapillarsaum, in
dem Unterdruckverhéltnisse herrschen. Dessen Oberflache bildet in natiirlichen Boden kei-
ne Fliache parallel zum Grundwasserspiegel, da dort keine einheitlichen Porendurchmesser
anzutreffen sind, und somit die Kapillarkréfte auf der Porenskala eine grofie Variabilitét
aufweisen (Abb. 2.10). Oberhalb des Kapillarsaums kann Porenwasser durch die Kapil-
larkrifte gegen die Gravitation zuriickgehalten werden.

Die Verteilung des Wassers im Porenraum und die Ausbildung der Grenzflachen ist direkt
mit der Kapillaritidt des Bodens verkniipft. Auf der Skala eines REV ist eine quantita-

Druckverteilung  Sattigungsverteilung
S, = Restsattigung

. . ungesattigt
(nicht linear) %\ (nur kleine Poren gefilllt)
Ty g W o U U I P

Kapillarsaum S sttigt
Grundwasser- v gesattig
spiegel (p = 0)

Grundwasser (linear) S=1

+

Abbildung 2.10: Ausbildung des Kapillarsaums im natirlichen Untergrund.
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tive Beschreibung des Zusammenhangs zwischen Wassergehalt 6 und Wasserspannung
moglich. Diese Retentionsbeziehung oder Wasserspannungskurve () ist dadurch charak-
terisiert, dass bei geringen Wassergehalten im Wesentlichen die kleinen Poren wassergefiillt
sind und damit eine grofile Wasserspannung vorliegt. Diese Beziehung 1 (0) ist damit direkt

an die Porengroflenverteilung gekoppelt und charakteristisch fiir den jeweiligen Bodentyp.

In der Literatur finden sich unterschiedliche empirische Formeln, mit denen die inverse Be-
ziehung 6(¢)) parametrisiert werden kann (Brooks & Corey, 1966; van Genuchten, 1980).
Diese wurden zur Beschreibung des experimentell bestimmten Wasserriickhaltevermogens
von Boden entwickelt. Von beiden Autoren wurde der residuale Wassergehalt 6, bertick-
sichtigt, der den Anteil des fest gebundenen Wassers représentiert. Da dieser mit sehr
groffen Wasserspannungen verkniipft ist, besteht keine Moglichkeit ihn experimentell zu

bestimmen.

Brooks & Corey (1966) definierten fiir die Wasserspannungskurve ein Potenzgesetz:

0—6, ()
i = (1%) . (2.27)

Dabei ist 6 der Séttigungswassergehalt und ¢y der Lufteindringdruck, der den Druck be-

schreibt, der erforderlich ist, um in einem geséttigten Boden eine Luft-Wasser-Grenzfliche
auszubilden. Der Lufteindringdruck v, definiert den Ubergang zur Sittigung. Er kann
daher fiir den jeweiligen Boden mit der Hohe des geschlossenen Kapillarsaums iiber dem
Grundwasserspiegel gleichgesetzt werden. Der Parameter Ao ist bestimmt durch die Po-
rengrofienverteilung. Die Beziehung von Brooks & Corey (1966) ist nicht definiert fiir
Wasserspannungen 1) < 1, und liefert daher keinen stetigen Ubergang zum Grundwas-
serspiegel, ¥ = 0 (Abb. 2.11a). Diese Beziehung (Gl. 2.27) beschriebt somit die Bedin-
gungen im Kapillarsaum auf lokaler Skala idealisiert. Es wird eine wohldefinierte Hohe
des geschlossenen Kapillarsaums angenommen, was nur in einem kleinen sehr homogenen

Bodenvolumen gerechtfertigt ist.

Diesen Nachteil iiberwindet die am hiufigsten verwendete Parametrisierung von van Ge-
nuchten (1980). Sie ist im Gegensatz zur Beziehung nach Brooks & Corey (1966) fiir alle

Tabelle 2.1: Bodenparameter der Retentionsbeziehungen nach Brooks & Corey (1966) (GI.
2.27) und van Genuchten (1980) (GI. 2.28) fiir Grobsand und Lehm.

Bodenart 0, 0, Qo Nya Yo ABC
H = O m Hom H

Grobsand 0.06 0.40 0.060 2.85 16.67 1.85

Lehm 0.02 042 0.028 1.84 3571 0.84
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Abbildung 2.11: Retentionsbeziehungen nach Brooks & Corey (1966) (Gl. 2.27) und van
Genuchten (1980) (Gl. 2.28) fiir: a) Grobsand; b) Lehm; Parameter siche Tab. 2.1.

Wasserspannungen ¢ >0 definiert (Abb. 2.11b):

0—0, 1 e
= ) 2.2
93 — Up (1 + (OévG w)n“G> ( 8)

Der Parameter o, lasst sich mit dem Eindringdruck 1y nach Brooks & Corey (1966)

korrelieren )

=5

Auch der Parameter n,c kann mit dem Parameter Apc nach Brooks & Corey (1966) in

(2.29)

(8%%e

Beziehung gesetzt werden
)\BC = Nyq — 1 (230)
und ist somit ebenfalls von der Porengréfienverteilung bestimmt. Der zusétzliche Parame-

ter m,q kann unter vereinfachter Annahme durch den Parameter n,o ausgedriickt werden

1

nwa

Myg = 1 — (2.31)
Die Beziehung nach van Genuchten (1980) (GI. 2.28) beschreibt im Gegensatz zur Bezie-
hung von Brooks & Corey (1966) recht gut die Bedingungen in einem wesentlich grofieren
bzw. heterogenen Bodenvolumen. Daher werden in den meisten Beschreibungen experi-
menteller Daten die Retentionseigenschaften eines Bodens mit der Beziehung nach van
Genuchten (1980) charakterisiert. Bei der experimentellen Bestimmung der Retentionsbe-
ziehung sind gleichzeitig die Wasserspannung 1) und der korrespondierende Wassergehalt ¢
zu messen. Generell kénnen dabei die Wasserspannungen direkt, die Wassergehalte jedoch

nur indirekt gemessen werden.

Auf Basis der Retentionsbeziehung (1)), konnen fiir den jeweiligen Boden charakteristi-
sche Wassergehaltswerte definiert werde, die fiir die Bewésserung in der Landwirtschaft
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Abbildung 2.12: Porengrofenverteilungen ermittelt aus den Retentionsbeziehungen nach
Brooks & Corey (1966) (Gl. 2.27) und van Genuchten (1980) (Gl. 2.28) fiir: a) Grobsand; b) Lehm.

eine mafigebliche Rolle spielen. Die Feldkapazitiat F'K ist der Wassergehalt, der maxi-
mal von den Kapillarkréiften gegen die Schwerkraft zuriickgehalten werden kann. Dabei
besteht die Annahme, dass dieser sich dann in Poren mit Porendurchmessern kleiner 10
bis 50 um befindet, die in etwa mit Wasserspannungen zwischen v =60 und 300 cm WS
(pF'=1,8 ... 2,5) korrespondieren. Bei groeren Wassergehalten tritt dann Sickerwasser
auf. Der permanente Welkepunkt PW P ist der Wassergehalt bei einer Wasserspannung
von ¢ =15000cm WS (pF =4,2), unterhalb dem die Pflanzen dem Boden kein Wasser

mehr entziehen kénnen. Aus diesen beiden Groflen ergibt sich die nutzbare Feldkapazitét
nFK =FK — PWP, (2.32)
das maximale, pflanzenverfiighare Bodenwasser.

Ein weiterer Unterschied zwischen diesen beiden Retentionsbeziehungen (Gl. 2.27, 2.28)
besteht in den aus der jeweiligen Beziechung abgeleiteten Porengréfienverteilung. Die Po-
rengrofe d, korrespondiert iiber die Definition des Kapillardrucks (Gl. 2.23) mit einer
Wasserspannung 1. Der iiber die Retentionsbeziehung zugeordnete Wassergehalt gibt den
Anteil der jeweiligen Poren am gesamten Bodenvolumen an. Die Retentionsbeziehung nach
Brooks & Corey (1966) (Gl. 2.27) kann dabei diese Verteilung nur bis zu einer maximalen
Porengrofie beschreiben, die mit Lufteindringdruck )y korrespondiert (Abb. 2.12a). Hin-
gegen ist die Beziehung nach van Genuchten (1980) (GI. 2.28) in der Lage eine zu groien
Porengréfien unbeschrénkte Porengroflenverteilung zu beschreiben (Abb. 2.12b).

Der physikalische Zusammenhang zwischen Wassergehalt § und Wasserspannung 1 weist
Hysterese auf (Abb. 2.13), d.h. bei der Drainage bzw. Entwésserung liegt ein anderer
Zusammenhang als bei der Aufsédttigung bzw. Bewésserung. Bei der Entwésserung bleibt

in kleinen Poren isoliert Wasser entgegen der Schwerkraft zuriick, wodurch die Wasser-
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Abbildung 2.13: Hysterese der Retentionsbeziehung fiir einen Lehm nach van Genuchten
(1980) (GI. 2.28) bei Ent- und Bewésserung.

spannung im Verhéltnis stéirker als der Wassergehalt abnimmt. Bei zunehmendem Was-
sergehalt, Aufsiattigung, werden zuerst die groflen Poren mit Wasser gefiillt, wodurch die
Wasserspannung im Verhéltnis stérker als der Wassergehalt zunimmt. In der Natur liegen
in der Regel verdnderliche Wassergehaltsverhéltnisse vor. Es stellt sich nur in Ausnah-

meféllen ein Gleichgewichtszustand ein.

2.3.3 Rohrstromung

Die Stromung in porésen Medien kann vereinfacht als laminare Rohrstrémung in Poren-
kanélen betrachtet werden. Die laminare Rohrstromung ist durch die molekulare Rei-
bung bestimmt. In einem geradlinigen, voll gefiillten Rohr mit konstantem Durchmesser
d = 2r kann die laminare FlieBgeschwindigkeit w,(y, z) = u,(r) entlang der Rohrachse
(x-Richtung) konstant angenommen werden, variiert jedoch iiber den Fliequerschnitt in
radialer Richtung. Unter der Annahme stationérer Verhéltnisse kann das FlieBgesetz nach

Hagen-Poiseuille durch Integration aus der Navier-Stokes-Gleichung (Gl. 2.17) abgeleitet

o=, v1o (r aaruz('r’)> . (2.33)

werden

Ox gror
Die Losung dieser Differenzialgleichung mit der Randbedingung u,(R) =0 an der Rohr-
wandung r= R ist durch einen parabelférmigen Geschwindigkeitsverlauf in radialer Rich-
tung gekennzeichnet (Abb. 2.14a):

g(R?> —r?) Oh

ug(r) = T 9 (2.34)

Der Durchfluss ) durch ein Rohr ist durch die mittlere Stromungsgeschwindigkeit .
bestimmt, die sich durch Mittelung der Stromungsgeschwindigkeit u,(r) iiber den Flie-



2. Hydrogeologische und stromungsmechanische Grundlagen 27

g % —>q d — —>q

Abbildung 2.14: Geschwindigkeitsprofile u,(r) in einem geraden Rohr mit konstantem Durch-

messer d: a) laminare Strémung; b) turbulente Strémung.

querschnitt ergibt
g R* Oh

_opa
@=miu, Sv Ox

(2.35)

In Karstrohren ist in der Regel auf Grund der grofien Stromungsgeschwindigkeiten eine
turbulente Rohrstromung zu betrachten. Fiir die turbulente Stromung in einem gerad-
linigen, voll gefiillten Rohr mit konstantem Durchmesser d kann wie im laminaren Fall
das Geschwindigkeitsprofil u,(y, z) =u,(r) entlang der Rohrachse (x-Richtung) konstant
angenommen werden (Abb. 2.14b). Zusétzlich treten allerdings noch turbulente Geschwin-
digkeitsfluktuationen «'(x,r) auf, die vorwiegend durch die relative Wandrauheit k,/d
verursacht sind. Unter der Annahme statistisch unabhéngiger Fluktuationen 148t sich das
FlieBgesetz nach Darcy-Weisbach aus der Navier-Stokes-Gleichung herleiten (Gl. 2.17)

= -"2= . (2.36)

Der Reibungsbeiwert A hingt von der relativen Wandrauheit k;/d und der Reynoldszahl
Re=(ud)/v ab und kann z.B. iiber das Moody-Diagramm (Abb. 2.15) ermittelt werden.
Fiir die einzelnen Bereiche kénnen unterschiedliche quantitative Beschreibungen fiir den
Reibungsbeiwert A\(Re, ks/d) verwendet werden (s. z.B. Dracos, 1990).

Ist die betrachtete Rohre nicht voll gefiillt, liegt in der Rohre ein freier Wasserspiegel
vor. Wird eine horizontale Stromung in einem weitestgehend horizontal verlaufenden
Rohre betrachtet, konnen die GesetzméBigkeiten der Gerinnestromung zur Beschreibung
einer solchen Rohrstromung verwendet werden, wobei sowohl laminare als auch turbulente

Stromungsverhéltnisse auftreten kénnen.

Die hydraulische Beschreibung der Stromung in einer nicht voll gefiillten, vertikal orientier-
ten Rohre stellt eine gewisse Herausforderung dar. Die Charakteristiken solcher Stromun-
gen, wie sie bei Infiltrationsvorgéingen in Karstgebieten oder in Makroporen von Béden
auftreten, konnen sehr unterschiedlich sein. Sie sind bei geringen Durchfliissen geprégt
von einer Filmstromung entlang der Rohrenwandung (Chen & Wagenet, 1992) und auf
Grund des freien Wasserspiegels von Kapillarkréaften beeinflusst. Bei hohen Durchfliissen
beeinflussen Lufteinschliisse in der Wasserphase diese Stromung (Shetty & Cerro, 1993).
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Abbildung 2.15: Zusammenhang zwischen Reynolds-Zahl Re und Reibungsbeiwert A\ fiir Rohr-

stromungen bei unterschiedlichen relativen Wandrauheiten ks /d.

2.3.4 Spaltstromung

Die Kluftstromung kann in den meisten Féllen als laminare Stromung in einem Spalt
zwischen zwei ebenen Platten mit dem Abstand B betrachtet werden. Das Flielgesetz
kann mit denselben Annahmen wie fiir die Rohrstromung direkt aus der Navier-Stokes-
Gleichung (Gl. 2.17) abgeleitet werden. In einer vertikalen Kluftebene, in der z-z-Ebene
mit konstanter Kluftoffnungsweite B, ist das Geschwindigkeitsprofil in y-Richtung u,(y)
ist ebenfalls parabelférmig:

_gy* = By) oh
5 A (2.37)

In vertikaler Richtung, z-Richtung, ist das Geschwindigkeitsprofil konstant. Der Durch-

ug(y) =

fluss @) durch eine Kluft der Hohe H ist bei laminaren Stromungsverhéltnissen somit

durch das kubische Gesetz gegeben:

gHB3@

=BHu, = —"*"— )
@ e 12v Oz

(2.38)

Dieser beruht wieder auf einer mittleren Geschwindigkeit u,, die sich durch Integration

iiber den FlieBquerschnitt ergibt.
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Abbildung 2.16: Stromungsverhdiltnisse an einer Kluftverschneidung.

In Kliiften mit groBer Offnungsweite B und bei grofien hydraulischen Gradienten kénnen
turbulente Stromungsverhéltnisse vorliegen. Das entsprechende Fliefigesetz ist dann gege-
ben fiir die mittlere Geschwindigkeit ,:
49 B 0Oh
2
=—— —. 2.39

e A Oz (2:39)
Der Reibungsbeiwert A(Re, ks/B) ist fiir die Spaltstromungen ebenfalls eine Funktion der
Reynolds-Zahl Re und der relativen Wandrauheit ky/B (s. Louis, 1967). Louis (1967) ent-
wickelte Beziehungen fiir laminare und turbulente sowie parallele als auch nicht parallele

Stromungen, wie sie in natiirlichen Kliiften vorliegen.

Die in der Natur vorkommende Kliifte besitzen unterschiedliche Offnungsweiten. Treffen
Kliifte im Raum aufeinander bilden sie Kluftverschneidungen, wodurch ein Kluftnetz ent-
steht. Die Stromung in einem solchen Kluftnetz ist durch die regionalen Gradienten und
die Konnektivitiat der Kliifte, bestimmt, d.i. die Haufigkeit, mit der Kluftverschneidungen
auftreten. An den einzelnen Kluftverschneidungen ist die Kontiniutdt der Volumenstrome
@ gegeben. Diese teilen sich in Abhéngigkeit der Kluftoffnungsweiten und der geltenden
FlieBgesetze auf die jeweilige Kluft auf (Abb. 2.16).

Ist die betrachtete Kluft nicht voll mit Wasser geséttigt, liegt in der Kluft ein freier
Wasserspiegel vor. Eine horizontale Stromung kann wie eine Gerinnestromung beschrie-
ben werden. Dabei kénnen sowohl laminare als auch turbulente Stromungsverhéltnisse
betrachtet werden.

Die hydraulische Beschreibung der Stréomung in einer nicht voll gefiillten, vertikal ori-
entierten Kluft stellt eine vergleichbare Herausforderung dar, wie im Fall einer vertikal
orientierten Rohre. Eine solche Stromung kann bei Infiltrationsvorgédngen in Kluftaquife-
re oder in Tonboden mit Schrumpfrissen auftreten. Dabei kénnen ebenfalls bei kleinem
Durchfluss eine Filmstromung und bei groem Durchfluss Lufteinschliisse vorkommen. Zur
Beschreibung lassen sich dieselben Ansétze nach Chen & Wagenet (1992) bzw. Shetty &
Cerro (1993) wie fiir die entsprechende Rohrstromung verwenden.
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2.3.5 Stromung in pordsen Medien

Die Stromung in einem wasser-geséttigten porésen Medium kann vereinfacht als die la-
minare Rohrstromung in vielen einzelnen Porenkanélen mit Radien R; aufgefasst werden
(Abb. 2.17). Die Betrachtung des Durchflusses ) erfolgt dabei auf der Skala eines REV,
d.h. er wird von der Summe der Durchfliisse (); in N Porenkanélen gebildet

N N

Q=>Q;=> 7R . (2.40)

i=1 =1

Dabei gilt in jedem als geradlinig angenommenen Porenkanal das Flieigesetz fiir die la-
minare Rohrstromung (Gl. 2.35). Fiir das REV lésst sich dann bezogen auf den REV
bezogenen FlieSquerschnitt Ag ein spezifischer Durchfluss ¢ angeben

=—=——. (2.41)

Der betrachtete FlieBquerschnitt Ay im REV setzt sich aus den FlieSquerschnitten aller
Porenkanile und der Kornquerschnitte zusammen. Der Anteil der Porenkanéle kann mit

Hilfe der Porositéat n ausgedriickt werden.

Unter Verwendung der Gleichung (2.35) und unter Annahme eines einheitlichen hydrau-
lischen Gradienten, der fiir jeden Porenkanal um den Tortuositétsfaktor 7;; (Gl 2.4)

reduziert ist, ergibt sich damit

g=-20i=L h O (2.42)

Abbildung 2.17: Porenkandle im pordsen Medium.
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Dieses Flieigesetz entspricht dem Darcy-Gesetz (1856)

oh
=—-K_— 2.43
¢ ox’ (2:43)
wenn die Proportionalitdtskonstante K, die hydraulische Leitfdhigkeit, wie folgt definiert

wird:

— 'TZ' 1 N R2 R2 1 N ZRQ
JQAL = S T NI e A i (2.44)
v N 8v N R*> 754 8v N i T

Dabei ist a; die relative Querschnittsfliche des Porenkanals ¢ bezogen auf die mittle-
re Querschnittsfliche der Porenkanéle und N die Anzahl der Porenkanéle im REV. Die
hydraulische Leitfahigkeit K ist damit abhéngig von der Gravitation, in Form der Erdbe-
schleunigung g, den Fluideigenschaften, in Form der kinematischen Viskositédt v, und der

Porenraumgeometrie, die in der intrinsischen Permeabilitit ky, zusammengefasst wird:

K= Fog (2.45)

14

Die intrinsische Permeabilitit kg fasst alle geometrischen Groflen zusammen und kann
iiber die Betrachtung von Porenraummodellen fiir natiirliche Béden und Auswertung der
verbleibenden Summe in Gleichung (2.44) ermittelt werden. Nach Kozemy/Carman (Ko-
zemy, 1927; Carman, 1937) 1483t sich die bodenspezifische, intrinsische Permeabilitiat aus-
driicken iiber die Porositédt n und einen repriasentativen Korndurchmesser d,,, angegeben
in [mm]: , .
n d;,
ko = m 186 (2.46)
Henry Darcy (1856) konnte das FlieBgesetz fiir pordse Medien (Gl. 2.43) empirisch ablei-
ten. Die Giiltigkeit ist auf laminare Stromungsverhiltnisse beschriankt, die unter natiirli-
chen Verhéltnissen praktisch immer gegeben sind, da in den Porenkanilen die Reynolds-
zahl Re immer sehr klein ist

uR 1m/d 1mm
Re=—~—"——— ~10°<< 1. 2.47

‘=7 10-6m?2/s (247)
Zur Betrachtung des Stofftransports in porésen Medien wird fiir die Gesamtheit der Po-
renkanéle in einem REV eine mittlere Stromungsgeschwindigkeit u definiert, die unter
Verwendung der Gleichungen (2.40) und (2.41) iiber die Porositidt n direkt mit dem spe-
zifischen Durchfluss ¢ verkniipft werden kann (s. auch Kap. 2.4.3):

1 Y q
U = — 7’i = — . 248
N Z.Zzl T (2.48)

Dieser Zusammenhang zwischen der Transportgeschwindigkeit « und dem spezifischen

Durchfluss ¢ ist nicht auf geradlinige Porenkanile beschrankt, sondern gilt auch fiir
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ein natiirliches poroses Medium. Diese Betrachtungsweise unter Verwendung des Darcy-
Gesetzes stellt das grundlegende Aquivalenzmodell fiir die Quantifizierung von
Stromungs- und Transportvorgidngen in porésen Medien dar.

Zur Verallgemeinerung dieser Beziehung fiir den natiirlichen Untergrund ist die hydrau-
lische Leitfidhigkeit K als richtungs- und ortsabhéngige Grofie zu betrachten. Die Rich-
tungsabhéangigkeit, Anisotropie, ist dabei auf Bevorzugung einzelner Raumrichtungen bei
der Ausbildung der Hohlraumstrukturen zuriick zu fithren. Die Ortsabhéngigkeit ist durch
die natiirliche Variabilitdt der Materialeigenschaften, die Heterogenitét, vorgegeben. Das

so verallgemeinerte Darcy-Gesetz wird dann in Vektorform angegeben
{(#) = —K (%) Vh. (2.49)

Dabei stellt K den symmetrischen, drei-dimensionalen Tensor der hydraulischen Leitfahig-
keiten mit K;; = Kjj; dar. Die Anisotropie kann in der Regel durch die Hauptachsen dieses
Tensors in einfacher Form ausgedriickt werden.

Heterogenitéit und Anisotropie sind miteinander verkniipft. Betrachtet man auf einer be-
liebigen Skala in Paket von mehreren Aquiferschichten mit unterschiedlichen Méchtig-
keiten d; und unterschiedlichen homogenen, isotropen hydraulischen Leitfahigkeiten K;
(Abb. 2.18), kann fiir dieses Schichtpaket eine mittlere, effektive hydraulische Leitfahig-
keit K¢ definiert werden. Diese effektive hydraulische Leitféhigkeit K¢ charakterisiert
den Gesamtdurchfluss ) durch das Schichtpaket und ist dann abhéngig von der Rich-
tung des hydraulischen Gradienten bezogen auf die Schichtung. Fiir den Fall eines Schicht
parallelen Gradienten erhélt man durch Summation der Durchfliisse in den Schichten:

ZKz'di

K. = 2.50
1 h S a, (2.50)

h1
d, K,
|
sz K,
h, B I
d, Ka
z |

L. n

X

Abbildung 2.18: Schichtpaket bestehend aus horizontalen Schichten mit unterschiedlichen

Richtungen der hydraulischen Gradienten; griin: vertikal, rot: horizontal.
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Ist der hydraulische Gradient senkrecht zur Schichtung orientiert ergibt sich aus der Konti-
nuitiat des Durchflusses und der Aufteilung der Piezometerhéhendifferenz auf die einzelnen
Schichten:

> di

Kepro = ——- (2.51)

e

Diese Richtungsabhéngigkeit der Durchstrémung definiert dann die Anisotropie als das

Verhéltnis der effektiven hydraulischen Leitfidhigkeiten in horizontaler und vertikaler Rich-

tung:

S Kid Y
K;

Kern 5 :

K€ v 2
>

Eine weitere Verallgemeinerung stellt die Anwendung des Darcy-Gesetzes auf die Stro-

(2.52)

mung in einem wasserungeséattigten porosen Medium dar. Zu den jeweiligen Retentions-
beziehungen ¢(0) (Gl. 2.27, 2.28) lassen sich Beziehungen zwischen der hydraulischen
Leitfdhigeit und dem jeweiligen Sattigungsgrad K (6) bzw. der Wasserspannung K (1))
formulieren (Brooks & Corey, 1966; Mualem, 1976). Diese Beziehungen beruhen generell
darauf, dass die Stromung nur in einer zusammenhéngenden, kohérenten, Wasserphase
stattfindet. Im ungeséttigten porosen Medium ist der Anteil der zusammenhéngenden
Wasserphasen direkt vom Séttigungsgrad bzw. vom Wassergehalt 6 abhéngig und kann
analog zur intrinsischen Permeabilitit kg durch die relative Permeabilitit k,.(0) ausge-
driickt werden. Die ungeséttigte hydraulische Leitfahigkeit ist somit gegeben durch

K(9) = K.k, (9), (2.53)

wobei K die hydraulische Leitfidhigkeit des geséttigten porésen Mediums ist. Die relative
Permeabilitit k,(f) kann tiber die Retentionsbeziechung () auch in Abhéngigkeit der
Wasserspannung k, (1) ausgedriickt werden. Auf Basis der Retentionsbeziehung nach van
Genuchten (1980) (Gl. 2.27) definierte Mualem (1976) fiir die relative Permeabilitit (s.
Abb. 2.19)

(1 - (O%G 1/})7%6‘—1 [1 + (OévG w>nvc} va) 2
k() = e . (2.54)
1+ (augv)me] 2

Brooks & Corey (1966) formulierten die relative Permeabilitét (s. Abb. 2.19)

1, fiir ¢ <4y

—nsc . (2.55)
) ) fiir w > wO
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a) relative Permeabilitit kp(y) b) relative Permeabilitit k()
100 100
1] —— Grobsand, R
10 5 Brooks & Corey 10 5
10#4 —— Grobsand, 102
103 ] van Genuchten 1034
104 ] ---— Lehm, 10 ]
_ 0_5 Brooks & Corey —_ 4ns
T 10° ---- Lehm, = 107
1064 van Genuchten 1064
107 ] \ 107 ] —— Grobsand, Brooks & Corey
108 ] \ 108 1 —— Grobsand, van Genuchten
\ ---- Lehm, Brooks & Corey
109 \ 1091
\ ----— Lehm, van Genuchten
10-19] | | | N\, | 10-19] | | ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ]
100 10! 102 108 104 105 108 0.000.050.100.150.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45
Wasserspannung y [cm] Wassergehalt [cm3/cm?]

Abbildung 2.19: Relative Permeabilitéiten fiir Grobsand und Lehm (Bodenparameter, s. Tab.
2.1) nach Mualem (1976) (Gl. 2.54) und Brooks & Corey (1966) (GIl. 2.55): a) in Abhéngigkeit
der Wasserspannung k,(1); b) in Abhéngigkeit des Wassergehalts k. (6).

Dabei kann der Parameter npc mit dem van Genuchten Parameter n,s in Beziehung
gesetzt werden
npc = 3N, — 1. (2.56)

Das Darcy-Gesetz besitzt dann fiir ungeséttigte Stromungsverhéltnisse die Form

—

q(7) = —K(,0(8) VA(O(T)) = K, (@) k. (0()) (-V(0(7)) + 2. ) . (2.57)

Voraussetzung fiir diese Betrachtungsweise ist, dass insbesondere fiir die hydraulische
Leitfahigkeit K(0) ein REV definiert werden kann. Das bedeutet, dass fiir die Kapillar-
krifte auf Porenskala sich eine effektive Grofle auf REV-Skala definieren lésst, was prin-
zipiell in Frage gestellt werden kann. Das Problem liegt im Verstdndnis der Retentions-
beziehung v (#) in einem REV. Der Wassergehalt 6 ist in einem REV eine wohl-definierte
Grofle, da er eine integrale Grofie ist. Die Wasserspannung 1 hingegen ist eine Grofe,
die durch die Kapillarkrifte auf der Porenskala bestimmt ist. Sie stellt nicht nur keine
integrale Grofle dar, sondern sie kann in einem REV eigentlich auch nicht durch einen
Mittelwert v reprisentiert werden. Die Ursache hierfiir liegt im nicht-linearen Charakter
der Bewegungsgleichung (Gl. 2.57) begriindet, da solche Mittelwerte nicht den hydrau-
lischen Gradienten definieren der nach Gl. (2.57) den Volumenstrom () durch ein REV
charakterisiert. Vielmehr ist fiir die Bilanzierung des Volumenstroms () in einem REV die
lokale Verteilung der Kapillarkréifte und damit die PorengrofSenverteilung mafigebend, die
mit dem REV-Konzept nicht abbildbar sind. Somit ist eine addquate Beschreibung der
Stromung in ungeséttigten porésen Medien streng genommen nicht moglich. Andererseits
ist die Anwendung der Bewegungsgleichung (Gl. 2.57) eine fiir viele praktische Anwen-
dungen notwendiges Aquivalenzmodell zur vereinfachten Bilanzierung der Strémung in

ungesattigten pordsen Medien.
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In den vergangenen Jahren untersuchten verschiedene Forschergruppen die Strémungs-
verhéltnisse in einem Porennetzwerk sowohl mit experimentellen als auch mathematisch-
numerischen Methoden, um daraus die Giiltigkeit bzw. Anwendbarkeit der Annahme ei-
nes REV fiir die Wasserstromung in einem ungeséttigten porosen Medium aufzuzeigen. So
wurden tomografische Verfahren aus der Medizintechnik auf Bodenproben angewendet,
um die rdumliche Verteilung des Wassers im Porenraum und deren zeitliche Entwicklung
darzustellen (Vogel & Roth, 2001). Anhand der so gewonnenen Daten wurden mit numeri-
schen Simulationen auf Basis eines Gas-Gitter-Algorithmuses das Systemverhalten des Bo-
dens analysiert (Vogel et al., 2005), wobei die Geometrie des Porennetzwerks realitédtsnah
implementiert wurde. Theoretische und experimentelle hydromechanische Untersuchun-
gen auf der Porenskala zeigten, dass in einem ungeséittigten porésen Medium neben einer
reinen Volumenstromung insbesondere bei geringer Séattigung auch eine Filmstrémung an
der Porenoberfliche als eine wesentliche Komponente der Wasserbewegung zu finden ist
(Or & Tuller, 1999). Auch in diesen Untersuchungen konnte mit den detaillierten Betrach-
tungen das bekannte Systemverhalten erklart werden.

Allerdings war es auch durch solche Untersuchungen bis heute nicht moglich, die REV-
Annahme umfassend zu verstehen und zu validieren. Die erfolgreiche Anwendung der
REV-Annahme und der Beziehung (Gl. 2.57) im ungeséittigten porésen Medium liegt
unter anderem darin begriindet, dass die Retentionsbeziehungen im Allgemeinen iiber
Entwésserungsexperimente direkt am zu betrachtenden Bodenmaterial auf der zu betrach-
tenden Skala ermittelt werden, so dass in diesen Materialfunktionen die zu bilanzierenden
Prozesse direkt beriicksichtigt sind.

2.3.6 Speichervermogen

Um eine komplette Volumenbilanzierung durchfithren zu koénnen, ist zuvor das Spei-
chervermogen fiir Wasser in einem porosen Medium zu betrachten. Dabei ist die Spei-
cherung eines Wasservolumens AVj, immer mit einer zeitlichen Entwicklung 0/0t ver-
kniipft. Grundsétzlich lassen sich drei Prozesse unterscheiden, die zur Wasserspeicherung
im porésen Medium fithren kénnen. Der naheliegendste Prozess der Wasserspeicherung
ist die Aufséttigung eines wasserungeséttigten porésen Mediums. Diese Art der Wasser-
speicherung kann damit generell wie folgt bilanziert werden:

AViy = AG V. (2.58)

Im speziellen Fall des Anstiegs oder Absinken des Grundwasserspiegels Ah ist die Verénde-
rung des Wassergehalts
AV =n. Ah A, (2.59)

wobel A die Grundflache des betrachten Volumens ist.



36 Bilanzmodelle in der Grundwasserhydraulik

In geséttigten porésen Medien kann Wasserspeicherung iiber die Kompressibilitdt sowohl
des Wassers als auch des Korngeriists erfolgen. Dabei werden diese beiden Arten der
Kompressibilitat unterschiedlich bilanziert. Bei der Betrachtung des Speichervermogens
konnen die Annahmen eines starren Korngeriists und eines inkompressiblen Fluids also
nicht beibehalten werden, da die Kompressibilitidten bei der Volumenbilanzierung eine
mafigebliche Rolle spielen kénnen, auch wenn sie bei der Stromungsbeschreibung ver-
nachldssigbar sind.

Die Verdanderung des Porenraumgetfiiges dn durch Verinderung der Druckverhéltnisse dp

definiert die Kompressibilitat des Korngeriists
A = ——. (260)

Diese Kompressibilitdat ist eine Materialeigenschaft und generell von Temperatur und
Druck abhéngig. Das Speichervermégen aufgrund der Kompressibilitdt des Korngeriists
ist damit

AViy =V, ax Ap =V, ag v Ah. (2.61)

Die Dichtednderung des Wassers do durch Verdanderung der Druckverhéltnisse dp definiert
hingegen die Kompressibilitdt des Wassers

_ -t dhw 2.62
bw 0o dp Viy dp (2.62)

Diese Kompressibilitéit ist ebenfalls eine von Temperatur und Druck abhéngige Material-

eigenschaft. Das Speichervermogen aufgrund der Kompressibilitit des Wassers ist damit

In ungesiéttigten pordsen Medien ist die Kompressibilitdat bei der Wasserspeicherung ver-
nachlassigbar. Welche Art der Wasserspeicherung im Grundwasser die groflere Bedeutung
besitzt, hdngt davon ab, ob ungespannte Verhéltnisse mit einem freien Grundwasserspiegel
oder gespannte Verhiltnisse ohne freien Grundwasserspiegel vorliegen. Zur Bilanzierung
des Speichervermogens im Grundwasser wird daher der spezifische Speicherkoeffizient de-

finiert
nier 1 dviy

=V dh
der die Volumenénderung dViy durch Anderung der Piezometerhohe dh beschreibt. Er

So (2.64)

setzt sich aus allen Arten des Speichervermégens zusammen:

A
Soznev—i—a;(v%—nﬁwv. (2.65)
t
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2.3.7 Volumenbilanzierung

Eine vollstéandige Beschreibung der Stromung im Untergrund ist erst unter Beriicksich-
tigung der Kontinuitdt, das ist die Massenerhaltung (Gl. 2.12), moglich. Im Falle eines
inkompressiblen Fluids, o= konst., entspricht die Massenerhaltung der Volumenerhaltung,
so dass aus Gleichung (2.12) die Gleichung

g .. = .
pn 0(z,t) ==V -q(@,t) + Wy(z,1) (2.66)
wird. Im geséttigten Untergrund ldsst sich der spezifische Volumenstrom ¢ durch das
Darcy-Gesetz (Gl. 2.49) und der Speicherterm 00/0t mit Hilfe des spezifischen Speicher-
koeffizienten Sy ausdriicken, so dass die folgende Kontinuitétsgleichung formuliert werden

kann

S ?Z(f, 0 = ¥ (K(@) Vh(z, 1) + Wol#, ). (2.67)

Diese Differenzialgleichung hat den Charakter einer Potenzialgleichung, wobei die Piezo-
meterhohe h als Potenzial aufgefasst werden kann (s. Kap. 3.1.4).

Im ungesattigten Untergrund wird der spezifische Volumenstrom ¢ durch das verallgemei-
nerte Darcy-Gesetz (Gl. 2.57) ausgedriickt und ein Quell-/Senkenterm im Allgemeinen
nicht beriicksichtigt, so dass sich dann die folgende Kontinuitdtsgleichung ergibt

2, =Y B = s .

S0 = v[K(x, 0@, 1)) (~Ve(0(3. 1) + ¢.) ] (2.68)
Diese stark nicht-lineare, partielle Differenzialgleichung ist die Richards-Gleichung (Ri-
chards, 1931) und enthélt sowohl den Wassergehalt 6(Z, ) als auch die Wasserspannung
(2, t) als unbekannte Variable. Mit Hilfe einer Retentionsbeziehung ¢ (6) (Gl. 2.27, 2.28)
kann eine dieser beiden Variablen eliminiert werden. Wird der Wassergehalt 6 eliminiert
ergibt sich eine Kontinuitétsgleichung analog zu Gleichung (2.67)

;ZZ W) = VK@) (Vo +e) | (2.69)

wobei die Funktion df/dy durch die gewéhlte Retentionsbeziehung wohldefiniert ist. We-
gen der Nicht-Linearitdten kann allerdings die Wasserspannung 1 nicht als Potenzial auf-

gefasst werden.
Wird in der Richards-Gleichung (Gl. 2.68) die Wasserspannung ¢ eliminiert, ergibt sich

a(m,t) =V [K(m, 0) <_d€ Vo(z,t) + 62)]
(2.70)
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Diese Differenzialgleichung lésst sich in einen advektiven und dispersiv/diffusiven Anteil
zerlegen und hat den Charakter einer Transportgleichung fiir den Wassergehalt 0 (s. Kap.
3.2.7). Dabei ist die kapillare Diffusivitat D (&, 0) definiert als

i

Dc(f7 9) = _K(fa 9) dé .

(2.71)

2.3.8 Anfangs- und Randbedingungen

Diese Differenzialgleichungen bilanzieren die ablaufende Vorgéinge in dem betrachteten
Gebiet. Eine eindeutige und vollstandige Charakterisierung erfordert zusétzlich die For-
mulierung von Anfangs- und Randbedingungen fiir die komplette Berandung des, im
Allgemeinen, drei-dimensionalen Betrachtungsgebiets. Aus der Mathematik sind dabei
drei wesentliche Arten von Randbedingungen bekannt, die alle zur Beschreibung der
Stromungsprobleme im Untergrund Verwendung finden. Dabei konnen fiir einzelne Rand-

abschnitte unterschiedliche Randbedingungen definiert werden.

Am Beispiel der Grundwasserstromung in einem Talaquifer mit Zufluss von einem Ge-
birge und einem Kanal und Abfluss in einen Fluss (Abb. 2.20) werden die moglichen
Randbedingungen im Folgenden diskutiert. Unter der Annahme, dass die Verhéltnisse in
der dritten Dimension konstant sind, kann die eigentlich drei-dimensionale Betrachtung
auf den dargestellten vertikalen Querschnitt reduziert werden.

Die Anfangsbedingung ist erforderlich zur Beschreibung zeitlicher Entwicklungen bei in-
stationdren Problemstellungen und definiert die Randbedingung in der Zeit-Dimension.
Die unbekannte Variable h(Z,t) muss iiberall im Betrachtungsgebiet, das heifit an jedem
Punkt Z, fiir den Anfangszeitpunkt t=0 vorgegeben werden:

Abbildung 2.20: Vertikalschnitt durch einen Talaquifer mit Berandung durch Fluss, Kanal,

Grundwasseroberflédche, Aquiclud und Gebirge.
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Die Randbedingung erster Art ist die Dirichlet-Randbedingung, bei der die unbekannte
Variable h(Z,t) auf dem entsprechenden Randabschnitt &y vorgegeben wird:

h(Z=1%g,t) = hy(Zo,t) . (2.73)

Bei dieser Art der Randbedingung kann sich der Volumenstrom Q(7y), der Zu-/Abfluss,
frei einstellen. Eine solche Randbedingung liegt am Randabschnitt A —B, dem Fluss (Abb.
2.20), vor: hy=hp. Sie wird haufig auch als (Fest-)Potenzialrandbedingung bezeichnet.

Die Randbedingung zweiter Art ist die Neumann-Randbedingung, bei der die Ableitung
der unbekannten Variable senkrecht zum Rand, in Normalenrichtung, 0h/on(Z,t) auf dem
entsprechenden Randabschnitt ¥y vorgegeben wird:

gZ(fooat) = —[1(611(50,?5)- (2.74)
Dabei kann mit Hilfe des Darcy-Gesetzes (Gl. 2.49) diese Ableitung je nach Vorzeichen
durch eine spezifischen Zu- bzw. Abfluss ¢; vorgegeben werden. Hierbei wird dann im
Allgemeinen eine isotrope hydraulische Leitfahigkeit K angenommen. Bei dieser Art der
Randbedingung kann sich die Piezometerhohe h(Zy) frei einstellen. Eine solche Randbe-
dingung liegt am Randabschnitt E—F, dem Gebirge (Abb. 2.20), vor: 0h/On=—qq/K.
Ein spezieller Fall der Neumann-Randbedingung ist die Randstromlinie, iiber die keine
Fliisse stattfinden und die demnach durch Oh/9n = 0 definiert ist. Eine solche Randstrom-
linie findet sich im Beispiel entlang des Randabschnitts F— A, der Sohle des Aquifers (Abb.
2.20).

Die Randbedingung dritter Art ist die Cauchy-Randbedingung, bei der sowohl die unbe-
kannte Variable h(Z,t) als auch deren Ableitung 0h/0n(Z,t) mit entsprechenden Gewich-
tungen a, b auf dem entsprechenden Randabschnitt 7y vorgegeben wird:

Ein besonderer Fall dieser Art der Randbedingung ist die Leakage-Randbedingung, bei der
die Infiltrations- bzw. Exfiltrationsrate z.B. aus einem Kanal iiber eine gering-durchléssige
Sohle, mit der hydraulischen Leitfdhigkeit Kk und der Dicke dx, mit Hilfe eines verein-

fachten Darcy-Gesetzes bilanziert wird:

qr (Lo, t) = {cl(;f hic (Zo,t) — h(foat)} = "G[hK(fo,t) — h(Zo, 1)) (2.76)

Dabei charakterisiert der Leakage-Koeffizient k = Kk /df die gering-durchléssige Kanal-
sohle. Eine solche Randbedingung liegt im Beispiel am Randabschnitt C—D, dem Kanal
(Abb. 2.20), vor: qx=r(hx—h).

Eine weitere spezifische Art der Randbedingung fiir die Stromung im geséttigten Un-
tergrund stellt der bewegliche, freie Grundwasserspiegel (p = 0) dar. Dieser stellt eine
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Randstromlinie dar, die in ihrer Lage allerdings nicht festgelegt ist. Aufgrund der geome-
trischen Unbestimmtheit dieser Randstromlinie wird eine solche Randbedingung auch als
kinematische Randbedingung bezeichnet:

h(Z=Tp,t) = 21(To, 1) . (2.77)

Dabei ist die Funktion z;(Zo,t) nicht unabhingig vorgegeben, sondern ergibt sich als
Teil der Losung des Problems. Dazu wird die urspriingliche Differenzialgleichung in eine
nicht-lineare Differenzialgleichung transformiert (s. Kap. 3.1.1). Ein solcher freier Grund-
wasserspiegel findet sich in den Randabschnitten B~ C und D~ E (Abb. 2.20).

Fiir die vertikale Sickerstromung im ungeséttigten Untergrund gibt es als spezifische Art
der Randbedingung den freien Ausfluss. Dieser definiert eine Sickerwasserbewegung aus-
schliefllich bedingt durch die Gravitation ohne Einfluss der Kapillarkréifte. Solche Bedin-
gungen liegen dann vor, wenn der Wassergehalt # und damit die Wasserspannung 1 iiber
die Tiefe konstant sind. Die treibende Kraft fiir die Strémung ist dann der Einheitsgradi-
ent als Randbedingung (vgl. Gl. 2.21):

oh

&(z:zo,t) =1. (2.78)

Fiir verschiedene Gegebenheiten konnen noch weitere spezifische Randbedingungen for-
muliert werden. Diese lassen sich jedoch immer aus einer der hier genannten Arten der
Randbedingungen ableiten, wobei dann meist die vorzugebenden Funktionen aus weiteren
unabhéngigen Eingangsgréfien ermittelt werden. In manchen Fillen fithrt die spezifische
Formulierung der Randbedingung vergleichbar zum Fall der kinematischen Randbedin-

gung zu einer Transformation der Differenzialgleichung.

Aufbauend auf der hier beschriebenen Volumenbilanzierung kénnen auch Austauschpro-
zesse zwischen Gebieten mit lokal unterschiedlichen Materialeigenschaften oder mit Unter-
schieden in den Fliefgesetzen, z.B. gesattigt —ungeséttigt oder Kluft — Matrix, formuliert
werden. Grundlegend dabei ist, dass an den Grenzflichen die Kontinuitat gewéhrleistet
sein muss, d.h. dass der Abfluss aus dem einen Gebiet gleich dem Zufluss in das angrenzen-
de Gebiet sein muss. Dabei kénnen grundsétzlich Spriinge in der unabhéngigen Variablen
auftreten, wie z.B. die Druckdifferenz an der Wasseroberfliche in einer Kapillare, die durch
den Kapillardruck beschrieben wird (s. Abb. 2.9).

Auf dieser Basis konnen Austauschprozesse iiber die Betrachtung zweier separater Ge-
biete bilanziert werden, die iiber eine Flussrandbedingung gekoppelt sind. Dabei ist der
jeweilige Flussterm spezifisch fiir den zu betrachtenden Austauschprozess zu formulieren.
Als Resultat solcher Formulierungen entsteht ein System gekoppelter Differenzialgleichun-
gen fiir mehrere unbekannte Variablen, eine fiir jedes Gebiet, das durch die spezifische
Formulierung der Austauschterme und durch auftretende Riickkopplungen nicht-lineare
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Eigenschaften besitzen kann. Fiir die Praxis von grofler Bedeutung sind dabei die Moglich-
keiten, solche Systeme durch Aquivalenzmodelle maglichst gut zu beschreiben, fiir die auch
einfache Losungsverfahren zur Verfiigung stehen.
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2.4 Stofftransport im Untergrund

Der Stofftransport im Untergrund wird hierbei als der Transport von Wasserinhaltsstof-
fen in geloster Form betrachtet. Die erfolgt Bilanzierung in Form von Konzentrationen
c=M/Vy, also Stoffmasse M pro Wasservolumen Vjy. Dabei wird im Wesentlichen das
Vorliegen verdiinnter Losungen vorausgesetzt, d.h. die betrachteten Stoffkonzentrationen
in der Losung sind so gering, dass eine Verdnderung der Fluideigenschaften vernachléssigt
werden kann. Damit sind sowohl Partikeltransport als auch Dichtestrémungen nicht Ge-
genstand der folgenden Betrachtungen. Auch der Wassertransport in der ungeséttigten
Zone als eine Mehrphasenstrémungen wird hier nicht betrachtet.

Die grundlegende Annahme der folgenden Betrachtungen ist, dass die Transportprozesse
ausschlieflich an eine Wasserphase gebunden sind. Damit gelten die aufgestellten Ge-
setzméBigkeiten generell in einer freien Wasserphase gleichermafien wie in der Wasser-
phase in einem pordsen Medium. Allerdings sind zur Beschreibung der Transportprozesse
in pordsen Medien zusétzliche effektive Groflen abzuleiten, die auf dem REV-Konzept
beruhen.

2.4.1 Transportprozesse

Die Transportprozesse lassen sich grundsatzlich in konservative und reaktive Prozesse un-
terteilen. Dabei sind im Bilanzierungsgebiet die konservativen Prozesse in der Wasserphase
massenerhaltend, die reaktiven Prozesse hingegen vermehren oder entziehen Stoffmasse
aus der Wasserphase. Erstere sind direkt an die Eigenschaften des Stromungsfeldes (Z, t)
gekoppelt und werden analog zur Massenerhaltung (Gl. 2.9) durch einen spezifischen
Stoffstrom fiir die einzelnen Stoffe bilanziert:

J(@t) = u(Z,t) e(Z,t) . (2.79)
Letztere werden als Quell- bzw. Senkenterme formuliert, wobei im Allgemeinen mehrere
Stoffe (1,...,m) an den Reaktionen beteiligt sein kénnen:
d¢
aict(fuzﬂ:fi(cl<f7t)7’”7cm(fvt>)7 (280)

woraus fiir diese Stoffe ein gekoppeltes Gleichungssystem resultiert.

Das Stromungsfeld (%, t) kann generell in ein mittleres Geschwindigkeitsfeld (%, t) und
eine Schwankungsgrofie @' (%, t) zerlegt werden:

(@, t) = tp(Z,t) + d'(Z,t) . (2.81)

Das mittlere Geschwindigkeitsfeld (7, ¢) kann im Allgemeinen nach Vereinfachung der
Navier-Stokes-Gleichung (Gl. 2.17) als Losung der verbleibenden Differenzialgleichung
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ermittelt werden. Es wird daher meist als deterministisch betrachtet. Die Schwankungs-
grofle @' (%, t) beschreibt die Abweichungen der tatséichlichen Geschwindigkeiten von einem
solchen deterministischen Geschwindigkeitsfeld @y (Z,t). Diese Abweichungen lassen sich
haufig nur mit Hilfe statistischer Methoden quantifizieren. Die Schwankungsgroe o' (%, t)
wird daher als eine stochastische Grofie betrachtet. Als Ursache fiir solche stochastische
bzw. als stochastisch angesehene Bewegungen konnen die Brown’sche Molekularbewegung,
stromungsinterne Strukturen, wie Turbulenzen, oder externe geometrische Strukturen, wie

die Berandungen und Form der FlieBbahnen, in Frage kommen.

Da in vielen Féllen die beobachteten Transportphdnomene stark von diesen Schwankungs-
grofen abhéngen, werden diese im Folgenden genauer betrachtet. Dazu wird die Konzen-
tration ebenfalls in eine mittlere Konzentration und eine Schwankungsgrofie zerlegt

c(Z,t) = co(Z,t) + (T, 1) . (2.82)
Der mittlere Stoffstrom ? als die grundlegende Bilanzgrofie ergibt sich damit zu:
J=dgco+ il cotilod +TC =ilgeg+ T, (2.83)

wobei die Mittelwerte der jeweiligen SchwankungsgréBen verschwinden @ = ¢ = 0. Der
erste Term in Gleichung (2.83) wird als advektiver Stoffstrom

Ja =1 co (2.84)

bezeichnet. Seine typischen Eigenschaften im Untergrund werden in Kapitel 2.4.3 genauer
betrachtet. Der zweite Term (Gl. 2.83) wird als diffusiver oder dispersiver Stoffstrom

-

jp=1¢ =—-DVe (2.85)

bezeichnet, je nachdem ob die Schwankungen des Geschwindigkeitsfeldes ' durch die
Brown’sche Molekularbewegung oder durch Charakteristiken des Stromungsfeldes, inter-
ne bzw. externe Strukturen, hervorgerufen sind. Unter der Voraussetzung, dass die Ge-
schwindigkeitsschwankungen unkorreliert sind (vgl. Kap. 2.4.4), kann dieser Stoffstrom
durch das erste Fick’sche Gesetz (Gl. 2.85) beschrieben werden. Er ldsst sich somit iiber
den Konzentrationsgradient Vo und einen Diffusions- bzw. Dispersionskoeffizient D aus-
driicken. Diese Koeffizienten konnen im Allgemeinen orts- und richtungsabhéngig sein,
so dass sie als heterogener Tensor D(Z) dargestellt werden miissen. Im Falle Struktur
bedingter Schwankungen trifft diese Voraussetzung allerdings nicht zu, so dass das erste
Fick’sche Gesetz nur in eingeschrinktem Mafle angewendet werden kann. Eine detaillierte
Betrachtung der Diffusion im Untergrund erfolgt im Kapitel 2.4.4 und der Dispersion im
Kapitel 2.4.5.

Die reaktiven Prozesse hingegen sind nicht an Bewegungen sondern an die vorhandenen
Phasen gebunden. Dabei werden Stofftransfer zwischen einzelnen Phasen und Stofftrans-
formationen innerhalb einer Phase getrennt betrachtet. Der Stofftransfer zwischen einzel-

nen Phasen ist im Allgemeinen durch einen Diffusionsprozess an der Phasengrenzfliche
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Gasphase

Feststoffphase

immobile
Wasserphase

Biofilm

mobile
Wasserphase

Abbildung 2.21: Stoffverteilung zwischen den einzelnen Phasen in einem ungeséttigten pordsen
Medium.

charakterisiert (s. auch Kap. 4.6.2). Da Phasengrenzfléchen insbesondere im Untergrund
auf sehr kleiner Skala, der Porenskala, existieren, hat sich in der Praxis ein Ansatz erfolg-
reich durchgesetzt, der auf grofler Skala diese Prozesse mit Hilfe eines Verteilungsgleichge-
wichts bilanziert (Abb. 2.21). So werden die Sorption, das ist die Anlagerung eines gelosten
Stoffes an eine Feststoffoberfliche, z.B. im portsen Untergrund die Kornoberfliche, durch
den Verteilungskoeffizienten

K= (2.86)

cw

gekennzeichnet, der spezifisch fiir den betrachteten gelosten Stoff und die Oberfliche ist
und im Allgemeinen eine Funktion der Feststoffkonzentration Ky(cg) sein kann. In Ka-
pitel 4.6.1 werden diese Gleichgewichte detaillierter betrachtet. Fiir das Gleichgewicht
von fliichtigen Stoffen an der Grenzfliche zwischen Wasser- und Gasphase ist die Henry-
Konstante definiert

Ca

He = (2.87)

Cw
Wird im Untergrund nur ein Teil der Wasserphase als mobil betrachtet, kann ein solcher
Gleichgewichtsansatz generell fiir den Austausch zwischen einer mobilen und immobilen
Wasserphase formuliert werden. Die mobile Wasserphase ldsst sich dabei durch einen
effektiven Wassergehalt 6, charakterisieren, dieser entspricht im Fall eines geséttigten
porosen Mediums der effektiven Porositdt n.. Damit konnen dann die Prozesse in der
immobilen Wasserphase, die in Biofilmen oder nicht durchstromten (”dead-end”) Poren

vorliegen kann, getrennt bilanziert werden

C .
ay = —2L (2.88)
CW,m
Werden diese Phasengleichgewichte als reversibel angesehen, kann die gesamte Stoffkon-

zentration c,,, entsprechend der Anteile der einzelnen Phasen im Bilanzvolumen aufge-
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teilt, und durch die Konzentration in der mobile Wasserphase ¢y, ausgedriickt werden:

Oe Cges = Oc Cwm + (0 — 6c) cwi + (1 —n) pscs + (n —60) ca

=0c cwm + (0 — 0.) aw cwm + (1 —n) 05 Kgcwm + (n — 0) He cwm (2.80)

n—~0

0 1—n
:[1—%(9—1) aw + 7 0s Kq+ He| 0. cwm -
og ist dabei die Feststoffdichte bzw. Korndichte. Die zeitliche Anderung der Gesamtkon-
zentration entspricht dann der zeitlichen Anderung der mobilen Konzentration auf einer

anderen Zeitskala, die durch den Retardationsfaktor 2y definiert ist:

0 Cyes B 0 cwm

5t = gy mit t' =¢/Ry . (2.90)
Der Retardationsfaktor ergibt sich aus Gleichung (2.89) somit zu:
0 0. 1-— 0
Rf:l1+<—1> OzW‘|+ ngng+<1—>He. (2‘91)
0. n n n

In gleicher Weise wie diese Phasengleichgewichte (Gl. 2.86 - 2.88) lassen sich auch chemi-
sche Gleichgewichtsreaktionen

B D (2.92)
bilanzieren: [A] [B]
K [C] [D] | (2.93)

wobei [A] ete. die Konzentration des Stoffes in [mol/L] und K. die Gleichgewichtskon-
stante der entsprechenden Reaktion ist. Fiir die an einer chemischen Reaktion beteiligten
Stoffe ergeben sich somit gekoppelte Transportgleichungen fiir die Massenkonzentrationen

CA, CB, Cc, CD.

In der Regel verlaufen die chemischen Reaktionen allerdings nicht im Gleichgewicht. In
vielen Féllen bedingt durch diffusive Prozesse unterliegen sie einer Reaktionskinetik. Die
Kinetik erster Ordnung, wie sie als Idealfall durch den radioaktiven Zerfall gegeben ist,
findet sich als einfachste und am héufigsten verwendete Beschreibung:

dc

3=
Dabei ist £ die Zerfallskonstante oder die Abbaurate fiir den Fall des mikrobiologischen
Abbaus eines Schadstoffs. Insbesondere bei der Betrachtung mikrobiologisch katalysier-

—ke. (2.94)

ter Reaktionen werden hiufig andere Reaktionskinetiken verwendet (Schéfer, 1992), die
zudem einer Limitierung der an der Reaktion beteiligten Substanzen Rechnung tragen.

Solche mikrobiologisch katalysierte Abbaureaktionen werden generell als Redox-Reaktio-
nen verstanden. Das heifit, es gibt ein Reduktionsmittel, das ein oder mehrere Elektronen
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abgibt (Elektronendonator), und ein Oxidationsmittel, das ein oder mehrere Elektronen
aufnimmt (Elektronenakzeptor). Beim Abbau organischer Schadstoffe gelten die organi-
schen Kohlenstoffverbindungen, oft als geloster organischer Kohlenstoff ("DOC” — " dissol-
ved organic carbon”) zusammengefasst, als Elektronendonator und mehrere anorganische
Substanzen als Elektronenakzeptor, die in einer Sequenz von Og, NO3 , Fe3*, Mn?**, SO;~
nach CH, abnehmende Affinitét fiir die frei werdenden Elektronen besitzen.

Mit der Michaelis-Menton-Kinetik (1913) kann die Abbaurate unter Berticksichtigung der
Verfiigbarkeit des (Schad-)Stoffs beschrieben werden:

Jdc c
7:_kmam7'
ot km + c

Dabei ist kpq, die maximale (Schad-)Stoffabbaurate und &, eine reaktionsspezifische Kon-

(2.95)

stante. Diese Konstante kann auch als charakteristische Konzentration aufgefasst werden.
Ist die aktuelle Konzentration ¢ >> k,,, erfolgt der Abbau unbeeintréchtigt mit maximaler
Abbaurate. Ist hingegen die Konzentration ¢ << k,,, ist der Abbau maximal limitiert und
folgt der Kinetik erster Ordnung (Gl. 2.94). Bei dieser Betrachtungsweise erfolgt keine
Bilanzierung der am Abbauprozess beteiligten Biomasse.

Da der mikrobiologische (Schad-)Stoffabbau direkt zu Biomassewachstum fiihrt, ist im

Allgemeinen auch die Bilanzierung der Biomasse, der Populationsdichte X, erforderlich:

0X
— = —u_)X 2.96
57 = (e —p-) X, (2.96)
wobei p, die spezifische Wachstums- und p_ die spezifische Sterberate sind. Die spezifische
Wachstumsrate p, ist dabei von der Stoffkonzentration ¢ abhéngig (Monod, 1949):
c

—_— 2.
k.+c (2.97)

B+ = HUmaz

[maz 18t die maximale Wachstumsrate und k. wieder eine reaktionsspezifische Konstante.

Bei dieser Betrachtung ist die (Schad-)Stoffabbaurate direkt von der Populationsdichte

X bestimmt: % ) _i(?iX 005,
ot Yy Ot

Yx ist ein stoff-spezifischer Ertragskoeffizient. Es entsteht somit ein gekoppeltes Glei-

chungssystem fiir die (Schad-)Stoffkonzentration ¢ und die Populationsdichte X. Sind

an der betrachteten Reaktion mehrere Substanzen mit limitierter Verfiigbarkeit beteiligt,

werden diese in der spezifischen Wachstumsrate (Gl. 2.97) berticksichtigt.

2.4.2 Massenbilanzierung, Anfangs- und Randbedingungen

Die Bilanzierung der betrachteten Masse eines einzelnen Stoffes in einem Kontrollvolumen
(s. Abb. 2.8) fiihrt, dquivalent zur Volumenbilanzierung (Gl. 2.66), zur Differenzialglei-
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chung fiir die Stoffkonzentrationen ¢(Z,t), die den Stofftransport bilanziert:

gtc(f, ) ==V -J(Z )+ WZ,1). (2.99)
Dabei ist J(f, t) der spezifische Stoffstrom, der bezogen auf den betrachteten Transport-
querschnitt den advektiven und diffusiv-dispersiven Transport quantifiziert, und W.(Z,t)
der volumenbezogene Quell-/Senkenterm, der im wesentlichen die reaktiven Transport-
prozesse umfasst. Diese beiden Terme lassen sich generell durch die oben definierten Be-
ziehungen ausdriicken (s. Kap. 2.4.1). Unter Verwendung des Fick’schen Gesetzes (Gl.
2.85), der Beriicksichtigung der Verteilung des Stoffes auf unterschiedliche Phasen (Gl.
2.89) und z.B. einer Abbaureaktion erster Ordnung (Gl. 2.94) ergibt sich dann folgende
Differenzialgleichung:

Ry (ft o(@,t) = =V (i, 1) c(Z 1)) + V(D(&) V (& 1)) — k(1) . (2.100)

Die spezifische Formulierung dieser Terme fiir die verschiedenen spezifischen Stoffstréme
im Untergrund sind in den folgenden Abschnitten (Kap. 2.4.3 — 2.4.5) im Detail zusam-
mengestellt.

Auch die vollsténdige Losung dieser Transportgleichung (Gl. 2.100) bedarf der Formulie-
rung von Anfangs- und Randbedingungen. Diese sind aus mathematischer Sicht identisch
zu den Anfangs- und Randbedingungen fiir die Stromungsgleichung. Allerdings gibt es
Unterschiede bei der Charakterisierung der einzelner Randbedingungen fiir die Stoffkon-
zentrationen.

Die Anfangsbedingung wird durch die Konzentrationsverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0
vorgegeben:

c(Z,t=0) = co(7) . (2.101)

Die Dirichlet-Randbedingung wird durch Vorgabe der Konzentration ¢(Z,t) an dem ent-

sprechenden Randabschnitt 7y definiert:
C(f:fo,t) = Cl(fg,t) . (2102)

Diese kann z.B. in Form einer konstant emittierenden Schadstoffquelle ohne Volumen-
stromzufluss vorliegen (Abb. 2.22).

Abbildung 2.22: Vorgegebener Konzentration c¢i(Zo,t) durch emittierende Stoffquelle.
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v

Abbildung 2.23: Stoffeinleitung j1(Zo,t) (Gl 2.105) durch Infiltration von einem Fliegewésser
(Uferfiltration).

Die Neumann-Randbedingung kann mit Hilfe eines einen vorgegebenen spezifischen dis-

persiven Stoffstroms

dc 1.
a*;(fzﬁout) = D Jp(Zo,t) (2.103)

formuliert werden. Diese Art der Randbedingung tritt meist nur als Spezialfall an einem
undurchlissigen Rand, jp(%o,t) =0, auf, an dem somit gilt

0
5;<f:f°’t) = 0. (2.104)
Die Cauchy-Randbedingung tritt immer dann auf, wenn ein fester Massenfluss j; (%, t)
iiber den Rand vorgegeben wird:
. - oc o 4

uy c(Z==2g,t) + D %(x:xo,t) = j1(Zo,t) = uy c1(Zp, 1) . (2.105)
Dabei sind u; und ¢; die den Massenfluss j; vorgebende Geschwindigkeit bzw. Konzen-
tration. Diese Art der Randbedingung tritt entweder am Ubergang zu FlieBgewdssern
(Abb. 2.23) oder an emittierenden Schadstoffquellen gekoppelt mit einem Zufluss (Abb.
2.24) auf. Im letzteren Fall besitzt héufig der dispersive Massenfluss auf Grund eines
vernachlassigbaren Konzentrationsgradienten keine Bedeutung.

3 j1

Abbildung 2.24: Stoffeinleitung j1(Zo,t) durch Infiltration von einem Fliefigewésser bei

Vernachléssigung von Konzentrationsgradienten.
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Wie fiir die Stromung konnen aufbauend auf der hier beschriebenen Volumenbilanzie-
rung auch Austauschprozesse zwischen Gebieten mit unterschiedlichen Transportprozes-
sen, z.B. Diffusion — Advektion oder Kluft—Matrix, formuliert werden. Grundlegend da-
bei ist, dass an den Grenzflichen die Kontinuitat gewédhrleistet sein muss, d.h. dass der
abflieBende Stoffstrom aus dem einen Gebiet gleich dem zuflieBenden Stoffstrom in das
angrenzende Gebiet sein muss. Auf dieser Basis kénnen Austauschprozesse iiber die Be-
trachtung zweier separater Gebiete bilanziert werden, die iiber eine Flussrandbedingung
gekoppelt sind. Der jeweilige Flussterm muss spezifisch fiir den zu betrachtenden Aus-
tauschprozess formuliert werden. Dabei liegt im Allgemeinen eine Diskontinuitéat in der
Stoffkonzentration vor (s. Gl. 2.105, Abb. 2.23). Als Resultat ergibt sich ein System gekop-
pelter Differenzialgleichungen fiir mehrere unbekannte Variablen, eine fiir jedes Gebiet, das
durch die spezifische Formulierung der Austauschterme und durch auftretende Riickkopp-
lungen nicht-lineare Eigenschaften besitzen kann. Fiir die Praxis von grofier Bedeutung
sind dabei die Moglichkeiten, solche Systeme durch Aquivalenzmodelle moglichst gut zu
beschreiben, fiir die auch einfache Losungsverfahren zur Verfiigung stehen.

2.4.3 Advektion

Die Advektion ist der Stofftransport mit einer Strémung. Dabei kann die Beschreibung
des Stromungsfeldes von unterschiedlicher Komplexitét sein. Insbesondere im Untergrund
wird in den meisten Fillen das Stromungsfeld durch ein mittleres Geschwindigkeitsfeld
mit Fluktuationen charakterisiert (Gl. 2.81). Das mittlere Stromungsfeld iy (Z,t) ergibt
sich aus der Losung der Volumenbilanzgleichung (Gl. 2.66) unter Verwendung des ent-
sprechenden FlieBgesetzes, im Untergrund im Allgemeinen des Darcy-Gesetzes (Gl. 2.49).
Der advektive Stofftransport ist dann durch das mittlere Strémungsfeld definiert:

Ja(@,t) = (7, 1) e(Z, 1) . (2.106)
Die Beschreibung des mittleren Stromungsfeldes ist dabei skalenabhéngig. Die Fluktua-
tionen des Stromungsfeldes @' (#,¢) auf den kleineren Skalen werden mit statistischen
Ansétzen charakterisiert (s. Kap. 2.4.1, 2.4.4, 2.4.5).

Im porésen Medium ist das Geschwindigkeitsfeld direkt an die Porenraumstruktur gekop-
pelt. Dessen Fluktuationen sind daher bedingt durch die vorhandenen FlieBgeometrien
der Porenkaniéle. Die systematische Variation durch das laminare Geschwindigkeitsprofil
(Gl. 2.35) in den einzelnen Porenkanilen wird durch Betrachtung der mittleren Porenge-
schwindigkeit u(x) (Gl. 2.36) meist vernachlissigt. Im pordsen Medium ist das mittlere
Geschwindigkeitsfeld auf der REV-Skala zu definieren, da in fast allen Anwendungsfallen
der Transport auf einer Skala wesentlich grofler als die Porenskala zu bilanzieren ist.

In einem REV lassen sich unterschiedliche Geschwindigkeiten definieren, die sich durch
Mittelung entlang der FlieBbahnen ergeben (Abb. 2.25). Die sogenannte Bahngeschwin-
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Abbildung 2.25: Definition von Geschwindigkeiten im pordsen Medium.

digkeit v,; beschreibt die mittlere Geschwindigkeit entlang einer Fliebahn bzw. eine
Porenkanals 7 zwischen zwei FlieBquerschnitten und ist durch die Lénge der einzelnen
FlieBbahn L; und die FlieBzeit t; definiert. Sie ergibt sich durch Mittelung der Poren-
geschwindigkeit u;(s) entlang der Fliebahn und ist mit dem Volumenstrom ; in dem
Porenkanal verkniipft:

L Ly Qi L @
Vb = i s = = —. (2.107)

W/rf(s) ds TTi

U;
Wird weiterhin iiber die einzelnen FlieBbahnen bzw. Porenkanéle 7 im betrachteten Flief3-
querschnitt Ay eines REV des Volumens Vj gemittelt, erhdlt man die Abstands- oder
Transportgeschwindigkeit, die durch den Abstand der betrachteten FlieBquerschnitte Ly,
der Léange des REV, und die mittlere Fliefizeit ¢y definiert ist:

_ @ Ly Lo Qo Lo N q Ao Lo _ 4 (2.108)

T Iy, IV @, n%  on
Nztz NZQi Z—ZVZ

Dabei ist N die Anzahl der Porenkanéle im REV, V; das Volumen eines Porenkanals 7,

Vq

Q,=Qo/N der mittlere Volumenstrom in einem Porenkanal, Qy der Volumenstrom durch
das REV, ¢ der spezifische Durchfluss nach Darcy und n die Porositéit. Diese Transportge-
schwindigkeit v, (GIl. 2.108) beschreibt somit das mittlere Geschwindigkeitsfeld im pordsen
Medium auf der REV-Skala. Die Fluktuationen des Geschwindigkeitsfeldes lassen sich auf
der REV-Skala tiber die Dispersion in porésen Medien beschreiben (s. Kap. 2.4.5).

2.4.4 Diffusion

Ein grundlegender Transportprozess, der sich ausschlieflich in Fluktuationen des Ge-
schwindigkeitsfeldes ausdriickt ist die Diffusion. Die Diffusion eines Stoffes beruht auf
der thermischen Bewegung der einzelnen Molekiile dieses Stoffes, der Brown’schen Mo-

lekularbewegung. Diese Bewegung wird oft als Prototyp eines stochastischen Prozesses
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verstanden, da die Stofle der Molekiile, bzw. allgemeiner ein Teilchen der Masse m, un-
tereinander oder mit denen eines anderen Stoffes als rein zufillig und voneinander un-
abhéngig betrachtet werden. In einem System mit vielen Teilchen, einem Ensemble von
Teilchen, und einer groflen Anzahl Sto8en kann die mittlere Teilchenbewegung durch eine
statistische Auswertung ermittelt werden (s. z.B. Reif, 1990). Fiir die ein-dimensionale
Bewegung eines Teilchens lésst sich so die Wahrscheinlichkeit P, (z) angeben, das Teilchen
zum Zeitpunkt ¢ in der Entfernung x vom Ausgangspunkt zu finden:

LC2

vlot (2.109)

Py(x) ! 7
xTr) = (&
' \/27’(’ %@lgt

Dabei ist 7 die mittlere Teilchengeschwindigkeit und [, die mittlere freie Wegldnge des

Lk~

Teilchens zwischen zwei Stoflen. Im Falle der molekularen Diffusion ist die mittlere Teil-

chengeschwindigkeit durch die mittlere thermische Geschwindigkeit bestimmt:

3kpT

m

v = (2.110)

wobei kp=1,381-10"2® J/K die Boltzmann-Konstante und 7' die Temperatur ist.

Fiir ein Ensemble von Teilchen kann diese Wahrscheinlichkeit (Gl. 2.109) in die Teilchen-

bzw. Stoffkonzentration iiberfiihrt werden:

1
c(z,t) = 0 e 3Vt (2.111)

\/27T %@lot

Diese Konzentration c(x,t) ist Losung der Differenzialgleichung:

9%c d%c
D
ot

die sogenannte Diffusionsgleichung, wobei D = %Ulo die allgemeine Definition des Dif-
fusionskoeffizienten ist. Damit kann der spezifische diffusive Stoffstrom j,; durch das 1.
Fick’sche Gesetz angegeben werden

dc
jg=—D—. 2.113
Jd or ( )
Analog zu dieser Diffusion von Masseteilchen kann die Impulsdiffusion verursacht durch
molekulare Reibung betrachtet werden. Den Diffusionskoeffizient fiir den Impuls bildet
dabei die kinematische Zahigkeit v = %@lo. Der spezifische Impulsstrom jp wird mittels

der Schubspannung
0P,

0z’

(2.114)

IJp = Taz=V

exemplarisch die x-z-Komponente, quantifiziert.
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Zur quantitativen Beschreibung der molekularen Diffusion lassen sich Diffusionskoeffizi-
enten definieren, die einer unterschiedlichen mittleren freien Wegléange [y in der jeweiligen
Umgebung Rechnung tragen. In Gasen definieren die Teilchendichte eines idealen Ga-
ses ng = p/(kgT) und der StoBquerschnitt o = m(2r)? eines Teilchens die mittlere freie
Wegliangen [y iiber die Beziehung ng o lp=1. Damit ergibt sich fiir den Diffusionskoeffizi-

1 [ 3kgT kT
D, = - . 2.11
73 m  pm(2r)? (2.115)

Fiir die molekulare Diffusion eines Gases in Luft ist der empirische Diffusionskoeffizient
nach Fuller-Schettler-Giddings (s. Grathwohl, 1998):

10-3 7175 \/1—4_17 2
mruft MGas lcm ‘| ) (2116)

P AV 5
p VLuft+VGas

enten in Gasen:

DLuft =

Die Form dieser empirischen Beziehung unterscheidet sich nur in der Abhéngigkeit von
der Temperatur von der theoretischen. Die Teilchenmasse ist durch den Mittelwert der
Molekiilmassen von Luft und des Gases ersetzt, der StofSquerschnitt iiber die Gas- und

Luftvolumina représentiert.

Fiir die Bewegung einer Kugel mit dem Radius » und der Masse m in einer zéhen Fliissig-
keit nach dem Stoke’schen Widerstandsgesetz kann eine Relaxationszeit

m

(2.117)

"= 6mnr
definiert werden. Uber die mittlere Teilchengeschwindigkeit 7 und die Relaxationszeit
7. kann die mittlere freie Weglinge in Fliissigkeiten [y = v 7, abgeschétzt und der Ein-
stein’sche Diffusionskoeffizient abgeleitet werden:

13 kZBT m k?BT

D = — == .
T3 Tm 6mnr 6mnr

(2.118)

Der empirische Diffusionskoeffizient in realen Fliissigkeiten nach der Wilke-Chang-Bezie-
hung (s. Grathwohl, 1998) besitzt recht &hnliche Abhéngigkeiten

7410 T/ Xmp [em?
- 77‘/0.6 s )

Dy (2.119)

Die quantitative Beschreibung der molekularen Diffusion in wasser-geséittigten pordsen
Medien basiert auf dem Diffusionskoeffizienten in Wasser D,,. Allerdings ist in die Bewe-
gung der Molekiile auf den Porenraum eingeschrankt, was die Definition eines effektiven
Diffusionskoeffizienten erfordert (s. Grathwohl, 1998):

D :Daqn:

Dag s , (2.120)
Tf
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wobei n die Porositét und 7y der Tortuositétsfaktor (Gl. 2.4) ist. Bei gleichzeitiger Anwe-
senheit von Sorption kann iiber die instationdre Bilanzierung der molekularen Diffusion

im porosen Medium

d >
n+ (1 —n) os Ky a% = D, V2 (2.121)

der scheinbare Diffusionskoeffizient

D

D, =
n+(1—-n)os Ky

(2.122)

als Bilanzparameter abgeleitet werden.

Im wasser-ungeséattigten porésen Medium muss zusétzlich noch die Diffusion in der Gas-
phase bilanziert werden, die wegen des um mehrere Gréf8enordnungen grofieren Diffusions-
koeffizienten von wesentlicher Bedeutung ist. Der gesamte effektive Diffusionskoeffizient
kann mit Hilfe des effektiven Diffusionskoeffizienten in Luft

7’L2
Deyg=Dy—5, (2.123)
ns

definiert durch den Diffusionskoeffizient in Luft D, und den luftgefiillten Anteil des Po-

renraums ny=n—~0, und des effektiven Diffusionskoeffizienten in Wasser

: (2.124)

definiert durch den Diffusionskoeffizient in Wasser D,, und den wassergefiillten Anteil des

Porenraums 6, sowie der Henry-Konstanten He (Gl. 2.87) formuliert werden:
D.=D.y+ D.gHe. (2.125)

Der scheinbare Diffusionskoeffizient ergibt sich dann zu

D.
O+ ngHe+ (1—n)os Ky

(2.126)

a

2.4.5 Dispersion

Fluktuationen im Geschwindigkeitsfeld werden auch durch strémungsinhirente Prozes-
se hervorgerufen. Diese Fluktuationen kénnen wohlstrukturiert in einem Geschwindig-
keitsprofil iiber eine FlieBquerschnitt oder einem turbulenten Wirbel auftreten. Sie konnen
aber auch durch Form bzw. &uflere Berandung des FlieSquerschnitts hervorgerufen werden.
Der Stofftransport durch solche Fluktuationen wird als Dispersion bezeichnet und kann
iiber den dispersive Stoffstrom jp quantifiziert werden. Alle diese Arten von Dispersion

kénnen beim Transport im Untergrund auftreten.



54 Bilanzmodelle in der Grundwasserhydraulik

Das laminare Geschwindigkeitsprofil auf Porenskala erzeugt die sogenannte Taylor-Disper-
sion. Dabei wirkt die Differenz zwischen der Geschwindigkeit im Profil u,(r) (Gl. 2.34)
und der mittleren Geschwindigkeit @, (Gl. 2.35) in einer Rohre als Fluktuation:

' (r) = ug(r) — g . (2.127)

Damit ergibt sich der mittlere Stoffstrom in einer laminar durchstromten Rohre mit Ra-
dius R

R R
- 1
Jj= — O/Ux(r)CQWTdr =UsCt O/u’(r) d2mrdr. (2.128)

Der dispersive Stoffstrom im Falle der Taylor-Dispersion kann iiber die mittlere Geschwin-
digkeit definiert werden:

R

. — 2 R2 2 /

]D:u$4/<—r>crdr. (2.129)
R / 2

Durch Instabilitdten in der Stromung entstehen turbulente Wirbel als kohérente Struk-
turen. Diese Wirbel fiihren in Abhéngigkeit der Betrachtungsskala zu wohlstrukturierten,
korrelierten Fluktuationen, wie in einem laminaren Geschwindigkeitsprofil, oder zu un-
korrelierten, rein zufélligen Fluktuationen, wie bei der Diffusion. Korrelierte Wirbelstruk-
turen sind im Allgemeinen nicht deutlich kleiner als die Betrachtungsskala und treten in-
nerhalb kurzer Zeiten nach ihrer Entstehung auf. Dann wird der dispersive Stoffstroms jD
ahnlich wie bei der Taylor-Dispersion iiber das Geschwindigkeitsfeld im Wirbel beschrie-
ben. Allerdings liegt dafiir im Allgemeinen keine explizite Beschreibung vor. Unkorrelierte
Wirbelstrukturen sind hingegen viel kleiner als die Betrachtungsskala und treten erst lan-
ge Zeit nach ihrer Entstehung auf. In solchen Féllen kann der dispersive Stoffstrom mit

Hilfe des 1. Fick’schen Gesetzes ausgedriickt werden
jp=D,Ve. (2.130)

Dabei ist D, die turbulente Diffusion, eine im Allgemeinen anisotrope tensorielle Grofe,
da die mafigebliche Raum- und Zeitskala der Wirbelstrukturen in den unterschiedlichen
Raumrichtungen unterschiedlich sein kann D ; =u,;L; .

Im pordosen Medium sind die Geschwindigkeitsfluktuationen im Wesentlichen durch die
Form der FlieBbahnen vorgegeben. Auf der Porenskala ist diese Form durch das Um-
stromen der einzelnen Korner vorgegeben, wohingegen auf groflerer Skala Heterogenitéten
in den hydraulischen Eigenschaften des Aquifers einen dhnlichen Einfluss besitzen wie die
Korner auf Porenskala (Abb. 2.26). Diese Heterogenitéiten in der hydraulischen Leitfihig-
keit und der Porositit erzeugen Fluktuationen v], in der mittleren Transportgeschwindig-
keit U, (Gl. 2.108) auf grofer Skala, die Makro-Dispersion. Unter der Annahme, dass diese
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Abbildung 2.26: Geschwindigkeitsfluktuationen als Ursachen der Dispersion in pordsen Medien

auf unterschiedlichen Skalen.

Fluktuationen unkorreliert sind, kann der spezifische dispersive Stoffstrom im porésen Me-

dium ebenfalls durch das 1. Fick’sche Gesetz beschrieben werden:
jp =n.v,c =n.D' Ve, (2.131)

wobei der Dispersionstensor D' = f(|0,|, K-Verteilung) abhiingig von der Transportge-
schwindigkeit v, selbst und der rdaumlichen Verteilung der hydraulische Leitfahigkeiten
K (Z) ist. Er ist im Allgemeinen anisotrop, da auch in einem isotropen porésen Medium die
Geschwindigkeitsfluktuationen in Stromungsrichtung (longitudinal) grofler sind als quer
dazu (transversal) v, ; > vy ;. Allerdings sind im Allgemeinen auch die Strémungsrichtung
und die Koordinatenachsen unterschiedlich. Mit Hilfe der longitudinalen und transversa-
len Dispersivitdten, a, bzw. ar, und den Komponenten der Transportgeschwindigkeit in
den Koordinatenrichtungen lassen sich die Komponenten des Dispersionstensors definie-
ren (Scheidegger, 1961):

D, = ar |3, 6; + (az, — ar) UU”’J . (2.132)
Fiir den Fall, dass die Stromung in Richtung der x-Koordinate erfolgt, vereinfacht sich
diese Gleichung (2.132) und der Dispersionstensor kann durch eine longitudinale und
transversale Komponente ausgedriickt werden:

D=| D, |=| a 15, . (2.133)
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In einem anisotropen porosen Medium lassen sich die Komponenten des Dispersionsten-
sors durch Unterscheidung einer horizontalen und vertikalen transversalen Dispersivitit,
arg bzw. ary, und Modifikation der Gleichung (2.132) formulieren (Burnett & Frind,
1987):

2 2

v .
—E Y 5+ oy —2 6 + (p — arp) Ua’ava’j , fallsiund j # 2
Ua| Ua| | (l|

2
Vg o +v

/
Dij = arH

. (2.134)
Va,i Va,j
|Ual

Dy = ary U, 045 + (g — arv) , fallsioder j =z

Ist die x-Richtung die Stromungsrichtung vereinfacht sich der Dispersionstensor zu:

aj, 0
D/ = arg |27a| . (2135)

0 ary

Die Dispersivitidten sind generell abhéngig von der Skala der mafligeblichen Heteroge-
nitdten Lg. Aus der Zusammenstellung experimenteller Daten von Tracerversuchen auf
unterschiedlichen Skalen wurde eine solche Skalenabhéngigkeit der longitudinalen und
transversalen Dispersivitat oy bzw. ap gefunden (Gelhar, 1986). Dabei stellte die Groie
des betrachteten Untersuchungsgebiets Lg die mafigebliche Skala dar, die im Falle von
Tracerversuchen durch den Abstand zwischen Zugabe- und Beobachtungsstelle gegeben
ist. Um eine geeignete Beschreibung der Stromung und des Transports unter Beachtung
des REV-Konzepts durchzufiihren, miissen effektive Parameter in einem REV durch Inte-
gration der Heterogenitéten der hydraulischen Leitfihigkeit K (Z) der Skalen Lg < Ls/20
definiert werden. Ist die Skala der Heterogenitiaten grofier Lg > Lg/20 kann nicht mehr
—

von unkorrelierten Fluktuationen des Geschwindigkeitsfeldes v], ausgegangen und das
Fick’sche Gesetz (Gl. 2.131) angewendet werden.

Durch geostatistische Betrachtungen konnen die Heterogenitdten in der hydraulischen
Leitfdhigkeit K (7) mit Hilfe der Korrelationslinge \. quantitativ erfasst werden, die
der charakteristischen Ausdehnung der hydraulisch wirksamsten Strukturen entspricht
A= Lg. Da in vielen Fillen die Verteilung der hydraulischen Leitfahigkeiten K gut durch
eine Log-Normalverteilung, Gauf-Verteilung fiir die Logarithmen, beschrieben werden
kann (Freeze, 1975), wurde die Grofle Yx = In K eingefiihrt. Die Verteilung der Grofle
Yk ist dann durch den Mittelwert Yx und die Standardabweichung oy charakterisiert.
Uber stochastische Betrachtungen kann eine Abschiitzung fiir die longitudinale (Makro-)
Dispersivitit erfolgen (Dagan, 1989; Neumann et al., 1987):

ap =02 A (2.136)

Die Literatur unterscheidet bei dieser Betrachtung zwischen einer lokalen Dispersivitét
und einer Makrodispersivitit (Dagan, 1989; Gelhar & Axness, 1983), da sich die Prozesse
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unterscheiden, die auf den unterschiedlichen Skalen die Geschwindigkeitsfluktuationen
erzeugen. Der oben durchgefiihrten Analyse zur Giiltigkeit des Fick’schen Ansatzes liegt
eine verallgemeinerte und damit skalenunabhéngige Betrachtung der Geschwindigkeits-
fluktuationen zu Grunde, so dass hier auf diese Unterscheidung verzichtet werden konnte.

Dagan (1989) und Gelhar & Axness (1983) konnte auf dhnliche Weise eine Abschétzung
fiir die transversale Dispersivitit ableiten. Diese zeigt allerdings nur fiir kleine Transport-
strecken eine dhnliche Abhéngigkeit von der Skala der Strukturen A.. Fiir viele prakti-
sche Fragestellungen wird ohne genauere Kenntnis der Strukturen traditionell ein festes
Verhéltnis zwischen transversaler und longitudinaler Dispersivitét von ar/ar=1/10 an-
genommen. Dabei wird jedoch stillschweigend von einem entsprechenden Verhéltnis der
jeweiligen Ausdehnung der hydraulisch wirksamsten Strukturen ausgegangen, was diese
Betrachtungsweise auf ganz spezielle Bedingungen einschréankt. Bei der Beschreibung von
Austauschvorgéngen an Grenzflichen hat sich in jiingeren Untersuchungen gezeigt, dass
die mafigeblichen Strukturen die Poren darstellen (Cirpka et al., 2006), so dass insbe-
sondere in vertikaler Richtung die transversale Dispersivitidt in der Groflenordnung des
Korndurchmessers ar = dy liegt.

Eine besondere Bedeutung kommt der Beschreibung der Transportvorginge in einem
Kluftaquifer zu. Dort finden sich mafigebliche Strukturen auf ganz unterschiedlichen Ska-
len. In einer Einzelkluft sind die Fluktuationen im Geschwindigkeitsfeld ¢/, durch die
Variabilitaten der Kluftoffnungsweiten in der Kluftfliche gegeben. Es gelten dhnliche
GesetzméBigkeiten fiir den dispersiven Stofftransport wie im porésen Medium. Fiir die
Transportvorgénge in einem Kluftnetzwerk hingegen ist die mafligebliche Skala der Ab-
stand zwischen einzelnen Kluftverschneidungen, die mit den Kluftabsténden korreliert
sind. Dispersion kann in einem Kluftnetzwerk demnach nur auf regionalen Skalen mit

dem Fick’schen Ansatz beschrieben werden.

Die Dispersion als eine integrale Gréfle zur Erfassung der Fluktuationen im Geschwindig-
keitsfeld bedingt durch heterogene Strukturen im Untergrund auf kleinerer Skala stellt
ein weiteres grundlegendes A quivalenzmodell bei der Beschreibung des Stofftransports
im Untergrund dar.

2.4.6 Peclet-Zahl

Zur Charakterisierung der Transportvorgénge hinsichtlich der konservativen Transport-
prozesse Advektion, Diffusion und Dispersion kann mit Hilfe einer Kennzahl, der soge-
nannten Peclet-Zahl Pe erfolgen. Diese Kennzahl setzt den advektiven zum diffusiven
Stofftransport ins Verhéltnis:

(2.137)
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Dabei ist fiir die Betrachtungen im porésen Medium v, der Betrag der Transportgeschwin-
digkeit, d. eine charakteristische Porengroe und D, der effektive Diffusionskoeffizient (Gl.
2.120). Fiir Peclet-Zahlen Pe <1 wird der Transport als diffusiv dominiert charakterisiert.
Ist die Peclet-Zahl Pe > 10 gilt der Transport als advektiv dominiert. Im Ubergangsbereich
1< Pe <10 sind beide Transportprozesse von Bedeutung.

Da auch die Dispersion in pordsen Medien mit einem Fick’schen Ansatz beschrieben wird,
kann auch fiir den grofiskaligen Transport eine Peclet-Zahl definiert werden. Ist L die
Langenskala des betrachteten Gebiets und D7}, der longitudinale Dispersionskoeffizient (Gl.
2.120) ergibt sich unter Verwendung der longitudinalen Dispersivitéit und der Abschétzung
dieser Dispersivitdt mit Hilfe der Korrelationsldngen A\~ Lg fiir die hydraulisch wirksam-
sten Strukturen (Gl. 2.136):

volg volg  Lg 20

Pe - D/ — — L ~ .
L Ve O, Oy Lg Oy

(2.138)

Aus dieser Betrachtung ergibt sich, dass fiir méflig heterogene Systeme, bis oy ~2, immer
advektiv dominierter Transport vorliegt, solange die Léngenskalen so gewéhlt sind, dass
die Geschwindigkeitsfluktuationen unkorreliert sind und damit der Fick’sche Ansatz als
zuléssig gelten kann. Aus dieser Betrachtung lasst sich ableiten, dass bei Betrachtung einer
kontinuierlichen Stoffzugabe in Abhéngigkeit der betrachteten Distanz von der Quelle das
REV und damit auch die Dispersivitidten zu definieren sind.

Ist die Léngenskala der Strukturen, die Korrelationslange A., im Vergleich zu der Langen-
skala des betrachteten Gebiets zu grof, kann die damit verbundene Heterogenitéit bei
Betrachtungen des Stofftransports nicht mit Hilfe eines Fick’schen Dispersionsansatzes
beschrieben werden. In einem solchen Fall sind fiir eine addquate Bilanzierung des Stoff-
transports die einzelnen Strukturen bei der Stromungs- und Transportberechnung explizit
zu berticksichtigen. Andererseits konnen experimentell gewonnene Daten dennoch mit Hil-
fe des Dispersionsansatzes beschrieben werden. Dann muss allerdings klar sein, dass die
ermittelten Parameterwerte eine scheinbare und keine Fick’sche Dispersion beschreiben
(vgl. Kap. 4.5.1). Eine solche Vorgehensweise bietet den Vorteil, dass sie angewendet auf
der Skala, auf der die Parameterwerte ermittelt wurde, prognosefihig bleibt. D.h. die Pa-
rameterwerte sind skalanabhéngig, womit sich die in der Literatur zusammengestellten

Daten nachvollziehbar interpretieren lassen.

Die Peclet-Zahl Pe kann auch dazu verwendet werden, die Transportgleichung (Gl. 2.100)
zu analysieren. Ohne groflere Einschriankung der Allgemeinheit kann dazu der rein advek-
tiv-dispersive Stofftransport x-Richtung in einem gleichférmigen Geschwindigkeitsfeld be-
trachtet werden:

dc Oc 0%c Jc L. 0%c

+D— = —v,

oy, I e e 2.1
ot Va Oz 0x? ox * Y Pe 022 (2.139)
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Werden dabei die Koordinate ' = x/L. durch die charakteristische Lénge L., etwa die
betrachtete Transportstrecke, und die Zeit ' =t/t. durch die charakteristische Zeit t., die
sich iiber v, = L./t. definieren ldsst, ausgedriickt, ergibt sich die Transportgleichung in
den dimensionslosen Variablen ¢’ und z’:

dc de 1 0%

A T ) 2.14

ot’ ox' * Pe 0x" (2.140)
In dieser Transportgleichung wird der dominierende Transportprozess durch die Peclet-
Zahl Pe definiert. Fiir kleine Peclet-Zahlen Pe <1 ist demnach der Stofftransport durch
den zweiten Term auf der rechten Seite der Gleichung (2.140), also Diffusion oder Disper-
sion, fiir groffe Peclet-Zahlen Pe > 10 hingegen durch den ersten Term auf der rechten

Seite der Gleichung (2.140), also Advektion, dominiert.
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Kapitel 3

Losungsverfahren

In diesem Kapitel sind die unterschiedlichen Verfahren zusammengestellt, die zur Losung
der Bilanzgleichungen fiir Stromung und Transport im Untergrund (Gl. 2.67, 2.68, 2.100)
zur Verfiigung stehen. Dabei wird zwischen analytischen und numerischen Verfahren un-
terschieden. Die analytischen Losungsverfahren sind nur fiir Systeme mit stark vereinfach-
ter Geometrie sowie Anfangs- und Randbedingungen anwendbar. Sie liefern dafiir jedoch
exakte Losungen und explizite Zusammenhénge zwischen den relevanten Gréflen und den
verwendeten Parametern. Die numerischen Losungsverfahren andererseits sind im Prinzip
fiir beliebig komplexe Systeme anwendbar. Allerdings stellen sie nur Naherungslosungen
dar, wobei die Genauigkeit der Losung direkt mit dem numerischen Aufwand, d.h. der
Diskretisierung in Raum und Zeit, verkniipft ist. Dieser Aufwand kann sich ebenso wie der
erforderliche Datenumfang als limitierend erweisen. Zudem koénnen auftretende Schwie-
rigkeiten, wie numerische Instabilitéiten, einen erhchten Aufwand erfordern.

Zu den vorgestellten Verfahren sind jeweils ein oder mehrere Beispiele beschrieben, die in
der Praxis Anwendung finden. Die analytischen Losungen liefern dabei oft entweder ein
grundsétzliches Systemverstdndnis oder dienen der Verifizierung numerischer Lésungsver-
fahren. Die numerischen Losungsverfahren werden dagegen meist zur Abbildung komple-

xer, realer Systeme verwendet.

3.1 Analytische Verfahren

Analytische Losungsverfahren beruhen generell auf mehrfacher Integration der betrachte-
ten Differenzialgleichung iiber das Volumen in Abhéngigkeit der Ordnung der auftretenden
Ableitungen. Die Differenzialgleichungen zur Beschreibung von Stromung und Transport
im Untergrund (Gl. 2.67, 2.68, 2.100) enthalten Ableitungen zweiter Ordnung im Raum,
so dass eine zweifache Volumenintegration durchzufiihren ist. Sind mit der jeweiligen Dif-
ferenzialgleichung instationdre Vorgénge zu bilanzieren, treten zusétzlich Zeitableitungen

erster Ordnung auf, die bei der Losung eine Integration iiber die Zeit erfordern. Die jeweils
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zu wahlenden Intergrationsverfahren sind durch die Komplexitét der Differenzialgleichung
und der Parameterfunktionen bestimmt.

Um solche Integrationen analytisch durchfithren zu koénnen, sind in der Regel Vereinfa-
chungen der Differenzialgleichung selbst, der zu definierenden Parameterfelder, der Geo-
metrien des Losungsgebiets sowie der Anfangs- und Randbedingungen erforderlich. Die
Ausnutzung von Symmetrien ermoglicht eine Reduktion der Dimensionalitéit in der Dif-
ferenzialgleichung selbst. Durch Reduzieren der betrachteten Variabilitdt in den Para-
meterfeldern lassen sich ebenfalls die Differenzialgleichungen vereinfachen. Vereinfachte
geometrische Eigenschaften des Betrachtungsgebiets reduzieren die Komplexitét bei der

Formulierung der Randbedingungen.

Aufgrund dieser vereinfachenden Annahmen kénnen analytische Losungen auch als Aqui-
valenzmodelle aufgefasst werden. Sie bieten die Moglichkeit Stromung und Transport im

Untergrund unter vereinfachten Bedingungen zu bilanzieren.

3.1.1 Direkte Integration, explizit

Die eleganteste Moglichkeit, eine Differenzialgleichung zu 16sen, ist ihre direkte Integra-
tion und die explizite Formulierung einer geschlossenen Losung. Das heifit, die gesuchte
unbekannte Variable kann direkt als Funktion der unabhéngigen Variablen, z.B. der Koor-
dinaten, angegeben werden. Dies setzt allerdings voraus, dass es sich um eine gewohnliche
Differenzialgleichung handelt oder dass die einzelnen Koordinatenrichtungen unabhéngig
voneinander integriert werden konnen. Weiterhin muss fiir den Integranden eine Stamm-
funktion existieren. Die Integrationsgrenzen lassen sich dabei aus den Randbedingungen
ableiten. Das Auffinden solcher analytischer Losungen soll an Beispielen ein-dimensionaler

stationdrer Grabenstromungen in unterschiedlichen Aquiferen demonstriert werden.

Die ein-dimensionale Grabenstromung zeichnet sich dadurch aus, dass der Aquifer in ei-
nem rechteckigen Gebiet von zwei Réndern in y-Richtung mit grofler Langserstreckung
begrenzt wird (Abb. 3.1). Diese beiden Rénder begrenzen den Aquifer in x-Richtung auf
der Distanz L und sind durch jeweils eine einheitliche und stationére hydraulische Rand-
bedingung gekennzeichnet. In einem solchen Aquifer bildet sich eine Parallelstromung aus,
sofern auch die vertikalen Rénder eine einheitliche Geometrie in y-Richtung und die Pa-
rameterfelder der hydraulischen Leitfahigkeit K sowie der Quellen und Senken W, eine

homogene Verteilung aufweisen.

Die zu Grunde liegende Differenzialgleichung ergibt sich fiir den Fall der Hauptachsen-
darstellung der hydraulischen Leitfahigkeit dann zu

2 2 2
@+K8h K@h
0x?

B vop T o2

= . (3.1)
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Abbildung 3.1: Grabenstréomung in einem Aquifer mit unterschiedlichen Vertikalschnitten
A — A’ zwischen zwei parallel verlaufenden Fliefgewéssern mit als konstant angenommenen Was-

serspiegeln hy und hs.

Diese Differenzialgleichung (Gl. 3.1) kann formal vereinfacht werden, indem eine Refe-
renzleitfihigkeit K zur Beschreibung der hydraulischen Leitfihigkeiten in die einzelnen
Raumrichtungen K, =a, Ky, K,=a, Ky, K. =a, Ky, definiert und damit eine Koordina-
tentransformation »’'=x/\/a,, y'=y/\/ay, 2'=z//a., durchgefiihrt wird:
9*h  9*h  Ph W
= —. 3.2
o2 + aya + 022 KO ( )

Der allgemeine Fall eines anisotropen Aquifers kann somit ohne Einschrinkung der Allge-

meinheit durch einen dquivalenten homogenen Aquifer ersetzt werden. Daher werden im

Folgenden immer nur die urspriinglichen Koordinaten (x,y,z) betrachtet.

Wegen der vereinfacht angenommenen Parallelstromung besitzt die Piezometerhdhe keine
Abhéngigkeit in y-Richtung, 0h/0y=0, so dass die zweifache Integration [[dy dy einfach
durchgefiihrt werden kann

0%h 0%h W
2 &I 29 "M p2 Vo
BomtB am=8% (3.3)

wobei sich die Lange B in y-Richtung direkt eliminieren lasst.

Damit bleiben fiir die Losung die Stromungsverhéltnisse in der x-z-Ebene, Vertikalschnitt
A—A’ (Abb. 3.1), zu betrachten. In dieser Ebene kénnen sich in Abhéngigkeit der hydro-
geologischen Verhéltnisse unterschiedliche Konfigurationen ergeben. Als weitere Vereinfa-
chung werden im Folgenden zudem keine volumenbezogene Quellen oder Senken betrach-
tet, d.h. Wy=0.

Der einfachste Fall dabei ist ein gespannter Aquifer mit horizontal verlaufender Sohle
und oberer Begrenzung durch eine Deckschicht (Abb. 3.2), die beide als undurchlissig
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Abbildung 3.2: Vertikalschnitt A—A’ (Abb. 3.1): Grabenstromung in einem gespannten Aqui-

fer.

betrachtet werden. Dieser gespannte Aquifer ist neben der homogenen und als isotrop
angenommenen hydraulischen Leitfahigkeit K durch eine konstante Méchtigkeit M ge-
kennzeichnet. Dadurch entfallen in Gleichung (3.3) die Abhéngigkeiten in z-Richtung und
bei der zweifachen Integration [[dz dz kann die Méachtigkeit M ebenfalls eliminiert wer-
den.

Die verbleibende Differenzialgleichung
o
Ox?

kann durch zweifache Integration in x-Richtung gelost werden. Als allgemeine Losung

=0 (3.4)

ergibt sich

wobei die Integrationskonstanten C; und C5 durch Einsetzen der Randbedingungen
r=0: h(0) = hy

x=1L: h(L)=h 36)

in die Losung zu bestimmen sind. Fiir die gewdhlten Randbedingungen ergibt sich so-

mit als spezielle Losung ein linearer Verlauf der Piezometerhéhen zwischen den beiden

Réndern (s. Abb. 3.2)

hl — hg
77

Diese Losung héngt ausschlieBlich von den Randbedingungen und deren Abstand L und

h(x) = hl —

(3.7)

nicht von den Aquiferkenngréfien K und M ab. Daraus folgt, dass unter den genann-
ten Annahmen diese GesetzméafBigkeit fiir alle Aquifer mit den genannten Eigenschaften
unabhéngig von der Orientierung gilt. Aus dieser Losung ergibt sich ein konstanter spe-
zifische Durchfluss pro Breiteneinheit fiir jede beliebige Stelle x:

Q Oh . hy— hy
=KMo =T (3.8)

Q=
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Dabei wird T'= K M als Transmissivitdt bezeichnet. Diese Beziehung entspricht dem von
Darcy (1856) gefundenen Zusammenhang.

Zur weiteren Analyse werden folgende Groflen betrachtet, die eine dimensionslose Dar-
stellung der Losungen fiir die Randbedingungen (Gl. 3.6) erlauben:

AH = hy — hy, &ufleres, treibendes hydraulisches Gefille
_ h—hy
- AH

T
= 7€ [0,1], dimensionslose x-Koordinate .

Die Losung (Gl. 3.7) der Differenzialgleichung (Gl. 3.4) ist damit

h*

€ [0,1], dimensionslose Piezometerhohe (3.9)

h*(x) =1—2z" (3.10)

und der Durchfluss pro Breiteneinheit

Q:T%?. (3.11)

Ein geometrisch dhnlich einfacher, doch hydraulisch komplexerer Fall ist der ungespann-
te Aquifer, der nur durch eine horizontale undurchlassige Sohle, zg = konst., begrenzt
wird und in dem sich der Grundwasserspiegel (x) frei einstellen kann (Abb. 3.3). Damit
ist in einem ungespannten Aquifer die durchstromte Méchtigkeit M (z) = h(x)— zy von
der Lage des Grundwasserspiegels und somit vom Ort abhéngig. Der Grundwasserspiegel
stellt zudem eine Randstromlinie dar, weshalb bei einem geneigten Grundwasserspiegel
eine Stromungskomponente ¢, # 0 auftritt (Abb. 3.4), wodurch die Integration [[dzdz

komplizierter wird.

In der Natur werden in der Regel jedoch nur geringe Neigungen des Grundwasserspiegels
dh/dx~10"2...1073 << 1 beobachtet. Daraus lassen sich die folgenden Annahmen nach

GW-Spiegel

I L 1

Abbildung 3.3: Vertikalschnitt A—A’ (Abb. 3.1): Grabenstrémung in einem ungespannten

Aquifer mit freiem Grundwasserspiegel.
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Abbildung 3.4: Lokale hydraulische Verhdiltnisse am freien Grundwasserspiegel.

Dupuit (1863) ableiten. Die Vertikalkomponente kann vernachldssigt werden ¢, ~0. Da-
mit ist auch der Gradient der Piezometerhohe in vertikaler Richtung zu vernachldssigen
Oh/0z ~ 0. Auf Basis dieser Annahmen kann eine tiefengemittelte Betrachtung erfol-
gen, da damit auch die z-Abhiingigkeiten der Piezometerhdhe h(z,z) ~ h(z) und der
z-Komponente des spezifischen Durchflusses ¢, (z, z) ~ ¢, (x) vernachlissigbar sind. Wird
in Gleichung (3.3) das Darcy-Gesetz verwendet, ist also folgende Differenzialgleichung zu
16sen:

0
et =0 (3.12)

Die erste Integration [dz kann mit Hilfe der tiefengemittelten Betrachtung einfach aus-
gefiithrt werden:

ai[(il(x) - ZO) qx(fﬁ)} - gz () + qz(ﬁ(:c)) —0.

S—0 .

2 g+

S—0 .

(3.13)

Da in dieser Gleichung keine Gréfle von z abhéngt, ergibt die zweite Integration [dz einen
Faktor (h—z) >0, der wieder eliminiert werden kann. Weiterhin gilt aus geometrischen
Betrachtungen (Abb. 3.4):

q. dh  Oh

K 3.14

¢ dr O ( )
Wird diese Bezichung (Gl. 3.14) in Gleichung (3.13) eingesetzt, erhélt man die Differen-

zialgleichung fiir die Grundwasserstromung in einem ungespannten Aquifer:

0

oh
p l(h(x) — 2p) ] =0. (3.15)

Ox

Dabei kann wegen der Annahmen nach Dupuit die Piezometerhohe im Aquifer dem
Grundwasserspiegel gleichgesetzt werden h(z) = h(z). Die Gleichung (3.15) lisst sich
durch Variablensubstitution

B = (h— z)? (3.16)

in die Gleichung (3.4) tiberfithren, wobei statt der Piezometerhéhe h die Variable b’ die
Unbekannte ist. Auf Basis der Gleichung (3.7) kann direkt die Losung der Gleichung (3.15)
angegeben werden, wobei die Randbedingungen (Gl. 3.6) entsprechend zu substituieren
sind

T

hz) = 2 + \/(h1 ) [(hl — )2 = (ha — 22| 7 . (3.17)
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Auch diese Losung héngt somit ausschliellich von den Randbedingungen und deren Ab-
stand L und nicht von der Aquiferkenngrole K ab. Aus dieser Losung ergibt sich ebenfalls
ein konstanter spezifische Durchfluss pro Breiteneinheit fiir jede beliebige Stelle x:

Oh _ 5 (hl — 20)2 — (hg — 20)2 — hl — h,z

Q=-K(h-2)5 =7 7 = KM == (3.18)

wobei die mittlere Michtigkeit M = [(hy —20)+ (ha — 20)]/2 durch die Randbedingungen
gegeben ist.

Zur dimensionslosen Betrachtung ist zu den Groéflen A* und z* (Gl. 3.9) noch die dimen-
sionslose minimale durchstrémte Aquiferméachtigkeit

ha — 2

hiy = N (3.19)
zu definieren. Damit ergibt sich als dimensionslose Losung fiir den ungespannten Aquifer
B (z") = B l\/1 ;1 222]’2 (1—2%)— 1] (3.20)
2
und fiir den spezifischen Durchfluss pro Breiteneinheit
Q=K (; + h;) AH A[{{ : (3.21)

Werden in Gleichung (3.20) grofie Werte fiir A3 >>1 betrachtet, vereinfacht sich diese zu
h*(z*) ~1—2a", (3.22)

was der Losung fiir den gespannten Aquifer (Gl. 3.10) entspricht. Eine solche Betrachtung
ist dann gegeben, falls die minimale durchstromte Méchtigkeit ho— 2o sehr viel grofler als
die Piezometerhohendifferenz hy —hs ist. Solche Bedingungen finden sich bei lokalen Be-
trachtung in méchtigen Aquiferen mit kleinen hydraulischen Gradienten. Diese Ndherung
ermoglicht in der Praxis zudem die Betrachtung einer mittleren Michtigkeit M, wenn die
Aquifersohle nicht eben oder leicht geneigt ausgebildet ist.

Eine weitere einfache Konfiguration stellt der sogenannte halbgespannte bzw. Leaky-
Aquifer dar, bei der ein gespannter Aquifer betrachtet wird, der iiber eine gering durch-
lassige Schicht mit einem dariiber oder darunter liegenden Aquifer hydraulisch verbunden
ist (Abb. 3.5). Die gering durchlissige Schicht ist durch eine homogene und isotrope hy-
draulische Leitfahigkeit K und eine konstante Dicke d;, gekennzeichnet. In Abhéngigkeit
des Unterschieds der Piezometerhthen zwischen den beiden Aquiferen findet eine Zusicke-
rung ¢z, in den oder aus dem betrachteten gespannten Aquifer statt. Diese Zusickerung
kann mit Hilfe der Formulierung des Darcy-Gesetzes fiir die gering durchléssige Schicht
abgeschétzt werden

gu(z) = Z(LL (hL _ h(:c)> — (hL _ h(:c)) , (3.23)
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Abbildung 3.5: Vertikalschnitt A—A’ (Abb. 3.1): Grabenstromung in einem halbgespannten
(leaky) Aquifer.

wobel k = K1, /d;, der Leakage-Koeffizient ist (s. Kap 2.3.8, Gl. 2.76) und die Piezome-
terhohe hy in dem angrenzenden Aquifer als konstant betrachtet wird, da dort keine
Stromung angenommen wird. Die Zusickerung ¢, ldsst sich bei der ersten Integration [dz
als Randbedingung beriicksichtigen

8 h 9%h
0= /a qa;+/8 q.=M a2Jrqz(M)—qz(O)—T%QJqu(as)
(3.24)
9%h /<aL 9*h  hp —h
Dabei wird

[T IMdp K [T
Ny = 4] — = =dr (] — 3.25
L Ry, KL L TL ( )

als Leakage-Faktor bezeichnet. Wird weiterhin angenommen, dass eine Vertikalstromung
q. bedingt durch die Zusickerung q; vernachléssigt werden kann, hingen die verbleiben-
den Groflen nicht von z ab. Damit kann der Faktor der Méchtigkeit M aus der zweiten
Integration [dz wieder eliminiert werden.

Die allgemeine Losung dieser verbleibenden Differenzialgleichung (Gl. 3.24) lautet
h(z) =h,+ Cre A +Che Ar . (3.26)

Als spezielle Losung ergibt sich nach Einsetzen der Randbedingungen (Gl. 3.6):

sinh((L — x)/Ar) sinh(z/Ar)
sinh(L /) sinh(L/Az)

h(l‘) =hp + (hl — hL) + (hg - hL> (327)

In einem Leaky-Aquifer ist der spezifische Durchfluss pro Breiteneinheit ortsabhédngig und
gegeben durch

oh T cosh((L — x)/Ap)

Qa) = Lo T, (hy = e) sinh(L/\;)

cosh(z/AL)
sinh(L/Ap)

— (hy — hy) (3.28)
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Speziell am rechten Rand z=L gilt

oh

QL) =~ 9 (3.29)

T [ h—h ha—hy
A |sinh(L/Ap)  tanh(L/Ap)| -

z=L

Fiir den Fall L — oo entspricht dieser Durchfluss Q(L) dem in einem gespannten Aquifer
der Lange A, wenn die Randbedingung hy =h; (Abb. 3.5).

Zur dimensionslosen Darstellung der Losung sind die Piezometerhohe hp, der Leakage-
faktor Az, und der spezifische Durchfluss pro Breiteneinheit Q) mittels der GréBen

hyp — hy
h; =
LAH
Y
A\ = 7 (3.30)
Nk Q L
@ T AH
zu beschreiben. Fiir die dimensionslose Piezometerhohe ergibt sich dann
sinh((1 — z*)/(\*)) sinh(z*/\*)
h*(z*) =14 h} — h;] —(14h}) ———7— 31
(@7) =1+ hi = Iy sinh(1/\*) (1+51) sinh(1/\*) (3:31)
und fiir den dimensionslosen spezifischen Durchfluss pro Breiteneinheit
O (a*) = — hi cosh‘((l —az*)/\) 14+ h} co.sh(x*/)\*) (3.32)
A* sinh(1/A*) A* sinh(1/A%)
b Byl 1+h 1
Q" (1) =— % : (3.33)

T Sah(1/0) T A tanh(i/n)

Die Parameter h; und \* besitzen unterschiedliche hydraulische Auswirkungen auf den
Verlauf der dimensionslosen Piezometerhohe h*(z) und den dimensionslosen spezifischen
Durchfluss pro Breiteneinheit Q*(z) (Abb. 3.6). Der Parameter h% beschreibt den hydrau-
lischen Gradienten zwischen dem betrachteten und dem angrenzenden Aquifer und gibt
damit direkt die Stédrke der hydraulischen Beeinflussung unabhéngig vom Parameter \*
an. Ein positiver Wert A} >0 bedeutet einen Zufluss zu ein negativer Wert hj <0 einen
Abfluss aus dem betrachteten Aquifer. Der Parameter A* hingegen beschreibt die hydrau-
lische Wirksamkeit der gering durchlédssigen Trennschicht. Diese ist charakterisiert zum
einen durch das Verhéltnis der Transmissivitdten des Aquifers 7" und der Trennschicht 77,
und zum anderen durch das Verhéltnis der Lange des Aquifers bzw. der Trennschicht L
und der Michtigkeit der Trennschicht dy. Ein Wert dieses Parameters \* <0, 1 bedeutet
die hydraulische Dominanz des angrenzenden Aquifers, was die Anwendung des Konzepts
des halbgespannten oder Leaky-Aquifers nicht mehr erlaubt. Der dimensionslose, spezifi-
sche Durchfluss Q* kommt iiber groBere Bereiche zum Erliegen (Abb. 3.6).
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h* [-]

— h*=-0.3, 1*=0.08
— hy*=-0.1,2*=0.08

hL*= 0.1, 2* = 0.08
—  hL*= 03, )*=0.08
o ——- hL"=-03,3"=04
- h*=-01,3*=04

hi*= 0.1, 2" =04
—— - h*=03,)*=04
mmm hL*=-0.3, 37 =2
-01, =2

h *= 0.1, 2* =2
——— hp*= 0.3, 2*=2
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Abbildung 3.6: Einfluss der dimensionslosen Parameter h; und \* auf die dimensionslose Pie-

zometerhshe h*(x*) und den dimensionslosen spezifischen Durchfluss pro Breiteneinheit Q*(z*).

Eine weitere einfache Konfiguration unter Betrachtung einer Zusickerung ist der unge-
spannte Aquifer mit Grundwasserneubildung (Abb. 3.7). Unter diesen Bedingungen
kann die Grundwasserstromung durch Kombination der Ansétze fiir den einfachen unge-
spannten Aquifer und den Leaky-Aquifer beschrieben werden. Bei der ersten Integration
Jdz ist sowohl die durch Grundwasserspiegel ﬁ(x) und horizontale Aquifersohle z, orts-
abhéngige, durchstromte Machtigkeit B(:U)—zg als auch die Grundwasserneubildungsrate
gn zu beriicksichtigen. Unter Verwendung der Dupuit-Annahme erhilt man damit die

Differenzialgleichung:

9
ox

l(h —20) K gﬂ +aqnv=0. (3.34)

Da alle Grofen in dieser Differenzialgleichung keine Abhéngigkeit in z-Richtung aufweisen,
erhélt man bei der zweiten Integration [dz wieder in jedem Term einen Faktor h—zy, der
eliminiert werden kann. Diese Gleichung kann ebenfalls durch Variablensubstitution (vgl.
Gl. 3.16) und Einsetzten der Randbedingungen (Gl. 3.6) gelost werden:

h(z) = 20 + Whl — 29)? — [(hl — 20)% — (hy — 2)? % + %N 2 (L—z). (3.35)
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Abbildung 3.7: Vertikalschnitt A—A’ (Abb. 3.1): Grabenstrémung in einem ungespannten

Aquifer mit freiem Grundwasserspiegel und Grundwasserneubildung.

In einem ungespannten Aquifer mit Grundwasserneubildung ist der spezifische Durchfluss
pro Breiteneinheit wie in einem Leaky-Aquifer ortsabhéngig und gegeben durch

R (e 20)2 — (ha — 20)*  qn
Qz) =K 5T -5

(L —2z). (3.36)

In Abhéngigkeit der Grundwasserneubildungsrate kann bei dieser Losung eine Wasser-
scheide auftreten, an der der hydraulische Gradient 0h/0x =0 verschwindet. Damit exi-
stiert dort kein spezifischer Durchfluss Q:O, was bedeutet, dass iiber die Wasserscheide
kein Wasseraustausch stattfindet. Wasserscheiden stellen daher eine natiirliche Randbe-
dingung, eine Randstromlinie (Gl. 2.74), dar. Die Lage der Wasserscheide xy, kann direkt
durch Ableitung der Gleichung (3.35) ermittelt werden:

L K (hy — 29)? — (hy — 29)?

=— 11— — . 3.37
o 2 qn L? ( )

Fiir kleine Grundwasserneubildungsraten gy wird zy <0 und es tritt keine Wasserscheide
auf. Fiir groe Grundwasserneubildungsraten ¢y liegt die Wasserscheide maximal bei

Unter Verwendung der bereits definierten Grolen AH, h*, x* (alle Gl. 3.9), h} (Gl. 3.19)

und der Grofle

gy L

Q= (3.38)

K<;+@>AH§f

dem Verhéltnisses der gesamten Zusickerung durch Grundwasserneubildung und des spe-

zifischen Durchflusses durch einen ungespannten Aquifer (Gl. 3.21), kann auch fiir diesen

Fall eine dimensionslose Losung angegeben werden:

L+ 20 (1 L :c) (1—a)—1|. (3.39)
hs 2
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Die Lage des Wasserspiegels xy;, ergibt sich dann zu

Ty =5 <1 in) . (3.40)

Eine Wasserscheide bildet sich erst fiir Q}‘V > 2 aus, d.h. wenn die gesamte Zusickerung

mehr als doppelt so hoch ist wie der spezifische Durchfluss durch denselben ungespannten
Aquifer ohne Grundwasserneubildung. Der spezifische Durchfluss pro Breiteneinheit ist
dann

O() = K (1 + h;) N — [1 — 05, (1 - xﬂ . (3.41)
2 L 2

Die in diesem Abschnitt vorgestellten Konfigurationen stellen die einfachsten Aquiva-

lenzmodelle fiir natiirliche Aquifere dar. Unter den betrachteten Vereinfachungen kann

jeder reale Aquifer in eine der beschriebenen Konfigurationen oder eine Kombination

daraus tiberfithrt werden. Aquifersysteme lassen sich mittels Kopplungen dieser Konfigu-

rationen analysieren.

3.1.2 Direkte Integration, implizit

In manchen Féllen ist es zwar moglich eine Differenzialgleichung direkt durch Integration
zu 16sen, doch kann die gefundene Losung nicht mehr nach der unbekannten, abhéngigen
Variablen aufgelost werden. Die Losung kann dann nur implizit formuliert werden. Der
gefundene funktionale Zusammenhang léasst sich jedoch immer grafisch darstellen.

Am Beispiel der stationédren Sickerstromung in der ungeséttigten Bodenzone kann die-
se Losungsmethode demonstriert werden. Dazu wird das modifizierte Darcy-Gesetz (Gl
2.57) ein-dimensional in z-Richtung betrachtet:

q = K k() <—g¢ + 1)

z

(3.42)
bzw. q= Kk.(0) (— - + 1) :

Dabei ist die konstante stationére Sickerrate ¢ > 0 definiert und es kann entweder die
Wasserspannung 1) oder der Wassergehalt 6 als unabhéngige Variable verwendet werden,
da diese beiden Groflen iiber eine Retentionsbeziehung (Gl. 2.27, 2.28) direkt miteinander
verkniipft sind. Die Wahl der Formulierung der Abhéngigkeit der hydraulischen Leitfahig-
keit K () bzw. K(0) (Gl. 2.54 bzw. 2.55) hat einen direkten Einfluss auf die Losung. Hier
wird die Formulierung nach Brooks & Corey (1966) verwendet (Gl. 2.55), womit sich die
folgende Differenzialgleichung ergibt:

dw g w nBC
i <w0> —1. (3.43)
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Fiir den Fall, dass die stationédre Sickerstromung weit oberhalb des Grundwasserspiegels
in einem homogenen Boden betrachtet wird, kann von einer konstanten Wasserspannung
1 ausgegangen werden. Dann entféllt die Ableitung und die Auflésung der verbleibenden
algebraischen Gleichung ist trivial:

1
Y = o <[Z> " (3.44)

In diesem Gleichgewichtszustand stellt sich die Wasserspannung 1 und damit auch der
Wassergehalt 0 (vgl. Gl 2.27)

ABC

0=0,+ (0, —6,) (}‘-{’) e (3.45)

unabhéngig von der Tiefenlage z, jedoch in Abhéngigkeit der Sickerrate ¢ und der Bo-
denkennwerte Ky, 1y, bzw. 0y, 0,., Agc und npc ein. Der in diesem Gleichgewichtszustand
wirksame hydraulische Gradient dh/dz=1 wird als Einheitsgradient bezeichnet.

Eine nicht-triviale Losung ergibt sich fiir den Fall, dass der Grundwasserspiegel einen
Einfluss hat. Dann ist die Gleichung (3.43) fiir die untere Randbedingung zy = 1o zu
l6sen, da fiir die Formulierung nach Brooks & Corey (1966) die Gleichung (3.43) nur
fiir ungeséttigte Verhéltnisse definiert ist. Diese liegen nur oberhalb des geschlossenen
Kapillarsaums vor, der wiederum durch die Bodenkenngrofle vy charakterisiert wird. Zum
Auffinden der Stammfunktion ist die Differenzialgleichung mit Hilfe einer Ndherung erster
Ordnung fiir ¢/ K (¢) << 1 umzuformen:

/dz/lcfz?ww/[wgs ()7 v (3.46)

Diese Niaherung ist erfiillt, solange sich noch keine Gleichgewichtsbedingung (Gl. 3.44)
mit dem Einheitsgradient eingestellt haben. Die Losung lautet dann nach Bestimmung
der Integrationskonstanten durch Einsetzen der Randbedingung

_ v g 1 vy
z=2zy+ Yo 1_%+K977BC+1(1_<¢0> )]
| | ppetiy g (347)

—0,\ e gy
brw. 2= 20+ o 1_<9 9r> c a1 1_(9 97«) o

05_0r K/UBC_I':[ 05_0r

Sie gibt die Wasserspannung ¢ bzw. den Wassergehalt 6 implizit als z(v)) bzw. z(0) an
(Abb. 3.8). Die Hohe z,,, tiber der Randbedingung 2y, bis zu der diese Losung (Gl. 3.47)
angewendet werden kann, l&sst sich in guter Naherung durch Einsetzen der Gleichge-
wichtsbedingung (Gl. 3.44) ermitteln (vgl. Abb. 3.8):

1
q 1 1 (q >nBc
14— —[1+ — . 3.48
K, npe +1 ( nBc + 1) K (3.48)

Zmaz = 20 + ¢O
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Abbildung 3.8: Wassergehaltsverteilung iiber dem Grundwasserspiegel, z=-2m, bei unter-

schiedlichen stationédren Infiltrationsraten in Grobsand und Lehm.

Durch Erweiterung dieser impliziten Losung (Gl. 3.47) konnen die Verhéltnisse bei stati-
ondrer Infiltration ¢ in einen geschichteten Boden oberhalb des Grundwasserspiegels be-
schrieben werden (Abb. 3.9). Die Ermittlung der Losung erfolgt ausgehende vom Grund-
wasserspiegel nach oben zur Infiltrationsrandbedingung, d.h. fiir aufsteigende i. Dabei
wird von der Kontinuitdt der Infiltrationsrate und der Saugspannungen an der Schicht-
grenze z;_ ausgegangen, so dass die resultierende Saugspannung der jeweils unteren
Schicht ¢ —1 als unabhéngige Randbedingung fiir die jeweils dariiber liegende Schicht
¢t angenommen werden kann. Fiir die Schichten i >1 ist dann die folgende Fallunterschei-
dung bei der Nidherung des Integranden in Gleichung (3.46) zu treffen:

q wl NBC,i ' B

/dz = 7 r —NBC,i 2 —2BCi
_/ K;Z (1;/:1) + (KC;Z) (1;/:2) ] dips, falls: i1 (zi—1) < ¥;

Dabei ist ¢; die Losung bei Einheitsgradient (Gl. 3.44) in der Schicht i. Die dazu gehéren-
den Losungen sind dann fiir den Fall o;_1(2;_1) > 1

. (3.49)

2= zi1+ o, lwi_;(;i_l) — Jiﬁl

+ q 1 <¢i_1(zi_l>>nm,i+1_ < " )nBC,i-Fl
K npci+1 Vo, ™

+
(3.50)
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Abbildung 3.9: Wassergehaltsverteilung iiber dem Grundwasserspiegel, z=-2m, bel unter-

schiedlichen stationédren Infiltrationsraten in zwei unterschiedlich geschichteten Bodenprofilen.

und fiir den Fall ¢;_1(2;_1) < 9

1-nBcs 1-nBc.4
R +Ks,i Yo,i ( Yi ) e (%—1(21‘—1)) e
=Zi -\
q 1—npc; ¢0,z‘ %,z‘

+K52,i (o ( Vi )1_2n30’i B <W> 1-2npc,i
¢ 1- 2NBCi 77/)071' 77/)071.

Unter Verwendung der Retentionsbeziehung (Gl. 2.27) kann die Losung fiir den Wasser-

+

(3.51)

gehalt 6 angegeben werden.

3.1.3 Reihenentwicklung

Im Allgemeinen ist jedoch fiir nicht-lineare Differenzialgleichungen meist ein solcher
Losungsweg nicht moglich. Stattdessen kann die gesuchte Funktion in Form einer Po-
tenzreihe dargestellt werden und die Losung der Differenzialgleichung iiber Koeffizienten-
vergleich ermittelt werden. Diese Losungsmethode wird im Folgenden am Beispiel eines
ungespannten, unendlich ausgedehnten Aquifers mit horizontaler Basis zo=0, der lateral
geflutet wird (Abb. 3.10), dargestellt. Die zu Grunde liegende partielle Differenzialglei-
chung ist instationér, ein-dimensional (tiefengemittelt) und nicht-linear:

Oh 0 oh

Die Anfangsbedingung ist gleich der Randbedingung bei x = L — oc:
h(z,0) = h(oco,t) = H;. (3.53)



76 Bilanzmodelle in der Grundwasserhydraulik

z - K H,
v : A 4 Zo
L> x=0 %

X 7007
Abbildung 3.10: Laterale Infiltration in einen ungespannten Aquifer, z.B. durch plétzlich
auftretendes Hochwasser.
Die Randbedingung bei £ =0

bedingt die laterale Infiltration. Dies entspricht stark vereinfacht den Verhéltnissen bei
plotzlich auftretendem Hochwasser in einem FlieBgewésser.

Durch Variablentransformation

E=——F (3.55)
\/_
erhélt man die folgende gewthnliche nicht-lineare Differenzialgleichung
d*h? S a?
7 52 § (3.56)
Zur weiteren Vereinfachung werden folgende Substitutionen vorgenommen:
h
2K H
o= L (3.58)

S

Nach Einsetzen in Gleichung (3.56) erhilt man die folgende gewohnliche nicht-lineare
Differenzialgleichung fiir u(§):

d*u du\’ du
mit den Randbedingungen
u(0) =1
(00) = H, (3.60)
u(oco) = q,-

Diese Differenzialgleichung (Gl. 3.59) kann nicht mehr geschlossen gelést werden. Zum
Auffinden der Losung wird mit Hilfe der Taylorreihenentwicklung um den Punkt &, der
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Abbildung 3.11: Losung der nicht-linearen Differenzialgleichung (Gl. 3.59) fiir unterschiedliche
Randbedingungen u(c0).

Funktionswert fiir den Punkt £ =&,+ A& betrachtet:

(£o)

A€ N ///(50) Afg—i—.. B +Z

u(€) = ulfo) +u/ (&) AE+- 3!

AS” (3.61)
Konnen ausgehend vom Punkt & = 0 die Ableitungen u((0) bestimmt werden, kann
sukzessive die gesamte Losung ermittelt werden, da sich auch die Ableitungen u(™ (&)
sukzessive ebenfalls durch Taylorreihenentwicklung bestimmen lassen:

“(Hn () Agt. (3.62)

u() = A
Die Ableitungen u(™(0) lassen sich durch Koeffizientenvergleich der jeweiligen Potenzen
von A¢ ermitteln, nachdem die Taylorreihe (Gl. 3.61) fiir £ = A¢ in die Differenzialglei-
chung (Gl. 3.59) eingesetzt wurde. Der Wert «(0) =1 ist durch die Randbedingung bei
x=0 vorgegeben. Die Randbedingung u(co) = Hs/H; definiert eindeutig den vorzugeben-
den Wert 4//(0), der im speziellen Fall allerdings nur durch Ausprobieren bestimmt werden

kann. Die Ableitungen fiir n>2 koénnen damit rekursiv bestimmt werden:

n! 1,0 (0) 40
u(0) = ~(n—2)u2(0) - = 3 E?En_m =

(3.63)
2 4
Der Verlauf des Wasserspiegels h(z, t) kann dann aus der so ermittelten Losung u(&) (Abb.

3.11) errechnet werden.

Einen Spezialfall stellt die Randbedingung u(oo) = 0 dar. In diesem Fall kann die Er-
mittlung der Losung direkt iiber Koeffizientenvergleich einer Reihenentwicklung erfolgen.

Dazu wird davon ausgegangen, dass ein Punkt & mit u(¢') = 0 existiert und dort die
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Ableitungen v/ (¢') = —c # 0 und u”(¢') # oo sind. Durch Einsetzen dieser Bedingungen
am Punkt ¢ in die Differenzialgleichung (Gl. 3.59) ergibt sich:

{=—-u=c. (3.64)

Die Losung der Differenzialgleichung kann dann durch die Reihenentwicklung
wé)=a+a(E—c)+a(§—c)’+az(E—ef+...=ao+ Zan —a)" (3.65)

angegeben werden. Durch Einsetzen der Randbedingung u(£") =0 ergibt sich der Koeffi-
zient ag=0. Durch Einsetzen dieser Reihenentwicklung (Gl. 3.65) in die Differenzialglei-

chung (Gl. 3.59) konnen die weiteren Koeffizienten bestimmt werden:

a1 — —¢C
1
a9 =— — —
4 (3.66)

n+1
(n— 1)an_1+ Zal (p41-1
, firn > 3.

a, =
7’L20

Die Randbedingung u(0) = 1 liefert dariiber hinaus die Bestimmungsgleichung fiir den
Parameter c:
l=—aic+ayc®—asc®+.... (3.67)

Nach Einsetzen der Koeffizienten aus Gleichung (3.66) erhélt man

1
c= ~1,14275..., (3.68)

11 1 11 1
l— > —+—+ + +...

4 72 576 86400 115200
wodurch die Losung (Gl. 3.65) eindeutig bestimmt ist (Abb. 3.11).

3.1.4 Potenzialtheorie

Unter stationdren Bedingungen ohne Quell-/Senkenterm vereinfacht sich die Bilanzglei-
chung (GI. 2.66) zu
V(i) =0. (3.69)

Kann das Vektorfeld ¢(&) durch den Gradient einer skalaren Funktion
4(#) = V() (3.70)

ausgedriickt werden, wird diese Funktion ¢(Z) als Potenzialfunktion bezeichnet. Fiir den
Fall einer Grundwasserstromung in einem homogenen, anisotropen Aquifer bildet die Pie-
zometerhohe das Potenzial g(7) = —Kyh(Z), wobei der anisotrope Fall durch Koordina-
tentransformation in den isotropen Fall iiberfithrt werden kann (s. Kap. 3.1.1, Gl. 3.2).
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Abbildung 3.12: Isolinien der Potenzialfunktion h(x,y) und der Stromfunktion V(z,y):

Potenzial- und Stromlinien.

Die somit zu lésende Differenzialgleichung
V (Vh(z)) =0 (3.71)

wird als Laplace oder Potenzial-Gleichung bezeichnet. Die Potenzialtheorie bildet die
Grundlage zur Ermittlung der Existenz eines Potenzials und damit zur Losung einer
Laplace-Gleichung. Hier sollen nur die Eigenschaften der Losung und die Moglichkeiten
der Anwendung dieser Theorie im Bereich der Grundwasserhydraulik beschrieben werden.
Da ein homogener Aquifer betrachtet wird, besitzt der Parameter — K fiir die Losung der
Laplace-Gleichung (Gl. 3.71) keine Bedeutung, weswegen meist die Piezometerhohe h und
nicht die Funktion ¢ als Potenzial betrachtet werden. Die Linien gleicher Piezometerhohe

h werden als Potenziallinien bezeichnet.

Das Vektorfeld (&) ist per Definition tangential zur Bewegungsrichtung (Abb. 3.12).

Damit ist fiir eine infinitesimale Bewegung ds in zwei Dimensionen (x, y)

¢ dx
= =—. 3.72
q@ dy ( )
Durch Einsetzen der Gleichung (3.70) und Umformen ergibt sich:
dg dg
0=——dr— -=dy. 3.73
o0 o W (3.73)

Die kontinuierliche Bewegung erzeugt Stromlinien, entlang denen die Stromfunktion ¥
als konstant definiert ist. Damit ist

ov ov
U=""de+ T dy=0. 74
d amd:v—l—aydy 0 (3.74)
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Der formale Vergleich der Gleichungen (3.73) und (3.74) ergibt, dass die Ableitungen
der Stromfunktion ¥ iiber die Cauchy-Riemann-Bedingungen mit den Ableitungen der
Potenzialfunktion g verkniipft sind:

ov 0 ov 9]
S —— (3.75)
or Oy y ox
Aus den Cauchy-Riemann-Bedingungen (Gl. 3.75) kann direkt abgeleitet werden, dass
Strom- und Potenziallinien senkrecht aufeinander stehen. Die Berechnung des Skalarpro-
dukts der jeweiligen Gradienten ergibt

- 0g OV 0g oV  0g dg 0Og Jg

Vg-V¥V=—>=>—— 42— =22 == =0. 3.76
g Oxr Ox + Oy Oy Ox Oy Oy Ox ( )
Somit stehen die Gradienten senkrecht aufeinander. Da die Potenzial- und Stromlinien
jeweils senkrecht zu ihren Gradienten sind, sind diese selbst auch senkrecht zueinander.
Prinzipiell léasst sich diese Betrachtungsweise auf drei Dimensionen erweitern. Dann ist
die Stromfunktion durch folgende Bedingungen definiert:

ov 99 0Og ov  0dg OJg ov  9dg dg

W= 5 =5 5 B % (3.77)

Daraus ergeben sich Stromlinien, die senkrecht auf Potenzialflichen stehen.

Durch diese Zusammenhénge konnen einige fiir die praktische Beschreibung und Cha-
rakterisierung der Grundwasserstromung hilfreiche Gegebenheiten abgeleitet werden. Bei
bekanntem Verlauf der Stromlinien kann im Allgemeinen der durch ein Biindel benach-
barter Stromlinien gegebene Durchfluss direkt berechnet werden. Betrachtet werden dazu
zwei Stromlinien, die in zwei Dimensionen (x,y) ein solches Biindel begrenzen (Abb. 3.12).
Der Durchfluss pro Tiefeneinheit Q45 zwischen den beliebig gewéhlten Punkten A und
B auf diesen beiden Stromlinien l&sst sich dann durch

B
Qap = [T dn (3.78)
A

entlang einer ebenfalls beliebigen Verbindungslinie zwischen den Punkten A und B be-
stimmen. Wird ein infinitesimal kleines Stiick dieser Verbindungslinie durch dx und dy
charakterisiert, sind die Komponenten des Normalenvektors dn, = dy und dn, = —dx.
Eingesetzt in Gleichung (3.78) erhdlt man:

B B
Qap = /(qm dy — qydx) = /(—d\lf) =0, —Vg. (3.79)
A A

Da die Stromfunktionen entlang von Stromlinien konstant sind, ist der Durchfluss pro

Tiefeneinheit @ zwischen zwei gegebenen Stromlinien ebenfalls konstant. Die Erweiterung



3. Losungsverfahren 81

An,

Abbildung 3.13: Stromlinienverlauf beim Ubergang zwischen zwei Bereichen unterschiedlicher
hydraulischer Leitfdhigkeit K1, K.

dieser Betrachtung auf drei Dimensionen fiithrt zu Stromréhren mit konstantem Durchfluss
@, die durch die Berandung eines entsprechenden FlieSquerschnitts definiert sind. Bei
Betrachtung des Transports in solchen Stromrohren ist somit ein Austausch zwischen
benachbarten Stromréhren ausgeschlossen, so dass entlang einer Stromrohre generell eine
ein-dimensionale Betrachtungsweise mdoglich ist.

Eine Konsequenz aus der Kontinuitét in einer Stromrohre ist z.B. der Verlauf einer Strom-
rohre, wenn diese iiber die Grenzfliche zwischen zwei Bereichen mit unterschiedlicher

hydraulischer Leitfihigkeit verlauft (Abb. 3.13). Bei zwei-dimensionaler Betrachtung gilt
Q = konst = Any gy = Ansg ¢o . (3.80)

Unter der Annahme einer geringen Verdnderung des hydraulischen Gradienten an der
Grenzflache ist fiir den Fall, dass K7 > Ks ist (rot), g1 > g2 und somit An; < Any, woraus
eine Richtungsénderung der Stromung weg von der Grenzflache resultiert. Hingegen ist
fiir den Fall, dass K; < K ist (griin), ¢ < g2 und somit An; > Any, was einer Rich-
tungsénderung der Stromung hin zur Grenzfliche bedingt.

Die wichtigste Anwendung der Potenzialtheorie liegt in der grafischen Konstruktion der

Strom- und Potenziallinien fiir eine zwei-dimensionale Grundwasserstromung in einem

h, > i ————————————
v h,
Potentiallinie Randstromlinie

X S

Abbildung 3.14: Stromungsnetz aus Strom- und Potenziallinien fiir eine Dammunterstromung.
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homogenen und isotropen Aquifer mit komplexen Réndern und Randbedingungen. Aus-
gehend von Festpotenzialrdndern und Randstromlinien lassen sich mit Hilfe der Ortho-
gonalitdtsbedingung alle Strom- und Potenziallinien festlegen, z.B. fiir eine Dammunter-
stromung (Abb. 3.14). Das resultierende Stromungsnetz definiert direkt lokale hydrauli-
sche Gradienten und Stromungsrichtungen. Bei festen Absténden der Potenzialschritte,
bekannten Aquifereigenschaften und durch Betrachtung von Stromrohren ist zudem eine
quantitative Auswertung hinsichtlich des Durchflusses in jedem Segment ¢ des Stromungs-

netzes durchfiihrbar: AHN
5 K
Q ASZ‘

3.1.5 Laplace Transformation

Zur analytischen Losung von Differenzialgleichungen, die eine zeitabhéngige Entwicklung
beschreiben, wie die hier betrachteten Bilanzgleichungen (Gln. 2.66, 2.99), bietet sich die
Laplace-Transformation an (s. z.B. Bronstein & Semendjajew, 1987). Diese Integraltrans-
formation kann fiir Funktionen angewendet werden, die fiir ¢ >0 definiert und integrierbar
sind. Fiir solche Funktionen f(t) ldsst sich dann die zugehorige Laplace-Transformierte

angeben
(o]

F(s) = / et (1) dt (3.82)

0
wobei die Variable s im Allgemeinen eine komplexe Grofe ist. Diese Transformation ist
linear, so dass sie sich nur auf lineare zeitabhéngige Differenzialgleichungen anwenden
lasst. In allen Termen, die keine Zeitableitungen enthalten, kann die Funktion f(¢) durch
ihre Laplace-Transformierte F'(s) ersetzt werden. Die Zeitableitungen werden durch diese

Transformation eliminiert, wie z.B. die erste Ableitung:

T —st df(t) _
O/ et R dt = s F(s) — fo. (3.83)

Dabei ist fy die Anfangsbedingung. Fiir die Laplace-Transformierte F'(s) bleibt somit eine
stationére Differenzialgleichung zu losen, wie sie auch in den vorangegangenen Abschnitten
betrachtet wurden.

Um die Losung f(t) zu erhalten, ist allerdings die Riicktransformation der Laplace-
Transformierten F'(s) erforderlich. Diese Riicktransformation erfordert eine Integration
iiber die komplexe Variable s

c+o0o

f(t):;m, / et F(s) ds, (3.84)

c—100
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Dieses Integral kann mit Hilfe des Residuen-Satzes berechnet werden, wenn die Funktion
F(s) im Gebiet G, mit Re s> c, bis auf endlich viele singulidre Punkte ay analytisch ist (s.
z.B. Bronstein & Semendjajew, 1987). Diese singuldren Punkte sind m-fache Polstellen
der Funktion F(s) und das Integral (Gl. 3.84) kann damit ersetzt werden durch

f(t):z< Lo 25 (s — )™ F(s) est]> . (3.85)

= \(m —1)! s=a dsm~1

Fiir eine Vielzahl von Funktionen F'(s) kann diese Riicktransformation bereits in Tabel-
lenwerken nachgeschlagen werden (z.B. Bronstein & Semendjajew, 1987; Abramovic &
Stegun, 1965; Hafner et al., 1992). In vielen anderen wichtigen Anwendungsféllen ist diese

Riicktransformation allerdings nur numerisch méoglich.

Die Anwendung der Laplace-Transformation soll an Hand der ein-dimensionalen instati-
ondren Stromung bei sprunghafter Verdnderung einer Randbedingung mit vorgegebener
Piezometerhche, wie sie z.B. eine stark vereinfachte Hochwassersituation in einem Fluss
darstellt, und an Hand des rein advektiv-dispersiven Stofftransports von einer instantanen

sowie einer kontinuierlichen Flachenquelle betrachtet werden.

Eine ein-dimensionale instationédre Grabenstromung in einem gespannten Aquifer wird

durch die Differenzialgleichung
dh d*h
S—=T—
dt dx?

beschrieben. Der Fall einer Grundwasserstromung in einen unendlich ausgedehnten Aqui-

(3.86)

fer auf Grund einer Hochwasserwelle kann durch folgende Anfangs- und Randbedingungen
vereinfacht dargestellt werden. Diese Verhéltnisse sind vergleichbar zu den im Kap. 3.1.3
betrachteten (s. Abb. 3.10). Allerdings ist die Differenzialgleichung (Gl. 3.86) hier linear.
Als Anfangsbedingung wird ein horizontalen Druckspiegel h(x,0)=ho gewéahlt. Als Rand-
bedingung am Rand z =0 wird der Wasserspiegel des Hochwassers h(0,¢) = h; und am
Rand im Unendlichen der Anfangsdruckspiegel h(oo,t) = hg vorgegeben. Die zu losende

Differenzialgleichung fiir die Laplace-Transformierte H (z, s) ist dann

S(SH_hO):TCfZQ;g’ (3.87)
mit den Randbedingungen
H(0,s) = f;l
(3.88)
H(oo,s) = };0.

Als Losung dieser Differenzialgleichung unter den gegebenen Randbedingungen ergibt sich

H(x,s):@Jrhl_ho e
s s

ﬁ
»
8

(3.89)



84 Bilanzmodelle in der Grundwasserhydraulik
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X

Abbildung 3.15: Entwicklung des Druckspiegels h(x,t) in einem gespannten Aquifer bei Fluss-

hochwasser.

Nach Riicktransformation (s. Hafner et al., 1992) ist dann die Piezometerhéhe (Abb. 3.15)
durch die komplementére Fehlerfunktion erfc (s. Anhang A.1) bestimmt:

h(ZL’, t) = ho + (hl — ho) erfc

3.90
T (3.90)
S

Der ein-dimensionale rein advektiv-dispersive Stofftransport in einem gleichférmigen Ge-
schwindigkeitsfeld wird durch die Differenzialgleichung (GI. 2.139)

dc dc D 0?%c
_— = =, — -
ot “ Ox Ox?
beschrieben. Der Fall der instantanen Flachenquelle ist durch die folgenden Anfangs- und

(3.91)

Randbedingungen definiert. Die Anfangsbedingung ist durch die Konzentration ¢(z,0)=0
gegeben. Die Randbedingung an der Flachenquelle, x =0, ist {iber die Dirac’sche Delta-

funktion
ur t =0
5(t) :{ oo fir (3.92)
0 sonst
durch die instantane Massenzugabe AM in den Transportquerschnitt A
AM

0,t) = o(t 3.93
o(0.8) = o0t (399

vorgegeben. Die Randbedingung im Unendlichen entspricht der Anfangskonzentration
c(00,t) = 0. Die zu l6sende Differenzialgleichung fiir die Laplace-Transformierte C(x, s)

ist dann i 20
sC—0 Va +D T2 (3.94)
mit den Randbedingungen
AM
C(0,s) =
A, (3.95)

C(o00,s) =0.
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Abbildung 3.16: Entwicklung der Konzentration c(x,t) bei instantaner Zugabe iiber eine
Flichenquelle (1d).

Dabei spielt die Laplace-Transformierte der Deltafunktion §(t—ty)

/ eSOt — to) dt = =510 (3.96)

0

keine Rolle, da hier ¢ty =0 definiert wurde. Als Losung dieser Differenzialgleichung unter
den gegebenen Randbedingungen ergibt sich

AM v, _ Jv% 4 s
C’(a:,s):A exb e VP T 57, (3.97)

Va

Nach Riicktransformation (s. Héfner et al., 1992) ist dann die Konzentration

AM x (z=vat)®
c(xt) = ——— 2 o ibr . 3.98
(z,¢) Av,tVar Dt ( )

Diese Losung (Abb. 3.16) entspricht einer GauB-Verteilung mit dem Mittelwert p=x—uv,t
und der Standardabweichung o, =+/2Dt. Der Mittelwert bewegt sich mit der Transport-

geschwindigkeit v, und die Standardabweichung nimmt mit der Zeit ¢ zu.

In gleicher Weise kann fiir eine instantane Linienquelle der Lange H mit

AM
t) = ot .
c(0,0,4) = 7 - 0(1) (3.99)
und eine instantane Punktquelle mit
AM
c(0,0,0,t) = i(t) (3.100)
Vg

fiir die Stoffausbreitung in einer gleichférmigen Stromung in z-Richtung die Konzentration
ermittelt werden

(z=vat)? 42
— AMz e 4Dzt ADyt (3_101)

(& x7y7t -
( ) H v, t?2m /4D, D,
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a) c
Advektion
C1 --_:
Dispersion \
X
b) 2
X

Abbildung 3.17: Entwicklung einer Konzentrationsfront c¢(x,t) bei kontinuierlicher Zugabe in
einer Fldchenquelle (1d): a) ein-dimensionale Beschreibung; b) tatsédchliche Situation im Verti-
kalschnitt.

bzw.
AM x _(evat)? g2 22

c(z,y,2,t) = 3 e ADst 4Dyt " 4D:t (3.102)
Vot V2 /8D, Dy D t3

Dabei kann der Dispersionstensor im Allgemeinen anisotrop sein.

Ebenfalls mit Hilfe der Laplace-Transformation kann die analytische Losung der Differen-
zialgleichung (Gl. 3.91) fiir eine kontinuierliche Flidchenquelle mit der konstanten Kon-
zentration ¢(0,t) = ¢; hergeleitet werden. Die Konzentration im Unendlichen ist dabei
wieder gleich der Anfangskonzentration c(oo,t)=c(z,0)=0. Als Losung ergibt sich dann
fiir die Konzentration (Ogata & Banks, 1961) unter Verwendung der komplementéiren
Fehlerfunktion erfc (s. Anhang A.1)

c1 T — vt Va L, T+ vt
c(x,t)=—=|erfc| ——— |+ e D erfc | —— || . 3.103
=5 (oo (Fp) + e (Tgg)] - e
Fiir den Fall advektiv dominierter Stromung vereinfacht sich diese Losung weit weg vom
Rand x=0 zu

— vyt
c(x,t) = % erfc <a2:\/11;_t> . (3.104)

Diese ein-dimensionale Losung (Abb. 3.17a) beschreibt vereinfacht die tatséchliche Kon-
zentrationsfront im Raum. Diese ist nicht glatt sondern besitzt auf Grund der lokalen
Geschwindigkeitsunterschiede eine komplexe Struktur (Abb. 3.17b), wobei die tiefenge-

mittelten Konzentrationen mit Hilfe der Dispersion erfasst werden.
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3.2 Numerische Verfahren

3.2.1 Grundsatzliches

Numerische Verfahren zur Losung von Differenzialgleichungen spielen immer dann eine
Rolle, wenn das Modellgebiet eine komplexe geometrische Form besitzt, keine einfachen
Anfangs- und Randbedingungen oder heterogene Parameterfelder vorliegen. Die allgemei-
ne, hier betrachtete Bilanzgleichung (Gl. 2.12) kann zudem einen nicht-linearen Charakter
bekommen (s. Gl. 2.68). Da alle in Betracht kommende, numerische Verfahren nur die
Losung linearer Differenzialgleichungen ermdoglichen, muss im letzteren Falle eine Linea-

risierung erfolgen.

Die unterschiedlichen Verfahren lassen sich nach ihrer Eignung zur Losung der unter-
schiedlichen Differenzialgleichung gruppieren. Das finite Differenzen-Verfahren kann wie
das finite Volumen-Verfahren sowohl zur Losung der Stromungs- (Gl. 2.66) als auch der
Transportgleichung (Gl. 2.99) verwendet werden. Diese Verfahren sind jedoch auf struk-
turierte Gitter, das finite Differenzen-Verfahren auf Gitterlinien parallel zu den Koordina-
tenachsen beschréankt. Das finite Elemente-Verfahren sowie das Randelemente-Verfahren
sind eigentlich auf Poisson-Gleichungen, das sind Differenzialgleichungen mit ausschlie3-
lich zweiten Ableitung, beschrinkt. Die Verwendung unstrukturierter Gitter ermdglicht
dabei eine gute Darstellung geometrischer Details. Durch Anwendung spezifischer numeri-
scher Methoden, wie "upstream weighting”, konnen auch advektiv dominierte Transport-
probleme, die einfache Ableitungen enthalten, gelost werden. Alle diese Verfahren werden
auch als FEuler-Verfahren bezeichnet, da sie an ein ortsfestes Koordinatensystem gebunden
sind.

Das ”particle tracking”-Verfahren, das "random walk”-Verfahren und das Charakteristi-
ken Verfahren stehen insbesondere zur Losung advektiv dominierter Transportproble-
me zur Verfiigung. Bei diesen Verfahren werden rein advektive Partikelbewegungen im
Stromungsfeld entlang Bahnlinien berechnet, wobei die Existenz solcher Bahnlinien ge-
geben ist, wenn die Potenzialtheorie angewendet werden kann. Diese Verfahren werden
als Lagrange-Verfahren bezeichnet, da die bewegten Partikel als mit der Stromung mit-
bewegte (Advektion) Koordinatensysteme aufgefasst werden konnen.

Die einzelnen Verfahren unterscheiden sich im Wesentlichen dadurch, wie sie die rdum-
lichen und zeitlichen Ableitungen approximieren. Dabei bestimmen diese Verfahren die
Losung immer nur fiir einzelne, d.h. diskrete, Berechnungspunkte (Knoten), wobei de-
ren lokale Umgebung als homogen angenommen wird (Elemente, Zellen). Die Festlegung
der Berechnungspunkte wird als Diskretisierung bezeichnet. Diese Betrachtung lasst sich
fiir die Zeitabhéngigkeit verallgemeinern. Es werden einzelne Zeitpunkte festgelegt, fiir

die eine stationdre Betrachtung erfolgt. Ist das numerische Verfahren in der Lage die
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Diskretisierung in Raum und Zeit zur Approximation der Gradienten an die aktuellen
Berechnungsergebnisse anzupassen, spricht man von so genannten adaptiven Verfahren.

Auf Grund der erforderlichen Diskretisierungen besitzen auch die numerischen Verfahren
ihre Schwéchen. Die erhaltene Losung ist immer nur eine Néherungslosung, deren Genau-
igkeit je nach Verfahren durch verschiedene Faktoren bestimmt wird. Durch Annédherung
der Ableitungen {iber die erforderliche Diskretisierung wird zudem numerische Dispersi-
on in der Losung erzeugt. Weiterhin konnen unter bestimmten Bedingungen numerische
Instabilitdten in Form von Oszillationen sowohl beim Auffinden der Losung als auch in
der Losung selbst auftreten. Bei der Optimierung der Diskretisierung zur Vermeidung
dieser Faktoren stehen die wesentlichen Parameter in Konkurrenz miteinander, so dass
eine komplette Vermeidung dieser numerisch bedingten Probleme im Allgemeinen nicht
moglich ist.

Eine wesentliche Herausforderung bei der Anwendung numerischer Modelle stellt die Ein-
gabe der Parameterfelder dar. Generell muss fiir jeden Parameter ein Wert fiir jedes
Diskretisierungselement definiert werden. Da die tatséichliche Werteverteilung der einzel-
nen Parameter im Allgemeinen nicht bekannt ist, miissen sinnvolle Annahmen getroffen
werden. Die in der Praxis hédufigste Methode ist einen einheitlichen Mittelwert, d.h. ei-
ne homogene Parameterverteilung, vorzugeben. Die aufwindigste Methode ist, auf Basis
geostatistischer Datenanalyse unter Verwendung stochastischer Algorithmen heterogene
Parameterfelder zu generieren. Die geostatistische Analyse erfordert allerdings eine ge-
wisse Datendichte. Liegen Messwerte der numerisch zu berechnenden Groflen vor, kénnen
iiber Anpassung der numerischen Losung an diese Messwerte die Parameterverteilungen
ermittelt werden. Diese Art der Ermittlung der Parameterverteilungen wird als Kalibrie-
rung bezeichnet. Erfolgt diese Anpassung automatisch wird von inverser Modellierung
gesprochen. Im Allgemeinen ist die auf diese Weise ermittelte Verteilung nicht eindeu-
tig, da meist viel mehr Diskretisierungselemente und damit unbekannte Parameterwerte

vorliegen als Messwerte.

Numerische Modelle haben ihre Stéarke dadurch erhalten, dass sie mit Hilfe von Computer-
programmen berechnet werden konnen und die technischen Méglichkeiten heute in vielen
Féllen eine sehr gute Abbildung der Realitéit in Form einer an das Problem angepass-
ten, hochaufgelosten Diskretisierung ermoglichen. Allerdings st6ft man dabei immer noch
an die Grenzen der Computertechnik, da eine drei-dimensionale, instationédre Betrach-
tung enorme Datenmengen und damit auch enormen Rechenzeitbedarf erfordert. Auch
nicht zu unterschétzen ist der Aufwand fiir die Bereitstellung dieser Daten in Form von
Randbedingungen und Parameterfeldern. Die eingesetzte Software besitzt unabhéngig von
der zu losenden Differenzialgleichung, dem verwendeten numerischen Verfahren und der
verwendeten Programmiersprache generell dieselbe grundlegende Struktur (Abb. 3.18).
Zuerst werden die Eingabedaten gelesen. Dann wird durch Anwendung des gewéhlten
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Eingabe
(Diskretisierung, Parameterfelder,
Rand-, Anfangsbedingungen)
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Abbildung 3.18: Allgemeines Schema des Programmablaufs zur Berechnung von Stréomung

und Transport im Untergrund.

numerischen Verfahrens die Differenzialgleichung in ein algebraisches Gleichungssystem
iiberfiihrt. Bei instationdren Anwendungen erfolgt die Abarbeitung einer Zeitschrittschlei-
fe, innerhalb der das Gleichungssystem fiir jeden Zeitschritt gelost wird. Gegebenenfalls ist
zur Linearisierung bei der eigentlichen Gleichungslésung noch eine weitere Iterationsschlei-

fe zu durchlaufen. Am Ende der Zeitschrittschleife erfolgt die Ausgabe der Ergebnisse.
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Zur numerischen Loésung der Transportgleichung mit reaktiven Transportprozessen wird
meist das Zwei-Schritt-Verfahren angewendet, das auf der Methode des ”operator split-
ting” beruht, wie es z.B. von Schéfer (1992) beschrieben wird. In einem ersten Schritt
wird der reine stromungsmechanische Transport (Gl. 2.100) ohne den Quell-/Senkenterm
gelost und so die Konzentrationsverteilung iiber die Diskretisierungselemente ermittelt.
Ausgehend von der Losung aus dem ersten Schritt wird dann entkoppelt in einem zwei-
ten Schritt fiir jedes Diskretisierungselement getrennt das Gleichungssystem gelost, das
die Reaktionen bilanziert (Gl. 2.80). Beide Losungsschritte erfolgen innerhalb eines Zeit-
schrittes.

3.2.2 Finite Differenzen

Das finite Differenzen-Verfahren eignet sich natiirlicherweise zur Losung von Erhaltungs-
gleichungen, wie sie zur Bilanzierung von Stromungs- und Transportvorgédngen im Un-
tergrund verwendet werden. Dieses Verfahren ist exakt massenerhaltend, basiert auf kon-
tinuierlichen Netzwerkstrukturen und ist sehr einfach mit jeder Programmiersprache in

einen Computercode zu implementieren.

Die finite Differenzen-Nédherung nihert die Ableitung einer Funktion df /dz unter Ver-
wendung von arithmetischen Kombinationen von ausgewerteten Funktionswerten f(x;)
an vorgegebenen Knotenpunkten x; an. Diese Niaherung kann direkt aus der Taylorrei-
henentwicklung der betrachteten Funktion am Punkt (z+Az) hergeleitet werden:

d 1 &
+d"; A:c+——f Az’ + -+ R,. (3.105)

T

fla+Az) = f(2) =

Wird diese Gleichung (3.105) nach df /dz aufgelost und verwendet man die Schreibweise
f(z) =f(x;)=fibzw. f(x+Ax)=f(x;11)= fir1, erhélt man direkt

df  fin—fi IR

— = — = 3.106

dz Ax Ax ( )
Dabei bildet der erste Term auf der rechten Seite der Gleichung (3.106) die Vorwérts-
differenz-Néherung (Abb. 3.19). Der zweite Term bildet das Restglied mit den Ableitungen

héherer Ordnung und gibt direkt den Fehler dieser Naherung an. Die Auswertung dieses

Restglieds ergibt einen Fehler der Ordnung

2! da?

Damit ist die Vorwértsdifferenz-Niaherung von der Genauigkeit der Ordnung Ax.

0(1 el (m)) | (3.107)

Wird die Taylorreihenentwicklung der Funktion f(x) am Punkt (z—Ax) durchgefiihrt,
erhdlt man in derselben Weise die Riickwirtsdifferenz-Nédherung (Abb. 3.19)

o S-S Re

. Ay Ax (3.108)
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f(x) A
wahre Ableitung \/orwarts-Differenz
fi+1 *
fi ®
Ruckwarts- zentrale Differenz
Differenz
fi-1 *

— AX —>

Abbildung 3.19: Approximation der Ableitung der Funktion f(x) am Punkt x; durch ver-

schiedene Differenzen-Nédherungen.

Diese besitzt somit denselben Fehler und dieselbe Genauigkeit wie die Vorwirtsdifferenz-
Néherung.

Eine Verbesserung der Genauigkeit kann dadurch erzielt werden, dass der arithmetische
Mittelwert der Vorwérts- und Riickwértsdifferenz-Naherung verwendet wird. Diese Be-
trachtungsweise fithrt zur zentralen Differenz-Nédherung (Abb. 3.19):

df  fimn—Jfis1  Rs
dr 2 Ax Ax’ (3.109)

Der Fehler, der durch das Restglied R3 verbleibt, und somit die Genauigkeit sind von der
Ordnung Az?.

Die finite Differenz-N&herung fiir die zweite Ableitung ergibt sich aus der Anderung der
Riickwérts- (df /dx)g zur Vorwirtsdifferenz-Naherung (df /dz)y am Punkt z. Dazu ist
eine Taylorreihenentwicklung fiir die Ableitungsfunktion df /dz durchzufiihren. Da die-
se Néaherungen jedoch nur am Punkt x selbst definiert sind, ist fiir diese Entwicklung
Az =0 anzusetzen. Damit reduziert sich diese Taylorreihe auf (df /dz)y = (df /dz)g. Die
Auswertung dieser Gleichung ergibt:

d*f _ fin —2fi+fioi R

dz? Az ? Azx?’
Der Fehler, der durch das Restglied R4 verbleibt, und somit die Genauigkeit sind von der
Ordnung Az?.

(3.110)

Die Anwendung des finite Differenzen-Verfahrens beruht darauf, dass durch die jeweili-
ge Niherungen das infinitesimal kleine Bilanzvolumen, fiir das die Differenzialgleichung

gilt, auf eine Stiitzstelle, einen Knoten reduziert wird. Die Festlegung der Knoten, die
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Diskretisierung, beim finite Differenzen-Verfahren erfolgt auf Basis eines regelméfiigen
Gitters, welches das betrachtete Gebiet abbildet. Dabei kénnen nun die Knoten auf zwei
unterschiedliche Weisen bzgl. dieses Gitters festgelegt und damit die Bilanzgleichungen
ausgewertet werden. Werden die Knoten den Schnittpunkten der Gitterlinien zugeord-
net, werden diese Knoten als gitterzentriert bezeichnet. Das Bilanzvolumen muss dann
um diese Knoten definiert werden. Die andere Moglichkeit ist, dass die Gitterlinien die
einzelnen Bilanzvolumina, Zellen, definieren. Die Konten, an denen die Ndherungen der
Ableitungen durchgefiihrt werden, werden dabei den Zellmittelpunkten zugeordnet und
werden als zellzentrierte Konten bezeichnet. Diese beiden Methoden und das resultierende
Gleichungssystem werden im Folgenden am Beispiel einer stationéren, tiefengemittelten
Stromung ohne Quellen/Senken in einem gespannten, heterogenen, isotropen Aquifer der
Méchtigkeit M néher betrachtet. Die Aquiferparameter, in diesem Beispiel die Transmis-
sivitéit, sind dabei fiir die einzelnen Gitterzellen definiert.

Anwendung auf Stréomungungsgleichung

Fiir den Fall der gitterzentrierten Knoten bei unregelméaffigem Abstand zwischen den
Gitterlinien, d.h. Az und Ay sind verschieden, wird das Bilanzvolumen um einen Knoten
durch die Mitte auf der Gitterlinie zum jeweiligen Nachbarknoten definiert (Abb. 3.20).
Die Bilanzgleichung unter Verwendung der Vorwértsdifferenz-Néaherung fiir den Knoten

(1,7) ergibt sich dann zu

Ay by —hig gAY hic = hig
T 2 A‘fi, ot 2 Al’i,
Ay hii— hiq Ayiy hii— it
+ Ty Yj J +1,j T Yj+ Mg +1j
’ 2 AI'Z'_;'_ ’ 2 Al‘i+ (3 111)
o Azi hij1— hi o Axip hijo1 — hi 1 '
I 2 Ay]_ = 2 Ay]_
Ax; hi:— hiiq Az hi:— hi i1
T, . t 2% t.J+ Ty i+ Mg L+l 0
+ Li it 5 Ayrs + it j+ 5 Ayrs ;

Durch Umformen erhélt man daraus die Entwicklungsgleichung fiir den Knoten (i, j):

Tioj-Ayj- + Tio e Ayjs Tirj-Ayj— + Tiv jr Ayjs

- 2 Az, =1 = 2 Az, i+

Ty Az + T j Ay b Tivj- Az +Tiy j 4 Axyy [
2 ij, wi—1 2 Ay]Jr it ( )
3.112

Tie j-Ayj- + Tie i+ Ay n Tiy j-Ayj— + Tiy j+ Ayt n
2 Ax,;_ 2 Ax;,
Tioj-Axi- + T j1 Awgy n Tiyj- Az + Ty j Az b =0
2 ij_ 2 ij+ b ’

bzw. in verallgemeinerter Form

Qit1,j i1y + @imrj hicaj + @i gia Ry + a1 hijo1 — a5 hij = 0. (3.113)
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Abbildung 3.20: Gitterzentrierte Knoten und zugehorige Bilanzvolumina in einem Gitter mit

variablen Abstidnden der Gitterlinien.

Die Randbedingungen werden ebenfalls in Form dieser Entwicklungsgleichungen eingear-
beitet. So stellt eine Dirichlet-Randbedingung keine Unbekannte dar und taucht als feste
GroBle in den Entwicklungsgleichungen der Nachbarknoten auf. Sie kann somit auf die
rechte Seite der entsprechenden Entwicklungsgleichung gebracht werden. Eine Neumann-
Randbedingung wird direkt als Flussrate {iber den entsprechenden Randknoten auf der
rechten Seite angegeben. Bei einer Cauchy- bzw. Leakage-Randbedingung wird ebenfalls
auf der rechten Seite als Leakage-Fluss angegeben, wobei jedoch der Teil mit der Unbe-
kannten auf die linke Seite transferiert werden muss. Da Randknoten keine vier Nachbar-
knoten aufweisen, muss das Bilanzvolumen und damit die Entwicklungsgleichung entspre-
chend angepasst werden, indem die nicht vorhandenen Terme aus der Gleichung (3.112) ge-
strichen werden. Quell-/Senkenterme im Gebiet werden wie Neumann-Randbedingungen

betrachtet und als Flussrate an dem jeweiligen Knoten angegeben.

Die auf diese Weise erhaltenen Entwicklungsgleichungen stellen ein Gleichungssystem mit
N unbekannten Piezometerhohen dar. Werden die Knoten fortlaufend nummeriert, stellt
jeder dieser Entwicklungsgleichungen eine Zeile in einer Matrizengleichung dar:

N
> Kiyhy=Q, I, k=1...N, Anzahl der Knoten. (3.114)
k=1

Die quadratische Matrix mit den Koeffizienten K wird als Koeffizientenmatrix bezeich-
net. Die einzelnen Koeffizienten enthalten die Angaben zur Diskretisierung Az, Ay, hy-
draulischen Leitfahigkeit K und Méchtigkeit M bzw. Transmissivitdat T'. Der Vektor Q)
ist der Flussvektor. Dieser enthélt die Flussraten an allen Knoten, die nur dann von 0
verschieden sind, wenn an dem jeweiligen Knoten ein Quell-/Senkenterm oder eine Rand-
bedingung definiert ist. Eine Ausnahme bilden die Knoten in direkter Nachbarschaft einer
Dirichlet-Randbedingung. In den Entwicklungsgleichungen solcher Knoten treten die vor-
gegebenen Piezometerhohen mit den entsprechenden Transmissivitdtswerten und den An-
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gaben zur Diskretisierung auf der rechten Seite als Flussrate auf. Diese Terme beschreiben
dann die Zu- bzw. Abfliisse an dem jeweiligen Randknoten mit Dirichlet-Randbedingung.

Die Losung des Gleichungssystem erhélt man durch Invertieren der Koeffizientenmatrix:

N
hi=> Ky Q. (3.115)
k=1

Das Invertieren der Koeffizientenmatrix ist meist sehr aufwéandig, da die Matrix im Allge-
meinen unsymmetrisch ist und der Aufwand direkt von der Anzahl der definierten Knoten
abhéngt. Um die Invertierung insbesondere bei grofler Knotenanzahl effizient zu machen,
wurden in den vergangenen Jahren verschiedene, iterative Algorithmen entwickelt. Diese
konnen speziell die gering besetzten Matrizen, wie sie zur Berechnung der Grundwas-
serstromung und des Transports erstellt werden, effizient invertieren. Eines der ersten
iterativen Verfahren war das PCG-Verfahren (”preconditioned conjugated gradient”), das
z.B. von Hill (1990) in das Programm MODFLOW (McDonald & Harbaugh, 1984) imple-
mentiert wurde. Dieses Verfahren wurde z.B. von Ashby & Falgout (1996) fiir Mehrgit-
teranwendungen erweitert. Eine alternative Entwicklung zur Verbesserung der Effizienz
unter Anwendung der Mehrgitterverfahren ist z.B. das SAMG-Verfahren (Algebraische
Mehrgitterverfahren fiir Systeme, Stitben 1999, 2001, 2002), das unter anderem im fini-
te Elemente-Programm FEFLOW (Diersch, 2006) implementiert ist. Eine weiteres noch
allgemeineres Verfahren zur Invertierung der Matrix in Gleichung (3.115) ist das LINSOL-
Verfahren (Héafner et al., 1999; Hafner & Schonauer, 2002; Schonauer & Héfner, 2002) das
fiir ganz unterschiedliche Gleichungssysteme sehr effizient ist, unter anderem bei voll be-
setzten Matrizen.

Im Falle der zellzentrierten Knoten (Abb. 3.21) vereinfachen sich die Entwicklungsglei-
chungen, da die jeweilige Zelloberfliche der zu betrachtenden Querschnittsfliche entspricht
2 (hi-1,5 — hiy) 2 (hiyj — hit1;)

N ij A[L’i_l I AZL’Z T ij AI‘l I AZL‘i_H N
Ti1, Iy T;, Tit1

o, 2Wiic —hig) 2 = hig)
Ayj—1 , Ay Ay; | Ay
Tij1 Ty Tij  Tijn

(3.116)

— A =0.

Diese Entwicklungsgleichung kann ebenfalls auf die allgemeine Form (Gl. 3.113) gebracht
werden und stellt wiederum eine Zeile der Matrixgleichung (Gl. 3.114) dar.

Die Einarbeitung der Randbedingungen erfolgt in derselben Weise wie bei den gitterzen-
trierten Knoten. Es muss ebenfalls eine Anpassung der Entwicklungsgleichungen fiir die
Randknoten durch Eliminieren der entsprechenden Terme aus Gleichung (3.116) erfolgen.
Allerdings hat diese Formulierung der finiten Differenzen mittels zellzentrierter Knoten
den Nachteil, dass die jeweilige Randbedingung nicht am Rand des Gebietes, d.h. an der
entsprechenden Zelloberfldche sondern am Zellmittelpunkt definiert werden muss.
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Abbildung 3.21: Zellzentrierte Knoten und zugehérige Bilanzvolumina in einem Gitter mit

variablen Abstianden der Gitterlinien.

Zeitdisktretisierung

Die Zeitdiskretisierung erfolgt in der Regel unabhéngig vom numerischen Verfahren, das
zur Losung der Differenzialgleichung mit den raumlichen Ableitungen verwendet wird, mit
dem finite Differenzen-Verfahren. In den Differenzialgleichungen tritt immer nur die erste
Zeitableitung O f /0t auf. Als Stiitzstellen fiir die finite Differenz-Néherung stehen daher
nur zwei aufeinander folgende Zeitschritte zur Verfiigung. Dabei lassen sich zwei Betrach-
tungsweisen unterscheiden, wenn die rdumliche Verteilung der Funktionswerte f(z;) zum
Zeitpunkt t* betrachtet wird. Wird ausgehend von dieser Verteilung f(z;,t*) der darauf-
folgende Zeitschritt t*+At bzw. t*! betrachtet, findet eine Extrapolation in die Zukunft
statt. Diese Betrachtungsweise wird als explizit bezeichnet. Wird hingegen ausgehend
von der Verteilung aus dem vorangegangenem Zeitschritt f(x;,t* —At) bzw. f(x;, 1)
die Verteilung des aktuellen Zeitschritts f(z;,1*) bestimmt, findet eine Interpolation in
der Gegenwart statt. Diese Betrachtungsweise wird als implizit bezeichnet.

In verallgemeinerter Form erhélt man dann fiir die Betrachtung einer instationéren Grund-
wasserstromung in einem gespannten, homogenen und isotropen Aquifer unter Verwen-

dung eines regelméfligen Gitters die folgende Entwicklungsgleichung fiir den Knoten ¢, j

Y A1 A1 A1, pA-l A1 A1 pA-1
g hig — Mg _ T <hi+1,j —2hi; Rty n hijon —2hi; " + hi,j—l) o+

At Ax? Ay?

o (P =200y PR — 2R R
+ A + Ay (1-0).

(3.117)
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Der Parameter © steuert dabei die Gewichtung von expliziter und impliziter Betrach-
tungsweise. © =1 bedeutet rein explizit und © =0 rein implizit. Die gleiche Gewichtung
beider Betrachtungsweisen © =0, 5 wird als Crank-Nicolson-Schema bezeichnet. Randbe-
dingungen werden, wie im vorangegangenen Abschnitt dargestellt, eingearbeitet. Die Ent-
wicklungsgleichungen aller Knoten lassen sich wieder in der Matrixgleichung (Gl. 3.114)
zusammenfassen. Die Angaben zur Zeitdiskretisierung At und zum Speicherkoeffizienten
sind hierbei sowohl in der Koeffizientenmatrix K als auch im Flussvektor @); zu finden.

Diese Betrachtungsweisen haben sehr unterschiedliche numerische Eigenschaften. So ent-
halt wie aus Gleichung (3.117) ersichtlich bei der expliziten Betrachtung, © = 1, jede
Entwicklungsgleichung nur eine Unbekannte hf:j. Die Verwendung dieses expliziten Sche-
mas vereinfacht das Gleichungssystem und reduziert somit den Aufwand der numerischen
Losung betréachtlich. Allerdings gehen bei expliziter Betrachtungsweise die rdumlichen Be-
ziehungen verloren, was dieses Schema sehr anféllig fiir Instabilitdten macht. Im Gegensatz
dazu ist implizite Schema sehr aufwindig, erhélt aber immer die rdumlichen Beziehungen,
da in jedem Zeitschritt ein vollstandiges Gleichungssystem zu losen ist. Dadurch ist dieses
Schema in allen Féllen stabil. Eine besondere Bedeutung kommt dieser unterschiedlichen
Betrachtungsweise bei der numerischen Lésung der Transportgleichung zu.

Anwendung auf Transportgleichung

Eine grofle Herausforderung an numerische Verfahren stellt die Losung der Transport-
gleichung (Gl. 2.100) dar, die fast immer instationdr betrachtet wird. Dies liegt darin
begriindet, dass in dieser Gleichung sowohl erste als auch zweite rdumliche Ableitungen

auftreten. Am Beispiel der ein-dimensionalen Transportgleichung

%__" @_FDaiQC
ot or 7 on2

sollen die auftretenden Schwierigkeiten verdeutlicht werden. Die finite Differenzen-Né&he-

(3.118)

rung der Transportgleichung (Gl. 3.118) fiir eine einheitliche Diskretisierung, Az =konst.,
At=konst., lautet dann

P AN - (e ) (1 A9y
G G o [_va (CH-l Cz)q) (Cz Cz—1)<1 CI)) +Dcl+1 261 +Cz—1] e} +

At Ax Ax?
[z = e 5110
Az
A—1 A—1 A—1
cg —2c T+
D i+1 ] i—1 1—-©
+ ]

wobei die rdumliche Ableitung entweder durch die Vorwértsdifferenz-Néherung & = 1,
zentrale Differenz-Naherung ® =0, 5 oder die Riickwértsdifferenz-Ndherung ® =0 appro-
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ximiert werden kann. Diese Gleichung kann nach Multiplikation mit At durch die beiden
Kenngroflen C'o und Pe* charakterisiert werden:

=t = CO[ — <cf‘+1—c?> D — (cf‘—cf‘fl) (1-®) +

1

+ Pe* (C;\—H —2¢ +C?—1)] O +

(3.120)
+ Co| = (Ai=e) o - (=) (-9) +
1
b (O —2a ) |ae)
Die Courant-Zahl
Co= Bt (3.121)
Az~ '

definiert eine Beziehung zwischen der rdumlichen und zeitlichen Diskretisierung. Die in
Gleichung (3.121) angegebene Beschriankung garantiert, dass bei der numerischen Losung
der Transport in jedem Diskretisierungselement bilanziert wird und kein Element ”iiber-
sprungen” wird. Die Gitter-Peclet-Zahl

pet — Va Az

<2 3.122
L < (3122
unterliegt der in Gleichung (3.122) angegebenen Beschriankung, um sicher zu stellen, dass
bei der numerischen Losung der Anteil der Dispersion bzw. Diffusion gegeniiber dem

advektiven Transport nicht zu gering gewichtet wird.

Diese beiden Kenngroflen sind direkt mit der Qualitéit der numerischen Losung der Trans-
portgleichung verkniipft. Sie kontrollieren die Stabilitéit und die numerische Dispersion der
numerischen Losung. Diese beiden Effekte hingen zudem von der gewéhlten Differenzen-
Néherung fiir den advektiven Term und dem gewéhlten Zeitschema ab. Die zentrale Dif-
ferenz sowie das implizite Zeitschema sind immer stabil. Allerdings erzeugt das implizite
Schema grofle numerische Dispersion. Das explizite Schema ist nur bei Einhaltung des
Stabilitatskriteriums C'o <1 stabil. Die numerische Dispersion wird durch den Fehler bei
der finiten Differenzen-Naherung hervorgerufen und ist damit direkt abhéngig von der

Diskretisierung Ax.

Die auftretenden numerischen Schwierigkeiten liegen in der Struktur der Entwicklungsglei-
chungen an den Knoten bei advektiv dominiertem Transport begriindet. Im Fall des rein
expliziten Zeitschemas ist zwar kein Gleichungssystem zu 16sen, dafiir kann die rdumliche
Beziehung zwischen den Knoten verloren gehen. Sobald das gewéhlte Zeitschema implizite
Anteile enthélt, erhélt dieses Gleichungssystem eine zunehmend asymmetrische Struktur,

die bei Losung in Form von numerischer Dispersion ausgeglichen wird.

Das finite Differenzen-Verfahren ist beispielsweise unter Verwendung zellzentrierter Kno-
ten in dem weit verbreiteten Programm MODFLOW (McDonald & Harbaugh, 1984)
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implementiert. Mit MODFLOW lassen sich instationére, drei-dimensionale Grundwasser-
stromungen in gespannten und ungespannten Aquiferen berechnen. Dabei kénnen mehre-
re Arten von hydrogeologischen Randbedingungen definiert werden, die alle in Form der
grundlegenden mathematischen Randbedingungen (Gl. 2.73—-2.75) implementiert sind.
Das Programm MT3DMS (Zheng & Wang, 1999) verwendet unter anderem auch das fini-
te Differenzen-Verfahren zur Berechnung des Stofftransports. MT3DMS verwendet dazu
direkt das Stromungsfeld aus MODFLOW. Um das Courant-Kriterium (Gl 3.121) ein-
zuhalten, ist eine automatische Anpassung der Zeitschritte fiir die Transportberechnung

implementiert.

3.2.3 Finite Elemente

Eine grundsétzlich andere Methode, die Ableitungen in der Differenzialgleichung zu ap-
proximieren und eine Lésung zu finden, wird beim finite Elemente-Verfahren angewendet.
Der verwendete Losungsansatz basiert auf der Variationsmethode, die dem Fachgebiet
Funktionalanalysis in der Mathematik zugeordnet ist. In der Funktionalanalysis werden
Mengen bestehend aus Funktionen betrachtet, in denen der Abstand zwischen den einzel-
nen Elementen, den Funktionen, durch eine Metrik definiert ist. Solche Mengen werden
als Hilbertrdume bezeichnet. Das Prinzip der Variationsmethode besteht darin, dass das
Volumenintegral iiber die Differenzialgleichung mit der unbekannten Funktion f gebildet
wird, die als Losung gesucht ist

I= /{L F(@)} dv . (3.123)

L ist dabei ein beliebiger Differenzialoperator, der die Differenzialgleichung beschreibt.

Die gesuchte Losung dieser Integralgleichung ist dann durch das Minimum der Variation
o _
5f

gegeben. Die Existenz dieser Losung ist direkt von der Existenz des Integrals (Gl. 3.123)

0 (3.124)

abhéngig. Dieses Integral existiert nicht fiir den Fall einer lokalen Singularitét. Diese Art
der Singularitat lasst sich dadurch vermeiden, dass der Bereich, in dem diese auftritt,
aus dem Betrachtungsgebiet ausgeschnitten wird, indem z.B. eine innere Randbedingung

definiert wird.

Zur numerischen Modellierung ist es auch beim finite Elemente-Verfahren erforderlich,
die Betrachtung auf eine Anzahl endlich vieler Knoten zu beschrinken. Die gesuchte,
unbekannte Funktion f(¥) ldsst sich mit Hilfe von Interpolationsfunktionen ¢ (%) an

jedem Knoten k durch die Funktionswerte fk anndhern:

f(@) = ﬁjfk Ok (T) . (3.125)
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Dabei ist N die Anzahl der vorab festgelegten Knoten. Das Einsetzen in das Integral (Gl
3.123) ergibt:

/{L Lﬁl fi qﬁk(f)l} dv = /ng. (3.126)

Auf Grund der Néherung mittels der Funktionswerte f entsteht ein Fehlerterm, der dazu
fithrt, dass diese Betrachtung nicht mehr exakt massenerhaltend ist. Durch Wahl geeigne-
ter Ansatzfunktionen w;(Z) firr jeden Knoten [ kann dieser Fehlerterm eliminiert werden:

/wl(f) cdV =0. (3.127)

Damit erhilt man N Gleichungen

/wl(f) {L Li‘l fe m@] } dv = 0. (3.128)

\%4

Anwendung auf Strémungungsgleichung

Fiir das Beispiel der stationdren Grundwasserstrémung in einem heterogenen, anisotropen

Aquifer mit einem Quell-/Senkenterm lauten diese Gleichungen (Gl. 3.128)

/wl(f) {6 (K(:f) Y Lﬁvjl B m@b - Wo(:f)} dv = 0. (3.129)

|4

Uber partielle Integration und Anwendung des Gauf’schen Integralsatzes erhilt man aus
Gleichung (3.129)

3 {/%l(f) K(7) Vi (7) dV} b + /wl(f) g dT — /wl(:i‘) Wo(2)dV = 0. (3.130)

k=1 iV

Dabei ist I' die dulere Berandung bzw. Oberfliche des Volumens V. Der Term mit

dem Randfluss / wi (%) g, dT" wird als natiirliche Randbedingung bezeichnet. Die gesuchte
r
Losung hy, fiir alle N Knoten ergibt sich dann durch Losung des entstanden Gleichungs-

systems

N

> Ky hy = Q,

k=1

mit: Ky = / Vo (7) K(Z) Ve (7) dV (3.131)
1%

Q= —/wz(f) qndf+/wl(f) Wo(Z)dV .
1%

r

Zur Festlegung der Interpolationsfunktionen ¢ (Z) und Ansatzfunktionen w;(Z) ist die
Zuordnung einzelner Knoten zu finiten Elemente erforderlich, die das Betrachtungsgebiet
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1D-Elemente: Linien

./ ./

2D-Elemente: Dreiecke, Vierecke

> s A

3D-Elemente: Tetraeder, Quader, Prismen

AN s e QAN

Abbildung 3.22: Finite Elemente unterschiedlicher Dimensionalitédt mit und ohne Zwischen-

knoten auf den Elementkanten.

vollstéindig und ohne gegenseitige Uberlappung iiberdecken. Die Dimension der gewiihl-
ten Elemente (Abb. 3.22) ist dabei an das zu l6sende Problem anzupassen, da einzelne
Groflen, wie die Aquiferparameter oder Geschwindigkeiten, fiir die Elemente und nicht fiir
die Knoten zu definieren sind. Treten Knoten nur an den Ecken der Elemente auf (Abb.
3.22), besitzen diese geradlinige Kanten. Fiir diesen Fall sind die Interpolationsfunktionen
linear. Liegen hingegen auch Knoten auf den Kanten der Elemente (Abb. 3.22), miissen
diese Kanten nicht mehr geradlinig sein und jeder Zwischenknoten erhoht den Grad des
Polynoms der Interpolationsfunktion um eins. Allerdings ist dabei darauf zu achten, dass
gemeinsame Kanten benachbarter Elemente gleich definiert sind. Ein hoherer Grad des
Polynoms der Interpolationsfunktion bedeutet eine hohere Genauigkeit der Néherung.
Diese Genauigkeit kann in vergleichbarer Weise auch dadurch erhoht werden, dass unter
Verwendung der Zwischenknoten die Anzahl der finiten Elemente erhoht wird, also ei-
ne Verfeinerung der Diskretisierung erfolgt. Der Vorteil des finiten Elemente-Verfahrens
liegt darin begriindet, dass die Festlegung der Knoten vollkommen beliebig ist und damit
durch die definierten Elemente sehr flexibel jegliche Art von geometrischen Strukturen
nachgebildet werden kann.

Der einfachste Weg die Ansatzfunktion w;(Z) zu definieren, ist das Galerkin-Verfahren.

Sie wird fiir jeden Knoten [ gleich der Interpolationsfunktionen ¢;(Z) gesetzt:
wi (%) = ¢y(7). (3.132)

Das Gleichungssystem (Gl. 3.131) wird dann fiir jedes Element aufgestellt, wobei ange-
nommen wird, dass die Elementgrofien in jedem Element homogen sind. Fiir jedes Element
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3
allg.:  ¢i(r,s) =ap+air+azs
S ¢1(r;s)=1—r—s
y ; 2 gbg(r,S) =r
1 @3(I’,S) =S
X

Abbildung 3.23: Finites Dreieck-Element mit lokalen Koordinaten und Definition der Inter-
polationsfunktionen an den Knoten [=1, 2, 3; fiir die lokalen Koordinaten im Dreieck-Element

ist die Bedingung r+s <1 zu erfiillen.

muss dann eine lokale Knotennummerierung erfolgen. Die Interpolationsfunktionen ¢,;(7)
werden in dem betrachteten Element in einem lokalen Koordinatensystem 7" angegeben,
das durch die Elementkanten aufgespannt wird (Abb. 3.23). Dies erfordert bei der Auf-
stellung der Elementmatrix

K = / (Vo) 3K I (Y, 0u(7) det 3 Vi (3.133)
Ve

eine Koordinatentransformation von den urspriinglichen Koordinaten ¥ in die lokalen 7.
Die urspriinglichen Koordinaten ¥ konnen dabei mit Hilfe der Interpolationsfunktionen
¢(7) und den Koordinaten der N, Elementknoten #; ausgedriickt werden:

Ne
T = Z ¢lxl6 . (3134)
=1
J ist die Jakobi-Matrix mit
81’5 Ne 0 ¢,
Jog = = . 3.135
g 0Ty ; 0Ty i ( )

Die Ausfithrung der Integration / ... dVg (Gl 3.133) muss im Allgemeinen numerisch
Ve

erfolgen. Der Term v, ¢; im Integrand héngt von der Definition von ¢; ab, die Jakobi-

Matrix J von der Form des Elements.

Zur Bestimmung der Losung fiir das Gesamtgebiet werden die Elemente, auch unterschied-
licher Dimension, an den jeweiligen Knoten gekoppelt (Abb. 3.24). Die globale Koeffizi-
entenmatrix erhélt man dann durch Addition der Beitrége der einzelnen Knoten zur den
jeweiligen Elementmatrizen K unter Beachtung der globalen Nummerierung der Knoten.

Die Behandlung des Flussvektors @); (Gl. 3.131) erfolgt analog zur Koeffizientenmatrix.

Fiir jeden Knoten eines einzelnen Elements erhédlt man dann

0, = —/(pl " dFE+/¢l Wy det 3 dVi (3.136)
Ve

I'g
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A

gemeinsamer Knoten
Abbildung 3.24: Kopplung von Elementen, auch unterschiedlicher Dimensionalitéit, an ge-
meinsamen Knoten (nach Wollrath & Helmig, 1991).

Die Berechnung dieser Integrale muss im Allgemeinen ebenfalls numerisch erfolgen. In
das erste gehen die Flussrandbedingungen g, ein. Im Falle einer Leakagerandbedingung
gn=~r (hr —h) kann das Randintegral mit Hilfe der Knotenwerte berechnet werden

Ne
/¢z ndl'p = /¢z kY ¢ ((he)r — hi)dlg
Pe v (3.137)
=& ) ((he)x — ) / o1 ¢r dl'g
k=1 e

Allerdings ist dabei zu beachten, dass die Beitrédge der Knoten hy, in die Koeffizientenma-

trix und nur die Beitrige (iL ) auf der rechten Seite zu implementieren sind.

Die Beriicksichtigung von Dirichlet-Randbedingungen, vorgegebenen Piezometerhohen
H,, ist aufwindiger als beim finite Differenzen-Verfahren. Die vorgegebenen Piezome-
terhshen H, r sind keine Unbekannten und miissen daher aus dem Vektor der Unbekannten
eliminiert werden. Dazu wird die entsprechende Zeile und Spalte der Koeffizientenmatrix
gestrichen und der Beitrag K H r auf der rechten Seite subtrahiert. Auf diese Weise erhélt
man ein reduziertes Gleichungssystem. Die Losung dieses Gleichungssystems erfolgt dann
wieder durch Invertieren der Koeffizientenmatrix K (vgl. Kap. 3.2.2).

Instationidre Stromungungsgleichung

Im Falle instationdrer Betrachtungen ist auch der Speicherterm in den einzelnen Ele-

menten entsprechend zu berechnen. Generell konnen alle im vorangegangenen Abschnitt
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betrachteten Zeitschema verwendet werden. Exemplarisch erhélt man fiir das rein impli-
zite Zeitschema

PN Z) — RAY(Z) S Je o rea i
[ oSy dszA‘;/@;m(hz—hg ) avi

3.138
g (3.138)

- 1
- (h ) det 3 / 1 by AV
Auch hier werden die Beitréige von h} in die Koeffizientenmatrix und die Beitrige von
h)~! auf die rechte Seite eingearbeitet.

Anwendung auf Transportgleichung

In der Transportgleichung treten alle fiir den Fall der instationdren Stromung betrachteten

Terme in analoger Form auf. Die Advektion bedingt allerdings einen zusétzlichen Term

N
/¢l 7,V <Z Cr ¢k> v, (3.139)
Vv k=1

der fiir jedes Element einen weiteren Beitrag in der Koeffizientenmatrix liefert. Die Inte-
grale
/ o) 77 37 (V, () det 3 AV, (3.140)
Ve

die in die Elementmatrix eingehen, sind im Allgemeinen wieder numerisch zu lésen.

Diese Formulierung ist dhnlich dem zentralen Differenzen-Verfahren und damit insta-
bil und somit eigentlich vollig ungeeignet advektiv dominierte Probleme zu lésen. Zur
Losung solcher Problemstellungen wurden sogenannte ”upwind”-Verfahren entwickelt, die
eine Stabilisierung der Losung erméglichen. Das Petrov-Galerkin-Verfahren (Cantekin &
Westerink, 1990) verwendet dazu Ansatzfunktionen hoherer Ordnung. Beim "streamline”-
Petrov-Galerkin-Verfahren (Brooks & Hughes, 1982) werden die Parameter der Ansatz-
funktion in Abhéngigkeit der Geschwindigkeit v, gewéhlt. Auch die Wahl der Diskretisie-
rung entlang von Stromlinien (Cirpka et al., 1999) fithrt zu einer Stabilisierung.

Das finite Elemente-Verfahren ist beispielsweise in den Programmen FEFLOW (Diersch,
2006), FRAC3DVS (Therrien & Sudicky, 1996) oder ROCKFLOW (Wollrath & Helmig,
1991) implementiert. Mit diesen konnen sowohl Grundwasserstromung als auch Stofftrans-
port berechnet werden. Dabei ist die Moglichkeit gegeben durch die gleichzeitige Verwen-
dung von Elementen unterschiedlicher Dimensionalitét (s. Abb. 3.24) auch Kluftnetze in
einer porosen Gesteinsmatrix zu beschreiben. Das Programm ROCKFLOW (Wollrath &
Helmig, 1991) bietet zudem nicht-lineare FlieBgesetze zur Beschreibung von turbulenten

Stromungen an.
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3.2.4 Finite Volumen

Das finite Volumen-Verfahren basiert auf der gleichen mathematischen Methode wie das
finite Elemente-Verfahren. Es liegt im Allgemeinen ebenfalls ein unstrukturiertes Netz zu
Grunde. Allerdings werden die Bilanzgleichungen nicht fiir einzelne Elemente formuliert,
deren Ecken durch die Knoten vorgegeben sind, sondern um die einzelnen Knoten werden
Bilanzvolumina definiert, die z.B. durch die Senkrechten zu den Halbierenden der Ele-
mentkanten abgegrenzt werden konnen (Voronoi-Diskretisierung) (Abb. 3.25). Auf diese
Weise ist direkt die Erhaltung der Flussgréfien zwischen diesen Bilanzvolumina gegeben.

Zur Berechnung dieser Bilanzvolumina werden wie beim finite Elemente-Verfahren Inter-
polations- und Wichtungsfunktionen definiert. Im Falle des finite Volumen-Verfahrens

vereinfacht sich die Wichtungsfunktion zu

wi(7) = 1, fallsZ e B (3.141)
TN o, fallsié B '

Fiir die Interpolationsfunktionen werden wie beim finite Elemente-Verfahren die Nach-
barknoten betrachtet. Auf diese Weise entspricht das finite Volumen-Verfahren fiir den
Fall strukturierter Gitter dem finite Differenzen-Verfahren mit zellzentrierten Knoten.

Das finite Volumen-Verfahren hat sich in der Anwendung auf Berechnung der Strémung im
pordsen Medium bis jetzt nicht in dem Mafle durchgesetzt wie in der Stromungsmechanik
freier Fluide.

3.2.5 Randelemente

Das Randelemente-Verfahren ist dem finite Elemente-Verfahren sehr verwandt. Es wird
ebenfalls die Losung einer Differenzialgleichung durch Integration und gewichtete Residu-
en gesucht (vgl. Gl. 3.128). Dabei sind die Knoten auf dem Rand des Gebietes definiert und

Abbildung 3.25: Definition der Bilanzvolumina beim finite Volumen-Verfahren in unstruktu-

riertem Gitter.
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die Volumenintegrale werden in Randintegrale iiberfithrt. Das Randelemente-Verfahren
eignet sich in besonderem Mafle zur Losung von Problemen, die mit der Potenzialtheorie
betrachtet werden kénnen, wie z.B. die stationdre Grundwasserstromung in einem homo-

genen, isotropen Aquifer ohne Quell-/Senkenterm (vgl. Gl. 3.71):
/ (V2h(@)) w(@) dV = 0. (3.142)
v
Durch zweifache partielle Integration erhilt man aus GIl. 3.142:
0
/(VQw)th:/h—w dF—/qu dr . (3.143)
on
v r r
wobei g, =0h/0n als die Ableitung senkrecht zum Rand I' definiert ist.
Unter Verwendung der Potenzialtheorie kann die Ansatzfunktion w:h*(g, %) der Funda-
mentallésung der Laplace-Gleichung gesetzt werden, welche Losung der Differenzialglei-

chung
V20 (€, T) = —6(E—7T) (3.144)

ist, wobei 0(§—&) die Dirac’sche Delta-Funktion (Gl. 3.92) ist. Diese Fundamentalldsung
bei zwei-dimensionalen Problemen ist

h*(f,f)zlln< ! ) (3.145)

N

und

- 1 1
(&, 7)=— | = 3.146

e (&) 10
bei drei-dimensionalen Problemen. Durch Einsetzen der Fundamentallosung in Gl. 3.143
erhdlt man

192(? h(E) + F/ h(@) ¢;,(€, %) dI(&) = F/ G (T) ¥ (€, T) dT(T) . (3.147)

Dabei sind 5 die Punkte im Volumen V| ¥ die Punkte auf dem Rand I" und ¢%,=0h*/0n
die Ableitung der Fundamentallosung h* (5’, ¥) senkrecht zum Rand. In zwei Dimensionen
entspricht der Winkel 19(5) dem Kreisbogen, der um den Punkt é’ innerhalb des Gebiets

gezogen werden kann. Beispielsweise ist dann fiir einen innen liegenden Punkt 19(5) =27

und ¥(&) = fiir einen Punkt auf einem ”glatten” Rand. Diese speziellen Zusammenhénge

gelten auch in drei Dimensionen.

Diese Integralgleichung (Gl. 3.147) kann bei gegebenen Randbedingungen numerisch ge-
16st werden, wenn nur Punkte E auf dem Rand I' betrachtet werden und der Rand in
diskrete Randelemente unterteilt wird. Dadurch reduziert sich der Aufwand der Losung.
Es werden nur die Randknoten anstatt der groflen Anzahl Knoten im Gebiet und damit
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Randelement ("glatt")

Gebiet V(&)

—

Abbildung 3.26: Diskretisierung des Randes I'(Z) eines Gebiets V' (§) in ”glatte” Randelemente

mit zentralen Randknoten 5

eine Dimension weniger betrachtet. Der einfachste Fall ist, dass die Punkte 5; im Zentrum
geradliniger, konstanter Randelemente liegen, die somit immer als "glatt” angesehen und
in denen die relevanten Funktionen als konstant angenommen werden kénnen (Abb. 3.26).
Gl. 3.147 vereinfacht sich somit zu

1 al , al .
Jj=1 I Jj=1 T

Fiir jeden Randknoten ¢ erhélt man eine Gleichung, in der die Summe {iiber alle N Rand-
elemente gebildet wird. Da die Funktionen A; und ¢, ; im jeweiligen Element j konstant
ist, konnen diese aus dem Integral herausgezogen werden. In jedem Randelement j ist
entweder h; vorgegeben und somit g, ; unbekannt oder G,; vorgegeben und somit hj;
unbekannt. Damit enthélt man das Gleichungssystem

N N
Z Hijh; = Z Gij Gn,j - (3.149)

Jj=1 j=1

mit N Gleichungen und N Unbekannten. Dabei sind

- 1 L
H;; = I{ij * 2 falls i =
i, = / ¢, dT (3.150)
Ly
Gij = [0y ar
L

Diese Integrale konnen numerisch bestimmt werden.
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Durch Umsortieren der Unbekannten h; und ¢, ; in den Vektor u; erhélt man das Glei-
chungssystem

N
> Aju;=R;. (3.151)
j=1

Dabei enthélt der Vektor R; die bekannten Randbedingungen h; und Gy ;- Die N x N-
Matrix A;; ist in diesem Falle allerdings vollstdndig besetzt. Das bedeutet, dass die Ver-
ringerung des Aufwands der Reduktion der Dimension und Knotenanzahl durch einen

erh6hten Aufwand der Invertierung des Gleichungssystems (3.151) erkauft wird (vgl. auch
Kap. 3.2.2).

Ist dieses Gleichungssystem (3.151) einmal gelost, sind alle Piezometerhthen h und spe-
zifischen Durchfliisse ¢, auf dem Rand I' bekannt. Fiir alle Punkte ¢ im Gebiet kann die
Piezometerhohe h; analog zu Gl. (3.149) ermittelt werden durch (vgl. Gl. 3.148)

N N
hi=>_ Gijang —Y_Hijhy, (3.152)
=1

=1

indem die entsprechenden Terme fiir die Randelemente j ausgewertet werden. Die spezi-
fischen Fliisse am Knoten ¢ konnen iiber die Ableitungen Vh; berechnet werden.

Generell kénnen mit dieser Methode auch komplexere Probleme gelost werden. Sind im
Gebiet L Brunnen vorhanden, definieren diese einen Quell-/Senkenterm in der Differen-
zialgleichung

L
V2h(E) = Qio(T—). (3.153)
=1
Damit ergibt sich aus Gl. (3.147)

19;;‘? h(s) + / I(T) ¢, (&, %) dT () + li@z K (&, 4) = / 4n(T) B (E.2) dD(Z) . (3.154)

Der Zusatzterm lasst sich bei Anwendung der Randelemente einfach mitberechnen. Gebie-
te, in denen bereichsweise unterschiedliche hydraulische Leitfahigkeiten vorliegen, konnen
durch Betrachtung von separaten Teilgebieten auch mit dem Verfahren der Randelemente
berechnet werden. Es werden die Losungen in den Teilgebieten ermittelt, die an den je-
weiligen gemeinsamen Réndern zu koppeln sind. Fiir manche Anwendungen sind statt der
oben vorgestellten konstanten Elemente lineare oder hoher-wertige Elemente notig. Solche
sind z.B. erforderlich, wenn ein Teil des Randes von einer freien Oberfliche gebildet wird,
wie z.B. bei einer Dammdurchsickerung. Das Auffinden der Lage dieses Randes erfordert

dann eine zuséatzliche Iteration.
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3.2.6 7particle tracking”

Zur Berechnung des rein advektiven, bzw. advektiv dominierten, Stofftransports

gi — 7, Ve (3.155)
eignet sich besonders das sogenannte ”particle tracking”-Verfahren, bei dem die Bewegung
von Teilchen, Partikeln, in einem vorgegebenen Geschwindigkeitsfeld betrachtet wird. Da-
zu wird den Teilchen eine feste Stoffkonzentration zugeordnet. Deren Bewegung bildet
dann direkt die Bahnlinie des jeweiligen Teilchens ab. Die Bewegung eines Partikels von

einem Ausgangsort z,(tp) in einem Zeitintervall t—t, ist gegeben durch

7,(t) = 7,(to) + / To (T,(7), 7) dr . (3.156)

Diese Betrachtungsweise ist rein explizit, da alle Teilchen unabhéngig voneinander bewegt
werden.

Die Berechnung der Partikelbewegung (Gl. 3.156) erfolgt in der Regel numerisch. Da-
zu wird angenommen, dass in dem betrachteten Zeitschritt das Stromungsfeld v, (Z) ein
kontinuierliches stationéres Vektorfeld ist. Die einfachste Moglichkeit der numerischen
Integration ist das 1-Schritt-Euler-Verfahren

Byt + At) = T,(t) + T, (T,(t)) At (3.157)

Der Fehler bei diesem Verfahren ist von der Ordnung At%. Wegen des expliziten Charakters
der Partikelbewegung ist die Integration selbst bei der Wahl kleiner Zeitschritte At dann
problematisch, falls sich das Stromungsfeld v,(Z,(¢)) im Raum stark dndert (Abb. 3.27).
Mit dem Runge-Kutta-Verfahren, einem Verfahren 4. Ordnung, lasst sich insbesondere
im Falle stark verdnderlicher Stromungsfelder die Genauigkeit erhhen. Dabei wird nicht
nur das Geschwindigkeitsfeld am Ausgangsort 0,(Z,(t)) berticksichtigt, sondern noch an
drei weiteren Punkten in Bewegungsrichtung. Die Partikelbewegung wird dann bestimmt
durch

Ua(T1) + 2 Ua(Z2) + 20,(Z3) + Ua(Zy)

6

Tyt 4 At) = Z,(t) + At (3.158)

X, (t+At)

® tatsachlich

A 1-Schritt-Euler

O 4. Ordnung Runge-Kutta

Abbildung 3.27: Partikelbewegung im Zeitschritt At berechnet mit unterschiedlichen nume-

rischen Algorithmen.
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Dabei sind die vier Punkte 7, 7o, ¥3, ¥4 wie folgt definiert:

T = fp@)
L L L At
To = X1 + Ua(.l'l) 7 (3 159)
L L A '
T3 = X1+ Ua($2) 7

Das Runge-Kutta-Verfahrens ist von der Genauigkeit At®. Zur Auswertung der Partikel-
verteilung hinsichtlich Stoffkonzentrationen sind kleine Bilanzvolumina, Zellen, zu defi-
nieren. Die Grofle dieser Zellen bestimmt direkt die numerische Dispersion des ”particle

tracking”-Verfahrens.

Im Allgemeinen schlieft sich eine numerische Berechnung des Stofftransports an eine
numerische Losung fiir die Grundwasserstromung an. Dann liegt jedoch das Geschwindig-
keitsfeld nicht kontinuierlich sondern nur fiir die jeweiligen Diskretisierungseinheiten vor.
Die Geschwindigkeitskomponenten werden dabei {iber die hydraulischen Gradienten, also
aus den numerisch berechneten Piezometerhthen an den Knoten A} der finiten Elemente
oder den Zellmittelpunkten bei finiten Differenzengittern, abgeleitet. Dadurch sind die Ge-
schwindigkeiten an den Elementkanten oder im Element, bzw. an den Zellflichen definiert.
Durch Interpolation muss dann die Geschwindigkeit an einem beliebigen Punkt berechnet
werden. Ein Problem stellen dabei singuldre Punkte dar, die z.B. durch Grundwasserent-
nahmen an Brunnen hervorgerufen sind. Durch Interpolation kann das Stromungsfeld im
unmittelbaren Nahbereich solcher Punkte, z.B. in einer Zelle, nicht nachgebildet werden.
Eine Bahnlinie wird in jedem Fall einen solchen Brunnen passieren, wenn die Berechnung
auf einem rein interpolierten Geschwindigkeitsfeld beruht (Abb. 3.28). Daher werden in
Programmen wie MODPATH (Pollock, 1994) fiir den Nahbereich von Brunnen analytische
Losungen zur Beschreibung des Geschwindigkeitsfeldes verwendet.

tatsachlich interpoliert
lqm lq,”

NV LY NV L/
NN /Y NV
—> NN O e —>\ | O/ s
qi-,j N > b e v qi+,j qi.,j \ \4 l f / qi+,j
NN L/ NN S
‘Lqu ¢qi,j-

Abbildung 3.28: Tatsédchliches und interpoliertes Geschwindigkeitsfeld in einer Zelle mit Ge-

schwindigkeiten an Zelloberflichen als Basis fiir die Interpolation.
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3.2.7 ”’random walk”

Das "random walk”-Verfahren ist eine Erweiterung des ” particle tracking”-Verfahrens. Mit
Hilfe des "random walk”-Verfahrens lassen sich kleinskalige, zufillige Schwankungen o

um ein mittleres Geschwindigkeitsfeld 7,9 beriicksichtigen
Uy = Ugo + U, (3.160)

die zu Dispersionseffekten fithren. Durch diese Darstellung des ”wahren” Geschwindig-
keitsfeldes ¥, (%) kann z.B. das 1-Schritt-Eulerverfahren (Gl. 3.157) um einen Term ergénzt

werden, der die Partikelbewegung bedingt durch die zufallige Schwankungsgrofle o7, erfasst.

In den meisten Anwendungen wird allerdings diese Schwankungsgréfie o], durch einen
Dispersionskoeffizienten ausgedriickt, so dass statt der rein advektiven Transportgleichung
(Gl. 3.155) die advektiv-dispersive Transportgleichung betrachtet wird:

B L L
a—j =~ Ve+ V (DVe) | (3.161)
Um die Unterschiede der Geschwindigkeitsschwankungen in die Raumrichtungen beriick-
sichtigen zu konnen, wird die Dispersion als Tensor definiert. Wird dabei die Konzen-
tration c¢ als stochastische Variable aufgefasst, d.h. sie ist nicht exakt sondern durch eine
statistische Verteilung definiert, kann diese Transportgleichung (Gl. 3.161) in eine Fokker-

Planck-Gleichung (Gl. 2.20) umgeformt werden (Uffink, 1990):

Oc

= = ~V (%0 + VD) ¢] + V*(De). (3.162)

Dabei ist V 7,0 =0 angenommen worden. Ito (1951) konnte zeigen, dass diese stochastische
Transportgleichung durch die zeitliche Entwicklung einer Partikelverteilung gelost werden
kann, wenn der individuelle Partikelschritt durch

T,(t + Af) = T,(t) + (Uao(fp(t)) + 613(@@))) At + Z\2D(7,() At (3.163)

berechnet wird. Dabei wird der erste, advektive Term durch einen sogenannten Gegen-
term im Falle eines heterogenen Dispersionstensors ergénzt. Der zweite, dispersive Term
wird iiber eine gleich-verteilte Zufallszahl aus dem Intervall [—1, 1] beschrieben (”random
walk”).

Auch die Richards-Gleichung ldsst sich in eine Transportgleichung (Gl. 2.70) fiir den
Wassergehalt 6 iiberfithren. Der Wassergehalt 6 kann aufgrund der lokalen Verteilung des
Porenwassers im ungeséttigten Untergrund als stochastische Variable aufgefasst werden
kann. Somit kann die Richardsgleichung ebenfalls als Fokker-Planck-Gleichung

gﬁ =V KK;@ - 6D6> 9] +V?(D,9) . (3.164)
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Wassergehalt
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
— 040

Abbildung 3.29: Drei-dimensionale Wassergehaltsverteilung bei Versickerung an einer Rohr-
leckage berechnet mit WTM (Biicker-Gittel et al., 2003).

formuliert werden und der Wassertransport in der ungeséttigten Zone mit Hilfe des "ran-
dom walk”-Verfahrens gelost werden (Biicker-Gittel et al., 2003). Die einzelnen Partikel
reprasentieren dabei ein festes Wasservolumen. Zur Bilanzierung ist das Modellgebiet in
Zellen zu unterteilen, in denen die bendtigten Bodenparameter und der Wassergehalt
definiert werden. Die Linearisierung bei der Losung der Gleichung (3.164) erfolgt durch
Berechnung der Koeffizienten auf Basis der Wassergehaltsverteilung des jeweils letzten
Zeitschritts. Das so entwickelte Modell WTM (Wasser-Transport-Modell) wurde zur Be-
rechnung des Sickerwassertransports von einer Rohrleckage verwendet (Abb. 3.29). Die in
Experimenten beobachteten Sickerbereiche konnten mit WTM gut nachgebildet werden
(Mohrlok et al., 2004).

3.2.8 Methode der Charakteristiken

Das Charakteristiken-Verfahren bietet wie das "random walk”-Verfahren die Moglichkeit,
die numerischen Probleme des finite Differenzen- und finite Elemente-Verfahrens bei der
Losung des advektiven Transports zu umgehen. Es basiert auf der entkoppelten Betrach-
tung von Advektion und Dispersion bei der numerischen Losung. Zur Beschreibung der
reinen Advektion wird dabei von der Euler-Betrachtung mit einem ortsfesten Koordina-
tensystem 7 in die Lagrange-Betrachtung mit einem mitbewegten Koordinatensystem i’
gewechselt (Abb. 3.30):

F— i =1 — Ut (3.165)
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S

X

Abbildung 3.30: Ortsfestes (Euler) und mitbewegtes (Lagrange) Koordinatensystem.

Die reine Advektion (ohne Dispersion D Ve=0) lisst sich ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit an Hand der ein-dimensionalen Bewegung einer Konzentrationsfront mit ¢ = ¢
betrachten (Abb. 3.31). Die Transportgleichung fiir eine solche Bewegung in x-Richtung
lautet:

dc B Oc

==t (3.166)

wobei fiir das Geschwindigkeitsfeld ohne Quellen oder Senken V 7, =0 gilt. Die allgemeine
Losung dieser Gleichung (3.166) lautet:

c(x,t) = f(x —v,t), (3.167)

wobei (z—wv,t) =s eine Bahnlinie beschreibt. Wird diese Losung entlang einer Bahnlinie
s= (z,t) im Raum-Zeit-Diagramm (Abb. 3.32) betrachtet, erhélt man:

fllx4+v,7)—v, (t+7)] = flx —v,t) = f(s). (3.168)
Da somit den Bahnlinien ein fester Funktionswert f(s) zugeordnet ist, werden diese auch

als Charakteristiken bezeichnet. Die Charakteristiken s(z,t) sind in dem mitbewegten
Koordinatensystem feste Punkte (s. Abb. 3.30).

Co

Vgt

Abbildung 3.31: Ein-dimensionale Bewegung einer Konzentrationsfront c=cg.
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t+7+ /
t 4

X X+ Vg T

Abbildung 3.32: Bahnlinie im Raum-Zeit-Diagramm.

In diesem Lagrange-Koordinatensystem wird das Kontrollvolumen entlang der Bahnli-
nie bewegt. Fiir dieses mitbewegte Kontrollvolumen vereinfacht sich die rein advektive
Transportgleichung (3.166)

dc  Oc dx dc  Oc dc

o dtor ot "ow
d.h. die Anfangskonzentration in einem solchen Kontrollvolumen bleibt erhalten. Somit
lautet die Losung der Gleichung (3.166) (s. Abb. 3.31):

(2.0 co falls z <w,t ( )
clz,t) = . 3.170
0 fallsz >uwv,t

=0, (3.169)

Beim Charakteristiken-Verfahren wird dieses ausgenutzt und es wird die Bewegung der
Kontrollvolumina, die durch Partikel représentiert werden, in einem ersten Schritt un-
abhédngig mit dem ”particle tracking”-Verfahren berechnet. Somit wird der rein advektive
Transport mit dem geeignetsten Verfahren berechnet. Fiir jedes dieser Kontrollvolumen
bleibt dann fiir zusétzliche Dispersion noch die Differenzialgleichung

dc -

— =DV? 3.171

a ¢ (3.171)
zu 16sen. Diese reine Diffusionsgleichung lésst sich in einem zweiten Schritt gut mit dem
finiten Differenzen-Verfahren oder dem finiten Elemente-Verfahren 16sen. Das Charakte-

ristiken-Verfahren zahlt somit auch zu den Zwei-Schritt- Verfahren.

Auf diese Weise lassen sich mit dem Charakteristiken-Verfahren numerische Oszillatio-
nen weitestgehend vermeiden und die numerische Dispersion auf ein geringes Mafl be-
schrinken. Allerdings sind bei dieser Methode sehr viele Kontrollvolumina, d.h. Partikel,
zu verwenden, deren Verteilung durch die Bewegung im Geschwindigkeitsfeld in jedem
Zeitschritt neu berechnet werden muss. Um den Rechenaufwand zu verringern, wird die
Diffusionsgleichung (Gl. 3.171) wie in MT3DMS (Zheng & Wang, 1999) oftmals auf einem
ortsfesten Gitter und nicht fiir die einzelnen Kontrollvolumina gelést. Dadurch sind die
Bedingungen in benachbarten Kontrollvolumina direkt bei der Losung verfiigbar, indem
sich die Anfangskonzentrationen aus der Partikelverteilung ableiten lassen.
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Kapitel 4

Aquivalenzmodelle

Bilanzmodelle zur quantitativen Beschreibung von Stromung und Transport im Unter-
grund lassen sich in der Regel nur unter dquivalenten Betrachtungen der physikalischen
Prozesse erstellen. In den grundlegenden Bilanzgleichungen der Grundwasserhydraulik
fir Stromung (Gl. 2.67, 2.68) und Transport (Gl. 2.100) sind die spezifischen Durchfliisse
(Darcy-Gesetz) und Stoffstrome (Advektion, Dispersion) fiir ein endlich grofies Bilanz-
volumen, das REV, formuliert. Die Definition des REV beruht auf der Annahme eines
Aquivalenten porésen Mediums, das durch die dquivalenten, effektiven Parameter hy-
draulische Leitfahigkeit, Transportgeschwindigkeit und Dispersivitat charakterisiert wer-
den kann. Diese Parameter sind im REV per Definition immer konstant und damit homo-
gen. Das REV-Konzept ldsst sich dabei auf unterschiedlichen Skalen anwenden, was eine
vereinfachte Betrachtung auch heterogener Aquifere auf grofler Skala ermoglicht, wobei
allerdings die effektiven Parameter skalenabhéngig sind. Im Allgemeinen sind die dqui-
valenten, effektiven Parameter das Ergebnis entsprechender Mittelwertbetrachtungen auf
der jeweiligen Skala.

Aquivalenzmodelle spielen in der Praxis eine sehr wichtige Rolle, da sie dazu dienen,
physikalische Prozesse auf der betrachteten Skala moglichst einfach zu bilanzieren. In der
Grundwasserhydraulik bilden definierte Bilanzvolumina die relevante Skala, auf der die
Stromungs- und Transportprozesse in der ungeséttigten oder geséttigten Zone zu bilan-
zieren sind (s. Kap. 2). Diese Bilanzvolumina sind an die erforderliche raumliche Differen-
zierung der betrachteten Prozesse gebunden. Werden diese Prozesse im Bilanzgebiet nicht
weiter rdaumlich differenziert betrachtet, kann dieses als Ganzes durch ein Bilanzvolumen,
einen Speicher oder Reservoir, reprasentiert werden. Ist eine rdumliche Differenzierung
erforderlich, wird das Bilanzgebiet in Teilgebiete unterteilt, die als Bilanzvolumina mit
den entsprechenden &quivalenten effektiven Parametern aufzufassen sind. Im Folgenden
sind eine Reihe von Aquivalenzmodellen dargestellt, die sich in der Komplexitit der Be-
schreibung der betrachteten Stromungs- und Transportvorgédnge im jeweiligen Bilanzge-

biet unterscheiden.
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4.1 Reservoirmodelle

Reservoirmodelle sind somit die einfachsten Aquivalenzmodelle, da sie das gesamte Bi-
lanzgebiet als ein Bilanzvolumen erfassen. Sie bilanzieren die Anderungen einer Grofe,
z.B. des Wasservolumens oder der Stoffmenge, in einem Speicher bzw. Reservoir. Reser-
voirmodelle lassen sich nach der Art des Austauschs des Reservoirinhalts klassifizieren. Im
Reservoir kann entweder eine vollstandige Verdringung, eine teilweise Verdrangung und
Vermischung oder eine vollstdndige Vermischung des Reservoirinhalts stattfinden (s. Abb.
4.2). Dabei gibt es prinzipiell keinen Unterschied zwischen Volumenbilanzen (Stromung)
und Massenbilanzen (Transport).

4.1.1 Speichermodelle

Zur Beschreibung einer Volumenénderung AVy, im Reservoir im Zeitschritt At bedingt
durch einen Zufluss @);, und einen Ausfluss @),,; wird ein Speichermodell verwendet

(Qm - Qout) At = A‘/VV . (41)

Diese Betrachtung entspricht der vollstdndigen Vermischung (s. Kap. 4.1.2), da die Re-
aktion am Auslauf ohne Zeitverzogerung erfolgt. Die Volumenédnderung AV, bewirkt im
Allgemeinen eine Anderung der Druckverhéltnisse, wodurch der Ausfluss Q.. je nach
betrachtetem Reservoir auf unterschiedliche Weise mit dieser Volumendnderung hydrau-
lisch verkniipft ist (Tab. 4.1). Wird in Gleichung (4.1) ein infinitesimal kleiner Zeitschritt
dt betrachtet und fiir das jeweilige Reservoir die Beziehung aus Tabelle 4.1 eingesetzt,
erhélt man eine Differenzialgleichung fiir den entsprechenden Ausfluss @,,;. Die Losung
dieser Differenzialgleichung definiert das fiir das jeweilige Reservoir charakteristische Aus-
flussverhalten und ist abhéngig von den Parametern, die das Reservoir beschreiben, dem
Zufluss Q;,, sowie dem Anfangsausfluss Qo= Q. (t=0).

Tabelle 4.1: Volumenédnderungen AVy und hydraulische Zusammenhénge fiir den Ausfluss

Qout fiir unterschiedliche Reservoirs.

Reservoir Volumenanderung Ausfluss

offener Behalter AViy=Ar Ah Qout =Aout /29 (h—hout)
. : K

Quelleinzugsgebiet AViy=n. Ar Ah Qout = Aout T (h—hou)

ungesattigte Zone AViy=Ar H A0 Qout=Ar K(0)
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Abbildung 4.1: Beispiele fiir Reservoirs: a) Behélter mit freiem Auslauf; b) Quelleinzugsgebiet

¢) Bodenwasserspeicher.

Das einfachste Reservoir stellt ein offener Behélter mit konstanter horizontaler Quer-
schnittsfliche Ag dar (Abb. 4.1a). Der Ausfluss @, iiber den Querschnitt A,,; ist dabei
durch den Energiesatz nach Bernoulli gegeben, wobei h die Hohenlage des Wasserspiegels
im Behalter und h,,; die Hohenlage des Behélterauslasses angeben. Der Ausfluss ist dann
durch die Differenzialgleichung

onut A2 t an - Qout
_ Ao 4.2
dt g AR Qout ( )

gegeben. Die Losung dieser Differenzialgleichung kann fiir den Ausfluss @Q,,; nur implizit

angeben werden:

in — Yout Azz)ut
Qout + Qin 111(%) = Qo — Ap gt. (4.3)

In dem ungespannten Grundwasserreservoir eines Quelleinzugsgebiets (Abb. 4.1b) der
Fliche Ap steht fiir die Volumenénderung durch Anderung des Grundwasserspiegels Ah
der Anteil des Porenraums zur Verfiigung, der durch die effektive Porositit n. charakte-
risiert ist. Der Ausfluss Q,., die Quellschiittung, kann durch einen vereinfachten Ansatz
des Darcy-Gesetzes (Gl. 2.49) angegeben werden. Dabei wird eine einheitliche hydrauli-
sche Leitfahigkeit K des Aquifers angenommen. Der Grundwasserspiegel h wird in einer
charakteristischen Entfernung L von der Quelle beschrieben, der auch der vertikale durch-
stromte Querschnitt A zugeordnet ist. Der hydraulische Gradient ist dann (h—hut)/L.
Die Quellschiittung ist damit durch die Differenzialgleichung
dQ o AK
ot Q= Q) (1.4)

gegeben. Die Losung dieser Differenzialgleichung fiir den Ausfluss Q,,; kann explizit an-

geben werden:
AK

Qout = Qm + (QO - Qm) e ArLne t . (45)

Der Bodenwasserspeicher in der ungeséittigten Zone (Abb. 4.1c) mit der Flache Ag und
der Hohe H wird charakterisiert durch den Wassergehalt 6. Der Ausfluss aus diesem
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vollsténdige teilweise Verdrangung volisténdige
Verdrangung und Vermischung Vermischung

Abbildung 4.2: Reservoirmodelle fiir unterschiedliche Arten des Austauschs des Reservoir-

inhalts.

Bodenwasserspeicher wird vereinfacht durch den Einheitsgradient und die wassergehalts-
abhéngige hydraulische Leitfahigkeit K (0) (Gl. 3.45) charakterisiert. Damit ergibt sich
die Differenzialgleichung

>

BC

onut _ & nBC Qm - Qout ( Qout >1_7YBC (4 6)
dt H \gc 0,—0, Ar K, '

fiir die allerdings keine analytische Losung angegeben werden kann.

4.1.2 Mischungsmodelle

Zur Bilanzierung des Stofftransports durch ein Reservoir werden Mischungsmodelle ver-
wendet (Abb. 4.2). Die Stoffmenge bzw. Konzentration im Ausfluss c,,; ist dabei in erster
Linie abhéngig von den Mischprozessen im Reservoir (Abb. 4.3). In den meisten Féllen an-
genommen wird, dass das Reservoirvolumen konstant bleibt, d.h. dass Q.. = Q=@ ist.
Eine wichtige Rolle bei allen Mischungsmodellen spielt die Zeitkonstante T, die den Aus-
tausch des gesamten Wasservolumens Vi 6 im Reservoir bei konstanter Durchstrémung

definiert:
B V56 B Ar L6

h="5"="9

Dabei wird vorausgesetzt, dass das Reservoir in Stromungsrichtung die Lénge L und den

(4.7)

konstanten FlieBquerschnitt Ag besitzt.

Wird bei Zufluss in ein Reservoir ein entsprechender Anteil des Reservoirinhalts vollstéan-

dig verdringt und flieit aus dem Reservoir ab, spricht man von einer Propfenstromung
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vollstéandige Verdrangung
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Abbildung 4.3: Stofftransport durch ein Reservior in Abhdngigkeit der Mischprozesse.

bzw. vom "piston flow”-Modell. Die zugegebene Konzentration c;,(t) kommt verzogert
mit der Zeitkonstanten T (Gl. 4.7) am Auslass an:

Cout(t) = Cin(t — TR). (4.8)
Es findet keine Vermischung im Reservoir statt.

Ist hingegen der Ausfluss aus einem Reservoir durch vollstdndige Vermischung des Zu-
flusses mit dem Reservoirinhalt bestimmt, ergibt sich das Exponential-Modell. Aus der
Massenbilanz fiir das gesamte Wasservolumen im Reservoir ergibt sich folgende Differen-

zialgleichung
dcout 1

& T, (Cin — Cout) - (4.9)

Dabei ist die Konzentration im Ausfluss gleich der Konzentration im Reservoir. Bei kon-

stanter Zuflusskonzentration c¢;, = konst. und Anfangskonzentration ¢y ergibt sich als
Losung

Cout(t) = Cin + (co — ¢in) e Tr . (4.10)

Verdringung spielt hierbei keine Rolle.

Wenn sowohl Verdringung als auch Vermischung im Reservoir stattfindet, ergibt sich das
Dispersionsmodell. Dann sind die Verhéltnisse am Auslass anfangs durch den urspriing-
lichen Reservoirinhalt definiert, bevor dort der Einfluss der Vermischung auf Grund von
Dispersionseffekten erkennbar wird. bei konstanter Zuflusskonzentration ¢;, = konst. er-
gibt sich die Ausflusskonzentration ¢, (t) nach Gl. (3.103) mit v,=L/Tg und x=L.
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4.2 Infiltrationsvorginge in der ungeséittigten Zone

Infiltrationsvorgénge in der ungeséttigten Bodenzone spielen eine grofie Rolle fiir die
Grundwasserneubildung. Die infiltrierende Wassermenge ist sowohl von den hydrauli-
schen Eigenschaften und dem Speichervermogen des Bodens als auch der Infiltrationsquel-
le abhéngig. Die bedeutendste natiirliche Infiltrationsquelle ist der Niederschlag abziiglich
der Verdunstung. Die resultierenden Infiltrationsraten unterliegen somit auch einer star-
ken zeitlichen Variation. Daneben kénnen bei Hochwasser in Uberflutungsflichen sehr
hohe Infiltrationsraten auftreten. Die bedeutendste anthropogene Infiltrationsquelle stellt
die Beregnung in der Landwirtschaft dar. In Siedlungsgebieten sind Versickerungsbau-
werke und undichte Wasser- bzw. Abwasserleitungen als Infiltrationsquellen zu nennen.
Diese Wasserfliisse bilden auf Grund des gekoppelten Stofftransports den hauptséchlichen
Eintragspfad fiir unterschiedliche Stoffe, auch Schadstoffe, von der Oberfliche und aus
dem Boden ins Grundwasser.

4.2.1 Bodenwasserspeichermodell

Zur Abschiatzung der Grundwasserneubildung aus Niederschlag wird vor allem in der Hy-
drologie meist ein Bodenwasserspeichermodell verwendet. Dabei wird die gesamte obere
Bodenzone als Speicher betrachtet und die Zufliisse und Abfliisse sowie die Speicherénde-
rung in einem betrachteten Zeitschritt bilanziert (Abb. 4.4):

ABW
At

=N — ETyy — Ay — SW. (4.11)

Die hydrologischen Grofilen Niederschlag N, aktuelle/tatséchliche Verdunstung FETg,
Sickerwasser SW und oberirdischer Abfluss A, sind flichenbezogen in [mm/d], die Bo-
denwassermenge BW in [mm] angegeben.

Beim einfachsten Ansatz wird nur die oberste Bodenzone betrachtet, da dort die pflan-
zenbedingte Verdunstung, die Evapotranspiration ET,;;, die wesentlichste Bilanzgrofie
darstellt. Der Bodenwasserspeicher wird durch das pflanzenverfiighare Bodenwasser nF' K
(Gl. 2.32) gebildet, das nicht als Sickerwasser in tiefere Bodenschichten versickert bzw.
nicht durch Kapillarkrifte so stark gebunden ist, dass die Pflanzen es dem Boden nicht
entziehen konnen (s. Kap. 2.3.2). Zur Bilanzierung des Bodenwassers in Abhéngigkeit der
klimatischen Bedingungen wird die effektive Durchwurzelungstiefe der Pflanzen z. auf
einer Flacheneinheit als repréasentatives Bodenvolumen betrachtet. Der Bodenwasserspei-
cher ist somit definiert durch 0 < BW <nFK z. (Abb. 4.4). Die Sickerwassermenge ST
errechnet sich dann ausgehend von der Bodenwassermenge des vorangegangenen Zeit-
schritts BW,;; auf Basis der Wasserbilanz BW = BW_;; + (N — ET g — A,) At fiir den
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Abbildung 4.4: Komponenten des Bodenwasserspeichermodells.

jeweiligen Zeitschritt At

0, falls: BW < nFK z,

SW = FK » — BW : (4.12)
N — ETyy — Ay — " ZeAt At fallss BW > nFK 2,

Sickerwasser ST tritt also nur bei Uberlaufen des Bodenwasserspeichers nFK z. auf
(Abb. 4.4).

Alle Ansétze zur Abschéitzung der aktuellen Evapotranspiration ET,;; basieren auf einer
empirischen Abschéitzung der potenziellen Evapotranspiration ET),, und einer Beriick-
sichtigung des fiir die Verdunstung verfiigharen Bodenwassers. Zur Abschétzung der po-
tenziellen Evapotranspiration £7,,, gibt es mehrere empirische Formeln, die meist auf Ta-
gesbasis verwendet werden und eine recht unterschiedliche Datengrundlage erfordern. Die
Formel von Penman-Monteith (Allen et al., 1998) findet weltweit Anwendung, benotigt
aber auch die umfangreichste Datengrundlage. Es gehen sowohl Energiebilanzgréfien und
Windgeschwindigkeit als auch Temperatur und Luftfeuchtedefizit ein. Die Formel nach
Haude (1955) ist eine vereinfachte Formel auf Tagesbasis, die in der humiden Klimazone

Mitteleuropas eine gute Abschétzung der potenziellen Evapotranspiration liefert:

F
BTy = Xarps(Tis) (1= 102) (4.13)
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In diese Formel gehen nur die Lufttemperatur um 14 Uhr T34 [°C], die relative Luftfeuchte
um 14 Uhr Fi4 [%], der temperaturabhéngige Sattigungsdampfdruck pg [mm Hg| und ein
pflanzenabhéngiger, empirischer Monatskoeffizient X, [mm/mm Hg| ein. Diese Monats-
koeffizienten sind fiir unterschiedliche Pflanzenarten tabelliert (z.B. in Héckel, 1999) und

beriicksichtigen deren Vegetationsperioden.

Die aktuelle Evapotranspiration E'T,; ist bestimmt durch die potenziellen Evapotranspi-
ration ET,, und zudem limitiert durch die Wasserverfiigbarkeit im Boden. Uhlig (1959)
gibt ein Nomogramm fiir unterschiedliche Boden, charakterisiert durch den Bodenwas-
serspeicher nF K z., zur Abschitzung der mittleren jiahrlichen aktuellen Evapotranspira-
tion T, aus der mittleren jahrlichen potenziellen Evapotranspiration E7T,, an. Zur
Abschétzung der aktuellen Evapotranspiration ET,;; auf Tagesbasis stehen ebenfalls em-
pirische Formeln zur Verfiigung (z.B. Renger et al., 1974), in denen der Fiillgrad des
Bodenwasserspeichers bertiicksichtigt wird:

ETpor |0,2+2,0

BW - ( BW
ET, . — nFKze

2
—_ falls: BW < FK z
nFKze) ], alls W <0,7n z

(4.14)

ETyot sonst

Dieses Bodenwasserspeichermodell liefert eine gute Abschétzung der klimatischen Was-
serbilanz und bildet eine gute Basis fiir die Abschéitzung des Bewésserungsbedarfs in der
Landwirtschaft. Auch das auftretende Sickerwasser kann so gut abgeschétzt werden. Al-
lerdings werden durch die Betrachtung des Speicheriiberlaufs in der obersten Bodenzone
nicht die Sickerprozesse im Detail abgebildet, wie sie z.B. in einer méchtigen ungeséttigten
Zone auftreten konnen. Dieses Modell ist daher nicht in der Lage, solche Speichervorgénge

und auch Stofftransportprozesse zu erfassen.

Dieses Bodenwasserspeichermodell wurde in das Programm RECHARGE (Mohrlok et al.,
1992) implementiert. Dieses eignet sich besonders zur Ermittlung der Grundwasserneubil-
dung in Gebieten, in denen oberirdischer Abfluss vernachléssigbar ist, wie in Tieflindern,
Hochebenen oder Karstgebieten. Dort kann vereinfacht angenommen werden, dass der
gesamte Niederschlag, der nicht verdunstet, zur Grundwasserneubildung wird. So wurde
mit dem Programm RECHARGE die Grundwasserneubildung in einem Karstgebiet auf
der Schwébischen Alb bestimmt (Kobus et al., 1992).

Im Folgenden ist unter Verwendung der Klimadaten der Wetterstation Sigmaringen der
Einfluss der Vegetation und des Bodens auf die Grundwasserneubildung dargestellt. Die
Vegetation beeinflusst die Grundwasserneubildung auf Grund der unterschiedlichen Mo-
natskoeffizienten X, fiir Gras, Mais, Buchen und Fichten (Tab. 4.2). Der Einfluss des
Bodens erfolgt iiber die nutzbare Feldkapazitit, den Bodenwasserspeicher. Es wurde ein
Sandboden, nF K ze=60mm, und ein schluffiger Lehm, nF K ze =180 mm, betrachtet.
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Tabelle 4.2: Monatskoeffizienten X p; [mm/mm Hg] fiir unterschiedliche Vegetationsarten, Gras,
Mais, Buche, Fichte (nach Héckel, 1999).

Monat Gras Mais Buche Fichte

Jan. 0,20 0,11 0,01 0,08
Feb. 0,20 0,11 0,00 0,04
Marz 0,25 0,11 0,04 0,14
Apr. 029 0,17 010 035
Mai 029 021 023 039
Juni 028 024 028 034
Juli 026 025 0,32 0,31
Aug. 025 026 0260 025
Sept. 023 021 017 0,20
Okt. 022 018 010 0,13
Nov. 0,20 0,11 0,01 0,07
Dez. 0,20 0,11 0,00 0,05

Vegetation und Boden beeinflussen die Entstehung von Grundwasserneubildung, d.i. das
Uberlaufen des Bodenwasserspeichers, auf unterschiedliche Weise. Die Vegetation be-
stimmt die potenzielle Evapotranspiration £7,,; wohingegen die Bodenart die Grofie des
Bodenwasserspeichers nF'K ze definiert. Die Auswirkungen auf die Zeitreihen der Grund-
wasserneubildung sind beispielhaft nach der Trockenperiode im Herbst 1983 dargestellt.
Auf Grund des kleineren Bodenwasserspeichers im Sandboden, nF K ze = 60 mm, fand
dort Grundwasserneubildung bei einem fritheren Niederschlagsereignis (Ende November
1983) statt als im schluffigen Lehm (Mitte Dezember 1983) mit dem groferen Bodenwas-
serspeicher, nF'K ze=180mm, (Abb. 4.5). Das Einsetzen der Grundwasserneubildung fiir
die einzelnen Vegetationsarten war zudem abhéingig von den jeweiligen Monatskoeffizien-
ten Xjs. Fiir Buchenbestdande mit dem kleinsten Monatskoeffizienten X, (Nov.) = 0,01
ergab sich die geringste potenzielle Evapotranspiration, wodurch die Grundwasserneubil-
dung im jeweiligen Boden zuerst einsetzte. Fiir die Vegetationsarten mit gréfleren Monats-
koeffizienten setzte die Grundwasserneubildung entsprechend spéter ein. Als ab Anfang
Januar 1984 der Bodenwasserspeicher fiir alle Vegetationsarten und Boden gefiillt war,
zeigten sich fiir die Grundwasserneubildung keine Unterschiede mehr.

Bei der Betrachtung der langjéhrigen kumulativen Grundwasserneubildung auf Basis der
Monatssummen zeigen sich dhnliche Effekte (Abb. 4.6). Allerdings sind dabei die Unter-
schiede auf Grund der Vegetation grofler als auf Grund des Bodens. Die potenzielle Eva-
potranspiration fiir Buchen und Mais ist auflerhalb der Vegetationsperiode (vgl. Tab. 4.2)
deutlich kleiner als fiir Gras und Fichten. Damit ist dort die Grundwasserneubildung ent-
sprechend hoher. Ein groflerer Bodenwasserspeicher fiithrt zu einem geringeren Unterschied
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Abbildung 4.5: Zeitreihen der Grundwasserneubildung nach der Trockenperiode im Herbst
1983 fiir unterschiedliche Vegetationsarten und Bdden.

in der Grundwasserneubildung als die Unterschiede in der potenzielle Evapotranspiration,
z.B. zwischen Buchen und Fichten. Insgesamt ist die resultierende Grundwasserneubildung
jedoch davon abhéngig, wie der Bodenwasserspeicher beim jeweiligen Niederschlagsdarge-
bot und der aktuellen Evapotranspiration iiberlduft. Dies hdngt sowohl von den Monats-
koeffizienten fiir die Vegetationsart und der Gréfle des Bodenwasserspeichers ab als auch
von dem Fiillgrad des Bodenwasserspeichers vor den einzelnen Niederschlagsereignissen.

4.2.2 Volumenbilanzmodell

Die Bilanzierung der Sickerprozesse in der ungeséttigen Zone bei flachiger, instationérer
Infiltration sind zur Abschétzung des Einflusses diffuser Schadstoffeintréage ins Grundwas-
ser von Bedeutung. Eine Herausforderung stellt hierbei die Beriicksichtigung der grofien
Variabilitat der hydraulischen Eigenschaften des Bodens und der Sedimente sowohl in der
Flache als auch mit der Tiefe dar, die insbesondere in Télern bedingt durch die Ablage-
rung der Sedimente zu finden ist. Potenzielle Infiltrationsquellen fiir Schadstoffe sind durch
landwirtschaftlich genutzte Flichen, Uberschwemmungsflichen an FlieBgew#ssern und ur-
bane Gebiete gegeben. Die stoffliche Belastung des Sickerwassers von landwirtschaftlich
genutzten Flachen wird vorwiegend von Diinge- und Pflanzenschutzmitteln gebildet. In
den Uberflutungsfliichen sind es die Stofffracht des Hochwasserabflusses und schwebstoff-
gebundener Stoffeintrag, die als Infiltrationsquellen vorliegen. Urbane Gebiete zeichnen
sich in dieser Hinsicht durch Infiltrationsquellen unterschiedlicher Art aus. Grofiflichig
werden Luft- und Bodenbelastungen durch versickerndes Niederschlagswasser ins Grund-
wasser transportiert. Kleinflichig sind es Regenwasserinfiltrationsanlagen und Sickergru-
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Abbildung 4.6: Langjihrige kumulative Grundwasserneubildung der Monatssummen fiir un-

terschiedliche Vegetationsarten und Bdéden.

ben, die Belastungen von der Oberfliche bzw. Abwasser in den Untergrund eintragen. Die
Lage des Grundwasserspiegels, als untere Randbedingung fiir die Sickerprozesse, stellt
einen zusétzlichen charakteristischen Parameter dar.

Die Bilanzierung der Sickerprozesse unter Beriicksichtigung dieser Variabilitdten mit ei-
nem drei-dimensionalen numerischen Modell ist praktisch unmoglich. Zur Vereinfachung
der Bilanzierung kann in guter Ndherung angenommen werden, dass die Sickerprozes-
se vorwiegend vertikal ablaufen. Die Annahme, dass die Sickerprozesse in benachbarten
Flachen mit unterschiedlicher Struktur und hydraulischen Eigenschaften des Untergrunds
unabhéngig voneinander sind, erméglicht fiir jede dieser Fléchen mit einheitlichem Unter-
grund eine unabhéngige, ein-dimensionale Betrachtung der flachigen Infiltrationsvorgénge
(Mohrlok, 2006; Mohrlok & Bethge, 2007).

Die wichtigsten Groéflen zur Charakterisierung der Sickerprozesse sind das Speicherver-
mogen fiir das Sickerwasser und dessen Verweilzeit im Untergrund, bis es am Kapillar-
saum ins Grundwasser {ibertritt. Die Verweilzeit bildet dabei die grundlegende Zeitskala
fiir die Stofftransportprozesse. Zur effektiven Abschitzung der Verweilzeiten bei insta-
tiondren Infiltrationsbedingungen iiber eine ldngere Periode sind numerische Modellie-
rungen nicht geeignet, da die Verweilzeiten vom spezifisch festgelegten Zeitpunkt der
Infiltration abhéngen. Fiir jeden zu betrachtenden Startzeitpunkt wére dann eine eigene

Transportsimulation erforderlich, was zu einem hohen Rechenaufwand fiihrt.

Um dennoch in der Lage zu sein, fiir langjidhrige Infiltrationsperioden die Verweilzeiten
effektiv abzuschéitzen, wurde basierend auf der stationédren analytischen Losung fiir die
Infiltration in einen geschichteten, ungesittigten Untergrund (Gl. 3.45, 3.50 bzw. 3.51)
ein vereinfachtes Volumenbilanzmodell entwickelt. Dieses analytische Modell wurde in
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Abbildung 4.7: Volumenbilanzansatz in UL_FLOW (Mohrlok, 2005) zur Beschreibung insta-

tiondrer Infiltrationsraten.

das Computerprogramm UL_FLOW (Mohrlok, 2005) implementiert und zur Ermittlung
der Verweilzeiten in der ungesittigten Zone in einem Stadtgebiet angewendet (Mohrlok,
2006; Mohrlok et al., 2008).

Der Ansatz der vereinfachten Volumenbilanzierung basiert auf der Annahme, dass in dem
jeweiligen Zeitschritt stationire Verhiltnisse vorliegen und die Infiltrationsrate ¢ bekannt
ist. Dann ist die vertikale Verteilung des Wassergehalts 6(z) durch die analytischen Losun-
gen fur die Infiltrationsrate gy (Gl. 3.45, 3.50 bzw. 3.51) gegeben. Die Infiltrationsrate g
erhoht oder erniedrigt im darauffolgenden Zeitschritt den Wassergehalt um A6 in dieser
Verteilung bis zu einer Tiefe L’ (Abb. 4.7). Vereinfacht wird diese Anderung des Wasserge-
halts Af’ iiber die gesamte Tiefe L verteilt und als konstant angenommen. Dies ermoglicht
eine erneute stationire Betrachtung allerdings mit der Infiltrationsrate (Mohrlok, 2005,
2006)

=

BC

ABC ] Apo
ok |4 w At e | 7€
Geff = I\s es_erf Z .
Diese effektive Infiltrationsrate g.ss stellt die Grundwasserneubildungsrate in Abhéngigkeit

der tatsdchlichen Infiltrationsrate ¢ dar (Abb. 4.8) und beriicksichtigt damit vereinfacht
die Speicherprozesse in der ungeséttigten Zone. Diese Vereinfachungen werden allerdings

(4.15)

umso weniger der tatsdchlichen Situation gerecht, je mehr die Wassergehaltsverteilung
von Kapillareffekten an den Grenzschichten zwischen den einzelnen Schichten und dem

Kapillarsaum bestimmt ist.
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Abbildung 4.8: Grundwasserneubildungsraten, Zeitschritt-Verweilzeiten und Tracer- Verweil-

zeiten bei instationdrer Infiltration in zwei unterschiedliche Bodenprofile (nach Mohrlok, 2006),
berechnet mit UL_.FLOW (Mohrlok, 2005) und HYDRUS-1D (Simunek et al., 2005).

Die Verwendung der analytischen Losungen (Gl. 3.45, 3.50 bzw. 3.51) ermoglicht dabei
eine einfache und effektive Abschétzung der Verweilzeiten in den einzelnen Schichten im
Untergrund

ZB,i—Q—di
QA
T, = 2 g, (4.16)
deff

2B
Dabei ist zp,; die Hohenlage der Basis und d; die Méchtigkeit der einzelnen Schichten.
Aufgrund der Kontinuitét ist unter stationéren Bedingungen die Infiltrationsrate g in
allen Schichten gleich. Diese Verweilzeiten werden separat fiir jeden Zeitschritt berechnet
und werden im Folgenden als Zeitschritt-Verweilzeiten bezeichnet. Sie sind direkt mit den

effektiven Infiltrationsraten ¢ verkniipft und liegen demnach ebenfalls als Zeitreihe vor

(Abb. 4.8).

Die Verweilzeit eines Stoffes, z.B. eines konservativen Tracers, in der ungeséttigten Zone
hingegen ist die Zeit, die dieser Stoff (Tracer) fiir den Transport von der Infiltrationsquel-
le zum Grundwasserspiegel braucht, wenn dieser Stoff beim Transport keinen reaktiven
Prozessen unterliegt. Diese Tracer-Verweilzeit kann aus den Zeitschritt-Verweilzeiten (Gl
4.16) abgeleitet werden, da diese das Voranschreiten des Tracers in dem jeweiligen Zeit-
schritt definieren. Beginnend mit dem Infiltrationszeitpunkt wird mit dem Programm
UL_FLOW (Mohrlok, 2005) fiir jeden Zeitschritt dieser Weg ermittelt, den ein Tracer
bei der gegebenen Infiltrationsrate und dazugehorigen Wassergehalt sowie Zeitschritt-
Verweilzeit in der entsprechenden Schicht zuriicklegt. Die Tracer-Verweilzeit ist dann
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durch den Zeitpunkt des Erreichens des Grundwasserspiegels definiert bezogen auf den
Zeitpunkt der Infiltration. Dementsprechend ist diese Tracer-Verweilzeit dem Zeitpunkt
der Infiltration zugeordnet. Die Betrachtung mehrerer Infiltrationszeitpunkte fiithrt zu ei-
ner Zeitreihe auch fiir die Tracer-Verweilzeiten (Abb. 4.8). Dieser Ansatz der Berechnung
der Tracer-Verweilzeiten, wie er in UL_FLOW (Mohrlok, 2005) implementiert ist, hat sich
als sehr effizient erwiesen. Eine vergleichbare Berechnung der Tracer-Verweilzeiten mit nu-
merischen Modellen, z.B. HYDRUS-1D (Simunek et al., 2005) erfordert bei instationérer
Infiltration einen hohen Rechenaufwand, da fiir jeden Infiltrationszeitpunkt jeweils eine

separate Transportsimulation mit ndherungsweise instantaner Zugabe erforderlich ist.

Zur Validierung dieses Volumenbilanzmodells wurde fiir dieselbe Infiltrationszeitreihe (24
Monate) zu jedem Zeitschritt die Grundwasserneubildungsrate und die Tracer-Verweilzeit
sowohl mit UL_FLOW als auch mit HYDRUS-1D berechnet (Mohrlok, 2006; Mohrlok et
al., 2008). Tracer-Verweilzeiten lieSen sich nur fiir die Infiltrationszeitpunkte angeben, fiir
die der Tracer in dem betrachteten Zeitraum von 24 Monaten den Grundwasserspiegel
erreichte. Die Grundwasserneubildungsrate war in UL_FLOW durch die effektive Infiltra-
tionsrate gor und in HYDRUS-1D durch den Ausfluss am unteren Rand, dem Grundwas-
serspiegel, gegeben. Die Tracer-Verweilzeiten in HY DRUS-1D wurden durch Erreichen des

Konzentrationsmaximums am Grundwasserspiegel bestimmt.

Die mit dem vereinfachten Ansatz von UL_FLOW berechneten Grundwasserneubildungs-
raten sind &hnlich zu denen aus den HYDRUS-1D Simulationen. Fiir die mit HYDRUS-1D
berechneten Zeitreihen trat eine merkliche Zeitverschiebung der Grundwasserneubildung
auf (Abb. 4.8), da sich dort die Infiltration als Front durch die ungeséttigte Zone bewegte
und nicht wie in UL_.FLOW durch Abschéitzung der effektiven Infiltrationsrate g ein
Teil der Infiltration direkt an den Grundwasserspiegel weitergegeben wird. Durch diese
Weitergabe wird mit UL_FLOW auch die maximale Grundwasserneubildung unterschétzt.
Die auftretenden Abweichungen héngen von den hydraulischen Eigenschaften der einzel-
nen Schichten ab. Die virtuellen Zeitschritt-Verweilzeiten konnen mit dem physikalischen
Ansatz von HYDRUS-1D nicht berechnet werden. Hingegen sind auch die mit den bei-
den Ansétzen berechneten Tracer-Verweilzeiten sehr dhnlich. Der vereinfachte Ansatz in
UL_FLOW berechnet dabei immer etwas hohere Tracer-Verweilzeiten, deren Verdnderung
auch frither erkennbar wird, als HYDRUS-1D.

Der Vorteil des vereinfachten Ansatzes von UL_FLOW ist zudem, dass es aus nume-
rischen Griinden keine Einschrinkung fiir die Zeitschrittlingen gibt. Allerdings sind in
dem betrachteten Beispiel Jahreszeitschritte nicht in der Lage die Dynamik der natiirli-
chen Infiltration abzubilden, wozu hingegen Monatszeitschritte ausreichend sind (Abb.
4.9). Damit kann auf die Verwendung der aufwéndigeren Tageszeitschritte verzichtet wer-
den. UL_.FLOW eignet sich somit fiir eine vereinfachte Abschétzung der Dynamik bei
langen Zeitreihen und in Gebieten, in denen eine hohe Parametervariabilitdt vorzufin-
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Abbildung 4.9: Grundwasserneubildungsraten und Tracer-Verweilzeiten bei instationérer In-
filtration iiber 24 Monate berechnet mit UL_.FLOW (Mohrlok, 2005) unter Verwendung unter-
schiedlicher Zeitschrittlingen; statistische Auswertung der Tracer-Verweilzeiten durch Extrem-
werte und Quantilen (nach Mohrlok et al., 2008).

den ist, da die Abschitzung fiir viele Bodenprofile mit unterschiedlichen Eigenschaften
und Randbedingungen immer noch effizient bleibt. Dies ist besonders im Zusammenhang
mit Risikoabschéatzungen hilfreich, da so Monte-Carlo-Simulationen zur Ermittlung des
Einflusses der Parameterunsicherheiten sehr effizient unter Vermeidung sehr aufwéndiger

numerischer Modellierungen durchgefiihrt werden kénnen.

4.2.3 Leakage-Modell

Zur Quantifizierung der vertikalen Zusickerung von bei Hochwasser iiberstauten Flussauen
und -vorldndern im Rahmen einer numerischen Modellierung der Grundwasserdynamik
kann ein Leakage-Modell verwendet werden. Beim Leakage-Ansatz wird die Sickerrate
iiber ein vereinfachtes Darcy-Gesetz abgeschéitzt und kann dann als punktformige, lini-
enformige oder flichige Randbedingung im Grundwassermodell verwendet werden (vgl.
Gl. 2.76):

K,
=" (heat — haw) = & (heat — haw) - (4.17)
Dabei sind K die hydraulische Leitfahigkeit der Leakageschicht und d; deren Méchtig-
keit, die im Leakagekoeffizient x zusammengefasst werden. Im Fall der Infiltration von
Hochwasser aus Uberflutungsflichen in Auen und Vorlindern ins Grundwasser ist die zu
betrachtende Leakageschicht die ungeséttigte Zone mit ihrem geschichteten Bodenaufbau
und der hohen Variabilitdt der bodenhydraulischen Eigenschaften sowie der Méchtigkeit
in der Fldche (Abb. 4.10).



130 Bilanzmodelle in der Grundwasserhydraulik

Auwald

________ *’* Deich

Fluss < === T T Audehm

Aquifer

Abbildung 4.10: Anwendung eines Leakage-Modells zur Beschreibung der Infiltration von

Uberflutungsflichen in Flussauen.

Fiir eine exakte Berechnung der Infiltration wire an jeder Stelle in einer Uberflutungs-
fliche die genau Kenntnis des Bodenaufbaus, der hydraulischen Eigenschaften der einzel-
nen Schichten und deren zeitlicher Verdnderung bei der Aufsidttigung durch die Infiltrati-

on erforderlich. Die Beriicksichtigung der rdumlichen Variabilitéit der Bodeneigenschaften
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Abbildung 4.11: Deckschichtméchtigkeiten (nach Rommel, 1998) und regionalisierte, représen-
tative Bodenprofile im nérdlichen Teil des Untersuchungsgebietes (Mohrlok & Jirka, 2002).
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Abbildung 4.12: Infiltrationsdynamik am Profil 4, hohe Elbeterrasse (s. Abb. 4.11, Tab. 4.3),
bei unterschiedlichen Profillingen und Uberstauhshen (Mohrlok & Jirka, 2001).

kann mit Hilfe von Regionalisierungsansétzen vereinfacht erfasst werden. So wurde fiir ein
Untersuchungsgebiet an der Elbe im Bereich der Ohremiindung, nérdlich von Magdeburg,
fiir ausgewahlte, als repréasentativ angesehene Bodenprofile der Einfluss der Aufséttigung
betrachtet (Abb. 4.11).

Der Prozess der Aufsittigung und seiner Riickwirkung auf die Infiltration wurde hydrau-
lisch im Detail betrachtet (Mohrlok et al., 2000; Mohrlok & Jirka, 2002). Dazu wurde fiir
die an den einzelnen Profilen ermittelten Schichten im Labor die hydraulischen Parameter
bestimmt. Uber Simulationen mit SWMS_2D (Simunek et al., 1994) wurde die Sickerwas-
serbewegung zum Grundwasserspiegel bei Uberstau simuliert. Es wurde die Linge der
Profile sowie die Uberstauhohe hy variiert (Abb. 4.12).

Tabelle 4.3: Schichtung des Bodenprofils 4, hohe Elbeterrasse (s. Abb. 4.11), und deren hy-
draulische Eigenschaften (Mohrlok & Jirka, 2002).

Textur  Schichtung 0, 0, Qya Mo Kg
[l [emuGOK] [] [] [1/m] [ [m/s]
Lu 0-20 0,14 044 0,063 1,147 4,7x107*

Slu 20-103 0,08 0,37 0,022 1,785 4,9x10°*
Ls4 103-180 0,08 0,32 0,027 1,227 1,2x10°*
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Tabelle 4.4: Leakagekoeffizienten fiir das Bodenprofil 4, hohe Elbeterrasse, aus der Infiltrations-
dynamik (Gl. 4.18) und aus den Eigenschaften des Profils (Gl. 4.19) (Mohrlok & Jirka, 2002).

Profil-  Uberstau- Potenzial- spezifische Leakagekoeff. eff. Leakagekoeff.
lange  hohe differenz Infiltrationsrate (Gl. 4.18) (Gl. 4.19)

L [ecm] hy [em] Ah [em]  ggsim [mm/d] K [1/s] Kefr [1/9]

25 10 35 6,64x10~* 1,90x107° 1,90x107°

75 10 85 5,48x107* 6,45x107®  6,45x107°

125 10 135 3,50x10~* 2,59x107° 2,57x107°

180 1 181 2,18x107* 1,20x10°° 1,20x107°

180 10 190 2,30x10™* 1,21x10°° 1,20x10°°

180 30 210 2,54x10* 1,21x10°° 1,20x10°°

225 10 235 1,97x1074 8,39x10~ 8,36x10~7

Ein wichtiges Ergebnis war, dass das Sickerwasser in allen betrachteten Profilen in weniger
als einem Tag das Grundwasser erreichte, wobei das jeweilige Profil nahezu aufgesattigt
wurde (Abb. 4.12). Damit konnte fiir die Grundwassermodellierung die Aufsittigungs-
periode vernachléssigt werden. Aus den Simulationen konnte fiir das jeweilige Profil ein
von der Linge der Profile und der Uberstauhohe unbhéngiger Leakagekoeffizient ermittelt

werden:
/ dsim

" ha—how

Dessen Wert stimmte recht gut mit dem theoretischen Wert eines effektiven Leakageko-

d \7"
Reff = Kg., :

iiberein, der sich aus den Méachtigkeiten d; und den geséttigten hydraulischen Leitfahig-
keiten Kg; der Schichten des jeweiligen Profils ableiten lief (Tab. 4.4). Der Grundwasser-
spiegel legte dabei die jeweils unterste Schicht im Profil fest und deren Méchtigkeit war

K (4.18)

eflizienten

(4.19)

durch die Lage des Grundwasserspiegels vorgegeben.

Unter Annahme einer raschen und vollstéandigen Aufséttigung der ungeséttigten Zone der
Auen und Vorldinder war das Leakagemodell in der Lage, die Infiltration von Hochwas-
ser ins Grundwasser vereinfacht abzubilden. Aufwéndige numerische Simulationen die-
ser Prozesse im Detail fiir die sehr heterogenen Verhiltnisse in der ungeséttigten Zone
in Auen und Vorldndern sind somit zur Beschreibung der Leakage-Randbedingung im
Grundwassermodell nicht erforderlich. Dariiber hinaus war zur Beschreibung der Grund-
wasserdynamik im Untersuchungsgebiet keine weitere Anpassung der Leakagekoeffizienten
mehr erforderlich, so dass das Leakagemodell auch einen wesentlichen Beitrag zur Pro-
gnosefihigkeit des Grundwassermodells leistete (Mohrlok, 2003).
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4.3 Stofftransport bei Infiltrationsvorgingen

Zur Beschreibung des Stofftransports bei Infiltrationsvorgéngen in der ungeséttigten Zone
existieren mehrere Arten von Aquivalenzmodellen, mit denen unterschiedliche Trans-
portprozesse vereinfacht beriicksichtigt werden konnen. Bei den beiden hier vorgestellten
Aquivalenzmodellen liegt dabei der Schwerpunkt auf priferenziellem Transport. Das Zwei-
Schicht-Modell (Kap. 4.3.1) geht davon aus, dass sich die ungesittigte Bodenzone meist
vereinfacht in zwei Schichten, Oberboden und Unterboden (Abb. 4.13a), mit unterschied-
lichen Transporteigenschaften unterteilen lidsst (Steenhuis et al., 1994). Der Oberboden
wird dabei als Mischungsschicht verstanden, in der eine vollsténdige Vermischung (s. Kap.
4.1) mit dem vorhandenen Bodenwasser stattfindet. Der Unterboden wird als reine Trans-
portschicht aufgefasst, in der eine reine Verdrédngung, Propfenstromung (s. Kap. 4.1),
stattfindet (s. Kap. 4.1), die zudem auf priferenzielle FlieBwege beschrinkt sein kann.
Demzufolge wird auch nur in der Mischungsschicht eine moégliche Retardation aufgrund
von Sorption beriicksichtigt, wobei allerdings Adsorption und Desorption unterschiedlich
quantifiziert werden koénnen (Steenhuis et al., 1994).

Das Zwei-Regionen-Modell (Kap. 4.3.2) hingegen unterscheidet eine Transportregion und
eine Speicherregion (Abb. 4.13b). In der Transportregion wird der betrachtete Stoff advek-
tiv-dispersiv transportiert und durch Austausch mit der Speicherregion dort temporar
zwischengespeichert. Fiir die Beschreibung dieses Austausches wird in der Regel der An-
satz gewihlt, diese Regionen konzeptionell zu separieren ohne den rdumlichen Bezug im
Detail zu beachten. Damit ist eine Beriicksichtigung der Austauschprozesse bei préferen-
ziellem Transport moglich. In beiden Regionen kénnen Sorptionsprozesse beriicksichtigt

werden.

a) 8:Cy b)  |aC
Oberb d‘L T ' I
erboden, :

Mischungsschicht | d; ggir(‘)snport' i‘;?;%her'
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Abbildung 4.13: Vereinfachte Charakterisierung des Bodens zur Transportbilanzierung bei
Infiltrationsvorgédngen: a) Zwei-Schicht-Modell; b) Zwei-Regionen-Modell.
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4.3.1 Zwei-Schicht-Modell

Die beiden Schichten im Zwei-Schicht-Modell sind charakterisiert durch die jeweilige
Schichtméchtigkeit d; und ds sowie den jeweiligen Wassergehalt ¢ und 6, (Abb. 4.13a).
Durch die beiden Schichten wird eine stationdre Stréomung mit konstantem spezifischen
Durchfluss ¢ angenommen. Dispersion wird in beiden Schichten vernachlissigt. Das Zwei-
Schicht-Modell beschreibt den Austrag eines Stoffes am unteren Ende einer Bodensaule,
der mit der Konzentration ¢ iiber die Zeit T, von oben infiltriert wird.

In der Mischungsschicht kann wegen der Annahme der vollstdndigen Vermischung das Ex-
ponentialmodell (Gl. 4.9) angewendet werden. Fiir die Konzentration eines sorbierenden
Stoffes c¢; in dieser Schicht, die der Ausflusskonzentration aus dieser Schicht entspricht,
lésst sich somit folgende vereinfachte Transportgleichung aufstellen:

decy PL Kd) dey q ( ) Co — C
Rf dt < + 0, dt dy 0, @A T ( 0)

Dabei ist Ry der Retardationsfaktor (Gl. 2.91), der sich aus der linearen Sorption des
Stoffes an die Kornmatrix ergibt, wenn keine immobile Wasserphase und kein Austausch

mit der Gasphase angenommen wird. 77 = (d10;)/q ist die mittlere Aufenthaltszeit des
Wassers in der Mischungsschicht. Die Aufenthaltszeit fiir einen sorbierenden Stoff ist dann
T] =T, Ry. Zur vereinfachten Abbildung einer Sorptionskinetik, konnen die linearen Ver-
teilungskoeffizienten Ky, fiir die Adsorption und K, fiir die Desorption unterschieden
werden. Somit sind auch die Retardationskoeffizienten Rfa und Ryq sowie die Aufent-
haltszeiten T, =T} Ry, und T; =T} R4 zu unterscheiden.

Mit der Anfangskonzentration ¢, ist die folgende zeitliche Entwicklung der Konzentration
in der Mischungsschicht Losung dieser Transportgleichung

t
co + (' — co) (1—€_Ta>, falls 0 <t < Ty

alt) = (4.21)

Ty t—To ’

¢ + [(C’— ) = (= o) e_Ta] e Ta, falls t > T

wenn nach Ende der Zugabezeit Ty die Konzentration ¢” infiltriert. In der Transportschicht
liegt rein advektiver Transport vor, so dass dort das Propfenstréomungsmodell (Gl. 4.8)
angewendet werden kann. Die Ausflusskonzentration ¢; aus der Mischungsschicht bildet

die Zuflusskonzentration. Die Ausflusskonzentration ¢, aus der Transportschicht ist dann

Co falls 0 <t < 7Ts

(4.22)

t—To
o+ (d—co)|[l—€e Ta |, falls To <t < Ty + 15
CQ(t) = .

7@ _t—T()—TQ
I+ (=)= (—c)e Tole Ta | falls t >Ty+ T
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Abbildung 4.14: Parametrisierung der Mischungs- und Transportschicht eines Zwei-Schicht-
Modells mit identischen Aufenthaltszeiten T, und T5.

Dabei ist die To = (d262)/q die Aufenthaltszeit des Wassers und auch eines beliebigen Stof-
fes in der Transportschicht, da dort keine Retardation angenommen wird. Diese Losung
kann fiir beliebig viele Zugabesequenzen mit unterschiedlichen Konzentrationen erweitert

werden. Der Fall ¢ =¢, charakterisiert eine konstante Hintergrundkonzentration.

Die Aufenthaltszeiten T, bzw. T; und 75 in der jeweiligen Schicht konnen ein Maf fiir
priferenziellen Transport bilden. Dieser ist durch eine kurze Aufenthaltszeit gekennzeich-
net und in erster Linie bei geringem Wassergehalt und bei geringer Sorption gegeben. Al-
lerdings fiihrt auch eine geringe Schichtméchtigkeit zu einer kurzen Aufenthaltszeit, ohne
dass préferenzieller Transport vorliegt. Somit stellte bei unbekannter Schichtméchtigkeit
die Aufenthaltszeit kein eindeutiges Maf fiir praferenziellen Transport dar. Fiir den in
Tabelle 4.5 definierten Referenzfall ergibt sich T, =T,=0,09/¢q und T, =0,035/q. Diesel-
ben Werte der Aufenthaltszeiten konnen mit unterschiedlichen Parameterkombinationen

definiert werden (Abb. 4.14).

Diese Betrachtungen gelten fiir beliebige spezifische Durchfliisse ¢, da diese nur die Zeit-
skala des Transports bestimmen. Daher kann anstatt der Darstellung der zeitlichen Ent-
wicklung die Entwicklung in Abhéngigkeit des kumulativ ausgeflossenen Wasservolumens
bezogen auf die durchsickerte Flache Y =¢t verwendet werden. Die Ausflusskonzentration
aus der Transportschicht ist damit

o » falls 0 <Y < Y,

<
falls Vo <Y <Yy + Y, (4.23)

Yo o falls Y >Yy+Y,
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Tabelle 4.5: Iimm Rahmen der Parameterstudie variierte Parameter des Zwei-Schicht-Modells fiir
einen Boden der Méchtigkeit d=1m.

01 di Ria Reg 6 do Y
H m = m [m]
Referenzfall 0,30 0,3 1,00 1,00 0,05 0,7 0,36

Fall 1 0,30 03 1,00 100 0,05 0,7 0,18
Fall 2 0,20 0,7 1,00 100 0,05 0,3 0,56
Fall 3 030 03 1,00 100 0,15 0,7 0,36
Fall 4 02 03 1,00 100 0,25 0,7 0,30
Fall 5 030 03 37 37 005 07 135
Fall 6 030 03 375 265 005 0,7 1,35
Fall 7 0,30 03 375 485 005 0,7 1,35
Fall 8 030 03 650 650 005 0,7 234

Die scheinbaren Wassergehalte der Mischungsschicht, Y, = di(0; + prKq41) = q1, bzw.
Yi=di(61+prKa2)=qTy, und der Transportschicht, Yo =q 15, charakterisieren dquivalent
zu den entsprechenden Aufenthaltszeiten den préiferenziellen Transport.

In einer Parameterstudie wurden unter Verwendung der scheinbaren Wassergehalte die
Einfliisse der Parameter auf den Transport mit einem Zwei-Schicht-Modell erfasst werden
(Tab. 4.5). Es wurde ein Boden mit der Méchtigkeit d =1m und einer Lagerungsdichte
pr=1,65g/cm? betrachtet. Fiir den Referenzfall wurde die Mischungsschicht d; =0,3m
mit einem Wassergehalt 6; = 0,3 und ohne Retardation Ry = 1 definiert. Die Trans-
portschicht dy =0, 7m war mit einem Wassergehalt von 6, = 0,05 durch préferenziellen
Transport charakterisiert. Die Zugabe Yy = 4Y, wurde als Vielfaches des scheinbaren
Wassergehalts Y, definiert. Der Falll ist durch eine verkiirzte Zugabe gekennzeichnet.
Fiir den Fall2 wurden die Schichtméchtigkeiten und der Wassergehalt der Mischungs-
schicht variiert. Im Fall 3 war der Wassergehalt der Transportschicht verdndert. Im Fall 4
waren dieselben Wassergehalte in den beiden Schichten gegeben. In den Féllen 5 -8 wurde
der Einfluss unterschiedlicher Retardationsfaktoren betrachtet.

Der priferenzielle Transport fithrte zu einem friithzeitig einsetzenden Austrag (Referenz-
modell, Fall 1, Fall2; Abb. 4.15). In einer méchtigeren Mischungsschicht fand ein langsa-
merer Transport statt, da mehr Wasser ausgetauscht werden (Fall 2) musste. Ein groflerer
Wassergehalt in der Transportschicht bewirkte eine Verzogerung des Austrags (Fall 3,
Fall4), der im Fall4 durch den geringeren Wassergehalt in der Transportschicht rascher
erfolgte. Durch Retardation erfolgte ebenfalls ein verlangsamter Transport in der Mi-
schungsschicht (Falle5-8), wobei eine Unterscheidung zwischen Sorption und Desorption
nur eine Veranderung des "tailings” bewirkte (Fall6, Fall 7).
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Abbildung 4.15: Auslaufkonzentrationen ca(Y) (Gl 4.23) und logarithmischen Massenaus-
tragsdefizite In(1—M (Y')/My) (Gl 4.24) in Abhéngigkeit der Parameter des Zwei-Schicht-
Modells (s. Tab. 4.5).

Der Einfluss auf den Transport wird in der Regel am deutlichsten im "tailing”. Dieses
"tailing” wird am besten dadurch charakterisiert, dass statt der Ausflusskonzentration
c2(Y') das relative Defizit im Massenaustrag (Mq—M (Y"))/Mj betrachtet wird (Abb. 4.15).
Dieses Defizit kann durch Integration aus der Gleichung (4.23) bestimmt werden. Fiir den
Fall einer einmaligen Zugabe bei konstanter Hintergrundkonzentration ist die insgesamt
zugegebene Masse My = (¢ —¢y) AYy. Das relative Defizit ist damit in logarithmischer
Form gegeben durch

0, falls 0 <Y <Y,
Y -Y, Y, Y-Y
In |1 — +<1— Yo )] falls Yo <Y < Yo+ Y,
1n<1_M(Y))_ n[ Yo | Yo ° 2 0T (4.04)
My
Y, v Y%y Y
In |22 -4 (1-¢ Ya (1—6 Yg) Jalls Y > Yy + Vs
Yo Yo

Am deutlichsten ist der Effekt fiir einen Unterschied in der Retardation durch Sorption
und Desorption. Eine geringere Desorption fiithrt zu einem verbleibenden Massendefizit
(Fall6), eine grofiere zu einem beschleunigten Austrag (Fall 7).
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4.3.2 Zwei-Regionen-Modell

In ungeséttigten Boden kann neben einer mobilen auch eine mehr oder weniger immo-
bile Wasserphase auftreten. Sind diese beiden Phasen iiber Porenengstellen miteinander
verbunden, kann Stoffaustausch stattfinden. In strukturierten Boden mit préferenziellen
FlieBwegen ist das Wasser in den Aggregaten weit weniger mobil und kann daher als immo-
bil betrachtet werden. Ein einfaches Aquivalenzmodell zur Beschreibung des Transports
bei vertikaler Infiltration auf préferenziellen FlieBwegen stellt das Zwei-Regionen-Modell
dar. Es differenziert zwischen einem mobilen und immobilen Anteil des Wassergehalts in
einem ungesittigten Boden, zwischen denen ein Stoffaustausch stattfinden kann (Abb.
4.13b). D.h. der Transport findet nur im mobilen Wasser statt und kann mit folgenden
Differenzialgleichungen bilanziert werden

2
Qme,mddc;n:_qcidcm'i_HmDmddc;n_ac(Cm czm)
: : (4.25)
gim Rf,im dcclltm = Q¢ (Cm - Cim)

Dabei ist der Stoffaustausch o, zwischen den beiden Wasserphasen abhéngig von den je-
weiligen Zeitskalen der unterschiedlichen Transportprozesse (Griffioen et al., 1998). In der
immobilen Phase findet Sorption in viel gréflerem Mafle statt als auf den préaferenziellen
Fliewegen.

Analytische Losungen fiir dieses System gekoppelter, ein-dimensionaler Differenzialglei-
chungen (4.25) wurden auch unter Beriicksichtigung von reaktiven Transportprozessen
von van Genuchten & Wagenet (1989) sowie Toride et al. (1993) entwickelt und in das
Programm CXTFIT 2.0 (Toride et al., 1995) implementiert. Die Losungen sind fiir un-
terschiedliche Rand- und Anfangsbedingungen verfiigbar. Das Programm CXTFIT 2.0
kann sowohl bei bekannten Transportparametern Konzentrationsverteilungen zu festen
Zeitpunkten c(z, tp) und Konzentrationsentwicklungen an festen Orten c¢(zg, t) berechnen
als auch an Hand von gemessenen Durchbruchskurven die Transportparameter schétzen.

Am Beispiel einer konstanten vertikalen Sickerrate g=1,2cm/d in einer homogenen Bo-
denséule der Lange L = 1m wurde im Rahmen einer Parameterstudie der Einfluss der
Transportparameter (Tab. 4.6) auf den Stofftransport in einem Zwei-Regionen-Modell
betrachtet. Dem Dispersionskoeffizient in der mobilen Phase D,, liegt eine longitudinale
Dispersivitiat oy =5 cm zu Grunde. Es wurde eine Konzentration ¢ = 1mg/l iiber einen
Zeitraum von Ty = 5d zugegeben. Es wurde nur Sorption aber keine Abbaureaktionen
angenomimen.

Der Referenzfall (Tab. 4.6) war durch eine Transportregion mit geringem Wassergehalt
0,, =0, 05 gekennzeichnet, der bei Vorhandensein préferenzieller FlieBwege typisch ist. Der
hohe Wassergehalt in der Speicherregion 6;,, =0, 25 definiert einen hohen Sattigungsgrad
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Tabelle 4.6: Im Rahmen der Parameterstudie variierte Transportparameter des Zwei-Regionen-
Modells.

em f Rf,m eim R1’,im Vm Dm Q¢
H H O H O H O H [em/d [em¥d] [1/d]
Referenzfall 0,05 0,10 1,30 0,25 1,54 24,0 120 1,9x1074

Fall 1 0,06 0,10 1,30 025 154 24,0 120 7,6x107*
Fall 2 0,05 0,10 1,30 025 154 240 120 4,8x10°
Fall 3 0,05 0,10 340 025 532 240 120 1,9x107*
Fall 4 0,05 0,10 1,30 0,15 1,90 24,0 120 1,9x107*
Fall 5 0,06 0,02 1,06 025 159 240 120 1,9x107*
Fall 6 0,10 0,10 1,15 025 154 120 60 1,9x10~*

des Bodens. Die angenommenen Retardationsfaktoren Ry ,,, Ry basieren auf einer Lage-
rungsdichte von p, =1, 65 kg/l und einem Verteilungskoeffizient K ,, = K4m=0,0911/kg.
Durch die Aufteilung der Sorptionspléatze auf die beiden Regionen durch den Faktor f
sind die Retardationsfaktoren durch

Kam
R =1+ f, 2 7 = (4.262)
K m
Rpim =1+ (1— £,) Le - (4.26b)

definiert. Der Austauschkoeffizient a,, =1, 9x107%/d definiert eine gute Kopplung zwischen
mobiler und immobiler Phase. Durch den préferenziellen Transport erfolgt ein Durchbruch
am Auslauf der Séule bereits noch im Zugabezeitraum (s. Abb. 4.16, 4.17). Durch die gute

z=0cm z=100cm

1.0
0.9 ‘ — Ref., mobil — Ref., mobil
0s ] ---- Ref,, immobil ---- Ref,, immobil
o7 Il | —— Fall 1 Fall 1
: | Fall 2 Fall 2

= 06| | Fall 3 o Fall 3

S 05 | % —— Fall4 S Fall 4

S 04 “ 1\ —— Fall5 S Fall 5
03‘/4“\ Fall 6
0.2 |/ /4>
0.1 /l//H\,\\‘C\\\
00 L NS e e : ; —

0O 10 20 30 40 50 60 30 40 50 60
Zeit [d] Zeit [d]

Abbildung 4.16: Konzentrationszeitreihen in der mobilen (durchgezogene Linien) und immobi-
len Phase (gestrichelte Linien) im Zulauf, z=0cm, und Ablauf, z=100 ¢cm, von Zwei-Regionen-

Modellen mit unterschiedlichen Transportparametern (Tab. 4.6).
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0 0
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Abbildung 4.17: Konzentrationsprofile in der mobilen (durchgezogene Linien) und immobilen
Phase (gestrichelte Linien) von Zwei-Regionen-Modellen mit unterschiedlichen Transportpara-
metern (Tab. 4.6) zu zwei Zeitpunkten 5d und 25d.

Kopplung erfolgt eine deutliche Anreicherung des Stoffes in der immobilen Phase, die eine

lange Aufenthaltszeit in der Bodenséule und einen verzogerten Austrag zur Folge hat.

Der Falll war durch einen hohen Austausch o, = 7,6 x 107*/d charakterisiert. Durch
den dadurch hervorgerufenen Ausgleich zwischen mobiler und immobiler Phase wurde
der Durchbruch drastisch verzogert. Hingegen war im Fall2 der Austausch verringert
a.=4,8x107°/d, was zu einem geringeren Stoffeintrag in die immobile Phase und einem
rascheren Durchbruch am Auslauf fithrte. Fiir den Fall 3 wurde ein Verteilungskoeffizient
von K= Kgim=0,7271/kg angenommen. Dadurch erfolgte ein verzogerter Transport
und ein geringerer Austausch, da ein nennenswerter Anteil der Stoffmasse auch in der
Transportregion sorbiert war. Der geringere Wassergehalt in der Speicherregion 6;,, =0, 15
im Fall 4 fiihrte dort zu einer relativen Anreicherung der Stoffmasse, was einen verzogerten
Austrag bedingte. Im Fall 5 wurde ein geringerer Anteil der Sorptionspliatze f=0,02 und
somit einem geringen Retardationsfaktor Ry, =1,06 in der Transportregion betrachtet.
Dies zeigte keinen Einfluss auf den Austausch, erzeugte jedoch einen geringfiigig beschleu-
nigten Transport in der mobilen Phase. Der hhere Wassergehalt in der Transportregion
0,, = 0,10, Fall6, reduzierte den préferenziellen Transport, was zu einem verzdgerten
Austrag fithrte. Der Austausch wurde dadurch allerdings nur geringfiigig beeinflusst.
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4.4 Stromung in gekliiftet-por6sen Aquiferen

Gekliiftet-porose Aquifere sind dadurch charakterisiert, dass einzelne hochdurchléassige,
diskrete Strukturen, Kliifte, eine weniger durchléssige, porése Matrix durchziehen. Die
Kliifte machen im Allgemeinen nur einen sehr kleinen Teil des gesamten Hohlraumvolu-
mens im gekliiftet-porosen Aquifer aus. Die Matrix bildet im Wesentlichen das Hohlraum-
volumen des Aquifers und besitzt somit ein hohes Speichervermégen. Bei der Grundwas-
serstromung in solchen Aquiferen findet ein Austausch zwischen den beiden Komparti-

menten statt.

Die Unterscheidung in Kluft und Matrix ist in erster Linie hydraulisch begriindet und da-
mit vor allem skalenabhéngig. Auf kleiner Skala sind es die portse Gesteinsmatrix und die
Feinkliifte, die das gekliiftet-pordse Medium bilden. Auf groBerer Skala ist es das Feinkluft-
netz, das von einigen wenigen groflen Kliiften durchzogen wird. Auf der Einzugsgebietskala
bildet das Kluftnetz die Matrix und einzelne Stérungszonen bzw. Karstrohrennetze die
Kliifte. Gekliiftet-pordse Aquifere werden daher oft generell auch als Doppel-Porositéts-
Systeme bezeichnet. Die Matrix kann dabei immer als portses System beschrieben werden,
da die Strukturen innerhalb der Matrix es erlauben, einen Kontinuumansatz auf Basis des
REV-Konzepts (s. Kap. 2.1.5) zu definieren. Die Kliifte sind eigentlich diskret zu betrach-
ten, da sie nicht in ausreichender Anzahl im betrachteten Gebiet anzutreffen sind und
damit ein Kontinuumansatz nicht gerechtfertigt ist.

Zur Beschreibung der Grundwasserstromung in Doppel-Porositits-Systemen stehen un-

terschiedliche hydraulische Aquivalenzmodelle (Abb. 4.18) zur Verfiigung, wie sie

| KLUFTAQUIFER |

~~

| MODELL-REPRESENTATION |

Einfach-Kontinuum Doppel-Kontiuum diskret + Kontinuum diskret diskret gekoppelt

gering ————— — UNTERSUCHUNGSAUFWAND —— » hoch
hoch «——PRAKTISCHE ANWENDBARKEIT —— gering

eingeschrankt ——FAHIGKEIT HETEROGENITAT ZU SIMULIEREN —» gut

Abbildung 4.18: Unterschiedliche Konzepte zur Beschreibung der Grundwasserstrémung in
gekliiftet-pordsen Aquiferen (nach Teutsch & Sauter, 1991).
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z.B. von Teutsch & Sauter (1991) zusammengestellt wurden. Der gewéhlte Ansatz hiangt
meist von der Fragestellung ab. Dabei wird in Abhéngigkeit des erforderlichen Untersu-
chungsaufwandes, der praktischen Anwendbarkeit und der Erfordernis der Betrachtung
der lokalen Strukturen das Kluftsystem entweder mit seinen Details betrachtet oder es

wird durch ein dquivalentes Ersatzkontinuum représentiert.

In den folgenden Abschnitten sind ausgewihlte Aquivalenzmodelle fiir gekliiftet-pordse
Aquifere dargestellt, denen ein Kontinuumansatz zu Grunde liegt.

4.4.1 Grundwasserspeichermodell

Eines der ersten Aquivalenzmodelle, das zur Beschreibung des Grundwasserabflusses in
einem Quelleinzugsgebiet (Abb. 4.19) und damit der Quellschiittung verwendet wurde, ist
das Gundwasserspeichermodell (Maillet, 1905). Dieses Modell betrachtet das Leerlaufen
des Grundwasserspeichers zwischen zwei Grundwasserneubildungsereignissen und beruht
auf einem einfachen Kontinuumansatz, wobei die Grundwasserstromung im Aquifer nicht
rdaumlich aufgelost betrachtet wird (vgl. Kap. 4.1):
Q:SBLE@:BME(hL—hOUt). (4.27)
dt Lg
Dabei sind S der Speicherkoeffizient, K die hydraulische Leitfdhigkeit, Lp die Lénge,
B die mittlere Breite des Einzugsgebiets, M die mittlere Méchtigkeit des Aquifers, hy,
der Grundwasserstand im Abstand Lg von der Quelle, h,,; das Quellniveau und @) die
Quellschiittung.

Abbildung 4.19: Quelleinzugsgebiet (schematisch) mit charakteristischen Parametern.
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Die Losung dieser Bilanzgleichung liefert

Lt
E

hL(t) = hout + (h() - haut) e SL (428)

bzw.
T
Q) = Qo A Qoe 1. (4.29)

ho bzw. )y definieren die Verhltnisse zu Beginn der Leerlaufperiode. @ wird als Leerlauf-
koeffizient bezeichnet und charakterisiert die hydraulischen Eigenschaften des Einzugsge-
biets. Dieser kann, angepasst an Messdaten, dazu verwendet werden, den Speicherkoef-
fizient und damit den Grundwasservorrat abzuschéitzen. Ein solches Modell wurde von
Padilla et al. (1994) basierend auf den Arbeiten von Mangin (1975) weiterentwickelt:

1—t/t;
1+et

Q(t) = Qo + Qo t (4.30)
Der erste Term beschreibt die schnelle, der zweite die langsame Komponente der Quell-
schiittung. ¢; ist die Dauer des Auftretens der schnellen Komponente, der Kehrwert 1/¢
charakterisiert die Aufenthaltszeit der schnellen Komponente im System.

Dieses Modell bietet die Moglichkeit, an Hand der Interpretation des Leerlaufverhaltens
die hydrogeologischen Verhéltnisse verschiedener Karstsysteme zu charakterisieren (Abb.
4.20). Im System eines Tiefen Karsts (Abb. 4.20a) kann ein hoher Anteil der langsamen
mit einem geringen Anteil der schnellen Komponente korreliert werden. Tiefer Karst tritt
meist grofraumig auf und besitzt ein dhnliches hydraulisches Verhalten wie ein poroser
Aquifer. Im System eines Seichten Karsts (Abb. 4.20b) bildet das Karstrohrennetz ein
ausgepriagtes Drainagesystem, so dass der Anteil der schnellen Komponente recht grof3
ist. Padilla et al. (1994) passten diesen Ansatz an die gemessenen Quellschiittungen in

verschiedenen Karstsystemen an.

1.2 1.2
1.0 - —— gesamt 1.0 - —— gesamt
2 - langsam o - langsam
2 0.8 ——— schnell 2 0.8 ——— schnell
5 0.6 - S 0.6 ]
2 2
S04\ S 04
c c
§ 0.2 - @' 0.2 L

\
0.0 . : : . . . 0.0 I == . . ; . .
0 10 20 30 40 50 60 70 0 10 20 30 40 50 60 70
Zeit [d] Zeit [d]

Abbildung 4.20: Karstquellen mit hydraulischem Verhalten auf Grund unterschiedlicher Ver-
karstung im Einzugsgebiet: a) Tiefer Karst; b) Seichter Karst.
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4.4.2 Einfach-Kontinuum-Modell

Der einfachste Ansatz die rdumliche Variabilitit im Kluftnetz eines Kluftaquifers zu
beriicksichtigen, bietet das FEinfach-Kontinuum-Modell. Es basiert darauf, effektive hy-
draulische Leitfihigkeiten fiir einzelne Bereiche eines Kluftaquifers definieren zu kénnen.
So ermittelten Blum et al. (2007) REV’s fur Kluftaquifere mit Hilfe von numerischen
Modelluntersuchungen. Ihr Ergebnis war, dass ein REV eine Mindestanzahl statistisch
verteilter Kliifte enthalten muss, die zudem eine hohe Konnektivitdt aufweisen miissen.
Die Grofle dieses REV hingt demnach mit dem Abstand und Lénge der einzelnen Kliifte

zZusaminerl.

Die bei der Entstehung der Kliifte vorliegenden tektonischen Spannungen definieren die
Vorzugsrichtungen im jeweiligen Kluftnetz. Die resultierenden Kluftscharen besitzen er-
hohte Durchléssigkeiten und bilden daher bevorzugte Wasserwegsamkeiten (vgl. Kap.
2.1.3). In einem Einfach-Kontinuum-Modell wird die hydraulische Wirksamkeit der Kluft-
scharen durch eine Anisotropie in der effektiven hydraulischen Leitfahigkeit fiir den Kluft-

aquifer repréasentiert.

Der Tensor der effektiven hydraulischen Leitfdhigkeit K.sr(¢) kann in Abhéngigkeit der
Orientierung des betrachteten Kluftnetzes zum hydraulischen Gradient ausgedriickt wer-
den. Er kann fiir ein Kluftnetz mit konstanten Eigenschaften der Kluftscharen theore-
tisch abgeleitet werden. Hierzu wird im Folgenden die zwei-dimensionale Stréomung in
einem Kluftnetz mit zwei vertikalen Kluftscharen betrachtet. Die parallelen Kliifte in den
Kluftscharen besitzen einheitliche Kluftabsténden d;, dy sowie einheitliche Offnungsweiten
By, By und damit eine einheitliche Kluftdurchlissigkeit (s. Gl. 2.38). Die Kluftrichtungen
werden bezogen auf die Richtung des regionalen hydraulischen Gradienten I durch die
Winkel ¢, und ¢ angegeben (Abb. 4.21). Ohne Einschréinkung der Allgemeinheit kann
der hydraulische Gradient in x-Richtung betrachtet werden. ¢ = ¢ — ¢ ist der Winkel
zwischen den Kluftscharen. Dieser Winkel wird immer so definiert, dass 1) <90° ist.

Die Stromung in einer isoliert betrachteten Kluftschar ist gegeben durch

o B; ng

7

T d; 12v

i I cos¢; = I a; cos ¢;. (4.31)
Der spezifische Durchfluss ¢; in einer Kluft besitzt die Richtung der betrachteten Kluft-
schar und kann in eine x-Komponente, parallel zum hydraulischen Gradienten 7, und eine
y-Komponente, senkrecht dazu, zerlegt werden
Qix = Ia; cos’ O

4.32
Giy = 1 a; cos ¢; sin ¢;. ( )

Die Stromung im Kluftnetz ldsst sich durch Superposition der Stromungen in den Kluft-
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Abbildung 4.21: Regelméfiges, zwei-dimensionales Kluftnetz mit Definitionen der Kluftrich-
tungen ¢; bzgl. des hydraulischen Gradienten I und Kluftabsténde d;.

scharen ausdriicken

e = Qiz+ Qo =1 <a1 cos? ¢1 + asg cos® ¢2)

) ) (4.33)
Oy = Q1y+ Goy =1 (a1 cos ¢y singy + az cos gy sin ¢s) .

Diese Komponenten definieren den Gesamtdurchfluss, der wiederum durch die effektive
hydraulische Leitfahigkeit beschrieben werden kann

q=1\/q2+q; = Ky I cosy (4.34)

tany = Ky (4.35)

dx
Damit kann die effektive hydraulische Leitfahigkeit in Abhéngigkeit von der Orientierung

und dessen Richtung

des Kluftnetzes zum hydraulischen Gradienten ¢ =¢, angegeben werden

2 2
(al cos? @1 + asy cos? ng) + (a1 cOS @1 sin @1 + ay cos Py sin q§2)

ay cos? 1 + ag cos? ¢o

Keff((bl? ¢) =

. (4.36)

wobei ¢g =1+¢; dann durch den Winkel ¢ zwischen den Kluftscharen vorgegeben ist. Fiir
ein einfaches Kluftnetz mit symmetrischen Eigenschaften konnten de Josselin de Jong &
Way (1972) ebenfalls diese effektive hydraulische Leitfdhigkeit K¢ mit ihrer Richtungs-

abhéngigkeit ausgehend von probabilistischen Ansétzen ermitteln.

Fiir Kluftnetze mit unterschiedlichen geometrischen hydraulischen Eigenschaften (Tab.
4.7) wurde die effektive hydraulische Leitfahigkeit K.pr(¢1) in Abhéngigkeit des Winkels
der Kluftschar1 gegeniiber dem hydraulischen Gradient ¢; betrachtet (Abb. 4.21). Es
wurden dazu die Kluftoffnungsweite der Kluftschar1 B, die Kluftabstiande dq, ds und
der Winkel ¢ zwischen den Kluftscharen variiert (Tab. 4.7).
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Tabelle 4.7: Im Rahmen der Parameterstudie variierte Parameter (s. Gl 4.31) eines zwei-

dimensionalen Kluftnetzes zur Bestimmung der effektiven hydraulischen Leitfahigkeit Kops.

B di a1 B, d> as
[m]  [m] [m/s] [m]  [m] [m/s]
Referenzfall 0,001 50 1,635x10~* 0,001 50 1,635x10~%

Fall 1 0,003 50 4415x10~% 0,001 50 1,635x107*
Fall 2 0,001 20,0 4,088x107° 0,001 50 1,635x107*
Fall 3 0,001 50 1,635x10~* 0,001 20,0 4,088x107°

Der Referenzfall (Abb. 4.22a) zeichnet sich durch Kluftnetze mit symmetrischen Eigen-
schaften bezogen auf die Richtung des hydraulischen Gradienten I aus. Damit sind auch
die Hauptachsen des Leitfahigkeitstensors in die Richtung des hydraulischen Gradienten
und senkrecht dazu orientiert unabhingig vom Winkel zwischen den Kluftscharen . Die-
ser Winkel definiert ausschliellich das Verhéltnis der Leitfdhigkeiten der Hauptachsen.
Ein Kluftnetz mit rechtwinklig zueinander orientierten Kluftscharen ist demnach isotrop.

Die im Fall 1 vergroflerte Kluftoffnungsweite der Kluftschar 1 fithrte zu einer drastischen
Erhohung der Durchléassigkeit des Kluftnetzes (Abb. 4.22b). Durch die bevorzugte Flie-
richtung ist auch der Leitfdhigkeitstensor selbst fiir grofle Winkel ¢ zwischen den Kluft-
scharen deutlich unsymmetrisch. Einen dhnlichen Einfluss auf die Symmetrieeigenschaf-
ten des Leitfahigkeitstensors hat die Vergréferung der Kluftabstéinde di, ds in einer der
Kluftscharen, Fall2 und Fall3 (Abb. 4.22¢,d). Dabei ist der Einfluss der Kluftabstinde
auf die Durchléssigkeit geringer als der der Kluftéffnungsweite. Je nachdem in welcher
Kluftschar der Kluftabstand vergréfert wurde, ist eine andere Richtungsabhéngigkeit der
Asymmetrie gegeben.

Durch Bestimmung der Extremwerte in Gl. 4.36 lassen sich die Groéfle und Lage der
Hauptachsen bezogen auf den Referenzwinkel ¢; ableiten. Dabei sind die Richtungen der

beiden Hauptachsen gegeben durch

ay + ay cos 29 £+ \/af +2ay ay cos2¢ + af

tan ¢ , =
Ga o Sin 2

(4.37)
Durch Einsetzen dieser beiden Richtungen ¢, in Gl. 4.36 lassen sich die GroBen der
Hauptachsen Kj; und Ky, berechnen. Besitzen die beiden Kluftscharen identische hy-
draulische Eigenschaften a; =as=a sind die Hauptachsen des Leitfdhigkeitstensors allein
durch den Winkel v zwischen den beiden Kluftscharen gegeben. Fiir diesen Fall kénnen
auch die Werte der Hauptachsen einfach angegeben werden:

Ky = a(1+ cost)

Ky = a(l — cos) . (4.38)
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Abbildung 4.22: Effektive hydraulische Leitfihigkeit K.t in Abhéingigkeit der hydraulischen
Eigenschaften unterschiedlicher Kluftnetze und der Orientierung der Kluftscharen (s. Tab. 4.7):
a) Referenzfall (homogen); b) Fall1 (groflere Kluftoffnungsweite by ); ¢) Fall 2 (grofiere Kluftab-
stand dy ); ¢) Fall 3 (grofere Kluftabstand ds).

Fiir den speziellen Fall ¢»=90° ist K13 = K9 =a und somit die hydraulische Leitfahigkeit
des Kluftnetzes isotrop.
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4.4.3 Generalisiertes Radialstromungsmodell

Das Einfach-Kontinuum-Modell, wie im vorangegangenen Abschnitt vorgestellt, kann fiir
die Anstromung zu einem Brunnen in einem Kluftaquifer nicht angewendet werden, da
diese Stromung von einer oder wenigen Kliiften dominiert wird. Die Stromung in die-
sen zwei-dimensionalen Kluftebenen reduzierte die generelle Dimensionalitéit der Grund-
wasserstromung. Ebenso ist dadurch die iiblicherweise angenommene Radialsymmetrie
im Nahbereich des Brunnens nicht mehr gegeben. Daher stellen die gdngigen Verfahren
zur Pumpversuchauswertung, basierend auf der Theis’schen Brunnenfunktion (s. Anhang

A.2), eine zu grobe Ndherung dar und sind eigentlich nicht anwendbar.

Um die Dimensionalitit der Anstromung zu einem Brunnen in einem Kluftaquifer adéquat
beschreiben zu konnnen entwickelte Barker (1988) ein generalisiertes Radialstromungsmo-
dell. Dieses Modell basiert auf einem Kontinuumansatz, bei dem die radiale Abhéngigkeit
des spezifischen Durchflusses iiber ein Potenzgesetz beschrieben wird, das iiber die Di-
mensionalitdt der Stromung die bevorzugten FlieBwege in den Kliiften beriicksichtigt.
Der Durchfluss durch eine n-dimensionale Oberfliche kann dann durch ein modifiziertes

Darcy-Gesetz angegeben werden:

oh
or’

Dabei ist b eine charakteristische Langeneinheit der Anstromfliche zum Brunnen. Die

Q=K "a,r"! (4.39)

Dimensionalitdt der Stromung n liegt zwischen 1 und 3. Zum Beispiel charakterisiert
n =2 eine gleichméfige tiefengemittelte Anstromung iiber die gesamte Aquiferméchtig-
keit, die dann die Lingeneinheit b definiert. a, r*~! beschreibt die Oberfléiche einer n-

dimensionalen Kugel, mit
n/2
T
n=25 7o 4.40
") 40
wobei I'(z) die Gamma-Funktion (s. Anhang A.3) ist. Daraus leitet sich folgende dimen-

sionsabhéingige Kontinuitétsgleichung ab:

S oh_ K 0 (W—lah) : (4.41)

OEZT"* or or

Fiir die Anfangs- und Randbedingungen, wie sie bei einem instationdren Pumpversuch mit

der Pumprate () vorliegen, konnte Barker (1988) mit Hilfe der Laplacetransformation fiir

einen als homogen angenommenen Kluftaquifer folgende analytische Losung entwickeln:
QO 7,,2—n

h(r,t) = T K ['[(n/2—1),u] (4.42)

mit
So 7’2
u = .
4Kt

(4.43)
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Abbildung 4.23: Unvollstindige Gamma-Funktion I'(n/2—1,u) (Gl. 4.42) zur Erfassung der

unterschiedlichen Dimensionalitdt der Grundwasserstromung zu einem Brunnen in einem ge-

kliifteten Aquifer; n=2 entspricht W(u) (s. Anhang A.2).

I'(n/2—1,u) ist die unvollstdndige Gamma-Funktion (Abb. 4.23, s.a. Anhang A.3). Fir
den zwei-dimensionalen Fall n=2 entspricht diese der Theis’schen Brunnen-Formel W (u)
(s. Anhang A.2):

Qo

hrt) =%

W (u) . (4.44)

Dieses generalisierte Radialstromungsmodell ist besonders geeignet, die in Brunnennéhe
stark von den bevorzugten FlieBwegen beeinflusste Anstromung eines Brunnens zu be-
schreiben. Die Dominanz dieser bevorzugten FlieBwege erzeugt eine Dimensionalitit der
Anstromung, die nicht ganzzahlig sein muss. Deswegen kann sie z.B. auch nicht durch an-
dere Aquivalenzmodelle wie anisotrope Einfach-Kontinuum-Modelle (s. Kap. 4.4.2) erfasst

werden.

4.4.4 Doppel-Kontinuum-Modell

Eine andere Moglichkeit die komplexen Stromungsvorgéinge in gekliiftet-porésen Medi-
en zu beschreiben, bietet der Doppel-Kontinuum-Ansatz. Diese Medien sind dadurch
charakterisiert, dass einzelne hochdurchléassige, diskrete Strukturen, Kliifte, eine weniger
durchléssigen, porésen Matrix durchziehen. Dabei findet ein Austausch zwischen Stromun-
gen in diesen beiden Kompartimenten statt.

Die Unterscheidung in "Kluft” und ”Matrix” ist dabei in erster Linie hydraulisch be-
griindet und damit skalenabhéngig. Auf kleiner Skala sind es die porose Gesteinsmatrix
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Abbildung 4.24: Darstellung des Karstsystems einer Karstquelle durch ein Doppel-Kontinuum-
Modell (nach Mohrlok, 1996): ”Matrix” = Kluftsystem, ”Kliifte” = Réhrensystem.

und die Kliifte die das gekliiftet-porose Medium bilden. Auf gréferer Skala sind es das
Feinkluftnetz, das von einigen wenigen groffen Kliiften durchzogen wird. Auf der Einzugs-
gebietskala bildet das Kluftnetz die "Matrix” und einzelne Storungszonen bzw. Karst-
rohrennetze die "Kliifte” (Abb. 4.24).

Die ”Matrix” kann dabei immer als portses System beschrieben werden, da die Strukturen
innerhalb der Matrix es erlauben, einen Kontinuumansatz auf Basis des REV-Konzepts
zu definieren. Die ”Kliifte” sind eigentlich diskret zu betrachten, da sie nicht in ausrei-
chender Anzahl in dem Gebiet anzutreffen sind und damit ein Kontinuumansatz nicht
gerechtfertigt ist. Der Doppel-Kontinuum-Ansatz geht nun auch davon aus, dass dquiva-
lent fiir die ”Kliifte” ein solcher Kontinuumansatz definiert werden kann. Da die ” Kliifte”
in einem solchen Ansatz nicht mehr im Raum lokalisiert sind, nehmen Matrix- und Kluft-
Kontinuum nun denselben Raum ein (Abb. 4.24). Sie lassen sich in einem solchen System
durch einen linearen Austauschterm koppeln (Barenblatt et al., 1960)

Qex = a’0<hM - hK) . (445)

hyr und hy sind dabei die Piezometerhohen in dem jeweiligen Kontinuum am selben Ort
und o der Austauschkoeflizient.
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Die Grundwasserstromung in einem Doppel-Kontinuum-System kann so mit dem folgen-
den System gekoppelter Differenzialgleichungen bilanziert werden
=~ Oh

\Y (KM ﬁhM) = SOMW — Wonr + Qe

Ohg
ot

(4.46)

6 (KK ﬁh}{) == SOK - WDK — Gex
Der Austausch bildet dabei in jeder Differenzialgleichung einen zusétzlichen Quell- bzw.

Senkenterm.

Ein solches Doppel-Kontinuum-Modell wurde im Programm DP-MODFLOW implemen-
tiert (Lang, 1995) , das eine Weiterentwicklung des weit verbreiteten Programms MOD-
FLOW (McDonald & Harbaugh, 1984) ist. Dieses ist in der Lage in einem drei-dimensio-
nalen Gebiet die instationdre Grundwasserstromung in den beiden Kontinua des Doppel-
Kontinuum-Modells sowie den Austausch zwischen den beiden Kontinua zu berechnen.
Bei der Formulierung des Austausches wurde beriicksichtigt, dass Modellzellen gespannt,
ungespannt oder trockengefallen sein konnen. Es kann ein Austausch zwischen Modell-
zellen in beliebigem Zustand stattfinden. Um trocken gefallene Zellen unter instationdren
Bedingungen wieder benetzen zu kénnen, wurde von Mohrlok (1992) eine entsprechende
Weiterentwicklung in das Progamm DP-MODFLOW (Lang, 1995) implementiert.

Das Doppel-Kontinuum-Modell eignet sich gut, die Dynamik des Abflusses, spezifisch der
Quellschiittungen, in Kluft-Matrix-Systemen, speziell auch Karstaquiferen, nachzubilden
(Teutsch, 1988; Mohrlok, 1996). Eine Schwierigkeit bei der Anwendung eines Doppel-
Kontinuum-Modells ist allerdings die Interpretation der Piezometerhthen in den beiden
Kontinua, da der rdumliche Bezug zwischen ”Kliifte” und ”Matrix” durch den Doppel-
Kontinuum-Ansatz aufgelost wurde. Die Piezometerhthen sind eigentlich lokale Gréflen
und besitzen daher im Doppel-Kontinuum-Modell nicht mehr ihre urspriingliche, physika-
lische Bedeutung. Dies gilt weniger fiir die Piezometerhohen im Kluftkontinuum jedoch be-
sonders fiir die im Matrixkontinuum, da in diesem der Abstand zur ndchstgelegenen Kluft
als geometrische Grofle nicht existiert. Das hat zur Folge, dass ein Doppel-Kontinuum-

Modell an Hand der Piezometerhohen nur eingeschréankt kalibriert werden kann.

Mohrlok (1996) untersuchte das hydraulische Verhalten eines Doppel-Kontinuum-Modells
am Beispiel eines synthetischen Karstsystems mit dem Ziel, die hydraulischen Parame-
ter des Doppel-Kontinuum-Modells an Hand der geometrischen und hydraulischen Ei-
genschaften des betrachteten Karstsystems zu identifizieren. Zur numerischen Simulati-
on einer instationdren Grundwasserstromung in dem Referenzsystem unter Verwendung
von ROCKFLOW (Wollrath & Helmig, 1991) betrachtete er ein naturdhnliches, diskretes
Rohrennetz in einem Kluftkontinuum (Abb. 4.25). Die Quellschiittung im Referenzsystem
konnte gut mit einem dquivalenten, kalibrierten Doppel-Kontinuum-Modell mit Hilfe von
DP-MODFLOW (Lang, 1995) nachgebildet werden (Abb. 4.26), indem bei der Kalibrie-
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Abbildung 4.25: Rohrennetz des synthetischen Karstsystems (Referenzsystem) und Verteilung
der Faktoren fiir die Beschreibung der Verteilungen der hydraulischen Parameter des kalibrierten
Doppel-Kontinuum-Modells (Mohrlok, 1996).

rung Verteilungen der hydraulischen Parameter ermittelt wurden, die in guter Ndherung
das Rohrensystem reprisentierten (Abb. 4.25). An den zufillig gewéhlten Kontrollpunkten
zeigte sich auch die Schwierigkeit der Interpretation der Piezometerhéhen in den beiden
Kontinua (Abb. 4.26). Fiir Kontrollpunkte in der Nihe der Rohren, z.B. P4, waren die
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Abbildung 4.26: Quellschiittung und Piezometerhéhen an den Kontrollpunkten P1 und P4 im
synthetischen Karstsystem berechnet mit dem diskreten und dem Doppel-Kontinuum-Modell
(nach Mohrlok, 1996).



4. Aquivalenzmodelle 153

Bj¢ L

Abbildung 4.27: Einzelkluftsystem als geometrisch stark vereinfachtes Quelleinzugsgebiet.

Piezometerhohen des Referenzsystems gut vom Rohrenkontinuum wiedergegeben. Piezo-
meterhdhen in den Matrixblécken, z.B. am Kontrollpunkt P1, waren nur bedingt durch
die des Matrixkontinuums abbildbar.

An einem geometrisch stark vereinfachten Quelleinzugsgebiet in Form eines Einkluftsy-
stems (Abb. 4.27) konnte die Parameteridentifikation fiir das dquivalente Doppel-Konti-
nuum-Modell an Hand analytischer Losungen erfolgen (Mohrlok, 1996). Aus Symmetrie-
griinden war es ausreichend nur das halbe System ab der Kluftmitte und einen Matrix-
block zu betrachten. Die analytischen Lésungen wurden sowohl fiir ein diskretes Modell,
eine Einzelkluft in einem Matrixkontinuum, als auch fiir ein Doppel-Kontinuum-Modell
entwickelt. Diese Losungen beschreiben das hydraulische Verhalten des jeweiligen Modells

nach einem Grundwasserneubildungsereignis von einer bestimmten Dauer.

Eine detaillierte Untersuchung dieses Systems erfolgte auch mittels numerischer Simulatio-
nen. Beispielhaft sind die Simulationsergebnisse fiir das Einzelkluftsystem dargestellt, das
durch die Parameter By =0,01m, L, =150m, L,=200m, M =20m, K =0,1m/s,
She=4,6x10"¢1/m, K};,=1,0x10"%m/s, S{,; =2,5x107%1/m definiert ist (Abb. 4.28).
Die Quellschiittung konnte durch die Kalibrierung des Doppel-Kontinuum-Modells sehr
gut nachgebildet werden (Abb. 4.28a). Auch die Ubereinstimmung der Piezometerhchen
in der Kluft zwischen diskretem Modell und Doppel-Kontinuum-Modell waren recht gut
(Abb. 4.28b). GroBere Abweichungen waren direkt nach Verdnderung der Randbedin-
gungen erkennbar. Eine detaillierte Betrachtung der Verhiltnisse im Matrixblock zeigte
wiederum die Schwierigkeiten der Interpretation der Piezometerhohe im Matrixkontinuum
(Abb. 4.28c¢). Sie ldsst sich dort keiner Position zuordnen, sondern stellt eine komplexe,
mittlere Grofle dar.

Durch Anpassung der Quellschiittung und des Piezometerhohenverlaufs des Kluftkonti-
nuums an Einzelkluftmodelle mit unterschiedlichen geometrischen und hydraulischen Pa-

rametern (B, Ly, Ly, Ky, S\x, Kiy, Siar) lieBen sich die Parameter des Doppel-Konti-



154 Bilanzmodelle in der Grundwasserhydraulik

a) Quellschiittung
0.8 1
0.6 1
@ —— diskretes Einzelkluftmodell
= 0.4 Doppel-Kontinuum-Modell
(kalibriert)
0.2 1
¥
0.0 ‘ ‘ ‘ : DR
0 48 96 144 192 240 288
[Stunden]
b) Piezometerhéhen c) Piezometerhhen
24.0 1% 23.0
2354 A" |
23.0 1 _ 22:5 —— Einzelkluft
2251 y=100m 22.0 1 Matrixblock
— ) ‘ i . — Kluftkontinuum
=, 22.01 — diskretes Einzelkluftmodell = 21.57 Matrixkontinuum
2151 Doppel-Kontinuum-Modell
01 '0 | (kalibriert) 21.0 1
20-5 Jy=10m \\ 20.5 1 N
i\ . Qoo —
20.0 - ———e— e | 20.0 A=A 0 Mg —_——
0 48 96 144 192 240 288 0 48 96 144 192 240 288
[Stunden] [Stunden]

Abbildung 4.28: Simulationsergebnisse des diskreten Modells und des kalibrierten Doppel-
Kontinuum-Modells fiir das Einzelkluftsystem (nach Mohrlok, 1996): a) Quellschiittung; b) Pie-
zometerhhen in der Kluft an den Stellen y =10, 100, 190 m; ¢) Piezometerhéhen in Kluft und
Matrix an der Stelle y=100m.

nuum-Modells (K, Sox, K, Sonr, @) bestimmen. Der direkte Vergleich mit den Pa-
rametern des Einzelkluftmodells erméglichte somit die Identifizierung der Parameter des
Doppel-Kontinuum-Modells. Die hydraulische Leitfahigkeit des Matrix-Kontinuums
K= K}, war identisch in beiden Modellen, da jeweils ein Kontinuumansatz gewahlt wur-
de. Die hydraulische Leitfahigkeit des Kluftkontinuums Ky konnte aus der hydraulischen
Leitfahigkeit der diskreten Einzelkluft K% und dem Verhéltnis von Kluftéffnungsweite
Bl zur Breite des Matrixblocks L, ermittelt werden

B/
Ky = K LK .

(4.47)
Der Austauschkoeffizient aq beschreibt stark vereinfacht die Strémung in der Matrix zur
bzw. von der Kluft und ist daher abhéngig von der Matrixdurchlissigkeit K, und der
Breite des Matrixblocks L,

K/
ap = L—Aj . (4.48)

Mit dem Koeffizient C’ wird die instationdre Stromung in der Matrix erfasst. Dieser

ist daher unter anderem abhingig vom Speicherkoeffizienten Si,,;, der Aufteilung der
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Grundwasserneubildung auf die Einzelkluft und den Matrixblock sowie der Zeitdauer des
Grundwasserneubildungsereignisses.

Der Speicherkoeffizient fiir das Kluftkontinuum Sy ist wesentlich gréfler als das rei-
ne Kluftvolumen, da auch der instationdre Austausch mit der Matrix zu diesem einen
Beitrag liefert. Der Anteil des Matrixblocks, der diesen zusétzlichen Speicher definiert,
ist unter anderem bestimmt durch die Zeitskala auf der der Austausch stattfindet, al-
so die Dauer des Grundwasserneubildungsereignisses. Da im Doppel-Kontinuum-Modell
das Gesamtspeichervolumen des Einzelkluftsystems erhalten bleiben muss, teilt sich der

Speicherkoeffizient der Matrix S(,, auf die beiden Kontinua auf:
S(I)M = S()M + S()K- (449)
Das Speichervolumen der Kluft Sj, wird dabei als vernachléssighar angenommen.

Es zeigte sich, dass sich selbst ein Einzelkluftsystem, bei dem eigentlich kein REV fiir
die Einzelkluft definiert werden kann, dennoch in guter Ndherung mit einem Doppel-
Kontinuum-Modell beschreiben ldsst. Der Doppel-Kontinuum-Ansatz ist demnach gut
einsetzbar bei der Beschreibung des hydraulischen Verhaltens eines Gesamtsystems. Al-
lerdings kann er nicht dazu verwendet werden, lokale Verhéltnisse wieder zu geben, wie
die Interpretation der Piezometerhthen in der Matrix zeigte, die stark vom Abstand zur
néchsten Kluft abhédngen.
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4.5 Stofftransport in nicht-gleichférmigen Grundwas-

serstromungen

Im Allgemeinen sind Grundwasserstromungen nicht gleichférmig. Sie lassen sich durch ein
mittleres Geschwindigkeitsfeld und Geschwindigkeitsfluktuationen charakterisieren. Diese
Fluktuationen alleine fithren selbst in einem gleichférmigen mittleren Strémungsfeld zu ei-
ner Nicht-Gleichférmigkeit. Die Auswirkungen dieser Art der Nicht-Gleichférmigkeit kann
mit Hilfe der Dispersion beschrieben werden. Dabei ist die Dispersion ein skalenabhéngi-
ges Phianomen, das von der Unterscheidung in mittleres Stromungsfeld und Fluktuationen
abhangt (vgl. Kap. 2.4.5).

Wenn moglich, wird versucht, das mittlere Stromungsfeld als gleichférmig zu betrachten.
In solchen Féllen kann der Einfluss der Nicht-Gleichférmigkeit auf den Stofftransport
allein mittels Dispersion erfasst werden. Ist hingegen auch des mittlere Stromungsfeld
nicht-gleichformig, ist es erforderlich die Nicht-Gleichférmigkeit im Detail zu beschreiben,
um den Einfluss auf den Stofftransport adédquat zu erfassen. In vielen Fiéllen kann dies

mit Hilfe numerischer Simulationstechniken erfolgen.

Allerdings sind in der Praxis meist die Heterogenitéten selbst nicht im Detail bekannt
und deren Einfluss auf den Stofftransport kann nicht immer durch Dispersion erfasst
werden. Solche nicht-gleichférmigen Grundwasserstromungen finden sich hauptséchlich in
heterogenen, pordsen sowie gekliiftet-porésen Aquiferen. In solchen Aquiferen stellen die
quantitative Beschreibung der Stofftransportprozesse auch bei Einsatz moderner Com-
putertechnologien immer noch eine Herausforderung dar, da sich auch damit das prinzi-
pielle Problem der Unkenntnis wesentlicher Einflussgrofien nicht 16sen lésst. Fiir die im
Folgenden diskutierten Beispicle kann dieses Problem mit Hilfe entsprechender Aquiva-
lenzmodelle mit einer gewissen Nédherung gelost werden.

4.5.1 Modell der scheinbaren Dispersivitét

Ein Modell, mit dem der Stofftransport insbesondere auch in nicht-gleichférmigen Grund-
wasserstromungen beschrieben werden kann, beruht auf dem Konzept der scheinbaren
Dispersion. Dieses Konzept kommt bei der Quantifizierung des Stofftransports mit Hil-
fe analytischer Losungen zum Einsatz. Die analytischen Losungen setzen immer eine
gleichformige, stationdre Grundwasserstromung, einen homogenen Aquifer und eine kon-
stante Quellkonzentration voraus (vgl. Kap. 3.1.5). Die konstante Quellkonzentration kann
dabei {iber eine beliebige Zeitdauer, von instantan bis zu unendlich, zugegeben sein. Die-
se Voraussetzungen sind in der Praxis allerdings so gut wie nie alle erfiillt. Wird also

ein beobachteter Stofftransportvorgang, z.B. an Hand einer Durchbruchskurve, mit Hilfe
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einer solchen analytischen Losung beschrieben, werden die Effekte einer nicht-gleichférmi-
gen oder instationdren Stromung, der Aquiferheterogenitéiten oder einer nicht konstan-
ten Quellkonzentration durch Anpassung der Dispersivitéiten erfasst. Dieses Konzept wird
dann als scheinbare Dispersion bezeichnet, da die so ermittelten Werte der Dispersivitéiten

nicht nur die kleinskaligen Aquiferheterogenitéten reprasentieren.

Die scheinbare Dispersivitiat wurde in verschiedenen Zusammenhéngen auf die Beschrei-
bung des Transports in nicht-gleichférmigen Stromungen angewendet. Zhou & Selim
(2003) verwendeten eine solche zur Parametrisierung einer fraktionalen Advektions-Dis-
persions-Gleichung. Wood et al. (2004) quantifizierten damit den Transport in Stromun-
gen mit dichte-bedingten Instabilitdten. Die Beschreibung des Transports mit Hilfe von
Transferfunktionen, die sowohl die rdumliche und zeitliche Variabilitit des Geschwindig-
keitsfeldes als auch der Randbedingungen wie die Tracerzugabe erfassen kénnen, basieren
ebenfalls auf dem Konzept der scheinbaren Dispersivitéit (Javaux & Vanclooster, 2003; Luo
et al., 2006). Als ein Spezialfall einer solchen Transferfunktion kénnen die analytischen
Losungen betrachtet werden (Gl. 3.98,3.101-3.103), die eine stationére, gleichférmige
Stromung voraussetzen. Der Transport lésst sich damit dann durch eine mittlere Trans-
portgeschwindigkeit und scheinbare Dispersivitdten charakterisieren (Maloszewski et al.,
2006).

Hier wird die Anwendung dieses Konzepts auf Tracerversuche in vertikalen Zirkulations-
stromungen erzeugt durch einen Grundwasser-Zirkulations-Brunnen (GZB) vorgestellt,
die sehr stark von einem nicht-gleichféormigen Stromungsfeld geprigt sind. Ein GZB ist
ein Brunnen mit zwei iibereinander angeordneten Filterstrecken, die hydraulisch vonein-
ander getrennt sind. Eine vertikale Zirkulationsstromung wird dadurch erzeugt, dass in
einer Filterstrecke Grundwasser mit einer bestimmten Pumprate entnommen und in der
anderen Filterstrecke mit derselben Rate wieder infiltriert wird (Herrling & Stamm, 1992;
Stamm et al., 1995). Die Anordnung der Entnahme und Infiltration definiert entweder ei-
ne aufwirts oder abwérts gerichtete Zirkulation im Aquifer (Abb. 4.29). Das resultierende
Stromungsfeld kann mit Hilfe der Potenzialtheorie beschrieben werden.

Die Anwendung der Potenzialtheorie erlaubt die Ausweisung von Stromrohren, die als
ein-dimensionale Transportpfade angesehen werden kénnen (s. Kap. 3.1.4). Die Geome-
trie der Stromrohren in einer Zirkulationsstromung ist durch die Anordnung der Filter-
strecken und die Geometrie des Aquifers vorgegeben. Der hydraulische Gradient entlang
einer Stromlinie ist durch deren Ansatz an der jeweiligen Filterstrecke (Abb. 4.29) be-
stimmt, wenn ein einheitliches Potenzial an der jeweiligen Filterstrecken anliegt. Eine
kiirzere innenliegende Stromlinie besitzt damit einen grofleren hydraulischen Gradienten
als eine ldngere auenliegende, was zu einem Geschwindigkeitsunterschied im Querschnitt
der einzelnen Stromrohren fiithrt. Die geometrisch bedingte Querschnittsverdnderung der
Stromrohren fithrt zu einer zusétzlichen Variation der Geschwindigkeiten entlang der ein-
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Abbildung 4.29: Funktionsprinzip eines Grundwasser-Zirkulations-Brunnens.
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zelnen Stromlinien. Das Geschwindigkeitsfeld einer Zirkulationsstromung ist somit selbst
in einem homogenen Aquifer stark nicht-gleichférmig. Dadurch ist der Stofftransport in
einer Stromrohre durch zusétzliche Dispersion gekennzeichnet, die nicht durch die klein-

skaligen Aquiferheterogenitédten hervorgerufen ist.

Der Stofftransport in der Zirkulationsstromung in einem natiirlichen, heterogenen Aquifer
ist wesentlich von den lokalen Strukturen im Nahbereich der Filterstrecken eines GZB be-
stimmt. Da diese Heterogenitdten im Allgemeinen nicht kleinskalig genug sind, um durch
die Aquiferdispersivitidt beschrieben werden zu koénnen, ist die Auswertung der Durch-
bruchskurve eines Tracerversuchs in einer Stromrohre (Abb. 4.30) nicht auf einfache Weise
moglich. Die lokalen Strukturen und die Nicht-Gleichformigkeit der Zirkulationsstromung
erzeugen Dispersionseffekte, welche die Aquiferdispersivitéit iiberlagern. Die Auswertung
mit Hilfe eines numerischen Modells scheitert an den im Allgemeinen nicht genau be-
kannten, lokalen Strukturen. Dasselbe trifft fiir die Anwendung analytischer Losungen zu,
wie sie z.B. von Zlotnik & Ledder (1996) oder Sutton et al. (2000) entwickelt wurden.
Daher bietet sich das Konzept der scheinbaren Dispersivitéit als Aquivalenzmodell zur

Beschreibung des Transports in einer Stromrohre in einem heterogenen Aquifer an.

Am Beispiel der Charakterisierung des Stofftransports bei einem Tracerversuch in ei-
ner zwei-dimensionalen Zirkulationsstromung in einem homogenen Labor-Aquifer wur-
de das Konzept der scheinbaren Dispersivitit unter Verwendung analytischer Losungen
angewendet. Durch Unterteilung der Zugabefilterstrecke in drei Kammern wurden drei
Stromrohren separiert (Abb. 4.30). Durch Zugabe von Uranin mit der Konzentration
co =300 g/l in die mittlere Kammer, B =25,0cm, H =10,5cm, wurde der Transport
in der mittleren Stromrohre ) = 67,11/h betrachtet. Es zeigte sich ein deutlicher Dis-
persionseinfluss und eine geringe Vermischung mit den benachbarten Stromréhren (Abb.
4.30). Allerdings war wegen der Vermischungsprozesse in der Zugabekammer keine kon-

stante Tracerzugabe in den Aquifer realisierbar (Abb. 4.30).
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Abbildung 4.30: Tracerexperiment (Uranin) in der mittleren Stromréhre einer zwei-

dimensionalen Zirkulationsstrémung (schematisch).

Die Auswertung der Durchbruchskurve in der mittleren Entnahmekammer (Br, ,, ) erfolgte
mit Hilfe der analytischen Losung von Sauty (1980):

(4.50)

c(t) = cr(x,t) fur 0 <t <Ty
U el t) — ezt —Ty)  fir t> Ty

mit

cr(z,t) = %0 [erfe (%) — exp (2) erfc (;\/—%ﬂ (4.51)
Diese Losung basiert auf der Annahme einer stationéren, gleichférmigen, ein-dimensio-
nalen Stromung, d.h. konstante Transportgeschwindigkeit v,, in einem homogenen Aquifer
und einer konstanten Tracerzugabe ¢ iiber eine vorgegebene Dauer Tj. Auf Grund dieser
Annahmen bildet die Anpassung an die Durchbruchskurven nicht die Aquiferdispersivitét
a ab sondern spiegelt die Dispersion durch die Zirkulationsstromung und die Zugabebe-
dingungen wider. Die so ermittelte Dispersivitdt wird daher als scheinbare Dispersivitét
a, bezeichnet. Dieser integrale Parameterwert kann damit als Aquivalenzmodell aufgefasst
werden, da er auf einfache Weise den Stofftransport bei komplexen Stromungsverhéltnis-
sen und Randbedingungen charakterisiert.

Dieses Aquivalenzmodell wurde zur Auswertung des oben beschriebenen Tracerversuchs
angewendet. Um diese Losung anwenden zu konnen, war insbesondere die Stromrohre
in der Zirkulationsstrémung durch dquivalente Parameter einer geradlinigen Stromrohre
mit konstanter Querschnittsfliche A zu beschreiben. Da weiterhin eine Beschreibung der
Durchbruchskurve in der mittleren Entnahmekammer (Br,,,) durch Anpassung des Mo-
dells der scheinbaren Dispersion erfolgte, war auf Basis der dort entnommenen Masse M,
die Zugabekonzentration ¢ = 255 ug/l zu definieren, so dass die Massenverluste durch
Vermischung entsprechend beriicksichtigt wurden.
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Abbildung 4.31: Konzentrationen an der Zugabe- und der Entnahmekammer, im Experiment

gemessen und mit dem Modell der scheinbaren Dispersion berechnet.

Die mittlere Transportzeit lag bei etwa =41, 5 min. Der dquivalente Transportweg in der
Stromrohre wurde mit etwa x; = 183 cm abgeschéitzt, was in etwa der mittleren Lange
der Stromrohre entsprach. Durch Anpassung der maximalen Konzentration konnte da-
mit eine mittlere Transportgeschwindigkeit v, = 4,4 em/min abgeschitzt werden (Abb.
4.31). Mit dem gegebenen Durchfluss () war damit das Produkt aus mittlerer Hohe der
Stromrohre und effektiver Porositit H n. definiert. Allerdings konnte keine der beiden
Groflen unabhéingig bestimmt werden. Unter Annahme einer effektiven Porositédt von
ne = 0,3 wiire dann die mittlere Hohe H = 33,6 ¢m und damit der mittlere spezifische
Durchfluss ¢ = 1,32 em/min gewesen. Die Kurvenform konnte durch Verwendung einer
scheinbaren Dispersivitat Porositiat von a;=7,5 cm nachgebildet werden (Abb. 4.31).

Die so ermittelte scheinbare Dispersivitdat beschreibt nur in untergeordnetem Mafle die
eigentliche Aquiferdispersivitdat. Diese wiirde fiir den nahezu homogenen Aquifer im Ex-
periment in etwa der mittleren Korngréfie von d,,, = 2mm entsprechen und wire damit
mehr als eine Groflenordnung kleiner. Die Dispersion in der Stromréhre auf Grund der
Zirkulation und die nicht konstante Zugabe des Tracers bestimmen in etwa zu dhnlichen
Teilen die scheinbare Dispersivitat.

4.5.2 Matrixdiffusionsmodell

Auch die Strémungen in gekliiftet-porésen Aquiferen sind, wie in Kap. 4.4.2 beschrieben,
nicht-gleichférmig. In vielen Féllen kann die porése Matrix als undurchlissig angesehen
werden, so dass dort der advektive Stofftransport keine Bedeutung besitzt. Allerdings
bildet sie meist den grofiten Anteil am Gesamthohlraumvolumen des Aquifers und ist
daher als Speichermedium zu beriicksichtigen. Bei der Betrachtung des Stofftransports in
solchen Aquiferen ist daher die Diffusion von Stoffen aus den Kliiften in die porose Matrix
nicht vernachléssigbar.
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Abbildung 4.32: Transport in Kluftaquifer mit Matrizdiffusion (schematisch).

Das Matrixdiffusionsmodell beriicksichtigt diesen Prozess bei der Beschreibung des Stoff-
transports explizit. Es quantifiziert zusétzlich zum advektiven Transport in einer gleich-
formigen Stromung in einer Einzelkluft die Diffusion in die Matrix. In einem solchen
Kluft-Matrixsystem (Abb. 4.32) ldsst sich der reaktive Stofftransport in der gleichférmigen
Stromung in einer Einzelkluft mit der Offnungsweite 2B mit folgender ein-dimensionalen
Transportgleichung beschreiben:

Ock Ock d*ck  Jjup
— = —vg —+D “—— — kR ) 4.52
1K ot VK r + Dk 022 + B f.K CK ( )

Dabei sind Ry x der Retardationskoeffizient (vgl. Gl. 2.91), vk die Transportgeschwindig-

keit, Dx = oy x vk der Dispersionskoeffizient in der Kluft, jyp der spezifische Stofffluss
iiber die Kluftoberflichen aus der bzw. in die Matrix, B die halbe Kluftéffnungsweite und
k die Abbaurate des betrachteten Stoffes fiir den Abbau erster Ordnung.

In der Matrix wird vereinfacht angenommen, dass diese undurchléssig ist und somit nur
Diffusion und ein Abbau erster Ordnung als die relevanten Transportprozesse betrachtet
werden miissen. Zudem ist wegen der relativ hohen Transportgeschwindigkeit in der Kluft
nur der Konzentrationsgradient in y-Richtung als relevant anzunehmen. Somit lésst sich
der reaktive Stofftransport in der Matrix ebenfalls durch eine ein-dimensionale Transport-
gleichung beschreiben:

8CM 820M

Riyy— =D,y —— — k R . 4.53
N Lg vy ot M 83/2 N Lif v Cyp ( )

Dabei sind ny; die Porositét, Ry der Retardationskoeffizient (vgl. Gl. 2.91) und D,
der effektive Diffusionskoeffizient (vgl. Gl. 2.120) in der Matrix.

Der Stoffaustausch jyp zwischen Kluft und Matrix an den Kluftoberflichen ist durch den
diffusiven spezifischen Stoffstrom in der Matrix bei y=B bestimmt:

Oc

o . 4.54
ngy:B (4.54)

Jjup = —D



162 Bilanzmodelle in der Grundwasserhydraulik

Ein erster Ansatz fiir ein solches Modell wurde von Grisak & Pickens (1980) fiir ein
Einzelkluftsystem in ein numerisches Transportmodell implementiert. Grisak & Pickens
(1981) entwickelten eine analytische Losung fiir den Fall eines rein advektiven Transports
in der Kluft und bei kontinuierlicher Zugabe. Sudicky & Frind (1982) entwickelten eine
analytische Losung fiir den dispersiven Transport in einem Parallelkluftsystem ebenfalls
bei kontinuierlicher Zugabe jedoch unter Beriicksichtigung von Sorption in Kluft und
Matrix. Fiir den Transport eines reaktiven Stoffes nach den Differenzialgleichungen (Gl.
4.52 und Gl. 4.53) entwickelten Maloszewski & Zuber (1985) analytische Losungen bei
instantaner Stoffzugabe an der Stelle z = 0. Sie unterschieden zwischen dem Modell fiir
ein Parallelkluftsystem mit dem Kluftabstand d (”parallel fissure dispersion model” —
PFDM) und fiir ein Einkluftsystem (”single fissure dispersion model” — SFDM). Letzteres
entspricht einem Parallelkluftsystem mit einem sehr groflen Kluftabstand, d — oo, bzw.
ist dadurch charakterisiert, dass der Stofftransport in der Kluft so schnell ist, dass durch
den diffusiven Transport nicht die Mitte des Matrixblocks y = d/2 erreicht wird. Durch
Vergleich der Matrixblockgrofie d/2 mit der mittleren Diffusionsstrecke Ay = /2D, t
kann abgeschéitzt werden, bis zu welcher Transportzeit ¢t das SEDM anwendbar ist.

Fiir eine instantane Zugabe einer Stoffmasse M in den Volumenstrom () in einer Einzel-
kluft eines Parallelkluftsystem sind die Anfangs- und Randbedingungen:

cx(x,0) =0 (4.55a)
ck(0,t) = gé(t) (4.55Db)
cx(00,t) =0 (4.55¢)
em(y,z,0) =0 (4.55d)
cu(B,x,t) = cx(x,t) (4.55¢)
Jc
iyt 0, (4.55¢)

wobei d(t) die Dirac’sche Deltafunktion (Gl. 3.92) ist. Fiir die Stoffkonzentration in der
Kluft an der Stelle z, ergibt sich somit (nach Maloszewski & Zuber, 1985):

2M Pe
c(To,t) = REE exp(— k:t) exp(z) :

76Xp [_W] (75 exp[—el(a,w’)} cos{@(a,w’)} de) dw'.

(4.56)
Dabei sind € [1/4/s] und w’ [—] Integrationsvariablen. Die Integrationsgrenze w ist gegeben

durch
t/
Pe ?0 (4.57)

DN | —



4. Aquivalenzmodelle 163

und die Funktionen e;(e,w’), eo(e,w’) durch

_ Petyae sinh(pe) +sin(pe)

") = 4.58
file ) 4w  cosh(pe) + cos(pe) (4.58a)
g2 Pety Petyae sinh(pe) —sin(pe)
N==|t—-—2] - —2 : 4.58b
#2(s, ) 2 ( 4w’2> 4w cosh(pe) + cos(pe) ( )
Dabei sind
Pe = Pe(xg) = UK o (Peclet-Zahl) (4.59a)
Dk
/ / Rf,K X . ;
ty = to(xo) = - (mittlere Transportzeit) (4.59b)
N Rf,M De,M
_ 4.59
¢ 2B Ryx (4.59)
d nar Rf M
=|=-—B —_— 4.59d
p (2 ) D (4.59d)

die charakteristischen Modellparameter des PFDM. Fiir den Fall, dass die Dispersion in
den Kliiften vernachléssigt werden kann, Dy ~ 0, ergibt sich das ”parallel fissure piston
flow model” — PFPFM (Maloszewski & Zuber, 1984):
0, falls t <t
k(o t) ={ M 7 (4.60)

on exp(— kt) /5 exp[—eg(s)} 005{54(5)} de, fallst>ty.
0

Dabei sind Funktionen e5(¢) und e4(¢) gegeben durch

,  sinh(pe) +sin(pe)

ea(s) = tpac cosh(pe) + cos(pe) (4.61a)
ile) = G (1) ~thae S TS (4.610)

mit den charakteristischen Modellparametern t;, a und p (Gl. 4.59ab,c,d).

Da das SFDM einem PFDM mit d — oo entspricht, wird es durch dieselben Differenzial-
gleichungen (4.52-4.54) beschrieben. Nur die Randbedingung (Gl. 4.55f):

cy(00,z,t) =0 (4.62)

ist neu zu formulieren. Die Losung fiir das SFDM ist nach Maloszewski & Zuber (1985,
1990):

¢
Ma Pe (th—w')?  a®w™ dw’

ci(xo,t) = \/ Pety exp(—kt /exp [— - . (4.63)
2mQ) 0 ( ) / 4w'ty, t—w' | (t—w')?
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Tabelle 4.8: Parameter des SEDM (Maloszewski & Zuber, 1985, 1990) fiir den Transport eines

Tracers in einem Kluft-Matrix-System.

Kluft-Matrix-System SFDM
vk oLk Rixk  nm De,m Rem Pe t§ a
[m/b] [m] [-] [ [m%b] [ [ ] 1]
Referenzfall 10 05 1,0 0010 36x107°> 1,0 20 1,0 0,30
Fall 1 4 05 1,0 0010 36x107°> 1,0 20 25 0,30
Fall 2 10 05 1,0 0010 1,8x107* 1,0 20 1,0 0,67
Fall 3 10 02 1,0 0010 36x107°> 1,0 50 1,0 0,30
Fall 4 10 05 1,0 0003 36x10> 1,0 20 1,0 0,16
Fall 5 10 05 12 0010 3,6x107> 4,0 20 1,2 0,50

Dieses SFDM besitzt die charakteristischen Modellparameter Pe, t; und a (Gl. 4.59a,b,c).

Die Integrationsvariable w’ [s] hat hier die Dimension der Zeit.

Im folgenden Beispiel wird der Einfluss der Modellparameter Pe, t{; und a des SFDM auf
den Stofftransport in einem Kluft-Matrix-System verdeutlicht. Dazu wurden die Durch-
bruchskurven eines Tracerstoffs im Abstand zy=10m von der Zugabestelle in einer Kluft
mit der Offnungsweite 2 B = 0,002 m betrachtet. Die Tracerzugabe, angegeben in Tra-
cermasse pro Klufthohe, betrug M/H = 10mg/m. Die weiteren Parameter des Kluft-
Matrix-System wurden fiir einen Referenzfall definiert und fiinf weitere Félle variiert, so
dass fiir diese Fille unterschiedliche Parameter des SFDM vorlagen (Tab. 4.8). Es wurde
eine verringerte Transportgeschwindigkeit vy in der Kluft (Fall1), eine groferer Disper-
sionskoeffizient D, s in der Matrix (Fall 2), eine kleinere longitudinale Dispersivitét ay, x
in der Kluft (Fall3), eine geringere Matrixporositiat ny, (Fall4) und eine angenommene
Sorption in Kluft und Matrix (Fall5) betrachtet. Die Sorption wurde in der Kluft gerin-
ger als in der Matrix angenommen, was in dem deutlich hoheren Retardationsfaktor der
Matrix zum Ausdruck kommt.

Die mit SFDM berechneten Tracerdurchbruchskurven an der Stelle zy fiir die einzelnen
Félle wurden mit dem Referenzfall verglichen (Abb. 4.33). Die reduzierte Transportge-
schwindigkeit vx im Fall 1 fiihrte zu einer langeren Aufenthaltszeit ¢, in der Kluft, so dass
mehr Tracermasse in die Matrix diffundieren konnte. Der Tracerdurchbruch an der Stelle
xo erfolgte daher verzogert und mit niedrigerer Konzentration. Der grofiere Diffusionsko-
effizient D, js in der Matrix im Fall2 bedingte ebenfalls einen erh6hten Masseverlust in
die Matrix und somit einen Tracerdurchbruch mit geringerer Konzentration. Die grofiere
Masse in der Matrix bedingte eine verstérkte Riickdiffusion und damit ein ausgeprigtes
"tailing”. Die verringerte Dispersivitdt o kg in der Kluft im Fall 3 erzeugte eine kom-

paktere Tracerwolke, so dass die Matrixdiffusion auf einer kleineren Flédche stattfand und
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Abbildung 4.33: Tracerdurchbruchskurven im Abstand xo=10m von der Zugabe berechnet
mit SFDM (GI. 4.63).

damit der Masseverlust in die Matrix geringer ausfiel. Dies fiihrte auch zu dem schein-
bar verzogerten Durchbruch, da im direkten Vergleich beim Referenzfall der Durchbruch
durch den gréferen Masseverlust gekappt wurde. Die geringere Matrixporositit ny, im
Fall4 bewirkte eine geringere Matrixdiffusion, was sich in der schmaéleren und steileren
Durchbruchskurve zeigte. Die angenommene Retardation im Fall 5 hat einen &hnlichen
Effekt wie die erhohte Matrixdiffusion, einen erhohten Masseverlust im Wesentlichen in

die Matrix. Die Retardation in der Kluft fithrte zudem zu einem verzogerten Tracerdurch-
bruch.

Das SFDM eignet sich damit zur Charakterisierung des Transports in einem Kluft-Matrix-
System, wenn Matrixdiffusion vorliegt. Allerdings ist bei der Anpassung an Messdaten
eine eindeutige Interpretation der Parameter des SFDM hinsichtlich der Eigenschaften des
Kluft-Matrix-Systems nicht moglich. Diese Situation ist vergleichbar zu dem in Kapitel
4.3.1 dargestellten Zwei-Schicht-Modell zur Beschreibung des Stofftransports in einem
ungeséttigten Boden.

4.5.3 Doppel-Kontinuum-Modell

Die Beschreibung von Transportvorgidngen in Kluftaquiferen auf regionaler Skala kann
hingegen meist nicht addquat mit einem Matrixdiffusionsmodell erfolgen. Wie im Falle der
Grundwasserstromung (s. Kap. 4.4.4) kann auch der Stofftransport in einem Kluftnetz-
werk mit Hilfe eines Doppel-Kontinuum-Modells beschrieben werden (Birkholzer, 1994;
Lang, 1995; Beyer et al., 2006). Dabei wird nicht nur die Matrix sondern auch das Kluft-
netz als Kontinuum beschrieben. Alle Transportprozesse (s. Kap. 2.4.1) werden in beiden
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Kontinua betrachtet, die wiederum durch einen Austauschterm gekoppelt sind. Ein solches
Doppel-Kontinuum-Modell ist durch folgende Differenzialgleichungen definiert:

Rf,M aaci/[ = —6(17]\/[ CM) + 6 (DM 6CM> - Wc,M + Jex (4.64)
Rf,K aacf = —6(17]( CK) + ﬁ (DK 60[() —Wek — Jex

Dabei sind cps und cx die Konzentrationen im Matrix- und Kluftkontinuum und W, s,
W, i die jeweiligen Quell-/Senkenterme, die vor allem durch reaktive Prozesse bestimmt
sind. Der Austauschterm

Jex = Jmp + JrA + JRA (4.65)

fasst mehrere Austauschprozesse zusammen: die Matrixdiffusion j,p, die lokale Advek-
tion jra und die regionale Advektion jgr4. Die Matrixdiffusion (s. Kap. 4.5.2) ist be-
stimmt durch ein Konzentrationsgefélle zwischen Kluft und Matrix (Gl. 4.54). Im Falle
des Doppel-Kontinuum-Modells ist jedoch der rdumliche Bezug zwischen Kluft und Ma-
trix aufgelost, so dass die Beschreibung der Matrixdiffusion durch folgende Beziehung
angendhert werden muss:

Jup = ae(cx — ) - (4.66)

Analog zu GI. (4.48) ist der Austauschkoeffizient . im Wesentlichen vom effektiven Dif-
fusionskoeffizienten D, 5; in der Matrix und der Grofle der Matrixblocke L bestimmt:

De,M

75 c*. (4.67)

Qe =

Die Funktion C* erfasst die geometrische Form der Matrixblécke und die Instationaritéit
des Diffusionsprozesses. Der Austausch durch lokale Advektion wird bestimmt durch eine
Potenzialdifferenz zwischen Kluft- und Matrixkontinuum (vgl. Kap. 4.4.4, Gl. 4.45):

) Jex CKk = O (hK — hM) CK, falls hK > hM
JLa = (4.68)

Qex v = g (he — har) e, falls hg < hyy

Der Austausch durch regionale Advektion dagegen ist durch die regionale Durchstrémung
der Matrix charakterisiert

Jra = |qu| 2 (cx — ) - (4.69)

Dies ist ein Netto-Austausch, da durch die regionale Stréomung in der Matrix einer Kluft
sowohl Stoffmasse zustromt als auch aus ihr abstromt. gy, ist der spezifische Durchfluss in
der Matrix und Q= A /V) ist das Verhéltnis zwischen der Projektion der Kluftfliche Ag
senkrecht zur regionalen Stromung in der Matrix und des Volumens eines Matrixblocks
Vi (Abb. 4.34).

Lang (1995) entwickelte das Programm DP-MT3D, in dem er den lokalen Austausch jj 4 in
das Programm MT3D (Zheng, 1990) implementierte. Beyer et al. (2006) erweiterten das
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hydraulisches Gefalle

Abbildung 4.34: Regionaler Kluft-Matrix Austausch jra in einem Kluftnetz (schematisch,
nach Birkhélzer, 1994).

Programm DP-MT3D um den regionalen Austausch jra. Findet advektiver Austausch
statt, kann die Matrixdiffusion vernachlissigt werden. Lang (1995) zeigte, dass beim
advektiven Austausch Verdringung und Vermischung innerhalb einer Modellzelle diffe-
renziert betrachtet werden miissen. Durch die Diskretisierung in Modellzellen betrachtet
das numerische Verfahren innerhalb einer einzelnen Zelle stets eine vollstindige Vermi-
schung. Daher entwickelte Lang (1995) einen Ansatz der mit Hilfe von Subporositéten
die Verdringung beriicksichtigen kann (Abb. 4.35). Die Volumina der einzelnen Modell-
zellen werden dabei auf zwei Subporositéiten aufgeteilt. Das Volumen der Subporositét 2
wird kontinuierlich um das ausgetauschte Wasservolumen vergréfert und das Volumen
der Subporositét 1 entsprechend verringert. Die anderen Transportprozesse werden in den
beiden Subporosititen getrennt bilanziert. So ergibt sich z.B. bei Vernachléssigung der
Dispersion das folgende System von Differenzialgleichungen fiir eine beliebige Modellzelle
in jedem der beiden Kontinua %k (Lang, 1995):

A(ne 1 Viircr) Vi Via

: = 7 17 Qin,k Cin, k1 + Qout,k Cr1 + 1 _fk Qex Cex,k

At Vi1 + Vo Vi1 +Via ( ) (4 70)
A(ne k2 VkZCkZ) Via Vo . .

. = 7 =7 WinkCin + —— ou Cr2 + ex Cex

At Vs +Via Qink Cin k2 Vit Vi Qoutk Ch2 + f1 Q K

Kluftkontinuum Matrixkontinuum
Subporositat 2 Subporositat 1

Qex

Austauschvolumen: V = Q,, At

Abbildung 4.35: Beriicksichtigung der Verdrdngung beim Austausch zwischen den beiden

Kontinua durch Verwendung von Subporositéten (schematisch, nach Lang, 1995).
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Kluft-Matrix-System Kluftkontinuum Matrixkontinuum
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Abbildung 4.36: Beriicksichtigung der Verdrdngung beim regionalen Austausch zwischen den

beiden Kontinua durch Verwendung von Subporositéiten (schematisch, Beyer et al., 2006).

Der Parameter f; definiert den Anteil der Verdringung. So bedeutet fr, = 1 die reine
Verdringung und f; = 0 die vollstdndige Vermischung. Dabei kann im Kluftkontinuum
wegen des relativ kleinen Kluftvolumens meist eine vollstindige Vermischung angenom-
men werden. Beim Austausch durch lokale Advektion sind diese Prozesse reversibel.

Dieser Ansatz mit den Subporosititen wurde von Beyer et al. (2006) fiir den regionalen
Austausch erweitert. Da beim regionalen Austausch eine kontinuierliche Durchstromung
der Kliifte stattfindet, ist gleichzeitig ein Zu- und Abstrom, insbesondere in das Matrix-
kontinuum, zu bilanzieren (Abb. 4.36). Fiir das Matrixkontinuum werden zwei Subporo-
sitdten betrachtet, in denen immer reine Verdréangung stattfindet:

d(ne = Y, V ]

W = V(nean vm ean) + V(neyt DuVean) — [qu| Qean

) | (4.71)
% = V(nen v cuz) + V(a2 DarVers) + |G| Qe

Fiir das Kluftkontinuum werden keine Subporositét betrachtet, da dort eine vollstéindige

Vermischung angenommen wird:

dex = e

Erste Anwendungen dieses Doppel-Kontinuum-Modells sind in Beyer et al. (2006) doku-
mentiert. Dabei wurden fiir unterschiedliche Kluftnetze die Ergebnisse mit entsprechenden
numerischen Simulationen des Transports eines konservativen Stoffes in einer stationéren
Stromung unter Verwendung von ROCKFLOW (Wollrath & Helmig, 1991) verglichen. Der
betrachtete Referenzfall war der Transport einer kontinuierlichen Stoffzugabe in einem
Kluft-Matrix-System mit symmetrischen, rechtwinkligen, zwei-dimensionalen Kluftnetz
und durchléssiger Matrix (Abb. 4.37). Es wurden der Winkel zwischen den Kluftscharen,
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Abbildung 4.37: Referenzfall eines Kluft-Matrix-Systems mit kontinuierlicher Stoffzugabe in

eine stationdre Strémung.

der Winkel zwischen Kluftnetze und hydraulischem Gefille variiert sowie lokal variable
Kluftdurchléssigkeiten und eine zeitlich begrenzte Stoffzugabe betrachtet.

Am linken und rechten Rand waren Festpotenziale vorgegeben, so dass das hydraulische
Gefalle 5% betrug. Der obere und untere Rand wurde von Randstromlinien gebildet. Der
Aquifer wurde in Kluftnetz und Matrix als gespannt betrachtet. Der Kluftabstand betrug
in beiden Kluftscharen d=0, 53 m. Die hydraulischen Parameter des Kluft-Matrix-Systems
sind in Tabelle 4.9 zusammengestellt.

Die Simulationen mit diskretem Kluftnetz wurden in Form von Durchbruchskurven und
Konzentrationsverteilungen, longitudinal und transversal, im Kluftnetz selbst ausgewer-
tet. Diese Daten stellten dann die Basis fiir die Kalibrierung des Doppel-Kontinuum-

Tabelle 4.9: Hydraulische Parameter des Kluft-Matriz-Systems, Referenzfall.

Parameter Kliifte Matrix

hydraulische Leitfahigkeit [m/s] 1072 107°

Matrix Porositat [-] - 0,001
Kluftéffnungsweite [m] 1,2x107* -

Diffusionskoeffizient [m?/s] 0 1010
longitudinale Dispersivitat [m] 0,01 0,01

transversale Dispersivitat [m] 0 0,001
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Abbildung 4.38: Vergleich der Konzentrationen im Kluftnetz des diskreten Modells und Kluft-
kontinuum des Doppel-Kontinuum-Modells (Beyer et al., 2006): a) Verteilung entlang der Sym-
metrieachse y=>5m; b) Durchbruchskurven auf der Symmetrieachse an den Kontrollquerschnit-

ten x=4,5m und x=9,0m; c) Verteilung am Kontrollquerschnitt x=4,5m; d) Verteilung am

Kontrollquerschnitt xt=9,0m.

Modells dar. Durch Anpassung der longitudinalen und transversalen Dispersivitit sowie
des Austauschparameters 2 fiir den regionalen advektiven Austausch konnten die ent-
sprechenden Konzentrationen gut nachgebildet werden (Abb. 4.38).

Der Vergleich der flichigen Konzentrationsverteilungen zeigt ebenfalls eine gute Uber-
einstimmung zwischen der Simulation fiir das diskrete Kluftnetz und dem Doppel-Konti-
nuum-Modell (Abb. 4.39). Das Kluftkontinuum gab das etwas schnellere Voranschreiten
der Konzentration im Kluftnetz gut wieder. Durch die gewdhlten Parameter war der Aus-
tausch zwischen Kluft und Matrix sehr hoch, was am Konzentrationsausgleich zwischen
Kliiften und Matrixblocken im diskreten System und der nur wenig unterschiedlichen Ver-
teilung in Kluft- und Matrixkontinuum des Doppel-Kontinuum-Modells deutlich wird. Die
quasi-stationdren Verteilungen nach langerer Transportzeit (Abb. 4.39b) zeigten ebenfalls
eine gute Ubereinstimmung zwischen diskretem System und Doppel-Kontinuum-Modell.
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Abbildung 4.39: Flichige Konzentrationsverteilungen im diskreten Kluft-Matrix-System und
den beiden Kontinua des Doppel-Kontinuum-Modells (Beyer et al., 2006): a) 7,5 h nach Beginn
der Stoffzugabe; b) 26,7 h nach Beginn der Stoffzugabe.

Eine Identifizierung der Parameter des Doppel-Kontinuum-Modells fiir den Transport ist
bisher noch nicht durchgefithrt worden. Erste Auswertungen zeigten insbesondere, dass
longitudinale und transversale Dispersivitdten gut durch die Kluftnetzeigenschaften be-
schrieben werden konnen (Beyer & Mohrlok, 2006). Dariiber hinaus wird beim Stofftrans-
port in solchen Kluft-Matrix-Systemen eine Unterscheidung der Verhéltnisse nahe der
Zugabe und weiter davon entfernt notwendig sein.
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4.6 Stoffiibergangsprozesse

Stofftransfervorgéinge im Untergrund sind in der Regel im Zusammenhang mit dem Stoff-
transport im Grund- oder Sickerwasser von Bedeutung. Sie definieren die Aufnahme oder
Abgabe eines gelosten Stoffes in bzw. aus der Wasserphase. Bezugsgrofle ist daher die
Konzentration ¢y des im Wasser gelosten Stoffes. Generell ist der Stofftransfer iiber eine
Phasengrenzfliche, z.B. Fliissigkeit — Gas, Fliissigkeit — Feststoff oder Fliissigkeit — Fliissig-
keit, immer durch die Diffusion des Stoffes in einer Grenzschicht bestimmt (Abb. 4.40).
Da jedoch diese Grenzschicht und die darin ablaufenden Diffusionsprozesse nicht im De-
tail beschrieben werden konnen, sind in der Praxis Aquivalenzmodelle etabliert, um
den Stofftransfer zu quantifizieren. Die am héufigsten verwendeten Aquivalenzmodelle
sind das Gleichgewichtsmodell und das Filmdiffusionsmodell. Die diesen beiden Model-
len zu Grunde liegenden Ansétze wurden in den Kapiteln 2.4.1 bzw. 2.4.4 beschrieben.
Hier werden Anwendungsbeispiele im Zusammenhang mit dem Schadstofftransport im

Grundwasser vorgestellt.

Grundsétzlich kann auch der Phaseniibergang des Wassers zwischen Eis, Wasser und
Wasserdampf als Stofftransfer zwischen den Phasen erfasst werden. Da in der Grundwas-
serhydraulik in den meisten Féllen die Temperatur als konstant angesehen wird, werden
diese Prozesse hier nicht weiter betrachtet. Stoffiibergangsprozesse, die einen Einfluss auf
die Stromungsverhéltnisse haben, wie z.B. die VergroBerung des Porenraums durch Mi-
neralauflosung, werden hier ebenfalls nicht weiter betrachtet.

4.6.1 Gleichgewichtsmodell

Das Gleichgewichtsmodell hat immer dann seine Berechtigung, wenn der Stofftransfer
sehr schnell ablauft und sich als Ergebnis ein thermodynamischer Gleichgewichtszustand

einstellt. Die zwei wichtigsten Beispiele solcher Stoffiibergénge im Gleichgewicht, die Sorp-

Grundwasserstromung

diffusive Grenzschicht

/
Feststoffoberflache

Abbildung 4.40: Stofftransfer aus der Grundwasserstromung an eine Feststoffoberfléiche (Sorp-

tion) tiber eine diffusive Grenzschicht.
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tion an die Feststoffphase (Kornoberfliche) und die Verfliichtigung in die Gasphase, wur-
den bereits in Kapitel 2.4.1 vorgestellt. Je nach Ausgangszustand kann jeweils auch die
Losung in der Wasserphase stattfinden. Im einfachsten Fall kénnen die Gleichgewichts-
zusténde durch lineare Gleichgewichtskonstanten (vgl. Gl. 2.86, 2.87) beschrieben werden.
Die Auswirkungen dieses Stoffiibergangs auf den Stofftransport lasst sich dann mit Hilfe
des Retardationsfaktors Ry (Gl. 2.91) ausdriicken .

Diese Gleichgewichtszustéinde sind im Allgemeinen von der Aufnahmekapazitit der je-
weiligen Phase fiir den betrachteten Stoff abhéngig. Das sind die Wasserloslichkeit, der
Partialdruck in der Gasphase bzw. die maximale Beladung auf der Mineraloberflache.
Diese Groflen wiederum héngen stark von der Temperatur ab und damit sind auch die
Gleichgewichtskonstanten stark temperaturabhéngig. Die Gleichgewichtszustéinde werden
daher in Form von Isothermen beschrieben.

Zusétzlich zur generellen Temperaturabhéngigkeit bestimmen aber auch die Zusammen-
setzung der Gasphase, die Losungsinhalte der Wasserphase, z.B. in Form der ITonenstérke,
und die chemischen Eigenschaften der Mineraloberfliche den jeweiligen Gleichgewichts-
zustand. Das fithrt dazu, dass z.B. das Sorptionsgleichgewicht in den meisten Féllen
nicht mit dem einfachen linearen Ansatz (Gl. 2.86) beschrieben werden kann, sondern
eine Abhéngigkeit, z.B. von der Konzentration des gelosten Stoffes, beriicksichtigt wer-
den muss. In der Praxis haben sich zwei weitere Gleichgewichtsmodelle fiir die Sorption
etabliert, die eine nicht-lineare Abhéngigkeit des Gleichgewichts von der Konzentration
beschreiben kénnen. Im Falle einer schwachen Abhéngigkeit wird meist das Sorptionsmo-

dell von Freundlich (Freundlich, 1907) verwendet:
1

cg = Kp, cynrer . (4.73)
Dabei ist K, ein konstanter Freundlich-Koeffizient und n g, > 1 der Freundlich-Exponent.
Ist der Gleichgewichtszustand durch die maximale Beladung der Kornoberfliche bestimmt,
kann das Modell von Langmuir (Langmuir, 1932) verwendet werden:
K1 ¢smaz Cw
g = T K, om (4.74)
Dabei ist cgmaqe die maximale Beladung und K7, ein konstanter Langmuir-Koeffizient. Im
Falle kleiner Konzentrationen in der Wasserphase cy, geht dieses Modell in das lineare
Modell iiber mit K; = K, ¢5mas- Diese Beobachtung kann dahingehend verallgemeinert
werden, dass generell fiir kleine Konzentrationen, das heiffit Konzentrationen deutliche
kleiner als die Wasserloslichkeit cysq: und die maximale Beladung, das lineare Gleich-
gewichtsmodell die Sorption beschreiben kann. Mit zunehmender Konzentration ist das
Freundlich-Modell besser geeignet und sind Beladungen im Bereich der maximalen Bela-
dung zu erwarten, ist das Lamgmuir-Modell zu verwenden (Abb. 4.41).

Ahnliche nicht-lineare GesetzmifBigkeiten sind fiir den Stofftransfer zwischen Gas- und
Wasserphase in der Praxis nicht gebréuchlich. Grundsétzlich kann auch ein Stofftransfer
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Abbildung 4.41: Lineare und nicht-lineare Isothermen nach Freundlich und Langmuir (sche-

matisch) fiir die Sorption an Feststoffoberfléichen.

direkt zwischen Gas- und Feststoffphase stattfinden. Dieser spielt aber im Untergrund
keine Rolle, da dort immer auch eine Wasserphase vorhanden ist.

4.6.2 Filmdiffusionsmodell

Eine einfache Quantifizierung der Diffusionsprozesse iiber eine Grenzflache zwischen zwei
Phasen hinweg ist mit Hilfe des Filmdiffusionsmodells moglich. Im Beispiel hier werden
zwei nichtmischbare Fliissigkeiten, Wasser und eine nicht mit Wasser mischbare Fliissigkeit
("non aqueous phase liquid” — "NAPL”), betrachtet. Die Grenzfliche wird dabei durch
eine diinne Schicht, einen Film, mit endlicher Dicke § reprasentiert. In diesem Film wird
der diffusive Stoffstrom j; durch einen vereinfachten Gradienten approximiert (Abb. 4.42):

a=D A(SC | (4.75)
Dabei ist D der Diffusionskoeffizient des Stoffes in der betrachteten Phase und Ac die Dif-
ferenz der Konzentrationen in den beiden Phasen, wobei die Konzentration in der nicht
betrachteten NAPL-Phase durch eine dquivalente Gleichgewichtskonzentration, z.B. die

Abbildung 4.42: Konzentrationsverlauf in einer Grenzschicht zwischen einem "NAPL” und
Wasser beim Filmdiffusionsmodell (Weber, 2000).
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Wasserloslichkeit, beschrieben werden muss. Sind an der Grenzflache die Diffusionprozesse
in beiden Phasen von Bedeutung wird dieses Filmdiffusionsmodell zum Doppelfilmdiffu-
sionsmodell erweitert, in dem je ein Film in den beiden Phasen betrachtet wird.

Eine wichtige Anwendung dieses Filmdiffusionsmodells ist die Bilanzierung der Auflésung
einer organischen Fliissigphase, z.B. Mineralol, Teerol oder organische Losemittel, in einer
Grundwasserstromung ¢ durch Stofftransfer. Solche Fliissigphasen bilden die haufigste
Schadstoffquellen bei Grundwasserschadensfillen. Die Anderung der gelésten Stoffmasse
dm/dt in einem Aquifervolumen V' durch Stofftransfer j,; (Gl. 4.75) ist gleich der mit der

Grundwasserstromung abtransportierten Masse:

dm dc
— =g Ay =qV —. 4.76
ar e =4V g (4.76)

Dabei ist A,., die gesamte Oberfliche der Fliissigphase im Volumen V. Damit kann
die Konzentrationsentwicklung entlang einer Schadstoffquelle c¢(x) beschrieben werden

(s. Abb. 4.42):

dc 1
% = An a ﬂ (CVV,StZt — C) . (477)

A, = A,,/V ist die spezifische Oberfliche der organischen Fliissigphase, 8 = D/ der
Stoffiibergangskoeffizient und c 5 die Sattigungskonzentration im Grundwasser. Der
Stoffiibergangskoeffizient 3 sowie die spezifische Oberfliche A, konnen nicht direkt be-
stimmt werden. Letztere ist durch die Verteilung der Fliissigphase im porosen Medium

bestimmt und wird auch als spezifische Kontaktflache bezeichnet.

Die Losung dieser Differenzialgleichung ergibt:
c(z) = cw.sat <1 — eLsat> ) (4.78)

Diese Konzentrationsentwicklung wird somit durch die Sattigungslange

q V
ﬁ Aorg

charakterisiert, die zusammen mit der Lénge der Schadstoffquelle in Stromungsrichtung

Lyat = (4.79)

die maximale Konzentration im Abstrom bestimmt. Dabei wird davon ausgegangen, dass
entlang der Flieflstrecke kontinuierlich ein Kontakt zwischen der Schadstoffphase und dem
Grundwasser vorliegt. Diese Annahme gilt recht gut fiir den Fall eines Schadstoff-Pools.
Im Falle einer residualen Verteilung des Schadstoffs in kleinen Trépfchen tragt nur der

Stoffiibergang iiber die Kontaktlange Ly (Abb. 4.43) zur Konzentrationsentwicklung bei.

Dieser Stoffiibergang des Schadstoffs in die wéssrige Phase bestimmt auch die Auflésung
der Schadstoffphase im Hinblick auf eine Sanierung. Damit sind insbesondere bei re-
sidualer Schadstoffverteilung die spezifische Kontaktfliche A, (¢) und die Kontaktléinge
Lk (t) zeitabhéngige Groflen. Sie nehmen aufgrund der Reduzierung der Schadstoffmasse
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Abbildung 4.43: Auflésung eines Schadstofftrépfchens durch Stoffiibergang in die Wasserphase
(Weber, 2000).

in der Schadstoffquelle M (t) kontinuierlich ab. Unter der Annahme, dass der Schadstoff
in gleich grofien, kugelférmigen Tropfchen konstanter Dichte im pordsen Medium verteilt
ist (Abb. 4.43), konnen Beziehungen zwischen diesen Parametern A, (t) und Lk (t) und
der Schadstoffmasse M (t) aufgestellt werden (Weber et al., 1999; Weber, 2000). Mit Hilfe
der Gleichung (4.78) kann somit eine Beziehung zwischen der aus der Schadstoffquelle

ausgetragenen Konzentration ¢(¢) und der Schadstoffmasse M (t) beschreiben werden.

Durch Vergleich des Anfangszustands, einer Schadstoffquelle My mit einer Abstromkon-
zentration ¢, mit einem beliebigen Zustand M (t), ¢(t) wiahrend des Durchstromens der
Schadstoffquelle mit einem konstanten Durchfluss ()g ist der zeitliche Verlauf der Kon-
zentration im Abstrom gegeben durch (Weber, 2000):

ox cw satQot n (1
P M() CW,sat

Co cw,satQot Co '
1-— exp In{1-—
CW,sat MO CW,sat

Diese Konzentrationsentwicklung ist unabhéngig von den spezifischen Eigenschaften des

c(t) = co (4.80)

Stromungsfelds. Die Stoffiibergangsprozesse definieren hierbei die Anfangskonzentration
co. Ist die Anfangskonzentration co/cwser < 0.5, kann die Konzentration im Abstrom
niaherungsweise abgeschitzt werden (Weber et al., 1999; Weber, 2000):

c(t) = coeAmt. (4.81)

Der Massenaustragskoeffizient A,, ist dann nur durch die Anfangsbedingungen bestimmt:
Q o

Ap = —. 4.82

i (482

Uber Gleichung (4.76) kann weiterhin auch eine Abschitzung des Massenaustrags er-
folgen, womit die Abschéitzung der Sanierungszeit bei bekannter Anfangsmasse My und
Anfangskonzentration ¢y moglich wird.
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Abbildung 4.44: Austrag (normiert) unterschiedlicher Schadstoffe in Sanierungsexperimenten
mit unterschiedlichen Aquiferstrukturen und Strémungskonfigurationen (nach Mohrlok et al.,
2003).

Die Allgemeingiiltigkeit der Beziehung (4.81) konnte anhand der Auswertung von Labor-
experimenten demonstriert werden (Abb. 4.44), in denen der Schadstoffaustrag aus un-
terschiedlichen Schadstoffquellen (TCE, PCE, Xylol), in unterschiedlichen Aquiferen (ho-
mogen, heterogen) und mit unterschiedlichen Grundwasserstromungen (ein-dimensionale
gleichférmige Stromung sowie zwei- und drei-dimensionale Zirkulationsstromungen) be-
trachtet wurde. Wesentlich dabei war, dass eine Anfangskonzentration ¢y ermittelt wurde
und die Anfangsmasse My bekannt war. Durch Verwendung der Normierungsgréfien cg
und A,,, in die die unterschiedlichen Schadstoffeigenschaften (Wasserloslichkeit), Schad-
stoffmengen und hydraulische Bedingungen eingehen, wurde bei normierter Darstellung
der experimentellen Ergebnisse ein einheitliches Verhalten des Schadstoffaustrags gefun-
den (Mohrlok et al., 2003). Abweichungen zwischen Theorie und Experimenten ergaben
sich aufgrund der zum Teil schlechten Massenbilanzen in den Experimenten. Es wurden
zum Teil nur ca. 70% der Schadstoffmasse wiedergefunden. Die aus dem Filmdiffusions-
modell abgeleiteten Ansétze konnen somit bei der Abschétzung von Sanierungszeiten
herangezogen werden (Weber, 2000; Mohrlok et al., 2003).
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Kapitel 5
Schlussbemerkungen

Die Quantifizierung der Stromungs- und Transportvorgéinge im Untergrund ist heutzutage
zur Sicherung und nachhaltigen Nutzung der Ressourcen Wasser und Boden von grofler
Bedeutung. Diese Bedeutung wird in der Zukunft noch zunehmen, da diese Ressour-
cen weltweit durch wachsende Weltbevilkerung und Industrialisierung einem verstéarkten
Nutzungsdruck ausgesetzt sind. Die Bilanzmodelle aus der Grundwasserhydraulik stellen
fiir diese Quantifizierung ein wichtiges Werkzeug dar. Die Herausforderung an diese Bi-
lanzmodelle begriindet sich durch die Tatsache, dass die zu bilanzierenden Prozesse sehr
vielfdltig und meist stark miteinander gekoppelt sind. Zudem bildet der Untergrund, in

dem diese Prozesse ablaufen, ein sehr komplexes und heterogenes System.

Grundsétzlich beruhen die in dieser Arbeit dargestellten Bilanzmodelle alle auf dem Prin-
zip der Massenerhaltung unter Beriicksichtigung der jeweils betrachteten Prozesse. Die
GesetzméBigkeiten dafiir sind aus der Physik und speziell der Hydromechanik gut be-
kannt. Eine einfache Ubertragung in das Fachgebiet der Grundwasserhydraulik scheitert
an der Tatsache, dass die detaillierten Verhéltnisse, unter denen die Prozesse im Un-
tergrund ablaufen, nicht ermittelt werden konnen. Da eine detaillierte Beschreibung der
Verhiltnisse im Untergrund nicht moglich ist, wurden im Fachgebiet Grundwasserhydrau-

lik Bilanzmodelle entwickelt, die auf empirisch ermittelten GesetzméfBigkeiten beruhen.

Die grundlegendste Arbeit war dabei die Entwicklung des Darcy-Gesetzes (Darcy, 1856)
zur Quantifizierung der Grundwasserstromung. Die Entwicklung des Konzepts des pordsen
Mediums mit einem repréisentativen Elementarvolumen (REV) ermdglichte die Quantifi-
zierung der hydraulischen Eigenschaften des Untergrundes (s. z.B. Bear, 1972). Allerdings
folgt aus diesem Konzept direkt eine Skalenabhéngigkeit der hydraulischen Parameter. Die
Auswirkungen der durch die Untergrundstrukturen bedingten Variabilitdt des Grundwas-
serstromungsfeldes auf den Stofftransport konnte durch das Konzept der Dispersion unter
Einfithrung der Dispersivitét erfasst werden (s. z.B. Scheidegger, 1961). Schon diese grund-
legenden Konzepte und Modellansidtze beruhen auf der dquivalenten Beschreibung der
Verhaltnisse im Untergrund, so dass letztendlich alle Bilanzmodelle, sowohl analytische
wie numerische, in der Grundwasserhydraulik als Aquivalenzmodelle gelten miissen.
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In der vorliegenden Arbeit sind aufbauend auf diesen grundlegenden Ansétzen und Kon-
zepten mehrere spezifische Bilanzmodelle zusammengestellt, die auf Fragestellungen in
den Anwendungsgebieten der Grundwasserhydraulik, der Grundwasserstromung, der Stro-
mung in der ungesittigten Zone und den Stofftransport, ausgerichtet sind. Die in dieser
Arbeit vorgenommene Zusammenstellung beschrinkt sich auf Bilanzmodelle, die mehr
oder weniger Gegenstand der vom Autor in den vergangenen Jahren bearbeiteten For-
schungsprojekte waren. Da allen hier vorgestellten Bilanzmodellen weitere Vereinfachun-
gen der komplexen Verhéltnisse im jeweiligen Anwendungsgebiet zu Grunde liegen, sind
sie Aquivalenzmodelle im engeren Sinne. Andererseits sind alle diese Bilanzmodelle
unter den vereinfachten Annahmen auf Basis physikalischer Gesetzméafigkeiten abgeleitet
worden, wodurch sie nicht nur eine Beschreibung beobachteter Stromungs- und Trans-

portvorgénge sondern auch deren Prognosen im Rahmen von Szenarien ermoglichen.

Dariiber hinaus gibt es im Themenbereich der Grundwasserneubildung weitere Bilanz-
modelle, die eine Beschreibung der Infiltration an der Gelandeoberfliche (Braud et al.,
2005), also der Versickerung, sowie Abschétzungen zur Bedeutung priferenzieller Flief-
wege ermoglichen (Chen & Wagenet, 1992). Fiir den an die Infiltrationsvorgénge gekop-
pelten Stofftransport existieren ebenfalls weitergehende Bilanzmodelle. So wurde z.B.
von Zurmiihl & Durner (1996) ein Doppel-Porositiats-Modell zur Beriicksichtigung des
Makroporenflusses vorgestellt. Fiir die Bilanzierung des reaktiven Stofftransports auch
in nicht-gleichférmigen Grundwasser- oder Sickerstromungen wurde basierend auf einem
Stromrohrenansatz das Programm SMART (Streamtube Model for Advective and Reacti-
ve Transport) entwickelt (Finkel et al., 2002). Zur Beschreibung der kinetischen Sorption
von Schadstoffen an natiirliche Bodenmaterialien wurde ein Diffusionsmodell entwickelt,
das die Intrapartikelporositdt mit den dort vorhandenen Sorptionsplédtzen beriicksich-
tigt (Grathwohl, 1998). Zur Bilanzierung reaktiver Transportvorginge und gekoppelter
Prozesse gibt es allerdings bislang nur erste Modellansétze. Beispielsweise entwickelten
Cirpka et al. (2006) ein Modell, das die Lénge von Schadstofffahnen im Grundwasser unter
Beriicksichtigung der natiirlichen Abbauprozesse auf einfache Weise bilanziert. Bauer et
al. (2003) entwickelten ein Modell, das die Genese von Karstaquiferen durch Bilanzierung
der Aufweitung der Karstrohren bedingt durch chemische Losungsvorginge beschreiben
kann.

Die in dieser Arbeit vorgestellten Bilanzmodelle beschreiben allerdings nur einzelne Pro-
zesse in einem Teilsystem. Sie sind damit praktisch nie auf das gesamte komplexe System
des natiirlichen Untergrunds anwendbar. In den vergangenen Jahren konnten auf Grund
der Entwicklung im Bereich der Computertechnologie immer komplexere numerische Mo-
delle entwickelt werden, die in der Lage sind Systeme wie den natiirlichen Untergrund
mit immer mehr Details abzubilden. Jedoch sind auch diese numerischen Modelle in ihrer
Anwendung beschréankt. Sie benotigen zur detaillierten Beschreibung der Vorgénge zum

einen sehr detaillierte Informationen zu den Verhéltnissen im Untergrund. Zum ande-
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ren stellen vor allem gekoppelte Prozesse grofie Herausforderungen an die numerischen
Verfahren, die dafiir noch nicht ausreichend entwickelt sind.

Daher ist eine wichtige Aufgabe fiir die zukiinftige Forschung im Bereich der Entwicklung
von Bilanzmodellen in der Grundwasserhydraulik, neben der Weiterentwicklung von nu-
merischen Modellen Bilanzmodelle zu entwickeln, die auf Basis physikalischer Ansétze als
Aquivalenzmodelle zunehmend komplexere Systeme und Verhiltnisse beschreiben kénnen.
Da solche Bilanzmodelle meist auf analytischen Losungen beruhen, bieten sie den Vorteil
die betrachteten Vorgénge sehr effizient und dennoch mit ausreichender Genauigkeit ab-
zubilden, wie zum Beispiel am Volumenbilanzmodell UL_LFLOW (Mohrlok, 2005) zur Er-
mittlung von Aufenthaltszeiten in der ungeséttigten Zone bei vertikaler Infiltration aufge-
zeigt wurde (s. Kap. 4.2.2). Auf Grund der implementierten analytischen Losung besitzen
solche Modelle einen geringen Rechenzeitbedarf. Es ist somit moglich, eine Vielzahl von
Berechnungen mit unterschiedlichen Parameterwerten durchzufiihren, wie sie zur Beriick-
sichtigung einer hohen Variabilitdt der Parameter oder bei Monte-Carlo-Simulationen
notwendig sind.

Zukiinftige Entwicklungen sollten dazu fiihren, dass fiir weite Anwendungsbereiche Bi-
lanzmodelle auf Basis einfacher, doch physikalischer Ansétze zur Verfiigung stehen. Diese
Modelle sollten zunehmend in der Lage sein, instationédre Vorgénge, hohe Variabilitdten
der Parameter und gekoppelte Prozesse beriicksichtigen zu kénnen. Die Anwendung sol-
cher Modell liegt weniger im Bereich der Wissenschaft als vielmehr im Bereich der Praxis.
Insbesondere kénnen sie ein wertvolles Werkzeug bei Mafinahmenplanungen sein, da dann
viele Optionen betrachtet werden konnen ohne die Betrachtungsweise zu stark zu verein-

fachen oder wesentliche Prozesse nicht beriicksichtigen zu kénnen.
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A.1 Gaufl’sche Fehlerfunktion

Die Gauf’sche Fehlerfunktion ist durch das Integral

- qt (A.1)

erf(z

=% [

definiert, wobei die reelle Zahl z positive wie negative Werte annehmen kann (Abb. A.1).
Wenn —_—

o (A.2)
ist, kann dieses Integral (Gl. A.1) so umgeformt werden, dass damit die Fléche unter einer
Gaufy’schen Normalverteilung beschrieben wird

P dt = et dt = (A.3)

20-2
\/_ / o \/_ /

Dabei sind g der Mittelwert und o die Standardabweichung der Gaufi’schen Normalver-
teilung. Dieses integral gibt damit die Wahrscheinlichkeit an, mit der in der Statistik
Werte einer Grofle, die mit Hilfe einer Normalverteilung charakterisiert werden konnen,
z.B. Messwerte, im Intervall [(—z—u), (z—u)] zu finden sind. Mit Hilfe der Fehlerfunktion
erf [(z—u)/(cv/2)] kann auch die kumulative Verteilungsfunktion fiir die Normalverteilung
beschrieben werden

F(x):m}ﬂ_z;ew ;(1—|—erf[\/_ab (A4)

Zur Fehlerfunktion erf(z) (Gl. A.1) ist auch eine komplementdre Fehlerfunktion (Abb.
A.1) definiert

7/

erfc(z P dt =1 — erf(z), (A.5)

-5
die mit der Fehlerfunktion erf(z) direkt zusammenhéngt. Die komplementére Fehlerfunk-
tion erfc(z) kann in den Losungen von Differenzialgleichungen auftreten, wenn z von 1/+/t
abhéngt. Die Fehlerfunktion erf(z) und die komplentére Fehlerfunktion erfc(z) besitzen
folgende Eigenschaften

erf(—z) = — erf(2)

erfe(—z) = 2 —erfe(z2).

Die Werte fiir diese beiden Funktionen sind tabelliert (Tab. A.1).

(A.6)
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Tabelle A.1: Werte der Fehlerfunktion erf(z) und der komplementéren Fehlerfunktion erfc(z).

z erf(z) erfc(z) z erf(z) erfc(z) z erf(z) erfc(z)
0,00 0,000000 1,000000 0,75 0,711156 0,288844 2,00 0,995322 0,004678
0,05 0,056372 0,943628 0,80 0,742101 0,257899 2,10 0,997021 0,002979
0,10 0,112463 0,887537 0,85 0,770668 0,229332 2,20 0,998137 0,001863
0,15 0,167996 0,832004 0,90 0,796908 0,203092 2,30 0,998857 0,001143
0,20 0,222703 0,777297 0,95 0,820891 0,179109 2,40 0,999311 0,000689
0,25 0,276326 0,723674 1,00 0,842701 0,157299 2,50 0,999593 0,000407
0,30 0,328627 0,671373 1,10 0,880205 0,119795 2,60 0,999764 0,000236
0,35 0,379382 0,620618 1,20 0,910314 0,089686 2,70  0,999866 0,000134
0,40 0,428392 0,571608 1,30 0,934008 0,065992 2,80 0,999925 0,000075
0,45 0,475482 0,524518 1,40 0,952285 0,047715 2,90 0,999959 0,000041
0,50 0,520500 0,479500 1,50 0,966105 0,033895 3,00 0,999978 0,000022
0,55 0,563323 0,436677 1,60 0,976348 0,023652 3,10 0,999988 0,000012
0,60 0,603856 0,396144 1,70 0,983790 0,016210 3,20 0,999994 0,000006
0,65 0,642029 0,357971 1,80 0,989091 0,010909 3,30 0,999997 0,000003
0,70 0,677801 0,322199 1,90 0,992790 0,007210 3,40 0,999999 0,000001

20 l—m— 0 — —
erf(z)
15 4 erfc(z)
04  Nee——=
T 05- /
0.0
-0.5 H
10—
-3 -1 0 1 3
z

Abbildung A.1: Fehlerfunktion erf(z) und komplementdre Fehlerfunktion erfc(z).
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A.2 Theis’sche Brunnenfunktion

Bei der Auswertung von Pumpversuchen in unendlich ausgedehnten, gespannten, homoge-
nen, isotropen Aquiferen konnen die Parameter Transmissivitat 7" und Speicherkoeffizient
S auf Basis der analytischen Losung der Differenzialgleichung fiir eine instationére radi-
alsymmetrische Grundwasserstromung

9*h 1 0h oh

bestimmt werden. Zur analytischen Losung werden die folgenden Anfangs- und Randbe-
dingungen verwendet:

t=0: h(r,0) = H
oh Q
= N —_— - . A
r By 87’ (TBM t) o T . ( 8)
r=00: h(co,t) = H

Dabei ist @) eine konstante Pumprate und rp, der Radius des Brunnens, an dem der
Brunnen als innere Randbedingung definiert wird. Die Losung wird im Allgemeinen durch
die Absenkung s(r,t)=H —h(r,t) beschrieben und kann durch das Integral

t 2
Q / 1 i
t) = —— AT (t=7) A.
s(r1) AT Ot—Te T (A.9)

angegeben werden. Dieses Integral wird dabei im Allgemeinen durch die Theis’sche Brun-
nenfunktion (Abb. A.2)

u? u? u?

— = — 2—1 - — Al
" dx 0,577 n(u) +u 2.2!—1-3'3! 4'4!—1— (A.10)

W (u) = 706

u

beschrieben, wobei
S r?
U=——
4T ¢
ist. Die Werte fiir die Theis’sche Brunnenfunktion sind ebenfalls tabelliert (Tab. A.2).

(A.11)
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Tabelle A.2: Werte der Theis’schen Brunnenfunktion W(u) (nach Wenzel, 1956).

u 1,0 20 30 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0
x1 0,219 0,049 0,013 0,0038 0,0011 0,00036 0,00012 0,000038 0,000012
x1071 1,82 1,22 091 0,70 056 0,45 0,37 0,31 0,26
x 1072 404 335 29 268 247 230 2,15 2,03 1,92
x1073 6,33 564 523 495 473 454 4,39 4,26 4,14
x10~* 863 7,94 753 725 7,02 684 6,69 6,55 6,44
x107° 10,94 1024 9,84 955 933 0,14 8,99 8,86 8,74
x107 13,24 12,55 12,14 11,85 11,63 11,45 11,29 11,16 11,04
x10~7 15,54 14,85 14,44 14,15 13,93 13,75 13,60 13,46 13,34
x10~8 17,84 17,15 16,74 16,46 16,23 16,05 1590 15,76 15,65
x107° 20,15 19,45 19,05 18,76 18,54 18,35 18,20 18,07 17,95
x10~10 22,45 21,76 21,35 21,06 20,84 20,66 2050 20,37 20,25
x10~11 24,75 24,06 23,65 23,36 23,14 2296 2281 22,67 22,55
x10~12 27,05 26,36 25,96 25,67 2544 2526 25,11 24,97 24,86
x10~13 29,36 28,66 28,26 27,97 27,75 27,56 27,41 27,28 27,16
x10~14 31,66 30,97 30,56 30,27 30,05 29,87 29,71 29,58 29,46
x10715 33,96 33,27 32,86 32,58 32,35 32,17 32,02 31,88 31,76
101 ------~ bommees o Ao R T
R i oo TRRRRE joemomee RRRE poeooooe
S ! ! ! ! !
e A B oo oo R tommooees poeooees
102 --{----b----- - R — R — SR — R AR
10_3 \\H\Hl | \\\HHl | L1 11111 | I 1 11111 | \\\HHl | \\H\Hl | L1 11111
107" 100 10" 102 103 104 10° 106
1/u

Abbildung A.2: Theis’sche Brunnenfunktion W(u).
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A.3 Gamma-Funktion

Die Gamma-Funktion (Abb. A.3) ist fiir x>0 durch das Integral

[(x) = 7015”3_1 et dt (A.12)

0

definiert und fiir alle reelle Zahlen, aufler den ganzzahligen negativen Zahlen und 0, auch
durch die Reihenentwicklung

I(z) = lim oot | (A.13)
n—oo g(x+1)(x+2)...(z+n—1)
Sie stellt eine Verallgemeinerung der Fakultédt dar
['(n)=(n-1)! (A.14)
und besitzt folgende Eigenschaften
r =1 (A.15)

MNz+1)=2aT(x).

Die unvollstdndige Gamma-Funktion (s. Abb. 4.23) ist fiir >0 durch das Integral
I'(a,z) = /t“’1 et dt (A.16)

definiert.

I#I

al

Abbildung A.3: Gamma-Funktion I'(x).






Grundwasservorkommen stehen weltweit unter zunehmendem Nut-

zungsdruck. Die Nutzung zur Wasserversorgung der Bevélkerung und
zur Bewdsserung in der Landwirtschaft ist vielfach durch geogene aber
auch anthropogene Belastungen eingeschrankt oder unmaoglich.  Zur
nachhaltigen Sicherung und Nutzung der Grundwasserressourcen sind
Werkzeuge erforderlich, mit deren Hilfe auf Basis der Bilanzierung von
Strémungs- und Transportvorgéngen notwendige Mafinahmen geplant
und bewertet werden kénnen. Basierend autf einem Gquivalenten Konti-
nuumansatz fir ein pordses Medium sind Aquivalenzmodelle in der
Lage, die Komplexitat der Verhélinisse im Untergrund sowie die Kopp-
lungen zwischen einzelnen Prozessen abbilden zu kénnen. Damit kon-
nen sie fir die Praxis verlassliche Prognosen Gber mégliche, zukinftige
Entwicklungen bereit stellen. Die fur die Entwicklung solcher Aquiva-
lenzmodelle erforderlichen Grundlagen und méglichen Lésungsansétze
sind dargestellt. Die Anwendungsbeispiele sind den Forschungsarbeiten
des Autors entnommen und in den betrachteten Anwendungsbereichen
um einige Beispiele aus der Literatur ergdnzt.
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