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Vorwort

Die Abbildungsklassengruppe Mod(S) einer kompakten oder punktierten, orientierbaren
Fliache S ist in vielen Bereichen der Mathematik von groflem Interesse. Sie operiert
eigentlich diskontinuierlich auf dem Teichmiillerraum 7(S), und der Quotient unter
dieser Aktion ist der Modulraum von S.

Desweiteren wirkt Mod(S) auf dem Teichmiillerraum 7 (S) durch Isometrien. Sie ist
sogar die volle Isometriegruppe von 7 (S), und zwar sowohl fiir die Teichmiillermetrik
als auch fiir die Weil-Petersson-Metrik.

SchliefSlich respektiert obige Aktion auch die holomorphe Struktur des Teichmiillerraums
7(S), und Mod(S) ist die holomorphe Automorphismengruppe von 7 (S).

Uber die Abbildungsklassengruppe Mod(S) sind schon einige Aussagen bekannt. Sie
kann fiir Flachen mit hochstens einer Randkomponente von zwei Elementen erzeugt
werden und ist stets endlich priasentierbar. Sie ist eine Untergruppe der dufleren Auto-
morphismengruppe der Fundamentalgruppe von S. Eine gute Referenz zu Abbildungs-
klassengruppen stellt das sich noch im Aufbau befindende Buch ,,A primer on mapping
class groups“ von Benson Farb und Dan Margalit dar, vgl. [FM].

Dennoch weil man iiber die algebraische Struktur von Mod(S) noch recht wenig. Ei-
ne Moglichkeit, Erkenntnisse iiber diese Gruppe zu gewinnen, besteht darin, sie auf
geeigneten CW-Komplexen operieren zu lassen.

Ein beliebtes Objekt, auf dem Mod(S) operiert, ist der Kurvenkomplez €(S). Das ist
ein simplizialer Komplex, dessen Ecken alle Isotopieklassen von unorientierten, nicht
nullhomotopen und nicht zu einer Randkomponente von S homotopen Wegen in S
sind. Die Ecken ~g,...,7 von %(S) spannen genau dann ein Simplex auf, wenn es
paarweise disjunkte Vertreter gibt. Der Kurvenkomplex wurde 1977 von Harvey in dem
Artikel | Geometric structure of surface mapping class groups®, vgl. [H], definiert. Die
Abbildungsklassengruppe operiert auf kanonische Weise auf €'(S). Es ist bekannt, daf
alle Automorphismen von %(S) von Abbildungsklassen induziert werden, vgl. [I], [K],
[L].

Ein viel schonerer, in der Literatur aber stréflich vernachlassigter Komplex ist der Ho-
senkomplex. Erstmals wurden Hosenzerlegungen 1980 in dem Artikel ,, A presentation for
the mapping class group of a closed orientable surface* von Allen Hatcher und William
Thurston [HT] erwéihnt und gesagt, daf je zwei Hosenzerlegungen durch eine endliche
Folge gewisser Ubergiinge ineinander iiberfithrt werden kénnen. Diese Definition wur-
de 2000 von Allen Hatcher, Pierre Lochak und Leila Schneps in dem Artikel ,,On the



Teichmiiller tower of mapping class groups®“ aufgegriffen, vgl. [HLS]. Die Autoren defi-
nieren den Hosengraphen £21(S), dessen Ecken alle Hosenzerlegungen von S und dessen
Kanten alle Ubergénge zweier Hosenzerlegungen sind. Sie fiigen geeignete 2-Zellen ein,
um einen einfach zusammenhéngenden CW-Komplex, den sogenannten Hosenkomplex
P(S), zu erhalten. Die Abbildungsklassengruppe Mod(S) operiert auch auf Z2(S) auf
natiirliche Art, und auch fiir diese Aktion gilt Aut(Z2(5)) = Mod*(S), vgl. [M].

Ziel dieser Arbeit ist es, diese Aktion der Abbildungsklassengruppe auf dem Hosenkom-
plex genauer zu untersuchen.

Fiir jede Zelle des Hosenkomplexes wird in Kapitel 3 der Stabilisator bestimmt, das
sind alle Abbildungsklassen, die die Zelle auf sich abbilden. Bei den Kanten des Hosen-
komplexes wird dabei unterschieden, ob die Abbildungsklassen die Zelle invertieren oder
nicht. Analog dazu wird untersucht, welche Abbildungsklassen eine 2-Zelle drehen oder
spiegeln.

In Kapitel 4 werden die Bahnen der Aktion untersucht. Dabei zeigt sich, dafi es ein
sehr einfaches Kriterium dafiir gibt, ob zwei Hosenzerlegungen in derselben Bahn liegen.
Auch fiir Kanten und 2-Zellen werden leicht nachzupriifende Charakterisierungen fiir die
Aquivalenz modulo Mod(S) angegeben. Als Folgerung erhalten wir, da$ der Quotient
des Hosenkomplexes nach der Abbildungsklassengruppe ein endlicher CW-Komplex ist,
d.h. die Abbildungsklassengruppe operiert kokompakt auf dem Hosenkomplex.

Nachdem Stabilisatoren und Bahnen bestimmt wurden, liegt es nahe, mit Hilfe dieser
Daten eine Présentation der Abbildungsklassengruppe herzuleiten. Dazu wird in Ka-
pitel 5 zunéchst der Satz von Brown dargelegt, wie ihn Kenneth Brown 1984 in dem
Artikel , Presentations for groups acting on simply connected complexes® [Br| bewie-
sen hat. Dieser Satz ist eine Verallgemeinerung der wohlbekannten Bass-Serre-Theorie,
bei der Gruppenaktionen auf Graphen untersucht werden, vgl. zum Beispiel das Buch
»Trees“ von Jean-Pierre Serre [S]. Der Satz von Brown erméglicht es direkt, aus der
Kenntnis der Stabilisatoren und Bahnen eine Préisentation der Abbildungsklassengrup-
pe zu bestimmen.

Die in dieser Arbeit gewonnene Présentation von Mod(.S) unterscheidet sich wesentlich
von den bisher bekannten Présentationen. Zum Beispiel benutzt die Priasentation von
Hatcher und Thurston aus [HT] Zopfgruppen, deren Elemente als Erzeuger von Mod(.S)
dienen. Auch die Wajnryb-Prasentation aus [Wal, die sich heute als Standard-Préisen-
tation etabliert hat, baut auf Zopfgruppen auf.

Die vorliegende Arbeit ist mit vielen Beispielen angereichert. Fiir den punktierten Torus
und die vierfach punktierte Kugel werden in Kapitel 2 alle Daten anhand einer Parame-
trisierung der Fliache explizit angegeben. Die Ergebnisse werden als Grundlage fiir alle
anderen Flachen benotigt. Dieses Phinomen spiegelt das Prinzip von Grothendieck wi-
der, welches besagt, dafl die unteren Ebenen des Teichmiillerturms die Grundlage bilden,
aus der der gesamte Turm zusammengebaut werden kann, vgl. [G].

Als weiteres Beispiel wird die Flidche ¥; 3 vom Geschlecht 1 mit 3 Randkomponenten
gewdhlt. Diese Flédche steht einerseits im Teichmiillerturm so weit unten, dafl die zu-
gehorigen Rechnungen iiberschaubar sind, ist aber andererseits hinreichend komplex, um



allgemeine Prinzipien erkennen zu lassen. Es werden fiir diese Fléche alle Stabilisatoren
und Bahnen bestimmt und schliefSlich eine Prisentation der Abbildungsklassengruppe
von X; 3 angegeben.

An dieser Stelle mochte ich die Gelegenheit nutzen, mich bei allen zu bedanken, die mich
bei meinem Promotionsprojekt unterstiitzt haben. Allen voran gilt mein Dank meinem
Betreuer Prof. Dr. Frank Herrlich, der mich in die Welt der Hosen eingefiihrt und so
den Grundstein fiir meine Liebe zu den Hosenzerlegungen gelegt hat. Er hatte stets ein
offenes Ohr fiir meine Fragen und gab mir unzihlige Anregungen und Hinweise.

Danken mochte ich auch Prof. Dr. Enrico Leuzinger fiir die Bereitschaft, das Amt des
Korreferenten zu iibernehmen. Sein Interesse am Thema hat meine Motivation hochge-
halten.

Schliefllich danke ich Alexander Hef3, Stefan Kiihnlein, Eckehardt Luhm und Gabriela
Schmithiisen, die Teile der Arbeit griindlich gelesen und mit vielen Ideen und Tips zu
ihrem Gelingen beigetragen haben.
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Kapitel 1

Grundlagen

Eine Fldche ist in dieser Arbeit eine zusammenhéngende, orientierbare, 2-dimensionale
Mannigfaltigkeit, die moglicherweise berandet ist. Die Flichenklassifikation besagt, dafl
jede kompakte Flache durch ihr Geschlecht und die Anzahl ihrer Randkomponenten bis
auf Homoomorphie eindeutig bestimmt ist. Wir konnen also von , der” Fléche X, ; vom
Geschlecht g mit b Randkomponenten sprechen.

Sind X, eine geschlossene Flidche (d.h. eine kompakte Flidche ohne Rand) vom Ge-
schlecht g und Py, ..., P € ¥, paarweise verschieden, so sei 37% 1= 3 \{P,..., B}
Auch hier ist die Schreibweise gerechtfertigt, da alle Fléchen, die durch das Entfernen
von b Punkten aus einer geschlossenen Fliache vom Geschlecht g entstehen, homéomorph
sind. Beachte: Fiir b > 1 ist 379 nicht kompakt.

In diesem Kapitel sei stets S eine Fldache. Ziel dieser Arbeit ist es, die Aktion der Ab-
bildungsklassengruppe Mod(S) von S auf dem zu S gehorigen Hosenkomplex Z(S) zu
studieren. Dazu ist es notig, die beiden Objekte Abbildungsklassengruppe und Hosen-
komplez einzufiithren und grundlegende Eigenschaften bereitzustellen.

1.1 Die Abbildungsklassengruppe Mod(S)

Wir werden in diesem Abschnitt die Abbildungsklassengruppe Mod(.S) und einige Va-
rianten definieren. Mit Hilfe spezieller Abbildungsklassen werden wir ein Erzeugenden-
system von Mod(S) bestimmen und damit fiir gewisse Flidchen die Gruppe Mod(S)
explizit angeben.

Definition und Bemerkung 1.1:

a) Es seien Homoo(.S) die Gruppe aller orientierungserhaltenden Homéomorphismen
f S — S und Homboy(S) die Untergruppe derjenigen Homéomorphismen, die
zur Identitét isotop sind (schreibe f ~ idg). Homoog(S) ist ein Normalteiler von
Homoo(S). Die Faktorgruppe

Mod(SS) := Homdo(.S)/ Homdoy(S)

1



2 Kapitel 1. Grundlagen

heiit Abbildungsklassengruppe von S.

b) Man erhiilt Mod(S), indem man aus Homoo(S) die Aquivalenzrelation ~ der Iso-
topie herausfaktorisiert.

Beweis:

a) Esist idg € Homoog(S), und fiir f, g € Homoogy(S) ist auch fog~t € Homoog(.S),
da fog™ ~idgoidg' = ids. Sind f € Hombop(S) und g € Homoo(S), so gilt
gofogt~ goidgog™! =idg, also go fog~! € Homoboy(.S). Daher ist Homdog(S)
ein Normalteiler in Homdo(SS).

Beachte: In diesem Beweis haben wir benutzt, daf§ fiir f; ~ f, und ¢g; ~ g» auch
stets fl ogr =~ f2 0 g9 gllt

b) Esgilt f~g& fog ! ~ids < fog ! € Homboy(S) < [f] = [g]- O

Beispiele 1.2:
Bekannte Resultate sind:

a) MOd(EQQ) = {1}

MOd(EQl) = {1}
Mod(Xo2) & Z/27Z
MOd(EQg) = Sg
MOd(E()A) = V4 X PSLQ(Z)
b) MOd(EL(]) = MOd(El 1) = SLQ(Z)

Beweis:

e Die Aussage Mod(X1) = {1} folgt direkt aus Lemma 1.3b).

o Jeder Homoomorphismus f : £o o — 2o, ist isotop zu einem Homoomorphismus
g, der einen Punkt P € X, festlaBt. g[s,q\(p} ist ein Homéomorphismus von
Yo, \ {FP}. Nach folgender Proposition 1.4 gilt Mod(¥o \ {P}) = Mod(359) =
Mod(Xo,) = {1}, daher ist g|s,,\(p} isotop zu ids,\(p}. Diese Isotopie kann
fortgesetzt werden zu einer Isotopie zwischen g und idy, .

e Fiir b > 2 hat Mod(X ;) folgende Prisentation, vgl. [Bi, S. 164]:
Mod(Xop) = (@1, ..., 2p—1 | iy = zjx; (|8 — j| > 2),

T 1T = T Ti%igr (1=1,...,0—2),
(5131 e flfb_l)b =21...Tp—1Tp—-1...-T1 = 1>

Damit gelten Mod(Xg5) = (z | 2% = 1) & Z/2Z und Mod(Xo3) = (z,y | 2* =
y* =1, ayz = yry) = Ss.

e Nach [FM, S. 69] gilt Mod(X; ) = SLy(Z).

e Die restlichen beiden Aussagen werden wir in Kapitel 2 beweisen. U
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Lemma 1.3:

a) Jeder Homdomorphismus f : S' — S! der 1-Sphiire kann fortgesetzt werden zu
einem Homdomorphismus F' : F — E der abgeschlossenen Einheitskreisscheibe.
F kann so gewéhlt werden, dafi F'(0) = 0 gilt.

b) Je zwei (orientierungserhaltende) Homoomorphismen f,g : F — E der Einheits-
kreisscheibe sind isotop. Gilt f|s1 = g|s1, so kann die Isotopie A : E x [0,1] — E
so gewithlt werden, daB A(x,t) = f(z) = g(z) fiir jedes z € ST und jedes t € [0, 1]
gilt.

Beweis:

a) Definiere F' : £ — E durch F(0) := 0 und F(z) = |z| - f(‘—;) r # 0). F

(
ist ein Homdomorphismus mit Umkehrabbildung F~! : E — E, F71(0) = 0,
F~Hx) = [z| - f7'({) (x #0). F ist eine Fortsetzung von f.

b) e Wir zeigen zunéchst, dafi jedes f € Homoo(FE) isotop zu einem Homoomor-
phismus ist, welcher auf S* die Identitéit ist. Dazu sei ¢ : R/Z — S, v+ 7 —
e?™® der kanonische Homdomorphismus. Wir definieren A : £ x [0,1] — F
folgendermaflen:

Aletr= { ol (21l + = 2) 7 () + B =2 =) T (FE)) s el =1 -5

A ist wohldefiniert und stetig, und fiir jedes ¢ € [0,1] ist A(-,t) ein Homoo-
morphismus. Es ist A(-,0) = f. Fiir |z| = 1 gilt A(z,1) = ¢(1-¢ " (z) +0-
7 (f(2))) =, also A(-, 1)|s: = idsn.

e Wir zeigen, daf jedes f € Hombo(E) mit f|s1 = idg: isotop zur Identitét idg
ist. Mit obiger Aussage folgt daraus, dafl jeder Homéomorphismus isotop zu
idg ist und somit je zwei Homoéomorphismen isotop sind.

Definiere B : E x [0,1] — E durch

Bz, 1) ::{ t-f(3) el <t

x x>t

B ist wohldefiniert und stetig, und fiir jedes ¢t € [0, 1] ist B(-,t) ein Homoo-
morphismus. Es ist B(-,0) = idg und B(-,1) = f. Fiir jedes t € [0, 1] gilt
B(-,t)]s1 = idgr.

e Sind schliellich f, g € Homoo(E) mit f|g1 = g|s1, soist fog~t e = idgi, d.h.
es gibt eine Isotopie B : E x [0,1] — FE von idg nach fo g™ mit B(-,t)|s1 =
idg: fiir alle t € [0, 1]. Daher ist B : E x [0,1] — E, (z,t) — B(g(z),t) eine
Isotopie von g nach f mit B(-,t)|51 = fls1 = g|s fiir alle t € [0, 1]. O
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Proposition 1.4:
Fiir alle g,b > 0 gilt Mod(%,;) = Mod(%79).

Beweis:
Sei 339 = g0 \ {P1,..., [} Wihle um jedes P; eine abgeschlossene Kreisscheibe
D;, wobei alle D; paarweise disjunkt sind. Sind 0y, ..., 0, die Randkomponenten von

Ygp, 80 gibt es eine Einbettung ¢ : X, — 7% mit «(9;) = dD; (i = 1,...,b) und
Bild(:) = £\ (D{ U... U Dy).

> L I3
— @ ‘O&}
@,

g 2y
Sei f € Hom6o(%,;). Dann ist to for ™" ein HomGomorphismus von %79\ (DSU. ..U Dy)
auf sich. Nach Lemma 1.3 kann ¢ o f ot~} zu einem Homdomorphismus f : 20— 25%

fortgesetzt werden, und alle solchen Fortsetzungen sind isotop. Wir haben also eine
wohldefinierte Abbildung ® : Homoo (%, ;) — Mod(X}5), f — [f].

e & ist ein Gruppenhomomorphismus:
Sind f, g € Homéo(%,,) und f’, ¢ € Homdo(X75) Fortsetzungen von f bzw. g, so
ist ¢’ o f’ eine Fortsetzung von g o f.
= ®(go f)=[g"0 f]=1g]o[f]=2(g) o 2(f)

o & ist surjektiv:
Sei f € Homdo(X}5). Es gibt einen zu f isotopen Homdomorphismus g mit g(D; U
...UDy) = Dy U...UDy. g schrinkt sich also ein zu einem Homoomorphismus
lBiag) : Bild(:) — Bild(¢). Damit ist f :=¢"" o g|pja() © ¢ ein Homdomorphismus
von Yg,. g ist eine Fortsetzung von §lgiaq) = to for™!, weshalb ®(f) = [g] = [f]
gilt.

o Kern(®) = Homboy(X,,):

,C“ Sei f € Kern(®). Dann ist die Fortsetzung f’ von ¢ o f o ™! isotop zur
Identitdt. Wir suchen eine Isotopie’ A : X,0 x [0,1] — X, von f’ nach
idy, , derart, daf fiir alle ¢ € [0, 1] die Gleichheit A(D,U...UDy,t) = D1U
...UDy gilt. Dann nédmlich induziert A eine Isotopie B : ¥,, x [0,1] — X,
von f nach idy,, .

Wir nehmen o.E. an, dal b = 1 gilt, und setzen P := P;, D := D;. Wir
starten mit einer beliebigen Isotopie A : ¥, x [0,1] — X, von f’ nach
idy, .

Fiir jedes t € [0,1] ist A(D,t) =: D, eine Kreisscheibe in ¥,,. Es gibt
eine offene Kartenumgebung U; C ¥, von D; und eine Karte ¢, : Uy —

! Alle Abbildungen konnen auf die unpunktierte Fliiche %, ¢ fortgesetzt werden.
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W; C R? mit ¢(P) =0, ¢(D;) = B(0,1) und B(0,3) C W;. Da A stetig
ist, gibt es ein g, > 0, so daf fiur alle s € (t — ey, t + &) N [0,1] =: I; die
Menge D, in ¢; '(B(0,2)) enthalten ist.

[0, 1] ist kompakt, wird also von endlich vielen Iy, , ..., I, iiberdeckt. Somit
gibt es eine kleine Kreisumgebung D um P mit D C D, N...N D, ND.

Der Einfachheit halber nehmen wir an, da I;, = (a;,b;) (i = 1,...,m)
und a4 < b; (1 =1,...,m —1) gilt. Fiir ¢ = 1,...,m — 1 wihlen wir
¢iydiye; € [0,1] mit a1 < ¢; < d; < e; < b;. Damit konnen wir fir festes
i die Isotopie A auf [¢;_1,e;] so abdndern, daf fiir jedes s € [d;_1,d;] die
Inklusion Dy C D gilt.

Nachdem wir das fiir alle i gemacht haben, gilt A(D, [0, 1]) C D C D. Eine
weitere leichte Anderung der Isotopie liefert A(D,t) = D fiir alle ¢t € [0, 1].

»,2“ Seien f € Homdog(X,p) und A : X, x [0,1] — X, eine Isotopie von f
nach idy, ,. Da A stetig ist, bildet f jede Randkomponente 0; von ¥,
auf sich ab. A : Bild(:) x [0,1] — Bild(:), (z,t) — «(A( " (x),1)) ist eine
Isotopie auf Bild(:) von ¢t o f o1~ nach idgil(,). Diese lafit sich fortsetzen
zu einer Isotopie A : 3% x [0,1] — X249, fl(, 0) ist eine Fortsetzung von
vo four ', A kann so gewiihlt werden, daB A(-,1) die Identitéit auf 306 ist.
= ©(f) = [A(, 0)] = [A(, 1)] = [id]
= f € Kern(®)

Aus diesen drei Eigenschaften folgt die Behauptung, denn & faktorisiert zu einem Iso-
morphismus ® : Mod(¥,) — Mod(X7%), [f] — [f']. O

Wir wenden uns nun der Betrachtung von Kurven auf S zu. Mit deren Hilfe werden wir
spezielle Abbildungsklassen von S definieren.

Definition 1.5:

a) Ein (geschlossener) Weg in S ist eine stetige Funktion a : S' — S. Auf der Menge
aller Wege in S definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ durch

ay ~ as & a; >~ ag oder a; ~ a, .

Damit sei

FL(S) :={[a]~ : a Weg in S}

die Menge aller Isotopieklassen von nichtorientierten Wegen in S. Die Elemente
von . (S) heiflen Kurven in S.

b) Eine Kurve a heiit einfach, wenn sie einen injektiven Vertreter hat. Sie heifit
separierend, wenn sie einen injektiven Vertreter hat, der S in zwei Zusammen-
hangskomponenten zerteilt.
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c) Sei k € IN. Eine Kurve « heifit Geschlecht-k-separierend bzw. k-separierend, wenn
sie einen injektiven, separierenden Vertreter a hat, so dafl eine der Zusammen-
hangskomponenten von (S\a)®™ zu X1 bzw. zu X ;41 homéomorph ist. Sprech-
weise: ,, schneidet k Henkel bzw. £k Randkomponenten von S ab.*

d) Im folgenden unterscheiden wir nicht zwischen Kurven und ihren Vertretern, d.h.
wir bezeichnen sowohl einen Weg als auch seine Aquivalenzklasse als Kurve und
benennen beide mit demselben Symbol.

Bemerkung 1.6:

Sind f1, fo € Homoo(S) isotope Hombomorphismen auf S und ay, as isotope Wege in
S, so sind auch fi(a;) und fy(as) isotop. Wir haben also eine Aktion von Mod(S) auf
Z(5), die gegeben ist durch [f] - [a]~ == [f(a)]~.

Bemerkung 1.7:

Die im Beweis von 1.4 definierte Einbettung ¢ : X, < 379 induziert eine Bijektion
U S (Bgp) — L(29). Fiir jede Abbildungsklasse f € Mod(%,) und jede Kurve o €
S (Bgp) gilt 7(f - a) = ©(f) - 7(a), wobei @ : Mod (%, ;) — Mod(X}) der Isomorphismus
aus 1.4 sei. Somit gelten alle Ergebnisse, die wir fiir die Flache X, erzielen, auch fiir
259 und umgekehrt.

Definition und Bemerkung 1.8:

a) Zu jedem einfachen Weg a gibt es den (linken) Dehntwist t, € Mod(S), vgl. [FM, S.
55]. t, ist unabhéngig von der Orientierung von a, héngt aber von der Orientierung
von S ab. Isotope Wege liefern denselben Dehntwist. Daher konnen wir auch jeder
Kurve o € #(S) auf wohlbestimmte Art den (linken) Dehntwist ¢, € Mod(S) zu-
ordnen. Analog zur Sprechweise in 1.5d) bezeichnen wir fiir eine Kurve o € .#(.5)
mit ¢, je nach Kontext die Abbildungsklasse oder einen kanonischen Vertreter.

b) Dehntwists erfiillen folgende Eigenschaften:

o Ist a € .(S) nullisotop oder zu einer Randkomponente von S isotop, so gilt
to = [id].

e Fiir jedes f € Mod(S) und jedes a € #(S) gilt fotyo [~ =tya).

e Fiir disjunkte Kurven «, 8 € .(9) gilt t, otg =tz ot,.

e Fiir alle a, f € .7(9) gilt t, =t & a = 0.

Der Beweis dieser Aussagen ist in [FM, S. 55/60-62] zu finden.

Definition und Bemerkung 1.9:

a) Seien « eine Geschlecht-1-separierende Kurve und ¥;; € S eine zu X;; homdo-
morphe Zusammenhangskomponente von (S \ a)®™P. Dann gibt es genau eine
Abbildungsklasse o, € Mod(.S) mit den folgenden Eigenschaften:



1.1. Die Abbildungsklassengruppe Mod(S) 7

e 0, hat einen Vertreter s, € Homo6o(S) mit s4|s\x,, = ids\s, ;-
o 02 =1,

0o heiit (linker) Halbtwist um «.

b) Analog dazu gibt es zu jeder 2-separierenden Kurve o und jeder zu ¥, 3 homéomor-
phen Zusammenhangskomponente ¥y 5 C (S'\ o)™ genau eine Abbildungsklasse
0, € Mod(S) mit den folgenden Eigenschaften:
e 0, hat einen Vertreter s, € Homo6o(S) mit s4|s\5,, = ids\5,,-
o 02 =1,

0, heiBt (linker) Halbtwist um «. Die in ¥ 3 enthaltenen Randkomponenten von
S werden vertauscht.

c) Halbtwists erfiillen folgende Eigenschaften:

e Fiir jedes f € Mod(S) und jeden Halbtwist o, gilt fo o, 0 f™! = 0p).
e Je zwei Halbtwists um Geschlecht-1-separierende Kurven sind konjugiert. Je

zwei Halbtwists um 2-separierende Kurven sind konjugiert.

e Sind o, 03 Halbtwists um disjunkte Kurven «, 3, so gilt 0, 0 05 = 03 0 0,.

d) Beachte: Man kann sich auch fiir & # 1 bzw. k # 2 Halbtwists um Geschlecht-
k-separierende bzw. k-separierende Kurven a vorstellen. Diese sind jedoch nicht
durch die Teilfliche, die von « separiert wird, eindeutig bestimmt.

Beweis:

Existenz und Eindeutigkeit von Halbtwists folgen aus der Kenntnis der Abbildungs-
klassengruppen Mod(X; 1) = SLy(Z) und Mod(X3) = Ss. Ihre Eigenschaften werden
dghnlich wie in 1.8 nachgewiesen. U

Satz 1.10:

Fir b < 1 wird Mod(X,;) von endlich vielen Dehntwists erzeugt. Fir b > 2 wird
Mod(X,) von endlich vielen Dehntwists und endlich vielen Halbtwists erzeugt. Ein
mogliches Erzeugendensystem ist

MOd(E%b) = <ta1, e >tagat51> e ’tﬁgfl?t'}/l? e ,t.yg,t(;l, e ’t5b71’0-<€1’ .. '>0’€b71>’

wobei die Kurven Abbildung 1.1 entnommen sind.

Abbildung 1.1: Erzeuger von Mod(X, ;)
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Diese Aussage ist in [KM, S. 40/41] zu finden.
Definition und Bemerkung 1.11:

a) Das Zentrum von Mod(3,) ist gegeben durch:

Z(Mod(%,,)) g{ {Zl/}2Z ggnl;ie {(0,2),(1,0), (1,1),(1,2),(2,0)}

b) Fiir die Flichen ¥, 5 und ¥, gibt es jeweils eine spezielle Abbildungsklasse 1, die
hyperelliptische Involution. 1+ wird jeweils durch eine Drehung der Fliche um 180°
realisiert:

Abbildung 1.2: Hyperelliptische Involutionen

Die Abbildungsklasse 2 ist unabhéngig von der Parametrisierung der Fliache. Sie
bildet jede einfache Kurve der Flache auf sich ab und ist somit im Zentrum der
Abbildungsklassengruppe enthalten.

Beweis:

a) Fiir (¢,b) € {(0,0),(0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1)} ist die Aussage klar, da wir in
diesen Fillen die Abbildungsklassengruppe kennen (vgl. 1.2). Im folgenden seien
diese Fille ausgeschlossen.

Gegeben seien die Kurven 7' := {aq,..., 04,01, ... Bg—1,71, -+ Yg» 015 - - -, Op—1}
sowie €1,...,65—1 aus Abbildung 1.1. Dann gilt Mod(X3,;) = ({ta : o € T} U

{01,506, 1)

Sei f € Z(Mod(X,,)). Fiir jede einfache Kurve a € #(5,,) gilt tya) = fo
tao f7t =tyofoft=1t, also f(a) = a. Die Kurven aus T schneiden sich
paarweise hochstens einmal, und ihre Vereinigung ist zusammenhéngend. Daher
bleibt unter f entweder die Orientierung jeder Kurve aus T erhalten, oder alle

Orientierungen #ndern sich. Auflerdem ist S\ |J « eine Vereinigung endlich vieler,
a€cT
offener, disjunkter Kreisscheiben oder Kreisringe D, ..., Dy.

e Sei zunéchst ¢ > 1 und (g,b) & {(1,0),(1,1),(1,2),(2,0)}. Da f alle ein-
fachen Kurven auf sich abbildet und verschiedene D, von unterschiedlichen
Kurven berandet werden, wird jedes D; auf sich abgebildet. Da f orientie-
rungserhaltend ist, werden die Orientierungen der Rénder aller D; und somit
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die Orientierungen aller Kurven aus 7" erhalten. Daher kann o.E. davon aus-
gegangen werden, dafl f alle Kurven aus T" punktweise festldfit. Nach Lemma
1.3 ist f isotop zur Identitét.

= Z(Mod(X,,)) = {fid]}

Sei (g,b) € {(1,2),(2,0)}. Dann ist S\ |J a = D; U D, die Vereinigung
acT
zweier Kreisscheiben. Falls f die Orientierungen der Kurven aus 7' erhalt,

bildet f jedes D; auf sich ab, und nach Lemma 1.3 ist f isotop zur Identitét.
Im anderen Fall wenden wir diese Argumentation auf f o ¢ an und erhalten
f = 1 (Beachte hierbei, da} wir nicht benutzen, dal + die Eigenschaften
aus b) erfiillt. Wir denken uns ¢ in derjenigen Parametrisierung, die zu den
Kurven aus Abbildung 1.1 pafit.)

= Z(Mod(S,,)) € {fid], ¢

Die umgekehrte Inklusion werden wir im Beweis von b) nachholen.

Seien g = 0 und b > 5. Mod(Xy,) wird von den Halbtwists o.,,...,0.,_,
erzeugt, und die Kurven ey, ..., g, zerlegen X, in 2b—2 Teile Dy, .. ., Day_s.
Mit derselben Argumentation wie oben bildet f jedes D; auf sich und jede
der Kurven ¢4, ..., &, 1 orientierungserhaltend auf sich ab. Daher kénnen wir
wieder 0.E. davon ausgehen, dafl f die Kurven punktweise festlafit und somit
isotop zur Identitét ist.

= Z(Mod(Xo,)) = {[id]}

Sei schliefllich (g,b) = (0,4).
= MOd(Z()A) =2V, x PSLQ(Z), Vgl 1.2 und 2.10.

Sei ((;),i(g g)) € Z(V, x PSLy(Z)).
()= = ()= ((5). (51

= ((0)-=(a - ()= (o =)= (o)
=y=0und c=0und a=d= =1

Ersetzen wir ((8),j:<(1] 1)) durch ((8),%_—(1 ?)), so erhalten wir z = 0 und

= ()= ()= () £(30))

= Z(Mod(Zg4)) = Z(Vy x PSLy(Z)) = {1}

b) Sei S = X;5 oder S = 3. Zunéchst sei 1 diejenige hyperelliptische Involution,
die der zu den Kurven aus Abbildung 1.1 gehorigen Parametrisierung angepaft

ist:

bzw. —— M —ﬁ)o
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Offensichtlich bildet 2 alle obigen Kurven auf sich ab. Daher gilt 20t, = 10t,01 101

= lya) 0 2 =ty 01 fiir jedes « € T'und 100,, = zoaaloz_loz:al(al)oz:aaloz
im Fall S = 2172.

= ¢ kommutiert mit jedem Erzeuger von Mod(S).

=1 € Z(Mod(S5))

Da 1 die Orientierungen aller Kurven aus 7" umkehrt, gilt s # [id].

Fiir jede einfache Kurve o € .%(S) gilt t,a) = 10tq 04" = t, und somit 1(a) = a.
Ist nun j eine weitere hyperelliptische Involution, die einer anderen Parametri-
sierung der Fliche angepafit ist, so ist auch 7 ein nichttriviales Element von
Z(Mod(9)), also j = O

Abbildungsklassengruppen werden in der Literatur unterschiedlich definiert. Zum Ab-
schlufl dieses Abschnitts wollen wir einige andere Varianten vorstellen. Dazu sei S = ¥,
eine kompakte Fliche.

Definition 1.12:

a)

Die erweiterte Abbildungsklassengruppe Mod*(S) ist die Menge aller (orientie-
rungserhaltenden und orientierungsumkehrenden) Hom&éomorphismen f : S — S
modulo Isotopie. Mod(S) ist ein Normalteiler vom Index 2 in Mod*(S). Zu beach-
ten ist hierbei, dafl Isotopie stets den Orientierbarkeitstyp erhélt.

Die reine Abbildungsklassengruppe PMod(S) bzw. reine erweiterte Abbildungs-
klassengruppe PMod*(S) besteht aus allen Abbildungsklassen von Mod(S) bzw.
Mod*(S), die jede Randkomponente von S auf sich abbilden. PMod(S) bzw.
PMod*(S) sind Normalteiler in Mod(S) bzw. Mod*(S) von endlichem Index; es
gilt [Mod(S) : PMod(S) ] = [Mod*(S) : PMod*(S) ] = b!.

Die punktweise Abbildungsklassengruppe Mod!(S ) besteht aus allen orientierungs-
erhaltenden Homoomorphismen f : S — S, die auf 05 die Identitét sind, modulo
Isotopie, die auf 9S die Identitét ist. (Beachte: Fiir b > 1 sind alle Homomor-
phismen f :S — S mit f|ss = idys orientierungserhaltend.)

Bemerkung 1.13:

a)

b)

Fiir alle g € IN ist Mod'(3,,0) = PMod(%,,0) = Mod(%,,), da die Isotopiebegriffe
ibereinstimmen.

Es gibt einen Gruppenhomomorphismus ¢ : Mod(S) — S, in die symmetri-
sche Gruppe Sy, der jede Abbildungsklasse f € Mod(S) auf die von f indu-
zierte Permutation der Randkomponenten von S abbildet. ¢ ist surjektiv mit
Kern(yp) = PMod(S). Daher haben wir folgende kurze exakte Sequenz:

1 — PMod(S) — Mod(S) % S, — 1
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¢) Da der Isotopiebegriff aus 1.12c¢) stérker ist als der von 1.12b), gibt es einen ka-
nonischen Homomorphismus ¥ : Mod'(S) — PMod(S) € Mod(S). 1 ist stets
surjektiv. Weiter gilt:

e Fiir (g,b) = (0,1) ist Mod'(S) = PMod(S) = Mod(S) = {1}. Fiir (g,b) =
(0,2) gilt Mod(S) = Z/27 und PMod(S) = {1} und Mod'(S) = Z.

e Seien nun b > 1 und (g,b) & {(0,1), (0,2)}. Dann ist der Kern von 1 isomorph
zur freien abelschen Gruppe Z° und wird erzeugt von den Dehntwists um
diejenige Kurven, die zu den Randkomponenten von S isotop sind. Wir haben
also eine kurze exakte Sequenz

1 — 7' — Mod'(S) % PMod(S) — 1.

Beispiel 1.14:
Fir S = 2073 gllt

MOd*(ZO’g) = Sg X Z/2Z
MOd(ZQg) = 53
PMOd*(EQg) = Z/2Z
PMod (X ) = {1}
MOd!(EQg) = Z3

Beweis:

Jede Abbildungsklasse f € Mod (X 3) ist durch die Permutation der Randkomponenten
schon eindeutig bestimmt. Bildet f die Randkomponenten alle auf sich ab, so ist f
isotop zur Identitdat. Die punktweise Abbildungsklassengruppe wird von den Dehntwists
um die Rénder erzeugt.

Es gibt eine orientierungsumkehrende Abbildungsklasse 7 € Mod*(X3), welche die
Rénder von ¥ 3 auf sich abbildet. Da PMod (% 3) trivial und von Index 2 in PMod* (3 3)
ist, gilt PMod*(2g3) = {[id], 7}. Fiir jedes f € Mod (2 3) la8t foro f~'or™! die Rénder
von Y3 invariant, d.h. fo7o f~' o771 ist die Identitéit bzw. f o7 = 7o f. Somit gilt
MOd*(ZQg) = MOd(ZQg) D PMOd*(ZQg). ]

1.2 Der Hosenkomplex Z(S)

In diesem Abschnitt werden wir fiir die meisten Fléachen einen 2-dimensionalen polygona-
len Komplex Z(S), den sogenannten Hosenkompler, definieren und einige Eigenschaften
zitieren. Auflerdem werden wir erklidren, wie die Abbildungsklassengruppe Mod(.S) auf
diesem Komplex operiert.

Definition und Bemerkung 1.15:
Sei S = Y, eine kompakte Flache vom Geschlecht g mit b Randkomponenten.
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a) Eine Hosenzerlegung von S ist eine Menge P = {oy,...,a,} von einfachen,
paarweise disjunkten Kurven in S, so dafl jede Zusammenhangskomponente von
(S\ (qU...Uay))®™ eine Hose, d.h. hombomorph zu ¥ 3, ist.

b) Die Fliachen X0, 301, Xo.2, 1,0 haben keine Hosenzerlegung. Das sind genau die
Fliachen, deren Eulercharakteristik x(X,,) = 2 — 2g — b nichtnegativ ist.

c) Jede in b) nicht genannte Fliche hat eine Hosenzerlegung. Die Flidche X3 hat
genau eine Hosenzerlegung, nédmlich (). Es ist x(Zo3) = —1.

d) Sei P ={ay,...,a,} eine Hosenzerlegung einer Fliche .
o >, entsteht durch Verkleben der Hosen von P. Daher gilt:
0
2-29-b=x(Zp)= > x(H)= > -1

H Hose von P H Hose von P
= Jede Hosenzerlegung zerlegt S in 2g — 2 4+ b Hosen.

e Da jede Kurve aus P an zwei (nicht notwendig verschiedene) Hosen grenzt
und jede Hose von drei Kurven aus P oder 0S berandet wird, gilt:
2n 4 b =3 - (Anzahl der Hosen von P) = 69 — 6 + 3b
=>n=3g—3+0
= Jede Hosenzerlegung von S besteht aus 3g — 3 + b Kurven.

Von nun an sei S stets eine kompakte oder punktierte Fliache, d.h. S = ¥,; oder

S = %79, von negativer Eulercharakteristik und mit (g, b) # (0, 3).

Definition 1.16:

Sei P = {a,...,a,} eine Hosenzerlegung von S. Entfernt man ein «; aus P, so enthélt

(S\ U o)™ eine Komponente, die keine Hose, sondern zu ¥, ; oder ¥y 4 homéomorph
J#i

ist. Sei o eine andere Kurve in dieser Teilfliche, die ;; minimal schneidet, d.h. genau
einmal im Fall 3 ; und genau zweimal im Fall 3 4. Dann ist auch P := (P\{a;})U{c}}
eine Hosenzerlegung von S. Der Ubergang P — P’ heifit S-Move (simple move) im Fall
Y11 und A-Move (associativity move) im Fall 3 4. Beispiele fiir Moves sind in Abbildung
1.3 dargestellt.

Beachte: Ist P — P’ ein Move, dann ist auch P’ — P ein Move.

Abbildung 1.3: Ein S-Move (oben) und ein A-Move (unten)
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Definition 1.17:

Der Hosengraph 22'(S) ist ein ungerichteter Graph, dessen Ecken alle moglichen Ho-
senzerlegungen von S sind. Zwei Ecken P, P’ werden genau dann durch eine Kante
verbunden, wenn sie durch einen Move auseinander hervorgehen.

P2'(S) hat stets unendlich viele Ecken, und von jeder Ecke gehen unendlich viele Kanten
weg.

Definition 1.18:
Wir machen 92%(S) zu einem 2-dimensionalen Polygonalkomplex £(S), dem Hosen-
komplex von S, indem wir entlang der folgenden Wege 2-Zellen einkleben:

(3S) Ein Dreieck, dessen Kanten aus S-Moves innerhalb derselben Teilfldche 3, ; C S

=
/N
©2 — @>

(3A) Ein Dreieck, dessen Kanten aus A-Moves innerhalb derselben Teilfliche ¥y4 C S
bestehen:

Beachte: (3S) und (3A) zusammen besagen, daf in jedes in £'(S) vorkommende
Dreieck eine 2-Zelle eingeklebt wird.

(4C) Ein Viereck, dessen Kanten aus kommutierenden Moves in unterschiedlichen Teil-
flachen bestehen:
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(5A) Ein Fiinfeck, dessen Kanten aus A-Moves innerhalb derselben Teilfliche X5 C S
bestehen, so daf} jede Kurve, die in ¥ 5 liegt, in genau zwei der Hosenzerlegungen

B
\ /

(6AS) Ein Sechseck der Form {vi,7} — {71,7} — {73, 74} — {70,735} — {7a. %6} —
{72,76}, wobei 71, ...,7 in einer Teilfliche 3,5 C S liegen, die Moves 71 — 74

sowie 5 — 74 S-Moves sind und die iibrigen Moves A-Moves sind:

B
-

Beachte: 73, v sind separierend und vy, 72, V4, ¥5 sind nichtseparierend.

Satz 1.19:
P1(9) ist zusammenhingend. £2(S) ist einfach zusammenhiingend.

Das wurde in dem Artikel [HLS] bewiesen. Fiir die erste Aussage sind die Einzelheiten
in [Wo| ausgefiihrt.
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Definition und Bemerkung 1.20:
In 1.6 wurde eine Aktion von Mod(S) auf der Menge .#(S) aller Kurven in S definiert.
Diese induziert eine Aktion von Mod(S) auf der Menge 22°(S) aller Hosenzerlegungen

von S durch f-{ay,..., .} = {f(1),..., flan)}

Sind zwei Hosenzerlegungen P, P’ von S durch einen Move verbunden, so auch die Bilder
f+-Pund f-P' fiir jedes f € Mod(S). Ist ein Weg Py — Py — ... — Py, — Py der Rand
einer 2-Zelle in Z(S), so auch der Bildweg f-P; — f - Py — ... — f- P, — f - P1.
Daher operiert Mod(S) auch auf Z2(S).

In Bemerkung 4.5 werden wir lernen, dafl diese Aktion niemals inversionsfrei ist.

Definition 1.21:
Sei P eine Hosenzerlegung von S. Der zu P assoziierte Graph I'(P) ist wie folgt definiert:

V3(T'(P)) := Menge der Hosen von P
Vi(I'(P)) := Menge der Randkomponenten? von S
V(L(P)) := V5((P)) U Vi(I'(P))

K;(T'(P)) := Menge der Kurven von P
K,.(T'(P)) := Menge der Randkomponenten? von S
K(I'(P)) == Ki(I'(P)) U K,.(I'(P))

Grenzt eine Kurve o € P in S an die Hosen H; und Hs an (es ist H; = Hy moglich), so
ist @ in I'(P) eine geometrische Kante, die die Ecken H; und Hs verbindet. Grenzt eine
Randkomponente 0 C 95 in S an die Hose H an, so ist 0 in I'(P) eine geometrische
Kante, die die Ecken H und 0 verbindet. Damit sind Elemente aus V3(I'(P)) Ecken der
Valenz 3 und Elemente aus Vi(I'(P)) Ecken der Valenz 1. In I'(P) gibt es 2g — 2 + b
Ecken der Valenz 3, b Ecken der Valenz 1 und 3¢9 — 3 4+ 20 Kanten.

Definition und Bemerkung 1.22:

Ein endlicher, zusammenhéngender, ungerichteter Graph I' heifit hosenzuldssig, wenn er
nur Ecken der Valenz 1 und 3 hat. Fiir jede Hosenzerlegung P ist I'(P) hosenzulissig,
und umgekehrt gibt es zu jedem hosenzuldssigen Graphen I' eine Fliche S und eine
Hosenzerlegung P von S mit I' = I'(P).

2Die Mengen V(I'(P)) und K (I'(P)) sind abstrakt gegeben, d.h. wir kiimmern uns nicht darum,
daB V(I'(P)) N K(T(P)) # 0 gilt.
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Bemerkung 1.23:

Die Konstruktion von 1.21 kann verallgemeinert werden (vgl. den Artikel [V]): Ein Re-
duktionssystem {aq,...,ar} auf S ist eine Menge von einfachen, paarweise disjunkten,
nicht nullisotopen und nicht zu einer Randkomponente von S isotopen Kurven, d.h.
{ai,...,a;} kann zu einer Hosenzerlegung von S ergénzt werden.

Jedes Reduktionssystem {av,...,a;} auf S definiert einen Graphen I'({aq,...,ax})
analog zu Definition 1.21, und jeder endliche, zusammenhéngende Graph entsteht durch
ein geeignetes Reduktionssystem auf einer geeigneten Fléche.



Kapitel 2

Die Flachen 31 1 und g 4

In diesem Kapitel wollen wir fiir die Flachen S = ¥ ; und S = ¥4 die Aktion der Ab-
bildungsklassengruppe Mod(.S) auf dem Hosenkomplex &2(S) untersuchen. Diese beiden
Flachen bilden die Grundlage fiir die Bearbeitung des allgemeinen Falls.

2.1 Die Flache 3,

Auf R?\ Z? definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ durch x ~y & z —1y € Z2. Der
Quotient (R? \ Z?)/. zusammen mit der Quotiententopologie ist eine nichtkompakte
Fliiche, die homéomorph zu %79 ist, schreibe also 379 = (R*\ Z?)/.. Die kanonische

Projektion p : R? \ Z* — X9 ist eine unverzweigte Uberlagerung.

Auf R?\ Z? operiert die Gruppe A aller orientierungserhaltenden, invertierbaren, affinen
Abbildungen @ : z +— Ax+b (A € SLy(Z), b € Z?). Aist isomorph zu Z? xSLy(Z) durch
den kanonischen Isomorphismus (b, A) — (® :  +— Az +b). Zur Erinnerung: Z?xSLy(Z)
erhiilt die Struktur eines semidirekten Produkts durch ¢ : SLy(Z) — Aut(Z?), A —
(b +— Ab). Die Verkniipfung in Z? x SLy(Z) ist (b, A)x (', A") = (A +b, AA’). Neutrales
Element ist (0, &), wobei € die Einheitsmatrix in SLy(Z) ist, und das zu einem Element
(b, A) € Z? x SLy(Z) inverse Element ist (b, A)™' = (—A~'h, A71).

Jedes ® € A ist ein Homdomorphismus auf R?\ Z2. Je zwei verschiedene solche Homdo-
morphismen sind nicht isotop. Jeder weitere Homdomorphismus f : R?* \ Z? — R?\ Z?
ist zu einem ® € A isotop. Daher gilt Mod(R? \ Z?) & A = Z?* x SLy(Z).

Bemerkung 2.1:

a) Jedes ® = (b, A) € Z? x SLy(Z) ist vertriiglich mit der Aquivalenzrelation ~,
induziert also eine Abbildung ® : 39 — X79. Auch @' ist ein Homdomorphismus.

b) Fiir &1 = (by, Ay), By = (by, As) € Z2 x1 SLy(Z) gilt @ = D)) & Ay = A,.

17
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Beweis:

a) Seien z,y € R?\ Z* mit z ~ y.
=x—yel?
= &(z) — D(y) = (Ax +b) — (Ay + b) = A(z — y) € Z*
= a(x) ~ 2(y)
Damit folgt die erste Behauptung. Da sowohl ® als auch (®')~! = (&1 stetig
sind, ist @’ ein Homdomorphismus.

b) @) =), &VreR*\Z*: Oi(x) ~ Dy(x)
SVreR*\Z%: &(x) — Py(z) = (A1x + b)) — (Asz + by) € Z2
SVreR?\Z?: (A — Ay)x €72
S A=A O

Sind ®; = (by, Ay), Py = (by, Ay) € Z*xSLy(Z) mit Ay # As, so sind @, ®), nicht isotop.
Umgekehrt ist jeder Homoomorphismus f : 379 — X9 zu einem @' fiir ein geeignetes
® = (b, A) € Z* x SLy(Z) isotop. Daher ist die Zuordnung Z> x SLy(Z) — Mod(X}9),
® +— @' ein surjektiver Gruppenhomomorphismus mit Kern Z? x {€}, und wir erhalten:

Bemerkung 2.2:
Mod(X79) = SLy(Z)

Die einfachen Kurven in %79 werden durch die Bilder von Geraden in R?\ Z? mit ra-
tionaler Steigung reprisentiert.! Zwei einfache Kurven in 219 sind genau dann isotop,
wenn die zugehorigen Geraden dieselbe Steigung haben. Daher geben wir die Isotopie-
klasse einer einfachen Kurve mit [p, ¢] an, wobei p, ¢ € Z mit ggT(p,q) = 1 ist. Da wir
nur unorientierte Kurven betrachten, gilt stets [p, q] = [—p, —¢q].

Zwei Kurven? [p,q] und [z,y] schneiden sich genau dann minimal, d.h. in genau einem
Punkt, wenn

det(p q)zpy—q:cz:l:l
Ty

gilt. Sind [p, ¢, [z, y], [s,t] drei Kurven, die sich paarweise minimal schneiden, so gilt
[s,t] = [p+z,q+y] oder [s,t] = [p—x,q—y] (vgl. [Wo]). Der Hosengraph &' (¥79) von
319 ist der Fareygraph (vgl. Abbildung 2.1), dessen Ecken alle Kurven [p, ¢] sind und
in dem zwei Ecken genau dann durch eine Kante verbunden sind, wenn sie minimalen
Schnitt haben. Der Hosenkomplex Z(%}9) entsteht aus ' (X{9), indem in jedes in
21 (¥19) vorkommende Dreieck eine 2-Zelle eingeklebt wird.

! Die Bilder von Geraden in R? \ Z? mit irrationaler Steigung unter der Uberlagerung p sind nicht
geschlossene, unendlich lange, in 379 dichte Geoditische.
2Von nun an schreiben wir nur ,, Kurve“ statt , einfache Kurve“.
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Abbildung 2.1: Der Fareygraph

Bemerkung 2.3:
Die Abbildungsklassengruppe Mod(X}9) operiert auf 2°(X79) durch Matrixmultiplika-
tion:

(Z Z) lpral = [ap +ba, cp+ d]

Wir kénnen nun die Stabilisatoren und den Quotienten unter der Aktion von Mod(¥79)
auf Z(X79) bestimmen.

Bemerkung 2.4:
a) Stab([1,0]) = {(g g) cee{l,—1},beZ} 27 x Z)2Z
b) Ist [p,q] eine beliebige Kurve in X79 und sind z,y € Z mit pr + qy = 1, so gilt
(7 72) - [1.0] = [p.] und Stab([p.q]) = (7 ) -Stab([1,0) - (7 %) "
c¢) Mod(X79) operiert transitiv auf Z°(379).

Beweis:

a) Sei A= (g g) e Stab([1, 0]).
=[1,00=A-]1,0] =[a,c]=a=+1lund c =0
Wegen A € SLy(Z) gilt 1 = ad — be = ad und somit a = d = +1.

b) ist offensichtlich, und c) folgt aus b). O
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Bemerkung 2.5: B
Seien K := ([1,0] — [0, 1]) die orientierte Kante von [1,0] nach [0,1] und K die zu K
entgegengesetzt orientierte Kante.

a) Stabl (K) := .
- . 2k R 0 0 -1
Stab> (K) := {A € SLy(Z ).A~IC—IC}—{(_1 )(1 0)}
Stab,e (K) := Stab, (K) U Stab_.(K)

1) () (o). (e =

b) SLy(Z) operiert transitiv auf allen Kanten. Insbesondere wird jede Kante unter
dieser Aktion invertiert.

~— ~—

Beweis:

a) Das beweist man genau wie in 2.4.
b) Sei K' = ([p,q] — [z, y]) eine Kante mit py — gz = 1.

:><qy) [1,0] = [,]und( ) 0,1] = [z,y]:><§§).]€zlc/ 0

Bemerkung 2.6:
Seien A = ([1,0] — [0, 1] — [1,1]) das orientierte Dreieck mit den Ecken [1, 0], [0, 1] und
[1,1] und A = ([1,0] — [1,1] — [0,1]) das zu A entgegengesetzt orientierte Dreieck.

a) Staby,(A) := Stab([1,0]) N Stab([0, 1]) N Stab([1, 1])

:{(é (IJ),(—(I) _g)}gZ/QZ

Stabe,(A) := {A € SLy(Z) : A- A=A}
(09 (1) () (o) (o) (e = e
Stabper(A) == {A € SLy(Z) : A-{A, A} = {A,A}} = Stab,,(A)
b) Es gibt kein A € SLy(Z), aber ein A € GLy(Z) = Mod*(X75) mit A- A = A.
c¢) Unter der Aktion von Mod(X79) auf den Dreiecken von Z(¥79) gibt es zwei

Bahnen.

Beweis:

a),b) Das beweist man genau wie in 2.4.

c¢) Sei A" = ([p,q] — [r,y] — [s,t]) ein Dreieck in &(X79) mit py — gz = 1. Es ist
[s,t] = [p+ x,q+y] oder [s,t] = [p— x,q — y]. Im ersten Fall gilt (q y) A=A

im zweiten Fall gilt <*Z P ) -A = A’. Da A und A nicht in derselben Bahn liegen,
folgt die Behauptung. O
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Wir haben nun alle Stabilisatoren und Bahnen bestimmt und kénnen den Quotienten
aufstellen. Da Mod(X}9) weder inversionsfrei auf den Kanten noch drehfrei auf den
2-Zellen operiert, miissen wir dazu &(379) baryzentrisch unterteilen:

Abbildung 2.2: Der baryzentrisch unterteilte Fareygraph

Proposition 2.7:
Der Quotientenkomplex 2(¥19) ist ein Dreieck, in welches zwei 2-Zellen eingeklebt sind.
Er ist also zur Sphiire S? homdomorph.

Sei nun X ; eine kompakte Fléiche vom Geschlecht 1 mit einer Randkomponente. Nach
1.4 und 2.2 gilt Mod(X;,1) = Mod(¥79) = SLy(Z). Wir wihlen eine Einbettung ¥, ; —
319 und identifizieren die Kurven auf X;; mit den Kurven [p,q] auf ¥79 (vgl. 1.7)
und somit den Hosenkomplex &(¥ ;) mit &2(X79). Mod(%1) = SLy(Z) operiert auf
P (%4,1) ebenfalls durch Matrixmultiplikation.

Bemerkung 2.8:

Sei ¢ : ¥1; — S eine Einbettung von 3;; in eine Fldche S. Jede Abbildungsklasse
f € Mod(X;1) hat einen Vertreter F Y11 — Xy mit F‘agl’l = id. Daher gibt es einen
Homé&omorphismus F' : S — S mit Flg\y,, = id und Flg,, = F. Wir sagen, daB zu
jedem A € SLy(Z) eine Abbildungsklasse f € Mod(S) existiert mit f|s\x,, = id und
fls,, = A. Beachte: f ist in der Regel nur bis auf einen Dehntwist um 03 ; eindeutig
durch A bestimmt.
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2.2 Die Flache 34

In Abschnitt 2.1 haben wir eine Aquivalenzrelation aus R? \ Z? herausfaktorisiert, um
Y19 zu erhalten. Wir gehen nun &hnlich vor.

Auf R? \ Z? definieren wir eine Aquivalenzrelation ~ durch
r~y e JzeZPee{l,—-1}: x=cy+2z

(vgl. Abbildung 2.3). Der Quotient (R?\ Z?) /~ zusammen mit der Quotiententopologie
ist eine nichtkompakte Fliche, die homdomorph zu 3¢9 ist, schreibe also %59 = (R?\

77?) /. Die kanonische Projektion p : R*\ Z? — X ist eine unverzweigte Uberlagerung.

A

vIirtvIrR| VI R

dlAlalalula

VIR|V|R|V|R L,
glalalalala (Kissen)
VIR|VIR|V IR

(V' = Vorderseite, R = Riickseite)

Abbildung 2.3: Die Aquivalenzrelation ~ auf R?\ Z?

Bemerkung 2.9:

a) Jedes ® = (b, A) € 72 x SLy(Z) ist vertriiglich mit der Aquivalenzrelation =,
induziert also eine Abbildung @ : 39 — 9. Auch @' ist ein Homdomorphismus.

b) Fir (I)l = (bl,A1>, (I)g = (bg,AQ) S Z2 X SLQ(Z) gllt
Cbll = (I)é S A =+Aund by — by € (2Z)2

Beweis:

a) Seien x,y € R?\ Z* mit z ~ y.
=3dzeZ?ce{l,—1}: z=cy+2z
= Q) =Ar+b=c-P(y)+2-Az+(1—¢)-b
——
€{0,2}
= O(z) =~ P(y)
Damit folgt die erste Behauptung. Da sowohl ® als auch (®')~! = (&1 stetig
sind, ist ' ein Homdomorphismus.
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b) =% Sei & = P).
=VreR*\Z?: &(z) ~ Py(x)
=VreR*\Z?3Je, € {1,-1},2, € Z%: Az +b) =, (Agx +by) + 22,
=VreR*\Z?3e, € {1,-1},2, € Z%: (A] — g, A2)x = by — by + 22,
= Jeefl,~1},2€7: (A1—5A2)~<\’/T§):b2—bl+2z622
= A; — €Ay = 0 und somit auch by — by +22 =0
= A; = Ay und by — by = 22 € (27)*

,<=% Seien € € {1,—1} und z € Z? mit A; = Ay und by = by + 2z.
=VreR*\Z?: ®(x) = Az + b =cAyx + by + 22
=c - Oy(x)+ (1 —€)ba+ 2
~ Py(x) O

Sind @, ®y € 7% x SLy(Z) mit O # @), so sind ¥, ®), auch nicht isotop. Umgekehrt ist
jeder Homéomorphismus f : 359 — ¥4 zu einem @’ fiir ein geeignetes ® € 7% xSLy(7)
isotop. Daher ist die Zuordnung 7> x SLy(Z) — Mod(X39), ® — @' ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus mit Kern (27Z)? x {€, —€}, und wir erhalten:

Bemerkung 2.10:
Mod(¥59) = (Z,)27))* x PSLy(Z) =: Vy x PSLy(Z)

Wie in Abschnitt 2.1 sind auch hier die (einfachen) Kurven auf ¥ durch Geradenstei-
gungen [p, ¢] mit p,q € Z, ggT(p,q) = 1, [p,q] = [—p, —q] gegeben, und zwei Kurven
[p,ql, [z, y] schneiden sich genau dann minimal, d.h. in genau zwei Punkten, wenn

det(p q) =py —qr = =1
Ty

gilt. Es ist 2(35%) = £(¥79) der mit Dreiecken ausgefiillte Fareygraph (vgl. Abbildung
2.1).

Bemerkung 2.11:
Die Abbildungsklassengruppe Mod(33) operiert auf 2°(349) durch Matrixmultiplika-
tion:

(0) = (00 =l tppa

Y

Auch die Berechnung der Stabilisatoren und des Quotienten erfolgt analog zu Abschnitt
2.1. Wir lassen die Beweise aus.

Bemerkung 2.12:
a) Stab([L,0]) = {((;),i(; f;)) Ly €LJ2LbE LY 2V} T

b) Mod(X§5) operiert transitiv auf 2°(35).
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Bemerkung 2.13: B
Seien K := ([1,0] — [0, 1]) die orientierte Kante von [1,0] nach [0,1] und K die zu K
entgegengesetzt orientierte Kante.

a) Stab} (K) := Stab([1,0]) N Stab([0,1]) = Vi x {+€} =V,
Stab,, (K) = {f € Mod(¥g5) + F(K) =K} = Vax {&( _J4)}
Stab,.(K) := Stab’ (K) U Stab_, (K)

=V, x {i<0 1),i<_1 0)} =V, x7/27
Staby,,-(KC) ist somit isomorph zur Diedergruppe Dj.

b) Mod(X§9) operiert transitiv auf allen Kanten. Insbesondere wird jede Kante unter
dieser Aktion invertiert.

Bemerkung 2.14:
Seien A = ([1,0] — [0, 1] — [1, 1]) das orientierte Dreieck mit den Ecken [1, 0], [0, 1] und
[1,1] und A = ([1,0] — [1,1] — [0,1]) das zu A entgegengesetzt orientierte Dreieck.

a) Stab,,(A) := Stab([1,0]) N Stab([0, 1]) N Stab([1,1]) = Vi x {£€} =V}
Stab,(A) := {f € Mod(X39) : f(A) = A}

=V {5 9) (1) (1 )y =vixz/sz
Stabper(A) = {f € Mod(%§9) : fH{A,A}) = {A, A}} = Stab,,(A)
Stab,,(A) und Stab,,,.(A) sind somit isomorph zur alternierenden Gruppe Ay.

b) Es gibt kein f € Mod(¥g9), aber ein f € Mod™(X§%) mit f(A) = A.

c) Unter der Aktion von Mod(X§9) auf den Dreiecken von Z(¥f9) gibt es zwei
Bahnen.

Proposition 2.15:

Mod(35%) operiert weder inversionsfrei auf den Kanten noch drehfrei auf den 2-Zellen,
d.h. wir gehen zur baryzentrischen Unterteilung von &2(%39) iiber, vgl. Abbildung 2.2.
Der Quotientenkomplex 2(X§9) stimmt mit 2(379) iiberein.

Sei nun Yy 4 eine kompakte Flache vom Geschlecht 0 mit 4 Randkomponenten. Nach
1.4 und 2.10 gilt Mod(X4) = Mod(359) = Vi x PSLy(Z). Wir wihlen eine Einbettung
Yo — g% wie im Beweis von 1.4 und identifizieren die Kurven auf ¥4 mit den
Kurven [p, q] auf X339 und somit den Hosenkomplex & (X 4) mit &2(X5%). Mod(¥g4) =
Vi x PSLy(Z) operiert auf (X 4) ebenfalls durch Matrixmultiplikation.

Weiterhin identifizieren wir die Randkomponenten von 3,4 mit den Punktierungen

p<8), p(é), p(}), p(?) von 359, das sind die Vektoren (8), <é>, <i>, (?) S
Bzgl. dieser Identifikation operiert Mod(X 4) = Vj x PSLy(Z) auf den Randkomponen-
ten durch
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Bemerkung 2.16:

a) Nach 1.13b) haben wir die exakte Sequenz

1 — PMOd(Z()A) S MOd(E()A) e S4 — 1.

b) Unter der Isomorphie Mod(34) = Vy x PSLy(Z) gilt:
PMod(Sg) = {(b, £A) € Vi x PSLy(Z) + (b,+A)- (1) = () fiw alle (1) € Vi}

= {((8),:&(‘; Z)) € V; x PSLy(Z) : a,d ungerade, b, ¢ gerade}

Bemerkung 2.17:
Sei ¢ @ Yp4 — S eine Einbettung von X4 in eine Flache S. Jede Abbildungsklasse

f= ((8),:&(‘; Z)) € PMod(%o4) (mit a,d ungerade und b, ¢ gerade) bildet die Rand-

komponenten von ¥4 jeweils auf sich ab, d.h. sie hat einen Vertreter F Y04 — Xoa
mit F los,.. = id. Daher gibt es einen Homomorphismus F : S — S mit F|g\y,, = id
und Fls,, = F. Wir sagen, daB zu jedem (b, £4) € PMod(2g4) eine Abbildungsklasse
f € Mod(S) existiert mit f|s\5,, =id und fl|s,, = (b, £A).






Kapitel 3

Stabilisatoren

Es sei stets S = Y, eine kompakte, orientierbare, zusammenhingende Fléche vom Ge-
schlecht g mit b Randkomponenten 0y, . .., d, und negativer Eulercharakteristik x(S) =
2—2g—b. Die Abbildungsklassengruppe Mod(S) operiert auf dem Hosenkomplex &2(5)

durch f-{aq,...,a,} = {f(aa),..., f(an)}, vgl. 1.20. Wir wollen die Stabilisatoren
unter dieser Aktion studieren.

Zunéchst seien die Flachen Y3, ¥04, 21,1, 21,2, 22,0 ausgeschlossen. Diese Flachen wer-
den wir in Abschnitt 3.4 separat untersuchen.

3.1 Stabilisatoren von Ecken

Sei P = {ay,...,qa,} eine Hosenzerlegung von S (mit n = 3g — 3 + b). Nach Vor-
aussetzung gilt S & {Xo3, Xo4, 21,1, 212, 220}, deshalb konnen wir die Kurven von
P so anordnen, dafl aq,...,qa, die Geschlecht-1-separierenden und a1, ..., a, die 2-
separierenden Kurven von P sind, vgl. 1.5¢). Zu jedem dieser o (i = 1,...,s) haben
wir in 1.9 den linken Halbtwist o, definiert.

Definition 3.1:
Stab(P) := {f € Mod(S) : f-P =P}

Stab,,(P) := {f € Mod(S) : f(a) = fiir allei =1,...,n}
Staby ,(P) := {f € Mod(S) : f(B) = p fiir alle § € {u,...,an,01,...,00}}
Stabr(P) == (Tays- -, 0ars Tapyrs -+ Oags tagsrs - - - s tan)

Stab7(P) == (Tays- - Oaystarins -« > tags tagiss - - - s tan)

Es gilt Stab7.(P) C Staby(P) C Stab,,(P) und Stabz(P) C Stab,,(P) C Stabp,(P).
Alle angegebenen Gruppen sind Normalteiler von Stab(P). Stabr(P) und Stab.(P) sind
freie abelsche Gruppen vom Rang n. Der Index von Stab’.(P) in Stabr(P) ist 2°7", und
es gilt Stabp(P)/ Stabl.(P) = (Z,/27)".

Proposition 3.2:
Staby,, (P) = Staby(P)
Stab,,,(P) = Staby.(P)

27
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Beweis:

Die Inklusion ,, D ist jeweils klar. Sei also f € Stab,,(P). Wir nehmen zunéchst an,
dafl es eine Kurve a; € P gibt, die von f auf die entgegengesetzt orientierte Kurve
abgebildet wird. Insbesondere vertauscht f die an «a; angrenzenden Hosen (sofern es
zwei verschiedene Hosen sind). Wir unterscheiden folgende Fiélle:

1. Fall:

2. Fall:

3. Fall:

4. Fall:

a; grenzt an genau eine Hose H an. Dann gibt es eine Kurve 8 mit 0H = o; U[.
Wegen S # ¥ ist 3 eine Kurve aus P. Daher ist o5 € Stabl.(P) und f o og
eine Abbildungsklasse, die die Orientierung von «; erhalt.

= O.E. wird die Orientierung von «; erhalten.

«; grenzt an zwei verschiedene Hosen Hq, Hy an, und es gibt zwei weitere Kurven
B,v € P, die an H; und H, angrenzen. Dann ist S = ¥, , was wir ausgeschlossen
haben, d.h. dieser Fall kommt nicht vor.

«; grenzt an zwei verschiedene Hosen Hy, Hy an, und es gibt genau eine weitere
Kurve 3, die an H; und Hy angrenzt. Da H; und H, vertauscht werden, ande-
rerseits aber jedes o; € P von f auf sich abgebildet wird, kann es aufler 5 und
a; keine weitere Kurve in P geben. Somit ist S = ¥; 5. Auch diesen Fall haben
wir ausgeschlossen.

«; grenzt an zwei verschiedene Hosen Hy, Hs an, und es gibt keine weitere Kurve,
die an H; und H, angrenzt. Dann gibt es in P keine weitere Kurve, und H;, Hy
sind die einzigen Hosen der Hosenzerlegung P. Es ist also S = ¥ 4, was ebenfalls
nicht zulédssig ist.
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Insgesamt diirfen wir annehmen, dafl jede Kurve aus P orientierungserhaltend auf sich
abgebildet wird. Als néchstes zeigen wir, dafl wir auch o.E. annehmen konnen, daf} jede
Randkomponente auf sich abgebildet wird. Fiir f € Staby, (P) ist das nach Vorausset-
zung gegeben. Ist f € Stab,,(P), so seien d,,0, C 0S5 verschiedene Randkomponenten
mit f(d,) = 0, und H,, Hy diejenigen Hosen mit 0, € 0H; und 9, C 0H,. Dann gibt
es (wegen S # Yy3) Kurven a;,; € P mit a; C 0H; und o; € 0H, und f(o;) = .
Somit ist ; = ; und, da o; von f orientierungserhaltend auf sich abgebildet wird, auch
Hl = HQ.

= 04, € Stabp(P) und f o o,, bildet 0,0, jeweils auf sich ab.

Da f alle Kurven aus P und alle Kurven aus 95 orientierungserhaltend auf sich abbildet,
finden wir einen Vertreter F': S — S, der all diese Kurven punktweise festlafit. Dieses

F kann zerlegt werden in F' = IT F| g, wobei
H Hose von P

Flata) = { £0 e

Nach 1.14 ist MOd!(EQ’g) eine freie abelsche Gruppe vom Rang 3, die von den Dehntwists
um die Randkomponenten von Y3 erzeugt wird. Somit ist jedes F|y isotop zu einer
Verkettung von Dehntwists um die Kurven von 0H (modulo Isotopie, welche auf S\ H
die Identitét ist), d.h. f ist eine Verkettung von Dehntwists um die Kurven von P UQJS.
Da die Dehntwists um die Randkurven 0y, ..., 0, trivial sind, ist f eine Verkettung von
Dehntwists um die Kurven von P und somit ein Element von StabZ.(P). O

Folgerung 3.3:
Stab,.,(P)/ Staby,,(P) = (Z/27,)°~"

Zu jeder Hosenzerlegung P von S sei I'(P) der assoziierte Graph, vgl. Definition 1.21.
Es gibt einen kanonischen Gruppenhomomorphismus 4p : Stab(P) — Aut(T'(P)), der
jeder Abbildungsklasse f € Stab(P) den von ihr induzierten Graphenautomorphismus
zuordnet.

Bemerkung 3.4:

a) p ist surjektiv.

b) Kern(9p) = (tay, -, ta,)
Beweis:

a) Sei p : ['(P) — I'(P) ein Graphenautomorphismus. Wir definieren einen Ho-

moomorphismus F auf der Menge a; U ... U «,, U 05, indem wir jede Kurve



30 Kapitel 3. Stabilisatoren

B € {ay,...,a,,01,...,0,} hombomorph auf die Bildkurve (/) abbilden und
dabei die Orientierung beachten. F kann ins Innere jeder Hose fortgesetzt werden
zu einem Homoomorphismus F' : S — S, da fiir jede Hose H die an H angren-
zenden Kurven auf die an ¢(H) angrenzenden Kurven abgebildet werden. Fiir die
zugehorige Abbildungsklasse f = [F] gilt 4p(f) = .

b) Offensichtlich ist (ta,,...,ta,) € Kern(9p). Sei umgekehrt f € Kern(4p). Wegen
Kern(yp) C Stab:, (P) 2 Staby(P) gibt es my,...,m, € Z mit f = o o...0

ogrotgrito.. oty my,...,m, sind gerade, denn sonst wiirde eine der Schleifen
in I'(P) invertiert im Widerspruch zu 4p(f) = id.
= f :tﬁl/zo...otﬁr/zotﬁy o...othm € (tay,---tay,) O

Es gibt (wie zu jedem Graphen) einen Homomorphismus pp : Aut(I'(P)) — Ssg—342,
der jedem Automorphismus die von ihm induzierte Permutation der Kanten! zuordnet.
Setze Yp ‘= Pp O ’A)/'p . St&b(P) — Sgg_3+2b.

Bemerkung 3.5:
Es gilt Kern(yp) = Stab,,(P) = Staby(P). Fiir T := Bild(yp) haben wir also die kurze
exakte Sequenz

1 — Stabi(P) — Stab(P) % Tp — 1.

Beweis:
f € Kern(yp) < ppogp(f) =id B
< VEke K(I'(P)): 4p(f)(k) =k oder 4»(f)(k) =k
S Vo, € P f(OéZ) =qa; und V0 : f(az) =0,
& f € Stab,, (P) O

Obige kurze exakte Sequenz spaltet im allgemeinen nicht, wie wir an folgendem Beispiel
sehen werden.

Beispiel 3.6:
Auf der Fléche S = Y3, betrachten wir folgende Hosenzerlegung P:

— — —
180° 180°
S —C—

I Alternativ kénnte man auch die Permutation der Ecken betrachten.
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Annahme: Es gibt einen Schnitt sp : Tp — Stab(P).
Seien 7 € Aut(I'(P)) der Automorphismus, der den oben skizzierten Teil von I'(P) um
180° dreht, und f := sp(m). Sei o € Stab(P) der Halbtwist um «;, der die ganze linke
Seite von S um 180° dreht. Es gilt vp(f) = vp(0) = 7, also foo™! € Kern(yp) 0
Stabl.(P).
= Es gibt my,...,mg € Z mit f =t o...0t7%o0.
= id = sp(id) = sp(n?) = (sp(m))? = f2=t"o.. .0t ogollMo.. .ot o0
Es gilt t,, 00 = 0 0t,, und t,, o0 = o ot,,. Fiir alle anderen ¢ gilt ¢,, 0o 0 = 0 o t,,.
AuBerdem ist 02 = t,,. Daher erhalten wir:
id=f2=tllo...oths ot ol ot ot o t7 o t7% 0 ¢°

— timl o tg;nQ o t;r;3+m4 o t;r13+m4 o tirsns)—i—l o tngﬁ
Das ist ein Widerspruch, da 2ms + 1 niemals 0 werden kann. Somit spaltet die zu P
gehorige kurze exakte Sequenz nicht.

3.2 Stabilisatoren von Kanten

In diesem Abschnitt sei K = (P — Q) eine gerichtete Kante im Hosenkomplex Z2(S5)
mit P = {o,qs,...,a,} und Q = {8, a9,...,a,}. Wir unterscheiden zwischen dem
Stabilisator der gerichteten Kante und dem Stabilisator der geometrischen Kante.

Definition 3.7:

a) Stabl (K):={f € Mod(S) : f-K = K} = Stab(P) N Stab(Q)

Stab_ (K) := {f € Mod(S) : f-K =K}

Stab,,..(K) := {f € Mod(9) : f-{K,K} = {K,K}} = Stab/, (K) U Stab_,(K)
b) Fg:={f € Mod(S)| f(e) = o und f(3) = 8}

Foyi={f € Mod($) | f(a) = 4 und £(5) = a}

Bemerkung 3.8:

Stab,,(K) = F ;N Stab({ay, ..., an})
Stab,,.(K) = F, ;N Stab({ag, ..., an})
Staby,.. () = Stab({a B} N Stab({ag, oo ant)

Beweis:
Die Inklusion ,, O ist jeweils klar.

e Sei f € Stab! (K). Wire f(a) # «, so wire f(a) € {as,...,a,} € Q und somit
a= f"Yf(a)) € f71(Q) = Q, ein Widerspruch. Genauso zeigt man f(3) = 3.
Wegen f(a) = aund f(P) =P gilt auch f({ag,...,an}) ={ag,...,a,}.
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e Sei f € Stab,,(K). Wire 8 # f(a), so wire § = f(a;) fiir ein i € {2,...,n} und
somit f = f(a;) € f(Q) = P, ein Widerspruch. Genauso zeigt man f(5) = a.
Wegen f(a) = f und f(P) = Q gilt auch f({as,...,an}) ={as,...,a,}.

e Stab,,,(K) = Stab],(K) U Stab,,(K) = (F ;U F ;) N Stab({ag, ..., an})
= Stab({a, 8}) N Stab({as, ..., o }) 0

Um die Stabilisatoren von X besser verstehen zu kénnen, untersuchen wir nun die Grup-
pe Stab({as,...,a,}). Dazu gehen wir wie in Abschnitt 3.1 vor, d.h. wir definieren
punktweise Stabilisatoren und Twist-Stabilisatoren und arrangieren alle Gruppen in
einer kurzen exakten Sequenz.

Definition 3.9:

a) Stabp,({az,...,an}) = {f € Mod(S) : f(a;) = fiir allei =2,...,n}
Staby, ({az,...,an}) = {f € Mod(S) : f(y) = fiir alle vy € {aa, ..., ay,
O1,...,0p}}

b) Ist a; € {aa,...,a,} eine Geschlecht-1-separierende Kurve, so setze 7; := ¢; :=
0q,- Ist oy eine 2-separierende Kurve, so setze 7; := 0, und p; := t,,. Andernfalls
sel 7; 1= 0; = t,,. Damit seien

Stabr({ag, ..., an}) := (12, ..., Tn),
Stabr({az, ..., an}) == (02, ..., 0n)-

Beides sind freie abelsche Gruppen vom Rang n — 1. Ist k£ die Anzahl der 2-

separierenden Kurven in {ay, ..., a,}, so ist 2 der Index von Stab%({aw, ..., a,})
in Stabr({aa,...,a,}), und es gilt Stabr({ae,...,a,})/ Stab,.({ag, ..., a,}) =
(Z./27.)".

Proposition 3.10:
Stabyy ({ag, ..., }) N Fl 5 = Stabr({ag, . .., an})
Staby, ({ag, ..., }) N Fl 5 = Stabl.({a, ..., })

Beweis:
Wir imitieren den Beweis von Proposition 3.2. Die Inklusion ,, DO ist jeweils klar. Fiir die
umgekehrte Inklusion sei f € Stab,,({az,...,a,}) N F ; - Sei zunéichst a; eine Kurve,

die von f auf die entgegengesetzt orientierte Kurve abgebildet wird.

1. Fall: a; grenzt (in S\ (e U...U,)) an genau eine Teilfliche H an, und H ist eine
Hose.
= Es gibt eine Kurve v € {aw,...,a,} mit 0H = a; U~.
= 0, € Stabp({ag, ..., a,}) und f oo, erhilt die Orientierung von «;.
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2. Fall:

3. Fall:

«; grenzt an genau eine Teilflache H an, und H ist keine Hose.

Dann gilt H = Yy4, und zwei der Randkomponenten von H sind durch o
gegeben. Die anderen beiden Randkomponenten 7, von H sind wegen S # 3
verschieden und wegen S # X 5 nicht beide in 05 enthalten. Sei 0.E. v € 9S.
H U a; U~y UJ ist hombomorph zu ¥, 5, und a — 3 ist in dieser Teilfliche
ein A-Move. Deshalb ist o oder (3, o.E. «, nichtseparierend, und X, ist die
Vereinigung zweier Hosen Hy, Hy mit 0H; = o; Ua U~y und 0Hy = a; U e U 4.
Wegen f(a;) = ai, f(o) = a, f(v) = 7 gilt auch f(Hi) = Hy und f(H>) = H>.
Daher wird «; von f orientierungserhaltend auf sich abgebildet im Gegensatz
zur Annahme. Dieser Fall kommt also nicht vor.

a; grenzt an zwei verschiedene Teilflichen Hy, Hy an. Hy und H, sind (da sie
von f vertauscht werden) homéomorph und somit beides Hosen. Wir verfahren
wie in 3.2 und koénnen auch diesen Fall ausschlieflen.

Insgesamt diirfen wir also annehmen, daf} jedes «; orientierungserhaltend auf sich ab-
gebildet wird. Als néchstes zeigen wir, dafl wir auch o.E. annehmen koénnen, daf je-
de Randkomponente auf sich abgebildet wird. Fiir f € Stab,, ({ag,...,a,}) ist das
nach Voraussetzung gegeben. Ist f € Staby,({as,...,a,}), so seien 9,,0, C S ver-
schiedene Randkomponenten mit f(d,) = 0, und Hy, H, diejenigen Teilflichen von
S\ (eU...Uay,) mit 9, € 0H; und d, € 0H,. Dann gibt es (wegen S # ¥y 3) Kurven
Qi, 5 € {062, . ,Oén} mit «; C 8]—[1 und Q; - 8[—[2 und f(OéZ) = ;. Somit ist Q; =
und, da «a; von f orientierungserhaltend auf sich abgebildet wird, auch H; = Hs.

1. Fall:

2. Fall:

H, ist eine Hose.
= 04, € Stabr({aw, ..., a,}) und f oo,, bildet 9,0, jeweils auf sich ab.

H, ist hom6omorph zu X 4.

Esgibteiny € {ag, ..., 0, 01,..., 0} \{a, Oy, 0, } mit 0H; = 0,U0,UyUq;. Da
a und [ die vier Randkomponenten von H; unterschiedlich gruppieren, liegen
0.E. 0, und «; in einer Zusammenhangskomponente von H; \ o.
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Wegen f(a;) = a; und f(a) = a gilt auch f(9,) = 9, # 0, im Widerspruch zur
Voraussetzung. Dieser Fall kommt also nicht vor.

Da f alle Kurven aus {as,...,a,,01,...,0,} orientierungserhaltend auf sich abbildet,
finden wir einen Vertreter F': S — S, der all diese Kurven punktweise festlafit. Wie in
3.2 kann F' zerlegt werden in

F=Fl|go 1T Fly,
H Hose von P\{a}
wobei ¥ diejenige Teilfliche in S\ (apU. . .Uay,) ist, die keine Hose ist. Nach 1.14 ist jedes

F| g eine Verkettung von Dehntwists um die Kurven von 0H, also | I1 Fly) €
H Hose von P\{a}

Stabr.({ag, ..., a,}).

e Seien P — Q ein S-Move in ¥ = ¥ ; und «; = 9%. Schreibe a = [1,0], 5 = [0, 1]
in ;. Es gibt genau zwei f € Mod(X;1) = SLo(Z) mit f([1,0]) = [1,0] und
£([0,1]) = [0,1], néimlich f € {(0 1), <_(1] _?)}. Somit gibt es ein m € Z mit
[F|s] = ol € Staby({aa, ..., a,}), val. 2.8.

e Sei P — Q ein A-Move in ¥ = ¥ 4. Schreibe a = [1,0], § = [0,1] in ¥y 4. Es gibt
genau ein f € Mod(24) = Vi xPSLy(Z) mit f([1,0]) = [1,0] und f([0, 1]) = [0, 1],
nédmlich f = (0, £E). Somit ist [F|g] € StabL.({as, ..., an}).

In beiden Féllen ist f = [F|s] o[ I1 Fly] € Stabr({ag, ..., an}). O
H Hose von P\{a}

Proposition 3.11:

a) Sei P — Q ein S-Move. Dann ist Staby, ({az,...,an}) N F, 5 # 0, und fiir jedes
fop € Stab,, ({ag, ..., an}) N F 4 gilt:

Stabyw, ({ag, ..., an}) N F 3 = fop o Stabr({ag, ..., an})
Stab,, ({az, ..., an}) N F, 3 = fap o Stabp({ag, ..., an})

b) Seien P — Q ein A-Move und «,  nichtseparierend. Es gebe eine Teilfliche
Y12 € S und eine Kurve o € {ag,..., 0} mit oy Ua U B C ¥p,. Dann ist
S‘tlab;w({ag, o an ) NVFL g 0, und fiir jedes fo 5 € Staby, ({ag, ..., an}) N F
gilt:

Stabyw ({2, ..., an}) N Fy 5 = fap o Stabr({ag, ..., a,})
Staby,,({a, ..., an}) N F, 5 = fop o Stabp({ag, ..., a,})



3.2. Stabilisatoren von Kanten 35

c)

d)

Seien P — Q ein A-Move und ¥, 4 C S diejenige Zusammenhangskomponente von
S\ (auU...Uay,), die o und [ enthilt. Weiter sei eine der folgenden Situationen
gegeben:

e Genau zwei der Randkomponenten von X4 sind in 05 enthalten, und diese
werden in X4 weder von « noch von 3 zusammengruppiert.

e Genau drei der Randkomponenten von ¥ 4 sind in 0S enthalten.
Dann ist Stabpu ({ag, ..., an}) N F, 5 # 0, und fiir jedes f, 5 € Staby,({ag,. ..,
an}) ﬁ gllt

Stabyy ({2, ..., an}) N F 5 = fop o Stabr({ag, ..., a,})
Staby,,({a2,...,an}) N F ;=10

In allen anderen Féllen gilt:

Stabpy, ({az, ..., }) N F_ﬁ =0
Staby,,({a2, ..., an}) N F 5 =10

Beweis:

a)

Sei X117 C S diejenige Zusammenhangskomponente von S\ (a2 u...u ay,), die a
und f enthélt. Schreibe o = [1,0], § = [0,1] in X;,. Es gibt ein f € Mod(X;;) =
SLy(Z) mit f([1,0]) = [0,1] und £([0,1]) = [1,0], néimlich f = (_2 ;), und somit
nach 2.8 ein fo 3 € Mod(S) mit f,s|s\x,, = id, fas(a) = B und fo3(8) = «

= fa,p € Staby, ({aa, ..., an}) N F 4

Sei nun f, 5 € Staby,({a2,...,an}) N F gegeben. Offensichtlich gilt f, 5 o
Stabr({ag, ..., an}) C Staby,({ag, ..., an}) N F, 4. Fiir die umgekehrte Inklusion
sei f € Staby,({a2,...,an}) N E 5. Dann ist f s o f € Staby,({ag, ..., a,}) N
Fly 2 Stabr({aa, ..., an}), also f € fagoStabp({as, ..., a,}). Die zweite Glei-
chung folgt analog.

Y12\ «; ist homoomorph zu 4. Da «, § nichtseparierend sind und o« — 3 ein
Move ist, kann ¥ 4 so parametrisiert werden, daf§ o = [1, 0], 5 = [1, 1] gilt und da8

die zu o, gehorigen Randkomponenten von Y, 4 durch die Vektoren <8>, (1] eV,

gegeben sind.

Es gibt ein f € Mod (% 1,

T 1 105~ (0 i 7= (s

I, f(1L,1]) = [L,0],

), und somit ein
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c)

fa,p € Mod(S) mit fosls\s,, = id, fas(a) = B8, fos(B) = a und f,s(q;) = a;.
Es ist fo5 € Stabp,, ({az,...,an}) N EF 4.

Die Giiltigkeit der beiden Gleichungen zeigt man wie in a).

e Zunichst gebe es genau zwei Randkomponenten 9;,d; C S mit 9;,9; C 0% 4.

Da 0;,0; nach Voraussetzung weder von a noch von 3 zusammengruppiert
werden, kann ¥ 4 so parametrisiert werden, da o = [1,0], 5 = [1, 1] gilt und

daB 9;,d; durch die Vektoren ( é), (}) € V, gegeben sind.

Es gibt ein f € Mod(3g4) = Vi % PSLy(Z) mit f([1,0]) = [1,1], f([1,1]) =
1,01, F(5) = () wa F(7) = (9), namiich f = ((§),+(} 72)), und
somit ein fo 3 € Mod(S) mit f,sls\5,, = id, fas(e) = B und f,3(8) = a.

Wegen f(é) = G) und f(i) = (é) ist fo3(0;) = 0; und f, (9;) = 0;.
= fap € Stabyy({aa, ..., an}) N F, 5, aber f, 5 & Stab,, ({ag, ..., an}).

Die Gleichheit Staby, ({c, ..., an}) N F, 3 = fasoStabr({ag, ..., a,}) zeigt
man wie in a). Wir nehmen an, daf es ein f € Stab), ({ag,...,a,}) N
F_ 5 gibt. Die Einschrénkung g := f 5. von f auf Yo, ist ein Element

von Mod(Xg4), schreibe also g = (<z>,j:<‘c’ Z)) fiir geeignete (2) € Vi,
(1 }) € PSLy(Z). Wegen f € Fyy gilt g([1,0]) = [1,1] und g([1,1]) = [1,0],
also g = (( ) j:(1 _2>) Wegen f € Staby,({ag,...,a,}) gilt zusdtzlich

(8) = g(0> = (Z) und ( ) gg ) = (“1) ein Widerspruch.

= Staby,,({aa, ..., an}) N F g

Seien nun 9;, 9;, O, C 05 drei verschiedene, in 0% 4 enthaltene Randkompo-
nenten von S. Durch Umbenennung diirfen wir annehmen, daf8 9;, 0, von «
und 0;, 0; von (3 zusammengruppiert werden. X4 kann daher so parametri-
siert werden, da o = [1,0], § = [0, 1] gilt und 0;, 9;, Oy durch die Vektoren

(D, (é) (8) € V, gegeben sind.
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Es gibt ein f € Mod(3g4) & Vi x PSLy(Z) mit f([1,0]) = [0,1], £(]0,1]) =
[1,0] und f(?) = <0>, némlich f = (<1> j:(_(l] é)), und somit ein f, g €

1 1)
Mod(S) mit f,s|s\5,, = id, fas(a) = 8 und fo 3(8) = . Wegen f(g) =
<1>7 f(é) = (3])7 f(}) = (8) ist fa,8(0:) = Ok, fa,5(0;) = 0}, fa,5(0k) = O;.
= fa,p € Stabyy({aa, ..., an}) N F_ 5, aber fo 5 & Staby, ({ag, ..., an}).

Die Giiltigkeit der beiden Gleichungen zeigt man genau wie oben.

d) Annahme: Es gibt ein f € Stab,,({ag, ..., an}) N F_ 5.
P — Qist ein A-Move in einer Teilfldche ¥4 C S. Sei d die Anzahl der Randkom-
ponenten von X 4, die in JS enthalten sind. Wegen S # ¥ 4 ist d # 4. Auflerdem
ist d # 3, denn sonst befanden wir uns in der Situation von c).

e Sei d = 2. Die beiden in 0S5 enthaltenen Randkomponenten von ¥, 4 werden
o.E. von a zusammengruppiert, da wir uns sonst in der Situation von c)
befdnden.

Da « 2-separierend und f(«) = (3 ist, ist auch § 2-separierend, ein Wider-
spruch.

e Sei d € {0,1}. Die Randkomponenten von ¥4 sind paarweise verschieden,
denn sonst wéren wir in der Situation von b). Jede Randkomponente von ¥ 4
wird von f auf sich abgebildet. Das kann jedoch nicht sein, da f(a) = 3 ist
und f somit die Rénder umgruppiert. U

Bemerkung 3.12:

K wird unter der Aktion von Mod(S) auf £2(S) genau dann invertiert, wenn Stab_ (K) =
F, sNStab({az, ..., a,}) # 0 ist. Die Menge F, ;NStab,,({as, . .., a,}) hingegen liefert
kein Indiz fiir die Invertierbarkeit von KC: Ist K die in Abbildung 3.1 skizzierte Kante,
so gilt F 5 N Staby,({ag,...,an}) = (), aber K wird dennoch invertiert, zum Beispiel
von einer Drehung der Fliache um 90°.

Die Stabilisatorgruppen von K sind eng mit der Invertierbarkeit von I verbunden: Es gilt
genau dann Stab, (K) C Stab,,,(K), wenn K unter der Aktion von Mod(S) invertiert
wird, also genau dann, wenn K und K in derselben Bahn liegen. Wir werden die Bahnen
in Z(S) erst in Kapitel 4 bestimmen, leihen uns aber hier schon das Vokabular. So
sind zu jedem Move K = (P — Q) der Graph I'(P N Q) und eine ausgezeichnete Ecke
v = U(P, Q) gegeben, vgl. 4.7 und 4.8. AuBlerdem ist Aut*(I'(P N Q)) die Gruppe
derjenigen Automorphismen, die v, auf sich abbilden.
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Abbildung 3.1: Eine Kante, die invertiert wird

Sei 4p.g : Staby,,. (K) — Aut(I'(PNQ)) der Homomorphismus, der jedes f € Stab,,.,(K)
auf den von f induzierten Graphenautomorphismus abbildet. Verketten wir 4p o mit
dem kanonischen Homomorphismus pp o : Aut(I'(P N Q)) — Ssy—at2, der jedem Au-
tomorphismus die von ihm induzierte Permutation der Kanten zuordnet, so erhalten
wir einen Gruppenhomomorphismus vp o = pp,.g © ¥p,0 : Staby,e (K) — Ssy_qt25. Wir
setzen Tp%g = Bild(vp o) und T35 = Bild(vp,olstabz (i))-

Bemerkung 3.13:
Bild(9p,0) = Aut*(I'(P N Q))

Beweis:
Die Inklusion ,,C* ist klar. Die Umkehrung zeigt man genau wie in Bemerkung 3.4. [J

Bemerkung 3.14:

a) Kern(yp,o) = Stab({a, 8}) N Staby, ({aa, ..., an})
In der Situation von 3.11c),d) gilt also Kern(vyp o) = Stab.({aa, ..., an}).

.....

¢) Wir haben folgende kurze exakte Sequenzen:
1 — Stab({a, 3}) N Staby,,({ag,...,an}) — Staby,(K) — Tp% — 1
1 — Stabj({a2,...,an}) — Stabl.(K) — Tgy — 1
In der Situation von 3.11c),d) sieht die erste Sequenz folgendermaflen aus:
1 — Stabr({ag,...,an}) — Stab,,(K) — TpG — 1
Beweis:

a) Der Beweis der ersten Gleichung erfolgt analog zu 3.5. Ist man in der Situation
von 3.11c),d), so gilt:
Kern(vyp o) = Stab({a, 3}) N Stab,,, ({as, ..., an})
= (F; s U F_5)NStaby, ({az, ..., an})
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= (F 5N Staby, ({ag, ..., an})) U (F, 5 N Staby, ({ag, ..., an}))
HOMNID Shabr (fas, ..., an}) UD

-----

2 Stab({a, 8}) N Stab’, ({as, . .., an}) N F, NStab({as, ..., an})
= Staby, ({a2, ..., }) N F g

2 Stabi({aa, ..., an})
c) folgt direkt aus a) und b). O

3.3 Stabilisatoren von 2-Zellen

Es seien stets F eine 2-Zelle in £2(S) und F die zu F entgegengesetzt orientierte 2-Zelle.
Die Moves von F spielen sich alle in derselben Teilfliche ¥ von S ab. Alle Hosenzerle-
gungen von F beinhalten dieselben n — 1 oder n — 2 Kurven {a,,...,a,} in S\ ¥ (mit
r = 2 oder r = 3) sowie eine oder zwei variable Kurven. Insgesamt gibt es in F drei,
vier, fiinf oder sechs variable Kurven, die wir mit ~, ..., ~; bezeichnen.

Definition 3.15:
Stab,,(F) := () Stab(P)

PeF

Staby, (F) := {f € Mod(S) : f-F=F}
Stabpe, (F) := {f € Mod(S) : f-{F, F}={F,F}}

Bemerkung 3.16:
Staby,, (F) = Stabp, ({71, ..., 7%}) N Stab({a, . .., an})
Stabyer(F) = Stab({v1,...,7}) N Stab({a, ..., a,})

Der Beweis dieser Aussage erfolgt analog zu Bemerkung 3.8.

Wir wollen nun die verschiedenen Typen von 2-Zellen getrennt untersuchen und so
bessere Ergebnisse gewinnen.

Proposition 3.17:

a) Sei F vom Typ (3S). Dann gilt:

Stab,,, (F) C Stab,,.(F) = Stab,(F)

b) Sei F vom Typ (3A). Dann gilt:

Stab,,, (F) C Stab,,.(F) = Stab,.(F)

Bei der linksseitigen Inklusion sind sowohl ,,=* als auch ,,C“ moglich.

9 o=
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c) Ist F vom Typ (4C) oder (5A), so ist keine allgemeine Aussage moglich, d.h.
zu jeder der folgenden Inklusionsketten gibt es Beispiele von 2-Zellen F, die sie

erfiillen:
Staby,, (F) = Stab,, (F) = Staby,, (F)
Stab,,, (F) = Stabe, (F) € Staby,q(F)
Stabyy, (F) C Stab,,.(F) C Stab,e(F)
Stabpw(f) g Sta“bm‘(f) = Stabnor(f)

d) Fiir jede 2-Zelle F vom Typ (6AS) gilt:

Staby,, (F) = Stab,, (F) = Staby,, (F)
Beweis:

a) Das folgt direkt aus 2.6.

b) Die Gleichheit Stab,,.(F) = Stab,,.(F) folgt direkt aus 2.14. Die Aussage iiber
die linksseitige Inklusion beweisen wir hier nicht (es ist aber sehr leicht, in beiden
Féllen Beispiele zu finden).

c¢) Diese Aussage werden wir nicht vollstéindig beweisen. Stattdessen zeigen wir ex-
emplarisch, daf folgende 2-Zelle F die Inklusionen Stab,,(F) C Stab,.(F) =
Staby,, (F) erfiillt:

Offensichtlich gilt o(Py) = Ps, 0(Pa) = Py, 0(P3) = P1, 0(Ps) = P2 und somit
o € Stab,,(F) \ Staby, (F).
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Wir nehmen an, daf§ es ein f € Stab,..(F) \ Stab,.(F) gibt. Wegen I'(P;) =
['(Ps) 2 I'(Py) = I'(Py) gilt f(P1) = Py oder f(P1) = Ps. (Das werden wir in
Kapitel 4, Bemerkung 4.1 lernen.) Im Falle f(P;) = P; gilt auch f(P; — Ps) =
(Py — P4) und somit I'(P; N Py) = I'(P; N Py). Ist hingegen f(P1) = Ps, so
erhalten wir f(Py — P2) = (Ps — P2) = 0(P1 — P4), und auch in diesem Fall
gilt I'(Py N P2) = I'(Py N'Py). Diese beiden Graphen sind jedoch nicht isomorph:

Daher haben wir die Annahme zu einem Widerspruch gefiihrt, d.h. so ein f kann
es nicht geben.
= Stab,,(F) = Stabe-(F)

d) Fiir jedes f € Stabpe.(F) ist fls,, € Stabuer(Fls,,). Wie wir in Abschnitt 3.4,
Bemerkung 3.23 sehen werden, gilt dann sogar f|s,, € Stabp,(F|s,,)-
= f(y) = firallei=1,...,6.
= [ € Stab,,(F) O

Wie in Abschnitt 3.2 fiir Kanten geschehen, konnen wir auch die verschiedenen Stabi-
lisatorgruppen fiir 2-Zellen in kurzen exakten Sequenzen arrangieren. Das funktioniert
im wesentlichen genauso, daher verzichten wir auf eine detaillierte Ausfiihrung.

3.4 Sonderfille

Zu Beginn des Kapitels haben wir die Fléchen X 3, ¥ 4, 211, £12 und X3¢ ausgeschlos-
sen. Fiir unsere Theorie ist die Flache Yy 3 uninteressant, da es nur eine Hose gibt und
somit der Hosenkomplex ein einziger Punkt ist. Die Flachen >; ; und Yy 4 wurden in Ka-
pitel 2 vollstédndig behandelt. Wir werden in diesem Abschnitt die Stabilisatoren fiir die
Fléchen ¥; » und ¥4 erarbeiten. Die in den obigen Abschnitten vorgestellten Methoden
sind hier nicht anwendbar: Im Fall 3; 5 kann eine Kurve sowohl Geschlecht-1-separierend
als auch 2-separierend sein; im Fall 35y konnen wir einer Geschlecht-1-separierenden
Kurve nicht eindeutig einen Halbtwist zuordnen.
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3.4.1 Die Fliache 3,

Sei S = Y. Es gibt genau zwei Graphen, die zwei Ecken der Valenz 3, zwei Ecken
der Valenz 1 und vier Kanten haben, vgl. Abbildung 3.2, und somit nach 4.1 in 22°(S)
genau zwei Bahnen.

Q= () é’. N(Q) = —« »—
/8/

Abbildung 3.2: Hosenzerlegungen von X o

In jeder Hosenzerlegung von X; » gibt es hochstens eine separierende Kurve, denn diese
teilt X149 in ein ;7 und ein ¥y3, und die andere Kurve der Hosenzerlegung ist in
Y1, enthalten und somit nichtseparierend. Seien also P = {«, 3} eine Hosenzerlegung
von Y 2, wobel « separierend ist, und Q = {o/, 3’} eine Hosenzerlegung von ¥; 5 mit
nichtseparierenden Kurven.

Definition und Bemerkung 3.18:

a) « teilt ¥y 5 in ein ¥y ; und ein ¥g 3. Sei 07 der Halbtwist um «, der in ¥ ; passiert
und auf X3 die Identitét ist, d.h. o wird als Geschlecht-1-separierende Kurve
aufgefafit. AuBlerdem sei o, der Halbtwist um «, der von « als 2-separierende
Kurve herkommt. Es gilt 07 = 0% = t,, und 1 = 0y 0 0; * ist die hyperelliptische
Involution in Y 5, vgl. 1.11.

b) Es gilt:

Stab(P) = Staby,(P) = (o1,t) ® (1) = Z* x 7./2Z
Staby,,(P) = (01, tg) = 77

Beweis von b):

Da « separierend und (3 nichtseparierend ist, gilt Stab(P) = Stab,,,(P). Mit denselben
Argumenten wie in Proposition 3.2 gilt Stab,,,(P) = (01,3, und Staby,, (P) = (o1, 13).
Da (oy,ts) frei abelsch und (2) endlich ist, ist die Summe (o4, t5) & (2) direkt. O

Bemerkung 3.19:
Die Abbildung 45 : Stab(P) — Aut(I'(P)) ist surjektiv mit Kern(yp) = (ta,ts). Ist
pp : Aut(T'(P)) — Sy derjenige Gruppenhomomorphismus, der jedem ® € Aut(I'(P))
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die zugehorige Permutation der Kanten von I'(P) zuordnet, so sei yp := pp o 9p. Es
gilt Kern(yp) = Staby,,(P) und Bild(yp) =: Tp = Z /27 (der Erzeuger von Bild(7yp) ist
eine Transposition). Die Abbildung sp : Tp — Stab(P), die dem Erzeuger von Tp die
hyperelliptische Involution ¢ zuordnet, ist ein Schnitt von ~p. Wir haben also folgende
spaltende kurze exakte Sequenz:

1 — (o1,tg) — Stab(P) 2 Tp — 1

Das Verfahren in 5.4 liefert abermals die Gleichheit Stab(P) = (o1, t3) @ (4).

Bemerkung 3.20:
Es gilt:

Stab;w(Q) = <ta’7 tﬁ’)
Stab,,(Q) = (tur, ta) @ (1)

Beweis:

Die erste Gleichung beweist man wie Proposition 3.2. Beachte: Fiir die zweite Gleichung
konnen wir dieses Resultat nicht heranziehen, denn dort hatten wir die Flédche X,
explizit ausgeschlossen.

Die Inklusion ,,2% in der zweiten Gleichung ist klar, ebenso die Direktheit der Summe.
Sei umgekehrt f € Stab,,(Q). Bildet f die Randkomponenten von 3 » auf sich ab, so
kann f wie im Beweis von 3.2 zerlegt werden in f = f; o f, wobei f; und f; nur jeweils
in einer Hose von Q nichttrivial operieren. Jedes f; ist eine Verkettung von Dehntwists
um die Kurven aus Q und die Randkomponenten von S, und somit ist f eine Verkettung
der Dehntwists ¢, und tg.

Vertauscht f die Randkomponenten von ¥; 5, so wenden wir obige Argumentation auf
fo2an und erhalten f € (to,tg,1). O

Bemerkung 3.21:

a) Die Abbildung 4o : Stab(Q) — Aut(['(Q)) ist surjektiv, und es gilt Kern(dg) =
Stabr(Q). Weiter haben wir wie iiblich pg : Aut(I'(Q)) — S4 und g := pg ° Jo.
Es ist Kern(vyg) = Stab;,(Q) und Bild(yg) =: To = V; (die Erzeuger sind zwei
disjunkte Transpositionen). Das liefert folgende kurze exakte Sequenz:

1 — <ta/,tg/> — Stab(Q) — TQ — 1
b) Die Sequenz aus a) spaltet und liefert die folgende Préisentation fiir Stab(Q):

Stab(Q) = <t0&l>tﬁ’7 1,7 | taltﬁ/ = tﬁzta/’ Z2 = jz = ]_’ 1) = 71,
lort =ttt = g, tor) = Jtg, tg) = ]ta/>

Beweis:

a) Esist Aut(I'(Q)) = Vj. Fiir jedes f € Stab(Q) gilt:
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f € Kern(jo) < Fo(f) =id
< Jo(f) bildet alle Kanten von I'(Q) auf sich ab
& f bildet alle Kurven aus Q und 0% 5 auf sich ab
& f € Stab,,(Q)

Da pg injektiv ist, gilt Kern(yg) = Kern(jg) = Stab,,(Q) und Bild(yg) =
Aut(T(Q)) = Vj.

b) Gegeben sei die Abbildungsklasse? 7 in Abbildung 3.3, welche 3 5 um 180° dreht.
vo(2) und 7yg(y) sind zwei Transpositionen in Tg. Die Zuordnung vg(2) +— 1,
vo(7) — 7 liefert einen Schnitt sg : Tg — Stab(Q).

Der Schnitt sg induziert den Homomorphismus ¢ : Tg — Aut((tw,tg)), © —
(f — sa(z)fso(z)™h). ¢ ist durch die Gleichungen o(7,) = id und ¢(7))(to) = ta
und ¢(7,)(ts) = to charakterisiert. Der zugehorige Isomorphismus @ : (ty, tg) X,
To — Stab(Q) liefert die gewiinschte Présentation, vgl. 5.4. O

Proposition 3.22:
Sei K = (P; — P,) eine Kante in Z(X;5) mit Py = {1,711} und Py = {a1, 72}

a) Ist T'(Py) =2 T'(P2) = I'(P), so ist ay separierend und K ein S-Move, und es gilt:

Stab® (K) = Z x 7./27.
Stabyo, (K) = Z x 7Z,/27.
[Stabpor(K) : Stab (K)] = 2

b) Ist T'(Py) 2 T(P) und T'(Ps) 2 T(Q), so ist K ein A-Move, und es gilt:

Stab (K) = Stab,..(K) & Z x Z./27Z
c) Ist I'(Py) = T'(Py) = T'(Q), so ist K ein A-Move, und es gilt:
Stab* (K) & Z x 7./27,

Stabye (K) 2 7 X 7./]27. x 7./2Z.
[Stab,.(K) : Stab} (K)] =2

Beweis:

a) Wegen I'(Py) = I'(P) enthélt P, eine separierende Kurve. Wire ~; separierend,
so wére 7, nichtseparierend und somit I'(P,) = I'(Q) im Widerspruch zur Vor-
aussetzung. Daher ist «; separierend und K ein S-Move. Wie in 3.18a) seien zwei
Halbtwists o7 und oy zu «y definiert.

2 Beachte: Im Gegensatz zur hyperelliptischen Involution ¢ hingt 7 von der Parametrisierung der
Flédche ab.
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Beziiglich der in obiger Skizze gewéhlten Parametrisierung sei zusétzlich folgende

Kurve ( gegeben:
O
(=4
O

e Wir zeigen Stab (K) = (o) & (1):
Die Inklusion ,, 0 ist klar, ebenso die Direktheit der Summe. Jedes f €
Stab (KC) bildet «; orientierungserhaltend, also o.E. punktweise, auf sich ab
und kann daher dargestellt werden als f = f|s,, © f]s,,.- Wegen f(y1) =m
und f(v2) = 72 ist f|y,, von der Form f|s,, = of fiir ein n € Z. fl5,, ist
stets von der Form f|5,, = 05" = #™ o of" fiir ein m € Z.
= f=o0loi" oo € (01,1)

Definiere nun fy := t,, ot,, ot,, € Mod(¥12). Es gilt fo(71) = 12, fo(r2) = 71,
folen) = a1 und folss, , = id. Insbesondere ist f§ € Stab],(K) mit f&|ss,, = id,
also f2 € (o). Wegen f2(8) = o1(B) gilt f& = 0.

e Wir zeigen Stab,,,.(K) = (fo) & (1):
Die Inklusion ,,0“ und die Direktheit der Summe sind klar. Fiir jedes f €
Stab,,..(K) ist f € Stabl (K) oder fofy ' € Stabl (K), d.h. es gibt n,m,l € Z
mit f = fg oo od = fiT" o d € (fo,1).

Der Index [Stab,,.(K) : Stab! (K)] ist mindestens 2 wegen fy € Stab,,.(K) \
Stab (K). Andererseits gilt f? € Stab (K) fiir jedes f € Staby,,,(K) und somit
[Stab,,.(K) : Stab} (K)] < 2.

Wegen T'(P;) 2 I'(P,) ist Stab, (K) = 0 und Stab (K) = Stab,,,,(K). Wir zeigen
Stabl (K) = (ta,) @ (1). Die Inklusion ,,0 und die Direktheit der Summe sind
klar. Sei also f € Stab’, (K). Dann gilt f(a;) = ag und f(71) = v und f(12) = 7.
Es gibt ein n € Z, so da3 f o 7" die Hosen von P, auf sich und die Kurven aq, v,
punktweise auf sich abbildet, d.h. fo" ist eine Verkettung von Dehntwists fo" =
tw ot!, mit m,l € Z. Wegen f(y1) =71 ist [ = 0 und somit f = " otl, € (tqa,,1).

O

a; ist nichtseparierend und ¥ 5\ oy = X 4. Wir finden eine Parametrisierung von
20’4 mit Y1 = [1,0] und Yo = [1, 1] und 82172 = {(é), (i)}

O
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Beziiglich dieser Parametrisierung und der Verklebung der Rénder <8>, <(1)) von

Y4 zu oy seien folgende Kurven o und [ gegeben:

3 zerlegt ¥; 5 in ein ¥ ; und ein Xg 3. Wie in 3.18a) sei o3 derjenige Halbtwist um
B3, der in ¥, ; passiert und auf ¥ 3 die Identitét ist.

Setze fo :=t, oogoty. Bsgilt fo(11) = 72, fo(y2) = 1 und fo(on) = ay, also
fo € Staby,, (K). Weiter gilt fi € Staby, (Py) 2 (o, t,). Wegen f2(ya) = 7, ist
f§ von der Form f§ = t2 fiir ein m € Z. Die Untersuchung von fg (o)) ergibt

fé(a)) = o} und somit fZ = id.

Wie in b) zeigt man Stab (K) = (t.,) ® (1). Wir zeigen Stab,,.(K) = (t.,) &
(fo) ® (7). Die Inklusion ,,0“ und die Direktheit der Summe sind klar. Sei also
f € Staby,(K). Es gibt ein n € Z, so da f o ¢" die Randkurven von ¥;, auf
sich abbildet. Weiter gibt es ein m € Z, so dal f o " o fJ* zusétzlich die Kurve
oy orientierungserhaltend und o.E. punktweise auf sich abbildet. f o ¢" o fi* hat
also eine Darstellung der Form f o " o fi" = tfn o fls,, fiir ein [ € Z. Wegen
Fls0..({71,72}) = {71,72} gibt es schlieBlich ein k € Z mit fls,, = f§.

= f=th, 0 fg7" 01" € {tay, fo, )

Die Aussage iiber den Index folgt wie in a). O

Bemerkung 3.23:

a) Fiir jede 2-Zelle F vom Typ (3S) gilt:

Staby, (F) & 7 x Z/27
Stabo, (F) = Stabpe (F) & Z x /27
[Stabe, (F) : Stab,,(F)] =3

b) Fiir jede 2-Zelle F vom Typ (3A) gilt:

Staby,(F) = Staby, (F) = Stab,o.(F) = Z x 7,/27

c¢) 2-Zellen vom Typ (4C) und (5A) kommen nicht vor.
d) Fiir jede 2-Zelle F vom Typ (6AS) gilt:

Stab,y (F) = Staby,(F) = Stabp,(F) = (i) = Z/2Z
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Beweis:

a) Sei F = (P; — Py — Ps) eine 2-Zelle vom Typ (3S) mit P; = {ay, v} (i = 1,2, 3).
Wie im Beweis von 3.22a) zeigt man Stab,,,(F) = (o1)@® (1), wobei oy wie in 3.18a)
definiert sei. Die Aussage Stab,,.(F) = Stab,,.(F) folgt aus 3.17. (Beachte: Dort
wurde nicht benétigt, dai S # X 5 gilt.)

O
I
ar (O

ay teilt 31 9 in ein ¥y 3 und ein X 5. Wie in 3.18a) seien die Halbtwists oy, 09 zu o
definiert. Wir finden eine Parametrisierung von 3 ; mit v; = [1,0] und v, = [0, 1].
In dieser Parametrisierung gilt v3 = [1, 1] oder v3 = [—1, 1]. Im ersten Fall setzen

WiI' f() = t’Yl [©] t'yz- ES ISt f() - Stabor(f) mlt fo(’}/l) = 72, fo(’yg) = s, fo(’}/g) = 71-
Im zweiten Fall setzen wir fo := ¢! ot} Auch hier gilt fy € Stab,,(F) mit

fo(11) = 72, fo(12) =73, fo(y3) = 1. Wie im Beweis von 3.22a) zeigt man f3 = o,
(im ersten Fall) bzw. f3 = o, " (im zweiten Fall), d.h. es gibt ein ¢ € {1, —1} mit

fo =oi.

Sei nun f € Stab,,.(F). Dann gilt f({v1,v2,73}) = {71,72, 73} und f(a1) = ;. Es

gibt ein n € Z mit f o fi' € Stab,,(F) = (o1) & (1), d.h. fo fi ist von der Form

fo fi=ood fiir geeignete m,l € Z.

= f=o0lodofy"=fFmodo fi" e (fo,1)

Wie in 3.22a) zeigt man Stab,,(F) = (fo) @ () und [Stab,,(F) : Stab,,(F)] = 3.
b) Sei F = (P; — Py — P3) vom Typ (3A) mit P; = {ag,v} (i = 1,2,3). Ge-

nau eines der P; hat eine separierende Kurve, o.E. sei 7, separierend. Daher gilt
Stab,,.(F) = Stab,,(F). Die Aussage Stab,.(F) = Stab,,.(F) folgt aus 3.17.

SchlieBlich ist Staby,(F) C Stabl (P — Py) “2” (ta,) @ (1) C Staby., (F).
d) F ist folgendermaflen gegeben:
gt

W/
7:1
736: —_— 775:

Vs G 1+~ Y6

Y

7 sei diejenige Abbildungsklasse®, welche ;5 um 180° dreht, vgl. Abbildung 3.3.

3 Auch dieses 7 ist von der Parametrisierung der Fliche abhingig.
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180°
_ =) AN

Abbildung 3.3: Eine spezielle Abbildungsklasse in X 5

Sei f € Stab,,.(F). Da 75 die einzige Kurve ist, die in nur einer Hosenzerlegung
von F vorkommt, ist f(7y;) = 75 und f(Ps) = Ps. (Beachte: Hieraus folgt schon
Stab,,.(F) = Staby,(F).) Wegen f(v5) = 75 gilt auch f(v4) = 4 und ({73, %6}) =
{7376} und f({71,72}) = {m,72}-

Es gibt ein n € Z, so da} f o " die Randkomponenten von ;5 und somit auch
die Hosen von P; auf sich abbildet. Weiterhin gibt es ein m € Z, so daf§ f o 4" o™

die Kurven 71,79 auf sich abbildet.

= [ o og" € Stabj, (P1) "2 (1, 1,,)

= Es gibt l1,ly € Z mit fo " oy" = tfyll ot%.

Ferner gilt:

t2 (y3) = th ot (y3) = fod" oy (v3) € {73, 7%6} = 12 =0

th (v6) = th ot (1) = fo " 0 7™(v6) € {73, %6} = 11 =0

= J" = f o 4" € Staby,., (F)

= 7"(5) =5

= m ist gerade, da j(7y5) # 7s.

= f=17"

Insgesamt erhalten wir Stab,,q,(F) C (¢) € Stab,,,(F). O

3.4.2 Die Fliache X5

Auch fiir § = X, gibt es genau zwei Graphen, die zwei Ecken der Valenz 3 und drei
Kanten haben, vgl. Abbildung 3.4.

Abbildung 3.4: Hosenzerlegungen von >

Seien P = {a, 3,7} eine Hosenzerlegung von Y, ,, wobei « separierend ist, und Q =
{/, 3,7} eine Hosenzerlegung von ¥, ¢ mit nichtseparierenden Kurven. Zu « sind zwei
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(linke) Halbtwists oy, 0y assoziiert, da a der Rand von zwei Teilflichen der Form ¥,

ist. Es gilt 07 = 02 = t,, und 1 = 0y 0 0, ' ist die hyperelliptische Involution in Y, g, vel.

1.11.

Man zeigt die folgenden Aussagen analog zu denen in Abschnitt 3.4.1. Wir lassen die
Beweise aus.

Bemerkung 3.24:
Gegeben sei die Abbildungsklasse? 7 aus Abbildung 3.5, die ¥ um 180° dreht. Es gilt:

180°
{

Abbildung 3.5: Eine spezielle Abbildungsklasse in 3

Stab,,(P) = (o1, t5,t,,1) 2 72> X Z./27
Stab(P) = (o1,ts,t,,1,7)

Definiert man Tp wie in Bemerkung 3.5, so gilt Tp = Z/27Z. Die Sequenz

1 — Stab,,(P) — Stab(P) — Z/2Z — 1
ist exakt und spaltet mit dem Schnitt sp : Z/27 — Stab(P), welcher den Erzeuger von
Z./27. auf j abbildet. Sie liefert eine Darstellung von Stab(P) als semidirektes Produkt
Stab(P) = (01,1515, 1) X, (1) mit p(5)(01) = 2001, P()(ts) = ty, P()(Ey) = s,
©(7)(2) =1, vgl. 5.6.

Bemerkung 3.25:
Es gilt Staby,(Q) = (tw, ts, ty, 1) = 72 X 7,/27,, und die Sequenz

1 — Stab,,(Q) — Stab(Q) — S3 — 1

ist exakt.

Bemerkung 3.26:
Sei IC = (P1 — P2) eine Kante in & (Xq) mit Py = {aq, a2, 71} und Py = {a, ag, 72}

a) Ist I'(P1) = I'(Py) = I'(P), so ist eine der beiden Kurven ay, as, 0.E. ay, separie-
rend und K ein S-Move. Die Teilfldche von s\ oy, die 71, 72 enthélt, sei mit ¥ 4
bezeichnet. Wie im Beweis von 3.22a) gibt es ein fy € Mod(X,,0) mit fy|s\x, , = id,
fo(11) = 72, fo(12) =1 und f¢ = oy. Damit gilt:

4 Auch dieses 7 ist von der Parametrisierung der Fliche abhiingig.
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Stab! (K) = (01, ta,, 1) 2 72 x 7./2Z
Stabyor(K) = (fo, tay, 1) = 722 X 7./27
[Stab,,(K) : Stab! (K)] =2

b) Sei I'(P;) = I'(P) und ['(P,) = I'(Q). Wie iiblich sei j die zu P; und P, assoziierte
Drehung um 180°; vgl. Abbildung 3.5. Dann gilt:

Stab (K) = Staber (K) = (tays tay, ) = (Z* x Z./27) x 7./27Z

¢) Seien T'(P1) = T'(P2) = I'(Q) und j eine zu P; und P, assoziierte Drehung um
180°. Wie im Beweis von 3.22c) gibt es ein f; € Mod(X20) mit fo(ar) = au,
folag) = ag, fo(v1) =2, fo(72) =1 und f02 = id. Damit erhalten wir:

Stab;;(/C) — < aio aza 2]
Stabnor(/C) - <ta1a g

)
%75 fo
[Stab,er(K) : Stabl,(K)] =

)

2

Bemerkung 3.27:

Die nachfolgend auftretenden Bezeichnungen sind, der jeweiligen Situation angepafit, wie
in den vorherigen Bemerkungen zu verstehen, d.h. ist eine Drehung der Flédche um 180°,

o1 ist ein Halbtwist entlang einer separierenden Kurve, und f ist eine Abbildungsklasse
in einem Y11 C Yy, die zwei bzw. drei Kurven vertauscht und fiir die f¢ = oy bzw.

f§ = oi! gilt.
a) Fiir jede 2-Zelle F vom Typ (3S) gilt:

Stabyy, (F) = (01,tay, 1)
Staby, (F) = Staby,..(F) =

< 05 tam Z)
[ Stab,,.(F) : Staby,(F)] =3

b) Fiir jede 2-Zelle vom Typ (3A) gilt:

Stabyy, (F) = Stabe,(F) = Stabpe (F) = (tay, tass 4 7)
c) Jede 2-Zelle F vom Typ (4C) besteht aus S-Moves, und es gilt:

Stab,., (F) = (o1, 1)
Stabg, (F) = (1,70 fo)
Stabnm«(f) = <017 7, f0>

d) 2-Zellen vom Typ (5A) kommen nicht vor.
e) Fiir jede 2-Zelle vom Typ (6AS) gilt:

Stab,u(F) = Staby,(F) = Stabe (F) = (ta,, 1)



Kapitel 4

Bahnen und Quotienten

Es sei stets S = X,; eine kompakte, orientierbare, zusammenhingende Flache vom
Geschlecht ¢ mit b Randkomponenten. Geméf der Konvention in Abschnitt 1.2, S. 12,
nehmen wir an, daf§ S negative Eulercharakteristik y(S) = 2—2¢ —b hat und keine Hose
ist. Wir wollen in diesem Kapitel fiir jede Zelle von Z2(S) die Bahn unter der Aktion der
Abbildungsklassengruppe Mod(S) bestimmen und damit den Quotientenkomplex 2(S)
aufstellen.

4.1 Bahnen von Ecken

Zu einer Hosenzerlegung P von S haben wir in Definition 1.21 einen Graphen I'(P)
definiert. Dieser hilft uns, die Bahnen der Ecken von Z(S) zu bestimmen.

Bemerkung 4.1:
Fiir zwei Hosenzerlegungen P, Q von S gibt es genau dann ein f € Mod(S) mit f(P) =
Q, wenn I'(P) = I'(Q) gilt.

Beweis:

Die Richtung ,=* ist nach Konstruktion der Graphen klar. Die Riickrichtung folgt
aus dem Koordinatenwechselprinzip: Die Fldche S wird von P in Hosen zerlegt, welche
bijektiv auf die Hosen von Q abgebildet und wieder zu S verklebt werden.

o1
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Folgerung 4.2:

Die Bahnen der Hosenzerlegungen von S unter der Aktion von Mod(S) auf #(S) ent-
sprechen den Isomorphieklassen von Graphen mit 2g — 2+ b Ecken der Valenz 3, b Ecken
der Valenz 1 und 3¢g — 3 + 2b Kanten. Insbesondere hat 2(S) nur endlich viele Ecken.

Beispiele 4.3:

a) Ist S =3, so gibt es in 2°(S) drei Bahnen. Die zugehérigen Graphen sind:

S

——O

b) Ist S = 3y, so gibt es in 22°(S) zwei Bahnen. Die zugehérigen Graphen sind:

O—O <

c) Ist S =Yg, so gibt es in #°(S) neun Bahnen. Die zugehérigen Graphen sind:

e T
ollo ole. oo
o~ =< 0L

Bemerkung 4.4:
Es ist keine Formel bekannt, wie man aus der Kenntnis von ¢ und b die Anzahl der
Bahnen von £2°(S) berechnen kann.

4.2 Bahnen von Kanten

In Kapitel 2 haben wir die Bahnen und den Quotientenkomplex fiir die Fléchen ¥ ;
und ¥y 4 bestimmt. Dabei haben wir gesehen, dafl in diesen Fallen Mod(S) nicht inver-
sionsfrei auf Z2(S) operiert und &(S) deshalb baryzentrisch unterteilt werden muf}, um
den Quotienten 2(S) aufzustellen. Wir zeigen nun, daf§ diese Aussage fiir alle Flachen
gilt.
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Bemerkung 4.5:

Die Aktion von Mod(S) auf &2(.9) ist niemals inversionsfrei. Fiir g > 1 wird jede Kante,
die durch einen S-Move gegeben ist, invertiert. (In 4.11 werden wir lernen, welche A-
Moves invertiert werden.)

Beweis:
Seien zunéchst ¢ > 1 und £ = (P — Q) ein S-Move mit P = {«, ag,...,a,} und
Q= {8, as,...,a,}. Mit der Notation aus Abschnitt 3.2 gilt F, ; N Stab({aw, ..., a,})

3.11a)
D F 5N Stabpy,({o, ..., an}) #

3.12 L. )
= K wird invertiert.

Sei nun g = 0. Geméf den Voraussetzungen an S ist dann b > 4. Daher gibt es Hosen-
zerlegungen P, Q der folgenden Form:

P und Q sind in Z(S) durch einen A-Move K = (P — Q) verbunden. Es gibt ein
f € Mod(S) mit f(P) = Q und f(Q) = P, zum Beispiel einen geeigneten Halbtwist!
um o;. U

Im folgenden wollen wir untersuchen, welche Kanten von &2(S) durch ein f € Mod(S5)
aufeinander abgebildet werden kénnen. Wir werden sehen, dafl das ein kombinatorisches
Problem ist, welches auf die Untersuchung der zu Hosenzerlegungen und Reduktions-
systemen assoziierten Graphen und deren Automorphismen zuriickgefiithrt werden kann.

Definition und Bemerkung 4.6:

a) Seien I'y, 'y hosenzulédssige Graphen, vgl. 1.22. Wenn I'y aus I'; entsteht, indem
man eine Kante k der Form

durch eine Kante der Form

T

! Beachte, daB Halbtwists um «; von der Parametrisierung der Fliche abhingen.
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ersetzt (d.h. die vier Ausgénge der Kante werden neu gruppiert), so sagen wir, daf
'y aus I’y durch einen Move an k hervorgeht.

b) Jeder A-Move K = (P — Q) induziert einen Move der assoziierten Graphen
I'(P) — I'(Q). Umgekehrt wird jeder Move zweier hosenzuléissiger Graphen I'y, I'y
durch einen A-Move zwischen zwei Hosenzerlegungen P, Q auf einer geeigneten
Flache S realisiert.

Von nun an seien stets K = (P — Q), K' = (P — Q') Kanten in &(S) mit P =
{a,ag,...;a,}, Q={0,q0,..., 0}, P ={d,a,...;a.}, @ ={F,a},...,a}.

Definition und Bemerkung 4.7:

a) Zusétzlich zu den Graphen I'(P) und I'(Q) liefert auch das Reduktionssystem
PNQ=A{ay,...,a,}, wie in 1.23 beschrieben, einen Graphen I'(P N Q).

b) Ist IC ein S-Move, so entsteht I'(P N Q) aus I'(P) bzw. I'(Q), indem die zu o bzw.
[ gehorige Schleife entfernt wird, vgl. Abbildung 4.1. Die an a bzw. § angrenzende
Ecke v, = v,(P, Q) hat in I'(P N Q) nur noch Valenz 1.

e

Abbildung 4.1: I'(P N Q) bei einem S-Move

g.
18

c) Ist K ein A-Move, so entsteht I'(P N Q) aus I'(P) bzw. ['(Q), indem die zu v bzw.
[ gehorige Kante zu einer Ecke v, = v,(P, Q) kontrahiert wird, vgl. Abbildung

4.2. v, hat Valenz 4.
Co o0

O

Abbildung 4.2: T'(P N Q) bei einem A-Move

O
&
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Jeder Automorphismus ¢y € Aut(I'(P N Q)) bildet v, auf sich ab und induziert
somit eine Permutation ¢, € S; der an v, angrenzenden Kanten ky, ..., ks. Wir
wéhlen die Numerierung von ky, ..., ks so, dafl in ['(P) die Kanten ky, ko und in
['(Q) die Kanten ky, k4 benachbart sind.

- T menes e res M

Definition und Bemerkung 4.8:

a) Mit Iso*(I'(PNQ),I'(P'NQ’)) bezeichnen wir die Menge derjenigen Isomorphismen
F'PNQ)—T(P'NQ), die v, (P, Q) auf v,(P’, Q) abbilden. Analog dazu ist die
Gruppe Aut™(I'(P N Q)) gegeben.

Sind K, K" A-Moves, so gilt stets Iso*(I'(PNQ), I'(P'NQ")) = Iso(I'(PNQ), (P’
Q)), da v,(P, Q) bzw. v, (P, Q) jeweils die einzigen Ecken in ['(P N Q) bzw
['(P'N Q') der Valenz 4 sind. Im Falle von S-Moves ist es moglich, dafi Iso™(I'(P
Q),I'(P'NQ)) € Iso(l'(PN Q),I'(P' NQ")) gilt. (Sind K, " Moves von unter—
schiedlichem Typ, so sind alle obigen Mengen leer.)

b) Jeder Graphenisomorphismus ¢ : I'(P) — I'(P') mit p(a) = o induziert einen
Isomorphismus ¢ € Iso*(I'(P N Q),I'(P' N Q')), analog fiir Q und Q".

Wir sind nun in der Lage, die Bahnen der Kanten von Z?(S) zu charakterisieren.

Satz 4.9:

Zwei Kanten K, K’ liegen genau dann in derselben Bahn unter der Aktion von Mod(S5)
auf Z(S), wenn es Isomorphismen ¢ : I'(P) — I'(P’) und ¢ : I'(Q) — I'(Q') gibt mit
pla) =, ¢(B) = 0" und ¢ = ¢.

Satz 4.9 besagt, dafl die Frage nach den Bahnen ein rein kombinatorisches Problem ist.
Allein die Kenntnis aller hosenzuldssiger Graphen geniigt, um dieses Problem zu l6sen.

Beweis von Satz 4.9:

=" Sel f € Mod(S) mit f(P) = P’ und f(Q) = Q'. Dann gilt f(a) = o und
f(B) =0 und f({ag,...,a,}) = {on, ...,ab}, d.h f induziert Isomorphismen
o : I'(P) — I'(P') mit ¢f(e) = o’ und ¢f I'(Q) — I(Q) mit ¢ (3) = .
Fiir die induzierten Isomorphismen ¢y, 'Qbf gilt o5 = wf, da beide durch die
Abbildungsklasse f gegeben sind.

s<=“ Seien ¢ : ['(P) — I'(P') und ¢ : I'(Q) — I'(Q’) wie verlangt. Offensichtlich sind
IC, K’ vom selben Typ, sonst hiatten I'(P N Q) und I'(P’ N Q') unterschiedlich
viele Ecken der Valenz 4 und wéren nicht isomorph.
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1. Fall:

2. Fall:

IC, K sind S-Moves.
Sei ¥}, € S mit o/, 3" C ¥ ;. Es gibt eine Parametrisierung von ¥ ;
mit o/ = [1,0] und 5" = [0, 1].

/

Sei g € Mod(S) eine Realisierung von ¢ mit g(P) = P’ und g(«a) = .
Es gilt g(8) € X1,. Da (o' — g(8)) = (9(a) — 9(B)) = g(a — B) ein
Move ist, ist g(3) von der Form g(3) = [t,1] fiir ein t € Z. Es gibt
ein h € Mod(¥} ;) = SLy(Z) mit h([1,0]) = [1,0] und A([t,1]) = [0, 1],

nimlich h = <(1) ~1), und somit ein h € Mod(S) mit hlsvsy, = id,
h(a’) = o und h(g(8)) = B Fiir f := ho g gilt somit f(a) = o/ und
f(B) = und f({ag,...,a,}) = {aj,...,a}, also f(P) = P" und
f(Q)=¢.

IC, K" sind A-Moves.
Seien o4 C S mit a, 3 C Yoy und g, C S mit o/, §° C X 4. Es gibt
eine Parametrisierung von ¥ , mit o’ = [1,0].

Sei g € Mod(S) eine Realisierung von ¢ mit g(P) = P’ und g(«) = /.
Es gilt g(X04) = X4 Da o’ — " und o' — g(3) Moves sind, gibt es
s,t € Zmit ' = [s,1] und ¢(3) = [¢, 1].

g induziert Isomorphismen ¢y : I'(P) — I'(P’) und ¢, : I'(Q) — I'(9(Q))

mit ,(a) = o und ¢¥,(8) = ¢g(8) und @, = ¢, : (PN Q) — I'(P' N
9(Q)). Es gilt ¢, = ¢, da g eine Realisierung von ¢ ist. Beachte die
Gleichheit T'(P' N g(Q)) =T(P' N Q).

Fiir den Isomorphismus ¢) olﬁg_l T(P'Ng(Q)) — T(P'NQ) gilt 9 oﬁg_l
= ¢ o ¢, = id. Daher werden die Randkurven von ¥, von ¢ o ¢,
jeweils auf sich abgebildet, und g(f) und ¥ o ¢, (g(8)) = ¥(68) = &
gruppieren die Randkurven von 3 , auf dieselbe Art.

= s und ¢t haben dieselbe Paritit, d.h. s — ¢ ist gerade.

Daher gibt es nach 2.16 eine Abbildungsklasse = Mod(ZfM) >V, X
PSLa(Z) mit hloy; , = id, A([1,0]) = [1,0] und A([t, 1]) = [s, 1], namlich
h = (<8>,:|:<(1) 5?)), und somit ein & € Mod(S) mit hls\s;, = id,
h(a') = o und h(g(B)) = p'. Fiir f := ho g gilt somit f(a) = o/ und
f(B) = 3 und f({ag,...,an}) = {a,...,al}, also f(P) = P’ und
f(Q)=¢. O

Die Aussage von Satz 4.9 ist noch sehr allgemein. Im folgenden betrachten wir einige
Spezialfille, in denen wir bessere Charakterisierungen erreichen kénnen.

Bemerkung 4.10:
Zwei S-Moves IC, K’ liegen genau dann in derselben Bahn, wenn Iso*(I'(P N Q),I'(P' N

Q') # 0 ist.
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Beweis:

Jeder Isomorphismus y € Iso"(I'(P N Q),['(P' N Q')) kann eindeutig fortgesetzt werden
zu Isomorphismen ¢ : I'(P) — I'(P'), v : ['(Q) — I'(Q’), indem die zusitzlichen
Schleifen jeweils aufeinander abgebildet werden. Nach Konstruktion gilt ¢(a) = o’ und
Y(8) = # und ¢ = ¢ = y. Sind umgekehrt ¢ und v wie oben gegeben, so ist ¢ = 1) €
Iso"(I'(P N Q),I'(P' N Q). Nach Satz 4.9 folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.11:

Ein A-Move K wird genau dann invertiert, wenn es einen Isomorphismus ¢ : I'(P) —
['(Q) mit p(«) = [ gibt, dessen zugehorige Permutation ¢, € Sy ungerade, d.h. entweder
eine Transposition oder ein 4-Zykel ist.

Beweis:

,=" Sei f € Mod(S) mit f(P) = f(Q) = P. f induziert Isomorphismen
gp:F(P)—)F(Q)und@/):F(Q) ( ) mit ¢ = 1 € Aut(I'(P N Q)) und
Qﬁ* - 'QD* S S4.

Nach der Konvention in 4.7c) sind in I'(P) die Kanten ki, ks und in I'(Q)
die Kanten kq, k4 benachbart. Da ¢ und ¢ benachbarte Kanten auf benach-
barte Kanten abbilden, gilt ¢.({1,2}) = {1,4} oder p.({1,2}) = {2,3} sowie
U, ({1,4}) = {1,2} oder 1,({1,4}) = {3,4}. In allen Fillen ist ¢, = ¢, weder
die Identitédt noch eine Verkettung zweier disjunkter Transpositionen noch ein
3-Zykel.

= {4 ist eine Transposition oder ein 4-Zykel.

»&"1 Sei X4 C S diejenige Teilflache, die o und 8 enthélt. ¥ 4 kann so parametrisiert
werden, dafl @ = [1,0] und § = [0,1] gilt und dafi die Kanten ki, ..., ks den

Randkomponenten <0>, <1>, <1>, <8> € Vj in dieser Reihenfolge entsprechen.

1 1 0

Sei nun ¢ : ['(P) — I'(Q) ein Isomorphismus wie verlangt. Es gibt eine Reali-
sierung g € Mod(S) mit g(P ) Q und g(«) = . g schréankt sich ein zu einem
Element g|x,, € Mod(Xo4) = Vi x PSLy(Z). Wegen g(a) = 3 ist g|x,, von der

Form g|s,, = <(Z)=:t<—1 d)) fir geeignete x,y € Z/27 und d € Z. Es gilt

g (1) = (523): e 3) = (22 ) e (3) = (002) o (5) = ()

Da diese Aktion von g auf den Randkomponenten von 3, mit ¢, iiberein-
stimmt, ist ¢, durch die Werte von x,y und die Paritéit von d bestimmt:
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[C)=0) [ C)=0)]6)=6)]()=0)

s = (13)
P = (123)

d gerade
d ungerade

¢, = (1234)
@, = (134)

¢, = (1432)
¢y = (243)

s = (24)
P = (142)

Nach Voraussetzung ist ¢, eine Transposition oder ein 4-Zykel, also ist d gerade.
Daher gibt es nach 2.16 ein 2 € Mod(Xg4) = V4 x PSLy(Z) mit h|ps,, = id,

1([0,1]) = [0, 1] und A([1,d]) = [1,0], nimlich h = ((g),i(_; 2)), und somit
ein h € Mod(S) mit h|s\s,, = id, h(B) = § und h([1,d]) = a.

= hog({ag,...,an}) ={ag,...,a,} und hog(a) = und hog(f) =«

= [ := h o g invertiert K. U

Folgerung 4.12:

Seien K ein A-Move, I'(P) = I'(Q) und ¢ : I'(P) — I'(Q) ein Isomorphismus mit
p(a) = B. Wir geben zwei hinreichende Kriterien dafiir an, dafl K invertiert wird.

a) Sind a, 3 separierend?, so wird K invertiert.

b) Sind «, 3 nichtseparierend? und gibt es einen Move I'(P) — I'" an o mit T'(P) £ I”,

so wird K invertiert.

Beweis:

a) I'(P), (PN Q), I'(Q) haben folgende Form:

Ll ey @ D @,

I'(P) = a '(PNQ) = I'Q) =

¢ induziert ¢ € Aut(I'(P N Q)) und ¢, € Sy. Wegen ¢(a) = G gilt ¢.({1,2}) =
{1,4} oder ¢.({1,2}) = {2,3}, in beiden Fillen ist ¢, weder die Identitdt noch
eine Verkettung zweier disjunkter Transpositionen. Ist ¢, eine Transposition oder
ein 4-Zykel, so folgt die Aussage aus Bemerkung 4.11.

Sei also @, ein 3-Zykel, und o0.E. sei ¢,(1) = 1.

= 0.(2) =4 = ¢, = (243)

= (I'y) =Ty und p(I'y) = T3 und p(T3) =T

=0HhEED,

Daher gibt es einen Isomorphismus ¢ : I'(P) — ['(Q) mit ¢(«) = [ sowie (I';) =
Iy, ¥(0y) = Ty, ¥(03) = Ty, (0y) = Ty. Fiir dieses ¢ gilt ¥, = (24), weshalb K
nach Bemerkung 4.11 invertiert wird.

2 Wegen ¢(a) = 3 ist a genau dann separierend, wenn 3 separierend ist.
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b) Sei f € Mod(S) eine Realisierung von ¢ mit f(P) = Q und f(a) = (. Da
(Q " (Q) = (J(P) — J(Q) = [(P — ©) ein A-Move ist, geht T(£(Q)) durch
einen Move an 3 aus I'(Q) hervor. Somit ist I'(f(Q)) isomorph zu I'(P) oder I
und gruppiert die Kanten ky, . .., ks auf dieselbe Art wie dieser. Wegen I'( f(Q ))
I['(Q) =TI'(P)21I"gibtes demnach einen Isomorphismus ¢ : ['(Q) — I'(f(Q)) =
I'(P) mit ¥(5) = «, der auf I'(Q) \ {8} durch f gegeben ist. Da ¢ und ¢ beide
von f induziert werden, gilt ¢ = . Nach Satz 4.9 folgt die Behauptung. O

Beispiele 4.13:

Wir geben zwei Beispiele von A-Moves K = (P — Q) an, fiir die ['(P) = I'(Q) gilt mit
einem Isomorphismus ¢ : I'(P) — I'(Q), der o auf 5 abbildet. Beide Beispiele werden
nicht durch die Aussagen in 4.12 abgedeckt. Im ersten Beispiel wird K invertiert, im
zweiten nicht.

a) Gegeben seien folgende Hosenzerlegungen P, Q mit zugehorigen Graphen:

a, 3 sind nichtseparierend. Es gibt einen Isomorphismus ¢ : I'(P) — I'(Q) mit

() = B. Jeder Move I'(P) — I an « ist von der Form
oder S
(0% 3
In beiden Féllen ist IV = I'(Q). Somit sind die Voraussetzungen von 4.12 nicht

erfiillt. Es gibt aber trotzdem ein f € Mod(S) mit f(P) = Q und f(Q) = P, zum
Beispiel eine geeignete Drehung der Fléache um 180°.

b) Gegeben sei folgender Graphenmove:

)1
[\
I




60 Kapitel 4. Bahnen und Quotienten

Sei P — Q eine Realisierung von I'y — I'y auf einer geeigneten Fliche S. «, (8 sind
nichtseparierend. Es gibt einen Isomorphismus ¢ : I'y — I'y mit p(a) = 5. Jeder
Move I'i — IV an « ist von der Form

AT
A B

In beiden Féllen ist IV 2 I'y. Somit sind die Voraussetzungen von 4.12 nicht erfiillt.

['(P N Q) sieht folgendermaBen aus:

Es ist leicht zu sehen, daf jeder Automorphismus ¢ € T'(P N Q) bis auf Schleifen-
inversionen entweder die Identitdt oder von Ordnung 3 ist. Nach Bemerkung 4.11
wird K also nicht invertiert.

Bemerkung 4.14:

Seien Iy = (P — Q1), Ky = (P — Q) A-Moves mit P = {a,a9,..., 0}, Q1 =
{B,00,...;a,}, Q2= {7, q0,...,a,}. Weiter sei ¥p4 C S mit o, 5,7 C g 4. X4 kann
so parametrisiert werden, daf§ a = [1,0], 8 = [0, 1] und vy = [t, 1] fiir ein geeignetes t € Z
gilt.

Beachte, dafi stets I'(PNQ;) = I'(PNQy) = I'({ag, ..., a,}) gilt. Die an v, angrenzenden
Kanten ki, ..., ks in I'(P N Q) entsprechen den Randkomponenten von Y 4. Sie seien

0.E. so numeriert, dafl in P die Kanten ki, ks und in Q; die Kanten k1, k4 benachbart
sind.

a) Ist t gerade, so liegen Ky, Ky genau dann in derselben Bahn, wenn es einen Isomor-
phismus y : ['(PNQ;) — I'(PNQy) gibt mit y, € {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)}.

b) Ist t ungerade, so liegen Ky, Ko genau dann in derselben Bahn, wenn es einen Iso-
morphismus x : I'(PNQ;) — I'(PNQy) gibt mit x,. € {(12), (34), (1324), (1423)}.
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Beweis:

«,
=

Sei f € Mod(S) mit (K1) = Ka.
= f(P) =P und f(Ql) = QQ.
= fla) =aund f(3) =
f induziert Isomorphismen ¢ : I'(P) — I'(P) und ¢ : I'(Q;) — I'(Q2) mit
o(a) = a und ¥(B) = ~. Bs gilt $ = ¢ und ¢, = 1b,. AuBerdem gilt immer
¢.({1,2}) = {1,2} oder ¢.({1,2}) = {3,4}.
a) Sei t gerade.
= In I'(Qy) sind ebenfalls kq, ks benachbart.
= 200D = (14) ot .(01,4)) — (23},
<p*(1) =3= gp*(Q) =4 und ¢.(4) =2 = ¢, = (13)(24)
Pu(1) =4 = 0.(2) = (4)

b) Sei t ungerade.
= In I'(Q2) sind ki, k3 benachbart.

= @«({1,4}) = {1, 3} oder ¢.({1,4}) = {2,4}.

Oe(1) =1= @.(2) =2 und ¢.(4) =3 = P, = (34)
Gu(1) =2= @.(2) =1 und ¢,(4) =4 = . = (12)
p.(1)=3= ,(2) =4 und ¢.(4) = 1 = &, = (1324)
Ou(l) =4 = $.(2) =3 und ¢, (4) =2 = ., = (1423)

: Sei x : (PN Qp) — I'(P N Qy) ein Isomorphismus wie verlangt. In allen acht

Féllen aus a) und b) gibt es eine Fortsetzung ¢ : I'(P) — I'(P) mit p(a) = o und
® = x. Sei g € Mod(S) eine Realisierung von ¢ mit g(P) = P und g(«) =
g schriankt sich ein zu einem Element g|y,, € Mod(Xo4) = Vi x PSLy(Z).

Wegen g(a) = a ist g|s,, von der Form g5, = (<“Z>,:I:<é ;’)) fiir geeignete
x,y € Z/27 und b € Z. Wie im Beweis von Bemerkung 4.11 ist ¢, = y, durch

die Werte von z,y und die Paritédt von b bestimmt:

1G)=0) G)=0) | ©)=0) | G)=0)

X+ = (14)(23)
Yo = (1324)

X« = id X+ = (12)(34)
X+ = (12) X« = (34)

Nach den Voraussetzungen an y haben ¢ und b stets dieselbe Paritdt, d.h. ¢ —b
ist gerade. Daher gibt es nach 2.16 ein h € Mod(Xp4) = Vi x PSLy(Z) mit

Rlasia. = id. A([1,0]) = [1,0] und h([b, 1)) = [£,1], namlich h = <(g),i(g )
und somit ein ~ € Mod(S) mit h|s\s,, = id, h(a) = o und h([b, 1]) =
= hog({ag,...,an}) ={as,...,a,} und hog(a) =aund ho g(f) =

= Tiir f := hog gilt f(P) =P und f(Q1) = Qs. O

X« = (13)(24)
= (1423)

b gerade
b ungerade
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Bemerkung 4.15:

Seien ’Cl = (P - Ql), ’CQ = (P - Qg) A-Moves mit P = {Oél,OéQ,Oég, c. ,Oén}, Ql =
{8, 00,03, ...,0,}, Q3 = {a1,7,as,...,0,}. Weiter sei ¥ 5 C S mit ay, o, 3,7 C Xy 5.
K1, Ky liegen genau dann in derselben Bahn, wenn I'(Q;) = I'(Q,) gilt.

Beweis:

“.
y=

Sei f € Mod(S) mit f(Ky) = Ks.
= f(P) =P und f(Q)) = O
= 1(Q)) 2 I(Qs)

. Sei [(Q,) = T(Qy).

Annahme: Eine der Kurven a1, as, 0.E. aq, ist separierend.

Da jede Hosenzerlegung von >J; 5 héchstens eine separierende Kurve enthélt, sind
o, vy nichtseparierend. Da jeder Move in X o eine separierende Kurve in eine
nichtseparierende Kurve iiberfiihrt, ist auch /5 nichtseparierend. (Beachte: Eine
Kurve in ¥, 5 C S ist genau dann separierend in S, wenn sie separierend in ¥ o
ist.) Somit enthdlt Qy eine separierende Kurve mehr als Q; im Widerspruch zu

[(Q1) 2 I'(Qa).

aq, g sind also beides nichtseparierende Kurven. Wegen I'(Q;) = I'(Qz) sind
auch [~ beide separierend oder beide nichtseparierend.

Es gibt eine Abbildungsklasse j € Mod(S) mit j[s\n,, = id, j(a1) = az und
J(a2) = ay, vgl. Abbildung 3.3 auf S. 48. Sei ¥y4 C 32 diejenige Teilflache
mit as,y,(8) C Lo und 03p4 = 0X12 U ay. Es gibt eine Parametrisierung
von g4, so dal ap = [1,0], y(B) = [s,1] und v = [t, 1] fiir geeignete s,t € Z
gilt und daf} die zu o; gehorigen Randkomponenten von ¥4 durch die Vektoren

(8)7 (?) € V, gegeben sind.

Eine Kurve [z,1] in ¥4 ist genau dann separierend bzw. nichtseparierend in
S, wenn z gerade bzw. ungerade ist. Da (3,7 und somit auch j(3),~y beide
separierend oder beide nichtseparierend sind, haben s,t dieselbe Paritdt und
t — s ist stets gerade. Daher gibt es ein 7 € Mod(Zo4) = V4 x PSLy(Z) mit

h((L,0]) = [1,0], h([s,1]) = [t.1], ;}(g) - (g) und ;}(}) - (}) némlich
h = (<8>,ﬂ:<é t?)), und somit ein » € Mod(S) mit h|s\x, , = id, h(a1) = o,
h(az) = az und h(3(B)) = 7.

Fir f = hojgilt f(P\ {a,a2}) = P\ {ar, a2}, flar) = ag, flaz) = au,
f(B) =7, also f(P) =P und f(Q:) = Qa. O
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4.3 Bahnen von 2-Zellen

In diesem Abschnitt wollen wir fiir je zwei 2-Zellen vom gleichen Typ eine Charakte-
risierung dafiir finden, daf sie in derselben Bahn liegen. Wir unterscheiden dazu, von
welchem Typ die 2-Zellen sind.

Fiir eine 2-Zelle F = (P — ... — Py) sei stets T'(F) := T(Py N ... N Py). Fiir zwei
2-Zellen F,F', die nicht vom Typ (4C) sind, werden analog zu 4.7 und 4.8 die Ecken
v (F) € V(T(F)), vo(F') € V(I'(F')) und die Menge Iso*(T'(F),T(F')) definiert.?

Bemerkung 4.16:
a) Seien F = (P; — Py — Ps) eine 2-Zelle vom Typ (3S) und

Fio0 = (Pz — Py — 7)1)7
-7_:240 = (Ps — P — 7)2)7
f = (731 - Pg - Pg)

Dann gibt es f,g € Mod(S) mit f(F) = Fiz und g(F) = Fayg, aber kein h €
Mod(S) mit h(F) = F.

b) Seien F,F’ 2-Zellen vom Typ (3S). Es gibt genau dann ein f € Mod(S) mit
f(F)=F oder f(F)=F', wenn Iso*(I'(F),['(F")) # 0 gilt.

Beweis:

a) Das folgt direkt aus 3.17a).

b) Die Richtung ,,=* ist klar, denn jedes f € Mod(S) mit f(F) = F' oder f(F) = F'
induziert einen Isomorphismus ¢y : I'(F) — I(F’) mit ¢r(v.(F)) = v (F).

Es gibt genau zwei Hosenzerlegungen P; und Py, die P) — P4 zu einem Dreieck
ergénzen. Nach 4.5 gibt es eine Abbildungsklasse gy € Mod(S) mit go(Py — P3) =
P; — Ps. Dieses g bildet P; auf Py und P; auf P; ab.

Sei nun Iso*(T'(F),T'(F')) # 0. Nach 4.10 liegen die Kanten P, — P3 und Py — P},
in derselben Bahn, d.h. es gibt ein f € Mod(S) mit f(Py) = Py und f(P3) = P%.
Da f Dreiecke auf Dreiecke abbildet, gilt f(P;) = P; oder f(P1) = Py. Im ersten
Fall folgt f(F) = F’, im zweiten Fall folgt gy o f(F) = F. O

Bemerkung 4.17:

a) Sei F = (P1 — Po — P3) eine 2-Zelle vom Typ (3A). Es gibt genau eine weitere
Hosenzerlegung P3 # P3, so dal F := (P; — Pa — P3) eine 2-Zelle vom Typ
(3A) ist. Es gibt kein f € Mod(S) mit f(F) = F.

3 Fiir 2-Zellen vom Typ (4C) holen wir eine entsprechende Definition in Bemerkung 4.18 nach.
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b)

Seien F = (P — P2 — P3), F' = (P — Py — Pj) 2-Zellen vom Typ (3A).
Schreibe P; = QU {v;} und P; = Q" U {vi} (i = 1,2,3). Es gibt genau dann
ein f € Mod(S) mit f(F) = F oder f(F) = F', wenn es Isomorphismen ¢; :
P('P,) - F(Pz/) (Z = 1’273) gibt mit Qpi(%) = %{ (Z = 1>2a3) und @1 = Py = P3.
Die Existenz von @3 folgt dabei schon aus der Existenz von ¢; und ¢,.

Beweis:

a)

Schreibe P; = QU {;} (i = 1,2,3). Sei ¥p4 C S mit v1,72,73 C Lo4. Es gibt
eine Parametrisierung von ¥4 mit v, = [1,0] und v, = [0,1]. In 34 sind [1, 1]
und [—1, 1] die einzigen Kurven, die mit 7; und 75 minimalen Schnitt haben. Eine
der beiden Kurven ist 73, die andere sei mit 73 bezeichnet. Somit gibt es genau
zwei Hosenzerlegungen P; = Q U {73} und Py =QU {43}, die P; — P> zu einem
Dreieck ergénzen.

Fiir jedes f € Mod(S) mit f(F) = F gilt f(Xo4) = So4. Daher ist f|s,, ein
Element aus Mod(Xg4) = Vy x PSLy(Z), das wegen f(v1) = v und f(y2) = 72
von der Form fl5,, = ((m) :i:(1 0)) ist.

= fleoa([1,1]) = [L, 1] und fls,,([-1,1]) = [-1,1]
= f(P3) = Ps und f(Ps) = Ps, ein Widerspruch zu f(F) = F.

Die Richtung ,,=“ ist klar. Sind umgekehrt ¢ : I'(Py) — I'(Py) und s : I'(P2) —

['(PL) wie verlangt, so gibt es nach Satz 4.9 ein f € Mod(S) mit f(P; — P2)
P{ — P5. Da jede Abbildungsklasse Dreiecke auf Dreiecke abbildet, gilt f~'(F")
{F,F}, also F' € {f(F), f(F)}.

Dmll

Bemerkung 4.18:

a)

b)

Nach 3.17¢) ist keine allgemeine Aussage dariiber moglich, ob eine 2-Zelle vom
Typ (4C) gedreht oder gespiegelt wird.

Sei F = (P; — ... — Py) eine 2-Zelle vom Typ (4C). In I'(F) gibt es zwei aus-
gezeichnete Ecken v, (F) und w,(F), die wie in 4.7 aus den Kanten P; — Py bzw.
P, — P, entstehen. Fiir zwei 2-Zellen F,F’ sei analog zu 4.8 Iso*(I'(F),['(F"))
die Menge derjenigen Isomorphismen I'(F) — T'(F’), die v.(F) auf v,(F’) und
w,(F) auf w,(F') abbilden.

Schreibe Py = QU{v1, 72}, P2 = QU{2, 73}, Ps = QU{v3, 4}, Pa = QU{m, 1},
analog fiir 7. Isomorphismen ; : ['(P;) — ['(P}) (i = 1,...,4) mit p;(7;) = 7}
fiir alle moglichen ¢, j induzieren Isomorphismen @, : I'(F) — I'(F') (i =1,...,4).

Seien F, F' 2-Zellen vom Typ (4C) wie in b). Es gibt genau dann ein f € Mod(S)
mit f(F) = F', wenn es Isomorphismen ¢, : I'(P;) — I'(P}) (i = 1,...,4) gibt
mit p;(7;) = v fiir alle moglichen 4, j und mit 9, = P, = P3 = P,
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Beweis von c):

Die Richtung ,=“ ist klar. Seien umgekehrt ¢; : I'(P;) — I'(P!) (i = 1,...,4) wie
verlangt. Neben @, = @, = @3 = @, gilt auch ¢; = @9 : I'(Py NPy) — T'(P; NPY)
und @1 = @4 : T(Py N Py) — T(Py NPy). Nach Satz 4.9 und seinem Beweis gibt es eine
Abbildungsklasse g € Mod(S) mit g(Py — P2) = (P; — P}), welche die Isomorphismen
¢1 und @, realisiert. Es gilt g(v1) =71, g(72) = 712, 9(73) = 73 und g(Q) = Q.

Im folgenden unterscheiden wir, ob P; — P, und P; — P} S-Moves oder A-Moves sind.
In beiden Féllen fithren wir den Beweis analog zu Satz 4.9.

L. Fall: P, — Py und P} — Py sind S-Moves in X;; € S bzw. ¥}, C S.
Wie im Beweis von 4.9 gibt es ein h € Mod(S5) mit h|s\s;, | = id, h(7;) = 75 und
h(g(74)) = 4. Fiir f := hog gilt somit f(v;) =7, (i=1,...,4) und f(Q) = Q'
also f(F)=F".

2. Fall: P, — P, und P} — P sind A-Moves in ¥p4 C S bzw. ¥, C 5.
Wie im Beweis von 4.9 gibt es ein h € Mod(S5) mit h|s\s; , = id, h(7;) = 75 und

h(g(74)) = 4. Fiir f := hog gilt somit f(v;) =7, (i =1,...,4) und f(Q) = Q'
also f(F)=F". O

Bemerkung 4.19:

Seien F = (P — ... —P5), F' = (P; — ... — Pi) 2-Zellen vom Typ (5A). Schreibe
Pi = QU {n, %t P = QU {1t Ps = QU {v3,7}, Pa = QU {v4,%5}, Ps =
QU {m,7s5}, analog fiir F'.

a) Nach 3.17¢) ist keine allgemeine Aussage dariiber moglich, ob eine 2-Zelle vom
Typ (5A) gedreht oder gespiegelt wird.

b) Es gibt genau dann ein f € Mod(S) mit f(F) = F’, wenn es Isomorphismen
@i : D(P;) — I(P]) (i =1,...,5) gibt mit ¢;(v;) = 7} fiir alle moglichen 4, j und
mit P, = ... = P;. Dabei seien p, = ... =@, : ['(F) — ['(F') die von ¢1,...,¢s5
induzierten Isomorphismen.

Beweis von b):

Die Richtung ,=-“ ist klar. Seien umgekehrt ¢; : I'(P;)) — I'(P}) (: = 1,...,5) wie
verlangt. Wie im Beweis von 4.18 gibt es eine Abbildungsklasse g € Mod(S) mit g(y,) =
M 9(72) = 72, 9(73) = 73 und g(Q) = Q'.

Sei X, diejenige Teilfliche von S, die 75,75 und g(vs) enthdlt. Wie im Beweis von 4.9
gibt es ein h € Mod(S) mit hls\sy, = id, h(y3) = 75 und h(g(ys)) = 75. 7} ist die
einzige Kurve in S, die disjunkt zu +4 und ~; und nicht isotop zu einer anderen Kurve
aus einem der P; ist. Da h(g(74)) auch diese Eigenschaften hat, gilt h(g(v4)) = 74

Fiir f := hog gilt somit f(v;) =7, (i=1,...,5) und f(Q) = Q' also f(F)=F. O
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Bemerkung 4.20:

a) Fir eine 2-Zelle F = (P, — ... — Pg) vom Typ (6AS) seien
fﬁo = (PQ* 77)67731),
flg() = (’ng 773677317732)’
5300 = (PG - Pl I 735),
F = (’Plf,Pﬁ* 7732)

Nach 3.17d) gilt Stab,,(F) = Stab,,.(F) = Stab,.(F).

b) Seien F,F" 2-Zellen vom Typ (6AS). Es gibt genau dann ein f € Mod(S) mit
f(f) S {f/, éO’ ey éOO’f/7f/607 ce ,f/300}, wenn F(f) = F(f/> gllt

Beweis von b):

Die Richtung ,,=* ist klar, denn jedes f € Mod(S) mit f(F) € {F', Fips-- - Fgos F '
F'6os - -, F's00} induziert einen Isomorphismus ¢y : I'(F) — ['(F').

Fiir die Riickrichtung sei die Notation dem Beweis von 3.23d) entnommen, wobei in F’
alle Kurven ; durch +; ersetzt werden. Sei ) , diejenige Teilfliche von .S mit 77, ..., v5 C
Y- Sei X, C ¥, diejenige Teilfliche von ¥ , mit 9%, = 0¥, U~). Es gibt eine
Parametrisierung von ¥ 4 mit 9%} , = {(8), (é)} und v, = [0, 1] und 4 = [1,0].

e

Y2

Sei nun ¢ € Iso(I'(F),['(F’)) = Iso"(I'(F),I'(F')). Realisiere ¢ durch ein g € Mod(S)
mit g(P1) = Py und g(71) = 73 und g(y2) = 7. Esist g(v3) C ¥ 4. Da g(73) separierend
ist und minimalen Schnitt mit +5 hat, ist g(3) von der Form g(v3) = [1,¢] mit ¢ €
Z gerade. Der Dehntwist hy := t;ét/ * bildet g(73) auf 74 ab und erhilt die Kurven

s Vas V6, 9(76). Analog dazu gibt es einen Dehntwist hy mit hq(g(76)) = 75 und hq(7}) =
V(i =1,2,3).

7, ist die einzige Kurve in X} ,, die nicht nullisotop und nicht zu einer Randkomponente
von Y, isotop ist und die disjunkt zu v3 und g ist. Da hy o hy o g(v4) auch diese
Eigenschaften hat, gilt hy o ho o g(74) = 7. SchlieBlich gibt es genau zwei Kurven ~ und
75 in ¥ 5, die zu v} disjunkt sind und minimalen Schnitt mit 73 und ~5 haben. Somit
gilt hy o hy o g(y5) = L oder hy o hy o g(75) = 72.

1. Fall: hyohgog(ys) =4
= Fiir f:=hyohyog gilt f(F)=F.
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2. Fall: hyohyog(ys) =~
Es gibt eine Abbildungsklasse 3 € Mod(S) mit | s\, = id, 9(v1) = 4 und
10v2) =1, 2() = 76 und 5(96) = 73, 9(71) = V4, 9(05) = 75 und y(75) = 75, vel.
Abbildung 3.3 auf S. 48.
= Fiir f :=johiohyoggilt f(F)=F. O

4.4 Der Quotientenkomplex 2(S)

In den vorangegangenen Abschnitten wurden viele Charakterisierungen dafiir angege-
ben, dafl zwei Zellen von Z2(S) in derselben Bahn unter der Aktion von Mod(S) liegen.
Von zentraler Bedeutung sind dabei Bemerkung 4.1 in Abschnitt 4.1, Satz 4.9 in Ab-
schnitt 4.2 und die Bemerkungen 4.16 bis 4.20 in Abschnitt 4.3. Diese Aussagen zeigen,
daBl die Bahnen allein aus der Kenntnis aller hosenzuléssiger Graphen und ihrer Isomor-
phismen erkennbar sind.

Desweiteren legen unsere Erkenntnisse nahe, dafl es in jeder Bahn sehr viele Zellen gibt.
Mit dem folgenden Satz wird dieser Verdacht bestatigt.

Satz 4.21:
2(S) ist endlich.

Beweis:
Die Endlichkeit von 2(S) wird in drei Schritten nachgewiesen.

a) Nach Folgerung 4.2 gibt es in 2(S) nur endlich viele Ecken.

b) Wir zeigen, daf es in 2(S) nur endlich viele Kanten gibt und somit der Quotien-
tengraph 2'(S) endlich ist.

Annahme: Es gibt unendlich viele Kanten in 2(S).

Da 2(S) nur endlich viele Ecken hat, gibt es eine Ecke, von der unendlich viele
Kanten weggehen. Daher gibt es in Z(.S) unendlich viele, paarweise nicht in der-
selben Bahn liegende Kanten K; = (P; — Q;) (i € N), so daB alle P; (i € IN) in
derselben Bahn liegen. Zu jedem i € N sei f; € Mod(S) mit fi(P;) = Py =: P.
Setze Q; := fi(Q;) und K; := fi(K;) = (P — Q;) (i € N). Die K; (i € IN) sind
unendlich viele, paarweise nicht in derselben Bahn liegende Kanten. Jede dieser
Kanten ist durch einen Move an einer der Kurven aus P gegeben. Da P nur end-
lich viele Kurven enthilt, gibt es eine Kurve a € P und unendlich viele Kanten
Ki; (j € IN), die durch einen Move an o gegeben sind.

Ist a eine Schleife in I'(P), so sind alle K;; (j € IN) durch S-Moves an a gege-
ben und liegen nach Bemerkung 4.10 in derselben Bahn. Ist a keine Schleife in
['(P), so sind alle K;; (j € IN) durch A-Moves gegeben. Jedem K;; entspricht ein
Graphenmove I'(P) — I” an «. Zwei Kanten, die denselben Graphenmove indu-
zieren, liegen nach Satz 4.9 stets in derselben Bahn. Da es nur zwei verschiedene
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Graphenmoves I'(P) — I an « gibt, liegen alle K;, (j € IN) in hochstens zwei
Bahnen.

In beiden obigen Féllen liegen die &C;, (j € IN) in nur endlich vielen Bahnen, ein
Widerspruch zur Annahme.

c¢) Schliefllich zeigen wir, daf es in 2(S) von jedem Typ nur endlich viele 2-Zellen
gibt.

e Nach 4.16 sind alle 2-Zellen F vom Typ (3S) mit isomorphen Graphen I'(F)
in zwei Bahnen enthalten. Da es nur endlich viele solcher Isomorphieklassen
gibt, ist auch die Menge aller Bahnen von 2-Zellen vom Typ (3S) endlich.

e Fiir 2-Zellen vom Typ (3A), (4C) und (5A) wird die Aussage analog zu b)
bewiesen, denn auch hier ist die Zugehorigkeit zur selben Bahn durch kom-
binatorische Daten charakterisiert. Wir lassen die Details aus.

e Es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen von Graphen der Form I'(F),
wobei F eine 2-Zelle vom Typ (6AS) ist, und somit nach 4.20 nur endlich
viele Bahnen solcher 2-Zellen. U

4.5 Ein Beispiel: Der Quotientenkomplex von 3J; 3

Wir wollen nun fiir die Flache ¥; 5 den Quotientenkomplex 2(%; 3) explizit bestimmen.
Bemerkung 4.22:

2(X,3) hat drei Ecken, die den Graphen I'y,I'y, 'y aus Abbildung 4.3 entsprechen, vgl.
Beispiel 4.3a).

Iy

1
i
il

Abbildung 4.3: Graphen zu ¥ 3

Bemerkung 4.23:

Zwei Kanten Iy = (P — Q1) und Ky = (Py — Qy) liegen genau dann in derselben
Bahn, wenn I'(P;) = I'(P2) und I'(Q;) = I'(Qs) gilt. Insbesondere wird jede Kante
K= (P — Q)mit I'(P) = I'(Q) invertiert.

Beweis:

Die Richtung ,,=“ folgt direkt aus Bemerkung 4.1. Seien umgekehrt I'(P;) = I'(P2) und
['(Q1) 2 I'(Qg). Sind K4, Ky S-Moves, dann gilt sogar I'(P;) = I'(Q;) = I'y, und aus
Bemerkung 4.10 folgt, da8 K1, Ky in derselben Bahn liegen.
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Von nun an seien K1, Ko A-Moves. Wir unterscheiden, zu welchen der Graphen I';, 'y, I'3
die Graphen I'(P;),I'(Q;) isomorph sind. Der Fall I'(P;) = I'; und I'(Q;) = I's kommt
nicht vor, da I'; zwei separierende Kurven mehr hat als I';3 und es daher keinen Move

'y — I'3 gibt. Da alle anderen Fille auf dieselbe Art bewiesen werden, fithren wir nur
den Fall I'(P,) = I'(Q;) = I'; aus.

Sei also I'(Py) = I'(Q,) = I'y. Es gibt Isomorphismen ¢ : I'(Py) — I'(Pp) und ¢ :
['(Q1) — I'(Q2) mit ¢ = 1. Nach Satz 4.9 liegen Ky, K5 in derselben Bahn.

(P1) = O—i&< L(PiNQy) = Q_i<i r(Q) = p
¢ |[e=1 &
[(Py) = O—Ii’< T(PyN Q) = O_]< r(Q,) = i

Beachte: Mit der Notation aus Satz 4.9 gilt p(a) = o und ¥(8) = ' fiir alle Isomor-
phismen ¢ : I'(Py) — I'(P,) und ¢ : I'(Qy) — I'(Qa). O

Folgerung 4.24:
Der Quotientengraph 2'(%; 3) hat folgende Form:

55) (B ®)

o< —L

Die Ecken Bg, Ba, By, B3 entsprechen dabei den baryzentrischen Unterteilungen der
invertierten Kanten.

Bemerkung 4.25:

a) Sei F eine 2-Zelle vom Typ (3S) in £(¥;3). F und F liegen nicht in derselben
Bahn. Jede weitere 2-Zelle 7’ vom Typ (3S) liegt in derselben Bahn wie F oder
F. Insbesondere miissen alle derartigen 2-Zellen baryzentrisch unterteilt werden.

v\l[[,'®\“

iy

‘.‘ II/
DI
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In 2(3 3) gibt es also zwei 2-Zellen vom Typ (3S):

Bs) (B ®) ©
)
e

o< —L

b) Es gibt genau vier Bahnen von 2-Zellen vom Typ (3A). Jede 2-Zelle F vom Typ
(3A) wird von einem der folgenden Wege berandet:

@] <B4
B @
o

Davon muf} die erste 2-Zelle baryzentrisch unterteilt werden; es gibt Abbildungs-
klassen, die diese drehen, aber keine, die sie spiegeln. Das liefert folgende 2-Zellen
vom Typ (3A) in 2(X;3):

c) Seien F = (P — ... — Py4) eine 2-Zelle vom Typ (4C) und
Jfg() = (732773 — P 7731),
Figo = (7)3 — Py — P — 7)2),
Faro := (7)4 — P1— Py — 7)3)7

F = (P1 *'P4*733*'P2).

Dann liegen F, Fiso, F, Fiso in derselben Bahn, aber Fy in einer anderen Bahn.
Jede weitere 2-Zelle F' vom Typ (4C) liegt in derselben Bahn wie F oder Fyo.

o< 7B
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In 2(3 3) erhalten wir folgende 2-Zellen vom Typ (4C):

o< — —

d) Jede 2-Zelle F vom Typ (5A) wird von einem der folgenden Wege berandet:

Beide 2-Zellen miissen baryzentrisch unterteilt werden; es gibt Abbildungsklassen,
die sie spiegeln, aber keine, die sie drehen. Dadurch erhalten wir in 2(%; 3) sieben
2-Zellen vom Typ (5A):

B, B, B,
@ LT> 4 °

NN ° 00 ° g

B o o o °

- - - 6 o o ©O

] ° S > )

< Ceo 00T =%

P ° S P~
! !

ol< o i

e) Es gibt genau eine Bahn von 2-Zellen vom Typ (6AS), denn fiir je zwei solche
2-Zellen F, F' sind die Graphen I'(F) und I'(F’) isomorph. Jede 2-Zelle vom Typ
(6AS) wird von dem folgenden Weg berandet:

ol< (5s) ol<
ol< (©s) ol<
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In 2(3 3) sieht die 2-Zelle vom Typ (6AS) folgendermafen aus:

< _.:_B 5 @ @

o

A

Damit haben wir alle 2-Zellen von 2(3; 3) bestimmt. Wir verzichten aus Griinden der
Ubersichtlichkeit darauf, eine Skizze von 2(X; 3) anzugeben, in der alle 2-Zellen enthal-
ten sind.



Kapitel 5

Prasentationen

In den vorigen beiden Kapiteln haben wir die Aktion der Abbildungsklassengruppe
Mod(S) auf dem Hosenkomplex &(.S) untersucht, indem wir Stabilisatoren und Bahnen
berechnet haben. Mit Hilfe dieser Daten konnen wir eine Prisentation von Mod(S)
konstruieren. Wie das geht, werden wir in diesem Kapitel lernen.

5.1 Prisentationen und kurze exakte Sequenzen

st 1 — A L5 B %5 ¢ — 1 eine kurze exakte Sequenz von Gruppen und sind
Prasentationen von A und C' gegeben, so kénnen wir daraus eine Prisentation von B
herleiten, vgl. [CGKZ, 1.6.1.1, S. 127]. Diese Konstruktion zeigt, dal B endlich présen-
tierbar ist, falls A und C endlich prisentierbar sind.

Definition 5.1:

Seien 1 — A L5 B %5 ¢ — 1 eine kurze exakte Sequenz von Gruppen, a: C — B
eine beliebige Abbildung mit goa =idcund A = (S| R), C = (T | Q) Prisentationen
von A und C.

a) Zujedem s € S bzw. t € T sei § bzw. { ein Symbol. Setze U := {s:seStuU {t:
t € T}. Da B von der Menge f(S) U a(T) erzeugt wird, kann U als abstraktes
Erzeugendensystem von B aufgefafit werden.

b) Wir bestimmen im folgenden vier Typen von Relationen in U, die eine Prisentation

von B liefern werden.

(1) Jedes Element r € R ist ein Wort r = s5' - ... - s fiir geeignete m € N,
si €5, 0; € {1,—1}. Als Element von A ist r trivial, somit gilt 1 = f(r) =
f(51)% ...« f(s,,)°. Definiere

Fo=80. ... 80m

7 ist ein Wort in U.

73
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(2) Jedes Element ¢ € @ ist ein Wort ¢ = ' - - ter fiir geeignete n € NN,
t; €T, e €{1,—1}. Wegen g(a(ty)®" -. a(tn) ) et =q=1
ist a(ty)® - ... - a(t,)™ € Kern(g) = Blld(f), d.h. es glbt S1,.-+,8m € S und
81,0 € {1, =1} mit a(t))%*-. . .- a(t,)® = f(51)%-. .. f(5,,)°". Definiere

Gim GO g

Auch § ist ein Wort in U.

(3) Fiiralle s € S, t € Tist a(t)™' - f(s) - a(t) € Bild(f) wegen g(a(t)™' - f(s) -
at)) =t 1-t=1,dh. es gibt s4,...,8, € Sund dy,...,6,, € {1,—1}
mit a(t)7t - f(s) - a(t) = f(s51)% - ... f(sm)°". Definiere

s a0 s=01 ;-1 a7
Top =8, " ...c8 -t -5t

Zs, ist ein Wort in U.

(4) Analog zu (3) ist auch «a(t) - f(s) - a(t)™' € Bild(f) fiir alle s € S, t € T,
und es gibt uy,...,ux € S, dy,...,0, € {1, =1} mit a(t) - f(s) - a(t)™! =
fu)® ... f(ug)%. Definiere

Jog =% Oy -5
s ist ebenfalls ein Wort in U.

Wir fassen alle Relationen in eine Menge zusammen und definieren

p::{f:TER}U{cj:qEQ}U U {Zsts Ys,t}-

seS, teT

Proposition 5.2: o
Mit der Notation aus Definition 5.1 ist (U | P) eine Préisentation von B.

Beweis:

Sei B diejenige Gruppe, die durch die Présentation (U | P) gegeben ist. Nach Kon-
struktion von P ist die Zuordnung ® : B — B, § — f(s) (s € S), { — a(t) (t € T) ein
wohldefinierter Gruppenhomomorphismus. Da B von f(S) U a(T') erzeugt wird, ist @
surjektiv.

(x) Fir alle s € S, t € T und 5,6 € {1, —1} glbt esm € N, s1,...,8, € S und

O,y O € {1, =1} mit £ - 57 = 55 - dm . et in B,
Wir beweisen das fiir £, = ¢; = 1. In diesem Fall ist namlich ¢- § = 7)‘151 S zlik st t=
ﬁ‘lsl — ﬁik - t, wobei die u; und ¢; aus Definition 5.1 gegeben sind.
Sei nun b € B mit <I>(13) 1. Nach (x) gibt es s1,...,s8, € S, t1,...,t, € T und
OyevyOmy€1y--y6n € {1, —1} mit b = & .- 5. Wegen D(b) = 1
gilt auch 1 = g(l) = go f(s ... s0m). goa(tl)el-...-goa(tn)E" =ttt

Somit gibt es Worte wy, ..., wy in T, Relationen ¢, ..., qx € Q und v, ...,y € {1, -1}
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k . . Ao AN
mit 31 ..t = [[(wigaw; M) Tst wy = £t -5 so sel by = gt - gt Tst
i=1
G =t -t sodst g = &0 - g0 L5 wie in 5.1
k
re 7 n — ~ Aai AE@ ~—1 i
:>t11~...~2—1_[1(wi~ti11- St )Y
1=
i 5 5 1
= JT(w; - 85" S -y )™
i=1
() A . R . . A
= [1(6s - - G -w;M)%  (6; geeignetes Wort in {5 : s € S})
i=1
= [1(Gi - - 1yt
i=1
k .
~[le7
A Z:1 A
= b ist ein Wort in {5 : s € S}, schreibe b= 80" . ... - &
= 1=0(0b) = f(s*-... s
= s2 ... .5 =1, da f injektiv ist.
= Es gibt Worte wy, ..., wy in S, Relationen rq,...,r, € Rund ~,...,v% € {1,—1}
k
mit s - ... -2 = ] (wirw; )%,
i=1
) b u 1 1
=b=580"-...-8 =[[(w -7 -w ) =][(w;-1-w;")" =1
i=1 i=1
= & ist injektiv. O

Beispiel 5.3:

In der Flache S = ¥ 3 seien folgende Hosenzerlegungen gegeben:

g

o
P1

P

Ps

st F(Pl)

0

[(Ps) =

<>~L<i
s

Wir wenden Proposition 5.2 und Bemerkung 3.5 an, um die Stabilisatorgruppen von

P1, P2, P3 zu berechnen.
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a)

b)

Fiir die Hosenzerlegung P; gilt
Stab(Py) = Staby,(Py) 2 Stabr(Pr) = (t,, 0y, 04y ) = Z5.

Sei ) € Mod(X; 3) eine geeignete Drehung der Fliche um 180°:

180°

b

Nach 3.5 haben wir die kurze exakte Sequenz

1 — (tay,ts,,ty,) — Stab(Py) — V4 — 1.
)

Eine Prisentation von Vj ist Vy = (x,y | 2* = y* = (zy)? = 1). Wir definieren
a: Vy — Stab(Ps) durch a(1) :=id, a(x) :=y, aly) = 0,,, a(zy) :=j0 0,,. Das
liefert mit 5.2 folgende Présentation:

Stab(Pa) = (tays tsys tyns 25 Oy | tay s tay, by, 04, kommutieren, 7 = 1,02 =t,,,
JOnJOy = t’na]tOﬂ = tﬁz]a]tﬁz = ta1]>]t’y1 = t'y1]>
= (tay, 82, Oy 7 | Loy, hs, 0, kommutieren, 7 = 1, jto, = tg,7,
Jtsy = ta, ), 904, = U’y1]>

<ta17tﬁ270“11> X <]>
~ 78 % 7.)27.

Zusétzlich zur Abbildungsklasse 7 aus b) definieren wir eine Drehung 6 von X 3
um 120°:

120°

b

|
Die zu P; gehorige kurze exakte Sequenz aus 3.5 lautet

1 — <ta1,t52,t73> — St&b(Pg;) — Sg — 1.

Dabei habe S3 die Priisentation S3 = (x,y | 2% = ¢y = (2y)? = 1). Wegen »* =
5% = 7090 = id liefert die Zuordnung = — 7, y — 6 einen Gruppenhomomorphismus
a : S3 — Stab(P3). « ist ein Schnitt der obigen kurzen exakten Sequenz. Wir
erhalten folgende Prisentation von Stab(P3):
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Stab(P3) = (taystays trss 750 | tars tps, Ly Kommutieren, 7 = 6% = 7070 = 1,
]toa = tﬁz]a]tﬁz = toz1]> jt'yg = t'yg]> 5to¢1 = tﬁz(sa
Sty = 1,0, 08, = to,0)
= < 17t527 “{3) X <]75>
>~ 73 % Sg

Bemerkung 5.4:

Falls die kurze exakte Sequenz 1 — A S0 spaltet und a : C' — B
ein Schnitt ist (d.h. ein Homomorphismus mit g o @ = id¢), so vereinfacht sich die
Prasentation: Fiir jedes Element g = t7' - ... - t;* € () ersetzen wir die Relation

G =80 AR
vom Typ (2) durch die Relation
G:=1- ...

d.h. wir ibertragen lediglich die Relationen aus C'. Das ist moglich, da in obiger Relation
vom Typ (2) die Gleichung a(t;)* ... a(t,) = a(t]' ... 7)) = a(q) = a(1) =1 gilt.

Erinnerung 5.5:
Seien N, H Gruppen und ¢ : H — Aut(/N) ein Gruppenhomomorphismus. Das semidi-
rekte Produkt N x, H :={(n,h) : n € N,h € H} ist durch die Verkniipfung

(1, h1) - (n2, ha) == (n1 - p(h1)(n2), hihs)
definiert. Es gibt kanonische Homomorphismen ¢y : N — Nx,H und 7y : Nx,H — H.

Erinnerung 5.6:

Eine kurze exakte Sequenz 1 — A J.B %0 —1vom Gruppen spaltet genau
dann, wenn es einen Homomorphismus ¢ : C' — Aut(A) und einen Isomorphismus
P:Ax,C— Bmit f=®o01y und g=mcod ! gibt.

Ax,C

Al

1 A B —~

C 1

Sind ¢ und ® gegeben, so ist ein Schnitt a : C' — B definiert durch a(c) := ®(1,¢),
denn es gilt g o a(c) = g o ®(1,¢) = me(1, ¢) = c. Ist umgekehrt a : C' — B ein Schnitt,
so definiert man

p:C = Aut(A), c— (a— fH(alc)- fa)-alc)™)),
¢:Ax,C— B, (a,c) — f(a) - a(c).
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5.2 Der Satz von Brown

Der Satz von Brown (vgl. [Br]) liefert eine Prisentation fiir eine Gruppe, die auf einem
einfach zusammenhéngenden CW-Komplex operiert. Wir werden in diesem Abschnitt
den Satz von Brown formulieren und ihn auf die Aktion der Abbildungsklassengruppe
auf dem einfach zusammenhéngenden Hosenkomplex anwenden.

Seien X ein einfach zusammenhéngender CW-Komplex und G eine Gruppe, die auf X
durch Permutation der Zellen operiert. In diesem Abschnitt unterscheiden wir gerichtete
und ungerichtete/geometrische Kanten von X, d.h. zu jeder Kante k£ von X gibt es eine
von k verschiedene Gegenkante k, und das Paar {k, k} ist eine geometrische Kante.

Definition 5.7:
Ein Vertreterbaum von X mod G ist ein Baum 7' C X derart, dafl die Ecken von T ein
Vertretersystem der Ecken von X unter der Aktion von G sind.

Aus dem Lemma von Zorn folgt, dafl es stets einen Vertreterbaum 7" von X mod G
gibt. Die Kanten von 7' sind paarweise nicht dquivalent mod G, denn mod G &quivalente
Kanten haben stets denselben Anfangs- und Endpunkt und sind somit, da 7" ein Baum
ist, gleich. Insbesondere werden die Kanten von 71" nicht invertiert.

Definition 5.8:
Seien Ix die Menge aller Kanten von X, die unter G invertiert werden, und Nx die
Menge derjenigen Kanten von X, die unter G nicht invertiert werden. Nx kann in zwei

disjunkte Mengen Ny = Ny UN + zerlegt werden, fiir die gilt:

e Fiir jede Kante k € Ny ist k € Ny und umgekehrt.

e Fiir jede Kante k € Ny und jedes g € G ist auch gk € Ny..
N7 heifit Orientierung von X.

Definition 5.9:

Von nun an seien stets T ein Vertreterbaum von X mod G und P eine Orientierung
von X. In P koénnen wir ein Vertretersystem E' mod G so wihlen, da8 PNT C E*
gilt und daf fiir jede Kante k € E* auch i(k) € T gilt, wobei i(k) der Anfangspunkt
von k ist. Unter allen Kanten aus Ix konnen wir ein Vertretersystem E~ mod G derart
wihlen, daf fiir jede Kante k € E~ auch i(k) € T gilt.

Definition und Bemerkung 5.10:

Fiir jedes k € E™ gibt es genau eine Ecke w = w(k) € T, die zum Endpunkt (k) von k
mod G aquivalent ist. Es gibt ein g, € G mit t(k) = gx - w(k). Ist t(k) = w(k), so wahle
gr = 1. Wie bei jeder Gruppenaktion haben wir die Konjugation

k2 Gy == Gum), T — g1, ' TGy
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Definition 5.11:
Fiir jedes k € ET gibt es die kanonischen Gruppenhomomorphismen

w: Gr— Gigy,
JE Gk — Gt(k)-

Fiir jedes k € E~ gibt es den kanonischen Gruppenhomomorphismus

Definition 5.12:

a) Fiir jedes k € E* sei k ein Symbol. Damit definieren wir

A = k * _ R : N |
¢ <UEV(T>G”) ’ (zﬁeEG{k,k}) « F({k : k€ B'})

Zur besseren Unterscheidung der Elemente von G und G schreiben wir fiir g€ @G,
bzw. g € Gy, 5y auch g, wenn es als Element von G aufgefafit wird.

b) Wir definieren einen Gruppenhomomorphismus & : G — G durch

g S Gv = gv
Q €cGum — 9
k = gk

Definition und Bemerkung 5.13:
Sei k € X eine Kante von X mit Anfangspunkt i(k) € T. Wir unterscheiden drei Félle:

1. Fall: Es gibt eine zu k dquivalente Kante e € E7.
Dann existiert ein z € G mit k = ze. Wegen i(k) = i(ze) = z -i(e) und
i(k),i(e) € T gilt i(k) = i(e) und = € Gyu). Setze

2. Fall: Es gibt eine Kante e € E*, so dafl k zu € dquivalent ist.
Dann existiert ein 2’ € G mit k = 2’e. Wegen i(k) = i(2'e) = 2/-i(e) = 2’ -t(e) =
7'ge -w(e) und i(k), w(e) € T gilt i(k) = w(e) und z := 2'g. € Gyx). Setze

g(
g(k) =il e G



80 Kapitel 5. Prisentationen

3. Fall: Es gibt eine zu k dquivalente Kante e € E~.
Dann existieren x € G, y € Gez mit & = ze und € = ye. Wegen i(k) = i(xe) =
x-i(e) und i(k),i(e) € T gilt i(k) = i(e) und = € Gyx). Setze

g(k) =y € G,
gk) =29 G
Es gilt ®(g(k)) = g(k) und t(k) = g(k) - i(e) € g(k) - T
Bemerkung 5.14:
Sei o = vy ky U1 kz Vg . Un—1 kn v, ein Kantenweg in X mit vy € T
Dann gibt es g; € Gund ¢; € G (i =1,...,n) mit ®(¢;) = g; und v; € g1...¢g; - T fiir
alle v =1,...,n. Ist a geschlossen, so gilt auBerdem ¢, ... g, € Gy,.
Beweis:

Sei zunéchst ¢ = 1. Es gilt i(k;) = vy € T. Setze g1 := g(k1) und g, := g(k1). Damit gilt
q)(f]l) =01 und V1 = t(k‘l) S f](k’l) T = agi - T.

Sei nun ¢ € {1,...,n} beliebig, und die Aussage gelte fir alle j = 1,...,i— 1. Fir &, :=
g 01 ki gilt i(k)) = gy grt (k) = g 0T v € G 01 G Gt -
T = T. Setze g; := g(ki) und ¢; := ¢(k}). Damit gilt ®(g;) = ¢; und v; = t(k;) =

Ist a0 geschlossen, dann gilt vg = v, € g1...¢9,-T. Da T ein Vertreterbaum von X mod
G ist, erhalten wir vg = ¢1 ... 9,00 und g1 ... g, € Gy,. O

Definition 5.15:

Sei I ein Vertretersystem der 2-Zellen von X. Fiir jedes 7 € F sei a,, = vg —— v ——
. — v, ein Weg entlang des Randes von 7 mit vy € T'. Mit der Bezeichnungsweise

aus 5.14 definieren wir

N

?:glgn(gl/\gn)_l SHE
Endlich sind wir in der Lage, den Satz von Brown zu formulieren.

Satz 5.16: )
Der Gruppenhomomorphismus ¢ : G — G aus 5.12b) ist surjektiv, und der Kern ist
folgendermaflen gegeben:

Kern(®) = ({k : ke E* NT}
ULE™ - u(g) - k- (chog(g)™ : ke ET,g e Gy}
U{u(g) - z(9)™" : ke E-,g € Gy}
U{’f' LT E F}>normal

Es geniigen natiirlich diejenigen der oben angegebenen Erzeuger, fiir die ¢ € Gy aus
einem Erzeugendensystem von Gy stammt.
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Folgerung 5.17:
In der Situation von 5.16 seien fiir jedes v € V(T') eine Présentation G, = (S, | R,)
und fiir jedes k € £~ eine Présentation Gy, 1, = ( Sk | i) gegeben. Dann ist

(Y ssull seu{k:-keE}| | RUURk

veV(T) keE— veV (T keE—

eine Prisentation von G. Daraus erhalten wir eine Présentation von G, indem wir die
in 5.16 gegebenen Erzeuger von Kern(®) zu den Relationen mit aufnehmen.

Das oben angegebene Verfahren, eine Prasentation zu finden, funktioniert auch in dem
Fall, da8 die Gruppe nicht inversionsfrei auf dem CW-Komplex operiert. Somit kénnen
wir es in unserer Situation anwenden, ohne Z?(S) baryzentrisch unterteilen zu miissen.
(Wenn der Hosenkomplex baryzentrisch unterteilt wird, dann erhdlt man auf dieselbe
Weise eine Priisentation, aber die wird dann um ein Vielfaches ldnger.)

Mit dem Satz von Brown sind wir nun in der Lage, eine Prisentation der Abbildungs-
klassengruppe anzugeben, da wir aus Kapitel 3 alle Stabilisatorgruppen und aus Kapitel
4 einen Vertreterbaum und alle Bahnen kennen. Wir werden das Verfahren an drei Bei-
spielen erlautern.

Beispiel 5.18:
Es sei § = Y. In &(X;,) sind alle Ecken #quivalent, d.h. die Ecke [1,0] ist ein
Vertreterbaum von # (% 1) mod SLy(Z). Ihr Stabilisator ist

Stab([1,0]) = {(g g) ceef{l,-1},be7)
~ 7, % 7./27.
~(eg,ble?=1,eb=be).

Da alle Kanten von & (% ;) invertiert werden, ist die Orientierung gegeben durch P = ().
Die Kante k := ([1,0] — [0, 1]) liefert ein Vertretersystem aller Kanten. Thr Anfangs-
punkt liegt in 7', und ihr Stabilisator ist

Stabor (1) = {(3 1) (_04) (75 29)- (1733
> (o]t =1).

SchlieBlich ist 7 := ([1,0] — [0,1] — [1,1]) ein Vertretersystem aller (unorientierten)
2-Zellen. Mit Hilfe dieser Daten erhalten wir:

a) G = Stab([1,0]) % Stabyer(k) = (&,b,v | 2 = vt = 1,¢b = be)
b) stabl (k) = {(51), (75 9))
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¢) Ein Weg entlang des Randes von 7 ist a, = [1,0] —*— [0,1] %2 [1,1] " [1,0].
Es ist

93 = g2, g3 = 9o,
919293 = <_(1] j)a 919293 = €b.

Wir erhalten

7 =vb tob tub e,

Insgesamt ist das folgende eine Présentation von Mod(X; 1) = SLy(Z):

SLy(Z) = G/ Kern(®)
>~ (g, bv|e?=v"=1,eb=be)/{ev2 vb " wb~ vb™ e) normal
> (g bv|e?=v"=1,eb=be,e =0 (vb7 1) =¢)

Aus dieser Présentation erhalten wir die bekannte Darstellung von SLy(Z) als Amalgam:

SLy(Z) = (e, b,v | €2 = v* = 1,eb=be,e = v*, (vb')* =¢)
~ (g bv,ale?=vi=1ceb=tbe,e=0v} (vb )P =c,a=0vb"")
> (e, bvalvt=e=a"=1v"=ec=a*b=a"v)
~(eva|lvt=et=a" =102 =¢c=ad?)
= <U|'U4>*(a|52) <a|a6>

Z/4Z *Z/2Z Z/6Z

Beispiel 5.19:
Fiir die Flache S = Xy 4 gehen wir dhnlich vor. Wir wahlen dieselben Vertretersysteme
T =11,0], k= ([1,0] — [0,1]), 7 = ([1,0] — [0,1] — [1,1]) und erhalten:

a) Stab([L,0)) {((;‘),i(g g)) L a,y € Z)27,b € 7}
VixZ

(z,y,b| 2 =y?* =1, 2y = yx, b tab= 2,07 yb = zy)

Staber(k) = Va x {25 9), (9 4)}
>V, x 727
= (Enu | =n=18n=n0*=1Lv ¢ ="7)
G = Stab([1,0]) * Stab., (k)
=(z,y,b,&nv| 2=y =1, 2y = yz,btab = 2,07 yb = 2y, £* = n? = 1,
En=n&v® =10 v =nv I =¢)

11



5.2. Der Satz von Brown 83

b) Stabl (k) = Vi x {£&)}

zk(<8>,:|:5) : zk((g),:l:é’)‘l ~1
w((3) ) 2((3) 26 = w7
w((D), %) 2((9) 26 =y
w((1): %) 2((3) 26 =yt

¢) Der Weg o, = [1,0] 5 [0,1] " [1,1] "= [1,0] liefert:

g =((5).%(5). g =v,
o= ((5) (1) ((8).2(58), =vo,
g3 = g, g3 = g2,
919293:(<8>,i<é i)v .@:bv

7 =vb tob~lub~ L.

Das liefert folgende Présentation von Mod(2¢4) = Vi x PSLy(Z):

Vi x PSLo(Z) =2 (z,y,b,&,mn,v | 22 =y* = 1,2y = yx,b~'wb = 2,0~ yb = 2y,
E=n=1&n=nv"=1Lv " =nv"nu=¢,
r=&y=mnuay=En, (b =1)

(z,y,byv|2®> =y?> =1, 2y = yx,b~'wb = 2, b- yb = 2y,

vi=1v i v =y v lyv=a (vb71) =1)

I

Auch in diesem Beispiel sind die Struktur von Vj x PSLy(Z) als semidirektes Produkt
und die Struktur von PSLy(Z) als freies Produkt zu erkennen:

Vi X PSLo(Z) =2 (z,y,b,v |2 =y? = 1,2y =y, b~ tab = x, b~ 1yb = zy,
vi=1v v =y, o lyo =, (b3 =1)

> (g yv,ala®>=y’=1zy=yx,v’=0a>=1a"'wva=2a""y,
a lya =z, 0w =y, v lyu = 1)

S(gyla®=y*=lay=yx)x{(v,a|v>*=0a®>=1)

=(ry|a*=y*=Lay=yx)x ((v|v?)*(a]|a’))

Vi % (Z,)27 + 7./37)

Beispiel 5.20:

Sei schliefilich S = ¥, 5. Beziiglich einer festen Parametrisierung von S seien die in Ab-
bildung 5.1 skizzierten Hosenzerlegungen und Moves gegeben. Der Baum T = (P; -
Py <2 P3) C P(X3) ist ein Vertreterbaum von (% 3) mod Mod(X;3), vgl. Be-
merkung 4.22. Gemifl Folgerung 4.24 bilden die Kanten {ejs, €23} bzw. {ki,..., ks}
Vertretersysteme aller nichtinvertierten bzw. aller invertierten Kanten. Daher gilt

A 3 4
G= (fl Stab(Pz)) * <>_|<1 Stabnor(k‘i)> * F({élg, égg}).
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- -
P — C2_ p _ 0‘152 €23 _ 04152
1 2 ‘ ”yl 3
k1 ko ks k4

o

Abbildung 5.1: Vertreter der Aktion von Mod(X; 3) auf Z(%; 3)

Beziiglich der oben angegebenen Parametrisierung seien folgende Abbildungsklassen
und J gegeben:

Dann haben die Stabilisatorgruppen von Py, Po, P3 folgende Préasentationen, vgl. Bei-
spiel 5.3:

Stab(P1) = (ta,, 08,0, | alles kommutiert )
Stab<7)2> = <ta17tﬁ27 Oyi5J ‘ tay sty Oy kommutieren,f =1, jta; = 180,909, = a‘/l])
Stab(P3) = (tay, 18y, tyss 150 | tays s by kommutieren, 7 = 63 = 3070 = 1, jta, = t3,,

Ity = yyls Otay = 13,0, 0tp, = 130, 0ty = t0,0 )

Im Beweis von Proposition 3.22a) wurde eine Abbildungsklasse a € Mod(%; 3) kon-
struiert mit a(a;) = of, a(e}) = oy und @® = op,, nimlich a = t,, 0ty o ty,. Die
Abbildungsklasse b := o' ot 0 05, otz € Mod(X13) erfiillt b(3) = 55, b(0;) = B
und b? = id, vgl. den Beweis von Proposition 3.22c). Ein geeigneter (von unserer Pa-
rametrisierung abhéngiger) Halbtwist ¢; um g; erfillt ¢;(y1) = 4, c1(74) = 71 und
c? = tp,. Schlieflich gibt es, analog zum Beweis von Bemerkung 3.26c), eine Abbil-
dungsklasse ¢; € Mod(X13) mit c3(73) = 74, cs(74) = 73 und ¢ = t,, o tg,, ndmlich
C3 1= ta, 0lg, 00, ! ot;gl. Mit Hilfe dieser Abbildungsklassen erhalten wir Préisentationen
der Kantenstabilisatoren:
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Stabnor(k‘l) (a,o0,, | alles kommutiert )
Stab? (k1) = (03,,0,, | alles kommutiert )

Stabpor (k2) = (ta,, 04, c1 | alles kommutiert, o5 = ¢} )
Stabl, (k2) = (ta,,0p, | alles kommutiert )

Stabyor (k3) = (ta,, 04, | alles kommutiert, b = 1)
Stab, (k3) = (ta,, 0, | alles kommutiert )

Stabpor(ka) = (taystpys 7, C3 | tays tay, c3 Kommutieren, ¢ = t,,t5,,7° = 1,
Jes = €37, Jtay = tg,])
Stab’ (k1) = (tay, 18,7 | tay,ts, kommutieren, ? = 1, 5t,, = tg,7)
Wir nehmen geméfl Satz 5.16 folgende Relationen auf, um eine Prisentation der Abbil-
dungsklassengruppe Mod(X; 3) zu erhalten.

a) Die Kanten e und ey3 liegen in T', daher gilt é1o = 1 und é93 = 1.

b) Die Kantenstabilisatoren von ej, und ey3 haben folgende Présentation:

Stab}, (e12) = (ta,, 0, | alles kommutiert )
Stabl, (e23) = (tay, 18y, | tay, L, kommutieren, 2 = 1, gt,, = tg,7)

Fiir jeden Erzeuger dieser beiden Gruppen identifizieren wir die zugehdrigen Ele-
mente in den entsprechenden, in G vorkommenden Stabilisatorgruppen:

Stab(P1) 3 ta, = ta, € Stab(Ps)
Stab(Py) 3 0,, = 0,, € Stab(P»)
Stab(Pz) 3 ta, = ta, € Stab(Ps)
Stab(Pz) S, =1, € Stab(ng)
Stab(P2) 3 ) = 7 € Stab(P3)

c¢) Fiir jede Kante k; und jeden Erzeuger von Stabl (k;) (i = 1,...,4) identifizieren
wir die zugehorigen Elemente in Stab(i(k;)) und Stab,,.(k;):

(
Stab(Py) 3 o5, = a® € Staby,, (ki)
Stab(Py) 3 0,, = 0,, € Stab,e, (k1)
Stab(P1) 3 ta, = ta, € Stabper(ks)
Stab(P1) 2 0g, = 0, € Stabe, (k)
Stab(Pz) 3 ta, = ta, € Staby,,(ks)
Stab(Ps) 3 0,, = 0,, € Stab,.(k3)
Stab(Ps3) 3 ta, = ta, € Stabper(ks)
Stab(Ps) 3 ts, = tg, € Stab,e.(ks)
Stab(Ps) 3 7 = 7 € Staby,e.(ks)

d) Nach Bemerkung 4.25 gibt es acht Bahnen von nichtorientierten 2-Zellen, namlich
drei vom Typ (3A), zwei vom Typ (5A) und jeweils eine von den Typen (3S),
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(4C), (6AS). Wir werden fiir jede Bahn einen Vertreter skizzieren und eine Relation
bestimmen. Dabei behandeln wir die Relation, die zur 2-Zelle vom Typ (3S) gehort,
ausfithrlich und beschrédnken uns in den anderen Féllen darauf, eine Skizze der
2-Zelle sowie die Elemente g; und die Relation 7 anzugeben.

e Gegeben sei folgende 2-Zelle vom Typ (3S):

JON

/N

S8,

N ¥

Die Abbildungsklasse a invertiert k;. Da k; in dem oben gewihlten Vertre-
tersystem der invertierten Kanten enthalten ist, definieren wir g :=1-a=ua
gemiB dem 3. Fall in 5.13. Die Kante [, := g; ', ist folgendermafien gegeben:

O,

Modulo Mod(X 3) ist k) zu k; dquivalent. Es gilt ¢ 1k1 =l und ak, = k1,
daher definieren wir g, := t,! o a. SchlieBlich sei I} := g5 'g; 1l3 Es ist I} =[5,
also g3 :==go =t ! oa.

2

Fiir die Abbildungsklasse g := g1g293 = aot, ! oaoty! oa gilt glar) = oy
und g(ay) = ta,(a)). Somit gibt es ein n € Z mit g = oj o t,,. Wegen
9(e) = 73, () il 1 = 1.

= Die zu obiger 2-Zelle gehorige Relation ist 7(ss) = at;lat; at,log!.

e Gegeben sei folgende 2-Zelle vom Typ (3A):




5.2. Der Satz von Brown

87

g1=0C

g2 =0~ 0C1

g3 =0~ 00C

§192g3 = €1 0 0y, OC1 00y OCy = aél ) 0;11

. B 4
= T(3A,1) = 010'4{1010'4/1010'«{10'51

e Gegeben sei folgende 2-Zelle vom Typ (3A):

7\

g=1
g2 =0

1
g?’_tﬁQ

919293 = bo tg; = 0;11 o t;ll oopg

. Z1 -1
= T(34,2) = btﬁ2 03, ta10+,

e Gegeben sei folgende 2-Zelle vom Typ (3A):

g =1
go = C3
g3:t’yg

919293 = C3 0 tyy = to, 0t 00"

~ —1,—
= T(3A’3) = C3t“{30-“{1t,62 tall

e Gegeben sei folgende 2-Zelle vom Typ (4C):
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QO ()
k1 I3
= P =W
g =a
g2 = C
g3 =a
gas =01

_ _ 42 2 __ _ -3
919293gs = a0 Cc10a0c; =a“ocy =0p Ol =0y
A -3
= Tuc) = ac1ac10g,

e Gegeben sei folgende 2-Zelle vom Typ (5A):

g =1
g2 =
g3 =071
g4 =17
gs = C1

9192939495 = 6t ©Joc = 0p
= T(541) = 5_1jclaﬁ_11

e Gegeben sei folgende 2-Zelle vom Typ (5A):
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g1 =2¢3
922%2105_1
g3:]Ot,320b
gr=1

— S—14-1

9192939495 = €3 © tgj o6 lojgotg,obodto t;; ocg=0"oty otg, 0 t;;

= T(5a,2) = Cstg, 0 gta,b0 1t Lesty, ty 016

B2 “au

Gegeben sei folgende 2-Zelle vom Typ (6AS):

C O

N () QO ()
g =1
g2 =a
g3 =1
g4:t52
gs=tyloa
g =1

919293949596 = aotg, oty oa =00,
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= 7:(6AS) = at[th;lla(f;llj

Wir schliefen die Arbeit ab mit der Angabe der Prisentation, die wir aus den obigen
Daten erhalten.

Satz 5.21:
Die Abbildungsklassengruppe Mod(X; 3) hat folgende Prisentation:

MOd(El,?’) = < th ) tﬁza t'\/3a 08150~15 7, 5> a, b> C1,C3 |
toqtﬁz = tﬁztal ) talt% = t'\/3toq ) tﬁzt% = t’y3t52a toy Ugl = gmtav
ta1 Oy = Oy lay, 13,04, = Oy lpy, 08,04, = 04,08,,)° = 0° =030 =1,
Jar = 13,0, Jbys = 339,904, = 04,7, 5ta1 = t5257 5tﬁ2 = t“/sév
ao., = 0,,a,a*> = og,,bte, = ta,b,bo,, =0,b,0* =1,
Cita, = ta,C1, €108, = 03,C1, ¢ = 03,
C3ta1 = ta1 C3, C3t52 = t,@2637 C3] = JC3, Cg = tal t527
(at;112)3 = (;517 (010-’71>3 = aé_laltmlo-’ﬂb = (1751 115527 C3t2310-’711 = la; 1,5
(ac1)® = o3, 5c1 = dop,, caty, 07 gtp, b6t festo ty 0 =1,
atg,tylao g =1)

= <t061>t52’t"/3’0-’\/1a]a 5,&, b |
tartp, = tgotars tartyy = byslars Eaatay = Tyslps,s
ta1 Oy = Oyitay, 13,04, = U’ntﬁzajz =% =070 = 1,
Jtay = 18,0, Jbys = 137,705, = 0], Oty = t5257 5tﬁ2 = t“/sév
A0, = 0,0, 0%, = ta,a?, a3 = joa,bty, = te,b,bo,, = 0.,,b,0* =1,
at;lla = ta 0oy, (0005,)° = a%,ta,0,,b = a*ts,, (t,04,)% = ta,ts,,
by O b 0 g, b0 Lo bt NS = 1 atgtla = go, )

2 Q1
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