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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschäftigt sich mit Supersymmetrie als einer möglichen Er-
weiterung des Standardmodells der Teilchenphysik.

Der erste Teil ist eher technischer Natur und beschäftigt sich mit der Notwendigkeit,
die Regularisierung supersymmetrischer und nicht-supersymmetrischer Theorien zu-
sammenzuführen, wenn man letztere als Effektive Theorie bei niedrigen Energien der
Ersteren betrachtet. Konkret wird die Dimensionale Reduktion, die in der Regulari-
sierung supersymmetrischer Theorien Verwendung findet, auf eine im Allgemeinen
nicht supersymmetrische Eichtheorie angewendet.

Der zweite Teil ist phänomenologisch und untersucht die Masse des leichten neutra-
len Higgs-Bosons in der minimalen supersymmetrischen Erweiterung des Standard-
modells (mssm). Das mssm ist eine viel diskutierte Theorie, die das Standardmodell
als Effektive Theorie beinhaltet und einige dessen Schwierigkeiten behebt. Die Higgs-
Masse ist eine wichtige Beobachtungsgröße, wenn es darum geht, das mssm zu entde-
cken, zu widerlegen, oder seine Parameter zu bestimmen. Konkret wurden im Rahmen
dieser Arbeit Dreischleifen-Korrekturen zur Higgs-Masse im mssm berechnet.
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Einleitung

Während diese Zeilen geschrieben werden, wird am cern mit dem Start des Large
Hadron Collider (lhc) eine neue Ära für die Teilchenphysik eingeläutet. Mit seiner
Schwerpunktsenergie von 14 TeV wird er in Bereiche vordringen, bei denen damit zu
rechnen ist, neue physikalische Phänomene zu entdecken.

Das Standardmodell der Teilchenphysik (sm) [1–3] beschreibt alle bisher im Labor be-
obachteten Elementarteilchen auf elegante Weise mit hervorragender Präzision. Die
Eleganz liegt in der Formulierung als Eichtheorie, in der die Wechselwirkungen zwi-
schen den Teilchen aus der Forderung nach Invarianz der Lagrangedichte unter loka-
len Symmetrietransformationen abgeleitet werden können.

Da in einer Eichtheorie die Eichbosonen stets masselos sind, die beobachteten W und Z

Bosonen jedoch eine Masse haben, wird im sm auf den Higgs-Mechanismus zurück-
gegriffen, um durch spontane Symmetriebrechung dynamisch Massen zu erzeugen.
Dazu wird ein komplexes SU(2) Dublett aus Skalarfeldern, das Higgs-Feld, einge-
führt, dessen Vakuumerwartungswert von Null verschieden ist. Wenn man nun um
den Grundzustand der Theorie entwickelt, wird für Teilchen, die an das Higgs kop-
peln, über den Vakuumerwartungswert ein bilinearer Term, also ein Massenterm, er-
zeugt. Die der Theorie zugrunde liegende Symmetrie bleibt somit auf dem Niveau der
Lagrangedichte erhalten, ohne sich auf den Grundzustand zu übertragen.

Als Konsequenz sagt das sm die Existenz eines neutralen Spin-0 Teilchens, des Higgs-
Bosons, vorher. Es ist das einzige Teilchen des sm, für das der direkte experimentelle
Nachweis noch aussteht. Indirekte Messungen am lep ergeben, dass es eine Masse
von 129+74

−49GeV hat [4], was eine Entdeckung am lhc, sofern der Higgs-Mechanismus
in der Natur realisiert ist, sicherstellt.

Auf der anderen Seite gibt es Phänomene, die durch das Standardmodell nicht be-
schrieben werden. Es gibt beispielsweise starke Indizien dafür, dass nicht mehr als
fünf Prozent der gesamten Energiedichte des Universums aus baryonischer Materie
besteht, während ca. 22% von nichtbaryonischer dunkler Materie stammt. Das sm ent-
hält kein Teilchen, das als Kandidat für dunkle Materie mit den kosmologischen Beob-
achtungen kompatibel wäre. Eine Erweiterung des Teilchenspektrums erscheint daher
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Einleitung

sinnvoll.

Bei der Erweiterung des Standardmodells sind allerdings durch die gute Übereinstim-
mung mit den bisherigen Experimenten strenge Grenzen gesetzt. Zum einen müssen
die neuen Teilchen so schwer sein oder so schwach mit den Teilchen des sm wech-
selwirken, dass erklärt wird, warum sie bei bisherigen Experimenten nicht entdeckt
wurden. Über Strahlungskorrekturen können aber auch schwere Teilchen zu Prozessen
beitragen, die bei Energien ablaufen, die ihre direkte Produktion nicht ermöglichen.
Die Vermessung des elektroschwachen Sektors am Beschleuniger lep mit großer Prä-
zision kann daher einige denkbare Erweiterungen des Standardmodells ausschließen.

Insbesondere die Masse des Higgs-Bosons ist sehr sensitiv auf Strahlungskorrekturen
von schweren Teilchen, und viele Erweiterungen des Standardmodells haben Schwie-
rigkeiten, die Higgs-Masse in der Größenordnung von 100 bis 200 GeV zu lassen. Das
Problem, neue Physik bei hohen Energien in das Standardmodell einzuführen, ohne
die Higgs-Masse zu sehr zu erhöhen, ist als Hierarchieproblem bekannt.

Ein wichtiger Kandidat für eine Erweiterung des Standardmodells, der insbesondere
keine Probleme hat, die Anforderungen aus den elektroschwachen Präzisionsexpe-
rimenten zu erfüllen [5] und das Hierarchieproblem elegant löst, ist die Supersym-
metrie [6–11], und insbesondere die minimale supersymmetrische Erweiterung des
Standardmodells (mssm) [12–14].

Unter Supersymmetrie versteht man eine Symmetrie zwischen Bosonen und Fermio-
nen, die gemeinsam in Supermultipletts unter den Eichtransformationen der Theorie
transformieren. Jedes Teilchen des Standardmodells erhält also im mssm einen Super-
partner, ein Teilchen mit identischen Kopplungen aber unterschiedlichem Spin. Da
ungebrochene Supersymmetrie auch gleiche Massen erzwingen würde, geht man im
mssm von soft gebrochener Supersymmetrie aus. Soft bedeutet dabei, dass die Bre-
chung nur die Massen, nicht aber die Kopplungen beeinflusst. Der leichteste Super-
partner ist im mssm stabil und ist ein natürlicher Kandidat für Dunkle Materie.

Das Hierarchieproblem wird im mssm durch systematische Aufhebung der Beiträge
der aus dem Standardmodell bekannten Teilchen und ihrer Superpartner automatisch
gelöst. In ungebrochener Supersymmetrie ist die Aufhebung exakt, da sowohl Mas-
sen als auch Kopplungen übereinstimmen. Sofern die Brechung klein genug ist, d.h.
die Massen der Superpartner nicht viel schwerer als einige TeV sind, bleiben die Kor-
rekturen zur Higgs-Masse klein genug, um mit den Beobachtungen im Einklang zu
stehen.

Anders als im Standardmodell lassen sich die Parameter des Higgs-Potentials im mssm

nicht unabhängig von den anderen Parametern der Theorie wählen, sondern hängen
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von den Eichkopplungen und den Brechungstermen ab. Es ist daher möglich, die Mas-
se des Higgs in Abhängigkeit des restlichen Spektrums zu berechnen. Da die Higgs-
Masse große Strahlungskorrekturen erhält, ist es dabei unumgänglich, höhere Ord-
nungen zu betrachten, um eine stabile Vorhersage machen zu können. In Kapitel 2

wird dazu ein wichtiger Beitrag geleistet.

Falls das mssm in der Natur realisiert ist, muss es das Standardmodell als Effekti-
ve Theorie bei niedrigen Energien beinhalten. Bei Studien zur Phänomenologie des
mssm muss man also sicherstellen, dass die Parameter so gewählt sind, dass beim
Ausintegrieren schwerer Freiheitsgrade das Standardmodell mit seinen experimentell
bestimmten Parametern wiederhergestellt wird. Dabei hat man das technische Pro-
blem, dass die in nicht-supersymmetrischen Theorien gerne verwendete Regularisie-
rungsvorschrift der Dimensionalen Regularisierung (dreg) nicht ohne Weiteres auf
supersymmetrische Theorien übertragbar ist. In susy verwendet man daher meist eine
Modifizierung der dreg, die Dimensionale Reduktion (dred). Diese bringt aber, wenn
man sie auf nicht-supersymmetrische Theorien anwendet, Komplikationen in Form
von zusätzlichen Kopplungen mit sich. Dieser Problematik widmet sich Kapitel 1.
Dort wird anhand einer expliziten Rechnung gezeigt, dass es praktikabel ist, dred bis
zum Vierschleifen-Niveau auch auf nicht-supersymmetrische Theorien anzuwenden.
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1 Regularisierung, Renormierung
und die Renormierungsgruppe

In der störungstheoretischen Entwicklung von Quantenfeldtheorien treten divergente
Impulsintegrale auf. Mit Hilfe der Techniken der Regularisierung und Renormierung
lassen sich dennoch sinnvolle physikalische Aussagen formulieren. Regularisierung
bedeutet dabei, dass man die Divergenzen systematisch parametrisiert. Im zweiten
Schritt, der Renormierung, werden die ursprünglichen „nackten“ Parameter und Fel-
der der Theorie durch neue, renormierte, ersetzt, und zwar so, dass Vorhersagen der
Theorie, ausgedrückt in den renormierten Parametern, endlich sind. Die Differenz
aus nackten und renormierten Parametern nennt man Counterterme, das Verhältnis
Renormierungskonstante. Nackte Parameter, Counterterme und Renormierungskon-
stanten sind divergent, während die renormierten Parameter endlich sind. Sobald man
die Werte der renormierten Parameter durch Vergleich mit einem Referenzexperiment
festgelegt hat, kann man falsifizierbare Vorhersagen für weitere Experimente machen.

Die Bedingung, dass die Vorhersagen der Theorie endlich sein sollen, reicht allerdings
nicht aus, um die Counterterme festzulegen: eine endliche Veränderung des Wertes
eines Parameters ist für die Beseitigung der Divergenzen unerheblich. Um die renor-
mierten Parameter eindeutig zu definieren, muss man weitere Renormierungsbedin-
gungen stellen, ein Renormierungsschema wählen.

Im Folgenden werden zwei Regularisierungs- und Renormierungsschemata vorge-
stellt. Anschließend wird die Renormierung einer allgemeinen Eichtheorie mit Fer-
mionen im dr-Schema bis zur vierten Ordnung in der Störungstheorie durchgeführt,
was einen wesentlichen Teil der vorliegenden Arbeit darstellt. Veröffentlicht wurden
die Ergebnisse dieses Kapitels bereits in [15–17].

1.1 Dimensionale Regularisierung

Eine Regularisierungstechnik, die sich als außerordentlich praktisch erwiesen und im
Bereich der Vielschleifen-Rechnungen als Standard durchgesetzt hat, ist es, den Be-
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1 Regularisierung, Renormierung und die Renormierungsgruppe

griff des d-dimensionalen Integrals auf komplexe d auszuweiten und das Integral als
meromorphe Funktion von d = 4 − 2ǫ zu berechnen. Im Grenzfall ǫ → 0 erhält man
das ursprüngliche Integral, und die Singularität manifestiert sich als Pol in ǫ. Man
bezeichnet dieses Verfahren als Dimensionale Regularisierung (dreg).

Die Konstruktion eines Integrals
∫

ddk, wobei d eine beliebige, im Allgemeinen kom-
plexe Zahl ist, ist nicht trivial. In [18] wurde für Funktionen von Skalarprodukten
aus Vektoren eines unendlich dimensionalen Vektorraums ein lineares Funktional de-
finiert, das translationsinvariant ist und d-dimensional skaliert, d.h.

∫

ddk f (sk) = s−d
∫

ddk f (k) (1.1)

erfüllt. Mit der Normierungsbedingung
∫

ddk e−k2
= π

d
2 (1.2)

wird für ganzzahlige d das Lebesgue-Integral reproduziert. Auf dem unendlich di-

mensionalen Vektorraum definiert man einen metrischen Tensor gd
µν mit g

d µ
µ = d und

Dirac Matrizen γd
µ, die die Algebra

{

γµ, γν

}

= gd
µν (1.3)

erfüllen. Damit hat man einen formal d-dimensionalen Vektorraum konstruiert, in den
sich der 4-dimensionale Vektorraum einbetten lässt.

Die Definition von γ5 in d Dimensionen bereitet Schwierigkeiten. Fordert man, wie in
4 Dimensionen, die Antivertauschungsrelation

{

γ5, γµ

}

= 0 (1.4)

für alle µ, so verschwindet, anders als im 4-dimensionalen Fall, die Spur über das
Produkt von γ5 mit einer beliebigen Anzahl von γ-Matrizen. Was sich konsistent for-
mulieren läßt, ist eine Matrix, die nur mit γ1, γ2, γ3 und γ4 antivertauscht und mit
den restlichen γ-Matrizen vertauscht [19, 20]. Dazu setzt man

γ5 =
1
4!

γµγνγργσǫµνρσ , (1.5)

wobei ǫµνρσ = 1 für gerade, −1 für ungerade, und 0, falls µνρσ keine Permutation von
1234 ist.

Ein wesentlicher Vorteil der Dimensionalen Regularisierung besteht darin, dass sich
die Eichinvarianz der nackten Lagrangedichte auf die regularisierte überträgt. Da-
durch wird sichergestellt, dass von der Eichinvarianz induzierte Ward-Identitäten auch
in der regularisierten Theorie erfüllt sind.
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1.2 Dimensionale Reduktion

Bei der Regularisierung per dreg führt man implizit eine Massenskala ein. Die Not-
wendigkeit dazu sieht man, wenn man sich vor Augen führt, dass die Wirkung di-
mensionslos ist. Da

∫

ddx Massendimension −d hat, muss sich beim Übergang von
d = 4 zu d = 4 − 2ǫ auch die Massendimension der Lagrangedichte von 4 auf 4 − 2ǫ

ändern. Will man die Kopplungen in der regularisierten Theorie dimensionslos belas-
sen, muss man diese Massenskala explizit machen und einen neuen Parameter, die
Renormierungsskala µ, einführen.

1.2 Dimensionale Reduktion

Wendet man die Dimensionale Regularisierung auf Eichtheorien an, so verändert man
mit der Anzahl der Raumdimensionen auch die Anzahl der Freiheitsgrade der Eich-
felder. Daraus folgt, dass eine ursprünglich supersymmetrische Lagrangedichte nach
der Regularisierung nicht mehr supersymmetrisch ist, da die Anzahl der bosonischen
und fermionischen Freiheitsgrade nicht mehr übereinstimmt. Regularisiert man eine
supersymmetrische Theorie mittels dreg, so muss man zusätzlich zur Renormierung
der Parameter und Felder weitere endliche Counterterme einführen, um diese Bre-
chung der Supersymmetrie zu kompensieren.

Die Dimensionale Reduktion [21] (dred) ist eine Modifikation der dreg, die mit dem
Ziel entworfen wurde, eine Supersymmetrie respektierende Regularisierungsmethode
mit allen Vorzügen der dreg zu schaffen.

Grundidee dabei ist, die Impulse, nicht aber die Felder in d Dimensionen zu be-
handeln. Dadurch werden die Impulsintegrale regularisiert, ohne dass sich an den
Freiheitsgraden der Felder etwas ändert. Konkret spaltet man den 4-dimensionalen
Raum in einen d = 4 − 2ǫ dimensionalen und einen dazu orthogonalen 2ǫ-dimen-
sionalen Raum auf und fordert, dass die 2ǫ-Komponenten der partiellen Ableitungen
verschwinden. Orthogonal bedeutet hierbei, dass die Kontraktion des metrischen Ten-
sors des d-dimensionalen Raums mit dem des 2ǫ-dimensionalen Raums verschwindet.

Genau genommen sind diese beiden Vektorräume quasi d- bzw. 2ǫ-dimensional, d.h.
es sind unendlich dimensionale Vektorräume, die mit einem Integralmaß versehen
sind, das die jeweilige Dimensionalität simuliert. Die direkte Summe aus beiden ist
dann natürlich kein wirklich 4-dimensionaler Raum, sondern ein ebenfalls quasi 4-
dimensionaler Raum. Eine Konstruktion dieser Räume findet sich in [22].
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1 Regularisierung, Renormierung und die Renormierungsgruppe

Auf dem quasi 4-dimensionalen Raum definiert man γ Matrizen, die die übliche Al-
gebra

{

γµ, γν

}

= 2gµν (1.6)

erfüllen. Diese lassen sich in einen d-dimensionalen Anteil γd
µ und einen 2ǫ-dimensio-

nalen Anteil γ2ǫ
µ aufspalten, wobei aus der Orthogonalität der Teilräume

{

γd
µ, γ2ǫ

ν

}

= 0 (1.7)

folgt. Bei der Definition von γ5 hat man im Wesentlichen dasselbe Problem wie in
Dimensionaler Regularisierung.

Es bleibt anzumerken, dass dred zwar mit dem Ziel entworfen wurde, ein Regularisie-
rungsschema zu entwickeln, das automatisch, d.h. ohne die Notwendigkeit, spezielle
Counterterme einzuführen, die Supersymmetrie einer nackten Lagrangedichte erhält,
bisher aber kein Beweis erbracht werden konnte, dass dieses Ziel auch tatsächlich
erreicht wurde. Es ist allerdings möglich, für konkrete Theorien und Ordnungen in
der Störungstheorie nachzuweisen, dass die Verwendung von dred ausreicht, um die
Supersymmetrie zu respektieren [22]. Ein Gegenbeispiel, in dem die Regularisierung
durch dred explizit Supersymmetrie verletzt, konnte bislang nicht gefunden werden1.

Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird, bringt die Anwendung Dimensionaler Re-
duktion auf nicht supersymmetrische Theorien technische Komplikationen mit sich.
Es gibt aber gute Gründe, sich davon nicht abschrecken zu lassen und zu demons-
trieren, dass es technisch machbar ist, nicht supersymmetrische Theorien konsistent in
dred zu behandeln. Will man nämlich das Standardmodell als effektive Theorie des
mssm bei niedrigen Energien betrachten, so braucht man Übergangsformeln, die die
Parameter des Standardmodells mit denen des mssm in Relation setzen.

1.3 Minimale Subtraktion: ms und dr

Hat man eine Theorie dimensional regularisiert und somit die Divergenzen als Pole in
ǫ in eine handhabbare Form gebracht, kann man Counterterme einführen, um sie zu
beseitigen. Dabei ist nur der divergente Anteil durch die Forderung der Endlichkeit
fixiert. Eine naheliegende Wahl ist es, den endlichen Anteil der Counterterme zu Null
zu setzen, also nur die Pole zu subtrahieren. Diese Renormierungsbedingungen nennt
man minimale Subtraktion oder ms Schema [24].

1In [23] wurde zwar ein solches Beispiel veröffentlicht. Wie in Abschnitt 1.6 gezeigt wird, ist das Resultat
in [23] allerdings falsch.
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1.4 Renormierungsgruppe

Eine Variation des ms Schemas, das ms Schema [25], bei dem zusätzlich zu den Polen
in ǫ noch Terme proportional zu ln 4π − γE subtrahiert werden, hat sich für Rechnun-
gen höherer Ordnung, besonders in der qcd als Standard durchgesetzt.

Unter dem dr Schema versteht man Renormierung durch modifizierte minimale Sub-
traktion, wobei zur Regularisierung die Dimensionale Reduktion verwendet wird.

1.4 Renormierungsgruppe

Eine Änderung der Renormierungsbedingungen verändert nicht die Theorie an sich,
sondern lediglich deren Parametrisierung in den renormierten Parametern. Die Ge-
samtheit der Transformationen, die von einer Renormierungsbedingung zur anderen
führen, bilden die sog. Renormierungsgruppe.

Die Variation der Renormierungsskala µ, und eine passende Änderung der renormier-
ten Parameter, wird durch die Renormierungsgruppengleichung beschrieben. Die Ko-
effizienten dieser Differentialgleichung, die Renormierungsgruppenkoeffizienten oder
Anomalen Dimensionen, können perturbativ berechnet werden.

Für die Abschätzung des Fehlers in perturbativen Rechnungen ist die Renormierungs-
gruppengleichung ein wichtiges Werkzeug. Da man weiß, dass die µ-Abhängigkeit
physikalischer Größen ein Artefakt der Störungstheorie ist, lässt sich über die Variati-
on von µ eine Abschätzung für die Unsicherheit des Ergebnisses ermitteln.

Bei einer Änderung der Renormierungsbedingungen verschieben sich die Beiträge der
Störungsreihe zwischen den Ordnungen. Durch eine geschickte Wahl des Renormie-
rungsschemas und der Renormierungsskala kann man erreichen, dass die größten
Beiträge schon in den niedrigsten Ordnungen enthalten sind. Je kleiner die Beiträge
höherer Ordnungen sind, desto verlässlicher ist die perturbative Entwicklung.

1.5 Yang-Mills Theorie mit Fermionen

Im Folgenden wird eine nicht-abelsche Eichtheorie mit Eichfeldern Wa
µ, die an n f Di-

rac Fermionen ψA gekoppelt sind, betrachtet. Die Fermionen befinden sich in einer
beliebigen Darstellung R der Eichgruppe G. Die nackte Lagrangedichte ist gegeben
durch

LB = −1
4

G2
µν −

1
2(1 − ξ)

(∂µWµ)2 + Ca∗∂µDab
µ Cb + iψ

A
γµ(Dµ)ABψB, (1.8)
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1 Regularisierung, Renormierung und die Renormierungsgruppe

wobei die Summation über die Fermion Flavour der Übersicht halber unterdrückt
wird. In (1.8) ist ξ der Eichparameter,

Ga
µν = ∂µWa

ν − ∂νWa
µ + g f abcWb

µWc
ν (1.9)

der Feldstärketensor und

(Dµ)AB = δAB∂µ − ig(Ra)ABWa
µ (1.10)

die kovariante Ableitung.

Falls die Forderung nach Eichinvarianz unter der Gruppe G einen Fermion-Massen-
term zulässt, hat man LB → LB + Lm

B , wobei

Lm
B = −1

2
ψmψ (1.11)

ist.

Ein phänomenologisch wichtiger Spezialfall ist die Quantenchromodynamik (qcd).
Dabei ist G = SU(3) und die Fermionen befinden sich in der fundamentalen Darstel-
lung.

Dimensionale Reduktion auf (1.8) anzuwenden ist gleichbedeutend damit, zu fordern,
dass die Felder nur von d = 4− 2ǫ der 4 Dimensionen abhängen. Dazu ist es praktisch,
auch die Eichfelder und γ-Matrizen aufzuspalten, also

Wa
µ(xj) = Wa

i (xj) ⊕ Wa
σ(xj)

γµ = γi ⊕ γσ

∂µ = ∂i ⊕ 0σ ,

(1.12)

wobei hier und im Folgenden 2ǫ-dimensionale Indizes mit i und j, und d-dimensionale
mit griechischen Indizes bezeichnet werden, zu setzen. Damit wird aus (1.8)

LB = Ld
B + Lǫ

B (1.13)

mit

Ld
B = −1

4
G2

ij −
1

2(1 − ξ)
(∂iWi)

2 + C∗∂iDiC + iψγiDiψ (1.14)

und

Lǫ
B =

1
2
(DiWσ)2 − gψγσRaψWa

σ −
1
4

g2 f ace f bdeWa
σWc

σ′Wa
σWd

σ′ . (1.15)
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1.5 Yang-Mills Theorie mit Fermionen

Wollte man Dimensionale Regularisierung verwenden, müsste man lediglich (1.14)
behalten und (1.15) streichen.

Wenn man zu renormierten Größen übergeht, muss man beachten, dass jeder Term in
(1.15) separat invariant unter den Eichtransformationen für Felder in dred,

δWa
i = ∂iΛ

a + g f abcWb
i Λc (1.16)

δWa
σ = g f abcWb

σΛc (1.17)

δψA = ig(Ra)A
BψBΛa, (1.18)

ist, es also keinen Grund gibt, dass die Form der Gleichung unter der Renormierung
erhalten sein sollte. Insbesondere wird die Kopplung der Fermionen an die Felder
Wσ, die im Folgenden ε-Skalare genannt werden, da sie wie Skalare transformieren,
sich anders renormieren als die Kopplung der Fermionen an die Eichfelder Wi. Man
wird also in der renormierten Lagrangedichte unterschiedliche Kopplungskonstanten
erwarten.

Bei der Selbstkopplung der ε-Skalare wird die Sache noch komplizierter. An Stelle der
f ace f bde Tensorstruktur, die durch die Forderung nach Invarianz unter den Eichtrans-
formationen in 4 Dimensionen erzwungen wurde, treten hier allgemein Tensoren vier-
ter Stufe auf, die invariant sowohl unter der Vertauschung von a und b als auch unter
der Vertauschung von c und d sind.

Die Lagrangedichte nimmt also, ausgedrückt in renormierten Feldern und Parame-
tern, die Form

Ld = −1
4

ZWW(∂iWj − ∂jWi)
2 − 1

2(1 − ξ)
(∂iWi)

2

− ZWWW g f abc∂iW
a
j WbiWcj − 1

4
Z4W g2 f abc f adeWb

i Wc
j WdiWej

+ ZCC∂iC∗∂iC + ZCCW g f abc∂iCa∗Wb
i Cc

+ Zψψiψγi∂iψ + ZψψW gψRaγiψWa
i , (1.19a)

Lε =
1
2

Zεε(∂iWσ)2 + ZεεW g f abc∂iW
a
σWbiWc

σ

+ ZεεWW g2 f abc f adeWb
i Wc

σWdiWe
σ − ZψψεgeψRaγσψWa

σ

− 1
4

p

∑
r=1

Z4ε
r vr Habcd

r Wa
σWc

σ′Wb
σWd

σ′ , (1.19b)

Lm = −1
2

ZmZψψψmψ (1.19c)

an.
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1 Regularisierung, Renormierung und die Renormierungsgruppe

Zusätzlich zur Eichkopplung g treten eine Yukawa-Kopplung ge zwischen den ε-
Skalaren und den Fermionen sowie p verschiedene Selbstkopplungen vr der ε-Skalare
auf. Die Anzahl p hängt dabei davon ab, wie viele linear unabhängige Tensoren vierter
Stufe Habcd, die die Bedingung

Habcd = Hbacd = Habdc (1.20)

erfüllen, es in der jeweiligen Eichgruppe G gibt. Maximal ist p = 4, in einigen Gruppen
auch kleiner, z.B. gilt für SU(2) p = 2 und für SU(3) p = 3 [26].

Im Folgenden werden folgende Tensoren verwendet:

Habcd
1 =

1
2

δabδcd

Habcd
2 =

1
2

(

δacδbd + δadδbc
)

Habcd
3 =

1
2

(

f ace f bde + f ade f bce
)

Habcd
4 =

1
2

(

f ae f f b f g f cgh f dhe + f ae f f b f g f dgh f che
)

. (1.21)

Die Kopplungen ge und vr werden häufig als Evaneszente Kopplungen bezeichnet, da
sie ein Artefakt des Regularisierungsschemas sind. Da die Evaneszenten Kopplungen
und die Eichkopplung unterschiedliche β-Funktionen haben (s.u.), ist es nicht möglich,
sie miteinander zu identifizieren.

Eine weitere Evaneszente Kopplung ist die Masse Mε der ε-Skalare: anders als der d-di-
mensionale Anteil des Eichfelds muss der 2ǫ-dimensionale Anteil nicht masselos sein,
um Invarianz unter den Eichtransformationen (1.18) zu gewährleisten. Da die Masse
allerdings nicht zu den Anomalen Dimensionen der Ladungen und Fermionmasse, die
im Folgenden berechnet werden, beiträgt, kann sie in diesem Kapitel vernachlässigt
werden.

Man beachte, dass, falls die ursprüngliche Lagrangedichte (1.8) invariant unter Su-
persymmetrie-Transformationen ist und man die Invarianz auch für die renormierte
Lagrangedichte fordert, keine Evaneszenten Kopplungen auftreten. Auch in soft ge-
brochener Supersymmetrie ist die einzige Evaneszente Kopplung die ε-Skalar-Masse
Mε.

Die Feynmanregeln, die sich aus (1.19) ergeben, werden in Appendix C aufgeführt.
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1.5 Yang-Mills Theorie mit Fermionen

1.5.1 Renormierung der Kopplungen und der Fermionmasse

Für die Kopplungskonstanten werden die Renormierungskonstanten

g0
s = µǫZsgs , g0

e = µǫZege ,
√

v0
r = µǫZvr

√
vr (1.22)

eingeführt, wobei nackte Größen durch eine hochgestellte Null markiert werden. Zs,
Ze und die Zvr stehen mit den Renormierungskonstanten aus (1.19) über

Zs =
ZψψW

Zψψ
√

ZWW
=

ZCCW

ZCC
√

ZWW
, Ze =

Zψψε

Zψψ
√

Zεε
, Zvr =

√

Z4ε
r

Zεε
(1.23)

in Relation.

Um beispielsweise die Kopplung ge der ε-Skalare an die Fermionen zu renormieren,
betrachtet man in niedrigster Ordnung die Diagramme in Abbildung 1.1. Aus den Kor-
rekturen zum ε-Skalar-Fermion-Fermion Vertex Γψψε erhält man die Renormierungs-
konstante Zψψε in minimaler Subtraktion aus der Gleichung

Zψψε = 1 − Kǫ

[

ΓψψεZ
ψψε
]

, (1.24)

wobei der Operator Kǫ die Pole in ǫ extrahiert. Gleichung (1.24) lässt sich iterativ Ord-
nung für Ordnung in der Störungstheorie lösen. Aus dem nackten Fermionpropagator

S0
F(q) = − i

m − γµqµ − Σ0(q)

(1.25)

= − i

m
(

1 − Σ0
S

)

− γµqµ
(

1 + Σ0
V

) (1.26)

erhält man die Wellenfunktionsrenormierung Zψψ der Fermionen als

Zψψ = 1 − Kǫ

[

ZψψΣ0
V

]

. (1.27)

Die Wellenfunktionsrenormierung Zεε der ε-Skalare erhält man als

Zεε = 1 − Kǫ [ZεεΠε(0)] (1.28)

aus deren Propagator

Π
ij
ε (q) = q2gijΠε(q) . (1.29)
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1 Regularisierung, Renormierung und die Renormierungsgruppe

a)

b)

c)

Abbildung 1.1: Renormierung der Evaneszenten Kopplung ge auf Einschleifen-Niveau. Die
Diagramme zeigen Korrekturen zum Vertex Γψψε (a)), zum Fermionpropagator SF (b))

und zum Propagator der ε-Skalare Π
µν
ε (c)).

Durch Einsetzen in (1.23) erhält man Ze. Man beachte, dass der ε-Skalar Propagator
im Gegensatz zu dem des Vektoranteils des Eichfelds nur eine Lorentzstruktur hat, da
pi pj = 0 ist.

Analog dazu lassen sich die Zvr aus den quartischen ε-Skalar Vertizes und der ε-Skalar
Wellenfunktionsrenormierung bestimmen. Die Renormierung der Eichkopplung Zs

lässt sich sowohl aus der Kopplung an die Fermionen als auch aus der an die Geister
berechnen, wobei Letzteres deutlich weniger Rechenaufwand erfordert.

Die Renormierung der Fermionmasse schließlich erhält man durch Lösen der Glei-
chung

ZψψZm = 1 − Kǫ

[

ZψψZmΣ0
S

]

. (1.30)

Aus den Renormierungskonstanten der Masse und Ladungen lassen sich deren Ano-
male Dimensionen, definiert als (αs = g2

s /(4π), αe = g2
e /(4π))

βs(αs, αe, {vr}) := µ2 d
dµ2

αs

π

=: −ǫ
αs

π
− ∑

i,j,k,l,m,n

βijklmn

(αs

π

)i (αe

π

)j (v1

π

)k (v2

π

)l (v3

π

)m (v4

π

)n
, (1.31a)

βe(αs, αe, {vr}) := µ2 d
dµ2

αe

π

=: −ǫ
αe

π
− ∑

i,j,k,l,m,n

βe
ijklmn

(αs

π

)i (αe

π

)j (v1

π

)k (v2

π

)l (v3

π

)m (v4

π

)n
, (1.31b)
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βvr(αs, αe, {vr}) := µ2 d
dµ2

vr

π

=: −ǫ
vr

π
− ∑

i,j,k,l,m,n

βvr

ijklmn

(αs

π

)i (αe

π

)j (v1

π

)k (v2

π

)l (v3

π

)m (v4

π

)n
, (1.31c)

γm :=
µ2

m

d
dµ2 m

=: − ∑
i,j,k,l,m,n

γijklmn

(αs

π

)i (αe

π

)j (v1

π

)k (v2

π

)l (v3

π

)m (v4

π

)n
(1.31d)

berechnen. Dazu leitet man (1.22) nach ln µ2 ab, wobei zu beachten ist, dass die nackten
Größen nicht von der Renormierungsskala abhängen. Man erhält dann

βs(αs, αe, {vr})

= −
[

ǫ
αs

π
+ 2

αs

Zs

(

∂Zs

∂αe
βe + ∑

r

∂Zs

∂vr
βvr

)]

(

1 + 2
αs

Zs

∂Zs

∂αs

)−1

, (1.32a)

βe(αs, αe, {vr})

= −
[

ǫ
αe

π
+ 2

αe

Ze

(

∂Ze

∂αs
βs + ∑

r

∂Ze

∂vr
βvr

)]

(

1 + 2
αe

Ze

∂Ze

∂αe

)−1

, (1.32b)

βvr(αs, αe, {vr})

= −
[

ǫ
vr

π
+ 2

vr

Zλr

(

∂Zλr

∂αs
βs +

∂Zλr

∂αe
βe + ∑

r′ 6=r

∂Zλr

∂vr′
βvr′

)]

(

1 + 2
vr

Zλr

∂Zλr

∂vr

)−1

, (1.32c)

γm(αs, αe, {vr})

= −πβs
∂ ln Zm

∂αs
− πβe

∂ ln Zm

∂αe
− π ∑

r

βvr

∂ ln Zm

∂vr
. (1.32d)

Da die Anomalen Dimensionen der Eichkopplung und Fermionmasse im ms-Schema,
βms und γms

m , bereits auf Vierschleifen-Niveau bekannt sind [27–30], bietet sich noch
ein zweiter Weg. Dazu drückt man αs und m durch die ms-Größen αms

s und mms sowie
durch die Evaneszenten Kopplungen aus. Differenziation dieser Relationen nach der
Kettenregel liefert dann

βs = βms
s

∂αs

∂αms
s

+ βe
∂αs

∂αe
+ ∑

r

βvr

∂αs

∂vr
, (1.33)

γm = γms
m

∂ ln m

∂ ln mms
+

πβms
s

m

∂m

∂αms
s

+
πβe

m

∂m

∂αe
+ ∑

r

πβvr

m

∂m

∂vr
. (1.34)
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Im Folgenden sollen βs und γm durch Glgn. (1.33, 1.34) auf Vierschleifen-Niveau be-
stimmt werden. Dazu wird zunächst in Abschnitt 1.5.2 eine Relation hergeleitet, die
αs und m durch die jeweiligen Größen im ms Schema und die Evaneszenten Kopplun-
gen ausdrückt. Dies ist nötig, um die Ableitungen in (1.33, 1.34) ausführen zu können.
Da diese noch mit Anomalen Dimensionen multipliziert werden, reicht es aus, auf
Dreischleifen-Niveau zu rechnen.

Hat man αs

αms
s

und m
mms berechnet, so untersucht man als Nächstes, ab welcher Ord-

nung die verschiedenen Evaneszenten Kopplungen in diese Relationen eingehen. Da-
von hängt ab, bis zu welcher Ordnung man ihre Anomalen Dimensionen berechnen
muss. Es stellt sich heraus, dass βe auf Drei- und die βvr auf Einschleifen-Niveau be-
nötigt werden. Ihre Berechnung erfolgt in Abschnitt 1.5.3.

In Abschnitt 1.5.4 werden die Ergebnisse für βs und γm präsentiert. Im Anschluss wer-
den noch einige interessante Spezialfälle diskutiert. Insbesondere wird gezeigt werden,
dass im Falle einer supersymmetrischen Yang-Mills Theorie die β-Funktion von αe bis
zur berechneten Ordnung mit derjenigen von αs übereinstimmt, was eine Notwendige
Bedingung dafür ist, dass die Supersymmetrie in dred erhalten ist.

Die Berechnung der Diagramme erfolgt durch ein in Anhang A beschriebenes Pro-
grammpaket. Die gruppentheoretischen Faktoren werden, den Algorithmen aus [31,
32] folgend, durch die Casimiroperatoren CA und CR, Dynkin-Indizes I2(A) und I2(R)
und die höheren Invarianten D2 und D3 ausgedrückt. Näheres hierzu, und insbeson-
dere die Werte der Invarianten für wichtige Gruppen, findet sich in Anhang B. Die
Ergebnisse sind dadurch für allgemeine Eichgruppen gültig. Um die Rechnungen zu
überprüfen, wurden alle Rechnungen separat für die Gruppen SU(N), SO(N) und
Sp(N) durchgeführt und mit dem hier abgedruckten allgemeinen Resultat verglichen.

1.5.2 ms-dr Relationen

Zur Auswertung von (1.33) und (1.34) benötigt man eine Relation zwischen der Kopp-
lung respektive der Masse im dr und im ms Schema.

Um solche Relationen herzuleiten, benutzt man die Tatsache, dass der Wert der Kopp-

lung α
ph
s bei Verwendung physikalischer Renormierungsbedingungen nicht vom ver-

wendeten Regulator abhängt. Bei Verwendung Dimemsionaler Reduktion hat man

α0,dred
s =

(

Z
ph,dred
s

)2
α

ph
s = Z2

s αs, (1.35)
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und in Dimensionaler Regularisierung

α0,dreg
s =

(

Z
ph,dreg
s

)2
α

ph
s =

(

Zms
s

)2
αms

s , (1.36)

wobei in beiden Gleichungen α
ph
s den gleichen Wert hat. Insgesamt ergibt sich also

αs =

(

Z
ph,dred
s Zms

s

Z
ph,dreg
s Zs

)2

αms
s . (1.37)

Analog gilt für die Fermionmasse

m =
Z

ph,dreg
m Zms

m

Z
ph,dreg
m Zm

mms . (1.38)

Bleibt die Wahl eines physikalischen Renormierungsschemas. Das On-Shell Schema
wäre ein natürlicher Kandidat. Berechnet man allerdings die Renormierungskonstan-
ten inklusive endlicher Terme und setzt diese in (1.37) und (1.38) ein, so stellt man
fest, dass das Ergebnis impulsunabhängig ist. Es ist also nicht notwendig, die Integra-
le on-shell auszuwerten.

Man erhält, wobei ζn = ζ(n) die Riemannsche Zeta-Funktion bezeichnet,

αs = αms
s

[

1 +
αms

s

π

1
12

CA +

(

αms
s

π

)2
11
72

C2
A − αms

s

π

αe

π

1
8

CR I2(R)n f

+
1

π3

(

1
96

αms
s α2

e I2(R)n f [2C2
A − 3CACR + 2C2

R − CA I2(R)n f ]

+ 7CR I2(R)n f ) −
1

192
(αms

s )2αe I2(R)n f (5C2
A + 60CACR + 6C2

R)

+
1

9216
αms

s (−168C3
Av4v2 − 72C3

Av4v1 + 12v3v4C4
A − 48v2v3C2

A

+ 48v1v3C2
A − 48CAv1v2 − 48CANAv1v2 + 36C3

Av2
3 + C5

Av2
4 − 72CAv2

2

− 24CANAv2
2 − 24CAv2

1) −
1

96NA
αms

s v2
4CAD2(A) +

1
48

(αms
s )2v4D2(A)

+
1

4608
(αms

s )2(−6C3
Av3 + 84C2

Av2 + 36C2
Av1 − v4C4

A)

+
1

10368
(αms

s )3[3049C3
A − 416C2

A I2(R)n f − 138CACR I2(R)n f ]

)

+ O
(

{αms
s , αe, vr}

)4

]

, (1.39)
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m = mms

[

1 − αe

π

1
4

CR +

(

αms
s

π

)2
11
192

CACR − αms
s

π

αe

π

1
32

CR(3CA + 8CR)

+
(αe

π

)2 1
32

[3CR + I2(R)n f ]

+
1

π3

(

− 1
384

α3
e CR[−10C2

A + 14CACR + 27C2
R − 7CA I2(R)n f

+ 39CR I2(R)n f − 10I2(R)2n2
f + 12C2

Aζ3 − 36CACRζ3 + 24C2
Rζ3]

− α2
e CR

( 1
192

[6CRv1 + 12CRv2 − 2CAv2 − CAv1]

+
1

16I2(R)NA
D2(RA)v4 +

1
384

αms
s [47C2

A + 10C2
R

− 3I2(R)CAn f − 19I2(R)CRn f − 165CACR + 144C2
Rζ3

− 48I2(R)CAn f ζ3 + 48I2(R)CRn f ζ3 + 72C2
Aζ3 − 216CACRζ3]

)

+ αeCR

( 1
12288

[200v2
2 + 88NAv2

2 + 56v2
1 + 16NAv2

1

+ 112NAv2v1 − C4
Av2

4 − 12C3
Av3v4 + 176v2v1 + 48v3CAv2

− 36C2
Av2

3 + 488C2
Av4v2 + 232C2

Av4v1 − 48CAv1v3]

+
1

3072
(αms

s )2[2880C2
Rζ3 − 168CA I2(R)n f − 1544CACR − 52C2

R

− 128I2(R)CRn f + 1440C2
Aζ3 − 4320CACRζ3 − 79C2

A]
)

+
1

20736
(αms

s )3CRCA[4354CA + 135CR + 304I2(R)n f ]

+
3

128NA
D2(A)v2

4.

)

+ O
(

{αms
s , αe, vr}

)4

]

. (1.40)

Schaut man sich die Abhängigkeit von αs und m von den Evaneszenten Kopplungen
an, so stellt man fest, dass die quartischen ε-Skalar-Kopplungen vr erst auf Dreischlei-
fen-Niveau auftreten, αe jedoch schon auf Zwei- respektive Einschleifen-Niveau ins
Spiel kommt. Man benötigt also zur Auswertung von (1.37) und (1.38) auf Vierschlei-
fen-Niveau die Anomalen Dimensionen von vr lediglich in erster, die von αe in dritter
Ordnung.
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1.5.3 Anomale Dimensionen der Evaneszenten Kopplungen

Die β-Funktionen der ε-Skalar-Selbstkopplungen vr ergeben sich als

8π2βv1 = −32n f
5C2

AD2(RA) + (CA − 6CR)D2(A)I2(R)

25C4
ANA − 12D2(A)(2 + NA)

α2
e − 12CAv1αs

+ 8I2(R)n f v1αe + 8v2
1 + 12v2

2 −
192D2(A) − 80C4

ANA

9CANA(NA − 3)
v3v4

+
4

27NA

{

7
−12D2(A) + 5C4

ANA

NA − 3

− 24
72D2(A)2 − 90C2

AD3(A)NA + 25C4
AD2(A)NA

25C4
ANA − 12D2(A)(2 + NA)

}

v2
4

+ v1[4(1 + NA)v2 − 4CAv3 + 6C2
Av4] + v2(8CAv3 + 8C2

Av4)

8π2βv2 = −32n f
5C2

AD2(RA) + (CA − 6CR)D2(A)I2(R)

25C4
ANA − 12D2(A)(2 + NA)

α2
e

− 12CAv2αs + 8I2(R)n f v2αe + 12v1v2 + 2(4 + NA)v2
2

+
96D2(A)− 40C4

ANA

9CANA(NA − 3)
v3v4 +

2
27NA

{

7
12D2(A) − 5C4

ANA

(NA − 3)

− 48
72D2(A)2 − 90C2

AD3(A)NA + 25C4
AD2(A)NA

25C4
ANA − 12D2(A)(2 + NA)

}

v2
4

+ v2(−4CAv3 + 6C2
Av4)

8π2βv3 = − 4n f

25C4
ANA − 12D2(A)(2 + NA)

{

35C4
A I2(R)NA − 10C3

ACR I2(R)NA

+ 4CAD2(RA)(2 + NA) − 16D2(A)I2(R)(2 + NA)
}

α2
e

− 12CAv3αs + 8I2(R)n f v3αe + 12v1v3 + 4CAv2
3

+ 2
48D2(A)(−1 + NA) + C4

ANA(−61 + 7NA)

9C2
ANA(NA − 3)

v3v4

− 4
27CA(NA − 3)NA[25C4

ANA − 12D2(A)(2 + NA)]
{

144D2(A)2(2 + NA)(1 + 2NA)

+ 12C4
AD2(A)NA[−191 + (−56 + NA)NA]

+ C2
ANA[−216D3(A)(−3 + NA)(2 + NA) + 25C6

ANA(23 + 4NA)]
}

v2
4

− v2(4v3 + 4CAv4)
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8π2βv4 = 6α2
s + 8n f

5C2
A(CA − 6CR)I2(R)NA + 12D2(RA)(2 + NA)

25C4
ANA − 12D2(A)(2 + NA)

α2
e

− 2v2
3 − 12CAv4αs + 8I2(R)n f v4αe + 12v1v4 + 20v2v4 − 2CAv3v4

− 1152D3(A)(2 + NA) − 5C2
A[125C4

ANA + 4D2(A)(98 + NA)]

6[25C4
ANA − 12D2(A)(2 + NA)]

v2
4. (1.41)

Für die Anomale Dimension der ε-Skalar-Fermion-Kopplung erhält man

βe
110000 =

3
2

CR ,

βe
210000 = − 7

64
C2

A +
55
48

CACR +
3
16

C2
R +

1
8

CA I2(R)n f −
5
12

CR I2(R)n f ,

βe
020000 =

1
2

CA − CR − 1
2

I2(R)n f ,

βe
120000 = −3

8
C2

A +
5
2

CACR − 11
4

C2
R − 5

8
CR I2(R)n f ,

βe
030000 =

3
8

C2
A − 5

4
CACR + C2

R − 3
8

CA I2(R)n f +
3
4

CR I2(R)n f ,

βe
021000 = −1

8
CA +

1
4

CR ,

βe
012000 = − 1

32
,

βe
020100 =

1
2

CR ,

βe
011100 = − 1

16
− 1

16
NA ,

βe
010200 = − 3

32
− 1

32
NA ,

βe
020010 = −1

8
C2

A ,

βe
011010 =

1
16

CA ,

βe
010110 = − 1

16
CA ,

βe
010020 =

3
64

C2
A ,

βe
020001 = − 1

48
C3

A +
d44[pR1, pA1]

2I2RNA
,

βe
011001 = − 3

32
C2

A ,
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βe
010101 = − 7

32
C2

A ,

βe
010011 =

1
64

C3
A ,

βe
010002 =

1
768

C4
A − d44[pA1, pA2]

8NA
,

βe
022000 =

1
256

[−6I2(R)NAn f − 12NACR + 6NACA − 10CR + 35CA + 15I2(R)n f ] ,

βe
010030 = − 63

1024
C3

A ,

βe
030100 = − 3

32
[C2

A + 6I2(R)CRn f − 10CACR + 2CA I2(R)n f + 16C2
R] ,

βe
020200 = − 1

256
[25NACA − 3I2(R)NAn f − 30NACR − 5CA − 33I2(R)n f + 118CR] ,

βe
021010 =

1
128

[−27I2(R)n f + 53CA − 30CR]CA ,

βe
210010 = − 3

1024NA I2(R)
[5C3

A I2(R)NA + 128D2(RA)] ,

βe
110101 = −17

64
C3

A ,

βe
211000 = − 15

512
C2

A ,

βe
012100 =

3
64

(NA − 1) ,

βe
021100 =

1
128

[3NACA + 15I2(R)NAn f + 6NACR − 9CA + 3I2(R)n f − 50CR] ,

βe
010003 =

1
24576NA

(96D2(A)− 7C4
ANA)C2

A ,

βe
020110 =

1
128

[35CA + 27I2(R)n f − 18CR]CA ,

βe
110200 =

1
64

(NA − 9)CA ,

βe
010300 = − 1

256
(3NA + 2)(NA − 1) ,

βe
111001 = − 3

64
C3

A ,

βe
010120 =

3
512

C2
A ,

βe
010021 = − 9

2048NA
(32D2(A) + 7C4

ANA) ,
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βe
110020 =

33
128

C3
A ,

βe
011020 = − 93

512
C2

A ,

βe
020020 =

1
512

[71CA − 42CR − 81I2(R)n f ]C
2
A ,

βe
010012 = − 21

4096
C5

A ,

βe
010111 =

81
512

C3
A ,

βe
110011 =

11
128

C4
A ,

βe
011011 = − 51

512
C3

A ,

βe
011200 =

3
256

(NA − 1)(NA − 2) ,

βe
020011 =

1
1536NA I2(R)

{−384CAD2(RA) + 768D2(A)I2(R) ,

+ NA I2(R)[71C4
A − 42CRC3

A − 81I2(R)n f C3
A]} ,

βe
121000 = − 1

32
(11C2

A − 8CACR + 8C2
R) ,

βe
010210 =

3
256

(5NA − 2)CA ,

βe
110110 = −11

32
C2

A ,

βe
011110 = − 3

128
(−10 + NA)CA ,

βe
012010 = − 9

64
CA ,

βe
111010 =

11
32

C2
A ,

βe
120010 = − 1

32
(14CA + 5CR)C2

A ,

βe
030010 = − 3

64
(CA − 2CR − 9I2(R)n f )C2

A ,

βe
031000 = − 3

64
[−12CACR + 6I2(R)CRn f − 7CA I2(R)n f + 2C2

A + 16C2
R] ,

βe
210100 = − 1

512
(−192CR + 47CA)CA ,

βe
111100 = − 1

32
(5NA − 1)CA ,
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βe
010102 =

1
2048NA

(96D2(A)− 13C4
ANA) ,

βe
013000 = − 1

64
(−1 + NA) ,

βe
110002 = − 1

1536NA
[−11C4

ANA + 192D2(A)]CA ,

βe
112000 =

1
64

(3NA − 5)CA ,

βe
011002 = − 1

2048NA
(96D2(A) − 43C4

ANA) ,

βe
010201 = − 3

512
(5NA − 6)C2

A ,

βe
011101 =

9
256

NAC2
A ,

βe
020101 = − 1

768NA I2(R)
{NA I2(R)[185C3

A − 207C2
A I2(R)n f − 342C2

ACR] ,

+ 960D2(RA)} ,

βe
210001 = − 1

2048NA I2(R)
[5C4

A I2(R)NA − 384CAD2(RA) + 96D2(A)I2(R)] ,

βe
012001 = − 3

128
C2

A ,

βe
021001 = − 1

768NA I2(R)
{NA I2(R)[90C2

ACR − 143C3
A − 63C2

A I2(R)n f ] ,

+ 192D2(RA)} ,

βe
120100 =

1
16

(3C2
A − 8C2

R + 13CACR) ,

βe
030001 = − 1

128NA I2(R)
{(CA − 2CR)[−96D2(RA) + C3

A I2(R)NA] ,

− 9I2(R)[−8D2(RA) + C3
A I2(R)NA]n f } ,

βe
020002 = − 1

18432NA I2(R)[−25C4
ANA + 12D2(A)(2 + NA)]

{−3981312D3(A)D2(RA) + 1132800C6
AD2(RA)NA

− 829440C3
AD3(A)I2(R)NA + 12C5

AD2(A)I2(R)(18058 − 71NA)NA

+ 1775C9
A I2(R)N2

A + 1152CAD2(A)2 I2(R)(586 + 5NA)

+ 179712D3(RAA)[−25C4
ANA + 12D2(A)(2 + NA)]

+ 9216C2
A[540CRD3(A)I2(R)NA + D2(A)D2(RA)(362 + NA)]

− 75C8
A I2(R)N2

A[14CR + 27I2(R)n f ]
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+ 36C4
AD2(A)I2(R)NA[2CR(−16586 + 7NA)

+ 9I2(R)(206 + 3NA)n f ] − 1990656D3(A)D2(RA)NA

− 3456D2(A)2 I2(R)[2CR(602 + 13NA) + 9I2(R)(2 + NA)n f ]} ,

βe
120001 = − 1

192
C3

A(14CA + 5CR) +
1

8NA I2(R)
(5CA − 4CR)D2(RA) ,

βe
130000 = − 1

64NA I2(R)

(

48D2(RA) + I2(R)NA{11C3
A − 242C2

ACR

+ 640CAC2
R − 416C3

R − 28C2
A I2(R)n f + 144CACR I2(R)n f

− 104C2
R I2(R)n f − 12CA I2(R)2n2

f

+ 48(CA − 2CR)(CA − CR)[2CR − CA + I2(R)n f ]ζ3}
)

,

βe
220000 = − 1

1536NA I2(R)

[

3456D2(R)n f + I2(R)NA[−335C3
A − 642C2

ACR

− 2148CAC2
R + 3336C3

R + 3(247C2
A + 896CACR − 1180C2

R)I2(R)n f

+ 24(CA − 16CR)I2(R)2n2
f ] − 384D2(RA) − 288

(

24D2(RA)

+ 24D2(R)n f + I2(R)NA{−22C3
A + 6C2

R[6CR − I2(R)n f ]

+ 3CACR[−32CR + I2(R)n f ] + C2
A[81CR + 2I2(R)n f ]}

)

ζ3

]

,

βe
310000 = − 1

13824NA I2(R)

(

−15552D2(RA) + I2(R)NA{13755C3
A

− 4C2
A[13819CR + 1389I2(R)n f ]

− 8CR[3483C2
R − 280I2(R)2n2

f + 108CR I2(R)n f (−23 + 24ζ3)]

+ 4CA[12339C2
R + 120I2(R)2n2

f + 4CR I2(R)n f (157 + 1296ζ3)]}
)

,

βe
040000 = − 1

192NA I2(R)[12D2(A)(2 + NA) − 25C4
ANA]

[

8640C3
AD2(RA)I2(R)NAn f − 51840C2

ACRD2(RA)I2(R)NAn f

+ 10368D2(RA)2(2 + NA)n f + 100C7
A I2(R)N2

A(−4 + 111ζ3)

− 150C4
ANA[CR I2(R)3NAn2

f + 2C2
R I2(R)2NAn f (23 − 6ζ3)

+ 24D2(R)n f (−7 + 2ζ3) + 8C3
R I2(R)NA(7 + 9ζ3)

+ 16D2(RA)(−1 + 12ζ3)] + 75C5
A I2(R)N2

A[7I2(R)2n2
f

− 4CR I2(R)n f (−31 + 9ζ3) + 8C2
R(17 + 60ζ3)]

− 75C6
A I2(R)N2

A[I2(R)n f (47 − 16ζ3) + 4CR(8 + 117ζ3)]
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+ 12D2(A)
(

96D2(RA)(2 + NA)(−1 + 12ζ3)

− 4C3
A I2(R)NA(2 + NA)(−4 + 111ζ3)

+ 3C2
A I2(R)NA{4CR(2 + NA)(8 + 117ζ3)

+ I2(R)n f [118 + 47NA − 16(2 + NA)ζ3]}
− 3CA I2(R)NA{7I2(R)2(2 + NA)n2

f + 8C2
R(2 + NA)(17 + 60ζ3)

+ 4CR I2(R)n f [134 + 31NA − 9(2 + NA)ζ3]}
+ 6CR I2(R)3NA(2 + NA)n2

f + 144D2(R)(2 + NA)n f (−7 + 2ζ3)

+ 48C3
R I2(R)NA(2 + NA)(7 + 9ζ3)

+ 12C2
R I2(R)2NAn f [262 + 23NA − 6(2 + NA)ζ3]

)]

. (1.42)

1.5.4 βs und γm auf Vierschleifen-Niveau

Nun kann man in (1.33) die Relation zwischen αs und αms
s , (1.39) sowie die Anomalen

Dimensionen der Evaneszenten Kopplungen, (1.41) und (1.42), einsetzen und erhält
für die β-Funktion der Eichkopplung

β200000 =
11
12

CA − 1
3

Tn f ,

β300000 =
17
24

C2
A − 5

12
CATn f −

1
4

CFTn f ,

β400000 =
3115
3456

C3
A − 1439

1728
C2

ATn f −
193
576

CACFTn f

+
1
32

C2
FTn f +

79
864

CAT2n2
f +

11
144

CFT2n2
f ,

β310000 = − 3
16

C2
FTn f ,

β220000 = − CFTn f

(

1
16

CA − 1
8

CF −
1
16

Tn f

)

,

β500000 = b3 −
1

165888NA
{2592D2(A)

+ CANA[27648b2 − CA(1152b1 + 85280b0CA + 27C2
A)

+ 64b0(208CA + 69CR)I2(R)n f ]} ,

β203000 =
1

192
CA ,

β302000 = − 1
64

C2
A ,
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β311000 = − 1
128

n f I2(R)C2
A ,

β300002 = − 1
663552NA

[19872C2
AD2(A) − 227C6

ANA + 27648D3(A)] ,

β400010 = − 1
3072

(4b0 + 9CA)C3
A ,

β200030 = − 11
3072

C4
A ,

β310001 = − 1
4608NA

[96D2(A) − C4
ANA]I2(R)n f ,

β220100 = − 1
48

(CA + 3CR)n f I2(R)CR ,

β301100 = − 1
256

(5NA + 12)C2
A ,

β210011 = − 1
1536

(4CA + 3CR)n f C3
A I2(R) ,

β400001 =
1

18432NA
(4b0 + 9CA)[96D2(A) − C4

ANA] ,

β300011 =
1

55296NA
[384D2(A) + 227C4

ANA]CA ,

β400100 =
7

1536
(4b0 + 9CA)C2

A ,

β401000 =
1

512
(4b0 + 9CA)C2

A ,

β200120 = − 3
512

C3
A ,

β201020 = − 7
512

C3
A ,

β310100 = − 7
384

n f I2(R)C2
A ,

β220001 = − 1
1152NA[−25C4

ANA + 12D2(A)(2 + NA)]

{C3
A(CA + 3CR)(25C4

A − 12D2(A))I2(R)N2
A

− 24(CA + 3CR)[25C4
AD2(RA) − 36D2(A)D2(RA)

+ C3
AD2(A)I2(R)]NA} ,

β202100 =
1

64
(NA + 1)CA ,

β410000 = − 1
1536

I2(R)n f {8b0(5C2
A + 56CACR + 6C2

R)
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+ CR[−192b1 + 39C2
A + 892CACR + 108C2

R + 24CA I2(R)n f

− 80CR I2(R)n f ]} ,

β301001 = − 1
3072

[96D2(A) + 89C4
ANA] ,

β220010 =
1

192
(CA + 3CR)n f I2(R)C2

A ,

β300020 =
1

18432NA
[96D2(A) + 227C4

ANA] ,

β210110 =
1

384
(4CA + 3CR)n f I2(R)CA ,

β320000 = − 1
1152NA

n f

(

−24D2(RA)

+ I2(R)NA{16C3
A + 6CACR[25CR − 22I2(R)n f ]

+ 3C2
A[4CR − 5I2(R)n f ] − 72C2

R[7CR + 5I2(R)n f ]}
)

,

β230000 = − 1
192

I2(R)n f [−4C3
A + 23C2

ACR − 46CAC2
R + 32C3

R

+ (6C2
A − 33CACR + 50C2

R)I2(R)n f − 2(CA − 7CR)I2(R)2n2
f ] ,

β300200 = − 1
1536

(19NA + 82)C2
A ,

β200111 = − 1
512

C4
A ,

β201011 = − 9
512

C4
A ,

β300110 = − 23
1536

C3
A ,

β301010 =
11
512

C3
A ,

β211100 =
1

384
(NA + 1)(4CA + 3CR)I2(R)n f ,

β300101 = − 1
9216NA

[480D2(A) + 703C4
ANA] ,

β210020 = − 1
512

(4CA + 3CR)n f I2(R)C2
A ,

β310010 =
1

768
I2(R)C3

An f ,

β200003 = − 1
663552NA

[864C2
AD2(A) + 11C6

ANA − 27648D3(A)]CA ,

β200102 =
1

6144NA
[480D2(A) + 199C4

ANA]CA ,
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β201002 =
1

2048NA
[96D2(A) + 17C4

ANA]CA ,

β202001 =
3

128
C3

A ,

β200300 =
1

768
(N2

A + 13NA + 18)CA ,

β201101 =
3

256
(8 + NA)C3

A ,

β200021 = − 1
6144NA

[96D2(A) + 11C4
ANA]CA ,

β202010 = − 1
64

C2
A ,

β210002 =
1

18432NA
(4CA + 3CR)[96D2(A) − C4

ANA]I2(R)n f ,

β212000 =
1

768
(4CA + 3CR)I2(R)n f ,

β211010 = − 1
384

(4CA + 3CR)n f I2(R)CA ,

β201200 =
1

256
(N2

A + 5NA + 10)CA ,

β200210 =
1

256
(NA − 2)C2

A ,

β201110 = − 1
128

(NA − 2)C2
A ,

β221000 =
1

192
(CA + 3CR)(CA − 2CR)I2(R)n f ,

β200201 =
1

512
(7NA + 46)C3

A ,

β211001 =
1

256
(4CA + 3CR)n f I2(R)C2

A ,

β200012 = − 1
36864NA

[384D2(A) + 11C4
ANA]C2

A ,

β210200 =
1

768
(NA + 3)(4CA + 3CR)I2(R)n f ,

β210101 =
7

768
(4CA + 3CR)n f I2(R)C2

A , (1.43)

wobei

b0 =
1
4

(11
3

CA − 4
3

I2(R)n f

)

,

b1 =
1
16

(34
3

C2
A − 4CR I2(R)n f −

20
3

CA I2(R)n f

)

,
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b2 =
1
64

(2857
54

C3
A + 2C2

R I2(R)n f −
205
9

CRCA I2(R)n f

− 1415
27

C2
A I2(R)n f +

44
9

CR I2(R)2n2
f +

158
27

CA I2(R)2n2
f

)

,

b3 =
1

256

[(150653
486

− 44
9

ζ3

)

C4
A + C3

A I2(R)n f

(

−39143
81

+
136
3

ζ3

)

+ C2
ACR I2(R)n f

(7073
243

− 656
9

ζ3

)

+ CAC2
R I2(R)n f

(

−4204
27

+
352
9

ζ3

)

+ 46C3
R I2(R)n f + C2

A I2(R)2n2
f

(7930
81

+
224

9
ζ3

)

+ C2
R I2(R)2n2

f

(1352
27

− 704
9

ζ3

)

+ CACR I2(R)2n2
f

(17152
243

+
448
9

ζ3

)

+
424
243

CA I2(R)3n3
f +

1232
243

CR I2(R)3n3
f

+
D2(A)

NA

(

−80
9

+
704
3

ζ3

)

+
n f D2(RA)

NA

(512
9

− 1664
3

ζ3

)

+
n2

f D2(R)

NA

(

−704
9

+
512
3

ζ3

)]

, (1.44)

die Ein-, Zwei-, Drei- und Vierschleifen Koeffizienten von βms bezeichnet.

Analog erhält man aus (1.34) mit (1.40), (1.41) und (1.42) die Anomale Dimension der
Fermionmasse

γ400000 = γ3 +
91
768

C2
RC2

A − 129
512

CAC3
R − 3

16
I2(R)CAC2

Rn f ζ3

+
89
576

I2(R)CAC2
Rn f +

29
5184

I2(R)2CACRn2
f +

3
16

I2(R)C2
ACRn f ζ3

− 53
1296

CRC2
A I2(R)n f −

19003
82944

C3
ACR ,

γ110002 =
1

24576NA
[2784CAD2(A) + 1632CRD2(A) − 53C5

ANA

− 11CRC4
ANA]CR ,

γ110011 = − 1
2048

(53CA + 11CR)C3
ACR ,

γ120010 =
1

256
(31CA + 18CR)C2

ACR ,

γ210010 =
3

2048NA I2(R)
[3C3

A I2(R)NA + 64D2(RA)]CR ,

γ111001 =
1

1024
(53CR + 79CA)C2

ACR ,
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γ020110 = − 1
256

[17CA + 17I2(R)n f − 6CR]CACR ,

γ020011 = − 1
3072NA I2(R)

{384D2(A)I2(R) − 144CAD2(RA)

+ NA I2(R)[−51C3
A I2(R)n f − 30C3

ACR + 37C4
A]}CR ,

γ310000 = − 1
165888I2(R)NA

CR

(

46656D2(RA)

+ I2(R)NA{−26505C3
A + C2

A[355107CR + 23544I2(R)n f ]

+ 2CA[11916C2
R − 65508CR I2(R)n f − 3744I2(R)2n2

f ]

+ 12CR[7965C2
R − 7212CR I2(R)n f − 224I2(R)2n2

f ]

+ 2592(CA − CR)[5(−11CA − 9CR)(CA − 2CR)

+ 4(5CA − 16CR)I2(R)n f ]ζ3}
)

,

γ110020 = − 3
2048

(53CA + 11CR)C2
ACR ,

γ211000 = − 7
1024

C2
ACR ,

γ020020 = − 1
1024NA I2(R)

{NA I2(R)[−51C2
A I2(R)n f − 30C2

ACR

+ 37C3
A] + 16D2(RA)}CR ,

γ020101 =
1

1536NA I2(R)
{NA I2(R)[103C3

A − 154C2
ACR

− 277C2
A I2(R)n f ] + 720D2(RA)}CR ,

γ110200 =
1

1024
(19CRNA + 21CANA + 95CA + 49CR)CR ,

γ021100 = − 1
768

[43I2(R)NAn f + 10CRNA + 3CANA + 35I2(R)n f − 142CR

− 5CA]CR ,

γ021010 = − 1
768

[−51I2(R)n f − 42CR + 79CA]CACR ,

γ110101 =
1

1024
(117CR + 211CA)C2

ACR ,

γ120100 = − 1
32

(C2
A + 6C2

R + 10CACR)CR ,

γ200011 = − 1
1024

C4
ACR ,

γ200101 =
7

512
C3

ACR ,
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γ010003 =
1

442368NA
[−41472D3(A) + 480C2

AD2(A) + 37C6
ANA]CR ,

γ021001 =
1

1536NA I2(R)
{NA I2(R)[−63C3

A − 113C2
A I2(R)n f + 34C2

ACR]

+ 240D2(RA)}CR ,

γ120001 =
1

1536
CR[C3

A(31CA + 18CR) − 24
I2(R)NA

(19CA + 12CR)D2(RA)] ,

γ010120 =
29

3072
C2

ACR ,

γ210100 = − 1
1024

(96CR + 7CA)CACR ,

γ010111 = − 97
3072

C3
ACR ,

γ300010 =
1

1024
C3

ACR ,

γ300100 = − 7
512

C2
ACR ,

γ301000 = − 3
512

C2
ACR ,

γ011002 = − 1
36864NA

[3360D2(A) + 1033C4
ANA]CR ,

γ010012 =
1

24576NA
[384D2(A) + 37C4

ANA]CRCA ,

γ010300 = − 1
1536

(N2
A + 57NA + 86)CR ,

γ012001 = − 1
1536

(3NA + 74)C2
ACR ,

γ011011 =
49

1024
C3

ACR ,

γ111010 = − 1
512

(53CA + 11CR)CACR ,

γ200020 = − 3
1024

C3
ACR ,

γ201010 = − 1
256

C2
ACR ,

γ200002 = − 1
12288NA

[−96D2(A) + C4
ANA]CRCANA ,

γ202000 =
1

512
CACR ,

γ201001 =
3

512
C3

ACR ,
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γ220000 =
1

18432I2(R)NA
CR{−288D2(RA)(1 + 72ζ3)

+ 2C3
A I2(R)NA(−1295 + 10080ζ3)

+ 4[3C3
R I2(R)NA(1544 − 5760ζ3) + 2592D2(R)n f (1 − 2ζ3)

+ 64CR I2(R)3NAn2
f (−10 + 3ζ3) − 2C2

R I2(R)2NAn f (571 + 1008ζ3)]

+ C2
A I2(R)NA[2354I2(R)n f − 2784I2(R)n f ζ3 − 12CR(721 + 7704ζ3)]

+ 2CA I2(R)NA[24I2(R)2n2
f (17 − 16ζ3)

+ CR I2(R)n f (7444 + 5856ζ3) + C2
R(9428 + 71136ζ3)]} ,

γ011020 =
181
3072

C2
ACR ,

γ010021 =
1

4096NA
[224D2(A) + 37C4

ANA]CR ,

γ200200 =
1

512
(NA + 3)CACR ,

γ201100 =
1

256
(NA + 1)CACR ,

γ300001 =
1

6144NA
[−96D2(A) + C4

ANA]CR ,

γ200110 =
1

256
C2

ACR ,

γ111100 =
1

512
(37CANA + 15CRNA + 19CR + 21CA)CR ,

γ010030 =
37

2048
C3

ACR ,

γ020200 =
1

1536
[−35I2(R)NAn f + 39CANA − 38CRNA + 302CR

− 121I2(R)n f − 23CA]CR ,

γ121000 =
1

256
(−24C2

R − 22CACR + 27C2
A)CR ,

γ040000 = − 1
1536I2(R)NA[−25C4

ANA + 12D2(A)(2 + NA)]

CR

[

−16320C3
AD2(RA)I2(R)NAn f

+ 97920C2
ACRD2(RA)I2(R)NAn f − 19584D2(RA)2(2 + NA)n f

+ 100C5
A I2(R)N2

A[−288CR I2(R)n f − 15I2(R)2n2
f

+ 2C2
R(−126 − 432ζ3)] − 100C7

A I2(R)N2
A(−23 + 240ζ3)

+ 100C6
A I2(R)N2

A{15CR + 75I2(R)n f − 6[−132CR + I2(R)n f ]ζ3}
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+ 25C4
ANA{1344C2

R I2(R)2NAn f + 180CR I2(R)3NAn2
f

− 12n f [5I2(R)4NAn2
f + 24D2(R)(7 − 2ζ3)]

+ 192D2(RA)(−1 + 12ζ3) + 3C3
R I2(R)NA(368 + 384ζ3)}

− 12D2(A)
(

−4032D2(R)n f + NA{1104C3
R I2(R)(2 + NA)

− 6[336D2(R) − 16C2
R I2(R)2(79 + 14NA)]n f

+ 180CR I2(R)3(2 + NA)n2
f − 60I2(R)4(2 + NA)n3

f }
+ 4CA I2(R)NA[−24CR I2(R)(41 + 12NA)n f − 15I2(R)2(2 + NA)n2

f

+ 2C2
R(2 + NA)(−126 − 432ζ3)] + 4C3

A I2(R)NA(2 + NA)(23 − 240ζ3)

− 96(2 + NA)[−12C3
R I2(R)NA − 6D2(R)n f ]ζ3

+ 192D2(RA)(2 + NA)(−1 + 12ζ3)

+ 4C2
A I2(R)NA{CR(2 + NA)(15 + 792ζ3)

+ I2(R)n f [184 + 75NA − 6(2 + NA)ζ3]}
)]

,

γ010201 = − 1
1024

(23NA + 218)C2
ACR ,

γ010210 = − 3
512

(3NA − 2)CACR ,

γ112000 = − 1
1024

(8CANA − 2CRNA − 37CA − 15CR)CR ,

γ110110 =
1

512
(53CA + 11CR)CACR ,

γ130000 = − 1
3072I2(R)NA

CR

(

−576D2(RA) + I2(R)NA{352C3
A + 616C2

ACR

− 6040CAC2
R + 6992C3

R − 100C2
A I2(R)n f − 1388CACR I2(R)n f

+ 3920C2
R I2(R)n f + 168CA I2(R)2n2

f − 88CR I2(R)2n2
f

+ 48(CA − CR)[3(8CA − 13CR)(CA − 2CR)

− 2(16CA − 32CR)I2(R)n f + 8I2(R)2n2
f ]ζ3}

)

,

γ022000 = − 1
1536

[8CANA − 16CRNA − 4I2(R)NAn f + 43I2(R)n f

− 50CR + 57CA]CR ,

γ020002 =
1

36864I2(R)NA[−25C4
ANA + 12D2(A)(2 + NA)]

CR

(

−1880064D3(A)D2(RA) + 536400C6
AD2(RA)NA
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− 391680C3
AD3(A)I2(R)NA + 4C5

AD2(A)I2(R)(22778 − 111NA)NA

+ 925C9
A I2(R)N2

A + 1152CAD2(A)2 I2(R)(286 + 7NA)

+ 89856D3(RAA)[−25C4
ANA + 12D2(A)(2 + NA)]

+ 192C2
A[12240CRD3(A)I2(R)NA + D2(A)D2(RA)(8198 + 19NA)]

− 75C8
A I2(R)N2

A[10CR + 17I2(R)n f ]

+ 12C4
AD2(A)I2(R)NA[−CR(43540 − 30NA)

+ 3I2(R)(2634 + 17NA)n f ] + 3456{−272D3(A)D2(RA)NA

+ D2(A)2 I2(R)[−2CR(290 + 9NA) − 13I2(R)(2 + NA)n f ]}
)

,

γ030010 =
1

256
[3CA − 10CR − 30I2(R)n f ]C

2
ACR ,

γ011110 =
1

768
(11NA − 50)CACR ,

γ012010 =
1

768
(NA + 38)CACR ,

γ030001 = − 1
1536NA I2(R)

{384CAD2(RA) − 864CRD2(RA)

+ NA I2(R)[10C3
ACR − 3C4

A + 30C3
A I2(R)n f ]

− 528D2(RA)I2(R)n f }CR ,

γ010102 = − 1
36864NA

[7008D2(A) + 2537C4
ANA]CR ,

γ030100 =
1

384
[13C2

A + 8CA I2(R)n f + 216C2
R + 132CR I2(R)n f

− 122CACR]CR ,

γ031000 =
1

384
[11C2

A + 108C2
R − 41CA I2(R)n f − 76CACR + 66CR I2(R)n f ]CR ,

γ210001 = − 3
4096NA I2(R)

(64CAD2(RA) + 32D2(A)I2(R) − C4
A I2(R)NA)CR ,

γ011101 = − 1
1536

(53NA + 320)C2
ACR ,

γ011200 = − 1
512

(5N2
A + 21NA + 46)CR ,

γ012100 = − 1
768

(N2
A + 31NA + 22)CR ,

γ013000 =
1

768
(NA − 10)CR , (1.45)
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wobei

γ3 =
1

256

[

C4
R

(

−1261
8

− 336ζ3

)

+ C3
RCA

(15349
12

+ 316ζ3

)

+ C2
RC2

A

(

−34045
36

− 152ζ3 + 440ζ5

)

+ CRC3
A

(70055
72

+
1418

9
ζ3 − 440ζ5

)

+ C3
R I2(R)n f

(

−280
3

+ 552ζ3 − 480ζ5

)

+ C2
RCA I2(R)n f

(

−8819
27

+ 368ζ3 − 264ζ4 + 80ζ5

)

+ CRC2
A I2(R)n f

(

−65459
162

− 2684
3

ζ3 + 264ζ4 + 400ζ5

)

+ C2
R I2(R)2n2

f

(304
27

− 160ζ3 + 96ζ4

)

+ CR I2(R)3n3
f

(

−664
81

+
128
9

ζ3

)

+
D2(RA)

dR

(

−32 + 240ζ3

)

+ CRCA I2(R)2n2
f

(1342
81

+ 160ζ3 − 96ζ4

)

+
n f D2(R)

dR

(

64 − 480ζ3

)]

(1.46)

der Vierschleifen-Beitrag von γms ist.

Da die Berechnung recht umfangreich ist, ist es angemessen, Konsistenztests durch-
zuführen.

Die Eichparameterunabhängigkeit der Anomalen Dimensionen stellt eine Möglichkeit
zur Überprüfung der Rechnung dar. Es wurde konsequent in allgemeiner kovarianter
Eichung gerechnet und explizit überprüft, dass das Ergebnis nicht vom Eichparameter
abhängt.

Des Weiteren wurden β und γ auf Dreischleifen-Niveau direkt aus den Renormie-
rungskonstanten, gemäß (1.32a), (1.32d) berechnet und mit dem Ergebnis aus der Um-
rechnung der ms Größen nach (1.33), (1.34) verglichen.

Um die Berechnung der Farbfaktoren zu überprüfen, wurden die gruppentheoreti-
schen Faktoren jedes Diagramms sowohl für eine allgemeine Eichgruppe als auch
explizit für die Gruppen SU(N), SO(N) und Sp(N) ermittelt und verglichen (s. An-
hang B).
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1.6 Super-Yang-Mills

Für den Fall einer Super-Yang-Mills Theorie (sym), der Theorie eines Eich-Supermul-
tipletts, ist die Anomale Dimension der Kopplung βsym in der Literatur bekannt [33].
Aus einer allgemeinen Yang-Mills Theorie lässt sich, indem man die Fermionen zu Su-
perpartnern der Eichbosonen macht, eine Super-Yang-Mills Theorie erzeugen. Dazu
müssen beide Felder unter der gleichen Darstellung, der adjungierten, transformie-
ren. In obigen Ergebnissen läuft das auf die Ersetzungen

CR → CA ,

I2(R) → CA ,

D2(R) → D2(A) ,

D2(RA) → D2(A) ,

D3(RAA) → D3(A) (1.47a)

hinaus. Außerdem muss man

n f →
1
2

(1.47b)

setzen, um dem Übergang von Dirac- zu Majorana-Spinoren Rechnung zu tragen.

Durch die Identifikation der Evaneszenten Kopplungen mit der Eichkopplung,

αe = v3 = αs , (1.47c)

v1 = v2 = v4 = 0 , (1.47d)

trägt man der Tatsache Rechnung, dass in supersymmetrischen Theorien die Kopp-
lungen der ε-Skalare mit denen der Eichfelder übereinstimmen.

Die Identifikation (1.47c) lässt sich natürlich nur dann konsequent durchführen, wenn
auch die β-Funktionen der Evaneszenten Kopplungen mit der der Eichkopplung über-
einstimmen. Andernfalls ließen sich die Kopplungen höchstens für eine bestimmte
Wahl µ0 der Renormierungsskala µ gleichsetzen und würden für µ 6= µ0 auseinan-
der laufen, was ein klares Signal für eine Brechung der Supersymmetrie durch das
Regularisierungsschema wäre.

Führt man (1.47) in (1.31a) durch, so ergibt sich

βsym
s = −

(αs

π

)2
[

3
4

CA +
3
8

C2
A

αs

π
+

21
64

C3
A

(αs

π

)2
+

51
128

C4
A

(αs

π

)3
]

+O(α6
s ) , (1.48)
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in Übereinstimmung mit [33], was einen weiteren wertvollen Test an die Korrektheit
von (1.31a) darstellt. Darüber hinaus erhält man die ersten drei Terme von (1.48) auch,
indem man in der bis zur dritten Ordnung berechnete β-Funktion der Evaneszenten
ε-Skalar-Fermion-Kopplung (1.31b) die Ersetzung (1.47) durchführt.

Vor über 20 Jahren wurde in [23] βsym
e auf Dreischleifen-Niveau berechnet, wobei ein

anderes als das hier angegebene Ergebnis gefunden wurde. Dies wurde als explizites
Beispiel für die Brechung der Supersymmetrie durch dred gewertet. Angesichts der
vielen Tests, die die hier aufgeführten Ergebnisse durchlaufen haben, gehen wir aller-
dings davon aus, dass die Rechnung aus [23] falsch – und insbesondere kein Beispiel
für die Supersymmetrie-Verletzung von dred – ist.

In soft gebrochener Supersymmetrie lässt sich die Anomale Dimension γsym
m der Glu-

ino-Masse aus βsym
s berechnen [34]:

γsym
m = παs

d
dαs

[

βSYM
s

αs

]

, (1.49)

was mit (1.48)

γsym
m = −

(αs

π

)

[

3
4

CA +
3
4

C2
A

αs

π
+

63
64

C3
A

(αs

π

)2
+

51
32

C4
A

(αs

π

)3
]

+ O(α5
s ) (1.50)

liefert. Dasselbe Resultat erhält man durch Einsetzen von (1.47) in (1.31d).

1.7 qcd

Wegen der besonderen phänomenologischen Relevanz der SU(3) als Eichgruppe der
qcd werden im Folgenden die Ergebnisse des letzten Kapitels für diesen Spezialfall
angegeben.

Für die Farbstruktur der quartischen ε-Skalar-Kopplungen wird die Basis

Habcd
1 =

1
2

(

f ace f bde + f ade f bce
)

,

Habcd
2 = δabδcd + δacδbd + δadδbc ,

Habcd
3 =

1
2

(

δacδbd + δadδbc
)

− δabδcd (1.51)

verwendet. Die Anomalen Dimensionen lassen sich entweder aus den allgemeinen Er-
gebnissen aus Kapitel 1.5 ableiten oder durch eine neue Rechnung mit der Basis (1.51)
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gewinnen. Um die Korrektheit der Resultate sicherzustellen, wurde beides getan, und
die Ergebnisse stimmen überein.

Für die Anomalen Dimensionen der Evaneszenten Kopplungen ergibt sich für die qcd,
in der Notation von (1.31)2

βe
04000 = − 55

432
− 91

48
ζ3 −

(

725
1152

− 17
96

ζ3

)

n f +
55
768

n2
f ,

βe
13000 =

2423
1728

+
5
36

ζ3 −
(

313
288

+
5
24

ζ3

)

n f +
9
64

n2
f ,

βe
22000 =

189157
13824

− 11
16

ζ3 −
(

35543
9216

− 73
32

ζ3

)

n f +
55
768

n2
f ,

βe
31000 =

4589
512

+

(

1157
6912

− 5
3

ζ3

)

n f −
415
5184

n2
f ,

βe
03100 = − 9

64
+

243
128

n f , βe
03010 =

5
8
− 45

64
n f , βe

03001 =
3

32
− 81

64
n f ,

βe
12100 = −219

16
, βe

12010 =
145
48

, βe
12001 =

73
8

,

βe
02200 =

1413
512

− 729
1024

n f , βe
02020 = −115

32
+

135
64

n f , βe
02002 = −161

256
− 567

512
n f ,

βe
02110 =

75
8

, βe
02101 = −471

128
+

243
256

n f , βe
02011 = −85

8
,

βe
21100 = −1125

1024
, βe

21010 =
105
128

, βe
21001 =

615
512

,

βe
11200 =

891
128

, βe
11020 = −45

4
, βe

11002 =
693
64

,

βe
11101 = −297

32
, βe

01300 = −1701
1024

, βe
01003 =

63
128

,

βe
01210 = −405

128
, βe

01201 =
1701
512

, βe
01120 =

135
32

,

βe
01021 = −315

32
, βe

01102 = − 81
128

, βe
01012 = −315

32
,

βe
01111 =

135
16

, βe
02000 =

1
6
− 1

4
n f , βe

11000 = 2 ,

βe
03000 =

11
72

− 1
16

n f , βe
21000 =

755
192

− 13
144

n f , βe
12000 =

125
72

− 5
12

n f ,

βe
02100 = −9

8
, βe

02010 =
5
4

, βe
02001 =

3
4

,

2Man beachte, dass die Basis (1.51) nur drei Elemente hat. Entsprechend fällt der letzte Index der
Koeffizienten weg
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βe
01200 =

27
64

, βe
01101 = − 9

16
, βe

01020 = −15
4

, βe
01002 =

21
32

, (1.52)

β
η1
20000 = −3

8
, β

η1
10100 =

9
2

, β
η1
02000 =

1
3

n f , β
η1
01100 = −1

2
n f ,

β
η1
00200 = −11

8
, β

η1
00110 = −2 , β

η1
00101 =

7
2

,

β
η2
20000 = − 9

16
, β

η2
10010 =

9
2

, β
η2
02000 =

1
24

n f , β
η2
01010 = −1

2
n f ,

β
η2
00200 =

3
16

, β
η2
00110 =

1
2

, β
η2
00101 = −1

2
,

β
η2
00020 = −32

3
, β

η2
00011 = −7

6
, β

η2
00002 =

7
12

,

β
η3
10001 =

9
2

, β
η3
01001 = −1

2
n f , β

η3
00110 = 2 , β

η3
00101 =

5
2

,

β
η3
00020 =

10
3

, β
η3
00011 = −20

3
, β

η3
00002 = −7

6
, (1.53)

Die ms-dr Relationen (1.39, 1.40) lauten für die qcd

αs = αms
s

[

1 +
αms

s

π

1
4

+

(

αms
s

π

)2
11
8

− αms
s

π

αe

π

1
12

n f

(

αms
s

π

)3 (
3049
384

− 179
864

n f

)

+

(

αms
s

)2

π3

(

−η1
9

256
+ η2

15
32

+ η3
3

128
− αe

887
1152

n f

)

+
αms

s

π3

[

η2
1

27
256

− η2
2

15
16

− η1η3
9
64

+ η2
3

21
128

+ α2
e

(

43
864

n f +
19

1152
n2

f

)]

+ O
(

{αms
s , αe, vr}

)4

]

,

m = mms

[

1 − αe

π

1
3

+

(

αms
s

π

)2
11
48

− αms
s

π

αe

π

59
72

+
(αe

π

)2
(

1
6

+
1
48

n f

)

+

(

αms
s

π

)3 (
2207
864

+
19
648

n f

)

−
(

αms
s

)2
αe

π3

(

62815
20736

+
253
1728

n f −
25
72

ζ3

)

+
αms

s α2
e

π3

[

1973
2592

− 5
36

ζ3 +

(

103
1728

+
5
36

ζ3

)

n f

]

−
(αe

π

)3
(

7
144

+
5

216
ζ3 +

31
576

n f −
5

576
n2

f

)

− α2
e η2

π3
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− αe
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7
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]

. (1.54)

Die β-Funktion der qcd Eichkopplung im dr Schema lautet
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(1.55)
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mit

b3
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=
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Die Anomale Dimension der Masse lautet in der qcd
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1.8 Diskussion

Im vorliegenden Kapitel wurde die Dimensionale Reduktion (dred) auf eine allgemei-
ne an Fermionen gekoppelte Eichtheorie angewendet und die Renormierungsgrup-
penkoeffizienten der Eichkopplung und der Fermionmasse zur vierten Ordnung in
der Störungstheorie berechnet.

Es wurde damit demonstriert, dass es praktisch durchführbar ist, nicht-supersymme-
trische Theorien durch dred zu regularisieren, auch wenn es durch das Auftreten von
Evaneszenten Kopplungen zu technischen Komplikationen kommt.

Insbesondere wurden Transformationsformeln gefunden, mit denen sich die Eich-
kopplung und die Fermionmasse vom dr ins ms und umgekehrt übertragen lassen.
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1.8 Diskussion

Das ist wichtig, wenn man nicht-supersymmetrische Theorien, wie das Standardmo-
dell oder auch das mssm mit einigen ausintegrierten Freiheitsgraden, als Effektive
Theorien einer supersymmetrischen Theorie betrachten will: Die supersymmetrische
Theorie kann man dann in Dimensionaler Reduktion und die Effektive Theorie in
Dimensionaler Regularisierung behandeln.

Ergebnisse aus diesem Kapitel wurden zum Beispiel in [35] verwendet, um aus dem
experimentellen Wert von αs im ms Schema an der Z-Masse in Fünf-Flavour-qcd αs

im dr Schema in susy-qcd zu ermitteln und mit Dreischleifen-Präzision bis zur gut

Skala laufen zu lassen. Auch die Masse des Bottom Quarks in susy-qcd wurde dort
berechnet.
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2 Die Masse des leichten neutralen Higgs-
Bosons im mssm

In diesem Kapitel werden Dreischleifen-Korrekturen zur Masse des leichten neutralen
Higgs-Bosons im mssm berechnet. Da auf Ein- und Zweischleifen-Niveau die Beiträge
von Top Quarks und Stop Squarks die Korrekturen dominieren, und zu erwarten ist,
dass sich dieses Verhalten in der dritten Ordnung fortsetzt, werden nur Beiträge aus
dem Top/Stop-Sektor betrachtet.

Da das mssm eine der am intensivsten untersuchten Erweiterungen des Standardmo-
dells ist, herrscht kein Mangel an guten allgemeinen Einführungen1. Um die Notation
für die Rechnungen zu fixieren, werden hier die wichtigsten Fakten über die relevan-
ten Sektoren, den Higgs- und den Stop-Sektor, wiedergegeben.

2.1 Higgs-Mechanismus im mssm

Im mssm besteht der Higgs-Sektor aus zwei komplexen SU(2) Dubletts H1 und H2 mit
Hyperladungen Y1 = −1, Y2 = +1. Das Higgs-Potential ist gegeben durch

V =
(

|µH|2 + m2
1

)

|H1|2 +
(

|µH|2 + m2
2

)

|H2|2

− m2
12

(

ǫabHa
1 Hb

2 + ǫabHa
1
∗Hb

2
∗)

+
1
8

(

g2
1 + g2

2

)

[

|H1|2 − |H2|2
]2

+
1
2

g2
2

∣

∣

∣
H†

1 H2

∣

∣

∣

2
. (2.1)

Dabei ist µH die bilineare Higgs-Kopplung aus dem Superpotential, m1, m2 und m12

sind softe Brechungsparameter, g1 und g2 die Eichkopplungen der SU(2) bzw. U(1),
und es ist ǫ12 = −ǫ21 = −1, ǫ11 = ǫ22 = 0. Man beachte, dass die quartischen Terme

1Ausführliche Werke, die von den Grundlagen der Supersymmetrie bis zur Phänomenologie des mssm

reichen, sind beispielsweise [36, 37].
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2 Die Masse des leichten neutralen Higgs-Bosons im mssm

in (2.1) komplett durch die Eichkopplungen festgelegt sind, was die Vorhersagekraft
des Higgs Sektors enorm erhöht.

Das Potential (2.1) führt zur spontanten Brechung der SU(2) und Vakuumerwartungs-
werten für die elektrisch neutralen Komponenten der Higgs-Felder. Die störungstheo-
retische Behandlung von Quantenfeldtheorien ist eine Entwicklung um den Grundzu-
stand. Es ist also sinnvoll, die Higgs-Felder durch ihre Vakuumerwartungswerte v1,2

und Skalarfelder mit verschwindendem Vakuumerwartungswert zu parametrisieren:

H1 =

(

v1 + 1√
2
(φ1 + iχ1)

−φ−
1

)

,

H2 =

(

φ+
2

v2 + 1√
2
(φ2 + iχ2)

)

. (2.2)

Aus dem Potential erhält man die Massenmatrix

M2
ij =

1
2

∂2V

∂ϕi∂ϕj

∣

∣

∣

∣

〈0|ϕi |0〉
, (2.3)

wobei ϕi für alle Felder φ1,2, φ±
1,2 und χ1,2 steht. Die Matrix M2

ij ist blockdiagonal. Die
Felder φ1,2 mischen zu den Masseneigenzuständen h und H, CP-geraden neutralen
Higgs-Bosonen, wobei h per definitionem die kleinere Masse hat. χ1,2 mischen zu G0

und A, wobei das masselose G0 in der unitären Eichung als longitudinaler Freiheits-
grad des Z Bosons auftritt und A ein CP-ungerades, neutrales Boson, das pseudoska-
lare Higgs ist. φ±

1,2 mischen zu G±, die den W± ihre Masse geben, und zwei geladenen
Higgs Feldern H±. Im Folgenden wird nur der neutrale CP-gerade Sektor betrachtet.

Es ist üblich, die Parameter des Higgs Sektors durch die Größen e, MW , MZ, MA und
tan β ≡ v2

v1
∈
[

0, π
2

]

auszudrücken. Damit lautet die Massenmatrix von φ1,2

M2
φ1φ2

=
sin 2β

2

(

cot βM2
Z + tan βM2

A −M2
Z − M2

A

−M2
Z − M2

A cot βM2
A + tan βM2

Z

)

, (2.4)

und die Eigenwerte liefern die Massen von h und H:

M2
H,h =

1
2

(

M2
A + M2

Z ±
√

(

M2
A + M2

Z

)2 − 4M2
Z M2

A cos2 2β

)

. (2.5)

Insbesondere ist – in erster Ordnung

Mh ≤ MZ . (2.6)
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2.2 Der Stop-Sektor des mssm

Die Superpartner der links- und rechtschiralen Komponenten des Top Quarks werden
mit t̃L respektive t̃R bezeichnet. Ihre Massenmatrix lautet

M2
t̃ =

(

m2
t + M2

Z

( 1
2 − 2

3 sin2 ϑW

)

cos 2β + M2
Q̃

mt (At − µH cot β)

mt (At − µH cot β) m2
t + 2

3 M2
Z sin2 ϑW cos 2β + M2

Ũ

)

≡
(

m2
t̃L

mtat

mtat m2
t̃R

)

. (2.7)

Dabei sind MQ̃ und MŨ susy brechende Massen und At eine susy brechende trilineare
Skalar-Kopplung zwischen Higgs- und Stop-Feldern. Für at 6= 0 ist M2

t̃
nichtdiagonal,

und t̃L, t̃R mischen zu den Masseneigenzuständen t̃1, t̃2, mit Massen

m2
t̃1,2

=
1
2

(

m2
t̃L

+ m2
t̃R
∓
√

(

m2
t̃L
− m2

t̃R

)2
+ 4m2

t a2
t

)

. (2.8)

Der Mischungswinkel wird mit θt bezeichnet ist gegeben als

sin 2θt = 2mt
At − µH cot β

m2
t̃1
− m2

t̃2

. (2.9)

Für at = 0 verschwindet θt. t̃L und t̃R sind dann die Masseneigenzustände, und es ist

mt̃1
= min{mt̃L

, mt̃R
} ,

mt̃2
= max{mt̃L

, mt̃R
} . (2.10)

Ist außerdem mt̃L
= mt̃R

, so ist das Stop-Spektrum entartet.

2.3 Strahlungskorrekturen zur Higgs-Masse

Würde die Ungleichung (2.6) nicht durch Strahlungskorrekturen zerstört, hätte man
das mssm nach der Nichtentdeckung des Higgs-Bosons am lep zu den Akten legen

t

t

φ2 φ2

t̃

t̃

φ2 φ2

t̃

φ2 φ2

Abbildung 2.1: Einschleifen-Korrekturen zur Higgs Selbstenergie aus dem Top/Stop-Sektor
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können. Glücklicherweise sind die Einschleifen-Korrekturen, die Mh im mssm be-
kommt, groß [38–46]. Allein die Einschleifen-Korrekturen, die von Top Quarks und
ihren Superpartnern induziert werden (Abbildung 2.1), können die obere Schranke
(2.6) um über 40 GeV anheben und stellen so sicher, dass das mssm mit den Messun-
gen am lep verträglich ist.

Die Untersuchung der Korrekturen zur Higgs-Masse in erster Ordnung zeigt zweier-
lei:

1. Der dominante Beitrag stammt aus dem Top/Stop Sektor, also von den in Abbil-
dung 2.1 dargestellten Diagrammen. Wegen der großen Top-Yukawa-Kopplung
liefern diese einen Beitrag proportional zu αt M

2
t ∝ M4

t , wobei Mt die Masse des
Top Quarks und die Top-Yukawa-Kopplung ∝

√
αt ist.

2. Die Näherung des Effektiven Potentials [47–51] oder, äquivalent dazu, die Aus-
wertung der Diagramme für verschwindenden äußeren Impuls, liefert eine gute
Approximation an das exakte Ergebnis.

Abbildung 2.2 vergleicht die M4
t Korrekturen in der Effektiven Potential Näherung mit

den vollen Korrekturen aus allen Sektoren des mssm ohne diese Näherung.

Motiviert durch die großen Korrekturen auf Einschleifen-Niveau, wurde viel Aufwand
betrieben, um auch die nächstführenden Beiträge zu berechnen [52–69]. Dabei wurde
die Näherung verschwindenden äußeren Impulses verwendet. Die Impulsabhängig-
keit wurde in [70] untersucht, mit dem Ergebnis, dass auch auf Zweischleifen-Niveau
das Effektive Potential eine gute Näherung ist.

Auf Zweischleifen-Niveau dominieren die susy-qcd-Korrekturen zu den Schleifen aus
Top Quarks und Stop Squarks, also Beiträge ∝ αtαs. Sie sind negativ und verringern
die Einschleifen-Korrekturen um etwa ein Drittel. Die Frage, wie groß die Beiträge der
nächsten Ordnung sind und ob sich die perturbative Entwicklung stabilisiert, ist also
naheliegend und angesichts der Tatsache, dass der Wert der Higgs-Masse ein wichtiger
Parameter bei der Entdeckung oder Falsifizierung des mssm ist, auch wichtig.

Ein erster Schritt in diese Richtung wurde in [71] in Form der Berechnung der füh-
renden und nächstführenden Logarithmen des Verhältnisses aus Top-Masse und der
Massenskala der susy-Teilchen vollzogen. Der nächste Schritt, die Berechnung der αtα

2
s

Korrekturen zur Higgs-Masse, ist Gegenstand des folgenden Abschnitts.
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Abbildung 2.2: Ein- und Zweischleifen-Korrekturen zur Masse des leichten neutralen Higgs-
Bosons im mssm. Die mit „FeynHiggs“ gekennzeichneten Kurven wurden mit dem Pro-
gramm FeynHiggs [66, 72–74] erstellt, wobei Korrekturen aus allen Sektoren des mssm

berücksichtigt wurden. Die „m4
t “ Kurven stellen den führenden m4

t Term der Korrektu-
ren aus dem Top/Stop-Sektor in der Näherung des Effektiven Potentials dar. Man er-
kennt, dass die schon auf Einschleifen-Niveau vorhandene Dominanz dieser Beiträge in
der zweiten Ordnung noch deutlicher wird. Für die Abbildungen wurde ein entartetes
Spektrum der susy-Teilchen angenommen und die Masse Msusy der Superpartner vari-
iert. Des Weiteren wurde tan β = 40 und MA = 1 TeV gesetzt.
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Abbildung 2.3: In Fermionschleifen, in denen Majoranateilchen wie die Gluinos vorkommen,
kann sich die Fermionrichtung umdrehen.

2.4 Korrekturen der Ordnung αtα
2
s

Die Berechnung erfolgt diagrammatisch, wobei in der {φ1, φ2} Basis gerechnet wird.
Das heißt, es werden die Korrekturen zur Massenmatrix (2.3) bestimmt und diese
anschließend diagonalisiert.

Konkret ist

M2
φ1φ2

=
sin 2β

2

(

cot βM2
Z + tan βM2

A −M2
Z − M2

A

−M2
Z − M2

A cot βM2
A + tan βM2

Z

)

−
(

Σ̂φ1 Σ̂φ1φ2

Σ̂φ1φ2 Σ̂φ2

)

, (2.11)

wobei Σ̂φ1 und Σ̂φ2 die renormierten Selbstenergien der Felder φ1 bzw. φ2 und Σ̂φ1φ2

die renormierte φ1-φ2 Zwei-Punkt Funktion darstellt.

Als virtuelle Teilchen treten dabei auf:

1. Top Quarks t und ihre Superpartner, die Stop Squarks t̃1,2 ab dem Einschleifen-
Niveau

2. Gluonen g, ihre Superpartner, die Gluinos g̃, und ε-Skalare ab dem Zweischlei-
fen-Niveau

3. leichte Quarks q und ihre Superpartner q̃1,2 ab dem Dreischleifen-Niveau

Da die Gluinos Majoranateilchen sind, können Diagramme auftreten, in denen ei-
ner geschlossenen Fermionschleife keine Fermionrichtung zugewiesen werden kann
(vgl. Abb. 2.4). Diese erfordern besondere Vorsicht bei der Bestimmung der relativen
Vorzeichen unterschiedlicher Diagramme. In [75] wurde ein Algorithmus zur Behand-
lung Fermionzahl verletzender Wechselwirkungen angegeben, der für die vorliegen-
den Rechnungen verwendet wurde.
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2.4 Korrekturen der Ordnung αtα
2
s
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Abbildung 2.4: Beispiele für Diagramme, in denen vier Massen auftreten.

2.4.1 Vereinfachende Annahmen

In den susy-qcd Korrekturen zur Higgs-Masse treten eine Vielzahl a priori verschiede-
ner Massen auf: die Masse des Top Quarks mt und seiner Superpartner mt̃1,2

, die Masse
der Gluinos mg̃ und die Massen der Superpartner der leichten Quarks, mq̃. Abb. 2.4
zeigt einige Dreischleifen-Diagramme, in denen bis zu vier dieser Massen auftreten.

Da keine analytische Lösung für Dreischleifen-Diagramme mit beliebigen Massen be-
kannt ist, wird im Folgenden davon ausgegangen, dass die Massen einer strengen
Hierarchie unterliegen. Mit Hilfe der Methode der Asymptotischen Entwicklung [76–
84] lassen sich die Diagramme als Potenzreihen in den Verhältnissen der Massen und
Logarithmen der Massenverhältnisse lösen.

Des Weiteren wird der äußere Impuls in allen Diagrammen auf Null gesetzt, was der
Näherung des Effektiven Potentials entspricht. Dies ist durch die Ergebnisse auf Ein-
und Zweischleifen-Niveau gerechtfertigt, da die Impulsabhängigkeit der Korrekturen
dort klein ist. Um Infrarotdivergenzen zu vermeiden, wurde stets eine Asymptotische
Entwicklung im äußeren Impuls durchgeführt.

Da die Massen der Superpartner nicht bekannt sind, ist ab initio nicht klar, welche
Hierarchie man anzunehmen hat. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurden fol-
gende Spezialfälle betrachtet:

1. Degeneriertes susy-Spektrum

m2
susy ≡ m2

g̃ = m2
q̃ = m2

t̃1,2
≫ m2

t (2.12a)

2. Masselose Gluinos

m2
g̃ = 0 , m2

susy ≡ m2
q̃ = m2

t̃1,2
≫ m2

t (2.12b)
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3. Schwere Squarks

m2
q̃ ≫ m2

susy ≡ m2
g̃ = m2

t̃1,2
≫ m2

t (2.12c)

4. Stop-Mischung

m2
q̃ ≫ m2

t̃2
≫ m2

t̃1
= m2

g̃ ≫ m2
t (2.12d)

m2
q̃ ≫ m2

t̃2
= m2

g̃ ≫ m2
t̃1
≫ m2

t (2.12e)

5. Referenzpunkt SPS1a’

Ohne Annahmen über den Mechanismus der susy Brechung enthält das mssm

mehr als hundert Parameter, ein systematisches Durchlaufen des Parameter-
raums zur Untersuchung der Phänomenologie des mssm ist also nicht prakti-
kabel. Um die Ergebnisse verschiedener Studien besser vergleichen und bün-
deln zu können, wurde auf dem „Snowmass Workshop on the Future of Particle
Physics“ 2001 ein Satz von Referenzpunkten im und Linien durch den Parame-
terraum erarbeitet, die unter dem Namen „Snowmass Points and Slopes“ [85]
bekannt sind. In einem der Referenzpunkte, dem Punkt SPS1a’, gilt [86]

600 GeV ≈ m2
g̃ ≈ m2

q̃ ≈ m2
t̃2
≫ 366.6 GeV = m2

t̃1
≫ m2

t . (2.12f)

6. Ungebrochene Supersymmetrie

Da bekannt ist, dass die Korrekturen zur Higgs-Masse in ungebrochener susy

verschwinden, handelt es sich hierbei um eine nützliche Möglichkeit, die Rah-
menbedingungen der Rechnung zu testen. Tatsächlich ergibt die Summe der
rund 40.000 beitragenden Diagramme Null.

Die leichten Quarks u, d, s, c und b werden als masselos angenommen.

Für die Rechnungen in der vorliegenden Arbeit wurde ein automatisiertes Programm-
paket verwendet, um die Diagramme zu erzeugen, asymptotisch zu entwickeln und
zu berechnen. Dieses wird in Appendix A beschrieben.

2.4.2 Regularisierung und Renormierung

Die Regularisierung wurde durchgängig in Dimensionaler Reduktion durchgeführt.
Da in den zu berechnenden Feynman Diagrammen keine Fermionlinie mit einer un-
geraden Anzahl von γ5 Matrizen und vier oder mehr Dirac Matrizen auftaucht, konnte
mit antikommutierendem γ5 gerechnet werden.
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Soweit möglich wurde multiplikativ renormiert, d.h. die nackten Parameter in den
berechneten Diagrammen wurden durch Multiplikation mit den jeweiligen Renormie-
rungskonstanten durch renormierte Parameter ausgedrückt. Nach der Identifikation
der Massen verschiedener Teilchen in (2.12) ist dies allerdings nicht mehr möglich. So
steht zum Beispiel in einem Diagramm, das gemäß (2.12a) berechnet wurde, dasselbe
Symbol für die nackte Masse der Stops und der Gluinos, und es ist nicht nachvollzieh-
bar, welcher Anteil mit Zmt̃

und welcher mit Zmg̃ multipliziert werden muss. In diesen
Fällen wurden explizit Counterterm Diagramme erzeugt und berechnet.

Im Folgenden werden kleine Buchstaben für Massen im dr Schema und große Buch-
staben für on-shell Massen verwendet. Nackte Parameter werden durch eine hochge-
stellte Null gekennzeichnet.

Renormierung des Potentials

Von den Parametern des Potentials müssen für die Rechnung zur Ordnung αtα
2
s nur

MA und tan β = v2
v1

renormiert werden, da MW , MZ und e auf dieser Ordnung keine
Strahlungskorrekturen erfahren.

Die Forderung, dass die vi auch unter Berücksichtigung von Strahlungskorrekturen
die Vakuumerwartungswerte der Higgs-Felder bleiben, ist äquivalent dazu, dass die
renormierten Ein-Punkt Funktionen der Felder φi verschwinden. Dies fixiert die Re-
normierungsbedingung für tan β.

Die Renormierungsbedingung für MA erhält man aus der Forderung, dass MA die
physikalische Masse des A Feldes, also der Realteil des Pols des A Propagators sein
soll.

Insgesamt erhält man für die renormierten Selbstenergien der Felder φ1,2 [44, 87]:

Σ̂φ1 = Σφ1 − ΣA sin2 β

+
e

2MW sin ϑW
tφ1 cos β

(

1 + sin2 β
)

− e

2MW sin ϑW
tφ2 cos2 β sin β ,

(2.13)

Σ̂φ2 = Σφ2 − ΣA cos2 β

− e

2MW sin ϑW
tφ1 sin2 β cos β

+
e

2MW sin ϑW
tφ2 sin β

(

1 + cos2 β
)

,

(2.14)
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Σ̂φ1φ2 = Σφ1φ2 + ΣA sin β cos β

+
e

2MW sin ϑW
tφ1 sin3 β

+
e

2MW sin ϑW
tφ2 cos3 β .

(2.15)

ΣA bezeichnet hier die A Selbstenergie, tφ1 und tφ2 die Ein-Punkt Funktionen von φ1

respektive φ2.

Renormierung der Top-Masse

Da die Top-Masse mt bereits in der ersten Schleife auftritt, muss sie zur Ordnung α2
s

renormiert werden. Die Renormierungskonstante, definiert als

m0
t = Zmt mt , (2.16)

ist im dr Schema gegeben als [88]

Zmt = 1 − αs

4π

1
ǫ

2CR

+
( αs

4π

)2
[

1
ǫ

(

−3CACR + 2C2
R + 2CR I2(R) + 2CRn f I2(R)

)

+
1
ǫ2

(

3CACR + 2C2
R − 2CR I2(R) − 2CRn f I2(R)

)

]

.
(2.17)

Renormierung der Gluinomasse und αs

Die Masse der Gluinos mg̃ und die starke Kopplung αs werden auf Einschleifen-Niveau
im dr Schema gemäß

m0
g̃ = Z2

gmg̃ ,

α0
s = Z2

gαs ,

Z2
g = 1 +

αs

4π

1
ǫ

(

−3CA + 2I2(R) + 2n f I2(R)
)

(2.18)

renormiert [88].

Renormierung der ε-Skalar-Masse

Im dr Schema ist die Squark-Masse abhängig von der Evaneszenten Masse Mε der
ε-Skalare. Dies ist unbequem, da Mε ein Artefakt der Dimensionalen Reduktion ist
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und keine physikalische Bedeutung hat. In [89] wurde deshalb eine Variante des dr

Schemas, das dr′ Schema eingeführt. Dieses unterscheidet sich vom dr Schema durch
eine endliche Redefinition der Squark-Masse, die die Beiträge von Mε kompensiert.
Dadurch erreicht man, dass Observablen im dr′Schema unabhängig von der ε-Skalar-
Masse sind.

Die Korrekturen zur Higgs-Masse unter Annahme der Massenhierarchie (2.12c) wur-
den im dr′ Schema durchgeführt. Dieselben Ergebnisse erhält man, wenn man Mε

on-shell renormiert und auf Null setzt. Dies wurde in den Berechnungen zu den an-
deren Hierarchien getan.

Die on-shell Renormierungskonstante für die Masse der ε-Skalare lautet [88], bis zur
Ordnung αs,

m0
ε

2
= ZMε M2

ε , (2.19)

ZMε = 1 +
αs

4π

[

+
1
ǫ

(

2CAm2
g̃ − 2m2

t̃1
I2(R) − 2m2

t̃2
I2(R) + 4m2

t I2(R) − 4m2
q̃n f I2(R)

)

+ m2
g̃(2CA + 2CA ln

µ2

m2
g̃

) + m2
t (4I2(R) + 4I2(R) ln

µ2

m2
t

)

+ m2
t̃1
(−2I2(R) − 2I2(R) ln

µ2

m2
t̃1

) + m2
t̃2
(−2I2(R) − 2I2(R) ln

µ2

m2
t̃2

)

+ m2
q̃(−4n f I2(R) − 4n f I2(R) ln

µ2

m2
q̃

)

+ǫ
(

m2
g̃(2CA + 2CA ln

µ2

m2
g̃

+ CA ln2 µ2

mg̃
2 + CAζ2)

+ m2
t̃1
(−2I2(R) − 2I2(R) ln

µ2

m2
t̃1

− I2(R) ln2 µ2

mt̃1
2 − I2(R)ζ2)

+ m2
t̃2
(−2I2(R) − 2I2(R) ln

µ2

m2
t̃2

− I2(R) ln2 µ2

mt̃2
2 − I2(R)ζ2)

+ m2
t (4I2(R) + 4I2(R) ln

µ2

m2
t

+ 2I2(R) ln2 µ2

mt
2 + 2I2(R)ζ2)

+m2
q̃( − 4n f I2(R) − 4n f I2(R) ln

µ2

m2
q̃

− 2n f I2(R) ln2 µ2

mq̃
2 − 2n f I2(R)ζ2)

)

]

.

(2.20)
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Renormierung des Stop Sektors

Die Massen der Stop Squarks mt̃1,2
und deren Mischungswinkel θt tauchen bereits auf

Einschleifen-Niveau auf und muss deshalb zur Ordnung α2
s renormiert werden. Es ist

θ0
t = θt + δθt ,

δθt =
αs

4π

1

ǫ
(

m2
t̃1
− m2

t̃2

)

[

8 cos 2θtCRmg̃mt I2(R) − 2 cos 2θtCRm2
t̃1

sin 2θt I2(R)

+ 2 cos 2θtCRm2
t̃2

sin 2θt I2(R)

]

+
( αs

4π

)2 1

ǫ
(

m2
t̃1
− m2

t̃2

)

[

4 cos 2θtCRmg̃mt

(

3CA − 2CR − 2I2(R) − 2n f I2(R)

)

−
(

cos 2θtCRm2
t̃1

sin 2θt

(

3
2

CA − CR − I2(R) − n f I2(R)

))

+

(

cos 2θtCRm2
t̃2

sin 2θt

(

3
2

CA − CR − I2(R) − n f I2(R)

))]

+
( αs

4π

)2 1

ǫ2
(

m2
t̃1
− m2

t̃2

)

(

− 4 cos 2θtCRmg̃mt

(

3CA + 2CR − 2I2(R) − 2n f I2(R)

)

+

(

cos 2θtCRm2
t̃1

sin 2θt

(

3
2

CA + CR − I2(R) − n f I2(R)

))

−
(

cos 2θtCRm2
t̃2

sin 2θt

(

3
2

CA + CR − I2(R) − n f I2(R)

)))

+
( αs

4π

)2 1

ǫ2
(

m2
t̃1
− m2

t̃2

)2

(

8 cos 2θt

(

− 1 + cos 4θt

)

C2
Rmg̃m2

t̃2
mt

− 32 cos 2θtC
2
Rm2

g̃m2
t sin 2θt

+ m2
t̃1

(

− 8 cos 2θt

(

− 1 + cos 4θt

)

C2
Rmg̃mt

+ cos 2θtC
2
Rm2

t̃2

(

3 sin 2θt − sin 6θt

))

− 1
2

(

cos 2θtC
2
Rm4

t̃1

(

3 sin 2θt − sin 6θt

))

− 1
2

(

cos 2θtC
2
Rm4

t̃2

(

3 sin 2θt − sin 6θt

)))

,
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m0
t̃1

2
= Zmt̃1

m2
t̃1

,

Zmt̃1
= 1 +

αs

4π

1
ǫ

[

1
2

CR

(

− 1 + cos 4θt

)

− 1
m2

t̃1

(

1
2

CRm2
t̃2

(

− 1 + cos 4θt

)

+ 4CR

(

m2
g̃ + m2

t − mg̃mt sin 2θt

))]

+
( αs

4π

)2 1
ǫ

[

8
m2

q̃

m2
t̃1

CRn f I2(R)

+
1
4

CR

(

− 3CA + 3 cos 4θtCA + 2CR − 2 cos 4θtCR + 18I2(R)

− 2 cos 4θt I2(R) + 2n f I2(R) − 2 cos 4θtn f I2(R)

)

− 1
4m2

t̃1

(

CRm2
t̃2

(

− 3CA + 3 cos 4θtCA + 2CR − 2 cos 4θtCR

− 14I2(R) − 2 cos 4θt I2(R)

+ 2n f I2(R) − 2 cos 4θtn f I2(R)
)

− 2CR

(

11CAm2
g̃ − 6CRm2

g̃ + 3CAm2
t − 2CRm2

t

− 6CAmg̃mt sin 2θt + 4CRmg̃mt sin 2θt

− 6m2
g̃ I2(R) + 2m2

t I2(R) − 6m2
g̃n f I2(R) − 2m2

t n f I2(R)

+ 4mg̃mt sin 2θt I2(R) + 4mg̃mtn f sin 2θt I2(R)
)

)]

+
( αs

4π

)2 1

ǫ2
(

m2
t̃1
− m2

t̃2

)

[

1
8

C2
Rm2

t̃1

(

1 − cos 8θt

)

− 1
4

C2
Rm2

t̃2

(

1 − cos 8θt

)

− 2C2
Rmg̃mt

(

sin 2θt + sin 6θt

)

+
1

m2
t̃1

(

1
8

C2
Rm4

t̃2

(

1 − cos 8θt

)

+ 8C2
Rm2

g̃m2
t

(

1 + cos 4θt

)

+ 2C2
Rmg̃m2

t̃2
mt

(

sin 2θt + sin 6θt

))]
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+
( αs

4π

)2 1
ǫ2

[

1
4

CR

(

1 − cos 4θt

)(

3CA + 2CR − 2I2(R) − 2n f I2(R)

)

− 1
m2

t̃1

(m2
t̃2

4
CR

(

1 − cos 4θt

)

(

3CA + 2CR − 2I2(R) − 2n f I2(R)

)

− 2CR

(

9CAm2
g̃ + 3CAm2

t + 4CRm2
t − 6CAmg̃mt sin 2θt

− 4CRmg̃mt sin 2θt − 6m2
g̃ I2(R) − 2m2

t I2(R) − 6m2
g̃n f I2(R)

− 2m2
t n f I2(R) + 4mg̃mt sin 2θt I2(R) + 4mg̃mtn f sin 2θt I2(R)

))]

,

(2.21)

m0
t̃2

2
= Zmt̃2

m2
t̃2

,

Zmt̃2
= 1 +

αs

4π

1
ǫ

[

1
2

CR

(

− 1 + cos 4θt

)

−
m2

t̃1

2m2
t̃2

CR

(

− 1 + cos 4θt

)

− 4
m2

t̃2

CR

(

m2
g̃ + m2

t + mg̃mt sin 2θt

)]

+
( αs

4π

)2 1
ǫ

[

8
m2

q̃

m2
t̃2

CRn f I2(R)

− 1
4m2

t̃2

CRm2
t̃1

(

− 3CA + 3 cos 4θtCA + 2CR − 2 cos 4θtCR

− 14I2(R) − 2 cos 4θt I2(R) + 2n f I2(R) − 2 cos 4θtn f I2(R)

)

+
1
4

CR

(

− 3CA + 3 cos 4θtCA + 2CR − 2 cos 4θtCR

+ 18I2(R) − 2 cos 4θt I2(R) + 2n f I2(R) − 2 cos 4θtn f I2(R)

)

− 2
m2

t̃2

CR

(

11CAm2
g̃ − 6CRm2

g̃ + 3CAm2
t − 2CRm2

t

+ 6CAmg̃mt sin 2θt − 4CRmg̃mt sin 2θt − 6m2
g̃ I2(R)

+ 2m2
t I2(R) − 6m2

g̃n f I2(R) − 2m2
t n f I2(R)

− 4mg̃mt sin 2θt I2(R) − 4mg̃mtn f sin 2θt I2(R)

)]
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+
( αs

4π

)2 1

ǫ2
(

m2
t̃1
− m2

t̃2

)

( m4
t̃1

8m2
t̃2

C2
R

(

− 1 + cos 8θt

)

−
m2

t̃2

8
C2

R

(

1 − cos 8θt

)

−
m2

g̃m2
t

m2
t̃2

C2
R

(

1 + cos 4θt

)

− 2C2
Rmg̃mt

(

sin 2θt + sin 6θt

)

+ m2
t̃1

(

1
4

C2
R

(

1 − cos 8θt

)

+
2mg̃mt

m2
t̃2

C2
R

(

sin 2θt + sin 6θt

)

))

+
( αs

4π

)2 1
ǫ2

[

1
4

(

1 − cos 4θt

)

CR

(

3CA + 2CR − 2I2(R) − 2n f I2(R)

)

−
m2

t̃1

4m2
t̃2

(

1 − cos 4θt

)

CR

(

3CA + 2CR − 2I2(R) − 2n f I2(R)

)

+
2

m2
t̃2

CR

(

9CAm2
g̃ + 3CAm2

t + 4CRm2
t + 6CAmg̃mt sin 2θt

+ 4CRmg̃mt sin 2θt − 6m2
g̃ I2(R) − 2m2

t I2(R) − 6m2
g̃n f I2(R)

− 2m2
t n f I2(R) − 4mg̃mt sin 2θt I2(R) − 4mg̃mtn f sin 2θt I2(R)

)]

(2.22)

Renormierung von At

Zur Renormierung der trilinearen Higgs-Stop-Kopplung At bietet es sich an, At mit
Hilfe der Gleichung (2.9) durch die Parameter mt, mt̃1,2

, θt, µH und β auszudrücken:

At = µH cot β + sin 2θt

m2
t̃1
− m2

t̃2

2mt
. (2.23)

Die Größen mt, mt̃1,2
und θt treten sowieso in den Diagrammen auf und müssen renor-

miert werden, und µH und β erfahren keine O(αs) Korrekturen.

2.5 Diskussion der Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse der Rechnungen präsentiert.

Für die numerische Auswertung muss zunächst der Wert der starken Kopplung αs(µ)
für die jeweilige Renormierungsskala µ berechnet werden. Dabei wird wie in [35]
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vorgegangen: Ausgangspunkt ist α
ms,(5)
s (MZ) = 0.1189 [90] in der qcd mit fünf akti-

ven Quarks. Über die Renormierungsgruppengleichung wird daraus α
ms,(5)
s (µdec), der

Wert an der Skala µdec, an der der Übergang zwischen Fünf-Flavour-qcd und dem
mssm vollzogen wird, berechnet. An dieser Skala wird der Übergang ins dr Sche-
ma und in die volle Theorie vollzogen, also αs(µdec) ≡ αdr,full

s (µdec) berechnet. Durch
erneute Anwendung der Renormierungsgruppengleichung erhält man αs(µ).

Die Top-Masse im on-shell Schema beträgt Mt = 172.4± 1.2 GeV [91]. Zur Auswertung
der Ergebnisse im dr Schema wurde daraus mt(mt) im dr Schema auf Zweischleifen-
Niveau berechnet. Die Relation zwischen on-shell und dr Masse findet sich in [92].
Die numerische Auswertung erfolgt mit der c Bibliothek tsil [93]. An dieser Stelle
sei Steve Martin für das Bereitstellen einiger Formeln aus [92] in elektronischer Form
gedankt.

Weitere Input-Parameter sind MZ = 91.1876 GeV und GF = 1.16637 · 10−5 [94]. Wenn
nicht explizit angegeben, werden für MA und tan β die Werte MA = 1 TeV, tan β = 40
angenommen und die Renormierungsskala µ = mt (bzw. µ = Mt falls die Top-Masse
on-shell renormiert wird) gewählt.

Aufgetragen wird jeweils die Größe ∆M
(n)
h , definiert als die Differenz der Masse Mh

des leichten Higgs auf n-Schleifen-Niveau und Mh ohne Strahlungskorrekturen (2.5).

2.5.1 Ergebnisse für degeneriertes Massenspektrum

Als Erstes wird ein Szenario untersucht, in dem Stops, Gluinos und Squarks die glei-
che Masse, msusy, haben (2.12a).

Da insbesondere mt̃1
und mt̃2

entartet sind, ist hier θt = 0. Da der renormierte Mi-
schungswinkel nicht proportional zum nackten ist, müssen die Diagramme trotzdem
mit endlichem Mischungswinkel berechnet werden. Da θt nach (2.22) Korrekturen pro-
portional zu 1

m2
t̃1
−m2

t̃2

bekommt, dürfen auch die Stop-Massen vor der Renormierung

nicht identifiziert werden. Stattdessen wurde der t̃2 Propagator nach

1
m2

t̃2
− p2

=
1

m2
t̃1
− p2

1

1 −
m2

t̃1
−m2

t̃2
m2

t̃1
−p2

=
1

m2
t̃1
− p2 ∑

n≥0

[

(

m2
t̃1
− m2

t̃2

) 1
m2

t̃1
− p2

]n

(2.24)

bis n = 2 entwickelt. Nach der Renormierung vollzieht man den Limes mt̃2
→ mt̃1

,
wobei der Mischungswinkel verschwindet.
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Für die Korrekturen zur Massenmatrix erhält man

Σ̂φ1 =
GFm4

t

√
2

cos β2π2

( αs

4π

)2 A2
t

m2
susy

[

− 349
9

+
32
9

Lµt +
32
9

L2
µt

+

(

56
9

+
64
9

Lµt

)

LtS +
32
9

L2
tS +

94
3

ζ3

]

,

Σ̂φ2 =
GFm4

t

√
2

π2 sin β2

[

3
2

LtS

+
αs

4π

(

4 +
(

4 + 16Lµt

)

LtS + 4L2
tS +

At

msusy

(

4 + 8Lµt + 4LtS

)

)

+
( αs

4π

)2
(

2492
27

+
2044
27

Lµt −
136
3

L2
µt +

(

− 884
9

+
164
3

Lµt

)

L2
tS +

112
3

L3
tS

+ LtS

(

4264
27

− 644
9

Lµt +
328
3

L2
µt − 16ζ3

)

+
428
3

ζ3

+
At

msusy

(

3472
27

+
728
27

Lµt +
200
3

L2
µt

+
(

− 664
27

+
800
9

Lµt

)

LtS +
488

9
L2

tS −
212
3
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(2.25)

wobei Lµt = ln µ2

m2
t
, LtS =

m2
t

m2
susy

ist und mt und msusy die Massen im dr Schema sind.

Um daraus die Korrekturen zu Mh zu bestimmen, setzt man (2.25) in (2.11) ein und
diagonalisiert die Massenmatrix numerisch.
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Beschränkt man sich auf den Fall At = 0, so kann man die Renormierung der Pa-
rameter auch on-shell durchführen. Für At 6= 0 scheitert dies an der Renormierung
des Mischungswinkels: der O

(

αs
2
)

Beitrag ist on-shell nicht bekannt, geht aber nur in
die At-Terme ein. Die benötigten on-shell Renormierungskonstanten befinden sich in
Anhang D.

Für At = 0 verschwinden Σ̂φ1 und Σ̂φ1φ2 , und man erhält für Σ̂φ2 im on-shell Schema

Σ̂φ2 =
GF M4

t

√
2

π2 sin β2

[

3
2

LtS +
αs

4π

(

− 24LtS + 12L2
tS

)

+
( αs

4π

)2
(

− 4501
9

+

(

82 + 36Lµt

)

L2
tS + 44L3

tS +
616
3

ζ2 +
428
3

ζ3

+ LtS

(

− 248 − 72Lµt − 32ζ2 − 64 ln 2ζ2

))]

, (2.26)

wobei hier Lµt = ln µ2

M2
t

und LtS =
M2

t

M2
susy

ist [95]. Dabei ist anzumerken, dass es nicht

konsistent ist, At schon vor der Renormierung auf Null zu setzen, da die Renormie-
rung von At auch Terme liefert, die nicht proportional zu At sind.

In den Abbildungen 2.5 und 2.6 ist die Abhängigkeit vom Renormierungsschema,
in dem die Massen des Top Quarks und der susy-Teilchen renormiert werden, dar-
gestellt. Abbildung 2.5 zeigt den Vergleich zwischen on-shell und dr Schema. Man
erkennt, dass die Abhängigkeit vom gewählten Schema von Ordnung zu Ordnung ra-
pide abnimmt. Außerdem wird deutlich, dass der große Unterschied auf Einschleifen-
Niveau fast ausschließlich von der unterschiedlichen Top-Masse verursacht wird.

Die Abhängigkeit von der Renormierungsskala wird in Abbildung 2.6 gezeigt. Bei
einer Variation von µ im Bereich von 100 − 1000 GeV ändert sich das Zweischleifen-
Ergebnis um mehr als ein GeV. Auf Dreischleifen-Niveau verringert sich die Variation
deutlich und liegt unter 60 MeV.

2.5.2 Masselose Gluinos

Im Fall masseloser Gluinos verschwinden Σ̂φ1 und Σ̂φ1φ2 . Für Σ̂φ2 erhält man im dr

Schema

Σ̂φ2 =
GFm4

t

√
2

π2 sin β2

[

3
2

LtS +
αs

4π

(

8 + 8Lµt +
(

8 + 16Lµt

)

LtS + 4L2
tS

)
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Abbildung 2.5: Schemenabhängigkeit für entartetes susy-Spektrum. Im Schaubild links oben
sind die Massen der susy-Teilchen und des Top Quarks on-shell renormiert, rechts dane-
ben im dr Schema. Man erkennt, dass der Sprung von den Ein- zu den Zweischleifen-
Korrekturen im on-shell Schema sehr viel größer ist. Ursache dafür ist die Top-Masse,
die im dr Schema kleiner ist. Für den Graphen links unten wurde nur mt im dr Schema
renormiert, um zu demonstrieren, daß die Unterschiede zwischen dr und on-shell Renor-
mierung zum Großteil von mt stammen. Im vierten Schaubild werden die Ergebnisse im
on-shell Schema und mit mt im dr Schema zusammen dargestellt. Dabei wurde für beide
Fälle αs(µ) bei µ = Mt ausgewertet. Man erkennt hier sehr schön, wie die Abhängigkeit
vom Renormierungsschema von Ordnung zu Ordnung abnimmt.
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Abbildung 2.6: Abhängigkeit der Korrek-
turen zur Higgs-Masse von der Re-
normierungsskala im on-shell Sche-
ma. Da αs die einzige Quelle für die
µ-Abhängigkeit ist, sind die O(αt)
Korrekturen µ unabhängig und wer-
den hier nicht dargestellt. Hier wurde
At = 0, msusy = 1 TeV gewählt.
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und im on-shell Schema (für At = 0) [95]

Σ̂φ2 =
GFm4

t

√
2

π2 sin β2

[

3
2

LtS +
αs

4π

(

− 6 − 24LtS + 12L2
tS
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+
( αs

4π

)2
(

− 4744
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6 + 36Lµt
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+
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− 282 − 72Lµt + 64ζ2 − 64 ln 2ζ2

)

LtS

)]

.

(2.28)

In Abbildung 2.7 werden die Ergebnisse im Vergleich zum entarteten susy-Spektrum
gezeigt. Es ergeben sich Unterschiede von bis zu 4 GeV, die jedoch hauptsächlich durch
die implizite mg̃-Abhängigkeit von Mh über mt verursacht werden. Die explizite Ab-
hängigkeit von mg̃ ist winzig, wie man am rechten Schaubild in Abbildung 2.7 sieht.

2.5.3 Schwere Squarks

Nun soll untersucht werden, was es für einen Effekt hat, wenn die Superpartner der
leichten Squarks schwer im Vergleich zu den restlichen susy-Teilchen sind (2.12c). Man
entwickelt dazu im als klein angenommenen Massenverhältnis m2

susym−2
q̃ , wobei msusy

hier füer die Masse der Gluinos und Stops steht.
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Abbildung 2.7: Vergleich der Ergebnisse für entartetes susy-Spektrum und den Fall mg̃ =
0. Der Unterschied in den Einschleifen-Kurven mag auf den ersten Blick überraschen,
da Gluinos erst ab der zweiten Schleife auftreten, erklärt sich aber durch die implizite
Abhängigkeit über mt im dr Schema. Zum Vergleich wurde im rechten Graphen für beide
Fälle die gleiche Top-Masse benutzt. Die explizite Abhängigkeit von mg̃ ist überraschend
gering.

Im dr Schema tritt dabei in den Dreischleifen-Korrekturen ein Term proportional
m2

q̃m−2
susy auf, der dafür sorgt, dass diese in dem Bereich, in dem der Entwicklungs-

parameter m2
susym−2

q̃ klein wird, besonders groß werden.

Der entsprechende Beitrag zu Σ̂φ2 lautet

GFmt
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√
2π2sin β2

( αs

4π

)2 m2
q̃

m2
susy

(

160 ln
µ2

mq̃
2 + 160ζ2 − 80

)

(2.29)

und entspringt den Diagrammen aus Abbildung 2.8. Im on-shell Schema wird er durch
den endlichen Beitrag der Stop-Massen Counterterme kompensiert, und in der Tat
kann man die Beiträge proportional m2

q̃m−2
susy beseitigen, indem man die entsprechen-

den Diagramme in den Renormierungskonstanten der Stop-Massen on-shell renor-
miert. Das entspricht der folgenden endlichen Änderung der Stop-Massen:

m2
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→ m2
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+
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mq̃
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. (2.30)

Damit erhält man für die Korrekturen zur Massenmatrix
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Abbildung 2.8: Dreischleifen-Diagramme, die einen Beitrag zur Higgs-Masse proportional
m2

q̃m−2
t̃

liefern.

Σ̂φ2 =
GFm4

t

√
2

π2 sin β2

[

3
2

LtS

+
αs

4π

(

4 +
(

4 + 16Lµt

)

LtS + 4L2
tS +

At

msusy

(

4 + 8Lµt + 4LtS

)

)

72



2.5 Diskussion der Ergebnisse

+
( αs

4π

)2
(

2764
9

− 116
27

Lµt −
136
3

L2
µt +

(

− 644
9

+
164
3

Lµt

)

L2
tS

+ 24L3
tS +

400
3

Ltq̃ −
200
3

L2
tq̃ −

20
3

L3
tq̃ − 120ζ2 − 80Ltq̃ζ2 +

8
3

ζ3

−
(

2216
27

+
644
9

Lµt −
328
3

L2
µt − 40Ltq̃ − 20L2

tq̃ − 40ζ2 + 16ζ3

)

LtS

+
m2

susy

m2
q̃

(

42356
225

+ 8L2
tS −

2128
45

Ltq̃ −
176
3

L2
tq̃

+
(3928

45
+

152
3

Ltq̃

)

LtS −
400
3

ζ2

)

+
Atmsusy

m2
q̃

(

− 80 + LtS

(

− 320
9

− 80
3

Ltq̃

)

+
320
9

Ltq̃ +
80
3

L2
tq̃ +

160
3

ζ2

)

+
At

msusy

(

832
27

+
728
27

Lµt +
200
3

L2
µt +

608
9

L2
tS

+ LtS

(1256
27

+
800
9

Lµt −
160
3

Ltq̃

)

− 400
9

Ltq̃ + 40L2
tq̃ + 80ζ2 −

212
3

ζ3

)

+
A2

t

m2
susy

(

− 349
9

+
32
9

Lµt +
32
9

L2
µt +

(56
9

+
64
9

Lµt

)

LtS

+
32
9

L2
tS +

94
3

ζ3

))]

,

Σ̂φ1φ2 =
GFm4

t

√
2

cos βπ2 sin β

[

αs

4π

At

msusy

(

− 2 − 4Lµt − 2LtS

)

+
( αs

4π

)2
(

A2
t

m2
susy

(

349
9

− 32
9

Lµt −
32
9

L2
µt +

(

− 56
9

− 64
9

Lµt

)

LtS

− 32
9

L2
tS −

94
3

ζ3

)

+
Atmsusy

m2
q̃

(

40 − 160
9

Ltq̃ −
40
3

L2
tq̃ + LtS

(160
9

+
40
3

Ltq̃

)

− 80
3

ζ2

)

+
At

msusy

(

− 416
27

− 364
27

Lµt −
100
3

L2
µt −

304
9

L2
tS +

200
9

Ltq̃ − 20L2
tq̃

+ LtS

(

− 628
27

− 400
9

Lµt +
80
3

Ltq̃

)

− 40ζ2 +
106
3

ζ3

))]

,

73



2 Die Masse des leichten neutralen Higgs-Bosons im mssm

wobei Terme der Ordnung m4
susym−4

q̃ vernachlässigt werden. Die numerische Auswer-
tung ist in Abbildung 2.9 dargestellt.

2.5.4 Einfluss der Stop-Mischung

In allen bisher diskutierten Ergebnissen wurde von entarteten Stop-Massen ausgegan-
gen. Diese Beschränkung soll nun aufgehoben werden. Es werden die Hierarchien
(2.12d, 2.12e) betrachtet: Die Superpartner der leichten Quarks sind die schwersten
Teilchen, das Gluino hat die gleiche Masse wie eines der beiden Stops, und das andere
Stop ist entweder sehr viel leichter oder sehr viel schwerer. Der üblichen Konvention
folgend, wird jeweils das leichtere Stop mit t̃1 bezeichnet.

Ähnlich wie in der Rechnung in Abschnitt 2.5.3 treten auch hier Terme auf, die das
Massenquadrat eines schweren Teilchens im Zähler haben. Konkret handelt es sich um
Terme proportional zu

m2
q̃

m2
t̃1

,
m2

q̃

m2
t̃2

und
m2

t̃2

m2
t̃1

. (2.31)

Analog zu (2.30) beseitigt man sie durch den Übergang
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(2.32)
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t̃2
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+
( αs
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)2
mq̃

2
(

160
3

ln
µ2

mq̃
2 +

160
3

ζ2 −
80
3

)

. (2.33)

Bei der Rechnung mit endlichem Mischungswinkel θt ist zu beachten, dass über die
Ersetzung von At nach (2.23) Terme der Form sin 2θt

mt
, also negative Potenzen von mt ein-

geführt werden. Da insgesamt nur bis zur Ordnung m4
t konsistent entwickelt wurde,

sind Terme proportional mi
t sinj 2θt mit i + j > 4 nicht korrekt und müssen verworfen

werden. Anders ausgedrückt: sin 2θt ist proportional zu mt und muss beim Zählen der
Potenzen von mt berücksichtigt werden. Tut man dies nicht, werden die Ergebnisse
für die Korrekturen zur Higgs-Massenmatrix nicht endlich.

Da die Ergebnisse, selbst wenn man sich auf den führenden Term in der Entwicklung
beschränkt, sehr lang sind, wird auf das Abdrucken der analytischen Ausdrücke ver-
zichtet. Statt dessen wird auf die Möglichkeit verwiesen, die Ergebnisse auf Anfrage
beim Autor in elektronischer Form zu erhalten.
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Abbildung 2.9: Abhängigkeit der Dreischleifen-Korrekturen zur Higgs-Masse von der Masse
mq̃ der Superpartner der leichten Quarks. Die unterschiedlich lang gestrichelten Linien
entsprechen unterschiedlichen Entwicklungstiefen in m2

susym−2
q̃ , wobei msusy die Masse

der Stops und des Gluinos bezeichnet. Die lang gestrichelte Linie ist der konstante Term,
für die durchgezogene rote Linie wurde bis m8

susy/m−8
q̃ entwickelt. Zum Vergleich ist in

Blau der Wert eingetragen, der sich für mq̃ = msusy ergibt. Um diesen zu ermitteln, wurde
im Ergebnis für entartetes Spektrum (2.25) die Stop-Masse nach (2.30) redefiniert. Das ist
nötig, damit mt̃ in beiden Hierarchien im gleichen Renormierungsschema behandelt wird.
Es wurde msusy = 800 GeV gewählt und At = 0 gesetzt. Man sieht, dass die Entwicklung
in m2

susym−2
q̃ selbst für m2

susy = m2
q̃ rasch konvergiert. Des Weiteren erkennt man, dass

der Einfluss von mq̃ auf Mh gering ist: eine Variation von mq̃ um 1200 GeV bewirkt eine
Änderung von ca. 400 MeV in Mh.
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Nun soll zwischen den beiden Hierarchien interpoliert werden, um den Parameterbe-
reich zwischen mt̃1

= mg̃ ≪ mt̃2
und mt̃1

≪ mg̃ = mt̃2
abzudecken. Dabei müssen die

Parameter aus der Stop-Massenmatrix (2.7), at, mt̃L
und mt̃R

so variiert werden, dass
auch der Punkt mt̃1

= mg̃ = mt̃2
erreicht wird. Zwei Möglichkeiten, dies sicherzustel-

len, sind:

1. Man setzt den Nebendiagonalterm mtat = 0, hält einen der Diagonaleinträge
mt̃L

und mt̃R
fest und variiert den anderen. In diesem Fall gibt es keine Stop-

Mischung, t̃L,R sind Masseneigenzustände und für mt̃L
= mt̃R

ist natürlich auch
mt̃1

= mt̃2
. Für die Abbildungen 2.10 und 2.11 wurde dieser Ansatz gewählt und

µH = 800 GeV, At = 20 GeV, tan β = 40 gesetzt, so dass der Nebendiagonalein-
trag der Stop-Massenmatrix verschwindet.

2. Alternativ kann man die beiden Diagonaleinträge mt̃L
und mt̃R

identifizieren und
at variieren. Am Punkt at = 0 verschwindet wieder der Mischungswinkel, und
wegen mt̃L

= mt̃R
sind auch die Massen von t̃1 und t̃2 gleich.

2.5.5 Der Referenzpunkt SPS1a’

Um die susy-qcd Korrekturen zur Higgs-Masse für den Referenzpunkt SPS1a’ zu er-
halten, wurden Σ̂φ1 , Σ̂φ2 und Σ̂φ1φ2 für die Hierarchie

msusy ≡ m2
g̃ = m2

q̃ = m2
t̃2
≫ m2

t̃1
≫ m2

t . (2.34)

berechnet. Setzt man

tan β = 10 ,

MA = 372 GeV ,

msusy = 600 GeV ,

mt̃1
= 366.5 GeV ,

µH = 396 GeV ,

At = −565.1 GeV (2.35)

ein, so erhält man für Mh auf n-Schleifen-Niveau

M
(0)
h = 89.3 GeV ,

M
(1)
h = 115.0 GeV ,

M
(2)
h = 113.3 GeV ,

M
(3)
h = 114.1 GeV . (2.36)
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Abbildung 2.10: Interpolation zwischen den Hierarchien (2.12d) und (2.12e). Die Gluino-Mas-
se wird simultan mit der Masse eines Stops variiert, während die Massen des anderen
Stops bei 1 TeV festgehalten wird. Die Masse der anderen Squarks ist auf mq̃ = 2 TeV
gesetzt. Die lang gestrichelten Linien stellen den führenden (konstanten) Term in m2

t̃1
m−2

t̃2
dar, die kurz gestrichelten den nächstführenden, und für die durchgezogenen Linien wur-
de bis zur Ordnung m4

t̃1
m−4

t̃2
entwickelt. Zur besseren Übersicht sind die Interpolationen

noch einmal in Abbildung 2.11 dargestellt.
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Abbildung 2.11: Ein-, Zwei- und Dreischleifen-Korrekturen zur Higgs-Masse, die sich aus der
Interpolation zwischen den Hierarchien (2.12d) und (2.12e) ergeben.

2.5.6 Relevanz der At Terme

Nun soll diskutiert werden, wie sensitiv die Ergebnisse auf At sind. Dazu ist in Abbil-

dung 2.12 ∆M
(n)
h für die Hierarchien (2.12c) und (2.12d) über At aufgetragen. Dazu ist

anzumerken, dass die Massen der Stops bei der Variation von At festgehalten werden.

Variiert man At und hält dabei die anderen Parameter der Stop-Massenmatrix (2.7) µH,
β, mt̃L

und mt̃R
konstant, so verändern sich natürlich die Massen der Stops mt̃1

und
mt̃2

. Dies lässt sich für die Hierarchie (2.12c) nicht durchführen, da insbesondere die
Gleichung mt̃1

= mt̃2
bei einer Änderung von At verletzt wird. Um dies zu verhindern,

wird im linken Schaubild in Abbildung 2.12 auch µH variiert, so dass at = 0 ist und
das Stop-Spektrum entartet bleibt. Der Effekt auf die Higgs-Masse ist dabei klein: bei
einer Variation von At von 2 TeV ändert sich die Higgs-Masse um weniger als 150 MeV.

Für das rechte Schaubild wurden µH =, tan β =, mt̃1
= und mt̃2

= konstant gehalten,
was eine entsprechende Änderung von mt̃L

und mt̃R
erfordert (vgl. (2.8)). Der numeri-

sche Effekt ist hier deutlich größer, Mh kann um 15 GeV variieren.
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Abbildung 2.12: Abhängigkeit von At für die Hierarchie (2.12c) (mq̃ ≫ mg̃ = mt̃1,2
, links) und

(2.12d) (mq̃ ≫ mt̃2
≫ mt̃1

= mg̃, rechts). Man erkennt, dass die Sensitivität auf At im
entarteten Fall gering ist. Für den rechten Plot wurden die Massen der susy-Teilchen auf
mg̃ = mt̃1

= 500 GeV, mt̃2
= 1 TeV, mq̃ = 2 TeV gesetzt. Während der Variation von At

wurde µH bei 800 GeV festgehalten, so dass sich der Mischungswinkel der Stops nach
(2.9) ändert. Dass mt̃1

und mt̃2
dabei unveräbdert bleiben wird duch eine entsprechende

Änderung der Diagonaleinträge der Stop-Massenmatrix bewirkt.

2.6 Vergleich mit der Literatur

Die Korrekturen zur Higgs-Masse der Ordnung αtαs sind in der Literatur verfügbar.
Um den Aufbau unserer Rechnungen zu überprüfen, wurde der Zweischleifen-Anteil
mit dem Literaturergebnis verglichen. Dabei war es sehr hilfreich, dass Pietro Slavich
die Ergebnisse aus [62] in elektronischer Form zur Verfügung gestellt hat.

Des Weiteren konnten im Falle eines entarteten Spektrums der susy-Teilchen die Terme
proportional L3

tS und L2
tS mit den Ergebnissen aus [71] verglichen werden. Dort wurden

diese durch Methoden der Renormierungsgruppe hergeleitet. Die Entwicklung in LtS

ist in Abbildung 2.13 dargestellt.

2.7 Diskussion

Die Masse Mh des leichten neutralen Higgs-Bosons ist im mssm eine wichtige Beob-
achtungsgröße. Für die experimentelle Unsicherheit bei der Messung von Mh am lhc

erwartet man 100 − 200 MeV. Am geplanten internationalen Linearbeschleuniger ilc

geht man sogar davon aus, die Unsicherheit auf etwa 50 MeV drücken zu können.
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Abbildung 2.13: Entwicklung der Dreischleifen-Korrekturen zur Higgs-Masse in LtS. Dieser
Grafik liegt ein entartetes susy-Spektrum zugrunde. Renormiert wurde on-shell, wo-
bei At = 0 gesetzt wurde (vgl. Gleichung (2.26)). Die Renormierungsskala wurde auf
µ = Msusy gesetzt. Der führende Logarithmus L3

tS ist keine gute Näherung, da die sub-
führenden Terme nur geringfügig kleiner sind und ein anderes Vorzeichen haben.
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2.7 Diskussion

Da Mh große Strahlungskorrekturen erhält, ist es unabdingbar, Korrekturen höherer
Ordnung zu berechnen um die gleiche Präzision in der theoretischen Vorhersage zu
erreichen. Da die starke Kopplung αs erst ab der zweiten Schleifenordnung auftritt, ist
die Abhängigkeit der Zweischleifen-Korrekturen von der Renormierungsskala groß,
was sich in einer geschätzten Unsicherheit von 3 − 5 GeV niederschlägt.

Durch die hier präsentierten Rechnungen dritter Ordnung konnte die Unsicherheit
drastisch reduziert werden: die Variation von Mh mit µ liegt nun unter 100 MeV und ist
damit um einen Faktor 10 kleiner als Schwankungen, die sich dadurch ergeben, dass
die Top-Masse innerhalb ihrer Fehlerschranken variiert wird. Auch der Unterschied,
der sich zwischen der Renormierung der beitragenden Massen im on-shell und dr

Schema ergibt, sinkt deutlich.

Die Größe der Korrekturen zur Higgs-Masse ist abhängig vom Massenspektrum des
mssm. Die hier berechneten Beiträge der Ordnung αtα

2
s sind sensitiv auf die Masse des

Top Quarks mt, der Stops mt̃1,2
, der Gluinos mg̃ sowie der Squarks mq̃. Dabei stellt sich

heraus, dass in den hier betrachteten Fällen der Einfluss von mg̃ und mq̃ eher gering ist,
während Veränderungen im Stop-Sektor sich stark auf die Higgs-Masse auswirken.
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A Techniken

In diesem Anhang wird auf die in der Arbeit verwendeten Techniken zum Lösen der
Diagramme eingegangen.

Nach der Erzeugung der Diagramme durch das Programm qgraf werden diese durch
Asymptotische Entwicklung durch das Programm q2e/exp auf Diagramme, die nur
eine Skala haben, reduziert. Die Programme matad und mincer werden eingesetzt,
um diese zu lösen.

A.1 Generierung der Diagramme

Die Erzeugung aller Diagramme erfolgt durch das Programm qgraf [96]. Unter Vor-
gabe der Propagatoren und Vertizes sowie der ein- und auslaufenden Teilchen und
der Schleifenordnung werden alle möglichen Diagramme erzeugt. Ausgegeben wer-
den diese in Form einer ascii Datei mit flexibel festlegbarer Syntax.

A.2 Asymptotische Entwicklung

Die Diagramme, die zu den Korrekturen zur Higgs Masse (Kapitel 2) beitragen, enthal-
ten viele verschiedene Massen. Die Methode der Asymptotischen Entwicklung [77–84]
erlaubt es, solche Diagramme als Produkt von Ein-Skalen-Diagrammen darzustellen1.

Dazu unterteilt man zunächst die Massen in solche, die man als groß und solche, die
man als klein betrachtet. Im nächsten Schritt identifiziert man alle Subgraphen γ, die
die folgenden Bedingungen erfüllen: i) γ enthält alle Propagatoren mit großen Massen,
ii) γ ist bezüglich seiner Propagatoren mit kleinen Massen Einteilchen-irreduzibel.
Dabei muss γ nicht zusammenhängend sein.

1Genauer gesagt handelt es sich um die Hard Mass Procedure, einen Spezialfall der Asymptotischen
Entwicklung, in dem als große Skalen lediglich Massen auftreten.
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A Techniken

Als Co-Subgraph Γ \ γ bezeichnet man das ursprüngliche Diagramm, in dem die Zu-
sammenhangskomponenten von γ zu einem Punkt kontrahiert wurden.

Die Asymptotische Entwicklung besteht dann darin, den Subgraph γ in allen Massen
und Impulsen, die nicht zu den großen Massen gehören, in eine Taylorreihe zu entwi-
ckeln. Die Entwicklung von γ wird dann als Effektiver Vertex (oder Effektive Vertizes,
falls γ mehr als eine Zusammenhangskomponente hat) in den Co-Subgraphen einge-
setzt. Dadurch hat sich die Rechnung erheblich vereinfacht, da im Subgraph nur die
großen, im Co-Subgraph nur die kleinen Massen in den Propagatoren auftauchen.

Das Verfahren wird für alle Subgraphen, die i) und ii) erfüllen, wiederholt und die Er-
gebnisse werden aufsummiert. Das Ergebnis ist eine Reihe in Potenzen und Logarith-
men der Massenverhältnisse, die eine Approximation an das ursprüngliche Diagramm
darstellt.

Durch iterative Anwendung des Verfahrens lässt sich das ursprüngliche Diagramm
als Produkt von Ein-Skalen-Diagrammen darstellen. Das Programm q2e/exp [97, 98]
akzeptiert als Input eine Liste von Diagrammen, wie sie von qgraf erzeugt wird,
und eine Liste von Diagrammen, deren Lösung bekannt ist, und bildet Erstere durch
Anwendung der Asymptotischen Entwicklung auf Letztere ab.

Für die Berechnung der Anomalen Dimensionen in Kapitel 1 entfällt der Schritt der
Asymptotischen Entwicklung. Da in minimaler Subtraktion die Renormierung der La-
dung und Fermionmasse massenunabhängig ist, kann dort die Fermionmasse auf Null
gesetzt werden. Die Selbstenergien sind damit masselose Propagatordiagramme, die
von mincer gelöst werden können. In den Dreiteilchen-Vertizes kann man einen der
äußeren Impulse auf Null setzen, ohne Infrarot-Divergenzen zu erzeugen. Beim quar-
tischen ε-Skalar-Vertex kann man Infrarot-Divergenzen vermeiden, indem man eine
Masse für alle Teilchen einführt und die äußeren Impulse auf Null setzt.

A.3 Berechnung der Ein-Skalen-Diagramme

Nach der Asymptotischen Entwicklung muss die Berechnung der Ein-Skalen-Dia-
gramme durchgeführt werden. Dazu werden die form [99] Programme matad [100]
und mincer [101] verwendet. Ersteres berechnet massive Diagramme ohne äußere Im-
pulse, sogenannte Tadpoles, Zweiteres Propagatordiagramme, in denen nur masselose
Teilchen vorkommen.
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B Gruppentheorie

In diesem Anhang werden die gruppentheoretischen Faktoren zu den Rechnungen
in Kapitel 1 erklärt. Betrachtet wird eine Eichgruppe G. Die Generatoren Ra in der
irreduziblen Darstellung R erfüllen die Vertauschungsrelation

[

Ra, Rb
]

= i f abcRc , (B.1)

wobei f abc die Strukturkonstanten der Gruppe sind. Der quadratische Casimir CR ist
über die Gleichung

RaRa = CR1 (B.2)

definiert.

Die Generatoren der adjungierten Darstellung erhält man aus den Strukturkonstanten
als

(Fa)bc = i f bac , (B.3)

und der Casimiroperator CA ist definiert als

CAδab = f acd f bcd. (B.4)

Die Spur über RaRa definiert I2(R)

Tr[RaRb] = I2(R)δab . (B.5)

Es gilt

CRdR = I2(R)NA , (B.6)

wobei NA die Anzahl der Generatoren und dR die Dimension der Repräsentation R

ist.
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Über die vollkommen symmetrischen Tensoren

dabcd
R =

1
6

Tr[R(aRbRcRd)],

dabcd
A =

1
6

Tr[F(aFbFcFd)], (B.7)

wobei

R(aRbRcRd) = RaRbRcRd + RaRbRdRc + RaRcRbRd

+ RaRcRdRb + RaRdRbRc + RaRdRcRb ,

F(aFbFcFd) = FaFbFcFd + FaFbFdFc + FaFcFbFd

+ FaFcFdFb + FaFdFbFc + FaFdFcFb (B.8)

ist, sind die höheren Invarianten, die in den Rechnungen in Kapitel 1 auftreten, defi-
niert:

D2(A) = dabcd
A dabcd

A

D2(RA) = dabcd
R dabcd

A

D3(A) = dabcd
A d

cde f
A d

abe f
A

D3(RAA) = dabcd
R d

cde f
A d

abe f
A . (B.9)

Für die fundamentalen und adjungierten Darstellungen der Gruppen SU(N), SO(N)
und Sp(N) sind ihre Werte in den Tabellen B.1-B.3 aufgelistet. Dabei ist b eine Kon-
stante, die die Normierung der Generatoren festlegt.

B.1 SU(N)

Die Gruppe SU(N) wird definiert durch die unitären N × N Matrizen mit Determi-
nante +1, die auf einen N-dimensionalen Vektorraum wirken.

Die Generatoren Ra der fundamentalen Darstellung sind hermitesche Matrizen mit
Spur Null. In Tabelle B.1 sind die Werte für die quadratischen Casimiroperatoren,
Dynkin Indizes und höhere Invarianten aufgelistet. Dabei wird von der Normierung

Tr[RaRb] =
b

2
δab , (B.10)

also I2(R) = b/2 ausgegangen.
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B.2 SO(N)

Die Gruppe SO(N) besteht aus orthogonalen N × N Matrizen mit Determinante +1.

Die Generatoren der fundamentalen Darstellung sind gegeben durch die Matrizen

(M[ij])kl = −i
√

b
2(δikδjl − δilδkj) . (B.11)

Diese erfüllen die Algebra
[

M[ij], M[kl]

]

= −i
(

δjk M[il] − δik M[jl] − δjl M[ik] + δil M[jk]

)

≡ i f[ij][kl][mn]M[mn] (B.12)

und definieren damit die Strukturkonstanten f[ij][kl][mn]. In Tabelle B.2 sind die Werte
der Invarianten für die Gruppe SO(N) zusammengetragen.

Wegen der Isomorphismen

SO(3) ,
SU(2)

Z2
,

SO(6) ,
SU(4)

Z2
(B.13)

haben die Gruppen SO(3) und SU(2) und die Gruppen SO(6) und SU(4) jeweils die
selbe Lie Algebra. Insbesondere müssen also die Ergebnisse aus Kapitel 1 für diese
Gruppen übereinstimmen, was einen weiteren Test liefert.

B.3 Sp(N)

Die Gruppe Sp(N) besteht aus den linearen Transformationen auf einem N-dimensio-
nalen Vektorraum, die eine nichtentartete schersymmetrische Bilinearform (ein Spat-
produkt) invariant lassen. Aus der Forderung, dass das Spatprodukt nichtentartet sein
soll, folgt, dass N gerade sein muss.

Die Generatoren Ra von Sp(2n) erfüllen

JRa J = (Ra)T (B.14)

mit

J =

(

0 1n

−1n 0

)

(B.15)
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Sie lassen sich schreiben als Matrizen Lαβ. Dabei hat eine infinitesimale Transformation
S die Form

S = 1 + i ∑
αβ

aαβLαβ ,

mit

aαβ = a∗βα ,

Lαβ = L−β−α ,

α, β = ±1,±2, · · · ± n . (B.16)

Die Vertauschungsrelationen lauten damit

[

Lαβ, Lγδ

]

=
(

δβγδβLαδ − δαδδαLγβ + δβδδβLαγ − δαγδαLβδ

)

, (B.17)

wobei

δα = −δ−α =

{

1 falls α > 0,
−1 falls α < 0.

(B.18)

und α = −α ist. Darüber sind die Strukturkonstanten definiert. Die Werte für die
Invarianten sind in Tabelle B.3 aufgeführt.
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B.3 Sp(N)

Gruppe SU(N)

CA bN

CR b N2−1
2N

I2(A) bN

I2(R) b
2

NA N2 − 1

D2(A) b4

24(N2 − 1)(N2 + 36)N2

D2(RA) b4

48 N(N2 − 1)(N2 + 6)

D2(R) b4

96N2 (N2 − 1)(18 − 6N2 + N4)

D3(A) b6

216 N2(N2 − 1)(324 + 135N2 + N4)

D3(RAA) b6

432 N3(N2 − 1)(51 + N2)

Tabelle B.1: SU(N) Invarianten, wobei mit R die fundamentale Darstellung bezeichnet wird.
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B Gruppentheorie

Gruppe SO(N)

CA b(N − 2)

CR
b
2 (N − 1)

I2(A) b(N − 2)

I2(R) b

NA
1
2 N(N − 1)

D2(A) b4

48 N(N − 1)(N − 2)(−296 + 138N − 15N2 + N3)

D2(RA) b4

48 N(N − 1)(N − 2)(22 − 7N + N2)

D2(R) b4

48 N(N − 1)(4 − N + N2)

D3(A) b6

864 (N − 2)(N − 1)N(−29440 + 23272N − 7018N2 + 971N3 − 47N4 + 2N5)

D3(RAA) b6

864 N(N − 2)(N − 1)(2048 − 1582N + 387N2 − 31N3 + 2N4)

Tabelle B.2: SO(N) Gruppe Invarianten, wobei mit R die fundamentale Darstellung bezeichnet
wird.
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Gruppe Sp(N)

CA b(N + 2)

CR
b
4(N + 1)

I2(A) b(N + 2)

I2(R) b
2

NA
1
2 N(N + 1)

D2(A) b4

768 N(N + 1)(N + 2)(296 + 138N + 15N2 + N3)

D2(RA) b4

768 N(N + 1)(N + 2)(22 + 7N + N2)

D2(R) b4

768 N(N + 1)(4 + N + N2)

D3(A) b6

55296(N + 2)(N + 1)N(29440 + 23272N + 7018N2 + 971N3 + 47N4 + 2N5)

D3(RAA) b6

55296 N(N + 2)(N + 1)(2048 + 1582N + 387N2 + 31N3 + 2N4)

Tabelle B.3: Sp(N) Invarianten, wobei mit R die fundamentale Darstellung bezeichnet wird.
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C Feynmanregeln

Im Folgenden werden die Feynmanregeln angegeben, die sich aus der Lagrangedichte
(1.19) ergeben. Dabei werden kleine Buchstaben a, b, c, d, e als Farbindizes der adjun-
gierten und Großbuchstaben A, B als Indizes der Darstellung R verwendet. Griechi-
sche Buchstaben µ, ν bezeichnen Lorentz-Indizes im d-dimensionalen Raum, Lateini-
sche Buchstaben i, j Lorentz-Indizes im 2ǫ-dimensionalen Raum.

C.1 Propagatoren

Die Propagatoren lauten

Gluon a, µ b, ν δab 1
k2 + iǫ

(

gµν − (1 − α)
kµkν

k2

)

, (C.1)

ε-Skalar a, i b, j δab 1
k2 + iǫ

gij , (C.2)

Geist a b δab −1
k2 + iǫ

, (C.3)

Quark A B δAB −1
/k − m + iǫ

. (C.4)

C.2 Drei-Teilchen Vertizes

Die Vertizes mit drei Linien lauten, wobei Impulse stets einlaufend sind:

a1, µ1, p1

a2, µ2, p2

a3, µ3, p3 − ig f a1a2a3

[

(p1 − p2)µ3 gµ1µ2

+ (p2 − p3)µ1 gµ2µ3

+ (p3 − p1)µ2 gµ3µ1

]

,

(C.5)
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a, i, p1

b, j, p2

c, µ − ig f abc(p2 − p1)µgij , (C.6)

b, p

a

c, µ − ig f abc pµ , (C.7)

B

A

a, µ gγµRa
AB , (C.8)

B

A

a, i gγiR
a
AB . (C.9)
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C.3 Quartische Vertizes

C.3 Quartische Vertizes

Die quartische Kopplung zwischen Gluonen und ε-Skalaren ist gegeben durch

a, µ

b, ν

c, i

d, j

− gijgµ3ν4

[

f eca f edb + f ecb f eda
]

. (C.10)

In den restlichen quartischen Vertizes faktorisieren Lorentz- und Farbstruktur nicht.
Das ist unbequem, da es praktisch ist, die Farbfaktoren getrennt von den eigentlichen
Diagrammen zu berechnen. Durch einen kleinen Trick kann man erreichen, dass die
beiden Strukturen faktorisieren. Dazu macht man die Aufspaltung

→ + + , (C.11)

wobei ein neues Teilchen mit „trivialem“ Propagator eingeführt wurde. Trivial bedeu-
tet dabei, dass der Propagator impulsunabhängig, im Ortsraum also eine δ-Funktion
ist. Der quartische Gluon-Vertex wird damit auf den Vertex

a, i1

b, i2

c, i3, i4 − ig√
2

f abc
(

gi3i1 gi4i2 − gi3i2 gi4i1

)

(C.12)

und den Propagator

a, i1, ν1 b, i2, ν2 δabgi1i2 gν1ν2 (C.13)

zurückgeführt. Ähnlich verfährt man für die quartische ε-Skalar-Kopplungen. Die Ba-
sis (1.21) lässt sich wie folgt zerlegen:
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C Feynmanregeln

• Habcd
1 = 1

2 δabδcd

a, i1

b, i2

gδabgi1i2 (C.14)

− 1 (C.15)

• Habcd
2 = 1

2

(

δacδbd + δadδbc
)

a, i1

b, i2

c, i3, i4 gδabgi1i3 gi2i4 (C.16)

i1, j1 i2, j2 −
(

gi1i2 gj1 j2 + gi1 j2 gj1i2

)

(C.17)

• Habcd
3 = 1

2

(

f ace f bde + f ade f bce
)

a, i1

b, i2

c, i3, i4 − ig√
2

f abc
(

gi3i1 gi4i2 − gi3i2 gi4i1

)

(C.18)

a, i1, j1 b, i2, j2 δabgi1i2 gj1 j2 (C.19)
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C.3 Quartische Vertizes

• Habcd
4 = 1

2

(

f ae f f b f g f cgh f dhe + f ae f f b f g f dgh f che
)

a, i1

b, i2

c1, c2, c3, c4 − g f ac1c2 f bc3c4 gi1i2 (C.20)

a1, b1, c1, d1 a2, b2, c2, d2 − 1
2

(

δb1c1 δd1a2 δb2c2 δd2a1

+ δb1c1 δd1c2 δd2a2 δb2a1

+ δb1a2 δb2c2 δd2c1 δd1a1

+ δb1c2 δd2a2 δb2c1 δd1a1
)

(C.21)
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D Renormierungskonstanten im on-shell
Schema

Hier werden die Renormierungskonstanten angegeben, die benötigt werden, um im
Fall des entarteten susy-Spektrums die Parameter in der Berechnung der Korrektu-
ren zur Higgs-Masse on-shell renormieren zu können. Der Counterterm für den Mi-
schungswinkel wird dabei nur auf Einschleifen-Niveau benötigt wenn man sich auf
den Fall At = 0 beschränkt.

Für entartetes susy-Spektrum sind die Renormierungskonstanten der Stop-Massen
gleich, und es ist

ZMt̃1,2
= 1 − 4

αs

4π
CR

[

2 + Lµt + LtS

]

− 4
αs

4π

1
ǫ

CR

− 2
αs

4π
ǫCR

[

8 + 4Lµt + L2
µt + 4LtS + 2LµtLtS + L2

tS + ζ2

]

+ 6
( αs

4π

)2 1
ǫ2 CR

[

3CA − 2I2(R) − 2n f I2(R)

]

+ 2
( αs

4π

)2 1
ǫ

CR

[

9CA + 6CR + 12CALµt + 12CALtS + 2I2(R)

− 8Lµt I2(R) − 8LtS I2(R) + 2n f I2(R) − 8Lµtn f I2(R) − 8LtSn f I2(R)

]

+
( αs

4π

)2 CR

80

[

− 2880CA + 6240CR + 960CALµt + 1920CRLµt

+ 1440CAL2
µt + 960CALtS + 1920CRLtS + 2880CALµtLtS + 1440CAL2

tS

+ 7360I2(R) + 3200Lµt I2(R) − 320L2
µt I2(R) + 3200LtS I2(R)

− 640LµtLtS I2(R) − 320L2
tS I2(R) + 6080n f I2(R) + 1920Lµtn f I2(R)

− 960L2
µtn f I2(R) + 1920LtSn f I2(R) − 1920LµtLtSn f I2(R) − 960L2

tSn f I2(R)

+ 3840CAζ2 − 7360CRζ2 − 3840CA ln 2ζ2 + 7680CR ln 2ζ2 − 2560I2(R)ζ2

− 3200n f I2(R)ζ2 + 54CAζ2
2 − 108CRζ2

2 + 960CAζ3
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− 1920CRζ3 − 135CAζ4 + 270CRζ4

]

, (D.1)

δθt =
αs

4π
cos 2θt

msusymt

m2
t̃1
− m2

t̃2

CR

[

8 + 4Lµt + 4LtS

]

+
αs

4π

cos 2θt

ǫ
CR

(

4
msusymt

m2
t̃1
− m2

t̃2

− sin 2θt

)

, (D.2)

ZMg̃ = 1
αs

4π

1
ǫ

[

− 3CA + 2I2(R) + 2n f I2(R)

]

+
αs

4π

[

− 5CA − 3CALµt − 3CALtS + 2I2(R) + 2Lµt I2(R)

+ 2LtS I2(R) + 2n f I2(R) + 2Lµtn f I2(R) + 2LtSn f I2(R)

]

+
αs

4π
ǫ2 I2(R)

[

2 + 2Lµt + L2
µt + 2LtS + 2LµtLtS + L2

tS + ζ2

]

+
αs

4π

ǫ

2

[

− 18CA − 10CALµt − 3CAL2
µt − 10CALtS − 6CALµtLtS

− 3CAL2
tS + 4n f I2(R) + 4Lµtn f I2(R) + 2L2

µtn f I2(R) + 4LtSn f I2(R)

+ 4LµtLtSn f I2(R) + 2L2
tSn f I2(R) − 3CAζ2 + 2n f I2(R)ζ2

]

, (D.3)

ZMt = 1 − αs

4π
CR

[

5 + 2Lµt − LtS

]

− 2
αs

4π

1
ǫ

CR

− αs

4π

ǫ

2
CR

[

18 + 10Lµt + 2L2
µt − 2LµtLtS − L2

tS + 2ζ2

]

+
( αs

4π

)2 1
ǫ2 CR

[

3CA + 2CR − 2I2(R) − 2n f I2(R)

]

+ −
( αs

4π

)2 1
ǫ

CR

[

3CA − 12CR − 4CRLµt + 2CRLtS − 2I2(R) − 2n f I2(R)

]

−
( αs

4π

)2 CR

1440

[

64280CA − 47160CR + 30240CALµt − 34560CRLµt

+ 4320CAL2
µt − 5760CRL2

µt − 12720CALtS − 720CRLtS

− 4320CALµtLtS + 5760CRLµtLtS − 720CAL2
tS + 720CRL2

tS − 25600I2(R)

− 20160Lµt I2(R) − 2880L2
µt I2(R) − 7680LtS I2(R) + 2880LµtLtS I2(R)
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+ 2880L2
tS I2(R) − 8320n f I2(R) − 20160Lµtn f I2(R) − 2880L2

µtn f I2(R)

− 7680LtSn f I2(R) + 2880LµtLtSn f I2(R) + 2880L2
tSn f I2(R) − 11520CAζ2

+ 40320CRζ2 + 34560CA ln 2ζ2 − 69120CR ln 2ζ2 + 23040I2(R)ζ2

− 11520n f I2(R)ζ2 − 486CAζ2
2 + 972CRζ2

2 − 8640CAζ3

+ 17280CRζ3 + 1215CAζ4 − 2430CRζ4

]

. (D.4)

Die Massen in den Renormierungskonstanten sind dabei auch im on-shell Schema.
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