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Einleitung

Das Parallelvolumen ist ein Funktional mit zahlreichen Anwendungen, z.B. in der sto-
chastischen Geometrie, der Statistik, der diskreten Geometrie oder der geometrischen
Funktionalanalysis. Obwohl in vielen dieser Anwendungen auch das Parallelvolumen von
nicht-konvexen Koérpern von Interesse ist, wurde bisher vor allem der Spezialfall konvexer
Korper erforscht. Das Parallelvolumen eines Korpers K des R? im Abstand r ist das Vo-
lumen der Parallelmenge, d.h. der Menge aller Punkte, deren Abstand von K hochstens
T ist.

Die vorliegende Arbeit gliedert sich in 4 Kapitel.

In Kapitel 1 werden wir zundchst Grundlagen aus verschiedenen Teilgebieten der Mathe-
matik bereitstellen und dann die Geschichte der Erforschung des Parallelvolumens und des
Wills-Funktionals, eines vom Parallelvolumen abgeleiteten Funktionals, zusammenfassen.
In Kapitel 2 der vorliegenden Arbeit werden wir das Parallelvolumen eines festen Korpers
als Funktion des Abstands betrachten.

Der wahrscheinlich Erste, der diese Sichtweise eingenommen hat, war im Jahr 1840 Stei-
ner [50]. Er stellte fest, dass das Parallelvolumen von bestimmten konvexen Korpern ein
Polynom ist. Mittlerweile ist bekannt, dass dies fiir alle konvexe Korper der Fall ist. Lu-
sternik [35] bewies 1935 die Brunn-Minkowski-Ungleichung, die eine untere Schranke fiir
das Wachstum des Parallelvolumens darstellt, fiir beliebige Korper. Kneser [32] fand 1951
eine Ungleichung, die in gewisser Weise eine obere Schranke fiir das Wachstum des Par-
allelvolumens eines Korpers darstellt. In der Ebene wies Sz.-Nagy [52] 1959 eine weitere
obere Schranke fiir das Wachstum des Parallelvolumens nach. Diese Schranke héangt von
der Zahl der Zusammenhangskomponenten des Korpers ab und ist von der Schranke von
Kneser unabhéngig.

Wir werden die Asymptotik des Parallelvolumens untersuchen, wenn der Abstand gegen
unendlich strebt. Wir werden sehen, dass im R? die Differenz des Parallelvolumens der
konvexen Hiille eines Koérpers und des Parallelvolumens des Korpers selbst gegen 0 konver-
giert. Man kann in der Definition des Parallelvolumens die Euklidische Norm durch eine
andere ersetzen. Die Normen, fiir die dieses Resultat gilt, sind genau die, deren Eichkorper
— das ist die Menge aller Punkte, die hochstens Norm 1 haben — in gewissem Sinne glatt
sind. Die Ordnung der oben beschriebenen Differenz ist im Euklidischen Fall hochstens
r~%. In hoheren Dimensionen d hat diese Differenz ebenfalls héchstens die Ordnung 79-3.
Auch dieses Resultat gilt nicht nur bzgl. der Euklidischen Norm, sondern bzgl. allen Nor-
men, deren Eichkorper eine gewisse Glattheitsvoraussetzung erfiillen, ndmlich einen Ball
als Summanden haben. Wihrend wir in hoheren Dimensionen vermuten, dass es noch
weitere Normen gibt, in denen dieses Resultat gilt, werden wir in der Ebene zeigen, dass
dies nicht der Fall ist. Ein weiteres Resultat dieses Kapitels wird sein, dass in der Ebene
die Ableitung der oben bezeichneten Differenz von der Ordnung r~—2 gegen 0 konvergiert.
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Weiter erhalten wir einige Aussagen iiber Mengen, deren Parallelvolumen ein Polynom
ist, u.a. einen neuen Beweis dafiir, dass das Parallelvolumen eines Korpers in einem 2-
dimensionalen Minkowski-Raum genau dann ein Polynom ist, wenn der Korper konvex
ist. Dieses Resultat haben im Euklidischen Spezialfall Heveling, Hug und Last [25] und
im allgemeinen Fall Hug, Last und Weil [28] gefunden.

Kapitel 3 der vorliegenden Arbeit befasst sich mit vom Parallelvolumen abgeleiteten Funk-
tionalen, die das Wills-Funktional verallgemeinern.

Bei der Untersuchung von Gitterpunktzahlen fithrte Wills [61] dieses Funktional fir kon-
vexe Korper als Summe der inneren Volumina ein. Mittlerweile sind Integraldarstellungen
des Wills-Funktionals bekannt, die es erlauben, das Wills-Funktional auf den Raum aller
Korper fortzusetzen. Es spielt eine Schliisselrolle bei der Untersuchung des Zusammen-
hangs zwischen Gauf’schen Zufallsvariablen und Gréfien der Konvexgeometrie (siehe z.B.
[56]).

Um das Wills-Funktional zu verallgemeinern, werden wir zwei Klassen von Funktionalen,
nédmlich die gewichteten Parallelvolumina und die Funktionale f,, einfiihren und untersu-
chen. Die gewichteten Parallelvolumina bilden von der Menge aller Korper in die reellen
Zahlen ab und ordnen einem Koérper K die Zahl ng Va(K + AB) dp(X\) zu, wobei B ein

konvexer Koérper ist, p ein signiertes Mafi auf den nicht-negativen reellen Zahlen R, das
schwache Integrabilitdtsbedingungen erfiillt, und V,; das Lebesgue-Mafl bezeichnet. Die
Funktionale f, bilden ebenfalls von der Menge aller Kérper in die reellen Zahlen ab und
ordnen einem Kérper K die Zahl [,. Vy(K+A) dpu(A) zu, wobei i ein signiertes MaB auf der
Menge aller konvexen Koérper IC ist, das wiederum schwache Integrabilitdtsbedingungen
erfiillt. Nachdem wir diskutiert haben, in wie weit das Wills-Funktional eine Sonderrolle
unter den gewichteten Parallelvolumina spielt, werden wir untersuchen, fiir welche signier-
ten Mafe die gewichteten Parallelvolumina und die Funktionale f, translations-invariant,
stetig, additiv, submodular bzw. monoton sind. AnschlieBend betrachten wir die Funktio-
nen, die entstehen, indem man einen festen Korper K um einen Faktor, der die Variable
der Funktion ist, zentrisch streckt, und dann ein gewichtetes Parallelvolumen oder ein
Funktional f, auf den gestreckten Kérper anwendet. Unter starken Regularitdtsvoraus-
setzungen sind diese Funktionen in allen positiven Zahlen unendlich oft differenzierbar,
wahrend sie unter deutlich schwicheren Voraussetzungen in 0 zweimal differenzierbar sind.
Wir werden die erste und zweite Ableitung in 0 explizit angeben. In der Ebene sind unter
Regularitiatsvoraussetzungen auch diese Funktionen genau dann Polynome, wenn K kon-
vex ist. Um ein entsprechendes Resultat in hoheren Dimensionen zu erhalten, fithren wir
lokale Versionen der gewichteten Parallelvolumina ein.

Im vierten Kapitel werden wir zunéchst nachweisen, dass ein bestimmter Unterraum dicht
im Raum aller stetigen und translations-invarianten Funktionale von der Menge aller
Korper in die reellen Zahlen liegt. Genauer gesagt, wird dieser Unterraum von den Funk-
tionalen aufgespannt, die einen Korper auf das Volumen seiner Minkowski-Summe mit
einem festen Korper, der gewisse Regularitédtsvoraussetzungen erfiillt, abbilden. Dann
werden wir an Hand unserer Resultate iiber das Wills-Funktional aus Kapitel 3 neue
Beweise fiir Beziehungen zwischen Gauf3’schen Zufallsvariablen und inneren Volumina ge-
ben. Auflerdem wenden wir die Resultate der Kapitel 2 und 3 auf verschiedene Modelle
der stochastischen Geometrie an, namlich auf Boole’sche Modelle, Brown’sche Pfade und
endliche Vereinigungen zufélliger kompakter Mengen.



Kapitel 1

Grundlagen

In den ersten sechs Abschnitten dieses Kapitels werden wir Definitionen und Resultate, die
wir in den spéteren Kapiteln benotigen werden, aus verschiedenen Gebieten der Mathe-
matik, insbesondere der Geometrie, bereitstellen.

In den Abschnitten 1.7 und 1.8 werden wir dann einen Uberblick iiber die Geschichte der
Erforschung des Parallelvolumens und des Wills-Funktionals geben.

1.1 Analysis und Maf3itheorie

In diesem Abschnitt wollen wir zunéchst das Konzept der signierten Mafle einfithren und
dann zwei Resultate der Funktionalanalysis zitieren. Danach befassen wir uns mit dem
Zusammenhang von Differentiation und Integration. Anschliefend stellen wir Hilfsmittel
aus der geometrischen Mafitheorie bereit und wenden uns der zweimaligen Differenzier-
barkeit konvexer Funktionen zu. Wir schlieBen diesen Abschnitt mit einem Resultat aus
der Linearen Algebra ab.

Fiir Teilmengen der reellen Zahlen wahlen wir folgende Symbole: Die Menge der positiven
ganzen Zahlen bezeichnen wir mit N*, die Menge der nicht-negativen ganzen Zahlen mit
N, oder, wenn betont werden soll, dass die 0 darin enthalten ist, mit Ny. Die Menge der
positiven reellen Zahlen bezeichnen wir mit R und die der nicht-negativen reellen Zahlen
mit R

Wir geben nun eine kurze Einfiihrung in das Konzept der signierten Mafle. Eine ausfiihr-
lichere Einfithrung findet sich z.B. in [10, §4]. Ein signiertes Maf$ (von endlicher Total-
variation) auf einem Messraum (£2,.4) ist eine Abbildung i : A — R, die o-additiv (mit
wu(0) = 0) ist. Ein signiertes Maf ist also genau dann ein Maf, wenn es jeder messbaren
Menge einen nicht-negativen Wert zuweist. Es ist bekannt, dass jedes signierte Mafl u
genau eine Zerlegung der Form p = g™ — g~ mit zwei zueinander singuldren MaBen p
und p~ hat, die sog. Jordan-Zerlegung. Fiir eine messbare Abbildung f : 2 — R ist das
Integral von f bzgl. u definiert durch

/f ) dp(w /f ) dp*( /f )dp~ (w),

sofern beide Integrale auf der rechten Seite definiert sind und mindestens eines endlich
ist. Ist @ C R, so heiit [, ¢/ du(t) das j-te Moment von pu.
Das Variationsmaf eines signierten Mafles p ist |pu] :== pu™ + .
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KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 6

Bem. 1.1. Fiir ein signiertes Mafl p auf einem Messraum €2 und eine messbare Teilmenge
V' C Q bezeichne juo die Einschrinkung von g auf €. Nun sieht man leicht (p0)* =
(1 ")je und ()™ = (1), woraus |pa| = |uljo folgt.

Auf Grund der Existenz der Jordan-Zerlegung iibertragen sich der Satz von Lebesgue
iiber die majorisierte Konvergenz und der Satz von Fubini auf signierte Mafle. Prizise
gilt:

Satz 1.2. Sei p ein signiertes Maf$ auf einem Messraum Q und (f,)nen eine punktweise
konvergente Folge von messbaren Funktionen f, :  — R. Existiert nun eine messbare

Funktion h : Q@ — Ry mit [, hd|p| < co und |fu(2)| < h(z) fir alle n € N und |p|-fast
alle x € Q, so0 ist lim, o f, sowohl bzgl. p als auch bzgl. |p| integrierbar und es gilt

lim fn dp = / lim f, dp.
0 n—oo

n—0o0

Satz 1.3. Seien p und v zwei signierte Mafe auf Messraumen Q und €. Sei f : Qx Q' —
R eine messbare Funktion mit

/Q,/Q|f(w,W')|d|ul(w) dlv|(w') < oo
///fww dp(w) dv(w /Q,fww)d’/( ' d().

Wir wollen nun die Tailfunktion, eine fiir unsere Zwecke geeignet normierte Version der
Verteilungsfunktion, fiir signierte Mafle einfiithren. Hierzu definieren wir die Totalvariation
einer Funktion f : I — R auf einem Intervall I C R durch

Dann gilt

sup{z |f(sj41) — f(s;)] : N € NT sy <+ < sn, 81,...,5y € [} € R U{oo}.

Die Totalvariation einer Funktion misst also, wie stark die Funktion hin- und herpendelt.
Folgender Satz ist offensichtlich dquivalent zu [10, Prop. 4.4.3].

Satz 1.4. Fliir jedes signierte Maf§ p auf Ry ist die durch

G(r) = p([r,00)), reRy, (1.1)

definierte Funktion linksstetig, hat endliche Totalvariation und erfillt lim,_., G(r) = 0.
Umgekehrt gibt es zu jeder linksstetigen Funktion G : Rf — R won endlicher Totalvaria-
tion mit lim, ., G(r) = 0 genau ein signiertes Mafl p mit (1.1).

Man nennt die durch (1.1) definierte Funktion G die Tailfunktion von p.

Lemma 1.5. Sei p ein signiertes Maf auf R mit Tailfunktion G. Dann hat p genau
dann ein endliches j-tes Moment, 7 € Nt, wenn j fooo LG (r) dr (als Lebesque-Integral)
existiert und endlich ist. In diesem Fall sind die beiden Werte gleich.
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Beweis: Sei j € NT. Dann folgt aus dem Satz von Fubini (Satz 1.3), falls eine der beiden
Seiten existiert und endlich ist,

/ Ndp(\) = / / Lionpgr?’ ™~ drdp(X)
Ry R Jo
= / j?“j_l/ 1{TS)\}dp()\)d7°
0 R

= j/ G (r) dr. ]
0

Sei 1 ein Mafl und g ein signiertes Mafl auf dem selbem Messraum (£2,.4). Dann heifit
i absolut-stetig bzgl. 7, falls fiir jede Menge B € A mit n(B) = 0 auch u(B) = 0 gilt.
Wie in [10, S. 134 unten] bemerkt wird, ist 1 genau dann absolut-stetig bzgl. n, wenn |y
absolut-stetig bzgl. 7 ist, obwohl p(B) = 0 fiir eine Menge B € A im Allgemeinen nicht
|| (B) = 0 impliziert. Satz 4.2.3 aus [10] lautet:

Satz 1.6. Sein ein g-endliches Maf$ und p ein signiertes MafS auf dem selben Messraum
(Q,.A). Falls i absolut-stetig bzgl. n ist, gibt es eine messbare Funktion g : Q — R mit

u(B) = / g(x)dn(z), BeA (1.2)

Fiir zwei Funktionen g1, go : Q — R, die (1.2) erfillen, gilt g1(x) = go(x) fiir n-fast alle
x € .

Eine Funktion g : 2 — R mit (1.2) heifit Dichte von p (bzgl. n).

Als néchstes wollen wir Anwendungen von signierten Maflen in der Funktionalanalysis
besprechen.

Fiir zwei topologische Raume S und 7" bezeichnen wir die Menge aller stetigen Abbildun-
gen von S nach T mit C'(S,T). Falls S kompakt ist und 7" ein normierter Raum ist, dann
betrachten wir C'(S,T") mit der Maximumsnorm.

Als Dualraum eines topologischen Vektorraums X bezeichnet man den Vektorraum der
stetigen und linearen Abbildungen X — R.

Fiir einen kompakten metrischen Raum S bezeichne M (S) die Menge aller signierten
Mafle (von endlicher Totalvariation) auf S mit der Borel-o-Algebra B(S). Offensichtlich
sind fiir p,v € M(S) und ¢ € R die durch

(n+v)(B) := u(B) +v(B), BeB(S)

und
(c-pu)(B)=c-w(B), BeDB(S)

definierten Funktionale signierte Mafie auf S. Deshalb ist M (S) ein Vektorraum.
Nun lautet der Riesz’sche Darstellungssatz (vgl. z.B. [60, Theorem I1.2.5)):

Satz 1.7. Sei S ein kompakter metrischer Raum. Dann ist M (S) isomorph zum Dualraum
von C(S,R) via eines Isomorphismus, der jedes signierte Maf pu auf S auf das Funktional

C(S,R) - R, f o /S () dp(z)
abbildet.
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Im Zusammenhang mit dem Riesz’schen Darstellungssatz werden wir auch das Hahn-
Banach-Theorem benétigen. Es lautet (siehe z.B. [60, Korollar I11.1.9]):

Satz 1.8. Sei X ein normierter Raum und U C X ein linearer Unterraum. Dann sind
dquivalent:

(1) U liegt dicht in X.

(ii) Fin stetiges und lineares Funktional X — R, dessen Einschrinkung auf U das Null-
funktional ist, ist das Nullfunktional auf X.

Wir kommen nun zu einer Reihe von Theoremen, die einen Zusammenhang zwischen
Ableitungen und Mafitheorie herstellen.

Satz 1.9. (i) Seip ein signiertes Maf$ auf einem Messraum 0, A CR und f : AxQ —
R eine Funktion so, dass w — f(r,w) fir jedes r € A bzgl. |p| integrierbar ist. Sei
p € A. Falls fir |p|-fast alle w € Q die Funktion r — f(r,w) im Punkt r = p stetig
differenzierbar ist und eine integrierbare Funktion L : 2 — R derart existiert, dass
fir |p|-fast alle w € Q fiir alle r € A

|f(r,w) = fp,w)| < L(w)|r — pl (1.3)
gilt, dann ist %f(r, W)ir=p bzgl. p integrierbar, die Funktion [, f(r,w)dp(w) in p
stetig differenzierbar und es gilt

%/Qf@"aw) dp(w) |rp=/Q%f(r,w)|rpdp(w).

(i1) Falls v — f(r,w) fir fast alle w € Q auf A differenzierbar ist, geniigt es anstelle von
(1.3) vorauszusetzen, dass fir fast alle w € Q die Ungleichung

| f(r,w)] < L(w)
fiir alle r € A gilt.

Beweis: (i) Die Integrierbarkeit von 2 f(r,w),—, folgt sofort aus der Integrierbarkeit von
L.

Sei (7,)nen €ine gegen p konvergente Folge. Dann gilt, da auf Grund von (1.3) die Vor-
aussetzungen von Satz 1.2 erfiillt sind,

[t ot = [t H I g

n— o0 p
_ nﬂoo/ frn> p, )dp(LU)
—  lm fQ Tp,W fﬂf(p,w)dp(w)'
n—00 Tn —D

Da (r,)nen eine beliebige gegen p konvergente Folge war, folgen die verbleibenden Be-
hauptungen.
Teil (ii) folgt sofort aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung. O

Die folgende Version des Hauptsatzes der Integralrechnung ist Proposition 4.4.6 und Co-
rollary 6.3.7 aus [10].
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Satz 1.10. Sei F': [a,b] — R eine Funktion. Dann sind dquivalent:
(i) F ist absolut-stetig.

(i1) Es gibt eine integrierbare Funktion g : [a,b] — R mit

(111) F ist (Lebesque-) fast tiberall differenzierbar und

F(x) = F(a) —i—/xF’(t)dt, z € [a,b).

Satz 1.11. Sei f : R — R" Lipschitz-stetig. Dann ist f (Lebesgue-) fast diberall differen-
zierbar.

Dieser Satz findet sich z.B. in [16, 3.1.6].

Wir kommen nun zur geometrischen Mafitheorie. Es sei

/2 .
kg = ———, deR].
ESYCESY °

Falls d € N, dann ist k4 das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel. Weiter bezeichne

| - || die Euklidische Norm und diam S := sup{||z — y|||z,y € S} den Durchmesser einer
Teilmenge S C R,

Def. 1.12. Sei j € R] und A C R? eine Teilmenge. Fiir § > 0 setzen wir

Hj(A) = inf{} (diam S)’|G € P(R?), G abziihlbar, A C | | S, Vseg : diam S < 6}
Seg Seg

Die Zahl '
HI(A) := k5,277 lim HI(A) € R U {oc}

6—0t

heiflt j-dimensionales Hausdorff-Mafl von A.

Eine ausfiihrlichere Einfiihrung des Hausdorff-Mafles ist z.B. in [14] enthalten. Insbe-
sondere besagt Theorem 1 in Abschnitt 2.1 dieses Buches, dass die Einschriankung des
Hausdorff-Mafles auf die Borel-o-Algebra tatséchlich ein Maf ist, und laut Theorem 2 in
Abschnitt 2.2 stimmt dieses Mafl im Fall j = d mit dem Lebesgue-Maf iiberein. Weiter
besagt Theorem 1 aus [14, Abschnitt 2.4]:

Lemma 1.13. Sei A C R? eine Menge, f : R? — R"™ eine Lipschitz-stetige Funktion mit
Lipschitz-Konstante X und j € R} . Dann gilt

H(f(A)) < NHI(A).

Der eindimensionale Spezialfall des Flachensatzes der geometrischen Mafitheorie (Theo-
rem 3.2.3.(2) in [16]) lautet:
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Satz 1.14. Seien f : R — R" eine Lipschitz-stetige Funktion und u : R — R integrierbar.

Dann gilt
[u@lr@lde= [ 3 wwa) (14

zef~1({z})

Man beachte, dass f’ in (1.4) auf Grund von Satz 1.11 fast iiberall definiert ist, da wir f
als Lipschitz-stetig vorausgesetzt haben.

Nun wollen wir uns mit der zweimaligen Differenzierbarkeit konvexer Funktionen befassen.
Hierzu modifizieren wir den Begriff der zweimaligen Differenzierbarkeit, da die Nicht-
differenzierbarkeitspunkte konvexer Funktionen dicht liegen kénnen.

Def. 1.15. Sei U C R? offen und konvex und f : U — R konvex.

(i) Ein Vektor v € R? heifit Subgradient von f in x € U, falls f(y) > f(x) + (v,y — x)
fiir alle y € U.

(ii) Eine Funktion 6 : U — R? heifit eine Wahl von Subgradienten von f, falls 6(z) fiir
jedes x € U Subgradient von f in x ist.

(iii) Falls in einem Punkt x € U alle Wahlen von Subgradienten von f differenzierbar mit
gleicher Ableitung sind, heifit f Alexandroff-zweimal-differenzierbar. Die Ableitung
der Wahlen von Subgradienten nennen wir in diesem Fall die Hesse-Matrix von f in
x.

Satz 1.16. Sei U C R? offen und konvez und f : U — R konvex. Dann ist f in fast allen
x € U Alexandroff-zweimal-differenzierbar und die Hesse-Matriz ist symmetrisch.

Fiir einen Uberblick iiber die verschiedenen bekannten Beweise dieses Satzes und damit
zusammenhéingende Fragestellungen, siehe z.B. [46, Section 1.5, Fufinote 2].

Nun kommen wir noch zu einem Standardresultat der Linearen Algebra, ndmlich der
Invertierbarkeit einer Vandermonde-Matrix.

Lemma 1.17. Seien kg, ..., k, € R paarweise verschiedene reelle Zahlen. Dann ist die

-----

1.2 Konvexgeometrie

In diesem Abschnitt stellen wir Hilfsmittel aus der elementaren Konvexgeometrie bereit.
Nachdem wir uns mit Eigenschaften von Summanden und der Hausdorff-Metrik befasst
haben, behandeln wir die Normalenvektoren und den Rand konvexer Korper und wenden
uns schliellich dem Umkugelmittelpunkt zu. Gemischte Volumina und lokale Versionen
davon werden wir erst in Abschnitt 1.5 einfiihren.

Wir bezeichnen in dieser Arbeit eine nichtleere, kompakte Teilmenge des R? als Kdrper.
Die Menge aller Korper bezeichnen wir mit C und die Menge aller konvexen Kérper mit
KC. Die Dimension d wird stets klar sein.

Fiir zwei Korper K, L C R? ist die Minkowski-Summe erklirt durch

K+ L:={z+ylre K,ye L}
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und die Minkowski-Multiplikation durch
rK :={rzjx € K}, r>0.

Wir bezeichnen mit int A das Innere einer Menge A, mit bd A ihren Rand und mit conv A
ihre konvexe Hiille.

Es sei S471 := {z € RY|||z|| = 1} die Sphire, B? := {z € RY|||z|| < 1} die Einheitskugel
und B,(p) := {z € RY|||x — p|| < r} die Kugel mit Mittelpunkt p € R? und Radius r > 0.
Es bezeichne (-, -) das Euklidische Skalarprodukt.

Ein Vektor v € R? heift duferer Normalenvektor eines konvexen Kérper K C R? in einem
Punkt ¢ € K, falls (g, v) > (x,v) fiir alle Punkte = € K gilt. Hat v dariiberhinaus Lange
1, so heifit v Einheitsnormalenvektor.

Ein konvexer Korper K C R? heifit strikt konvez, falls Az + (1 — \)y € int K fiir alle
z,y € K und X € (0,1) gilt. Dies ist dquivalent dazu, dass es fiir jeden Vektor u € S9~*
genau einen Punkt x € K mit d&ulerem Normalenvektor u gibt.

Ein konvexer Korper K C R? heifit glatt, wenn jeder Randpunkt von K genau einen
duBeren Einheitsnormalenvektor hat. Laut [46, S. 104] ist dies dquivalent dazu, dass der
Rand von K eine C''-Mannigfaltigkeit ist.

Fiir einen konvexen Kérper K C R? ist die Stiitzfunktion erklirt durch

hi : R — R, u v+ max{{z,u)|r € K}.

Die Minkowski-Addition konvexer Korper erfiillt folgendes Kiirzungsgesetz (vgl. [46, S.
41 unten)):

Lemma 1.18. Seien K, L und M drei konvexe Korper. Dann gilt
K+M=L+M < K=1L.

Ein konvexer Korper L heifit Summand eines konvexen Korpers K, falls es einen konvexen
Korper M so gibt, dass K die Minkowski-Summe von L und M ist. Dies ist dquivalent
dazu, dass es fiir jeden Punkt 2 € K ein ¢t € R? gibt mit

relL+tCK.

Weiteres hierzu findet sich in [46, Abschn. 3.2], oder fiir den im Folgenden interessanten
Spezialfall, dass L ein Kreis ist, in [7, §24].

Lemma 1.19. Sei K ein Korper mit einem Summanden RBY, R > 0, b € bd K ein
Punkt mit dufserem Finheitsnormalenvektor n und t € K ein weiterer Punkt. Dann sind
dquivalent:

(i) t=b— Rn
(i) bet+RBIC K
Beweis: Wir zeigen zunéchst ,,(i7) = (i)“. Aus (ii) folgt ¢t + Rn € K und somit

(t,n)+ R = (t+ Rn,n) < (b,n),
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also (b —t,n) > R. Wegen ||b — t|| < R folgt b —t = Rn und somit (i).
Da es aber einen Punkt ¢ gibt, der (ii) erfiillt, folgt die Umkehrung. O

Eine Charakterisierung von Korpern, die einen Ball als Summanden haben, ergibt sich
aus Weil [59]. Das wesentliche Infimum einer messbaren Funktion f : Q — R auf einem
Mafiraum (€2, .4, u) ist

essinf f := inf{t € R|u(f*((—o0,t))) > 0}.

Die Stiitzfunktion hy eines konvexen Korpers K C R? ist konvex und damit laut Theorem
1.16 fast iiberall Alexandroff-zweimal-differenzierbar mit symmetrischer Hesse-Matrix.
Fiir einen Vektor u € S% ! ist der Gradient von hy in tu unabhingig von ¢ > 0 und
somit ist u Eigenvektor der Hesse-Matrix von hy in u zum Eigenwert 0. Daher bildet die
Einschrinkung der Hesse-Matrix auf u' nach u! ab. Es bezeichne R, (K, u) den kleinsten
Eigenwert der Einschriankung der Hesse-Matrix von hg in u auf u*. Nun ergibt sich als
Spezialfall von [59, Theorem 1] folgender Satz:

Satz 1.20. Ein konvezer Kirper K C R? hat genau dann eine Kugel als Summanden,
wenn essinf Ry (K, ) > 0.

Die Hausdorff-Metrik auf C (und damit insbesondere auf seiner Teilmenge K) ist definiert
durch
d(K,L) :=inf{r >0|/K CL+rB* N LCK+rB%, K, LcC.

Naheres zur Hausdorff-Metrik, von der man leicht sieht, dass sie tatsédchlich eine Metrik
ist, findet sich in [47, Abschnitt 1.2] und in [46, Abschnitt 1.8].

Lemma 1.21. Sei K € C. Dann gibt es eine Folge (K;);en endlicher Teilmengen von K,
die in der Hausdorff-Metrik gegen K konvergiert.

Beweis: Sei i € N zunéchst fest. Dann ist
{int By /;(x)|x € K}

eine offene Uberdeckung von K, besitzt also eine endliche Teiliiberdeckung
{int By /;(x)|x € K;}.

Aus K; C K und K C K; + +B* folgt d" (K, K;) < 1.
Die so konstruierte Folge (K;);en besteht offensichtlich aus endlichen Teilmengen von K
und konvergiert gegen K. O

Lemma 1.22. Sei e > 0. Dann gibt es eine stetige Abbildung T : IC — I mit folgenden
FEigenschaften:

(i) Wenn K einen Summanden der Form RB?, R > 0, hat, dann auch T(K).
(ii) Es gilt d? (K, T(K)) < €S, falls K C SB¢, S > 0.

(i) Die Stiitzfunktion hy gy ist fiir alle K € K auf R*\ {0} unendlich oft differenzierbar.
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Beweis: Eine solche Funktion 7" wird in [46, Theorem 3.3.1] konstruiert und es wird dort
auch nachgewiesen, dass sie stetig ist und (ii) und (iii) erfiillt. Weiter wird nachgewiesen,
dass T(K + L) = T(K) + T(L) fiir beliebige K, L € K gilt und aus der Konstruktion von
T ist offensichtlich, dass fiir einen konvexen Korper K, dessen Stiitzfunktion ein skalares
Vielfaches der Identitéat ist, T'(K) = K gilt. Aus diesen beiden Aussagen folgt aber (i). [

Der folgende Satz ist bekannt als Auswahlsatz von Blaschke. Naheres befindet sich z.B. in
[46, Theorem 1.8.3 bis Theorem 1.8.6].

Satz 1.23. Jede abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge von C bzw. K ist kompakt.

Nun wollen wir eine Aussage iiber dulere Normalenvektoren herleiten, die damit zusam-
menhéngt, dass die Ableitung einer konvexen Funktion, wenn sie existiert, monoton fallend
ist.

Lemma 1.24. Sei K C R? konvexr und kompakt, qi,q» € bd K und v, und vy dufere
FEinheitsnormalenvektoren von K in q; bzw. qo. Sei weiter (y,n) eine Orthormalbasis.
Falls nun (vi,n) > 0 und (vo,n) > 0 und (va,y) > (11,y) gilt, dann folgt {q2,y) > (q1,Y)-

Beweis: Wegen (qq, 1) < (q1,11) ist

(2 — a1, y)(v1,9) + (g2 — q1,n){v1,m) < 0. (1.5)

Setze
1

. (1/s)2—1
=<0 fallss =0

1_ 52
° L falls s < 0.

V/s2=1

fallss > 0

h:(-1,1) >R, s+—

Wegen der Voraussetzung (vy,n) > 0 gilt

(v1,n) = /1= (n,9)%

also

und somit folgt aus (1.5)

(@2 — 1, )P ((v1,9)) + (@2 — @1, n) < 0.
Analog zeigt man

(2 — a1, 9)h((r2,9)) + (@2 — 1, ) = 0.
Durch Subtraktion folgt

(2 —qu,y) - (h({v2,y)) — h({v1,¥))) > 0.

Nun ist A fiir positive s positiv und streng monoton wachsend, ~(0) = 0 und fiir nega-
tive s ist h negativ und streng monoton wachsend. Also ist h insgesamt streng monoton
wachsend. Daher gilt

h({va, y)) = h((v1,)) > 0
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und somit
<QQ>?/> Z <Q1>y> D

Folgender Zusammenhang zwischen den Subgradienten der Stiitzfunktion und &dufleren
Normalenvektoren ist [46, Theorem 1.7.4]:

Satz 1.25. Sei K C R? kompakt und konver, ¢ € bd K und n € R*\ {0}. Dann ist n
genau dann duflerer Normalenvektor von K in q, wenn q ein Subgradient von hx in n ist.

Nun wollen wir uns mit dem Rand von konvexen Kérpern befassen.

Eine konvexe Teilmenge F' eines konvexen Korpers K heifit Seite von F', falls fiir alle
r,y € K mit 1’—;”’ € F bereits z,y € F gilt. Als Dimension einer konvexen Menge
bezeichnet man die Dimension ihrer affinen Hiille. Das relative Innere, relint K, eines
konvexen Korpers K C R? ist sein Inneres bzgl. seiner affinen Hiille als umgebenden
topologischen Raum.

Lemma 1.26. Sei K C R? kompakt und x € (bd conv K) \ K. Dann ist x im relativen
Inneren einer Seite positiver Dimension enthalten.

Beweis: Laut [46, Theorem 2.1.2] ist z im relativen Inneren einer Seite F' von conv K
enthalten. Also miissen wir nur zeigen, dass F' nicht nur aus x besteht. Da aber (conv K)\ F’
konvex ist, kann wegen der Definition der konvexen Hiille nicht K C (conv K) \ F' gelten.
Also muss K N F # () sein und daher enthilt F' auBer x noch weitere Punkte. m

Lemma 2.2.2 aus [46] impliziert folgendes Lemma:

Lemma 1.27. Sei K C RY ein konvever Kérper, F' eine Seite von K und x,y € relint F.
Dann ist ein Vektor genau dann duflerer Normalenvektor von K in x, wenn er duflerer
Normalenvektor von K in y ist.

Eine Seite der Dimension 1 heifit Kante.
Lemma 1.28. Ein konvexer Kérper K C R? hat héchstens abzihlbar viele Kanten.

Beweis: Falls K Dimension 2 hat, folgt die Aussage aus [46, Theorem 2.2.5]. Falls K
Dimension 0 oder 1 hat, ist die Aussage trivial. O

Satz 1.29. Sei K € C. Dann gibt es eine Kugel B.(x), x € R%, r > 0, mit K C B,(z) so,
dass fiir jede andere Kugel B,./(z'), ' € R v' >0, mit K C By/(2') und («',1") # (z,7)
die Ungleichung v’ > r gilt.

Beweis: Sei
r:=inf{p € R{|Tpepa : K C B,(x)}.

Wir zeigen, dass es genau ein x € R? gibt mit K C B,(x). Daraus folgt dann sofort die
Behauptung.

Zum Nachweis der Existenz wihlen wir kg € K. Es gibt Folgen (7;);en im Intervall [r, r+1]
und (7;)ieny in R? so, dass (r;);en gegen r konvergiert und K C B,,(x;) fiir alle 7 € N.
Insbesondere gilt z; € B, (ko) fiir alle i € N und wegen der Kompaktheit von B, (ko)
konvergiert eine Teilfolge von (;);en, 0.B.d.A. die Folge selbst, gegen einen Grenzwert
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z € RY Fiir jedes k € K gilt ||k — x| < r; fiir alle ¢ € N und somit ||k — z| < r. Also

K C B.(z).
Zum Nachweis der Eindeutigkeit seien z, 7’ € R mit K C B,(z) und K C B,(2'). Wir
setzen m := 1(z + 2’) und [ := i||z — 2| = ||m — z|| und beweisen

Sei hierzu y € K C B.(z) N B,(2’) und 0.B.d.A. (y,2' — x) > (m, 2’ — ). Es gilt
ly = 2l* = lly = ml* + 2{y — m.m — 2) + [m — z|]*.

Wegen
2<y—m,m—x>=(y—m,x'—x> >0

folgt

ly = mll < Vlly = 2] = [lm — 2] < Vi2 = 2,

was den Nachweis von (1.6) abschliefit.
Aus (1.6) und der Wahl von r folgt aber, dass [ = 0 und somit z = 2’ gilt. O

Mit dem Mittelpunkt der kleinsten Kugel, die einen Korper K enthélt, seiner sog. Umku-
gel, befasst sich auch Lemma 4.2.1 aus [47]. Die Aussage dieses Lemmas ist:

Satz 1.30. Die Abbildung C — RY, die jedem Kérper seinen Umkugelmittelpunkt zuord-
net, ist stetiq.

1.3 Minkowski-Raume

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Einfiihrung in die Theorie der Minkowski-
Réaume, d.h. im Wesentlichen der endlich-dimensionalen normierten Raume. Man beachte,
dass wir uns in der vorliegenden Arbeit fiir die Normen selbst und nicht nur fiir die von
ihnen induzierte Topologie interessieren. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich z.B.
in [53].

Eine M-Norm ist eine Abbildung |- | : R? — R{, mit

7| =0 <= 2 =0, r € R
IAz| =\ |z, AERS, x € RY,
@+ yl < x| + Jyl, v,y € R
Eine M-Norm |- | : RY — R{ ist also genau dann eine Norm, wenn |z| = | — z| fiir z € R?

gilt. Als Minkowski-Raum bezeichnen wir einen endlich-dimensionalen Vektorraum R? mit
einer M-Norm | - |. Man zeigt leicht, dass die Einheitskugel B := {x € R?||z| < 1} konvex
ist. Weiter folgt aus der Aquivalenz aller M-Normen des R?, dass B bzgl. der Euklidischen
Norm kompakt ist und 0 als inneren Punkt hat.

Umgekehrt konnen wir aber auch einen konvexen Kérper B C R? mit 0 € int B, einen
sog. Eichkérper, vorgeben. Dann definiert man fiir eine beliebige Teilmenge A C R? und
einen Punkt x € R? den B-Abstand von x zu A durch

dp(A,z) ;= inf{r > 0|z € A+ rB}.
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Falls A abgeschlossen ist, ist dieses Infimum ein Minimum. Dann gilt
r€A+rB < dg(A,x) <r, reR r>0. (1.7)
Fiir zwei Punkte y, z € R? ist der B-Abstand definiert durch

dp(y, ) == dp({y}, v).

Fiir eine abgeschlossene Menge A C R? gilt nun
dp(A, z) = min{dp(y, x)|y € A}.

Es lisst sich zeigen, dass die Funktion R — R, 2 +— dz(0, z) eine M-Norm ist. Auflerdem
ist B die Einheitskugel in dieser M-Norm.

Umgekehrt gilt auch fiir jede M-Norm | - | mit Einheitskugel B, dass |z| = dp(0,z) fiir
alle z € R%.

Wir bezeichnen die Menge aller konvexen Korper, die 0 als inneren Punkt haben, mit /Cy,.
Dann gilt:

Lemma 1.31. Die Abbildung
Ko xCxR*— RS, (B,K,z)+— dp(K, )
ist stetig (wobei Koo und C mit der Hausdorff-Metrik versehen sind).

Beweis: Sei (B, K,z) € Koy x C x R% Sei € € (0,1). Dann gibt es v > 0 mit (3 +
dp(K,z))B? C eB. Sei jetzt (B, K',2') € Koo xCx R mit d(B, B') < v, d" (K, K') < v
und ||z — 2’| < . Zum Nachweis von

dp(K,x) < dp(K' z") +e. (1.8)

unterscheiden wir zwei Fille. Im Fall dp(K,z) < dp/(K’,2’) ist die Ungleichung trivial.
Andernfalls folgt aus 2’ € K’ 4+ dp/(K',2')B’, dass

z € (K+~BY +dp(K' 2')(B+~vyB%) +~yB?
= K+dp(K' )B4+ (2+dg(K' 2'))yB?
C K+dp (K, 2")\B+ (3+dp(K,z))yB*
C K+dp(K' 2')B+eB

K + (dB/(K’,x’) + E)B.

Also ist (1.8) bewiesen.

Weiter folgt aus (3 + dg(K,z))B? C eB C eB’ + eyB? nach Lemma 1.18 wegen € < 1,
dass (2 + dp(K,z))B? C €B’. Hiermit kann man dg/(K’,2') < dg(K,x) + € analog zum
Beweis von (1.8) zeigen. Also |dp(K,z) —dp (K', 2')| <. O

Sei A C R? abgeschlossen. Fiir x € R? setzen wir
(A, z) = {p € Alds(A,z) = dp(p, z)}.

Da A abgeschlossen ist, gibt es fiir jeden Punkt x € R? mindestens einen Punkt in
IIp(A, x). Falls II5(A, ) genau einen Punkt enthélt, nennen wir diesen die B-metrische
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Projektion pg(A,z) von x auf A. Falls dariiberhinaus x ¢ A gilt, gibt es einen eindeutig
bestimmten Punkt b € B mit x = pgp(A,x) + dg(A, z)b. Diesen nennen wir ug(A,x).
Falls B in ug(A,z) genau einen dufleren (Euklidischen) Einheitsnormalenvektor besitzt,
bezeichnen wir diesen mit np(A,z). Die Menge aller Punkte x € R?, fiir die I1p(A, )
nicht einelementig ist, heifit das B-Ezoskelett von A, exop(A).

Sei A C R weiterhin abgeschlossen. Dann bezeichne

N(A) = {(ps(A,2),up(A, )|z € R\ exop(A) \ A}

das relative Normalenbiindel von A. Falls (x,u) € Ng(A), so heiit u (relativer) duferer
(Einheits-) Normalenvektor von A in x. Im Spezialfall B = B? spricht man vom Eukli-
dischen Normalenbiindel bzw. vom Euklidischen dufleren Normalenvektor und lasst den
Index B meist weg. Ist dann zusétzlich noch A konvex, so ist die neue Definition eines
Einheitsnormalenvektors mit der zu Beginn des Abschnitts 1.2 gegebenen dquivalent.

Nun untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Euklidischen Normalenvektoren und
metrischen Projektionen in Minkowski-R&umen.

Lemma 1.32. Seien K, B C R? konvexe Kirper mit 0 € int B. Sei z € R4\ K, p €
Hp(K,z) und x =p+ Nz —p), A € RT. Dann ist p € lIg(K, x).

Beweis: Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von [46, Lemma 1.2.1].

Lemma 1.33. Seien K, B C R? konvere Korper mit 0 € int B. Sei z € R*\ K und
r:=dg(K,z). Dann gilt:

(i) = € bd(K + rB)

(i1) Jeder duflere Normalenvektor von K +rB in z ist auch duferer Normalenvektor von
K in jedem Punkt von I1g(K, z) und von B in jedem Punkt von *(z —Ilg(K, z)).

(i1i) Seien p € bd K, w € bdB und s > 0. Setze z := p + su. Fualls K in p und B
in u einen gemeinsamen duferen Normalenvektor n haben, gilt s = dp(K,z) und
pE HB(K, Z)

Beweis: (i) Da B und K abgeschlossen sind, gilt z € K +rB. Wére z € int(K 4+ rB), so
gibe es € > 0 mit z + eB C K + rB. Mit Lemma 1.18 folgt z € K + (r — ¢)B und somit
dp(K, z) < r, im Widerspruch zur Voraussetzung.

(ii) Sei n duBerer Normalenvektor von K + 7B in z, p € (K, z) und u := 1(z — p).
Dann gilt fiir alle k € K, dass k+ru € K + rB, also (k + ru,n) < (p + ru,n) und
somit (k,n) < (p,n). Also ist n duflerer Normalenvektor von K in p. Analog folgt, dass n
dulerer Normalenvektor von B in w ist.

(iii) Klarerweise gilt dp(K,z) < s. Angenommen, dp(K,z) < s. Dann gibt es s’ < s,
be Bund k € K mit z =k + s'b. Wegen 0 € int B gilt (u,n) > 0 und somit folgt

(z,n) = (k,n) + s'(b,n) < (p,n) + s(u,n) = (z,n),
ein Widerspruch. Also s = dg(K, z). Hieraus folgt p € I15(K, z) sofort. O

Lemma 1.34. Seien K, B C R¢ konveze Kdrper mit 0 € int B und z € R4\ K. Dann ist
Ip(K,z) konver.
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Beweis: Setze 1 := dp(K, z). Seien p,p’ € lIg(K, z) und A € [0, 1]. Dann gibt es b,0’ € B
mit z=p+rb=p +rb. Esgilt \p+ (1 = \)p' € K, \b+ (1 — M\ € B und

Ap+ (L =Np +r(Xb+ (1= \) =Ap+rb)+ (1 =N +7V) =z

Also A\p+ (1 = N\)p' € lIp(K, z). O

Fiir zwei Punkte z,y € R? bezeichne [x, ] die Strecke von x nach y.

Lemma 1.35. Sei B C R? kompakt und strikt konver mit 0 € int B und x,y,z € R
Dann st

dp(z,y) +dp(y, z) = dg(z, z) (1.9)

dquivalent dazu, dass y auf der Strecke [z, z] liegt.

Beweis: Sei y € [z, z]. Dann gibt es a € [0,1] so, dass y —z = « - (2 — ). Nun gilt
dp(x,y) = adp(z,z) und dg(y, z) = (1 — a)dg(z, z), woraus (1.9) folgt.

Sei umgekehrt (1.9) erfiillt. Es gibt by, by, b3 € B mit 2z —z = dg(x, 2)by, y—x = dp(z,y)bs
und z — y = dg(y, z)bs. Hieraus folgt

dB(xv y)bQ + dB<ya Z)bS = dB(x7 Z)bh

und somit, wegen (1.9), by € [by, bs]. Falls dp(x, 2) = 0, so gilt x = y = 2. Sonst liegt b,
wegen Lemma 1.33(ii) im Rand von B, woraus by = by = b3 folgt, da B als strikt konvex
vorausgesetzt ist. Dies zeigt aber y € [z, 2. O

Satz 1.36. Sei A C R? abgeschlossen und B C R? ein strikt konvezer Kérper mit 0 €
int B. Dann gilt

(i) Falls A konvex ist, dann ist exog(A) = 0.
(it) Falls exop(A) =0 und B glatt ist, dann ist A konvex.

Beweis: Der Beweis ist analog zum Beweis von [55, Theorem 7.8], wo die Aussage unter
der zusétzlichen Voraussetzung, dass B symmetrisch ist, gezeigt wird. O]

Satz 1.37. Sei A C R? abgeschlossen und B C RY kompakt und strikt konvex mit 0 €
int B.

(i) Falls dg(A,-) in einem Punkt v € R\ A differenzierbar ist, dann gilt x ¢ exop(A).
(ii) In fast allen Punkten aus R\ A ist dg(A,-) differenzierbar.
(11i) Das Ezxoskelett exog(A) ist eine Nullmenge.

Beweis: (i) ist [24, Lemma 2.2].
Man sieht leicht, dass dp(A, ) Lipschitz-stetig ist. Also folgt (ii) aus Satz 1.11.
(iii) folgt sofort aus exop(A) C R4\ A, (i) und (ii). O
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1.4 Das Parallelvolumen in Minkowski-Raumen

In diesem Abschnitt leiten wir Aussagen iiber die Parallelmengen und das Parallelvolumen
beliebiger kompakter Mengen in Minkowski-Rdumen her. Mit der speziellen Situation
konvexer Korper befasst sich Abschnitt 1.5.
Wegen (1.7) gilt

K +rB={rcRYdg(K,z) <r}, r>0,
fir K € C und B € Ky, wobei Ky die Menge aller konvexen Korper, die 0 als inneren
Punkt enthalten, ist. Die Menge K + rB heifit (relative) Parallelmenge von K im B-
Abstand r und ihr Volumen heifit Parallelvolumen.
Fiir das zweite Kapitel dieser Arbeit ist folgender Spezialfall von [46, Theorem 1.1.2], der
besagt, dass die konvexe Hiille der Parallelmenge gleich der Parallelmenge der konvexen
Hiille ist, von fundamentaler Bedeutung.

Satz 1.38. Sei K ein Korper, B ein konvexer Korper und r > 0. Dann gilt
conv(K +rB) = (conv K) + rB.

Lemma 1.39. Sei B C R? ein konvezer Korper mit RB* C B, R > 0. Sei weiter K C R?
ein Korper, v € R und r € R,

(1) Falls v € bd(K + rB), folgt dg(K,z) =r.
(i1) Falls dg(K,z) =r und rR > diam K, dann folgt x € bd(K + rB).

Beweis: (i) Aus x € K + rB folgt sofort dg(K,z) < r. Aus dg(K,z) < r wiirde aber
folgen, dass es p < r gibt mit € K+ pB. Wegen 0 € int B wiirde « € int(x+ (r—p)B) C
int(K + rB) folgen.

(i) Aus dp(K,x) = r folgt, da K und B abgeschlossen sind, sofort € K + rB.

Abbildung 1.1

Es gibt y € K, v € Bund s > 0 mit x = y + sv. Nun gilt x + ev ¢ K + rB fiir alle
€ > 0: Angenommen, es gidbe € > 0 mit z + ev € K + rB. Dann gébe es ein p € K mit
r+ev—perB. Aus |y — p|| < diam K < 7R folgt y — p € intrRB? C int rB. Wegen
der Konvexitiat von B und y + (e + s)v — p € rB ist nun

I—p=y+SV—p=His(y+(e+8)u—p)+€+;s(y—p)eintrB.
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Daher gibt es r; < r mit x — p € B und somit © € K + r;B. Also dg(K,z) < r, im
Widerspruch zur Voraussetzung.
Aus z € K +rBund z + ev ¢ K + rB fiir alle € > 0 folgt aber € bd(K + rB). O

Fiir ein Beispiel, dass man die Voraussetzung rR > diam K im vorangegangen Lemma
nicht streichen kann und ein verwandtes Resultat, siehe [28, S. 181].

Wir kommen nun zu einer Verallgemeinerung einer Ungleichung von Kneser [32], der
(1.10) im Fall M = () bewies.

Satz 1.40. Seien K und M zwei kompakte Mengen mit M C K, X > 1 und r > 0. Dann
gilt
Va((K + ArB%) \ (M + MB%) < XV,((K 4+ rBY) \ (M +rB%)). (1.10)

und

HH(bA(K + MrB%) < MR bA(K + rBY)). (1.11)
Beweis: Betrachte die Funktion
f:RN\ exo(K) — RY, 2 — Az + (1 — Np(K, z). (1.12)

Wir setzen

L= {z € R"\ exo(K) | d(K, f(2)) = |p(K,z) = f(2)[|}
und f := f| - Im Beweis von [32, Hilfssatz 7] wird gezeigt, dass

fUK +rBYNL) =K+ MB* (1.13)
gilt und dass f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante A ist. Weiterhin gilt
f((M+rBYNL)C M+ \rB®

Sei némlich z € (M + rB?) N L. Dann ist ||p(K,z) — x| = d(K,z) < d(M,z) < r, also
|z — f(x)]| < (A= 1)r nach (1.12) und somit

d(M, f(x)) < dM,z) + ||z = f(2)]| <74+ (A =1)r = Ar.

Also f(z) € M + \rB<,
Somit gilt
(K + B\ (M + MB% C f((K+rB%\ (M +rB%),

woraus wegen der Lipschitz-Stetigkeit von f die Ungleichung (1.10) folgt.
Jetzt zeigen wir

bd(K + MB%) C f(bd(K +rBY) N L).
Sei hierzu 2z € bd(K + M B?). Laut (1.13) gibt es z € (K +rB%) N L mit f(x) = z. Nach
Lemma 1.39(1) gilt \r = d(K, z) < ||p(K,z)— f(2)|| und mit (1.12) folgt ||p(K, z)—z|| > r.
Da z ¢ exo(K) folgt hieraus = € bd(K +rB?), wie in [25] nach Formel (2.2) gezeigt wird.
Nun folgt (1.11) aus Lemma 1.13. O

Satz 1.41. Sei K C R? ein Korper und B C R? ein konvezer Kiorper mit inneren
Punkten. Fiirb>a >0 und A > 1 gilt dann

Va(K + MB) — Vy(K + XaB) < M (Vy(K + bB) — Vy(K + aB)). (1.14)
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Beweis: Der Beweis ist vollkommen analog zum Beweis von [49, Theorem 4]. Dort wird
zusétzlich vorausgesetzt, dass B symmetrisch ist, was allerdings im Beweis nicht benotigt
wird. O

Fiir einen Korper K C R? und einen strikt konvexen Korper B C R? mit 0 € int B ist
dp(K,-) laut Satz 1.37(ii) in fast allen Punkten z € R?\ K differenzierbar. Fiir diese ist
pp(K, z) laut Satz 1.37(i) definiert, und somit gilt fiir A € (0, 1)
dn(K pa(K,2)+ (1= N)2) < da(pa(K.2) Apa(K.2) + (1 N)2)
= (1=XNdp(ps(K, 2),2)
= (1-XN)dp(K,z2).
Also ist der Gradient Vdg(K, z) von dg(K,-) in z nicht 0 und wir kénnen
Vdg(K,2)
IVdp (K, 2)|
setzen. In Satz 2.28 werden wir sehen, dass der Vektor vg(K, z), sofern er definiert ist

und B glatt ist, mit np(K, 2) iibereinstimmt.
Nun besagt Proposition 2.8 in [28]:

Satz 1.42. Sei K C R? ein Korper und B C R? ein strikt konvexer Korper mit 0 € int B.
Dann gilt

vp(K, z) =

Va((K +7rB)\ K) = /O /bd(K+ 5 hp(vp(K, 2)) dH(2) ds.

Insbesondere gilt fiir fast alle r > 0, dass H* ' (bd(K +rB)) < oo und

d

—Vu(K +7rB) = / hp(vp(K,2)) dH(2).

dr bd(K +rB)

Satz 1.43. Sei K C R% kompakt und B C R? konver und kompakt mit 0 € int B. Dann

qgilt fiir beliebige Zahlen ro > r1 > 0, dass

ro
V(K +1roB) — Va(K + 11 B) < / V(K + sB) — Va(K)) ds.

Beweis: Sei € > 0. Wegen 4 (¢t — 1);,_; = d gibt es § > 0 mit ¢/ — 1 < (d + €)(¢t — 1) fiir

t € (1,140). Sei n € N*. Wihle eine Folge von Zahlen 7, = s < ... < s(™ =y m € N,

mit s /501 < 146 und s — 501 < % fiir alle ¢+ = 1,...,m. Setzt man fiir festes

i€{l,...,m}inSatz 1.41 nun a = 0, b = s("Y und \ = Sff—jl), so ergibt sich
Vi(K + sDB)—Vy(K + s~V B)
= (Va(K +sB) — Vy(K)) — (Va(K + s""YB) — Vy(K))

(%)

< () (Vall + $07VB) = Val(K)) = (ValK + 50~V B) = V()

s¥ L4 (i—1)
S(Z) — S(i_l)
S(ifl)
d+e€

= (s = ) s (ValK + 507V B) = Va(K).

< (d+e) (Va(K + s"VB) — Vy(K))
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Somit folgt

m

Va(K +12B) = Va(K +1B) = Y Va(K + 5" B) = Vy(K + sV B)

m

S (59 — s EEE WK+ 56D B) - Vi(K))

s(i—1)
i=1

IN

Im Grenzfall n — oo folgt nun aus der Riemann’schen Integraldefinition

2 d+e

Vi(K +raB) — Va(K +11B) < /

1

(Va(K + sB) = Va(K)) ds.

Dabei existiert das Riemann-Integral, da s +— Vy(K + sB) monoton wachsend ist und
daher auf [ry, 73] hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen hat, was impliziert, dass
der Integrand hochstens abzahlbar viele Unstetigkeitsstellen hat. Da e > 0 beliebig war,
folgt die Behauptung. m

Es sei Ky die Menge aller konvexen Korper mit inneren Punkten.

Lemma 1.44. Die Abbildung
CxKy—R" (K,B)w— Vy(K + B)

15t stetig.

Beweis: Sei B € Ky und K € C. Es ist eine Kugel, etwa Bg(z),R > 0,r € RY, in B
enthalten. Nach Satz 1.43 ist

Ry = Ry, r— Vy(K +r(B —1x))

stetig, da 0 € 1nt( —x). Sei € > 0. Wegen Vy(K +r(B —x)) = Vy(K +rB) fiir alle r > 0
gibt es § € (0, 1) mit

V(K + B) — € < Va(K + (1 — 46)B) < Vy(K + (1 + 46)B) < Vy(K + B) + .

Seien K € C und B € Ky Korper, deren Hausdorff-Abstand von K bzw. B kleiner als Rd
ist. Insbesondere ist dann Bg/(x) C B. Es folgt

K+ (1—46)B C K+ R6B%+ (1 —40)(B + RéBY)
C K+(1—45)B RcSBd
C K+ (1—-48)B+46(B—x)

K + B — 45z.

Analog erhélt man K +B C K+ (1+45)B—46x (hier kann man sogar 4 durch 2 ersetzen).
Also
Va(K 4+ B) —e < Vg(K + (1 — 46)B) < Vy(K + B)

und

Vi(K 4+ B) <Vy(K + (14 46)B) < Vi(K 4+ B) +e. O
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1.5 (Gemischte Volumina und verwandte Konzepte

In diesem Abschnitt wollen wir die inneren Volumina, die gemischten Volumina und einige
MafBe, die in gewisser Weise die Verteilung der gemischten Volumina im Raum messen,
einfithren, und einige Beziehungen zwischen diesen Gréflen bereitstellen.
Sei B C R? ein strikt konvexer Kérper mit 0 € int B und K C R? ein konvexer Korper.
Laut Satz 1.36 ist dann exop(K) = 0. Fiir » > 0 und Borel-Mengen n C R? x R? setzen
wir

MTB(K7 77) = ‘/;l({x € R? \ K|dB(Ka ZL‘) <, (pB(Kv ZL‘),UB(K, [L’)) S 77})7

wobei V; das d-dimensionale Lebesgue-Mafl bezeichnet. Nun gibt es Mafie C2(K, ), ...
C8 (K,-) auf R x R? mit

’

d—1
PP, ) =Y ke ,CP(K,m), r>0, (1.15)

Jj=0

fiir alle Borel-Mengen n C R? x R% Diese werden relative Stiitzmafle genannt. Sie sind
auf dem relativen Normalenbiindel N(K') konzentriert. Eingefithrt wurden die relativen
Stiitzmafle in [26], und, davon unabhéngig mit einer anderen Normierung, in [31]. Weiter
untersucht wurden sie in [24].

Wir werden im Folgenden hauptséchlich ihre Projektionen auf die erste Komponente, die
relativen Krimmungsmafe

OP(K,B) :=CP(K,B xR, j=0,...,d—1, 8 €BR?, (1.16)

betrachten, wobei B(R?) die Borel-o-Algebra des R¢ bezeichnet. Diese Mafie wurden be-
reits in [45] eingefithrt. Auch die Projektionen der relativen Stiitzmafe auf die zweite
Komponente, die relativen Flichenmafe

VP (K,w):=CPl(K,R'xw), j=0,...,d—1, we BRY, (1.17)

J

werden wir benotigen.
Die totalen Massen der relativen Stiitzmafle sind bis auf Normierung die gemischten Vo-
lumina. Fiir unsere Ziele definiert man sie zweckméfligerweise durch

d

Vi(K +rB)=> r*J (‘?)V(K[j],B[d 3D, r>0 (1.18)

=0 J

fiir beliebige K, B € K. Fiir weitere Informationen, insbesondere die Existenz und die
tibliche, allgemeinere Definition siehe z.B. [46, Abschn. 5.1]. Man sieht leicht

V(K[j], Kld — j]) = Va(K) (1.19)

fir K € K, j =0,...,d, und, indem man in (1.18) r = 0 setzt, sieht man V(K|[d], B|0]) =
Va(K). Weiter weist man ihre Homogenitét,

NIV (K], Bld — j)) = VK], nBld — ) (1.20)
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fir j € {0,...,d}, \,u € R} und K,B € K, leicht nach. Laut [46, (5.1.23)] sind die
gemischten Volumina monoton, d.h. fir K, K/, B,B’ € Kund j =0, ...,d gilt

K CK'ABC B = V(K[j),Bld—j]) < V(K'[j], B'ld — 7). (1.21)

Vergleicht man (1.15) und (1.18), so erhélt man unter Beriicksichtigung von (1.17) und
(1.16)

j63

Rd—j

B dy _ B dy _ B d dy _ : :
OB(K,RY) = WP (K, RY) = CE(K,R? x RY) = 2 V(K[j], Bld - j]),  (1.22)
falls B strikt konvex mit 0 € int B ist.

Die inneren Volumina eines konvexen Korpers K C R? sind definiert durch

_ G

Rd—j

V(K[j],BYd—34)), j=0,...,d (1.23)

Offensichtlich stimmt diese Definition von Vy(K) fiir einen konvexen Kérper K mit der
alten Definition, seinem Lebesgue-Ma8, iiberein. Weiter ergibt sich aus (1.18) die sog.
Steiner-Formel

Vi(K +7rB?) = an 7 VI(K), >0, K ek (1.24)

Hieraus rechnet man leicht V5(K) = 1 fiir jede Kugel K nach. Wegen (1.21) folgt Vo(K) =
1 fiir alle K € K.

Auf Grund der Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Mafles und der Rotationsinvarianz von
B?sind die inneren Volumina bewegungsinvariant, d.h. fir K € K, j € {0,...,d} und eine
Isometrie g : R? — R? gilt V;(gK) = V;(K), wobei gK := {gz|z € K}.In [46 S. 205] wird
bemerkt, dass die inneren Volumma (und deren lokale Versionen) dimensionsinvariant
sind, d.h. wenn wir R™ isometrisch in R”, m < n, einbetten, hat V;(K) in R™ fiir konvexe
Koérper K C R™ und j € {0,...,m} den selben Wert wie V;(K) in R". Mehr iiber die
inneren Volumina findet sich in [46, Kapitel 4].

Nun fithren wir die gemischten Fldchenmafle ein. Hierfiir definieren wir das Oberfldchen-
maf eines konvexen Koérpers K durch S;_;(K,w) := 208" (K, w) fiir alle w € B(RY).
Dann ist Sy_;(K,-) auf S konzentriert. Der Name Oberflichenmaf ist gerechtfertigt,
da Sy 1(K,w) fiir alle w € B(R?) das (d—1)-dimensionale Hausdorff-Maf} aller Randpunk-
te von K, die einen duferen Einheitsnormalenvektor aus w haben, ist (vgl. auch unten
stehende Formel (1.27)). Fir K, B € K sind die gemischten FlichenmafSe definiert als
MaBe S(K[j], Bld—j —1],-), 5 =0,...,d, auf R? mit

d

N

. Fiir weitere Informationen verweisen wir wieder auf [46,
1.25) r =1 und s = 0 setzt, erhdlt man

fiir alle Borel-Mengen w

d—1
d—1\ . 4.
Si—1(sK +rB,w) = ( , )sjrd_J_IS(K[j],B[d—j —1l,w), r,s>0, (1.25)
~ J
R
Abschn. 5.1]. Indem man in (

Sq-1(B,w) = S(K[0], B[d — 1],w), (1.26)
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fir alle Borel-Mengen w C RY. Die gemischten Flichenmafle sind mit den relativen
Flachenmaflen verwandt. Um diesen Zusammenhang exakt zu fassen, fithren wir die um-
gekehrte sphirische Bildfunktion ein. Die umgekehrte sphdirische Bildfunktion 1, : STt —
bd L ist fiir strikt konvexe Korper L C R? erklirt und ordnet einem Vektor v € S9! den
eindeutig bestimmten Punkt in bd L mit duflerem Normalenvektor v zu. Aus Satz 1.25
folgt, dass L genau dann strikt konvex ist, wenn hy auf R?\ {0} differenzierbar ist, und
dass dann Vhg(u) = TL(HZ—”) fiir u € R?\ {0} gilt. Theorem 2.14 in [24] lautet:

Satz 1.45. Seien B, K C R? konvexe Kérper, 0 € int B und B strikt konvex. Dann gilt
fiir j € {0,...,d — 1} und Borel-Mengen ~y C R?

;)

UB(K ~) =
i (K.7) dra

[ TR ST Bl = 1 = 5] du).

Formel (4.2.24) in [46] besagt, dass
Sa1(L,w) =H*" (7] (w)) (1.27)

fiir einen konvexen Kérper L C R? und eine Borel-Menge w C S%! wobei 7, das sog.
umgekehrte sphérische Bild bezeichnet. Dieses stimmt fiir strikt konvexe Koérper L mit
der von 7, induzierten mengenwertigen Abbildung iiberein. Insbesondere folgt fiir jede
Borel-Menge v C bd L, indem man {u € S !7;(u) € v} fiir w in (1.27) einsetzt, wegen
der Surjektivitdt von 7, dass

Sa_1(L, {u € S (u) € 4}) = HT (7). (1.28)
Korollar 1.46. Seien B, K C R? konvexe Kérper, 0 € int B und B strikt konvex. Dann
gilt fiir M := max{hp(u)|u € S*'} und Borel-Mengen v C bd B

M _
%?(KW) < d_/id.Hd 1(7)-

Beweis: Aus Satz 1.45 und den Gleichungen (1.26) und (1.28) folgt
1

‘DEUQ v) = _d/ﬁd i 17(VhB(U))hB(U) Sa-1(B, du)

1

< d_ 17(7'3 (u))M Sdfl(B, du)
KRd Jgd-1

_ M d—1

= - Sa—1(B,{u € S *|rg(u) € v})
KRd

_ M d—1

1.6 Stochastische Geometrie

In diesem Abschnitt wollen wir vor allem das Konzept der zufélligen abgeschlossenen Men-
ge und ein wichtiges Beispiel, das Boole’sche Modell, einfithren. Ndhere Informationen zu
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den hier eingefiihrten und weiteren Begriffen der Stochastischen Geometrie finden sich z.B.
in [47]. Zum Versténdnis technischer Details in diesem Abschnitt sind Grundkenntnisse
der Topologie erforderlich. Die wesentlichen Ideen sollten aber auch ohne Topologiekennt-
nisse verstandlich sein.

Wir bezeichnen den Raum der abgeschlossenen Teilmengen von R? mit F. Es sei F4 :=
{FeFIFNA=0}und Fa:={F € FIFNA# 0} fir A C R Dann heifit die von

{FC|C C R? kompakt} U {F5|G C R? offen}

erzeugte Topologie die Topologie der abgeschlossenen Konvergenz. Die von der Topolo-
gie der abgeschlossenen Konvergenz induzierte Borel-o-Algebra heifit Fell-Matheron-o-
Algebra. Wir lagern alle Messbarkeitsfragen in den Anhang A aus.
Um eine Eindeutigkeitsaussage iiber Mafle auf F zu erhalten, setzen wir fiir einen Kérper
M

Civg ={K+rM|K €C, r>0}.

Lemma 1.47. Sei M C R? ein Korper und p und n zwei Mafe auf F mit p(Fo) =
n(Fe) < oo fir alle C' € Cypp. Dann ist = .

Beweis: Wir imitieren den Beweis von [47, Lemma 2.3.2]. Hierzu definieren wir

Ap ::fAlﬂ'-'ﬁfAk

.....

fir Ay,..., Ay € R% Wie im Beweis von [47, Lemma 2.3.2] gezeigt wird, gilt

v(Forc) =3 (D70 YT u(Fe, e,

r=0 1<y < <ip<k

fiir kompakte Mengen C1, . .., Cy, k € N, und ein signiertes Maf} v auf F mit v(F¢) < oo
fiir alle C' € C. Da endliche Vereinigungen von Mengen aus C,j; wieder in C ;s liegen,
folgt u(B) = n(B) fiir alle B € € = {F¢,..c.|C1,...,Cr € Cyn, b € NT}H Wegen
Ci(Mta) = Cyn fiir 2 € R? kénnen wir 0.B.d.A. 0 € M annchmen. Fiir C' € C ist dann

FC = F\{KeFIKNC #0}
— F\{K € FlVpen+ : KN (C+ LM) # 0}

= F\N(Fo 1,
n=1 n

weshalb die von {F¢|C € C} erzeugte o-Algebra in der von & erzeugten enthalten ist.
Wegen [47, Lemma 1.3.1] ist £ also ein Erzeugendensystem der Fell-Matheron-o-Algebra.
Da & durchschnitts-stabil ist, folgt © = 7. O]

Eine zufillige abgeschlossene Menge ist eine messbare Abbildung von einem Wahrschein-
lichkeitsraum nach F mit der Fell-Matheron-o-Algebra. Ein zufélliger (konvexer, strikt
konvexer, ...) Korper ist eine zufillige abgeschlossene Menge, deren Wert fast sicher in
der Menge aller (konvexen, strikt konvexen, ...) Kérper liegt.

Fiir eine zufillige abgeschlossene Menge Z in R? heifit

Ty :C—[0,1], C—P(ZNC £ 0)
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das Kapazititsfunktional von Z. Wenn weiter B ein konvexer Korper mit 0 € int B ist,

dann nennen wir
HE RS —[0,1], r— P(dp(Z,0) <70 ¢ Z)

die Kontaktverteilungsfunktion von Z bzgl. des Eichkorpers B.

Um das Konzept des Boole’schen Modells zu definieren, fithren wir zundchst den Begriff
des markierten Punktprozesses ein.

Sei M ein lokalkompakter topologischer Raum mit abzéhlbarer Basis, z.B. eine abge-
schlossene Teilmenge des Raums C aller Korper, der sog. Markenraum. Wir betrachten
R? x M mit der von der Produkttopologie erzeugten o-Algebra B(R? x M). Es bezeichne
N(R4x M) den Raum aller lokal-endlichen Zihlmafe auf R¢ mit Markenraum M, d.h. aller
MaBe n auf R? x M, die nur ganzzahlige Werte annehmen und fiir die n(K x M) < oo fiir
alle kompakten K C R? gilt. Wir betrachten diesen Raum mit der von den Abbildungen

N(RYx M) —R{, n—n(B), B € By,

erzeugten o-Algebra, wobei By die Menge der messbaren Teilmengen von R% x M ist, fiir
die es eine kompakte Menge K C R? mit B C K x M gibt. Ein markierter Punktprozess
ist nun eine messbare Abbildung von einem Wahrscheinlichkeitsraum nach N(R¢ x M).

Fiir einen markierten Punktprozess X auf R? mit Markenraum M gibt es Folgen (X;);en
und (Z;);en von Zufallsvariablen in R? bzw. M und eine N U {—1, co}-wertige Zufallsva-
riable P mit X = Zio 0(x,,2:,)» wobei ¢ das Dirac-Maf bezeichnet.

Ein markierter Punktprozess X auf R? mit Markenraum M heifit (stationirer markierter)
Poisson-Prozess, falls es eine Zahl v > 0 und ein Wahrscheinlichkeitsmafl Q auf M gibt,
so dass X (B! x B?) fiir alle beschriinkten messbaren Mengen B! C R und alle meesbaren
Mengen B* C M poissonverteilt mit Erwartungswert vV;(B')Q(B?) ist. Dann heifit  die
Intensitdt von X und Q die Markenverteilung. Laut [47, Satz 3.2.3(a)| folgt aus unserer
Definition eines Poisson-Prozesses, dass fiir einen Poisson-Prozess X die Zufallsvariablen
X(By),...,X(B,) fir paarweise disjunkte Mengen By,..., B, C R? x M unabhingig
sind.

Wir wihlen nun eine messbare Funktion ¢ : C — R mit ¢(K + z) = ¢(K) + x fiir alle
K €C, x € RY, 2.B. die Funktion, die jedem Kérper K den Mittelpunkt seiner nach Satz
1.29 eindeutig bestimmten Umkugel zuordnet. Es bezeichne

C* == {K € Clc(K) = 0}

die Menge aller zentrierten Korper.
Sei nun X = Y ° d(x,,z,) ein markierter Poissonprozess auf R? mit Markenraum C*. Seine
Intensitét sei v > 0 und seine Markenverteilung Q. Falls

/ Va(A+ 7B dQ(A) < oo, 7 >0,

dann heifit eine zuféllige abgeschlossene Menge 7, die die selbe Verteilung wie

[e.o]

Ui+ 2)

=0

hat, Boolesches Modell mit Intensitit v und Kornverteilung Q. Dass Intensitét und Korn-
verteilung eines Booleschen Modells eindeutig bestimmt sind, wird in [47, S. 151 Mitte]



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 28

bemerkt. Eine zufillige zentrierte kompakte Menge Z; mit Verteilung Q heifit typisches
Korn von Z.

Wir setzen K* := {—x|x € K} fir K C R Der folgende Satz enthilt einige Aussagen
aus [47, Satz 4.4.4].

Satz 1.48. Sei Z ein Boolesches Modell mit Intensitit v und Kornverteilung Q. Dann
qgilt

T7(K)=1—exp <—’y/ V(A + K*)d@(A)) , KeCcC.
Fiir jeden konvexen Kéorper B mit 0 € int B gilt

HEZ(r) =1 — exp (—7 / V(A + rB*) — Vy(A) dQ(A)) . r>0.

Fiir eine reell-wertige, absolut-stetige Verteilung mit Verteilungsfunktion F' und Dichte f
ist die Ausfallrate

f®)
AR RE, £ 4 TFD falls F'(t) < 1,
0 falls F(t) = 1.

Als Korollar aus Satz 1.48 erhalten wir:

Korollar 1.49. Sei Z ein Boolesches Modell mit Intensitit v und Kornverteilung Q und
B ein konvexer Korper mit 0 € int B. Dann ist die Ausfallrate der Kontaktverteilung von
Z bzgl. B fiir fast alle r > 0 gegeben durch

A0 =7 [ VilA+ B a0

Beweis: Zunichst weisen wir nach, dass jede Funktion f: R — RJ mit

) =exp (= [ Vala+ 87~ Vit aua)) -4 [ vaa+ o) ana

fiir alle » > 0, in denen die Ableitung definiert ist, eine Dichte der Kontaktverteilung ist.
Hierfiir zeigen wir zunéchst, dass diese Ableitung fiir fast alle » > 0 definiert ist. Wegen
Satz 1.42 und des Satzes von Fubini gilt

C*

Vi(A +1B7) — Vy(A)dQ(A) — / * / t / o (A2 4 ds )

_ /0 t / * /b o 4 2)) dHT Y (2) dQ(A) ds.

Alsoist t — [,. Vy(A+tB*) dQ(A) absolut-stetig und deshalb fast iiberall differenzierbar.
Da t — e 7" auf Ry Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante v ist, ist auch HZ absolut-
stetig und mit Satz 1.10 folgt, dass f Dichte von HZ ist.

Nun folgt die Behauptung aber sofort aus der Definition der Ausfallrate. O

Ein wichtiges Beispiel einer zufélligen kompakten Menge ist das eines Brown’schen Pfades.
Fiir das Versténdnis dieses Modells sind Grundkenntnisse aus der Theorie stochastischer
Prozesse erforderlich, fiir die wir auf [29] verweisen.
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Def. 1.50. Eine zufillige abgeschlossene Menge S C R? heifit Brown’scher Pfad, wenn S =
W ([0,1]) fs. fiir eine (d-dimensionale) Standard-Brown’sche Bewegung (W (t)),cr+ gilt.

Eine zufillige abgeschlossene Menge Sp C R? heiit Brown’scher Pfad bis zum Zeitpunkt
T,T =0, wenn Sp = W([0,T]) fs. fiir eine Standard-Brown’sche Bewegung (W (), g+
gilt.

Satz 1.51. Sei S C R? ein Brown’scher Pfad. Dann gibt es einen zufélligen Wiirfel Q,
dessen Kantenlinge alle Momente hat, mit S C @) f.s.

Beweis: Es sei (Wi (t),..., I/Vd(t)))teR(J)r eine Standard-Brown’sche Bewegung mit
S ={(Wi(t),...,Wa(t))|t € [0,1]}.
Dann setzen wir
L := max{ max{W,(t)|t € [0,1]}, max{—-W;(¢)|t € [0,1]} |j =1,...,d}.

Da die stochastischen Prozesse £W;, j = 1,...,d, ein-dimensionale Standard-Brown’sche
Bewegungen sind, folgt aus [29, Kapitel 2, (8.3)], dass max{£W,(¢)|t € [0,1]} fir j =
1,...,d die Dichte

2

V2r

hat und somit alle Momente besitzt. Also hat auch L alle Momente. Setzen wir nun
Q = [—L, L]% sogilt S C Q f.s. und alle Momente der Kantenlinge von Q existieren. [J

€_t2/21[07oo) (t)

Satz 1.52. Sei S C R? ein Brown’scher Pfad und ¢ € RY. Dann ist ¢S ein Brown’scher
Pfad bis zum Zeitpunkt c?.

Beweis: Es sei (Wi (t),..., I/Vd(t)))teR(J)r eine Standard-Brown’sche Bewegung mit

Auf Grund von [29, Kapitel 2, (9.3)] ist dann

—~

Wj(t) = CWj(%), t e R,
fiir j = 1,...,d eine Standard-Brown’sche Bewegung. Daher ist
S = {(Wi(L), ..., Wa(L)[t € 0,2} = {(Wi(t), ..., Wa(t)|t € [0,¢]}

ein Brown’scher Pfad bis zum Zeitpunkt c2. O

1.7 Das Parallelvolumen in der Literatur

Die Untersuchung des Parallelvolumens begann mit Steiners in [50] iiberliefertem Vortrag
,Uber parallele Flichen® vom 14. Mai 1840. In diesem Vortrag untersuchte Steiner die
Flache bzw. das Volumen von Mengen, von denen man leicht zeigen kann, dass sie mit
(K +7BY) \int K, r >0, d = 2,3, fiir gewisse konvexe Korper K C R¢ zusammenfallen.
Die Resultate in Dimension 3 waren komplett neu und auch in Dimension 2 war dies das
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erste Mal, dass bemerkt wurde, dass das Parallelvolumen ein Polynom ist. Spéter wurden
die Resultate auf alle konvexen Koérper in Dimensionen 2 und 3 und beliebige konvexe
Eichkorper verallgemeinert, ein Prozess, der spitestens mit Minkowskis 1903 erschienener
Arbeit ,,Volumen und Oberfliche” [39] iiber die gemischten Volumina als abgeschlossen
betrachtet werden kann. Schliefilich wurden diese Aussagen auf beliebige Dimensionen
verallgemeinert.

Seither wurde das Parallelvolumen konvexer Korper in verschiedene Richtungen verall-
gemeinert und intensiv untersucht. Es stand hierbei nicht so sehr das Parallelvolumen
selbst, als vielmehr die Koeffizienten des Polynoms, im Mittelpunkt. Einen Eindruck von
der Vielzahl der Ergebnisse dieser Forschungslinie vermitteln die Kapitel 4 bis 7 im Buch
46].

Deutlich weniger Arbeiten behandeln das Parallelvolumen allgemeiner kompakter Men-
gen, das i.a. kein Polynom ist. Ein Teil dieser Literatur versucht, Konzepte, fiir deren
Einfithrung im konvexen Fall benutzt wird, dass das Parallelvolumen ein Polynom ist, auf
nicht-konvexe Mengen zu verallgemeinern. Ein aktuelles Werk dieser Linie ist [27].

Wir wollen nun einen Uberblick iiber die Artikel geben, die sich mit den Eigenschaften
des Parallelvolumens beliebiger kompakter Teilmengen des R? beschiiftigen.

Eine klassische Fragestellung der Mathematik ist das sogenannte isoperimetrische Pro-
blem, d.h. die Frage, ob unter allen kompakten Mengen mit festem Volumen die Kugel
minimale Oberfliche besitzt. Die ersten korrekten Beweise, in denen die Kugel mit belie-
bigen kompakten Mengen verglichen wurde, stammen von Grof [18] in Dimension 3 und
von Dinghas [12] in beliebigen Dimensionen.

Mit dem isoperimetrischen Problem héngt die Brunn-Minkowski-Ungleichung zusammen.
Sie besagt, dass fiir zwei kompakte Menge K, B C R? und r > 0 die Ungleichung

Vi(K 4+ 1rB) > (/Vy(K) 4+ r{/VyB))?

gilt. Den Durchbruch bei ihrem Beweis erzielte Lusternik [35]. Die Oberfliche F eines
Korpers im Sinne von Minkowski ist die untere Ableitung des Parallelvolumens im Null-
punkt, wobei die untere Ableitung hier den (rechtsseitigen) Limes inferior des Differen-
zenquotienten bezeichnet. Aus der Brunn-Minkowski-Ungleichung folgt direkt die isope-
rimetrische Ungleichung

F(K) > d{/Vi(B)"“" ™" /Va(B9).

Fiir eine Diskussion der Gleichheitsfille, einen Beweis der Brunn-Minkowski-Ungleichung
und einen Uberblick iiber die Literatur, in der diese Beweise entwickelt wurden, siche
Abschnitt 4.4.1 und Kapitel 5 in [20]. Eine ausfiihrliche Diskussion der Brunn-Minkowski-
Ungleichung mit weiteren Verallgemeinerungen findet sich in [13] und in [17].

Behrend [4] zeigte, dass Parallelmengen in positivem Abstand stets einen Jordan-Inhalt
besitzen. Dinghas [13, Hilfssatz 2 in Abschnitt 5| bewies diese Aussage fiir allgemeinere
Eichkorper.

Kneser [32] untersuchte den Oberflicheninhalt von Parallelkérpern auf Riemann’schen
Mannigfaltigkeiten. Die Arbeit enthélt aber auch einige nennenswerte Aussagen iiber das
Parallelvolumen im R¢. So ist

Va(K 4+ bB?) — Vy(K + aB%) < 3kq((b+ R)* — (a + R)?)
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fir K € RBY, R > 0, und 0 < a < b. Weiter hat eine Parallelmenge endliche Oberfliche
(im Sinne von Minkowski), fiir die obere Schranken angegeben werden. Auch der Eukli-
dische Spezialfall von (1.14) wurde in [32] bewiesen.

Ohmann [41] untersuchte Ungleichungen zwischen den inneren Volumina von Parallelmen-
gen beliebiger Korper, wobei er das 0-te innere Volumen eines Korpers als 1 definierte,
wahrend er fiir j > 0 das j-te innere Volumen durch Induktion iiber die Dimension
des Korpers erkliarte. Das j-te innere Volumen eines j-dimensionalen Koérpers ist sein
Lebesgue-Maf, und fiir Kérper K, deren Dimension d gréfler als j ist, setzte Ohmann

dkq—j—1 /
J( ) (d . ])Kd—j/{d—l Ba\{0) ]( )

wobei K, fiir u € R\ {0} das ((d — 1)-dimensionale) Bild von K unter der orthogonalen
Projektion auf die zu u senkrechte Hyperebene bezeichnet.

Sz.-Nagy [52] zeigte, dass fiir eine kompakte Menge K C R?, die aus n Zusammenhangs-
komponenten besteht, die Funktion

Rf — Ry, 7+ Vo(K +rB?) — mnr?

konkav ist. Ahnliche Resultate hatten bereits zuvor Hadwiger [19, 6. Hilfssatz] und etwa
zeitgleich Makai [36] erzielt.
Staché [49] nannte eine Funktion f : RT — R* Kneser-Funktion, wenn

FOW) = f(ha) < XU(f(D) — fla)), 0<a<b A>1.

Der Artikel untersucht Eigenschaften von Kneser-Funktionen und zeigt, dass (1.14) gilt,
falls B symmetrisch ist. Mit anderen Worten, das Parallelvolumen eines Korpers in ei-
nem normierten Raum ist eine Kneser-Funktion. Auflerdem wird hier gezeigt, dass das
arithmetische Mittel zwischen linksseitiger und rechtsseitiger Ableitung des Parallelvolu-
mens eines Korpers K in r > 0 gleich dem (d — 1)-dimensionalen Minkowski-Inhalt von
{x € RYd(K,x) = r} ist, wobei der j-dimensionale Minkowski-Inhalt einer kompakten
Menge A C R? definiert ist als

d
lim inf WA;?.

Heveling, Hug und Last [25] zeigten, dass in der Ebene ein Kérper, dessen Parallelvolumen
ein Polynom ist, konvex sein muss, was in hoheren Dimensionen nicht der Fall ist. In [28§]
wird dieses Resultat fiir allgemeinere Eichkorper und zufillige Mengen bewiesen und eine
Interpretation fiir Korper héherer Dimension angegeben.

Relativ viele Arbeiten gibt es zur Parallelmenge von Brown’schen Pfaden, der sogenannten
Wiener-Wurst; siehe [33] oder [44] und die darin zitierte Literatur.

Eine weitere mit dem Parallelvolumen verwandte Fragestellung ist die nach geometrischen
Eigenschaften des Randes von Parallelmengen. Als aktuelle Arbeit auf diesem Gebiet sei
[43] genannt.



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 32

1.8 Das Wills-Funktional in der Literatur

Wills [61] untersuchte Schranken fiir die Zahl der Gitterpunkte, die in einem konvexen
Korper K enthalten sind, wobei Gitterpunkte Punkte sind, deren Koordinaten alle ganz-
zahlig sind. Er vermutete, dass eine obere Schranke durch

> Vi) (1.29)

gegeben ist. Dies war in Dimension 2 bereits von Nosarzewska [40] bewiesen worden.
Bald folgten Beweise in Dimension 3 von Overhagen [42] und fiir Produkte von maximal
6-dimensionalen Rotationskorpern (mit Computerhilfe bis Dimension 20) von Hadwiger
und Wills [23]. Aber Hadwiger [22] zeigte, dass die Wills’sche Vermutung falsch ist mit
dem Simplex als Gegenbeispiel. Die explizite Angabe einer Dimension, in der die Wills’sche
Vermutung falsch ist, ndmlich 441, gelang nur mit Computerhilfe. Betke und Gritzmann
[5] wiesen die Wills’sche Vermutung fiir Gitterzonotope, also Minkowski-Summen von
Segmenten, deren beide Enden Gitterpunkte sind, nach. Betke und Henk [6] zeigten mit
Computerhilfe, dass die Wills’sche Vermutung bereits in Dimension 207 falsch ist, wobei
ihnen die konvexe Hiille der Standardbasisvektoren und ihrer Negativen, das sog. Kreuz-
polytop, als Gegenbeispiel diente.

Hadwiger [21] fand heraus, dass (1.29) fiir alle konvexen Kérper K gleich

/ e UKD gy (1.30)
R4
ist und benannte dieses Funktional nach Wills. Eine weitere Darstellung ist

EVy(K + AB%), (1.31)

wobei A die Weibull-verteilte Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion 1 — e~ ¢ > 0, ist.
Bereits in [21] ist eine sehr &hnliche Darstellung aufgefiihrt, aber die Idee, probabilistische
Begriffe in diesem Kontext zu benutzen, stammt erst von Vitale [56].

Auch wenn die Vermutung, wegen der das Wills-Funktional eingefiihrt wurde, falsch ist,
so hat das Wills-Funktional doch zahlreiche Anwendungen. McMullen [37] erhielt bei der
Untersuchung des Wills-Funktionals eine Vielzahl von Ergebnissen, die unabhéngig vom
Wills-Funktional interessant sind, z.B. die - auch in der vorliegenden Arbeit verwendete
- dimensionsunabhéngige Normierung der inneren Volumina. Dass die Arbeit [37] durch
die Untersuchung des Wills-Funktionals motiviert war, folgt {iberhaupt nur aus einer
Bemerkung auf Seite 255.

McMullen [38, Theorem 2] zeigt, dass das Wills-Funktional eines konvexen Koérpers K
kleiner oder gleich exp(V;(K)) ist.

Wills [62] schétzt Grofen aus der Geometrie der Zahlen mit Hilfe der Nullstellen von
S (Y V() ab.

Vitale [56] benutzt das Wills-Funktional, um zu zeigen, dass fiir jeden Gauf’schen Prozess
(X}), dessen Erwartungswert die Nullfunktion ist, die Ungleichungen

EX2
]Eesupt(Xt—Tt) < eEsutht



KAPITEL 1. GRUNDLAGEN 33

und

a2

P(sup Xy —Esup X; > a) <e 202, a >0,
t t

gelten, wobei 0% := sup, EX?. Ein weiterer Beweis fiir die erste Ungleichung, wieder unter
Verwendung des Wills-Funktionals, findet sich in [57].

Vitale [58] benutzt Gaufi’sche Prozesse, um das Wills-Funktional auf dem Raum ¢? aller
Folgen (a;)jen mit Y ajz < 0o zu definieren und zu untersuchen.



Kapitel 2

Asymptotik des Parallelvolumens

In diesem Kapitel wollen wir einige Aussagen iiber das Parallelvolumen in grofem Abstand
vom Grundkorper herleiten. Wir werden zeigen, dass die Differenz des Parallelvolumens
der konvexen Hiille eines Korpers und des Parallelvolumens des Koérpers selbst in der
Ebene gegen 0 konvergiert, wenn der Abstand gegen unendlich strebt. Dieses Resultat
gilt auch in Minkowski-Raumen, sofern der Eichkorper glatt ist. Unter der Voraussetzung,
dass der Eichkorper einen Ball als Summanden enthélt, konvergiert die Differenz von der
Ordnung r~! gegen 0. Allgemeiner gilt, dass fiir einen d-dimensionalen Eichkorper, der
einen Ball als Summanden enthélt, die oben bezeichnete Differenz hochstens von der
Ordnung 793 wichst. Wir werden die Resultate jeweils fiir zufillige kompakte Mengen
zeigen und eine Interpretation fiir Kérper angeben, deren Dimension grofler als die des
Minkowski-Raums ist. Auflerdem werden wir jeweils zeigen, dass die Resultate in der
Ebene nur fiir die Eichkorper gelten, fiir die wir sie bewiesen haben.

Im dritten Abschnitt werden wir eine Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit der
Ableitung der oben bezeichneten Differenz in der Ebene herleiten mit &hnlichen Verallge-
meinerungen wie oben.

In Abschnitt 2.4 geben wir einen neuen Beweis fiir ein Resultat aus [25] bzw. [28], das
besagt, dass das Parallelvolumen eines Korpers in der Ebene genau dann ein Polynom ist,
wenn der Korper konvex ist, wobei wieder dhnliche Verallgemeinerungen wie oben gelten.
Fiir das 3-dimensionale Parallelvolumen erhalten wir neue Ergebnisse.

2.1 Die Konvergenzaussage

In diesem Abschnitt wollen wir die 2-dimensionalen Eichkorper charakterisieren, die die
Eigenschaft haben, dass die Differenz zwischen dem Parallelvolumen der konvexen Hiille
eines Korpers und dem Parallelvolumen des Korpers selbst gegen 0 strebt, wenn der
Abstand gegen unendlich strebt. Es wird sich herausstellen, dass eine notwendige und
hinreichende Bedingung ist, dass der Eichkorper glatt ist.

Zum Nachweis, dass Glattheit hinreichend ist, werden wir zunéchst ein deutlich allgemei-
neres Resultat beweisen. Zum einen beweisen wir das Resultat auch fiir zuféllige Korper,
zum anderen weisen wir eine Verallgemeinerung auf beliebige Dimensionen nach.

Wir nennen einen konvexen Korper B C R” einen Scheibenkdorper, falls seine affine Hiille
2-dimensional ist, und, in der affinen Hiille betrachtet, 0 innerer Punkt von B ist und B
glatt ist.

34
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Fiir einen konvexen Kérper B C R™ bezeichne B die affine Hiille von B, die, falls 0 € B,
mit der linearen Hiille zusammenfallt, und

B+ ={veR"(v,x —y) = 0V, yen}
das affin-orthogonale Komplement von B. Wir nennen

Kg:= U conv(K N (y + B))

yeBL

die B-Konvexifikation des Korpers K C R™.
Um Integrabilitdtsbedingungen zu formulieren, benotigen wir die d-Zahl eines konvexen
Korpers B mit 0 € relint B, die wir definieren als

op =1/ min{hp(u)lu € B, |ul = 1}.

Also ist 1/6p der Radius des grofiten Kreises in B mit Mittelpunkt 0, der ganz in B
enthalten ist.

Satz 2.1. Sei X C R" ein zufilliger Korper und Y C R™ ein zufdlliger Scheibenkorper
mit (zufalliger) §-Zahl A := 8y so, dass fir ein r > 0

EV,( Xy +7rY)<oo A EV,((Xy+Y)\Xy) -diamX A < oco.

Dann gilt
EV,(Xy +7Y) —EV, (X +7Y) == 0.

Bevor wir mit den Vorbereitungen zum Beweis dieses Satzes beginnen, wollen wir die
Integrabilitdtsbedingungen kommentieren.

Lemma 2.2. Sei X C R" ein zufilliger Korper, Y C R™ ein zufilliger konvexer Korper
und r > 0. Falls nun EV,(X + 1Y) < o0, so gilt EV,,(X + sY') < oo fiir alle s > 0.

Beweis: Fiir s < r folgt die Behauptung direkt aus der fast sicheren Beziehung
0 < V(X +sY) <V, (X+7rY).

Fiir s > r sei D := dim Y. Fiir 2 € Y+ bezeichne X* := X N (Y + z). Wegen Satz 1.41
(mit a =0, b =7 und A = 2) gilt nun fs.

Va(X +sY) = / Vp(X® + sY) dx
X[yt

IA

[ PV ) = (7 - 1) Vol
< (O)"Va(X +rY).

Hieraus folgt aber die Behauptung. O
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Bem. 2.3. Ist in Satz 2.1 der Korper Y deterministisch und gilt E (diam X )" < oo, so sind
die Integrabilitdtsbedingungen erfiillt. Da Xy né&mlich f.s. in einer zufélligen Kugel vom
Radius diam X enthalten ist, gilt

EV,(Xy +7rY) <EV,((diam X + rdiamY)B") = k, - E(diam X + r diam Y")".
In der Notation des Beweises von Lemma 2.2 folgt weiter, wobei A := dy,
E[V,(Xy +rY)\ Xy) - diam X - A]
= E[/xm 2rV (conv X*Y) + r*Vo(Y) dx - diam X] - A

< E[(diam X)" *k,_s(2diam X - 7V (B*Y) + r°V5(Y)) - diam X] - A
< 2k, orVi(Y)A - E[(diam X)"] 4 k,_2r*Va(Y)A - E[(diam X)™ ).

Der Beweis von Satz 2.1 basiert auf einer Reihe von Lemmata, die sich mit dem Spezialfall
befassen, dass n = 2 ist und die Korper deterministisch sind. Unsere Strategie beim Beweis
dieses Spezialfalls ist es, die Menge (conv X +rY’)\ (X +rY) so zu charakterisieren, dass
wir ihr Volumen leicht abschétzen konnen. Dazu fithren wir eine Funktion w ein, mit deren
Hilfe wir eine untere Schranke des Abstands von Punkten aus (conv X +7rY)\ (X + 1Y)
zu conv X darstellen werden. Wir definieren sie in beliebigen Dimensionen, da wir sie im
néachsten Abschnitt in dieser Allgemeinheit benttigen werden. Es sei also ein kompakter
und konvexer Eichkorper B C R? mit 0 € int B gegeben. Dann definieren wir

w=wp: R — RY,
r— min{dp(y, z)|y € B%, z € R, y € TIz(0y, 2), dp(0,z) = r}. (2.1)

Dabei bezeichnet zy = {Ax + (1 — AN)y|A € R} im Fall z # y die Gerade durch z
und y und sonst die Menge {z}. Wir begriinden zunéchst, dass in (2.1) das Minimum
angenommen wird. Hierfiir bemerken wir, dass aus Lemma 1.31 insbesondere die Stetigkeit
von dp : RY x RY — R folgt. Fiir r € Ry gibt es Folgen (2,)nen in R? und (yy,)nen in
B? mit y, € Up(0yn,2,) und dp(0,2,) = r fir alle n € N so, dass (dg(¥n, 2n))nen
gegen das Infimum der Menge aus (2.1) strebt. Wegen der Kompaktheit von B? und
{2 € RYdp(0,2) = r} konvergieren Teilfolgen von (y,)neny und (2,)nen, 0.B.d.A. die
Folgen selbst, gegen Grenzwerte y und z. Fiir jeden Punkt 3 := Ay, A € R, konvergiert
die durch ¢/, := Ay,, n € N, definierte Folge gegen 3 und es gilt y/, € Oy, fir alle n € N.
Insbesondere ist dp(yn, 2n) < dp(y,,, z») fiir alle n € N und somit folgt dg(y, z) < dg(¥/, 2).
Da y' € 0y beliebig war, folgt y € I15(0y, z). Weiter ist dg(0, z) = r und dg(y, 2) ist gleich
dem Infimum der Menge aus (2.1).

Beispiel 2.4. Wir wollen hier die Funktion w im Spezialfall B = RB? berechnen.
Hierbei werden wir mehrfach die Beziehung

|22 — 21|

dg(z1,19) = inf{s > O|zy € 21 + sRB} = inf{s > 0|||zy — 21|| < sR} = I

fiir 1, 2 € R? verwenden.
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r
B glatt B nicht glatt

Das linke Schaubild skizziert den typischen Verlauf der Funktion w bei glattem Eichkorper. Die gestri-
chelte Linie stellt dabei die Identitdt dar. Das rechte Schaubild zeigt den Fall, dass der Eichkorper B
nicht glatt ist.

Abbildung 2.1: Typischer Verlauf der Funktion w

Sei zunéichst r < +. Wihle dann einen Punkt y mit ||y|| = rR und z := y. Dann gilt

ly|| <1, also y € B, pp(0y, 2) = y und dp(0,2) = @ = r. Somit folgt aus dp(y,z) =0,
dass w(r) = 0.

Seinunr > . Seieny € B und z € R wieder Punkte mit y = pp(0y, z) und dp(0, 2) = .
Die Bedingung y = pg(0y, 2) ist dquivalent dazu, dass die Geraden Oy und yz aufeinander
senkrecht stehen. Daher kénnen wir mit Hilfe des Satzes von Pythagoras schlieflen:

(rR)* = (R-dp(0,2))” = |z]* = |ylI* + ||z =yl < 1 + (R - dp(y, 2))*

Somit folgt

Da y und z beliebig waren, folgt
w(r) = \fr? = ()

Wihle nun y € B? mit ||y|| = 1 und z € RY mit ||2]| = 7R, also dg(0,2) = r, so, dass Oy
und yz senkrecht stehen. Dann zeigt eine zur Herleitung von (2.2) analoge Rechnung
dp(y,z) = /12 — (5)*
Also ist
wlr) = fr2 = (2
Wir kehren wieder zu einem allgemeinen Eichkérper B zuriick und zeigen die Ungleichung

das)  , (dalon)

> (2.3)
ly — 21| ly — @]
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fir z,y,21 € R? mit y € Ilp(yr,z) und y # x1. Setze z := (x — x1)/||ly — 1] und
g = ( —x1)/||ly — x1||. Dann gilt y € HB( 7, 2) und somit nach (2.1)
dp(71,
o(fsy) - v
< dB@?Z)
_ dB(yax>
ly — I

Weiter gilt fiir r < s die Ungleichung

w(r) <

(‘lalﬁ

w(s). (2.4)

Es gibt nimlich z € R? und y € B? mit y € [15(0y, 2), dg(0, z) = s und dp(y, z) = w(s).
Setzt man nun y' := Zy und 2’ := T z, so gilt ¥’ € B4 und dp(0,2') = ~s = 1. Weiter ist

dp(fa,2) =% - dp(e,2) > T dp(y, 2) = ds(y/, 2)

fiir alle x € Oy, woraus y' € IIg(0y/, 2’) folgt, da jeder Punkt aus 0y’ eine Darstellung der
Form Zx, x € Oy, besitzt. Somit haben wir

r

r
w(r) <dp(y',?') = 3 dp(y, 2) = gw(S)-
Lemma 2.5. In R? ist der Fichkirper B genau dann glatt, wenn lim, . (r —w(r)) = 0.

Beweis: Zunichst zeigen wir, dass B nicht glatt ist, wenn nicht lim, . (r — w(r)) = 0
gilt. Wir nehmen also an, es gebe eine Folge (r,),eny und eine Zahl € € (0,1) so, dass
rn — 0o fir n — oo und r, — w(r,) > 3¢ fiir alle n € N. Dann gibt es Folgen (y,)nen in
B4 und (2, )nen in RY mit dp(0, 2,) = 7, Yn € Hp(0yy,, 2,) und

dp(0, z,) > dg(yn, zn) + 3€. (2.5)

Wegen der Kompaktheit von B¢ besitzt (y,)nen eine konvergente Teilfolge, 0.B.d.A. die
Folge selbst. Sei y := lim,, .o Y. Es gilt dp(0,y,) > 3¢ fiir alle n € N, also insbesondere
yn # 0 fiir n € Nund y # 0. Weiter bezeichnen v, und v die Einheitsvektoren senkrecht auf
Yn bzw. y so, dass (y,, v,) und (y, v) positiv orientiert sind. Wéhle Punkte ¢, € B, n € N,
mit 2z, = dg(Yn, 2n)qn + Yn. Dann liegt ¢,, n € N, laut Lemma 1.33 im Rand von B mit
auBlerem Normalenvektor v,.

Wegen der Kompaktheit von B hat (g, )nen eine gegen einen Punkt ¢ € B konvergente
Teilfolge, 0.B.d.A. die Folge selbst. Nun zeigen wir, dass v duflerer Normalenvektor von
B in ¢ ist. In der Tat gilt fiir jeden Punkt p € B, dass (p,v,) < (qn, V) fur alle n € N
und daher (p, v) < (q,v) wegen der Stetigkeit des Skalarprodukts. Also besitzt B in ¢ den
duBeren Normalenvektor v und somit eine zu Oy parallele Stiitzhyperebene.

Wir wollen nun zeigen, dass B in ¢ zu den Geraden durch 0 und y — eq und durch 0
und —y — eq parallele Stiitzhyperebene hat. Dabei reicht es, dies fiir y — eq zu zeigen. Wir
nehmen an, dies wére nicht der Fall. Dann gibt es a > 0 so, dass p := ¢+a(y—e€q) € int B.
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Die durch p, := ¢, + a(y — €q),n € N, definierte Folge konvergiert gegen p, also liegen
fast alle Folgenglieder in B. Nun sei n so grof3, dass

pn € B, (2.6)
= 8y + B q und g, = BPVy + 4P g mit § < gD <2, )

B8] < 0 188 < und § < 532 < § gilt, und '

dp (Y, 2) - = > 1. (2.8)

4

Dabei ist auch Bedingung (2.7) fiir alle hinreichend grofien n erfiillt, da B innere Punkte
hat, also (g, ) > 0 und somit ¢ und y eine Basis des R? bilden. Wegen (2.7) ist ﬁn 1)5 (22) _
57(12’1) 57(11’2) # 0 und unter weiterer Verwendung von (2.7) folgt

57(11,1)57(12,2) B 57(12,1) 7(11,2)

67(3,1)57(?,2) _ @(12,1)@(11,2)

57(12,2)(51(11,1) I ﬁ£1,2) ) (1,2)(67(12 1) + 8¢ (2,2) 9)
5(1 1) ﬁ 5(2 1) (1 2)

_657(31)( (2,1) +ﬁ(22 ) &21)( (1,1) _'_5n12))
ﬁnll)ﬁn _ 7(l2,1) (1,2)

y—eq = (y—eq)-

n

1852y, — 882 qu] + €8y — 8V 4,
(116n22 5n21)512)

B @(12’2) + eﬁnz b B @(11’2) + 6@(11’1)
T 00502 _ 520 502 n 57(12,2) L eﬁ,(f’l) In | -

Daher setzen wir

57(12,2)_|_ ﬁ(Q,l) ﬁ1(11’2)+€57(L171)

Q= Q- 7(11 oy (22 ﬁ,f 5 ﬁn 3 und €, ;= 51(12’2) N gﬁff’l)

Es gilt a;, > }loz und €, < 3¢ und

Pn = Gn + (Y — €q) = @ + An(Yn — €nn)-
Nun folgt, wenn [p,, ¢,] die Strecke von p,, nach g, bezeichnet,

dg(0,z,) = inf{r > 0|z, € rB}

inf{r > 0|z, € 7[pn,qn]}

inf{r > 0[Ire,an] 1 20 =7 (@n + A(Yn — €n))}
inf{r > 0|Tncp,a.] : 2n = rAUn +7(1 — A&,) 0 }
= inf{r > 0|Fucpran : 2n = MYn + (1 — &) a0 }-

IN

Wir wollen zeigen, dass ro := dg(yn, 2,) + €, in der Menge enthalten ist, iiber die in der
letzten Zeile das Infimum gebildet wird. Dies folgt aber daraus, dass

Ho ‘= le [OydB(yn7Zn)%] C [OaTOdn]
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wegen (2.8) und
HolYn + (TO - MO&@)Qn = UYn + dB(yn7 Zn)Qn = Zn.

Somit kénnen wir weiter folgern
dB(07 Zn) S dB(yna Zn) + gn S dB(yTu Zn) + 36-

Dies widerspricht aber (2.5). Also hat B in ¢ mehrere Stiitzhyperebenen und ist daher
nicht glatt.

Nun nehmen wir an, dass B nicht glatt sei. Sei ¢ € bd B ein Punkt mit mehr als einer
Stiitzhyperebene. Wihle y € S* so, dass B in ¢ zwei zu den Geraden durch 0 und y bzw.
durch 0 und y — €q, € > 0, parallele Stiitzhyperebenen hat.

Abbildung 2.2

Sei r so grof}, dass y € rB. Nun gibt es eine Zahl s so, dass fiir z = y+sq gilt dg(0,z) = 7.
Betrachte ndmlich die Funktion

[ RS =R, t—dp(0,y +tq).

Diese ist stetig und erfiillt f(0) < r und lim;_, f(t) = oo. Also existiert s. Nach Lemma
1.33 (iii) gilt y € [15(0y, z) und dp(y, z) = s. Weiter bezeichne v den zur Gerade durch 0
und y —eq orthogonalen dufleren Einheitsnormalenvektor in ¢ an B. Dann gilt (y—eq, v) =
0 und somit

(z,v) = (y,v) + s{q,v) = (eq, V) + s(q,v) = (s +¢€) - hg(v).

Es folgt
(z,v)
r=dg(0,2) > =s+e=dp(y,z) +e>w(r) +e
hB(I/)
Also konvergiert r — w(r) nicht gegen 0. O

Lemma 2.6. Sei K C R? kompakt und L := conv K. Sei v eine obere Schranke fiir die
Lénge eines Segments im Rand von L. Dann gilt

(L+rB)\ (K +rB)C
{r e RYp(L,x) C L\ K, dp(L,x) € (v- w(Z), rl} U (L\ (K +rB)). (2.9)
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Beweis: Sei v € (L+7rB)\ (K +rB). Falls x € L, folgt x € L'\ (K + rB).

Sei nun also x ¢ L. Die Ungleichung dg(L,z) < r ist trivial. Auflerdem folgt aus
dp(K,x) > dg(L,x) sofort, dass IIg(L,z) C L\ K.

Somit bleibt noch dp(L,x) > v - w(%) zu zeigen. Hierfiir wihlen wir y € Ilp(L, z). Laut
[46, Theorem 2.1.2] liegt y im relativen Inneren einer Seite F' von L. Es gibt einen Punkt
x1 € KNF,da L\ F konvex ist und daher wegen L = conv K nicht K C L\ F gelten
kann. Wegen y € llg(L,z) C L\ K folgt =1 # v.

1 Y F

Abbildung 2.3

Wir wollen nun zeigen, dass y € Ilg(yzi,z) gilt, wobei yz; wieder die Gerade durch y
und z; bezeichnet. Mit anderen Worten, wir wollen zeigen, dass y das Minimum von

yr1 — R, v — dp(y, x)

ist. Hierzu setzen wir p := dp(y, z) und nehmen an, § € yx; wire ein Punkt mit dg(y, z) <
p. Da y im relativen Inneren von F' liegt und ¢y — y im zur affinen Hiille von F' parallelen
linearen Unterraum, gibt es A > 0 mit y + A(g —y) € FF C L. Nun ist x — y € pB und
x — g € int pB. Wegen der Konvexitit von pB folgt

= (y+AX7—y) =AMz —9)+1—XN(z—y) €intpB,

also © — (y + My — y)) € pB fiir ein p < p und somit dg(y + A\(J — y),z) < p, im
Widerspruch zu y € lg(L, x). Also gilt y € TI(yzy, ).
Nun folgt aber, indem wir zunéichst Ungleichung (2.3) anwenden und dann

dg(xi,z) r

ly —aall
zusammen mit (2.4) benutzen, dass
dp(L,x) = dp(y, v)

> ly=oi] - w (M)

ly — @1]]
dB(xlﬂx) i r
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Das folgende Lemma werden wir zur Berechnung des Volumens der rechten Seite von
(2.9) bendtigen. Wir erinnern uns, dass fiir einen konvexen Kérper L C RY und einen
Vektor u € R%\ {0} die Stiitzfunktion durch hy(u) := max{(u,x)|r € L} definiert ist,
und bezeichnen Hp(u) := {z € L|{u,x) = hr(u)} als Stitzmenge. Weiter haben laut
Lemma 1.27 alle Punkte im relativen Innneren einer Seite eines konvexen Korpers die
selben duBleren Normalenvektoren.

Lemma 2.7. Sei K C R? ein konvexer Korper. Seien x1, 19 € K, 11 # x5 2wei Punkte
mit (x1,22) == {Az1 + (1 — N3]0 < A < 1} € bd K. Dann bezeichne v einen dufleren
FEinheitsnormalenvektor von K in den Punkten aus (z1,xs) und

X, ={z € R2|H3(K,x) C (x1,22), dp(K,x) <1, (x,v) > (x1,1)}, 7 > 0.

Weiter bezeichnen q und ¢’ die Punkte mit Hg(v) = |q,q], und zwar im Falle ¢ # ¢ so,

dass q — ¢ ein positives Vielfaches von 1 — x5 ist. Sei A(q,¢') == she()|lqg — || der

Flicheninhalt des Dreiecks mit Eckpunkten 0, q und ¢'. Dann gilt

|29 — a1[[hp(V)r — Alg,¢)r*  falls |lg —q'|lr < |lzg — 2]
Va(X,) = {:cg—mHQhB(u)

oMa—a'l falls |lg = ¢'||lr > ||z2 — 24|

Bem. 2.8. In Lemma 2.7 ist, falls K nicht in einer Geraden enthalten ist, der Vektor v
eindeutig bestimmt und die Bedingung (x, v) > (21, ) in der Definition von X, redundant.

Bem. 2.9. In Lemma 2.7 ist vor allem der Fall ¢ = ¢/ interessant. In diesem Fall gilt
Va(X;) = [lz2 — ||k (v)r.

Beweis von Lemma 2.7: Wir werden unten zeigen, dass X, ein Dreieck oder Trapez
ist, das von der Strecke (z1,z3), Teilen der Geraden x; + Rq¢' und 25 + Rg und im Fall
lg — ¢'||r < ||Jza — x1]| von Teilen der Geraden

g9 ={z € R*l{z,v) = (w1,v) + rhp(v)},

berandet wird. Hieraus kann man den Flacheninhalt von X, berechnen: Im ersten Fall
bezeichne Y, das Parallelogramm, das die selben Seiten wie X, hat, nur xzo + Rq’ statt
x9 + Rq. Dann gilt V5(Y,) = |lxa — z1||hp(v)r. AuBerdem ist Y, \ X, ein Dreieck mit
Eckpunkten xy, x5 + rq und x5 + ¢, woraus Va(Y; \ X,) = A(q, ¢')r? und somit

Va(X,) = |22 — 21| hp(v)r — Alg, ¢')r”

folgt. Im zweiten Fall sind die drei X, begrenzenden Strecken parallel zum Dreieck mit
Eckpunkten 0, ¢ und ¢, weshalb X, diesem Dreieck @hnlich ist. Da der Streckfaktor

offensichtlich Hﬁ;—_j’h” ist, folgt

_ w2 — @1 |*hp(v)

2
) A d) =5

H$2 - x1|\
g —¢'||

i) -

Nun weisen wir nach, dass die 4 Geraden, wie oben behauptet, X, beschrinken.
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Es ist klar, dass (z1,z5) Teil des Randes von X, ist.
Um zu zeigen, dass X, von x; + R¢ und zs + Rq beschrankt wird, weisen wir zunéchst
die Beziehung

(K, z) C (x1,72) <= lp(z129,7) C (71, 72)

fiir z € R? mit (z,v) > (z1,v) nach. Dabei folgt die Richtung ,<* daraus, dass es fiir
jeden Punkt p € K \ z129 einen Punkt p’ € xyzy gibt mit dp(p’,z) < dg(p,z). Zum
Nachweis der Umkehrung betrachten wir die Menge [ := (z + dp(K, z) B*) Nz x9. Wegen
p(K,x) C (x1,22) C x129 folgt (K, z) C I. Da I aulerdem weder x; noch x5 enthélt
und konvex ist, folgt aus der Voraussetzung Ilz(K,z) C (x,z2), dass auch I C (x4, 22)
gilt. Wegen I # () folgt hieraus aber Ig(xixa, ) C I C (21, 22).

Nach Lemma 1.33 ist [Ig(z129, ) = x — dp(x129, x)[q, ¢']. Somit gilt

Hp(K,z) C (z1,22) <= x —dp(x122,7)[q,¢'] C (21, 22)

und die Bedingung auf der rechten Seite ist dquivalent dazu, dass x zwischen den Geraden
1 + R¢ und x5 + Rq liegt.
Um zu zeigen, dass X, durch g beschréankt ist, weisen wir zunéchst

dp(r129,7) <71 <= (x,1) < (21,V) +7-hp(V)

nach, wobei weiterhin z ein Punkt in R? mit (z,v) > (xy,v) ist. Sei dg(r129,7) < 7.
Dann gilt € x1x9 + rB und somit gibt es y € z125 und b € B mit

(x,v)y = (y,v) +rb,v) < {(x1,v) +1-hg(v).

Sei nun (z,v) = (x1,v)+s-hg(v) fiir ein s < r. Wir setzen y := . —sq. Dann gilt y € 129
und 2¢ € B, also
r=y+r-2qemrr+1rB

und somit dg(z129,2) < r. Fiir z € R? mit (z,v) > (z1,v) und Hp(K,z) C (21, 22)
gilt TIg(K,z) C z125 und, wie oben gezeigt, llg(xi129,2) C (21,22) € K und somit
dp(K,z) = dg(x1x9, ). Hieraus folgt

dp(K,z) <r <= (z,v) < (x1,v) +r-hp(v),
was den Nachweis, dass X, durch g beschriankt ist, abschlief3t. O

Lemma 2.10. Sei K C R? kompakt und ~y eine obere Schranke fiir die Linge einer Kante
von L := conv K. Dann gilt

Va(L+7B)\ (K +7B)) < Va((L+ B)\ L) -7 (£ = wn(2)) + Va(L\ (K +rB)).

Beweis: Da ein 2-dimensionaler Korper laut Lemma 1.28 hochstens abzéhlbar viele Kan-
ten hat, konnen wir die dufleren Einheitsnormalenvektoren von L in den Punkten im
relativen Inneren seiner Kanten mit v,,,, m € N, bezeichnen, wobei wir im Fall, dass L nur
¢ € N Kanten hat, v, := 0 fiir m > £ setzen. Im Fall ||v,,,|| = 1 bezeichnen wir das relative
Innere der zu v,, gehorenden Kante mit I,,, und einen beliebigen Punkt aus 7,, mit x,,, und
andernfalls setzen wir I, = () und z,,, = 0. Laut Lemma 1.26 ist (bd L) \ K C U,y L.
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Nun ist fiir z € R?\ L die Menge 113 (L, x) konvex und schneidet das Innere von L nicht.
Insbesondere gibt es fiir # € R? mit [Iz(L,z) C (bd L)\ K ein m € N mit [Iz(L,z) C I,,,.
Somit folgt aus Lemma 2.6

(L+rB)\(K+rB) C

U {z e R%dp(L,2) € (s,7), Up(L,x) C L, (2, V) > (T, vm)} U (L (K +7B)),

m=0
wobei s := v - wp(%) ist. Fiir m € N und p > 0 setzen wir
Tpm = {z € R?|dg(L,z) € (0, p], Up(L,x) C L, (T, V) > (Tm, Vm) }-
Nun gilt
Vo((L+7rB)\ (K +1rB))

< Y Va({w € R?|dp(L,x) € (s, 7], Tp(L,x) C Ln, (@, vm) = (T, Vi) })

m=0

+ Vo(L\ (K +1rB))

- i Vo T \ Tom) + Va(L\ (K +17B)).

m=0

Fiir m € N sei j,, die Lange von I,,, und 7, die Lédnge der (hochstens 1-dimensionalen)
Stiitzmenge Hpg(v,,). Wir weisen nun die Beziehung

Vo(TLrm \ Tom) < Jmhip(vim)(r — s)

durch Fallunterscheidung nach. Falls n,, - r < j,,,, dann ist auch 7,, - s < j,, und somit gilt
nach Lemma 2.7

V2(Tr,m \ Ts,m) = Jmhp(Vm)r — cr? — Jmhp(Vm)s + s’ < Jmhs(Vm)(r — s),

mit ¢ := $0mhp(vm) > 0. Falls 1y, - 7 > jn,, aber 1y, - s < jin, dann folgt

i) 2R (Ui, .
‘/Q(Tr,m \ Ts,m) - U)%?A - ]th(Vm)S + %nms : hB(Vm)S

%jth(Vm)r - jth<Vm)S + %jthO/m)S

<
< Jmhs (W) (r — s).

Es bleibt der Fall n,, - r > j,, und n,, - s > j,,,. Hier gilt

ValT\ T = L2000 800 g < 5 () - )

Somit konnen wir weiter abschatzen
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Vo((L +rB)\(K +rB))

<Y hp(n)jm(r — s) + Va(L\ (K +rB))

< (Z hB(ym)jm) (1= wp(2)) + L\ (K +7B))

<Vo((L+B)\L)-~- (5 _ wB(g)) +VA(L\ (K +rB)).

Dabei kann die letzte Abschétzung im allgemeinen nicht mit Lemma 2.7 begriindet wer-
den. Statt dessen wihlen wir fiir jedes m € N einen Vektor b,, € bd B mit duflerer
Normalen v,,. Nun setzen wir 7/, := {y + Ab,|y € Ly, A € (0,1)}, m € N. Zum Nach-
weis, dass diese Mengen paarweise disjunkt sind, seien m,m € N mit m # m. Falls
I, # I, gilt nach Lemma 1.33 [15(Z, ) C I, fir alle z € T, und [15(Z, z) C I fiir alle
x € TL, woraus T), N TL = () wegen I, N Iz = 0 folgt. Im Fall I,,, = I sieht man leicht
(T, V) > (T, V) fir @ € T, und (@, vp,) < (T, V) fir @ € T, weshalb T, N T = ()
gilt. Da die 7, m € N, auflerdem Teilmengen von (L + B) \ L sind, folgt

> hp(Vm)jm = »_ Va(T7,) < Va((L+ B)\ L). O

m=0

Als letzte Vorbereitung fiir den Beweis von Satz 2.1 stellt die folgende Bemerkung einen
Zusammenhang zwischen der d-Zahl, die in der Voraussetzung von Satz 2.1 vorkommt,
und der w-Funktion, die in den vorangegangenen Lemmata vorkommt, her.

Bem. 2.11. Fiir jede Zahl r > 0 gibt es 2 € R? mit dp(0,2) = r und y € B¢ mit
y € lIp(0y, 2) so, dass dp(y, z) = w(r). Hieraus folgt
dB<Oa 2) - dB(yv Z)
dB(an>
= inf{p > Oy € pB}
inf{p > Oly € ﬁBd}
0B
o
Beweis von Satz 2.1: Setze X* := X N (z+Y) und Z* := conv X* fiir z € Y-, Nun

folgt aus Lemma 2.10, da offensichtlich kein Z* eine Kante, die langer als diam X ist,
haben kann,

HmEV, (Xy + 1Y) — EV, (X +rY)

r—00

= TILI?OEVn((XY +rY)\ (X +71Y))

r—w(r)

IA

IN

IA

r—00

= lim E/L‘/YQ((ZI+TY)\(Xx+TY)) dx

glim]E/YL%((quLY)\Z”:)-diamX-(; wy (g ))

o0 diam x diam x

FVR(Z7\ (X™ 4+ 1Y) dz
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:hmEvn((Xy+Y)\XY)-diamX-(; wy (g7=+ ))

oo diamx diam x
=0.

Wir konnten beim letzten Gleichheitszeichen den Satz iiber die majorisierte Konvergenz
anwenden, da 5" — wy (g~ ) < 0y laut Bemerkung 2.11 gilt und wir vorausgesetzt
haben, dass EV,((Xy +Y) \ Xy) -diam X - A < oo und EV,(Xy +rY) < 00 . O
An Hand von 2 Beispielen wollen wir nun zeigen, dass man die Integrabilitétsbedingung
EV,.(Xy +7Y)\ Xy)-diam X - A < oo in Satz 2.1 nicht streichen und auch nicht durch

eine Integrabilitdtsbedingung nur an X bzw. nur an Y ersetzen kann.

Beispiel 2.12. Sei T eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte 11 ) (t)(ar — 1)75, 2 <
a < 3. Wir betrachten nun die zuféllige abgeschlossene Menge

{0 () e

EVa(conv X +7B?) =E[2-7-T +1r*- Va(B?)] < 00

Es gilt

fiir r > 0. Weiter gilt

E[Va(conv X + rB?) — V(X + rB?)]
> E[(Va(conv X + rB?) — Vao(X +7rB*))1{751]
Z ]E[(QT - 2T>2T1{T>r}]

:4/Oo(a—1)<t_r)rdt

tOé

=4(a — 1)T/ = dt — 4(a — 1)7"2/ tdt

= 4r _é‘i_al)T.Q—a _ 47,2 —gi;})?,.l—a

Beispiel 2.13. Wir betrachten einen zufilligen Scheibenkérper Y C R2, der fast sicher
VoY) =1 erfiillt, zu beiden Koordinatenachsen symmetrisch ist und fiir den

hy(e1) := max{(y,e;)|ly € Y}

eine Dichte der Form 1(o1)()(14a)t®, 0 < a < 1, hat, wobei e; = (}). Sei X = {(%), (3)}
fast sicher. Auf Grund der Symmetrie enthélt Y die vier Punkte (ih‘a(el)) und ( ihf(m))
und daher die von diesen vier Punkte aufgespannte Raute. Somit gilt

1= ‘/Q(Y) Z 2- hy(el) . hy(eg).
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Daraus folgt

EVy(conv X +rY) < E[(44 2rhy(e1)) - 2rhy(e2)]
S E[(4 + 27‘)’/“ . 2hy(62)]
< At B
= (4—1—27“)7’/ (1 +a)to‘%dt
(44 2r)r - atl
< Q.

Nun setzen wir X := X U {()}. Dann folgt

E[Va(convX 4+ rY) — Vao(X 4 rY)]
> E[Vy(X +7Y) = Va(X +7Y)|r- hy(ey) < 1] -P(r - hy(ey) < 1)
=EBVL(rY) — 2Va(rY)|r - hy(er) < 1] - P(hy(e1) < 1)
= 7‘? CEVa(Y)lr - hy(er) <1]- ()

r—00
— OQ.

Wir wollen nun zeigen, dass sich die Glattheitsvoraussetzung in Satz 2.1 nicht abschwéchen
lasst.

Korollar 2.14. Sei B C R? konver und kompakt mit 0 € int B. Dann sind dquivalent:
(i) Fiir jeden Korper K C R? gilt

lim Va(conv K +rB) — Vo(K +rB) = 0.

r—00

(i) Der Eichkorper B ist glatt.

Beweis: Die Implikation ,,(ii) =(i)“ ist ein Spezialfall von Satz 2.1.

Zum Nachweis der umgekehrten Implikation nehmen wir an, B sei nicht glatt. Sei ¢ ein
Randpunkt von B mit mehr als einer Stiitzhyperebene und v; und v3 zwei verschiedene
auflere Einheitsnormalenvektoren in q. Sei v ein Einheitsvektor aus dem relativen Inneren
des von v, und v5 aufgespannten konvexen Kegels. Wihle nun zwei Punkte x,, z, € R?
so, dass x; — z Lénge 1 hat und senkrecht auf v, steht, und setze K := {x1,z2}. Das
Skalarprodukt (zo — x1,14 — v3) sei 0.B.d.A. positiv.

Wir wollen zeigen, dass Vi(conv K + rB) — Vo(K + rB) nicht gegen 0 strebt. Hierzu
bezeichne D, das Dreieck, das durch die Gerade durch z; + rq und x4 + rq, die auf 14
senkrecht stehende Gerade durch x; +rq und die auf 3 senkrecht stehende Gerade durch
x9 4+ rq begrenzt wird. Offensichtlich ist V5(D,) von r unabhéngig und positiv. Daher
reicht es zu zeigen, dass

int D, C (conv K +rB)\ (K +1rB) (2.10)
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To +1q
1+ "
I D,
vyl |
va % 1 I
! J
X1

Abbildung 2.4

fiir alle hinreichend groflen r gilt. Es gilt stets 1 +rq € conv K + rB und x5 + rq €
conv K + rB und fiir alle hinreichend groflen r liegt auch der dritte Eckpunkt von D, in
conv K +rB, womit D, C conv K +rB folgt. Angenommen, es giibe z € (K +rB)Nint D,.
Dann gibt es b € B so, dass z = 1 +rb oder z = x5 +1b, 0.B.d.A. ersteres. Da 1, duflerer
Normalenvektor von B in ¢ ist, folgt

(z,v1) = (x1 +rb,v1) < (x1 +71q,11).

Insbesondere ist z ¢ int D,., im Widerspruch zur Wahl von z. Damit ist aber (2.10) gezeigt,
und somit ist (i) nicht erfiillt. O

2.2 Konvergenzgeschwindigkeit und héhere Dimen-
sionen

Wir wollen nun die Geschwindigkeit der im letzten Abschnitt bewiesenen Konvergenz er-
mitteln. Es wird sich herausstellen, dass diese fiir Eichkorper, die einen Ball als Summan-
den haben, die Ordnung % besitzt. Aber die Aussage iiber die Konvergenzgeschwindigkeit
besitzt eine interessante Verallgemeinerung fiir den Fall, dass der Eichkorper mehr als 2
Dimensionen hat, weshalb wir sie auch allgemeiner formulieren wollen.

Wir erinnern uns, dass wir fiir einen konvexen Koérper B die affine Hiille von B mit
B bezeichnen und, wenn dariiberhinaus A eine kompakte Menge ist, dass dann Ap =
U,epe conv(AN (B + x)) die B-Konvexifikation von A ist.

Satz 2.15. Sein > d > 1 und seien G und S zwei [1, 00)-wertige Zufallsvariablen und R
eine RY -wertige Zufallsvariable. Sei X C R" eine zufillige kompakte Menge, deren Durch-
messer fast sicher kleiner oder gleich G ist, und Y C R™ ein zufilliger d-dimensionaler
konvexer Kérper, der f.s. eine d-dimensionale Kugel vom Radius R als Summanden enthdlt

und Y C SB™ erfillt. Weiter sei EV,,(Xy + 1Y) < 0o und
Sd . Gn+1

¢ = d2 %k K, _4E [ e

] <o

Dann gilt fir alle r > 1, dass

BV (Xy +7Y) = V(X +7Y)] < c-rt 3
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Die grobe Struktur des Beweises von Satz 2.15 ist zwar die selbe wie die des Beweises von
Satz 2.1, aber im Detail ergeben sich doch so grofie Unterschiede, dass wir im Wesentlichen
nur Lemma 2.6 {ibernehmen koénnen.

Wir leiten nun, unter stirkeren Voraussetzungen, die Geschwindigkeit der in Lemma 2.5
bewiesen Konvergenz her. Hierzu erinnern wir uns an die Definition (2.1) der Funktion w.

Lemma 2.16. Sei B C R? ein konvezer Kérper mit 0 € int B, der einen Summanden
RBY R > 0, hat und in einer Kugel SB%, S > 0, enthalten ist, mit §-Zahl D > 0. Dann
gilt mit C .= % > 0, dass

r—wg(r) < —, reRy.

C
r
Beweis: Falls r < % folgt aus Bemerkung 2.11, dass

45D
rR

r—wg(r)<dép<D-

Sei von nun an also r > %. Dann gibt es Punkte z € R? und y € B¢ mit y € [15(0y, 2),
dg(0,z) =r und wg(r) = dg(y, z) = dg(0y, z). Weiter bezeichne v := (z — y)/dp(y, 2).

z=y+wg(r)yv v

bd(rB)

Abbildung 2.5

Wegen Lemma 1.33 gilt v € bd B. Es bezeichne n den &ufleren (Euklidischen) Einheits-
normalenvektor von B in v, der, weil B einen Summanden der Form RB? hat, eindeutig
bestimmt ist, und 7 einen beliebigen Einheitsvektor orthogonal zu n. Die Strategie fiir
den weiteren Beweis ist nun folgende: Da dp(0y, rv) = r und dg(0y, z) = wp(r), werden
wir

(rv—z,n)

{v,n)

zeigen. Weiter ist, falls (rv — z,n) klein ist, (rv — z,7) nicht viel grofier als [(y, 7)|, und
andererseits folgt daraus, dass B einen Ball als Summanden hat, dass wenn (rv — z, 1)
klein ist, dass dann (rv — z,n) sehr klein ist. Wenn wir die Aussagen des letzten Satzes
exakt quantifizieren, werden wir sehen, dass daraus in der Tat folgt, dass (rv — z,n) klein
ist.

r—wg(r) =
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Sei also p € [wg(r),r]. Im Fall d > 3 lisst sich iiber den Winkel zwischen 7 und Oy nichts
aussagen, aber aus Lemma 1.33 folgt (y,n) = 0. Setze o := wg(r). Aus z = y + ov folgt
einerseits, dass

(ov = 2 = (pv — 0w — g,m) = (p — o)),
also
, (2.11)

und andererseits, dass

(v =z, 1) = (p—o){v,7) = (y, 1) < (p— )| (v, ) + 1.
Aus den letzten beiden Beziehungen folgt

<pV — Z,TL)

CORLE

(v = z,7) <

Wegen v € B C SB? gilt |(v,7)] < S und wegen 5n € £B% C B, und weil n duBerer

Normalenvektor von B in v ist, gilt (v,n) > ($n,n) = 5. Somit folgt

(pv — z,7)| < SD{pv — z,n) + 1. (2.12)

Wir wollen zeigen, dass
( ) < . (2.13)
v—z,n) < — )
P ’ Rr

fur alle p € [wp(r),r] gilt. Da die linke Seite dieser Ungleichung fiir p = wp(r) den Wert
0 hat und stetig von p abhéngt, geniigt es nach dem Zwischenwertsatz zu zeigen, dass fiir

kein p € [wp(r), ] Gleichheit in (2.13) gilt. Angenommen, es gébe ein p € [wg(r),r|, fiir
das Gleichheit gilt. Wegen (2.12) folgt dann

45D
(pv — z,7)| < SD(pv — z,n) +1 = 5 + 1.
Rr
< rv
bd(rm + rRB?)

Abbildung 2.6
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Wir setzen m := v — Rn und bezeichnen mit 7y den Einheitsvektor in Richtung der ortho-
gonalen Projektion von z—pm auf den zu n senkrechten Unterraum. Weil wir angenommen
haben, dass in (2.13) Gleichheit gilt, folgt

Iz = pml|* = (2= pm,n)* + (z — pm, 7)*
= (2= pv+pRn,n)’ + (z — pm, 7)*
(

pR — (pv — z,n))* + (pv — 2, 79)*
4\?2 48D 2

< - — .

< (pR Rr) +<Rr +1)

45D
r> % > max{4D, %}

Wegen

und r —wp(r) < D (Bemerkung 2.11) gilt

£>T—D:1_QZ
r r T

B~

und somit
) 4\* p 4\? . (4SD ?
_ - =8~ — | — > 06— .
(pR) (pR Rr) 87" ) = 6—1>2°> i +1

4\*  [4SD ?
Iz = pm|)? < (PR— E) + (W + 1) < (pR)*.

Dies bedeutet aber z € int(pm+pRB?). Wegen m+ RB? C B (Lemma 1.19) folgt hieraus
aber z € int pB, also z € p'B fiir ein p’ < p, und somit dg(0,z) < p, was p € [wg(r),r]
widerspricht. Somit ist Ungleichung (2.13) bewiesen.

Wir niitzen nun aus, dass die Beziehungen (2.11) und (2.13) auch im Spezialfall p = r
gelten, benutzen wieder die schon zum Beweis von (2.12) verwendete Abschitzung (v, n) >

% und erhalten so

Also

Das folgende Gegenstiick zu Lemma 2.7 ldsst sich nicht elementar formulieren, sondern wir
bendtigen die in Abschnitt 1.5 eingefithrten Mafle, vor allem die relativen Kriimmungs-
mafe.

Lemma 2.17. Sei B C R? konvex und kompakt mit 0 € int B so, dass die Stiitzfunktion
hp auf R\ {0} zweimal stetig differenzierbar ist, und sei K C RY kompakt. Dann ist das
relative Kriimmungsmaf ®E(L,-) von L := conv K auf K konzentriert.

Beweis: Wegen Satz 1.25 folgt aus der Differenzierbarkeit von hp auf R?\ {0}, dass B
strikt konvex ist. Also ist ®F(L,-) definiert.

Alle Punkte aus bd L \ K sind wegen Lemma 1.26 im relativen Inneren von Seiten po-
sitiver Dimension von L enthalten. Es bezeichne nun w die Menge aller Euklidischen
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duBeren Einheitsvektoren von L in Punkten von bd L \ K. Diese sind alle singulér. Nach
[46, Theorem 2.2.9] ist also H?*(w) = 0. Weiter bezeichne v die Menge aller relativen
duBeren Einheitsvektoren von L in Punkten von bd L \ K. Aus Lemma 2.1 in [26] folgt,
dass v = {Vhp(u)|u € w} (Dabei haben wir B durch B ersetzt, da wir einen anderen
Abstandsbegriff verwenden). Nun haben wir hp als zweimal stetig differenzierbar vor-
ausgesetzt, weshalb Vhp auf S9! Lipschitz-stetig, etwa mit Lipschitz-Konstante L, ist.
Wegen Lemma 1.13 folgt

Hd_l('y) S Ld—l . Hd_l((x)) =0.
Es bezeichne M := max{hp(u)lu € S¢1}. Dann folgt mit Hilfe der Tatsache, dass das

relative Stiitzmal CZ(L,-) auf dem relativen Normalenbiindel N'g(L) konzentriert ist,
und Korollar 1.46, dass
OF(L,bd L\ K) = CP(L,(bd L\ K) x R%)
— CB(L, (b L\ K) x )

< V(L)
M
< . d—1
< i H™ ()
— 0. O

Wir kommen nun zu einem Lemma, das bereits die wesentlichen Aussagen von Satz 2.15
enthélt. Der Beweis von Satz 2.15 wird dann nur noch darin bestehen, zu argumentieren,
wieso wir 0.B.d.A. annehmen konnen, dass die Voraussetzungen von Lemma 2.18 erfiillt
sind.

Lemma 2.18. Sei K C R% d > 1, eine kompakte Menge, deren Durchmesser héchstens
G, G > 1, ist, und B C R? ein konvezer Korper, dessen Stiitzfunktion auf R¢\ {0}
2weimal stetig differenzierbar ist, der in der Kugel SB%, S > 1, enthalten ist und der
einen Summanden der Form RB? R > 0, enthdlt. Dann gilt fiir die Konstante

Sd . Gd+1
C, = d2d+2lid—R3
und alle r > 1, dass
Valconv K +7rB) — Vy(K +rB) < C" - r3,

Beweis: Da das Volumen translations-invariant ist, kénnen wir 0.B.d.A. RB? C B an-
nehmen. Weiter ist B strikt konvex, da wir angenommen haben, dass hp auf R?\ {0}
differenzierbar ist.

Es bezeichne L := conv K. Dann ergibt Lemma 2.6

Vi(L+7rB) — Vy(K + rB)
=Vy((L+rB)\ (K +1rB))
< Va({z e RYpp(L,z) € L\ K, dp(L,z) € (Gw(§),r]} U (L\ (K +rB)))
= 3R LK) — (Gu(g))) + ValL\ (K +7B)) (2.14)
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Wir wollen nun zunachst den ersten Summanden dieses Ausdrucks abschitzen. Da die

0-Zahl von B kleiner als % ist, gilt laut Lemma 2.16 fiir die Konstante C' := ;%, dass

3—w(5)§€,3€R+,
s

woraus mit der offensichtlichen Aussage w(s) < s fiir alle s € RT folgt

i—1

r = (Gu(g)' = (r—Guw(%) Y ' (Guw()

J=0

1—1
= G- (g —w(G) ) r'(Gu(g)
j=0
i—1
GEEN (G
j=0
i—1

2 o
_ cG § rt 1
T

J=0

= CG%iri—2.

IN

Weil laut (1.22) die gemischten Volumina bis auf Normierung die totalen Massen der
relativen KriimmungsmafBe sind, gilt

k@7 (L, L\ K) < (‘Z) V(L[d — ], BI[i)).

Weiter ist L in der Umkugel um K enthalten, deren Radius kleiner als G ist. Aus der
Monotonie der gemischten Volumina (1.21), ihrer Homogenitét (1.20) und dem Zusam-
menhang zum gewohnlichen Volumen (1.19) folgt

V(L[d — 1], B[i]) < V(GB?[d —i], SB[i]) = G*'S'kq.

Also

ki®% (L, L\ K) < (‘j) GiS kg (2.15)

Nun wenden wir uns dem zweiten Summanden der letzten Zeile von (2.14) zu. Da L C
K +rB, falls rR > G, folgt
.G

Nun ergibt sich aus (2.14) mit Hilfe von (2.15), (2.16) und ®F(L, L\ K) = 0 (Lemma
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2.17), dass

Va(L +rB*Y) — Vy(K +rB%)
<Y m@E(L LK) (' = (Gu(§))) + Va(L\ (K + rB))

=1

< di (d) GIiSi g - CGRir'™2 4 1yl

= i rR

< f(d -1) (d> kaSITICGT =3 4 gy G =3
= ? R

a Gd+1

(d — 1)2%kSTIOGH + de>Td_3

Sd . Gd—i—l ) Td73
R3 ’

Beweis von Satz 2.15: Sei r > 1. Wir wollen die Beziehung

<

/N

<d2d+2 0

EVi(Xy +7Y) =V (X +7rY)] <c-r*3

nachweisen. Es bezeichne wieder X* := X N (Y + ) und Z® := conv X° fiir z € Y+,
Laut Lemma 1.22 existiert eine Folge von zufélligen abgeschlossenen Mengen (Y;);en in Y
so, dass fast sicher fiir alle i € N der Kérper Y; einen Summanden der Form RB¢ enthilt,
hy, auf Y \ {0} zweimal stetig differenzierbar ist, und dass lim; .., ¥; = Y fast sicher.
Wegen Lemma 1.44 gilt fast sicher fiir alle z € Y+, dass

Va(Z%+ 1Y) = Vay(XT +7rY) = lim Vi(Z2° +rY;) — Vo(X* 4+ rY;).

71— 00

Setzt man

Sd . Gd+1
R
so folgt hieraus und aus Lemma 2.18 fast sicher fiir alle z € Y+

Cl = d2d+2l€d

Vai(Z7 4+ 1Y) = Vy(X® 4+ 7Y) = lim Vy(Z° +rY;) — Va(X* +rY;) < O - rt3,

1— 00

weil es eine Folge (S;);en so gibt, dass Y; C ;B¢ fiir alle i € N und limsup, . S; < S.
Also

E[V,(Xy +rY) = V(X +7Y)] = E / Vi(Z% +1Y) = Vy(X* + 1Y) da
X|y+

|
< [wa c'- d3d:)3]

Vi_a(X|YH) C’} ~7“d_3
S Hn dGn dC/] —

= c-r?73 O]

Wir werden folgende Umformulierung von Satz 2.15 benotigen:
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Korollar 2.19. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.15 gibt es Konstanten ¢y und cq,
wobei ¢y = 0, falls d < 3, so, dass

EVo(Xy +7Y) —EV (X +7Y) <co-r" 3+ ¢, 7>0.
Beweis: Da es eine Konstante ¢; mit
EV,(Xy +7Y)—EV, (X +7Y) <c, rel0,1],

gibt, folgt aus Satz 2.15 die Behauptung im Fall d > 3.
Im Fall d < 3 gilt r¥3 > 1 fiir r € [0, 1] und daher

EVi(Xy +7Y) —EV (X +7Y) <ci < e -3, re0,1].
Wegen Satz 2.15 folgt
EV,(Xy +7Y) —EV,(X +7Y) < max{c;,c} - r?¥3, r>0. O

Wir wollen nun als weiteres Korollar eine rein analytische Aussage iiber Funktionen, die
als Parallelvolumen eines festen Korpers auftreten, herleiten.

Korollar 2.20. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.15 sei d > 3. Dann gibt es zwe:i
Polynome d-ten Grades Py und P,, deren héchste 3 Koeffizienten gleich sind, mat

P(r) <EV, (X +7Y) < P(r), r>0.

Beweis: Das Polynom Py(r) := EV,(Xy +rY) hat Grad d und erfiillt EV,(X +7Y) <
Py(r) fiir alle r > 0. Wenn ¢y und ¢; die Konstanten aus Korollar 2.19 sind, hat Pi(r) :=
Pyo(r) — cor?=3 — ¢; die selben drei hochsten Koeffizienten wie Py(r) und erfiillt P (r) <
EV,.(X +rY) fir alle r > 0.

Bem. 2.21. Korollar 2.20 kann benutzt werden, um die inneren Volumina V;, Vi und V5
fiir beliebige Korper zu definieren. Allerdings sind diese Fortsetzungen nicht besonders
interessant: Die so definierten inneren Volumina eines Korpers sind gerade die seiner
konvexen Hiille.

U

Wir zeigen nun, dass die Voraussetzungen von Satz 2.15 nicht wesentlich abgeschwécht
werden konnen.

Korollar 2.22. Sei B C R? ein konvexer Kérper. Dann sind dquivalent:

(i) Fiir jeden Korper K C R? gibt es eine Konstante ¢ so, dass
Vao(conv K +rB) — Vao(K +rB) < ¢
r

firr € RY.

(ii) B hat einen Summanden RB?, R > 0.
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Beweis: Die Implikation ,,(ii)=-(i)“ folgt sofort aus Korollar 2.19.
Der Beweis der umgekehrten Implikation macht wesentlich vom Begriff der Alexandroff-
zweimal-Differenzierbarkeit (Definition 1.15) Gebrauch. Sei also (i) erfiillt. Angenommen,
B habe keine inneren Punkte. Dann ist B in einer Geraden, etwa mit Normalenvektor 7
enthalten. Es sei S ein Segment der Lange 1 orthogonal zu 7. Setze K := S U (S + 7).
Dann ist

Vao(conv K +rB) — Vo(K +rB) = r(1 +rl),

wobei [ > 0 die Lange von B bezeichnet, im Widerspruch zu (i). Also hat B innere Punkte.
Die Stiutzfunktion hp ist konvex und daher laut Satz 1.16 fast iiberall Alexandroff-
zweimal-differenzierbar. Insbesondere ist die zweite Ableitung R(B,n) von hg in n in
Richtung orthogonal zu n fiir fast alle n € S9! definiert. Um (ii) zu zeigen, geniigt es
nun nach Satz 1.20 nachzuweisen, dass es eine Schranke ¢ > 0 so gibt, dass R(B,n) > ¢
gilt, wenn R(B,n) definiert ist.

Sei also n € S' ein Punkt, in dem hp Alexandroff-zweimal-differenzierbar ist, und 7 € S*!
senkrecht zu n. Nun enthiilt B innere Punkte und daher gibt es ¢ > 0,£ € R? mit
B(§) C int B. Es bezeichne by € bd B einen Punkt mit (by —¢,7) < §, der einen duferen
Einheitsnormalenvektor uy mit (ug,n) > 0 besitzt. Seien b§ und u in gleicher Weise mit
q — b statt by — ¢ definiert.

Sei u € S! ein Vektor mit (n,u) > 0 und 0 < (n — u,7) < min{(—wug, ), (uf, 7)}.
Setze u* := 2(u,n)n — u. Es sei 6 : R*> — R? eine Wahl von Subgradienten von hp und
b= 0(u),b* := 0(u*) und ¢ := 6(n). Dann sind b, b* und ¢ laut Satz 1.25 Punkte im
Rand von B mit dufleren Normalenvektoren u, u* bzw. n. Wir setzen K := {0,47} und
= <bfg*,7-)‘

Dann liegt der Punkt 27 + r€ sowohl in int(rB) als auch in int(47 + rB). Es gilt ndmlich

<u877—> < <u*77_> < <uv T> < <u077—>
und deshalb folgt aus Lemma 1.24, dass

2<b0 - b877—>
> -V 1 >9
TET by T

Somit ist 27 4 1€ € rB.(¢) C int(rB) und 27 + ré € 47 4+ rB (&) C int(41 + rB).

g rq+ 4t

7

to

= Graph von m

Abbildung 2.7
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Nun schneidet jede Gerade {x € R2?[(x,7) = t}, t € [t1,t1 + 4], wobei t; := r{q,T),
mindestens eine der Strecken von rq nach 27 + r¢ oder von 27 + r€ nach 47 + rq. Also
sind die Mengen {x € K + rB|{x,T) = t}, t € [t1,t; + 4], nicht leer und die Funktion

m: [t1, 61 +4] = R, t — max{(z,n)|z € K +rB, (z,7) =t}
ist definiert. Nun gibt es eine Zahl ¢y € [t1,t; + 4] mit
m(t) = max{(z,n)|x € rB, (x,7) =1}, t<tp

und
m(t) = max{(z,n)|x € 47 +rB, (z,7) =1}, t>t.

Weiter gilt ((47 + rb*) — rb,7) = 2, also tg — (rb,7) > 1 oder ((47 + rb*),7) — tg > 1,
0.B.d.A. ersteres.
Wir setzen nun

A= {x e R*|(x —rb,7) < 1, (x,u) > (rb,u), (x,n) < (rb,n)}.

bd(K +rB)

Abbildung 2.8

Man sieht leicht, dass A C conv K+7rB, aber AN (K +rB) = (). Nun ist A ein rechtwinkli-
ges Dreieck, dessen eine Kathetenlédnge 1 ist. Zur Berechnung der anderen Kathetenldnge
bezeichne S den Eckpunkt von A mit (S, u) = (rb,u) und (S, 7) = (rb, 7) + 1. Dann gilt
0 = (rb—S,u)
= (rb—S,n)(u,n) + (rb — S, 7){u, )
= <Tb - S> n><u7 n) - <U,T>.
Daher ist die gesuchte Kathetenlénge

{u, )

(rb,n) — (S,n) = )
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Somit folgt

{u, )

2w 7) < 2(u,n)
= V5(4)
< Va(conv K +rB) — Vo(K +rB)
<
5(b—0b",7)
5(0(u) — O(u), 7),
also )
O(u) —O(u*), ) > E(u,7’> = 2—c<u —u*, 7).

Da die Differenzierbarkeit von  vorausgesetzt ist und als u jeder Vektor aus S*!, der
hinreichend nahe bei n liegt, gewéhlt werden konnte, erhalten wir

1

R(B,n) = Z0(u) ey > —

(Bon) = 20(0)jumn = 5
entweder aus der Definition der Differenzierbarkeit oder aus der Kettenregel. Nun folgt
aus Satz 1.20, dass B einen Summanden der Form RB?, R > 0, hat. O

Vermutung 2.23. Es gibt konveze Korper B C RY, d > 3, die keinen Ball als Summan-
den enthalten, so, dass es fir alle kompakten K C R? eine Konstante ¢ € Rt mit

Vilconv K +7rB) — Vy(K +rB) < c-r%7? (2.17)
firr > 1 gibt.

Begriindung: Wiihle als B einen konvexen Kérper, fiir den es Zahlen S > 0und 1 < o <
2 (im Falle d = 3 allerdings « > 1) und einen Kérper B, der einen Ball als Summanden
hat, so gibt, dass

{(x1,...,24) € Blzg > =S} = {(z1,...,20) ERY = S < g < —||(z1,...,24-1)]|°}
und ]
{(z1,...,2q) € Blxg < =S} ={(21,...,24) € Blzgy < —S5}.

Nun gibt es keine Zahl R > 0 mit 0 € RB? +m C B fiir ein m € B.

Geometrische Intuition sagt uns nun, dass es reicht, (2.17) fiir den Fall K = {e;, —e;}
nachzupriifen, wobei e; den ersten Einheitsvektor bezeichnet. Dies ist aber eine einfache
Rechnung.

2.3 Asymptotik der Ableitung

Die Aussage von Satz 2.15 deutet darauf hin, dass es unter den Voraussetzungen dieses
Satzes eine Konstante ¢ so gibt, dass

d
%E[VH(XY +7Y) = Vy(Xy +rY)] < é-rtt
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fiir alle hinreichend grofien r. Allerdings folgt es nicht aus diesem Satz.
Falls die Dimension d von Y gleich 2 ist, konnen wir diese Aussage aber unter etwas
starkeren Regularitétsvoraussetzungen beweisen.

Satz 2.24. Seien G, R und S drei RT-wertige Zufallsvariablen mit R <1 und S,G > 1.
Sei X C R" eine zufillige kompakte Menge, deren Durchmesser f.s. kleiner oder gleich G
ist und Y C R™ ein zufdilliger 2-dimensionaler in 'Y strikt konvexer Korper, der f.s. einen
Kreis von Radius R als Summanden enthdlt und in einer Kugel SB™ enthalten ist. Falls
SG\*
<_> GnSQ

¢ := 3200k, oK < 00,

RZ

dann ist E[V,(X + 1Y) — V.(Xy + rY)] fir fast alle r > 1 differenzierbar und fir diese
gilt

%E[Vn(x F 1Y) — Va(Xy 4 1Y) < e
Im Euklidischen Fall ist die Ableitung des Parallelvolumens im Wesentlichen gleich der
Oberflache des Parallelkorpers. Auch in allgemeinen Minkowski-Rdumen besteht ein Zu-
sammenhang, der in Lemma 1.42 prézise gefasst wird. Daher werden wir nun in einer
Reihe von Lemmata den Rand von X + rY untersuchen und zeigen, dass er nicht zu sehr
vom Rand von conv X + 7Y abweichen kann. Wir beweisen wieder zunéchst den deter-
ministischen Spezialfall mit n = 2. Hierzu nehmen wir im Folgenden stets an, dass der
Eichkérper B ein strikt konvexer Korper mit einen Summanden der Form RB?, R > 0,
ist und RB*> C B C SB? S > 0, gilt. Das erste Lemma ist mit den Aussagen von [§]
verwandt, wo gefolgert wird, dass Parallelmengen in grofem Abstand sternférmig sind.
Die Funktionale dg, pg, ug und ng haben wir auf Seite 17 definiert.

Lemma 2.25. Sei K C R? eine kompakte Menge, L := conv K und r > % eine Zahl.
Sei I eine konvexe, abgeschlossene Menge im Rand von L, deren relative Randpunkte zu K
gehoren. Es bezeichne v den Punkt von B, der den selben dufleren Einheitsnormalenvektor
n wie L in den Punkten im relativen Inneren von I hat, T ein Finheitsvektor orthogonal
zun und j die Linge von I. Dann hat die Funktion

fr: I = RY y—sup{s >0y +sv e K +rB}
folgende Figenschaften:
(1) {z € bd(K +rB)lps(L,z) € I} ={y + fr(y)vly € I}
(i1) Falls \/(2Rr)? — j2(n,v) — j|(v, )| > 0, dann ist f. Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante )
J
(2RT)2 _j2 <TL, V> _j‘<ya7—>|

(111) Es gilt fir alle z € bd(K +rB) mit pg(L, z) € I, dass

Iy Qiam K)?
|hp(np(K,z)) —hp(n) + (v,n —np(K, 2))| < (@ + 4R2)];1 K) r2

sofern np(K, z) definiert ist.
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Beweis: Die Wohldefiniertheit von f, folgt aus
L C K + (diam K)B? C int(K + rB).

Zu (i). Sei y € I. Nach Definition von f, ist z := y + f.(y)v € K + rB wegen der
Abgeschlossenheit von K+rB, aber z+ev ¢ K+rB fiir alle e > 0. Also ist z € bd(K+7rB).
Nach Lemma 1.33(iii) gilt pp(L,z) =y € 1.

Sei umgekehrt z € bd (K + rB) mit y := pg(L,2) € I. Da v der eindeutig bestimmte
Punkt aus B mit duflerem Normalenvektor n ist, gibt es laut Lemma 1.33 ein sy mit
z =y + sov. Nun gilt einerseits y + sov € K + rB. Andererseits gilt fiir alle s’ > sq, dass
y+s'v ¢ K+ rB: Angenommen, es gibe s’ > sy mit y 4+ s'v € K +rB. Dann gibe es ein
re Kmity+s'v—zerB.

Y+ s

Abbildung 2.9

Weiter ist ||y —z|| < diam K < rR, also y—x € intrRB? C int r B. Wegen der Konvexitéit
von B ist nun

s' — sp
S/

y+sou—$:§(y+s’y—z)+ (y —x) €intrB
Also z € int(K + rB) im Widerspruch zur Wahl von z.
Somit ist s = sup{s > Oly + sv € K +rB} = f.(y) und z =y + f,(y)v.
Zu (ii). Wir bemerken, dass 7 parallel zu [ ist, und fiithren ein Koordinatensystem ein,
indem wir den Endpunkt von I, von dem aus gesehen der andere in Richtung 7 liegt, als
den Ursprung wihlen und (z1, x2) mit 217 + zov identifizieren.
Seien nun x,y € bd(K + rB) mit pp(L,z) € I und pp(L,y) € I und 0.B.d.A. y > .
Sei € > 0. Wir nehmen zunéchst |z — 1| < € und |(z — y, 7)| < € an (diese Bedingungen
sind nicht dquivalent, da 7 und v nicht senkrecht aufeinander stehen). Weiter bezeichnen
p € K und b € B Punkte mit y = p +rb, m € B den Punkt mit b € m + RB? C B und
p := p+ rm (die hier nicht bendtigte Eindeutigkeit von m folgt aus Lemma 1.19). Dann
folgt aus

p+rRB*=p+r(m+ RB*) C K +rB,

dass z ¢ int(p+rRB?) und somit ||z — p|| > Rr = ||y — p||. Quadrieren und Ausmultipli-
zieren liefert
(21 = P1)? + 2(z1 = p) (w2 = P2) {7, v) + (w2 — P2)*||V||?
> (y1 = p1)* 4+ 2(y1 — 1) (Y2 — Pa) (T, 1) + (y2 — P2)? [V,



KAPITEL 2. ASYMPTOTIK DES PARALLELVOLUMENS 61

Abbildung 2.10

also

[(z1 — P1)* = (y1 — §1)?] + 2[(z1 — 1) (w2 — P2)— (1 — 1) (y2 — 2) (T, V)
> [(y2 — p2)* — (z2 — p2)°] V|1

Nun gilt fiir den Koeffizienten von (7, v), dass

und daher

(27 — 2a1P1 — y; + 2u151] + 2[(z1 — P1) (22 — 42) — (Y1 — 21) (Y2 — D) (7, V)
> [y — 2uaP — x5 + 2aps] |||
=(z1 —y)(z1+y1 = 201) + 2[(x1 — y1)(y2 — P) {7, V)
> (y2 — x2) (Y2 + w2 — 20) V]I = 2(z1 — Pr) (2 — 2) (7, ¥)
=(z1 —y)[(x1 +y1 — 2P1) + 2(y2 — P)(7, )]
> (y2 — 22)[(y2 + 2 = 202) [IV[1* + 2(21 — ) (T, v)]  (2.18)

Um auf beiden Seiten jeweils den zweiten Faktor abzuschétzen, benotigen wir die Unglei-
chung

(@ =p,n) >/ (rR)? = (), (2.19)

die wir unten beweisen werden. Wir bemerken, dass die analoge Ungleichung mit y statt
x genauso gilt. Da 7 und n eine Orthonormalbasis des R? bilden, gilt aufilerdem (nur fiir
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y, nicht fir z):

Vily = blI? = (y — p,n)?
< R — (PR — (3)2)

J

5-

[{y =, 7)|

Somit ergibt sich

(@1 +y1 = 2p1) +2(y2 — P)(T, )| < [(2y1 — 2P0 (7, 7) + 2(y2 — D) (v, T)| + €
= [((2y1 — 2p1)7 +2(y2 — P2)v, T)| + €
= 2|y —p,7)| +¢€
< Jte

und

(y2 + 22 — 2p2) |WII*+2(21 — o) (7, v)

> ((y2 + 22 = 2p2)v + (y1 + 21 — 2P1)7, V) — €|(T, V)|

= (y+x —2p,v) — €|(7,v)]

=(y+x—2p,7)(v,7) + (y + = — 2p,n)(v,n) — €e[(T, V)|

2y = 2p, ) (v, 7) — el{v, )| + (y + = — 2p,n){v,n) — €[(T, V)|

—jl{v, 7)) +24/(rR)% = (£)? (v,n) — 2¢|(T, )|
(2rR)? — 32 (v,n) — (J +2€¢)[{1,v)|.

V

vV

Mit Hilfe dieser beiden Abschétzungen und der Annahme y, > x5 folgt nun aus (2.18),
dass

21— yi| - [(21 + 91 — 2P1) + 2(y2 — Pa) (7, V)|

(@1 —y) (@1 + y1 — 2p1) + 2(y2 — P2)(7, V)]

(y2 — 22)[(y2 + 2 — 2p2) |[V[|* + 2(z1 — pr)(7, V)]
(y2 — 22) (v (2rR)? — 52 (v,n) — ( + 2€)[{T,1)|).

Nun kénnen wir die Restriktionen |z —y;| < e und |[(x —y, 7)| < € fallen lassen: Falls z.B.
x1 < y1, betrachten wir eine Kette von Zwischenpunkten 2, ... (™ € bd(K +rB) mit
=20y =2 0 <... <z 50 dass 207V = 2P| < e und [(2UD — 20) )| < €
fir j =1,...,n gilt. Dann folgt

(y2 = x2) - (V(2Rr)? — j* (n,v) — (j + 2¢)| (v, 7)])

= 26 =) (VR = F ) = G 20[07))

lz1 — 1| - (F +€)

AV AVARAVAR VS

<Z|x“ V=G

= ‘xl_y1|'(]+€)'
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Weil € > 0 beliebig war und wir /(2rR)? — j2(v,n) — j|{v,7)| > 0 vorausgesetzt haben,
folgt

J
(2rR)? = j*(v,n) — jl(v, 7)]
was wegen y, — To > 0 die Behauptung zeigt.
Es bleibt, die Ungleichung (2.19) nachzuweisen. Hierzu sei m := v — Rn und A := {0, j7}.
Die Hauptarbeit ist nun der Nachweis von

Yo — T2 < |1 — 11|

)

(x —rm,n) > 1/(rR)? — (1)

Hierfiir sei pg := dp(I,xz) < r. Dann gilt © € I + pov. Wegen I C A + %BQ C A+ %B
folgt '
v €l+pBCA+(po+ 5B

und somit

po + %% > dp(A,z) > dp(K,r) =,

weil wir 0, j7 € K vorausgesetzt haben. Hieraus folgt aber R(r — pg) < % und wegen der

Voraussetzung r > dia%K folgt

poR > % (2.20)
Da B einen Summanden der Form RB? enthéilt und somit m + RB? C B nach Lemma
1.19 gilt, folgt aus x ¢ int(K + rB), dass x ¢ int(A + pm + pRB?) fiir p € (po,r). Wegen
x € I + pov gilt auBerdem (x,n) < (pv,n) fir alle p € (po, 7).

pm—+JT

Abbildung 2.11

Wir wollen nun zeigen, dass z fiir alle p € (pg, r] in dem in der Abbildung eingezeichneten
Rechteck liegt. Prézise bedeutet dies, dass die bereits erwéhnte Ungleichung (x,n) <
(pv,n) gilt und die drei Terme (x — pm, ), (pm + j7 — x,7) und (z — pm, n) positiv sind.
Wir bemerken, dass sie offensichtlich fiir p = py positiv sind und stetig von p abhéngen.
Aus dem Zwischenwertsatz wiirde also die Behauptung folgen, wenn wir wiiiten, dass sie
fiir kein p € (po, r] den Wert 0 haben. Um dies nachzuweisen, nehmen wir an, (mindestens)
einer der drei Terme hétte eine Nullstelle. Wegen der Stetigkeit der Terme gibt es dann
eine kleinste Zahl p, fiir die einer der drei Terme den Wert 0 hat. Dies kann aber nicht
der erste sein, den aus

0 < (z—pm,n) < (pv —pm,n) = pR
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und (x — pm,7) = 0 wiitde z € int(A + pm + pRB?) folgen. Genausowenig kann es
der zweite sein. Auch der dritte kann es nicht sein, den aus 0 < (x — pm,7) und 0 <

(pm + jT — 2, 7) folgt, dass |(x — pm,7)| < L oder |(pm + j7 — 2, 7)| < L. Weil aus

(2.20) aber Z < pR folgt, und wegen (x — pm,n) = 0 konnten wir hieraus schlieBen,
dass z € int(A + pm + pRB?). Somit sind die drei Terme auch fiir p = r positiv, woraus
[(x —rm,7)| < § oder [(rm + j7 —x,7)| < I folgt, 0.B.d.A. ersteres. Mit x ¢ int(A +

rm + rRB?) ergibt sich nun

(x —rm,n) = \/||x —rml|?2 — (x —rm,7)2 > 1/(rR)? — (%)2 (2.21)

Weiter ist m + Rn € B, woraus (m + Rn,n) = (v,n) > (m + Rn,n) und somit (m,n) >
(m,n) folgt. Wegen (p,n) < 0 folgt

(x—p,n) = (x—p—rmn)

v

(x —rm,n)

(rRY? - (3.

A%

Damit ist (2.19) bewiesen.

Zu (iii). Wir nehmen wieder an, dass der Endpunkt von I, von dem aus der andere in
Richtung 7 liegt, im Koordinatenursprung liegt. Sei z € bd(K + rB) ein Punkt mit
pe(L,z) € I, fiir den np(K,z), also auch pg(K, 2) und up(K, z), definiert sind. Es be-
zeichne wieder b := up(K, z). Wir zeigen zunéchst

16— v < (1 + 21 diam &) - 77 (2.22)

Es gilt einerseits z = p + rb, wobei p := pp(K, z), und andererseits z = y + pr mit
y:=pp(L,z) € I und p :=dg(L,z) < r. Hieraus folgt

relo=vi =Gz =pv) = (z=71b) = (r =p)vl| = lly —p = (r = p)v|. (2.23)

Um nun r — p abzuschéitzen, setzen wir wieder m := v — Rn. Wegen Ungleichung (2.21)
und (y,n) = 0 gilt dann

(rR)*—(3)* < (z—rm,n)

= p(v,n) —r{m,n)

p{v,n) —r(v — Rn,n)
—(r —p){v,n) +r(Rn,n)
—(r—p)R+rR

= pR,

IN

wobei wir fiir die zweite Abschitzung ausgeniitzt haben, dass » — p > 0 und wegen
Rn € RB* C B gilt, dass (v,n) > (Rn,n) = R.
Hieraus folgt (rR)? — (4)? < (pR)? und somit

(r=p)rR* < (r = p)(r + p)R* = (rR)* = (pR)* < (§)*.
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Wegen der Voraussetzung rR > diam K und j < diam K ergibt sich

- diam K
(r —p)(diam K)R < J - diam K

und daher ,
J
< L
P=14R
Hieraus folgt mit Gleichung (2.23)

b —vl ly —p—(r—p)v|

ly = pll + (r = p)v|

< diam K + —
< diam +4R||V||

[v]] .
(1+ iR diam K.

IN

IA

Damit ist Ungleichung (2.22) bewiesen.
Nun kiirzen wir 7 := ng(K, z) ab und bezeichnen mit ¢ einen Einheitsvektor orthogonal
zu n. Der Kreis mit Radius R um b — Rn ist laut Lemma 1.19 in B enthalten und somit
liegt v nicht im Inneren dieses Kreises.

N

Abbildung 2.12

Daher gilt

R* < ||(b— Rn) —v|?

((b— Rn) — v,7)* + (b — Rn) — v, t)?
(<b—V i) — R)* 4+ (b — v, t)?

(b—v,7)* —2R(b—v,n) + R+ (b —v,t)%

Hieraus folgt mit Ungleichung (2.22)

2R(b— v,y < (b—wv,0)*+ (b—u,t)?
= [b—v|?

2
< ((1+%) - diamr-t)
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was dquivalent zu
1 llvlly2 di K 2
vy < I 43)2;16”” S 2

ist. Beriicksichtigt man nun, dass (b — v,n) > 0 aus der Wahl von 7 folgt, und dass

hp(n) — hg(n)+ (v,n—n) = (b,n) — (v,n) +{r,n—n) = (b—wv,n)
gilt, so folgt

+ M2 (giam
0 < hg(n)—hgn)+ (v,n—n) < (1+ RLS Ky 2, O

Lemma 2.25 sagt uns, dass eine bestimmte Menge Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion
bzgl. eines nicht orthonormalen Koordinatensystems ist. Das folgende Lemma sagt uns,
dass diese Menge auch Graph einer Lipschitz-stetigen Funktion bzgl. eines orthonormalen
Koordinatensystems ist.

Lemma 2.26. Sei F' eine Menge der Form {z7+ f(x)v|x € I} fir ein Intervall I = |0, j],
einen Einheitsvektor T, einen davon linear unabhdngigen Vektor v und eine Funktion
f I — R mit f(0) = f(j), die Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L ist. Falls
L{r,v) < 1, dann besitzt F eine Darstellung der Form {z7 + f(x)n|z € I}, wobei n der
Finheitsvektor in Richtung v — (v, )T, also orthogonal zu T, ist, I ein Intervall der Lénge
7 und f . [ — R eine Lipschitz-stetige Funktion mit Lipschitz-Konstante

L{n,v)
1—L{r,v)

Beweis: Seien z1, 23 € F, 21 # z3. Dann gibt es z1, 29 € I mit z; = 2,7 + f(x;)v, i = 1,2,
und 0.B.d.A. 21 < z5. Nun gilt

(20— 21,7) = (02T + fz2)v — 217 — f(21)V, T)

xy — 21+ (f(z2) = fl21)) (v, 7)

> (zg —x1)(1 = L{v, 7)) (2.24)
> 0.

Hieraus folgt, dass F' jede zu 7 orthogonale Gerade in héchstens einem Punkt schneidet,
und es daher eine Funktion f : I — R auf der Menge I := {(z,7)|z € F} gibt mit

= {z7 + f(z)n|z € I}. Jeder Punkt z € F hat also eine Darstellung der Form z =
x7+f(x)n, z € I. Aus dieser Gleichung folgt (z,7) = z und (z,n) = f(z); insgesamt also

(z,n) = f((z,T)) (2.25)

Da [ stetig ist, ist F' zusammenhéngend und I muss ein Intervall sein. Weiter ist die
Léange von [ gleich

max{(z,7)|z € F} —min{(z,7)|]z € F} = (Jr+ f(Hv,7) =0+ f(O)r,1)
J+(f() = FO) v, 7)

= J.



KAPITEL 2. ASYMPTOTIK DES PARALLELVOLUMENS 67
Zum Nachweis der Lipschitz-Konstante seien wieder 21, 29 € F und 1, zo wie oben. Dann
gilt

(22 —z1,m)| = [woT + f(w2)v — a7 — f(21)v, )

| (22) = fz1) (v, n)

< (w9 — x1)L{v,n).

Hieraus folgt mit Gleichung (2.25) und Ungleichung (2.24), dass

({22, 7)) = F ({21,

|<227n> - <217n>|

< (g — x1)L{v,n)
< 2 an - o). O

Unser Ziel ist es, wie oben erwahnt, die ,,Grofle” des Randes von K + rB zu bestimmen.
Prézise handelt es sich bei der Grofle um das in Definition 1.12 eingefiithrte Hausdorff-Maf
im Euklidischen Fall, bzw. ein gewisses Integral bzgl. des Hausdorff-Mafles im allgemeinen
Fall. Weiter werden wir sehen, dass es nur auf die Teile des Randes ankommt, von denen
wir oben gezeigt haben, dass sie Graphen von Lipschitz-stetigen Funktionen sind. Aus
diesem Grund ist das folgende Lemma fiir uns von Bedeutung.

Lemma 2.27. Sei I ein Intervall und f : I — R eine Lipschitz-stetige Funktion mit
Lipschitz-Konstante L. Sei F := {(y, f(y))ly € I} C R? der Graph von f und g : F — R{
eine messbare Funktion. Dann gilt

/I 9y, 1 (y)) dy < /F 9(z) dH'(z) < VIT 2 / oy, () dy.

Beweis: Wir werden das Lemma aus dem Flichensatz (Satz 1.14) folgern. Da f Lipschitz-
stetig ist, gibt es eine Lipschitz-stetige Funktion f : R — R? mit

f = (féﬁ)’ vel

Der Fliachensatz, angewendet auf die Funktion

gly, f(y)) fallsy el

R—R
T ’yH{o falls y ¢ 1

liefert

[atwrlFwia= [ 3

yef~1({z})
Fiir z € R? gilt nun

dYoouly) = Y ul+ Y, uly) =9(2)lper +0.

yef~1({z}) yef~1({z})nI yef1({zh\I
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Somit folgt

/I oy, TP )]l dy = / g(=) dH(2). (2.26)

Weil f Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L ist, folgt |f'(y)| < L fiir alle y € I, in
denen f differenzierbar ist, und somit

L< |l < VI+L2

Zusammen mit (2.26) folgt hieraus aber die Behauptung. ]

Der Zusammenhang zwischen der Ableitung von V5(K + rB) und der Oberfliche von
K+rB wird durch Satz 1.42 hergestellt. In diesem Satz kommt der Einheitsvektor vg (K, 2)
in Richtung des Gradienten von dg(K,z) vor. Wir wollen nun zeigen, dass der Vektor
vp(K, z), sofern dp(K, -) differenzierbar ist, mit np(K, z) iibereinstimmt.

Lemma 2.28. Sei K C R? kompakt. Dann ist der Gradient Vdg(K, z) in allen Punkten
z € R\ K, in denen dg(K,-) differenzierbar ist, ein Vielfaches von np(K, z).

Beweis: Sei 2 € R? ein Punkt, in dem dp(K,-) differenzierbar ist. Laut Satz 1.37(i) ist
dann up(K, z) definiert und wegen der Glattheit von B auch ng(K, 2).

Sei v € S! ein Einheitsvektor orthogonal zu ng(K, z) und € > 0. Wir setzen p := dp(K, 2),
m = up(K, z) — Rnp(K, z) und p := pp(K, z) + pm. Dann gilt p = z — pRnp (K, z) und
wegen Lemma 1.19 gilt ug(K, 2) € m + RB* C B, also

z€p+pRB?* C K + pB.

nB(K7 Z)
z+ €, A
bd(K + pB)

Abbildung 2.13

Von z aus sieht man die Punkte p und z + ev unter einem rechten Winkel. Somit ergibt
der Satz des Pythagoras
15— (2 + ev)[|* = (pR)* + €.

Es gibt einen konvexen Kérper M C R? mit B = M + RB?. Wegen p € K + pM C
K+ (/p? + ()% M folgt

s+ (\Jor+ (52 ) RBPC K+ (\Jo + (32 ) B
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Somit gilt

dp(K, z + ev)

AN
R
o
_l’_
3o
e

Hieraus folgt nun, dass die einseitige Richtungsableitung von d (K, ) in z in Richtung v
nicht positiv ist. Da aber die selbe Uberlegung auch fiir den Einheitsvektor —v gilt und
wir angenommen haben, dass dg (K, -) in z differenzierbar ist, folgt

(Vdg(K, z),v) = 0.

Dies zeigt aber die Behauptung. O

Im folgenden Lemma schétzen wir einen Integralausdruck ab, der wegen Satz 1.42 im
Wesentlichen gleich der Ableitung von Vy(L + rB) — V(K + rB) ist. Wir erinnern uns,
dass S € R* eine Zahl ist, fiir die der vor Satz 2.24 definierte Eichkérper B in der Kugel
SB? enthalten ist.

Lemma 2.29. Sei K C R? ein Kérper und L := conv K seine konveze Hiille. Dann gilt
fiir fast alle r > 2R~2S diam K, dass

(g pSentmer)

= /bdu%) hp(np(K, z))dH' () — /b - hs(ng(L,2)) dH(2)

: 3
< <(10+ %)S(Qw‘ﬁmm ) 2,

Bem. 2.30. Genau so wie das Lemma kann man die Ungleichung

2(47 - diam K)3
(Br)?

0 < H'(bd(K +rB)) — H*(bd(L +rB)) <

beweisen. Es fallen sogar einige Teile des Beweises weg.

Beweis von Lemma 2.29: Laut Lemma 1.39 gilt
{r € R*dp(K,2) =7} =bd(K +rB)
fir alle » > (diam K)/R. Somit gilt laut [28, (2.19)] fiir fast alle r > (diam K')/R

H'(exop(K) Nbd(K +rB)) = 0.
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Sei r > 2R~2S diam K eine Zahl, fiir die das erfiillt ist. Offensichtlich gilt

/ hp(np(K,z))dH'(z) —/ hp(np(L,2)) dH(2)
bd(K+rB)

bd(L+7B)

/ h(np(K, =) dH(2)
bd(K+rB)\bd(L+rB)

- / ho(ns(L, 2)) dH'(2)
bd(L+rB)\bd(K+rB)

+/ hg(ng(K,z)) — hg(ng(L, 2)) dHl(z).
bd(K +rB)Nbd(L+rB)

Sei z € bd(K 4 rB) N bd(L 4+ rB) ein Punkt und p := pg(L,z). Dann gilt fir alle
ke K\ {p} C L\ {p}, dass dg(k,z) > dp(L,z) = r = dg(K, z), weshalb pp(K,z) =p
und np(K,z) = np(L,z) ist. Da z € bd(K + rB) N bd(L + rB) beliebig war, hat das
letzte Integral in obiger Gleichung den Wert 0.

Weiter haben alle Punkte aus bd(L + rB) \ bd(X + rB) und bd(K + rB) \ bd(L + rB)
laut Lemma 1.39 nicht den selben Abstand von K und von L und werden deshalb durch
pe(L,-) in (bd L) \ K projiziert. Laut Lemma 1.26 liegt jeder Punkt von (bd L) \ K im
relativen Inneren einer Kante von L, von denen es laut Lemma 1.28 hochstens abzéahlbar
viele gibt. Fiir jede Kante J von L ist nun ((bd L)\ K)NJ = J \ K offen in J. Wegen [3,
Lemma 2.2.29] ist aber jede offene Teilmenge von R Vereinigung abzahlbar vieler offener
Intervalle und somit ist ((bd L)\ K)NJ die Vereinigung von abzdhlbar vielen in J offenen
konvexen Mengen. Daher ist (bd L) \ K die Vereinigung von abzéhlbar vielen, paarweise
verschiedenen Mengen I,,,, m € N, die leer oder 1-dimensional, konvex und relativ offen
sind. Die Lénge von I, sei j,,, der Euklidische duflere Einheitsnormalenvektor von L in
den Punkten in I, sei n,, und der Punkt aus bd B mit duflerem Normalenvektor n,, heifle
Vrn-

Also ist bd(L+rB)\ bd(K +rB) laut Lemma 1.33 die Vereinigung der Strecken I,,, +7v,,
und bd(K + rB) \ bd(L + rB) ist die Vereinigung der Graphen

E™ = {y+ f"(y)vml|y € Ln},

wobei f, m € N, die auf dem Abschluss von I,,, definierten Funktionen aus Lemma 2.25
bezeichnen. Somit gilt

/ WL, ) A () = S ()
bd(L+rB)\bd(K+rB) —
und

oo

hs(ns(K,2) dH'(z) = 3 / (s (K, 2)) dH'(z),

m=0 d

/bd(K+rB)\bd(L+rB)
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also
/ hp(np(K,2)) dH(z) —/ hp(np(L,z))dH(2)
bd(K+rB) bd(L+rB)
:/ hp(np(K,z))dH(2) —/ hp(np(L,2)) dH(2)
bd(K+rB)\bd(L+rB) bd(L+rB)\bd(K+rB)

=3~ [ hnlnalK.2) dH(:) = b (2.27)

Wir zeigen nun, dass die Voraussetzung /(2R7)2 — 52, (N, Vi) — Jm|(Vim, Tm)| > 0 aus
Lemma 2.25(ii) erfiillt ist, wobei 7,, einen Einheitsvektor orthogonal zu n,, bezeichnet.

Es gilt (7o, vm)| < N7l - |ml| < S. Wegen Rn,, € RBY C B und weil n,, #uflerer
Normalenvektor von B in v, ist, folgt (n,,, V) > (N, Rn,) = R. Aus der Voraussetzung
r > 2R72S diam K folgt diam K < Rr und S - diam K < %RQT und somit

(2R7)% — 2 (Nmy Vi) — Jm|(Tms Vm)| > R\/4(Rr)2 — (diam K)? — § - diam K
> RV3(Rr)—S-diam K
> R?r
> 0.

Also ist wegen Lemma 2.25(ii) f;* Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
Jm
(QRTV o j?%z <nmv Vm) - ]m| <Tm> Vm>|

Um die Voraussetzungen von Lemma 2.26 zu iiberpriifen, stellen wir zunéchst

diam K
R2r

Lo, )| < S<s
fest. Seien p,, und p,, + Jn7m weiter die beiden Endpunkte von [,,. Nach Definition gilt
f™(y) = sup{s > O|ly + sv,, € K + rB} fiir alle y aus dem Abschluss von I,,,. Nun ist
Pm + 1V € K +rB, wihrend man, indem man Skalarprodukte mit n,, betrachtet, sofort
Pm~+ SV ¢ K +1B fur alle s > r sieht. Also f(py,) = r und genauso [ (pm~+ jmTm) =T
Somit haben wir

ffn(pm) = f;n(pm + ]me) (2'28>

Daher lisst sich Lemma 2.26 anwenden und F/" hat eine Darstellung der Form {g,, +
T + f7(2)n |7 € int I}, wobei g, € R? ein Punkt, I ein abgeschlossenes Intervall der
Lénge j,, und f/* : I — R eine Lipschitz-stetige Funktion ist. IThre Lipschitz-Konstante
ist
Z—/ — L<nm7 Vm> ’
1 — L{Ty, V)
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was sich abschéatzen ldsst durch

<nm,Vm> o jm <nm7 Vm)
L-——— = — : I
L=3 (2Rr)? — 52, (s Vin) = Jm|{Tim, V)| 2
_ 2jm
(2Rr)? = j2, — jim e
< 2o
V/(2Rr)? — (diam K)? — diam K &
< 2)m
" V3(Rr) — diam K2
29m
Rr’
Somit gilt
2
VI4D2 < J14 124100 = 1+1L2<1+2(§%m> (2.29)
r
und Yy R
~ jm
L<——<—<1. 2.30
Rr S ( )

Nach Lemma 2.25(iii) ist
|hB(nB(K7 Z)) - hB(”m) + <Vma Ny — nB(K; Z)>| < CmT_2

fur alle z € F™ \ exop(K), wobei

(1 + Lemly diam K)?
2R '

Crm i =

Wir setzen . 3
9 () := @ + 270 + [ ()0, © € I (2.31)
Dann ist F7* = {gn,(x)|z € I} und aus Lemma 2.27 und (2.29) folgt, dass

/th(nB(K, 2)) dHl(z) — Jmhp(nm)
<Vi+I7. / s (15 (5, G (2))) i — s (1)

< (1+ 2(jm) ) /j(hB(nm) — Wiy v — np(K, gm(x))) + cmT_Q) dzr — jmhp(nm)

Rr
_ Jmyay i Jmyay o
= (1 +205°)7) - Jmhs () Jth(nm)+(1+2(Rr) ) JmCmT

— (14255 [ i = (g (2)) da

_g(dnya in

—( +2(i§;) ) /j@m,nm — np(K, gn())) dz. (2.32)

)2) ' ijmT_2
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Um das letzte Integral abzuschitzen, definieren wir eine Kurve. Die Funktion g,, : [ —
F™ ist ein Homdomorphismus. Auflerdem ist H'(F™) < oo (folgt z.B., indem man in
Lemma 2.27 g = 1 setzt). Nun folgt aus mehreren Aussagen von [15, S. 28f], dass F™
eine Parameterisierung J nach Bogenlédnge besitzt, d.h. dass es einen Lipschitz-stetigen
Homdomorphismus J : (0,a) — F™ gibt, wobei a := H!(F™), so, dass fiir alle ¢ € (0,a)
gilt H1(J((0,¢))) = t. Mit Hilfe des Flichensatzes (Satz 1.14) folgt

[rrelas= [ 5 vae) ) = 1000 =
’ " ser—1(ep)

fiir alle ¢ € (0,a), woraus ||J'(s)| = 1 fir fast alle s € (0,a) folgt. Das Vorzeichen von
(J'(t), Tm) ist von ¢ unabhéngig, 0.B.d.A. positiv. Nun zeigen wir

[y T (O)] < L7, J' (1)) (2.33)

fiir alle t € (0,a), in denen J differenzierbar ist. Sei hierzu ¢ € (0,a) eine weitere Zahl

und z, 2" € I die Zahlen mit g,,(z) = J(t) und g¢,,(2") = J(¢'). Dann gilt

[(rems J(£)) = (i, J(E))] =

<~nmagm(x~)> - <nmagm(x/)>|
(@) = £ ()]

o — 2|

Ty g () = (T, g ()]
Ty J(E)) = (T, J(E))]-

Division durch ¢ — ' und Grenziibergang fiir ¢ — #' liefert (2.33), da (7, J'(t)) >
Weiter definieren wir fiir jedes = € I eine Zahl s, € (0,a) durch J(s;) = gm().
Satz 2.27 gilt fir x, 2’ € I, dass

s — 50 = H'(J([s2,50))) = H ({gm(§)lz < £ <a'}) € [o' =z, (2" —2) - VI + L7].

[l IA
[l il N

0.
Wegen

Also ist x — s, fir fast alle z € I differenzierbar mit

i, € [1, V1 + L2 ] . (2.34)

Weiter ist J fiir fast alle z € I in s, differenzierbar. Fiir fast alle € I folgt aus (2.34)
und (2.33), da (7., J'(s)) < 1, dass

(M, I (52)) (1 = Ls,)| < L(V1+ L2 -1). (2.35)
Auflerdem folgt aus (2.33) und
(s J'(50))" + (T, J'(2))* = [T (sa)I* = 1,

dass
1

Vi+I2
Weil K +rB nach [28, Lemma 2.5] sternférmig ist, kénnen wir [28, Lemma 2.3] anwenden
und deshalb stehen ng (K, g, (z)) und J'(s,) fir alle z € I, fiir die J in s, differenzierbar

(T, S (52)) = (2.36)
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ist, senkrecht aufeinander. O.B.d.A. haben die Orthonormalbasen (ng(K, g (z)), J'(s))
und (7, 7,,) dieselbe Orientierung. Weiter wéhlen wir einen Vektor v so, dass (”ZZ” ,0)
eine Orthonormalbasis der selben Orientierung ist. Dann gilt

| / Tt = (. g (o) da

\/va— 2)) dz|

{0 /f“m”m — J(s,)) dz + (o, >/<nm,7m ~ J(s,)) da]

< |/(7‘m,7'm— (sz) da:|+|/nm,— sx>dx|
i

+ | /(nm, I (s2) = J'(s0) 2L s,) de|
I
1 ~ =
1 — ——dz+| /% (N, —J (82)) dx| + /L(\/ 1412 —1)dz,
i V1412 I i
wobei wir zuletzt den ersten Integranden mit Hilfe von (2.36) abgeschétzt haben und den
dritten mit Hilfe von (2.35). Das zweite Integral ldsst sich mit Hilfe des Hauptsatzes der
Integralrechnung, Satz 1.10, berechnen, da x — (n,,, —J(s;)) = —f, () Lipschitz-stetig

und somit absolut-stetig ist. Wegen (2.28) ist lim,_o(nm, J(sz)) = limg_q (N, J(s;)) und
daher hat das zweite Integral den Wert 0. Somit ist obige Summe gleich

1 ~ =
Jm(l = ——==) + 0+ jin L(V1+ L?—-1)
V1+ L2
< (V14 L2 = 1)+ j L(V1+ L2~ 1)
= (14 L)jm(V1+L2—1)
. Jm \2
<25 (142 —1
<2jn (14202 - 1)
_
 (Rr)¥
wobei wir beim letzten Ungleichheitszeichen (2.30) und (2.29) verwendet haben. Somit
folgt aus (2.32), dass

/ (K, ) dH(2) — b ()

<o(dmy nhs(n) + (14 2(22)2) - ™

~ Rr
+(1+2 \/ ol " —np(K, 27 + [T (2)nm,)) dz]
' lvmlly 45 2
< 2(jR—mT)2 mhp(nm) + (14 2(%)2) -jm((l + 4R2;dlam K)"
4
HL+ 2 ) SR
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Also ergibt sich aus (2.27)

/ h(np(K, 2)) dH(2) — / h(np(L, 2)) dH(2)
bd(K+rB) bd(L+rB)
-y /F hi(np(K,2) AR (2) = jhs()
> ; ; lmlly giam K2
S D20 dua) + (14 2t
F+ (). ?éﬂ;;.

Da man aus der Voraussetzung r > 25‘11.‘%# folgern kann, dass 2% < % und somit 1 +

. Rr
2(42)? < 2 gilt, kann man dies abschitzen durch

8

m=0 ’ (f;%)QS " 2jm(%§(h;—;n[(>2 A e (%52
< (1052%20]% N 252(diamf2§ Zﬁzojm> o
< (105(22}:{;%1)3 . 252(diam K;; > o jm) 2
- (103(27rd]i;mK)3 N 252(diamK);3- 27rdiamK) -
< (004 T8I

wobei man die Ungleichung " *_ j,, < 27 -diam K wie folgt sieht: Die I,,, sind paarweise
disjunkte Teilmengen von bd conv K, also >~ °_ j,, < H'(bd conv K). Wegen [46, S. 210]
folgt >~ o jm < 2Vi(conv K). Da conv K in einem Kreis vom Radius diam K enthalten
ist und V4 monoton ist, gilt Y7 j, < 2Vi(conv K) < 27 - diam K. Somit ist die zweite
Ungleichung der Behauptung gezeigt.

Der Beweis der ersten Ungleichung ist weitgehend analog zum Beweis der zweiten Unglei-
chung. Wir werden Rechnung, die exakt identisch sind, weglassen. Wenn g, wieder die
durch (2.31) definierte Funktion bezeichnet, folgt aus Lemma 2.27, dass fiir alle m € N
gilt

[ hnun 0. ) a1(2) = () = [ B(up . ) d = ()
> /ihB(nm) — Wiy e, — nB(K, g (2))) — ¢ 2 dx — jimhp(nm)

> jmemr? — / (Vs o — 15 (K, g (2)))
I

- (1 + Lemly diam K o 4558
= "Jm oR (Rr)?
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und somit
/ hp(np(K,z)) dH' (z) — / hi(np(L,2)) dH'(2)
=) / hp(np(K,2)) dHY(z) — jmhs(nm)
m=0 Frm
o i ; (1 + oy diam k)2, 4538
a m=0 " 2R (RT>2
o0 ((3%)diam K)* , 483 43
> - . m: m
> (Zm:() ]m) ¥ r —®r
. (22)diam K)? _, 45 - (27 - diam K)?
> _ (27 - B
> — (27 - diam K) R r o
S@2r-diam K)?, _

Wir erhalten nun folgenden Spezialfall von Satz 2.24:
Lemma 2.31. Sei K C R? eine kompakte Menge und L := conv K. Dann gilt fiir b >
a > 2R2Sdiam K, dass

[(Va(K +bB) = Va(L +bB)) — (Va(K + aB) = Va(L + aB))|

< /ab ((10+ %)S(%d;mmg) .s2ds. (2.37)

Beweis: Auf Grund von Satz 1.42 und Lemma 2.28 gilt

(Va(K +bB) — Vo(L +bB)) — (Vo(K 4+ aB) — V(L + aB))

_ / b ( /b e B2 () /b o hB(nB(L,z))dHl(z)) ds

fiir b > a > 0. Wegen Lemma 2.29 impliziert dies die Behauptung. O]

Beweis von Satz 2.24: Es bezeichne wieder X* := X N (z+Y) und Z% := conv X fiir
r € Y+ und X|Y? das Bild von X unter der orthogonalen Projektion auf Y+.

Sei b > a > 1. Fiir jedes v € Y konnen wir auf Grund der Translationsinvarianz des
Volumens gleichzeitig YV und z + Y mit R2 identifizieren, und zwar so, dass RB? C Y.
Durch eine einfache Fallunterscheidung danach, ob 2R~2S diam X%, groBer als b ist, in
la, b] liegt, oder kleiner als a ist, folgt aus Lemma 2.31 und Satz 1.43 in jedem der drei
Fille

(Va7 4 BY) — Va(Z" 4 BY)) — (Va(X* +a¥) — Va(Z° + aY))
S(27TdiamX$)3) 62 s

b
g/ 1{s>2R—2SdiamXa:} ((10 + %) R2

b
+ / Ls<or-25diam x=} 2 (Va(X7 + sY) + V5(Z7 + sY')) ds.
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Mit Hilfe des Satzes von Fubini konnen wir nun schlieflen
E[Viy(X +0Y) — Vi(Xy +0Y)] — E[Vy(X 4+ aY) — Vi(Xy + aY)]
=E / (Vo(X®+0Y) = Vo(Z¥ +bY)) — (Va(X* +aY) = Vo(Z% + aY)) dx
Xyt

b : z\3
S(2m diam X _
< E/ (/ 1{S>2R_25diame} <<10+ %) ( i ) ) .8 2d5
X|y+ a

b
+ / 1s<2r-25 diam x=} 2 (Vo (X7 + sY) + Vo(Z7 + sY)) ds) dx

< Emn_QG”‘Q(/ab ((10+ }%)S(QRLQG)?)> -5 2ds
+/a CRZSGY 506+ 59)? d)

s3

b 2rG)? 2
= / E Ky, _oG" 2 ((10 + %)S(R%G) st (1;?) 47(G + s9) ) ds.

Hieraus folgt, z.B. mit Satz 1.10, dass r +— E[Vy(X + rY) — Vy(Xy + rY)| fast iiberall
differenzierbar ist. Weiter folgt fiir alle » > 1, in denen dieser Term differenzierbar ist,
unter Verwendung der Voraussetzungen R < 1, S,G > 1, dass

SEEIVA(X + 1Y) = Va(Xy + 7))

o S@rG)? ., (25G)?
<E [mn_QG 2. ((10 t R TRt e 4G rS)
o S@rG)?  _,  (25G)3
<E [ﬁn—zG 2. ((11%)T 24 26,4 47(2GrS)?
SG\?
< 3200k,_-F (ﬁ) G"S?| -r~ O

2.4 Korper mit polynomialem Parallelvolumen

Heveling, Hug und Last [25] bewiesen, dass das Parallelvolumen eines Korpers im R? genau
dann ein Polynom ist, wenn der Kérper konvex ist. Dieses Resultat wurde von Hug, Last
und Weil [28] auf zuféllige Mengen, hohere Dimensionen und verschiedene Eichkorper
verallgemeinert.

Wir werden in diesem Abschnitt zunéchst einen neuen Beweis fiir diese Verallgemeinerung
geben. Anschliefend werden wir uns der Frage zuwenden, wodurch Kérper mit polyno-
mialem Parallelvolumen im R3 charakterisiert werden kénnen. Wir werden von einigen
Korpern nachweisen, dass sie polynomiales Parallelvolumen haben, und dann ein Cha-
rakterisierungsresultat fiir Kérper mit polynomialem Parallelvolumen im R? angeben.
Allerdings wird dieses Resultat so stark vom Begriff der Parallelmenge Gebrauch machen,
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dass das Problem der Charakterisierung der Kérper mit polynomialen Parallelvolumen in
R3 weiterhin als ungelést angesehen werden muss.

Wir erinnern uns an die Definition der Begriffe Scheibenkorper und 6-Zahl zu Beginn des
Abschnitts 2.1. Wir erhalten nun Theorem 4.4 von [28] unter leicht anderen Vorausset-
zungen.

Korollar 2.32. Sei X C R"™ ein zufdilliger Korper und Y C R™ ein zufilliger Schei-
benkorper mit 0-Zahl A := dy. FEs gelte fiir ein r >0

EV,( Xy +71Y)<oo A EV,((Xy+Y)\Xy)- -diamX A < oo.

Dann ist Xﬂ(:zH—}A/) genau dann f.s. fiir V,_o-fast alle v € Y+ konvex, wenn EV,, (X +1Y)
ein Polynom ist.

Beweis: Wir nehmen zunéchst an, dass X N (z 4+ f/) f.s. fiir V,,_o-fast alle € Y konvex

ist. Es bezeichne wieder X |Y'* die orthogonale Projektion von X auf Y*. Dann folgt aus
(1.18), dass

E[Vo(X +rY)] = EUXW Xﬂ(a:+Y))+rY)da:}

I
=

{/xwl V(XN (@+Y)+2r V(XN (z+Y),Y)+r2V(Y) da:}
= IE{ X|YLV2 Xm(a;+Y))dx1

R {/XIYLV(XQ(:U—FY),Y)dx] +r°E UX Vz(Y)dx].

[+

Insbesondere ist E[V,,(X + 7Y")] ein Polynom.
Nun nehmen wir umgekehrt an, dass E[V,,(X + rY’)] ein Polynom ist. Nach der bereits
bewiesenen Richtung des Satzes ist E[V,,(Xy + rY)] ebenfalls ein Polynom, also auch

E[Vo(Xy +7rY)] = E[VL,(X +rY)].

Da letzterer Ausdruck nach Satz 2.1 gegen 0 strebt, muss er das Nullpolynom sein. Somit
muss aber f.s. fiir fast alle z € Y+ gelten, dass

v, ([conv(X N(z+Y)) + %Y) v ((X N(z+Y))+ %Y) ~0

fiir alle m € N*. Weil die Menge (convX N (z +Y)) + LY aber der Abschluss ihres
Inneren (bzgl. des 2-dimensionalen affinen Raums = + }A/) ist, folgt hieraus

[conv(X N(z +Y))] + 1Y =(XN(z+Y)) + 1Y

fiir alle m € N+g Indem man nun den Durchschnitt iiber alle m € N* bildet, erhilt man
conv(XN(z+Y))=XnN(z+Y), was bedeutet, dass X N (x +Y') konvex ist. O

Natiirlich kann man die Folgerungen, die in [28] aus dem dortigen Theorem 4.4 gezo-
gen werden, auch aus unserem Korollar 2.32 ziehen. In [28, Theorem 4.5] kann man die
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Voraussetzung, dass X in einer deterministischen Kugel liegen muss, sogar dahin ab-
schwiichen, dass E (diam X)" < co. Wenn Y néimlich wieder wie in Korollar 2.32 ist, und
wir Z% ;= conv X N (z +Y) fiir z € Y setzen, dann gilt fast sicher

Vo((Xy +Y)\ Xy) = /XWLVZ((ZU—Y)\Z”C)dx
_ / Va(Y) +2V(Z°,Y) do
X|y+

< / Va(Y) 4 2(diam X ) (diam V)V (B?, B?) dx
Xyt

< Fpo(diam X)"2(Va(Y) + 27 - diam X - diam Y).

Sogar wortlich erhélt man [28, Corollary 4.6]. Zu [28, Theorem 5.3] kommen wir auf Seite
120.

In [25] wird ein Verfahren zur Konstruktion von nicht-konvexen Kérpern mit polynomia-
lem Parallelvolumen angegeben. In ungeraden Dimensionen d > 3 lassen sich so unter
anderem Korper erzeugen, die die Vereinigung zweier Kugeln gleichen Radius, die sich
schneiden, sind. Haben die Kugeln unterschiedlichen Radius, lassen sich die Korper nicht
mit dem dort beschriebenen Verfahren erzeugen. Wir werden aber nun zeigen, dass diese
Korper trotzdem polynomiales Parallelvolumen haben.

Beispiel 2.33. Sei also K C RY, d ungerade, die Vereinigung der Kugeln B,(0) und
By(ley), wobei a,b,l € RT Zahlen mit a +b > 1, a+1>bund b+ > a sind und e; den
ersten Einheitsvektor bezeichnet. Die Kugeln B, (0) und By(le;) schneiden sich also, aber
keine liegt in der anderen. Um das Volumen von K + rB% r € R{, zu berechnen, sind
Voriiberlegungen nétig. Fiir t < —a—r oder t > b+I1+r ist (K+rBY)N{z € RY(z,e,) = t}
die leere Menge. Fiir t € [—a — r,b+ | + r] ist (K +rB?%) N {zr € RY(x,e;) = t} ein
(d — 1)-dimensionaler Ball vom Radius max{+/(a + )2 —t2,1/(b+1)2 — (t — [)2}, also
von (d — 1)-dimensionalem Volumen

d—1
K1 (max{\/(a T2 -2, /b2 —(t— z)z}) .
Um zu entscheiden, fiir welche ¢ die Ungleichung
(a+7)? =2 > (b+7r)*—(t—1)? (2.38)

gilt, 16st man zunichst die Gleichung (a +r)? — 3 = (b+ 1) — (to — [)?. Da t2 auf beiden
Seiten den Koeffizienten —1 hat, besitzt diese Gleichung genau eine Losung, ndmlich
(a+7r)?—(b+r)? I

ty = -
0 21 *3

Wie man mit Hilfe der Ungleichungen a + 1 > b bzw. b + [ > a leicht nachrechnet, ist
fir t = —a — r Ungleichung (2.38) erfiillt, wiahrend fiir ¢t = b 4 | + r die umgekehrte
Ungleichung erfiillt ist. Wegen dem Zwischenwertsatz gilt fiir t € [—a —r, ty) Ungleichung
(2.38) und fiir t € (¢9,b+ [ + r] die umgekehrte Ungleichung.
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Aus diesen Uberlegungen folgt
Vai(K+rBY)

— /HW Vii(K +rBY n{r € RY(z,e;) =t})dt

—a—r

to d—1 b+l+r d—1
= / Kig—1 -V (a+7r)2—t2 dt+ / K1/ (b+7)2—(t—1)2 dL.

a—r to

Da wir angenommen haben, dass d ungerade ist, sind die Integranden Polynome in ¢
und r. Also sind die Stammfunktionen beziiglich ¢ ebenfalls Polynome in ¢ und r. Da die
Integralgrenzen Polynome in 7 sind, sind also die Werte der Integrale Polynome in r. Dies
zeigt aber, das K polynomiales Parallelvolumen hat.

Nun kommen wir zum angekiindigten Charakterisierungsresultat fiir Kérper im R3, deren
Parallelvolumen ein Polynom ist.

Satz 2.34. Das Parallelvolumen eines Kiorpers K C R3 ist genau dann ein Polynom,
wenn seine Parallelmenge K + rB® fiir fast alle r € Ry die selbe Oberfliche wie ihre
konvexe Hiille conv K + rB? hat.

Beweis: Da die Stiitzfunktion von B¢ fiir jeden Einheitsvektor den Wert 1 hat, folgt aus
Satz 1.42

Va((K +rBY\ K) = /0 : HH (bd(K + sBY)) ds (2.39)

fiir Kérper K C RY.
Wenn nun K + rB? fiir fast alle r € Ry die selbe Oberfliche wie conv K + rB? hat, folgt
hieraus

(Va(conv K 4+ rB?) — Va(conv K)) — (V3(K +rB?) — V3(K))
— / H?(bd conv(K + sB?))ds — / H?(bd(K + sB?))ds = 0.

Da aber V3(conv K + rB?) ein Polynom ist, muss somit auch V3(K + rB?) ein Polynom
sein.
Sei umgekehrt V3(K + rB?) ein Polynom. Da V3(conv K + rB?) ein Polynom ist, ist auch

Va(conv K + rB*) — V3(K + rB?)

ein Polynom und nach Satz 2.15 beschrénkt, also konstant. Wegen (2.39) ist also auch
/ H2(bd conv(K + tB?)) dt — / HA(bd(K + tB%)) dt
0 0

konstant und somit
H?(bd conv(K + rB?*)) = H*(bd(K + rB?))

fiir fast alle r € Ry . O



Kapitel 3

Gewichtete Parallelvolumina

Ausgangspunkt dieses Kapitels sind die drei Darstellungen (1.29), (1.30) und (1.31) des
Wills-Funktionals. Fiir jede der drei Darstellungen werden wir eine Klasse von Funktio-
nalen betrachten, die eine dhnliche Darstellung besitzen. Konkret werden wir einen festen
Eichkorper B wéhlen und als Verallgemeinerungen von (1.29) die Linearkombinationen
von gemischten Volumina mit B betrachten. Als zu (1.30) &dhnliche Funktionale nehmen
wir Terme der Form

/Rd g(dp(K,x))dz (3.1)

mit einer Funktion g : Rj — R, die schwache Regularititsbedingungen erfiillt, und die
Verallgemeinerungen von (1.31) werden die Ausdriicke der Form

/ Va(K -+ AB) dp(3) (3.2)

sein, wobei p ein signiertes Maf3 ist, das schwachen Integrabilitdtsbedingungen geniigt.
Im ersten Abschnitt dieses Kapitels werden wir untersuchen, in wie weit auch diese Verall-
gemeinerungen nur verschiedene Darstellungen der selben Funktionen I — R sind. Dabei
werden wir eine Charakterisierung des Wills-Funktionals durch Dimensionsinvarianz er-
halten.

Die Terme der Form (3.2) kann man als Funktionale der Form C — R betrachten. Wir
werden diese gewichtete Parallelvolumina nennen. In Abschnitt 3.2 werden wir untersu-
chen, fiir welche signierten Mafle das gewichtete Parallelvolumen translations-invariant,
stetig, additiv, submodular bzw. monoton ist, und feststellen, dass ein signiertes Maf
durch sein gewichtetes Parallelvolumen eindeutig bestimmt ist. Haufig werden wir dabei
allgemeiner die Funktionale

Ju:C—R, K / Va(K 4+ A)du(A),
K

betrachten, wobei u ein signiertes Mafl auf C ist.

In den letzten beiden Abschnitten dieses Kapitels werden wir die Funktionen Rf — R
untersuchen, die entstehen, indem man ein gewichtetes Parallelvolumen oder ein Funk-
tional f, auf das Minkowski-Produkt rK anwendet, wobei K ein fester Kérper und r
die Variable ist. In Abschnitt 3.3 werden wir die Ableitungen dieser Funktion untersu-
chen und explizite Formeln fiir die ersten beiden Ableitungen in » = 0 enthalten. In

81
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Abschnitt 3.4 werden wir sehen, dass diese Funktionen Polynome sind, falls K konvex ist,
und unter bestimmten Voraussetzungen auch umgekehrt K konvex sein muss, falls diese
Funktionen Polynome sind. Um die Voraussetzungen, unter denen diese Umkehrung gilt,
abzuschwichen, werden wir lokale Versionen der gewichteten Parallelvolumina einfiihren.

3.1 Verallgemeinerungen des Wills-Funktionals

In diesem Abschnitt wollen wir drei Klassen von Funktionalen betrachten, namlich die
Linearkombinationen von gemischten Volumina mit einen festen Eichkorper, die Funk-
tionale der Form (3.1) und die der Form (3.2). Wir werden sehen, dass ein Funktional
auf der Menge der konvexen Korper K in einer beliebigen, aber festen Dimension, genau
dann in einer dieser drei Klassen liegt, wenn es auch in den beiden anderen Klassen liegt.
Allerdings ist das Wills-Funktional durch eine Dimensionsinvarianz charakterisiert.

Wir beginnen mit einem analytischen Lemma, das wir benotigen, um zu zeigen, dass die
Funktionale der Form (3.2) genau die Linearkombinationen gemischter Volumina sind.

Lemma 3.1. Seien 7,...,7q € R gegeben. Seien my,...,mq € R paarweise verschie-
den. Dann gibt es xq,...,xq so, dass fir die durch
d
g:Rf =R, t— ine_mit
i=0

definierte Funktion gilt
/ gt dt =, j=0,...,d.
0

Beweis: Seien A = (a;;) und B = (b;;) Matrizen mit a; = [ e™"7 dt baw. b = ()7,

mg

1,7 =0,...,d. Dann ist die Matrix B nach Lemma 1.17 invertierbar. Auflerdem gilt

o0 .
Q5 = / 6_mittj dt
0

oo J 1
[ @)
0 m; m;

1 e ‘
= — e "rldr
ngrl 0
= I'(s+1) mi by

Also geht die Matrix A aus der Matrix B hervor, indem man jede Spalte und jede Zeile
mit einem bestimmten, von 0 verschiedenen, Faktor multipliziert, und ist somit regulér.
Wihle xy, ..., x4 als Losung des Linearen Gleichungssystems
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und setze g(t) := Z?:o x;e”™' Dann gilt fiir j € {0,...,d}
d
Vo= Zaijwi
i=0
d 00
= Z/ e ™Mt dt - x;
i=0 70

o d
= / ine’mittj dt
0 =0
= / g(t)t’ dt. O
0

Da sowohl Positiv- als auch Negativteil (vgl. S. 5) eines signierten Mafes stets endliche
Gesamtmasse haben, impliziert die Endlichkeit des d-ten Moments die Endlichkeit des
O-ten bis d-ten Moments.

Satz 3.2. Set B ein konvexer Korper. Fir ein signiertes Mafl p, dessen d-tes Moment
endlich ist, gibt es Konstanten cg,...,cq € R mit

/]R+ Va(K +AB)dp(\) = Y _¢;V(K[j],Bld—j]), KeKk. (3.3)

=0

Umgekehrt gibt es fiir beliebige Konstanten cg,...,cq € R und paarweise verschiedene
positive Zahlen my, ..., mq reelle Zahlen xg, ..., xq so, dass fir das signierte Maf$ p mit
Lebesque-Dichte t — Z?:o zie~™ ¢ >0, die Gleichung (3.3) erfiillt ist.

Beweis: Sei p ein signiertes Ma8, fiir das das 0-te bis d-te Moment gy, . .., pg endlich ist.
Aus (1.18) folgt

/Rng(K—i—)\B)dp(A) - /R i(C.i)/\d_jV(K[j],B[d—j])dp(/\)

_ io G) /Rg A3 dp( NV (K], Bld — 4])
_ do @ na;V(K[], Bld - ]). (3.4)

Dies zeigt die erste Behauptung.

Wihle zum Nachweis der Umkehrung my, ..., my paarweise verschieden. Wegen Lemma
3.1 gibt es dann zg,...,zq4 € R{ so, dass das durch p(C) := fc Z?:o re”™itdt, C €
B(Ry), definierte Mafi Momente pu4—; = ¢;j/ (f) hat. Nun folgt aus (3.4) die zweite Be-
hauptung. O]
Wihrend die rechte Seite von (3.3) nur fiir konvexe Korper definiert ist, ist die linke Seite
fiir beliebige kompakte Mengen definiert. Da jeder Koérper K in einer Kugel enthalten
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ist, fithrt die Annahme, dass das d-te Moment von p existiert und endlich ist, dazu, dass
[ Va(K+AB)dp™(N\) und [ Vi(K+AB)dp~ () endlich sind, also dass [ Vi(K+AB) dp(\)
existiert und endlich ist.

Wir wollen nun auch Hadwigers Darstellung des Wills-Funktionals verallgemeinern und
verwenden hierzu den nach Satz 1.4 definierten Begriff der Tailfunktion.

Satz 3.3. Sei p ein signiertes Maf$ auf RS mit endlichem d-ten Moment und Tailfunktion
G :Rf — R. Sei B C R? ein konvexer Korper mit 0 € int B. Dann gilt fiir alle Kérper
K CRY, dass
/ Gldy(K, z)) dz = / V(K + AB) dp()\).
Rd

+
RO

Beweis: Nach dem Satz von Fubini (Satz 1.3) gilt

Gdp(K,z))dx = 1{a,(k.0)<ny dp(N) dx

+
0

T

Rd d

Liap(K.0)<xy dz dp(N)

+ d
0

Liap(x) dz dp(X)

d

_ /+ Va(K + AB) dp(\). 0

I
T— i
— 5

+
0

Bem. 3.4. Auf Grund von Satz 1.4 und Lemma 1.5 wissen wir, dass die Funktionen G,
die in Satz 3.3 auftreten, genau die linksstetigen Funktionen von endlicher Totalvariation
mit lim, o G(r) = 0 und [~ G(r)r* ! dr < co sind.

Def. 3.5. Sei B ein konvexer Kérper und p ein signiertes Mafl auf RJ, dessen d-tes
Moment existiert und endlich ist. Dann nennen wir das Funktional

C—R,K— [ ViK+AB)dp()\)

RJ
p-gewichtetes B-Parallelvolumen.

Wir haben gesehen, dass es im Fall 0 € int B eine eins-zu-eins-Beziehung zwischen den
Verallgemeinerungen von Hadwiger’s Darstellung des Wills-Funktionals und denen der
probabilistischen Darstellung, (3.1) bzw. (3.2), gibt. Die Funktionale, die durch diese
Beziehung verbunden sind, stimmen auf ihrem gesamten Definitionsbereich, ndmlich C,
iiberein. Da die Verallgemeinerungen von Hadwiger’s Darstellung nicht definiert sind, falls
0 ¢ int B, miissen wir sie also nicht weiter betrachten.

Allerdings miissen wir weiterhin die Verallgemeinerungen der urspriinglichen Darstellung
des Wills-Funktionals - ndmlich die Linearkombinationen der gemischten Volumina - von
den gewichteten Parallelvolumina unterscheiden. Wéahrend die gewichteten Parallelvolu-
mina auf C definiert sind, sind die Linearkombinationen gemischter Volumina nur auf C
definiert. Daher ist es nicht iiberraschend, dass die durch Satz 3.2 hergestellte Relation
nicht eins zu eins ist. AuBlerdem héngt die dort angegebene Umrechnung von der Dimensi-
on d des umgebenden Raums ab. Allerdings ist fiir das Wills-Funktional selbst ein Maf} p
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auf R bekannt, dessen gewichtetes Euklidisches Parallelvolumen in jeder Dimension das
Wills-Funktional darstellt. Dies wirft die Frage auf, ob man auch in anderen Situationen
eine dimensionsunabhéingige Umrechnung erreichen kann.

Wir behandeln dieses Problem nur im Euklidischen Fall (B = B9), da es keine kano-
nische Art und Weise gibt, die Fragestellung fiir beliebige Eichkorper prézise zu fassen.
Ein Funktional, das fiir jede Zahl d € N* auf Teilmengen des R? definiert ist, heifit di-
mensionsinvariant, wenn fiir n > m und eine isometrische Einbettung des R™ in den R"
das Funktional auf den Teilmengen des R™ eine Einschriankung des Funktionals auf den
Teilmengen des R" ist.

Motiviert durch die probabilistische Darstellung des Wills-Funktionals bezeichnen wir mit
W, das Funktional, das jeden Kérper K C RY auf E V(K + AB¢%) abbildet, wobei A eine
Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion 1 — e~ ¢ > 0, ist.

Satz 3.6. (i) Seid <n und K C R? kompakt. Dann gilt Wy(K) = W,(K).

(ii) Seien d,m € NT und sei p ein signiertes Maf§ auf R, dessen (d + m)-tes Moment
endlich ist. Weiter gelte

V(K + AB™) dp(A) = | V,(K + AB™) dp()\) (3.5)

+ +
Ro Ro

fir alle n € {m,...,m+ d} und alle konvexen Kérper K C R™. Dann gibt es eine
Zahl ¢ € R so, dass fiir alle konvezen Kérper L C R? gilt

/ VAL ABY dp(N) = ¢ Wi(L). (3.6)

(111) Sei p nun ein (positives) Maf, fir das alle Momente existieren. Falls nun (3.5)
fiir eine Zahl m und alle n > m und konvexen Korper K C R™ qilt, dann st
p bis auf einen skalaren Faktor ¢ das MafS aus der probabilistischen Darstellung
des Wills-Funktionals. Insbesondere ist dann Gleichung (3.6) fir beliebige Kdrper
L CRY de N*, erfillt.

Vor dem Beweis mochten wir noch bemerken, dass man die Gleichung (3.5) nicht fiir alle
konvexen Korper K C R? voraussetzen muss, sondern dass es reicht, wenn die Bezichung
fiir konvexe Korper Ky, ..., Ky derart gilt, dass der Vektor (V,, (K1), ..., Vi,(Ky)) keine
Linearkombination der Vektoren (V;(K1),..., V;(Ky)),j =0,...,m—1, ist. Wir méchten
an Hand eines Beispiels zeigen, dass es konvexe Korper mit dieser Eigenschaft gibt.

Beispiel 3.7. Wiihle t,...,t,,1 € R} paarweise verschieden und setze K; := t;B%, i =
1,...,m+ 1. Dann ist

(Vi(ED, o Vy(Eor)) = Vi(BY (o ), =0, m.

Auf Grund der Invertierbarkeit der Vandermonde-Matrix (Lemma 1.17), sind diese Vek-
toren linear unabhéngig.
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Beweis von Satz 3.6: (i) Da K nicht als konvex vorausgesetzt ist, konnen wir die
Aussage nicht aus der Dimensionsinvarianz der inneren Volumina folgern. Daher geben
wir einen Beweis, dessen wesentliche Ideen von Hadwiger [21, (2.1)] stammen. Weil die
Zufallsvariable A aus der Definition von W, Tailfunktion e=™", ¢ > 0, hat, stimmt nach
Satz 3.3 Hadwiger’s Darstellung des Wills-Funktionals auf ganz C mit der probabilistischen
iberein. Also gilt

Wo(K) = / exp{—7 - d(K,z)*} dz

R

=[] explom ) + 2] d=dy
Rd JRn—d

— [ eplome Koy [ explon el iz
R4 Rn—d

- / exp{—7 - d(K,y)*} dy
R4

= Wu(K).

(i) Sei K C R™ ein konvexer Kérper und n € {m,...,m + d}. Dann ist

[Vl 0B o) = [ 3 ko XV dp)

0 j=0

SR RPN

0

und genauso

n

/R ValK +2B") dp(X) = > b / AT dp(A\)V;(K).

+
=0 Ry

Aus (3.5) und der Tatsache, dass V;(K) =0, j =m+1,...,n, folgt

>y [ AT AOWGE) = 3wy [N g0V ().

Da K ein beliebiger konvexer Kérper war, konnen wir auf Grund von Beispiel 3.7 einen
Koeffizientenvergleich durchfithren und erhalten

/fm_j/ N dp(N\) = /-in_j/ N dp(N)
Ry Ry
fir j=0,...,m. Sei k € {0,...,d}. Indem man j = m und n = k+m = k+ j setzt, folgt

c:=pRY) = nk/ Nedp(N).
Ry
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Also

d
[ VL ABYdo) = S ras [ N dpVi(D

d

= ) V(L)

J=0

= C- Wd(L)

(iii) Analog wie oben gibt es eine Zahl ¢ € R mit

/ Ndp(\) = =, keN,. (3.7)
Ry Kk

Offensichtlich gilt ¢ € Ry. Sei py das Wahrscheinlichkeitmal mit Verteilungsfunktion
1 — e ™. Eine direkte Rechnung zeigt

1
/ MNdpy(\) = —, keN,.
RS Kk

Also ist (3.7) mit ¢ - py an Stelle von p erfiillt. Um nun p = ¢ - py nachzuweisen, reicht
es zu zeigen, dass es nur ein Maf p gibt, das Gleichung (3.7) erfiillt. Laut [48, Seite 20]
reicht es hierfiir nachzuweisen, dass limsup;,_, % X/e/ri, < c0. Es gilt aber

und somit

Also gilt p = ¢ pp und somit

/+ Va(L 4+ ABY dp(\) = c-Wy(L). O

3.2 Eigenschaften der gewichteten Parallelvolumina

In diesem Abschnitt werden wir die signierten Mafle charakterisieren, deren gewichte-
te Parallelvolumina translations-invariant, stetig, additiv bzw. submodular sind. Danach
werden wir die Monotonie der gewichteten Parallelvolumina untersuchen und zeigen, dass
ein gewichtetes Parallelvolumen das zugehorige signierte Mafl eindeutig bestimmt.
Héufig werden wir dabei nicht nur die gewiinschten Resultate beweisen, sondern allgemei-
nere Aussagen zeigen und die gewiinschten Aussagen als Korollare erhalten.



KAPITEL 3. GEWICHTETE PARALLELVOLUMINA 88

Wir betrachten K wieder mit der Fell-Matheron-o-Algebra (s. Abschnitt 1.6 und Anhang
A). Fiir ein signiertes Mafl p auf I mit

/%M+Mﬂﬂ@<m,KeQ (3.9)
K

definieren wir

f:C—R, KHAww+mwmy (3.9)
Ein Funktional ¢ : C — R heifit translations-invariant, falls
(K + 1) = ¢(K)
fiir alle K € C, x € RY, wobei K +x := {y + x|y € K}.
Satz 3.8. Sei pi ein signiertes Maf auf K mit (3.8). Dann ist f, translations-invariant.

Beweis: Folgt sofort aus der Translationsinvarianz des gewdhnlichen Volumens. O]

Direkt aus diesem Satz folgt:

Korollar 3.9. Sei p ein signiertes Maf auf RS mit endlichem d-ten Moment und B C R?
ein konvexer Korper. Dann ist das p-gewichtete B-Parallelvolumen translations-invariant.

Wir wenden uns nun der Stetigkeit bzgl. der auf Seite 12 definierten Hausdorff-Metrik
d" zu. Hierzu erinnern wir uns, dass Ky die Menge aller konvexen Kérper mit inneren
Punkten bezeichnet und Rt die Menge der positiven reellen Zahlen.

Satz 3.10. Sei p ein signiertes Maf auf KK mit (3.8). Dann ist f, genau dann stetig,
wenn f, = fu, wobei i := i, .

Beweis: Sei zunidchst f, = fz. Selen K € C und (K;);en eine Folge in C, die gegen K
konvergiert. Nach Lemma 1.44 gilt lim; ., Vy(K;+A) = Vy(K + A) fiir alle A € Ky. Somit
folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz 1.2), dessen Voraussetzungen
wir unten iiberpriifen, dass

1—00 1—00

= lim [ Vy(K;+ A)di(A)

1—00 Ko
= /xMK+Ammm
Ko
= fu(K)

Da die Folge (K;)icn konvergiert, gibt es ein S € RT mit K; C SB? fiir alle i € N. Nun
gilt Vy(K; + A) < Vy(SB?+ A) fiir alle i € N und A € Ky und wegen Bemerkung 1.1 und
(3.8) ist

/ Vi(SB + A) dljil(A) < / Vi(SB + A) dlju|(A) < 0.
Ko K

Also durften wir Satz 1.2 anwenden.
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Sei umgekehrt f, stetig. Wir wiederholen fi := pix, und setzen 1 := p — ji. Dann gilt
fn=1fu— fa (3.10)

Weil wir angenommen haben, dass f, stetig ist und f; nach der bereits bewiesenen Rich-
tung dieses Satzes stetig ist, ist auch f, stetig. Sei nun K C R? endlich. Dann gilt fiir jeden
konvexen Korper A C R? ohne innere Punkte, dass V4(K + A) = 0, woraus f,(K) = 0
folgt. Wegen Lemma 1.21 folgt hieraus f,, = 0 und somit f, = f;. O]

Die Bedingung f, = fz ist nicht dquivalent zu p = f. Wir werden am Ende dieses
Abschnitts, ab Seite 97, genauer darauf eingehen.

Korollar 3.11. Sei p ein signiertes Mafi mit endlichem d-ten Moment und B C R?
ein konvexer Korper mit inneren Punkten. Dann ist das p-gewichtete B-Parallelvolumen
genau dann stetig, wenn p({0}) = 0.

Beweis: Setze p := pr+. Das p-gewichtete B-Parallelvolumen stimmt genau dann mit
dem p-gewichteten B-Parallelvolumen iiberein, wenn p({0}) = 0. Somit folgt aus Satz
3.10 die Behauptung. O

Der Konvexring ist definiert durch
- " , +
R = {UiZIKJKl,...,KT e K, re Nt}
Ein Funktional ¢ : R — R heiflt additiv, falls
YK UL)+o(KNL)=¢(K)+ (L)
fiir alle K, L € R, wobei ¢(0) := 0 gesetzt wird.

Lemma 3.12. Sei p ein signiertes Maf$ auf I mit (3.8), fir das die Einschrinkung von
fu auf den Konvexring additiv ist. Dann ist f,(K) = 0 fir jedes K € R, das in der
Vereinigung von endlich vielen Hyperebenen enthalten ist.

Beweis: Sei K € R zunéchst in einer Hyperebene enthalten. Es bezeichne u einen Ein-
heitsvektor, der orthogonal auf dieser Hyperebene steht. Weiter setzen wir

K=\ J(K+t), ieNT,

=1

und
L:={z+\ulz e K,\€[0,1]}.

Dann ist K; € R fiir i € Nt und L € R. Da f, nach Satz 3.8 translationsinvariant ist,
und wir angenommen haben, dass die Einschrinkung von f,, auf den Konvexring additiv
ist, folgt fiir jedes 1 € N

i) = [fulE)]
< / V(K + A) il (A)
K

< /K Va(L + A) du|(A).



KAPITEL 3. GEWICHTETE PARALLELVOLUMINA 90

Da i € NT beliebig war und der letzte Term endlich und unabhingig von i ist, folgt
FuE)] = 0.

Nun wollen wir die Voraussetzung, dass K in einer Hyperebene enthalten ist, abschwéchen.
In der Tat folgt induktiv, dass f,(K) = 0 fiir alle K € R, die in der Vereinigung von n
Hyperebenen enthalten sind, fiir n € N*. Im Induktionsschritt verwendet man hierbei,
dass der Schnitt von zwei Elementen im Konvexring, die jeweils in n Hyperebenen ent-
halten sind, ebenfalls ein Element der Konvexrings und in n Hyperebenen enthalten ist,
sowie dass die Einschrénkung von f, auf den Konvexring additiv ist. O]

Satz 3.13. Sei pu ein signiertes Maf auf KK mit (3.8). Die Einschrinkung von f, auf den
Konvezring ist genau dann additiv, wenn f,, ein skalares Vielfaches des Lebesque-Mafes
15t.

Bevor wir diesen Satz beweisen, ziechen wir daraus das gewiinschte Korollar.

Korollar 3.14. Sei p ein signiertes Maf auf RS, dessen d-tes Moment endlich ist.
Dann ist die Einschrinkung des p-gewichteten B-Parallelvolumens auf den Konvexring
genau dann additiv, wenn das p-gewichtete B-Parallelvolumen ein skalares Vielfaches des
Lebesgue-Mapfes ist.

Beweis: Dieses Korollar folgt sofort aus Satz 3.13. Alternativ kann man dieses Korollar
auch aus unten stehendem Satz 3.16 folgern. [
Beweis von Satz 3.13: Die eine Richtung des Satzes folgt sofort daraus, dass das
Lebesgue-Mafl und damit Einschrankungen seiner skalaren Vielfachen additiv sind.
Sei also nun die Einschrinkung von f, auf den Konvexring additiv. Sei K C R? kompakt
und € > 0. Dann ist

{int B.(z)|x € K}

eine offene Uberdeckung von K. Wegen der Kompaktheit von K gibt es nun eine endliche
Teilmenge A€ C K so, dass
{int B.(z)|x € A}

eine Uberdeckung von K ist. Nun gilt offensichtlich A¢ + eB? € R und
K C A°+eB*C K +eB% (3.11)
Fiir 2 € N setzen wir
K{:={(x1,...,2q) € A+ eBdElse{l ..... dy,jez Ts =] - 27}

Das bedeutet, dass K¢ der Schnitt der Menge A€ + eB9, die geringfiigig grofer als K ist,
mit einer Menge, die aus gitterformig angeordneten Hyperebenen besteht, ist.
Sei nun B C R? ein Kérper, der aus mehr als einem Punkt besteht. Dann gilt

A+ eB*+ B = J(K; + B)U {x € RYd(A° + B,z) = ¢}. (3.12)

1=0

Die Menge auf der rechten Seite ist offensichtlich in der Menge auf der linken Seite
enthalten. Zum Nachweis der umgekehrten Inklusion sei x € A€+ eB¢ 4+ B. Dann gilt
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d(A°+ B,z) < e. Im Falle d(A° + B,x) = € ist x in der rechten Seite von (3.12) enthal-
ten, so dass wir von nun an d(A¢+ B, z) < € annehmen kénnen. Dann gibt es € < € mit
1 € A°+ B+¢ B? und daher eine Zerlegung x = k+b mit k = (k1,...,ky) € int(A°+eB?)
und b = (by,...,by) € B. Nun gibt es § > 0 mit

{(vi,...,v4) € RYVsepr ay : |ks — vs| <8} C A+ eB” (3.13)

Wiéhle einen Punkt &/ = (b}, ...,b,;) € B\{b} und eine Zahl i € N mit 2% < min{d, \/LEHb—
V[|}. Nun gibt es eine Zahl s, € {1,...,d} mit |b,, — b, | > 27", da sonst

o Z\b — b <d-27) < [Ib -

Also gibt es A € [0,1] und j € Z mit ks, + A(bs, — b)) = j - 27". Wéhle die kleinste Zahl
A€ [0,1] so, dass es S € {1,...,d} und j € Z gibt mit

ks + A(bs — b’s) =7 277,
Dann ist ‘
|ks — (ks + A(bs — b;)) =\ |bs — b;| <27' <9

fir alle s € {1,...,d}, da sonst A verkleinert werden kann. Wegen (3.13) folgt hieraus
E+Ab—V) e A+ eB? Also ist k + A(b— V) € Kf. Wegen der Konvexitit von B ist
AV + (1 — A)b € B und somit

r=k+ANb—=b)+ X'+ (1-Nbe K{+B.

Damit ist (3.12) bewiesen.
Wegen Satz 1.43 gilt

Va({z € RYd(A + B,z) = €}) = Vy(A + B+ eB?) — lim Vy(A°+ B+ (e — 1)B%) = 0.

n—:o0

Daher konnen wir aus (3.12) schlieen

lim V(K¢ 4 B) = Vy(A° + eB + B). (3.14)

Weiter folgt aus Satz 1.42, dass
lim V(K + B + eBY) — Vy(K + B) = lim H N (bd(K + B+ sB%))ds =0
€— —0 J,

und hieraus mit (3.11), dass

lim V(A° + B +€eB%) = V(K + B). (3.15)

Es bezeichne nun ' die Einschrankung von p auf die Menge aller konvexen Korper, die
aus mehr als einem Punkt bestehen. Dann ist n := p— i/ auf der Menge der einpunktigen
Korper konzentriert und somit ist f, ein skalares Vielfaches des Lebesgue-Mafles und daher
additiv. Weil die Einschrinkung von f, auf den Konvexring als additiv vorausgesetzt ist,
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muss auch die Einschrankung von f,, = f, — f, auf den Konvexring additiv sein. Somit
folgt aus Lemma 3.12, dass

fu(KS =0, i€N, e>0, (3.16)

da die Mengen K im Konvexring liegen und in der Vereinigung von endlich vielen Hy-
perebenen enthalten sind.

Indem wir nun (3.15) zusammen mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz (Satz
1.2), dessen Voraussetzungen wir unten iiberpriifen, (3.14) zusammen mit diesem Satz,
und schliellich (3.16) verwenden, erhalten wir

fu(E) = /K Vi(K + B) dyi(B)

= lim [ Vy(A°+ B +eBY) dy'(B)
K

e—0

— iyl [ VAl + B au(8)
= 0.
Wir konnten Satz 1.2 anwenden, da fiir alle i € N, e € (0,1) und A € K
Va(A°+ A+ eBY) < Vy(K + A+ B% bzw. Vy(Kf+ A) < Vy(K + A+ BY

gilt, und
/ Va(K + B*+ A)d|i/|(A) < / Va(K + B+ A) d|u|(A) < oo
K K

wegen Bemerkung 1.1 und (3.8).
Also ist f, = f,, und daher ist f, ein skalares Vielfaches des Lebesgue-Mafles. O

Eine Abschwéichung des Konzepts der Additivitét stellt das der Submodularitéit dar. Ein
Funktional ¢ : R — R bzw. ¢ : C — R heiflt submodular, falls

¢(KUL)+o(KNL)<$(K)+ (L)

fir alle K, L € R bzw. K, L € C, wobei ¢(0)) := 0. Wir stellen fest, dass wir den Begriff der
submodularen Funktion allgemeiner definieren kénnen: Wir benétigen nur, dass es fiir je
zwei Elemente des Definitionsbereichs ein Infimum und ein Supremum gibt, die ebenfalls
im Definitionsbereich liegen. Eine solche Struktur heifit Verband. Fiir Eigenschaften und
Anwendungen von submodularen Funktionalen auf beliebigen Verbénden, siehe z.B. [54].

Satz 3.15. Sei p ein (nicht-negatives) Mafs auf I mit (3.8). Dann ist f, submodular.
Beweis: Iiir ein signiertes Mafl p ist f,, genau dann submodular, wenn

/vd(K+A)+vd<L+A)—vd((KuL)+A)—Vd((KmLHA)dM(A)zo
K

fiir alle K, L € C. Wegen
Vi(KUL)+A) = Vi(K+A)U(L+A)) = Viy(K+A) +Viy(L+A) = Vi(K+A)N(L+ A))
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fir K, L € C und A € K ist dies dquivalent zu
/ Vi(K + A) 0 (L+ A) = Vi(K N L)+ A du(A) >0, K,LeC.  (3.17)
K

Dies ist aber fiir nicht-negative Mafle p immer erfiillt, da
(KNL)+AC(K+A)N(L+A), KLeC AcKk. O

Satz 3.16. Sei p ein signiertes Maf auf RS mit endlichem d-ten Moment und B ein
konvexer Korper, der aus mehr als einem Punkt besteht. Dann sind folgende drei Aussagen
dquivalent:

(i) Das p-gewichtete B-Parallelvolumen ist submodular.

(i) Die Einschrinkung des p-gewichteten B-Parallelvolumens auf den Konvexring ist
submodular.

(i1i) Die Einschrinkung von p auf R ist ein Map.

Beweis: Die Implikation ,,(i) = (4i)“ ist trivial.

Sei (iii) erfiillt und p := Piry - Dann ist das p-gewichtete B-Parallelvolumen nach Satz 3.15
submodular. Die Differenz des p-gewichteten und des p-gewichteten B-Parallelvolumens
ist ein skalares Vielfaches des Lebesgue-Mafles. Also ist auch das p-gewichtete Parallelvo-
lumen submodular.

Sei nun (ii) erfiillt. Um (iii) nachzuweisen, setzen wir

r—a fallsa§r<“7+b,
fap :RTF SR r—<b—7r falls#§r<b, b>a>0,

0 sonst,

und zeigen zunéchst
fap(X) dp(X) >0, b>a>0. (3.18)
R+

Die Idee bei diesem ersten Beweisschritt ist es, Kérper K und L derart zu konstruieren,
dass die Funktion

ri— Vi(K +rB)n (L+rB)\ (KNL)+rB))

proportional zu f,; ist, wenn wir gewisse Randeffekte vernachlissigen, und zu begriinden,
dass wir diese vernachléssigen kénnen. Dann folgt (3.18) aus (3.17).

Sei also b > a > 0. Wihle einen Einheitsvektor u aus dem linearen Unterraum, der parallel
zur affinen Hiille von B ist. Fiir R > 0 bezeichne B} den Euklidischen Ball von Radius
R in dem zu u orthogonalen Unterraum. Wegen der Translationsinvarianz des Volumens
kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass max{(z,u)|z € B} = max{(z, —u)|x € B}. Wir
kiirzen

h = max{(z,u)|x € B} und h, = max{(z,v)|z € B,ve S¥! v L u}
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ab. Dann gilt & > 0 und hy > 0. Sei r € R{ und R > h,r. Setze nun
K :=({-hb-u}Uha-u,hb-ul)+ Br und L:=([—hb-u,—ha-ulU{hb-u})+ Bg,

wobei [z,y] wieder die Strecke von z nach y bezeichnet. Nun zeigen wir fiir r € [a, %52),

dass

(K+rB)N(L+rB))\((KNL)+rB)C
[h(a —71) u,h(r—a)-u]+ (B}LH,LLT \ Bﬁ_hﬂ) U lh(a—7)-u,h(r—a)- u]+ By h
(3.19)
Seiz e (K+rB)N(L+rB))\ (KNL)+rB). Dann gibt es k € K und m € B mit
x =k+rm.Daz ¢ (KNL)+rBfolgt k ¢ KNL. Also (z,u) = (k,u)—r(m,—u) > ha—rh.
Genauso folgt (z,u) < h(r —a) und (z,v) < R+ h r fir v € S¥! mit v L u. Somit ist
x € [ha—r)-u h(r—a)-ul + Bg,, , und deshalb ist x in der rechten Seite von (3.19)

enthalten.
Andererseits gilt

[h(a—7)-u,h(r—a) ul+Bg , , S (K+rB)N(L+7B))\ (KNL)+rB). (3.20)
In der Tat, sei € [h(a —7) - u, h(r —a) - u] + Bf_,, . Dann ist
—h < X(h(a—r) + ha) < 2({z,u) + ha) < 2(h(r — a) + ha) = h.
Daher gibt es m € B mit (m,u) = 1({z,u) + ha). Setze | := & — rm. Dann gilt
(lLLu) = (x,u) —r{m,u) = (x,u) — r((z,u) + ha) = —ha.
Fiir v € S9! mit v L u gilt
(l,v) = (x,v) +r{m,—v) < R—hyr+rh, = R.

Somit ist [ € L und x € L + rB. Analog zeigt man x € K + rB. Angenommen, z wéare in
(KNL)4rB. Dann gébe es k € KNL und m € B mit « = k+rm. Dann gilt (k,u) = —hb
oder (k,u) = hb, 0.B.d.A. ersteres. Wegen 2r < a + b folgt

(r,u) = (k,u) + r(m,u) < —hb+rh < h(a —1),

im Widerspruch zur Wahl von z. Also x ¢ (K N L)+ rB, was den Beweis von (3.20)
abschlief3t.
Auf ghnliche Art und Weise zeigt man fiir r € [“22, ), dass

(K+rB)Nn(L+rB)\((KNL)+rB)C
[h(a —7) - u,h(r —a)-ul + (B}‘Hhﬁ \ B}éﬁhﬂ,) U (h(r —b)u, h(b—r)u) + By 1

und

(h(r —b)u, h(b—r)u) + By . C (K+rB)Nn(L+rB))\((KNL)+rB),
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wobei (z,y) = [z,y] \ {z,y}. Fir r < a gilt
(K+rB)Nn(L+rB)=(KNL)+rB
und fiir » > b folgt
(K+rB)N(L+rB))\ (KNL)+rB) C [h(a—r)uh(r—ajul + (Biy,, \ Bin,,):
In jeden Fall gilt also
2h - fap(r)ka—1 (R —hir)™ < Vy((K+rB)N(L+7rB)) \ (KNL)+rB))
< 2h-max{0,r —a}kg 1 ((R+hyr) —(R—hyr)"Y) 42k fop(r)ka_1(R— hor)?t.

Wegen des Satzes von der majorisierten Konvergenz (Satz 1.2), dessen Voraussetzungen
wir unten tberpriifen, und (3.17) folgt hieraus

Qh’fd—l - fﬂ,b()‘) dp(/\)

:/ o Val((K +2AB) 0 (L+AB)) \ (K NL)+AB))

| fim T dp(X)

~ lim %L V(K + AB) (1 (L + AB)) — Va((K 0 L) + AB) dp()\)

R—o00

> 0.
Fiir A € R folgt aus
(K4+AB)N(L+AB)) \ ((KNL)+ AB) C K + \B,
und Vy(K + AB) < 2h(b+ \) - kg_1 (R + Ahy )37t fiir R > 1, dass
Va((K+AB)N(L+AB)) \ ((KNL)+AB))
Rd—1

Weil wir vorausgesetzt haben, dass das d-te Moment (und damit auch alle niedrigeren
Momente) von p existieren, konnten wir also oben Satz 1.2 anwenden. Somit ist (3.18)
bewiesen.

Nun zeigen wir p((z,y)) > 0 fir y > x > 0. Hierfiir setzen wir z(n) := x4+ 27"(y — ) und
y(n) :=y—2""(y—xz) fir n € N*. Dann ergibt der Satz von der majorisierten Konvergenz
mit der konstanten Funktion 1 als Majorante, dass

ple) = [ Lew(doy)

< 2kg_1h(b+ N)(1 4+ Ahp )

2

T /]R+ Jea M)+ ; 2" foatm (A) + ; 2" fymy (V) dp(N)

_ 2 ( / FeaM o) + 3227 [ fri (M) do()

y—
+ ; 2n /]R+ fy(n)yy()‘) de‘))

Y
o
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Nun folgt leicht, dass auch p([z,y)) > 0 fir y > x > 0, und deshalb ist die Einschrankung
von p auf RT ein MaB. O

Eine weitere interessante Frage ist die nach der Monotonie der gewichteten Parallelvolu-
mina. Ein Funktional ¢ : C — R bzw. ¢ : £ — R heif3t monoton, falls

LC K= ¢(L) < oK)

fiir alle K, L € C bzw. K, L € K.

Wir konnen die Mafle, die monotone gewichtete Parallelvolumina haben, nicht einmal im
Euklidischen Fall charakterisieren. Allerdings konnen wir die Mafle charakterisieren, fiir
die die Einschriankung des gewichteten Parallelvolumens auf K monoton ist.

Satz 3.17. Sei p ein signiertes Map auf RS mit endlichem d-ten Moment. Die Einschrin-
kung des p-gewichteten Parallelvolumens auf K ist genau dann monoton, wenn das 0-te
bis (d — 1)-te Moment von p nicht-negativ sind.

Beweis: Es bezeichne p; das j-te Moment von p. Dann folgt aus der Steiner-Formel
(1.24), dass

d
[Vl £ 3B o) = Y- kacspa ViK). K €K
Ry =0

Wenn nun also g, ..., ftg—1 nicht-negativ sind, dann folgt die Monotonie der Einschrin-
kung des p-gewichteten Parallelvolumens daraus, dass die inneren Volumina monoton sind
(folgt direkt aus (1.21)) und Vo(K) =1 fiir alle K € K gilt.

Die Ideen fiir den Beweis der Umkehrung haben wir vom Ende des Beweises von Hadwi-
ger’s Charakterisierungssatz ([20, Abschnitt 6.1.10]) iibernommen. Fiir i € {1,...,d} und
R € R{ setzen wir

B}% = {(lL‘l,...,J}i,07...,O)|||(ZL‘1,...,J}Z‘)” < R}

Wir berechnen nun V;(B%). Auf Grund der Dimensionsinvarianz der inneren Volumina
konnen wir diese auch in einem Unterraum bestimmen. Fiir j > ¢ ergibt sich V;(B%) =0
durch Berechnung im R’. Fiir j < i folgt aus

: ! i i ~ (0 i—j i F'Rj(i‘)“i
Vi B+ 1B = (R+ 1) Vi(B) = 3 (j)m R
j=0 j=0
dass B
i I (;')”z
Vi(Bg) = '
Ki—j

Die Funktion

e Kd—iki -
( ) i
—o \J/ Ki—j

J

d
i a = baspaVi(Bly) =
/Rg Vi(Br + AB%) dp(\) = 2, Ka—jtd—;V;(Bg)

ist monoton wachsend in R, da das p-gewichtete Parallelvolumen monoton ist. Also ist
fa—; = 0. O
Aus Satz 3.17 folgt sofort, dass das 0-te bis (d — 1)-te Moment von p nicht-negativ sind,
wenn das p-gewichtete Parallelvolumen monoton ist. Aber es gilt nicht die Umkehrung.
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Beispiel 3.18. Wir setzen p := d; — dy, wobei hier d,, z € R, das Dirac-Ma$ auf R{ in
x bezeichnet. Dann ist

/ Ndp(A) =1 -0 >0, j=0,...,d—1.
RS
Aber es gilt
/ Va(B* 4+ AB%) dp(\) = Vz(2B%) — V(B = (2% — 1)ky
RS

und
/ Va(ST+ ABY) dp(N) = Vy(2BY) — V(8971 = 295y,
Ry

was wegen S9! C B9 zeigt, dass das p-gewichtete Parallelvolumen nicht monoton ist.

Andererseits ist das p-gewichtete Parallelvolumen offensichtlich monoton, wenn p ein Maf}
ist. Auch hier kénnen wir wieder an Hand eines Beispiels zeigen, dass die Umkehrung nicht
gilt.

Beispiel 3.19. Wir setzen p := T%(ST — 5%55 fiir s > r > 0. Seien K, L C R? zwei Koérper
mit L C K. Mit a := 2 gilt nach Satz 1.40

/ L Va(K + ABY) dp(\) — / Va(L + ABY) dp(\)

+
Rg

N / Va((K + ABY)\ (L + ABY) dp()

= LVAl(K +rBY\ (L4 rBY) - ;Vd(u{ L+ sBYN (L + sB%)

1
= < (@Va((K +rBY\ (L +7B%) = Va((K + arB) \ (L + arB1)))
> 0.
Also ist das p-gewichtete Parallelvolumen monoton.

Nun wenden wir uns der Frage zu, ob ein signiertes Maf§ auf R{ durch sein gewichte-
tes Parallelvolumen eindeutig bestimmt ist, oder allgemeiner, ob ein signiertes Mafl u
auf K durch das Funktional f, eindeutig bestimmt ist. Wir werden dieses Frage noch
allgemeiner beantworten, da wir aus dieser allgemeineren Antwort in Abschnitt 4.1 in-
teressante Folgerungen ziehen konnen. Dazu betrachten wir signierte Mafle auf C mit der
Fell-Matheron-o-Algebra (siehe Abschnitt 1.6 und Anhang A).

Es ist leicht zu sehen, dass ein signiertes Maf ;1 auf K nicht eindeutig durch f, bestimmt
ist. Wenn p und n nédmlich Dirac-Mafle auf zwei konvexen Korpern, die durch Verschie-
bung auseinander hervorgehen, sind, dann impliziert die Translationsinvarianz des Volu-
mens f, = f,. Um solche trivialen Gegenbeispiele auszuschlieen, wihlen wir wieder eine
Zentrumsfunktion. Fiir K € C bezeichne ¢(K) den Mittelpunkt der Umkugel um K, die
nach Satz 1.29 eindeutig bestimmt ist. Wir bemerken, dass die Resultate des aktuellen
Abschnitts auch gelten wiirden, wenn wir an Stelle des Umkugelmittelpunkts eine andere
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messbare Funktion ¢ : C — RY mit ¢(K + z) = ¢(K) + z fiir K € C und z € R? nehmen
wiirden; nur der Beweis von Korollar 3.22 wiirde etwas aufwendiger werden. Es bezeichne

C*:={K €C|c(K) = 0}.
Wir erinnern uns, dass
Ciy ={K+rM|KeC,r>0}, MeC.

Lemma 3.20. Sei M C R? ein Kérper und ju ein signiertes Maf auf C* mit
[ valk + ) < . Kec

und

Vd(K + A) d,u(A) =0, Ke C+M.
c*
Dann ist p = 0.

Beweis: Fiir ein Maf§ p auf C* definieren wir ein Maf8 M, auf C durch

M,(A) = / / 14(A+x)dxdp(A)
* Rd
fiir jede messbare Menge A C C. Weiter haben wir
Co:={KeClCNnK#0}, CCR?

und A* := {—x|z € A} fiir A € C gesetzt. Fiir C € Cypy+ gilt C* € Cypy und somit

M,+(Co) = /c /Rd L(Ata)nco dz dp™ (A)
- / VAC + A% dpt (A)

_ / Va(C* + A)dp(A) + | Va(C + A*) dp™ (A)

C*

= /C Va(C'+ A*)du~ (A)
= M;F (CC)-

Wegen Lemma 1.47 folgt hieraus M,+ = M.
Sei nun A C C* messbar. Weil A+x = A’ + 2/ fiir A, A’ € C* und z, 2’ € R? offensichtlich
A= A" und z = 2/ impliziert, folgt

M ({A+zlAe A xe(0,1])}) = / /Rd 1a(A) L yja(z) do dp™ (A) = p*(A).

Da die selbe Uberlegung auch fiir =~ anstelle von p* gilt, folgt u*(A) = u~(A). Also
w=0. O]
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Korollar 3.21. Seien p und n zwei signierte Mafle auf KC* mit (3.8). Dann ist f, = f,
dquivalent zu = n.

Beweis: Wegen Lemma 3.20 ist f,—, = 0 dquivalent zu p — n = 0. Hieraus folgt sofort
die Behauptung. O

Korollar 3.22. Seien p und n 2wei signierte Mafe auf R§ mit endlichem d-ten Moment
und B ein konvexer Korper, der aus mehr als einem Punkt besteht. Dann stimmen das
p-gewichtete und das n-gewichtete B-Parallelvolumen genau dann tberein, wenn p =n.

Beweis: Setze B := B — ¢(B). Da nun die gewichteten B-Parallelvolumina mit den
gewichteten B-Parallelvolumina iibereinstimmen und AB € K* fiir alle A € Ry gilt, folgt
die Behauptung aus Korollar 3.21. O]

3.3 Ableitungen

In diesem Abschnitt betrachten wir die Funktionen, die eine nicht-negative Zahl r auf
fu(rK) abbilden, wobei y ein signiertes Maf auf K und K C R? ein Kérper ist. Wir zeigen
zunéchst, dass diese Funktionen in r > 0 unendlich oft differenzierbar sind, falls p sehr
starke Regularitétsvoraussetzungen erfiillt, z.B. f, das Wills-Funktional ist. AnschlieSend
werden wir unter schwachen Regularitdtsvoraussetzungen Formeln fiir die erste und, sofern
sie existiert, die zweite Ableitung in r = 0 angeben. Der langste Teil dieses Abschnitts wird
dann darin bestehen, hinreichende Bedingungen fiir die Existenz der zweiten Ableitung
anzugeben.

In diesem Abschnitt werden wir manchmal den Spezialfall des Wills-Funktionals gesondert
betrachten. Genauer gesagt, betrachten wir, motiviert durch (1.31), das Funktional

W:C—R, K— EVyK+ AB%,

wobei A eine Ry -wertige Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion 1 — e~ ist.

Satz 3.23. Sei B C R? ein konvexer Kirper und X C R? eine zufillige kompakte Menge
mit E Vy(conv X +xB) < oo fir alle x > 0 und p ein signiertes Maf} auf RS, das absolut-
stetig bzgl. des Lebesgue-Mafes ist mit einer Dichte der Form f(\) =Y, y;e N wobei
die y; € R und die P; auf RT streng monoton fallende Polynome sind firi=1,...,n,n €
N. Dann ist die Funktion v — E [ Vy(rX + AB)dp()\) in jedem Punktr > 0 unendlich
oft differenzierbar.

Insbesondere gilt dies fir die Funktion r — EW (rX) und wenn p ein in Satz 3.2 kon-
struiertes Maf ist.

Beweis: Aus den Voraussetzungen folgt, dass alle Momente von p existieren. Aus E Vy( X+
xB) < oo fiir alle x > 0 und dem Satz von Fubini (Satz 1.3) schlieflen wir

E /+ Va(rX + AB)dp(\) = r* /+ EVy(X + 2B)dp(\)
= 7 /OOIEVd(X +2B) f(\) dA
0

= /OOEVd(X—l—:EB)f(m:)rdx.
0
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Der Integrand des letzten Integrals ist offensichtlich fiir alle z € Ry unendlich oft diffe-
renzierbar. Wir begriinden nun, dass hieraus folgt, dass das Integral unendlich oft diffe-
renzierbar ist.

Es gibt fiir alle k € N Zahlen ciﬂ;i, a,f0 €N, ie€{l,...,n}, die fast alle 0 sind, mit

k .
%f(rx)r = Z yz-c’;ﬂ;ir%ﬁeﬂ(m)'
a7ﬂ7i

Definiere ein Polynom PF(s,z) = > |yick 5.|s*2P. Wihle Ry € (0,7) und R; > r. Dann
ist die Funktion

hiRf =R, z—EY Vi(X +2B)P(Ry, x)e" v

Lebesgue-integrierbar, da
EVy(X 4+ 2B) < EVy(conv X + zB)

und letzterer Term ein Polynom in x ist. Aulerdem gilt fiir alle s € (Ry, R;) und alle
x >0, dass

h(z) > EY Va(X +B)Pk(s, x)eh)

> |E ‘/d(X + ZEB) Z yicgﬁ;isaxﬁePi(sx)L
a,B,1

Daher lésst sich Satz 1.9 induktiv anwenden, was die Behauptung liefert. O

Fiir eine konvexe und kompakte Menge B C R? setzen wir
R(B) :=sup{p € Rf|pB? ist Summand von B}
und bezeichnen das Minimum vom Radius der Umkugel und 1 mit S(B).

Satz 3.24. Sei X C R% d > 1, eine zufillige kompakte Menge mit E (diam X)? < oo
und p ein signiertes Mafy auf IC, das [, S(A)td|u|(A) < oo erfiillt, der Integrabilitiits-
bedingung (3.8) geniigt und auf der Menge aller konvexen Kérper, die einen Ball als
Summanden enthalten, konzentriert ist. Dann ist r — Ef,(rX) in r = 0 differenzierbar
mit

LEfu(rX) = = d/}CEV(conVX[l], Ald — 1)) du(A). (3.21)

Beweis: Wir zeigen die Behauptung zunéchst in dem Spezialfall, dass p das Dirac-Maf§
in einem konvexen Koérper B mit einem Ball als Summanden ist und X deterministisch
ist. Auch wenn dies einfach aus [30, Corollary 2(2)] gefolgert werden kann, halten wir es
fiir gerechtfertigt, einen auf Satz 2.15 basierenden Beweis zu geben. Wegen Satz 2.15 gibt
es fiir die Funktion

ARy = RY, s+ Vy(conv X + sB) — Vy(X + sB),
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eine Konstante ¢ € Rf mit A(s) < ¢-s%73 fiir s > 1. Mit (1.18) folgt

VarX +B) = 1% Vy(X +1B)

d
_ (Z <C?)(%)d_jV(conVXU],B[d_j]) - A(%)>

=0

d
= Z <d) 1V (conv X [j], Bld — j]) — rt. A(%) (3.22)

=0
Wegen 0 < r?- A(%) < c¢-r? fiir r < 1 folgt
4 Vy(rX + B) = dV(conv X[1], B[d — 1]).
Weiter gilt fiir » < 1, dass

Va(rX + B) = Va(B) X5 ()r7V (conv X[j], Bld — j]) — Va(B)

_ i (j)rj—lwconvxm,g[d )
< i(j)vwonvxm,md—m
< ]i (;l) (diam X )’ (diam B)* 7 kg.

Wegen der Voraussetzungen E (diam X)? < oo und [ S(A)* ! d|u|(A) < oo folgt mit
Hilfe von Satz 1.9 aus dem oben bewiesenen Spezialfall der allgemeine Fall. m

Satz 3.25. Sei X C R% d > 1, eine zufillige kompakte Menge mit E (diam X )4 < oo
und p ein signiertes Mafl auf IC, das der Integrabilititsbedingung (3.8) geniigt und

[ s <

erfillt. Falls die zweite Ableitung existiert, gilt

%Efu(rX)‘rzo =d(d—1) /}CEV(COHVX[Q], Ald — 2]) du(A). (3.23)

Beweis: Sei Z := conv X. Nach Satz 2.15 gibt es fiir jeden konvexen Kérper B, der einen
Ball als Summanden enthilt, eine Funktion Ap : Ry — Ry mit

EVd(X + SB) = E‘/d(Z + SB) — AB(S)

so, dass

0<Ag(s)<c- s (3.24)
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fiir alle s > 1 mit einer von B unabhéngigen, aber von der Verteilung von X abhéngigen,
Konstante c¢. Genau wie in (3.22) folgt hieraus

Ef,(rX) Z() [ BV A= D) = [ A ). 625)

J=

Weiter folgt fiir r < 1

JRENE >du<A>] [rte Bl < e [ 2R dl ). 320

Angenommen, Ef,(rX) ist zweimal differenzierbar mit
LS (X))o 4 d(d — 1) /’C EV (conv X[2], Ald — 2)) dyu(A). (3.27)

Wegen (3.25) ist dann h(r) := [i.r?Aa(3) du(A) ebenfalls zweimal differenzierbar mit
R"(0) # 0, o.B.d.A. R"(0 ) > O Dann konverglert R (r) so viel langsamer gegen 0 als
r?, dass es € € (0,1) gibt mit #'(r) > 3r2c [ S(A)?/R(A)? d\,u\( ) fiir alle r € (0,€).
Indem man dies iiber (0, ) integriert, erhélt man h(e) > €*c [i. S(A)Y/R(A)* d|u|(A), im
Widerspruch zu (3.26). O

Wir werden nun die Existenz der zweiten Ableitung in (3.23) untersuchen. Zunéchst wer-
den wir zeigen, dass sie in Dimension 2 bei einer geeigneten Modifikation des Ableitungs-
begriffs immer existiert. Danach werden wir zeigen, dass sie fiir den Fall existiert, dass
das Funktional f, ein gewichtetes Parallelvolumen ist, das zusétzlichen Regularitdtsbe-
dingungen geniigt.

Wir setzen R'(B) := min{R(B), 1} fiir B € K.

Satz 3.26. Sei X C R? eine zufillige kompakte Menge, deren Durchmesser endliches 5-
tes Moment besitzt und p ein signiertes Maf$ auf der Menge aller strikt konvezen Korper,
das der Integrabilititsbedingung (3.8) geniigt und

S(A)?
| i () <

erfillt. Dann ist hy(r) := %]Efu(rX) fiir fast alle r € RT definiert und es gilt

lim hy(r) — h1(0)

r—0 r

= 2EV,(conv X) - u(K).

Beweis: Wir setzen wieder Z := conv X. Fiir einen strikt konvexen Kérper B C R?
bezeichne wieder Ap(s) := E[Va(Z 4 sB) — Va(X + sB)] und AL(s) := LApg(s) fiir alle
s, in denen diese Ableitung existiert. Falls B dariiber hinaus einen Ball als Summanden
enthélt, gibt es nach Satz 2.24 eine von B unabhéngige, aber von der Verteilung von X
abhéngige, Konstante ¢ so, dass

S(BY



KAPITEL 3. GEWICHTETE PARALLELVOLUMINA 103

fiir alle s > 1, in denen AL definiert ist.
Unsere Strategie ist nun, die Ableitung der rechten Seiten von (3.25) zu berechnen. Fiir

r < 1 und einen strikt konvexen Koérper B C R? mit einem Ball als Summanden gilt nach
(3.24) und (3.28)

£2Ap(0)] = [22p() + AL -
SBR . S(BY
= 7 REpt) R
SBE |, SBPY
= (%R ¢ ) T
< @+ g

Somit folgt aus Satz 1.9, dessen Voraussetzungen wegen |4 (s2A4(1))| < (2¢ + &) ((i))s
fiir alle s € (0,1) und A € K erfiillt sind,

& [ raa®duca ‘ ‘ | s <A>‘ <o+ [ g,((i); dlul(4) - 7

Hieraus, aus (3.21) und (3.25) schlieflen wir
hl (7”) — hl (0)

lim
R [ VAl X+ A)du(A) — 2 [ BV (Z[1) Al dp(4)
S (i BV (2L AR - ) du4) - 2 [ BY (211, Al) d(A)
o B du(a)

_ 2/ EV(Z[2], A[0]) da(A) — 0
K
=2EV2(Z) - u(K). O

Satz 3.27. Sei X C RY d > 1, eine zufillige kompakte Menge mit E(diam X)) < oo
und B C R? ein konvezer Kérper mit einem Summanden der Form RB? R > 0. Sei
weiter p ein signiertes Maf auf RS, dessen d-tes Moment endlich ist und das absolut-
stetig bzgl. des Lebesque-MafSes mit einer differenzierbaren Dichte g ist. Angenommen, es
gibt eine Konstante A > 0 so, dass fiir alle x € RT gilt
o< 2 @l<A @< 5

S

g’ ()] <

Dann ist die Funktion r— E [ Vy(rX + AB) dp(\) zweimal in r = 0 differenzierbar mit
2 / Va(rX + AB) dp() = d(d — 1)j1asEV (conv X[2], Bld — 2)),

wobei jig_o das (d — 2)-te Moment von p ist.
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Beweis: Wir miissen beziiglich der Dimension eine Fallunterscheidung machen. Zuerst
betrachten wir den Fall d > 3.

Es bezeichne wieder Z := conv X und A,(s) := Vy(Z + sA) — Vy(X + sA) fur s > 0 und
kompakte und konvexe Korper A. Fiir s, A € RT gilt, dass

Asp(s) = Va(Z + sAB) — Va(X + sAB) = Ap(sA).

Wegen Korollar 2.19 gibt es Konstanten ¢ und ¢; mit A(s) < ¢- 572 + ¢, fiir alle s € Ry,
wobei A := Ap ist.

Wir setzen wieder h(r) := [o+ 7?A(2) dp(X). Nun berechnen wir die Ableitung von h in
einem Punkt r > 0. Es gilt ’

h(r) = /000 r’A(2)g(N) d\ = /000 A(z)g(ra)ritt de.

Um diesen Ausdruck mit Hilfe von Satz 1.9 ableiten zu konnen, miissen wir zeigen, dass die
Ableitung des Integranden eine integrierbare Majorante besitzt. Sei Ry > 1. Wir kiirzen,
wie {iblich, a A b := min{a, b} ab. Dann gilt fiir alle r € [0, R;], dass

| Al)g(ra)rt|
= |A@)g (re)ar®™ + (d + 1) A(x)g(ra)r]

< (ex®3 + cl)[% %]xr‘”l + (d+1)(ca®? + 01)[W A Alr?
= (I+d+1)(ca®?+ 01)[# A Alrd

(d+2)[(cx™ + iz ™D Ar A (cax®3 + ¢1) Ar?)
< (d+2)[(cr™ + v ARy A (cx®3 + ¢1)ARY).

Weiter gilt
/ [(cx ™+ cra ™) ARy A (cx™™3 + ¢1) ARY] dx
0

< AR?/ [(cz 2+ 1™ ) A (ca®3 + ¢)] da
0
< Q0.

Man bemerke den Unterschied zwischen der Situation hier und der Situation von Satz
3.23: In Satz 3.23 wollten wir beim Ausdruck £ [ E V(X + 2B)g(rz)r*™* dz Ableitung
und Integral vertauschen. Die dafiir notige Integrabilitdtsbedingung war nur fir » > 0
und nicht fiir r = 0 erfiillt. Jetzt haben wir E V(X + xB) durch das viel kleinere A(z)
ersetzt, wodurch jetzt die Integrabilitdtsbedingung auch fiir r = 0 erfiillt ist.
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Fiir r € [0, 1] gilt weiter

W) = /0 4 A@)g(ra)rt do
_ /0 T A@) (G )™ 4 (d 4 Dglra)rd) da
< [TraR (M @+ Dlg)) i
< /Ooord_lA(%) ([% A é]ﬂ (d+ 1)[Af1 /\A]) d\
_ /OOO PFIAR) (d + 2)[% A A]dA
< /OOO r T e(2)P 4 o) (d+ 2)[/\5{1 A Al dA
< g2 /Ooo(cxl—?’ Fe)d+ 2)[% A Ald.

Der Integrand in der letzten Zeile ist fiir A — 0 von der Ordnung A\° und fiir A\ — oo von
der Ordnung A\!~4. Wegen d > 3 ist das Integral also endlich. Damit folgt aber h”(0) = 0,
was, wie aus dem Beweis von Satz 3.25 hervorgeht, die Behauptung zeigt.

Nun wenden wir uns dem Fall d = 2 zu. Seien hier wieder A, ¢ und h wie oben. Dann
gilt A(s) < es™! fiir alle s > 0. Mit der lokalen Beschrinktheit von A folgt, dass es eine
Konstante ¢ gibt mit A(s) < ¢ fiir alle s > 0.

Auch in diesem Fall lidsst sich die Ableitung von h mit Hilfe von Satz 1.9 berechnen.
Allerdings geht der Nachweis der Majorante etwas anders. Sei also Ry > 1 und r € [0, Ry].
Dann gilt

lae Al@)g(ra)r’| = [Az)g (re)ar® + 3A(2)g(ra)r’|
< ezt AL [(ri)2 A %]xr?’ + 3lex™ AL [% A Alr?

(B34 Ve AL]- [% A Alr?

AAlex™ AN [E A7
4Alca™ AT [B2 A RT).

IA A

Weiter gilt
/ AAlcx ' A [Br A RY) da < 4AR%/ [% A c’} dr < 0.
0 o T

Da die Anwendbarkeit von Satz 1.9 gesichert ist, konnen wir fir r € [0, 1] wie oben weiter
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schlief3en

o

W' (r)] = iA(x)g(rx)r dx

(ro)zr® + 3g(rz)r®) dx

(MIA+3lg(N)]) dA

/
/ (A f]A+3[’;‘AA]>dA
[

“TAe]-4 [é/\A]d)\

IN

IN

IN

A
47’/ [cr A c1 Al dA
0
A
clAd)\+4r/ LN
orA

22
Vai
= 47’/ \/272 2

crA
= 47“1/— c1 A+ 4r
o ver/e
= 8ryr-Ayc-a.

Hieraus folgt wie oben die Behauptung. O]

Korollar 3.28. Sei X C R% d > 2, eine zufillige kompakte Menge mit E(diam X)4! <
00. Dann ist r — EW (rX) in r =0 zweimal differenzierbar und es gilt

LEW (rX),—o = E Vi (conv X)

und

%E W(rX)y—o = 2E V(conv X).
Beweis: Fiir die Zufallsvariable A aus der Definition von W gilt
Kq—1E Adil = Kq_olE AdiQ =

Nun folgt aus Satz 3.24 und (1.23), dass

LEW(rX)p— = (Cf)EAd-l-EV(coan[1],Bd[d—1])

kg1 EAT! - EVi(conv X)
= EVi(conv X).

Um Satz 3.27 anwenden zu konnen, miissen wir zeigen, dass die Lebesgue-Dichte g(x) =

omx - e ™ von A die dort genannten Bedingungen erfiillt. Es gilt ¢/(z) = 27 - e ™ —
2

A% - e ™ also |¢/(x)| < (27 + 4n2a?) - e ™
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Auf Grund der Beziehungen

lim 27z - e ™ =

z—0

. 2 _
lim 27z -e ™ .97l =0

liII(lJ (27 + 4x%2?) - e = 2rr

2

lim (27 + 47%2%) -e7™ 2% =0

Tr—00

lasst sich Satz 3.27 anwenden, womit die zweite Behauptung genau wie die erste folgt. [

Wir wollen an Hand eines Beispiels zeigen, dass zu den vorangegangenen Sitzen analoge
Aussagen fiir die dritte Ableitung nicht gelten. Nicht einmal %W(TK )jr=0 = 6V3(conv K)
gilt allgemein.

Beispiel 3.29. Sei K C R3 eine Menge, deren Parallelvolumen ein Polynom ist, V3(K +
sB%) = 3% ¢;s'. Bs sei A wieder die Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion 1—e~™ t >
0. Dann gilt

A
W(rK) = r3]EV§,(K+?B3)
3

= rE ZCZ- (%)Z

i=0
3
= S eEA
i=0
Also ist

LWrK)— = L ZCZEAZ 3700 = 6co = 6V3(K + 0B?) = 6V3(K).

Die Frage, ob aus den Voraussetzungen (insbesondere, dass das Parallelvolumen von K
ein Polynom ist) folgt, dass V3(K) = Vi(conv K), ist zu verneinen (vgl. Abschnitt 2.4).

3.4 Polynomiale gewichtete Parallelvolumina

Wie im letzten Abschnitt, so betrachten wir auch in diesem die Funktion, die eine nicht-
negative reelle Zahl r auf ein gewichtetes Parallelvolumen von rK abbildet, wobei K ein
fester Korper ist. Wir werden zeigen, dass diese Funktion ein Polynom ist, wenn K konvex
ist, und dass unter bestimmten Voraussetzungen, die eine gewisse 2-Dimensionalitéat er-
zwingen, auch die Umkehrung gilt. Anstelle der gewichteten Parallelvolumina kénnen wir
dabei hiufig allgemeiner die durch (3.9) definierten Funktionale f, betrachten. Im zwei-
ten Teil dieses Abschnitts werden wir lokale Versionen der gewichteten Parallelvolumina
einfiihren und so die Konvexitdt von K ohne die oben angedeuteten 2-Dimensionalitéts-
Voraussetzungen charakterisieren.
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Satz 3.30. Sei u ein signiertes Maf$ auf K und X C R? ein zufilliger konvexer Korper
mit B fi,(X) < oo. Dann ist

Ry = Ry, r—Ef,(rX)
ein Polynom.
Beweis: Sei r € R{. Fiir j = 0,...,d gilt nach (1.18)

E / VX[, Ald — 1) diul(A) < E /K Va(X + A) dlul(A) < oo.

Aus (1.18) und (1.20) folgt nun, dass

Ef(X) = E [ Z (5)vexuL A - i) du

_ io(j)E/KV(X[j},A[d—j])du(A)-rj. 0

Die Umkehrung dieses Satzes gilt, falls das signierte Mafl iz ein Maf ist und auf den auf
Seite 34 definierten Scheibenkorpern konzentriert ist. Die prézise Formulierung verwendet
weitere auf Seite 35 definierte Begriffe.

Satz 3.31. Sei X C RY eine zufillige kompakte Menge und p ein Maf mit (3.8), das auf
den Scheibenkorpern konzentriert ist. Wir nehmen

E / Va(Xa+ A)du(A) <oco A E/ Va((Xa+ A)\ Xa) - (diam X)) - 04 dpu(A) < o0
K K
an. Falls nun
RBL — RBL, ri—Ef,(rX) (3.29)

ein Polynom ist, dann ist X N (z + fl) f.s. fiir p-fast alle A fiir Vy_s-fast alle v € At
konvew.

Bevor wir zum Beweis kommen, bemerken wir, dass (3.29) tatséchlich eine Funktion
definiert.

Lemma 3.32. Sei X C R? cine zufillige kompakte Menge und p ein Mafi mit (3.8),
das auf den Scheibenkirpern konzentriert ist, mit B [ Vy(X + A) du(A) < oo. Dann gilt
Ef.(rX) < oo firr € R{.

Beweis: Der Beweis verlauft analog zum Beweis von Lemma 2.2, wobei iiberraschender-
weise nun der Fall » < 1 der schwierigere ist. O
Beweis von Satz 3.31: Das Ma8 i := £, wobei m := u(K), ist ein Wahrschein-
lichkeitsmafl. Es sei Y eine geméf i verteilte, von X unabhéngige Zufallsvariable. Laut
Voraussetzung gibt es ¢y, ..., cq € R so, dass fiir alle r € RT gilt

d
ch'rj = Ef.(rX)
=0

= rdIE/KVd(X+%A) du(A)

= rim- EVy(X + %Y)
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Dividiert man durch r%m und substituiert s := %, so erhalt man
d
D L5t = EVy(X + sY).
§=0

Nun folgt die Behauptung sofort aus Korollar 2.32. m
Unmittelbar aus Satz 3.31 folgt dieses Korollar:

Korollar 3.33. Sei X C R? eine zufillige kompakte Menge und pu ein Maf mit (3.8), das
auf den Scheibenkorpern konzentriert ist, aber nicht das Nullmaf ist. Wir nehmen

E f.(convX) <oo A IE/Vg((coan—l—A)\coan)-(diamX)-(SAdu(A)<oo
K

an. Falls nun
Ry = Ry, r— Ef,(rX)

ein Polynom ist, dann ist X fast sicher konvex.

Korollar 3.34. Sei X C R? eine zufillige kompakte Menge mit E[(diam X )?| < oo. Falls
nun
Ry — Ry, r— EW(rX)

ein Polynom ist, dann ist X fast sicher konvex.

Beweis: Die Behauptung folgt sofort aus Korollar 3.33, falls dessen Voraussetzungen
erfiillt sind. Um diese zu iiberpriifen, sei A eine von X unabhéngige Zufallsvariable mit
Verteilungsfunktion 1 — e, ¢ > 0. Dann gilt

EW (conv X) = E Vy(conv X +AB?) < EVjy((diam X +A)B?) = m-E (diam X +A)* < oo
und
EV,((conv X + AB?) \ conv X) - diam X - 652
2 .
=E (ijo Ko iA*77Vj(conv X) — Vy(conv X)) ~diam X - ¢

= E(7A? + 2AV;(conv X)) - diam X -
< E(7mA 4 27 diam X)) - diam X

< Q.

1
A

Also sind die Voraussetzungen von Korollar 3.33 erfiillt. O

Ein weiterer Ansatz zur Charakterisierung der Konvexitit eines Korpers durch Polyno-
mialitdt der gewichteten Parallelvolumina ist, lokale Versionen zu betrachten.

Sei B C R? ein strikt konvexer Korper mit 0 € int B und p ein signiertes Maf§ auf
Ry mit endlichem d-ten Moment. Wir definieren als lokale Version des p-gewichteten
B-Parallelvolumens das Funktional

W,p5:Cx B(R*xRY) — R,

(K, ) — /R+ Va{z € (K + AB) \ K\ exop(K)|(ps(K, z),up(K, x)) € n}) dp(}),
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wobei pp(K, x), up(K,x) und exog(K) auf Seite 17 definiert sind.
Nun konnen wir eine Aussage, die fiir das Parallelvolumen in [25] gezeigt wurde, fiir die
Funktionen, die wir in diesem Abschnitt betrachten, beweisen.

Satz 3.35. Sei B C R? ein strikt konvexer Korper mit 0 € int B, K C R? ein Korper
und p ein signiertes Mafy auf RS mit endlichem d-ten Moment. Dann gilt:

(i) Falls K konvex ist, ist die Funktion
hy : R —= Ry, r— W, 5(rK,rn)

fiir jede Borel-Menge n C R? x R? ein Polynom, wobei wir rn = {(rz,u)|(z,u) € n}
setzen.

(ii) Sei p ein Maf, aber nicht auf {0} konzentriert. Falls nun h,, fir jede Borel-Menge
n C R? x R? ein Polynom ist und B glatt ist, dann ist K konvex.

Beweis: (i) Wir verwenden die durch (1.15) definierten relativen StiitzmaBe CZ, ... CZ.
Man sieht leicht, dass diese homogen in dem Sinne sind, dass

B _ .iB d d
Cr(rK,r) =r'Cy(K,n), r>0,n€BR"xRY)
gilt. Fiir r € Ry folgern wir

d—1
W,p(rK,r) = /]R+ Z,\d—jnd_jC]B(rK, rn) dp(X)

0 7=0
d—1
S / Xy JCB(K, ) dp()) - 17
=0 /Rg

(i) Es bezeichne
Np(K) == {(pp(K. ), up(K,2))|lz € R*\ K\ exop(K)}
das Normalenbiindel von K und
Be(K,p,u) :=sup{t > 0|dp(K,p+tu) = dg(p,p+tu)}, (p,u) € Ng(K)
die Reichweitenfunktion von K. Fiir 7 > 0 setzen wir
N = {(p,u) € Np(K)|Bp(K,p,u) < 7}
Nun gilt fiir z € R?\ exog(K) \ K die Implikation
(pp(K,x),up(K,)) € NI = dp(K,z) <7,
was fiir alle s, A € R die Inklusion

{z € (K +sAB)\ K\ exop(K)|(pp(K,x),ug(K,z)) € N} C (K+7B)\ K\ exop(K)
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nach sich zieht. Hieraus folgt aber

H(s) == / Val{r € (K + 5AB) \ K \ exop(K)|(ps (K, 2), un(K, 2)) € NX}) dp(3)
< pRIVal(K +7B)\ K).

Also ist H (s) beschrinkt in s. Weiter ist hyx als Polynom vorausgesetzt. Wenn S so grof§
ist, dass K C SB, dann gilt

hy(r) = W,p(rK,rNK)
< Va(rSB + AB) dp()\)

Ry
d

_ Z (j) v / X ANVl B)

fiir alle 7 € Ry . Also ist h nx ein Polynom von hochstens Grad d. Wegen

hyx(r)

T

/R+ Val{z € (rK + AB) \ rK \ exop(rK)|(pp(rK,z), upg(rK,x)) € rNX}) dp())
=y /R+ Vi({z € (K + 2B) \ K \ exop(K)|(pp(K, 2), up(K,x)) € NX}) dp())

folgt H(s) = s*hyx (%) und somit ist auch H(s) ein Polynom. Da H(s) beschrénkt ist
und H(0) = 0 gilt, ist H(s) = 0 fiir alle s € R{. Fiir jedes r € R} gibt es ein s € RT mit
p((%,00)) > 0, woraus

Va{z € (K +7B) \ K \ exop(K)|(pp(K, z), up(K, z)) € N;'})
1

_ m/wvd({x (K +rB)\ K \ exop(K)|
(pB<K7 x)auB(Kv l’)) S Nf}) dp()‘)
< ;@)/Wvd({x (K +sAB)\ K \ exop(K)|

— (5,
(pe(K,z),up(K,x)) € NE})dp(X)
-0

folgt. Wir zeigen nun, [25, S. 476] folgend, dass dies die Konvexitéit von K impliziert: Da
r und 7 beliebig waren, folgt aus der o-Additivitdt des Lebesgue-Mafles, dass

Va{r € R*\ K \ exop(K)|B5(K,ps(K, ), up(K,x)) < co}) = 0.

Insbesondere liegen die Punkte x mit 83(K, pp(K,z),up(K,r)) = oo dicht in R\ K.
Um zu zeigen, dass exop(K) = () ist, sei x € R?\ K. Dann gibt es eine Folge von
Punkten (z;)en, die gegen x konvergiert mit Sz (K, p;, u;) = 0o, wobei p; := pp(K, x;) und
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u; == up(K,z;), fiir alle i € N. Wegen der Kompaktheit von K konvergiert eine Teilfolge
von (p;)ien, 0.B.d.A. die gesamte Folge, gegen einen Grenzwert, den wir mit p bezeichnen.
Nach Lemma 1.31 gilt lim; ., dp(K, x;) = dg(K, x), weshalb auch die Folge (u;);en gegen
% konvergiert. Wahle r; > dp(K,z). Wegen = = p + dg(K,z)u folgt = €
[p, p+ riu). Weil bd B abgeschlossen ist, gilt u € bd B und somit dg(p, p+ riu) = rp. Fiir
alle i € N folgt aus (K, p;, u;) = 0o, dass dg(K, p;+r1u;) = r1. Also dg(K, p+riu) = ry.
Sei ¢ € lIg(K, x). Dann gilt

u =

dp(q,p+ru) >r1 =dp(p,x) +dp(x,p+riu) > dp(q,x) + dp(x,p + riu).

Da aber auch dg(q,p + riu) < dg(q,z) + dg(z,p + riu) gilt, folgt x € [q,p + ru] aus
Lemma 1.35. Da aulerdem x # p+rju und dg(p, p+riu) = dg(q, p+riu) gilt, folgt p = q.
Also x ¢ exop(K). Da z beliebig war und B als glatt und strikt konvex vorausgesetzt ist,
folgt aus Satz 1.36 die Konvexitat von K. O



Kapitel 4

Anwendungen

In diesem Kapitel wollen wir einige Anwendungen der Resultate der letzten beiden Kapitel
diskutieren.

In Abschnitt 4.1 werden wir nachweisen, dass eine bestimmte Menge dicht im Raum der
stetigen und translations-invarianten Funktionale auf der Menge aller Kérper liegt.

Im zweiten Abschnitt untersuchen wir Boole’sche Modelle, wobei wir dem Kapazitits-
funktional und der Kontaktverteilungsfunktion besondere Aufmerksamkeit schenken.

Im dritten Abschnitt werden wir neue Beweise fiir Darstellungen des ersten und zweiten
inneren Volumens mit Hilfe Gauf’scher Zufallsvariablen erhalten.

In Abschnitt 4.4 werden wir die Resultate der vorangegangenen Kapitel zunédchst auf
Brown’sche Pfade anwenden. Dann werden wir zeigen, dass unter Regularititsbedingun-
gen in der Ebene eine Vereinigung zufalliger Korper, deren erwartetes Parallelvolumen
ein Polynom ist, f.s. nur aus einen Koérper bestehen kann.

4.1 Riume stetiger Funktionale

In diesem Abschnitt wollen wir eine Version der von Alesker [1] bewiesenen Vermutung
von McMullen fiir nicht-additive Funktionale zeigen.

Wir betrachten den Raum C der nicht-leeren kompakten Teilmengen des R? wieder mit
der Hausdorff-Metrik. Weiter definieren wir fiir abgeschlossene Teilmengen M C C eine
Folge von Seminormen auf dem Raum C(M,R) aller stetigen Funktionale von M nach
R: Fiir N € N und ein stetiges Funktional ¢ : M — R setzen wir

||| n := max{|¢(K)||K C NB?, K € M}. (4.1)

Auf Grund des Auswahlsatzes von Blaschke (Satz 1.23) ist {K € M|K C NB?} kom-
pakt, weshalb das Maximum in (4.1) angenommen wird. Wir sagen, eine Folge (¢,,)nen in
C'(M,R) konvergiert gegen ein stetiges Funktional ¢ : M — R, falls ||¢,, — ¢||xy — 0 fiir
alle N € N.

Hadwiger [20, 6.1.10] charakterisierte die Linearkombinationen von inneren Volumina als
die einzigen stetigen, additiven und bewegungs-invarianten Funktionale von K nach R.
Fiir unsere Zwecke umformuliert lautet dieses Resultat:

Satz 4.1. Die lineare Hiille von

{K—-R, A Vy(A+rBY|r e R}

113
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liegt dicht im Raum aller stetigen, bewegungs-invarianten und additiven Funktionale K —
R.

Man beachte, dass die Vektorrdume in Satz 4.1 endlich-dimensional sind und daher ein
dichter Unterraum bereits der Gesamtraum ist.

Will man die Bewegungsinvarianz im Charakterisierungssatz von Hadwiger zur Trans-
lationsinvarianz abschwéchen, so muss man an Stelle der inneren Volumina gemischte
Volumina zulassen. Alesker [1] bewies, dass gemischte Volumina einen dichten Unterraum
des Raums aller stetigen, additiven und translations-invarianten Funktionale aufspannen.
Wir formulieren diese Aussage so:

Satz 4.2. Die lineare Hiille von
{K—-R, A— Vy(A+ K)|K € K}

liegt dicht ivm Raum aller stetigen, translations-invarianten und additiven Funktionale

K —R.

Wir wollen nun noch einen Schritt weiter gehen, und auch die Additivitét fallen lassen,
wozu wir die skalaren Vielfachen des Einheitsballs bzw. die konvexen Korper durch eine
noch groflere Mengenklasse ersetzen miissen.

Hierfiir erinnern wir uns, dass wir fiir einen Kérper M

Ciy ={K+rM|K eC,r>0}

gesetzt haben und die Menge der konvexen Koérper mit inneren Punkten im R? mit K,
bezeichnen. Das Hauptresultat dieses Abschnitts lautet nun:

Satz 4.3. Fir M € Ky liegt die lineare Hiille von
{C—-R, A= Vy(A+ K)|K € Cyi}
dicht im Raum aller stetigen und translations-invarianten Funktionale C — R.

Bevor wir zum Beweis des Satzes kommen, wollen wir ein Korollar ziehen.

Korollar 4.4. Fiir M € Kq liegt die lineare Hiille von
{K—-R,A— Vi(A+ K)|K € Ciu}

dicht im Raum aller stetigen und translations-invarianten Funktionale K — R.

Beweis: Sei ¢ : K — R stetig. Nach [47, Satz 1.2.3] ist conv : C — K stetig, also auch
¢oconv:C — R. Wegen Satz 4.3 gibt es eine Folge von Funktionen der Gestalt

C—R A~ ) MNVa(A+K), NEeER,K;€Coy,

=1

die gegen ¢ o conv konvergiert. Nun konvergiert aber auch die Folge der Einschrénkungen
dieser Funktionen auf K gegen ¢ o convx = ¢. n
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Weiterhin bemerken wir, dass die Resultate von Alesker und von uns nicht auf einfache
Art und Weise auseinander hervorgehen. Unser Korollar besagt ndmlich, dass eine Menge
D dicht in einem topologischen Raum T liegt, wihrend laut Alesker eine Menge, die im
Wesentlichen D N S ist, dicht in einem Unterraum S C T liegt.
Der Beweis von Satz 4.3 basiert auf zwei weiteren Aussagen. Zunéchst zeigen wir, dass
der behauptete dichte Unterraum tatséchlich ein Unterraum ist.

Lemma 4.5. Sei M € Ky und K € C4pr. Dann ist
¢p:C—R, A Vi(A+ K)
stetig.

Beweis: Es gibt eine kompakte Teilmenge L C R? und r > 0 mit K = L + M. Nun ist
die Funktion o : C — C, A — A + L stetig nach [47, Satz 1.2.3] und § : C — R, B —
Va(B + rM) ist stetig nach Lemma 1.44. Fir A € C gilt

$(A) = V(A + K) = Vy((A+ L) + rM) = B o a(A).

Also ist ¢ = o« und deshalb ist ¢ stetig. O

Fiir einen Korper K C R? bezeichne ¢(K) wieder den Mittelpunkt der nach Satz 1.29
eindeutig bestimmten Umkugel von K. Fiir R > 0 bezeichne Cj, die Menge aller Korper
K C RY mit ¢(K) = 0 und K C RB? Nach Lemma 1.30 ist ¢ : C — R? stetig und
daher Cj, abgeschlossen. Die zu Beginn dieses Abschnitts angegebene Konstruktion einer
Topologie ist daher anwendbar auf C(Cy,R). Offensichtlich stimmt die so konstruierte
Topologie mit der von der Maximumsnorm induzierten iiberein.

Satz 4.6. Sei R > 0 und M € Ky. Dann ist der Spann U von
[Ch— R, A Vy(A+ K)|K €Cop)
dicht in C(Cj, R).

Beweis: Die Menge Cj, ist abgeschlossen und beschriankt, also nach dem Auswahlsatz von
Blaschke (Satz 1.23) kompakt. Somit folgt aus dem Riesz’schen Darstellungssatz (Satz
1.7), dass der Vektorraum M (Cj) aller signierten Mafie (von endlicher Totalvariation)
auf Cj, isomorph zum Dualraum von C(Cj,, R) ist. Genauer ist ein solcher Isomorphismus
durch die Abbildung gegeben, die jedes signierte Mafl p auf Cj, auf das Funktional

CCrR) =R, ¢ = [ &(A)du(A)

Cr

abbildet. Nach Lemma 3.20 ist aber ein signiertes Mafl auf C*, inshbesondere also eines auf
Cj, bereits dann das NullmaB, wenn [, ¢(A)du(A) = 0 fiir alle ¢ € U gilt. Nach dem
Hahn-Banach-Theorem (Satz 1.8) ist U also dicht in C'(Cj, R). O

Beweis von Satz 4.3: Sei ¢ : C — R translations-invariant und stetig. Dann gibt es
nach Satz 4.6 fiir jedes N € N eine Folge (¢Y),en in

n

span{Cy — R, A— Vy(A+ K)|K € Cip}y
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die in C(Cx,R) gegen ¢jcx konvergiert. Es gibt nun Zahlen s} € N, AY ..., A\, v € R
und Mengen K, ..., KX y € Cyp mit

n,sy

SN (A) =D AV Va(A+ KD
=1

fiir alle A € Cy.

Nun definieren wir eine Folge (¢ )reny von Funktionen C — R sowie eine Folge (n(k))gen
in N. Sei & € N. Wihle n(k) € N so grof, dass ||¢Z(k) — dpczller < &, wobei [ - [l¢: die
Maximumsnorm auf C'(C;, R) bezeichne. Setze nun

k
Sn(k)

i=1
Um zu zeigen, dass (¢p)ren gegen ¢ konvergiert, sei N € N und € > 0. Setze ko :=
max{ NV, %} € R. Sei k € Nmit k > ky und A € C mit A C NB?. Da der Radius der
Umkugel von A héchstens N ist, gilt A — ¢(A) € NB? C kB% Weil ¢, und ¢ beide

translations-invariant sind, folgt

[r(A) — o(A)] = [Yu(A = c(A)) — d(A = c(A))]
|Gy (A — c(A)) = (A — c(A))]
Hdﬁ(l@) - ¢|c;;
1

k
€.

i

AR VANVAN

Weil A beliebig war, folgt ||¢x — ¢||n < €. Also ||t — ¢||y — 0. Da N beliebig war, haben
wir Y — ¢ gezeigt. L]

4.2 Boolesche Modelle

In diesem Abschnitt wollen wir einige Resultate der Kapitel 2 und 3 auf das Kapazitéts-
funktional und die Kontaktverteilungsfunktion Boolescher Modelle, wie in Abschnitt 1.6
eingefiihrt, anwenden.

Wir stellen nun einen Zusammenhang zwischen der Kontaktverteilungsfunktion Boole-
scher Modelle und den durch (3.9) definierten Funktionalen f, her. Dazu bezeichne log den
Logarithmus zur Basis e. Wir wiihlen wieder eine messbare Zentrumsfunktion ¢ : C — R¢
mit ¢(K + x) = ¢(K) + z fiir K € C, z € R? und bezeichnen die Menge aller konvexen
Korper K, die ¢(K) = 0 erfiillen, mit C*.

Satz 4.7. Sei Z eine zufillige abgeschlossene Menge, Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf
K* und v > 0. Dann ist Z genau dann ein Boolesches Modell mit Intensitdt v und
Kornverteilung Q, wenn

Tz =1—exp(—fyq) (4.2)
oder dquivalent

frq = —log(1 - Ty) (4.3)
gilt.
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Beweis: Die Aquivalenz der beiden Gleichungen ist offensichtlich. Ihre Notwendigkeit
folgt aus Satz 1.48. Wegen [47, Satz 1.4.2] sind sie also auch hinreichend. O

Die Menge aller konvexen Korper K, die innere Punkte haben und ¢(K) = 0 erfiillen,
bezeichnen wir mit /Cj.

Korollar 4.8. Sei Z ein Boolesches Modell mit Intensitit v und auf K* konzentrierter
Kornverteilung Q. Dann ist Ty genau dann (bzgl. der Hausdorff-Metrik) stetig, wenn Q
auf K konzentriert ist.

Beweis: Sei zunéchst T stetig. Laut (4.3) ist dann auch f,.q stetig. Mit Q= Qyic; folgt
aus Satz 3.10

y- / Va(BY + A)dQ(A) = f,.q(BY) — £, 5(B%) =0.
K\K

Weil aber V(B9 + A) fiir jedes A € K* \ K positiv ist und Q ein MaB ist, folgt hieraus,
dass Q auf Kfj konzentriert ist.

Falls umgekehrt Q auf K konzentriert ist, ist f,.qg nach Satz 3.10 stetig und somit wegen
(4.2) auch T7. O

Korollar 4.9. Sei Z ein Boolesches Modell mit Intensitit v und auf K* konzentrierter
Kornverteilung Q. Dann gilt fir alle K, L € C, dass

(1-Ty(KUL) - (1-Tz(KNL) > (1-TyK)) (1-Ty(L)) (4.4)
P(ZN(K\L)=0|ZNL=0) > P(ZN(K\L)=0Zn(KNL)=0). (4.5)

Beweis: Wegen Satz 3.15 gilt
froKUL)+ fro(KNL) < fro(K) + frolL) (4.6)
Aus (4.3) folgt nun (4.4). Wegen
1-T,(M)=P(ZAM =0), MeC,
folgt aus (4.4), dass

P(ZN(KUL)=0) - P(ZNK =0)
P(ZNL=0) ~PZnN(KNL) =0)

Dies aber dquivalent zu (4.5). O
Es gibt in £* nur einen Koérper, der aus genau einem Punkt besteht. Wir nehmen nun

0.B.d.A. an, dass dieser Korper {0} ist.
Fir K € K* bezeichne 6x das Dirac-Mafl in K.

Korollar 4.10. Sei Z ein Boolesches Modell mit Intensitit v und auf IC* konzentrierter
Kornverteilung Q. Dann gilt Gleichheit in den Ungleichungen (4.4) und (4.5), genau wenn
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Beweis: Wir miissen nur zeigen, dass genau dann Gleichheit in (4.6) gilt, wenn Q =
d10y, weil von dort an alle Schliisse im Beweis von Satz 4.9 mit Gleichheit an Stelle von
Ungleichheit gelten und die Richtung der Schliisse umgekehrt werden kann.

Aus Satz 3.13 folgt aber, dass genau dann Gleichheit in (4.6) gilt, wenn f..q ein skalares
Vieltaches des Lebesgue-Mafles ist. Wegen f,.5,, =7 - V4 und Korollar 3.21 ist dies aber
dquivalent zu Q = dq0y. O
Sei R™ durch (z1,...,z,) — (21,...,2m,,0,...,0) in R™ eingebettet und Z eine zufillige
abgeschlossene Menge in R™. Dann folgt aus der Definition des Kapazitdtsfunktionals,
dass das Kapazitatsfunktional von Z NR™ die Einschrinkung des Kapazitiatsfunktionals
von Z auf die Korper in R™ ist. Sei Z nun speziell ein Boolesches Modell mit Intensitéit
~v > 0 und Kornverteilung Q. Fiir alle Kérper C' C R™ gilt dann

Tzemm (C) = Tz(C)
_ l—exp( /V(A+C*)dQ(A))

_ 1—eXp( // (A+C") N (Rm+x))dde(A)>

( // . —2)NR™) + C*) dx dQ(A))
- 1—exp< 5 A’+C*)du(A))
(]

= 1—exp

= 1l—exp Vin(A"+ C*) dQ' (A ))

wobei fiir jede Borel-Menge A im Raum C™ aller Koérper im R™

(A) = /C /( (A=) R drag(),

v = u(CM)
und
o H(A)
S = ey

Also ist Z N R™ nach Satz 4.7 ein Boolesches Modell.

Korollar 4.11. (i) Sei Z ein Boolesches Modell in R™ mit Kornern, die fast sicher
Kugeln sind, und deren Radien die Verteilungsfunktion 1 — e~™ haben. Dann ist
7' .= Z NR™ ebenfalls ein Boolesches Modell mit Kornern, die fast sicher Kugeln
sind, und deren Radien die Verteilungsfunktion 1 — e™™ haben. Auferdem hat Z'
die selbe Intensitit wie Z.

(ii) Sei P ein Wahrscheinlichkeitsmafs auf RS, fir das es eine Zahl m € N so gibt,
dass fiir alle Booleschen Modelle Z in R™, n > m, mit Kérnern, die fast sicher
Kugeln sind und Radienverteilung P haben, folgendes gilt: Das Boolesche Modell
7' = ZNOR™ hat die selbe Intensitit wie Z und Korner, die fast sicher Kugeln sind
und Radienverteilung P haben. Dann hat P die Verteilungsfunktion 1 — e .
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Beweis: (i) Die Korner von Z’ sind offensichtlich Kugeln. Zur Berechnung der Radien-
verteilung erinnern wir daran, dass W (K) = EVy(K + AB?), wobei A eine R -wertige
Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion 1 — e~ ist. Wenn v die Intensitdt von Z bezeich-
net, gilt log(1—77) = —v-W nach (4.3). Wegen Satz 3.6(i) folgt log(1—T%/) = —v-W. Also
hat 2’ n2ach Satz 4.7 Intensitdt v und die Radien seiner Kérner haben Verteilungsfunktion
1—e ™,

(ii) Fiir Z und Z’ wie im Satz und beliebige kompakte Mengen K C R™ gilt T%/(K) =
T7(K), also nach (4.3)

7./R+ Vm(K+)\Bm)dP(/\):7-/ V(K + AB") dP(\),

+
RO

wobei 7 die Intensitdt von Z bezeichnet. Da n > m beliebig war, folgt mit Satz 3.6(iii),
dass P die Verteilungsfunktion 1 — e~ hat. O

Wir miissen zugeben, dass Teil (ii) von Korollar 4.11 aus zwei Griinden etwas unbefriedi-
gend ist. Zum einen fixieren wir m und lassen n iiber alle Zahlen, die grofler als m sind,
laufen. Es wére natiirlicher, n zu fixieren und dann ein beliebiges m € {1,...,n — 1} zu
betrachten. Auflerdem arbeiten wir in dem Beweis nur mit der Einschrankung von 77, auf
JC und nicht Tz auf seinem ganzen Definitionsbereich C. Also gilt die Aussage dieses Teils
vermutlich unter schwécheren Voraussetzungen - dann kann sie aber wahrscheinlich nicht
mehr so einfach aus Satz 3.6 gefolgert werden.

Als direkte Folgerung aus Satz 2.24 und Korollar 1.49 erhalten wir:

Korollar 4.12. Sei B C R? ein konvexer Korper mit einem Summanden der Form
RB%, R > 0, und 0 € int B. Sei weiter Z ein Boolesches Modell in R?* mit zugrunde-
liegendem markierten Poisson-Prozess ) 6(x,z,), also Z = |J(X; + Z;). Das typische
Korn Zy von Z ertfiille

E(diam Z,)° < oo.

Dann ist Z = |Jconv(X; + Z;) ebenfalls ein Boolesches Modell. Seien A bzw. A die Aus-
fallraten der Kontaktverteilungen von Z und Z beziiglich B. Dann ¢ibt es eine Konstante
C > 0 so, dass fir fast alle hinreichend grofien r gilt

IAr) = A(r)| < C-r72

Wir leiten nun eine Aussage iiber die asymptotische Geschwindigkeit einer Verteilungs-
konvergenz her. Fiir B C R? haben wir B* := {—xz|x € B} gesetzt.

Satz 4.13. Seien Z"), r € R*, Boolesche Modelle in R* mit Intensitit r* und von r
unabhdingigem typischem Korn Zy, das E(diam Zy)4™! < oo erfillt. Sei B C R? ein
konvexer Korper mit 0 € int B, der einen Ball als Summanden hat, und D eine R -wertige
Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion 1 — exp(—t?Vy(B)). Dann gilt die Konvergenz

rdp(Z",0) =2 D

in Verteilung. Genauer gilt fiirt > 0, dass

. () 0) < £) — (1 — e—t"Va(B)
LB ds(20,0) <) = (1—e )

! = ¢ "VaBIIRY (conv Zo[1], B¥[d — 1]).
r— '8
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Beweis: Fiir t > 0 haben wir das Dirac-Maf in ¢B* auf IC mit d;5- bezeichnet. Aus den
Satzen 1.48 und 3.25 folgt nun

P(r-dg(Z",0) < t) — (1 — e "Va(®))

lim

r—0

=S|~

—

(1— e~ EVa ZO+§B*)) —(1— e—thd(B))

= lim

r—0 T
—Va(tB*) _ —EVi(rZo+tB*)

. e e

= lim
r—0 r

_ _d —EV4(rZo+tB*)

=& |r=0

— _oValtB") (_d% E/ Va(rZy + A) détB*(A>r=0)
K

_ ot a(B) | (E/ V (conv Zy[1], Ald — 1]) db;p- (A))
K
= e "VaBA-IRY (conv Zy[1], BY[d — 1]). -

Wir beenden diesen Abschnitt mit einem Resultat, das die Aussage von [28, Theorem
5.3] unter schwicheren Voraussetzungen macht. Hierfiir bezeichne HZ wieder die Kon-
taktverteilungsfunktion einer zufélligen abgeschlossenen Menge Z bzgl. eines Eichkorpers
B.

Satz 4.14. Sei Z ein Boolesches Modell in R mit typischem Korn Zy. Wir nehmen
E (diam Zo)**"' < 0o an. Sei B ein Scheibenkirper fir den log(1 — Hg) ein Polynom ist.
Dann ist X N (B + x) fast sicher fiir fast alle v € B+ konvez.

Beweis: Nach Satz 1.48 ist
log(1 — HE(r)) = EVy(X +rB*).

Also ist r — E V(X +rB*) ein Polynom. Aus Korollar 2.32 folgt nun aber die Behauptung,.
[

4.3 Gauld’sche Zufallsvektoren

In diesem Abschnitt werden wir mehrere geometrische Grofien mit Hilfe Gauf’scher Zu-
fallsvektoren ausdriicken. Unsere Strategie ist dabei, Darstellungen fiir die erste und zweite
Ableitung von W (rK) nach r zu finden, wobei wir voraussetzen miissen, dass K C R?
eine endliche Menge ist. Die Formeln werden sich im Spezialfall, dass wir die Ableitung
in 0 betrachten, vereinfachen. Wir kénnen dort durch Approximation zeigen, dass unsere
Resultate fiir beliebige kompakte Mengen K C R? gelten und die neuen Darstellungen
der Ableitungen von W (rK) mit denen aus Abschnitt 3.3 vergleichen.

Folgende Darstellung des Wills-Funktionals stammt von Vitale [56, S. 3].

Satz 4.15. Sei Z ein standard-normalverteilter Zufallsvektor des R und K C R? kom-
pakt. Dann gilt

W(K) =E exp(max{{a, Z) — € K}).

||a||2| a
2 1\or
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Im Folgenden sei A eine endliche feste Menge. Fiir r € R} und z € R? bezeichne a” €
V271 A einen Punkt mit

(a, 2) — §llaZl* = max{(a, z) — §lal]*| &= € A}.
In Folgenden sei Z stets ein standard-normalverteilter Zufallsvektor im RY.
Satz 4.16. Mit diesen Bezeichnungen gilt
5 W(rd) =Eexp ((ray, Z) - gllra|*) - (a7, Z) — rllaz]?).
Beweis: Sei r € R{. Dann gilt fiir zwei verschiedene Punkte a,a’ € V21 A fs., dass
(a,Z) = 5llall* # (d', Z) — 5]ld']%,

weshalb a, f.s. eindeutig bestimmt ist. Wenn a’, eindeutig bestimmt ist, gibt es eine
Umgebung von r so, dass fiir alle s aus dieser Umgebung a’, = a, gilt. Dann folgt

o exp ((ray, Z) — 3llrazl|®) = exp ((ray, Z) — 3lray|?) - (a7, Z) = rllagz]?).  (4.7)
Wegen Satz 4.15 gilt
2w(rA) = ZE exp(max{(ra,Z) — @L/LQ—W € K})
= 5Eexp ((ray, Z) — lrazl?) (4.8)
Wenn man im letzten Term Differential und Erwartungswert vertauschen kann, folgt mit
Gleichung (4.7) die Behauptung. Also miissen wir die Voraussetzungen von Lemma 1.9
{iberpriifen. Hierzu sei R > 0 so groB, dass A C RBY. Fiir s € [0,r + 1] setzen wir
I := [min{r, s}, max{r, s}]. Da die Funktion ¢ — exp((tal, Z) — L||ta}||?) f.s. stiickweise
stetig differenzierbar ist, gilt f.s.
| exp((say, Z)—5l|saz||*) — exp((ray, Z) — 3|ray|*)|
< |s — r| - max{|2 exp((taly, Z) — {tat )| [t € T}
< |s — r| - max{exp((tay, Z) — 5lltaz|*) - [aZz, Z) — tllaz || |t € I}
<ls—r[-exp((r + DRI Z]) - (RIZ|| + (r + 1) R?).
Die Zufallsvariable auf der rechten Seite hat aber endlichen Erwartungswert, weshalb
Lemma 1.9 angewendet werden kann. Dies schliet den Beweis dieses Satzes ab. O
Satz 4.17. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt
82 T T T T T
52V (rA) =E exp ((raz, Z) — 5lIraz|®) - [({az, 2) = rllaZl*)* = lla% ).

Beweis: Der Beweis ist bis auf eine Ausnahme der selbe wie der Beweis zu Satz 4.16. An
der Stelle, an der dort Satz 4.15 verwendet wurde, muss nun Satz 4.16 benutzt werden. [

Wir bezeichnen nun fiir eine kompakte Menge K C R? und einen Vektor u € R?
hi(u) := max{(k,u)|k € K} = heony k().
Wiihle fiir K € C und u € R? einen Punkt H(K;u) € K mit
(H(K;u),u) = hg(u).

Im Fall, dass K konvex ist, ist H(K;u) ein beliebiger Punkt der Stiitzmenge Hg (u). In
jedem Fall ist H(K; Z) fast sicher eindeutig bestimmt.
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Korollar 4.18. Mit den oben und soeben eingefiihrten Bezeichungen gilt

(i) ZW(rA),—o = V21 -Eha(2)

(ii) =W (rA)p—o =21 - E[ha(2)* — | H(A; 2)|”].
Beweis: Aus der Definition von a’ folgt sofort, dass

(%, Z) = max{(a, Z)|a € V21 A} = V21 - ha(Z)
und somit wegen a% € v/21A
ay =V2r- H(A; Z).

Also folgen die Behauptungen aus Satz 4.16 und Satz 4.17. m
Durch einen Vergleich der Korollare 3.28 und 4.18 ergibt sich das néchste Korollar.
Korollar 4.19. Mit den oben eingefiihrten Bezeichnungen gilt

(i) Vi(conv A) = 21 - Ehy(2)

(ii) Va(conv A) =7 - E[ha(Z)? — ||[H(A; Z)|?].
Wir wollen dieses Korollar nun durch Approximation auf beliebige kompakte Mengen
verallgemeinern. Dazu bendtigen wir Stetigkeitsargumente. Laut [47, Satz 1.2.3] ist conv :

C — K stetig und die inneren Volumina sowie h(-,u),u € S !, sind als Funktionen von
KC nach R laut [46, S. 210 bzw. Lemma 1.8.10] stetig.

Lemma 4.20. Seiu € R? und K C R? kompakt so, dass H(K;u) eindeutig bestimmt ist,
und (K;)en eine gegen K konvergente Folge. Dann gilt fiir jede Wahl von H(K;;u), dass
lim H(K;;u) = H(K;u).

1—00

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass jede Teilfolge (Kpn())ien von (K;)ien eine Teilfolge

(Kon(r(i)))ien mit
lim H(Km(T(i)); u) = H(K; u)

besitzt.
Sei also (Kn())ien eine Teilfolge von (K;);en. Da (K )ien konvergiert, gibt es R € R
so, dass Kp,;) € RB? fiir alle 4 € N und insbesondere

H(Ku;u) € RBY, i € N,
Also hat diese Folge eine konvergente Teilfolge (H (K (r(i)); ))ien. Nun gilt

(m H (Ko (riy); w), w) = m (H (Ko ey u),u) = lim by o0(u) = hie(u).

Wegen lim; oo H(Kpmr)); u) € K folgt

lim H(Km(r(i)); u) = H(K; u) ]

i—00

Indem wir das bisher Gesagte zusammennehmen, erhalten wir folgenden Satz.
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Satz 4.21. Sei K C R? kompakt und Z ein standard-normalverteilter Zufallsvektor im
R?. Dann gilt

(i) Vi(conv K) = /21 - E hg(Z)
(ii) Va(conv K) =7 - E[hg(Z)? — |H(K; Z)|?].

Beweis: Wir beweisen nur die zweite Aussage, da die erste analog, nur etwas einfacher,
folgt. Laut Lemma 1.21 gibt es eine gegen K konvergente Folge (A;);en endlicher Teil-
mengen von K. Dann folgt aus den Stetigkeitsaussagen vor und in Lemma 4.20, Korollar
4.19 und dem Satz von der majorisierten Konvergenz, der angewendet werden kann, weil
A; C K fiir alle ¢ € N gilt, dass

Vo(conv K) = lim V,(conv A;)

1—00

= zlg?oﬂ E[ha,(2)? — |H(As; 2)|7]
= 7-E lim[ha (2)” - || H (A 2)|P]
= 7-Ehx(2)? — |H(K; 2)|?. O

Satz 4.21 ist im Wesentlichen kein neues Resultat. Die erste Aussage ist ein Spezialfall
von Proposition 14 aus [51], deren Beweis hauptséchlich auf der Unabhéngigkeit von ||Z||
und H_gH sowie der Projektionsformel der Integralgeometrie beruht. Die zweite Aussage ist
zwar in dieser Form neu, allerdings kann man Teil (ii) von Korollar 4.19 aus [9, (3.10.1)]

folgern, indem man verwendet, dass die Kovarianz von (a, Z) fiir a € R? gleich ||al|? ist.

4.4 Zufillige kompakte Mengen

In diesem Abschnitt wollen wir Beispiele fiir zuféllige kompakte Mengen untersuchen,
die die Voraussetzungen der Sitze aus den Kapiteln 2 und 3 erfiillen. Wir werden da-
bei zwei Modelle betrachten, namlich die Brown’schen Pfade (vgl. Definition 1.50) und
Vereinigungen zufilliger kompakter Mengen.

Beispiel 4.22. Die Voraussetzungen der Sétze 2.1, 2.15 und 2.24 sowie von Korollar 2.32,
sind erfiillt, falls X ein Brown’scher Pfad ist und Y eine deterministische Menge ist, die
die Glattheitsvoraussetzungen des jeweiligen Satzes erfiillt, z.B. Y = B2. Weiter erfiillt
ein Brown’scher Pfad die Voraussetzungen, die in den Satzen der Abschnitte 3.3 und 3.4
an X gestellt werden. Wegen Satz 1.51 gilt ndmlich E(diam X)? < oo fiir alle j € N.

Da ein Brown’scher Pfad die Voraussetzungen von Satz 2.15 erfiillt, erhalten wir folgendes
Resultat:

Korollar 4.23. Es sei S ein Brown’scher Pfad in R3. Dann gilt

EVi(convS) = 4\/2
EVy(convS) = .



KAPITEL 4. ANWENDUNGEN 124
Beweis: Es gilt (siche z.B. [33, (5.1)])

4
EV3(S +rB?%) = §7r7“3 + 4V 27r? + 27,

Andererseits folgt aus (1.24)

3
E Vz(conv S + rB?) = Z kg jr* R V;(conv S).

J=0

Wegen E (diam S)* < oo ist die Differenz dieser beiden Polynome laut Satz 2.15 be-
schriankt. Also stimmen ihre Koeffizienten von 73, 2 und r iiberein. Dies liefert neben der
trivialen Aussage E Vj(conv.S) = 1 die Behauptung. O

Bem. 4.24. Da fiir das erwartete Parallelvolumen eines Brown’schen Pfades in beliebi-
gen Dimensionen eine Formel bekannt ist (vgl. z.B. [33, (4.17)]), ist es wahrscheinlich
moglich, das erwartete erste und zweite innere Volumen eines Brown’schen Pfades in be-
liebigen Dimensionen mit obigem Ansatz zu berechnen. Da die Formel [33, (4.17)] aber
sehr kompliziert ist, wére dies mit erheblichem Aufwand verbunden, der nicht zu recht-
fertigen wére, da man in direkter Verallgemeinerung von [34]

EVi(conv S) = (4.9)

in R? zeigen kann. Nimmt man noch Bemerkung (a) von [11, S. 149] hinzu, folgt
EVs(conv S) = (d — 1)%

Als Anwendung von Satz 3.25 erhalten wir ein Resultat iiber die Wiener-Wurst, das neu
zu sein scheint. Es bezeichne Sy, t > 0, einen Brown’schen Pfad bis zum Zeitpunkt ¢.
Satz 4.25. Fiirr > 0 gilt

. E Vd(St + TBd) - leid

lim

t—0 \/7_5

Beweis: Wegen Satz 1.52 und Satz 3.25 gilt

dqdﬂ%\/§
L(g+1)

= kg EVi(conv S) =7

. EVy(S; + 7B — rikg . EVy(Se +rBY) —riky
lim = lim
t—0 Vit t—0 t
. EV4(tS +rB?) —rix,
= lim

t—0 t

= %E/Icvd(tS+A) dérBd(A)\t:O

~— dE / V(conv S[1], Ald — 1]) d6, 5a(A)

= E[dr*" - V(conv S[1], BYd — 1))]
" gy - EVi(conv S).
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Weiter gilt wegen (4.9)

d—1

% AN+ 1)V2 AT V2

=1, RV, S) = ¢l . = .
K BV (conv S) = N(Ei+1)  T(E+1) "oTE

Wir wollen nun einen Satz herleiten, mit dessen Hilfe man iiberpriifen kann, ob eine
Vereinigung zufilliger kompakter Mengen die Integrabilitdtsbedingungen der Satze 2.1,
2.15 und 2.24, von Korollar 2.32 und der Resultate aus den Abschnitten 3.3 und 3.4 erfiillt.

Satz 4.26. Sei N eine NT-wertige Zufallsvariable mit EN < oo, (X;);en+ eine Folge
zufilliger Punkte in R und (Z;);en+ eine Folge zufilliger kompakter Teilmengen des RY
mit 0 € Z; f.s. fiiri € Nt. Sei N unabhingig von ((X;, Z;))ien+. Setze

'CZ

Z =\ )X+ Z).

=1

Sei 7 € N fest.

(i) Falls es Zahlen S und Sy so gibt, dass E(diam Z;)7 < Sy und E(||X;||)? < Ss fir
alle i € NT, dann gilt E (diam Z)? < oo

(11) Seien zusditzlich die Folgen (X;)ien+ und (Z;)ien+ voneinander unabhingig und je-
weils u.i.v., Xy radialsymmetrisch verteilt und IF’(N > 2) > 0. Falls E (diam Z)7 <
oo, dann ZSt E(diam Z;)’ < co und E(]| X1]])? <

Der Grund, wieso wir Teil (ii) hier auffiithren, ist, dass wir zeigen wollen, das Teil (i) nicht
wesentlich verschérft werden kann. Im Prinzip kann Teil (ii) dazu verwendet werden,
nachzuweisen, dass die oben erwédhnten Integrabilitdtsbedingungen in einer bestimmten
Situation nicht erfiillt sind. Dies wird aber im Regelfall uninteressant sein.

Der Beweis von Teil (i) basiert auf folgendem Lemma:

Lemma 4.27. Sei N eine Nt-wertige Zufallsvariable mit EN < oo und (T;);en+ eine
von N unabhingige Folge von Ry -wertigen Zufallsvariablen, fir die es eine Zahl S mit
ET] < S gibt. Dann ist

E max{Tjli=1,..., N} < oco.

Beweis: Es gilt

Emax{T}li=1,..., N} = Z]P’ n)E max{Tj|i = 1,...,n}
< Y PIN=nET{ +---+T)
< Z]P’(N:n)ns
- S-EN

< 0. O
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Beweis von Satz 4.26: (i) Es gilt f.s.

(diam Z)7

IA

( max diam Z; + || X;|| + || X + diam Z )’
i,ke{l,..,N}

< (4max{|| X, ||, diam Zi = 1,..., N})’
< A max{||X;|||i =1,..., N}V + 4 max{diam Z;|i = 1,..., N},

Da nach Lemma 4.27

E max{|| X |li=1,..., N}¥ < oo
und  E max{diam Z;]i =1,...,N}V < oo

gilt, folgt E (diam Z)’ < oo.
(ii) Trivialerweise gilt ‘ ‘
E (diam Z;)? < E (diam Z)? < oc.

Falls N > 2, gilt X7, Xo € Z und, falls dariiber hinaus (X;, Xs) < 0, folgt
diam Z > || X7 — Xs|| > [| X4]]-
Wegen den Unabhéngigkeitsannahmen folgt
E[[| X1] - P(N > 2)P({X;, X5) < 0) < E (diam Z)’ < oo.

Da P(N > 2) > 0 und P((X;, X5) < 0) > 1 wegen der vorausgesetzten Radialsymmetrie,
folgt E || X, [V < oo. 0

Satz 4.28. Sei B ein Scheibenkdrper. Sei N eine NT-wertige Zufallsvariable mit EN <
00, (X;)ien+ eine u.i.v. Folge von R2-wertigen Zufallsvariablen und (Z;);en+ eine u.i.v.
Folge von zufilligen Korpern in R? mit 0 € Z; f.s. fiir alle i € N*. Es seien N, (X;)ien+
und (Z;)ien+ unabhingig. Weiter gelte E || X1||* < oo und E (diam Z;)? < oo sowie

(a) die Verteilung von X ist nicht auf einer Lebesgue’schen Nullmenge konzentriert oder

(b) die Verteilung von X, ist nicht auf einem Punkt konzentriert und Zy ist mit positiver
Wahrscheinlichkeit strikt konvez.

Setze Z =N (Xi+7;). Falls nun B Vy(Z+rB) ein Polynom ist, dann ist P(N = 1) = 1.

Als erste Vorbereitung fiir den Beweis dieses Satzes definieren wir fiir = = (2!, 2%) € R?
und € > 0 die Menge

We(z) = {(y"v?) € R? |y > 2! — €, v € 2 — ¢,27%}.

Lemma 4.29. Sei e > 0 und A C R? beliebig. Dann gibt es eine abzihlbare Teilmenge
AC A mit
Ac | wp). (4.10)

peA
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~ Nz

‘ { W, (x)

Abbildung 4.1

Beweis: Sei R € N*. Wir konstruieren eine abzihlbare Menge Agr C A N [—R, R)? mit

AN[- c | wmp (4.11)

PEAR

Hierzu definieren wir rekursiv eine Folge (A% );en von Teilmengen von A N [—R, R]?. Wir
setzen A% := (). Fiir 1 € N* betrachten wir die Menge

By = {1 9%) € AN [-R RP\U,eai Welp)

Falls sie leer ist, setzen wir A% := Ai{l. Falls sie ein Maximum besitzt, wihlen wir
einen Punkt (¢*,¢*) € AN[-R,R*\ Upeait We(p) so, dass q? gleich diesem Maximum
ist und setzen A% := Ay U {(¢",¢*)}. Andernfalls wihlen wir eine Folge ((q},¢?))jen
in AN [—R,R]*\ UpeAF We(p) so, dass (¢7)jen gegen sup Ef, konvergiert, und setzen
A = AR U {(g}, ¢))lj € N}

Es sei N die kleinste ganze Zahl, die grofler als %% ist. Sei k € N*. Wir zeigen

sup BTN <supEf—e v ERTN =), (4.12)

wobei wir sup ) := —R setzen. Hierzu betrachten wir fiir 7 € N*
FIZ?, = {yl‘(yla y2) €AN [_Ra R]Q \ UpeAé;l We<p)7 y2 > sup E}z - 6} .

Offensichtlich ist F%,i € N, genau dann leer, wenn F'g leer ist. Fiir ¢ € N* ist auf Grund
der Konstruktion von A% ist klar, dass weder im Fall, dass E% ein Maximum hat, noch
im Fall, dass E'% nicht leer ist und kein Maximum hat, gleichzeitig sup Egl > sup B% — ¢
und sup Fj;™' > sup F, — € gelten konnen. Also gilt fiir alle i € N* eine der Beziehungen
sup B < sup B4 — ¢, sup Fi' < sup F, — € oder Ej' = (). Da die Folge (sup ER)IGN
monoton fallend ist, folgt mduktlv dass fur j € N7 eine der Beziehungen supE

sup B, — ¢, sup Fy E+) < sup FE — je oder E = () gelten muss. Wegen —R < sup F < R
fiir alle i € N, folgt hieraus (4.12). Also ist E}L — () fiir alle i > N2 und Ap := AN’ erfullt
(4.11).

Nun ist A := |Jpey+ Ar eine abzihlbare Teilmenge von A mit (4.10). O

Lemma 4.30. Sei X = (X', X?) ein Zufallsvektor im R?. Dann ist mit Wahrscheinlich-
keit 1 fiir alle ¢ > 0

P(X'—e<Y! Y?€[X?—¢ X?|X) >0,

wober Y = (Y1, Y?) ein von X unabhingiger Zufallsvektor mit selber Verteilung ist.
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Beweis: Es bezeichne P das Bildmaf§ von P unter X bzw. Y. Dann ist zu zeigen, dass
P({x € R}Vo : P(W(z)) >0}) =1

bzw.

P({x € R*|3s0 : P(W(x)) =0}) = 0.
Wegen
{z € R*[Feso : P(We(2)) = 0} = | J{z € R|P(Wyn(2)) = 0}

n=1

und der o-Additivitdt von P reicht es zu zeigen, dass
A, ={x e RQ\P(Wl/n(aE)) =0}

fiir alle n € Nt eine P-Nullmenge ist. Dies folgt aber wegen der o-Additivitit von P aus
Lemma 4.29. ]

Beweis von Satz 4.28: Aus Satz 4.26 folgt E (diam X)? < co. Wegen Bemerkung 2.3
sind somit die Integrabilitdtsbedingungen von Korollar 2.32 erfiillt. Also folgt daraus, dass
EV5(Z + rB) ein Polynom ist, dass Z f.s. konvex ist.

Wir nehmen P(N > 2) > 0 an und bedingen auf N > 2 und N.

Es bezeichne A das Ereignis, dass es i,k € {1,..., N} mit X; # X} gibt und fiir alle
i,k € {1,...,N} mit X; # X gilt, dass weder conv Z; noch conv Z eine zu X; — X
parallele Kante haben. Wir zeigen nun, dass A positive Wahrscheinlichkeit hat. Falls
Bedingung (a) erfiillt ist, nutzen wir aus, dass die Koérper conv Zy, k € {1,..., N}, laut
Lemma 1.28 f.s. hochstens abzéhlbar viele Kanten haben. Fiir i, k € {1,..., N} bezeichne
G, die Vereinigung aller zu einer Kante von conv Z; oder conv Z; parallelen Geraden
durch X;. Das Ereignis A tritt ein, falls fiir alle & € {2,..., N} der Punkt X} nicht
in die Menge Uf;ll G, féllt, die eine Vereinigung von abzéhlbar vielen Geraden und
daher eine Lebesgue’sche Nullmenge ist. Da X}, jeweils unabhéngig von X, ..., Xj_; ist
und seine Verteilung nicht auf einer Lebesgue’schen Nullmenge konzentriert ist, ist die
Wahrscheinlichkeit von A positiv. Falls Bedingung (b) erfiillt ist, so sind mit positiver
Wahrscheinlichkeit 7, ..., Zy alle strikt konvex und X; # X,. Also P(A) > 0.

Die Aussagen des folgenden Abschnitts verstehen sich f.s. bedingt auf N > 2, N und
A. Durch Umnummerierung koénnen wir erreichen, dass X; und X, Endpunkte einer
Kante von conv{Xj,..., Xy} sind und es somit einen Zufallsvektor u € S' gibt mit
(X1,u) = (Xo,u) > (Xy,u), k€ {3,...,N}. Beachte, dass die Xj,..., Xy nun nicht
mehr unabhéngig und identisch verteilt sind, die Zy, ..., Zy aber schon. Von nun an be-
dingen wir zusétzlich auf X; und X5. Wir setzen v := % Es bezeichnen H; und H,
die Punkte aus X; + Z; bzw. Xy + 75, die das grofite Skalarprodukt mit v haben. Wegen
A sind diese eindeutig. AuBerdem gibt es deshalb eine Zahl € € (0, || Xy — X1]|), fiir die das
Ereignis B, dass X; + Z; die Strecke [Hy + (|| X2 — Xi|| — €)v, H1 + (|| X2 — Xi|| — €)v — eu]
nicht schneidet, positive Wahrscheinlichkeit hat.

Wegen Lemma 4.30 ist aber die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses C', dass

(Hy,u) — e < (Ho,u) < (Hy,u) und (H; — Xq,v) —e < (Hy — Xo,0),
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. X,

Das Ereignis B ist, dass X7 + Z; die dicke Strecke nicht schneidet.
Das Ereignis C ist, dass Hs in den dick umrandeten Bereich fllt.

XQ'

Abbildung 4.2

(zusétzlich) bedingt auf H; positiv. Die Ereignisse B und C' treten mit positiver Wahr-
scheinlichkeit gleichzeitig ein. Dann ist aber der Schnitt der Geraden g durch Hs ortho-
gonal zu u mit (Z; + X1) U (Z2 + X3) nicht zusammenhéngend. Seii € {3,...,N}. Da Z;
die Verteilung von Z, hat, tritt das Ereignis D;, dass

max{(z,u)|z € Z;} < max{(z,u)|r € Zs}

mit positiver Wahrscheinlichkeit ein. Weiter gilt (X;, u) < (X, u). Falls Gleichheit gilt,
so sind die Vektoren X; — X; und X; — X5, die nicht beide 0 sind, skalare Vielfache von
v und wegen A hat conv Z; keine zu v parallele Kante. Unter D; ist somit, falls nicht
(Xi,u) < (Xo,u), die Menge

{z € Zi|{z,u) = (Hy — Xo,u)}

hochstens einelementig. Daher ist unter D; der Schnitt von g mit X; + Z; hochstens einele-
mentig. Wegen der Unabhéngigkeit von 71, ..., Z, treten die Ereignisse B,C, D3, ..., Dy
mit positiver Wahrscheinlichkeit alle gleichzeitig ein. Dann ist aber der Schnitt von g mit
UN.,(X; + Z;) nicht zusammenhingend und somit ist Z nicht konvex.

Nun ist aber auch die unbedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Z nicht konvex ist,
positiv. Da dies aber nicht stimmt, ist die Annahme P(N > 2) > 0 falsch. O



Anhang A

Messbarkeitsfragen

Wir wollen hier nachweisen, dass die Mengen und Funktionen, deren Messbarbarkeit wir
in dieser Arbeit verwendet haben, tatséichlich messbar sind.

Dieser Anhang gliedert sich in drei Teile. Zunéchst wollen wir Kriterien bereitstellen, um
Messbarkeit nachzuweisen. Dann geben wir einen Uberblick dariiber, woraus die Messbar-
keit der einzelnen Mengen und Funktionen folgt. Soweit hierfiir im Einzelfall kein kurzes
Argument vorhanden ist, lagern wir Teile des Beweises in ein Lemma aus. Diese Lemmata
bilden den dritten Teil dieses Anhangs.

Sei T ein topologischer Raum mit seiner Borel-o-Algebra. Eine Funktion f : T" — R
heit nach oben halbstetig, wenn f~1((—oo,t)) fiir alle ¢ € R offen ist, und nach unten
halbstetig, wenn f~1((t,00)) fiir alle ¢ € R offen ist. Da sowohl {(—oo,t)|t € R} als auch
{(t,00)|t € R} ein Erzeugendensystem der Borel-o-Algebra ist, impliziert jede der beiden
Eigenschaften die Messbarkeit.

Weiter heifit eine Abbildung f : T — F nach oben halbstetig, wenn f~1(FC) fiir alle
kompakten Mengen C' C R? offen ist, und nach unten halbstetig, wenn f~1(Fg) fiir alle
offenen Mengen G C RY offen ist. Eine Abbildung f : T — F, die nach oben oder nach
unten halbstetig ist, ist messbar (bzgl. der Borel-o-Algebra auf 7" und der Fell-Matheron-
o-Algebra auf F), wie sofort aus [47, Lemma 1.3.1] folgt.

Die Menge C der kompakten Teilmengen von R? ist messbar und die Spur-o-Algebra der
Fell-Matheron-o-Algebra auf C stimmt mit der Borel-o-Algebra der Hausdorff-Topologie
tiberein ([47, Satz 1.3.2]).

Die Menge K der konvexen Korper ist laut [47, Satz 1.3.3] messbar. Die Menge K, der
konvexen Korper, die 0 im relativen Inneren enthalten, ist nach unten stehendem Lemma
A.3 messbar und die Menge der strikt konvexen Korper nach Lemma A.5. Dass der Raum
aller Scheibenkorper messbar ist, folgt aus den Lemmata A.1 und A.4.

Die Menge {(K,L) € C x C|L C K} ist abgeschlossen und daher messbar. Die Men-
ge {(K,L) € K x K|3yex : L+ M = K} ist wegen der Stetigkeit der Minkowski-
Addition ([47, Satz 1.2.3]) und dem Auswahlsatz von Blaschke (Satz 1.23) abgeschlossen,
also messbar.

Minkowski-Summe und -Multiplikation kompakter Mengen sind laut [47, Satz 1.2.3] stetig
bzgl. der Hausdorfl-Topologie und daher messbar. Der Durchschnitt ist laut [47, Satz 1.1.6]
nach oben halbstetig auf F und somit messbar.

Da fiir zwei Kérper K, L C R? die Menge K \ L i.a. nicht abgeschlossen ist, macht die
Frage, ob diese Operation messbar ist, keinen Sinn. An den Stellen in dieser Arbeit, an
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denen das Problem auftritt, muss statt dessen V(K \ L) = V4(K) — Vy(L) fir L C K
verwendet werden.

Der Raum £¢ C F aller k-dimensionalen linearen Unterrdume des R? ist kompakt und
daher messbar. Die Funktion C x L} — C, (K,L) — U, conv(K N (z + L)) ist laut
28, Lemma 2.2] messbar. Mit Lemma A.2 folgt hieraus die Messbarkeit von C x K —
C, (K, B) — Kp. Wegen [47, Satz 1.1.5 (a)] sieht man, dass die Stiitzmenge K x R? — K
nach oben halbstetig und deshalb messbar ist. Es sei H : C x R? — R? eine Funktion mit

(H(K;u),u) = heonwr(u) und H(K;u)€ K, K cC,uecR"

Da fiir festes K € C die Stiitzmenge Heony () fiir Lebesgue-fast alle u € R einelementig
ist, folgt aus der Messbarkeit der Stiitzmenge, dass H(K,-) : RY — R? fiir jedes feste K €
C messbar ist, wenn man den Definitionsbereich mit der o-Algebra aller bzgl. des dufleren
Lebesgue-Mafles messbaren Mengen betrachtet. Andererseits ist fiir festes u € R4\ {0}
die Menge der Korper, fiir die die Stiitzmenge Hcony i (1) einpunktig ist, messbar und die
Einschrankung von H (-, u) auf diese Menge stetig und deshalb messbar.
Dass die Umnummerierung der Punkte X1, ..., Xy im Beweis von Satz 4.28 auf messbare
Art und Weise geschehen kann, folgt aus Lemma A.6.
Die Einschrankung des Volumens auf C ist laut [47, S. 19] nach oben halbstetig und daher
messbar. Dass die gemischten Volumina auf IC x K stetig und daher messbar sind, folgt
aus dem Beweis von [46, Theorem 5.1.6].
Die Abbildung

Koo xCxR* =Ry, (B, K,z)— dp(K,z)

ist laut Lemma 1.31 stetig und somit messbar.

Der Durchmesser diam : C — Ry ist offensichtlich Lipschitz-stetig bzgl. der Hausdorff-
Metrik und somit messbar.

Fiir K € K, hatten wir die 0-Zahl erkléirt durch 65 = 1/ min{hx(u)|lu € K, ||Ju|| =
1}. Thre Messbarkeit folgt aus Lemma A.7. Die Messbarkeit der durch (2.1) definierten
Funktion w folgt aus Lemma A.8.

Die Messbarkeit von

R:K — R, K — sup{p € Rf|pB? ist Summand von K}

folgt aus Lemma A.9. Die Funktion S : C — R, die einem Korper den Radius seiner laut
Satz 1.29 eindeutig bestimmten Umkugel zuordnet, ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-
Konstante 1 und daher messbar.

Lemma A.1. Die Menge aller abgeschlossenen Teilmengen des R?, deren lineare Hiille
hochstens Dimension k hat, ist (bzgl. der Topologie der abgeschlossenen Konvergenz) ab-
geschlossen.

Beweis: Sei (F},),en eine Folge von abgeschlossenen Teilmengen des R?, deren lineare
Hiille hochstens Dimension k& hat. Wir wéhlen fiir jedes n € N orthogonale Vektoren
ul, ... uf € S mit F, C span{ul,...,u*}. Da S?! kompakt ist, kénnen wir nach

Ubergang zu einer Teilfolge 0.B.d.A. annehmen, dass die Folgen (ul),en;, - - - , (u¥)en kon-
vergieren. Sei x € lim,, ., F,,. Nach [47, Satz 1.1.2] gibt es dann eine Folge (x,,)nen mit
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x, € F, fiir alle n € N und lim,, o, x, = . Somit gilt

k

r= lim x, = Z( lim (z,,,u?))(lim v)) € span{ lim /|7 = 1,... k}.
j=1

Also lim,, o F,, C span{lim,, ., ul|j =1,...,k}. O

Lemma A.2. Die Abbildung af : F\ {0} — L%, die jede Menge auf den zu ihrer affinen

Hiille parallelen Unterraum abbildet, ist nach unten halbstetig.

Beweis: Sei (F),)nen eine Folge von abgeschlossenen Mengen, die gegen F' € F konver-
giert. Wir wihlen xg € F und eine gegen xg konvergente Folge (v, )neny mit zg, € F,
fiir jedes n € N und setzen £ := aff I’ — g und E),, := aft F}, — zg,. Sei z € E. Dann
gibt es Zahlen A',... . A™ € R, m € N, mit } ;" A" = 1 und Punkte 2',...,2™ € F
mit z = > " Na' — xg. Wegen [47, Satz 1.1.2] gibt es nun Folgen (27)),en, die gegen 7
konvergieren mit 27, € F,. Setze x,, := > ;" Na!, — xg,. Dann ist z,, € E, fiir allen € N
und lim,, ., x,, = z. Nach [47, Satz 1.1.5] ist aff also nach unten halbstetig. O

Lemma A.3. Die Menge IC,o aller konvexen Korper K mit 0 € relint K ist messbar.

Beweis: Die Funktionen

gi : K=K, K— By;(0)naf” K, i€eN,
sind wegen Lemma A.2 messbar, also auch

hi: K —-KxK, K- (¢g:(K),K), i€N.

Die Menge
T ={(L,K)e KxK|LCK}

ist abgeschlossen und daher messbar. Also ist auch
’Cro = {K € IC|E|i€N : Bl/z(o) Naf” K C K, 0e K}

= | H{K €K[Byi(0)naf K C K}n{K € F|Vi € N: K nint By;(0) # 0}

i=1

= Ur'@ () Fus,0
i=1 i=1
messbar. O

Es bezeichne nun Ay, k € NT, die Menge aller 2-dimensionalen konvexen Korper, die in
ihrer affinen Hiille betrachtet einen Randpunkt mit zwei &ufleren Normalenvektoren, deren
Winkel grofler oder gleich 1/k ist, haben. Dann schlieflen wir in leichter Abwandlung von
[47, Theorem 2.6.1]:

Lemma A.4. Die Mengen Ay, k € Nt sind abgeschlossen.
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Beweis: Sei (K,),en eine Folge in A; mit Grenzwert in K € C. Da K abgeschlossen ist
(Beweis von [47, Satz 1.3.3]), gilt K € K und wegen Lemma A.1 ist die affine Hiille von K
hoéchstens zweidimensional. Weiter gibt es fiir jedes n € N einen Punkt p,, € bd K, in dem
K,, zwei duflere Einheitsnormalenvektoren u,, und v, im zu aff K,, parallelen Unterraum
hat, deren Winkel mindestens 1/k ist. Aus Kompaktheitsgriinden kénnen wir annehmen,
dass die Folgen (pn)nen, (tn)nen und (v,)nen gegen Grenzwerte p, u und v konvergieren.
Da es fiir jeden Punkt & € K eine gegen diesen konvergente Folge (k,)neny mit &, € K,
fiir alle n € N gibt, hat K in p die &uleren Normalenvektoren u und v. Auflerdem liegen

u und v im zu aff K parallelen Unterraum und der Winkel zwischen u und v ist grofler
oder gleich 1/k. Somit ist K € Aj. O

Es bezeichne nun B, & € NT, die Menge aller konvexen Korper, die ein Segment der
Lénge mindestens 1/k im Rand enthalten. Dann gilt:

Lemma A.5. Die Mengen By, k € N, sind abgeschlossen.

Beweis: Es sei (K,)nen eine Folge von Mengen in Bj, mit Grenzwert K € C. Weil K
abgeschlossen ist, gilt K € K. Nun besitzt jede Menge K, zwei Randpunkte p, und g,,
deren Abstand 1/k ist und die einen gemeinsamen dufleren Einheitsnormalenvektor w,
haben. Wir kénnen wieder annehmen, dass die Folgen (p,,)nen, (¢n)neny und (u,)nen gegen
Grenzwerte p, ¢ und u konvergieren. Dann sind p und ¢ Punkte von K, in denen K den
duBeren Normalenvektor u hat. Insbesondere liegt also die Strecke zwischen p und ¢ im
Rand von K. Da ihre Lange 1/k ist, folgt K € By. m

Lemma A.6. Es gibt eine messbare Abbildung f = (f1,..., fn) : (R*)" — (R*))™ so, dass
es fiir jedes @ = (xq,...,1,) € (R*)" eine Bijektion o : {1,....,n} — {1,...,n} mit
[i(&) = xo(y) fir j =1,...,n und einen Vektor u € R* mit

<f1(i‘)7u> - <f2<‘%>7u> > <fj(in)7u>7 J= 3,...,m,
qibt.

Beweis: Wir wihlen f;(z) als linken unteren Tangentenpunkt (siehe [47, S. 136]) von
{z1,...2n}. Falls P(2) :={z1,...,2,} \{f1(2)} die leere Menge ist, setzen wir f;(2) := 4
fir alle j € {2,...,n}. Andernfalls wihlen wir als f5(Z) denjenigen Punkt p € P, fiir
den (p — fi(z),e1)/|lp — fi1(Z)|| maximal ist, bei Gleichstand den mit grofierem Betrag
lp — fi(2)]]. Fir j € {3,...,n} sei f;(2) := x;_x,;, wobei

2 falls fl(iﬁ) ¢ {J,‘l,...,l’j_g} A\ fg(i’) ¢ {{L‘l,...,l'j_g}
k‘j = 0 falls fl(ilAf) S {5131,...,1']',1} A fg(.’i’) S {[L’l,...,ﬂfjfl}
1 sonst.

Die Messbarkeit von f; folgt aus Halbstetigkeitsargumenten. Um im Fall n > 1 die
Messbarkeit von f, zu zeigen, bemerken wir zunéchst, dass die Mengen

R = {ie®R)"|P(z)=10},
R1 = {L% € (RQ)n \ R|E|z€{1 ..... n} : (fl(‘f) §£ X
Ry = {2 € R)"\ RVieq1,ny : (f1(2) =

=
=
o
N
Il
>
(Y]
N
—
el
B
o,
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messbar sind. Weiter betrachten wir die Funktionen

(fo(2) = f1(2), e1)
1£2(2) = fi(2)]]
gs . R1 U R2 — R, ﬂ/\f — ||f2(§f) — fl(i‘)H

g: RIUR, - R, &+

Ihre Einschriankungen auf R; und R, sind jeweils halbstetig und daher sind die beiden
Funktionen messbar. Da fi(2) = f2(2) fiir alle # € R gilt, folgt hieraus die Messbarkeit
von fa.

Die Messbarkeit von f;, j € {3,...,n}, ist leicht zu sehen. Offensichtlich hat f auch die
iibrigen geforderten Eigenschaften. O]

Lemma A.7. Die Finschrinkung von K +— 5— auf die Menge K0 aller konvexer Kdorper
von Dimension j mit 0 € relint K st fiir jedes j€40,...,d} szschz'tz—stetig.

Beweis: Sei € > 0 und seien K, K’ € K ;)0 mit d” (K, K’) < e. Es bezeichne L wieder die
lineare Hiille eines Korpers L € K(;) 0. Falls es ug € K'N K+ mit |jug|| = 1 gibt, dann gilt
1 1
— < hgr(ug) < hgpepa(ug) =€ < — +e.
5K’ 5K
Sonst ist die orthogonale Projektion von K’ auf K bijektiv. Wéhle dann u; € K mit
Jur|l = 1 und hx(u1) = 1/0g. Es bezeichne ug den Einheitsvektor aus K’, dessen ortho-

gonale Projektion auf K die selbe Richtung wie u; hat. Dann gilt ug = (ug, u1)uy + us fiir
ein uy € K+ und daher (k,ug) = (ug, u1)(k,u;) fiir jedes k € K. Somit folgt

1 1
—_— < hK/(U(]) < hK(u(]) +€ < hK(ul) +e=—+¢c
(SK/ 5}{
Da genauso i < 5—11(, + € gilt, ist die Behauptung bewiesen. O

Lemma A.8. Die Funktion w : Koo x Ry — R ist nach unten halbstetig.

Beweis: Sei (B,)nen eine Folge in Ky, die gegen B € Koy konvergiert und (7,)nen
eine Folge in Ry, die gegen r € R} konvergiert. Angenommen, die Folge (wg, (7))nen
besitzt einen Haufungspunkt, der kleiner als wg(r) ist. Dann konvergiert eine Teilfolge
von (wpg, (7y))nen, 0.B.d.A. die Folge selbst, gegen diesen Haufungspunkt. Weiter gibt es
Folgen (Y )neny in B und (2, )nen in RY mit wg, (1) = dg, (Yn, 2n), dB,(0,2,) = r, und
Yn € Mg, (0, 2,). Weil (B, )nen konvergiert, gibt es S > 0 mit B,, C SB? fiir alle n € N
und genauso gibt es s > 0 mit 7, < s fiir alle n € N. Insbesondere gilt z, € sSB?
fiir alle n € N. Wegen der Kompaktheit von B? und sSB? besitzen (y,)nen und (2,)nen
konvergente Teilfolgen, 0.B.d.A. die Folgen selbst. Thre Grenzwerte nennen wir y und
z. Nach Lemma 1.31 gilt » = dp(0,2) und dp(y,2) < dp(\y,z) fir alle A € R, also
y € lIp(0y, z). Nun folgt aber

wp(r) <dg(y,z) = hm dBn(yn,zn) = lim wg, (1),

n—oo

im Widerspruch zur Annahme. Also ist w nach unten halbstetig. m

Lemma A.9. Die Funktion R : K — R{ ist nach oben halbstetig.
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Beweis: Sei K € K und (K;);en eine gegen K konvergente Folge in K. Da (R(K;))ien
beschrénkt ist, besitzt diese Folge eine konvergente Teilfolge, 0.B.d.A. die Folge selbst.
Nun gibt es eine gegen lim; ., R(K;) konvergente Folge (p;)iey und eine Folge (M;);en
konvexer Mengen mit K; = M; + p;B? fiir alle i € N. Wegen dem Auswahlsatz von
Blaschke (Satz 1.23) kénnen wir annehmen, dass (M;);en gegen einen konvexen Korper
M konvergiert. Wegen der Stetigkeit der Minkowski-Addition ([47, Satz 1.2.3]) folgt K =
M + lim; o, R(K;)B?. Also R(K) > lim;_ R(K;). O
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Symbolverzeichnis

Elementares:

N+ {1,2,3,...} S. 5
N, Ny {0,1,2,...} S. 5
R* (0, 00) S. 5
Ry [0, 00) S. 5
\Y Gradient S. 21
C(S,T) Menge der stetigen Funktionale S — T' S. 7
Mengensysteme:

C kompakte, nichtleere Teilmengen des R? S. 10
Cim S. 26
C* zentrierte Korper S. 27
K konvexe Korper S. 10
Koo konvexe Korper mit 0 als innerem Punkt S. 16
Ko konvexe Korper mit inneren Punkten S. 22
KC* zentrierte konvexe Korper S. 116
Ko zentrierte konvexe Korper mit inneren Punkten S. 117
Ko konvexe Korper K mit 0 € relint K S. 130
F abgeschlossene Mengen S. 26
FA abgeschlossene Mengen, die A nicht schneiden S. 26
Fa abgeschlossene Mengen, die A schneiden S. 26
B Borel-o-Algebra S. 7
Maflitheorie und Stochastik:

ut, = Positiv-/Negativteil von signierten Maflen S. 5
|l Variationsmaf S. 5
ey Einschrankung S. b
M(S)  Menge der signierten Mafle auf S S. 7
Ty Kapazitétsfunktional S. 27
HE Kontaktverteilungsfunktion S. 27
) Dirac-Mafl S. 27



Elementargeometrie:
(Rl
diam
B,(x)
Bd

Sd— 1
[z, 9]
Ty
int, bd
conv
relint
B

BJ_

Euklidische Norm
Durchmesser
abgeschlossener Ball
abgeschlossene Einheitskugel
Sphére

Strecke von x nach y

Gerade durch z und y
Inneres, Rand

konvexe Hiille

relatives Inneres

affine Hiille
affin-orthogonales Kompliment

Konvex- und Minkowskigeometrie:

K+ L rK
K*

up, Np
VB
€X0

N5 (A)

TK

Minkowski-Summe und -Produkt

Spiegelung von K
Stiitzfunktion von K
Stiitzmenge

Hausdorft-Metrik
Abstand bzgl. Eichkorper B

Menge der B-metrischen Projektionen

B-metrische Projektion

Exoskelett
Normalenbiindel

umgekehrte sphérische Bildfunktion

Geometrische Mafle und gemischte Volumina:

HJ
Va

cy
o7
yB

Sa-1
S(K[J]>B[d_] - 1]7')

Spezielles:

j-dimensionales Hausdorff-Maf}
Lebesgue-Mafl

relatives Stiitzmafl

relatives Kriimmungsmaf
relatives Flachenmafl
gemischtes Volumen

inneres Volumen
Oberflichenmaf3

gemischtes Flachenmaf

B-Konvexifikation
d-Zahl

Wills-Funktional (Fortsetzung)

11
11
11
18
36
11
11
14
35
35

11
28
11
. 42
121
12
15
16
17
17
21
17
17
25

23
23
23
23
23
24
24
24

35
35
36
88
99
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