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Thomas Bohlke, Gerrit Risy und Albrecht Bertram:

Eine mikromechanische Interpretation der
v. Mises-Hill'schen FlieBbedingung

Von Mises schlug 1928 eine im Spannungstensor quadratische FlieBbedingung zur Beschreibung des
FlieBbeginns anisotroper Festkdrper vor [21]. Diese FlieBbedingung spezifizierte v. Mises fir verschie-
dene Symmetriefdlle, unter anderem fir den der Orthotropie. Bei Verwendung anisotroper quadrati-
scher FlieBbedingungen wird in den meisten Publikationen allerdings Bezug auf Hill genommen, der
sich in seiner Publikation auf die Betrachtung des orthotropen Sonderfalls beschrénkte [11]. Es ist be-
kannt, dass quadratische FlieBbedingungen das anisotrope mechanische Verhalten von Blechen nicht
immer qualitativ richtig beschreiben kdnnen [1]. Quadratische FlieBbedingungen finden dennoch auf
Grund ihrer einfachen mathematischen Struktur und der guten Identifizierbarkeit mittels experimenteller
Daten bei theoretischen und numerischen Untersuchungen hdufig Anwendung. In dieser Arbeit wird
eine mikromechanische Interpretation der v. Mises-Hill'schen FlieBbedingung fir den Sonderfall einer
orthotropen Probensymmetrie und eines ebenen Spannungszustandes unter Zuhilfenahme von Textur-
koeffizienten gegeben.

Isotrope FlieBbedingungen [10, 15, 19 und 20] kénnen bei der Berechnung des elasto-plastischen
Verhaltens von Blechwerkstoffen im Allgemeinen nicht angewendet werden, da die genannten
Werkstoffe signifikante Anisotropien aufweisen. Die einfachste fiir polykristalline metallische
Werkstoffe anwendbare anisotrope FlieBbedingung ist durch eine quadratische Form in den Span-
nungen gegeben. Diese wurde von v. Mises 1928 in allgemeiner Form vorgeschlagen [21]. Hill, der
1948 ebenfalls eine quadratische FlieBbedingung verwendete, beschrinkte sich auf den insbesonde-
re fiir Blechwerkstoffe relevanten orthotropen Fall [11]. Die Verwendung quadratischer FlieBbedin-
gungen erlaubt nur in Sonderfillen eine korrekte Beschreibung des Verlaufs der FlieBspannung und
des R-Werts in der Blechebene. Das so genannte anormale Verhalten von speziellen Blechwerkstof-
fen, das sich in bestimmten Relationen der FlieBspannungen und der R-Werte in der Blechebene
manifestiert, kann nicht korrekt wiedergegeben werden. Trotzdem findet der quadratische Ansatz
bedingt durch seine einfache mathematische Struktur und die damit verbundene gute numerische
Implementierbarkeit und nicht zuletzt wegen der relativ wenigen einachsigen Versuche, die man zu
dessen Identifikation benétigt, hdufig Anwendung.

In den letzten 20 Jahren ist eine ganze Reihe neuer phinomenologischer FlieBbedingungen vorge-
schlagen worden [2, 3, 4, 12, 13, 14]. Diese Ansitze sollen hier nicht diskutiert werden. Es sei aber
auf das Buch von Banabic [1] aus dem Jahre 2000 verwiesen, das einen Uberblick zu neueren An-
sdtzen gibt und deren Eigenschaften diskutiert. Die genannten FlieBkriterien sind rein phanomeno-
logischer Natur. Eine mikromechanische Interpretation steht nicht zur Verfiigung, so dass die Mate-
rialparameter allein durch makroskopische Versuche bestimmt werden miissen und nicht durch Mi-
krostrukturmessungen zugdnglich gemacht werden kénnen.

Viele aktuelle Fragestellungen aus dem Bereich Umformtechnik kénnen allerdings nicht ohne
Einbeziehung der Mikromechanik erfolgreich bearbeitet werden, da dazu eine werkstoffnahe und
mechanismen-basierte kontinuumsmechanische Herangehensweise notwendig ist. Aus diesem
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Grund wird in dieser Arbeit das v. Mises-Hill'sche FlieSkriterium aus der Sicht der Mikromechanik
und Texturanalyse beleuchtet und interpretiert.

Notation. Wird im Text die Indexnotation fiir Tensoren verwendet, so gilt die Einstein'sche Sum-
mationskonvention. Vollstindig symmetrische und spurfreie Tensoren werden mit einem Strich,
z.B. V', gekennzeichnet.

Das v. Mises-Hill'sche FlieBkriterium
Die von v. Mises vorgeschlagen FlieBbedingung kann folgendermaBen dargestellt werden [21]

O-'H[o-]:GinijklO-klzl (1)

H ist cin Tensor 4. Stufe, der die Hauptsymmetrie und die beiden Untersymmetrien aufweist.
Hijpy = Hyyj = H jijig = Hyj 2

Die beiden Untersymmetrien konnen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit eingefiihrt werden,
da der Cauchy'sche Spannungstensor o symmetrisch ist. Die Hauptsymmetrie kann ebenfalls ohne
Beschrinkung der Allgemeingiiltigkeit eingefithrt werden, da nur hauptsymmetrische Anteile des
Tensors H den Wert der quadratischen Form beeinflussen. Der Tensor H hat bei Beachtung der ge-
nannten Indexsymmetrien im Allgemeinen 21 unabhingige Konstanten. Im Falle einer orthotropen
Symmetrie reduziert sich diese Zahl auf neun. Neben diesen neun Materialparametern ist allerdings
noch die Orientierung der Anisotropieachsen des Materials relativ zum gewdhlten Laborsystem an-
zugeben. Insofern sind im orthotropen Fall zwdlf Parameter zur vollstindigen Kennzeichnung von
H anzugeben. Die Zahl der Materialparameter kann im Falle der Orthotropie weiter reduziert wer-
den, wenn eine plastische Inkompressibilitit vorausgesetzt wird, was bei metallischen Werkstoffen
in vielen Fillen mdglich ist. In diesem Fall ist die quadratische Form nur auf dem Raum der Spann-
nungsdeviatoren o' zu definieren, was die Zahl der unabhingigen Tensorkomponenten beziiglich
der Anisotropieachsen auf sechs reduziert. Die quadratische Form lautet dann unter Verwendung
der Tensorkomponenten

2
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Mit den Abkiirzungen
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folgt die dquivalente Darstellung
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F(033 = 0y)° +G(0, = 033)* + H(0}| — 0, )? )

+2L0,2 +2Moy3° +2Noy,” =1.

Die Konstanten F, G, H, L, M, N konnen nicht beliebig gewiahlt werden, da die quadratische Form
(1) positiv definit fiir deviatorische Tensoren sein muss. Die folgenden Ungleichungen stellen not-
wendige und hinreichende Bedingungen fiir die positive Definitheit von H dar.

L>0,M>0,N>0, , ©)

F+Gt+H+VF2+G2+ H:—FG—GH - HF >0

Positive Werte fiir F, G, und H sind also hinreichend zur Gewiihrleistung der positiven Definit-
heit. Im isotropen Fall gilt fir die sechs Konstanten

F=G=H L=M=N=3F. 7

Es ist zu beachten, dass bei einem ebenen Spannungszustand in der x1-x2-Ebene die Konstanten L
und M fiir den Wert der FlieBbedingung nicht relevant sind. Bei einer orthotropen Probensymme-
trie, einer plastischen Inkompressibilitit und einem ebenen Spannungszustand sind also nur vier der
sechs Materialparameter observabel. Die verbleibenden Parameter kénnen beispielsweise durch die
FlieBspannung in der Walzrichtung op und die R-Werte unter 0°, 45° und 90° zur Walzrichtung be-
stimmt werden

1 R
& _ 8
o8 Roo(Ry +1) ®
1 1
G =— 9
o2 Ro+1 | ®)
1 Ry
= 10
o2 Ry +1 (10)
_ 1 (Ry+Ryo)(2Ry4s +1) (11
o'(2) 2R90(R0+1) ’

Es sei hier kurz auf die Defizite einer quadratrischen FlieBbedingung hingewiesen, die darin be-
stehen, dass anormale FlieBspannungs- und R-Wert-Verldufe nicht abgebildet werden kénnen [1,18,22].

Tensorielle Darstellung von kristallographischen Texturen

Metallische Werkstoffe sind in den meisten Fillen polykristallin. Makroskopische Anisotropien
des elastischen und des plastischen Materialverhaltens kénnen durch kristallographische und mor-
phologische Texturen induziert werden. In vielen Fillen iiberwiegt der Einfluss der Orientierungs-
verteilung der Kristalle den der Korngeometrie.
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Die Orientierung eines Einkristalls ldsst sich durch einen eigentlich orthogonalen Tensor 2. Stufe
Q sperzifizieren. Eine einfache statistische Beschreibung der Mikrostruktur eines Polykristalls ist
durch die Orientierungsverteilungsfunktion (ODF) f{Q) gegeben. Die ODF gibt die Volumenfrakti-
on der Kristalle mit der Orientierung Q an

f@uo=. (12)

Die ODF lisst sich mittels rontgenographischer Methoden oder Einzelorientierungsmessungen
bestimmen. Fir die ODF wurden verschiedene Parametrisierungen vorgeschlagen [8, 9, 16, 17].
Alle Parametrisierungen sind mathematisch dquivalent. Der Vorteil der von Onat [17] verwendeten
Darstellung mittels einer tensoriellen Fourierreihe besteht darin, dass die Texturkoeffizienten Ten-
sorcharakter haben und sich deshalb auf natiirliche Weise in kontinuumsmechanischen Modellen
beriicksichtigen lassen. Fiir Aggregate kubischer Einkristalle hat die ODF folgende Gestalt [6, 7]

f(Q)=1+V'<4>~F'<4>(Q)+V'<6>-F'<6>(Q)-!-,., (13)

Die GroBlen V' heilen Texturkoeffizienten. Die eckige Klammer gibt die Tensorstufe an. Die
F(Q) reprisentieren Basisfunktionen, die von der Kristallorientierung abhiangen. Die Texturkoeffi-
zienten haben die Eigenschaft, dass sie vollstindig symmetrisch und spurfrei sind.

Vi =V =V g =V e =V 'itjg = -+ (14)
Viika =0
Diese Eigenschaft hat zur Folge, dass die Anzahl der unabhéngigen Tensorkomponenten durch 2
r + 1 gegeben ist. Sie steigt also linear mit dem Tensorrang » an. Der Texturkoeffizient vierter Stufe
hat so im Allgemeinen neun unabhéngige Komponenten. Die Texturkoeffizienten geben die Pro-
bensymmetrie wieder und sind identisch null, wenn eine isotrope Orientierungsverteilung vorliegt.
Es handelt sich um mikrostrukturell bestimmte, observable Anisotropietensoren.

Mikromechanische Interpretation der v. Mises-Hill'schen
FlieBbedingung

Nimmt man an, dass die Symmetrie der makroskopischen Flie3funktion allein durch die ODF be-
stimmt ist, dann ist die FlieBfunktion eine Funktion der Spannung und der tensoriellen Fourierkoef-
fizienten, die die ODF eindeutig bestimmen. Eine solche Annahme impliziert, dass die Gefligemor-
phologie keinen Einfluss auf die materielle Symmetrie hat, was nur eine Ndherung sein kann, die
wir aber im Folgenden einfiihren wollen. Im einfachsten Fall ist der fithrende Texturkoeffizient zu
berticksichtigen, der im Falle einer kubischen Kristallsymmetrie der Tensor 4. Stufe ist

V=V . (15)

Zur vollstandigen Angabe der allgemeinen FlieBfunktion wéren nun die Invarianten und Simul-
tan-invarianten des Spannungstensors und des Texturkoeffizienten V" als Argumente der FlieB-
funktion zu beriicksichtigen. Ein Darstellungssatz fiir einen solchen Satz von Invarianten mit Irre-
duzibilititsbeweis steht bis heute aus. Daher ist es nahe liegend, zunédchst den Sonderfall einer qua-
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2.1

dratischen Form in den Spannungen zu betrachten. In diesem Fall muss der Tensor H vom Textur-
koeffizienten abhdngen. H kann aber nicht linear in V" sein, da H sonst nicht positiv definit wire.
Zulissig ist aber folgende Form [5]

31
H=——0@/P+nV") . 16
20%(2 nv') (16)

P ist die Identitét auf deviatorischen Tensoren 2. Stufe
1 N
P]=§I®I,P2:I -P 17

1 und IS sind die Identititstensoren 2. bzw. 4. Stufe. Verschwindet der Texturkoeffizient vierter
Stufe ¥, dann erhdlt man die von Mises'sche FlieBbedingung. Die Materialkonstante 7 muss der
Nebenbedingung der positiven Definitheit von H geniigen. Im Vergleich zur v. Mises-Hill'schen
FlieBbedingung ist festzustellen, dass der Tensor (16) weniger freie Parameter enthalt als der Tensor
H in (1). (15) enthdlt neun unabhéngige Komponenten. Dazu kommen die Konstanten of und 7. Es
liegen also bei (16) im triklinen Fall insgesamt elf unabhéngige Parameter vor. Das phinomenologi-
sche Kriterium (1) enthilt dagegen im triklinen Fall 15 Konstanten. Der phidnomenologische Cha-
rakter der Gleichung erlaubt somit eine Beriicksichtigung morphologischer Effekte auf die FlieB-
spannung. Der Vorteil der texturbasierten Formulierung ist dadurch gegeben, dass mittels einer
Texturmessung neun der elf Parameter bestimmt werden kénnen.

Im orthotropen und plastisch inkompressiblen Fall enthélt die v. Mises-Hill'sche FlieBbedingung
sechs unabhingige Konstanten. Der Texturkoeffizient ¥’ hat in diesem Fall nur drei unabhingige
Konstanten, so dass insgesamt fiinf Parameter zu spezifizieren sind. Betrachtet man fiir die Or-
thotropie den Sonderfall eines ebenen Spannungszustandes, so sind bei der v. Mises-Hill'schen
FlieBbedingung vier Parameter observabel, bei der mikromechanischen aber weiterhin fiinf.

Die Bestimmung der Konstanten im Ansatz (1) wurde bereits diskutiert. Die Konstanten im tex-
turbasierten Ansatz lassen sich wie folgt bestimmen. Aus einer Texturmessung ldsst sich der Tex-
turkoeffizient V" beispielsweise in Form der Koeffizienten V1122, V1133 und V2233 bestimmen. Die
beiden fehlenden Konstanten 7 und oF konnen aus einer Messung der FlieBspannung und des R-
Werts in Walzrichtung berechnet werden. Es folgt fiir 7 und oF

1 -1
77=——,RO—,— (18)
3RV 1133V 1122
2
on(Ry+1) V' -V
ok = 0(Ry+1) EC S T2 (19)
2 RoV'1iz3=V'in
Die Parameter F, G, H und N ergeben sigh daraus zu
1-3nV".
F= " 2233 (20)
207
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_ =30

G (21)
207
H= 1=31V 1122 22)
20%
N231+277V1122. (23)
2 o _.

Mit diesen Formeln ist eine mikromechanische Interpretation der Materialkonstanten der v. Mi-
ses-Hill'schen FlieBbedingung gegeben. Zu deren Bestimmung konnen also alternativ entweder drei
R-Werte und eine FlieBspannung oder eine Texturmessung und jeweils eine FlieBspannnung- und
R-Wert verwendet werden. Im Gegensatz zum v. Mises-Hill'schen FlieBkriterium wird das texturba-
sierte Kriterium vollstindig identifiziert.

Zusammenfassung

Es ist diskutiert worden, wie die makroskopische FlieBbedingung metallischer Werkstoffe unter
Verwendung eines phinomenologischen und eines mikromechanischen Arguments als quadratische
Form dargestellt werden kann. Der phinomenologische Ansatz enthilt im Allgemeinen eine groBere
Anzahl von Parametern, die dazu dienen kénnen, beispielsweise kristallographische und morpholo-
gische Effekte (implizit) zu beriicksichtigen. Der mikromechanische Ansatz enthilt weniger Para-
meter, die durch eine Texturmessung ermittelt werden konnen. In Folge dessen lassen sich die Pa-
rameter der v. Mises-Hill'schen FlieBbedingung kristallographisch interpretieren und durch eine
Texturmessung und jeweils eine FlieBspannungs- und eine R-Wert-Messung bestimmen.
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