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Kurzfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der Strukturdynamik von Metallschdumen. Aufgrund
ihres guten Steifigkeits- zu Masseverhéltnis werden Metallschdume in immer mehr An-
wendungen eingesetzt. Beispiele solcher Anwendungen finden sich im Werkzeugmaschi-
nenbau. Dort iibernehmen Metallschdume sowohl die Rolle von tragenden Strukturele-
menten als auch die Rolle eines Schwingungsdampfers. Bei beiden genannten Anwen-
dungen ist es wichtig, das dynamische Verhalten dieser Elemente zu kennen.

Ziel dieser Arbeit ist es, den Einfluss einer stark heterogenen Mikrostruktur eines Mate-
rials auf das Eigenschwingungsverhalten zu untersuchen. Dazu werden Strukturen aus
Metallschaum betrachtet, die mittels einer einparametrigen Theorie abgebildet werden
konnen. Beispiele solcher Strukturen sind Zugstébe, Biegebalken oder Torsionsstébe.

Mittels eines Modells der Mikrostruktur, das neben der Unregelméfligkeit der Struktur
an sich auch weitere Inhomogenitidten und Imperfektionen beinhaltet, werden in dieser
Arbeit iiber die Methode der stochastischen Homogenisierung die Verteilungen der zur
Beschreibung des linear-elastischen Materialverhaltens notwendigen Kenngréfien Ela-
stizitdts-, Schub-, Kompressionsmodul und Querkontraktionszahl berechnet. Zusétzlich
werden mittels der , Moving-Window*“-Technik Autokorrelationsfunktionen sowie Lei-
stungsdichtespektren fiir die Materialparameter der Metallschdume bestimmt.

Mit diesen Grofen lassen sich dann auf der Makroebene Realisierungen von Metall-
schdumen mittels der Karhunen-Loeve-Zerlegung oder der Spektraldarstellung generie-
ren. Diese werden wiederum in Monte-Carlo-Simulationen zur Vorhersage der Figenfre-
quenzen der genannten einparametrigen Strukturen und deren Streuungen verwendet.

Ergebnis dieser Arbeit ist, dass die vorgeschlagene Vorgehensweise mit Simulationen zur
Bestimmung makroskopischer Eigenschaften und ihrer Streuungen in Abhéngigkeit der
Mikrostruktur funktioniert. Experimentell ermittelte Eigenfrequenzen und ihre Streu-
ungen dienen dabei zur Uberpriifung der durch die Simulation erhaltenen Werte. Da-
bei zeigt sich, dass die Mittelwerte der Eigenfrequenzen aufgrund der Heterogenitét
des Materials je nach Geometrie stark abnehmen. Dieses Ergebnis ist vor allem beim
umgekehrten Weg wichtig: Aus gemessenen Eigenfrequenzen einer Struktur aus Me-
tallschaum lassen sich nur bedingt Gréflen wie der Elastizitéts- oder der Schubmodul
bestimmen.
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Kapitel 1

Einleitung

When Nature builds large load-bearing structures,
She generally uses cellular materials: wood, bone, coral.
There must be good reasons for it.

M.F. Ashby

1.1 Motivation der Arbeit

Wie in dem Zitat von M.F. Ashby angedeutet ist, verwendet die Natur viele Mate-
rialien, die eine geschdumte Struktur besitzen. Beispiele solcher Schiume aus der Na-
tur sind Holz, die Knochensubstanz Spongiosa, Korallen, Kork, oder der Kalkschulp
einiger Tintenfische, der durch seine Luftkammern fiir Auftrieb sorgt. Weitere semi-
natiirliche Schdume aus dem téglichen Leben sind Lebensmittelschdume wie Brot oder
Kekse [96], Baisers bzw. Meringues, Schokolade oder Chips. Durch genaueres Betrach-
ten alltéglicher Dinge lésst sich diese Liste schnell erweitern.

Warum verwendet die Natur nun solche geschidumte Strukturen? Der Vorteil dieser
Strukturen liegt darin, dass beispielsweise ein Knochen eine relativ geringe Masse hat
- er muss ja schnell beschleunigt werden kénnen - aber trotzdem eine hohe Steifigkeit
aufweist, die er wiederum braucht, um den Korper mit seinen Muskeln im Gleichge-
wicht zu halten. Ein geschdumter Korper weist somit ein giinstiges Verhiltnis zwischen
Masse und Steifigkeit auf. Dieses Verhiltnis versucht sich nun der Mensch zunutze zu
machen.

Erste Uberlieferungen iiber die technische Verwendung von Schiumen gehen bis ins
Jahr 27 vor Christus zuriick. In Rom berichtete Quintus Horatius Flaccus (Horaz) in
einem seiner Lieder von Kork als Verschluss von Vasen. Auflerdem wurde Kork schon
vor dieser Zeit als Auftriebsmittel verwendet [77]. Pordses Metall wurde zum ersten
Mal von Plinius dem Alteren um das Jahr 77 nach Christus erwdhnt. Er berichtete
von etruskischen Goldschmieden, die zur Herstellung von Schmuckstiicken einen Pro-
zess basierend auf Kérnern verwendeten [140]. Schdume sind somit schon seit geraumer
Zeit bekannt und werden wie beispielsweise Styropor in technischen Anwendungen so-
wie im téglichen Leben selbstversténdlich verwendet. Dennoch begann die eigentliche
technische Verwendung vor allem von Metallschdumen erst in den letzten Jahren, da
neue Herstellungsarten inzwischen billiger und einfacher geworden sind und somit das
grundlegende Verhalten besser untersucht und nachvollzogen werden kann [56]. Des
Weiteren kénnen heute nahezu alle Materialien einem Schaumungsprozess unterzogen
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werden. Mittels der neuen Herstellungsarten lassen sich nun die Eigenschaften eines
beliebigen Grundmaterials, wie zum Beispiel die von Metallen, mit den Eigenschaften
einer geschdumten Struktur verbinden und somit Felder ,neuer Materialeigenschaften
erschliefen. Abbildung 1.1 zeigt den Elastizitdtsmodul als ein Teil des Mafles fiir die
Steifigkeit eines Bauteils als Funktion der Dichte als ein Maf§ fiir die Masse verglei-
chend fiir Schdume und fiir konventionelle Werkstoffe. Auf Grund des Verhéltnis dieser
beiden Groflen zueinander werden Schidume vor allem im Leichtbau eingesetzt.

alririumoxid Technische Keramiken
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0014 . S T f T S TR
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Abbildung 1.1: Ubersicht iiber verschiedene Materialien [89]

Diese ,,neuen* Materialeigenschaften ermoglichen auch diverse neue Anwendungsberei-
che, in denen Schdume eingesetzt werden kénnen. Zu beobachten ist dabei, dass diese
Bereiche von der Luft- bzw. Raumfahrtindustrie aber auch der Riistungsindustrie, bei-
spielsweise zum Unterbodenschutz von Panzern gegen Minen, nunmehr zu Anwendun-
gen in der Konsumgiiterindustrie wechseln. Die folgende Aufzéihlung soll einen kleinen
Einblick in aktuelle Einsatzgebiete von Schiumen geben [19, 43, 56, 77, 114, 140].
Schaume werden beispielsweise

e als Trager von Katalysatoren, zum Beispiel des Oxidationskatalysators in Diesel-
Fahrzeugen,

e als Filter, z.B. in Diesel-Rufipartikelfiltern,

e als Auftriebskorper im Schiffsbau,

e als Crashelemente fiir Eisenbahnwagons, fiir Rennwagen oder Sportwagen,
e als Material fiir biomedizinische Implantate (Titanschdume),

e wegen Ihrer grofilen Oberfléche als Elektroden in Batterien (Nickelschdume),

e als Hitzeschilde im Brandschutz,
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e als Wirmetauscher im Heizungsbau aber auch in Herdplatten (Kupferschiaume),
e als Abschirmung in akustischen Anwendungen,

e als Packaging-Material in der Luftfahrtindustrie,

e als Kern von Sandwich-Konstruktionen,

e im Leichtbau als Trégerelemente oder

e als Dampfer fiir mechanische Schwingungen

verwendet. Eine fiir den Bereich Maschinenbau wichtige Anwendung von Aluminium-
schaum ist der Einsatz in Werkzeugmaschinen. Bei diesen Maschinen ist es wichtig, dass
sie eine hohe Steifigkeit aufweisen, damit das Werkzeug beim Bearbeitungsprozess sei-
ne Position beibehélt und es somit zu einer genauen Fertigung im Toleranzbereich von
Mikrometern kommt. Auf der anderen Seite soll der Fertigungsprozess aus Kosten-
griinden nicht lange dauern. Schnelle Verfahrzeiten sind somit wiinschenswert. Damit
dies moglich ist, muss das Werkzeug eine geringe Masse haben, damit hohe Beschleu-
nigungswerte erreicht werden kénnen [130]. Aus diesem Grund werden Teile moder-
ner Werkzeugmaschinen, wie beispielsweise der Werkzeugschlitten, aus Metallschaum
hergestellt [114]. Dabei wird zusétzlich ein weiterer Vorteil ausgenutzt: Metallschaum
kann als Schwingungsisolator oder -dampfer eingesetzt werden. Bei Werkzeugmaschi-
nen dampft er somit die Schwingungen des Fertigungsprozesses und entkoppelt zudem
das Werkzeug von den Schwingungen, die durch den Antrieb hervorgerufen werden.
Zur Kennzeichnung des Verhéltnisses aus Steifigkeit und Masse konnen die Eigenfre-
quenzen bzw. Eigenformen der Maschine oder des Bauteils verwendet werden. Diese
beschreiben wie die Maschine bzw. ein Bauteil auf eine dynamische Anregung mit einer
bestimmten Frequenz reagiert und ob damit diese Anregung verstéirkt oder vollsténdig
gedampft wird. Kennt ein Ingenieur alle wichtigen Eigenfrequenzen und deren zu-
gehorigen Eigenformen, so kann er im Rahmen der linearen Schwingungstheorie auf
das dynamische Verhalten der Maschine bzw. des Werkzeugs schlieen. Die Ermittlung
der Eigenfrequenzen ist also in der Praxis duflerst wichtig. Sie wird als Modalanalyse
bezeichnet.

Auch der umgekehrte Weg ist vor allem in der Materialwissenschaft von Bedeutung:
Kennt man die Eigenfrequenzen eines Bauteils mit spezieller Geometrie, so lassen sich
aus den experimentell bestimmten Werten die Materialparameter bestimmen. Fiir die-
sen Zweck stehen einfache Apparaturen kommerziell zur Verfiigung.

Um die Eigenfrequenzen und die Eigenformen fiir Bauteile aus Metallschaum vorher-
zusagen, muss im Sinne einer kostengiinstigen Entwicklung einer Maschine ein Simu-
lationsmodell aufgebaut werden. Die Vorhersage der Eigenschaften des Metallschaums
birgt jedoch einige Schwierigkeiten, da seine Struktur sehr unregelméflig aufgebaut ist
(vgl. Abbildung 1.2). Diese Heterogenitét schligt sich in einer Streuung der Materia-
leigenschaften nieder [185]. Im Vergleich zu gewohnlichen Werkstoffen, wie Metallen,
ist diese unregelméflige Struktur nicht nur auf einer mikroskopischen Skala zu finden,
sondern gerade auch auf der Ebene, auf der das Bauteil verwendet wird. Dies hat
zur Folge, dass Theorien wie die klassische Kontinuumstheorie nicht mehr angewandt
werden konnen, da sie diese Inhomogenitdten nicht abbilden, und somit erweiterte
Theorien wie beispielsweise das Cosserat- oder mikromorphe Kontinua zum Einsatz
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Abbildung 1.2: Unregelméfige Struktur eines offenzelligen und eines geschlossenzelligen
Aluminiumschaums

kommen miissen [8]. In vielen Anwendungen sind aber gerade die Streuungen der Ma-
terialeigenschaften von sehr grofler Bedeutung. Fiir einen Ingenieur ist es wichtig zu
wissen, dass ein Bauteil diejenigen Belastungen, fiir die es ausgelegt wurde, aushéalt
und nicht vorzeitig versagt und dadurch zu gréfleren Schiden oder Verletzungen fiihrt.
Nimmt beispielsweise ein Crashelement so viel Energie auf, wie es soll, oder wird die
Energie anderweitig, beispielsweise durch Verletzungen des Fahrer, abgebaut.

Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit das grundlegende dynamische Verhalten von
einfachen Bauteilen aus Metallschaum sowohl experimentell als auch simulativ durch
Betrachtung der Eigenfrequenzen und Eigenformen untersucht. Dabei wird gerade der
Heterogenitat der Struktur des Materials selbst eine besondere Bedeutung zukommen.

1.2 Grundlagen zu Schiumen

In diesem Abschnitt werden grundlegende Definitionen fiir Schdume getroffen und ihr
prinzipielles Verhalten dargestellt.

Schiume sind eine Untergruppe der sogenannten ,zelluldaren Festkorper“. Gibson et
al. [77] definieren diese ,zelluldren Festkorper® als Netzwerk aus verbundenen festen
Streben oder Platten, die die Kanten oder Flachen von Zellen bilden. Sie reichen von
perfekten Bienenwabenstrukturen iiber Hohlkugelstrukturen bis zu unregelméfligen
Schiaumen und Schwémmen. Andere Autoren verwenden den Begriff der ,zelluldren
Festkorper® fiir alle Festkorper, die aus mindestens zwei Phasen bestehen, wobei ei-
ne davon Luft ist. Sie sind somit pords. Schdume im Speziellen sind dabei Struktu-
ren, bei deren Herstellung ein Schaumungsprozess zum Einsatz kommt. Dagegen sind
Schwiamme als hochporose Materialien mit einer komplexen und verbundenen Poro-
sitét definiert, die nicht weiter in Zellen zerlegt werden kann [140]. In dieser Arbeit
werden schaumartige Strukturen vor allem aus Metall behandelt und im Folgenden als
Metallschdume bezeichnet. Im Gegensatz zu Kunststoffschdumen, wie beispielsweise
PU-Bauschaum, sind Steifigkeit und mechanische Festigkeit der Metallschdume hoher.
Zusétzlich sind sie thermisch und elektrisch leitend und in den meisten ,,rauen Um-
gebungen zum Beispiel bei hohen Temperaturen oder unter dem Einfluss von Sduren
widerstandsfiahiger. Im Gegensatz zu Keramikschdumen sind Metallschdume plastisch
verformbar und kénnen somit zur Absorption von Energie eingesetzt werden [140]. Au-
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Berdem gelten Metallschdume als nicht toxisch und recyclebar.

Die mechanischen Eigenschaften von Metallschdumen hingen hauptséchlich von den
Eigenschaften des Festkorpers, von der geometrischen Struktur und von der relati-
ven Dichte p, ab [15]. Letztere ist als Verhéltnis der Dichte des Metallschaums zur
Dichte des zugrunde liegenden Materials definiert. Fiir Schdume liegt diese relative
Dichte zwischen nahezu 0% und ungefihr 30%. Einfache Berechnungen zeigen, dass
dieses Verhiltnis gleich dem Anteil des Festkorpervolumens zum gesamten Volumen
ist, das der Schaum einnimmt [77]. In Abbildung 1.3 sind Spannungs-Dehnungskurven
fiir verschiedene Schaume dargestellt. Es ist ein deutlicher Unterschied zwischen dem
Verhalten des Metallschaums unter Zug und dem unter Druck zu erkennen: Im Druck-
bereich konnen die meisten Schiaume weit grofiere Spannungen und Dehnungen ertragen
als im Zugbereich. Aus diesem Grund werden Schaume oft fiir Druckbeanspruchungen
vorgesehen.
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Abbildung 1.3: Spannungs-Dehnungs-Verhalten einiger Schaume (nach [62])

Der Druckbereich lasst sich prinzipiell in drei Bereiche unterteilen. Im ersten Bereich
steigt auf Grund der elastischen Verformung der Zellwénde die Spannung linear iiber
der Dehnung an. Im zweiten Bereich kollabieren die Zellen des Metallschaums nachein-
ander. Es kommt somit zu einer groflen Dehnung und einem konstanten Spannungsni-
veau: dem Spannungsplateau. Die Flache unter der Spannungs-Dehnungskurve in die-
sem Bereich charakterisiert die Energieabsorptionsfihigkeit des Schaums. Im dritten
Bereich kommen die einzelnen Zellwédnde in Kontakt, und das Materialverhalten des
Metallschaums néhert sich dem Verhalten des Materials, aus dem er hergestellt wurde.
Dieser Bereich wird Densifikation genannt [77].
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Im Folgenden werden die drei genannten Haupteinflussfaktoren auf die Materialeigen-
schaften von Metallschdumen aufgezdahlt und ndher betrachtet.

1. Das Festkorpermaterial:
Die Materialeigenschaften des Festkorpers, aus dem der Metallschaum besteht,
beeinflusst mafigeblich die Eigenschaften des Metallschaums. Beispielsweise ent-
scheidet das Ausgangsmaterial dariiber, ob sich ein Metallschaum unter Bela-
stung eher duktil oder eher sprode verhilt.
Prinzipiell lassen sich alle Metalle schiumen. Kommerziell am haufigsten her-
gestellt werden Metallschiume aus Aluminium und Nickel [17]. Weitere Me-
tallschdume bestehen aus Eisen, Magnesium, Blei, Zink, Kupfer, Bronze, Titan,
Stahl und sogar Gold [16]. Schdume aus Eisen haben eine hohere mechanische
Festigkeit als Aluminiumschéume, sind aber durch die hohe Schmelztemperatur
in der Herstellung teurer [16].
Bei der Herstellung wird das Metall geschmolzen und mit nicht-metallischen Par-
tikeln stabilisiert. Anschliefend entstehen in der Schmelze, beispielsweise durch
Einblasen oder durch die Zersetzung eines chemischen Treibmittels, dhnlich wie
beim Backen mit Hilfe eines Backpulvers, Gasblasen, die sich auf Grund der Parti-
kel nicht zusammenschlieen oder auflésen. Die aktuellen Forschungsaufgaben im
Bereich der Herstellung beschéftigen sich hauptséchlich mit dem Schaumungspro-
zess an sich, dem Stabilisierungsmechanismus, der Entwicklung neuer Treibmittel
und der Reduzierung der Herstellungskosten [140]. Auf die Herstellung wird in
dieser Arbeit nicht weiter eingegangen. Ubersichten iiber die einzelnen Herstel-
lungsverfahren konnen beispielsweise [18] oder [114] entnommen werden.
In dieser Arbeit werden vor allem Aluminiumschdume (Alporas® und Al-Duocel® )
aber auch Kupferschiume (Cu-Duocel® ) betrachtet!. Die drei Schiume beste-
hen aus Aluminium- bzw. Kupfer-Legierungen mit einigen kleineren Beigaben
wie Titandioxid zur Stabilisierung des Schdumungsprozesses. Die Legierung fiir
Alporas® besteht beispielsweise aus 97% Aluminium, 1,5% Calcium und 1,5%
Titan [205]. Da die Materialeigenschaften dieser Legierungen nahezu gleich sind
wie die der reinen Metalle [215], werden fiir die Simulationen in dieser Arbeit
Materialwerte der Basiswerkstoffe verwendet (Tabelle 1.1).

Aluminium Kupfer
Dichte p 2700 X2 8950 12
Elastizitatsmodul F 69000 MPa | 130000 MPa
Querkontraktionszahl v 0,30 0,345
Schubmodul G 26500 MPa | 47500 MPa
Kompressionsmodul K | 70000 MPa | 140000 MPa

Tabelle 1.1: Materialparameter von Aluminium und Kupfer [89]

I Alporas® wird von der Firma ,Shinko Wire Co® in Japan hergestellt und in Deutschland durch
die ,,Gleich GmbH* vertrieben. Die beiden Duocel® -Schiume sind von der amerikanischen Firma
,ERG Materials and Aerospace Corporation®.
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2. Die Topologie und Form der Zellen:

Abhéngig vom Verhéltnis aus offenen zu geschlossenen Zellen werden Schédume in
der Literatur in offen- bzw. geschlossenzellige Schiaume eingeteilt [27] (vegl. Abbil-
dung 1.3). Geschlossenzellige Schaume sind bei dhnlicher relativer Dichte py sta-
biler als offenzellige. Diesen wird wiederum eine héhere morphologische Qualitét,
also eine bessere Reproduzierbarkeit der Struktur, nachgesagt [34]. Alporas® | als
einer der in dieser Arbeit untersuchten Schiume, zdhlt zu den geschlossenzelli-
gen Schaumen, wiahrend die beiden Duocel® -Schaume eine offenzellige Struktur
aufweisen.

Weitere Unterscheidungen von Metallschdumen kénnen anhand einiger in der Li-
teratur eingefithrter Kenngrofien getroffen werden: Hierbei spielen durchschnittli-
che Konnektivititszahlen (Anzahl der Kanten, die sich in einer Ecke treffen, oder
Anzahl der Fliachen, die sich in einer Kante treffen) sowie die Anzahl an Ecken
ng, Kanten ny, Flichen ng und Zellen ny eine Rolle (beispielsweise in [77]). Mit
Hilfe der Eulerschen Gleichung

np —n +ngp =1 in zwel Dimensionen

—ny +nrp—ng+ng =1 in drei Dimensionen (1.1)

lasst sich ein Zusammenhang zwischen diesen Kennzahlen ermitteln und eine Vor-
hersage zu den durchschnittlichen Konnektivitdtszahlen treffen. Eine weitere Un-
terteilung lasst sich mit einer Erweiterung des Maxwellschen Stabilitétskriteriums
durchfithren, wenn der Schaum zu einem Stabwerk aus nx Stidben und ng Ver-
bindungen abstrahiert werden kann [2, 15, 47]:

M=s—m =ng—2ng+3 in zwei Dimensionen,

M=s—m =ng—2ng+6 in drei Dimensionen, (1.2)

wobei s die Anzahl der Zustéinde unter innerer Verspannung und m die Anzahl
der Mechanismen bezeichnet, die durch den Rang der Gleichgewichtsmatrix der
betrachteten Struktur bestimmt werden kénnen. Damit lésst sich unterscheiden,
ob es sich bei dem vorliegenden Problem um einen Mechanismus (s < m), um
eine statisch und kinematisch bestimmte Struktur (s = m = 0) oder um eine
verformbare Struktur (s = m) handelt [47]. Das Verhéltnis der Anzahl von un-
abhéngigen Mechanismen zur durchschnittlichen Anzahl an Kanten pro Ecke ent-
scheidet dariiber, ob die betrachtete Struktur von Biegung oder von Zug/Druck
dominiert wird [2]. Letztere haben im Vergleich zu biegedominierten Strukturen
eine hohere Struktureffizienz [15]. Die meisten Metallschaume gehéren zu den
biegedominierten Strukturen und sind damit nicht so stabil gegeniiber Druck.
Chen et al. [35] haben sogar gezeigt, dass eine kleine Anzahl an Imperfektio-
nen, wie sie bei Metallschdumen immer vorkommen, in einer sonst regelméfligen,
Zug/Druck dominierten Struktur ausreicht, um unter Beanspruchung Biegung in
den Zellwidnden zu induzieren.

Mit Hilfe der Maxwellschen Gleichungen (1.2) ist es moglich, Strukturen kiinstlich
zu erzeugen, die in bestimmten Bereichen besonders gute Struktureigenschaften
aufweisen [47, 49]. Zusammen mit den sogenannten ,Solid Freeform Fabricati-
on“-Techniken [2], mit denen kiinstliche Strukturen hergestellt werden konnen,
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lassen sich somit je nach Funktionalitit optimierte Strukturen generieren.

Eine weitere, die Topologie beschreibende Kenngrofie ist die Anzahl der Poren
pro Léngeneinheit. In der Literatur wird diese Gréfle meist in ,,Poren pro Inch®
angegeben und mit ,PPI“ abgekiirzt. Diese Grofie kann als Maf fiir die Zellgrofle
des betrachteten Schaums aufgefasst werden. Ihr Einfluss auf die Struktur ist in
Abbildung 1.4 dargestellt. Des Weiteren spielen die Unregelméfligkeit der Struk-
tur an sich und zusétzlich auftretende Inhomogenititen eine grofie Rolle. Diese
beiden Faktoren werden in dieser Arbeit untersucht.

Abbildung 1.4: Verschiedene Poren pro Langeneinheit (PPI) eines Kohlenstoffschaums

3. Die relative Dichte p,q:

Die relative Dichte ist eine dquivalente Grofle zur Porositédt, die hiaufig bei der
Untersuchung von Schwéammen verwendet wird. Die relative Dichte gibt Aus-
kunft iiber die geometrischen Daten der Kanten und Flachen eines Schaums,
wie Lénge bzw. Flacheninhalt und Dicke. Sie gehdrt zu den wichtigsten Kenn-
groffen der Metallschdume und ist somit ein zentrales Element zur Beschreibung
der Eigenschaften der Schaume. Die Abhéingigkeit des Druckverhaltens des Alu-
miniumschaums Duocel® von der relativen Dichte wird beispielsweise in [161]
experimentell gezeigt.

Fiir die drei in dieser Arbeit untersuchten Metallschdume (Alporas®, Al- und Cu-
Duocel® ) wurden in der Literatur bereits verschiedene Messungen zu den eingefiihrten
Groflen durchgefiihrt. Dabei ist zu beachten, dass die beiden Aluminiumschdume schon
seit langerem erworben werden kénnen und deshalb bereits 6fters untersucht wurden,
wéhrend fiir den Kupferschaum noch keine Geometriedaten verdffentlicht sind. Da
der Herstellungsprozess der beiden Duocel® -Schaume gleich ist, sind aber die meisten
Geometriedaten fiir die beiden Materialien gleich. Einige der Daten aus der Literatur
bzw. der Hersteller sind auszugsweise in Tabelle 1.2 zusammengefasst.
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Eigenschaft in | Quelle | Wert Abweichung
Alporas®

relative Dichte % | [32] 11
Prel [170] 8— 12

205] | 7-10
ZellgroBe mm | [32] 3,5

170] | 1-5

185] | 4,7 20, 6%

215] | 4,5

205] | 4-6
Kantenlénge mm | [32] 2,0
Kantendicke mm | [170] 0,2—-0,5
Flichendicke mm | [170] 0,05 —0,2

[215] 0,085

Duocel®

relative Dichte % | [54] 2-15
D 119] | 7,507,548, 23
Poren pro Lange PPI | [54, 119] | 10;20;40
ZellgroBe mm | [119] 4,683;3,570;2,929 | 7,5%;7,1%;7,5%
Kantenlinge mm | [119] 1,78:1,22;1,04 26, 3%; 27, 7%; 26, 8%
Kantenfliche mm? | [119] 296; 93; 42 26, 1%; 23, 5%; 23, 8%
Kanten pro Ecke 2] 3,14
Kanten pro Fliache 2] 5,5
Kanten pro Zelle [120] 33 7%
Flachen pro Zelle [120] 13 11%

Tabelle 1.2: Ubersicht iiber Geometriedaten von Alporas® und Duocel®
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1.3 Stand der Forschung

Da Metallschdume zu den ,zelluldren Festkorpern® zédhlen und eine heterogene Mi-
krostruktur besitzen, muss der Stand der Forschung alle die Mikrostruktur behandeln-
den Arbeiten aufzeigen, da das letztendlich verwendete Festkorpermaterial bei der Mo-
dellierung solcher zelluldren Materialien teilweise nur eine untergeordnete Rolle spielt.
Als erstes wird die Frage geklart, wie mit Materialien umgegangen werden kann, de-
ren Verhalten auf der betrachteten Ebene durch ihre Mikrostruktur beeinflusst wird.
Anschlieend wird speziell auf die Modellierung der Struktur von Schdumen und deren
Imperfektionen eingegangen. Als letztes wird ein Uberblick iiber bereits untersuchte
Fragestellungen speziell fiir Metallschdume gegeben.

Da alleine auf dem Gebiet der Metallschdaume ungefdahr 150 Institutionen weltweit ar-
beiten und seit 2000 die Zahl an Veroffentlichungen auf diesem Gebiet jahrlich um 20%
wéchst [140], mochte der Autor an dieser Stelle ausdriicklich darauf hinweisen, dass es
nicht moglich ist, einen vollstéindigen Uberblick iiber alle Arbeiten zu geben.

1.3.1 Materialien mit Mikrostrukturen

Die einfachsten Methoden zur Beschreibung des Verhaltens von Materialien mit Mi-
krostrukturen basieren auf der Theorie von Materialien ohne Mikrostruktur. Das Ma-
terial des zu untersuchenden Bauteils wird somit als homogen angenommen. Lediglich
die Parameter an sich und die Stoffgesetze, wie das Elastizitédtsgesetz, das Flieflkrite-
rium, die Fliefregel oder das Verfestigungsgesetz, werden an experimentell ermittelte
Daten des jeweiligen Stoffs angepasst. Diese phdnomenologischen Materialmodelle bil-
den das komplette Spannungs-Dehnungsverhalten mikroskopisch unmotiviert ab und
sind die Grundlage der meisten kommerziellen Finite-Element-Programme. Darin kann
ein besonderes Materialverhalten mittels Vorgabe der Spannungs-Dehnungskurve hin-
terlegt werden. Eine gute Ubersicht der Fiille an Modellen fiir Metallschiume und ein
Vergleich mit Experimenten ist in [101] verdffentlicht.

Grundlage und Referenz der meisten phéinomenologischen Arbeiten auf diesem Gebiet
ist die Arbeit von Deshpande und Fleck [48], die als Basis fiir weitere Verfeinerungen des
Modells dient: Strohla [214] beispielsweise modifiziert das Modell mit einer genaueren
Abbildung des elastisch-plastischen Ubergangsbereichs und fiihrt zudem ein einfaches
Schiadigungsmodell ein. Shahbeyk et al. [203] erweitern das Modell von Deshpande und
Fleck um eine nicht-assoziierte Fliefiregel.

Reyes et al. [188] untersuchen das Schidigungsverhalten durch Betrachtung von Rissaus-
breitung und Dichtevariationen. Weitere Beitrage zu diesem Thema, jedoch mit ei-
nem eigenen Modell, sind die Arbeiten von Miller [153], Zhang et al. [237] oder Shim
et al. [204]. Letztere approximieren das Spannungs-Dehnungsverhalten eines Schaums
iiber eine nichtlineare Kennlinie einer plastischen Feder und berechnen die Systemant-
wort iiber ein Federsystem. Wang und Pan [230] stellen fiir einen Polymerschaum eine
nicht quadratische FlieSfunktion auf. Des Weiteren existieren Ansétze auf der Theorie
pordser Medien [53] fiir Schiaume [51], die fiir groe inelastische Verformungen bereits
erweitert wurden [137].

Erste Ansitze zur phdnomenologischen Modellierung der Streuungen der Dichte, des
Elastizitatsmoduls und des Spannungsplateaus (vgl. Abbildung 1.3) werden von Rie-
ger iiber normalverteilte Zufallsvariablen in das Modell von Strohla eingebaut [190].
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Ein anderer Ansatz, der die Streuung der Materialparameter zu beriicksichtigen ver-
sucht, sind die Arbeiten von Schraad und Harlow [200, 199]. Sie approximieren das
Spannungs-Dehnungs-Verhalten durch drei Geraden, deren Parameter ebenfalls durch
Zufallsvariablen bestimmt werden.

Die genannten phénomenologischen Modelle beachten in keiner Weise, dass das zu
untersuchende Material eine Mikrostruktur aufweist, die sein Verhalten beeinflusst.
Um dies zu umgehen, werden Materialmodelle verwendet, die das Verhalten der Mi-
krostruktur zumindest durch neue Materialparameter abbilden. Hierbei handelt es sich
um Erweiterungen des klassischen Kontinuumsmodells. Den unendlich vielen Punkten
des Kontinuumsmodells wird dabei, zusétzlich zu den translatorischen Freiheitsgraden,
ein kleines starres Volumen mit rotatorischen Freiheitsgraden zugewiesen. Forest et al.
(63, 64, 65] verwenden dieses sogenannte Cosserat-Kontinuum fiir Polykristalle. Alten-
bach [5] leitet damit die Gleichungen fiir Platten her, die in ihrer Dickenrichtung ein
heterogenes Materialverhalten aufweisen. Solche Materialien sind beispielsweise La-
minate oder . Functionally Graded Materials“. Diebels und Steeb verwenden dieses
Modell zur Beschreibung des Verhaltens von Schdumen [50]. Die Forschungsgruppe um
Onck untersucht damit und mit der Erweiterung der Kontinuumspunkte um zugeord-
nete verformbare Volumen den sogenannten Gréfleneffekt von zelluldren Festkoérpern
[168] und speziell von Schaumstrukturen [220, 221]. Der Grofieneffekt beschreibt die
Abhéngigkeit der berechneten Grofle von der gewéhlten Probengrofle. Auf diesen Ef-
fekt wird in Abschnitt 4.3.3 genauer eingegangen.

Wie erwéhnt, betrachten die bisher genannten Verfahren die Mikrostruktur wenn iiber-
haupt nur iiber Materialparameter. Da aber in einigen Féllen die Mikrostruktur eine
entscheidende Rolle spielt, bildet diese Annahme das Verhalten nicht genau genug ab.
Andererseits ist das vollstandige Modellieren der Mikrostruktur als weitere Moglichkeit
fiir reale Bauteile viel zu aufwendig [125]. Aus diesem Grund wurden Theorien ent-
wickelt, die die Mikrostruktur in ihre Betrachtung mit einbeziehen, aber trotzdem
effizient bleiben. Solche Verfahren werden Multiskalen-Methoden genannt und koppeln
die Effizienz der Makroebene mit der Genauigkeit der Mesoebene [125].

Im Zusammenhang mit Multiskalen-Simulation und zelluldren Festkorpern ist es iiblich,
drei verschiedene Grofienskalen einzufiithren: Die Makroebene bezeichnet dabei die Ebe-
ne des zu untersuchenden Problems, die Mesoebene dagegen die Gréflenordnung der
Mikrostruktur, wahrend die Mikroebene die Ebene der einzelnen Atome oder Molekiile
ist, der meist bei zelluldren Festkorpern keine Beachtung geschenkt wird [201].

Geers et al. [72] definieren diese multiskaligen Verfahren wie folgt: ,, Multiskalen- Ansétze
versuchen das makroskopische Verhalten von Materialien durch konsistentes Modellie-
ren der Mechanik und der Physik der heterogenen, mehrphasigen, anisotropen oder
diskreten Mikrostruktur vorherzusagen, zu beschreiben, zu quantifizieren und zu qua-
lifizieren®. Diese Art der Beschreibung der Mikrostruktur hat nach Cailletaud [29]
mittlerweile einen so grofen Umfang erhalten, dass er diese Verfahrensweise als eigene
wissenschaftliche Disziplin zwischen Strukturmechanik und Materialwissenschaft be-
zeichnet.

Der Unterschied zwischen den einzelnen Verfahren dieser Disziplin liegt darin, wie die
Mikrostruktur selbst abgebildet, wie die makroskopische Ebene modelliert und welche
Formulierung fiir den Ubergang zwischen den beiden betrachten Ebenen gewéhlt wird.
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Der Ubergang zwischen den Ebenen erfolgt meist im Rahmen einer Volumenmittel-
wertbildung. Dabei soll die Verzerrungsenergie der Mikroebene gleich der Energie sein,
die nach der Volumenmittelung im betrachteten Volumen gespeichert ist. Die Material-
parameter werden somit {iber das Volumen gedanklich verschmiert und als sogenannte
effektive Groflen bezeichnet. Mittels dieser Gréflen kénnen nun auf der Makroebene
Probleme geltst werden, die die Mikrostruktur beriicksichtigen. Eine solche Vorgehens-
weise wird mit Homogenisierung bezeichnet [95]. Weitere Details zur Homogenisierung
werden in Kapitel 3.1 gegeben.

Die meisten dieser Verfahren wurden fiir Verbundwerkstoffe, einfache zelluldre Materia-
lien oder im Zusammenhang mit Bauteilen entwickelt, deren Abmessungen im Bereich
einiger Mikro- oder Nanometer liegen. Teilweise wurden diese Methoden bereits fiir
komplizierte Mikrostrukturen angepasst sowie um nicht-lineare, grofie und/oder plasti-
sche Verformungen erweitert (beispielsweise [201, 222]). Diese spielen jedoch fiir diese
Arbeit eine untergeordnete Rolle. Im Folgenden werden kurz die verschiedenen Verfah-
ren angedeutet. Ubersichten und verschiedene Kategorisierungen der Methoden sind in
den Arbeiten [23, 95, 125, 132, 157] dargestellt.

Die ersten und einfachsten Modelle, die das Verhalten der Mikrostruktur beachten, sind
die sogenannten FEinheitszellen-Modelle (,unit cell). Hierbei wird die Mikrostruktur
durch einfache Ersatzmodelle nachgebildet, die sich analytisch l6sen lassen. Beispiele
solcher Modelle sind in zwei Dimensionen Ellipsen, Kreise oder Risse, die von einem
Matrixmaterial umgeben sind. Sie werden auch Matriz-Inklusions-Probleme [125] ge-
nannt. Die Motivation fiir eine solche Mikrostruktur-Modellierung sind Faserverbund-
werkstoffe, deren Fasern eben durch diese einfachen Geometrien abgebildet werden
konnen. Wird diesen Fasern aber das Material Luft (bzw. eigentlich Vakuum) zugrun-
de gelegt, so erhélt man ein einfaches Modell eines Schaums. Grundlegende Forschung
dazu wurde von Eshelby veréffentlicht [55].

Die Annahmen, die bei diesen Modellen getroffen werden, sind, dass das umgeben-
de Matrixmaterial unendlich ausgedehnt ist und sich die einzelnen Inhomogenitiaten
gegenseitig nicht beeinflussen (in der Literatur wird von ,dilute distribution“ gespro-
chen). Die Randbedingungen, die zur Losung des Problems nétig sind, werden dabei
als homogen angenommen. Dieses Modell fithrt nur dann zum Erfolg, wenn die Mi-
krostruktur des betrachteten Materials regelméBig genug und periodisch ist [125] und
wenn Defekte statistisch homogen verteilt sind [95]. Das betrachtete Volumen wird als
Reprisentatives Volumen Element (RVE) bezeichnet. Verschiedene Definitionen des
RVEs konnen in [80] nachgelesen werden.

Ist die Mikrostruktur so aufgebaut, dass keine analytische Losung moglich ist, so kann
fiir linear-elastisches Materialverhalten eine Approximation iiber eine Mischungsre-
gel der beiden Phasen gefunden werden [132] oder es muss zu komplexeren Modellen
iibergegangen werden.

Erweiterungen dieser Einheitzellen-Modelle konnen iiber zwei Wege gefunden werden.
Auf der einen Seite kann die Annahme der homogenen Randbedingungen veréndert
werden, was beispielsweise zum Modell von Mori und Tanaka [158] fithrt. Auf der an-
deren Seite kann die Bedingung abgeschwécht werden, dass die Inhomogenitéten sich
gegenseitig nicht beeinflussen. Dies kann dadurch geschehen, dass das Material der
umgebenden Matrix selbst nicht mehr verwendet wird, sondern durch das effektive
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Material ersetzt wird. Diese Vorgehensweise fiihrt zu den selbstkonsistenten Methoden,
die die Makroebene (effektive Eigenschaften) mit der Mikroebene (Inhomogenitéiten)
vermischen. Eine Verallgemeinerung dieser Methoden ist die Einfithrung eines Ver-
bindungsstreifens zwischen der Inhomogenitit und dem effektiven Material mit den
Eigenschaften des eigentlichen Matrixmaterials (beispielsweise [180]). Mishnaevsky Jr.
und Schmauder [157] sprechen bei diesem Ansatz von ,eingebetteten Zellmodellen*.
Die genannten Modelle kénnen aber nur solange verwendet werden, solange der Haupt-
bestandteil des betrachteten Volumens der Matrixwerkstoff ist. Fiir hoch porose Mate-
rialien wie Schdume eignen sich diese Methoden nicht, da die Tragfidhigkeit des Materi-
als verloren geht. Das Volumen entspricht dann keinem RVE mehr. Des Weiteren wird
in diesen Methoden immer ein unendlich ausgedehntes Volumen angenommen, was
offensichtlich nicht der Realitit entspricht. Vorteil ist aber, dass mittels numerischer
Losungsverfahren, wie der Finite-Element-Methode, kompliziertere, aber regelméfige
Mikrostrukturen verwendet werden konnen, deren Losung wie beschrieben iiber Mit-
telwertbildung auf die Makroebene portiert werden kann.

Bei den bisherigen Modellen wurden starke Naherungen und Annahmen getroffen, de-
ren Einfluss anhand von Schranken der Materialparameter tiberpriifbar sind. Dabei bil-
den die Voigt- und Reuss-Schranken die &uflersten Extremalwerte. Auf diese Schranken
wird in Kapitel 3.1 nochmals eingegangen. Eine genauere Einschriankung der Material-
parameter bilden die Hashin-Shtrikman-Schranken, die aus Variationsprinzipen folgen

[108].

Weitere Methoden zur Beschreibung von Materialien mit einer Mikrostruktur sind die
asymptotische Homogenisierung und die sogenannten direkten Methoden [132]. Bei
der ersten Methode werden die Verschiebungs- und Spannungsfelder im Sinne einer
Storungsrechnung nach einem kleinen Parameter, der die Lange charakterisiert, ent-
wickelt und somit konnen die entsprechenden Spannungs- bzw. Verzerrungszusténde
berechnet werden. Diese Methoden haben den Nachteil, dass nur einfache und re-
gelmifBige Mikrostrukturen betrachtet werden kénnen [125]. Ein Beispiel im Zusam-
menhang mit Metallschiumen ist die Anwendung dieser Methodik auf Bienenwaben
aus Aluminium [97].

Die direkten Methoden umfassen alle Methoden, die jedem Punkt des auf der Ma-
kroebene verwendeten Modells ein komplettes Volumenelement der Mikroebene zuord-
nen. Dabei wird der aktuelle makroskopische Spannungs- oder Verzerrungszustand an
die Mikroebene weitergeleitet, die damit meist mittels der Finiten-Element-Methode
den zugehorigen Verzerrungs- bzw. Spannungszustand berechnet und diesen wiederum
durch eine Mittelwertbildung oder durch asymptotische Methoden zuriick an die Ma-
kroebene gibt. Damit werden zwar keine generellen Eigenschaften der Mikrostruktur
vorhergesagt, ihr kommt aber eine sehr grole Wichtigkeit zu. Die Mikrostruktur kann
je nach Material beliebig fein aufgelost werden, sodass dementsprechend der Einfluss
verschiedener Bestandteile der Mikrostruktur untersucht werden kann. Nachteil dieser
Methoden ist der Berechnungsaufwand, der trotz moglicher Parallelisierungen anféllt
[133]. Die Ordnung dieser Ansitze beschreibt dabei, welche Modelle auf den beiden
Ebenen verwendet wurden. Wird jeweils das klassische Kontinuum angenommen, so
spricht man von der ersten Ordnung [133]. Beispiel dafiir ist der FE2-Ansatz von Feyel
und Chaboche [61]. Ansétze hoherer Ordnung wurden beispielsweise von Kouznetsova
[132, 133] und Geers [72] entwickelt.
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Andere Methoden, bei denen aber die Mikrostruktur wirklich auf der Makroebene
verwendet wird, sind die sogenannten eingebetteten Methoden. Hierbei wird die Mi-
krostruktur dhnlich der selbstkonsistenten Methoden von homogenem, effektivem Ma-
terial umgeben. Sie eignen sich, um Phénomene auf der Ebene der Mikrostruktur wie
Rissinitiierung und -ausbreitung zu untersuchen und ihren Einfluss auf die Makroebene
anzugeben (beispielsweise [23, 42]).

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass alle bisher genannten Methoden zur Behand-
lung von Mikrostrukturen nur dann vertrauenswiirdige Aussagen liefern, wenn die Mi-
krostruktur nahezu regelméfig ist und Defekte statistisch homogen verteilt sind. An-
ders formuliert: Diese Ansétze basieren nahezu alle auf der Existenz eines RVEs. Durch
die grofle Unregelméfigkeit der Struktur von Metallschaum, wére ein RVE in dersel-
ben GroBenordnung wie die des makroskopischen Problems selbst. Aus diesem Grund
wurde speziell fiir derartige Materialien die sogenannte stochastische Homogenisierung
eingefiihrt [174]. Bei dieser Art der Homogenisierung werden die effektiven Materialei-
genschaften nicht nur durch die Gréfle des Volumenelements bestimmt, sondern auch
durch die Anzahl der verwendeten Realisierungen. Grundlegende Arbeiten, die die oben
eingefithrten Methoden und Ergebnisse fiir derartige Materialien umwandeln, sind in
den Biichern von Torquato [224] und Ostoja-Starzewski [174] zusammengefasst. Letz-
teres bildet eine gute Zusammenfassung der grundlegenden Arbeiten der Gruppe um
Ostoja-Starzewski und Khisaeva [127, 128, 171, 172, 173], die sich mit der Grofie des
RVEs fiir stark unregelméflige Strukturen beschéftigt und daraus grundlegende Aus-
sagen ableitet. Cailletaud [29] schreibt dazu, dass es in solchen Féllen notig sei, eine
Groe des RVEs zu definieren und anschliefend eine ausreichende Anzahl an Realisie-
rungen zu generieren, um sowohl die erwiinschten Eigenschaften in einer bestimmten
Genauigkeit, vor allem aber ihre Streuung zu berechnen. Eine weitere wichtige Arbeit,
die sich mit dieser Fragestellung beschéftigt, ist Kanit et al. [124]. Sie beschreibt eine
statistische Vorgehensweise zur Berechnung der Griéfle des RVEs unter linear-elastischer
oder linear-thermischer Beanspruchung von Verbundwerkstoffen.

Die Methodik der stochastischen Homogenisierung wird in der Literatur auch als
,Fensterungsansatz“ (, Windowing approach“) bezeichnet, da hierbei quasi aus einer
gesamten Mikrostruktur einzelne Fenster bzw. Volumen herausgeschnitten und unter-
sucht werden [23]. In Kombination mit dem genannten direkten Methoden ergibt dieser
Ansatz dann eine heterogene Multiskalen-Methode zur Vorhersage des makroskopischen
Verhaltens. Werden nun die Fenster iiber die Mikrostruktur bewegt und nacheinander
analysiert, konnen mittels dieser Vorgehensweise sogar fiir die Mikrostruktur Kenn-
groffen der Zweipunkt-Statistik ermittelt werden. In der Literatur ist diese Methode
unter dem Namen , Moving- Window“-Technik zu finden [86, 87, 88].

Auf Basis der stochastischen Homogenisierung und der ,,Moving-Window“-Technik
wird in dieser Arbeit das Materialverhalten von Metallschdumen untersucht. Die Grund-
lagen aus den genannten Arbeiten werden in den folgenden Kapiteln an den entspre-
chenden Stellen erldutert.
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1.3.2 Modelle der Mikrostruktur

Wie im vorherigen Abschnitt erlautert wurde, bedarf es zur Multiskalen-Simulation von
Materialien wie Metallschaum eines Modells der Mikrostruktur. Im Folgenden werden
verschiedene Modelle fiir Metallschdume auf der Mesoebene vorgestellt, die in den ge-
nannten Methoden verwendet werden konnen.

Die einfachsten Strukturen, die zur Modellierung von Metallschdumen verwendet wer-
den konnen, sind zwei- oder dreidimensionale Einheitszellenmodelle. Die Abmessungen
dieser Einheitszellen sind dabei etwa gleich grofl wie die gemessene Kantenldnge einer
Zelle des betrachteten Metallschaums selbst [27]. Sie bilden meist offenzellige Struktu-
ren ab. Das bekannteste Modell fiir Schaume ist das Modell von Gibson und Ashby [77]
(vgl. Abbildung 1.5), das in vielen anderen Beitrégen als Referenz genannt wird. Es be-
steht im Wesentlichen aus Balken, die die Kanten eines Wiirfels darstellen. Werden die
Flichen des Wiirfels als Platten bzw. Schalen angenommen, so bildet dieses Modell das
Verhalten eines geschlossenen Schaums ab. Durch sehr einfache Annahmen kénnen Zu-
sammenhédnge zwischen dem Elastizitdtsmodul oder der FlieSgrenze und der relativen
Dichte hergeleitet werden. Ahnliche Betrachtungen werden in einigen weiteren Arbei-
ten fiir andere Einheitszellen durchgefiihrt. Fiir eine Ubersicht iiber zweidimensionale
Modelle sei hier auf [229] und iiber dreidimensionale Modelle auf [118] verwiesen.

Um zu einem groferen Modell fiir Metallschdume zu gelangen, werden diese Einheitszel-
len zu groferen regelméfiigen Strukturen zusammengefiigt. Im Zweidimensionalen bil-
den sich damit Bienenwabenstrukturen, die in den ersten Jahren der Schaumforschung
Hauptgegenstand der Untersuchungen waren. Eine Zusammenfassung der Ergebnis-
se kann in [77] nachgelesen werden. Die in der Literatur am haufigsten verwendeten
dreidimensionalen Modelle sind die nach Lord Kelvin benannten Kelvin-Zellen und die
Weaire-Phelan-Zellen [233]. Diese beiden Zelltypen fiillen einen Raum unter der Bedin-
gung minimaler Oberflichenenergie mit gleich grofien Zellen auf. Die Weaire-Phelan-
Zellen bestehen dabei im Gegensatz zur Kelvin-Zelle aus zwei verschiedenen Zelltypen.
Das Modell der Kelvin-Zellen gilt als das dreidimensionale Pendant zu den Bienenwa-
ben (vgl. Abbildung 1.5). Zur Verwendung des Kelvin-Zellen-Modells schreiben Gan
et al. [69], dass dieses Modell sehr niitzlich sei, um das Verhalten von Schdumen mit
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Modell von Gibson & Ashby Bienenwaben Kelvin-Zellen

Abbildung 1.5: Verschiedene Einheitszellen-Modelle
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geringen relativen Dichten vorherzusagen. Andere Autoren nutzen regelméflige aber
in eine Richtung gestreckte Kelvin-Zellen sogar dazu, den Effekt von Anisotropie zu
untersuchen [217].

Zweidimensionale Modelle fithren im Gegensatz zu ihren dreidimensionalen Aquiva-
lenten offensichtlich zu Problemen, wenn es beispielsweise um die Untersuchung des
Unterschieds zwischen offenen und geschlossenen Zellen geht. Aus diesem Grund sind
die Ergebnisse, die mit einem zweidimensionalen Modell erhalten werden kénnen, nicht
einfach auf den dreidimensionalen Fall iibertragbar [38]. Demiray et al. [44] kommen
durch einen Vergleich der Bienenwabe mit einem Modell aus Kelvin-Zellen zu der Aus-
sage, dass das Spannungs-Dehnungsverhalten der beiden Dimensionen zwar prinzipiell
vergleichbar sei, aber bei einer anderen Gréfenordnung liege.

Die Berechnung des Spannungs-Dehnungsverhaltens eines Systems aus Kelvin-Zellen
kann beispielsweise in einigen Sonderfdllen noch analytisch erfolgen. In den meisten
Arbeiten wird zur Berechnung aber auf numerische Methoden wie die Finite-Element-
Methode zuriickgegriffen. Dabei werden die Zellkanten und die Zellflichen beispielswei-
se mittels Balken- oder Schalenelementen diskretisiert. Einzelne Arbeiten nehmen zur
Diskretisierung der Kanten sogar Kontinuums- oder Schalenelemente [234, 154]. Die
Wahl der Diskretisierung beeinflusst mafigeblich den Rechenaufwand. So sind Model-
le aus Balkenelementen deutlich schneller in der Berechnung, kénnen aber mit einem
grofferen Fehler behaftet sein.

Obwohl die genannten Einheitszellen-Modelle sehr niitzlich sind, um ein prinzipielles
Verstéandnis einiger wichtiger Eigenschaften zu bekommen, bilden sie nur regelméfige
und periodisch fortsetzbare Strukturen ab, die in der Realitdt bei Schaumen so aber
nicht zu beobachten sind [69]. Aus diesem Grund werden Vorgehensweisen gesucht,
die UnregelméBigkeiten beriicksichtigen. Die einfachste Methode dabei ist das zufillige
Verschieben der Ecken eines Kelvin-Zellen-Modells. Diese Methode ist in der Litera-
tur weit verbreitet. Grenestedt et al. [93] zeigen damit fiir geschlossene Kelvin-Zellen,
dass die elastischen Materialparameter mit der Zunahme der zufilligen Verschiebung
abnehmen. Einen guten Uberblick iiber verschiedene offenzellige Strukturen mit ver-
schobenen Eckpunkten ist in [2] fiir zwei Dimensionen und in [145] fiir drei Dimensionen
gegeben.

Eine weitere Methode, um zu unregelméafligen Strukturen zu gelangen, sind die soge-
nannten Voronoi-Diagramme. Dabei wachsen, von zufillig verteilten Punkten ausge-
hend, Korner mit gleicher Geschwindigkeit aufeinander zu. Die so entstandenen Korn-
grenzen werden anschlieend als Flachen bzw. Kanten der Zellen einer Schaumstruktur
definiert. Erste Arbeiten im Bereich der Metallschdume mit derartigen Strukturen sind
in zwei Dimensionen [208] und in drei Dimensionen [27]. Im Gegensatz zu den ersten Un-
tersuchungsergebnissen von Silva et al. [208] weisen Fazekas et al. [59], Zhu et al. [238]
und Alkhader et al. [2] in ihren Arbeiten nach, dass es auch bei den Voronoi-Strukturen
zu einer Reduktion der elastischen Eigenschaften kommt, wenn die RegelméBigkeit der
Struktur abnimmt. Dies lésst sich beim Voronoi-Prozess auf zwei Weisen realisieren.
Zum einen kann die Lage und Anzahl der Punkte, von denen die Kérner wachsen, und
zum anderen konnen die Geschwindigkeiten, mit denen die Kérner wachsen, variiert
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werden. Beide Punkte werden im Folgenden kurz erlédutert:

e Variation der Lage und Anzahl der Punkte

Durch die Lage der Punkte, von denen wéhrend des Voronoi-Prozesses die Korner
wachsen, kann die Unregelméfigkeit der entstehenden Struktur entscheidend be-
einflusst werden. Eine regelméflige Anordnung der Punkte fiihrt dabei zu einer
regelméBigen Struktur [27]: Aus kubisch raumzentriert angeordneten Punkten
entstehen Kelvin-Zellen, wihrend kubisch flichenzentriert angeordnete Punkte zu
rhombischen Dodekaedern fiithren. Des Weiteren lassen sich durch eine geeignete
Wahl der Punkte quaderformige und damit Zug/Druck dominierte Zellstrukturen
generieren.

Wihlt man nun eine solche regelméfiige Struktur und variiert die Lage der Punk-
te zuféllig, so erhélt man eine Methode zur Untersuchung des Einflusses der
Strukturunregelmafigkeit [27, 59]. Auf der anderen Seite wird die grofite Unre-
gelméBigkeit dadurch in das Modell eingebracht, dass nach einem Poissonprozess
gleichverteilte Punkte verwendet werden. In der Literatur wird diese Vorgehens-
weise mit ['-Voronoi bezeichnet, da die sich ergebene Verteilung der Zellgrofie
einer I-Verteilung entspricht [34]. Wird ein Mindestabstand § zwischen zwei
Punkten eingefiihrt, so erhoht sich die Gleichméfigkeit der Struktur wieder. Die-
se Vorgehensweise wird ,, Hardcore-“ oder d-Voronoi genannt [2] (vgl. Abbildung
1.6).

I'-Voronoi 6-Voronoi

Abbildung 1.6: verschiedene Voronoi-Strukturen in zwei Dimensionen (aus [34])

Eine weitere Moglichkeit der Vorgabe der Punkte entsteht durch eine Kugelschiit-
tung [189]. Diese Vorgehensweise wird von Fazekas et al. [59] eingesetzt und von
Guessasma [96] zur Modellierung von Brot verwendet. Vorteil dieser Methode
ist, dass die ZellgroBenverteilung beeinflusst und somit an gemessene Verteilun-
gen angepasst werden kann.

Die Anzahl der Punkte in einem Volumen steuert die Anzahl der Zellen in diesem
Volumen und damit die Anzahl der Poren pro Langeneinheit (PPI).
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e Variation der Wachstumsgeschwindigkeit
Hierbei wachsen die Kérner mit unterschiedlichen Geschwindigkeiten aufeinander
zu. Dadurch entstehen Zellen mit bestimmten Zellgréenverteilungen. Diese Vor-
gehensweise wird Laguerre-Tesselation oder auch gewichtete Voronoi-Tesselation
genannt [58, 187, 122, 123]. Hardenacke et al. [104] verwenden diese Vorgehenswei-
se zur Vorhersage des Materialverhaltens eines zweidimensionalen, nicht-linearen
Schaums.

Beide Variationsarten konnen auch gemeinsam verwendet werden.

Die mittels der genannten Voronoi-Prozesse erzeugten Strukturen sind nach Kraynik
[135] zwar Modelle, die nur auf nicht verifizierten Annahmen beruhen; sie sind nach
Auswertungen der Zellcharakteristiken jedoch einer realen Schaumstruktur ausreichend
dhnlich und damit aussagekréftig genug. Ein grofleres Problem sieht er darin, dass die
entstandenen Strukturen sogenannten ,trockenen“ Schiumen dhneln. Reale Schaume
bilden aber durch ihre Herstellung ,,nasse® Schdume, deren Kanten nicht optimal rund
sind, sondern entsprechend den Gesetzen von Plateau, der Seifenblasen untersucht hat,
geformt sind. Aus diesem Grund entwickelte er eine Software (Brakke’s Surface Evol-
ver), die einen trockenen Schaum in einen nassen wandelt. Mills [154] untersucht damit
das Druckverhalten von Modellen aus Kelvin-Zellen.

Um diese Form der Kanten mit in die Modellierung aufzunehmen, diskretisiert Mills
[154] die Kanten der Zellen durch dreidimensionale Kontinuumselemente. Dies fiihrt
zu einem sehr groflen Rechenaufwand. Eine einfachere Modellierung dieses Phénomens
kann durch eine Diskretisierung der Kanten mittels Balken erfolgen, deren QQuerschnitts-
form und -flache iiber die gesamte Kante an die Gesetze von Plateau angepasst sind
[119]. Auf eine derartige Modellierung wird in Kapitel 5.1 und 5.2 eingegangen.

Als letzte Moglichkeiten zur Erzeugung eines Modells der Struktur eines Metallschaums
sei hier auf zwei weitere Vorgehensweisen hingewiesen. Zum einen kénnen aus Bildern
eines Computertomographen direkt die einzelnen Volumenpunkte in Elemente umge-
wandelt (Voxel to Element) und mittels numerischer Berechnung analysiert werden
[96, 146, 234]. Eine Variation dieser Methode ist, aus den Bildern eine CAD-Geometrie
zu erzeugen, die anschlieBend mittels Oberflachennetzen oder Volumennetzen diskre-
tisiert werden kann [236]. Diese Methoden bilden zwar exakt die Struktur des zu un-
tersuchenden Schaums ab, sind aber sehr aufwendig. Eine Untersuchung einer Vielzahl
von Proben ist somit noch nicht moglich.

Ebenfalls aufwendig aber durchaus erwéhnenswert ist das Nachbilden des Schiumungs-
und Erstarrungsvorgangs selbst. Korner [131] konnte mit Hilfe von Lattice-Boltzmann
Methoden einen zweidimensionalen Schidumungsprozess eines Metalls nachbilden. Im
drei Dimensionalen simulierten Bikard et al. mittels eines kommerziellen Finite-Element-
Programms den Wachstumsprozess von Gasblasen [24]. Beide Verfahren sind aber der-
art aufwendig, dass sie derzeit noch nicht zur Untersuchung der Materialeigenschaften
von Metallschdumen angewendet werden konnen.
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1.3.3 Erweiterungen der Mikrostruktur

Mittels der im letzten Abschnitt genannten Strukturgeneratoren lassen sich Schaum-
modelle erzeugen, die zwar unregelméflig, aber in gewisser Weise trotzdem perfekt sind.
Abbildung 1.7 zeigt, dass Metallschdume nach dem Herstellungsprozess keine perfekte
Struktur aufweisen. Aus diesem Grund werden in der Literatur diverse Erweiterungen
der Mikrostruktur vorgenommen, die hier dargestellt werden. Gan et al. [69] schreiben
dazu, dass diese Erweiterungen vorgenommen werden miissen, da ansonsten beispiels-
weise die linear elastischen Materialeigenschaften iiberschéatzt werden.

gebrochene Zellkanten

gewolbte Zellkanten

Zellkanten mit variierender Dicke
geschlossene und vorverformte Zellflachen

geschlossene Zellflachen

Abbildung 1.7: Verschiedene Unregelméfigkeiten in der Mikrostruktur

Chen et al. [34] unterscheiden fiir zweidimensionale offenzellige Schiume fiinf ver-
schiedene Arten an Imperfektionen, deren Einfluss sie anhand eines Bienenwaben-
Modells untersuchen. Sie unterscheiden eine Vorverformung der Zellkanten, eine nicht
gleichméflige Dicke der Zellkanten, eine Variation der Zellgroien, gebrochene Zellwéande
und fehlende Zellen. Fiir Alporas® als Beispiel eines geschlossenen Metallschaums un-
terscheiden Sugimura at al. [215] vier Imperfektionen, die sie zwar auf Bildern zeigen
aber nicht weiter untersuchen. Sie zeigen nicht-ebene, geschlangelte und leicht geknick-
te Zellflachen, Lufteinschliisse in den Zellecken und relativ grofle Fehlstellen. Auf einige
dieser Imperfektionen wird im Folgenden eingegangen, da sie in der Literatur zumin-
dest mit einfachen Modellen behandelt wurden.

e Variation der Dicke und der Form der Zellkanten und -flichen
Da die meisten Metallschdume aus dem fliissigen Zustand hergestellt werden,
miissen die Zellkanten in ihrer Form den Gesetzen von Plateau geniigen. Ist dies
der Fall, wird von sogenannten ,nassen Schiaumen gesprochen. Im Bereich der
Metallschaumforschung hat die Gruppe um Warren und Kraynik [231] Strukturen
eingefiihrt, die diesen Gesetzen gehorchen. Danach sind die Zellkanten so geformt,
dass Material aus der Kantenmitte an die Zellecken verschoben ist. Formeln fiir
den so entstandenen Verlauf fiir die Dicke einer Zellkante bzw. einer Zellfliche
konnen in diversen Arbeiten gefunden werden [41, 82, 119]. Simone et al. [210]
untersuchten dieses Phanomen an Hand einfacher Einheitszellen-Modelle fiir of-
fene sowie geschlossenzellige Schdume, indem sie Modelle dieser Einheitszellen
fiir verschiedene Dickenverldufe, die nach Plateau in der Kantenmittel schma-
ler sind als an den Ecken, vollstéindig dreidimensional diskretiseren und mittels
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der Finite-Element-Methode berechnen. Ergebnis ihrer Arbeit ist, dass sowohl
ein steiferes als auch ein weicheres Verhalten im Vergleich zu einem konstan-
ten Verlauf der Dicke je nach Wahl der dieser Verteilung erreicht werden kann.
Harders [106] modelliert diese Dickenvariation, indem er die Dicke der Zellkanten
einer zweidimensionalen Struktur unter der Bedingung einer konstanten relativen
Dichte iiber eine quadratische Funktion annéhert, deren Parameter an Messwerte
angepasst werden kénnen.

Eine ganz andere Methode zur Untersuchung des Einflusses der unterschiedlichen
Zellkanten- und Zellwanddicken wird von Grenestedt et al. [92] eingefiihrt. Sie
variieren statistisch die gesamte Dicke jeder einzelnen Kante und Fléache einer
Kelvin-Zelle und berechnen daraus, dass die elastischen Materialparameter fiir
den betrachteten Schaum mit der Zunahme der Dickestreuung leicht abnehmen.
Weitere Untersuchungen haben ergeben, dass die Querschnittsform der Zellkanten
je nach Herstellungsprozess variieren kann. Jang et al. [119] beispielsweise zeigen
Bilder, wie die Querschnittsform von Duocel® iiber die Lénge der Zellkante vari-
iert. Wird das Schaummodell mittels Finiter Elemente diskretisiert, so lasst sich
dies iiber eine Variation der Querschnittsfliche und der Fliachentrigheitsmomente
abbilden.

Die beiden genannten Effekte werden in den Kapitel 5.1 und 5.2 nochmals genauer
betrachtet.

Vorverformung der Zellkanten und -flichen

Wie in Abbildung 1.7 zu sehen ist, verlaufen einige Zellkanten und Zellflichen
nicht entlang der direkten Verbindungen zwischen den Zellecken, sondern sie un-
terliegen einer gewissen Vorverformung. Grenestedt et al. [90, 91] untersuchen
diese Imperfektion fiir Zellkanten analytisch anhand eines vorverformten Balkens
und fiir Zellwinde mittels der Finite-Element-Methode anhand einer vorverform-
ten Schale. Simone et al. [209] modellieren die Vorverformung der Zellkanten
eines Bienenwabenmodells unter der Bedingung einer konstanten relativen Dich-
te. Hierbei werden die Zellkanten entsprechend verschiedener Sinus-Funktionen
verschoben. Im dreidimensionalen Fall wird ein einfaches Einheitszellen-Modell
einer Zellkante mit drei angrenzenden Zellwéinden ebenfalls mittels der Finite-
Element-Methode untersucht. Chen et al. [34] verwenden zur Modellierung den
Ausschnitt einer Bienenwabe als ein zweidimensionales Einheitszellen-Modell.
Ergebnis dieser Untersuchungen ist, dass bei offenzelligen Schdumen der Elasti-
zitdtsmodul des Schaums drastisch verringert werden kann. Bei geschlossenen
Zellen geschieht das entsprechend, jedoch ist der Effekt hier nicht so grofl wie bei
offenzelligen Schaumen.

Auf diese Modellierungsarten wird nochmals in den Kapiteln 6.2 und 6.4 einge-
gangen.

Fehlstellen

Prinzipiell lassen sich zwei verschiedene Arten von Fehlstellen definieren: gebro-
chene Zellkanten oder komplett fehlende Zellen. Silva et al. [207] modellieren
gebrochene Zellkanten, in dem sie diese aus zweidimensionalen Modellen entfer-
nen. Die selbe Art der Modellierung wird von Chen et al. [34] aufgegriffen. Gan et
al. [69] verwenden ebenfalls diese Vorgehensweise fiir dreidimensionale Voronoi-
Schaume.
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Die zweite Art der Fehlstellen wird von Guo et al. [98] an einem zweidimen-
sionalen Bienenwaben-Modell untersucht. Dabei werden sowohl die Gréfie der
Fehlstellen iiber die Anzahl der geloschten Zellen als auch die Anordnung der
Fehlstellen untersucht.

Ergebnis dieser beiden Arten der Modellierung ist, dass sich die elastischen Mate-
rialparameter der Schiaume, wie der Elastizitdtsmodul, drastisch reduzieren, wenn
Fehlstellen in das Modell aufgenommen werden. Ajdari et al. [1] bestétigen dieses
Ergebnis in ausfiihrlichen aber zweidimensionalen Studien sowohl fiir Bienenwa-
ben als auch fiir Voronoi-Modelle.

Kapitel 6.1 beschéftigt sich mit dem Auftreten von Fehlstellen.

e Teilweise geschlossenzellige Schiume
Die dem Autor bis dato einzigen bekannten Arbeiten, die den Einfluss von teil-
weise geschlossenzelligen Schiumen untersuchen, sind die Arbeit der Gruppe um
Ajdari [1] und die Arbeit von Chen et al. [36]. Beide modellieren diese Art von
Defekt durch zufélliges Schlieflen einiger Waben eines zweidimensionalen Bienen-
wabengeriists. Dadurch dndert sich die relative Dichte des Schaums, so dass ein
Vergleich nur schwer moglich ist. Ergebnis der Untersuchungen ist, dass der Ela-
stizitdtsmodul des untersuchten Schaums zwar zunimmt, aber dass der Einfluss
im Vergleich zu den Fehlstellen klein ist.
Wie bereits erwithnt, ist die Ubertragung der Ergebnisse von zweidimensionalen
Modellen in den dreidimensionalen Raum nur bedingt moglich [38, 44]. In diesem
Fall stellt sich die Frage, ob eine geschlossene Wabe im Dreidimensionalen einer
gefiillten Zelle oder einer geschlossenen Zellfliche entspricht. Diese Frage wird in
den Arbeiten nicht geklért.
Diese Art der Imperfektion wird in Kapitel 6.3 genauer untersucht.

Wie gezeigt wurde, besitzen die Mikrostrukturen von Metallschdumen einige Defekte,
die bereits in der Literatur untersucht wurden. Der Grofiteil dieser Untersuchungen
beschrankt sich aber auf einfache, meist zweidimensionale Modelle und teilweise auch
nur auf die Betrachtung einer regelméfligen Struktur. Wie bereits erwéhnt, ist ein
Ubertrag der Ergebnisse von zweidimensionalen Strukturen ins Dreidimensionale nicht
immer einfach durchfiihrbar [38, 44]. Aufilerdem bildet keine der genannten Arbeiten
alle Defekte in einem Modell ab. Des Weiteren wurde bis dato der gegenseitige Ein-
fluss der genannten Imperfektionen nicht ausfiihrlich betrachtet. Lediglich Grenestedt
[91] deutet in seiner Arbeit an, dass die Interaktion zwischen zwei Defekten gering
ist. Li et al. [141] bestétigen dies, indem sie ein zweidimensionales Modell mit zwei
Imperfektionen gleichzeitig untersuchen. Kapitel 6.5 wird sich mit dieser Fragestellung
beschéaftigen.

1.3.4 Untersuchungen von Metallschdumen

Die Basis aller neueren Arbeiten auf dem Gebiet der Metallschdume bildet das Buch
von Gibson und Ashby (2. Auflage 1997) [77], das im Wesentlichen alle dlteren Ar-
beiten iiber zelluldre Festkorper und somit auch iiber Metallschdume zusammenfasst
(beispielsweise [73, 74, 151]). Weitere grundlegende Biicher und Ubersichtsartikel iiber
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die mechanischen und thermischen Eigenschaften, die Herstellungsverfahren, einige An-
wendungen und Modellierungsmethodiken von Metallschdumen sind von Evans et al.
(1999) [56], Gibson (2000) [76], Ashby et al. (2000) [16], Banhart et al. (2001) [19],
Degischer et al. (2002) [43], Hipke et al. (2007) [114] oder Ochsner et al. (2008) [39]
verfasst oder herausgegeben worden. Dieses Kapitel soll einen groben Uberblick iiber
die veroffentlichten Arbeiten und Untersuchungen auf dem Forschungsgebiet der Me-
tallschdume geben. Der Schwerpunkt liegt dabei auf den Beitrédgen, die per Simulatio-
nen das mechanische Verhalten von Metallschdumen abbilden. Dabei ist zu beachten,
dass in den Arbeiten teilweise die oben genannten Methoden und Mikrostrukturen so-
wie deren Erweiterungen verwendet werden. Ein guter Uberblick auf dem Gebiet der
Finite-Element-Simulationen von Metallschaumen wurde kiirzlich von Daxner [42] ge-
geben.

Grundlegend ist bei den Untersuchungen der Metallschdume festzustellen, dass das
Verhalten unter Druck weitaus 6fters untersucht wurde als unter Zug. Dies liegt an den
Einsatzmoglichkeiten beispielsweise in Fahrzeugen aufgrund der guten Energieabsorp-
tionseigenschaften des Metallschaums im Crash. Thre elastischen Eigenschaften werden
in der Literatur vor allem anhand einiger Einheitszellen-Modelle [77, 231], aber auch
fir Modelle aus Kelvin-Zellen [239] berechnet. Zudem wird der Einfluss der im vor-
hergehenden Abschnitt genannten Inhomogenitéten untersucht (siehe v.a. [34]), wobei
jedoch nie die Verteilung der elastischen Parameter auf Grund der Unregelméfigkeiten
angegeben wird. Die im Folgenden genannten experimentellen und simulativen Unter-
suchungen beinhalten oft eine Betrachtung der elastischen Parameter, so dass hier auf
eine genauere Angabe der Arbeiten verzichtet wird.

Um den plastischen Druckbereich der Spannungs-Dehnungskurve zu verstehen, eignen
sich die Untersuchungen von Papka und Kyriakides [176, 177, 178, 179], die mittels
Bienenwaben aus Aluminium und Polykarbonat das prinzipielle Verhalten unter Druck
experimentell wie auch simulativ gezeigt haben. Thnen folgen eine Fiille an Quellen, die
das Druck- bzw. Crashverhalten, vor allem von Aluminiumschdumen, experimentell un-
tersucht haben. Fiir geschlossenzellige Schaume sei hier auf [12, 68, 126, 148, 166, 185],
fiir offenzellige Schaume auf [12, 83, 120, 161] verwiesen. Chan et al. [31] betrachten
hierbei speziell den Bereich der Densifikation sowohl von offenen als auch geschlossenen
Aluminiumschdumen und vergleichen die Ergebnisse mit den Modellen aus [77].

Im Bereich der Simulationen liegt bei den gesamten Modellen die Schwierigkeit in der
Simulation des Plateau-Bereichs und in der Modellierung des Kontakts zwischen zwei
Zellwénden, die sich im Bereich der Densifikation beriihren. Diese beiden Schwierigkei-
ten machen eine Simulation zwar aufwendig; sie ist aber trotzdem moglich, was eine
Fiille an Literatur beweist.

Zur Simulation des Plateau-Bereichs miissen Storungen der regelméfligen Strukturen
aufgebracht werden, da an diesen Stellen die Verformung beginnt [126]. Papka und
Kyriakides [177] weisen in ihren Arbeiten nach, dass sich zweidimensionale Bienenwa-
ben iiber sogenannte Lokalisationsbander verformen. Einige Arbeiten, beispielsweise
[129, 150], zeigen dieses Phinomen fiir regelméBige, offenzellige und dreidimensionale
Modelle, Luxner et al. [145] zudem fiir gestorte Modelle in 3D. Zur Simulation des
Kontakts im Bereich der Densifikation muss eine geeignete aber effiziente Kontaktfor-
mulierung in das Modell eingefiihrt werden. Fiir offenzelligen Schdume beispielsweise
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approximieren Gong et al. [82, 83] und Jang et al. [121] diesen Kontakt {iber Federn.
Zudem seien hier noch weitere Arbeiten in diesem Bereich erwéhnt: Mills [154] berech-
net die Spannungs-Dehnungskurve fiir ,,nasse“ Schiaume (siche Abschnitt 1.3.3) mittels
Finite-Element-Methode, in dem er eine Kelvin-Zelle mit dreidimensionalen Kontinu-
umselementen diskretisiert. Der selbe Autor schligt mit seinen Co-Autoren 2009 [155]
ein Modell vor, bei dem wéahrend des Kollabierens die Luft innerhalb der geschlossenen
Zellen eines Schaums mit berticksichtigt wird. Er vergleicht in seiner Arbeit die Ergeb-
nisse mit Experimenten.

Speziell fiir Crashanwendungen untersucht eine Gruppe der Universitit Trondheim
das Verhalten von Hohlprofilen verschiedener Querschnittsformen, die mit Aluminium
ausgeschdumt sind. Diese werden sowohl statisch [100] als auch dynamisch im Crash
(102, 103, 138] belastet. Die Ergebnisse werden mit verschiedenen in kommerziellen
Finite-Element-Programmen implementierten phénomenologischen Materialmodellen
verglichen. Dieselbe Vorgehensweise verwendeten Zhang et al. [237] zuvor zur Unter-
suchung von Polymerschdumen. Gui et al. [97] betrachten das Crashverhalten mittels
einer asymptotischen Homogenisierung von Aluminium-Bienenwaben, indem sie gemes-
sene und berechnete Frequenzgénge vergleichen. Im Bereich des Hochgeschwindigkeits-
crashs betrachten Tan et al. sowohl experimentell als auch mittels einfacher Modelle die
Wellenausbreitung in Schaumstrukturen [218, 219]. Eine weitere spezielle Anwendung
im Bereich der Druckbeanspruchung sind sogenannte Eindriickversuche. Dabei wird
eine harte Geometrie in einen Quader aus Metallschaum eingedriickt. Experimentelle
Untersuchungen konnen in [12, 167] gefunden werden.

Des Weiteren sei hier darauf hingewiesen, dass auch das Knickverhalten von Zell-
strukturen in der Literatur untersucht wird. Dabei ist bemerkenswert, dass die An-
zahl der betrachteten Zellen iiber kurzwelliges oder langwelliges Knicken entscheidet
[42, 84, 85, 139]. Ohno und Okumura [163, 164, 165] betrachten in ihren Modellen das
Knickverhalten verschiedener Ausschnitte aus Bienenwaben und spéiter Kelvin-Zellen
in verschiedene Richtungen. Sie zeigen damit, dass die Richtung der Zellenausschnitte
iiber das Knickverhalten entscheidet und dass eine Dickenverteilung des Materials in
den Zellstegen auf das Knicken einen grofien Einfluss hat.

Im Zugbereich des Spannungs-Dehnungs-Diagramms ist die Anzahl der Untersuchun-
gen deutlich geringer. Experimentell werden in den Arbeiten [8, 11, 170] offenzellige
und in den Arbeiten [68, 148, 159, 166, 170] geschlossenzellige Aluminiumschiume un-
tersucht. Ergebnis ist, dass sich Metallschdume unter Zug im Vergleich zu Druck eher
sprode als duktil verhalten. Die Untersuchung des Versagens im Zugbereich geht auto-
matisch mit der Betrachtung von Rissen und deren Ausbreitung einher. Experimentell
werden auch hier mehr geschlossenzellige Schdume vor allem mit gekerbten Proben
untersucht als offenzellige Schaume [13, 62, 149, 160, 166, 170, 215]. Fiir letztere finden
sich beispielsweise experimentell ermittelte Daten in [8, 170].

Im Bereich der Simulation wird das Rissverhalten mittels Einheitszellenmodellen [37,
77], mittels regelméBiger und unregelméBiger zweidimensionaler Modelle der Mikrostruk-
tur [9, 143, 196, 197], mittels eingebetteter, aber voll aufgeldster zweidimensionaler Mi-
krostrukturmodelle [42], mittels phanomenologischer Modelle [14, 33, 62] und mittels
Multiskalen-Modelle [147] untersucht. Ein weiteres Hilfsmittel ist die Idee, die berech-
neten Spannungen und Dehnungen in den Zellkanten auf das gesamte Volumen des



24 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Metallschaums zu projizieren. Dadurch konnen die Gebiete gréfiter Belastung oder
Verformung lokalisiert werden und auf eine Rissinitiierung geschlossen werden [28].

In weiteren Arbeiten werden grundlegende Belastungen untersucht. Blazy et al. [25]
studieren beispielsweise neben dem Zug- und Druckverhalten auch das Verhalten un-
ter Torsionsbelastung und unter Schub. Beachtenswert ist dabei die sehr ausfiihrliche
statistische Auswertung der Versuchsergebnisse. Das Verhalten unter Schub eines ge-
schlossenzelligen Aluminiumschaums wird auBerdem von Rakow und Waas [184] un-
tersucht, die zudem einfache Simulationen durchfiihren. Andrews et al. [12] betrachten
auBerdem das Verhalten eines offenzelligen Aluminiumschaums unter Schub. Mit Hilfe
dieser Ergebnisse wird von allen Autoren der Grofieneffekt bei Metallschdumen expe-
rimentell gezeigt.

Zusétzlich werden Schubversuche, als eine Variante von mehrachsigen Versuchen, und
andere mehrachsige Experimente vor allem zur Entwicklung bzw. Validierung der
phénomenologischen Modelle verwendet (vgl. 1.3.1). Da sich diese mehrachsigen Ver-
suche teilweise schwer realisieren lassen, wird auch auf hydrostatische Versuche iiber-
gegangen [162]. Beispiele fiir mehrachsige Experimente sind in den Arbeiten [48, 71,
79, 178, 225] zu finden.

Im Bereich der Analytik bzw. der Simulation gibt es hierzu mehrere Arbeiten, die vor
allem die Bestimmung der FlieBfliche und deren Verédnderung als Ziel haben. An re-
gelméfigen Einheitszellenmodellen wird von Gibson et al. [78] zweidimensional und von
Wang et al. [229] in drei Dimensionen analytisch vor allem die Frage geklart, wann pla-
stisches Flieflen eintritt. Triantafyllidis et al. [226] simulieren hierzu zweidimensionale
Bienenwabenstrukturen aus Aluminium. Gan et al. [69] wiederum verwenden dreidi-
mensionale Voronoi-Strukturen, um zudem den Einfluss von Fehlstellen auf die Flief3-
grenze zu messen. Wicklein et al. [234] zeigen mit Hilfe von Voxel-to-Element-Modellen,
dass die assoziierte Flieiregel bei offenzelligen Aluminiumschidumen angewendet wer-
den kann. AbschlieBend bestimmen Schmidt [195] in zwei Dimensionen und Demiray et
al. [45] in drei Dimensionen die Flieffliche und ihre Weiterentwicklung fiir regelméBige
Zellstrukturen mittels eines Homogenisierungsansatzes.

Ebenfalls zur Beschreibung des Materialverhaltens von Metallschdumen ist das Kriech-
verhalten von Interesse. Hierzu wurden vor allem Experimente [10, 99, 134] durch-
gefithrt, an deren Ergebnisse Parameter von phdnomenologischen Gesetzen, wie Po-
tenzgesetze, angepasst werden [10, 134].

Zusétzlich lassen sich auch die Ermiidungseigenschaften von Metallschaum untersu-
chen. Hierzu belasten Harte et al. [107, 216] experimentell einen offen- und einen ge-
schlossenzelligen Aluminiumschaum zyklisch auf Zug und Druck . Im Bereich der Simu-
lation verwendet Harders zur Bestimmung des Ermiidungsverhaltens ein zweidimensio-
nales Voronoi-Balkenmodell, in dem er die Belastungen der einzelnen Balken iiberpriift
[105]. Demiray et al. [46] verwenden dazu ein Einheitszellenmodell der Kelvin-Zelle,
dem sie fiir jeden Balken ein Wohlerdiagramm hinterlegen.

Fiir thermische Eigenschaften sei hier nur auf [39, 144, 198] verwiesen.

Dieser Uberblick iiber den aktuellen Stand der Forschung auf dem Gebiet der Me-
tallschdume hat gezeigt, dass viele Eigenschaften bereits untersucht wurden. Prinzipiell
gilt dabei: Je komplexer die Simulation des Verhaltens an sich ist, desto einfacher ist
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die betrachtete Struktur. Auf zwei weitere Punkte sei hier hingewiesen:

Die meisten Arbeiten untersuchen zwar beispielsweise das linear-elastische Material-
verhalten, dennoch wird dabei aber nur Wert auf den (homogenisierten) Mittelwert
dieser Materialparameter gelegt. Streuungen und Verteilungen spielen dabei eine un-
tergeordnete Rolle. Lediglich Blazy et al. [25] werten ihre experimentellen Ergebnisse
in diesem Sinne ausfiihrlich aus. Auf der Seite der Simulationen muss hier die kiirzlich
(2009) veroffentlichte Arbeit der Gruppe um Hohe [104] erwidhnt werden, da sie Vertei-
lungsfunktionen der elastischen Parameter berechnet. Ihr zugrunde liegendes Modell
beinhaltet eine Laguerre-Tesselation und ein hyper-elastisches Materialverhalten des
Feststoffes. Es erstreckt sich aber nur iiber zwei Dimensionen.

Der zweite hier zu erwihnende Punkt ist, dass es nur wenige Arbeiten gibt, die sich
mit den FEigenfrequenzen von Bauteilen beschéftigt, die aus einem Material mit Mi-
krostruktur bestehen. Lediglich die Gruppe um Reddy untersucht in einer Grofizahl
an Arbeiten Schwingungsprobleme von Platten aus Laminat (beispielsweise [142, 186])
oder aus ,,Functionally Graded Material“ (zum Beispiel [181]), als ein mogliches Modell
fiir Metall- oder Kunststoffschdume. Zur Vorhersage der Eigenfrequenzen von Platten
aus letzterem verwenden Altenbach und Eremeyev 2009 [6] eine Plattentheorie, die auf
einem mikropolaren Cosserat-Kontinuum aufbaut und eine Heterogenitét in Richtung
der Plattendicke aufweist. Das Materialverhalten in der Platte selbst wird dabei dem
Schaum iiber die Gesetze von Gibson und Ashby [77] angepasst, bleibt aber homogen.
Ergebnis ihrer Arbeit ist eine Aussage dariiber, wie sich die erste Biegeeigenfrequenzen
dieser Platte im Verhéltnis zu klassischen homogenen Platten verhélt. So kommt es
mit steigendem Grad an Heterogenitdt in Dickerichtung zu einer grofleren Abnahme
dieser ersten Biegeeigenfrequenz.

Es gibt aber noch keine dem Autor bekannte Arbeit, die sich mit den Streuungen von
Eigenfrequenzen auf Grund einer vorliegenden Materialheterogenitit beschéftigt.

1.4 Ziel und Gliederung dieser Arbeit

An der Fiille der in Abschnitt 1.3.4 genannten Untersuchungen an Schaumen ist zu
erkennen, dass speziell Metallschaum ein sehr interessantes und bereits gut untersuch-
tes Material ist. In vielen Bereichen wurden Untersuchungen fiir Metallschdume be-
reits durchgefithrt und grundlegende Modelle entwickelt. Diese Arbeit erweitert dies,
indem ein Beitrag zum prinzipiellen Versténdnis der dynamischen Eigenschaften von
Metallschaumen geleistet wird. Dieses ist bis dato nur in wenigen Arbeiten untersucht
worden.

Wie in dieser Einfithrung beschrieben wurde, weisen Metallschdume im Vergleich zu
vielen anderen Materialien mit einer ausgeprigten Mikrostruktur eine relativ hohe
UnregelméBigkeit in ihrer Struktur auf. Zu dieser unregelméfligen Struktur kommen
Imperfektionen hinzu, die durch den Herstellungsprozess zustande kommen. Die Folge
daraus ist, dass zur Auslegung von Bauteilen aus Metallschaum dieser Mikrostruktur
Beachtung geschenkt werden muss.

Ziel dieser Arbeit ist es also, den Einfluss der stark heterogenen Mikrostruktur von
Metallschdumen auf das dynamische Verhalten prinzipiell zu untersuchen. Startpunkt
dabei ist das Wissen iiber Daten der Mikrostruktur des betrachteten Schaums, wie
das Material des Festkorpers, aus dem der Schaum hergestellt wurde, sowie geome-
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trische Kenngréflen der Struktur und der Topologie. Mit Hilfe dieser Daten werden,
als grundlegende Groflen fiir die dynamische Eigenschaften von Schaumen, Eigenfre-
quenzen einparametriger Strukturen vorhergesagt. Um der heterogenen Mikrostruktur
gerecht zu werden, werden nicht nur die Mittelwerte der Eigenfrequenzen sondern auch
ihre Streuungen betrachtet.

Um das Ziel der Arbeit zu erreichen, muss eine geeignete Methode gefunden werden, die
die starke Heterogenitéit der Mikrostruktur beachtet. Die im Abschnitt 1.3.1 genannten
phénomenologischen Ansétze fallen somit weg, da sie weder die Mikrostruktur noch ihre
Heterogenitéit beachten. Eine Abbildung der Mikrostruktur in Materialparametern, wie
es die in der Literatur existierenden Erweiterungen der klassischen Kontinuumstheo-
rie tun, kann zwar bei geeigneter Wahl der Erweiterung und/oder der Parameterwerte
gute Naherungen fiir das Verhalten von Metallschdumen liefern, sie kénnen aber keine
Streuungen auf Grund der Heterogenitit der Mikrostruktur abbilden. Ahnliches gilt fiir
alle Methoden, die auf der Existenz eines repréasentativen Volumenelements basieren.
Hier wird nur dann ein akzeptables Ergebnis erreicht, wenn das Material regelméflig
genug und periodisch ist und zudem die Inhomogenitéten der Mikrostruktur statistisch
homogen verteilt sind. Streuungen durch die Mikrostruktur werden auch hier nicht be-
achtet.

Die in Abschnitt 1.3.1 beschriebenen direkten Methoden sind vielversprechend, da bei
ihnen die komplette Mikrostruktur aufgelost und ihr Verhalten auf die Makroebene
transportiert werden kann. Diese Methoden haben aber den Nachteil, dass bei einer so
unregelméfigen Struktur, wie sie bei Metallschdumen vorkommt, die Berechnungen zu
aufwendig werden.

Diese Arbeit basiert auf der stochastischen Homogenisierung, da sie den Vorteil der ge-
nauen Auflosung der Mikrostruktur bietet, aber nicht so aufwendig ist wie die direkten
Methoden. Mit Hilfe dieser Technik ist es moglich, statistische Kenngréfen der Mate-
rialparameter wie Mittelwert, Standandardabweichung oder ihre Verteilung zu bestim-
men. Zusétzlich konnen weitere statistische Kenngrofien wie die Autokorrelation oder
das Leistungsdichtespektrum iiber die Methode der ,,Moving Windows* ermittelt wer-
den. Somit wird die Heterogenitét der Mikrostruktur in den statistischen Eigenschaften
der linear elastischen Materialparameter wie Elastizitéts-, Schub-, Kompressionsmodul
und Querkontraktionszahl abgebildet und an die Ebene der eigentlichen Strukturen
aus Metallschaum gegeben. Die genannten linear elastischen Materialparameter sind
neben der Dichte zur Berechnung der Eigenfrequenzen von Néten.

Auf der Makroebene kommen nun Methoden aus der stochastischen Mechanik wie
die Karhunen-Loeve-Zerlegung oder die Spektraldarstellung zur Generierung einzelner
Realisierungen der Materialparameter und die Technik der Monte-Carlo-Simulation zur
eigentlichen Vorhersage der Figenfrequenzen und ihrer Streuungen zum Einsatz.

Da bei der stochastischen Homogenisierung ein beliebig feines Modell der Mikrostruk-
tur zum FKEinsatz kommen kann, wird in dieser Arbeit ein dreidimensionales Modell
der Mikrostruktur aufgebaut und der Einfluss einiger Erweiterungen wie variierne-
de Stegdicken entlang einer Kante oder unterschiedlicher Querschnittsformen dieser
Stege untersucht. Zusétzlich wird das Modell der Mikrostruktur dazu verwendet, den
Einfluss einiger beispielsweise durch den Herstellungsprozess entstandenen Inhomoge-
nitdten wie geschlossene Zellflichen, Storstellen oder vorverformte Zellstege zu erfassen.
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Damit werden die in der Literatur bereits einzeln aufgefithrten Ergebnisse an einem
Modell zusammengefasst, erweitert und ihre gegenseitige Interaktion gemessen.

Zum Nachweis der Giiltigkeit des Mikrostrukturmodells und der Anwendbarkeit der
vorgeschlagenen Methodik werden die errechneten Ergebnisse mit experimentell be-
stimmten Werten verglichen. Diese Werte werden in Modalanalysen von Balkenstruk-
turen aus einem offen-zelligen Kupferschaum (Cu-Duocel® ) und einem geschlossenzel-
ligen Aluminiumschaum (Alporas® ) bestimmt.

Zusammenfassend lésst sich das Ziel dieser Arbeit als eine Simulationskette beginnend
auf der Ebene der Mikrostruktur und endend bei den Streuungen der Eigenfrequenzen
einparametriger Strukturen darstellen (Abbildung 1.8).

Material des Festkorpers Eigenfrequenzen ein-
Struktur und Topologiedaten parametriger Bauteile und
des Schaums ihre Streuungen

Dreidimensionales Generieren von

Balken-Netzwerk Realisierungen und
auf der Mesoskala Monte-Carlo-Simulationen
Einfluss von Statistische Auswertung
Erweiterungen und des mesoskopischen
Inhomogenitaten Modells

Mechanik auf der Mesoebene
Stochastische Mechanik
Abbildung 1.8: Vorgeschlagene Methodik einer Simulationskette

Die Arbeit gliedert sich entsprechend dieser Simulationskette: Nach einer Einfithrung
in die mechanischen und stochastischen Grundlagen (Kapitel 2) folgt Kapitel 3, in dem
die Methodik der stochastischen Homogenisierung dargestellt wird. In Kapitel 4 wird
das Modell der Mikrostruktur eingefiihrt, die Vorgehensweise der Simulation erklart
und einige prinzipielle Ergebnisse veranschaulicht. In den folgenden Kapiteln 5 und 6
werden die genannten Erweiterungen und Inhomogenitéiten in das Modell eingefiihrt
und ihr Einfluss untersucht.

Der dritte Abschnitt der Simulationskette ist in Kapitel 7 dargestellt. Hier werden er-
weiterte statistische Groflen wie die Autokorrelationsfunktion und das Leistungsdich-
tespektrum ermittelt, um dann in Kapitel 8 bei der Generierung der Realisierungen fiir
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die Monte-Carlo-Simulationen verwendet zu werden. Die Grundlagen der Realisierungs-
generierung und der Monte-Carlo-Simulationen sowie deren Ergebnisse sind ebenfalls
in Kapitel 8 dargestellt. Kapitel 9 beschreibt die Durchfithrung sowie die Ergebnisse
der Experimente mit Balkenstrukturen aus Metallschaum. Anschliefend werden die in
Kapitel 8 ermittelten Werte mit denen der Experimente verglichen und einige Kons-
quenzen daraus abgeleitet. Zum Schluss wird anhand des Kupferschaums die gesamte
Simulationskette verifiziert.

Die Arbeit endet mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.



Kapitel 2

Theoretische Grundlagen

Dieses Kapitel beschreibt sowohl die Grundlagen der Kontinuumsmechanik, als auch
die Grundlagen der Stochastik, die in dieser Arbeit Verwendung finden.

2.1 Mechanische Grundlagen

Die mechanischen Grundlagen werden in der Reihenfolge erarbeitet, wie sie in Abbil-
dung 2.1 dargestellt sind. Dabei wird von Verzerrungen, Spannungen, Bilanzgleichun-
gen, Materialgesetzen, allgemeinen Anfangs-Randwertproblemen und dem Prinzip von
Hamilton gesprochen. Die Herleitungen basieren auf [4, 7, 109, 183, 232].

Randbedingungen

Kinematik = Verzerrungen v
Bilanzgleichungen Starke Form
- Anfangs-
Kinetik —>|_Spannungen Randwertproblem
Analytische Mechanik
Prinzip von Hamilton Schwache Form

Materialtheorie = Materialgesetz A

Anfangsbedingungen

Abbildung 2.1: Herleitung der Gleichungen in der Kontinuumsmechanik

2.1.1 Verzerrungstensor

Zur Herleitung des Verzerrungsverhaltens eines beliebigen Korpers B mit den materi-
ellen Koordinaten X im materiellen kartesischen Koordinatensystems X,, das durch
die zugehorigen Basisvektoren g; (i = 1,2, 3) aufgespannt ist, wird eine (Momentan-)
Platzierung als bijektive, stetige und einmal stetig differenzierbare Abbildung ; : B —
ki(B) C R3 zum Zeitpunkt ¢ eingefiihrt (siehe Abbildung 2.2). Mit ihrer Hilfe lassen
sich Felder sowohl in materiellen Koordinaten als auch in rdumlichen Koordinaten des
kartesischen Koordinatensystems Ky, mit den zugehorigen Basisvektoren e; (i = 1,2, 3)
in R?, definieren.
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Materieller Korper /\
Ky
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92 Momentanplatzierung
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Abbildung 2.2: Platzierung eines Koérpers in R3

Zur weiteren Beschreibung lasst sich der Deformationsgradient in X, als materieller
Gradient der Abbildung k; = kye;

0
= oy fiti

0K
F = Grad(litﬂxo - t 00X .
J

Xo

Xo

definieren, durch den Umrechnungsvorschriften zwischen materiellen und rdaumlichen
Linien-, Flachen- und Volumenelementen beschrieben werden kéonnen. Betrachtet man
die Verhéltnisse der rdumlichen und materiellen Metriken (d(z) - d(z) und
d(X) - d(X), wobei (.) - (.) das Skalarprodukt zweier Tensoren gleicher Stufe ist), so
lassen sich der rechte und der linke Cauchy-Green-Deformationstensor mit Hilfe der
FEinsteinschen Summenkonvention iiber

C = FT'FZFijFile ® gy
B = F -F"=F,F e ®e; (2.2)

berechnen. Durch die Differenz der beiden oben genannten Metriken lassen sich der
materielle Green-Verzerrungstensoren

1
E = Q(C’—I) (2.3)
und der rdumliche Almansi-Verzerrungstensor €
1
€ = 5(I - B (2.4)

einfithren.

Zur weiteren Herleitung wird gemifl [109] der Verschiebungsvektor uw = € — X =
Kk(X)— X und der zugehorige Verschiebungsgradient H = Grad(uw (X)) in Abhéngig-
keit einer speziellen Platzierung kg = X eingefiihrt. Damit l&sst sich unter der Vor-
raussetzung kleiner Verzerrungen eine geometrische Linearisierung durchfithren. Die
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Bedingung fiir kleine Verzerrungen ist dabei, dass die Norm des Verschiebungsgradi-
enten § = ||H]|| viel kleiner als Eins und der Verschiebungsvektor ||u|| viel kleiner als
eine charakteristische Lange des Korpers Ly ist.

Da der Deformationsgradient iiber F' = I + H bestimmt werden kann, entsprechen
kleine Verzerrungen einer kleinen Abweichung des Deformationsgradienten F' vom Ein-
stensor I.

Somit lassen sich nun alle genannten kinematischen Gréflen in Abhéngigkeit des Ver-
schiebungsgradienten H ausdriicken und in Bezug auf den Verschiebungsgradienten H
zu

Ci, = I+H+H",
By, = I+H'"+H (2.5)

linearisieren. Die beiden Verzerrungstensoren (2.4)

1 1
e=FEy =€ = Q(H +HY) = é(grad (u) + (grad (u))") bzw.
1
€ij€ ® €; = §<Ui,j + ujﬂ-)el- & €; (26)
sind damit gleich und werden im Folgenden nur noch als ,, Verzerrungstensor® bezeich-

net. Des Weiteren ergibt sich sofort aus dem Produkt in Gleichung (2.2), dass € sym-
metrisch ist:

e = el bzw.

€€ (%9 €; = ¢&4€5 X e; = €5i€; & €;. (27)

2.1.2 Spannungstensor und Bilanzgleichungen

Im vorherigen Kapitel wurde eine werkstoffunabhéngige Grofie zur Beschreibung der
Verzerrung eingefiihrt. Dieses Kapitel fithrt eine werkstoffunabhéingige Grofle auf der
Seite der Kinetik ein und leitet damit die grundlegenden Gleichungen der Dynamik
her. Hierzu wird eine einer Flichenlast (Kraft pro Fléche) dhnelnde Grofie aus dem
Grenzprozess zu einer infinitesimalen Fléache
’ FdF
7TAN AT dA
eingefiihrt, die Spannung genannt wird. Da zum einen die Kraft, die an der infinitesi-
malen Flache angreift, im Allgemeinen ein Vektor ist und die betrachtete infinitesimale
Flédche iiber ihren Einheitsnormalenvektor n charakterisiert werden kann, ist die Span-
nung von zwei Richtungen abhéngig. Aus diesem Grund wird ein Tensor 2. Stufe, der
Spannungstensor

(2.8)

O = 0;;€; ® €, (29)

zur Beschreibung des aktuellen Spannungszustands eingefiihrt [4]. Aus diesem Span-
nungstensor o lasst sich mit Hilfe des Normalvektors n der betrachteten Flache der
Spannunngsvektor 7 iiber

T = OoO'Nn bZW.

€, = O0iNjé€;. (2-10)
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berrechnen. Diese Bedingung wird Satz von Cauchy genannt. Entsprechend der Argu-
mentation mit materiellen und rdumlichen Koordinaten, wird der 1. Piola-Kirchhoff-
und der Cauchy-Spannungstensor unterschieden. Fiir kleine Deformationen entspre-
chen die beiden Tensoren jedoch einander [183].

Zur weiteren Betrachtung werden die Bilanzgleichungen eingefiihrt. Diese besagen, dass
die zeitliche Anderung einer BilanzgroBe gleich dem positiven oder negativen Zuwachs
innerhalb des Gebiets und dem Zu- bzw. Abfluss iiber die Gebietsgrenzen ist. Zu den Bi-
lanzgleichungen zéhlen die Massenbilanz, die Impulsbilanz, die Drehimpulsbilanz sowie
der erste und der zweite Hauptsatz der Thermodynamik. Wéhrend die letzten beiden
fiir diese Arbeit nicht von Interesse sind und die Massenbilanz vorausgesetzt wird, folgt
aus der Impulsbilanz das auf einem Gebiet definierte Newtonsche Grundgesetz zu

pfy +div(e) = pv bzw.

(pfvitoijz)e. = poe;, (2.11)
wobei f eine Volumenkraftdichte, p die Dichte und ¥ die Beschleunigung des betrach-
teten Materialpunkts ist. Unter Vernachlidssigung der rechten Seite der Impulsbilanz

folgt das Gleichgewicht der Statik. Wird zudem ein Problem ohne eine Volumenkraft-
dichte betrachtet, so ergibt sich

div(e) =0 bzw. oij;ei = 0. (2.12)
Aus der Drehimpulsbilanz dagegen folgt die Symmetrie des Spannungstensors
o = o bzw.
crl-jei & Bj = aijej (024 e, = ajiei & ej. (213)

2.1.3 Materialgesetze

Die Bilanzgleichungen 2.11 stellen drei Gleichungen fiir neun unbekannte Groien (sechs
Komponenten des symmetrischen Spannungstensors und drei Beschleunigungskompo-
nenten) dar. Um zu einem lésbaren System zu gelangen, miissen sechs weitere Glei-
chungen eingefiihrt werden, die nicht mehr als allgemeine Bilanzgleichungen formuliert
werden konnen. Dabei ist es offensichtlich, dass dafiir die Materialunabhéngigkeit auf-
gegeben werden muss, da aus Beobachtungen unmittelbar folgt, dass Systeme je nach
Material unterschiedlich reagieren [183]. Die Materialgleichungen koénnen mittels der
Materialtheorie hergeleitet werden, im Zuge dessen Grundprinzipien wie beispielsweise
Konsistenz, Determiniertheit, Lokalitét, etc. beachtet werden [4].

Das in dieser Arbeit verwendete linear-elastische Materialverhalten zeichnet sich durch
vollstandige Reversibilitdt aus. Es kann mit dem wverallgemeinerten oder anisotropen
Hookschen Gesetz beschrieben werden:

c=C:e bzw. e=S:0o, (2.14)

wobei C der Steifigkeits-, S der Nachgiebigkeitstensor 4. Stufe und (.) : (.) die zweifache
Kontraktion zweier Tensoren sind. Damit folgt offensichtlich, dass S = C~! ist und dass

(C:a—a bzw. S = Oe

B 2.1
Oe Jo (2.15)
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gilt.

Die fiir die Deformation eines linear-elastischen Materials benotigte Energie muss wih-
rend der Deformation vollstéandig im Material gespeichert werden. Diese volumenbezo-
gene Formdnderungsenergie oder Formdnderungsenergiedichte dWg 1dsst sich unter der
Bedingung, dass der Integrationsweg keine Rolle spielen darf und dass das auftretende
Integral vollstindig ist, durch

g g

1 1
de:/a:de:/e:C:de:§s:(C:e:§a:s (2.16)

0 0

berechnen [235]. Die volumenbezogene komplementire Energie berechnet sich dagegen
zu

dW;:/s:dU:/U:S:dazia:S:Uzisza. (2.17)
0 0

Damit erhélt man eine Potenzialformulierung

o odW g b . odW
= ZW. =

Oe do ’
weswegen dWpr auch volumenbezogenes elastisches Potenzial dU. genannt wird. Mit
Gleichung (2.15) folgt weiter, dass sich der Steifigkeits- und der Nachgiebigkeitstensor

mit

(2.18)

O*dW g O*AW
C= e bzw. S = 902

ebenfalls berechnen lassen.

(2.19)

Im Allgemeinen hat ein Tensor 4. Stufe, wie der Steifigkeits- und der Nachgiebigkeits-
tensor, 81 unabhéngige Eintrédge. Durch Vertauschbarkeit der Differentiation in Glei-
chung (2.19) (Satz von Schwarz [26]) ergibt sich eine Hauptsymmetrie (Cijr = Chuij)
der beiden Tensoren. Hinzu kommen ihre beiden Untersymmetrien, die durch die Sym-
metrie des Spannungs- bzw. des Verzerrungstensors (Cyju = Cjim bzw. Ciju = Cijik)
hervorgerufen werden. Damit reduziert sich die Zahl der unbekannten Eintrége auf 21.

Durch diese Verringerung der unbekannten Eintrége ldsst sich das Materialgesetz in die
Schreibweise zum Beispiel nach Federov [60] und Cowin [40], o;h; = Cj;h; @ h; : eihy,
iberfithren. Die Gleichung fiir die Koeffizienten o;, €, und Cj; lasst sich in Matrixform
mit

[ o ] [ Cii Crioe Cuiss V2Cie3 vV2Ciis V201 | [ en ]
022 Car2 Caass \/502223 \/502213 V205919 €22
033 _ Casss V203323 V2Cs313 v/2Cs310 €33
Y - (2.20)
2023 205323 205313 20912 V2e3
V2013 sym. 2C1313 20312 V2ei3
B V201, i L 2C1212 | | V2e1 i
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darstellen. Diese Form hat im Vergleich zur iiblichen Voigt-Notation den Vorteil, dass
ihre Basisvektoren h;, die diesen sechsdimensionalen Raum aufspannen, normiert sind:

2
h,=e ®ey, h4:§(82®63+63®62),
2
hy; = e ® ey, h5:§(€1®63+€3®€1),
2
h3 = €3 ® €3, h6 = g(el ® €9 + e ® 62). (221)

Somit kénnen Invarianten, Eigenwerte und Eigentensoren mit Hilfe dieser quadrati-
schen Matrix berechnet werden [22]. Der Tensor C beschreibt darin ein vollstéindig
anisotropes und damit triklines Material.

Je nach Material lédsst sich nun die Anzahl der unbekannten Eintrage durch Ausnutzen
weiterer Materialsymmetrien weiter reduzieren. Einen Uberblick iiber die verschiedenen
Materialsymmetrien, ihre Symmetrieebenen und die Anzahl der unbekannten Konstan-
ten zeigt Abbildung 2.3 oder kann beispielsweise [22] oder [30] entnommen werden. Die
fiir diese Arbeit wichtigsten Symmetrien sind die orthotrope, die kubische und die iso-
trope Symmetrie.

Anzahl der Symmetrieebenen:

96 6 6 G

Bezeichnung (Anzahl unbekannte Konstanten): : : : :
triklin - monoklin : orthotrop trigonal : tetragonal : kubisch : transvers : isotrop

@) (3 O ®  © . (3  isoop(s) (2
Steifigkeitsmatrizen: : B
. Zococo\r
<)
< 2l §
A y - S)
OOCDSL ) ococo% oo oo |
5&37;’5"‘3: cocogé cococoo® © ococog cococo o ¥ 5 5
v e » w cocoé' - - o
oo cococo® cocoo cococo cooof cooo :’c:’(‘;
33 F3&S $9ed ceed  leced se=d &
SRR SRR |SReRe) [SRCRe} EDQD [SRCRe} SRR
g§ & g8 & : 0SS £ D8 §F i85 i 188 £ &8 &
S S S S S S S

Abbildung 2.3: Ubersicht iiber alle acht Materialsymmetrien (nach [22, 30])

Unter Isotropie wird dabei ein gleiches Materialverhalten in alle Richtungen verstan-
den. Damit wéchst die Zahl der Symmetrieebenen gegen oo, wéihrend sich die Zahl der
unbekannten Materialkonstanten auf zwei reduziert. Haufig verwendete Paare dieser
Materialkonstanten sind

o der FElastizititsmodul F und die Querkontraktionszahl v, die vor allem in Inge-
nieuranwendungen Verwendung finden,



2.1. MECHANISCHE GRUNDLAGEN 35

e die Lamé-Konstanten, die vor allen fiir theoretische Herleitungen geeignet sind,

o Schubmodul G und Kompressionsmodul K, die im Materialgesetz einen hydro-
statischen und einen deviatorischen Anteil kennzeichnen, oder

e beliebige Kombinationen der Konstanten.

Die Umrechnung der einzelnen Kombinationen kann beispielsweise in [4] gefunden wer-
den. Hier sei nur auf die folgenden Zusammenhénge hingewiesen:

E E 3K — 2G E
“=sa+y K732y VYTerk+2¢ VYT2¢ b 2

Mit Hilfe dieser Materialkonstanten lassen sich Ausdriicke der volumenbezogenen Form-
dnderungsenergien (2.16) und (2.17) fiir isotropes Material angeben mit [232]

FE v

dWr = 10 s-s—ﬁ(spur (€))%,
dWp = % [(1+v)o -0 —v(spur(o))?]. (2.23)

An diesen Gleichungen und der Bedingung, dass die Energien stets > 0 sein miissen,
lasst sich erkennen, dass die Querkontraktionszahl v zwischen —1 und 0, 5 liegen muss.
Die obere Grenze markiert dabei den Punkt, an dem sich das Volumen beispielsweise im
hydrostatischen Druckfall anfangt zu vergréflern. Eine untere Grenze fiir herkémmliche
Werkstoffe ist, dass v > 0 sein muss, da sich der Kérper unterhalb dieser Grenze bei-
spielsweise im einachsigen Druckversuch in die beiden unbelasteten Richtungen zusam-
menzieht anstatt sich auszudehnen.

Fiir den allgemeineren Fall der orthotropen Symmetrie ergeben sich durch drei Sym-
metrieebenen neun unabhéngige Materialparameter. Diese werden meist dadurch ein-
gefiihrt, dass die oben genannten Materialkonstanten F, v und G voneinander un-
abhéngig und zudem fiir jede Raumrichtung verschieden angenommen werden. Damit
ergibt sich beispielsweise fiir den Nachgiebigkeitstensor

1 v v

Eoomoom o000

5 15;” 0 0 0

= 0 0 0
S = B 1 hl ® hj, (224)

m O 0

23 1
sym. s Y
1
i 2G12

wobei die Bedingungen der Hauptsymmetrie (% =22, 8= % und % = ’%13) bereits

eingearbeitet wurden [4].

Die kubische Symmetrie liegt mit ihren neun Symmetrieebenen und drei unabhéngigen
Materialkonstanten zwischen Orthotropie und Isotropie. Hierbei sind die Materialkon-
stanten der Orthotropie in alle Richtungen gleich (F = F; = Ey = F3, v = 11y = 113 =
Vo3 und G = G193 = G13 = Ga3), dennoch lasst sich der Schubmodul G nicht durch den

Elastizitdtsmodul E und die Querkontraktionszahl v ausdriicken.
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2.1.4 Vollstiandiges Anfangs-Randwertproblem

Um zu einem vollstéandigen Anfangs- Randwertproblem in den Verschiebungen zu gelan-
gen, wird das Materialgesetz in die Bilanzgleichungen eingesetzt [232]. Damit ergeben
sich die partiellen Differenzialgleichungen zur Beschreibung des gesuchten Verhaltens:

pfy +div(C:e) = pov bzw.
(pfvi+ (Cijrew) j)ei = puie;. (2.25)

Um zu einer Losung des Anfangs-Randwertproblems zu gelangen, miissen sowohl An-
fangsbedingungen fiir die Verschiebungen (¢t = 0) und die Geschwindigkeiten v (¢ = 0),
als auch Randbedingungen angegeben werden.

Dabei werden die folgenden Randbedingungen fiir

Verschiebungen: wu = ug auf 0B, (Dirichlet, geometrisch oder wesentlich) oder
Spannungen: T =710 auf 0B, (Neumann, dynamisch, natiirlich oder restlich)

auf dem Rand des Koérper, OB = 0B, U 0B, unterschieden, wobei 0B, N 0B, = () gilt.

Eine weitere Moglichkeit zur Herleitung der beschreibenden partiellen Differenzialglei-
chungen sind die Prinzipien der analytischen Mechanik. In dieser Arbeit wird dabei
nur auf das Prinzip von Hamilton eingegangen. Ausgehend vom Lagrange-D’Alembert
Prinzip wird durch die Einfithrung der kinetischen Energie

oy (226)
oB

und des Potenzials U, das sich aus den inneren (vgl. Gleichungen (2.16, 2.23)) und den
duBeren Potentialen zusammensetzt, die Gleichung

)

5/(T — U)dt + /t2W5dt =0 (2.27)

t1 t1

hergeleitet [232], wobei ¢ die Variation und Ws die virtuelle Arbeit der potenziallosen
Krifte bezeichnet.

Gleichung (2.27) ist dabei nach Ausfiihrung der Variation eine schwache Form der
Gleichung (2.25). Hierbei werden iiber das Gebiet gemittelte Grofen betrachtet. Ihre
Losung bedarf nur der geometrischen Randbedingungen. Um von der schwachen Formu-
lierung zur starken Form zu gelangen, miissen Produktintegrationen unter Beachtung
der dynamischen Randbedingungen durchgefiihrt werden.

2.2 Grundlagen der Stochastik

In diesem Abschnitt werden die in der Arbeit benotigten Grundlagen zur Wahrschein-
lichkeitstheorie und zur Statistik, beides unter dem Oberbegriff Stochastik zusammen-
gefasst, dargelegt. Der Abschnitt ist in die Unterabschnitte Grundbegriffe, Zufalls-
variablen, Zufallsfelder und Implementierung untergliedert. Letzterer erklart, wie die
erlduterte Theorie in computergestiitzten Simulationen verwendet werden kann.

Das Kapitel stiitzt sich auf die folgenden Skripte und Biicher: [182, 111, 193, 66].
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2.2.1 Grundbegriffe

Als erstes wird der Ereignisraum 2y als Menge aller moglichen Ereignisse eines Ver-
suchsausgangs eingefiihrt. In dieser Menge sind somit alle einelementigen Versuchs-
ergebnisse, die sogenannten Elementarereignisse ¢, zusammengefasst. Jede Menge an
Elementarereignissen Ay ist wieder ein Ereignis und somit eine Teilmenge von €y, die
alle moglichen Ereignisse umfasst und deswegen auch als sicheres Ereignis bezeichnet
wird. Neue Teilmengen Ay konnen durch Mengenoperationen bekannter Teilmengen
generiert werden. Ein unmogliches Ereignis ist die leere Menge ().

Eine Teilmenge A der Potenzmenge P, die die Menge aller Teilmengen A von €y be-
zeichnet, heifit o-Algebra in €y, wenn die folgenden drei Bedingungen erfiillt sind:

(i) Qo€ A,
(1)  mit Ay € A ist auch das Komplement Ap € Amit 4y = 0\ Ag,
(iii)  fir jede Folge Ag; gilt | | Ag € A. (2.28)

Gemaéf der axiomatischen Definition der Wahrscheinlichkeit von Kolmogorov wird eine
Maffunktion P definiert, die die einzelnen Ereignisse Ay einer o-Algebra A auf den
Zahlenbereich zwischen 0 und 1 unter den Voraussetzungen

1 P (Ap) > 0 MaBaxiom,

2. P(9Qy) =1 Normierungsaxiom,

3. P(AgpUAg) =P (Ag)+ P (Age) fiir Agy N Aga =0,

4 PQ&):1—P@%) (2.29)

abbildet. Damit folgen automatisch einige bekannte Berechnungsregeln. Das Tripel
(Q, A, P) definiert damit einen Wahrscheinlichkeitsraum.

Betrachtet man zwei oder mehr zuféllige Ereignisse, dann werden diese als statistisch
unabhdngig bezeichnet, falls

P (Agy N Ags) = P (Ag1) - P (Ag) (2.30)

gilt.

2.2.2 Zufallsvariablen

In den meisten Anwendungen kommt der Beschreibung des Wahrscheinlichkeitsraums
eine untergeordnete Rolle im Vergleich zur Quantifizierung der zufilligen Ergebnisse
zu. Aus diesem Grund wird jedem Experiment eine sogenannte Zufallsvariable X (0)
zugewiesen, die vom Ausgang des Experiments, also vom Elementarereignis 6 abhiangt
und die den Ergebnisraum (24 in die reellen Zahlen R abbildet:

X : Qp — R, wenn fiir alle z € R die Mengen {0 € p: X(0) <z} € A. (2.31)

Fiir Zufallsvariablen lésst sich die Verteilungsfunktion Px(x) der Zufallsvariablen X (6)
mit

Px(z) =P (0 € Q: X(0) < ) (2.32)
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einfithren, die die Eigenschaften

1. Px(x) >0,

2. Px(—o00) =0, und Px(o0) =1,

3. Px(x=a) <Px(x=0) fira<b,

4. Px(x=0)—-Px(r=a)=P(a < X(0) <D) (2.33)

besitzt. Hat die Zufallsvariable X (#) unabzihlbar viele verschiedene reelle Werte und
existiert fiir die Verteilungsfunktion fiir alle x € (—o00,00) eine Ableitung, so ist die
Zufallsvariable X (6) stetig. Die Ableitung

dPx(z
px(z) = diff ) (2.34)
wird Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion genannt. Sie geniigt den Eigenschaften
@20 [pxe)de=1, P = [pxto)dy (2.35)

Eine der wichtigsten Verteilungen ist die zwei-parametrige Normal- oder Gauss’sche
Verteilung. Thre Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion

(z—px)?
1 _(amux)”

px(z) = Nor X (2.36)

ist durch die beiden Parameter Mittelwert pyx und Streuung o% gegeben. Ebenfalls
fiir diese Arbeit wichtig ist die Gleichverteilung. Hierbei hat ein bestimmter Wertebe-
reich die gleiche Wahrscheinlichkeit. Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist somit
iiber diesen Bereich konstant und ansonsten 0. Die Verteilungsfunktion dagegen ist in
diesem Bereich eine lineare Funktion, die am unteren Rand bei 0 beginnt und ab der
oberen Grenze den Wert 1 hat.

Ist eine Verteilung nicht genau bestimmbar, so erfolgt eine Charakterisierung der Zu-
fallsvariablen {iber die stochastischen Momente. Das Moment k-ter Ordnung wird mit
Hilfe des linearen Erwartungswert-Operators

ELF(X(0))] = / f(2)dPx(x) = / F(2) px(a) de (2.37)
mi = E[X(0)"] = /xdeX(:c) = /xkpx(a:) dz (2.38)

berechnet. Mit dem Moment erster Ordnung m; lassen sich zudem die zentralen Mo-
mente

g = E[(X(0) —mq)"] (2.39)
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angeben. Die vier wichtigsten Momente sind

der Mittelwert px =my = EX(6)],

die Varianz 0% =y = E[(X(0) — mq)?] bzw. daraus

die Standardabweichung oy = 1/0%,
~ X . 3
die Schiefe v x = 233 = £l <9)3 )] und
Ox Ox
7 E[(X(0) —my)*
der Exzess  vyox = 244 —-3= (XX )4 m)T) 3. (2.40)
ox ox

Die Schiefe ~;x ist dabei ein Maf} fiir die Asymmetrie der Verteilung, wahrend der
Exzess vox ein Maf fiir die Abweichung der Flanken von denen einer Normalvertei-
lung ist. Mit Hilfe des Mittelwerts und der Standardabweichung wird zusétzlich der
Variationskoeffizient

Ox

Varky = — (2.41)
Hx

als ein dimensionsloses Streuungsmafl definiert.
Analog den Momenten lésst sich eine zentrierte oder mittelwertfreie Zufallsvariable
Y (0) = X(0) — px einfithren, die sich zu einer standardisierten Zufallsvariable
Y (0 X(0)—
2(0) = L0 _ X(0) — px (2.42)

Oy %5'e

normieren lisst. Fiir diese standardisierte Zufallsvariable gilt damit pz = 0 und 0% =
Oy = 1.

Um die Abhéngigkeit zweier Zufallsvariablen X;(6) und X5(6) voneinander zu bewer-
ten, wird ihre Kovarianz mit

cov(Xi1(0), X2(0)) = Kx,x, = E[(X1(0) — pux, ) (Xa2(0) — px,)] (2.43)

verwendet. Diese kann mit Hilfe ihrer beiden Standardabweichungen o, und ox, zur
Korrelation

K
cor(X1(0), X2(0)) = Rx,x, = ﬁ (2.44)

normiert werden. Fiir standardisierte Zufallsvariablen Z; () und Z5(#) entsprechen sich
die beiden Formulierungen.

Das bis hier eingefiithrte Konzept der Zufallsvariablen kann ohne grofien Aufwand auf
Zufallsvektoren erweitert werden.

2.2.3 Zufallsfelder

Héngt eine Zufallsvariable von einem deterministischen Parameter ab, so wird von
einem Zufallsfeld X (x,0) gesprochen, wenn dieser Parameter der Ort « ist. Analog
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ist ein Zufallsprozess X (t,0) von der Zeit ¢t abhingig. Da sich in dieser Arbeit die
Materialparameter iiber den Ort zuféllig verdndern, wird im Folgenden nur noch von
Zufallsfeldern gesprochen. Fiir ein festes 8 = 6, ergibt sich aus dem Zufallsfeld eine
deterministische Funktion, die Realisierung genannt wird. An einem festen Punkt da-
gegen ist das Zufallsfeld eine Zufallsvariablen.

Analog den Zufallsvariablen kénnen Momente wie Mittelwert oder Varianz berechnet
werden. Diese sind nunmehr Funktionen des Ortes . Wichtig hierbei sind ebenfalls
die Kovarianz und die Korrelation. Fiir zwei verschiedene Zufallsfelder X (x,6) und

Xs(,0) sind diese durch

Kx, x, (@1, 22) = E[(X1(21,0) — px, (1)) (Xo(22,0) — pix, (22))] (2.45)

bzw.
Ry, x, (21, 2) = E[X(x1, 0) Xo(x9,0)] (2.46)

definiert und werden Kreuzkovarianz- bzw. Kreuzkorrelationsfunktion genannt. Wird
dasselbe Zufallsfeld eingesetzt, so heiflen die beiden Gréflen Autokovarianz- und Au-
tokorrelationsfunktion. Sie sind ein Maf§ dafiir, wie der Wert des Zufallfeldes an einem
Punkt «; von einem anderen Punkt @, abhéngt.

Zur weiteren Charakterisierung der Zufallsfelder lassen sich drei Begriffe einfiihren:

o Stationaritdt:

Ein Zufallsfeld heif3t stationédr im weiteren Sinne, wenn einparametrige bzw. zwei-
parametrige Verteilungen unabhéngig von einem Ortswechsel sind. Das bedeutet,
dass der Mittelwert iiber den Ort konstant ist und die Kovarianz nur von der Orts-
differenz Ax = x; — x5 abhéngt. Die Autokorrelations- und die Autokovarianz-
funktion unterliegen dann dem Zusammenhang Rx, x, (Ax) = Kx, x, (Ax) — px, .
Fiir zentrierte und standardisierte Zufallsfelder, die analog zu den Zufallsvaria-
blen definiert werden, sind diese beiden Funktionen somit gleich.

Stationaritédt im engeren Sinne bedeutet, dass diese Forderung nach Invarianz bei
einem Ortswechsel nicht nur fiir zweiparametrige sondern fiir alle Verteilungen
gilt.

o Gauss’sches Zufallsfeld:
Ein Zufallsfeld ist ein Gauss’sches Zufallsfeld, wenn die Zufallsvariablen an belie-
bigen, fixierten Orten einer Normalverteilung geniigen. Damit sind diese Zufalls-
felder durch die Mittelwertfunktion px(x) und die Autokovarianz Kxx (x1, 2)
beschrieben. Ein im weiteren Sinne stationédres Gauss’sches Zufallsfeld ist dann
auch stationdr im engeren Sinne.

o [rgodizitit:
Ein stationidres Zufallsfeld wird ergodisch genannt, wenn eine Realisierung die
komplette stochastische Information beinhaltet. Die Mittelung iiber viele Reali-
sierungen an einer festen Stelle (Ensemblemittelung) entspricht dann der Mitte-
lung einer Realisation iiber dem Ort (Raummittelung). Der Nachweis der Ergo-
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dizitét ist im Allgemeinen schwierig. Fiir Gauss’sche Zufallsfelder ist eine hinrei-
chende Bedingung fiir Ergodizitéit im Mittel

Ax— oo

Da in dieser Arbeit ausschlielich eindimensionale Zufallsfelder verwendet werden, be-
schrinken sich die folgenden Definitionen und Herleitungen auf diesen Fall.

Neben der Autokovarianz- und der Autokorrelationsfunktion spielt zur Charakterisie-
rung von stationédren Zufallsfeldern das Leistungsdichtespektrum eine gleichwertige Rol-
le. Es beschreibt eine Dichteverteilung aller im Zufallsfeld vorkommenden
(Orts-)Frequenzen w harmonischer Schwingungen und lédsst sich nach der Wiener-
Chintchin-Beziehung {iber die Fouriertransformation

(e 9]

SXle (w) == / RXle (AZL‘) e_iWAdiZL‘ (248)

Ar=—o00

berechnen. Die inverse Fouriertransformation erfolgt analog:

1 |
RX1X1 (A.T) = % / SXle (w) equAde (249)

Das Leistungsdichtespektrum lédsst sich zudem mittels der verallgemeinerten Fourier-
analyse

F[X(z,0)] = hm —/ X(z,0)e " dx (2.50)

L—o00 2
aus einer Realisierung iiber
Sxx(w) = F [X (2,0)]| F[X(2,0)] > 0 (2.51)

berechnen. Fiir den Spezialfall Ax = 0 ergibt sich bei stationidren Zufallsfeldern die
Varianz zu

1 o0
0% = Rxx(Az =0) = o / Sxx(w)dw; (2.52)

fiir den Spezialfall w = 0 ist der Mittelwert dann
Ux = SX)(((U = 0) = / RX)((AI‘)dAI‘ (253)

Ar=—0c0

2.2.4 Schatztheorie

Da in der Realitdt nur endliche Anzahl an diskreten Messreihen vorliegen, miissen
zur Berechnung der eingefiihrten Groflen in der Praxis Schétzungen durchgefiihrt wer-
den. Die verwendeten Schétzer sollen hierbei (zumindest asymptotisch) erwartungs-
treu und konsistent sein. Erwartungstreue bedeutet, dass der Erwartungswert der
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Schatzfunktion gleich dem zu schitzenden Wert ist. Konsistenz liegt vor, wenn die
Schétzung mit wachsendem Stichprobenumfang mit der Wahrscheinlichkeit von 1 ge-
gen den wahren Wert konvergiert.

Fiir die in Kapitel 2.2.2 eingefiithrten Momente Mittelwert und Varianz der Zufallsva-
riablen X (0) lassen sich damit die erwartungstreuen und konsistenten Schétzer

1
m{" = —ZXl(G) und

n

1 (n)\2
my = n_lz(Xl(e)_ml ) (2.54)

verwenden, wenn n Werte der Zufallsvariablen bekannt sind. Damit lassen sich rekursive
Formeln fiir diese Momente berechnen, die zur Uberpriifung der Konvergenz und der
Stationaritit verwendet werden koénnen:

) =~ (Z X!(0)+ Xé(@) = (= Dm + x20)) (2.55)

bzw. fiir das zentrale Momente 2. Ordnung

g =~ i - ((n — 2yl 4 (X2(0) — m§">)) . (2.56)

Analog zu diesen beiden Schétzern kénnen fiir alle weiteren Momente die Schétzer

m _ 15~y b 2 = LSS (00) - mi™ye 2.57

my n; i (0) ZW. Ty, n;( i(0) =my™) (2.57)

verwendet werden, wobei Erwartungstreue und Konsistenz getrennt betrachtet werden
miissen.

Fiir Zufallsfelder X (a, 0) ldsst sich fiir beide Mittelwerte (Raum- und Ensemblemitte-

lung) ebenfalls der Schétzer (2.55) verwenden. Die Korrelation lésst sich mittels des

erwartungstreuen Schétzers

n

R x, (@1, @2) = %Z (Xii(@1, 0) Xoi(x2,0)) (2.58)

i=1

ermitteln.

Zur Schitzung der Parameter einer Verteilung, die einem Zufallsfeld X (x, #) zu Grunde
liegt, kann die Maximum-Likelithood-Methode angewandt werden. Dabei wird die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion der Verteilung als Produkt der Wahrscheinlichkeitsdich-
tefunktionen der n unabhéngigen Realisierung in Abhéngigkeit der zu bestimmenden
Parameter der Verteilung dargestellt. Fiir die damit entstandene Funktion in den Pa-
rametern wird nun das Maximum gesucht, da dieser Parametersatz die héchste Wahr-
scheinlichkeit besitzt und damit am plausibelsten ist.
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Mit Hilfe der Maximum-Likelihood-Schétzung kéonnen somit fiir beliebig vorgegebene
Verteilungen die Parameter bestimmt werden. In dieser Arbeit werden die Parameter
der Normal-, der Gamma-, der Lognormal-, der Gleich-, der Weibull-, der Exponenti-
al-, der Extremwert-, der Beta- und der Poissonverteilung geschétzt.

Zur Uberpriifung, welche vorgegebene Verteilungsfunktion die Verteilung der Messreihe
am besten abbildet, kann der Kolmogorov-Smirnov-Test durchgefiihrt werden. Bei Tests
allgemein wird dariiber entschieden, ob die aus Messreihen getroffene Nullhypothese
Hj tuber Charakteristika der Zufallsvariablen X (0) angenommen oder abgelehnt wird.
Diese Entscheidung wird auf Basis eines konkreten Wertes einer Testfunktion getrof-
fen, der p—Wert genannt wird. Fiir den Kolmogorov-Smirnov-Test ist dieser Wert die
betragsméaflig maximale Differenz zwischen der Verteilung einer Messreihe und den
Werten der zu vergleichenden Verteilung. Ist dieser Wert grofler einem tabellarischen
Wert, der iiber das Signifikanzlevel bzw. die Irrtumswahrscheinlichkeit bestimmt wird,
so wird die Nullhypothese abgelehnt und die Verteilung entspricht nicht der vorgege-
benen Verteilung. Die Verteilung mit dem hochsten p—Wert ist damit die wahrschein-
lichste Verteilung der Messreihe.

Des Weiteren werden in dieser Arbeit Zufallszahlen benotigt. Im Zusammenhang mit
Computern hat sich durchgesetzt, Zufallszahlen mit beliebiger Verteilung aus gleichver-
teilten Zufallszahlen zu generieren. Dabei wird von Pseudozufallszahlen gesprochen, da
der Computer nur bis zu einem bestimmten Grad die reellen Zahlen auf einem Gebiet
auflosen kann. AuBerdem ist der Algorithmus zur Erstellung der Zufallszahlen zwar
nahezu regellos aber eben nicht ganz zuféllig. In dieser Arbeit wird zur Erzeugung
der gleichverteilten Pseudozufallszahlen der Mersenne-Twister-Algorithmus verwendet
[223].

Zur Erzeugung von standardisierten normalverteilten Pseudozufallszahlen Z;(6) werden
die gleichverteilten Pseudozufallszahlen X;(6) mittels der Box-Muller-Methode

Z1(0) = +/—2InX;(0)cos2mX5(0),
Zs(0) = +/—2In X (0)sin 27 X5(0) (2.59)

umgewandelt.



Kapitel 3

Multiskalen-Modellierung

3.1 Homogenisierung

Eine Moglichkeit zur Berechnung der Materialeigenschaften eines Bauteils, das aus ei-
nem Material mit einer Mikrostruktur besteht, ist die sogenannte Homogenisierung.
Dabei wird der Ubergang zwischen den Skalen durch eine geeignete Mittelwertbil-
dung vollzogen [95]. Eine klassische Homogenisierung kann aber nur in zwei Fillen
durchgefiihrt werden: Entweder die Mikrostruktur ist periodisch und kann so durch ein
Einheitszellenmodell angenéhert werden oder das betrachtete Volumenelement (VE)
ist so grof}; dass eine quasi unendliche Zahl an Mikrostrukturelementen (beispielswei-
se Korner, Stege, Inhomogenititen) vorhanden ist. Dies fiihrt dazu, dass die Probe
dann als statistisch homogen angesehen werden kann [174]. In diesem Kapitel werden
die Grundlagen der Homogenisierung fiir diese beiden Fille in Anlehnung an [95] und
[174] hergeleitet.

Die Folge der zweiten Bedingung ist eine so kleine charakteristische Grofle der Mi-
krostruktur auf der Mesoebene, dass sie nicht mehr gesehen werden kann und somit
das Material als homogen bezeichnet wird. Ist dies der Fall, so kénnen die drei be-
reits eingefithrten Skalen, die Mikroskala als Skala der Korner des Vollmaterials, die
Mesoskala als Skala der betrachteten Volumenelemente (VE) und die Makroskala als
Groflenordnung der Bauteile, separiert werden, da

dmikro < d < dmakro (31)
gilt, wobei d der charakteristischen Lange der jeweiligen Ebene entspricht. (A) bezeich-
net dabei die Grofle auf der Mesoebene, auf der die Mikrostruktur betrachtet wird. In
einigen Literaturstellen [127, 128, 174] wird diese Bedingung mit Hilfe des dimensions-
losen Parameters

~

d

dmikro

0p =

— 00 (3.2)

beschrieben. d o ist dabei eine charakteristische Lénge einzelner Korner, Einschliisse
oder sonstiger Elemente der Mikrostruktur.

Lassen sich die Skalen nach Gleichung (3.1) bzw. (3.2) trennen, so existiert ein Re-
priasentatives Volumen Element (RVE) und das Homogenisierungsschema, wie es in
Abbildung 3.1 dargestellt ist, kann angewandt werden.
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d ikro
VE /™" ! RVE
—>
Homogenisierung |,
§<.>/1 C Ce ‘§<.>
A B A B
dmikro < d < dmakro

% i —f ;

dmakro d d dmakro

Abbildung 3.1: Homogenisierungsschema

Dazu wird ein makroskopischer Verzerrungszustand € mit Hilfe des Lokalisierungs-
tensors A(x) bzw. ein makroskopischer Spannungszustand o durch den Lokalisie-
rungstensor B(x) auf die Mesoskala projiziert. Somit ergeben sich der mesoskopische
Verzerrungs- und Spannungszustand zu

élx)=A(x):e bzw. o(x)=B(z):o. (3.3)

Auf der Mesobene wird anschlieSend das lokale statische und volumenkraftfreie Rand-
wertproblem (2.12)

div(e) =0 bzw. Gij;ei =0 (3.4)
mit Hilfe des Materialgesetzes auf der Mesoebene
o(x)=C(x): é(x) bzw. é(x) =S(zx) : 6(x) (3.5)

gelost und der somit berechnete mesoskopische Spannungs- & (x) bzw. Verzerrungszu-
stand & () tiber einen Volumenmittelwert

o —< () >= i/&(w)dv brw., =< &(x) >= %/é(af;)dv (3.6)

wieder an die Makroebene iibergeben. Damit ergibt sich fiir das makroskopische Ma-
terialgesetz

A

o = <é&(x)>=<C(x): é(x) >=<C(x): Alx) : e >=< C(x) : A(z) >: ¢
= (Ceﬂ‘ L&, (37)

mit dem sogenannten effektiven Steifigkeitstensor Ceqq auf der Makroebene, bzw. analog

e = <S@):6(x)>=<S(x):B(x): 0 >=<S(x) : Bx) >: 0o
= Seg .o, (38)



46 KAPITEL 3. MULTISKALEN-MODELLIERUNG

mit dem sogenannten effektiven Nachgiebigkeitstensor Seg, da die makroskopischen
Zusténde unabhéngig vom Ort @ auf der Mesoebene sind.

Mit Hilfe des Gauss’schen Integralsatzes
/div(F)dV = /n-FdA bzw.

B oB
/F’ij7j€idv = /njFijei dA (39)
B oB

lassen sich die Volumenmittelwerte der mesoskopischen Zusténde unter der Vorausset-
zung, dass F' sowohl auf dem Rand als auch im Volumen integrierbar ist, auf den Rand
des Volumenelements projizieren, wobei n der nach auflen gerichtete Normalenvektor
des Randes ist. Ist dies nicht der Fall, kann jede Flache im Volumenelement gesondert
betrachtet werden. Die dabei zusétzlich auftretenden Terme heben sich aber gegensei-
tig wieder auf. Somit ist die folgende Herleitung auch fiir heterogene Mikrostrukturen
giiltig [95]. Die Projektion auf die Rénder bildet in dem hier vorliegenden Umfeld der
Theorie kleiner Verformungen die Spannungs- und Dehnungsfelder vollstandig ab [127].
Ihr Vorteil ist dabei, dass Randterme eine leichte Behandlung ermoglichen.

Mit Gleichung (3.4) und mit

div (x) = S—Zei cej=0;;=1 (3.10)
ergibt sich, dass
divie®z) = div(ie)x+odiv(zx) =0 bzw.
(oikzi) e ®e; = (ourr;+ oprjr)e; @ e; = oxdge; @ e; = 0,6, ej (3.11)
ist. Damit léasst sich die Volumenmittelung des mesoskopischen Spannungszustands
durch

1 1 1
<o> = V/div(&@m)dV:V/n-&@mdA:V/%Q?asz bzw.
B oB oB

1 1
< 6ij >e; X e, = V /(&ka]),kd‘/ez X e; = V /nk&zkxjdAez X €;
B oB

1
oB

auf den Rand projizieren. Fiir den mesoskopischen Verzerrungszustand ergibt sich ana-
log mit Gleichung (2.6)

V

1 1 1 1
< éij > e; X Ej = V / 5(’&@'7]' + zlj,i)dVel- (29 €j = — / 5(71277,] + ﬁjnz)dAel & €j
B oB

1
— V/?lmjdAei@ej bZW.

oB
1

<é> = V/'a@mdA (3.13)
oB
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ein Ausdruck auf dem Rand.

Da die eingefiihrten effektiven Tensoren C.g und S.g Materialeigenschaften darstellen,
ist es plausibel, dass die mittlere Formanderungsenergiedichte (siehe Gleichung (2.16))
der Makroebene

1 1
dWF:§UZ€:§<a’>Z<é> (3.14)

gleich der Forménderungsenergiedichte der wahren Verformung auf der Mesoebene

A

A 1
<dWF>:§<a:é> (3.15)
sein muss. Diese Bedingung
AWp— < dWp >=0 bzw. <E><E>—<G:E>=0 (3.16)

nach Gleichheit der Forménderungsenergiedichten wird Hill- oder Hill-Mandel-Bedin-
gung genannt [113]. Sie nimmt also an, dass ein RVE und das effektive Medium sich
mechanisch entsprechen, wenn sie beide dieselbe Menge an Verzerrungsenergie unter
der gleichen makroskopischen Verformung speichern [44].

Wie bei den Zustdnden zuvor, kann die Bedingung ebenfalls auf den Rand des Volu-
menelements projiziert werden. Mit den Gleichungen (2.6), (3.4) und (2.13) lésst sich
das Produkt

1 1 1
0 e =oycyy = 0i iy + uy) = Sloww) ; + 5 (o) = (o3ui) 5 (3.17)
umformulieren. Damit ergibt sich fiir
<0o:€> ! (6450;) ;dV o dA ! riu;dA (3.18)
‘E o= ijUWi),j =1 i Willj =1 iU AA. .
o 7 [ (Gigta) [ Oitin | it
B oB oB

< & >:< & > dagegen lasst sich mittels der Herleitungen (3.13) und (3.12) und der
Beziehung

1 10) 1 1
1= V / 1dV (3:10) V /xi,jei : ejdV = V /xznjézjdA (319)
B B oB

auf drei verschieden Weisen darstellen:

. . 1 . .
<o ><e> = V/<aij>umjdA
oB

1
— V/ < éij > 7A'Zl‘]dA
oB

1
= V/ < &ij >< éij > .T}anézjdA (320)
oB

Somit lasst sich < 6 >:< & > — < & : € > iiber den Trick

CO><KE>=<LO>KE>F KO ><E> —< O ><E> (3.21)
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1 . . X . . . .
0 = V / (Tiui— <055 >ung— < g > 1w+ < 0y >< g4 > :L’mjél-j) dA

oB
1
= V / (712— < [nj > TLj) (’Ilz— < éij > ZEj)dA
oB

1
= V/(+—<&>-n)~(ﬁ—<é>~$)dz4 (3.22)
OB
umschreiben. Um nun diese Bedingung zu erfiillen, gibt es drei verschiedene Méglich-
keiten:
1. Randbedingungen aus uniformen Spannungen + = &° - n, da fiir uniforme Span-

nungen
o=<6">=¢6" (3.23)

gilt und somit die erste Klammer in (3.22) zu Null wird. Die Randbedingungen
aus dieser Klasse werden statisch uniforme Randbedingungen (SURB) genannt.

Randbedingungen aus uniformen Verschiebungen @ = &° - @, da fiir uniforme
Verschiebungen

e=<é&’>=¢" (3.24)

gilt und somit die zweite Klammer in (3.22) zu Null wird. Die Randbedingun-
gen aus dieser Klasse werden kinematisch uniforme Randbedingungen (KURB)
genannt.

Periodische oder orthogonal gemischte Randbedingungen, bei denen keine der
beiden Klammern einzeln in Gleichung (3.22) verschwindet, sondern gemeinsam
die Bedingung erfiillt wird. Bei diesen Randbedingungen werden die jeweils ge-
geniiberliegenden Seiten derart gekoppelt, dass sie sich dquivalent zueinander
verhalten und somit eine Verformung eines quasi unendlich grolen Volumens ein-
setzt.

Fiir homogene Materialien ohne eine Mikrostruktur sind die Randbedingungen dquiva-
lent zueinander: Ein uniformer Spannungszustand ruft einen uniformen Verzerrungszu-
stand (bzw. umgekehrt) hervor. Wird dagegen ein RVE einer periodischen Mikrostruk-
tur betrachtet, so ist dies nicht der Fall: Ein uniformer Spannungszustand kann eine
Randverschiebung hervorrufen, die nicht konstant ist. Damit sind die beiden oben
genannten Zusténde nicht ineinander {iberfithrbar. Sie fithren aber auf obere bzw.
untere Grenzwerte der effektiven Materialeigenschaften [112] und konnen somit zur
Abschiétzung des Materialverhaltens dienen (beispielsweise in [125]):

o Voigt-Schranke 1910:

Betrachtet man alle unter Verschiebungs-Randbedingungen kinematisch zuléssigen
Verzerrungsfelder, so ist nach dem Prinzip der minimalen Energie das elastische
Potenzial (2.18) am kleinsten, das zu den tatsdchlichen Verzerrungen gehort.
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Wird ein uniformes Verzerrungsfeld é° vorgegeben, so ldsst sich damit ein zu-
gehoriger Steifigkeitstensor C¥ berechnen, der aber nach dem Extremalprinzip im
Sinne einer quadratischen Form grofler als die wahren Steifigkeits-Eigenschaften
ist:

Ceg < CYV = ()7L (3.25)

Der somit ermittelte Materialtensor bildet also eine obere Schranke. Durch die
Vorgabe eines uniformen Verzerrungszustandes kommt es zu einem zugehorigen
Spannungsfeld, das nicht zuléssig ist. Die Gleichgewichtsbedingung ist im Gegen-
satz zur Realitéit nicht erfiillt. Der Zustand ist mit einer Parallelschaltung aus
Federn vergleichbar. Der zugehorige Lokalisierungstensor A(x) ist der I-Tensor.

o Reuss-Schranke 1929:
Betrachtet man alle unter Spannungsrandbedingungen statisch zulédssigen Span-
nungsfelder und das Prinzip der minimalen Komplementérenergie, so lésst sich
auf gleiche Weise argumentieren und ein Nachgiebigkeitstensor S berechnen, der
in quadratischer Form grofer ist als der reale Nachgiebigkeitstensor und deswegen
ebenfalls eine Schranke bildet:

Seg < S® = (CH)~, (3.26)

Dieser Zustand ist mit der Reihenschaltung von Federn vergleichbar. Die Rand-
bedingungen fiithren auf nicht zuléssige Verschiebungsfelder. Die Kompatibilitéts-
bedingung ist also nicht mehr erfiillt. Der zugehorige Lokalisierungstensor B(x)
ist nun der I-Tensor.

Zusammengesetzt erhélt man also nun fiir die effektiven Materialeigenschaften
(SHt<Cg<C” bzw. (CY)™! < Seg < S, (3.27)

Da die Voigt- und Reuss-Schranken h#ufig sehr weit auseinanderliegen, besteht ein
pragmatischer Ansatz zur Bestimmung der effektiven Konstanten in der Verwendung
ihres Mittelwerts [95] oder in anderen linearen Kombinationen iiber sogenannte Mi-
schungsregeln [162]:

Ce = ECY + (1 —&)CR (3.28)

3.2 Ubergang zu heterogenem Material

Die bisher vorgestellte Theorie der Homogenisierung basiert auf der Grundlage, dass
entweder eine periodische Mikrostruktur vorliegt oder ein statistisch homogenes Vo-
lumenelement (VE). Beide Bedingungen sind in der Realitdt schwer einzuhalten, da
ein heterogenes Material im Allgemeinen eine zuféllige Verteilung von mesoskopischen
UnregelméBigkeiten, wie Phasen, Korner, Poren usw. hat. Aus diesem Grund wird in
der Literatur die Definition des RVE erweitert bzw. die Gréfle des RVEs als wichti-
ge Frage diskutiert [29]. Beispiele solcher GroBen fiir verschiedene Mikrostrukturen,
wie beispielsweise die von Verbundwerkstoffen, finden sich in [57, 52, 80]. Eine gute
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Ubersicht iiber verschiedene Definitionen des RVEs in der Literatur kann [80] entnom-
men werden.

Drugan und Willis [52] beispielsweise fiihren eine pragmatische Definition des RVEs
und seiner Grofle ein. Sie beinhaltet die wichtigsten Aspekte, um die es in den meisten
Arbeiten geht: Geméaf den Autoren muss das RVE so gewahlt sein, dass es im Vergleich
zur Grofe der Mikrostruktur grofl genug ist, um giiltig zu sein, aber dass es gleichzeitig
das kleinste Materialvolumenelement ist, fiir das die iiblicherweise rdumlich konstanten
makroskopischen elastischen Eigenschaften genau genug sind, um das mittlere Materi-
alverhalten abzubilden. Damit sollte das RVE grofl genug sein, um geniigend Informa-
tionen der Mikrostruktur zu beinhalten, wobei entschieden werden muss, was gentigend
Informationen fiir den speziellen Anwendungsfall bedeutet. Eine weitere Vergroflerung
und eine Verschiebung darf zu keiner Anderung der Materialeigenschaften fiihren [201].
Auf der anderen Seite muss das RVE aber klein genug sein, damit die betrachtete Mi-
krostruktur noch abgebildet wird und makroskopisch zumindest ndherungsweise noch
als Punkt angesehen werden kann [162]. Des Weiteren spielt der Aufwand zur Berech-
nung eine entscheidende Rolle.

Weist eine Mikrostruktur eine Inhomogenitét auf, so muss eine Genauigkeit festgelegt
werden, von der die Grofle des RVEs abhéngig ist. Ist die Grofle aber so grofi, dass
ein RVE nicht mehr eingefithrt werden kann, werden nur noch sogenannte scheinba-
re Materialparameter berechnet. Diese Genauigkeit als Giite muss nach Kanit et al.
[124] dann dadurch erreicht werden, dass viele kleinere VE zur Vorhersage der Mate-
rialeigenschaften herangezogen werden, deren Berechnung durch Ensemble-Mittelung
iiber die Realisierungen erfolgen muss. Dabei ist vorausgesetzt, dass keine Verschie-
bung der Eigenschaften durch die Anderung der GroBe eingefiihrt wird. Dies kann iiber
den Ensemble-Mittelwert bei verschiedenen VE-Grofien iiberpriift werden, wihrend die
Streuung ein Maf fiir das oben genannte Qualitétskriterium ist. Nach Cailletaud et al.
[29] lassen sich mit dieser Vorgehensweise neben den Mittelwerten der Materialpara-
meter auch ihre Verteilungen bestimmen.

Voraussetzung dafiir, dass die Materialeigenschaften mit zunehmender Grofle des Volu-
menelements gegen die effektiven Eigenschaften konvergieren, sind rdumliche Homoge-
nitit und Ergodizitit im Mittel. Homogenitéit bedeutet, dass es keine bevorzugten Ge-
biete fiir Material innerhalb des Volumenelements gibt. Ergodizitat im Mittel sagt aus,
dass jede Realisierung des Volumenelements fiir alle Volumenelemente reprisentativ
ist [127, 128]. Beide Eigenschaften sind hier erfiillt. Die folgende Herleitung basiert auf
dem Buch von Ostoja-Starzewski [174].

Im Gegensatz zum vorherigen Abschnitt ist nun das VE kleiner als das zugehérige
RVE. Damit ist das VE nicht mehr statistisch représentativ und jede Realisierung B(0)
weist andere Materialeigenschaften auf. Um diese Vorgabe zu modellieren, wird der
Spannungszustand ¢ und der Verzerrungszustand & auf der Mesoebene als Zufallsfeld

o =o0o(x,0) bzw. e =¢(xz,0) (3.29)
in einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, A, P) angenommen. Die hierzu nétigen Eigen-
schaften von €y, A und P sind in Abschnitt 2.2 gegeben. Wichtig ist hier die Un-

terscheidung zwischen der bei der Homogenisierung eingefiihrten Volumenmittelung

<. >= %g(.)dv und der stochastischen Mittelung () = Qf (.)d P. Des Weiteren seien
0
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alle Voraussetzungen erfiillt, so dass die Gleichheit beider Mittelwerte
< () >= f<()> (3.30)
gilt.

Fiihrt man sodann eine Zerlegung der beiden Zustédnde jeweils in ein uniformes Mit-
telwertfeld (.)° und in ein sowohl iiber den physikalischen Raum als auch iiber den
Wahrscheinlichkeitsraum fluktuierendes und mittelwertfreies Zufallsfeld (.)'(x, 6)

o(x,0) =6+ 6'(x,0) bzw. é(x,0) =&+ & (x,0) (3.31)

ein, so lassen sich ihre Volumenmittelwerte auf Grund der Mittelwertfreiheit der Fluk-
tuationen zu

<6(x,0)> = 6°+<6(x,0)>=6 bzw.
=0
<é(x,0)> = "+ <é(x,0)>=¢" (3.32)
~—_——

berechnen, wihrend der Volumenmittelwert der Formédnderungsenergiedichte < & : € >
durch

<G:6> = <68 >46": <& >+<d >+ <6 &>
—— N
= =0
= <6":&">+<6 ¢ > (3.33)

darstellbar ist. Damit ergibt sich fiir heterogene Materialien die Hill-Bedingung mit
Hilfe der Hillbedingung fiir homogene Felder zu

0 = <o><ég>—<o0:e>
= <0 ><& >—-<0 :£€ >—<0:¢>,dh

—~
Hill fiir uniforme Felder

0 = <o :é>. (3.34)

Auflosen der Gleichungen (3.31) nach den Fluktuationstermen, Einsetzen der Bezie-
hung (3.17) und der Impulsbilanz (3.4) sowie Anwenden des Gauss’schen Integralsatzes
(3.9) formt den Term der Fluktuationen in der Hill-Bedingungen zu

)]

1 1
<gie> = & /(&z’j —0y) (& — €AV = 17 / (63 — o5y) (@ — 7)) AV
B B
1

oB
- % (5 — (@ — )dA  baw
oB
<& id s = % (+ - #%) - (i — @%)dA (3.35)
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um, was einer statistischen Unkorreliertheit der beiden Felder entspricht [174]. Beim
Vergleich mit Gleichung (3.22) ldsst sich unschwer erkennen, dass die Hill-Bedingung
auch fiir heterogene Materialien erfiillt ist, wenn die drei oben eingefiihrten Randbedin-
gungen (SURB, KURB und periodisch) verwendet werden. Ebenso verschwindet der
Fluktuationsterm, wenn die Grofle des VE gegen oo strebt.

Werden nun die drei verschiedenen Randbedingungen angewendet, lassen sich die schein-
baren Materialeigenschaften berechnen:

e Wird ein VE durch die kinematisch uniformen Randbedingungen u(x) = & -
x belastet, so lasst sich das makroskopische Verzerrungsfeld zu € =< g >=
€o berechnen. Das makroskopische Spannungsfeld dagegen wird nach Losen der
Bilanzgleichung auf der Mesoebene durch Volumenmittelung o () =< & (x,0) >
bestimmt. Damit sind die scheinbaren Materialparameter CX, . () durch Losen
der Gleichung

o) =CE, ..(0): e (3.36)

schein
ermittelbar.

e Wird das VE durch die statisch uniformen Randbedingungen 7(x) = & -n bela-
stet, ergibt sich analog fiir das makroskopische Spannungsfeld o =< ¢ >= &y,
wéhrend sich das makroskopische Verzerrungsfeld durch () =< &(x,0) > be-
rechnen liisst. Damit sind die scheinbaren Materialparameter S2, . () als Losung
der Gleichung

e(0) = S5,..(0) : o0 (3.37)

schein
festgelegt.

e Bei periodischen Randbedingungen kann analog vorgegangen werden, um die

scheinbaren Materialeigenschaften CZ, . (6) zu ermitteln.

In ihrer Arbeit [110] konnten Hazanov und Huet fiir diese Randbedingungen zeigen,
dass fiir jede Realisierung, bei einer bestimmten Grofle des VEs, die Materialeigen-

schaften CZ, () im quadratischen Sinne zwischen den beiden Werten der statisch

bzw. kinematisch uniformen Randbedingungen CZ, . () bzw. CE, . () liegen:
(Sihein<9>>il < (Cé:(.:hein<9> < (nghein(e)' (338)

Zudem zeigte Huet [117] analog zu den Voigt- und Reuss-Schranken, dass die effek-
tiven Materialeigenschaften Cqg bzw. Seg von den Mittelwerten der hier berechneten
scheinbaren Materialeigenschaften bei einer Grofle des Volumenelements eingegrenzt
sind:

(nss, )7 < Cepr < picx bzw.  (pex )7 < Sen < pigs

schein (Cschein schein schein

(3.39)

Die Abhéngigkeit der Materialparameter von der Groie des Volumenelements wird bei-
spielsweise von Ostoja-Starzewski [174] durch Teilung eines Volumenelements gezeigt.
Die Argumentation ist dabei dhnlich jener bei den Voigt- bzw. den Reuss-Schranken:
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Durch Teilung des Volumenelements werden an den gemeinsamen Réndern Randbedin-
gungen eingefiihrt, die trotz des uniformen Felds auf dem gesamten Volumenelement
(also auch auf jedem Teilvolumen) zusétzlich erfiillt werden miissen. Damit ist das ela-
stische Potenzial bzw. das komplementére elastische Potenzial grofier als das elastische
Potential des nicht geteilten Volumenelements. Damit sind die entsprechenden Mate-
rialparameter im quadratischen Sinne ebenfalls grofler als die gesamten Volumens. Es
gilt fiir die beiden Volumina mit den charakteristischen Léangenverhéltnissen 6, und oy,

(O i bzw. sHr < §5% (3.40)

schein — “~schein schein — ™schein?

wobei 0, < 4y, ist.
Damit folgen nach Ensemble-Mittelung insgesamt die Gleichungen

(M) < (ugsa, )7 < (ugss, )< Cogp < pors, < s, <CV

schein schein schein schein

bzw.
(Cv)_l < (,MCKQ )_1 < (,lL(CKéL )_1 < S < HeSsr, < HSo, < SE. (3.41)
schein schein schein schein

Mit Hilfe der hier beschrieben Theorie lassen sich Grenzen der Materialeigenschaften
eines Werkstoffes mit Mikrostruktur beschreiben, die derart unregelméafig ist, dass nur
ein VE ermittelt werden kann, das kleiner ist als das RVE. Zur Ermittlung lassen sich
wie gezeigt drei verschiedene Randbedingungen einsetzen, wobei nach Gitman et al.
[81] die GroBe des VE bei den SURB und den KURB-Randbedingung den gleichen
Einfluss hat.
Zu den periodischen Randbedingungen ist zudem zu sagen, dass die mit ihnen ermittel-
ten Materialeigenschaften zwar, ebenso wie die effektiven Eigenschaften, zwischen den
Grenzen aus KURB und SURB liegen, aber keine Aussage dariiber getroffen werden
kann, wie nahe sie den effektiven Eigenschaften wirklich kommen [128]. Des Weiteren
wird mit den periodischen Randbedingungen dem Volumenelement simuliert, dass es
aus einem quasi unendlich grofflen Volumen ausgeschnitten wurde. Damit konnen keine
Effekte abgebildet werden, die bei relativ (im Verhéltnis zur Mikrostruktur) schmalen
Strukturen wie Platten oder Stdben auftreten kénnen. Zudem benétigen periodische
Randbedingungen ein periodisches Volumenelment [123]. Aus diesen Griinden, und da
in dieser Arbeit die Abschitzung des Materialverhaltens iiber Grenzen von Interesse
ist, wird auf den Einsatz periodischer Randbedingungen verzichtet. Zur Herleitung und
Implementierung periodischer Lastfille wird auf [23, 41, 80, 152, 175, 201] verwiesen.

3.3 Lastfille und Auswertung

Zur Ermittlung der Materialeigenschaften und damit der in Abschnitt 2.1.3 eingefiihrten
Parameter, wie Elastizitdtsmodul F, Schubmodul G, Kompressionsmodul K oder der
Querkontraktionszahl v, werden hier entsprechend der vorher genannten Methodik
Lastfélle definiert, mit denen die im Allgemeinen 21 Unbekannten des Materialten-
sors berechnet werden kénnen. Hierzu werden pro Randbedingungsart sechs Lastfélle
benotigt. Ein siebter Lastfall kann zur Uberpriifung und zur Ermittlung speziell des
Kompressionsmoduls K eingesetzt werden. Ahnliche Vorgehensweisen finden sich in
[201, 124, 213, 127, 123].
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Die einfachsten sechs Lastfille zur Ermittlung der Unbekannten kénnen dadurch gene-
riert werden, dass im Spannungs- bzw. Verzerrungsvektor der Gleichung (2.20) jeweils
ein Eintrag den Betrag 1 erhélt, wihrend alle anderen Eintriage zu Null gesetzt werden.
Diese Lastfélle sind (fiir Verzerrungen) in Abbildung 3.2 dargestellt, wobei bei linear
elastischer und geometrisch linearer Rechnung zur Ermittlung der, zur Bestimmung
der Eigenfrequenzen notwendigen, elastischen Parameter zwischen Zug- und Druckver-
halten nicht unterschieden werden muss.

Lastfallnamen:
11 22 33 23 13 12 Hy
Lastfallvektoren:
1 0 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 0

Abbildung 3.2: Verschiedene Lastfille zur Berechnung der Materialkonstanten

Wird das zu untersuchende Volumenelement mittels einer dieser Fiélle belastet, lassen
sich durch Messen der entsprechenden Eintridge des Ergebnisfeldes eine Spalte der zu-
gehorigen Steifigkeits- bzw. Nachgiebigkeitsmatrix C bzw. S berechnen, beispielsweise
fiir den 11-SURB Lastfall

en - - 1 S1111
€99 0 Soo11
€33 0 53311

- S, - , 3.49
€23 akl 0 Sas11 ( )
€13 0 51311
€12 - - 0 Sio11

berechnet

wobei die entsprechende Normierung der Basisvektoren (vgl. Abschnitt 2.1.3) anschlie-
Bend beachtet werden kann. Durch Abarbeiten aller Lastfélle sind somit alle Unbekann-
ten bestimmt. Die Bestimmung der Ingenieurkonstanten kann dann bei entsprechender
Symmetrie iiber den Vergleich mit Gleichung (2.24) erfolgen.

Der hydrostatische Lastfall dagegen fiihrt iiber die Volumenénderung ATV =c11+€Ex+
£33 und der Druckénderung Ap = é(crn + 099 + 033) zum Kompressionsmodul

Ap _ lon+ o2+ o3
&Y Bey fexntess

K = (3.43)



Kapitel 4

Das mesoskopische Modell

In diesem Kapitel wird auf Basis der eingefiihrten Theorie ein Modell aufgebaut, mit
dessen Hilfe die Materialeigenschaften von Metallschdumen und deren Streuung be-
rechnet werden konnen. Hierzu wird zuerst das Grundmodell der Struktur aufgebaut
und dann die Implementierung dargelegt. Im letzten Unterabschnitt werden die ersten
grundlegenden Ergebnisse aufgezeigt.

4.1 Strukturgeneratoren

Ein Volumenelement eines offenzelligen Metallschaums besteht in dieser Arbeit aus
einem dreidimensionalen Netzwerk von Balken, die in Knoten miteinander verbunden
sind. Das gesamte Netzwerk der Balken wird innerhalb der Finiten-Element-Umgebung
dargestellt. Die einzelnen Balken sind durch eindimensionale Balkenelemente mit kreis-
formigen Querschnitten nach der Timoshenko-Theorie modelliert (siehe Anhang B), so
dass der Einfluss des Schubs mitberiicksichtigt wird und somit auch kiirzere und dicke-
re Balken gut betrachtet werden kénnen.

Das Balkennetzwerk wird dabei iiber zwei verschiedene Generatoren mit jeweils zwei
Varianten erzeugt, deren Ergebnis eine Struktur ist, die der Mikrostruktur eines Me-
tallschaums topologisch so dhnlich ist, dass prinzipielle Aussagen iiber das Verhalten
des Metallschaums getroffen werden konnen. Topologisch dhnlich bedeutet in diesem
Fall, dass die erzeugten Strukturen dhnliche Konnektivitdts-Kennzahlen wie offenzelli-
ge Metallschdume aufweisen (siehe Tabelle 1.2).

Der erste Strukturgenerator erzeugt ein Netzwerk aus regelméfligen Kelvin-Zellen,
deren Kanten durch die Balkenelemente diskretisiert werden. Die Kelvin-Zellen sind
die Zellen, die einen Raum in groBtmogliche Zellen einer Art mit minimaler Ober-
flichenenergie teilen [45]. Sie bestehen aus acht sechseckigen und sechs viereckigen
Zellen. In ihren Ecken treffen sich vier Kanten und an ihren Kanten drei Flachen. Die
Mittelpunkte der einzelnen Zellen entsprechen den Positionen eines kubisch raumzen-
trierten Gitters [27]. Einige analytische Berechnungen der elastischen Eigenschaften
anhand einer Kelvin-Zelle kénnen in [239] gefunden werden.

Da Metallschdume im Gegensatz zu den Kelvin-Zellen eine unregelméaflige Struktur
aufweisen, sind Kelvin-Zellen nur dann von Interesse, wenn es um die Untersuchung
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des Einflusses verschiedener Erweiterungen und Inhomogenitidten geht. Um aber die
Unregelméfigkeit der Struktur des Schaums nachzubilden, kénnen die Kelvin-Zellen
zu einer unregelmifigen Struktur erweitert werden. Dies geschieht dadurch, dass die
Positionen @ der Ecken des Balkennetzwerkes innerhalb einer Kugel zuféllig mit dem
Radius r verschoben werden: Dies ist so umgesetzt, dass eine neue Position durch
zufilliges Verschieben der Ecke um r&;() in die einzelnen Raumrichtungen erfolgt und
anschlielend {iberpriift wird, ob die neue Position innerhalb der Kugel liegt. Ist dies
nicht der Fall wird die Verschiebung wiederholt. &;(0) sind dabei im Intervall (—1,1)
gleichverteilt und r ist kleiner als der kleinste halbe Abstand zwischen zwei Zellmitten,
so dass keine Uberschneidung der Zellen auftreten kann. Die neuen Positionen ergeben
sich damit zu

&1(0)

Lpey = Loy + 7 §2(9) 5 wenn ||mneu - malt” < T, (4]-)

£3(0)

wobei ||.|| den Euklidischen Abstand in R?® darstellt. Eine andere Moglichkeit ist die
Modellierung iiber verteilte Kugelkoordinaten, wobei dann auf die Einbeziehung der
angenommenen Gleichverteilung geachtet werden muss [141].

Der zweite Strukturgenerator basiert auf Voronoi-Diagrammen. Diese gehen von einem
gleichverteilten, zum Beispiel iiber einen Poisson-Prozess erzeugten [174], dreidimensio-
nalen Punktefeld der Kerne in einem quaderférmigen Volumen aus, von dem Koérner mit
gleicher Geschwindigkeit wachsen, bis sie sich beriihren. Die jeweiligen Beriihrflichen,
die den gleichen Euklidischen Abstand von zwei Kernen haben, bilden dann die Flachen
einer Zelle. Die Schnittgeraden zweier solcher Flachen bilden die Zellkanten und deren
Schnittpunkte wiederum die Zellecken des Balkennetzwerkes. Somit werden alle Punkte
p des Gebiets 2 mit der Position x, einem der n Teilgebiete €2; des Kerns p; mit

Q= {p|p € Q, ||z, — x,

<||@p =y, || i=1,2,... 0,5 =1,2,... i #j} (4.2)
zugewiesen. Die so entstehenden Zellen weisen in ihrem Volumen eine I'-Verteilung auf,
so dass diese Methode auch I'-Voronoi genannt wird. Die Verteilungen einiger geome-
trischer Grofien eines zweidimensionalen Voronoi-Generators konnen [240] entnommen
werden. Weitere Details zum Algorithmus des Voronoi-Generators und dessen Imple-
mentierung kénnen [227] entnommen werden. Beispiele fiir Strukturen der bis hier ein-
gefithrten Generatoren sind in Abbildung 4.1 dargestellt. Dabei ist offensichtlich, dass
die Struktur des Voronoi-Generators eine weitaus groflere Unregelméafligkeit aufweist
als die unregelméfige Kelvin-Zellen-Struktur. Die Wahl des Generators zur Simulation
héngt von der UnregelméBigkeit des zu untersuchenden Schaums ab. Diese wiederum
ist eine direkte Folge des Herstellungsprozesses.

Die letzte Erweiterung der Strukturgeneratoren ist die Manipulation des Voronoi-
Generators, so dass periodische Balkennetzwerke erzeugt werden. Dazu wird das dreidi-
mensionale Punktefeld 27mal derart kopiert, dass ein (3 x 3 x 3)-Wiirfel mit dreifacher
Kantenlédnge des eigentlichen Volumenelements entsteht. AnschlieBend wird fiir diesen
Gesamtwiirfel das Voronoi-Diagramm erstellt und das mittlere Volumenelement aus-
geschnitten. Dieses weist nun eine vollstindig periodische Geometrie auf: Balken, die
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Abbildung 4.1: Drei verschiedene Strukturen: regelméflige und unregelméflige Kelvin-
Zellen und Voronoi-Zellen

an einer Seite aus dem Wiirfel herauskommen, gehen auf der gegeniiberliegenden Seite
wieder in das Modell. Die vollstdndige Implementierung dieser Methode erweist sich
als sehr aufwendig, da die Zuordnung dieser Balken fiir weitere Anwendungen nicht
verloren gehen darf. Des Weiteren steigt der Rechenaufwand durch das 27mal grolere
Volumen erheblich [227].

Abbildung 4.2: Vorgehensweise zur Erstellung eines periodischen Volumenelements

4.2 Ablauf der Simulationen

Zur Berechnung der Materialeigenschaften von Metallschaum wird eine in MatLab® im-
plementierte Berechnungsroutine verwendet, deren Ablauf in Abbildung 4.3 dargestellt
ist.

Die Eingangsparameter sind

e die Materialeigenschaften des Festkorpers (siehe Tabelle 1.1), aus dem der Me-
tallschaum besteht,

e die Grofle des Volumenelements Vyg,

e die Anzahl der Poren pro Léangeneinheit (PPI), aus der sich, zusammen mit
der Grofle des Volumenelements, die Anzahl der Zellen n innerhalb des Volu-
menelements und damit die Anzahl der Punkte fiir den Voronoi-Prozess iiber
n = PPI3 Vi berechnen lassen,
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’ Festlegen der Eingangsparameter ‘

\ /4

ﬂ Generieren der Struktur ‘

’ Einbauen der Erweiterungen und Inhomogenitaten ‘

|

PRE-Processing

Exportieren der Geometriedaten ‘

% Generieren und exportieren eines Lastfalls ‘

A 4

Lésen des Randwertproblems mittels FEM |

fur alle Realisationen

Solver

14 Lastfalle

A 4

| Importieren der Ergebnisdaten |

v

| Berechnung der Materialeigenschaften |

POST-Processing

Statistische Auswertungen

Abbildung 4.3: Ablauf der Simulationen

e die fiir Metallschdume charakteristische relative Dichte p, und

e die Querschnittsform der Balken. Fiir jede Querschnittsform kann mit Hilfe der
Informationen aus dem Strukturgenerator iiber die gesamte Balkenlénge (gesamt =
> Ui die Querschnittsgrofie so bestimmt werden, dass sich die oben genannte
relative Dichte p,q einstellt.

Fiir kreisrunde Querschnitte berechnet sich somit der fiir alle Balken konstante
Radius als charakteristische Grofe ¢ fiir die Dicke aus

VFestkérper 7Tt2 Egesamt VVE
Prel = = zu t = 4/ Prel . 4.3
VVE VVE Egesamt ( )

Weitere Details hierzu werden in Abschnitt 5.1 behandelt.

Mit diesen Eingangsparametern wird der ausgewéhlte Strukturgenerator ein Volumen-
element gewiinschter Grofle erzeugen und in Variablen fiir die Positionen der Ecken
und den Zugehorigkeiten der Ecken zu den Kanten, der Kanten zu den Fléchen und
der Flachen zu den Zellen in MatLab® speichern. Anschliefend konnen diverse Erwei-
terungen und Inhomogenitédten in das Modell aufgenommen werden, die in Kapitel 5
und 6 eingefithrt und untersucht werden. Die erzeugten Geometriefelder werden so-
dann in die Sprache von Abaqus® iibersetzt und in eine reine Geometrie-Eingabedatei
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exportiert. Zusétzlich zur Geometrie-Eingabedatei wird von MatLab® eine weitere Ein-
gabedatei generiert, in dem einer der jeweils sieben zu berechnenden Lastfélle (siehe
Abschnitt 3.3) der beiden Randbedingungsarten SURB und KURB enthalten ist.

Die geometrisch lineare Berechnung erfolgt mit Hilfe des Solvers Abaqus® in der Versi-
on 6-8.1, der an MatLab® gekoppelt ist und somit davon gesteuert wird. Die jeweiligen
Ergebnisse werden wiederum iiber eine ASCII-Schnittstelle in MatLab® importiert und
stehen somit fiir weitere Auswertungen zur Verfiigung. In einem ersten Schritt werden
hierzu fiir jeden Lastfall die entsprechenden FEintrige in der Steifigkeitsmatrix bzw.
in der Nachgiebigkeitsmatrix und daraus die entsprechenden Moduln berechnet. An-
schlieBend wird der Beitrag dieser betrachteten Realisierung zum Gesamtergebnis der
gerade ablaufenden Untersuchung ausgewertet.

Da der genannte Ablauf dann wieder von vorne beginnt, kénnen mehrere (meist 50)
Realisierungen zu jedem Parametersatz bzw. zu jeder Untersuchung berechnet und
statistische Auswertungen durchgefiihrt werden. Klassische Auswertungen sind die re-
kursive Berechnung der Mittelwerte und vor allem der Standardabweichungen (siehe
Gleichungen (2.55) und (2.56)) sowie die Schiatzungen der Verteilungen der einzelnen
Parameter (siche Abschnitt 2.2.4). In Kapitel 7 werden zusétzlich fortfithrende Aus-
wertungen wie die Berechnung der Korrelationen durchgefiihrt.

4.3 Grundlegende Ergebnisse

Nachdem der Ablauf der Berechnung dargestellt wurde, werden in diesem Abschnitt
erste grundlegende Ergebnisse vorgestellt. Dazu zeigt Abbildung 4.4 das prinzipielle
Konvergenzverhalten der Mittelwerte und der Streuungen der elastischen Materialpara-
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meter Elastizitdtsmodul, Querkontraktionszahl, Schubmodul und Kompressionsmodul
fiir die ersten drei Strukturgeneratoren. Die Streuungen werden hier und in den folgen-
den Abbildungen zur Anschauung durch die beiden diinneren Linien , Mittelwert plus
bzw. minus die jeweilige Standardabweichung” symbolisiert. Das verwendete Modell
basiert auf einem speziellen Parametersatz, der in dieser Arbeit zur Vergleichbarkeit
standardméflig verwendet wird. Die Eingangsgrofien dieses Standardmodells sind in
Tabelle 4.1 zusammengefasst.

Festkorper: Elastizitdtsmodul £ 69000 MPa
Aluminium Querkontraktionszahl v | 0,3
Volumenelement | Hohe 11,45 mm
Breite 11,45 mm
Tiefe 11,45 mm
Poren pro Lénge ~ 8,8 PPI
im Volumenelement 91
relative Dichte | pra 8,62%
Querschnitt Form T+ (siehe Kapitel 5.1)

Tabelle 4.1: Eingangsparameter des Standardmodells

In Abbildung 4.4 ist zu sehen, dass die mit Gleichung (2.55) rekursiv berechneten
Materialparameter-Mittelwerte der Kelvin-Zellen iiber die Anzahl der Realisierungen
konstant ist, da es sich um ein deterministisches Modell handelt. Wird nun eine Unre-
gelméaBigkeit in das Kelvin-Zellen-Modell eingefiihrt, reduziert sich beispielsweise der
Elastizitdtsmodul und die Querkontraktionszahl um ungefihr 20%. Dafiir entstehen
Streuungen mit den Variationskoeffizienten Varky und Vark, von ungefihr 4%.
Werden Voronoi-Zellen verwendet, reduziert sich der Elastizitdtsmodul um fast 45%
bei Zunahme des Variationskoeffizienten Varkg auf ungefihr 13%. Die Querkontrak-
tionszahl dagegen hat einen Variationskoeffizienten Vark, von iiber 60%. Dies hat zur
Folge, dass auch negative Querkontraktionszahlen vorkommen miissen (dazu mehr in
Abschnitt 4.3.6). Das Ergebnis, dass der Elastizitatsmodul mit zunehmender Irregu-
laritdt zunimmt, deckt sich mit einigen Arbeiten in der Literatur, die besagen, dass
das Einfithren einer Unregelméfigkeit der Struktur den Elastizitdtsmodul verringert
208, 207, 93, 132].

Der Schubmodul folgt weitestgehend Gleichung (2.22). Bei unregelméfiigen Kelvin-
Zellen ist er ungefihr um 15%, im Vergleich zu den regelméfligen Zellen, verringert.
Der Variationskoeffizient Varkg betrigt ca. 5%. Bei Voronoi-Zellen ist der Mittelwert
deutlich geringer und die Schwankung wie bei der Querkontraktionszahl deutlich gréfier.
Der Kompressionsmodul folgt ebenfalls den Zusammenhéngen in Gleichung (2.22), so
dass der grofle Unterschied fiir die drei Strukturgeneratoren wiederum durch die un-
terschiedlichen Querkontraktionszahlen erklart wird.

Alle Kurven in Abbildung 4.4 zeigen, dass 50 Realisierungen ausreichen, um zu einem
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relativ konstanten Mittelwert und zu einem relativ konstanten Variationskoeffizienten
zu gelangen. Aus diesem Grund werden, wenn nicht anders angegeben, alle weiteren
Untersuchungen pro Parametersatz mit 50 Realisierungen durchgefiihrt.

In Abbildung 4.5 wird zudem der Einfluss einer geometrischen Periodizitdt am Bei-
spiel des Elastizitdtsmoduls untersucht, wie sie durch den periodischen Voronoi-Zellen-
Generator eingefiihrt wird. Dabei ist zu erkennen, dass der Unterschied zwischen der
periodischen und der nicht-periodischen Struktur sehr klein ist. Der Mittelwert betragt
fiir die periodische Struktur 2% mehr als der der nicht periodischen Struktur. Der Va-
riationskoeffizient ist ebenfalls um 5 Prozentpunkte grofier. Dasselbe Ergebnis stellt
sich auch fiir die anderen vier untersuchten Materialparameter ein. Somit ist gezeigt,
dass eine periodische Struktur nur einen kleinen Einfluss auf die berechneten Werte
hat.
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Abbildung 4.5: Einfluss der periodischen Voronoi-Strukutur

4.3.1 Der Einfluss der Struktur-Unregelméafligkeit

Zur genaueren Untersuchung des Einflusses der Strukturunregelméfigkeit werden in der
Literatur verschiedene Methoden eingesetzt. Eine basiert darauf, dass Kelvin-Zellen
mittels kubisch raumzentrierter Punkte mit dem Voronoigenerator erzeugt werden
konnen. Daher konnen diese Punkte zum Einbringen einer messbaren Unregelméfigkeit
zufillig verschoben werden [27, 59].

Eine weitere Variante geht von der unregelméfligen Struktur der Voronoi-Zellen aus
und versucht diese regelméfiger zu gestalten. Dabei werden nach der Erzeugung der
Kanten und Ecken die kiirzesten Balken durch Verschmelzen der beiden Eckpunkte
eliminiert [27, 34, 123, 122, 2|. Hierbei wurde nachgewiesen, dass Balken, die kiirzer
sind als 5% der mittleren Balkenldnge, ohne grofieren Einfluss geloscht werden konnen
[34]. Werden die Balken, die kiirzer als 15% dieser mittleren Linge sind, geloscht, so
tritt ein Fehler auf, der kleiner als 1% ist [27].
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Eine ebenfalls weit verbreitete Methode, die auch in dieser Arbeit verwendet wird, ist
der sogenannte Hardcore-Voronoi- oder d-Voronoi-Prozess. Hierbei werden wie beim
[-Voronoi-Prozess im Raum gleichverteilte Punkte generiert. Jedoch wird zusétzlich
darauf geachtet, dass jeder erzeugte Punkt einen Mindestabstand § zu allen seinen
Nachbarn hat. Ergebnis nach der Voronoi-Mosaik-Bildung ist, dass die Struktur uni-
former wird (siche Abbildung 1.6). Es wird somit eine Regelméfigkeit in das Modell
aufgenommen (erste Arbeiten dazu sind beispielsweise [207, 34]). Die Einfithrung dieses
Abstandes wird in der Literatur damit begriindet, dass Schaumstrukturen ohne diese
Einschréinkung in der Erzeugung nicht realer Strukturen (im Sinne der Verteilungen
geometrischer Parameter) dhneln und zusétzlich nicht Lord Kelvins Oberflichen-zu-
Volumen-Optimalititskriterium erfiillen [104].
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Abbildung 4.6: Einfluss der Unregelméfigkeit

Abbildung 4.6 zeigt am Beispiel des Elastizitdtsmoduls, welchen Einfluss der minimale
Abstand ¢ auf das zur Verdeutlichung von 91 auf 35 Zellen reduzierte Standardmo-
dell hat. Durch betrachten der erzeugten Strukturen ist zu erkennen, dass durch einen
grofleren Abstand die Regelméfigkeit der Struktur zunimmt und sich dadurch auch die
Materialparameter annidhern. Der Variationskoeffizient nimmt dabei mit zunehmen-
dem Abstand § ab. Dies deckt sich mit allen Ergebnissen der Literatur (beispielsweise
(34, 141]). Der maximale Wert der Parameter wire dabei in der selben Grofienordnung
wie die regelméfligen Kelvin-Zellen, mit dem Unterschied, dass bei kubisch raumzen-
trierten Punkten zwei charakteristische Absténde vorherrschen.

In dieser Arbeit wird weiterhin mit ['-Voronoi-Zellen gearbeitet, da diese durch die
starkste UnregelméfBigkeit eine untere Grenze bilden und somit zusammen mit den
Kelvin-Zellen einen Bereich definieren, innerhalb dessen die Materialparameter realer
Schaumstrukturen liegen. Weitere Verbesserungen der Strukturgenerierung, wie sie in
Abschnitt 1.3.2 angesprochen wurden, werden aus dem selben Grund hier nicht weiter
untersucht.
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4.3.2 Der Einfluss der Eingangsparameter

In einer néchsten Studie werden die beiden Eingangsparameter des Festkorpers, der
Elastizitatsmodul und die Querkontraktionszahl, jeweils fiir das Standardmodell va-
ritert und in Abbildung 4.7 dargestellt. Dabei ist klar zu erkennen, dass der Elasti-
zitdtsmodul des Schaums linear mit dem Elastizitdtsmodul des Festkorpers verbun-
den ist. Die Querkontraktionszahl des Festkorpers dagegen hat keinen Einfluss auf
den Elastizitdtsmodul des Schaumes. Die weiteren linear elastischen Kenngréfien des
Schaums verhalten sich dhnlich wie der Elastizitdtsmodul. Damit lassen sich die ela-
stischen Eigenschaften von jedem offenzelligen Schaum aus beliebigem Material (von
Naturschdumen tiber Metallschdume bis zu Keramikschdumen) vorhersagen. Bemer-
kenswert ist hier zudem, dass die Variationskoeffizienten bei der Variation dieser Ein-
gangsparameter nahezu konstant bleiben.

w

S

S
1

1400

Kelvin regelmafig
1200H ==me=mam Kelvin unregelmafig
= = = = \/oronoi e

1000

N
=3
S

chaums [N/mm?]
N
B
g

©
8
3
T
\
\\\
A}
)
\
\
e
@
8

)
=1
S

.

»

N
15
3
T
-
L)
]
8
T

Elastizitdtsmodul des Schaums [N/mm?]
)
g

Elastizitdtsmodul des S

n
S
o

[Plastik 2

Kupfer Gusseisen Stahl Aluminjumoxid
v Vv ¥ . P 2

&

. . . . . . . . .
0.5 1 1.5 2 25 3 35 4 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 04 045
Elastizitatsmodul des Ausgangsmaterials [N/mm?] Querkontraktionszahl [-]

Abbildung 4.7: Einfluss des Parameter des Festkorpers auf den Elastizitdtsmodul des
Schaums

Wie in der Einleitung der Arbeit erwdhnt, ist einer der wichtigsten Schaumparameter
die relative Dichte p.e. In Abbildung 4.8 ist ihr Einfluss auf den Elastizitdtsmodul und
die Querkontraktionszahl des Schaums bei einer Variation von 0 bis 70% dargestellt.
Von einem Schaum wird dabei nur im Intervall zwischen 0 und 30% gesprochen. Bei
hoheren Werten handelt es sich um Festkorper mit Einschliissen, bei denen anstatt
eines Balkennetzwerks mit unterschiedlicher Dicke ein anderes Modell zur Abbildung
von Noten ist. Trotzdem werden die Ergebnisse hier gezeigt, um den prinzipiellen Trend
darzulegen. Dieser besagt, dass sich der Elastizitdtsmodul, der Schubmodul und der
Kompressionsmodul nach dem Potenz-Gesetz

ESchaum - EFestkt')rper (prel)n (44)

verhalt, wobei jeder dieser Moduln einen anderen Exponenten n hat. Dieses Gesetz wur-
de bereits von Gibson und Ashby in [77] eingefiihrt und wird hier {iber diese Abbildung
bestétigt. AuBerdem wurde der Parameter n an viele analytische Einheitszellen-Modelle
oder simulierte unregelméafiige Strukturen angepasst (beispielsweise [77, 191, 69, 141]).
Auftillig ist dabei, dass n ebenfalls mit Zunahme der UnregelméfBigkeit in der Struktur
abnimmt. Die Variationskoeffizienten bleiben aber nahezu konstant.

Die Querkontraktionszahl dagegen nimmt mit Zunahme der relativen Dichte ab, wobei
sich die Kurven der drei Strukturgeneratoren annédhern. Auch hier sei auf die Giiltigkeit
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Abbildung 4.8: Einfluss der relativen Dichte

des Modells bis ungefahr p.q = 40% hingewiesen.

4.3.3 Der Grofleneffekt

Die letzten beiden Eingangsgrofien zur Berechnungsroutine, die im vorherigen Kapitel
noch nicht untersucht wurden, sind die Grofle des Volumenelements und die Zahl der
Poren pro Langeneinheit (PPI). Zu deren Untersuchung werden drei Studien durch-
gefiihrt:

Als erstes wird die Grofle des Volumenelements mit einer konstanten Zahl an Zel-
len (also variablem PPI) variiert. Die relative Dichte p,q des Schaums bleibt dabei
ebenfalls konstant. Abbildung 4.9 zeigt, dass sich der Elastizitdtsmodul und sein Va-
riationskoeffizient, als Beispiel fiir alle vier untersuchten Materialparameter, nicht mit
zunehmender Grofle verdndern. Dies liegt daran, dass sich zwar, durch die Vergréflerung
des Volumenelements bei konstanter Zellenzahl, die einzelnen Balken verldngern, aber
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Abbildung 4.9: Einfluss der Volumenelement-Grofie bei konstanter Anzahl der Poren
und konstanten ppe
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wegen der konstanten relativen Dichte deren Dicke sich so anpasst, dass das Festkorper-
Materialvolumen mit dem Volumenelement-Volumen in der selben Relation bleibt. So-
mit sind die Parameter konstant.

Als zweite Studie wird die Grole des Volumenelements so gedndert, dass die Zahl der
Poren pro Lange konstant bleibt. Dadurch erhoht sich die Zahl der Zellen innerhalb
des Volumens in Abhéngigkeit von der Grofle. Das groflere Volumen entspricht dann
einem grofleren Ausschnitt einer realen Schaumprobe.
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Abbildung 4.10: GroBeneffekt

Der Einfluss auf den Elastizitdtsmodul und auf die Querkontraktionszahl kann den
Diagrammen in Abbildung 4.10 entnommen werden. Der Schubmodul und der Kom-
pressionsmodul verhalten sich entsprechend. Das Ergebnis dieser Untersuchung ist, dass
die Mittelwerte der Materialparameter mit zunehmender Volumenelement-Gréfie an-
steigen. Dieser Effekt wird Grofeneffekt genannt und kann nach Gitman et al. [80] tiber
die Veranderung der Mittelwerte und der Standardabweichungen der Materialparame-
ter bemessen werden. Fiir grofle Volumenelemente konvergieren die Mittelwerte der
Materialeigenschaften gegen einen vom Strukturgenerator und damit von der Struktur
selbst abhéngigen Grenzwert, wobei die beiden Kelvin-Zellen-Modelle auf Grund ihrer
RegelméBigkeit schneller gegen ihren Grenzwert laufen als das Modell aus Voronoi-
Zellen.

Ebenfalls interessant ist das Verhalten des Variationskoeffizienten fiir verschiedene
GroBen des Volumenelements (Abbildung 4.11). Dieser verringert sich im Verhéltnis
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Abbildung 4.11: GroBeneffekt der Variationskoeffizienten
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zur Zunahme der Volumenelement-Grofle auffallend schnell. Beim Voronoi-Modell tritt
dabei durch die stidrkere Unregelméfligkeit in der Struktur immer der groite Wert auf.
Damit ist zu erkennen, dass der Grofieneffekt in den Mittelwerten einen gréfieren Ein-
fluss hat als der Grofleneffekt in den Streuungen.

Ein dhnlicher Effekt ist in Abbildung 4.12 zu sehen. Hier sind die oberen und unteren
Schranken der statisch uniformen bzw. kinematisch uniformen Randbedingungen aus
Kapitel 3.2 und ihre Streuungen, bezogen auf den jeweiligen Mittelwert, dargestellt.
Daran ist zu erkennen, dass sich die beiden Schranken gemé#f Gleichung (3.41) mit
zunehmender Grofle des Volumenelements anndhern und dass sich ihre jeweiligen Va-
riationskoeffizienten ebenfalls verringern.
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Abbildung 4.12: Grofleneffekt der Schranken SURB und KURB

An dieser Stelle ist anzumerken, dass eine Struktur aus periodischen Voronoi-Zellen
einen zu den hier gezeigten Kurven der Voronoi-Zellen dhnlichen Gréfleneffekt aufweist
und damit keinen entscheidenden Vorteil bringt. Auflerdem ist aufféllig, dass die Streu-
ung der Parameter fiir kleine Volumenelemente sehr grof} ist.

Betrachtet man abschlieBend die Histogramme des Elastizitdtsmoduls aus 500 Reali-
sierungen eines Volumenelements aus unregelméfiigen Kelvin-Zellen (Abbildung 4.13
oben), so lédsst sich erkennen, dass diese fiir die beiden Randbedingungen SURB und
KURB eine dhnliche Form aufweisen. Aus den Histogrammen kénnen unter der Annah-
me einer Normalverteilung des Elastizitdtsmoduls (diese Annahme ist nach Abschnitt
4.3.5 zuldssig) die Parameter der Verteilungsdichtefunktion (Mittelwert und Standard-
abweichung bei Normalverteilung) fiir jede Randbedingung bestimmt werden. Wie in
Abbildung 4.12 bereits gezeigt wurde, entsprechen sich die Standardabweichungen der
beiden Randbedingungen. Lediglich ihre Mittelwerte sind unterschiedlich. Zusétzlich
kann der Korrelationskoeffizient zwischen den jeweils 500 Elastizitdtsmodulwerten der
beiden Randbedingungen ermittelt werden. Dieser betrégt fiir den gezeigten Fall 0, 98.
Damit sind die beiden Randbedingungen sehr stark miteinander korreliert.

Werden zur Berechnung der Verteilung der realen Materialparameter die Verteilungen
der beiden Randbedingungen linear superponiert, ergibt sich wegen der angenomme-
nen Normalverteilung ebenfalls eine Normalverteilung mit derselben Standardabwei-
chung. Der Parameter p dieser Verteilung ergibt sich unter der Bedingung des klein-
sten Uberlapps als das Mittel aus den Mittelwerten der einzelnen Verteilungen fiir die
beiden Randbedingungen. Er entspricht bei Normalverteilungen dem Mittelwert des
Histogramms aus den Mittelwerten einzelner Realisierungen (Abbildung 4.13 unten).
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Abbildung 4.13: Einfluss der Randbedingungen auf die Histogramme des Elasti-
zitdtsmoduls und deren Mittelwert

Damit ist gezeigt, dass die pragmatische Annahme von Gross und Seelig [95], den
Mittelwert der beiden Grenzen als effektiven Materialwert zu wéahlen, durchaus ver-
wendbare Ergebnisse liefert. Sie wird im Folgenden verwendet.

Die beschriebenen Beobachtungen fithren zum Ergebnis, dass die Methode zur Gewin-
nung der Materialparameter prinzipiell funktioniert, aber dass ein Groeneffekt auftritt,
der zu beachten ist. Dieser Grofeneffekt ist jedoch keine Folge der gewihlten Methode,
sondern durch das Material bzw. die Rénder in das Modell eingebaut [50]. Er wurde in
der Literatur sowohl experimentell nachgewiesen [169, 185, 32, 13] als auch in diversen
Arbeiten simulativ nachgebildet [69, 123, 122, 128, 220]. Gitman et al. [80] untertei-
len diesen Grofleneffekt in zwei Untereffekte: Einen deterministischen, der durch den
Einfluss der Rdnder kommt und in den Kurven der regelméfligen Kelvin-Zellen zu se-
hen ist, und einen statistischen, der dadurch entsteht, dass in einem grofleren Modell
die Wahrscheinlichkeit grofler ist, dass beispielsweise steifere Bereiche nebeneinander
liegen. Letzterer ist in der Abnahme der Variationskoeffizienten zu sehen. Hardenacke
et al. [104] schreiben zum statistischen Grofeneffekt, dass bei zunehmender Grofie des
Volumenelements eine Selbstmittelung stattfindet, sich die Schwankungen in den Pa-
rameteren somit gegenseitig ausloschen und damit ihre Streuungen kleiner werden.

Die in der Literatur géngige Unterdriickung des deterministischen Groéfeneffekts durch
periodische Randbedingungen (vgl. Abschnitt 3.2) oder durch Kontinua héherer Ord-
nung [221] ist somit nur dann anwendbar, wenn das zu untersuchende Bauteil auf der
Makroebene derart grof ist, dass das Modell gegen den Grenzwert konvergiert. In die-
sem Fall ist die Streuung der Parameter ebenfalls weitgehend zu vernachléssigen und
das Volumenelement wird zu einem RVE. In der Praxis werden Metallschdume jedoch
in Bauteilen verwendet, deren Groéfle nicht viel grofler als das Volumenelement selbst
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ist.

Die notwendige Grofle fiir ein RVE héngt dabei von der Struktur des Metallschaums
an sich ab. Das Volumenelement eines Schaums mit einer nahezu regelméfiigen Struk-
tur weist einen kleineren Grofieneffekt auf, als das Volumenelement eines sehr unre-
gelméfBligen Schaums. Dies ist im Unterschied zwischen Kelvin- und Voronoi-Zellen zu
sehen. Es kann also keine allgemeine Aussage iiber die Grofle des Volumenelements
getroffen werden. Die weitldufig verbreitete Meinung, dass ungefahr zehn Zellen pro
Richtung ausreichend sind, um den deterministischen Gréfleneffekt zu unterdriicken,
ist nur fiir weniger unregelméfige Strukturen anndhernd erfiillt (siehe Abbildung 4.10

links).

Die letzte der drei genannten Studien variiert die Zahl der Zellen pro Lénge bzw.
die Zahl der Zellen innerhalb eines konstant groflen Volumenelements. Die Rechnun-
gen und die zuvor gezeigte Unabhéngigkeit der Materialeigenschaften von der (reinen)
Volumenelement-Grofie zeigen, dass der vorher genannte Grofleneffekt allein durch diese
Anzahl an Zellen bestimmt wird. Da die Diagramme den Abbildungen aus der zweiten
Untersuchung (4.10, 4.11 und 4.12) entsprechen, werden sie hier nicht extra aufgefiihrt.

4.3.4 Materialsymmetrie

Eine wichtige Fragestellung bei der Untersuchung von Mikrostrukturen ist die Fra-
ge nach der Materialsymmetrie bzw. nach der Isotropie. Aus diesem Grund werden
in der Literatur diverse Mafle zur Untersuchung der Isotropie eingefiihrt. Benouali et
al. [21] beispielsweise untersuchen die Abweichung der Elastizitdtsmoduln in zwei ver-
schiedene Raumrichtungen e; und e; iiber das Verhiltnis E;/E;, wobei der groflere
Elastizitdtsmodul immer im Zéhler steht. Kanaun und Tkachenko [123, 122] fithren
dazu das Verhiltnis 23299 ein, das nach den Gleichungen (2.22) fiir Isotropie, wie
auch das vorherige, gegen 1 konvergiert.

Eine weitere Methode zur Uberpriifung der Symmetrie ist, den Steifigkeits- bzw. den
Nachgiebigkeitstensor selbst zu betrachten und {iber seine Eintrége auf Symmetrien
zu schliefen [124]. Eine Vereinfachung dieser Methode ist die grafische Darstellung der
beiden Materialtensoren [22]. Dabei wird die Steifigkeit bzw. die Nachgiebigkeit in alle
Raumrichtungen d iiber nacheinander in diese Raumrichtung virtuell durchgefiihrte
Zugversuche projiziert. Fiir den Elastizitdtsmodul ergibt sich beispielsweise damit die
Projektionsformel [22]

1
Bg ~d®d:Sided (4.5)

Die Form der so entstehenden Oberflache bzw. ihre Symmetrie entscheidet iiber die
jeweilige Materialsymmetrie (vgl. Abbildung 2.3). In Abbildung 4.14 sind diese Ober-
flichen fiir Volumenelemente der drei Strukturgeneratoren mit verschiedenen Groéfien
und damit mit verschiedenen Zellenzahlen und fiir Ensemblemittelungen iiber ver-
schiedene Anzahlen an Realisierungen dargestellt. Es ist zu erkennen, dass die Kelvin-
Zellen, egal welcher Volumenelement-Gréfe, nicht zu isotropen elastischen Eigenschaf-
ten fiithren. Sie weisen eine kubische Symmetrie auf [42, 145], wobei die Abweichung
von der Isotropie nicht sehr groff ist. Zhu et al. [239] berechneten zum Nachweis dieser
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Abbildung 4.14: Elastizitdtsmodul in verschiedene Raumrichtungen. Der Grauwert
zeigt die Abweichung des gemittelten Elastizitdtsmoduls
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Symmetrie die Materialparameter in unterschiedliche Raumrichtungen mit einem ana-
lytischen Zellenmodell.

Wird nun eine UnregelméBigkeit in die Struktur eingefiihrt, so verstéarkt sich die Ab-
weichung der Symmetrie von der Isotropie zur kubischen Symmetrie leicht. Dasselbe
Ergebnis zeigen Luxner et al. [145] ebenfalls fiir unregelméfiige Kelvin-Zellen, aber
auch fiir andere Einheitszellmodelle und deren zufillige geometrische Storungen. Da-
bei spielt die Grole des Volumenelements eine untergeordnete Rolle. Erhoht man nun
die Unregelméfigkeit der Struktur, indem statt unregelmafiger Kelvin-Zellen Voronoi-
Zellen verwendet werden, so ist zu erkennen, dass die Grofie des Volumenelements eine
entscheidende Rolle spielt. Kleinere Volumenelemente mit nur 35 Zellen weisen dabei
vereinzelt eine starke Asymmetrie auf, wahrend die Ensemblemittelung zeigt, dass eine
kubische Symmetrie vorherrscht. Werden gré8ere Volumenelemente betrachtet, so zeigt
die einzelne Realisierung eine kubische Symmetrie, wihrend sich hier bei der Ensem-
blemittelung eine Symmetrie einstellt, die als isotrop bezeichnet werden kann.

Betrachtet man die anderen Materialparameter, so ergeben sich mit Hilfe der Projek-
tionsformeln

1
= I:S:d®d
3K (d) v,
1 V2 V2
v(d,n) e
B = dedisinon (4.6)

die gleichen Ergebnisse, wobei zu beachten ist, dass der Schubmodul und die Querkon-
traktionszahlen vom Normalenvektor n der betrachteten Grundfliche abhéngen. Deren
Orientierung ist jedoch an d gekniipft.

Das Ergebnis dieser Untersuchung ist damit, dass mindestens eine kubische Symmetrie
bei Metallschdumen vorliegt. Daher reduziert sich die Anzahl der unbekannten Mate-
rialparameter auf drei, die zudem unabhéngig von der Raumrichtung sind: zwei stehen
beispielsweise fiir die Verkniipfung der Spannungen und Dehnungen in die Raumrich-
tungen und ein davon unabhéngiger Parameter verkniipft die Schub- bzw. Gleitkom-
ponenten. Aus diesem Grund ist auch die bereits in den Abschnitten zuvor verwendete
Mittelung iiber die drei Raumrichtungen sinnvoll.

Da die Anteile in den Oberfldchen, die aus der kugelférmigen Isotropie eine kubische
Symmetrie formen, fiir grofle Volumenelemente bzw. viele Zellen relativ klein ist, kann
fiir grofle Bauteile von Isotropie ausgegangen werden.

Auf einen zusitzlichen Effekt sei hier hingewiesen: In dieser Arbeit wird der Herstel-
lungsprozess der Metallschdume vernachlissigt. Einige neuere Arbeiten [119, 120] zei-
gen aber fiir Duocel® | dass durch den Herstellungsprozess iiber einen Kunststoffschaum
eine Anisotropie vorherrscht, die mit einer charakteristischen Richtung wéhrend der
Herstellung in Verbindung gebracht wird. Jang et al. [119, 120] und Sullivan et al.
[217] modellieren diesen Effekt mittels gestreckter Kelvin-Zellen. Fiir Alporas® dagegen
zeigten Simone et al. [211] bereits 1998 mit Hilfe von Fotos, in die Ellipsen eingepasst
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wurden, dass es keine bevorzugte rdumliche Orientierung dieser Ellipsen gibt und damit
Isotropie vorliegt.

4.3.5 Verteilung der Materialparameter

Um spéter eine Aussage iiber die Materialparameter auf der Makroebene treffen zu
konnen, miissen nicht nur die Mittelwerte der Materialparameter sondern auch ihre
Verteilungen betrachtet werden. Dies gilt natiirlich nur dann, wenn auf der Mesoebene
eine Unregelméfigkeit vorliegt, was bei regelméafligen Kelvin-Zellen nicht der Fall ist.
Die in diesem Kapitel zur Bestimmung der Verteilungen verwendeten Daten werden
aus 3000 Realisierungen des Standardmodells (Tabelle 4.1) generiert.

Da die Verteilungen der Materialparameter mafigeblich von der Unregelméfigkeit der
Struktur abhéngen, werden hier zuerst die Materialparameter der Voronoi-Struktur un-
tersucht. Dazu werden der Variationskoeffizient Vark als Mafl der Standardabweichung
o und des Mittelwerts . und die stochastischen Momente Schiefe v; und Exzess v, der
Materialparameter berechnet und in Tabelle 4.2 zusammmengefasst.

Modul Vark 0G| Y2
Elastizitét 8,7% | —0,07 | —0,06
Kompression 11,9% | 0,14 | —0,23
Schub 21,9% | 0,01 | —0,41
Querkontraktion | 5,6% | 0,12 | 0,04

Tabelle 4.2: Daten der Verteilungen fiir Voronoi-Zellen

AnschlieBend werden fiir verschiedene Verteilungen die jeweiligen Parameter iiber einen
Maximum-Likelihood-Schétzer ermittelt und diese dann mittels des Kolmogorov-Smir-
nov-Tests tiberpriift (siehe Abschnitt 2.2.4). Der Test berechnet aufgrund des maxima-
len Abstands ks zwischen den verteilten Daten und der analytischen Verteilung einen p-
Wert, der bei einer bestimmten Fehlerwahrscheinlichkeit, dem sogenannten Signifikanz-
level, von hier 5% dariiber entscheidet, ob die entsprechende Verteilung vorliegt oder
nicht. Da die ks- und die p-Werte ebenfalls verteilt sind, werden mehrere Untermen-
gen der 3000 Realisierungen betrachtet. Der Mittelwert und die Standardabweichung
der ks- und p-Werte sind fiir die vier wahrscheinlichsten Verteilungen, der Normal-, der
Gamma-, der Lognormal und der Beta-Verteilung, fiir den Elastizitdtsmodul in Tabelle
4.3 dargestellt. Die Beta-Verteilung ist durch ihre untere und obere Beschréinktheit der
Verteilungsfunktion motiviert, die beim FElastizitdats-, beim Kompressions- und beim
Schubmodul durch Null und dem Wert des Festkorpermaterials und bei der Querkon-
traktion durch -1 und 0.5 (vgl. 2.1.3) gegeben ist.

Aus Tabelle 4.3 ldsst sich sowohl iiber den ks- als auch iiber den p-Wert ablesen, dass fiir
den Elastizitdtsmodul eine Normal-Verteilung als Approximation angenommen werden
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Anzahl Anzahl Normal Gamma || Lognormal Beta
Stichproben | pro Stp. 1 o 1 o 1 o 1 o
1 3000 p | 0,66 0,14 0,03 0,00
ks || 0,01 0,02 0,03 0,03
2 1500 p | 0,75 10,12 || 0,39 | 0,25 || 0,20 | 0,13 || 0,16 | 0,23
ks || 0,02 | 0,00 || 0,02 | 0,00 || 0,03 | 0,00 | 0,04 | 0,02
5 600 p | 0,80 | 0,05 || 0,61 | 0,20 || 0,45 | 0,19 || 0,31 | 0,35
ks || 0,03 | 0,00 || 0,03 | 0,01 || 0,04 | 0,01 | 0,04 | 0,02
10 300 p | 0,75 10,18 || 0,64 | 0,21 || 0,57 | 0,25 || 0,45 | 0,35
ks || 0,04 | 0,01 | 0,04 | 0,01 || 0,05 | 0,01 | 0,05 | 0,02
25 120 p || 0,77 1 0,16 || 0,73 | 0,23 || 0,70 | 0,26 || 0,59 | 0,32
ks || 0,06 | 0,01 | 0,06 | 0,01 || 0,06 | 0,02 | 0,07 | 0,02

Tabelle 4.3: Teststatistik fiir den Elastizitdtsmodul bei Voronoi-Zellen (Fiir die Beta-
Verteilung sind die Werte ins Intervall von 0 bis 1 skaliert)

kann. Diese Verteilung gehort zu den zweiparametrigen Verteilungen, so dass Schie-
fe 71 und Exzess 7, jeweils vernachlissigt werden. Sie hat den Vorteil, dass sich nun
folgende Berechnungen vereinfachen. Fiir die restlichen drei Materialparameter ergibt
sich ein dhnliches Ergebnis. Auch sie konnen in erster Niherung als normalverteilt an-
genommen werden. Zur Uberpriifung sind in Abbildung 4.15 die Histogramme der vier
Materialparameter und die zugehorige Verteilungsdichtefunktion abgebildet.
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Abbildung 4.15: Verteilungsdichtefunktionen der vier Materialparameter fiir Voronoi-
Zellen
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In einem néchsten Schritt werden dieselben Auswertungen fiir eine Stichprobe mit 500
Realisierungen aus unregelméfligen Kelvin-Zellen durchgefiihrt. Die Ergebnisse sind in
Tabelle 4.4 und in Abbildung 4.16 dargestellt.

Modul Vark Y1 Y2 p Norm. | p Gamma | p Logn. | p Beta
Elastizitat 1,5% | —0,04 | —0,40 96% 95% 94% 96%
Kompression 3,0% | —0,11 | —0,40 63% 62% 62% 74%
Schub 1,6% | —0,14 | —0,19 84% 85% 86% 84%
Querkontraktion | 1,0% | 0,19 | 0,06 90% 87% 85% 96%

Tabelle 4.4: Daten der Verteilungen fiir unregelméfige Kelvin-Zellen
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Abbildung 4.16: Verteilungsdichtefunktionen der vier Materialparameter fiir unre-
gelméfBlige Kelvin-Zellen

Bemerkenswert ist hierbei, dass bei dieser Art der Strukturgenerierung die vier Ver-
teilungen (Normal-, Gamma-, Lognormal- und Beta-Verteilung) fiir alle Materialpa-
rameter nahezu gleich wahrscheinlich sind. Lediglich beim Kompressionsmodul und
bei der Querkontraktion ist die Beta-Verteilung etwas wahrscheinlicher. Da aber ei-
ne Normalverteilung ebenfalls relativ wahrscheinlich ist und diese aber eine einfachere
Weiterverwendung ermoglicht, wird hier auch fiir unregelméflige Kelvin-Zellen eine
Normalverteilung der Materialparameter angenommen.

Unter Beriicksichtigung beider Ergebnisse konnen vor allem fiir unregelméfligere Struk-
turen die Materialparameter als normalverteilt angenommen werden. Somit reichen
Mittelwert und Varianz zur Beschreibung der Materialparameter aus (sieche Gleichung
(2.36)). Da fiir drei der vier Parameter keine negativen Parameterwerte auftreten
diirfen, da diese nicht physikalisch sinnvoll wéren, ergibt sich fiir die Normalverteilung
eine Finschrankung. Diese wird dadurch beriicksichtigt, indem der Rand der Vertei-
lung mit den kleineren Werten abgeschnitten wird. Die Wahrscheinlichkeit, dass Werte
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auftreten, die kleiner Null sind, kénnen fiir jeden Parameter iiber

0 0 1 _(x—u2x)2
P(X(0) <0) = / px(z)de = / oz e *x dx (4.7)
oo —00 X

berechnet werden. Sie liegt bei allen Parametern weit unter 1%. Die Verteilung wird
somit nicht stark eingeschrénkt. Der vierte Parameter, die Querkontraktionszahl, darf
zwar negative Werte annehmen (siehe Abschnitt 4.3.6) ist aber durch -1 und 0.5 eben-
falls beschrankt (vgl. 2.1.3). Auch hierbei ergibt sich auf Grund des relativ kleinen
Variationskoeffizienten, dass der Parameterwert mit iiber 99% Wahrscheinlichkeit in-
nerhalb des angegebenen Intervalls liegt.

4.3.6 Negative Querkontraktionszahl

Bei einigen im Zuge dieser Arbeit getétigten Berechnungen traten fiir die Querkontrak-
tionszahlen negative Werte auf. Dieser Effekt kommt daher, dass einige Zellen durch
ihre Form spétestens im verformten Zustand Hinterschnitte aufweisen [136], die sich
dann bei einer entsprechenden Last anders verformen, als es gewohnliche Werkstoffe
tun wiirden. Abbildung 4.17 zeigt schematisch die Verformung einer solche Zelle mit

Abbildung 4.17: Zellen mit Hinterschnitt: schematisch und in drei Dimensionen (aus

[67])

einem Hinterschnitt: Eine Zugbelastung fithrt zu einer Ausdehnung in Querrichtung.
Gibson und Ahsby [77] nutzen diesen Effekt fiir Metallschdume, um die grofie Streuung
der im Experiment ermittelten Daten fiir die Querkontraktionszahlen zu erkldren. Da-
nach konnen die Querkontraktionszahlen fiir Schdume zwischen —0,7 und 0,5 liegen.
Die in Abschnitt 2.1.3 eingefiihrten Grenzen fiir die Querkontraktion gelten weiterhin.
Hohe et al. zeigen in ihren Arbeiten [116, 115], dass dieser Effekt bei Schaumen auftritt,
da meist ein Hinterschnitt existiert. Daneben beschreiben sie aber auch andere Mecha-
nismen, die bei speziellen Strukturen ebenfalls zu einer negativen Querkontraktions-
zahl fithren kénnen. Beispiele weiterer Strukturen mit negativer Querkontraktionszahl
kénnen auch in [3, 156] gefunden werden.



Kapitel 5

Erweiterungen

In diesem Kapitel wird der Einfluss einiger Erweiterungen des mesoskopischen Modells
dargestellt (siche Abbildung 1.7). Solche Erweiterungen sind die Anderung der Quer-
schnittsform eines Balkens, die Einfithrung einer variablen Dicke entlang einer Zellkante
und das Schlielen von Zellen. Sie verdndern zwar das Modell, fithren aber zu kei-
ner Verdnderung der Streuung der linear elastischen Materialparameter der gewéhlten
Struktur. Basis aller hier eingefithrten Untersuchungen ist das Standardmodell aus
Tabelle 4.1.

5.1 Verschiedene Querschnittsformen

Da die Querschnittsformen der Kanten von Metallschdumen je nach Herstellungsver-
fahren ein anderes Aussehen haben, wird in diesem Kapitel der Einfluss solcher un-
terschiedlicher QQuerschnittsformen betrachtet. Hierzu wird die Querschnittsfliche je-
weils so grofl gewahlt, dass die relative Dichte des betrachteten Volumenelements zur
Vergleichbarkeit konstant bleibt. In dieser Arbeit werden fiinf Querschnittsformen un-
tersucht (siehe Abbildung 5.1). Dabei handelt es sich um einen Kreis (C), ein Qua-
drat (Q), ein gleichseitiges Dreieck (T), ein Dreieck mit nach auflen gewdlbten Kan-
ten (T+4) und ein Dreieck mit nach innen gewélbten Kanten (T-). Die letzten beiden
reprasentieren dabei die Kantenquerschnittsform von Duocel® [119] bzw. eines PU-
Schaums [83, 82, 119]. Kanaun et al. finden eine mathematische Formulierung zur Mo-
dellierung von Querschnittsformen zwischen diesen beiden Extremen [123]. Alle hier
genannten Querschnittsformen haben den Vorteil, dass ihr Flachentragheitsmoment
aufgrund der Symmetrie in alle Richtungen der Ebene, in der der Querschnitt liegt,
konstant ist. Wire dies nicht der Fall, wiirde sich ein Balken bei Belastung rdumlich
unterschiedlich verhalten. In einem einigermaflen grofien Volumenelement mittelt sich
dieser Effekt aber wieder aus.

Zur Vergleichbarkeit der einzelnen QQuerschnittsformen und zur einfacheren Implemen-
tierung wird fiir jeden Querschnitt ¢ eine charakteristische Lénge ¢; eingefiihrt. Fiir
den Kreisquerschnitt ist es beispielsweise der Durchmesser. Damit lassen sich die geo-
metrischen Groflen Fliache A; und Flachentrigheitsmoment I; in Abhéngigkeit dieser
Lénge t; berechnen (Die Herleitungen sind im Anhang A zu finden). So ergibt sich die
jeweilige Fliche in der Form A; = kt?.

Anschlieend wird unter der Bedingung gleicher Fliche, was der Bedingung nach
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konstanter relativer Dichte p, entspricht, ein Verhéltnis aus der jeweiligen charak-
teristischen Lénge zum Durchmesser to des runden Querschnitts iiber t; = kitc =

1/ﬁtc gebildet. Da das Flachentragheitsmoment I; fiir alle Querschnitte proportio-

nal zur vierten Potenz der jeweiligen Dicke ist I[; = rkyt}, ldsst es sich als Funkti-
on des Flachentrigheitsmoments I des runden Querschnitts angeben: I; = kelc =
/{I(ﬁ)Q%IC. ke ist ein Maf fiir die Anderung des Flichentrigheitsmoments im Ver-
gleich zum kreisrunden Querschnitt und zusétzlich auch ein direktes Ma$ fiir die Steifig-
keit E'1 eines Balkens (siehe dazu die Herleitung der Balkengleichungen im Anhang B).
Die jeweiligen Werte sind in Tabelle 5.1 angegeben. Es ist zu erkennen, dass der Kreis-
querschnitt das kleinste Flachentrdgheitsmoment bei konstanter Querschnittsfliche
aufweist. Das grofite Flachentriagheitsmoment dagegen hat das nach innen gewdlbte
Dreieck T- (in der Tabelle als Unterdruckdreieck bezeichnet). Die anderen Querschnit-

te bewegen sich dazwischen.

Form und Name t: Lénge KA Ky Ko

Kreis C ? T T 1

gleichseitiges Dreieck T | Kante % % %\/gw ~ 1,21

Uberdruck-Dreieck T+ | Kante | i(r—+3) | & OOWZ@?Z@; +51) §(10”2(;37\>/§;§+51)
~ 1,04

Unterdruck-Dreieck T- | Kante || 2(2v3—m) | £4(20v/3 —117) %%
~ 1,68

Quadrat Q Kante 1 % 3~ 1,05

Tabelle 5.1: Querschnittsformen im Vergleich

Zur Bestimmung der jeweiligen charakteristischen Lénge bei vorgegebener relativer
Dichte p.q wird angenommen, dass alle Balken die gleiche Querschnittsfliche besit-

zen. Damit ergibt sich aus der Beziehung Vresikorper = Prel Violumenelement Und dem
Festkorpervolumen Veesiksrper = Ailgesamt = K At?ﬁgesamt diese Lange zu
o Prel V\/'olumenelement 1
t; = / , (5.1)
R Afgesamt

wobei lgesame die Summe der Langen aller Einzelbalken ist.

Damit kénnen nun Vergleichssimulationen durchgefiihrt werden. Thre Ergebnisse sind
in Abbildung 5.1 dargestellt. Es ist zu erkennen, dass sich der Elastizitdtsmodul des
Schaums direkt proportional zum Flichentragheitsmoment der jeweiligen Querschnitts-
form verhilt, egal welcher Strukturgenerator verwendet wurde. Die Querkontraktions-
zahl verhélt sich dagegen genau entgegengesetzt, aber mit einer weitaus geringeren
Auswirkung.
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Abbildung 5.1: Einfluss der Querschnittsformen

Auf die gleiche hier vorgefithrte Weise kénnen beliebig weitere Querschnitte, wie bei-
spielsweise die von Hohlstegstrukturen, abgebildet werden. Wichtig hierbei und fiir
die Implementierung ist lediglich, dass die Flichentragheitsmomente um die beiden
Achsen, das Deviationsmoment und das Torsionstriagheitsmoment bestimmt werden.
Letzteres lasst sich dquivalent berechnen, ist aber fiir biegedominierte Beanspruchun-
gen nicht von Interesse.

5.2 Variierende Balkendicke

Die néchste Erweiterung, die in das Mesomodell eingefiihrt wird, ist die Variation der
Dicke einer Kante entlang seiner Lingsachse. Wie bereits in Kapitel 1.3.3 erwéhnt
wurde, sind die Kanten eines Schaums durch die Blasenbildung im Herstellungsprozess
derart geformt, dass in der Kantenmitte zwischen zwei Ecken weniger Material aufzu-
finden ist, als an den Ecken selbst. Um diese Eigenschaften zu modellieren, wird die
Dicke entlang eines Balkens variiert, indem der Balken in Unterbalken zerlegt wird und
diese jeweils entsprechend einer Dickefunktion einen konstanten Dickewert zugewiesen
bekommen.

Andere Methoden, wie beispielsweise die Berechnung der Steifigkeitsmatrix fiir einen
gesamten Balken mit variierender Dicke, sind in den meisten Fillen je nach Dickefunk-
tion nur numerisch méglich und je nach Anzahl der Unterbalken bedeutend schneller.
Diese Vorgehensweise ist aber in kommerziellen Finite-Element-Programmen schwieri-
ger umsetzbar [70].

Die Unterteilung einer Kante in diverse Unterbalken hat fiir eine konstante Dicke keinen
Einfluss auf die Materialparameter. Ist die Dicke nicht konstant, so sollte die Anzahl der
Unterbalken so gewéhlt werden, dass die Dickefunktion gut abgebildet werden kann.
Auflerdem ist zu beachten, dass die Unterbalken wegen der Grenze der Anwendbar-
keit ihrer zu Grunde liegenden Theorie nicht zu kurz sind. Des Weiteren ist auf die
Konvergenz der Losung zu achten. Studien hierzu haben ergeben, dass ab neun Unter-
elementen kein Einfluss der Diskretisierung mehr zu sehen ist.

Der einfachste Ansatz zur Modellierung einer variierenden Dicke entlang der Kante ist,
aufgrund der Anhdufung des Materials an beiden Ecken eine symmetrische quadratische
Funktion des Ortes. Harders [105] fiihrt dazu in seinem zweidimensionalen Modell die
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mathematische Funktion
7\ 2
t(z) =ty [3(1 — trel) <Z> + trel} mit <z </ (5.2)

fiir die Dicke ein. Der Parameter ¢, steht dabei fiir eine mittlere Dicke und der Parame-
ter t,q fiir die Kriimmung der Funktion: Ist £, > 1, so handelt es sich um eine konvexe
Funktion, die fiir die Modellierung von Schiumen nicht sinnvoll ist. Wird ¢,, = 0 ge-
setzt, so handelt es sich um einen konstant dicken Balken mit der Dicke . Fiir ¢,q < 1
werden physikalisch sinnvolle Dickenverldufe erreicht, wobei ¢, > 0 sein muss (siehe
Abbildung 5.2).

Kanaun und Tkachenko [122, 123] verwenden zur Modellierung dieses Effekts ebenfalls
eine quadratische Gleichung, auf die aber hier nicht weiter eingegangen wird.
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Abbildung 5.2: Dickenfunktion und Einfluss des Parameter ¢,

Im Rahmen dieser Arbeit wird der eingefiihrte Ansatz auf drei Dimensionen erweitert.
Dazu werden die Parameter d und e einer allgemeinen quadratischen und achsensym-
metrischen Funktion

t(x) = to [d(l — tra) (%)2 + e} (5.3)

bestimmt, bei der die Kriimmung ebenso iiber den Parameter ., > 0 variiert werden
kann und somit d > 0 gilt. Die mittlere Dicke betrégt dabei ¢y > 0. Weiterhin sind im
betrachteten Intervall nur positive Werte von t(x) zugelassen, so dass mit d > 0 und
trer > 0 die Bedingung e > 0 bei x = 0 erfiillt sein muss.

Eine weitere Bedingung ist die Konstanz der relativen Dichte. Diese Bedingung ist
dquivalent zur Forderung, dass das Volumen des konstant dicken Balkens V, gleich dem
Volumen des verjiingten Balkens V; ist. Mit den in Abschnitt 5.1 eingefithrten Quer-
schnittsflichen A;(x) = kat?(z) fiir beliebige Querschnitte ergibt sich das konstante Vo-
lumen zu V,, = 20k 4t, wiithrend das variable Volumen V; = ffg A(z)dx = Kka ffg t*(x)dx
ist. Somit entfillt beim Gleichsetzen der beiden Terme die Abhéingigkeit von der Quer-
schnittsform und es ergibt sich die Bedingung fiir d und e nach der Integration und
einfacher Umformung zu

2 1
e + g(l — trel)de + (ng(]- - trel)2 - 1) = 0. (54)
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Auflosen nach e liefert

1 4
(1 — ) o ——d2(1 — £)? + 1, 5.5

so dass das negative Vorzeichen im sinnvollen Bereich ¢, < 1 zu einem nicht sinnvollen
Wert fiir e fithrt. Die Bedingung e > 0 fiihrt somit zu d? < ﬁ, wobei sich damit
auch eine reelle Losung fiir e ergibt.

Eine zweite Bedingung, die fiir die zweidimensionale Dickenfunktion gilt, ist, dass fiir
trer = 0 in der Mitte des Balkens keine Dicke mehr vorhanden ist. Dies fiihrt analog zu

1 4
e(tre =0) = —gd + \/—EdQ(l)2 +1=0 also d=+/5, (5.6)

wobei alle Bedingungen erfiillt sind. Die endgiiltige Dickenfunktion des Gesamtbalkens
ist dann durch

(5.7)

t(z) = to [\/5(1 ) (%)2 _ ﬁ@ ) + %——0(1 — ta)? + 1.

festgelegt.

Zur Berechnung der konstanten Ersatzdicke eines Unterbalkens wird dhnlich vorgegan-
gen. Angenommen, die Koordinaten des einen Endes des j-ten Unterbalkens sei a und
die des andere Endes b, so ist sein Volumen wie oben erwihnt Vg = ratig(b — a).
Dieses wird dem Integral ff kt?(x)dz gleichgesetzt, woraus die Dicke des Unterbal-
kens typ bestimmt werden kann. a und b sind dabei mit der Anzahl der Unterbalken
nyp durch a = %26 bzw. b = ﬁ% gegeben, wobei j = 1,2,..., nyp ist.

Abbildung 5.3 zeigt am Beispiel des Elastizitdtsmoduls und der Querkontraktionszahl
den Einfluss des Parameter t,¢ auf die elastischen Materialkonstanten des Standardmo-
dells. Je nach Wahl des Parameters sind um maximal 26% hohere, aber auch niedrigere
Elastizitdtsmoduln als mit konstanter Dicke (horizontale Linien) erreichbar. Dies liegt
daran, dass bei Verkleinerung von ¢, ab einer bestimmten Grenze zu viel Material aus
der Mitte des Balkens geschoben wurde und somit dieser mittlere Bereich nicht mehr
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Abbildung 5.3: Einfluss des Dickenparameters t,. auf die Materialkonstanten
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tragfihig ist (vgl. Bedingung e = 0 fiir ¢, = 0). Fiir grofere Werte von t,¢ im konka-
ven Bereich erhoht sich der Elastizitdtsmodul, da mehr Material in den Bereichen des
Balkens ist, die bei Biegung am stéarksten beansprucht werden. Aus demselben Grund
verringert sich der Elastizitdtsmodul fiir ¢, > 1, da dann wieder weniger Material an
den Réandern vorzufinden ist. Der Variationskoeffizient des Elastizitdtsmoduls bleibt
von der Einfithrung der Dickefunktion unberiihrt.

Genau entgegengesetzt zum Elastizitdtsmodul verhilt sich die Querkontraktionszahl.
Die Begriindung dafiir ist dieselbe: Da in dem Bereich, in dem der Elastizitédtsmodul
hoher ist, sich die Struktur bei gleicher Belastung weniger verformt, erniedrigt sich
damit automatisch die Querkontraktionszahl.

In den letzten beiden Jahren haben Jang und Kyriakides Messungen der Querschnitts-
flichen entlang einzelner Kanten durchgefiihrt. Die betrachteten Schidume waren dabei
ein offenzelliger PU-Schaum und Aluminium-Duocel® . Fiir diese beiden Schiume ha-
ben sie vorgeschlagen, die Querschnittsflichen nach der Vorschrift

A(z) = Apin [1% (%)4 + i (%)2 + 1] (5.8)

zu modellieren [119, 120], wobei fiir den PU-Schaum f = 86 bis 96 und fiir Duocel
f = 36 gilt. Nach Anderung der Abhingigkeit der Gleichung (5.8) von der minimalen
Fliche A, auf die mittlere Fliche Ay = ratZ, wobei Ay, = (3}?2%%) ; betrégt, ldsst
sich zur Implementierung wieder die konstante Dicke eines Unterbalkens iiber die Be-
dingung der Volumengleichheit berechnen. Dabei kiirzt sich ebenfalls die Abhéngigkeit
der Querschnittsform aus der Gleichung heraus, wobei Jang und Kyriakides herausge-
funden haben, dass der Querschnitt des PU-Schaums die Form T- und der Querschnitt

von Duocel® die Form T+ hat.

Obwohl beide Arten der Modellierung die Fléache mit einem Polynom vierten Grades ap-
proximieren, lassen sie sich trotzdem nicht ineinander umrechnen. Rechts in Abbildung
5.4 ist der Unterschied in der Form der beiden Modellierungen gezeigt: Die Dicke der
Duocel-Stege weist dabei im Gegensatz zu der obigen Modellierung einen schnelleren
Abfall in der Ndhe der Ecken und dafiir einen grofleren Plateau-Bereich auf. Die Folge
fiir den Elastizitdtsmodul des Standardmodells ist in Abbildung 5.4 links zusétzlich zu
den vorher bereits dargestellten Ergebnissen gezeigt. Er liegt innerhalb des Bereichs,
der mit Hilfe des Parameter ¢, erreicht werden kann. Auf die Streuung der Parameter
hat diese Modellierungsart keinen messbaren Einfluss.

Mit Hilfe der analytischen Modellierung der Dicke lassen sich noch weitere Einfliisse
abschétzen. So kann beispielsweise die mittlere Dicke pro Balken zufillig gestreut wer-
den. Damit hat jeder Balken zwar eine konstante Dicke, diese variiert aber iiber alle
Kanten des Volumenelements. Der Einfluss dieser Modellierung ist, dass der Elasti-
zitdtsmodul durch Erhshung der Streuung zunimmt [92, 141]. Dieses Ergebnis aus der
Literatur konnte durch eine Studie bestétigt werden, bei der der Parameter fiir die
mittlere Dicke ¢y um +50% gleichverteilt variiert wurde. Hierbei reduzierte sich der
Elastizitdtsmodul bei den beiden Kelvin-Zzellstrukturen auf knapp 50%, wihrend der
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Abbildung 5.4: Unterschied der beiden Dicken-Modellierungen

Variationskoeffizient sich auf 2,3 Prozentpunkte vergréfiert hat.

Eine andere Moglichkeit, die sich hier ergibt, ist die zufillige Variation des Parame-
ters t., um zu priifen, welchen Einfluss die Streuung der Querschnittsflichengrofie
auf die Materialparameter hat. Dazu wird dieser Parameter beispielsweise im Intervall
von 0,3 bis 1,3 zufillig, aber gleichverteilt gewéhlt. Folglich verringert sich der Ela-
stizitdtsmodul fiir regelmaBige und unregelméflige Strukturen um ungefahr 15%, was
durch den gréferen Anteil des durch ¢, definierten Gebiets kommt, in dem der Ela-
stizitdtsmodul durch die Kriimmung verringert wird. Der Variationskoeffizient erhoht
sich dabei um ungefdhr 2 Prozentpunkte.

5.3 Geschlossene Zellen

In diesem Unterkapitel werden statt den bisher offenen Schiaume vollstandig geschlosse-
ne Zellstrukturen untersucht. Diese werden, wie beim offenzelligen Schaum, dadurch ge-
neriert, dass eine Struktur mittels vier verschiedenen Generatoren erzeugt wird. Jedoch
werden dann nicht die Kanten mittels Balkenelementen, sondern die Fldchen mittels
Schalenelementen diskretisiert. Dazu werden fiir jede Flache der Mittelpunkt berech-
net und anschlieBend Dreieckselemente eingefiihrt, deren Knoten die zwei Ecken und
der berechnete Mittelpunkt sind. Die Dicke dieser Elemente kann wiederum iiber die
relative Dichte p,o bestimmt werden: Dafiir wird jede Zelloberflache iiber das Kreuzpro-
dukt zweier Kantenvektoren errechnet, diese iiber alle Elemente zur Gesamt-Oberfliche
Agesamt aufsummiert und anschliefend daraus iiber das Festkérpervolumen die Dicke
iiber

re V olumenelemen
‘= Prel V' Vol 1 t (5.9)

Agesamt



82 KAPITEL 5. ERWEITERUNGEN

bestimmt. Beispiele solcher geschlossenzelliger Schaumstrukturen sind in Abbildung
5.5 fiir die drei wichtigsten Struktur-Generatoren dargestellt.

Abbildung 5.5: Beispiele dreier Realisierungen eines geschlossenen Schaums

Die Ergebnisse der Berechnungen werden spéter in den Abbildungen 6.5 und 6.6 veran-
schaulicht. Die Materialparameter des Standardmodells sind nun durch das Schlielen
der Zellen um ein Vielfaches vergréfert. Fiir das Kelvin-Zellen-Modell berechnet sich
der Elastizitdatsmodul zu £ = 1850%, wéhrend er beim offenzelligen Modell noch bei
E = 227% liegt. Dies entspricht einer Verachtfachung des Wertes. Betrachtet man
den Schubmodul, so ist die Verstarkung sogar 13-fach, wiahrend der Kompressionsmo-
dul lediglich knapp dreifach so grof wird. Die Querkontraktionszahl dagegen nimmt
durch das Schliefen der Zellen um 29% von 0, 44 auf 0, 31 ab.

Wird eine UnregelméfBigkeit in die Struktur eingefiihrt, erniedrigen sich Elastizitétsmodul,
Schubmodul und Kompressionsmodul um jeweils 11%. Die Querkontraktionszahl ver-
ringert sich ebenfalls geringfiigig, so dass die geschlossene Kelvin-Struktur in etwa
den gleichen Wert hat, egal ob regelméflig oder unregelméfiig. Damit hat die Unre-
gelméfBigkeit im Vergleich zu offenen Strukturen einen deutlich geringeren Einfluss.
Auch der Variationskoeffizient bleibt fiir alle Materialparameter unter 1,5%. Wird die
Voronoi-Struktur eingesetzt, erhoht sich dagegen der mittlere Elastizitdtsmodul fiir
geschlossene Zellen auf £ = 2013m1:1n2. Das ist der 13,5-fache Wert der offenzelligen
Struktur. Der Variationskoeffizient betragt hierbei nur noch 7,1%. Der Kompressions-
modul ist wie der Elastizitdtsmodul etwas erhoht (K = 1295m1:1n2). Der Schubmodul
dagegen hat bei der Voronoi-Struktur mit den beiden Kelvin-Zellen vergleichbare Wer-
te (G = 1000H}I\In2 ). Der Variationskoeffizient der beiden Materialparameter und der der
Querkontraktionszahl ist mit ungefihr 14% hoher als die entsprechenden Variationsko-
effizienten der unregelméfigen Kelvin-Zellen. Auch im geschlossenzelligen Fall ist die
Querkontraktionszahl niedriger als die der beiden Kelvin-Zellstrukturen. Mit 0,24 im
Mittel ist der Wert dhnlich dem der offenen Voronoi-Struktur.

Ebenso wie bei den offenzelligen Strukturen werden auch die Verteilungen der Materi-
alparameter der geschlossenen Schaume aus jeweils 500 Realisierungen studiert (siehe
Tabelle 5.2 und Abbildung 5.6). Hierbei ist auffillig, dass die Eindeutigkeit der Nor-
malverteilung im Vergleich zu den offenzelligen Strukturen abgenommen hat. Dennoch
ist die Annahme einer Normalverteilung mit derselben Begriindung wie in Abschnitt

4.3.5 auch fiir geschlossene Zellen zutreffend.
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Modul Vark 0] Y2 p Norm. | p Gamma | p Logn. | p Beta
Voronoi-Zellen
Elastizitét 7,1% | —0,01 | —0,50 56% 56% 56% 59%
Kompression 13% | —0,22 | —0,15 24% 20% 19% 25%
Schub 14,2% | 0,40 | —0,39 5% 8% 11% 6%
Querkontraktion | 14,3% | —0,08 | 0,03 72% 63% 59% 8%
unregelmiflige Kelvin-Zellen
Elastizitat 0,6% 0,02 | —0,29 83% 85% 86% 58%
Kompression 0,5% | —0,23 | 0,34 24% 23% 23% 24%
Schub 1,1% | —0,18 | —0,08 96% 94% 93% 94%
Querkontraktion | 0,4% | 0,00 | —0,09 97% 98% 98% 97%
Tabelle 5.2: Daten der Verteilungen fiir geschlossene Schaume

Voronoizellen (aus KURB):
= = =
0.005 | 0008 0.002| 50
20100 2150 2200 2250 2300 10450 1500 1550 1600 1650 gOO 1000 1200 a 1400 8_24 0.25 0.26 0.27
unregelmafige Kelvinzellen:
0.12 0.12 0.08 800
I Daten I Daten I Daten I Daten
m— |0gnormal — OrM 0.07 | | === norm 700 | | === lognormal
. . 0.06 600
l . 0.02 200
0.02 0.02 0.01 100
10620 - 1640 1660 680 10430 1440 1450 1460 1470 1480 gUO 920 940 960 980 00305 ] 0.31 0315 0.32
Elastizitatsmodul [N/mm?] Kompressionsmodul [N/mm?] Schubmodul [N/mm?] ' Querkbntraktioﬁszahl .

Abbildung 5.6: Verteilungen der Materialparameter fiir Voronoi-Zellen und unre-
gelméfBlige Kelvin-Zellen
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Als letztes wird die Symmetrie der geschlossenen Zellen betrachtet. Hierbei werden die
drei Strukturmodelle mit jeweils 35 Zellen iiber 500 Realisierungen gemittelt betrach-
tet. Im Gegensatz zur offenen Struktur stellt sich hier keine Isotropie ein. Alle drei
Strukturgeneratoren liefern eine kubische Symmetrie. Es sind in diesem Fall also drei
unabhéngige Materialparameter von Noten.
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Abbildung 5.7: Symmetrie der geschlossenen Zellen: links Kelvin-Zellen, rechts Voronoi-
Zellen



Kapitel 6

Inhomogenititen

Gan et al. schreiben in ihrer Arbeit [69] (frei iibersetzt): ,Die bisherigen Ergebnisse
kénnen nur fiir ideale Schiume angewandt werden. In realen Schdumen dagegen sind
morphologische Defekte unausweichlich. Diese konnen sowohl bei der Herstellung als
auch wahrend des Einsatzes des Schaums auftreten. Dazu wurde bereits herausgefun-
den, dass schon wenige Prozent an Imperfektionen Eigenschaften von zweidimensiona-
len Schaummodellen signifikant verschlechtern.*

Das vorliegende Kapitel untersucht an Hand des Standardmodells den Einfluss der
teilweise in Abbildung 1.7 dargestellten, mesoskopischen Imperfektionen. Der Unter-
schied zu den im vorherigen Kapitel eingefithrten Erweiterungen ist der, dass hier Im-
perfektionen mit einem zufélligen Parameter in das Modell integriert werden. Solche
Imperfektionen sind Storstellen wie gebrochene Zellkanten und fehlende Zellecken, eine
Vorverformung der Zellkanten und Zellflichen oder teilweise geschlossene Zellfldchen.

6.1 Storstellen

In diesem Unterabschnitt werden Storstellen wie gebrochene Zellkanten aber auch feh-
lende Zellecken untersucht. Hierzu wird im bereits mittels Finite-Elemente diskretisier-
ten Modell ein bestimmter Prozentsatz der Gesamtzahl an Knoten zufillig geloscht.
Ist im Ausgangsmodell eine Zellkante mit diversen Unterbalken diskretisiert, so lésst
sich damit der Einfluss der gebrochenen Zellkanten modellieren. Besteht dagegen je-
de Zellkante nur aus einem Element, wird der Effekt der fehlenden Zellecken abgebildet.

In den Diagrammen der Abbildung 6.1 ist jeweils der mit dem ungestérten Wert nor-
mierte Elastizitdtsmodul bzw. die ebenso normierte Querkontraktion iiber den Prozent-
satz an gestorten Kanten bzw. fehlenden Ecken dargestellt. Das Ergebnis ist prinzipiell
das gleiche, aufler dass bei fehlenden Ecken eine Vergréferung des Effekts auftritt,
da jede fehlende Ecke je nach Konnektivitéitszahl drei bis vier fehlende bzw. gebro-
chene Zellkanten mit sich bringt. So nimmt der Elastizitdtsmodul bei 10% fehlenden
Ecken um iiber 60% ab, wihrend er bei gebrochenen Zellkanten nur auf ungefahr 75%
schrumpft. Bei 30% fehlender Ecken hat sich die Tragfihigkeit des Volumenelements
sogar aufgelost. Die Querkontraktionszahl verringert sich ebenfalls signifikant, aber in
erster Naherung linear, wobei damit eine Zunahme des Variationskoeffizienten einher-
geht. Die beiden nicht dargestellten Moduln verhalten sich entsprechend.
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Abbildung 6.1: Einfluss fehlender Zellecken und gebrochener Zellkanten

Betrachtet man die Streuung der Materialparameter, so ist offensichtlich, dass der Va-
riationskoeffizient fiir das Kelvin-Zellen-Modell mit steigender Anzahl an Storstellen
zunimmt. Bei den beiden anderen Strukturgeneratoren ist kein merklicher Einfluss zu
sehen. Ebenso ist anhand der 500 Realisierungen eines Kelvin-Zellen-Modells mit 10%
fehlenden Ecken bei Betrachtung der kinematisch uniformen Randbedingungen keine
Anderung der Verteilung feststellbar. Der Einfluss von Stérstellen auf die Materialsym-
metrie ist ebenfalls kaum messbar. Somit bleiben die Modelle in guter Naherung isotrop.

Das hier ermittelte Ergebnis deckt sich mit den Ergebnissen der meist zweidimensio-
nalen Modelle aus der Literatur [207, 98, 184]. Lediglich Gan et al. [69] und Wallach
et al. [228] modellieren den Effekt in drei Dimensionen, letztere aber fiir Zug-/Druck-
dominierte Strukturen. Gan et al. weisen dabei nach, dass der Storstelleneinfluss fiir
kleinere relative Dichten grofer ist.

6.2 Vorverformung

Betrachtet man ein Foto eines Metallschaums (beispielsweise Abbildung 1.7), so lasst
sich erkennen, dass die Verbindungen zwischen zwei Ecken nicht perfekt gerade sind,
sondern sie unterliegen einer gewissen Kriimmung. Dieser Effekt wird durch eine Vor-
verformung der Zellkanten modelliert.

Startpunkt ist wieder das Standardmodell, wobei die Zellkanten durch mehrere Balken-
elemente diskretisiert werden. Die Knoten dieser Unterbalken werden in eine zuféllige
Richtung senkrecht zur geraden Verbindung der Zellecken verschoben. Die Amplitude
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der Verschiebung wird mittels einer Funktion entlang der Kantenldnge (0 < x < /)
definiert. Zusétzlich hidngt sie von einem Prozentsatz ¢ der jeweiligen Kantenlinge ¢
ab, damit kiirzere Balken im Vergleich zu ldngeren Balken nicht {iberméfig verformt
werden. Die drei in dieser Arbeit verwendeten Formen sind die analytischen Funktionen

u = glsin (27?%) eines Sinus, (6.1)

u = glsin (ﬂ'%) eines halben Sinus und (6.2)
2

u = qlsin (71'%) eines halben Sinus zum Quadrat, (6.3)

wobei letztere horizontale Tangenten an den Ecken hat und somit dieser Einfluss eben-
falls gemessen werden kann. Die Sinus- und die Halbsinusform wurden gewéhlt, da
sie verschiedene Imperfektionen abbilden und deswegen in der Literatur als Modelle
zu finden sind [209, 90, 32]. Einige Autoren erhohen die Frequenz der Funktion noch
weiter, so dass wellige Kanten erreicht werden. Auf diese Erweiterung wird hier ver-
zichtet, da eine solche Funktion zur genauen Abbildung eine Diskretisierung mit vielen
Unterbalken benétigt und somit der Rechenaufwand fiir einigermaflen grofle Volumen-
elemente sehr stark steigt. Eine Alternative wire wie bei der Variation der Dicke eine
Implementierung als Unterprogramm.

Kennt man die Richtung und die Amplitude der Knoten-Verschiebung aller Unterbal-
ken einer Kante, so lisst sich diese mit Hilfe einer Transformationsmatrix aus Kar-
danwinkeln in das Inertialsystem des Volumenelements projizieren. Die ersten beiden
Kardanwinkel bestimmen sich dabei aus der Lage der Zellkante, wiahrend der dritte
Winkel fiir die zuféllige Richtung steht und somit fiir jede Zellkante separat aber kon-
stant gewdhlt werden kann. Er folgt einer Gleichverteilung auf dem Intervall [0°, 360°).
Da durch diese Vorverformung die einzelnen Kanten lénger werden, wird erst nach dem
Aufbringen der Form tiber die relative Dichte die Dicke der Balken nach Gleichung (5.1)
fiir den jeweiligen Querschnitt bestimmt.

Abbildung 6.2 zeigt den Einfluss der drei Vorverformungen auf den Elastizitdtsmodul
(links). Dabei fallt auf, dass alle drei Formen zu einer sehr grofien Verminderung des
Elastizitdtsmoduls fithren. Schon kleine Abweichungen von der geraden Form der Kan-
ten haben einen merklichen Einfluss. Bei einer Amplitude von einem Viertel der Bal-
kenlénge reduziert sich der Elastizitdtsmodul je nach Form und Struktur um mindestens
47% (halber Sinus Quadrat, regelméBig) bis maximal 90,5% (Sinus, unregelméfig). Da-
bei haben alle drei Formen den gréfiten Einfluss auf unregelméflige Strukturen, wobei
dieser Effekt bei der Sinusform am geringsten ist.

Betrachtet man die Streuung des Elastizitdtsmoduls, so lésst sich der Einfluss der
zufélligen Richtung am Beispiel der regelméfigen Struktur ablesen: Hierbei wéchst der
Variationskoeffizient des Elastizitdtsmoduls je nach Form auf maximal 2% (Sinusform)
an. Bei den unregelméfigen Strukturen erhcht sich der Variationskoeffizient durch die
Vorverformung ebenfalls um ungefihr 1 Prozentpunkt.

Auf die Querkontraktionszahl dagegen hat die Vorverformung fiir kleinere Amplituden
nahezu keinen Einfluss. Erst ab einer Amplitude von ungefihr 20% der Linge beider



88 KAPITEL 6. INHOMOGENITATEN
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Abbildung 6.2: Einfluss der Formen der Vorverformung auf Elastizitdtsmodul und
Querkontraktion

halben Sinusformen bzw. 10% bei der Sinusform ist eine Reduktion der Querkontrak-
tionszahl zu messen. Bei der Sinusform beginnt dieser Einfluss frither. Die Anderung
des Variationskoeffizienten spielt sich bei der Querkontraktionszahl in einer dhnlichen
Groflenordnung wie beim Elastizitdtsmodul ab.

Der Schubmodul und der Kompressionsmodul verhalten sich dhnlich wie der Elasti-
zitdtsmodul. Thre Variationskoeffizienten wachsen in derselben Groflenordnung. Der
Kompressionsmodul wird dabei stéirker verkleinert als der Elastizitdtsmodul. Bei einer
Amplitude von 25% der Balkenldnge betrigt er je nach Modell zwischen 7% und 33%.
Der Schubmodul dagegen reduziert sich insgesamt weniger als Elastizitédts- und Kom-
pressionsmodul.

Die Auswertung der Verteilungen fiir 500 Realisierungen mit vorverformten Zellkan-
ten ergibt, dass alle Parameter fiir alle untersuchten Strukturgeneratoren weiterhin
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normalverteilt sind. Einzige Ausnahme dabei bildet der Elastizitdtsmodul bei einer
regelméfigen Schaumstruktur mit einer Amplitude von 20%. Fiir diesen Fall ist die
Lognormal-Verteilung am wahrscheinlichsten (p-Wert von 94%). Da aber die Normal-
verteilung dabei ebenfalls eine Wahrscheinlichkeit von 93% hat, kann trotzdem die
Annahme getroffen werden, dass weiterhin alle Parameter auch unter dem Einfluss der
Vorverformung normalverteilt bleiben.

Ebenfalls erwdhnenswert ist, dass das Einfiihren einer Vorverformung einen Einfluss auf
die Symmetrieeigenschaften des Materials hat. Somit weist das Modell aus 91 Zellen
sowohl fiir regelméfige als auch fiir unregelméflige Kelvin-Zellen eine kubische Symme-
trie auf, die bei der Projektion in alle Raumrichtungen weiter von der kugelférmigen
Isotropie entfernt ist, als das Modell ohne diese Vorverformung (sieche Abbildung 4.14).

Elastizitatsmodul Elastizitatsmodul
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Abbildung 6.3: Einfluss der Vorverformung auf Symmetrieeigenschaften

6.3 Teilweise geschlossenzellige Schiume

In Abschnitt 5.3 wurde ein Modell fiir geschlossenzellige Schaume préasentiert, bei dem
alle Zellfldchen einer offenen Struktur geschlossen wurden. In diesem Abschnitt wird der
Zwischenbereich zwischen ganz offen- und ganz geschlossen-zelligen Schiumen betrach-
tet, da Metallschdaume auch nur vereinzelt geschlossene Zellflichen aufweisen kénnen
(beispielsweise [119] fiir Duocel® ). Hierfiir wird ein Parameter eingefiihrt, der fiir den
Prozentsatz an geschlossenen zu allen Zellflichen steht und somit dazu fithrt, dass eine
entsprechende Anzahl Zellen zuféllig ausgewiahlt und geschlossen werden.

In Abbildung 6.4 sind drei Volumenelemente fiir 30% geschlossene Zellflichen darge-
stellt. Bisherige Modelle in der Literatur betrachteten teilweise geschlossene Zellflichen
nur in zwei Dimensionen [1, 36].
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Abbildung 6.4: Beipiele fiir Volumenelemente mit 30% geschlossenen Flichen

Zur Bestimmung der Dicke der einzelnen Zellkanten und Zellflichen werden die beiden
Gleichungen (5.1) und (5.9) zu einer zusammengefasst, da das Festkorpervolumen sich
additiv aus den beiden Teilvolumina ergibt. Die Dicke der Flachen wird dabei so ange-
nommen, dass sie der Dicke einer Kante entspricht. Damit ergibt sich zur Bestimmung
der charakteristischen Dicke die quadratische Funktion

‘ggesamt KAt2 =+ Agesamtt - prelVVolumenelement = 0; (64)

deren positive Nullstelle die Dicke der die Zellfachen und der Zellkante ist.

Das Ergebnis dieser Untersuchung ist, dass sich beispielsweise der Elastizitdtsmodul
nicht linear von einem offenzelligen zu einem geschlossenzelligen Schaum veréndert,
sondern bei Erhchung der Anzahl geschlossener Flichen zuerst relativ konstant bleibt
(sieche Abbildung 6.5) und erst ab ungefihr 10% stark ansteigt. Dies hat zur Folge, dass
Schiaume, bei denen weniger als 10% der Flichen geschlossen sind, nahezu das gleiche
Verhalten aufweisen wie Schiume, die keine geschlossenen Zellen haben. Im Diagramm
auf der rechten Seite der Abbildung 6.5 ist zudem der Verstarkungsfaktor dargestellt,
der diesen Effekt nochmals veranschaulicht.
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Abbildung 6.5: Einfluss geschlossener Flachen auf den Elastizitdtsmodul

Betrachtet man den Einfluss auf die Streuung der Materialparameter am Beispiel des
Elastizitédtsmoduls (Abbildung 6.6 links), so ist schon bei kleinen Anteilen von geschlos-
senen Zellflichen ein Anstieg des Variationskoeffizienten zu erkennen. Dies bedeutet,
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dass der Elastizitdtsmodul zwar im Mittel konstant bleibt, seine Variation aber zu-
nimmt. Anhand der regelméfligen Kelvin-Zellen-Struktur ist der Einfluss der geschlos-
senen Zellflachen gut zu erkennen: Beginnend bei einem deterministischen Modell ohne
geschlossenen Zellflichen, erreicht der Variationskoeffizient nahe einem Anteil von 50%
geschlossener Flichen ein Maximum. Anschliefend nimmt er wieder bis Null ab, da das
vollsténdig geschlossene Modell wiederum ein deterministisches Modell ist.

Bei unregelméfligen Zellen ist zusétzlich zu erkennen, dass bereits wenige geschlossene
Zellflachen ausreichen, um den Einfluss der Unregelméfigkeit des Strukturgenerators
auszuschalten. Bei der Voronoi-Struktur wichst der Variationskoeffizient ebenfalls mit
der Zunahme geschlossener Zellflachen an. Fiir geschlossene Strukturen ist dieser aber
kleiner als fiir die entsprechende offenzellige Struktur.
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Abbildung 6.6: Einfluss geschlossener Fléachen auf den Variationskoeffizient des Elastiz-
titdtsmoduls und auf die Querkontraktion

Ein ebenfalls sehr interessantes Ergebnis ist, dass sich, wie bereits in Abschnitt 5.3
angesprochen, die Querkontraktionszahlen der regelméfligen und der unregelméfigen
Zellstrukturen anndhern, wenn Zellflichen geschlossen werden. Abbildung 6.6 (rechts)
zeigt diesen Effekt.

Aussagen iiber Verteilungen der Materialparameter und iiber Materialsymmetrien fiir
Volumenelemente mit geschlossenen Zellen wurden bereits in Abschnitt 5.3 angespro-
chen. An dieser Stelle sei nur darauf hingewiesen, dass im Laufe der Erhchung der
Anzahl zufallig geschlossener Zellflichen die Materialparameter normalverteilt bleiben
und die Materialsymmetrie von isotrop zu kubisch wechselt.

6.4 Vorverformte Zellflichen

Eine Unregelméafigkeit, die beim Betrachten eines geschlossenzelligen Schaums auffillt,
ist, analog zu den Zellkanten, eine durch den Herstellungsprozess entstandene Vorver-
formung der Zellflichen. Um diesen Effekt zu modellieren werden zwei vorher ein-
gefithrte Erweiterungen bzw. Imperfektionen miteinander kombiniert: Zuerst werden
vorverformte Zellkanten in das Standardmodell aus regelméfligen und unregelméfligen
Kelvin-Zellen eingefiihrt. Anschliefend werden die Zellflichen der so entstandenen
Struktur iiber die in Abschnitt 5.3 dargelegte Methodik komplett geschlossen. Damit



92 KAPITEL 6. INHOMOGENITATEN

ist die Zahl der zur Diskretisierung verwendeten Schalenelemente durch die Anzahl
der Unterelemente und die Form der Vorverformung der Zellflichen durch die Vorver-
formung der Zellkanten bestimmt. Diese Art der Modellierung bildet zwar nicht alle
moglichen Formen der Vorverformung ab, eignet sich aber prinzipiell, um den Einfluss
von nicht ebenen Zellflichen abzubilden. Die drei verwendeten Formen fithren zu den
in Abbildung 6.7 dargestellten Modellen.

halber Sinus (halber Sinus)?
Abbildung 6.7: Verschiedene Formen der vorverformten Zellflichen

Aus Abbildung 6.8 sind die gleichen Effekte wie bei den vorverformten Zellkanten zu
erkennen. Dabei ist nur auffillig, dass der Einfluss der Vorverformung bei Zellflichen
weitaus kleiner ist als bei Zellkanten. Hat sich dort beispielsweise der Elastizitdtsmodul
der regelméfigen Kelvin-Zellen-Struktur fiir die Sinus-Form mit einer Amplitude von
25% der Lénge auf ungefihr 20% reduziert, wird er hier nur noch auf 86% verringert.
Der Einfluss auf den Variationskoeffizienten hat sich ebenfalls verringert. So betrigt
er bei dieser Struktur und Amplitude nur noch 0,52%. Derselbe Effekt tritt bei einer
unregelméfigen Struktur auf. Dieses Ergebnis deckt sich mit der analytischen und der
Finite-Element-Untersuchung einer einzelnen vorverformten Platte, wie sie Grenestedt
et al. durchgefiihrt haben [90, 91].

Die Querkontraktionszahlen dagegen verdndern sich hier im Vergleich zu den vorver-
formten Zellkanten wenig. Lediglich die Form der Abnahme ist bei den sinus-féormigen
Verformungen zum Beispiel leicht anders: Blieb die Querkontraktion bei den vorver-
formten Zellkanten mit zunehmender Amplitude anfangs nahezu konstant, so nimmt
sie nun direkt ab, endet aber nahezu im selben Wert. Aus der Auswertung des Schub-
moduls und des Kompressionsmoduls ergeben sich identische Aussagen.
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Abbildung 6.8: Einfluss vorverformter Zellflichen auf die Materialparameter
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6.5 Uberlagerung und Validierung

In diesem Abschnitt werden verschiedene der vorher genannten Erweiterungen und Im-
perfektionen iiberlagert. Bereits eingefithrte Beispiele dafiir sind die Uberlagerung der
unterschiedlichen Strukturgeneratoren mit den einzelnen Erweiterungen und Imperfek-
tionen. Ein weiteres und bereits eingefiihrtes Beispiel ist die Vorverformung der Zell-
flichen des vorherigen Abschnitts. Hierbei wurde die Vorverformung der Zellkanten mit
geschlossenen Zellflichen iiberlagert. Dabei wurde gezeigt, dass der Einfluss der Vor-
verformung der Zellkanten bestehen bleibt und nur durch die drastische Erhéhung bei-
spielsweise des Elastizitdtsmoduls beim Schlielen der Zellen geringfiigig abgeschwiicht
wurde.

Ein weiteres Beispiel ist die Uberlagerung einer iiber die Zellkante nicht konstanten
Dicke mit einer Halbsinus-formigen Vorverformung der Zellkante. Zur Modellierung
wurde das Standardmodell mit einer unregelméfligen Kelvin-Zellenstruktur gewéhlt
(vgl. Abbildung 6.9). Hierbei ist zu sehen, dass sich bei einer Amplitude von 0%, also
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Abbildung 6.9: Uberlagerung von Zellkanten-Vorverformung und Dickenvariation

keiner Vorverformung, diejenigen Werte fiir den Elastizitdtsmodul einstellen, die bei der
Variation der Dicke berechnet wurden (vgl. Abbildung 5.3). Durch Erhéhung der Am-
plitude der Vorverformung reduzieren sich nun die beiden Elastizitdtsmoduln fiir unter-
schiedliche Parameter %, in gleichem Mafle, wie es in Kapitel 6.2 gezeigt wurde. Somit
nehmen beide Werte fiir die Elastizitdtsmoduln um ungefahr 75-80% ab. Die beiden
Effekte iiberlagern sich also. Zusétzlich hétte in diesem Modell die Querschnittsform
wechseln kénnen. Nach Abschnitt 5.1 hétte sich damit der Elastizitédtsmodul dement-
sprechend angepasst.

Mit diesen Beispielen ist gezeigt, dass die einzelnen Effekte getrennt voneinander be-
trachtet und anschliefend zu einer gemeinsamen Aussage iiberlagert werden kénnen.
Somit konnen in einem realen Schaum bei Kenntnis der Imperfektionen die Material-
parameter durch Superposition der einzelnen Effekte vorhergesagt werden.
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Zwei weitere Beispiele, bei denen die Uberlagerung der einzelnen Effekte auftritt, sind
Modelle von Duocel® und Alporas® , wie sie in Abbildung 6.10 dargestellt sind. Ihre
Parameter werden mittels Daten der Hersteller (siehe [54, 205]) und eigener Messun-
gen (siehe dazu Kapitel 9) bestimmt bzw. durch Betrachtung der Strukturen ad hoc
abgeschétzt. Die beiden eingefithrten Modelle werden zur Validierung des gesamten
mesoskopischen Modells verwendet. Die verwendeten Parameter sind in Tabelle 6.1 zu-
sammengefasst.
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Abbildung 6.10: Volumenelement von Alporas® und von Al-Duocel®

Alporas® Duocel®
Eingangsgrofien
Festkorpermaterial Aluminium Aluminium
GroBe des VE (10mm)? (11,45mm)?
Anzahl der Zellen 22 91
Zelltopologie alle Zellen geschlossen alle Zellen offen
relative Dichte 8,62% 8%

Selbstgewihlte Modellparameter

Zellstruktur Voronoi unregelméifBige Kelvin-Zellen
Querschnittsform - T+ [119]
Dickeverteilung konstant nach Jang et al. [119]
Vorverformung Halbsinus (Amplitude: 20%) | Halbsinus (Amplitude: 15%)

Tabelle 6.1: Modellparameter fiir Alporas® und Al-Duocel®

Das Ergebnis der Berechnungen ist in Tabelle 6.2 zusammengefasst. Es zeigt, dass
das Modell die Elastizititsmoduln der beiden Aluminiumschiume mit Abweichungen
kleiner als 16% bzw. 11% relativ genau abbildet, wobei sich die Fehler durch den
in Abschnitt 4.3.3 beschriebenen Grofieneffekt noch etwas vergrofiern konnen. Es ist
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Alporas® Duocel®
berechnet | Hersteller || berechnet | Hersteller

Elastizititsmodul |2 ] 1276 1100 114 103
Abweichung [5] 285 100 3,5
Querkontraktionszahl 0,18 0,33 0,29

Abweichung 0,12 0,01

Schubmodul [ ] 536 330 42

Abweichung [5] 248 22 15
Kompressionsmodul [mlan} 657 103

Abweichung [mllg} 143 3,32

Tabelle 6.2: Vergleich der Ergebnisse des Modells mit Angaben des Herstellers

aber zu beachten, dass neben den geometrischen Eingangsparametern nur der Elasti-
zitatsmodul und die Querkontraktionszahl des Festkorpers festgelegt wurden. Ersterer
betrigt ca. 69000m1jn2. Das Modell bildet also diese 69000ml:1112 auf die beiden viel klei-
neren Elastizitdtsmoduln der beiden betrachteten Schaume ab. In diesem Kontext ist
eine Abweichung von 11% bis 16% sehr gering. Damit kann das Modell als validiert

angesehen werden.

Trotzdem sei hier darauf hingewiesen, dass einige Parameter in dem Modell aus gro-
ben Abschitzungen gewéhlt wurden. Zur genaueren Bestimmung dieser Parameter ist
weitere umfassende Forschungsarbeit notig. Ein Beispiel solcher Studien wéren stocha-
stische Auswertungen von Computer-Tomograph-Aufnahmen, beispielsweise aus [187].
Im Rahmen der vorliegenden Arbeit ist das erhaltene Ergebnis jedoch ausreichend.



Kapitel 7

Stochastische Auswertung

In diesem Kapitel wird das mesoskopische Modell verwendet, um weitere Aussagen vor
allem iiber die stochastischen Eigenschaften von Metallschdumen zu treffen. Hierzu
werden 15 Balken mit den Maflen 100mmx10mmx10mm aus einem speziellen offen-
zelligen Aluminiumschaum generiert und ihre Materialparameter berechnet. Die Para-
meter dieses Metallschaums sind in Tabelle C.1 im Anhang C.1 aufgefiihrt. Hier und
im Folgenden werden Berechnungen durchgefiihrt, die prinzipiell fiir die vier Material-
parameter Elastizitdtsmodul E, Kompressionsmodul K, Schubmodul G und Querkon-
traktionszahl v durchfiihrbar sind. Der Ubersichtlichkeit wegen werden die Gleichungen
immer nur fiir den Elastizitdtsmodul F niedergeschrieben.

Aus den genannten Balken werden einzelne Volumenelemente herausgeschnitten. Fiir
jedes dieser Volumenelemente werden einzeln nach der vorher dargelegten Methodik die
Materialparameter berechnet. Damit ist es moglich, einen Verlauf E(x, 6) des Parame-
ters F iiber die Linge x fiir jede Realisierung der Balken zu erhalten. Dabei ldsst sich
die Auflosung r des Verlaufes iiber den Abstand der Mittelpunkte der herausgeschnitte-
nen Volumenelemente bestimmen. Bei der Auswertung der einzelnen Volumenelemente
ist wegen des Grofeneffekts darauf zu achten, dass nur die Parameter in Richtung der
Balkenlidngsachse ausgewertet werden. Der Verlauf E(x,#) des Elastizitdtsmoduls fiir
eine Realisierung ist in Abbildung 7.1 als Beispiel fiir alle vier Materialparameter {iber
die Balkenldnge = dargestellt.

300

E(x)
----- Mittelwert von E

200 +

100 [

Abbildung 7.1: Berechnung des Elastizitdtsmoduls iiber die Balkenlénge x
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Zur Bestimmung des Verlaufs der Dichte p(x,#) iiber die Balkenlédnge x wird fiir jedes
dieser herausgeschnittenen Volumenelemente die relative Dichte p,q iiber das Volumen
des Festkorpers durch Umstellen der Gleichung (6.4) berechnet. Anschliefend wird dar-
aus und mit dem aktuellen Volumen des Volumenelements die Dichte bestimmt. Sie
variiert ebenfalls von Volumenelement zu Volumenelement. Des Weiteren lasst sich mit
diesen Werten die Verteilung der Dichte bestimmen. Sie wird als normalverteilt an-
genommen. Alle weiteren Aussagen, die fiir den Elastizitdtsmodul E(z,0) hergeleitet
werden, gelten auch fiir die Dichte p(z, 0).

Mit Hilfe der Mittelwerte und der Standardabweichungen der Materialparameter des
Gesamtbalkens lassen sich diese Verldufe der Materialparameter derart normieren, dass
sie mittelwertfrei sind und eine Standardabweichung von Eins aufweisen:

OE

Mit diesen normalisierten Verlaufen Fy(x, ) aus den 15 Balken kénnen weitere charak-
teristische stochastische Kenngréfien wie die Korrelationsfunktion und das Leistungs-
dichtespektrum berechnet werden. Da die Materialparameter alle als normal verteilt
angenommen werden kénnen (siehe vorherige Kapitel), reicht die Angabe der Korre-
lationsfunktion bzw. des Leistungsdichtespektrums (Wiener-Chintchin-Beziehung) zur
vollstdndigen Beschreibung der Materialparameter als Zufallsfelder aus. Durch die ein-
gefithrte Normierung der Variablen entspricht die Korrelationsfunktion der Kovarianz-
funktion.

7.1 Korrelationen

Zuerst werden die Autokorrelationen der Materialparameter mittels des Schétzers (2.58)
fiir verschiedene Auflosungen r und verschiedene Grofien des herausgeschnittenen Vo-
lumenelements bestimmt. Hierbei bleiben die beiden anderen Dimensionen des heraus-
geschnittenen Volumenelements konstant bei 10mmx10mm (aus diesem Grund wird
die Lénge im Folgenden als Grofle des Volumenelements bezeichnet). Abbildung 7.2
zeigt den prinzipiellen Verlauf der Autokorrelationsfunktion fiir den Elastizitdtsmodul
iiber dem Abstand Az, um den Einfluss der beiden Parameter zu bestimmen. Der
prinzipielle Verlauf ist dadurch gekennzeichnet, dass die Autokorrelation bei einem
Abstand von Ax = 0 bei 1 startet und anschliefend stark abnimmt. Nach Erreichen
des Schnittpunkts mit der z-Achse schwingt die Funktion um diese Achse mit ab-
nehmender Amplitude. Analog zur exponentiellen Autokorrelationsfunktion kann eine
charakteristische Korrelationslange (., eingefiihrt werden. Sie wird hier als Abstand
zwischen der y-Achse und dem ersten Schnittpunkt mit der z-Achse definiert.

Fiir die Auflésung r ist dabei mit Hilfe der Korrelationsléinge /.., festzustellen, dass
der Abstand der Mittelpunkte zweier benachbarter Volumenelemente kleiner sein muss
als die Grofle des verwendeten Volumenelements. Dies ist der Fall, da ausschlieSlich fiir
solche Werte die Korrelationslénge /.., konstant ist. Sie liegt fiir den Elastizitdtsmodul
bei 20 = 7,2 mm, fiir die Dichte p bei % = 7,8 mm und fiir die Querkontraktions-

corr corr

zahl v bei £X° =25 mm.

Ccorr
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Autokorrelation

1o fur verschiedene Auflésungen r fur verschiedene GroRRen des VE
L[ 1 2 -
sennn > \/E
1 ===r=VE
— < VE
0.8
. VE = 5mm

20 40 60 80 40
Abstand [mm] Abstand [mm]

Abbildung 7.2: Bestimmung der Autokorrelationsfunktion

Variiert man dagegen die Grofle des verwendeten Volumenelements entlang der Bal-
kenachse bei konstanter (kleiner) Auflosung 7, so ist festzustellen, dass bei groferen
Volumenelementen die Korrelationslange (..., ebenfalls eine Funktion der Groéfle des
Volumenelements ist. Die Werte der Korrelationsléinge sind dabei gleich der Grofle
des Volumenelements. Lediglich die kleinste Volumenelementgréfie weist eine Korre-
lationslédnge auf, die grofer als die Lange des Volumenelements ist. Somit muss diese
Liange verwendet werden, um das Autokorrelationsverhalten abbilden zu koénnen.

Mit Hilfe dieser Parameter lassen sich die Autokorrelationsfunktionen der Materialpa-
rameter bestimmen. Sie sind in Abbildung 7.3 dargestellt.

Autokorrelationsfunktionen

""" Dichte
m—Elastizitdtsmodul
== == Schubmodul

1 = = = Kompressionsmodul

25
Abstand [mm]

Abbildung 7.3: Autokorrelationsfunktionen der Materialparameter

Aus den Abbildungen 7.2 und 7.3 kann eine weitere wichtige Aussage getroffen werden:
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Ist Gleichung (2.47) im eindimensionalen Fall

als hinreichende Bedingung bei einem normalverteilten und standardisierten Zufallsfeld
E(z,0) erfiillt, so ist dieses ergodisch im Mittel. Betrachtet man nun die Verldufe, so
ist offensichtlich, dass diese Bedingung erfiillt ist.

Um weiterfithrende Simulationen durchzufiihren, ist es zweckméfig, die gefundenen
Autokorrelationsfunktionen Ry, g, (Ax) als analytische Funktion auszudriicken. Ein er-
ster Vorschlag fiir eine solche Funktion, die den klassischen Abfall fiir kleine Absténde
Az und zudem das Schwingen fiir groflere Abstéande Az abbilden kann, ist die Funktion

Rb;, g (Az) = e 927! (y cos w]Az| + vsinw|Ax]) . (7.3)

Um die Parameter dieser Funktion zu bestimmen, miissen zwei Bedingungen erfiillt
werden:

1. Gemé$ Gleichung (2.52) muss die Autokorrelationsfunktion fir Az = 0 den Wert
der Varianz o7, annehmen. Da die hier betrachteten Verldufe normiert sind, ist

diese gleich 1. Damit gilt:

REOEO(ASL’ = 0) =1. (74)

2. Gemif Gleichung (2.53) ldsst sich der Mittelwert der Verldufe durch das Integral
iiber die Autokorrelationsfunktion bestimmen. Da die hier betrachteten Verldufe
mittelwertfrei sind, muss dieses Integral verschwinden. Da die meisten analyti-
schen Autokorrelationsfunktionen wegen des Betrags symmetrisch beziiglich der
y-Achse sind, kann das Integral auf das Integral iiber das halbe Gebiet umge-
schrieben werden. Damit ergibt sich

2/ REOEO(A:U)dAa: =0. (75)
0

Fiir die eingefithrte Autokorrelationsfunktion Rgo 5, (Ar) ergeben sich somit die Bedin-

gungen zu u = 1 und cu + vw = 0, da das Integral [ Rp 5 (Az)dAz = %4+ st

Damit vereinfacht sich die Autokorrelationsfunktion zu

RY;, g (Az) = e8] <cos w|Azx| — isinw\Aa:\) : (7.6)

Wird fiir diese Funktion eine Anpassung mit kleinstem Fehlerquadrat an die errechnete
Korrelationsfunktion durchgefiihrt, ist festzustellen, dass fiir eine optimale Anpassung
w — 0 gehen muss. Damit ergibt sich mit den iiber die Regel von de L’Hopital be-
stimmten Grenzwerten der beiden Summanden die Autokorrelationsfunktion zu

RE)OEO (Az) = e~d2l (1 — c|Az|). (7.7)

Fiir diese Funktion lésst sich der Parameter ¢ = 0, 164 {iber die Anpassung mit klein-
stem Fehlerquadrat bestimmen. In Abbildung 7.4 ist das Ergebnis der Anpassung im
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Vergleich der Autokorrelationsfunktion

== Berechnete Daten
1 = = m gnalytische Funktion

0.8 c=0,164

120

I I I I I I I I )
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Abstand [mm]

Abbildung 7.4: Fit der Autokorrelationsfunktion RE}EO (Az)

Vergleich zu den Originaldaten dargestellt. Es ist zu erkennen, dass durch diese Auto-
korrelationsfunktion kein Schwingen fiir gréflere Abstdnde Az abgebildet wird.

Aus diesem Grund wird eine erweiterte Formulierung fiir die Autokorrelationsfunk-
tion vorgeschlagen und hergeleitet [194]. Hierzu wird die Autokorrelationsfunktion
R, 5, (Az) mit Hilfe der Reihendarstellungen fiir Sinus und Cosinus [26] zu

I, __—clAz| - (_1)n 2n - (_1)n 2n+1
Ry, (Ax) = e (nzzo ap @n) Az + nZ:O bni(?n Yy |Ax| (7.8)

erweitert, wobei fiir gerade Funktionen wie cosx eine Betragsbildung {iberfliissig ist.
Gleichung (7.8) muss ebenfalls die genannten Bedingungen erfiillen. Damit ergibt sich
aus Rg g, (Az = 0) = 1, dass

ap =1 (7.9)

gelten muss. Die zweite Bedingung ergibt nach Einsetzen von (7.8) in (7.5) und Um-
formen die Gleichung

o) _1)n %) oo —1)» (e8]
n=0 ©J0 n=0 70

wobei der Betrag durch das nur iiber den positiven Bereich definierte Integral wegge-
lassen werden kann.

Mit der im Anhang C.2 bewiesenen impliziten Darstellung

n n—m-+1

n _—Ccx n! T —CT n! —CT
/xe dx——;<n_m+1>! e (7.11)

des Integrals [ a"e “"dz = —lame™ + [ Zgn~leme*dz [26] ldsst sich Gleichung (7.10)
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7z
0 = — i a (_]‘)n - (2”)' A:Ljn*m‘kl e,ch B (2”)' eicAm
)l | (2n-m+ 1) em il 0
B i b e i Gn+ 1! Acr e~ AT _ Meﬂzm -
T 2n ) | = 20 —m+2)l em e 0
S, EU @ S, (L fen )
= — n (277,)' c2n+1 o n<2n+ 1)' ant2

n+1 n+1

- Za" 2+1 +Zb 2n+2
n=0
* n+1

- Z C2n+1 <a"+gbn) (7.12)

n=0

vereinfachen. Somit kann die Forderung nach Mittelwertfreiheit durch die Bedingung
b, = —ca, erfiillt werden. Eine Schar an moglichen Autokorrelationsfunktionen ist
damit durch das Abschneiden der Summe nach N-Termen durch

N
Iy __—c|Az] on (4 _ ¢
Ry (Az) =e (Z an|Ax| <1 G i) |A:c|)> (7.13)

n=0
gegeben. Durch die Wahl N = 0 ergibt sich mit der Bedingung (7.9) die bereits in
Gleichung (7.7) definierte Autokorrelationsfunktion

Ry, (Az) = e~dAl (1 — ¢|Az]). (7.14)

Die ersten fiinf Autokorrelationsfunktionen sind in Abbildung 7.5 dargestellt und mit
den berechneten Daten verglichen. Dabei fillt auf, dass die ersten drei Funktionen nur
einen Unterschwinger des Verlaufs abbilden. Erst ab der vierten Autokorrelationsfunk-
tion (n > 3) wird zusitzlich ein Uberschwinger reproduziert. In der Abbildung ist
zusétzlich neben den gefitteten Parametern die Summe der quadratischen Fehler des
Least-Square-Fits angegeben. Es ist zu sehen, dass diese Summe der letzten dargestell-
te Funktion nur 25% der ersten Funktion betragt.

In Anhang C.3 sind in den Abbildungen C.1 und C.2 die Ergebnisse fiir die Quer-
kontraktionszahl v und die Dichte p dargestellt. Fiir letztere eignet sich diese Art der
Funktion ebenfalls sehr gut, wobei die Funktion fiir N = 0 bereits eine sehr gute
Néaherung liefert. Fiir die Querkontraktionszahl fiihrt erst die dritte Funktion auf eine
gute Nédherung.

Weitere Korrelationsfunktionen, die in diesem Kapitel betrachtet werden, sind die
Kreuzkorrelationsfunktionen zwischen dem Elastizitdtsmodul £, dem Schubmodul G,
dem Kompressionsmodul K und der Dichte p. Abbildung 7.6 zeigt, dass der Elasti-
zitdatsmodul, der Kompressionsmodul und die Dichte sehr stark zueinander korreliert
sind, wihrend der Schubmodul nicht von den anderen Groflien beeinflusst wird. Dies
deckt sich mit der Beobachtung, dass fiir kleinere Modelle eine kubische Symmetrie
vorhanden ist.
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Vergleich der analytischen Autokorrelationsfunktionen

Gefittete Parameter:

¢ =0,1640

quadr. Fehlersumme: 0, 1253

c=0,1739
ay = —0,007787

quadr. Fehlersumme: 0, 1193

c=0,1507
a; = 0,003834
az = 0,00046

quadr. Fehlersumme: 0, 0831

¢ =0,2295
a1 = —0, 0885
as = —0,004679

az = —0,0003803

quadr. Fehlersumme: 0, 0465

c = 10,2035
a; = —0,05447
az = —0,003548

az = —0,0002817
ay = —0,0000551

quadr. Fehlersumme: 0, 0387

Abbildung 7.5: Vergleich der analytischen Fitfunktionen fiir den Elastizitédtsmodul
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Abbildung 7.6: Kreuzkorrelationsfunktionen
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7.2 Leistungsdichtespektrum

Eine weitere Moglichkeit zur Charakterisierung der elastischen Materialparameter ist
das Leistungsdichtespektrum. Wie bereits in den Grundlagen hergeleitet wurde, ist es
entweder nach dem Wiener-Chintchin-Theorem iiber die Fouriertransformation aus der
Autokorrelationsfunktion

[e.e]

S (@) = F R, (Az)] = / Ry (Az)eA2 d Ay (7.15)

Ar=—00

oder iiber das Quadrat der Fouriertransformation der Verldufe selbst berechenbar. Da
die Autokorrelationsfunktionen der Daten bereits berechnet wurden, sind beide Metho-
den mittels der Fast-Fourier-Transformation (FFT) anwendbar und im Vergleich zuein-
ander in Abbildung 7.7 (links) dargestellt. Dabei ist anzumerken, dass aufgrund der we-
nigen Datenpunkte der Verlaufe Ey(x) die Schitzung innerhalb des FFT-Algorithmus
fiir die Amplitude eine schlechte Néherung gibt, wihrend aber die Form der Kurve
richtig abgebildet wird. Aufgrund der schlechten Ndherung sind die Kurven der FFT
in Abbildung 7.7 entsprechend skaliert. Trotzdem ist zu erkennen, dass sich eine cha-
rakteristische Form mit einem Schwingzyklus vor dem Maximum ausbildet.

Zur Berechnung des Leistungsdichtespektrums werden die eingefithrten Autokorrelati-
onsfunktionen RE)”EO (Az) durch Fouriertransformation in Leistungsdichtespektren um-
gerechnet. Da sie wegen des Betrags gerade Funktionen sind, lasst sich die Fouriertrans-
formation in

Skor, (W) = 2/ R, g, (Azx) coswAzdAx (7.16)
Az=0

umschreiben [26]. Mit der Autokorrelationsfunktion

RIS (Ag) = olo <Z gx%mazf" (1 - (QTCH)'M'»

n=0

N 1 .
- § :(_1)nan < _6_6‘A$I|A$‘|2n — 76—0A$||Ax|2n+1>
n=0

(2n)! (2n+ 1)!
(7.17)

ergibt sich mit dem Superpositionsgesetz F [a + b] = F [a] + F [b] fiir das Leistungs-
dichtespektrum die Gleichung

N
1 c
N _ _1\n —c|Az| 2n| —c|Az]| 2n+1
Seoma () = ;0( e (f [(%)!6 A } d [(Zn T A D |
(7.18)
Eine lingere Rechnung im Anhang C.4 zeigt, dass sich diese Fouriertransformation zu

N 2n+1 n 2m+2
Z n & mf2n+2\w
Sg‘oEo (W) = (_]-) 2%—(02 I w2)2n+2 [ E (—1) (2m i 1) C27m] (719)
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auswerten lasst. Fiir die Autokorrelationsfunktion RE)OEO (Az) = e~82l (1 — c|Az]|) er-
gibt sich somit das Leistungsdichtespektrum

cw2

0o _
Formel (7.19) ldsst erkennen, dass jeder Summand im Leistungsdichtespektrum, egal
welcher Ordnung N, abhéngig von der Ortskreisfrequenz w ist. Damit ist fiir das Lei-

stungsdichtespektrum die Mittelwertfreiheit gesichert.

Rechts in Abbildung 7.7 sind die ersten fiinf Leistungsdichtespektren miteinander ver-
glichen. Hierbei ist auffillig, dass die Ausbildung eines Schwingungzyklus vor dem
Maximum erst ab der dritten Funktion einsetzt, sich aber bei den FFTs der Verlaufe
herausgebildet hat. Damit ist eine gute Ndherung des Leistungsdichtespektrums erst
fiir N > 3 moglich.

Vergleich der Leistungsdichtespektren
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Abbildung 7.7: Vergleich der Leistungsdichtespektren

Auf demselben Weg lassen sich auch analytische Leistungsdichtespektren der anderen
Materialparameter wie Schubmodul G, Querkontraktionszahl v, Kompressionsmodul
K und Dichte p durch die im vorherigen Abschnitt ermittelten Parameter angeben.

7.3 Zusammenfassung des Mesoskopischen Modells

Fiir die letzten Abschnitte ldsst sich zusammenfassen, dass alle vier betrachteten Mate-
rialparameter (Elastizitdtsmodul E, Schubmodul G, Querkontraktionszahl v und Kom-
pressionsmodul K) sowie zusétzlich die Dichte p, mit den entsprechenden Parametern
Mittelwert ¢ und Standardabweichung o, normalverteilt sind und sich entsprechend
der berechneten Kreuz- und Autokorrelationsfunktion verhalten. Damit konnen sie im
Folgenden durch normalverteilte und standardisierte Zufallsfelder Fy(x,#) abgebildet
werden.



Kapitel 8

Ubergang zur Makroebene

8.1 Einleitung

In den vorherigen Kapiteln wurden die elastischen Materialparameter als normalver-
teilte und standardisierte Zufallsfelder beschrieben. In diesem Kapitel wird dargestellt,
wie diese Zufallsfelder zur Vorhersage von Materialeigenschaften auf der Makroebene
verwendet werden konnen. Ziel dabei ist es, nicht nur die Eigenschaften an sich, sondern
auch ihre Streuungen vorhersagen zu kénnen. Diese Vorgehensweise wird am Beispiel
der Eigenschwingungen von einparametrigen Strukturen wie Dehnstében, Biegebalken
oder Torsionsstédben untersucht. Dazu sind folgende zwei Schritte notig:

1. In einem ersten Schritt miissen Realisierungen der Zufallsfelder generiert wer-
den. Hierzu stehen, neben anderen Mdoglichkeiten, vor allem die Karhunen-Loeéve-
Zerlegung (KL) und die Spektraldarstellung (SD) zur Verfiigung. Diese beiden
Methoden haben, beispielsweise im Vergleich zu Filtern von weiflem Rauschen,
den Vorteil, dass sie formelméaflige Ausdriicke bereitstellen, mit denen weitere
analytische oder semianalytische Berechnungen durchgefiihrt werden kénnen.

2. Anschlielend werden diese erzeugten Realisierungen zur eigentlichen Vorhersage
der Eigenfrequenzen verwendet. Hierfiir kommen in dieser Arbeit Monte-Carlo-
Simulationen zum Einsatz, bei der iiber viele berechnete Realisierungen Aussagen
iber das stochastische Verhalten getroffen werden kénnen. Sie haben im Vergleich
zu weiterfithrenden Methoden, wie dem Stérungsansatz oder Methoden, die auch
den stochastischen Raum diskretisieren, den Vorteil, dass sie schnell umsetzbar
sind. Nachteil der Methode ist aber, dass viele Berechnungen des eigentlichen
Problems durchgefiihrt werden miissen. Ist dieses Problem entsprechend auf-
wendig, sprengt die Monte-Carlo-Simulation schnell den berechnungstechnischen
Rahmen. Da die Berechnung der Eigenfrequenzen von einparametrigen Struktu-
ren vergleichsweise wenig aufwendig ist, ist die Monte-Carlo-Simulationstechnik

in diesem Fall die Methode der Wahl.

Der Aufbau des Kapitels ist dieser Schrittfolge entsprechend aufgebaut. Wie in den
vorherigen Kapiteln auch, wird die Herleitung am Beispiel des Zufallsfelds fiir den
standardisierten Elastizitdtsmoduls Ey(z, 0) durchgefiihrt, ohne auf die anderen Mate-
rialparameter im Detail einzugehen.
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8.2 Generieren der Realisierungen

Wie gerade beschrieben, werden Realisierungen hier iiber die Karhunen-Loeve Zerle-
gung (KL) und die Spektraldarstellung (SD) generiert. Diese beiden Methoden bauen
auf den in Kapitel 7 hergeleiteten Autokorrelationsfunktionen bzw. Leistungsdichte-
spektren auf. Eine Ubersicht iiber die Zusammenhénge ist in Abbildung 8.1 dargestellt.

Realisierung
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Abbildung 8.1: Ubersicht iiber die Zusammenhinge der Realisierungsgenerierung

8.2.1 Karhunen-Loéve Zerlegung

Mit Hilfe der KL-Zerlegung ist es moglich, den physikalischen Raum 2 und den Wahr-
scheinlichkeitsraum €y, in denen ein Zufallsfeld Ey(z, 0) definiert ist, durch eine Reihen-
entwicklung gewichteter orthogonaler Funktionen f;(z) analytisch voneinander zu tren-
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nen. Die dabei zum Einsatz kommenden orthogonalen Funktionen f;(z) sind die Eigen-
funktionen der Autokorrelationsfunktion Rpg, g, (Ax), die iiber die Fredholm-Integral-
gleichung zweiter Art

b
/ Reom (72 — #1)f(x1)da = Af(2) (8.1)

(in dieser Arbeit fiir den einparametrigen Fall iiber ) mit der Autokorrelationsfunk-
tion Rp, g, (r2 — x1) als Kern berechnet werden kénnen. Aus diesem Grund wird bei
der KIL-Zerlegung auch von einer spektralen Zerlegung der Autokorrelationsfunktion
gesprochen [75].

Mit den aus Gleichung (8.1) berechneten und iiber die Bedingung

/ fo(@) fn(2)dx = 0y, (8.2)

normierten Eigenfunktionen f;(x) ldsst sich die Zerlegung eines Zufallsfelds Ey(z,0)
iber

Ey(z,0) = Z VN Si(2) Zi(0) (8.3)

angeben, wobei \; die zur jeweiligen Eigenfunktion f;(x) gehérenden Eigenwerte sind.
Sie werden aus den Randbedingungen des vorliegenden Problems bestimmt. Z;(6) sind
hier wegen der Normalverteilung der betrachteten Zufallsfelder standardisierte, von-
einander unabhéngige und normalverteilte Zufallsvariablen [94]. Es handelt sich also
um eine mit den Wurzeln der Eigenwerte und mit normalverteilten Zufallsvariablen
gewichtete Summe der Eigenfunktionen.

Um zu einer verwendbaren Formulierung der Zerlegung der Zufallsfelder zu gelangen,
kann die unendliche Summe nach dem Ng-ten Term abgeschnitten werden, da sie fiir
die meisten Autokorrelationsfunktionen konvergent ist. Damit ergibt sich die Naherung
zu

Eo(z,0) ~ Z Vi fi(x)Zi(0) = Z(0)F(2), (8.4)

wobei Z(0) eine Zeilenmatrix der Zufallsvariablen z;(¢) und F'(z) eine Spaltenmatrix
mit den Eigenfunktionen f;(z) ist:

Z(0) = [2(0), Z2(0),-- . Zx(9)]  bzw. E(2) = [fi(2), fol2),- -, fx(2)]" . (8:5)

~

Zur Losung der Fredholm-Integralgleichung (8.1) wird dhnlich der allgemein bekannten
Herleitung fiir die exponentielle Korrelationsfunktion vorgegangen [75]. Dazu wird das

Integral der Autokorrelationsfunktion fab R, g, (2 —x1) f(21)dz; in die beiden Bereiche

fam dry + f; ...dz, aufgespalten, da so die Betragsfunktion aufgelost werden kann.

Die Parameter a und b sind dabei die Grenzen des physikalischen Raums €2. In dem
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hier betrachteten Fall eindimensionaler Probleme gilt somit a < x < b. Anschlieflen-
des Differenzieren dieser aufgeteilten Gleichung nach x5, unter der Beachtung variabler
Rénder, und Einsetzen der niedrigeren Ableitungen in deren hochste Ableitung, so dass
alle Integrale verschwinden, ergibt eine gewohnliche Differenzialgleichung fiir f(z).

Diese Vorgehensweise auf die Autokorrelationsfunktion

R, (2 — 1) = e~ 1271 (1 = clary — 1) (8.6)
angewandt, ergibt nach Anhang D.1 die gewohnliche Differenzialgleichung

M (x) + (de = 22N f(x) + "M f(x) = 0. (8.7)

Uber den Ansatz f(x) = ce”” berechnet sich ein charakteristisches Polynom vierter
Ordnung, das durch die spezielle Form der Differenzialgleichung reell l6sbar ist. Diese
reelle Losung héngt jedoch von der Parameterkombination cA ab. Ist cA < 1, dann ist
die Losung der Differenzialgleichung mit

fH(x) = cl cosvi + b sinvyz 4 ¢ cosvpx + ¢l sin vy (8.8)

gegeben, wobei l/f/2 =—c2+ 25(1£ V1 —cA) gilt. Fiir den Fall cA > 1 ergibt sich mit

den Parametern v§ = £(cA — 1) und v = £ die instabile Losung

fH(z) = (e + clle™) cosvym + (chle 3% + chles™) sin vy (8.9)

Die zur vollstandigen Losung notwendigen vier Randbedingungen lassen sich auf gleiche
Weise wie die Differenzialgleichung (8.7) finden. Dazu werden in die Ableitungen der
Fredholm-Gleichung, die im Anhang D.1 angegeben sind, nacheinander die Grenzen
x = aund = = b eingesetzt und die anschliefend entstandenen Gleichungen miteinander
verrechnet. Damit ergeben sich fiir jede Grenze zwei Gleichungen bis maximal dritter
Ordnung (siehe Anhang D.2):

0 = Mf"(a) —2cA\f'(a) + c(ch +4) f(a),
(

0 = M(b) +2eAf'(b) — cleh +4) f(b),
0 = M"(a)+c(4—3c\) f'(a) + 2N f(a),
0 = Af"(b) + c(4 — 3eA) f'(b) — 2¢° N f (b). (8.10)

Einsetzen der Losungen f!(x) oder f!f(z) in die Randbedingungen ergibt ein homoge-
nes, lineares, unterbestimmtes und algebraisches Gleichungssystem fiir die Konstanten
cf bzw. ! (i =1,2,3,4). Mit der Forderung nach nichttrivialen Lésungen erhélt man
eine charakteristische Gleichung ¢(c,a,b,\) = 0, die von den bekannten Grenzen a
und b, dem Parameter ¢ und den unbekannten Eigenwerten A abhingt. Um somit die
unendlich vielen unbekannten \; zu bestimmen, miissen numerische Methoden wie das
Intervallhalbierungsverfahren eingesetzt werden, da die Gleichung g(c,a,b, \) = 0 fiir
A hochgradig nichtlinear ist.

Abbildung 8.2 zeigt zwei dieser charakteristischen Gleichungen g(c,a,b, ) fiir unter-
schiedliche Balkenlédngen b, da a = 0 ist. Bei der Ermittlung der \; aus den Schnitt-
punkten mit der z-Achse ist klar zu erkennen, dass lingere Balken eine deutlich héhere
Anzahl an gréfleren \; besitzen als kiirzere Balken. Die \; stellen das Gewicht der i-ten
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Charakteristische Gleichung i Abhangigkeit der Kreisfrequenzen
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Abbildung 8.2: Charakteristische Gleichungen zweier unterschiedlich langer Balken im
Vergleich (links) und der Einfluss von A auf die Kreisfrequenzen v; (Parameter ¢ aus
Kapitel 7.1)

Eigenfunktion f;(z) in der KL-Approximation dar, was zu der offensichtlichen Aussage
fithrt, dass bei lingeren Balken bedeutend mehr Terme in Betracht gezogen werden
miissen, als bei kiirzeren Balken.

Da die Kreisfrequenzen v;, mit denen die Eigenfunktionen schwingen, direkt aus der
Differenzialgleichung (8.7) bestimmt werden, sind diese nur vom Parameter ¢ der Au-
tokorrelationsfunktion und von A abhéngig. Damit schwingen alle Eigenfunktionen von
verschieden langen Balken bei festem A mit gleicher Frequenz. Rechts in Abbildung 8.2
ist zudem zu erkennen, dass sich die beiden Frequenzen im Bereich ¢\ < 1 mit steigen-
dem A solange annéhern, bis sie sich bei A = % treffen und fiir gréfere A nur noch eine
aufklingende Schwingung mit der Frequenz v, auftritt. 3 wird dabei zu einem Maf} der
exponentiell steigenden Amplitude.

Mit den ermittelten A; und der Normierungsbedingung (8.2) lassen sich die Konstanten
cf bzw. ¢! und damit die Eigenfunktionen f/(x) bzw. f!!(x) selbst bestimmen. Die
ersten fiinf Eigenfunktionen der gréfiten \; zweier Balken sind in den beiden Diagram-
men in Abbildung 8.3 dargestellt.

Um die Anzahl der zur Reprisentation des Zufallsfelds notwendigen Terme zu bestim-
men, kann der Verlauf der Standardabweichung

o, (T) = E[Ey(x,0)?]
= ST VAN (@) fn(2) E1Zu(0) Zin(0)] = | S Auf2(x) (8.11)

berechnet und dieser iiber x gemittelt betrachtet werden. Da das Zufallsfeld Fy(x, @)
standardisiert ist, sollte diese Standardabweichung gegen den Wert 1 konvergieren. Sie
ist fiir verschiedene Balkenldngen b (a = 0) in Abbildung 8.4 dargestellt.

Analog zur charakteristischen Gleichung ist zu erkennen, dass zur Berechnung léangerer
Balken eine bedeutend hohere Anzahl Nx an Summanden in der KL-Zerlegung be-
trachtet werden muss, um zu einer akzeptablen Standardabweichung zu gelangen. Bei
einer Balkenldnge von 2000mm bilden Ng = 1000 Terme die Standardabweichung og,
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Abbildung 8.3: Vergleich der ersten fiinf Eigenfunktionen fiir unterschiedlich lange Bal-
ken

nur mit ungefihr 80% ab. Dies liegt daran, dass die Korrelationslinge (20 = 7, 2mm
im Verhiltnis zur Balkenldnge verschwindend klein ist. Diese Tendenz entspricht einer
Verkiirzung der Korrelationsldnge bei konstanter Balkenldnge. Grenzwert beider Be-
trachtungen ist die formale Approximation der Autokorrelationsfunktion durch einen
Dirac-StofS. Da die Fouriertransformierte des Dirac-Stoles 1 betrégt, beinhaltet ein
Verlauf mit der entsprechenden Korrelationsléinge alle Frequenzen. Diese Betrachtung
deckt sich mit der Beobachtung, dass mehr und mehr Terme Ny bei Vergroflerung der
Balkenldnge verwendet werden miissen.

Konvergenzverhalten fur verschiedene Balkenlangen
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Abbildung 8.4: Konvergenzverhalten der KL-Zerlegung

Die bis hierher durchgefiithrte Herleitung der KL-Zerlegung fiir die Autokorrelations-
funktion Rg)OEO(Ax) = e~d271 (1 — ¢|Ax|) kann analog fiir die zuerst eingefiihrte Auto-
korrelationsfunktion R, , (Az) = e 47l (ucosw|Az| + vsinw|Az|) verwendet wer-
den [202]. Fiir die Autokorrelationsfunktionen Rgﬁ'@o(Ax) lasst sich theoretisch auch

eine KL-Zerlegung iiber dieses Verfahren herleiten. Die dabei auftretende gewohnliche
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Differenzialgleichung steigt jedoch in ihrer Ordnung rasant. Fiir N = 1 beispielswei-
se ist die Differenzialgleichung von achter Ordnung. Damit ist die charakteristische
Gleichung zur Bestimmung der Losung der gewohnlichen Differenzialgleichung im All-
gemeinen nicht mehr analytisch auflésbar.

Eine andere Moglichkeit zur Verwendung der Autokorrelationsfunktionen hoherer Ord-
nung (N > 0) ist, das Fredholm-Integral numerisch iiber ein Galerkin-Verfahren zu

l6sen. Dazu wird die Eigenfunktion f(z) iber O Ansatzfunktionen N;(z) diskretisiert.
In der zugehorigen Matrixdarstellung

flx) = ZNxx)fi = N(2)f, (8.12)

bezeichnet N eine Zeilenmatrix mit den Ansatzfunktionen N;(z) und f eine Spalten-
matrix der gesuchten Werte an den Stiitzstellen. Dies in die Fredholm-Gleichung (8.1)
eingesetzt, ergibt das Residuum

b
R(SL’Q) = / REOEO(I‘Q — .§L’1>-ZX(.T1)£d.T1 — )\-ZX(.’L'Q)i, (813)
r1=a
das mit den Ansatzfunktionen iiber das Gebiet gemittelt zu Null gesetzt wird:

b
0 = / N (23)R(x2)ds

b b b
= / JXT(.I‘Q)R,EOEO(JIQ — .I‘l)JX(l’l)d.TleL’z —)\/ -ZXT<.§L’2)-ZX(.T2)C11’2 i
4 B
= [A-AB][ (8.14)

Dies fiihrt auf ein klassisches Eigenwertproblem, das numerisch gelost werden kann.
Die Anzahl O der Ansatzfunktionen legt dabei die Anzahl der Eigenwerte und Eigen-
funktionen fest, wobei die Anzahl aus rechentechnischen Griinden begrenzt ist. Die
Generierung der Matrix A ist aufwendig, da ein Doppelintegral jeweils iiber das ge-
samte Gebiet berechnet werden muss. Die Berechnung der Integrale geschieht zwar
immer noch mittels Gauss-Punkt-Approximation, ist aber nicht mehr wie bei der
Finite-Element-Methode auf ein jeweils Element beschrankt, da jeder Punkt fiir die
Autokorrelationsfunktion Informationen des gesamten Gebiets benétigt.

Die Eigenfunktionen liegen durch die Diskretisierung nicht mehr als glatte Funktionen
iiber die Balkenldnge = vor, sondern vielmehr als Stiitzstellenwerte bzw. deren Inter-
polationen mittels der Ansatzfunktionen. Fiir weitere Berechnungen ist damit darauf
zu achten, wie Funktionswerte an Punkten generiert werden konnen, die fiir weitere
Berechnungen benotigt werden. Die einfachste Methode ist, die gleichen Ansatzfunk-
tionen und die gleichen Stiitzstellen fiir alle Berechnungen zu verwenden. Ansonsten
wird in dieser Arbeit eine lineare Interpolation durchgefiihrt, wobei die Stiitzstellen so
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nah beieinander liegen miissen, dass die Eigenfunktionen gut abgebildet werden.

Mit Hilfe dieser numerisch aufwendigen Methode ist es moglich, fiir jede beliebige Au-
tokorrelationsfunktion die Eigenwerte und die Eigenfunktionen zu berechnen. Links in
Abbildung 8.5 ist ein Vergleich der semianalytischen und der numerischen Vorgehens-
weise anhand der in Kapitel 7 hergeleiteten Autokorrelationsfunktionen der Ordnung
N=0 RE)OEO (Az) dargestellt. Zu sehen ist dabei der Fehler der numerisch ermittelten
A im Vergleich zu entsprechenden analytischen Werten. Es ist zu erkennen, dass der
relative Fehler erst fiir sehr kleine A\ zunimmt. Diese haben aber in der KL-Zerlegung
nur ein kleines Gewicht. Somit ist gezeigt, dass die Vorgehensweisen sich entsprechen.
Im rechten Diagramm der Abbildung ist ein Vergleich der Standardabweichung der ver-
schiedenen Ordnungen N iiber der Anzahl der verwendeten Summanden abgebildet.
Hierbei ist zu erkennen, dass das Konvergenzverhalten fiir kleinere Ordnung praktisch
gleich bleibt, wéhrend fiir grolere N die Verldufe langsamer gegen 1 konvergieren.

Vergleich fir einen 250mm langen Balken Vergleich verschiedener Autokorrelationsfunktionen
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Abbildung 8.5: Vergleich der analytischen und der numerischen Methode

8.2.2 Spektraldarstellung

Die Spektraldarstellung (SD) formuliert das stationére und mittelwertfreie Zufallsfeld
Ey(z,0) iiber eine frequenzweise approximierte Représentation des Leistungsdichte-
spektrums Sg, g, (w). Grundlage ist dabei das fundamentale Theorem der sowohl im
physikalischen als auch im stochastischen Raum eindimensionalen Theorie (beispiels-
weise geméf [206, 94)):

Zu jedem reellen eindimensionalen und mittelwertfreien Zufallsfeld Ey(z,6) mit dem
zweiseitigen Leistungsdichtespektrum %SEO £, (w) konnen zwei orthogonale reelle Zu-
fallsfelder U(w, @) und V' (w, @) mit ebenfalls orthogonalen Inkrementen gefunden wer-
den, so dass fiir w > 0

Eo(x,e):/ coswde(w,@)Jr/ sinwz dV (w, 0) (8.15)
0 0

gilt. U(w, ) und V(w, ) bzw. ihre Inkremente sind dabei mittelwertfrei und unkorre-
liert. Die Varianz der beiden Inkremente ist mit 03, = 03, = =Sk, (w) dw gegeben.
Gleichung (8.15) kann mit w; = iAw in

Ey(z,0) = [cosw;x AU (wy, 0) sinw;xz dV (w;, )] (8.16)

1=0
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umgeschrieben werden. Wahlt man die Inkremente

AU(w,0) = /2A;cos ®;(6) bzw.
AV (w,0) = —+/2A,sin®;(0) (8.17)

mit A; = \/ 2= Spor (wi)Aw, so werden die vorher genannten Bedingungen fiir Mittel-

wertfreiheit und Unkorreliertheit erfiillt und die vorgegebene Varianz erreicht, da die
®,(0) gleichverteilt auf dem Intervall [0, 27] sind. Damit ergibt sich insgesamt fiir das
Zufallsfeld [206]

Ey(z,0) = \/éz \/%SEOEO (wi)Aw (cos (w;x) cos D;(0) — sin (w;z) sin $;(0))

= \/ﬁz \/%SEOEO (w;) Aw cos (wiz + P;(0)). (8.18)

Es ist zu erkennen, dass die SD das Zufallsfeld {iber eine Summe trigonometrischer
Funktionen mit zufilligen Phasenwinkeln abbildet. So ist diese Art der Représentation
ergodisch [94]. Die Amplituden der trigonometrischen Funktionen hingen dabei nur
noch vom Leistungsdichtespektrum Sg, g, (w) und der (Orts-)Kreisfrequenz-Schrittweite
Aw ab.

Motiviert durch die Form des Leistungsdichtespektrums in Abbildung 7.7, kann die
Summe in Gleichung (8.18) bei einer bestimmten Grenzkreisfrequenz wg beendet wer-
den, ohne dass ein grofier Fehler entsteht. Damit ergibt sich mit Ng = 3¢-Termen das
approximierte Zufallsfeld

Ey(z,0) ~ \/52 \/%SEOEO(wi)Aw cos (w;z + P;(0)). (8.19)

Mittels der SD soll eine Realisierung des Zufallsfeldes iiber einen Balken der Lénge
¢ = b — a generiert werden. Da Mittelwertfreiheit herrscht, muss die Approximation
periodisch mit der Periodenlidnge ¢ = i—’; sein. Somit ist eine Bedingung zur Berechnung
des Kreisfrequenzinkrements in Abhéngigkeit der betrachteten Balkenlédnge ¢ gefunden
worden. Mit einer vorgegebenen Grenzkreisfrequenz wg ist auch die Anzahl der ver-
wendeten Summanden in der Approximation bestimmt. Die verwendete Auflosung Ax
zur Generierung in einem Computer muss zur Verhinderung des Aliasing-Effekts klei-
ner 5—7;, beispielsweise Az = o gewihlt werden. Ist eine spezielle Auflosung Az fiir
ein Problem verlangt, so kann diese zum Beispiel durch lineare Interpolation erreicht

werden.

Zur Beurteilung der Qualitidt der Approximation kann, wie bei der KL-Zerlegung, die
Standardabweichung betrachtet werden. Im Fall der SD lésst sie sich iiber einige trigo-
nometrische Umformungen [206] zu

Ng

71, = VB O] = \| 347 = \| 3 (=S () A (8.20)

1=0
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Konvergenzverhalten fiir verschiedene Balkenlangen

T T = U0 —
o | 27 o M7
S 0.8+ .l g 0.8 l:..'
5 | s B
e i
% 06 _% 06
s T
(] ©
Boal = we = 1022
ol ot
(2] (%] i = = = 50mm
02 02: IIIIII 250mm
=== 500mm
m—2000mm
00 0‘,5 ; 1 ‘,5 é 2‘.5 3‘) 3.‘5 J; 4-‘5 ~"> 00 560 1&00 1500 2600 zgoo 30‘00
Grenzfrequenz [1/mm] Anzahl der verwendenten Terme Ny
Abbildung 8.6: Konvergenzverhalten der SD bei unterschiedlichen Balkenléngen
berechnen.

Abbildung 8.6 zeigt das Konvergenzverhalten der SD fiir verschiedene Balkenldngen. Im
linken Diagramm ist zu erkennen, dass die Genauigkeit der SD nur von der Grenzkreis-
frequenz (in Abbildung 8.6 ist fo = 5% aufgetragen), nicht aber von der Balkenlinge
oder vom gewahlten Leistungsdichtespektrum abhéngt. Das rechte Diagramm dagegen
zeigt bei vorgegebener Grenzkreisfrequenz, wie viele Summanden in der Approximati-
on verwendet wurden. Die Anzahl der Summanden bestimmt dabei die Grofie der zur
Berechnung notwendigen Matrix. Damit stot die SD nur bei Problemen mit hoher

Grenzkreisfrequenz wg bei gleicher Auflésung Az an ihre numerischen Grenzen.
Ein Vergleich der in Abschnitt 7.2 hergeleiteten Leistungsdichtespektren ist in Abbil-

dung 8.7 zu sehen. Die einzelnen Spektren unterscheiden sich in ihrem Konvergenzver-
halten kaum.

Konvergenzverhalten fir verschiedene N
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Abbildung 8.7: Konvergenzverhalten der SD bei unterschiedlichen Leistungsdichtespek-
tren
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Fiir spiatere Anwendungen der SD ist es zweckméfBig, Gleichung (8.18) zu

Eo(z,0) = V2 Z \/%SEOEO (wi)Aw (cos (w;x) cos D;(0) — sin (w;z) sin $;(0))

Ng

B (0) sin®. V24, cos (w;x)
— ZZ; [cos ®;(0) D, (0)] [ —V2A; sin (wiz)
- ZOF) (3.21)

umzuschreiben, wobei hier Z(6) = [cos ®1(0),sin ®,(0), ..., cos Py (0), sin Py ()] und
F(2) = [V24; cos (w1z), —V2A4s sin (wo), . . ., V2A, cos (wngT), —V/2A N, sin (szx)}T

ist.

8.2.3 Vergleich der beiden Generatoren

In diesem Abschnitt werden die beiden Generatoren der Realisierungen, die KL-Zerlegung
und die SD, miteinander verglichen. Abbildung 8.8 zeigt einen Vergleich der beiden
Generatoren mit einem berechneten und einem normierten Verlauf des Zufallsfeldes
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Abbildung 8.8: Drei Realisierungen unterschiedlicher Generatoren

Grigoriu [94] konnte fiir die SD zeigen, dass sie ein Spezialfall der KL-Zerlegung ist.
Die Einschriankung liegt darin, dass die SD nur schwach stationédre Zufallsfelder re-
préasentieren kann, wihrend die KL-Zerlegung zusétzlich sogar nicht-stationire Zu-
fallsfelder zulésst. Beide Realisierungsgeneratoren kénnen fiir Nicht-Gauss’sche-Felder
erweitert werden. Weitere Vergleiche kénnen beispielsweise [212] und der dort enthal-
tenen Literaturverweise entnommen werden.

Der Hauptunterschied und damit der Grund, warum beide in der Literatur getrennt
voneinander betrachtet werden, liegt zum einen in der teils aufwendigen Herleitung
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der nétigen Gleichungen, zum anderen in der Anwendbarkeit in digitalen Simulatio-
nen. Wahrend die SD durch einen simplen Zusammenhang fiir eine grofle Schar von
Leistungsdichtespektren verwendet werden kann, ist zumindest die analytische Berech-
nung bei der KL-Zerlegung mit sehr viel Aufwand verkniipft.

Ist dieser Aufwand einmal erledigt, so ist fiir die weitere Berechnung bei der KL-
Zerlegung weniger Aufwand notig, da die Eigenwerte A nur einmal bestimmt werden
miissen und daraus die Frequenzen v; und die Konstanten ¢; der Eigenfunktionen dann
durch Einsetzen bestimmt sind. Hier kommt der Nachteil der SD ins Spiel. Thre Berech-
nung muss fiir jede Realisierung neu durchgefiihrt werden. Dabei ist die Berechnung
auf Grund der Auflésung durch den Speicher des PC begrenzt.

Somit ist gezeigt, dass beide Generatoren Vor- und Nachteil haben. Im Folgenden
werden deswegen beide Generatoren in der Form

Eu(x.0) = Z(0)F(x) (8.22)

~

verwendet. Damit lassen sich die einzelnen Verlaufe mit

darstellen.

8.3 Monte-Carlo-Simulationen

Zur Berechnung der FEigenfrequenzen und zur Bestimmung ihrer Streuung werden
Monte-Carlo-Simulationen mit Hilfe der Realisierungen aus dem vorherigen Abschnitt
durchgefiihrt. Sie trennen das deterministische rdumliche Problem von der stochasti-
schen Fragestellung, indem das deterministische Problem so oft fiir verschiedene Rea-
lisierungen berechnet wird, dass stochastische Kenngréoflen wie Momente, Verteilun-
gen etc. berechnet werden konnen. Ihr Vorteil ist die schnelle Umsetzbarkeit, da das
einzelne deterministische Problem leichter aufstellbar ist. Sind die betrachteten de-
terministischen Probleme aber rechentechnisch komplizierter, so fithren die M durch-
gefiihrten Simulationen zu einem immensen Rechenaufwand. In den hier betrachteten
Eigenfrequenz-Problemen spielt der Rechenaufwand des einzelnen deterministischen
Problems jedoch keine Rolle.

Fiir die betrachteten Strukturen, wie Dehnstédbe, Biegebalken oder Torsionsstéibe, las-
sen sich zur Bestimmung der Eigenfrequenzen die dynamischen Gleichungen nach der
Diskretisierung mit O Ansatzfunktionen je Freiheitsgrad in der Matrixform

b b
/ N"(2)R(z,0)N (z)dz § + / B"(2)D(z,0)B(z)dz 4 =0 (8.24)
M o) K )

darstellen (siche Anhang B), wobei R(z,0) die zur Aufstellung der Massenmatrix
M notwendigen und D die zur Aufstellung der Steifigkeitsmatrix K notwendigen
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Material- und Geometriedaten beinhaltet und B = LIN die Ableitungen und die An-
satzfunktionen selbst darstellt. Diese Gleichungen hédngen neben der Zeit ¢ nur von
einem Parameter = ab, sodass die untersuchten Strukturen ,einparametrig® abgebildet
werden.

Am Beispiel der Massenmatrix M (0) wird mit R(z,0) = p(z,0)Bo und Gleichung
(8.23) fiir den Verlauf von p(z,0) eine weitere Umformung

M - /beT(x)g( dx—/ N (2)p(z, 0)RoN (2)da
= [N @20 Er BN s = Zpt0) [ Fpte) N () BN )
= Zp(9)M, (8.25)

gezeigt, die analog bei der Steifigkeitsmatrix zu K (0) = Zk(0)Kk durchgefiihrt wer-
den kann. Bei der letzteren ist jedoch darauf zu achten, dass beim Timoshenko-Balken
in K sowohl der Verlauf des Elastizitdtsmoduls E(x, ) als auch des Schubmoduls
G(:c 0) auftreten und sich diese Schreibweise damit etwas komplizierter darstellt.

Mit dieser Umformung und mittels des Separationsansatzes

q=QT(t)=Qcos(2rft+ ) (8.26)

ergibt sich das Eigenwertproblem zu

|Zsc(0)K 5+ 2 Zp(0)M] Q =0, (8.27)
wobei aus den Eigenwerten A\ = —(27f)? die Eigenfrequenzen f berechnet werden
koénnen.

Zur Berechnung der stochastischen Eigenschaften der Eigenfrequenzen f; wird dieses
Eigenwertproblem M-mal fiir verschiedene zufillig gewihlte Z(0) aufgestellt und im
Programm Comsol® gelost. Dabei kénnen beide im vorherigen Kapitel eingefiihrten
Realisierungsgeneratoren eingesetzt werden. Aus den Ergebnissen kénnen wiederum
durch Ensemblemittelung Aussagen iiber die stochastischen Momente der Eigenfre-
quenzen analog den Gleichungen aus Abschnitt 2.2 getroffen werden.

8.4 FErgebnisse der Monte-Carlo-Simulationen

Mit der beschriebenen Vorgehensweise werden nun einige prinzipielle Ergebnisse mit
Hilfe des Mittelwerts und des Variationskoeffizienten dargestellt. Zuerst ist in Abbil-
dung 8.9 das Konvergenzverhalten der Monte-Carlo-Simulation beispielsweise fiir die
KL-Zerlegung dargestellt. Es ist zu erkennen, dass der Mittelwert der ersten fiinf Biege-
eigenfrequenzen bereits nach wenigen Simulationen gegen den Endwert fiir M = 1000
Monte-Carlo-Simulationen konvergiert, auf deren Basis im Folgenden alle Ergebnisse
beruhen.

Weiter sind in Tabelle 8.1 die ersten fiinf Eigenfrequenzen des Timoshenko-Balkens
fiir die beiden Realisierungsgeneratoren KL-Zerlegung und SD und fiir verschiedene
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Konvergenz der Monte-Carlo-Simulationen
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Abbildung 8.9: Konvergenzverhalten der Monte-Carlo-Simulation mit KL-Zerlegung
(a = 0 mm, b = 500 mm, ¢t = 50 mm, Nxg = 1000, up = 1087 MPa, o = 310 MPa,
fig = 423 MPa, o = 150 MPa, 1, = 23258 o, = 48 12)

Ordnungen N der Autokorrelationsfunktion bzw. des Leistungsdichtespektrums dar-
gestellt. Bei einem Vergleich der Werte lésst sich erkennen, dass sowohl die Wahl des
Realisierungsgenerators als auch die Wahl der Ordnung keinen entscheidenden Einfluss
hat. Die Mittelwerte sowie die Variationskoeffizienten der Biegeeigenfrequenzen sind
fiir alle Rechnungen ungefiahr gleich grof. Lediglich das Leistungsdichtespektrum mit
N = 4 ergibt einen um ein bis zwei Prozentpunkte kleineren Variationskoeffizienten.

Die Ergebnisse eines Vergleichs der ersten Biege-, Dehn- und Torsionseigenfrequenzen
sind in Tabelle 8.2 dargestellt. Die Eigenfrequenzen sind entweder mittels Monte-Carlo-
Simulationen oder mit den entsprechenden homogenen einparametrigen Theorien auf
Basis der Mittelwerte der Materialparameter berechnet worden. Bei der Biegung ist
dabei der klassische Einfluss zu erkennen, dass die Eigenfrequenzen v.a. des kiirzeren
Balkens durch die Hinzunahme der Drehtréigheit (Rayleigh-Balken) und des Schubs
(Timoshenko-Balken) reduziert werden.

Als neues Ergebnis ist jedoch zu erkennen, dass die Beriicksichtigung der Material-

parameter-Streuung in den Monte-Carlo-Simulationen zu einer weiteren Reduzierung

der Eigenfrequenz-Mittelwerte fithrt. Die Eigenfrequenzen einer Struktur aus einem

heterogenen Material kénnen somit nicht oder nur schwer mittels einer homogenen

Theorie vorhergesagt werden. Dies gilt vor allem fiir Bauteile, deren Gréflenordnung

nicht viel groflier als die Korrelationslange /., ist. Selbst bei dem Balken mit 2000mm
1

Lénge und einer Korrelationslénge des Elastizitédtsmoduls von weniger als 5= der Linge

(¢ = 17,2 mm, siche Kapitel 7) ist noch ein Einfluss erkennbar. Fiir Dehn- und Torsi-

corr

onseigenschwingungen ist im Vergleich der Eigenfrequenzen ebenfalls eine Verschiebung
der Mittelwerte zu erkennen.
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Biege-Eigenfrequenzen [Hz| (Variationskoeffizient)
Ordnung 1. 2. 3. 4. 3.
KL | N=0 | 407 (4,3%) | 1056 (5,8%) | 1917 (6,5%) | 2916 (6,2%) | 3985 (5,6%)
SD| N=0 | 408 (6,.3%) | 1058 (5,8%) | 1917 (5,0%) | 2915 (5,9%) | 3988 (5,7%)
SD| N=1 | 409 (6,5%) | 1061 (7,1%) | 1924 (6,1%) | 2923 (5,8%) | 3995 (5,4%)
SD | N =2 | 406 (5,1%) | 1057 (6,4%) | 1917 (6,0%) | 2908 (6,1%) | 3982 (5,3%)
SD | N =3 | 406 (5,7%) | 1056 (6,6%) | 1925 (5.9%) | 2920 (5,8%) | 3995 (5,6%)
SD | N=4 | 408 (3,6%) | 1058 (4,6%) | 1927 (4,3%) | 2026 (4,8%) | 3999 (4,7%)

Tabelle 8.1: Vergleich der Generatoren und der Ordnungen. (¢ = 0 mm, b = 500 mm,
t =50 mm, wg = 10 é, Nk = 1000, Az = 0,25 mm, ugp = 1087 MPa, o = 310MPa,
fic = 423 MPa, oG = 150 MPa, 11, = 2323& 5, = 48 12)

Zur Reduzierung der Eigenfrequenz-Mittelwerte kommt als weiterer Effekt die Streuung
der Eigenwerte hinzu, die durch die Variationskoeffizienten in Tabelle 8.2 dargestellt
werden. Fiir lingere Balken unter Biegebelastung scheint die Streuung kleiner zu sein
als fiir kiirzere Balken (dies gilt auch bei gleichen Grenzkreisfrequenzen wg, die in Ta-
belle 8.2 aus numerischen Griinden unterschiedlich sind). Der Effekt ldsst sich damit
erkldren, dass sich mesoskopische Effekte bei langeren Balken gegenseitig ausmitteln.
Dies ist auch daran zu erkennen, dass bei den 2000 mm langen Balken die Reduzierung
des Mittelwerts kleiner ist. Bei Léngs- und Torsionsschwingungen ist dieser Effekt nicht
so deutlich zu erkennen.

Zusammenfassend lésst sich somit sagen, dass die Betrachtung der Verteilungen der
Materialparameter eine betréichtliche Verminderung der Eigenfrequenzen der einpara-
metrigen Strukturen und die Einfithrung einer deutlichen Streuung zur Folge hat.
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Eigenfrequenzen [Hz| (Variationskoeffizient)

Lange 500mm Léange 2000mm
1. 2. 3. 1. 2. 3.
Biegeschwingungen

Euler-Bernoulli 444 1223 2397 27,7 76,4 149.8

Rayleigh 441 1199 2303 27,7 76,3 1494

Timoshenko 428 1153 2036 27,7 75,9 147.9

MCS 408 1058 1917 26,4 72,5 141,2

SD (N =0) (6,8%) | (5,8%) | (5,0%) || (3,8%) | (3,4%) | (4,0%)
Léngsschwingungen

homogen 2157 4316 6473 539 1079 1618

MCS 2063 4121 6178 514 1030 1542

SD (N = 0) (3.2%) | (2.2%) | (24%) | (4,4%) | (2,6%) | (1,7%)

Torsionsschwingungen

homogen 1242 2484 3726 310 621 931

MCS 1135 | 2272 | 3409 284 568 | 854
SD (N = 0) (11,1%) | (8.8%) | (7,2%) || (10,0%) | (8,9%) | (6,8%)

Tabelle 8.2: Vergleich der Ergebnisse fiir homogene und heterogene Balken. (a = 0
mm, ¢ = 50 mm, we = 10 [1] bei 500 mm und wg = 621 bei 2000 mm, Az = 0,25
mm, pp = 1087 MPa, o = 310 MPa, pug = 423 MPa, og = 150 MPa, pu, = 232 %,
0, =48 %)



Kapitel 9

Experimenteller Abgleich

Zur Uberpriifung der in Abschnitt 8.4 ermittelten Ergebnisse werden Eigenfrequenz-
Messungen mit den verschiedenen Metallschdumen Alporas® und Cu-Duocel® durch-
gefiihrt. Verwendet werden balkenformige Strukturen, deren Biege-, Langs- und Tor-
sionseigenschwingungen mittels Modalanalyse bestimmt werden. Die Strukturen sind
im Detail

e 20 lange Balken mit den Mafien 2000 mm x 50 mm x 50 mm aus Alporas® ,
e 40 kurze Balken mit den Maflen 500 mm x 50 mm x 50 mm aus Alporas® und
e 10 Balken aus Cu-Duocel® mit den Maflen 250 mm x 25 mm x 25 mm.

Um die gemessenen FErgebnisse simulativ nachzubilden, sind von den betrachteten
Proben mittels manueller Bildauswertung die geometrische Grofle ,, Anzahl Poren pro
Lénge®* und die ,relative Dichte® bestimmt und in Tabelle 9.1 zusammen mit ihren
Variationskoeffizienten zusammengefasst.

Poren pro Lénge | relative Dichte Dichte
Alporas® 7.2 PPI 8,6% (20%) | 232 1% (48 1%)
Cu-Duocel® 10 PPI 11,7%  (5,1%) | 1047 X2 (54 12

Tabelle 9.1: Ergebnisse der Geometriemessungen

9.1 Versuchsaufbau und Durchfiihrung

Die Messung der Eigenfrequenzen erfolgt mittels des Modalanalysegerits Pulse® der
Firma Briiel & Kjaer in Verbindung mit der Auswertesoftware ME’scopeVES® der
Firma Vibrant Technology. Hierzu wird das zu messende Objekt mit einem Beschleu-
nigungsaufnehmer iiber eine Wachsschicht beklebt oder dieser iiber Magnete auf an-
geklebten Plédttchen am Objekt befestigt. Danach wird das Objekt mit einem Impuls-
hammer zu Schwingungen angeregt (Aufnehmer und Hammer sind ebenfalls von Briiel

& Kjaer).
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Unter Beriicksichtigung des Eingangs- und des Ausgangspektrums lisst sich die Uber-
tragungsfunktion von einem Anregungspunkt zum Messpunkt und aus dieser wiederum
die Eigenfrequenzen berechnen. Durch eine geeignete Auflosung der Anregungspunkte
konnen iiber die Zuordnung zum Messpunkt auch die Schwingformen angegeben wer-
den. Somit lassen sich die einzelnen Eigenfrequenzen den einzelnen Schwingformen und
damit den Balkentheorien zuordnen. In Abbildung 9.1 ist der Versuchsaufbau schema-
tisch und mit Fotos abgebildet.

/ T = g

\ &

q

Beschleunigungs-
aufnehmer

Abbildung 9.1: Versuchsaufbau der Modalanalyse

Zur Uberpriifung der Unabhingigkeit der Messergebnisse vom Versuchsaufbau und
somit der Messung von Eigenschwingungen ohne Lagereinfluss (,,frei-frei“), werden drei
Untersuchungen anhand eines homogenen Balkens aus Vollmaterial durchgefiihrt:

e Zum einen ist die Lagerung auf verschiedene Weisen realisiert,
e zum anderen die Position der Lagerung variiert und

e als letztes die Position des Aufnehmers und die der Anregungspunkte optimiert
worden.

Die ersten beiden Untersuchungen zeigen, dass sowohl verschiedene Lagerungsarten
als auch ihre Position einen so geringen Einfluss haben, dass sie in den Messungen
nicht erkennbar sind. Die Position der Lagerung wird daraufhin so gewéhlt, dass die
Lagerung an den Bewegungsknoten der ersten frei-freien Biegeeigenschwingungsform
angebracht ist. Der Aufnehmer wird an einer Stirnfliche befestigt, da diese bei den
frei-freien Schwingungen immer grofie Bewegungsamplituden aufweist. Die Verteilung
der Schlagstellen des Hammers ist derart festgelegt, dass sie sich moglichst mit keinem
Bewegungsknoten der ersten fiinf Biegeeigenformen decken.

Bei der Messung der Biegeschwingungen wird jeder zu untersuchende Balken in beide
Richtungen angeregt und die auftretenden Schwingungen aufgenommen. Da es sich bei
den Proben um Balken mit quadratischen Querschnitten handelt, sind die Ergebnisse
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fiir einen homogenen Balken gleich. Bei einem Balken aus Metallschaum dagegen un-
terscheiden sich die Eigenfrequenzen beider Richtungen im Mittel um ungefahr 5%. Des
Weiteren kann festgestellt werden, dass auf Grund der Anisotropie schiefe Biegung auf-
tritt. Dies bedeutet, dass die zugehorige Schwingform nicht nur in Anregungsrichtung
verlduft, sondern ebenfalls Anteile in Querrichtung hat [192]. Zur weiteren Vorgehens-
weise wird jede Richtung der Versuche mit den quadratischen Balken als eine eigene
und unabhéngige Messung behandelt.

Zur Messung der Torsionsschwingungen wird der Beschleunigungsaufnehmer an der
Stirnseite des Balkens in einer Ecke so befestigt, dass seine Aufnahme-Richtung in
Umfangsrichtung zeigt. Die Anregung erfolgt ebenfalls am Rand des Balkens. Somit
wird der Balken zu Torsionsschwingungen angeregt, wovon zumindest die ersten beiden
Eigenfrequenzen gemessen werden konnen.

In Tabelle 9.2 sind die Messergebnisse fiir die drei genannten Balken zusammenge-
fasst. Die Variationskoeffizienten sind dabei ein Streuungsmafl der Frequenzen. Fiir
die beiden kiirzeren Balken war es nur moglich, jeweils die erste Biege- und die er-
ste Dehnungseigenschwingung mit 100% Gewissheit zu messen. Aus diesem Grund
ist hier auf die Angabe der hoheren Frequenzen verzichtet worden. Allgemein ist es
problematisch, hohere Frequenzen mit einer gewissen Auflésung zu messen, da da-
durch die Messdauer der Modalanalyse steigt. Diese ist aber wiederum durch die guten
Dampfungseigenschaften der Schdume (vgl. Kapitel 1) begrenzt.

Eigenfrequenzen [Hz] (Variationskoeffizient)

1. 2. 3. 4. D. 6. 7. 8.

20 Balken & (2000 mm x 50 mm x 50 mm), Alporas®

Biegung 26,8 75,5 1479 | 241,3 | 359,9 495 657 832
(6,7%) | (5,9%) | (5,4%) | (5,6%) | (5,6%) | (5,4%) | (5,6%) | (5,5%)
Dehnung 556 1124 1679 2242 2789
(5,5%) | (4,6%) | (4,7%) | (4.8%) | (4,7%)
Torsion 308 611
(8,8%) | (8,1%)

1. Eigenfrequenz [Hz] (Variationskoeffizient) Biegung Dehnung

Alporas® 40 & (500 mm x 50 mm x 50 mm) || 407,1 (3,5%) | 2172 (2,7%)

Cu-Duocel® | 10 & (250 mm x 25 mm x 25 mm) || 314,3 (2,8%) | 1795 (2,8%)

Tabelle 9.2: Messergebnisse aus der Modalanalyse



126 KAPITEL 9. EXPERIMENTELLER ABGLEICH

9.2 Bestimmung der Materialparameter

Die erhaltenen Ergebnisse werden zur Rekonstruktion der Materialparameter verwen-
det. Dazu wird angenommen, dass das gemessene Objekt homogene Eigenschaften be-
sitzt. Zur Ermittlung der Materialparameter wird eine Least-Square Optimierung der
Parameter durchgefiihrt, wobei die Kostenfunktion h aus der Summe der quadratischen
Fehler aller Ngp Eigenfrequenzen besteht und minimiert wird:

Ngr 2
h=Y" (1 - fTh—(EG)) — min. (9.1)
i=1

f Messung

Diese Prozedur wird fiir die verschiedenen Theorien und fiir jeden Balken einzeln wie-
derholt. Anschlieflend werden die zur entsprechenden Theorie gehérenden Materialpa-
rameter durch Ensemblemittelung berechnet und ihre Streuung durch die Variations-
koeffizienten reprasentriert. Die sich einstellenden Materialparameter sind in Tabelle
9.3 zusammengefasst.

Lange & Biegung Dehnung || Torsion
Material Euler- | Rayleigh Timoshenko

Bernoulli G v. Torsion
[MPa] E E E G E E G
2000 mm 1048 1057 1074 611 1087 1179 424
Alporas® 30% 30% 22%  41% 29% 27% 34%
500 mm 851 860 921 452 - 1054 -
Alporas® 22% 22% 22%  90% 21%
250 mm 614 620 664 277 - 845 -
Cu-Duocel® 9,8% 9,8% 8,7% 91% 10,4%

Tabelle 9.3: Ergebnisse der homogenen Riickrechnung

Beim 2000 mm langen Balken ist zu erkennen, dass fiir die drei Biegetheorien dhnliche
Elastizitdtsmoduln erhalten werden. Dies liegt daran, dass dieser Balken am ehesten
als lang und schlank angesehen werden kann und somit der Schub und die Drehtréigheit
vernachléssigbar sind.

Der Wert des Elastizitdtsmoduls bei Dehnschwingungen ist dagegen bei allen Balken
hoher als der durch die Biegeschwingungen ermittelte Wert. Der Grund fiir diesen
Unterschied ist sehr wahrscheinlich der fiir die Biegeschwingungen ausgelegte und op-
timierte Versuchsaufbau. Damit liegt in Léngsrichtung des Balkens, wahrscheinlich
aufgrund der Lagerung, eine zusétzliche Steifigkeit vor, die fiir die Erhchung der Fre-
quenzen verantwortlich ist.

Im Vergleich zum 2000 mm langen Balken ergeben sich fiir den kiirzeren Balken aus
Alporas® durchweg kleinere Werte fiir den Elastizitdtsmodul. Da die Werte mittels
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homogener Betrachtungsweisen berechnet wurden, deckt sich dieser Effekt mit der in
Abschnitt 8.4 gewonnenen Erkenntnis, dass eine Einfithrung von Streuungen der Ma-
terialparameter zur Verminderung der Eigenfrequenzen fiihrt. Das Verhalten des 2000
mm langen Balkens kann dabei im Vergleich zu den kiirzeren Balken als homogener
angenommen werden. Somit ist der niedrigere Elastizitdtsmodul eine direkte Folge aus
der durch Heterogenitéit erzeugten Reduzierung der Eigenfrequenz-Mittelwerte. Die
Streuungen der Frequenzen fiihrt dabei direkt auf die Streuung des Elastizitdatsmoduls,
die iiber den Variationskoeffizienten angegeben sind.

Bei der Optimierung der Parameter fiir die Timoshenko-Theorie féllt auf, dass der
Schubmodul beispielsweise fiir den 2000 mm langen Balken einen sehr hohen Wert
aufweist und zudem die Variationskoeffizienten fiir alle Balkenldngen und Materialien
sehr hoch sind. Aus dieser Erkenntnis kann (auch nach weiteren Sensitivitdtsanalysen
und numerischen Problemen in der Optimierung) der Schluss gezogen werden, dass die
Grofle des Schubmoduls nicht von besonderer Relevanz ist. Trotzdem ist es erforderlich,
den Effekt des Schubs vor allem bei kiirzeren Balken oder bei hoheren Eigenfrequenzen
der langen Balken zu beachten. Aus diesem Grund ist zur Bestimmung des Schubmo-
duls ein Lastfall gesucht worden, der diesem Tatbestand Beachtung schenkt. Fiir den
2000 mm langen Balken wurden deswegen die Torsionseigenschwingungen angeregt
und gemessen und daraus der Schubmodul berechnet. Anschlieend kann unter der
Vorgabe des Schubmoduls fiir jeden Balken der der Timoshenko-Theorie zugehorige
Elastizitdtsmodul von Alporas® bestimmt werden (Spalte ,G v. Torsion“ in Tabelle
9.3).

Fiir weitere Vergleiche wird aufgrund der genannten Griinden fiir Alporas® der Elasti-
zitdtsmodul und der Schubmodul samt ihren Streuungen als gy = 1087 MPa, o = 310
MPa, pug = 424 MPa und o4 = 145 MPa verwendet, da der langste Balken als nahezu
homogen angenommen werden kann. Vergleicht man diese Werte mit den Ergebnissen
der Validierungsrechnungen fiir Alporas® in Tabelle 6.2 (Abschnitt 6.5), so fillt auf,
dass diese Werte ungefahr 15-20% unter den Werten liegen, die {iber das mesoskopi-
sche Modell vorhergesagt wurden. Thre Standardabweichungen liegen jedoch in einer
dghnlichen Groflenordnung wie die iiber die Eigenfrequenzen bestimmten Variationsko-
effizienten.

9.3 Vergleich Simulation und Experiment

Mit den im vorigen Kapitel fiir Alporas® bestimmten Materialparametern werden die
ersten Eigenfrequenzen fiir die beiden Balkenldngen 500 mm und 2000 mm berechnet
(sieche Tabelle 8.2). Vergleicht man diese Werte mit den Werten aus den Messungen
(Tabelle 9.2), so fallt auf,

1. dass die Biegeeigenfrequenzen mit der Timoshenko-Theorie abgebildet werden
miissen,

2. dass fiir den 2000 mm langen Balken die mittels Monte-Carlo-Simulation be-
stimmten Mittelwerte etwas zu niedrig sind,
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3. dass mit den homogen ermittelten Werten die erste Biegeeigenfrequenz des 500
mm langen Balkens genau getroffen wird,

4. dass die Variationskoeffizienten zwar fiir die langen Balken unterschétzt und fiir
die kurzen Balken {iberschéitzt werden, aber in der richtigen Groflenordnung liegen
und

5. dass fiir Langs- und Torsionsschwingungen die Eigenfrequenzen als zu niedrig
vorhergesagt werden.

Letzteres liegt, wie oben erwahnt, daran, dass viel hohere Elastizitdtsmoduln erforder-
lich sind, um die Frequenzen der Dehnschwingungen abzubilden. Wahlt man den fiir
eine Stabldnge von 2000 mm aus den Dehnschwingungen bestimmten Elastizitédtsmodul
pp = 1179 MPa und berechnet damit die erste Dehneigenfrequenz des 500 mm langen
Stabs, so ergibt diese sich zu 2148 Hz mit einem Variationskoeffizienten von 3,1%. Diese
Werte wiederum passen sehr gut mit den Messergebnissen fiir diesen Fall (2172 Hz und
2,7%) zusammen.

Der Grund fiir die zu niedrig berechneten Werte der Biegeeigenfrequenzen des 2000
mm langen Balkens ist, dass die zur Berechnung zu Grunde liegenden Materialparame-
ter iiber eine homogene Theorie bestimmt wurden. Da der Einfluss auf den Mittelwert
der Frequenzen relativ gering ist, kann der Balken zur Bestimmung der Werte aus den
homogenen Theorien verwendet werden. Der reale Elastizitdtsmodul muss geringfiigig
hoher liegen.

Alles in allem zeigt der durchgefiihrte Abgleich, dass die vorgegebene Methode der
Monte-Carlo-Simulationen die Mittelwerte der Frequenzen in einem richtigen Mafle her-
absetzt und dass die Streuungen der Eigenfrequenzen in der richtigen Gréflenordnung
vorhergesagt werden. Diese bisher getroffenen Aussagen sind alle auf Basis der Mes-
sungen des Alporas® Metallschaums entstanden.



9.4. BLICK AUF DIE GESAMTE SIMULATIONSKETTE 129

9.4 Blick auf die gesamte Simulationskette

Da fiir den betrachteten Kupferschaum in der Literatur keine Materialparameter vor-
handen sind, wird hier die gesamte Simulationskette dieser Arbeit, wie sie in Abbildung
9.2 dargestellt ist, fiir den Cu-Duocel® durchgefiithrt. Dazu wird zuerst ein mesosko-

Material des Festkorpers Eigenfrequenzen ein-
Struktur und Topologiedaten parametriger Bauteile und
des Schaums ihre Streuungen

Dreidimensionales Generieren von

Balken-Netzwerk Realisierungen und
auf der Mesoskala Monte-Carlo-Simulationen
Einfluss von Statistische Auswertung
Erweiterungen und des mesoskopischen
Inhomogenitaten Modells

Abbildung 9.2: Simulationskette

pisches Modell aufgebaut und daraus werden die Materialparameter berechnet. Die
notigen Eingangsgrofen sind in Tabelle 9.4 aufgefiihrt.

Modellparameter des Cu-Duocel®
Zellstruktur unregelmiflige Kelvin-Zellen
Festkorpermaterial Kupfer
Anzahl Poren pro Léange (PPI) 10
Zelltopologie alle Zellen offen
relative Dichte 11,7%
Querschnittsform K
Dickeverteilung konstant
Vorverformung keine

Tabelle 9.4: Modellparameter eines Schaums

Das Ergebnis der Berechnungen der Materialparameter aus 50 Volumenelementen auf
der Mesoebene ist Tabelle 9.5 zu entnehmen.
Werden diese Werte fiir die Monte-Carlo-Simulationen mit einer Spektralen Représen-
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Grofle 1 o Vark
Elastizitédtsmodul 624 11192 I 131%
Schubmodul 225 L1 6,5 o 1 2,9%
Kompressionsmodul 655 mll s | 17,5 % 2,7%
Querkontraktionszahl 0,34 0,014 | 4,2%

Tabelle 9.5: Materialparameter des Cu-Duocel® aus der Mesoebene

tation (N = 0) als Realisierungsgenerator verwendet, ergeben sich die Eigenfrequenzen
fiir Biege- und Dehnschwingungen, die in Tabelle 9.6 aufgelistet sind.

Eigenfrequenzen [Hz| (Variationskoeffizient)

aus der Simulation || aus der Messung

Biegung 1. | 306 (3,2%) 314 (2,8%)
o | 795 (27%)
3. | 1447 (1,6%)

Dehnung 1. || 1543 (0,13%) | 1796 (2,8%)

2. 3086  (0,26%)
3.0 4630 (0,35%)

Tabelle 9.6: Berechnete Eigenfrequenzen des Cu-Duocel® -Balkens (250 mm x 25 mm
X 25 mm)

Aus diesen Ergebnissen ist zu erkennen, dass die erste Biegeeigenfrequenz, die mit
den Materialparametern der Mesoebene vorhergesagt wurde, sehr gut mit den in der
Messung ermittelten Werten zusammenpasst. Die Abweichung betrigt weniger als 3%.
Ebenso wird ein Variationskoeffizient vorhergesagt, der nahezu identisch dem der Mes-
sung ist.

Die Langsschwingungen weisen dagegen wieder eine Abweichung in den charakteristi-
schen Werten auf. Dies ist derselbe Effekt, wie er vorher eingefiihrt wurde: Der Ela-
stizitdtsmodul muss hoher sein, da vermutlich durch den Messaufbau eine zusétzliche
Steifigkeit im System vorhanden ist.

Damit ist gezeigt, dass die verwendete Methodik von der Mesoebene bis zur Vorhersage
der Eigenfrequenzen iiber die Vorhersage der Materialparameter funktioniert und rea-
listische Werte fiir die Eigenfrequenzen und ihre Streuungen vorhersagt. Die einzigen
Eingangsgrofien, die zur Berechnung nétig sind, sind damit das Festkorpermaterial,
die UnregelméaBigkeit der Struktur, die Porendichte, die relative Dichte, die Topologie
der Struktur, die Kantenquerschnittsform und eventuelle Parameter fiir Erweiterungen
und Imperfektionen, die der betrachtete Schaum aufweist. Ergebnis sind die Eigenfre-
quenzen eines Bauteils in Abhéngigkeit der Heterogenitdt der Mikrostruktur sowie ihre
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Streuungen.

Als weiteres Ergebnis, das in der Literatur nicht zu finden ist, kann angegeben werden,
dass der Kupferschaum (Cu-Duocel® ) die in Tabelle 9.5 ermittelten Materialparameter

besitzt.



Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel dieser Arbeit war es, den Einfluss eines Materials mit stark heterogenen Mi-
krostruktur auf das Eigenschwingungsverhalten zu untersuchen. Dazu wurden Struk-
turen aus Metallschaum betrachtet, die mittels einer einparametrigen Theorie abge-
bildet werden konnen. Beispiele solcher Strukturen sind Zugstdbe, Biegebalken oder
Torsionsstdbe. Dabei wird vor allem Wert auf die Abhéngigkeit dieser makroskopi-
schen Eigenschaften von der Unregelméfigkeit der Metallschaumstruktur gelegt und
die Streuung der Eigenfrequenzen in Augenschein genommen.

Motiviert wird das Ziel dieser Arbeit durch diverse Anwendungen beispielsweise im
Werkzeugmaschinenbau, bei denen Metallschiume sowohl die Rolle von tragenden
Strukturelementen als auch die Rolle eines Schwingungsddmpfers iibernehmen. Beide
Anwendungen haben gemein, dass ein breites Wissen iiber das Schwingungsverhalten
des Metallschaums von Noten ist. Bei der ersten Anwendung ist wichtig zu wissen,
wie das Bauteil auf ruckartige und schnelle Bewegungen mit hohen Beschleunigungen
reagiert. Bei der Anwendung als Dampfer ist offensichtlich, dass bekannt sein muss,
wie das betrachtete Bauteil aus Metallschaum auf verschiedenen Anregungsfrequenzen
reagiert.

Um dieses Ziel zu erreichen, muss die Mikrostruktur der Metallschdume betrachtet und
modelliert werden. Diese erweist sich als eine Struktur mit sehr unregelméfiger Topo-
logie, die auf Grund des Herstellungsprozesses mit weiteren Imperfektionen, wie gebro-
chenen Zellkanten oder geschlossenen Zellflichen, ausgestattet ist. Aus diesem Grund
ist es nicht moglich, Verfahren wie die klassische Homogenisierung zu verwenden, da die
Mikrostruktur von Metallschdumen nicht regelméflig genug ist und statistische Defek-
te nicht homogen verteilt sind. Somit ist die Grofle des betrachteten Volumenelements
kleiner als die eines sogenannten reprisentativen Volumenelements, auf dem die klas-
sischen Homogenisierungstechniken beruhen. Ausweg ist die sogenannte stochastische
Homogenisierung, bei der nicht nur der Mittelwert des gesuchten Materialparameter,
sondern auch seine Verteilung bestimmt werden kann.

In dieser Arbeit wird diese Methodik zur Untersuchung des linear elastischen Materi-
alverhaltens verwendet. Dabei wird der Einfluss der Strukturunregelméfigkeit an sich,
als auch der Einfluss der genannten Inhomogenitédten untersucht.

Zur Modellierung der Mikrostruktur werden Schaumstrukturen iiber dreidimensionale
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Balkennetzwerke aufgebaut, die mittels der Finiten-Element-Methode analysiert wer-
den konnen. Damit konnen die genannten Kenngroflen des linear elastischen Materi-
alverhaltens vorhergesagt werden. Die vier von Ingenieuren oft verwendeten Material-
werte, Elastizitdtsmodul, Kompressionsmodul, Schubmodul und Querkontraktionszahl,
reichen zur vollstdndigen Beschreibung des elastischen Materialverhaltens aus, da ge-
zeigt werden kann, dass Metallschaum mindestens eine kubische Symmetrie aufweist.
Einige Schaumstrukturen, vor allem solche mit vielen Poren, konnen in guter Naherung
sogar als isotrop angenommen werden.

Die Untersuchung des Einflusses der genannten UnregelmifBigkeiten basiert auf einer
Vielzahl von Studien. Dabei zeigt sich, dass eine Erhéhung der UnregelméBigkeit - sei
es durch die Struktur selbst oder durch Defekte - immer zu einer Verkleinerung des
Elastizitdtsmoduls fiihrt. Je nach Art des Defekts kann es in einigen Fiéllen sogar zum
kompletten Verlust der Tragfdahigkeit der Struktur kommen.

Ein wichtiges Ergebnis der verwendeten stochastischen Homogenisierung ist, dass die
Materialparameter der untersuchten Schaumstrukturen auch mit Inhomogenitéten als
normalverteilt angenommen werden konnen. Des Weiteren werden mittels der ,, Moving-
Window“-Technik analytische Funktionen zur Approximation der Autokorrelations-
funktion und des Leistungsdichtespektrums vorgeschlagen. Mit diesen Informationen
konnen die Materialeigenschaften als Gauss’sche Zufallsfelder beschrieben und auf der
Makroebene verwendet werden.

Um diesen Schritt zu vollziehen und die Eigenfrequenzen von Bauteilen aus Metall-
schaum vorherzusagen, wird eine Simulationskette vorgeschlagen, die im Sinne einer
Multiskalen-Simulation die Skala der Mikrostruktur mit der Skala realer Bauteile ver-
bindet. Sie beginnt bei den genannten mesoskopischen Schaumstrukturen, deren Ein-
gangsgroflen die der gesamten Simulationskette sind. Im Einzelnen sind dies das Ma-
terial, aus dem der Schaum hergestellt wird, seine relative Dichte und einige Daten
zur Topologie der mesoskopischen Struktur an sich. Beispiele dafiir sind die Zahl der
im Schaum vorhandenen Poren, der Zustand der Zellflichen (offen oder geschlossen),
die Art der Materialverteilung in den Zellkanten aber auch Daten wie die Anzahl der
Storstellen oder die Stérke einer Vorverwolbung der Zellkanten und -fldchen.

Mit diesen Groflen werden fiir jeden Metallschaum {iber die beschriebene Methodik
die stochastischen Eigenschaften der elastischen Materialparameter berechnet und an-
schlielend als Zufallsfelder beschrieben. Aus diesen Zufallsfeldern kénnen Verldufe
der Materialparameter iiber eine Koordinate erzeugt werden. Diese Generierung der
Verlaufe erfolgt iiber die Karhunen-Loeve-Zerlegung oder die Spektraldarstellung. Er-
stere basiert auf einer spektralen Zerlegung der Autokorrelationsfunktion, wéihrend die
Spektraldarstellung den Verlauf mittels einer Uberlagerung von harmonischen Schwin-
gungen derart approximiert, dass das Leistungsdichtespektrum nachgebildet wird. Fiir
beide Vorgehensweisen werden die notwendigen Gleichungen analytisch hergeleitet.
Die erzeugten Realisierungen werden anschlieBend in Monte-Carlo-Simulationen ver-
wendet, um {iber wiederholte deterministische Berechnungen statistische Kenngrofien
iiber die Eigenfrequenzen und ihre Streuungen zu schétzen. Damit ist die Simulati-
onskette bei Ergebnissen auf der Ebene der Bauteile angekommen, deren Streuungen
dann in Abhéngigkeit der Mikrostruktur vorhergesagt werden kénnen. Ein Vergleich
der ermittelten Eigenfrequenzen mit den Messergebnissen der Modalanalyse von ein-
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parametrigen Strukturen zeigt, dass die simulierten Streuungen der Eigenfrequenzen
gut abgebildet werden.

Ein weiteres Phénomen, dass durch die Monte-Carlo-Simulationen nachgewiesen wer-
den konnte, ist eine Absenkung des Mittelwerts der Eigenfrequenzen auf Grund der
Unregelméafigkeit. Die Stédrke dieser Reduktion ist von der Bauteilgeometrie abhingig.
Je kleiner ein Bauteil ist, desto grofler ist der Einfluss der Irregularitit, da sich an-
dernfalls die Inhomogenitéiten gegenseitig ausmitteln. Eine Folge dieser Erkenntnis ist,
dass Eigenfrequenzen von Bauteilen aus Metallschaum nicht durch klassische homoge-
ne Theorien vorhergesagt werden konnen. Dies ist vor allem auch beim Umkehrschluss
zu beachten. Uber die Messung der Eigenfrequenzen kénnen die Materialparameter
des Schaums nur dann bestimmt werden, wenn sicher gestellt ist, dass das gemesse-
ne Bauteil geniigend grof ist. Sogar bei einem zwei Meter langen Balken mit einem
quadratischen Querschnitt (5cm x 5cm) aus Alporas® | einem weit verbreiteten ge-
schlossenzelligen Aluminiumschaum, ist der Einfluss auf die erste Biegeeigenfrequenz
noch deutlich zu sehen. Dies sollte vor allem beim Einsatz von kommerziellen Tools
bedacht werden, die auf diese Art versprechen, die Materialparameter zu bestimmen.
Diese Vorgehensweise ist nur bei hinreichend homogenen Materialien anwendbar.

Ein weiteres Beispiel zur Bestitigung der Simulationskette ist die Untersuchung eines
offenzelligen Kupferschaums (Duocel® ). Da iiber diesen in der Literatur kaum Daten
zu finden sind, werden die hier mit der Simulationskette ermittelten Eigenfrequenzen
und deren Streuungen mit experimentellen Daten verglichen. Schon mit wenigen be-
kannten Kennzahlen der Mikrostruktur wird die erste Biegeeigenfrequenz mit einer
Abweichung von weniger als 3% vorhergesagt. Damit ist auch bestétigt, dass die als
Zwischenergebnis erhaltenen Mittelwerte und Verteilungen der elastischen Materialpa-
rameter validiert sind. Der Elastizitdtsmodul des Duocel® -Kupferschaums kann also
mit ungefihr 620MPa angegeben werden.

Trotz dieses Erfolgs der Simulationskette bedarf es noch weiterer Untersuchungen. So
hat sich gezeigt, dass die Unregelméfligkeit der Struktur an sich einen sehr grofien Ein-
fluss auf die elastischen Materialparameter hat. Um mit Gewissheit einen Grad der Un-
regelméBigkeit zu wihlen und somit die Struktur des Schaums zu bestimmen, sollte die
Geometrie der Mikrostruktur genauer, beispielsweise mittels Computer-Tomograph-
Aufnahmen, untersucht und stochastisch beschrieben werden. Damit kénnen anschlie-
Bend Strukturen erzeugt werden, die den gleichen stochastischen Verteilungen folgen,
wie der reale Schaum selbst. Des Weiteren kénnen mit dieser Technik auch die Anzahl
und Verteilung einiger Defekte untersucht werden, so dass das Einbringen dieser Fehler
nicht, wie hier zur prinzipiellen Untersuchung, ad hoc geschieht, sondern physikalisch
motiviert ist.

Des Weiteren ist beim Ubergang von der Meso- zur Makroebene ein theoretischer
Aspekt zwar plausibel begriindet, nicht aber mathematisch nachgewiesen worden. Es
handelt sich dabei um den mathematischen Nachweis, wie aus den Verteilungen der fiir
die beiden Randbedingungen bestimmten Materialkennwerte die Verteilung des realen
Materialparameters bestimmt werden kann. In dieser Arbeit wird wegen der vorliegende
Normalverteilung mit gleicher Standardabweichung fiir die beiden Randbedingungen
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ebenfalls eine Normalverteilung mit gleicher Standardabweichung fiir die realen Eigen-
schaften unterstellt und verwendet.

Auf der makroskopischen Seite der Simulationskette sollte die Vorgehensweise auf kom-
plizierte Strukturen, beispielsweise in zwei Dimensionen, wie Platten und Schalen, er-
weitert werden, so dass eine groflere Anzahl an realen Bauteilen abgebildet werden
kann. Des Weiteren ist es vorteilhaft, wenn eine Gesetzméfigkeit gefunden werden
kann, die die Verringerung des Mittelwerts der Eigenfrequenzen und ihre Streuung
in Abhéngigkeit der Mikrostruktur beschreibt, so dass dieser Effekt in kommerzielle
Berechnungstools implementiert werden kann. Zusétzlich sollten die hier vorgeschla-
gene Vorgehensweise auch zur Vorhersage anderer makroskopischer Kenngréfien von
Bauteilen aus Metallschdumen, wie beispielsweise der Versagenswahrscheinlichkeiten,
verwendet werden.

Nachdem in dieser Arbeit gezeigt wurde, dass die vorgeschlagene Vorgehensweise fiir
Metallschdume gute Ergebnisse liefert, sollte die verwendete Simulationskette auch
auf andere Materialien wie beispielsweise Faserverbundwerkstoffe angewendet wer-
den. Auch diverse Materialien in der Biologie weisen eine Mikrostruktur auf, deren
Einfluss mittels der vorgeschlagenen Methodik betrachtet werden konnen. Beispie-
le solcher Strukturen sind im Grofleren Knochen. Im Kleineren kénnen aber auch
Zellverbiinde untersucht werden, bei denen die mechanischen Eigenschaften der Mi-
krostruktur hauptsichlich von Aktinfasern und Mikrofilamenten bestimmt werden. Auf
diesem Gebiet konnte die verwendete Arbeit einen Beitrag zum prinzipiellen Verstandnis
der Mechanik von Zellen und Zellverbéanden leisten.






Anhang A

Querschnittsformen

2

v
o

Abbildung A.1: Uberdruck- und Unterdruckdreieck

A.1 Uberdruck-Dreieck

Zur Berechnung der Fliche A und der Fléchentragheitsmomente I, I, und I, werden
die Fliachenintegrale [1dA, [z2dA, [y*dA und [zydA ausgewertet. Dafiir ist es
notig, die Geometrie in Funktionen umzuschreiben. Mit Hilfe der drei Kreise

t
(z+2)+Wy+e)?® = 7

2
t
(z — 5)2 +(y+0e? = t7
3
2+ (y — gt YepR = 2 (A1)
lassen sich die Funktionen
t
foo = (= (z+5)*—c
t
for = (= (z—-5)~¢

fo = =V —22+ ?t—c (A.2)

137



138 ANHANG A. QUERSCHNITTSFORMEN

zur Berechnung des Integrals

% —C foR
/...dA:Q/ (/ ...dy+/ ...dy)dx (A.3)
A z=0 y="fu —c

verwenden. Damit ergibt sich fiir die Flache

A= / 1dA = (f - £> 2 (A.4)
A 2 2
und fiir den Schwerpunkt in y-Richtung die Koordinate
NEE 9 14 V3 3

Daraus lasst sich ¢ = %i’%@”t bestimmen, so dass das Koordinatensystem (x,y) durch

den Schwerpunkt geht. Auf Grund der Symmetrie ist 1,,, = 0. Fiir die beiden anderen

Flachentragheitsmomente ergibt sich derselbe und somit richtungsunabhéngige Wert
1 (107% — 2737 + 51) ,

1= - t (A.6)

A.2 Unterdruck-Dreieck

Auf dieselbe Weise wird beim Unterdruck-Dreieck vorgegangen. Dazu werden die drei
Kreise

(:c—t)2+(y—§t+c)2 = t%

3
(x+t)2+(y—§t+c)2 = t%

3
22+ (y + gt +c)? = t? (A.7)

zur Aufstellung der Funktionen
3
for = V22— (z—1)2+ gt—c,
3
for = V2= (x+1)?2+ gt —c,

Ju = V2 —2?+ ?t —c (A.8)
verwendet. Damit ergibt sich fiir die Fléache
A= / 1dA = (\f— g) 2 (A.9)
A

und fiir den Schwerpunkt in y-Richtung die Koordinate

1 3
ys = (—\/§ n g) o’ + 5t~ %t?’. (A.10)
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c ist damit —%;G}T‘f:rt. Die beiden Flachentrigheitsmomente sind dann
1
I = ﬂ(20\/5 — 117t (A.11)

und somit auf Grund der Symmetrie ebenfalls richtungsunabhéngig.



Anhang B

Einparametrige Theorien

In diesem Kapitel werden die dynamischen Gleichungen der folgenden einparametrigen
Strukturen iiber das Prinzip von Hamilton hergeleitet:

e Dehnstab,
e Biegebalken nach Euler-Bernoulli, Rayleigh und Timoshenko,
e Torsionsstab

Dazu werden jeweils analog zu Kapitel 2 die Platzierung, der lineare Verzerrungsten-
sor, das elastische Potenzial, die kinetische Energie und damit die schwache Formulie-
rung sowie die partiellen Differenzialgleichungen ermittelt. Anschliefend werden daraus
iiber einen Separationsansatz die Eigenfrequenzen der jeweiligen homogenen Struktur
fiir ,,frei-freie Randbedingungen bestimmt. Die dabei auftretenden Starrkérpermoden
werden hier vernachléssigt. Die Herleitungen basieren auf [20, 183, 232].

B.1 Dehnstab

: U
Y o , Yy 1y
y4 : /
7 ' Yo w

Abbildung B.1: Platzierung des Dehnstabs

140
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X +u(X
Platzierung;: Kt = K€ = Y e;
A
w(x) 0 0
Verzerrungstensor: €= 0 0 0 |e®e;.
0O 00

Materialgesetz: 0., = E(x,0)e.,

(unter Vernachlédssigung der Querkontraktion).

1 [
Elastisches Potenzial: Uy = —/ E(z,0)Au” (z,t)dx
=0

¢
Kinetische Energie: T = —/ p(x, 0)Au?(z, t)dx.
=0
Schwache Formulierung;:
¢
/ (p(x,0)ii(z, t)ou(z,t) + E(x,0)u (z,t)0u' (x,t)) dz = 0.
x=0

Partielle DGL:  p(z, 8)ii(x,t) — [E(z, 0)u'(x,t)] = 0.

Einfachste dynamische RBn:
Diskretisierung:  u(z,t) = N (z)u(t); damit:

| N @ oN @ i+ [ N @B N @ u | =0

N~ N~

M) K (o)

(B.1)

Zur Berechnung der Eigenfrequenzen des homogenen Stabes wird die partielle Diffe-
renzialgleichung mit dem Separationsansatz w(z,t) = U(x)T(t) unter der Bedingung
E =konst. und p =konst. geltst. Damit ergibt sich die gewthnlichen Differenzialglei-
chungen im Ort zu

U"(x) + %wQU =0. (B.2)

Die Losung dieser Differenzialgleichung ist dann mit der Abkiirzung x = \/%w

U(z) = ¢1 cos kx + o sin k. (B.3)
Einsetzen in die dynamsichen Randbedingungen ergibt die Eigenwertgleichung

sinkl =0 (B.4)
und daraus die Eigenkreisfrequenzen

FEkm

W =4 —— mit k=1,2,.... (B.5)
p L

Die Eigenfrequenzen sind dann f, = %wk
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B.2 Biegebalken

Abbildung B.2: Platzierung des Biegebalkens

Im Folgenden wird die Timoshenko-Balkentheorie hergeleitet. Eine ausfiihrlichere Dar-
stellung kann in [20] gefunden werden.

X + Zsin (¢(X)) X+ Zo(X)
Platzierung;: Ky = Y e; ~ Y e;.
Z cos (¢(X)) + w(X) Z 4+ w(X)
Verzerrungstensor:
2¢' () 0 5(o(x) +w'(x))
g = 0 0 0 €; X ej.
3(o(@) +w'(x)) 0O 0

Materialgesetz: 0., = E(2,0)e,, und o, = G(x,0)e,,.
(unter Vernachléssigung der Querkontraktion).

Elastisches Potenzial:

Uy = % / :O(E(x, 0)1¢" (x,1) + G(z,0)Ay(¢(x, 1) + w'(x,1))%)da.

1 [ .
Kinetische Energie: T = 5/ (p(z,0) Air® (2, t) + pld*(x,t))dz, (B.6)
=0

wobei A, die schubkorrigierte Querschnittsflaiche bezeichnet. Im Folgenden wird die
Abhéngigkeit von der Ortsvariablen x, der Zeit t und dem Elementarereignis 6 der
Ubersichtlichkeit wegen nicht explizit vermerkt.

Schwache Formulierung;:

¢
/ [,koéw + pIdpdp+ E1¢'6¢ + GAy(dp+ w')d(¢p 4+ w')| dz = 0.
=0

Partielle DGLn:  pAw — [GA,(¢ +w')] =0,
plp — [E1¢) + [GAs(¢ +w')] = 0.
Einfachste dynamische RBn:  ¢'(z = 0,t) =0,
O (r=101t) =
oz =0, t)—l—w(a::O,t):O,
dlx =L4,t) +w'(xz =0,t) = 0. (B.7)
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Zur weiteren Bearbeitung lésst sich das Problem in einer Matrizendarstellung schreiben.
Mit g = [w, ¢]" ergibt sich die schwache Formulierung zu

4
0 z/ [5qT[p64 pol]g;wf{“s 0 ]q’+5g’T{0 GAs]q
=0

~ 0 EBI|~ 0o 0 |~
+5ngG(l1 8]1’+5ng8 G& }g} da, (B.8)

die auch mit 4(x,t) = IN(x)qo(t) diskretisiert werden kann. Daraus folgt eine Gleichung

)
l
0 = 5@19T(/ NT{/)A 0 ]]deizg+

g ™ 0 pl
¢
’ GAS 0 ’ / OGAS
Lo g o G |
0 0 0 0
N N’ '+ N N
+~[GAS 0]~+~{0 GAS]Ndx}qvo) (B.9)

in der Form, die in Kapitel 8.3 verwendet wird.
Das der schwachen Formulierung entsprechende Gleichungssystem der partiellen Diffe-
renzialgleichungen fiir homogenes Material kann ebenfalls in Matrixform

pA 0 o GAS 0 ” 0 —GAS ’ 0 0 o
[ 0 p[}ng{ o -rer|%“t{ca o |LT]0 ga |27

(B.10)
dargestellt werden. Diese Matrixgleichung lésst sich iiber den Separationsansatz
q(z,t) = Q(z)T(t) in ein gewdhnliches Differenzialgleichungssystem umformen, wo-
bei an dieser Stelle wieder die Eigenkreisfrequenz w eingefithrt wird. Diese Gleichung
wird iiber den Exponentialansatz Q (z) = Ce"* gelost und diese Losung mit

1 cos (K1) 1 sin (k1)
Q _ , : 1 , 1
(@) ‘1 Ky — C%{g:—l sin (k12) te K1 + prs - cos (k1) T

. 1 cosh (ko) e 1 sinh (ko)
S\ kg — fos :—z sinh (ko) P\ kg — C%S:—z cosh (ko)
(B.11)

an die vier genannten dynamischen Randbedingungen anpasst, wobei x; und sy aus
der Dispersionsgleichung zu

/ﬁzy\/DQ—i—\/D‘l—i—l
K3 = 1/\/\/ D*+1-D? (B.12)

mit

EI GA,
D? = = (Ga, * U5 (B.13)
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bestimmt werden miissen.

Aus der Bedingung fiir nicht-triviale Lésungen folgt die Eigenwertgleichung zu Bestim-
mung der Eigenfrequenzen w. Da diese Gleichung hochgradig nichtlinear ist, konnen
die Eigenfrequenzen w; nur numerisch bestimmt werden.

Zur Vereinfachung der Balkentheorie nach Timoshenko kann die Annahme der Schub-
starrheit getroffen werden. Dies hat unter der Bedingung einer endlichen Querkraft zur
Folge, dass ¢(x,t) = —w(x,t) ist. Damit ergeben sich die Gleichungen der Rayleigh-
Balkentheorie.

Schwache Formulierung:

¢
/ [p(x,0) A (z, t)ow(z, t) + p(z, ) [w! (z, t)0w (z,t)
=0
+E(z,0)[w" (z,t)0w" (x,t)] dz = 0.
Partielle DGL:
p(z,0) Aiis(w,t) — [p(x, 0) 1w (x,1)] + [E(z,0)Iw" (z,1)]" = 0.
Einfachste dynamische RB:n
w’(x=0,t) =0,
w'(x=10,t) =0,
p(z =0,t)w'(z = 0,t) + [E(z = 0,0)Tw"(x = 0,t)] =0,
plz =0, Iw(x=0,t)+ [E(x=(,0)Iw"(x=1(,1t)] =0. (B.14)

Zur Berechnung der Eigenfrequenzen des homogenen Rayleigh-Balkens, kann wieder
der Separationsansatz w(z,t) = W (x)T'(t) eingesetzt werden. Damit ergibt sich die
gewOhnliche Ortsdifferenzialgleichung

EIW"(z) + w*(pIW" — pAW) = 0. (B.15)

Diese Gleichung lédsst sich mittels eines Exponentialansatzes 16sen und es ergibt sich
die Losung der Dispersionsleichung

L ,p p? pA
2 _ -2 F 4 24 B.16
& 2 BTN amY T Er (B.16)

und die Losung der Differenzialgleichung
W (z) = ¢y cos (k1x) + ey sin (k1x) + ¢3 cosh (kex) + ¢4 sinh (ko). (B.17)

Einsetzen in die Randbedingungen ergibt wieder eine nichtlineare Eigenwertgleichung
aus der die Eigenkreisfrequenzen w bestimmt werden kénnen.

Die zusétzliche Vernachlissigung der Drehtriagheit fithrt von der Rayleigh-Theorie zur
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Euler-Bernoulli-Balkentheorie.

Schwache Formulierung:

¢
/:0 [p(z,0)Aw(z, t)dw(z, t) + E(x,0)Iw"(x,t)ow" (z,t)] dz = 0.

Partielle DGL:

p(z,0) At (z,t) + [E(x,0) Tw" (z,1)]" = 0
Dynamische RB:  w"(x = 0,¢) = 0,
w’(x=10,t) =0,
[E(zx =0,0)Iw"(x =0,t)] =0,
[E(z = 0,0)Iw"(x = ¢,t)] =0. (B.18)

Einsetzen des Separationsansatzes w(x,t) = W (x)T'(t) fithrt auf die gewthnliche Dif-
ferenzialgleichung

EIW"(z) — w?pAW (z) =0 (B.19)

fiir das homogene Problem und somit auf die Losung der Dispersionsleichung

4 2 pA
=w'—. B.2
il =Wt (B.20)
Die Losung der Differenzialgleichung ist somit

W (x) = ¢y cos (kx) + ¢y sin (kx) 4 ¢35 cosh (kx) + ¢4 sinh (k). (B.21)

Wird diese in die Randbedingungen des frei-freien Balkens eingesetzt, so erhilt man
die Eigenwertgleichung

cos (k) cosh (k) =1 (B.22)

und daraus die Eigenkreisfrequenzen w.
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B.3 Torsionsstab

Analog zum Dehnstab lasst sich die schwache Formulierung des Torsionsstabs in Po-
larkoordinaten (z, 7, ) herleiten.

Schwache Formulierung;:

¢
/:0 (p(z,0)Ipp(x, t)dp(x,t) + G(z,0)Ir¢ (x,t)0¢ (x,t)) dz = 0.

Partielle DGL:  p(x, 0)Ip@(x,t) — [G(x,0)Ir¢ (x,1)] = 0.
Einfachste dynamische RB:  ¢'(z =0, 1)

Diskretisierung:  ¢(z,t) = N (z)¥(t); damit:
T ¢ T o
5" 0| [ N @ple.0) 1N (@) $(0)
=0
M )

~\~

K )
(B.23)

Da die partielle Differenzialgleichung exakt die gleiche Form hat, wie die des Dehnstabs,
ergeben sich die Eigenfrequenzen analog zu

G[Tkﬂ'
=4 —— i =1.2. ... B.24
Wi H/JIP 7 mit k .2, ( )



Anhang C

Stochastische Auswertung

C.1 Daten des verwendeten Metallschaum-Modells

Die Daten des verwendeten Metallschaums sind in Tabelle C.1 genannt.

Modellparameter
Festkorpermaterial Aluminium
Grofle des VE 100mmx 10mmx 10mm)
Anzahl der Zellen 225
Zelltopologie alle Zellen offen
Zellstruktur Voronoi
relative Dichte 8,62%
Querschnittsform C
Dickeverteilung konstant
Vorverformung keine

Tabelle C.1: Modellparameter eines Schaums

C.2 Mathematischer Beweis

Da in der Literatur [26] lediglich eine rekursiv definierte Formel fiir das Integral [ a"e“*dx
mit
_ 1., - n 1
e “dr = ——a"e "+ — [ 2" e “dx (C.1)
c c

gegeben ist, wird hier die ermittelte GesetzmafBigkeit

n

n! 1 1
n _—cxr n—m+1 _—cx —CT '
/x e “dr = — E 1 —(n - 1)!—me e — peE) 7€ N (C.2)

147
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durch vollstindige Induktion bewiesen.

e Induktionsanfang fiir n = 1: Aus der GesetzméBigkeit ergibt sich

/:ple_“dx

! 1

1 n—m+1 _—cx
PR € 1
n—m—l—l Lem ctt
m:l
1 1
—Zre cm__26 cx
C C

e 1!

Andererseits berechnet sich dieses Integral nach Gleichung (C.1) zu

/xlemdx

1 1
cm+_/x060xdx

C C

1 1

__xe—C$ — —¢ C$’

c c?

womit der Induktionsanfang nachgewiesen ist.

e Induktionsannahme: Es gelte

/x"e‘cxdx = —

fir alle n > 1.

" !
n n—m+1_—cxr

1
mzl(n—m+1)!c_m ‘

CnJrl

—CT

nl.

e Induktionsbehauptung: Die Aussage sei fiir n 4+ 1 wahr. Damit ist

/x"*lecmdx = —

Zu zeigen.

e Beweis:

/ anrlefcmdx

1
c

C

1
= ——a""e

1
c

n+1

Damit ist Beweis erbracht.

__xn—l—le—cm +

_$n+16—cx +
n+l_—cxr

_$n+16—cx o

_ Z 1 g mA2 e
n—m+2 Lem

n+1

Z (’I’L + 1)' i n—m+2 —cx _
= (n—m+2)lcm cnt2
1
n /x"e_“dx
c

Induktionsannahme

Cn+2

e “(n+1).

(C.4)

(C.5)

n+1 - n! 1 o 1
_ s~ e m —cx _ _—  _—cx, |
c ( mzzzl(n—m+1)!cmx ‘ 1€
- (n+ 1! 1 —m+1 ,—
n—m cr cxT '
21 (n—m+ 1)!0’”““3j ‘ cn+2” (n+1):
n+1
= n—m cr cx 1)!
n%:z(n—erZ)!cm ‘ cn+2© (n+1)
e “(n+1)!
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C.3 Autokorrelationsfunktionen

Vergleich der analytischen Autokorrelationsfunktionen

Gefittete Parameter:

0
<1 0.5 =
= N0 c=0,5425
A 0 aam '
id ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ quadr. Fehlersumme: 0, 0922
0 20 40 60 80 100
1
c=0, 5784
4y = —0, 1401

quadr. Fehlersumme: 0, 0856

¢ = 0,4885
a; = 0,02012
as = 0, 08761

quadr. Fehlersumme: 0, 0449

c=0,491
a; = 0,01543
as = 0,08711
az = —0, 0009

quadr. Fehlersumme: 0, 0449

c=0,4534
ay; = 0,07044
as = 0,1074

az = 0,01603
ay = 0,002851

quadr. Fehlersumme: 0, 0406

0 20 40 60 80 100
Abstand [mm]

Abbildung C.1: Vergleich der analytischen Fitfunktionen fiir die Querkontraktionszahl
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Vergleich der analytischen Autokorrelationsfunktionen

1 1

. Gefittete Parameter:
2

< - —

\/00-5 N =0 c=0,1205
LS
~

= 0 WW -

- 1 1 1 J quadr. Fehlersumme: 0, 1227
c=0,1316
a; = —0,008243

quadr. Fehlersumme: 0, 0889

=0,1354
a; = —0,006347
az = 0,0002269

o

quadr. Fehlersumme: 0, 0579

c=0,1281

a; = —0,0002212
— N =3 as = 0,0003241
:m& as = 0,0000044

quadr. Fehlersumme: 0, 0399

0 20 40 60 80 100
1 c—0,1221
= ap = 0,002053
o5 N4 as = 0,0003881
<5 = as = 0,0000069
= 0 \V‘w = a4 = 0,00000006
1 1 1 1 ) quadr. Fehlersumme: 0, 0343
0 20 40 60 80 100

Abstand [mm]

Abbildung C.2: Vergleich der analytischen Fitfunktionen fiir die Dichte
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C.4 Leistungsdichtespektrum

Das Leistungsdichtespektrum ist in Gleichung (7.18) mit

S (0) = (-1 (7 | e el | - 7 | e )

gegeben. Geméf [26] gilt fiir Az >0

1 n+1
FloAgrede| —o &
n! c? 4+ w?

>

()

0<2m<n+1

(C.8)

(C.9)

Mit dieser Gleichung lassen sich die beiden Fouriertransformierten zu

1
A 2n —cAx
# ]

2n+1
c 2n + 1
= 2| — e (
0<2m<2n+1
2n+1 n
c Z 2n +1 wH 2m
(02+w2) m:( ) ( 2m ) c

0
C2n+1

— QW Zn:(CQ + W (=)™ <2T;; 1) (

m=0

w>2m
C

w)Qm
C

_ c2ntl i( 1>m on 41 w2mt2 N
o (€2 + w?)2n+2 om 2m

m=0
_ CQn—l—l i( 1>m on—+1 w2m+2
o (€2 + w?)2n+2 —~ om c2m
_ c2ntl nZ—H(_l)o—l on +1 w2°
o (02 + w2)2”+2 20 — 2 ] 202

o=1

n
C2n+1

= 2 (0 (-0 )+ (

+c + (=D)"(2n + 1)

w2m
C2m72

e () )

m=0

- mf2n+1 w?2m
+> (=1 ( o )sz——2+02>

m=1

2n + 1

w2o
2m )) 020—2

2n+2

o ) (C.10)
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bzw.

C
A 2n+1 _—cAx
7 [(2n+1)! e

~a(atn) X e ()

0<2m<2n+2

2n+2 n+1
2 2 2m
W S (- n+ (f)
c? + w? 2m c

m=0

2+l ntl 2 4+ 2\ sw\2m
s S () ()
(€2 4+ w?)2n+2 Z (=1 < 2m ) c

m=0

_ At nZH< 1ym 2n + 2\ w?™
= (C2 + w2)2n+2 — 2m CQm—Q

02n+1 n on -+ 2 w2m on -+ 2 w2n+2
S —m 2 (—)m i
e (Z_f () s e (G2

02n+1 n . 27’L+2 u)2m ) nw2n+2
- 2<02_|_w2)2n+2 <Z<_1) ( om, )CQm—2 +c = (=1) 2n (C.11)
m=1

berechnen. Damit ergibt sich fiir die Differenz dieser beiden Terme

1 c
7c|A:v\A 2n| fc\Am|A 2n+1
f{(zn)!e Azl ] f{@n—l—l)!e [Az] }
et . o2n + 1 2n + 1 2n + 2 w2m
= 2— . — — _
(€2 4 w?)2n+2 <m221< ) ( <2m—2) +< 2m ) < 2m )) c2m—2
w22
+(=1)"(2n +2) T ) , (C.12)

wobei hier die beiden Gleichanteile verschwinden und somit Mittelwertfreiheit erfiillt
wird. Da fiir die Summe der Binomialkoeffizienten nach dem Bildungsgesetz des Pas-
calschen Dreieck [26]

2n+1 . 2n+1 2n + 2

2m — 2 2m 2m

2n+1 2n+1 2n + 2 n 2n+1 2n+1

2m — 2 2m 2m 2m — 1 2m — 1
2n + 1 2n + 1 2n + 1 2n + 1 2n + 2
2m — 2 2m — 1 2m 2m — 1 2m

-~ -~

(5m2) (*552)
B 2n 4+ 2 2n + 2 2n 4+ 2
a om —1 2m om

_ <2n+2) (C.13)
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gilt, vereinfacht sich Gleichung (C.12) somit zu

C2n+1 n _— on -+ 2 w2m . w2n+2
2(02 T w2) (Z(_l) <2m _ 1) 2m—2 +(=1)"(2n+2) 2n

m=1
At e on + 2\ w?m
= 2— —1)mtt _ C.14
(2 + w2)2ns2 ;1( ) (Qm _ 1) 2m—2 ( )

Damit berechnet sich das Leistungsdichtespektrum in der Form

N 2n+1 ntl 2m
n c m 2n+2\ w
Stro(@) = >_(=1)"a, (2W 2 (- <2m - 1) T) o

n=0 m=1

bzw. nach einer Indexverschiebung zu

N 241 n 2m+2
N o \n c _ym 2n+2\w
S (@) = (~1) Qan—(02+w2)2n+2 LEZO( 1) (2m+1) T ] (C.16)

n=0



Anhang D

Generierung der Realisierungen

D.1 Bestimmung der Eigenfunktionen f(x)

Hier wird die gewohnliche Differenzialgleichung zur Bestimmung der Eigenfunktionen
f(z) bei der Karhunen-Loeve-Zerlegung fiir die Autokorrelationsfunktion RE)OEO (x9 —

71) = e~ @272l (1 — ¢|lzy — 1]) hergeleitet. Dazu wird in der Fredholm-Gleichung (8.1)

/ fla)e 7 71— clay — 2y|) day = Af(22) (D.1)

das Integral in die beiden Integrale von a bis x5 und von zs bis b aufgespalten. Da-
mit konnen die Betriage aufgelost werden, da fiir die Integrationsvariable x; im ersten
Integral immer z; < x5 und im zweiten Integral immer x; > x4 gilt:

/ f(ﬂil)e_c(”_“) (1 —c(xg —x1))day +

J/

TV
I (z2

)
b
/ f(xl)ec(”_“) (1+ c(zg — x1))dwy = Af(29). (D.2)

J

~~

Ig(xz)

Anschlieend wird diese Gleichung unter Beachtung der Abhéngigkeit der Integralgren-
zen von sy [26] nach z, differenziert, wobei die Ableitungen zu

WD e o / N Fan)e e dn + ()
K1\(;2)
= —cli(z2) — cKi(x2) + f(22),
b
dl(i;w) = cly(w) + C/ fla)e @0 dey — f(x2) = cly(ws) + cKa(r2) = f(22),
K;(;C2) ]
di ()
i = —cKi(x9) + f(x9),

dl((;i;@) = cKy(x2) — f(x2) (D-3)

154
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berechnet werden konnen.
Damit ergeben sich die ersten beiden Ableitungen der Fredholmgleichung

c(la(w2) — L(w2)) + c(Ka(w2) — Ki(xg)) = Af'(w2) (D.4)
bzw. zu

& (I () + Io(22)) 4267 (K1 (22) + Ka(x2)) — def (22) = Af" (22),

(. 4

nach (D‘QI) A (z2)

267 (K1 (2) + Ka(2)) = Af"(22) + (de — N f (2) (D.5)
Weiteres zweifaches Ableiten fithrt iber
2% (Ko(13) — Ki(x2)) = A" (22) + (4c — N f/(2) (D.6)
auf

¢ 2K (w0) + Ko@) —4C f(wa) = Af"(w) + (de — AN) f(w2),

nach (D.5) :Af”(;;)+(4c—c2>\)f($2)
)\f””(l‘g) + (40 N 202>\)f”(l‘2) + 04)\]0(1»2) = 0, (D?)

womit die gesuchte gewthnliche Differenzialgleichung gefunden ist.

D.2 Bestimmung der Randbedingungen

Die zur Bestimmung der A ndétigen Randbedingungen werden durch Einsetzen der
Gebietsgrenzen a und b in die Ableitungen der Fredholmgleichung erzeugt. Fiir die in
Kapitel D.1 eingefiithrten Abkiirzungen ergibt sich

[1 (a’) = 07

Ig(b) — 0,
K1 (a) = 0,
K, (b) 0. (D.8)

Damit berechnen sich Ableitungen an der unteren Grenze a zu
O-te Ableitung :  Iy(a) = Af(a),

erste Ableitung :  cly(a) + cKs(a) = Af'(a),
zweite Ableitung :  2c*Ky(a) = Af"(a) + (4c — 2N\) f(a),

dritte Ableitung :  2c°Ky(a) = Af"(a) + (4c — N\) f'(a). (D.9)

Multipliziert man die erste Ableitung mit —2c und die 0-te Ableitung mit 2¢? und
addiert diese beiden zur zweiten Ableitung, erhilt man

22 Ky(a) — 2¢(cly(a) + cKy(a)) + 2¢%(1y(a))
= Af"(a) + (4c = N) f(a) = 2¢(Af'(a)) + 2¢*(Af(a))
0 = M"(a) —2cAf'(a) + (4c+ AN f(a). (D.10)
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Multipliziert man wiederum die erste Ableitung mit —2¢? und die O-te Ableitung mit
2¢3 und addiert diese beiden zur dritten Ableitung, erhiilt man analog

2¢° Ky(a) — 2¢*(cly(a) + cKy(a)) + 2¢*(Iy(a))
= Af(@) + (de— AN f(a) — 230 (@) + 23 (M f ()
0 = M"(a)+ (4c — 3N f'(a) + 2N f(a). (D.11)

Fiir die obere Grenze b ergeben sich analog die Ableitungen zu

O-te Ableitung :  I1(b) = Af(b),

erste Ableitung :  —cl(b) — cK1(b) = Af'(D),
zweite Ableitung :  2c*K(b) = Af"(b) + (4¢c — AN f(b),
dritte Ableitung :  —2¢K1(b) = Af”(b) + (4c — 2N\) f'(b) (D.12)

und die beiden Randbedingungen zu

= Af"(D) + 2eAf'(b) — (4c+ N f(b) und
= M"(b) + (4c — 3EN) f/(b) — 22N f(b). (D.13)



Nomenklatur

Allgemeine mathematische Notation

G e Skalare

a;b; = Z aby .o Finsteinsche Summenkonvention
Qoo Vektoren bzw. Tensoren 1. Stufe

o < Vektoren bzw. Tensoren 1. Stufe in Indexschreibweise
A Tensoren 2. Stufe

Ayer,®@e; ... .. Tensoren 2. Stufe in Indexschreibweise

A o Tensoren 4. Stufe

Ajjrei®e;j@e, Qe ........ Tensoren 4. Stufe in Indexschreibweise

A Matrizen

gkl oo (Lauf-)Indizes

Mathematische Operatoren und Symbole

a-b=ab; ........... .. ... Skalarprodukt von Tensoren beliebiger aber gleicher
Stufe

a x b= e rabje, ............ Kreuzprodukt zweier Vektoren a,b

a®b=abe®e; .......... Tensorprodukt

A-B=A,;Bje,®e ........ einfache Kontraktion zweier Tensoren

A:B=A;uBne, ®e; ...... zweifache Kontraktion zweier Tensoren

grad (a) = a%jaiei ®ej ...... Gradient von a in K
Y . .
Grad(a) = ax; i€ @ g .. Gradient von a in K,
o] _ 0 :
3o €k = 8_mkAikei Divergenz

rot (a) = eijka%kaiej ......... Rotation
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spur (A) = Aj oo Spur eines Tensors
sym(A) =3(A+A") ... Symmetrischer Anteil
skew (A) = 2(A—A") ...... Schiefsymmetrischer Anteil

AT = Ajje;®e; = Aje; ®e; Transposition am Beispiel eines Tensors zweiter Stufe

() Inversion

), (D e Zeitableitung <-(.) Was ist mit partial?

() (D oo Ortsableitung nach x: <L (.). Was ist mit partial?

O(0) oo Variation von (.)

Oij we Kronecker-Symbol (1 fiir ¢ = j, sonst 0)

€l v Permutationssymbol (41 fiir zykl., —1 fiir antizykl.
Vertauschung der Indizes, sonst 0)

IT ... Einstensor 2. bzw. 4. Stufe

Rla] oo Realteil eines Skalars a

Slal oo Imaginérteil eines Skalars a

[ Komplexe Konjugation eines Skalars a

Fla oo Fouriertransformation von a

Mathematische Notation in der Stochastik

O Elementarereignis

Qg e Ereignisraum

Ag oo Ereignis als Menge an Elementarereignissen

/19 ........................... Komplementérereignis zu Ay

A o-Algebra

P Potenzmenge

(Q, A,P) oo Wahrscheinlichkeitsraum

Xi(0) oo 1. Zufallsvariable

Yi(0) oo i. mittelwertfreie, zentrierte Zufallsvariable

Zi(0) oo i. mittelwertfreie, normierte (standardisierte) und nor-

malverteilte Zufallsvariable

X(x,0) oo eindimensionales Zufallsfeld
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X(,0) oo stochastischer Prozess

P(x) oo Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses x

Px(z) .o Verteilungsfunktion einer Zufallvariablen X ()

px(T) oo Wabhrscheinlichkeitsdichtefunktion einer Zufallvariablen
X(0)

EXO)] oo Erwartungswert einer Zufallvariablen X (0)

me(X(0)) oo k-tes Moment einer Zufallvariablen X (0)

me(X(0)) oo k-tes zentrales Moment einer Zufallvariablen X (6)

ILX et Mittelwert einer Zufallsvariablen X (0)

TX et Standardabweichung einer Zufallsvariablen X ()

O e Varianz einer Zufallsvariablen X (6)

ALX oo Schiefe einer Zufallsvariablen X (0)

V2K e Exzess einer Zufallsvariablen X ()

Varky ..o, Variationskoeffizient einer Zufallsvariablen X (0)

Kx,x,(®1,®2) oo Kovarianz der Zufallsvariablen X;(6) und X,(6)

Rx,x,(T1,@2) oot Korrelation der Zufallsvariablen X;(#) und X5 (0)

Ceorr v Korrelationslange der Korrelationsfunktion

Sxx(W) voii Leistungsdichtespektrum eines Zufallsfelds X (z, 6)

Hy oo Nullhypothese

Allgemeine physikalische Parameter

() e (.) auf der Mesoebene

P Zeit

Ko e 1. kartesisches Koordinatensystem

Ko o Kartesisches Inertialsystem im R?

Kg oo Materielles kartesisches Inertialsystem

€, = i:pjej ................... 1. Ortsvektor im kartesischen Inertialsystem g

Vi =€ 1. Geschwindigkeitsvektor im kartesischen Inertialsy-
stem Ko

X, =" GGG e i. Ortsvektor im materiellen Koordinatensystem /C,
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i. Verschiebungsvektor im kartesischen Inertialsystem
Ko
Korper im R3

Rand des Korpers B (Dirichlet und Neumann)

Nach auflen gerichteter Normalvektor auf dem Rand
des Korpers 0B

Tangentialvektor auf dem Rand des Korpers 0B

Beliebige variable Raumrichtung

Platzierungsoperator

Deformationsgradient

rechter und linker Cauchy-Green-Deformationsgradient

linearer Cauchy-Spannungstensor

Spannungsvektor

materieller Green-Verzerrungstensor

rdumlicher Almansi-Verzerrungstensor

linearer Verzerrungstensor

Steifigkeitstensor

scheinbarer und wirklicher Steifigkeitstensor
Nachgiebigkeitstensor

scheinbarer und wirklicher Nachgiebigkeitstensor

Lokalisationstensoren

Dimensionsloser Parameter fiir den Skaleniibergang

Léangenskala der Makro-, Meso- bzw. der Mikroebene

Volumenkraftdichte

normale und komplementére Formédnderungsenergie

virtuelle Arbeit der potenziallosen Krifte

Kinetische Energie

gesamtes und elastisches Potenzial

Lange eines Balkens
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b Nach der Querschnittsform charakteristische Grofle fiir
die Dicke eines Balkens

Foy Trel «vvvviieeee e Parameter der Dickefunktion

A Ao, Amin - oo v allgemeine, mittlere und minimale Querschnittsfiachen
eines Balkens

Ag oo Schubkorrigierte Querschnittsflache

I Fldchentragheitsmoment eines Balkensquerschnitts

M e Masse

Vo Volumen

E o Elastizitatsmodul

U Querkontraktionszahl

G oo Schubmodul

K Kompressionsmodul

D Dichte

Prel « e relative Dichte

Rob e e et Faktor fiir den Unterschied der Lange ¢t bei gleiche
Flache A

) R Faktor fiir die Flidche jeder Querschnittsform

) S Faktor fiir das Flachentrigheitsmoment jeder Quer-
schnittsform

e B Faktor fiir den Unterschied des Fléachentriagheitsmoments

eines beliebigen zum runden Querschnitt
[ Eigenfrequenz
W et et Ortskreisfrequenz

Sonstige verwendete Symbole

a,b oo linkes bzw. rechtes Ende eines Balkens

CoUy Uy W,y gy e ee e Parameter der Korrelationsfunktion

doe, f oo Parameter der Dickefunktionen

N Ordnung der Korrelationsfunktion und des Leistungs-
dichtespektrums

O Anzahl der Ansatzfunktionen
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Anzahl der Summanden in der KL-Zerlegung

Anzahl der Summanden in der SD

Anzahl der durchgefiihrten Monte-Carlo-Simulationen
1. Eigenwert

i. Eigenfunktion

Matrix der Eigenfunktionen

Matrix der Zufallsterme in der KL-Zerlegung und der
SD

Grenzkreisfrequenz der SD

Schrittweite der Kreisfrequenz bei der SD

i. Ansatzfunktion

Matrix der O Ansatzfunktionen

Massenmatrix

Steifigkeitsmatrix

Teilmatrix der Massenmatrix

Matrix fiir Materialgesetz und Geometrieparameter
Matrix mit den notigen Ableitungen

Produkt der Matrizen LIN

Anzahl von Zellen, Flachen, Kanten und Ecken

Anzahl von Selbstbelastungszustinden und Mechanis-
men

Maxwellzahl

Auflésung
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