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Kooperation mit Partnern aus Industrie, Universitdten und anderen Forschungseinrich-
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der Rechner- und Verwaltungsabteilungen besonders hervorzuheben. Diplomanden und
Hilfsassistenten tragen mit ihren Ideen Wesentliches bei, und natiirlich ist es der stets
freundschaftlich fordernde wissenschaftliche Austausch zwischen den Forschergruppen des
Instituts, der zur gleichbleibend hohen Qualitét der Arbeiten entscheidend beitriagt. Dabei
sind wir fiir die Unterstiitzung unserer Forderer auflerordentlich dankbar.

Die von Herrn Schmehl in seiner Arbeit beschriebenen Phénomene der Tropfendeformati-
on und des Tropfenzerfalls durch aerodynamische Kréfte waren bereits mehrfach Gegen-
stand wissenschaftlicher Untersuchungen am Institut. Im vorliegenden Band der Verdffent-
lichungsreihe stellt Herr Schmehl neben einer grundlegenden theoretischen Aufarbeitung
der Thematik detaillierte Modellbeschreibungen der Zweiphasenphénomene vor. Die neu
entwickelten und umfassend validierten Ansétze ermoglichen eine realitdtsnahe Simulation
der gekoppelten Deformations-, Bewegungs- und Zerfallsdynamik von Einzeltropfen, auch
unter komplexen Stromungsrandbedingungen, wie sie bei der technischen Gemischaufbe-
reitung auftreten.

Koéln, im April 2004 Sigmar Wittig
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Kurzfassung

Die Phianomene der Tropfendeformation und des Tropfenzerfalls durch aerodynamische
Krifte konnen einen mafigeblichen Einflufl auf Zerstdubungs- und Gemischbildungsprozes-
se haben. Ziel dieser Arbeit ist eine physikalische Modellierung im Rahmen der Lagrange-
schen Simulation disperser Zweiphasenstromungen. Erste Erkenntnisse iiber die Wirkung
aerodynamischer Kréfte werden auf Basis von Kréfte-, Langenskalen- und Zeitskalenana-
lysen gewonnen. Diese zeigen, daf die Komplexitéit der Tropfendynamik in der Uber-
lagerung verschiedenartiger Stromungsmechanismen begriindet ist. Zum tiefergehenden
Verstandnis werden mehrere analytische Theorien der linearen und nichtlinearen Verfor-
mungsdynamik aerodynamisch beaufschlagter Tropfen ausgearbeitet. Ein allgemeingiilti-
ges und effizientes Gesamtmodell ergibt sich in Verbindung mit Kriterien zur dynamischen
Stabilitdt und zur Klassifizierung der Mechanismen, ergénzt durch detaillierte empirische
Beschreibungen der Zerfallsvorgénge.

Lineare Normalmodenanalysen der Verformung unter der Wirkung einer Druckverteilung
wurden von Hinze (1948b) wie auch von @) auf Basis reibungsbehafteter
Potentialstromung im Tropfen vorgestellt. Die unterschiedlichen Reibungsterme beider
Formulierungen lassen sich auf eine abweichende Behandlung der dynamischen Randbe-
dingung an der Tropfenoberflache zuriickfithren. Um den klassischen Normalmodenansatz
auch bei zeitlich variierender Beaufschlagung verwenden zu kénnen, werden aus der Litera-
tur 48 Druckverteilungen entnommen und als Korrelationen der Reynolds-Zahl dargestellt.
Zur Beschreibung grofierer nichtlinearer Verformungen werden neue Modelle entwickelt,
die auf einer ndherungsweisen Darstellung des Tropfens als Rotationsellipsoid variabler
Abmessung aufbauen. Das PTB-Modell (Potential-Theory-Breakup-Modell) stellt eine
einheitliche potentialtheoretische Beschreibung der Stromung innerhalb und aulerhalb des
Tropfens dar. Mittels eines aerodynamischen Wirkungskoeffizienten werden die nichtlinea-
ren Modellgleichungen an empirische Daten angepaflt. Zur systematischen Validierung und
Bewertung der analytischen Modelle werden 5 reprisentative Fallstudien betrachtet, wobei
das Spektrum der untersuchten Phéanomene von freien Formschwingungen bis hin zur Ab-
lenkung und Verformung fallender Tropfen in einer laminaren Horizontalstréomung reicht.
Der Vergleich mit Literaturdaten unterstreicht das Potential der Normalmodenanalyse zur
Beschreibung komplexer Formédnderungen. Eine zeitgenaue quantitative Beschreibung bei
groflen Verformungen wird dagegen mit den nichtlinearen Modellen erreicht.

Die Klassifizierung der Zerfallsformen wird anhand der aerodynamischen Last beim Errei-
chen einer kritischen Deformation vorgenommen. Mithilfe dieses neuen Konzeptes lassen
sich zeitlich variierende Relativstromungsbedingungen wéahrend der anfinglichen Defor-
mation beriicksichtigen. Die empirische Beschreibung der Zerfallsphase umfafit — diffe-
renziert nach den verschiedenen Mechanismen — die zeitlichen Stadien, die Kinematik,
die aerodynamischen Eigenschaften des Tropfens sowie die Eigenschaften der Zerfalls-
produkte. Die Leistungsfahigkeit des Gesamtmodells wird anhand einer Modellstudie des
Tropfenverhaltens bei Sprungbeaufschlagung gezeigt.



Abstract

Droplet deformation and droplet breakup by aerodynamic forces can significantly influ-
ence atomization and mixture preparation processes. Objective of this study is a physical
modeling of the phenomena within the frame of Lagrangian simulation of disperse two-
phase flows. First insights into the effect of aerodynamic forces are derived from force,
length scale and time scale analyses, indicating that the complexity of droplet dynamics is
a consequence of the superposition of various flow mechanisms. To gain a more profound
understanding several analytical theories of linear and nonlinear droplet deformation are
elaborated. An universal and efficient model framework is accomplished in conjunction
with criteria concerning dynamic stability and breakup classification extended by a de-
tailed empirical description of the breakup processes.

Linear normal mode analysis of droplet deformation by a surface pressure distribution was
introduced by |[Hinze (1948b) and [Isshiki M), both employing potential flow theory
to model weakly dissipative flow in the droplet. It is shown that the different viscous
terms of the formulations can be attributed to different implementations of the dynamic
boundary condition at the droplet surface. In order to apply the classical modal approach
to droplets subjected to continuously varying aerodynamic load, 48 pressure distributions
are extracted from literature and correlated to cover a complete range of possible relative
flow conditions. With respect to larger nonlinear deformations fundamentally new models
are developed, approximating the droplet shape by axisymmetric spheroids of variable
geometry. The PTB-model (Potential-Theory-Breakup-model) represents a consistent
description of the flow within and around the droplet by viscous potential flow theory.
The nonlinear model equation is fitted to measured deformation data by means of an
aerodynamic coefficient. To systematically validate and assess the analytical theories 5
representative literature testcases are selected, ranging from free shape oscillations to
deflection and deformation of droplets in a laminar cross flow. The computed shape
evolutions confirm the potential of normal mode analysis to precisely describe complex
small-amplitude deformations and of nonlinear models to time-accurately simulate the
dynamics of larger deformations.

The breakup mechanisms are classified according to the aerodynamic load at the critical
droplet deformation. This new approach can account for variations of relative flow con-
ditions during the initial deformation phase. The empirical description of the subsequent
breakup phase comprises—differentiated according to the various mechanisms—temporal
stages, kinematics and the aerodynamic properties of the droplet as well as the charac-
teristics of secondary droplets. The efficiency of the model framework is demonstrated
by a concluding parametric study of the dynamic response of a droplet to shock wave
disturbances.
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1 Einleitung

Die Verbrennung fliissiger Kraftstoffe ist fiir viele technische Anwendungen von Bedeu-
tung. Zu den wichtigsten zdhlen Warme- und Stromerzeugung sowie Antriebe fiir Personen-
und Frachtverkehr. Mit der Vorgabe, Primérenergietrager wirtschaftlicher und umweltver-
traglicher einzusetzen, ist insbesondere das Zusammenspiel von Gemischaufbereitung und
Verbrennungsreaktion in das Zentrum des Interesses geriickt. Bei Kolbenmotoren und
Gasturbinen ergibt sich jedoch ein grundlegendes Problem. Um den Wirkungsgrad der
Maschinen zu optimieren und den Verbrauch zu senken, wird ein immer héheres Druck-
und Temperaturniveau der Verbrennung angestrebt. Negative Auswirkung der hohen Tem-
peraturen ist eine drastisch gesteigerte Bildung von Stickoxiden (NO,), deren Emission
in der Stratosphére fiir den katalytischen Abbau des Ozons und die VergroBerung der
Ozonlochs verantwortlich gemacht wird, in Bodennéhe iiber Ozonbildung zu einer Ver-
schlechterung der Luftqualitéit fithrt. Auf eine unvollstdndige Verbrennung lassen sich
dagegen Schadstoffe wie unverbrannte Kohlenwasserstoffe (U HC'), Kohlenmonoxid (CO)
und Ruf3 zuriickfiihren.

Einen Losungsansatz bietet die gezielte Abstimmung von Luftfiihrung, Kraftstoffzerstau-
bung, Mischung und Verbrennung, wobei als Leitgedanke zur Minimierung der Stick-
oxidbildung die Vermeidung stochiometrischer Verbrennungsbedingungen zugrunde gelegt
wird. Konsequent umgesetzt ist dies in der mageren Vormischverbrennung (LPP: Lean
Premix Prevaporize) fiir Gasturbinen, bei welcher der Kraftstoff in einem durchstromten
Vormischmodul zerstdubt und verdampft wird, so dal am Eintritt in die Reaktionszo-
ne ein homogen mageres Gemisch vorliegt dMaier und Wittig ‘1999). Eine Adaption fiir
herkommliche Brennkammerbauformen ist die abgelost stabilisierte Magerverbrennung,
bei der eine direkte Spriihstrahlverbrennung mit lokal-stéchiometrischen Bereichen ver-
mieden wird dMeier et all ‘1999). Beide Beispiele stellen hohe Anforderungen an die Ge-
mischbildung. Um Selbstziindung und Flammenriickschlag zu vermeiden, mufl diese bei
hohen Stromungsgeschwindigkeiten stattfinden und innerhalb kiirzester Zeiten abgeschlos-
sen sein. Um eine stabile Verbrennung zu gewéhrleisten, mufl zudem ein ausreichender
Homogenitétsgrad des Gemisches sichergestellt sein. Von zentraler Bedeutung ist daher
eine effektive Zerstaubung des Kraftstoffs, die bei hohen Relativgeschwindigkeiten mithilfe
aerodynamischer Kraftwirkungen erreicht werden kann.

Typische Beispiele sind die in Abbildung dargestellten Zerstaubungskonzepte. Die bei

Abbildung 1.1: Air-Blast Zerstdubung dMeier et al.‘ ‘1999‘) Luftgestiitz-

te Druck-Drall Zerstdubung (Maier und Wittig ‘1999), Saugrohr-
einspritzung (Rottenkolber et al) ‘1998) und  Direkteinspritzung
(Rottenkolber et al. ‘1999) — von links nach rechts
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Gasturbinen hiufig eingesetzte Air-Blast Zerstiubung basiert auf der Uberstrémung einer
Filmlegerlippe - hier in rotationssymmetrischer Ausfiihrung mit koaxialen Luftzufiithrun-
gen - von welcher die Fliissigkeit unter der Wirkung aerodynamischer Krifte abgelost und
zerstdubt wird. Bei der luftgestiitzten Druck-Drall Zerstdubung werden aerodynamische
Kréfte beim Zerfall einer hohlkegelformigen Fliissigkeitslamelle zur Verbesserung der Zer-
staubungsgiite eingesetzt. Dagegen kommt es bei der Saugrohreinspritzung fiir Ottomoto-
ren wegen der im Mittel eher niedrigen Relativgeschwindigkeiten erst in der stark beschleu-
nigten Ventilspaltstromung zum Nachzerfall von Tropfen (‘Burger et al ‘2002‘). Eine zen-
trale Bedeutung kommt aerodynamischen Zerstdubungsmechanismen bei der Direktein-
spritzung zu. In dem kurzen Zeitfenster des Ladungswechsels muf3 hier mittels Hochdruck-
einspritzung ein ziindfdhiges Gemisch mit gezielt vorgegebenen rdumlichen und zeitlichen
Eigenschaften erzeugt werden. Die systematische stromungstechnische Auslegung ist je-
doch durch die variablen Betriebsbedingungen von Kolbenmotoren erschwert. Problema-
tisch ist bei Ottomotoren insbesondere die Kaltstartphase, in der aufgrund schwacher
Kraftstoftverdunstung erhéhte U H C-Emissionen auftreten dRottenkolbeﬂ ‘2001‘).

Wie sich der destruktive Effekt der Stromungskrifte auf einen Einspritzstrahl auswirkt,
zeigt der in Abbildung [1.2 dargestellte Modellversuch. Oberhalb einer kritischen Stro-

Abbildung 1.2: Kraftstoffeinspritzung in horizontale Kanalstrémung mittels

Vierloch-Druckzerstauberdiise (Samenfink et al. 1994 [Samenfink [1995)

bei u, = 30 m/s (linkes Bildpaar) und u, = 70 m/s (rechtes Bildpaar)

mungsgeschwindigkeit kommt es zum Zerfall einzelner Tropfen, was zu einer verstérkten
Ablenkung und Auffacherung des Strahls fithrt. Anhand der Detailvisualisierung lassen
sich typische Merkmale identifizieren: Tropfenzerfall ist kein Punktereignis, sondern ein
der Bewegung iiberlagerter Vorgang mit dhnlichem Zeitmaf. Bis zur vollstdndigen Auf-
l6sung der Fliissigkeitsstrukturen kénnen diese eine erhebliche Flugstrecke zuriicklegen.
Zusétzlich werden den Fragmenten Impulskomponenten quer zur Anstromung aufgepragt.
Als weitere Ursache fiir die Auffacherung des Strahls ist das breite GroBlenspektrum und
damit ganz unterschiedliche Bewegungsverhalten der Fragmente zu erkennen. Wahrend
kleinere Tropfen eher von der Gasstrémung mitgerissen werden, bewegen sich grofere
Tropfen entsprechend ihres Eigenimpulses.

Wichtiges Hilfsmittel bei der Auslegung derart anspruchsvoller Stromungsprozesse ist die
numerische Simulation. Diese kann im Gegensatz zu experimentellen Untersuchungen in
kurzer Zeit detaillierte Informationen iiber die Strémungsvorgénge liefern und ermdoglicht
eine beschleunigte Durchfithrung von Parameterstudien, so daf} sich insgesamt eine Ver-
kiirzung der Entwicklungszyklen erzielen 148t. Wahrend sich die Berechnung einphasiger
Stromungen, selbst bei komplexen Geometrien, als effizientes und zuverlissiges Ausle-
gungswerkzeug etabliert hat, ist im Hinblick auf Gemischbildungsprozesse ein drastisch



gesteigerter Modellierungsaufwand erforderlich. Entsprechend wirkt sich dies auf die Lei-
stungsfiahigkeit und Qualitdt der Simulationsverfahren aus. Beispielhaft fiir diese Pro-
blematik ist der Zerstdubungsprozefl. Wegen der vielschichtigen, im Detail komplexen
Zweiphasenphédnomene ist es bisher nicht gelungen, universelle und praktisch anwendbare
Modellansitze zu formulieren, dies trotz intensiver Forschung, wie z.B. im Rahmen des
DFG-Schwerpunktsprogramms Fluidzerstdubung und Sprihvorgdnge dWalzel und TropeaJ
2004). Existierende Ansétze sind in ihrer Giiltigkeit immer an eine bestimmte Bauart und
Betriebsform des Zerstaubungssystems gebunden.

Da bei Zerstaubungsprozessen in der Regel eine Vielzahl von Tropfen unterschiedlicher
Groflen, Flugrichtungen und Geschwindigkeiten erzeugt werden, bietet sich zur mathe-
matischen Beschreibung der dispersen Zweiphasenstromung ein Euler-Lagrange Modell
an. Der prinzipielle Berechnungsgang ist in Abbildung am Beispiel der Oxidator-

Kontinuumsmodell Partikelmodell der

der Dampfphase dispersen fliissigen
Stréomungsdaten Phase
Quelltermdaten

Abbildung 1.3: Iterative Berechnung der dispersen Zweiphasenstromung in der
Startphase eines Raketentriebwerks dSchmehl und Steelant ‘2003‘)

Flutstr(jmungﬂ in der Startphase eines Raketentriebwerks verdeutlicht und zeigt, wie die
disperse fliissige Phase als Uberlagerung einer groBen Anzahl einzelner Tropfenbahnen
dargestellt wird. Die Berechnung individuellen Tropfenverhaltens ist ein entscheidender
Vorteil des Lagrange-Verfahrens, da in Abhéangigkeit von Grofle, Geschwindigkeit, Tempe-
ratur und Zusammensetzung der Tropfen eine differenzierte Beschreibung der physikali-
schen Vorgénge, wie z.B. Bewegung, Verdunstung und Deformation vorgenommen werden
kann. Mit der Zusammenstellung und Mittelung der Daten auf dem ortsfesten Rechen-
netz ergeben sich Uberlagerungseffekte, wie z.B. die Dispersion des Spriihstrahls infolge
Stromungsturbulenz. Entsprechend eignet sich das Lagrange-Verfahren zur Beriicksichti-
gung von Sekundéreffekten, wie z.B. Kollision mit anderen Tropfen und Tropfennachzerfall
durch aerodynamische Kréfte. Da diese Phanomene oft die Entstehungsphase eines Spriih-
strahls pragen, konnen sie einen mafigeblichen Einflul auf die gesamte raumliche Struktur
der Zweiphasenstromung haben.

Die in Zusammenhang mit Abbildung diskutierte Wirkung aerodynamischer Kréf-
te ist in Abbildung [1.4] anhand eines 60 um groflen Kraftstofftropfens bei der luftge-
stiitzten Druck-Drall Zerstdubung im Vormischmodul einer LPP Versuchsbrennkammer

Tm dargestellten Oberstufentriebwerk wird die Flutstrémung zur Gewéhrleistung einer kontrollierten
und stabilen Kontaktziindung der hypergolen Treibstoffkombination eingesetzt
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verdeutlicht. Die numerische Berechnung zeigt, wie es nach dem Priméarzerfall der hohlke-

_.-®"" Kugelformiger
Zerstduberluft % Tropfen

\ e . Folgezerfille Dispersion
P4
/ Verformung
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Abbildung 1.4: Numerische Berechnung des Nachzerfalls eines Kraftstofftrop-
fens auf Basis eines empirischen Modells (Schmehl et al.|2000)

gelformigen Fliissigkeitslamelle infolge Transport und Nachzerfall der Lamellenfragmente
in einem ausgedehnten Bereich des Spriihstrahls zur Produktion kleiner Tropfen kommt.
Eine derartige Spriihstrahlcharakteristik beeinflufit wegen der schnellen Verdunstung der
Sekundértropfen ganz wesentlich die rdumliche Verteilung des Kraftstoffdampfes und da-
mit auf den Ablauf der Verbrennungsreaktion und kann nur durch eine zeitaufgeloste,
simultane Betrachtung von Tropfenbewegung, Deformation und Nachzerfall nachgebildet
werden.

In diese Thematik gliedert sich die vorliegende Arbeit, deren Ziel eine allgemeingiiltige und
gleichzeitig effiziente Modellbeschreibung der gekoppelten physikalischen Vorgénge ist. Im
Anschlufl an den empirischen Kenntnisstand zur Deformation und Zerstorung von Tropfen
werden in Kapitel 2] die gegenwértig bekannten Modellbeschreibungen diskutiert. Die in
Kapitel [3 aufbereiteten Grundlagen umfassen die Formulierung und Dimensionsanalyse
der fluiddynamischen Problemstellung, Léngen- und Zeitskalenanalysen der beteiligten
Stromungsvorgénge sowie das mathematische Rahmenwerk zur Beschreibung von Trop-
fengroBenverteilungen. In Kapitel [4 werden analytische Beschreibungen der gekoppelten
Bewegungs- und Verformungsdynamik aerodynamisch beaufschlagter Fliissigkeitstropfen
ausgearbeitet. Eine umfangreiche Validierung dieser Ansétze, die mathematisch als System
gekoppelter gewohnlicher Differentialgleichungen formuliert werden, ist Inhalt von Kapi-
tel [5. Auf Basis dieses Rahmenmodells werden in Kapitel [6 schlieflich halbempirische
Stabilitdts- und Klassifizierungskriterien abgeleitet, die durch eine empirische Beschrei-
bung des Zerfallsvorgangs ergénzt werden.



2 Stand der Forschung

Die Dynamik von Fliissigkeitstropfen hat bereits frith das Interesse experimenteller und
theoretischer Forschung geweckt. So untersuchte Plateau 41873) das Phénomen freier
Formschwingungen mit fotografischen Methoden. ‘Rayleith 41879‘) gelang die Formulie-
rung einer linearen Theorie reibungsfreier Schwingungen, in welcher allein das periodische
Wechselspiel von Tragheitskriaften und Oberflachenspannung eingeht und die von
1886) zur Bestimmung der Oberflichenspannung aus gemessenen Schwingungsdauern
eingesetzt werden konnte. Die Erweiterung um schwach dissipative Effekte geht auf|Lamb
41—8g8ﬂ) zuriick.

Die Deformation umstromter Tropfen ist erheblich komplexer, da neben der Eigendyna-
mik auch die Wirkung der aufgeprégten aerodynamischen Druck- und Schubspannungen
sowie mogliche Oberflacheninstabilitdten beriicksichtigt werden miissen. Die grundlegen-
den Wirkmechanismen einer plotzlich einsetzenden Umstromung sind in Abbildung [2.1]
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Abbildung 2.1: Querdeformation des Tropfens (links), iiberlagerte Grenz-
schichtablosung (mitte) und Oberfldcheninstabilitdten (rechts)

skizziert. Bei niedrigen bis méfigen Anstromgeschwindigkeiten v,.; dominiert der Effekt
der aufgeprigten Druckverteilung. Infolge des von den Staupunkten zum Aquator gerich-
teten Druckabfalls kommt es zur Querdeformation und nachfolgenden Formschwingungen
des Tropfens. Bei Uberschreiten einer kritischen Intensitéit der Druckkriifte wird die De-
formation irreversibel und leitet in den Blasenzerfall iiber. Bei hoheren Geschwindigkeiten
ist der Querdeformation des Tropfens dagegen die Ablésung eines diinnen, rasch zerfallen-
den Fliissigkeitsfilmes am Tropfenédquator iiberlagert. Dieser im wesentlichen schubspan-
nungsgetriebene Mechanismus ist ein typisches Merkmal des Scheibenzerfalls. Sehr hohe
Geschwindigkeiten rufen dagegen schnell anwachsende Oberflichenwellen auf der ange-
stromten Seite des Tropfens hervor. Wegen der hohen Scherkrifte kommt es zur Ablo-
sung eines feinen Tropfchennebels und schliefflich zur Fragmentierung des gesamten Fliis-
sigkeitsvolumens. Die Wechselwirkung zwischen aerodynamischen Kréften, Oberflichen-
spannung und hydrodynamischen Reaktionskréiften kann somit ganz verschiedenartige,
teilweise iiberlagerte Stromungsvorginge im Inneren und an der Oberflache des Tropfens
verursachen. Die Wirkungsbereiche dieser Vorgange sind in Abbildung 2.1 durch charak-
teristische Zeit-, Geschwindigkeits- und Léngenmafie angedeutet (vgl. auch Abschnitte
und [3.3). Nach Gelfand 41996‘) ist gerade der simultane Ablauf der Stromungsvorgénge
fiir die Vielfaltigkeit und Komplexitéit der Zerfallsphdnomene verantwortlich.
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Der empirische Kenntnisstand zur Deformation und Zerstorung von Tropfen durch aero-
dynamische Krifte ist in Abschnitt 2.1 zusammengefafit. Die theoretischen Arbeiten sind
entsprechend abnehmendem Modellierungsgrad bzw. zunehmendem Berechnungsaufwand
gegliedert. Abschnitt 2.2 stellt einen repréisentativen Abrifl empirischer Modelle vor dem
Hintergrund der numerischen Simulation technischer Gemischaufbereitung. Weil diese Be-
schreibungen im wesentlichen auf Korrelationen experimenteller Daten aufbauen, ist ihre
praktische Anwendung streng an die implizierte Form der aerodynamischen Beaufschla-
gung gebunden. Den in Abschnitt beschriebenen einfachen mechanistischen Modellen
liegen dagegen vereinfachte Modelle der Stromungsvorgénge zugrunde. Die mathemati-
sche Beschreibung ist jeweils auf eine charakteristische Modellgrofie reduziert, wie z.B. die
Querdeformation des Tropfens oder die Dicke der Fliissigkeitsgrenzschicht, und ermdoglicht
eine im Hinblick auf die praktische Anwendung universellere Beschreibung der Phanome-
ne. Die in Abschnitt 2.4 diskutierten linearen Normalmodenmodelle basieren auf analy-
tischen Zerlegungen der Oberflichenverformung mithilfe von Reihenansétzen und stellen
die Grundlage der Stabilitdtsanalyse hydrodynamischer Systeme dar. Neuere Arbeiten
zur direkten numerischen Simulation der Deformations- und Zerfallsphdnomene sind in
Abschnitt zusammengefait. Mittlerweile liefern diese Verfahren wesentliche Beitrage
zum tiefergehenden Versténdnis, sind in der praktischen Anwendung jedoch durch den
extrem hohen Berechnungsaufwand begrenzt.

2.1 Empirische Erkenntnisse

Ausgehend von ersten Untersuchungen zur Wirkung aerodynamischer Krafte auf Fliissig-
keitstropfen durch Lenard (1904) und Hochschwender 41919‘) bietet die Literatur heute

eine umfassende experimentelle Darstellung der Thematik. Es zéhlen hierzu Beitrage von

‘Hsianfz und Faeth ({1992‘) und‘Dai und FaethJ 42001‘) zur Deformation und Zerstérung von

Tropfen in Stofirohrstromungen, Studien von Krzeczkowski 41980‘) und |Schmelz] 42002‘) in
Windkanalstrémungen sowie Beitrige von [Vieilld 41998), Zert 41998‘) und |Prevish 41998)
zu speziellen Formen aerodynamischer Beaufschlagung. Da der Grofiteil der empirischen
Erkenntnisse zur sprunghaften Beaufschlagung vorliegt, soll dieser Fall im weiteren mit
Schwerpunkt behandelt werden. Anhand von Visualisierungen ist in Abschnitt 2.1.1 qua-
litativ dargestellt, welche Phdnomene mit zunehmender Intensitdt der Stromungskrifte
zu beobachten sind und wie diese im Detail ablaufen. In Abschnitt 2.1.2 sind Konzepte
zur Klassifizierung anhand dimensionsloser Kenngréfien beschrieben. Abschliefend wird
in Abschnitt 2.1.3 auf spezielle Verhéltnisse bei der technischen Gemischaufbereitung
eingegangen, so z.B. Nieder- und Hochdruckbedingungen wie auch kryogene Bedingun-
gen. Diskutiert werden Abweichungen von der Sprungbeaufschlagung, wie z.B. entlang
Diisenstromungen, in oszillierenden oder hochturbulenten Brennkammerstromungen.

2.1.1 Deformations- und Zerfallsphinomene

Bei sehr niedrigen Relativgeschwindigkeiten haben aerodynamische Krifte keinen merk-
lichen Einfluf§ auf die Form der Tropfen. Es dominiert die Wirkung der Oberflichenspan-
nung, wobei es infolge anfinglicher Deformationen oder mechanischer Einfliisse, wie z.B.
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Kollisionen mit Wénden oder anderen Tropfen zu Formschwingungen kommen kann. Auf-
grund der Dampfungswirkung tropfeninterner Reibungskrifte klingen diese im Regelfall
ab. Mit steigenden Relativgeschwindigkeiten nimmt der Einflul der aufgepréigten Stro-
mungskréfte zu. Infolge der inhomogenen Druckbelastung der Tropfenoberfliche kommt
es zu der in Abbildung 2.1 skizzierten Querdeformation. Da die maximale Druckiiber-
hohung am vorderen Staupunkt auftritt, ist die Tropfenvorderseite stérker abgeflacht als
die Riickseite. Diese Form ist charakteristisch fiir stationdre Beaufschlagung
\M; Pruppacher und Beard ‘1970) und fiir sprunghafte Beaufschlagung méafliiger Inten-

sitét dTemkin und Kim/[1980; Hsiang und Faeth ‘1995‘). Letztere ist in Abbildung 2.2 an-
hand der in den horizontalen Diisenfreistrahl eintretenden Tropfen zu erkennen. Ebenfalls
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Abbildung 2.2: Ablenkung und Verformung von Wassertropfen im laminaren
Diisenfreistrahl bei Wey = 11.8 dWieQand ‘1987, Versuch 17-3W)
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ersichtlich sind die von der Erzeugung herriihrenden Formschwingungen der frei fallen-
den Tropfen. Da sich mit der Form auch die aerodynamischen Eigenschaften der Tropfen
dandern, mufl mit einer riickwirkenden Beeinflussung des Bewegungsverhaltens gerechnet
werden. Dies wiederum hat Auswirkungen auf die Umstréomung des Tropfens und die
Oberflachenkrifte und unterstreicht die Notwendigkeit einer gekoppelten Betrachtung der
beteiligten Phénomene.

Um das Verhéltnis der aufgeprégten Druckkréfte zur Wirkung der Oberflachenspannung
zu quantifizieren, wurde von [Hinze (19485) die Weber-Zahl We = pv2,,Dy/o vorgeschla-
gen. Mit Weg = 11.8 liegt der Maximalwert der in Abbildung 2.2 dargestellten, in die
Stromung eintretenden Tropfen gerade noch innerhalb des fiir Sprungbeaufschlagung giil-
tigen Bereichs reversibler Deformationen. Allerdings kann es bei bestimmten Bedingungen,
wie z.B. turbulenten Fluktuationen der Relativstromung, zu einer Anregung von Form-
schwingungen kommen, die im Resonanzfall bis zur Zerteilung der Tropfen fithren kénnen.
Bei diesem durch periodischen Energieeintrag verursachten Schwingungszerfall (vibratio-
nal breakup) entstehen zwei oder drei grofiere Fragmente neben kleineren Satellitentrop-
fen (Wierzba ‘1990‘; Schmelz \M) Erst bei Uberschreiten einer kritischen Intensitéit der
aerodynamischen Last tritt der bereits durch Hochschwender 41919‘) fotografisch ana-
lysierte Blasenzerfall (bag breakup) auf. Erste experimentelle Untersuchungen am ITS
wurden von Hafler 69—75) vor dem Hintergrund der Tropfenzerstorung in Nafdampf-
stromungen von Dampfturbinen durchgefiihrt. Dariiberhinaus haben Samenfink 41995)
und |Gutknecht 41996) im Rahmen ihrer Arbeiten zur Saugrohreinspritzung in Ottomo-
toren umfangreiches Videomaterial zusammengestellt, das im folgenden zur qualitativen
Beschreibung der Zerfallsphdnomene verwendet werden soll. Betrachtet werden Wasser-
tropfen (D ~ 3 mm), die in eine horizontale Kanalstromung (@, = 20—70m/s) fallen. Zur
Nachahmung saugrohrtypischer Stromungsverhéltnisse wird iiber ein Gitter (Maschenwei-
te Al = 5mm) eine schwache Turbulenz (Tu = 2—3%, [, ~ Al) erzeugt, so dafl die Tropfen
einer gleichférmigen Hauptstromung mit iiberlagerter isotroper Wirbelstruktur (I, ~ Dy)
ausgesetzt sind (vgl. [Samenfink et al. M‘) Es wird von einer ndherungsweisen Sprung-
beaufschlagung, beschrieben durch eine mittlere Weber-Zahl Wey, ausgegangen. Einfliisse
tropfeninterner Reibungskrifte sind bei der betrachteten Versuchsreihe nicht festzustellen.

Wie aus Abbildung 2.3 hervorgeht, wolbt sich beim Blasenzerfall der zunéchst schei-
benférmig abgeflachte Tropfen in Stromungsrichtung, um zu einer diinnen Filmtasche
aufgeblasen zu werden. Diese zerplatzt schliellich in eine Vielzahl kleiner Tropfen, gefolgt
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—

Abbildung 2.3: Blasenzerfall eines Wassertropfens bei Wey = 10

vom Zerfall des expandierenden Fliissigkeitsringes in groflere Fragmente dChou und Faeth
1998). Wie im letzten Teilbild der Sequenz erkennbar, bilden sich zuvor mehrere Kno-
ten entlang des Ringes aus, die aufgrund hoherer Massentriagheit langsamer von der
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Gasstromung beschleunigt werden. Diese Einschniirung ist ein typisches Merkmal der
Rayleigh-Instabilitit langgestreckter Fliissigkeitsstrukturen als Folge der Wechselwirkung
von Triagheits- und Oberflichenspannungskréften 1995)).

Bei leichter Steigerung der Relativgeschwindigkeit tritt Keulenzerfall (bag-jet breakup)
auf. Wie aus Abbildung [2.4] hervorgeht, kommt es wie beim Blasenzerfall zunédchst zur
Abflachung des Tropfens und anschlieBenden Ausbildung einer Blasenstruktur. Wéhrend

Abbildung 2.4: Keulenzerfall eines Wassertropfens bei Wey = 15

des Vorgangs bleibt im Zentrum des Tropfens jedoch ein betréchtlicher Teil der Fliissigkeit
zuriick und wird in Stromungsrichtung zu einem Fliissigkeitsfaden, der sogenannten Keu-
le, auseinandergezogen. Der abschlieBende Rayleigh-Zerfall von Ring und Keule hinterlaft
als groBtes Fragment den Kopf der Keule, der oft durch nachfolgenden Blasenzerfall zer-
stort wird (Gutknecht ‘1996). In verschiedenen Arbeiten wird dieser auch als Resttropfen
bezeichnet.

Hohere Relativgeschwindigkeiten fithren schlie8lich zum Scheibenzerfall (shear breakup),
der durch eine Abrundung der Tropfenvorderseite und Ablosung kleinskaliger, schnell zer-
fallender Filmstrukturen gekennzeichnet ist. Der Mechanismus unterscheidet sich grund-

e ™ . | .. ._4.‘ Fiw i okl
Abbildung 2.5: Scheibenzerfall eines Wassertropfens bei Wey = 70

legend von den Zerfallsformen bei méafligen Relativgeschwindigkeiten und kann, wie in
Abbildung [2.1 skizziert, mit dem schubspannungsgetriebenen Abrifi der Fliissigkeitsgrenz-
schicht erkldrt werden (Ranger und Nicholls @%9%, Hsiang und Faeth ‘1992). Dieser auch
als sheet stripping bezeichnete Prozefl bewirkt einen kontinuierlichen Massenverlust, bis
infolge der Durchmesserabnahme und Beschleunigung des Tropfens eine stabile Grofie
erreicht ist. Dieser Endzustand ist nach ‘Hsiang und Faeth 41993) durch die Bedingung
Bo = 16 gekennzeichnet, wobei die Bond-Zahl Bo = pyaD3/oc das Verhiltnis der Be-
schleunigungskrafte zur Wirkung der Oberflaichenspannung charakterisiert.

Bei sehr hohen Relativgeschwindigkeiten kommt es bereits in der Frithphase der Deforma-
tion zur Instabilitdt der angestromten Phasengrenzflache. Wie in Abbildung [2.1] skizziert,
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fithren die schnell anwachsenden kurzwelligen Oberflichenstorungen in Verbindung mit
der ausgepréigten Scherwirkung der Gasstromung zur Ablosung eines feinen Tropfchenne-
bels (wave crest stripping) und schliefllich zur schlagartigen Fragmentierung des Tropfens
(catastrophic breakup). Verdeutlicht sind diese Vorgénge in Abbildung [2.6] anhand eines
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Abbildung 2.6: Tropfenzerstérung bei Wey = 11700 dJoseph et al. ‘1999)

Wassertropfens (Dy = 2.6 mm), der einer StoSrohrstromung sehr hoher Geschwindigkeit
(ug = 432m/s) ausgesetzt ist. Charakteristisch ist die frontseitige Stauchung und Ab-
rundung sowie riickseitige Abflachung des Tropfens. Die Ausbildung der Linsenform ist
nach (M) eine Folge der aufgepriagten aerodynamischen Druckverteilung und
der beschleunigungsbedingten Druckschichtung im Tropfen.

Zusammenfassend 148t sich feststellen, daf3 der Einflufl der Oberflaichenspannung mit zu-
nehmender Beaufschlagungsintensitit in den Hintergrund tritt. Dies gilt fiir die Deforma-
tion des Tropfens, nicht jedoch fiir kleinskalige Vorgénge, wie z.B. Fliissigkeitsablosung
oder kurzwellige Oberfldcheninstabilitdten. Als Reaktionskréfte in den Vordergrund treten
bei hohen und sehr hohen Beaufschlagungsintensitéiten Scherkréifte in den Oberflachen-
schichten des Tropfens sowie beschleunigungsbedingte Druckkréfte im Tropfeninneren.
Grundlegendes Merkmal des Tropfenzerfalls ist eine Ausdehnung der Fliissigkeitsstruktur
quer zur Anstromung. Wegen der einhergehenden Zunahme der Stromungskréfte kon-
nen die Tropfen wihrend des Zerfalls eine betrédchtliche Flugstrecke zuriicklegen, nach
‘Hsiang und Faeth 41993) bei Scheibenzerfall etwa das fiinfzigfache ihres Durchmessers.

2.1.2 Klassifizierung der Phinomene

Eine systematische Einteilung und Abgrenzung der Deformations- und Zerfallsphdnomene
in Abhéngigkeit der Problemparameter ist von grundlegender Bedeutung fiir die empiri-
sche Modellbildung. Als dimensionslose Kenngréfle zur Charakterisierung des Tropfen-
verhaltens wurde in Abschnitt die Weber-Zahl eingefiihrt. Nach Hsiang und Faeth)

1995) werden in Stofirohrversuchen bei vernachléssighbarer Wirkung tropfeninterner Rei-
bungskrafte mit Wey &~ 0.6, 1.1 und 2.3 maximale Querdeformationen (D4 — Do)/ Dy =
5%, 10% und 20% erreicht. Infolge der Beschleunigung des Tropfens kommt es jedoch
erst fiir Wey > 3 zu merklichen Formschwingungen, Blasenzerfall setzt bei Uberschreiten
der kritischen Weber-Zahl Wey . ~ 13 ein. Nach [Zer M) kann bereits fiir Wey >
5 unter bestimmten Bedingungen Schwingungszerfall auftreten. Keulenzerfall ist nach
Krzeczkowski 41980‘) fiir Weg > 18 festzustellen, ein Ubergangsmechanismus (transitio-
nal breakup) fiir Wey > 30 und Scheibenzerfall fiir Wey > 80.

Alternative Klassifizierungen der Zerfallsphdnomene auf Basis fotografischer Sequenzen
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wurden von Hinze 41955‘) Gelfand et al d1974),‘Dai und Faeth dQOOl) und |Schmelz dM)
vorgeschlagen. Auf Zexf M) geht eine Zusammenstellung umfangreichen holografischen
Materials zuriick. Im Hinblick auf diese Arbeiten fallt auf, dal die Bezeichnung und Eintei-
lung der schwer differenzierbaren Erscheinungen beim Ubergang vom Blasen- zum Schei-
benzerfall keineswegs einheitlich ist. ‘Hsiang und Faeth 41992) bezeichnen die Vorgénge
fiir Weg > 35 als multimode breakup, betrachten Keulenzerfall jedoch nicht als eigenstén-
digen Mechanismus, sondern ordnen ihn dem Blasenzerfall zu. Einige Autoren, wie z.B.
Liu und Reit7 d1997), fassen sémtliche Phinomene mit Blasenbildung, einschliefflich der
durch periphere Blasenstrukturen gekennzeichneten Ubergangsphéinomene, unter dem Be-
griff des Blasenzerfalls zusammen. Andererseits ordnet Samenfink 41995‘) die Ubergangs-
phénomene dem Scheibenzerfall zu. Aufgrund der langgestreckten Fliissigkeitsstruktur
(vgl. Aufnahme 3 und 4 in Abbildung [2.5) halt Zerf (ﬁ%@) am Begriftf des Keulenzer-
falls fest. Wegen dieses charakteristischen Merkmals bezeichnen Dai und Faeth 42001‘) die
Zerfallserscheinungen fiir Wey > 40 als plume-shear breakup.

Mit der einsetzenden Wirkung tropfeninterner Reibungskréfte verlagern sich die Uber-
ginge zwischen den Mechanismen zu hoheren Werten der Weber-Zahl. Um diesen Ef-
fekt zu quantifizieren, hat sich in der Literatur die Ohnesorge-Zahl On = pg/+/paDoo
etabliert. Bereits von [Hinze @) wurde eine grafische Auftragung der Stabilitatsgren-
ze Weg,. als Funktion der Ohnesorge-Zahl vorgeschlagen, die von [Krzeczkowski 41980)
und ‘Hsiang und Faeth 41992‘; ‘1995‘) zu der in Abbildung [2.7] dargestellten Bereichsein-
teilung erweitert wurde. Vorteilhaft an dieser Auftragung ist, dal die Einfliisse der Pro-
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Abbildung 2.7: Tropfenverhalten bei sprunghafter Beaufschlagung als Funkti-
on der Kennzahlen On und We,

blemparameter v, und pg getrennt iiber die Kennzahlen Wey und On eingehen. Ne-
ben den Kennlinien, welche die verschiedenen Deformations- und Zerfallsformen abgren-
zen, enthélt das Diagramm die Isolinien der Reynolds-Zahl der Deformationsstromung,
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Reder = /P pavreDo /1, die iiber den Zusammenhang Regr = \/\%/ On eine parame-
trische Abhéangigkeit zwischen den Kennzahlen festlegt. Mit Ausnahme des Schwingungs-
verhaltens, das bereits fiir On > 0.01 eine deutliche Abhéngigkeit zeigt, ist ein Einflufl
tropfeninterner Reibungskréfte erst fiir On > 0.1 zu verzeichnen. Selbst bei niedrigvisko-
sen Fliissigkeiten kann diese Gréflenordnung mit sehr kleinen Tropfen oder bei Annéhe-
rung an den kritischen Punkt (¢ — 0) erreicht werden, beides Bedingungen, die bei der
Gemischaufbereitung unter Hochdruckbedmgungen auftreten. Als grundlegenden Mecha-
nismus erkannte Hlnze ) die reibungsbedingte Verzogerung der Deformationsstro-
mung, die aufgrund langerer E1nw1rkze1t der aerodynamischen Kréfte zu einer verstiarkten
Abnahme (Relaxation) der Relativgeschwindigkeit fiihrt. In der Folge ist zum Erreichen
eines bestimmten Deformationsgrades eine hohere Beaufschlagungsintensitéit notwendig.

Ein weiteres Klassifizierungskonzept baut auf der Kenngréfe WeRe ™ =  puDov3, Jo
auf. Diese quantifiziert das Verhéaltnis der aufgeprégten Schubspannungen zur Wirkung
der Oberflichenspannung und ist ein Mafl fiir die Tendenz zur Fliissigkeitsablosung.
Um die verschiedenartigen Wirkungen der aerodynamischen Druck- und Schubspannun-
gen in einer Darstellung zu charakterisieren, stellen Borisov et al. d1981) eine Berelchs—
einteilung in Abhingigkeit der Anfangswerte der Kennzahlen We und WeRe %® vor.
Anstelle dieser Einteilung sind in Abbildung Versuchsdaten iiberwiegend neuerer
Literaturquellen dargestellt. Die hinterlegte Fliche kennzeichnet die Uberlagerung des Be-
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Abbildung 2.8: Zerfallsmechanismen bei sprunghafter Beaufschlagung als
Funktion der Kennzahlen Wey und WeRe™*®° fiir On < 0.1. Atmo-
sphérische Daten: ‘Hmze 1955 Krzeczkowski 41980) Hsiang und Faeth
(1995), Vicille (1998), IDai und Facthl (2001) und [Schmelz jzooz) Nie-
derdruckdaten: |Zer (FlQT‘ Hochdruckdaten: [Vieilld M

reichs 35 < Wey < 80, in dem nach ‘Hsiang und Faeth 41995‘) der Ubergang vom Keulen-
zum Scheibenzerfall stattfindet, mit dem Bereich 0.8 < WeRe *® < 1.2, in dem nach
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Gelfand d1996) die Fliissigkeitsablosung am Tropfen einsetzt. Bestitigt wird der Uber-
gangsbereich durch die atmosphérischen Daten. Ein grundlegendes Problem wird mit den
Nieder- und Hochdruckdaten sowie den Isolinien der Ohnesorge-Zahl On, = u/+/pDoo
deutlich. Weil die Kennzahl iiber die Beziehung WeRe *° = Weo'750n2'5 eine parame-
trische Abhéngigkeit festlegt, kann ein mittels konstanter Werte Wey und WeRe ™% ab-
gegrenzter Ubergangsbereich tatsdchlich nur innerhalb eines bestimmten Wertebereichs
von On, giiltig sein. Fiir atmosphérische Bedingungen ergibt sich mit den Stoffdaten der
Gasphase, den praktisch realisierbaren Tropfengrofien und Oberflichenspannungen der in
Abbildung 2.8 erkennbare Bereich 1072 < On, < 1073, Die Zerfallsdaten fiir Nieder-
und Hochdruckbedingungen liegen auflerhalb dieses Streifens. Wesentlich flexibler wére in
diesem Zusammenhang eine Abgrenzung mithilfe von Kennlinien WeRe ™ %® = aWe?, die
iiber Konstanten @ und b angepafit werden koénnen. Fiir eine derartige Einteilung fehlt
jedoch eine einheitlich aufbereitete, den Bereich niedriger und hoher Driicke umfassende
Datenbasis.

Neben den aufgefiihrten Klassifizierungen finden sich in der Literatur weitere Konzepte,
wie z.B. eine Bereichseinteilung in Abhéngigkeit von Wey und Req (Vieille [1998)). In der
Praxis haben sich diese Ansétze jedoch nicht durchgesetzt.

2.1.3 Einflull der Beaufschlagungsform

Die bisher dargestellten Erkenntnisse beziehen sich auf die dynamische Reaktion von Fliis-
sigkeitstropfen bei sprunghafter aerodynamischer Beaufschlagung, wie sie in Idealform in
StoBrohrstromungen realisiert werden kann. Von Bedeutung ist auflerdem der Grenzfall der
quasistationdren Deformation bei langsam zunehmender Beaufschlagung, z.B. frei fallen-
der Tropfen. Numerische Simulationen beider Beaufschlagungsformen sind in Abbildung
2.9 aufgetragen. Aus experimentellen Studien geht hervor, dafl bei gleichem Maximalwert
der Weber-Zahl, Wey bzw. We,,, die Sprungbeaufschlagung zu einer deutlich stédrkeren

8 LS L AL AL LN L L O N O B |

R Tropfen in Stofirohrstrémung
777777777 Tropfen im freien Fall

Tropfen im Vormischmodul

N : - Tropfen im Raketentriebwerk -

We
o~
™
N
N

T, =t/t:

Abbildung 2.9: Szenarien aerodynamischer Beaufschlagung, entdimensioniert
mit der charakteristischen Zeit t* = \/D3py/o freier Formschwingungen
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Verformung fiihrt. Entsprechend wirkt sich dies auch auf den Wert der kritischen Weber-
Zahl, Wey . bzw. We,, . aus, d.h. die quasistationidre Deformation geht erst mit deutlich
hoherer Intensitdat der Stromungskrifte in den Blasenzerfall iiber. Dieser grundlegende
Einflufl der Beaufschlagungsform wurde bereits von Lenard M) anhand von Tropfen
iiber einer vertikalen Windkanaldiise erkannt.

Komplexere Relativstromungsverhéltnisse liegen bei der technischen Gemischaufbereitung
vor, da sich die Tropfen in turbulenten, rdumlich und zeitlich verdnderlichen Strémungsfel-
dern bewegen. In Abbildung [2.9 ist dies anhand der berechneten Beaufschlagungsverlaufe
eines 30 um groflen Kraftstofftropfens im Vormischmodul einer LPP Brennkammer (vgl.
Abbildung 1.4) und eines 100 um groBen Oxidatortropfens in der Flutstromung eines
Raketentriebwerks (vgl. Abbildung [1.3) verdeutlicht. Im Hinblick auf die mit endlichem
Zeitmafl ablaufende Deformations- und Zerfallsdynamik der Tropfen ist somit zu erwar-
ten, dafl neben Maximalintensitdt und Einwirkdauer der aerodynamischen Kréfte auch
der Gradient des Lastverlaufs von Bedeutung sein wird.

Vor dem Hintergrund dieser Fragestellung werden im folgenden aktuelle Arbeiten zum Ein-
flufl der thermo- und fluiddynamischen Randbedingungen diskutiert. Ziel dieser Arbeiten
ist meist die zur Sprungbeaufschlagung vorliegenden Erkenntnisse auf spezielle Verhalt-
nisse bei der Gemischaufbereitung fiir Verbrennungskraftmaschinen, d.h. hohe Driicke,
Temperaturen und Turbulenzgrade, niedrige Driicke sowie pulsierende Strémungen, zu
iibertragen.

Lee und Reitz 42000‘) betrachten das Verhalten kleiner Tropfen (70 um < Dy < 200 pum),
die bei angehobenen Driicken (p = 1 M Pa) quer in einen Diisenfreistrahl injiziert wer-
den. Anhand stark vergréferter Fotografien identifizieren sie die bekannten Formen des
Tropfenzerfalls und bestétigen die Bedeutung der Weber-Zahl als mafigebliche Kenngrofle.
Im Gegensatz zur vorherrschenden Erklarung des Scheibenzerfalls als grundlegend schub-
spannungsgetriebenes Phanomen, vermuten sie eine durch aufgepréigte Druckspannungen
induzierte Instabilitit der Tropfenoberfliche im Bereich des Aquators. Als Begriindung
fiir diesen Mechanismus, den sie als sheet thinning and deformation bezeichnen, fithren sie
die Unabhéngigkeit der eigenen Versuchsdaten von der Reynolds-Zahl der Tropfenumstro-
mung, Reg = pDyv,e0/ 14, an. Sie verstehen diese als mafigebliche Kenngrofie aerodynami-
scher Schubspannungseinfliisse. Tatséchlich aber sind die tangentialen Kréafteverhéltnisse
an der Tropfenoberfliche durch die GroBe WeRe ™ charakterisiert. Die Reynolds-Zahl
selbst hat dabei nur einen untergeordneten Einflu}; was die oben angegebene, empirisch
gestiitzte Begriindung abschwéicht. Beriicksichtigt werden sollten auflerdem die erhebli-
chen Unsicherheiten bei der Differenzierung der Zerfallsformen.

Eine dhnliche Versuchsanordnung verwenden Reichelt und Renz 42003‘) um den Zerfall
kleiner Tropfen (Dy = 95 um) bei Driicken und Temperaturen bis zu p = 5 M Pa und
T = 800 K zu untersuchen. Mithilfe laseroptischer Meftechnik stellen sie fest, dafl eine Zu-
nahme der Gasdichte insbesondere bei méfBigen Beaufschlagungsintensitiaten (Wey < 50)
zu grofleren Sekundértropfen fiihrt. Sie erkldren diesen Effekt mit der verstiarkten Kopp-
lung von Tropfenzerfall und Beschleunigung, die infolge stédrkerer Relaxation der Relativ-
geschwindigkeit zu einer Abschwéchung von Blasenbildungen fiihrt, was letztendlich eine
Verringerung des Feinanteils der Zerfallsprodukte bewirkt.

Eine Studie zum Zerfall groBerer Tropfen (Dy ~ 1mm) im Diisenfreistrahl bei Driicken
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bis zu p = 8 M Pa wird von |Vieille ) vorgestellt. Neben Referenzexperimenten mit
Athanoltropfen in Luft fithrt er Untersuchungen zu Sauerstofftropfen in Luft und Helium
unter kryogenen Bedingungen durch. Er identifiziert die bekannten Zerfallsformen und be-
statigt die Weber-Zahl als mafigebliche Kenngrofle, beobachtet mit zunehmendem Druck
jedoch eine Verlagerung der Uberginge zu hoheren Werten der Weber-Zahl. Trotz brei-
ter Variation der Reynolds-Zahl Rey kann er keinen wesentlichen Einflufl der Kenngrofie
feststellen. Zentraler Beitrag der Studie ist eine empirische Korrelation zur Abgrenzung

der Zerfallsmechanismen
WeRe "% = [ £, /24, (2.1)
Ha 'y P

Die Untersuchungen zeigen, dal der Wert der Konstanten K nicht nur vom betrachteten
Ubergang, sondern auch von der Fluidkombination abhingt. So sind die Ubergéinge zum
Blasen-, Ubergangs- und Scheibenzerfall fiir Sauerstofftropfen in Helium durch die Werte
K = 0.25,0.7 und 0.9 gekennzeichnet, fiir Athanoltropfen in Luft dagegen durch die
Werte K = 0.33,1.33 und 2. Inwieweit die Korrelation in einer Zerfallsklassifizierung
nach Abbildung [2.8] beriicksichtigt werden konnte, wird von Vieilld nicht erortert.

Zert ) analysiert die Dynamik von Wassertropfen (40 um < Dy < 460 pm) in Stof3-
rohrstromungen bei niedrigen Driicken (100 Pa < p < 1000 Pa). Neben inerten Trager-
gasen setzt er als Fiillgas auch reinen Wasserdampf ein und untersucht die Auswirkung
von Verdunstungs- und Kondensationsvorgéngen. Anhand einer umfangreichen Datenba-
sis zeigt er, dafl diese Vorgénge, trotz zum Teil erheblicher Temperatur- und Massenén-
derungen, einen vernachliassigharen Einflu auf die Deformations- und Zerfallsdynamik
haben. Ein deutlicher Einflufl zeigt sich dagegen beim Stréomungswiderstand der Tropfen.

Schmelz und Walzel 42003) untersuchen grofere Tropfen (1mm < Dy < 5mm) beim
Fall entlang vertikaler Diisenstromungen, wobei sie mittels variabler Diisengeometrien
verschiedene Zeitverldufe der Relativgeschwindigkeit vorgeben. Mit zunehmender Diisen-
lange, also abnehmendem Gradient des Geschwindigkeitsanstiegs, stellen sie einen An-
stieg der kritischen Weber-Zahl und der Sekundéartropfengrofien fest. Fiir lange Diisen er-
gibt sich der von Hinzd (1948;) fiir quasistationdre Tropfendeformation angegebene Wert
Wey, . = 20. Der Minimalwert der kritischen Weber-Zahl ergibt sich jedoch fiir eine kurze
Diise, nicht wie erwartet fiir die Blendenstromung mit nahezu sprunghaftem Geschwindig-
keitsanstieg. Sie erklédren dies mit dem spezifischen Verlauf der Relativgeschwindigkeit, die
nach dem Anstieg auf den Maximalwert mit dem Durchqueren der Blende rapide abf#llt,
und zwar noch in der Anfangsphase des Zerfallsvorgangs. Fiir die kurze Diise ergibt sich
dagegen eine hinsichtlich des Zerfalls optimale Kombination von Gradient, Maximalinten-
sitidt und Einwirkdauer der aerodynamischen Kréfte. Eine dhnliche Studie zum Einflufl
der Beaufschlagungsform stellen Suzuki und Mitachi 42000‘) Vor.

Tropfenzerfall in einer Kanalstromung mit iiberlagerten Oszillationen ist Gegenstand ei-
ner Studie von Bruno W) In der Praxis konnen derartige Stromungsverhéltnisse in-
folge von Verbrennungsinstabilitéiten auftreten und einen mafigeblichen Einflu} auf die
Gemischaufbereitung ausiiben. Die im Modellversuch kontrolliert aufgeprigte akustische
Stromungskomponente eignet sich auflerdem zur systematischen Untersuchung der Wir-
kung turbulenter Geschwindigkeitsschwankungen auf die Tropfendynamik. Als mafgebli-
chen Parameter identifiziert [Bruno das Verhéltnis akustischer Anregungsfrequenz f, zur
Eigenfrequenz f, des Tropfens. Er stellt fest, da Tropfen fiir f,/f, < 0.2 mit einer
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quasistationidren Deformation auf den Momentanwert der Geschwindigkeit reagieren. Fiir
0.2 < fu/fr <1 kommt es mit der Uberschiebung der Zeitmafe zu komplexen Wechsel-
wirkungseffekten, wihrend Tropfen fiir f,/f, > 1 nur noch auf den zeitlichen Mittelwert
der Stromungsgeschwindigkeit reagieren.

Prevish M) fat die Erkenntnisse zum Tropfenzerfall in turbulenten Strémungen zu-
sammen und erginzt diese durch eigene Untersuchungen in schwach- bis hochturbulenten
Kanalstromungen (7Tu = 3,30, 45 %) bei angehobenen Driicken (p = 0.5 M Pa). Als typi-
sche Erscheinung beobachtet er bei den hoheren Turbulenzgraden ein Zerteilen der Tropfen
durch die Einwirkung des hochgradig inhomogenen Stromungsfeldes. Dieser nach [Hinze
M) als bulgy breakup bezeichnete Mechanismus kann bereits fiir Wey > 3 auftreten.
Fiir hohere Beaufschlagungsintensitéiten ist mit Ausnahme des Falls Tu = 45 % auch Bla-
senzerfall festzustellen. Als Ergebnis einer Zeit- und Léngenskalenanalyse kommt
zum Schluf}; dafl der Zerfall in turbulenter Stromung durch Wirbelstrukturen verursacht
wird, deren charakteristische Abmessung eine Groéflenordnung iiber dem Tropfendurch-
messer liegt.

2.2 Empirische Modelle

Eine mathematisch einfache und numerisch effiziente Beschreibung der in Abschnitt [2.1.1]
qualitativ dargestellten Phanomene kann auf Basis empirischer Korrelationen vorgenom-
men werden. Ein tiefergehendes Verstandnis der Stromungsvorgénge ist dabei nicht erfor-
derlich. Eine systematische Zusammenstellung und Aufbereitung von Literaturdaten stel-
len |Pilch und Erdman| 41987) vor. In der vielzitierten Studie, die auf einer Klassifizierung
der Zerfallsformen bei Sprungbeaufschlagung aufbaut, geben sie eine Vorschrift zur Be-
rechnung der Zerfallsdauer ¢, als Funktion der Weber-Zahl We, an. Uber ein empirisches
Bewegungsgesetz bestimmen sie die Relativstromungsbedingungen bei Beendigung des
Zerfallsvorgangs und setzen diese mithilfe einer kritischen Weber-Zahl We, = f(On) in ei-
ne stabile Maximalgrofie der Fragmente um. Mayeﬂ d?%) diskutiert diesen Berechnungs-
gang vor dem Hintergrund der Fliissigkeitszerstaubung in Raketentriebwerken, schétzt die
stabile Fragmentgrofle bei eigenen Simulationsrechnungen jedoch vereinfachend iiber den
Momentanwert der kritischen Weber-Zahl ab.

Eine konsequente Erweiterung des Modellkonzepts stellen Samenfink et al. (‘M) und
Hallmann 41994) vor. Unter Zugrundelegung eigener experimenteller Untersuchungen ge-
ben sie fiir die Mechanismen des Blasen-, Keulen- und Scheibenzerfalls die Zeitverlaufe
der Tropfenquerabmessung D/Dy und des aerodynamischen Widerstandsbeiwertes cp
an. Das Grofenspektrum der Sekundértropfen beschreiben sie nach Hsiang und Faeth)
), die eine Korrelation Dsy/Dy = 6.2 On’*We,** fiir den Sauter-Durchmesser mit
der von Simmons de?ﬂ) postulierten universellen Wurzelnormal-Verteilung kombinieren.
Die Querimpulskomponente der Sekundértropfen leiten sie aus der Querexpansionsge-
schwindigkeit zum Zeitpunkt des Zerfalls ab. Das erweiterte Modell setzen sie erfolgreich
zur numerischen Simulation der motorischen Gemischbildung in Saugrohrstrémungen ein.

Folgeentwicklungen von [Willmann (1999) zielen auf eine zunehmende Differenzierung der
Zerfallsmechanismen und Auflésung rdumlicher und zeitlicher Details der Zerfallsvorgén-
ge hin. Den Einflu} reversibler Deformationen auf das Bewegungsverhalten der Tropfen
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berticksichtigen [Schmehl et al. dM) mittels einer auf Wiegand d1987) zuriickgehenden
quasistationdren Korrektur des Widerstandsbeiwertes. Sie fassen sdmtliche Korrelationen
in einem sheet spray model zusammen und verwenden dieses zur numerischen Simulation
der luftgestiitzten Druck-Drall Zerstdubung und Gemischbildung im Vormischmodul einer
LPP Brennkammer (vgl. Abbildung [1.4). Eine dhnliche Vorgehensweise verfolgt/Hohmann
M) bei der numerischen Simulation der dieselmotorischen Direkteinspritzung.

Zusammenfassend 148t sich festhalten, dafl die Giiltigkeit empirischer Modelle immer an
die experimentelle Datenbasis und damit auch an eine spezifische Problemstellung ge-
kntipft ist. Zwar ermoglicht die konsequente Verwendung dimensionsloser Kennzahlen
eine Erweiterung des Giiltigkeitsbereiches auf Klassen physikalisch dhnlicher Problem-
stellungen, es bleibt jedoch die Bindung an einen bestimmten, implizierten Zeitverlauf
der Beaufschlagung. Obwohl bei aerodynamischen Zerstaubungskonzepten wegen der an-
fangs hohen Relativgeschwindigkeiten meist von einer Sprungbeaufschlagung ausgegangen
wird, kann dies in der Praxis zu Problemen fithren. Wie der in Abbildung 2.9 dargestellte
Beaufschlagungsverlauf im Vormischmodul zeigt, liegt eine ndherungsweise Sprungbeauf-
schlagung des Tropfens tatséchlich nur fiir kurze Zeiten ¢/t < 0.5 vor. Mit der Bewegung
im inhomogenen und turbulenten Stromungsfeld der Vormischzone sind auch impulsartige
und eher kontinuierliche Anderungen der Relativgeschwindigkeit zu erkennen, so dafs Mo-
dellbeschreibungen fiir sprungbeaufschlagte Tropfen zu groleren Fehlern fithren kénnen.
Im Kontrast hierzu steht die ebenfalls dargestellte Beaufschlagung des Tropfens im Rake-
tentriebwerk. Infolge der vergleichsweise langsamen Anderung der Relativgeschwindigkeit
in der Diisenstromung liegt hier eine nahezu quasistationédre Deformation vor.

Eine zentrale Rolle nehmen empirische Modelle bei der Beschreibung der Zerfallsphase
ein, da die hochkomplexen Stromungsvorginge nur begrenzt durch mechanistische An-
séitze erfalt werden konnen. In vielen Fillen enthalten empirische Modellkonzepte jedoch
auch mechanistische Elemente. Beispiele hierfiir sind dhnlichkeitsmechanische Zusammen-
hénge, wie bei der zitierten Dso-Korrelation nach [Hsiang und Faeth d1992), die auf einer
Groflenordnungsabschétzung der Grenzschichtdicke in der Fliissigkeit aufbaut oder theo-
retisch fundierte Zusammenhénge, wie bei der c¢p-Korrektur nach MiegandJ dl%ﬂ), der ein
lineares Normalmodenmodell der Tropfendeformation zugrundeliegt. In der Praxis besteht
zwischen empirischen und mechanistischen Ansétzen meist keine klare Trennung.

2.3 Einfache mechanistische Modelle

Im Gegensatz zu empirischen Modellen liegen den im folgenden diskutierten Ansétzen
einfache Modelle der Stromungsvorgidnge zugrunde. Mit dieser Einbindung struktureller
Information iiber das Zweiphasensystem Tropfen-Gas ist es moglich Modellbeschreibun-
gen zu entwickeln, die in gewissen Grenzen auch jenseits der explizit validierten Fille
eingesetzt werden kénnen. Es werden zwei grundlegende Vorgehensweisen unterschieden.
Bei der phdnomenologischen Modellbildung werden die Modellmechanismen gezielt zur
Nachbildung der experimentell beobachteten Erscheinungen konstruiert, hiufig auf Ba-
sis von Analogievorstellungen oder dhnlichkeitsmechanischen Zusammenhéngen. Klassi-
sches Beispiel ist die auf Taylo M) zuriickgehende mechanische Analogie, nach der
die Formschwingungen eines Fliissigkeitstropfens mittels eines Feder-Masse Systems be-
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schrieben werden konnen. Ausgangspunkt der theoretischen Modellbildung ist dagegen
die kontinuumsmechanische Formulierung der Problemstellung, die mittels Idealisierun-

en auf geschlossene mathematische Modelle reduziert wird. So geht beispielsweise
m) von den Navier-Stokes Gleichungen aus und entwickelt fiir Teilgebiete (Symme-
trieachse, Grenzschichten) Modellgleichungen, deren gekoppelte numerische Losung auf
globale Kenngroflen des Zerfalls (Massenverlust, Zerfallszeit) fiihrt. Auch werden ana-
lytische Theorien verwandter Problemstellungen auf den aerodynamisch beaufschlagten
Tropfen iibertragen, so z.B. bei dem ebenfalls auf ) zuriickgehenden Grenz-
schichtmodell. Gemein ist den im folgenden diskutierten Ansétzen die Beschreibung der
betrachteten Phianomene mittels einer einzigen Modellgrofie, wie z.B. der Querdeforma-
tion, der Grenzschichtdicke oder der entsprechende Massenstrom. Ergédnzt werden die
Ansétze durch empirische Zerfallskriterien.

2.3.1 Tropfendeformation und Zerfall

Im Hinblick auf die Verformungsdynamik wird die Wechselwirkung zwischen aerodyna-
mischer Druckverteilung, Oberflaichenspannung, Massentrdgheit und tropfeninterner Rei-
bung betrachtet. Der Einflul aerodynamischer Schubspannungen wird nicht beriicksich-
tigt. Eine einfache mechanische Analogie ist das in Abbildung skizzierte Feder-
Masse-Dampfer System. Zum Vergleich der diskutierten Modellbeschreibungen werden
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Abbildung 2.10: Mechanische Analogie (links), zweidimensionales Ellipsenmo-
dell (rechts), axialsymmetrischer P,-Mode der linearen Theorie (rechts)

diese einheitlich fiir die dimensionslose Querabmessung y = D/D, als Funktion der di-
mensionslosen Zeit T, = t/t} formuliert. Vorausgesetzt ist ein konstantes Zeitmaf freier
Formschwingungen t* = \/Dg3py/c. Analytische Ausdriicke fiir die quasistationiire Defor-
mation 1., der verschiedenen Ansétze sind in Tabelle 2.1 zusammengefafit, ergénzt durch
Ausdriicke fiir die dimensionslose Eigenkreisfrequenz wy ungedédmpfter Schwingungen und
die dimensionslose Zeitkonstante 7 bei Dampfung. Aus diesen Groflen bestimmt sich die
Eigenkreisfrequenz geddmpfter Schwingungen zu w = y/wi — 1/72.

Um die Schwingungsdynamik stark deformierter aerodynamisch beaufschlagter Tropfen
zu beschreiben, entwickelt Kérner 41969‘; ‘1972‘) ein nichtlineares Deformationsmodell. Fiir
den im Tropfen herrschenden Druckgradienten infolge der aufgepriagten Druckverteilung
gibt er die GréBenordnungsabschiitzung |Vp| ~ —2pv2,/(Dgy) an, den durch die Oberfli-
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chenspannung verursachten Druckgradienten leitet er aus den lokalen Kriimmungsradien
an Aquator und Staupunkt ab. Mit der Annahme ellipsenformiger Tropfenquerschnitte
erhiilt er die fiir y > 1 geltende Niherung |Vp| ~ —4oy*/D3. Uber das Gleichgewicht
der Kraftdichten bestimmt er den Zustand quasistationdrer Deformation, um welchen er
die dynamische Modellgleichung linearisiert und fiir kleine Schwingungen analytische Lo-
sungen formuliert. Wie aus Tabelle 2.1 hervorgeht, nimmt die Eigenkreisfrequenz dieser
Schwingungen ausgehend vom Wert wy = 8 mit dem Grad der Deformation und der
Weber-Zahl zu. Auf Basis der Modellvorstellung kann die experimentell beobach-
teten Plateaus im Deformationsverlauf als Uberlagerungsphinomen deuten.

Modell Yoo wo /7
Korner (Se)7, g1 | /80 4 Gdyd 0
TAB, GL.2.2 1+ Y 8 20 On
, Gl. 2.4 1+ ?YVTg 3v2r ngon
DBB, GL. 2.5 X, We > 61 | — —

Tabelle 2.1: Kenngroflen analytischer Losungen der Modellgleichungen

Mit dem Taylor Analogy Breakup (TAB) Modell stellen (O'Rourke und Amsden d1987)
einen Ansatz vor, der sich mittlerweile als Standard in vielen Programmsystemen zur Stro-
mungssimulation etabliert hat. Grundlage ist eine lineare Groflenordnungsbeziehung der
im Tropfen wirkenden Krifte, die sie mittels Konstanten an die lineare Theorie schwach
geddampfter Formschwingungen im Grundmode, auch als P,-Mode bezeichnet, anpassen.
Mit der weitergehenden Annahme eines universellen Zusammenhanges zwischen kritischer
Weber-Zahl Wej . = 12 und Staupunktsdeformation a, = —1 ergibt sich die Modellglei-

chung 2]

d’y dy

a7 + 400n aT
In Abhéngigkeit vorgegebener Zeitverlaufe der Beaufschlagung We(T,,) lassen sich ana-
lytische Losungen die Differentialgleichung bestimmen. Im Hinblick auf den Einsatz des
Modells im Rahmen eines Lagrange-Verfahrens ist dies ein entscheidender Vorteil, da das
Zeitmafl der Formschwingungen deutlich kleiner sein kann als die Zeitmafle der Tropfen-
bewegung und Verdunstung, eine numerische Integration von Gleichung entlang der
Tropfenbahn in diesen Fillen eine drastische Erhohung des Berechnungsaufwands zur Fol-
ge hatte. Um die Riickwirkung der Deformation auf die Tropfenbewegung zu beschreiben,
schlagen Liu et al. 41993‘) eine Modifikation des aerodynamischen Widerstandsbeiwertes
vor. Als Funktion der dimensionslosen Querabmessung lautet diese

+ 64(y—1) = %We . (2.2)

CD = Cp sphere |1 +5.264(y — 1)], l<y<15 (2.3)

und interpoliert zwischen dem Beiwert einer starren Kugel, cp sphere(Re), und dem einer
Scheibe, cp = 1.52. Sekundartropfengrofien werden mittels einer Energiebetrachtung be-
stimmt. Die Entwicklung des TAB-Modells ist eng mit dem Stromungsprogramm KIVA

n der Originalformulierung geben |O’Rourke und Amsden | 1987‘) eine Dampfungskonstante von 20
an. Es ist hier der korrekt an Gleichung 12, Artikel 355 inLamb 41932) angepafite Wert von 40 verwendet.
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verkniipft (Amsden et al. ‘1989‘), dessen wesentliches Einsatzfeld die Gemischaufbereitung
fiir Kolbenmotoren ist.

Auf theoretischem Weg entwickelt |Clark M) ein zweidimensionales Deformationsmo-
dell um die Schwingungsdynamik von Tropfen in turbulenten Stromungen zu untersuchen.
Ausgehend von einer Energiebetrachtung kann er mit der Annahme ellipsenférmiger De-
formation analytische Ausdriicke fiir die Reibungsverluste im Tropfen und die Oberflé-
chenenergie in Abhéngigkeit der Schwerpunktskoordinate y,, des Halbtropfens ableiten.
Im Gegensatz zu [Kérner M) ergibt sich fiir abgeflachte Tropfen eine regressive Riick-
stellwirkung der Oberflichenspannung. |Clark linearisiert die Ausdriicke um den kreisfor-
migen Zustand des Systems, verwendet fiir den Beitrag der aerodynamischen Krifte eine
Groflenordnungsabschétzung und néhert die Massentrdgheit des Halbtropfens {iber die
Beschleunigung der Koordinate 1, an. Empirische Modellkonstanten werden nicht einge-
fithrt. Nach Ubergang zur Querabmessung y lautet die dimensionslose Modellgleichung
wie folgt ,

d~y 2y W

d—Tg + 977 On T
Er diskutiert analytisch und numerisch bestimmte Losungen fiir konstante und oszillie-
rende Beaufschlagung und stellt fest, daffl neben der Maximalintensitat auch die Frequenz
einen Einfluf auf die Maximaldeformation und — bei Annahme einer kritischen Querde-
formation — den Zerfall des Tropfens hat. Aufgrund der zweidimensionalen Betrachtung
weicht Gleichung [2.4] erheblich von der Gleichung[2.2 des TAB-Modells und damit auch
von der linearen Theorie schwach gedampfter Formschwingungen sphérischer Tropfen ab.
Die entsprechenden Abweichungen der Losungsfunktionen gehen aus Tabelle [2.1 hervor,
so z.B. eine um 67% hohere Eigenkreisfrequenz.

+ 187* (y — 1) = 6 We. (2.4)

Eine dreidimensionale Erweiterung des Ansatzes wird von Ibrahim et al 41993) unter
der Bezeichnung Droplet Deformation and Breakup (DDB) Modell vorgestellt. Sie gehen
von der Annahme aus, daf§ die Tropfen durch die Wirkung der aerodynamischen Kréfte
zu gedriickten Rotationsellipsoiden deformiert werden, verzichten bei der Ableitung von
Reibungs- und Oberflichenterm jedoch auf eine Linearisierung. Wie auch |Clark (ﬁg%—S‘),
beschreiben sie die Massentrégheit iiber die Beschleunigung des Fldchenschwerpunkts y,,
der Halbellipse (vgl. Abbildung [2.10). Die Modellgleichung lautet nach Ubergang zur
Querabmessung y wie folgt

d? 1 d 2772 2 s

d—Tié +9w20nﬁd—% + 72 y(l—ﬁ) = %We. (2.5)
Aus einer Energiebetrachtung leiten sie ein Zerfallskriterium auf Basis der kritischen De-
formation y. = We/(127) ab. Ein Kritikpunkt dieser Modellbildung ist die hybride Ver-
wendung zwei- und dreidimensionaler Betrachtungen. Aus Gleichung 1aBt sich zudem
erkennen, dafl die Ruhelage des unbeaufschlagten Systems nicht die Kugelform ist. In
der Konsequenz sollte das DDB-Modell daher ausschliellich im Bereich gréfierer Defor-
mationen (y > 1) eingesetzt werden, keinesfalls jedoch wenn allgemeine Deformationen
auftreten. In praktischen Berechnungsfillen ist diese Forderung kaum zu erfiillen. Aus

diesen Griinden und wegen der Notwendigkeit einer numerischen Simulation hat sich das
DDB-Modell in der Praxis nicht gegen das TAB-Modell durchgesetzt.

Daid#i¢ et al. 41994) untersuchen nichtlineare Aspekte der Verformungsdynamik bei gro-
Beren Deformationsgraden. Auf Basis einer Duffing-Differentialgleichung mit kubischem
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Riickstellglied und harmonischer Anregungsfunktion kénnen sie fiir den Grundschwin-
gungsmode P, wichtige nichtlineare Eigenschaften reproduzieren, wie z.B. das durch dis-
kontinuierliche Anderungen des Verformungszustands gekennzeichnete Sprungphénomen.
Die bei grofleren Deformationsgraden beobachtete Zunahme der Schwingungsfrequenz be-
griinden sie mit einer progressiven Riickstellwirkung der Oberflichenspannung. Wegen
der erstaunlichen Ubereinstimmung mit experimentellen Daten empfehlen sie die Ver-
wendung der Duffing-Differentialgleichung zur Beschreibung nichtlinearer Phénomene der
Schwingungsdynamik.

Zusammenfassend lassen sich die dargestellten Ansétze wie folgt beschreiben. Zentrales
Element der Modellbildung ist die Annahme einer idealisierten Verformungskinematik,
auf deren Basis die dynamische Modellgleichungen erstellt wird. Betrachtet werden aus-
schlieBlich axiale Streck-Stauch-Verformungen des Tropfens, komplexere Formé&nderungen
konnen nicht beriicksichtigt werden. In Ergédnzung der Modellgleichung wird meist ein
Zerfallskriterium auf Basis einer kritischen Deformation angegeben. Es ist wichtig, die-
se einfachen, vom Typ her empirisch-phdnomenologischen Kriterien von der theoretisch
fundierten, linearen Stabilitdtsanalyse des Zweiphasensystems zu unterscheiden. Wih-
rend erstere keine Aussagen iiber die zum Zerfall fithrenden Stromungsmechanismen ma-
chen, beschreibt letztere, wie sich das System Tropfen-Gas hinsichtlich kleiner Stérungen
verhalt. Zerfallsformen, die auf Basis dieses Modellkonzepts erfafit werden kénnen, sind
Schwingungs- und Blasenzerfall, also Zerfall aufgrund eines periodischen inkrementellen
Energieeintrags mit We < We( . bzw. eines anhaltenden Energieeintrags mit We ~ Wey ...

2.3.2 Grenzschichtstromung und AblGsung

Um die Ablosung feiner Fliissigkeitsstrukturen bei hoheren Relativgeschwindigkeiten zu
beschreiben, bietet sich ein Grenzschichtmodell nach Abbildung 2.1/ an. Wie skizziert,
wird der kontinuierliche Massenverlust des Tropfens dabei als Abstreifen der Fliissigkeits-
grenzschicht erklédrt. Dieser Mechanismus, bei dem ausschlielich der Effekt der aero-
dynamischen Schubspannungen eingeht, wurde bereits von Ta&lor @) als Ausgangs-
punkt zur theoretischen Beschreibung des Massenverluststroms verwendet. Als maf3igeb-
liche Kennzahl der Grenzschichtablosung gilt die Kombinationsgrofe WeRe ™, die das
Verhéltnis der Schubspannungen zur stabilisierenden Wirkung der Oberflichenspannung
charakterisiert. In Abschnitt [2.1.2] wurde dargelegt, wie diese zur Klassifizierung der Zer-
fallsphdnomene eingesetzt wird.

Eine Weiterentwicklung wird von [Ranger und Nicholls (1969) vorgestellt. Zugrunde liegt
dem Ansatz die Annahme ausgebildeter Stromungsgrenzschichten an der Phasengrenze,

deren parametrische Geschwindigkeitsprofile mittels Phaseniibergangsbeziehungen gekop-
pelt sind. Unter Verwendung eines Integralverfahrens nach von Karman und Pohlhau-
sen konnen sie eine Ndherungslosung der zweidimensionalen Grenzschichtgleichungen for-
mulieren, aus der sie einen analytischen Ausdruck fiir den Fliissigkeitstransport in der
Grenzschicht ableiten. Aus dem Maximalwert am Tropfendquator schliefen sie auf den
Massenverluststrom, der sich wie folgt darstellen 1483t

t* d 6r D3
R Y R =y (2.6)
mao dt Re Dj W\ pa
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Es geht hierbei die charakteristische Zeit t* = \/pq/p Do/vre; der Tropfenverformung
ein. In Ergidnzung gibt 1972) eine charakteristische Zeit fiir die Ausbildung der

Fliissigkeitsgrenzschicht und einen Schétzwert fiir die Sekundéartropfengrofien an.

Ein Grenzschichtmodell wird ebenfalls von [Kérner M) als Teil einer zonalen Beschrei-
bung des Gesamtsystems Tropfen-Gasumstromung zugrundegelegt. Unter Beriicksichti-
gung der iiberlagerten Querdeformation des Tropfens gibt er numerische Losungen fiir
den Massenverluststrom an. ‘Delplanque und Sirignano 1994‘) erweitern die Betrachtung
um die Wirkung eines konvektiven Massen- und Energietransports infolge Verdunstung.
Hintergrund der theoretischen Studie ist das Verhalten von Sauerstofftropfen bei der
Gemischaufbereitung in Raketentriebwerken. Sie konnen zeigen, dafl die Lebenszeit ei-
nes Tropfens unter derartigen Bedingungen infolge des aerodynamischen Fliissigkeitsver-
lusts um mindestens eine Gréfenordnung reduziert wird. Hsiang und Faeth 41992‘) und
Chou et all dl99ﬂ) verwenden ein Grenzschichtmodell zur Formulierung von Korrelationen
fiir Sekundartropfengréfien. |(Chou et al. unterscheiden dabei zwischen einer Anlaufphase,
in der ein instationdres Wachstum der Fliissigkeitsgrenzschicht stattfindet (zunehmen-
de Sekundértropfengréfien) und einer ausgebildeten, stationdren Grenzschicht (konstante
Tropfengrofien). Sie stellen fest, daf§ die Grenzschicht bei méafiigen Anstromgeschwindig-
keiten (Wey ~ 100) bis in die GréBenordnung des Tropfendurchmessers anwachsen kann.

Die Arbeiten zeigen, dafi Grenzschichtmodelle zur Beschreibung der Vorgédnge bei ho-
heren Relativgeschwindigkeiten geeignet sind. Neben einem quasistationdren Verhalten
kann dabei auch das transiente Wachstum der Grenzschicht beriicksichtigt werden. Aus-
wirkungen der Grenzschichtstromungen auf die Form der Tropfen werden generell nicht
beriicksichtigt.

2.4 Lineare Normalmodenanalyse

In Analogie zur Auslenkung einer gespannten Saite kénnen kleine Verformungen eines
Fliissigkeitstropfens als Uberlagerung unabhéngiger Verformungsmoden, den sogenann-
ten Normalmoden beschrieben werden. Diese sind in Abbildung [2.11 anhand der axial-

Abbildung 2.11: Axialsymmetrische Verformungsmoden einer Kugelfliche

symmetrischen Verformungsmoden F, bis P; einer Kugelfliche verdeutlicht. Als wichtige
mathematische Methode der theoretischen Hydrodynamik wurde die Normalmodenana-
lyse von Rayleigh d1879) zur Bestimmung der Eigenfrequenzen freier Formschwingungen
eingesetzt und von [Lamb (‘@) um die Wirkung schwacher Reibungskrifte erweitert. Zu-
grunde liegt die Losung der Laplace-Gleichung im Kugelvolumen mittels Separation der
Variablen und Reihenentwicklung in Kugelfunktionen. Das Verfahren bietet sich deswei-
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teren zur Untersuchung der Dynamik stromungsbeaufschlagter Tropfen an. Im Rahmen
der linearen Theorie lassen sich zwei grundlegende Wirkmechanismen beriicksichtigen: die
Verformung des Tropfens infolge der inhomogenen Druckverteilung sowie das exponentiel-
le Wachstum von Oberfléchenwellen (vgl. Abbildung [2.1). Hinsichtlich letzterem werden
zwei Formen unterschieden: die Rayleigh-Taylor Instabilitdt aufgrund der senkrecht zur
Fliissigkeitsoberfliche wirkenden Beschleunigung sowie die Kelvin-Helmholtz Instabilitét
infolge der Uberstromung der Oberfliiche. Beide Instabilitéitsformen treten erst bei sehr
hohen Beaufschlagungsintensitdten auf. Tropfenzerfall im Bereich méfBiger Intensitédten
ist dagegen ein nichtlineares Phénomen, bei welchem die Verformung durch Kopplung
mit der Umstromung bzw. der aufgepriigten Druckverteilung irreversibel wird (Blasen-,
Keulenzerfall). Eine mechanische Analogie ist das Knicken eines Stabes unter Axiallast.
Begrifflich unterschieden werden mufl somit zwischen Instabilitdten bei Wey > Weg .,
die bereits bei kleinsten Storungen der sphérischen Tropfenoberfldche zu exponentiell an-
wachsenden Wellen fiihren, und Tropfenzerfall bei Wey 2 Weq . als typisch nichtlinearem
Phénomen.

Eine Zusammenstellung der wichtigsten Beitrdge zur Tropfenverformung folgt mit Ab-
schnitt In einigen dieser Arbeiten ist die Zerfallsgrenze ndherungsweise mittels eines
kritischen Deformationsgrades beschrieben. Auf Beitrige zur linearen Stabilitdtsanalyse
wird in Abschnitt [2.4.2] eingegangen.

2.4.1 Tropfenverformung und Zerfall

Eine Normalmodenanalyse der Verformungsdynamik umstrémter Tropfen wird erstmals
von|Hinzd 1948b£) vorgestellt. Er geht von den linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen
aus und entwickelt das Druckfeld im Tropfen als harmonische Funktion. Unter der An-
nahme reibungsbehafteter Potentialstromung bzw. schleichender Strémung im Tropfen
kann er sowohl fiir schwachen wie auch fiir starken Reibungseinflufl geschlossene For-
mulierungen der modalen Verformungsgleichungen angeben. Mithilfe einer vereinfachten
aerodynamischen Druckverteilung (Potentialumstromung bis zum Ablosepunkt, ab dort
konstanter Druck) bestimmt er Losungen fiir sprunghafte wie auch fiir langsame Zunahme
der Relativgeschwindigkeit. Fiir diese Grenzfille der Beaufschlagung gelingt ihm mit der
Annahme einer universellen kritischen Staupunktsdeformation o, = —1 die Berechnung
der kritischen Weber-Zahl zu Wey . = 12 bzw. We, . = 20.

Eine alternative Normalmodenanalyse stellt |Isshiki M) mit einer konsequenten Erwei-
terung der auf Lamb d1881; ‘1932) zuriickgehenden Theorie schwach dissipativer Form-
schwingungen vor. Er setzt ebenfalls reibungsbehaftete Potentialstromung im Tropfen
voraus, gelangt jedoch {iber eine Energiebetrachtung zu den modalen Verformungsglei-
chungen, die bis auf die Reibungsterme identisch mit den von [Hinze angegebenen Glei-
chungen sind. Als Randbedingung an der Tropfenoberfliche verwendet er die theoretischen
Druckverteilungen bei schleichender Umstrémung und bei Potentialumstromung sowie ei-

ne gemessene Druckverteilung bei Umstréomung im Bereich mittlerer Reynolds-Zahlen
(10* < Re < 10°).

‘Harper et al. 41972) beriicksichtigen im Rahmen einer Normalmodenanalyse erstmals so-
wohl die Verformung infolge der aufgeprigten Druckverteilung als auch die Instabilitét der
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Oberflache aufgrund der Beschleunigung. Auf der Grundlage reibungsfreier Strémung im
Tropfen geben sie eine Uberlagerungsdarstellung (composite representation) beider Effek-
te in den Normalmoden des Tropfens an. Unter Verwendung einer idealisierten aerodyna-
mischen Druckverteilung (konstanter Druck im Nachlaufbereich des Tropfens) berechnen
sie die dynamische Verformungsantwort auf eine Beaufschlagung mit sehr hoher Relativ-
geschwindigkeit bei We ~ Bo ~ 10°, aus welcher deutlich die Wirkung beider Effekte
hervorgeht.

Um die aerodynamischen Eigenschaften verformter Tropfen zu beschreiben, kombiniert
‘WiegandJ 41987) die stationdren Verformungslosungen der Theorie von |Hinze mit 8 aero-
dynamischen Druckverteilungen aus der Literatur. Er erreicht eine kontinuierliche Darstel-
lung der Druckrandbedingung als Funktion der Reynolds-Zahl und kann mit der weiter-
gehenden Annahme einer direkten Proportionalitit zwischen Staupunktsverformung und
Widerstandsiiberhhung die folgende quasistationédre Korrelation formulieren

¢p = Cpeo + We (0.2319 — 0.15791logRe + 0.047log” Re — 0.00421log® Re) . (2.7)

Als Bezugsflache legt er dabei die Querschnittsflache des unverformten Tropfens zugrunde,
den stationdren Widerstandsbeiwert berechnet er nach Kiirten et al. 41966‘)

21 6
0.28 + — + , 5 < Re <4000 ,
CD,oo = Re v Re

0.4, 2000 < Re < 10000 .

(2.8)

Trotz Vernachlissigung der dynamischen Verformungsanteile, gibt Gleichung in guter
Néherung das gemessene Widerstandsverhalten deformierter Tropfen beim Durchfallen
einer horizontalen Diisenstromung wieder.

‘Papageorgakis und Assanis 41996) berichten von einer Anwendung des Normalmoden-
modells von ‘Harper et all 41972‘) im Rahmen einer numerischen Simulation der Kraft-
stoffeinspritzung bei atmosphérischen Driicken. Sie beriicksichtigen die Tropfenverformung
durch die aerodynamische Druckverteilung sowie den Tropfenzerfall mithilfe eines kriti-
schen Deformationsgrades o, = —0.08. Auf Basis des Stromungsprogramms KIVA stellen
sie Vergleichsrechnungen mit dem TAB-Modell vor und berichten von einer genaueren
Wiedergabe der Spriihstrahlcharakteristik.

Tn einer aktuellen Arbeit untersuchen Bartley et al. dQOOO) die Bewegung und Verfor-
mung von Tropfen in beschleunigten Gasstromungen. Technischer Hintergrund der Studie
ist die aerodynamische PartikelgréfSenbestimmung. Die von ihnen vorgestellte Normal-
modenanalyse beriicksichtigt allein die Querverformung des Tropfens im Grundmode P,
wobei sie, ausgehend von den linearisierten Navier-Stokes-Gleichungen, das Geschwindig-
keitspotential in rotationsfreien und rotationsbehafteten Anteil zerlegen. Wie auch schon
Hinze (1948b)) betrachten sie bei der weiteren Ausarbeitung des Modellansatzes jedoch
nur den rotationsfreien Anteil.

Die diskutierten Arbeiten lassen das Potential der Normalmodenanalyse zur Beschreibung
der Verformungs- und Zerfallsdynamik aerodynamisch beaufschlagter Tropfen erkennen.
Dabei wird die Druckrandbedingung im Rahmen der linearen Theorie an der Oberfla-
che des unverformten Tropfens vorgegeben, Riickwirkungen der Verformung auf die Um-
stromung werden vernachléssigt. Beard und Chuané 41987) schlagen eine ndherungsweise
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Berticksichtigung dieser Riickwirkung mittels parametrischer Verzerrung der aerodyna-
mischen Druckprofile in Abhéngigkeit der Querverformung vor Der Ansatz wurde bisher
nicht zur Beschreibung dynamischer Verformungen eingesetzt. Von Grund auf nichtlineare
Normalmodenanalysen, wie z.B. von Brenrl 41990‘) oder [Becker et all 41994) zur numeri-
schen Berechnung freier Formschwingungen eingesetzt, existieren nicht fiir aerodynamisch
beaufschlagte Tropfen. Dennoch ermoglicht die lineare Analyse eine Beschreibung qualita-
tiver wie auch quantitativer Merkmale der Verformungsdynamik, wie z.B. die frontseitige
Abplattung angestromter Tropfen und die den Blasenzerfall einleitende Einbeulung des
vorderen Staupunktes. Die Zerfallsgrenze kann auf Basis eines kritischen Deformations-
grades approximiert werden.

2.4.2 Stabilitdtsanalyse

Schwerpunkt der im vorigen Abschnitt angesprochenen Studie von ‘Harper et al. 41972)
zur dynamischen Reaktion aerodynamisch beschleunigter Tropfen ist die Rayleigh-Taylor
Instabilitdt. Thre numerischen Berechnungen auf Basis einer linearen Stabilitétsanalyse
zeigen, dafl der Tropfen bereits fiir Bo > 11.2 instabil auf kleine Stérungen reagiert, die
Wachstumsgeschwindigkeit der instabilen Moden allerdings erst fiir Bo > 10° die Grofie
der Verformungsgeschwindigkeit erreicht. Zusammenfassend geben sie eine Klassifizierung
der Sprungantwort in Abhéngigkeit der Weber- und der Bond-Zahl an, wobei sie den
Bereich 102 < Bo < 10° als quasistabil definieren.

Dem von [Reitz ) vorgeschlagenen wave-breakup Modell liegt die Analogie des um-
stromten Tropfens zu einem koaxilal umstromten zylindrischen Fliissigkeitsstrahl unendli-
cher Lénge zugrunde. Fiir die dabei wesentliche Kelvin-Helmholtz Instabilitdt kann Reitz
auf Basis einer linearen Theorie eine maximale Wachstumsrate {2 und eine zugeordnete
Wellenlénge A bestimmen (vgl. ) Auf das Problem des Tropfenzerfalls iibertra-
gen, interpretiert die Wellenlénge als charakteristische Grofle der Sekundéartropfen,
leitet aus €2 das Zeitmafl des Zerfallsvorgangs ab und aus diesem wiederum die Verfor-
mungsgeschwindigkeit. In Ergénzung dieser mechanistischen Modellgrofien verwendet er
empirische Korrelationen, wie z.B. fiir den cp-Wert des Tropfens. Neben dem TAB-Modell
hat sich das wave-breakup Modell ebenfalls als Standard vieler Strémungsprogramme eta-
bliert und wird aufgrund der Strahlzerfallsanalogie gerade auch im Zusammenhang mit
der priméren Fliissigkeitszerstdubung erfolgreich eingesetzt.

‘Joseph et all 41999‘) untersuchen die Rayleigh-Taylor Instabilitédt auf der Tropfenvorder-
seite sowohl experimentell wie auch theoretisch. Beim Vergleich mit den hochaufgelésten
Visualisierungen stellen sie eine gute Ubereinstimmung zwischen der berechneten Wellen-
lange der schnellstwachsenden Stérung und dem charakteristischen Langenmafl der Ober-
flichenstrukturen fest. Eine Uberlagerungsdarstellung beider Instabilitéitsformen wird von
Kitscha und Kocamustafaogullari‘ ﬁ1989‘) angegeben. Als Vergleichsbasis legen sie eine
Vielzahl von Mefldaten maximaler Fragmentgrofien schwerkraftgetriebenen Tropfen- bzw.
Gasblasenzerfalls zugrunde. Gegeniiber den Einzeltheorien kénnen sie eine deutliche Ver-
besserung feststellen. Hwang et all 41996‘) diskutieren die Rayleigh-Taylor und die Kelvin-
Helmholtz Instabilitdt vor dem Hintergrund der aerodynamischen Beaufschlagung mit
hoher Relativgeschwindigkeit. Sie schlieflen, daf§ beziiglich dem Verstdndnis der Wirkme-
chanismen und ihrer Uberlagerung noch erhebliche Unsicherheiten bestehen.
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2.5 Direkte numerische Simulation

Infolge der drastischen Steigerung der Rechnerleistung und mafigeblicher Entwicklungen
der numerischen Verfahren hat sich die direkte Simulation als wichtiges Hilfsmittel bei der
Untersuchung komplexer Zweiphasenphénomene etabliert. Auf Basis von Simulationser-
gebnissen lassen sich in Ergédnzung experimenteller Studien oft wesentliche Aussagen zur
Wirkung beteiligter Krifte und zum Ablauf der Vorgénge machen. Im folgenden wer-
den représentative Beitrdge zur Verformung und zum Zerfall von Fliissigkeitstropfen in
Gasstromungen umrissen und so der aktuelle Entwicklungsstand der numerischen Simu-
lationsverfahren dargelegt.

Die Verformung und Verdunstung eines zweidimensionalen Kraftstofftropfens in einer
Heiflgasstromung wird von Jeng und Deng d1996) auf Basis eines Arbitrary Lagrangian
Eulerian (ALE) Verfahrens untersucht. Thre Berechnungen geben néherungsweise die be-
kannten experimentellen Beobachtungen wieder (Formschwingungen bei Wey = 1.3, schei-
benformige Verzerrung bei Wey = 10 und Wélbung in Stromungsrichtung bei Wey = 298),
konnen jedoch nicht die Feinstrukturen der Zerfallserscheinungen auflosen. Dabei ist kein
merklicher Einflul der Verdunstung auf die Verformung festzustellen, jedoch eine deutlich
verstdrkte Verdunstung infolge der Deformationen.

Brennkammertypische Bedingungen (7" = 1000 K, p = 1 M Pa) liegen auch der Studie
von ‘Leppinen et al, dl996b) zugrunde. Mithilfe eines Finite-Volumen Verfahrens auf ei-
nem mitdeformierten Rechengitter gelingt ihnen die Berechnung der Formschwingungen
eines dreidimensionalen Heptantropfens bei Wey = 2 und Rey = 100. Als wesentliche
Neuerung berticksichtigen sie den Transport oberflichenaktiver Substanzen, die in techni-
schen Zweiphasensystemen unvermeidbar sind dClift et al. ‘1978‘). Sie stellen fest, dafl der
Transport dieser Substanzen in Richtung der Uberstromung Schubspannungen verursacht,
die entgegen den aufgepréigten Schubspannungen wirken und zu einer deutlichen Vermin-
derung der tangentialen Oberflichengeschwindigkeit fithren (Marangoni-Effekt). Weil so
die Ausbildung tropfeninterner Wirbelstromung unterdriickt wird, stellen sich im statio-
niren Endzustand abgeflachte (oblate) Tropfen ein. Bei Vernachlissigung des Marangoni-
Effektes zeigt sich dagegen eine dominante Wirkung der Wirbelstromung. Es kommt zu
einer starken Dampfung der Formschwingungen, wobei sich im Widerspruch zur experi-
mentellen Beobachtung gestreckte (prolate) Tropfen ausbilden. Bei Beriicksichtigung der
Tropfenverdunstung kommt es aufgrund der nach auflen gerichteten Konvektionsstromung
(Stefan-Stromung) zur vollstdndigen Unterdriickung tangentialer Stromungen. Die Trop-
fen fithren dabei nahezu ungeddampfte Schwingungen aus.

Han und TryfzgvasonJ 41999‘) stellen eine Parameterstudie umstromter Tropfen unter der
Wirkung einer konstanten Beschleunigung bei Dichteverhéltnissen von p,;/p = 1 und 10
vor. Thre Berechnungen basieren auf einer Finite-Differenzen/front-tracking Methode und
bendtigen 12 bis 240 CPU-Stunden je Deformationsvorgang. Mit zunehmender E&tvos-
Zahl Eo = ApgD3/o — diese charakterisiert das Verhiltnis der Beschleunigungskrifte
zur Wirkung der Oberflachenspannung — erkennen sie eine zunehmende Querdeformation
des Tropfens, die Ausbildung eines Ringes und einer Filmblase, Ubergangsmechanismen
und schliefflich eine Deformation infolge der aufgepréigten Schubspannungen. Letztere ist
durch die Ablosung einer Filmlamelle mit Ringwulst gekennzeichnet. Sie berichten von
einer erstaunlichen Ubereinstimmung mit den experimentell beobachteten Fliissigkeits-
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strukturen bei groBleren Dichteverhéltnissen. Sie untersuchen auflerdem den Einflufl der
Ohnesorge-Zahl und koénnen die bekannten Effekte identifizieren. Mit ihrer Studie steht
eine umfangreiche numerische Datenbasis zur Verfiigung, die wegen der kleinen Dichte-
verhéltnisse fiir Hochdruckbedingungen interessant ist und die andererseits detaillierte
Einblicke in die Ablaufe der Zerfallsvorgdnge ermdoglicht.

In einer Parameterstudie mit iiber 3000 Einzelrechnungen untersucht Helenbrook dQOOl)
die stationéire axialsymmetrische Verformung umstrémter Tropfen. Er untersucht Dichte-
verhéltnisse von pg/p =5 und 50 bei Re < 200 und berichtet von 3 typischen Tropfen-
formen: langgestreckt, gedriickt sowie riickseitig eingebeult. Diese Formen klassifiziert er
anhand der Kenngréfe pg/p(p/pg)* und der Kapillarzahl We/Re. Als zusammenfassen-
des Ergebnis gibt er einerseits den Verformungsgrad F., als Funktion der Weber-Zahl an,
mit der Ohnesorge-Zahl als Scharparameter, andererseits die Zerfallsgrenze We, im On-
We-Diagramm. Als Zerfallskriterium legt er das Auftreten einer Schwingungsinstabilitét
zugrunde.

Im Rahmen des DFG-Schwerpunktprogramms Fluidzerstdubung und Spriihvorginge fiithrt
Hase ) dreidimensionale Berechnungen der Bewegung stark deformierter Tropfen
durch. Ziel der Arbeit ist eine numerische Beschreibung der Vorgénge bei der Primérzer-
stdubung unmittelbar nach der Entstehung der Fluidfragmente. Unter Verwendung der
Volume-of-Fluid (VOF) Methode und eines 500000 Kontrollvolumina umfassenden Re-
chennetzes gelingt ihm die Simulation abklingender Formschwingungen anfénglich stab-
oder scheibenférmiger Tropfen. Er berichtet aulerdem von starken Riickwirkungen der
Forménderungen auf die Umstromung, die sich insbesondere in einem Verlust der Axial-
symmetrie des Gasstromungsfeldes bemerkbar machen.

In einer Folgearbeit untersuchen Hase und Weigand 42004) die Verformungs- und Wér-
meiibergangsdynamik anfinglich kugelférmiger Tropfen bei sprunghafter aerodynamischer
Beaufschlagung. Sie berichten von guter Ubereinstimmung mit Literaturdaten. Die in Ab-

Abbildung 2.12: Berechnete Umstrémung und Formschwingungen eines Trop-
fens bei We = 9.83 On = 0.071 und Re = 853 dHase und Weigand‘2004)

bildung [2.12] dargestellte Entwicklung der Tropfenform umfafit die Zustdnde maximaler
Abflachung (Bild 1) und stationédrer Deformation (Bild 4) und l&8t auBerdem eine ausge-
prigte Asymmetrie und Instationaritét des Strémungsnachlaufes erkennen.

Reichelt et all d2002) untersuchen den Einflufl des Dichteverhéltnisses auf den Blasenzer-
fall mithilfe der VOF-Methode. Die in Abbildung [2.13 dargestellten Zerfallssequenzen
sind das Ergebnis einer numerischen Simulation auf einem Rechennetz mit 234000 Kon-
trollvolumina. Es lassen sich deutlich die qualitativen Merkmale des Zerfallsvorgangs er-
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Abbildung 2.13: Numerische Simulation des Blasenzerfalls bei bei We = 21,
On = 0.013, Dy = 95 um und pg = 720 kg/m? dRelchelt et alH2002‘

kennen (vgl. Abbildung [2.3). Zwar bleibt der Gesamtcharakter des Zerfallsvorgangs auch
fiir zunehmende Gasdichten erhalten, die Parameterstudie zeigt jedoch einen deutlichen
Einflul des Dichteverhéltnisses auf die Ausbildung der Ring- und Blasenstrukturen. Als
weiteres Ergebnis der Studie 148t sich ein wesentlicher Einflufl der Turbulenzmodellierung
auf die Simulationsergebnisse festhalten.

Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafl die wesentliche Schwierigkeit in der numeri-
schen Auflésung der beweglichen Phasengrenze liegt. Dabei setzt gerade die Komplexitét
der Fliissigkeitsstrukturen in der Zerfallsphase den vorgestellten Verfahren eine Grenze.
Wird das Rechennetz mitdeformiert, kommt es mit zunehmender Verformung zu stark
deformierten Kontrollvolumina, so dal die Gefahr von Singularitdten steigt. Bei festem
Rechennetz, wie z.B. bei der VOF-Methode, stellt die Auflosung kleinskaliger Struktu-
ren eine Grenze dar. Aus diesen Griinden kann die schubspannungsgetriebene Ablosung
von Fliissigkeit von keinem der Verfahren zuverlédssig wiedergegeben werden. Inwieweit
Grenzschichtstromungen an der Phasengrenze korrekt beriicksichtigt werden, ist ebenfalls
ungeklart. Dabei spielt die Wirkung oberflachenaktiver Substanzen eine wichtige Rolle.
Problematisch ist auch der bei Re = 200 — 300 einsetzende Ubergang zur voll dreidi-
mensionalen und instationdren Tropfenumstrémung. Gerade bei technischen Gemischbil-
dungsprozessen ist dieser Bereich mittlerer Reynolds-Zahlen wichtig.

2.6 Zielsetzung

Der dargestellte Abriff des Forschungsstandes zeigt, dafl in der Vergangenheit sowohl ex-
perimentelle Studien wie auch theoretische Untersuchungen auf Basis analytischer Metho-
den zu einem tiefergehenden Verstdndnis der Tropfenverformung und des Tropfenzerfalls
beigetragen haben. Die direkte numerische Simulation dieser Zweiphasenphénomene hat
insbesondere in den letzten 10 bis 15 Jahren eine zunehmende Bedeutung erlangt. Wich-
tige Antriebe fiir diese Forschungsaktivitdten waren und sind die Entwicklung effizienter
und emissionsarmer Verbrennungskraftmaschinen sowie die Auslegung von Prozessen der
chemischen Verfahrenstechnik.

Obwohl die numerische Simulation von Zerstdubungs- und Gemischbildungsprozessen ge-
rade in diesen Anwendungsfeldern stark an Bedeutung gewonnen hat, ist die Modellbe-
schreibung der Verformungs- und Zerfallsdynamik weitgehend auf dem Stand vor 10 bis
15 Jahren geblieben. Bis auf wenige Ausnahmen (z.B. ‘Bartlev et al. ‘2000‘ finden sich in
der Literatur keine Neuentwicklungen, aus der verfiigharen experimentellen Datenbasis
ist zudem nur wenig Material in die Entwicklung fortgeschrittener Modellbeschreibungen
eingeflossen.
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Es soll daher mit der vorliegenden Arbeit eine grundlegend iiberarbeitete Modellbeschrei-
bung der Tropfendynamik bei aerodynamischer Beaufschlagung bereitgestellt werden.
Zentrale Aspekte, die bei der Modellbildung und Validierung beriicksichtigt werden sollen,

sind:

Relativstromungsbedingungen: Im Rahmen der Arbeit werden méfiige Geschwin-
digkeitsverhéltnisse mit We < 103 betrachtet. Dabei miissen die Mechanismen des
Blasenzerfalls bis einschlieilich des Scheibenzerfalls beriicksichtigt werden. Tropfen-
zerfall bei hohen Relativgeschwindigkeiten wird nicht behandelt. Unberiicksichtigt
bleiben bei der Modellbildung der Einflu} extrem hoher Driicke (pg/p — 1) und
Verhéltnisse nahe des kritischen Punktes (¢ — 0). Da bewegte Tropfen in inho-
mogenen und turbulenten Stromungsfeldern betrachtet werden, mufl von zeitlichen
Variationen der Relativstromung wahrend des Verformungs- und Zerfallsvorgangs
ausgegangen werden.

Zeitverlauf des Zerfallsvorgangs: Tropfenzerfall ist kein Punktereignis, wie z.B.
die Interaktion mit einer Wand, und mufl daher als Proze3 mit endlicher Zeitdauer
beschrieben werden. Dies gilt fiir die Deformation sowie die Entstehung der Sekun-
dartropfen. Wichtig ist eine Auflésung der Zeitskalen des Zerfallsvorgangs, wobei
diese mit den Zeitskalen der Tropfenbewegung und -Umstromung in Wechselwir-
kung treten kénnen.

Kontinuierlicher Ubergang der Zerfallsmechanismen: Bei sprunghafter Be-
aufschlagung mit Wey, < Wep < 100 sind verschiedene Zerfallsmechanismen mit
deutlich unterschiedlichen zeitlichen und rédumlichen Eigenschaften zu beobachten.
Eine genaue Modellbeschreibung des Zerfallsvorgangs und der Produkteigenschaf-
ten kann nur anhand einer differenzierten Betrachtung der Mechanismen erreicht
werden. Beriicksichtigt werden soll — nach Moglichkeit — eine Abhéangigkeit von den
zentralen Kenngréflen We und On.

Kopplung von Tropfenverformung und Bewegung: Die Deformation der Trop-
fen hat eine Modifikation der aerodynamischen Eigenschaften und damit des Bewe-
gungsverhaltens zur Folge. Riickwirkend ist mit der Anderung der Relativgeschwin-
digkeit das Verformungsverhalten beeinflufit. Vernachléssigt werden kann die Riick-
wirkung dagegen bei Sprungbeaufschlagung in einem homogenen Stromungsfeld, bei
vernachléssighbaren Reibungseinfliissen (On < 1). In komplexen Stromungsfeldern
muf} von einer gegenseitigen Beeinflussung der Vorgénge ausgegangen werden.

Kopplung von Tropfenzerfall und Bewegung: Mit der starken Querschnittszu-
nahme wéhrend des Zerfallsvorgangs nehmen auch die Stromungskrifte auf den
Tropfen stark zu, die Zerfallsprodukte haben nochmals stark geédnderte aerodyna-
mische Eigenschaften. Aufgrund der relativ schnellen Anderung der charakteristi-
schen LingenmafBe der fliissigen Phase kann es zu einer mafigeblichen Anderung der
Struktur und Dynamik des Spriihstrahls kommen (vgl. Abbildung 1.4]).
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3 Grundlegende Betrachtungen

Bei der theoretischen Beschreibung tropfenbeladener Gasstrémungen wird oft von kugel-
formigen Tropfen ausgegangen. Diese Annahme ist bei geringen Gréflen und Relativge-
schwindigkeiten der Tropfen gerechtfertigt und begriindet sich mit der dominierenden Wir-
kung der Oberflaichenspannung. In vielen natiirlichen und technischen Prozessen kommt
es jedoch mit zunehmender Intensitidt der Stromungskréifte zur Verformung der Tropfen,
die bis zu ihrer Zerstérung fithren kann. Wie in Abschnitt [2.1.1 angesprochen, gehen die
Phiinomene als Uberlagerung verschiedener Vorgénge hervor, wie z.B. Verformungsstro-
mungen infolge der aerodynamischen Normalspannungen oder Grenzschichtstromungen
infolge der aerodynamischen Schubspannungen. Als Grundlage der Modellentwicklung
in Kapitel [4 wird in Abschnitt zunachst ein formaler Abrifl der kontinuumsmecha-
nischen Problemstellung gegeben. Ergianzt wird dieser in den Abschnitten [3.2 und
durch Krifte-, Zeit- und Léngenskalenanalysen, deren Ziel es ist mittels Abschéatzung und
Gegeniiberstellung Informationen iiber die zeitlichen und rdumlichen Wirkungsbereiche
der Stromungsvorginge zu gewinnen, um so zentrale Annahmen und Vereinfachungen zu
begriinden. Schliellich werden in Abschnitt statistische Methoden zur Beschreibung
der Groflenverteilung von Zerfallsprodukten dargestellt.

3.1 Fluidmechanische Grundgleichungen

Zur Beschreibung der Stromungsvorgénge innerhalb und auflerhalb des Tropfens bietet
sich eine Lagrangesche Betrachtungsweise auf Basis eines mitbewegten Bezugssystems an.
Wie in Abbildung [3.1 verdeutlicht, erfolgt der Wechsel zur tropfenfesten Betrachtung mit-
tels einer Translationsvorschrift, deren Zeitableitung eine kinematische Beziehung festlegt

r = L (3.1)
v(t,r) = ut, ") — uy(t) . (3.2)

Es beschreiben 7° und u die Position und Geschwindigkeit eines beliebigen Fluidpunktes
P im Absolutsystem, r» und v die Position und Geschwindigkeit relativ zum Bezugspunkt
O? dessen Translationsbewegung durch 79 und wu; = drf/dt gegeben ist.

Mit der Beschrankung auf méfBige Geschwindigkeiten und vernachléssighare Dichteén-
derungen konnen die inkompressiblen Navier-Stokes-Gleichungen zugrundegelegt werden.
Fiir die Relativstromung formuliert lauten diese

v_ 2
P = Pa Vp + uViu , (3.3)
wobei die substantielle Ableitung
D 0
= _ = : A4
-5 @ V) (3.4)

Anderungen beziiglich des mitbewegten Systems beschreibt und die Erdbeschleunigung
mit der Beschleunigung des Bezugspunktes in der Grofle

p duy
—(1-L)g- =4 5
¢ < Pd)g dt (35)
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Abbildung 3.1: Relativkinematik bei Lagrangescher Betrachtunsweise, darge-
stellt am Beispiel eines Tropfens beim Durchfallen einer Querstrémung

zusammengefafit ist. Die Translation des Tropfens wirkt auf die Relativstromung daher
wie eine aufgeprigte, zeitabhédngige Massenkraft. Aulerdem gilt die Kontinuitétsgleichung

V-v=0. (3.6)

Gleichungen [3.3 und 3.6 beschreiben die Stromungen auflerhalb und innerhalb des Trop-
fens. Um diese iiber die als Diskontinuitédt betrachtete Phasengrenzflache r; zu verkniip-
fen, werden kinematische und dynamische Ubergangsbedingungen formuliert. Bei ver-
schwindendem Masseniibergang lauten diese dScrivenh959; Richards ‘1994‘)

v = ('U)d , r=rs, (37)
T n=(T -n); + 2Hon — Vo, r="rs, (3.8)

wobei der Oberfléchengradient Vi = (I—nn)-V mithilfe des Normalenvektors n definiert
wird und die mittlere Flachenkriimmung H iiber die lokalen Hauptkriimmungsradien R
und R, berechnet werden kann

1 1
2H=Vy,-n=|—+—|. 3.9
(% +%) (39)
Zur Unterscheidung ist der fliissige Phasenbereich hier mit dem Index d gekennzeichnet,
ohne Index gilt ein Bezug zur Gasphase. Wenn notwendig, wird diese Konvention auch in
den weiteren Ausfithrungen verwendet. Die Kinematik eines représentativen Oberflachen-
elementes dS ist in Abbildung 3.2 verdeutlicht. Die beidseitig anliegenden Spannungs-
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vl

Vrel

Abbildung 3.2: Gleichférmige Anstromung des Tropfens im Relativsystem

vektoren sind in der Ubergangsbedingung [3.8 als Produktgréfien T - n formuliert, wobei
T den im jeweiligen Phasenbereich wirkenden Spannungstensor darstellt. Dieser ist mit
dem Tensor der Deformationsgeschwindigkeiten

1
E=3 [Vv+ (V)" (3.10)
iiber die konstitutive Beziehung inkompressibler Newtonscher Fluide verkniipft

T =—pl +2uFE . (3.11)

Zusétzlich wirken an der Phasengrenze der flichennormal nach innen gerichtete Beitrag
2Hon der Oberflichenspannung sowie ein tangentialer Beitrag Vo infolge Variationen
von o. Obwohl letzterer von mafigeblicher Bedeutung sein kann - z.B. als Effekt oberfla-
chenaktiver Substanzen dClift et al. [1978; |Stone und Leal ‘1990‘) - wird im Rahmen der
weiteren analytischen Behandlung von konstantem Wert o ausgegangen. Die Normalen-
komponente der Ubergangsbedingung 3.8 lautet

p—2unn: E=(p—-2unn:FE), — 2Ho r=r. (3.12)

Die deviatorischen Normalspannungen 2unn : E dChen et al. ‘2000‘) verschwinden im
statischen Fall, womit sich die Bedingung zur bekannten Young-Laplace-Formel reduziert,
in welcher die Druckdifferenz (p)y — p iiber die Grenzfliche mit der Spannung 2Ho ver-
kntipft ist. Dieser Term, der {iberhaupt erst eine Erhaltung des Tropfens als geschlossenen
Phasenbereich ermoglicht, wirkt bei aerodynamischer Beaufschlagung der auf der linken
Seite von Gleichung [3.12] eingehenden aufgeprigten Drucklast entgegen. In Abschnitt [3.2]
wird an diese Kréftebetrachtungen im Rahmen der Dimensionsanalyse zur Formulierung
von Kennzahlen angekniipft.

Um die Randbedingungen des Stromungsproblems festzulegen, bietet sich das Konzept
der ungestorten Gasstromung an. Es wird hierzu das Geschwindigkeitsfeld betrachtet,
welches vorliegen wiirde, wenn der Tropfen auf einen Massenpunkt ohne Riickwirkung auf
die Gasstromung reduziert ware. Analog zu Gleichung [3.2 gilt

Vt,r)=U(t,r)— uyt) . (3.13)
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In weiter Entfernung vom Tropfen (r > Ry) stellen v = V und w = U die kinematische
Randbedingung der Problemstellung dar. Wie aus Abbildung hervorgeht, ist mit der
Punktbetrachtung des Tropfens auch eine eindeutige Definition der Relativgeschwindigkeit
moglich

Vet (t) = Ut r9) — ug(t) . (3.14)

Diese gilt beispielsweise auch in Geschwindigkeitsfeldern mit Gradienten im Gréflenbereich
des Tropfens. Die theoretischen Betrachtungen der vorliegenden Arbeit beschrinken sich
jedoch auf Tropfen, die deutlich kleiner sind als das differentielle Langenmaf} der ungestor-
ten Gasstromung. In diesem Fall, der in vielen natiirlichen und technischen Prozessen von
Bedeutung ist, kann von lokal homogenen Stromungsverhéltnissen ausgegangen werden,
so daf} v, fiir den Tropfen die Bedeutung einer Anstromgeschwindigkeit hat.

Diese Situation ist in Abbildung skizziert. Ebenfalls dargestellt ist das tropfenfeste
Bezugssystem, das als Grundlage der weiteren Betrachtungen verwendet wird. Beziiglich
der Orientierung dieses Systems ist vereinbart, dafl die x3-Achse stets der Anstromung
entgegengerichtet mitgefiihrt wird, die Drehlage der Achsen x; und x, wegen der Be-
schrankung auf rotationssymmetrische Verformungen jedoch beliebig ist. Eine Richtungs-
dnderung von v, ist im allgemeinen daher mit einer Rotationsbewegung des Koordina-
tensystems verkniipft, womit weitere Beschleunigungswirkungen auf die Relativstromung
zu beriicksichtigen wéren. In der vorliegenden Arbeit wird jedoch vorausgesetzt, dafl diese
im Vergleich zu den Kraftbeitrdgen in den Gleichungen [3.3] und [3.8] vernachléssigt wer-
den konnen. Diese Idealisierung ist dann gerechtfertigt, wenn die Richtungsédnderung von
v, auf Zeitskalen beschrankt ist, die deutlich grofier sind als die Zeitskalen der Relativ-
stromungsvorgange. Eine quantitative Bewertung dieser Aussage wird in Abschnitt
vorgenomien.

Einen alternativen Ausgangspunkt der analytischen Behandlung stellt die aus den allge-
meinen Impulsgleichungen pDwv/Dt = pa + V - T durch skalare Multiplikation mit v
hervorgehende Bilanzgleichung mechanischer Energien dar

——=pv-a + V-(v-T) — T:Vuv, (3.15)

wobei sich der letzte Term fiir ein inkompressibles Fluid auf die Dissipation reduziert.
Diese berechnet sich zu

®=2E: E . (3.16)
Entsprechend kann iiber Gleichungen [3.7] und [3.8] eine Verkniipfung der Leistungsbei-
trage innerer und duferer Flachenkrifte erreicht werden. Unter Beriicksichtigung dieser

Beziehung und bei Vernachléssigung des Terms Vo fiihrt die Integration von Gleichung
3.15 {iber das Tropfenvolumen V' auf die Energiebilanz

pad [ , ds % /
—— d — = T -ndS — o4V . 1
th/vaJradt S'v ndsS ; 1% (3.17)

Deren linke Seite umfaft die zeitlichen Anderungen der kinetischen Energie der Relativ-
stromung und der potentiellen Energie der Tropfenoberfiiche S, wogegen auf der rechten
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Seite die Leistung der aufgepriagten Oberflachenkréfte sowie die gesamte Dissipationslei-
stung eingehen. Der Integralbeitrag des Terms pv - a entfillt aufgrund der Bewegung des
Bezugspunktes O? mit dem momentanen Massenschwerpunkt.

Das Bewegungsgesetz des Tropfens kann in gleicher Weise als Integral der allgemeinen
Impulsgleichungen formuliert werden

@ (=)
mg— = ¢ T-ndS + mg|1l—— , 3.18
Tt s ¢ Pd g (3.18)

wobei das Oberflachenintegral die resultierende Strémungskraft Fp auf den Tropfen be-
schreibt.

3.2 Dimensionslose Kennzahlen

Anhand der Betrachtungen in Abschnitt wird deutlich, dafl das Basisproblem des
aerodynamisch beaufschlagten Tropfens von den 8 physikalischen Einflulgrofien ,
Wds VUrel, @, 0 und Dy abhéngt. Nach dem 7-Theorem von Buckingham (Zierep ﬁé‘;f)
sind daher 5 unabhéngige Kennzahlen zu erwarten. Um deren Bedeutung im einzelnen
aufzuzeigen, werden sie im folgenden in Anlehnung an @) als Verhéltnisse be-
teiligter Kraftwirkungen eingefiihrt. Als destabilisierende Effekte sollen dabei die an der
Tropfenoberflache angreifenden Spannungsverteilungen sowie die Beschleunigung der Pha-
sengrenzfliche beriicksichtigt werden. Verformung und Zerfall entgegen wirken die Ober-

flichenspannung und die tropfeninternen Reibungskréfte.

Die Weber-Zahl charakterisiert das Verhéltnis der aerodynamischen Druckkréfte zur Wir-
kung der Oberflachenspannung

_ pvaDo  Api Do
o o

We

(3.19)

Bei dieser Definition wird der aufgeprédgte Druckabfall Ap? entlang der Oberfliche mit
der Uberhohung des statischen Druckes am vorderen Staupunkt abgeschiitzt. Entspre-
chend 1483t sich das Verhiltnis der aerodynamischen Schubspannungen zur Wirkung der
Oberflachenspannung definieren. Dieses kann bei laminarer Umstromung des Tropfens im
Grenzschichtfall auf eine Kombination der Reynolds-Zahl und der Weber-Zahl zuriickge-
fithrt werden. Der Zusammenhang

WeRefO.fi _ Vv pluDO ,U?el ~ T; DO

o o

., Re>1 (3.20)

wird deutlich, wenn die aufgepriagte Schubspannung mittels 77 ~ pv,.;/0* und die Dicke

der Stromungsgrenzschicht mittels 0*/Dy ~ Re™%? @) abgeschétzt wird. Die

Reynolds-Zahl

_ P UrelDO
1

beschreibt den Charakter der Tropfenumstromung und bestimmt so die Spannungsvertei-

lung auf der Oberflache. Fiir das Verhéltnis der aufgepriagten Spannungskomponenten gilt

Re

(3.21)
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bei schleichender Umstromung (Re < 1) die Beziehung Ap? /7 ~ Re, bei Grenzschicht-
stromung (Re > 1) dagegen Ap?/7 ~ v/Re.

Die resultierende Stromungskraft auf den Tropfen ist in dimensionsloser Darstellung durch
den aerodynamischen Widerstandsbeiwert gegeben

(3.22)

wobei als Bezugsfliche oft auch die Querschnittsfliche 7D?/4 des verformten Tropfens
verwendet wird. Als Bond-Zahl, bzw. Eo6tvos-Zahl bei frei fallenden Tropfen, wird das
Verhéltnis der aufgepriagten Beschleunigungskriifte zu den Oberflichenspannungskréften
bezeichnet ) )

Bo — Paa D | fo— Pa=p)g D5

o o

Die Kennzahlen sind iiber das Bewegungsgesetz[3.18 und Gleichung jeweils auch als
Kombinationsgrofie 3/4 ¢cp We darstellbar, so dafl wegen der nur schwachen Variation von

cp im Bereich 102 < Re < 10° ndherungsweise Bo ~ We bzw. Eo ~ We gilt.

(3.23)

Entgegen einer Forménderung des Tropfens wirken neben der Oberflachenspannung jedoch
auch die in der Tropfenfliissigkeit induzierten Reibungskrifte, zu deren Abschétzung néher
auf die Dynamik der tropfeninternen Stromung eingegangen werden mufl. Es soll hierzu
die Abflachung und Querdehnung des Tropfens bei sprunghaft einsetzender Umstromung
betrachtet werden, wobei den aufgeprégten Druckkréaften im ersten Moment ausschliefllich
die Massentréigheit der Fliissigkeit entgegenwirkt. Reibungskréifte beschranken sich auf
eine diinne Fliissigkeitsgrenzschicht an der Oberflache, die Oberflichenspannung wirkt
aufgrund geringer Deformation noch homogen. In der Fliissigkeit gilt quer zur Anstromung
folgende GroBenordnungsbeziehung (siehe auch Abbildung 2.1, links)

Dv pUZ,
— ~ —|Vp| ~ —=. 3.24
pipy = —IVp| D, (3.24)

Die Integration dieser Beziehung erméglicht die Definition einer charakteristischen Ver-

formungszeit
D
A L (3.25)
P Urel

nach der ein Fluidelement im Tropfen bei konstant gehaltener Beschleunigung Dv /Dt eine
Strecke von der Grofle des Tropfendurchmessers zuriicklegen wiirde (vgl. 1972).

Aus der Definition folgt weiter eine charakteristische Geschwindigkeit

Y Du p
* __ _dt: — Urel- 326
v Dt Vg Ul (3.26)

Mit zunehmender Geschwindigkeit der Verformungsstromung steigt auch die Intensitét der
Reibungskréfte in der Fliissigkeit an. Wird deren Groflenordnung mithilfe der Beziehung
1aV>2v ~ g v* / D(Z] abgeschétzt, kann die Reynolds-Zahl der Verformungsstromung wie
folgt definiert werden dHallmannJ ‘1994‘; ‘Aalburg et al. ‘2002)

pav* Do vre Do

Ko /Pd
Vpps=Re—,/—. (3.27)
Had Had Ha'y p

Redef =
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Zur Charakterisierung des Viskositétseinflusses hat sich in der Praxis jedoch die von Hinze
1955) vorgeschlagene Ohnesorge-Zahl durchgesetzt. Diese ergibt sich bei Eliminierung

von v, als
Regey  paDoo
In der Literatur finden sich alternativ auch die Laplace-Zahl La = On™? oder die mit den

Stoffdaten der Gasphase gebildete Ohnesorge-Zahl

VWi
o H _ont /P (3.29)
Re  VpDoo pa\ p

Mit dieser sind die Isolinien im We-WeRe ™ %°-Diagramm (Abbildung iber die folgende
Beziehung festgelegt

On

(3.28)

On, =

WeRe™*? = We ™ Ony” . (3.30)

Wie eingangs des Abschnittes erwdhnt, werden zur vollstdndigen Parametrisierung des
Basisproblems 5 unabhéngige Kennzahlen ausgewéhlt. Aufgrund der mit Gleichung
gegebenen Abhingigkeit konnen von We, Re4y und On dabei nur zwei der Kennzahlen
verwendet werden. Werden beispielsweise We, On, Re und Bo als Basiskombination fest-
gelegt, so bleibt entweder pg/p oder pg/p als freier Parameter wihlbar. Das jeweils andere
Stoffdatenverhéltnis ist {iber die Gleichungen [3.27] und [3.28 festgelegt. Bei Erweiterung
der Problemstellung, z.B. um Tropfenverdunstung oder instationére Variationen der Um-
stromung, ist mit den zusétzlichen physikalischen EinfluBgroflen auch eine Erweiterung
der dimensionslosen Formulierung notwendig.

Es sei abschliefend angemerkt, dafl die dargestellte Methode der Fractional Analysis eine
direkte physikalische Interpretation der Kenngréfien erméglicht und so wesentliche Vor-
teile gegeniiber der formalen Dimensionsanalyse hat @) Letztere fithrt auf
Kennzahlen, die im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht verwendet werden, wie z.B. die
Reynolds-Zahl Rey = pgvrei Do/ pa (HéBler ’ﬁ) oder die Kapillarzahl We/Re = p v, /0
(Clift et al. ‘1978), deren Nachteil jedoch ist, keinen direkten Bezug zu physikalischen
Kraftwirkungen zu haben. So ist v, keine charakteristische Strémungsgeschwindigkeit
innerhalb des Tropfens. Gleichermaflen ist bei Grenzschichtstromung [ = Dy/Re kein ge-
eignetes Lingenmafl um den Geschwindigkeitsgradient der Auflenstromung zur Tropfen-
oberflache hin zu beschreiben. Dagegen charakterisieren Re g und WeRe™® im Rahmen
der verwendeten Modellvorstellungen tatséchlich wirkende Kréfteverhéltnisse und — wie
im folgenden Abschnitt angesprochen — Verhéltnisse charakteristischer Zeiten.

3.3 Charakteristische Grof3en

Die Betrachtung der Tropfendeformation und des Tropfenzerfalls als Uberlagerung ver-
schiedenartiger Stromungsvorgidnge wurde bereits in Kapitel 2 angesprochen. Um im
folgenden quantitative Aussagen iiber die raumliche und zeitliche Uberlagerung zu er-
moglichen, werden die Geschwindigkeits-, Zeit- und Léngenmafle der in Abbildung
skizzierten Modellmechanismen zunéchst bestimmt und unter Beriicksichtigung der in
Tabelle [3.1] zusammengestellten Stoffdatenkenngréfien verglichen.
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pd P [P i/ﬁﬁ

P H Hay P Hd Pd
Wasser/Luft, atmosphérisch 850 20 0.6 0.03
Glyzerin/Luft, atmosphérisch 1050 20000 0.002 0.004
Tetradekan/Luft, 7,=300—600 K, | 140 —90 | 40 —4 0.3—24 |0.06—-0.1
p=2 M Pa, T=1000 K

Tabelle 3.1: Stoffdatenkenngrofien bei der technischen Gemischaufbereitung

Bereits eingefiihrt wurden mit den Gleichungen [3.25 und [3.26] die charakteristische Zeit

t* und Geschwindigkeit v* der reibungsfreien Verformungsstrémung infolge der aerody-

namischen Druckverteilung auf der Oberfliche. Aufgrund der grofien Dichteverhéltnisse

ist v* um mindestens eine Groflenordnung kleiner als die Anstromgeschwindigkeit v,.;.

Entsprechend ist t* grofler als das Zeitmafl der Tropfenumstromung
poo_ Do

aero ~

(3.31)

Urel

Instationédre Vorginge bei der Umstromung laufen somit wesentlich schneller ab. Beispiele
hierfiir sind die Ablosung der Stromungsgrenzschicht bei sprunghaft einsetzender Umstro-
mung mit Re > 1, ein Vorgang der nach Schlichting d1979) bei der Kugelumstromung
bereits beit = 0.2¢},,, einsetzt, oder die periodischen Instabilitéten im Nachlauf stationir
umstromter Kugeln, die nach Clift et al. 41978) mit Schwingungsdauern zwischen 0.5¢; .
und 10¢%_, . ablaufen. Wegen ¢ . < t* konnen zeitliche Schwankungen der aerodynami-
schen Spannungen den Verformungsprozel jedoch nur im zeitlichen Mittel beeinflussen.
Es kann daher von einem quasistationiren Verhalten und von einer axialsymmetrischen

Kraftwirkung der Umstromung ausgegangen werden.

Wird mit zunehmender Geschwindigkeit der Verformungsstromung die Reibung zur do-
minierenden Kraftwirkung, 148t sich durch Integration der in diesem Fall giiltigen Gro-
Benordnungsbeziehung
2
v
1V = |Vp| ~ (3.32)
0
unter Beriicksichtigung von Vv ~ v/D?2 eine weitere charakteristische Zeit und Ge-
schwindigkeit definieren

. M
= (3.33)
2
D
vy = % . (3.34)

Bereits Hinze (1948b)) hat die ZeitmaBe ¢* und ty, zur Charakterisierung der hydrodyna-
mischen Reaktionskrifte Massentrigheit und Reibung verwendet. Verdeutlicht ist dies im
Zusammenhang t*/ by, = Reges, nach welchem die Kennzahl als Verhéltnis der Zeitmafle
zweier konkurrierender Modellprozesse interpretiert werden kann. Fiir Reqer < 1 wirken
dem aufgepragten Druckgradienten allein die Reibungskréfte in der Fliissigkeit entgegen,
d.h. es liegt eine schleichende Verformungsstromung mit dem Zeitmaf ¢}, vor. Dagegen
stehen fiir Regep > 1 die Tragheitskrifte in dynamischem Gleichgewicht mit dem Druck-
gradienten, wobei eine reibungsfreie Verformungsstromung mit dem Zeitmafl t* vorliegt.
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Mit Gleichung und den in Tabelle angegebenen Zahlenwerten wird weiterhin
deutlich, dafl Re und Reges fiir normalviskose Tropfenfluide etwa von der gleichen Gro-
Benordnung sind. In diesem Fall ist fiir Re > 1, also Umstromung mit ausgebildeter Rei-
bungsgrenzschicht, auch eine Dominanz der Tragheitskréifte in der Verformungsstromung
zu erwarten. Reibungskrifte in der Fliissigkeit sind dabei auf eine diinne Oberflichen-
schicht begrenzt.

Neben den Tragheits- und Reibungskréften mufl die an der Phasengrenze wirkende Ober-
flichenspannung als dritte Reaktionswirkung beriicksichtigt werden. Im Zusammenspiel
mit den Trégheitskréften ist diese fiir das Phéanomen der Formschwingungen verantwort-
lich. Bei vernachléssigbaren Reibungskréften 148t sich aus der Groflenordnungsbeziehung

Dv o
Pd Dt D(Q] (3.35)

analog der Vorgehensweise zur Definition von t* eine charakteristische Zeit freier Form-

schwingungen ableiten
DS’ Pd
=\ —. (3.36)
o

Mit der Verwendung von D, als Langenmafl der Oberflichenkriimmung ist allein der
Grundmode periodischer Streck-Stauch-Verformungen berticksichtigt. In der Praxis treten
jedoch auch hoéhere Schwingungsmoden mit kleineren Liangenmafien auf (vgl. Abbildung

2.11), die entsprechend durch kleinere Zeitmafle gekennzeichnet sind. Gleichung [3.36 stellt
daher eine Obergrenze der Zeitmafe freier Formschwingungen dar.

Die Zeitmafle t* und ¢ charakterisieren die Wechselwirkung von Oberflichenkréften
(aerodynamische Druckkrifte und Oberflichenspannung) mit der Massentriagheit der Fliis-
sigkeit. Die Bedeutung der Weber-Zahl geht aus dem Zusammenhang t*/t: = We %
hervor. Fiir We < 1 wirkt den Trégheitskriften allein der Riickstelleffekt der Oberflé-
chenspannung entgegen. Der Tropfen fiihrt freie Formschwingungen mit dem Zeitmafl
tr < t* aus, d.h. die Deformation durch aerodynamische Kréfte lauft somit wesentlich
langsamer ab. Fiir We > 1 dominiert die Deformation mit dem Zeitmafl t*, da der Riick-
stelleffekt der Oberflichenspannung mit ¢% > ¢* deutlich langsamer einsetzt. Periodische
Forménderungen sind fiir diesen Bereich der Weber-Zahl tatsédchlich nicht mehr moglich,
da der Tropfen instabil ist und zerfllt.

Im Zusammenhang mit Formschwingungen ist insbesondere auch die Wechselwirkung mit
periodischen Instationaritéten der Tropfenumstromung von Interesse. Grundsétzlich wére
zu erwarten, dafl eine alternierende Druckverteilung im Bereich We ~ 1 héhere Schwin-
gungsmoden anregt. Dies kann jedoch nur im Rahmen einer Normalmodenanalyse ge-
priift werden (vgl. Abschnitt [4.1.1). Fiir den Grundmode ergibt sich der Zusammenhang
tr/th .o = \/pa/p We, womit deutlich wird, dafl es im Bereich We < 1 trotz groBer Dich-
teverhéltnisse zu einer Anndherung der Zeitmafle kommen kann. Da die aerodynamischen
Kréfte hierbei jedoch nur sehr schwach im Vergleich zu den Oberflichenspannungskréften
auftreten, ist eine Anregung von Formschwingungen und Resonanzerscheinungen unwahr-
scheinlich.

Es wurde bisher allein die deformierende Wirkung der aufgepréigten Druckverteilung be-
riicksichtigt. Infolge der Schubbelastung kommt es allerdings auch zu einer Tangentialbe-
wegung der Phasengrenze. Bei sprunghaft einsetzender Umstromung sind zwei grundle-
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gend unterschiedliche Stréomungsformen im Tropfen denkbar: Grenzschichtstromung, die
auf den oberflichennahen Bereich der Fliissigkeit begrenzt ist und Wirbelstromung, die
das gesamte Innere des Tropfens erfafit. Unter der Annahme ausgebildeter Grenzschicht-
stromungen 148t sich eine charakteristische Oberflichengeschwindigkeit v {iber ein ver-
einfachtes tangentiales Kréftegleichgewicht festlegen

Ure Uy *
) 5l ~ Uqg <= , Vg K Upgl - (337)

Mit der Einschréankung auf Re > 1 und Re; > 1 werden die Grofenordnungsbeziehungen
§ ~ DyRe™®® und 6, ~ Dy Re;0'5 verwendet (Zierep M), wobei die Reynolds-Zahl Re,
der Grenzschichtstromung in der Fliissigkeit mit der charakteristischen Geschwindigkeit
v gebildet wird. Es ergibt sich folgende Definition

v = ﬁ/ﬂﬁ Urel = { ﬂ, [P 4. (3.38)
Hd Pd Ha'y P

Einen identischen Ausdruck erhalten Ta&lor 1949) und [Ranger und Nicholls (1969) fiir

die Oberflichengeschwindigkeit am Tropfendquator mit dem Karmanschen Integralverfah-
ren. Die Stoffdatenkenngrofien in Gleichung 3.38] haben somit die physikalische Bedeutung
dimensionsloser Oberflichengeschwindigkeiten v? /v, bzw. v¥/v*. Mit den in Tabelle [3.1]
angegebenen Werten ist erkennbar, daf§ v} und v* fiir normalviskose Tropfenfluide von
der gleichen Groflenordnung sind. Fiir hochviskose Glyzerintropfen ist v} dagegen um ei-
ne GroéBenordnung kleiner. Es zeigt sich weiter, dal v} fiir normalviskose Tropfenfluide
um GroBenordnungen kleiner ist als v,.. Ein Vergleich mit numerischen Losungen (z.B.
Clift et al. ‘1978‘, S. 128) zeigt, dafl Gleichung [3.38] auch fiir niedrigere Reynolds-Zahlen
eine sehr gute Abschétzung der Oberflichengeschwindigkeit darstellt.

Wie in Abschnitt 2.5 angesprochen, haben oberflachenaktive Substanzen, die in tech-
nischen Zweiphasensystemen immer vorhanden sind, einen mafigeblichen Einflufl auf die
tangentialen Stromungsvorgénge an der Tropfenoberfliche. Dies spiegelt sich in der z.T.
betréchtlichen Diskrepanz berechneter und gemessener Oberflichengeschwindigkeiten und
cp-Werte wider (Clift et al.H1978). Als grundlegende Wirkungsweise gilt der Oberflichen-
transport dieser Substanzen, der zu einem stromabwiérts gerichteten Gefélle der Ober-
flichenspannung fithrt. Uber den Term Vo in Gleichung [3.8 werden Tangentialspan-
nungen induziert, die den aerodynamischen Spannungen entgegenwirken und deren Wir-
kung abschwéchen. Radiale Konvektionsstromungen infolge Verdunstung fithren zu einer
weiteren Reduktion der aufgeprigten Kraftwirkungen. Beide Mechanismen werden von
‘Leppinen et all d19963J) systematisch anhand numerischer Simulationen der Tropfenver-
formung untersucht.

Wie schnell sich die quasistationére Grenzschicht in der Fliissigkeit nach dem Einsetzen der
Umstrémung ausbildet, wird durch die charakteristische Zeit t5 beschrieben. Unter Ver-
wendung der GréBenordnungsbeziehung 64(t) ~ /v4 ¢ fiir das Dickenwachstum (Ziere;)
) ist der Ubergang zur quasistationéren Grenzschicht d; ~ Dy Re,? festgelegt durch

D
Vvats = ?Oe ., Re,>1, (3.39)
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womit sich folgende Definition ergibt

D
#r = ,3/%% : Ol . (3.40)

Auf Basis eines verfeinerten Grenzschichtmodells berechnet Ranger M) ahnliche Zeit-
mafe, Borisov et al. 41981) geben ein Zeitmafi t; = 0.36 ¢* an. Die Proportionalitat ¢§ ~ t*
ergibt sich auch aus Gleichung [3.40 mit den in Tabelle [3.1 fiir normalviskose Tropfenflu-
ide zusammengestellten Stoffdatenkenngréfien. Verformung durch aerodynamische Druck-
krafte und Grenzschichtbildung liegen somit dhnliche Zeitskalen zugrunde, fiir hochviskose
Tropfenfluide ist t* dagegen eine Groflenordnung kleiner als ¢5.

Die Annahme einer ausgebildeten Fliissigkeitsgrenzschicht mit 0, < Dy ist allerdings nur
bei hohen Anstrémgeschwindigkeiten zuldssig. Die von Chou et al dl99ﬂ) bei méafigen
Geschwindigkeiten im Bereich 125 < We < 375 durchgefiihrte Studie 148t vermuten, daf3
die Grenzschicht tatséchlich bis in den Bereich 64 ~ 0.09 Dy anwichst. Im eigentlichen
Sinn handelt es sich somit nicht mehr um eine Grenzschicht. Die Untersuchungen, die aus
Messungen der mittleren Sekundértropfengréfie des Scheibenzerfalls iiber den Zusammen-
hang D3y ~ §4 auf die Grenzschichtdicke schliefien (vgl. Abbildung 2.1, mitte), bestétigen
zwar die Abhingigkeit 64(t) ~ v/vg t fiir das Dickenwachstum, ermitteln den Ubergang
zum quasistationdren Verhalten jedoch bei einer Zeit t5 = 0.002¢7. Das Zeitmaf} {7 cha-
rakterisiert hierbei die Ausbildung einer Wirbelstromungen im gesamten Tropfen, was
gleichbedeutend dem diffusiven Transport von Wirbelstirke ¢ = V x v von der schub-
spannungsbeaufschlagten Oberflédche ins Tropfeninnere ist. Fiir diesen Vorgang ergibt sich
die Definition

D§ pa

fa
Die Zusammenhinge t*/t; = Regjf und t;/t¢ = On verdeutlichen, dafl Tropfenverfor-
mung bei vernachléssighbaren Reibungseffekten (Reger < 1, On < 1) wesentlich schneller
ablauft als die Ausbildung einer internen Wirbelstromung. Wie numerische Simulatio-
nen von ‘Haywood et al 41994‘) und [Helenbrook und Edwards 42002‘) zeigen, kann eine
Wirbelstromung jedoch insbesondere periodische Verformungen (starke Dampfung) und
stationéire Verformungszustinde (gestreckte anstelle abgeflachter Tropfen) beeinflussen.
Der Zusammenhang ¢ / = Re;ff unterstreicht, dafl die Ausbildung der Wirbelstrémung
wesentlich schneller ablauft als die Tropfenverformung bei dominierenden Reibungseffek-
ten. Die Simulationsrechnungen von ‘Leppinen et al. dl996b‘) lassen erkennen, dafli Wir-
belstromungen im Tropfen wegen der bereits angesprochenen Wirkung oberflichenaktiver
Verunreinigungen gehemmt werden, bei Verdunstung infolge der radialen Konvektions-
stromung sogar vollstdndig unterbunden werden koénnen.

£ = (3.41)

Schliefflich findet aufgrund der resultierenden Kraftwirkung der Stromungskrifte auch
eine Beschleunigung des Tropfens statt. Mit der einhergehenden Abnahme der Relativge-
schwindigkeit verringern sich auch die aerodynamischen Kréfte auf der Tropfenoberfléche.
Das Zeitmaf8 ¢! dieses Abklingvorgangs kann aus einem vereinfachten Bewegungsgesetz
abgeleitet werden, welches sich mit der Definition des aerodynamischen Widerstandsbei-
wertes nach Gleichung wie folgt ergibt

dud s
mdﬁ = ngpCD ’U?el . (342)
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Fiir Re > 1 gilt allgemein c¢p ~ 1. Bei geradliniger Bewegung und konstanter Gasge-
schwindigeit ergibt die Integration

1 1 3
- L, (3.43)
Urel Urel,0 4 Pd 0
womit eine charakteristische Zeit
4 D
i (3.44)

3 P CD Urel 0

festgelegt werden kann, nach welcher die Relativgeschwindigkeit auf die Hélfte des An-
fangswertes v, 0 abgefallen ist. Der fiir ¢cp ~ 1 giiltige Zusammenhang t*/t} ~ \/p/pa
verdeutlicht, daff méBige Tropfenverformungen wesentlich schneller ablaufen als die Trop-
fenbewegung, beide Vorgéinge daher als entkoppelt angesehen werden konnen. Mit abneh-
mendem Dichteverhéltnis, also fiir hohe Driicke, kann es dagegen zu einer Annéherung der
ZeitmaBle und damit zu einer Kopplung von Verformung und Beschleunigung der Tropfen
kommen. Beim Tropfenzerfall findet diese Kopplung infolge der starken Querdeformati-
on der Tropfen und dem einhergehenden Anstieg des Stromungswiderstandes statt, nach
Hsiang und Faeth d1995) um etwa eine Groflenordnung.

Analog zu Gleichung kann auch fiir schleichende Umstromung des Tropfens ein
Zeitmaf} der Beschleunigung definiert werden. Bei Zugrundelegung des Stokeschen Wider-
standsgesetzes (Zierep|1991) folgt

. _ PaDj
v 18y

Re<1. (3.45)

Diese, in der Literatur auch als Partikelrelaxationszeit bezeichnete Kenngrofle (Crowe et al.
1998), legt die Zeit fest, nach welcher der Tropfen auf 63 % der Gasgeschwindigkeit be-
schleunigt ist. Es gilt in diesem Fall der Zusammenhang t*/t; , = +/p/pa 18/Re.

Das Verhalten eines Fliissigkeitstropfens bei Bewegung in einer homogenen Gasstromung
148t sich somit wie folgt zusammenfassen. Fiir We < 1 sind bei anfianglicher Deformation
der Tropfen Formschwingungen mit dem Zeitmaf ¢} bestimmend, fiir We > 1 dagegen die
erzwungene Deformation durch aerodynamische Krifte mit dem Zeitmafl ¢*. Stromungs-
geschwindigkeiten im Tropfen sind um Gréflenordnungen kleiner als in der Gasphase.
Beziiglich des Verformungsvorgangs kann die Umstrémung des Tropfens als quasistatio-
nér betrachtet werden. Bei schwachem Einfluf§ tropfeninterner Reibungseffekte (On < 1)
hat die Anderung der Relativstromung infolge Beschleunigung des Tropfens bis auf die
Endphase des Zerfalls keine Bedeutung. Wéahrend des Verformungsvorgangs kann in die-
sem Fall von konstanter Relativgeschwindigkeit ausgegangen werden. Fiir normalviskose
Tropfenfluide gilt Regef ~ Re, so daB bei laminarer Umstrémung mit Re > 1 fiir die
Zeitmafle der beteiligten Prozesse ganz allgemein die Abstufung ¢7 > t* > ¢} angenom-
men werden kann. Die Ausbildung einer Fliissigkeitsgrenzschicht und Verformungen des
Tropfens laufen wegen ¢5 ~ ¢t* mit dhnlichen Zeitmaflen ab, und zwar wesentlich schneller
als die Ausbildung tropfeninterner Wirbelstromungen. Das simultane Auftreten einer De-
formationsstromung und Grenzschichtstromungen, die hier idealisiert betracht werden, ist
ein wesentliches Charakteristikum des Scheibenzerfalls. Bei hochviskosen Tropfenfluiden
(On 2 1) kann Rege trotz Re > 1 die GroBenordnung von 1 und darunter erreichen.
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Der Verformungsvorgang ist in zunehmendem Mafle durch tropfeninterne Reibungskréfte
geprigt. Auch die Ausbildung von Grenzschichtstromungen in der Fliissigkeit findet im
Vergleich zum Zeitma$ ¢}, immer langsamer statt. SchlieBlich fiihrt die zunehmende Ver-
zogerung des Verformungsvorgangs zu einer verstiarkten Kopplung von Verformungs- und
Bewegungsverhalten.

3.4 Tropfengroflenverteilungen

Wie anhand der Bildsequenzen in Abschnitt [2.1.1 erkennbar, entsteht beim Tropfenzerfall
eine grofle Zahl an Fragmenten unterschiedlicher Gréfle und Geschwindigkeit. Aufgrund
der Komplexitdt und Nichtlinearitdt der beteiligten Stromungsvorgénge und der Vielzahl
der Einfluifaktoren hat dieser Vorgang einen stochastischen Charakter und wird daher
zweckméfBigerweise mit statistischen Methoden beschrieben. Zur diskreten Analyse des
Groflenspektrums wird eine Klasseneinteilung des Durchmesserspektrums eingefiihrt. Die
klassenweise gesammelten Tropfendaten, wie z.B. Anzahl und Volumen, lassen sich dann
als diskrete Verteilungen darstellen. Skizziert ist diese Vorgehensweise in Abbildung [3.3.
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Klassenindex

Klassendurchmesser =
Tropfenanzahl je Klasse
Fliissigkeitsvolumen je Klasse
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Abbildung 3.3: Statistische Beschreibung eines Tropfenkollektivs: Momentauf-
nahme (links) und Tropfengrofienverteilungen (rechts)

Fiir Zerstaubungsprozesse charakteristisch ist die grofle Anzahl kleiner Tropfen, die jedoch
nur einen geringen Anteil des Fliissigkeitsvolumens beitragen. Grundsétzlich kann die Er-
fassung der Tropfendaten nach zwei Methoden vorgenommen werden. Bei der rdumlichen
Betrachtungsweise wird, wie in Abbildung [3.3 dargestellt, ein statisches Abbild der Trop-
fen in einem Kontrollvolumen beschrieben, wéhrend bei der zeitlichen Betrachtungsweise
ein FluB, d.h. die Gréfen-Geschwindigkeitskorrelation {iber Anzahl- und Volumenraten
beschrieben wird.
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In der Praxis werden anstelle der diskreten Verteilung auch die folgenden charakteristi-

schen Durchmesser eingesetzt (Lefebvre [1998)

Doy : D bei 10%  kumuliertem Tropfenvolumen, (3.46)
Dy 5 : D bei 50%  kumuliertem Tropfenvolumen, (3.47)
Dygz2 @ D bei 63.2% kumuliertem Tropfenvolumen, (3.48)
Dy o : D bei 90%  kumuliertem Tropfenvolumen. (3.49)

Die Grole Dy 5 wird auch als massenmittlerer Durchmesser (MMD: Mass Median Diame-
ter) bezeichnet, anstelle Dy g3 hat sich die Kurzform Dgsg eingebiirgert. Weitere charak-
teristische Groflen sind der volumentrisch gemittelte Durchmesser D3y und der Sauter-
Durchmesser D3, (SMD: Sauter Mean Diameter). Aus den klassenweise erfafiten Trop-
fendaten errechnen sich diese folgendermafien

3 NZD?
Dsy = /ZZN | (3.50)

SN, D}

Pe= SND?

(3.51)

Zur weiteren theoretischen Behandlung werden die Verteilungsdaten meist durch verschie-
dene Modellverteilungen abgebildet dPaloposki ‘1994). Um hierbei eine einheitliche Dar-
stellung zu erreichen, wird durch Wahl eines geeigneten charakteristischen Durchmessers
D* zu einem dimensionslosen Durchmesserspektrum iibergegangen

D
=7

x (3.52)

Aus der Normalverteilung lassen sich die Log-Normal- sowie die Wurzel-Normalverteilung
ableiten, die beide eine wichtige Rolle bei der Charakterisierung von Zerstdubungsvor-
giangen spielen. Ausgangspunkt ist in beiden Fiéllen das Integral der Gaufischen Funktion

G(u) = \/% /; exp [—%gf] dy , (3.53)

aus welchem sich mithilfe der Variablensubstitutionen

Inz — —
w=—""H bzw. u= VI g (3.54)
o o
und den Definitionen F(z) = G(u) und f(z) = < F(z) die folgenden Verteilungsfunktio-

X
nen ableiten lassen

1 1 (Inz—p\?
flz) = exp |—= ( ne 'u) : fiir die Log-Normalverteilung, (3.55)
xoy/ 2T 2 o
1 YR . .
r)=——exXp|—= | — , fiir die Wurzel-Normalverteilung. (3.56
) = 5 | - (V) 5 (3:56)

Zu beachten ist hierbei, daf} sich in der Literatur auch andere Definitionen der Parameter
4 und o finden.
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Abbildung 3.4: Log-Normalverteilung (links) und Wurzel-Normalverteilung
(rechts). Verteilungsfunktion der Tropfenanzahl gestrichelt.

Die Verwendung als Tropfengrofien-Volumenverteilungen ist in Abbildung 3.4/ dargestellt.
Ebenfalls dargestellt sind die numerisch ermittelten Summenfunktionen F'(x) sowie die
aus den Volumenverteilungen abgeleiteten, normierten Anzahlverteilungen

) =g [ [ 1] (357

Als Problematik der Wurzel-Normalverteilung ist mit fy(z) — oo fiir £ — 0 die unphy-
sikalische Ubergewichtung der Tropfenanzahl bei kleinen Durchmesserwerten erkennbar.
Dennoch wird die Verteilung vielfach zur Charakterisierung von Zerstaubungsprodukten
eingesetzt. Simmons M) stellt in einer umfangreichen Studie verschiedener Zerstéu-
berarten fest, dafi Gleichung bei Wahl der Parameter

D* = D0.5 s on = 1 s o =0.238 y (358)

auf eine allgemeingiiltige Verteilungsfunktion fiir die Tropfengréfe fithrt. Fiir diese uni-
verselle Wurzel-Normalverteilung gibt Simmons folgende empirische Zusammenhénge an

Dys
D3y
In der Praxis wird alternativ zur Verteilungsbreite o auch das Durchmesserverhiltnis
Dy5/Dss als Formparameter eingesetzt. Bei Zugrundelegung von Gleichung 1aBt

sich der exakte Zusammenhang beider Groflen theoretisch bestimmen — das Ergebnis
zeigt Abbildung (3.5

=12, F(z) = exp(0.06394x — 0.78127) . (3.59)

Eine weitere, in der vorliegenden Arbeit verwendete Modellverteilung ist die Rosin-Rammler-
Verteilung. Als Spezialfall der y?(v)-Verteilung fiir v = 2 dPaloposkiJ ‘1994) kann die
Verteilung aus der Integraldefinition

Glu) = % /0 " exp {—%y] dy (3.60)

abgeleitet werden, aus welcher sich mit der Variablensubstitution

u = 2bz" (3.61)



3.4 Tropfengrofenverteilungen 45

0.3

Abbildung 3.5: Zusammenhang der Formparameter bei der Wurzel-
Normalverteilung

Abbildung 3.6: Rosin-Rammler-Verteilung

die folgende Verteilungsfunktion ergibt
f(z) = bna" " exp(—ba™) . (3.62)

Zugrunde liegt der Modellvorstellung eine x?(2)-Verteilung der Gréfle 2b2™. Dabei stellen

die Groflen b und n frei wihlbare Parameter dar. In der Praxis wird die Rosin-Rammler-
Verteilung meist in Form ihrer Summenfunktion eingesetzt. Wird der Parameter b mit in
die Definition von D* aufgenommen, so ergibt sich diese zu

F(x) =1—exp(—z") , (3.63)

wobei D* aufgrund von F'(1) = 0.632 die physikalische Bedeutung D* = Dq 32 hat. Die
Verwendung als Tropfengrofen-Volumenverteilung ist in Abbildung [3.6! dargestellt.
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4 Verformung und Bewegung von Tropfen

Die in Abschnitt [3.1 umrissene Kontinuumsformulierung der Problemstellung bildet die
theoretische Grundlage zur Beschreibung der Stromungsvorgénge innerhalb und aufler-
halb des Tropfens und — iiber die resultierende Kraftwirkung — zur Beschreibung der
Tropfenbewegung. Ziel dieses Kapitels ist eine analytische Beschreibung der gekoppelten
Verformungs- und Bewegungsdynamik, die im Rahmen der Lagrangeschen Beschreibung
tropfenbeladener Gasstréomungen eingesetzt werden kann.

Hinsichtlich der Verformung wird zwischen linearen und nichtlinearen Theorien unter-
schieden, wobei im Rahmen der vorliegenden Arbeit allein die Wirkung aerodynamischer
Druckspannungen beriicksichtigt werden soll. Die in Abschnitt dargestellten linearen
Theorien beschreiben den Fall kleiner, sonst beliebiger Deformationen. Stromungskréfte
beziehen sich stets auf den unverformten Zustand des Tropfens, Riickwirkungen der De-
formation auf die Umstromung werden vernachléssigt. Mithilfe der Normalmodenanalyse
148t sich ein System unabhéngiger linearer Differentialgleichungen zweiter Ordnung ab-
leiten, in welchem die aerodynamische Druckverteilung in Form modaler Kraftbeitrige
eingeht. Zur Beschreibung groflerer Deformationen werden in Abschnitt [4.2 nichtlineare
Theorien vorgestellt, bei denen die Anderung der Strémungskrifte mit der Verformung
des Tropfens beriicksichtigt ist. Da eine Normalmodenanalyse der Verformungsdynamik
in diesem Fall nicht mehr moglich ist, kann eine analytische Modellbildung nur noch
unter der Annahme einer bestimmten Verformungskinematik vorgenommen werden. Die
typischen Streck-Stauch-Verformungen aerodynamisch beaufschlagter Tropfen werden da-
her durch Rotationsellipsoide variabler Geometrie angendhert und durch eine nichtlineare
Differentialgleichung zweiter Ordnung beschrieben.

Zur Beschreibung der beschleunigten Bewegung des Tropfens wird in Abschnitt [4.3] die
Basset-Boussinesq-Oseen Gleichung zugrundegelegt. Da diese allein im Grenzfall schlei-
chender Umstréomung gilt (Re < 1), wird eine empirische Erweiterung fiir den gesamten
Bereich praktisch relevanter Relativstromungsverhéltnisse eingesetzt. Auflerdem wird eine
formabhéangige Korrektur des Stromungswiderstandes vorgenommen. Die weitere Verein-
fachung fithrt auf eine nichtlineare Differentialgleichung, deren variable Koeffizienten an
experimentelle Daten angepafit werden.

4.1 Lineare Verformungstheorien

Die mathematische Beschreibung kleiner Forménderungen eines kugelférmigen Tropfens
zéhlt zu den klassischen Problemstellungen der theoretischen Hydrodynamik (Ra&lleiéh

‘1879‘; Lamb ‘1881). Die Erweiterung um die oberflichennormale Kraftwirkung einer Um-
stromung geht auf [Hinze dl948b), Isshiki 41959‘) und [Harper et al. 41972) zuriick. Ent-
sprechend dieser Arbeiten wird auch im folgenden eine axialsymmetrische Belastung und
Deformation des Tropfens betrachtet. Wie in Abschnitt [4.1.1 gezeigt wird, erzeugt die
Beschleunigung a eine Druckschichtung im Tropfen. Weil diese keinen Einflufl auf die
Verformung hat, kann der in Abbildung [4.1 skizzierte Spezialfall geradliniger Beschleu-
nigung ohne Einschriankung der Allgemeinheit zugrundegelegt werden. Zur Wahrung der
Axialsymmetrie wird vorausgesetzt, dafl Richtungsdnderungen der Geschwindigkeiten
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Abbildung 4.1: Axialsymmetrische Tropfenverformung

und ug wahrend des Verformungsvorgangs vernachlassigbar sind. Nach Abschnitt 3.3 gilt
dies fiir Fliissigkeitstropfen in Gasstromungen bei pq /p>1 und Dy/l* < 1, wobei [* das
Langenmaf} differentieller Anderungen des Stromungsfeldes darstellt.

Da Stromungskréifte im Tropfen und an der Oberfliche im Rahmen einer linearen Theorie
als ndherungsweise unabhéngig von den Verformungen betrachtet werden koénnen, ist die
Beschrénkung auf kleine Verformungen von grundlegender Bedeutung fiir die mathemati-
sche Behandlung des Problems. Mit der Entkopplung von Verformung und Umstromung
sowie der Annahme quasistationdrer Umstromung ist es moglich, Spannungsverteilungen
auf stationdr umstromten Kugeloberflichen als Randbedingung vorzugeben. Wie bereits
angemerkt wurde, kann im Rahmen einer Normalmodenanalyse jedoch nur der Effekt der
aufgeprigten Druckspannungen berticksichtigt werden. Die Vernachlidssigung der Schub-
spannungswirkung ist nach den Ausfiihrungen des Abschnittes dann gerechtfertigt,
wenn kurze Zeitrdume der GroBenordnung ¢* bzw. ¢’ betrachtet werden. In dieser Phase
ist die Wirkung tangentialer Oberflichenbewegung auf eine diinne Reibungsgrenzschicht
beschrinkt. Eine Vernachléssigung ist dagegen unzuléssig, wenn periodische oder statio-
nidre Verformungen iiber lidngere Zeitrdume betrachtet werden. In diesen Fillen ist ein
Einflul tropfeninterner Wirbelstréomungen zu erwarten. Aufgrund der Wirkung oberflé-
chenaktiver Substanzen bzw. starker Konvektionsstromungen bei Verdunstung ist dieser
Mechanismus in technischen Systemen jedoch abgeschwécht.

Um die Verformungsstromung infolge einer aufgepriagten Druckverteilung zu beschreiben,
wird das Konzept reibungsbehafteter Potentialstromungen dZierep‘ ‘1984; ‘Joseph ‘2003)
zugrundegelegt, d.h. es gilt

v=Vv, r<rs. (4.1)

Mit der Annahme eines Geschwindigkeitspotentials 1 entfallen die Reibungskrifte im
Tropfeninneren und treten allein in den Randbedingungen der Problemstellung bzw. in
den Oberflachenbeitriagen der integralen Energiebilanz auf (vgl. [Funada und Joseph“ZOOQ‘,
S. 1461).
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Es werden in den Abschnitten [4.1.1 und [4.1.2] zunéchst zwei alternative Normalmoden-
analysen der Tropfenverformung dargestellt und in Abschnitt [4.1.3 durch eine Modaldar-
stellung der Druckrandbedingung vervollstandigt. Die in Abschnitt erorterte Taylor-
Analogie wird als Grundmode dieser Theorien abgeleitet. Den Abschlufl bildet Abschnitt
4.2.5] mit einer Zusammenstellung der Modellgleichungen.

4.1.1 Normalmodenanalyse iiber Kriftebetrachtung

Die im folgenden vorgestellte Normalmodenanalyse geht in ihren Grundziigen auf Hinze

1948b)) zuriick. Ausgangsbasis ist die axialsymmetrische Formulierung der Gleichungen
6/ und [3.3] in sphérischen Polarkoordinaten (r,#, ¢). Bei Vernachlissigung der nichtli-
nearen Beschleunigungsterme (v - V)v lauten diese (Ari W S. 183)

%aﬁ v) + rs n@@aﬁ(w sind) =0, (4.2)
pda(;ftr —— + fha [ L s21n0880<ve sm@)} + paa cosb | (4.3)
pd% = —% + g [V 9 + 3% ﬁvg} — pga sin@ | (4.4)
it 10 0 1 0 0
Vi= g ( 5) T s 90 (Sm%e) - (4:5)

Entsprechend ergibt sich bei Vernachlissigung konvektiver Anderungen (v-V)d der Ver-
schiebung & = r — ry eine kinematische Beziehung zwischen Geschwindigkeits- und Ver-

schiebungsfeld

00
~ — . 4.
v o (4.6)

Gleichung fiir den Radialimpuls fiihrt, nach Eliminierung der Geschwindigkeitskom-
ponenten v, und vy mithilfe der Gleichungen [4.2 und auf einen Zusammenhang
zwischen Druck und Radialverschiebung

8]) 8+ 8_24»%&4»34»;2 Sjneg 85 + pya cos @ . (47)
o\ ot TR 92 T er T2 T 2600 o0 )| [ ot TP ‘

Zusétzlich ist der Druck im Tropfen durch die Laplace-Gleichung
Vip=0 (4.8)

beschrieben, die sich aus der linearisierten Form der Impulsgleichungen (3.3 durch Anwen-
dung des Divergenz-Operators ergibt.

Als Randbedingung wird Gleichung [3.12 fiir eine aufgepriagte Druckverteilung ps(t, ) zu-
grundegelegt. Die axialsymmetrische Formulierung in sphérischen Polarkoordinaten lautet

ov, 1 1
2 — =r, 4.9
Ps =P = 2Ha—~ — <R1+R2) , r=r (4.9)
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wobei die aufgeprigten deviatorische Normalspannungen wegen pg/p > 1 vernachlés-
sigt werden konnen. Fiir kleine Abweichungen von der Kugelform kann die Summe der
Hauptkriimmungen in Abhéngigkeit der Radialverschiebung 0, der Tropfenoberfliche
ausgedriickt werden

1 1 2 0 1 0 o)

— +—=—(1-22) - ——— — [sinf0—==2). 4.10

B TR R ( RO) RZsin0 20 (Sm 20 ) (4.10)
Eine detaillierte Herleitung dieser Néherung 1. Ordnung mithilfe einer Variationsformu-

lierung findet sich in|Landau und LifshitZ (1987, S. 245 ff) oder inBrenn (1990, S. 34 ff).
Unter Beriicksichtigung von Gleichung [4.6 ergibt sich aus Gleichung [4.9 schliefSlich

o 0? o 1 0 0
SN WA B S PR T — . (411
bs =P =2p { Morot ~ B2 Lmea& (Smeae) i ]}5 ren. (41

Zur Losung der Gleichungen und mittels Separation der Variablen ¢, r und
6 werden im néchsten Schritt die folgenden Reihenentwicklungen angesetzt

2 o0
. _ pvrel
Ds — Poo — ;cn(t) P, (cos0) (4.12)
2 > n
pdvrel r
= — = — P 4.1
» 13 00 (7)) Pleso), (113)

5, = Ry [ao(t) +§:an(t) (R%)n_l Py (cos 9)} . (4.14)

n=1

Gleichung [4.12] stellt die Entwicklung der Druckverteilung ps(¢, 6) in Legendre-Polynomen

dar. Fiir die ersten Ordnungen n = 0,...,5 sind diese wie folgt definiert
Py(cosf) =1,
Pi(cos®) = cosb ,
P 0) = L(3cos?0—1),
»(cos0) = 5(3 cos ) (4.15)
P3(cosf) = 1(5cos®f — 3cosb) ,
Py(cost) = £(35cos* @ — 30 cos? 6 + 3) |
Ps5(cos ) = £(63 cos® @ — 70 cos® 0 + 15 cos 6) .

Im Rahmen des Modalansatzes konnen die Entwicklungskoeffizienten C,, somit als ge-
neralisierte Kriéfte interpretiert werden, die in den Normalkoordinaten «, des Systems
wirken. Die Koeffizienten sind nach [Davis (1989) als Integrale iiber den Winkelbereich

definiert
_ 2n+1 /ﬂps_poo
0

P 2
2 2 Urel

Ch P,(cosf)sinf df . (4.16)

Kernelement des Modalansatzes ist Gleichung [4.13, die eine allgemeine, bei » = 0 endliche
Losung der Laplace-Gleichung fiir den Druck im Tropfen darstellt. Gleichung [4.14 fiir die
Radialverschiebung baut auf der Annahme einer Potentialstromung nach Gleichung [4.1]
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auf. Als Losung der Laplace-Gleichung V21 = 0 kann die Potentialfunktion analog zum
Druck entwickelt werden

1da, {r\"
=Ry ——"(—) Pucosb). 4.17
p=mY L (f) Pleosd (417
Der Ubergang zu 6, ergibt sich mit v, = 0i/0r aus dem kinematischen Zusammen-

hang Es sind jedoch fiir §, auch allgemeinere Ansdtze moglich, die nicht an die
Existenz eines Geschwindigkeitsspotentials gebunden sind dHinze (19481)‘; (Chandrasekhar
‘1961‘; ‘Bartley et al. ‘2000) und somit eine Beschreibung auch stark dissipativer Verfor-
mungen erméglichenm Weil diese Ansétze jedoch nicht mehr geschlossen darstellbar sind,
sollen sie im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verfolgt werden. Die Umfangskomponen-
ten der Vektorfelder § und v sind mit der Vereinbarung von Gleichung [4.14 {iber die
Kontinuitatsgleichung festgelegt.

Die zeitliche Anderung der Tropfenform ist durch die Verschiebung 8, der Tropfenober-
fliche bestimmt. Aus Gleichung [4.14 ergibt sich

rs = Ro + 05 mit 0rs = Ro Z a, Py(cosf) . (4.18)
n=0

Zur Verdeutlichung ist in Abbildung 2.11 der Effekt der ersten 5 Glieder der Reihen-
entwicklung dargestellt. Fiir n > 2 ergeben sich die Verformungsmoden des Tropfens.
Dagegen beschreibt der P;-Mode, d.h. Gleichung [4.18 fiir n = 1, iiber die Verschie-
bungskomponenten §, und dy eine reine Translation des Tropfens. Da der Ursprung des
mitbewegten Koordinatensystems im Massenschwerpunkt des Tropfens fixiert ist, kann
das Vektorfeld d jedoch per Definition keine Translationskomponente enthalten. Zu er-
fiillen ist dies nur iiber die Zwangsbedingung «; = 0. Der Py-Mode stellt eine sphérische
Pulsation der Tropfenform dar. Aus Kontinuitédtsgriinden kann diese nicht unabhéngig
von den Verformungsmoden stattfinden, so das «g eine Funktion der restlichen Koeffi-
zienten ist (Beckea ﬁﬁ) Im linearen Grenzfall ergibt sich aus der von ‘Rayleith 41877)
angegebenen SchlieBbedingung die Definitionsgleichung

1 1 = a2
— - 4 |- D 4.19
@0 =73 1 nzl o+ 1 (4.19)

Die Volumenkorrektur iiber oy wird aufgrund der fiir n > 2 geltenden Forderung v, < 1
jedoch meist vernachléssigt.

Zur Bestimmung der unbekannten Zeitfunktionen «, und (3, werden in einem ersten
Schritt die Reihenentwicklungen [4.13 und in Gleichung verwendet. Da die
P,(cos ) einen orthogonalen Funktionenraum bilden, fithrt dies auf eine Modaldarstel-
lung der Impulsgleichungen p Dv/Dt + Vp = 0 bei Potentialstromung

o, v?

proali Zglgnﬁn:o, n>2. (4.20)

!Die allgemeine Losung beinhaltet zur Beschreibung der Verschiebung Besselfunktionen, deren Argu-
ment jedoch eine unbestimmte Separationsgrofie enthilt
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Die Reibungsterme sind dabei génzlich entfallen, so daf§ mit Gleichung eine direkte
Verkniipfung von Trégheits- und Druckkréften im Tropfen besteht. Eine Sonderstellung
nimmt die Funktion ; ein, 2R,

pr=—75"a, (4.21)

rel

die den beschleunigungsinduzierten Druckanteil p; = pga x3 im Tropfen beschreibt.

In einem zweiten Schritt werden die Reihenentwicklungen [4.12 und[4.14) in Gleichung
eingesetzt. Nach Eliminierung der Funktionen (3, mithilfe von Gleichung ergeben
sich fiir n > 2 die Verformungsgleichungen des Tropfens

d2an Ha

2
i paR3

2
do, o PUrg T

(n—1) p + degn(n - 1(n+2)a, = C,. (4.22)

2 paRg "
Wie eingangs angemerkt, gehen die Reibungsterme (~ dov,/dt) dabei allein als Beitrag
der deviatorischen Normalspannungen in der Fliissigkeit an der Oberfliche hervor (vgl.
Gleichung [4.9). Als Sonderfille ergeben sich fiir n = 0 eine Bestimmungsgleichung fiir
den Innendruck des unverformten Tropfens, fiir n = 1 dagegen das Bewegungsgesetz des

Tropfens

dug — p v2,
=t rdo 4.23
T ar pa Do ' (4.23)

und bei Vergleich mit der Formulierung[3.42 der Zusammenhang C; = 0.75 cp.

Mithilfe der Kombinationen We, Reges und t* bzw. We, On und ¢}, lassen sich die Glei-
chungen [4.22] umformulieren zu

d*a, 8n(n—1) , day, 8n(n —1)(n + 2)
2 . = —onC, 4.24
) Rews  dt we ¢ " (4.24)
*\2 dQOén % dOén
(t2) s + 8n(n—1) On ¢ pm + 8nn—1)(n+2)a, =-2nC,We. (4.25)

In der Regel sind ¢t* und ¢ nach Gleichungen[3.25/ und[3.36 verénderliche GroBen. Neben
Stoffdateneinfliissen geht in t* insbesondere auch die Variation der Relativgeschwindigkeit
ein. Im Idealfall konstanter charakteristischer Zeiten lassen sich die Verformungsgleichun-
gen fiir dimensionslose Zeiten T' = t/t* und T, = t/t wie folgt formulieren

d*a, N 8n(n —1) da, N 8n(n —1)(n+2)
dT? Redef dT We

a, =—-2nC, (4.26)

o,

dT?

doy,,

T,

Die im weiteren als Theorie nach Hinze bezeichneten Systeme entkoppelter Differen-
tialgleichungen lassen erkennen, wie die Dynamik der Normalkoordinaten «,, durch die
Zeitfunktionen C), der aufgepriagten Druckverteilung erzwungen werden. Charakteristisch
ist der mit steigendem n stark zunehmende Einflufl der Riickstell- (~ n?) und Reibungs-
krifte (~ n?), so dafl der Beitrag htherer Moden an der Tropfenverformung vernachlis-
sighar wird. Das Gleichungssystem [4.26 bietet sich zur dimensionslosen Untersuchung
der Verformungsdynamik bei idealer Sprungbeaufschlagung, d.h. bei nahezu konstanter
Relativgeschwindigkeit an, wiahrend das Gleichungssystem [4.27| auch im Falle variabler
Relativgeschwindigkeit giiltig ist.

+ 8n(n—1) On

+ 8n(n—1)(n+2)a, = —2nC,,We . (4.27)
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4.1.2 Normalmodenanalyse iiber Energiebetrachtung

Eine alternative Vorgehensweise zur Ableitung der Verformungsgleichungen geht auf|Isshiki
m zuriick. In konsequenter Erweiterung der klassischen Methode von Rayleigﬂ W)
und [Lamb M) baut diese auf der Energiegleichung[3.17 des Tropfens auf, die sich bei
reiner Druckbelastung der Oberfliache vereinfacht zu

pad [ ds % /
—— av — = — sV -ndS — o4V . 4.2
5 3 Vv + o— Sp v-ndS ; (4.28)

Die Auswertung der Energiebeitrdge wird im folgenden nur skizziert, mit dem Ziel, die
Unterschiede zu der in Abschnitt [4.1.1 dargestellten Vorgehensweise zu erértern. Im Rah-
men der linearen Theorie wird die Integrationen dabei grundsétzlich {iber die sphérische
Tropfenoberfliche ausgefiihrt.

Mit der Annahme eines Geschwindigkeitspotentials kann die kinetische Energie des Trop-
fens als Oberflichenintegral formuliert werden dBorisenko und Tarapov‘1979‘, S. 238). Un-
ter Verwendung des Separationsansatzes ergibt sich

o 2
L . _ f e — L
i /Vv dv = i %Sw(vw) ndS = 2mpiR, 2. n+ ( o ) . (4.29)

Die Oberflache des deformierten Tropfens 148t sich mithilfe differentialgeometrischer Zu-
sammenhénge und Ansatz[4.18] bestimmen zu dLandau und Lifshitz ‘1987, S. 244 ff)

[ ary\” So o= (n—1)(n+2)
_ 2 il — 2
o s TS+<89>dS_SO+ 2 ; 2n+1 s (4:30)

wobei Sy = 47 R2 die Kugeloberfliiche bezeichnet. Die Leistung der aufgeprigten Druck-
krafte ergibt sich unter Beriicksichtigung der Reihenentwicklungen [4.12 und [4.17] zu

2 O, da
ndS = ndS = 4xR3 Plre n_ 0% 431
%qpsv ndS ﬁps(vw) ndS TR 5 ;2n+1 o (4.31)

Leistungsbeitrige fiir n = 0,1 sind hierbei vernachléssigt. Zur Auswertung des Dissipati-
onsterms wird das Volumenintegral zundchst umgeformt zu (Zierep [1984))

/cde: Md/(va)%zv _ QMd%(vx(va))-ndS
Vv 1% S
+ Mdﬁ(w;?)-nds. (4.32)

Da die Rotation V x v fiir Potentialstromung verschwindet, tragt nur der letzte Integral-
term zur Dissipation bei. Unter Beriicksichtigung der Entwicklung ergibt sich

anm | 2(n—1 2n+1)(n —1 do, \ 2
/Vcde: 47%1%0; 2(n+1) + (n@n)i 0 )] ( dt) . (4.33)
——

(. J
'

Beitrag v, Beitrag vy
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In dieser Darstellung gehen die Beitrdge der Normal- (v,) wie auch der Tangentialge-
schwindigkeit (vg) an der Tropfenoberfliche ein. Die Verformungsgleichungen ergeben sich
als Zusammenstellung der Leistungsterme und [4.33 sowie der Zeitableitungen der
Ausdriicke [4.29 und [4.30l Sie werden hier analog zu Gleichungen [4.26] und [4.27 fiir di-
mensionslose Zeiten T' = t/t* und T, = t/t* formuliert

d*a,, 8(n—1)2n+1) day, 8n(n —1)(n +2)

L= —2nC, . (434
a Reay  dT Wo “ " (4.34)
o,

+ 8(n—1)(2n+1) On 3;” + 8n(n—1)(n+2)a, =—-2nC,We (4.35)

dT?

und im weiteren als Theorie nach Lamb-Isshiki bezeichnet. Im Vergleich zur Theorie nach
Hinze sind die Reibungsterme etwa doppelt so grofi. Als Ursache ist die in Gleichung
eingehende Verlustleistung der fliissigseitigen Schubspannungen an der Tropfenoberflédche
erkennbar (Beitrag vg). Dieser Beitrag fehlt bei der Kriftemethode nach Hinze, da tiber
die flichennormale Randbedingung4.9 nur die fliissigseitigen deviatorischen Normalspan-
nungen eingehen, die tangentiale Randbedingung dagegen unberiicksichtigt bleibt.

Die Diskrepanz zwischen Kréfte- und Energiemethode 148t sich weiter zuriickfiithren auf
die zugrundelegende Annahme tropfeninterner Potentialstromung. Im allgemeinen hat ei-
ne derartige Modellstromung eine unphysikalische Schubspannungsverteilung an der Trop-
fenoberflidche zur Folge. Die Erfiillung der tangentialen Randbedingung ist tatséchlich nur
auf Basis eines erweiterten Potentialansatzes moglich (vgl. ‘Hmzﬁl948b Chandrasekhar
1961)). In diesem Fall ist die Leistung der aerodynamischen Schubspannungen identisch
der Verlustleistung fliissigseitiger Schubspannungen. In der Konsequenz loschen sich beide
Beitrage auf der rechten Seite der Energiegleichung [4.28 aus, so daf§ Krifte- und Ener-
giemethode wie erwartet zum gleichen Ergebnis fithren, die Verformungsdynamik allein
durch die flichennormalen Leistungsbeitrige bestimmt ist.

So betrachtet stellt die Kraftmethode nach Hinze die formal korrekte Vorgehensweise bei
Annahme einer tropfeninternen Potentialstromung dar, wiahrend die Energiemethode nach
Isshiki mit der Vernachléssigung aerodynamischer Schubspannungen eine unphysikalische
Erhohung des Reibungsterms zur Folge hat. Tatséchlich aber fiihrt gerade dieser Effekt zu
einer hervorragenden Ubereinstimmung mit der gemessenen Dampfung freier Formschwin-
gungen, wihrend die Kraftmethode diese generell unterbewertet (vgl. Abschnitt [5.1). Eine
Erklarung liefert die zwingend notwendige Existenz rotationsbehafteter Stromungsberei-
che, die, wie oben angesprochen, nur auf Basis eines erweiterten Potentialansatzes be-
riicksichtigt werden kénnen. Zur Erfiillung der tangentialen Randbedingung kénnen diese
Bereiche auf eine diinne Reibungsgrenzschicht beschrankt sein (kurze Zeiten) oder das
gesamte Tropfenvolumen einnehmen (ldngere Zeiten). Anhand von Gleichung lassen
sich die zusétzlichen Dissipationsbeitriage erkennen. Offensichtlich werden diese in guter
Néherung durch den Oberflichenbeitrag der Schubspannungen wiedergegeben, weshalb
in der vorliegenden Arbeit die Theorie nach Lamb-Isshiki mit den Gleichungen 4.34] und
4.35 zugrundegelegt werden sollen.
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4.1.3 Modalzerlegung der Druckrandbedingung

Mit der in Abschnitt (3.3 diskutierten Annahme quasistationdrer Umstromung des Trop-
fens kann auf eine breite Basis von Literaturdaten zur Umstréomung starrer Kugeln zu-
riickgegriffen werden. Abbildung [4.2 zeigt repriasentative Druckverteilungen bei verschie-
denen Reynolds-Zahlen. Bis auf die experimentellen Daten von Achenbach d1972 die fiir

1.5 T T T T | T T T T | T T T T T T T T T T T T T T | T T T T
i e Re:50,‘ [omboulides und Orszag ]
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Abbildung 4.2: Druckverteilungen auf stationdr angestromten Kugeln

Umstromung nahe dem laminar-turbulenten Umschlag gelten, handelt es sich um Ergeb-
nisse numerischer Simulationen. Das Verhalten der Strémung spiegelt sich deutlich in den
Druckverteilungen wider. Bereits fiir Re > 20 findet eine Ablésung auf der Riickseite der
Kugel statt, fiir Re = 100 verschiebt sich der Ablosepunkt auf die stromungszugewand-
te Seite, wiahrend sich bei weiterer Steigerung ein nahezu konstanter Druck im Nachlauf
ausbildet. Eine detaillierte Beschreibung findet sich in Anhang[Al

Um die Druckrandbedingung fiir zeitlich variable Umstromungsverhélnisse zu formulieren,
werden die Entwicklungskoeffizienten C,,, wie in Anhang [A beschrieben, fiir insgesamt 47,
der Literatur entnommene Druckverteilungen bestimmt. Abbildung (4.3 zeigt die Werte
der an der Verformung mafigeblich beteiligten Koeffizienten Cs bis C5 {iber einen weiten
Bereich der Reynolds-Zahl. Koeffizienten gerader Ordnung charakterisieren symmetrische
Komponenten der Druckverteilung, wahrend Koeffizienten ungerader Ordnung asymme-
trischen Komponenten zugeordnet sind. Der mit zunehmender Reynolds-Zahl erkennbare
Anstieg von C3 auf Kosten von Cy entspricht somit der zunehmenden Asymmetrie der
Druckverteilung infolge Stromungsablosung und Ausbildung eines Nachlaufgebietes. Eine
Schliefbedingung > C,, = 1 148t sich aus Gleichung [4.12 ableiten.

Die Abhéngigkeit der modalen Koeffizienten von der Reynolds-Zahl 148t sich durch fol-
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Abbildung 4.3: Entwicklungskoeffizienten von Druckverteilungen auf Kugeln.
Numerische Werte fiir Cy bis Cy sind in Anhang [A zusammengestellt.

gende Funktionsansétze annédhern
C, = a+ b exp(cRe?) | Re < 3-10° (4.36)

deren Koeffizienten in Tabelle [4.1 angegebenen sind. Fiir Re — 0 reproduzieren die

n a b c d

2 0.45 0.55 —0.15 0.36
3 0.45 —0.45 —5.2-1072 | 0.63
4 0.17 -0.17 —3.9.-107° | 1.45
51 —0.07 0.07 —5.6-107° | 1.93

Tabelle 4.1: Koeffizienten der Ndherungsfunktionen nach Gleichung [4.36

Funktionen die theoretische Losung der Kugelumstromung nach Oseen, fiir Re > 103
dagegen den Bereich des nahezu konstanten cp-Wertes (Newtons Regime).

4.1.4 Taylor-Analogie

Wie bereits in Abschnitt [2.3.1 angesprochen, geht die Analogie der Verformungsdyna-
mik eines Fliissigkeitstropfens und der Schwingungsdynamik eines mechanischen Feder-
Masse Systems auf Taylo M) zuriick und wurde von |O’Rourke und Amsden) 41987)
zum weitverbreiteten Taylor-Analogy-Breakup Modell ausgebaut. Im folgenden ist die
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Ableitung dieses Modellansatzes umrissen und dieser in den Rahmen der linearen Verfor-
mungstheorie eingeordnet. Ausgangspunkt ist eine lineare Groflenordnungsbeziehung der

im Tropfen wirkenden Krifte (siehe Gleichungen [3.25, [3.32] und [3.35)

a6 Hd do* 0 pv?el
de + Klﬁgﬁ + Kgﬁgé :KgD—O. (437)

Hierbei stellen K, K und K3 geeignete Konstanten dar. Als Mafl der Verformung be-
zeichnet 6* die Verschiebung eines charakteristischen Fluidelementes im Tropfen. Mit der
Querdeformation des Tropfens soll auflerdem der proportionale Zusammenhang ¢ ~ §*/ Ry
bestehen. Zur Bestimmung von K; und K, passen‘O’Rourke und Amsden Gleichung

an die lineare Theorie schwach geddmpfter Formschwingungen des Grundmodes P, an.

Nach Gleichung bestehen fiir diesen Deformationsmode lineare kinematische Zusam-
menhénge

a=—2, a=2-2y. (4.38)

Die Konstante K3 und der Zusammenhang zwischen * und ¢ werden dagegen so festge-
legt, dafl bei Sprungbeaufschlagung mit Weg, = 12 gerade eine Staupunktsdeformation
o, = —1 bzw. eine Aquatordeformation €, = 0.5 erreicht wird. Auf der Symmetrieachse
des Tropfens kommt es somit zu einer Beriihrung der Staupunkte. Dieser in Abbildung
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Abbildung 4.4: Oberfliche (links) und dimensionslose Geometrie im Axial-
schnitt (rechts) bei Darstellung des Tropfens mittels dem P,-Mode

4.4] angedeutete Vorgang sollte allerdings nicht mit dem realen Phénomen des Blasenzer-
falls verwechselt werden. Wie in Abschnitt [2.4 und Kapitel [6 erlautert, ist dieser eine
Folge nichtlinearer Wechselwirkung zwischen Verformung und aerodynamischer Druckver-
teilung. Mit dem Ubergang auf die dimensionslose Zeit T, = ¢/t* und die dimensionslose
Querabmessung y ergibt sich die bereits mit Gleichung formulierte Modellgleichung.
Diese folgt auch direkt aus den Verformungsgleichungen fiir n = 2 und bei Wahl

des Druckkoeffizienten Cy = 2/3. Nach Abbildung [4.3] ergibt sich dieser Wert fiir eine
aufgeprigte Druckverteilung etwa bei Re = 100.
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4.2 Nichtlineare Verformungsmodelle

Bei grofleren Verformungen treten in zunehmendem Mafle nichtlineare Effekte auf, so z.B.

e Modenkopplung, die u.a. eine Anregung von Moden hoéherer Ordnung verursacht.
Dieses Phinomen kann nach Becker et al. d1994) auch durch mafigebliche Reibungs-
kréfte in der Verformungsstromung verursacht werden.

e Amplitudenabhéingigkeit von Frequenz und Periode bei Formschwingungen.

e Nichtlineare Resonanzphénomene dDaidiié et al. ‘1994).

e Abhéngigkeit der Kréfte in der Verformungsstromung von der Deformation des Trop-
fens. Dieser Effekt ist bei linearer Betrachtung vernachléssigt.

e Abhéngigkeit der Umstrémung und damit der auf den Tropfen wirkenden Oberflé-
chenkrifte von der Deformation. Dieser Effekt ist bei linearer Betrachtung ebenfalls
vernachléssigt.

Bei groBleren Verformungsgraden ist eine Normalmodenanalyse der Verformungsdynamik
infolge der Modenkopplung nur noch auf Basis numerischer Methoden moglich (fiir freie
Formschwingungen vgl. Brenn ‘1990‘; Becker et al. ‘1994‘). Aus diesem Grund schlagen
Ibrahim et al. M) das bereits mit Gleichung formulierte Droplet Deformation
and Breakup (DDB) Modell vor, welches von einer nédherungsweisen Darstellung des de-
formierten Tropfens als Rotationsellipsoid ausgeht. Im Gegensatz zum TAB-Modell baut
dieser Ansatz auf der Energiegleichung des Tropfens auf.

In konsequenter Weiterfithrung dieser Vorlauferarbeiten werden im folgenden nichtlineare
Modelle ausgearbeitet. Die ndherungsweise Darstellung der Tropfenform ist dabei mittels
Rotationsellipsoiden variabler Querabmessung y vorgenommen. Diese Vorgehensweise ist
zum einen empirisch begriindet — im Vergleich zum P»-Mode der linearen Theorie eig-
nen sich Rotationsellipsoide besser um die Abflachung und Querdehnung des Tropfens
bei grofleren Beaufschlagungsintensititen zu beschreiben — zum anderen ist mit dieser
Néherung iiberhaupt erst eine analytische Auswertung der integralen Energiebeitrage bei
grolen Deformationen moglich. Abbildung [4.5 zeigt ein gedriicktes (oblates) Ellipsoid
zur Approximation eines abgeflachten Tropfens. Entsprechend ist in Abbildung [4.6| ein
gestrecktes (prolates) Ellipsoid zur Approximation eines langgezogenen Tropfens gezeigt.
Die Halbachse a quer zur Anstromung und die Halbachse ¢ in Richtung der Anstromung
sind iiber die Kontinuitéit des Tropfenvolumens verkniipft
4 4

V= gwRS’ = gmae, (4.39)

die auf folgende nichtlineare kinematische Beziehungen fiihrt

1 1 c 1
-1 =——-1 EF=—-=—. 4.40
(14¢)? ’ R ’ a oy (440)

Im Grenzfall y — 1 gehen diese in die Zusammenhénge nach Gleichung [4.38 {iber.
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Abbildung 4.5: Oberfliche (links) und dimensionslose Geometrie im Axial-
schnitt (rechts) bei Darstellung des Tropfens als gedriicktes Ellipsoid
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Abbildung 4.6: Oberfliche (links) und dimensionslose Geometrie im Axial-
schnitt (rechts) bei Darstellung des Tropfens als gestrecktes Ellipsoid

In Erweiterung der Arbeiten von Clark M) und |Ibrahim et al. 41993‘) werden die In-
tegralbeitrage der Energiebilanz [4.28] fiir ein Rotationsellipsoid mit axialsymmetrischer
Auflen- und Innenstromung ausgewertet. Die einzelnen Modellterme werden ggf. iiber
Proportionalitdtskonstanten so angepafit, dafl sie fiir y — 1 asymptotisch in die entspre-
chenden Terme der linearen Energiegleichung des P»,-Modes iibergehen. Diese ergibt sich
aus Gleichung [4.28] bei isolierter Betrachtung des P,-Modes
2

;WPng% + dmpaRy da
Anstelle der modalen Staupunktsdeformation as ist hier die allgemeine Bezeichnung «
verwendet. Der Entwicklungskoeffizient Cy der Druckverteilung wird als Modellparameter
zur Anpassung an empirische Daten beibehalten.

2
PVl 4 13 da
5 500 | =

16
+ —7moRia + 0. (4.41)

Oqt " B
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4.2.1 Riickstellterm

Fiir die zeitliche Anderung der potentiellen Energie der Tropfenoberfliche gilt ganz allge-
mein
ds s dy

@ _, 2 4.42
T "% dy dt (4.42)

Um die Anderung der Oberfliche S mit der Querabmessung y zu bestimmen, wird auf
bekannte Zusammenhénge der analytischen Geometrie zuriickgegriffen. Mit Einfithrung
der Querabmessung y = a/ Ry, der Exzentrizitit e und der Referenzoberfliche Sy = 47 R?
158t sich die Oberfliche und deren zeitliche Anderung analytisch beschreiben. Fiir ein
gestrecktes Ellipsoid mit y < 1 ergeben sich

e=+1—19y5, (4.43)

S 1 /[, 1 arcsine
2o - 4.44
5=y (e mEme) (4.44)
1dS 1 arcsine 3y 1 arcsin e
— 2y - + Y — - , (4.45)
So dy 2y e 2y —1) \y3 e
fiir ein gedriicktes Ellipsoid mit ¥ > 1 hingegen
e=+1—yb, (4.46)
S 1 /[, 1 artanhe
2o o 4.47
sy () (1.47)
1dS 2 artanhe 3 artanh e
— =y - = + - — ) . (4.48)
So dy yrooe 2y°(y° — 1) e

Anstelle der exakten Ausdriicke [4.45] und [4.48] werden im weiteren jedoch numerisch
einfacher zu berechnende Polynomapproximationen verwendet

1ds  (32(y—1)—04(y—1)2+998(y—1)*, 05<y<1,
_ (4.49)

Sody 1 3.2(y—1)—2.0(y—1)%+0.67(y— 1), 1<y<23.

Eine kubische Abhéngigkeit der Oberflichenkréifte wird auch von Daidzi¢ et al 41994)
in einer Duffing-Gleichung zur Interpretation nichtlinearer Schwingungsphdnomene einge-
setzt.

Abschlieend zeigt Abbildung [4.7 eine vergleichende Darstellung verschiedener Naherun-
gen der Oberflichenédnderung. Auffallend ist, dafl im DDB-Modell (Gleichung [2.5) bereits
fiir den kugelférmigen Tropfen y = 1 eine deformierende Oberflachenkraft auftritt. Erst
bei groferen Verformungsgraden y > 1.3 wird das Riickstellverhalten korrekt wiederge-
geben, so dafl eine Verwendung des Modells im allgemeinen problematisch ist. Dagegen
gibt die in Gleichung [4.41 implizierte, auch dem TAB-Modell zugrundeliegende lineare
Oberflachenéinderung das Verhalten bei kleinen Abweichungen von der Kugelform kor-
rekt wieder. Fiir groflere Verformungen weicht dieses jedoch zunehmend von der exakten
Beschreibung ab.
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Abbildung 4.7: Modellierung des Oberflichenterms

4.2.2 Tragheitsterm

Um die kinetische Energie der Verformungsstromung zu beschreiben, miissen grundlegende
Annahmen {iber die Strémungsform im Tropfeninneren getroffen werden. Es sollen im fol-
genden zwei unterschiedliche Konzepte ausgearbeitet werden: ein Punktmassenmodell, bei
dem die Verformungsstromung iiber die Bewegung zweier orthogonaler Massenkoordinaten
angendhert wird und ein potentialtheoretisches Modell, bei welchem die Innenstrémung
iiber ein Geschwindigkeitspotential beschrieben wird.

Punktmassenmodell

In den bereits diskutierten Modellen TAB und DDB ist die kinetische Energie der Verfor-
mungsstromung eine quadratische Funktion der Querdehnungsgeschwindigkeit. Wéahrend
dies fiir scheibenférmig gedriickte Tropfen eine gute Ndherung darstellt, wird mit dem
Ubergang zu kugelfsrmigen und dann langgestreckten Tropfen jedoch ein zunehmender
Anteil des tatséchlichen Energieinhalts vernachléssigt. Zuriickzufiihren ist dies auf den fiir
groflere Verformungen nichtlinearen Zusammenhang zwischen Quer- und Langsabmessung
des Tropfens. Zur Beriicksichtigung dieser Nichtlinearitéit wird die kinetische Energie mit-
tels zweier orthogonaler Massenkoordinaten v, und z,, in einen axialen und einen radialen
Anteil der Verformungsstromung aufgespalten. Wie in Abbildung skizziert, beschreibt
ym als radiale Schwerpunktskoordinate die Querdeformation des Tropfens, wihrend z, als
axiale Schwerpunktskoordinate die Léngsdeformation charakterisiert. Der funktionale Zu-
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Abbildung 4.8: Charakteristische Massenkoordinaten der Radial- und Axial-
deformation, dargestellt fiir ein infinitesimales Tropfensegment d¢

sammenhang mit der Querabmessung y ergibt sich aus den Definitionen

_ /Vxl“@ AV — 13—67Ty, (4.50)

3
=— [ —dV =—. 4.51

/ 8y° 45D
Die zentrale Annahme besteht nun darin, dafl die kinetische Energie als proportional der
Summe beider Bewegungsanteile dargestellt werden kann

<dg_;”)2 + (d;_;”)gl . (4.52)

Mittels der Konstante K7 kann dieser Ausdruck an den entsprechenden Energiebeitrag
der linearen Theorie nach Gleichung [4.41 angepafit werden. Unter Beriicksichtigung der
Koordinaten [4.50] und [4.51 ergibt der Vergleich der kinetischen Energien zunéchst eine

pd/ 2dv KTVde2
2 v

Bedingung
4 15 16\ [dy\” 4 dy
K ) (2] = 4.

r 5Pl o1 (W - yﬁ) (dt) 5pelis (dt) ’ (4.53)

die fiir y — 1 auf folgenden Zahlenwert der Konstanten fiihrt

512

Kr=—— " =~1.32. 4.54
T= Tp g aag (4.54)

Fiir die Zeitableitung ergibt sich somit

T+ 2y 48 1 (@)2] dy

2416 dt? w2 +16 y7 \dt/) | dt

pa d V2V — 8 5

Im Gegensatz zu den bisher vorgestellten Ansétzen ermoglicht der Modellterm eine
differenzierte Beriicksichtigung der Quer- und Langskomponenten der Deformation und
damit eine Beschreibung des asymmetrischen Formschwingungsverhaltens bei gréfleren
Amplituden.

(4.55)

2Eine direkte Anpassung der durch Gleichung formulierten Zeitableitung ist wegen des in der
linearen Theorie nicht auftretenden quadratischen Geschwindigkeitsgliedes (dy/dt)? unmoglich
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Potentialtheoretisches Modell

Mit der Annahme einer Potentialstréomung im Inneren des Ellipsoids ist eine analytische
Auswertung des Tréigheitsterms ohne weitere Vereinfachungen moglich. Ausgangspunkt
ist die Darstellung der Tropfenoberfliche in kartesischen Koordinaten

B x% + x% x§

+ =3 (4.56)

a? 2’

wobei die Halbachsen a und ¢ iiber die Kontinuitédtsgleichung [4.39 verkniipft sind. Bei
zeitlicher Anderung der Quer- und Léngsabmessungen des Ellipsoids kann nach [Lamb
1932, S. 147) fiir die Innenstromung folgendes Geschwindigkeitspotential angegeben wer-

den
1 da 1 de
)= —a—(xf + 23) + 2—0%90% : (4.57)
Es ergibt sich eine Stromungsgeschwindigkeit, die linear von den Raumkoordinaten ab-
hédngt. Entsprechend ist das Quadrat der Geschwindigkeit eine quadratische Funktion der

Raumkoordinaten
1da\?> 1de\?
V2 = (sz — <E%) (:cf + ;1:3) + <E%) x§ , (4.58)

deren Integration iiber das Volumen des Ellipsoids nach Zuriickfiihren samtlicher Geome-
triegroffen auf die Querabmessung y die kinetische Energie der Tropfenfliissigkeit ergibt

Pa [ gy = 2w (142 (% B (4.59)
> )y 15 o) \dt

Dieser Ausdruck geht fiir y — 1 exakt in den Energieterm der linearen Theorie (Gleichung
4.53, rechte Seite) iiber. Fiir die Zeitableitung ergibt sich

1 2\ %y 2 [(dy\’| dy
il (S B (A T A 4.60
3 ( i y6) a2y’ (dt) dt (4.60)

Dieser Modellterm unterscheidet sich vom Punktmassenmodell durch eine fiir y # 1 ver-
schiedene Aufteilung der Massentriagheit auf die einzelnen Beschleunigungsglieder. Es ver-
deutlicht dies die Auswertung der eckigen Klammern beider Modellterme

pad [ o, 8 o5
th V’U dV—57TdeO

, 1\ &% 1 [(dy\>
Aus Gleichung 0.3815+0.6185— | —2 — 1.855 — | —
yb ) dt? y7 \ dt
1Y 1 (dy\”
Aus Gleichung 0.3333 + 0.6667— | =7 _ 9 — (¥
yb ) dt? y7 \ dt
Die Ansitze weisen auflerdem ein quadratisches, fiir y = 1 nichtverschwindendes Ge-

schwindigkeitsglied auf, welches selbst bei kugelférmigen Tropfen ein nichtlineares Trég-
heitsverhalten zur Folge hat.
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4.2.3 Aerodynamischer Term

Eine &hnliche Problematik ergibt sich bei der Modellierung der Leistung aerodynami-
scher Krifte. Zwar ist die Bewegung der Tropfenoberfliche iiber Gleichung [4.56 an die
zeitliche Anderung der Halbachsen gekniipft, zusétzliche Annahmen sind jedoch hinsicht-
lich der Umstromung zur Formulierung der aufgeprégten Druckverteilung notwendig. Es
werden zwei unterschiedliche Konzepte ausgearbeitet: ein Projektionsflichenmodell, bei
dem die Leistung iiber die Bewegung zweier orthogonaler Projektionsflichen approximiert
wird und ein potentialtheoretischer Ansatz, bei dem die Leistungsdichte der aufgepréigten
Spannungen analytisch iiber die Oberfliche des Ellipsoids integriert wird.

Projektionsflichenmodell

In der Originalformulierung des DDB-Modells wird die Leistung aerodynamischer Kréfte
als Produkt der Projektionsfliche des unverformten Tropfens S, o = 27 R2, der Querdeh-
nungsgeschwindigkeit dy/dt und dem Staudruck p, , = p/2v2, formuliert. Die Darstellung
vernachléssigt a priori mogliche Nichtlinearitéten bei grofleren Verformungen. Es werden
deshalb mit dem Staupunkt und dem Tropfendquator zwei reprasentative Oberflachenpo-
sitionen festgelegt, die in Kombination mit entsprechenden Flachen und diskreten Druck-
kréften eine ndherungsweise nichtlineare Beschreibung des Leistungsbeitrags ermdoglichen.
Unter Bezug auf Abbildungen [4.5] und [4.6] wird dem Staudruck ps . als axiale Projekti-
onsfliche die doppelte Querschnittsfliiche S, = 27y?R2 zugeordnet, dem Druckminimum
Psy = Psz — APmay am Aquator dagegen als radiale Projektionsfliche die zylindrische
Mantelfliche S, = 47 R3/y. Der hier als Modellparameter eingefiihrte aerodynamische
Druckabfall wird im weiteren in dimensionsloser Form verwendet
AV

maxr ~ p,2

2 Urel

AD (4.61)
Die zentrale Annahme ist nun, daf} die Leistung der aufgepragten Druckverteilung propor-
tional der Summe der beiden diskreten Leistungsbeitrage ist. Wird die Geschwindigkeit
des Staupunktes mittels der kinematischen Beziehung [4.40 mit der Querabmessung y
verkniipft, so folgt

d d (1
S

dt dt \ y?
2
P Upey 3 A= 1 dy
= —Kyw —— A7 R A - — . 4.62
w 9 Tl pmaxy dt ( )

Die Proportionalitdtskonstante wird fiir y — 1 durch Abgleich mit dem entsprechenden
linearen Term in Gleichung [4.41 bestimmt

2 G

Ko — =
v 5Aﬁmax7

(4.63)

womit sich folgende Leistung ergibt

2,8 1d
]ipsv~nd52—% gwRSngd—z . (4.64)
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Der Druckabfall Ap,,,, wird bei diesem Abgleich formal durch den Koeffizient Cy der
linearen Theorie ersetzt. Anzumerken ist hierbei, daf§ die physikalische Bedeutung von Cs
als Modalkoeffizient der Druckverteilung nach Gleichung fiir die betrachteten, deut-
lich von der Kugelform abweichenden Ellipsoide nicht mehr gegeben ist. Im Rahmen der
nichtlinearen Theorie wird Cy daher als aerodynamischer Wirkungskoeffizient bezeichnet
und wird spéter anhand empirischer Deformationsdaten festgelegt.

Ergebnis dieser differenzierten Betrachtung der beiden Leistungsbeitrige in axialer und
radialer Richtung ist eine y~!-Nichtlinearitét fiir grofie Verformungsgrade.

Potentialtheoretisches Modell

Die Deformationskinematik eines zylinderférmigen Modelltropfens 18t zwar die grund-
legende Nichtlinearitdt des aerodynamischen Terms erkennen, ist im iibrigen jedoch eine
grobe Approximation der realen Stromungsverhéltnisse an der Tropfenoberfliche. Dies
spiegelt sich auch in der Proportionalitéatskonstante wieder, die in Vorwegnahme der theo-
retischen Beziehung [4.75 mit Ky = 4/15 deutlich vom Idealwert 1 verschieden ist.

Néher an der Physik ist eine kontinuumsmechanische Betrachtung der Vorgédnge an der
bewegten Oberfliche des Ellipsoids. Als zentrale Fragestellung bleibt jedoch die Verteilung
aerodynamischer Druckspannungen auf der Oberfliche. In Abschnitt [4.1.1 wurde darge-
legt, dafl selbst bei idealisierter Betrachtung einer stationédr angestromten Kugel diese
entscheidend vom Charakter der Umstromung abhéngt und eine Funktion der Reynolds-
Zahl Re ist. Desweiteren ist mit dem Ubergang zu ellipsoidformigen Tropfen mit der
Querabmessung y eine zusatzliche Parameterdimension des Umstrémungsproblems zu
beriicksichtigen. Die hierzu existierenden experimentellen und numerischen Daten reichen
jedoch nicht fiir eine korrelative Beschreibung der Druckverteilung aus.

Eine geschlossene analytische Beschreibung der Ellipsoidumstréomung ist dagegen im Rah-
men der Potentialtheorie méglich (L (m 93 2, Artikel 114) und soll im weiteren als Mo-
dellgrundlage verwendet werden. Ausgangsba51s ist das Geschwindigkeitspotential s un-
mittelbar iiber der Oberfliche. Bei stationérer, axialer Anstrémung ist dieses nach Munk
M) eine lineare Funktion der Axialkoordinate und der Anstromgeschwindigkeit

2
2—7%

% = Urel T3 - (465)

Der Vorfaktor hiangt alleine von den Abmessungen des Ellipsoids ab. Die Geometriegréfie
vo berechnet sich aus

21—262 (artanhe_l) ’ y<1.
e e

o (4.66)

5 )
g(l_marcsme) ’ yo 1,

e

wobei die Exzentrizitéit e {iber die Gleichungen [4.43] und [4.46] angegeben ist. Bei Kugel-
form gilt der Grenzwert 79 = 2/3. Die in Gleichung [4.66] angegebenen Ausdriicke sind
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iibernommen aus (1932, Gleichung 13 in Artikel 114 sowie Gleichung 14 in Artikel
373)@. Eine alternative Zusammenstellung bietet Tuckermarl 41926‘) an.

Die potentialtheoretische Stromungsgeschwindigkeit an der Oberflache berechnet sich nach

81/13 2 a.CCg 8373
s — = re = Usymaz = 4.67
! Jds  2—m Urel s~ Pemar Ty (4.67)

wobei die Definition der Koordinate s aus Abbildung [4.9 hervorgeht. Die Geometriegrofie

)
N 19)
Aquator: (=0, 9 _ 1, Vs = Vs maa
s 0s
81'3
P Staupunkte: ( = +1, — =0, wv,=0
¢ 0s

/ T3 T
Urel
Abbildung 4.9: Definition der Oberflichenkoordinate s und der dimensionslo-
sen Axialkoordinate ¢ = z3/c im Axialschnitt des Tropfens

Ox3/0s legt die Variation der Geschwindigkeit entlang der Oberflache fest und kann aus
der Differentialgeometrie der Gleichung [4.56 bestimmt werden zu

O3\ 1-¢?
Ors\"_ _ 1-¢ (4.68)
s 1—(1—y%)¢

Die physikalische Bedeutung der Groflie vs 4, als Maximalgeschwindigkeit folgt aus dem

Maximalwert dzz/ds = 1 am Tropfendquator. Entsprechend ergibt sich mit dem Satz
von Bernoulli der statische Druckverteilung an der Oberfliche

2 2 2 2
Ps — Po Vs 2 afL‘g _ 81‘3
52, <) (2 - %) < 95 ) Finas < 95 ) (409

Eine Anwendung dieser potentialtheoretischen Druckverteilung im Rahmen der Modell-
entwicklung ist jedoch problematisch, da fiir y = 1, also bereits fiir den kugelférmigen
Tropfen, erhebliche Abweichungen von der realen Druckverteilung auftreten (vgl. Abbil-
dung [4.2)). Hauptursache ist der Reibungseinfluff in der Umstrémung fiir endliche Werte
von Re, insbesondere die Ablosung der Stromungsgrenzschicht im Bereich des Tropfen-
dquators. Die Diskrepanz zwischen dem theoretischen Wert

A]_?mm:< 2 )2 (4.70)

2—

und Ergebnissen einer direkten numerischen Simulation der Ellipsoidumstromung ist in
Tabelle [4.2 dargestellt. Die in diesem Zusammenhang unerwartet grole Abweichung fiir

3Gleichung 14, Artikel 373 in Lamb 41932) enthélt einen Druckfehler der hier korrigiert wurde
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Y 0.585 0.794 0.965 1.000 1.036 1.260 1.710

Ap,. GLAT0 1122 1465 2072 2250 2457 4474  16.06
Ap,., Simulation | 1421 1500 1.666 1.705 1765  1.975  2.267
AP, Fehler [%] | 21.0 23 244 320 392 1266  608.6

Tabelle 4.2: Druckabfall entlang Rotationsellipsoiden variabler Geometrie. Si-
mulationsergebnisse aus Masliyah und Epstein 41970‘) fiir Re = 100.

y = 0.585 ist auf eine, in der Potentialtheorie nicht beriicksichtigte Staudruckiiberhd-
hung infolge endlicher Grenzschichtdicke (Re = 100) zuriickzufithren. Es ist erkennbar,
daf3 abgesehen von diesem Effekt, der Fehler mit zunehmender Abflachung des Tropfens
drastisch ansteigt, so dal Gleichung [4.70] fiir diese Formen keine praktische Bedeutung
hat. Fiir langgestreckte schlanke Ellipsoide stellt die Theorie im Rahmen der klassischen
Aerodynamik dagegen ein wichtiges analytisches Werkzeug dar. Um diese Schwierigkeiten
zu umgehen, soll Ap,,.. in Gleichung [4.69 im weiteren als Modellparameter interpretiert
werden. Nur die Geometriegrofie 0z3/0s wird nach Gleichung [4.68 in der Formulierung
der Druckverteilung beibehalten.

Die Normalengeschwindigkeit der Oberfliche geht aus dem Randwert des Geschwindig-
keitspotentials der Innenstromung nach Gleichung [4.57 hervor. Die differentialgeometri-
sche Auswertung von 0v/0n auf der durch Gleichung [4.56 festgelegten Oberfliache fiihrt
auf den Ausdruck
1-3¢? dy

— RQ - .

V1= (1-yf)¢ d
SchlieBlich kann die Integration der Leistungsflichendichte unter Ausnutzung der Rotati-
onssymmetrie auf eine gewohnliche Integration iiber ¢ reduziert werden. Mit der Substi-
tution

v-n

(4.71)

21 R2
s = =0 T (1 — y5)C2d¢ (4.72)
Y
ergibt sich die Gesamtleistung aerodynamischer Druckkrifte zu
2
P Urel 3 A= >‘0 dy
sV -ndS=——7T%2rR; A —_— 4.7

f;pvns 9 ﬂ-Opmaxydt <3>

wobei die Geometriegrofle \g, unter Beachtung der Definitionen [4.43] und [4.46] fiir die
Exzentrizitat e, wie folgt berechnet werden kann

1—e? tanh
. 5 646 {(3_62)aran 6_3:|’ g1,
1—4¢%+3¢4
Ao:/ Lﬁfgd _ (4.74)
o 1=(1—=y°)¢ 21—62 3 —2¢? arcsine 5 o1
et Vi—e2 e ’ Y .

Bei Kugelform gilt der Grenzwert Ay = 8/15. Da die Kugelform ein Spezialfall dieser
potentialtheoretischen Beschreibung ist, mufl Gleichung fiir y = 1 &dquivalent dem
Leistungsterm sein, der sich fiir Potentialumstromung (Cy = 3/2) aus der linearen Theorie
nach Gleichung [4.41 ergibt. Der Abgleich fithrt auf den Zusammenhang

2
C(2 = g A]_?max ) (475>
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d.h. der aerodynamische Wirkungskoeffizient kann hier als Maf fiir die Druckvariation auf
der Tropfenoberfliche interpretiert werden. Die Proportionalitédtskonstante wird bestétigt
durch den Wert Ap,,.. = 9/4 bei Potentialumstromung (vgl. Abbildung [4.2). Fiir die
numerische Berechnung von )\ wird anstelle Gleichung [4.74 im weiteren eine im Bereich
0.5 <y < 2.1 giiltige Polynomapproximation verwendet

o = 1.6033 — 9.7173y + 20.941y* — 18.595y> + 7.4035y* — 1.1046y° . (4.76)
1 2
0.9 |
0.8 1
0.7 . | s
0.6 S i
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Abbildung 4.10: Nichtlinearitdten des aerodynamischen Terms. Numerisch be-
rechnete Werte Ap,,,. bei Re = 100 nach ‘Masliyah und Epstein 41970‘).

Die im aerodynamischen Term nach Gleichung [4.73 enthaltenen Nichtlinearitéiten sind
zusammenfassend in Abbildung dargestellt. Auf Basis der von Maslivah und EpsteinJ
1970) numerisch berechneten Druckdifferenzen Ap,,,, kann fiir den Faktor Colg/y eine

im Bereich 0.5 <y < 2.1 giiltige Polynomapproximation angegeben werden
CaXo

= 1.0382 — 6.9474y + 16.680y> — 15.484y> + 6.2453y* — 0.927663° . (4.77)

Diese soll im weiteren alternativ zum Faktor Cy\g/y mit empirisch festgelegtem, konstan-
ten Wert C5 eingesetzt werden.

4.2.4 Reibungsterm

Die durch Gleichung [3.16 definierte Dissipation ® lautet mit den kartesischen Koordina-
ten des Tensors der Deformationsgeschwindigkeiten F (Arid 1989)

1 /0v; Ov;
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Da die Koordinatenachsen z; nach den Abbildungen [4.5 und [4.6 die Hauptachsen der
Verformung darstellen, gilt e;; = 0 fiir ¢ # j. Unter Ausnutzung der Symmetrie (e1; = ea2)

und der Kontinuitét (ez3 = —eq; — eqo) 148t sich der folgende Ausdruck ableiten
8@2
b =12 =12 ) 4.79
Md€22 Hd ( 8@) ( )

Mit der Annahme eines Geschwindigkeitspotentials nach Gleichung ergibt sich eg
als konstant {iber das Tropfenvolumen

dv, %Y ldy

= _ZFr_ -7 4.80
Ory  0x2  ydt’ (4.80)

womit sich der folgende Ausdruck ergibt

1 (d
/@dV—167rR0,ud < y) . (4.81)
Y dt

Der Vergleich mit dem Reibungsterm der linearen Energiebilanz|4.41| zeigt, daB fiir grofere
Verformungen eine 1/y2-Nichtlinearitét zu beriicksichtigen ist.

4.2.5 Modellgleichungen

Abschlieflend ist im folgenden eine zusammenfassende Darstellung der verschiedenen Mo-
dellgleichungen gegeben. Die Kombination der Modellterme und die Bezeichnung der Mo-
delle ist in Tabelle festgelegt. Lineare Terme werden aus der Energiegleichung

Modell Aerodynamischer Term Riickstellterm Tréagheitsterm
TAB linear linear linear
NLTAB1 | Ausdruck [4.64 linear linear
NLTAB2 | Ausdruck [4.64 Ausdriicke [4.42,4.49 | linear
NLTAB3 | Ausdruck [4.64 Ausdriicke [4.42,4.49 | Ausdruck [4.55|
PTB Ausdriicke [4.73][4.75][4.76 | Ausdriicke [4.42,14.49 | Ausdruck [4.60]

Tabelle 4.3: Modellterme der verschiedenen Gleichungsvarianten. Reibungs-
term aufler bei TAB-Modell grundsitzlich als nichtlinearer Ausdruck|[4.81

iibernommen, die mittels der kinematischen Beziehung a@ = 2—2y auf die Variable y trans-
formiert werden kann. Als Potential-Theory-Breakup (PTB) Modell wird die einheitliche
Verwendung der auf Potentialstromung basierenden Modellterme bezeichnet. Daneben
werden 3 nichtlineare Varianten als Nonlinear-Taylor-Analogy-Breakup (NLTAB) Model-

le vereinbart. In der Formulierung auf dem Zeitmafl 7, = t/t; ergeben sich folgende
Modellgleichungen
TAB:

d*y dy

—= + 400n—= + 64(y—1) = 20y We (4.82)

d1? dT,
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NLTABI:
d?y 1 dy 20,
— 2 4+ 400n——= dy—1) = =2 4,
a7 + 400n 2 dT, + 64(y—1) n We (4.83)
NLTAB2:
d?y 1 dy 1dS 20,
— 2 4 400n—=—2 4 20— = Z2W 4.84
arz T TV T Ty (484)
NLTABS3:
T+ 5 dPy 48 1 [ dy 2+400 1 dy +201ds 20 (4.85)
— — n——- —— = — We .
w2 416 dT? w2+ 16 y7 \ dT, y?dT, So dy Y
PTB:
1 2\ d2y 2 (dy\* 1 dy 1dS 15 Cod
S 1+ 2) 2 - 2 40 On — 20 —— = — We (4.86
3( +y6> az (dTa) TG Y NGy T Ty e 180

Die dimensionslose Oberflicheninderung S;*dS/dy ist entweder durch das Niherungs-
polynom nach Gleichung [4.49 oder durch die exakte Darstellung entsprechend der Glei-
chungen [4.45] und [4.48] zu substituieren. Der aerodynamische Wirkungskoeffizient Cy ist
dagegen als freier Parameter beibehalten, um die Modellgleichungen in Kapitel [5] an expe-
rimentelle Daten anzupassen. Die mit Gleichung [2.2 gegebene Originalformulierung des
TAB-Modells nach [0'Rourke und Amsden dl98ﬂ) ergibt sich durch Wahl von Cy = 2/3.
Die in Abschnitt vorgenommene Anpassung an die bei Sprungbeaufschlagung ge-
messene kritische Querabmessung des Tropfens y ~ 1.8 fiihrt dagegen auf grundsétzlich
hohere Werte. Fiir das PTB-Modell sind dariiberhinaus zwei Varianten moglich. Es kann
entweder mit Cy als freiem Parameter verwendet werden — in diesem Fall ist die Geo-
metriegrofle A\g nach Gleichung zu implementieren — oder mit dem halbempirischen
Faktor Cy\g/y nach Gleichung [4.77. Dieser fafit samtliche Nichtlinearitéten des aerody-
namischen Terms zusammen.

Die Verformungsdynamik eines Fliissigkeitstropfens bei reiner Druckbeaufschlagung ist
somit im wesentlichen durch die Kennzahlen On, We und das dimensionslose Zeitmaf
T, bestimmt (alternativ: Regzr, We und 7' = t/t*). Die in Abschnitt dargestellte
Modalzerlegung der Druckrandbedingung 1&8t auflerdem einen Nebeneinflul der Reynolds-
Zahl erkennen, der ggf. {iber den Koeffizient Cy beriicksichtigt werden konnte. Weitere
Einfliisse, wie z.B. des Dichteverhéltnisses pg/p oder des cp-Wertes, ergeben sich erst mit
der Beriicksichtigung des Bewegungsverhaltens.

4.3 Tropfenbewegungsmodelle

Die Translationsbewegung eines Tropfens in einem Strémungsfeld ist durch Gleichung
beschrieben. Eine geschlossene analytische Darstellung a3t sich jedoch nur fiir den Grenz-
fall schleichender Umstrémung des Tropfens, also bei sehr kleinen Reynolds-Zahlen errei-
chen. Bei mafigeblichen Tragheitskriften in der Umstromung ist die resultierende Kraft auf
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den Tropfen nur noch iiber empirische Zusammenhinge beschreibbar. Ubersichtsdarstel-
lungen der klassischen und aktuellen theoretischen Studien werden VOH‘AEH&IW&I und Peng
) und Michaelided d1997) gegeben. In Abschnitt [4.3.1 wird zunéchst auf das Be-
wegungsgesetz einer starren Kugel bei schleichender Umstromung eingegangen und die-
ses empirisch auf den praktisch bedeutsamen Bereich hoherer Reynolds-Zahlen erweitert.
Dabei soll insbesondere auf die bei Gemischbildungsprozessen héufig auftretende aero-
dynamische Sprungbeaufschlagung von Tropfen eingegangen werden. In Abschnitt
wird das Bewegungsgesetz zur Beschreibung deformierter Tropfen modifiziert. Es werden
quasistationédre Ansédtze vorgestellt, die den zeitgemittelten Einflu der Verformungsdy-
namik auf den Stromungswiderstand beschreiben, sowie Ansétze, in denen der Einflufl
zeitaufgelost beriicksichtigt wird.

4.3.1 Kugelformige Tropfen

Nach Maxey (1993) kann aus der integralen Impulsgleichung [3.18 bei schleichender Um-
stromung einer starren Kugel die folgende Bewegungsgleichung abgeleitet werden
dud p DU 1 14 dvrel

— =3 Dre — = = —
Mgy i vl+mdpd Dt oMy Tdt

3 2 ¢ dvrel dt/ Urel,0 P

+ 2D \/m—u(/o NG + \/%) +md(1—pd)g. (4.87)
Die Relativgeschwindigkeit v,; = U — uy ist nach Gleichung [3.14 mit der Geschwindig-
keit U (¢, rd) der ungestorten Stromung im Zentrum der Kugel gebildet. Bei aus der Ruhe
einsetzender Fallbewegung in einem ruhenden Fluid ergibt sich aus Gleichung die
klassische Basset-Boussinesq-Oseen (BBO) Gleichung. Der erste Kraftbeitrag der rechten
Seite geht auf Stokes zuriick und gibt den stationdren Stromungswiderstand der Kugel
an. Der zweite Beitrag beschreibt die Kraftwirkung lokaler Druckgradienten in der un-
gestorten Stromung, der dritte, auch als virtuelle Masse bezeichnete Beitrag ist an die
Massentragheit des mit der Kugel beschleunigten Fluides gekniipft. Im vierten Beitrag,
dem Basset-Term, geht ein zeitlich gewichteter Anteil der gesamten Beschleunigungsge-
schichte der Kugel ein. Physikalischer Ursprung dieses Kraftbeitrags ist die mit endlichem
Zeitmafl D?p/p ablaufende Wirbeldiffusion von der Kugeloberfliche in die Umstréomung.
Durch Uberstromung der Oberfliche erzeugte Wirbelstirke zieht infolge dieses transienten
Vorgangs immer eine mit endlicher Geschwindigkeit abklingende Schubspannungswirkung
auf die Kugel nach sich. Formal ist dieser Effekt durch das Faltungsintegral des Basset-
Terms erfafit. Der separate, mit t~%5 abklingende Beitrag ist eine Folge der bei t = 0
schlagartig einsetzenden Relativstromung dReeks und McKed ‘1984‘).

Nicht beriicksichtigt sind aus Griinden der Ubersichtlichkeit Kraftwirkungen infolge Strom-
linienkriimmung (Faxen-Krifte), Rotation der Kugel (Magnus-Kraft), Nihe fester Wénde
und eines gleichformigen Geschwindigkeitsgradienten quer zur Relativstromung (Saffman-
Kraft). Eine umfassende Darstellung dieser Beitrége findet sich in Clift et al. 41978‘),
Astrup M) oder |Crowe et al. 41998). Zur Giiltigkeit von Gleichung [4.87] werden fol-

gende Bedingungen vorausgesetzt

D2y D
P22« <1, (4.88)

Re < 1
e<1, T o
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wobei I* das LangenmaB differentieller Anderungen des ungestéorten Strémungsfeldes dar-
stellt und u* die entsprechende charakteristische Geschwindigkeit. Mit Ausnahme eines
konstanten Quergradienten, der iiber eine Saffman-Kraft erfafit werden kann, miissen
rdumliche Variationen des ungestorten Geschwindigkeitsfeldes somit auf Langenmafle be-
grenzt sein, die deutlich grofer als der Kugeldurchmesser sind. In der Regel gilt dies fiir die
energietragenden Schwankungsanteile in turbulenten Stromungen, die auch den grofiten
Einflu} auf die Bewegung der Kugel haben. Hochfrequente Spektralkomponenten kénnen
dagegen Geschwindigkeitsvariationen einfiihren, deren LangenmafBe bis herab in den Gro-
Benbereich des Kugeldurchmessers reichen. Weil deren Amplituden jedoch vergleichsweise
gering sind, kann ein Einflu} auf das Bewegungsverhalten in vielen Féllen vernachléssigt
werden. Eine Diskussion der Fragestellungen, die im Zusammenhang mit der Turbulenz
der Strémung autkommen, findet sich in (@)

Um Gleichung [4.87 auf den im Zusammenhang mit der technischen Gemischaufbereitung
bedeutsamen Bereich hoherer Reynolds-Zahlen zu erweitern, werden empirische Modelle
der verschiedenen Kraftbeitrige eingefiihrt. So wird der stationédre Stromungswiderstand
nach Stokes durch einen empirischen Zusammenhang nach Gleichung [3.22 auf Basis eines
aerodynamischen Widerstandsbeiwertes cp ersetzt, die Beitrége der virtuellen Masse und
der Beschleunigungsgeschichte mithilfe empirischer Korrekturfaktoren ¢4, und ¢y modi-
fiziert. ‘Aggarwal und Peng 41995‘) geben eine Bewegungsgleichung an, die im folgenden
entsprechend Gleichung [4.87] mit abgespaltenem Initialbeitrag des Basset-Terms darge-
stellt ist

dug 7™ p DU 1 p AU
— =2D rel Ure — T, = —
mq 7 3 P CDVrelVpel + My oa DI + ca de on dt

3 t dvrel dt/ Urel 0) ( 1% )
+ ¢y =D? / + )+ mg (1 = . (4.89
"y \/ﬂpu( A T Vi d )9 (4.89)

Zum stationédren Stromungswiderstand kugelféormiger Tropfen finden sich in der Literatur

viele Angaben. Wenn, wie in der vorliegenden Arbeit der Fall, Kompressibilitdts- und

Verdunstungseffekte nicht beriicksichtigt werden, ist der cp-Wert alleine von der Reynolds-

Zahl abhingig und kann z.B. durch die Korrelation von |Stein (1973) beschrieben werden
24

Do = 0.36 4+ 5.48 Re "™ + R’ Re < 10*. (4.90)
(§

Eine stiickweise, bis in den Bereich iiberkritischer Umstrémung definierte Korrelation
hoher Genauigkeit geben‘Clift et al. 41978‘) an. Anhand einer experimentellen Studie har-
monischer Kugelbewegungen bestimmen |Odar und Hamilton (1964) die folgenden Ab-

héngigkeiten zur Beschreibung der instationdren Kraftwirkungen

0.132
ca=21 = o a (491)
0.52

D dvrel -
it A, == . 49
m1 <v2 dt ) (4.93)

rel
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Nach Michaelides dl99ﬂ) wurden diese bereits in zahlreichen Studien erfolgreich eingesetzt
und stellen die zum gegenwértigen Zeitpunkt genauesten Korrekturfaktoren dar.

Da die sprunghafte aerodynamische Beaufschlagung von zentralem Interesse ist, soll das
Verhalten der Modellgleichung [4.89 fiir diesen Grenzfall untersucht werden. Im ersten
Moment der Beaufschlagung fiihrt der sprunghafte Anstieg der Relativgeschwindigkeit
zu extrem groflen Kraftbeitrdgen der virtuellen Masse und des Basset-Terms. Von diesen
bleibt fiir ¢ > 0 alleine der mit ¢t~%5 abklingende Beitrag des Basset-Terms, der in der
Anfangsphase der Beaufschlagung um Groflenordnungen iiber dem Integralbeitrag infol-
ge Beschleunigung des Tropfens liegt. Fiir ideale Sprungbeaufschlagung bei konstanter
Relativgeschwindigkeit 148t sich abschéitzen, wie schnell der Initialeffekt gegeniiber dem
stationdren Widerstandsterm abféllt und welchen Einflufl der Effekt auf die Beschleuni-
gung des Tropfens hat. Zu diesem Zweck wird die charakteristische Zeit ¢, 5 wie folgt
definiert

3 Te
gDchD Vpet = Cor §D2\/7rpu o

144 2
= — i B (4.94)

2 2
™ Cp pvrel

Mit der Partikelrelaxationszeit nach Gleichung [3.44 ergibt sich der Zusammenhang

tog 108 ¢ p 1
t* ™ cppa Re’

(4.95)

der fir Re > 1 und pg/p > 1 auf die Beziehung ¢; 5, <t fiihrt. Es 1d8t sich somit
vermuten, dafl der Initialbeitrag des Basset-Terms trotz seiner anfénglichen Grofle keinen
wesentlichen Einflufl auf das Bewegungsverhalten des Tropfens hat. Dieser Schlufl wird
durch numerische Auswertungen der Gleichung 4.89 sowie durch experimentelle Studien
zum Thema Stof-Partikel Wechselwirkung bestétigt, wie z.B. von [Forney et al) d1987)

oder [Thomas 1991).

Alternativ konnen die in Gleichung [4.89 auftretenden instationdren Kraftwirkungen auch
als beschleunigungsabhingige Anteile einer einzigen Stromungskraft Fp nach Gleichung
3.22 gedeutet werden. [Temkin und Kim M) haben zu diesem Zweck experimentelle
Untersuchungen in Stofirohrstromungen durchgefiihrt und fiir negative Relativbeschleu-
nigungen folgende Modifikation des stationdren Widerstandsbeiwertes angegeben

K
Cp = Cpoe — (% - 1) AA , 32 < Re <77 (4.96)

Der dimensionslose Beschleunigungsparameter A. ist hierbei durch Gleichung [4.93 ge-
geben und K4 ~ 1 stellt eine nicht weiter spezifizierte Konstante dar. Beziiglich die-
ser Vorgehensweise ist jedoch grundsétzlich zu beachten, dafl der cp-Wert tatsdchlich
von der Beschleunigungsgeschichte des Tropfens abhéngt und somit nur fiir einen be-
stimmten Bewegungsablauf giiltig sein kann. Im allgemeinen Fall ist eine Korrektur nach
Gleichung [4.96 daher nicht zu empfehlen. Fiir eine systematische Darstellung und Be-
wertung der verschiedenen Ansétze zur Beriicksichtigung instationérer Kraftwirkungen sei
auf ‘Aggarwal und Pené 41995) verwiesen.
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In vielen Fillen konnen die instationdren Kraftwirkungen auf das Bewegungsverhalten
jedoch ohne groflere Fehler vernachlissigt werden (Hinzd ‘1972‘; ‘Astrup ‘1992‘). Dies gilt
insbesondere fiir die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Gas-Fliissigkeits-Systeme mit
pa/p > 1. Es ergibt sich die in der Praxis weit verbreitete Formulierung der Bewegungs-
gleichung

md% = gDQpchrelvrel + 9. (4.97)
Fiir We 2 1 &ndern sich mit der Form des Tropfens auch seine aerodynamischen Ei-
genschaften, was iiber das Bewegungsverhalten wiederum auf die Relativstrémung und
damit auf die deformierenden Stromungskréifte zuriickwirkt. Wie bereits angemerkt, ist
diese Kopplung von Verformung und Bewegung eine der grundlegenden Ursachen fiir die
Komplexitat und Vielfiltigkeit der Tropfendynamik bei aerodynamischer Beaufschlagung.

4.3.2 Deformierte Tropfen

Das Bewegungsverhalten deformierter Tropfen wird im weiteren auf der Grundlage von
Gleichung [4.97 beschrieben. Instationdre Kraftwirkungen, die insbesondere bei sprung-
hafter Beaufschlagung nicht zu vernachléssigen sind, werden iiber eine Korrektur nach
Gleichung [4.96 beriicksichtigt. Der Effekt der Deformation 18t sich somit formal als An-
derung zweier Modellgréfien darstellen: der Querschnittsfliche 7D?/4 = 7y?D3 /4 senk-
recht zur Anstromung und des cp-Wertes. Wird die Querschnittsfliche des unverformten
Tropfens als Bezugsflidche verwendet, dann geht die Deformation alleine iiber den ¢p-Wert
ein. Wie sich dieser infolge Deformation dndert, wird im folgenden erértert.

Entscheidend ist das Verhéltnis der Zeitmafle von Verformung und Bewegung, da dieses
den Charakter der Wechselwirkung beider Vorgénge bestimmt. Bei quasistationérer Ver-
formung, wie z.B. beim freien Fall anfanglich kugelférmiger Tropfen, dndert sich die Rela-
tivgeschwindigkeit nur sehr langsam, so dal Tragheitkréifte in der Verformungsstromung
ohne Bedeutung sind. Grundsétzlich gilt t* < t;. Mithilfe der Dimensionsanalyse 148t sich
in diesem Fall zeigen, dal die Stromungskraft auf den deformierten Tropfen bei Vernach-
lassigung von Grenzschichtstromungen und tropfeninternen Wirbelstromungen alleine von
den Kennzahlen Re und We abhéngt. Auf Basis der experimentellen Daten von [Reinhart
M) formulieren Schmelz und Walzel 41999‘) die folgende, im Bereich 10® < Re < 10*
giiltige Korrelation (Bezugsfliche ist D3 /4)

Choo = 0.44 + 0.018 We'? | We <9 . (4.98)

Hinsichtlich dynamischer Verformungsvorgénge, wie z.B. bei Sprungbeaufschlagung oder
anfanglicher Deformation der Tropfen, finden sich in der Literatur zwei unterschiedliche
Vorgehensweisen. Eine zeitgemittelte Berticksichtigung der Verformung wird von|Wiegand
@8%) vorgeschlagen. Auf der Grundlage eines Normalmodenansatzes betrachtet er aus-
schliefflich den stationdren Anteil der Verformung, den er in direkte Proportionalitdt zur
Uberhshung des Stromungswiderstandes setzt. Die bereits als Gleichung vorgestell-
te quasistationére Korrelation c¢p(Re, We) umgeht somit eine explizite Beschreibung der
Tropfenverformung. Die Vorgehensweise bietet sich insbesondere dann an, wenn die Ver-
formungsdynamik auf deutlich kleinerem Zeitmafl ablauft als die Bewegung des Tropfens,
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wenn also {t*,t:,t"} <t gilt. Im Rahmen einer numerischen Beschreibung lassen sich

YYo T

so erhebliche Einsparungen an Rechenzeit erzielen.

Ist die Entkopplung der Vorgénge nicht mehr gegeben, d.h. iiberschneiden sich die Zeit-
mafe, mul die Verformungsdynamik zeitaufgelost beriicksichtigt werden. Dies gilt bei
verstarkter Wirkung tropfeninterner Reibungskrifte sowie bei aufgepréigten Fluktuatio-
nen der Relativstromung, wie z.B. in Abbildung anhand des Tropfens im Vormisch-
modul erkennbar. Im Hinblick auf die Literatur fallt auf, daf§ nur wenige systematische
Erkenntnisse zum Strémungswiderstand bei dynamischer Verformung existieren. Konkrete
Daten finden sich meist nur fiir stationére Tropfenformen dClift et alﬂl978). Eine Méglich-
keit die aerodynamischen Eigenschaften deformierter Tropfen zwischen den Grenzformen
der Kugel und der Scheibe zu beschreiben, besteht mit der Darstellung der Tropfen als
gedriickte Rotationsellipsoide. Diese Approximation wurde bereits als Grundlage der in
Abschnitt vorgestellten nichtlinearen Verformungsmodelle eingesetzt. Die Modellbil-
dung reduziert sich damit auf eine geeignete Interpolation des cp-Wertes zwischen den
Grenzformen der Kugel und der Scheibe. Als Interpolationsparameter bieten sich die Geo-
metriegroffen y und E an, die fiir Rotationsellipsoide iiber die kinematische Beziechung
E = y=3 verkniipft sind. Zur Verwendung mit dem TAB-Modell schlagen‘Liu et al d1993)
die bereits mit Gleichung eingefiihrte lineare Interpolation iiber y vor. Auf Basis ex-
perimenteller Untersuchungen zum aerodynamischen Widerstand deformierter Tropfen in
StoBrohrstromungen geben ‘Hsiang und Faeth 41992‘) und [Dai und Faethl 42001‘) fiir den
Bereich 1000 < Re < 3300 folgende Abhingigkeit an (Bezugsfliche ist my>DZ/4)

cp=04[1 + 2.25(y—1)] , l<y<?2. (4.99)

Die Verwendung des Formfaktors als Interpolationsparameter hat verschiedene Vorteile.
Zum einen geht in £ sowohl die Quer- als auch die Langsabmessung des Tropfens ein,
womit diese Grofle besser geeignet zur Charakterisierung beliebiger, mit dem Normalm-
odenmodell berechneter Tropfenformen ist. Zum anderen deckt der Bereich 0 < E < 1
das gesamte Spektrum gedriickter Ellipsoide ab — Gleichung 2.3] liegt dagegen die aus
der Kinematik des TAB-Modells abgeleitete Obergrenze vy, = 1.5 zugrunde.
) schlagen fiir den Bereich 980 < Re < 10% eine quadratische Abhingigkeit des
cp-Wertes vor

cp=0445[1 + 1.63(1—E)?] , 0<E<1. (4.100)

Im Gegensatz zur linearen Interpolation gibt diese das Verhalten bei Kugelform physika-
lisch korrekt wieder, d.h. bei infinitesimal kleinen Abweichungen findet keine Anderung
des cp-Wertes statt, was mathematisch durch dep/dE — 0 fiir E — 1 beschrieben ist.

Um das Interpolationskonzept auf den gesamten Bereich technisch relevanter Reynolds-
Zahlen zu erweitern, wird der Widerstandsbeiwert bei Kugelform nach Gleichung [4.90,

bei Scheibenform nach
1.1 + o4 (4.101)
CD disk — 1. — .
D, disk TRe
zugrundegelegt. Die Reynolds-Zahl ist dabei mit der Querabmessung D = y D zu bilden.

Es werden zwei alternative Ansétze definiert: eine lineare Interpolation iiber y und eine
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quadratische Interpolation iiber F

Cp = fCD,diSk: + (1 - f) CD7sphe7"e 3 (4102)
—1
mit = (4.103)
Ydisk — 1
mit f=1-F*, (4.104)

wobei als Bezugsfliche die momentane Querschnittsfliche des Tropfens zu verwenden ist.
Als Grenzwert yg;sx = 1.8 wird die mit Gleichung 6.5 spezifizierte, empirisch bestimmte
maximale Querabmessung an der Stabilitédtsgrenze des Tropfens gewihlt.

Eine zusammenfassende Darstellung der Interpolationsansétze zeigt Abbildung [4.11. Fiir
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Abbildung 4.11: Abhéngigkeit des Widerstandsbeiwertes vom Verformungs-
grad (links) und von der Reynolds-Zahl der Umstromung (rechts)

die y-basierten Ansitze ist die Abszisse iiber die Beziehung £ = =3 umgerechnet. Es ist
zu erkennen, daf die lineare Interpolation iiber y zu einer grundsétzlich stirkeren Uber-
héhung des cp-Wertes fiihrt als die quadratische Interpolation {iber E. Die grofiten Unter-
schiede zwischen den Ansétzen sind im Bereich kleiner Verformungsgrade (0.8 < £ < 1)
zu verzeichnen. Der Einflu8 der Reynolds-Zahl ist in Abbildung [4.11] anhand interpo-
lierter Verldufe des cp-Wertes dargestellt, ergénzt durch einen experimentell bestimmten
Verlauf fiir ein Rotationsellipsoid mit £ = 0.5. Fiir diesen Verformungsgrad geben die
FE-basierte, wie auch die nicht dargestellte y-basierte Interpolation nahezu identisch den
Verlauf der MefSwerte wieder.

Auf Basis einer umfangreichen numerischen Studie zum Stréomungswiderstand von Ro-
tationsellipsoiden im Bereich Re < 200 schlagen (O’Donnell und Helenbrook 42003) eine
quadratische Interpolation iiber £ vor. Sie erzielen eine erhohte Genauigkeit durch Ver-
wendung einer zusétzlichen Stiitzkorrelation cpg5(Re) bei E = 0.5, die sie mit Randkor-
relationen c¢p spnere(Re) und cp gis(Re) iiber ein Lagrangesches Interpolationspolynom
verkniipfen

Cp = 2(E — 1)(E — 05) CD,dz'sk — 4E(E — 1) CD70_5 -+ QE(E — 05) CD,sphere .

(4.105)



76

Verformung und Bewegung von Tropfen

Auf der Grundlage numerisch berechneter cp-Werte geben sie fiir die drei Verformungs-
grade £ =1,0.5 und 0 folgende Korrelationen an

CD sphere —

CD,disk =

CDo05 =

p

\
(

\
p

\

24
mo (I 0.1315Re" 527003 e Re) Re < 20,
€
24 0.6305
e (1+ 0.1935Re™%*) | 20 < Re < 260 ,
€
064 0.8369
o (14 0.1241Re™®%) | Re < 20,
T
61;1 (1 + 10—1.1656+1.1885logRe—0.1223log2 Re> ’ 20 < Re < 260,
mThne
21.7273 (1 T 1070.8773+0.8284logRe70.0435log2 Re) ’ Re S 20 7
(S
21.7273

(1 + 1070.9212+0.8641logRe70.04710g2 Re) ’ 20 < Re < 260 .
(S

(4.106)

(4.107)

(4.108)
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5 Modellvalidierung

Zur systematischen Validierung der Modellansétze soll das Verformungs- und Bewegungs-
verhalten von Fliissigkeitstropfen fiir typische Problemstellungen der technischen Ge-
mischaufbereitung berechnet werden. Dabei wird in den Abschnitten [5.1, (5.2 und [5.3]
zunéchst auf die Tropfenverformung eingegangen. Die Problemstellungen sind so gewéhlt,
daf ein Kréftepaar jeweils isoliert betrachtet werden kann, im Hinblick auf die Modellglei-
chungen somit nur zwei Terme aktiv sind. Auf diese Weise kénnen Kriftepaare getrennt
von den iibrigen Einfliissen validiert werden. Es werden zunéchst freie Formschwingun-
gen untersucht, die bei vernachléassigbaren Reibungseinfliissen allein durch das periodische
Wechselspiel von Tréagheitskriften und Oberflaichenspannung geprégt sind. Dagegen ist die
stationdre Verformung von Tropfen durch das Gleichgewicht von aerodynamischen Kréaften
und Oberflachenspannung kontrolliert. Dieses Kréftepaar bestimmt bei der sprunghaften
aerodynamischen Beaufschlagung die Maximalverformung des Tropfens, wéhrend die Dy-
namik des Vorgangs bereits als Wechselwirkungsphénomen aller beteiligten Kraftwirkun-
gen, d.h. Tragheitskréaften, Oberflichenspannung und aerodynamischen Kréften bestimmt
ist.

Fiir die linearen Modellgleichungen werden im Fall konstanter Relativgeschwindigkeit ana-
lytische Losungen angegeben. Fiir die nichtlinearen Modellgleichungen, bzw. bei variablen
Stromungsrandbedingungen, ist dagegen eine numerische Integration notwendig. Da die
zeitgenaue Berechnung periodischer Vorgéange hohe Anforderungen an die Genauigkeit des
Verfahrens stellt, wird ein Runge-Kutta Verfahren nach Fehlberg mit adaptiver Schrittwei-
tenregelung gewihlt 1SChmeh1M; Weinmann M‘) Bei zusétzlicher Beriicksichtigung
der Tropfenbewegung kann es, je nach Verhéltnis der bestimmenden Zeitmafle, zu einer
Wechselwirkung mit der Tropfenverformung kommen. In den Abschnitten (5.4 und [5.5|
liegt der Schwerpunkt daher auf der simultanen Betrachtung beider Vorgéange. Aufgrund
der Nichtlinearitéit dieser Kopplung und der zeitlichen Anderung der Relativstromung ist
die simultane Losung der Modellgleichungen in diesen Fiéllen nur noch durch numerische
Integration moglich. Zu diesem Zweck wurden sédmtliche, im Rahmen der vorliegenden
Arbeit entwickelten Modellgleichungen in das am Institut fiir Thermische Strémungsma-
schinen entwickelte Programmsystem Ladrop2 implementiert. Eine Zusammenstellung der
Verformungsgleichungen ist in Anhang B gegeben.

Stark unterschiedliche Zeitmafle der Verformungs- und Bewegungsdynamik koénnen eine
mafgebliche Auswirkung auf die Effizienz des numerischen Verfahrens haben. Beispiels-
weise ist der Integrationszeitschritt in laminaren Stromungsfeldern mit méBigen Gradi-
enten der Gasgeschwindigkeit durch das Zeitmafl der Tropfenverformung bestimmt. Weil
dieses um Groflenordnungen unter dem Zeitmafl der Bewegung liegt, ist der Berechnungs-
aufwand im Vergleich zur reinen Flugbahnermittlung deutlich héher. In kommerziellen
Programmen wird daher meist auf eine numerische Integration der Verformungsgleichun-
gen verzichtet und anstelle fiir jeden Zeitschritt eine analytische Abschétzung des Ver-
formungsverhaltens durchgefiihrt. Nachteil dieser Vorgehensweise ist der Verlust zeitauf-
geloster Information, u.a. iiber die aerodynamischen Eigenschaften des Tropfens. Viele
Problemstellungen der technischen Gemischaufbereitung sind jedoch durch Stromungs-
felder gepriigt, die aufgrund von Turbulenz, Stromungsinhomogenitiaten oder Tropfenver-
dunstung ohnehin eine wesentliche Reduktion des Integrationszeitschrittes erfordern, die
dargestellte Problematik somit an Bedeutung verliert.
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5.1 Freie Formschwingungen

Bei Gemischbildungsprozessen kommt es nicht nur infolge aerodynamischer Kraftwirkun-
gen zu einer Tropfenverformung, sondern auch beim Zerfall zusammenhéngender Fliissig-
keitsstrukturen, bei Kollisionen zwischen Tropfen oder bei Wechselwirkungen von Trop-
fen mit den Berandungen des Stromungsraums. Trotz kleiner Weber-Zahlen kénnen die
resultierenden Formschwingungen zu einer mafigeblichen Beeinflussung des Bewegungs-
verhaltens fiithren. Eine detaillierte Darstellung dieser Thematik auf Basis numerischer
Simulationen ist in [Hase M) gegeben. Zur Veranschaulichung der axialsymmetrischen
Verformungsdynamik eines anfdnglich gestreckten Tropfens in ruhender Gasumgebung

OQ00O00

Abbildung 5.1: Formschwingungen eines Tropfens berechnet mit dem
NLTAB3-Modell fiir ap g = 0.3 in Zeitschritten von AT, = 0.2

zeigt Abbildung [5.1] das Ergebnis einer numerischen Integration der nichtlinearen Glei-
chung [4.85 auf dem Zeitmaf$l T, = t/t*.

Grundlegende Aussagen lassen sich auf Basis der linearen Normalmodenanalyse machen.
Ausgehend von der Theorie nach Lamb-Isshiki ergeben sich fiir statische Anfangsverfor-
mungen o, die folgenden speziellen Losungen der homogenen Differentialgleichungen
4.35

T.
Qp = Qi €XP (——U) cos (w,T,) - (5.1)

Tn

Die dimensionslosen Abklingkonstanten 7,, und die Kreisfrequenzen w,, lauten

1
—= 4(n—1)(2n+1)On , (5.2)
wio=8n(n—1)(n+2), (5.3)
> =uw; ! 5.4
Wp = Wno — 7__7% ( : )

Fiir den P,-Mode ergeben sich die in Tabelle aufgefithrten Werte des TAB-Modells
wao =8 und 1/75 = 20On. Der Ubergang zur aperiodischen Dampfung, d.h. die schwin-
gungsfreie Anndherung an die Kugelform, findet mit der kritischen Ohnesorge-Zahl statt.
Diese ergibt sich aus der Bedingung w? ;7 = 1 und berechnet sich fiir den P,-Mode zu

On,=04. (5.5)

Obwohl der Giiltigkeitsbereich der linearen Theorie mit der kritischen Démpfung bereits
weit iiberschritten ist, stellt die kritische Ohnesorge-Zahl eine wichtige Kenngrofle zur
Bewertung des Reibungseinflusses dar.
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Es wird zunéchst die Dadmpfung von Formschwingungen bei schwachem Reibungseinflufl
untersucht. Grundlage der Modellrechnungen ist der P,-Mode der linearen Theorie in den
Varianten nach (Gleichung [4.27) bzw. nach LambIsshiki (Gleichung [4.35). In Ab-
bildung [5.2 sind die Ergebnisse der Berechnungen gemeinsam mit einem experimentell
ermittelten Schwingungsverlauf dargestellt. Es ist deutlich, da das Abklingverhalten der

0.4 C T T T T [ T T T T [ T T T T [ T T
- ° [Kowalewski und Bruhn (1994) 1
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t[s]

Abbildung 5.2: Schwach geddampfte Formschwingungen eines Wassertropfens
im Grundmode (Dy = 0.174 mm, On = 0.0089)

Schwingungen nur durch die Theorie nach LamblIsshiki korrekt wiedergegeben wird. Al-
lerdings muf} hier beachtet werden, dafl mit einer Anfangsamplitude ay g = 0.3 bereits der
Bereich grofierer Verformungsgrade erreicht ist, so dafy Schwingungen in den Normalmoden
nicht mehr unabhéngig voneinander betrachtet werden kénnen. Infolge Modenkopplung ist
eine Anregung hoherer Moden, selbst bei isoliert initiierter Grundschwingung unvermeid-
bar. Die deutlich stédrkere Dissipation der auf hchere Moden iibertragenen kinetischen
Energie trégt zu einem schnelleren Abklingen der Schwingungen bei. Diese verstérkte
Déampfung kann nicht durch die lineare Theorie beschrieben werden.

Von Interesse ist weitergehend, wie sich das modellierte Schwingungsverhalten mit zuneh-
mendem Reibungseinflufl verédndert. Zu dieser Fragestellung geben Becker et all d1994)
numerisch berechnete Schwingungsverldufe anfinglich deformierter Tropfen im Grund-
mode an. Thre Berechnungen basieren auf einer numerischen Normalmodenanalyse der
Verformungsdynamik, die eine akkurate Beschreibung von Verformungen bis zu 80% der
Anfangsabmessung sowie groBerer Reibungseinfliisse ermoglicht. Abbildung zeigt die
Referenzlosungen gemeinsam mit Verldufen, die mit dem Normalmodenmodell (ausge-
hend von asy = 0.4) und dem NLTAB3-Modell (ausgehend von y, = 0.83) berechnet
wurden. Die Auftragung des Formfaktors £ iiber der dimensionslosen Zeit 2v/2 T, ist
von |Becker et al.| iibernommen. Zur Vergleichbarkeit werden folgende kinematische Be-
ziehungen festgelegt

1 1
E=—"% (N, E=— (NLTABS3). (5.6)
1-— 502 Y

Zur Charakterisierung des Reibungseinflusses wird anstelle der von [Becker et al. vorge-
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On a: 0.00707

Becker et al] (1994) 1
b: 0.070v - ---- NLTAB3 ]
c: 0.707 - NM

12

22 T,

Abbildung 5.3: Einfluf tropfeninterner Reibung auf den Schwingungsverlauf

schlagenen dimensionslosen Viskositidt v’ hier die Ohnesorge-Zahl On = \/ﬁ v’ ver-
wendet. Bei schwacher Dampfung (Fall a) gibt das NLTAB3-Modell nahezu identisch den
Verlauf der Referenzlosung wieder. Wie der in Abbildung (5.2 dargestellte Vergleich mit
experimentellen Daten bereits gezeigt hat, reproduziert das Normalmodenmodell zwar
den Verlauf der abklingenden Amplitude, nicht jedoch die Frequenz der Schwingungen.
Bei stérkerer (Fall b) und tiberkritischer Démpfung (Fall ¢) liegen die Modellrechnungen
in einem engeren Toleranzbereich der Referenzlosung, wobei das NLTAB3-Modell ten-
denziell genauer ist. Untersucht wurde mit diesem Testfall ebenfalls der Einflufl gréerer
Verformungsgrade auf den durch Gleichung [4.81] gegebenen Reibungsterm. Als Ergebnis
148t sich festhalten, dafl die y~2-Nichtlinearitit fiir On < 0.1 nur einen untergeordneten

Einfluf3 hat.

Bei grofleren Verformungen weicht das Schwingungsverhalten deutlich von der linearen
Theorie ab. Wie in Abbildung [5.3 erkennbar, kommt es zu einer Frequenzverringerung
sowie zu einer Asymmetrie der Periodenanteile gestreckter und gedriickter Tropfenformen.
Die Abhéngigkeit dieser nichtlinearen Effekte von der Schwingungsamplitute ist in Abbil-
dung anhand einer Gegeniiberstellung experimenteller und berechneter Daten darge-
stellt. Der Vergleich zeigt, dafl nur das NLTAB3-Modell eine néherungsweise Wiedergabe
der Phiénomene bei gréofleren Amplituden erméglicht. Die fiir kleine Anfangsverformungen
ap o mit zunehmender Ohnesorge-Zahl erkennbare Verringerung der Schwingungsfrequenz
ist dagegen ein linearer Dampfungseffekt. Anhand der Gleichungen (5.4 und (5.3 ergibt sich
fiir den Grundmode die Beziehung

“oo1- (g On)2 (5.7)

Wo

nach welcher sich fiir On = 0.018 der Wert w/wy = 0.999 und fir On = 0.056 be-
reits w/wy = 0.99 ergibt. Dieser Bereich des einsetzenden Reibungseinflusses auf die
Frequenzverschiebung, korrespondiert mit der von Kowalewski und Bruhnl 41994) ange-
gebenen Giiltigkeitsgrenze On = 0.024 der linearen Theorie. Wie aus Abbildung [2.7]
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Abbildung 5.4: Nichtlineare Effekte: Frequenzénderung (links) und Perioden-
asymmetrie (rechts), normiert mit wy = 8 und AT, , = 7/8. Experimen-
telle Daten von ‘Kowalewsk1 und Bruhn 41994

ersichtlich, setzt bei diesen Werten auch eine merkliche Beeinflussung von Formschwin-
gungen bei sprunghafter Stromungsbeaufschlagung ein dHSian,gr und Faeth ‘1992).

Hinsichtlich der Vergleichbarkeit der experimentellen und berechneten Daten muf3 fol-
gendes angemerkt werden. Die Rechnungen mit dem NLTAB3-Modell basieren auf der
Aquatorkoordinate y. Kowalewski und Bruhn geben MeBwerte fiir ap an, die sie durch
Anpassung fotografisch aufgezeichneter Tropfenformen an die durch Gleichung [4.18] ge-
gebene Normalmodendarstellung von r4(f) ermitteln. Damit stellt cs nicht die gesamte
Axialdeformation dar, sondern nur den Anteil, der sich aus der Projektion der Tropfenform
auf den P,-Mode ergibt. Entsprechend sollte ay somit auch bei der Modellrechnung mit
dem NLTAB3-Modell durch Projektion der Ellipsoidoberfliche auf die Reihenentwicklung
4.18 ermittelt werden. Anhand dieser Rechnungen zeigt sich, daf die lineare Beziehung

Ozg,o =2 — 2y0 (58)

niaherungsweise auch bei grofien Verformungen eingesetzt werden kann.

5.2 Stationire Verformung

Bei Gemischbildungsprozessen tritt dieser idealisierte Fall dann auf, wenn die Anderung
der Relativgeschwindigkeit deutlich langsamer abliduft als die Verformungsvorgéinge. Qua-
sistationédres Verhalten kann in weiten Bereichen des Stromungsfeldes vorliegen, aufler-
halb von Zonen intensivierter aerodynamischer Wechselwirkung und hoherer Turbulenz.
Experimentell ist die stationére Verformung anhand von Tropfen in Falltiirmen oder in
vertikalen Windkanalstromungen untersucht worden. Besonderes Charakteristikum ist die
mit der Tropfengrofle zunehmende frontseitige Abplattung unter Beibehaltung einer abge-
rundeten Riickseite, ein Effekt, der auf die Intensitdt und Form der aufgepriagten Druck-
verteilung zuriickzufiihren ist. Qualitativ ist dies in Abbildung [5.5] anhand einer Gegen-
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Abbildung 5.5: Tropfen im vertikalen Luftstrom: Lineare Theorie (oben) und
Experiment (unten). Fotografien aus Pruppacher und Beard 41970).

iiberstellung fotografisch festgehaltener und numerisch berechneter Tropfenformen gezeigt.
Grundlage der Berechnungen ist das Normalmodenmodell nach den Gleichungen [4.27 oder

Dy [mm] | 8.00 7.35 5.80 5.30 3.45 2.70
Urer [m/s] | 9.20 9.20 9.17 9.13 8.46 7.70
We 11.1 10.2 8.0 7.3 4.1 2.6

Re 4723 4340 3413 3105 1873 1334

Tabelle 5.1: Parameter der in Abbildung dargestellten Tropfen

4.35. Im stationéren Fall ergeben sich die folgende analytische Losungen

We
e = Tt~ 1D)(n + 2) Cn (5.9)

wobei hier die ersten Entwicklungsglieder n = 2,3,4,5 mit den Korrelationen [4.36] fiir
die Koeffizienten C,, verwendet werden.

Die eingangs gemachte Aussage, dal bei der stationédren Verformung allein die aerodyna-
mischen Krifte und die Oberflichenkrifte von Bedeutung sind, ist eine Idealisierung der
tatséchlichen Verhéltnisse. Infolge der aerodynamischen Schubspannungen bilden sich im
Tropfen Wirbelstromungen aus, die sowohl den Stromungswiderstand als auch die Ver-
formung beeinflussen. Nur im Grenzfall schleichender Umstromung bleibt die Kugelform
trotz interner Wirbelstromung erhalten (Clift et al)[1978, S. 32). Wie bereits in Abschnitt
2.5 erortert, ist der Effekt aerodynamischer Schubspannungen in technischen Zweipha-
sensystemen oft durch die Wirkung oberflichenaktiver Substanzen (Marangoni-Effekt)
abgeschwicht und vergleichsweise schwer zu quantifizieren.

In welchem Mafle und in welchem Kennzahlenbereich sich dies auswirkt, wird im folgenden
anhand eines quantitativen Vergleichs mit den Versuchsdaten von ‘Pruppacher und Beard
M) untersucht. Das Ergebnis der Berechnungen ist in Abbildung [5.6] dargestellt.
Zusiatzlich aufgetragen ist die Reynolds-Zahl, die {iber eine empirische Korrelation der
stationdren Fallgeschwindigkeit v,e; o0 = f(Dp) mit dem Tropfendurchmesser verkniipft
ist (siehe z.B. ) Fiir grofle Verformungsgrade, d.h. fiir £ < 0.9, gibt das Nor-
malmodenmodell in guter Naherung die von [Pruppacher und Beard beobachtete lineare
Abhéngigkeit vom Tropfendurchmesser wieder. Im Bereich kleinerer Verformungsgrade
weicht die Rechnung dagegen deutlich von den Mefldaten ab. Fiir diesen Bereich geben




5.2 Stationére Verformung 83

Re
0 200 500 1000 2000 3000 4000
< \ \ \ \

[ Abb. NN ]

[ (links) N \\\ ° Aus Abb.5.5 i
09 - NN\ ——— Korrelation |
L \\\ — — — NM-Ansatz N

N\

I O R TAB 1

. N R NLTABI -

- RN — _ _ _ NLTAB3 -
0.8 - NN T
0.7 — —
0.6 1

. D p_h_z O N - N

| D y \.. N N ~ -
0.5 Lo b e e e s e S L e Sy Y

0 1 2 3 4 5 6 7 8

Dqy [mm]

Abbildung 5.6: Stationédre Verformung von Wassertropfen im vertikalen Luft-
strom. Korrelation nach ‘Pruppacher und Beard 41970)

sie folgende Korrelation an

9
E=4/1- 3—2We ) 240 pm < Do < 1000 pm , (5.10)

die in Abbildung anhand eines Detailausschnitts fiir kleine Tropfen dargestellt ist. Da
gerade kleine Tropfendeformationen zuverléssig durch das Normalmodenmodell beschrie-
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Abbildung 5.7: Verformung kleiner Tropfen (links) und Beschreibung des aero-
dynamischen Effektes iiber den Koeffizient Cy (rechts).
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ben werden sollten, liegt der Verdacht nahe, dafl eine in der Theorie nicht beriicksichtigte
stationdre Wirkung aerodynamischer Kréfte beteiligt ist. Fiir den diskutierten Schub-
spannungseffekt spricht insbesondere die Beschriankung dieser Wirkung auf den Bereich
Re < 1000. Wie némlich in Abschnitt [3.2 erortert, tritt die Schubspannungsbelastung
der Tropfenoberfldche relativ zur Normalspannungsbelastung mit zunehmender Reynolds-
Zahl, also zunehmender Tropfengrofie, in den Hintergrund.

Ein &hnliches Verhalten weisen die Berechnungen mit dem TAB-Modell und seinen nicht-
linearen Varianten auf. Um den EinfluB des aerodynamischen Wirkungskoeffizienten zu
verdeutlichen, wird dieser im Bereich Cy = 2/3 —4/3 variiert. Im Hinblick auf die Abbil-
dungen (5.6 und[5.7 148t sich erkennen, daf ein niedriger Cy-Wert zwar das Verhalten fiir
E > 0.9 wiedergibt, bei kleineren Verformungsgraden jedoch zu groflen relativen Fehlern
fithrt. Ein hoher Cy-Wert ermdoglicht dagegen eine Wiedergabe des Verhaltens bei klei-
neren Verformungen, nicht jedoch bei grofleren Verformungen. Fiir kleine Verformungen
kann das TAB-Modell iiber den Cs-Wert an die linearisierte Formulierung der Gleichung
5.10 angepaBit werden. Es ergibt sich der Grenzwert C'y, = 1.5. Eine numerische Anpas-
sung des NLTAB3-Modells an die empirische Korrelation von ‘Pruppacher und Beard ist
im rechten Teil der Abbildung dargestellt. Die Parameterstudie zeigt fiir Re < 1000
eine deutliche Uberhohung des C,-Wertes im Vergleich zum theoretischen Wert bei reiner
Druckbelastung der Tropfenoberfléche.

5.3 Sprungbeaufschlagung

Die Zerstorung von Fliissigkeitsstrukturen durch plétzliche aerodynamische Beaufschla-
gung ist ein Grundprinzip aerodynamischer Zerstaubungskonzepte. In welcher Weise ein
Tropfen auf eine einsetzende Umstromung reagiert, wurde in Kapitel 2| anhand expe-
rimenteller Daten, theoretischer Modellansédtze und numerischer Simulationen diskutiert.
Im folgenden soll der dynamische Vorgang zunéchst fiir idealisierte Anfangs- und Randbe-
dingungen untersucht werden, d.h. es wird ein kugelférmiger Tropfen in einer sprunghaft
einsetzenden, homogenen Gasstromung bei konstanter Relativgeschwindigkeit betrachtet.
Mit der Vernachlissigung der Tropfenbewegung ergeben sich auf dem Zeitma$l T, = ¢/t
die folgenden speziellen Losungen der inhomogenen Differentialgleichungen [4.35

15

Oy = Qoo [1 — exp (——) coS (wnTo)] ) (5.11)
Tn

Die stationdren Verformungen o, o, sind durch Gleichung 5.9 gegeben, Dampfungskon-

stanten 7, und Eigenkreisfrequenzen w,, berechnen sich nach Gleichungen [5.2 und [5.4.

Fiir die Maximalamplituden ergeben sich folgende Grenzwerte

{ 2 O oo On < Onc,n )
A maz =

o0 5 On > On,, . (5.12)

Bei vernachléssigharen Reibungseinfliissen sind die Maximalamplituden somit doppelt so
grof} wie die stationdren Amplituden.

Die Dynamik der Verformung ist in Abbildung [5.8 anhand berechneter Deformations-
sequenzen verdeutlicht. Als Referenzlosung zeigt die obere Bildreihe das Ergebnis einer



5.3 Sprungbeaufschlagung 85

Abbildung 5.8: Verformun bei idealer Sprungbeaufschlagung mit We = 9.83:
berechnet von Hasd 2003) mit der VOF-Methode (oben), berechnet mit
dem N ormalmodenmodell (unten)

direkten numerischen Simulation von [Hase (’M) mit der Volume-Of-Fluid (VOF) Me-
thode. Dargestellt ist die Anderung der Tropfenform in #quidistanten Zeitschritten vor
einem Ausschnitt des Rechengitters. Die instationdre Gasstromung um den Tropfen wur-
de bereits mit Abbildung [2.12 vorgestellt. Die untere Bildreihe zeigt Tropfenformen zu
ahnlichen Zeiten, berechnet mit dem Normalmodenmodell nach Gleichung [4.35 bzw. den
analytischen Losungen nach Gleichung [5.111

Ein quantitativer Vergleich von Simulation und Modellrechnungen ist in Abbildung
anhand von Zeitverlaufen der dimensionslosen Tropfenoberfliche dargestellt. Aufgrund
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Abbildung 5.9: Variation der Tropfenoberfliche bei Sprungbeaufschlagung

der groflen Verformungen ist bei der Berechnung mit dem Normalmodenmodell eine Vo-
lumenkorrektur mittels «g nach Gleichung [4.19 beriicksichtigt. Auf diese Weise kann
der bei Maximalverformung auftretende maximale Volumenfehler auf AV/Vy = —2%
begrenzt werden, womit dieser in der Grofenordnung des anfénglichen Diskretisierungs-
fehlers AS/Sy = 1% der VOF-Methode liegt. Zur Berechnung der dimensionslosen Ober-
flache S/Sy wird fiir den Normalmodenmodell die lineare Ndherung nach Gleichung [4.30]
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verwendet, fiir das TAB-Modell der exakte Ausdruck nach Gleichung Die Problempa-
rameter sind in Tabelle zusammengestellt, wobei die Gréfenordnung der Ohnesorge-

We On Re o [N/m| Dqylmm] wu, [m/s| plkg/m® palkg/m?]
9.83 0.0707 853 0.01 2 6.4 1.2 1000
4.92 0.05 853 0.02 2 6.4 1.2 1000

Tabelle 5.2: Parameter der in den Abbildungen [5.9] und [5.8] dargestellten Be-
rechnungen: pg = 1072 kg/(ms), p = 1.8 - 107° kg/(ms)

Zahl auf einen nicht zu vernachlissigenden EinfluB tropfeninterner Reibungskréfte hin-
weist. Die Zeitverlaufe fiir We = 9.83 geben sowohl die Maximalverformung, wie auch die
Dampfung der Formschwingungen in guter Naherung wieder. Der stationdre Endwert der
Deformation wird dagegen iiberschétzt. Fiir We = 4.92 wird zwar die Maximalverformung
und die stationédre Deformation korrekt wiedergegeben, jedoch ist die Démpfung der ab-
klingenden Formschwingungen iiberbewertet. Generell fillt eine sehr genaue Berechnung
der anfinglichen Fldchenzunahme zur Maximalverformung auf.

Im Zustand maximaler Deformation erreicht die Oberflichenenergie des Tropfens ein
Maximum, wahrend die kinetische Energie der Verformungsstromung im Idealfall reiner
Druckbeaufschlagung der Oberflédche verschwindet. Bei vernachlissigbaren Reibungseffek-
ten kann die Maximaldeformation daher zur Charakterisierung der Wechselwirkung der
aerodynamischen Krifte und der Oberflichenspannung eingesetzt werden. Das Ergebnis
einer Modellstudie fiir On < 0.1 ist in Abbildung [5.10] dargestellt. Es ist zu erken-
nen, dafl das Normalmodenmodell die maximale Querabmessung durchgéangig um etwa
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Abbildung 5.10: Maximale Querabmessung bei Sprungbeaufschlagung. Be-
schleunigung des Tropfens beriicksichtigt iber K4 = 1 und c¢p(Re, y, A.)
nach Gleichungen [4.90] [4.96, [4.101} [4.102 und [4.104 konstruiert
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50% unterschitzt. Weil dies nicht nur fiir groie (Wey ~ Weg ) sondern auch fiir kleine
(Weg ~ 1) Verformungen gilt, kann ein nichtlinearer Effekt grofierer Verformungen aus-
geschlossen werden. Als mogliche Ursache wurde in Abschnitt eine im Rahmen der
Modellbeschreibung vernachléssigte stationdre Wirkung aerodynamischer Schubspannun-
gen diskutiert. Da das ZeitmaB 7 der Ausbildung tropfeninterner Wirbelstrémung jedoch
deutlich grofler ist als das Zeitmafl der Tropfenverformung, sollte die Maximalverformung
weitgehend unbeeinflult von diesem Effekt bleiben. Eine weitere mogliche Ursache ist die
vernachlassigte Wirkung instationdrer aerodynamischer Kréfte, die u.a. zu einer mafigeb-
lichen Uberh6hung des ¢p-Wertes fiihren.

Die Modellansitze mit freiem Cy-Wert werden in einem néchsten Schritt an den empiri-
schen Wert der Maximalverformung 9., = 1.8 bei der kritischen Weber-Zahl We, o = 13
angepafit. Mit den in Tabelle [5.3 zusammengestellten Cy-Werten ergeben sich nahezu

Modell TAB NLTAB3 PTB
Cy 1.07 1.03 1.07

Tabelle 5.3: Wirkungskoeffizient Cs, angepafit an y. = 1.8 bei Wey, = 13

identische Verldufe, die zudem in einem engen Toleranzbereich der Mef3daten liegen. Das
PTB-Modell mit Einflufaktor Co\g/y nach Gleichung [4.77 wird nicht weiter betrachtet.

Abschlielend wird die anfingliche Abflachung und Querdehnung zerfallender Tropfen fiir
Wey > Weg . untersucht. Wie die Visualisierungen von ‘Dai und FaethJ dQOOl) im Bereich
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Abbildung 5.11: Anféngliche Quer- (links) und Léngsdeformation (rechts) zer-
fallender Tropfen. Experimentelle Daten von Dai und Faeth dQOOl)

15 < Wep < 100 zeigen, wird in dieser Anfangsphase nahezu unabhéngig von der Be-
aufschlagungsintensitéit eine maximale Querabmessung y,; = 2.1 bei der dimensionslosen
Zeit T' = 1.6 erreicht (vgl. Abbildung [5.10). Abbildung [5.11] zeigt die von ihnen angegebe-
nen Mefiwerte der dimensionslosen Quer- und Léngsabmessung, y und z, bei Normierung
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auf den den Maximalwert y,,. Ebenfalls enthalten sind Zeitverlaufe dieser Formparame-
ter, berechnet mit dem NLTABI1-Modell. Deutlich erkennbar ist der nahezu universelle
Charakter der Verformung in dieser Anfangsphase des Zerfalls. Von dieser Beobachtung
berichten u.a. auch [Krzeczkowski 41980‘) und ‘Hsiang und Faeth 41992).

5.4 Deformation im freien Fall

Die folgenden Untersuchungen kniipfen an die Ausfithrungen zur stationédren Verformung
in Abschnitt [5.2 an. Der stationédre Endwert der Fallgeschwindigkeit w4 o wird nun nicht
mehr aus dem Experiment {ibernommen, sondern ergibt sich aus der simultanen Losung
der Bewegungsgleichungen. Aufgrund der stark unterschiedlichen Zeitmafle kann bei Fall-
bewegung aus der Ruhe von einer quasistationédren Verformung ausgegangen werden. Das
Ergebnis der Modellrechnungen ist in Abbildung [5.12 gezeigt. Abweichungen von der
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Abbildung 5.12: Endgeschwindigkeit von Wassertropfen im freien Fall

stationdren Fallgeschwindigkeit kugelférmiger Tropfen zeigen sich fiir Dy > 2.4 mm, also
fiir Verformungsgrade E < 0.88. Wie nach den Untersuchungen in Abschnitt ZU er-
warten, gibt das Normalmodenmodell die Mefiwerte bei méfiiger Verformung am besten
wieder. Zur Interpolation des cp-Wertes erweist sich der E-basierte Ansatz am geeignets-
ten, da dieser eine korrekte Beschreibung bei kleinen Formé&nderungen ermdglicht. Die
Wichtigkeit dieses Modellierungsaspekts wird durch den gréfleren Fehler bei y-basierter
Interpolation unterstrichen.

Die Rechnungen mit dem NLTAB3-Modell verdeutlichen den Einflul des aerodynamischen
Wirkungskoeffizienten. Mit abnehmendem C5-Wert néhert sich der Verlauf der Fallge-
schwindigkeit zunehmend dem auf Basis des Normalmodenmodells berechneten Verlauf
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an. Im betrachteten Bereich der Reynolds-Zahl ist dieser durch einen Wert Cy = 0.55
gekennzeichnet (aus Abbildung [4.3). Entsprechend wird der aerodynamische Widerstand
des Tropfens mit zunehmendem C5-Wert zunehmend {iiberschéatzt. Nach Abbildung
158t sich dies auf eine Uberbewertung der Querverformung zuriickfithren. Grofie Abwei-
chungen von den Mefiwerten ergeben sich bei Verwendung der quasistationdren Korrektur
des cp-Wertes nach ‘WiegandJ 41987). Der iiber Gleichung [2.7] formulierte Ansatz gilt fiir
Tropfen beim Durchfallen horizontaler Diisenstromungen und impliziert somit dynamische
Verformungsanteile. Auf diesen Stromungsfall soll im folgenden eingegangen werden.

5.5 Durchfallen einer horizontalen Diisenstréomung

Abschlieend wird die Ablenkung und Verformung von Tropfen beim Durchfallen einer
horizontalen Gasstromung untersucht. Die Problemstellung ist charakteristisch fiir viele
technische Gemischbildungsprozesse, insbesondere die aerodynamische Zerstdubung (vgl.
Abbildung 1.T). Als experimentelle Datenbasis dienen die von ‘Wiegand 41987) fotogra-
fisch festgehaltenen und analysierten Tropfenketten in der laminaren Kernstromung eines
Diisenfreistrahls. Zur Verdeutlichung der Bewegungs- und Verformungsdynamik nahe der
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Abbildung 5.13: Ablenkung und Verformung fallender Tropfen berechnet
mit dem Normalmodenmodell (links) und fotografisch festgehalten von

Wiegand (1987)
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Zerfallsgrenze zeigt Abbildung das Ergebnis einer Modellrechnung fiir den Versuch
17-3W. Dargestellt sind Momentaufnahmen eines Tropfens in dquidistanten Zeitschritten
sowie ein vergroBerter Ausschnitt der in Abbildung 2.2 gezeigten Tropfenkette. Die Unter-
schiede in den Verformungsverldufen kénnen im wesentlichen auf die Formschwingungen
der Tropfen vor dem Eintritt in den Freistrahl zuriickgefithrt werden. Dieser Effekt, der
u.a. auch die betrichtliche Streuung der Fallkurven im Experiment erklért, ist in dieser
Rechnung nicht beriicksichtigt.

Fiir die weiteren Untersuchungen werden zwei zusétzliche Stromungsfille der Studie von
Wiegana ausgewahlt. Die wesentlichen Versuchsparameter sind in Tabelle (5.4 zusam-
mengestellt. Versuchsfliissigkeit ist Wasser bei Raumtemperatur. Aufgrund der Grofle der

Versuch Wey Reg Dy [mm]  w, [m/s] ugzo [m/s] wiyo [m/s]
7-6W 0.5 392 0.376 8.5 0.062 —3.40
10-1W 3.3 1297 0.542 18.8 0.285 —5.29
17-3W 11.8 2414 0.546 36.6 0.663 —4.76

Tabelle 5.4: Parameter der untersuchten Tropfenketten dWiegandHl98ﬂ; ‘1999)

Tropfen kann von einem vernachlissigbaren Einflufl interner Reibungskrifte ausgegan-
gen werden. Um die laminare Kernstromung zu erreichen, miissen die Tropfen die den
Freistrahl umgebende Scherschicht durchdringen. Aus diesem Grund liegt mit Beginn der
Messung in der Kernstromung bereits eine Horizontalkomponente der Tropfengeschwin-
digkeit vor. Zum Verformungszustand der Tropfen beim Eintritt in den Freistrahl macht
keine Angaben. Um den Effekt auf die Trajektorienberechnung naherungsweise
zu bewerten, werden Tropfen unterschiedlicher Anfangsverformungen y, bzw. asg be-
riicksichtigt!! Der cp-Wert wird auf Basis der Gleichungen [4.90 und [4.101] mittels der
E-basierten Interpolation nach Gleichungen [4.102] und [4.104 beschrieben, der aerodyna-
mische Wirkungskoeffizient wird mit dem Wert Cy = 4/3 festgelegt. Es werden sowohl
Berechnungen mit dem Normalmodenmodell, wie auch mit dem NLTAB3-Modell disku-
tiert.

Abbildung [5.14 zeigt die Ergebnisse fiir den Fall Weq = 0.5. Es fallt zunéchst auf, da§ die
Ablenkung der Tropfen im Experiment trotz der niedrigen Weber-Zahl deutlich stérker ist
als die berechnete Ablenkung kugelférmiger Tropfen. Die Beriicksichtigung dynamischer
Verformungen infolge der auf den Tropfen einwirkenden Stromungskréfte dndert daran
nur wenig. Eine etwas stédrkere Ablenkung ergibt sich bei Beriicksichtigung zeitgemittel-
ter Verformung mithilfe der von|Wiegand vorgeschlagenen Korrelation cp(Re, We). Gute
Ubereinstimmung mit den experimentellen Fallkurven zeigt sich dagegen fiir anféinglich de-
formierte Tropfen, deren Formschwingungen zu einer mafigeblichen Uberhshung der Stro-
mungskrifte wihrend der Fallbewegung fiihren. Ein Abgleich der berechneten Trajektori-

!Tats#chlich findet mit dem Eintritt der Tropfen in den Freistrahl ein plétzlicher Wechsel der Sym-
metrieverhéltnisse statt, von der vertikalen Achse der Formschwingungen zu der horizontalen Achse der
Tropfenumstromung. Beziiglich der Tropfenumstréomung kann somit nicht mehr von axialsymmetrischen
Anfangsverformungen ausgegangen werden, weshalb die dargestellte Bewertung nur als qualitativ gelten
kann. Zur Beriicksichtigung allgemeiner Verformungszustédnde wére ein allgemeiner Normalmodenansatz
auf Basis von Kugelflichenfunktionen Y, (6, ¢) = ¢]*P"(cos 8) exp(im¢) notwendig. Auf diese Erweite-
rung kann im Rahmen der vorliegenden Arbeit nicht eingegangen werden.
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Abbildung 5.14: Versuch 7-6W: Fallkurven im Diisenfreistrahl (links) und trop-
fenfeste Groflen berechnet mit dem NLTAB3-Modell (rechts)

en mit den experimentellen Datenpunkten l&8t auf Anfangsverformungen 1.3 < gy < 1.5
schlieflen. Dieser Bereich ist auch anhand der in Abbildung [2.2] dargestellten Aufnahme
erkennbar. Die Zeitverldufe der Tropfenquerabmessung y und des cp-Wertes bestéitigen
diesen Mechanismus und zeigen, wie die anfiénglich starken Formschwingungen bereits
nach 1/3 der Flugzeit auf einen engen Schwankungsbereich abklingen und einem quasi-
stationdren Zustand zustreben. Deutlich erkennbar ist der fiir kleine Weber-Zahlen maf3-
gebliche Unterschied der Zeitmafie von Tropfenbewegung und Verformung.

Die Ergebnisse fiir den Fall Wey = 3.3 sind in Abbildung [5.15 dargestellt. Die hohere
Anstromgeschwindigkeit wird hier durch das hohere Gewicht der Tropfen nahezu kompen-
siert, so dafl diese insgesamt nur wenig stérker abgelenkt werden. Sowohl die Korrelation
cp(Re, We) wie auch das NLTAB3-Modell geben die aerodynamischen Eigenschaften der
deformierten Tropfen zuverlédssig wieder. Im Gegensatz zum Fall Wey = 0.5 hat die An-
fangsdeformation dabei nur einen untergeordneten Einflul. Die Erklarung ergibt sich aus
dem Zeitverlauf der Querabmessung y, nach welchem die Vorgabe einer Anfangsverfor-
mung yo = 1.3 allein eine Phasenverschiebung des Schwingungsverlaufs bewirkt. Der
Abklingverlauf der Amplitude bleibt nahezu unverdndert und damit auch die zeitgemit-
telten aerodynamischen Eigenschaften des Tropfens. Es 148t sich somit festhalten, daf der
Effekt einer (statischen) Anfangsverformung gerade dann verschwindet, wenn ihr Wert
mit der Maximaldeformation des anfangs kugelférmigen Tropfens iibereinstimmt, wenn
also Yo = Ymazr DZW. Q20 = Q2mas gilt. Diese Konstellation ist mit yo = 1.3 und den hier
vorliegenden Beaufschlagungsverhéltnissen bei Verwendung des NLTAB3-Modells gera-
de gegeben. Da das Normalmodenmodell die Querverformung bei Sprungbeaufschlagung
tendenziell unterschétzt (vgl. Abbildung [5.10), lassen diese Rechnungen wieder eine Ab-
héngigkeit von der gewéhlten Anfangsverformung yo = 1.3 (fiir das Normalmodenmodell
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Abbildung 5.15: Versuch 10-1W: Fallkurven im Diisenfreistrahl (links) und
tropfenfeste Grofien berechnet mit dem NLTAB3-Modell (rechts)
als dquivalente Staupunktsverformung aso = —0.6 angesetzt) erkennen.

SchlieBlich sind in Abbildung [5.16] die Berechnungen fiir Wey = 11.8 dargestellt. Dieser
bereits eingangs diskutierte Fall ist durch eine gesteigerte Horizontalbeschleunigung der
Tropfen gekennzeichnet, wobei der Momentanwert der Weber-Zahl bis zum Verlassen des
Rechengebietes auf die Hélfte des Anfangswertes abféllt. In der verkiirzten Flugzeit konnen
die Tropfen daher nur wenige Formschwingungen ausfiihren. Rein formal geht dies aus der

Abhéngigkeit ¢ /t* ~ \/We p/p; mit dem Einflul der Weber-Zahl hervor.

Von allen Verformungsmodellen gibt das Normalmodenmodell die gemessene Ablenkung
der Tropfenkette am genauesten wieder. Dieses Ergebnis wird durch die in Abbildung [5.13]
dargestellten Tropfenformen gestiitzt, die insbesondere hinsichtlich der Querabmessung
eine gute Ubereinstimmung von Rechnung und Experiment zeigen. Dagegen iiberschétzt
das NLTAB3-Modell den Stromungswiderstand der verformten Tropfen mafigeblich. Wie
aus dem Zeitverlauf der Querabmessung hervorgeht, hat eine Anfangsdeformation nun
eine Abschwichung der Formschwingungen zur Folge. Ursache ist der bei anfinglicher
Verformung verringerte Eintrag kinetischer Energie in den Verformungsvorgang.

Zusammenfassend lassen sich zwei wesentliche Ursachen fiir die Uberhéhung des Stro-
mungswiderstandes der Tropfen identifizieren: Formschwingungen, die mit dem Eintritt
in den Freistrahl durch die Stromungskrifte aufgeprigt werden sowie Formschwingungen
als Folgeerscheinung der Tropfenerzeugung. Die Modellrechnungen zeigen, dafl letzterer
Effekt bei niedrigen bis méfligen Weber-Zahlen, insbesondere im Bereich vernachléssigha-
rer Dampfungswirkungen einen entscheidenden Einflul auf das Bewegungsverhalten hat.
Trotz der Bedeutung wird der Effekt jedoch in den meisten experimentellen Studien ver-
nachléssigt, wobei die Annahme anfénglich kugelférmiger Tropfen zur Fehlinterpretation
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Abbildung 5.16: Versuch 17-3W: Fallkurven im Diisenfreistrahl (links) und
tropfenfeste Grofien berechnet mit dem NLTAB3-Modell (rechts)

der Meflergebnisse fiithren kann.

Zur Uberlagerung des aerodynamischen Effekts, d.h. zum gekoppelten Einflul von Weber-
Zahl und Anfangsverformung, lassen sich auf Basis der Modellrechnungen folgende Schliis-
se ziehen. Wahrend eine zunehmende Strémungsbeaufschlagung bei anfangs kugelférmigen
Tropfen einen kontinuierlichen Anstieg von Maximalverformung, Schwingungsamplituden
und Stromungswiderstand bewirkt, setzt der aerodynamische Effekt bei anfangs defor-
mierten Tropfen erst oberhalb eines Schwellenwertes von Weq ein. So lé3t sich bei der
betrachteten Versuchsreihe fiir o = 1.3 erst fiir Wey > 3.5 eine Zunahme der Amplitu-
den feststellen. Diese ist im Vergleich zu anfangs kugelférmigen Tropfen jedoch deutlich
schwicher ausgepragt.

Abschlieflend soll auf die Problematik der numerischen Integration der Modellgleichungen
vor dem Hintergrund deutlich unterschiedlicher Zeitskalen eingegangen werden. Bei lan-
gen Aufenthaltszeiten der Tropfen infolge niedriger Geschwindigkeiten mufl wéahrend der
Trajektorienberechnung eine grofle Anzahl Formschwingungen aufgelost werden. Fiir den
Fall Wey = 0.5 werden mit der iiblichen Zeitschrittweitenregelung auf Basis des lokalen
Verfahrensfehlers mit dem NLTAB3-Modell insgesamt 6000 Integrationsschritte benotigt,
ohne Beriicksichtigung der Verformung nur 80. Dieses extreme Verhéltnis nimmt jedoch
mit zunehmender Weber-Zahl ab. Dagegen wird mit der Annahme quasistationdrer Ver-
formung eine Betrachtung der Verformungsdynamik umgangen. Allerdings ist dabei auch
keine Differenzierung mehr zwischen aerodynamischem Effekt und der Wirkung freier
Formschwingungen moglich. Dennoch 148t sich mit der von [Wiegand vorgeschlagenen
Korrelation ¢p(Re, We) bei den betrachteten Versuchsbedingungen eine vergleichsweise
gute Beschreibung des Bewegungsverhaltens verformter Tropfen erzielen.
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6 Tropfenzerfall

Wie bereits in der Einleitung dargelegt, ist Tropfenzerfall durch aerodynamische Kréfte
mit einer drastischen Anderung der Spriihstrahlcharakteristik verbunden. Wesentliches
Merkmal ist die infolge Deformation und Sekundéartropfenbildung starke Zunahme der
Fliissigkeitsoberflache, die, wie anhand Abbildungen und [1.4 erkennbar, mit einer
intensivierten Phasenwechselwirkung verbunden ist. Die grundlegenden Mechanismen des
Zerfalls wurden in Abschnitt [2.1.1 beschrieben. Im Bereich der kritischen Weber-Zahl
kommt es zu groflen Deformationen, die entweder infolge periodischer Energiezufuhr oder
aufgrund der nichtlinearen Kopplung von Druckbelastung und Deformation irreversibel
werden konnen und zum Schwingungs- bzw. Blasenzerfall fithren. Mechanische Analogien
dieser Mechanismen sind die Resonanzkatastrophe eines Feder-Masse Systems bzw. das
Knicken eines Stabes unter Axiallast. Mit hoheren Intensitédten wird die Ablosung zerfal-
lender Filmstrukturen von der Oberfliche zum dominierenden Vorgang (Scheibenzerfall),
bei sehr hohen Intensititen das instabile Wachstum kleinskaliger Oberflichenwellen (Wel-
lenkammezerfall). Generelle Tendenz ist dabei eine Abnahme der Langen- und Zeitmafle
— von den eher groflen Fragmenten des Schwingungs- und Blasenzerfalls hin zum feinen
Tropfchennebel des Wellenkammzerfalls.

Die ausgepriigte Nichtlinearitéit der beteiligten Stromungsvorgéange hat weitreichende Fol-
gen und ist ein wesentlicher Grund fiir die Komplexitiat und Vielfiltigkeit der Zerfallsphé-
nomene. Im Gegensatz zu linearem Verhalten besteht eine empfindliche Abhéngigkeit von
den Anfangs- und Randbedingungen, wobei kleinste Anderungen zu voéllig unterschiedli-
chen Abldufen fithren kénnen und so entscheidenden Einflufl auf die Produkteigenschaften
haben. Da unter realen Bedingungen immer mit gewissen Storeinfliilssen zu rechnen ist,
erklart sich so der, obwohl mathematisch wohl definiert und determiniert, chaotische Ab-
lauf vieler Teilvorgéange, wie z.B. die in Abbildung 2.5 dargestellte Ablosung zerfallender
Filmstrukturen beim Scheibenzerfall. Sekundéartropfenbildung ist daher — dies belegen die
experimentellen Studien — als stochastischer Vorgang zu betrachten. Wegen der gegensei-
tigen Beeinflussung der beteiligten Stromungsvorgiange kénnen Zerfallsphénomene zudem
nicht mehr als Uberlagerung unabhéngiger Elementarvorgéinge dargestellt werden, wie dies
noch bei kleinen Deformationen moglich ist. Die nichtlineare Dynamik ist grundsétzlich
nur als simultane Entwicklung der gekoppelten Vorgénge zu beschreiben.

In der Konsequenz ergibt sich fiir die Modellbildung, dafl theoretisch fundierte Beschrei-
bungen auf die anféingliche Querdeformation des Tropfens beschrinkt sind. Mit dem Uber-
gang auf die Zerfallsphase mufl dagegen auf phdnomenologische und empirische Beschrei-
bungen zuriickgegriffen werden. Ziel dieses Kapitels ist einerseits die verfiigharen empi-
rischen Daten und Korrelationen zum Zerfall sprungbeaufschlagter Tropfen kritisch zu
bewerten und andererseits diese in geeigneter Weise an die in Kapitel [4 ausgearbeiteten
dynamischen Verformungs- und Bewegungsmodelle anzubinden. Zu diesem Zweck werden
in Abschnitt [6.1 numerische Konzepte zur Zerfallsklassifizierung im Rahmen einer Modell-
beschreibung vorgestellt. In Abschnitt [6.2] werden diese um eine differenzierte Einteilung
der zeitlichen Stadien der Phdnomene ergénzt. Eine Zusammenstellung empirischer Daten
zur Kinematik der Zerfallsvorgiinge und der einhergehenden Anderung der aerodynami-
schen Eigenschaften wird in Abschnitt /6.3 vorgenommen, wihrend in Abschnitt [6.4 auf
die Eigenschaften der Zerfallsprodukte eingegangen wird.
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6.1 Kilassifizierung des Tropfenverhaltens

Die im Rahmen von Modellbeschreibungen eingesetzten Stabilitéatskriterien lassen sich
zwei grundlegenden Konzepten zuordnen: lastbasierte Kriterien, bei denen die Stabili-
tatsgrenze anhand einer kritischen aerodynamischen Belastung festgelegt ist und verfor-
mungsbasierte Kriterien, bei denen der Zerfall an eine kritische Deformation des Tropfens
gekniipft ist. Wie die in Kapitel [2 diskutierten Studien belegen, ist die kritische aerody-
namische Last nicht nur von den Reaktionskréiften im Tropfen abhéngig, sondern auch
entscheidend vom Zeitverlauf der Beaufschlagung geprigt. Ein nahezu universeller Wert
ergibt smh agegen fiir die kritische Deformation. Dieser empirische Befund wurde bereits
von Hinze M im Rahmen einer theoretischen Beschreibung des Tropfenverhaltens
verwendet.

Aufbauend auf diesen Kriterien werden im folgenden zwei Konzepte zur Klassifizierung des
Tropfenzerfalls vorgestellt. Bei der lastbasierten Klassifizierung wird von den momentanen
Krafteverhéltnissen direkt auf die Zerfallsform geschlossen. Die fiir Sprungbeaufschlagung
giiltige Datenbasis ist in Abschnitt [2.1.2] zusammengefafit und bildet den Ausgangspunkt
der in Abschnitt [6.1.1] diskutierten Implementierung. Dagegen wird in Abschnitt [6.1.2]
eine Klassifizierung anhand der der momentanen Krifteverhiltnisse beim Uberschreiten
der kritischen Deformation vorgestellt. Das im Rahmen der vorliegenden Arbeit entwickel-
te Konzept bindet an die in Kapitel [4 ausgearbeiteten dynamischen Verformungs- und
Bewegungsmodelle an und wird in einer abschlieSfenden numerischen Studie bewertet.

6.1.1 Lastbasierte Klassifizierung

Um die bei Sprungbeaufschlagung am Tropfen auftretenden Kréfteverhéltnisse zu quan-
tifizieren, werden im folgenden die dimensionslosen Kennzahlen Wey und On verwendet.
Empirische Grundlage ist die in Abbildung 2.7 dargestellte Bereichseinteilung, wobei sich
zur analytischen Darstellung der Grenzkurven ein Exponentialansatz anbietet

Wep =a(l + bOn® + dOn°). (6.1)

Koeffizienten und Giiltigkeitsbereiche sind fiir zwei bekannte experimentelle Studien in
den Tabellen [6.1 und [6.2] aufgelistet. Bei der numerischen Integration der Tropfenbe-

Grenzkurve a b c d e On,in On,an
Blasenzerfall 12 1.2 0.89 0 0 1.4-1073 | 1.7
Keulenzerfall 15 0.7 0.12 0 0 1.4-1072 | 61072
Ubergangszerfall | 30 1.0 0.76 0 0 1.4-1073 | 1.7
Scheibenzerfall | 66 0.6 0.87 0 0 1.4-107% | 1.7

Tabelle 6.1: Bereichseinteilung nach Krzeczkowski 41980)

wegungsgleichung werden die Momentanwerte We und On fiir jeden Zeitschritt gepriift
und je nach Lage im Weyp-On Diagramm der entsprechende Zerfallsvorgang eingeleitet.
Da auf eine Modellierung der Verformungsdynamik verzichtet werden kann, ist das Kon-
zept vergleichsweise einfach in ein Lagrangesches Berechnungsverfahren zu implementieren
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Grenzkurve a b c d e On,in On,as
5%-Deformation | 0.6 0.8 0.8 9.107° | 2.4 2-107% 1 6-10?
10%-Deformation | 1.1 0.7 0.85 1.5-:107*| 2.4 2-107% | 6-10?
20%-Deformation | 2.3 0.75 0.8 2.5-107%] 2.4 2-107* | 4-10?
Oszillationen 3 15 1.2 0 0 2-107% | 3-107¢
Blasenzerfall 13 1.7 1.4 0 0 2.107% | 4
Multimodezerfall | 35 0.65 1.4 0 0 2-107* | 15
Scheibenzerfall 80 0.6 1.5 0 0 2-107* | 6

Tabelle 6.2: Bereichseinteilung nach Hsiang und Faeth d1995)

dSchmehl et al. ‘2000‘). Wesentlicher Nachteil ist jedoch die Bindung an eine bestimmte Be-
aufschlagungsform. Bei Abweichungen, die in komplexen Stromungsfeldern unvermeidbar
sind, kann es daher zu gréfleren Fehlern bei der Klassifizierung kommen.

Das Konzept fiihrt zudem nur dann zu sinnvollen Ergebnissen, wenn die erfaliten Momen-
tanwerte der Weber-Zahl charakteristisch fiir die Beaufschlagung innerhalb eines gewissen
Zeitintervalls sind. Im Fall der hier zugrundegelegten Sprungbeaufschlagung mufl beispiels-
weise gewahrleistet sein, dafl die Abtastfrequenz der Weber-Zahl, d.h. die Zeitschrittweite
des numerischen Integrationsverfahrens, schnelle Anstiege (¢} < t*) der Relativgeschwin-
digkeit nicht auflost. Ansonsten besteht die Gefahr, daf§ die Klassifizierung zu friih in
der Anstiegsphase vorgenommen wird und Zerfall bei hoheren Weber-Zahlen unerkannt
bleiben kann. Bei langsamen Anstiegen (¢} > t*) und quasistationérer Deformation des
Tropfens fithrt die dargestellte Klassifizierung generell zu einer Uberbewertung der aerody-
namischen Kréfte. Andererseits konnen Geschwindigkeitsimpulse trotz Uberschreiten der
Stabilitdtsgrenze zu kurz sein, um zu einer Zerstérung des Tropfens zu fithren. Wichtig
ist es daher, neben den Kennzahlen auch die Zeitmafle der Verformungsdynamik, ¢* bzw.
bei groflerem Reibungseinflufl ¢, und das Zeitmafl der Relativgeschwindigkeitsdnderung
¥ zu priifen und ggf. eine Korrektur der Klassifizierung vorzunehmen.

Da viele Korrelationen zur Zerfallsphase auf den Bereich vernachléassigbarer Reibungseffek-
te beschriankt sind, schlagt [Willmann (1999) das Konzept einer korrigierten Weber-Zahl

vor. Auf Basis der iiber Gleichung und Tabellen [6.1 und[6.2 festgelegten Stabilitéts-
grenzen ergeben sich die Definitionen

W

We = ?76?)111'4 , nach ‘Hsiang und Faeth 41995), (6.2)
W

Wey = H—Te(gno'gg ’ nach ‘Krzeczkowskij 41980), (6.3)

mittels derer sich der Einflu der Ohnesorge-Zahl implizit iiber die Weber-Zahl beriick-
sichtigen laf3t.

6.1.2 Lastbasierte Klassifizierung bei kritischer Deformation

Die Modellrechnungen zur Sprungbeaufschlagung in Abschnitt (5.3 zeigen, daf sich dy-
namische Modelle nicht nur zur Beschreibung reversibler Tropfendeformationen, sondern



6.1 Klassifizierung des Tropfenverhaltens 97

auch zur Beschreibung der anfinglichen Abflachung zerfallender Tropfen eignen. Da fiir
reversible Deformationen eine eindeutige Zuordnung von Beaufschlagungsintensitdat und
Maximaldeformation moglich ist, kann die Stabilitdtsgrenze auch durch einen kritischen
Deformationsgrad festgelegt werden. Bereits [Hinze (1948al) konnte feststellen, daf eine
derartige Festlegung nahezu unabhéngig vom Zeitverlauf der Beaufschlagung und von
tropfeninternen Reibungseffekten ist. Auf ihn geht die Annahme einer universellen kriti-
schen Staupunktsdeformation zuriick

a,~ —1. (6.4)

Ausgehend von einem Normalmodenmodell der Tropfenverformung konnte er zeigen, dafl
dieser Wert bei Sprungbeaufschlagung und vernachléssigbaren Reibungseffekten gerade
mit Wey . ~ 12 erreicht wird, bei quasistationédrer Beaufschlagung erst mit We, . ~ 20.
Die beiden Extremwerte der kritischen Weber-Zahl decken in der Tat den in der expe-
rimentellen Praxis festzustellenden Wertebereich ab, dies, obwohl Tropfenverformungen
jenseits des Giiltigkeitsbereiches linearer Modelle betrachtet werden. Auch Isshiki dl—9g5§)
und [Voronin 41986‘) setzen das mit Gleichung [6.4] festgelegte theoretische Stabilitétskri-
terium im Rahmen ihrer Normalmodenanalysen ein. (O'Rourke und Amsden dl98ﬂ) pas-
sen die Konstanten des TAB-Modells so an, dafl die kritische Staupunktsdeformation bei
Sprungbeaufschlagung gerade mit Wey, = 12 erreicht wird.

Alternativ 1&8t sich die Stabilitdtsgrenze mittels einer kritischen Querdeformation fest-
legen. So kann aus Gleichung 6.4 unter Zugrundelegung des P»-Modes eine kritische
Querabmessung y. ~ 1.5 abgeleitet werden (vgl. Abbildung [2.10). Dieser Wert ergibt
sich aus den Untersuchungen von Krzeczkowski M) zum Tropfenzerfall in horizonta-
len Kanalstréomungen sowie aus den von Schmelz 42002‘) zusammengestellten Daten zur
Tropfendeformation bei unterschiedlichen Geschwindigkeitsanstiegen.%Wierzba 41990‘) be-
richtet von Werten 1.5 < y. < 1.6 im unmittelbaren Bereich der Stabilitétsgrenze. Die in
Abbildung zusammengestellten Meldaten zur Sprungbeaufschlagung in Stofirohr-
stromungen zeigen etwas groflere Querverformungen. An der Grenze zum Blasenzerfall
wird mit Weg . = 13 im Mittel der folgende Wert erreicht

Yo~ 1.8 . (6.5)

Diese Querabmessung ist auch anhand der von (@) veroffentlichten Zerfallsse-
quenz eines Tropfens im vertikalen Windkanal zu erkennen, und zwar vor der Ausbildung
der Blase. Die Videoaufnahmen von |Gutknecht 41996‘) zeigen auflerdem, dafi die Querab-
messung scheibenférmig deformierter Tropfen vor der Wolbung und Blasenbildung nahezu
unabhéngig von Reibungseinfliissen ist. Entsprechend kénnen Aalburg et all d2003) mit-
hilfe direkter numerischer Simulationen sprungbeaufschlagter Tropfen nachweisen, dafl ein
universelles Kriterium nach Gleichung eine gute Naherung der experimentell ermit-
telten Stabilitdtsgrenze fiir einen weiten Bereich der Ohnesorge-Zahl ist.

Bei Beaufschlagung mit Wey > Wey,. kommt es nach Uberschreiten von Yo ZU einer
weiteren Abflachung und Querdeformation des Tropfens. Wie anhand der Mefidaten von
Dai und Faeth dQOOl) erkennbar, nimmt die dabei erreichte maximale Querabmessung
Ymaz zundchst noch zu und erreicht fiir Wey > 20 eine absolute, bis etwa t/t; = 1.5
giiltige Obergrenze
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Eine weitere Querausbreitung findet erst in der Zerfallsphase statt, in der sich die charak-
teristischen Fliissigkeitsstrukturen der verschiedenen Zerfallsformen ausbilden. Die dy-
namische Modellbeschreibung mufi daher mit Erreichen von ¥,,.. abgebrochen werden
und durch eine empirische Beschreibung weitergefithrt werden. Eine mogliche Implemen-
tierung dieser Vorgehensweise ist in Abbildung [6.1] dargestellt und mit experimentellen
Daten verglichen. Die betrachteten Félle umfassen reversible Verformungen, Blasenzer-
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Abbildung 6.1: Tropfenquerverformung bei Sprungbeaufschlagung

fall bei Weg = 12.6,13 und 15 sowie Keulenzerfall bei Wey = 20 bei vernachléssigharem
Reibungseinflu8. Entsprechend der Modellstudie in Abschnitt [5.3 ist die Relativgeschwin-
digkeitsabnahme infolge Beschleunigung des Tropfens iiber einen deformationsabhédngigen
cp-Wert nach Gleichung [4.102 und eine beschleunigungsabhéngige Korrektur nach Glei-
chung mit K4 = 1 beriicksichtigt. Der Vergleich der Ortskurven von y,,.. zeigt, dafl
die verschiedenen Modellansétze trotz nahezu gleicher Maximaldeformation (vgl. Abbil-
dung deutliche Unterschiede in der Dynamik der Deformation aufweisen. Ebenfalls
dargestellt ist die empirische Beschreibung nach Erreichen der maximalen Deformation.
Wihrend der bis zum Zeitpunkt 77 = 2 andauernden Wolbung des scheibenférmigen
Tropfens wird von einer konstanten Querabmessung ausgegangen, gefolgt von einer Phase
schneller Expansion der Blase. Auf die Beschreibung dieser Vorgénge wird in den nach-
folgenden Abschnitten[6.2 und[6.3 eingegangen.

Die Differenzierung der verschiedenen Zerfallsformen anhand der am Tropfen wirkenden
Kréfteverhéltnisse wird zweckmafigerweise gegen Ende der dynamischen Modellbeschrei-
bung vorgenommen. Auf diese Weise konnen Anderungen der Relativgeschwindigkeit wih-
rend der Deformationsphase und somit auch Reibungseffekte implizit beriicksichtigt wer-
den. Wie eine umfangreiche Modellstudie gezeigt hat, fiihrt eine Differenzierung anhand
der Weber-Zahl (We),. beim Uberschreiten der kritischen Deformation zu guter Uber-
einstimmung mit empirischen Daten. Gestiitzt wird diese Feststellung durch die experi-
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mentellen Untersuchungen von [Schmelz M), der in vertikalen Diisenstréomungen mit
abnehmenden Geschwindigkeitsanstiegen zwar zunehmende Werte der kritischen Weber-
Zahl beobachtet, zum Zeitpunkt der kritischen Deformation jedoch einen einheitlichen
Momentanwert der Weber-Zahl nachweisen kann.

Eine auf Basis des NLTAB3-Modells berechnete Klassifizierung des Tropfenverhaltens
ist in Abbildung dargestellt. Dabei sind die Einflulgroen Dy, p, i, ps und o von
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Abbildung 6.2: Klassifizierung des Tropfenverhaltens bei Sprungbeaufschla-
gung (vgl. Abbildung [2.7), cp(Re,y, A.) berechnet nach Gleichungen
4.90,14.96] 14.102 und [4.104

‘Hsian,&f und Faeth d1995) iibernommen, die Kennzahlen On und We, werden mittels j,4
und v, variiert. Die Beschleunigung des Tropfens ist iiber einen deformationsabhéngigen
cp-Wert beriicksichtigt, sowohl ohne, als auch mit beschleunigungsabhéngiger Korrek-
tur. Die Werte der Weber-Zahl bei der kritischen Deformation sind fiir die verschiedenen
Ubergiinge der Zerfallsformen in Tabelle [6.3 zusammengestellt.

Grenzkurve (Weg)on<on. | (We),,
bag-plume Zerfall 18 11.5
Multimodezerfall 35 27
plume-shear Zerfall | 40 32
Scheibenzerfall 80 64

Tabelle 6.3: Klassifizierung fiir NLTAB3-Modell mit ¢p(Re,y, A.) und y.=1.8

Die Wirkung tropfeninterner Reibung auf das berechnete Deformations- und Zerfallsver-
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halten 148t sich in drei Bereiche einteilen, wobei die kritische Ohnesorge-Zahl der linearen
Theorie, On,. = 0.4, als entscheidende Kenngrofle auftritt. Fiir On < 0.1 On,. ist grundsétz-
lich kein Reibungseinfluf} feststellbar. Die iiberhohten Grenzkurven kleinerer Querdefor-
mationen (5% —20%) sind eine Folge zu gering berechneter y,,,., was im wesentlichen auf
die Anpassung der Modelle an die Stabilitdtsgrenze zuriickzufiithren ist (vgl. Abbildung
5.10). Im Bereich 0.10n. < On < On, findet eine zunehmende Dampfung der ersten
Schwingungsamplitude statt, so dafl zum Erreichen eines bestimmten Wertes y,,4, zu-
nehmende Beaufschlagungsintensitaten notwendig sind. Die Beschleunigung des Tropfens
und einhergehende Abnahme der Relativgeschwindigkeit ist dabei von untergeordneter
Bedeutung. Mit On = On, wird ¥4, nur noch aperiodisch angenéhert und die Isolinien
der Maximalverformung steigen daher auf etwa den doppelten Wert von Wey an. Ein
sihnliches Verhalten ist anhand der direkten numerischen Simulationen von|Aalburg et al)
2003) zu erkennen. Wie die Abweichungen zwischen empirischen und berechneten Grenz-
kurven im Bereich der kritischen Démpfung zeigen, ist dieser Reibungseffekt in Realitét
jedoch deutlich schwicher ausgepriagt. Mit weiter zunehmender Ohnesorge-Zahl und ver-
starkter Verzogerung der Deformation setzt sich fiir On > On, schliellich der Effekt der
Tropfenbeschleunigung durch. Entsprechend wirkt sich in diesem Bereich die Modellierung
des Bewegungsverhaltens aus, wobei die Rechnungen die Bedeutung der beschleunigungs-
abhéngigen Korrektur des aerodynamischen Widerstandsbeiwertes hervorheben.

Die dargestellte Klassifizierung auf Basis dynamischer Verformungsmodelle und empiri-
scher Zerfallskriterien ermdoglicht somit eine quantitative Erfassung aller wesentlichen Ein-
fliisse. Dies gilt hinsichtlich aufgepragter Variationen der Relativgeschwindigkeit wie auch
tropfeninterner Reibungseffekte, womit sich wesentliche Vorteile fiir die numerische Be-
schreibung der Vorgénge in komplexen Stromungsfeldern bei der technischen Gemischauf-
bereitung ergeben.

6.2 Stadien des Tropfenzerfalls

Wie anhand der Bildsequenzen in Abschnitt [2.1.1] erkennbar, gilt die Einteilung in Defor-
mations- und Zerfallsphase fiir simtliche betrachteten Zerfallsvorgdnge. Wiahrend die an-
fangliche Querdehnung des Tropfens zur Scheibenform vergleichsweise einheitlich ablauft,
ist die mit dem Ubergang zur Zerfallsphase beginnende Ausbildung komplexer Fliissig-
keitsstrukturen entscheidend durch den Mechanismus des Zerfalls gepréigt. Grundlegender
Bestandteil einer empirischen Modellbildung ist daher die Differenzierung der Zerfallssta-
dien in Abhéngigkeit der Weber-Zahl der aerodynamischen Beaufschlagung.

Die in Abbildung dargestellte Auftragung ist an [Samenfink (‘M) angelehnt, mit
dem Unterschied, daf§ der Grofiteil der Daten sowie die Klassifizierung der Phanomene
aus den Stofrohrversuchen von Dai und Faeth 42001‘) tibernommen ist. Die Einteilung
ist {iber der dimensionslosen Zeit T' = t/t{ vorgenommen, wobei tj nach Gleichung [3.25]
mit dem Anfangswert v, o gebildet wird. Schattiert gekennzeichnet sind die Bereiche in
denen Zerfallsvorgénge ablaufen, d.h. zusammenhéngende Fliissigkeitsstrukturen zerrei-
Ben und Sekundirtropfen ablésen. Das Diagramm enthélt die Kennlinien der minimalen
Dicke des Tropfens, T),;,, des Beginns der Zerfallsphase, T;, und der Zerfallszeit, T;. Die
fir T" > Ty, zunehmende Dicke der Tropfenscheibe ist eine Folge verschiedener Vor-
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Abbildung 6.3: Stadien des Tropfenzerfalls (On < 0.1). Experimentelle Daten-
basis: Wey = 15, 20, 25, 32, 50, 64, 81 (Dai und Faeth|2001), We, = 48.1
(Krzeczkowski[1980) und Wey = 12.5 1990).

ginge, die bei Variation der Weber-Zahl kontinuierlich ineinander iibergehen: Wolbung
der Scheibe und Blasenbildung bei Blasenzerfall, Beulen- und Blasenbildung sowie Léngs-
wachstum der zentralen Fliissigkeitssédule bei Keulenzerfall und die Ausbildung kleinska-
liger Fliissigkeitsstrukturen am Tropfenrand bei plume-shear Zerfall und Scheibenzerfall.
Das Maximum von 7, bei Wey &~ 40 wird nach ‘Dai und FaethJ durch den vergleichswei-
se langsamen Rayleigh-Zerfall der zusammenhéngenden Fliissigkeitsstruktur aus Keule
und Resttropfen (Keulenkopf) verursacht. Die von ihnen vorgeschlagene Bezeichnung des
Ubergangsbereichs zum Scheibenzerfall als plume-shear breakup riithrt von der Beobach-
tung eines langgestreckten Fliissigkeitselementes bis etwa Wey, = 80. Bei Steigerung der
Weber-Zahl im Bereich des Scheibenzerfalls éndert sich der Ablauf des Zerfallsvorganges
nur noch wenig. Nach (Chou et al. dl99ﬂ) gelten bei Wey = 250 die Werte T; = 1.5 und
T, = 5.5.

In der Literatur finden sich weitere Definitionen zur zeitlichen Einteilung der Zerfallsvor-
ginge. Eine Zusammenstellung von Zeitmaflen auf Basis einer groflen Zahl von Versuchs-
daten wird von [Pilch und Erdman M) vorgestellt. Fiir den Beginn der Ausbildung von
Blasen, Keulen oder Fliissigkeitsstrukturen am Tropfenrand geben sie folgende Korrelati-
on an

T =1.9(Weg — 12)7%2°(1 + 2.20n"°) | (6.7)

deren Verlauf &hnlich der in Abbildung enthaltenen Kennlinie T,,;, ist, zuséatzlich
jedoch den Einflufl tropfeninterner Reibungseffekte beriicksichtigt. Entsprechend formu-
lieren sie eine Korrelation fiir die Zerfallszeit, die dhnlich der Kennlinie 7; verlduft. Die
maximale Querabmessung wird nach ‘Hsiang und Faeth 41992‘) nach einer universellen
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Zeit T'= 1.6 erreicht, fiir die Zerfallszeit geben sie den Wert T, = 5 an. Zur Beriicksich-
tigung tropfeninterner Reibungseffekte empfehlen sie die Verwendung einer korrigierten
Zerfallszeit

Tf = ——F— Wep < 10°, On < 3.5. (6.8)

6.3 Kinematik und Aerodynamik des Zerfalls

Bereits wihrend der anfianglichen Abflachung und Querdeformation nehmen die Stro-
mungskrifte auf den Tropfen drastisch zu. Mit der gegen Ende der Deformationsphase
erreichten Scheibenform ist eine Uberhéhung um etwa eine Gréfienordnung verbunden,
was wiederum einen maflgeblichen Einflul auf die Beschleunigung des Tropfens hat. Diese
Effekte wurden im Rahmen der Modellrechnungen in Abschnitt [6.1.2] beriicksichtigt und
diskutiert.

Eine weitere Querausbreitung der Tropfenfliissigkeit findet mit den Auflésungsvorgingen
in der Zerfallsphase statt. Wie die Stoirohrversuche von Dai und Faeth 42001‘) zeigen,
werden infolge der abermals gesteigerten Stromungskréfte selbst die grofleren Fragmente
auf etwa 50% der Gasgeschwindigkeit beschleunigt. Eine quantitative Beschreibung der
Querausbreitung ist in Abbildung fiir Zerfallsmechanismen mit Blasenbildung zusam-
mengestellt. Charakteristisch fiir den Blasenzerfall ist die Ausdehnung des Fliissigkeitsrin-
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Abbildung 6.4: Querausbreitung der Fliissigkeitsstruktur (links) und Ande-
rung des c¢p-Wertes (rechts) wihrend des Zerfallsvorgangs

ges auf das bis iiber achtfache des anfénglichen Tropfendurchmessers, ein Wert der auch
von |Gutknecht 41996) angegeben wird. Beim Keulenzerfall ist dieser Vorgang aufgrund
der zusétzlichen Fliissigkeitsansammlung auf der Tropfenachse etwas schwécher ausge-
priagt (vgl. Abbildungen [2.3 und [2.4). Periphere Blasen- und Ringstrukturen existieren
bis in den Ubergangsbereich zum Scheibenzerfall, also bis etwa Wey = 60, werden mit ab-
nehmender Lebenszeit und Volumenanteil jedoch zunehmend durch die schubspannungs-
getriebene Filmablosung verdrangt. Wie aus Abbildung 2.5 ersichtlich, kommt es dabei
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ebenfalls zur Querausbreitung der Fliissigkeit. Zusammenfassend 148t sich feststellen, dafl
die Kinematik in der Zerfallsphase, trotz der erheblichen Unterschiede der Zerfallsmecha-
nismen, durch einen einheitlichen Wert der dimensionslosen Expansionsgeschwindigkeit
charakterisiert werden kann

dy 1 dD
W _ 2 g T>2. .
ar ot~ ” (6.9)

Dieser Wert geht auch aus den Messungen von Kim 41977), Krzeczkowski 41980) und
Gutknecht 41996‘) hervor, und gilt allgemein im Bereich Wey < 100. Chou und Faeth
(M) berichten fiir Blasenzerfall von einem niedrigeren Wert dy/dT = 1.8. Von zusétz-
lichem Interesse ist der mit dem Ubergang zum Scheibenzerfall auftretende Resttropfen.
Infolge der Ausbildung und Ablésung der umgebenden Filmstrukturen sind die Abmes-
sungen des kompakten Kerns jedoch nur schwer mefibar. 'Wierzba und TakayamaJ 41988)
berichten von einer linearen Durchmesserabnahme mit der Zeit.

Zur Charakterisierung der aerodynamischen Eigenschaften der Tropfenfliissigkeit in der
Zerfallsphase finden sich in der Literatur nur wenige, meist qualitative Angaben. Schwie-
rigkeiten bei der experimentellen Bestimmung des cp-Wertes sind im wesentlichen mit
den Auflésungserscheinungen verbunden, d.h. es kann nur noch schwer ein eindeutiger
Schwerpunkt bestimmt werden und es findet zusétzlich Massenverlust statt. Anhand der
in Abbildung 6.4 dargestellten Daten von (Chou und Faeth 41998‘) 1Bt sich in der De-
formationsphase zunéchst ein Anstieg des auf die momentane Querabmessung bezogenen
cp-Wertes feststellen, gefolgt von einem drastischen Abfall in der Zerfallsphase. Die Ab-
nahme vom Wert bei Scheibenform auf den Wert bei Kugelform wird im wesentlichen
durch Ausbildung und Aufplatzen der Blase sowie Zerfall des Ringes verursacht. Mit dem
Ubergang zum Scheibenzerfall und dem einsetzenden kontinuierlichen Massenverlust ist
eine Differenzierung zwischen Kern- und Sekundéartropfen nur noch schlecht moglich. Fiir
diese Zerfallsform geben Hsiang und Faeth d1993) einen mittleren, auf die Querschnitts-
fliche des Originaltropfens bezogenen Wert ¢cp = 5 an.

6.4 Eigenschaften der Zerfallsprodukte

Die mathematischen Grundlagen zur Beschreibung der Produkteigenschaften mittels cha-
rakteristischer Groflen und Verteilungsfunktionen wurden in Abschnitt [3.4 dargelegt. Da-
bei kann die Auswertung der Mefidaten in verschiedener Weise vorgenommen werden. Bei
der globalen Betrachtung werden sdmtliche Sekundértropfen einer Zerfallsform, ungeach-
tet der individuellen Herkunft (Ring, Blase, Keule, Grenzschicht) und der Entstehungszeit,
beriicksichtigt. Fin tiefergehendes Verstandnis der Zerfallsphdnomene ist dagegen nur auf
Basis einer differenzierten Betrachtung der Teilvorgénge mit den jeweiligen Sekundér-
tropfenspektren zu erreichen.

6.4.1 Globale Tropfengroéfien-Volumenverteilungen

Zur Charakterisierung von Sekundértropfengréfien stellen Hsiang und Faeth d1992; ‘1993)
eine umfangreiche Studie vor. Diese zeigt, daf die globale Griéflenverteilung einer Zerfalls-
form durch die auf Simmons 41977) zuriickgehende universelle Wurzel-Normalverteilung
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beschrieben werden kann. Mit Gleichung wurde diese in Form ihrer Verteilungsfunk-
tion f(z) eingefithrt. Unter Bezug auf Abbildung ist die folgende Parameterkombi-

nation vereinbart
0.5

Dy,

Bei Blasen- und Keulenzerfall ermoglicht die Verteilung die Beschreibung des gesamten
Sekundértropfenspektrums stian,&r und Faeth ‘1992‘), bei Scheibenzerfall dagegen nur des
durch periphere Fliissigkeitsablosung entstehenden Feinanteils stiang und Faeth ‘1993‘).
Deutlich ist dies an den in Abbildung [6.5] dargestellten Medaten zu erkennen. Bis in

=12, =10, o=022. (6.10)
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Abbildung 6.5:  TropfengréBen-Volumenverteilungen (z=D/Dys  mit
Dy des gesamten Spektrums gebildet). Experimentelle Daten von
Hsiang und Faeth (1992) und |Chou und Faethl (1998).

den Bereich des Ubergangszerfalls (Wey ~ 40) werden die Daten in guter Niherung
von der theoretischen Summenfunktion F(z) wiedergegeben (aus Gleichung [3.59 oder
durch numerische Integration von Gleichung [3.56). Mit dem Ubergang zum Scheibenzer-
fall (Weg ~ 70) stagniert die Zunahme des kumulierten Volumens bei V/V; ~ 0.8, was
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auf eine bimodale Auspriagung der Verteilung schlieflen 148t, wobei der Volumenanteil bei
groflen Durchmesserwerten dem Resttropfen zugeordnet wird. Um die Volumenverteilung
des Feinanteils zu quantifizieren, wird eine reduzierte Summenfunktion eingefiihrt

D0.5

Frea(z) =08 F(Kz) , mit K =
D0.5,red

, (6.11)

wobei Dy 5 yeq den massenmittleren Durchmesser des Feinanteils darstellt. Der Streckungs-
faktor K ist iiber den Zusammenhang F,.4(1) = 0.8F(K) = 0.5 definiert, dessen nume-
rische Invertierung den folgenden Zahlenwert ergibt

K = F71(0.625) = 1.145 . (6.12)

Die zweite Fragestellung betrifft die charakteristischen Durchmesser D3y bzw. Dy 5, mit
denen die Lage der Verteilung im Durchmesserspektrum festgelegt ist. Beide Groflen sind
iiber die Form der Verteilung gekoppelt und stehen fiir Weg < 40 iiber Gleichung [6.10 in
einem konstanten Verhéltnis. Mit dem bimodalen Charakter der Verteilung fiir Weq = 70
gilt dies nur noch fiir den Feinanteil des Spektrums, so dafl bei der Verhéltnisberechnung
auch die Eigenschaften des Grobanteils beriicksichtigt werden miissen. Ein mogliches Ver-

fahren hierzu findet sich in [Schmehl et alJ (2000).

‘Hsiang und Faeth 41992) geben fiir den Sauter-Durchmesser D3y den folgenden Zusam-
menhang an

D32 —69 On . 6.2
D() ) vV Weo \/ Redef ’

Zugrunde liegt diesem die in Abbildung [2.1 skizzierte Modellvorstellung einer schub-
spannungsgetriebenen Fliissigkeitsablosung und die direkte Proportionalitét zwischen Dso
und der Dicke d; der Fliissigkeitsgrenzschicht am gréfiten Durchmesser des Tropfens.
Ausgangspunkt der formalen Ableitung ist die mit Gleichung [3.37 gegebene Grofienord-
nungsbeziehung, Wobei‘Hsiang und Faeth anstelle der charakteristischen Geschwindigkeit
v allerdings die Geschwindigkeit v* verwenden. Bemerkenswert ist, dafl Gleichung [6.13]
trotz des zugrundegelegten Grenzschichtmechanismus auch im Bereich méfiger Weber-
Zahlen, also fiir Blasen- und Keulenzerfall, eine gute Beschreibung der Tropfengrofien
ermoglicht.

On < 0.1 ,Wey < 10% . (6.13)

Bei Verwendung der Oberfléchengeschwindigkeit v} nach Gleichung [3.38 und der ent-
sprechenden Reynolds-Zahl Re, ergibt sich eine Variante des Zusammenhangs. Mit der
Annahme 6,/ Dy ~ Re;%? folgt

Dsy ol [pa K
—— =/ — . 6.14
Dy Ha 'y P \/Redef ( )

Auf der Grundlage von Gleichung 6.13| verwenden Schmehl et al. 42000) die korrigierte
Weber-Zahl We; nach Gleichung 6.2 bzw. nach Gleichung [6.3. Durch Anpassung der
Kennzahlexponenten an die Mefidaten von ‘Hsiang und Faeth erhalten sie

= — 1.5 On®? We; "%, (6.15)
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Abbildung 6.6: Globaler Sauter-Durchmesser der Zerfallsprodukte. Experi-
mentelle Daten von Hsiang und Faeth 41992)

Zusammenfassend ist dies in Abbildung [6.6 dargestellt. Auffillig ist, dafl die experimentel-
len Daten fiir den Maximalwert On = 0.039 deutlich groflere Sauter-Durchmesser zeigen.
Fiir die tibrigen Werte der Ohnesorge-Zahl ist keine eindeutige Tendenz auszumachen,
wobei die Korrelation nach Gleichung die Abhéngigkeit jedoch grundsétzlich besser
wiedergibt. Die starken Variationen fiir Weg < 70 weisen auf den Ubergang der Zerfalls-
mechanismen bei Annéherung an den Scheibenzerfall hin. @) verfeinert die Mo-
dellvorstellung unter Zugrundelegung einer linearen Stabilitédtstheorie sowie empirischer
Zerfallszeiten. Wie aus Abbildung 6.6/ hervorgeht, ergibt sich jedoch keine wesentliche
Verbesserung der globalen Beschreibung. Es soll deshalb im folgenden zwischen den ver-
schiedenen, sich wiahrend des Zerfallsvorganges ausbildenden Fliissigkeitsstrukturen und
deren individuellen Tropfenspektren differenziert werden.

6.4.2 Differenzierte Analyse der Sekundirtropfengréfien

Unterschieden wird zwischen kleinen Sekundartropfen, die durch Zerfall diinner Filmstruk-
turen entstehen, und grofleren Fragmenten des Ring-, Keulen- und Resttropfenzerfalls.
Typisches Beispiel fiir die stark unterschiedlichen Sekundértropfengréfien des Ringzerfalls
und des Blasenplatzens ist die bimodale Grofienverteilung des Blasenzerfalls, wie sie von

‘Komabayasi et al. 41964) oder |Gelfand et al. 41974) festgestellt wurde. Kein bimodaler
Charakter ist dagegen anhand der in Abbildung [6.5 gezeigten Groflenverteilungen fest-
zustellen. Auf diesen Widerspruch wird gegen Ende dieses Abschnitts zuriickgekommen.

Wichtige Informationen zur rdumlichen Struktur der Zerfallsvorgéinge im gesamten in-
teressierenden Bereich der Weber-Zahl liefert die Studie von [Dai und Faeth 42001). Die
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Daten sind in Abbildung [6.7 zusammengestellt. Zum Restanteil des Volumens ist an-
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Abbildung 6.7: Volumenanteile (links) und Sauter-Durchmesser (rechts) der
Tropfenpopulationen, differenziert nach ihrer Herkunft. Experimentelle
Daten von Dai und Faeth 42001‘)

zumerken, das es sich fiir Weg < 25 um den abgelosten Kopf der Keule handelt, der
aufgrund seiner Grofle oft durch nachtréglichen Blasen- oder Keulenzerfall zerstort wird
dGutknecht‘ ‘1996‘). Fiir groere Werte von Wey bildet sich dagegen ein zusammenhén-
gender Komplex aus Keulenkopf und Keule aus, der durch langsamen Rayleigh-Zerfall
in wenige grofle Fragmente zerfillt (vgl. Abbildung [6.3). Fiir Weq = 40 iiberlagert sich
diesem Vorgang die Ablosung von Film- und Fadenstrukturen am Tropfenrand. Samtli-
che aus diesen Teilzerfallsprozessen hervorgehenden Tropfen sind in Abbildung als
Restvolumen zusammengefafit. Mit Verschwinden der Ringstrukturen verschwindet dieser
Volumenanteil (V/Vy — 1). Entsprechend ist der Sauter-Durchmesser des Restvolumens
als Durchmesser eines volumenéquivalenten Einzeltropfens festgelegt und hat somit nur

bei intaktem Keulenkopf eine unmittelbare physikalische Bedeutung.

Fiir reinen Blasenzerfall bei Weq = 15 —17 geben‘Chou und Faeth 41998‘) folgende Daten
je Einzelereignis an

Ringtropfen: N =17 - 18, D/Dy = 0.29, (6.16)
Knotentropfen (Ring): N =4-6, D/Dy = 0.38 — 0.46, (6.17)
Blasentropfen: N = 6000, D/Dy = 0.03 — 0.05. (6.18)

Wenn, wie Dai und Faeth empfehlen, die Tropfenpopulationen in erster Naherung jeweils
als monodispers betrachtet werden, ist wegen des erheblichen Volumenanteils der Bla-
sentropfen ein ausgeprigt bimodaler Charakter der Grofenverteilung zu erwarten. Uber
Gleichung [3.51 148t sich ein Schatzwert fiir den globalen Sauter-Durchmesser berechnen,
der ebenfalls in Abbildung 6.7 eingetragen ist und der mit D3,/ Dy = 0.12 deutlich unter-
halb der in Abbildung dargestellten Meflwerte liegt. (Chou und Faethl fiihren dies auf
eine Unterrepréasentation der Blasentropfen in den Originaldaten von Hsiang und Faeth)
M) zuriick. Anstelle einer direkten mefitechnischen Erfassung der sehr kleinen Tropfen
wird der Volumenanteil in den neueren Untersuchungen durch Differenzbildung ermittelt.
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Aus Abbildung geht hervor, dafl die Bildung von Blasen- und Ringtropfen inner-
halb enger, aufeinanderfolgender Zeitfenster stattfindet, und zwar deutlich friiher als die
Fragmentierung von Keule und Resttropfen durch Rayleigh-Zerfall. Wegen der fehlenden
Informationen zu Anzahl und Groéfe der Fragmente des Rayleigh-Zerfalls ist eine Abschét-
zung des globalen Sauter-Durchmessers auf Basis der Einzelpopulationen fiir Weq = 32
nicht mehr moglich. Dies gilt auch fiir reinen Scheibenzerfall, bei dem nach Beendigung
der Fliissigkeitsablosung meist noch ein Aufbrechen des verbleibenden Resttropfens statt-
findet (Samenfink M) Deutlich spiegelt sich der Effekt in dem von [Hsiang und Faeth
M) gemessenen Grofenbereich, D/Dy = 0.12 — 0.3 wieder, der deutlich unterhalb des
volumenéquivalenten Einzeltropfendurchmessers D/Dy = 0.58 (V/Vy = 0.2) liegt.

Im Gegensatz zu den besprochenen Teilzerfallsprozessen mit eher diskretem Charak-
ter, ist die Ablosung der Fliissigkeit am Tropfenrand ein kontinuierlicher Vorgang. Nach
Hsiang und Faeth 41993‘) findet die Ablosung so lange statt, bis der Momentanwert der
Bond-Zahl infolge der Beschleunigung des Tropfens den Wert Bo. = 16 unterschreitet.
Chou et all 41997) untersuchen den zeitlichen Verlauf des Scheibenzerfalls im Bereich
125 < Weg < 375 und stellen fest, dal die GroBenverteilung des erzeugten Tropfenspek-
trums zu jedem Zeitpunkt durch eine universelle Wurzel-Normalverteilung beschrieben
werden kann. Sie geben folgende Korrelationen an

Dsy T: T, <0.002, (6.19)

Dy 0.09 , T > 0.002 , '
——2 =042 8(T - 3. 1.5<T <55. 2
—r 0.42exp [0.8(T — 3.5)%] , 5<T <55 (6.20)

Der Zeitverlauf des Sauter-Durchmessers wird hierbei auf dem Zeitmafl T; = t/t7, gebil-
det mit der charakteristischen Wirbeldiffusionszeit nach Gleichung [3.41, in eine instatio-
niare und eine quasistationire Phase eingeteilt. Dagegen stellt Gleichung [6.20/ den auf
die Anfangsmasse bezogenen Massenverlust des Tropfens dar, formuliert auf dem Zeit-
maBl 7" = t/t*. Mit dem Feinanteil des Tropfenspektrums und der Maximalgrofe des
Resttropfens, D/Dy = 0.58, 1d8t sich fiir den globalen Sauter-Durchmesser bei Schei-
benzerfall der Maximalwert D3;/Dg = 0.11 angeben. Wie bei den Zerfallsvorgéngen bei
niedrigen Weber-Zahlen liegt auch dieser Wert deutlich unterhalb der in Abbildung 6.6
dargestellten MeBwerte, was ebenfalls auf eine Unterreprisentation kleiner Tropfen in der
Originalstudie von Hsiang und Faeth d1992) hinweist.

6.4.3 Sekundirtropfengeschwindigkeiten

Es soll abschlieend die durch den Zerfallsvorgang aufgeprigte Geschwindigkeit der Frag-
mente beschrieben werden. Da der Feinanteil der Zerfallsprodukte sehr schnell von der
Relativstromung mitgerissen wird und die Bewegung der gréfleren Fragmente eher durch
den Eigenimpuls bestimmt ist, bietet sich auch hier eine Unterscheidung beziiglich der
Herkunft der Tropfen an.

Bei Blasenzerfall kommt den Ringtropfen eine besondere Bedeutung zu. In erster Néhe-
rung {ibernehmen diese den Querimpuls des expandierenden Fliissigkeitsrings und bewe-
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gen sich mit der durch Gleichung [6.9 angegebenen Quergeschwindigkeit weiter

v, dy

el 3.2. (6.21)
Nach |Chou und Faeth 41998) ist hierbei eine leichte Geschwindigkeitsiiberhohung der
Ringtropfen gegeniiber den schwereren, aus den Knoten des Ringes gebildeten Tropfen
festzustellen. Da durch den Rayleigh-Zerfall keine wesentlichen Impulskomponenten aufge-
priagt werden, iibernehmen die aus Keule und Keule-Resttropfenkomplex hervorgehenden
Fragmente im wesentlichen den Impuls des Muttertropfens.

Bei der schubspannungsgetriebenen Fliissigkeitsablosung entstehen dagegen Sekundér-
tropfen, die sich mit vergleichsweise grofien Geschwindigkeiten vom Kerntropfen entfer-
nen. Ursache hierfiir ist die Beschleunigung der Fliissigkeit in der Grenzschicht sowie die
chaotischen Bewegungen der zerfallenden Filmstrukturen am Tropfenrand. |Chou et al.
M) stellen fest, dal die Geschwindigkeiten bei Ablosung nahezu unabhéngig von der
Tropfengrofle und der Entstehungszeit sind. Sie geben volumetrische Mittelwerte an, die
bei Ubergang zum tropfenfest mitbewegten Bezugssystem wie folgt lauten (Feinanteil,
125 < Wey < 375)

v %

— =-95, = =0. (6.22)
v v
Der Beschleunigungseffekt zeigt sich deutlich bei Bezug der Mittelwerte auf die Relativ-
geschwindigkeit, U, /v, = —0.37, wonach die Tropfen im Mittel bei der Ablésung vom

Muttertropfen bereits 37% der Gasgeschwindigkeit erreicht haben. Zur Beschreibung der
Geschwindigkeitsschwankungen geben |Chou et al] volumetrisch gemittelte RMS-Werte
an, deren Ubertragung ins mitbewegte Bezugssystem lautet

' n
= _031, v 037, (6.23)

Urel — Uz Urel — Uz

Zur Normierung ist hier die Geschwindigkeit der Sekundértropfen relativ zur Gasstrémung
verwendet. Entsprechend ergeben sich v’, /v, = 0.20 und v/, /v, = 0.23.
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7 Zusammenfassung

Die numerische Berechnung disperser Zweiphasenstromungen wird heute vielfach zur Aus-
legung und Optimierung technischer Gemischbildungsprozesse, wie z.B. der Gemischauf-
bereitung fiir Verbrennungskraftmaschinen, eingesetzt. Dabei héangt die Genauigkeit der
Berechnungsverfahren entscheidend von der Modellierung des Einzeltropfenverhaltens ab.
Neben der Bewegung und Verdunstung der Tropfen miissen bei hoheren Relativgeschwin-
digkeiten auch die Deformation und der Zerfall durch aerodynamische Kréfte beriick-
sichtigt werden. Wichtig ist die Kopplung der Vorgénge. Einerseits konnen Verdunstung,
Deformation und Zerfall die aerodynamischen Eigenschaften eines Tropfens und damit
sein Bewegungsverhalten beeinflussen, andererseits wirkt die Bewegung im Stromungsfeld
iiber die zeitliche Variation der Relativstromung auf die Vorgédnge am Tropfen zuriick.
Diese beeinflussen sich auch untereinander. So fithrt die Oberflachenvergréflerung in der
Regel zu einer verstiarkten Verdunstung der Fliissigkeit, wihrend die von der Oberflidche
weggerichtete Konvektionsstromung die Wirkung aerodynamischer Schubspannungen auf
den Tropfen abschwécht.

Vor dem Hintergrund dieser Problemstellung werden in der vorliegenden Arbeit zunéchst
grundlegende Aussagen iiber die Wirkungsweise der an Deformation und Zerfall betei-
ligten Stromungsmechanismen gemacht. Zu diesem Zweck wird auf eine umfangreiche
Zusammenstellung existierender experimenteller und theoretischer Erkenntnisse zuriick-
gegriffen und diese durch eigene Dimensions- und Zeitskalenanalysen ergéanzt. Fiir die im
Zusammenhang mit der Gemischaufbereitung wichtige sprunghafte aerodynamische Be-
aufschlagung werden zwei wesentliche Modellmechanismen identifiziert: die Verformung
und der Zerfall des Tropfens infolge der aerodynamischen Druckverteilung (bei schwacher
bis méBig starker Beaufschlagung im Bereich Wey < Wey ) sowie die kontinuierliche Ab-
16sung feiner Fliissigkeitsstrukturen infolge der aerodynamischen Schubspannungen (bei
stéarkerer Beaufschlagung mit Wey > Wey ).

Kernelement der Arbeit sind Modellanséitze zur Beschreibung der Verformungsdynamik
eines Tropfens bei zeitlich variierender Umstrémung. Das Normalmodenmodell fiir kleine,
sonst beliebige Verformungen baut auf der Normalmodenanalyse der Verformungsdynamik
auf und wird aus einer Kréftebetrachtung nach ) sowie alternativ aus einer
Energiebetrachtung nach ) abgeleitet. Die unterschiedlichen Reibungsterme
der beiden klassischen Theorien konnen in dieser Arbeit auf eine abweichende Behandlung
der dynamischen Randbedingung an der Tropfenoberfliche zuriickgefiihrt werden. Um die
Ansitze auf quasistationér variierende Umstromungsverhéltnisse zu erweitern, werden die
Modalkoeffizienten Cy — C'5 von 48 Druckverteilungen auf umstromten Kugeloberflachen
als Korrelationen der Reynolds-Zahl dargestellt.

Die zur Beschreibung groflerer Streck-Stauch-Verformungen entwickelten nichtlinearen
Modelle bauen dagegen auf einer ndherungsweisen Darstellung des deformierten Trop-
fens als Rotationsellipsoid auf. Wihrend dem NLTAB3-Modell eine komponentenweise
Betrachtung der axialen und radialen Verformungsstromung und Beschreibung der Mo-
dellterme iiber Punktmassen- bzw. Projektionsflichen-Ansétze zugrundeliegt, basiert das
PTB-Modell auf gekoppelten potentialtheoretischen Ansétzen zur Beschreibung der Ver-
formungsstromung und der Ellipsoidumstromung. Als Fazit 148t sich festhalten, daf} die
Beschreibung der aerodynamischen Kraftwirkungen die zentrale Schwierigkeit der analyti-
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schen Modellbildung darstellt. Ursache ist einerseits die Komplexitét der Umstréomung, die
bereits bei méBiger Reynolds-Zahl ablost und mit zunehmender Geschwindigkeit durch ein
asymmetrisches, dann instationédres und schlieflich turbulentes Nachlaufgebiet geprégt ist,
andererseits die tiberlagerte Wirkung der aufgeprigten Schubspannungen, die im Rahmen
der analytischen Modellbildung unberiicksichtigt bleibt. Bei den nichtlinearen Modellen
sind diese Effekte in einem aerodynamischen Wirkungskoeffizienten C; zusammengefafit,
mit welchem die Modellgleichungen an empirische Daten angepafit werden kénnen. Der
EinfluB dynamischer Tropfenverformung auf das Bewegungsverhalten wird iiber die Ande-
rung der Querschnittsfliche und des aerodynamischen Widerstandsbeiwertes c¢p beschrie-
ben. Letzterer wird als Funktion des Formfaktors £ mittels quadratischer Interpolation
zwischen den Grenzfillen der Kugel- und Scheibenform dargestellt.

Die systematische Validierung der Modellansétze umfafit Problemstellungen zunehmender
Komplexitat: freie Formschwingungen, stationédre Deformation, dynamische Deformation
bei sprunghaft einsetzender, konstanter Anstromung, quasistationdre Deformation beim
freien Fall aus der Ruhelage sowie dynamische Deformation beim Durchfallen einer ho-
rizontalen Diisenstréomung. Hinsichtlich der Formschwingungen ist festzustellen, dafi die
mit zunehmender Amplitude beobachtete Frequenzverschiebung und Periodenasymme-
trie allein durch die nichtlinearen Modelle wiedergeben wird. Entsprechend wirkt sich die
Berticksichtigung nichtlinearer Effekte auf die Dynamik grolerer Verformungen durch auf-
gepriagte Stromungskréfte aus, bei der Sprungbeaufschlagung insbesondere auf den Zeit-
punkt maximaler Verformung. Dagegen ist der Wert der Maximalverformung im wesent-
lichen durch den aerodynamischen Wirkungskoeffizient C'; bestimmt. In der vorliegenden
Arbeit wird dieser so angepafit, dafl bei Sprungbeaufschlagung mit der kritischen Weber-
Zahl Wey, = 13 gerade der empirische Wert der kritischen Querabmessung y. = 1.8
erreicht wird. Es ergeben sich Werte im Bereich 1.0 < Cy < 1.1.

Die Berechnungen mit dem Normalmodenmodell lassen eine durchgehende Unterbewer-
tung kleiner Deformationen erkennen. In der vorliegenden Arbeit wird dies auf die idea-
lisierte Randbedingungen an der Tropfenoberfliche zuriickgefiihrt: bei stationédrer Beauf-
schlagung auf die Vernachlissigung tropfeninterner Wirbelstromung infolge aufgepragter
Schubspannungen, bei Sprungbeaufschlagung auf die vernachléssigte Wirkung instatio-
ndrer Spannungsbeitrige. Zur qualitativen Bewertung der Effekte sind weitergehende Stu-
dien notwendig, z.B. auf Basis direkter numerischer Simulationen. Sowohl die linearen wie
auch die nichtlinearen Modellrechnungen zeigen, daf§ allein die zeitaufgeloste Formkor-
rektur des Stromungswiderstandes eine korrekte Beschreibung des Bewegungsverhaltens
deformierter Tropfen ermdoglicht, eine quasistationére Beschreibung dagegen nur begrenzt
einsetzbar ist. Von wesentlicher Bedeutung ist in diesem Zusammenhang auch der Effekt
anfinglicher Deformation der Tropfen, der in experimentellen Studien oft nicht beachtet
wird und zu groflen Fehlern fithren kann.

Schliefllich werden die dynamischen Verformungsmodelle zur Beschreibung des Tropfen-
zerfalls erweitert. Grundlage ist eine Differenzierung der verschiedenen Zerfallsformen an-
hand des Momentanwertes der Weber-Zahl beim Uberschreiten der kritischen Deforma-
tion. Dieses im Rahmen der Arbeit entwickelte Konzept erméglicht eine nédherungswei-
se Beschreibung der Wirkung zeitlich variierender Relativstromungsbedingungen auf den
Tropfenzerfall. Das Potential der Modellerweiterung wird anhand einer numerischen Para-
meterstudie der Zerfallsklassifizierung bei Sprungbeaufschlagung verdeutlicht. Ergéinzend
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wird eine empirische Beschreibung der Vorgénge in der Zerfallsphase vorgenommen. Dif-
ferenziert nach den verschiedenen Zerfallsformen umfafit diese die zeitlichen Stadien, die
Kinematik, die aerodynamischen Eigenschaften des Tropfens sowie die Eigenschaften der
Zerfallsprodukte.

Mit den dargelegten Ansétzen steht eine allgemeingiiltige und effiziente Modellbeschrei-
bung der Tropfendynamik in inhomogenen Stromungsfeldern zur Verfiigung. Beriicksich-
tigt sind insbesondere die Kopplungen zwischen der Bewegung, der Verformung und dem
Zerfall des Tropfens. Gerade in Bezug auf technische Gemischbildungsprozesse sollte sich
auf Basis der neu entwickelten Ansétze eine entscheidende Verbesserung der Genauigkeit
numerischer Simulationsrechnungen erzielen lassen.
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A Reihenentwicklung der Druckverteilungen

Entsprechend der Reihenentwicklung kann eine Druckverteilung p,(f) auf einer Ku-
gelfliche als Funktion der Entwicklungskoeffizienten C),, dargestellt werden. Um die Ko-
effizienten auf Basis einer begrenzten Anzahl diskreter Druckwerte py(6;) zu bestimmen,
wird anstelle der Definitionsgleichung [4.16 eine Anpassung der Reihenentwicklung durch
Minimierung der Fehlerquadrate vorgenommen. Verwendet wird zu diesem Zweck ein Ver-
fahren der singular value decomposition dPress et al.H1992).

Bei Berechnungen mit dem Normalmodenmodell werden in der Regel nur die ersten Mo-
den P, bis Ps bendtigt, so dafl es zunéichst sinnvoll erscheint, auch bei der Anpassung
der Druckverteilungen nur die ersten Reihenglieder zu beriicksichtigen. Je nach Form der
Verteilung konvergieren die Reihenentwicklungen zum Teil jedoch nur langsam, was dazu
fithrt, da3 die Anpassung der Koeffizienten mafigeblich durch die Anzahl der beriick-
sichtigten Reihenglieder beeinflufit wird. Um diesen Diskretisierungsfehler zu minimieren,
wird bei der Anpassung eine groffe Anzahl Reihenglieder zugrundegelegt. Diese ist alleine
durch die Anzahl der je Verteilung zur Verfiigung stehenden Druckwerte p,(6;) begrenzt.
Numerisch berechnete Druckverlaufe aus der Literatur sind auf Basis von 37 Stiitzstellen
iibernommen. Obwohl bei der Anpassung auch Koeffizienten hoherer Ordnung von zum
Teil nicht unbedeutendem Betrag (C,, ~ 0.1) berechnet werden, kénnen diese hinsichtlich
der Tropfenverformung vernachlassigt werden. Gerechtfertigt ist dies aufgrund der star-
ken Dampfung héherer Moden, worauf bereits im Rahmen der Diskussion gegen Ende von

Abschnitt hingewiesen wurde.

Eine Zusammenstellung der Entwicklungskoeffizienten Cy bis Cy fiir insgesamt 48 Druck-
verteilungen aus der Literatur ist in den Tabellen [A.1] und [A.2 enthalten. Fiir kleine
Reynolds-Zahlen (Re < 1) néhern sich diese den Koeffizienten C; = 6/Re und Cy = 1
der Losung nach Oseen an (z.B. Clift et al.H1978‘)

s — Moo 6
pg U;:l = gpl(cos 0) + Py(cosb) . (A.1)

Aufgrund der Dominanz von C); koénnen die restlichen Koeffizienten in diesem Bereich
nur mit groflen relativen Fehlern bestimmt werden. Diese Problematik wurde bei der
Bestimmung der Korrelationen beriicksichtigt, indem fiir kleine Reynolds-Zahlen
eine asymptotische Annéherung an die oben angegebenen Koeffizienten gefordert wurde.

Bis auf die experimentellen Verteilungen von Flachsbart 41927) und|Achenbach 41972) na-
he des laminar-turbulenten Umschlags der Grenzschichtstromung, werden numerische Si-
mulationen der Kugelumstromung zugrundegelegt. Fiir Re > 210 geht die Axialsymmetrie
der bereits oberhalb von Re = 20 abgelosten Umstromung verloren, so daf§ auch die Druck-
verteilung iiber den Azimutwinkel ¢ variiert. Im Bereich Re = 270 — 300 findet mit der
periodischen Wirbelablosung der Ubergang zur instationéiren Stromung statt, so daf die
Druckverteilung auf der Kugeloberfldche nun auch mit der Zeit variiert. Die bis etwa Re =
10® eingesetzten Simulationsverfahren basieren auf Finite-Elemente-, Finite-Volumen-
oder Spektral-Methoden. Dagegen wurde von (Constantinescu und Squires dQOOO) zur Si-
mulation der Kugelumstrémung bei Re = 10* und Re = 10° aufgrund der im Nachlauf
auftretenden Turbulenzstrukturen ein Large-Eddy- bzw. Detached-Eddy-Verfahren ver-
wendet. Der Vollstindigkeit wegen sei abschliefend die Reihenentwicklung der Druckver-




Re
0.01

100
100
100
100
100
100

Zitiert in

Le Clair et al. (1970)
Le Clair et al. (1970)
Le Clair et al. (1970)
Woo (1971)

Magnaudet et al. (1995)
Le Clair et al. (1970)
Dennis und Walker (1971)
Le Clair et al. (1970)
Dennis und Walker (1971)
Woo (1971)

Magnaudet et al. (1995)
Le Clair et al. (1970)
Dennis und Walker (1971)
Gebing (1994)

Le Clair et al. (1970)
Dennis und Walker (1971)
Tomboulides et al. (2000)
Le Clair et al. (1970)
Woo (1971)

Gebing (1994)
Magnaudet et al. (1995)
Tomboulides et al. (2000)
Lee (2000)

Co
8.1032
0.7079

-0.03692
0.2078

-0.2144

-0.1492

-0.1944

-0.1857

-0.2512

-0.1884

-0.2349

-0.2081

-0.2185

-0.2162

-0.2226

-0.2193

-0.2480

-0.2507

-0.2343

-0.2228

-0.1873

-0.2467

-0.2263

Ch
999.2500
60.8340

6.8191
6.7153
6.9049
1.8344
1.8443
1.1529
1.1639
1.1455
1.1598
0.7634
0.7563
0.8236
0.6141
0.5371
0.5078
0.3804
0.3602
0.4101
0.3742
0.3953
0.3761

Cy

1.1188
1.1112
1.0190
1.0229
0.9843
0.8660
0.8909
0.8147
0.8626
0.8291
0.8218
0.7782
0.7916
0.8111
0.7644
0.7542
0.7534
0.7141
0.6951
0.7248
0.7170
0.7168
0.6883

Cs Cy Cs

0.1168  -0.04235 -1.744e-3
7.297e-3 -2.729e-4 2.524e-3
7.209e-3 5.829e-4 1.158e-4

0.02217 -0.01880 -4.254e-3
-0.06258 -4.097e-3 0.07022
0.04803  1.886e-3 -3.956e-4
0.05766  0.02039 -5.048e-3
0.08654  1.788e-3 -1.916e-3
0.1086 8.517e-3 -8.586e-3
0.09062  6.196e-3 5.090e-3
0.03615 -0.03653 -0.03391
0.1382 4.656e-4 -4.376e-3
0.1408 7.038e-3 -5.625e-3
0.1097  -0.02153 -5.667e-3
0.1740 7.434e-4 -6.137e-3
0.1976 2.524e-4 -7.474e-3
0.2117  -9.446e-3 -0.01196
0.2830  -1.990e-3 -0.02618
0.2786 8.793e-3 6.937e-4
0.2805 -0.01670 -0.03541
0.2727  -8.680e-3 -0.03158
0.2717  -8.653e-3 -0.02801
0.2626 0.01239 -0.01566

Cs

0.07052
-6.392¢-4
2.033e-4
-0.02340
0.03323
1.473e-4
-0.01080
1.225e-3
-0.01202
-3.749¢e-3
-0.01648
9.890e-4
2.955e-3
2.696e-3
1.884e-3
-1.457¢-3
4.143e-3
8.207e-3
-3.280e-3
0.01006
0.01357
9.103e-3
6.921e-3

Tabelle A.1: Modalkoeffizienten fiir Druckverteilungen auf umstromten Kugeln

Cy Cs

-0.05097 -0.02243
5.854e-4 -7.154e-4
1.559e-4 4.129e-4
0.01047  0.02628

-0.06750 -0.02590

-1.186e-4 -2.169¢-4
8.499e-4 -3.811e-3
2.221e-4 -7.377e-4

-0.01309 -5.935e-3

-6.353e-3 4.434e-3

-0.02037 -9.935e-3
4.588e-4 -3.287e-4
2.771e-3 -0.01464

-5.194e-4 1.328e-3

-6.736e-4 3.741e-4

-5.687e-3 -5.042e-3

-3.202e-3 -4.115e-4

-1.533e-3 1.504e-3

-9.943e-3 3.478e-3
2.070e-3 5.499e-4
1.697e-3 7.151e-3

=7.706e-4 1.755e-3
5.331e-3 4.580e-3
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Re
150
200
200
200
200
300
300
300
300
300
350
400
400
400
450
450
500
1000
1000

10000 Constantinescu et al. (2000)

Zitiert in

Tomboulides et al. (2000)

Le Clair et al. (1970)

Gebing (1994)

Tomboulides et al. (2000)

Lee (2000)

Le Clair et al. (1970)

Gebing (1994)
Gebing (1994)

Magnaudet et al. (1995)

Lee (2000)

Bagchi et al. (2001)
Woo (1971)
Gebing (1994)
Gebing (1994)
Gebing (1994)
Gebing (1994)
Bagchi et al. (2001)
Gebing (1994)
Gebing (1994)

Co

-0.2402
-0.2522
-0.2117
-0.2269
-0.2111
-0.2006
-0.1621
-0.2082
-0.1905
-0.2006
-0.2262
-0.3112
-0.1431
-0.2248
-0.1354
-0.2132
-0.2415
-0.2444
-0.3484
-0.2076

10000 Constantinescu et al. (2000) -0.1891
100000 Constantinescu et al. (2002) -0.2603
162000 Achenbach (1972)
163000 Flachsbart, (1927)

-0.2451
-0.2787

Ch
0.3441
0.3005
0.3354
0.3205
0.3010
0.2892
0.2841
0.3207
0.2650
0.2892
0.2709
0.2545
0.2693
0.3249
0.2582
0.3152
0.2673
0.3264
0.3595
0.2688
0.2615
0.3225
0.3122
0.3346

Cy
0.6893
0.6675
0.6606
0.6653
0.6410
0.6060
0.6175
0.6319
0.5900
0.6060
0.5971
0.6117
0.5724
0.6214
0.5669
0.6013
0.5809
0.5393
0.6458
0.4487
0.4441
0.4574
0.4527
0.4725

Cs
0.3130
0.3583
0.3497
0.3363
0.3217
0.3465
0.3721
0.3797
0.3751
0.3465
0.3778
0.4385
0.4121
0.4069
0.4089
0.4183
0.4190
0.4480
0.4731
0.4408
0.4379
0.4391
0.4089
0.4387

Cy
-2.206e-3
0.01894

7.375e-3
2.100e-3
0.02173
0.01634
0.03899
0.02358
0.04164
0.01636
0.03267
0.09670
0.02747
0.01562
0.05068
0.02330
0.04278
0.05480
-0.01646
0.1734
0.1645
0.1688
0.1764
0.1410

Cs

-0.04212
-0.05123
-0.06566
-0.05804
-0.03867
-0.04664
-0.09118
-0.08637
-0.08443
-0.04658
-0.07925
-0.07396
-0.07343
-0.08560
-0.08335
-0.07948
-0.06407
-0.06061
-0.07160
-0.07992
-0.07439
-0.06618
-0.05629
-0.07951

Cs C7
0.01130 -3.811e-3
0.01460 -3.413e-3
0.01338  6.828e-4
0.01824 -2.320e-3

6.580e-3 -6.747e-4
-3.300e-3 5.741e-3

0.01218  7.378e-3
9.213e-3 -5.160e-4
0.02592 -8.304e-3
-3.170e-3  5.794e-3
9.718e-3 6.796e-3
0.01366  6.765e-4
-0.01908  0.02842
-8.403e-3 0.01395
-0.02653  0.03693
-0.01789  0.01515
-3.704e-3 0.01597
-0.04320  0.02718
-0.01536  0.02496
-0.09889  9.271e-3
-0.09462  0.01008
-0.09173 -0.02241
-0.07313 -0.04791
-0.08577  6.668e-4

Tabelle A.2: Modalkoeffizienten fiir Druckverteilungen auf umstromten Kugeln

Cs
5.597e-3
6.058e-3
4.667e-3
9.163e-3
5.629e-3
4.224e-4
4.873e-3
0.01885
0.01693
3.898e-4
0.01932

-1.695e-3

-5.138e-3
8.151e-3

-0.01400
6.036e-3

-0.01330
8.965e-3

-1.859¢-3
0.06245
0.06176
0.06399
0.05857
0.04876
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teilung bei Potentialstromung genannt

Ps — Po
£ 2

2 Urel

= —%Po(cos 0) + gPQ(COS 0) . (A.2)

B Implementierung der Verformungsmodelle

Die simultane Integration von Bewegungs-, Verdunstungs- und Verformungsgleichungen
wird im Stréomungsprogramm Ladrop2 iiber der dimensionsbehafteten Zeit ¢ vorgenom-
men. Die Riicktransformation der Modellgleichungen (2.2} [4.83, [4.84] [4.85, [4.86] und [4.35|
mithilfe der Momentanwerte der charakteristischen Zeit ¢¥, der Weber-Zahl We und der
Ohnesorge-Zahl On fiihrt auf die folgenden Ausdriicke der Verfomungsbeschleunigungen

TAB:

Py 1 (1 dy

CF  — = 20,We — 64 (y — 1)] — 40 On =2 B.1

- L L pcawe—oa(y- ) -0 00 2] (5.1
NLTAB1:

Py 1 (120 L dy

dy L L - 1)| — 4000 L% B.2

dr? t:{t;{y We =640y )} OO (B2)
NLTAB2:

dy 1 (1 [2C, 1dS 1 dy

Y 2 12 We—20 =2 | —go0n Y B.3

dt? tj;{tj;[y ¢ Sody} R (B3)
NLTAB3:

w2+ —1(3 d? 1 1 [2C 1dS 1d 8 d 2
Yy Yy 2 Yy y7 Yy
— — )= === _ — | On —=-< - B.4
{ [ We — 20 } 40 On }+ 2 1+ 16 (dt) (B.4)

2+ 16 dt® A s T So dy y? dt

PTB:

1 2] d%y 1 (1 [15Cy\ 1dS 1 dy 2 (dy\”

il R ik A e We —20 ——| —400n —=—= » + — | —= B.5
3[+y6}dt2 t;{t:h y T Sedy vra T \a) B
NM:

2
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