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Kurzfassung

Einleitung

Da der Erstarrungsvorgang bei der Herstellung von Werkstoffen einen entscheidenden
Einfluf} auf die Materialeigenschaften hat, ist die Kenntnis von der dynamischen Ent-
wicklung der Phasengrenzen in Raum und Zeit wihrend der Erstarrung von grofiem In-
teresse. In realen metallischen Legierungssystemen ist die Ausbildung der Mikrostruk-
tur im Experiment in-situ nicht zu beobachten. Neben Versuchen mit transparenten,
organischen Modellsubstanzen liefern vor allem Mikrostruktursimulationen entschei-
dende Aufschliisse iiber die Entstehung der Gefiigestruktur. Bei der Erstarrung treten
in experimentellen Gefiigen komplexe und vielseitige Wachstumsmorphologien auf.

Traditionell werden Phaseniibergidnge mathematisch durch freie Randwertprobleme be-
schrieben, bei denen eine Grenzfliche durch eine scharfe Oberfliche der Dicke Null dar-
gestellt wird. Zur Realisierung der physikalischen Mechanismen bei der Beschreibung
der Dynamik der Phasengrenzen miissen an den Oberflichen geeignete Randbedingun-
gen vorgeschrieben werden. Zur Festlegung der Randbedingungen ist es erforderlich,
die Geometrie der Phasengrenzen und deren Entwicklung mit der Zeit zu kennen. Dies
fithrt bei der mathematischen Behandlung und numerischen Umsetzung eines solchen
freien Randwertproblems zu erheblichen Schwierigkeiten, falls die Grenzflichen keine
einfache Geometrie besitzen.

Gerade fiir die Behandlung der zeitlichen Entwicklung komplexer Oberflichengeome-
trien und Wachstumsmorphologien hat der Phasenfeldformalismus mafigebliche Erfolge
erzielt und eine numerische Simulation vieler, experimentell beobachtbarer Strukturen
iiberhaupt erst ermdglicht. Dadurch hat die Phasenfeldmethode in den letzten Jah-
ren flir die Modellierung der Erstarrung und der Mikrostrukturausbildung in einem
breiten Anwendungsspektrum fiir eine Vielzahl von Systemen eine beachtliche Bedeu-
tung erlangt. Die zahlreichen und sehr vielversprechenden Ergebnisse bei der Behand-
lung realistischer physikalischer Wachstumsphéinomene legitimieren die Anwendung der
Phasenfeldmethode auch zur Realisierung zukiinftiger Forschungsziele auf dem Gebiet
der Mikrostrukturmodellierung und lassen eine weitreichende Weiterentwicklung des
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Konzeptes erwarten.

Ziel dieser Arbeit ist die Entwicklung einer thermodynamisch konsistenten Multi-
Phasenfeldmethode zur Modellierung und numerischen Simulation von Kornwachstum
und von mehrphasiger Erstarrung in eutektischen, peritektischen und monotektischen
Systemen. Dabei sind die zentralen Kernpunkte

o die Formulierung eines Multi-Phasenfeldmodells nach thermodynamischen Grund-
prinzipien und die Erweiterung des Modells zur Beschreibung der Phaseniiber-
gange verschiedener Klassen mehrphasiger Legierungssysteme,

die mathematische Betrachtung des Sharp Interface Limes fiir das Multi-Phasen-
feldmodell mit der Herleitung der klassischen, physikalischen Gesetze an Phasen-
grenzen, Multipelpunkten und an Punkten des Gebietsrandes,

die Implementierung des Multi-Phasenfeldmodells und die Anwendung des Mo-
dells zur numerischen Simulation von Korngrenzenbewegungen in polykristallinen
Mikrostrukturen und von Erstarrungsmorphologien in Eutektika, Peritektika und
Monotektika und

die Bestétigung des Modells, der simulierten Geftigestrukturen und des simulier-
ten Wachstumsverhaltens durch Vergleich mit den analytischen Resultaten aus
der Sharp Interface Asymptotik, mit bekannten, klassischen Theorien der Erstar-
rung und mit Beobachtungen an Experimenten.

Eigene Vorarbeiten zu dieser Thematik sind in [41] bis [51] verdffentlicht. In Abbildung
1 ist die inhaltlich und zeitlich aufeinander aufbauende Struktur der Arbeit skizziert.
Die einzelnen Arbeitsschritte des FluBdiagramms sind mit einer Auswahl von Simulati-
onsergebnissen und mit entsprechendem experimentellen und theoretischen Vergleichs-
material unterlegt.

Formulierung des Multi-Phasenfeldmodells

Das in dieser Arbeit aufgestellte Multi-Phasenfeldmodell besitzt durch seine Allgemein-
giiltigkeit die Flexibilitdt, sowohl Rekristallisationsphdnomene in Vielkornsystemen als
auch Phaseniibergénge in mehrphasigen Legierungen zu beschreiben. Die sehr um-
fangreichen, analytischen Arbeiten zur Entwicklung des Multi-Phasenfeldmodells und
zur formalen Sharp Interface Asymptotik sind in den Veréffentlichungen von H. Gar-
cke, B. Nestler und B. Stoth [52] und von B. Nestler, A. A. Wheeler [53| zu finden.
Zur Modellformulierung werden allgemeine Systeme betrachtet, die durch einen Vektor
von Ordnungsparametern ¢(Z,t) = (¢i(#,t))iz1,..v beschrieben werden kiénnen. Die
GroBen ¢;(Z,t) werden Phasenfeldvariable genannt und représentieren je nach Anwen-
dung entweder N verschiedene Korner oder N Phasen des Systems.
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Fiir die Formulierung des Modells wird vorausgesetzt, dafl ¢(Z,¢) nur Werte annimmt,
die auf dem Gibbs Simplex

G .= {tb(f,t) € RY

N
D biE ) =1, 0< (&)< 1}
i=1

liegen. Die freie Energie des Systems F(¢(Z,t)) ist von der allgemeinen Form einer
Ginzburg-Landau Energie und setzt sich aus zwei Energieanteilen, einer Gradienten-
energiedichte g(¢, V) und einer potentiellen Energiedichte f(¢) zusammen

F(E 1)) = /V L, V)V = /V ol V) + F()dV

wobei V ein vom System belegtes, offenes und beschrinktes Teilgebiet des IR® ist. Der
Parameter € steht fiir ein kleines Lingenskalenmaf, das mit der diffusen Grenzflichen-
dicke verbunden ist. Die Funktion f(¢) besitzt N lokale Minima auf dem Gibbs-Simplex
G. Diese Minima entsprechen den Bulkphasen oder Kérnern des Systems. f(¢) besteht
selber wieder aus zwei Energiebeitrigen ¥(¢) und x(¢) mit

7(9) = 1U(g) + x(@)

Die Energiefunktion U(¢) hat die Form eines Multi- Well oder Multi-Obstacle Potenti-
als. U(¢) ist positiv fiir alle ¢(Z,¢) und hat N Minima der Héhe Null entsprechend der
Anzahl Phasen oder Kérner im System. Die Funktion y(¢) beschreibt Abweichungen
vom thermodynamischen Gleichgewicht und verschiebt die Hohe der lokalen Minima.

Herleitung der allgemeinen Reaktions-Diffusionsgleichungen

Durch die Variationsableitung von F(¢) kann aus dem Energiefunktional ein Satz
von Phasenfeldgleichungen, von sogenannten Allen-Cahn Gleichungen hergeleitet wer-
den. Bei der Variationsableitung erfordert die Zwangsbedingung Zfi 1 0i(@,t) =1 das
Auftreten eines nichtkonstanten Lagrange-Multiplikators. Die Allen-Cahn Gleichungen
lassen sich herleiten aus dem Gradientenflufi

IR i )]

B, Vo) i '
wobei 3(¢, V) ein anisotroper Zeitrelaxationsparameter ist. Diese Formulierung stellt
sicher, daf§ die totale freie Energie des Systems mit der Zeit abnimmt.

¢, =

Ausdriicke fiir die freien Energien

Als eine Besonderheit des in dieser Arbeit formulierten Multi-Phasenfeldmodells wird
eine Gradientenenergie verwendet, die auf antisymmetrischen Termen 73 := ¢; Vg, —
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orV¢; aufbaut und sowohl von den Phasenfeldern ¢(Z,¢) als auch von den Gradienten
Vé(Z,t) abhiingt

N
906.V8) = > SrA (66— 60,
ik=1,i<k
wobei 7, konstante Gradientenenergiekoeflizienten sind. Die antisymmetrischen Terme
versehen das Multi-Phasenfeldmodell mit einer ausreichenden Anzahl von Freiheitsgra-
den, um die Physik an jeder auftretenden Grenzfliche eines Systems aus N Phasen oder
N Kérnern einzeln zu behandeln. Die Anisotropie der Oberflichenenergien wird durch
die Terme Iy (7 ) realisiert. Im isotropen Fall gilt T (Fix) = |Fixl-

Fiir den potentiellen freien Energieanteil ¥(¢) werden zwei Formulierungen, ein Multi-
Well Potential ¥,,(¢) und ein Multi-Obstacle Potential Wy (¢p) vorgestellt. Beide Po-
tentiale sind durch paarweise Wechselwirkungsenergien definiert

1

Vu(¢) = § Z Wagidhy und Va(e) =5 Z Wi i

i,k=1,i<k i,k=1i<k

Die Grofle Wy, ist proportional zu der Hohe des lokalen Maximums der paarweisen
Double-Well Potentiale bzw. der Double-Obstacle Potentiale. Die Energie y(¢), die die
Abweichung vom thermodynamischen Gleichgewicht charakterisiert, wird durch einen
der folgenden Ausdriicke beschrieben

Zml 102(3 — 2¢;) und  x(¢ Zml Vs

wobei m;(T') konstante oder temperaturabhingige Koeflizienten der treibenden Kraft
sind. Die Parameter ny, und Wy, lassen sich fiir jede Grenzfliche individuell festlegen
und mit mefibaren, physikalischen Groéfien wie Grenzflichendicke Z;;, Oberflichenener-
gie a;, und Mobilitét g, identifizieren.

Sharp Interface Asymptotik

Von B. Nestler und A. A. Wheeler ist in [53, 54] ein verallgemeinerter Cahn-Hoffman
&ir-Vektor-Formalismus fiir das Multiphasenfeldmodell entwickelt worden. Mit der De-
finition der &;z-Vektoren

aazk (rzk )
E)nk

ézk(nk)

= Vi, 0(Tix)

kann der asymptotische Grenziibergang ¢ — 0 des diffusen Multi-Phasenfeldmodells in
ein klassisches Sharp Interface Modell auf pragnante Weise durchgefiihrt werden. Als
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Resultat der Sharp Interface Asymptotik ergibt sich an Grenzflichen die allgemeine,
anisotrope Form der Gibbs-Thomson Gleichung in 3D

Hirl0,9) Uny, = —(0(8, ) + 0340, 9)) 6 + (ma(T) — ma(T))

wobel ¥, die Geschwindigkeit der Grenzfliche in Normalenrichtung und x deren
Kriimmung ist. Auflerdem wird der £-Vektor Formalismus zur Untersuchung des Sharp
Interface Limes an stationdren Multipelpunkten, an denen m < N Grenzflichen zu-
sammentreffen, genutzt. Hierzu wird ein Spannungstensor Z fiir das Multi-Phasenfeld-
modell formuliert. Da die Lagrangedichte nicht von rdumlichen Koordinaten abhéngt,
existiert eine ErhaltungsgroBe Z, fiir die gilt V - Z = 0, wobei der Spannungstensor
definiert ist als

N
=Z awfﬁn'

Durch Einsetzen des speziellen Ausdrucks fiir die Lagrangedichte, durch Berechnen der
partiellen Ableitungen 9L£/9V ¢;, durch Anwenden des Divergenztheorems auf den di-
vergenzfreien Spannungstensor 2 und durch Betrachtung der Terme hoherer Ordnung
ergibt sich an Multipelpunkten nach einigen algebraischen Umformungen im Sharp
Interface Limes das Youngsche Kriftegleichgewicht mit Herringschen Drehmomentter-
men

m—1
2 : 3Uzz+1(9 (10)

Uzz+1 0 99) zz+1 - (= N+l — 0
g o6

Dieses Kréiftecrleichcrewicht enthilt die Wechselwirkung von m Oberflichenenergieter-
men oi:41(0, ) Ly, die tangential an jede der Grenzflichen wirken. Hierzu addieren
sich m Herringsche Scherkrifte (8o;41(0, ¢)/00) fiix1, die in Normalenrichtung an die
Grenzflichen orientiert sind.

Die Ergebnisse im Sharp Interface Limes zeigen, daf der gik—Vektor—Formalismus eine
elegante Methode darstellt, um einerseits Anisotropie von Oberflichenenergien im
Zusammenhang mit Sharp Interface Theorien zu untersuchen und um andererseits
komplizierte diffuse Grenzflichentheorien zu beschreiben. Die durchgefithrte Sharp In-
terface Asymptotik stellt sicher, daff das formulierte diffuse Grenzflichenmodell fiir
mehrphasige oder polykristalline Systeme die klassischen, physikalischen Gesetze an
Grenzflichen, Tripel- und Multipelpunkten erfiillt.

Numerische Simulation isotroper Phasensysteme

Im Anschluf} an die formal asymptotische Analysis werden die analytischen Ergeb-
nisse durch numerische Simulationen zur kriimmungsabhéingigen Evolution von Pha-
sengrenzflichen und zur Einstellung der Winkelbedingung an Tripelpunkten bestitigt.
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Die Ergebnisse sind von B. Nestler, A. A. Wheeler in [54], von H. Garcke, B. Nestler, B.
Stoth in [55], von B. Nestler in [57] und von B. Nestler, H. Garcke in [58] versffentlicht.

Zur numerischen Losung des Anfangswertproblems werden die in den Gleichungen auf-
tretenden Differentialoperatoren unter Verwendung eines finite Differenzenverfahrens
diskretisiert. Das Update des néchsten Zeitschrittes wird mit einem expliziten Losungs-
algorithmus berechnet. Fiir die Implementierung der Neumannschen Randbedingungen
werden die einzelnen Werte der Phasenfelder im Innern des Rechengebietes konstant
zum Rand hin fortgesetzt.

Grenzflichen in Fest-Fliissig Systemen

Die numerischen Simulationen von Fest-Fliissig Systemen zeigen beziiglich
e der Entwicklung einer planaren Grenzfliche mit treibenden Kriften m; und

o des zeitlichen Ablaufs einer radialen Grenzfliche mit und ohne treibende Kriifte,
Abbildung 2 (linkes und rechtes Diagramm)

eine sehr genaue Ubereinstimmung mit dem im Sharp Interface Limes von der kineti-
schen Gibbs-Thomson Gleichung theoretisch vorhergesagten Verhalten.

me2.05."  me201,"

me=1.98

Abbildung 2: Simulation der zeitlichen Entwicklung runder Partikel mit verschiedenen
Anfangsradien im Vergleich mit theoretischen Vorhersagen aus dem Sharp Interface
Modell ohne treibende Krifte (links) und mit treibenden Kréften in der Nihe des
stationdren Gleichgewichtes (rechts).

Kalibrierung der Parameter in den freien Energien

Fiir mehrphasige Systeme kann der Zusammenhang zwischen den physikalischen Ober-
flichenenergien und den Mobilitéiten mit den Parametern in den freien Energien g(¢, V)
und ¥(¢) des Multi-Phasenfeldmodells durch numerische Simulationsserien mit ver-
schiedenen Ausdriicken fiir das Bulkpotential U(¢) bestimmt werden. Die besten Er-
gebnisse fiir die Kalibrierung der Parameter in den freien Energien in Bezug auf die
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physikalischen Gréfien werden durch die Wahl einer Variante des Multi-Obstacle Po-
tentials W%, (@) mit zusitzlichen Termen hoherer Ordnung

Uh(B) = Ton(p) + > oujndhichi i
i<j<k
erhalten. Das Potential W% (¢) liefert in allen diskutierten Simulationsszenarien eine
iiberzeugende Ubereinstimmung mit den theoretischen Vorhersagen. Daher wird fiir
alle weiteren Simulationen in dieser Arbeit das Potential ¥% (¢) verwendet.

Evolution von Tripelpunkten

Eine Simulationsserie mit verschiedenen Daten fiir die Oberflichenenergien oy hat
gezeigt, daB sich an den Tripelpunkten die korrekte Winkelbedingung dem Youngs-
chen Gesetzes entsprechend numerisch einstellt, Abbildungen 3 und 4. In Abbildung 5
wird der Verlauf der Phasengrenzen in der Simulation und die numerisch bestimmte
Transportgeschwindigkeit in Abhingigkeit der Tripelpunktwinkel mit theoretischen,
analytischen Vorhersagen verglichen.

1S
i

Abbildung 3: Simulierte Bewegung der Phasengrenzen und des Tripelpunktes (links)
und Ausschnitt des Tripelpunktbereiches (rechts). Die fiir die Oberflichenenergien
gewihlten Werte (012, 013,023) = (1,1,/2) fithren nach dem Youngschen Cesetz zu
den Tripelpunktwinkeln (1, @2, ws) = (90°,135°,135°).

Abbildung 4: Evolution eines Tripelpunktes fiir Oberflichenenergien (oys, 013, 793) =
(1,1,4/2) und fiir zusitzliche treibende Krifte m; = 1, mg = 2, mg = 1 (links)
und eines isotropen Tripelpunktes ohne treibende Krifte und mit drei verschiedenen
Oberflichenenergien (o1, 013, 023) = (1/v/3,1,2/V/3) (rechts). In den Simulationen
stellen sich an den Tripelpunkten die theoretisch vorhergesagten Winkel (¢1, 92, p3) =
(90°,135°,135°) (links) und (@1, wa, p3) = (90°,120°,150°) (rechts) ein.
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Abbildung 5: Vergleich des Profils der simulierten 1 — 3 Phasengrenze mit der konstant
bewegten Sharp Interface Losung (links). Berechnete Transportgeschwindigkeiten als
Funktion des Winkels ¢; am Tripelpunkt im Vergleich mit den theoretischen Vorher-
sagen fiir einen Winkelbereich von 80° < ¢; < 160° (rechts).

Stabilitdt von Quadrupelpunkten

Die simulierten Ergebnisse zur Stabilitit von Quadrupelpunkten in Abhingigkeit von
der Wahl der ,,versteckten” Oberflichenenergien werden durch theoretische Arbeiten
von J. W. Cahn, E. A. Holm und D. J. Srolovitz [72] gestiitzt. Die Theorie sagt voraus,
daf ein Quadrupelpunkt instabil ist, falls o3, 014 < V20 und stabil ist, falls oa3, 014 >
/20. Genau dieses Verhalten ist in den Simulationen in Abbildung 6 zu beobachten.

Abbildung 6: Numerische Simulationen zur Stabilitdtsanalyse von Quadrupelpunkten
mit Oberflichenenergien o := 015 = 013 = 024 = 034 = 1, aber bei unterschiedlicher
Wahl der ,,versteckten” Oberflichenenergien: oo3 = 014 = 1 (links), 093 = 014 = 1.4
(Mitte) und o935 = 014 = 1.9 (rechts). Nur fiir die Situation im rechten Diagramm ist
der Quadrupelpunkt stabil.

Kornwachstum

Durch Assoziation der einzelnen Phasenfeldvariablen mit unterschiedlichen Kérnern
einer polykristallinen Struktur kénnen mit dem Multi-Phasenfeldmodell Kornwachs-
tumsphdnomene beschrieben und eingehend untersucht werden. Die Simulation in Ab-
bildung 7 a) 148t deutlich die charakteristischen Merkmale des klassischen von Neu-
mann Gesetzes wiedererkennen. Die experimentellen Befunde und die Schemazeich-
nung in Abbildung 7 b) und c) verdeutlichen die realititsgetreue Anwendbarkeit des
entwickelten Multi-Phasenfeldmodells zur Analyse der Mikrostrukturentwicklung bei
Rekristallisationsprozessen.
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Abbildung 7: a) Multi-Phasenfeldsimulation von Kornwachstum mit den charakteristi-
schen Eigenschaften des von Neumann Gesetzes, b) Korngrenzenverteilung einer rea-
len Mikrostruktur, die sich wihrend des Rekristallisationsprozesses bildet, [75] und c)
schematisch dargestellte Korngrenzenanordnung und -wanderung bei einer unterschied-
lichen Anzahl von Kornecken, [74].

Numerische Simulation anisotroper Kornstrukturen

Da es eine Vielzahl relevanter Anwendungen gibt, bei denen sich das System durch den
anisotropen bzw. facettierten Charakter der Phasen- oder Korngrenzen auszeichnet,
ist ein besseres Verstdndnis der Grenzflichenbewegung mit der Hilfe des Phasenfeld-
zugangs von wertvoller Bedeutung. Zur Modellierung anisotroper Oberflichenenergien
werden zwel Arten von Anisotropie formuliert und in das Funktional F(¢, V) des
Multi-Phasenfeldmodells eingebaut

e eine glatte Anisotropie mit Oberflichenenergien, die differenzierbar sind und
e eine kristalline Anisotropie mit nichtdifferenzierbaren Oberflichenenergien.

In Simulationen werden die Effekte der Anisotropie, ein anisotroper mittlerer Kriim-
mungsflufl entlang der Phasengrenzflichen, eine anisotrope Form des Youngschen Ge-
setzes an Multipelpunkten mit Herringschen Drehmomenttermen und aufgrund auftre-
tender Scherkréfte eine Modifikation der 90° Winkelbedingung an Schnittpunkten der
Grenzflichen mit externen Gebietsrindern studiert und visualisiert. Die Scherkrifte
wirken in Normalenrichtung der Grenzflichen und sind bestrebt, eine Phasengrenze
in eine Richtung mit geringerer anisotroper oder kristalliner Oberflichenenergie zu ro-
tieren. Fiir verschiedenen Situationen wird der Einflul der Anisotropieparameter auf
die Kristallform und auf die Dynamik der Korngrenzen durch numerische Rechnungen
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bestimmt. Weitere Literaturstellen hierzu sind von H. Garcke, B. Nestler, B. Stoth [56],
von B. Nestler [57] und von B. Nestler, H. Garcke [58].

Die beiden Simulationen in Abbildung 8 vergleichen die Evolution von Grenzflichen
mit a) glatter und b) kristalliner Anisotropie. Bei einer kristallinen Anisotropie bilden
sich starke Facetten in die nach dem Wulff-Diagramm ausgezeichneten Richtungen aus.
Der sich einstellende Winkel der Grenzfliche mit dem Rechengebietsrand hingt von
den gewdhlten Anisotropieparametern und den zugehorigen Herringschen Drehmomen-
ten ab. Die in verschiedene Simulationen gemessenen Winkel stimmen mit theoretisch
berechneten Werten sehr genau iiberein. Zur Verringerung der Grenzflichenenergie
werden die Grenzflichen im Verlaufe der Simulation gerade.

Abbildung 8: Vergleich der zeitlichen Entwicklung von einer anfinglich gekriimmten
Grenzfliche mit a) glatter (M, = 2, ai = 60°, § = 0.3) und b) kristalliner (M;, =
4, oy, = 60°) Anisotropie der Oberflichenenergie.

Die durch die Anisotropie zusiitzlich auftretenden Scherkréfte bewirken eine Verdnde-
rung der symmetrischen 120° Winkelbedingung an Tripelpunkten. Simulationsbeispiele
hierfiir sind in Abbildung 9 in a) fiir eine glatte und in b) fiir eine kristalline Anisotropie
gezeigt. In den Simulationen werden die nach der Theorie lokal an den Tripelpunkten
zu erwartenden Winkeleinstellungen im Kréftegleichgewicht beobachtet.

Abbildung 9: Einflufl der Anisotropie auf das Verhalten der Tripelpunkte, in a) bei glat-
ten (8 = 0.065, My = 4, a2 = 15°, ayz = 30°, ag = 60°) und in b) bei kristallinen
(Mir = 4, ai, = 0°) anisotropen Energien.
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Die Anisotropieparameter des Systems kénnen zu dem Aufbrechen eines Tripelpunktes
durch Wetting fithren, Abbildung 10. Um die gesamte Oberflichenenergie des Systems
zu minimieren, bildet die Phase 1 einen Kanal zwischen den Phasen 2 und 3.

Abbildung 10: Simulation der Benetzung mit den Anisotropieparametern M;, =
27 5'12 = 107 5'13 = 097 5’23 = 167 (512 = 037 (513 = 037 (523 = 0.0 und Qi — 0°.

Modellierung von Kornwachstum in diinnen, metallischen Fil-

men

Zur Modellierung experimenteller Kornstrukturen in diinnen, metallischen Alumini-
umfilmen auf Silizinmsubstrat, [81, 82] werden auf der Basis von Korngrenzensym-
metrien und von geometrischen Argumenten geeignete kristalline Oberflichenenergien
konstruiert. Mit diesen Energien werden die Evolution und die Symmetrieeigenschaften
benachbarter, facettierter Korngrenzentripelpunkte in heteroepitaxial wachsenden tri-
kristallinen Mikrostrukturen mit kubischen Kristallgittern simuliert. Eine ausfihrliche
Beschreibung der theoretischen und numerischen Ergebnisse ist in den Arbeiten von B.
Nestler, H. Garcke [58] und von H. Garcke, B. Nestler [59] gegeben. In Ubereinstim-
mung mit Gefiigeaufnahmen aus Experimenten verdeutlichen die Simulationen, daf
zwei benachbarte Tripelpunkte stets verschiedenen Symmetrieklassen angehéren und
daher unterschiedlichen Winkelbedingungen geniigen. Nur bei unterschiedlicher Sym-
metrie erlaubt die Kornkonstellation, daf alle auftretenden Tripelpunkte die kristalline
Modifikation des Youngschen Gesetzes erfiillen. Mit den erzielten Simulationsergebnis-
sen ist es gelungen, eine positive Antwort auf die von J. W. Cahn 1996 gestellte Frage
zu geben, ob es moglich sei, derartige Korngrenzenbewegungen, Symmetrieeigenschaf-
ten und Gefiigestrukturmerkmale mit einem Phasenfeldmodell zu beschreiben.

Symmetrieiiberlegungen bei der Uberlagerung kubischer Elementarzellen ergeben, daf
eine achtfache kristalline Anisotropie der Oberflichenenergien geeignet ist, um die
experimentell beobachteten Kornstrukturen zu modellieren. Diese Energien besitzen
ein regulires, oktagonales Wulff-Diagramm und fiithren daher zu einer oktagonalen
Kornform. Durch den Einbau dieser Anisotropieformulierung wurde mit dem Multi-
Phasenfeldmodell in numerischen Simulationen das Symmetrieverhalten benachbar-
ter Korngrenzentripelpunkte untersucht. Die in Abbildung 11 vorgestellte Simulation
wurde mit einer willkiirlich gesetzten Ausgangskonfiguration gestartet. Der eingezeich-
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nete Rahmen (Abbildung 11 b) hebt einen Ausschnitt des Korngefiiges (Abbildung
11 d) hervor, in dem das System vollig autonom genau die im Experiment von N.
Thangaraj und U. Dahmen [81, 82] (Abbildung 11 c), beobachtete Kornkonstellation
ausgebildet hat.

Abbildung 11: a) und b) numerische Simulation der Stabilitits- und Symmetrieeigen-
schaften von Korngrenzentripelpunkten in einer Mikrostruktur mit drei unterschiedli-
chen Kornorientierungen, c) experimentelles Korngefiige, [81, 82] im Vergleich mit dem
in d) vergroferten Ausschnitt aus der Simulation und mit einer Schemazeichnung der
um 30° zueinander gedrehten kubischen Kristallgitter in e).

Von H. Garcke und B. Nestler wurde in [59] ein analytisches Kriterinm entwickelt, das
eine Voraussage tiber die Stabilitdt von Winkelkonstellationen erlaubt, Abbildung 12.

Abbildung 12: Analytisch berechnete Sdtze »_,; .
und eine stabile Tripelpunktkonfiguration (rechts).

Doir(fli) fiir eine instabile (links)

Erweitertes Multi-Phasenfeldmodell fiir eutektische, peritekti-

sche und monotektische Legierungen

Die Herleitung des erweiterten Multi-Phasenfeldmodells zur numerischen Simulation
der mehrphasigen Erstarrung in eutektischen und peritektischen Legierungssystemen
ist von B. Nestler und A. A. Wheeler ausftihrlich in [60] beschrieben. Die Modifikationen
des Modells zur Behandlung von Monotektika unter Beriicksichtigung von Konvektion
werden von B. Nestler, A. A. Wheeler, L. Ratke, C. Stocker in [67] formuliert. Auf der
Basis dieser Modellerweiterungen sind von B. Nestler, P. R. Sahm in [61, 66], von B.
Nestler, J. L. L. Rezende in [62], von B. Nestler, V. Pavlik in [64] und von B. Nestler,
A. A. Wheeler in [65] numerische Simulationen einer Vielzahl realistischer und experi-
mentell beobachteter Phiinomene bei der mehrphasigen Erstarrung versffentlicht. Uber
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den Inhalt dieses Kapitels und dieser Arbeit hinausgehend wird in einem Artikel von J.
Tiaden, B. Nestler et al. [63] ein, in das Multi-Phasenfeldmodell integriertes Konzept
zur Modellierung der solutalen Diffusion in mehrphasigen Systemen vorgestellt.

Bindre eutektische, peritektische und monotektische Legierungen bestehen aus drei
Phasen, eutektische und peritektische aus zwei Festphasen und einer Fliissigphase,
monotektische aus zwei Fliissigphasen und einer Festphase. Zur Modellierung der Er-
starrung werden die drei Phasen in diesen Systemen mit je einer Phasenfeldvariablen
eines dreikomponentigen Phasenfeldvektors ¢(&,¢) = (¢1(Z,t), ¢2(Z, 1), #3(F,¢)) asso-
ziiert. Die freie Energiedichte f(¢,¢;T) des, auf thermodynamisch konsistente Weise
erweiterten Multi-Phasenfeldmodells fiir eutektische, peritektische und monotektische
Systeme hingt neben den Phasenfeldern ¢;,¢ =1,...,3 zusitzlich noch von der Kon-
zentrationsvariablen ¢(Z,¢) an Komponente B einer biniren A — B Legierung ab
40 2 RT
HoeT) = o5 D0 Wale)dide+ Y mile; T)gs+——I(c),
4,k=1,i<k i m
wobei R die Gaskonstante und v,, das Molvolumen ist. Die Temperatur geht als Kon-
trollparameter in das Modell ein. Der zusétzliche Energiebeitrag I(c) beschreibt die
Mischungsentropie einer idealen Losung und ist gegeben durch

I{c)=cln(c)+ (1 —¢)In(1 — ¢).

Die konzentrationsabhingigen Koeflizienten Wi (c) lassen sich schreiben als Wig(c) =
cWE + (1 — e)WZ, wobei die GroBen W4 und W2 die Hohen der Potentialbarrieren
zwischen den Bulkphasen ¢ und % fiir den Fall reiner Komponente A bzw. B sind. Die
Funktionen m;(¢; T') werden zur Modellierung der unterschiedlichen Legierungssysteme

individuell festgelegt.
Fiir alle drei Legierungssysteme ergénzt eine zusitzliche Gleichung fiir die Konzentra-
tion den bisherigen Satz von Evolutionsgleichungen zu dem System
1 0F (¢, ¢;T)
L TR IR

o {uoo-on (242

Ct

dc

mit M(¢) = g2 D(¢) und D(¢) = 2 | Digy. Die Grofen D;,é=1,...,3 sind Diffu-

sionskonstanten der einzelnen Phasen.

Um bei der Multi-Phasenfeldmodellierung zusétzlich die Konvektion in den Fliissig-
phasen zu beriicksichtigen, werden in der Arbeit die Phasenfeldgleichungen und die
Konzentrationsgleichung durch die Einfithrung der totalen Zeitableitung verallgemei-
nert und durch eine Navier-Stokes Gleichung zu einem gekoppelten Satz dynamischer
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Feldgleichungen erginzt. Diese Gleichungen beschreiben neben den Phaseniibergingen
der mehrphasigen Erstarrung auch Effekte von Strémungsfeldern.

Durch eine gemeinsame Tangentenkonstruktion an die freien Gibbs-Oberflichenener-
gien des Multi-Phasenfeldmodells kénnen nach systemspezifischer Festlegung der Ma-
terialparameter die entsprechenden eutektischen, peritektischen und monotektischen
Phasendiagramme konstruiert werden.

Die folgende Zusammenstellung von Simulationsergebnissen zeigt, dafl mit dem ent-
wickelten Multi-Phasenfeldmodell eine Vielzahl realistischer Wachstumsstrukturen mo-
delliert werden kann.

Simulation eutektischer Erstarrung

Zunéchst werden numerische Ergebnisse der dynamischen Mikrostrukturentwicklung
von eutektischen Lamellen mit unterschiedlichen anfénglichen Lamellenabstdnden vor-
gestellt. Bei einem, fiir die iibrigen Systemdaten leicht zu grofien Lamellenabstand
bleiben die Phasengrenzen nicht konvex, sondern bilden in der Mitte der Lamellen
konkave Mulden aus. Durch eine, {iber die Festphasenfront propagierende Travelling
Wave wachsen die simulierten Lamellen schrig zur Wachstumsrichtung, Abbildung 13.
Auch in theoretischen und experimentellen Arbeiten wird von derartigen lamellaren,
eutektischen Strukturen berichtet.

Abbildung 13: Im linken Bild ist eine im Experiment beobachtete Gefiigestruktur schrig
wachsender eutektischer Lamellen von M. Ginibre, S. Akamatsu, G. Faivre, [89] mit
dem Ergebnis einer Phasenfeldsimulation als Inlay zu sehen. Die Konturen im rechten
Bild zeigen die Phasengrenzen einer numerischen Rechnung mit einem Random-Walk
Algorithmus von A. Karma, [91].

Mit der Phasenfeldsimulation konnen die Konzentrationsprofile in der Schmelze vor
den beiden eutektischen Festphasen berechnet werden, Abbildung 14. Mit Hilfe dieser
Konzentrationsisolinien 148t sich der Diffusionspfad vor einer wachsenden, eutektischen
Front ablesen, Abbildung 15. Fiir die Konzentrationsverteilung in der Schmelze vor der
wachsenden, eutektischen Front ergibt sich aus der Simulation der im linken Diagramm
der Abbildung 16 dargestellte Verlauf.
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Abbildung 14: a) Konzentrationsisolinien in der Schmelze vor den Festphasen des wach-
senden Eutektikums aus der Phasenfeldsimulation, b) Vergleich mit einem Schema von
P. Haasen, [74].
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Abbildung 15: Aus den Konzentrationsisolinien der Simulation ermittelter Diffusions-
strom in der Schmelze vor einer wachsenden, eutektischen Front (links) im Vergleich
mit der Darstellung von W. Kurz und D. J. Fisher, [93] (rechts).
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Abbildung 16: Konzentrationsprofil in der Schmelze vor einer lamellaren, eutektischen
Front aus der Phasenfeldsimulation (links) im Vergleich mit der vorhergesagten Kon-
zentrationsverteilung von W. Kurz und D. J. Fisher, [93] (rechts).

Bei einer weiteren Vergréflerung des anfinglichen Lamellenabstandes kann das System
kein stabiles Wachstum mehr einstellen, Abbildung 17. Die konkaven Vertiefungen in
den Mitten der Festphasen verstéirken sich und bleiben immer weiter hinter der eutek-
tischen Wachstumsfront zuriick. Im weiteren Wachstumsverlauf fithren die Einbuch-
tungen zu morphologischen Instabilititen an der Erstarrungsfront bis schliefllich die
jeweils andere Festphase in die Vertiefung hineinwéchst.
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Abbildung 17: Simulation eutektischer Lamellen mit einem katastrophalen Lamellen-
abstand, der zu irregulirem Wachstum und zu einer unstrukturierten Ausbildung der
Phasengrenzen fiihrt. Die Inlays in a) und d) illustrieren entsprechende experimentelle
Mikrostrukturen mit regelméBigen Oszillationen, mit Lamellenselektion und Lamellen-
veristelungen beobachtet von K. A. Jackson, J. D. Hunt, [88] und von M. Ginibre et
al., [89].

Die Sequenz in Abbildung 18 erklirt den dynamischen Mechanismus, der zu gewunde-
nen Erstarrungsmustern fithrt. Die einzelnen Festphasenlamellen biegen ihre Spitzen,
um mit der jeweils anderen Festphase in Kontakt zu gelangen. Beim Kontakt entstehen
zwel neue Tripelpunkte. Dadurch teilt sich der Erstarrungspfad in zwei Wege auf.
Ein Pfad erstarrt nach oben, der andere nach unten in Richtung des eingeschlossenen
Schmelztropfens, der schlieflich vollsténdig erstarrt.
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Abbildung 18: Die sich ausbildenden Erstarrungsmorphologien der Phasenfeldsimula-
tion in a) und b) werden in ¢) und d) mit numerischen Resultaten von A. Karma,
[91] verglichen. Der dynamische Wachstumsmechanismus fiihrt zu dem regelmifigen,
gewundenen Erstarrungsmuster in Bild e).




XVIII Kurzfassung

Weitere numerische Simulationen haben gezeigt, dafi Keimbildung an den Instabilitats-
stellen (den Mulden) vor einer eutektischen Front die Gefiigestruktur stabilisiert und
ein gleichméBiges lamellares Wachstum wiederherstellt.

Bei einem unsymmetrischen anfinglichen Lamellenabstand treten an den Phasengren-
zen regelméafBige Oszillationen auf, Abbildung 19. Vergleichbare oszillierende Strukturen
bei lamellaren Eutektika sind sowohl in Experimenten an transparenten organischen
Modellsubstanzen als auch in theoretischen Untersuchungen beschrieben.

Abbildung 19: a) Phasenfeldsimulation der Effekte kleiner lokaler Fluktuationen der
Wachstumsrate auf die eutektische Struktur im Vergleich mit b) experimentell beob-
achteten Gefiigen von G. Faivre, [89].

Bei einem zu geringen Lamellenabstand vergréfiert das System durch Selektion einiger
Lamellen so lange sukzessive den Lamellenabstand, bis sich ein gleichméfiges lamella-
res Wachstum einstellt, Abbildung 20.

In Ubereinstimmung mit der klassischen Theorie der eutektischen Erstarrung von K.
A. Jackson und J. D. Hunt, [88] wurde in einer Simulationsserie mit dem Multi-
Phasenfeldmodell ein linearer Zusammenhang sowohl zwischen der Unterkiihlung (AT)?
und der Erstarrungsgeschwindigkeit v der eutektischen Front als auch zwischen dem
Lamellenabstand 1/A% und der Erstarrungsgeschwindigkeit v gefunden.

Durch Einbindung der systemspezifischen Materialdaten und der zugehorigen Gibbs-
Energien zur Konstruktion des Phasendiagramms wurde das Multi-Phasenfeldmodell
in einem nichsten Schritt zur Modellierung der eutektischen Phasenumwandlung im
Al — Si Legierungssystem angewendet, Abbildung 21. Die Systemvariable ¢(Z,?) be-
schreibt die Konzentration an Komponente Si. Als experimentelles Vergleichsmaterial
werden eigene Schliffaufnahmen an Al — S¢ Legierungen aus den Arbeiten von B. Nest-
ler, V. Pavlik, A. Ludwig, S. Bohm, U. Dilthey und P. R. Sahm, [68] und von B. Nestler,
A. Ludwig, P. R. Sahm, V. Pavlyk und U. Dilthey, [69] verwendet.
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Abbildung 20: Selektionsprozef einer lamellaren, eutektischen Front mit einem zu klei-
nen anfinglichen Lamellenabstand. Das Inlay im Bild rechts oben reproduziert zum
Vergleich mit der simulierten Mikrostruktur eine Schemazeichnung von W. Kurz und
D. J. Fisher, [93].

Abbildung 21: Multi-Phasenfeldsimulation eines eutektischen Al — Si Korns im Ver-
gleich mit einem experimentellen Gefiigebild. Die Simulationsbilder lassen die Phasen-
anteile der Al-reichen Festphase (schwarz) und der Si-reichen Festphase (weif) erken-
nen und zeigen die Konzentrationsverteilung an Komponente Si in der Schmelze durch
hellere und dunklere Farbungen vor den Lamellen.
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Simulation peritektischer Erstarrung

In Abbildung 22 sind die Simulationsergebnisse zweier Wachstumsszenarien zur peri-
tektischen Phasenumwandlung abgebildet. Es ist zu erkennen, dai die peritektische
3 - Festphase (dunkelgrau) auf der properitektischen a - Festphase (hellgrau) und
entlang der o« — L Phasengrenze wéchst. Nach dem vollstindigen Einhiillen der o -
Festphase von der § - Festphase 1iuft die anschlieiende peritektische Transformation
iiber Festphasendiffusion auf einer lingeren Zeitskala ab. Der Einfluf} der Gréfle der
Festphasendiffusion auf die Wachstumsdynamik wihrend der peritektischen Transfor-
mation wurde in systematischen Simulationen untersucht.

Abbildung 22: Simulation der peritektischen Erstarrung, bei der die 5 - Festphase durch
Liquiddiffusion entlang der a - Festphase wichst. Die jeweils ersten beiden Bilder in
a) und b) illustrieren die Phasenkonfiguration im System. Das jeweils dritte Bild in a)
und b) zeigt die Konzentrationsverteilung in der Schmelze wihrend des Erstarrungs-
vorgangs.

Simulation monotektischer Erstarrung

AbschlieBend werden numerische Simulationen von monotektischer Erstarrung mit
Wetting, Reifung und Particle Pushing fein verteilter Lo - Tropfen prisentiert. Die
wichtigsten Ergebnisse zur Phasenfeldmodellierung und numerischen Simulation mo-
notektischer Erstarrung sind in den Verdffentlichungen von B. Nestler, A. A. Wheeler,
[65] und von B. Nestler, A. A. Wheeler, L. Ratke, C. Stocker, [67] festgehalten.

Ein Wetting - Effekt entlang der L, — S Grenzfliche durch die L; - Phase wie in der
Simulation von Abbildung 23 tritt auf, falls 67,5 > 07,5 + 01,1, ist. In einer solchen
Situation wird durch die Bildung von zwei neuen Grenzflichen L; — S und L; — Ly und
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durch die gleichzeitige Auflssung der Ly — S Grenzfliche mit hoher Oberflichenenergie
die gesamte freie Energie des Systems reduziert.

Abbildung 23: Wetting entlang der L, — S Grenzfliche durch L, - Phase in einer
monotektischen Front. Die Oberflichenenergien fiir diese Simulation sind 07,5 = 0.3,
or,s = 0.1 und 07,7, = 0.19. Helle Farbtone stellen den Zustand ¢, (Z,t) = 1 und
dunkle den von ¢y, (Z,t) = 0 dar.

Die Wechselwirkung eines L, - Tropfens mit einer L; — S Phasengrenze wird in der
Simulation in Abbildung 24 untersucht. Wihrend des gemeinsamen Wachstums der
Phasen S und L, aus der Schmelze L; verbessern die beiden Phasen S und L gegen-
seitig ihre Wachstumsbedingungen, da sie beide entgegengesetzte Komponenten der
binéren Legierung in der Ly - Schmelze zuriicklassen. In Bereichen, in denen die beiden
Phasen S und Ly nahe beieinander sind, ergibt sich daher ein stérkerer Konzentrati-
onsgradient, der lokal das Wachstum beschleunigt. Die planare Front deformiert und
bildet eine Ausbuchtung in Richtung des Ls - Tropfens aus, der gleichzeitig seine Form
von rund in oval dndert. Die Festphase erreicht schliefflich den L, - Fliissigkeitstropfen
und baut ihn in die Front ein. Dies fithrt zur Ausbildung lamellaren Wachstums.

Abbildung 24: Simulation des Wachstums eines Ls - Tropfens vor einer planaren Fest-
phasenfront (links und Mitte) im Vergleich mit einem sehr dhnlichen, experimentellen
Gefiige, [95]. Die Farben in der Simulation visualisieren das Konzentrationsfeld, wobei
schwarze und weifle Regionen den S - und Ls - Phasenzustinden entsprechen.

Befindet sich derselbe Ls - Tropfen vor einer L; — L, Phasengrenze, so ist eine diffusi-
onskontrollierte Verschiebung des Lo - Teilchens von der Lo - Front weg, ein Particle
Pushing zu beobachten.
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Die Vergroberung von fein verteilten L, - Tropfen in einer L; - Schmelze und die
Wechselwirkung der Tropfen mit einer monotektischen Front ist in dem Simulations-
ergebnis in Abbildung 25 wiedergegeben. In einer kurzen anfinglichen Periode findet
der Vergroberungsprozefl der L, - Tropfen statt, bei dem sich einige kleine Ly - Trop-
fen vollstdndig auflésen, andere untereinander zu groferen Partikeln verschmelzen und
iibriggebliebene grébere Teilchen wachsen. Daran schlieft sich eine lingere Zeitperiode
an, in der sich ein lamellares Wachstum mit Selektion ausbildet. Auf dieser Zeitskala
sind Particle Pushing und Keimbildung neuer monotektischer Lamellen zu beobachten.
Der dominante Mechanismus fiir die lamellare Selektion ist die von den Ly - Tropfen
hervorgerufene lamellare Keimbildung in Verbindung mit dem Uberwachsen einzelner
Phasenregionen. Auf diese Weise entsteht eine Matrix von groben L, - Tropfen, die in
die Festphase S eingebaut sind.

Abbildung 25: a) und c) Simulation der zeitlichen Entwicklung einer monotektischen
Front mit fein verteilten Lo - Tropfen in der L; - Schmelze, b) Vergleich mit einer
experimentellen Mikrostruktur von R. N. Grugel, T. A. Longrasso et al., [95].

Ausblick

Auf der Basis der in dieser Arbeit erzielten Ergebnisse verspricht das entwickelte Multi-
Phasenfeldmodell ein weitreichendes Potential fiir zahlreiche weiterfiihrende, neue und
noch komplexere Anwendungsgebiete der Erstarrungsmodellierung und Mikrostruktur-
simulation. Einige interessante und erstrebenswerte Forschungsziele fiir die Fortsetzung
der Multi-Phasenfeldmodellierung sind:

o Erweiterung der Anisotropieformulierung zur Modellierung und numerischen Si-
mulation von Kornstrukturen und Kornwachstumsprozessen in 3D,
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Modellierung und Simulation der gekoppelten Phasenumwandlungen wéhrend
eines kompletten Abkiihlvorgangs, der beginnend mit der Schmelze temperatur-
abhingig iiber eutektische, peritektische und monotektische Bereiche im Phasen-
diagramm fiihrt,

Berticksichtigung diffusiver, konvektiver und elastischer Effekte wihrend der Er-
starrung und numerische Visualisierung des Einflusses dieser Effekte auf die Mi-
krostrukturausbildung der erstarrenden Phasen,

Simulation monotektischer Erstarrungsstrukturen, z. B. Fasern und Perlenketten
unter Berficksichtigung von Konvektion in den L;- und Ly - Phasen,

Erarbeitung eines effizienten, numerischen Verfahrens zur numerischen Lsung
der dynamischen Feldgleichungen in 3D, inklusive der Navier-Stokes Gleichungen
zur Beschreibung des Stromungsflusses in den Fliissigphasen,

Simulation eutektischer, peritektischer und monotektischer Erstarrung in 3D,

skaleniibergreifende Modellierung und numerische Behandlung komplexer, in Ex-
perimenten beobachteter Wachstumsstrukturen in den genannten Legierungsklas-
sen: z. B. Priméirdendriten oder Priméarkristalle mit interdendritischem Eutekti-
kum, eutektische Zellen/Kérner und facettierte, eutektische Dendriten,

numerische Beschreibung von Morphologieiibergingen in Abhéingigkeit der ma-
kroskopischen Prozefparameter, Ankopplung der Mikrostruktursimulationen an
numerische Berechnungen auf makroskopischer Skala und

Weiterentwicklung des Multi-Phasenfeldmodells zur Beschreibung charakteristi-
scher Phénomene der Erstarrung in mehrkomponentigen und mehrphasigen Sy-
stemen.

Der Vergleich der simulierten Gefiigestrukturen mit experimentell beobachteten Erstar-
rungsmorphologien liefert wertvolle Anhaltspunkte zur stetigen Verbesserung und Opti-
mierung der Modellformulierung und des numerischen Simulationsprogramms. Dariiber
hinaus bleibt dadurch ein enger Bezug der Theorie zu realen Experimenten gewahrt.
Fiir zukiinftige Forschungsarbeiten auf dem Gebiet der Multi-Phasenfeldmodellierung
besteht ein grofier Anreiz fiir den Einsatz der Mikrostruktursimulationen darin, durch
systematische Variation der ProzeBparameter, Systemdaten und Randbedingungen in
den numerischen Rechnungen deren Einfluff auf die Materialeigenschaften, Gefiige-
kenngroflen, Erstarrungsmorphologien und Mikrostrukturcharakteristika vorherzusa-
gen. Die Informationen aus den numerischen Simulationen kénnten dann genutzt wer-
den, um gezielt experimentelles Probenmaterial mit bestimmten, erwiinschten Eigen-
schaften herzustellen.
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Kapitel 1
Einleitung

Die Phasenfeldmethode hat in den vergangenen zehn bis zwanzig Jahren eine beacht-
liche Bedeutung fiir die Beschreibung von Phaseniibergingen erlangt. Sie hat sich fiir
die Modellierung der Erstarrung und der Mikrostrukturausbildung in einem breiten
Anwendungsspektrum fiir eine Vielzahl von Systemen als sehr erfolgreich erwiesen.
Die zahlreichen und sehr vielversprechenden Ergebnisse bei der Behandlung realisti-
scher physikalischer Wachstumsphinomene legitimieren die Anwendung der Phasen-
feldmethode auch zur Realisierung zukiinftiger Forschungsziele auf dem Gebiet der
Mikrostrukturmodellierung und lassen eine weitreichende Weiterentwicklung des Kon-
zeptes erwarten.

Da der Erstarrungsvorgang einen entscheidenden Einflufl auf die Materialeigenschaften
der hergestellten Werkstoffe hat, ist die Kenntnis von der dynamischen Entwicklung
der Phasengrenzen in Raum und Zeit wihrend der Erstarrung von grofiem Interesse.
In realen metallischen Legierungssystemen ist die Ausbildung der Mikrostruktur im
Experiment nicht in-situ zu beobachten, so daf}, neben Versuchen mit transparenten or-
ganischen Modellsubstanzen, numerische Simulationen entscheidende Aufschliisse iiber
die Entstehung der Mikrostruktur geben. Bei der Erstarrung treten in experimentellen
Gefiigen komplexe und vielseitige Erstarrungsmorphologien auf. Gerade bei der Be-
handlung der zeitlichen Entwicklung von komplexen Geometrien der Phasengrenzen
hat der Phasenfeldformalismus mafigebliche Erfolge erreicht und eine numerische Si-
mulation vieler Strukturen tiberhaupt erst ermdglicht.

Traditionell wurden Phaseniiberginge mathematisch durch freie Randwertprobleme
beschrieben, bei denen eine Grenzfliche durch eine scharfe Oberfliche der Dicke Null
dargestellt wird. Die Evolutionsgleichungen fiir die thermodynamischen Variablen wer-
den aus phinomenologischen Gesetzen und aus Erhaltungsprinzipien hergeleitet. Zur
Realisierung der physikalischen Mechanismen bei der Beschreibung der Dynamik der
Phasengrenzen miissen an den Oberflichen geeignete Randbedingungen vorgeschrie-
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ben werden. Zum Festlegen der Randbedingungen ist es erforderlich, die Geometrie
der Phasengrenzen und deren Entwicklung mit der Zeit zu kennen. Dies fiihrt bei der
mathematischen Behandlung und bei der numerischen Umsetzung eines solchen freien
Randwertproblems zu erheblichen Schwierigkeiten, falls die Grenzflichen keine einfache
Geometrie besitzen. Aus diesem Grund gibt es nur sehr wenige numerische Berechnun-
gen von z.B. dendritischem Wachstum [1] auf der Basis eines Sharp Interface Modells.

Die Phasenfeldmethode ist eine alternative Technik zur Untersuchung von Systemen,
in denen Phaseniiberginge stattfinden. Sie basiert auf der Konstruktion eines Cahn-
Hilliard oder Ginzburg-Landau freien Energiefunktionals, das das System, anders als
bei den klassischen Sharp Interface Modellen, als ein Ganzes behandelt. Dabei wird fiir
die diffuse Grenzflichenformulierung ein zeit- und ortsabhingiger Ordnungsparameter
@(Z, 1), eine sogenannte Phasenfeldvariable eingefiihrt, die den Phasenzustand eines
Materials an jedem Punkt im Raum und zu jeder Zeit charakterisiert. In Standard-
Phasenfeldmodellen unterscheidet die Phasenfeldvariable ¢(Z,¢) zwischen dem Phasen-
zustand fest mit ¢(Z,¢) = 1 und dem Phasenzustand fliissig mit ¢(Z,¢) = 0. Im Ge-
gensatz zu dem Sharp Interface Ansatz lassen Phasenfeldmodelle Grenzflichenbereiche
zwischen zwei benachbarten Phasen zu, die eine von Null verschiedene Dicke haben.
Eine Phasengrenze wird dabei durch die glatte, in einer diinnen Schicht verlaufende
Niveaudnderung der Phasenfeldvariablen ausgedriickt. Die Phasenfeldvariable ¢(Z,t)
variiert in der Grenzflichenregion glatt zwischen den Werten fiir den festen und fiir den
fliissigen Zustand, d.h. 0 < ¢(Z,¢) < 1. Die Beschreibung von Erstarrungsprozessen mit
einem Phasenfeldmodell erfordert sehr viel geringere Einschrinkungen an die Topologie
der Grenzflichen, die zu berechnen sind. Die Geometrie der Phasengrenzen und deren
zeitliche Entwickung miissen nicht, wie bei dem Sharp Interface Ansatz, bekannt sein,
da bei der diffusen Formulierung keine Randbedingungen an den Oberflichen festge-
legt werden. Die Ausbildung der Erstarrungsmorphologie wird vollstindig durch eine
partielle Differentialgleichung fiir die Phasenfeldvariable beschrieben.

Das Phasenfeldkonzept hat seine Wurzeln in der statistischen Physik. Es wird ange-
nommen, daf die Helmholtzsche freie Energie (¢, ...) ein Funktional der Phasenfeld-
variablen und weiterer thermodynamischer Variablen ist. Hingt das Funktional F z.B.
von ¢(Z,t) und zusitzlich noch von der Konzentration ¢(Z,¢) ab, so ist das Funktional
von der Form

Fioor= [ (yPver= fi.0) av.

wobei V' das vom System eingenommene Gebiet und f(¢,c) die Helmholtzsche freie
Energiedichte ist. Die ¢(Z, ¢)-Abhiingigkeit von f(¢, ¢) ist typischerweise von der Form
eines Double Well Potentials. Unter Berticksichtigung der Forderungen, daf} die Helm-
holtzsche Gesamtenergie monoton abnimmt und daf die Gesamtkonzentration des Sy-
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stems erhalten bleibt, wird der Satz von systembeschreibenden Bewegungsgleichungen
nach den Vorschriften der irreversiblen Thermodynamik aus dem Energiefunktional
wie z.B. in [2] oder [3] diskutiert, hergeleitet
%:—5% und %:MV~<C(1—0)V%>,

wobei § und M positive Konstanten sind. € ist ein kleiner Lingenskalenparameter, der
mit der Grenzflichendicke korreliert. §F/d¢ und §F/dc kennzeichnen die Variations-
ableitungen des Funktionals beziiglich der Systemvariablen ¢(Z,¢) und ¢(Z,t). Nach
dieser Vorgehensweise ergibt sich ein nichtlineares, partielles Differentialgleichungssy-
stem, das aus Gleichungen fiir die thermodynamischen Grofien wie Konzentration oder
Temperatur und zusétzlich aus einer Reaktions-Diffusions-Gleichung fiir die Phasen-
feldvariable, der sogenannten Phasenfeldgleichung besteht. Diese Gleichungen beschrei-
ben das gesamte Phasensystem als ein Ganzes, ohne dabei Bulkphasenbereiche und
Grenzflichenbereiche zu unterscheiden.

Stand der Forschung auf dem Gebiet der Phasenfeldmodellie-
rung

Das erste Phasenfeldmodell zur Beschreibung der Phasenumwandlung in reinen Mate-
rialien wurde von J. S. Langer [4] vorgeschlagen. Es basiert auf klassischen Ergebnissen
zur Behandlung diffuser Grenzflichen von J. D. van der Waals [5], von V. L. Ginzburg
und L. D. Landau [6] und von J. W. Cahn und J. E. Hilliard [7] und auf Ideen aus
der Theorie kritischer Phinomene von B. I. Halperin, P. C. Hohenberg et al. [8]. Die
Arbeiten von G. Fix [9], von J. B. Collins und H. Levine [10] und von G. Caginalp
[11] setzen die Entwicklung der Phasenfeldmethodik fort. Der Zusammenhang zwischen
der Phasenfeldformulierung und einem zugehdorigen freien Randwertproblem bzw. ei-
nem zugehérigen Sharp Interface Modell kann durch die Betrachtung des Ubergangs
der diffusen Grenzflichendicke gegen Null hergestellt werden. Bei dem Sharp Interface
Limes des Phasenfeldmodells geht die diffuse Grenzfliche mit endlicher Dicke in eine
Randbedingung an der Grenzfliche iiber. Eine solche Sharp Interface Asymptotik fiir
ein Phasenfeldmodell wurde erstmalig von G. Caginalp [12] vorgestellt.

In einem ndchsten Schritt wurde das Phasenfeldkonzept von O. Penrose und P. C. Fife
[2] und von S.-L. Wang, R. F. Sekerka et al. [3] in den Rahmen der irreversiblen Ther-
modynamik eingebettet. Nach thermodynamischen Grundprinzipien wurde dabei ein
Entropiefunktional des Systems konstruiert, aus dem kinetische Gleichungen sowohl fiir
die Phasenfeldvariable ¢(Z,t) als auch fiir die Temperatur T'(Z,¢) postuliert wurden.
Diese Gleichungen sind so aus dem Funktional abgeleitet, dafl die Entropie des Systems
monoton zunimmt und somit das zweite Gesetz der Thermodynamik erfiillt wird.
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Basierend auf den Phasenfeldmodellen fiir reine Materialien von J. S. Langer [4] und von
G. Caginalp und P. C. Fife [13] ist ein Interesse an der Entwicklung von Phasenfeldmo-
dellen fiir bindre Legierungssysteme entstanden. A. A. Wheeler, W. J. Boettinger et al.
[14] haben ein Phasenfeldmodell fiir die isotherme Erstarrung einer bindren Legierung
unter Zulassung eines idealen Losungsverhaltens hergeleitet. Darauf aufbauend haben
dieselben Autoren in [15] gezeigt, daB der Einbau einer solutalen Gradientenenergie in
das freie Energiefunktional die Beschreibung von Solute Trapping bei schneller Erstar-
rung ermdglicht. G. Caginalp und W. Xie haben in [16] ein Modell fiir die Erstarrung
einer verdiinnten bindren Legierung unter Beriicksichtigung von Temperaturdnderun-
gen entwickelt.

Parallel zu diesen Entwicklungen hat der Fortschritt in der Computertechnologie eine
Berechnung der numerischen Losung der Phasenfeldgleichungen moglich gemacht. Un-
ter Berticksichtigung anisotroper Oberflichenenergien haben daraufhin R. Kobayashi
[17,18,19], A. A. Wheeler, B. T. Murray et al. [20] und J. A. Warren und W. J. Boettin-
ger [21] Phasenfeldmodelle zur numerischen Simulation von dendritischem Wachstum
in eine unterkiihlte Schmelze eingesetzt. Die Simulationen haben eine Vielzahl realisti-
scher Phiinomene der dendritischen Erstarrung wie z.B. die Ausbildung von sekundéren
Seitenarmen oder Vergréberungsprozesse reproduziert und wurden daher unterstiitzend
fiir eine einschitzende Bewertung von Theorien zum dendritischen Wachstum verwen-
det. In den letzten Jahren wurden von S.-L. Wang und R. F. Sekerka [22], von A.
Karma und W.-J. Rappel [23] und von N. Provatas, N. Goldenfeld et al. [24] umfang-
reichere und genauere Berechnungen von Dendriten bei geringen Unterkiihlungen, die
den experimentellen Gegebenheiten der dendritischen Erstarrung besser entsprechen,
durchgefiihrt. Diese Simulationen werden von A. Karma und W.-J. Rappel [23] und
weiterfiihrend von R. F. Almgren [25] durch eine alternative Analysis zur Behandlung
der Sharp Interface Asymptotik fiir dendritisches Wachstum bei kleinen Unterkiihlun-
gen untermauert.

A. A. Wheeler und G. B. McFadden haben in [26] den urspriinglich fiir Sharp Interface
Modelle von J. W. Cahn und D. W. Hoffmann [27, 28] entwickelten &-Vektor For-
malismus zur Anwendung auf Phasenfeldmodelle mit anisotropen Oberflichenenergien
verallgemeinert. Darauf aufbauend konnten dieselben Autoren in [29] den &-Vektorfor-
malismus fiir Phasenfeldmodelle nutzen, um durch die Aufstellung eines Spannungsten-
sors ein Erhaltungsgesetz herzuleiten, das zur Untersuchung des Kréftegleichgewichts
an Multipelpunkten dient.

Ein weiterer aktueller Forschungsbereich auf dem Gebiet der Phasenfeldmodellierung
ist der Einbau von Strémung in den Fliissigphasen, der durch die Ankopplung von
Navier-Stokes Gleichungen an die Phasenfeld- und Temperatur- bzw. Konzentrations-
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gleichung erreicht wird. Arbeiten dazu sind von C. Beckermann, H.-J. Diepers et al.
[30], von H.-J. Diepers, C. Beckermann et al. [31], von D. M. Anderson, G. B. McFad-
den et al. [32] und von D. M. Anderson, G. B. McFadden et al. [33]. Die Autoren von
(32, 33] leiten das Phasenfeldmodell aus dem Kontext der irreversiblen Thermodyna-
mik her und behandeln dabei die Festphase als hochviskose Fliissigkeit.

Die Modellierung von Phaseniibergéngen in mehrphasigen Systemen mit N Phasen
und die Beschreibung von polykristallinen Kornstrukturen mit /V Kérnern stellen wei-
tere groffe Herausforderungen an die Phasenfeldmethode dar. Die Bedeutung dieser
Problemstellung fiir die Anwendung auf reale metallische Legierungssysteme erken-
nend, wurden seit Mitte der neunziger Jahre erste Multi-Phasenfeldmodelle, z.B. von
P. Sternberg [34], von L. - Q. Chen und W. Young [35, 36] und von R. Kobayashi, J. A.
Warren et al. [37] entwickelt. Zur speziellen Beschreibung der mehrphasigen Erstarrung
in eutektischen und peritektischen Legierungen stellten A. A. Wheeler, G. B. McFad-
den [38], A. Karma [39] und K. R. Elder, F. Drolet et al. [40] Multi-Phasenfeldmodelle
VOr.

In Zusammenarbeit mit H.-J. Diepers, F. Pezzolla, R. Prieler, J. L. L. Rezende, G. J.
Schmitz, M. Seeflelberg und I. Steinbach wurden in eigenen Vorarbeiten erste grund-
legende und konzeptionelle Uberlegungen zur Formulierung eines bis heute sehr er-
folgreichen und stetig weiterentwickelten Multi-Phasenfeldmodells angestellt, die von
1. Steinbach, F. Pezzolla, B. Nestler et al. in [41] veréffentlicht sind. Eine ausfiihr-
liche Beschreibung des Modells sowie erste Anwendungen der Methode zur numeri-
schen Simulation mehrphasiger Erstarrung ist von B. Nestler in [42] gegeben. In dem
Modell wurde die Phasenfeldvariable ¢(Z,t) durch einen Phasenfeldvektor ¢(Z,t) =
(1(Z,1),...,6n(T,1)) ersetzt, wobei die Komponenten des Phasenfeldvektors die ein-
zelnen Phasen des mehrphasigen Systems représentieren. Der Satz von dynamischen
Gleichungen besteht aus N Phasenfeldgleichungen fiir die N Komponenten des Pha-
senfeldvektors. Das in [41] vorgestellte Multi-Phasenfeldmodell wurde zur Modellie-
rung und numerischen Simulation erster praxisrelevanter Aspekte der peritektischen
Erstarrung des Hochsupraleiter-Materials (RE)BayCuzOr_, eingesetzt. Die dabei er-
zielten Ergebnisse sind von G. J. Schmitz, B. Nestler et al. [43, 44, 45, 46, 47], von
M. SeeBelberg, B. Nestler et al. [48], von M. Seeflelberg, G. J. Schmitz, B. Nestler et
al. [49] und von G. J. Schmitz et al. [50] festgehalten. Die Arbeit von G. J. Schmitz,
M. SeeBelberg, B. Nestler et al. [51] belegt, daff die Simulationsrechnungen der peri-
tektischen Erstarrung mit den experimentellen Beobachtungen an der transparenten
organischen Analogsubstanz Salicylsiure/Acetamid in einer qualitativ guten Uberein-
stimmung sind.
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Aufbau dieser Arbeit

Die zentralen Kernpunkte dieser Arbeit basieren auf den oben erwihnten, ersten viel-
versprechenden Erfahrungen mit der Multi-Phasenfeldmethode und sind

e die Formulierung eines Multi-Phasenfeldmodells nach den Grundprinzipien der
irreversiblen Thermodynamik und die Erweiterung des Modells zur Beschreibung
verschiedener Klassen von mehrphasigen Legierungssystemen: Monotektika, Pe-
ritektika und Eutektika,

e die mathematische Betrachtung des Sharp Interface Limes fiir das Multi-Phasen-
feldmodell und die Herleitung der klassischen, physikalischen Gesetze in diesem
asymptotischen Grenziibergang,

o die Implementierung des Multi-Phasenfeldmodells und die Anwendung des Mo-
dells zur numerischen Simulation von Korngrenzenbewegungen in polykristallinen
Mikrostrukturen und von Erstarrungsmorphologien in Eutektika, Peritektika und
Monotektika und

o die Bestétigung des Modells, der simulierten Geftigestrukturen und des simulier-
ten Wachstumsverhaltens durch Vergleich mit den analytischen Resultaten aus
der Sharp Interface Asymptotik, mit bekannten, klassischen Theorien der Erstar-
rung und mit Beobachtungen an Experimenten.

In Kapitel 2 wird ein Ginzburg-Landau freies Energiedichtefunktional fiir eine allge-
meine Klasse von Multi-Phasenfeldmodellen konstruiert, aus dem auf thermodyna-
misch konsistente Weise ein System von Reaktions-Diffusionsgleichungen hergeleitet
wird. Fiir diese Klasse von Multi-Phasenfeldmodellen wird in Kapitel 3 auf analy-
tische Weise durch eine asymptotische Entwicklung der Zusammenhang der diffusen
Grenzflichenformulierung mit einem scharfen Grenzflichenmodell aufgezeigt. Dabei
ergibt sich, dafl das Multi-Phasenfeldmodell die klassischen physikalischen Gesetze an
Grenzflichen und an Multipelpunkten erfiillt. Weitere Angaben zu der Herleitung des
Multi-Phasenfeldmodells und dessen Sharp Interface Asymptotik sind von H. Garcke,
B. Nestler und B. Stoth in [52] und von B. Nestler und A. A. Wheeler in [53] zu finden.

Im Anschluff an die mathematischen Resultate wird das entwickelte Multi-Phasenfeld-
konzept in den Kapiteln 4 und 5 zur numerischen Simulation der isotropen und an-
isotropen Grenzflichenbewegung in polykristallinen Korngefiigen eingesetzt. Weitere
Arbeiten hierzu sind die von B. Nestler und A. A. Wheeler [54], von H. Garcke, B.
Nestler und B. Stoth [55, 56], von B. Nestler [57] und von B. Nestler und H. Garcke
[58]. Die hierbei gefundene iiberzeugende Ubereinstimmung legitimiert die Anwendung
der Multi-Phasenfeldmethode zur Simulation von experimentell beobachtetem Korn-
wachstumsverhalten in diinnen metallischen Filmen in Kapitel 6 und in den Verdffent-
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lichungen von B. Nestler und H. Garcke [58] und von H. Garcke und B. Nestler [59] .
Mit einer geeigneten kristallinen Anisotropieformulierung gelingt es, die von J. Cahn
1996 gestellte Frage positiv zu beantworten, ob es moglich ist, die experimentell be-
obachteten Symmetrieeigenschaften benachbarter Korngrenzentripelpunkte mit einem
Phasenfeldmodell zu studieren.

Ein weiterer wesentlicher Schwerpunkt der Arbeit liegt in der Erweiterung des Multi-
Phasenfeldmodells zur Modellierung und numerischen Simulation der Erstarrung in
eutektischen und peritektischen Legierungen. Die Ergebnisse werden mit der Theorie
und dem Experiment verglichen und sind in Kapitel 7 und von B. Nestler und A. A.
Wheeler in [60], von B. Nestler und P. R. Sahm in [61], von B. Nestler und J. L. L.
Rezende in [62], von J. Tiaden, B. Nestler et al. in [63], von B. Nestler und V. Pavlik
in [64] und von B. Nestler und A. A. Wheeler in [65] zusammengefafit. Die Allge-
meingiiltigkeit der Formulierung verleiht dem Modell die Flexibilitdt, auf natiirliche
Weise durch spezielle Wahl der Systemparameter sowohl die Phaseniibergdnge in eu-
tektischen als auch in peritektischen Systemen zu modellieren. Die Betrachtung des
Sharp Interface Limes mit gemeinsamen Tangentenkonstruktionen an die Gibbsschen
freien Energien verdeutlicht, wie sich durch die Wahl der Materialdaten aus dem Multi-
Phasenfeldmodell entweder ein peritektisches oder ein eutektisches Phasendiagramm
konstruieren 1dft. Unter Einbindung des Al — S¢ Phasendiagramms werden von B.
Nestler und P. R. Sahm in [66] Phasenfeldsimulationen der eutektischen Erstarrung
am Beispiel des Al — Si Systems priisentiert. Eine Auswahl der Ergebnisse hierzu wird
in Kapitel 7.4 beschrieben.

Aufbauend auf den Resultaten in den Kapiteln 2 bis 7 wird das Multi-Phasenfeldkon-
zept in Kapitel 8 unter Beriicksichtigung von Konvektion in den beiden Fliissigphasen
zur Beschreibung von monotektischen Phasenumwandlungen wie z.B. von spinodaler
Entmischung, Reifung und Erstarrung weiterentwickelt. Die wesentlichen Aspekte der
Phasenfeldmodellierung von Monotektika sind von B. Nestler und A. A. Wheeler in
[65] und von B. Nestler, A. A. Wheeler, L. Ratke und C. Sticker in [67] verdffentlicht.

Die in den Kapiteln 2 bis 8 mit dem Multi-Phasenfeldmodell und dessen Erweite-
rungen erzielten Modellierungs- und Simulationsergebnisse erméglichen die Vertiefung
der bisher gewonnenen vielversprechenden Erkenntnisse iiber Erstarrungsmorpholo-
gien und erdffnen den Weg zur Erschliefung zahlreicher neuer Anwendungsgebiete.
Auf der Grundlage der Ergebnisse dieser Arbeit wird in Kapitel 9 eine Auswahl von
Ideen fiir weiterfithrende Ziele, deren Verwirklichung unter Verwendung des Multi-
Phasenfeldmodells denkbar sind, gegeben. Die inhaltlich und zeitlich aufeinander auf-
bauende Struktur der Arbeit ist als Flufdiagramm in Abbildung 1.1 skizziert.
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Kapitel 2

Multi-Phasenfeldmodellierung

2.1 Formulierung einer allgemeinen Klasse von
Multi-Phasenfeldmodellen

Das im folgenden aufgestellte Multi-Phasenfeldmodell besitzt durch seine Allgemein-
giiltigkeit die Flexibilitat, sowohl Rekristallisationsph&nomene in Vielkornsystemen als
auch Phaseniibergénge in mehrphasigen Legierungen zu beschreiben. Die wichtigsten
Aspekte zur Entwicklung des Multi-Phasenfeldmodells sind in den Veréffentlichungen
von H. Garcke, B. Nestler und B. Stoth [52] und von B. Nestler, A. A. Wheeler [53]
zu finden. Zur Modellformulierung werden allgemeine Systeme betrachtet, die durch
einen Vektor von Ordnungsparametern ¢(Z,t) = (¢i(Z,1))i=1,..,
konnen. Die Grofien ¢;(Z,¢) werden Phasenfeldvariable oder Phasenfelder genannt und

~ beschrieben werden

reprisentieren entweder N verschiedene Korner oder N Phasen im System, wobei die
Interpretation des Vektors ¢(Z,t) von der speziellen Anwendung des Modells abhiingt.
Fiir die Formulierung des Multi-Phasenfeldmodells, fiir die Herleitung der allgemei-
nen Reaktions-Diffusionsgleichungen, fiir die Definition expliziter Ausdriicke fiir die
freien Energien, fiir die Einfiihrung verallgemeinerter ¢-Vektoren in Kapitel 3 und fiir
die daran anschliefende Relation des diffusen Grenzflichenmodells mit einem Sharp-
Interface Modell ist die Festlegung der Interpretation des Vektors ¢(&,t) nicht erfor-
derlich.

Zunichst wird angenommen, daff das System an jedem Ort im Raum ausschliefllich
aus einem bestimmten Korn mit Label n oder einer definierten Phase mit Label 7,
1 < n < N besteht, so daB gilt ¢,.(Z,t) =1 und ¢;(Z,¢t) = 0 fiir alle ¢ £ n,1 <7< N.
Fiir den Vektor ¢(Z,t) wird die Bedingung vorausgesetzt, dafl ¢(Z,t) nur Werte an-

9
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nimmt, die auf dem Gibbs Simplex

g = {qs(m) cRY

D@ t)y=1, 0<i(dt) < 1} (2.1)

liegen.

Die freie Energie des Systems ist von der allgemeinen Form einer Ginzburg-Landau
Energie

F(,1) = /V L($, V) dV, (22)

wobei V ein vom System belegtes, offenes und beschrinktes Teilgebiet des IR® ist. Die
Lagrangedichte L£(¢, V¢ ) hingt von dem N-Vektor ¢{Z,¢) und der N x 3-Matrixvari-
ablen V(Z,t) ab. Mit V¢ (Z,t) wird die rdaumliche Ableitung der Funktion ¢ : R® x
[0,00) — RRY bezeichnet, d.h. V¢ = (Ons)izt,.. Nik=1,. 3, Wobel (Org;) die partielle
Ableitung von ¢;(Z, 1) beziiglich zj, ist. L{¢, V¢ ) setzt sich aus zwei Energieanteilen
zusammen

L($, V) =cg(d,V )+ f(). (2.3)

Der Parameter ¢ steht fiir ein kleines Lingenskalenmaf, das mit der diffusen Grenzfla-
chendicke verbunden ist. In Abschnitt 2.3 werden explizite Ausdriicke fiir die beiden
Energiebeitrige g(¢, V@) und f(¢) gegeben. Die von H. Garcke, B. Nestler und B.
Stoth in [52] vorgestellten theoretischen Arbeiten zur Multi-Phasenfeldmodellierung
und zur formal asymptotischen Sharp Interface Entwicklung sind sehr allgemein ge-
halten und stiitzen sich auf wenige, grundlegende Voraussetzungen an die Funktionen
9(¢, V) und f(¢p). Somit sind die in [52] auf sehr umfangreiche Weise hergeleiteten
Ergebnisse fiir alle Funktionale giiltig, deren Energieausdriicke g(¢, V¢) und f(¢) die
folgenden Eigenschaften erfiillen:

Die Funktion g(¢, V¢) beriicksichtigt Oberflichenenergien und ist von der Form einer
Gradientenenergie

g:RY xRV - RY : (¢, V) = (¢, V)
mit den Eigenschaften:
e g(¢p, Vo) ist eine homogene Funktion vom Grad zwei in der Variablen V¢, d.h.

9(¢,aV @) = Pg(p, Vo) fiiralle a>0,a€lR,



Multi-Phasenfeldmodellierung 11

e g(¢, V) ist positiv fiir alle ¢ aus der Hyperebene ¥ mit

> g = 1} 7 (2.4)

=1

E:{qbelRN

e g(¢, - ) ist konvex fiir alle ¢ € X.

Die Funktion f(¢) ist der potentielle Teil der Energie mit

He):RY 5 R: ¢ — f(¢),

der genau N lokale Minima auf der Hyperebene 3 hat. In der Theorie der Pha-
seniibergéinge entsprechen diese Minima den Phasen des Systems. Bei der Anwendung
des Modells auf polykristalline Systeme reprisentieren die Minima einzelne Korner der
Mikrostruktur. Es wird angenommen, dafl die Minima nur physikalisch relevante Werte
annehmen, also auf dem Gibbs Simplex G liegen. Die potentielle Energie f(¢) besteht
selber wieder aus zwei Beitrigen

£(9) = ~0(8) + x(8). (2.5)

Die Energiefunktion U(¢) ist positiv fiir alle ¢(Z,¢) und hat N Minima der Hghe
Null entsprechend der Anzahl Phasen oder Kérner im System, d.h. U(¢(Z,¢)) = 0
genau dann, wenn ¢(&,t) = e;, wobei e; den i-ten Einheitsvektor des IR bezeichnet.
Die Funktion x(¢) beschreibt Abweichungen vom thermodynamischen Gleichgewicht.
Ausgeschrieben ergibt sich insgesamt das freie Energiefunktional

7@)= [ (@59 1 Lu(g) 1 x9)) av. (26)

2.2 Herleitung der allgemeinen Reaktions-Diffusi-
onsgleichungen

Durch die Variationsableitung von F(¢) kann aus dem Energiefunktional ein Satz von
Phasenfeldgleichungen, von sogenannten Allen-Cahn Gleichungen hergeleitet werden.
Dabei werden nur Variationsableitungen zugelassen, die die Bedingung erfiillen, daf
die physikalisch relevanten Werte von ¢ gezwungen werden, auf der Hyperebene ¥
zu liegen. Dies erfordert das Auftreten eines nichtkonstanten Lagrange-Multiplikators,
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der sicherstellt, daB die Variationsableitungen punktweise auf der Tangentenebene 7%
liegen, mit

TS = {qSe]RN

N
> gi=0 } . 2.7
i=1
Projektionen auf die Tangentenebene 7Y werden mit T'¢p bezeichnet und sind definiert
durch 1

T¢:¢—N(¢~]1)]1 erTy,

wobei L = (1,...,1) € R".

Die Allen-Cahn Gleichungen sind nichtlineare, partielle Differentialgleichungen fiir nicht-
erhaltene Ordnungsparameter und zwar fiir die Komponenten des Vektors ¢. Sie lassen
sich herleiten aus dem Gradientenflufl

¢, = S S M (2.8)

B, Vo) ¢

Diese Formulierung stellt sicher, dafl die totale freie Energie des Systems mit der Zeit
abnimmt. Der Parameter (¢, V) kennzeichnet einen anisotropen kinetischen Koef-
fizienten, fiir den von B. Nestler und A. A. Wheeler in [53] ein spezieller Ausdruck
angegeben ist. Fiir die detaillierte Berechnung der Variationsableitungen §F(¢)/d¢
wird auf die Verdffentlichung von H. Garcke, B. Nestler und B. Stoth, Absatz 4 in
[52] verwiesen. An dieser Stelle wird darauf verzichtet, die technischen Einzelheiten der
Herleitung vorzufithren. Das Ergebnis der Berechnung der Variationsableitungen ergibt
das folgende Gleichungssystem

B, V)¢, = e div(Tgvep(h, V@) — €l'gp(h, V) - %T‘P,¢(¢) —Tx (@), (2.9)

wobei ¢,(Z,t) die zeitliche Ableitung von ¢(Z,t) ist. Die Notation g4, ¥ 4, x 4 und
g vq bezeichnet die Ableitung der jeweiligen Funktion nach ¢(Z,t) bzw. V@(Z,t). Die
Divergenz div(g ¢4 (¢, V¢)) der matrixwertigen Funktion g ;4 V' — IR¥*3 ist definiert
als die Divergenz jeder Zeile der Matrix und hat einen N-Vektor als Resultat, d.h.

-----

Durch den Ansatz

_ 07(9)
C - W7

¢, = A¢
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kann aus dem Energiefunktional ein Cahn-Hilliard System von Differentialgleichungen
fiir erhaltene Ordnungsparameter aufgestellt werden. In einem solchen Cahn-Hilliard
System représentieren die Komponenten (¢;(Z,t))i=1,.. v Konzentrationen verschie-
dener Komponenten in mehrkomponentigen Legierungssystemen und die Funktionen
(Gi(Z,1))i=1,.. v sind N chemische Potentiale des Systems. Das Ausfiihren der Variati-
onsableitungen liefert das Differentialgleichungssystem

¢ = —edivTyus(d, V) + e Top(d, V) + - TV .4(6) + Txs(9),

&,

AC.

Beide Systeme, das Allen—-Cahn System und das Cahn-Hilliard System werden erginzt
durch natiirliche Randbedingungen

Tgve($, V) Toy =0, (2.10)

wobel Dy € IR® Normalenvektor an den Rand &V des Gebietes ist. Fiir die chemischen
Potentiale ((;(#,t))i=1,.. .~ werden no-slip Randbedingungen V¢;-Fpy = 0 angenommen.

2.3 Ausdriicke fiir die freien Energien

Ein mdoglicher Ausdruck fiir die Gradientenenergie hingt nur von den Gradienten der
Phasenfelder V¢(Z,¢) ab und ergibt sich aus einer direkten Erweiterung der Standard-
formulierung eines Phasenfeldmodells fiir Fest/Fliissig Systeme zu

N
1
\Y = -V i 2 .
(V) Zj 5 IVéi
Als eine Besonderheit des hier formulierten Multi-Phasenfeldmodells wird anstelle die-
ses Ansatzes eine Gradientenenergie verwendet, die auf antisymmetrischen Termen der
Form ¢; Ve, — ¢V aufbaut und sowohl von den Phasenfeldern ¢(Z,¢) als auch von
den Gradienten V¢(Z,t) abhingt

N

AR ST AT A (2.11)

ik=1,i<k

wobei 7, konstante Gradientenenergiekoeflizienten sind. Die Grundidee der antisymme-
trischen Terme basiert auf der Theorie irreduzibler Darstellungen, die bei L. D. Landau
und E. M. Lifshitz in [70] diskutiert ist. Von I. Steinbach, F. Pezzolla, B. Nestler et
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al. in [41] und von B. Nestler in [42] wurden diese Terme erstmalig in ein Phasenfeld-
konzept eingebaut. Sie versehen das Multi-Phasenfeldmodell mit einer ausreichenden
Anzahl von Freiheitsgraden, um die Physik an jeder auftretenden Grenzfliche eines
Systems aus N Koérnern oder N Phasen und die Wechselwirkung von je zwei benach-
barten Komponenten, Kérnern oder Phasen einzeln zu behandeln. Zur Abkiirzung der
Notation werden fiir die antisymmetrischen Terme die Vektoren 7, eingefiihrt

Tak = OV — O Vop; . (2.12)

Die Gleichung (2.11) modelliert zunichst Gradientenenergien in einem System, in dem
die Grenzflichen isotrope Oberflichenenergien besitzen. Um dariiber hinaus auch Sy-
steme mit anisotropen Oberflichenenergien mit dem Multi-Phasenfeldmodell zu be-
schreiben, wird Gleichung (2.11) verallgemeinert zu

N

9(6. V) = Y %mzk [Tir(0:V dr — eV )], (2.13)
ik=1,i<k

wobei [';; als eine homogene Funktion vom Grad Eins definiert ist. Die Anisotropie der

Oberflichenenergien wird in dem Gradientenpotential (2.13) durch die Terme I (7ir )

realisiert. Im isotropen Fall gilt T';(7ix) = |Fik|, und es ergibt sich das Potential (2.11).

Explizite Ausdriicke fiir glatte und kristalline (facettierte) Anisotropien werden in Ka-

pitel 5 gegeben und numerisch umgesetzt.

Fiir den potentiellen freien Energieanteil U(¢) werden im folgenden zwei Formulierun-
gen, ein Multi-Well Potential W, (¢) und ein Multi-Obstacle Potential Wy () vorge-
stellt. Beide Potentiale sind durch paarweise Wechselwirkungsenergien definiert

N
V(@) = % > Wadidr, (2.14)
i k=1 i<k
N
o(P) = % Z Wik didore - (2.15)
ik=1i<k

Die Grofle Wy, ist proportional zu der Hohe des paarweise lokalen Maximums des
Double-Well Potentials bzw. Double-Obstacle Potentials. Fiir den Fall N = 3 ist in
Abbildung 4.3 (links) exemplarisch der graphische Verlauf des Double-Well Potenti-
als U, (¢) illustriert. Bei Systemen aus zwei Phasen reduziert sich W, (¢) auf das
Standard Double-Well Potential und ¥,4(¢p) auf das herkémmliche Double-Obstacle
Potential. In Kapitel 4.2 wird gezeigt, daf sich zur Kalibrierung der physikalischen
Parameter bei der Multi-Phasenfeldmodellierung die Wahl eines erweiterten Multi-
Obstacle-Potentials mit zusétzlichen Termen héherer Ordnung als besonders geeignet
herausstellt.
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Die Energie x(¢), die die Abweichung vom thermodynamischen Gleichgewicht charak-
terisiert, wird durch einen der folgenden Ausdriicke beschrieben

x(¢) = Zmi(T)¢?(3—2¢i)7 (2.16)
(@) = D mil) e, (2.17)

wobei m;(T') konstante oder temperaturabhiingige Koeflizienten der treibenden Kraft
sind.

Durch Auswahl je eines Reprisentanten der einzelnen Energiebeitrige fiir ¥(¢) und
x(¢) kann eine spezielle Lagrangedichte £{¢, V¢) der Form (2.3) formuliert werden.
Ein Beispiel einer anisotropen Lagrangedichte ist

N N N
LOVH=5 S BT+ S Wbl Y mlT)er (219)
ik=1,i<k ik=1,i<k i=1

Parameterrelationen

Die Parameter 7;, und Wy, konnen fiir jede Grenzfliche individuell festgelegt und mit
mefbaren, physikalischen Grofien wie Grenzflichendicke ¢;, Oberflichenenergie a;;, und
Mobilitdt p;, identifiziert werden wie z. B. von A. A. Wheeler und G. B. McFadden in
[26] und von B. Nestler und A. A. Wheeler in [53] wie folgt praktiziert

_ 2v/2 i i = Nk vV W; und g = Wi
VW & 62 ' 3V2nu

Aus den Symmetrieeigenschaften der physikalischen Groflen € = i, i = 0x; und
fhik = Jiki lassen sich folgende Symmetrierelationen schlieBen

gik

(2.19)

ik = e und Wi = Wi . (2.20)

Die spezielle Form der freien Energien und die Symmetrieeigenschaften der Parame-
ter gewdhrleisten, daf§ sich das Multi-Phasenfeldmodell auf ein klassisches isotropes
Phasenfeldmodell zuriickfiihren 148t wie es z.B. von G. Caginalp in [11] fiir Systeme,
bestehend aus einer festen und einer fllissigen Phase, gezeigt wird. Bei Beriicksichtigung
anisotroper Oberflichenenergien wird fiir o4(7i;) angesetzt

_ vV Wi

oi(flin) = W Tilflix) (2:21)
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wobei ii;; Normalenvektor an die Grenzfliche der durch die Phasenfelder ¢; und ¢y
reprisentierten Phasen ist. In Abbildung 3.1 ist die Richtung von 7. festgelegt. Die
Eigenschaft von I’ (i), eine Funktion vom Grad Eins zu sein, wird entsprechend der
Gleichung (2.21) auf die Oberflichenenergien o;x(ii;,) iibertragen.

Unter Verwendung der Relationen (2.19) kénnen die freien Energien g(¢, V) und
U(¢) aus den Gleichungen (2.11), (2.13), (2.15) und (2.15) in den physikalischen Pa-
rametern o und g ausgedriickt werden

N
0. V9) = 3 TE 16V — Vel (2.22)
ik=1,ick Ok
N
9(& V) = 3 TE[NaldiVor - Vo), (223)
ik=1i<k "
N
V() = 9 Z Nikaik¢?¢i7 (2.24)
ik=1,i<k
16 <
V(@) = = Z Wik Oik Qi - (2.25)
ih=1,i<k

Mit den auf diese Weise in physikalische Parameter umgeschriebenen Potentialen lautet
die in Gleichung (2.18) exemplarisch gegebene Lagrangedichte

N N N
i R 9
L(p, V) =e Z U>k [Car (7)) + = Z ik Ok 07 67, + Zmz(T) ¢i. (2.26)
ik=1,ick Ok € keLick i=1

Mit diesem Ausdruck fiir die Lagrangedichte wird in spdteren Kapiteln gearbeitet.



Kapitel 3

Sharp Interface Asymptotik fiir das
Multi-Phasenfeldmodell

Die Formulierung eines E—Vektors wurde erstmals von J. W. Cahn und D. W. Hoffmann
in [27, 28] fiir Sharp Interface Modelle vorgestellt. Auf der Grundlage dieser Ideen
haben A. A. Wheeler und G. B. McFadden in [26] einen ¢-Vektor fiir Fest/Fliissig-
Phasenfeldmodelle mit einer anisotropen Oberflichenenergie der Fest/Fliissig-Phasen-
grenze vorgeschlagen. Im Anschluff an diese Arbeit haben dieselben Autoren in [29] das
Konzept des g—Vektors weiterentwickelt und einen Spannungstensor definiert, fiir den
ein Erhaltungsgesetz erfiillt sein muf. Dieser Erhaltungssatz kann genutzt werden, um
im Sharp Interface Limes ein Kriftegleichgewicht an Multipelpunkten herzuleiten.

Aufbauend auf den Arbeiten [26, 29] haben B. Nestler und A. A. Wheeler in [53, 54]
einen verallgemeinerten Cahn-Hoffman gik—Vektor—ForInalismus fiir das Multi-Phasen-
feldmodell entwickelt. Mit diesem Formalismus kann die Sharp Interface Asympto-
tik des Multi-Phasenfeldmodells mit den speziellen, in Kapitel 2.3 definierten, freien
Energien auf prignante Weise durchgefithrt werden. Als Resultat ergeben sich an
Grenzflichen eine allgemeine, anisotrope Form der Gibbs-Thomson Gleichung in 3D
und an Multipelpunkten, die aus anisotropen Grenzflichen gebildet werden, eine Bedin-
gung fiir ein Kriftegleichgewicht. Diese Ergebnisse im Sharp Interface Limes zeigen, daf
der gik—Vektor—Formalismus eine elegante Methode darstellt, um einerseits Anisotropie
von Oberflichenenergien im Zusammenhang mit Sharp Interface Theorien zu untersu-
chen und um andererseits komplizierte diffuse Grenzflichentheorien zu beschreiben.

In Abschnitt 3.4 wird die Sharp Interface Asymptotik entsprechend den Uberlegun-
gen von H. Garcke, B. Nestler und B. Stoth in [52] dahingehend verallgemeinert, daf§
fiir allgemeine Multi-Phasenfeldmodelle der Grenziibergang der diffusen Grenzdicke
gegen Null betrachtet wird. Hierfiir werden lediglich die in Kapitel 2.1 zusammenge-
stellten Eigenschaften der Funktionen g{¢, V@) und f(¢) vorausgesetzt, ohne explizite
Ausdriicke fiir die freien Energien einzusetzen.

17
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3.1 g-Vektor und Spannungstensor Formalismus

Fiir die weiteren theoretischen Uberlegungen in Kapitel 3 wird das durch die Lagran-
gedichte (2.18) aufgestellte Modell in dimensionslosen Gréfien ausgedriickt. Die freie
Energiedichte wird beziiglich b, die Lange beziiglich eines typischen Kriimmungsradius
R einer Grenzfliche und die Oberflichenenergie oy beziiglich b R reskaliert. Mit den
Gleichungen (2.19) und (2.21) lautet die dimensionslose Lagrangedichte

N N
L) = S {3eeiko?k<m>+4j—,k¢?¢z} ST, (3)
ik=1,i<k K i=1

dabei sind m;(T) = m;(T)/bund e = be/Wip. Aus Gleichung (2.20) folgt die Symmetrie-
eigenschaft ¢;; = eg;. Mit dem Zusammenhang €;x = ¢/(36u:x0:) konnen die dimen-
sionslose Lagrangedichte (3.1) und die Lagrangedichte in physikalischen Parametern
(2.26) ineinander tberfithrt werden. Zur Vereinfachung der Notation wird im folgen-
den die Schlange bei 7n;(T") weggelassen.

Das Ziel besteht nun darin, verallgemeinerte Cahn-Hoffman - Vektoren fiir das Multi-
Phasenfeldmodell zu definieren und mit der Einfithrung dieser g,»k—Vektoren den asym-
ptotischen Grenziibergang des diffusen Multi-Phasenfeldmodells in ein klassisches Sharp
Interface Modell zu studieren. Dazu wird ein Grenzflichenbereich zwischen zwei, mit
¢ und k& nummerierten Kérnern oder Phasen betrachtet und angenommen, dafl ¢;(Z,t)
and ¢ (Z, 1) die einzigen, von Null verschiedenen Komponenten des Phasenfeldvektors
sind, so daB gilt: ¢;(Z,1) + ¢x(Z,t) = 1. Die Oberfliiche S des Grenzflichenbereiches
ist lokalisiert bei ¢;(Z,t) = ¢p(Z,t) = 1/2. Die Normalenvektoren an S; werden mit
i und 7ix; bezeichnet, und ihre Richtung kann in Abbildung 3.1 abgelesen werden.

o

Abbildung 3.1: Schematische Skizze zur Festlegung der Orientierung der Normalen-
vektoren 7i;, und 7ig; an die Oberfliche S; in einer diffusen Grenzfliche mit Dicke
Ziku
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An der Grenzfliche sind die Phasenfeldgleichungen fiir ¢;(Z,¢) und ¢x(Z,t) die einzigen
nichttrivialen Gleichungen. Daher ist die Oberflichenenergie der mit S, assoziierten
Grenzfliche im Sharp Interface Limes €; = €; — 0 in fiihrender Ordnung durch
oie{Ta,) gegeben. Da entsprechend Abbildung 3.1 7y, = — 7y ist, gilt

oi(i) = ori( —Tlar,) - (3.2)
Nach Gleichung (2.21) sind die Funktionen oy (7) homogen vom Grad Eins, so daff

Uzk(Csz) = ngk(f;k) fiir alle C c R. (33)

Aus den Gleichungen (3.2) und (3.3) ergibt sich fiir anisotrope Oberflichenenergien die
Symmetriebedingung

oi(Tir) = Ori(Tri)- (3.4)

Definition der g;k-Vektoren fiir das Multi-Phasenfeldmodell

Als direkte Erweiterung des von A. A. Wheeler und G. B. McFadden in [26] vor-
gestellten &-Vektor Formalismus fiir Fest/Fliissig Phasensysteme kann fiir das Multi-
Phasenfeldmodell der Satz von &;-Vektoren definiert werden

z o Oaix (T -

EirlTin) = % = Vi, oik(T) - (3.5)

Tik

Die gik—Vektoren haben folglich die Eigenschaft, homogene Funktionen vom Grad Null
zu sein. Mit den Gleichungen (3.4) und (3.5) folgt

ik = — G- (3.6)

Schliefllich 148t sich aus der Definition von ék(ﬁk) und mit allgemeinen Berechnungs-
methoden homogener Funktionen vom Grad Eins folgende Beziehung ableiten, die
wahrend der asymptotischen Entwicklung an Multipelpunkten in Unterkapitel 3.3 ver-
wendet wird

ol Tir) = Tan - & - (3.7)

Herleitung der Phasenfeldgleichungen im g;k-Vektorformalismus

Im Hinblick auf die im weiteren vorgesehene Sharp Interface Asymptotik werden in ei-
nem néchsten Schritt die Phasenfeldgleichungen mit Hilfe der eingefiihrten verallgemei-
nerten Cahn-Hoffman &;;-Vektoren ausgedriickt. Einsetzen der Lagrangedichtefunktion
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L{¢, V) in den allgemeinen Ansatz (2.8) zur Bestimmung der Allen-Cahn Gleichun-

gen ergibt
E)gzbk oL oL o,
e 8(¢, Vd)) = {V <3 ¢k> - _0¢k} mit k=1,... N. (3.8)

Das Berechnen der partiellen Ableitungen 9L£/9V¢; und 9L /8¢; fiir die explizite Form
der Lagrangedichte in Gleichung (3.1) liefert unter Benutzung der Symmetrierelationen

(2.20), (3.4) und (3.6) die Terme
aL { 00 Gak (Tk])
72 ezk Uzk Tzk + Z €kj Uk:] Tk:] e )
OV ¢y, = OV ¢y, = OV ¢y,
aalk 8r,k aak] 8rk]
= 72 ik O3
{KZkaO'k Grk8V¢ +26k]0k] 3rk]8V¢k
= 72 {Z €ik Uzk Tzk €zk¢z}
£k
und
9L _ ZN: e o) G- Vi + —— G|+ ma(T) + A
a(z)k = < ik Oik\Tik ) Cik 0 26ik : Pk k )

wobel der Lagrange-Multiplikator A die Variationsableitungen auf die Tangentenebene
TY zwingt. Insgesamt lassen sich die Phasenfeldgleichungen (3.8) schreiben als

5¢kN , (P Ends) o (P - V] - ——a?

B a: #Zk |:7251k: [V . (Uzk(rzk)fzk¢z) + Uzk(rzk)fzk . v¢1] - ﬂ¢z ¢k - mk(T) - A:
(3.9)

mit £ =1,..., N. Mit der Definition der Tangentenebene T'Y in Gleichung (2.7) kann

der Lagrange-Multiplikator bestimmt werden

N N
A= Z¢k (Z [72% [V . (Uik(ﬁ'k)gimi) + o (Fin)Ein, - V¢i:| - 2617%2%] - Eﬁ% - mk(T)> .

k=1 itk
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3.2 Phasengrenzflichen

In diesem Abschnitt wird der Sharp Interface Limes €;, = e — 0 einer gekriimmten
Grenzflidche, wie sie in Abbildung 3.1 skizziert ist, diskutiert. Die einzigen nichttrivialen
Phasenfeldgleichungen an dieser Grenzfliche sind

Oo; oo - 1
e ;; = T2 [V . (O'ki(rki)gki(z)k) + kil - V¢k] - fki@(bi -mi(T) - A,
€ % T2ei [V . (Uik(ﬁk)§k¢i) + ok - V¢i] - %ﬁc%(ﬁ? —mi(T) — A

Mit den Symmetriebedingungen fiir oz, {Gleichung 3.2), & (Gleichung 3.6) und ez
fithrt das Subtrahieren der beiden Gleichungen zu

O >
;Z = —T2e4V - (Uik(v¢i)§ik) + ;—_kéﬁi(l - %) <% - ¢i> + Am(T). (3.10)

Hierbei kennzeichnet Am;(T) = myg(T) — m;(T) den Unterschied der freien Energien
x(e;) und x(ex) zwischen den beiden Phasen ¢ und k und héngt mit der latenten Warme

2¢0

Ly der beiden Phasen zusammen iiber die Beziehung

Lo (T —TM
Amy(T) = 5 ( TMk) ,
ik

wobei T die Schmelztemperatur ist. Gleichung (3.10) zeigt, daf sich an einer Zwei-
phasengrenze das Multi-Phasenfeldmodell in eine Standard-Phasenfeldgleichung fiir
Fest /Fliissig-Systeme, wie bei A. A. Wheeler and G. B. McFadden in [29], zuriickfiih-
ren laBt. Fir die Sharp Interface Asymptotik wird ein Koordinatensystem eingefiihrt,
in dem die Grofie r ein Maf fiir den Abstand zur Oberfliche S;; ist. Der Wert von r
nimmt in Richtung der Phase & bzw. des Korns £ zu. Um die Losung in der diffusen
Grenzschicht zu untersuchen, wird r durch die Grenzflichendicke, die von Ordnung
O(eir) ist, reskaliert, d.h. r = e;p mit p = O(1). Die Losung ¢; in nullter Ordnung
wird mit ¢£0)(p) bezeichnet und geniigt der gewdhnlichen Differentialgleichung

2 4(0)
P -0 (5o ) 0. e

Die Losung dieser Gleichung hat die Form eines tanh-Profils

=5 (1 (52))

Diese Ndherungslésung nullter Ordnung ¢£0) im Grenzflichenbereich erfiillt weiterhin

die Identitdt
2
oo (g (p) 1
——— ) dp= ———. 3.12
/_OO ( dp p 720ik(ﬁik) ( )
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Das erste Integral der Gleichung (3.11) ergibt

2
B} dg” 1
36 i) | 222} Lo g0y =0,
dp 4
Damit folgt als Niherung fiir die Lagrangedichte in nullter Ordnung
™ (970
L(, V) = — (o))" | ——— | - (3.13)
€ik dp

Diese Beziehung gibt an, daf§ der Anteil an Gradientenenergie und der Anteil an poten-
tieller Energie in der Lagrangedichte gleich stark gewichtet sind. Diese Tatsache wird
auch ,,Fquipartition of Energy’ genannt.

Allgemeine anisotrope Form der Gibbs-Thomson Gleichung

Bei Betrachtung der Losung in nichsthéherer Ordnung, also in erster Ordnung, tritt
an einer scharfen Grenzfliche Sy, das folgende Losbarkeitskriterium auf

Wik(Tlit) Uy, = — Vs, Em + Amyu(T), (3.14)

wobel 7, die Geschwindigkeit der Grenzfldche in Normalenrichtung ist, die ein positi-
ves Vorzeichen hat, wenn die Phase 7 wichst. Gleichung (3.14) ist die allgemeine Form
einer anisotropen Gibbs-Thomson Gleichung, bei der der Vektor ék fiir die Grenzfliche
S;x die Rolle eines Cahn-Hoffman E—Vektors spielt. In sphirischen Koordinaten kann
mit der Beziehung Vg, - &x = (0ul0, ) + 0%4(0,¢)) & die Gleichung (3.14) auf die
bekannte Form

12:1(8, ) Unyy, = —(0un(8, ) + 054,(8, ) & + Ama(T) (3.15)

gebracht werden. Hierbei bedeutet o%% (9, @) = 8%04(6, ¢)/00%, und & ist die Kriimmung
der Grenzfliche Sy,. Fiir den Fall isotroper Oberflichenenergien und isotroper Mobi-
litdten haben die Groflen o, und g konstante Zahlenwerte und hingen nicht von der
Orientierung der Grenzfliche ab. Bei solchen Phasen- oder Kornsystemen verschwin-
den die Terme }(6, ¢), und die Beschreibung der Grenzflichenkinetik reduziert sich
auf die isotrope Version der Gibbs-Thomson Gleichung

Wik Uny = =0 & + (ma(T) — my(T)) . (3.16)
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3.3 Multipelpunkte

Als nichstes wird der g—Vektor Formalismus genutzt, um stationidre Multipelpunkte
zu untersuchen. Multipelpunkte bilden sich an den Stellen, an denen m < N Pha-
sen zusammentreffen. Im Sharp Interface Limes zeigt sich, dafi an Multipelpunkten
das klassische Kriftegleichgewicht, das als Youngsches Gesetz bekannt ist, gilt. Fiir
die Asymptotik wird zunichst ein Spannungstensor Z fiir das Multi-Phasenfeldmodell
entwickelt. Da die Lagrangedichte nicht von rdumlichen Koordinaten abhédngt, existiert
nach dem Satz von Noether [71] eine Erhaltungsgrofie Z, fir die gilt

V-E=0, (3.17)

wobei der Spannungstensor definiert ist durch
N
oL
E=) Vi@ so— — LI (3.18)
&
Durch Einsetzen der berechneten partiellen Ableitung 9£/9V ¢; erhilt man

N N
=2="72 Z Z €ir OitlTi) GV ® {:k — L1

k=1 ik

Mit den Symmetriebedingungen (3.4) und (3.6) geht dieser Ausdruck iiber in

<k

Es wird nun ein Multipelpunkt betrachtet, der parallel zum Einheitsvektor [ liegt.
Daher gentigt es, sich bei der folgenden Diskussion auf die Ebene mit Normalenvektor
I’ zu beschrinken. In diesem Fall sind die Oberfliichen Si Kurven in dieser Ebene. Die
m (< N) Phasen, die an dem Multipelpunkt zusammentreffen, werden im Uhrzeigersinn
um den Multipelpunkt mit ¢ =0,1,2,... ,m — 1 nummeriert und mit entsprechenden
Phasenfeldern ¢q, ¢1,¢2 ..., ¢n_1 assoziiert. Da der Multipelpunkt im Gleichgewicht
ist, haben die Phasen dieselbe freie Energiedichte, so daff die Energiebeitrige x(¢)
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Null gewihlt werden kénnen, d. h. m;(T) = 0,
fiir¢ =0,...,m — 1. Weiterhin sei C eine geschlossene Kurve, die den Multipelpunkt
umschlieft und die die aus dem Multipelpunkt laufenden Phasengrenzen senkrecht
schneidet, Abbildung 3.2.

Fiir den Ubergang des anisotropen Multi-Phasenfeldmodells in ein Sharp Interface
Modell wird der Einfachheit halber angenommen, dafi die Konstanten ¢;;, alle gleich
sind, € := €. Der allgemeinere Fall, bei dem die ¢; verschieden und proportional zu
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einem kleinen Parameter e sind, ist von H. Garcke, B. Nestler und B. Stoth in [52]
diskutiert. Im Sharp Interface Limes ¢ — 0 haben die den Multipelpunkt bildenden
Grenzflichen die Dicke O(e). Wie in Abbildung 3.2 zu erkennen ist, bezeichnet ;41 die
Normale an die Kurve S;41, die Oberfliche der Phasen ¢ und ¢+ 1 mit den zugehdrigen
Phasenfeldern ¢; und ¢;1(mod(m)),0 < i < m — 1 ist. Entsprechend stellt t;;,, die
Tangente an Sy dar, fiir die gilt: fii“ = i1 X [. Nach Konstruktion liegt t:«iﬂ in
Normalenrichtung zu C'.

i+1

Abbildung 3.2: Schematische Zeichnung eines Multipelpunktes fiir 4 Phasen, der inner-
halb einer geschlossenen Kurve C liegt. Aufierdem ist die Orientierung des Tangential-
und des Normalenvektors am Beispiel einer Grenzfliche gezeigt und die Richtung des
Vektors [ angedeutet, der parallel zum Multipelpunkt und senkrecht zur Ebene des
Diagramms liegt.

Da der Spannungstensor 2 gemif Gleichung (3.17) divergenzfrei ist, folgt durch An-
wenden des Divergenztheorems das Kriftegleichgewicht an Multipelpunkten

/ E-7ds=0, (3.20)
c

wobei 7/ die Suere Normale an die Kurve C'ist. Bei Nichtvorhandensein von treibenden
Kréften x(¢) ergeben sich die einzigen nichtverschwindenden Beitrdge zu diesem Inte-
gral aus den Teilen der Kurve C, die die Phasengrenzbereiche schneiden. Da die freien
Energiedichten x(¢) Null sind, ergeben sich die einzigen nichtverschwindenden Beitriige
zum Integral aus den Teilen der Kurve C, die die Phasengrenzbereiche schneiden. Aus
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Gleichung (3.20) folgt daher fiir das Kriftegleichgewicht an einem Multipelpunkt

3
N
™

s
Il
L

(3.21)

o
Il
=

Hier ist F‘, die Gesamtkraft pro Einheitslinge, die an die Ebene normal zur Kurve S;;41
und in Richtung fiis1 wirkt. Bei der Betrachtung des Sharp Interface Limes ¢ — 0
werden die Krifte F; nun in fithrender Ordnung bestimmt. Mit Gleichung (3.20) kann
F} wie folgt durch Integration iiber die Grenzschicht der Phasen ¢ und ¢ + 1 berechnet
werden

!
I

. +o00 .
i 6/ = - tii+1 dp

+oo
6/ [72 € Tiit1(Tiir1) Tiir1 ® &1 (Fiag1) — L ]1] ~tup1 dp

—

+oo
6/ {72 € 01 (Tiir1) |:£ii+1(77ii+1) . tii+1:| Tiir1 — CtiiJrl} dp,

wobei ep den Abstand in Normalenrichtung 7;;41 von der Grenzfliche S;;41 beschreibt.
Die Ngherungslosungen nullter Ordnung fiir die Phasenfelder ¢; und ¢;1; im Grenzfli-
chenbereich erfiillen die Gleichung (3.11). Somit sind die Ndherungen nullter Ordnung
fiir g1 und g (Fisg1)

L 104 ) 1 96y ﬂ
Tiit1 ~ = 8p+1 Tiirr,  und  ouqr (Fhigr) ~ - E)—pH Oiip1(Tiig1) - (3.22)

Da der ék—Vektor eine homogene Funktion vom Grad Null ist, gilt
Giie1 (Fiir1) = i1 (Fisyr)- (3.23)
Zusitzlich kann die Beziehung (3.7) umgeschrieben werden in
Giip1(Fiigr) = Rispr - Saa (Risg). (3.24)

Mit den Relationen (3.22), (3.23), (3.24), dem Ausdruck fiir die Lagrangedichte in
nullter Ordnung (3.13) und der Identitat (3.12) 1aft sich das, die Kraft F; beschreibende
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Integral in nullter Ordnung weiter umformen zu

2

. +oo 3(;5(0)1 2 . . .
E; / 72 0501 Rsi1) é;er ((5ii+1 1) Tisy1r — Osipr (Taign) tii+1) dp

oo

+o0 ad’(‘O)l 2 . . . .
/ 72 Uii+1(ﬁii+1) ag ((51’1‘4—1 ° tii+1) ﬁii+1 - (éii+1 N ﬁii+1) tii+1) dp

R N +oo a(z)(o)l 2
= [5ii+1 X l] 72 O'ii+1(ﬁii+1)/ a—H' dp
—cO p
_ G (55)

Youngsches Kriftegleichgewicht an Multipelpunkten

Mit Gleichung (3.25) ergibt sich das Kriiftegleichgewicht an Multipelpunkten in nullter
Ordnung

i1 = 0. (3.26)
In sphérischen Koordinaten mit der Polarrichtung parallel zu T ist der {;Hl—\/ektor
gegeben durch die Gleichung

+ o0, ) 1 doun(f,p) P

Ciint = Oiip1(0, ) & g .
Civ1 = 0iur1(0,0) € 20 €0 + <nd 9 ®
In diesen Koordinaten wird die Bedingung (3.26) zu
m—1
- 9o (0, ) 7
Z Tii+1(0, ) tiisr — % i1 = 0. (3.27)
=0

Diese Gleichung kann mit dem klassischen Youngschen Gesetz inklusive zusdtzlicher
Scherkrifte aufgrund der Anisotropie der Oberflichenenergien identifiziert werden.
Die Scherkrifte sind bekannt als Herringsche Drehmomente. Das Kriftegleichgewicht
enthilt die Wechselwirkung von m Oberflichenenergietermen ;;11(8, ¢) 12-,4.1, die tan-
gential an jede der Grenzflichen wirken. Hierzu addieren sich m Herringsche Scherkréfte
(905:11(8, )/ 00) Tiz41, die in Normalenrichtung an die Grenzflichen orientiert sind und
anstreben, die Grenzflichen hin zu einer Orientierung mit geringerer Grenzflachenener-
gie zu rotieren. In Abbildung 3.3 ist die Situation fiir einen Tripelpunkt illustriert.
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Abbildung 3.3: Schemazeichnung der Krifte, die bei Anwesenheit von Oberflichenan-
isotropie normal und tangential an die Grenzflichen eines Tripelpunktes aus den 3
Phasen 0,1 und 2 wirken.

Bei isotropen Phasensystemen sind die Oberflichenenergien unabhéngig von der Ori-
entierung der Phasengrenzen, und es wirken nur Tangentialkréifte an jedem Punkt der
Grenzfliche. Die Scherkrifte verschwinden und Gleichung (3.27) reduziert sich auf das
konventionelle Youngsche Gesetz

m—1
Z iz tiisr = 0. (3.28)
i=0

An einem Tripelpunkt, der aus den Phasen 4,5 und & gebildet wird, bedeutet dies,
dafl im stationdren Gleichgewicht die Gleichung o;; ﬁj + ok t;k + oty = 0 erfiillt
wird. Damit diese Tripelpunktbedingung l1gsbar ist, muf} jeweils die Summe aus zwei
Oberflichenenergien grofier sein als die verbleibende dritte, also

Oi5 + Ok > Oki - (329)

Alternativ zu Gleichung (3.28) kann die Gleichgewichtsbedingung an Tripelpunkten
durch die Winkel ¢;, p; und i, die die einzelnen Grenzflachen am Tripelpunkt mitein-
ander bilden, ausgedriickt werden. Dies fithrt auf die in der Literatur geldufige Form
des Youngschen Gesetzes

sing;  sing; n sin @

(3.30)

Tk Oki Tij

Zur Erklirung der Notation: der Winkel ¢; ist der Winkel, den die Grenzflichen S;
und Sg; bilden, Abbildung 3.4. Haben die isotropen Oberflichenenergien der einzelnen
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Grenzflichen zusdtzlich noch alle denselben Wert, so entspricht die hergeleitete Gleich-
gewichtsbedingung in Gleichung (3.28) bzw. in Gleichung (3.30) der bekannten 120°
Winkelbedingung an Tripelpunkten.

Abbildung 3.4: Schemazeichnung der Krifte, die normal und tangential an die
Grenzflichen eines Tripelpunktes aus den 3 Phasen ¢, j und k wirken.

Die durchgefithrte Asymptotik zeigt, da$ sich das Multi-Phasenfeldmodell beim Uber-
gang der diffusen Grenzschichtdicke gegen Null in ein klassisches Sharp Interface Modell
zuriickfithren 1afit. Somit ist sicher gestellt, dafl das formulierte diffuse Grenzflichen-
modell fiir mehrphasige oder polykristalline Systeme die klassischen, physikalischen
Gesetze an Grenzflichen, Tripel- und Multipelpunkten erfiillt.

3.4 Verallgemeinerung der Ergebnisse im asympto-
tischen Limes

In den Abschnitten 3.2 und 3.3 wurde die Limesbetrachtung der diffusen Grenzflichen-
dicke gegen Null fiir die spezielle Form der Ginzburg-Landau Energiedichte in Gleichung
(3.1) vorgefiihrt. Diese Ergebnisse sind von H. Garcke, B. Nestler und B. Stoth in [52]
dahingehend verallgemeinert, daff fiir eine generelle Klasse von Multi-Phasenfeldmo-
dellen durch eine formal asymptotische Entwicklung der Zusammenhang mit einem
Sharp Interface Modell analytisch aufgezeigt wird. Die Herleitung des asymptotischen
Limes wird hierbei fir die durch Gleichung (2.6) formulierte Klasse von Ginzburg-
Landau Energiefunktionalen ohne Festlegung expliziter Ausdriicke der einzelnen Ener-
giebeitrége durchgefithrt. Vorausgesetzt sind lediglich die, in Kapitel 2.1 zusammenge-
stellten, generellen und strukturellen Annahmen wie z.B. Homogenitét der Gradienten-
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energie g{¢, V) vom Grad zwei in der Variablen V¢. Fiir die detaillierte Ausfithrung
der analytischen Herleitung wird auf [52] verwiesen. An dieser Stelle werden die aus
der Asymptotik resultierenden Ergebnisse zusammengefafit. Auch fiir die allgemeine
Klasse von Multi-Phasenfeldmodellen lassen sich im Sharp Interface Limes

e die anisotrope Gibbs-Thomson Gleichung an Grenzflichen und

e eine anisotrope Form des Youngschen Gesetzes an Tripelpunkten mit Herring-
schen Scherkréften

reproduzieren. Zusitzlich konnten in [52] Relationen
o fiir Grenzflichenpunkte m € 9V auf dem Rand des Gebietes,
e fiir die Oberflichenenergien oy, () und
o fiir die Mobilitdten

gefunden werden.

An Randpunkten m € 9V, an denen eine Grenzfliche Sy auf den Rand des Gebietes
OV stoft, ergeben sich im Sharp Interface Limes die natiirlichen Randbedingungen

(00, @) Tk — 3y (0, 0) k) - Tov = 0, (3.31)

wobel Ty der Tangentenvektor an den Rand 8V ist und o},(8, ¢) = dow(8, ¢)/08. Fiir
isotrope Phasensysteme vereinfacht sich diese Gleichung zu Tap - Tov = 0.

In [52] ist gezeigt, daB die Oberflichenenergien o (7;) sich aus den freien Energien
9{&, V) und ¥(¢) des Allen-Cahn Systems durch Berechnen der Energie einer sta-
tiondiren Wellenlosung ¢° bestimmen lassen

i) = [ (o(¢". V) 1+ W) . (3.32)
Dabei ist die Losung ¢° in Richtung f;, orientiert und verbindet die Phasenzustinde

e; und e von ¥(¢).

Die Mobilitat g ist gegeben durch
— * 2
i (Tin) =/ |¢OI\ dz. (3.33)

Fiir den allgemeinen Fall von mehrphasigen oder polykristallinen Systemen kénnen
die Integrale in den Gleichungen (3.32) und (3.33) nicht explizit gelést werden. Hierzu
miifite die stationdre Wellenlosung ¢° bestimmt werden. Daher kann auch keine expli-
zite Formel fiir die Beziehung zwischen o, p4 und g, ¥ angegeben werden.
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Kapitel 4

Numerische Simulation isotroper
Phasensysteme

Die folgenden numerischen Simulationen dienen der Manifestierung und Verifikation
der Ergebnisse aus der formal asymptotischen Analysis des vorherigen Kapitels. Insbe-
sondere veranschaulichen die Simulationen den Zusammenhang zwischen dem Multi-
Phasenfeldmodell und dem entsprechenden Sharp Interface Modell. Die numerischen
Berechnungen illustrieren die kriimmungsabhéngige Evolution von Phasengrenzflichen
und die bereits auf analytische Weise hergeleiteten Winkelbedingungen an Tripelpunk-
ten. Die Ergebnisse sind von B. Nestler, A. A. Wheeler in [54], von H. Garcke, B.
Nestler, B. Stoth in [55], von B. Nestler in [57] und von B. Nestler, H. Garcke in [58]
verdffentlicht.

Zur numerischen Losung des Anfangswertproblems, bestehend aus den Phasenfeldglei-
chungen (2.9) und den Randbedingungen (2.10), werden die in den Gleichungen auf-
tretenden Differentialoperatoren unter Verwendung eines finite Differenzenverfahrens
diskretisiert. Das Update des nichsten Zeitschrittes wird mit einem expliziten Losungs-
algorithmus berechnet. Fiir die Implementierung der Neumannschen Randbedingungen
werden die einzelnen Werte der Phasenfelder im Innern des Rechengebietes konstant
zum Rand hin fortgesetzt. Das Rechengebiet V' = (0,a) x (0,5) = (0, Noh) x (0, Nyh)
ist rechteckig und wird gleichméfBig in ein Netz aus Zellen der GroBe h aufgeteilt. Falls
nicht ausdriicklich vermerkt, werden die Parameter zu a = b =1, e = 0.1, h = €/10,
At = h?/10 gesetzt, wobei At die Zeitschrittweite ist.

Wie die Gleichungen (3.32) und (3.33) dokumentieren, kann im vektoriellen Fall ei-
nes N-phasigen Systems die Abhédngigkeit der physikalischen Oberflichenenergien und
Mobilitdten von den freien Energien g(¢, V¢) und ¥(¢) des Phasenfeldmodells ana-
lytisch nicht explizit bestimmt werden, sondern ist nur als Integral iiber die Energien
9(¢, V) und ¥(¢) einer N-komponentigen stationidren, planaren Welle definiert. In

31
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Kapitel 4.2 wird daher durch Variation der Potentialausdriicke auf numerische Weise
das Ziel verfolgt, einen moglichst einfachen Zusammenhang zwischen den freien Ener-
gien und den korrekten physikalischen Oberflichenenergien und Mobilitdten herzustel-
len. Hierzu wird durchgéingig in allen Simulationen mit der isotropen Gradientenenergie
g{@, V) aus Gleichung (2.22) gearbeitet. Fiir das Bulkpotential ¥(¢) werden hinge-
gen verschiedene Funktionsausdriicke formuliert und in numerischen Simulationen ge-
testet. Mit dieser Methode wird ein bestimmtes Bulkpotential ¥(¢) ausgewihlt, das
einen einfachen Zugang zu den physikalischen Oberflichenenergien und Mobilitéten
erlaubt und somit gute Phasenfeldndherungslosungen des Sharp Interface Problems
liefert. Von dem Bulkpotential wird gefordert, daf§ die Parameter im Potential auf ein-
fache Weise zu kalibrieren sind, so daf§ die systemspezifischen, bekannten Daten fiir die
Oberflichenenergien und Mobilitéten aus den Relationen (3.32) und (3.33) folgen. Bei
der numerischen Umsetzung des Multi-Obstacle Potentials und einer Varianten héherer
Ordnung wird zunichst der glatte Teil der Differentialgleichungen geldst. Anschlieflend
wird die Losung auf das Gibbs-Simplex zuriickprojiziert. Die Notwendigkeit fiir eine
Parameterkalibrierung ergibt sich speziell bei der Thematik der Phasenfeldmodellie-
rung mehrphasiger Systeme. Bei zweiphasigen Systemen N = 2 tritt kein derartiges
Kalibrierungsproblem auf, da das, die Oberflichenenergien bestimmende Integral iiber
die freien Energien explizit geldst werden kann. Daraus 148t sich eine Formel fiir die
physikalischen Groflen oy, und gy aufstellen.

4.1 Planare und gekriimmte Grenzflichen in Fest-
Fliissig-Systemen

Fiir die Simulationen zweiphasiger Systeme aus z.B. einer fliissigen und einer festen
Phase wird entweder das Double- Well Potential ¥,,{¢) aus Gleichung (2.24) oder das
Double-Obstacle Potential V() aus Gleichung (2.25) verwendet, da aufgrund N = 2
keine Kalibrierung und damit keine Terme hherer Ordnung erforderlich sind. Als trei-
bende Kraft x.(¢) wird der Funktionsausdruck aus Gleichung (2.17) implementiert.
Mit der Parametersetzung o2 = 1 und 12 = 1 werden die Entwicklung einer planaren
Grenzfliche unter dem Einflufl treibender Krifte und der zeitliche Ablauf einer radia-
len Grenzfliche entsprechend des kinetischen Gibbs-Thomson Gesetzes mit und ohne
treibende Kréfte numerisch berechnet. Die Simulationen ergeben folgende Ergebnisse.

Planare Grenzfliche mit treibenden Kriften

Fiir verschiedene treibende Krifte mit mo = 0 und variierenden Werten fiir m; wird
aus einer Serie von Simulationen mit einer planaren, in y - Richtung ausgerichteten
Grenzfliche die Wachstumsgeschwindigkeit #,,, der Grenzfliche in Normalenrichtung
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gemessen. In Tabelle 4.1 wird fiir die verschiedenen Werte von m, das Verhéltnis
P12 = —|Bn,|/ma als Zahlenwert festgehalten. Es kann eine gute Ubereinstimmung
mit dem theoretisch, aus der Gibbs-Thomson Gleichung (3.16) vorhergesagten Wert
112 = 1 beobachtet werden.

m -6 -41-21-110]05 112 3 4 6 8
Vpgy || 6372 [ -4 -21-1|10|05|1|2]3.024 |4.068 | 6.372 | 8.888
piz || 1062 1 1111 |1|1)1.008]|1.017|1.062 | 1.111

Tabelle 4.1: Gemessene Geschwindigkeiten |&,,,| und berechnete Mobilititen pu;o fiir
verschiedene treibende Krifte m;.

Das folgende Ergebnis geht iiber die Vorhersagen der asymptotischen Analysis von
H. Garcke, B. Nestler und B. Stoth in [52] hinaus. Am Beispiel des Double-Obstacle
Potentials ¥,4(¢) aus Gleichung (2.25) wird die Entwicklung einer planaren Phasen-
grenze unter dem Einflufl von treibenden Kréften in der Nidhe des kritischen Wertes
my = (16/72) mit mg = 0 betrachtet. Unterhalb dieses kritischen Wertes erlaubt der
potentielle Teil f(¢) = 1/¢¥(¢@) + x(¢) zwel stabile Phasenzustinde, z.B. fest und
fliissig. Bei Uberschreiten des Wertes m; = (16/7%) hat die potentielle Energie nur
noch ein lokales Minimum, so dal nur ein Phasenzustand stabil ist. In Abbildung
4.1 ist die zeitliche Verdnderung des Profils der Phasenfeldvariablen ¢, fiir treibende
Krifte m; = (16/72) + 0.0001 aufgetragen. Fiir m; kleiner als der kritische Wert (lin-
kes Diagramm) wandert die Wellenlgsung mit konstanter Wachstumsgeschwindigkeit
und verbindet zwei lokale Minima, d.h. zwei stabile Phasenzustinde. Dagegen wird das
Wellenprofil bei Werten oberhalb des kritischen Wertes instabil (rechtes Diagramm).
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Abbildung 4.1: Ubergang von einem stabilen Profil (links) bei m; < (16/77) zu einem
instabilen Profil (rechts) beim Uberschreiten des kritischen Wertes m; > (16/72) fiir
die Komponente ¢; des Phasenfeldvektors.
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Radiale Grenzfliche ohne und mit treibenden Kraften

In dem linken Diagramm der Abbildung 4.2 ist die zeitliche Evolution radialer Phasen-
grenzen ohne treibende Krifte, also my = me = 0, fiir verschiedene Anfangsradien r
abgebildet. Mit dem Bestreben, die Kriimmung der Oberfliche und damit die Energie
des Systems zu minimieren, 16sen sich die runden Partikel mit der Zeit auf. Die simulier-
ten Kurvenverldufe werden in demselben Diagramm mit dem nach der Gibbs-Thomson
Gleichung (3.16) vorhergesagten theoretischen Sharp Interface Ergebnis verglichen.

In dem rechten Diagramm der Abbildung 4.2 ist fiir ein rundes Partikel der Phase 1
vom Radius 7 = 0.5 der Einflufl von treibenden Kriften Am := msy — my zu erken-
nen. Eine positive treibende Kraft wirkt der Kriimmungsminimierung entgegen und
verlangsamt den ProzeB des Auflosens. Bei dem kritischen Wert, an dem Am = 1/r
gilt, wird ein stationérer Zustand erreicht, fiir den das Teilchen in der Grofie konstant
bleibt. Bei Werten von Am = 2.01 und 2.06 ist die treibende Kraft so grof, daf§ Phase
1 wéchst. Diese Beobachtungen werden ebenfalls von der Gibbs-Thomson Gleichung
(3.16) unterstiitzt.
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Abbildung 4.2: Simulation der zeitlichen Entwicklung runder Partikel mit verschiedenen
Anfangsradien im Vergleich mit theoretischen Vorhersagen aus dem Sharp Interface
Modell, ohne treibende Krifte (links) und mit treibenden Kréften in der Nihe des
stationdiren Gleichgewichtes (rechts).

4.2 Kalibrierung der Parameter in den freien Ener-
gien

In einem realen Legierungssystem sind die Oberflichenenergien o, und die Mobilitédten
i physikalisch definierte feste Groflen. Diese Grofien sind gemif der Sharp Interface
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Relationen (3.32) und (3.33) Funktionen der freien Energien g(¢, V) und ¥(¢p). Wer-
den diese Sharp Interface Relationen ((3.32) und (3.33)) von freien Energien g(¢, Vo)
und W(¢) erfiillt, so ist gewihrleistet, daf§ der asymptotische Limes des Allen-Cahn
Systems die korrekten Beziehungen an Grenzflichen entsprechend (3.16), an Multipel-
punkten entsprechend (3.28) und an Randpunkten entspechend (3.31) fiir gegebene,
physikalische oy, und g liefert. Jedoch besteht die Schwierigkeit, daf§ fiir mehrpha-
sige Systeme das, durch die Gleichungen (3.32) und (3.33) festgelegte Minimalproblem
analytisch nicht explizit gelost werden kann. Daher bietet sich eine numerische Losung
an. Hierbei wird so vorgegangen, daf fiir g(¢, V) der isotrope Ausdruck (2.22) und
fiir U(¢) verschiedene Potentialausdriicke implementiert werden.

Potentiale ¥(¢) héherer Ordnung

Neben den bereits in Kapitel 2.3 in den Gleichungen (2.24) und (2.25) definierten
Funktionen W.,(¢) und ¥,(¢) werden Variante dieser Potentiale ¥%(¢) und Uk, (¢)
mit zusétzlichen Termen hoherer Ordnung wie folgt konstruiert

Uh(g) = V(@) + Y oundididr, (4.1)
i<j<k

h(p) = Wa(d)+ Y oixdidid. (4.2)
i<i<k

Anschliefend werden in numerischen Experimenten die Kalibrierungseigenschaften der
Parameter in den Potentialen g(¢, V¢) und ¥(¢) fiir die einzelnen Funktionen ¥, (¢),
Uo(), W () und Uk () getestet. Ziel hierbei ist, eine einfache Relation zwischen
den Parametern der Funktionen g(¢, V¢) und ¥(¢) und der gegebenen Grifien oy, und
i, entsprechend den Beziehungen (3.32) und (3.33) zu erhalten. Zur Unterscheidung
der physikalischen Parameter und der Parameter in den Potentialen werden letztere
voriibergehend mit einer Schlange versehen.

Unter dem Begriff Minimalkurve wird im folgenden die Kurve verstanden, die zwei
sich in den Ecken des Gibbs-Simplexes befindende Phasenzustinde e; und e verbin-
det und dabei den kiirzesten Weg mit geringster Energie zuriicklegt. Falls eine solche
Minimalkurve entlang einer Kante des Gibbs-Simplexes verlduft, gilt stets: oy = Gu
und g = fuk. Diese Eigenschaft der Minimalkurve ist bei zweiphasigen Systemen,
N = 2 fiir jede Wahl des Potentials ¥(¢) erfiillt. Dagegen in Systemen mit N > 3
besitzen die Minimalkurven bei der Wahl der Standardpotentiale ¥, (¢) und U,(¢)
im allgemeinen eine Abweichung in Richtung des Innern des Gibbs-Simplexes. Wiirde
eine Minimalkurve zwei Minima e; und e entlang einer Kante des Gibbs-Simplexes
verbinden, so miifite sie eine Potentialbarriere passieren, die in der Potentialfliche ein
Maximum darstellt. Dagegen bietet ein im Innern des Gibbs-Simplexes liegender Sat-
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telpunkt auf der Verbindungsstrecke einen Weg mit einer insgesamt geringeren Energie
an. Anschaulich fiihrt dies dazu, daB im Ubergangsbereich zweier Phasen ¢ und % an
der Phasengrenze kleine Beitrdge der iibrigen N — 2 Phasen vorliegen und daher ist
o < . Die Terme hoherer Ordnung in den freien Energien ¥ (¢) und ¥% () un-
terdriicken diesen Effekt, indem im Innern des Gibbs-Simplexes das Potential steiler
wird und die Energie sich erhoht. Hierdurch wird der Sattelpunkt vom Innern auf
die Kanten des Gibbs-Simplexes verlagert und die Minimalkurven werden gezwungen,
auf den Kanten zu verlaufen. Daher kénnen bei der Wahl der Potentiale mit Termen
héherer Ordnung aufgrund einer sehr guten Ubereinstimmung die Parameter Gy, i
und o, pix gleich gesetzt werden. Der Unterschied in der Gestalt der Potentialfliche
fiir U,,(¢) und der fiir U2 (¢) ist beispielhaft fiir N = 3 in Abbildung 4.3 gezeigt.

Abbildung 4.3: Potentialfliche fiir a) ¥, (¢) und fiir b) ¥ (¢) in einem System aus
drei Phasen.

Numerische Simulationen zur Auswahl eines Potentials ¥(¢)

Im folgenden wird in verschiedenen numerischen Experimenten der Unterschied der Pa-
rameterkalibrierung fiir die vier verschiedenen Potentiale U.,(¢), ¥oi(¢), 2 () und
Uk (@) gezeigt.

Fiir ein System aus drei Phasen N = 3 werden die zeitabhdngigen Evolutionsglei-
chungen zu einem gegebenen Satz von Parametern &; und fi; und mit e = 1 fiir
jedes der Potentiale W, (), Uou(h), U2 () und U () geldst. Als Anfangsbedingung
wird der Phaseniibergang zwischen zwei Phasen ¢ und % an einer planaren Phasen-
grenze ohne Mitwirken treibender Krifte betrachtet. Dieser Phaseniibergang wird im
Gibbs-Simplex durch die Verbindung der Ecken e; und e, beschrieben. Die Losung
wird so lange berechnet, bis sie numerisch stationir wird. Diese stationire Ldsung ist
eine numerische Approximation der Losung der gewohnlichen Euler-Lagrange Diffe-
rentialgleichung (3.11), die e; und e verbindet. Mit dieser Lisung werden oy und
i, unter Benutzung der Formeln (3.32) und (3.33) numerisch bestimmt. Nach dieser
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Vorgehensweise werden die drei Parametersétze
(512, 023, 031) = (1,1,1), (1,1,0.2), (1.8,1,1) (4.3)

mit (fi12, flas, fis1) = (1,1,1) untersucht. Der Parameter oy in den Potentialen mit
hoheren Ordnungstermen wird fiir U2 zu o, = 500 und fiir U% zu o5 = 5 gesetzt.
In Abbildung 4.4 ist am Beispiel (G12,523,531) = (1,1,0.2) die Losung der Euler-
Lagrange Gleichung (3.11) fiir die Phasengrenze aus den Phasen 1 und 2 aufgetragen.
7u beobachten ist, daB bei der Wahl der Potentiale W,,(¢), U2 () und Wo(¢) in den
Diagrammen oben links, oben rechts und unten links im Ubergangsbereich der Phasen
1 und 2 ein Anteil der dritten Phase auftritt. Dies veranschaulicht, daff die Losung der
Euler-Lagrange Gleichung (3.11) bei diesen Potentialfunktionen nicht auf den Ecken
des Gibbs-Simplexes verlduft. Fiir die verschiedenen Datensétze (4.3) verschwindet der
Drittphasenanteil nur bei der Wahl des Potentials Uk ().
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Abbildung 4.4: Verlauf der Phasenfelder ¢y, ¢ und ¢3 fiir die verschiedenen Potential-
ausdriicke ¥,,(¢) (links oben), U,;(¢) (rechts oben), ¥ () (links unten) und W2 (¢)
(rechts unten) und mit Oberflichenparametern g5 = da3 = 1; d31 = 0.2.
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Der Vergleich der Potentialflichen in Abbildung 4.3 148t erwarten, daf bei steigendem
Wert von o, der Anteil der dritten Phase im Grenzflichenbereich des Ubergangs der
Phasen 1 und 2 abnimmt. In Abbildung 4.5 ist links der Verlauf der Komponente ¢3
als Funktion von o dargestellt. Der Kurvenverlauf bestétigt die Erwartung, daf sich
der Fremdphasenanteil mit steigendem Wert von oy;, deutlich verringert. Das rechte
Diagramm der Abbildung zeigt den Verlauf von o012 als Funktion von oy, wobei der
Fall (712, 093,31) = (1,1,1) berechnet wurde. Hierbei kristallisiert sich die Tendenz
heraus, daff o5 fiir steigendes o;;¢, also bei stirkerer Gewichtung der Terme htherer
Ordnung im Potential, gegen 612 = 012 = 1 konvergiert.
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Abbildung 4.5: Anteil dritter Phase ¢s im Grenzflichenbereich der Phasen 1 und 2
bei der Wahl des Potentials W*(¢) und fiir verschiedene Werte von oy, (links) und
Konvergenzverhalten der Oberflichenenergie &5 fiir steigende Werte von oy (rechts).

In Tabelle 4.2 sind die numerisch ermittelten Werte der Oberflichenenergien oy2, oo,
o1 und der Mobilititen pqa, tiog, s fiir alle drei Parametersétze aus Gleichung (4.3)
aufgelistet. Auch aus dieser Tabelle ist abzulesen, daB W% (¢) die besten Ergebnisse im
Hinblick auf eine einfache Kalibrierung der Parameter im Potential liefert. Die Diskre-
panz zwischen p12 und fiyo sowie zwischen 15 und 12 ist bei der Wahl der Standardpo-
tentiale ¥,,(¢@) und ¥,(¢p) grofer als bei den Varianten mit hoheren Ordnungstermen
Uh (@) und Uk (). Das beruht auf der Tatsache, daf die Terme hoherer Ordnung bei
den Potentialen W% (¢) und U (¢) die Energie im Innern des Gibbs-Simplex erh¢hen.
Die Potentialfliche hat dann ein Maximum im Innern und die verbindende Minimal-
kurve wird auf die Kanten des Gibbs-Simplex gedriickt.

Als nichstes wird iiberpriift, ob das Auftreten der dritten Phase bzw. der Kompo-
nente ¢3 des Phasenfeldvektors einen Einflufl auf eine Phasenkonfiguration hat, die
nur aus den Phasen 1 und 2 besteht. Dazu wird in Abbildung 4.6 die Evolution ei-
ner radialen Phasengrenze fiir die vier Potentialausdriicke und fiir Oberflichenener-
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gieparameter (F19, o23,531) = (1,1,1) mit der Sharp Interface Losung der kinetischen
Gibbs-Thomson Gleichung (3.16) y127 = —0121/7 verglichen. Die Ergebnisse fiir das
Multi-Obstacle Potential W,(¢p) und dessen Variante W%, (¢) zeigen beide eine gleich
gute Ubereinstimmung mit der theoretisch vorhergesagten Lésung. Dagegen 148t sich
die Abweichung des Multi-Well Potentials ¥,,(¢) und dessen Variante W% (¢) von dem
Gibbs-Thomson Gesetz auf die weniger guten Kalibrierungseigenschaften dieser Poten-
tiale und den auftretenden Drittphasenanteil zuriickfithren.

o () () () ¥ (4)
1z P13 P23 P12 #13 P23 B12 #13 »23 B12 13 P23 12 13 P23
12 13 G23 12 13 23 12 13 23 12 13 23 12 13 23
T T 1T [ 1.008  1.008  1.008 | 0.997 0.997 0.997 | 1.014 1.014 1.014 | 0.996 0.996 0.996
1 1 1 0.723 0728 0.723 | 0.997  0.997  0.997 | 0.808  0.898  0.808 | 0.907  0.097 _ 0.907
T T T 0088  1.056  1.056 | 0.067 1367 T367 | 0008  1.016  1.019 | 0.996 0957  0.067
0.2 1 1 0.186  0.584 0,584 | 0.199 0.818 0.818 | 0.196  0.880 _ 0.880 | 0.199 0.997 0997
T T T 0992 1.074  0.992 | 0.067 1377 0607 | 1.000  1.065  1.000 | 0.996 0996 0.996
1 1.8 1 0.785  1.049  0.785 | 0.997 1.478 0.997 | 0909  1.449  0.909 | 0.997 1.795  0.997

Tabelle 4.2: Numerisch berechnete Werte fiir oy, and i, bei gegebenen &;; und f;; in
Abhéngigkeit der Wahl des Potentials.
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Abbildung 4.6: Zeitliche Entwicklung einer radialen Phasengrenze bei der Wahl ver-
schiedener Potentialfunktionen W, W, \IIZ) und \Ilfjb.

Abschliefend wird das Wachstum einer planaren Front unter dem Einfluf} treibender
Krifte x(¢) fiir den Datensatz (512, 023, 031) = (1,1,1), (fi12, ftoz, fiz1) = (1,1,1) stu-
diert. In Tabelle 4.3 sind die Ergebnisse der simulierten Werte pya = —|¥,,,|/m1 fiir
die vier Potentiale aufgelistet. Mit allen vier Potentialen lassen sich gute Ergebnisse
beziiglich fi1a & 12 erzielen, wobei die beiden Multi-Obstacle Potentiale leicht besser

sind.
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14 my -4 -2 | -1 0.5 1 2 3 4 6 8 12 ‘
U, | |ago] || -3-864 | -1.964 | -1 | 0.507 | 1.015 | 2.058 | 3.159 | 4.192 | 6.354 | 8.768 | 13.032
f12 0.966 | 0982 | 1| 1.014 | 1.015 | 1.029 | 1.053 | 1.048 | 1.059 | 1.096 1.086
U, | [¥ngo] || -4.436 | -2.000 | -1 | 0.500 | 1.000 | 2.000 | 3.000 | 3.968 | 6.000 | 7.864 | 11.280

gz || 1.109 | 1.000 | 1 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.992 | 1.000 | 0.983 | 0.940
[Zura] || 4.044 | -2.030 | -1 | 0.500 | 1.000 | 2.058 | 3.057 | 4.084 | 6.174 | 8.240 | 12.432
me || 1.011 | 1.015 | 1| 1.000 | 1.000 | 1.029 | 1.019 | 1.021 | 1.029 | 1.030 | 1.036
U ] || 3.956 | 2.000 | -1 | 0.500 | 1.000 | 2.000 | 3.000 | 3.940 | 5.910 | 7.768 | 10. 556

Y’VL12

f12 0.989 | 1.000 | 1 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 1.000 | 0.985 | 0.985 | 0.971 0.913

Wl

w

Tabelle 4.3: Berechnete Mobilitdten g fiir verschiedene Potentiale und verschiedene
treibende Krifte Am = mq — my.

Die Auswertung aller durchgefiihrten und oben beschriebenen numerischen Untersu-
chungen ergibt zusammenfassend, da$ fiir die getesteten Parametersitze das Potential
Uk (@) bei geeignetem o5, z. B. oy = 5 die besten Kalibrierungseigenschaften mit
o & T, und i & fi, aufweist. Es liefert in allen diskutierten Situationen eine iiber-
zeugende Ubereinstimmung mit den theoretischen Vorhersagen. Daher wird fiir alle
weiteren Simulationen, die in dieser Arbeit vorgestellt werden, das Potential U* (¢)
verwendet. Zusétzlich hat dieses Potential den Vorteil, daf die Grenzflichenregion lo-
kalisiert ist und damit die Phasenfeldgleichungen im Prinzip nur in einer Umgebung
der Grenzflichen numerisch gelost werden miissen. Diese Rechenzeiteffizienz ist bei
Simulationen in groBen Rechengebieten und bei der Modellierung von Systemen mit
einer groffien Anzahl von Korner und/oder Phasen von entscheidender Bedeutung.

Beziiglich der Wahl des Parameters oy in den Potentialen W%, (¢) und % () ist anzu-
merken, daff der Wert fiir o;; nach oben limitiert ist. In der Umgebung des Zentrums
des Gibbs-Simplexes gilt oyx¢?¢7¢% ~ 0ix107% oder oyrgid;dr ~ 40:;:1072 . Es ist
zu fordern, dafl diese Terme von Ordnung Eins beziiglich ¢ bleiben. Dies begriindet die
Wahl von o5, = 500 oder oy = 5 fiir U2 oder W% .

4.3 Evolution von Tripelpunkten und Stabilitit von
Quadrupelpunkten

Nachdem geklért ist, dafl W% (¢) eine geeignete potentielle Energie zur Beschreibung
von mehrphasigen Systemen ist, werden nun Phasenkonfigurationen, bestehend aus drei
oder vier verschiedenen Phasen, modelliert. Bei der Lokalisierung der Phasengrenzen
in N-phasigen Systemen wird nach folgender Strategie verfahren: Das Gibbs-Simplex
wird in NV Teile aufgeteilt. Die Phase ¢ wird von allen Vektoren ¢, bei denen ¢; grofier
als alle anderen Komponenten ist, représentiert. Mit jeder Phase im System wird eine
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bestimmte Farbe assoziiert. Auf diese Weise wird das Rechengebiet in farbige Teilge-
biete unterteilt. Die Grenzflichen befinden sich dort, wo zwei benachbarte numerische
Zellen unterschiedlicher Farbe nebeneinanderliegen. Die Position eines Tripelpunktes
wird numerisch als Maximum von ¢;¢e¢s bestimmt. In den folgenden numerischen Si-
mulationen werden die Bewegung von Phasengrenzen und die Entwicklung von Tripel-
und Quadrupelpunkten verfolgt und graphisch visualisiert.

Axialsymmetrischer Tripelpunkt

Fiir verschiedene Oberflichenenergien mit &1 = 13 = 1 und mit variablem 43 wird in
einer Simulationsserie getestet, ob sich an den Tripelpunkten die dem Youngschen Ge-
setz (3.30) entsprechende, korrekte Winkelbedingung numerisch einstellt. In Abbildung
4.7 ist exemplarisch die zeitliche Entwicklung der Phasengrenzen und des Tripelpunk-
tes fiir einen Parametersatz von (&1, 713, G23) = (1,1, v/2), der nach Gleichung (3.30)
zu den Winkeln ¢ = 90°, ¢ = 135°, 3 = 135° korrespondiert, gezeigt. Die Vergrifie-
rung der Tripelpunktumgebung im rechten Bild verdeutlicht, daf} sich die Winkel auch
numerisch korrekt einstellen. Als Anfangskonfiguration fiir die Simulation wurde eine
auf die Seite gekippte T-fsrmige Anordnung mit Phase 1 links, Phase 2 rechts oben und
Phase 3 rechts unten und mit Winkeln, die das Youngsche Gesetz verletzen, gewihlt. Im
System gibt es keine duBeren, treibenden Kréfte, d.h. x(¢) = 0. Direkt nach Beginn der
Simulation stellt sich als erstes die korrekte Winkelbedingung ein. Anschlieflend dndern
die Phasengrenzen kriimmungsgetrieben ihre Form bis sich schliellich ein Profil ein-
stellt, das sich unverdndert fortbewegt. Zuletzt verschwindet die Phasengrenze, die aus
den Phasen 2 und 3 gebildet wird, und der Tripelpunkt trifft auf den rechten Rand
des Rechengebietes. Durch die Tendenz, die Kriimmung zu minimieren, schrumpfen die
Phasengrenzen aus den Phasen 1 und 2 bzw. aus den Phasen 1 und 3 in Richtung der
Ecken des Rechengebietes.

\k\\
i

Abbildung 4.7: Simulierte Bewegung der Phasengrenzen und des Tripelpunktes (links)
und Ausschnitt des Tripelpunktbereiches (rechts) bei einer axialsymmetrischen Anord-
nung der Phasen mit Phase 1 links, Phase 2 rechts oben und Phase 3 rechts unten.
Die Oberflachenenergien wurden (12, d13, d23) = (1,1, \/5) gewéhlt und fiihren zu den
Winkeln (i1, @2, ¢3) = (90°,135°,135°).
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Das sich nach der Einstellung der Winkel konstant fortbewegende Profil der Phasen-
grenzen kann fiir das Sharp Interface Modell, bestehend aus den Gleichungen (3.16),
(3.28) und (3.31), analytisch konstruiert werden. Die Konstruktion ist im Anhang der
Arbeit von H. Garcke, B. Nestler und B. Stoth in [55] zu finden. AuBerdem ist dort
gezeigt, dafl dieses stabile Profil exponentiell anziehend ist. Fiir die Simulation aus
Abbildung 4.7 kann die Transportgeschwindigkeit an verschiedenen Stellen der 1 — 2
und 1 — 3 Phasengrenzen in y - Richtung ermittelt werden. Der Verlauf der lokalen
Transportgeschwindigkeiten in Abhingigkeit der Zeit ist in Abbildung 4.8 aufgetragen.
Es ist zu erkennen, daf§ die lokalen Geschwindigkeiten der Phasengrenzen gegen die
explizite Losung des Sharp Interface Problems konvergieren.
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Abbildung 4.8: Simulierte Transportgeschwindigkeiten an verschiedenen Stellen der
1—2 bzw. 1 — 3 Phasengrenze in Abhéingigkeit der Zeit und im Vergleich mit der sich
konstant forthewegenden Losung des Sharp Interface Problems.

Im linken Diagramm der Abbildung 4.9 wird das, in der Simulation beobachtete Profil
der 1 — 3 Phasengrenze mit der analytisch berechneten Losung verglichen. Das rechte
Diagramm der Abbildung illustriert den funktionellen Zusammenhang zwischen der
Transportgeschwindigkeit und dem Winkel ¢, der von der 1 — 2 und der 1 — 3 Pha-
sengrenze eingeschlossen wird. Auch in diesem Aspekt stimmen fiir den betrachteten
Winkelbereich 80° < ¢, < 160° die simulierten Werte mit den, im Anhang von [55]
hergeleiteten theoretischen Groflen iiberein.
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Abbildung 4.9: Vergleich des Profils der simulierten 1 — 3 Phasengrenze mit der kon-
stant bewegten Sharp Interface Losung (links). Berechnete Transportgeschwindigkeiten
als Funktion des Winkels ¢y am Tripelpunkt im Vergleich mit den theoretischen Vor-
hersagen fiir einen Winkelbereich von 80° < ¢; < 160° (rechts).

Axialsymmetrischer Tripelpunkt mit treibenden Kriaften

Unter Beibehaltung der fiir die Simulation in Abbildung 4.7 verwendeten Oberflichen-
energien werden dem System nun treibende Krifte x(¢) # 0 mit den Parametern
mp =1, ms2=2, mg=1 hinzugefiigt. Das Resultat dieser Simulation ist in Abbil-
dung 4.10 (links) gezeigt. Obwohl die Anfangsdaten und die Werte der Oberflichenener-
gien axialsymmetrisch sind, wird durch die treibenden Krifte die Symmetrie gebrochen.
Die Phase 2 (rechts oben) hat eine hohere Energie, so daf es fiir das System effizient

ist, die Fliche der Phase 2 zu reduzieren.

Abbildung 4.10: Tripelpunktbewegung, angetrieben durch Oberflichenspannungen und
treibende Krifte (links) mit Tripelpunktwinkeln (1,2, @s) = (90°,135°,135°). Be-
wegung eines isotropen Tripelpunktes ohne treibende Kréfte, mit drei verschiedenen
Oberflichenenergien (512,513, 0a3) = (1/4/3,1, 2/+/3) und mit den entsprechenden
drei verschiedenen Winkeln (1, ¢q, p3) = (90°,120°,150°) (rechts).
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Isotroper Tripelpunkt ohne Symmetrie und ohne treibende Kraf-
te

Im allgemeinsten Fall eines isotropen Tripelpunktes besitzen alle drei Oberflichenener-
gien unterschiedliche Werte. Die Simulation in Abbildung 4.10 (rechts) zeigt die For-
mation der Phasengrenzen bei einer Wahl der Oberflichenenergien von (512, 513, 023) =
(1/v/3,1,2/1/3). Diese Werte korrelieren nach dem Youngschen Gesetz mit den Tripel-
punktwinkeln (@1, @2, @3) = (90°,120°,150°), die sich auch in der Simulation schon
nach kurzer Rechenzeit messen lassen. Der Pfad, den der Tripelpunkt mit der Zeit
zuriicklegt, ist in Abbildung 4.10 (rechts) als gestrichelte Linie gekennzeichnet.

Stabilitdt von Quadrupelpunkten

Als Anfangsbedingung fiir die Simulation zur Untersuchung der Stabilitit von Qua-
drupelpunkten werden vier Phasen (N = 4) in einer symmetrischen, kreuzférmigen
Konfiguration angeordnet. Die Phasen sind von links nach rechts und von oben nach
unten mit 1,...,4 durchnummeriert. Dem Vektor ¢ ist in der Phase 1 eine kleine
Storung aufgeprigt. Die Oberflichenenergien der, in der Anfangskonfiguration sichtba-
ren Phasengrenzen werden mit den Werten & := G12 = 013 = 0214 = 034 = 1 belegt. In
den drei Experimenten von Abbildung 4.11 wird die Stabilitéit von Quadrupelpunkten
in Abhingigkeit von der Wahl der beiden verbleibenden, ,,versteckten” Oberflichen-
energien simuliert. Dabei werden die folgenden Félle getestet

® G933 =014 =1,
L] 5’23 = 5’14 = 1.4 und
[ ] 5'23:5'14:1.9.

In den ersten beiden Fillen sind die Quadrupelpunkte instabil und zerfallen in zwei
Tripelpunkte. Dabei lauft das Auseinanderbrechen des Quadrupelpunktes im zweiten
Experiment, bei dem die ,,versteckten” Oberflichenenergien mit a3 = 614 = 1.4 grofler
sind als im ersten Experiment mit da3 = 714 = 1, langsamer ab als im ersten Experi-
ment. Fiir den dritten Fall mit 93 = 14 = 1.9 erweist sich der Quadrupelpunkt stabil.
Diese Beobachtungen werden durch theoretische Ergebnisse von J. W. Cahn, E. A.
Holm und D. J. Srolovitz [72] gestiitzt, die voraussagen, daf} ein Quadrupelpunkt in-
stabil ist, falls &a3, 514 < /25 und stabil ist, falls &g, 014 > /2. Diese Bedingung kann
graphisch so interpretiert werden, daf ein Quadrupelpunkt sich in zwei Tripelpunkte
aufteilt, falls die dueren Winkel der Tripelpunkte grofler sind als die entsprechenden
Winkel im Quadrupelpunkt. Ausgedriickt in Energien kostet es das System im dritten
Fall mit Fog, 514 > V26 zuviel Energie, eine neue 2 — 3 oder 1 — 4 Phasengrenze zu
bilden, so daff der Quadrupelpunkt stabil zusammenhéls.
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Abbildung 4.11: Numerische Simulationen zur Stabilititsanalyse von Quadrupelpunk-
ten bei unterschiedlicher Wahl der , versteckten” Oberflichenenergien: o3 = 614 = 1
(links), G935 = 614 = 1.4 (Mitte) und o3 = 614 = 1.9 (rechts). Nur fiir die Situa-
tion im rechten Diagramm ist der Quadrupelpunkt stabil. Die Position der Phasen-
grenzen ist links fiir die Zeitschritte ¢ = 0, 0.06, 0.12, 0.18, ...,0.36, in der Mitte fiir
t =0, 0.24, 0.48, 0.72, 0.96 und rechts bis zur Zeit t = 2 gezeigt.

4.4 Kornreifung und Kornwachstum

Die Komponenten des Phasenfeldvektors ¢(Z,¢) konnen die unterschiedlichen Kristall-
orientierungen der Koérner in einem polykristallinen Material représentieren. Durch
diese Identifikation der einzelnen Phasenfelder kann das Multi-Phasenfeldmodell Korn-
wachstumsphinomene beschreiben. Mit den Daten N = 4, ¢ = 0.02, » = 0.0033 und
mit gleichen Oberflichenenergien oy, = 1 wurde das Szenario in Abbildung 4.12 ge-
rechnet, bei dem sich erwartungsgemifl 120° Winkel an den Tripelpunkten einstellten.

In der Simulation lassen sich die charakteristischen Effekte des von Neumann Geset-
zes beobachten. Nach dieser Theorie, die von J. von Neumann in [73] beschrieben ist,
gibt es eine mechanisch stabile Korngrenzenanordnung von sechseckigen Kornern mit
120° Winkeln in den Ecken. Als ein Beispiel hierfiir ist in Abbildung 4.12 ein Korn,
das sich in seiner Grofle nicht dndert, mit einem Kreis markiert. Kérner mit mehr als
sechs Ecken haben die Tendenz zu wachsen und solche mit weniger als sechs Ecken
schrumpfen. Ein sich verkleinerndes Korn mit fiinf Ecken ist in den verschiedenen Zeit-
schritten der Simulation durch ein Kreuz gekennzeichnet. Die Kinetik des Wachstums
der Korngréfie wird durch eine treibende Kraft beschrieben, die umgekehrt proportio-
nal zur Korngréfe ist.

Die Bewegung der Korngrenzen und die Richtung ihres Wachstums ist als Schema-
zeichnung von P. Haasen aus [74] entnommen und in Abbildung 4.13 a) skizziert. Die
Kornverteilung einer realen Mikrostruktur wird fiir das Beispiel eines austernitischen
Stahls aus der Arbeit [75] in Abbildung 4.13 b) als Vergleich wiedergegeben. Dieser
Vergleich mit einem experimentellen Befund verdeutlicht die sehr gute Anwendbarkeit
des entwickelten Multi-Phasenfeldmodells zur Analyse der Mikrostruktur, die sich bei
einem Rekristallisationsprozef bildet.
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£=0.02025 £=0.02550 £=0.03075

£=0.05175 £=0.06075 £=0.08325

Abbildung 4.12: Simulation von isotropem Kornwachstum mit den charakteristischen
Eigenschaften des von Neumann Gesetzes in zwdlf Zeitschritten.
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Abbildung 4.13: a) Schematisch dargestellte Korngrenzenanordnung von P. Haasen
aus [74], bei der die beteiligten Kérner eine unterschiedliche Anzahl von Kornecken
besitzen, die die Richtung des Wachstums bestimmen. b) Die wihrend eines Rekristal-
lisationsprozesses gebildete Korngrenzenverteilung in Fe aus der Arbeit [75].

Die beiden Simulationen in den Abbildungen 4.14 und 4.15 demonstrieren den Einflu$§
der Oberflichenenergien der einzelnen Grenzflichen auf die Mikrostrukturentwicklung
bei der Rekristallisation. Die Parameter fiir die Oberflichenenergien sind in beiden
Rechnungen so gewihlt, dafl jeweils einer der vier moglichen Tripelpunkte im System
gezwungen ist, eine 120° Winkelbedingung zu erfiillen und zwar der 123-Tripelpunkt
in Abbildung 4.14 und der 124-Tripelpunkt in Abbildung 4.15.

Abbildung 4.14: Simulationen von Kornwachstum jeweils zu den Zeiten £ = 0.00225,
0.00675, 0.01125, 0.02250, 0.03375 und 0.06750. Fiir die Oberflichenenergien wurde
der Parametersatz: o2 = 0.500, 013 = 0.500, 014 = 1.120, g93 = 0.500, 094 = 1.280
und o34 = 1.374 verwendet.
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Abbildung 4.15: Simulationen von Kornwachstum jeweils zu den Zeiten £ = 0.00225,
0.00675, 0.01125, 0.02250, 0.03375 und 0.06750. Fiir die Oberflichenenergien wurde
der Parametersatz: o152 = 0.500, o135 = 1.120, 014 = 0.500, 095 = 1.280, 094 = 0.500
und o34 = 1.374 verwendet.

Es stellt sich heraus, dafl bei dem Vergréberungsprozef§ das Korn, das nicht an der Bil-
dung des 120° Tripelpunktes beteiligt ist, als erstes aus dem System verschwindet. Um
einen Vergleich mit der Simulation in Abbildung 4.12, bei der alle Oberflichenenergien
gleich sind, zu ermoglichen, ist mit derselben anfinglichen Kornverteilung gearbeitet
worden. Diese Ergebnisse sind von B. Nestler in [57] veroffentlicht.



Kapitel 5

Numerische Simulation anisotroper
Kornstrukturen

Die in das Funktional F(¢, V¢) eingebaute Anisotropie der Oberfliichenenergien fiihrt
bei dem Ubergang in den Sharp Interface Limes zu einem anisotropen mittleren Kriim-
mungsfluff entlang der Phasengrenzflichen, zu einer anisotropen Form des Youngschen
Gesetzes an Multipelpunkten mit Herringschen Drehmomenttermen und aufgrund auf-
tretender Scherkréfte zu einer Modifikation der 90° Winkelbedingung an Schnittpunk-
ten der Grenzflichen mit externen Gebietsrindern. Diese Resultate wurden in Kapitel
3 herausgearbeitet. In isotropen Systemen treten an den Grenzflichen nur Tangenti-
alkréfte auf, die versuchen, die Grenzflichen zusammenzuziehen, um so die Energie zu
minimieren. In anisotropen Situationen wirken zusitzliche Scherkrifte in Normalen-
richtung der Grenzflichen, die bestrebt sind, eine Phasengrenze in eine Richtung mit
geringerer anisotroper oder kristalliner Oberflichenenergie zu rotieren. Die Simulatio-
nen in diesem Kapitel zeigen, dafl es mit dem Multi-Phasenfeldmodell méglich ist, die
Effekte der Anisotropie und den Einfluf} der zusitzlichen Normalkriifte auf das Verhal-
ten der Grenzflichen auch numerisch zu modellieren. Weitere Literaturstellen hierzu
sind von H. Garcke, B. Nestler, B. Stoth [56], von B. Nestler [57] und von B. Nestler,
H. Garcke [58].

Es werden zwei verschiedene Arten von Oberflichenanisotropien formuliert und in das
Multi-Phasenfeldmodell eingebaut:

e eine glatte Anisotropie mit Oberflichenenergien, die differenzierbar sind und
o eine kristalline Anisotropie mit nichtdifferenzierbaren Oberflichenenergien.

Die Simulationsergebnisse bei glatter Anisotropie werden mit der asymptotischen Ana-
lysis in Kapitel 3 und mit den Ergebnissen von H. Garcke, B. Nestler, B. Stoth in [52]
und von B. Nestler, A. A. Wheeler in [53] verglichen. Fiir den kristallin anisotropen

49
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Fall dienen die theoretischen Vorhersagen von H. Garcke und B. Nestler in [59] und
fiir zweiphasige Systeme die Analysis von G. Bellitini, R. Goglione et al. in [76] als
Vergleich. Fiir den kristallinen Fall hat das zugehorige Wulff-Diagramm bei einer M-
fachen Anisotropie die Form eines Polygons mit M Ziigen, siche M. Gurtin [77]. Da
es eine Vielzahl von relevanten Anwendungen gibt, bei denen sich das System durch
den facettierten Charakter der Phasen- oder Korngrenzen auszeichnet, ist ein besse-
res Verstdndnis der Grenzflichenbewegung mit der Hilfe des Phasenfeldzugangs von
wertvoller Bedeutung.

5.1 Formulierung glatter und kristalliner Anisotro-
pien

Die Anisotropie der Oberflichenenergie ist, wie in den Gleichungen (2.13) und (2.23)
definiert, durch die funktionelle Abhingigkeit der Oberfliichenenergieparameter I'; (%)
von der Orientierung der ¢ — k Grenzfliche 7, tiber die Gradientenenergie in das Multi-
Phasenfeldmodell eingebaut. Es wird weiter angesetzt, daB sich T';z(Fix) schreiben 148t
als
Da(Tie) := Aa(Tir) |7k

mit der Symmetrieeigenschaft A (7)) = Agi(—7i). Die Orientierung einer Phasen-
grenze zwischen den Phasen ¢ und £ 148t sich durch die Normale i = (Ve —
oV &) /|0:V o — &1, Vi an die Grenzfliche der beiden Phasen ausdriicken. Im iso-
tropen Fall gilt A;(7ix) = 1. Die spezielle Definition der glatten und der kristallinen
Anisotropie der Oberflichenenergie erfolgt durch das Festlegen eines geeigneten Funk-
tionsausdrucks fiir A (7).

Glatte Anisotropie der Oberflichenenergien

Zur Formulierung einer glatten Anisotropie wird der, fiir Fest-Fliissig Phasensysteme
bewihrte Ausdruck von R. Kobayashi [18] auf mehrphasige bzw. polykristalline Sy-
steme erweitert zu

AZ(Fg) = 1+ 8 cos (M (8 — o)), (5.1)
wobei # den Winkel zwischen der Normalen 7i;, und der z-Achse mifit. M;y, realisiert eine
M;-fache Anisotropie, aix € [0, 27) beschreibt die relative Orientierung der Anisotropie
beziiglich der z-Achse, und d;, € (—1,1) mifit die Stirke der Anisotropie. Die Stérke
der Anisotropie d; ist nach M. E. Gurtin [77] beschriinkt durch

1
‘5lk| = 7‘[1_2]9_17 (5 2)
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und die Symmetrierelationen d;; = dg;, Mix = My; und oy = ag; £ 7 werden vorausge-
setzt.

Falls, wie in Kapitel 4 und in den Arbeiten von H. Garcke, B. Nestler und B. Stoth
[52, 55| diskutiert, durch die Wahl des Bulk-Potentials W% (¢) sichergestellt ist, daf
die Parameter &;, und fi; in den freien Energien gut mit den entsprechenden physi-
kalischen Parametern oy, und pg kalibrieren, gilt als Zusammenhang mit dem Sharp
Interface Modell die Identitét

on(fin) = Fu AL(Ta),
& o) = Gl + 0 cos (M0 — ain))) ,

wobei 7, Einheitsvektor in Normalenrichtung an die Grenzfliche der Phasen ¢ und &
ist.

Kristalline Anisotropie der Oberflichenenergien

Das zu kristallinen Anisotropien gehérende Wulff-Diagramm ist ein konvexer Polygon-
zug, der sich aus bestimmten nichtdifferenzierbaren Oberflichenenergien konstruieren
1af8t. Fir die kristallinen Gradientenenergiekoeffizienten werden folgende Ausdriicke
gewéhlt

A () = maz{(Fu/|[Tal) - Fig s M =1,..., My} (5:3)
mit beliebigen Vektoren 5’% € IR® und Mj;, € IN. Fiir eine M;,-fache Anisotropie und
relative Winkel a;, kénnen mit M = 1,..., My die Vektoren il‘,f wie folgt definiert

werden

M M
= <cos <Mik27r — oz,»k> ,sin (Mij27r - oz,»k> > . (5.4)

Mit dieser Wahl ist das Wulff-Diagramm ein reguldres M;.-Polygon mit M, Poly-
gonzligen.

Anisotropie der Mobilitidten

Die anisotrope Form des Zeitrelaxationsparameters lautet

B(, V) = Po+ Y By(Fx), mit [y € (0,00) und (5.5)

i<j
Illit B,k(ﬁk) = Bk,(—ﬁk)
Auf dhnliche Weise wie in Gleichung (5.1) fiir Af,i(ﬁ-k) 148t sich fiir Bf’kl(ﬁ-k) der Ausdruck

BE(7ia) = Bir cos (Lin(6 — i) (5.6)
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formulieren, wobei S € (=50, B0), Vir € [0,27), Ly, € IN. Als Symmetrierelationen
werden dieselben wie fiir das Gradientenenergiepotential angenommen.

Die Berechnung der Mobilitit nach Formel (3.33) ergibt die Parameterrelation

_ Bo+ Bfkl(’/)
b= o1, .

Ag(v)
. Bo + Bir cos (Lix(0 — vix))
kG cos (Mir(0 — cuir))

(V)

- pir (V)

In Analogie zu Gleichung (5.3) kénnen kristalline Mobilitdtskoeffizienten ausgedriickt
werden als

By (7)) = max{(Fu/[u]) - 55 L=1,..., Lu} (5.7)

mit beliebigen Vektoren 3% € IR® und Ly, € IN.

5.2 Diskretisierung des Multi-Phasenfeldmodells

Fiir die im folgenden vorgestellten Simulationen anisotroper Wachstumsstrukturen
wird das Anfangsrandwertproblem (2.9) inklusive anisotroper Gradientenenergien (5.1),
(5.3) oder anisotroper Zeitrelaxationsparameter (5.6), (5.7) auf einem rechteckigen Re-
chengebiet V' = (0,a) x (0,b) = (0, Nyh) X (0, Nyh) mit einer Zellgrofe & und mit einer
Anzahl von NV, und N, Zellen in z- und y-Richtung numerisch gelost. Um bei Anwesen-
heit anisotroper Oberflichenenergien eine konsistente Diskretisierung der Randbedin-
gungen mit korrekten Winkelverhiltnissen am Rechengebietsrand zu sichern, wird auf
der Basis eines finite Differenzenalgorithmus eine spezielle Diskretisierung des Multi-
Phasenfeldmodells implementiert. Fiir diese Diskretisierungsmethode wird ausgenutzt,
dafl das System die Struktur eines Gradientenflusses besitzt. Unter Verwendung von
Vorwirtsdifferenzen als Niherung der Gradiententerme V¢

1

Vig =7 (d(e + hy) — pla.y).bla,y+b) - Blr.y)) (5.8)

kann das Ginzburg-Landau Energiefunktional wie folgt in zwei Raumdimensionen dis-
kretisiert werden

No—1,Ny—1

Fip) = Z [eg((i)(kh,lh),vﬂ‘rd)(kh,lh))+%\I/fj,,((b(kh,lh))+x(¢(kh,lh))] R, (5.9)

k=0

Hierbei ist F"(¢) definiert fiir Funktionen auf dem Gitter G* := {(kh,lh) € R? |k =
0,1,...,N,; 1=0,1,..., Ny} mit Werten in X.
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Eine Losung ¢ : G* x (0,T) — G des diskreten Gradientenflusses muf per Definition
das System von Allen-Cahn Gleichungen

07" ()
o

B, V"¢) b, = — (5.10)

erfiillen. In diesem Gleichungssystem werden die Gradienten V¢(Z,t¢) in der Gradi-
entenenergie entsprechend Gleichung (5.8) durch Vorwirtsdifferenzen und auftretende
Divergenzoperatoren durch Riickwértsdifferenzen approximiert. In allen Zellen, fiir die
zur Anwendung des Vorwirtsdifferenzenverfahrens keine entsprechenden Nachbarzel-
len existieren, werden Riickwirtsdifferenzen eingesetzt. Das Update der Zeit wird in
einem expliziten finite Differenzenalgorithmus mit einer Zeitschrittweite A¢ numerisch
geldst. Wenn ¢™ 1(Z,t) die Losung von Gleichung (5.10) zur Zeit (m — 1) At ist, dann
bestimmt sich die Losung ¢™(Z, ¢) zur Zeit m At aus

At (5fh(¢)) .

e A A ™

(5.11)

Die Berechnung des Gradientenflusses 6.F"(¢)/d¢ erfordert die Bestimmung der Ab-
leitungen von ¢(¢, V). Mit der Notation Ry = &Vho, — o VG = (¢ 0ty —
O Ot i, i Oy, — oy, Olips) und Ry := (—(i Olicor — i, i), 63 0P — i Aepy), wobe
ﬁj;c der um 90° gedrehte Vektor }ik ist, erhdlt man

960, Vp) =237 'l: a(Bir) Vo - [ w(Bij) B+ (i) (ﬁik)ﬁilk] (5.12)
k#i

und

9velP, V) = -2 Z JZk Aie(Rir) [ i{ 7,k) ﬁzk + (Ao (ﬁzk) ﬁjl}] . (5.13)
k#z

Das Vorgehen, zuerst die Ginzburg-Landau Energie zu diskretisieren und anschlielend
den Gradientenflufl der diskret formulierten Energie zu bestimmen, liefert eine konsi-
stente Diskretisierung der Randbedingungen im finite Differenzenkontext. Falls nicht
ausdriicklich anders angegeben, werden die Werte fiir die Parameter ¢ = b = 1,¢ =
1/107}7/ = 6/107At = hz/l[],ﬂ,k = 175',k, = 17 Oijk = 5 und m; = 0 gewahlt

Die in den folgenden beiden Unterkapiteln aufgefiihrten Simulationsergebnisse beschéfti-
gen sich mit der Evolution von Phasengrenzen und Tripelpunkten bei Anwesenheit glatt
und kristallin anisotroper Oberflichenenergien. Die numerischen Rechnungen sind mit
der gerade beschriebenen Diskretisierungsmethode durchgefiihrt.
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5.3 Dynamisches Verhalten anisotroper Phasengren-
zen

Durch Implementierung der beiden Anisotropieausdriicke (5.1) und (5.6) wird die nu-
merische Behandlung glatt anisotroper Effekte der Oberflichenenergien und Mobi-
litdten realisiert. In den folgenden numerischen Experimenten wird der Einfluff der
einzelnen, die Anisotropie charakterisierenden Parameter untersucht.

Grenzflichen mit glatter Anisotropie im Innern des Rechenge-
bietes

In Abbildung 5.1 ist die Form der Phasengrenze bei M;,-facher Anisotropie fiir verschie-
dene Werte von M;; zu je drei verschiedenen Zeitschritten zu erkennen. Die Ecken der
Kristalle sind bei dem Vorliegen einer glatten Anisotropie abgerundet. Das Bestreben,
die Kriimmung im System zu minimieren, forciert das Auflésen der Partikel.

Abbildung 5.1: Auflgsen eines Kristalls zu den Zeiten ¢ = 0.01, 0.04, 0.07, in a) bis f)
fiir verschiedene Werte My, = 0, 1, 2, 3, 4, 6, a; = 0° und fiir die Anisotropiestirken
dx = 0.5, 0.3, 0.12, 0.065, 0.025 entsprechend der Bedingung (5.2).

Die entwickelte Multi-Phasenfeldmodellierung erméglicht durch die Wahl des Winkels
ayr die Realisierung jeder beliebigen Kornorientierung, ohne dafl ein Einfluf} des recht-
eckigen, numerischen Gitters auftritt, Abbildung 5.2.

Der Parameter &, ist ein Ma8 fiir die Stirke der Anisotropie und beeinflufit die Schiirfe
der Kristallecken. In Abbildung 5.3 ist die Auswirkung von der Wahl der GréBe d;, auf
die Kristallform dargestellt. Bei Werten |d;,| > 1/(M3 — 1) wie fiir Abbildung 5.3 b)
und c) ist gemiB der Bedingung (5.2) die Anisotropie instabil. Das zugehérige Wulff-
Diagramm und die Kornform weisen scharfe Ecken auf.
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Abbildung 5.2: Kubische Korner (M;; = 4) mit verschiedener Kristallorientierung rela-
tiv zum numerischen Gitter, a) g, = 30°, b) aie = 45°, und ¢) a;, = 60° zu den Zeiten
t =0.01, 0.04, 0.07.

Abbildung 5.3: In Abh#ngigkeit von dem Anisotropieparameter ¢;; nimmt die Schirfe
der Kristallecken zu a) d;x = 0.02, b) 8 = 0.08 und c) di = 0.15. Die drei Bilder
zeigen denselben Zeitschritt.

Abschlieend ist anzumerken, dafl bei anisotropen Oberflichenenergien die Grenzfls-
chendicke entlang der Grenzfliche lokal variiert. Diese Eigenschaft hangt mit der Tat-
sache zusammen, daff die Dicke der Grenzfliche, wie von H. Garcke, B. Nestler und
B. Stoth in [52] beschrieben, direkt proportional zu A;(7) ist. In Abbildung 5.4 wird
der Effekt am Beispiel M, = 1, §; = 0.5 sichtbar. Bei einer hoherfachen Anisotropie
tritt der Effekt auf einer kleineren Langenskala auf und ist weniger leicht zu erkennen
als fiir den Fall M;, = 1. Im Gegensatz hierzu ist bei einer Anisotropie in dem Zeitrela-
xationsparameter 3(¢, V@) die Grenzflichendicke iiber die gesamte Kristalloberfliche
gleich, Abbildung 5.5.

Abbildung 5.4: Lokal variierende Grenzflichendicke aufgrund einer anisotropen
Oberflichenenergie (M, = 1, § = 0.5) fiir die Zeitschritte ¢ = 0.09, 0.18 und 0.27.
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Abbildung 5.5: Unverdnderte Grenzflichendicke bei anisotropem Zeitrelaxationspara-
meter (¢, V) mit Ly = 1, B = 0.5 und bei isotroper Grenzflichenenergie fiir die
Zeitschritte t = 0.09, 0.18 und 0.27.

Grenzflichen mit glatter Anisotropie am Rand des Rechenge-
bietes

Als Anfangskonfiguration fiir die Simulation in Abbildung 5.6 wird ein scharfes Co-
sinusprofil gesetzt. Nach Beginn der Simulation wird die Grenzfliche diffus und der
anfingliche Winkel zwischen der Grenzfliche und dem Rechengebietsrand verdndert
sich sehr schnell. Der Grund fiir die dabei auftretende Abweichung von der 90° Win-
kelbedingung am Gebietsrand bei isotropen Phasensystemen liegt in den zusétzlichen
Herringschen Drehmomenttermen ol (8, @) fig der Gleichung (3.31). Der sich einstel-
lende Winkel der Grenzfliche mit dem Rechengebietsrand hingt von der Anisotropie
der Oberflichenenergie und den gewiihlten Anisotropieparametern M, d;x und auy ab.
Zur Verringerung der Grenzflichenenergie wird die Grenzfliche im Verlaufe der Simu-
lation gerade.

Aus Gleichung (3.31) 148t sich die folgende implizite Beziehung fiir den Winkel ¢, den
eine Grenzfliche am rechten Rand bildet, herleiten

(1 + &3z cos (Mlk(ﬂ — azk))) cos ¥ + 03, My sin (Mlk(’ﬂ — Ozlk)) sind = 0. (5.14)
Der Winkel ¥ ist im letzten Bild der Abbildung 5.6, rechts unten gekennzeichnet. Fiir
die gewihlten Anisotropiedaten M, = 2, aze = 60°, 05 = 0.3 ergibt Gleichung (5.14)
fiir diesen Winkel den theoretischen Wert ¢ = 121.14°. Im Vergleich dazu wurde aus
der numerischen Simulation der Winkel ¢ = 121.10° gemessen.

Wird eine Simulation mit einer planaren, horizontalen Front und einer 90° Winkel-
bedingung am Rand gestartet, wirken an der Grenzfliche anisotrope Kréfte, die die
Grenzfldche in eine Richtung mit geringerer Energie drehen, Abbildung 5.7. Eine sta-
tiondre Winkelbedingung und konstante Phasenzustidnde sind erreicht, falls sich ein
Kriftegleichgewicht eingestellt hat.

Weitere numerische Berechnungen haben gezeigt, daf§ die Anisotropie des Zeitrelaxati-
onsparameters den Winkel am Rand nicht beeinflufit.
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Abbildung 5.6: Evolution einer anfinglich gekriimmten Grenzfliche mit anisotro-
per Oberflichenenergie (M = 2, ay, = 60° 6; = 0.3) fiir die Zeitschritte ¢ =
0.000, 0.005,0.015, 0.030,und 0.800 . Es stellt sich numerisch ein Winkel von ¢ = 121.10°
am rechten Rand ein, der mit dem theoretischen Wert von ¢ = 121.14° sehr gut tiber-
einstimmt.

Abbildung 5.7: Scherkrifte, die durch eine anisotrope Grenzflichenenergie mit Daten
My = 2, az = 120° und J = 0.3 hervorgerufen werden, rotieren die anfingliche
90° Winkelbedingung am Rechengebietsrand. Die Simulation ist zu den Zeitschritten
t = 0.000, 0.005, 0.050, und 0.450 dargestellt.

Simulation eines Tripelpunktes mit anisotropen Oberflichen-
energien

Zur Bestiitigung der analytischen Ergebnisse aus Kapitel 3 und aus der Arbeit von H.
Garcke, B. Nestler und B. Stoth [52] wurde eine Simulationsserie von Tripelpunkten
durchgefithrt. Zwei Beispiele sind in der Abbildung 5.8 a) und b) vorgestellt. Zu Be-
ginn der beiden Simulationen wurden die Phasengrenzen in einer 120° Konfiguration
angeordnet. Diese Anfangsbedingung ist durch die schwarzen Linien jeweils im ersten
Bild (links) angedeutet. Die Anisotropie in den Oberflichenenergien bewirkt, daff im
Gleichgewicht eine von der symmetrischen 120° Bedingung abweichende Winkelrelation
erfiillt sein muf, um ein Kriftegleichgewicht zu gew&hrleisten. Die in Normalenrich-
tung an den Phasengrenzen wirkenden Herringschen Scherkréfte verdndern direkt nach
Beginn der Simulation die Winkel am Tripelpunkt.
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Abbildung 5.8: Bewegung von Tripelpunkten fiir die Zeitschritte £ = 0.05,0.25,0.45
und fiir die Parameter d;z = 0.065, M, = 4. Als relative Winkel wurden a) aip =
15°, gz = 60°, ass = 30° und b) ags = 15°, a3 = 30°, agg = 60° gewiihlt.

Ahnlich wie bei isotropen Phasensystemen kénnen Parametersitze zusammengestellt
werden, die Wetting-Phinomene hervorrufen. Die Simulation in Abbildung 5.9 ist ein
Beispiel fiir das Aufbrechen eines Tripelpunktes durch Wetting. Fiir die Simulation
wurden die Anisotropieparameter so gewihlt, dafi es im Prinzip eine Konstellation der
Grenzflichen gibt, fiir die sich aus der Anfangsbedingung heraus dem Youngschen Ge-
setz entsprechend Gleichgewichtswinkel entwickeln konnten. Neben der Ausrichtung
der Phasengrenzen, fiir die die Stabilitdtsbedingung erfiillt wird, gibt es jedoch bei der
speziellen Parameterwahl in der Simulation, Abbildung 5.9 auch Richtungen der Pha-
sengrenzen, fiir die die Stabilititsbedingung verletzt wird. Zunichst hat das System
das Bestreben, die anfingliche Position der Phasengrenzen zu verindern. Die Simula-
tion ergibt, dafl die Phase 1 einen Kanal zwischen den Phasen 2 und 3 bildet und, um
die gesamte Oberflichenenergie des Systems zu minimieren, die 2 — 3 Phasengrenze
zerstért. Dieses Phinomen kann nach den Uberlegungen von J. W. Cahn in [78] und
von R. Kikuchi, J. W. Cahn in [79] als Wetting interpretiert werden.

Abbildung 5.9: Simulation von Wetting fiir die Zeitschritte ¢ = 0.0005, 0.0200, 0.0300,
hervorgerufen durch die Wahl der Anisotropieparameter My, = 2, 512 = 1.0, 613 =
0.97 5’23 = 167 (512 = 037 (513 = 037 (523 = 0.0 und Qi — 0°.
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5.4 Facettiert wachsende Grenzflichen

Mit den in den Gleichungen (5.3) und (5.7) formulierten kristallinen Anisotropien kann
das Multi-Phasenfeldmodell zur Beschreibung der Bewegung kristalliner Kriimmung
in mehrphasigen Systemen verwendet werden. Hierbei sind die Funktionen A (7 )
nichtdifferenzierbar, so daf das Allen-Cahn System nicht wohldefiniert ist. Um den-
noch kristalline Anisotropie numerisch zu behandeln, wird wie folgt vorgegangen: In
dem Diskretisierungsalgorithmus aus Kapitel 5.2 miissen den partiellen Ableitungen
9,6:(¢, V) und g vy, (¢, V) entsprechend den Gleichungen (5.12) und (5.13) Werte
zugewiesen werden. Dazu muf} die Ableitung (A;) s(7ix) bestimmt werden und zwar
auch an Punkten, an denen die Funktion nichtdifferenzierbar ist und einen Sprung
macht. An solchen Punkten wird ein Wert angenommen, der im Sprungintervall liegt.
Dieses Vorgehen liefert gute numerische Ergebnisse. Eine rigorose Rechtfertigung steht
hierbei noch aus. In allen Simulationen zur kristallinen Anisotropie wird g = 1 gesetzt.
Zum Vergleich mit den Ergebnissen zur glatten Anisotropie aus dem vorherigen Kapitel
werden dhnliche Szenarien studiert.

Grenzflichen mit kristalliner Anisotropie im Innern des Re-
chengebietes

Bei einer kristallinen Anisotropie der Oberflichenenergie bilden sich beim Wachstum
der Kristalle in die unterkiihlte Schmelze Facetten und scharfe Ecken aus. In Abbildung
5.10 sind die numerisch berechneten Kristallformen fiir drei verschiedene Anisotropie-
parametersiitze festgehalten. Die Setzung des anfianglichen Keims ist durch eine gestri-
chelte Linie markiert. Im mittleren Bild wurde die Simulation mit der Wulff-Form als
Anfangsbedingung gestartet. Wihrend des Wachstums behilt das Korn diese Gestalt
unverindert bei. Eine derartige Evolution wird von M. E. Gurtin in [77] und von J. E.
Taylor in [80] als Taylor-Losung bezeichnet.

Abbildung 5.10: Facettiertes Kristallwachstum fiir Anisotropieparameter a) My =
47 Qi — Uo7 my = 127 b) Mzk = 47 Qi — 4507 mr — 15 und C) M,k, = 67 Qi —
45°, my, = 12. Die gestrichelten Linien kennzeichnen die Phasengrenze zu Beginn der
Simulation und die durchgezogenen Linien markieren die Position der Sharp Interface
Losung zur Zeit t = 0.03.
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Grenzflichen mit kristalliner Anisotropie am Rand des Rechen-
gebietes

Aus dem anfinglichen Cosinusprofil der Grenzfliche in Abbildung 5.11 bilden sich an
der Kristalloberfliche starke Facetten in die, nach dem Wulff-Diagramm ausgezeichne-
ten Richtungen aus. Die Minimierung der Grenzflichenenergie lokal in der N&he des
Gebietsrandes fithrt dort zu einer Bedingung, die besagt, dafi aufgrund auftretender
Scherkrifte die Gesamtkraft normal zum Rand wirkt, und daf es keine Krifte tangen-
tial zum Rand gibt.

Abbildung 5.11: Entwicklung eines anfinglich glatten Oberflichenverlaufs einer
gekriimmten Grenzfliche mit kristallinen Oberflichenenergien M, = 4, ay = 60° fiir
die Zeitschritte ¢ = 0.000,0.005, 0.015, 0.030 und 0.450.

Eine theoretische Herleitung der Randbedingung ist fiir den kristallinen Fall mit nicht-
differenzierbaren Oberflichenenergien o;(7;) erstmalig von H. Garcke und B. Nestler
in [59] vorgestellt. Unter Verwendung der Definition von Subdifferentialen konvexer
Funktionen wird in der Arbeit [59] eine kristalline Version des Youngschen Geset-
zes an Tripelpunkten und an Randpunkten formuliert. Der Satz von Subdifferentialen
fiir ou(fg) wird mit Doy (fiy) bezeichnet. Bei glatten Oberflichenenergien besteht
Doix(ity) nur aus einem Element und zwar dem lokalen Gradienten von oy (i), der
mit dem Cahn-Hoffman Em identifiziert werden kann. Bei nicht stetig differenzierbaren
oir{Tig,) besitzt der Satz von Subdifferentialen Do (7i;) fiir bestimmte Orientierungen
i, mehr als ein Element. In diesem Fall gibt es eine Auswahl von {,k Vektoren fiir die
Orientierung .

In [59] wird bewiesen, daB ein Tripelpunkt mit Oberflichenenergien o (7;x) und Nor-
malen 7 die kristalline Form des Youngschen Gesetzes erfiillt, falls Vektoren & €
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Doix(iti) existieren, fiir die gilt
Ela+ oz + €31 = 0. (5.15)

Die senkrechten Vektoren 5?,; sind Kapillarkrifte im Sinne von M. E. Gurtin [77], die
an der ¢ — k Grenzfliche wirken. Daher beschreibt die Identitdt (5.15) ein Kréfte-
gleichgewicht an einem Tripelpunkt. Die Tangentialkomponente von 5?,; vertritt die
Oberflichenspannung und die Normalkomponente die Oberflichenscherung.

An Randpunkten wird das Youngsche Gesetz erfiillt, falls ein Vektor &y € Do)
existiert, so daf§

&+ Tov = 0. (5.16)

Hierbei ist o4 (74) die Oberflichenenergie der Grenzfliche, die den Rand schneidet,
71;, die Normale an die Grenzfliche und 75, die Normale an den Rand. Da 5?,; der
Kraftvektor an die Grenzfliche ist, sagt Gleichung (5.16) aus, daB es an Randpunkten
keine Krifte in Tangentialrichtung zum Rand gibt.

Bei einer anfinglich planaren, horizontal ausgerichteten Grenzfliche mit kristalliner
Anisotropie fangen die Kontaktpunkte der Grenzfliche mit dem Rand direkt nach Be-
ginn der Simulation an, sich zu bewegen, Abbildung 5.12. Entlang der Grenzfliche
entstehen scharfe Stufen. Dabei ist das System insgesamt bestrebt, die kristalline
Oberflichenenergie zu minimieren und gleichzeitig einen Winkel am Rand einzustellen,
der mit dem Kriftegleichgewicht vertréglich ist. Die Facette in der Mitte ist weder kon-
vex noch konkav in Bezug auf die benachbarten Facetten und hat in Ubereinstimmung
mit der Theorie zur Bewegung kristalliner Kritmmungen die Geschwindigkeit Null. Nur
Facetten, die konvex oder konkav sind, bewegen sich mit einer von Null verschiedenen
Geschwindigkeit, die umgekehrt proportional zur Linge der Facette ist. Die Modifika-
tion dieser GesetzméiBigkeit fiir Facetten, die den Gebietsrand schneiden, ist von H.
Garcke und B. Nestler in [59] ausfiihrlicher beschrieben.

Abbildung 5.12: Simulation der zeitlichen Entwicklung einer kristallin anisotropen
Grenzfliche mit Anisotropieparametern M;, = 4, ai = 10° fiir die Zeitschritte
t = 0.00, 0.05, 0.30, und 0.55.
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Simulation von Tripelpunkten mit kristallinen Oberflaichenener-
gien

Bei den in den Abbildungen 5.13 und 5.14 wiedergegebenen Simulationen von Tripel-
punkten mit kristallinen Oberflichenenergien treten wihrend der Korngrenzenbewe-
gung scharfe Ecken und Kanten entlang der Grenzflichen auf. Hervorgerufen durch die
induzierte Anisotropie gelten an den Tripelpunkten von 120° verschiedene Winkelbedin-
gungen. In den Simulationen werden die nach der Theorie lokal an den Tripelpunkten
erwarteten Winkeleinstellungen im Kriftegleichgewicht beobachtet. Fiir unterschiedlich
feine, numerische Gitter wurde in einer Simulationsserie getestet, daf sich die korrekten
Tripelpunktwinkel unabhingig von der Wahl der Zellgréfie h einstellen.

Abbildung 5.13: Simulation eines kristallinen Tripelpunktes zu den Zeiten ¢ =
0.008, 0.064 und mit Anisotropiedaten My, = 4, a;, = 0°, die den Winkeln 90°, 135°
und 135° entsprechen.

Abbildung 5.14: Kristalline Korngrenzen- und Tripelpunktbewegung fiir die Parameter
M, = 4, ci, = 30°, h = 0.005 und ¢ = 0.004, 0.010, 0.016, 0.048, 0.144 und 0.432.
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Kapitel 6

Modellierung von Kornwachstum in
diinnen, metallischen Filmen

Zur Modellierung von Grenzflichen in polykristallinen, diinnen, metallischen Filmen
mit kubischen Gittern werden auf der Basis von Korngrenzensymmetrien und von
geometrischen Argumenten geeignete kristalline Oberflichenenergien eingefiithrt. Diese
kristallinen Energien werden in das Multi-Phasenfeldmodell eingebaut mit dem Ziel,
die Evolution und die Symmetrieeigenschaften facettierter Korngrenzentripelpunkte
in heteroepitaxial wachsenden Mikrostrukturen zu simulieren. Eine ausfiihrliche Be-
schreibung der theoretischen und numerischen Ergebnisse dieses Kapitels wird in den
Arbeiten von H. Garcke, B. Nestler [59] und von B. Nestler, H. Garcke [58] gegeben.

Bei den numerischen Simulationen wird besonderes Augenmerk auf die Symmetrieei-
genschaften benachbarter Tripelpunkte in trikristallinen diinnen Filmen gelegt und ein
Vergleich sowohl mit entsprechenden experimentellen Beobachtungen an Aluminium-
filmen von U. Dahmen und N. Thangaraj in [81, 82] als auch mit theoretischen Ver-
mutungen von J. W. Cahn und G. Kalonji in [83] angestellt. In Ubereinstimmung mit
den Experimenten verdeutlichen die Simulationen, dafl zwei benachbarte Tripelpunkte
stets verschiedenen Symmetrieklassen angehdren und daher unterschiedlichen Winkel-
bedingungen geniigen. Nur dann, also bei unterschiedlicher Symmetrie, ist gewé&hr-
leistet, dafl jeder der benachbarten Tripelpunkte eine lokale Gleichgewichtsbedingung
entsprechend der kristallinen Version des Youngschen Gesetzes (5.15) erfiillt. Besitzen
dagegen zwei Tripelpunkte dieselbe Symmetrie, so verletzt mindestens einer der betei-
ligten Tripelpunkte das kristalline Youngsche Gesetz und ist daher nicht im station&ren
Gleichgewichtszustand. Grund hierfiir ist, daf} einige Facetten nicht in die bevorzugten
Richtungen der festgelegten Oberflichenenergien orientiert sind. Das System ist dann
bestrebt, in ein Kréftegleichgewicht zu relaxieren. Alle auftretenden Tripelpunkte in
den simulierten und experimentellen Kornstrukturen gehorchen dem Youngschen Ge-
setz, das sich ausschliefllich durch die Korngrenzenenergien bestimmt. Zusitzliche Tri-
pelpunktenergien werden nicht benétigt um zu kléren, welche Tripelpunkte stabil sind.
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Die folgenden Anwendungen auf diinne, metallische Filme demonstrieren die generelle
Eignung der entwickelten Multi-Phasenfeldmethode zur Beschreibung von Korngren-
zenbewegung in allgemeinen polykristallinen, diinnen Filmen.

6.1 Motivation

Experimentelle Beobachtungen von U. Dahmen und N. Thangaraj [81, 82| an trikri-
stallinen diinnen Aluminiumfilmen auf einem Siliziumsubstrat haben den Anstof fiir
die Modellierung der Bewegung facettierter Korngrenzen und Tripelpunkte wéhrend
der Rekristallisation gegeben. In den Experimenten verfolgen die Autoren das Sym-
metrieverhalten wihrend des heteroepitaxialen Wachstums kubischer, trikristalliner
Aluminiumkornstrukturen von drei unterschiedlich orientierten Kornern. Die Korner
des Mikrogefiiges sind beziiglich einer gemeinsamen <001> Richtung gegeneinander
um 30° gedreht. Eine typische experimentelle Mikrostrukturaufnahme von zwei be-
nachbarten Tripelpunkten ist in Abbildung 6.1 reproduziert. Das obere und das untere
Korn in der Abbildung 6.1 haben dieselbe kristallographische Orientierung. Zu dem
Zeitpunkt, an dem die Fotografie angefertigt wurde, war das Gefiige des diinnen Films
noch nicht im Gleichgewicht. Die Position der Korngrenzen hat sich nach der Aufnahme
noch verdndert.

Abbildung 6.1: Symmetrie von zwei benachbarten Korngrenzentripelpunkten in einem
experimentellen Gefiige einer diinnen, trikristallinen Aluminiumfilmprobe, beobachtet
von N. Thangaraj und U. Dahmen [84]. Die Korner haben eine kubische Mikrostruktur
und sind um eine gemeinsame < 001 > um jeweils 30° gegeneinander gedreht.
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In solchen experimentellen Geftigestrukturaufnahmen werden Tripelpunkte mit ver-
schiedenen Symmetrien beobachtet. J. W. Cahn und G. Kalonji wenden in [83] auf
Syminetrieargumenten, auf topologischen und geometrischen Eigenschaften basierende
Extremalprinzipien an, um die unterschiedlichen Tripelpunkte in den diinnen Filmen
zu klassifizieren. Es wird eine Einteilung der Tripelpunkte in zwei Klassen, eine mit
hoher und eine mit geringer Symmetrie gefunden. Aufierdem heben die Autoren hervor,
dafl benachbarte Tripelpunkte immer verschiedenen Symmetrieklassen angehdren. Zum
Beispiel weist der obere Tripelpunkt in Abbildung 6.1 eine Winkelbedingung mit einer
horeren Symmetrie von drei 120° Winkeln auf als der untere Tripelpunkt. In dieser
symmetrischen Klasse sind die Winkel zwischen den Achsen der kubischen Kristalle
iiber die Korngrenze hinweg 30° und 120°. Am unteren Tripelpunkt fiigen sich die
drei Kérner bei Beibehaltung ihrer kristallographischen Orientierung auf andere Weise
zusammen. Eine weniger symmetrische Winkelkonfiguration mit einem 150° und zwei
105° Winkeln stellt sich ein. In diesem Fall sind die Winkel zwischen den kubischen
Gitterachsen 60° und 150°.

Die aus den Beobachtungen resultierende Frage von J. W. Cahn, ob es maglich ist, der-
artige Korngrenzenformationen und Gefiigestrukturmerkmale mit einem theoretischen
Phasenfeldmodell zu erfassen, ist die Grundlage der Motivation fiir die im folgenden
prasentierte Anwendung des hierzu entwickelten Multi-Phasenfeldmodells. Bei der Mo-
dellierung der Symmetrieeigenschaften ist die herausgearbeitete, korrekte Behandlung
von Tripelpunkten mit Winkelbedingungen gemifl des Youngschen Gesetzes von ent-
scheidender Wichtigkeit.

6.2 Symmetrie und Energie von Korngrenzen

Durch Uberlegungen zur Symmetrie der Korngrenzen konnen Ausdriicke fiir die kri-
stalline Anisotropie der Oberflichenenergien sperzifiziert werden. Eine achtfache Aniso-
tropie stellt sich zur Simulation von Kornstrukturen, die z. B. bei dem Kornwachstum
in diinnen Aluminiumfilmen auftreten, als geeignete Wahl heraus.

Als Ausgangssituation wird eine kubische Mikrostruktur eines diinnen Aluminiumfilms
auf einem Siliziumsubstrat betrachtet. Die Mikrostruktur besteht aus drei Kérnern,
die relativ zueinander um 30° gedreht sind. Zunichst werden die Symmetriecharak-
teristiken einer facettierten Korngrenze zwischen zwei, um 30° zueinander gedrehten
Koérnern diskutiert, um darauf aufbauend die komplizierteren, topologischen und kri-
stallographischen Symmetrieeigenschaften wéihrend der trikristallinen Kornausbildung
zu erldutern. Die Symmetrie der Kornstruktur hingt von den kristallographischen Sym-
metrien und vom Verhéltnis der relativen Orientierungen ab. Die beiden iiberlagerten
kubischen Elementarzellen in Abbildung 6.2 (links) deuten zwei Kérner mit einer relati-
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ven Drehung von 30° zwischen den kristallographischen Orientierungen an. Es kénnen
insgesamt acht Symmetrie- bzw. Spiegelachsen eingezeichnet werden (durchgezogene
Linien).

Die Symmetrie- bzw. Spiegelachsen sind bei der Ausbildung der Korngrenzen bevor-
zugte Richtungen. Nach dem Kriterium symmetry dictated extrema [83, 81, 85, 86] sind
die Korngrenzen dort im Zustand minimaler Energie. Die Lage der Korngrenzen ent-
lang der Symmetrieachsen ist im rechten Diagramm der Abbildung 6.2 fiir die Situation
eines Korns, das sich im Matrixgefiige eines zweiten Korns mit einer anderen, um 30°
gedrehten Orientierung befindet, gezeichnet. Die Facetten liegen in den Richtungen mit
minimaler Grenzflichenenergie.

Abbildung 6.2: Schematische Darstellung der Symmetrie- bzw. Spiegelachsen fiir zwei
kubische Kérner mit relativer Orientierung von 30° zueinander (links). Die facettier-
ten Korngrenzen liegen auf den Symmetrieachsen der kubischen Gitter beider Korner
(rechts).

Mit diesen Uberlegungen wird die konvexe kristalline Grenzflichenenergie aus Glei-
chung (5.3) nun so gewihlt, daB das zugehorige Wulff-Diagramm die Form des Korns
aus der Abbildung 6.2 (rechts) hat. Dies wird bei einer Wahl von M;, = 8 durch den
Ausdruck in Gleichung (5.4), der damit eine typische cusp-Struktur in acht bevorzugte
Richtungen hat, realisiert. Die zugehérige Energie hat die in Abbildung 6.3 (links)
dargestellte Form, die zu einem reguldren oktagonalen Wulff-Diagramm und daher zu
einer oktagonalen Kornform fiihrt. Das Wulff-Diagramm ist ebenfalls in Abbildung 6.3
(links) zu sehen.

Bisher wurden die Oberflichenenergien fiir eine Korngrenze zwischen zwei kubischen
Kornern definiert. Um diese Betrachtungen nun zur Beschreibung einer trikristallinen
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Mikrostruktur mit drei um 30° gedrehten Kérnern zu erweitern, mufl durch Belegung
der Indizes unterschieden werden, welches Kornpaar an der Ausbildung der speziellen
Korngrenze beteiligt ist. Der Winkel oy in Gleichung (5.4) driickt die relative Orien-
tierung der Facetten zwischen den Kornern ¢ und k& beziiglich der z-Achse aus. Jede der
drei paarweisen Kornkombinationen hat acht Symmetrieachsen und somit acht bevor-
zugte Richtungen fiir die Facetten. Daher addiert sich die Anzahl der Symmetrieachsen
und Facettenrichtungen in einem trikristallinen Gefiige zu vierundzwanzig, Abbildung
6.3 (rechts).
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Abbildung 6.3: Polardiagramm der kristallinen Grenzflichenenergie o;(6) und des zu-
gehorigen oktagonalen Wulfl-Diagramms (links). Schematische Darstellung der Symime-
trieachsen fiir drei kubische Kérner mit einer relativen Orientierung von 30° zueinander
(rechts).

6.3 Simulation des Symmetrieverhaltens benachbar
ter Korngrenzentripelpunkte

Die formulierte achtfache, kristalline Grenzflichenenergie wird in das Multi-Phasen-
feldmodell eingebaut und in den numerischen Léser implementiert. Die Evolutions-
gleichungen (3.9) werden nach dem in Kapitel 5.1 beschriebenen Diskretisierungsal-
gorithmus auf einem gleichméBigen, rechteckigen Gitter gelost. Mit den Parametern
a="b=3¢=01h = ¢/10, At = ’1’—;, B =1, 045 = 5 und den relativen Win-
keln ajs = 7.5°, ay3 = 22.5° und ag3 = 37.5° lassen sich experimentell beobachtete
Kornstrukturen, wie die in Abbildung 6.1 gezeigten, rekonstruieren.
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Als Anfangsbedingung wird fiir die Simulation in Abbildung 6.4 eine mit dem Experi-
ment von N. Thangaraj und U. Dahmen in Abbildung 6.1 identische Kornanordnung
und Kornorientierung mit zwei benachbarten Tripelpunkten unterschiedlicher Symme-
trie gewdhlt. Es zeigt sich in der Simulation, daf} die anfanglich gesetzte Kornanordnung
und die daraus resultierenden Winkelbedingungen der benachbarten Tripelpunkte sta-
bil sind und sich mit der Zeit nicht d&ndern. Dieses Ergebnis unterstiitzt und verifiziert
die experimentellen Beobachtungen von N. Thangaraj und U. Dahmen [81, 82] und
stimmt mit den Symmetriediskussionen von J. W. Cahn und G. Kalonji [83] iiberein.

Abbildung 6.4: Simulation eines Tripelpunktes mit symmetrischen 120° Winkeln (oben)
in der Umgebung eines Tripelpunktes mit 150°,105° und 105° Winkeln (unten) zu
den Zeiten £ = 0 und ¢t = 0.45. Beide Tripelpunkte erfiillen die kristalline Version
des Youngschen Gesetzes und stellen sich als stabil heraus. Dieses Resultat bekriftigt
das Postulat in [83], daB zwei benachbarte, stabile Korngrenzentripelpunkte immer
verschiedenen Symmetrieklassen angehoren.

Um die Hypothese, daf} benachbarte Tripelpunkte fiir eine stabile Endformation die
Symmetrieklasse wechseln, weiter zu priifen, wird als Anfangsbedingung fiir die Simu-
lation in Abbildung 6.5 eine symmetrische Kornkonfiguration mit zwei 120° Winkelbe-
dingungen sowohl am oberen als auch am unteren Tripelpunkt angenommen. In dieser
Situation verletzt der untere Tripelpunkt das kristalline Youngsche Gesetz und erweist
sich in der Simulation erwartungsgeméif als instabil. In unmittelbarer Umgebung des
unteren Tripelpunktes treten direkt nach Beginn der Simulation an den Korngrenzen
Krifte auf, die eine Winkelinderung hin zu einem Tripelpunkt mit einer geringeren
Symmetrie von einem 150° und zwei 105° Winkeln verursachen.

Die in den Simulationen zu beobachtenden Facetten mit stabiler Ausrichtung haben
Orientierungen, die den Symmetrieachsen der drei zueinander gedrehten kubischen Kri-
stallgitter entsprechen. Die schematische Zeichnung in Abbildung 6.6 verdeutlicht den
Zusammenhang zwischen der Facettenausrichtung und den kubischen Gittern der drei
Kérner am Beispiel der beiden Simulationen aus den Abbildungen 6.4 und 6.5. Paare
kubischer Achsen von zwei verschieden orientierten Gittern treffen sich an den Korn-
grenzen. Die Korngrenzen selber sind Spiegelachsen der kubischen Gitter.
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Abbildung 6.5: Simulation von zwei benachbarten Tripelpunkten derselben Symme-
trieklagse mit symmetrischen 120° Winkeln zu Beginn der Rechnung. Die Zeitschritte
t =0,0.15 und ¢ = 0.33 illustrieren, daff die anfingliche Kornanordnung instabil ist.

Abbildung 6.6: Schematische Zeichnung der Korngrenzen, die entlang der Symmetrie-
achsen der kubischen Gitter der drei Kornorientierungen verlaufen.

Bei Fortsetzung der Simulation aus Abbildung 6.5 fiir groflere Zeiten stofflen die
beiden Tripelpunkte aufeinander und formen einen Quadrupelpunkt, der seinerseits
sofort auseinanderfillt. Die beiden Kristalle mit derselben Orientierung bilden einen
gemeinsamen Kanal, Abbildung 6.7. Die so entstehende dog-bone Form des Korns
wird auch experimentell beobachtet, z. B. von N. Thangaraj, K. H. Westmacott und
U. Dahmen in [87].

Abbildung 6.7: Zeitliche Fortsetzung der Simulation aus Abbildung 6.5, die zur Kol-
lision der beiden Tripelpunkte und zur Bildung einer dog-bone formigen Struktur mit
t =0.555,t =0.570 und ¢ = 0.675 fiihrt.
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Von H. Garcke und B. Nestler wurde in [59] ein analytisches Kriterium entwickelt, das
die Voraussage erlaubt, ob eine bestimmte Winkelkonstellation stabil ist. Hierzu mufl
durch die Berechnung des Satzes
i<k

die kristalline Version des Youngschen Gesetzes gepriift werden, wobei 7i;; die Nor-
malenvektoren der am Tripelpunkt beteiligten Grenzflichen sind. Unter Anwendung
der Gleichung (6.1) erhilt man fiir die beiden Tripelpunkte aus Abbildung 6.4 fiir den
symmetrischen 120° Fall ein regulires Polygon, Abbildung 6.8 (links) und fiir den Tri-
pelpunkt mit Winkeln 150°,105° und 105° das Diagramm in Abbildung 6.8 (rechts).
Beide Sitze enthalten den Nullvektor. Dies bedeutet, dafl sich eine zu Null aufaddie-
rende Linearkombination der am Tripelpunkt wirkenden Krifte finden 148t. Somit kann
fiir beide Tripelpunkte ein Kréftegleichgewicht hergestellt und das kristalline Young-
sche Gesetz erfiillt werden.
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Abbildung 6.8: Analytisch berechnete Sitze >, <k Doir(fi) im linken Diagramm fiir
den oberen und im rechten Diagramm fiir den unteren Tripelpunkt aus Abbildung 6.4.

Fiir den Fall zweier benachbarter 120° Tripelpunkte wie in Abbildung 6.5 hat die Simu-
lation ergeben, dafi der untere 120° Tripelpunkt instabil ist. Die vergleichende Auswer-
tung der Formel (6.1) liefert das linke Diagramm in Abbildung 6.9. Die Instabilitit des
Tripelpunktes erklirt sich durch die Tatsache, daf} in diesem Satz der Nullvektor nicht
enthalten ist, und es folglich keine Linearkombination aus Kriften, die sich zu Null
addieren, gibt. Die 120° Winkelbedingung des unteren Tripelpunktes ist keine Gleich-
gewichtsbedingung. Aus der Instabilitit wichst in Abbildung 6.5 eine stabile Korn-
konfiguration mit Winkeln von 105°,105° und 150°. Wie das Diagramm in Abbildung
6.9 (rechts) belegt, erfiillt die neu eingestellte Winkelbedingung das Youngsche Gesetz.
Eine solche Stabilitdtsanalyse kann fiir jedes Paar benachbarter Tripelpunkte in glei-
cher Weise durchgefiihrt werden. Die numerischen, experimentellen und analytischen
Resultate lassen iibereinstimmend festhalten, daf, falls zwei benachbarte Tripelpunkte
zu derselben Symmetrieklasse gehdren, einer von ihnen das Youngsche Gesetz verletzt.
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Abbildung 6.9: Analytisch berechnete Sdtze ), , Dou(i) fiir den unteren Tripel-
punkt aus Abbildung 6.5 zu Beginn der Simulation bei anfinglichen 120° Winkeln
(links) und nach Einstellung stabiler Winkel von 105°,105° und 150° (rechts).

Umfangreiche numerische Simulationen mit unterschiedlichen Winkelbedingungen an
den Tripelpunkten haben gezeigt, daf§ alle Tripelpunkte, die von Beginn der Rech-
nung an stabil bleiben, das kristalline Youngsche Gesetz erfiillen. Dagegen streben alle
Tripelpunkte, die das Youngsche Gesetz zu Beginn der Rechnung nicht erfiillen, eine
Winkelbedingung an, die wieder ein Kriftegleichgewicht am Tripelpunkt einstellt. Die
in Abbildung 6.10 vorgestellte Simulation wurde mit einer willkiirlich gesetzten Aus-
gangskonfiguration gestartet. In dem eingerahmten Ausschnitt des Korngefiiges hat das
System vollig autonom genau die im Experiment von N. Thangaraj und U. Dahmen
(Abbildung 6.10 ¢) beobachtete Kornkonstellation ausgebildet.

Abbildung 6.10: a) und b) numerische Simulation der Stabilitéits- und Symmetrieeigen-
schaften von Korngrenzentripelpunkten in einer Mikrostruktur mit drei unterschiedli-
chen Kornorientierungen zu den Zeiten ¢ = 0.00225 und 0.0675, ¢) experimentelles
Korngefiige, [81, 82] im Vergleich mit dem in d) vergréferten Ausschnitt, e) Schema-
zeichnung der um 30° zueinander gedrehten kubischen Kristallgitter.
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Die drei Dunkelfeldaufnahmen in Abbildung 6.11 a) - ¢) illustrieren eine typische trikri-
stalline Mikrostruktur mit drei unterschiedlich orientierten (001) Al-Kérnern. Die ex-
perimentelle Kornstruktur kann durch Uberlagerung der Dunkelfeldbilder rekonstruiert
werden. Eine vergleichende Simulation mit denselben Kornorientierungen wie im Expe-
riment und mit einer, aus Symmetrieargumenten hergeleiteten Anisotropie visualisiert
das Kornwachstum und die Vergroberung der Struktur durch paarweises Verschwinden
von Tripelpunkten und Ausbildung von dog-bone formigen Kornern, Abbildung 6.12.

Abbildung 6.11: a) - ¢) Dunkelfeldaufnahmen einer experimentell beobachteten, tri-
kristallinen Mikrostruktur mit drei um 30° zueinander orientierten Aluminiumkgrnern
von N. Thangaraj, K. H. Westmacott und U. Dahmen, [87], links und rechts oben. Das
Bild d) zeigt die aus den Dunkelfeldaufnahmen rekonstruierten Korngrenzen und die
Identifikation der Kornorientierungen anhand unterschiedlicher Graufiarbungen.

Abbildung 6.12: Numerisch berechnetes Kornwachstum mit denselben Kristallorien-
tierungen wie in dem vergleichbaren experimentellen Korngefiige in Abbildung 6.11,
gezeigt fiir die Zeiten ¢ = 0.0006, 0.0024, 0.0036, 0.0048, 0.0060 und 0.0180.



Kapitel 7

Erweitertes Multi-Phasenfeldmodell
fiir eutektische und peritektische
Legierungen

Das in den bisherigen Kapiteln der Arbeit fiir Systeme mit polykristallinen Mikrostruk-
turen konzipierte und ausfiihrlich getestete Multi-Phasenfeldmodell wird nun auf ther-
modynamisch konsistente Weise zur Modellierung mehrphasiger Legierungssysteme
weiterentwickelt. Dabei sind die Erweiterungen des Modells allgemein gehalten, um
die charakteristischen Phaseniibergdnge sowohl in bindren eutektischen als auch in
bindren peritektischen Legierungen zu modellieren. Das Modell ist so formuliert, daf
die physikalischen Eigenschaften der Phasen, die Kinetik und Dynamik der einzelnen
Grenzflachen individuell spezifiziert werden kénnen. Die Typisierung eines Legierungs-
systems als eutektisch oder peritektisch ist ausschlieBlich durch die charakteristischen
Systemparameter festgelegt. Genau diese Materialdaten steuern auch in dem Multi-
Phasenfeldmodell den konkreten Legierungstyp der mehrphasigen Erstarrung. Beim
Ubergang in den Sharp Interface Limes 1aB8t sich aus dem Multi-Phasenfeldmodell durch
die Wahl der Systemparameter entweder ein eutektisches oder ein peritektisches Pha-
sendiagramm rekonstruieren. Die Herleitung des erweiterten Multi-Phasenfeldmodells
und dessen Anwendung zur Simulation der mehrphasigen Erstarrung in eutektischen
und peritektischen Legierungssystemen sind im Detail von B. Nestler und A. A. Whee-
ler in [60] beschrieben. Zahlreiche Simulationsrechnungen auf der Basis des in diesem
Kapitel vorgestellten Modells sind von B. Nestler, P. R. Sahm in [61, 66], von B. Nest-
ler, J. L. L. Rezende in [62], von B. Nestler, V. Pavlik in [64] und von B. Nestler, A.
A. Wheeler in [65] versffentlicht. Uber den Inhalt dieses Kapitels und dieser Arbeit
hinausgehend wird in einem Artikel von J. Tiaden, B. Nestler et al. [63] ein in das
Multi-Phasenfeldmodell integriertes Konzept zur Modellierung der solutalen Diffusion
in bindren, mehrphasigen Systemen vorgestellt.

75
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Das erweiterte Multi-Phasenfeldmodell ermdoglicht die numerische Simulation einer
Vielzahl realistischer und experimentell beobachteter Phinomene bei der mehrphasigen
Erstarrung. Fiir eutektische Legierungen wird die zeitliche und rdumliche Entwicklung
eutektischer Lamellen mit unterschiedlichen Lamellenabstdnden simuliert. Dabei tre-
ten Effekte wie die Selektion eutektischer Lamellen durch konkurrierendes Wachstum
benachbarter Lamellen oder Tip Splitting vereinzelter Lamellen auf. Am Beispiel ei-
ner Al — Si Legierung wird das Wachstum eutektischer Kérner numerisch visualisiert.
Die simulierten Ergebnisse erweisen sich als konsistent mit den Skalierungsvoraussagen
der klassischen Jackson und Hunt Theorie eutektischer Lamellen. Die Simulationen
zur peritektischen Phasenumwandlung modellieren Erstarrungsstrukturen, bei denen
die peritektische Festphase unterhalb der kritischen, peritektischen Temperatur durch
Diffusion in der Fliissigphase entlang der properitektischen Festphase wichst. Bei die-
sem Prozefl wird die properitektische Phase schliefilich von der peritektischen Phase
umbhiillt, so daf8 die anschlieende peritektische Transformation iiber Festphasendiffu-
sion auf einer lingeren Zeitskala stattfindet.

7.1 Entwicklung des thermodynamisch konsisten-
ten Multi-Phasenfeldmodells

Eutektische und peritektische Legierungen bestehen aus drei Phasen, zwei Festphasen,
die mit o und J bezeichnet werden und einer Fliissigphase L. In einem eutektischen
System wachsen unterhalb der eutektischen Temperatur die beiden Festphasen aus der
Schmelze nach der Reaktion L — a+ /. In einem peritektischen System lduft unterhalb
der peritektischen Temperatur die peritektische Reaktion L + o — 3 ab, indem sich
aus der Fliissigphase L und aus der Festphase a eine neue Festphase [ bildet.

Bei der Entwicklung des Phasenfeldmodells wird ein dreikomponentiger Phasenfeld-
vektor ¢(Z, 1) = (¢1(Z,t), da(T,t), d3(Z, 1)) bendtigt. Die drei Phasen des eutektischen
oder peritektischen Systems werden entsprechend der Tabelle 7.1 mit je einer Kompo-
nente des Phasenfeldvektors assoziiert.

Phase | Phasenfeld ¢ (Z,¢) | Numerische Ziffer
« - Festphase n(Z,t)=1 1
8 - Festphase do(Z,t) =1 2
Fliissigphase L o3(Z,t) =1 3

Tabelle 7.1: Identifikation der Fest- und Fliissigphasen in einem eutektischen oder pe-
ritektischen System mit Phasenfeldvariablen ¢y (Z,#) und numerischen Ziffern k.
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Mit der Annahme, daff das System an jedem Punkt im Raum in einem bestimmten Pha-
senzustand ist, gilt mit Gleichung (2.1) die Bedingung ¢1(Z,t) + ¢o(Z, 1) + ¢3(Z,t) = 1.
Der Multi-Phasenfeldformalismus erlaubt die Beschreibung der drei unterschiedlichen
Phaseniibergénge: « - Fest/Fliissig, 3 - Fest/Fliissig und o - Fest/f - Fest. Zusitzlich
zu den drei Phasenfeldern wird eine Variable fiir die Konzentration ¢(Z,t) an Kom-
ponente A einer bindren A — B Legierung eingefiihrt. Es wird angenommen, daff das
System isotherm und die Temperatur 7" als Kontrollparameter zu behandeln ist.

Die das Energiedichtefunktional F(¢) in Gleichung (2.2) bestimmende Lagrangedichte
L{¢, V) hiingt neben den Phasenfeldern ¢;,¢ = 1,... ,3 und ihren Gradienten V¢;,i =

1,...,3 auBerdem noch von der Konzentrationsvariablen ¢(Z,#) ab
2
Lig Ve eT)= D i L)+ f(¢,67). (7.1)
ik=1,i<k

Die freie Bulkenergiedichte f(¢,c;T) des erweiterten Modells hingt von der Konzen-
tration ab und enthilt einen Entropieterm I(c) einer idealen Lisung

R i RT
flp,6T) = on2 k; kWik(C)¢i¢k + Zmi(a T)é: + E](C) ) (7.2)
,k=1,:< 1

wobei R die Gaskonstante und v, das Molvolumen ist. In den Gleichungen (7.1)
und (7.2) wurde fiir die Parameter ng und Wy, die Substitution 7; — /ens und
Wi — Wi, /e vorgenommen. Diese Konvention wird fiir die iibrigen Kapitel beibehal-
ten. Zur Akzentuierung der an dieser Stelle diskutierten neuen Aspekte, ndmlich, auf
welche Weise die Konzentration o(#,t) in die freie Energie f(¢,c;T) einflieBt, sind
die hoheren Ordnungsterme von W% (¢, c) in dieser Gleichung nicht mitaufgefiihrt.
Bei der spiteren numerischen Umsetzung des erweiterten Modells werden die Terme
> oijkpidjdr wieder in das numerische Programm aufgenommen.

Die konzentrationsabhingigen Koeffizienten Wi (c) lassen sich schreiben als
War(e) = Wi + (1 - )W, (7:3)

wobei die Groflen W7 und W2 die Hohen der Potentialbarrieren zwischen den Bulk-
phasen 7 und % fiir den Fall reiner Komponente A bzw. B sind. Auf dhnliche Weise
konnen die Funktionen m;(c; T) durch die Terme mA(7T') und mP(T) dargestellt werden

7

mi(c; T) = emZ(T) + (1 — ¢) mHT). (7.4)

Hierbei sind m{(T’) und mZ(T) die Bulkenergien der reinen Zustéinde A bzw. B mit

mitr) = 4 (LtE) e mg(r) wna mpry =22 (T28) i), 05)




78 Erweitertes Multi-Phasenfeldmodell fiir eutektische und peritektische Legierungen

mit i = 1,2 und mit der Eigenschaft, daf mZ(T) = m#(T) = 0 ist, angesetzt. Die
Parameter L#, L sind die latenten Wirmen pro Volumen und T4, 72 i = 1,2 die
Schmelztemperaturen der Festphasen bestehend aus reiner Komponente A und B. Der
zusitzliche Term [(c) beschreibt die Mischungsentropie einer idealen Lésung und ist
gegeben durch

I{e)=cln(e)+ (1 —¢)In(1 —¢). (7.6)
Eine zusétzliche Gleichung fiir die Konzentration ergénzt den Satz von Evolutionsglei-
chungen (2.8) zu dem System

1 SF(p,c;T)

%= T HeNe oh @0

v {urig) et oy (“FEED 1 (78)

wobei M(¢) definiert ist durch

Ct

3
Um .
M(¢)=5D(9),  mit  D(¢)=>_ Dit. (7.9)
=1
Die Konstanten D;,i = 1,...,3 sind die Diffusionskonstanten der einzelnen Phasen.

Bei metallischen Legierungen haben die Festphasen eine Diffusionskonstante, die vier
Groflenordnungen kleiner ist als der entsprechende Wert fiir die Fliissigphasen, d.h.
0 < Dy, Dy << Dj3. Die Form der Differentialgleichungen (7.7) und (7.8) stellt sicher,
daB die freie Energie monoton mit der Zeit abnimmt und daf§ die Gesamtkonzentration
im System erhalten bleibt. Die Berechnung der Variationsableitungen ergibt

9 _ 1 2 T E STy
CT W {;mk V- [sz(ﬁk) Eik ¢k] + ;nik sz(rzk) Sir " Vo —

oz > Wale)s — [em(T) + (1 = ) m(T)] - A} (7.10)
ki

% = V- {M(¢) (1 - )V [% Z(Wﬁ — Wi) dir +
Z (mP(T) = mT)) ¢ +D(¢)VC}. (7.11)

Die Vektoren {:k(ﬁk) = Vi, Ti(7i) sind die verallgemeinerten Cahn-Hoffmann E_
Vektoren fiir das Multi-Phasenfeldmodell und A ist der Lagrange Multiplikator, der
der Bedingung ¢; + ¢2 + ¢3 = 1 Rechnung trégt. Vor der Diskretisierung und Imple-
mentierung werden diese Gleichungen in dimensionslose Grofien umgeschrieben. Fiir
diesen technischen Aspekt wird auf die Arbeit von B. Nestler, A. A. Wheeler [54]
verwiesen.
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7.2 Konstruktion von Phasendiagrammen

An einer Grenzfliche aus zwei Bulkphasen ¢ und &k mit ¢;(Z,t) + ¢ (Z,1) = 1 148t
sich das oben hergeleitete Multi-Phasenfeldmodell auf ein herkémmliches Standard-
Phasenfeldmodell fiir zweiphasige Systeme wie etwa in [14, 16, 21| zuriickfiihren. Die
Ergebnisse im Sharp Interface Limes aus Kapitel 3 haben gezeigt, dafl das Multi-
Phasenfeldmodell die klassischen Gesetze an Grenzflichen und Multipelpunkten erfiillt.
Dariiber hinaus steht, wie z. B. von A. A. Wheeler, W. J. Boettinger et al. in [14] be-
schrieben, die Legierungszusammensetzung auf beiden Seiten einer stationdren Grenz-
fliche iiber eine Tangentenkonstruktion in Zusammenhang mit den freien Gibbs-Ober-
flichenenergien. Die freien Gibbs-Energien bestimmen daher die Form des Phasendia-
gramms. Aus den, in Abschnitt 7.1 formulierten freien Energien des Multi-Phasen-
feldmodells lassen sich, wie im folgenden erliutert wird, sowohl eutektische als auch
peritektische Phasendiagramme konstruieren.

Eutektisches Phasendiagramm

Falls die Schmelztemperaturen min(77,72) > max(Ty!,TP) oder min(Ty, ) >
max(T3, TP) sind, fiihrt die Tangentenkonstruktion der Gibbs-Energien fiir das Multi-
Phasenfeldmodell zu einem eutektischen Phasendiagramm. Der Verlauf der drei Gibbs-
Energienkurven fiir die beiden Festphasen « und /3 und fiir die Fliissigphase L in einem
eutektischen System ist in Abbildung 7.1 am Beispiel von drei verschiedenen Tempe-
raturen, 7' = 1.12 (oberhalb der eutektischen Temperatur),7 = 1.0 (bei der eutek-
tischen Temperatur) und T = 0.95 (unterhalb der eutektischen Temperatur) gezeigt.
Die Fliissigphase wird in den Diagrammen durch eine gestrichelte Linie reprisentiert.
Mit der Konstruktion von Tangenten an diese Energiekurven kénnen in Abhéngig-
keit der Temperatur die Gleichgewichtskonzentrationen abgelesen werden. Aus den so
gewonnenen Datensitzen lassen sich die Liquidus- und Soliduslinien des entsprechen-
den Phasendiagramms aufbauen. Oberhalb der eutektischen Temperatur besitzt die
Fliissigphase die niedrigste Gibbs-Energie und ist daher in diesem Temperaturbereich
die stabile Phase im System. Bei eutektischer Temperatur 7" = 1.0 kann eine gemein-
same Tangente an alle drei Parabeln gelegt werden, Abbildung 7.1 (oben rechts). Dies
liefert den eutektischen Punkt im zugehérigen Phasendiagramm, an dem alle drei Pha-
sen im Gleichgewicht sind. Unterhalb der eutektischen Temperatur haben die beiden
Festphasen niedrigere Gibbs-Energien als die Fliissigphase und sind daher die stabilen
Phasen im System. In Abbildung 7.3 (links) ist das Ergebnis eines auf diese Weise
berechneten Phasendiagramms fiir die, in der zweiten Zeile von Tabelle 7.2 aufgeliste-
ten, symmetrisch gewédhlten Parameter abgebildet. Durch geeignete Wahl der GréBen
TA TS, TP, TP, L4 und LP lassen sich aus dem Multi-Phasenfeldmodell allgemeine

Phasendiagramme beliebiger eutektischer Legierungen reproduzieren.
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Abbildung 7.1: Gibbs-Energien der drei Phasen: a—,—Festphasen (durchgezogene
Kurven) und der L—Fliissigphase (gestrichelte Kurve) in einem eutektischen System
fiir Temperaturen 7' = 1.12 (oben links), 7" = 1 (oben rechts) und 7" = 0.95 (unten
links). Die gewéhlten Temperaturen entsprechen Werten oberhalb, bei und unterhalb
der eutektischen Temperatur.

Peritektisches Phasendiagramm

Falls T4 < T8 < TP < TP oder TA > T4 > T > T8, liefert das Multi-Phasenfeld-
modell das Phasendiagramm einer peritektischen Legierung. Der Verlauf der Gibbs-
Energien fiir ein peritektisches System ist in Abbildung 7.2 fiir drei verschiedene Tem-
peraturen, 7' = 1.2 (oberhalb der peritektischen Temperatur), T = 1.0 (bei der pe-
ritektischen Temperatur) und 7" = 0.98 (unterhalb der peritektischen Temperatur)
vorgestellt. Bei der peritektischen Temperatur, 7" = 1.0 lafit sich &hnlich wie fiir ein
eutektisches System eine gemeinsame Tangente an alle drei Parabeln finden, Abb. 7.2
(oben rechts). Ein Beispiel fiir ein berechnetes peritektisches Phasendiagramm, das zu
den Daten der dritten Zeile in Tabelle 7.2 gehort, ist in Abbildung 7.3 (rechts) zu sehen.

Parameter || 77 | 15 | T2 | T8 | Lu | Lc 1/8 Wi, WE Nike
Eutektisch || 0.87 [ 1.11 [ 1.11 [ 0.87 [ 1.50 [ 1.10 | 1.18-10% | 2.60-1073 | 6.95-107°
Peritektisch || 0.85 | 0.7 | 1.35 | 1.55 | 1.79 | 1.55 | 1.30-107 | 1.82-1073 | 2.09-10~*

Tabelle 7.2: Dimensionslose Phasenfeldparameter, die fiir die Konstruktion der Phasen-
diagramme in Abbildung 7.3 und fiir die numerischen Simulationen der eutektischen
und peritektischen Erstarrung benutzt wurden.
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Abbildung 7.2: Gibbs-Energien der drei Phasen: a—,—Festphasen (durchgezogene
Kurven) und L—Fliissigphase (gestrichelte Kurve) in einem peritektischen System fiir
Temperaturen T = 1.2 (oben links), 7' = 1 (oben rechts) und 7" = 0.98 (unten links).
Die gewdéhlten Temperaturen entsprechen Werten oberhalb, bei und unterhalb der pe-
ritektischen Temperatur.

0 0.2 0.4 . 086 0.8 1

Abbildung 7.3: Aus dem Multi-Phasenfeldmodell berechnete Liquidus- und Solidusli-
nien, die sich links zu einem symmetrischen Phasendiagramm eines eutektischen Mo-
dellsystems und rechts zu einem Phasendiagramm einer peritektischen Legierung zu-
sammenfiigen.
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7.3 Simulation eutektischer Erstarrung in einem Mo-
dellsystem

Zur numerischen Realisierung wird der in dimensionslose Form gebrachte, gekoppelte
Satz von Differentialgleichungen (7.10, 7.11) nach der in Kapitel 5.1 beschriebenen Dis-
kretisierungsmethode geldst. Die folgenden Simulationen demonstrieren anhand der Vi-
sualisierung der eutektischen Erstarrung einer Modelllegierung, daf§ das Multi-Phasen-
feldmodell in der Lage ist, realistische Phdnomene eutektischer Wachstumsstrukturen
zu reproduzieren. Die Rechnungen werden mit isotropen Oberflichenenergien durch-
gefiihrt, d.h. mit T';x(Fi) = |Fix]- Das Modellsystem ist durch die in Tabelle 7.2 zusam-
mengestellten Materialparameter und mit dem in Abbildung 7.3 (links) rekonstruierten
Phasendiagramm gegeben.

Konzentrationsprofil bei eutektischen Phaseniibergingen

Fiir das Szenario in Abbildung 7.4 wurde die Temperatur des Systems exakt auf eu-
tektische Temperatur, 7" = 1.0 gesetzt und zwei halbe Lamellen symmetrisch in ein
100 x 100 Zellen grofles Rechengebiet der Linge Eins plaziert. Der anfangliche Verlauf
der Fest-Fliissig-Grenzflichen entspricht der analytischen Losung der Laplace-Young
Gleichung einer reinen Legierung. Die Phasenfelder ¢1(&,t), ¢2(Z,t) und ¢3(Z,t) wur-
den in den einzelnen, durch die Losung der Laplace-Young Gleichung voneinander
getrennten Bereichen mit den Werten Null und Eins belegt und zunédchst durch eine
scharfe Grenzfliche getrennt. Als anfingliche Legierungszusammensetzung der Phasen
wurde die bei der eutektischen Temperatur vorliegende Gleichgewichtszusammenset-
zung ¢ = 0.4231, 0.5769 und 0.5 fiir o, 8 und L, dem Phasendiagramm in Abbildung 7.3
(links) entsprechend gewéihlt. Die Diffusionskonstanten sind D, =D, /D3 =1x1072
und Dz = Do/ D3 = 1x1072 fiir die beiden Festphasen und D3 = 1 fiir die Fliissigphase.
Die Zeitschrittweite ist At = 1 x 1078, Fiir die Konzentration und die Phasenfelder
wird kein Fluf iiber den Rand zugelassen.

In Abbildung 7.4 ist die zeitliche Entwicklung der Phasengrenzen und des Konzentra-
tionsfeldes dargestellt. Aus dem scharfen Ubergang der Phasenfelder an den Phasen-
grenzen bildet sich direkt nach Beginn der Simulation ein diffuses Profil mit einem
glatten Ubergang aus. Die dann etwa acht Zellen dicken Fest-Fliissig Phasengrenzen
relaxieren von der Anfangsbedingung aus in einen stationdren Zustand, bei dem die a-
und 3 - Festphasen sich, aufgrund der Kriitmmung der Phasengrenzen und entsprechend
der Gibbs-Thomson Gleichung, mit konstanter Geschwindigkeit auflésen. Die Form der
Phasengrenzen bleibt dabei unverdndert. Beim Aufschmelzen der beiden Festphasen
entsteht in der Fliissigphase eine Konzentrationsverarmung vor der « - Phase und eine
Konzentrationsanreicherung vor der j - Phase.
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Abbildung 7.4: Simulation einer eutektischen Lamelle bei eutektischer Temperatur,
T = 1.0. Die Bilder zeigen die Phasengrenzen und das Konzentrationsfeld zu den Zeiten
t=0,t=2x10"*und ¢t = 1 x 10~3. Die schwarzen und weifilen Bereiche kennzeichnen
die a- und /3 - Festphase. Im rechten Bild sind Isolinien der Konzentration nachgezogen.

Unterhalb der eutektischen Temperatur mit 7' = 0.997 kann die Erstarrung der a- und
B - Festphase beobachtet werden, Abbildung 7.5. Abgelesen aus dem Phasendiagramm
in Abbildung 7.3 ist die Gleichgewichtszusammensetzung der Legierung bei dieser Tem-
peratur ¢ = 0.4228 in der « - Phase, ¢ = 0.5772 in der 3 - Phase und ¢ = 0.5 in der
Fliissigphase L. Beim Wachstum in die unterkiihlte Schmelze bildet sich in der Fliissig-
phase ein Konzentrationsaufstau vor der « - Festphase und eine Konzentrationssenke
vor der 3 - Phase.
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Abbildung 7.5: Simulation einer wachsenden eutektischen Lamelle in eine unterkiihlte
Schmelze bei einer Temperatur unterhalb der eutektischen Temperatur 7 = 0.997. Die
Konzentrationsfelder gehoren zu den Zeiten # = 0,¢ =8 x 1073 und ¢t = 5 x 107, Im
mittleren und im rechten Bild sind Isolinien des Konzentrationsfeldes eingezeichnet.

In Abbildung 7.6 ist das Konzentrationsprofil in den neu erstarrten Bereichen der «
- Festphasen (linkes Bild mit linker Skala) und der 8 - Festphase (rechtes Bild mit
rechter Skala) zum Zeitpunkt ¢ = 5 x 10~% aufgeldst.
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Abbildung 7.6: Konzentrationsverlauf innerhalb der erstarrten Festphasenregionen,
links fiir die a - Festphase und rechts fiir die 3 - Festphase.

Lamellare, eutektische Erstarrung

In den folgenden numerischen Ergebnissen wird die dynamische Entwicklung von La-
mellen mit unterschiedlichen anfinglichen Lamellenabstinden bei einer Temperatur
unterhalb der eutektischen prisentiert. Hierzu wird das Rechengebiet auf 200 x 200
bzw. 400 x 200 numerische Zellen vergréfert. Die Materialdaten sind bis auf die Diffu-
sivitdt in den Festphasen, die zu Null gesetzt wird, dieselben wie fiir die Abbildungen
7.4 und 7.5. Die Anfangskonfiguration besteht aus mehreren Lamellen am linken Rand
des Rechengebietes.

Die Reaktion des Systems auf einen leicht zu groff gewihlten Lamellenabstand von 0.5
kann in Abbildung 7.7 verfolgt werden.

Abbildung 7.7: Zeitliche Entwicklung eutektischer Lamellen fiir einen anfinglichen La-
mellenabstand von 0.5 und bei einer Temperatur von 7" = 0.997 (unterhalb der eutekti-
schen Temperatur). Die drei Bilder entsprechen den Zeiten ¢t = 6 x 1075, ¢t = 2.4 x 107*
und ¢+ = 4.2 x 1074 In der Mitte der Fest/Fliissig-Phasengrenzen bilden sich wie im
Experiment von K. A. Jackson, J. D. Hunt in [88] (Inlay im mittleren Bild) konkave
Mulden aus.
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Nach einem anfinglichen Transienten wachsen die Festphasen mit konstanter Geschwin-
digkeit in die Schmelze. Zusétzlich propagiert eine Travelling Wave iiber die eutektische
Festphasenfront, die bewirkt, daf sich die Lamellen schrig zur Wachstumsrichtung ori-
entieren. Weiterhin ist in der Simulation in Abbildung 7.7 zu beobachten, daf} die Pha-
sengrenzen nicht konvex bleiben, sondern in der Mitte der Lamellen konkave Mulden
ausbilden. Dieses Phinomen hdngt mit einer beginnenden Instabilitét eines lamellaren
Arrays bei einem zu grofilen Lamellenabstand zusammen. Auch in theoretischen und
experimentellen Arbeiten, z. B. von K. A. Jackson und J. D. Hunt in [88] und von
M. Ginibre, S. Akamatsu, G. Faivre in [89] wird von einer Muldenbildung entlang des
wachsenden Eutektikums berichtet. Ein Beispiel hierfiir ist von K. A. Jackson, J. D.
Hunt in [88] gezeigt und zum Vergleich mit der Phasenfeldsimulation als Inlay im mitt-
leren Bild der Abbildung 7.7 eingebunden.

Von auf dhnliche Weise geneigt wachsenden, lamellaren, eutektischen Strukturen wie in
Abbildung 7.7 wird von M. Ginibre, S. Akamatsu, G. Faivre in [89], von K. Kassner und
C. Misbah in [90], von A. Karma in [91] und von A. Karma, A. Sarkissian in [92] berich-
tet. In Abbildung 7.8 ist links ein Beispiel fiir eine gerichtet erstarrte, diinne Filmprobe
der eutektischen Legierung CBry-C2Clg aus [89] dargestellt. Als Inlay ist im Vergleich
dazu die Struktur einer Simulation mit der Multi-Phasenfeldmethode eingeblendet. Im
rechten Bild der Abbildung 7.8 ist das Ergebnis einer numerischen Rechnung von schrig
wachsenden, eutektischen Lamellen unter Verwendung eines Random-Walk Algorith-
mus aus [91] wiedergegeben.
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Abbildung 7.8: Im linken Bild ist eine experimentell beobachtete Gefiigestruktur schriig
wachsender eutektischer Lamellen in einem gerichtet erstarrten, diinnen Film der Le-
gierung CBry-CoClg von M. Ginibre, S. Akamatsu, G. Faivre in [89] mit dem Ergebnis
einer Phasenfeldsimulation als Inlay zu sehen. Die Konturen im rechten Bild zeigen die
Phasengrenzen einer numerischen Rechnung von A. Karma [91].

Mit der Phasenfeldsimulation kénnen die Konzentrationsprofile in der Schmelze vor den
Phasen « und /3 berechnet und dargestellt werden, Abbildung 7.9 (links). Das Ergebnis
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stimmt mit dem vorhergesagten Konzentrationsverlauf einer Schemazeichnung von P.
Haasen [74] im rechten Teil der Abbildung 7.9 iiberein. Mit Hilfe dieser Isolinien im
Konzentrationsfeld kann der Konzentrationsstrom bzw. der Diffusionspfad vor einer
wachsenden, eutektischen Front abgelesen werden. Das Ergebnis ist in Abbildung 7.10
(links) gezeigt und mit einer Schemaszeichnung (rechts) von W. Kurz und D. J. Fisher
in [93] verglichen.

Abbildung 7.9: a) Konzentrationsprofile in der Schmelze vor den Phasen o und g des
wachsenden Eutektikums und b) Vergleich mit einer schematischen Darstellung von P.
Haasen in [74].

Abbildung 7.10: Aus den Konzentrationsisolinien der Simulation ermittelter Diffusions-
strom in der Schmelze vor einer wachsenden, eutektischen Front (links) im Vergleich
mit der Darstellung von W. Kurz und D. J. Fisher in [93] (rechts).

Fiir die Konzentration in der Schmelze vor der wachsenden, eutektischen Front ergibt
sich aus der Simulation der im linken Diagramm der Abbildung 7.11 dargestellte Ver-
lauf. Dieser Verlauf entspricht dem, von W. Kurz und D. J. Fisher in [93] erliuterten
Konzentrationsprofil, das im rechten Diagramm der Abbildung 7.11 zu erkennen ist.
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Abbildung 7.11: Aus einer Phasenfeldsimulation bestimmtes Konzentrationsprofil in
der Schmelze vor einer lamellaren, eutektischen Front (links) im Vergleich mit dem
vorhergesagten Profil von W. Kurz und D. J. Fisher in [93] (rechts).

Bei einer weiteren Vergroflerung des anfinglichen Lamellenabstandes (auf 1.0) kann
das System keinen stabilen Zustand mehr einstellen. Die Lamellen wachsen, wie in
Abbildung 7.13 zu sehen ist, auf ungeordnete und unstrukturierte Weise. Die konkaven
Vertiefungen in den Mitten der Festphasen verstérken sich und bleiben immer weiter
hinter der eutektischen Wachstumsfront zuriick. Die in Abbildung 7.12 reproduzierte
Schemazeichnung zu diesem Effekt wurde von K. A. Jackson, J. D. Hunt bereits 1966
in [88] entworfen.

Abbildung 7.12: Schematische Zeichnung zur Ausbildung einer konkaven Vertiefung im
Zentrum einer eutektischen Lamelle bei einem zu weiten Lamellenabstand von K. A.
Jackson, J. D. Hunt, [88].

Im weiteren Wachstumsverlauf fiihren die Einbuchtungen zu morphologischen Instabi-
litdten an der Erstarrungsfront bis schlieflich die jeweils andere Festphase in die Ver-
tiefung hineinwichst. Dieser Prozef ist in der simulierten Mikrostrukturentwicklung in
Abbildung 7.13 oben rechts zu erkennen und wird mit einem Experiment von K. A.
Jackson, J. D. Hunt, [88], das als Inlay ebenfalls in Abbildung 7.13 oben rechts enthal-
ten ist, verglichen. Bei Beriicksichtigung von Anisotropie der Oberflichenenergien ist
dendritisches Wachstum zu erwarten. Zur Zeit ¢ = 8.4 x 10™* ist zu beobachten, dafl
ein Fliissigtropfen in die Festphasen eingebaut wird, der anschliefiend rasch erstarrt.
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Abbildung 7.13: Simulation eutektischer Lamellen mit einem katastrophalen Lamellen-
abstand, der zu irregulirem Wachstum und zu einer unstrukturierten Ausbildung der
Phasengrenzen fiihrt. Die abgebildeten Zeitschritte sind ¢ = 2.4 x 107%,6 x 107%,8.4 x
107%,1.2 x 107%,1.56 x 102 und 1.68 x 1072.

Ahnliche Cefiigestrukturen wie in Abbildung 7.13 sind sowohl in experimentellen
Arbeiten von K. A. Jackson und J. D. Hunt [88] und von M. Ginibre, S. Akamatsu, G.
Faivre [89], Abbildung 7.14 als auch in numerischen Untersuchungen von A. Karma in
[91], Abbildung 7.15 und von A. Karma, A. Sarkissian in [92] beobachtet worden.

Abbildung 7.14: Experimentelle Mikrostrukturmuster mit regelmifigen Oszillationen,
mit Lamellenselektion und Lamellenverdstelungen, beobachtet von M. Ginibre et al.
[89] bei der eutektischen Erstarrung der transparenten CBry-CoClg Legierung.



Erweitertes Multi-Phasenfeldmodell fiir eutektische und peritektische Legierungen 89

Die Sequenz in Abbildung 7.15 erklirt den dynamischen Mechanismus, der zu gewun-
denen Erstarrungsmustern fiihrt. Die einzelnen Festphasenlamellen biegen ihre Spitzen,
um mit der jeweils anderen Festphase in Kontakt zu gelangen. Beim Kontakt entste-
hen zwei neue Tripelpunkte. Dadurch teilt sich der Erstarrungspfad in zwei Wege auf.
Ein Pfad erstarrt nach oben, der andere nach unten in Richtung des eingeschlossenen
Schmelztropfens, der schlieBlich mit Festphase gefiillt wird. Die Ergebnisse in Abbil-
dung 7.15 a) und ) sind in auffallender und iiberzeugender Ubereinstimmung mit einer
experimentellen Fotografie in der klassischen Veréffentlichung von K. A. Jackson und
J. D. Hunt [88], Fig. 15. Experimentelle Analoga &hnlich der gewundenen eutektischen
Strukturen in Abbildung 7.13 und Abbildung 7.15 e) sind z.B. in Abbildung 7.14 zitiert.

L

Abbildung 7.15: Die Erstarrungsmorphologien der Phasenfeldsimulation in a) und b)
werden in ¢) und d) mit numerischen Resultaten von A. Karma [91] verglichen. Dieser
dynamischen Mechanismus fiithrt zu dem regelméfigen, gewundenen Erstarrungsmuster
in Bild e) [91].

Um den Einflu} des Lamellenabstandes weiter zu analysieren, wird bei der Simulation
in Abbildung 7.16 der Effekt spontaner Keimbildung an den Instabilitéitsstellen, den
Mulden untersucht. Keime mit einem Radius von 0.15 der jeweils entgegengesetzten
Festphase entstehen in den konkaven Mulden der Fest-Fliissig Phasengrenzen, also ge-
nau dort, wo die grofiten Konzentrationssenken vor der S - Lamelle und die stérksten
Konzentrationsanreicherungen vor der « - Lamelle auftreten. Es zeigt sich, dafi Keim-
bildung die Gefiigestruktur stabilisiert und ein gleichméfiges lamellares Wachstum bei
einem dreifach kleineren Lamellenabstand ermdglicht. Keimbildung vor einer eutek-
tischen Front ist also eine Methode zur Stabilisierung eutektischen Wachstums und
zur Ausbildung einer geordneten, lamellaren Gefiigestruktur, die experimentell fiir die
transparente, organische Legierung CBry-C2Clg von Ginibre et al. in [89] beobachtet
wurde, siehe Abbildung 7.17.
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Abbildung 7.16: In die Mulden der Fest-Fliissig Phasengrenzen der eutektischen Front
werden Keime der jeweils anderen Festphase gesetzt, die das lamellare Wachstum re-
stabilisieren. Die zeitliche Entwicklung des Systems ist zu den Zeiten ¢ = 2.4 x 1074,
t=36x10"*¢t=06.0x 107"* und ¢ = 1.08 x 10~* abgebildet.

Abbildung 7.17: RegelmifBiges, lamellares Wachstum einer gerichtet erstarrten diinnen
Probe der eutektischen Legierung CBry-CyClg von M. Ginibre et al. [89].

Fiir dasselbe Szenario mit Keimbildung wie in Abbildung 7.16 treten bei einer weite-
ren Vergroferung des Lamellenabstandes auf den Wert 1.5 lokale Fluktuationen der
Wachstumsrate entlang der eutektischen Front auf, die Oszillationen und morphologi-
sche Instabilititen an den Phasengrenzen hervorrufen, Abbildung 7.18.

Ein weiteres Beispiel fiir die Auswirkung von kleinen, lokalen Fluktuationen der Er-
starrungsgeschwindigkeit auf die eutektische Struktur ist in der Phasenfeldsimulation
in Abbildung 7.19 zu sehen. Alternierend schweift jeweils eine der beiden Festphasen
entlang der eutektischen Front auf Kosten der anderen Festphase aus. Ein experimen-
telles Analogon wurde von K. A. Jackson und J. D. Hunt in [88] verdffentlicht.
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Abbildung 7.18: Simulation regelméfiger, oszillierender, morphologischer Instabilitdten
wahrend des eutektischen Wachstums und nach der Bildung neuer eutektischer Lamel-
len durch Keimbildung. Die simulierten Mikrostrukturbilder entsprechen den Zeiten
1=72x10"%¢t=84x10"" t=12x10"% und ¢t = 1.32 x 1072,

Abbildung 7.19: Phasenfeldsimulation der Effekte von kleinen, lokalen Fluktuationen
der Wachstumsrate auf die eutektische Struktur im Vergleich mit experimentell beob-
achteten Gefiigen in Abbildung 7.20.
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Sowohl in Experimenten an transparenten, organischen Modellsubstanzen als auch in
numerischen Untersuchungen werden von M. Ginibre, S. Akamatsu, G. Faivre [89],
von A. Karma [91], von A. Karma und A. Sarkission [92], von M. Zimmermann, A.
Karma und M. Carrard [94] vergleichbare morphologische Instabilititen mit oszillie-
renden Strukturen fiir lamellare Eutektika beschrieben. Als Vergleich zu den eigenen
Phasenfeldsimulationen ist in Abbildung 7.20 eine représentative Auswahl der Ergeb-
nisse aus den Arbeiten [89, 91] zusammengestellt.

Abbildung 7.20: Als Vergleich zu der Phasenfeldsimulation in Abbildung 7.18; Expe-
rimentell beobachtete, oszillierende Erstarrungsmuster der transparenten, organischen
Substanz CBry-CsClg von G. Faivre [89] (oben links, oben rechts und unten links) und
simulierte morphologische Instabilitit von A. Karma [91] (unten rechts).

Die néchste Simulation wird mit einem Lamellenabstand von 0.1 gestartet, der fiir ein
stabiles, lamellares Wachstum zu klein ist. In Abbildung 7.21 ist zu beobachten, daf
eine der § - Lamellen in Relation zu den {ibrigen Lamellen des Systems beschleunigt
wichst und daf} sich dadurch eine Instabilitdt bildet. Das Vorwachsen der 5 -Lamelle
deplaziert die benachbarten « - Lamellen, die darauthin die sich rdumlich anschliefien-
den 3 - Lamellen iiberwachsen. Bei diesem Prozefl werden schliefilich zwei Lamellen
des urspriinglichen Gefiiges eliminiert. Mit dem Bestreben des Systems, ein stabiles
Wachstum der lamellaren Front einzustellen, vergroflert das System durch Selektion



Erweitertes Multi-Phasenfeldmodell fiir eutektische und peritektische Legierungen 93

von weiteren Lamellen sukzessive den Lamellenabstand. Im dritten Bild der dargestell-
ten zeitlichen Entwicklung wird die simulierte Mikrostruktur mit einer schematischen
Zeichnung von W. Kurz und D. J. Fisher, [93] verglichen. Das Auftreten solcher Zwei-
phaseninstabilititen wird in zahlreichen experimentellen Arbeiten beschrieben, z. B.
bei A. Karma und A. Sarkissian in [92].

Abbildung 7.21: Selektionsprozef einer lamellaren, eutektischen Front mit einem zu
kleinen anfinglichen Lamellenabstand zu den Zeiten t = 1.2 x 1074, ¢t = 2.4 x 1074,
t=36x10"%¢t=48x%x10"* t =6.0 x 107 und ¢ = 9.6 x 10~%. Das Inlay im dritten
Bild (links Mitte) reproduziert zum Vergleich mit der simulierten Mikrostruktur eine
Schemazeichnung von W. Kurz und D. J. Fisher, [93].

Zum Vergleich der Phasenfeldsimulationen mit der klassischen Theorie der eutekti-
schen Erstarrung von K. A. Jackson und J. D. Hunt, [88] wird das Verhalten des durch
Selektion eingestellten Lamellenabstandes in einer eutektischen Front bei unterschied-
lichen Unterkiihlungen (AT)? in einer Simulationsserie untersucht. In den einzelnen
Simulationen werden 20 Lamellen mit einem Lamellenabstand von 0.1 an den linken
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Rand eines Rechengebiets aus 200 x 400 Zellen gesetzt. Die Simulationen werden so
lange fortgesetzt, bis sich bei einer bestimmten Unterkiihlung ein stabiles Wachstum
mit einem stabilen Lamellenabstand eingestellt hat. Dann wird aus den Simulationen
die Breite der Lamellen sowie die Erstarrungsgeschwindigkeit der eutektischen Front
gemessen. Die so gewonnenen Daten der Simulationsserie sind in Abbildung 7.22 zu-
sammengefafit. Im linken Diagramm ist die Unterkiihlung zum Quadrat (AT)? gegen
die Erstarrungsgeschwindigkeit v aufgetragen. Das rechte Diagramm stellt den Zusam-
menhang zwischen dem reziproken Wert des Lamellenabstandes zum Quadrat 1/A\* und
der Erstarrungsgeschwindigkeit v dar. Die Simulationen ergeben in exakter Uberein-
stimmung mit der klassischen Theorie von K. A. Jackson und J. D. Hunt einen linearen
Zusammenhang sowohl fiir (AT)? gegen v als auch fiir 1/A? gegen v.
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Abbildung 7.22: Unterkiihlung zum Quadrat (AT)? (links) und reziproker Wert des
Lamellenabstandes zum Quadrat 1/X2? (rechts) jeweils in Abhingigkeit von der Er-
starrungsgeschwindigkeit v. Die aus einzelnen Simulationen ermittelten Daten sind als
Punkte in die Diagramme eingetragen und ergeben sowohl fiir (AT)? gegen v als auch
fiir 1/A2 gegen v einen linearen Zusammenhang, der im Einklang mit der klassischen
Jackson-Hunt Theorie zur lamellaren eutektischen Erstarrung, [88] ist.
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7.4 Simulation eutektischer Phaseniiberginge im
Al — St System

Die Simulationen an dem Modellsystem mit symmetrischem Phasendiagramm in Ka-
pitel 7.3 haben die generelle Eignung des weiterentwickelten Multi-Phasenfeldmodells
zur Beschreibung realistischer Wachstumsphdnomene der eutektischen Erstarrung il-
lustriert. In einem nédchsten Schritt soll nun das Multi-Phasenfeldmodell zur Model-
lierung der eutektischen Erstarrung am Beispiel des eutektischen Legierungssystems
Al — Si angewendet werden. Die Einbindung der systemspezifischen Materialdaten des
Legierungssystems Al — Si legt die Gibbs-Energien zur Konstruktion des eutektischen
Al — Si Phasendiagramms aus dem Multi-Phasenfeldmodell fest. Die Systemvariable
¢(Z,t) beschreibt die Konzentration an Komponente Si. Die simulierten Mikrostruk-
turen in den Abbildungen 7.23, 7.24, und 7.25 lassen die Phasenanteile an Al-reicher
Festphase (schwarz) und Si-reicher Festphase (weif) deutlich erkennen. Die numeri-
schen Ergebnisse in a) werden mit experimentellen Gefiigeaufnahmen an Al — Si Le-
gierungen aus den Arbeiten von B. Nestler, V. Pavlik, A. Ludwig, S. Béhm, U. Dilthey
and P. R. Sahm, [68] und von B. Nestler, A. Ludwig, P. R. Sahm, V. Pavlyk and U.
Dilthey, [69] in den Bildern b) und c¢) verglichen.

0.04 mm

0.0003 mm

Abbildung 7.23: Phasenfeldsimulation wachsender, eutektischer Al — Si¢ Lamellen im
Vergleich mit experimentell beobachteten Gefiigestrukturen einer Al — 12.5 wt% Si
Probe. Die Simulationsbilder in a) entsprechen den Zeitschritten ¢ = 0.0002 und ¢ =
0.0014 und zeigen das Konzentrationsfeld an Silizium in der Schmelze. Die Fotografien
sind in b) mit einem Feldemissions-Rasterelektronenmikroskop und in ¢) mit einem
Lichtmikroskop angefertigt.
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0.0006 mm 0.0006 mm

Abbildung 7.24: Phasenfeldsimulation eines eutektischen Al — S Korns im Vergleich
mit experimentellen Gefiigebildern einer Al — 12.5 wi% Si Probe. Die Simulations-
bilder in a) zeigen die Konzentrationsverteilung an Komponente Si und die Ent-
wicklung der Phasengrenzen zu den Zeiten ¢ = 0.00008, 0.00020, 0.00032, 0.00044,
0.00056, und 0.00068. Die Schliffaufnahmen sind in b) mit einem Feldemissions-
Rasterelektronenmikroskop und in ¢) mit einem Lichtmikroskop angefertigt.

Der facettierte Charakter der siliziumreichen Phase wird in den Simulationen der Ab-
bildungen 7.23, 7.24 und 7.25 nicht berficksichtigt. Durch direkte Ubertragung der, in
Kapitel 5 und in den Arbeiten von H. Garcke, B. Nestler und B. Stoth [56, 59] her-
geleiteten Formulierung kristalliner Anisotropien kénnen die moglicherweise resultie-
renden zusitzlichen Anisotropieeffekte der siliziumreichen Phase mit dem erweiterten
Multi-Phasenfeldmodell fiir eutektische und peritektische Legierungen aus Kapitel 7.1
modelliert werden.
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Abbildung 7.25: Phasenfeldsimulation eines eutektischen Al—S¢ Korns im Vergleich mit
entsprechenden experimentellen Schliffaufnahmen einer Al — 12.5 wt% Si Probe. Die
zeitliche Entwicklung der Konzentrationsverteilung an Komponente S¢ und der Pha-
sengrenzen in a) ist zu den Zeiten ¢ = 0.00012, 0.00030, 0.00048, 0.00066, 0.00084, und
0.00102. Die Fotografien sind in b) mit einem Feldemissions-Rasterelektronenmikroskop
und in ¢) mit einem Lichtmikroskop angefertigt.

7.5 Simulation peritektischer Phasenumwandlungen

Fiir die numerische Modellierung der peritektischen Erstarrung werden die Material-
parameter aus Tabelle 7.2 verwendet. Das zu diesen Daten gehérende peritektische
Phasendiagramm ist in Abbildung 7.3 rechts zu sehen. Die Simulationen in den Ab-
bildungen 7.26, 7.27 und 7.28 werden unterhalb der peritektischen Temperatur bei
T = 0.98 durchgefithrt. Dem Phasendiagramm entsprechend sind die Gleichgewichts-
konzentrationen bei dieser Temperatur ¢(#,¢) = 0.5258 fiir die 8 - Festphase und
¢(Z,t) = 0.6670 fiir die o - Festphase. Fiir die Anfangskonzentration in der Schmelze
wird ein mittlerer Wert von ¢(Z,t) = 0.32 gewdhlt, der zwischen der g - Liquiduslinie
und der metastabilen Verlangerung der « - Liquiduslinie liegt.
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Die Simulation in Abildung 7.26 wird auf einem 300 x 200 groflen Rechengebiet mit
einer Gitterweite von A = 1 x 10~* durchgefiihrt. Die Diffusivitit in den Festphasen
wird zu Null gesetzt. In den ersten drei Bildern beider Spalten der Abbildung 7.26
ist das Konzentrationsfeld dargestellt, in der linken Spalte fiir alle drei Phasen und
in der rechten Spalte fiir einen eingeschrinkten Konzentrationsbereich, der die Kon-
zentrationsverteilung in der Fliissigphase sichtbar macht. Es ist zu erkennen, daf§ die
peritektische § - Festphase auf der « - Festphase und entlang der o — L Grenzfliche
wichst. In den unteren Bildern ist links die Tripelpunktregion vergroflert, die rechts
mit einer Schemazeichnung verglichen wird.

Die beiden in der néichsten Abbildung 7.27 gegeniibergestellten Rechnungen auf ei-
nem 200 X 200 grofien, quadratischen Rechengebiet der Linge Eins sind mit denselben
Anfangs- und Randbedingungen gestartet. Zur Zeit ¢ = 4 x 1075 entsteht auf der sich
auflosenden « - Phase ein kleiner § - Keim vom Radius 0.1, der sofort damit beginnt, die
a - Phase zu umwachsen. Die beiden Simulationen dienen der Untersuchung des Einflus-
ses der Diffusion in den Festphasen. Fiir die Zeitabfolge sind als Diffusionskonstanten
links Dl = Dg = 0 und rechts D1 = Dz =1 x 1072 gewéhlt. Die von den drei Phasen
gebildeten Tripelpunkte diktieren die Wachstumsrichtung vor, da die zum Wachsen der
8 - Phase benétigte Konzentration bevorzugt in den Bereichen geliefert wird, in denen
die « - Phase noch Kontakt zur Schmelze hat. Nach dem vollstdndigen Umwachsen des
a - Teilchens ist die a — 3 - Grenzfliche im Fall [)1 = [)2 = 0 stationiir. Die a - Phase
16st sich nicht mehr auf, nachdem die o — L Grenzfliche verschwunden ist. Das weitere
Wachstum der 8 - Festphase findet somit ausschliefilich aus der Schmelze statt und
besitzt daher eine geringere Erstarrungsgeschwindigkeit. Im Fall Dy = Dy =1 x 1072
laufen die Phaseniiberginge im System beschleunigt ab, da die a - Phase sich an -3 -
Grenzflichen weiter auflost und hierdurch den Gesamtanteil an geldster Substanz zum
Wachstum der 3 - Phase erh6ht. Nachdem das a - Teilchen von 3 - Phase eingehiillt
ist, 1duft die anschliefende peritektische Transformation iiber Festphasendiffusion auf
einer lingeren Zeitskala ab, bis daf sich die o - Phase vollstindig aufgeldst hat.

Die Erstarrungsgeschwindigkeit einer anfdnglich planaren § - Phasenfront in einer
Schmelze mit « - Teilchen verschiedener Radien ist lokal in der N&he der sich auflgsen-
den « - Phase beglinstigt, da der Konzentrationsgradient an diesen Stellen in der
Schmelze erhoht ist, und ein grofierer Nachschub an gelster Substanz vorliegt, Ab-
bildung 7.28. Es bildet sich eine Deformierung der anfinglich planaren 3 - Front aus.
Beim Kontakt der 5 - Phase mit einem « - Teilchen unter Bildung eines Tripelpunktes
mit der Fliissigphase wird das Wachstum der 3 - Phase beschleunigt. In Abhiingigkeit
von der Grofie der a - Teilchen und von der Erstarrungsgeschwindigkeit der 5 - Phase
16sen sich die « - Teilchen entweder vollstindig in der Schmelze auf oder werden in die
0 - Front eingebaut.
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Abbildung 7.26: Simulation der peritektischen Phasenumwandlung, bei der die /5 - Fest-
phase durch Liquiddiffusion entlang der a - Festphase wichst. Die ersten drei Bilder
links und rechts entsprechen den Zeiten t = 8 x 1072 ¢t = 1.6 x 10~ und = 2.4 x 10~
Dabei wird links das Konzentrationsfeld aller drei Phasen aufgelost. Rechts ist das
Konzentrationsintervall eingeschriankt auf einen Bereich, der die Konzentrationsvertei-
lung in der Schmelze visualisiert. Die unteren beiden Bilder zeigen den vergréfierten
Ausschnitt des Tripelpunktes im Vergleich mit einer typischen, schematischen Zeich-
nung.
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t=0.00012

Abbildung 7.27: Der Vergleich der beiden Simulationen (links und rechts) demonstriert
den Einfluf} der Diffusion in den Festphasen o und g. In der links dargestellten Zeitse-
quenz ist Di=Dy=0 gewihlt. Bei der Simulation rechts ist eine Festphasendiffusion
von Dy = Dy = 1x1072% zugelassen. Es sind fiir beide Rechnungen dieselben Zeitschritte
abgebildet.
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Abbildung 7.28: Umwachsen und Einhiillen von « - Teilchen durch eine wachsende, peri-
tektische 3 - Front via einer peritektischen Reaktion. Die Simulationsbilder illustrieren
die Phasenkonfigurationen (links) und die Konzentrationsprofile in der Fliissigphase
(rechts) zu den Zeiten 1.2 x 107%,4.8 x 107%,6.0 x 1075,9.0 x 1075 und 3.6 x 107
In dieser Rechnung ist die Diffusion im Festen unterdriickt, d.h. ﬁl = [?2 = 0. Daher
findet nach dem Einbau der « - Teilchen in die 8 - Front keine weitere peritektische
Transformation statt, und die a - Teilchen dndern ihre Form nicht mehr.
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Kapitel 8

Phasenfeldmodellierung
monotektischer Erstarrung mit
Konvektion

Die Ergebnisse der Kapitel 2 bis 7 haben gezeigt, daf sich die Multi-Phasenfeldmethode
bei der Modellierung einer Vielzahl komplexer Wachstumsphdnomene als erfolgreich
erwiesen hat. Es wurden Anwendungen und numerische Simulationen von Rekristal-
lisationsstrukturen sowie von eutektischen und peritektischen Phaseniibergéngen vor-
gestellt. Basierend auf diesen Resultaten werden nun zwei Phasenfeldmodelle fiir die
Erstarrung in monotektischen Legierungen formuliert. Abschlielend werden numeri-
sche Simulationen von monotektischem Wachstum mit z. B. Wetting, Reifung und
Particle Pushing fein verteilter Lo - Tropfen prisentiert. Die wichtigsten Ergebnisse
zur Phasenfeldmodellierung monotektischer Erstarrung mit Konvektion sind in den
Veroffentlichungen von B. Nestler, A. A. Wheeler in [65] und von B. Nestler, A. A.
Wheeler, L. Ratke, C. Stécker in [67] festgehalten.

In monotektischen Legierungssystemen gibt es sowohl einen Phaseniibergang erster
Ordnung zwischen einer Fliissig- und einer Festphase als auch einen Phaseniibergang
zweiter Ordnung zwischen zwei Fliissigphasen. Dies erfordert fiir die Phasenfeldfor-
mulierung die Einfiihrung mindestens eines nichterhaltenen Ordnungsparameters zur
Unterscheidung von fest und fliissig sowie die Einfithrung der Konzentration als einen
erhaltenen Ordnungsparameter. In einem monotektischen System bilden sich unter-
halb der kritischen Temperatur aus der Schmelze L zwei Fliissigphasen L, und Ls aus.
Kiihlt man das System weiter ab, so wandelt sich bei der monotektischen Temperatur
die Fliissigphase L; um in die Fliissigphase Ly und in eine Festphase S entsprechend
der monotektischen Reaktion L; — L,+ 5. Fiir eine grofie Klasse von Legierungen wird
diese monotektische Reaktion beobachtet. Bei gerichteter Erstarrung einer monotekti-

103



104 Phasenfeldmodellierung monotektischer Erstarrung mit Konvektion

schen Legierung entsteht eine faserige Mikrostruktur, die auch bei Eutektika auftreten
kann. Dieses faserige Wachstum beschrinkt sich auf geringe Erstarrungsgeschwindig-
keiten und hohe Temperaturgradienten vor der Fest/Fliissig-Phasengrenze. Hiufig ist
zu beobachten, daf die Fasern der geringeranteilig auftretenden Phase Ly aufbrechen
und sich zu einer sogenannten Perlenkettenstruktur formieren. In Abhingigkeit von
den speziellen Eigenschaften der Legierung und von den Erstarrungsparametern treten
unterschiedliche Wachstumsformen auf: Fasern, Perlenketten und Dendriten, wobei die
Lo - Phase tropfenformig in das dendritische Netzwerk eingebaut ist. Diese Wachstums-
formen kommen oft gleichzeitig vor. In monotektischen Systemen sind die folgenden
Grenzflichenarten moglich: Ly — La, Ly — S und Ly — S. Die Modellierung und numeri-
sche Berechnung der Mikrostrukturentwicklung in monotektischen Systemen ist wegen
des Vorhandenseins dieser Grenzflichen, ihrer komplexen, zeitabhingigen Geometrien
und der Stromung in den Fliissigphasen eine besonders grofie Herausforderung. Da
sich die Phasenfeldmethodik bei der Behandlung komplexer Grenzflichengeometrien
und mehrphasiger Systeme bereits bewéhrt hat, ist ihr Einsatz fiir die Beschreibung
monotektischer Systeme sehr vielversprechend.

8.1 Monotektische Phasenfeldmodelle

Das erste Modell, Modell I genannt, verwendet zur Charakterisierung der drei Phasen
L1,Ls und S im System drei verschiedene Phasenfelder und ein Konzentrationsfeld.
Diese Konstruktion schrinkt die Giiltigkeit des Modells auf die Beschreibung der Pha-
seniibergéinge in der Ndhe der monotektischen Temperatur ein. Im Gegensatz hierzu
benutzt das zweite Modell, Modell 1T einen Cahn-Hilliard Ansatz und unterscheidet
die Fliissigphasen L; und Lo iiber ihre jeweilige Konzentration. Bei Modell II wird nur
ein Phasenfeld benétigt, um den Phasenzustand des Systems als fest oder fliissig zu
definieren. Die Formulierung von Modell IT erméglicht es, sowohl die Phasenseperation
in der Umgebung der kritischen Temperatur als auch die Erstarrung in der Nihe der
monotektischen Temperatur zu beschreiben und deckt daher einen gréfieren Tempera-
turbereich im monotektischen Phasendiagramm, einschlieflich der Mischungsliicke, an
der eine spinodale Entmischung I — Ly 4+ Lo stattfindet, ab. Ein typisches monotek-
tisches Phasendiagramm ist in Abbildung 8.1 zu sehen.

Beide Modelle lassen temperaturabhéngige Oberflichenenergien zu, die in nichtiso-
thermen Systemen eine Marangoni-Konvektion an L; — Lo Grenzflichen hervorrufen.
Diese Konvektion bewirkt ein Stromungsfeld vor den Grenzflichen, das die Aushil-
dung der Mikrostruktur beeinflufit. Durch die Herleitung eines verallgemeinerten Span-
nungstensors, der zusitzliche, durch Kapillarkréfte verursachte Spannungen an diffu-
sen Grenzflichen enthilt, werden die monotektischen Phasenfeldmodelle erweitert, um
Konvektion in den beiden Fliissigphasen zu beriicksichtigen. Zusammen mit einem
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verallgemeinerten Satz von Navier-Stokes Gleichungen wird ein kompletter Satz dy-
namischer Feldgleichungen zur Beschreibung monotektischer Systeme mit Strémung

formuliert.
Ter
L
T 4 Li+Lo
S+L1
Tmono
N
\\ // \\ \\
S+Lp
Cmono,S Cmono Cer Cmono,L2

Abbildung 8.1: Schematische Zeichnung eines monotektischen Phasendiagramms mit
Kennzeichnung charakteristischer Gréfien.

Modell I:

Modell T'ist auf einem dreikomponentigen Phasenfeldvektor ¢(Z,t) = (¢1(Z, 1), ¢=(Z, 1),
¢3(Z, 1)) und auf der Konzentration ¢(Z,t) aufgebaut. Die Tabelle 8.1 listet den Zusam-
menhang der Komponenten des Phasenfeldvektors und der Phasen im monotektischen
System auf.

Phase | Phasenfeld ¢(%,t) | Numerische Ziffer
L, - Fliissigphase o1 (Z,t) =1 1
L, - Fliissigphase do(Z, 1) =1 2
S - Festphase os(Z,t) =1 3

Tabelle 8.1: Identifikation der Fest- und Fliissigphasen in einem monotektischen System
mit Phasenfeldvariablen ¢, und numerischen Ziffern k.

Die Lagrangedichte ist dhnlich wie in Gleichung (7.1) bei eutektischen und peritekti-
schen Legierungen gegeben durch den formalen Ausdruck
3
1 -
Lo, Ve,T)= > iﬁfk [Car(7a)] + f(,T) - (8.1)

ik=1,i<k
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Zur Behandlung von monotektischen Systemen gilt es nun, die freie Bulk-Energiedichte
f(@,¢;T) zu spezifizieren

3

3
JOT) = o Y Waledn+ Y mileiT)os. (5.2

ik=1,i<k

Die freien Bulkenergien m;(c;T) der drei Phasen Ly, Ly und S werden angesetzt zu

mi(e;T) = %[c —&(AT)?,

maleT) = Pl gany,
ms(e;T) = %[c — (AT + AT, (8.3)

wobei AT =T — Tono und ¢ (AT) = ¢? + o;AT. Die Konstanten oy, 8; und ¢ lassen
sich aus der Form des Phasendiagramms bestimmen.

Die das System bestimmenden Evolutionsgleichungen ergeben sich analog zu den Glei-
chungen (7.7) und (7.8) aus der Dynamik der Gradientenfliisse

2 ’eﬂ(q;w) m?f . (54
« = v-f v (ESaDY]L 9

Bei der numerischen Losung dieser Differentialgleichungen wird die Konzentrations-
abhéngigkeit der W;; vernachléssigt, so daf gilt

3

0F(¢, 1iT) _ 0f(d,iT) 3 Omi(¢;T)

de - de Oc

Pi .

=1

Im Innern der Bulkphase reduziert sich die Konzentrationsgleichung auf eine klassische
lineare Diffusionsgleichung. Die Gréflen M (¢) sind gegeben durch

3
M) = Zdi¢i )
=1

wobei die Konstanten d; mit den Diffusionskoeffizienten D; der Bulkphasen entspre-
chend der Relation d; = D;/3; zusammenhingen.
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Konstruktion eines monotektischen Phasendiagramms aus Mo-
dell T

Das Phasendiagramm in Abbildung 8.2 legt die gew#hlte Notation fiir die Steigungen
der Gleichgewichtskurven, fiir die charakteristischen Temperaturen und systemspezifi-
schen Konzentrationen fest. Diese Grofien werden genutzt, um mit dem Phasenfeldmo-
dell I ein monotektisches Phasendiagramm zu konstruieren.

er

Tt

Tmcnc

f f i f
]
G 6® Cer o2’

Abbildung 8.2: Schematische Zeichnung zur Festlegung der Notation fiir die Steigungen
der Gleichgewichtskurven, fiir die kritischen Temperaturen und Konzentrationen eines
monotektischen Phasendiagramms.

Die Gleichgewichtskonzentrationen einer planaren, stationidren Grenzfliche erfiillen die
gemeinsame Tangentenkonstruktion an die freien Gibbs-Energien der beiden, an der
Grenzfliche beteiligten Bulkphasen. Die Tangentenkonstruktion stellt einen Zusam-
menhang zwischen den Parametern der freien Energie f(¢,c;T) und dem Phasendia-
gramm einer monotektischen Legierung her.

Aufgrund der einfachen quadratischen Form der freien Energiedichten mq(¢; T') , ma(c; T')
und ms(c; T) in Gleichung (8.3) kann das Phasendiagramm nur in der Umgebung der
monotektischen Temperatur approximiert werden. Daher kann Modell I den Bereich
der Mischungsliicke nicht vollstdndig darstellen und somit auch die spinodale Entmi-
schung der Fliissigphase L — Ly 4+ Lo nicht beschreiben.

Die freie Energiedichte enthiilt neun unabhiingige Parameter a;, 8; und ¢?, i = 1,2,3,
die das Phasendiagramm bestimmen. Die drei Parameter ¢ sind durch die Konzentra-
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tionswerte der Solidus-, Liquidus- und Binodalenlinie bei der monotektischen Tempe-
ratur festgelegt. Die verbleibenden sechs Parameter ergeben sich durch Spezifizierung
der sechs Steigungen der Gleichgewichtskurven ma, Myor, Miig, Mbin, , Mein, Und Mp,.
Die Tangentenkonstruktion fiir zwei Phasen, die mit ¢ und & bezeichnet sind, entspricht
der Bedingung

mk(ck,T) — m,(cl,T) _ E)m,(cl,T) _ 8mk(ck,T)
B dc B dc ’

Cr — C;

wobei ¢; und ¢ die Gleichgewichtskonzentrationen der Bulkphasen sind. Die Anwen-
dung der Tangentenkonstruktion an den drei moglichen Grenzflichenarten L; — Lo,
L; — S und Ly — § liefert in zweiter Ordnung O((AT)?)

AT

Cliq(AT) = CT(AT) + m + O((AT)Z) 5
csa(AT) = (AT) + % +O0((AT)?)
L, (AT) = ¢(AT) + % +O((AT)?),
caAT) = &(AT) + % +O((AT)?),
Cbinz(AT) = C;(AT) s
Cbin1 (AT) = CT (AT) .

Hieraus lassen sich bei der monotektischen Temperatur die Steigungen der Gleichge-
wichtskurven bestimmen

o L1
mp,.. = « —_—
I AT
1
-1
m = a3+ ——"—
o T ST )
1
-1
m = Qo+ 5%
ZCRT
-1
m = a3+ ——"—
* P Bs( )
mp, = az,
-1
mbim = o .

Ein auf diese Weise in der Umgebung der monotektischen Temperatur konstruiertes
Phasendiagramm ist in Abbildung 8.3 gezeigt. Die Kurven sind unter Verwendung des
in Tabelle 8.2 zusammengestellten Datensatzes berechnet.
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Trmono 0 K | 900.0 | [ m4im, in K/at% |  37.7

Trin K | 923.0 | | Mpim, in K/at% | —11.0
c%l inat% | 4.7 mr, in K/at% | 0.55 myin,
¢}, inat% | 82.5 Me inK/at% 200.0

A inat% | 1.0

Tabelle 8.2: Datensatz zu dem in Abbildung 8.3 aus Modell I berechneten monotekti-
schen Phasendiagramm.
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Abbildung 8.3: Ein, mit den in Modell I formulierten Gibbs-Energien berechnetes mo-
notektisches Phasendiagramm in der Ndhe der monotektischen Temperatur.

Modell II:

Das zweite Phasenfeldmodell besitzt als Ordnungsparameter ein Phasenfeld ¢(Z,t)
und ein Konzentrationsfeld o(#,¢). Dabei charakterisiert ¢(Z,¢) = 0 den Fliissig- und
@(Z,t) = 1 den Festzustand. Die Konzentration ¢(Z,t¢) unterscheidet die Fliissigpha-
sen. Im Gegensatz zu Modell 1 ist Modell II durch Verwendung eines Cahn-Hilliard
Formalismus fiir die Fliissigphasen in der Lage, auch die spinodale Entmischung zu
modellieren, indem es einen gréfleren Temperaturbereich des Phasendiagramms erfafit.
In diesem Bereich liegen die kritische und die monotektische Temperatur sowie die
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Fusionstemperatur. Die Lagrangedichte ist gegeben durch

. _ 7’ 2 A 2 .
£(¢707T)— 5|V¢‘ +7‘VC‘ +f(¢7ch)7
mit

F6,6T) = sW(GTIO = 6) + oy + (1= 9)fs.

Die freie Energie des Fliissigphasenzustandes kann ausgedriickt werden als
gl . ! .
fule; Ty = e = (TN = 5B (Ter = T) [e = (T + f2,

und die freie Energie der Festphase hingt dhnlich wie bei Modell I quadratisch von der
Konzentration ab

fsleT) = %[c — c’g(AT)]2 + wAT,

mit c4(AT) = & + asAT, 4 (T) = e + ar(T — 1) und AT = T — Tpono. Die
Variationsableitungen in den Gleichungen (8.4) und (8.5) liefern die folgenden Bewe-
gungsgleichungen fiir Modell I1

dp 1 202, 4 _ _ ) — fsle
% = s (T g 20 (T~ ST (56
% = V. { d(¢) {v (%) —nfwv%)]} : (8.7)
mit
af _ | ofL 9fs
e ¢ T35

Die Konzentrationsabhingigkeit von W (T') ist wie bei Modell I vernachlissigt worden.
Unter Beriicksichtigung von chemischer Diffusion lautet der Diffusionskoeffizient

o2f
D(¢,¢T) = d{¢; T)@ :
Es wird angesetzt, daff d(¢;T) = ¢ds + (1 — ¢)dr, mit

2f(l,e;T
ds:DS/if(aC; )

92f(0,¢;,7T)
d dr =D SN T/
— un L L/ ac2

Die Konstanten Dg und Dy, sind Diffusionskoeffizienten in der Festphase mit ¢ = 0
und in der Fliissigphase mit ¢ = 1.

c=1
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Konstruktion eines monotektischen Phasendiagramms aus Mo-
dell 11

Fiir Modell II ergibt die Berechnung der Tangentenkonstruktion die folgenden Ergeb-
nisse der Gleichgewichtskurven im Phasendiagramm. Die Kurven der Binodalen sind

ﬁL(Tcr — T) )

Chiny o (1) = Cer + (T —Te) T F

Die Konzentrationen bei der monotektischen Temperatur sind spezifiziert durch
Cmono — Cer + g (Tmono - Tcr) - -

Cmono, Ly = Cer + aL(Tmo'no - Tc'r) +

Hiermit kénnen das Verhéltnis der Modellparameter 81/~ und die Grofle oy, berechnet

werden

/BL (Cmono,L2 - Cmono)2

T AT — Toone)

(Cmono + Cmono,Ly) — 2Cer
2(Tono — Ter)

ayp =

Aus der Bedingung c,(Tr) = cr,(Trp) =0 folgt bei T =TF

ag = 4[fLO — W(TF - Tmono)] + WC*L(TF)LI — zﬁL(Tcr — TF)C*L(TF)2 _ Crmono,S

2(TF - T‘mono)[/‘)/C*L(T‘F)3 - ﬁL(Tc'r - TF)C*L(TF)} TF - Tmono ’
3 vei(Tr)* — Br(Ter — Tr)cy(Tr)
’ 5(Tr) '

Die Forderung, dafl die Konzentration der Festphase cpnono,s am Punkt der monotekti-
schen Temperatur im thermodynamischen Gleichgewicht mit den Zusammensetzungen

Cmono UNA Crmono,1, der beiden Fliissigphasen ist, liefert
fO — ﬂ%(Tcr - T‘mono)2
L= ~ .

Nach dem Festlegen von Tr, Thnono; Tor, Cmono,Ss Cmono UN Cmono, 1, gibt es zwei weitere
Freiheitsgrade v und w. Der Parameter vy kann mit der Oberflichenenergie der Ly — Ly
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Grenzfldche in Beziehung gesetzt werden

2v2¢. 39

Olnly, = 3 L/ (Tcr _ T)3/2 i

Der Parameter w kann iiber die Steigung der Solidus- und der Liquiduslinie im Phasen-
diagramm eingestellt werden. Jedoch lassen sich keine einfachen Ausdriicke fiir diese
Steigungen als Funktion der Phasenfeldparameter finden. Die spinodale Linie wird aus

der Bedingung 82 f;, = 0 hergeleitet zu

[311(71r — 77) )

Copiny s = Cor T ap(T — Te) T 3y

Aus dem Phasenfeldmodell 1I 148t sich mit Hilfe dieser Konstruktion ein Phasendia-
gramm wie in Abbildung 8.4 berechnen, das die gesamte Liquiduskurve einschliefilich
ihrer metastabilen und instabilen Verlingerungen enthélt. Der instabile Bereich ist
durch die gestrichelte Linie gekennzeichnet. Die Strich-Punkt Kurve entspricht der mit
der Ly — Lo Grenzfliche verbundenen Spinodalen.

1300

—
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1100

Temperatur [K)]

1000

900
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800
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Abbildung 8.4: Monotektisches Phasendiagramm berechnet durch eine Tangentenkon-
struktion an die freien Gibbs-Energien des Phasenfeldmodells (Modell II).
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8.2 Modellierung der Konvektion

Um in die bisher entwickelten Multi-Phasenfeldmodelle fiir eutektische, peritektische
und monotektische Legierungen Konvektion einzubauen, wird der reversible Span-
nungstensor hergeleitet und mit dem viskosen Spannungstensor der klassischen Hy-
drodynamik gekoppelt. Hieraus werden verallgemeinerte Navier-Stokes Gleichungen
zur Beschreibung der Stromungseffekte aufgestellt. Zunéchst wird ein allgemeiner An-
satz fiir die Lagrangedichte eines bindren Multiphasensystems mit variabler Dichte und
erhaltener Konzentration angesetzt

N o2 2
Lip, Vo, T) = Y BN + EIVef + p(f(, i T) = pe). (85)
t,k;i<k

Diese Formulierung reduziert sich auf die Lagrangedichte des Modells I fiir . = 0 und
k = 3 und auf die Lagrangedichte des Modells II fiir £ = 1. Es wird angenommen, daf}
das System isotherm ist und isotrope Oberflichenenergien I'(i) = i besitzt. Die freie
Energie F(¢,;T) = [, L{¢p, V¢, c; T) dV hingt nicht explizit von der Ortskoordinate

ab. Aus dieser Eigenschaft folgt durch Anwendung des Noetherschen Theorems der
folgende Satz von Erhaltungsgleichungen

V.-0=0,
wobei © ein reversibler Tensor der Form

oL 3L
d)lkaéﬁzl Ok C,l ~0ul

ist. Das Einsetzen des speziellen Ausdrucks der Lagrangedichte (8.8) ergibt

3 T
0 = —eVe®Ve— Z]Z €15 O 1y

2 3. 7=t 2
- (p %VC'VCZZ%TQ"I‘@')%
i=1

=1 j=1

= gcapillar - p£ :
Hierbei wird die thermodynamische Identitit p(f — pc) = —p benutzt mit dem thermo-
dynamischen Druck p. Dieser Tensor kann als der Teil des Gesamttensors des Systems
verstanden werden, der nicht an der Produktion von Entropie teilnimmt. Er stellt die
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Wirkung der Kapillarkrifte in Grenzflichenbereichen dar. Um die dynamischen Glei-
chungen des Stromungsfeldes herzuleiten, werden zu dem reversiblen Spannungstensor
irreversible, viskose Spannungen addiert

=

l®

i

mit 7 =m [V u+ (V u)T] +72(V - u)L. Die verallgemeinerte Navier-Stokes Gleichung
148t sich dann schreiben als

Du

—=V'm 8.9

P m+pg, (8.9)

wobei g das Gravitationsfeld ist. Diese Gleichung ist gekoppelt mit der Konzentra-
tionsgleichung und mit den Phasenfeldgleichungen. Um konvektive Beitrige in den
Phasenfeldgleichungen und in der Konzentrationsgleichung zu beriicksichtigen, wird
die totale Zeitableitung durch die Substitution &; — D; = &; + u - V eingefithrt. Zu-
sammen mit der Navier-Stokes Gleichung fiihrt diese Substitution auf den folgenden
gekoppelten Satz von dynamischen Feldgleichungen

Do

- = 9 .

i v+ u-Vo
D

D—: = atCJFU'VC
Dp

E = —pV~u.

Diese Gleichungen beschreiben neben den Phaseniibergéingen wihrend der mehrphasi-
gen Erstarrung auch die Effekte von Stromungsfeldern. Dieses Multi-Phasenfeldmodell
mit Konvektion 148t sich durch Anwendung der Ergebnisse von D. M. Anderson, G. B.
McFadden und A. A. Wheeler [32] aus einem rigorosen thermodynamischen Formalis-
mus herleiten.

Das um Konvektion erweiterte Multi-Phasenfeldmodell wird an typischen Phasenkon-
figurationen wie z. B. Couette-Fluff und Marangoni-Fluf} getestet. Diese Szenarien sind
in der Arbeit von B. Nestler, A. A. Wheeler, L. Ratke und C. Stocker [67] beschrieben.
Die Berechnungen mit dem Phasenfeldmodell werden mit entsprechenden Sharp In-
terface Ergebnissen verglichen. Bei numerischen Experimenten zum Couette-Flufl wird
der Einflul der Viskosititen v, und vy der festen und fliissigen Phase mit v /vy > 1
auf das Stromungsfeld untersucht. In den Szenarien zum Marangoni-Flufl wird das
Stromungsfeld betrachtet, das durch einen Temperaturgradienten innerhalb von zwei
diinnen, {ibereinanderliegenden Fliissigkeitsschichten induziert wird.
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8.3 Simulation monotektischer Erstarrung

Am Beispiel der Implementierung von Modell I demonstrieren die folgenden Simula-
tionen die Anwendbarkeit der entwickelten Multi-Phasenfeldmethode zur numerischen
Berechnung monotektischen Wachstumsverhaltens und monotektischer Mikrostruktur-
ausbildung bei der Erstarrung. Fiir die Simulationsrechnungen werden isotrope Ober-
flichenenergien angenommen und Strémungseffekte bleiben unberticksichtigt. Die di-
mensionslosen Diffusionskoeffizienten sind dy = 0.1, ds = 0 und d3 = 0. Das erste
Beispiel in Abbildung 8.5 betrachtet die Entwicklung einer lamellaren, monotektischen
Front, wobei die schwarzen Bereiche die Festphase S des monotektischen Systems und
die weiflen Bereiche die Fliissigphase Lo darstellen. Die Fotografie eines experimen-
tell beobachteten Gefiiges mit monotektischen Lamellen in Abbildung 8.6 dient als
Vergleich zur Simulation.

Abbildung 8.5: Monotektische Lamellen mit stationdrem Wachstumsverhalten zu den
Zeiten + = 0.0 und £ = 2.4 x 1072, Die Farben illustrieren das Konzentrationsfeld
entsprechend der Skala, wobei die Festphase S schwarz und die Fliissiphase Lo weifl
ist.

Abbildung 8.6: Fotografie eines Experiments mit lamellarer monotektischer Erstarrung,
beobachtet von R. N. Grugel, T. A. Longrasso et al. [95].
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Fiir die Simulation in Abbildung 8.5 wurden die drei Phasen zu Beginn mit periodischen
Randbedingungen und mit einem Lamellenabstand von 21 : 17 numerischen Zellen fiir
S : Ly wie im linken Bild in Abbildung 8.5 angeordnet und entsprechend dem Phasen-
diagramm mit Gleichgewichtskonzentrationswerten belegt. Fiir die Zusammensetzung
der L; - Phase wurde ein mittlerer Konzentrationswert von ¢ = 0.375, der zwischen den
beiden Liquiduslinien von S und Ly liegt, gewdhlt. Das System erreicht nach kurzer
anfanglicher Umstrukturierung einen Lamellenabstand von 23 : 15 Zellen fiir S : Ly
und wéchst mit diesem Verhéltnis stabil weiter.

Das Simulationsbeispiel in Abbildung 8.7 zeigt die Selektion monotektischer Lamellen
durch konkurrierendes Wachstum und Vernichtung einzelner Lamellen bei einem An-
fangsabstand von 10 : 8 numerischen Zellen fiir S : L.

Abbildung 8.7: Dynamischer Selektionsprozeff monotektischer Lamellen mit einem zu
kleinen anfinglichen Lamellenabstand zu den Zeiten ¢ = 0.0,1.4 x 1072, ¢ = 2.8 x 1072
und ¢+ = 4.0 x 1072

Eine weitere Beobachtung in Experimenten ist das Phinomen Wetting entlang der
Ly — § Grenzfliche durch L - Phase, Abbildung 8.8. Dieser Effekt tritt auf, falls

01,5 > 01,5 T 0L L, -

In einer solchen Situation wird durch die Bildung von zwei neuen Grenzflichen L; — S
und Ly — Ly und durch die gleichzeitige Auflosung der Lo — S Grenzfliche mit einer
groflen Oberflichenenergie die gesamte freie Energie des Systems reduziert.
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Abbildung 8.8: Wetting entlang der Ly — S Grenzfliche durch L; - Phase in einer
monotektischen Front mit einem Lamellenabstand S : Ly von 23 : 15 Zellen und zu den
Zeiten t = 2 X 1073 und ¢ = 2 x 1072, Die Oberflichenenergien fiir diese Simulation
sind 67,5 = 0.3, 07,5 = 0.1 und oy,7, = 0.19. Helle Farbttne stellen den Zustand
¢r,(Z,t) = 1 und dunkle den von ¢, (Z,t) =0 dar.

Die néchsten numerischen Berechnungen beschiftigen sich mit dem Einfluff einer la-
mellaren monotektischen Front auf Ls - Fliissigkeitstropfen, die in der L; - Schmelze
vor der Front liegen. Die Wechselwirkung eines Ly - Tropfens mit einem Radius von 10
Zellen und einer Ly — S Grenzfliche ist in der Zeitsequenz in Abbildung 8.9 untersucht.

Abbildung 8.9: Wachstum eines Ly - Tropfens vor einer planaren Festphasenfront zu
den Zeiten ¢ = 0.0,4.0 x 1072, ¢+ = 1.2 x 1072 und ¢ = 2.0 x 10~2. Die Farben visua-
lisieren das Konzentrationsfeld, wobei schwarze und weie Regionen den S und Ls -
Phasenzustidnden entsprechen.

Beide Phasen, S und Ly wachsen gleichzeitig aus der Ly - Schmelze. Wihrend des ge-
meinsamen Wachstums verbessern die beiden Phasen S und L, gegenseitig ihre Wachs-
tumsbedingungen, da sie beide entgegengesetzte Komponenten der biniren Legierung
in der Lq - Schmelze zuriicklassen. In Bereichen, in denen die beiden Phasen S und Ly
nahe beieinander sind, ergibt sich daher ein stdrkerer Konzentrationsgradient, der lo-
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kal das Wachstum beschleunigt. Die planare Front deformiert und bildet eine Aus-
buchtung in Richtung des Ls - Tropfens aus, der gleichzeitig seine Form von rund in
oval dndert. Die Festphase erreicht schliefllich den Ly - Fliissigkeitstropfen und baut
ihn in die Front ein. Dies fiihrt zur Ausbildung lamellaren Wachstums. Abbildung 8.10
gibt eine Gefiigeaufnahme einer sehr dhnlichen, experimentellen Beobachtung von R.
N. Grugel, T. A. Longrasso et al. [95] wieder.

Abbildung 8.10: Experimentelle Gefiigeaufnahme einer zu der numerischen Simulation
aus Abbildung 8.9 dhnlichen Phasenkonfiguration, beobachtet von R. N. Grugel, T.
A. Longrasso et al. [95]. Lg - Tropfen werden von einer Festphasenfront iiberwachsen.
Dabei kommt es gelegentlich zur Nukleation neuer monotektischer Lamellen.

Befindet sich ein Ly - Tropfen vor einer Ly — Lo Front, so ist eine diffusionskontrollierte
Verschiebung des Ly - Teilchens von der L; — Ly Front weg, ein Particle Pushing zu
beobachten, Abbildung 8.11.

Abbildung 8.11: Wachstum (oben links), Particle Pushing (oben rechts) und Auflésen
(unten links) eines Ly - Tropfens vor einer planaren L; — Lo Front zu den Zeiten ¢ = 2.0x
1073, ¢+ =1.4x 1072 und # = 2.6 x 10~2. Das Diagramm (unten rechts) veranschaulicht
die zeitabhdngige, diffusionskontrollierte Verschiebung des Ly - Tropfens.
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Zu Beginn der Simulation in Abbildung 8.11 wachsen sowohl die L; — Lo Front als
auch der Ly - Tropfen und verringern dabei die Menge an geloster Komponente, die
zum Wachsen der Ly - Phase benétigt wird. Hat sich die Konzentration in der L; -
Schmelze gentigend abgesenkt, so bewegt sich der L, - Tropfen von der L, — Ly Front
weg, indem er sich gleichzeitig auf der, der planaren Front zugewandten Seite auflost
und auf der, der Front abgewandten Seite wéchst. Aufgrund der stirkeren Kriimmung
des Lo - Tropfens im Vergleich zu der L; — Ly Front 16st sich der Ly - Tropfen trotz
der Wegbewegung auf.

In der abschlieBenden Simulation werden die Vergroberung von fein verteilten L, -
Tropfen in einer Ly - Schmelze und die Wechselwirkung der Tropfen mit einer mono-
tektischen Front berechnet, Abbildung 8.12.
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Abbildung 8.12: Zeitliche Entwicklung einer monotektischen Front und fein verteilter
Lo- Tropfen in der L; - Schmelze zu den Zeiten t = 5.0 x 1075 ¢ = 1.0 x 1074, ¢ =
3.0 x 107* (erste Reihe), t = 1.0 x 1073, ¢t = 4.0 x 1073, ¢ = 2.0 x 1072 (zweite Reihe)
und ¢ = 1.0x 1072, ¢ = 1.3x 1072, ¢ = 2.0x 1072 (dritte Reihe). Die Farbschattierungen
der ersten drei Zeitschritte gehoren zu der Konzentrationsskala oben rechts.



120 Phasenfeldmodellierung monotektischer Erstarrung mit Konvektion

Die numerisch berechnete Entwicklung des Systems ist durch zwei Zeitperioden cha-
rakterisiert. In einer kurzen anfinglichen Periode, die in den ersten drei Zeitschritten
der Abbildung 8.12 gezeigt ist, findet der Vergréberungsproze der L, - Tropfen statt,
bei dem sich einige kleine Lo - Tropfen vollstindig auflésen, andere untereinander zu
grofieren Partikeln verschmelzen und iibriggebliebene grébere Teilchen wachsen. Daran
schliefit sich in den letzten sechs Bildern der Abbildung 8.12 eine lingere Zeitperiode
an, in der sich ein lamellares Wachstum mit Selektion ausbildet. Auf dieser Zeitskala
sind Particle Pushing und Keimbildung neuer monotektischer Lamellen zu beobachten.
Der dominante Mechanismus fiir die lamellare Selektion ist die von den Ly - Tropfen
hervorgerufene lamellare Keimbildung in Verbindung mit dem Uberwachsen einzelner
Phasenregionen. Auf diese Weise entsteht eine Matrix von groben Lo - Tropfen, die in
die Festphase S eingebaut sind.

Eine vergleichbare Mikrostrukturausbildung mit einer wachsenden, lamellaren, mono-
tektischen Front und mit fein verteilten Lo - Tropfen wird auch in expreimentellen
Gefiigen beobachtet, Abbildung 8.13.

Abbildung 8.13: Monotektisches Wachstumsmuster aus einem Experiment von R. N.
Grugel, T. A. Longrasso et al. [95].



Kapitel 9

Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde ein thermodynamisch konsistentes Multi-Phasenfeld-
modell entwickelt. Durch eine mathematische Betrachtung des Sharp Interface Limes
fiir dieses Modell konnte gezeigt werden, dafl das Multi-Phasenfeldmodell die klas-
sischen, physikalischen Gesetze an Grenzflichen (Gibbs-Thomson-Gleichung) und an
Multipelpunkten (Youngsches Gesetz mit Herringschen Drehmomenten) erfiillt. Diese
analytischen Resultate dienten der Uberpriifung und Verifikation der Modellformu-
lierung und legitimierten die anschlieflende Diskretisierung der Evolutionsgleichungen
und die numerische Implementierung des Multi-Phasenfeldmodells.

Ein weiterer wesentlicher Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit lag in der Anwendung
des hier entwickelten Multi-Phasenfeldmodells zur numerischen Simulation der Bewe-
gung von Korngrenzen und Multipel- bzw. Tripelpunkten sowohl in isotropen als auch
in anisotropen polykristallinen Systemen. Mit diesen Simulationen gelang es, die Vor-
hersagen der Sharp Interface Asymptotik zu bestitigen. Auf den bisherigen Ergebnis-
sen aufbauend wurde eine kristalline Anisotropieformulierung der Oberflichenenergien
in das Modell eingebaut, die zur Simulation von experimentell beobachteten Korn-
wachstumsphénomenen in diinnen, metallischen Filmen erfolgreich angewandt wurde.
Zur Klidrung offener Fragen aus experimentellen diinnen Filmen beziiglich der Symme-
trieeigenschaften benachbarter Korngrenzentripelpunkte konnte durch den Einsatz der
Phasenfeldsimulationen ein entscheidender Beitrag geleistet werden.

Ein néchster Kernpunkt war die Modellerweiterung zur Beschreibung und numerischen
Simulation der mehrphasigen Erstarrung in eutektischen, peritektischen und monotek-
tischen Legierungen. Zur Realisierung der Phaseniibergéinge in monotektischen Syste-
men wurde bei der Modellerginzung die Konvektion in den Fliissigphasen berticksich-
tigt und ein gekoppelter Satz aus dynamischen Feldgleichungen aufgestellt. Zu allen drei
Legierungsklassen: Eutektika, Peritektika und Monotektika wurden numerische Simu-
lationsergebnisse vorgestellt, die ein breites Spektrum realistischer Erstarrungsphino-
mene und experimenteller Wachstumsstrukturen visualisieren, Abbildung 9.1.
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Abbildung 9.1: Ablaufdiagramm des strukturellen Aufbaus der Arbeit mit einer Aus-
wahl von Ergebnissen unterlegt.
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Bei diesen Anwendungen haben die numerischen Simulationen durch die Veranschau-
lichung der zeitlichen Evolution wertvolle Einblicke in die Mikrostrukturausbildung
erméglicht und damit zum Verstéindnis der Erstarrungsvorginge beigetragen. Bei Uber-
einstimmung der wesentlichen, charakteristischen Merkmale des simulierten Endgefiiges
mit einem experimentellen Schliffbild kénnen Phasenfeldsimulationen Riickschliisse auf
die zeitliche Entwicklung des Erstarrungsprozesses und auf die Entstehung der Mi-
krostruktur liefern.

Fiir zukiinftige Forschungsarbeiten auf dem Gebiet der Multi-Phasenfeldmodellierung
besteht ein grofler Anreiz fiir den Einsatz der Mikrostruktursimulationen darin, durch
systematische Variation der ProzeBparameter, Systemdaten und Randbedingungen in
den numerischen Rechnungen deren Einfluf auf die Materialeigenschaften, Gefiige-
kenngréfien, Erstarrungsmorphologien und Mikrostrukturcharakteristika vorherzusa-
gen. Die Informationen aus den numerischen Simulationen kénnten dann genutzt wer-
den, um gezielt experimentelles Probenmaterial mit bestimmten, erwiinschten Eigen-
schaften herzustellen.

Auf der Basis der bisher erzielten Ergebnisse verspricht das in dieser Arbeit beschrie-
bene Multi-Phasenfeldmodell ein weitreichendes Potential fiir zahlreiche weiterfiihrende,
neue und noch komplexere Anwendungsgebiete der Erstarrungsmodellierung und Mi-
krostruktursimulation. Einige interessante und erstrebenswerte Forschungsziele bei der
Fortsetzung der Multi-Phasenfeldmodellierung sind:

o Erweiterung der Anisotropieformulierung zur Modellierung und numerischen Si-
mulation von Kornstrukturen und Kornwachstumsprozessen in 3D,

e Beschreibung von Korngrenzendiffusion,

e Einbau eines Keimbildungsmodells sowohl zur Behandlung homogener als auch
heterogener Nukleation,

e Modellierung und Simulation der Phasenumwandlungen wihrend eines komplet-
ten Abkiihlvorgangs, der beginnend mit der Schmelze temperaturabhingig iiber
eutektische, peritektische und monotektische Bereiche im Phasendiagramm fiihrt,

e Beriicksichtigung diffusiver, konvektiver und elastischer Effekte bei der Erstar-
rung und numerische Visualisierung des Einflusses dieser Effekte auf die Mi-
krostrukturausbildung der erstarrenden Phasen,

e Simulation monotektischer Erstarrungsstrukturen wie z. B. monotektische Fasern
und Perlenketten unter Beriicksichtigung von Konvektion in den L; - und Ly -
Phasen,
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Ausblick

Erarbeitung eines effizienten, numerischen Verfahrens zur numerischen Lsung
der dynamischen Feldgleichungen in 3D, inklusive der Navier-Stokes Gleichungen
zur Beschreibung des Stromungsflusses in den Fliissigphasen,

Simulation eutektischer, peritektischer und monotektischer Erstarrung in 3D,

skaleniibergreifende Modellierung und numerische Behandlung komplexer, expe-
rimentell beobachteter Wachstumsstrukturen in den genannten Legierungsklas-
sen: z.B. Priméirdendriten oder Primérkristalle mit interdendritischem Eutekti-
kum, eutektische Zellen/Kérner und facettierte, eutektische Dendriten,

numerische Beschreibung von Morphologietibergéngen in Abhingigkeit der Pro-
zelparameter,

Ankopplung der Mikrostruktursimulationen an numerische Berechnungen auf ma-
kroskopischer Skala und

Weiterentwicklung des Multi-Phasenfeldmodells zur Beschreibung charakteristi-
scher Phénomene der Erstarrung in mehrkomponentigen und mehrphasigen Sy-
stemen.

Bei allen oben genannten Zielen liefert ein Vergleich der simulierten Gefiigestruktu-

ren mit an transparenten, organischen Modellsystemen und an metallischen Legierun-
gen experimentell beobachteten Mikrostrukturen und Morphologien wertvolle Anhalts-

punkte zur stetigen Verbesserung und Optimierung der Modellformulierung und des

numerischen Simulationsprogramms. Dariiber hinaus bleibt ein enger Bezug der Theo-

rie zu realen Experimenten gewahrt.
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