Bruno Ebner

Zur Asymptotik eines mit
qguadratischen Abhangig-
keiten operierenden Tests
auf multivariate Normal-

verteilung

NUT ishing







Bruno Ebner

Zur Asymptotik eines mit quadratischen Abhangigkeiten
operierenden Tests auf multivariate Normalverteilung






Zur Asymptotik eines mit quadratischen
Abhangigkeiten operierenden Tests auf
multivariate Normalverteilung

von
Bruno Ebner

T Foiching



Dissertation, Karlsruher Institut fir Technologie
Fakultat fur Mathematik

Tag der mundlichen Priafung: 10.02.2010

Referenten: Prof. Dr. N. Henze, Prof. Dr. L. Baringhaus

Impressum

Karlsruher Institut fir Technologie (KIT)
KIT Scientific Publishing

StraBe am Forum 2

D-76131 Karlsruhe

www.ksp.kit.edu

KIT — Universitat des Landes Baden-Wirttemberg und nationales
Forschungszentrum in der Helmholtz-Gemeinschaft

(®S0)

Diese Veroffentlichung ist im Internet unter folgender Creative Commons-Lizenz
publiziert: http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/

KIT Scientific Publishing 2010
Print on Demand

ISBN 978-3-86644-549-9


http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/3.0/de/







AT

Karlsruher Institut ftr Technologie

Zur Asymptotik eines mit quadratischen
Abhangigkeiten operierenden Tests auf
multivariate Normalverteilung

Zur Erlangung des akademischen Grades eines
DOKTORS DER NATURWISSENSCHAFTEN

an der Fakultit fiir Mathematik des
Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT)
genehmigte

DISSERTATION

von

Dipl.-Math. oec. Bruno Ebner
aus Aachen

Tag der miindlichen Priifung: 10. Februar 2010
Referent: Prof. Dr. N. Henze
Korreferent: Prof. Dr. L. Baringhaus






Vorwort

Die vorliegende Arbeit entstand wihrend meiner Titigkeit am Institut fiir Stochastik des
Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT). Mein herzlicher Dank richtet sich an all diejeni-
gen, die mich bei der Entstehung tatkriftig unterstiitzt haben:

an Herrn Prof. Dr. N. Henze fiir seine Unterstiitzung wihrend der Entstehung der vor-
liegenden Arbeit. Ohne die vielen wertvollen Hinweise und hilfreichen Diskussionen
wire diese Arbeit in dieser Form nicht moglich gewesen,

an Herrn Prof. Dr. L. Baringhaus fiir die freundliche Ubernahme des Korreferats,

an Herrn Dr. B. Klar und Frau Dr. W. Lao fiir viele hilfreiche und konstruktive Ratschli-
ge, die diese Arbeit withrend ihrer Entstehung begleitet haben,

an Herrn Dr. M. Folkers fiir viele hilfreiche Hinweise zur Literatur und fiir die hervor-
ragende mathematische Bibliothek, welche keine Wiinsche offen lisst,

an Herrn Dipl.-Math. oec. D. Engel fiir die R -Unterstiitzung,
an Herrn Dr. M. Ruggenthaler und Herrn A. Rohde fiir geduldiges Korrekturlesen,

an meine Eltern, meinen Bruder, meine Freundin und meinen Freundeskreis dafiir,
dass Sie mich immer unterstiitzt und viel Verstindnis gezeigt haben,

an das gesamte Institut fiir Stochastik, insbesondere an Frau Michaela Regelin und
Frau Tatjana Dominic, fiir das angenehme Arbeitsklima wihrend der Jahre am Institut.

Karlsruhe, den 10. August 2010






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

2 Die Teststatistik von Cox und Small

2.1
2.2

Affine Invarianz der Teststatistik 7,, . . . . . . . . . . . . ... ... ...
Analyse der Teststatistik 7;, . . . . . . . . .. . ...

3 Konvergenz ohne geschitzte Parameter unter sphirischer Symmetrie

4 Konvergenz mit standardisierten Daten unter sphiirischer Symmetrie

4.1
4.2
4.3
4.4

Konvergenzaussagen fiir Cp, 1, . . . . . . . . . ... oL oL
Konvergenzaussagen fir D,, . . . . . ... ... ... ... ... ... .
Konvergenzaussagen fur W,, . . . . ... ... ... ... ... ...,
Die Grenzverteilung der Teststatistik 7, . . . . . . .. .. ... ... ...

5 Beispiele

5.1
5.2
5.3

Die Grenzverteilungunter Hy . . . . . . . . . . . . ... ... ...
Multivariate Pearson Typ II-Verteilung . . . . . . ... ... ... ... ..
Multivariate Pearson Typ VII-Verteilung . . . . . . . ... ... ... ...

6 Konvergenzaussagen unter benachbarten Alternativen

7 Konvergenzaussagen unter festen Alternativen

7.1
7.2
7.3
7.4

Stochastische Konvergenz der Teststatistik 7}, unter festen Alternativen

Konvergenzaussagen fiir C, 1 . . . . . . . . . ..o oo oL
Konvergenzaussagen fiir D,, . . . . . . .. ... ... ...
Konvergenzaussagen fir W,, . . . . .. .. ... ... ... . .......

8 Simulationen

8.1

8.2
8.3
8.4

8.5

Implementierung des Funktionals max () e o e
besd—

8.1.1  Gleichverteilte Datenpunkte auf der Einheitssphire S¢~! . . . . . .
Empirische Quantile unter der Nullhypothese . . . . ... ... ... ...
Klassische Verfahren zum Testen auf multivariate Normalverteilung

Simulationen unter festen Alternativen . . . . . . .. ... ... L.
8.4.1 Multivariate Pearson Typ Il und Typ VII-Verteilung . . . . . . . ..
8.4.2 Multivariate Burr, Pareto und Logistische Verteilungen . . . . . . .
Vergleich der Giite der betrachteten Anpassungstests . . . . . . . .. ...

il

15

25
25
33
36
40

41
41
42
43

47

55
56
60
67
70



9 AbschlieBende Bemerkungen

A Technische Berechnungen
A.1 Gemischte Momente von Komponenten von U ~ U(S4Y) . .. ... ...
A2 Kovarianzen . . . . . . . ...
A.3 Beweis von Theorem 3.1.7 . . . . . . ... ... ... ... ... .....
A4 Die Entropiebedingung in S=* . . . ...

B Schwache Konvergenz im Banachraum C(S¢1 R)
B.2 Verteilungskonvergenzin C(ST™ 1 R) . . ... .. ... ... ... ... .
B.3 Straffheitin C(ST ', R*™) . . . ...
B.4 Der zentrale Grenzwertsatzin C(S“ L R) . . ... .............

C Kugeloberflaichenfunktionen
C.2 Legendre-Polynome . . . . . . .. .. ... ... ... .. ... ...,
C.3 Das Funk-Hecke Theorem . . . ... ... ... ... ...........

D Aussagen der asymptotischen Statistik
D.1 Benachbarte Alternativen . . . . . . . . .. .. ... ... .........

Literaturverzeichnis

105
106
107
108

109
110
112
112

115
115

119



Tabellenverzeichnis

8.1
8.2

8.3

8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

8.9

8.10

8.11

8.12

8.13

8.14

8.15

8.16

8.17

8.18

8.19

Al

GroBenordnung von %, fiir verschiedene n und verschiedene Dimensionen d
Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Teststatistik von
Coxund Small . . .. .. ... .
Empirische 99%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Teststatistik von
Coxund Small . . .. .. .. .
Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Schiefestatistik
von Mardia fiir die Stichprobenumfidnge n = 25,50,100 . . . ... .. ..
Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Schiefestatistik
von Malkovich und Afifi fiir die Stichprobenumfinge n = 25, 50, 100
Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die BHEP-Teststatistik
fiir n = 50 in Abhéngigkeit des Parameters 3 >0 . . . . . ... ... ...
Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Teststatistik von
Szé€kely und Rizzo fiir die Stichprobenumfinge n = 25,50,100. . . . . . .
Ablehnhiufigkeit zum Niveau o = 0.05 der Teststatistik 7,, fiir Pearson Typ
II-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d =2,3,5,10) . . ... ... ..
Ablehnhiaufigkeit zum Niveau oo = 0.05 der Teststatistik 7;, fiir Pearson Typ
VII-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d = 2,3,5,10) . . .. .. ...
Erzeugungsvorschriften fiir multivariat Burr-, Pareto- und Logistisch verteil-
te Zufallsvektoren . . . . . . . .. ..o
Ablehnhiaufigkeit zum Niveau a = 0.05 der Teststatistik 7;, fiir multivariate
Burr-, Pareto- und Logistische Verteilungen (n = 25;d = 2,3,5,10) . . . .
Ablehnhéufigkeit zum Niveau o = 0.05 der Teststatistik 7, fiir multivariate
Burr, Pareto und Logistische Verteilungen (n = 50;d = 2,3,5,10) . . . . .
Ablehnhdufigkeit zum Niveau o« = (.05 der klassischen Testverfahren fiir
Pearson Typ II-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d =2) . . . . . . ..
Ablehnhiaufigkeit zum Niveau o« = 0.05 der klassischen Testverfahren fiir
Pearson Typ II-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d =3) . . . . . . ..
Ablehnhdufigkeit zum Niveau o« = 0.05 der klassischen Testverfahren fiir
Pearson Typ II-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d =5) . . . . . . . .
Ablehnhéaufigkeit zum Niveau o = 0.05 fiir Pearson Typ VII-Verteilungen
mit Parametera (n =25;d=2) . . ... ... ..
Ablehnhdufigkeit zum Niveau o« = 0.05 fiir Pearson Typ VII-Verteilungen
mit Parameter a bei einem Stichprobenumfang von (n = 25;d = 3)
Ablehnhdufigkeit zum Niveau v = 0.05 fiir Pearson Typ VII-Verteilungen
mit Parameter a (n =25;d=5) . . ... ... ... o
Ablehnhiaufigkeit zum Niveau ¢ = 0.05 der klassischen Testverfahren fiir
multivariate Burr, Pareto und Logistische Verteilungen (n = 25;d = 2,3, 5)

Explizite Werte bestimmter Oberflichenintegrale . . . . . .. ... .. ..

A%

75

76

76

7

78

79

79

30

81

82

83

83

84

85

85

87

87

87

88






Abbildungsverzeichnis

8.1 Punktwolken von einer multivariaten Burr-, Pareto- und Logistische-Verteilung
mit gleichverteilten Komponenten (links) und logistisch-verteilten Kompo-
nenten (rechts) . . . . . . .

8.2 Punktwolken von einer multivariaten Burr-, Pareto- und Logistische-Verteilung
mit Burr-verteilten Komponenten (links) und Pareto-verteilten Komponenten
(rechts) . . . . . . e e

Vil






Kapitel 1

Einleitung

In der induktiven Statistik werden Beobachtungen x4, . . ., z,, als Realisierungen von Zufalls-
variablen X7, ..., X, aufgefasst. Um Schlussfolgerungen aus den beobachteten Daten zu
ziehen, die iiber deren reine Beschreibung hinausgehen, sind Annahmen iiber den zugrunde
liegenden Zufallsmechanismus nétig. Demnach ist ein stochastisches Modell zu spezifizie-
ren, welches die Verteilung von X7, ..., X,, beschreibt. Dabei ist ein gewisser Trade-Off un-
vermeidbar, denn einerseits ldsst eine sehr genaue Spezifikation des Modells weitreichendere
Schliisse zu, andererseits lduft man dadurch aber Gefahr, falsche Aussagen zu treffen, falls
die Daten durch das Modell doch nicht richtig erfasst werden. In diesem Fall wiren mog-
lichst schwache Annahmen zu bevorzugen. Die Statistik schlédgt fiir dieses Dilemma einen
Kompromiss vor: man wihlt zunédchst einen Modellrahmen und tiberpriift anschlieBend mit
statistischen Methoden, ob dieser Rahmen mit den vorhandenen Daten vertrédglich ist. Falls
dies bejaht werden kann, so konnen auf das Rahmenmodell aufbauende statistische Verfah-
ren angewandt werden und iiber die reine Beschreibung der Daten hinausgehende Schliisse
gezogen werden.

Die Uberpriifung des Modellrahmens erfolgt mit sogenannten Anpassungstests. Dabei tref-
fen wir im Folgenden die grundlegende Annahme, dass X3, ..., X,, unabhédngige identisch
verteilte Zufallsvariable sind. Diese Voraussetzung kann in der Praxis durch kontrollierte,
wiederholte Experimente zumindest ndherungsweise gewdhrleistet werden. Wir bezeichnen
mit © den Parameterraum einer Verteilungsfamilie {Py : ¥ € ©}, die durch einen endlichdi-
mensionalen Vektor 1 parametrisiert ist, und schreiben PX1 fiir die unbekannte Wahrschein-
lichkeitsverteilung von X;. Dann testet ein Anpassungstest die Hypothese

Hy :PX e {Py: 9 € ©)
gegen die allgemeine Alternative
H, P ¢ {Py: 9 € O},

Ein solches Verfahren beruht auf einer geeigneten Teststatistik, also einer Funktion der Da-
ten, welche zu einem so genannten Testentscheid fiihrt. Liegt dabei der Wert dieser Funktion
in einem noch zu definierenden Ablehnbereich, so wird die Hypothese verworfen. Um einen
Ablehnbereich angeben zu konnen, muss die Teststatistik unter der Hypothese Hy mit wahr-
scheinlichkeitstheoretischen Mitteln untersucht werden. In der Regel wird die Teststatistik
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auf einem Merkmal aufbauen, das die Verteilungsfamilie charakterisiert. So kann ein Ver-
gleichskriterium zur Uberpriifung, ob die vorliegenden Daten aus {Py : ¥ € ©} stammen
konnen oder nicht, geschaffen werden.

Viele der klassischen Anpassungstests fiir univariate Daten basieren auf der Tatsache, dass
die Verteilungsfunktion Fy(-) durch den Parametervektor ¢ eindeutig bestimmt ist. Es liegt
also nahe, ¥ durch die Realisierung eines konsistenten Schétzers 1§n zu ersetzen und diese
als Modellparameter in die Verteilungsfunktion einzusetzen. Ein geeignetes Abstandsmal3
auf Funktionenrdumen zwischen der Funktion F (-) und der empirischen Verteilungsfunk-
tion F,(t) := = >_j—1 1{X; < t} fiihrt dann zur Gruppe der klassischen Anpassungstests,
welche als prominente Vertreter den Kolmogorov-Smirnov-Test und den Cramér-von Mises
Test beinhaltet. Da diese Verfahren nur schwer auf multivariate Daten verallgemeinert wer-

den konnen, beruhen moderne Verfahren auf anderen Merkmalen.

Ein wichtiger Modellrahmen in der Statistik ist die Lokations-Skalenfamile der multivariaten
Normalverteilung, also die Familie N := {Ny(1, X) : p € R% Y € R4 positiv definit}
mit dem Lokations- und Skalenparameter 9 = (u, ). Wir beschridnken uns in dieser Arbeit
auf Anpassungstests auf multivariate Normalverteilung. Ein besonderes Merkmal der Nor-
malverteilung ist, dass sie durch den Lokations- und Skalenparameter ¢ = (u, X) eindeutig
bestimmt ist. Da mit der Kovarianzmatrix lediglich der lineare Zusammenhang zwischen
den einzelnen Komponenten eines d-variat normalverteilten Zufallsvektors erfasst wird, lie-
gen demnach keine quadratischen oder hoheren Abhingigkeiten vor. Dieses Merkmal nutzt
der in dieser Arbeit betrachtete Test von Cox und Small aus. Dabei wird durch eine empi-
rische Standardisierung der Daten (Zufallsvektoren) X1, ..., X, mit Hilfe des Stichproben-

— _1 _
mittelwerts X,, und der empirischen Kovarianzmatrix S,, durch Y,, ; := S, ?(X; — X, fiir
j =1,...,n ein Vergleich ohne einen Schitzer v/,, durchgefiihrt, da in diesem Fall unter H,
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit eine Standardnormalverteilung angenommen werden
kann.

Da die Klasse N, der nichtdegenerierten d-dimensionalen Normalverteilungen abgeschlos-
sen beziiglich nichtsingulirer affiner Transformationen ist, ist die affine Invarianz eine natiir-
liche Forderung an eine Teststatistik fiir das vorgelegte Anpassungstestproblem. Dabei nennt
man eine Teststatistik 7}, affin invariant, falls fiir jede nicht singuldre d x d-Matrix A und
jeden Vektor 3 € R?

T.(AX1+06,...,AX, + 0) =T, (X1, ..., X,)

gilt. Ein weiteres Kriterium, das ein ,,guter* Test auf multivariate Normalverteilung erfiillen
sollte, ist die globale Konsistenz, also die Konsistenz gegeniiber jeder alternativen Vertei-
lung. Dabei versteht man unter der Konsistenz eines Tests gegeniiber einer Alternative, dass
die Wahrscheinlichkeit fiir das Verwerfen der Hypothese, mit wachsendem Stichproben-
umfang gegen 1 konvergiert. Fiir weitere Interpretationen zu den Themen affine Invarianz
und Konsistenz eines Anpassungstests auf multivariate Normalverteilung verweisen wir auf
den Ubersichtsartikel von Henze [16].

Der in dieser Arbeit untersuchte Test auf multivariate Normalverteilung von Cox und Small
ist affin invariant, aber wie sich in den Kapiteln 4 und 7 zeigt nicht global konsistent.



Die vorliegende Dissertation ist wie folgt gegliedert: Kapitel 2 fiihrt die Teststatistik 7;, von
Cox und Small ein und zeigt durch eine kurze Analyse von 7;,, Mdoglichkeiten fiir die Her-
leitung von wahrscheinlichkeitstheoretischen Konvergenzaussagen auf. Danach gliedert sich
die Arbeit in mehrere Kapitel zum Konvergenzverhalten der Teststatistik unter bestimmten
Verteilungsannahmen. Im Detail geht es in Kapitel 3 um das theoretische Grundgeriist der
Arbeit. Im vereinfachten Fall nichtstandardisierter sphirisch-symmetrisch verteilter Daten
wird unter einer gewissen Momentenbedingung an die Radienverteilung die schwache Kon-
vergenz des stochastischen Prozesses W, (+) aus (2.13) in C'(S%~!, R¢"!) nachgewiesen und
der probabilistische Zusammenhang zu 7, hergestellt. Kapitel 4 erweitert die Ergebnisse von
Kapitel 3 auf den Fall standardisierter Daten und gibt die Grenzverteilung der Teststatistik
unter einer sphirisch-symmetrischen Verteilungsannahme an. In Kapitel 5 werden explizi-
te Beispiele zu den gemachten Aussagen angegeben, unter anderem die H,-Verteilung der
Teststatistik 7;,. Gegenstand des Kapitels 6 ist die Analyse des Grenzverhaltens der Teststa-
tistik 7}, unter benachbarten Alternativen, und es wird die schwache Konvergenz des sto-
chastischen Prozesses W, (-) gegen einen um einen bestimmten Shiftparameter verschobe-
nen Grenzprozess gezeigt. Das Kapitel 7 schlie3t die theoretische Arbeit mit einem Resultat
iber die stochastische Konvergenz der Teststatistik gegen einen von der jeweiligen zugrun-
de liegenden festen Alternative abhingenden Parameter ab. Kapitel 8 bestitigt die theore-
tischen Ergebnisse in einer Simulationsstudie und stellt ein Verfahren zur Implementierung
des Maximumfunktionals vor. Den Abschluss der Arbeit bilden ein umfangreicher Anhang
mit technischen Berechnungen, erginzenden Ergebnissen und Literaturangaben.

Um Unklarheiten zu vermeiden, soll auf einige grundlegende Vereinbarungen und Nota-
tionen hingewiesen werden. In dieser Arbeit sei d die Dimension des zugrunde liegenden
Vektorraums R?. Es bezeichne || - || die Euklidnorm und S ! := {z € R? : ||z|| = 1} die
Einheitssphiire im R?. Des Weiteren steht |S*'| = 272 / T (2) fiir die Oberfliche von S%;
dabei ist mit I'(x), = > 0, die Gammafunktion gemeint. Die Betafunktion wird mit B(z, y),
z,y > 0, bezeichnet. Wir schreiben \%(-) fiir das d-dimensionale Lebesgue-MaB und S9! ()
fiir das sphirische Lebesgue-MaB auf S¢!. Vektoren in R? werden als Spaltenvektoren no-
tiert, und fiir v € R? bezeichne 2’ den zugehérigen transponierten Vektor. Die Komponenten
von z € R? werden, sofern nicht anders angegeben, mit Indizes, also 2’ =: (21, ..., %), ge-
schrieben. Weiter notieren wir fiir die d x d-Einheitsmatrix I; und beim Nullvektor 0 € R?
verzichten wir, falls keine Verwechslungsgefahr besteht, auf den Dimensionsindex. Alle im
Folgenden betrachteten Zufallsvariablen sind auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeits-
raum (2, A, P) definiert. Der R¢ sei stets mit der Borel-o-Algebra B¢ versehen. Des Wei-
teren wird mit Ay(p, ¥) die d-variate Normalverteilung mit Erwartungswertvektor 1 € R?
und Kovarianzmatrix Y, mit A/; die Klasse der nichtdegenerierten d-dimensionalen Normal-
verteilungen und mit 2/(S?~!) die Gleichverteilung auf der Einheitssphére bezeichnet. Fiir
die univariate Normalverteilung wird auf den Dimensionsindex verzichtet. Analog schreiben
wir x? fiir die Chi-Quadrat Verteilung mit ¢ Freiheitsgraden, ¢ € N. Fiir die Gleichheit in

Verteilung zweier Zufallselemente X, Y wird X Ly geschrieben; wie iiblich schreiben wir

L, P, und f—s> fiir Verteilungs-, stochastische und fast sichere Konvergenz. Ein stochas-
tisch beschrinkter Term wird mit Op(1) bezeichnet, analog steht op(1) fiir einen stochastisch
gegen O strebenden Term. Fiir den Raum der reellwertigen orthogonalen d x d-Matrizen wird
O(d) geschrieben. Der Raum der reellwertigen d x d-Matrizen R%*¢ sei mit der Schur-Norm
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|| - ||s versehen. Unter einem standardisierten d-dimensionalen Zufallsvektor X verstehen
wir, dass er zentriert ist und die Einheitsmatrix als Kovarianzmatrix hat, dass also £(X) = 0
und E(XX') = I, gilt.



Kapitel 2

Die Teststatistik von Cox und Small

Es sei X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Verteilung P*, welche als absolut stetig
beziiglich des d-dimensionalen Borel-Lebesgue Malles vorausgesetzt sei. Ein klassisches
Problem der multivariaten Statistik besteht darin, anhand von n unabhingigen und identisch
verteilten Realisierungen X1, ..., X, von X die Hypothese

H, :PX e Ny,

dass X eine nichtausgeartete d-dimensionale Normalverteilung besitzt, gegen die allgemeine
Alternative
H, :PX ¢ N

Zu testen.

In ihrem Artikel von 1978 stellen Cox und Small in [7] eine Statistik fiir dieses Testpro-
blem vor und motivieren diese wie folgt: Bekanntlich ist eine d-variate Normalverteilung
Ny(p,Y2) durch den Erwartungswertvektor 2 € R und die Kovarianzmatrix Y € R4 ein-
deutig bestimmt. Da die Kovarianzmatrix lediglich den linearen Zusammenhang zwischen
den einzelnen Komponenten eines d-variat normalverteilten Zufallsvektors Z ~ Ny(u,X)
widerspiegelt, schlagen Cox und Small vor, das Auftreten von nichtlinearen Abhéngigkeiten
in der zugrunde liegenden Stichprobe zu untersuchen. Dabei betrachten sie dasjenige Paar
linearer Kombinationen der urspriinglichen Daten, welches die groBtmogliche Kriimmung in
der Regression aufweist.

Zur Konstruktion einer geeigneten Teststatistik, die die oben genannten Uberlegungen ab-
deckt, bezeichne fiir beliebige a, b € S¢! die GroBe v(a, b) den Kleinste-Quadrate-Regressi-
onskoeffizienten von a’X und (b’ X)?, der sich als Lésung des Optimierungsproblems

%ninE (/X —0—ebX — 7(b’X)2)2 (2.1)
£,

ergibt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wird der Zufallsvektor X als standardisiert
vorausgesetzt. Dann gilt F(a’X) = 0 und E(a'X)? = 1 fiir alle a € S*"!. Um das Optimie-
rungsproblem in (2.1) zu 16sen, definieren wir fiir a,b € S¢~! und (4, ¢,~) € R? durch

Tap(0,6,7) = 1-2e E(a/ XV X)—2vE(a' X (' X )?)+6*+ 267+ +2evE(0' X )*+2 E(W X)*
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eine Abbildung 7, : R3 — R. Das Polynom Ta,» Muss auf lokale Extremstellen untersucht
werden. Es gilt fiir die partiellen Ableitungen

aTab
= 2042
2% —=(d,¢,7) 0+ 2y
%(6, £,7) = —2E(d'XVX)+2+29E(l'X)?
—agf;’b (b6,6,7) = —2B(dX(VX)?) +20+2EWX)*+2vE(b'X)".

Die Bestimmung der stationdren Punkte von 7, ergibt fiir v = y(a, b) den Wert

E(dX(VX)?) — E(dXVX)E(VX)3

e ) = =X 1= (Byx))

Die Hessematrix des Polynoms 7, , lautet fiir beliebiges (4, ¢,v) € R?

2 0 2
H(ap, (0,6,7)) = | 0 2 2E(b' X)3
2 2E(WX)? 2E(WX)*

Sie ist genau dann positiv definit, wenn
det(H (7o, (8,2,7)) = 8 (BW/X)* =1 = (BE/X)*)*) >0
gilt. Dies ist wegen der Cauchy-Schwarzschen-Ungleichung und

EWX)' —1— (EW'X)*)* = Var(t'X)? — (Cov (V'X, (' X)?))?
> Var(b'X)? — Var(b'X)Var(b/ X)? = 0

stets erfiillt. Dabei verwenden wir hier die scharfe Cauchy-Schwarz-Ungleichung, da (b'X)
und (b' X )? offensichtlich nicht linear abhiingig sind. Definiert man

1
2

1(a,8) = 2(a,0) (BEX) — 1 - (BEX))?)

so kann die GroBe 1?(a,b) als Anteil des quadratischen Faktors der Kleinste-Quadrate-
Regression von ¢’ X auf &' X und (¥’ X')? an der Varianz von a’ X interpretiert werden. Um den
maximalen Anteil bestimmen zu kénnen, muss 7?(a, b) unter der Nebenbedingung ||a|| = 1
beziiglich a maximiert werden. Der Nenner von 7n?(a,b) hingt nur von b ab und wird im
Folgenden nicht aufgefiihrt. Zur Vereinfachung sei

£(a,b) = E(@XW'X)?) - E(dXVX)BEUVX)?
d
= ) a;bubi B(X;, X5, X,)
Ji.J2 j3—1

—ZaﬁbEXX Z bi bibj B(X;, X5, X,)

Ji.g2=1 J1,j2,J3=1



gesetzt. Zur Bestimmung der stationdren Punkte der Lagrangefunktion

1
L(a,b,\) = &(a,b) — 5A(HaH? —1), a,be ST NER,

muss firj =1,...,d

a—L(ab)\)— E bbEXXX — E bbbEXXX) Aa; =0

86Lj » Y - ]
Ji,j2=1 J1J2j31

gelten. Multiplikation der j-ten Gleichung mit b; und Summation iiber alle j = 1,...,d
liefert die erste Bedingung
d
A Z Q; bj = O,
j=1

und Multiplikation der j-ten Gleichung mit a; und Summation iiber alle j = 1,. .., d ergibt
die zweite Bedingung
&(a,b) — A =0.

Da offensichtlich fiir beliebige a,b € S?~! die Beziehung ¢(a, b) # 0 erfiillt ist, kann nach
der zweiten Bedingung A nicht gleich O sein. Daraus und aus der ersten Bedingung folgt,

dass a’b = 0 ist und demnach a orthogonal zu b sein muss. Weiter gilt fir j = 1,...,d
a; = ( [beEXXX— bebEXXX)].(2.2)
1,J2=1 J1,J2,53=1
Fiir max fz(a b) gilt mit (2.2) und a'b =0
aeS4—
d
max &*(a,b) = D bibibibi B(X; X, X5, E(X,; X5, X5,)

acSd-1 L =
J»J1,J2,33,34=1

(Z bbbEXXX))

J1,J2,J3=1

= E(XOX)?)|? - (EWX)*)?.

Damit ergibt sich fiir n?(b) :== max n?*(a, b) die Bezichung

acSd-1

2(p) IE(X(V'X)%)|? - (B X))
" EWX) —1— (EWX)?3)?

Das Funktional, auf dem der Test von Cox and Small aufbaut, ist

T (PY) = max n*(b). (2.3)

beSd-1

Eine Vereinfachung dieser Darstellung des Funktionals ist auler unter der Annahme spezi-
eller Verteilungen fiir den Zufallsvektor X nicht mehr moglich.
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Im Folgenden verwenden wir wie in Cox und Small [7] oder in Henze [16] das oben an-
gegebene Funktional, um eine Teststatistik zu konstruieren. Auf Grund der Annahme der
Standardisierung des Zufallsvektors X werden fiir die Teststatistik die standardisierten Da-
ten

Yn,j = S;i(X] - Xn)7 j = 1, e,y (24)

_ 1 <&
verwendet. Dabei bezeichnen X, := — Z X das empirische Mittel und
n

j=1
1 ¢ _ _
Sn =~ D (X - X)) (X, - X))
j=1
_1
die empirische Kovarianzmatrix von X1, ..., X, sowie S, * die symmetrische positiv defi-

nite Quadratwurzel von S !. Zur Sicherung der P-fast sicheren Regularitit der empirischen
Kovarianzmatrix .S, (siehe [11]) sei im Folgenden der Stichprobenumfang n echt grofler als
die Dimension d, und unter der Verteilung PX habe jede (d — 1)-dimensionale Hyperebene
des R? das MaB 0.

Die auf dem Funktional 7 aus (2.3) aufbauende Teststatistik 7, ist

L 2
T, = max 1, (b), (2.5)
mit
) Hnil Zj:l Yn,j(bIYnJ)2H - (n ! Zj:1(b/Yn7j)3>
N,(b) = 7 (2.6)
S W Ya) =1 (7 L (V)

Unter der Hypothese ist das Funktional 7 gleich 0, so dass eine Ablehnung der Hypothese
fiir grole Werte von 7,, erfolgt.
Im folgenden Unterabschnitt zeigen wir die affine Invarianz von 7,.

2.1 Affine Invarianz der Teststatistik 7T},

In diesem Abschnitt zeigen wir die affine Invarianz der in (2.5) vorgestellten Teststatistik 7,.
Da T, standardisierte Daten verwendet, betrachten wir zunichst den Zusammenhang zwi-
schen den affin linear transformierten standardisierten Daten und den urspriinglichen stan-
dardisierten Daten Y, ; fiir j = 1,...,n. Im Folgenden seien A eine invertierbare d x d-
Matrix und 3 € R¢. Setzen wir die affin transformierte Stichprobe AX; + f3,..., AX, + 3
in das empirische Mittel und in die empirische Kovarianzmatrix ein, erhalten wir die trans-
formierten Analoga, also

~ 1 <& _
X, = — AX; = AX,
n;{ j+ 6} + 0
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und
n

. 1 _ _
Sni=— D (AX; + B — AX, — B)(AX; + 8 — AX,, — B) = AS, A",
j=1
Definieren wir weiter
Vi = S0 (AX, 45— Xo), j=1,....n, (2.7)

so zeigt das folgende Lemma den Zusammenhang zwischen den transformierten, standardi-
sierten Daten Y,, ; und den urspriinglichen standardisierten Daten Y/, ;.

Lemma 2.1.1
Es seien A eine invertierbare d x d-Matriz und 3 € R. Fir die wie in (2.7) transfor-
mierten Daten gilt: Es ezistiert eine orthogonale Matriz A € O(d) mit der Eigenschaft
?’V%j = AYnJ‘, ] = 1, o, n.
Die Matriz A ist gegeben durch

- 1

A= (AS,A) 2 ASE.

Beweis:

Esgiltfirj=1,...,n

Vi, = Sii(AX; + 08— X))
(AS,A") 3 (AX; — AX,)

— (AS, A EASISE(X, — X,)
(AS,A) FAS2Y, .

~ 1 ~ ~
Weiter ist die Matrix A := (45, A4')~2 AS? orthogonal, da A’A = I, gilt. O
Wie das vorherige Lemma zeigt, bewirkt eine affine Transformation der Daten X5, ..., X,
lediglich eine Drehung der standardisierten Daten Y, 1, ..., Y, um den Ursprung. Wegen

Ae O(d) liefert der eben gezeigte Zusammenhang mit der Festsetzung Ab=:be 8!

2 2
1< 5 .
= ‘ =AY, (A, )
n
=1

i1 . 7’ / 71 - 17
= (A~ PRI Yn,j)z) <Ag PRI Yn,j)2>
j=1

j=1

1 S AV, 2
- Z Y, (0'Yn )
7j=1

2

1 ¢ -
— _E Y. (VY. .)?
J=1

Weiter gilt fiir » € N nach einfacher Rechnung
(b/i}nvj>r - (E/Ynzj)r'
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Setzt man dies alles zusammen, ergibt sich nach affiner Transformationen der Daten fiir die
GroBe n?(b) die Beziehung

. - 2
, Hn_l > i Yai(0Yng)?| — J
nn(b) = - ~ 2
n-! E?:l(blyn,j)4 —1- (”71 Z?ﬂ(blyn,j)?’
- 2 - 2
|t S Vs @ = (7 S Y
- - 2
S Ya)t = 1= (7 S (Y
= ().
Es folgt die affine Invarianz der Teststatistik 7}, aus der Invarianz der Maximalwertbildung
von 7,,(+) tiber der d-dimensionalen Einheitssphire S?~! gegeniiber Drehungen, also

2 2
b) = Db
max 7, (b) = max 7, (Db),
falls D € O(d). Dabei ist zu beachten, dass 72 € C(S? !, R) gilt und S¢~! ein kompakter
Tréager ist, so dass das Maximum also insbesondere endlich ist.

2.2 Analyse der Teststatistik 7,

Bevor wir zu konkreten Aussagen zum Konvergenzverhalten und zur Konsistenz eines mit
T, aus (2.5) operierenden Tests auf multivariate Normalverteilung kommen, wollen wir die
Teststatistik analysieren und die Methodik vorstellen, die in den folgenden Kapiteln Verwen-
dung findet. Formal besteht die Teststatistik 7;, aus zwei Komponenten,

1. der fiir jedes b € S?~! definierten GroBe n?2(b) und

2. dem Funktional C'(S“ ' R) — R, g Jax g(b).
c -1

Wir bezeichnen mit C(S¢~!, R) den Banachraum der stetigen, reellwertigen Funktionen mit
Definitionsbereich S%~1. Fiir topologische Eigenschaften des Raumes C'(S?~1, R) siche An-
hang B. Da es sich bei dem Maximumsfunktional um ein stetiges Funktional auf dem Ba-
nachraum C (Sd_l, R) handelt, ist der Abbildungssatz (siehe [21], S.188) anwendbar. Um
Aussagen beziiglich der schwachen Konvergenz der Teststatistik 7, treffen zu konnen, be-
trachten wir die GroBe n?2(+) als Zufallselement im Banachraum C'(S%~!, R). Unter gewissen
noch zu prizisierenden strukturellen Annahmen an die zugrunde liegende Verteilung gilt fol-
gender Sachverhalt.

Proposition 2.2.1
Es ezistiert ein zentriertes Zufallselement n* in C(S4, R) mit Kovarianzkern o, (b, c),
b,c € 84! fiir das
HOREYHO
fiir n — oo in C(S4 1 R) gilt.
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Aus dieser Proposition ergibt sich mit Hilfe des Abbildungssatzes und der Stetigkeit des
Maximumfunktionals die

Folgerung 2.2.2
Fiir die Teststatistik T,, aus (2.5) gilt

nT, =n max n>(b D ma; b
beSXmn <>—>be$dxl77 ()

Es bleibt das Zufallselement 7?2 in Anteile aufzuteilen, iiber die man in C(S%1 R) Aussagen
machen kann.

1. Zunichst betrachten wir den Zihler der GroBe 7?2 aus (2.6) und setzen fiir b € S d-1

Z w2 - (%Z(b'yn,j)i%) . (2.8)

J=1

Durch elementare Umformungen (siehe Anhang A) erhalten wir die Darstellung

1
Vn<b) Y Z hb(YanYng) be Sd_la (2-9>

mit dem vom Vektor b € S¢~! abhiingigen symmetrischen Kern h;, : R x R? — R,
welcher durch

hy(z,y) == (V)2 (Vy)*(2'y — Vaby), =,y € RY, be ST, (2.10)

definiert ist. Es handelt sich demnach bei V,,(b) um eine V/-Statistik mit Kern 5.

Im Folgenden bezeichne () die Projektion des Vektors x € R? auf dessen k-te
Komponente. Des Weiteren definieren wir fiir & € {1,...,d} die Abbildung fj :
4 x 8§41 — R durch

(z,b) — fu(z,b) := (V'z)%py () (2.11)

und setzen

3

A%
(V'Y )?

E\H

<.
Il
—_

an : \/—ka ng, undD
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Mit diesen Bezeichnungen gilt dann fiir b € S9!

nV,(b) = n Z hb(YnJ17YnJ2)
J1,J2=1
1 n
= YY) (VL Y — VY W Ya)
J1,J2=1
= = Z (0'Yo5) (Y, Yo ja) (Z@k ngr) Pk (Yngs) — b/Ynhb,ijz)
Jl Jo=1
1 n d
= E Z <Z fk(Yn,jnb)fk(Yn,jz?b) - (b/Yn,]l) (b/Ynjz) >
Jj1,j2=1 \k=1
d 1 n 2 1 n 2
= > —ka(ymmb)) —<— (b'Yw‘)g)
k=1 (\/ﬁ j=1 Vi j=1
und somit
d
= (Cop(1))* = (Du(b))*, b e 8. (2.12)
k=1
Es sei weiter durch
Chn1(b)
Ch2(b)
W, (b) == : ,be ST (2.13)
Cnyd(b)
D, (b)

eine Familie (W, (b))~ von (d + 1)-dimensionalen Zufallsvektoren definiert. Der
(d + 1)-dimensionale Zufallsvektor W, (b) steht in funktionalem Zusammenhang mit
dem in (2.12) dargestellten Zufallselement nV/,(b). Zur Erlduterung betrachten wir die
symmetrische (d + 1) x (d + 1)-Matrix

_(1a O
s (05,

Uy R R, 2+ Up(z) = 2'Ba. (2.14)

sowie die stetige Abbildung

Mit Hilfe der Abbildung ¥ 3 gilt fiir b € S¢! die algebraische Gleichheit
nV,(b) = Ug(W,(b)).
Um die schwache Konvergenz von nV,,(-) in C'(S%"!,R) anzugeben, reicht es unter

Beriicksichtigung des Abbildungssatzes aus, die schwache Konvergenz des multiva-
riaten Multiparameter-Prozesses W,,(-) in C'(S%~!, R4*1) zu untersuchen.
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2. Es bleibt der Nenner der GroBe 1 aus (2.6) zu untersuchen. Dabei setzen wir

() =07 (WY,)t —1— <nlz(b/yn,j)3> .

j=1 j=1

Strukturell werden wir in diesem Fall versuchen, mit dem Gesetz grofler Zahlen auf
die stochastische Konvergenz des Zufallselements <7,(-) in C'(S9"1 R) gegen eine
Konstante zu schlieen.

Die Analyse der Teststatistik schlieBen wir mit einer Bemerkung zur Implementation der
Teststatistik 7}, in einer Programmiersprache ab: Das Maximumfunktional aus 2. auf der
Oberflache der Einheitssphire lédsst sich nicht effizient berechnen. Hier miissen alternative
Moglichkeiten zur Approximation gefunden werden, siche Abschnitt 8.1.






Kapitel 3

Konvergenz ohne geschatzte
Parameter unter spharischer
Symmetrie

In diesem Kapitel werden Konvergenzaussagen fiir die Teststatistik 7;, aus (2.5) unter der
Einschrinkung nicht geschitzter Parameter gemacht. Dabei betrachten wir bei Berechnung
der GroBe 7?2 aus (2.6) anstelle der empirisch standardisierten Daten Y}, ; vereinfachend die
Daten X, j € {1,...,n}. Im Folgenden seien X1, ..., X,, unabhingig identisch spharisch-
symmetrisch verteilte d-dimensionale Zufallsvektoren mit der Eigenschaft E||X;]|® < oo.
Auf Grund der affinen Invarianz der Statistik 7;, von Cox und Small kénnen wir X; ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit als standardisiert voraussetzen, d.h. es gelte £X; = 0 und
Cov(X;, X;) = EX; X = I,. Des Weiteren gelte n > d. Unter diesen Voraussetzungen gilt

B||X,||* = d.

Abkiirzend schreiben wir
m; = E|| Xy, 1>1,

fiir die [-ten Momente der Radienverteilung von X;. Im Folgenden soll die schwache Kon-
vergenz der Zufallselemente nV,,(+) aus (2.12) im Banachraum C(S%1 R) gegen ein Zu-
fallselement in C'(S91 R) gezeigt werden. Hierzu betrachten wir fir k € {1,...,d} die
stochastischen Prozesse C,, x(+) und D,,(-) als Zufallselemente auf dem Raum C(S%~1, R).

Lemma 3.1.1

Es ezistiert ein Gaupprozess Ci(b), b € ST, auf der Einheitssphire mit stetigen Pfa-
den, Erwartungswertvektor 0 und dem Kovarianzkern

me

d(d+2)(d+4)

or(b, c) = [2(6'¢)? + 8bger(V'c) + 2(c;, + by) + 1] (3.1)

(b,c € 871, Betrachtet man Cy(-) als Zufallselement in C(S4 1, R), so gilt

D

Crp(r) — Ci(-)-
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Beweis:
Um die Kovarianzstruktur des Zufallselements C. zu bestimmen, reicht es, die Kovarianz-
struktur von (', zu berechnen. Im Folgenden wird auf den Index des Zufallsvektors X,

verzichtet. Mit X < RU, wobei U ~ U (8971) und R eine positive reellwertige von U
stochastisch unabhingige Zufallsvariable ist, gilt fiir b, c € S%~1

COV(fk(X’b)afk(Xac» = E[fk(X’b)fk’(ch)]
= meE [(VU)*(dU)*pp(U)] .

Ferner gilt fiir b, ¢, u € R?

(Vu)*(cu)® = Z bib;j €L U U Uy
(3,5,L,m)e{1,...,d}*
d d d
= Z b?c?u? + Z bfcfufu? +2 Z bibjcicjufu? + W
7=1 i,j =1 ij=1
i i

Dabei stellt WV, eine Summe dar, bei der in jedem Summanden mindestens eine ungerade
Potenz einer Komponente von « vorkommt. Aus Symmetriegriinden gilt somit

- WuidS* ™ (u) = 0.

Mit der Abkiirzung (; 2 aus Anhang A.1 und den Werten aus Tabelle A.1 gilt

1 -
E YUV (U)] = S| Sd,l(b/u)Q(clu)Quide ()
1 d d
_ 2.2 4 22,2 2
= W - Z.ZlbiCiUi + ijz_l bicjuiuj
i

d
+2 Z beJCZC]U,ZQU?—FWu Uidsd_l(u)

ij=1

i
1 d
_ 2 2 4,2 1d—1
= g E bici/ w;updS* (u)
| | i=1 Sd_l
d
2 2 2.2 2 50d-1
+ E bicj/ uyusu ST (u)
=1 Sd—1
it

+2 Z bibjcicj /5d_1 U?U?uzd‘gd—l(u)
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d

1

= —\Sd—1| 3Cd,2 Z bic? + 12{d72bici
i=1

d
iz Y B+ 2040 + ) — ACaabic}

ij=1
i

+2(a2 Z bibjcicj + 12Cq 2k Z bic;

i, =1 —
iF Ak ;ﬁ

1 1 \2 / 2, 2
— RSOy [2(() ) + 8brer(b'e) + 2(by + i) + 1} _

Daraus folgt die behauptete Kovarianzstruktur. Um zu zeigen, dass es einen GauBprozess

Ci () mit Kovarianzkern g (b, ¢) gibt, so dass C,, x(-) 2, Ck(+) konvergiert, reicht es nach
[2], S. 172 aus, die Giiltigkeit der Beziehung

/O (log N(€)) € < oo (3.2)

zu zeigen. Dabei gibt N () fiir gegebenes £ > 0 die kleinste positive natiirliche Zahl m
an, so dass S! durch genau m messbare Teilmengen iiberdeckt werden kann, wobei diese
Teilmengen hochstens den Durchmesser ¢ haben diirfen. Bedingung (3.2) ist fiir den me-
trischen Raum (S9! || - ||) erfiillt, siche Anhang A.4. Dazu gilt fiir b,c € S9! mit der
Cauchy-Schwarzschen Ungleichung und der Dreiecksungleichung

[fu(X,0) = fiulX )| = [oon (X) (X)? = (¢ X)?)] (3-3)
= lox (O](V'X)? = (¢X)7]
< XN X) = (dXNE'X) + (¢ X))
< 2| X[Pb — .
Da || X||% < oo vorausgesetzt wurde, folgt die Behauptung. O

Lemma 3.1.2

Es existiert ein zentrierter GaufSprozess D(b), b € 8%, auf der Einheitssphdre mit
stetigen Pfaden und Kovarianzkern

o(b, c) =

d(d+ 2)?d +4)

6(V'c)® +9(Ve)), byce ST (3.4)

Betrachtet man D(-) als Zufallselement in C(S* 1, R), so gilt

D,(-) 2 D(-).

Beweis:
Seien b, c € S 1. Mit X 4 RU, wobeiU ~ U (Sd_l) und R eine positive, reellwertige und
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von U stochastisch unabhingige Zufallsvariable ist, gilt
Cov((VX)?, (¢ X)*) = E[(VX)*(dX)*]
= mgE [(VU)*(U)?] .

Der Zufallsvektor U ist gleichverteilt auf der Einheitssphidre und somit verteilungsinvariant
unter Drehungen. Also gibt es eine d x d-Matrix D € O(d) mit D'D = I, und D¢ = e;
und D'b =: b € S?!. Dabei bezeichnet e; den ersten Einheitsvektor des R, Mit ||b|| = 1,
Symmetrieargumenten und der Linearitéit des Erwartungswertes folgt

E[WU)(cU)*] = [(B’U)3Uf’]

= E ZBEE UU;U U

d
= E B?;Uf‘ + 30,07 Y bbiU; U,

=2

d
= BEWU)+ 30 EUU;) Y b

7j=2
— BE(UY) + 3 BUIUH( - B)
= B(EWS) - 3BWU{UD) + 3hE(UIU)

Es gilt nach Tabelle A.1

o 15
By = (d+2)(d+4)’ (8:5)
EUU3) = (d+2)(d+4>. (3.6)

Mit b, = bc, (3.5) und (3.6) folgt die behauptete Kovarianzstruktur. Fiir die Existenz des
Grenzprozesses verwenden wir wieder das Korollar 7.17 aus [2], S. 172. Die Entropie-
bedingung ist wie im letzten Beweis erfiillt, und es gilt fiir b,c € S% ! mit der Cauchy-
Schwarzschen Ungleichung und der Dreiecksungleichung die Abschétzung

(V' X) = (€ X)°] = [ X)((VX)* = (X)) + (€ X)*((t'X) — (¢ X))
< JEX)(EX)* = (X)) + (X X) = (¢ X))
< BIXIPIL = el
Da E||X||% < oo vorausgesetzt wurde, folgt die Behauptung. O

Der Kovarianzkern des Grenzprozesses D(-) héngt lediglich von dem Winkel zwischen zwei
Elementen von S?~! ab, so dass man mit Hilfe der Theorie der Kugeloberflichenfunktionen
leicht eine alternative Darstellung des Prozesses angeben kann.
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Bemerkung 3.1.3

1. Der zentrierte Gaufische Grenzprozess D(b), b € 841, kann in der Form

N(d,3) N(d,1)

D(b) = /014 Z 3037k(b)N37k + V2.4 Z Qpl,k(b)Nl,ka be Sd_l, (37)
k=1 k=1

dargestellt werden, wober

o . 72m6
BT @2 (d 4 2)2(d + 4)2
Qoq = .
2(d + 2)2(d + 4)

Dabei sind alle in (3.7) auftretenden Zufallsvariablen N3y (k€ {1,...,N(d,3)})
und Nvy (k € {1,...,N(d,1)}) unabhingig und je standardnormalverteilt. Die
Grifle N(d,j) gibt die Dimension von V;(d), dem Raum der d-dimensionalen
harmonischen Kugeloberflichenfunktionen vom Grad j an (fir weitere Details zu
Kugeloberfldchenfunktionen siehe auch Anhang C). Die Funktionen ¢;j € V;(d)
mit j € {1,3} und k € {1,...,N(d,j)} sind linear unabhdngige harmonische Ku-
geloberflachenfunktionen vom Grad j, welche orthonormal im Sinne der Gleich-
verteilung U(S*Y) sind.

2. Fiir die Grenzprozesse Cy mit k € {1,...,d} ist es schwer, eine alternative sto-
chastische Darstellung anzugeben, da der Kovarianzkern o (b, c), b,c € S¥* nicht
nur von dem Winkel zwischen den Vektoren b und c¢ abhdangt.

Im Folgenden definieren wir fiir k, 1 € {1,...,d} die Abbildungen ®}') : S9! x §4°! - R
und @) : 891 x §%! — R durch

o) (b,e) = Cov(Cii(b), Cru(c)), bce ¥, (3.8)
0P (b,c) = Cov(Dy(b),Cix(c)), b,ce S (3.9)

Weiter sei @) : S41 x S 1 — R durch
®B)(b, ¢) := Cov(D;(b), Di(c)), b,c € S

definiert. Man beachte, dass fiir £ € {1,...,d} die Abbildungen @,g,l(b, ¢) mit dem Kova-

rianzkern gy (b, ¢) aus (3.1) und die Abbildung ®©®) (b, ¢) mit dem Kovarianzkern o(b, c) aus
(3.4) identisch sind. Unter den gemachten Voraussetzungen gilt

) (be) = - a fg& Ty A deer - aab) + (bubi+ ), (310)
0.0 = o d+32”)”‘(6d+ 520+ 200(00) 4 ). (3.11)

Da die Beweise dieser expliziten Darstellungen etwas technisch sind, wurden sie zugunsten
einer besseren Lesbarkeit in den Anhang verlagert, siehe hierzu Anhang A.2.
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Theorem 3.1.4

Unter den Voraussetzungen von oben existiert ein zentrierter (d+1)-dimensionaler
Gaufprozess W(b), b € 81, auf ST mit stetigen Pfaden und dem Kovarianzma-
trizkern

<1>§§<b,c> <1>§g<b,c> @ﬁgw,c) @ﬁ?(b,c)
o (be) DYY(bc) - BLN(be) B (bc)
o(b,c) = : : : :  bee ST (3.12)
o) (b,c) @(bc) - ®LN(be) P (bc)
o (c,b) @Y (c,b) - dP(c,b) BB (b,¢)

Betrachtet man den in (2.13) definierten Prozess W, (-) als zufalliges Element auf dem
Raum C(S* ', R*™), so gilt

Wo(-) == W ().

Beweis:

In Theorem 3.1.1 und in Theorem 3.1.2 wurde die schwache Konvergenz der stochastischen
Prozesse C,, ; und D,, im Banachraum der stetigen Funktionen C(S%!, R) gezeigt. Da Ver-
teilungskonvergenz auf separablen, metrischen Raumen Straffheit impliziert und nach Theo-
rem B.3.1 komponentenweise Straffheit die Straffheit im kartesischen Produkt der Raume
sichert, ist die Familie (1,,) der Zufallselemente in C'(S%* R%™!) straff. Zum Nachweis
der schwachen Konvergenz in C'(S%!, R*™') miissen die endlichdimensionalen Verteilun-
gen der Familie (17/,,) schwach gegen eine bestimmte Grenzverteilung konvergieren. Die
oben angegebene Kovarianzstruktur und eine direkte Anwendung des multivariaten zentra-
len Grenzwertsatzes liefern das Ergebnis des folgenden Lemmas.

Lemma 3.1.5
Es gilt fiirr € N und f,...,[3, € S4!

W
1(62) -z, Nir(a+1) N DY S
Wa(3) ’

Dabei ist Xg, . g, die durch

.....

o(B1, 1) o(B1,B2) -+ (B, 5r)
0(52751) 0(52,52) U(ﬁmﬁr)

(B B) olBfa) - o(Brf)

definierte r(d+1) x r(d+1)-Matriz, und firi,j € {1,...,r} ist o(5;, ;) wie in (3.12)
definiert.
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Somit konvergiert nach Theorem B.2.2 die Familie (W,,) in x4 C(S4™, R%*!) gegen einen
Grenzprozess W, dessen Verteilung durch die Grenzverteilungen der endlichdimensionalen
Verteilungen eindeutig bestimmt ist. 0

Wie Abschnitt 2.2 schon angedeutet, gilt mit Hilfe der Abbildung ¥ 5 aus (2.14) fiir b € S4!
die algebraische Gleichheit

nV,(b) = Ug(W,(b)).

Auf Grund der Stetigkeit von ¥ 5 und der schwachen Konvergenz des stochastischen Prozes-
ses W,(+) in C(8%~1 R¥™1) ergibt sich nach Anwendung des Abbildungssatzes die

Folgerung 3.1.6

Fiir die Folge (nV,(+)), ., C(S84 1 R)-wertiger Zufallselemente gilt

n>d

nVo(-) = Wp(W ().

Wie das folgende Theorem zeigt, lisst sich fiir festes b € S?~* die Verteilung von ¥ 5 (W (b))
explizit angeben. Der Beweis ist in Anhang A.3 zu finden.

Theorem 3.1.7

Mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von oben gilt fiir jedes b € S9!

d—1

d 3mg 2
YeWOD = G oy 2N

j=1
wobei Ny, ..., Ng_1 unabhdangige, identisch standardnormalverteilte Zufallsvariablen sind.

Das folgende Lemma zeigt den Zusammenhang zwischen der GroBe 72 und dem zentrierten
(d + 1)-dimensionalen stochastischen Prozess W), (-). Dabei ist zu beachten, dass wir in
diesem Fall vereinfachend in n)? anstatt der skalierten Residuen Y, ; die Daten X; verwenden.

Lemma 3.1.8

Unter den Voraussetzungen von Theorem 8.1.4 gilt mit v := 224~ fiir n — oo

= d(d+2)

Sup L U (W, (b)) — np2 (b)| == 0.

pesd-1 |7 — 1

Beweis:
Zunichst verwenden wir, dass fiir b € S ! und [ € N, falls m; < oo, mit dem Funk-Hecke
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Theorem (siche C.3.1)

EWX) = mEWU,)
my

aGE] Sdil(b'u)l ds!
- —|3?1| (V)= Py(d; b'u) S
Sd—1
= st 1|AP1<d 16]%)
my
= L)
|S4]
gilt, wobei
1
M= 1872 [ Pd (1 — ) dt = S 2|/ 21— )%
-1

eine Konstante und P,,(d; -) das d-dimensionale Legendre-Polynom vom Grad m ist (siehe
hierzu C.2). Speziell gilt

EWVX,)? = 0,
EWX)" = 7,

und insbesondere ist unter den gemachten Voraussetzungen F(b'X;)* < oco. Dann gilt nach
dem starken Gesetz grofler Zahlen

1< f.s.
LX) =0,
j=1
1 - / 4 fS
EZ(ij> = . (3.13)
j=1

Wir betrachten die Zerlegung

YRV (8) — ) = 280 (0) + 220,

wobei die stochastischen Prozesse durch

2
1 1 —
ZWb) = —— | Up(W,(b) —n H—ZX (V' X;)%1° - (5 (b’Xj)3> ,

v—-1 j=1
1< i
ZPm) = n H—ZX (0'X5)%|” — (52(5/)9)3) X
j=1
1 1
-1 / n / 2
T iy wx) -1 (L X))
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gegeben sind. Der stochastische Prozess Zr(ll)(b) ist nach den Uberlegungen der Gleichung
(2.12) fast tiberall 0. Weiter gilt mit Lemma 3.1.6

beSd-1
Sei )
o, (D) :nZ(b’ (% (V' X )
Damit folgt
‘ 11 ‘: '%(b)—(v—l)’
v—1 (D) — 1), (b)
11
- A Mo - 6= D)
1 1 1

— - sup \/_ —1)).
ﬁ|v—1|belgdflwn<b>\be$d1’ ~0= ol

Mit der inversen Dreiecksungleichung ergibt sich

|, (D) = |2, (b) — (v = 1)+~ —1]
> |y =1 = | () — (v = 1)

also

1
inf |o7,(b)| > |y —1] — — (b)) — (v —1))].
nf [, (0)] = |y 1 nbsgﬁl\ﬂ( (b) = (v —1))|
Da sup |v/n (e, (b) — (v — 1))| straff ist, folgt sup |Z@ ()| = op(1) und somit die Be-
beSd—1 beSd-1
hauptung. 0






Kapitel 4

Konvergenz mit standardisierten
Daten unter spharischer Symmetrie

In diesem Kapitel sollen Konvergenzaussagen fiir die Teststatistik 7;, unter Beriicksichtigung
der standardisierten Daten Y, ; gemacht werden. Als Grundannahme seien die d-variaten Zu-
fallsvektoren X1, ..., X, unabhingig identisch sphirisch-symmetrisch verteilt, und es gelte
EX; =0, Cov(Xy,X;) = E(X;X]) = I, sowie E||X;]|® < oo. Die skalierten Residuen
Y,, ; seien wie in (2.4) definiert. Zunichst betrachten wir wie im vorhergehenden Kapitel den
Zihler der gebrochenrationalen GroBe 7?2 (b). Hierzu bezeichnen analog fiir k € {1,...,d}
und b € §41

Coalh) = =30 l¥isb) (4.1)

D,(b) = % Z(b’yn,j)fi (4.2)

On,l(b)

W) = | ;(b) (4.3)

D (b)

die stochastischen Prozesse auf S !, welche auf den empirisch standardisierten Daten auf-
bauen.

4.1 Konvergenzaussagen fur C,

Das Problem bei dem oben definierten stochastischen Prozess (), j, liegt darin, dass in den
standardisierten Daten Y, ;, sowohl der Schitzer .S, fiir die Kovarianzmatrix als auch der
Schitzer X, fiir den Erwartungswertvektor auftreten. Auf Grund dessen liegt keine Summe
von unabhéngigen Zufallsvariablen vor. Ziel dieses Abschnitts ist es, die Schitzer herauszu-
rechnen, was mit Hilfe einer mehrdimensionalen Taylorentwicklung ersten Grades versucht
wird. Im Folgenden sei kurz

An,j = Yn,j - X] = <S;§ - [d> X] - S;EXTL (44)
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gesetzt. Weiter definieren wir den Hilfsprozess

Croplb) = %Z [o(35.8) + 200X (X)) (5 Any) + (X)) 0x(Any)] - (4.5)

Zur Trennung der relevanten Anteile aus dem Restterm A,, ; zerlegen wir den Hilfsprozess
in drei Summen, welche separat betrachtet werden. Es gilt

Cop0) = CU0) +2C2)(6) + C8)(b),

wobel
CHb) = %i;fmj,b),
CE) = =D a5,
CE = =30 au( ).

Da der Restterm A,, ; lediglich in den beiden letzten Hilfsprozessen auftritt, werden nur diese

betrachtet. Man beachte, dass CN’T(Ll,)C dem stochastischen Prozess C,, ;, aus dem letzten Kapitel
entspricht. Nach kurzer Rechnung und mit ¢, (X;) = e;'X; erhdlt man die Identititen

~ / —% 1 - / / —% v 1 . /
CA®) = b (Sn —fd) %;%<Xj>(b X)X, — <b Sn Xn) ﬁjzlwk(Xj)(b X;),

Cw) = el (5F - 1) = 30NN — o (505,) <= W)
j=1 =1

n

Hiermit kommen wir zum néchsten Hilfsprozess
1 n
(D) = 7 > (X5, b) = 20/ X b — e’ X1 (4.6)
j=1

hierbei und im Folgenden sind die unter den Voraussetzungen explizit berechenbaren Erwar-
tungswertvektoren

E(pp(X) (V' X1)X1) = 0,
BE((WX1)*X;) = 0,

sowie die Erwartungswerte

E(or(X1)(V'X1)) = by,
EWVX,)?* = 1

zu beachten.
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Theorem 4.1.1

Es existiert ein zentrierter Gaufprozess C;(b), b € 8!, auf der Einheitssphire mit
stetigen Pfaden und dem Kovarianzkern

% m
/Ok:(b7 C) :

d(d+2)(d+4)

2m
_d(d—ﬁQ) [4brci(b'c) + ¢ + by ] + 4bgep(be) — 1

(b,c € 81Y). Betrachtet man C}(-) als Zufallselement in C(S* 1, R), so gilt

[2(b'c)® + 8brc(b'c) + 2(c; + by) + 1] (4.7)

Cri() 2 CL().

Beweis:
Der Beweis des Theorems unterteilt sich in drei Teile. Mit der Norm || - ||¢ aus (B.2) in
C(8%1 R) ist das Folgende zu zeigen:

1. ¢, 2 Crin O(S*L,R)
2. |Cos — Crillc . 0und

3. |G — Cplle == 0

fiir n — oo. Dann folgt die Behauptung direkt aus Theorem 4.1 aus [6].

Der Nachweis der Behauptungen 1.-3. ist Gegenstand der folgenden Lemmata.

Lemma 4.1.2

Fiir das in (4.6) definierte Zufallselement C;, . gilt die schwache Konvergenz Cy; 2,
Cy im Banachraum C(S 1 R).

Beweis:

1 n
i=1

;};(b) = fk(XJ,b) — Qb/Xka - ng(X]), ] == 1, ceoe, N (48)

Wir betrachten die unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen CT%, . . ., C}% als Zu-
fallselemente im Banachraum C(S%~! R). Die Zufallselemente sind zentriert, und es gilt
E||CTlI? < oo. Um den Kovarianzkern von Cy zu bestimmen, reicht es aus, den Kovarianz-
kern von C7% zu berechnen. Es gilt fiir b, c € S*!

E(CTL(0)CT(0) = E[fu(X1,0) = 20 X1by, — ¢ (X0)] [fe(X1, ¢) — 2¢ Xicx — pr(X1)]
= E(fe(X1,0) (X1, ¢)) = 2e, E(fr(X1,0)' X1)
—E(fu(X1,b0)pr(X1)) — 2bkE(fk(X1,C)b/X1)
b E(H X1 (X)) + 26 B((0 X0) i (X))
—E(fi(X1,0)pr(X1)) + 2e:. B((¢' X1)n(X1)) + E(on(X1)).
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Unter Benutzung von g (b, ¢) aus (3.1) gilt

E(fu(X1,0) fu(X1,0)) = ox(b; o), (4.9)
E(fu(X1,0)¢X,) = ﬁ(zbkwc)w) (4.10)
E(fu(X1,0)p(X1)) 1+ 203, (4.11)
B(WUX)(EX)) = Ve, (4.12)
E(0'X1)er(X1) = by, (4.13)

und mit einfachen Symmetrieargumenten und kurzem Rechnen folgt die behauptete Kovari-
anzstruktur. Die Entropiebedingung (3.2) ist in diesem Fall wie im Beweis zu Theorem 3.1.1
erfiillt. Ferner gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, der Dreiecksungleichung und
(3.3) fiir b, c € S¢°!

|Of;€(b> — i*k(C)| = |fk<X1, b) — ZbIlek — fk<X1, C) + 2C,X10k’ (414)
’fk<X1, b) — fk<X1, C)‘ + 2‘C/X16k — lelbk’
201X = ell + ¢ Xaller = bel + [belle! X1 = V1]
201X 0P + 11X D116 = ell.

VAN VANRPAN

Mit F|| X;]|® < oo folgt nach [2], S. 172, Korollar 7.17, die behauptete schwache Konvergenz
gegen den Grenzprozess C in C(S4™' R). O

Lemma 4.1.3
Fir die in (4.1) und (4.5) definierten Zufallselemente gilt

~ P
HCn,k - Cn,k”C — 0.

Beweis:
Mit A,, ; aus (4.4) ergibt sich

Weiter gilt mit der Linearitét der Projektion ¢y,
fk(Yn,j7 b) = (b/Yn,j)290k(Yn,j)
(b’An,j + 0 X5)*(0r(Ang) + 0r(X;))
= fu(X5,0) + (V' X5) 0n(Dng) + 200 D) (VX)) r(X;)
+§7’lk}j( ) +£nk]< )

mit |§nk]( ) < |A,;]]? und |§nkj( < 3|1 XIA;]|*. Wie in [17], S. 9, oder in [15], S
14, schon gezeigt wurde, ist

1 n
— 1A, ;11? = op(1). (4.15)
Vn ]Zl ’
1
Mit A, ; = ( — 1y n > X, und der Dreiecksungleichung folgt

=

-1 _1 _ _1_
1A 117 < 1108 ® = L) XG1* +2[[(Sn = La) X;[I[1Sn * Xl + 11180 * X |*
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und damit

1 — _1 1 —
— XA < 11802 — |2 — X2 4.16
ﬁ;H AR E <l d“s\/ﬁ;H il (4.16)
_1 _1 2 —
+[|S5 2 = IllsllSn 2 X, || — X2
| allsl Hﬁ;!\ ill
s RIS X

1 -1 1 <
—= v (Sa7 = 1a) 1= DI
vn n

IN

1 R, e
2y (% = La) lsl1S > Xall= D 126
j=1

1 1l =
+—I5 slVRXal 2= 11X
NZD n ; !

= Op ( 1 ) .
Demnach folgt

1 — 1 — 1
— > AP = =D AP (502 — 1a) X; — Sn 2 X, (4.17)

_1 1
1502 = Lalls—= > 111 A ;17

VAN

11 &
Sn 2 Xo||l— Al
al Hﬁ; 1Al
= 0[{»(1).
Zusammengesetzt ergibt dies fiir b € S!

LS (6,0 gff,,z,jw»\
j=1

‘Cn,k(b) - Cn,k(b)‘ =

< %;HAMHM%;ijnum,jn?
Also ist
|Coe — Cosllc = sup |Crr(b) — Crp(D)
besd-1
< sup {ii\mnjuwiiuxjmmmu?}
beSd-1 \/ﬁjzl 7 \/ﬁjzl 7

1 — 3 — P
= —=> AP+ =D IXl AP — o,
= Vg
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und damit folgt die Behauptung. U

Lemma 4.1.4
Fiir die in (4.5) und (4.6) definierten Zufallselemente gilt

~ P
1Cnk = Crlle — 0.

Beweis:
Nach Einsetzen von A,, ; = (S;

[N

[d) X, — 8y 2 X, gilt fiir b € S

3

Cri(b) = C 1 (0) = (20 (X;) (' X;) (V' A j) + (0 X;) 20 (An ) + 20 X by,

/ —% 1 - /
= w (S0 - 1) T 2 XD X)X
n
11 &
\/ﬁ; k\Aj J
_1 1 < 1o 1
e (807 — 1) =S (X)X, — e Sn? K=y (X ;)?
k( d)\/ﬁjzl( J) J k NG ( J)

1 1
/ /
+2bkb _\/ﬁ E Xj + e _\/ﬁ E Xj

_1
2

= dpi(b) — Bnr(b) — Vn20' S, 2 X by, + Ci(b) — D i(b)

_\/ﬁek,S;%Xn + 2bkb/\/ﬁ)zn + ek,\/ﬁXn
= (b)) — B i(b) + €1 (b) — D i(b) + E,(b) + Z,.(b)

mit
/ —% 1 . /
Foa®) = W (S0~ L) 7= D (X)) X
j=1
5 TS e (X)(HX) —
Br(d) = 2'S,2X, ﬁ;m(xj)(bxj) b,
Cri(b) = e <55% Id)%zﬂ:[(b'Xj)QXj]’
nj:]L
Dr(b) = ek’sﬁ)‘(ni [(b’X])z—l]
nj:l
und
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Da die Dreiecksungleichung
1Crk = Crrille < Nl klle + 1Busllc + [ Gurlle + 1 Znillc + I&llc + [ Falle

liefert, geniigt es die stochastische Konvergenz der sechs Summanden auf der rechten Seite
gegen 0 zu zeigen. Dies wird sukzessive in den folgenden Unterabschnitten (a)-(f) gezeigt.

(a) Mit den unabhingigen identisch verteilten und zentrierten Zufallsvektoren

e (X5,0) = ou(X;) (V' X)X,

j €{1,...,n}, gilt punktweise fiir b € S¢!

vy <2lst - o] |2 igi(x b)
.k < ‘ n’— dH — k(X5
s \/ﬁjzl !
und hiermit
| ille: = sup |, (D)]?
beSa-1
" 2
4‘5‘l Ll LN (X, b)
< st ol s |3 eiex,
S pesd-1 \/ﬁjzl I
_1 2
Da ‘ Sn > — 14]| fast sicher gegen 0 konvergiert, reicht es die Straffheit von
S

2

sup
beSd-1

1 n
— > h(X;,b)
/i 4
J=1
zu zeigen. Um dies einzusehen betrachten wir den zentrierten stochastischen Prozess

1 — -
Ag(b) = %ngxj,b), be S!
j=1

in C(8% 1 R). Auf Grund der Voraussetzungen existiert der Kovarianzmatrixkern
E (ﬂf; (X1,0) (X1, ¢) ) . Weiter gilt mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir
b,c e S41

| (X100 = d(X1,0)| = e XDEX) X = X (X)X
<l X)X ]2 = cl.

Aus Theorem B.4.1 folgt die schwache Konvergenz von Ay, gegen einen zentrierten
GauBprozess Ay in C(S? ! R?) und nach dem Abbildungssatz auch die schwache

Konvergenz
2

s sup (A
beSd—1

sup
beSd—1

%Zﬂ;(xm

Da Verteilungskonvergenz Straffheit impliziert, folgt die Behauptung.
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(b) Eine dhnliche Argumentation fithrt mit der Straffheit von S, 2 und der fast sicheren
Konvergenz von X, gegen 0 zu

[Zrllc = sup |Zni(b)|
beSd—1

beSd-1 beSd-1

< 2 sup {b/(S’;%Xn)} sup {%Z@k(vaZﬁ} — 0.
=1

Dabei bezeichnen

£k<Xj7 b) = ng(X])(b/X]) — bk, j = 1, oo,
unabhingige, identisch verteilte und zentrierte Zufallsvariablen. Wie bei (a) bleibt zu
1« -
zeigen, dass sup T Z B (X, b)} straff ist. Wir betrachten den zentrierten,
n
j=1

beSd-1
stochastischen Prozess

- 1 < -
By(b) := 7 > B(X;.b), be S
j=1

in C'(S%!, R). Weiter gilt mit der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung

Bu(X1,0) = Bl Xa0)| = ln(X0)(HX0) = by — pe(X) (€ X0) +

< Jor(X)V Xy — X0 ] + e — bl
< (X)X + D)6 = |-

Die Behauptung folgt aus Theorem B.4.1.
(c) Analog zu (a).
(d) Analog zu (b).

(e) Esist fiirb € S !
_1 _
|62(0)] < 2[[1a — Sn*[[sll VR Xl bl

Demnach gilt

[&nllec = sup |6,(b)]
beSd—1
_1 _ P
< 2| Ig — Su 2 ||sl|vnX,| sup |bg] — 0,
bcSd—1

1

denn /nX,, ist straff, sup,cga-1 |bx] < 1und S, ? geht fast sicher gegen 1.

(f) Analog zu (e). L]
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4.2 Konvergenzaussagen fur D,

Im Folgenden soll das Grenzverhalten des stochastischen Prozesses D,, aus (4.2) analysiert
werden. Die Methodik des vorangehenden Abschnittes fiihrt auch in diesem Fall zum Ziel.
Wir werden zunéchst eine Taylorapproximation durchfiihren, um dann im nichsten Schritt
die relevanten Anteile herauszufiltern.

Theorem 4.2.1

Es existiert ein zentrierter Gaufprozess D*(b), b € S*', auf der Einheitssphire mit
stetigen Pfaden und dem Kovarianzkern

18m4
d(d+2)

me

T2y o 00 +90e) -

p*(b,c) =

(c) +9(c)  (4.18)

(b,c € 841, Betrachtet man D*(-) als Zufallselement in C(S4™' R), so gilt
D *
Dn(-) — D*(-).

Beweis:
Wir definieren den Hilfsprozess

Do) = % S [0)° + 300,20/ An)]. (4.19)

_1 1
Unter Benutzung der Identitit A, ; = (Sn 2 — Id> X; — Sn * X,, kommen wir zum zweiten
Hilfsprozess

1 n
D:(b) = 7 Z (V' X;)? — 3V X;]. (4.20)
j=1
Zum Beweis des Theorems verwenden wir wieder drei Schritte und zeigen der Reihe nach
1. D -2 D*in (S, R)
2. ||Dn = Dyllc — Ound
3. | D, — Dillc — 0.

Zur Ubersichtlichkeit werden die Einzelergebnisse in drei Lemmata aufgeteilt.

Lemma 4.2.2

Fiir das in (4.20) definierte Zufallselement D gilt die schwache Konvergenz D7 2, p
im Banachraum C(S* 1, R).
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Beweis:

1 n
n
=1

Di(b) := (V' X;)° =3V'X;, (j=1,...,n).

Mit der gleichen Argumentation wie im Beweis zu Lemma 4.1.2 reicht es, die Kovarianz-
struktur von D}* zu bestimmen. Mit o(b, ¢) aus (3.4) und

BTTL4
d(d+2)

E((0'X1)(d X1)*) = (b'c)

(sieche Bemerkung C.4.1) gilt fiir b, c € S%*

E(DY*(b)Di*(c)) = E((t'X1)*(¢X1)*) = 3B((V'X1)(¢ X1)%)
—3E((t'X1)*(d X)) +9E((V' X1) (¢ X1))

— olbe) — %(b/c) + o).
Weiter gilt
[DY*(b) = Di*(c)| = [(V'X;)° = 3V'X; — (¢X;)* + 3¢ X (4.21)
< 31X + 1 Db — el
und wegen E|| X;]|% < oo folgt nach [2], S. 172, Korollar 7.17 die Behauptung. O
Lemma 4.2.3

Fiir die in (4.2) und (4.19) definierten Zufallselemente gilt
|D, — Dy|jc — 0.

Beweis:
Es giltmit Y, ; = X; + A, ; firb € S%!

V'Y, = (WA,;+VX;)?
= (VX)) + 300/ X;)2(V Any) + 30 A2V X;) + (VA )
= (VX)) + 30 X,)2 (0 Any) + 0 (D) + ne)(D)

n?-j

mit |n7(113(b)| < 3||A,; 1?1 X;]| und ]nffj)(bﬂ < ||A,,;|I>. Wie im Beweis zu Lemma 4.1.3 gilt
fiir b € S ! nach der Dreiecksungleichung

% Z (n ) + 05 0) ‘

IN

3 — 1 —
— Z 1AL IPIXG ]+ —= Z 1AL
\/ﬁjzl \/ﬁjzl
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Es folgt

sup |Dy(b) — [)n(b)l
beSd-1

3 n 1 n
< =AY Al

Nach (4.17) und (4.16) konvergiert der letzte Term stochastisch gegen 0.

HDn - ]jnHC

Lemma 4.2.4
Fiir die in (4.19) und (4.20) definierten Zufallselemente gilt

| D = Djlle — 0.

Beweis: -
Die Identitit A, ; = (7% = I4) X; = S X, liefert fiir b € S

-

D,(b) — Di(b) = \FZ 3(VX;)2(VA,) + 30 X;]
_ %Z 30X (v (807 = 1) X; — V8.2 X, ) + 30X

_ 3b’<8 2—]d>\/_z (b X —31S 2X—Zb’

B3 X,
1 1 —
= 3 (827 - 1) o= Y [X)°X)
j=1
/ ]‘ - / / /
—30'S, QXnﬁZ[(bX) —1] — 3yl Sy 2 X, + 3K \/nX,
j=1

mit

Gb) = Y (\/ﬁ (s;% - ]d> Xn> |
Nach der Dreiecksungleichung gilt
1Dn = Dille < 3(Ihlle + 1allc + 16lle).,
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also geniigt es die stochastische Konvergenz der drei Summanden auf der rechten Seite gegen
0 zu zeigen. Um dies einzusehen, verwende man die gleiche Argumentation wie im letzten
Teil des Beweises zu Lemma 4.1.4. U

Bemerkung 4.2.5

Beim Grenzprozess D* in C (8?1 R) handelt es sich um denselben Grenzprozess wie
in Theorem 2.1 aus [4[, S. 53. In jener Arbeit werden in Proposition 2.8 und 2.5 zwei
alternative stochastische Darstellungen fiir den Grenzprozess D* angegeben.

4.3 Konvergenzaussagen fiir W,

In diesem Abschnitt soll das Konvergenzverhalten des multivariaten stochastischen Prozes-
ses IV, untersucht werden. Hierfiir werden die vorangehenden Ergebnisse verwendet und
erweitert. Analog zu den Hilfsprozessen én,k, Ch ks D,, und D definieren wir fiir b € S7!
die Hilfsprozesse

Cn,l(b) C:L,l(b)
W,.(b) = én,;i(b) und W (b) := C’;;’;(b) : (4.22)
D, (b) D;(b)

Im folgenden Theorem werden abkiirzend fiir k,1 € {1,...,d} mitk # [ und b,c € S¢1
die Abbildungen

o7 (be) = Cov(Cri(h).Cri(e)),
O (b,c) = Cov (DI*(b),Cri(c)),

verwendet. Unter den gemachten Voraussetzungen gilt

* dm
(I)l(cl,i '(be) = (I)l(cl,)(bu c) — d(d—+42) (2bkci (V') + crer + bibr)
+4bkcl(blc) + 2CkCl + Qbkbl (423)
* om
o> (b c) = P (b,c) - d(d—_ﬁQ)(%k(b/c) + be) + 60, (V) + 3b,.  (4.24)

Die Beweise zu den eben gemachten Aussagen finden sich im Anhang A.2. Die schwache
Konvergenz gegen den Gauf3schen multivariaten Grenzprozess W* zeigt das folgende Theo-
rem.
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Theorem 4.3.1

Es existiert ein zentrierter (d + 1)-variater Gaufprozess W*(b), b € S', auf der
Einheitssphdre mit stetigen Pfaden und einer durch den Matrizkern

pi(b.c) o7 (b,c) - <1>§;;‘><b,c> <1>§j*><b,c)
() pybe) e B (be) BT (b,c)
o"(b,c) = : : : :
(I)%i*)(b,c) @5}”(5,@ p2;(b,c) (b, c)
o (e, b) BT (e,b) - @ (e,b)  pr(bie)

(b,c € 841) gegebenen Kovarianzstruktur. Betrachtet man W*(+) als Zufallselement in
C(84 1, RY), s0 gilt

D *
Wa() — W*().
Beweis:

Wie schon in den Beweisen der vorangehenden Theoreme konnen wir den Beweis in drei
Teile zerlegen. Es ist

1L Wy 25 W in O(S*!, R
2. |W, — W . 0und
3. |W, = Wil =50
fiir n — oo zu zeigen.
1. Die  Kovarianzstruktur  ergibt sich  durch  direktes Berechnen von
o*(b,c) = E(W](b)W](c)') (siehe hierzu Anhang A.2). Die Entropiebedingung fiir

[2], S. 172, Korollar 7.17, ist auch hier erfiillt, und es gilt fiir b,c € S mit (4.14)
und (4.21)

d
W) = Wil = 4| > ICT®) = Cii()P + D (b) = D**(c)|?
k=1
< VAd+HI(1Xa P + 1K Db — -

Da nach Voraussetzung E|| X]|® < oo ist, folgt die Behauptung.

2. Es gilt fiir b € S¢!

d
HWn(b) - Wn(b>||2 = Z |On,k(b) - én,k(b)|2 + |Dn(b) - Dn(b)|2
k=1
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Mit Lemma 4.1.3 und 4.2.3 folgt

IWo = Wal? = sup [[Wa(b) — W, (b)|?
besSd—1
d ~ ~
= sup {Z |Cr (D) — ka(b)]2 + | Dy (b) — Dn(b)]2}
beSd—1 k=1
d ~ ~
< sup |Chx(b) — Cn7k(b)|2 + sup |D,(b) — Dn(b)|2

1 besd-t beSd-1

d
~ ~ P
= D NICuk = Cutll + 1 Dn = DuliE&s — 0
k=1

fiir n — oo.

3. Analog zu dem eben Gezeigten folgt die stochastische Konvergenz gegen 0 aus der
Dreiecksungleichung und der stochastischen Konvergenz der stochastischen Hilfspro-
zesse in Lemma 4.1.4 und Lemma 4.2.4 gegen 0.

O

Die Verbindung zwischen dem stochastischen Prozess W, und der GroBe n? aus (2.6) wird
durch das folgende Theorem aufgezeigt. Dabei sei W5 die in (2.14) definierte Abbildung.

Theorem 4.3.2
3ma

1
v—1

sup U (W, (b)) — nn2(b) .o

beSd-1

Beweis:
Wir konnen zum Beweis des Theorems dieselbe Argumentation wie im Beweis zu Lemma
3.1.8 verwenden. Im Folgenden sei b € S d=1 Eg bleibt noch zu iberpriifen, ob

1< P
sup [— Yy (WY, ;))*—~| — 0 und
pesSd—1 | T ; J
1 P
sup [— Yy (VY,;)*| — 0 (4.25)
pesd—1 | T ; J
fiir n — oo gilt. Dies wird in den folgenden Zeilen gezeigt. Esistfiir j =1,...,n

O'Ya)t = V(A + X;))*
= (VX)) + AW X;) (V' Any) + 60 X)) (VA ;)7 + 400 X;) (V' Apy)? + (VA )
= (V'X;)" + 1ny(b)
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mit
7, (D) < ([ A 11 + 41X AP+ 61X 121 AR 117 + 41 XG0P A1 (4.26)

Ferner gilt mit (4.15)

1 — 1 —
R SN -1 =Sl W PN P
j=1

Ji1,J2=1
1 n 1 n
= — 1A= 1Al
\/ﬁh:l \/ﬁjzzl

2
1 — P
- _ZHARJW) — 0.
(\/ﬁjl

Fiir den zweiten Summanden in (4.26) ergibt sich

] — 1 — 1 —
-t XAlA,? < —= XA, 12— A, ; 4.27
H;II 1A ]| _\/HZH il A \/HZ” dalls (4.27)

Jji=1 J2=1

1 n
wobei nach (4.16) NG > X, Ay |I* = 02(1) ist. Weiter ist mit (4.4)

Ji=1

1« 1 « 1 1
%;HAWH < ﬁ;[\l (527 = 1a) X1 + 115w * %l

1 1 — _1 _
IV (827 = 1a) lls~ D2 1G] + 182 VAl
j=1

IN

1

Auf Grund der Straffheit von /n (Sn ?— Id> und /nX,, der fast sicheren Konvergenz

Sn

N

1 n
s, 1, und von el L% B)xy) < oo giltin (4.27)

j=1

1 n
= > UK A = 0z (1).
j=1

Den dritten Summanden in (4.26) schreiben wir mit Hilfe der Darstellung von A,, ; aus (4.4)
wie folgt: Es gilt

1 ¢ 2 — _1 1
S IGIA IR < 23T IS = L3I+ 1155 Kl UK
j=1 j=1
-3 2 1\ 4 Lo nely 2
= 257 — Ll SO IXGI 2080 KPS D UK
j=1 j=1

— 0
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fiir n — oo. Die Asymptotik des vierten Summanden erhalten wir durch die Abschitzung
1 ¢ 3 ~3 IR 4 T 3 P
- DI IA ] < 11822 - Lalls > IXG* + (15 Xall > IX1P— 0.
j=1 j=1 j=1

Insgesamt fiihrt (3.13) zu

n

1
n Z(b/Yn7J’)4 -7

J=1

sup
beSd-1

. % [0 4y (B)]

beSd-1
1 n
= (b

1 n
< sup —Z(b’Xj)4—7 + sup
I besa—1 |V
= 0.

Unter Benutzung der Ergebnisse aus dem Beweis von Lemma 4.2.3 kann analog wie oben
die stochastische Konvergenz in (4.25) gezeigt werden. OJ

4.4 Die Grenzverteilung der Teststatistik 7T),

In diesem Abschnitt wird fiir die Teststatistik 7;, aus (2.5) die Grenzverteilung unter Annah-
me einer sphirisch-symmetrischen Grundverteilung angegeben.

Theorem 4.4.1

Seien Xy, ..., X, sphirisch-symmetrisch verteilte Zufallsvektoren mit E||X|® < oo.
Dann gilt fir die in (2.5) angegebene Teststatistik T,, von Cox und Small mit v wie in

Theorem 4.3.2

D 1 .
nT, — ﬁ bg}g%ﬁ Up(W*(b))

fiirn — oo. Dabei sind Vg die Abbildung aus (2.14) und W*(-) der (d+1)-dimensionale
zentrierte GaufSsche Grenzprozess aus Theorem 4.3.1.

Beweis:
Unter den Vorarbeiten trivial. O



Kapitel 5
Beispiele

Anhand bestimmter Verteilungsannahmen sollen im Folgenden die in den Kapiteln 3 und 4
hergeleiteten Ergebnisse verdeutlicht werden. Wir beschrinken uns bei den Beispielen auf
Verteilungen aus der Klasse der sphirisch-symmetrischen Verteilungen (fiir Details siehe

[13D.

5.1 Die Grenzverteilung unter H

In diesem Abschnitt wird die Grenzverteilung unter der Hypothese H, untersucht. Auf Grund
der affinen Invarianz der Teststatistik reicht es, die Grenzverteilung unter der Hypothese der
Standardnormalverteilung zu charakterisieren. Demzufolge seien X7, ..., X,, unabhédngige
identisch N;(0, I,)-verteilte Zufallsvektoren. Unter diesen Voraussetzungen gilt nach [13],
S. 77, firr > 0

d+2r
Bl = o),
r(3)

Mit dieser Formel folgt

ms = d(d+2)(d+4).

Setzen wir diese Momente in die explizit angegebenen Formeln in (4.7), (4.18), (4.23) und
(4.24) ein, so folgt fiir b,c € S und k, 1 € {1,...,d} mitk # [

PZ,Nd(b7 c) 2(b/c)2 + 4bper(Ve),
p}‘\/d(b,c) = 6<b/0)3,

O (o) = debi(be),

o7 (be) = 6b ().

Damit konnen wir den Kovarianzmatrixkern des Grenzprozesses I/ * angeben. Es gilt

. o2 la 3 , ch 0 d-1
oy, (b,c) =2(c) ( 3¢ 3(He) ) +4(b'c) ( 0 0 ) , bce ST (5.4)
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5.2 Multivariate Pearson Typ II-Verteilung

Ein Zufallsvektor X ist Pearson Typ II verteilt (X ~ M PII,(a, u, A)), falls X die Dichte

_ F(g+a+1) —(r— / _1117— a
g( )_F(a+1)7r%|A|%(1 (. — p) A (z — )",

besitzt. Dabei gilt (x — )’ A~z — p) < 1,a > —1, sowie u € R? und A ist eine symme-
trische, positiv semidefinite d x d Matrix (siehe [13], Abschnitt 3.4 und [20], Abschnitt 6.2).
Es gilt £(X) = p, und die Kovarianzmatrix von X lautet

1

E(X = p)(X —p)) = mA = 2. (5.5)

Die Zufallsvariable (X —u)' A~ (X —pu) istnach [13], S. 89, Beta-verteilt mit den Parametern
4 und a + 1. Fiir die Momente der Beta-verteilten Zufallsvariablen (X — y)’ A~ (X — p) gilt
mit 7 > 0

1

B(§+ra+l) T d+ 2j
_Hd

E(X —p)/A X —p)) = .
(( 14) ( 1)) B(g,a—i—l) +2a+ 2+ 2§

(5.6)

J=

Unter Beachtung von (5.5) wenden wir die Formel aus (5.6) fiir gerade Momente an und
erhalten

my, = E((X —p)S7H (X —p)
(d+2a+2)E(X — p) A™Y(X — p))".

Fiir r € {1, 2} ergibt sich speziell

d-+2a+ 2

= d(d+2)———
ma (d+ >d+2a+4’

(d + 2a + 2)?

(d+2a+4)(d+2a+6)

mg = d(d+2)(d+4)

Zur iibersichtlicheren Schreibweise fiithren wir die von der Dimension d und dem Parameter
a abhingenden Konstanten

(1) (d + 2a + 2)2

Kgo = und
’ (d+2a+4)(d+ 2a+6)
(2) d+2a+2

K=

@ d 420+ 4
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ein. Daraus ergibt sich fiir die in (4.7), (4.18), (4.23) und (4.24) angegebenen Groflen
Prarprr,(0:0) = g [2000)° + 8brer(Ve) +2(cE + B) + 1]
—2/—122 [4brce(b'e) + i + by] + 4brey (V) — 1,
Pupin,(b,0) = R (6(Ve)® +9(He)) — 18k (V'e) +9(D'c),
O, (0e) = 26502V e) (be + eby) + (brdy + cer))
—4rD) (2brer(V'e) + cer + biby)
+4bc (V' e) + 2cpe; + 2byby,
O (boe) = 3K5) (26 (0e)? + 2 (V) + by)
~3k) (4ep (V') + 20;) + beg (V') + 3by.

Der Kovarianzmatrixkern des Grenzprozesses W* ist also unter M P11, fiir b,c € S41
gegeben durch

Gupnne) = i [ewer (0 )+ (P )

L6(H ) ( 2? (blfc) > + (Ve ( 4(5’0/6; ctf) %C )}

i) [wo (g )+ (P ) - a0

(1) ( oo ) T ( Ao Hed) 8 > - ( a0 ) —2A(b,0),
wobei 0, die d x d-Nullmatrix ist und A(b, ¢) := diag(b? + c3,...,b% + c2,0) gesetzt ist.

Bemerkung 5.2.1

Die multivariate Pearson Typ II-Verteilung geht beim Grenziibergang a — oo in die
multivariate Normalverteilung tber. In diesem Fall gilt

2
Wy (d+2a+2) _q d
Faoo "= B (d+2a+4)(d+ 2a + 6) o
d+ 2 2
G e i SR

oo d+2a+4

Finsetzen und Kiirzen liefert das erwartete Ergebnis

U?wpnd (bc) = ijfd (b,c).

5.3 Multivariate Pearson Typ VII-Verteilung

Ein Zufallsvektor X ist Pearson Typ VII verteilt (X ~ M PV Il (a, N, pu, A)), falls X die
Dichte
I'(N)

e (v-3) watial (14 oo “)>_N

2
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besitzt. Dabei gilt N > %, a >0, 1 € RY und A ist eine symmetrische positiv semidefinite
d x d-Matrix (siehe [13], Abschnitt 3.3 und [20], Abschnitt 6.2). Der Erwartungswertvektor

und die Kovarianzmatrix sind gegeben durch £(X) = p und

B((X = (X = p)) = g5 A =T (5.7)

fir N > ¢ + 1. Die Zufallsvariable (X — p)’A™'(X — ) besitzt nach [13], S. 82, Formel
(3.25), die Dichte

ol

1 d_q AN
Seien X, ..., X, unabhingig identisch M PV I1;(a, N, u, A)-verteilt. Damit gilt fiir r > 0
mit den iiblichen Rechenregeln fiir die Beta- und Gammafunktion

—-N
E(X — W/A X — ) = ottt (14 g) dz

x 1
/o B (5N %)

8

[\JIsH
~—

Sy Sy
@R R
o\go\

3
/N

mwl&z@ﬁz,i
T
ol

Il
IS
|
NN
|
<
SN—

~—

)1
—
N

+

—

<3

I
S

2=
|
[CJISH Y SH
|
<
~—

e
Hl= ==
|

~—

Lo
—
NI

<

—
[\CR S
+
<
N——

Il
=)

—
<
=
|
|
|
<
~——

<

|
Sy

<
I
—_ =

<

d+ 2j
OIN —d—2j—2

<3

J=0

Das r-te Moment von (X — )Y~ (X — 1) ist nach dem eben Berechneten und (5.7) gegeben
durch

my = E((X —p)S7HX — )"

_ (M) E(X — pw)'A™NX — )

a
r—1

. d+ 2j
= (N-d-2) H2N—d—2j—2'

Jj=0
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Fiir r € {2, 3} ergibt sich also speziell
2N —d -2
2N —d —4’

me = d(d+2)(d+4)

(2N — d — 2)?
(2N —d—4)(2N —d —6)’

Auch hier fithren wir abkiirzend die beiden von der Dimension d und dem Parameter NV
abhingigen Konstanten

(2N —d — 2)?

1)

= d
fa.N 2N —d—H(2N —d—6) "
) ON —d—2
gA = 2 F
N 2N —d —4

ein. Es ergeben sich die zur Charakterisierung des Kovarianzmatrixkerns benotigten Grofen

Praepvin,(b,0) = &YX [20000)? + 8byer(Ve) + 2(c3 + 0}) + 1]

—2/@55) [4byer (V') + ¢, + by] + 4brey(Ve) — 1,

Prupvin(bie) = BN (6(He) +9(be) — 18KTN (Ve) +9(He),
Oy pvin, (0:0) = 26N (2(0¢) (brer + eiby) + (biby + crcr))
—4&&?])\, (2brcy(b'c) + crep + brby)
+dbic(b'c) + 2cpe; + 2biby,
q)l(j}\?PVIId(bv c) = 3“51{1%(25/%((7/0)2 + 2¢cp(b'c) + by,
—3&&?])\, (4eg(b'e) + 2by) + 6k (b'c) + 3by.

Die eben angebenen GroBlen unterscheiden sich nur in den Konstanten von den Kovarianz-
ausdriicken aus dem Beispiel fiir die Pearson Typ II-Verteilung, so dass der Kovarianzkern
oypvir, (b, ¢) dieselbe Gestalt hat wie der Kovarianzkern o/ p; ;. (b, ¢), wobei wir /fff, ()l durch

/1&2\, fiir j = 1, 2 ersetzen.

Bemerkung 5.3.1
1. Die multivariate Pearson Typ VII-Verteilung beinhaltet fiir N = % die mul-
tivariate Cauchy Verteilung. Dabei existiert das erste Moment E(X) fir X ~
MPVII;(a, %L, 1, A) nicht.

2. Die multivariate Pearson Typ VII-Verteilung geht beim Grenziibergang a — oo
i die multivariate Normalverteilung tiber. In diesem Fall gilt

2
(1) . (2N —d-2) — 1 und
faoo = WL ON_—d—o2N—d—6) =~ "
@ . gy N d=2
Moo = IR ON_—d—4

Auch hier liefert Einsetzen und Kirzen das erwartete Ergebnis

UX/IPVHd (bc) = ‘77\@ (b,c).






Kapitel 6

Konvergenzaussagen unter
benachbarten Alternativen

In diesem Kapitel untersuchen wir das Konvergenzverhalten der Teststatistik 7;, unter be-
nachbarten Alternativen. Zur Prizisierung betrachten wir ein Dreiecksschema
Xty .oy Xpn, n > d + 1, von zeilenweise unabhingig identisch verteilten d-dimensionaler
Zufallsvektoren, mit zugrunde liegender Lebesgue-Dichte

fo(z) = ¢(2) (1 + &\/?) , z€R% (6.1)
Dabei bezeichnet ¢ die Dichte der d-dimensionalen Standardnormalverteilung, und 7 ist ei-
ne beschriinkte messbare Funktion mit der Eigenschaft [, h(x)$(z) dz = 0 . Wir nehmen
weiter an, dass n grofl genug ist, um die Nichtnegativitit von f,, zu gewihrleisten. Da Ver-
wechslungen ausgeschlossen werden konnen, verwenden wir wie in den letzten Abschnitten
die Standardnotationen fiir den empirischen Mittelwert, die empirische Kovarianzmatrix und
die empirisch standardisierten Daten, schreiben also

_ ] &
Xn = _Zan7
ni
1 & _
Sn - EZ(Xn]_Xn)(Xn]_Xn),7
j=1

_1 _
Vij = Sn?(Xpy—Xa), 5=1,....n.

Bevor Aussagen iiber die Grenzverteilung der Teststatistik unter benachbarten Alternativen
gemacht werden konnen, formulieren und beweisen wir ein wichtiges Hilfsresultat. Hierzu
betrachten wir die Wahrscheinlichkeitsmalle

n n

P™ = () (¢A") und A = X)(fa\)

7=1 7j=1
n

auf dem Messraum (X,,,B,,) := ®(Rd, B%) und den Dichtequotienten L,, := fl‘g((:; :

J=1
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Lemma 6.1.1

Unter der Folge von Wahrscheinlichkeitsmafen (P™),cy gilt fiir n — oo

2
log L, i>./\f (—%,02) ,

mit 0% := [p4 h*(2)¢(x) do < oo.

Beweis:
Unter Beriicksichtigung der Taylorreihenentwicklung des Logarithmus um den Entwick-
lungspunkt xy = 1 gilt

. h<Xn)
log L, (X1, oy Xon) = Z log (1 + —J)
Jj=1 \/ﬁ

_ i {h(\)/fﬁm) B hz(QXnnj) N Rw}’

J=1

wobei | ) h3(X )
Rn,j = 2 3 - ) (62)
3! (1 + nn,j) n

N

mit |7, ;| < W Wegen der Beschriinktheit der Funktion £ gilt Z R, ; = opm(1).

j=1
Weiter ist fir n — oo

1 1 ¢
Bl 2 ‘ 2 L 2 , .
(n Zh (Xw)> ——o%und V (n Zh (Xw)> — 0
Jj=1 j=1
Also folgt nach dem zentralen Grenzwertsatz von Lindeberg-Feller die Behauptung. 0
Fiir die Beweise der beiden folgenden Theoreme verwenden wir einige Aussagen aus der
Theorie benachbarter Verteilungsfolgen (siehe [29], Kapitel 6.3 und Anhang D.1). Hierbei
ist zu beachten, dass wegen Lemma 6.1.1 nach Le Cams erstem Lemma (siche Theorem

D.1.3) die Verteilungsfolge A(™ wechselseitig benachbart zu P ist.

Um den Schreibaufwand uibersichtlich zu halten, schreiben wir
gk . ]Rd X Sdil - R7 (13,@) = gk('raa) = fk(x7a) - 2a/xak - on('r)a

mit fj, und ¢, wie in (2.11). Dabei gilt fiir den Hilfsprozess C;, ;. aus (4.6)

1 n
Ch (b)) = % ZE%(XW, b), be S
=1
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Theorem 6.1.2

Unter den oben gemachten Voraussetzungen gilt unter dem Dreiecksschema X1, ..., Xun
D *
Ch — Cp + 6y

in C(S1,R), wobei C} ein zentrierter Gaufprozess in C(S¥1 R) mit Kovarianzkern
Pin, aus (5.2) ist. Der Shiftparameter 6}, ist gegeben durch

6(0) = | %e(u,b)h(u)p(u) du, bec S (6.3)

Beweis:
Der Beweis ist in zwei Schritte gegliedert. Zunéchst ist Folgendes zu zeigen:

(a) Unter P gilt lim Cov(Cj . (b),log L,) = % (b),

n—oo

(b) Fir I € N und Vektoren l;l, - ,l;l € Sd-1 kon\zergiert unter P die Folge der
gemeinsamen Verteilungen von Cy; . (b1), ..., C;; . (br) und log L,, gegen die (I + 1)-
dimensionale Normalverteilung

M+1 . E?n ..... l;l Ck
o |\ dT )

.. . . ’
mit 251 ..... B = (p]:”/\/.d <bj1, bj2>>1§j1,j2§l und ¢, = (cgk (bl) e G (bl>> , wobei

p;;’ N der Kovarianzkern aus (5.2) ist.

Unter der Annahme, dass (a) und (b) gelten, folgt dann mit Lemma 6.1.1 und Le Cams drit-
tem Lemma (siehe D.1.5), dass die endlichdimensionalen Verteilungen von C7, ;. unter A
gegen die endlichdimensionalen Verteilungen des verschobenen Gauf3schen Grenzprozesses
Ck + ) konvergieren. Da C7, ; unter P™ straff ist und P und A™ benachbart sind, ist

Cr \, auch unter A straff, und es gilt unter A"
* D *
Cn,k —_— Ck’ + %k-.
Aus Lemma 4.1.3 und Lemma 4.1.4 folgt
" p(n)
[Cre = Chille — 0.

Wegen der Benachbartheit von P und A™ gilt auch

An)
[Crke — Crillc =0

und demnach die Behauptung. Es bleiben die Aussagen (a) und (b) zu zeigen.
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(a) Es gilt wegen E(C}; (b)) = 0 unter P™ fiir b € S mit (6.2)

Cov(C}4(b),log L) = E(C;,(5)log L)
- {3 (M )

j=1

)

mit R, ; wie in (6.2). Dabei existiert wegen |k (X,,;)|> < ||A|® und |1, ;] < % eine
Konstante C' > 0 mit

n

= 21 5 1
S IRuil = o > | (X)]
j=1 3'n2 1

(14 1)’

C

< —.

n

Also ist
- C C 2

ElC,. (b < —=FE|C*,. (D) < —1/E(C*, (b)) —
(()ZR) < =P < =y E (Cru®) — 0

fiir n — oco. Wegen

fiir n — oo und

%E ( MO h(an)> = %szlE (G (Xnji, 0)M(Xrnjo))
= E(%(Xn1,b)h(X0))

= ) G (u, b)h(u)p(u) du

_ @

folgt die behauptete Grenzwertaussage.

(b) Die Grenzverteilung des (! + 1)-dimensionalen Zufallsvektors

~ ~ /
(Cinlbn). -, Cilh), log L)

ergibt sich direkt aus dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz, wobei die Parame-
ter der Normalverteilung durch die Aussagen von Theorem 4.1.1 und Lemma 6.1.1
eindeutig bestimmt sind. 0

In analoger Weise konnen wir unter derselben Folge von Alternativen A™ eine Konver-
genzaussage fiir den stochastischen Prozess D,, aus (4.2) formulieren. Hierzu schreiben wir

I RIx ST SR, (z,0) — _f(z,0) = (d'z)* - 3dz.
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Damit lédsst sich der Hilfsprozess D} aus (4.20) durch

D;;(b) = %i%(xjvb% be Sdila

darstellen.

Theorem 6.1.3

Unter den oben gemachten Voraussetzungen qilt unter dem Dreiecksschema X1, ..., Xun
D *
D, — D'+9

in C(8¥1 R), wobei D* ein zentrierter Gaupprozess in C(S41 R) mit Kovarianzkern
P, aus (5.3) ist. Der Shiftparameter 9 ist gegeben durch

P9(b) = 5 I (u,b)h(u)p(u) du, b€ ST (6.4)

Beweis:
Analog zum Beweis von Theorem 6.1.2. U

Bemerkung 6.1.4

Definieren wir den stochastischen Prozess
1 n
Zn(b) = — (Xnj,b),

so erhalten wir denselben stochastischen Prozess wie in [4], S. 53. Fir diesen Pro-

zess qilt wegen ||Z, — Dyllc .0 unter P™ (siche hierzu die Lemmata 4.2.3 und
4.2.4) die gleiche Konvergenzaussage wie fir D, in Theorem 6.1.3. Daraus folgt das
Konvergenzverhalten des Prozesses Z, unter benachbarten Alternativen. Setzen wir

(530 U,Xn)3>2

Jj=1

bin(u) = (W Spu)? ’

so ist die Teststatistik von Malkovich und Afifi durch

byt = max by n(u)
gegeben, siehe hierzu auch Abschnitt 8.3. Unter den Voraussetzungen von Theorem
6.1.3 und unter Bericksichtigung des Theorems 2.6 aus [4] und der Benachbartheit der
Alternativen gilt
nb™ 2 max (D*(u) + 2(u))?,
’ uesd-1

mit D(u) wie in (6.4).
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Mit den eben gezeigten Resultaten lassen sich weiterfithrende Erkenntnisse zum asymptoti-
schen Verhalten des multivariaten Multiparameterprozesses W), aus (4.3) unter benachbarten
Alternativen gewinnen. Dabei bezeichne

¢1(b)

_ d—1
W (b) = b L be s, (6.5)

2(b)

mit 6, (b), ..., €,(b) wie in (6.3) und Z(b) aus (6.4). Wie das folgende Theorem zeigt, kon-
vergiert der stochastische Prozess W, unter den gemachten Voraussetzungen gegen einen
um # (b) verschobenen Grenzprozess W*.

Theorem 6.1.5

Unter dem Dreiecksschema X1, ..., X, ist unter den gemachten Voraussetzungen
W, — W*+ W/

in C(S¥1 R wobei W* ein zentrierter Gaufprozess in C(S?1 R mit Kovari-
anzkern oy, (b, c) aus (5.4) ist. Der Shiftparametervektor W ist gegeben durch (6.5).

Beweis:
Aus den Beweisen der Theoreme 6.1.2 und 6.1.3 gilt unter P™ firk=1,...,d

1. lim Cov(C; ;. (b),log L) = € (b),

n—oo

2. lim Cov(D;(b),log L,) = 2(b)

n—oo

fir b € S, Weiter gilt fiir | € Nund by, ..., b € 8!, dass die gemeinsame Verteilung
von W, (l;l> ey Wy <131) und log L, gegen die [(d+1)+1-dimensionale Normalverteilung

mit der U(d + 1) x I(d + 1) Matrix o, = (0%, (b i;jQ))Kjl _ und dem I(d + 1)-

A\ A
dimensionalen Vektor w := <7/ (b1> 4 <bl> ) konvergieren, wobei o}, der Kova-

rianzmatrixkern aus (5.4) ist. Es folgt die Behauptung unter derselben Argumentation wie
im Beweis zu Theorem 6.1.2. 0J

Aus den Aussagen der eben vorgestellten Theoreme ldsst sich das Verhalten der Teststatistik
T,, unter benachbarten Alternativen charakterisieren.
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Theorem 6.1.6

Es sei das Dreiecksschema X1, ..., Xpn, n > d+ 1, mit zugrunde liegender Lebesgue-
Dichte f, aus (6.1) gegeben. Dann gilt fir die in (2.5) angegebene Teststatistik von
Cox und Small

p 1 .
nTy — 5 max Vg (W*(b) +7#(b))

fiir n — oo. Dabei sind ¥ die Abbildung aus (2.14), W*(-) der (d + 1)-dimensionale
zentrierte Gaufische Grenzprozess aus Theorem 4.3.1 und # (-) der Shiftparametervek-
tor aus (6.5).

Beweis:
Es gilt nach dem Beweis zu Theorem 4.4.1 und mit (5.1)

n

1
- Z(b'yw)4 -3

=1

Pp(n) Ppn)

— 0 und sup
beSd—1

sup
beSd-1

nz:b/ nJS

fiir alle b € S?'. Wegen der Benachbartheit von A™ und P gelten die stochastischen
Konvergenzen auch unter A™. Die Behauptung folgt aus dem Lemma von Slutzky und
zweifacher Anwendung des Abbildungssatzes. 0







Kapitel 7

Konvergenzaussagen unter festen
Alternativen

In diesem Kapitel werden die Konvergenzaussagen der vorangehenden Kapitel unter Aufga-
be der Annahme der sphirischen Symmetrie an die zugrunde liegende Verteilung verallge-
meinert. Hierzu seien im Folgenden X7, . . ., X,, unabhéngig identisch verteilte d-dimensionale
Zufallsvektoren mit F||X;||° < oo. Weiter belege die Verteilung von X; jede (d — 1)-
dimensionale Hyperebene des R? mit Masse 0 und es gelte n > d, damit die empirische
Kovarianzmatrix S,, fast sicher nicht singulér ist. Im Hinblick auf die affine Invarianz der
Teststatistik konnen die Zufallsvektoren 0.B.d.A. als standardisiert angenommen werden,
d.h. es gilt £(X;) = 0und E(X,X]) = I,. Unter den getroffenen Annahmen existieren al-
le auftretenden gemischten Momente. Das Problem im Vergleich zu den Ausfiihrungen aus
Kapitel 4 sind die unter einer solch allgemeinen Verteilungsannahme nicht mehr explizit an-
gebbaren Ausdriicke fiir die auftretenden Erwartungswerte und der Verlust der Zentrierung
der betrachteten stochastischen Prozesse.

Der Ubersichtlichkeit halber werden im Folgenden die in den theoretischen Ausfiihrungen
verwendeten Abbildungen definiert. Dabei bezeichnen fiir b € S !

i (b) = E(pr(X1)('X1)X1),
py (b) == E((V'X1)°Xy),
d-dimensionale Vektoren und
i) = BYX)),
pi(b) = B Xp)"

reelle Zahlen. Wir weisen darauf hin, dass unter diesen Verteilungsannahmen die gemischten
Momente

BElop(X1)(0'X1)) =b, und EWX,)*=1
explizit angebbar sind, und dass zwischen ;5 (b) und y; (b) die Beziehung
s () = E(WX1)* = E ((0'X1)*(V'X1)) =VE (' X1)°X1) = b'p (b)
besteht. Weiter gilt fiir b € S?~! die Identitiit
E(fu(X1,0)) = @r(12 (b)) = €z (b) = pr 0 13 (D). (7.1)
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7.1 Stochastische Konvergenz der Teststatistik 7}, un-
ter festen Alternativen

Damit die stochastische Konvergenz der Teststatistik 7;, gezeigt werden kann, muss das
Grenzverhalten von 7, unter festen Alternativen untersucht werden. Hierbei geht auch wie
in den vorhergehenden Kapiteln die schwache Konvergenz des in (4.3) definierten, mul-
tivariaten Multiparameterprozesses W,, entscheidend in die Betrachtungen ein. Unter den
gemachten Annahmen muss W,, ebenfalls zentriert werden. Dabei bezeichne

fl(Xbb)

— . d—1
u(d) = E Lo | be S, (7.2)

(b'X;)?

wobei nach den Voraussetzungen 1(b) existiert und ||u(b)|| < oo fiir alle b € S¢! gilt (fiir
eine explizite Darstellung von p siehe auch (7.16)). Der Beweis des folgenden Theorems
benétigt die Straffheit von /n (W, (-) — u(+)) in C(S% !, R4™). Auf Grund einer besseren
Lesbarkeit wird dies in Theorem 7.4.1 im Anschluss gezeigt.

Die im Folgenden gemachten Aussagen beruhen auf der stochastischen Konvergenz der
Teststatistik unter einer festen Alternative gegen eine von dieser Alternative abhéngenden
Konstante. Wie das folgende Theorem zeigt, ist diese durch

L := max (4 (b))
=S (0) — 1 (13 0))

2

gegeben.

Theorem 7.1.1
Fiir die Teststatistik T,, aus (2.5) gilt

fiir n — oo.

Beweis:
Es gilt

T, = — B )
T ST )

max {%@ (@ (W) — v/mp(b)) + 23/mpu(b) BOWn(b) — v/np(b))

T nu(b) Bu(b)) }

beSd-1

~ max {%}(@) <%<b)+%<b)>}
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mit

Wa(b) = Wp(Wn(b) — Vnu(b)),
Zn(b) = 2v/npu(b) B(W,(b) — V/npu(b)) + np(b) Bu(b),

und
n

Y,(b) = %Z(b'yn,j)‘* —1- (% Z(b’yn,j)3>

j=1
fiir b € S¢1. Nach Theorem 7.4.1 gilt

1
vn
mit einem zentrierten GauBprozess W* in C'(S¢~1, R?*!). Insbesondere gilt nach dem Ab-
bildungssatz

Jn ( Wa(-) — u(-)) — WH(b)

-

D "
Wn(:) — Wp(W())
und wegen der Straffheit der Folge %, folgt

1
ﬁ% () -0 (7.3)
in C(8%! R). In dhnlicher Weise schlieBen wir auf
1 P
~I () — n()Bu() = ¥p(u())- (7.4)
Fiir #;,(b) ist mit Hilfe der Identititen fiir b € S9~1

OVt = (VX)) + 100 (0),
(BYo)? = (VX)) + 70 (b),

wobei

g O)] < 1 Ans 1"+ AIXGI T Ans 7 + X A g 1P + 41X 1 A,
[ng(0)] < 1 Ans 17+ BIXG I Ansl” + IXG P A

mit A, ; wie in (4.4), gilt. Aus

Vb)) = L > WX + ()] —1— (% ' (V'X;)° + ﬁn,j(b)>
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und den Resultaten aus Lemma 4.1.3 und Theorem 4.3.2 folgt

sup |#,(b) — %i(b’){j)‘* -1- (% zn:(b’x 0. (7.5)

beSd—1 j=1 j=1
Wir betrachten nun den durch
1 — 1 & ’
Zob) ==Y X)) =1—([=) WX,)?] ,beS,
0= 3 -1 (130

definierten stochastischen Prozess auf der Einheitssphire. Weiter bezeichnen wir mit /i die
stetige Abbildung

ST SR b () = g (0) — 1 (u5 (1))

Wegen (7.5) gilt
|25 = Falle — 0,

und nach dem Gesetz groBBer Zahlen und dem Abbildungssatz folgt

|20 —fille = sup |Zu(b) — fa(b)|
beSd-1
. 2
= sup |— VX)) — -y (VX
beSd-1 Z ,u4 ) ( (nz >

< sup —Zb/ _N4 )

beSd—1 peSd—1

+ osup |(u5(0) — (%Z(UXJ‘)?’)

o0

Dabei folgt die stochastische Konvergenz aus der schwachen Konvergenz der Prozesse

Vi (% SO0 um)) best,

j=1
und
1 n
Vn (5 > WX;)* - @(b)) L best,
j=1
gegen entsprechende Grenzprozesse in C(S¢~! R). Damit gilt

P

V() — i) (7.6)
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in (8% !, R). Zusammengesetzt ergibt dies nach Anwendung des Abbildungssatzes
1 1 1 P
T, = — | =, (b) + =%, (b L
bgfs%xl{n(b) (n (0) 7% )>} _>
und das war zu zeigen. O
Die richtige Interpretation der Konstanten £ ist in diesem Fall wichtig fiir Konsistenzaus-

sagen des mit 7, als Priifgrole operierenden Tests. Fiir den Zihler von £ konnen einfache
Aussagen getroffen werden.

Bemerkung 7.1.2
1. Fiirb e 81 gilt

E((' X)), X0) ]~ [EW X)) = | B((6X0)2X0) 1>~ [B( X)),

M&

k=1
und wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt
1B X20)2X0)|1? = B2 B X0)2X0) | > [V E((X1)2X0))* = [BW/ X))
Somit gilt
Up(u(b) >0, be St

und folglich auch

max U (p(b)) = 0.

Auf Grund der Abschitzung durch die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung konnen
wir die folgende Aussagen treffen. Die Grofie Wp(u(b)) ist genau dann gleich 0,
falls

(a) E((0'X1)*X:1) =0 oder
(b) E((VX1)?X1) und b € 84! linear abhingig sind.

2. Unter der Hypothese gilt L = 0.

3. Falls eine sphdrisch-symmetrische Alternative mit existierendem sechsten Mo-
ment der Radienverteilung zugrunde liegt (siehe Theorem 4.4.1) gilt L = 0.

Es bleibt zu kldren, unter welchen Alternativen £ den Wert 0 annimmt.

Mit Hilfe des Theorems 7.1.1 lassen sich erste Konsistenzaussagen treffen. Fiir feste Al-
ternativen bei denen ein b € S%! existiert, so dass
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gilt, ist der mit 7;, als Priifgrofle operierende Test konsistent, da fiir jedes feste ¢ > 0

lim P(nT,, >¢) =1

n—oo

gilt. Nach Theorem 4.4.1 ist die Teststatistik 7}, offensichtlich nicht konsistent gegen sphirisch-
symmetrische Alternativen mit existierendem sechsten Moment der Radienverteilung, da sie
dasselbe Grenzverhalten aufweist wie unter der Hypothese H,.

Die Verteilungskonvergenz der Teststatistik 7;, unter festen Alternativen konnte nicht ge-
zeigt werden. Allerdings liegt auf Grund der Berechnungen zu Theorem 7.1.1 die folgende
Vermutung nahe.

Vermutung 7.1.3

Unter den gemachten Voraussetzungen von oben gilt
Vi (T, = £) =2 2 max pu(b) BW*(b),
beSd—1

wobei W der zentrierte Gaufiprozess in C(S41, R41L) aus Theorem 7.4.1 ist.

Die in diesem Kapitel gemachten Aussagen beruhen auf der schwachen Konvergenz des ge-
eignet zentrierten und normierten stochastischen Prozesses W, (-) im Banachraum
C(84-1, R¥*1) gegen ein zentriertes GauBsches Zufallselement W™ mit bestimmter Kova-
rianzstruktur. Diese Aussage wird in den folgenden Unterabschnitten bewiesen. Wie in den
Kapiteln 3, 4 und 6 ndhern wir uns dieser Aufgabe iiber die schwache Konvergenz der Kom-
ponentenprozesse.

7.2 Konvergenzaussagen fir C,

Dieser Abschnitt soll das Konvergenzverhalten des stochastischen Prozesses C), ,, unter den
oben gemachten Voraussetzungen kldren. Das Vorgehen ist dem in Kapitel 4.1 dhnlich. Wir
betrachten den Hilfsprozess aus (4.5)

1 n
CrlV) = —= 3 [fulX5B) + 200 X)X D) + (VX ()]
j=1
und den den Voraussetzungen angepassten Hilfsprozess

S0 = = D {0~ 20X HXX = L () - ()

2

Man beachte, dass der Hilfsprozess C’,f »(b) mit dem in (4.6) definierten Hilfsprozess C; , (b)
im folgenden Zusammenhang steht: Es gilt

1 %
Laoox - <b>} .

Cia) = Col®) - == S (V06X — 1 )+ 306X - I | (1)
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Um im vorliegenden Fall den Kovarianzkern des im folgenden Theorem auftretenden Grenz-
prozesses Cy;(+) von C}, (-) aufschreiben zu kénnen, fithren wir die folgenden Notationen
ein. Zunichst setzen wir fiir die reellwertigen gemischten Momente

2 s(b0) = E(X) (X)) (e X)),
Tia(be) = EWX X (0) X1 X117 (c)),
T (b.e) = B(epX1X7p5 (b)d X1 X115 (0)),
(b e) = E(e}X1 X5 (b)ep X1 X145 (),

T3:(0) = EWXiX{u (0)X1),
TH0) = B(e, X1 X u5 (h)X1),
Ts51(b,c) = E(lele()(C/Xl)QXl),
T(be) = E(eX1X {5 (b)(<X1)7X).

Theorem 7.2.1

Es existiert ein zentrierter Gaufiprozess C; (b), b € 841, auf der Einheitssphdire mit
stetigen Pfaden und dem Kovarianzkern

pi. (b, €)

[I]

02 ¢) — 20,21 1 (b, €) — B89 (b, €) — 2, ES] 1 (b, ¢) — 259 (b, )
— 1
0,1 (6,€)Z50 1(b,0) = Sk (20sa(b:) +2T5(c,b) + TE3 (b )

_§:
1502
1 /
+T8) (e, b)) - (Ckc - §ek) (2T3,1(b) + Té@(b))
1 /
+—(bkb+—§ek> (zng( )+ (e ) . er4lb )+ T8, )

+27 (e, b) + 27 (b, c)) + dbger(Ve) + 202 +¢2) + 1
b,c € S41). Betrachtet man C; (-) als Zufallselement in C(S4 1, R), so gilt
!
1 * D e
Vit (JCusl) = prons () 2 G ).
Beweis:

Der Beweis des Theorems unterteilt sich wie im Beweis zu Theorem 4.1.1 in drei Teile. Es
ist zu zeigen:

1. v/n (%ﬁonk — ¢ o u§> 2, Cy in (841 R),
2. Cos — Crille . 0und

3. |G — Clylle == 0
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fir n — oo. Dann folgt die Behauptung direkt aus Theorem 4.1 aus [6]. Man beachte,
dass die zweite Aussage schon in Lemma 4.1.3 gezeigt wurde. Dabei beachte man, dass die
Annahme der sphérischen Symmetrie nicht verwendet wurde.

Lemma 7.2.2
Fiir das in (7.7) definierte Zufallselement C;ﬁk gilt die schwache Konvergenz

1 Vo g D e
vn <%an — R0 M2> — G,
im Banachraum C(S* 1, R).

Beweis:

1 <
Es gilt O, (b) = NG > Z;i(b) mit
j=1

Zin(b) = fr(X5,0) = 200/ X;)br — V' (X; X} — Loy (b) — o (X))
1
_§€;€<XjX;’ — Iq)py (b),
7 = 1,...,n. Da die Zentrierung im vorliegenden Fall nicht gegeben ist, miissen die Zu-
fallselemente 7, i, . .., Z, , noch geeignet zentriert werden. Unter Verwendung der in (7.1)

gegebenen Identitdt und den getroffenen Voraussetzungen F(X;) = 0 und E(X,X]) = I,
gilt fiir b € S?1

E(Z1x(b)) = E(fi(X1,b) = 2(0'X1)bx — V' (X1 X] — La)psy (b)
—pp(X1) — %e;ﬂ(xlX{ - Id)ﬂ?@))
= E(fi(X1,0))

e

= #r(pa (0)).

Definiere fiir j = 1,...,nund b € S}

Z5:(b) = Zji(b) — @15 (b)). (7.8)

Wir betrachten die unabhiingigen identisch verteilten Zufallsvariablen 2, .. ., 2, ;, als Zu-
fallselemente im Banachraum C'(S?"!,R). Die Zufallselemente sind zentriert, und es gilt
E||Zi 1|3 < oco. Um den Kovarianzkern des Zufallselements C} zu bestimmen, reicht es
den Kovarianzkern von Z ;, zu berechnen. Dabei gilt

Cov(Z1.4(b), Z14(c) = E(Z11(b) Z11(c)) — ulpz (0))r(1e ().
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Weiter gilt fiir b, c € S4!
E(Zyx(0)Z1x(c)) = E{[fe(X1,0) = 2(0'X1)by, — b/ (X1X] — Loy (b) — o (X1)

- fdm;*(b)] - {fkm, 0 — 2 X))

XX, - L (6) — 060 - (N - T )

= E(fe(X1,0) fr(X1,¢)) — 26, E((V' X1) fr( X1, )
—EV (X1 X] — L)pi (0) fu(X1,0)) — B(pr(X1) fr (X1, )
S B (X] — L3 () (X)) — 20k fe((Xi, D) (¢ X0)
b B0 X0)(¢ X)) + 26 EH (X0 X, — L) (0)(€ X))
+20, E(0(X1) (¢ X1)) + arB(e) (X1 X — Ig)py (b) (¢ X1))
—E(fu(X1,0)c (XlX{ —[d)ﬂf(c))
20, E((0'X1)c (X1 X — La)p (c))
+EW (X1X] — La)py ()¢ (X1 X] — Loy (c))
+E(pr(X1)d (X1 X — Loy (0) — E(fr(X1,b)er(X1))
BN — L (D¢ (XX — Loy ()
+2bp (0 X1)r(X1)) + BV (X1 X7 — La)py (0)er(X1))
FE@(X0) + 5 B0 X] ~ Lus (Ben(X)

_%E(fk(Xl, b)el (X1 X] — Loy ()

R B((0' X1)el (X1 X] — Ta) 3 (€))

5Bl X)A (XX, — 1 (0)

g BV (X0X] — L) (0)eh(XaX] — T3 (0)

B (X — 1) (e (X X] — L)p ()
= 239,(b,¢) — 25,E) 1 (b, ¢) — Ef9 (b, ¢) — 20,E"

1a(b€) = Z504(b, )
+4bycp(b'e) + 2(b2 +AE)+1—e}s(b,c) + 0y

1

(b):ékz 1 (b 7C>
—%e%Té’fQ)(b, ) + —eku (b)E (k) 1(b ¢) + 2¢,cT31(b) + cxe T:(m(b)
—e} Ys.0(e,b) + €1y (€)ES) 1 (b, ©) + Y (b, ) — Uiy (b)c sy (c)
AT 1Ti’2<b, ) — 5ot (O)C(0) + e X (8) + 5k THI0)
—5¢ ;Tg’;(c, b+ 3 ;c/j;( )Z0 1 (b, €) + 2bb a1 (¢) + bRt T (c)

T ’;<c, B) — SV (D) (€) + ek TE) + { T8 c)
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Unter Beriicksichtigung der Identititen by (b) = ng&l(b, ¢) = ey (b) und

duy(c) = :0 2 1(b c) = e}y (c) ergibt kurzes Zusammenfassen
E(Zi(0)Zi4(c)) = =5 (b ¢) = 20,20 (b, ) — 295 (b, ¢) — 20, EY] 1 (b, )

=0 (b, )=, (b, ) — € (Coa(b,) + o (e, 1)
e; (Tg’fg<b, 0)+ T(e,)) + (2epe + ex) Taa(b)

1
bkb + =€

I /
+ (ckc + §6k> TE9(b) + (2bed + €)' T31(c)
(o 5

1
T32(0) + (AL (b.c) + Y5 (b.c) + 2055 (e, b)
1 /
F2T3(0, ) = 7 (2617 (b)eiis (€) + eipas (D) ()
+4b' 1y (b) 1 () + 26ku2 (b)) 1y (€)) + 4bgey(Ve ) +2(b + )+ 1
= ~222( c) — 2bk~1 (b c) — ~022(b c) — 2Ck~2 1 1(b c) — ~232(b> c)

EOZl(b, c>:g’“01(b o) — %ek (2751(b,0) + 275, (e.5) + TE3(0,0)
+T8(e, b)) + (ckc + %ek) <2T3,1(b) + Té@(@)
+ (bkb + %ek>, <2T371(c) + T8 (c)) + }1 (4“1"4,1(6, &)+ T8 (b, c)
+27$ (¢, b) + 208 0, c)) + dbger(be) + 2 (B2 + c2) + 1.
Insgesamt folgt
Cov(Zi4(b), Zix(c)) = E55(b,0) = 262(9 1 (b,¢) — E2,(b,¢) — 26241 1 (b, )
=00 - iaé’fﬁ,lw, c)Eéﬁ% 1(b,¢) — £k (275, (b,
+2Y541(c,b) + T (b c) + T52 c, b + (ckc+ %ek> (27541(b)
+T§,’2(b)) (bkb+ ek> (2T31( )+ 1 (e )) i(4T41(b ¢)

+T4(1]2(b c) + 2T4l€2)<C b) +2T42 (b, c) ) + 4bger (V')
+2 (b 4 ¢3) + 1.

Also gilt nach Theorem B.4.1 die Behauptung. 0
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Lemma 7.2.3
Fir die in (4.5) und (7.7) definierten Zufallselemente gilt

~ bid P
[Crnk — Crille — 0.

Beweis: L
Unter Benutzung der Identitit A, ; = (S z— Id> i — S 2 X, giltfirb € S!

-

Ch(b) — Cpp(b) = % Z [20(X;) (V' X5) (V' A ) + (0 X5)* @1 (An ) + 2(6'X;) by
HYXX, = LW 0) + 0u06) + 3COX; - Ly 0]

- 3 s (5 (5 1) 5 -5

LX) ((Sn Fo L)X - S %Xn>
F2('X;)be + V' (XX — L) py (b) + ou(X))
F3AOGX; 15 0)
= 20 (57— 1) = 3 (e, — i )
j=1
OS2 K/ Tibg + 20 (S; 3 _ Id) Ve (b)

25,2 X, —Z{sok ) —bi)

+€j, (S 2 [d> \/_Z{ W'X i (b)}

+2b’“b/ﬁ ;Xﬂ' e (S2F = L) Vi (8) - Ve X,
e;S;%Xn% Z {X;)? -1} + in Z%(xj)

+b'f2 (XX )ul(b)Jrlek\/—ZXX’ L)1 (b)

= pp(b) — Bp(b) + Enp(b) — Fri(b) + A, (b)
— N (b) + O, (D) — @nk(b)



66 7. Konvergenzaussagen unter festen Alternativen

mit
) = 2 (S0~ 1) fZ{sak X)X, = 15 ()}
B i(b) = zb'sgv‘(nﬁ;{gak(xj)(b'xj)_bk},
&ui(b) = e <5;% - Id) % Z {(VX5)°X; — 15 (D)}
Fonlh) = eﬁCS;éXn%jzl{(b'Xjf—l},

und

M) = 2 (ﬁ (S 3 _ Id) Z (X, X, — ) ) ) ),
Nn(b) = 2bkb/(S;% — L)VnX,,

0] = (ﬁ (50* ~ 1) + ﬁ > (XX~ m) HO!

_1 _
@n,k(b) = G;C(SnQ—]d)\/ﬁXn.
Mit der Dreiecksungleichung und dem eben Gezeigten gilt
1Cok — Coiille < Nl + 1 Burllc + 1€nkllc + | Furllc + |4 c
FlAlle + 1Onkllc + | Pnkllc-

Dieselben Methoden und Schlussfolgerungen wie im Beweis zu Lemma 4.1.4 fithren zu der
stochastischen Konvergenz gegen 0 der Summanden ||.<7, x||c, || Bkl || Enkllcs || Fn k||c,

|47 lc und || 2, k|| auf der rechten Seite der obigen Ungleichung. Es bleibt ||.7,, || 20

und |0, k|l L. 0 zu zeigen. Vereinfachend schreiben wir
~ _1 1 n ,
My = /n (Sn T Id) to > (XX~ 1)
7j=1

Hiermit gilt
| (0)] = |26 Mapsy (0)] < 200l Al 1157 O] = 2|l 107 (D)

Da nach Voraussetzung 1} (b) existiert und eine stetige Funktion ist, gilt sup ||x} (b)|| <
beSd—1

oo und damit reicht es, die stochastische Konvergenz von ||.#,||s zu untersuchen. Mit der

Identitit (vergleiche [17], S. 9)

V(S —I,) = \/_ZXX’ — VX, X!
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_1 _1
und /7 (Sn 2 _ Id> = n(Sy — )8 (Sn % + I,) ! gilt
y/— i(x-x’. — Iy Ly S*l(s‘% + 1) +VnX, X, Sfl(s‘% + 1)
n \/ﬁ po J<Ng d 9 d n n d n<Xnn n d )
also mit der Dreiecksungleichung

|-l

1 _1
H§Id — S NSy 2+ Iyt

1 n
—= > (XX - L)

+ VA% |

S

S;l(S;% + 1)t

Da sowohl \/iﬁ > i1 (XX} — I4) als auch V/nX, straff ist und X, fast sicher gegen 0 bzw.

1 .
S 1und S, ? fast sicher gegen I, konvergieren, gilt ||, || s — 0 und damit |4, c )
Weiter ist . . \

|00 (0)| = |ehtlapiy (0)] < || lls ]|y (D)), b€ ST

Nach Voraussetzung existiert z; (b), ist stetig in b und demnach gilt unter derselben Schluss-

. . P . .
weise wie eben ||, ||c — 0 und insgesamt die Behauptung. O

7.3 Konvergenzaussagen fiir D,

Dieser Abschnitt soll das Konvergenzverhalten des stochastischen Prozesses D,, unter den
oben gemachten Voraussetzungen aufzeigen. Wir betrachten hierzu den Hilfsprozess

D, (b) := \/_Z [(V'X;)% + 30 X;)2 (VA )]
aus (4.19) und den angepassten Hilfsprozess
3 "
D) = IZ{ W) = 30%) - OGN, - L0} (19

Um im folgenden Theorem den Kovarianzkern des Grenzprozesses D™ (+) in iibersichtlicher

Form aufschreiben zu konnen, fiihren wir analog zum letzten Abschnitt abkiirzende Bezeich-

nungen fiir die auftretenden gemischten Momente ein. Wir setzen fiir die reellwertigen ge-
mischten Momente

Eipebe) = E(U'X1)(dX1)?), (7.10)

Tio(bc) = E(VX1X|u5(b)d XX p5(c)) (7.11)

und fiir die vektorwertigen gemischten Momente

T35(0) = E (VX1 X{u5(b)X1),
Tsa(bc) = E (XX u5()(dX1)*Xy). (7.13)
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Theorem 7.3.1

Es emistiert ein zentrierter Gauflprozess D™ (b), b € ST, auf der Einheitssphire mit
stetigen Pfaden und dem Kovarianzkern

, _ _ - 3., ,

p(byc) = Es3(b,c) —3(E1s(b,c) + Esa(b,c)) — 5 (€Tsa(b,¢) + ' Ts4(c, b))
, 9 1,

(¢ T33(0) + 0 55(c)) + 7 Ta2(b,€) = Ju3 (D)3 () +9(V'c).

N ©

+

(b,c € 841). Betrachtet man D™ (-) als Zufallselement in C(S*1,R), so gilt

Vit (=Da) =) 2 D).

Beweis:
Der Beweis des Theorems unterteilt sich wie im Beweis zu Theorem 4.1.1 und Theorem
7.2.1 in drei Teile. Es ist zu zeigen:

1. Vn (\/%D;‘f - M3> 2, D¥in O(S*,R),
2. ||Dp = Dyllc — Ound

3. ||Dy— Dilc =0

fir n — oo. Dann folgt die Behauptung direkt aus Theorem 4.1 aus [6]. Man beachte,
dass die zweite Aussage schon in Lemma 4.2.3 gezeigt wurde und dort die Annahme der
sphirischen Symmetrie nicht verwendet wurde.

Lemma 7.3.2
Fiir das in (7.9) definierte Zufallselement DX gilt die schwache Konvergenz

NG (%D:’ - ug) 2, p* (7.14)

im Banachraum C (S 1 R).

Beweis:

Analog zum Beweis des Lemmas 7.2.2 ist D (b) := \/Lﬁ > 25—y Z;(b) mit

3 :
Z;(b) = (V'X;)* = 3(VX;) — §b’(XjX]< — Iy (b), j=1,...,n.
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Mit EZ(b) = pi (b) fiir b € S gilt

E[Z(0)Zi(c)] = E|(VX1)’(¢X1)? = 3(0'X1)(¢ X1)* - gb/(XlX{ — Ia)py (b) (¢ X1)?

/ ! / / 9 / ! * /
=3(0'X1)*(¢ X1) + 9" X1) (¢ X1) + SV (XX = La)py (D) (€ X1)

3 9 A
—50/(X1X{ — L)y ()0 X0)? + 50/(X1X{ — La)py (e) (V' Xy)
9
+Zb/(X1X{ — Loy (0)d (X0 X — La)py (c)
— _ _ 3
= ;:373(19, C) -3 (.:173(19, C) -+ ;:371(19, C)) — 5 (C/T574(b, C) + b/T574(C, b))
9 9 3 4. %
5 (€ Ta3(0) +0T33(0)) + 7 Tap(bsc) + 75 (D)pg (e) +9(V'e).
Definiere fiir j = 1,...,nund b € S%!
Z(0) = Z,(b) — 155 b). (7.15)
Wir betrachten die unabhingigen identisch verteilten Zufallsvariablen 2, ..., %, als Zu-

fallselemente im Banachraum C'(S%~! R). Insgesamt folgt
Cov(£1(b), Zi(c)) = E[Z:(0)Z1(0)] — p5 (b)psg (c)-
Also gilt nach Theorem B.4.1 die Behauptung. 0

Lemma 7.3.3
Fiir die in (4.19) und (7.9) definierten Zufallselemente gilt

1Dy = Dy llo — 0.

Beweis: )
Wie im Beweis zu Lemma 7.2.3 verwenden wir die Identitit A, ; = (S; z— [d> X; —
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_1
2

Sy ? X,,, und damit gilt

b,-D; = — Z {a0x) 08, + 30 + 06X, - 1w )
_ % ; {7 (v (S0 — 1) X, - 502 %,))
F) + JYOOX; — L 1)

— 3y (S; :_ Id> % i {(VX;)2X; — ik (b)) + /mi30' <Sn - Id> 15 (b)

[V

Caysi LS xa? 1 D
X=X’ -1} = Vuss X,
j=1

3 < / / 1 - / ¥t
+% ;(b X;) +3b NG ;(Xij — Iq)py (D)
— A (b) = Ba(b) + E(b) — Fu()

mit
(o LSy e ;
j=1
11 &
b) = 30S,2X,— VX)2—1},
B(b) = 3V'S ﬁ;ﬂ ) =1}
/ —% 1 6 / *
Fa(b) = V(S — I)/nXn.
Weiter gilt

1Dn = Dy lle < llle + 1Balle + 1 Ealle + | Zallc-

Die gleichen Argumente wie in Lemma 4.1.4 und Lemma 7.2.3 fithren zur stochastischen
Konvergenz gegen 0 der vier Sumannden auf der rechten Seite der Ungleichung, und damit
ist die Behauptung gezeigt. 0

7.4 Konvergenzaussagen fiir W,

In diesem Abschnitt soll die asymptotische Verteilung des multivariaten Multiparameterpro-
zesses W, hergeleitet werden. Dabei werden die eben gezeigten Ergebnisse verwendet. Um
die Kovarianzmatrixstruktur vollstindig beschreiben zu konnen, miissen die paarweisen Ab-
héngigkeiten zwischen den Prozessen C,,  fir k = 1,...,d und D,, berechnet werden. Es
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bezeichne fiir b,c € S ' und k,1 = 1, ..., d mit der Schreibweise aus (7.8) und (7.15)
@iy(bc) = Cov(Zi(b), Z1u(0)),
7 (b,c) = Cov(Z.(b), Z:(c)).

Um diese Kovarianzen darstellen zu konnen, miissen weitere Bezeichnungen fiir gemischte

Momente eingefiihrt werden. Es seien fiir b,c € S4 ! und k,l € {1,...,d} mit k # [ die
reellwertigen gemischten Momente

’:‘(kvl)

—J1,J2,73,J4 (b’ C) = E ((b/Xl)jl (C,Xl)jQ (6;X1)j3(egXl)j4)’
Tys(b,c) = E (lelXiNf@)CleXiﬂg(c)) )
TE(be) = B (X1 X1 (b)) X1 X1y (c))
T (be) = B (X1 X5 (0)el X1 X5 (c)) .
Dann gilt
O (bc) = 8 (0 ¢) — 20,20 1 (b, ¢) — €51 (b ) + Uiy (b)r 0 415 (c)
—(k,l 1 k 1 ¥ %*
~Zya1a(b,€) = Z TR0 ¢) = Jeiis (D)es (c)
—ZClngl)’l(b, ) + 4bge(b'c) 4+ 26, T31(b) + 2¢i¢r, + clc'Tgfz)(b)
—€ T5,1(¢,b) + ¢y (€)pr © iz (b) + 2046 T3 1 (¢) + T a (b) = V' (D) ()
1 1, . _
e Ta1(c) + 5 T3 (0, €) — ey ()i (¢) = Zygh 1 (b ) + 2bid
1 1
e Taa(0) + 56 Taa (b) — Sk TE)(c.h)
1~ (1) |G L, v =
+brb" 3 5(c) + §T472(c, b) — §b ' (b)ejps (c)
1 ! 1k
+§€ZT§,,)2(C) + ZTi,g)(l% c),
O (be) = E¥9,(b,¢) — 2b,E13(b,¢) — Efay (b, c) — ¢ Ts1(b,c) + Vi (b)s (c)

1 1 —
—5¢Y52(0,0) = S 0 1y (b)s5 (¢) — 3251 1 (b, ) + 6bi (V') + 3y

3 3
+30/T3’1 (b) + §C/T:(3]72) (b) — 56

3 3
+3bb'Y33(c) + §T4,3(b, c) — ib’u{(b)c’,uz (c)

3 R
wTs5a(c,b) + 5Pk © py (b)c py (c)

3 3 3 ¥ 3
ek aa(e) + TR (b.€) = T 0413 () k3 (©).

Die Rechnungen hierzu sind zu Gunsten einer besseren Lesbarkeit in Anhang A.2 zu finden.
Wie in (7.2) schon angedeutet, bezeichnen wir den Erwartungswert des Prozesses W,, mit

o1 0 5 (b)
_ _ : _ 5 (b) d-1
uo =By = | G = < o ) bestl. (1.16)

15 (b)
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Theorem 7.4.1

Es existiert ein zentrierter Gaufprozess W*(b), b € 841, auf der Einheitssphdre mit
stetigen Pfaden und dem Kovarianzmatrizkern

pﬁf(b7 C) q)i:2(b7 C) q);li,d(bu C) (I)jli(ba C)
®54(b,c)  py(b,c) D5 4(b,c) 5 (b,c)
Oﬁ<b7 C) = : : . : :
(1)2;1 (ba C) (I);;LQ(ba C) e p?i([% C) (I);;f(ba C)
q)l (Ca b) (PQ (C’ b) e (1)2 (C, b) P : (ba C)

fiir b, c € 841, Betrachtet man W (-) als Zufallselement in C(S* 1, R, so gilt

1

Vit (Wl = ) 2 W

Beweis:

Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Theorem 4.3.1. Der Kovarianzmatrixkern des
Prozesses W ergibt sich aus den einzelnen Kovarianzen der Komponentenprozesse und
deren Kombinationen. 0



Kapitel 8

Simulationen

In diesem Kapitel sollen die theoretischen Ergebnisse der letzten Kapitel durch eine Simu-
lationsstudie anhand von verschiedenen Beispielverteilungen ergénzt werden. Alle verwen-
deten Teststatistiken wurden in der Statistiksoftware R implementiert, wobei einige in der
Programmbibliothek MASS zur Verfiigung gestellte Routinen verwendet wurden.

Wie schon in der Einfithrung kurz angedeutet, ist die Implementierung der Teststatistik 7,
aus (2.5) durch die erforderliche Berechnung des Maximums auf der d-dimensionalen Ein-
heitssphére nicht exakt umsetzbar. Um dennoch Aussagen treffen zu konnen, werden wir eine
Methode zur Approximation des Maximums vorstellen. Im Anschluss bestimmen wir mit der
vorgestellten Methode empirische Quantile der Teststatistik 7}, mit Hilfe einer Monte-Carlo
Simulation.

8.1 Implementierung des Funktionals m%xl(-)
beSe—

Da das Funktional max. () im vorliegenden Fall nicht analytisch berechenbar ist, muss eine
beS—
moglichst gute Approximation gefunden werden. Da die Einheitssphére kompakt ist und wir

uns auf dem Raum der stetigen Funktionen befinden, wird das Maximum angenommen. Es
liegt also nahe, endlich viele Punkte auf der Einheitssphire zu betrachten, die Funktion an
diesen Datenpunkten auszuwerten und anschlieend das erhaltene Maximum als Annihe-
rung an das theoretische Maximum der Funktion zu verwenden.

Konkret seien my € N und uy,...,u,, € S% ! paarweise verschiedene Punkte auf der
Einheitssphére. Weiterhin sei ¥ € C(S%7! R) eine stetige Funktion. Wie oben erléutert,
wihlen wir fiir das betrachtete Funktional die Approximation

max W (b) ~ max{WU(uy),..., V(tum,)}
beSd—1

Es bleibt zu kldren, wie man m,; € N und uy, ..., Uy, € S? 1 am Besten wihlt, um eine
moglichst gute Anndhrung an den wahren Wert des Funktionals zu erhalten. Es ist klar,
dass wenn man nur ,,geniigend* viele Punkte gleichmiBig auf der Oberfliche verteilt, die
Approximation des Maximums beliebig genau wird. Im Hinblick auf die durchzufiihrende
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Monte-Carlo Simulation mit mehreren tausend Durchldufen muss allerdings ein moglichst
effizientes Verfahren zur Bestimmung der Punkte u4, . .., u,,, verwendet werden.

8.1.1 Gleichverteilte Datenpunkte auf der Einheitssphire S%!

Die Erzeugung von Realisierungen gleichverteilter Zufallsvektoren auf der Einheitssphire
ist effizient durchfiihrbar, da fiir einen normalverteilten Zufallsvektor N ~ Ny (0, 1)
N
m ~
gilt. Allgemeiner stimmt diese Aussage auch fiir radial-symmetrische Verteilungen (siche

hierzu [9], S. 225f.). Wir beschridnken uns in dieser Simulationsstudie auf die Normalvertei-
lung, da sie in R einfach erzeugt werden kann.

US

Im Folgenden wollen wir iiber die Giite der mit dem vorgestellten Verfahren erhaltenen Ap-
proximation des Maximums eine Aussage machen. Wie beim sogenannten Fluch der hohen
Dimensionen bekannt ist, werden bei einer hohen Dimension d vergleichsweise viele Punkte
benotigt, um eine vertretbare Genauigkeit der Abdeckung der Einheitssphiére zu erreichen.
Da die Abschitzung zur Giite nicht trivial ist, mochten wir auf ein probabilistisches Resul-
tat von Janson in [19] kurz eingehen, das iiber die (d — 1)-dimensionale sphirische Kappe
mit maximalem Radius, welche vollstindig in S?~! eingebettet werden kann und keinen von
n unabhingigen und gleichverteilten Punkten auf der Einheitssphire S9! beinhaltet, eine
asymptotische Verteilungsaussage macht. In diesem Sinne seien Uy, ..., U, ~ U(S!) un-
abhingige, identisch verteilte Zufallsvektoren. Der klassische Fall fiir d = 2 stellt die Frage
nach der Verteilung des lingsten Kreissegments, welches keinen der Punkte Uy, . .., U, ent-
hilt. Bezeichnen wir die Lange dieses Kreissegments mit L,,, so gilt nach Lévy, siehe [22],

nL, — log(n) 2.z
wobei die Zufallsgrole Z einer Gumbel-Verteilung folgt, es gilt also
P(Z < z) = exp(—exp(—x)), x € R.

Devroye zeigt in [8] fiir diesen Fall die Schranken

nlL, —1
liminf—og() 0,
n—oo log(log(n))
limsupw = 2

n—oo log(log(n))

fast sicher. Fiir d > 3 gilt ein dhnliches Resultat, welches wir im Folgenden kurz vorstel-
len. Zunichst fithren wir einige Bezeichnungen ein. Es sei K,.(c) eine (d — 1)-dimensionale
sphirische Kappe um den Vektor ¢ € S?~! vom Radius » > 0 in S%~1, also

K. (c) :={be 8™ :ds(c,b) <7},

wobei die Metrik ds in (B.1) gegeben ist. Mitw?~!(-) bezeichnen wir das (d—1)-dimensionale
Hausdorff-MaB. Es gilt w?1(§%1) =[S = 275 / T (). Weiter sei

l, = sup{r>0:§|x€3d_1mitKr( ) C S 1\{U Fie(t,m} }

-----
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besd-1

der maximale Radius einer sphérischen Kappe, die keinen der Punkte Uy, . . ., U, enthilt. Da
wir uns mit der Oberflache der maximalen sphérischen Kappe beschiftigen und nicht mit
deren Lage, halten wir im folgenden ein x( € S91 fest, und schreiben

Uy, = WK, (20)).
Theorem 8.1.1
Mt der obigen Notation gilt
n, —log(n) — (d — 2)log(log(n)) — log B = Z,

wober die Zufallsgrofie Z einer Gumbel-Verteilung genitigt und die Konstante B4 durch

; 1 (A ()
d =
(@d-1r\ (9
gegeben ist. Weiter sind
—1
liming W% 1oy
n—co log(log(n))
—1
lim sup n%, —log(n) _ d
nooo  log(log(n))
fast sicher.
Beweis:
Siehe [19], S. 275 f. OJ

Mit Hilfe von Theorem 8.1.1 ldsst sich das Verhalten von %, abschiitzen, so dass %, un-
gefahr mit der Grofenordnung (log(n) + (d — 2) log(log(n)))/n fillt. Dies bedeutet, dass
das groBite d — 1-dimensionale Volumen sich durch folgende Tabelle abschitzen lédsst. Diese

n d=2 d=3 d=5 | d=10
1000 || 0.01077 | 0.01271 | 0.01657 | 0.02623
7000 || 0.00189 | 0.00220 | 0.00282 | 0.00438

Tabelle 8.1: Grofsenordnung von %, fiir verschiedene n und verschiedene Dimensionen
d

Uberlegungen haben in den folgenden Simulationen zu der entsprechenden Wahl bei der
Anzahl der verwendeten Punkte zur Diskretisierung des Maximums gefiihrt.

Bemerkung 8.1.2

In einer weiteren Simulationsstudie wurde ein alternatives Verfahren zur Approximati-
on des Maximums verwendet: Es wird ein gleichmajiges Netz an Datenpunkten auf der
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FEinheitssphdre erzeugt, fir Details siehe [12], S.166 f., womit das Maximum durch die
so gewonnene Diskretisierung angendhert wird. Bei einem direkten Vergleich der Studi-
en hat sich gezeigt, dass die Ergebnisse beider Methoden vergleichbar sind und ahnliche
Werte produzieren. In der Tendenz sind die kritischen Werte der Teststatistik T, 1m
folgenden Abschnitt mit der Zufallsmethode gréfier, so dass wir diese im Folgenden
verwenden.

8.2 Empirische Quantile unter der Nullhypothese

Wie wir in Kapitel 4 gezeigt haben, konvergiert die Teststatistik unter der Nullhypothese in
Verteilung gegen ein Funktional eines Gaul3prozesses auf der Oberfldche der Einheitssphire
mit bestimmter Kovarianzstruktur. Da uns keine Moglichkeit bekannt ist, fiir die sich erge-
bende Grenzverteilung Quantile zu bestimmen, welche bei einer Testdurchfithrung als Ab-
lehngrenzen verwendet werden konnten, werden empirische Quantile mit Hilfe einer Monte-
Carlo-Simulation berechnet. Dabei wurden fiir die Dimensionen d = 2 und d = 3 jeweils
100000 Durchlidufe berechnet bei einer Abdeckung der Oberfliche der Einheitskugel von
1000 Datenpunkten. Fiir die Dimensionen d = 5 und d = 10 wurde die Anzahl der Durch-
laufe auf Grund der hohen Rechenzeiten auf 25000 beschrinkt. Um bei hohen Dimensionen
eine einigermalen gute Approximation gewdhrleisten zu konnen, wurden 7000 Datenpunkte
auf S¢~! zur Bestimmung des Maximums berechnet. Die nachfolgenden Tabellen 8.2 - 8.3
geben in Abhingigkeit des Stichprobenumfangs fiir verschiedene Ablehnniveaus die entspre-
chenden simulierten Quantile an.

n d=2 | d=3|d=5|d=10
25 || 0.3150 | 0.4988 | 0.7536 | 0.9540
50 || 0.1561 | 0.2577 | 0.3842 | 0.6176
100 || 0.0697 | 0.1314 | 0.2221 | 0.3452
200 || 0.0382 | 0.0659 | 0.1140 | 0.1835

Tabelle 8.2: Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Teststatistik von
Cox und Small

n d=2 | d=3|d=5 |d=10
25 |1 0.4171 | 0.5883 | 0.7939 | 0.9833
50 || 0.2158 | 0.3174 | 0.4747 | 0.6540
100 || 0.1031 | 0.1661 | 0.2588 | 0.3741
200 || 0.0838 | 0.0545 | 0.1328 | 0.2017

Tabelle 8.3: Empirische 99%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Teststatistik von
Cox und Small

Dabei fillt auf, dass sich mit wachsendem Stichprobenumfang die Teststatistik mehr um 0
konzentriert, was auf Grund der stochastischen Konvergenz der Teststatistik unter der Hypo-
these gegen 0 nicht verwunderlich ist.
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8.3 Klassische Verfahren zum Testen auf multivariate
Normalverteilung

Ein Vergleich verschiedener Testverfahren fiir das gleiche Testproblem bendttigt weitere Test-
statistiken. Wir verwenden in den folgenden Simulationen die in der Literatur etablierten
Tests. Auf Grund des breiten Spektrums an verschiedenen Teststatistiken fiir das vorgelegte
Anpassungstestproblem konzentrieren wir uns auf affin invariante Teststatistiken. Die in den
folgenden Tabellen 8.4 - 8.7 angegebenen empirischen Quantile entstammen einer Monte-
Carlo Simulation mit 100000 Durchlédufen.

1. Mardias-Schiefestatistik: Mardia fiihrte in [24, 25] eine multivariate Verallgemeine-
rung der univariaten Schiefe ein. In diesem Sinne bezeichne

1 n
1
bn = —5 D (Vo Yau)?

k=1

mit Y, ; wie in (2.7) fiir j = 1,...,n das von Mardia vorgestellte nichtnegative inva-
riante Schiefe-Mal}. Unter der Hypothese H gilt

b 25 62,

n,

wobei Z eine y* J -verteilte Zufallsvariable ist, siche [24].
6

(d+1)(d+2)

n |d=2|d=3|d=5
25 || 1.753 | 3.457 | 9.358
50 || 0.781 | 1.997 | 5.440
100 || 0.544 | 1.061 | 2.869

Tabelle 8.4: Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Schiefestatistik
von Mardia fiir die Stichprobenumféange n = 25,50, 100

2. Malkovich und Afifi-Schiefestatistik: Malkovich und Afifi fiihrten als MaB fiir die
multivariate Schiefe eines Zufallsvektors X mit Erwartungswertvektor x4 und nichtsin-
gulédrer Kovarianzmatrix X in [23] die Grofle

n _ [E (v (X = )]
P = ug}gi}—cl (u'Xu)3

2

ein. Die auf dieser GroB3e aufbauende Teststatistik lautet

1 _ (1)
bn,M - ureI}S‘E}i}fl bn (U),

mit
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Konvergenzaussagen fiir bfj)M sind in [4] zu finden. In dem Artikel wurde gezeigt,
dass unter sphirisch-symmetrischer Verteilungsannahme und existierendem sechsten
Moment der Radienverteilung des Zufallsvektors X

b(l)

D 2
nar > max 27(u),

n
wobei Z(+) ein zentrierter GauBprozess auf S¢~! mit stetigen Pfaden und Kovarianz-
kern

6m6 2m4 meg u'v

o) = a0 (1 Cdd+y) d(d+2)<d+4)) "

fiir u,v € S9!. Dabei handelt es sich um denselben Grenzprozess wie in Theorem
4.2.1. Wir mochten auf die Aussagen unter benachbarten Alternativen fiir die Schiefes-
tatistik von Malkovich und Afifi aus Bemerkung 6.1.4 der vorliegenden Arbeit hinwei-
sen. Da in diesem Fall keine direkte Berechnung von kritischen Werten zum Testent-
scheid des Anpassungstests moglich ist, geben wir in der folgenden Tabelle empirische
kritische Werte zu einem Ablehnniveau von oo = 0.05 an.

n ||d=2|d=3|d=5
25 || 1.348 | 2.093 | 3.590
50 || 1.018 | 1.194 | 1.858
100 || 0.414 | 0.613 | 1.000

Tabelle 8.5: Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Schiefestatistik
von Malkovich und Afifi fiir die Stichprobenumfinge n = 25, 50, 100

3. BHEP-Test: Die sogenannten BHEP (Baringhaus-Henze-Epps-Pulley)-Tests sind ei-
ne Klasse invarianter und konsistenter Anpassungstests auf multivariate Normalver-
teilung, welche auf der empirischen charakteristischen Funktion basieren. Die allge-
meinste Version wurde von Henze und Zirkler in [18] vorgestellt. Die BHEP-Statistik
lautet in Abhingigkeit des Parameters 5 > 0

12\ |?
T, ;= / W, (1) — exp (—ﬁ) ppt) d,
Rd 2
wobel
1 n
v = — it
n(t) =~ > exp(it' Vo)
k=1
die empirische charakteristische Funktion (i? = —1) und Y, fir k = 1,...,n die

skalierten Residuen aus (2.7) sind. Weiter ist

) = (215 xp (- L)



8.3. Klassische Verfahren zum Testen auf multivariate Normalverteilung 79

die Dichte der multivariaten Normalverteilung N;(0, 5%1;). Anstatt der oben angege-
benen Integraldarstellung lésst sich 7;, 3 auch als

1 < 3 )
Top = ﬁzexp — 5 ¥ = Yol

J,k=1

RS B2 Yo 4112 _d

schreiben, wobei diese Darstellung fiir Simulationen deutlich leichter zu implemen-
tieren ist. Die Hypothese wird fiir gro3e Werte von 7, 3 verworfen. In der folgenden
Tabelle sind fiir verschiedene Parameter 5 > 0 die empirischen 95%-Quantile der
Teststatistik fiir einen Stichprobenumfang von n = 50 angegeben (siehe hierzu auch
[18], S. 3606).

g ld=2|d=3|d=5
0.5 || 0.078 | 0.119 | 0.211
1 | 0.548 | 0.678 | 0.849
1.184 | 1.096 | 1.021

Tabelle 8.6: Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die BHEP-
Teststatistik fiir n = 50 in Abhéngigkeit des Parameters 3 > 0

Die Klasse der BHEP-Statistiken und ihre asymptotischen Eigenschaften wurde aus-
fiihrlich untersucht in [18, 15, 17], fiir eine kurze Zusammenfassung siehe auch [16].

4. Test von Székely und Rizzo: Székely und Rizzo stellen in [28] einen Test auf mul-
tivariate Normalverteilung unter Verwendung des euklidischen Abstands vor. Sie ver-
werfen die Hypothese H fiir grole Werte der Teststatistik

2 o 1 <
T =n (ﬁ > EzlYa;— 2| — E| 21 — Za| - 3 > Yo — Ymk”) ;

j=1 jk=1

wobei Y, ; wie in (2.7) fiir j = 1,...,n und Z;, Z5 unabhingige N;(0, I)-verteilte
Zufallsvektoren sind. Weiter sind £, Z> unabhingig von den Zufallsvektoren X1, ..., X,,.
Konvergenzaussagen fiir die Teststatistik T liegen noch nicht vor.

n |d=2|d=3|d=5
25 | 0.943 | 1.046 | 1.240
50 || 0.959 | 1.065 | 1.264
100 || 0.967 | 1.076 | 1.274

Tabelle 8.7: Empirische 95%-Quantile unter der Nullhypothese fiir die Teststatistik von
Székely und Rizzo fiir die Stichprobenumfinge n = 25, 50, 100
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Ein guter Uberblick iiber die verwendeten und auch weitere Teststatistiken fiir den Anpas-
sungstest auf multivariate Normalverteilung wird in [16] gegeben. Dabei ist zu beachten,
dass sowohl die Schiefestatistik von Mardia als auch die Schiefestatistik von Malkovich und
Afifi inkonsistent gegeniiber bestimmten sphérisch-symmetrischen Alternativen mit existie-
rendem sechsten Moment der Radienverteilung sind (siehe [5, 4]). Da die untersuchte Test-
statistik von Cox und Small dhnliche Schwichen aufweist, wurden diese Teststatistiken be-
wusst zum Vergleich angefiihrt.

Fiir aktuellere Arbeiten zum Thema Anpassungstests auf multivariate Normalverteilung wol-
len wir auf [1, 27] hinweisen.

8.4 Simulationen unter festen Alternativen

In diesem Abschnitt soll die Giite der vorgeschlagenen Teststatistik anhand von verschie-
denen Alternativen untersucht werden. Hinweise zu Eigenschaften und zur Erzeugung der
verwendeten Verteilungen sind in [20] zu finden. Es wurden fiir die Dimensionen d = 2, 3
jeweils 10000 und fiir d = 5, 10 jeweils 5000 Simulationsdurchldufe ermittelt.

8.4.1 Multivariate Pearson Typ II und Typ VII-Verteilung

Die schon in Kapitel 5 verwendeten multivariaten Verteilungsfamilien Pearson Typ II und
Pearson Typ VII werden auch in den Simulationen als Beispielverteilungen fiir sphérisch-
symmetrische Alternativen betrachtet. Hierbei ist wegen der Inkonsistenz der Teststatistik
T,, unter gewissen sphirisch-symmetrischen Verteilungen eine geringe Giite der Teststatistik
von Cox und Small zu erwarten.

a d=2 | d=3|d=5|d=10
-0.5 || 0.0309 | 0.0225 | 0.0292 | 0.0326
-0.25 || 0.0266 | 0.0219 | 0.0224 | 0.0310

0 0.0218 | 0.0207 | 0.0262 | 0.0302
0.25 | 0.0205 | 0.0184 | 0.0286 | 0.0284

0.5 | 0.0210 | 0.0225 | 0.0338 | 0.0316
0.75 || 0.0218 | 0.0221 | 0.0318 | 0.0296

1 0.0214 | 0.0236 | 0.0266 | 0.0274

2 0.0256 | 0.0240 | 0.0316 | 0.0292

3 0.0295 | 0.0263 | 0.0360 | 0.0324

4 0.0286 | 0.0321 | 0.0372 | 0.0324

5 0.0298 | 0.0325 | 0.0286 | 0.0372

10 || 0.0379 | 0.0411 | 0.0378 | 0.0328

15 | 0.0433 | 0.0392 | 0.0372 | 0.0360

20 | 0.0413 | 0.0397 | 0.0396 | 0.0266

Tabelle 8.8: Ablehnh&ufigkeit zum Niveau o = 0.05 der Teststatistik 7;, fiir Pearson
Typ II-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d = 2, 3,5, 10)



8.4. Simulationen unter festen Alternativen 81

Die multivariate Pearson Typ II-Verteilung konvergiert bei wachsendem Parameter a gegen
die multivariate Normalverteilung, siche Bemerkung 5.2.1. Dies erklért die in Tabelle 8.8
angedeutete Konvergenz der Giite der Teststatistik 7,, gegen das 5%-Niveau. Da die Teststa-
tistik allerdings unter bestimmten sphérisch-symmetrischen Alternativen dasselbe asympto-
tische Verhalten aufweist, bestétigen die konstante Nichteinhaltung des Niveaus in Tabelle
8.8 die schon theoretisch angedeuteten Probleme der Teststatistik solche Alternativen zu er-
kennen.

d=2 | d=3|d=5|d=10
0.8570 | 0.9506 | 0.9720 | 0.8390
0.5731 | 0.7169 | 0.7696 | 0.3256
0.3843 | 0.4921 | 0.5132 | 0.1330
0.2954 | 0.3622 | 0.3556 | 0.0826
5 | 0.2156 | 0.2701 | 0.2684 | 0.0662
10 || 0.1102 | 0.1284 | 0.1100 | 0.0420
15 || 0.0871 | 0.0901 | 0.0850 | 0.0398
20 || 0.0741 | 0.0756 | 0.0670 | 0.0366

=W N =

Tabelle 8.9: Ablehnhéufigkeit zum Niveau o = 0.05 der Teststatistik 7;, fiir Pearson
Typ VII-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d = 2, 3,5, 10)

Bei den Simulationen der Pearson Typ VII-Verteilungen standen die Parameter a und N
durch N = %l in Zusammenhang. Diese Form der Pearson Typ VII-Verteilung wird auch
als generalisierte multivariate ¢-Verteilung mit a Freiheitsgraden bezeichnet. Die Teststatis-
tik von Cox und Small erkennt bei kleinen Dimensionen die Alternative noch sehr gut, fiir
steigendes a und fiir hohere Dimensionen nimmt allerdings die Giite deutlich ab. Fiir die
deutliche Niveauunterschreitung bei d = 10 ist in diesem Fall wahrscheinlich der recht ge-
ringe Stichprobenumfang von n = 25 verantwortlich. Wie schon bei der Klasse der Pearson
Typ 1I-Verteilungen konvergiert auch die Pearson Typ VII-Verteilung fiir a — oo gegen die
multivariate Normalverteilung, sieche dazu Bemerkung 5.3.1, was auch die bei wachsendem
Parameter a abfallende Giite der Teststatistik 7}, hin zum 5%-Niveau erklirt.

8.4.2 Multivariate Burr, Pareto und Logistische Verteilungen

Als Beispiele fiir Verteilungen, welche nicht zur Klasse der elliptisch-symmetrischen oder
sphérisch-symmetrischen Verteilungen gehoren, verwenden wir die multivariate Burr, Pare-
to und Logistische Verteilungen. Wie in [20], S. 160 f. nachzulesen, ist die Standardform
der allen drei multivariaten Verteilungen zugrunde liegenden Wahrscheinlichkeitsdichte in
Abhingigkeit des Parameters a > 0 gegeben durch

1{(r1 ,,,,, z4)€[0,1]4} - (8.1)

T(a+d) 1 —l a -1
fa(xl,...,(L’d>:Wnl’jl sz]é —d+1

Jji=1 j2=1
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Die zur Dichte f, gehdrende Verteilungsfunktion ist fiir (z1, . .., z4) € [0, 1]? gegeben durch

—a

d
_1
Fo(zy,...,2q) = [ij“ —d+1
j=1

Die entsprechenden multivariaten Burr-, Pareto- und Logistische Verteilungen lassen sich
durch einfache Koordinatentransformationen aus der Wahrscheinlichkeitsdichte f, aus (8.1)
direkt ableiten. Dabei beschreibt der Parameter a in (8.1) die Abhéngigkeit in den Kompo-
nenten der erzeugten Zufallsvektoren. So gilt zum Beispiel im bivariaten Fall fiir (z1, x2) €
[0, 1]

lim F,(z1,22) = 122, (8.2)
lirr(l)Fa(ml,xQ) = min(zy, x9), (8.3)

was in (8.2) der Unabhiingigkeit der Komponenten und in (8.3) der totalen Abhéngigkeit der
Komponenten entspricht. Die Erzeugung der einzelnen Komponenten eines multivariaten
Burr, Pareto und Logistisch verteilten Zufallsvektors ist in der folgenden Tabelle nachzule-
sen (siehe auch [20], S. 170). Dabei seien Y7, ..., Y; unabhingig identisch Exp(1)-verteilte
Zufallsvariablen und X eine weitere unabhéngige I'(«, 1)-verteilte Zufallsvariable.

Marginale Verteilung Erzeugung der Komponente X;

Gleichv. (1 + %) -
Logistische V. —In (%)
—a _%
Burr V. {1—(1—1—%) 1 -1
.
Pareto V. [1 — (1 + %) }
Normal V. o1 Rl + %) 1

Tabelle 8.10: Erzeugungsvorschriften fiir multivariat Burr-, Pareto- und Logistisch ver-
teilte Zufallsvektoren

Fiir die verwendete Simulation wurden der Parameter a auf 1 gesetzt. In den Abbildungen 8.1
und 8.2 werden die entsprechenden erzeugten Verteilungen im Fall von n = 1000 Realisie-
rungen anhand einer Punktwolke visualisiert. Dabei werden insbesondere die stark besetzten
Enden der Burr- und Pareto-Verteilungen deutlich.

Die in Tabelle 8.11 dargestellten Ergebnisse weisen eine sehr hohe Giite fiir die marginalen
Burr- und Pareto-Verteilungen auf. Am schlechtesten wird die Gleichverteilung erkannt. Die
Logistische Verteilung wird, obwohl sie am ehesten einer elliptisch-symmetrischen Vertei-
lung gleicht (siehe Abbildung 8.1) noch besser erkannt. Wie schon bei den Pearson Typ II-
und Pearson Typ VII-Verteilungen zu erkennen war, fillt bei der marginalen Gleichverteilung
und der marginalen Logistischen Verteilung bei der Dimension d = 10 die Ablehnhéufigkeit
unter das Testniveau von o« = 0.05. Dies ldsst sich auch hier auf den fiir die Dimension
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Marginale Verteilung | d =2 | d=3 | d=5 | d=10
Gleichv. 0.1174 | 0.1311 | 0.124 | 0.047
Logistische V. 0.2264 | 0.223 | 0.1534 | 0.04
Burr V. 0.9973 | 0.9999 1 0.9386
Pareto V. 0.9948 1 1 0.939

Tabelle 8.11: Ablehnh&ufigkeit zum Niveau a = 0.05 der Teststatistik 7;, fiir multiva-
riate Burr-, Pareto- und Logistische Verteilungen (n = 25;d = 2, 3,5, 10)

Marginale Verteilung || d =2 | d=3 | d=5 | d=10

Gleichv. 0.1994 | 0.211 | 0.3116 | 0.0752

Logistische V. 0.4664 | 0.5646 | 0.7514 | 0.391
Burr V. 1 1 1 1
Pareto V. 1 1 1 1

Tabelle 8.12: Ablehnh&ufigkeit zum Niveau o = 0.05 der Teststatistik 7}, fiir multiva-
riate Burr, Pareto und Logistische Verteilungen (n = 50;d = 2, 3,5, 10)

d = 10 verhéltnismifBig geringen Stichpiirobenumfang von n = 25 zuriickfithren. Diese
Schlussfolgerung legen die Ergebnisse aus Tabelle 8.12 nahe, da bei dem dort verwendeten
Stichprobenumfang von n = 50 deutlich bessere Ergebnisse erzielt wurden.

8.5 Vergleich der Giite der betrachteten Anpassungs-
tests

In diesem Abschnitt wollen wir die Ergebnisse der Simulationsstudie vergleichen. In der
Monte-Carlo Simulation wurden ein Stichprobenumfang von n = 25 und verschiedene Di-
mensionen d = 2, 3,5 betrachtet. Bei den Dimensionen d = 2 und d = 3 wurden 10000
Simulationsdurchldufe durchgefiihrt, bei der Dimension d = 5 wurde auf Grund hoher Re-
chenzeiten die Zahl der Simulationsdurchldufe auf 5000 beschrinkt. Das Maximumfunktio-
nal in der Schiefestatistik von Malkovich und Afifi wurde mit denselben Methoden wie bei
der Teststatistik von Cox und Small implementiert. Auch hier wurden fiir die Dimensionen
d = 2,3 jeweils 1000 Punkte auf der Oberflache der Einheitssphire generiert und fiir die
Dimension d = 5 wurden 7000 Punkte betrachtet. Bei der BHEP-Statistik wurde der Glit-
tungsparameter 5 = 1 gesetzt.

Bei zugrunde liegender Pearson Typ II-Verteilung schneiden die Schiefestatistik von Mardia
bfizl und die Schiefestatistik von Malkovich und Afifi bﬁjﬂw erwartungsgemif extrem schlecht
ab. Die Teststatistik 7), von Cox und Small hilt wie in Tabelle 8.8 zwar nicht das Niveau ein,
lehnt aber tendenziell etwas ofter die Hypothese ab. Die BHEP-Statistik und die Teststatistik
von Székely und Rizzo erzielen vor allem fiir kleine Werte des Parameters a bessere Ergeb-
nisse. Fiir wachsendes a aber fallen auch sie unter das Niveau, was aber mit der Ahnlichkeit
der Pearson Typ II-Verteilung mit der multivariaten Normalverteilung zusammenhingt (siche
Bemerkung 5.2.1). Die Giite aller betrachteten Teststatistiken konvergiert mit wachsendem
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a [ o0 o0, | s [P T,
-0.5 || 0.0008 | 0.0015 | 0.3665 | 0.5099 | 0.0309
-0.25 | 0.0007 | 0.0017 | 0.1766 | 0.2689 || 0.0266
0 | 0.0005 | 0.0010 | 0.0945 | 0.1466 | 0.0218
0.25 | 0.0007 | 0.0013 | 0.0616 | 0.0994 | 0.0205
0.5 | 0.0009 | 0.0012 | 0.0432 | 0.0728 | 0.0210
0.75 | 0.0013 | 0.0025 | 0.0359 | 0.0611 | 0.0218
1| 0.0019 | 0.0035 | 0.0307 | 0.0491 | 0.0214
2 | 0.0042 | 0.0054 | 0.0243 | 0.0363 | 0.0256
3| 0.0081 | 0.0097 | 0.0256 | 0.0373 | 0.0295
4 [ 0.0108 | 0.0117 | 0.0241 | 0.0344 | 0.0286
5 1 0.0132 | 0.0152 | 0.0269 | 0.0375 | 0.0298
10 | 0.0240 | 0.0251 | 0.0307 | 0.0414 | 0.0379
15 || 0.0307 | 0.0310 | 0.0327 | 0.0416 | 0.0433
20 || 0.0356 | 0.0360 | 0.0336 | 0.0455 | 0.0413

Tabelle 8.13: Ablehnh&aufigkeit zum Niveau o = 0.05 der klassischen Testverfahren fiir
Pearson Typ II-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d = 2)

Parameter a wie erwartet gegen das 5%-Niveau.

Unter sphérisch-symmetrischer Alternative mit Pearson Typ VII-verteilten Zufallsvektoren
erkennen alle betrachteten Teststatistiken die Alternativen sehr gut, wobei bei wachsendem
Parameter «a, die Giite aller Teststatistiken abfillt. Dies ist auch hier durch die Ahnlichkeit
der Verteilung mit der multivariaten Normalverteilung zu erkldren.

Bei den hier betrachteten nicht elliptisch- bzw. sphirisch-symmetrischen Alternativen diver-
sifizieren die Ergebnisse etwas mehr. Falls als Marginalverteilungen der Komponenten der
Zufallsvektoren die Gleichverteilung angenommen wird, schneiden die beiden Schiefesta-
tistiken von Mardia und Malkovich und Afifi sehr schlecht ab und konnen hier wie bei den
Pearson Typ II-Verteilungen das Niveau eindeutig nicht halten. Die Teststatistik von Cox und
Small setzt sich hier deutlich von den Schiefestatistiken ab (siehe Tabelle 8.11), kann aber
nicht mit der BHEP-Statistik oder der Teststatistik von Székely und Rizzo mithalten. Liegen
hingegen Logistische Marginalverteilungen vor, so kehrt sich das beobachtete Ergebnis um,
da die beiden Schiefestatistiken am Besten abschneiden, gefolgt von der Statistik von Cox
und Small. In diesem Fall erzielen 7, 3 und T,gSR) die geringste Ablehnhiufigkeit. Bei den
beiden extremen Fillen der Burr- und Pareto-Marginalverteilungen lehnen die betrachteten
Statistiken fast immer ab.
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a [ o [, | T | TP | T
-0.5 || 0.0001 | 0.0002 | 0.2190 | 0.2151 | 0.0225
-0.25 | 0.0001 | 0.0005 | 0.1155 | 0.1168 | 0.0219
0 | 0.0002 | 0.0004 | 0.0707 | 0.0725 || 0.0207
0.25 || 0.0008 | 0.0016 | 0.0508 | 0.0515 | 0.0184
0.5 | 0.0008 | 0.0018 | 0.0374 | 0.0413 || 0.0225
0.75 || 0.0005 | 0.0019 | 0.0338 | 0.0364 || 0.0221
1| 0.0006 | 0.0018 | 0.0284 | 0.0340 || 0.0236
2 | 0.0028 | 0.0045 | 0.0223 | 0.0260 | 0.0240
3| 0.0046 | 0.0057 | 0.0223 | 0.0269 | 0.0263
4 | 0.0065 | 0.0094 | 0.0217 | 0.0267 || 0.0321
5 | 0.0100 | 0.0115 | 0.0216 | 0.0276 | 0.0325
10 | 0.0192 | 0.0243 | 0.0245 | 0.0325 | 0.0411
15 | 0.0257 | 0.0286 | 0.0327 | 0.0398 | 0.0392
20 | 0.0297 | 0.0313 | 0.0311 | 0.0407 || 0.0397

Tabelle 8.14: Ablehnh&aufigkeit zum Niveau a = 0.05 der klassischen Testverfahren fiir
Pearson Typ II-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d = 3)

a | 8 1o, | T | TP
05 | 0 | 0.0001 | 0.0895 | 0.0237 || 0.0292
025 | 0 | 0.0004 | 0.0622 | 0.0183 || 0.0224
0 | 0.0001 | 0.0006 | 0.0448 | 0.0144 | 0.0262
0.25 | 0.0001 | 0.0004 | 0.0346 | 0.0127 || 0.0286
0.5 || 0.0003 | 0.0004 | 0.0304 | 0.0105 || 0.0338
0.75 | 0.0003 | 0.0007 | 0.0258 | 0.0117 || 0.0318
1| 0.0004 | 0.0004 | 0.0239 | 0.0099 || 0.0266
2 | 0.0015 | 0.0007 | 0.0199 | 0.0131 | 0.0316
3 | 0.0026 | 0.0035 | 0.0187 | 0.0153 | 0.0360
4 | 0.0054 | 0.0039 | 0.0170 | 0.0164 || 0.0372
5 | 0.0063 | 0.0043 | 0.0182 | 0.0173 | 0.0286
10 | 0.0149 | 0.0107 | 0.0202 | 0.0255 || 0.0378
15 | 0.0198 | 0.0155 | 0.0215 | 0.0301 | 0.0372
20 | 0.0270 | 0.0180 | 0.0252 | 0.0365 || 0.0396

Tabelle 8.15: Ablehnhaufigkeit zum Niveau o = 0.05 der klassischen Testverfahren fiir
Pearson Typ II-Verteilungen mit Parameter a (n = 25;d = 5)
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Abbildung 8.1: Punktwolken von einer multivariaten Burr-, Pareto- und Logistische-
Verteilung mit gleichverteilten Komponenten (links) und logistisch-verteilten Kompo-
nenten (rechts)
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Abbildung 8.2: Punktwolken von einer multivariaten Burr-, Pareto- und Logistische-
Verteilung mit Burr-verteilten Komponenten (links) und Pareto-verteilten Komponen-
ten (rechts)
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o | o | T | TP T,
0.9664 | 0.9607 | 0.9875 | 0.9892 || 0.8570
0.7859 | 0.7664 | 0.8089 | 0.8132 || 0.5731
0.5924 | 0.5738 | 0.5708 | 0.5805 || 0.3843
0.4563 | 0.4377 | 0.4092 | 0.4146 || 0.2954
0.3643 | 0.3509 | 0.2890 | 0.2970 || 0.2156
0.1817 | 0.1750 | 0.1226 | 0.1332 || 0.1102
0.1252 | 0.1227 | 0.0830 | 0.0900 || 0.0871
20 [ 0.1042 | 0.1058 | 0.0722 | 0.0806 | 0.0741

—_ =
e N e L

Tabelle 8.16: Ablehnh&ufigkeit zum Niveau v = 0.05 fiir Pearson Typ VII-Verteilungen
mit Parameter a (n = 25;d = 2)

o | o, | T | TP T,
0.9930 | 0.9865 | 0.9970 | 0.9980 || 0.9506
0.8947 | 0.8613 | 0.8914 | 0.9126 || 0.7169
0.7383 | 0.6876 | 0.6712 | 0.7130 || 0.4921
0.5885 | 0.5462 | 0.4933 | 0.5443 || 0.3622
0.4752 | 0.4295 | 0.3534 | 0.4092 || 0.2701
0.2342 | 0.2127 | 0.1340 | 0.1735 || 0.1284
0.1554 | 0.1446 | 0.0841 | 0.1124 || 0.0901
20 | 0.1275 | 0.1180 | 0.0727 | 0.0966 | 0.0756

—_ =
e N e L

Tabelle 8.17: Ablehnh&aufigkeit zum Niveau o = 0.05 fiir Pearson Typ VII-Verteilungen
mit Parameter a bei einem Stichprobenumfang von (n = 25;d = 3)

o | o | s | TP T
0.9998 | 0.9972 | 0.9992 | 0.9996 || 0.9720
0.9682 | 0.9302 | 0.9388 | 0.9690 || 0.7696
0.8878 | 0.8136 | 0.7682 | 0.8614 || 0.5132
0.7670 | 0.6734 | 0.5670 | 0.7222 || 0.3556
0.6484 | 0.5530 | 0.4022 | 0.5658 || 0.2684
0.3158 | 0.2672 | 0.1348 | 0.2470 || 0.1100
0.2098 | 0.1794 | 0.0762 | 0.1468 || 0.0850
20 | 0.1560 | 0.1336 | 0.0600 | 0.1136 | 0.0670

—_ =
e N e L

Tabelle 8.18: Ablehnh&aufigkeit zum Niveau o = 0.05 fiir Pearson Typ VII-Verteilungen
mit Parameter a (n = 25;d = 5)
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Dimension | Marginale Verteilung ble,Zl bg%w Thp T5H) T,
Gleichv. 0.0134 | 0.0156 | 0.1723 | 0.2629 || 0.1174
d—9 Logistische V. 0.3084 | 0.2590 | 0.1741 | 0.1788 || 0.2264
Burr V. 0.9998 | 0.9996 1 1 0.9973
Pareto V. 0.9999 | 0.9996 1 1 0.9948
Gleichv. 0.0200 | 0.0257 | 0.2118 | 0.2560 || 0.1311
d=3 Logistische V. 0.3805 | 0.2841 | 0.1804 | 0.2280 || 0.2230
Burr V. 1 0.9999 1 1 0.9999
Pareto V. 1 1 1 1 1
Gleichv. 0.0306 | 0.0314 | 0.2454 | 0.2218 || 0.1240
d=5 Logistische V. 0.4342 | 0.2918 | 0.1498 | 0.2760 | 0.1534
Burr V. 1 1 1 1 1
Pareto V. 1 1 1 1 1

Tabelle 8.19: Ablehnh&aufigkeit zum Niveau o = 0.05 der klassischen Testverfahren fiir
multivariate Burr, Pareto und Logistische Verteilungen (n = 25;d = 2, 3,5)



Kapitel 9

Abschliefsende Bemerkungen

Die vorliegende Arbeit ldsst die Bestimmung der asymptotischen Grenzverteilung der Test-
statistik 7;, unter festen Alternativen offen. Das fiir diese Fragestellung zu 16sende Problem
ist die richtige Zentrierung von 7,,, was sich wegen des Maximumfunktionals als sehr diffizil
darstellt. In diesem Sinne konnte Vermutung 7.1.3 nicht bewiesen werden.

Die Teststatistik 7;, von Cox und Small lédsst einige Verallgemeinerungen zu. Da 7,, das
Vorhandensein von quadratischen Abhingigkeiten untersucht, konnte man analog eine Priif-
groBe zur Untersuchung von hoheren, wie z.B. kubischen Abhingigkeiten konstruieren. Al-
lerdings ist schon im kubischen Fall mit groleren Komplikationen zu rechnen, da das fiir
eine solche Statistik grundlegende Funktional als Losung des Optimierungsproblems noch
unhandlicher sein wird, als es bei der Untersuchung der quadratischen Abhingigkeiten ohne-
hin schon ist. Weiter sind die fiir die Praxis auftretenden Probleme der Inkonsistenz der Test-
statistik 7}, gegeniiber bestimmten sphérisch-symmetrischen Alternativen und die schwierige
numerische Berechnung auch im kubischen Fall zu erwarten.

In natiirlicher Weise bietet sich die Teststatistik 7}, auch als Priifgroe eines Anpassungstests
auf die affin invariante Klasse der elliptisch-symmetrischen Verteilungen an. Das Hypothe-
sentestproblem ist in diesem Fall gegeben durch die Hypothese

H, : P~ gehort zur Klasse der elliptisch-symmetrischen Verteilungen
gegen die Alternative
H, : P* gehort nicht zur Klasse der elliptisch-symmetrischen Verteilungen.

Theorem 4.4.1 liefert zwar fiir die Teststatistik 7,, eine Aussage beziiglich deren asymptoti-
scher Verteilung bei Vorliegen einer festen sphirisch-symmetrischen Verteilung unter einer
Momentenbedingung, fiir die Konstruktion eines auf 7, basierenden Tests, der asympto-
tisch ein vorgegebenes Testniveau iiber ganz H, (gegebenenfalls unter Einschriankung auf
Verteilungen, die einer Momentenrestriktion unterliegen) einhilt, ist jedoch ein geeignetes
Bootstrapverfahren erforderlich.






Anhang A

Technische Berechnungen

Im folgenden Lemma wird die in (2.9) angegebene Darstellung der Teststatistik als V-
Statistik gezeigt.

Lemma A.0.1
Fiir V,(b) aus (2.8) gilt die Darstellung

1 < _
V,(b) = — > (Y, Yag), be ST,

Ji,j2=1

wobet
ho(x,y) == (V'x)*(V'y)*(«'y — Vab'y), z,y €R?, be ST
Beweis:
Es gilt
1 / 2 1 / 3
Va(b) = EZYW-((;YM) =52 (0Y)
j=1 j=1
1 n / n n
= 3 [( Yw(b’Yn,j)Q) ( Yn,l(b'Yn,l)2> — Y WY (0Yn)°
j=1 =1 J1,J2=1
1 n
= 3 (Y 6V Y Yo = (FY) (6 Ya)']
j17j2:1
1 n
= > (Y Yos)-
J1,j2=1
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A.1 Gemischte Momente von Komponenten von U ~

Us

In diesem Abschnitt werden explizite Ausdriicke fiir speziell benétigte Oberflachenintegra-
le angegeben. Diese Oberflichenintegrale bilden das Fundament zur Berechnung gewisser
Erwartungswerte im Zusammenhang mit sphirisch-symmetrisch verteilten Zufallsvektoren.
Zur Berechnung verwenden wir z.B. die in [3] auf S. 41 f. angegebenen Verfahren. Danach
giltfiird > 2und v, ...,74 € Ny

d

1

oy 1 (e3)

/Sdl (1) - (&3)dS*H(€) = (d +2) %) o TN (A1)
=t r<1+g+zvj>

Nach einigen Rechnungen ergeben sich mit den Abkiirzungen

J
Cag =S J(d+2k)7", j €N, (A.2)
k=0

die Werte in der folgenden Tabelle. Alternativ kann man in Spezialfillen die Methoden aus

Integral Wert

/ wuidS4 (u) Cdn
Sd—l

/ utdST (u) 3Ca1
Sd—1

[, s |

/ u‘llu%de_l (u) 3Ca,2
Sd—1

[ st 156
Sd—l

Tabelle A.1: Explizite Werte bestimmter Oberflichenintegrale

C.4 bzw. die in [13], S. 72, in Theorem 3.3 angegebene Formel

d
d 1 21;)! :
m; : , fallsm; =2[; gerade, 7 =1,...,d, m = 2,
E(IIUj ) -3 arllaiy T

1
0, falls ein m; ungerade;

(A.3)
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fiir die gemischten Momente der Komponenten von U = (U, ..., Uy) ~ U(S*!) verwen-
d
den. Dabei seien kurz m := Z m;, sowie firt € Rt :=¢(t+1)---(t +1— 1) gesetzt.
j=1

A.2 Kovarianzen

In den folgenden Lemmata werden explizite Ausdriicke fiir die in (3.8) und (3.9) aufgefiihr-
ten Kovarianzen angegeben. Es gelten jeweils die gleichen Voraussetzungen an die Zufalls-
vektoren Xy, ..., X,, wie in den jeweiligen Kapiteln.

Lemma A.2.1
Fiirb,c € St und k,1 € {1,...,d} mit k # 1 gilt

2m6
d(d+2)(d + 4)

o)) (b,c) = (2(6'¢) (bycy + cuby) + (biby + cxcr)). (A.4)

Beweis:
Es gilt fiir b,c € S und k,1 € {1,...,d} mitk #

L) (b, 0) = E(fu(X, ) fi(X, ) = meE (VU)*(dU)UT) -
Weiter gilt mit Symmetrieiiberlegungen
d
E(WUUPUU) = B ( > bibuc,enUs UjQUjSUMUkU,)
J1,J2,93,Ja=1
= F (2(bzckq + brbic ) URUR + 2(biciep, + bibre) UL UR
d

—|—U]3U12 Z (Q(bkblc? + CkClb?)

j=1
GERELA]

+4(bjCjbkCl + bjCjCkbl))Uf)
_ [wickcl ) B + (Rescs + b BT

+ Z (bkblcf + Ckclb§>E(UlgU12UJ2)

+2 Y biei(bee + cub)) E(URURUY)

j=1
JFEEFELF]
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Nach Tabelle A.1 gilt fiir ji, jo, js € {1,...,d} mit j; # jo # j3 # j1

1 3
EUIU?) = —— s dSTH(u) = A5
( J1 ]2) |Sd_1| -1 u1u2 (u) d(d + 2)(d + 4)7 ( )
1 1
E(U2U2U2) = 2uul dST N (u) = : A.6
UnVilia) = (g Jou, s 4870 = aoyavey A9
Mit der iiblichen Schreibweise des Skalarprodukts ergibt sich
6m
@Ej}(b, C) = d(d n 2) (6d n 4) [(bzckcl + bkblcz) + (b?qck + blbkCZQ)]
2m
—l—2(bkcl + ckbl)(b'c — bkck — blcl))
2m
— d(d n 2) (6d n 4) (Q(b'c)(bkcl —+ Ckbl) + (bkbl + ckcl))
und daraus folgt die Behauptung. 0
Lemma A.2.2
Fiirb,c € 8™t und k € {1,...,d} gilt
3mg
(b, c) = 6 b1 (V' ¢)? + 2¢ (V') + by,). A7

Beweis:
Seien b,c € S¥ ' und k € {1,...,d} beliebig aber fest. Dann gilt

0 (b,c) = B(VX)* fio(X, ) = mgE((HU)3(CU)?Uy).

Es existiert eine orthogonale d x d-Matrix D € O(d) mit folgender Eigenschaft: Fiir festes
le{l,...,d} mit] # k gilt

VU el
cu | L v
e, U T'U

Dabei bezeichnen ey, ¢; € S¢~! den k-ten bzw. I-ten Einheitsvektor in R, und es gilt

e = Db,
¢ =: Dec,
=: Dey.
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Damit folgt mit der Drehinvarianz der Gleichverteilung auf der Einheitssphare

E((b/U)S(C/U)QUk) = E((b/DIDU)3(C/D/DU)2(€;€D’DU))
= E((DD)U)*((De)'U)*((Der)'V))
= B(EU)*(U)U})

= E Z Tj1€j2€j3Uj1Uj2Uj3Ul3)

J1,32,93=1

U

= E|nUf+U} Z (n€2 + 267;6;)U?

;
d
= nGEUL)+ Y (€} +247m) E(ULUE).
=
Mit dieser Darstellung gilt
(2) 3m d
P (b,c) = 6 2 | 9¢ ¢
b (:0) d(d+2)(d + 4) 5l + Zl (& + 2G7;¢5)
IEY
3me 2 2 /
= 1— 2 -
d(d+2)(d +4) [+ 71 = &) + 26((76) = i)
3m6 2 /
p— 2 2 .
IO 278 + 7+ 26(7'E)]

Nach Riicktransformation folgt unter Beachtung von

7 =e1 =¢eD'Dr =1be, =y,
& = 625 = eED/Dg =Vc,
7' =7 D'DE = efc = e,

die Behauptung. U

Lemma A.2.3
Es gilt fiir b,c € S¥ 1 und k,1 € {1,...,d} mit k #1

4m4

1,% 1
(I)/(i‘,l )(b7 C) = q)/(i‘,l)<b7 C) - d(d + 2)

(2bkcl(b’c) + crc; + bkbl> + 4bkCl(b/C) + ZCkCl + 2bkbl
(A.8)

Dabei bezeichnet q),(f%l)(b, c) die in (A.4) angegebene Abbildung.
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Beweis:
Fiir b, c € S gilt

B (b,e) = Cov(Cri(b), Cri(c)
= E[(fu(X1,0) = 20 X1b — ¢1(X1))(fi( X1, ) — 2 Xaep — u(X1))]
= E(fe(X1,0)fi(X1,¢)) = 206 E(V X1 fi( X1, ¢)) — E(pr(X1) fi( X1, ¢))
=20 E(fi(X1,0) X1) + 4bpi E(V' X1/ X1) + 20 E(pi(X1) ' X1)
—E(fe(X1,0)01(X1)) + 20 E(V X1901(X1)) + E(pe(X1)@1(X1)).

Die oben auftretenden Erwartungswerte lassen sich wie folgt berechnen:

E(fi(X1,0)fi(X1,¢) = @1 b.e),
my

EW X, fi(X = 2¢; (b’ b
WXSi(X00) = gy 2alie) + ),
2m4
) X X =
(Spk( 1)fl( 176)) d(d+2)ck’cl;
EW'X,dX,) Ve,
E(pr(X1)d'X1) = cx,
E(or(X)@i(X1)) = 0.
Die restlichen Erwartungswerte ergeben sich aus Symmetrieiiberlegungen aus den oben an-
gegebenen. Zusammengesetzt ergibt dies die behauptete Kovarianzstruktur. 0J
Lemma A.2.4

Es gilt fiir b,c € S und k € {1,...,d}

3m4

o2 — @ _
k <b7 C) k (b7 C) d(d i 2)

(4ek(V'e) + 2by) + 6k (b'c) + 3bg.

Dabei bezeichnet Cfo)(b, c) die in (A.7) angegebene Abbildung.

Beweis:
Mit b,c € S tist

" (bc) = Cov(Dy(h), C1i(e))
= E[((t'X1)° = 36" X1)(fu(X1, ¢) — 2e(¢'X1) — ¢r(X1))]
= E((U'X1)°fi(X1,0)) = 20, B((V'X1)*d X1) = E((V'X1) 0k (X0))
3B X, fu( X1, ¢)) + 6 E(0 X1) (¢ X1) + 3E(H X10p(X1)).
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Ferner gelten die Identititen

B(0X))* fu(X10) = @ (b.c),

3m4
E b/X 3 /X — /
(X)X = gargbe
3m4
E((VX1)3pr(X = ——b.
(' X1) or(X1)) d(d 1 2) k
Die iibrigen Erwartungswerte sind in (4.9)-(4.13) zu finden. Durch kurzes Nachrechnen lédsst
sich die Behauptung bestitigen. U
Lemma A.2.5

Es gilt fiir b,c € ST und k,l € {1,...,d} mit k #1
albic) = Z31a(bc) = 2W6Z12(0,0) — V5 (b,0) + Vi (D) o 13 (c)
21 (0,0) — ST (b, €) — rekass (B)elu o)
—26155{61)71(5, ¢) + 4bge(b'e) + 26, T31(b) + 2¢icr + clc'Tng) (b)
—; V51(c,0) + ¢y (€)pr © iy (b) + 26k T4 (¢) + Taa (b) — V' pay (b)¢ i (c)
P T50(0) + 5TE0,0) — Sekns ()i (€) — 251 (6,0) + 2bub
FeTaa(b) + e 00) — 518 (e,h)
O TEA() + 5T ihe ) — S (B)etus (0
—i—%e;ﬂ’fg,)g(c) + }LTilfél)(b, c).
Beweis:

Um den Kovarianzkern angeben zu konnen, benétigen wir die abkiirzenden Schreibweisen
aus Kapitel 7. Damit folgt fiir b,c € S und k,1 € {1,...,d} mitk # [

Cov(Zik(b), 211(c)) = E[(Z14(b) — @0 pz (b)) (Zra(e) — @io iy (¢))]
= E(Z1x(0)Z11()) — ¢x 0 5 ()1 0 a3 (c).
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Weiter ist

E(Z1k(b)Z14(c))

= E[(fr(X1,0) =200/ X1)be — V' (X1X] — Lo)py (b) — ou(X1)

~5AOOXT = L)) - (X 0) — 2 X0)a

XX, = T (0) — X - 300X~ L) )|

E(fi(X1,0) fi( X1, ¢)) — 26, E (V' X1) fi( X1, )

—E (V(X1X] — Lg)py (b) fu( X1, €)) — E (0(X1) fi(X1, )
5B (X0 X] — L) (X, 0)) — 20 (il X2, D)( X))
+4ba B (0 X1) (¢ X1)) 4 2B (V(X1X] — L) uy (b) (X))
2B (01(X1)(¢ X1)) + @B (e(XaX] — Loz (0) (¢ X1))
—E (fi(X1, ) (X1 X] = La)p; (0))

+20,.E (V' X1)c (X1 X] — Loy ()

+B (VX1 X] = Loy (0)¢ (X2 X] = Loy (c))

+E (¢(X1)d (X1 X] — Id)lff(c))

1 IAe e
5B (€ (X1 XT = La)py (b)) (X1 XT — La)pay (©))

— B (fr(X1,0)0i(Xq)) + 26, E (V' X1)@i(X4))
+E (V (X1 X7 — L)y (b)ei(X1)) + E (o(X1)1(X1))

%E (e (X2 XT = L) (b)pu(X1))

_% (fo(X1, b)e)(X1 X, — I)pi (c))

o B (VX)) (X0 X, — 1)k (c))

%E (B/(X1X] — L) (0)e}(X, X — L) (c))
% E (px(X1)e)(X1 X — To)ps ()

+iE (e (X1 XT — Loy (b)er (X1 XT — La)ps () -
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Mit den Bezeichnungen aus Abschnitt 7.4 gilt

E(Zip(0)Z1i()) = E9501(b¢) — 20,2, 1 (b, ¢) — )51, ) + b (b)gu © 115 (c)

— (k1 1 k 1, . N
~Z1a(b,0) = S5 (b.¢) + ez (B)er o 3 (c)

—QCZES’?,I(Z), c) + 4bre(V'e) 4+ 26, T31(b) + 2¢¢ + clc’ng (b)
—e} T5.1(c,b) + i (€)pr © 11 (b) + 20,6 Y51 (c) + Yy1(b)
Vi (0)¢ iy () + e Vs (e) + 5 X0, ) — Sehus (D)1 (0)
2
1 /v i b b b/T(l) 1T(l) b 1b/ g b /T
‘|‘§€l#2 (c)pr o iy (b) + by 3,2(0) + B 472(0, ) — 2 py (b)ejps (c)

1 ! Lk L, & %
5k T55(0) + 711 (0,0) = Zehus (D)eus (c)

1
~Z500. (0 €) + 2iby + €T3 (b) + S T3 (0) — Ser Y55 (e.b)

und damit folgt nach kurzem Zusammenfassen die Behauptung. UJ

Lemma A.2.6
Es gilt fiir b,c € S™ Y und k € {1,...,d}

O (be) = Z00,(b,¢) — 20,1 3(b,¢) — B9, (b,¢) — ¢ 51(b,¢) + Vi (b)d (c)
1 1 N -
—5¢T5(b.0) = Son 0 iy ()5 (c) = BZ 1 (b €) + Gby(b'c) + Bei

3 3 3 &
3¢ 3,0(0) + SETE(0) — SekTale,b) + Seow 0y () ()

3 3., .
+3bk0 Ta5(¢) + 5 Vb, €) — SV (0)' iy (c)

3 3 3 ¥ 3
+§€;€T373(0) + ZTE!I’CZ(Z)’ C) — Zgok O g (b)C,,UQ (C)

Beweis:
Um den Kovarianzkern angeben zu konnen, bendtigen wir die abkiirzenden Schreibweisen
aus Kapitel 7. Damit folgt fiir b,c € S™tund k € {1,...,d}

Cov(Z1x(b), Zi(c)) = E[(Z1x(b) — wr 0 py (1) (Zi(e) — p5(c))]
= E[Z16(b) Z1(0)] = ¢r 0 3 (b)ps5 (0),

Z1p() = fu(X1,0) — 200/ X1)b, — U (X1X] — Loy (b) — on(X1)

1 g
_562(X1X1 — Iq)py (b),

Ze) = (@X0)° - 3(eX0) ~ SN — T (e)
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Weiter ist
E[Z1p(0)Z1(c)] = E[(fu(X1,0) — 206’ X1)be — b (X1.X] — Loy (b) — i (X1)
50X = @) - (€0 -3
3
S - 1) |
= E(fi(X1,0)(¢X1)%) = 20, E (V' X1)( X1)?) — E (0r(X1) (¢ X1)?)
CE (V(GX] — Ll (0)(dX0)?) + 3 (ou(X1) (¢ X0)
5B (X0 X] — L (X)) + 6b ((6X)(¢ X))
3B (fu(X0,6) (¢ X0)) + 30 B ((6X)) (X0 X, — L) (0)
13 (H(X,X] - fdmf(b)(c'Xl)) 4 B (X0 X~ T (0)(¢X0)
—§E (fu(X1,b) (X1 X] — L)y (c )
F2E (60X — T (0 (XX, — L) o)
P2 (u(X0)e (X0 XS — L ()
+§E (X0 X] = L) (1) (Xa X4 — L) (0)
= E 1(b c) — 2bp=E13(b,c) — = kg 1(bye) = < Ts0(b,¢) + by (B) 5 (c)
—5(%572(1), o) + %(pk o (O3 (c) — 32 (B, ) + 6by(b'c) + 3
BT (6) + S TEI0) — Sk Yo alerb) + w0 15 (0)e'u3 (o
Y Taa(0) + 5 Taalbe) = Wi (D4 (0
P2 Tale) + T TE0.0) — Sor 0w 0)E ()
und daraus folgt die Behauptung. 0

A.3 Beweis von Theorem 3.1.7

Die Abbildung Wg(W (b)) = W (b)'BW (b) ist fiir festes b € S¢! eine quadratische Form,
wobei W (b) ein (d + 1)-dimensionaler normalverteilter Zufallsvektor mit Erwartungswert-
vektor 0 und Kovarianzmatrix o (b, ) ist (siche (3.12)). Um die Verteilung von W z(W (b))
fiir festes b € S zu bestimmen, verwenden wir das Korollar 2.1 aus [10]:
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Korollar A.3.1 (Korollar 2.1 aus [10])

Seien Y ~ Ny(0,%), A eine reelle symmetrische Matriz mit Rang d, r = Rang(3AY)
und Ay, ..., A\ die von Null verschiedenen Eigenwerte der Matriz AYX. Dann gilt

d d 2
Y'AY £ NN,
j=1

wobei Ny, ..., N, unabhingige standard-normalverteilte Zufallsvariablen sind.

Damit die Voraussetzungen des obigen Korollars erfiillt sind, miissen die Eigenwerte der
(d+1) x (d + 1)-Matrix B}, berechnet werden.

Lemma A.3.2
Fiir die Eigenwerte der (d + 1) x (d + 1)-Matriz BY, gilt:

1. Es gibt genau d — 1 von Null verschiedene reelle Eigenwerte.

2. Die von Null verschiedenen Eigenwerte X\;q, j € {1,...,d — 1}, sind alle gleich
und hdngen nur von d ab. Ferner gilt

Nig = 3 m
T Ad+2)(d+4)

Beweis:
Um das charakteristische Polynom von B, zu berechnen, betrachten wir zunéchst fiir
c1,...,cq € R das Polynom

1—2z 0 0 5Y63
0 11—z 0 5cy
pa(z) := det : : : (A.9)
0 0 11—z 5ey
a(Fr—1) eEr—1) - cw(fz—1) —5—u

Fiir das Polynom py(x) gilt folgendes Lemma.

Lemma A.3.3
Fiir c = (c1, ..., cq) € R? lautet das Polynom

d d
pa(r) = (1 — x)*? (mQ -5 (1 - c?) + 4z (1 - Zc?)) . (A.10)

Insbesondere gilt fiir c € 8!

pa(r) = 2*(1 — ).
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Beweis:
Die zweite Aussage folgt wegen ||c|| = 1 durch direktes Einsetzen in (A.9). Die erste folgt
durch vollstindige Induktion iiber d. Dabei ergibt sich der Induktionsanfang d = 2 aus

1—2 0 501
pa(z) = det 0 1—=z 5¢y
a(Fr—1) oEr—-1) —5—-u

B B 1—=x 5cy 0 1—2x
= (1 x)det(cz(%ilﬁ—l) —5—x>+561det(01(%$_1) _5_33>

= (1—2)(2®+5(c]+c5—1) —da(cd +c5—1)).

Da cy,...,cq:1 € R beliebig sind und es auf die Indizierung nicht ankommt, erhilt man
durch Entwicklung nach der ersten Zeile und Verwendung der Induktionsvoraussetzung
(A.10)

1—x 0 0 Beain
0 1—2z 0 5Y3)
par1(x) = det : - : :
0 0 1—=x 5cq
car1((0—1) a(Gr—1) - c((z—1) —5—ux
= (1 —2)pa(z) + (=1)"25cqpq - ...
0 1—2z 0 0
-det 0 0 1—=x 0
0 0 0 1—=xz
car1((0—1) a(Ge—1) - ca1(Gx—1) ca(3z—1)
4
= (= D) + () a1 e (G0 -1) -
-det : " :
0 e 1l—2x 0
0 0 - 11—z

= (1 —a)pa(r) — e 2(1 — )" + 5cg (1 — 2)?,
und nach Zusammenfassen folgt die Behauptung. U

Mit Hilfe des Polynoms in (A.9) lassen sich die Eigenwerte von B, leicht bestimmen.
Es gilt fiir das charakteristische Polynom g(z) von BY,

g(x) = det(BYy — xl1) = pa(vy '),

wobel
3

T d+ 2)(d + 4)

meg.
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Also sind die Eigenwerte Ay, ..., \;_1 von B, wie behauptet. 0J

Die Verteilung von W5(W (b)) fiir festes b € S?~! folgt nun direkt aus Korollar A.3.1 mit
den eben berechneten Eigenwerten.

A.4 Die Entropiebedingung in S%!

In diesem Abschnitt wollen wir aufzeigen, warum die 6fters benutzte Entropiebedingung in
(3.2) erfiillt ist. Es ist also

1
| tog V(&) < o
0
zu zeigen. Dabei ist fiir £ > 0
N(§) :=inf{m e N: UL | A; = ST A; € 8T diam(A)) <€, j=1,...,m}.

Die Grofie N () gibt also in Abhédngigkeit von £ > 0 die minimale Anzahl an messbaren
Mengen A;, 7 = 1,...,m, mit einem Durchmesser von hochstens ¢ an, welche benétigt
werden, um die Einheitssphire S¢~! zu iiberdecken. Es handelt sich um ein uneigentliches
Integral, da fiir kleiner werdendes ¢ die Funktion N (&) gegen oo strebt. Um die Existenz des
Integrals zu zeigen, schitzen wir die Funktion N(-) geeignet nach oben ab. Hierfiir betrach-
ten wir zunichst den abgeschlossenen d-dimensionalen Wiirfel

Wy = [-1,1]%

Offensichtlich ist die Einheitssphiire S¢~! vollstindig in W, enthalten. Wir bezeichnen mit
oWy :={x € Wy : ||z||oc = 1} den Rand des Wiirfels W, wobei || - || die Maximums-
norm in R? ist. Im Folgenden versuchen wir die Uberdeckung der Einheitssphire mit einer
Uberdeckung der Oberfliche des Wiirfels 1/, nach oben abzuschitzen. Mit vollstindiger
Induktion ist leicht einzusehen, dass fiir d > 3

d
T2
r(s)

gilt. Wir definieren analog zur Abbildung N () eine Abbildung M (&) durch

2 =[S < [Wy| = d(d —1)2¢!

M(§) :==inf{m € N: UL | Aj = OWy, A; C OWy, diam(4;) <&, j=1,...,m}.
Mit Hilfe der metrischen Projektion sieht man leicht ein, dass fiir & > 0

N(§) < M(E)
gilt. Ein d-dimensionaler Wiirfel W, hat bekanntlich d(d — 1)2%~3 Flidchen. Jede Fliche des
Wiirfels W, lisst sich fiir a > 0 durch [ 2] ? Quadrate der Kantenlinge a iiberdecken, so dass
fiir W; wegen der Kantenlinge 2 und ¢ = v/2a gilt

M(€) < d(d —1)2¢72 EW 2 =d(d—1)2¢ H 2.
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Dabei bezeichnen wir mit || die obere GaufSklammer. Damit folgt

/ (g N(©)hde < / (log M(€))Hde

1 1 3
< / (log (d(d—l)Qd—2)> dé
0 §
1
1
- / (~2log () + an)? de
0
= 26% \/ze_%dt
[e%]
< 2eazd/ Vie 2 dt
0
= 2607(1\/27T<OO

mit ag = log(d(d — 1)2%) > 0.



Anhang B

Schwache Konvergenz im Banachraum

C(S¥1 R)

Im Folgenden bezeichne || - || die Euklidnorm auf R?. Durch
ds(b,c) == ||b—c|, b,c € S, (B.1)

wird die Einheitssphire S zu einem metrischen Raum (S%71, d;), fiir den in der Fol-
ge kurz S¢! geschrieben wird. Des Weiteren sei C'(S?~!,R) der Vektorraum der stetigen
Funktionen f : S4~! — R. Mit der Norm

Ifllc = sup [f(D)], [ € C(SR), (B.2)

beSd—1

definieren wir die Metrik

de(f.9) = |f = glle, f.g € (ST, R).

Der normierte Raum (C(S4 1 R), || - ||c) ist vollstindig und demnach ein Banachraum.
Der Banachraum (C(S% 1 R), || - ||c) wird abkiirzend mit C(S%~1 R) bezeichnet. In der
vorliegenden Arbeit sei C(S?~!, R) mit der Borel-o-Algebra B versehen. Zunichst miissen
wir die Begriffe kompakt, relativ kompakt und straff definieren.

Definition B.1.1

Eine Teilmenge C' von C(S1,R) heifst kompakt, wenn jede unendliche Folge (f,)nen
von Elementen in C" einen Hiaufungspunkt in C" hat.

Definition B.1.2

Eine Teilmenge C' von C(S4 1, R) heifit relativ kompakt, wenn der Abschluss von C'
kompakt ist.
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Definition B.1.3
Sei A eine beliebige nichtleere Indexmenge. Fine Menge (P, : t € A) von Wahrschein-
lichkeitsmafen auf C(S41,R) heifit straff, falls zu jedem € € (0,1) eine kompakte
Menge K C C(S*1,R) existiert, so dass

mfIP’t(K) >1—¢

teA

gilt.

Im Folgenden wird die Straffheit einer Folge (X,,),en von C(S47! R)-wertigen Zufallsele-
menten verwendet. In diesem Fall ist gemeint, dass die Zufallselemente X,, die Verteilung
P, fir n € N besitzen und die Menge (P, : n € N) von WahrscheinlichkeitsmaBen auf
C(8% 1, R) straff ist.

B.2 Verteilungskonvergenz in C(S% ! R)

In diesem Abschnitt sollen Hilfsmittel zum Nachweis der Verteilungskonvergenz von sto-
chastischen Prozessen auf C'(S%"!, R) zusammengestellt werden. Wir sagen, eine Familie
von C(8%1 R)-wertigen Zufallselementen (X, ),cn konvergiere schwach, bzw. konvergie-
re in Verteilung, falls es ein C(S%~ !, R)-wertiges Zufallselement X gibt, so dass fiir jede
stetige und beschriinkte Funktion f : C(S?1 R) — R

lim E(f(X,) = E(f(X))

n—oo

erfiillt ist. In diesem Fall schreiben wir X, 2, X. Weiter gilt fiir die endlichdimensionalen
Verteilungen von Zufallselementen in C'(S?~!, R) der folgende Satz.

Theorem B.2.1

Seien X1 und Xo Zufallselemente in C(S? 1, R). X; und X, haben genau dann die glei-
che Verteilung, wenn fir k € N und fiir alle by, ..., b, € S fiir die k-dimensionalen

Zufallsvektoren gilt
X1(b1) X (b1)

]

X1 (bk) Xo(bk)

Beweis:
Fiir einen ausfiihrlichen Beweis siehe z.B. [21], S. 195.

Theorem B.2.2
Seien (X, )nen eine Familie von Zufallselementen und X ein weiteres Zufallselement

in C(S 1 R). Falls

1. die endlichdimensionalen Verteilungen von X, gegen die von X konvergieren,
und
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2. die Familie (X,)nen straff ist,

folgt
X, — X.

Beweis:
Fiir n € N sei P, die Verteilung von X,,. Sei (X, )xen eine beliebige Teilfolge von (X, )nen.
Dann existieren eine weitere Teilfolge (Xnkj )jen und ein WahrscheinlichkeitsmaB P, so dass

fiir jede beschriinkte stetige Funktion f : C'(S% !, R) — R gilt

/ fdP,, — / fdP

fiir j — oo. Es folgt aus der Konvergenz endlichdimensionaler Verteilungen, dass unabhén-
gig von der speziellen Wahl der Teilfolge (X, )ren die endlichdimensionalen Grenzvertei-
lungen immer dieselben sind. Weiter gilt nach Theorem B.2.1, dass alle Grenzverteilungen
gleich sein miissen. U

B.3 Straffheit in C(Sd_l,RdH)

Zur Uberpriifung der Straffheit in C'(S!, R*™) = x{™C(S** R) hilft folgendes Theo-
rem.

Theorem B.3.1

FEine Familie (P, : n € N) von Wahrscheinlichkeitsmafien auf dem Produktraum
xTC(ST1 R) ist genau dann straff, wenn die Familien der marginalen Wahrschein-
lichkeitsmafe straff in den jeweiligen Banachriumen C(S? 1 R) sind.

Beweis:

Sei die Familie (P, : n € N) von WahrscheinlichkeitsmaBen auf dem Produktraum
x$T1C (8?1 R) straff. Dann existiert zu jedem ¢ > 0 eine kompakte Teilmenge
K. C x{C(841 R) fiir die

P.(K.)>1—¢,neN
gilt. Definiere fiir jedes j € {1,...,d + 1} durch 7; : x{t'C(S* 1 R) — C(S4 1, R),
f=f s fan) = m(f) = 1y,

die Projektionsabbildungen in den j-ten Banachraum C'(S%! R) des kartesichen Produk-
tes. Man beachte, dass die Projektionsabbildungen stetig sind. Definiere weiter fiir j €
{1,...,d+1}

K= m(Ke), (B.3)
wobei die Mengen K’ _ kompakt in C(S*~', R) sind. Man beachte, dass K. C 7} HEKLL)
gilt. Fir j € {1,...,d + 1} und n € N gilt wegen (B.3) und der Straffheit der Familie
(P, :n €N)

Pn(w;I(K§7E)) >1—c.
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Somit ist die Familie (Pnﬂj_l : n € N) von WahrscheinlichkeitsmaBen straff in C(S¢! R).

Sei umgekehrt fiir jedes j € {1,...,d + 1} die Familie (P,7;' : n € N) der margina-
len WahrscheinlichkeitsmaBe straff auf C'(S~!, R). Dann existiert zu jedem &; > 0 ein
kompaktes K. C C(S* !, R) mit

P ' (Kje,) >1—¢;, neN.

Weiter sei K. := K;., X ... X Ki.,,,. Die Menge K. ist kompakt in x{"'C(S*"!, R). Mit
T, ] € {1,...,d+ 1}, wie oben und den Eigenschaften von WahrscheinlichkeitsmaBen gilt

P.(K.) = Pu(ri'Kio NN Kavie,,,)

d+1
> 1= [1-Pur; (K]
j=1
d+1
wobei 0, = Z gj > 0 ist. Da man zu jedem J. > 0 ein kompaktes K findet, so dass (B.4)
j=1
gilt, ist die Familie (P, : n € N) straff auf x{™'C(S% ! R). O

B.4 Der zentrale Grenzwertsatz in C(S91 R)

Die folgende Aussage ist in [2] auf S. 172 zu finden. Zunéchst werden einige benétigte Be-
zeichnungen eingefiihrt. Wir schreiben N (&), £ > 0, fiir die kleinste positive natiirliche Zahl
m, so dass S¢~! durch genau m Teilmengen iiberdeckt werden kann, wobei diese Teilmengen
hochstens den Durchmesser & haben, siehe hierzu auch Abschnitt A.4.

Theorem B.4.1

Sei (X )nen eine Folge zentrierter unabhingig identisch verteilter C(S41, R)-wertiger
Zufallselemente mit E(X,(b))? < oo fiir ein b € S41. Weiter existiere eine nichtnega-
tive Zufallsvariable M mit E(M?) < oo, und es gelte die Entropiebedingung

/0 (log N(£))}de < oo.

Ferner gelte
[ X1(0) = Xa(c)| < M|[b—c]|.

Unter diesen Voraussetzungen definiert der Kovarianzkern von X, einen zentrierten
Gaufschen Grenzprozess X in C(S* 1, R) mit der Eigenschaft

[ D



Anhang C

Kugeloberflachenfunktionen

In diesem Anhang werden grundlegende Definitionen und Sétze tiber Kugeloberflichenfunk-
tionen zusammengefasst. Die folgenden Definitionen kann man z.B. in [14] nachlesen. Im
Folgenden seien d, n € N. Wir betrachten Polynome P vom Grad n in d reellen Variablen.

Definition C.1.1

FEin Polynom heifst homogen, falls alle Monome, aus denen das Polynom besteht, den
gleichen Grad haben.

Ein homogenes Polynom P lésst sich mit der Multi-Index Schreibweise durch

-----

. mod _ J1,,.J2 Jd
P:R* >R, (z1,...,2,) — P(x1,...,2,) = E Wjyo gy 1Y T

l¢aylli=n

darstellen, wobei jiq) = (J1,...,Jq) und [|ja)l|1 := ji1 + -+ + jq bezeichnet. Die Folge
der reellen Koeffizienten a;, _;, ist dabei eindeutig bestimmt. Weiter bezeichne mit A den

Laplace-Operator
9 \? 0 \?
() ()

Definition C.1.2

FEin homogenes Polynom P mit der Figenschaft AP = 0 heif$t harmonisch.

.....

Definition C.1.3

Eine d-dimensionale harmonische Kugeloberflichenfunktion vom Grad n ist die Re-
striktion eines harmonischen Polynoms vom Grad n in d Variablen auf S*!.

Es bezeichne V,,(d) den Raum der d-dimensionalen harmonischen Kugeloberflichenfunk-
tionen vom Grad m, m € Ny, und N(d,m) := dim(V,,(d)). SchlieBlich sei I, 4 :=
{1,...,N(d,m)} gesetzt. Die Dimension des Raumes V,,(d) lisst sich durch folgende For-
mel angeben.
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Lemma C.1.4
Es gilt

N(d, m) = d+m—1 _ d+m—3 _2m+d—2 d+m—2
) = m m— 2 C om+d-—2 d—2 '

Dabei wird der zweite Binomialkoeffizient gleich 0 gesetzt, falls m—2 < 0 ist. Fiird = 2
und m = 0 wird der Bruch auf der rechten Seite der Gleichung als 1 definiert.

Beweis:
Siehe [14], Seite 65.

Der Raum V,,(d) ist ein Teilraum von C(S%! R), dem Raum der stetigen Funktionen
8§41 — R. Definiere ein Skalarprodukt auf C'(S¢~1, R) fiir f, g € C(S¢"1,R) durch

< fg>= F(€)g(€) dST(¢).

Sd—1

Mit der durch das Skalarprodukt induzierten Norm

N

Il = (< [ f>)2,

ist C(S471 R) ein Pra-Hilbertraum.

C.2 Legendre-Polynome

In diesem Abschnitt werden mehrdimensionale Analoga zu den klassischen Legendre-Polynomen
eingefiihrt. Details hierzu sind in [26] und [14] zu finden.

Theorem C.2.1

Seim > 0 beliebig aber fest. Dann existiert genau ein Polynom Py, (d;-) vom Grad m
mit der folgenden Eigenschaft: Ist @1, ..., onam) eine belicbige Orthonormalbasis von
Vin(d), dann gilt

N(d,m)

N(d,m ,
> wiluleslo) = Yot Paldinto)
j=1

Fiir festes v € S bildet die Funktion P (d;v"-) : ST! - R, uw~ P, (d;v'u), eine
d-dimensionale harmonische Kugeloberflichenfunktion vom Grad m.

Beweis:
siehe [14], Seite 80.

Das in Theorem C.2.1 eingefiihrte Polynom P, (d; -) heiit d-dimensionales Legendre-Polynom
vom Grad m. In [26] auf Seite 16 wird eine explizite Darstellung der mehrdimensionalen
Legendre-Polynome angegeben. Es gilt
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L%

Fun(d;t) = miT (%) 2 (_i)l z!(m(i;zijl)‘lijjl%)’ (C1)

=0

wobei |- | die untere GauBklammer bezeichnet. Mit (C.1) lassen sich die ersten sieben mehr-
dimensionalen Legendrepolynome leicht direkt angeben.

P (d;t) = t,
P2<d;t) = dﬁ1t2_di1’
Py(d;t) = ;H_—itg_dilt’

L @+2dry,  6d+2) 3
AED = e T @@ T ar a1
by o [@Hd46) s 10d+d) o
Ps(d;t) = d+D)[d—1) “W@rnd-0" Tdrna-n"
pydit) = AFDEALO@+8) 5 I5(d+4d+6)
ORI d-1)(d+1)(d+3)  (d—1)(d+1)(d+3)
. 45(d + 4) 2 15

(d—1)(d+1)(d+3) (d=1)(d+1)(d+3)

Im Umkehrschluss lésst sich jede k-Potenz einer reellen Zahl ¢ in der Form

k
= Z ¢jabj(d; t),
j=1

schreiben, wobei die reellen Koeffizienten c; 4 nur von j und d abhingen. Speziell gilt

to = PO(dvt)a
tt = Pi(d;t),
e = T lpwn + LR,
s d—1_ |
g _ A1 L 6d-1) 3
T G oar o gy P gy
5 _ (d+1)d-1) 10(d — 1) | 15 |
r= (d+4)(d+6)P5(dt) (d+2)(d+6)P3(d’t>+(d+2)(d+4)P1(d’t)’
o [d=Dd+1)(d+3) 15(d — 1)(d + 1) ‘
S T T R G A P P e S L
LB by 15
dd+4)(d+6) > T dd+2)(d+4)
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C.3 Das Funk-Hecke Theorem

Das folgende Theorem ermdglicht die Auswertung bestimmter sphérischer Oberfldcheninte-
grale.

Theorem C.3.1 (FUNK-HECKE Theorem)
Seien a € 841, v, € Vi(d) und g € C([—1,1]). Dann gilt

/S g(a)emm)dS* (1) = Anpm(a),

wobei

1
= 157 [ Palditigle) - ) F e
-1

Hierbei bezeichnet P,,(d;t), t € R, das d-dimensionale Legendre-Polynom vom Grad
m.

Beweis:
siehe z.B. [26], Seite 30.

C.4 Eine Methode zur Berechnung von F ((0'U)"(c'U)?)

In diesem Abschnitt wird fiir , s € N, beliebige b,c € S4 1 und U ~ U(S?!) eine all-
gemeine Methode zur Berechnung des Erwartungswertes £ ((b'U)"('U)®) vorgestellt. Es
bezeichne fir m € N mit P,(d;t) das d-dimensionale Legendre Polynom vom Grad m.
Bekanntlich gilt fiir beliebige s € N

=" c¢jaP;(d;t), (t €R), (C.2)
§=0

wobei die reellen Koeffizienten c; 4 eindeutig bestimmt sind und nur von j und d abhingen.
Im Folgenden beachte man, dass fiir festes a € S?! die Abbildung S¢~! — R, z +—
P,.(d; a’x) eine harmonische Kugeloberflachenfunktion vom Grad m ist. Mit (C.2) und dem
Funk-Hecke Theorem gilt

ITT\T [ ITT\S 1 o )
E ((b U) (C U) ) = m i (b u) (C u) de l(u)
1 o 5 / )
TS s (V)" Y ¢jaPi(d; c'u) dST (u)

=0

1 - / r / —
- s [ BB ast)
=0

1
- S| ch,dAj,d,er(d; cb),
=0
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mit .
Nar = |57 / Po(d: ) (1 — )" dt.
1

Bemerkung C.4.1

Wie die obige Herleitung zeigt, sind die gemischten Momente selbst bei verschiedenen
Exponenten r,s € N symmetrisch in b,c € S¥ ', da diese nur als Skalarprodukt im
Argument der Legendre-Polynome auftreten und die reellwertigen Konstanten c;q und
Nidr, J=1,...,8, nur von d,r,s € N abhdangen.

Beispiel C.4.2

Sei speziellr = s = 4. Um den gesuchten Erwartungswert explizit angeben zu konnen,
missen die Koeffizienten \jq4 und cjq fir j € {0,...,4} angegeben werden. Man
beachte, dass auf Grund von Symmetrieiiberleqgungen fiir ungerade j die Koeffizienten
Aj.da verschwinden. Es gilt

_ 3 d—1
)\O,d,4 - d(d+2)|8 |7
B 12 de1
Avda = d(d+2)(d+4)|S .
B 24 de1
At = d(d+2)(d+4)(az+6)|‘S .
Weiter gilt fur j € {0,2,4}
Loo_ 3
O T d(d+2)
L 8-
2T d(d+ 4y
L_ =D+
YT d+2)(d+4)
Fingesetzt ergibt dies
E(D)* ()Y = ’ 2P(d-c’b)+ 72(d — 1) Py(d; ¢'b)
~ \dd+2)) """ 2(d+2)(d+4)2" 2
24(d — 1)(d + 1) ,
Py(d; b
T+ 22d+ 1r(d + 6y Hdich)
24 72
— b/ 4 bl 2
AT 0d+0 Y T aaryasase Y
9
+

d(d+2)(d+4)(d+6)
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Beispiel C.4.3

Sei speziell r = 6,s = 4. In diesem Fall lauten die Koeffizienten mit geradem Index j

15
A Sl

0.4, d(d+2)(d + 4) |55

90

A Sd—l ’

200 d(d +2)(d + 4)(d + 6) 577

360

A,d6 St

d(d+2)(d+4)(d+6)(d+8)

Auch in diesem Fall sind alle Koeffizienten \;q¢ mit ungeradem j gleich 0. Da die
Koeffizienten cjq nicht von r abhdingen, sind sie mit den Koeffizienten aus Beispiel
C.4.2 identisch. Einsetzen ergibt hier

1

d(d+2)(d+4)(d+6)(d+8)

E((VU)(CU)Y) = (360('c)* + 540(b'c)* + 45) .

Beispiel C.4.4
Sei speziell r = 6,s = 6. In diesem Fall bendtigen wir nur noch den Koeffizienten
mit Index 6, da die restlichen auftretenden Koeffizienten mit denen aus Beispiel C.4.3
tibereinstimmen. Es gilt

720
d(d+2)(d+4)(d+6)(d+ 8)(d+ 10)

Auch in diesem Fall sind alle Koeffizienten \; q6 mit ungeradem j aus Symmetriegrin-
den gleich 0. Die Koeffizienten c;q mit j € {0,2,4,6} lauten

N6.d.6 |Se1.

15
T Adr2)dr )
45(d — 1)
24 = Gd+ 4)(d+6)
o 15(d—1)(d+1)
’ (d+2)(d+4)(d+38)’
o (d—l)(d+1)(d+3)'
’ (d+4)(d+6)(d+38)
Zusammengesetzt ergibt dies
1

E(0'U)*(CU)%) = (720(¥'c)® + 5400(b'c)*

d(d+2)(d+4)(d + 6)(d + 8)(d + 10)
+4050(b'c) + 225)

Bemerkung C.4.5

Zur Berechnung der Koeffizienten Aj 4, wurde das Computeralgebra System Maple 11
verwendet.



Anhang D

Aussagen der asymptotischen Statistik

D.1 Benachbarte Alternativen

Die hier aufgefiihrten Definitionen und Sitze zur Benachbarheit von Verteilungsfolgen kon-
nen in [29] Kapitel 6.3 nachgelesen werden.

Sei (X,B) ein Messraum und (X, n)) ( b X, X% = 1B;) das n-fache kartesische
Produkt von Messraumen (X, B; ) =1,...,n. Weiter sei M(X(,, B(,)) der Raum aller
WahrscheinlichkeitsmaBe auf (% (n), B )

Der Totalvariationsabstand zweier WahrscheinlichkeitsmaBe u,v € 9(X, ) ist definiert
durch
|lu — v||7v := sup |u(B) — v(B)|.
Be®B

Der Hellinger-Abstand zweier Wahrscheinlichkeitsmaf3e « und v, welche von einem Maf} v
dominiert werden, also © < v und v < v, ist gegeben durch

H(u,v) = %/(@-@)2@ %

Definition D.1.1
Fiirn € N seien up, v, € M(X(n), Bn)) beliebige WahrscheinlichkeitsmafSe. Dann heifit:

a) (vn) zu (uy,) benachbart, kurz: (v,) < (uy,), genau dann, wenn gilt:
V(B,) € (Bmy): un(Bn) — 0= v,(B,) — 0;

speziell heiffen (v,) und (u,) wechselseitig benachbart, kurz: (v,) <>(u,), genau
dann, wenn qilt:

(Un) < (up) und (u,) < (vy);
b) (vn) zu (uy) nicht trennend, wenn ein 0 < ¢ < 1 existiert mit

V(Bn) € (Bw): un(Bn) — 0= limsupv,(B,) < ¢

n—oo
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c) (vy) zu (u,) vollstindig trennend, kurz (v,)A(uy,), genau dann, wenn gilt:

I(Bn) € (Bm)) 1 un(Bn) = 0 und v,(By,) — L.

Theorem D.1.2
Fiirn € N seien up, v, € M(Xn), Bmy). Dann gilt:

a) lim ||u, — vpllry =0 = (vn) <> (uy).

b) limsup ||u, — vy <1 < (u,) und (v,) nicht trennend.

n—od

c) lm ||u, —vpllry =1 = (un)A(vy).

Diese Aussagen bleiben richtig, wenn man die Totalvariation ||u, — v,|rv durch den
Hellinger-Abstand H (u,,v,) ersetzt.

Theorem D.1.3 (1. Le Cam Lemma)
Fiirn € N seien up, v, € M(Xn), Bm) und L, = Dn - Dann ist

duy *
2
log L, Dun, (—i, 1{2)
mit k* € [0,00) hinreichend fiir die wechselseitige Benachbartheit (v,) <(u,) und die

Giiltigkeit von
2
log L, Do, (%, m2> :

Im Folgenden sei [ > 1.

Theorem D.1.4 (Le Cam)

Fiirn,l € N seien u,, v, € M(X ), Bny) beliebige Wahrscheinlichkeitsmafe, Ly, = fhj—z
ein Dichtequotient von vy, bzgl. u, und T, : (X), Bm)) — (R!, BY) eine Statistik. Weiter
seien F, I € MR, B (a,¢,k?) € R x RE x [0,00) und 7 € R eine positiv
semidefinite Matrixz. Dann gilt:

@)

(Z”)%F und / y dE(t,y) =1
n RI+1

= ( fn ) Do & G(C) = / y dF(t,y), C e B*,
n C
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b)

T, Du, 2 JR -
(logLn)—>F und /Rme dF(t,z) =1
) Don, G, G(C) = / e*dF(t,z), C e B,

T, Dy, a S ¢
(ot ) = (5 )(7 ) oo
T, Dy, a+c B2
(o) = 20 ((2°) (7).

Korollar D.1.5 (3. Le Cam Lemma)

Existieren Vektoren a,c € R! sowie eine Zahl k* € [0,00) und eine positiv semidefinite

Matriz . € R derart, dass fiir die gemeinsame Verteilung von T, und log L, gemdf
(D.1) asymptotisch normal ist, so gilt

T, 2% Nia + ¢, ).
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