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Kapitel 1

Einleitung

Die zunehmende Integrationsdichte technischer Systeme ermoglicht in Verbindung
mit der stetig steigenden Rechenkapazitdt moderner Mikrorechner die Realisierung
immer umfangreicherer Funktionalitdt. Neben der Leistungsfihigkeit steigen aller-
dings auch die Anforderungen an die Zuverlassigkeit und Sicherheit beim Betrieb die-
ser komplexen Systeme. Der Einsatz geeigneter Verfahren zur Fehlerdiagnose stellt
eine Moglichkeit dar, diesen gestiegenen Anforderungen Rechnung zu tragen.

Die prinzipielle Aufgabe von Diagnoseverfahren ist die frithzeitige und verlassliche
Erkennung aufgetretener Fehler, um den zuverldssigen und sicheren Betrieb des be-
trachteten Systems zu iiberwachen. Eine friihzeitige Fehlererkennung erméglicht es
héufig, durch geeignete weiterfiithrende Mafinahmen die Systemlebensdauer zu ver-
langern oder zumindest eine weitergehende Schiadigung des Systems oder seiner Um-
welt zu verhindern. Durch eine verldssliche Fehlererkennung, also die Vermeidung
unndtiger Alarme, kénnen die Zuverlissigkeit des Systems gesteigert und gleichzei-
tig Kosten durch tberfliissige Wartungsarbeiten eingespart werden.

In der Vergangenheit wurde haufig auf den Einsatz von Diagnoseverfahren verzichtet,
da diese nur im seltenen Ausnahmefall eines auftretenden Fehlers tatséchlich einen
Vorteil zu erbringen schienen. Ein solcher Fehlerfall sollte moglichst durch geeignete
Auslegung des zugrunde liegenden Systems vermieden werden, sodass der zusétzliche
Aufwand fiir die Entwicklung und den Einsatz eines Diagnoseverfahrens meist als
unnotig erachtet wurde.

Mittlerweile haben jedoch viele technische Systeme eine Komplexitét erreicht, die
es — beispielsweise schon aus wirtschaftlichen Griinden — nicht mehr erlaubt, den
Aufwand zur Vermeidung von Fehlern so zu erhéhen, dass der Eintritt eines Feh-
lerfalls iiber die gesamte Lebensdauer des Systems als hinreichend unwahrscheinlich
angesehen werden kann. Dariiber hinaus erschwert oder verhindert die hohe System-
komplexitéat die frithzeitige Erkennung eines Fehlers durch den Benutzer. Erkennt
dieser schliefllich doch einen Fehler, so sind héufig bereits umfangreiche Folgescha-
den am System oder dessen Umwelt eingetreten, die durch den Einsatz eines geeigne-
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ten Diagnoseverfahrens vermeidbar gewesen wéren. Des Weiteren ist, beispielsweise
bei manchen sicherheitskritischen Anwendungen, der Einsatz geeigneter Diagnosever-
fahren mittlerweile auch gesetzlich vorgeschrieben. Aus diesen Griinden riickte die
Entwicklung leistungsfahiger Diagnoseverfahren in den letzten Jahren immer stérker
in das Blickfeld von akademischer und industrieller Forschung.

Wie vielfiltig die Einsatzbereiche solcher Diagnoseverfahren sind und welcher Nutzen
sich sowohl fiir die Hersteller als auch fiir die Nutzer technischer Systeme aus ihrer
Anwendung ergibt, kann am Beispiel der Automobilindustrie veranschaulicht werden.
Schon bei der Produktion eines Kraftfahrzeugs kommen an verschiedenen Stellen Di-
agnoseverfahren zum Einsatz, die durch Uberwachung der beteiligten Produktions-
anlagen und Maschinen oder auch durch Funktionsiiberpriifung einzelner Teile eine
gleichbleibende Produktqualitit sowie die korrekte Funktionalitdt des Endproduk-
tes gewahrleisten. Fiir den Hersteller bringt dies Kostenvorteile aufgrund geringerer
Ausfallzeiten und einer hohen Wertigkeit des Produktes. Auflerdem wirkt sich eine
gesichert hohe Produktqualitit positiv auf das Image und die Kundenzufriedenheit
aus.

Auch nach der Produktion spielen Diagnoseverfahren heute eine wichtige Rolle fiir
den sicheren und zuverldssigen Betrieb eines Kraftfahrzeugs. Beispiele fiir bereits
serienméflig eingesetzte oder sich noch in der Entwicklung befindende Diagnosever-
fahren sind

o die Detektion von Verbrennungsaussetzern, die negative Auswirkungen auf die
Lebensdauer der Abgasnachbehandlungssysteme haben kénnen [Lin01],

o die Reifendruckiiberwachung, die zum Beispiel mithilfe der fiir das Antiblo-
ckiersystem ohnehin vorhandenen Raddrehzahlsensoren durchgefiihrt werden
kann [Gri02],

o die Uberwachung des Elektronischen Stabilitéitsprogramms (ESP), bei dem ei-
ne Fehlfunktion zu einem unerwiinschten Bremseingriff mit verheerenden Fol-
gen fithren koénnte [Zan06],

o die gesetzlich vorgeschriebene Uberwachung des Abgasnachbehandlungssys-
tems mit dem Drei-Wege-Katalysator als wesentlichem Bestandteil [Fe10],
oder auch

o die Uberwachung der Einhaltung des zulissigen Betriebsbereichs beim Einsatz
einer Brennstoffzelle im Antriebssystem [Bucl0].

Uber die On-Board-Diagnose! hinaus kommen in regelméafigen Abstinden im Rah-
men der Hauptuntersuchung ebenfalls Diagnoseverfahren zum Einsatz.

IDer Begriff ,,On-Board-Diagnose“ (OBD) bezeichnet die Gesamtheit aller Diagnoseeinrichtun-
gen zur stindigen Uberwachung aller wichtigen Funktionen eines Kraftfahrzeugs im laufenden
Betrieb. Neben den wesentlichen Steuergerdten werden dabei insbesondere alle abgasrelevanten
Systeme tiberwacht.
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Die genannten Beispiele zeigen anschaulich den vielfaltigen Nutzen von Diagnosever-
fahren, die teilweise bereits in Serienfahrzeugen zum Einsatz kommen, teilweise aber
auch noch Gegenstand intensiver Forschungsarbeiten sind. Haufig sind die bisher
in Kraftfahrzeugen serienméflig eingesetzten Diagnoseverfahren lediglich Plausibili-
tatspriifungen oder Schwellwertiiberwachungen, die vom systemtheoretischen Stand-
punkt aus als wenig komplex einzustufen sind. Diese so genannten signalbasierten
Diagnoseverfahren sind zwar einfach in ihrer Anwendung, erreichen aber bei wei-
tem nicht die Leistungsfahigkeit modellbasierter Diagnoseverfahren, bei denen das
Wissen iiber das betrachtete System in Form mathematischer Prozessmodelle zur
Fehlererkennung herangezogen wird.

Modellbasierte Diagnoseverfahren erméoglichen eine Fehlererkennung durch einen
Vergleich des durch die Messinformationen gegebenen tatséchlichen Systemverhal-
tens mit dem erwarteten Verhalten, das durch die verwendeten Prozessmodelle be-
schrieben wird. Mit ihnen kénnen auch in komplexen Systemen Fehler erkannt wer-
den, deren Existenz und Ursachen sich nicht offensichtlich in den gemessenen Sig-
nalen widerspiegeln. Aufgrund dieser Vorteile werden im Rahmen dieser Arbeit aus-
schliellich modellbasierte Diagnoseverfahren betrachtet.

Fir den Einsatz modellbasierter Diagnoseverfahren ist es erforderlich, das vorhan-
dene Wissen {iber das betrachtete System mithilfe eines mathematischen Prozess-
modells zu formulieren. Gerade im Fall komplexerer Systeme, die hiufig nichtlineare
Phanomene aufweisen, ist jedoch die exakte Modellierung des Systemverhaltens nicht
oder nur eingeschrankt moglich. Dabei ist es unerheblich, ob der Modellierung phy-
sikalische Zusammenhénge oder beispielsweise empirische Formeln zugrunde liegen.
Auflerdem werden bei der Modellierung praktisch immer vereinfachende Annahmen
getroffen, die sich ebenfalls auf die Genauigkeit des resultierenden Systemmodells
auswirken. Die resultierenden Systemmodelle enthalten daher im Allgemeinen Pa-
rameter, deren Zahlenwerte nicht zweifelsfrei aus Messungen identifiziert werden
koénnen. Des Weiteren konnen die Parameter bedingt durch die Fertigung oder im
Betrieb gewissen Schwankungen unterliegen. Dariiber hinaus sind tiblicherweise auch
die zur Diagnose zur Verfiigung stehenden Messinformationen mit zufélligen oder
systematischen Unsicherheiten wie Rauschen oder Sensoroffsets behaftet.

Solche Ungenauigkeiten oder Unsicherheiten fithren zu Abweichungen zwischen dem
tatséchlichen Systemverhalten und dem modellierten Verhalten, die als Auswirkun-
gen von Fehlern missinterpretiert werden kénnen. Um dies zu vermeiden, ist eine
geeignete Beriicksichtigung solcher Ungenauigkeiten beziehungsweise Unsicherheiten
beim Entwurf eines Diagnoseverfahrens notwendig.

In dieser Arbeit wird ein modellbasiertes Diagnoseverfahren aus der Gruppe der
konsistenzbasierten Verfahren vorgestellt, das die systematische Beriicksichtigung
von Mess- und Modellunsicherheiten in Form intervallwertiger Systemparameter und
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Messgrofien ermoglicht. Unsichere Grofien werden also durch beschrinkte Mengen
reeller Zahlen mit bekannter unterer und oberer Schranke beschrieben. Der tatséchli-
che Wert eines Modellparameters oder einer Messgrofe ist unbekannt und darf inner-
halb der vorgegebenen Grenzen beliebig variieren. Diese deterministische Beschrei-
bung durch unbekannte, aber beschriankte Unsicherheiten (,,unknown, but bounded
uncertainty“) unterscheidet sich grundlegend von der weit verbreiteten klassischen
Sichtweise, bei der tiblicherweise stochastische Prozesse und Zufallsvariablen mit als
bekannt angenommener Wahrscheinlichkeitsverteilung zur Beschreibung von stochas-
tisch verteilten Unsicherheiten (,,stochastically distributed uncertainty*) herangezo-
gen werden.

Daher unterscheidet sich auch das im Rahmen des konsistenzbasierten Diagnose-
verfahrens eingesetzte Konzept der Zustandsmengenbeobachtung grundlegend von
klassischen Verfahren zur Zustandsbeobachtung wie dem Luenberger-Beobachter
[F6194, Lun08b] oder dem Kalman-Filter [Kal60, Kre80, Has08]. Statt der klassischen
Rekonstruktion eines einzigen, charakteristischen Systemzustandsvektors werden bei
der Zustandsmengenbeobachtung Mengen von Zustandsvektoren bestimmt, die mit
dem Systemmodell und den Messgroflen einschliellich der Unsicherheiten erklarbar
sind und daher auch als ,,m&gliche Zusténde“ bezeichnet werden. Gibt es keinen sol-
chen moglichen Zustand, so sind Modell und Realitét inkonsistent. Diese Eigenschaft
wird im Rahmen des konsistenzbasierten Diagnoseverfahrens ausgenutzt.

Durch eine geeignete Bestimmung der Unsicherheiten bleibt dabei einerseits der
erforderliche Modellierungsaufwand beschrénkt, andererseits wird sichergestellt, dass
vereinfachende Annahmen bei der Modellierung oder unsichere Messinformationen
nicht falschlicherweise als Auswirkung von tatséchlich gar nicht vorhandenen Fehlern
interpretiert werden.

Die Arbeit ist wie folgt gegliedert:

Im Kapitel 2 werden zunéchst einige Grundbegriffe der Fehlerdiagnose eingefiihrt
und eine Klassifikation der verschiedenen existierenden Diagnoseansétze vorgenom-
men. Nach einer Einfithrung in das Grundprinzip der konsistenzbasierten Fehlerdiag-
nose unter besonderer Beriicksichtigung der Zustandsmengenbeobachtung wird das
in dieser Arbeit vorgestellte Verfahren im Hinblick auf bereits existierende Ansétze
eingeordnet und abgegrenzt. Anschliefend werden die in dieser Arbeit verwendete
Beschreibungsform fiir nichtlineare dynamische Systeme vorgestellt und verschiedene
Méglichkeiten zur Beschreibung von Unsicherheiten erlautert, wobei das Hauptau-
genmerk auf der im Rahmen dieser Arbeit verwendeten deterministischen Beschrei-
bungsform mittels Intervallen liegt.

Als notwendige Grundlage fiir die Zustandsmengenbeobachtung werden im Kapitel 3
Verfahren zur LosungseinschlieSung gewohnlicher Differenzialgleichungssysteme vor-
gestellt. Das Ziel dieser Verfahren ist die EinschlieSung der tatsichlichen Losung
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durch geeignete untere und obere Schranken statt der klassischen Berechnung einer
numerischen Néherungslosung. Dazu werden zunéchst verschiedene Moglichkeiten
zur Beschreibung von Mengen reeller Zahlen im Rechner sowie die Durchfithrung
von Berechnungen mit diesen Mengen vorgestellt. AnschlieSend werden die beiden
im Rahmen dieser Arbeit zur Zustandsmengenbeobachtung verwendeten Verfahren
im Detail beschrieben und verglichen.

Das Konzept und die Umsetzung der Zustandsmengenbeobachtung selbst sind Gegen-
stand des Kapitels 4. Nach einem Uberblick iiber den prinzipiellen Ablauf werden,
aufbauend auf den EinschlieSungsverfahren aus dem Kapitel 3, zwei verschiedene
Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung vorgestellt. Anschliefend folgt ein Ver-
gleich der beiden Beobachterkonzepte. Zwei Beispiele veranschaulichen die Vor- und
Nachteile beider Konzepte.

Darauf aufbauend befasst sich das Kapitel 5 mit dem konsistenzbasierten Diagnose-
verfahren durch Zustandsmengenbeobachtung. Zunéchst wird das Konzept der Feh-
lerkandidaten vorgestellt. Anschlielend werden die einzelnen Teile des Diagnoseal-
gorithmus erldutert und schliefSlich die Eigenschaften des vorgestellten Diagnosever-
fahrens diskutiert.

Das Kapitel 6 widmet sich schliefllich den Anwendungen des vorgestellten Diagno-
severfahrens. Dabei wird das konsistenzbasierte Diagnoseverfahren in Kombination
mit den beiden vorgestellten Beobachterkonzepten anhand mehrerer Anwendungsbei-
spiele untersucht. Nach zwei einfithrenden Simulationsbeispielen wird das Diagnose-
verfahren am Beispiel eines inversen Pendels demonstriert, das als Standardproblem
der Regelungstechnik bekannt ist. Fiir dieses System stehen Messdaten von einem
Laboraufbau des Instituts fiir Regelungs- und Steuerungssysteme zur Verfiigung.
Schlieflich wird das Verfahren zur Diagnose von Fehlern einer Ansaugluft-Drossel-
klappe eingesetzt, die in der Frischluftzufuhr moderner PKW-Dieselmotoren einge-
baut ist. Dabei werden Messdaten sowohl aus einem Laboraufbau als auch aus Fahr-
versuchen verwendet. Als Teil des Abgasrickfiihrsystems stellt diese Drosselklappe
eine abgasrelevante Komponente dar, deren Uberwachung gesetzlich vorgeschrieben
ist.

Im Kapitel 7 werden die Arbeit und ihre wesentlichen Ergebnisse nochmals zusam-

mengefasst.

In den Anhéngen finden sich Beschreibungen fiir diese Arbeit relevanter, mathema-
tischer Hilfsmittel, die aus Griinden der Ubersichtlichkeit nicht in den jeweiligen
Kapiteln im Detail erlautert werden.






Kapitel 2

Fehlerdiagnose dynamischer
Systeme

Die erfolgreiche Erkennung von Fehlern in technischen Systemen erfordert haufig
eine sehr spezielle Anpassung der verwendeten Verfahren an die betrachtete Anwen-
dung. Ein Diagnoseverfahren kann daher oft nicht ohne weiteres getrennt von seinem
jeweiligen Anwendungszweck betrachtet werden. Aus diesem Grund existieren in der
Literatur unterschiedlichste Ansétze zur Fehlerdiagnose technischer Systeme, die in
ihrer Vielfalt kaum zu tiberblicken sind. Allerdings lassen sich die meisten Diag-
noseverfahren nach den ihnen zugrunde liegenden Prinzipien oft einer bestimmten
Kategorie zuordnen. Gleichzeitig ergeben sich durch eine solche Klassifikation bereits
allgemeine Aussagen iiber Gemeinsamkeiten, Unterschiede und Anwendungsgebiete
der einzelnen Verfahren.

Leider wird das Verstdndnis der in der Literatur beschriebenen Verfahren haufig
dadurch erschwert, dass die verwendete Terminologie trotz mehrfacher Versuche zur
Standardisierung keineswegs einheitlich ist [Ise06]. Auch wenn diese Ansétze, wie
beispielsweise die Initiative im Rahmen von SAFEPROCESS! zur Vereinheitlichung
der Begriffsbildung der Fehlerdiagnose [IB97], bereits mehrere Jahre zuriickliegen,
hat sich die darin vorgeschlagene Terminologie noch nicht vollstdndig durchgesetzt.

Im Abschnitt 2.1 werden daher in Anlehnung an die SAFEPROCESS-Terminologie
zunéchst einige Grundbegriffe der Fehlerdiagnose eingefithrt, um deren Bedeutung
im Rahmen dieser Arbeit klarzustellen. Anschliefend wird im Abschnitt 2.2 eine
Ubersicht iiber existierende Diagnoseansitze gegeben, die — wie allgemein iiblich —
nach den ihnen zugrunde liegenden Prinzipien verschiedenen Kategorien zugeordnet
werden. Der Abschnitt 2.3 stellt das Grundprinzip der konsistenzbasierten Fehlerdi-
agnose vor, das dem in dieser Arbeit beschriebenen Verfahren zugrunde liegt. An-

I[FAC Technical Committee (TC) on Fault Detection, Supervision and Safety of Technical
Processes
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schlieBend wird im Abschnitt 2.4 zur Einordnung des entwickelten Verfahrens ein
Uberblick iiber bereits existierende verwandte Arbeiten gegeben. Das in dieser Ar-
beit beschriebene Verfahren gehort zur Klasse der modellbasierten Diagnoseverfah-
ren. Daher wird im Abschnitt 2.5 die im Rahmen dieser Arbeit verwendete Beschrei-
bungsform nichtlinearer dynamischer Systeme im Zustandsraum vorgestellt. Dabei
wird insbesondere auf die verwendete deterministische Beschreibung von Mess- und
Modellunsicherheiten eingegangen.

2.1 Grundbegriffe der Fehlerdiagnose

In diesem Abschnitt werden einige fiir das Versténdnis der Arbeit notwendige Begrif-
fe zu Diagnoseverfahren eingefiihrt, die sich an der im Rahmen der SAFEPROCESS-
Initiative vorgeschlagenen Terminologie orientieren. Weitere Informationen dazu sind

beispielsweise in [IB97, Ise06, CP99] zu finden.

2.1.1 Fehlerarten

Bevor die grundsétzlichen Aufgaben und Eigenschaften von Diagnoseverfahren vorge-
stellt werden kénnen, muss zunédchst festgelegt werden, was {iberhaupt unter einem
Fehler zu verstehen ist. Natiirlich héngt diese Festlegung wesentlich vom jeweils
betrachteten, konkreten Anwendungsfall ab. Ublicherweise werden jedoch vom feh-
lerfreien Normalbetrieb abweichende Systemverhaltensweisen einer der Kategorien
Storung, Fehler oder Versagen zugeordnet [IB97].

Definition 2.1: Storung

Eine Stérung (,,disturbance®) ist ein unbekannter und nicht kontrollierbarer Ein-
fluss auf ein System.

Definition 2.2: Fehler

Ein Fehler (,fault”) ist eine unzuldssige Abweichung wenigstens einer charakte-
ristischen Eigenschaft eines Systems vom Normalzustand.

Definition 2.3: Versagen

Ein Versagen (,failure“) ist eine dauerhafte Unterbrechung der Systemfunktion,
die dazu fiihrt, dass das System die geforderte Aufgabe unter den gegebenen
Bedingungen nicht mehr erfiillen kann.

Unter dem Begriff Stérung werden iiblicherweise Phanomene wie beispielsweise Mess-
rauschen oder Einfliisse durch Temperaturschwankungen verstanden, die zwar dazu
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fithren, dass das durch die Messinformationen gegebene tatséichliche Systemverhal-
ten vom erwarteten fehlerfreien Systemverhalten abweicht, die jedoch keine Fehler
des Systems im eigentlichen Sinne sind. Die erfolgreiche Unterscheidung zwischen
Storungen und Fehlern ist eine wesentliche Herausforderung der Fehlerdiagnose.

Ein Fehler hat einen meist negativen Einfluss auf das Systemverhalten und fiithrt da-
zu, dass das System die ihm zugedachte Aufgabe nicht mehr wie erwartet oder nicht
mehr vollstandig erfiillen kann. Auswirkungen von Fehlern kéonnen beispielsweise ei-
ne verminderte Qualitdt des Endproduktes eines Produktionsprozesses oder auch ein
fiir Mensch und Umwelt geféhrlicher weiterer Betrieb des Systems sein. Ein Fehler
ist jedoch nicht mit dem vollstindigen Ausfall der Systemfunktion gleichzusetzen,
der durch den Begriff Versagen gekennzeichnet wird.

Héufig ziehen Fehler, die nicht oder nicht rechtzeitig erkannt werden, frither oder
spéter weitere Fehler oder gar ein Versagen des Systems nach sich. Ein Fehler selbst
kann je nach Anwendungsfall noch tolerierbar sein oder — beispielsweise durch eine
gednderte Betriebsstrategie — behoben oder zumindest in seinen Auswirkungen be-
grenzt werden. Dazu ist es allerdings notwendig, den Fehler sicher und so frith wie
moglich zu erkennen. Dies ist daher eine wesentliche Forderung an Diagnoseverfah-
ren.

Je nach ihren Eigenschaften werden Fehler hiufig noch unterteilt in schleichende
Fehler, abrupte Fehler und sporadische Fehler, wobei diese Unterscheidung oft will-
kiirlich ist und nach ZweckméBigkeit erfolgt [Nyb99].

Definition 2.4: Schleichender Fehler

Ein schleichender Fehler (,incipient fault®) ist ein Fehler, dessen Ursache und
Auswirkungen zunéchst klein sind, die sich mit der Zeit jedoch Immer mehr
verstérken.

Definition 2.5: Abrupter Fehler

Ein abrupter Fehler (,abrupt fault“) ist ein plétzlich auftretender Fehler, der zu
einer schlagartigen Anderung des Systemverhaltens fiihrt.

Definition 2.6: Sporadischer Fehler

Ein sporadischer Fehler (,intermittent fault“) ist ein Fehler, der wiederholt auf-
tritt und wieder verschwindet.

Typische Beispiele fiir schleichende Fehler sind Verschleilerscheinungen oder zuneh-
mende Reibung aufgrund von Ablagerungen. Abrupte Fehler kénnen beispielsweise
Leckagen oder Verstopfungen in Rohren oder Bauteilausfille sein, wahrend ein Wa-
ckelkontakt ein Beispiel fiir einen sporadischen Fehler ist. Wahrend abrupte Fehler
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je nach Fehlerstéarke relativ leicht zu erkennen sind, ist die erfolgreiche Erkennung
schleichender oder sporadischer Fehler oft ungleich schwieriger und stellt eine beson-
dere Herausforderung hinsichtlich der frithen Fehlererkennung dar.

Da aufgetretene Fehler ohne geeignete Gegenmafinahmen oft weitere Fehler nach
sich ziehen, ist die Unterscheidung von einfachen und mehrfachen Fehlern sinnvoll,
die beispielsweise in [Nyb99] nachgelesen werden kann?.

Definition 2.7: Einfacher und mehrfacher Fehler

Tritt im Zeitraum zwischen dem Auftreten eines Fehlers und dem Abschluss der
Diagnose dieses Fehlers kein weiterer Fehler auf, so handelt es sich bei diesem
Fehler um einen einfachen Fehler (,single fault®). Anderenfalls spricht man von
einem mehrfachen Fehler (,multiple fault®).

Mehrfache Fehler werden in der Literatur héufig nicht weiter betrachtet, da die not-
wendige Behandlung der méglichen Kombinationen einen unverhéltnisméfig hohen
Aufwand zur Folge hatte. Auch in dieser Arbeit werden lediglich einfache Fehler
betrachtet. Dies erscheint aus folgenden Griinden gerechtfertigt:

e Da ecinzelne Fehler iiblicherweise ohnehin nur selten auftreten, kann es als
unwahrscheinlich angesehen werden, dass in der Zeit zwischen dem Auftreten
des Fehlers und dem Abschluss der Diagnose ein weiterer, vom ersten Fehler
unabhéngiger Fehler auftritt. Tritt der weitere Fehler erst nach Abschluss der
Diagnose des ersten Fehlers auf, so kann auch dieser Fehler wie der vorherige
als ein einfacher Fehler angesehen und behandelt werden.

e Zieht ein Fehler einen weiteren Fehler nach sich, so kann die Zeitdauer bis
zum Auftreten des zweiten Fehlers als obere Schranke fiir die zur Diagnose
des ersten Fehlers zur Verfiigung stehende Zeit angesehen werden. Da die Feh-
lerdiagnose ohnehin in moglichst kurzer Zeit abgeschlossen werden soll, stellt
auch in diesem Fall die Beschriankung auf einfache Fehler keine wesentliche
Einschrankung dar.

o Treten mehrere Fehler gleichzeitig auf, so kann diese Kombination von Feh-
lern im Sinne der Diagnose auch als einfacher Fehler betrachtet werden, des-
sen Auswirkung der kombinierten Auswirkung der zugrunde liegenden Fehler
entspricht.

2Diese Definition ist in der Literatur nicht einheitlich, beispielsweise wird abweichend von der
hier getroffenen Definition in [Miin06] von einem mehrfachen Fehler gesprochen, wenn nach Ab-
schluss der Diagnose des ersten Fehlers ein weiterer Fehler auftritt.
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2.1.2 Aufgaben eines Diagnoseverfahrens

Die zentrale Aufgabe eines Diagnoseverfahrens ist die frithzeitige und zuverlédssige
Erkennung von Fehlern. Dabei sind im Wesentlichen drei Teilaufgaben von Interes-
se, die nach SAFEPROCESS mit den Begriffen Fehlerdetektion, Fehlerisolation und
Fehleridentifikation bezeichnet werden® [IB97].

Definition 2.8: Fehlerdetektion

Die Aufgabe der Fehlerdetektion (,fault detection®) ist die Beantwortung der
Frage, ob im betrachteten System ein Fehler aufgetreten ist oder nicht.

Definition 2.9: Fehlerisolation

Die Beantwortung der Frage, welcher Fehler aufgetreten ist, beziehungsweise wel-
cher Art der Fehler ist und welchen Teil des betrachteten Systems er betrifft, ist
die Aufgabe der Fehlerisolation (,fault isolation). Sie folgt auf die Fehlerdetek-
tion.

Definition 2.10: Fehleridentifikation

Die Fehleridentifikation beschéftigt sich mit der Frage, welche Stérke der Fehler
aufweist, welche Ursache er hat und wie er sich entwickelt. Sie folgt auf die
Fehlerisolation und liefert weitere, beispielsweise fiir eventuelle Gegenmafinahmen
notwendige Informationen.

Nicht immer kénnen die genannten Teilaufgaben so klar voneinander getrennt wer-
den. So ist es beispielsweise bei Diagnoseverfahren auf Basis von Parameterschitz-
verfahren moglich, durch Bestimmung von sich d&ndernden Systemparametern die
Fragen nach der Art des Fehlers (,Welcher Parameter dndert sich?“) und seiner
Starke (,,Welchen neuen Wert hat der Parameter?“) gemeinsam zu beantworten.

Der Begriff Fehlerdiagnose umfasst tiblicherweise alle drei genannten Teilaufgaben.
Héufig wird jedoch die Aufgabe der Fehleridentifikation nicht im Detail behandelt, da
sie meist sehr spezifisches Wissen iiber das betrachtete System voraussetzt. Manch-
mal, beispielsweise bei sicherheitskritischen Anwendungen, kann auch die Frage nach
der Entwicklung des Fehlers nicht beantwortet werden, da im Interesse der Sicherheit
ein weiterer Betrieb des Systems nicht toleriert werden kann.

In der Literatur werden daher haufig auch nur die Teilaufgaben Fehlerdetektion und
Fehlerisolation als Kernaufgaben der Fehlerdiagnose angesehen, die iiblicherweise

3 Auch hier gibt es in der Literatur zahlreiche abweichende Definitionen. So wird beispielsweise in
[Fra94] die Fehleridentifikation als Fehleranalyse (,fault analysis“) bezeichnet, wihrend in [Pla07]
die Fehlerisolation als Fehleridentifikation und die Fehleridentifikation als Fehlerschitzung (,fault
estimation®) bezeichnet wird.
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unter der Abkirzung FDI (,,fault detection and isolation“) zusammengefasst werden.
Auch in dieser Arbeit werden, sofern jeweils nichts Gegenteiliges vermerkt ist, nur die
Teilaufgaben Fehlerdetektion und Fehlerisolation betrachtet, die im Weiteren auch
unter dem Begriff Fehlererkennung zusammengefasst werden.

Das Ergebnis der Diagnose muss der Umwelt, also dem Bedienpersonal oder iiber-
geordneten Systemteilen eines Prozessleitsystems, mitgeteilt werden, um eine ange-
messene Reaktion zu ermoglichen. In Anlehnung an den alltdglichen Sprachgebrauch
werden diese Mitteilungen haufig als Alarme bezeichnet. Je nachdem, ob das Ergeb-
nis der Fehlerdetektion beziehungsweise der Fehlerisolation mit der Realitdt tiber-
einstimmt oder nicht, konnen mehrere Falle unterschieden werden, die in dhnlicher
Form in [Nyb99] zu finden sind. Die Begriffe korrekter Alarm, unterbliebener Alarm
und Fehlalarm beziehen sich in dieser Arbeit stets auf die Fehlerdetektion.

Definition 2.11: Korrekter Alarm

Ein korrekter Alarm (,correct detection) liegt vor, wenn ein tatséchlich vorhan-
dener Fehler im Rahmen der Fehlerdetektion richtig detektiert wird.

Definition 2.12: Unterbliebener Alarm

Ein unterbliebener Alarm (,,missed detection) liegt vor, wenn das betrachtete
System einen Fehler aufweist, der im Rahmen der Fehlerdetektion nicht detektiert
wird.

Definition 2.13: Fehlalarm

Wird im Rahmen der Fehlerdetektion ein Fehler detektiert, obwohl das betrachte-
te System fehlerfrei arbeitet, so spricht man von einem Fehlalarm (,,false alarm®).

Analog dazu werden die Begriffe korrekte Isolation, unterbliebene Isolation und
falsche Isolation verwendet, die sich auf die Fehlerisolation bezichen.

Definition 2.14: Korrekte Isolation

Stimmt der im Rahmen der Fehlerisolation isolierte Fehler mit dem tatséchlich
vorhandenen Fehler iiberein, so spricht man von korrekter Isolation (,correct
isolation®).

Definition 2.15: Unterbliebene Isolation

Kann der tatsédchlich vorhandene Fehler im Rahmen der Fehlerisolation nicht
isoliert werden, so spricht man von unterbliebener Isolation (,,missed isolation®).
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Definition 2.16: Falsche Isolation

Wird im Rahmen der Fehlerisolation ein Fehler isoliert und stimmt dieser Fehler
nicht mit dem tatsdchlich vorhandenen Fehler iiberein, so spricht man von falscher
Isolation* (,incorrect isolation®).

In diesem Zusammenhang sind natiirlich auch die Fragen nach der Detektierbarkeit
beziehungsweise der Isolierbarkeit von Fehlern von Interesse. Dabei geht es darum,
ob ein Fehler in einem gegebenen System unabhéngig von einem bestimmten Diagno-
severfahren prinzipiell detektiert beziehungsweise isoliert werden kann. Néheres dazu
ist beispielsweise in [BKLS06] nachzulesen. In dieser Arbeit wird davon ausgegangen,
dass alle betrachteten Fehler sowohl detektierbar als auch isolierbar sind.

2.1.3 Robustheit und Empfindlichkeit

Wie bereits erwédhnt wurde, stellt die Forderung nach einer moglichst frithzeitigen
und korrekten Erkennung von Fehlern die wesentliche Herausforderung der Fehlerdi-
agnose dar. In diesem Zusammenhang werden im Folgenden die Begriffe Robustheit
und Empfindlichkeit verwendet, die beispielsweise auch in [Fra94] zu finden sind.

Definition 2.17: Robustheit

Robustheit (,robustness®) bezeichnet die Forderung, dass ein Diagnoseverfahren
nur tatsdchlich aufgetretene Fehler detektieren beziehungsweise isolieren soll.

Durch Robustheit sollen also Fehlalarme und falsche Isolationen ausgeschlossen sein.
Insbesondere bedeutet dies, dass Storungen nicht falschlicherweise als Fehler inter-
pretiert werden diirfen.

Definition 2.18: Empfindlichkeit

Empfindlichkeit (,,sensitivity“) bezeichnet die Forderung, dass ein Diagnosever-
fahren aufgetretene Fehler zuverldssig und so friih wie méglich detektieren und
isolieren soll.

Durch eine hohe Empfindlichkeit werden also unterbliebene Alarme und unterblie-
bene Isolationen vermieden.

Die genannten Ziele Robustheit und Empfindlichkeit stellen gegensétzliche Forderun-
gen beim Entwurf von Diagnoseverfahren dar. Die Forderung nach Robustheit be-
dingt beispielsweise eine gewisse Unempfindlichkeit des Verfahrens gegeniiber Mess-

4In der Literatur wird dieser Fall teilweise auch als Falschalarm bezeichnet, so zum Beispiel in
[Miin06]. Die Bezeichnung falsche Isolation wird in dieser Arbeit verwendet, um einer Verwechslung
mit dem Begriff Fehlalarm vorzubeugen, da die Begriffe Falschalarm und Fehlalarm umgangssprach-
lich oft synonym verwendet werden.
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ungenauigkeiten oder Messrauschen. Diese Unempfindlichkeit kann jedoch nur auf
Kosten der Fehlerempfindlichkeit erreicht werden, sodass die Gefahr besteht, insbe-
sondere kleine Fehler zu iibersehen. Daher muss beim Entwurf eines Diagnoseverfah-
rens fiir einen konkreten Anwendungsfall eine geeignete Abwigung zwischen diesen
Zielen getroffen werden. In der Literatur werden die beiden Forderungen Robustheit
und Empfindlichkeit teilweise auch nur unter dem Begriff Robustheit zusammenge-
fasst [CP99, PFC00].

2.2 Diagnoseverfahren im Uberblick

Diagnoseverfahren werden tiblicherweise nach den ihnen zugrunde liegenden Prinzipi-
en verschiedenen Kategorien zugeordnet. Weit verbreitet in der Literatur (beispiels-
weise in [CP99, Nyb99, Din08]) ist dabei die Einteilung in signalbasierte Verfahren
und modellbasierte Verfahren.

Dariiber hinaus bilden manchmal (beispielsweise in [Fra94, Mun06]) die wissensba-
sierten Verfahren eine eigene Klasse. Allerdings unterscheidet nach [Fra94] die wis-
sensbasierten Verfahren von den modellbasierten Verfahren lediglich die Tatsache,
dass ersteren ein qualitatives, heuristisches Modell und letzteren ein quantitatives,
analytisches Modell zugrunde liegt, sodass die wissensbasierten Verfahren auch als
Untergruppe der modellbasierten Verfahren angesehen werden kénnen. Auflerdem
konnen Methoden wie Fuzzy-Logik oder Kiinstliche Neuronale Netze auch zur Er-
gebnisklassifikation im Zusammenspiel mit anderen, signal- oder modellbasierten
Diagnoseverfahren eingesetzt werden. Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit ledig-
lich zwischen signalbasierten und modellbasierten Diagnoseverfahren unterschieden.

2.2.1 Signalbasierte Verfahren

Signalbasierte Diagnoseverfahren gehéren zu den &altesten bekannten Diagnosever-
fahren und sind in der Praxis aufgrund der einfachen Anwendung und der vergleichs-
weise geringen Anforderungen an die bendtigte Rechenleistung weit verbreitet. Aus
den zur Verfiigung stehenden Messsignalen werden mithilfe geeigneter Verfahren
Merkmale gewonnen, anhand derer auf vorhandene Fehler geschlossen werden kann.
Typische Vertreter dieser Verfahren sind Grenzwertiiberwachungen, Trendanalysen
und Korrelationen oder auch Spektralanalysen [Fra94].

Der grofite Nachteil signalbasierter Diagnoseverfahren ist jedoch ihre beschriankte
Leistungsfdhigkeit. So ist eine Fehlerisolation mit diesen Verfahren h&ufig schwie-
rig oder gar unmoglich. Auch sind Fehler, die sich lediglich auf die Dynamik eines
Systems auswirken, oft nicht zu erkennen.
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Aus diesen Griinden kénnen die steigenden Anforderungen an die Fehlerdiagnose mit
signalbasierten Verfahren zunehmend nicht mehr erfiillt werden. Eine Alternative
stellen in diesem Fall die wesentlich leistungsfahigeren modellbasierten Diagnosever-
fahren dar.

2.2.2 Modellbasierte Verfahren

In sicherheitskritischen Anwendungen, wie beispielsweise in Flugleitsystemen der
Luft- und Raumfahrt oder auch in Prozessleitsystemen von Kernkraftwerken, wird
seit langem erfolgreich das Prinzip der Geréteredundanz (,,hardware redundancy*)
eingesetzt. Dabei werden bestimmte Komponenten mehrfach verbaut, um im Fal-
le von Fehlfunktionen beispielsweise auf Basis von Mehrheitsentscheidungen einen
sicheren weiteren Betrieb des Systems zu ermoglichen. Allerdings hat der Einsatz red-
undanter Gerite hohe Kosten und Gewicht sowie zusétzlichen Platzbedarf zur Folge.

Die logische Konsequenz ist daher das Konzept der analytischen Redundanz (,analy-
tical redundancy*), das schliefilich zu den modellbasierten Diagnoseverfahren fiihrt.
Anstelle des tatsichlich vorhandenen, redundanten Systems kommt ein quantitatives
oder qualitatives Modell des Systems zum Einsatz. Dies spart nicht nur Kosten und
Gewicht, sondern ist auch potenziell zuverlassiger, da die Komplexitit des Gesamt-
systems im Vergleich zur Gerdteredundanz geringer ist [Nyb99, CP99].

Wie der Name bereits andeutet, liegt den modellbasierten Diagnoseverfahren also
ein Modell des betrachteten Systems zugrunde. Abweichungen des tatséichlichen Sys-
temverhaltens vom erwarteten Verhalten, welches durch das verwendete Modell be-
schrieben wird, weisen auf aufgetretene Fehler hin.

Ublicherweise werden diese Abweichungen als Residuen bezeichnet. Ein Residuum
ist also ein Signal, das im fehlerfreien Fall idealerweise identisch Null ist und im
Falle eines Fehlers eine charakteristische Reaktion aufweist. Die Auswertung der ver-
wendeten Residuen erméglicht schliellich die Detektion oder Isolation von Fehlern.
Die in der Realitat nicht zu vermeidenden Stérungen oder Ungenauigkeiten des ver-
wendeten Systemmodells bewirken jedoch, dass die Residuen im Allgemeinen auch
im fehlerfreien Fall ungleich Null sind, sodass beispielsweise die Fehlerdetektion die
Verwendung von konstanten oder auch adaptiven Schwellwerten erfordert, die fiir
den jeweiligen Anwendungsfall geeignet festzulegen sind.

Aufgrund der angesprochenen hohen Leistungsfahigkeit der modellbasierten Diagno-
severfahren wurden in den letzten Jahren auf diesem Gebiet intensive Forschungsan-
strengungen unternommen. Zu den klassischen modellbasierten Diagnoseverfahren
gehoren beobachterbasierte Verfahren (,,observer-based approaches®), Verfahren auf
Basis von Paritétsgleichungen (,,parity relation methods*) und Parameterschétzver-
fahren (,parameter estimation methods*). Eine Klassifikation in aktive und passive
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Verfahren ist in der Literatur ebenfalls zu finden (siehe beispielsweise [PQT00]) und
basiert auf den jeweils verwendeten Ansdtzen zur Erzielung von Robustheit.

Beobachterbasierte Verfahren

Mithilfe von Verfahren zur Zustandsbeobachtung werden innere Systemgrofien aus
den bekannten Messinformationen rekonstruiert. Als Residuen werden iiblicherweise
die Abweichungen zwischen geschétzten und tatséchlichen Ausgangsgréfien verwen-
det. Die am weitesten verbreiteten Verfahren zur Zustandsbeobachtung sind der
Luenberger-Beobachter [F6194, Lun08b] und das Kalman-Filter und seine Varianten
[Kal60, Kre80, Has08]. Insbesondere letztere werden auch oft zur Fehlerdiagnose ein-
gesetzt (siehe beispielsweise [Fe$10, Bucl0]). Allerdings erfordert die Fehlerdiagnose
mittels Zustandsbeobachtung nicht unbedingt eine moglichst gute Rekonstruktion
der Systemzustéinde, sofern die Residuen tatséchlich nur aus den Ausgangsgrofien
gebildet werden. Daher werden zum Zwecke der Fehlerdiagnose héaufig auch andere
Beobachterkonzepte eingesetzt, die an die speziellen Anforderungen der Diagnose
angepasst sind. Zur Fehlerisolation werden oft so genannte Beobachterbinke, also
mehrere parallele Zustandsbeobachter mit unterschiedlichen Systemmodellen, einge-
setzt.

Ein in der Literatur zu Diagnoseverfahren hiufig verwendetes Konzept ist der Be-
obachter mit unbekannten Eingéngen (,unknown input observer®) [PFC00, CP99).
Dabei werden auf das System einwirkende Stérungen als unbekannte Eingangsgroien
des Systems modelliert. Das Ziel des Beobachterentwurfs ist es dann, die Residuen
von den unbekannten Eingéingen zu entkoppeln, sodass Stérungen als Anderungen
der unbekannten Eingangsgrofien keine Auswirkung auf die Residuen haben. Die
Entkopplung sorgt also fiir ein robustes Diagnoseergebnis. Allerdings kann die ge-
wiinschte Entkopplung in der Realitdt oft nur ndherungsweise erreicht werden.

Beobachterbasierte Verfahren sind vielféltig einsetzbar, sehr leistungsfdhig und in
der Literatur bereits eingehend untersucht worden [PFC00, CP99, Ise06, Din08].
Alle klassischen Beobachterkonzepte haben jedoch aufgrund der Riickfithrung des
Beobachtungsfehlers den Nachteil, dass sich das rekonstruierte Systemverhalten mit
der Zeit auch an das eventuell fehlerbehaftete Systemverhalten anpasst, was Fehler-
detektion und -isolation erschweren kann.

Verfahren auf Basis von Paritédtsgleichungen

Eine weitere Moglichkeit der Residuengenerierung stellt die Verwendung so genann-
ter Paritdtsgleichungen dar. Die Idee dabei ist es, &hnlich wie bei den beobachterba-
sierten Verfahren, durch einen Vergleich der tatsichlichen Ausgangsgréfien mit den
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aus einem Systemmodell resultierenden Ausgangsgréfien Fehler zu diagnostizieren.
Anschaulich besteht diese Paritéatspriifung also in einem Vergleich von modelliertem
und tatsdchlichem Systemverhalten. Die Grundidee ist damit dieselbe wie bei der in
dieser Arbeit verwendeten konsistenzbasierten Fehlerdiagnose.

Die Residuen werden — wie bei den beobachterbasierten Verfahren — aus den Ab-
weichungen der tatséchlichen Ausgangsgréfien von den mit dem Modell berechneten
Ausgangsgrofien bestimmt. Im Gegensatz zu den beobachterbasierten Verfahren exis-
tiert jedoch keine Riickfithrung des Ausgangsfehlers. Stattdessen werden die Residu-
en zur Erzielung gewiinschter Eigenschaften wie beispielsweise Robustheit zusatzlich
geeigneten Transformationen unterworfen. Es kann jedoch gezeigt werden, dass sich
die resultierenden Paritétsgleichungen auch in Beobachterform als Beobachter mit
endlicher Einstellzeit (,,dead-beat-observer®) darstellen lassen [Fra94]. Die Paritéts-
gleichungen selbst kénnen aber auch direkt mithilfe von Ubertragungsfunktionen
formuliert werden. Details zu Fehlerdiagnoseverfahren auf Basis von Paritétsglei-
chungen sind unter anderem in [Ger98, CP99, Ise06] nachzulesen.

Parameterschitzverfahren

Zur Fehlerdiagnose mittels Parameterschétzung werden Identifikationsverfahren zur
Schétzung von Parametern eines Modells vorgegebener Struktur eingesetzt. Eine gu-
te Ubersicht zu Identifikationsverfahren ist beispielsweise in [Buc10] zu finden. Der
Diagnoseansatz beruht auf der Annahme, dass sich Fehler im Systemverhalten in
charakteristischen Abweichungen der Parameterwerte von den bekannten Nominal-
werten duflern. Aus diesen Abweichungen der Parameterwerte werden die Residuen
abgeleitet.

Die Verfahren erfordern eine ausreichend starke Anregung des Systemverhaltens zur
korrekten Schatzung der Modellparameter. Diese Voraussetzung ist je nach Anwen-
dungsfall im normalen Betrieb moéglicherweise schwierig oder iiberhaupt nicht zu
erfillen. Vorteilhaft ist jedoch, dass — insbesondere bei Modellparametern mit konkre-
ter physikalischer Bedeutung — die Fehlerisolation und -identifikation einfach durch-
zufiihren ist. Weitere Informationen zur Fehlerdiagnose mittels Parameterschéatzver-
fahren finden sich beispielsweise in [Fra90, Ise97, Ise06].

Aktive und passive Diagnoseansitze

Zur Erzielung eines robusten Diagnoseergebnisses miissen Unsicherheiten in den Ein-
und Ausgangsgrofien ebenso wie Ungenauigkeiten der verwendeten Systemmodelle
geeignet beriicksichtigt werden. In der Literatur zu Diagnoseverfahren lassen sich da-
bei zwei prinzipielle Ansétze unterscheiden. Der aktive Ansatz zeichnet sich dadurch
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aus, dass die Residuengenerierung robust gegeniiber Unsicherheiten gestaltet wird.
Der passive Ansatz hingegen beriicksichtigt die Auswirkungen der Unsicherheiten
erst zum Schluss bei der Bildung des Diagnoseergebnisses [PQT00].

Die meisten bekannten modellbasierten Diagnoseverfahren folgen priméar dem ak-
tiven Ansatz, der daher in der Literatur wesentlich weiter verbreitet ist. So stellt
beispielsweise ein idealer Beobachter mit unbekannten Eingéngen einen typischen
Vertreter des aktiven Ansatzes dar, bei dem Stérungen als unbekannte Eingangsgro-
Ben aufgefasst werden, deren Auswirkungen auf die Residuen méoglichst unterdriickt
werden soll.

Gelingt jedoch die angestrebte Entkopplung der Residuen von den unbekannten Ein-
gidngen nicht vollstéandig und miissen deswegen fiir die Residuen geeignete Schwellwer-
te festgelegt werden, so enthélt das Verfahren zusétzlich auch Elemente des passiven
Ansatzes. Da die unbekannten Eingangsgréfien eine Auswirkung auf die Residuen
haben, muss dieser Einfluss bei der Residuenauswertung beriicksichtigt werden. Das
in dieser Arbeit beschriebene Diagnoseverfahren ist dem passiven Ansatz zuzurech-
nen, da Mess- und Modellunsicherheiten explizit betrachtet und ihre Auswirkungen
bei der Konsistenzpriifung beriicksichtigt werden.

2.3 Das Grundprinzip der konsistenzbasierten
Fehlerdiagnose

Die Grundidee der komnsistenzbasierten Diagnose besteht — wie bei den Verfahren
auf Basis der Paritatsgleichungen — darin, das durch Messungen der Ausgangsgro-
Ben gegebene tatsdchliche Verhalten des betrachteten Systems als Reaktion auf die
bekannten Eingangsgréofen mit dem durch ein geeignetes Modell berechneten Sys-
temverhalten zu vergleichen, also deren Konsistenz zu priifen [BKLS06, Pla07]. Ent-
spricht das tatsédchliche Systemverhalten nicht dem Verhalten des Systemmodells,
das korrekt den fehlerfreien Normalbetrieb des Systems beschreibt, so lasst sich dar-
aus der Schluss ziehen, dass ein Fehler aufgetreten sein muss. Daher ist die Inkonsis-
tenz von modelliertem und tatséchlichem Systemverhalten der wesentliche Aspekt
dieses Diagnoseansatzes.

Durch die Konsistenzpriifung werden also mit den Messungen inkonsistente System-
modelle ausgeschlossen. Dies hat zur Folge, dass zum Zwecke der Fehlerdetektion
der Einsatz eines einzigen Systemmodells, welches das fehlerfreie Verhalten des Sys-
tems korrekt beschreibt, ausreichend ist. Die Fehlerisolation wird ebenfalls durch
Ausschluss inkonsistenter Modelle durchgefiihrt. Sie erfordert im Allgemeinen den
Einsatz mehrerer Systemmodelle, die jeweils das charakteristische fehlerbehaftete
Systemverhalten beschreiben.
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Ein wesentlicher Vorteil dieses Diagnosekonzeptes nach dem Ausschlussprinzip liegt
darin begriindet, dass der Ausschluss durch die Konsistenzpriifung so durchgefiihrt
werden kann, dass eine garantierte Aussage moglich ist: Die zu den als inkonsistent er-
kannten Systemmodellen gehérenden Fehlerfille konnen garantiert nicht aufgetreten
sein, sofern die verwendeten Modelle korrekt und die notwendigen Voraussetzungen
erfillt sind. Daraus folgt sofort, dass auf diese Weise weder Fehlalarme noch falsche
Isolationen auftreten kénnen.

Es muss jedoch darauf hingewiesen werden, dass aus der Konsistenz eines System-
modells, welches das fehlerfreie Verhalten oder auch ein bestimmtes Fehlerverhalten
beschreibt, nicht auf die Fehlerfreiheit oder das Vorhandensein des entsprechenden
Fehlers geschlossen werden kann. Sind die Auswirkungen eines prinzipiell detektier-
baren Fehlers zu gering, so kann das Systemmodell des fehlerfreien Falls nicht als
inkonsistent ausgeschlossen werden und daher der Fehler unter den gegebenen Um-
stdnden nicht erkannt werden. Auch das Auftreten eines nicht detektierbaren Fehlers
wird nicht zur Inkonsistenz des Systemmodells fiir den fehlerfreien Fall fithren.

Zur Modellierung des betrachteten Systems kénnen je nach Anwendungsfall unter-
schiedliche Beschreibungsformen herangezogen werden. Beispielhaft seien hier Be-
schreibungsformen fiir zeitgetriebene Systeme wie Ubertragungsfunktionen und Zu-
standsraummodelle [F6194, Lun08a, Lun08b] oder auch Beschreibungsformen fiir er-
eignisgetriebene Systeme wie Petri-Netze oder Automaten [Kie97, Lun06] genannt.
In dieser Arbeit werden ausschliefilich Systembeschreibungen im Zustandsraum be-
handelt und untersucht.

Ein konsistenzbasiertes Diagnoseverfahren mittels Zustandsmengenbeobachtung wur-
de in [Pla07] fiir zeitdiskrete lineare Systeme entwickelt. Dabei wird auf Basis eines
moglicherweise unsicherheitsbehafteten Systemmodells sowie ebenfalls unsicherheits-
behafteter (Mess-)Informationen iiber die Ein- und Ausgangsgréfien eine Menge von
Systemzustinden bestimmt, die konsistent mit dem Systemmodell und den Messun-
gen einschliefllich der Unsicherheiten sind. Resultiert aus den Berechnungen eine
leere Menge, so gibt es keinen Systemzustand, der unter Berticksichtigung der Unsi-
cherheiten sowohl mit dem verwendeten Systemmodell als auch mit den Messinfor-
mationen erklirt werden kann. Diese Tatsache wird schliellich zur Fehlerdiagnose
genutzt.

Die beschriebene prinzipielle Vorgehensweise wird auch in dieser Arbeit verwendet
und in der Abbildung 2.1 anhand eines zweidimensionalen Beispiels verdeutlicht.
Ausgehend von einer gewissen Menge moglicher Zustédnde X (¢) zum aktuellen Zeit-
punkt t; wird auf Basis des Systemmodells einschliellich etwaiger Unsicherheiten
und der ebenfalls unsicheren Eingangsgréfie eine Menge moglicher Folgezusténde
X, (tg+1) zum Folgezeitpunkt ¢, préadiziert. Die folgende Messung der Ausgangs-
grofe y(tg+1), die ebenfalls unsicherheitsbehaftet sein kann und daher in einer Men-
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Abbildung 2.1: Konsistenzbasierte Fehlerdiagnose mittels Zustandsmen-
genbeobachtung im R?

ge moglicher Messwerte Y(tx+1) resultiert, ldsst sich im Zustandsraum darstellen
durch die Menge Xy, (tr+1) an Zustédnden, welche ,zur Messung passen®, das heifit,
welche die Messung erklaren konnen. Im Beispiel in der Abbildung 2.1 gilt y = x;
und die sich im Zustandsraum ergebende Menge X, (tx+1) stellt aufgrund der Unsi-
cherheiten eine ,verschmierte“ Gerade dar, die orthogonal zur x;-Achse verlauft. Die
konsistente Zustandsmenge X (¢1) enthélt schlieflich alle Zusténde, die durch das
Modell und die Messungen einschlielich der Unsicherheiten erklart werden kénnen.
Sie ergibt sich daher als Schnittmenge von X, (tx+1) und X (te41) (siehe Abbil-
dung 2.1(a)). Eine leere Schnittmenge weist dagegen auf eine Inkonsistenz zwischen
Modell und Messung hin (siehe Abbildung 2.1(b)). Die einzelnen Schritte werden in
[Pla07] fur den Fall linearer Systeme detailliert erlautert.

Die meisten in der Praxis auftretenden Systeme weisen jedoch Nichtlinearitéten auf,
die mehr oder weniger schwierig zu behandeln sind. Haufig wird daher zur System-
analyse oder zum Entwurf von Steuerungen oder Regelungen ein um einen geeigne-
ten Arbeitspunkt linearisiertes Systemmodell anstelle der nichtlinearen Beschreibung
verwendet.

Aufgrund des angestrebten garantierten Ausschlusses inkonsistenter Systemmodelle
reicht jedoch hier eine ndherungsweise lineare Systembeschreibung zur Fehlerdiagno-
se nicht aus, sodass direkt die nichtlineare Systembeschreibung verwendet werden
muss. Die meisten Literaturstellen (siehe auch den folgenden Abschnitt 2.4), die eine
zeitdiskrete nichtlineare Systembeschreibung zur Zustandsmengenbeobachtung ver-
wenden, beschéftigen sich nicht mit der keineswegs trivialen Frage, wie diese ohne
Vernachlassigung von Diskretisierungsfehlern aus einer zeitkontinuierlichen Beschrei-
bung gewonnen werden kann.
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Waihrend zeitkontinuierliche lineare Systeme — iiblicherweise unter Annahme stiick-
weise konstanter Eingangsgréfien — exakt, das heifit ohne Diskretisierungsfehler, durch
eine zeitdiskrete Darstellung beschrieben werden konnen (siehe beispielsweise [F6193,
Lun08b]), ist dies im Allgemeinen bei nichtlinearen Systemen nicht mdoglich. Ge-
nauso wie eine Vernachléssigung von Linearisierungsfehlern wiirde jedoch auch eine
Vernachlissigung von Diskretisierungsfehlern beim Ubergang von der zeitkontinuier-
lichen auf die zeitdiskrete Systembeschreibung zu Ungenauigkeiten im Systemmodell
fiihren, die geeignet beriicksichtigt werden miissten, um die angesprochene Garan-
tie beim Ausschluss inkonsistenter Systemmodelle — und damit die Robustheit des
Diagnoseverfahrens — erhalten zu kénnen. Durch die direkte Verwendung der zeit-
kontinuierlichen Systemdarstellung wird dieses Problem im Folgenden vermieden.

Aus den oben genannten Griinden wird daher das in [Pla07] vorgestellte Verfahren
in dieser Arbeit auf zeitkontinuierliche nichtlineare Systeme erweitert. Die Durchfiih-
rung der Zustandsmengenbeobachtung fiir diese Systeme stellt dabei die wesentliche
Herausforderung dar und bildet den theoretischen Schwerpunkt dieser Arbeit. Die
Betrachtung nichtlinearer Systemmodelle erméglicht dariiber hinaus den Einsatz der
Zustandsmengenbeobachtung zur kombinierten Zustands- und Parameterschétzung.
Die zusétzlich mogliche Parameterschéatzung erdffnet schliefflich — gegeniiber dem
Verfahren aus [Pla07] — auch neue Moglichkeiten im Rahmen der Fehlerisolation.

Die in dieser Arbeit verwendete Systembeschreibung wird im Abschnitt 2.5 vor-
gestellt. Die Zustandsmengenbeobachtung fiir nichtlineare Systeme ist Gegenstand
des Kapitels 4 und basiert auf Verfahren zur LosungseinschlieBung gewohnlicher Dif-
ferenzialgleichungssysteme, die im Kapitel 3 behandelt werden. Der im Kapitel 5
beschriebene Diagnosealgorithmus ist dhnlich zu dem in [Pla07] vorgeschlagenen
Verfahren.

2.4 Verwandte Arbeiten in der Literatur

Insgesamt existiert bisher in der Literatur nur eine relativ geringe Anzahl an Verof-
fentlichungen zum Thema der Zustandsmengenbeobachtung, von denen sich nur ein
kleiner Anteil mit dem Thema Fehlerdiagnose beschéftigt. Dabei gehen die meisten
Veroffentlichungen direkt von einer zeitdiskreten Systembeschreibung aus, wéhrend
zeitkontinuierliche Systembeschreibungen deutlich seltener verwendet werden. Ein
weiteres Unterscheidungsmerkmal stellt auflerdem die verwendete Beschreibungs-
form der Zustandsmengen dar. Weit verbreitet ist dabei die Beschreibung mittels
Intervallvektoren, die auch in dieser Arbeit zur Mengenbeschreibung verwendet wer-
den. Weitere hiufig verwendete Beschreibungsformen sind beispielsweise Polytope
oder auch Ellipsoide. Im Folgenden wird ein kurzer Uberblick iiber in der Literatur
existierende, zu dieser Arbeit verwandte Arbeiten gegeben:
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Zustandsmengenbeobachtung allgemein:

o [JKDWO1] beschéftigt sich neben einer allgemeinen Einfithrung in die Intervall-
analyse unter anderem mit den Themen robuste Regelung und Zustandsmen-
genbeobachtung, wobei hier eine zeitdiskrete nichtlineare Systembeschreibung
zugrunde liegt und Zustandsmengen héufig unterteilt und mittels Intervallvek-
toren beschrieben werden.

o [Com05] beschreibt ein Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung nichtlinea-
rer zeitkontinuierlicher Systeme, in dem Zonotope® als eher ungewdhnliche Art
der Mengenbeschreibung eingesetzt werden.

o [RRCO5] beschreibt einen Zustandsmengenbeobachter mit gleitendem Horizont
(,,bounded error moving horizon state estimator*) auf Basis des in dieser Arbeit
ebenfalls verwendeten Intervallverfahrens. Ahnlichkeiten und Unterschiede zur
Vorgehensweise in dieser Arbeit werden im Abschnitt 4.4 erlautert.

o [KRAHO6] beschreibt einen Zustandsmengenbeobachter fiir nichtlineare zeit-
kontinuierliche Systeme auf Basis der in dieser Arbeit ebenfalls verwendeten
Taylor-Modelle. Ahnlichkeiten und Unterschiede zur Vorgehensweise in dieser
Arbeit werden im Abschnitt 4.4 erlautert.

o [LS07a] beschreibt ein Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung nichtlinea-
rer, zeitkontinuierlicher Systeme auf Basis des EinschlieBungsverfahrens aus
[LSO07b]. Dieses EinschlieBungsverfahren stellt eine Kombination aus den bei-
den in dieser Arbeit verwendeten EinschlieBungsverfahren dar (siehe auch Ab-
schnitt 3.4). Messgrofien werden durch Constraint Propagation [JKDWO01] be-
riicksichtigt, was im Gegensatz zu den Verfahren dieser Arbeit haufig eine
Aufteilung der betrachteten Zustandsmengen erfordert.

« [Rau08] gibt einen allgemeinen Uberblick iiber Intervallmethoden zur System-
analyse und Reglersynthese auf Basis zeitdiskreter und zeitkontinuierlicher li-
nearer und nichtlinearer Systembeschreibungen, darunter auch Ansétze zur Zu-
standsmengenbeobachtung. Der Schwerpunkt liegt auf der Entwicklung eines
einheitlichen Konzepts zur verfizierten Systemanalyse und robusten Synthese
von Steuerungen und Regelungen.

o [LCO09] verwendet die Zustandsmengenbeobachtung im Kontext der zuverldssi-
gen Regelung linearer und nichtlinearer zeitdiskreter Systeme, wobei Zustands-
mengen durch Polyeder beschrieben werden. Eine gezielte Ausnutzung der
Struktur der Unsicherheiten ermdglicht dabei eine Verringerung der Uberap-
proximation. Im Fall nichtlinearer Systeme kommen dariiber hinaus Auftei-
lungsstrategien zur Verringerung der Uberapproximation zum Einsatz.

5Ein n-dimensionales Zonotop ist das lineare Abbild eines m-dimensionalen Einheitswiirfels im
n-dimensionalen Raum. Es stellt damit eine spezielle Form von Polytopen dar.
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Fehlerdiagnose mittels mengenbasierter Verfahren:

« [PQEHO02, PSE106] erlautert den Einsatz so genannter Intervallbeobachter zur
Fehlerdiagnose, die im Gegensatz zu den hier behandelten Zustandsmengenbe-
obachtern wie die klassischen Zustandsbeobachter eine Riickkopplung aufwei-
sen und daher nicht auf einen konsistenzbasierten Diagnoseansatz fithren.

o [Pla07] verwendet zeitdiskrete lineare Zustandsraummodelle zur konsistenz-
basierten Fehlerdiagnose mittels Zustandsmengenbeobachtung, wobei die Zu-
standsmengen durch Polyeder beschrieben werden. Das dort beschriebene Di-
agnosekonzept liegt auch dieser Arbeit zugrunde, die Anséitze zur Zustands-
mengenbeobachtung unterscheiden sich jedoch grundsatzlich.

o [LSO08] beschreibt den Einsatz der Verfahren aus [LS07a] und [LS07b] (siehe
oben) zur Fehlerdetektion, wobei neben einem rein simulationsbasierten Ansatz
auch ein Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung zum Einsatz kommt. Der
Einsatz der Verfahren zur Fehlerisolation wird jedoch nicht betrachtet.

o [ABf09] beschaftigt sich mit der konsistenzbasierten Diagnose auf Basis zeitdis-
kreter nichtlinearer Systembeschreibungen. Die dabei auftretenden Zustands-
mengen werden in Anlehnung an das Kalman-Filter durch Ellipsoide beschrie-
ben.

2.5 Unsicherheitsbehaftete Systeme im
Zustandsraum

Wie im vorangegangenen Abschnitt erldutert, wird fiir das in dieser Arbeit be-
schriebene konsistenzbasierte Diagnoseverfahren mittels Zustandsmengenbeobach-
tung eine Beschreibung des zeitkontinuierlichen nichtlinearen Systemverhaltens im
Zustandsraum benotigt.

Definition 2.19: Zeitkontinuierliches nichtlineares Zustandsraummodell

Ein zeitkontinuierliches nichtlineares System in Zustandsdarstellung ist gegeben
durch

w(t) =rf (:n(t),u(t)), (2'13‘)
y(t) = g (x(t),u(t)). (2.1b)

Dabei stellen z(t) € R™ den Zustandsvektor®, u(t) € RP den Eingangsvektor und
y(t) € RY den Ausgangsvektor dar. Die vektoriellen Funktionen f(-) beziehungs-

6Bei Bedarf kann der Zustandsvektor ohne weiteres um zeitvariante oder parallel zu den Zu-
standsgrofien mitzuschatzende Parameter erweitert werden.
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weise g( +) werden als Systemfunktion beziehungsweise Ausgangsfunktion bezeich-
net. Die implizit in der Systemfunktion f(-) enthaltenen, konstanten Modellpara-
meter werden mit z € R" bezeichnet. Die Gleichung (2.1a) heifit Systemgleichung
oder Zustandsdifferenzialgleichung, die Gleichung (2.1b) wird Ausgangsgleichung
genannt.

Anmerkungen:

e Da in dieser Arbeit ausschliellich zeitkontinuierliche Systeme betrachtet wer-
den und daher keine Verwechslungsgefahr besteht, wird im Folgenden der Zu-
satz ,zeitkontinuierlich® weggelassen. Ebenso entféllt die explizite Nennung
des Arguments Zeit (t), sofern keine bestimmten Zeitpunkte gemeint sind.

e Die nichtlineare Darstellung aus der Definition 2.19 enthélt den Spezialfall ei-
nes linearen Systems mit f (x,u) = Az + Bu und g (¢, u) = Cx + Du. Da-
bei werden die Matrizen A € R™*" als Dynamikmatrix, B € R"*P als Ein-
gangsmatrix, C € R?*" als Ausgangsmatrix und D € R?*P als Durchgriffsma-
trix bezeichnet.

Die weiteren Ausfithrungen in dieser Arbeit beschrinken sich auf den Spezialfall
nichtlinearer Systeme mit linearer Ausgangsgleichung

g (xz,u) = Cz + Du. (2.2)

Diese Anforderung kann durch eine geschickte Formulierung der Zustandsgleichun-
gen unter Verwendung geeigneter Zustandsvariablen fiir eine Vielzahl in der Pra-
xis auftretender Systeme erfiillt werden und stellt daher keine schwerwiegende Ein-
schrankung dar.

Die meisten technischen Systeme weisen keinen Durchgriff auf, sodass im Weiteren
stets von Systemen ohne Durchgriff ausgegangen wird, fiir die D = 0 gilt. Dies stellt
jedoch keine Einschrinkung dar, da ein System mit Durchgriff fiir die Diagnose un-
ter Verwendung der fiktiven Ausgangsgrofien y = y — Du anstelle der tatséchlichen
Ausgangsgrofien y stets als System ohne Durchgriff dargestellt werden kann.

Zusétzlich wird fur die weiteren Betrachtungen das System nach [Lun08b] in Sensor-
koordinaten dargestellt. Dazu wird die lineare Ausgangsgleichung (2.2) mit D = 0
betrachtet. Geht man davon aus, dass die zur Verfiigung stehenden Ausgangsgro-
Ben y keine Redundanz aufweisen, so hat die Matrix C' den Hochstrang ¢. Mithilfe
einer geeigneten Permutationsmatrix’ P wird erreicht, dass die ersten g Spalten der

"Eine Permutationsmatrix P ist eine orthogonale Matrix, die aus der Einheitsmatrix durch
Vertauschen einzelner Zeilen entsteht. Ist M eine beliebige Matrix passender Dimension, so werden
durch PM die Zeilen und durch M P die Spalten von M vertauscht (siehe auch [GVL96]).



2.5 Unsicherheitsbehaftete Systeme im Zustandsraum 25

Matrix C' linear unabhéngig sind:
y=Cx=CP Pz = (6’1 6‘2> Pzx. (2.3)

Die ¢ x ¢-Matrix 6’1 ist damit stets regulér. Durch die reguldre Transformation

~ ~ ~_1 ~—1~
i= (9 O )pr o 2=pPT(C1 G2z (o
0 In—q 0 In,q

geht die allgemeine lineare Ausgangsgleichung in die spezielle Form

y=(I, 0)&=(G ... %) (2.5)

iiber. Die transformierten Zustandsgrofien x stellen damit eine Linearkombination
der urspringlichen Zustandsgréfien @ dar. Mithilfe des Zusammenhangs aus der Glei-
chung (2.4) koénnen daher auch die urspriinglichen Zustandsgréfen @ in der nichtli-
nearen Systemfunktion f(-) stets durch die transformierten Zustandsgrofien & aus-
gedriickt werden. Die spezielle Darstellung in Sensorkoordinaten stellt daher keine
Einschrankung dar. Sie hat zur Folge, dass die Messmenge stets ein achsenparalleles
Band darstellt (vergleiche auch Abbildung 2.1), was den Korrekturschritt der Zu-
standsmengenbeobachtung vereinfacht (siehe auch Abschnitt 4.1). Insgesamt ergibt
sich die folgende Systemdarstellung, wobei der Ubersichtlichkeit halber wieder x
statt @ geschrieben wird:

Definition 2.20: Nichtlineares Zustandsraummodell in Sensorkoordinaten

Ein nichtlineares Zustandsraummodell in Sensorkoordinaten ist gegeben durch
die Gleichungen

z=f(z,u), (2.6a)

y=(I, 0)x. (2.6b)

Um ein robustes Diagnoseergebnis zu erreichen, miissen Unsicherheiten in den Ein-
und Ausgangsgrofien ebenso wie Ungenauigkeiten der verwendeten Systemmodelle
geeignet berticksichtigt werden. Im Allgemeinen kénnen Unsicherheiten, unter de-
nen im Folgenden auch — beispielsweise durch vereinfachende Annahmen bei der
Modellierung entstehende — Ungenauigkeiten des Systemmodells zu verstehen sind,
durch verschiedene Ansétze beschrieben werden. In der Literatur am weitesten ver-
breitet ist die stochastische Beschreibung mithilfe so genannter Rauschprozesse, die
als stochastische Prozesse mit als bekannt angenommener Verteilungs- beziehungs-
weise Dichtefunktion modelliert werden [JWO00]. Meist werden dabei normalverteilte
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Zufallsprozesse eingesetzt, die durch ihr erstes Moment (den Erwartungswert) sowie
ihr zweites zentrales Moment (die Kovarianz) vollstdndig beschrieben sind.

Die weite Verbreitung dieser stochastischen Beschreibung von Unsicherheiten hangt
mit der grofien Bekanntheit des Kalman-Filters und seiner zahlreichen Varianten und
Erweiterungen zusammen. Der grofite Vorteil des Kalman-Filters bei der Zustands-
schitzung ist aus Anwendersicht neben der exzellenten Beschreibung in der Litera-
tur, dass es neben einem im Sinne einer minimalen Schétzfehlerkovarianz optimalen
Schatzwert fiir den Systemzustand zusétzlich noch Informationen tiber die Giite der
Schitzung liefert. Allerdings steht und fillt die Qualitat der Schitzung natiirlich
mit der Gite des verwendeten Prozessmodells sowie einer korrekten Beschreibung
der verwendeten Rauschprozesse. Bestimmte Arten von Unsicherheiten wie mittel-
wertbehaftetes Messrauschen oder Parameterunsicherheiten kénnen jedoch nicht gut
oder zumindest fiir den Anwender nicht intuitiv einsichtig durch stochastische Pro-
zesse beschrieben werden. In diesen Fallen liefert ein Kalman-Filter moglicherweise
keine ausreichend guten Ergebnisse.

Eine alternative Beschreibungsform stellen in diesem Fall die auch in dieser Arbeit
verwendeten mengenbasierten Methoden dar. Alle unsicheren Gréfien, also die Sys-
temeingangsgrofien u(t) € RP, die Ausgangsgroflen y(t) € RY sowie die implizit in
der Systemfunktion f(-) enthaltenen, konstanten Modellparameter z € R" und da-
mit auch die Zustandsgrofen x(t) € R™, werden dabei durch deterministische Men-
gen reeller Zahlen beschrieben, von denen lediglich untere und obere Schranken als
bekannt vorausgesetzt sind. Die tatsédchlichen Werte der einzelnen Groflen sind un-
bekannt und diirfen innerhalb der vorgegebenen Schranken beliebig variieren.

Alle durchzufiihrenden Berechnungen werden also mit Mengen reeller Zahlen an-
statt einzelner reeller Zahlen durchgefiihrt. Sdmtliche resultierenden Ergebnisse sind
ebenfalls — moglicherweise leere — Mengen. Dies mag zundchst ungewohnt erscheinen,
da anstelle einer bestméglichen Losung eine ganze Menge von Losungen betrachtet
werden muss. Der Vorteil ist jedoch, dass die resultierende Losungsmenge (eines
Gleichungssystems, einer Differenzialgleichung, ...) tatséchlich alle existierenden
Losungen enthélt. Daher sind die mengenbasierten Verfahren die einzigen Verfah-
ren, die unter Berticksichtigung von Unsicherheiten garantierte Aussagen erlauben
[JKDWO01, Pla07].

Da die im Kapitel 3 beschriebenen Verfahren — dhnlich dem bekannten Potenzreihen-
ansatz zur Losung von Differenzialgleichungen — auf Taylor-Reihenentwicklungen der
Systemfunktion f(-) beruhen, wird in dieser Arbeit vorausgesetzt, dass die System-
funktion hinreichend oft stetig differenzierbar ist. Daher sind beispielsweise Betrags-
oder Sprungfunktionen in f(-) nicht zugelassen.

Auflerdem wird vorausgesetzt, dass die Eingangsgrofien w(t) zwischen zwei betrachte-
ten, aufeinanderfolgenden Zeitpunkten t; und ¢4 innerhalb der konstanten Menge
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u(t)
U(tk)

|
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Abbildung 2.2: EinschlieSung der Eingangsgrofie durch stiickweise kon-
stante Eingangsmengen

U(ty) verlaufen, dass also
u(t) € u(tk) fiir t, <t < tgpy1 (2.7)

gilt. Diese Annahme ist vergleichbar der klassischen Annahme stiickweise konstanter
Eingangsgrofen. Genau genommen ist die hier gestellte Forderung an w(t) jedoch
weniger restriktiv, da die tatséchlichen Eingangsgrofien, wie in der Abbildung 2.2
dargestellt, innerhalb der gegebenen Schranken variieren diirfen und keineswegs kon-
stant sein miissen. Durch geeignete Wahl der unteren und oberen Schranken fiir
U(tr) kann die Voraussetzung der Gleichung (2.7) stets erfiillt werden (siche auch
Kapitel 4).

Die Basis fiir die weiteren Betrachtungen dieser Arbeit ist die folgende unsicherheits-
behaftete Systembeschreibung (vergleiche auch Definition 2.20):

Definition 2.21: Unsicheres nichtlineares Zustandsraummodell in Sensor-
koordinaten

Ein unsicheres nichtlineares Zustandsraummodell in Sensorkoordinaten ist gege-
ben durch die Gleichungen

X=fxu, (2.8a)
y=(1, o)~x. (2.8b)

Dabei stellt X C R™ den Zustandsmengenvektor, U C RP den Eingangsmengen-
vektor und Y C R? den Ausgangsmengenvektor dar. Die Systemfunktion f(-)
muss hinreichend oft stetig differenzierbar sein. Sie enthélt implizit die konstan-
ten, unsicheren Modellparameter Z C R”. Fiir die unsicheren Eingangsgréfien
wird zusétzlich die Bedingung (2.7) vorausgesetzt.

Im Kapitel 3 werden nun zunéchst verschiedene Moglichkeiten zur Darstellung der
verwendeten Mengen im Rechner sowie die Durchfithrung von Berechnungen mit
diesen Mengen erldutert, bevor detailliert auf Verfahren zur Losungseinschliefung
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autonomer Differenzialgleichungssysteme eingegangen wird. Darauf aufbauend be-
schéaftigt sich das Kapitel 4 mit der Durchfithrung der Zustandsmengenbeobachtung,
die im Kapitel 5 zur konsistenzbasierten Fehlerdiagnose angewendet wird.



Kapitel 3

LosungseinschlieSung
gewohnlicher
Differenzialgleichungssysteme

Die Modellierung dynamischer Vorgénge in technischen Systemen fithrt hiufig auf
nichtlineare Differenzialgleichungssysteme, die im Allgemeinen nicht analytisch ge-
16st werden kénnen. Zur Losung solcher Differenzialgleichungssysteme werden daher
numerische Verfahren eingesetzt, die jedoch iiblicherweise nur eine mehr oder weniger
gute Approximation der tatséchlichen Losung liefern konnen. Zu den am weitesten
verbreiteten Verfahren dieser Art gehoren beispielsweise das Euler-Verfahren oder
auch die Runge-Kutta-Verfahren, mit denen in vielen Fallen gute Ergebnisse erzielt
werden koénnen [SB0O].

Die klassischen Simulationsverfahren lassen jedoch iiblicherweise keine direkte Aussa-
ge iiber die Giite der berechneten Approximation zu. Insbesondere bei Verwendung
eines ungeeigneten Verfahrens oder bei falscher Parametrierung — beispielsweise bei
der Wahl der Schrittweite — kann die berechnete Naherungslosung beliebig von der
tatsdchlichen Losung abweichen, ohne dass dies fiir den Anwender ersichtlich ist. Des
Weiteren sind die in den Differenzialgleichungen auftretenden Parameter sowie die
Anfangsbedingungen oft nicht exakt bekannt, was gegebenenfalls eine Vielzahl von
Simulationen mit unterschiedlichen Parameterwerten erforderlich macht, um einen
Uberblick iiber das tatsichliche Systemverhalten zu gewinnen.

Eine Alternative zu den klassischen Ndherungsverfahren stellen in diesen Fallen die
so genannten FEinschliefungsverfahren dar, mit denen anstelle einer numerischen
Néherungslosung mithilfe garantierter Schranken eine EinschlieBung aller Losungen
des betrachteten Differenzialgleichungssystems berechnet wird. Dabei kénnen neben
Parameterunsicherheiten auch Unsicherheiten in den Anfangsbedingungen sowie bei
den Berechnungen auftretende Rundungsfehler aufgrund der beschriankten Rechenge-
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nauigkeit berticksichtigt werden. Dartiber hinaus liefern diese Verfahren automatisch
einen Beweis der Existenz einer Losung, wahrend die oben erwédhnten Naherungs-
verfahren auch eine ,Naherungslosung“ berechnen koénnen, wenn das betrachtete
Differenzialgleichungssystem tatséchlich gar keine (eindeutige) Losung besitzt.

Im Allgemeinen wird [Moo66] als Ursprung der Intervallanalyse angesehen, obwohl
es bereits frither vereinzelte Veroffentlichungen zu diesem Thema gab (siehe beispiels-
weise [M0059, Moo62, Boc66]). In der Folge wurden diese als Intervallverfahren be-
zeichneten EinschlieBungsverfahren immer wieder modifiziert und verbessert, wobei
iiblicherweise die Arbeiten [Eij81],[Loh88] und [Ned99] als weitere Meilensteine einer
Entwicklung gelten, die bis heute noch nicht abgeschlossen ist. Allen diesen Intervall-
verfahren ist gemein, dass sie urspriinglich mit dem Ziel der validierenden Simulation
nichtlinearer Differenzialgleichungssysteme entwickelt wurden. Daher wurde meist
von nur geringen Unsicherheiten in den Parametern oder Anfangsbedingungen aus-
gegangen und das Hauptaugenmerk im Wesentlichen auf die Berechnung moglichst
enger Schranken {iber einen moglichst langen Zeitraum — also auf eine effiziente
Kontrolle der Rundungs- und Diskretisierungsfehler — gelegt. Die Anwendung dieser
Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung erfordert aufgrund der anderen Zielset-
zung eine Weiterentwicklung der Verfahren, die im Kapitel 4 beschrieben wird. Als
Vertreter der Intervallverfahren wird in dieser Arbeit speziell das Intervall-Hermite-
Obreschkoff-Verfahren (IHO-Verfahren) aus [Ned99] untersucht!.

Die genannten Intervallverfahren basieren auf einer Taylor-Reihenentwicklung be-
ziiglich der Zeit und beschreiben auftretende Unsicherheiten durch Intervalle bezie-
hungsweise Intervallvektoren. Ein alternativer Losungsansatz wurde in den 1990er
Jahren an der Michigan State University mit den so genannten Taylor-Modellen ent-
wickelt (siehe unter anderem [MB96, Ber97, BM98, Mak98, MB03]), die als zweites
Verfahren in dieser Arbeit zur Zustandsmengenbeobachtung eingesetzt werden. Im
Gegensatz zu den reinen Intervallverfahren wird bei den Taylor-Modellen eine mul-
tivariate Taylor-Reihenentwicklung beziiglich der Zeit und der Anfangsbedingungen
verwendet. Die Taylor-Modelle setzen sich damit aus einem multivariaten Polynom-
anteil und einem Intervallrest zusammen, in dem sémtliche anfallenden Rundungs-
und Diskretisierungsfehler akkumuliert werden.

Da in den Veroffentlichungen zu Taylor-Modellen oft wichtige Details fehlen und
auch die Umsetzung im Programmpaket CoSY INFINITY? aufgrund mangelnder Do-
kumentation des Quellcodes nur schwer verstandlich ist, fanden die Taylor-Modelle
bis heute nur eine geringe Verbreitung und waren auch teilweise kontroversen Diskus-
sionen ausgesetzt (siehe beispielsweise [Neu02]). Mittlerweile existiert mit [Ebl07] je-

IEine Implementierung dieses Verfahrens mit der Bezeichnung VNODE (Validated Numerical
Ordinary Differential Equations) und die neuere Version VNODE-LP (LP steht fiir ,Literate Pro-
gramming®) sind verfiigbar unter http://www.cas.mcmaster.ca/~nedialk/

2Nach Registrierung erhaltlich unter http://bt.pa.msu.edu/index_cosy.htm
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doch auch eine verstdndlichere und mathematisch fundierte Abhandlung tiber Taylor-
Modelle.

Alle EinschlieBungsverfahren erfordern die Durchfiihrung von Berechnungen mit
Mengen reeller Zahlen. Im Abschnitt 3.1 werden daher zunéchst die in dieser Ar-
beit verwendeten Beschreibungsformen fiir Mengen reeller Zahlen eingefiihrt sowie
die Durchfithrung von Berechnungen mit diesen Mengen erlautert. In den Abschnit-
ten 3.2 und 3.3 werden dann das THO-Verfahren sowie das Verfahren auf Basis der
Taylor-Modelle detailliert erlautert. Diese beiden Verfahren werden im Rahmen die-
ser Arbeit zur LosungseinschlieBung gewohnlicher Differenzialgleichungssysteme ver-
wendet. Den Abschluss dieses Kapitels bildet der Abschnitt 3.4 mit einem Vergleich
der erlduterten Verfahren.

3.1 Berechnungen mit Mengen reeller Zahlen

Zur Durchfiihrung von Berechnungen mit Mengen reeller Zahlen miissen neben ei-
ner geeigneten Darstellung der Mengen im Rechner auch die Berechnungsvorschrif-
ten zur Durchfithrung von Rechenoperationen mit diesen Mengen definiert sein. In
dieser Arbeit werden dazu neben der Intervallarithmetik auch die Taylor-Modelle
verwendet.

3.1.1 Intervallarithmetik

Die Ausfiihrungen zu Intervallen in diesem Abschnitt orientieren sich an [JKDWO01]
und beschrianken sich auf fir diese Arbeit relevante Sachverhalte, ohne einen voll-
stindigen Uberblick iiber die Intervallarithmetik anzustreben.

Definition 3.1: Reelles Intervall

FEin reelles Intervall
[7] = [2,7] = {z e Rlz <z < T} (3.1)

ist eine kompakte und zusammenhédngende Teilmenge der reellen Zahlen R. Die
Menge aller reellen Intervalle wird mit IR bezeichnet.

Nach dieser Definition werden Intervalle im Interesse einer einheitlichen Darstel-
lung stets als geschlossene Mengen betrachtet, auch wenn sie, wie beispielsweise das
Intervall [0, 00, im mathematischen Sinne offene Intervalle sein konnen. Die leere
Menge () wird in dieser Arbeit ebenfalls als Intervall aufgefasst, was in der Literatur
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jedoch nicht immer so gehandhabt wird. Ergibt eine Berechnung die leere Menge als
Ergebnis, so bedeutet dies, dass keine Losung existiert.

Die untere Schranke g sowie die obere Schranke T eines nichtleeren Intervalls [z] sind
gegeben durch

z = inf([z]) und T = sup([z]) . (3.2)

Eine reelle Zahl x kann auch als so genanntes entartetes Intervall oder Punktintervall
aufgefasst werden, fir das z = T = z gilt. Damit kann die Intervallarithmetik auch
als Erweiterung der klassischen Arithmetik reeller Zahlen angesehen werden. Bei
Bedarf kann die Intervallarithmetik auch auf komplexe Intervalle erweitert werden.
Dies wird jedoch im Rahmen dieser Arbeit nicht benétigt und daher im Folgenden
nicht weiter betrachtet.

Der Mittelpunkt (,,midpoint*) eines beschriankten und nichtleeren Intervalls [z] ist
gegeben durch
47T

T==, (3.3)

die Breite (,,width“) eines nichtleeren Intervalls durch
w(z]) =T -z (3.4)
und die Gréfe (,,magnitude®) durch

mag([z]) := max {|z, [Z]} . (3-5)

Im mengentheoretischen Sinn sind die Begriffe Gleichheit (,identity*), Teilmenge
(,subset“) und echte Teilmenge (,,strict subset*) fiir zwei Intervalle [z] und [y] defi-
niert durch

[zZl=[y] & z=yAT=7, 3.6)
] Cly] & z>yAT<yund 3.7)
[Zlclyl & [2] Sl A 2] # ]
Der Durchschnitt (,,intersection®) zweier Intervalle
2] N[y = { [max {g, g} ,min {Z, y}] falls max {Lg} < min{Z,7y} (3.9)
0 sonst

ist stets wieder ein Intervall, wihrend die Vereinigung (,,union“) zweier Intervalle
im mengentheoretischen Sinn im Allgemeinen zunéchst kein Intervall ist und daher
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im Sinne der Intervallarithmetik durch

[x) U [y] = [min {g, g} ,max {7, y}] (3.10)

definiert wird. Durch diese Definition impliziert die Vereinigung zweier Intervalle
hiufig eine Uberapproximation, da dabei die Information iiber eine mégliche Liicke
zwischen den beiden urspriinglichen Intervallen verloren geht. Manchmal werden sol-
che Liicken in der Literatur gezielt beriicksichtigt, um die Ergebnisse nachfolgender
Berechnungen zu verbessern. Dies erfordert jedoch die separate Behandlung mehre-
rer Teilintervalle in den nachfolgenden Rechenschritten. Aufgrund einer moglichen
kombinatorischen Explosion wird dieser Ansatz hier — wie auch iiberwiegend in der
Literatur — nicht weiter verfolgt. Das Ergebnis der Vereinigung wird oft auch als
Hiille (,hull®) bezeichnet.

Die Grundrechenarten Addition und Multiplikation lassen sich als Operationen auf
den Intervallschranken ausdriicken:

(] +[y] = [z +y,T+7], (3.11)
[z] [y] = [min {zy, 27, Ty, 7y} , max {zy, 27, Ty, Ty } ] . (3.12)

Die Subtraktion kann mithilfe von
~[a] = [~7, —a] (3.13)

auf die Addition zuriickgefiithrt werden, die Division mithilfe der Inversion auf die
Multiplikation:

0 falls [z] = [0,0],

X [%, ﬂ falls 0 ¢ [z],

5 =4 [2, 0] falls [z] = [0,7], (3.14)
[—oo, é] falls [z] = [z,0],
[-00,00]  sonst.

Addition und Multiplikation sind kommutativ und assoziativ, aber im Allgemeinen
nicht distributiv. Stattdessen gilt lediglich die schwéichere Subdistributivitét

=] ([y] + [2]) € [a] [y] + [] [2] (3.15)

wobei die Gleichheit nur in Ausnahmeféllen wie beispielsweise im Fall eines entarte-
ten Intervalls [x] gilt.



34 Losungseinschlieffung gewéhnlicher Differenzialgleichungssysteme
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(a) Eine Box im R2 (b) Eine Box im R3

Abbildung 3.1: Intervallvektoren als Beschreibungsform fiir Mengen

Intervallvektoren und Intervallmatrizen

Ein Intervallvektor [z] € IR" beziehungsweise eine Intervallmatrix [A] € TR™*™ ist
ein Vektor beziehungsweise eine Matrix mit Intervallelementen. Operationen wie
Durchschnitt und Vereinigung oder auch Mittelpunkt und Breite von Intervallvek-
toren und -matrizen sind elementweise zu verstehen, wihrend die Intervall-Grundre-
chenarten analog zum klassischen Fall auf Vektoren und Matrizen erweitert werden.
Dabei ist allerdings zu beachten, dass beispielsweise das Produkt von Matrizen im
Intervallsinn nicht assoziativ ist.

Intervallvektoren werden oft auch als Boxen bezeichnet und stellen achsenparalle-
le Parallelepipede dar. Beispielhaft sind in der Abbildung 3.1 solche Boxen im R?2
und im R? dargestellt. Sie sind eine recht einfach zu handhabende Méglichkeit, Zu-
standsmengen darzustellen, die jedoch auch einige Nachteile aufweist, welche im
Zusammenhang mit den Intervallfunktionen verdeutlicht werden.

Intervallfunktionen

Zur Auswertung allgemeiner nichtlinearer Funktionen im Intervallsinn werden noch
Berechnungsvorschriften fiir die so genannten elementaren Funktionen (Potenz- und
Exponentialfunktionen, trigonometrische Funktionen, hyperbolische Funktionen und
die jeweiligen Umkehrfunktionen) benétigt. Im Falle monotoner Funktionen wie dem
natiirlichen Logarithmus (siehe Abbildung 3.2(a)) kann der Wertebereich einfach
durch Betrachtung der Intervallgrenzen bestimmt werden:

In([z]) := [In(z), In(T)] . (3.16)

Die Auswertung nicht monotoner Funktionen ist dagegen aufwéandiger und erfordert
im Allgemeinen Fallunterscheidungen und Extremwertbetrachtungen. So muss bei-
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cos(x)
1
i : >
-1
(a) Intervall-Logarithmusfunktion (b) Intervall-Cosinusfunktion

Abbildung 3.2: Beispiele fiir Intervallfunktionen

spielweise fiir die Funktion f(z) = cos(z) zusitzlich zu den Funktionswerten an den
Intervallrdndern berticksichtigt werden, ob innerhalb des Intervalls eine Extremstelle
km (k € Z) liegt oder nicht (siche Abbildung 3.2(b)).

Zwei Besonderheiten bei der Durchfiihrung von Berechnungen mit Intervallen, die
je nach Berechnungsvorschrift zu extremer Uberschitzung der Ergebnisse fithren
konnen, sollen im Folgenden noch kurz erldutert werden: der Einhiillungs-Effekt
(,, Wrapping-Effekt*) sowie der Abhéangigkeits-Effekt (,,Dependency-Effekt*), die iib-
licherweise auch in der deutschsprachigen Literatur unter der englischen Bezeichnung
verbreitet sind.

Der Wrapping-Effekt héngt mit der Tatsache zusammen, dass das Ergebnis einer
Berechnung stets wieder als Intervall dargestellt werden muss, sodass die Ergebnis-
menge unter Umstanden Werte enthélt, die in der tatsidchlichen Losungsmenge nicht
enthalten sind®. Es soll an dieser Stelle jedoch darauf hingewiesen werden, dass das
Gegenteil nicht passieren kann: Tatsdchliche Losungen werden niemals in der berech-
neten Ergebnismenge fehlen!

Beispiel 3.1: Wrapping-Effekt
Gegeben sei die Abbildungsvorschrift

3., 1 1 11 3
— [ 2 2 4 — (2 4 T+ 2] — Ax + b.
Y <1+i$1+§$2> (i é) <1>
Die intervallmipige Auswertung mit [x] = ([-1,1] [71,1])T ergibt den Inter-
vallvektor [y] = ([%, %} [i %])T. Wie aus der Abbildung 3.3 ersichtlich ist, ent-

halt [y] die tatsdchliche Losungsmenge Y = {Ax + b|x € [x]} vollstindig, diber-
schatzt sie jedoch deutlich.

3Solche Anteile des Intervalls werden in der Literatur iiblicherweise als ,unechte Lésungen®
(,,spurious solutions“) bezeichnet.
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Abbildung 3.3: Wrapping-Effekt

Der Dependency-Effekt bewirkt eine Uberschitzung der Ergebnismenge bei der in-
tervallméfligen Auswertung von Ausdriicken, die eine Variable mehrmals enthalten.
In diesem Fall kann bei der Auswertung im Intervallsinn nicht berticksichtigt werden,
dass die Werte der Variablen an unterschiedlichen Stellen im Ausdruck nicht beliebig
innerhalb der eingesetzten Intervalle variieren, sondern voneinander abhéngen.

Beispiel 3.2: Dependency-Effekt

Gegeben sei die Abbildungsvorschrift

2
3 1
y=(x+1)(z+2)=2+3z+2=xr+32+2= (m+2) — 1
die fir das Intervall [x] = [-2,1] ausgewertet werden soll. Je nach Darstellung

der Abbildungsvorschrift fiihrt dies auf unterschiedliche Ergebnisintervalle:

y=@+1)(z+2) = [y=[-3,6],
y=2>+3zx+2 = [y =[-409],
y=zzx+3x+2 = [y =[-6,9],

2
3 1 1
Der tatsichliche Wertebereich [—i, 6] entspricht dem der letzten Darstellung, da
in diesem Ausdruck die Variable x nur einmal vorkommt. Die iibrigen Ergebnisin-
tervalle stellen aufgrund des Dependency-Effekts eine mehr oder weniger starke

Uberschitzung der tatsichlichen Ergebnismenge dar, die jedoch vollstindig in je-
der berechneten Ergebnismenge enthalten ist.

Leider kann keine allgemein giiltige Regel angegeben werden, mit welcher Darstel-
lungsform einer Berechnungsvorschrift die geringstmégliche Uberschitzung erzielt
werden kann. Aufgrund des Dependency-Effekts und der Subdistributivitit lésst
sich jedoch als Faustregel festhalten, dass ein Ausdruck vor der intervallméafigen
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Auswertung moglichst in faktorisierter Form so dargestellt werden sollte, dass jede
Variable moglichst selten auftritt.

Damit konnen alle Funktionsausdriicke, die aus einer endlichen Anzahl an elemen-
taren Funktionen und Verkniipfungen mit den arithmetischen Grundoperationen
bestehen, im Intervallsinn ausgewertet werden, indem die einzelnen Variablen durch
die betrachteten Intervalle ersetzt und mithilfe der definierten Intervalloperationen
ausgewertet werden. Diese Art der Intervallauswertung mathematischer Ausdriicke
ist in der Literatur als natiirliche Intervallauswertung (,natural interval evaluation®)
bekannt. Haufig wird stattdessen auch die so genannte Mittelwertform (,,mean-value
form*“ oder ,centered form*) verwendet.

Definition 3.2: Mittelwertform

Die Mittelwertform einer iiber der betrachteten Box [x] € IR" differenzierbaren,
vektorwertigen Funktion f : R™ — R™ ist gegeben durch

Fulle) =@+ L (o) - 7). (317)

z=[x]

Die Mittelwertform kann als affine Funktion in [z] mit einer unsicheren Steigung
interpretiert werden. Gegeniiber der natiirlichen Intervallauswertung hat sie den Vor-
teil, dass der Wertebereich von f,,; ([z]) fiir w([z]) — O stets gegen den tatsichlichen
Wertebereich von f iiber [x] strebt, was bei der natiirlichen Intervallauswertung nicht
der Fall sein muss [JKDWO01]. Aulerdem liefert die Mittelwertform im Vergleich zur
natiirlichen Intervallauswertung oft engere Ergebnisintervalle.

Implementierung

Zur Implementierung der Intervallarithmetik bietet sich die Verwendung einer objekt-
orientierten Programmiersprache wie beispielsweise C++ an. Durch die so genannte
Uberladung von Operatoren, also beispielsweise die Definition der Addition fiir In-
tervalle, lassen sich Ausdriicke analog zur klassischen Schreibweise bei reellen Zahlen
notieren, was der Lesbarkeit sowie der Anwendbarkeit des Quellcodes zugute kommt.
Es existieren mehrere Intervall-Bibliotheken in verschiedenen Programmiersprachen,
so zum Beispiel die Intervallbibliothek INTLAB? fiir MATLAB [Rum99] oder das Paket
PROFIL/BIas® [Knii99], das in C/C++ geschrieben ist. In [JKDWO01] sind dariiber
hinaus Hinweise fiir die eigene Implementierung zu finden, die auch die Grundlage
fiir die im Rahmen dieser Arbeit entstandene eigene Implementierung der Intervall-
arithmetik waren.

4Erhaltlich unter http://www.ti3.tu-harburg.de/rump/intlab/.
5Erhaltlich unter http://www.ti3.tu-harburg.de/keil/profil/.
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Auf die Details der Rechnerimplementierung soll daher hier nicht weiter eingegan-
gen werden. Wichtig ist jedoch die Tatsache, dass durch eine geeignete Implementie-
rung auch Rundungsfehler durch die beschrankte Rechengenauigkeit sowie die Ap-
proximation reeller Zahlen durch Gleitkommazahlen mit beschrénkter Genauigkeit
beriicksichtigt werden kénnen. Dies wird erméglicht durch das Konzept der gerichte-
ten Rundung (,directed rounding*), das auch im Gleitkomma-Standard IEEE 754
festgelegt ist [Gol91]. Es ermoglicht durch Umschaltung des Rundungsmodus des
Prozessors, dass bei der Berechnung des Infimums des Ergebnisintervalls immer ab-
gerundet und bei der Berechnung des Supremums immer aufgerundet wird, sodass
das Ergebnisintervall die tatsdchliche Ergebnismenge auch in der Rechnerdarstellung
stets enthilt. Weitere Details hierzu sind unter anderem in [JKDWO01] zu finden.

3.1.2 Taylor-Modelle

Der groBte Nachteil der Intervallarithmetik ist die potenziell grofe Uberschitzung
der Ergebnismenge aufgrund des Wrapping-Effekts oder des Dependency-Effekts.
Die Taylor-Modelle stellen mit ihrer Mischung aus symbolischer und numerischer
Rechnung eine Alternative dar, mit der diese Probleme weitgehend vermieden werden
konnen. Die dazu notwendige komplexe Mengenbeschreibung erfordert allerdings
neben einem hoheren Speicheraufwand auch eine deutlich hohere Rechenleistung. Die
Ausfiihrungen in diesem Abschnitt orientieren sich an [Mak98] und [Ebl07], wobei
sich die Darstellung wieder — wie bei der Intervallarithmetik — auf fiir diese Arbeit
relevante Sachverhalte beschrankt.

Die Grundidee der Taylor-Modelle wird anhand des bekannten Taylorschen Satzes
verdeutlicht:

Satz 3.1: Satz von Taylor

Sei f: D CR"™ — R eine auf D mindestens ¢+ 1-mal stetig differenzierbare
Funktion. Dann gilt mit dem Entwicklungspunkt xo € D: Fiir alle x € D exis-
tiert ein £ € [0,1] so, dass die Funktion f durch

L1 (g o\
fla)=" o (Z (i — m0,) (9@) [ (o)

k=0 i=1

Taylor-Polynom

) - (3.18)
+ L (Z (7 — 20,4) 82@) [ (o + (z — x0)§)

((+1)!

i=1

Restglied

dargestellt werden kann.
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Eine beliebige, hinreichend oft stetig differenzierbare Funktion f(-) lasst sich also
als Summe ihres Taylor-Polynoms und des zugehorigen Restglieds schreiben. Das
Taylor-Polynom ist dabei ein Polynom in n Variablen, das durch Entwicklung der
Funktion f um den Entwicklungspunkt xy bis zur Ordnung ¢ entsteht. Im hier be-
trachteten mehrdimensionalen Fall entspricht die Ordnung eines Terms der Summe
der Exponenten der einzelnen Variablen. Fiir das Restglied existieren neben der
hier verwendeten Lagrangeschen Darstellung noch verschiedene andere Darstellungs-
formen, die jedoch in dieser Arbeit nicht von Interesse sind. Da der Parameter &
nicht genau bekannt ist, kann das Restglied nicht exakt berechnet, sondern lediglich
abgeschétzt werden, was beispielsweise mithilfe der Intervallarithmetik moglich ist.

Es erscheint daher naheliegend, eine Funktion durch eine Kombination aus einem
multivariaten Polynom und einer (Uber-)Abschitzung des Restglieds in Form eines
Intervalls darzustellen, wobei die Genauigkeit der Einschlieung durch die Ordnung ¢
des Taylor-Polynoms gesteuert werden kann. Im Interesse einer kompakteren Dar-
stellung und vor allem zur Vereinfachung der Implementierung auf dem Rechner ist
es vorteilhaft, einen festen Definitionsbereich fiir die Variablen eines Taylor-Modells
und ebenso einen festen Entwicklungspunkt anzunehmen. Um dies deutlich zu kenn-
zeichnen, werden im Folgenden die Variablen eines Taylor-Modells mit @ € R™ be-
zeichnet. Fiir den Definitionsbereich und den Entwicklungspunkt gilt stets

Dy =[-1,1] x--- x [-1,1] € IR" und aq = 0, (3.19)

sofern nichts Gegenteiliges vermerkt ist. Dies stellt fiir die Anwendungen im Rahmen
dieser Arbeit keine Einschrankung dar, da jede allgemeine Funktion f(z) mithilfe
einer geeigneten Transformation so dargestellt werden kann, dass die Annahmen der
Gleichung (3.19) erfiillt sind:

w([z])
2

f@)mitzelz] = f <§—|— 'a> mit a € [-1,1]. (3.20)

Ein Taylor-Modell wird damit auf folgende Art und Weise definiert:

Definition 3.3: Taylor-Modell /-ter Ordnung
Ein Taylor-Modell {-ter Ordnung einer auf Do = [—1,1] x --- x [-1,1] € IR"
mindestens ¢ + 1-mal stetig differenzierbaren Funktion f : D, C R™ — R ist ge-
nau dann durch

T(a):=P(a)+Z (3.21)
gegeben, wenn fiir alle a € D,

fla)eP(a)+1 (3.22)
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gilt. Der Polynomanteil P (a) ist gegeben durch das Taylor-Polynom der Ord-
nung ¢ von f mit dem Entwicklungspunkt ay = 0. Der Intervallrest 7 € IR stellt
eine garantierte FinschlieBung des Restglieds dar.

Anmerkungen:

o In [Mak98] wird fir die Taylor-Modelle zunéchst ein frei wiahlbarer Definiti-
onsbereich und ein beliebiger Entwicklungspunkt angenommen und nur im
Zusammenhang mit der Implementierung auf den hier vorgestellten Sonder-
fall eingegangen. Diese allgemeinere Formulierung ist jedoch fiir die hier be-
trachteten Anwendungen nicht erforderlich und wird daher im Interesse einer
iibersichtlicheren Darstellung nicht weiter verfolgt.

e Der Polynomanteil sowie der Intervallrest hdngen von der gewéhlten Ordnung
¢ ab. In der weiteren Darstellung wird jedoch auf die Verwendung eines Index
(wie beispielsweise 7y (a)) verzichtet, da sich bereits aus dem Kontext ergibt,
welche Ordnung die betrachteten Taylor-Modelle aufweisen.

e Die Ordnung ¢ eines Taylor-Modells stellt die maximale Ordnung des verwen-
deten Taylor-Polynoms dar. Der Polynomanteil kann jedoch durchaus auch
eine niedrigere Maximalordnung aufweisen, wenn sich einzelne Koeffizienten
zu null ergeben und daher verschwinden (vergleiche auch Beispiel 3.3).

Anschaulich stellt ein Taylor-Modell einer Funktion f einen Schlauch dar, der den
exakten Verlauf iiber dem betrachteten Definitionsbereich vollstindig einschliefit.
Die untere Schranke ergibt sich aus dem Polynomanteil und inf(Z), wihrend die
obere Schranke sich aus dem Polynomanteil und sup(Z) ergibt. Damit unterscheiden
sich die beiden Schranken lediglich in einer Konstanten. Die Ordnung des Taylor-
Modells beeinflusst die Genauigkeit der EinschlieBung, also den Abstand zwischen
unterer und oberer Schranke.

Eine konstante Zahl ¢ € R stellt den Spezialfall eines Taylor-Modells mit 7 (a) = ¢
dar, also ein Taylor-Modell bestehend aus einem Polynom nullter Ordnung und
einem verschwindenden Intervallrest. Ein Intervall [¢] € IR wird dargestellt durch

T:%H[c] - 9. (3.23)

Die hier vorgenommene Aufteilung in Mittelpunkt und Intervallrest ist streng ge-
nommen nicht notwendig, da das Intervall [c] auch als Taylor-Modell mit verschwin-
dendem Polynomanteil und Z = [¢] dargestellt werden konnte. Die Darstellung in der
Gleichung (3.23) hat jedoch den Vorteil, dass sie konsistent mit der Darstellung ei-
ner reellen Zahl als entartetes Intervall ist. Vektorielle Taylor-Modelle lassen sich auf
einfache Art und Weise durch Zusammenfassung mehrerer skalarer Taylor-Modelle
in einem Vektor bilden.
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f(a) — T(a), =1
— T(a), =2
— T(LI), (=3
L ~T(a), £=4
f(a) g =3 o > !
-2

Abbildung 3.4: Einschlieffung von f(a) = sin (%’l) durch Taylor-Modelle

Durch die Verwendung eines Intervalls zur EinschlieBung des Restglieds impliziert
die Verwendung von Taylor-Modellen stets die Verwendung der Intervallarithmetik.
Der grofle Vorteil der Taylor-Modelle ist jedoch, dass die Terme niedriger Ordnung
des Taylor-Polynoms durch den Polynomanteil reprasentiert werden, sodass die Ab-
héngigkeiten einzelner Variablen im Wesentlichen beriicksichtigt werden kénnen und
nicht wie bei der Intervallarithmetik vollstéindig vernachlassigt werden. Damit wer-
den die Auswirkungen des Dependency-Effekts drastisch reduziert. Dartiber hinaus
ermoglicht die Verwendung eines Polynomanteils hinreichend hoher Ordnung die
weitgehende Vermeidung des Wrapping-Effekts aufgrund der Darstellbarkeit nicht-
konvexer Mengen. Beide Effekte sind nach wie vor vorhanden, wirken jedoch nur
noch auf den Intervallrest, der bei geeigneter Wahl der Ordnung wesentlich kleiner
als der Anteil des Polynoms an der Mengenbeschreibung ist.

Beispiel 3.3: FunktionseinschlieBung durch Taylor-Modelle
Betrachtet wird die Funktion

Ta

f(a) = sin (7)
iber dem Definitionsbereich D, = [—1,1], die in der Abbildung 3.4 dargestellt ist
und durch Taylor-Modelle verschiedener Ordnung eingeschlossen werden soll. Ein
Taylor-Modell der Ordnung £ =1 ergibt sich mit [a] = [—1,1] und [¢] = [0,1] zu

d 1. .o d?
T(a) = C— —-= -— :
@ = (10)+a- 57 0)) + (-3l 510 )
P(a) T

) (5 () -5 [5.5]

Analog erhdlt man Taylor-Modelle hoherer Ordnung, die aufgrund des abnehmen-
den Intervallrests eine mit steigender Ordnung zunehmend bessere Reprisentati-
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on der Funktion [ darstellen (vergleiche auch Abbildung 3.4, T (a) fir ¢ =5 ist
von f(a) praktisch nicht mehr zu unterscheiden und daher nicht eingezeichnet):

0=2: T(a)=ga+{_g’;ﬁ;]’
3
(=3 me—ga—ggf [ %43%]
(=4: TW)ZQG_Z;&*‘{3;m %;J
=5 7@>=§a—Z;f+3$wf+[—£$m4§;ﬂ'

Zum Vergleich: Eine reine Intervallauswertung von f(a) fihrt auf f([a]) = [-1,1].

Addition, Subtraktion und Multiplikation von Taylor-Modellen

Die additive Verkniipfung zweier Funktionen f(a) und g(a) ist wohldefiniert. Sind f
und g durch Taylor-Modelle ¢-ter Ordnung 7y = Py + Zy und 7, = Py + Z, gegeben,
dann erhélt man ein Taylor-Modell 7y, fiir f + g aus der Summe der beiden Taylor-
Modelle 7¢ und 7, zu

Trig=Tr+ T, =Ps+Zs+Py+1y=Psr+Py)+(Is+1Zy,). (3.24)
—— N——
=Ps+g =Iftg

Das Taylor-Modell 7y, 4, das ebenfalls {-ter Ordnung ist, erhdlt man also durch
einfache Addition der Polynomanteile und der Intervallreste. Aufgrund der Kommu-
tativitdt und der Assoziativitit der Intervalladdition ist leicht einzusehen, dass die
Addition von Taylor-Modellen ebenfalls kommutativ und assoziativ ist. Die Subtrak-
tion von Taylor-Modellen lasst sich ohne weiteres mithilfe von

—T, = —Py — I, (3.25)

auf die Addition zurtckfihren.

Deutlich mehr Aufwand als die Addition erfordert die Berechnung eines Taylor-
Modells 7., fiir das Produkt f-g aus den einzelnen Taylor-Modellen 7y = Py + Iy
und 7, = P, + I, der Ordnung ¢. Dies liegt daran, dass das Produkt der Polynom-
anteile im Allgemeinen ein Polynom der maximalen Ordnung 2¢ ergibt. Damit bei
der Durchfithrung von Berechnungen die Ordnung der Taylor-Modelle nicht immer
weiter ansteigt und das Ergebnis weiterhin ein giiltiges Taylor-Modell nach Definiti-
on 3.3 darstellt, muss die Multiplikation so durchgefiihrt werden, dass das Ergebnis
wieder als Taylor-Modell der Ordnung ¢ dargestellt werden kann und trotzdem die
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tatsachliche Ergebnismenge vollstandig eingeschlossen wird. Um dies zu erreichen,
wird nach [Ebl07] zunéchst der Zusammenhang

TyTy = (Pr+15) (Pg+1y) SPrPy+ 15 (Pyg+1g) +Prly, (3.26)

betrachtet®. Aufgrund der Subdistributivitit der Intervallarithmetik gilt hier anstelle
des Gleichheitszeichens im Allgemeinen nur die schwéchere Teilmengenbeziehung.
Der Term Py P, stellt ein Polynom der maximalen Ordnung 2/ dar und wird gemé&f3

Pf P!J = 7)fg + 7)Rest (327)

aufgeteilt in ein Polynom P;., der Maximalordnung ¢, das den Polynomanteil des
Ergebnis-Taylor-Modells 7;., darstellt, und ein Restpolynom Prest, das alle Terme
mit hoheren Ordnungen als ¢ enthélt.

Das Restpolynom Pgrest wird nun zusammen mit den iibrigen Termen der Glei-
chung (3.26) dem Intervallrest Zy., zugeschlagen. Dazu wird eine Wertebereichs-
einschlieBung (,,bound*) bd(P) fir die auftretenden Polynome benétigt, die auf ver-
schiedene Arten berechnet werden kann. Neben der reinen Auswertung in Intervall-
arithmetik, die aufgrund des Dependency-Effekts nicht zu empfehlen ist, existieren
verschiedene Ansétze zur Berechnung einer Wertebereichseinschliefung, beispielswei-
se auf Basis der Mittelwertform (vergleiche Definition 3.2) oder auch iterative Ver-
fahren zur Minimum- und Maximumsuche [Mak98, Ebl07]. Damit ergibt sich der
Intervallrest zu

Zf.91 = bd(Prest) + Zy (bd(Py) + Z,) + bd(Py) Z,. (3.28)

Vertauscht man in der Gleichung (3.26) die Funktionen f und g, so ergibt sich analog
eine zweite Moglichkeit zur Berechnung des Intervallrests

Z;.9.2 = bd(Prest) + Z, (bd(Pf) +I;) + bd(P,) Iy, (3.29)

wobei im Allgemeinen Zy.4 1 # Zy.4.2 gilt. Da beide Formen des Intervallrests jeweils
zusammen mit dem Polynomanteil Py., die tatsidchliche Ergebnismenge vollstandig
einschlieflen, wird schliefllich die Multiplikation zweier Taylor-Modelle durch

Tf.g:=Prg+ Zpg1NIfg2) =Prg+Isg (3.30)

definiert. Damit ist die Multiplikation von Taylor-Modellen kommutativ, aber im
Allgemeinen weder assoziativ noch distributiv, sondern nur subdistributiv.

6In [Mak98] wird stattdessen das Produkt der beiden Taylor-Modelle vollstindig ausmultipliziert,
was jedoch im Allgemeinen einen grofleren Intervallrest zur Folge hat. Die weiteren Schritte werden
analog zur hier beschriebenen Vorgehensweise durchgefiihrt.
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Mit der Addition und der Multiplikation von Taylor-Modellen stehen alle ben6tigten
Werkzeuge zur Berechnung von Taylor-Modellen fiir allgemeine Ausdriicke zur Verfii-
gung. Polynomiale Ausdriicke in einer oder mehreren Variablen lassen sich mithilfe
des Horner-Schemas [BSMMO01] oder seiner multivariaten Erweiterung [PS00] in eine
Form tuberfiihren, die ausschliefSlich aus Additionen und Multiplikationen besteht.

Auch die elementaren Funktionen sowie die Division von Taylor-Modellen lassen
sich mittels Additionen und Multiplikationen ausdriicken, was im Folgenden néher
erldutert wird.

Taylor-Modelle fiir elementare Funktionen

Mithilfe des Taylorschen Satzes (Satz 3.1) kann auch die Frage beantwortet werden,
wie Taylor-Modelle fiir elementare Funktionen wie beispielsweise ef(®) berechnet
werden konnen. Zur korrekten Berechnung des Polynomanteils und zur Erzielung
eines moglichst kleinen Intervallrests sind jedoch zusétzliche Schritte notwendig, die
hier am Beispiel der Exponentialfunktion verdeutlicht werden.

Zunachst wird dazu die Taylor-Reihenentwicklung der Exponentialfunktion e* um
xo = 0 betrachtet, wobei wieder ¢ € [0, 1] gilt:

¢
e =3 AN S (3.31)
Kl ! ' '

Ist man nun an der Berechnung eines Taylor-Modells 7, fiir ef(®) interessiert, so
kénnte man die Variable z in der Summe der Gleichung (3.31) einfach durch ein
Taylor-Modell 7y der Funktion f(a) ersetzen. Allerdings ist leicht einzusehen, dass
auch Reihenglieder hoherer Ordnung als ¢, die in der Gleichung (3.31) durch das
Restglied dargestellt werden, immer dann einen Einfluss auf den Polynomanteil von
T.s haben, wenn 7y einen Term nullter Ordnung enthélt. In diesem Fall enthélt je-
de Potenz von 77 im Allgemeinen Terme ab nullter Ordnung. Wiirde man diesen
Beitrag nicht im Polynomanteil beriicksichtigen, so ergébe sich daraus neben einem
yverfilschten® Polynomanteil, der von dem gesuchten Taylor-Polynom des Gesamt-
ausdrucks abweicht, ein moglicherweise unnoétig grofler Intervallrest.

Das Taylor-Modell 7y wird daher so aufgespalten, dass der Polynomanteil ﬁf keinen
konstanten Term mehr aufweist:

Ti(a) = Ps(a) + If = ¢; + Prla) + Ij = ¢; + T;(a). (3.32)

Der konstante Anteil ¢y € R entspricht dabei gerade dem konstanten Term des Po-
lynoms Py(a) und ergibt sich daher aus ¢y = Pf(0). Mit bd (i'f) = bd (75f> +1y
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erhalt man dann

- ¢ Tk N -
= (5 ) o (et (7)) )

(3.33)

Da ’ﬁf keinen konstanten Term aufweist, ist der Polynomanteil P,; durch die Po-
tenzen von 7~} bis zur Ordnung ¢ vollsténdig bestimmt. Die Berechnung von P.s
basiert wieder auf dem Horner-Schema und kann daher durch wiederholte Addition
und Multiplikation von Taylor-Modellen ausgefiihrt werden. Die im Gegensatz zum
reinen Einsetzen im Polynomanteil verbleibenden Terme liefern auflerdem keinen
Beitrag bei der Berechnung des Intervallrests, sodass dieser so klein wie moglich
gehalten werden kann.

Auf dhnliche Art und Weise konnen fiir die tibrigen elementaren Funktionen ebenfalls
Berechnungsvorschriften mit Taylor-Modellen angegeben werden, die in [Mak98] und
in [Ebl07] aufgefiihrt sind und daher hier nicht wiederholt werden. Zur Vervollstan-
digung der Grundoperationen ist jedoch noch die Durchfithrung der Division von
Interesse. Mit der Voraussetzung 0 ¢ 7¢(a) fiir alle a € D, wird eine mogliche Divi-
sion durch null ausgeschlossen. Aus der Taylor-Reihenentwicklung von f(z) = 1 um

den Entwicklungspunkt = = ¢y geméasf

¢

1 (x —cp)k (x —cp)t! 1

— =Y DR () — (3.34)
= T (iren)

ergibt sich mit der Zerlegung von 7; nach der Gleichung (3.32) die Berechnungsvor-
schrift

¢ TH bd %)M

T, ( f 1

— k_~f 0+1
Typ =) (D' G+ () —5 NS (3.35)
S 7 (0™
=Pi/s
=T/

Integration

Ein grofier Vorteil der Taylor-Modelle, der auch bei der Anwendung zur Losung
gewohnlicher Differenzialgleichungen eine wesentliche Rolle spielt, ist die Tatsache,
dass ohne weiteres eine Berechnungsvorschrift fiir die Integration angegeben werden
kann. Die Anwendung des Integraloperators auf Taylor-Modelle unterscheidet sich
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damit nicht von der Anwendung gewo6hnlicher Operationen wie Addition, Multipli-
kation oder den oben erlduterten elementaren Funktionen.

Die unbestimmte Integration eines Taylor-Modells 7 (a) = P(a) + Z der Ordnung ¢
iiber eine Variable a; basiert im Wesentlichen auf der Integration des multivariaten
Polynomanteils. Die Integration des Polynoms erfordert nur eine Erhéhung des Ex-
ponenten der betrachteten Variable in allen vorhandenen Termen sowie die Division
der einzelnen Terme durch den jeweils neuen Exponenten. Sie ist daher einfach durch-
zufiihren. Nach der Integration hat der Polynomanteil jedoch nicht mehr die Maxi-
malordnung ¢, sondern £ 4+ 1. Um eine Erhéhung der Ordnung des Taylor-Modells
zu vermeiden, wird daher der Polynomanteil in P;(a) 4+ Prest(a) aufgespalten, wo-
bei P; alle Terme bis zur maximalen Ordnung ¢ enthélt und Pres alle Terme der
Ordnung ¢ + 1. Die Integration des Intervallrests wird analog zur Integration iiber
eine konstante reelle Zahl durchgefiihrt. Insgesamt ergibt sich damit

/ P(a) + Tda; = P,(a) + Press(a) + / 7 da;

g Pj‘(a/) + bd(PRest(G)) + bd(az) A
= P(a) + bd(Presi(a)) + [-1,1]Z = T,. (3.36)

Iy

Anmerkungen:

o Die hier geschilderte Vorgehensweise stammt aus [Ebl07]. In [Mak98] wird
bereits vor der Integration der Polynomanteil in Terme bis zur Ordnung ¢ — 1
und Terme der Ordnung ¢ aufgespalten und die Berechnung des Intervallrests
mithilfe der WertebereichseinschlieSung der Terme ¢-ter Ordnung durchgefiihrt.
Dies fithrt jedoch im Allgemeinen auf einen gréfleren Intervallrest, da dann die
Division durch den erh6hten Exponenten der Integrationsvariablen unterbleibt.

e Im Zusammenhang mit der LosungseinschlieBung gewohnlicher Differenzial-
gleichungssysteme (siche Abschnitt 3.3) findet die Integration tber die Va-
riable Zeit (7) statt, deren Definitionsbereich mit D, = [0, 1] von dem der {ib-
rigen Variablen abweicht. Dies bedeutet jedoch nur, dass in Gleichung (3.36)
bd(7) = [0, 1] anstelle von bd(a;) = [—1,1] gesetzt werden muss.

Verkettung von Taylor-Modellen

Eine in dieser Arbeit ebenfalls haufig auftretende Operation mit Taylor-Modellen
stellt die Verkettung oder auch Komposition (,,composition“) dar. Eine Verkettung
muss dann durchgefiihrt werden, wenn die Variablen a; eines Taylor-Modells

T(a)="P(a) +1 (3.37)
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selbst wieder durch Taylor-Modelle a; = 73, (a) gegeben sind. Mit

Ta(a) = (Ta,(a) ... Ta,(a)) (3.38)

berechnet sich das zusammengesetzte Taylor-Modell geméaf
7 (Ta(a)) = P (Ta(a)) +I. (3.39)

Die Berechnung von P (7T5(a)) erfordert die Auswertung des Polynomanteils P
durch Einsetzen der Komponenten von T3 (a). Fithrt man die Auswertung von P
mittels eines multivariaten Horner-Schemas [PS00] durch, so erfordert dieser Schritt
ausschlieBllich Additionen von Taylor-Modellen und Multiplikationen von Taylor-
Modellen mit Taylor-Modellen und mit den Koeffizienten des Polynomanteils, also
mit skalaren reellen Zahlen.

Bei der Verkettung ist zu beachten, dass der Wertebereich von 73 vollsténdig inner-
halb des Definitionsbereichs Dg des Taylor-Modells 7 (a) liegen muss, dass also

bd(Ta) € Dg = [-1,1] x -+ x [-1,1] € IR" (3.40)

erfiillt ist. Anderenfalls kann der Intervallrest und damit das resultierende Taylor-
Modell nur fiir den Teil der dargestellten Menge korrekt berechnet werden, fiir den
die Bedingung (3.40) erfiillt ist.

Die Aufspaltung (,decomposition*) als Umkehroperation der Verkettung wird in
dieser Arbeit durch die Schreibweise (7 o T3;) (a) gekennzeichnet. Sie spielt bei
der LosungseinschlieBung gewohnlicher Differenzialgleichungssysteme mittels Taylor-
Modellen im Rahmen der Prékonditionierung ebenfalls eine wichtige Rolle (siehe
Abschnitt 3.3.2).

Implementierung

Ahnlich wie im Fall der Intervallarithmetik bietet sich zur Implementierung der
Taylor-Modelle die Verwendung einer objektorientierten Programmiersprache an, die
unter anderem durch Operatoriiberladung eine kompakte Schreibweise fir den An-
wender ermoglicht. Im Gegensatz zur Intervallarithmetik existieren bisher jedoch
— mit einer Ausnahme — praktisch keine ausreichend dokumentierten Implementie-
rungen der Taylor-Modelle. Die urspriingliche Implementierung im Programmpaket
Cosy INFINITY ist zwar nach Registrierung erhéltlich, darf allerdings nicht beliebig
modifiziert oder erweitert werden. Auch wére eine Modifikation des Quellcodes auf-
grund der mangelnden Dokumentation sehr schwierig zu realisieren. Dariiber hinaus
ist das Zusatzpaket Cosy-VI, das die Umsetzung des im Abschnitt 3.3 beschrie-
benen Einschlieungsverfahrens fiir Differenzialgleichungssysteme enthélt, nicht im
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Paket Cosy INFINITY enthalten. Es muss separat bei den Autoren angefordert wer-
den und darf ohne deren Zustimmung nicht modifiziert oder weitergegeben werden.
Im Zusammenhang mit [Ebl07] entstand zwar eine frei verfigbare Implementierung
der Taylor-Modelle und des EinschlieSungsverfahrens, jedoch hat diese eher noch
experimentellen Charakter und ist daher ebenfalls nicht ohne weiteres einsetzbar.

Daher wurde im Rahmen dieser Arbeit eine eigene Implementierung erstellt. Bei der
Implementierung der Taylor-Modelle waren dabei insbesondere die folgenden Punkte
zu beachten:

Der Hauptteil des Implementierungsaufwands besteht neben der korrekten Umset-
zung der Grundoperationen Addition und Multiplikation in der effizienten Speiche-
rung und Verarbeitung der Koeffizienten des multivariaten Polynoms. Der Polynom-
anteil der Maximalordnung ¢ besteht bei n Variablen aus bis zu

<n + E) _ (n+0)! (3.41)

l nlé!

Termen [MB99], fiir die jeweils der Koeffizient sowie die Exponenten der auftre-
tenden Variablen zu speichern sind. Da in der Praxis jedoch ein grofler Anteil der
Terme verschwindet, sollte zur effizienten Speichernutzung eine dynamische Struktur
— beispielsweise eine verkettete Liste oder ein Verfahren auf Basis einer Hashtabelle
[Ebl07, Kap05] — verwendet werden. Um den Rechenaufwand sowie den Speicher-
bedarf weiter zu begrenzen, wird in [BMO04] zusétzlich eine Bereinigungsstrategie
(,sweeping®) erlautert, die Terme mit vernachlédssigbar kleinem Beitrag aus dem
Polynomanteil entfernt und dem Intervallrest zuschlégt.

Da die Koeffizienten des Polynomanteils durch Gleitkommazahlen und nicht durch
Intervalle dargestellt werden, muss eine geeignete Strategie zur Beriicksichtigung von
Rundungsfehlern implementiert werden. In [BM04, RMBO05] wird dazu das Konzept
der begleitenden Variable (,tallying variable“) beschrieben. In dieser begleitenden
Variable werden wihrend der Durchfithrung einer Operation — beispielsweise der
Addition zweier Taylor-Modelle — alle anfallenden Rundungsfehler gesammelt und
zum Schluss zum Intervallrest hinzuaddiert.

In [Ebl07] werden dariiber hinaus weitere Ansétze zur Beschleunigung der Berech-
nungen mit Taylor-Modellen vorgestellt, darunter eine Strategie zur Referenzzéihlung,
mit der das Anlegen unnétiger Kopien von Taylor-Modellen wéhrend verschiedener
Berechnungen vermieden werden kann, oder eine Aufzeichnungsmdéglichkeit, die bei
wiederholten Berechungen mit identischen Polynomanteilen, aber unterschiedlichen
Intervallresten die wiederholte Durchfiihrung von identischen Berechnungen des Er-
gebnispolynoms vermeiden hilft. Diese Ansétze zur Beschleunigung der Berechnun-
gen haben jedoch keinen Einfluss auf die Ergebnisse selbst und wurden daher im
Rahmen dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.
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3.2 Intervall-Hermite-Obreschkoff-Verfahren
(IHO-Verfahren)

Zur Berechnung einer garantierten Losungseinschlieung fiir ein gegebenes Differen-
zialgleichungssystem wird in dieser Arbeit als Vertreter der Intervallverfahren das
Intervall-Hermite-Obreschkoff-Verfahren (IHO-Verfahren) betrachtet. In den folgen-
den Ausfithrungen wird zunéchst von Systemen ohne Eingangsgrofien ausgegangen
(vergleiche auch Definition 2.21):

X=Ff(X), Xo=X(). (3.42)

Die Berticksichtigung unsicherer Eingangsgrofien wird im Kapitel 4 erldutert.

Das IHO-Verfahren stellt eine Erweiterung des Hermite-Obreschkoff-Verfahrens fiir
Intervalle dar. Es wurde in [Ned99] vorgestellt und wird in der Literatur zu Inter-
vallverfahren oft als sehr gutes Einschliefungsverfahren erwahnt.

Das Hermite-Obreschkoff-Verfahren wurde urspriinglich als implizites Losungsver-
fahren fir steife Differenzialgleichungssysteme entwickelt (siche [Gri95, Ned99] und
die dort angegebene Literatur). Es geht auf eine Hermitesche Quadraturformel” von
Obreschkoff zurtick [Obr40]. Das Hermite-Obreschkoff-Verfahren basiert auf einer
Taylor-Reihenentwicklung der Systemfunktion f(-) beziehungsweise der Losung x(t)
beziiglich der Zeit ¢. Der Ansatz ist also vergleichbar dem bekannten Potenzreihen-
ansatz zur Losung gewohnlicher Differenzialgleichungen [MW99]. Das dabei auftre-
tende implizite Intervallgleichungssystem wird mithilfe eines Pradiktor-Korrektor-
Ansatzes gelost.

Die gesuchte LosungseinschlieBung zum Zeitpunkt ¢ = ¢ + hi wird aus der be-
kannten LosungseinschlieBung zum Zeitpunkt ¢, berechnet, wobei die Schrittwei-
te hy nicht konstant sein muss. Dabei werden keine Informationen iiber frithere Zeit-
punkte t; mit ¢ < k benottigt. Das IHO-Verfahren ist also ein implizites Einschritt-
Verfahren. Ausgehend von einer gegebenen Menge moglicher Zustiande X (ty) wird
also eine moglichst enge EinschlieBung der Menge aller moéglichen Zustdnde zum
Folgezeitpunkt X (tx41) gesucht.

Ein Integrationsschritt besteht — wie bei den meisten Intervallverfahren — aus zwei
Teilschritten, die in der Literatur auch als Algorithmus I und Algorithmus II be-
zeichnet werden:

7Quadraturformeln werden zur nidherungsweisen numerischen Berechnung bestimmter Integra-
le eingesetzt, wenn der Integrand nicht elementar integrierbar ist oder eine exakte Integration zu
aufwindig wére. Quadraturformeln, die ausschliefSlich Funktionswerte des Integranden verwenden,
nennt man auch Mittelwertformeln. Gehen in eine Quadraturformel zusétzlich — wie hier beim
Hermite-Obreschkoff-Verfahren — Ableitungen ein, so nennt man sie auch Hermitesche Quadratur-
formel [BSMMO1].
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Algorithmus I (Validierung): Berechnung einer a-priori-EinschlieBung (,,a-prio-

ri enclosure*) in Form eines Intervallvektors X ([tx,trt1]) = [33 ([tk,tkﬂ})],
der garantiert alle zeitkontinuierlichen Trajektorien x(t) mit @(tx) € X (tx)
und ¢ € [tx, tyy1] enthélt (vergleiche Abschnitt 3.2.1).
Mathematisch betrachtet werden mit diesem Teilschritt die Existenz und die
Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems bewiesen. Die aus diesem
Teilschritt resultierende Einschliefung des Taylor-Reihenrests wird fiir den fol-
genden Algorithmus II benétigt.

Algorithmus IT (Enge EinschlieBung): Berechnung einer méglichst engen Ein-
schlieffung X (t;41) der Folgezustandsmenge auf Basis der Ergebnisse des vor-
angegangenen Algorithmus I. Die EinschlieBung X (¢x1) enthélt die Endpunk-
te ®(tr+1) aller Trajektorien x(t), die der Anfangsmenge X () entspringen
(sieche Abschnitt 3.2.2).

Im Interesse einer méglichst geringen Uberapproximation wird im IHO-Verfah-
ren nach [Ned99] zur Beschreibung der Folgezustandsmenge neben einem rei-
nen Intervallvektor [z] ein weiterer Intervallvektor [r] verwendet, der in einem
transformierten Koordinatensystem geméf & + A [r] dargestellt wird. Jede die-
ser beiden Beschreibungsformen enthélt garantiert alle Folgezustédnde x(tg41).

Mit den beiden Mengenbeschreibungen in Form des reinen Intervallvektors [x] und
des transformierten Intervallvektors & + A [r] ergeben sich die Darstellungen der
aktuellen Zustandsmenge und der Folgezustandsmenge im k-ten Integrationsschritt
zu

X(t) = [2(t)] N (&(t) + A(te) [r(t)]), (3.43a)
X (trg1) = [( tk+1)] (@(te+1) + Atesr) [r(trea)])- (3.43b)

Die Schreibweise & + A [r] in den Gleichungen (3.43a) und (3.43b) stellt lediglich
eine Kurzform der ausfiihrlicheren Schreibweise {Z + Ar|r € [r|} dar. Eine Auswer-
tung des Ausdrucks Z + A [r] in Intervallarithmetik wiirde aufgrund des Wrapping-
Effekts (vergleiche Abbildung 3.3) eine moglicherweise sehr grofie Uberapproximati-
on bewirken, weswegen im IHO-Verfahren diese Mengenbeschreibung implizit durch
getrennte Behandlung der Elemente Z, A und [r] verwendet wird.

Die tatséchliche aktuelle Zustandsmenge als Schnittmenge der beiden verwendeten
Beschreibungsformen kann im Allgemeinen nicht explizit durch Intervallvektoren
beschrieben werden, sodass die beiden Beschreibungsformen der Gleichung (3.43a)
getrennt durch das IHO-Verfahren bearbeitet werden miissen. Analog gilt dies fiir die
Folgezustandsmenge aus der Gleichung (3.43b). Wahrend fiir den Validierungsschritt
(vergleiche Abschnitt 3.2.1) nur der Intervallvektor [x(t)] bendtigt wird, werden zur
Berechnung der engen Einschliefung im IHO-Verfahren beide Beschreibungsformen
herangezogen.
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T2

1 1

(a) a-priori-EinschlieBung X ([ty, tx41]) (b) enge Einschliefung X (tx4+1)

Abbildung 3.5: LosungseinschlieBung mit dem IHO-Verfahren
(blau: X (tx), orange: X ([tk, tg+1]), grin: X (tgy1))

In der Abbildung 3.5 sind die beiden Teilschritte des IHO-Verfahrens beispielhaft ver-
anschaulicht. Im Algorithmus I (vergleiche Abbildung 3.5(a)) wird ausgehend von
der in blau dargestellten aktuellen Zustandsmenge X (tx) eine a-priori-Einschliefung
X ([tk, tx+1]) berechnet, die in orange dargestellt ist. Sie enthalt fiir das betrachtete
Zeitintervall [t,tr41] alle zeitkontinuierlichen Trajektorien, die X' (t) entspringen.
Die jeweiligen Endpunkte (k1) sind beispielhaft als schwarze Punkte dargestellt.
Der Algorithmus II (siche Abbildung 3.5(b)) schlieft dann die Menge aller Endpunk-
te x(tr4+1) moglichst eng ein. Dazu werden die beiden in X (¢41) zusammengefassten
Mengendarstellungen verwendet, die hier in griin eingezeichnet sind (vergleiche Glei-
chung (3.43Db)).

Sowohl der Algorithmus I als auch der Algorithmus II basieren auf einer Taylor-
Reihenentwicklung /-ter Ordnung® der Trajektorienschar X (t) um den aktuellen
Zeitpunkt t. Mit der Kurzschreibweise

(X(tr)); = %,57 X (tx) (3.44a)

fiir den i-ten Taylor-Koeffizienten von X (t) zum Zeitpunkt ¢, sowie der Abkiirzung

1 4!
(X ([trs 1))y = T X (te + (t — t1)€) (3.44b)

8Wie bei den Taylor-Modellen bezeichnet hier ¢ die Ordnung des Taylor-Polynoms. Im Gegensatz
dazu ist in der urspriinglichen Herleitung aus [Ned99] mit dem Begriff ,,Ordnung“ — in Anlehnung an
die Fehlerordnung klassischer Simulationsverfahren — die Ordnung des Restglieds gemeint, sodass
dort das Taylor-Polynom nur die Ordnung ¢ — 1 hat.
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fiir den Koeffizienten des Taylor-Reihenrests lautet diese Taylor-Reihenentwicklung
mit & € [0, 1]

d v . (+1
Z (le 5# >(t —t)'+ (E%l)! (;t;rl Xty + (t — tk)§)> (t—t,)!
L
=3 (X)) (¢ — ti) (X ([t t]) ), (=) (3.45)

=0

<.

Die Bestimmung einer EinschlieBung des Taylor-Reihenrests ist eine zentrale Aufga-
be der Validierung im Algorithmus I (siche Abschnitt 3.2.1).

Die Taylor-Koeffizienten der Losungsmenge X (t) bis zur Ordnung ¢ kénnen rekursiv
aus den Taylor-Koeflizienten der Systemfunktion gewonnen werden:

(Rt = & 5 (1) = X(00) (3.460)

(X (), = 1,dtz ( (i—1 'jtiz_ll (c(lit X(tk))>

1—1
- - (Ujl)!(jti_lf()((tk))) = @), (>0 (3460)
Die Taylor-Koeffizienten der Systemfunktion f(-) erhélt man wiederum aus der Be-
rechnungsvorschrift der Systemfunktion selbst mithilfe der Rechenregeln fiir Taylor-
Koeffizienten, die im Anhang B zusammengefasst sind. Auf dhnliche Art und Weise
lassen sich auch die im Algorithmus IT benétigten Jacobi-Matrizen bestimmen (ver-
gleiche Abschnitt 3.2.2 und Anhang B). Damit erhélt man sémtliche benétigten
Ableitungen beziiglich der Zeit und des Zustands mit diesem als Algorithmische Dif-
ferenziation bezeichneten Verfahren aus der Berechnungsvorschrift der Systemfunk-
tion [Gri00]. Dies ist ohne weiteres auch auf Basis der Intervallarithmetik moglich
[Mo066]. Es sind daher zur Anwendung des IHO-Verfahrens weder Approximationen
durch Differenzenquotienten oder &hnliches erforderlich, noch muss der Anwender die
benétigten Ableitungen explizit angeben.

3.2.1 Validierung

Im Algorithmus I als erstem Teil jedes Integrationsschrittes wird zunéchst eine a-
priori-Einschlieung X ([tx, tx+1]) aller zeitkontinuierlichen Trajektorien a(t) mit
x(ty) € X(tx) fiir das Zeitintervall [tg,tg41] berechnet und damit gleichzeitig die
Existenz und die Eindeutigkeit der Losung des Anfangswertproblems nachgewiesen.
Dies ist vom mathematischen Standpunkt aus unbedingt erforderlich, da die Berech-
nung der engen Losungseinschliefung im Algorithmus IT nur sinnvoll moglich ist,
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wenn das betrachtete Differenzialgleichungssystem auch tatséichlich eine eindeutige
Losung besitzt.

Auch wenn die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Differenzialgleichungssysteme
als Modelle real existierender technischer Systeme praktisch immer eine eindeutige
Losung haben®, kann der Validierungsschritt nicht einfach entfallen, da im zweiten
Teilschritt fir die Einschliefung der Losung X (t;+1) eine Einschliefung des Taylor-
Reihenrests benétigt wird.

Die Validierung — also der Beweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung des
Differenzialgleichungssystems — basiert beim IHO-Verfahren aus [Ned99] auf einem
Satz von Corliss und Rihm [CR96] und wurde in [NJPO1] weiter verbessert.

Satz 3.2: Satz von Corliss und Rihm
Sei x(tx) € [x([tk, tk + hy])] so, dass kein Element von @(t);) auf dem Rand von
[m([tk, ty + hk])] liegt. Das Differenzialgleichungssystem & = f(x) mit dem An-
fangswert x(ty) hat fiir alle t € [tg, ty + hi] eine eindeutige Losung

4
z(t) €Y (@(te)); (t — tn) + ([@([tn,1])] ), (E—te), (3.47)

=0

wenn fiir alle t € [ty, ty, + hy] gilt:

L
> (@), (¢ — te)' + ([2(itht])] )y (¢ — )T C (it t])] . (348)

=0

Das Ziel der Validierung im Algorithmus I ist es nun, eine Schrittweite h; und
einen Intervallvektor X([tk, te + hk]) = [:c([tk, ty + hk])] so zu finden, dass die Glei-
chung (3.48) fiir jedes Element der gegebenen Anfangsmenge X (ti) = [x(ty)] erfiillt
ist. Dazu geht man nach [NJP01] von einer gewiinschten Schrittweite hj aus, die ent-
weder als konstant angenommen oder beispielsweise durch eine Schrittweitensteue-
rung (siehe [Ned99]) vorgegeben werden kann. Mit ¢ — t, € [0, hi] und der gegebenen
Anfangsmenge [x(t)] erhilt man aus der Gleichung (3.48) die Bedingung

4
Z[O,hk]i<[;,;(tk)]>pL [0, 7y, ]! <[w([tk,tk+1])]>e+1 C [x([te, tea])] - (3.49)

9Ein Beispiel fiir eine Differenzialgleichung, die keine eindeutige Losung besitzt, ist die in der
Literatur weit verbreitete Beschreibung von Reibungseffekten mithilfe einfacher Signumfunktionen
[OAWT98]. Die fehlende Eindeutigkeit der Losung ist in diesem Fall auf die stark vereinfachte
Beschreibung des Reibungseffekts zuriickzufithren. Da im Rahmen dieser Arbeit unstetige System-
funktionen ohnehin ausgeschlossen sind, muss dieser Fall nicht weiter betrachtet werden. Beispiele
zur Beriticksichtigung von Reibungseffekten in den in dieser Arbeit verwendeten Verfahren sind im
Kapitel 6 zu finden.
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Mithilfe der Algorithmischen Differenziation (vergleiche Anhang B) kann die Sum-
me der Taylor-Koeffizienten ([x(t1)]);, auf der linken Seite der Gleichung (3.49) leicht
berechnet werden, wobei sich eine Auswertung mittels des Hornerschemas als vor-
teilhaft erweist.

Zur Bestimmung von [az([tk, tk“})] geht man nun von der Annahme aus, dass sich
der ¢+ 1-te Taylor-Koeffizient von einem Integrationsschritt zum néchsten nur wenig
andert:

<[w([tkatk+1])]>g+1 ~ <[w([tk717tk}>]>e+1- (3.50)

Mit dieser Annahme bestimmt man unter zusétzlicher Verwendung eines Sicherheits-
faktors von [—2,2] den Intervallvektor

¢
[z ([tks thra])] = Z [0, hye]" ([ (t)]); + [—2,2] mag(<[$([tk—1,tk])]>g+l) [0, hy,]

1=0
(3.51)

Dieser Intervallvektor stellt zunéchst lediglich eine Schatzung und keine garantierte
Einschliefung dar. Nur wenn die Bedingung (3.49) fiir den gewéhlten Intervallvek-
tor tatséchlich erfiillt ist, stellt dieser die gesuchte a-priori-Einschliefung dar. Den
benotigten £+ 1-ten Taylor-Koeffizienten <[:1: ([tk,tk+1])}>£+l zur Uberpriifung der
Bedingung (3.49) erhélt man wieder mithilfe der Algorithmischen Differenziation.

Ist die Bedingung (3.49) fiir den gewéahlten Intervallvektor [x ([tx,txt1])] erfiillt,
dann ist sichergestellt, dass das betrachtete Differenzialgleichungssystem fiir alle
t € [tx, tr+1] eine eindeutige Losung besitzt und somit die Voraussetzungen fiir die
Berechnung einer engen Einschliefung X (t541) im Algorithmus IT erfiillt sind. Ne-
ben der garantierten a-priori-EinschlieBung X ([ty, tx+1]) = [@([tr, tr+1])] sind da-
mit gleichzeitig die Koeffizienten des Taylor-Reihenrests

([2([te, tea])]),, (E=0,...,041). (3.52)
bekannt, die im Algorithmus IT benotigt werden.

Ist die Bedingung (3.49) nicht erfiillt, so wird der Algorithmus I unter Verwendung
einer kleineren Schrittweite wiederholt, bis entweder die Bedingung (3.49) erfiillt
ist oder eine minimale Schrittweite hpyi, (beispielsweise 10*9) unterschritten wird.
In diesem Fall kann die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Differenzial-
gleichungssystems nicht nachgewiesen und daher die Integration nicht fortgesetzt
werden. Es kann also vorkommen, dass die Schrittweite durch den Algorithmus I
verkleinert wird, was beim Einsatz des Verfahrens zur Zustandsmengenbeobachtung
beachtet werden muss (vergleiche Abschnitt 4.1).
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Fiir den ersten Integrationsschritt kann die Gleichung (3.51) nicht verwendet werden,
da dann natiirlich keine Taylor-Koeffizienten aus dem vorherigen Integrationsschritt
zur Verfiigung stehen. In diesem Fall wird zur Uberpriifung der Bedingung (3.49)
nach [NJPO01] der folgende Intervallvektor herangezogen:

[ ([to,t1])] = D [0, ho]" ([ (to)]), + [2, 2] mag (([&]),,) [0, 7] ™" mit  (3.53)

<.
~ |l M&
[=)

(@) = > [0, ho]' {[a(to)]); + [~2, 2 mag({[a (t0)])py,) [0, )" (3.54)

=

[}

Nach dem erfolgreichen Abschluss der Validierung im Algorithmus I kann nun eine
moglichst enge Einschliefung der Zustandsmenge X (tx+1) in der Form nach Glei-
chung (3.43b) berechnet werden.

3.2.2 Enge EinschlieBung der Losung

Die Losung des Anfangswertproblems & = f(x), €(tg) = xo berechnet sich nach dem
Hermite-Obreschkoff-Verfahren als Losung des impliziten nichtlinearen Gleichungs-

systems
ém—(—hk) 2(t), Z@ By 4 ot 559
mit

Die Hermite-Obreschkoff-Gleichung (3.55) kann als Erweiterung einer Taylor-Reihe
aufgefasst werden (vergleiche auch Gleichung (3.45)), denn sie geht fiir 4 = 0 in eine
Taylor-Reihe tiber:

tk+1 Zhj -l— hu+1 < ([tkutk+1])>y+1 . (3578.)

Mithilfe dieser Gleichung kann im Sinne einer Vorwértslésung aus den Taylor-Koeffi-
zienten der Losung zum aktuellen Zeitpunkt ¢, eine Losung zum Folgezeitpunkt ¢54 1
berechnet werden. Analog erhilt man fiir v = 0 eine Riickwértslésung

m

z(tr) = Y (=)' (@(trr)), + ()" (@ ([t tein]) ), - (3.57b)

=0
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Waiéhrend im klassischen Hermite-Obreschkoff-Verfahren der Fehler der n&herungs-
weisen Integration — also das Restglied — vernachlassigt wird, muss dieser im THO-
Verfahren beriicksichtigt werden.

Die Ordnung des Verfahrens wird durch die Koeffizienten p und v festgelegt. Wie
in der Literatur iiblich, werden diese Koeffizienten hier durch einen Vergleich der
Ordnung p + v 4+ 1 des Restglieds aus (3.55) mit der Ordnung ¢ + 1 des Restglieds
einer Taylor-Reihenentwicklung der Ordnung ¢ zu u = [g] und v = ng gewahlt.

Zur Losung des impliziten nichtlinearen Gleichungssystems (3.55) bietet sich ana-
log zur Vorgehensweise klassischer impliziter Simulationsverfahren ein Prédiktor-

10 an. Dabei wird im Pradiktor zuniichst mithilfe eines expliziten

Korrektor-Schema
Verfahrens eine Losung prédiziert, die anschlieend im Korrektor mithilfe der impli-

ziten Gleichung verbessert wird.

Pradiktor

In [Ned99] wird fiir den Pradiktor die Taylor-Reihe aus der Gleichung (3.57a) verwen-
det. Setzt man in diese Gleichung die Zustandsmenge X (t) (siehe Gleichung (3.43a))
ein und formt mithilfe der Mittelwertform (vergleiche Definition 3.2) die Taylor-
Koeflizienten geméaf

1 &
= Xt
jido * )

_ ;!j;_ft'(tk) (;m;u‘lix(tk)) (2(t) - X(t))

(&) + (8‘1 <x<tk)>j) (%t - R (1) (3.58)

J

(X ()

um, so erhalt man die pradizierte Zustandsmenge

+ht ([ [tk tien])]), - (3:59)

Durch Algorithmische Differenziation (siehe auch Anhang B) in Intervallarithmetik
berechnet man nun die notwendigen Taylor-Koeffizienten und Jacobi-Matrizen und

10Die in diesem Zusammenhang verwendeten Bezeichnungsweisen ,,Priadiktor® und ,Korrektor“
diirfen nicht verwechselt werden mit den fiir die Zustandsmengenbeobachtung verwendeten Bezeich-
nungen ,Pradiktion“ und ,Korrektur® (vergleiche Abschnitt 4.2).
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damit die Summen
[s]=2_1i <2(t’“)>- =Y I (@(t); und (3.60a)
— =
;0 L0
[S]= > g (X(t); = 3 bl ([=(t)]); (3.60b)

Die EinschlieBung des Restglieds in Form des Intervallvektors <[m([tk,tk+1])] >y 41
ist bereits aus dem Algorithmus I bekannt (siehe Gleichung (3.52)). Mit der trans-
formierten Mengendarstellung Z(tx) + A(tx) [r(tx)] erhélt man

~

X (tr) — X(tx) = 2(tx) + A(tx) [r(te)] — Z(tr) = Atr) [r ()], (3.61)
sodass sich schliellich der prédizierte Intervallvektor geméf

[ (tr+1)] = [8] + ([STA(tw)) [r(te)] + B ([ (s traa])]), 4 (3.62)

berechnen léasst. Die Klammersetzung verdeutlicht hier wie auch in den weiteren
Gleichungen die Ausfiihrungsreihenfolge der Intervallmultiplikationen zur Erzielung
einer moglichst geringen Uberapproximation.

Der Intervallvektor [s] (siehe Gleichung (3.60a)) stellt — abgesehen von den bei der
Summation angesammelten Rundungsfehlern — als Summe der Taylor-Koeffizienten

~

auf Basis des aktuellen Mittelpunkts (Z(t)); einen entarteten Intervallvektor dar.
Die Gleichung (3.62) kann daher folgendermafien interpretiert werden: Die pradizier-
te Zustandsmenge ergibt sich aus einer auf Basis des aktuellen Mittelpunkts Z(¢x)
berechneten Niherungslosung [s] und der zusétzlichen Berticksichtigung der Aus-
dehnung der aktuellen Zustandsmenge mittels ([S] A(tx)) [r(tx)] sowie des Taylor-
Reihenrests hZH <[m([tk,tk+1])} >V+1. Der zweite und dritte Summand in der Glei-
chung (3.62) stellen also den wesentlichen Unterschied des mengenbasierten Verfah-

rens im Vergleich zu klassischen reellwertigen Simulationsverfahren dar.

Korrektor

Die Aufgabe des Korrektors besteht darin, die im Pradiktor berechnete Einschliefung
Xy (t+1) mithilfe der impliziten Gleichung (3.55) zu verbessern. Analog zum Pradik-
tor wird dazu zunéchst die Gleichung (3.55) mithilfe der Mittelwertform (vergleiche
Definition 3.2) umgeschrieben. Mit den Taylor-Koeffizienten (X (t1)); der Zustands-
menge X (t;) nach der Gleichung (3.58) und dem entsprechenden Zusammenhang

(i) = (X)) + (5 Rt ) (Koo - Rawn) 603
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fiir X (tg41) ergibt sich

Sl (Rt + (Zaz ~he’ wX(tkH»,») (k) = Z(tr1)

=0

=iﬁjhfg<2<tk>>j+ S AL ), | (200 - ®w)
j=0 =0

+ 'thlg+y+1 ([ ([tr, tria])] >“+V+1 . (3.64)

Fiir den Reihenrest wird dabei die im Validierungsschritt mit ¢ = p + v berechnete

Einschlieung des Taylor-Reihenrests <[m([tk,tk+1])] >€ 41 eingesetzt, die Koeffizien-

ten oy, §; und v entsprechen denen der Gleichung (3.56). Eine engere Losungsein-
schlieBung X (tx+1) C AXp(tg+1) kann nun nach [Ned99] wie im Folgenden ausgefithrt
berechnet werden.

Die Taylor-Koeffizienten und Jacobi-Matrizen der linken Seite der Gleichung (3.64)
werden mithilfe der prédizierten Lésung berechnet und daraus die Summen

Zaz —hg)" < (tk+1> Zaz —hy)! (@p(thy1)); und (3.65a)
_ ;ai(—hk)i% (Xy(tis)); = iz;ai(hk)z‘ai (pltrsn)l)y  (3.65b)

gebildet. Analog zur Gleichung (3.57b) konnen die Summen (3.65) wegen der negati-
ven Schrittweite als mit a; gewichtete ndherungsweise Riickwértslosung (Index ,,r)
interpretiert werden. Auf die gleiche Art und Weise (vergleiche Gleichung (3.57a))
erhdlt man die mit §; gewichtete ndherungsweise Vorwértslésung (Index ,v*):

3= Yk (R (1)), = S A (3.66a)

7=0

S = A (X(t0), = zﬂjhf;% (@)l (3.60b)
j=0 '

Fihrt man nun noch die Abktirzung

le] =y ([ (e thea])] >p.+u+1 (3.67)

ein, so lisst sich die Gleichung (3.64) iibersichtlicher schreiben:

[s:] + [S:] (X (trs1) — @(ter)) = [sv] + [SV] (X (tr) — 2(t)) +[e] . (3.68)
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Diese Gleichung stellt einen Zusammenhang zwischen den Losungen zu den Zeitpunk-
ten t und tgyq her. Zur Berechnung der engeren Einschlieung in der Form nach
der Gleichung (3.43b) muss die Gleichung (3.68) nach X (tx+1) aufgelost werden. Die
Losungsmenge X (t) ist in der Form nach der Gleichung (3.43a) gegeben.

Da die Berechnung einer geeigneten Einschliefung der Inversen der Intervallma-
trix [S;] nicht mit akzeptablem Aufwand méglich ist'!, wird in [Ned99] der folgende

Ansatz gewéhlt: Mit dem Zusammenhang [S,] = S, + ([Sr] - ./S\'r) erhélt man aus
der Gleichung (3.68)

~

8 (X (1) — Bltrr1) = [s3] — 8] + [Su] (X (t) — B (1)) + [e]
— (18] = 8.) (X(ths1) — B(tisn)- (3.69)

Setzt man nun Z(tx41) = Zp(tk+1) und auf der rechten Seite X (tr41) = [®p (tht1)]

A~

ein, so ergibt sich mithilfe der Inversen der Mittelpunktsmatrix S, die Gleichung

~—1 ~—1

X(lr) = Bpltan) + (8, | (si] = [si] + [e]) + ([8, ] 1841) (X (1) — B (1)

L, - [8.]18) ([ (tesn)] — Bp(tasn)).  (3.70)
(7~ |

Dabei muss zur Beriicksichtigung von Rundungsfehlern die Inverse von ,§’r durch eine
~—1
Intervallmatrix [S’r ] eingeschlossen werden (vergleiche Anhang C.1), die jedoch

wesentlich einfacher zu berechnen ist als die Inverse der Intervallmatrix [S,].

Mithilfe der transformierten Mengendarstellung Z(tx) + A(¢x) [r(¢x)] lassen sich aus
der Gleichung (3.70) die beiden gewiinschten Mengendarstellungen fiir die Folgezu-
standsmenge X (txy1) nach der Gleichung (3.43b) berechnen. Der Intervallvektor
[®(tk+1)] ergibt sich zu

[® (k)] = [2p(Er41)] N

~—1

(apmm + 5] (1] = lsi) + ) + ([ 80| 18]) At) ) [r(ta)]
+ (5 - [5:7]184) (b)) - ap<tk+1>)>. (3.71)

Damit ist auch bereits das Element Z(¢x11) der transformierten Mengendarstel-
lung Z(tx41) + A(tr+1) [7(tk+1)] bestimmt. Mit der Basismatrix A(¢y+1), deren Be-

HTIm Allgemeinen ist die Berechnung einer engen EinschlieBung der Inversen einer Intervallmatrix
ein NP-hartes Problem [Ned99].
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stimmung im Folgenden noch néher erlautert wird, ergibt sich der Intervallvektor
[r(tg+1)] mithilfe der Gleichung (3.70) zu

[T(tk+1)]:<<[A (trt1) [ D + [e])
+ (14w (([A‘l] )A<tk>))[r<tk>1

~—1

+ (1A ) (1 [37]150) ) (mplonsn)] = @)
(A7 (b)) @ lta) a(tkm)) (3.72)

wobei wieder zur Beriicksichtigung von Rundungsfehlern die Inverse von A(tg41)
durch die Intervallmatrix I:A_l(tk+1)j| eingeschlossen wird (siehe Anhang C.1).

Betrachtet man die Gleichung (3.71) genauer, so lasst sich Folgendes feststellen:
Unter der Annahme eines hinreichend kleinen Reihenrests [e] liefern die Terme

~—1

Bo(tirn) + [S, | (18] = [s:] + [e]) (3.73)

nur einen geringen Beitrag zur Ausdehnung der gesuchten Zustandsmenge, da [s,]
und [s;] — abgesehen von den bei der Summation in den Gleichungen (3.66a) und
(3.65a) angesammelten Rundungsfehlern — entartete Intervallvektoren sind. Sie kon-
nen daher direkt in Intervallarithmetik ausgewertet werden. Auch der Beitrag von

(1= [8.7] 18) (l@ptirn)] - Zp(tis) (3.74)

ist gering, da I, — [g'r_ 1] [S:] eine Einschliefung einer Nullmatrix darstellt. Daher
stellt der verbleibende Term

(([8:7] 1) Attw)) r(t) (3.75)

den Hauptanteil der Zustandsmenge dar, der dariiber hinaus auch die fiir den Zeit-
punkt ¢z bestimmte transformierte Mengendarstellung nach der Gleichung (3.43a)
enthilt. Die Folgezustandsmenge kann also im Wesentlichen als eine Summe aus
einem (kleinen) reinen und einem transformierten Intervallvektor aufgefasst werden
(sieche Abbildung 3.6(a)). Diese Menge kann jedoch nicht exakt in der gewiinschten
Form nach der Gleichung (3.43b) dargestellt werden, sondern muss moglichst eng
durch die beiden Beschreibungsformen eingeschlossen werden. Wahrend der Intervall-
vektor [x(tx+1)] nach Gleichung (3.71) ohne weiteres berechnet werden kann, muss
zur Berechnung von [r(tx4+1)] nach Gleichung (3.72) noch die Basismatrix A(tx41)
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bestimmt werden. Die Giite der EinschlieBung durch die transformierte Mengendar-
stellung hiangt dabei wesentlich von der geeigneten Wahl der Matrix A(tg41) ab.

Aus den gerade angestellten Betrachtungen erscheint zunéchst naheliegend, als Ba-
sismatrix A(tx41) einfach die Mittelpunktsmatrix S der Matrix

~—1

8= ([8:7] 1s]) At (3.76)

zu wihlen. Ist diese Matrix jedoch schlecht konditioniert'?

, so stellt die daraus be-
rechnete transformierte Mengendarstellung eine groBe Uberapproximation der tat-
sdchlichen Zustandsmenge dar (vergleiche Abbildung 3.6(b)). Daher wird im THO-
Verfahren nach [Ned99] eine alternative Vorgehensweise gewéhlt, die auf [Loh88]
zuriickgeht. Anstelle von A(tpy1) = S wird A(tgy1) = Q mit der Matrix Q aus der

QR-Zerlegung (vergleiche Anhang A)
S=QR (3.77)

als Basismatrix gewéahlt. Dadurch ist die Matrix A orthogonal und damit gut kon-
ditioniert. (sieche Abbildung 3.6(c)).

Bei der QR-Zerlegung bleibt der erste Spaltenvektor in seiner Richtung unverandert,
die tibrigen Spaltenvektoren werden jedoch so modifiziert, dass sie zusammen mit
dem ersten eine orthonormale Basis bilden. Daher ist der erste Basisvektor der durch
Q) definierten Basis — und damit die erste Kante des durch die transformierte Darstel-
lung definierten Parallelepipeds — parallel zum ersten Basisvektor der durch S defi-
nierten Basis. Im Interesse einer méglichst geringen Uberapproximation ist es daher
sinnvoll, dafiir zu sorgen, dass dieser erste Basisvektor gerade der lingsten Kante der
tatsdchlichen Zustandsmenge entspricht (vergleiche Abbildung 3.6(d) im Unterschied
zu 3.6(c)). Dies wird in [Ned99] nach dem Vorbild aus [Loh88] durch Umsortierung
der Spalten von S vor der QR-Zerlegung erreicht. Dabei wird die Matrix S unter Be-
riicksichtigung der in [r(tx)] enthaltenen Ausdehnung des Parallelepipeds so umsor-
tiert, dass die Spaltenvektoren der Lénge nach monoton absteigend angeordnet sind.

Damit ist die gesuchte Einschliefung der Zustandsmenge X (txy1) vollstandig be-
rechnet und ein Integrationsschritt abgeschlossen. Der néchste Integrationsschritt
wird analog zur hier beschriebenen Vorgehensweise auf Basis der gerade berechneten
Zustandsmengen durchgefiihrt, sodass die Aufgabe der garantierten Einschliefung
der Losung des betrachteten Differenzialgleichungssystems insgesamt iterativ gelost
werden kann. Ein Beispiel zur LosungseinschlieBung mit dem IHO-Verfahren ist im
Abschnitt 3.4 zu finden.

12Eine schlecht konditionierte Matrix zeichnet sich durch ,,fast linear abhingige“ Spaltenvektoren
aus. Eine solche Matrix kann beispielsweise bereits bei linearen Systemen mit Eigenwerten mit
deutlich unterschiedlichem Realteil auftreten.
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T2 T2
T1 T1
(a) tatséchliche Zustandsmenge (b) A(tpy1) = G
T2 T2
T1 T1
(c) A(tr11) =Q (d) A(tk+1) = Q, QR-Zerlegung

mit Spaltensortierung

Abbildung 3.6: Einfluss der Basismatrix auf die transformierte Mengen-
darstellung im THO-Verfahren
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3.3 LosungseinschlieBung mit Taylor-Modellen
(TM-Verfahren)

Die Losungseinschliefung auf Basis der Taylor-Modelle unterscheidet sich deutlich
von dem im vorigen Abschnitt vorgestellten Intervallverfahren. Den Ausfiihrungen
in diesem Abschnitt liegen analog zu denen des Abschnitts 3.2 Systeme ohne Ein-
gangsgroBen gemif der Gleichung (3.42) zugrunde.

Wiéhrend das IHO-Verfahren auf einer univariaten Taylor-Reihenentwicklung beziig-
lich der Zeit basiert, wird im TM-Verfahren eine mulitvariate Taylor-Reihenentwick-
lung beziiglich der Zeit und der Anfangsbedingungen verwendet, was eine genauere
Beschreibung grofler Zustandsmengen mithilfe des multivariaten Polynomanteils der
Taylor-Modelle ermoglicht (vergleiche Abschnitt 3.1.2). Die LoésungseinschlieBung
mittels Taylor-Modellen wird im Folgenden detailliert erldutert. Eine sehr ausfiihrli-
che Einfithrung mit Beispielen in die LosungseinschlieBung mit Taylor-Modellen ist
auch in [NJNO7] zu finden.

Das Problem der EinschlieBung der Losung des Anfangswertproblems (3.42) wird
iiber eine dquivalente Integralgleichung als Fixpunktproblem formuliert, dessen Lo-
sung im Folgenden erldutert wird. Dabei stellt die einfache Durchfiihrung der Integra-
tion von Taylor-Modellen einen wesentlichen Vorteil gegeniiber dem ITHO-Verfahren
dar. Wie beim IHO-Verfahren wird zur Berechnung von X (¢511) ausschlieflich X (¢)
benotigt, sodass sich die folgenden Ausfithrungen in Anlehnung an [Mak98] und
[Ebl07] auf die Durchfiihrung des k-ten Integrationsschritts beschrianken.

Durch einfache Integration geht das Anfangswertproblem (3.42) in die dquivalente
Integralgleichung

X(t) = X(t) + / FXW)) dt (3.78)
iiber. Mit dem Integraloperator
D{X(t)} := X(ty) +/f (X (") dt’ (3.79)

lasst sich die Integralgleichung (3.78) dann als Fixpunktproblem
D{X(t)} = X(t) (3.80)

darstellen. Der Fixpunkt X™*(t) = ® {X*(¢)} stellt gerade die gesuchte Losung der
Integralgleichung (3.78) und damit auch des Anfangswertproblems (3.42) dar. Die



64 Losungseinschlieffung gewéhnlicher Differenzialgleichungssysteme

Lésung des Fixpunktproblems (3.80) basiert nach [Ebl07] auf dem Banachschen
Fixpunktsatz!'? (siehe auch [BSMMO1]).

Satz 3.3: Banachscher Fixpunktsatz

Sei M eine nichtleere, abgeschlossene Teilmenge eines Banachraums und @ { -}
eine kontrahierende Selbstabbildung von M, das heifit fiir alle x,x € M gelte
mit einem festen 0 < { < 1

[@{z} — @ {z}|| < Cllz—z]. (3.81)
Dann besitzt ® {-} in M genau einen Fixpunkt x*, gegen den die Folge
Tit+1 = P {Jiz} (382)

mit einem beliebigen Startwert xy € M konvergiert.

Aus dem Banachschen Fixpunktsatz ist ersichtlich, dass sich die gesuchte Losungs-
einschlieBung im k-ten Integrationsschritt in Form eines vektoriellen Taylor-Modells

X(tk-H) = T(a, tr + hk) = 'P(CL7 tk+1) + I(tk+1) = ’T(a, tk+1) (3.83)

mittels einer Fixpunktiteration berechnen ldsst. Sind alle Voraussetzungen des Fix-
punktsatzes erfiillt, so kann mit der gegebenen Systemfunktion f(-) aus der Diffe-
renzialgleichung (3.42) und der Losungseinschliefung

X(tk) = T(a,tk) = ’P(a,tk) +I(tk) (384)

durch iterative Anwendung des Integraloperators (3.79) die gesuchte Loésungsein-
schlieBung zum Zeitpunkt tx41 berechnet werden.

Eine in Form eines Intervallvektors gegebene, beliebige Anfangszustandsmenge
X(to) = [z(to)] (3.85)

wird durch das Taylor-Modell

T (a,ty) = Z(to) + diag(W) “a+1[0,0] (3.86)

13Im Gegensatz zur hier dargestellten Formulierung nach [Ebl07] mithilfe des Banachschen Fix-
punktsatzes basiert die urspriingliche Herleitung aus [Mak98] auf dem Schauderschen Fixpunktsatz,
der jedoch nur eine Aussage iiber die Existenz und nicht tiber die Eindeutigkeit eines Fixpunkts
macht.
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(t)
T(CL, tr + hk)
T (a,t
( k) T(a,tk + hm’)
T(av tO)
T €1[0,1] ——
t() tk tk+1 t

Abbildung 3.7: LosungseinschlieBung durch das Taylor-Modell
T(a,ty + hpT) im k-ten Integrationsschritt: Fiir 7 =0 erhdlt man
X(tk) = ’T(a,tk), furr=1 X(thrl) = T(a,tk + hk)

mit Dy = [—1,1] x --- x [-1,1] € IR™ dargestellt. Analog konnen bei Bedarf auch
komplizierter geformte Anfangszustandsmengen durch einen Polynomanteil hoherer
Ordnung dargestellt werden. Daher stellt die im Abschnitt 3.1.2 fiir die Variablen
eines Taylor-Modells vorgenommene Festlegung des Definitionsbereich nach der Glei-
chung (3.19) — wie bereits erwéhnt — fiir die Anwendungen in dieser Arbeit keine
Einschrankung dar. Ausgehend von der gegebenen Anfangszustandsmenge, deren
Ausdehnung durch die Variablen a beschrieben wird, verdndert sich die Zustands-
menge Uber der Zeit nach der durch das nichtlineare Differenzialgleichungssystem
definierten Vorschrift, die fiir ein festes Zeitintervall [ty, tx41] auch als nichtlineare
Transformation interpretiert werden kann.

Die LosungseinschlieBung fiir das im k-ten Integrationsschritt betrachtete Zeitinter-
vall [tg, tg+1] wird durch das Taylor-Modell

T (a,ty + hi7) = 'P(a, tr + hkT) + 7 (3.87)

dargestellt. Der Polynomanteil P(a,ty + hi7) dieses Taylor-Modells beschreibt mit
den Variablen a zu jedem festen Zeitpunkt 7 ndherungsweise das Abbild der Anfangs-
zustandsmenge X (to) unter der durch das nichtlineare Differenzialgleichungssystem
definierten Transformation. Im {iber dem betrachteten Zeitintervall konstanten In-
tervallrest Z, werden samtliche iiber der Zeit anfallenden Rundungsfehler sowie die
Einschlieungen der Restglieder der verwendeten Taylor-Reihen gesammelt. Die Va-
riable 7 kann als skalierte Zeitvariable aufgefasst werden, deren Definitionsbereich —
wie im Abschnitt 3.1.2 bereits erwdhnt — aus Griinden der einfacheren Berechnung
des Intervallrests zu D, = [0, 1] festgelegt wird. Die Schrittweite hy im k-ten Integra-
tionsschritt wird bei der Durchfithrung der Integration berticksichtigt und ist daher
implizit in den jeweiligen Taylor-Modellen enthalten.

Beispielhaft ist die EinschlieBung einer Trajektorienschar x(¢) mit x(t;) € X (t) fiir
t € [tg,tg+1] durch ein Taylor-Modell in der Abbildung 3.7 dargestellt.



66 Losungseinschlieffung gewéhnlicher Differenzialgleichungssysteme

Fiir die Durchfithrung der Integration im k-ten Integrationsschritt wird der Integral-
operator (3.79) fiir das bestimmte Integrationsintervall [tx, tx + hi] mit der Substi-
tution ¢’ = ¢, + hy7 geschrieben als

tr+hi
{7 (a,tx + hg7)} = T (a,ty) + / f (T (a,t)) dt’

tr

— T(a,ty) + h / F(T(aty + her)) dr. (3.88)

Durch diese Vorgehensweise ist die Schrittweite hy implizit in den Koeffizienten des
Polynomanteils sowie im Intervallrest enthalten, und fiir die Integrationsvariable
kann ohne Beschriankung der Allgemeinheit der Definitionsbereich D, = [0, 1] ange-
nommen werden, der fiir die korrekte Berechnung des Intervallrests bekannt sein
muss (vergleiche Abschnitt 3.1.2).

Die meisten Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind fiir den hier
interessierenden Fall des Integraloperators (3.88) und Taylor-Modelle als Mengen-
darstellung unabhéngig vom betrachteten Differenzialgleichungssystem stets erfiillt.
Lediglich die Voraussetzung der Selbstabbildung muss fiir jedes betrachtete Diffe-
renzialgleichungssystem separat erfiillt werden, was jedoch durch einen geeigneten
Algorithmus ohne weitere theoretische Untersuchungen durch den Anwender méglich
ist. Die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes sind im Einzelnen:

Banachraum: Ein Banachraum ist ein vollstdndiger, normierter Raum [BSMMO1].
Im Hinblick auf den Integraloperator (3.88) ist in diesem Zusammenhang der
Raum aller auf ihrem Definitionsbereich D stetig differenzierbaren Funktio-
nen von Interesse, der im Zusammenspiel mit einer geeigneten Norm einen
Banachraum darstellt [Ebl07].

Nichtleere, abgeschlossene Teilmenge M: Die Teilmenge M wird im k-ten In-
tegrationsschritt durch das vektorielles Taylor-Modell T (a, t; + hy7) darge-
stellt (siehe auch Gleichung (3.87)), das eine nichtleere, abgeschlossene Menge
darstellt [Mak98, Ebl07].

Selbstabbildung: Betrachtet man das Taylor-Modell T (a,t; + hy7) als Darstel-
lung der Teilmenge M, dann bildet ® { - } M in sich selbst ab, wenn

O {T (a,tx +hp7)} C T (a,tr + hy1) (3.89)

erfiillt ist. Diese Bedingung muss fiir jeden Anwendungsfall separat durch geeig-
nete Wahl des Taylor-Modells erfiillt werden. Sie ist erfiillt, wenn jedes Element
der linken Funktionenmenge auch Element der rechten Funktionenmenge ist.
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Kontraktion: Der Integraloperator (3.88) stellt in der Tat eine kontrahierende Ab-
bildung dar. Der Beweis dazu ist beispielsweise in [Ebl07] aufgefiihrt.

Insgesamt lasst sich damit feststellen, dass eine LosungseinschlieBung des Anfangs-
wertproblems (3.42) mittels Taylor-Modellen als Losung des dquivalenten Fixpunkt-
problems (3.80) auf Basis des Banachschen Fixpunktsatzes mithilfe des Integralope-
rators (3.88) berechnet werden kann, sofern es gelingt, ein Taylor-Modell zu finden,
dass die Bedingung der Selbstabbildung (3.89) erfiillt.

Die konkrete Berechnung der LésungseinschlieBung X (tx41) wird im folgenden Ab-
schnitt 3.3.1 erldutert. Wie im Abschnitt 3.1.2 bereits angesprochen wurde, wirken
sich sowohl der Dependency-Effekt als auch der Wrapping-Effekt der Intervallarith-
metik nur auf den relativ kleinen Intervallrest der jeweiligen Taylor-Modelle aus,
wahrend der Hauptteil der Zustandsmengen durch den multivariaten Polynoman-
teil beschrieben wird. Fiihrt man die Integration iiber einen ldngeren Zeitraum aus,
so konnen die beiden Effekte dennoch dazu fithren, dass der Intervallrest deutlich
anwéchst und damit einen signifikanten Beitrag zur betrachteten Zustandsmenge
liefert, was die Berechnung einer Losungseinschliefung deutlich erschweren oder gar
verhindern kann. Mit der Prékonditionierung wird im anschliefenden Abschnitt 3.3.2
daher ein Verfahren vorgestellt, mit dem diesem Problem entgegengewirkt werden
kann.

3.3.1 Berechnung der Losungseinschliefung

Analog zum THO-Verfahren geht man im k-ten Integrationsschritt zur Berechnung
von X (t;4+1) nach der Gleichung (3.83) zunéchst von einer gewiinschten Schrittweite
hy aus. Kann die Bedingung der Selbstabbildung (3.89) mit dieser Schrittweite nicht
oder nicht mit vertretbarem Aufwand erfillt werden, so muss die Schrittweite redu-
ziert werden, was — wie auch im Fall des IHO-Verfahrens — bei der Anwendung zur
Zustandsmengenbeobachtung berticksichtigt werden muss (vergleiche Abschnitt 4.1).

Ein Integrationsschritt besteht damit aus den folgenden Teilaufgaben:

Konstruktion des Polynomanteils: Der Polynomanteil P(a,t; + hi7) des Tay-
lor-Modells T (a, ty, + hi7) wird auf Basis der aktuellen Zustandsmenge X (¢)
in Form des Taylor-Modells (3.84) so konstruiert, dass die tatséchlichen Trajek-
torien @ (t) mit x(ty) € X (t) fir ¢ € [tg, tg4+1] durch ein multivariates Taylor-
Polynom der Ordnung ¢ approximiert werden.

TrajektorieneinschlieBung: Der berechnete Polynomanteil wird um einen geeig-
neten Intervallrest zu einem Taylor-Modell T (a,t; + hi7) so erweitert, das
die Bedingung der Selbstabbildung (3.89) erfiillt ist. Das resultierende Taylor-
Modell schliefit die Trajektorienschar @(t) mit x(ty) € X (t) fir ¢ € [tg, txi1]
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vollstandig ein. Zusammen mit der Konstruktion der Polynomanteils ist dieser
Schritt vergleichbar mit dem Algorithmus I des THO-Verfahrens.

Iterative Verbesserung der Einschlieffung: Verbesserung der gefundenen L&-
sungseinschlieBung 7 (a, tx + h7) mithilfe des Banachschen Fixpunktsatzes.

Auswertung der Einschliefung zum Zeitpunkt ¢;: Mit der Berechnung der
gesuchten Folgezustandsmenge X (tx11) = 7 (@, tx+1) wird der k-te Integrati-
onsschritt abgeschlossen. Dieser Schritt ist zusammen mit der vorangegange-
nen iterativen Verbesserung der EinschlieBung dem Algorithmus II des THO-
Verfahrens vergleichbar.

Konstruktion des Polynomanteils

Der erste Schritt zur Berechnung eines Taylor-Modells 7 (a, tx + hy7), das die Lo-
sungsmenge des Anfangswertproblems fiir ¢ € [t,tr + hy] einschliefit, besteht in
der Konstruktion des Polynomanteils P(a,t; + hy7) aus der bekannten Losungs-
einschlieBung 7T (a, ty) zum Zeitpunkt ¢ (sieche Gleichung (3.84)).

In [Ebl07] wird gezeigt, dass das nach der im Folgenden beschriebenen Vorgehenswei-
se konstruierte multivariate Polynom mit dem Taylor-Polynom des Fixpunktes — und
damit mit dem Taylor-Polynom der gesuchten Losung des Differenzialgleichungssys-
tems — bis zur Ordnung ¢ Gibereinstimmt. In diesem ersten Schritt geniigt es, anstelle
des vollstdndigen Taylor-Modells nur den Polynomanteil zu betrachten und den In-
tervallrest zu vernachléssigen, sodass sich die Rechenregeln aus dem Abschnitt 3.1.2
entsprechend vereinfachen.

Analog zur Fixpunktiteration mit dem Integraloperator (3.88) erhélt man den ge-
suchten Polynomanteil durch Anwendung der Fixpunktiteration

1
’Pi+1(a, tr + hkT) = ")(CL7 tk) + hyg / f('PZ(CL, tr + hkT)) dr. (390)
0

Nach [Mak98, Ebl07] werden zur Konstruktion des Taylor-Polynoms der Ordnung ¢
héchstens ¢+ 1 Iterationen benotigt, wobei Py(a,tx + hiT) = a als Anfangspoly-
nom gewéahlt wird. Der gesuchte Fixpunkt wird also nach einer endlichen Anzahl
von Iterationen exakt erreicht, weshalb sich bei nochmaliger Anwendung der Iterati-
onsvorschrift das berechnete Taylor-Polynom nicht mehr &ndert und daher

Pla,ty + hg) = Poy1(a, ty + hiT) (3.91)

gesetzt werden kann.
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TrajektorieneinschlieBung

Im Anschluss an die Berechnung des Polynomanteils P(a, tx + hx7) muss nun ein
geeigneter konstanter Intervallrest Zj so ermittelt werden, dass das Taylor-Modell
T (a,t, + hg7) aus der Gleichung (3.87) die Voraussetzung der Selbstabbildung (3.89)
erfiillt. In dieser Arbeit wird dazu der Ansatz aus [Mak98] verwendet, der im Fol-
genden néher beschrieben wird. In [Ebl07] wird eine alternative Vorgehensweise zur
Ermittlung des Intervallrests vorgeschlagen. Der dabei verwendete komplexere An-
satz soll durch eine geeignetere Konstruktion des Intervallrests eine Einschliefung
mit einer geringeren Anzahl von Iterationen ermdoglichen. Ein Vergleich hat jedoch
gezeigt, dass diese Alternative bei der Anwendung des Verfahrens zur Zustandsmen-
genbeobachtung keine nennenswerten Vorteile bringt. Sie wird daher hier nicht weiter
betrachtet.

Zur Bestimmung des Intervallrests wird ein erster Intervallrest Zj ¢ mithilfe einer
weiteren Fixpunktiteration gemaf

1
Plate + hot) + Tno = Tla,ty) + / F(Playts + hir) +0,0)) dr (3.92)
0

bestimmt. Wie im vorangegangenen Abschnitt bereits festgestellt wurde, dndert sich
dabei der Polynomanteil nicht mehr. Erfillt das Taylor-Modell auf der linken Seite
der Gleichung (3.92) mit ¢ = 0 die Bedingung

1
T (a,ty) + hg / f(’P(a, ti + heT) + Ik,i) dr C P(a,ty + hp7) + T (3.93)
0

so sind alle Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt (vergleiche auch
Bedingung (3.89)). Die Bedingung (3.93) ist einfach zu {iberpriifen, da die Polynom-
anteile der linken und der rechten Seite identisch sind und daher die Uberpriifung
ausschlieflich auf Basis der Intervallreste durchgefithrt werden kann.

Ist die Gleichung (3.93) fiir ¢ = 0 nicht erfiillt, so wird der Intervallrest gemé&s
i = 2Ty o (i=1,... imax) (3.94)

vergrofiert und damit erneut die Bedingung (3.93) tberpriift. Dies wird solange fort-
gesetzt, bis entweder die Bedingung erfiillt ist oder eine maximale Anzahl an Ver-
suchen iiberschritten wurde. Kann die Bedingung nicht erfiillt werden, so ist eine
LosungseinschlieBung des Anfangswertproblems mit der angenommenen Schrittwei-
te hy nicht oder nicht sinnvoll méglich. Analog zum IHO-Verfahren wird dann erneut
versucht, mit einer kleineren Schrittweite eine LésungseinschlieBung zu berechnen,
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bis dies entweder gelingt oder die minimal zuléssige Schrittweite hp,;, unterschritten
wird.

Ist die Bedingung (3.93) fiir ein i* < ipay erfiillt, so stellt das Taylor-Modell
P(a,ty + hpT) + Ty i (3.95)

eine LosungseinschlieBung des betrachteten Anfangswertproblems fiir das Zeitinter-
vall [tg, tr + hi] dar, die — wie im folgenden Abschnitt erlautert wird — noch iterativ
verbessert werden kann.

Iterative Verbesserung der Einschlie3ung

Mit der Erfiillung der Bedingung (3.93) sind nun alle Voraussetzungen des Banach-
schen Fixpunktsatzes erfiillt. Die berechnete LosungseinschlieBung kann nun mithilfe
der Fixpunktiteration mit dem Integraloperator (3.88)

T (a, by, + hyr) = B {T<i—1>(a,tk + hkT)} (=1, 0me) (3.96)
verbessert werden. Ausgehend von der LosungseinschlieSung (3.95)
Pla,tr + ht) + Lo = Pla,tp +hr) + LY = TO(a,tp + hir)  (3.97)

wird diese Iteration solange durchgefiihrt, bis keine signifikante Verbesserung mehr
moglich ist oder eine maximale Anzahl von Iterationen i,y tiberschritten wurde.
Wie bereits erldutert wurde, &ndert sich bei dieser Fixpunktiteration der Polynoman-
teil nicht. Lediglich der Intervallrest wird aufgrund der Selbstabbildungseigenschaft
des Integraloperators (3.88) sukzessive verkleinert.

Auswertung der EinschlieBung zum Zeitpunkt ¢54

Die im vorigen Abschnitt berechnete Losungseinschliefung T(i)(aﬂfk + hiT) stellt
— ahnlich der a-priori-EinschlieSung des THO-Verfahrens — eine EinschlieBung der
zeitkontinuierlichen Trajektorien fiir das gesamte Zeitintervall [ty,t; + hi] dar. Im
Gegensatz zum [HO-Verfahren lasst sich daraus jedoch direkt eine enge Einschlie-
Bung der Losung zum Zeitpunkt ¢51 gewinnen, indem das berechnete Taylor-Modell
an der Stelle 7 = 1 ausgewertet wird:

X(tps1) = T(a,tpr) = T (a ty + her)| . (3.98)

=1

Damit ist der k-te Integrationsschritt abgeschlossen. Die Berechnungen kénnen fiir
den néchsten Integrationssschritt in gleicher Weise wiederholt werden. Zur Vermei-
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dung einer unnotig starken Aufblahung des Intervallrests sollte das berechnete vekto-
rielle Taylor-Modell (3.98) (siehe auch Gleichung (3.83)) vor dem néchsten Integra-
tionsschritt noch wie im folgenden Abschnitt beschrieben prikonditioniert werden.
Ein Beispiel zur Losungseinschliefung mit dem TM-Verfahren ist schliefilich im Ab-
schnitt 3.4 zu finden.

3.3.2 Préakonditionierung

Durch den Polynomanteil der Taylor-Modelle wirken sich der Dependency-Effekt und
der Wrapping-Effekt der Intervallarithmetik nur noch auf den relativ kleinen Inter-
vallrest aus und werden dadurch weitgehend vermieden. Die beiden Effekte knnen
dennoch zu einem unnétig starken Anwachsen des Intervallrests fiithren, insbesonde-
re dann, wenn die Integration iiber einen ldngeren Zeitraum ausgefithrt wird. Ein
zu grofler Intervallrest kann jedoch im Extremfall dazu fithren, dass im néchsten
Integrationsschritt keine Losungseinschliefung mehr berechnet werden kann. Mit
dem Shrink-Wrapping [BMO05] und der Prikonditionierung [MBO05] existieren zwei
unterschiedliche Ansétze zur Losung dieses Problems.

Beim Shrink-Wrapping, das auch in [Ebl07] diskutiert wird, wird aus dem berechne-
ten Taylor-Modell 7 (a, tx+1) ein neues Taylor-Modell T = P mit verschwindendem
Intervallrest so bestimmt, dass die gesamte durch 7T (a, t;+1) beschriebene Zustands-
menge durch P eingeschlossen wird, sodass die Integration mit einem Taylor-Modell
ohne Intervallrest fortgesetzt werden kann. Wie in [Ebl07] ausgefiihrt wird, kann die
Berechnung von T jedoch an mehreren Stellen scheitern und auch im Erfolgsfall eine
moglicherweise groe Uberapproximation der Zustandsmenge 7 (a, s 1) liefern.

Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit das Verfahren der Prakonditionierung ver-
wendet, das stets erfolgreich durchgefiihrt werden kann und im Folgenden genauer
erlautert wird. Bei der Anwendung zur Zustandsmengenbeobachtung weist dieses
Verfahren zudem noch weitere Vorteile auf, die im Abschnitt 4.3.2 erldutert werden.

Ausgangspunkt der folgenden Ausfiihrungen ist die LosungseinschlieBung zum Zeit-
punkt ¢; in Form des Taylor-Modells X (tx) = T (a, ty), fiir die vor dem néchsten
Integrationsschritt eine Prakonditionierung durchgefiihrt werden soll. Die Grundidee
besteht darin, das gegebene Taylor-Modell 7T (a,tx) in ein affines duBeres Taylor-
Modell T,(a,t;) mit verschwindendem Intervallrest und ein inneres Taylor-Modell
T:(a,tx) so aufzuspalten, dass das auflere Taylor-Modell das urspriingliche Taylor-
Modell T (a,t;) vollstindig einschlieBt:

T(a.ty) C (TaoT) (a,ty). (3.99)

Mit anderen Worten bedeutet dies, dass durch T, (a, ;) ein transformiertes Koordi-
natensystem im Zustandsraum definiert wird, beziiglich dessen 7;(a, t) — abgesehen
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von dabei zu beriicksichtigenden Rundungsfehlern und einer méglichen Uberappro-
ximation im Intervallrest — dieselbe Menge beschreibt wie T (a, tx).

Im Gegensatz zu den Variablen a, die zu jedem Zeitpunkt die Ausdehnung der An-
fangszustandsmenge beschreiben und damit eine feste Bedeutung besitzen, haben die
Variablen @ in jedem Zeitschritt eine neue Bedeutung, da sie lediglich die Ausdeh-
nung des gerade betrachteten dufleren Taylor-Modells beschreiben. Im Interesse einer
iibersichtlicheren Darstellung wird hier jedoch auf eine gesonderte Kennzeichnung
des Zeitpunkts — beispielsweise in Form eines Index aj, — verzichtet, zumal die Varia-
blen als Argument des dufleren Taylor-Modells ohnehin immer im Zusammenhang
mit dem konkreten Zeitpunkt ¢; erscheinen und daher keine Verwechslungsgefahr
besteht.

Das innere Taylor-Modell 7T;(a,tx) bleibt im nachsten Integrationsschritt zunéchst
unberiicksichtigt, wird aber nach diesem Integrationsschritt wieder in das Ergebnis
T.(a, trr1) eingesetzt, sodass sich das Taylor-Modell T (a, t1) aus der Verkettung

T(a,tk+1) = Ta (Ti(a7tk),tk+1) (3100)

ergibt. Der néchste Integrationsschritt wird also ausschlieflich auf Basis des au-
Beren Taylor-Modells durchgefiihrt, was als nichtlineare Transformation des durch
T.(a,ty) definierten Koordinatensystems interpretiert werden kann. Am Ende die-
ses Integrationsschritts wird dann das innere Taylor-Modell in das nichtlinear ver-
zerrte Koordinatensystem T, (a,tr11) wieder eingesetzt. Dies ist zuléssig, sofern
T.(a,tx) so berechnet wird, dass es die durch T (a,t;) gegebene Menge vollstan-
dig einschlieBt'*. Ein Beispiel zur Verdeutlichung dieser Vorgehensweise ist im Ab-
schnitt 4.3.1 zu finden. Im Folgenden wird nun erldutert, wie eine geeignete Aufspal-
tung (7T, o T;) (a, ty) von T (a,t;) berechnet werden kann.

Zur Berechnung eines affinen dufleren Taylor-Modells wird zunéchst das urspringli-
che Taylor-Modell in der Form

T (a,ty) = Pla,tr) + Z(tx) = c(tr) + C(tr)a + N (a, tr.) + Z(t) (3.101)

dargestellt, indem der Polynomanteil in den konstanten Anteil ¢(tx), den linearen
Anteil C(t;)a und den nichtlinearen Rest N (a, ;) zerlegt wird. Daraus berechnet
man ein erstes duBeres Taylor-Modell sowie das zugehorige innere Taylor-Modell:

T.(a,ty) = c(ty) + A(ty)a, (3.102)
Ti(a,tr) = A () (Ctr)a + N(a, i) + Z(ty)). (3.103)

14Djes ist leicht einzusehen, wenn man sich klarmacht, dass die Aufspaltung in duBeres und
inneres Taylor-Modell nichts anderes darstellt als eine Variablensubstitution, die bei der folgenden
Integration keine Anderung des Ergebnisses bewirkt. Einen Beweis findet man beispielsweise in
[NJNO7].
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Fiir die Wahl der Basismatrix A(t;) werden in [MB05] mehrere Moglichkeiten disku-
tiert, von denen im Rahmen dieser Arbeit zwei verwendet werden, die in &hnlicher
Weise auch beim IHO-Verfahren zum Einsatz kommen (vergleiche Abschnitt 3.2.2):

A(ty) = C(t): Als Basismatrix wird gerade der lineare Anteil des urspriinglichen
Taylor-Modells verwendet. Dieser Ansatz ist vergleichbar mit der Wahl A = S
im THO-Verfahren. Er erweist sich bei der Anwendung des TM-Verfahrens
zur Zustandsmengenbeobachtung aufgrund der typischerweise recht grolen Zu-
standsmengen als sehr gut geeignet, solange die Matrix C(tx) nicht zu schlecht
konditioniert ist (siche auch Abschnitt 4.3).

A(tr) = Q mit Q aus C(t;) = QR: Als Basismatrix wird die orthogonale Matrix
Q der QR-Zerlegung von C(t;) verwendet, wobei wie im THO-Verfahren eine
zusétzliche Spaltensortierung zum Einsatz kommen sollte.

Da im folgenden Integrationsschritt nur das &ulere Taylor-Modell verwendet werden
soll, muss dieses noch so skaliert werden, dass es das urspriingliche Taylor-Modell
vollstandig einschliefft. Dazu wird mit der WertebereichseinschlieSung

18] = bd(i(a, tk)> (3.104)
eine Skalierungsmatrix

S = diag(mag([8])) (3.105)

bestimmt, mit der sich schliellich die gewiinschte Aufspaltung in &ufleres und inneres
Taylor-Modell geméaf

T.(a,tr) = c(ty) + A(ty) Sa, (3.106)
Ti(a,ty) =S A7 (t) (C(tr)a + N(a, ty) + Z(ty)) (3.107)

berechnen lésst. Durch die Skalierung mit S schliet das duflere Taylor-Modell
T.(a,ty) das urspriingliche Taylor-Modell 7T (a,t;) vollstindig ein. Analog sorgt
die Skalierung mit S~' dafiir, dass das innere Taylor-Modell die Bedingung

bd(T;(a,t)) € [~1,1] x - - x [-1,1] € IR™ (3.108)

erfillt und gleichzeitig die Verkettung 7,(7;) abgesehen von den berticksichtigten
Rundungsfehlern und einer méglichen Uberapproximation im Intervallrest dieselbe
Zustandsmenge beschreibt wie das urspriingliche Taylor-Modell 7.

Der Effekt der Préadkonditionierung lésst sich mit der transformierten Mengendarstel-
lung des THO-Verfahrens vergleichen. Beim ITHO-Verfahren wird die Zustandsmen-
ge zuséatzlich zum reinen Intervallvektor in einem transformierten Koordinatensys-
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tem dargestellt, um die Uberapproximation zu verringern. Durch das dufere Taylor-
Modell wird ebenfalls ein transformiertes Koordinatensystem definiert. Im Gegensatz
zum [THO-Verfahren wird die betrachtete Zustandsmenge beziiglich dieses Koordina-
tensystems jedoch nicht mittels eines Intervallvektors, sondern mittels des inneren
Taylor-Modells beschrieben.

Fiir den Polynomanteil stellt die Prakonditionierung daher lediglich eine Variablen-
substitution dar. Der Intervallrest des urspriinglichen Taylor-Modells wird jedoch
genauso wie der Intervallvektor [r] des IHO-Verfahrens beziiglich des transformier-
ten Koordinatensystems dargestellt. Damit kann eine unnétige Uberapproximation
durch die Priakonditionierung in gleicher Art und Weise vermieden werden wie im
THO-Verfahren.

Das beschriebene Vorgehen wird im Folgenden anhand eines einfachen Beispiels noch-
mals verdeutlicht:

Beispiel 3.4: Prikonditionierung von Taylor-Modellen
Gegeben sei das Taylor-Modell

1 1,2
a; —az — 745 0 1 -1 +as
7 (a)= 4 = 4
(@) <2a1+ 302 + al) (0>+(§ 3 “r +507
——— %,_/ A/—/
=c =N(a)

das in ein duferes und ein inneres Taylor-Modell aufgespalten werden soll.

Mit A = C erhdlt man die Taylor-Modelle
~ 61 52 ~ ay + (11 — la%
T.(a) = 1~ | und Ti(a) = §2
7(11 + 502 as + al + 112

Daraus ergibt sich eine Wertebereichseinschlieffung des inneren Taylor-Modells
und die Skalierungsmatriz zu

) - (4] o (10
bd(ia):< ’11) = :( 11);
-1 %] 0 LU
womit man schliefilich das dufiere sowie das innere Taylor-Modell zu
5~ _ 11~ 4 1 L
Ta<a) — (4a1 - 822) und Z(a) _ ( gal + ga% — ﬁa% )
301+ 1502 Say + Zai + £ad3

erhdlt. Das berechnete dufere Taylor-Modell schliefst das urspringliche Taylor-
Modell T (a) vollstindig ein (vergleiche Abbildung 3.8(a)). Die Uberapprozimati-
on ist teilweise auf den Dependency-Effekt bei der Berechnung der Wertebereichs-
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(a) ohne QR-Zerlegung (b) mit QR-Zerlegung

Abbildung 3.8: Priakonditionierung von Taylor-Modellen

einschlieffung und teilweise auf die Bestimmung des duferen Taylor-Modells mit-

tels einer reinen Skalierung zurickzufihren.

Wahlt man alternativ die Basismatriz zu A = Q mit Q aus

2 1
11 1 2 NG )
2 2 NS 5

so erhdlt man analog das Ergebnis

9, — Ha 5 1 1.2 12

_ 201 — 5ds a1 — Lag+ La? — g

T.(a)=(5< 207 | und Ti(a)=| ° 3 801 — 992
S+ 4 8 2 o 37,
1001 T 1002 2 3

das in der Abbildung 3.8(b) dargestellt ist.

Aus der Abbildung 3.8 ist ersichtlich, dass bei hinreichend gut konditionierter Basis-
matrix auf eine QR-Zerlegung verzichtet werden kann. Obwohl das innere Taylor-
Modell nach dem né#chsten Integrationsschritt wieder beriicksichtigt wird, ist es
fiir die Durchfithrung dieses néchsten Integrationsschritts im Sinne einer geringe-
ren Uberapproximation natiirlich vorteilhaft, wenn das #uBere Taylor-Modell das
urspriingliche Taylor-Modell so wenig wie moglich iiberschétzt.

In der Abbildung 3.8(a) ist zu erkennen, dass auch beim Verzicht auf die QR-
Zerlegung das duflere Taylor-Modell grofler als notig ausfallen kann, was teilweise
auf die Berechnung mittels einer reinen Skalierung und teilweise auf die Uberappro-
ximation bei der Berechnung der Wertebereichseinschlieung zuriickgefiihrt werden
kann. Im Abschnitt 4.3 wird daher eine alternative Vorgehensweise zur Berechnung
eines dufleren Taylor-Modells vorgeschlagen.
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3.4 Vergleich der Verfahren

Mit dem THO-Verfahren und dem TM-Verfahren wurden in diesem Kapitel zwei Ver-
fahren zur garantierten LosungseinschliefSung von Anfangswertproblemen gewo6hnli-
cher Differenzialgleichungssysteme vorgestellt, deren Weiterentwicklung zum Einsatz
im Rahmen der Zustandsmengenbeobachtung im Kapitel 4 beschrieben wird. Zuvor
sollen jedoch in diesem Abschnitt Gemeinsamkeiten und Unterschiede der beiden
Verfahren ndher beleuchtet und mit den Verfahren erzielbare Ergebnisse anhand
eines Beispiels aufgezeigt werden.

Das im Abschnitt 3.2 vorgestellte IHO-Verfahren basiert auf einer Taylor-Reihenent-
wicklung der Losung des Differenzialgleichungssystems (3.42) beztiglich der Zeit. Die
dazu benétigten Taylor-Koeffizienten werden durch Algorithmische Differenziation
gewonnen. Im THO-Verfahren werden Zustandsmengen durch Intervallvektoren be-
schrieben, die zur Verringerung der Uberapproximation auch in einem mitgefiihrten,
transformierten Koordinatensystem dargestellt werden.

Aufgrund der Eigenschaften der Intervallarithmetik sowie dem Dependency- und
dem Wrapping-Effekt ist — insbesondere im Fall einer groflen Anfangszustandsmen-
ge — eine nicht unerhebliche Uberapproximation der tatséichlichen Zustandsmengen
zu erwarten. Dies ist vor allem darauf zuriickzufiithren, dass die bei nichtlinearen
Differenzialgleichungssystemen im Allgemeinen nichtkonvexen Lésungsmengen in je-
dem Zeitschritt durch konvexe Mengendarstellungen in Form von Parallelepipeden
eingeschlossen werden miissen.

Eine weitere Ursache der Uberapproximation ist die durch den Dependency-Effekt
bedingte Uberschitzung der durch Algorithmische Differenziation in Intervallarith-
metik berechneten Einschliefungen der Taylor-Koeffizienten. Die Ausdriicke zur Be-
rechnung der Ableitungen enthalten — wie auch oft bei analytisch berechneten Ablei-
tungen festzustellen ist — im Allgemeinen eine Variable mehrmals und sind dement-
sprechend anféllig fiir den Dependency-Effekt. Insbesondere bei der Wahl grofler Inte-
grationsschrittweiten stellt die a-priori-EinschlieSung eine grofie Zustandsmenge dar.
In diesem Fall ist zu erwarten, dass auch die Einschliefung des Taylor-Reihenrests
relativ grof} ist, da sie direkt mithilfe der a-priori-EinschlieSung berechnet wird.

Ein Vorteil des IHO-Verfahrens ist in der — relativ zum TM-Verfahren — geringen
Rechenzeit zu sehen (siehe auch Beispiel 3.5 weiter unten in diesem Abschnitt). Der
Rechenaufwand im Vergleich zu klassischen reellwertigen Simulationsverfahren ist
zwar deutlich hoher, jedoch darf dabei nicht iibersehen werden, dass mit den hier
vorgestellten EinschlieBungsverfahren in einem Durchlauf garantierte Schranken fiir
die Losungsmengen berechnet werden, wahrend klassische Simulationsverfahren nur
mit einer groferen Anzahl von Simulationsdurchléufen eine Approximation dieser
Losungsmengen berechnen kénnen.
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Das TM-Verfahren verwendet mit den Taylor-Modellen als Kombination aus mul-
tivariatem Polynomanteil und Intervallrest eine Mischung von analytischen Berech-
nungen &hnlich zu manuellen Berechnungen und numerischen Berechnungen dhn-
lich denen des IHO-Verfahrens. Die Losungseinschlieung basiert auf einer Taylor-
Reihenentwicklung beziiglich der Zeit und der Anfangsbedingungen, die hauptséch-
lich durch den Polynomanteil der verwendeten Taylor-Modelle dargestellt werden.
Dadurch kénnen die Abhéngigkeiten zwischen einzelnen Variablen im Wesentlichen
berticksichtigt werden, was den Dependency-Effekt der Intervallarithmetik deutlich
entscharft. Dartiber hinaus erméglichen die Taylor-Modelle die Darstellung nichtkon-
vexer Mengen, wodurch auch der Wrapping-Effekt einen deutlich geringeren Einfluss
auf die Ergebnisse hat.

Beide Verfahren liefern eine garantierte EinschlieBung der Losungsmenge und bein-
halten durch die Validierung implizit einen mathematischen Beweis der Existenz und
der Eindeutigkeit der Losung des gegebenen Anfangswertproblems. Im Gegensatz
zum ITHO-Verfahren, dessen Validierungsschritt lediglich auf einem reinen Intervall-
vektor beruht, werden im TM-Verfahren auch zur Validierung bereits Taylor-Modelle
eingesetzt, was auch fiir die EinschlieBung des Restglieds vorteilhaft ist und erwarten
ldsst, dass die gewlinschte Einschliefung auch fiir gréfiere Integrationsschrittweiten
noch erfolgreich durchgefithrt werden kann. Insgesamt ist daher zu erwarten, dass
das TM-Verfahren bei ansonsten gleichen Bedingungen deutlich engere Einschlieun-
gen liefern kann als das THO-Verfahren.

Allerdings erfordern die Berechnungen mit Taylor-Modellen die effiziente Bearbei-
tung und Speicherung des moglicherweise umfangreichen Polynomanteils. Im Ver-
gleich zum IHO-Verfahren ist also aufgrund der Datenstrukturen eine deutlich gro-
Bere Rechenzeit und ebenso ein héherer Speicherbedarf zu erwarten. Durch geeignete
Mafinahmen wie eine Prakonditionierung muss zudem sichergestellt werden, dass der
Intervallrest liber einen moglichst langen Zeitraum hinreichend klein bleibt, damit
die auftretenden Zustandsmengen im Wesentlichen durch den Polynomanteil repra-
sentiert werden. Nur dann kénnen die Taylor-Modelle ihre Stéarken auch tatséchlich
ausspielen.

In [LSO7b] wird ein interessanter Ansatz zur Kombination des IHO-Verfahrens mit
Taylor-Modellen vorgestellt, der sich jedoch stark am IHO-Verfahren orientiert: Der
Algorithmus I wird unveréndert iibernommen, und auch der Alorithmus II ist weit-
gehend identisch mit dem des THO-Verfahrens. Zur Beschreibung der rdumlichen
Ausdehnung der Zustandsmengen werden allerdings Taylor-Modelle anstelle von In-
tervallvektoren verwendet, wodurch eine bessere Beschreibung der auftretenden Men-
gen moglich ist. Das deutlich bessere Validierungsverfahren als ein wesentlicher Vor-
teil des TM-Verfahrens kann dabei jedoch nicht ausgenutzt werden. Die mit diesem
Verfahren erzielbaren Einschlieungen sind erwartungsgemaf besser als die des THO-
Verfahrens, was in [LS07b] anhand verschiedener Simulationsbeispiele verdeutlicht
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wird. Leider unterbleibt jedoch der Vergleich mit dem EinschlieSungsverfahren auf
Basis der Taylor-Modelle, die aufgrund des besseren Validierungsverfahrens noch
bessere Ergebnisse erwarten lassen.

Im Folgenden werden die beiden Verfahren dieser Arbeit anhand eines einfachen
Beispiels gegeniibergestellt, das auch in [NJNO7] zur Einfithrung in die Lésungsein-
schlieSung mit Taylor-Modellen verwendet wird.

Beispiel 3.5: Losungseinschlieung mit dem IHO- und dem TM-Verfahren

Betrachtet wird das nichtlineare, autonome Differenzialgleichungssystem

.’i?l = I, ZjSQ = 3?%
mit einer relativ kleinen Anfangszustandsmenge X1(0) sowie einer etwas grofie-
ren Anfangszustandsmenge Xo(0):

0= (o) - (1),

1
—1+ 5502

100° ~ 100

19 21 1

19 21 1+ L

a0 = (LB, ) = (L),
(-3~ 0] 1+ 5502

Fiir diese beiden Anfangswertprobleme wurden Lésungseinschlieffungen mit dem
IHO- und dem TM-Verfahren sowie zum Vergleich eine mithilfe des MATLAB-
Standardsimulationsverfahrens ode45'® punktweise bestimmte Niherung der tat-

sdachlichen Ldsungsmenge berechnet, die in der Abbildung 3.9 fir t = kT mit

T= % sund k=0,1,...,12 dargestellt sind.

Fiir beide Einschlieffungsverfahren wurde die Ordnung zu £ =9 gewdhlt. Die
Schrittweite betrug beim IHO- Verfahren in beiden Fallen konstant h = 50 ms. Mit
dem TM-Verfahren konnte in beiden Fallen eine deutlich gréfiere Schrittweite von
h = 0,5 s verwendet werden. Zum Vergleich: Die durch die automatische Schritt-
weitensteuerung des oded5-Simulationsverfahrens gewdhlten Schrittweiten lagen
fiir eine vorgegebene absolute und relative Toleranz von 102 im Bereich zwischen
h =50 ms und h = 150 ms. Die bendtigten Rechenzeiten aller Verfahren sind in
der Tabelle 3.1 zusammengestellt.

Es ist zu erkennen, dass das TM-Verfahren in beiden Faillen bei deutlich grofierer
Rechenzeit deutlich bessere Finschlieffungen liefert als das IHO-Verfahren, wel-
ches im Fall der grifieren Anfangsmenge rasch unbrauchbar grofie EinschliefSun-
gen berechnet. Dies fiihrt bereits nach wenigen Schritten zum Abbruch der Integra-
tion aufgrund eines fehlgeschlagenen Validierungssschritts. Durch eine Erhohung

15Das MATLAB-Simulationsverfahren ode45 ist ein eingebettetes Runge-Kutta-Verfahren vom Typ
RK5(4) mit automatischer Schrittweitensteuerung, das auf [DP80] zuriickgeht (siehe auch [Mat10]).
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Abbildung 3.9: IHO-Verfahren und TM-Verfahren im Vergleich
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Rechenzeit pro 1 s Simulationszeit

Verfahren kleine Anfangsmenge groflere Anfangsmenge
IHO-Verfahren 12 ms 29 ms
TM-Verfahren 360 ms 595 ms
ode45 (80 Durchldufe) 67 ms 67 ms

Tabelle 3.1: Vergleich der Rechenzeiten'® fiir das Beispiel 3.5.

der Ordnung kénnten die Ergebnisse geringfiigig verbessert werden. Das wesent-
liche Problem sind jedoch die grofen Uberapproximationen durch die konvere
Mengendarstellung, die unabhdngig von der gewdhlten Ordnung bestehen bleiben.

Auch das TM-Verfahren ldsst im Fall der grofieren Anfangsmenge gegen Ende des
betrachteten Integrationsintervalls eine deutliche Zunahme des Intervallrests er-
kennen, die im weiteren Verlauf ebenfalls einen Abbruch der Integration erzwingt.
Durch eine Erhéhung der Ordnung oder eine Verringerung der Integrationsschritt-
weite kénnte der Intervallrest iiber einen moch lingeren Zeitraum sehr klein ge-
halten werden. Im Fall der kleinen Anfangsmenge sind die Uberschétzungen des
IHO-Verfahrens ebenfalls deutlich zu erkennen, wihrend das TM-Verfahren prak-
tisch keine Uberschitzungen zeigt.

Diese Ergebnisse bestétigen die Erwartungen aufgrund der weiter oben angestellten
theoretischen Uberlegungen. Bei der Anwendung der Verfahren zur Zustandsmengen-
beobachtung ist zu erwarten, dass die hier — insbesondere bei der Verwendung des
IHO-Verfahrens — festzustellende Uberschitzung der tatsichlichen Zustandsmenge
durch den Korrekturschritt nicht so weitreichende negative Folgen hat, wie anhand
der Abbildung 3.9 zu befiirchten wére (vergleiche das folgende Kapitel 4).

16 Alle Berechnungen wurden auf einem PC mit AMD Athlon64 3200+ CPU und 1GB Arbeitsspei-
cher unter Windows XP (32bit) durchgefiihrt. Dabei wurden die im Rahmen dieser Arbeit entstan-
denen, eigenen C++-Implementierungen des IHO- und des TM-Verfahrens verwendet. Die Simula-
tionen mit dem ode45-Verfahren wurden unter MATLAB Release 2007a durchgefiihrt.



Kapitel 4

Zustandsmengenbeobachtung
nichtlinearer Systeme

Das Ziel der bekannten klassischen Beobachterkonzepte wie dem Luenberger-Beob-
achter oder dem Kalman-Filter ist die Rekonstruktion eines einzigen Systemzustands,
der auf Basis eines Zustandsraummodells und der verfiigharen Messinformationen
den tatséchlichen Systemzustand moglichst gut représentiert. Im Gegensatz dazu
wird bei der Zustandsmengenbeobachtung eine ganze Menge von Zustdnden be-
stimmt, die alle sowohl mit dem Systemmodell als auch mit den Messinformationen
einschliefllich etwaiger Unsicherheiten konsistenten Zusténde garantiert enthélt und
moglichst wenig tiberschétzt.

Wiéhrend im Fall linearer Systeme diese Zustandsmenge zumindest theoretisch noch
exakt berechnet werden kann (siehe beispielsweise [P1la07]), ist dies im Fall nichtlinea-
rer Systeme im Allgemeinen nicht mehr méglich. Die dort zu behandelnden Zustands-
mengen sind tiblicherweise nichtkonvex oder sogar nicht zusammenhéngend und miis-
sen daher durch geeignete, im Rechner mit vertretbarem Aufwand darstellbare Be-
schreibungsformen eingeschlossen werden. Der im Rahmen dieser Arbeit verfolgte
Ansatz zur Zustandsmengenbeobachtung basiert daher auf den im Kapitel 3 vorge-
stellten validierenden EinschlieBungsverfahren fiir nichtlineare Differenzialgleichungs-
systeme. In diesem Kapitel werden die vorgestellten Verfahren auf Systeme mit unsi-
cheren Eingangsgrofien erweitert und um geeignete Korrekturschritte zur Berticksich-
tigung der gemessenen Ausgangsgroffen ergédnzt. Den folgenden Ausfithrungen liegt
das unsichere nichtlineare Zustandsraummodell aus der Definition 2.21 zugrunde.

Im Abschnitt 4.1 wird zunéchst der generelle Ablauf der Zustandsmengenbeobach-
tung erlautert. Anschlieffend werden in den Abschnitten 4.2 und 4.3 Zustandsmen-
genbeobachter auf Basis des THO-Verfahrens beziehungsweise des TM-Verfahrens
detailliert erldutert und im Abschnitt 4.4 verglichen. Die wesentlichen Punkte dieses
Kapitels werden schliellich im Abschnitt 4.5 nochmals kurz zusammengefasst.
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4.1 Ablauf der Zustandsmengenbeobachtung

Die Zustandsmengenbeobachtung zeitkontinuierlicher nichtlinearer Systeme wird in
dieser Arbeit nach dem klassischen Schema in den zwei Teilschritten Pradiktion und
Korrektur durchgefithrt. Mithilfe eines der im Kapitel 3 vorgestellten Verfahren zur
garantierten Losungseinschliefung nichtlinearer Differenzialgleichungssysteme wird
im Pradiktionsschritt ausgehend von der Menge moglicher Zusténde zum aktuellen
Zeitpunkt X (t) auf Basis des unsicherheitsbehafteten Zustandsraummodells aus
der Definition 2.21 sowie der ebenfalls unsicherheitsbehafteten Eingangsgrofie U ()
eine Menge moglicher Folgezustinde prédiziert. Die dabei verwendete Ordnung /¢
des Einschliefungsverfahrens wird in dieser Arbeit auch als Beobachterordnung be-
zeichnet. Sie ist nicht zu verwechseln mit der Ordnung n des zugrunde liegenden
Systemmodells. Der anschlieBende Korrekturschritt besteht dann in der Einschlie-
Bung der Schnittmenge der pridizierten Zustandsmenge und der durch die neuen
Messinformationen gegebenen Messzustandsmenge.

Die Anfangszustandsmenge X (tg) = [xo] € IR™ wird in dieser Arbeit als Intervall-
vektor angenommen. Prinzipiell kénnen jedoch bei Bedarf ohne weiteres auch andere
Anfangszustandsmengen verwendet werden, wie sie beispielsweise auch in den weite-
ren Zeitschritten der Zustandsmengenbeobachtung auftreten. In jedem Fall muss die
Anfangszustandsmenge so gewéhlt werden, dass sie den unbekannten, tatsdchlichen
Anfangszustand des Systems garantiert enthélt. Fiir den Beobachter auf Basis des
THO-Verfahrens (IHO-Beobachter) kann die Anfangszustandsmenge direkt mittels
Intervallvektoren angegeben werden (vergleiche Gleichung (3.43a)), fiir den Beob-
achter auf Basis des TM-Verfahrens (TM-Beobachter) wird die Anfangszustands-
menge durch ein Taylor-Modell dargestellt (siehe auch Gleichung (3.86)), wobei die
zugehorigen Variablen mit a, bezeichnet werden:

X(to) = [zo] N (@0 + I, (o] — 30)) (4.1a)

=T (ag) =20+ diag<w([;co])> Q. (4.1b)

Bei der Zustandsmengenbeobachtung kénnen sowohl die Eingangsgrofien u(t) € RP
wie auch die implizit in der Systemfunktion f(-) enthaltenen Parameter z € R” mit
unbekannten, aber beschrinkten Unsicherheiten behaftet sein. Deren Schranken sind
so zu bestimmen, dass die resultierenden Eingangsmengen U (¢;) und Parameterwer-
temengen Z die tatsédchlichen Werte garantiert enthalten. Ist diese Voraussetzung
nicht erfiillt, so kann die Zustandsmengenbeobachtung eine leere Zustandsmenge
ergeben, die eine Inkonsistenz anzeigt, obwohl das zugehorige Modell prinzipiell kor-
rekt ist. Zu kleine Unsicherheitsschranken miissen daher in jedem Fall vermieden
werden.
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Fir die Eingangsgrofien werden in dieser Arbeit konstante Schranken Aw der Unsi-
cherheiten als bekannt angenommen, aus denen der Intervall-Eingangsvektor bezie-
hungsweise das Eingangs-Taylor-Modell mit den Variablen a,, geméaf3

U(tr) = [u(ty) — Au,u(ty) + Au] = u(ty) + Au - ay = T (aqy) (4.2)

gebildet wird. Der Intervall-Eingangsvektor wird also als symmetrisch beziiglich der
EingangsgroBen w(t;) angenommen. Falls notwendig, kénnen jedoch ohne weiteres
auch unsymmetrische Schranken verwendet werden.

Des Weiteren wird in dieser Arbeit vorausgesetzt, dass sich der zeitkontinuierliche
Verlauf w(t) fiir das Zeitintervall [¢x, tx41] in einen konstanten Eingangsmengenvek-
tor U(ty) einschlieBen ldsst (siehe Gleichung (2.7) und Abbildung 2.2). Im Vergleich
zur klassischen Annahme stiickweise konstanter Eingangsgrofien stellt diese Voraus-
setzung weniger strenge Anforderungen, da sie durch eine geeignete Wahl von Awu
auch fiir nicht konstante Eingangsgrofen w(t) stets erreicht werden kann.

Damit kénnen fiir einen Integrationsschritt die Eingangsgroflen als konstante Terme
in der Systemfunktion analog zu den Modellparametern behandelt werden. Die kon-
stanten unsicheren Parameter des Zustandsraummodells werden ebenfalls in Form
von Intervallen beziehungsweie Taylor-Modellen mit den Variablen a, beschrieben:

Z=[z]=|22z]=2+ diag(w(éz])> a, =T (ay). (4.3)

Die im Pridiktionsschritt berechnete pradizierte Zustandsmenge X, (¢x+1) enthélt
somit garantiert alle Zustidnde, die unter Beriicksichtigung der Unsicherheiten kon-
sistent mit dem Systemmodell sowie aufgrund der Beobachterstruktur mit allen bis-
herigen Informationen tber die Ein- und Ausgangsgrofien sind. Alle auftretenden
Zustandsmengen werden beim IHO-Beobachter durch reine Intervallvektoren sowie
Intervallvektoren beziiglich eines transformierten Koordinatensystems und beim TM-
Beobachter mittels Taylor-Modellen beschrieben (vergleiche Abschnitte 3.2 und 3.3).

Im folgenden Korrekturschritt werden dann die neuen Messinformationen der Aus-
gangsgroBen y(tg4+1) zur Korrektur der Zustandsmenge herangezogen. Im Gegensatz
zu den klassischen Beobachterkonzepten, bei denen die Abweichung zwischen pradi-
zierten und gemessenen Ausgangsgrofien durch eine Riickfithrung quasi ausgeregelt
wird!, basiert der Korrekturschritt der Zustandsmengenbeobachtung auf der Bildung
einer Schnittmenge. Aus den unsicheren neuen Messinformationen Y(tx1), die als

IDie im Abschnitt 2.3 erwihnten Intervallbeobachter aus [PQEH02, PSET06] weisen ebenfalls
eine Riickkopplung auf und kénnen damit als Erweiterung des Luenberger-Beobachters fiir Intervalle
aufgefasst werden. Sie sind jedoch nicht zur konsistenzbasierten Fehlerdiagnose anwendbar und
diirfen nicht mit den Zustandsmengenbeobachtern im Sinne dieser Arbeit verwechselt werden.
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Intervall-Messvektor

V(tit1) = [Y(trs1) — Ay, y(trey1) + Ayl (4.4)

mithilfe der als bekannt vorausgesetzten Schranken Ay fiir die Messunsicherheiten
dargestellt werden, wird zunéchst eine Menge von Zustédnden Xy, (tx+1) bestimmt,
die mit der Messung konsistent sind. Fiir die in dieser Arbeit betrachteten Systeme
nach der Definition 2.21 ergibt sich diese Messmenge zu

V(tps1)

[700700

Xm(tk+1) == ( ]) = [mm(tk-‘rl)] . (45)

Der Durchschnitt der pradizierten Menge X, (tx+1) und der Messmenge Xy, (tk+1)
enthélt schliellich alle Zustédnde, die — wie die prédizierte Menge — konsistent mit
dem unsicheren Systemmodell sowie den unsicheren Eingangsgréfien und gleichzei-
tig — wie die Messmenge — mit den Messinformationen iiber die Ausgangsgrofien
sind. Es sei darauf hingewiesen, dass es in jedem Fall sinnvoll ist, die Anfangszu-
standsmenge X (to) vor dem ersten Pradiktionsschritt zu korrigieren. Aufgrund der
Systemdarstellung in Sensorkoordinaten (vergleiche Definition 2.21) kann diese Kor-
rektur durch eine einfache Schnittoperation mit Xy, (¢o) erfolgen.

Im Allgemeinen kann die Schnittmenge X, N Ay, nicht exakt dargestellt werden,
sodass sie in eine geeignete darstellbare Menge mit méglichst geringer Uberapproxi-
mation eingeschlossen werden muss:

X (tpg1) 2 Xp(tpsr) N X (tr)- (4.6)

Eine leere Schnittmenge zeigt eine Inkonsistenz an und kann damit zur Fehlerdiag-
nose herangezogen werden (siehe Kapitel 5).

Das Prinzip der Préadiktion und anschliefenden Korrektur durch Schnittmengenbil-
dung wurde bereits im Kapitel 2 anhand eines einfachen Beispiels in der Abbil-
dung 2.1 verdeutlicht. Die Zustandsmenge X (t5+1) stellt dann den Ausgangspunkt
fiir den néchsten Zeitschritt dar.

Da der Pradiktionsschritt auf einer zeitkontinuierlichen Systembeschreibung basiert,
muss die Schrittweite hy = t5+1 — ¢ nicht zwingend konstant sein, wie dies iiblicher-
weise bei einer zeitdiskreten Betrachtungsweise der Fall ist. Die Schrittweite kann
also auch wéhrend der Zustandsmengenbeobachtung geeignet so angepasst werden,
dass sich die Anforderung eines stiickweise konstanten Eingangsmengenvektors ohne
zu grofle Unsicherheitsschranken Aw erfiillen l&sst.

Andererseits ist natiirlich die Schrittweite so zu wéhlen, dass gerade die Zeitpunk-
te, zu denen Messinformationen iiber die Ausgangsgrofien vorliegen, beriicksichtigt
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werden. Dies bedeutet auch, dass der Ausfall eines oder mehrerer Messwerte der
Ausgangsgrofien ohne weiteres toleriert werden kann, solange durch die ausbleiben-
de Korrektur die Zustandsmenge nicht zu stark anwéchst.

Wie im Kapitel 3 angesprochen wurde, kann es sowohl im THO-Verfahren als auch
im TM-Verfahren vorkommen, dass die vorgegebene Integrationsschrittweite nicht
eingehalten werden kann, sondern aufgrund einer fehlgeschlagenen Validierung redu-
ziert werden muss. In diesem Fall wird die Integration einfach mit einer entsprechend
kleineren Schrittweite so lange fortgesetzt, bis der gewiinschte Folgezeitpunkt tx1
erreicht ist.

Prinzipiell kann auch ein eventueller Abbruch der Verfahren aufgrund der Unter-
schreitung der minimal zuléssigen Schrittweite nach wiederholt fehlgeschlagener Va-
lidierung nicht vollstédndig ausgeschlossen werden. Geht man davon aus, dass das
betrachtete Differenzialgleichungssystem — wie praktisch alle Differenzialgleichungs-
systeme als Modelle real existierender, technischer Systeme — eine eindeutige Losung
besitzt, so kann dies jedoch nur im Fall zu grofler Zustandsmengen auftreten. Zu
grofle Zustandsmengen werden in den meisten Féllen durch den Korrekturschritt
verhindert.

Tritt trotz allem ein Abbruch des Verfahrens auf, so kann dies als Hinweis auf unge-
eignete beziechungsweise zu selten vorliegende Messgroflen oder zu grofie Mess- oder
Modellunsicherheiten interpretiert werden. Abhilfe kann — insbesondere im Fall stei-
fer Systeme — auch die Verwendung einer kleineren minimalen Schrittweite schaffen.

Die in der Literatur zu findenden Intervallalgorithmen zur Zustandsmengenbeob-
achtung verwenden sehr haufig Bisektionsverfahren fiir den Korrekturschritt (siehe
beispielsweise [JKDWO01, KRAHO06, Rau08]). Dabei wird die betrachtete Zustands-
menge zur Verringerung der Uberapproximation in mehrere kleine Teilmengen auf-
gespalten, die getrennt voneinander behandelt werden.

Dieser Ansatz fithrt zwar mdéglicherweise zu besseren Ergebnissen, bedeutet jedoch
unter Umsténden — insbesondere bei Systemen hoherer Ordnung — auch einen ex-
trem hohen Rechenaufwand. Aus diesem Grund werden im Rahmen dieser Arbeit
die betrachteten Zustandsmengen nicht unterteilt. Durch die Verwendung geeigneter
Mengendarstellungen und angepasster Verfahren kénnen trotzdem sehr gute Ergeb-
nisse bei deutlich geringerem Rechenaufwand erzielt werden.

In den folgenden Abschnitten wird nun die konkrete Durchfithrung der Zustandsmen-
genbeobachtung auf Basis des IHO-Verfahrens sowie auf Basis des TM-Verfahrens
detailliert erlautert.
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4.2 Beobachter auf Basis des IHO-Verfahrens
(IHO-Beobachter)

Das im Abschnitt 3.2 vorgestellte THO-Verfahren berechnet in jedem Zeitschritt
zundchst im Algorithmus I (Validierung) eine a-priori-Einschliefung X ([tx, tk+1])
(siche Abschnitt 3.2.1). Dieser Validierungsschritt wird fiir die Zustandsmengen-
beobachtung unverédndert iibernommen. Die anschlieende Berechnung der engen
LosungseinschlieBung X (tx1) basiert auf einem Pradiktor-Korrektor-Ansatz (siehe
Abschnitt 3.2.2). Diese Pradiktor-Korrektor-Struktur l4sst sich sehr gut zum Zweck
der Zustandsmengenbeobachtung modifizieren, indem der Pradiktor fiir den Pradik-
tionsschritt der Zustandsmengenbeobachtung und der Korrektor fiir den Korrektur-
schritt herangezogen wird. Dabei werden bei der Losung des Intervallgleichungssys-
tems (3.64) im Korrektor direkt die unsicheren neuen Messinformationen beziehungs-
weise die Messmenge aus der Gleichung (4.5) beriicksichtigt. Die einzelnen Schritte
werden im Folgenden detailliert erlautert und sind in der Abbildung 4.1 beispielhaft
dargestellt.

4.2.1 Pradiktion einer Losungsmenge

Der Pradiktor des IHO-Verfahrens berechnet eine préadizierte Losungsmenge mithil-
fe der expliziten Gleichung (3.59), aus der, wie im Abschnitt 3.2 erldutert, jedoch
nur ein reiner Intervallvektor pradiziert wird, wahrend die transformierte Mengen-
darstellung des THO-Verfahrens erst im Korrektor berechnet wird. Um die neuen
Messinformationen Y(tg41) voll ausnutzen zu konnen, miissen hier jedoch bereits im
Pradiktionsschritt beide Mengendarstellungen bestimmt werden. Wird in der Pradik-
tion nur der reine Intervallvektor (@, (tx+1)] berechnet, so kann beim anschlieBenden
Schnitt mit der Messmenge [, (tr+1)] keine Verbesserung in den nicht messbaren
Zustandsgrofen erzielt werden. Préadiziert man jedoch zusétzlich eine transformierte
Darstellung Zp, (tg+1) + Ap(tp+1) [7p(tk+1)] der Zustandsmenge, so fithrt der Schnitt
zusétzlich zu einer Verbesserung in den nicht messbaren Zustandsgrofien (siehe Ab-
bildung 4.2 und Abschnitt 4.2.2).

Mit den Abkiirzungen aus den Gleichungen (3.60) lédsst sich die Gleichung (3.59)
schreiben als

Xy (tet1) = [s]+ [S] (X (t) — B(tr)) + h ([ (b tea])]), - (4.7)

Wie bereits erlautert wurde, ergibt sich die pradizierte Menge also aus einer Néhe-
rungslosung [s] auf Basis des Mittelpunkts Z(t;) der aktuellen Zustandsmenge X (t)
sowie der zusétzlichen Berticksichtigung der Ausdehnung der aktuellen Zustandsmen-
ge und des Restglieds. Wahrend das IHO-Verfahren nach [Ned99] fur X (¢) an dieser
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Abbildung 4.1: Ablauf eines Zeitschritts des IHO-Beobachters
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(a) Pradiktion mit reinem Intervallvek- (b) Pradiktion mit zusétzlicher trans-
tor: keine Verbesserung in nicht formierter Darstellung: Verbesse-
messbaren Zustandsgrofien rung in den nicht messbaren Zu-

standsgrofien moglich

Abbildung 4.2: Vorteil der zusétzlich berechneten transformierten Dar-
stellung aus der Pradiktion fiir den Korrekturschritt

Stelle ausschliefllich die transformierte Mengendarstellung Z(t) + A(tx) [r(tx)] ver-
wendet (vergleiche Abschnitt 3.2.2), werden hier ebenfalls beide Mengendarstellun-
gen berticksichtigt, sodass sich der Intervallvektor [@,(tx41)] der pradizierten Menge

Ko (tir1) = [@p(tr)] O @oltirn) + Ap(tirn) [rp(tisn)]) (48)

in Analogie zur Gleichung (3.62) geméi8
[@p(trr1)] = ([s] + ((1S1A() [P N (8] ([ (te)] - & (1)) )

+htt <[fﬂ([tk,tk+ﬂ)]>u+1> N [z ((th tria])]  (4.9)

berechnen lésst. Der zusétzliche Schnitt mit der a-priori-Einschliefung [m ([tk, tkﬂ})]
aus dem Validierungsschritt bedeutet sehr wenig zuséatzlichen Rechenaufwand und
stellt sicher, dass die enge Losungseinschliefung nicht iber die a-priori-Einschliefung
hinausragen kann. Dies kann gegebenenfalls eine Verbesserung der berechneten Ein-
schlieBung bedeuten und ist zuléssig, da die a-priori-EinschlieBung ebenfalls garan-
tiert die tatsédchliche Losungsmenge enthalt.

Damit ist auch bereits das Element &, (¢x41) der transformierten Mengendarstellung
bekannt. Mit der noch geeignet zu wihlenden Basismatrix Ap(fx11) erhélt man
ahnlich wie im Korrektor aus dem Abschnitt 3.2.2 den Intervallvektor [rp(t5+1)] aus
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einem Vergleich der Gleichungen (4.7) und (4.8):

[ (1)) = [Ap " (te41)] ([s] +hyt (lz(testis])]), 00 — ap(151c4r1)>
+ (145 (te)] (S1 A@RD) ()]0
([A5 (tes)] [S]) ([2(ta)] — B(t0)) ). (4.10)

Dabei stellt [A7 "(tk+1)] eine EinschlieBung der inversen Basismatrix Al Y(tpy1) dar
(siche Anhang C.1).

Wie im Abschnitt 3.2.2 erlautert wurde, wird im THO-Verfahren nach [Ned99] zur
Bestimmung der Basismatrix stets eine QR-Zerlegung mit Spaltensortierung durch-
gefithrt. Dieser Ansatz hat seine Berechtigung bei der Anwendung des Verfahrens zur
garantierten Simulation eines Differenzialgleichungssystems, bei dem die Anfangszu-
standsmenge typischerweise sehr klein ist und die Ausdehnung der Zustandsmengen
im Wesentlichen durch die tiber der Zeit akkumulierten Rundungsfehler und Rest-
glieder bedingt ist.

Bei der Anwendung des Verfahrens zur Zustandsmengenbeobachtung ist die Zu-
standsmenge X' (t;) — im Vergleich zu den in einem Schritt hinzukommenden Ein-
schlieBungen der Rundungsfehler und des Restglieds — typischerweise sehr grof. In
diesem Fall wiirde eine QR-Zerlegung in jedem Schritt eine unnétig groie Uberap-
proximation bewirken.

Aus diesem Grund wird in dieser Arbeit die Basismatrix Ap(tx41) in Anlehnung an
[Loh88] zunéchst aus der Mittelpunktsmatrix B mit

[B] = [S] A(tx) (4.11)

bestimmt. Eine zusédtzliche QR-Zerlegung der Matrix B wird nur dann durchge-
fiihrt, wenn diese Matrix zu schlecht konditioniert ist, da dann eine groBe Uber-
schitzung der tatsichlichen Zustandsmenge auftritt (siehe Abbildung 4.3(a)). Eine
QR-Zerlegung trotz hinreichend gut konditionierter Matrix B fithrt ebenfalls zu ei-
ner unnétig grofen Uberapproximation (siehe Abbildung 4.3(b)), sodass in diesem
Fall besser auf die QR-Zerlegung verzichtet wird.

Die Kondition von B wird in dieser Arbeit anhand der einfach zu bestimmenden
Konditionszahl

= (B) = |B] .57 (412

iberprift, die umso grofer ist, je schlechter B konditioniert ist, also je ,linear abhén-
giger* die Spaltenvektoren sind [GVL96]. In einer Reihe von Versuchen hat sich fiir
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T2 T2

(a) B schlecht konditioniert (b) B gut konditioniert

Abbildung 4.3: Uberapproximation des IHO-Beobachters bei der Basis-
wahl im Préadiktionsschritt mit und ohne QR-Zerlegung

die Anwendungen dieser Arbeit ko, = 102 als guter Schwellwert erwiesen, weswegen
die Basismatrix A (tx+1) folgendermafien bestimmt wird:
B flir Koo (E) <103,

R (4.13)
Q aus B=QR sonst.

Ap(tk+1) =

Wie im Abschnitt 3.2.2 bereits erlautert wurde, ist eine zusétzliche Spaltensortie-
rung bei der QR-Zerlegung sinnvoll. Im Gegensatz zur im Abschnitt 3.2.2 erlauter-
ten Vorgehensweise aus [Ned99] wird in dieser Arbeit die QR-Zerlegung mit Spal-
tenpivotisierung (siche Anhang A.1) verwendet, die eine dhnliche Sortierreihenfolge
bewirkt. Wahrend nach der urspriinglichen Vorgehensweise vor der QR-Zerlegung
die Spalten der absoluten Lange nach absteigend sortiert werden, sortiert die Spal-
tenpivotisierung wahrend der QR-Zerlegung immer den ldngsten Restvektor nach
vorne. Dadurch wird stets der Vektor als néchstes verarbeitet, dessen orthogonale
Projektion auf den noch nicht bearbeiteten Unterraum die grofite Linge aufweist.
In beiden Fillen ist bei der Sortierung die in [r(tx)] enthaltene Ausdehnung des
Parallelepipeds zu beriicksichtigen.

Obwohl die beiden Sortierkriterien nicht dquivalent sind, wird in beiden Féllen der
langste Spaltenvektor als Erstes verarbeitet und damit das wesentliche Ziel erreicht.
Anhand einer Versuchsreihe zum Vergleich der beiden Sortierkriterien konnte fiir die
Anwendungen in dieser Arbeit praktisch kein Unterschied festgestellt werden. Da die
QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung auch an anderen Stellen der Zustandsmen-
genbeobachtung eingesetzt wird, wurde ihr hier im Interesse eines geringeren Imple-
mentierungsaufwands und einer einheitlicheren Darstellung der Vorzug gegeben.
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4.2.2 Korrektur der Losungsmenge

Der Korrekturschritt des ITHO-Beobachters basiert auf dem Intervallgleichungssys-
tem (3.64), das in dieser Arbeit jedoch mithilfe des préikonditionierten Intervall-
GaupB-Seidel-Verfahrens (PIGS-Verfahren) und damit auf eine andere Art und Wei-
se als der im Abschnitt 3.2.2 beschriebenen aus [Ned99] gelost wird. Das PIGS-
Verfahren (siche Anhang C.2) ist eine Erweiterung des bekannten Gaufl-Seidel-Ver-
fahrens fiir Intervalle. Es dient zur Losung linearer Intervallgleichungssysteme der
Form

(4] (2] — ) = [B]. (4.14)

Dabei wird ausgehend von einem Anfangsintervallvektor [Z] eine verbesserte Ein-
schlieung [x] C [z] berechnet, weswegen das PIGS-Verfahren in der Literatur auch
als Kontraktionsverfahren bezeichnet wird. Ist der Ergebnisintervallvektor [z] des
PIGS-Verfahrens leer, so besitzt das betrachtete Intervallgleichungssystem in [x] kei-
ne Losung.

Zur besseren Verstiandlichkeit wird das Gleichungssystem (3.64) hier mit den im
Abschnitt 3.2.2 eingefithrten Abkiirzungen nochmals aufgefithrt (siehe auch Glei-
chungen (3.65), (3.66), (3.67) und (3.68)):

[5e] + 18] (X (tisn) = @(t41)) = [0 + [S.] (X () —@(0) +[e]  (415)
mit
M—é%UW@WM% [M—é%hﬁ&@wmm<uw
wzimﬁmmy [wzimmiwwm, (4.16b)
A= oty (4.160)

Der im Abschnitt 3.2.2 beschriebene Losungsansatz ist fiir den Einsatz des Verfah-
rens zur Zustandsmengenbeobachtung weniger gut geeignet, da die Ausdehnungen
der auftretenden Zustandsmengen bei der Zustandsmengenbeobachtung typischer-
weise mehrere Groflenordnungen iiber denen einer validierenden Simulation liegen,
fiir die das Verfahren urspriinglich entwickelt wurde.

Die grofie Ausdehnung der Zustandsmengen hat unter anderem zur Folge, dass die
Elemente der Intervallmatrix [S,] ebenfalls eine relativ grofie Breite aufweisen kon-
nen. Der im Abschnitt 3.2.2 beschriebene Weg zur Vermeidung der Inversion der

Matrix [S,] durch die Aufteilung gemé$ [S,] = S, + ([Sr] - g'r) kann dann zu ei-
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ner relativ grofien Uberapproximation fithren. Die Auswertung des Terms

(1= [8.7] 184) (f@atirs)] = Baltisn) (4.17)

aus der Gleichung (3.70) (siehe auch Gleichung (3.74)) in Intervallarithmetik kann ei-
ne groBe Uberapproximation bewirken, selbst wenn anstelle der pridizierten GroéBen
die Ergebnisse des Schnitts mit der Messmenge eingesetzt werden. Die Uberapproxi-

~—1

mation rithrt daher, dass die Matrix (In - [Sr ] [Sr]) zwar die Nullmatrix enthélt,

jedoch aufgrund der grofien Breite der Elemente von [S,] selbst ebenfalls sehr breite
Intervallelemente enthélt. Das folgende Beispiel verdeutlicht diesen Effekt im Ver-
gleich zu einer Losung mit dem PIGS-Verfahren.

Beispiel 4.1: Losung linearer Intervallgleichungssysteme

Gegeben sei das lineare Intervallgleichungssystem [A] [x] = [b] mit

15 0 [0,1] )
A([lO’lO] >,m<’ >undb 710>'
AT ) ) ]

Der als unbekannt angenommene Intervallvektor [x] soll mithilfe der ,pridizier-

ten Losung“ [xp] = ([71, 2] o, 4])T durch Losung des Intervallgleichungssystems
berechnet werden.

o

[

1

|

WMQ

[}

Nach dem Ansatz aus Abschnitt 3.2.2 erhdlt man die Losung aus der Gleichung

@) = [A7 ] o)+ (B~ [A7] (4]) )
() () Go) - ().

Im Vergleich dazu liefert das PIGS-Verfahren die deutlich bessere Einschlieffung

Beide Losungsansdtze konnen jedoch aufgrund des Wrapping-Effekts bei der Inter-
vallmultiplikation [b] = [A] [x] nicht die bestmogliche Einschliefung [x] erreichen.

Der Vorteil des PIGS-Verfahrens bei der Losung linearer Intervallgleichungssysteme
ist aus dem Beispiel 4.1 klar ersichtlich. In [WKO09] wird dieser Vorteil ebenfalls
verdeutlicht. Dort werden die mit einem Zustandsmengenbeobachter auf Basis des
im Folgenden beschriebenen Verfahrens erzielbaren Ergebnisse mit denen eines Zu-
standsmengenbeobachters auf Basis des im Abschnitt 3.2.2 beschriebenen Lésungs-
ansatzes verglichen. Auerdem heifit es bereits in [Ned99, Seite 45]:
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, We have explicitly used the inverse of S, in our method?. [...] It may
be useful to consider other ways to perform this computation at a later
date.“3

Aus diesen Griinden wird in dieser Arbeit im Korrekturschritt des IHO-Beobachters
zur Losung des Gleichungssystems (4.15) das PIGS-Verfahren verwendet. Der Kor-
rekturschritt besteht damit aus den folgenden Teilschritten:

1) Berechnung einer moglichst engen EinschlieBung des Durchschnitts von pradi-
zierter Menge und Messmenge in Form eines Intervallvektors und einer transfor-
mierten Mengendarstellung: Xs(tx41) 2 Xp(tg+1) N X (tkt1). Zur Erzielung
einer méglichst geringen Uberapproximation wird in diesem Schritt zuséitz-
lich eine geeignete Basismatrix A(ty+1) auf Basis der pradizierten Basisma-
trix Ap(tr+1) berechnet.

2) Kontraktion der Menge moglicher Zustdnde zum Zeitpunkt ¢, durch Riick-
wértslosung des Gleichungssystems (4.15): Xs(tx) C X (tx). Wegen des impli-
zit enthaltenen Schnitts mit X (¢;) wird das Ergebnis dieser Berechnung mit
dem Index ,s“ gekennzeichnet.

3) Berechnung einer neuen Einschlieung X (¢541) durch Vorwértslosung des Glei-
chungssystems (4.15): X (tg41) C Xs(tht1) C Xp(trt1)-

EinschlieBung der Schnittmenge

Die préadizierte Menge A, (t5+1) enthélt alle Zusténde, die konsistent mit dem un-
sicheren Systemmodell sowie den bisherigen unsicheren Eingangs- und Messgréfien
sind. Durch die Beriicksichtigung der neu hinzukommenden, unsicheren Messinfor-
mationen der Ausgangsgrofien Y(tx41) in Form der Messmenge Xy, (t+1) kann die-
se Zustandsmenge durch Bildung der Schnittmenge X, (tx4+1) N X (tk+1) korrigiert
werden. Da die Schnittmenge im Allgemeinen nicht in der fiir das IHO-Verfahren not-
wendigen Form exakt dargestellt werden kann, wird im Folgenden die Berechnung
einer moglichst engen EinschlieBung dieser Schnittmenge mithilfe der bekannten zwei
Darstellungsformen erléutert:

X, (ti) = [es(tioe)] N (@sltirn) + Aultir) Irs(tis)]).  (418)

Die wesentliche Herausforderung besteht dabei in der Bestimmung der Basisma-
trix Ag(tg+1). Aus der Abbildung 4.4 ist ersichtlich, dass die Einschliefung der tat-

2Die Matrix Sy wird in [Ned99] mit /S\j+1,, bezeichnet. Die Notation wurde jedoch an die in
dieser Arbeit verwendete Notation angepasst.

3Trotz dieser Anmerkung wird auch in der neueren Version VNODE-LP [Ned06] des Softwarepa-
kets VNODE unverédndert derselbe Losungsansatz verwendet.
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Abbildung 4.4: EinschlieBung Xj(t;4+1) der Schnittmenge im THO-
Beobachter

sichlichen Schnittmenge zur Erzielung einer moglichst geringen Uberapproximation
die Verwendung einer geeigneten Matrix A (tg41) erfordert, die im Allgemeinen nicht
mit der Matrix Ap(tx+1) aus dem Pradiktionsschritt identisch ist. Da die Bestim-
mung einer optimalen Basismatrix durch Losung eines Optimierungsproblems zu
aufwindig ware, wird in dieser Arbeit eine heuristische Vorgehensweise verwendet.

Zunéchst wird dazu die Schnittmenge ohne Modifikation der Basismatrix so eng wie
moglich eingeschlossen (siehe Abbildung 4.4(a)). Der Schnitt

[@(th41)] = [2p(trn)] N [@m(Erp)] (4.19)

flihrt zunéchst nur zu einer engeren EinschlieSung in den messbaren Zustandsgro-
Ben. An dieser Stelle wird nun der Vorteil der transformierten Darstellung aus der
Pradiktion sichtbar. Durch Losung des Intervallgleichungssystems

Ap(tes1) [rp(trr1)] = [®(trs1)] — Bp(trtr) (4.20)

mit dem PIGS-Verfahren (vergleiche Anhang C.2) und dem Anfangs-Intervallvektor
[ (tkt1)] erhdlt man eine engere EinschlieBung [7(tx41)] C [rp(te41)] der Schnitt-
menge beziiglich des transformierten Koordinatensystems, die schlielich durch die
Intervallauswertung

@ (b)) = Bt O (@p(tern) + Apltern) Flosn)])  (421)

auch zu einer besseren Einschliefung in den nicht messbaren Zustandsgrofien fiihrt.
Wie auch aus der Abbildung 4.4(a) zu erkennen ist, weist diese Einschliefung der
Schnittmenge jedoch noch eine moglicherweise grofie Uberapproximation auf, die
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durch eine Modifikation der Basismatrix des transformierten Koordinatensystems
deutlich verringert werden kann (vergleiche Abbildung 4.4(b)).

Dazu wird eine neue transformierte Mengendarstellung T (tx+1) + As(tpt1) [7s(trt1)]
bestimmt (siehe auch Gleichung (4.18)). Da das Element Zs(tx41) als Mittelpunkt
des Intervallvektors [xg(tx11)] bereits bekannt ist, miissen nur noch die Basismatrix
Ag(tg41) und der Intervallvektor [rs(tx+1)] bestimmt werden. Die Matrix Ag(tg+1)
wird in dieser Arbeit heuristisch so gewéhlt, dass das durch

B = A, (tg41) diag(w([rs(tr+1)])) (4.22)

definierte Parallelepiped ein moglichst kleines Volumen |det(B)| aufweist. Dazu wird,
wie im Folgenden erlautert, die QR~Zerlegung mit Spaltenpivotisierung (vergleiche
Anhang A.1) verwendet, die als Heuristik zur Bestimmung einer Matrix B! mit
moglichst groflem Betrag der Determinante dient. Wegen det (B_l) = det(B)f1
weist das Parallelepiped der Gleichung (4.22) genau dann ein minimales Volumen
auf, wenn |det(Bil)‘ — max gilt.

Genauso wie die Spaltenvektoren von B den Kanten des n-dimensionalen Paral-
lelepipeds entsprechen, stellen die Zeilenvektoren von B! die Normalenvektoren
der begrenzenden Hyperebenen im n-dimensionalen Zustandsraum dar. Mit n Hy-
perebenen, die den Intervallvektor [@s(tx+1)] beschreiben und weiteren n Hyperebe-
nen, die aus dem Zwischenergebnis Zp(tx41) + Ap(tr+1) [F(tk+1)] (siehe auch Glei-
chung (4.21)) stammen, stehen insgesamt 2n mogliche Hyperebenen zur Verfiigung.
Davon miissen zur Beschreibung des gesuchten Parallelepipeds n Hyperebenen ge-
eignet ausgewéhlt werden.

Diese notwendige Auswahl von n aus 2n Hyperebenen beziechungsweise Normalen-
vektoren lasst sich mithilfe der QR~Zerlegung mit Spaltenpivotisierung (vergleiche
Anhang A.1) durchfithren. Da es bei der Bestimmung des Volumens nicht auf die ab-
solute Lage des Parallelepipeds im Zustandsraum ankommt, kann im Folgenden das
durch Subtraktion von Zp(t5+1) in den Ursprung verschobene Parallelepiped betrach-
tet werden. Durch Multiplikation der Basisvektoren mit den Breiten der zugehorigen
Intervalle werden der Intervallvektor und die transformierte Mengendarstellung

L ([#s(tr41)] = Zp(tht1)) und Ap(trpr) [F(Te41)] (4.23)
in Form von Matrizen C; und C; dargestellt (vergleiche Gleichung (4.22)):

Cy =1, - diag(w([zs(trr1)])) , (4.24)
Cs = Ap(trrr) - diag(w([F(tes)])) - (4.25)
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Da die Spaltenvektoren von C; und C5 die Kanten des jeweiligen Parallelepipeds
darstellen, sind die 2n Zeilenvektoren der Matrix

D- (g;) (4.26)

die zugehorigen Normalenvektoren, aus denen nun gerade n Zeilenvektoren ausge-
wihlt werden miissen. Mithilfe der QR-Zerlegung der Matrix DT mit Spaltenpivoti-
sierung

D'"P=QR=Q (R, R, (4.27)

wird nun die Basismatrix zu
-1
Ay(tey1) = ((QR1)T) (4.28)

gewihlt. Die ersten n Spalten der Matrix DT P entsprechen dem Produkt der or-
thogonalen Matrix @ mit der oberen Dreiecksmatrix R;. Die Spaltenpivotisierung
sorgt nun dafiir, dass die Hauptdiagonalelemente von R; so grofl wie moglich sind
(vergleiche Anhang A.1).

Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass die moglichst grofen Hauptdiagonalelemente
der Matrix R, zwar einen groflen, jedoch nicht notwendigerweise maximalen Betrag
der Determinante bedeuten, die sich aufgrund der oberen Dreiecksstruktur von Ry
als Produkt der Hauptdiagonalelemente berechnet. Mit

|det (A7 (tr11))] = ‘det((QRl)T)‘ - ]det (R?) det (QT)] — |det(R1)|  (4.29)
———
=1

lasst sich nun leicht einsehen, dass |det (AS_ 1(tk+1))| gro} ist und damit die Basis-
matrix Ag(tgr1) so gewahlt wurde, dass sie ein kleines Volumen der transformierten
Mengendarstellung Zs(tx11) + As(tkr1) [7s(tr+1)] mit

[rs(tr1)] = (([As_l(tkﬂ)] Ap(tie)) [F(tre)]
+ [A7 ()] (@p(trsn) = Bultasn)) )0
([AT (1] (b)) = Boltrsn))) - (4:30)

ermoglicht (vergleiche Abbildung 4.4(b)). Der Ausdruck in der mittleren Zeile der
Gleichung (4.30) beriicksichtigt die Verschiebung des Mittelpunkts beim Ubergang
vom Intervallvektor [@,(tx+1)] zum Intervallvektor [@s(fx41)]. An dieser Stelle sei
noch angemerkt, dass die hier beschriebenen Schritte zur Bestimmung der Basisma-
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trix Ag(tr+1) die einzigen des gesamten Verfahrens sind, die nicht in Intervallarith-
metik ausgefithrt werden miissen.

Berechnung der Riickwirtslosung

Nachdem nun eine méglichst enge EinschlieBung des Durchschnitts der pradizierten
Menge und der Messmenge in der Form nach Gleichung (4.18) berechnet wurde, kann
diese noch durch Losung des Intervallgleichungssystems (4.15) verbessert werden.

Dazu werden die Summen der Gleichung (4.16a) mit Zs(tx+1) anstelle von &(tg41)
und [xs(tg+1)] anstelle von [x(tg+1)] ausgewertet. Damit lassen sich aus den Inter-
vallgleichungssystemen

1S] ([(t)] — B(t)) = [5:] — [53] — [€]
+ (18] Astisn)) Ir(tas)]) 0 (IS4 ([@s(tasn)] = Bstarn))) - (4:31)

und

(S At) br(t)] = [s:] = [5.] ~ [e]
(18 Axltiorn)) [rettir)]) 0 (IS:] ([@s(tirn)] = Bultin)))  (4.32)

mit dem PIGS-Verfahren engere Einschliefungen [xs(t;)] C [z(¢)] bezichungswei-
se [7(tr)] C [r(tx)] berechnen. Unter Beriicksichtigung der Verschiebung des Mittel-
punkts ergibt sich damit

[rs(t1)] = [ ()] + [A7 (0] (@ (k) — Zs(t)) - (4.33)

Anschaulich bedeutet die Berechnung dieser Riickwértslésung eine Riickwértsinte-
gration mit der zuvor berechneten Schnittmenge als Anfangsmenge. Die daraus re-
sultierende Verbesserung der Einschliefung der aktuellen Zustandsmenge

X, (te) = [@s(tr)] N (s (tr) + Altr) [rs(tr)]) € X (k) (4.34)

kann als Antwort auf die Frage interpretiert werden, welche Zustdnde der aktuellen
Zustandsmenge unter Beriicksichtigung des unsicheren Zustandsraummodells und
der unsicheren Eingangsgroflen garantiert nicht zur Messung Y (k1) gefithrt haben
konnen. Dies sind gerade die in Xs(t;) nicht mehr enthaltenen Zustdnde aus X ().

Wie aus der Gleichung (4.32) beziehungsweise der Gleichung (4.34) ersichtlich ist,
wird zur Darstellung der verbesserten transformierten Zustandsmenge zum Zeit-
punkt ¢x hier auf die Berechnung einer neuen Basismatrix verzichtet und stattdessen
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direkt die bekannte Basismatrix A(t;) verwendet. Die Riickwértslosung wird da-
durch zwar in einem moglicherweise weniger gut geeigneten Koordinatensystem dar-
gestellt, was eine im Prinzip vermeidbare Uberapproximation bedeutet. Andererseits
jedoch werden dadurch die Riickwértslosung und die urspriingliche Zustandsmenge
direkt im selben Koordinatensystem dargestellt, sodass beim implizit im PIGS-Ver-
fahren enthaltenen Schnitt der beiden Losungsmengen die Uberapproximation durch
die Umrechnung zwischen zwei unterschiedlichen Koordinatensystemen entfallt.

Berechnung der neuen Vorwartslosung

Auf Basis der verbesserten EinschlieBung der aktuellen Zustandsmenge X(¢x) aus
der Gleichung (4.34) kann nun analog zur Riickwértslosung eine erneute Vorwértsin-
tegration mithilfe des Intervallgleichungssystems (4.15) durchgefiihrt werden. Dazu
miissen die Summen der Gleichung (4.16b) mit Zs(tx) anstelle von Z(tx) und [xs(¢x)]
anstelle von [x(t;)] ausgewertet werden. Damit ergeben sich aus den Intervallglei-
chungssystemen

(2] ([ (tr1)] = @s(trs1)) =[] = [s] + [e]
(18] Att) [ra(t)]) 1 (18] ([asta)] — Bo(t)) ) (4:35)

und

(1] Alts1)) Ireltisn)] =[] = [s:] + [e]
(182 A@) Irta)]) 0 (18] (l@sta)] = 2o(t0) ) (4:36)

mit dem PIGS-Verfahren engere EinschlieBungen [@(tx+1)] C [#s(tr+1)] beziehungs-

weise [F(tr+1)] C [rs(tg+1)]. Unter Beriicksichtigung der Verschiebung des Mittel-
punkts ergibt sich

[P (te1)] = [F(trgn)] + [AT ()] @s(tier) = Z(tin)) - (4.37)

Wie bei der vorangegangenen Riickwértslosung wird auch in diesem Schritt keine
neue Basismatrix mehr berechnet, sondern die bereits bei der Berechnung der Schnitt-
menge bestimmte Basismatrix verwendet: A(tgy1) = As(tg+1). Damit ist nun die
gesuchte enge Finschlieung der konsistenten Folgezustandsmenge

X(tr1) = [@(tsn)] O (@(trr) + Altrrs) [r(tes)])- (4.38)

bekannt und ein Zeitschritt des IHO-Beobachters abgeschlossen. Anwendungen des
IHO-Beobachters zur Zustandsmengenbeobachtung sind im Abschnitt 4.4 und zur
Fehlerdiagnose im Kapitel 6 zu finden.
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4.3 Beobachter auf Basis von Taylor-Modellen
(TM-Beobachter)

Der zweite in dieser Arbeit entwickelte Ansatz zur Zustandsmengenbeobachtung ba-
siert auf dem im Abschnitt 3.3 vorgestellten Einschliefungsverfahren mittels Taylor-
Modellen. Die auftretenden Zustandsmengen werden durch Taylor-Modelle 7T (a)
beschrieben. Zur Berticksichtigung der Unsicherheiten werden im TM-Beobachter
neben den Variablen a, € R™ zur Beschreibung der Anfangszustandsmenge zusétzli-
che Variablen a,, € RP zur Beschreibung der Eingangsunsicherheiten sowie a, € R”
zur Beschreibung unsicherer Modellparameter verwendet. Sie werden in den Varia-
blen @ € R""P*" zusammengefasst (siche auch Abschnitt 4.1).

Unsichere Parameter oder Eingangsgrofien kénnen alternativ auch direkt in Form
von Intervallen beschrieben werden. In diesem Fall sind dafiir keine entsprechenden
Variablen in das Taylor-Modell aufzunehmen. Dadurch reduziert sich zwar einerseits
die Rechenzeit, andererseits ist jedoch im Allgemeinen damit zu rechnen, dass die
berechneten Einschliefungen weniger eng sind, da die Auswirkungen der Unsicher-
heiten dann direkt dem Intervallrest zugeschlagen werden miissen und die Einschlie-
Bungen durch Taylor-Modelle damit weniger effektiv sind (vergleiche die Beispiele
im Abschnitt 4.4 sowie im Kapitel 6).

Wie beim THO-Beobachter 1duft auch beim TM-Beobachter ein Beobachtungsschritt
nach dem klassischen Schema von Préadiktion und Korrektur ab. Im Pradiktions-
schritt wird zunédchst auf Basis eines prakonditionierten Taylor-Modells, also einer
Zerlegung in ein dufleres und ein inneres Taylor-Modell, eine Folgezustandsmenge
pradiziert, die durch eine erneute Prakonditionierung ebenfalls in der Form eines
duBleren und inneren Taylor-Modells dargestellt wird. Im anschlieBenden Korrektur-
schritt werden dann &hnlich wie im THO-Verfahren die neuen Messinformationen
Y(ti+1) durch die Einschliefung einer Schnittmenge berticksichtigt.

In einer Reihe von Versuchen hat sich gezeigt, dass diese Schnittmenge in man-
chen Fallen nicht ausreichend genau durch ein Taylor-Modell 77 (a, ti) beschrieben
werden kann. Ein Beispiel hierfiir ist im Abschnitt 6.1 zu finden. Daher wurde fiir
den TM-Beobachter in Anlehnung an den IHO-Beobachter eine zweite Mengendar-
stellung eingefithrt. Sie wird ebenfalls durch ein Taylor-Modell dargestellt und im
Folgenden mit 7T5(b, tx) bezeichnet. Um den zusétzlichen Rechenaufwand so gering
wie moglich zu halten, reprasentiert 75 einen reinen Intervallvektor. Fiir die An-
wendungen in dieser Arbeit hat sich dieser Ansatz als sehr gut brauchbar erwiesen,
sodass komplexere Taylor-Modelle fiir 75 nicht erforderlich sind. Da die Variablen
des Taylor-Modells 75 eine andere Bedeutung haben als die von 77, werden sie mit
b € R"P*" anstelle von a € R*"P*" bezeichnet.
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T>(b, tw)

N

T1(a,tr)

n 4

T1

Abbildung 4.5: Mengendarstellung des TM-Beobachters

Der Ausgangspunkt des k-ten Zeitschritts ist also die konsistente Zustandsmenge

X(tx) = T1(a,t;) N Ta(b,t)) mit (4.39a)
T(a,ty) = (TaoTiy) (a,ty), (4.39b)
To(b,t) = (Ta o Ti) (b, ). (4.39¢)

Die Struktur dieser Mengendarstellung (siche auch Abbildung 4.5) weist Ahnlich-
keiten zur Mengendarstellung des IHO-Beobachters auf. Das Taylor-Modell 77 ent-
spricht der transformierten Mengendarstellung des THO-Beobachters, wobei das af-
fine auflere Taylor-Modell 7, mit dem transformierten Koordinatensystem und das
zugehorige innere Taylor-Modell 75 ; mit dem Intervallvektor [r] vergleichbar ist.
Das Taylor-Modell 7, wird, wie im Folgenden noch erlautert wird, auf Basis des
Taylor-Modells 77 berechnet. Die zweite Mengendarstellung 75 repréasentiert, wie
bereits erwahnt, einen reinen Intervallvektor. Zur Verringerung des Rechenaufwands
im Préadiktionsschritt wird sie ebenfalls in prikonditionierter Form mittels des be-
reits bekannten duleren Taylor-Modells 7, dargestellt.

Im ersten Zeitschritt ist das duflere Taylor-Modell identisch mit dem Taylor-Modell
der Anfangszustandsmenge aus der Gleichung (4.1b). Fiir die inneren Taylor-Modelle
gﬂt '211(&,&)) = a und 'Ti,g(b, to) =b.

Wie beim THO-Beobachter miissen die beiden Mengendarstellungen parallel in den
Schritten Pradiktion und Korrektur verarbeitet werden. Dies wird im Folgenden
detailliert erlautert.

4.3.1 Pradiktion einer Losungsmenge

Der Pradiktionsschritt des TM-Beobachters wird mithilfe des im Abschnitt 3.3 vor-
gestellten TM-Verfahrens durchgefithrt. Im Rahmen des TM-Beobachters wird eine
gegeniiber dem Abschnitt 3.3.2 modifizierte Prakonditionierungsstrategie eingesetzt,
die am Ende dieses Abschnitts genauer erlautert wird.
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T2 T2

Ta (aa tk)

Top (@, thi)

1 1

(a) Aktuelle Zustandsmenge in prékon- (b) Erste LosungseinschlieBung auf Ba-

ditionierter Form sis des dufleren Taylor-Modells
T2 T2
Ta,p (a7 tk+l) Ta’p(a, tk+1)
Tp1(a, trtr) Tpa(a,trtr)

T x1

(c) Verkettung mit dem vorigen inneren (d) Erneute Priakonditionierung

Taylor-Modell

Abbildung 4.6: Pradiktionsschritt des TM-Beobachters am Beispiel von 77

Die Pridiktion basiert zunéchst nur auf dem dufleren Taylor-Modell T, (a,t). Da in
den beiden Mengendarstellungen aus der Gleichung (4.39a) dasselbe dulere Taylor-
Modell verwendet wird, muss die Berechnung einer LosungseinschlieBung mit dem
TM-Verfahren, die den aufwéandigsten Teil des Pradiktionsschritts darstellt, nur ein-
mal auf Basis von 7, durchgefiihrt werden.

Durch die LosungseinschlieBung mit dem TM-Verfahren wird nun im k-ten Zeit-
schritt auf Basis von T,(a,ty) eine erste Einschliefung der pridizierten Zustands-
menge %a,p(a, tr+1) berechnet. Dies ist beispielhaft in den Abbildungen 4.6(a) und
4.6(b) dargestellt, wobei aus Griinden der Ubersichtlichkeit auf die Darstellung von
T, verzichtet wurde. Mit der Verkettung

Toi(a, tiyr) =Top (Tia(a, te), ter1) und (4.40a)
%p,Q(bv thy1) = %a,p(Z,Q(ba k), tht1) (4.40Db)
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wird anschlielend die Zerlegung durch die Prikonditionierung wieder aufgehoben
(siche Abbildung 4.6(c)). Die pradizierte zweite Mengendarstellung 77, 2 soll in An-
lehnung an den IHO-Beobachter einen reinen Intervallvektor darstellen. Sie ergibt
sich daher mit

18] = bd(T,2(b.tis)) (4.41)
Tp72(b, tk+1) = B + diag (W(gﬁ])) b. (442)

Damit ist der Pradiktionsschritt des TM-Beobachters im Prinzip abgeschlossen. Wie
jedoch im folgenden Abschnitt 4.3.2 erldutert wird, ist es vorteilhaft, den Korrektur-
schritt auf Basis der getrennten Beschreibungen in Form des dufleren und des inneren
Taylor-Modells durchzufithren. Daher wird die Prikonditionierung bereits am Ende
des Pradiktionsschritts und nicht erst am Ende des Korrekturschritts durchgefiihrt.

Der néchste Préakonditionierungsschritt — also die erneute Zerlegung in ein dufleres
und ein inneres Taylor-Modell — bildet damit den Abschluss des Pradiktionsschritts
des TM-Beobachters (sieche Abbildung 4.6(d)). Dabei wird durch Zerlegung von 77, 1
ein neues, dufleres Taylor-Modell sowie ein zugehoriges inneres Taylor-Modell gemaf

Tpa(a 1) € (Tap o Tip) (@, teir) (4.43)

berechnet. Damit erhélt man schliellich die pridizierte Zustandsmenge in prékondi-
tionierter Form

Xp(trt1) = (Tap 0 Tip) (@ 1) 0 Tp2(b, L) (4.44)

Sie wird im anschlieBenden Korrekturschritt mithilfe der neuen Messinformationen
durch Einschliefung einer Schnittmenge korrigiert.

Verbesserte Prikonditionierung

Zur Prikonditionierung wird im TM-Beobachter eine gegeniiber [MB05] modifizier-
te Prakonditionierungsstrategie eingesetzt. Im Abschnitt 3.3.2 wurde anhand der
Abbildung 3.8 deutlich, dass die Prékonditionierungsstrategie aus [MBO05] zu einem
unnétig grofen duBeren Taylor-Modell und damit zu einer unnétigen Uberappro-
ximation im néchsten Zeitschritt fihren kann, auch wenn gegebenenfalls auf eine
QR-Zerlegung verzichtet wird. Dies ist unter anderem darauf zuriickzufiihren, dass
das duflere Taylor-Modell ausschlief8lich durch Skalierung so vergrofiert wird, dass es
das urspriingliche Taylor-Modell vollsténdig einschlief3t.
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Lasst man jedoch neben der reinen Skalierung eine zusétzliche Verschiebung zu, so
lassen sich damit im Allgemeinen engere duflere Taylor-Modelle und damit besse-
re LosungseinschlieBungen erreichen. Ein zu grofies dufleres Taylor-Modell entsteht
dann nur noch durch die Uberapproximation bei der Berechnung der Wertebereichs-
einschliefSung des inneren Taylor-Modells, die jedoch praktisch nicht zu vermeiden
ist.

Der Ausgangspunkt ist, wie bei der Prakonditionierung nach [MBO05], ein Taylor-
Modell zum Zeitpunkt ¢ in der Form (siehe auch Gleichung (3.101))

T (a,ty) = c(ty) + C(ty)a + N(a, i) + I(tx), (4.45)

das in einem ersten Schritt in das duflere Taylor-Modell

Tu(@,te) = c(tn) + A(tn)a (4.46)
sowie das zugehorige innere Taylor-Modell
Ti(a,tr) = A () (Cltr)a + N(a, i) + Z(ty)) (4.47)

zerlegt wird. Aufgrund der Zusammenfassung der Variablen a., a, und a, in a
gilt hier C(ty) € R™*(™+P+7) Die Auswahl der fiir das duBere Taylor-Modell bens-
tigten n Variablen — und damit die Wahl der Basismatrix A(tx) — erfolgt hier wie
im Pradiktionsschritt des IHO-Beobachters durch eine QR-Zerlegung mit Spaltenpi-
votisierung.

Im Préadiktionsschritt des IHO-Beobachters wurde die Spaltenpivotisierung zur Re-
duktion der Uberapproximation durch Sortierung der Basisvektoren eingesetzt (ver-
gleiche Abschnitt 4.2.1). In gleicher Weise wird nun eine QR-Zerlegung mit Spalten-
pivotisierung

C(ty)P(ty) =QR=Q" (Rl RQ) (4.48)

durchgefiihrt und die Basismatrix analog zum Prédiktionsschritt des IHO-Beobach-
ters folgendermaflen gewahlt (siehe auch Gleichung (4.13)):

Alty) = {QR1 fiir koo (QR1) < 103, (4.49)

Q sonst.

Damit wird sichergestellt, dass die Basismatrix stets hinreichend gut konditioniert
ist, und dass gleichzeitig keine zu groBe Uberapproximation auftritt. Im ersten Fall
aus der Gleichung (4.49) wird die QR-Zerlegung ausschlieBlich zur Sortierung und
Spaltenauswahl der Matrix C(¢)) verwendet. Nur bei zu schlechter Kondition wird
tatséchlich die berechnete orthogonale Basis verwendet.
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Anstelle einer reinen Skalierung (siehe Gleichungen (3.106) und (3.107)) wird nun
aus der Wertebereichseinschliefung

8] = bd(Tia, 1) (450)

eine Skalierungsmatrix
S = diag(vv([f])) (4.51)

bestimmt und zusammen mit der Verschiebung um B zur Berechnung von duflerem
und innerem Taylor-Modell herangezogen:

n@mgzww+AmN&ﬂﬁ):mw+A@ﬁ+Awwa (4.52)
Ti(a,ty) = ST AT () (Cltr)a + N (a, ty) + Z(ty)) — S7'B. (4.53)

Da[B] C Sa + B gilt, schlieBt das auf diese Art und Weise berechnete duflere Taylor-
Modell das urspriingliche Taylor-Modell vollsténdig ein. Wie man durch die Verket-
tung T, (7T;) leicht sieht, beschreiben das dufiere und das innere Taylor-Modell — ab-
gesehen von Rundungsfehlern und der Uberapproximation im Intervallrest — dieselbe
Zustandsmenge wie das urspriingliche Taylor-Modell T (a, ty).

Fiir ein beliebiges Intervall [z] = [z, 7] gilt mit z = 7 — w([z]) und T = Z + Lw([z])
mag([a]) = max {la, 7]} > wa]) (454

was anhand der Fallunterscheidung
#20: mag(le]) =7+ gw(le)) > gwila), (4.55)
F<0: mag(le]) = 3+ gw(la)) > gwila] (4.56)

leicht einzusehen ist. Daher sind die Skalierungsfaktoren s;; der hier vorgestellten ver-
besserten Prakonditionierungsstrategie bei minimal héherem Rechenaufwand meist
kleiner und niemals grofer als diejenigen der Priakonditionierung nach [MBO05]. Das
innere Taylor-Modell weist bei der modifizierten Prakonditionierung im Gegensatz
zur Prakonditionierung nach [MBO05] einen im Allgemeinen nicht verschwindenden
konstanten Term auf, was jedoch keine Nachteile mit sich bringt. Anschaulich wird
der Unterschied der beiden Prakonditionierungsstrategien anhand des folgenden Bei-
spiels verdeutlicht.
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(a) Prakonditionierung nach [MBO5] (b) In dieser Arbeit verwendete ver-

ohne QR-Zerlegung besserte Prakonditionierung

Abbildung 4.7: Priakonditionierungsstrategien im Vergleich

Beispiel 4.2: Priakonditionierungsstrategien im Vergleich

Im Beispiel 3.4 wurde das Taylor-Modell

1.2 1.2
a; —az — 3a 0 1 -1 —za
o= (25 ) -0 e G
301+ 502 + 301 0 2 2 +301
ohne QR-Zerlegung in ein duferes und ein inneres Taylor-Modell aufgespalten
(siehe auch Abbildung 4.7(a)):

5~ 11~ 4 1.2
~ 2a1 — 502 a1 + a — =a
T.a)=(24_" B 7) und Ti(a)=| ¢ A
5g, + Uy 8a+2a2+1a2
8 1692 1192 T 1% T 12

Mit der hier vorgestellten verbesserten Prikonditionierungsstrategie erhdlt man

aus den Taylor-Modellen

~ . 7 -~ 1.2 _ 1.2
:ra<a>=( @ ‘ii) und T(a) - (‘“*%‘2 )

2a1 + az + 701 + 303

die folgende Wertebereichseinschliefung [3] und damit die Verschiebung ,@ und
die Skalierungsmatriz S':

8 =va(Tia) = () = B (). s= (1 4)
= ila = = = y = .
-1 %] i 0 13
Damit ergeben sich das duflere sowie das innere Taylor-Modell zu
2 9

1, 19~ 19
~ —5 T 1@ a ———l— a + 1 a a
Ta.(a) = < 1 19° o 1s1)6~ 2) und Ti(a) = ( Y18 ' n 129 %) .
3 32a1+32 2 + 1902 + 19a1+ 1992
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Das auf diese Art und Weise berechnete dufiere Taylor-Modell stellt eine engere
Einschlieffung des urspringlichen Taylor-Modells dar als das durch reine Skalie-
rung berechnete dufSere Taylor-Modell (vergleiche Abbildung 4.7). Die verbleiben-
de Uberapprozimation ist auf den Dependency-Effekt bei der Intervallauswertung
zur Berechnung der Wertebereichseinschlieffung [B] zurickzufihren.

4.3.2 Korrektur der Losungsmenge

Im Korrekturschritt wird mittels EinschlieSung des Durchschnitts der prédizierten
Menge (siche Gleichung (4.44)) und der Messmenge (siche Gleichung (4.5)) eine
Korrektur durchgefiihrt. Im Pradiktionsschritt wurde die Mengendarstellung 77, 1
der pradizierten Zustandsmenge bereits durch Prékonditionierung in ein &ufleres
und ein inneres Taylor-Modell T, , und 75 ;, ;1 aufgespalten (siche Gleichung (4.43)).
Fiir den Korrekturschritt hat diese getrennte Beschreibung folgende Vorteile:

+ Die pradizierte Zustandsmenge X, (txy1) des TM-Beobachters (vergleiche Glei-
chung (4.44)) weist eine dhnliche Struktur auf wie die pradizierte Zustandsmen-
ge des THO-Beobachters (siehe Gleichung (4.8)). Damit kann zur Korrektur des
duBeren Taylor-Modells 7T, ;, und der zweiten Mengendarstellung 77, » der be-
reits vom IHO-Beobachter bekannte Ansatz auf Basis des PIGS-Verfahrens
verwendet werden (siehe Abbildung 4.8(a) und Abschnitt 4.2.2).

o Das prédizierte innere Taylor-Modell 7T, ; wird im Anschlufl daran separat
verarbeitet (siche Abbildung 4.8(b)). Treten dabei — beispielsweise durch Ak-
kumulation von Unsicherheiten iiber einen gewissen Zeitraum — zu grofle In-
tervallreste auf, so kann das innere Taylor-Modell bei Bedarf auch verworfen
werden. Damit lasst sich auf einfache Art und Weise das Problem eines trotz
Prakonditionierung immer weiter anwachsenden Intervallrests 16sen. In diesem
Fall wird der nachste Zeitschritt ausschliefSlich auf Basis des korrigierten &dufle-
ren Taylor-Modells durchgefiihrt, was zwar einerseits eine gewisse Uberappro-
ximation bedeutet, andererseits aber den Abbruch der Zustandsmengenbeob-
achtung aufgrund eines zu groflen Intervallrests verhindern kann.

Korrektur des dufleren Taylor-Modells

Das pradizierte duflere Taylor-Modell stellt aufgrund der im Abschnitt 4.3.1 erldu-
terten Konstruktionsvorschrift ein affines Taylor-Modell

Tap(@;tes1) = cp(trtr) + Cpltrtr)a (4.57)

dar. Es weist mit dem Mittelpunktsvektor Z(tx+1) = ¢p(tr+1) € R™, der Basisma-
trix Ap(tg+1) = Cp(te+1) € R™*™ und dem Intervallvektor [, (tx+1)] € IR™, der ge-
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T2 T2

T

Ta/[a:m] N\

Tp,l

1 T

(a) Korrektur des duBeren Taylor-Modells (b) Korrektur des inneren Taylor-Modells

Abbildung 4.8: Korrekturschritt des TM-Beobachters am Beispiel von 7

méf [rp(tk+1)] = Dg = [—1,1] x --- x [—1,1] den Definitionsbereich der Variablen
a des Taylor-Modells beschreibt, dieselbe Struktur wie die pradizierte transformier-
te Mengendarstellung des IHO-Beobachters &y (tk+1) + Ap(tht1) [rp(tes+1)] auf. In
gleicher Weise entspricht die zweite Mengendarstellung 77, 2(b, t5+1) dem reinen In-
tervallvektor [xp(tx+1)] des IHO-Beobachters (sieche auch Gleichung (4.8)).

Daher wird hier mithilfe der im Abschnitt 4.2.2 unter , Einschliefung der Schnitt-
menge“ beschriebenen Vorgehensweise (siehe Seiten 93 bis 97) eine moglichst enge
Einschliefung der Schnittmenge in der Form

Xy(tpt1) = [@s(trra)] N (is (tkt1) + As(trsr) [TS(tk+1)]) (4.58)

berechnet (siehe auch Gleichung (4.18)), wobei neben dem PIGS-Verfahren auch
eine QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung zur Bestimmung einer geeigneten Basis-
matrix Ag(tx+1) zum Einsatz kommt.

Die EinschlieBung Xs(tx+1) kann nun ohne weiteres wieder mittels Taylor-Modellen
dargestellt werden. Mit der Darstellung

W<[7‘<tk+1>]>> a (4.59)

(b)) = Falt) + diag (00

des Intervallvektors [rs(t511)] als Taylor-Modell erhélt man das duBere Taylor-Modell

w([rs(te1)]) ) ~
i)

To(@, thsn) = Baltir) + As(tesn)Ps(trsn) + As<tk+1>diag(

=c(tk+1)

=C(tr+1)
(4.60)
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Die zweite Mengendarstellung 75 wird analog zum IHO-Beobachter so gewahlt, dass
sie einen reinen Intervallvektor darstellt. Wie bereits im Abschnitt 4.3.1 erldutert
wurde, muss diese Mengendarstellung jedoch als inneres Taylor-Modell T; 2(b, tx41)
passend zum duferen Taylor-Modell T, (a, ;1) formuliert werden, damit im néchs-
ten Préadiktionsschritt das EinschlieBungsverfahren nur einmal auf Basis von 7,
durchgefithrt werden muss (siehe auch Gleichung (4.39¢)). Wie man durch die Ver-
kettung T, (7T,2(b, tk+1), tg+1) sieht, werden diese Anforderungen durch

Tio(b,tgy1) = C™(trs) (diag(vv([ms(;k"'l)])

) b— As(tk—&-l)?S(tk—i—l)) (4.61)
erfllt (siehe auch Gleichungen (4.39¢) und (4.60)). An dieser Stelle muss darauf
hingewiesen werden, dass der Wertebereich des Taylor-Modells 75 2(b, t41) nicht
notwendigerweise vollstandig in [—1,1] X - -+ x [—1,1] € IR" liegt, weswegen die Ver-
kettung T, (T;2) kein auf dem gesamten Definitionsbereich von b giiltiges Taylor-
Modell liefert.

Anders ausgedriickt bedeutet dies, dass die im néchsten Pradiktionsschritt auf Basis
von 7T, durchgefiihrte LosungseinschlieBung nicht fir die gesamte durch 75 beschrie-
bene Zustandsmenge eine giiltige EinschlieSung der Folgezustandsmenge darstellt,
da 75 nicht vollstindig von 7T, eingeschlossen wird. Bei der Verkettung kann der
resultierende Intervallrest nur fiir den Teil der Zustandsmenge korrekt berechnet
werden, der sowohl in 7, als auch in 75 enthalten ist.

Im Rahmen der Zustandsmengenbeobachtung stellt dies jedoch keinen Fehler dar,
da die Schnittmenge von prédizierter Menge und Messmenge sowohl in 7T, als auch
in 75 vollstandig enthalten ist. Damit sind die Anteile der durch 75 beschriebe-
nen Zustandsmenge, die nicht durch 7, abgedeckt werden, ausschlieflich aufgrund
der Uberapproximation in 7% enthalten. Fiir den hier interessierenden Teil der Zu-
standsmenge, der sowohl in 7, als auch in 75 enthalten ist, stellt das Ergebnis der
Verkettung ein zuldssiges Taylor-Modell dar.

Von der korrigierten Folgezustandsmenge in der Form (4.39a) als Ausgangspunkt des
néchsten Pradiktionsschritts sind damit die Elemente 77, und 7; 5 bekannt. Das noch
fehlende innere Taylor-Modell 7; ; wird wie im Folgenden beschrieben bestimmt.

Korrektur des inneren Taylor-Modells

Die Bestimmung des noch fehlenden inneren Taylor-Modells 75 ; wird hier mithilfe
einer partiellen Inversion durchgefithrt. Dieser im Rahmen dieser Arbeit entwickelte
Ansatz unterscheidet sich deutlich von bereits in der Literatur existierenden Ansat-
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— T (a),a € [-1,1] x [-1,1]
= T(a)ac -3 x[-1.1]
T(a)a€ 53] % [~3 3]
T(a)a€ [~5, 5] x [~ 4]

x1

Abbildung 4.9: Einfluss des Wertebereichs der Variablen eines Taylor-
Modells auf die Zustandsmenge

zen, bei denen meist ein Intervall-Newton-Verfahren? zur Korrektur der Zustands-
menge herangezogen wird (siehe beispielsweise [KRAHO6]).

Beim Ansatz auf Basis des Intervall-Newton-Verfahrens wird versucht, den moglichen
Wertebereich der Variablen des betrachteten Taylor-Modells mithilfe der verfiigbaren
Messinformationen einzuschrianken. Betrachtet man die Variablen a,, die die Aus-
dehnung der Anfangszustandsmenge beschreiben, so versucht man damit also, den
Anfangszustand moglichst genau einzugrenzen. Aufgrund der tiiblicherweise in jedem
Zeitschritt hinzukommenden Unsicherheiten ist dies jedoch oft nur eingeschréinkt
moglich.

Dariiber hinaus wird die prinzipielle Form einer durch ein Taylor-Modell dargestell-
ten Zustandsmenge im Wesentlichen durch die Koeffizienten des Polynomanteils und
nicht durch den Wertebereich der enthaltenen Variablen bestimmt (vergleiche Ab-
bildung 4.9). Daher kann durch eine blofie Einschrénkung des Wertebereichs der
Variablen im Allgemeinen keine hinreichend gute Einschliefung des Durchschnitts
von pradizierter Menge und Messmenge erzielt werden.

Aus diesen Griinden wird in dieser Arbeit ein alternativer Ansatz verfolgt. Das Ziel
ist es, durch eine geeignete Wahl des Taylor-Modells 75 ; eine moglichst gute Ein-
schliefung der Schnittmenge zu erreichen. Dazu wird ein Teil der Variablen des
pradizierten inneren Taylor-Modells 75 ;, 1 durch neue Variablen so ersetzt, dass sich
der Durchschnitt aus pradizierter Menge und Messmenge mit dem resultierenden
Taylor-Modell moglichst gut beschreiben lasst.

Das préadizierte innere Taylor-Modell 7T; ;, 1 ergibt durch Verkettung mit dem pra-
dizierten &uBleren Taylor-Modell T, , (siche Gleichung (4.57)) die pradizierte Zu-
standsmenge 7, 1. Zur Darstellung der korrigierten Zustandsmenge wird jedoch das
auBere Taylor-Modell T, (siehe Gleichung (4.60)) verwendet, durch das ein ande-

4 Ahnlich wie das PIGS-Verfahren eine Erweiterung des GauB-Seidel-Verfahrens fiir Intervalle
ist, stellt das Intervall-Newton-Verfahren eine Erweiterung des klassischen Newton-Verfahrens dar.
Weitere Informationen sind beispielsweise in [JKDWO01] zu finden.
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Abbildung 4.10: Korrektur des inneren Taylor-Modells

res transformiertes Koordinatensystem definiert wird als durch 7, ,. Zunéchst wird
daher 7,1 in dieses neue Koordinatensystem transformiert:

Ti1(a, trs1) = C (trs1) (Cptrs1) Tipa (@, tigr) + ¢ptigr) — cltrer)).  (4.62)

Abgesehen von Rundungsfehlern und einer méglichen Uberapproximation im Inter-
vallrest® beschreibt 7, (T]l) dieselbe Zustandsmenge wie T, , (75,p,1) (siche auch
Abbildungen 4.10 beziehungsweise 4.8(b)).

Aufgrund der Priakonditionierung am Ende des Pradiktionsschritts, also der Zerle-
gung von 7,1 in T, 07,1, gilt fiir den Wertebereich des prédizierten inneren
Taylor-Modells bd(75 1) € [—1,1] x --- x [-1,1] € IR". Da das korrigierte duflere
Taylor-Modell T, jedoch aufgrund der Beriicksichtigung der Messinformationen im
Gegensatz zu T, , die préadizierte Zustandsmenge 7, 1 nicht vollsténdig einschliefit,

ist die Bedingung bd (%1) C[~1,1] x - x [~1,1] € IR" nicht mehr erfiillt.

Die Idee ist nun, gerade diejenigen Elemente des vektoriellen Taylor-Modells ’i)l
durch neue skalare Taylor-Modelle zu ersetzen, deren Wertebereich nicht mehr voll-
standig in [—1, 1] enthalten ist. Fiir das Beispiel in der Abbildung 4.10 bedeutet dies,
dass das Taylor-Modell, das die Ausdehnung in as-Richtung beschreibt, beibehalten
wird, wohingegen das Taylor-Modell, das fiir die Ausdehnung in @;-Richtung iiber die
Messmenge hinaus verantwortlich ist, durch ein neues Taylor-Modell ersetzt wird.

Im Interesse einer iibersichtlicheren Darstellung wird fir die folgenden Ausfithrungen
angenommen, dass gerade die ersten j Elemente des vektoriellen Taylor-Modells 75 ;

5An dieser Stelle sei nochmals darauf hingewiesen, dass die Rundungsfehler sowie die Uberap-
proximation im Intervallrest bei der Durchfithrung dieser Berechnungen natiirlich beriicksichtigt

werden, sodass streng genommen T, (Ti,p,1) C Ta ('ZV'iJ) gilt.
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diejenigen sind, deren Wertebereich nicht vollstandig in [—1,1] liegt. Das Taylor-

Modell %i,l und damit auch die Variablen a werden demnach geméaf

- TA DA T ~A
q'i,l(afytk+1) _ vl,vl(a‘vtk-l-l) _ :P/l,vl(a’atk-l‘l) + vl,vl(tk?-l‘l) _ (gv> (463)
T (a,trs1) Ph(a, tesr) + 77 (1) a

so aufgeteilt, dass

bd(iﬁ),@_[ 1] % - x [-1,1] € IR und (4.64a)
C

bd(T5%) € [=1,1] x -+ x [-1,1] € IR"™ (4.64b)

gilt. Nun wird T 1 (@, tg41) durch das Taylor-Modell

T4 (@ tryr) = a° (4.65)

ersetzt. Anschaulich bedeutet dies, dass damit bei der Verkettung von dufferem und
innerem Taylor-Modell nur diejenigen Variablen des dufleren Taylor-Modells durch
die zugehorigen Elemente des inneren Taylor-Modells ersetzt werden, deren Werte-
bereich in [—1,1] liegt und deren Beriicksichtigung daher eine insgesamt kleinere
Zustandsmenge bewirkt. Die librigen Variablen des dufleren Taylor-Modells bleiben
bei dieser Verkettung unverandert.

Fiir das Beispiel in der Abbildung 4.10 heifit das, dass in as-Richtung — im Gegensatz
zur ai-Richtung — durch Beibehaltung des entsprechenden Elements von %M eine
Verbesserung im Sinne einer Verkleinerung der Zustandsmenge erzielt werden kann.

Da jedoch in T "1 im Allgemeinen alle n + p + r Elemente von a als Variablen vor-

kommen, kann das gesuchte innere Taylor-Modell 7; ; nicht direkt aus ’Ti’l und ’1'i71
gebildet werden, ohne dabei die Anzahl der Variablen zu vergréfiern. Hier kommt nun
der Ansatz der partiellen Inversion ins Spiel, dessen Grundprinzip anhand der Glei-
chungen (4.63) und (4.65) verdeutlicht werden kann: Zunéchst wird die Gleichung

a® = T4 (a, tin) = T4 (a®,a” tip) (4.66)

nach einem Teil der in

a= (Zi) (4.67)

enthaltenen Variablen aufgelost. Wie im Fall der Aufteilung von i,l nach Glei-
chung (4.63) wird fiir die folgenden Ausfiihrungen davon ausgegangen, dass gerade
nach den ersten j Elementen a® aufgelost werden soll. Die geeignete Aufteilung der
Elemente von a € R"™*" gemif (4.67) wird im Folgenden noch genauer erldutert.
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Setzt man dann die berechnete partielle Inverse in ’f’fl (a,tps1) = ’f’fl (a®,aY,try1)
ein, so kann das Ergebnis ausschliellich mithilfe von a® € R/ und aV € R(nt+ptr=i)
ausgedriickt werden.

Die Verkettung der partiellen Inversen mit der urspriinglichen Abbildung ﬁ ergibt
offensichtlich ein Taylor-Modell der Identitdt (siehe Gleichung (4.65)), sodass durch
diese Vorgehensweise tatsédchlich das gewiinschte Ergebnis erzielt werden kann:

A (mb ~a
T (a®,a” typ) = ( Ti’1~(a v ) = ( 0 ) . (4.68)

7’1?1 (a‘A;afvytk)+1) ,Z—l’vl (aA,av,tk+1)

Da jedoch 'ifl neben einem moglicherweise nicht exakt invertierbaren Polynoman-
teil auch noch einen Intervallrest enthalt, erfordert die konkrete Umsetzung des
gerade erlduterten Grundprinzips noch zusétzliche Schritte, die im Folgenden detail-
liert erldutert werden. Dabei wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit das Argument
Zeit (tr+1) nicht jedesmal explizit angegeben.

Um vﬁ (a) = vi’Al(a) + fﬁ ohne zu grofien Fehler durch 775 (@*) = a" ersetzen zu
kénnen (siehe auch Gleichungen (4.63) und (4.65)), wird zunéichst eine nichtlineare
Koordinatentransformation

a’A = Pinv (ala aV) (469)
so gesucht, dass
PE (P (@',a") ") ~ a' (4.70)

gilt. Die nichtlineare Transformation (4.69) wird wie im Folgenden erldutert iterativ
so berechnet, dass P, das Taylor-Polynom /¢-ter Ordnung der (partiellen) Inversen

von ’lvjﬁ darstellt. Auf die Behandlung eines nicht oder nicht exakt invertierbaren

Polynomanteils ’Ivz’ifl wird dabei ebenfalls noch genauer eingegangen. Um deutlich zu
kennzeichnen, dass es sich zunéchst nur um eine Naherung handelt, wurden hier die
neuen Variablen mit a’ anstelle von @® bezeichnet.

In [Hoe01] wurde eine Moglichkeit zur iterativen Berechnung von inversen Taylor-
Modellen vorgestellt. In abgewandelter Form lasst sich diese Vorgehensweise auch
flir die hier benétigte partielle Inversion einsetzen, indem die bei der partiellen Inver-
sion beizubehaltenden Variablen als Konstanten betrachtet werden. Dazu wird der

Polynomanteil vﬁ des Taylor-Modells 7% gemé8

7\51?1 (aA’aV) =cC (Cl/v) + (Cl CQ) <Zi) +N’(CLA,GIV) (471)
TC,P_/
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in einen beziiglich a® konstanten Anteil ¢ (a"), der neben einem konstanten Anteil ¢
auch die ausschlieBlich nichtlinear von a? abhéngigen Terme enthilt, den linearen
Teil C1a® + C2a” und den nichtlinearen Rest N (a®,a") zerlegt.

Zur Aufteilung der Variablen @ € R(™*P*") in den Anteil a® € R/, nach dem auf-
gelost werden soll, und die restlichen Variablen a¥ € R("tP+7=7)  die unveréndert
beibehalten werden sollen, wird in dieser Arbeit die QR~Zerlegung mit Spaltenpivo-
tisierung (siche auch Anhang A.1) auf die Matrix C' € R™*("+P+7) angewendet:

CP=QR=(QR, QR,)=(C: C)) (4.72)

Durch die Spaltenpivotisierung werden die Spaltenvektoren von C' auf Basis der
Euklidischen Norm absteigend sortiert. Dies kann auch als absteigende Sortierung
nach dem Einfluss der zugehorigen Variablen des linearen Anteils des Taylor-Modells
interpretiert werden. Dadurch wird also stets nach den Variablen a® des Polynom-
anteils aufgelost, die — beziiglich des linearen Anteils — den grofiten Einfluss auf die
Zustandsmenge haben. Damit ist zu erwarten, dass die partielle Inverse als nichtli-
neare Koordinatentransformation schlielich zu einer moglichst guten EinschlieBung
der Schnittmenge fiihrt.

Die gesuchte nichtlineare Koordinatentransformation Pj,, erhilt man dann aus
Piny (a/,av) = 'Pigfjl) (a’ —c (av) —Csa’, av) . (4.73)

P(¢+1)

Das Polynom P,

wird durch £+ 1-malige Ausfiihrung der Iterationsvorschrift
P (a',a") =C7! (a’ -N (Pig;l) (a',a") ,av)) (4.74)

mit dem Startpolynom ’Pi(r?v) (a’,a¥) = a’ gewonnen. Wie die Iteration mit dem Inte-
graloperator aus dem Abschnitt 3.3 zur Berechnung des Polynomanteils des préadizier-
ten Taylor-Modells konvergiert diese Iterationsvorschrift in maximal ¢ 4+ 1 Schritten
(siehe auch [Hoe01]). Sie kann stets durchgefithrt werden, fiihrt jedoch im Fall eines
nicht invertierbaren Taylor-Modells (4.66) zu einem grofien Fehler, der entsprechend
berticksichtigt werden muss.

Das Taylor-Modell ’?Ll wird nun mittels Py, transformiert:
- DL (P, I a%Y V) L TA
Tt (P (@a”) a7 = [ Dot (P (@a”),a®) + Ii4 ) (4.75)
1 (P (@',aY) ,a") + I}

Aufgrund der Gleichung (4.70) lasst sich der obere Teil dieser Gleichung geméaf

-

Pi,Al (Pinv (a/a av) aav) + fi)Al =a +Z (4.76)
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darstellen, wobei der Intervallrest Z sowohl den Intervallrest T, % als auch den Fehler
der nédherungsweisen Transformation einschliefft. Mit der Forderung

d+T=a"=d=a"-7T (4.77)

kann nun 74 (@®) =a” gesetzt werden (vergleiche Gleichung (4.65)). Weiterhin
wird

77, (@*,a%) = PY) (P (@ —T,a"),a") + I (4.78)

so berechnet, dass der Durchschnitt von pradiziertem innerem Taylor-Modell und
Messmenge durch

T (a,ty 1)) < P (a, teiq)
,-2—i a,t _ i,1\%s Vk+ _ i,1\% bk > 4.79
e i) (Ti?l(a,tkm Pi(astisn) + Ty ) (479)

garantiert eingeschlossen wird. Die neuen Variablen a® wurden dabei lediglich um-
benannt und zusammen mit den beibehaltenen Variablen aV wieder in a zusammen-
gefasst.

Waéhrend TLAI aufgrund der beschriebenen Vorgehensweise einen verschwindenden
Intervallrest aufweist, kann der Intervallrest von 77 relativ gro8 sein. Dies kann bei-
spielsweise durch Akkumulation von Rundungsfehlern und Restgliedern iiber einen
léngeren Zeitraum oder auch durch einen grofien Fehler aufgrund einer moglicherwei-
se schlechten Invertierbarkeit bei der Korrektur des inneren Taylor-Modells bedingt
sein.

Da ein zu grofler Intervallrest jedoch die LosungseinschlieBung im néchsten Pradikti-
onsschritt erschweren oder gar verhindern kann, wird im TM-Beobachter in diesem
Fall das berechnete innere Taylor-Modell verworfen und durch

Tii(a,tre) =a (4.80)

ersetzt. Dies bedeutet, dass im néchsten Schritt ausschliefllich auf Basis des korrigier-
ten dufleren Taylor-Modells weitergerechnet wird. Die EinschlieBung der Zustands-
menge mittels des konvexen duBeren Taylor-Modells bedeutet zwar eine Uberapproxi-
mation, die jedoch im Gegensatz zu einem unkontrolliert anwachsenden Intervallrest
weniger problematisch ist, zumal sie nur bei Bedarf und nicht in jedem Zeitschritt
durchgefiithrt wird. Als guter Kompromiss zwischen erzielbarer Genauigkeit und Re-
chenaufwand hat sich in dieser Arbeit der Schwellwert

9 w(Z (trg1))
w(bd(T7(a,tky1)))

= 0,05 (4.81)
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erwiesen. Das berechnete innere Taylor-Modell wird also verworfen, sobald der Inter-
vallrest Z;") (t11) mehr als 5% der gesamten Ausdehnung von 77 (@, tr+1) ausmacht.

Damit ist insgesamt die Beschreibung der konsistenten Zustandsmenge

X(tk+1) = Tl (CL, tk+1) n TQ(b7 tk+1) mit (482&)
Ti(a,tgt1) = (TaoTin) (@, tyrr) und (4.82b)
Tg(b, tk+1) = (Ta o 7’1’2) (b, tk+1) (4.82(})

mit 7, aus der Gleichung (4.60), T; o aus der Gleichung (4.61) und 75, aus der
Gleichung (4.79) oder der Gleichung (4.80) bekannt. Der Korrekturschritt des TM-
Beobachters ist damit abgeschlossen. Fiir den néchsten Zeitschritt konnen die Schrit-
te Pradiktion und Korrektur analog zur hier beschriebenen Vorgehensweise wieder-
holt werden, sodass die Aufgabe der Zustandsmengenbeobachtung mittels des TM-
Beobachters insgesamt iterativ gelost wird.

Abschliefend wird der Korrekturschritt des TM-Beobachters nochmals anhand des
folgenden, einfachen Beispiels verdeutlicht.

Beispiel 4.3: Korrekturschritt des TM-Beobachters

Gegeben sei das pradizierte Taylor-Modell in prakonditionierter Form

2a1 — ag — %a%

1 1 1.2
5(11 + 5(12 + Zal

Tp(a) = = (TapoTip) (a)
( )

mit

1, 9% _ 29% 1,48 4.2 _ 2 2
7T..(a) = g T 301~ 5102 d T; = a7 T 901+ 2701 — 3703
a,pla@ ~ ~ un ipla
P l_|_ia —|—@CL P —i—&—%a _|_§a2_|_la2 ’
8 6%l T 2892 29 T 29%2 T 3941 T 9%2

das mithilfe der Messmenge X, = ([—1,0] [—oo,oo])T korrigiert werden soll
(siehe Abbildung 4.11). Die Korrektur des dufSeren Taylor-Modells wird wie im
IHO-Beobachter durch Wahl einer geeigneten Basismatrix mithilfe der QR-Zerle-
gung sowie mit dem PIGS-Verfahren durchgefihrt. Das Ergebnis wird wieder als
Taylor-Modell dargestellt und lautet hier

T.(a) = ( AL )

1 1~ 29~
35 T 301+ 5502

Zur Berechnung des zugehdrigen inneren Taylor-Modells wird das prddizierte in-
nere Taylor-Modell zundchst beziiglich des durch T, definierten Koordinatensys-
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tems dargestellt:

= 14+ 4a; — 2a9 — la%
Ti(a)—<5+24a +§a2i£a2
29 T 29%2 T 3941 T 39%2

Il
OUR
NN

< T
O
N———

FEs ist offensichtlich, dass fir Dq € [—1,1] x [-1,1]
bd(T2) ¢ [-1,1]

gilt. Daher soll ’iA durch das einfachere Taylor-Modell T;(a1) = a1 ersetzt wer-

den. Zusammen mit ’fiv ergdbe sich jedoch insgesamt ein Taylor-Modell, das von
dven drei Variablen a1, a1 und as abhdangt. Durch eine partielle Inversion von
T2 kann jedoch eine dieser Variablen mithilfe der tibrigen Variablen ausgedriickt

werden.
Lost man die Gleichung a3 = 'fiA gemdayfs

61:14*4@172&27%&% == a1:7i+%a2+i'dl+%a%
nach a1 auf, was in diesem Fall exakt — und daher ohne Intervallrest — maoglich
ist, und setzt das Ergebnis in T,V ein, so ergibt sich

1
Vi —_542 2,24 8 2
T;"(a1,02) = =55+ 3505+ 5502+ 3501 ar=—1+3as+1a,+La2
_ 9 1 2 12,7 2, 2> 1> 5, 1.3, 1 4
= —3g 29013502+ 5501 T 552+ 550102+ 550105+ 5545+ 53345

Insgesamt erhdlt man damit das innere Taylor-Modell

~ a
7010 = (193109

das die gesuchte Schnittmenge vollstindig und mdaglichst gut einschlieft (verglei-
che Abbildung 4.11).

4.4 Vergleich der Beobachterkonzepte

In den Abschnitten 4.2 und 4.3 wurden zwei Verfahren zur Zustandsmengenbeobach-
tung nichtlinearer Systeme vorgestellt, die hier auf Basis theoretischer Uberlegungen
sowie anhand von Beispielen verglichen werden. Die zugrunde liegenden Verfahren
zur LosungseinschlieBung gewohnlicher Differenzialgleichungssysteme wurden im Ka-
pitel 3 erlautert, wobei im Abschnitt 3.4 bereits ein Vergleich der Verfahren vorge-
nommen wurde.
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€2

Abbildung 4.11: Beispiel zum Korrekturschritt des TM-Beobachters

Der im Abschnitt 4.2 vorgestellte IHO-Beobachter basiert auf dem IHO-Verfahren
aus dem Abschnitt 3.2. Fiir den IHO-Beobachter wird in dieser Arbeit die implizite
Struktur des IHO-Verfahrens zur Zustandsmengenbeobachtung ausgenutzt. Im An-
schluss an die Pradiktion werden im Korrekturschritt die neuen Messinformationen
der Ausgangsgrofien bei der Losung eines impliziten Intervallgleichungssystems be-
riicksichtigt. Dadurch ldsst sich die konsistente Zustandsmenge X (tx1) nicht nur
durch direkte Betrachtung der Schnittmenge A, (tx41) N X (tk+1) korrigieren. Die
Berechnung der Riickwartslosung erméglicht zusétzlich auch die Verkleinerung der
vorherigen Zustandsmenge X (t;) durch Ausschluss von Zusténden, die garantiert
nicht zur unsicheren Messung Y (ti+1) gefithrt haben konnen. Mit der erneuten Vor-
wirtslosung lasst sich dann die Menge moglicher Folgezusténde starker einschranken,
als dies bei einem expliziten Verfahren moglich wére.

Demgegeniiber stellt das dem TM-Beobachter zugrunde liegende TM-Verfahren ein
explizites Losungsverfahren dar. Im Gegensatz zum IHO-Beobachter kann daher
im TM-Beobachter nur direkt eine moglichst enge EinschlieBung der Schnittmen-
ge Xp(te+1) N Xm(ti+1) angestrebt werden. Dies stellt jedoch gegeniiber dem IHO-
Beobachter praktisch keinen Nachteil dar: Durch die deutlich bessere Mengendarstel-
lung im TM-Beobachter konnen auch ohne Riickwéarts- und erneute Vorwéartsintegra-
tion im Allgemeinen engere Schranken fiir die Mengen moglicher Zusténde berechnet
werden als mit dem IHO-Beobachter.

Zur Validierung werden im TM-Verfahren Taylor-Modelle verwendet, die aufgrund
ihrer expliziten Abhéngigkeit von der Zeit bessere a-priori-EinschlieBungen iiber das
jeweils betrachtete Zeitintervall [t, tx41] ermoglichen als die im THO-Verfahren ver-
wendeten reinen Intervallvektoren, mit denen lediglich iiber der Zeit konstante Ein-
schliefungen dargestellt werden kénnen. Aufgrund dieser besseren Validierung des
TM-Verfahrens ist im Allgemeinen zu erwarten, dass der TM-Beobachter im Ge-
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gensatz zum THO-Beobachter grofiere Schrittweiten ermdéglicht. Liegen nur wenige
Messinformationen vor, so muss beim THO-Beobachter héaufiger eine Unterteilung
des Zeitintervalls vorgenommen werden als beim TM-Beobachter. Dadurch erhoht
sich natiirlich auch der Rechenaufwand des IHO-Beobachters. Auflerdem kann beim
IHO-Beobachter bedingt durch die Uberapproximationen in den einzelnen Zwischen-
schritten in diesem Fall eine erhebliche Uberapproximation der betrachteten Zu-
standsmengen auftreten, wihrend der TM-Beobachter mit weniger Schritten eine
deutlich geringere Uberapproximation erzielt.

Das THO-Verfahren verwendet zur Mengenbeschreibung neben einem reinen Inter-
vallvektor [x] noch einen weiteren Intervallvektor & + A [r]| beziiglich eines trans-
formierten Koordinatensystems. Diese Form der Mengendarstellung wurde fiir den
IHO-Beobachter iibernommen. Ein besonderes Augenmerk gilt im ITHO-Beobachter
zusétzlich der Bestimmung einer geeigneten Basismatrix so, dass sich damit die
Schnittmenge &}, N X, besser beschreiben lésst als mit der durch das IHO-Verfahren
pradizierten Basismatrix.

Durch die Darstellung mittels Intervallvektoren werden sdmtliche im Rahmen des
IHO-Beobachters auftretenden Zustandsmengen stets durch eine konvexe Mengen-
darstellung eingeschlossen. Diese relativ einfache Mengendarstellung bedeutet zwar
einerseits einen im Vergleich zum TM-Beobachter deutlich geringeren Rechenauf-
wand, bedingt aber andererseits in jedem Schritt eine moglicherweise erhebliche
Uberapproximation aufgrund des Wrapping-Effekts. Um diese Uberapproximation
so gering wie moglich zu halten, werden im Rahmen des THO-Beobachters neben
der bereits angesprochenen Basismatrix auch noch weitere Modifikationen des THO-
Verfahrens umgesetzt. So wird das implizite Intervallgleichungssystem im Korrektur-
schritt mittels des PIGS-Verfahrens gelost, was im Vergleich zur Vorgehensweise aus
dem THO-Verfahren engere LosungseinschlieBungen erwarten léasst.

Die im TM-Beobachter zur Mengendarstellung verwendeten Taylor-Modelle ermogli-
chen im Gegensatz zur Intervalldarstellung des IHO-Beobachters auch die Reprasen-
tation nichtkonvexer Mengen auf Basis des multivariaten Polynomanteils. Dadurch
ergibt sich eine deutlich geringere Uberapproximation und damit engere Einschlie-
Bungen der betrachteten Zustandsmengen. Durch den Polynomanteil werden weiter-
hin Abhéngigkeiten zwischen einzelnen Grofien weitgehend beriicksichtigt und da-
mit die Auswirkungen des Dependency-Effekts ebenfalls deutlich reduziert. Im TM-
Beobachter werden dazu neben den aus dem TM-Verfahren bekannten Variablen zur
Beschreibung der Anfangszustandsmenge noch weitere Variablen zur Beschreibung
von Eingangs- und Modellunsicherheiten eingefiihrt. Dies erhoht zwar einerseits den
Rechenaufwand, erméglicht andererseits jedoch eine weitere Verringerung der Uber-
approximation im Vergleich zum IHO-Beobachter, bei dem diese Unsicherheiten nur
direkt in Form von Intervallen beriicksichtigt werden kénnen.



4.4  Vergleich der Beobachterkonzepte 119

Um eine erfolgreiche LosungseinschlieBung im Pradiktionsschritt des TM-Beobach-
ters zu ermoglichen, muss darauf geachtet werden, dass der Intervallrest der betei-
ligten Taylor-Modelle hinreichend klein bleibt. Durch eine verbesserte Prikonditio-
nierungsstrategie wird im TM-Beobachter neben einer weiteren Verringerung der
Uberapproximation des Intervallrests auch erméglicht, das innere Taylor-Modell bei
zu groflem Intervallrest zu verwerfen und nur auf Basis des dufleren affinen Taylor-
Modells weiter zu arbeiten. In diesem Fall wird die betrachtete Zustandsmenge im
Korrekturschritt des TM-Beobachters wie beim THO-Beobachter durch eine konvexe
Menge eingeschlossen.

Im Korrekturschritt des TM-Beobachters wird zur Korrektur des affinen dufleren
Taylor-Modells die aus dem THO-Beobachter bekannte Vorgehensweise mittels des
PIGS-Verfahrens sowie der Basismatrixwahl mittels QR-Zerlegung verwendet. An-
schliefend wird beim THO-Beobachter noch die Riickwérts- und erneute Vorwértsin-
tegration durchgefiihrt. Im Gegensatz dazu wird beim TM-Beobachter eine zusétz-
liche Korrektur des inneren Taylor-Modells durchgefiihrt, um die Vorteile der nicht
konvexen Mengendarstellung so weit wie moglich zu erhalten. Diese Berechnung
eines geeigneten inneren Taylor-Modells erfordert jedoch einen erheblichen Rechen-
aufwand. Dabei wird durch die Einfiihrung neuer Variablen eine moglichst enge
Einschlieung der Schnittmenge angestrebt und gleichzeitig durch eine partielle In-
version ein Teil der bisherigen Variablen durch die neuen Variablen ausgedriickt, um
die Gesamtzahl der Variablen nicht zu erhéhen.

Insgesamt ist zu erwarten, dass vor allem im Fall groler Unsicherheiten oder grofer
Schrittweiten durch selten verfiighare Messinformationen der TM-Beobachter gegen-
iiber dem THO-Beobachter im Vorteil ist. Bei kleinen Schrittweiten und entsprechend
héufig vorliegenden Messwerten werden durch die hdufigen Korrekturschritte die Zu-
standsmengen in beiden Mengenbeobachtern relativ klein gehalten, sodass in diesem
Fall der Vorteil des TM-Beobachters weniger stark ausfillt. Andererseits kommt
ebenfalls bei kleinen Schrittweiten der deutlich hohere Rechenaufwand als grofiter
Nachteil des TM-Beobachters gegentiber dem ITHO-Beobachter am stéarksten zum
Tragen.

Im Literaturiiberblick im Abschnitt 2.3 wurden insbesondere drei bereits existieren-
de Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung erwihnt, die Ahnlichkeiten mit den
Verfahren dieser Arbeit aufweisen. In [RRC05] wird ein Zustandsmengenbeobachter
mit gleitendem Horizont auf Basis des IHO-Verfahrens beschrieben. Im Gegensatz
zur Vorgehensweise aus dem Abschnitt 4.2 wird dort jedoch direkt die aus dem THO-
Verfahren bekannte Vorgehensweise gewéhlt. Dies bedeutet unter anderem, dass in
[RRCO5] keine besonderen Anstrengungen zur moglichst guten Einschliefung der
Schnittmenge durch die Wahl einer geeigneten Basismatrix unternommen werden.
AuBerdem wird durch die urspriingliche Vorgehensweise des IHO-Verfahrens die im-
plizite Struktur des Losungsverfahren fiir den Korrekturschritt nicht ausgenutzt. Da-
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durch geht deutlich Genauigkeit verloren und das Potential des Verfahrens kann
nicht voll ausgenutzt werden.

In [KRAHO06] wird ein Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung auf Basis der
Taylor-Modelle vorgestellt. Im Korrekturschritt kommen dabei neben einem Intervall-
Newton-Verfahren zusétzliche Konsistenztests zum Einsatz. Wie im Abschnitt 4.3.2
bereits ausgefiihrt wurde, ist jedoch insbesondere im Fall groflerer Eingangs- und
Modellunsicherheiten mit dem Intervall-Newton-Verfahren oft keine hinreichend gu-
te Einschriankung der Menge moglicher Anfangszustinde moglich. Weiterhin hat
sich in dieser Arbeit gezeigt, dass die Schnittmenge X, (tx4+1) N X (tk+1) durch ei-
ne blofle Verkleinerung des Wertebereichs einzelner Variablen mithilfe des Intervall-
Newton-Verfahrens nicht unbedingt ausreichend genau dargestellt werden kann, da
die prinzipielle Struktur des betrachteten Taylor-Modells dadurch nicht verdndert
wird. Die zusétzlichen Konsistenztests aus [KRAHO06] verbessern zwar die Ergeb-
nisse, erfordern jedoch eine Unterteilung der betrachteten Zustandsmengen mittels
geeigneter Bisektionsstrategien und sind daher mit einem moglicherweise extrem ho-
hen Rechenaufwand verbunden. Um dies zu vermeiden, wird in dieser Arbeit der
Schwerpunkt auf eine moglichst gute EinschlieBung der Schnittmenge sowie auf die
geeignete Darstellung von Unsicherheiten mittels zusétzlicher Variablen gelegt, wo-
durch auch ohne Bisektion in vielen Anwendungen sehr gute Resultate erzielt werden
konnen.

Schliefllich wird in [LS07a] ein Zustandsmengenbeobachter auf Basis eines Einschlie-
Bungsverfahrens aus [LS07b] beschrieben. Der Korrekturschritt dieses Mengenbeob-
achters basiert dabei auf dem Prinzip der ,Constraint Propagation“ (siehe auch
[JKDWO01]), das wie die Konsistenztests aus [KRAHO06] eine haufige Unterteilung der
betrachteten Zustandsmengen erfordert. Das EinschlieBungsverfahren aus [LS07b]
kann als Kombination aus IHO- und TM-Verfahren angesehen werden, orientiert
sich dabei jedoch stark am THO-Verfahren und nutzt die Vorteile der Taylor-Modelle
zur Losungseinschliefung nicht aus (siehe auch Abschnitt 3.4).

Im Folgenden werden nun anhand zweier Beispiele mit den in dieser Arbeit ent-
wickelten Zustandsmengenbeobachtern dieser Arbeit erzielte Ergebnisse vorgestellt
und verglichen. Weitere Anwendungsbeispiele finden sich im Rahmen der konsistenz-
basierten Fehlerdiagnose im Kapitel 6.

Beispiel 4.4: Van-der-Pol-Oszillator

Der Van-der-Pol-Oszillator ist ein Beispiel fiir ein selbsterregtes, schwingungsfa-
higes System mit nichtlinearer Dampfung. Dieses in der nichtlinearen Systemthe-
orie haufig als Benchmark betrachtete System wird beschrieben durch die nichtli-
neare Differenzialgleichung zweiter Ordnung

gty =e(1—y*(1) 9(t) — y(t)



4.4 Vergleich der Beobachterkonzepte 121

mit dem reellen Parameter € > 0. Mit x1 =y und xo = y erhdlt man daraus die
Zustandsdarstellung

. T2 o
= 5(1—:1:%)332—951 cy= e

Fiir die folgenden Ezxperimente wurden mithilfe des MATLAB-Simulationsverfah-
rens odedb5 Simulationsdaten y generiert. Der Anfangszustand wurde dabei zu
Ty = (2 O)T und der Parameter zu € = 2 gewdhlt.

Anhand dieser Simulationsdaten werden nun die beiden Beobachterkonzepte die-
ser Arbeit getestet und verglichen. Dabei wird stets die folgende Anfangszustands-

menge verwendet:
X, ([—3,3]) _ (3%) |

[-3,3] 3az,
Zundchst wird davon ausgegangen, dass das Modell exakt bekannt ist, dass al-
so der Parameter € keine Unsicherheiten aufweist. In der Abbildung 4.12 sind
die Ergebnisse der Zustandsmengenbeobachtung eines IHO-Beobachters sowie ei-
nes TM-Beobachters der Ordnung ¢ = 3 abgebildet. Die Messunsicherheit wurde
dabei zu Ay = 0,1 angenommen. Die Abtastzeit wurde zu Ta = 0,02’ s gewdhlt.
Auf der linken Seite sind exemplarisch fiir verschiedene Zeitpunkte die berech-
neten Finschliefungen im Zustandsraum dargestellt. Beginnend mit der grofiten
Zustandsmenge, die aus dem Finschwingvorgang der Beobachter stammt, verlau-
fen die Trajektorien im Uhrzeigersinn um den Ursprung. Auf der rechten Seite
sind die zugehorigen zeitlichen Verldaufe der Schranken fiir die beiden Zustands-
grofien dargestellt. Es ist klar zu erkennen, dass der TM-Beobachter wie erwar-
tet aufgrund des deutlich geringeren Dependency- sowie des ebenfalls geringeren
Wrapping-Effekts kleinere Zustandsmengen liefert.

Bereits anhand der grofiten Zustandsmenge zeigt sich der Vorteil der Mengendar-
stellung in Form der Taylor-Modelle: Die berechnete Einschlieffung weist beim
TM-Beobachter eine trapezihnliche Form auf, die jedoch nicht in Form von In-
tervallvektoren dargestellt werden kann, weswegen die zugehorige Einschlieffung
beim IHO-Beobachter eine grifere Uberapprozimation aufweist. Im weiteren Ver-
lauf zeigt sich, dass der TM-Beobachter teilweise in der Lage ist, fiir die Zustands-
grofle x1 Schranken zu berechnen, die vollstindig innerhalb der Messunsicherhei-
ten liegen. Dies ist mit der hervorragenden Nachbildung der Auswirkungen des
stabilen Grenzzyklus des Van-der-Pol-Oszillators zu erkldren. Im Gegensatz da-
zu liefert der IHO-Beobachter aufgrund der gréfieren Uberapprozimation fiir x,
stets Schranken, die der durch die Messunsicherheit vorgegebenen Genauigkeit
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Abbildung 4.12: Zustandsmengenbeobachtung am Beispiel des Van-der-
Pol-Oszillators: exaktes Modell, Ay = 0,1 (blau: berechnete Einschlie-
Bung, rot: tatsichlicher Zustand)
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entsprechen. Die Rechenzeit® des TM-Beobachters liegt in diesem Fall, wie eben-
falls erwartet, mit 520 ms pro 1 s Simulationszeit allerdings deutlich tber der des
THO-Beobachters mit 70 ms.

Die Abbildung 4.13 zeigt den Einfluss der Messunsicherheit auf die Gréfie der be-
rechneten Zustandsmengen. Die Abtastzeit wurde wieder zu Tx = 0,02 s gewdhlt,
die Beobachterordnung zu ¢ = 3. Mit steigender Messunsicherheit nehmen die In-
tervallbreiten der beiden Zustandsgréfsen sowohl beim IHO-Beobachter als auch
beim TM-Beobachter zu. Dieser Effekt ist beim IHO-Beobachter deutlich ausge-
pragter, da der Korrekturschritt mit steigender Messunsicherheit weniger effektiv
ist und sich damit die Uberapprozimationen noch deutlicher bemerkbar machen.

In der Abbildung 4.14 ist der Einfluss eines nicht exakt bekannten Parameters
€ dargestellt. Die Abtastzeit wurde wie in den vorangegangenen Beispielen zu
Ta = 0,02 s gewdhlt, die Beobachterordnung zu £ = 3. Fir den IHO-Beobachter
wurde hier das Intervall [g] = [1,6, 2,4] verwendet (siehe Abbildung 4.14(a)). Im
TM-Beobachter wurde die Parameterunsicherheit als Taylor-Modell mit der Va-
riablen a, gemafl T, = 2+ 0,4a, (siche Abbildung 4.14(b)) und zusdtzlich auch
direkt in Form des Intervallparameters [€] wie beim IHO-Beobachter bericksich-
tigt (siehe Abbildung 4.14(c)). Auch hier bestitigen sich die Erwartungen auf-
grund der theoretischen Uberlequngen: Der IHO-Beobachter liefert die gréften
Zustandsmengen und damit die schlechtesten Einschlieffungen aufgrund der gro-
Peren Uberapprozimation durch den Dependency- und den Wrapping-Effekt. Mit
dem TM-Beobachter ergeben sich deutlich engere Schranken fiir die Zustandsgro-
Ben, wobei die Ergebnisse im Fall des TM-Beobachters mit dem Intervallparame-
ter etwas schlechter sind, da die Auswirkungen der Parameterunsicherheit direkt
dem Intervallrest der jeweiligen Taylor-Modelle zugeschlagen werden miissen und
nicht durch den Polynomanteil reprisentiert werden kénnen.

Abschliefiend zeigt die Abbildung 4.15 mit einem TM-Beobachter berechnete Fin-
schlieffungen der Zustandsmengen fiir verschiedene Zeitpunkte, anhand derer die
Arbeitsweise des TM-Beobachters sehr deutlich zu erkennen ist. Die zugehori-
gen Zeitverliufe sind in der Abbildung 4.15(e) dargestellt. Fir dieses Beispiel
wurde eine deutlich grofiere Abtastzeit von Ta = 0,1 s gewdhlt. Die Ordnung des
TM-Beobachters wurde auf £ =12 erhéht. Ein IHO-Beobachter kann mit einer
so grofsen Abtastzeit fiir dieses Beispielsystem auch bei noch hoherer Beobach-
terordnung keine brauchbaren Einschlieffungen mehr berechnen und bricht nach
kurzer Zeit aufgrund der Unterschreitung der Mindestschrittweite nach mehrfach
fehlgeschlagener Validierung im Prddiktionsschritt ab.

6 Alle Berechnungen wurden auf einem PC mit AMD Athlon64 32004+ CPU und 1GB Arbeitsspei-
cher unter Windows XP (32bit) durchgefiihrt. Dabei wurden die im Rahmen dieser Arbeit entstan-
denen, eigenen C++-Implementierungen des IHO- und des TM-Beobachters verwendet.
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Abbildung 4.13: Zustandsmengenbeobachtung am Beispiel des Van-der-
Pol-Oszillators: exaktes Modell, Einfluss der Ausgangsunsicherheit Ay
(blau: berechnete EinschlieBung, rot: tatséichlicher Zustand)
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Abbildung 4.15: Zustandsmengenbeobachtung am Beispiel des Van-der-
Pol-Oszillators: exaktes Modell, TM-Beobachter, Abtastzeit Ta = 0,1 s
(griin: pradizierte Menge, grau: Messmenge, blau: EinschlieBung der
Schnittmenge, rot: tatsdchlicher Zustand)
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Die Abbildung 4.15(a) zeigt den Fall eines zu grofien Intervallrests im Korrektur-
schritt des TM-Beobachters. In diesem Fall wird das berechnete innere Taylor-
Modell verworfen und nur das korrigierte dufSere Taylor-Modell weiterverwen-
det, wodurch die etwas gréfere Uberapprozimation zu erkliren ist. In der Ab-
bildung 4.15(b) erkennt man sehr deutlich die hervorragende FEinschlieffung der
Schnittmenge von prddizierter Menge und Messmenge, die durch die partielle
Inversion des inneren Taylor-Modells ermaoglicht wird.

In den Abbildungen 4.15(c) und 4.15(d) sind schlieflich zwei Fille dargestellt, in
denen die pridizierte Menge vollstindig innerhalb der Messmenge liegt. In diesem
Fall kann durch den Korrekturschritt keine bessere Einschlieffung erzielt werden.
Daher ist die korrigierte Zustandsmenge in der Abbildung 4.15(c) identisch mit
der pradizierten Menge. Die Abbildung 4.15(d) zeigt einen dhnlichen Fall, jedoch
wird hier im Korrekturschritt aufgrund eines zu groffen Intervallrests das innere
Taylor-Modell wie im Fall aus der Abbildung 4.15(a) verworfen, weswegen die
korrigierte Zustandsmenge geringfiigig gréfSer als die pradizierte Menge ist.

Zum Vergleich ist in allen Fdillen der mittels des MATLAB-Simulationsverfahrens
oded5 berechnete ,tatsdchliche Systemzustand® eingezeichnet. Wihrend zu Be-
ginn dieser Zustand noch recht genau in der Mitte der berechneten Zustandsmen-
ge liegt, wandert er mit zunehmender Simulationsdauer aus dem Zentrum heraus,
bleibt jedoch stets in der berechneten Menge enthalten. Dies zeigt deutlich die Aus-
wirkungen der akkumulierten Fehler bei der ndherungsweisen Lisung mittels des
oded5-Verfahrens. Im Gegensatz zu den Verfahren in dieser Arbeit, die stets alle
Rundungs- und Diskretisierungsfehler bericksichtigen, werden solche Fehler bei
der Simulation mittels ode45 vernachldssigt.

Trotz der um den Faktor finf grifieren Abtastzeit und einer dementsprechend
selteneren Korrektur unterscheiden sich die mit dem TM-Beobachter berechneten
Schranken fiir die Zustandsgréfien (siehe Abbildung 4.15(e)) praktisch nicht von
denen aus der Abbildung 4.12(d).

Beispiel 4.5: Kombinierte Zustands- und Parameterschitzung an einem
Feder-Masse-Dampfer-System

Sollen zusdtzlich zu den Zustandsgréfien auch Parameter eines gegebenen Systems
geschdtzt werden, so fihrt dies auch im Fall linearer Systeme auf ein nichtlineares
Schatzproblem, das mit den Verfahren dieser Arbeit gelost werden kann. Beispiel-
haft wird im Folgenden ein einfaches Feder-Masse-Dampfer-System betrachtet,
das durch die Differenzialgleichung

mij(t) + dy(t) + cy(t) = u(t)
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beschrieben wird. Dabei stellt m die Masse (inkg), ¢ die Federkonstante (in N/m),
d die Dampfungskonstante (in Ns/m) und u(t) die auf das System einwirkende
Kraft (in N) dar. Fir die Parameter m und d gilt im Folgenden m = 0,25 kg
und d = 0,5 Ns/m. Zusdtzlich zu den Zustandsgrifien x1 =y (in m) und xo =9
(in m/s) soll die unbekannte Federkonstante x3 = ¢ (in N/m) geschdtzt werden.
Unter der Annahme eines unverinderlichen Parameters ¢ erhdlt man das nicht-
lineare Zustandsraummodell

z2
d 1 _
T1T3 — %2 + Sul, Y=,
0

1

o=-L
m

Im Gegensatz dazu miissen fir die Schdtzung zeitveranderlicher Parameter c(t)
Schranken fir die mazimal zulissige Anderungsrate des Parameters angegeben
werden, die hier zu [—0,1, 0,1] angenommen werden. Die dritte Zustandsgleichung
ergibt sich dann zu

iy =[-0,1, 0,1].

Fir die folgenden Experimente wurden mithilfe des MATLAB-Simulationsverfah-
T

rens oded5 Simulationsdaten y generiert, wobei Ty = (0 0 2) als Anfangszu-

stand gewdhlt wurde. Fiir die Fingangsgrofie wurde die periodische Rechteckfunk-

tion

o 2N fir0s<t<bs,
u(t) =Y u(t — 10k) mit i(t) = ¢ —2N  fir5s<t<10s,
k=0 0N sonst.

verwendet. Im Fall des verdnderlichen Parameters c(t) gilt fiir die Simulation
¢=0,1 N/sm. Als Anfangszustandsmenge fir die Zustandsmengenbeobachtung

wird
[-3,3] m 3ag,
Xo=|[-33 m/s | = 3a,
[0,10] N/sm 5+ bag,

verwendet. Die Abtastzeit betrdgt stets Ta = 0,04 s. Als Eingangsunsicherheit wird
Au = 0,1 N und als Ausgangsunsicherheit Ay = 0,1 m verwendet.

In der Abbildung 4.16 sind die mit dem IHO-Beobachter beziehungsweise dem
TM-Beobachter berechneten FEinschlieffungen der Zustandsgréfien einschliefslich
des zu schdtzenden, konstanten Parameters fiir verschiedene Beobachterordnun-
gen dargestellt. Es ist zu erkennen, dass keines der beiden Beobachterkonzepte mit
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einer Ordnung von { =1 eine ausreichend enge Einschliefung fiir die unbekann-
ten Zustandsgrofien liefern kann. Insbesondere gelingt es nicht, das fir s = c
angenommene Anfangsintervall zu verkleinern.

Der IHO-Beobachter liefert in diesem Fall engere Einschlieffungen fiir die Zu-
standsgrofie xo als der TM-Beobachter. Dies ist darauf zurickzufihren, dass
fiir diese geringe Ordnung die Mengendarstellung in Form wvon Intervallvekto-
ren besser geeignet ist als die Taylor-Modelle, die fir £ =1 aus einem linearen
Polynomanteil und einem Intervallrest bestehen. Damit kommen in diesem Fall
durch den relativ grofien Intervallrest und die niedrige Ordnung die Vorteile der
Taylor-Modelle nicht zum Tragen. Beim IHO-Beobachter fallen auferdem die ge-
zackten Rdander der berechneten FEinschliefungen auf, die in schwdcherer Form
auch in den weiteren Abbildungen erkennbar sind. Sie sind auf die Wahl der Ba-
sismatriz zurtickzufihren (siehe Abschnitt 4.2.2): In Abhdingigkeit davon, welche
Basisvektoren in der transformierten Mengendarstellung zur Beschreibung der
Zustandsmenge verwendet werden, ergeben sich unterschiedlich grofie Projektio-
nen der Zustandsmengen auf die einzelnen Zustandsgréfien. Zwar wird durch die
heuristische Vorgehensweise im Korrekturschritt des IHO-Beobachters eine mdg-
lichst gute Finschlieffung im Sinne eines moglichst kleinen Volumens des Durch-
schnitts aus pradizierter Menge und Messmenge angestrebt, dies bedeutet jedoch
nicht, dass die Projektion der Zustandsmenge auf einzelne Zustandsgroffen eine
moglichst geringe Breite aufweisen muss.

Eine Erhéhung der Ordnung auf £ = 3 verbessert in beiden Fdillen die Ergebnisse
signifikant, wobet die Verbesserung beim TM-Beobachter noch deutlicher ausféallt
als beim THO-Beobachter. In beiden Fallen gelingt es, das Anfangsintervall fir
x3 = ¢ deutlich einzuschrinken. Es ist zu erkennen, dass die Einschlieffungen
fir xo zu Beginn aufgrund des sehr unsicheren Modellparameters ebenfalls moch
starken Unsicherheiten unterworfen sind. Mit der verbesserten Einschlieffung von
x3 gelingt dann erwartungsgemdfl auch eine bessere Finschlieffung von .

Eine weitere Erhéhung der Ordnung auf £ = 5 bringt in beiden Fillen eine weitere
Verbesserung mit sich, die sich insbesondere in einer schnelleren FEinschrinkung
des maglichen Wertebereichs fiir x3 miederschligt. Eine Beobachterordnung von
£ =T bewirkt schlieflich im Fall des IHO-Beobachters keine sichtbare Verbesse-
rung der Ergebnisse mehr, wihrend sich die Ergebnisse des TM-Beobachters auf-
grund der geringeren Uberapprozimation nochmals geringfiigig verbessern lassen.

Als Anhaltspunkt fir den bendtigten Rechenaufwand sind die Rechenzeiten der
THO- beziehungsweise der TM-Beobachter pro 1 s Simulationszeit fir die verschie-
denen Beobachterordnungen in der Tabelle 4.1 zusammengestellt. Aufgrund der
stark zunehmenden Komplexitdt des Polynomanteils der Taylor-Modelle nimmit
beim TM-Beobachter die Rechenzeit mit der Ordnung £ deutlich stirker zu als
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Abbildung 4.16: Zustandsmengenbeobachtung am Beispiel des Feder-
Masse-Dampfers: Einfluss der Beobachterordnung ¢ (blau: berechnete
Einschlieffung, rot: tatsichlicher Zustand)
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Abbildung 4.16: Zustandsmengenbeobachtung am Beispiel des Feder-
Masse-Dampfers: Einfluss der Beobachterordnung ¢ (Fortsetzung, blau:
berechnete Einschliefung, rot: tatsichlicher Zustand)
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Ordnung ¢ THO-Beobachter TM-Beobachter

1 10 ms 170 ms
3 15 ms 550 ms
5 20 ms 1850 ms
7 30 ms 7550 ms

Tabelle 4.1: Rechenzeiten” fiir die Zustandsmengenbeobachtung des Feder-
Masse-Dampfers pro 1 s Simulationszeit

beim IHO-Beobachter. Es ist klar erkennbar, dass — wie auch aufgrund der theo-
retischen Uberlequngen zu erwarten ist — der TM-Beobachter einen deutlich hohe-
ren Rechenaufwand mit sich bringt. Fir £ > 3 ist der TM-Beobachters in diesem
Beispiel mit der verwendeten Abtastzeit von Ta = 0,04 s auf dem verwendeten
Rechner nicht mehr echtzeitfihig.

Beide Verfahren kénnten durch Optimierung der Implementierung hinsichtlich
der Ausfihrungsgeschwindigkeit noch beschleunigt werden, wobei beim TM-Beob-
achter wegen des hohen Aufwands zur Bearbeitung des Polynomanteils tendenziell
noch mehr Optimierungspotenzial besteht (siehe beispielsweise die Ausfihrungen
zur Implementierung der Taylor-Modelle im Abschnitt 3.1.2). Da dies jedoch auf
die Ergebnisse selbst keinen Finfluss hat, wurden solche Optimierungen im Rah-
men dieser Arbeit nicht weiter betrachtet.

In der Abbildung 4.17 sind die Ergebnisse der beiden Beobachterkonzepte fiir den
Fall eines sich verandernden Parameters c(t) dargestellt. Es ist zu erkennen, dass
in beiden Fdllen eine relativ rasche Einschrankung des moglichen Wertebereichs
fiir x3 = ¢ erfolgt und die Verinderung der Federkonstanten ebenfalls gut nach-
verfolgt werden kann.

Insgesamt ldasst sich feststellen, dass mit beiden Beobachterkonzepten bei hinrei-
chend hoher Beobachterordnung sehr gute Einschlieffungen fiir die Zustandsgré-
Ben und den zu schitzenden Modellparameter erzielt werden kénnen. Bei hoher
Ordnung wird schlieflich die erzielbare Genauigkeit im Wesentlichen durch die
vorgegebenen Unsicherheiten begrenzt. Der TM-Beobachter liefert — wie bereits
im vorangegangenen Beispiel — bessere Ergebnisse als der IHO-Beobachter. Diese
missen jedoch mit einem erheblich héheren Rechenaufwand erkauft werden.

7 Alle Berechnungen wurden auf einem PC mit AMD Athlon64 32004+ CPU und 1GB Arbeitsspei-
cher unter Windows XP (32bit) durchgefiihrt. Dabei wurden die im Rahmen dieser Arbeit entstan-
denen, eigenen C++-Implementierungen des IHO- und des TM-Beobachters verwendet.
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Abbildung 4.17: Zustandsmengenbeobachtung am Beispiel des Feder-
Masse-Dédmpfers: verdnderlicher Parameter (blau: berechnete Einschlie-
Bung, rot: tatsichlicher Zustand)

4.5 Zusammenfassung

Aufbauend auf den beiden im Kapitel 3 vorgestellten Verfahren zur Lésungseinschlie-
Bung gewohnlicher Differenzialgleichungssysteme wurden in diesem Kapitel zwei Ver-
fahren zur Zustandsmengenbeobachtung nichtlinearer Systeme vorgestellt. Eine we-
sentliche Eigenschaft dieser mengenbasierten Verfahren ist, dass sie unter Beriick-
sichtigung von Unsicherheiten in den Eingangsgrofien, den Modellparametern und
den Ausgangsgrofien zu jedem betrachteten Zeitpunkt eine Menge von Zustéanden lie-
fern, die alle mit dem Modell und den Messungen konsistenten Zustdnde garantiert
enthéalt, sofern die Annahmen tiber die Unsicherheiten korrekt sind.

Die garantierte EinschlieBung ist wesentlich fiir die Einsetzbarkeit der Verfahren
zur konsistenzbasierten Fehlerdiagnose, die im Kapitel 5 detailliert erldutert wird.
Die angestrebte Garantie wird in den Verfahren dieser Arbeit durch den Einsatz
der genannten Verfahren zur LosungseinschlieBung im Prédiktionsschritt und der
EinschlieBung einer Schnittmenge im Korrekturschritt erreicht.

Den Zustandsmengenbeobachtern dieser Arbeit liegt dabei, im Unterschied zu den
meisten mengenbasierten Verfahren aus der Literatur, ein zeitkontinuierliches Mo-
dell eines nichtlinearen Systems zugrunde. Um den Rechenaufwand so gering wie
moglich zu halten, wurde in dieser Arbeit auf die in der Literatur ebenfalls haufig zu
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findenden Aufteilungsstrategien der betrachteten Zustandsmengen verzichtet. Der
Schwerpunkt der Entwicklung lag stattdessen auf der Berechnung einer moglichst
engen Einschliefung der jeweiligen Schnittmengen durch die Beschreibung in Form
einer moglichst gut geeigneten Mengendarstellung.

Die beiden in dieser Arbeit entwickelten Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung
basieren auf unterschiedlichen Beschreibungsformen fiir die betrachteten Zustands-
mengen und ebenfalls deutlich unterschiedlichen Verfahren zur LosungseinschlieBung
im Préadiktionsschritt. Ein Vergleich der Verfahren hat gezeigt, dass beide Verfah-
ren in unterschiedlichen Bereichen ihre Stdrken oder Schwéchen haben. Der THO-
Beobachter liefert haufig gut brauchbare EinschlieBungen der Zustandsgrofien bei
relativ geringem Rechenaufwand, erfordert aber meistens die Verwendung relativ
kleiner Schrittweiten. Der TM-Beobachter liefert meist noch deutlich engere Ein-
schlieBungen, bendtigt dafiir jedoch erheblich mehr Rechenleistung. Dafiir ermog-
licht er allerdings auch oft die Verwendung deutlich groflerer Schrittweiten, wodurch
der Nachteil des hohen Rechenaufwands relativiert werden kann, sofern die Anwen-
dung die Verwendung solch grofler Schrittweiten zulésst. Insgesamt ist bei kleinen
Schrittweiten und moglichst geringem Rechenaufwand meist der IHO-Beobachter
ausreichend. Sind dagegen grofle Schrittweiten oder hochste Genauigkeit gefordert,
so ist der TM-Beobachter klar vorzuziehen.

Daher lasst sich keines der Verfahren als eindeutig besser fiir jeden beliebigen Anwen-
dungszweck bezeichnen. Vielmehr erginzen sich die Verfahren so, dass fiir verschie-
dene Anwendungen das jeweils besser geeignete Verfahren verwendet werden kann.
Weitere Anwendungsbeispiele der beiden Beobachterkonzepte sind im Kapitel 6 zu
finden.



Kapitel 5

Konsistenzbasierte Diagnose
mittels
Zustandsmengenbeobachtung

Das Ziel der konsistenzbasierten Fehlerdiagnose ist die Detektion und Isolation vor-
handener Fehler durch einen Vergleich — eine so genannte Konsistenzpriifung — des
tatsédchlichen mit dem erwarteten Verhalten des betrachteten Systems. Das tatséch-
liche Systemverhalten ist dabei durch Messinformationen der Systemausgangsgro-
Ben als Reaktion auf die bekannten Systemeingangsgrofien gegeben. Das erwartete
fehlerfreie oder auch fehlerbehaftete Systemverhalten wird in dieser Arbeit durch
Zustandsraummodelle reprasentiert.

Das Grundprinzip der konsistenzbasierten Fehlerdiagnose wurde bereits im Kapi-
tel 2.3 skizziert. Es wird in diesem Kapitel im Hinblick auf eine konkrete Umsetzung
prézisiert, wobei insbesondere die Anwendung der Verfahren zur Zustandsmengen-
beobachtung fiir zeitkontinuierliche nichtlineare Systeme aus dem Kapitel 4 im Mit-
telpunkt der Ausfithrungen steht.

Im Abschnitt 5.1 wird zunéchst das aus der Literatur bekannte Konzept der Feh-
lerkandidaten vorgestellt (siehe beispielsweise [Pla07, BKLS06]) und anschlieend
im Hinblick auf die speziellen Gegebenheiten dieser Arbeit erweitert. Dabei werden
insbesondere fiir diese Arbeit getroffene Annahmen und Voraussetzungen erlautert
und im Hinblick auf bereits existierende Verfahren eingeordnet. Der vollstandige
Ablauf der konsistenzbasierten Fehlerdiagnose mittels Zustandsmengenbeobachtung
mit den beiden in dieser Arbeit betrachteten Teilaufgaben Fehlerdetektion und Feh-
lerisolation wird dann im Abschnitt 5.2 vorgestellt. Den Abschlufi dieses Kapitels
bildet der Abschnitt 5.3, in dem die wesentlichen Eigenschaften des vorgestellten
Diagnoseverfahrens diskutiert und zusammengefasst werden.
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5.1 Fehlerkandidaten

Das Ziel jedes Diagnoseverfahrens ist die korrekte Bestimmung des oder der im
System tatsdchlich vorhandenen Fehler oder alternativ eine sichere Aussage tiber
die Abwesenheit von Fehlern. Dieses Idealziel kann jedoch aus einer Vielzahl von
Grinden im Allgemeinen praktisch nicht erreicht werden.

Zunéchst sind die iiber das Systemverhalten zur Verfligung stehenden Informationen
begrenzt. Dies kann bedeuten, dass bestimmte Fehler in einem System prinzipiell
von keinem Diagnoseverfahren detektiert werden kénnen, also nicht detektierbar sind
(vergleiche auch Abschnitt 2.1.2). Dariiber hinaus kénnen méglicherweise auf Basis
der vorhandenen Informationen tber das Systemverhalten bestimmte Fehler nicht
unterschieden, dass heif3t nicht isoliert, werden. Dieses Problem der mangelnden Dia-
gnostizierbarkeit von Fehlern kann gegebenenfalls durch Hinzunahme weiterer Infor-
mationen iiber das System — beispielsweise durch den Einbau zusétzlicher Sensorik —
gelost werden. Greift man jedoch nicht weiter in den Systemaufbau ein und méch-
te mit den zur Verfiigung stehenden Informationen auskommen, dann ist das von
einem beliebigen Diagnoseverfahren erzielbare bestmogliche Resultat die Detektion
aller detektierbaren und die Isolation aller isolierbaren Fehler.

Das konsistenzbasierte Diagnoseverfahren dieser Arbeit beschreibt als modellbasier-
tes Diagnoseverfahren das fehlerfreie oder fehlerbehaftete erwartete Systemverhalten
mithilfe unsicherer zeitkontinuierlicher nichtlinearer Zustandsraummodelle (verglei-
che Definition 2.21). In dieser Arbeit wird der fehlerfreie Normalbetrieb des be-
trachteten Systems, wie allgemein in der Literatur iiblich, mit Fy bezeichnet. Die
fir eine konkrete Anwendung betrachteten, unterschiedlichen Fehler werden analog
dazu mit Fq, Fo, ... bezeichnet. Der fehlerfreie Fall wird also gewissermaflen als
spezieller Fehlerfall aufgefasst, was dadurch gerechtfertigt ist, dass er im Rahmen
des Diagnoseverfahrens weitgehend analog zu den tatsdchlichen Fehlern behandelt
wird.

In praktischen Anwendungen konnen — beispielsweise schon aufgrund eines unver-
tretbar hohen Modellierungsaufwands — meist nicht alle potenziellen Fehler bertick-
sichtigt werden. In dieser Arbeit wird daher, im Gegensatz zu beispielsweise [P1a07],
angenommen, dass moglicherweise nicht alle Fehler, die potenziell das Systemverhal-
ten beeinflussen kénnen, bekannt sind. Die Menge aller betrachteten Fehler F; muss
also nicht vollstandig sein.

In der Praxis kann kein Systemmodell das jeweilige Systemverhalten exakt beschrei-
ben, weswegen die verwendeten Modelle immer mit gewissen Unsicherheiten behaftet
sind. Genauso ist es im Allgemeinen nicht méglich, die Messinformationen {iber das
tatséchliche Systemverhalten exakt — das heifft insbesondere ohne Stérungen wie
beispielsweise Messrauschen — zu erfassen.
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In dieser Arbeit wird in Anlehnung an [BKLS06, Pla07]) angenommen, dass fir
jeden Fehlerfall F; mit ¢ =0,1,... ein unsicheres Zustandsraummodell nach der
Definition 2.21 vorliegt, welches das zugehorige charakteristische Verhalten des Sys-
tems vollstdndig beschreibt. Im Vergleich zu einem klassischen, reellwertigen Sys-
temmodell beschreiben die in dieser Arbeit verwendeten, unsicherheitsbehafteten
Systemmodelle eine ganze Menge moglicher Verhaltensweisen des Systems. Ein sol-
ches Systemmodell heifit vollstindig (,,complete®), wenn das tatsichliche Verhalten
des Systems fiir den betrachteten Fehlerfall vollstdndig durch diese Menge méglicher
Systemverhaltensweisen abgedeckt wird.

Dies bedeutet insbesondere, dass die tatsdchlichen Werte der Modellparameter in
den gewéhlten Parameterintervallen enthalten sein miissen. Analog miissen die tat-
séchlich vorhandenen Messunsicherheiten vollsténdig durch die berticksichtigten Ein-
gangs- und Ausgangsunsicherheiten Awu beziehungsweise Ay abgedeckt sein. Dar-
iiber hinaus muss die Anfangszustandsmenge X (¢y) so gewéhlt werden, dass sie den
unbekannten, tatsidchlichen Anfangszustand des Systems garantiert enthalt.

Diese Annahmen fithren auf die folgende Definition eines Fehlerkandidaten, die hier
in Anlehnung an [Pla07] getroffen wird.

Definition 5.1: Fehlerkandidat

Ein Fehler F; heiit Fehlerkandidat (,fault candidate®), wenn die vorliegenden
unsicherheitsbehafteten Messinformationen konsistent mit dem Verhalten des zu-
gehérigen, ebenfalls unsicherheitsbehafteten Systemmodells sind. Die unsicheren
Messinformationen sind konsistent mit dem unsicheren Systemmodell, wenn es
unter Berticksichtigung der Unsicherheiten wenigstens eine Méglichkeit gibt, die
Messinformationen mit dem Systemmodell zu erkléren.

Das Ziel eines konsistenzbasierten Diagnoseverfahrens ist die korrekte Bestimmung
aller Fehlerkandidaten mit den gegebenen Systemmodellen unter Beriicksichtigung
der betrachteten Unsicherheiten. Dies geschieht durch Ausschluss inkonsistenter Sys-
temmodelle und der zugehorigen Fehler. Die Menge aller Fehlerkandidaten stellt
diejenigen Fehler dar, die unter den gegebenen Voraussetzungen als mogliche Feh-
ler angesehen werden miissen. Enthélt diese Menge mehrere Fehler, die prinzipiell
voneinander unterscheidbar, das heifit isolierbar sind, dann ist die Mehrdeutigkeit
des Diagnoseergebnisses — abgesehen von der Moglichkeit eines ungeeigneten Dia-
gnoseverfahrens — auf eine nicht ausreichend genaue Beschreibung des jeweiligen
Systemverhaltens oder auf zu wenig Messinformationen zuritickzufiihren.

Im Fall der hier betrachteten konsistenzbasierten Fehlerdiagnose bezieht sich die
nicht ausreichend genaue Modellierung insbesondere auf die beriicksichtigten Mess-
oder Modellunsicherheiten. Durch eine Verringerung der Unsicherheiten — beispiels-
weise durch eine genauere Modellierung oder eine bessere Messdatenerfassung — kann
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das Diagnoseergebnis gegebenenfalls verbessert werden. Zu kleine Unsicherheiten
miissen jedoch in jedem Fall vermieden werden, da diese zu einer unerwiinschten
Inkonsistenz bei der Zustandsmengenbeobachtung fiihren kénnen (siehe auch Ab-
schnitt 4.1).

Die Konsistenz zwischen Modell und Realitét wird bei der konsistenzbasierten Feh-
lerdiagnose mittels Zustandsmengenbeobachtung durch Bildung des Durchschnitts
der préadizierten Menge X, (tx41) und der Messmenge Xy, (tx41) Uberpriift. Auch
wenn dabei in jedem Schritt nur der aktuelle Zeitpunkt betrachtet wird, bezieht
sich die Konsistenzprifung aufgrund der Beobachterstruktur auf sdmtliche bisher
betrachteten Messinformationen (vergleiche Abschnitt 4.1).

Berechnet man bei der Zustandsmengenbeobachtung die pradizierte Menge auf Basis
des zum Fehler F; gehorenden Systemmodells und ist der Durchschnitt mit der Mess-
menge nicht leer, so ist nicht ausgeschlossen, dass F; konsistent mit den verfiigharen
Messinformationen ist und daher einen Fehlerkandidaten darstellt. Aufgrund der
zusdtzlichen, durch die Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung bedingten Unsi-
cherheiten ist es jedoch moglich, dass ein Fehler zwar keinen Fehlerkandidaten im
Sinne der Definition 5.1 darstellt, aber trotzdem zu einer nicht leeren Schnittmenge
fithrt und daher mit dem verwendeten Verfahren nicht ausgeschlossen werden kann.

Ist die im Korrekturschritt der Zustandsmengenbeobachtung berechnete Einschlie-
Bung der Schnittmenge dagegen leer, so ist aufgrund der getroffenen Voraussetzungen
an die Systemmodelle sowie die Messunsicherheiten (vergleiche Definition 2.21) und
auBerdem der Eigenschaften der verwendeten Zustandsmengenbeobachter (verglei-
che Abschnitt 4.1) garantiert, dass der zum betrachteten Systemmodell gehérende
Fehler F; nicht aufgetreten sein kann.

Im Fall linearer Systeme kann die pradizierte Menge ebenso wie die anschlieflen-
de Schnittmenge unter gewissen zuséitzlichen Annahmen exakt berechnet werden,
sodass theoretisch die Menge aller Fehlerkandidaten korrekt bestimmt werden kann
[P1a07]. Wie in den Kapiteln 3 und 4 erlautert wurde, ist dies jedoch im Allgemeinen
bei nichtlinearen Systemen nicht mehr méglich, da die auftretenden Zustandsmengen
aufgrund einer nicht zu vermeidenden Uberapproximation nicht exakt beschrieben
werden konnen. Dies fiihrt dazu, dass im Allgemeinen nur eine Obermenge der Menge
der Fehlerkandidaten bestimmt werden kann. Die Elemente der mit einem Zustands-
mengenbeobachter dieser Arbeit bestimmbaren Obermenge der Fehlerkandidaten
werden im Folgenden als mdgliche Fehlerkandidaten bezeichnet.

Definition 5.2: Moglicher Fehlerkandidat

Ein Fehler F; heiflt méglicher Fehlerkandidat, wenn die vorliegenden Messinfor-
mationen konsistent mit dem zugehérigen Systemmodell unter Berticksichtigung
der Mess- und Modellunsicherheiten sowie der zusédtzlichen, durch das verwendete
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Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung bedingten Unsicherheiten sind. Ein
méglicher Fehlerkandidat zeichnet sich also dadurch aus, dass die durch die Zu-
standsmengenbeobachtung auf Basis des zugehérigen Systemmodells berechnete
Schnittmenge nicht leer ist.

Ublicherweise tritt ein Fehler in einem technischen System nur selten auf. Dies bedeu-
tet, dass haufig zwischen dem Beginn der Messungen und der aufgrund eines Fehlers
auftretenden Verdnderung im Systemverhalten eine erhebliche Zeitspanne vergeht.
In dieser Arbeit wird daher angenommen, dass ein Fehler zu einem beliebigen, im
Allgemeinen unbekannten Zeitpunkt ¢¢ zwischen dem Beginn der Messdatenerfassung
zum Zeitpunkt tg und dem Abschluss der Fehlerdetektion zum Zeitpunkt tq auftre-
ten darf. Im Gegensatz dazu wird beispielsweise in [Pla07] angenommen, dass ein
einzelner Fehler das Systemverhalten {iber den gesamten betrachteten Zeithorizont
beeinflusst.

Fiir die folgende Fehlerisolation — also fiir das Zeitintervall zwischen dem Detektions-
zeitpunkt tq und dem Isolationszeitpunkt t; — wird in dieser Arbeit dann ebenfalls
angenommen, dass kein weiterer Fehler das Systemverhalten beeinflusst. Wie im
Abschnitt 2.1 bereits erlautert, werden in dieser Arbeit also nur einfache Fehler be-
trachtet. Das Systemverhalten selbst darf sich jedoch — beispielsweise durch eine
sich verdndernde Fehlerstéirke — im Sinne eines oder mehrerer zeitverdnderlicher Mo-
dellparameter durchaus verdndern. Diese potenziell verdnderlichen Modellparameter
miissen dann im Rahmen der Fehlerisolation bei der Zustandsmengenbeobachtung
mitgeschéitzt werden, um eine erfolgreiche Fehlerisolation zu ermdglichen. Dadurch
ist es mit den Verfahren dieser Arbeit moglich, neben abrupten auch schleichende
Fehler erfolgreich zu isolieren (siehe auch Abschnitt 2.1.1).

5.2 Diagnosealgorithmus

Sowohl zur Fehlerdetektion als auch zur Fehlerisolation werden die jeweils betrach-
teten Fehler in der so genannten Fehlerliste F(t) zusammengefasst. Die prinzipiel-
le Vorgehensweise ist fir die Fehlerdetektion und die Fehlerisolation identisch und
wird anhand des Ablaufdiagramms in der Abbildung 5.1 verdeutlicht. Fir jedes
zum Zeitpunkt ¢; noch in der Fehlerliste F(t) enthaltene Element F; wird mithilfe
des verwendeten Zustandsmengenbeobachters die konsistente Folgezustandsmenge
Xp, (try1) berechnet. Ist diese Folgezustandsmenge leer, so wurde eine Inkonsistenz
zwischen dem jeweiligen Systemmodell und den Messinformationen festgestellt. Das
entsprechende Element F; stellt demnach keinen moéglichen Fehlerkandidaten mehr
dar und wird daher aus der Fehlerliste entfernt. Der Fehler F; kann — wie bereits
erlautert — garantiert nicht aufgetreten sein.
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Fehlerdetektion Fehlerisolation
Initialisierung Reinitialisierung
F(to) = {Fo} — F(tq) = {F1,Fa,...}
Xr, (to) = Xo Xr, (ta) = XaVF; € F(ta)
I [
v v
Mengenbeobachtung Mengenbeobachtung
Berechnung von X, (tk+1) Berechnung von X, (tk11)
Aktualisierung von F Aktualisierung von F
Fo X (trp1) #0 Fltrtr) = {Fil Xp, (trr1) # 0}
F(trtr) =
0 sonst
nein

ja

Fehler Fehler F;
Fehler detektiert! }‘ unbekannt! isoliert!

Abbildung 5.1: Prinzipieller Ablauf der Fehlerdetektion und -isolation

Die Unterschiede zwischen der Fehlerdetektion und der Fehlerisolation liegen in der
Art und Weise der Initialisierung und der Auswertung der jeweiligen Fehlerliste
F(tg41)- Sie werden im Folgenden noch genauer erléutert.

5.2.1 Fehlerdetektion

Zur Fehlerdetektion geniigt ein Modell des Systemverhaltens fiir den fehlerfreien
Normalbetrieb Fy [BKLS06]. Der fehlerfreie Fall muss so lange als Moglichkeit in
Betracht gezogen werden, bis er durch die Zustandsmengenbeobachtung als garan-
tiert inkonsistent mit der Realitéit erkannt wird. Die Fehlerliste wird daher mit

F(to) = {Fo} (5.1)

initialisiert. Der zugehorige Zustandsmengenbeobachter wird mit einer geeigneten
Anfangszustandsmenge X'y, (to) initialisiert, die so gewahlt werden muss, dass sie den
unbekannten tatsdchlichen Anfangszustand garantiert enthéalt. Anschlieend wird die
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Zustandsmengenbeobachtung so lange durchgefiihrt, bis sich der mégliche Fehlerkan-
didat Fy als inkonsistent mit der Realitét erweist. In diesem Fall wird Fy aus F(tg4+1)
entfernt, wodurch die Fehlerliste leer wird. Der Zeitpunkt der Fehlerdetektion wird
mit tq bezeichnet. Durch die Zustandsmengenbeobachtung wurde also festgestellt,
dass das modellierte fehlerfreie Systemverhalten garantiert nicht der Realitdt entspre-
chen kann, sofern die Annahmen iiber die Mess- und Modellunsicherheiten korrekt
sind.

In [Pla07] wird abweichend von der hier gewéhlten Vorgehensweise die Fehlerliste
bereits zur Fehlerdetektion mit allen betrachteten Fehlern F; initialisiert. Dadurch
kann ein vollstdandiges Diagnoseergebnis erzielt werden: Unter den zuséitzlichen An-
nahmen, dass alle potenziellen Fehler bekannt sind und das Systemverhalten iiber
den gesamten betrachteten Zeithorizont von einem einzigen, konstanten Fehler be-
einflusst wird, lasst sich die Schlussfolgerung ziehen, dass der tatséchlich vorhandene
Fehler zu jedem Zeitpunkt in der Fehlerliste enthalten ist.

Wie bereits erldutert, werden in dieser Arbeit jedoch beide Annahmen gelockert: Ein
Fehler darf zu einem beliebigen Zeitpunkt zwischen to und tq auftreten und es wird
nicht vorausgesetzt, dass alle potenziellen Fehler bekannt sind. In diesem Fall ist die
Initialisierung von F (to) mit zusétzlichen Elementen auler Fy wenig sinnvoll. Da sich
die Konsistenzpriifung durch die Zustandsmengenbeobachtung auf den gesamten be-
trachteten Zeithorizont bezieht, konnte es passieren, dass sich nach dem Auftreten
eines Fehlers F; (i # 0) sowohl Fy als auch F; als inkonsistent erweisen, da keines
der beiden Fehlermodelle zur gesamten aufgezeichneten Messdatenreihe passt. Daher
muss unter den in dieser Arbeit getroffenen Annahmen zur anschliefenden Fehleriso-
lation in jedem Fall eine Reinitialisierung von F durchgefithrt werden, selbst wenn
zu Beginn aufler Fy noch weitere potenzielle Fehler in F(t) aufgenommen wiirden.

Die Detektion eines Fehlers hangt in beiden Féllen nur von der Konsistenz bezie-
hungsweise Inkonsistenz des fehlerfreien Falls Fy ab. Die alleinige Betrachtung von Fq
im Rahmen der Fehlerdetektion reduziert den benétigten Rechenaufwand betrécht-
lich, da der zusétzliche Aufwand der Zustandsmengenbeobachtung fiir die weiteren
Fehlermodelle entféllt.

Ist man nur an einer Fehlerdetektion interessiert, so gentigt also ein Modell des feh-
lerfreien Falls F(, ohne dass die Modellierung potenzieller Fehler erforderlich wére.
Fir die auf die Fehlerdetektion folgende Fehlerisolation werden jedoch solche zuséatz-
lichen Modelle fiir alle betrachteten Fehler benotigt.

5.2.2 Fehlerisolation

Wurde ein Fehler detektiert, so kann bei Bedarf anschliefend versucht werden, den
aufgetretenen Fehler durch eine Fehlerisolation zu ermitteln. Dazu wird die Fehler-
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liste F(tq) unter Verwendung aller betrachteten Fehler F; mit Ausnahme des gerade
als inkonsistent erkannten fehlerfreien Falls Fy neu initialisiert:

F(ta) ={F1,Fa,... } (5.2)

Die zugehorigen Zustandsmengenbeobachter miissen ebenfalls analog zur Fehlerde-
tektion mit einer geeigneten Anfangszustandsmenge X (tq) = X4 initialisiert werden.
Dazu kann beispielsweise X q = Xy verwendet werden oder alternativ auch die letz-
te nichtleere Zustandsmenge aus der Fehlerdetektion hinreichend stark aufgebldht
werden.

Anschliefend werden analog zur Fehlerdetektion mithilfe der Zustandsmengenbe-
obachter fiir alle konsistenten Fehlermodelle ausgehend von den aktuellen Zustands-
mengen die konsistenten Folgezustandsmengen bestimmt. Alle Fehler F;, die sich
durch die Zustandsmengenbeobachtung als inkonsistent erweisen, werden aus der
Fehlerliste entfernt, sodass die Fehlerliste stets nur die noch méglichen Fehlerkandi-
daten enthélt.

Bei der Fehlerisolation wird in dieser Arbeit davon ausgegangen, dass in dem fiir die
Isolation benétigten Zeitintervall [tq, ;] kein weiterer Fehler auftritt und das System-
verhalten daher im gesamten betrachteten Zeitraum vom gleichen Fehler beeinflusst
wird. Damit werden in dieser Arbeit nur einfache Fehler betrachtet (vergleiche Ab-
schnitt 2.1.1). Sollte diese Annahme nicht erfiillt sein, dann kénnten sich im Rahmen
der Fehlerisolation alle betrachteten Fehler F; als inkonsistent erweisen (vergleiche
auch die Ausfithrungen zur Fehlerdetektion).

Zur Auswertung der Fehlerliste im Rahmen der Fehlerisolation werden in dieser
Arbeit die folgenden Fille unterschieden:

F(tet1) = {Fi, Fj,... }: Auf Basis der aktuell vorliegenden Informationen stellen
mehrere Fehler noch mogliche Fehlerkandidaten dar. Dies ist darauf zuriickzu-
fithren, dass die betreffenden Fehler entweder aufgrund der betrachteten Un-
sicherheiten oder aufgrund einer prinzipiell nicht vorhandenen Isolierbarkeit
nicht voneinander unterschieden werden konnen (unterbliebene Isolation). Um
die Fehler moglicherweise doch noch voneinander unterscheiden zu kénnen,
wird in dieser Arbeit — sofern dies fiir die jeweilige Anwendung vertretbar er-
scheint — die Zustandsmengenbeobachtung so lange weiter fortgesetzt, bis einer
der folgenden Fille eintritt.

F(tr+1) = {Fi}: Nur ein Fehler verbleibt als moglicher Fehlerkandidat in der Feh-
lerliste, sodass man — zumindest nach einer gewissen Zeit — davon ausgehen
kann, dass dieser Fehler auch tatséchlich vorliegt. Diese Aussage ist jedoch
nicht garantiert: Es ist durchaus moglich, dass sich im weiteren Verlauf auch
der letzte verbleibende mogliche Fehlerkandidat F; noch als inkonsistent er-



5.3 FEigenschaften des Diagnoseverfahrens 143

weist (siehe unten). In der Praxis sollte deswegen in diesem Fall — sofern dies
vertretbar erscheint — die Zustandsmengenbeobachtung noch eine gewisse Zeit
fortgesetzt werden, bevor davon ausgegangen werden kann, dass der Fehler
korrekt isoliert wurde. Im Ablaufdiagramm in der Abbildung 5.1 ist dieser Fall
im Interesse einer kompakteren Darstellung vereinfacht dargestellt: Der Feh-
ler F; wird dort als isoliert angenommen, sobald sich alle anderen méoglichen
Fehlerkandidaten als inkonsistent erwiesen haben.

F(ti4+1) = 0: Alle betrachteten Fehler haben sich als garantiert inkonsistent erwie-
sen. Daher muss — ebenfalls garantiert — ein unbekannter Fehler aufgetreten
sein, der zwar detektiert wurde, aber mangels eines entsprechenden Systemmo-
dells nicht isoliert werden kann (unterbliebene Isolation).

Die Auswertung der im Rahmen der Fehlerisolation bestimmten Fehlerliste muss
aufgrund der nicht garantierten Fehlerisolation mit entsprechender Vorsicht durch-
gefithrt werden. In dieser Arbeit wird zu Vergleichszwecken der Zeitpunkt, zu dem
der tatséchlich vorhandene Fehler korrekt isoliert wird, als Isolationszeitpunkt ¢;
bezeichnet.

Werden im Rahmen der Fehlerisolation bei der Zustandsmengenbeobachtung zusitz-
lich noch Parameter eines Fehlermodells mit geschétzt, so konnen damit neben ab-
rupten Fehlern auch schleichende Fehler isoliert werden. Die berechneten Einschlie-
Bungen fiir die Modellparameter liefern dann gleichzeitig noch weitere Informationen
im Sinne einer Fehleridentifikation, beispielsweise iiber die Stirke des aufgetretenen
Fehlers. Diese Informationen kénnen dann im Rahmen geeigneter Gegenmafinahmen
genutzt werden. Diese weiterfithrenden Aufgaben héngen jedoch sehr stark vom je-
weils betrachteten Anwendungsfall ab und werden daher in dieser Arbeit nicht weiter
betrachtet.

5.3 Eigenschaften des Diagnoseverfahrens

Den wesentlichen Bestandteil des konsistenzbasierten Diagnoseverfahrens dieser Ar-
beit bilden die im Kapitel 4 vorgestellten Verfahren zur Zustandsmengenbeobachtung
fiir nichtlineare zeitkontinuierliche Systeme. Die Eigenschaften des Diagnoseverfah-
rens ergeben sich damit sowohl aus den Eigenschaften der verwendeten Zustands-
mengenbeobachter als auch aus deren Einsatz zur Fehlerdetektion beziehungsweise
-isolation, die im Abschnitt 5.2 erlautert wurden.

Wie im Abschnitt 2.1 bereits ausgefiihrt wurde, stellt die Forderung nach einer mog-
lichst frithzeitigen und korrekten Erkennung von Fehlern die wesentliche Herausforde-
rung der Fehlerdiagnose dar. Das konsistenzbasierte Diagnoseverfahren dieser Arbeit
ist robust (vergleiche Definition 2.17) in dem Sinne, dass durch die Zustandsmengen-
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beobachtung ausgeschlossene Fehler garantiert nicht aufgetreten sein konnen. Damit
konnen, sofern die Annahmen iiber die Mess- und Modellunsicherheiten korrekt sind,
bei der Fehlerdetektion keine Fehlalarme auftreten. Neben korrekten Alarmen sind
jedoch auch unterbliebene Alarme moglich, sofern die Auswirkungen eines tatséch-
lich aufgetretenen Fehlers durch die angenommenen Unsicherheiten verdeckt werden
oder der tatsichlich aufgetretene Fehler prinzipiell nicht detektierbar ist.

Im Rahmen der Fehlerisolation werden ebenfalls die als garantiert inkonsistent er-
kannten Fehler ausgeschlossen. Damit kann bei der Fehlerisolation prinzipiell kein
tatsachlich nicht vorhandener Fehler isoliert werden. Dabei ist jedoch zu beach-
ten, dass die Aussage der Fehlerisolation im Allgemeinen keine garantierte Aussage
ist. Nur wenn tatséchlich alle potenziellen Fehler modelliert wurden, ist garantiert,
dass der letzte verbleibende Fehlerkandidat dem tatséchlich vorhandenen Fehler ent-
spricht, da es in diesem Fall keine unbekannten Fehler mehr gibt. Ansonsten muss bei
der Interpretation des Ergebnisses der Fehlerisolation neben den in der Fehlerliste
F verbliebenen moglichen Fehlerkandidaten immer auch der Fall eines unbekannten
Fehlers als Moglichkeit in Betracht gezogen werden. Der Fall eines unbekannten Feh-
lers wird jedoch in dieser Arbeit nicht als zuséitzliches Element in F aufgenommen,
da es dazu kein entsprechendes Fehlermodell und demnach auch keinen zugehérigen
Zustandsmengenbeobachter gibt. Betrachtet man bei der Auswertung der Fehleriso-
lation die Gesamtheit aller in F verbliebenen méglichen Fehlerkandidaten und zu-
sétzlich die Moglichkeit eines unbekannten Fehlers, so sind durch die Vorgehensweise
dieser Arbeit falsche Isolationen im Rahmen der Fehlerisolation ausgeschlossen.

Mit dem Diagnoseverfahren dieser Arbeit sind neben der korrekten Isolation auch
unterbliebene Isolationen moglich. Ahnlich wie bei der Fehlerdetektion ist dies ent-
weder auf eine fehlende Isolierbarkeit oder auch darauf zuriickzufithren, dass sich
mehrere betrachtete Fehler unter Berticksichtigung der Unsicherheiten zu &hnlich
sind, um sie voneinander trennen zu kénnen.

Die Empfindlichkeit (vergleiche Definition 2.18) des Verfahrens wird im Wesentlichen
durch die Unsicherheiten der Modellparameter sowie der Ein- und Ausgangsgrofien
bestimmt. Diese Unsicherheiten miissen bei der Modellierung so klein wie moglich
gewéahlt werden, um eine moglichst gute Detektion und Isolation auftretender Fehler
zu ermoglichen. Um die Robustheit des Verfahrens nicht zu gefahrden, ist es jedoch
unbedingt erforderlich, darauf zu achten, dass die Unsicherheiten nicht zu klein an-
genommen werden. Nur wenn die tatsichlichen Unsicherheiten vollstédndig durch die
modellierten Unsicherheiten abgedeckt werden — und damit die Annahmen tiber die
Mess- und Modellunsicherheiten korrekt sind — ist das Verfahren tatséchlich robust
im oben erlduterten Sinn. Die Unterscheidung von Stérungen und Fehlern, die im
Abschnitt 2.1 als wesentliches Ziel eines Diagnoseverfahrens genannt wurde (verglei-
che Definitionen 2.1 und 2.2), erfolgt im Wesentlichen ebenfalls durch eine geeignete
Wahl der Mess- und Modellunsicherheiten.
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Die Zustandsmengenbeobachter als Kernbestandteil des Diagnoseverfahrens weisen
im Gegensatz zu klassischen Zustandsbeobachtern keine Riickkopplung des Schatz-
fehlers auf. Dies kommt ebenfalls der Empfindlichkeit des Diagnoseverfahrens zugute.
Eine solche Riickkopplung wiirde eine Anpassung des Beobachters an ein méglicher-
weise vom erwarteten Verhalten abweichendes Systemverhalten bewirken, wodurch
insbesondere die Erkennung kleiner Fehler erschwert oder gar verhindert werden
kann. Des Weiteren werden bei Diagnoseverfahren auf Basis klassischer Beobachter,
bei denen die Residuen aus der Differenz zwischen geschétzten und gemessenen Aus-
gangsgroflen gebildet werden, Fehler nur voriibergehend so lange angezeigt, bis der
Schétzfehler aufgrund der Riickkopplung wieder abgeklungen ist. Dieses Phanomen
wird bei den Verfahren dieser Arbeit durch die fehlende Riickkopplung vermieden.

Wie im Abschnitt 2.1 bereits erlautert wurde, werden in dieser Arbeit nur einfache
Fehler betrachtet. Da die Fehlerdetektion nur auf einer Inkonsistenz des System-
modells fiir den fehlerfreien Fall beruht, ist es zunédchst unwesentlich, welche Art
von Fehler tatséchlich vorliegt. Damit ist mit dem konsistenzbasierten Diagnosever-
fahren dieser Arbeit die Detektion von abrupten Fehlern genauso moglich wie die
Detektion von schleichenden oder sporadischen Fehlern. Natiirlich miissen jedoch die
Auswirkungen der jeweiligen Fehler so stark ausgeprigt sein, dass sie nicht von den
Unsicherheiten verdeckt werden.

Im Rahmen der Fehlerisolation konnen neben den — bei ausreichender Fehlerstarke —
relativ einfach zu erkennenden, abrupten Fehlern auch schleichende Fehler isoliert
werden. Dies wird vor allem durch die kombinierte Zustands- und Parameterschét-
zung im Rahmen der nichtlinearen Zustandsmengenbeobachtung ermoéglicht. Ohne
diese zusétzliche Parameterschidtzung miisste fiir jede mogliche Verédnderung eines
Modellparameters und jede mogliche Fehlerstarke ein separates Modell mit zugehori-
gem moglichem Fehlerkandidaten betrachtet werden. Dadurch wiére eine erfolgreiche
Isolation schleichender Fehler aufgrund eines extrem hohen Modellierungs- und Re-
chenaufwands praktisch nicht moglich. Die Isolation sporadischer Fehler ist aufgrund
der praktisch meist nicht durchfithrbaren Modellierung mit den Verfahren dieser Ar-
beit ebenfalls kaum moglich, es sei denn, die Diagnose konnte bereits erfolgreich
abgeschlossen werden, bevor der Fehler wieder verschwindet.

Wie im Abschnitt 2.1 bereits erwdhnt wurde, wird im Rahmen dieser Arbeit die
Aufgabe der Fehleridentifikation nicht weiter betrachtet. In einem gewissem Mafle
liefert jedoch die kombinierte Zustands- und Parameterschitzung im Rahmen der
Fehlerisolation bereits Informationen tiber mogliche Fehlerstarken und die weitere
Entwicklung von Fehlern, die im Sinne einer Fehleridentifikation ausgewertet werden
konnen.






Kapitel 6

Anwendungen der
konsistenzbasierten Diagnose

In diesem Kapitel wird das Verfahren zur konsistenzbasierten Fehlerdiagnose nicht-
linearer Systeme aus dem Kapitel 5 auf Basis der im Kapitel 4 entwickelten An-
sitze zur Zustandsmengenbeobachtung anhand verschiedener Anwendungsbeispiele
verdeutlicht und evaluiert.

Im Abschnitt 6.1 wird zunéichst ein Van-der-Pol-Ostzillator betrachtet, der in der
nichtlinearen Systemtheorie héufig als Benchmark-System verwendet wird. Anschlie-
Bend verdeutlicht der Abschnitt 6.2 die Moglichkeiten der konsistenzbasierten Feh-
lerdiagnose im Zusammenspiel mit der kombinierten Zustands- und Parameterschét-
zung im Rahmen der Zustandsmengenbeobachtung anhand eines einfachen Feder-
Masse-Dampfer-Systems. Diese Beispielsysteme wurden bereits im Abschnitt 4.4
zum Vergleich von THO- und TM-Beobachter herangezogen.

Als weiteres Anwendungsbeispiel wird im Abschnitt 6.3 ein inverses Pendel betrach-
tet, das ebenfalls ein haufig verwendetes Benchmark-System der nichtlinearen Sys-
temtheorie ist. Im Gegensatz zum Van-der-Pol-Oszillator liegen hier jedoch keine
Simulationsdaten zugrunde. Stattdessen werden Messdaten aus einem am Institut
fiir Regelungs- und Steuerungssysteme vorhandenen Laboraufbau verwendet.

Schliefllich wird das konsistenzbasierte Diagnoseverfahren im Abschnitt 6.4 zur Feh-
lerdiagnose einer Ansaugluft-Drosselklappe eingesetzt, die als Teil des Abgasriick-
fiihrsystems moderner Dieselmotoren eine abgasrelevante Komponente darstellt und
deren Uberwachung daher gesetzlich vorgeschrieben ist. Zur Fehlerdiagnose der An-
saugluft-Drosselklappe stehen neben Messdaten aus einem Laboraufbau auch Mes-
sungen aus Versuchsfahrten zur Verfiigung, die in Kooperation mit der Daimler AG
an einem Versuchsfahrzeug aufgezeichnet wurden.

Die wesentlichen Ergebnisse dieses Kapitels werden abschlieend im Abschnitt 6.5
nochmals kurz zusammengefasst.
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6.1 Van-der-Pol-Oszillator

Als einfithrendes Beispiel zur konsistenzbasierten Fehlerdiagnose wird in diesem Ab-
schnitt ein Van-der-Pol-Oszillator untersucht, der bereits im Beispiel 4.4 im Ab-
schnitt 4.4 betrachtet wurde. Der Van-der-Pol-Oszillator wird im Zustandsraum be-
schrieben durch das nichtlineare Systemmodell

. €2 o
w_<6(1—x%)x2—x1)’ y=n (6.1)

mit dem reellen Parameter € > 0. Diese Darstellung entspricht der Definition 2.21
und kann daher direkt zur konsistenzbasierten Fehlerdiagnose herangezogen werden.

Fir die folgenden Simulationsexperimente werden neben dem fehlerfreien Fall Fy
drei Fehlerfalle betrachtet, die sich im Wert des Parameters ¢ unterscheiden:

Fy: fehlerfreier Fall mit ¢ = 2
Fi: Fehler mit ¢ = 3

Fs5: Fehler mit ¢ =4

F3: Fehler mit ¢ = 4.25

Zuséatzlich wird noch ein unbekannter Fehler mit € = 1 simuliert. Mithilfe des MAT-
LAB-Simulationsverfahrens ode45 wurden fiir diese Fehler Simulationsdaten y mit
einer Abtastzeit von Ty = 0,02 s generiert. Alle simulierten Fehler traten dabei zum
Zeitpunkt tf = 2 s auf.

Die konsistenzbasierte Fehlerdiagnose wird hier sowohl auf Basis eines IHO-Beobach-
ters als auch auf Basis eines TM-Beobachters durchgefiihrt. Die Beobachterordnung
wird dabei zu ¢ = 5 und die Ausgangsunsicherheit zu Ay = 0,1 gewahlt. Die jewei-
ligen Fehlermodelle werden fiir dieses Beispiel als exakt bekannt angenommen, der
Parameter ¢ unterliegt also keinen Unsicherheiten. Als Anfangszustandsmenge sowie
zur Reinitialisierung der Zustandsmengenbeobachter fiir die Fehlerisolation wird der
Intervallvektor beziehungsweise das vektorielle Taylor-Modell

x(0) = ) = ({2 0) = (%) (62)

Tag,

verwendet. Hier wie auch in allen weiteren Beispielen ist es sinnvoll, die Zustands-
mengenbeobachtung nicht mit dem Préadiktionsschritt zu beginnen, sondern die An-
fangszustandsmenge mithilfe einer Messung Y(0) vorab durch eine einfache Schnitt-
mengenbildung zu korrigieren (vergleiche Abschnitt 4.1).

Die mit den Verfahren dieser Arbeit erzielten Diagnoseergebnisse sind in den Abbil-
dungen 6.1 bis 6.4 dargestellt. Die Abbildungen zeigen jeweils {iber der Zeit t die



6.1 Van-der-Pol-Oszillator 149

THO-Beobachter TM-Beobachter

tqg — 1 ti—1q tqg—1t¢ t;—1tq
Fehler Fy 1,08s  3,72s 1,02 s 3,50 s
Fehler Fy 0,92's - 0,88 s 9,86 s
Fehler Fg 0,86 s - 0,84s 10,08 s
unbekannter Fehler 1,22s 1,84s 1,10 s 0,86 s

Tabelle 6.1: Benotigte Zeit zur Fehlerdetektion (tq — tf) beziehungsweise
Fehlerisolation (¢; — tq) beim Van-der-Pol-Oszillator

Projektionen der berechneten Einschlieungen im Zustandsraum auf die Zustands-
groflen z1 und xo sowie in Form von Balkendiagrammen die in der Fehlerliste F
enthaltenen moglichen Fehlerkandidaten F;.

Die jeweils zur Fehlerdetektion benotigte Zeit zwischen dem Auftreten eines Fehlers
zum Zeitpunkt ty = 2 s und dem Detektionszeitpunkt t4 sowie die zur Fehlerisola-
tion benotigte Zeit zwischen t4 und dem Isolationszeitpunkt ¢; ist in der Tabelle 6.1
dargestellt. Die maximale Rechenzeit! pro 1s Simulationszeit bei drei parallel lau-
fenden Zustandsmengenbeobachtern betragt bei Verwendung von THO-Beobachtern
125 ms und bei Verwendung von TM-Beobachtern 1,9 s. Wie im Abschnitt 4.4 bereits
erwahnt, besteht insbesondere bei den TM-Beobachtern noch Potenzial zur Beschleu-
nigung der Berechnungen, so dass die benotigte Rechenzeit bei Bedarf noch deutlich
reduziert werden kénnte. Alternativ kénnte auch die Beobachterordnung reduziert
oder die Abtastzeit vergroflert werden. Dadurch verschlechtern sich jedoch die Dia-
gnoseergebnisse, da eine geringere Beobachterordnung gréBere Uberapproximationen
und eine ldngere Abtastzeit seltener durchgefiihrte Korrekturschritte bedeutet.

Im Fall des Fehlers F; kann mit beiden Mengenbeobachtern der tatséchlich vor-
handene Fehler nach kurzer Zeit detektiert und im weiteren Verlauf auch korrekt
isoliert werden (siehe Abbildung 6.1). Es zeigt sich, dass der TM-Beobachter — wie
aufgrund der Betrachtungen im Abschnitt 4.4 zu erwarten ist — engere Einschliefun-
gen der ZustandsgroBen liefert, die in der Folge auch zu einer geringfiigig schnelleren
Fehlerdetektion beziehungsweise -isolation fithren. Die berechneten EinschlieSungen
sind jedoch in beiden Féllen aufgrund der fehlenden Modellunsicherheiten sehr eng,
weswegen sich der TM-Beobachter nur wenig vom ITHO-Beobachter absetzen kann.

Der Fehler Fy (vergleiche Abbildung 6.2) kann mittels des IHO-Beobachters gering-
fligig schneller detektiert werden als der Fehler F, bei der anschlieBenden Fehler-
isolation gelingt es jedoch nicht, die Menge der moglichen Fehlerkandidaten einzu-

! Alle Berechnungen wurden auf einem PC mit AMD Athlon64 3200+ CPU und 1GB Arbeitsspei-
cher unter Windows XP (32bit) durchgefiihrt. Dabei wurden die im Rahmen dieser Arbeit entstan-
denen, eigenen C++-Implementierungen des IHO- und des TM-Beobachters verwendet.
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schranken. Hier ist der TM-Beobachter klar im Vorteil: Die engeren EinschlieBungen
aufgrund der geringeren Uberapproximationen fithren dazu, dass sowohl F; als auch
F3 als inkonsistent ausgeschlossen werden und damit eine korrekte Isolation des
Fehlers Fo erreicht werden kann. Wie bereits erwahnt wurde, erfordert dies jedoch
einen erheblich hoheren Rechenaufwand. Der Fehler Fy ist also prinzipiell isolierbar.
Die unterbliebene Isolation mit dem IHO-Beobachter ist demnach auf die gréfleren
Uberapproximationen zuriickzufiihren.

Ein dhnliches Ergebnis wird fiir den Fehler F3 erreicht (siehe Abbildung 6.3). Hier
gelingt mit dem IHO-Beobachter immerhin der Ausschluss von F;. Die moglichen
Fehler F5 und F3 sind sich jedoch zu &hnlich, um sie unterscheiden zu kénnen. Mit
dem TM-Beobachter ist diese Unterscheidung moglich. Dies zeigt, dass auch dieser
der Fehler F3 prinzipiell isolierbar ist und die unterbliebene Isolation beim THO-
Beobachter hier ebenfalls auf die gréBeren Uberapproximationen zuriickzufiihren ist.

Die Diagnose des unbekannten Fehlers ist schliefllich in der Abbildung 6.4 darge-
stellt. In der auf die Fehlerdetektion folgenden Fehlerisolation werden alle betrachte-
ten Fehler als inkonsistent ausgeschlossen, sodass sich eine leere Fehlerliste F ergibt,
die — wie im Abschnitt 5.2 erlautert — auf das Auftreten eines unbekannten Fehlers
schlieflen ldsst. Wie in den vorigen Fillen erweist sich auch hier die Verwendung
des TM-Beobachters als vorteilhaft im Sinne einer schnelleren Fehlerdetektion bezie-
hungsweise -isolation.

Abschlieffend wird nun noch der Vorteil der im Abschnitt 4.3 eingefiihrten zweiten
Mengendarstellung 75 im TM-Beobachter verdeutlicht. Wahrend im THO-Beobach-
ter (vergleiche Abschnitt 4.2) sowohl die Mengendarstellung in Form des reinen In-
tervallvektors [z] als auch die transformierte Mengendarstellung 4+ A [r] zwingend
benotigt werden, konnte beim TM-Beobachter auf 75 im Prinzip auch verzichtet
werden. Wie im Abschnitt 4.3 erldutert, wurde diese zweite Mengendarstellung in
Anlehnung an den THO-Beobachter jedoch eingefiithrt, um zu verhindern, dass eine
zu grofie Uberapproximation dadurch entsteht, dass die jeweilige Zustandsmenge
nicht hinreichend gut durch das Taylor-Modell 77 darstellbar ist. Dieser Fall tritt
insbesondere dann auf, wenn das betrachtete Systemmodell und die Messungen nicht
zueinander passen. Bevor dies zu einer nachgewiesenen Inkonsistenz fiithrt, treten ge-
legentlich Schnittmengen auf, die durch das Taylor-Modell 77 nur mit einer grofen
Uberapproximation darstellbar sind. Diese Uberapproximation kann den Nachweis
einer Inkonsistenz deutlich verzégern oder gar verhindern. Dieser unerwiinschte Ef-
fekt wird durch die zusétzlich eingefiihrte Mengendarstellung 75 deutlich reduziert.

Der Vorteil ist aus einem Vergleich der Abbildungen 6.2(b) und 6.5 klar ersicht-
lich. Die Ergebnisse der Abbildung 6.5 wurden — im Gegensatz zu denen der Ab-
bildung 6.2(b) — mit einem TM-Beoachter berechnet, bei dem auf die zusétzliche
Mengendarstellung 75 verzichtet wurde. Es ergeben sich durch die gréferen Uber-
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Abbildung 6.5: Diagnose des Van-der-Pol-Oszillators: Fehler Fy, Verwen-
dung eines TM-Beobachters ohne zweite Mengendarstellung

approximationen deutliche Verschlechterungen in den berechneten EinschlieBungen
der Zustandsgrofien. Insbesondere fallen die plétzlichen Aufblahungen der fiir z; be-
rechneten EinschlieBungen bei t =~ 9s, t & 14 s und t =~ 19 s auf. Der Verzicht auf
T, fithrt in diesem Fall dazu, dass der tatsachlich vorhandene Fehler Fo nicht mehr
isoliert werden kann. Die Berechnung von 75 bedeutet fast keinen zuséatzlichen Auf-
wand: Die Rechenzeiten mit und ohne Beriicksichtigung von 75 sind praktisch iden-
tisch. Damit erscheint die zusétzliche Berechnung von 75 in jedem Fall gerechtfertigt.

6.2 Feder-Masse-Dampfer

In diesem Abschnitt wird die Detektion und Isolation schleichender Fehler mit den
Verfahren dieser Arbeit anhand eines einfachen Beispiels verdeutlicht. Die Isolati-
on schleichender Fehler wird durch die kombinierte Zustands- und Parameterschét-
zung im Rahmen der nichtlinearen Zustandsmengenbeobachtung ermdglicht. Dazu
wird ein Feder-Masse-Dampfer-System untersucht, das bereits im Beispiel 4.5 im
Abschnitt 4.4 betrachtet wurde.

Das Feder-Masse-Déampfer-System wird beschrieben durch das Zustandsraummodell

. x
a:z(_c (12 1 >, Y= x. (6.3)
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Zur zusédtzlichen Schétzung einer langsam verdnderlichen Federkonstanten ¢ wird
dieses Zustandsraummodell auf

T2
T = —%1‘1333 — %332 + iu , Yy=2I1 (64)
¢
erweitert. Fiir die folgenden Simulationsexperimente werden die drei Félle

Fo: fehlerfreier Betrieb mit ¢ = 2 N/m, d = 0,5 Ns/m und m = 0,25 kg
Fi: schlagartige Veranderung der Dampfung auf d = 1 Ns/m

Fo: schleichende Verdnderung der Federkonstanten mit ¢ = —0,05 N/ms

betrachtet, fiir die mithilfe des MATLAB-Simulationsverfahrens ode45 Simulationsda-
ten y generiert wurden. Die Abtastzeit wurde zu Th = 0,04 s und alternativ auch zu
Ta = 0,08 s gewahlt. Alle betrachteten Fehler traten jeweils zum Zeitpunkt tf = 2 s
auf. Als Eingangsgrofie u(t) (in N) wurde dabei wie im Beispiel 4.5 eine periodische
Rechteckfunktion verwendet:

oo 2N fiir 0s <t <5s,
> it - 10k) mit G(t) = ¢ —2N  fir 55 <t < 10, (6.5)

k=0 ON sonst.

u(t)

Zur Fehlerdiagnose werden sowohl THO-Beobachter als auch TM-Beobachter einge-
setzt. Die Beobachterordnung wird fiir die Simulationen mit T4 = 0,04s zu £ =5
und fiir die Simulationen mit T = 0,08 s zu £ = 7 gewahlt. Als Eingangsunsicher-
heit wird Au = 0,1 N und als Ausgangsunsicherheit Ay = 0,1 m verwendet.

Fiir Fo und F; werden Mengenbeobachter auf Basis des linearen Modells (6.3) verwen-
det. Die Federkonstante ¢ darf dabei — im Sinne einer Bauteiltoleranz — im Intervall
[c] = [1,95, 2,05] N/m variieren. Die Ddmpfung wurde fiir Fy zu d = 0,5 Ns/m und
fir Fy zu [d] = [0,7, 1,0] Ns/m angenommen. Die zur Initialisierung der Fehlerdetek-
tion sowie zur Reinitialisierung der Fehlerisolation verwendete Anfangszustandsmen-
ge ergibt sich aus den Intervallen [z10] =[—3,3] m und [z2,0] = [-5,5] m/s. Die
Masse wird in beiden Féllen zu m = 0,25 kg angenommen. Zur Isolation des schlei-
chenden Fehlers Fy wird ein Mengenbeobachter auf Basis des nichtlinearen Modells
nach Gleichung (6.4) mit [¢] = [-0,1, 0,1] N/ms, d = 0,5 Ns/m und m = 0,25 kg ver-
wendet. Die Schiatzung des Parameters c ist notwendig, da zum Zeitpunkt der Fehler-
detektion tq nicht bekannt ist, wie weit der schleichende Fehler bereits fortgeschritten
ist, also welchen tatsdchlichen Wert der Parameter ¢ hat. Das Anfangsintervall fiir
die zusétzliche Zustandsgréfie wird zu [z3] = [0,10] N/m gewéhlt.

In der Abbildung 6.6 ist das Diagnoseergebnis fiir den Fall des Fehlers F; darge-
stellt. Fir die Abtastzeit von Ty = 0,04 s liefern beide Beobachter sehr gute Er-
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gebnisse. Die maximale Rechenzeit pro 1 s Simulationszeit betriagt in diesem Fall
bei zwei parallel laufenden THO-Beobachtern 30 ms und bei zwei parallel laufenden
TM-Beobachtern 2,25 s. Die TM-Beobachter liefern tendenziell engere Schranken
fiir die Zustandsgrofien als die IHO-Beobachter, was sich jedoch kaum auf die zur
Fehlerdetektion beziehungsweise -isolation bendétigte Zeit auswirkt. Dies ist darauf
zuriickzufiihren, dass die gréBeren Unsicherheiten beim THO-Beobachter auf grofiere
Uberapproximationen zuriickzufiihren sind, die jedoch durch den Korrekturschritt
weitgehend beseitigt werden kénnen, sobald die berechneten EinschlieBungen hinrei-
chend eng sind. Da die Grole der berechneten Zustandsmengen insbesondere kurz
vor einer festgestellten Inkonsistenz stark abnimmt, kann der IHO-Beobachter hier
durch die Beseitigung der Uberapproximationen im Korrekturschritt gegeniiber dem
TM-Beobachter wieder autholen.

In beiden Fallen wird etwa zum Zeitpunkt t4 =~ 5,6 s eine Inkonsistenz des fehler-
freien Falls nachgewiesen und damit ein Fehler detektiert. Bei der anschlieBenden
Fehlerisolation grenzt zunédchst der zum moglichen Fehlerkandidaten Fs gehoren-
de Zustandsmengenbeobachter den moglichen Wertebereich fiir den mitgeschétzten
Modellparameter c ein, bis schliefflich feststeht, dass es keinen Wert fiir ¢ aus der
gewahlten Anfangsmenge gibt, mit dem das gemessene Systemverhalten erklart wer-
den kann. Der mogliche Fehlerkandidat F; verbleibt als einzige Moglichkeit in der
Fehlerliste F, sodass schliellich davon ausgegangen werden kann, dass dieser Fehler
tatséchlich aufgetreten ist.

Im Fall der grofieren Abtastzeit von Ty = 0,08 s und einem dementsprechend seltene-
ren Korrekturschritt zeigt sich der bereits im Abschnitt 4.4 festgestellte Vorteil des
TM-Beobachters bei grofleren Schrittweiten. Die groflere Abtastzeit wirkt sich zwar
im Vergleich zum vorigen Fall bei beiden Beobachtern praktisch nicht auf die zur
Fehlerdetektion benétigte Zeit aus. Bei der anschlieBenden Fehlerisolation weist der
TM-Beobachter jedoch klare Vorteile auf. Im Gegensatz zum IHO-Beobachter kann
mit dem TM-Beobachter auch in diesem Fall der mogliche Wertebereich der Feder-
konstanten immer weiter eingeschrénkt werden, bis schlieflich eine Inkonsistenz nach-
gewiesen werden kann und damit der tatséchlich vorliegende Fehler korrekt isoliert
wird. Bedingt durch die Uberapproximationen gelingt es hier dem IHO-Beobachter
nicht, den Wertebereich fiir z3 = ¢ einzuschranken. Sowohl F; als auch Fs bleiben
dadurch als mogliche Fehlerkandidaten erhalten (unterbliebene Isolation). Allerdings
benétigt auch hier die Diagnose mittels der TM-Beobachter deutlich mehr Rechen-
zeit. Sie betrégt pro 1 s Simulationszeit bei zwei parallelen TM-Beobachtern 6,2 s
anstatt 20 ms bei zwei parallelen IHO-Beobachtern.

Die Abbildung 6.7 zeigt das Diagnoseergebnis fiir den Fall des Fehlers F5. Auch hier
liefert der TM-Beobachter tendenziell engere EinschlieSungen, ohne dass sich dies
nennenswert auf die zur Fehlerdetektion beziehungsweise -isolation bendétigte Zeit
auswirkt. Nach der Detektion des Fehlers bei etwa tq =~ 9,5 s erweist sich F; sowohl
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Abbildung 6.8: Laboraufbau eines inversen Pendels

fir T = 0,04 s als auch fiir TA = 0,08 s schnell als inkonsistent, wihrend Fs in der
Fehlerliste verbleibt. Die zeitliche Veranderung der moglichen Werte fiir x5 = ¢ zeigt,
dass es sich tatséchlich um einen schleichenden Fehler und nicht etwa um eine ab-
rupte Anderung handelt. Mit dem IHO-Beobachter gelingt fiir T) = 0,08 s wiederum
keine hinreichend enge EinschlieSung der Zustandsgréen. Die korrekte Isolation ist
in diesem Fall fraglich, da durch die extrem konservativen EinschlieSungen leicht ein
potenziell unbekannter Fehler iibersehen werden kénnte. Insbesondere kann mittels
des THO-Beobachters keine praktisch verwertbare Information iiber die Federkon-
stante gewonnen werden. In den anderen Féllen zeigen die fiir x3 = ¢ berechneten
EinschlieBungen gut die sich verdndernden moglichen Werte der Federkonstanten an.

6.3 Inverses Pendel

FEin inverses Pendel wird in der Literatur haufig als Benchmark-System zur Evalua-
tion und zum Vergleich verschiedener Konzepte der nichtlinearen Regelungstechnik
verwendet. In der Abbildung 6.8 ist der Laboraufbau eines solchen inversen Pendels
am Institut fiir Regelungs- und Steuerungssysteme dargestellt. Das inverse Pendel
besteht aus einem Wagen, der durch einen Motor angetrieben auf einer Schiene be-
wegt werden kann. An diesem Wagen ist frei drehbar ein diinner Stab befestigt. Die
Aufgabe des Regelungsverfahrens besteht iiblicherweise darin, den Stab durch geeig-
nete Bewegungen des Wagens aus seiner stabilen unteren Ruhelage aufzuschwingen
und anschlieffend in der instabilen oberen Ruhelage zu stabilisieren.

Fiir die Zustandsmengenbeobachter als Bestandteil des konsistenzbasierten Diagno-
severfahrens dieser Arbeit stellt ein solches inverses Pendel ebenfalls ein sehr gutes
Benchmark-System dar. Wird der Stab eines ungeddmpften Pendels aus der insta-
bilen oberen Ruhelage heraus losgelassen, so entfernt er sich sehr schnell beliebig
weit von seiner Ausgangslage, und zwar in Abhéngigkeit von einer beliebig kleinen
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Abbildung 6.9: Schematische Zeichnung des inversen Pendels

Anfangsauslenkung in einer der beiden méglichen Richtungen. Aus diesem Grund
ist hier jedes EinschlieBungsverfahren prinzipiell zum Scheitern verurteilt. Jede Zu-
standsmenge, die die obere Ruhelage enthilt, fiihrt rasch zu beliebig grofien Folgezu-
standsmengen und damit zum Abbruch der Integration aufgrund eines fehlgeschlage-
nen Validierungsschritts. Nur durch einen ausreichend guten Korrekturschritt bei der
Zustandsmengenbeobachtung ist es daher moéglich, die berechneten Zustandsmengen
beschrénkt zu halten und damit ein brauchbares Diagnoseergebnis zu erzielen.

Im Folgenden wird zunéchst kurz das in dieser Arbeit verwendete, nichtlineare Zu-
standsraummodell des inversen Pendels erldutert und anschlielend die mit den Ver-
fahren dieser Arbeit erzielten Diagnoseergebnisse vorgestellt und diskutiert.

6.3.1 Modellierung

Das inverse Pendel wird in dieser Arbeit durch ein nichtlineares Zustandsraummodell
vierter Ordnung beschrieben. Unter der Annahme eines diinnen Stabes kann der Stab
des inversen Pendels durch eine dquivalente Punktmasse mg (in kg) im Abstand ! (in
m) vom Aufhéngepunkt ersetzt werden (siche Abbildung 6.9). Die Masse des Wagens
wird mit my, (in kg) bezeichnet. Mit der Kraft F' (in N) und der Erdbeschleunigung g
(in m/s?) lassen sich die Bewegungsgleichungen des inversen Pendels — beispielsweise
mittels einer Kréftebilanz und den geometrischen Zusammenhéngen — aufstellen:

(M + M) § + mgld? sin® — mgld cos 9 = F, (6.6a)
§cost) — 19 + gsind = 0. (6.6b)

Dabei stellt die Grofle s (in m) die Position des Wagens relativ zur Mitte der Schiene
und ¢ (in rad) den Winkel relativ zur oberen Ruhelage dar. Das von einem Gleich-
strommotor erzeugte Moment wird tiber ein Getriebe auf den Wagen iibertragen. Mit
dem Ankerwiderstand R (in ) und der Konstanten K (in Vs/m), in der die Maschi-
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nenkonstante des Gleichstrommotors und die Getriebeiibersetzung zusammengefasst
sind, erhélt man unter der Annahme eines rein proportionalen Verhaltens des Mo-
tors den folgenden Zusammenhang zwischen der vom Motor aufgebrachten Kraft
Frotor (in N) und der Ankerspannung u (in V), die die Eingangsgrofie des Systems
darstellt:

FMotor = —u— —38. (67)

Reibungseffekte lassen sich prinzipiell durch eine der Motorkraft entgegenwirkende
Kraft FRrej, modellieren:

F= FMotor - FReib~ (68)

Da jedoch eine genaue Modellierung der Reibungseffekte und insbesondere die Iden-
tifikation der zugehorigen Parameter recht aufwindig sein kann (siehe beispielsweise
[OAWT98]) und auBerdem die dabei iiblicherweise verwendeten Sprungfunktionen
aufgrund der Voraussetzungen der in dieser Arbeit verwendeten EinschlieBungsver-
fahren nicht verwendet werden kénnen, wird hier ein anderer Weg beschritten. Aus
den Gleichungen (6.7) und (6.8) ist ersichtlich, dass die Reibkréfte auch als dquiva-
lente Spannung modelliert werden konnen:
K K? K K K?

F = Fuotor = FReib = 55U — —5$ — 5 UReib = = (4 — UReib) — =5 (6.9)
Damit lésst sich die unbekannte Spannung ugej, auch als Eingangsunsicherheit in-
terpretieren. Durch eine geeignete Wahl der Eingangsunsicherheit Awu muss daher
die Reibung nicht explizit in das Systemmodell mit aufgenommen werden.

Mit den Zustands- und den Ausgangsgrofien y; = x1 = S, yo = 2 = ¢, x3 = § und
24 =9 und F = Fyotor erhilt man durch Umformung der Gleichungen (6.6) und
(6.7) das gesuchte Zustandsraummodell:
T3
T4

. 2
mgsin s (gcosze — lzf) — %fzs + %U , (6.10a)

My + M sin? zo

K K? 2 : . i
(E“ — T3 — mglagsinxs ) cosxa + g(my + ms) sin o

l (mw + My sin® x2)

y=(1 00 0) . (6.10b)

01 00
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Abbildung 6.10: Messdaten des inversen Pendels im fehlerfreien Fall

my (kg) K (Vs/m) R(Q) ms (kg) I (m) g (m/s?)
Fo [1,158, 1,160] [5,35, 5,45] [2,6, 2,8] [0,343, 0,345] [0,423, 0,425] [9,75, 9,85]
F, [1,158, 1,160] [5,35, 5,45] [2.6, 2,8] [0,420, 0,425] [0,505, 0,510] [9,75, 9,85]
F, [1,158, 1,160] [5,35, 5,45] [2,6, 2,8] [0,375, 0,380] [0,400, 0,405] [9,75, 9,85]

Tabelle 6.2: Modellparameter fiir die Fehlerdiagnose des inversen Pendels
(im Fehlerfall veranderte Parameter sind fett hervorgehoben)

Das inverse Pendel wird mit einem zeitdiskreten Regler mit einer konstanten Abtast-
zeit von T = 10 ms betrieben [Wol05]. Verwendet man dieselbe Abtastzeit fiir die
Fehlerdiagnose, so lédsst sich die EinschlieBung der Eingangsgréfie durch eine iiber
einem Zeitschritt konstante Eingangsmenge einfach mit einer konstanten Eingangs-
unsicherheit Aw realisieren. In der Abbildung 6.10 sind die am Laboraufbau erfassten
Messdaten exemplarisch fiir den fehlerfreien Fall dargestellt.

Fiir die Diagnose werden zusétzlich zum fehlerfreien Betrieb zwei Fehlerfalle betrach-
tet, fiir die am Stabende beziehungsweise in der Néhe der Drehachse eine kleine
Zusatzmasse angebracht wurde. Dadurch verédndern sich die Parameter mg und [. In
der Tabelle 6.2 sind die unsicheren Modellparameter fir die drei Félle

Fy: fehlerfreier Betrieb,
Fi: Zusatzmasse am Stabende und
Fy: Zusatzmasse an der Stabachse

zusammengestellt. Alle Fehler lagen jeweils bereits zu Beginn eines Messdatensat-
ze vor, es gilt also ¢y = 0. Die Eingangsunsicherheit enthilt die nicht modellierten
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Reibungseffekte und betrigt in den folgenden Beispielen Au = 0,3 V, was bezogen
auf den Eingangsspannungsbereich von +5 V einer Unsicherheit von +6% entspricht.

Die Ausgangsunsicherheit betrigt Ay = (0,003 m 0,003 rad)T.
Als Anfangszustandsmenge X (0) wird in allen Fillen der Intervallvektor

(0,7, 0,7] m
[—2m, 27| rad
[—1, 1] m/s
[—3m, 3] rad/s

[(0)] = (6.11)

verwendet, der auch zur Reinitialisierung des Diagnoseverfahrens zur Fehlerisola-
tion eingesetzt wird. Vor dem jeweils ersten Priadiktionsschritt wird die Anfangszu-
standsmenge durch den Schnitt mit der zugehorigen Messmenge bereits korrigiert.
Im folgenden Abschnitt werden nun die Ergebnisse des konsistenzbasierten Diagno-
severfahrens mit den beiden Zustandsmengenbeobachtern dieser Arbeit vorgestellt
und diskutiert.

6.3.2 Diagnoseergebnisse

Zur Zustandsmengenbeobachtung im Rahmen des konsistenzbasierten Diagnosever-
fahrens werden fiir das inverse Pendel sowohl IHO-Beobachter als auch TM-Beobach-
ter in unterschiedlichen Varianten verwendet. Wie im Abschnitt 4.3 erlautert, konnen
die unsicheren Parameter im TM-Beobachter entweder direkt durch Intervalle oder
alternativ durch zuséatzliche Variablen im Polynomanteil beriicksichtigt werden, wah-
rend unsichere Parameter im THO-Beobachter stets direkt in Form von Intervallen
reprisentiert werden.

Als einfachste Variante wird zunéchst ein TM-Beobachter mit Intervallparametern
eingesetzt, bei dem alle unsicheren Modellparameter direkt in Form von Interval-
len reprasentiert werden. Es ist zu erwarten, dass diese Variante von allen TM-
Beobachtern die schlechtesten Ergebnisse bei geringster Rechenzeit liefert. Als Zwei-
tes wird ein TM-Beobachter eingesetzt, bei dem ein Teil der unsicheren Parameter
durch Variablen und der Rest durch Intervalle reprisentiert wird. Aufgrund des
Dependency- beziehungsweise des Wrapping-Effekts der Intervallarithmetik ist die
grofite Verbesserung der Ergebnisse dadurch zu erreichen, dass die Parameter durch
Variablen beschrieben werden, die entweder am héufigsten in der gegebenen System-
funktion auftauchen oder die gréfiten Unsicherheiten besitzen. Daher werden hier
von den sechs Modellparametern die drei Parameter K, R und g durch Variablen
und die restlichen Parameter direkt durch Intervalle reprasentiert. Als letzte Varian-
te kommt noch ein TM-Beobachter zum Einsatz, fiir den alle Modellparameter durch
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Verfahren Rechenzeit
THO-Beobachter 0,4 s
TM-Beobachter, Intervallparameter 82s
TM-Beobachter, Variablen fir K, R, g 12,4 s

TM-Beobachter, Variablen fiir alle Parameter 174s

Tabelle 6.3: Rechenzeiten fiir das inverse Pendel pro 1 s des Messdatensat-
zes flir den fehlerfreien Fall

Variablen reprasentiert werden. Diese Variante lasst die besten Ergebnisse erwarten,
weist allerdings auch die grofiten Anforderungen hinsichtlich der Rechenzeit auf.

Fiir alle Zustandsmengenbeobachter wird die Beobachterordnung zu £ = 3 festgelegt,
was im Fall des inversen Pendels mit der relativ kleinen Abtastzeit von Tx = 10 ms
einen guten Kompromiss zwischen der Qualitit der Ergebnisse und dem Rechenauf-
wand bedeutet. Eine hohere Ordnung verbessert die Ergebnisse nur noch unwesent-
lich, hat aber einen deutlichen Anstieg der Rechenzeit zur Folge. Auf der anderen
Seite sind die Ergebnisse bei geringerer Ordnung deutlich schlechter. Als Anhalts-
punkt fiir den Rechenaufwand sind die Rechenzeiten fiir den fehlerfreien Fall in der
Tabelle 6.3 dargestellt. Fiir die Fehlerisolation in den weiteren Féllen erhoht sich
die maximal bendtigte Rechenzeit entsprechend der Anzahl der parallel laufenden
Zustandsmengenbeobachter.

In der Abbildung 6.11 sind die Diagnoseergebnisse unter Verwendung der Messda-
ten des fehlerfreien Falls dargestellt. In allen Féllen wird keine Inkonsistenz zwischen
Modell und Realitat festgestellt und damit der fehlerfreie Betrieb iiber den gesamten
Aufschwingvorgang des inversen Pendels signalisiert, was den tatséchlichen Gegeben-
heiten entspricht.

Ein Vergleich der berechneten Einschliefungen der Zustandsgréfen unter Verwen-
dung der einzelnen Verfahren zeigt, dass der TM-Beobachter mit Intervallparame-
tern zum [HO-Beobachter vergleichbare Intervallbreiten fiir die Zustandsgréfien lie-
fert. Dies ist darauf zuriickzufiihren, dass alle Parameterunsicherheiten wie im ITHO-
Beobachter direkt als Intervalle représentiert werden und ihre Auswirkungen da-
mit direkt dem Intervallrest der berechneten Taylor-Modelle zugeschlagen werden
miussen. Als Folge davon wird der Intervallrest schnell zu grof, sodass der Korrek-
turschritt des TM-Beobachters das berechnete innere Taylor-Modell haufig verwirft
und nur auf Basis des dufleren Taylor-Modells weitergearbeitet werden kann. Da-
durch geht jedoch die nichtkonvexe Mengendarstellung als wesentlicher Vorteil der
Taylor-Modelle weitgehend verloren.

Im Gegensatz zum TM-Beobachter mit Intervallparametern liefert der TM-Beobach-
ter mit Variablen fiir K, R und g deutlich engere Schranken fiir die berechneten
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Abbildung 6.11: Diagnose des inversen Pendels: fehlerfreier Fall
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Zustandsgrofien aufgrund der geringeren Auswirkungen des Dependency- und des
Wrapping-Effekts sowie der nichtkonvexen Mengendarstellung. Der TM-Beobachter
mit Variablen fiir alle Parameter liefert schliefllich bei nochmals héherem Rechen-
aufwand praktisch dieselben Ergebnisse wie die vorige Variante. Dies lasst darauf
schlieflen, dass fur die Aufteilung der Modellparameter in Intervallparameter und
durch Variablen reprasentierte Parameter die richtige Auswahl getroffen wurde.

Die Diagnoseergebnisse fiir den Fall des Fehlers F; sind in der Abbildung 6.12 dar-
gestellt. Die mit dem TM-Beobachter mit Intervallparametern erzielten Ergebnisse
unterscheiden sich praktisch nicht von denen des ITHO-Beobachters. Sie sind daher
nicht abgebildet. Ebenfalls nicht abgebildet sind die Ergebnisse auf Basis des TM-
Beobachters mit Variablen fiir alle Parameter, die sich praktisch nicht von denen des
TM-Beobachters mit Variablen fiir K, R und ¢ unterscheiden. Wie im fehlerfreien
Fall zeigt sich, dass die TM-Beobachter mit Variablen fiir K, R und g beziehungswei-
se mit Variablen fiir alle Parameter deutlich engere Schranken fiir die Zustandsgréen
berechnen als der ITHO-Beobachter oder der TM-Beobachter mit Intervallparametern.
Fiir die Diagnose schlagt sich dies in einer fritheren Fehlerdetektion und weiterhin in
einer signifikant schnelleren Fehlerisolation nieder. Alle Verfahren fithren in diesem
Fall zu korrekten Alarmen und korrekten Isolationen.

Im Fall des Fehlers Fsy, der in der Abbildung 6.13 dargestellt ist, tritt der in den
bisherigen Féllen vernachlissigbare Unterschied zwischen dem TM-Beobachter mit
Variablen fir K, R und g und dem TM-Beobachter mit Variablen fiir alle Parameter
deutlich zu Tage. Wahrend der TM-Beobachter mit Variablen fiir K, R und g — ge-
nauso wie der IHO-Beobachter und der TM-Beobachter mit Intervallparametern, die
daher hier nicht dargestellt sind — keine Inkonsistenz zum fehlerfreien Fall feststellen
kann (unterbliebener Alarm), gelingt mit dem TM-Beobachter mit Variablen fiir alle
Parameter eine korrekte Fehlerdetektion (korrekter Alarm) und anschlieend auch
eine korrekte Isolation. Der Fehler Fo, der sich von fehlerfreien Fall Fy nur gering-
fiigig unterscheidet (vergleiche Tabelle 6.2), kann damit prinzipiell erkannt werden
und geht nicht vollstdndig in den Unsicherheiten unter. Bei allen Mengenbeobach-
tern aufler dem TM-Beobachter mit Variablen fiir alle Parameter verhindern jedoch
die zu groBen Uberapproximationen bereits eine Fehlerdetektion.

Insgesamt zeigen die Beispiele des inversen Pendels — abgesehen von der groflen Re-
chenzeit bei Verwendung der TM-Beobachter — ein sehr zufriedenstellendes Ergebnis.
Die durch die Zustandsmengenbeobachtung berechneten Schranken fiir die Zustands-
groflen sind trotz vorhandener Unsicherheiten in allen Parametern und den Ein- und
Ausgangsgrofien sowie der relativ niedrigen Beobachterordnung ¢ sehr gut brauch-
bar, und alle betrachteten Fehler konnen damit mit mindestens einem der Verfahren
dieser Arbeit korrekt erkannt werden.
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Abbildung 6.12: Diagnose des inversen Pendels: Fehler F; (Die Ergeb-
nisse des TM-Beobachters mit Intervallparametern unterscheiden sich
praktisch nicht von denen des IHO-Beobachters und sind daher nicht
dargestellt. Gleiches gilt fiir die Ergebnisse des TM-Beobachters mit Va-
riablen fiir alle Parameter, die praktisch identisch mit denen des TM-
Beobachters mit Variablen fir K, R und g sind.)
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Abbildung 6.13: Diagnose des inversen Pendels: Fehler Fo (Die Ergebnis-
se mit dem THO-Beobachter beziehungsweise dem TM-Beobachter mit
Intervallparametern unterscheiden sich praktisch nicht von denen des
TM-Beobachters mit Variablen fiir K, R und ¢ und sind daher nicht
dargestellt.)
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Abbildung 6.14: Abgasriickfithrung mit Ansaugluft-Drosselklappe?:
Abgaswiarmetauscher (1), Ladeluftverteilerrohr links (2), VTG-
Abgasturbolader (3), Motor Einlasskanalabschaltung (4), Ladeluft-
verteilerrohr rechts (5), Ansaugluft-Drosselklappe (6)

6.4 Ansaugluft-Drosselklappe (ALD)

Als letztes Anwendungsbeispiel dieser Arbeit wird in diesem Abschnitt eine Ansaug-
luft-Drosselklappe (ALD) betrachtet, die in modernen Kraftfahrzeug-Dieselmotoren
als Teil der Abgasriickfithrung (AGR) einen direkten Einfluss auf die Abgasemis-
sionen hat und deren korrekte Funktion daher aufgrund gesetzlicher Vorschriften zu
iiberwachen ist. Im Rahmen einer Forschungskooperation mit der Daimler AG wurde
fiir diese Arbeit die Ansaugluft-Drosselklappe eines V6-Dieselmotors von Mercedes
Benz betrachtet. Dieser Dieselmotor mit der Bezeichnung OM 642 wurde 2005 ein-
gefiihrt und findet mittlerweile in mehreren Modellreihen von der C-Klasse tiber die
E- und S-Klasse bis hin zum Sprinter Verwendung.

Das Ziel einer Abgasriickfithrung (siche Abbildung 6.14) ist primér die Senkung der
Stickoxidemissionen, die — insbesondere im Magerbetrieb aufgrund des hohen Sau-
erstoffiiberschusses — bei hohen Brennraumtemperaturen vermehrt entstehen (siche
[Fe10]). Durch das Abgasriickfithrsystem wird ein Teil des Abgases gekiihlt und mit
Frischluft vermischt wieder in die Zylinder geleitet. Der Abgasanteil nimmt zwar an
der Verbrennung nicht teil, muss jedoch mit aufgewédrmt werden, sodass damit ins-
gesamt eine niedrigere Brennraumtemperatur erzielt werden kann.

Eine zu geringe Brennraumtemperatur hat jedoch ebenfalls negative Auswirkungen,
vor allem auf die Ruf- und die Kohlenmonoxidemissionen. Daher ist die prazise Fin-
stellung der Abgasriickfiihrrate und die Uberwachung der korrekten Funktion der
Abgasrickfiihrung wichtig fiir die Einhaltung der gesetzlichen Emissionsgrenzwerte.

2Bildquelle: Daimler AG
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Abbildung 6.15: Ansaugluft-Drosselklappe im Fahrzeug

Die Abgasriickfithrrate wird beim OM 642 sowohl durch das so genannte AGR-Ventil
wie auch durch die in dieser Arbeit betrachtete Ansaugluft-Drosselklappe beeinflusst
[DFNT05]. Wie in der Abbildung 6.14 dargestellt, ist die Ansaugluft-Drosselklappe in
der Frischluftzufuhr kurz vor der Abgasriickfithrung eingebaut. Durch eine gezielte
Drosselung der Frischluftzufuhr entsteht hinter der Drosselklappe ein Unterdruck,
der je nach Stellung der Klappe die Ansaugung einer mehr oder weniger grofien
Abgasmenge zur Folge hat. In der Abbildung 6.15 ist die Ansaugluft-Drosselklappe
als Teil der Abgasriickfiihrung eines in einem Fahrzeug verbauten OM 642 nochmals
hervorgehoben.

Im Folgenden wird im Abschnitt 6.4.1 zunéchst kurz auf das im Rahmen dieser Ar-
beit verwendete Modell der Ansaugluft-Drosselklappe sowie die betrachteten Fehler-
falle eingegangen, bevor dann in den Abschnitten 6.4.2 beziehungsweise 6.4.3 die mit
den Verfahren dieser Arbeit erzielten Diagnoseergebnisse auf Basis von Labormess-
daten beziehungsweise Messdaten aus dem Fahrversuch vorgestellt und diskutiert
werden.

6.4.1 Modellierung

Die Ansaugluft-Drosselklappe (siehe Abbildung 6.16) besteht aus einer drehbaren
Klappe, die iiber ein Getriebe durch einen 12 V-Gleichstrommotor mit pulsweiten-
modulierter Ansteuerung bewegt wird. Eine zusétzlich eingebaute Drehfeder bewirkt
ein riickstellendes Moment, sodass die Klappe im stromlosen Zustand voll geéffnet
ist. Der Klappenwinkel wird mittels eines Potentiometers bestimmt. In der Abbil-
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(a) Seitenansicht (b) innerer Aufbau

Abbildung 6.16: Aufbau der Ansaugluft-Drosselklappe

dung 6.16(b) sind das Getriebe zwischen dem Motor und der Klappe sowie die Schleif-
kontakte des Potentiometers zu erkennen. Die zugehorigen schwarzen Widerstands-
bahnen im Deckel sind ebenfalls zu sehen.

Zur Fehlerdiagnose der Ansaugluft-Drosselklappe mithilfe des konsistenzbasierten
Diagnoseverfahrens werden Systemmodelle und Modellparameter des fehlerfreien
Falls sowie der betrachteten Fehlerfille benotigt. Basierend auf den physikalischen
Zusammenhéngen wird im Folgenden ein einfaches Systemmodell der Ansaugluft-
Drosselklappe hergeleitet.

Neben dem Gleichstrommotor und der Riickstellfeder weist die Ansaugluft-Drossel-
klappe eine nicht unerhebliche Haft- und Gleitreibung auf, sodass sich die Momen-
tenbilanz zu

Jﬂ = MAntrieb - MFeder - MReib (612)

ergibt. Dabei ist J das Gesamttriigheitsmoment (in kgm?) des Systems und 9 der
Klappenwinkel (in rad). Das durch den Gleichstrommotor erzeugte und iiber das
Getriebe {ibertragene Moment ergibt sich zu

M _ K Kgﬁ (6.13)

Antrieb = R U R .

Dabei bezeichnet u die Ankerspannung (in V) als Systemeingangsgréfe. Die Grofien
R (in ) und K (in Vs) bezeichnen den Ankerwiderstand und die Maschinenkon-
stante einschliefllich der Getriebeiibersetzung.
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Da die Drehfeder vorgespannt ist, ist das riickstellende Moment auch im voll geo6ff-
neten Zustand nicht identisch Null:

MFeder - I{F'l9 + MO~ (614)

Dabei stellt Kr die Federkonstante (in Nm/rad) und M, die Federvorspannung (in
Nm) dar. Zur Beschreibung der Haft- und Gleitreibung wird der Zusammenhang

MReip = psign (19) +vd (6.15)

verwendet [OAWT98], der neben der konstanten Haft- und Gleitreibung (Coulomb-
Reibung) im ersten Term auch einen linear geschwindigkeitsabhéngigen Gleitrei-
bungsanteil (viskose Reibung) umfasst.

Fir die Fehlerdiagnose wird allerdings, wie im Abschnitt 2.5 erlautert, ein Systemmo-
dell mit stetig differenzierbarer Systemfunktion benétigt. Um diese Voraussetzung
zu erfillen, wird der Anteil der Coulombreibung wie beim inversen Pendel im Ab-
schnitt 6.3 als zusétzliche Unsicherheit in der Eingangsgréfle interpretiert und muss
daher nicht explizit in die Systemfunktion aufgenommen werden.

Mit der Normierung ¢ = 119 + 12 des Winkels auf den Wertebereich der Messgrofie
erhdlt man nun die Gleichung

; K K? v\ K mMy — 2 Kv
S P (. 2y M0 T AR 1
4 J 7 (JR+J>‘0+"1JR“ J (6.16)
~—~ ——" (S
=:z1 —_ =:z3 =izZ4

=iz2

Daraus ergibt sich schliefflich mit den normierten Zustands- und Ausgangsgrofien
y =x1 = ¢ und z2 = ¢ das fiir die Diagnose verwendete Zustandsraummodell zu

o= (0 L)+ (D)ur (). (6.172)

Fiir die Diagnose werden in dieser Arbeit die folgenden Fille betrachtet:

Fy: Fehlerfreier Betrieb
F1: Ausfall der Riickstellfeder durch Bruch oder fehlerhafter Einbau

Fo: Leicht erhohter Kontaktwiderstand in der Motorzuleitung (beispielsweise durch
Korrosion der Steckverbindungen)

F3: Stark erhohter Kontaktwiderstand in der Motorzuleitung
F4: Erhohte Reibung (beispielsweise durch Korrosion oder Ablagerungen)



6.4 Ansaugluft-Drosselklappe (ALD) 173

Fehlerfall [21] [22] [23] [24]

Fo fehlerfreier Fall 25,40]  [40,55]  [45,60] [85,100]
F; Ausfall Ruckstellfeder [-1,1] [40,55] [45,60] [-1,1]
Fs Kontaktwiderstand klein ~ [25,40] [27,39] [27,39] [85,100]
Fs Kontaktwiderstand grofl [25,40] [18,28] [13,23] [85,100]
F4 erhohte Reibung [25,40] [50,70] [45,60] [85,100]

Tabelle 6.4: unsichere Modellparameter der Ansaugluft-Drosselklappe (im
Fehlerfall verédnderte Parameter sind fett hervorgehoben)

Alle betrachteten Fehlerfiille stellen in der Praxis tatséchlich auftretende Fehler dar.
Eine Fehlererkennung durch die vom Zulieferer gelieferte Diagnoseeinrichtung im
Steuergerdt wiirde je nach Fehlerfall zu einer Abschaltung der Ansaugluft-Drossel-
klappe und einer entsprechenden Warnmeldung an den Fahrer fithren. Um fiir alle
Fehlerfalle brauchbare Messdaten aus Versuchsfahrten aufzeichnen zu kénnen, wur-
den alle hier betrachteten Fehler durch Praparation der Ansaugluft-Drosselklappe
so ausgefiihrt, dass sie unterhalb der Detektionsschwellen der Seriendiagnoseeinrich-
tung liegen. Alle Fehler sind in den gewéhlten Fehlerstéirken daher noch als unkritisch
einzustufen.

Die Modellparameter fiir die verschiedenen Fehlerfille wurden durch Parameteri-
dentifikation auf Basis von Messdaten aus Laborversuchen bestimmt. Die Messda-
ten wurden unter Verwendung unterschiedlicher Anregungssignale an mehreren Ex-
emplaren der Ansaugluft-Drosselklappe aufgezeichnet. Aufgrund der nicht unerheb-
lichen Serienstreuungen ergaben sich insgesamt Modellparameter mit erheblichen
Unsicherheiten, die fiir die betrachteten Fehlerfalle in der Tabelle 6.4 zusammenge-
stellt sind. Wegen der groflen Unsicherheiten in allen Parametern kommt fiir die
Ansaugluft-Drosselklappe eine kombinierte Zustands- und Parameterschitzung zur
Fehlerisolation wie im Abschnitt 6.2 nicht in Frage. Stattdessen werden hier fiir den
Kontaktwiderstand mit Fo und F3 zwei Fehlerkandidaten mit unterschiedlich starker
Ausprégung desselben Fehlers eingesetzt.

Die Ansaugluft-Drosselklappe wird nach Informationen der Daimler AG im Fahrzeug
durch einen im Steuergerét enthaltenen Regler mit einer Abtastzeit von Ty = 5 ms
geregelt. In den Laborversuchen wurde daher ein entsprechender Regler mit dersel-
ben Abtastzeit eingesetzt und die Messdaten ebenfalls mit einer Abtastzeit von 5 ms
aufgezeichnet.

Im Versuchfahrzeug konnten die Messdaten {iber den CAN-Bus jedoch nur mit einer
Abtastzeit von 10 ms aufgezeichnet werden, sodass in diesen Messdaten nicht alle
fiir die konsistenzbasierte Diagnose relevanten Informationen vollstdndig enthalten
sind. Dieser Tatsache wird hier durch eine entsprechend gréfiere Eingangsunsicher-
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Abbildung 6.18: ALD-Messdaten aus einer Versuchsfahrt

heit Rechnung getragen, durch die eine mdogliche Verdnderung der Eingangsgrofie
zwischen zwei Messpunkten zusétzlich zu den tibrigen Unsicherheiten eingeschlos-
sen werden soll. In den Abbildungen 6.17 beziehungsweise 6.18 sind exemplarisch
fir die Diagnose aufgezeichnete Messdaten aus dem Laboraufbau beziehungsweise
dem Versuchsfahrzeug dargestellt. Insbesondere anhand der Abbildung 6.18(b) ist
zu erkennen, dass der Regelkreis aufgrund des Ausfalls der Riickstellfeder sehr stark
schwingt, was eine grofle mechanische Belastung der Komponenten bedeutet. Es
erscheint einleuchtend, dass hier eine Fehlerdiagnose mit entsprechenden Gegenmaf}-
nahmen die Lebensdauer des Systems deutlich verlangern kann.

Die Eingangsunsicherheit muss in den Laborversuchen (siehe Abschnitt 6.4.2) im We-
sentlichen die in der Systemfunktion vernachléssigten Reibungseffekte abdecken. Auf-
grund der Erfahrungen der Parameteridentifikation wurde sie daher zu Au = 0,4 V
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festgelegt. Im Versuchsfahrzeug treten iiber die im Laborversuch bereits auftretenden
Unsicherheiten noch weitere Faktoren auf. Neben der bereits erwdhnten Unterabtas-
tung sind dies vor allem Stérungen aufgrund von nicht messtechnisch erfassbaren
Druckschwankungen um die Ansaugluft-Drosselklappe. Um diese zusétzlichen Unsi-
cherheiten zu berticksichtigen, wird die Eingangsunsicherheit fiir die Diagnose auf
Basis der Messdaten der durchgefiihrten Versuchsfahrten auf Au = 0,6 V erhéht.
Die Ausgangsunsicherheit betragt fiir alle Versuche Ay = 0,07 und ist aufgrund der
vorgenommenen Normierung eine einheitenlose Grofe.

Die Beobachterordnung wurde fiir alle Versuche zu ¢ = 4 gewéhlt, was einen gu-
ten Kompromiss zwischen erzielter Genauigkeit und Rechenaufwand darstellt. Im
Folgenden werden nun die Diagnoseergebnisse aus den Laborversuchen beziehungs-
weise den Versuchsfahrten unter Verwendung eines THO-Beobachters sowie eines
TM-Beobachters mit Variablen fiir alle Modellparameter vorgestellt und diskutiert.

6.4.2 Diagnoseergebnisse im Laborversuch

Die Diagnoseergebnisse auf Basis der Messdaten aus den Laborversuchen sind in
den Abbildungen 6.19 bis 6.23 dargestellt. Fiir den Messdatensatz des fehlerfreien
Falls ergibt sich wie erwartet weder mit dem IHO-Beobachter noch mit dem TM-
Beobachter eine Inkonsistenz zwischen modelliertem und tatséchlichem Verhalten.

Im Fall des Fehlers F; wird von beiden verwendeten Zustandsmengenbeobachtern
sehr schnell eine Inkonsistenz festgestellt und der tatséchliche Fehler auch kurze Zeit
spater korrekt isoliert. Der Ausfall der Riickstellfeder hat jedoch auch die starksten
Auswirkungen auf das Systemverhalten, sodass dieser Fehler am leichtesten zu erken-
nen ist. Demgegeniiber bendtigt die Detektion des Fehlers Fy etwas mehr Zeit, da
die Auswirkungen des leicht erh6hten Kontaktwiderstands weniger gravierend sind.
Im Fall des starker erhohten Kontaktwiderstands (F3) ist dann erwartungsgeméf
die zur Fehlerdetektion bendtigte Zeit wieder geringer. Der Fehler F, weist aufgrund
der nur geringfiigig erhdhten Reibung die groBte Ahnlichkeit zum Verhalten des feh-
lerfreien Falls Fy auf. Daher vergeht in diesem Fall auch die lingste Zeit bis zur
Detektion des Fehlers.

In allen Fillen gelingt weiterhin eine korrekte Isolation des tatsédchlich vorhande-
nen Fehlers. Es kann zwar theoretisch nicht mit Sicherheit ausgeschlossen werden,
dass sich nach noch langerer Zeit als hier dargestellt der jeweils letzte verbleiben-
de mogliche Fehlerkandidat ebenfalls als inkonsistent mit der Realitdt erweist. Fiir
die praktische Anwendung kann jedoch in jedem Fall davon ausgegangen werden,
dass die letzte verbleibende Moglichkeit auch wirklich dem tatséchlich vorhandenen
Fehler entspricht.
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Abbildung 6.20: ALD-Diagnoseergebnisse im Laborversuch: Fehler F;
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Abbildung 6.22: ALD-Diagnoseergebnisse im Laborversuch: Fehler F3
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Abbildung 6.23: ALD-Diagnoseergebnisse im Laborversuch: Fehler F,

Die Diagnoseergebnisse unter Verwendung des TM-Beobachters sind hier sehr dhn-
lich wie die des THO-Beobachters. Den einzigen deutlich erkennbaren Unterschied
stellt die mithilfe des TM-Beobachters frithere Fehlerdetektion im Fall des Fehlers
F4 dar. Die geringen Unterschiede sind darauf zuriickzufithren, dass die potenzielle
Darstellbarkeit nicht konvexer Mengen mittels der Taylor-Modelle aufgrund des hier
verwendeten einfachen Systemmodells nur wenig zum Tragen kommt. Da aulerdem
die Rechenzeit des TM-Beobachters mit etwa 45 s fiir den Datensatz des fehlerfreien
Falls um zwei GroBlenordnungen iiber der Rechenzeit des ITHO-Beobachters mit 0,45 s
liegt, ist fiir diese Anwendung der Einsatz des IHO-Beobachters klar vorzuziehen.

Insgesamt ist festzustellen, dass in allen Féllen der tatséchlich vorhandene Fehler
trotz der Verwendung eines einfachen Systemmodells mit grofien Parameter- und
Messunsicherheiten und der relativ geringen Fehlerstérken korrekt detektiert und
isoliert werden kann. In keinem Fall treten Fehlalarme oder falsche Isolationen auf,
was aufgrund der Robustheit des verwendeten Diagnoseverfahrens zu erwarten war
und auf eine korrekte Bestimmung der Unsicherheiten schlieflen l4sst.

6.4.3 Diagnoseergebnisse im Fahrversuch

In den Abbildungen 6.24 bis 6.27 sind die Diagnoseergebnisse auf Basis der Mess-
daten aus den Fahrversuchen dargestellt. Wie im Fall der Labormessdaten aus dem
vorangegangenen Abschnitt bereits festgestellt wurde, unterscheiden sich auch hier
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die Ergebnisse bei Verwendung des TM-Beobachters praktisch nicht von denen des
THO-Beobachters, weshalb hier nur die mit dem IHO-Beobachter erzielten Ergebnis-
se dargestellt sind.

Der fehlerfreie Fall zeigt, dass trotz der moglichen Verdnderung der Eingangsgrofie
zwischen zwei Messpunkten kein Fehlalarm auftritt. Eine nicht in den Messdaten der
Eingangsgrofie enthaltene Veranderung wurde daher erfolgreich mittels der zu diesem
Zweck erhohten Eingangsunsicherheit eingeschlossen (vergleiche Abschnitt 6.4.1).

Die Fehler F; bis F3 konnen ebenfalls relativ schnell korrekt detektiert und an-
schliefend auch korrekt isoliert werden. Die im Vergleich relativ lange Zeit bis zur
Detektion des Fehlers F3 ist auf den langen Abschnitt ohne Dynamik zu Beginn
des Messdatensatzes zuriickzufithren. Sobald sich in den Messdaten das dynamische
Systemverhalten bemerkbar macht, wird der Fehler sehr schnell erkannt.

Ahnliches gilt fiir die zur Isolation des Fehlers F; benétigte Zeitspanne, die ebenfalls
auffallend lang ist. Hier ist die Drosselklappe zu Beginn iiber einen ldngeren Zeitraum
fast ganz geschlossen. Da das riickstellende Moment der Drehfeder nicht vorhanden
ist, muss der Motor auch kein entsprechendes, entgegen gerichtetes Haltemoment
aufbringen. Aus diesem Grund schwingt in diesem Zeitraum die Ankerspannung u
hochfrequent um 0 V (vergleiche Abbildung 6.18).

Dieses Verhalten unterscheidet sich signifikant von dem des fehlerfreien Falls, wo-
mit die schnelle Fehlerdetektion erklart werden kann. Zunédchst kann jedoch nicht
unterschieden werden, ob die ausbleibende Klappenbewegung auf die ausgefallene
Riickstellfeder oder eine erhohte Haftreibung zuriickzufithren ist, weshalb die beiden
Fille F; und F4 noch iiber einen léngeren Zeitraum konsistent bleiben. Erst mit ei-
ner Verinderung der Anregung bei ¢t =~ 30 s (vergleiche auch Abbildung 6.18) kénnen
dann auch diese beiden Fehler voneinander getrennt werden.

Der Fehler Fy, der sich nur geringfiigig vom fehlerfreien Betrieb unterscheidet, kann
im Fahrversuch aufgrund der erhéhten Eingangsunsicherheit weder mit dem THO-
noch mit dem TM-Beobachter detektiert werden (unterbliebene Detektion). Der La-
borversuch aus dem vorangegangenen Abschnitt hat jedoch gezeigt, dass auch Fy
bei Verwendung geeigneter Unsicherheiten prinzipiell von Fy unterscheidbar ist. Ei-
ne Verringerung der Unsicherheiten im Fahrversuch hétte jedoch zur Folge, dass
die tatsédchlichen Unsicherheiten nicht mehr durch die modellierten Unsicherheiten
eingeschlossen werden. Dies muss jedoch im Sinne der Robustheit des Diagnosever-
fahrens in jedem Fall vermieden werden. Aufgrund der geringen Fehlerstéirke ist die
unterbliebene Detektion hier noch tolerierbar. Eine weiter erhohte Reibung, die auch
mit den erhohten Unsicherheiten erkannt werden kénnte, konnte jedoch aufgrund der
drohenden Systemabschaltung durch die Diagnoseeinrichtung des Seriensteuergerats
im Versuchsfahrzeug nicht realisiert werden.
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Abbildung 6.25: ALD-Diagnoseergebnisse im Fahrversuch: Fehler Fy
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Abbildung 6.27: ALD-Diagnoseergebnisse im Fahrversuch: Fehler F3
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Insgesamt ist festzustellen, dass auch im Fahrversuch mit dem konsistenzbasierten
Diagnoseverfahren auf Basis der Zustandsmengenbeobachter dieser Arbeit sehr gute
Diagnoseergebnisse erzielt werden. Es sei nochmals darauf hingewiesen, dass samtli-
che betrachteten Fehler in den gewéhlten, geringen Fehlerstérken durch die urspriing-
liche, vom Zulieferer gelieferte Diagnoseeinrichtung im Steuergerét nicht erkannt wer-
den. Da die betrachteten Fehler in den gewihlten Fehlerstirken nicht OBD-relevant®
sind, ist dies jedoch auch nicht erforderlich. Es zeigt jedoch klar den Mehrwert, der
mit den Verfahren dieser Arbeit auch in einer in der Praxis relevanten Anwendung
erzielt werden konnte.

6.5 Zusammenfassung

In diesem Kapitel wurden anhand verschiedener Anwendungsbeispiele die Moglich-
keiten und Grenzen des konsistenzbasierten Diagnoseverfahrens aus dem Kapitel 5
auf Basis der in dieser Arbeit entwickelten Verfahren zur Zustandsmengenbeobach-
tung nichtlinearer Systeme aus dem Kapitel 4 aufgezeigt. Wie héufig bei der Behand-
lung nichtlinearer Systeme existiert auch unter den beiden Zustandsmengenbeobach-
tern dieser Arbeit kein fiir alle Anwendungszwecke eindeutig besseres Verfahren. Es
wurde jedoch anhand von Beispielen gezeigt, dass mit den beiden Zustandsmengenbe-
obachtern dieser Arbeit durch Auswahl des richtigen Verfahrens und einer geeigneten
Parametrierung eine grofie Zahl unterschiedlicher Problemstellungen gelost werden
kann. Zur besseren Einschétzung der Verfahren wurden dabei neben den Moglich-
keiten insbesondere auch die Grenzen der entwickelten Verfahren beleuchtet.

Nach zwei einfithrenden Simulationsbeispielen wurde das konsistenzbasierte Diagno-
severfahren auf Basis der beiden in dieser Arbeit entwickelten Zustandsmengenbe-
obachter anhand eines inversen Pendels demonstriert, fiir das Messdaten aus einem
Laboraufbau verwendet wurden. Schliellich wurde das Diagnoseverfahren zur Feh-
lererkennnung fiir eine Ansaugluft-Drosselklappe eingesetzt. Dabei wurden neben
Messdaten aus einem Laboraufbau auch Messdaten aus Fahrversuchen betrachtet.

Insgesamt konnten mit den Verfahren dieser Arbeit sehr gute und iiberzeugende
Diagnoseergebnisse erzielt werden. Durch die Anwendung auf praxisnahe Beispiele
unter Verwendung von Messdaten aus Labor- und Fahrversuchen wurde die prakti-
sche Einsetzbarkeit der Verfahren verdeutlicht.

3Die vom Gesetzgeber vorgeschriebene Erkennungsempfindlichkeit fiir emissionsrelevante Fehler
wird auch durch die urspriingliche Diagnoseeinrichtung in jedem Fall eingehalten, weswegen die
hier betrachteten Fehlerstarken fiir die On-Board-Diagnose (OBD) nicht relevant sind.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Die zentrale Herausforderung der Fehlerdiagnose ist die zuverléssige und friihzeitige
Erkennung von Fehlern, bei der weder vorhandene Fehler {ibersehen noch nicht vor-
handene Fehler falschlicherweise erkannt werden sollten. Zur erfolgreichen Lésung
dieser Aufgabe wurde in dieser Arbeit ein modellbasiertes Verfahren zur konsistenz-
basierten Fehlerdiagnose nichtlinearer Systeme mittels Zustandsmengenbeobachtung
vorgestellt. Bei der Anwendung des aus der Literatur bekannten Konzepts der kon-
sistenzbasierten Fehlerdiagnose auf unsicherheitsbehaftete nichtlineare zeitkontinu-
ierliche Systeme in Zustandsraumdarstellung lag die wesentliche Herausforderung in
der geeigneten Durchfithrung der Zustandsmengenbeobachtung, die daher den theo-
retischen Schwerpunkt dieser Arbeit bildete. Die praktische Einsetzbarkeit der vor-
gestellten Verfahren wurde an einer Reihe von Anwendungsbeispielen verdeutlicht.

Das fiir die Aufgabe der Fehlerdiagnose erforderliche Wissen iiber das Verhalten
des betrachteten Systems wurde in dieser Arbeit durch Zustandsraummodelle repra-
sentiert. Bedingt durch Vereinfachungen und Ungenauigkeiten bei der Modellierung
des Systemverhaltens und Stérungen bei der Messdatenerfassung unterliegen iibli-
cherweise sowohl die verwendeten Systemmodelle als auch die MessgroBen Unsicher-
heiten, die zur Erzielung eines robusten Diagnoseergebnisses geeignet zu beriicksich-
tigen waren. Solche Unsicherheiten im Systemmodell sowie in den Systemein- und
-ausgangsgrofien wurden im Rahmen dieser Arbeit als unbekannt, aber betragsmafig
beschrankt angenommen. Sowohl die Modellparameter der verwendeten Systemmo-
delle als auch die Ein- und Ausgangsgréfien werden damit durch Intervalle reeller
Zahlen mit bekannter unterer und oberer Schranke reprisentiert. Diese rein determi-
nistische Betrachtungsweise unterscheidet sich grundlegend von der in der Literatur
weit verbreiteten Beschreibung mittels stochastischer Prozesse.

Die Berticksichtigung dieser Unsicherheiten erforderte die Betrachtung von Mengen
moglicher Zusténde, die konsistent mit den verwendeten Systemmodellen und den
Messgroflen sind. Zur Zustandsmengenbeobachtung zeitkontinuierlicher nichtlinea-
rer Systeme wurden in dieser Arbeit zwei Verfahren zur garantierten EinschlieSung
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der Losung gewohnlicher Differenzialgleichungssysteme modifiziert und erweitert. Sie
bilden damit den Pradiktionsschritt der Zustandsmengenbeobachter. In diesem wird
ausgehend von einer aktuellen Menge moglicher Zustédnde unter Beriicksichtigung
eines unsicherheitsbehafteten Systemmodells sowie einer unsicheren Eingangsgrofie
eine Menge moglicher Folgezustinde pradiziert, die alle mit dem Modell und den
Unsicherheiten konsistenten Zustdnde garantiert enthélt. Im anschlieBenden Korrek-
turschritt wird im Rahmen einer Schnittmengenoperation die ebenfalls unsicherheits-
behaftete Ausgangsgrofle berticksichtigt. Eine wesentliche Herausforderung bestand
dabei in der geeigneten Einschliefung der Schnittmenge mittels der zugrunde liegen-
den Mengenbeschreibung zur Erzielung einer moglichst geringen Uberapproximation.

Die resultierenden Zustandsmengenbeobachter wurden im Hinblick auf existieren-
de &hnliche Verfahren eingeordnet und abgegrenzt. Die beiden Konzepte zur Zu-
standsmengenbeobachtung wurden in dieser Arbeit erstmals in einem ausfiihrlichen
direkten Vergleich gegeniibergestellt und evaluiert. Es hat sich gezeigt, dass keines
der beiden Verfahren in allen Féllen als eindeutig besser bevorzugt werden kann.
Vielmehr erginzen sich die betrachteten Verfahren, sodass fiir ein gegebenes An-
wendungsszenario das jeweils besser geeignete Verfahren ausgewdhlt werden kann.
Im Wesentlichen ist dabei zwischen der fiir eine konkrete Anwendung notwendigen
Genauigkeit und dem dazu erforderlichen Rechenaufwand abzuwégen.

Eine leere Schnittmenge im Rahmen der Zustandsmengenbeobachtung garantiert
eine Inkonsistenz zwischen dem modellierten und dem tatséchlichen Verhalten des
betrachteten Systems. Im Rahmen der konsistenzbasierten Fehlerdiagnose lielen sich
somit durch den Ausschluss solcher inkonsistenter Systemmodelle Fehler detektieren
beziehungsweise isolieren. Die explizite Beriicksichtigung der Unsicherheiten mit den
Verfahren dieser Arbeit ermdoglichte ein robustes Diagnoseergebnis in dem Sinne,
dass durch die Konsistenzpriifung ausgeschlossene Fehler garantiert nicht aufgetreten
sein konnen. Die Empfindlichkeit des Diagnoseverfahrens wird ebenfalls durch die
Unsicherheiten beeinflusst, die daher einerseits so klein wie mdglich gewéhlt werden
sollten, andererseits aber in jedem Fall die tatsdchlichen Unsicherheiten abdecken
miissen.

Anhand mehrerer Anwendungsbeispiele wurde das konsistenzbasierte Diagnosever-
fahren im Zusammenspiel mit den in dieser Arbeit entwickelten Verfahren zur Zu-
standsmengenbeobachtung nichtlinearer Systeme veranschaulicht und evaluiert. Da-
bei wurden die Moglichkeiten und insbesondere auch die Grenzen der Verfahren
erortert. Neben einem inversen Pendel als Benchmark-System wurde auch eine in
der Praxis relevante Anwendung aus dem Automobilbereich betrachtet. Die prakti-
sche Einsetzbarkeit der entwickelten Verfahren wurde anhand von Messdaten aus
Laborversuchen sowie aus Versuchsfahrten anschaulich verdeutlicht. Mit den Ver-
fahren dieser Arbeit konnte dabei ein deutlicher Mehrwert gegentiber den bisher in
diesem Bereich eingesetzten Verfahren erzielt werden.



Anhang A

QR-Zerlegung

Die QR-Zerlegung [GVLI6] zerlegt eine Matrix A € R™*” in das Produkt
A=QR (A1)

einer orthogonalen Matrix @ € R"*™ und einer oberen Dreiecksmatrix R € R™*".
Zur Berechnung dieser Zerlegung existieren verschiedene Verfahren, beispielswei-
se auf Basis des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens, mithilfe von
Givens-Rotationen oder auch mithilfe von Householder-Transformationen. Letztere
liegen auch den folgenden Betrachtungen zugrunde. Die verschiedenen Verfahren
werden in [GVLI6] detailliert beschrieben. Haufig wird in der Literatur m > n vor-
ausgesetzt, der Fall m < n kann jedoch analog behandelt werden.

Eine j x j-Householder-Transformation ist gegeben durch die symmetrische und or-
thogonale Matrix

2
H;,=1I- mva (A.2)

mit dem so genannten Householder-Vektor v € R7 [GVLY6]:
T
v=ax—(|z, 0 ... 0) . (A.3)

Dabei steht a gerade fiir den Vektor, dessen Elemente z; mit ¢ > 1 nach Null {iber-
fithrt werden sollen:

Hz=(z], 0 ... 0) . (A.4)

Das erste Element des Ergebnisvektors ist gleich der Euklidischen Norm von @, da
sich die Lénge des Vektors « unter der orthogonalen Transformation H nicht &ndert:

—~ 2 —~ T — T~ 9
HH:BH2: (Hw) Hx=2"H Hzx =z2"z=|z|;. (A.5)
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Zur Berechnung der QR-Zerlegung werden iterativ k = min{m, n} solcher Househol-
der-Transformationen ausgefithrt, um die gegebene Matrix A in die obere Dreiecks-
form zu iiberfithren. Dabei wird in jedem Iterationsschritt nur der noch nicht be-
arbeitete Rest der Matrix A durch sukzessiv verkleinerte Householder-Matrizen be-
trachtet. Im i-ten Schritt lautet die verwendete Householder-Matrix also

Ii,1 0
H, = N . A6
( 0 Hn—i+1> (4.6)

a1 a2 e A1n
as1 a2 e (05798

A= (a1 as ... an) = ] ] ) ] (A7)
Adm1 Am2 ... Qmn

wird nun eine Householder-Transformation H so berechnet, dass die Elemente von
a1, die unterhalb der Hauptdiagonalen stehen, nach Null {iberfiihrt werden:

n @) (1)

13 r%%) e r%ﬁ
0o r N &
RV — H, A~ (T,gl) SO rﬁﬂ)) =1 . 222 ) 2” . (A8B)
0 TSL; oo
Im néchsten Schritt werden nun die Elemente von rél) aus der Gleichung (A.8) unter-

halb der Hauptdiagonalen mittels der entsprechenden Householder-Transformation
H 5 nach Null uberfithrt. Die bereits bearbeitete erste Spalte bleibt hierdurch un-
verdndert. Nach k solchen Schritten ergibt sich schliellich die gewtinschte obere
Dreiecksform, sodass die QR-Zerlegung mit

R:=R"™ =H.,H,_, - H;A und (A.9)
Q:=H; - Hy (A.10)

vollstdndig berechnet ist.

A.1 QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung

Von besonderem Interesse ist in dieser Arbeit die Erweiterung der QR-Zerlegung
um die so genannte Spaltenpivotisierung [GVLI6], die im Allgemeinen fiir die QR-
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Zerlegung von Matrizen ohne Hochstrang benétigt wird, im Rahmen dieser Arbeit
jedoch auch fiir andere Zwecke sinnvoll ist. Die QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisie-
rung ist gegeben durch

AP = QR. (A.11)

Sie unterscheidet sich von der gew6hnlichen QR-Zerlegung durch zusétzliche Spalten-
vertauschungen der Matrix A € R™*™ mithilfe der Permutationsmatrix P € R"™*".
Die Strategie zur Wahl der Permutationsmatrix P ist fiir die Anwendungen in dieser
Arbeit von essenzieller Bedeutung und wird im Folgenden néher erldutert.

Ahnlich wie die Matrix Q entsteht die Permutationsmatrix P := P; - - - P}, aus dem
Produkt von k& Matrizen P; (k = min{m,n}), die selbst ebenfalls Permutationsma-
trizen sind. Die Bestimmung der einzelnen Permutationsmatrizen P ba81ert auf der
Euklidischen Norm des im é-ten Schritt zu bearbeitenden Vektors r Ausgangs—
punkt ist das Zwischenergebnis

(A.12)

‘ (i-1) (i-1)
RV _H, .. .-H,AP,---P; | = <R11 R, )

(i—1)
0 R,
mit der reguldren oberen Dreiecksmatrix R(lil_l). Die Permutationsmatrix P; wird

dann so bestimmt, dass durch sie gerade die i-te und die j-te Spalte von RO~V
vertauscht werden, wobei der Index j die Spalte von

G i) (A.13)

22,4 coe Taggp

mit der grofiten Euklidischen Norm bezeichnet:

Hrzzg H —maX{Hrgzz 11) 2}. (A.14)

P

9 22n

In jedem Iterationsschritt wird also zuerst der langste Vektor r(;;jl) nach vorne
sortiert und anschliefend mithilfe der Householder-Transformation H; alle Elemente
unterhalb der Hauptdiagonalen nach Null iiberfiihrt:

s = ([, 0 ) 15

Nach Abschluss der QR-Zerlegung sind die Hauptdiagonalelemente der Matrix R
samtlich positiv und so grofl wie moglich und stellen eine monoton abnehmende
Folge dar.






Anhang B

Algorithmische
Differenziation

Im THO-Verfahren (vergleiche Abschnitt 3.2) werden fiir die Taylor-Reihenentwick-
lung ¢-ter Ordnung der Losung «(t) des Differenzialgleichungssystems & = f(x) um
den aktuellen Zeitpunkt ¢, die Koeffizienten (x(t)), des Taylor-Polynoms

¢
x(t) = Z (x(tr)); (t — tr)" 4 Restglied (B.1)
=0
benétigt. Auflerdem werden fiir den Algorithmus II Jacobi-Matrizen % (x(t)), der
Taylor-Koeffizienten (x(t)), benotigt, die als zeitliche Ableitungen der Losung x(¢)

auch Funktionen von x darstellen.

Beide Aufgaben lassen sich mit dem Verfahren der Algorithmischen Differenziation
[Gri00] elegant mithilfe der Berechnungsvorschrift der Systemfunktion f(-) 16sen, so-
dass der Anwender aufler der Systemfunktion selbst keine zeitlichen oder rédumlichen
Ableitungen explizit angeben muss.

B.1 Rekursive Berechnung von
Taylor-Koeffizienten

Die gesuchten Taylor-Koeffizienten kénnen rekursiv aus der Berechnungsvorschrift
fir die Systemfunktion f(-) berechnet werden (siehe auch Gleichung (3.46)):

(x(tr))y = z(tw), (B.2a)

(@) = & (F@b)), (> 0). (B.2b)
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Zur Berechnung der Taylor-Koeffizienten ( f(x(tx))), der Systemfunktion f(-) wieder-
um werden nur die Taylor-Koeffizienten der Losung (z(t)); (j =0,...,i) bendtigt,
die entsprechend der Berechnungsvorschrift von f(-) zu verarbeiten sind.

Die Rechenregeln fiir Taylor-Koeffizienten lassen sich leicht aus den Rechenregeln fiir
endliche Reihen herleiten (siche beispielsweise [MW99]). Da solche Reihen gliedweise
summiert beziehungsweise subtrahiert werden, ergibt sich fiir die Taylor-Koeffizien-
ten der Summe beziehungsweise der Differenz zweier Taylor-Polynome

), (B.3)
). (B.4)

(+y) = (=) + ),
(x — y>¢ = <x>z - <y>z (

i>0
i>0
Fiir die Multiplikation und die Division zweier Taylor-Polynome erhélt man die
Rechenregeln (siehe beispielsweise auch [Moo66])

%

v=0
(@) o
<$> ) Gk ‘ fiir 4 = 0, o)
A R0 (<$>¢ - 2 (@), <y>”> fiir i > 0. '

Auch fiir die elementaren Funktionen lassen sich entsprechende Rekursionsformeln
zur Berechnung von Taylor-Koeffizienten herleiten. Die Herleitung basiert auf der
Kettenregel und wird im Folgenden anhand der Exponentialfunktion veranschaulicht.
Es gilt nach Definition fiir den i-ten Taylor-Koeffizienten der Taylor-Reihe von e*(*)
beziiglich ¢

1 d 1 1 di—1 d 1 d
z<t>> L T I S S S (1) B IVAN I O B _
<e T T i (- D)l de (e i o )) 5 <e a * ) .
(B.7)
Nach der Formel fiir die Multiplikation aus der Gleichung (B.5) erhilt man weiter

<ez(t)>i _ % <ew(t):;t w(t)>z’—1 - 1§<ew(t) >,, <jt x(t)>i_1_ . (B.8)

v

Schliellich ergibt sich mit

d (t) 1 di—1=v d (t)

— = - — T

dt i l—w (Z —1- V)! dti—1-v dt
i—v d7V

= o =G, (B9)
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die Berechnungsvorschrift

(%) = €%, (B.10)
i—1 .
() =D =), @), (> 0). (B.11)

Entsprechende Formeln kénnen analog fiir alle weiteren elementaren Funktionen
hergeleitet werden. Diese sind beispielsweise in [Moo66] zu finden und werden daher
hier nicht nochmals explizit aufgefiihrt.

Insgesamt konnen so mithilfe der Rekursionsbeziehung aus der Gleichung (B.2) und
den angegebenen Rechenregeln alle benétigten Taylor-Koeflizienten fiir die System-
funktion f(-) und damit auch fiir die Losung @(t) des betrachteten Differenzialglei-
chungssystems bestimmt werden.

B.2 Berechnung von Jacobi-Matrizen

In vielen Anwendungen wie beispielsweise gradientenbasierten Optimierungsverfah-
ren oder auf Linearisierungen basierenden Schéitzverfahren wie dem Erweiterten
Kalman-Filter (,extended Kalman filter*, EKF) werden fiir bestimmte Funktionen
g(x) die Jacobi-Matrizen %g(w) benotigt. Da eine analytische Berechnung der par-
tiellen Ableitungen in der Praxis meist zu aufwéndig wére, werden stattdessen oft
numerische Approximationen — beispielsweise auf Basis des Differenzenquotienten —

eingesetzt, die jedoch hiufig auch problematisch sind (siehe beispielsweise [Fef310]).

Eine elegante Alternative zur Berechnung solcher partieller Ableitungen stellt die Al-
gorithmische Differenziation dar, die jedoch erstaunlicherweise in der Literatur nur
wenig verbreitet ist. Dieses Verfahren kommt auch in dieser Arbeit zur Berechnung
der benétigten Jacobi-Matrizen zum Einsatz, zumal aufgrund der angestrebten ga-
rantierten Losungseinschliefung ein numerisches Naherungsverfahren ohnehin nicht
in Frage kommt. Im Folgenden wird das Grundprinzip zur Bestimmung einer Jacobi-
Matrix %g(w) fiir eine allgemeine, differenzierbare Funktion g : R™ — R™ skizziert.
Weitere Details zur Algorithmischen Differenziation sind beispielsweise in [Gri00] zu
finden. Die im Rahmen dieser Arbeit bendtigten Jacobi-Matrizen % (x(t)), erhalt
man durch Einsetzen von (z(t)), fiir g(x).

Zur Bestimmung der gesuchten Jacobi-Matrix %g(m) aus der Berechnungsvorschrift
fir g(x) wird jede auftretende unabhingige Variable z; ersetzt durch ein Tupel
(x4, }), das neben der Variablen z; selbst noch den Gradientenvektor

;=0 ... 01 0 ... 0) =e; (B.12)
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enthalt. Analog werden konstante Parameter ¢ durch Tupel (¢, 0) reprasentiert. Mit-
hilfe der tiblichen Differenziationsregeln kénnen nun Rechenregeln zur Berechnung
eines allgemeinen Funktionsausdrucks auf Basis dieser Tupel angegeben werden.

Die Grundoperationen sind definiert durch

zty = (vty2 +y), (B.13)
-y =  (r-y2 -y, (B.14)
vy = (wy, 2y +ay), (B.15)
Loy /
LA (m wy;fy) , (B.16)
y y oy

Auch fiir die elementaren Funktionen lassen sich wieder Rechenregeln angeben. So
ergibt sich beispielsweise fiir die Exponentialfunktion

e’ = (e*,e"x'). (B.17)

Auf diese Weise werden bei der Auswertung der Funktion g(«) parallel zum Funkti-
onswert selbst alle bendtigten partiellen Ableitungen fiir die Jacobi-Matrix berech-
net, ohne dass eine Approximation oder die explizite Angabe partieller Ableitungen
durch den Anwender notwendig ist.



Anhang C

Intervallalgorithmen

C.1 Einschlielung von Matrixinversen

In den Verfahren dieser Arbeit werden an verschiedenen Stellen garantierte Einschlie-
Bungen inverser Matrizen benétigt, da die Inverse M ™' einer gegebenen Matrix
M € R™*" aufgrund der beschrankten Genauigkeit im Rechner nicht exakt berech-
net werden kann. Daher gilt im Allgemeinen auf dem Rechner lediglich die Naherung

MM ' ~1I,. (C.1)

Fiir eine orthogonale Matrix M gilt theoretisch der Zusammenhang M ™' = M.
Bei der Rechnerimplementierung ist jedoch zu beachten, dass — wieder aufgrund
der beschrankten Genauigkeit — die Matrix M nur ndherungsweise und nicht exakt
orthogonal ist, sodass auch in diesem Fall eine garantierte Einschliefung der Inversen
notwendig ist.

Aus diesen Griinden muss bei der Rechnerimplementierung von EinschlieBungsver-
fahren anstelle einer numerisch berechneten Naherung M., ~ M ~! eine garantierte
Einschliefung [M _1] verwendet werden, deren Berechnung im Folgenden erlautert
wird (siehe beispielsweise [Mo066]).

Ausgangspunkt ist die Norm der Differenz zwischen der exakten inversen M ' und
der numerisch berechneten Nédherung M, :
M~ = M| = || Miny Mg M~ (I, — M My,)|| (C.2)

= HMHV (MMHV)_I (In - MMHV) (CS)

<Ml [(MM) | = MMl (C4)

=:q
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Der letzte Term aus der Gleichung (C.4) kann mithilfe der Intervallarithmetik einfach
bestimmt werden. Aufgrund von M., ~ M -1 gilt dabei ¢ < 1. Der zweite Term
aus (C.4) ldsst sich mit der — wegen ¢ < 1 konvergenten — Neumannschen Reihe
[BSMMO1] sowie der Dreiecksungleichung abschétzen:

H(MMinv)ilu = H(In - (In *MMinv))ilu == Z(In *MMinv)k (05)
00 00 =0 -
oo (o] 1
k
k=0 k=0 q
Damit ergibt sich insgesamt
_ q
||M T MiIlVHOO = E ||MHVH00 =E&. (07)
Mit der Matrix
1 ... 1
[E]=[-eel - [+ . (C.8)
1 ... 1
erhélt man schlielich die gesuchte EinschlieBung der Matrixinversen zu
[M~'] = My + [E], (C.9)
die aufgrund von
M~ = My + (M~ = Miny) € My, + [E] = [M 7] (C.10)

die exakte Inverse garantiert einschlief3t.

C.2 Prakonditioniertes
Intervall-Gauf3-Seidel-Verfahren

Das Intervall-GauB-Seidel-Verfahren stellt eine Erweiterung des bekannten Gauf3-
Seidel-Verfahrens zur Losung linearer Gleichungssysteme fiir Intervalle dar. In dieser
Arbeit wird es im Rahmen des Korrekturschritts des IHO-Beobachters (vergleiche
Abschnitt 4.2.2) eingesetzt. Die folgende Darstellung des prikonditionierten Intervall-
GauB-Seidel-Verfahrens zur Losung linearer Intervallgleichungssysteme der Form

[A] ([z] - ¢) = [b] (C.11)
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orientiert sich an [Bee06]. Dabei beschranken sich die Ausfihrungen auf den Fall
von Gleichungssystemen mit quadratischer Intervallmatrix [A] € TR™*". In [Bee06]
werden zusétzlich auch iiber- und unterbestimmte Gleichungssysteme behandelt, die
im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht von Interesse sind.

Wiéhrend mit dem klassischen Gau3-Seidel-Verfahren ohne weitere Vorkenntnisse die
Losung « des Gleichungssystems Ax = b berechnet wird, muss zur Durchfithrung
des Intervall-Gauf-Seidel-Verfahrens vorab ein beschrankter Anfangs-Intervallvektor
[#] € IR" bekannt sein. Das Ziel des Intervall-GauB-Seidel-Verfahrens ist dann die
Berechnung einer verbesserten EinschlieBung [x] C [Z]. Aus diesem Grund wird das
Intervall-Gauf3-Seidel-Verfahren auch héufig als Kontraktionsverfahren bezeichnet
[JKDWO1].

In den meisten Féllen kann das Intervall-Gauf3-Seidel-Verfahren seine Starken nur
im Zusammenspiel mit der so genannten Prikonditionierung ausspielen. Anstelle des
Intervallgleichungssystems (C.11) wird also das mit der Matrix P € R™*" prikondi-
tionierte System

(PA)) (f2] - ¢) = P[b] (C.12)

betrachtet. Es ldsst sich zeigen, dass im Fall eines quadratischen Systems und ei-
nes regularen Prakonditionierers P die Gleichungen (C.11) und (C.12) dieselbe Lo-
sungsmenge besitzen! [Bee06]. Der in der Literatur wohl am héufigsten verwendete
Prékonditionierer
~—1
P=A (C.13)

tragt den Namen Inverse-Midpoint-Preconditioner. Er lasst sich einfach berechnen
und wird daher auch in dieser Arbeit verwendet. Das prakonditionierte Intervall-
GauB-Seidel-Verfahren (PIGS) zur Losung des Gleichungssystems (C.11) ist dann
nach [Bee06] durch den folgenden Algorithmus gegeben:

[SC] :PIGS([A] 7[§]7C,[b})

Setze [x] = [x]
Berechne P = A
Firk =1 bisn:

1

> flad) (e )~ pF o
lae] = [zx] 0 | o — 222 -
p;; [ax]

1Sind diese Voraussetzungen nicht erfiillt, so ist die Losungsmenge der Gleichung (C.12) eine
Obermenge der Losungsmenge der Gleichung (C.11)
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Ist eine der in der letzten Zeile berechneten Schnittmengen leer, so kann das Glei-
chungssystem in [Z] keine Losung besitzen. Daher kann mit diesem Algorithmus nicht
nur eine verbesserte EinschlieBung der Losung eines linearen Intervallgleichungssys-
tems berechnet, sondern auch die Abwesenheit einer Losung nachgewiesen werden.
Diese Figenschaft wird auch in den Verfahren dieser Arbeit ausgenutzt.
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Nomenklatur

In dieser Arbeit sind Vektoren und Matrizen zur Unterscheidung von skalaren Gro-
Ben im Fettdruck gesetzt. Kalligraphische Schriftzeichen kennzeichnen Mengen.

Produktnamen sind durch Kapitélchen hervorgehoben.

Symbole und Formelzeichen

Operatoren und Funktionen

|z] Betrag einer reellen Zahl x
= k Abrundungsfunkti
|z] s L( ) rundungsfunktion
= min (k Aufrund funkti
(] ke%}l?z;c( ) ufrundungsfunktion
- Iy Euklidische Norm eines Vektors oder einer Matrix
I Il Maximumnorm eines Vektors oder einer Matrix
diag(a) Diagonalmatrix mit a; als Hauptdiagonalelementen
AT Transponierte der Matrix A
det(A) Determinante der Matrix A
inf([z]) =z Infimum / Minimum des Intervalls [z]
sup([z]) =7 Supremum / Maximum des Intervalls [z]
z Mittelpunkt des Intervalls [z]
mag([x]) GroBe des Intervalls [z]
w([x] Breite des Intervalls [z]

)
(w(tn)) = 3L a(ty)

bd(7T)

i-ter Koeffizient der Taylor-Reihe von x(t) um t = ¢

Integraloperator zur LosungseinschlieBung mit Taylor-
Modellen

Wertebereichseinschliefung des Taylor-Modells 7°
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Mengensymbole

Au Eingangsunsicherheit

U(ty) C R?P Eingangsmenge zum Zeitpunkt t; beziehungsweise fiir

das Zeitintervall [t, txt1]

X(tr) CR" Zustandsmenge zum Zeitpunkt ¢y

X (ty) C R™ Messmenge zum Zeitpunkt ¢

X, (ty) CR” pradizierte Zustandsmenge zum Zeitpunkt ¢

X, (tp) C R™ EinschlieBung der Schnittmenge A, N Xy, zum Zeit-

punkt t

Ay Ausgangsunsicherheit

Y(tr) C R Ausgangsmenge zum Zeitpunkt ¢y

ZCR" Unsicherheitsbehaftete Modellparameter

[x] Intervallvektor

[A] Intervallmatrix

D C RPHT Definitionsbereich eines Taylor-Modells

P Polynomanteil eines Taylor-Modells

N nichtlinearer Polynomanteil eines Taylor-Modells

A Intervallrest eines Taylor-Modells

T=P+T Taylor-Modell

T.=P.+I, dufleres Taylor-Modell

T, =P+ inneres Taylor-Modell

T,=P,+1I, prédiziertes Taylor-Modell

N Menge der natiirlichen Zahlen

VA Menge der ganzen Zahlen

R Menge der reellen Zahlen

IR Menge der reellen Intervalle

M Teilmenge eines Banachraums

F Fehlerliste

Zustandsraumdarstellungen

u(t) € RP
x(t) e R"

Eingangsgrofie

Zustandsgrofie
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y(t) € R?
zeR"

F(-)eRrn
g() e RY

A e R
B € R"*P
C € R1xn
D € R1*P

Zeit

tk
Ta
i

Abkiirzungen

THO
T™
PIGS-Verfahren

FDI

AGR
ALD
CAN

OBD
VTG

Ausgangsgrofie

Modellparameter

Systemfunktion

Ausgangsfunktion

Dynamikmatrix eines linearen Systems
Eingangsmatrix eines linearen Systems
Ausgangsmatrix eines linearen Systems

Durchgriffsmatrix eines linearen Systems

Zeit
k-ter Abtastpunkt (k € IN)
Abtastzeit

Zeitpunkt, zu dem ein Fehler auftritt (iiblicherweise
unbekannt)

Zeitpunkt, zu dem ein Fehler detektiert wird

Zeitpunkt, zu dem ein Fehler isoliert wird

Intervall-Hermite-Obreschkoff
Taylor-Modell

Prakonditioniertes Intervall-Gauf3-Seidel-Verfahren
Fehlerdetektion und -isolation

Abgasrickfiihrung

Ansaugluft-Drosselklappe

Controller Area Network (vor allem im Automobilbe-
reich verbreitetes Bussystem)

On-Board-Diagnose

Variable Turbinen-Geometrie (eine Vorrichtung zur

leistungsabhéngigen Verstellung der Leitschaufeln von
Turboladern)
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Die vorliegende Arbeit beschreibt ein Verfahren zur konsistenzbasierten
Fehlerdiagnose zeitkontinuierlicher nichtlinearer Systeme mittels Zustands-
mengenbeobachtung. Durch die explizite Bertcksichtigung von Unsicher-
heiten in den verwendeten Systemmodellen und den MessgréBen werden
dabei robuste Diagnoseergebnisse erzielt.

Beider Anwendungdesausder Literatur bekannten Konzepts der konsistenz-
basierten Fehlerdiagnose auf unsicherheitsbehaftete zeitkontinuierliche
nichtlineare Systeme in Zustandsraumdarstellung liegt die wesentliche
Herausforderung in der geeigneten Durchfihrung der Zustandsmengen-
beobachtung. Sie bildet daher den theoretischen Schwerpunkt dieser
Arbeit. Auf der Basis von EinschlieBungsverfahren fir gewohnliche Diffe-
renzialgleichungssysteme werden zwei Konzepte zur Zustandsmengen-
beobachtung vorgestellt und ausfihrlich evaluiert und verglichen.

Eine Reihe von Anwendungsbeispielen verdeutlicht die praktische Einsetz-
barkeit der vorgestellten Verfahren.

ISBMN 978-3-86644-585-7
a9l'783866'445857" >

ISBN 978-3-86644-585-7



	1 Einleitung
	2 Fehlerdiagnose dynamischer Systeme
	2.1 Grundbegriffe der Fehlerdiagnose
	2.1.1 Fehlerarten
	2.1.2 Aufgaben eines Diagnoseverfahrens
	2.1.3 Robustheit und Empfindlichkeit

	2.2 Diagnoseverfahren im Überblick
	2.2.1 Signalbasierte Verfahren
	2.2.2 Modellbasierte Verfahren

	2.3 Das Grundprinzip der konsistenzbasierten Fehlerdiagnose
	2.4 Verwandte Arbeiten in der Literatur
	2.5 Unsicherheitsbehaftete Systeme im Zustandsraum

	3 Lösungseinschließung gewöhnlicher Differenzialgleichungssysteme
	3.1 Berechnungen mit Mengen reeller Zahlen
	3.1.1 Intervallarithmetik
	3.1.2 Taylor-Modelle

	3.2 Intervall-Hermite-Obreschkoff-Verfahren (IHO-Verfahren)
	3.2.1 Validierung
	3.2.2 Enge Einschließung der Lösung

	3.3 Lösungseinschließung mit Taylor-Modellen (TM-Verfahren)
	3.3.1 Berechnung der Lösungseinschließung
	3.3.2 Präkonditionierung

	3.4 Vergleich der Verfahren

	4 Zustandsmengenbeobachtung nichtlinearer Systeme
	4.1 Ablauf der Zustandsmengenbeobachtung
	4.2 Beobachter auf Basis des IHO-Verfahrens (IHO-Beobachter)
	4.2.1 Prädiktion einer Lösungsmenge
	4.2.2 Korrektur der Lösungsmenge

	4.3 Beobachter auf Basis von Taylor-Modellen (TM-Beobachter)
	4.3.1 Prädiktion einer Lösungsmenge
	4.3.2 Korrektur der Lösungsmenge

	4.4 Vergleich der Beobachterkonzepte
	4.5 Zusammenfassung

	5 Konsistenzbasierte Diagnose mittels Zustandsmengenbeobachtung
	5.1 Fehlerkandidaten
	5.2 Diagnosealgorithmus
	5.2.1 Fehlerdetektion
	5.2.2 Fehlerisolation

	5.3 Eigenschaften des Diagnoseverfahrens

	6 Anwendungen der konsistenzbasierten Diagnose
	6.1 Van-der-Pol-Oszillator
	6.2 Feder-Masse-Dämpfer
	6.3 Inverses Pendel
	6.3.1 Modellierung
	6.3.2 Diagnoseergebnisse

	6.4 Ansaugluft-Drosselklappe (ALD)
	6.4.1 Modellierung
	6.4.2 Diagnoseergebnisse im Laborversuch
	6.4.3 Diagnoseergebnisse im Fahrversuch

	6.5 Zusammenfassung

	7 Zusammenfassung
	A QR-Zerlegung
	A.1 QR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung

	B Algorithmische Differenziation
	B.1 Rekursive Berechnung von Taylor-Koeffizienten
	B.2 Berechnung von Jacobi-Matrizen

	C Intervallalgorithmen
	C.1 Einschließung von Matrixinversen
	C.2 Präkonditioniertes Intervall-Gauß-Seidel-Verfahren

	Abbildungsverzeichnis
	Nomenklatur
	Literaturverzeichnis

