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Notation

Vektoren

Vektoren: Grofen, die durch eine Mafizahl und eine Richtung in einem Raum
gekennzeichnet sind, werden mit einem Pfeil gekennzeichnet:

a
Linienfliichtige Vektoren, etwa Kréfte, werden meistens mit Groftbuchsta-

ben gekennzeichnet, fiir gebundene Vektoren werden hingegen meistens
Kleinbuchstaben verwendet:

Kraft F , Ortsvektor 7

Einheitsvektoren sind spezielle Vektoren, deren Linge gleich 1 ist und werden
mit den Symbolen ¢, j und k bezeichnet.

Koordinatensysteme werden in kalligrafischer Schrift gesetzt:
K

Die Basisvektoren von der Basis K werden mit i~ , TK und k% be-
zeichnet. Da in dieser Arbeit nur orthonormale Basen verwendet werden,
handelt es sich um Einheitsvektoren.

Koordinaten: Ein Vektor kann in verschiedenen Koordinatensystemen als Line-
arkombination der Basisvektoren dargestellt werden. Fiir einen Vektor 7
und die beiden Basen .4 und B kann man also schreiben:

—

r = alTA —+ CLQF‘A +a3EA = b1?8 +5278 + b37€>8

Anstelle des Vektors 7 selbst wird hdufig nur die Spaltenmatrix r 4 seiner
Koordinaten beziiglich einer Basis A angegeben:

rgq = az
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Notation

Geht das verwendete Koordinatensystem aus dem Zusammenhang her-
vor oder ist eine Unterscheidung verschiedener Koordinatensysteme an
der entsprechenden Stelle irrelevant, wird bei der Koordinatenmatrix der
Index des verwendeten Koordinatensystems weggelassen (r anstelle r4).
Der Ausdruck kA bezeichnet die Koordinaten des dritten Basisvektors
%4 von Koordinatensystem A, zerlegt im Koordinatensystem /.

Skalarprodukt: Fiir zwei Koordinatenmatrizen a und b gilt das Skalarprodukt
aelR
a=a"b=b"a

genau dann, wenn die zu den Koordinatenmatrizen zugehorlgen Vektoren
@ und b ebenfalls das Skalarprodukt o = @ - b = b - @ bilden.

Kreuzprodukt: Fiir drei Koordinatenmatrizen a, b und c gilt das Kreuzprodukt
c=ab=—ba

genau dann, wenn die zu den Koordinatenmatrizen zugehorlgen Vektoren
a, b und € ebenfalls das Kreuzprodukt ¢ = a@ x b =—1b x @ bilden.

Relative Ableitung nach der Zeit Ein zeitabhingiger Vektor 7 (t) = 71 )7~ (t)+
ra(t) 5 () +r3(t) k K(tLWiI‘d in einem zeitabhéngigen Bezugssystem K(t)
mit den Basisvektoren 7 <(t), 7 (t) und k*(t) nach der Zeit abgeleitet:

K —ic K —
T T80 + 0T + s FS()

Die relative Ableitung nach der Zeit d*/dt entspricht also der iiblichen
Ableitung nach der Zeit d / dt, wenn man unterstellt, dass die Basisvekto-
ren i X(t), 7°(t) und kr (t) konstant sind.

Matrizen

Matrizen der Dimension m xn mit m > 1 und n > 1 werden in GroRkbuchstaben
bezeichnet und fett gesetzt:

M c Rmxn

Der Eintrag an der i-ten Zeile und j-ten Spalte wird meistens mit dem
dazugehorigen Kleinbuchstaben bezeichnet und mit ¢ und j indiziert:

mij
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Spaltenmatrizen der Dimension m x 1 werden ebenfalls fett gesetzt, es werden
Klein- oder Grofsbuchstaben verwendet. Grofbuchstaben werden nur ver-
wendet, wenn es sich um die Koordinaten eines linienfliichtigen Vektors
handelt.

X € ]Rle, F als Koordinaten von F

Die Elemente einer Spaltenmatrix werden einfach indiziert:

1
T2
X =
Tm
Einheitsmatrix:

1 0

I= )
0 1

Transformationsmatrizen beschreiben die relative Orientierung zweier Koordi-
natensysteme zueinander. Fiir zwei jeweils orthonormale Basen A und B
wird die Transformationsmatrix so definiert, dass R?# die Koordinaten
eines Vektors von A nach B transformiert:

XB = RBAXA

Tildeoperator: Einer Spaltenmatrix a = [a1,a2,as]T € R® wird eindeutig die
schiefsymmetrische Matrix a € R¥*® zugeordnet:

0 —as az
a= as 0 —al
—as2 al 0

Partielle Ableitungen: Einer Matrix B € R™*" wird mit der Kurzschreibweise
B, die partielle Ableitung nach = zugeordnet:

9b11 Obig o Obin
5 A b5,
8B ox oz e oz
& = T T
ox .
Obm1 b2 Obmn
oz oz e oz
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Notation

Zur Unterscheidung von anderen tiefgestellten Indizes muss dabei die
Grofse der Ableitung hinter einem Komma stehen. Fiir zwei Spaltenma-
trizen a € R™*! und b € R"*! sei zudem mit

day day daq
ob Ob: e ob
8(112 Baé Bag
Oa ER by "t Oby
Ab = 737 —
El 8b .
9am 9am 9am
oby Obg e Obp,

eine JAcoBI-Matrix notiert.

Tensoren

In wenigen Abschnitten wird in dieser Arbeit Bezug auf kontinuumsmecha-
nische Formulierungen genommen. Die dort verbreiteten Tensoren werden in
symbolischer Schreibweise mit Pfeilen gekennzeichnet. Die Notation gliedert
sich ohne weiteres in die bereits genannte Schreibweise der Vektoren ein. Ein
Skalar a wird als Tensor 0. Stufe ohne Pfeil geschrieben, ein Vektor @ ist ein
Tensor 1. Stufe und wird mit einem Pfeil gekennzeichnet, ein Tensor zweiter
Stufe

—
=

a

wird mit zwei Pfeilen gekennzeichnet, usw. Koordinaten von Tensoren werden
wie bei Vektoren tiefgestellt indiziert. Der Ausdruck

Qg
wére demnach die (i, j)-te Koordinate des Tensors 2. Stufe @
3
a = Z ai; €i ® € (0.1)
i,j=1

Hier ist mit €; ® €, das dyadische Produkt zweier Einheitsvektoren €; und
‘€ ; bezeichnet. In Koordinatenschreibweise werden wie bei Vektoren Matrizen
verwendet.
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1. Einleitung

1.1. Reibkontakte in Antriebssystemen

In dieser Arbeit wird ein Formalismus zur méglichst einfachen, allgemeinen und
flexiblen Beriicksichtigung von flaichigen Reibkontakten in Mehrkorpersimula-
tionen vorgestellt. Die Arbeit enstand im Rahmen einer Industriepromotion —
angeregt und finanziert von der Firma LuK, einem internationalen Hersteller
von Triebstrangkomponenten fiir Personenkraftwagen und Nutzfahrzeuge.

Der stete Kostendruck in der Automobilindustrie sowie der Trend zu kiirze-
ren Produktlebenszyklen und Entwicklungszeiten der letzten Jahre fiihrt auch
in der Zulieferindustrie zu einer Neuausrichtung des Entwicklungsprozesses [51].
Angestrebt wird eine Reduktion der erforderlichen Versuchsldufe bei gleichzei-
tiger Ausweitung der Simulationstechnik. Neben der Kosten- und Zeitersparnis
ist als zweites elementares Ziel ein besseres Verstiandnis der technischen Syste-
me im Hinblick auf zukiinftige Innovationen zu nennen.

Typisch in Antriebssystemen ist die durch Tangentialbewegung kontaktie-
render Kérper verursachte Reibung.

1.1.1. Reibung als Hauptmerkmal

Reibung ist eine allgegenwértige Tatsache unserer Welt, ohne die das Leben
in der uns bekannten Form nicht moglich wére. Von den Anféingen der Wis-
senschaft bis heute ist sie Gegenstand der Forschung geblieben [T E9]. Sie
ist eine permanente Aufgabe: Ein Grofiteil der menschlichen Anstrengungen
dienen der Uberwindung von Reibung (z.B. alle Fahrzeuge) 0. Als Nichtli-
nearitidt (mit der Ausnahme von viskoser Reibung) stellt sie den Modellierer
von mechanischen Systemen vor Herausforderungen. Gleichzeitig gilt heute der
physikalische Mechanismus der Reibung trotz aller Forschungsaktivitdten als
nicht vollstindig verstanden H9 [[44], was jegliche Modellierung zusétzlich er-
schwert. Inzwischen hat sich die Erkenntnis durchgesetzt, dass eine universelle
Theorie der Reibung zur Analyse aller Systeme nicht zweckmaRig ist [85] [[29].
Vielmehr soll ein problemspezifisches Modell der Reibung ausgewéhlt werden.

In technischen Systemen gibt es zwei verschiedene Interpretationen fiir das
Auftreten von Reibung: Die parasitdre Reibung ist unerwiinscht und stellt nur



1. Einleitung

eine geringfligige Modifikation einer bendtigten Funktionsweise dar. Zum Bei-
spiel haben alle Arten von Walzlagern das Ziel, die Reibung entlang einer Dreh-
richtung zu minimieren. Im Auge des Betrachters nimmt die Reibung hier blof
die Rolle einer kleinen Verschmutzung oder Stérung einer idealisierten Betrach-
tungsweise ein. Aufgrund ihres geringfiigigen Einflusses lasst sich die parasitire
Reibung im Modell oftmals vernachléssigen. Ist die Reibung die einzige Nicht-
linearitdt im System, erh&lt man durch ihre Vernachlissigung den weiteren
Vorteil einer linearen Bewegungsgleichung. Fiir diese Systeme existiert eine all-
gemeine Losungstheorie [IT2]; das Losen nichtlinearer Differentialgleichungen
hat hingegen erst durch numerische Verfahren und den Einsatz von Computern
Verbreitung gefunden.

Im Gegensatz dazu wird in zahlreichen anderen technischen Systemen das
Auftreten von Reibung systematisch ausgenutzt und trigt essentiell zum Funk-
tionieren bei. Dazu gehoren nahezu alle Arten von Antriebelﬂ. In Fahrzeugan-
trieben tbertragen Kupplungen die Antriebsmomente mit Hilfe der Reibung.
Ein stufenloses Getriebe (engl. continuously variable transmission, CVT) ist ein
weiteres Beispiel fiir eine reibschliissige Kraftiibertragung. Bei einer Schlupfre-
gelung in einem Doppelkupplungsgetriebe oder einer Reibsteuerscheibe in ei-
nem Zweimassenschwungrad wird die Reibung gezielt genutzt, um das Schwin-
gungsverhalten eines Antriebes zu beeinflussen. Der Reibung kommt in diesen
Systemen eine Hauptrolle zu. Alle genannten Triebstrangkomponenten werden
von der Firma LuK hergestellt. Entsprechend grof ist die Motivation, durch
Reibung verursachte Phinomene in Dynamiksimulationen zu beriicksichtigen.
Wiederum gibt es populdre Vereinfachungen dieser Art von Reibung fiir die
Modellierung: Tritt vornehmlich Haften auf, kann man damit das Ersetzen der
Reibstelle durch eine starre Bindung rechtfertigen. Tritt tiberwiegend Gleiten
auf, wird der dissipative Charakter einer trockenen Reibstelle oftmals durch li-
near viskose Dampfung ersetzt. Ist hingegen eine hohe Modellgiite gefragt oder
treten sowohl Haft- wie auch Gleitzusténde gleichberechtigt auf, sind die ge-
nannten Vereinfachungen beider Arten von Reibung nicht mehr legitimiert. In
den folgenden Abschnitten werden einige Komponenten aus PKW-Antrieben
und deren Reibstellen als Hauptmerkmal vorgestellt.

1.1.2. Kupplung und Betdtigungssystem

In Abbildung [Tl ist eine gewohnliche Kupplung in vereinfachter Ansicht ge-
zeichnet. Zwischen Anpressplatte und Schwungrad befindet sich die Kupplungs-

Imit der prominenten Ausnahme der Riickstossantriebe
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Tellerfeder !

Getriebeeingangswelle
Deckel

w1

Scheibe

Anpressplatte

|
wWa : Schwungrad

Abbildung 1.1.: Schematische Sicht einer Kupplung

scheibe. Auf dieser ist der Kupplungsbelag aufgebracht, welcher jeweils in einem
flachigen Reibkontakt sowohl die Anpressplatte wie auch das Schwungrad be-
rithrt. Im Betrieb der Kupplung durchlaufen die Reibkontakte auf der Scheibe
die Zustédnde Offen (im ausgekuppelten Zustand), Gleiten (wiahrend der Beté-
tigung) und Haften (bei geschlossener Kupplung). Weitere verteilte Kontakte
in der Kupplung sind ein Linienkontakt zwischen Tellerfeder und Anpressplatte
sowie Linienkontakte zwischen Tellerfeder und Kupplungsdeckel.

Auch Betéatigungssysteme von Kupplungen zeichnen sich durch flachige Reib-
kontakte aus. In Abbildung[[2list ein Beispiel von vielen denkbaren Konstruk-
tionen skizziert. Dort gibt es zwei Ausgleichselemente, die akkumulierte Fehler
der Kupplung wie Geometriefehler innerhalb der Toleranzen des Fertigungs-
vorgangs oder Montagefehler kompensieren sollen.

Fin oft eingesetztes Ausgleichselement, hier als Kugelkalotte skizziert, soll
Winkelfehler der Kupplung erméglichen. Die Kalotte erlaubt eine relative Ver-
kippung zwischen der mit Motordrehzahl rotierenden Tellerfeder und dem am
Fahrzeug befestigten Ausriickhebel. Gebrauchlich ist eine Ausfithrung der Ka-
lotte als Kontakt zwischen zwei Kugeloberflichen sowie als Kontakt zwischen
einer Kugel und einem Kegel. Als mogliches zweites Ausgleichselement ist hier
ein weiterer flichiger Reibkontakt zwischen Ausriicklager und Ausriickhebel ge-
zeigt. Dieser Reibkontakt dient dazu, eventuelle radiale Versétze zwischen der
Rotationsachse der Kupplung und der Position des Ausriickhebels auszuglei-
chen.
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Kontakt

Kontakt Tellerfeder / Kalotte
Tellerfeder Kalotte / Lager /

Kalotte

S
SO .
N ?‘s — Ausriicklager

Kontakt Lager / Ausriickhebel

Abbildung 1.2.: Schematische Sicht eines Ausriicklagers

In Kupplung und Betétigungssystem existieren einige dynamische Phéno-
mene, die sich ohne prézise Abbildung der Reibkontakte nicht erklaren lassen.
Beim sogenannten Schaltkratzen findet eine Kopplung zwischen einer Torsi-
onsschwingung des libertragenen Drehmoments und einer Axialschwingung der
Kupplung statt. Die Kopplung zwischen Rotation und axialer Bewegungsrich-
tung findet iiber die in Schaltgetrieben iibliche Schrigverzahnung statt.

Das vom Fahrer als besonders storend empfundene Rupfen einer Kupplung
bezeichnet eine starke Torsionsschwingung des Triebstranges beim Anfahren
mit deutlich wahrnehmbaren auf die Fahrzeugkarosse iibertragenen Schwin-
gungen. Rupfen wird oft mit einem negativen Reibwertgradienten in der Kupp-
lungsscheibe oder einem geometrischem Fehler der Kupplungsscheibe begriin-
det. Aber auch Schwingungen im Betétigungssystem unter dem Einfluss der
genannten Reibkontakte kénnen Rupfen verursachen.

Mit Selbstzentrierung wird die gegenseitige Annéaherung der Drehachsen von
zweil rotierenden Scheiben im Reibkontakt bezeichnet. Dieser Effekt wird z.B.
am Ausriicklager von Kupplungen bendétigt: Bei einem durch Fertigungstole-
ranzen und Montage unvermeidlichem anfénglichen Achsversatz zwischen Ro-
tationsachse der Kupplung und Ausriicklager in Abbildung soll der vorhin
erwahnte Radialausgleich wirken, das heifst die Gelenkachse vom Ausriicklager
und die Drehachse der Kupplungen sollen sich durch Selbstzentrierung kolli-
near aufeinander ausrichten. Fiir die Auslegung von Kupplungssystemen sind
Verstandnis der Selbstzentrierung und Mdoglichkeiten zur Vorhersage des Phé-
nomens erforderlich.
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Primaérseite

Bogenfeder

Sekundérseite
Abbildung 1.3.: Zweimassenschwungrad

1.1.3. Zweimassenschwungrad

Ein Zweimassenschwungrad (ZMS) dient der Isolation von Torsionsschwingun-
gelE in Triebstrdngen mit den Zielen von verbessertem Komfort fiir den Fahrer,
der Schonung des Getriebes (Verhindern von Rasseln) sowie einer Reduktion
des Kraftstoffverbrauches. Das Prinzip des ZMS besteht aus einer Teilung der
Schwungmasse des Motors. Dabei wird ein Teil des Massentriagheitsmoments
weiterhin dem Motor zugerechnet (Primdrseite), wihrend ein zweiter Teil be-
nutzt wird, um die Drehmasse des Getriebes zu erhéhen (Sekunddrseite). Die
beiden Schwungmassen werden iiber ein elastisches System miteinander ge-
koppelt. In der klassischen Ausfithrung des ZMS, wie sie von LuK erstmals
in Grofserienfertigung angeboten wurde, wird die Verbindung iiber eine lange
Bogenfeder realisiert, die in einem Kanal anliegt (siehe Abbildung [3]). Jede
Windung der Bogenfeder hat demnach eine Reibberiihrung zum Kanal, und
die Reibung beeinflusst das Schwingungsverhalten des gesamten Systems.

Die sogenannte Dichtmembran eines ZMS ist ein scheibenférmiges Drehbau-
teil, welches an seinem &ufseren Rand die Innenflache eines stehenden Zylinders
beriihrt. Die im Reibkontakt iibertragenen Kréfte konnen ein aus akustischen

2die bei der periodischen Verbrennung in Hubkolbenmotoren angeregt werden
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Laschenkette

Abbildung 1.4.: Scheibensatz eines kontinuierlich verstellbaren Getriebes
(links), Funktionsprinzip des CVT (rechts)

Griinden unerwiinschtes Quietschen anregen. Die Reibsteuerscheibe wird nur in
manchen ZMS verbaut und hat den Zweck, die Reibung zwischen Priméarseite
und Sekundérseite auf ein bestimmtes Maf einzustellen. Auch die Reibsteuer-
scheibe kann zu Quietschgerduschen angeregt werden.

1.1.4. Stufenloses Getriebe

Das CVT ist ein reibschliissiges Getriebe [Bf]. Das gesamte Motormoment wird
mit einer Kette (in der Ausfithrung von LuK) oder einem Schubgliederband zwi-
schen zwei Kegelscheibenpaaren durch Reibung {ibertragen. Einer dieser beiden
Scheibensdtze ist zusammen mit der Kette in Abbildung [[4] links gezeigt. Das
Ubersetzungsverhaltnis des Getriebes lisst sich stufenlos verstellen, indem die
Absténde zwischen den Kegelscheiben variiert werden und die Kette auf jedem
Kegelscheibenpaar auf einen neuen Durchmesser wandert (sieche Abbildung [[4]
rechts).

Das CVT verfiigt iiber eine Fiille von Schwingungsphdnomenen, so dass unter
Fahrzeugakustikern viele vergniigliche Namen wie Summen, Kreischen, Pfeifen,
Mahlen, Grummeln, Orgeln, Wimmern, Brummen, Rdcheln usw. fir die einzel-
nen Gerdusche verwendet werden. Einige von diesen Phinomenen sind direkt
auf die Einfliisse der wechselnd an der Kraftiibertragung beteiligten Kontakte
zwischen Kettengelenken und Kegelscheiben zuriickzufiihren, so etwa die ver-
breiteten Probleme des Kettenpfeifens und Orgelns.



1.1. Reibkontakte in Antriebssystemen

1.1.5. Genauigkeit der Modellierung

Es existieren einige Methoden, um mechanische Mehrkorpersysteme mit Kon-
takten zu modellieren und rechnergestiitzt zu simulieren. Die Methoden unter-
scheiden sich sowohl in den gesetzten Zielen wie auch in den zugrunde gelegten
Annahmen. Ausnahmslos muss bei der Wahl der geeigneten Methode ein Kom-
promiss zwischen Genauigkeit einerseits und Aufwand oder Rechengeschwin-
digkeit andererseits geschlossen werden.

Zu den besonders ungenauen Methoden zéhlen zum Beispiel Algorithmen,
wie sie in Computerspielen verwendet werden. Hier ist die entscheidende Grofe
die Rechengeschwindigkeit, da die Bewegungen in Echtzeit dem Spieler ange-
zeigt werden miissen. Andererseits ist die geforderte Detailtreue duferst gering.
Die berechneten Bewegungen miissen in keiner Weise mechanisch realistisch
sein, sie sollen nur gut aussehen. Dennoch basieren diese Algorithmen zumeist
auf NEwTONscher Mechanik. Beispiele sind die frei erhéltlichen Softwarebiblio-
theken Bullet und Open Dynamics Engine.

Am anderen Ende der Skala befindet sich die Molekulardynamik. Hier ent-
hilt das System eine grofie Anzahl diskreter Elemente, die meist mikroskopi-
sche Abmessungen haben. Fiir jedes diskrete Element werden die dynamischen
Gleichungen und Kontaktgesetze formuliert. In wird beispielsweise der
Versuch unternommen, mittels einer molekulardynamischen Simulation vieler
Tausend Partikel von den Gesetzen auf mikroskopischer Ebene das Verhalten
korniger Stoffe auf makroskopischer Ebene zu erkldren. Systeme mit derart vie-
len Freiheitsgraden bendtigen hiufig den Einsatz von parallelen Grofirechnern.
Auch die Reibung wird mit molekulardynamischen Methoden modelliert (siehe
Kapitel ).

Reibkontakte in Triebstrangen ordnen sich folgendermafien zwischen mikro-
und makroskopischer Welt ein: Die dynamischen Phénomene von Bedeutung
fiir die Entwicklung der genannten technischen Systeme sind auf der Grofens-
kala der Bauteile zu finden. Schwingungsamplituden befinden sich meist in der
Groéfenordnung von Zehntelmillimetern oder Millimetern. Die Bauteile haben
in der Regel Abmessungen von einigen Zentimetern. Im Gegensatz dazu ha-
ben Mikrokontakte in technischen Oberflachen, wie sie in Abbildung sche-
menhaft gezeigt sind, die Groéfe von wenigen Mikrometern [21] [[7] [B5]. Die
Briicke zwischen genannter Mikro- und Makroskala soll nun im Modell nur so-
weit geschlagen werden, wie sie einer hinreichend genauen Beschreibung der
beobachteten makroskopischen Bewegungen dient.

Einerseits ist es offensichtlich, dass eine Modellierung der im Abschnitt
genannten Kontakte mit nur einem Kontaktpunkt — wie in der klassischen Me-
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Abbildung 1.5.: Mikrokontakte in technischen Oberflachen

Abbildung 1.6.: Verschiedene Genauigkeiten

chanik iiblich — hier nicht gelingt: Der flichenhafte Charakter der Reibstelle
wird in keiner Weise représentiert, iiber einen Kontaktpunkt kann kein Reibmo-
ment iibertragen werden (sieche Abbildung [[.G links). Andererseits miissen die
Relativbewegungen in den Mikrokontakten nicht im Detail aufgelost werden,
da diese iiblicherweise nicht zu den interessierenden Kenngréfen der Bewegung
gehoren. Auch eine Beriicksichtigung aller Punkte in einem Kontaktgebiet mit
ihren lokalen Eigenschaften dient nicht der Berechenbarkeit. Diese Vorgehens-
weise hitte ein System mit unendlichem Freiheitsgrad zur Folge. Stattdessen
soll der Kontakt in geeigneter Weise diskretisiert werden, so dass eine besse-
re Auflésung der Reibkrifte als im klassischen Einzelpunktkontakt moglich ist
(Abbildung [[6] Mitte). Die Diskretisierung findet aber auf makroskopischer
Ebene statt, wo sich die interessierenden Phénomene beobachten lassen. Dar-
aus ergibt sich die Schlussfolgerung, dass ein diskreter Kontakt auf dieser Ebene
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immer noch eine grofe Menge von Kontakten auf der Mikroebene reprasentie-
ren muss. Eine gewisse Mittelung der Prozesse auf Mikroebene kann auf der
Ebene des diskreten Kontaktpunktes bereits stattgefunden haben. Allerdings
sollen die Annahmen, die im weiteren Verlauf zur Formulierung der Bindungs-
gesetze gemacht werden, zumindest qualitativ mit bekannten physikalischen
Eigenschaften der Mikrokontakte begriindbar sein.

Die geforderte Genauigkeit der Modellierung betrifft nicht nur die Kontakte,
sondern auch die Korper selbst. Die Grofie der beobachteten Bewegungen und
die gewiinschte hohe Rechengeschwindigkeit legen nahe, die Korper nur als
Starrkorper zu betrachten. Als Alternative bieten sich die Diskretisierung des
vollen elastischen Korpers (siehe Abbildung[[6 rechts), wie es in der Methode
der finiten Elemente gemacht wird, oder modal reduzierte Kérper an. Beide
genannte Moglichkeiten werden allein aus Griinden der Rechenzeit im Rahmen
dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Akustische Schwingungen elastischer Koérper
kénnen aufgrund der Entscheidung fiir Starrkérper demnach nicht abgebildet
werden.

Obwohl innerhalb dieser Arbeit der Schwerpunkt auf Antriebssystemen liegt,
kann die vorgestellte Methodik bei dhnlich geforderter Modellgiite auch auf
andere technische Systeme, etwa in der Robotik, angewendet werden.

1.2. Problemstellung und Anforderungen

In dieser Arbeit sollen also mechanische Systeme untersucht werden, die be-
reits in Form eines Starrkdrpersystems diskretisiert wurden. Elastizitdten, in
der Realitét als deformierbare Koérper vertreten, wurden bereits durch geeignete
Bindungen, etwa in Form einer nichtlinearen Feder, ersetzt. Die aus realer Ma-
terie angefertigten Gelenke wurden bereits in idealisierter Weise als mathema-
tische Bindungsgleichungen in das System eingebracht. Man spricht dann auch
von einem System mit konzentrierten Parametern, welches sich mathematisch
als System aus gewohnlichen Differentialgleichungen und algebraischen Neben-
bedingungen fiir idealisierte Bindungen abbilden ldsst. Im Gegensatz dazu wird
ein System mit verteilten Parametern mittels partieller Differentialgleichungen
modelliert.

Es wird angenommen, dass die Konsequenzen der Starrkérperhypothese fiir
die interessierenden Merkmale der Bewegung vernachlassigbar klein sind. Diese
Annahme stiitzt sich nur auf Ingenieurserfahrung, das heifst der mit den Starr-
koérpern gewihlte Grad an Diskretisierung entspringt keiner formalen Uberle-
gung. Insbesondere wird davon ausgegangen, dass sich die Modellgiite durch
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eine lokale Verfeinerung der Diskretisierung weiter verbessern ldsst, ohne dass
eine Konvergenz gegen das reale physikalische System bei immer weiterer Ver-
feinerung des Modells nachgewiesen ist. Das behauptete Konvergenzverhalten
ist ebenfalls nur {iber intuitive Ingenieurserfahrung begriindbar.

Anhand eines topologisch einfachen mechanischen Systems, in dem eine Kon-
taktoberflache in nur drei Punkte diskretisiert wurde, lasst sich die entstehende
Schwierigkeit bei einer Modellierung mit Methoden der klassischen Mechanik

zeigen.

Beispiel:

10

Korper auf Unterlage mit drei Kontaktpunkten

Die Bewegungsgleichung fiir das in Abbildung[[7lgezeigte einfache
ebene System mit drei auf der Scheibe B korperfesten Kontakt-
punkten lautet

3
my =Y Ti+ Fa(t) (1.1)
=1
fir die Translation und

3
Js@k = Tix Ti+ Mal(t) (1.2)

i=1

fiir die Rotation. Die Freiheitsgrade sind also die Schwerpunktver-
schiebung 7 € R? in der (7, 7)—Ebene von Basis 7 und der Dreh-
winkel der Schgi»be o (Masse m, Drehmasse beziiglich Schwerpunkt
Js, Reibkraft T'; im Kontaktpunk 4, Lage 7 von Kontaktpunkt ¢
beziiglich Schwerpunkt, dufere Kraft F',(t) und dukeres Moment
M, (t)). Verkippungen der Scheibe werden nicht betrachtet, das
heift es wird von gleichformiger Verteilung der Normalkréfte |V |
= ||[N2|| = || Ns|| = 1 ausgegangen. Fiir den Betrag jeder Reibkraft
gilt somit _

T =|T:|| =p 1€{1,2,3}. (1.3)

Wahrend Gleiten kann man die Krafte TZ als CourLoMBsche Glei-
treibkrafte mit

To= YT ic(1,2,3) (1.4)
H Y+ T

angeben. Die Geschwindigkeiten fl lassen sich iiber die Grund-
gleichung der Kinematik 7; = ¢k X 7, aus dem Freiheitsgrad ¢
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Abbildung 1.7.: Einfaches ebenes System mit drei Kontaktpunkten

und den korperfesten Koordinaten der Kontaktpunkte in B aus-
rechnen, die Bewegungsgleichung ist nach Einsetzen von () in

) und [@C2) somit 16sbar.

Kommt es in einem Punkt j € {1,2,3} nach verschwindender
Relativgeschwindigkeit zum Haften wéhrend die anderen beiden
Punkte ¢ € {1,2,3} \ {j} gleiten, kann man die aus dem jetzt
mengenwertigen CouLOMBschen Reibgesetz |T;|| < p unbekannte
Haftreibkraft T'; einfach aus der Bedingung fiirs Haften ausrech-
nerE. Denn die verschwindende Relativgeschwindigkeit in j

T+7; =0 (1.5)
ergibt nach Ableitung nach der Zeit

T+ (7)) =T+ 5 @x7)

=0 (1.6)
(mit @ = ¢k). Aus () erhélt man

T;=my -y Ti— Falt) (1.7)
iA]

3siehe auch Modell von Karnorp auf Seite 27

11



1. Einleitung

12

und mit (CH) in 1)

—

T;=m (-@1‘5 X Ty — @ x (@ x ?j)) ST - Fut) (18)

i#]
Setzt man (LJ) in (LC2) in der Form
Jsgk =T; x 7+ > Ti x Ti+ Ma(t) (1.9)

ein, so erhélt man eine einzelne Bewegungsgleichung fiir den Frei-
heitsgrad . Bis hierhin wurden nur Methoden der klassischen Me-
chanik verwendet, die Reibstelle j wurde wahrend Haften durch ei-
ne idealisierte Gelenkbindung ersetzt, was zwar eine unterschied-
liche Anzahl von Bewegungsgleichungen fiir die Falle Gleiten in
allen Punkten und Haften im Punkt j zur Folge hatte, aber jeder
Satz Bewegungsgleichungen ist fiir sich eindeutig 16sbar und das
Aufstellen der Gleichungen bereitet keine Schwierigkeiten.

Zu einem Problem gelangt man erst, wenn die anderen beiden
Punkte ¢ € {1,2,3} \ {j} ebenfalls zum Haften kommen. Denn
jetzt ist mit den Haftbedingungen in zwei Punkten 4,5 € {1,2,3}
offensichtlich, dass keine Bewegung mehr stattfindet:

—

TH+OXTi=y4+@xT;=0 (1.10)
S WUXTi=WXT; (1.11)

Gleichung (CII) kann nur fir & = 0 erfiillt werden, da die Kon-
taktpunkte im Allgemeinen unterschiedlich sind (77; # 7). Dieses
Ergebnis in eine einzelne Haftbedingung % + @ x 7; = 0 ein-
gesetzt, ergibt dann auch § = 0. Anders als im Fall mit einem
haftenden Punkt kénnen die Haftreibkréfte nicht aus einem stati-
schen Gleichgewicht bestimmt werden, denn aus Gleichung (LH)
wird

Ti+ T2+ Ts+ Fo(t)=0. (1.12)

Da mit ([LI2) nur eine Gleichung zu Verfiigung steht, in der jetzt
aber die drei unbekannten Kréafte T, T2, und T3 vorkommen,
handelt es sich um eine statische Unbestimmtheit. Ende des Bei-
spiels.
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Abbildung 1.8.: Die eingekeilte Scheibe

Mit den Methoden der klassischen Mechanik sind die Reibkrafte wahrend Haf-
ten als iliberzéhlige Zwangskrafte nicht weiter bestimmbar, allerdings stehen
diese nicht im Mittelpunkt des Interesses. Vielmehr geht es um die Frage, wann
zwei liber haftende Reibkontakte miteinander verbundene Korper einer gegebe-
nen Belastung nachgeben und Relativbewegung einsetzt. Lasst sich diese Frage
auch ohne Bestimmung einzelner Haftreibkrafte beantworten, so ist die Kennt-
nis dariiber irrelevant fiir die Bewegung. Dass bei ideal starrer Modellbildung
Probleme der Entscheidbarkeit auftreten, die iiber die unbekannte Verteilung
der Reibkréfte wihrend Haften hinausgehen, zeigt das folgende Beispiel.

Beispiel:

In der Dynamik der granularen Medien dient das Problem der
eingekeilten Scheibe als elementarer Baustein zum Zusammenbau
mikromechanischer Modelle aus einer Vielzahl von Kérnern. Im In-
teresse steht dabei der Einfluss der auf Ebene der einzelnen Schei-
be getdtigten Annahmen auf das makroskopische Verhalten des
granularen Mediums. Die eingekeilte Scheibe kann auch als ver-
einfachtes Modell einer Kugelkalotte im Betitigungssystem einer
Kupplung angesehen werden, vergleiche Abbildung [[2

Die Anordnung von Scheibe und Keil ist im Bild [[J skizziert.
Die ideal starre Scheibe Bs kontaktiere die beiden Schenkel “1”
und “2” des ebenfalls starren Keils Bx mit Winkel 6 zunachst haf-
tend. In beiden Kontaktpunkten wirke der Reibkoeffizient u, die
Kontaktkrifte setzen sich zusammen aus Tangentialkraft 77 und
Normalkraft N1 auf Schenkel “1” sowie 1o und No auf Schenkel
“2”. Die Scheibe werde mit dem duferen Moment M, (t) und in ih-
rem Mittelpunkt mit der &uReren Kraft Fo(t) mit F, = [0, —mg]T
belastet. Die Richtungen der Kontaktkréfte sind in Abbildung [[8

13
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positiv eingezeichnet, das heifft N1 > 0 und N2 > 0 bewirken ein
Abstoflen der Scheibe vom Keil; 73 > 0 und 7> > 0 bewirken
ein negatives Moment beziiglich des (7, 7)-Koordinatensystems,
welches dem positiv angenommenen Moment M, entgegen wirkt.

Wie in erortert wurde, gibt es spitze Keilwinkel (stumpfe
Winkel ), fiir die zwei Losungen koexistieren. Bei einer Losung
bleibt die Scheibe in Ruhe, bei einer weiteren Losung rotiert die
Scheibe. Anhand des Modells kann nicht entschieden werden, wel-
che der beiden Losungen das reale System einnimmt. Dieses Re-
sultat aus sei hier zur Verdeutlichung wiedergegeben.

Wahrend Haften findet keine Bewegung von Bgs statt, darum be-
finden sich alle Krifte im statischen Gleichgewicht (vergleiche Ab-
bildung [C&}

Nisin@ — Ty cos@ — Nasin — Thcos@ =0 (1.13)
Nicos@ + Tisinf + Nacost — Trsinf = mg
RT1 4+ RT> = M,

Der Kraftvektor F = [Ny, T, N27T2]T hat vier unbekannte Kom-
ponenten, fiir die mit (CI3) aber nur drei Gleichungen bereitste-
hen. Diese Unbestimmtheit ist fiir die Dynamik irrelevant, da keine
Bewegung stattfindet. Von Interesse ist nur, ob fiir ein gegebenes
Moment M, der Haftzustand, begrenzt durch die Ungleichung

erhalten bleiben kann. In [IT5] wurden drei Unbekannte in F mit-
tels (LI3) eleminiert, so dass sich F mit einem freien Parameter
ao in der Form

cos 0 —cos @ sin 6
1 sin 0 M, —sin ap | —cos@
F= 29| cos® | 2Rsnd | cosé +? sin 0 (1.15)
—sin6 —sinf cosf

schreiben ldsst. Unter der Annahme, dass bei einem positiven M,
auch die Tangentialkréafte in der in Abbildung [[L8 gezeigten Weise
positiv sind, wird der Betrag in (L.I4)) zu den zwei Ungleichungen

T1 S /,LNl, TQ S /.LNQ (116)
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aufgelost. Nach Einsetzen von ([LIH) in (CI6) ergeben sich die
beiden Ungleichungen:

M,
_ > )
ao(ptand + 1) + (mg—|— Rsin0> (b —tanf) >0 (1.17)

M,
ao(ptand — 1) + (mg— Rsin6‘> (n+tanf) >0 (1.18)

Wenn jetzt fiir den Winkel
1
tanf > — (1.19)
I

gelte, dann stellen beide Ungleichungen eine untere Grenze fiir ag
dar. Auferdem sind beide Koeffizienten von ag in (LIT7) und (CIS)
positiv, so dass sich durch Erhéhen von ao die Haftbedingungen
stets erfiillen lassen. Es existiert folglich stets eine Ldsung mit
Haften, auch fiir beliebig groffe Momente M,. Die Scheibe kénnte
beliebig hohe Momente ertragen, ohne dass Rotation einsetzt.

Ersetzt man hingegen die > in (LI7) und ([I8) durch Gleich-
heitszeichen, kann man nach ao und M, auflésen. Die Losung ist
mit
I
M, =mgR—F—— =: M| 1.20
mg (1 + p?)cosb 0 ( )
positiv. Es gibt folglich immer ein Moment M, > My, ab dem
Gleiten moglich ist, denn (CI7) und (IJ)) befinden sich dann
gerade auf der Haftgrenze.

Fiir hinreichend grofte Momente M, > My wurde sowohl eine Haft-
16sung als auch eine Gleitlosung gefunden. Die Nicht-Eindeutigkeit
betrifft nicht nur die Reibkrifte wihrend Haften, sondern den Haft-
oder Gleitzustand der Reibstellen selbst. Ende des Beispiels.

Von der in Kapiteln @] und [l vorgestellten Vorgehensweise wird erwartet, dass
auch bei Nicht-Eindeutigkeiten wie im Beispiel der eingekeilten Scheibe ei-
ne eindeutige Entscheidung getroffen wird. Die Nicht-Eindeutigkeit gehort zur
Klasse der PAINLEVE-Paradoxa, fiir die Auflsungen existieren [I60]. Den Auf-
16sungen ist jedoch gemein, dass Sie genaue Kentnisse liber das Paradoxon
beim Modellierer voraussetzen. In industriellen Prozessen ist es unpraktikabel,
den Losungsweg beim Auftreten von Inkonsistenzen anzupassen, daher sollen

15



1. Einleitung

Inkonsistenzen wie die der eingekeilten Scheibe méglichst génzlich vermieden
werden.

Am Ende dieser Arbeit soll ein Werkzeug zur Simulation der genannten Kom-
ponenten im Antriebsstrang stehen. Dieses Werkzeug soll den folgenden Anfor-
derungen geniigen:

Gute Abbildung der Reibkrifte: Die zwischen den kontaktierenden Korpern aus-
getauschten Kréfte, insbesondere die Reibkréfte, miissen hinreichend de-
tailliert abgebildet werden, um das in Messungen beobachtete Verhalten
des Systems zu erkldren. Die fiir die Auslegung von Triebstrangkompo-
nenten relevanten dynamischen Phidnomene wie die sogenannte Selbst-
zentrierung sollen durch realitdtsnahe Reibkrifte rechnerisch untersucht
werden konnen.

Einfachheit: Das tangentiale Kontaktmodell soll nur in dem Mafe komplizier-
ter als etablierte, klassische Reibmodelle wie die CouLoMBsche Reibung
sein, als dass es der Losung der Aufgabe dient. Schwingungsfahige nicht-
lineare Systeme verfiigen schon in einfachen Modellen iiber verbliiffende
Phéanomene, deren Identifikation durch eine zu komplizierte Modellierung
nur unnotig erschwert wird.

Parameteridentifikation: Die verwendeten Parameter sollen entweder physika-
lisch messbar sein oder durch theoretische Analyse eine klare Bedeutung
erhalten, wie z.B. einen Idealwert.

Effizienz: Durch die Anforderungen der Produktentwicklung muss der Model-
lierer in der Lage sein, verschiedene Szenarien in kurzer Zeit rechnerisch
zu erproben. Die Rechenzeiten miissen konkurrenzfahig mit anderen Dy-
namiksimulationen sein und sollen sich um Groéfenordnungen von denen
der etablierten Finite-Element-Methoden unterscheiden, welche grund-
sétzlich ebenfalls die Modellierung der betrachteten Systeme erméglichen.

Visualisierbarkeit: Die Moglichkeit zur grafischen Darstellung der Ergebnisse
muss gegeben sein, sowohl in Form von Diagrammen wie auch als 3D-
Animationen. Die wiahrend der Simulation akquirierten Daten sollen gut
zugénglich und speicherbar sein, so dass sie einer weiteren Auswertung
zugefiihrt werden koénnen.

Flexibilitat: Das Verfahren soll auf beliebige Kontaktgeometrien anwendbar sein.
Die Implementierung muss flexibel genug sein, um auf konstruktive An-
derungen des Systems schnell reagieren zu kénnen. Das Kontaktmodell

16
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soll als wiederverwendbarer und an beliebiger Stelle einsetzbarer Baustein
des mechanischen Modells zur Verfligung stehen. Der Baustein soll fiir die
tagliche Arbeit im industriellen Umfeld zur Verfiigung stehen.

Robustheit: Der Modellierer soll beim Aufbau der Simulation méglichst wenig
Wissen a priori an das Modell weitergeben. Beispiel fiir eine solche Ent-
scheidung wire die Wahl der zu verwendenden Kontaktnormalenrichtung.

1.3. Gliederung der Arbeit

Die Kontaktmechanik hat sich in den vergangenen Jahrzehnten zu einem ak-
tuellen Forschungsgebiet mit zahlreichen Beitrdgen entwickelt. Die Tribologie
beschéftigt sich mit der wissenschaftlichen Analyse von Reibung, Schmierung
und Verschleiff. Wegen vieler unbeantworteter Fragen wird letztere trotz ihrer
langen Historie noch als “junge” Wissenschaft bezeichnet, die noch am Anfang
steht [[59]. In Kapitel Bl wird ein Uberblick iiber die vorhandene Literatur in
beiden Gebieten gegeben. Dabei wird der Schwerpunkt auf Kontaktmodelle
gelegt, wihrend auf tribologische Grundlagen nur kurz eingegangen wird.

Auf die Kinematik von Mehrkorpersystemen mit verteilten Kontakten wird
kurz in Kapitel [] eingegangen, um spéter eine moglichst allgemeingiiltige Im-
plementierung zu ermoglichen.

Die in der Literatur bereits etablierte Analogie zwischen Reibung und Plas-
tizitdt wird in Kapitel @] benutzt, um ein einfaches tangentiales Kontaktmodell
herzuleiten, welches sich fiir eine Implementierung im Kontext von Mehrkor-
persystemen eignet.

In Kapitel [ wird ein ereignisgesteuertes Verfahren zur numerischen L&-
sung des gekoppelten Mehrkorper- und Tribosystems verwendet. Das Verfahren
scheint auch zur Losung steifer Systeme mit vielen Kontakten in akzeptabler
Zeit geeignet. In dieser Arbeit steht ein ereignisgesteuertes Verfahren im Vor-
dergrund, dennoch sollen alternative Mdoglichkeiten zur numerischen Behand-
lung der betrachteten Systeme zu Vergleichszwecken herangezogen werden.

Einige Anwendungsbeispiele werden in Kapitel [f] vorgestellt. Dabei wird un-
terschieden zwischen einfachen Systemen eher akademischer Natur und praxis-
relevanten Beispielen. Erstere werden mit bekannten Losungen aus der Litera-
tur verglichen, falls vorhanden. Letztere sollen die Anwendbarkeit des Verfah-
rens im industriellen Umfeld demonstrieren. Zwei Systeme mit flachigen Reib-
kontakten werden aufgrund ihrer interessanten dynamischen Eigenschaften néa-
her beleuchtet: Ein System mit dem sogenannten Effekt der Selbstzentrierung

17
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und ein weiteres System, bestehend aus zwei kontaktierenden Scheiben mit Ru-
helage und starken Schwingungsamplituden in unmittelbarer Nachbarschaft.

Im Anhang [A] wird die Implementierung des Verfahrens in Form eines viel-
seitig verwendbaren Computer-Algorithmus erldutert.

18



2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten

2.1. Klassische Reibgesetze

Aus zahlreichen Quellen der Antike geht hervor, dass Reibung die Menschen seit
jeher beschiftigt [A9]. Das erste Reibgesetz wird heute {iblicherweise LEONARDO
Da VINcI (1452-1519) zugesprochen. Er schrieb:

Die Reibung mit demselben Gewicht wird den gleichen Widerstand
zu Beginn der Bewegung haben, obwohl der Kontakt verschiedene
Mafe in Lange und Breite haben mag [I07].

Weiterhin stellte er die Abhéngigkeit der Reibung von der Normalkraft fest.
Beide Zusammenhéinge wurden 1699 unabhingig von AMONTON wiederent-
deckt [J.

EULER verwendete 1765 erstmals den griechischen Buchstaben p fiir den
Reibkoeffizienten in [§]. CouLoMB war im militérischen Auftrag auf der In-
sel Martinique und vollzog dort mit einem aufwandigen Apparat Experimente
zur Reibung [B3]. In seinen Aufzeichnungen von 1785 fiihrte er die Unterschei-
dung zwischen der statischen Reibkraft und der kinetischen (auch dynami-
schen) Reibkraft ein. Erstere wird bendtigt, um den Gleitvorgang anzuregen,
letztere reicht aus, um das Gleiten zu erhalten. Ebenso registrierte er, dass die
Reibkraft wahrend Gleiten nahezu unabhéngig von der Relativgeschwindigkeit
ist. Auch das in jlingerer Zeit hiufig verwendete Biirstenmodell (bristle friction)
der Reibung (siehe Seite 26) geht auf eine Idee von CoUuLOMB zuriick.

Daraus ergibt sich das bekannteste Modell der Reibung, im eindimensionalen
Fall mit .

7| =< ™|V (2.1)

fiir Haften (statischer Reibkoeffizient y**) und
T° = —p™" || N| sign(v) (2.2)

fiir Gleiten (skalare Relativgeschwindigkeit v, konstanter dynamischer Reibko-
effizient p®™, siehe Abbildung ZI)). Obwohl es auf alle in diesem Abschnitt
bisher genannten Urheber zuriickgeht (siehe auch 0]), wird es meist als Cou-
LoMBsches Reibgesetz bezeichnet.
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2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten
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Abbildung 2.1.: Klassische Idealisierungen der Reibung

Die Abhéngigkeit des Reibkoeffizientens von der Geschwindigkeit wurde von
vielen Autoren berichtet (siehe [9]). Im deutschsprachigen Raum wird damit
vor allem der Name STRIBECK in Verbindung gebracht [IGI], auch wenn sei-
ne Untersuchung sich speziell auf geschmierte Lagerstellen bezieht und den
Ubergang von Trockenreibung auf Fliissigreibung beschreibt. In Abbildung BTl
ist eine STRIBECK-Kurve gezeigt. Als STRIBECK-Effekt wird das Absinken der
Reibung mit steigender Geschwindigkeit bei geringen Geschwindigkeiten be-
zeichnet (vergleiche ARMSTRONG-HELOUVRY H]).

Beschrénkt sich die Bewegung auf Gleiten, wird also nur (22)) benétigt und
die Mengenwertigkeit von ([2J)) spielt keine Rolle, so lassen sich oftﬂ analytische
oder halbanalytische Ndherungslosungen fiir die Bewegungsgleichungen finden.
Fiir ebene Systeme mit der Besonderheit von flichigen Reibkontakten wurde
dies in einem Beitrag von WITTENBURG [IT4] gezeigt.

2.2. Tribologie

Der Begriff Tribologie wurde von dem britischen Physiker Davip TABOR (1913-
2005) geprégt. Die inzwischen nicht mehr giiltige DIN 50232 definierte:

Tribologie ist die Wissenschaft und Technik von aufeinander einwir-
kenden Oberfliachen in Relativbewegung. Sie umfasst das Gesamt-
gebiet von Reibung und Verschleif, einschlieflich Schmierung, und
schliefst entsprechende Grenzflichenwechselwirkungen sowohl zwi-
schen Festkorpern als auch zwischen Festkdrpern und Fliissigkeiten
oder Gasen ein.

lgenauer: bei Abwesenheit PAINLEVEscher Paradoxa, die auch bei reiner CouLomBscher
Gleitbewegung auftreten [
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2.2. Tribologie

In der ersten gemeinsamen Verdffentlichung von BOwDEN & TABOR wurde
das Konzept der wahren Kontaktfliche eingefiihrt, die aufgrund der Oberfli-
chenrauhigkeit um Grokenordnungen kleiner als die scheinbare Kontaktfliche
ist (sieche Abbildung [[H). Spéter erschien eine Monographie der beiden Auto-
ren [I7] und 8], die heute als das erste moderne Buch der Tribologie gilt. Das
Werk fasst zahlreiche Experimente der Autoren zusammen, aus denen sich das
Verstandnis von Reibung als Uberlagerung hauptsichlich zweier Mechanismen
herleitet:

Adhésion (“Anhaften”) ist die Kopplung der berithrenden Koérper iiber mole-
kulare Wechselwirkungen in der Grenzschicht. Eine endliche Normalkraft
wird bendtigt, um die beiden Korper wieder voneinander zu trennen.
Beim Gleiten werden diese haftenden Verbindungen abgeschert.

Furchenbildung: Mikroerhebungen der harteren Oberfliche pfliigen sich durch
die weichere Oberflache und verursachen dauerhaften Schaden.

Einige Beobachtungen der Tribologie werden mit diesen Mechanismen in Ver-
bindung gebracht. So werden etwa bei Zum GaHR [BO] aufgefiihrt: durch Fur-
chenbildung abgetragenes Material fiihrt zur Ausbildung einer Zwischenschicht
(Schmierfilm, auch dritter Kérper). Innerhalb dieser Schicht kann es zu chemi-
schen Reaktionen kommen, so dass man dann von einer tribochemischen Reakti-
onsschicht spricht. Nahe der Oberflichen kommt es zu Ausbreitung von Rissen
und Delaminationen im Material. Durch Fortschreiten der Deformationspro-
zesse erfolgt Werkstoffermiidung. Der Zusammenhang zwischen Reibkraft und
lokalen Schwingungen in Normalrichtung im Kontakt wurde von TorsTo1 [I65]
eingefiihrt.

Das Modell von GREENwoOD & WiLLIAMSON [G3] [G6] betrachtet den Kon-
takt zwischen Mikroerhebungen (AsperiterE) als elastische Halbkugeln und ei-
ner ideal ebenen Unterlage. Die Héhe der Mikroerhebungen wird dabei statis-
tisch verteilt angenommen.

Die Experimente von COURTNEY-PRATT & EIsNER [3]] legten erstmals die
Analogie von Reibung und Plastizitdt nahe, die im Kapitel @]l noch néher be-
leuchtet wird. In Abbildung sind reversibler (elastischer) und irreversi-
bler (plastischer) Anteil der relativen Verschiebung von dem Kontaktpaar Pla-
tin/Platin gezeigt.

So hat auch in der Entwicklung von physikalisch motivierten Reibungstheo-
rien das Konzept der plastischen Deformation Einzug erhalten. Diese Arbeiten
beginnen bei GREEN [64] und EpwarDs & HaLrriNng HEO]. Spéter versuchten

2von lat. asper — rauh, schroff, uneben
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Abbildung 2.2.: Experimente von COURTNEY-PRATT & EISNER; reproduziert

aus [34]

AvITZUR & NAKAMURA [6] mit Hilfe der plastischen Deformation der Mikroer-
hebungen einen analytischen Ausdruck fiir den Reibkoeffizienten zu erhalten.
Einzelne Mikroerhebungen wurden von CHALLEN & OXLEY analysiert.
Auch in jlingerer Zeit wird dieser Weg weiter verfolgt, sieche zum Beispiel Ko-
cuT & ETsion [@9]. Etablierte Erkenntnisse der Tribologie lassen sich in dem
Handbuch von KRAGELSKI nachschlagen.

In der Monographie von GORJACHEWA werden tribologische Eigenschaf-
ten von technischen Reibpaaren mit Methoden aus der Kontakt- und Bruch-
mechanik modelliert. Besonderheit der verwendeten Formalismen ist der weit-
gehende Verzicht auf numerische Verfahren zugunsten analytischer Ergebnisse.

Eine Briicke zwischen Tribologie und Dynamik schlagen OSTERMEYER &
MuLLer [[30 I3T O28] mit zelluliren Automaten, welche zur Simulation des
Reibwertes benutzt werden. Die Entwicklung des Reibwertes als Zustandsgrofie
wird dann mit anderen (mechanischen) Grofen des Systems gekoppelt, haupt-
séchlich motiviert durch Schwingungs- und Verschleiffprobleme an Fahrzeug-
bremsen.

2.2.1. Nanotribologie

Die Schule von BowDEN und TABOR fiihrte in der ersten Hélfte des 20. Jahr-
hunderts ihre Experimente zur Physik der Reibung auf makroskopischer Ebene
durch. Bald zeichnete sich eine Verlagerung des Interesses auf kleinere Gro-
Renskalen ab, siehe zum Beispiel die Messung von VAN DER WaALs-Kréften
durch ISRAELACHVILI & TABOR aus dem Jahre 1972 [B7]. Seit Ende der 1980er
Jahre ist es moglich, die Reibkraft in Versuchen mit Kontakten in der Grofen-
ordnung von wenigen Nanometern zu messen [[T2]. Die neuen experimentellen
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2.2. Tribologie
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Abbildung 2.3.: Reibkraftmikroskopie (Friction Force Microscopy) und die ge-
kreuzten Zylinder des Surface Force Apparatus

Moéglichkeiten sowie zur selben Zeit aufkommende Theorien zu Kontakten glei-
chen Ausmafes fithrten zum Begriff der Nanotribologie. Ein Uberblick iiber den
aktuellen Stand dieses Forschungsgebietes ist in gegeben.

Neue Beitrage zur Aufklarung von elementaren Reibereignissen lieferten vor-
nehmlich die Reibkraftmikroskopie (Friction Force Microscopy, FFM) und der
sogenannte Surface Force Apparatus (SFA). Bei der Reibkraftmikroskopie wird
eine Spitze, die idealerweise aus nur einem Atom an ihrem Ende besteht, iiber
eine ideal glatte Oberfliche aus einem Einkristall gezogen (siehe Abbildung
23). Durch die Verkleinerung des betrachteten Kontakts auf nur einen Asperi-
ten wird die Komplexitat des Tribosystems erheblich reduziert. Weitere Moti-
vationen fiir die Reibkraftmikroskopie sind die Verkleinerung von technischen
Systemen im Allgemeinen (MEMS, Micro-Electro-Mechanical Systems) sowie
die gute lokale Auflésung gemessener Reibkréfte bei wechselndem Untergrund
in heterogenen Werkstoffen [59) [[5g].

Der SFA besteht aus zwei senkrecht zueinander angeordneten Zylindern mit
einem Kontakt im Bereich der Kreuzung (gezeigt in Abbildung [23). Die Ver-
wendung von Zylindern anstelle von ebenen Kontaktflichen hat den Vorteil,
dass die schwierige parallele Ausrichtung ebener Flachen entfillt und Verkan-
tungen in den Bereichen der Flachenbegrenzung ausgeschlossen werden kon-
nen. Der SFA entsprang dem intuitiven Wunsch der Tribologie, die Reibkrifte
in einer Kontaktfliche zu messen und wurde bereits Anfang der 1970er Jahre
von TABOR eingesetzt [B7] [IG3]. Ein verbreiteter Einsatz des SFA fand aber
erst mit voranschreitender Verbesserung der Messtechnik ab den spaten 1980er
Jahren statt [2]. Die beiden Zylinder sind in der klassischen Ausfiihrung mit
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2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten

einer Schicht von — auf molekularer Ebene — ideal glattem Glimmer B beklebt.
Glimmer sind fiir Experimente mit dem SFA prédestiniert, da sie sich perfekt
entlang der Schichtebenen spalten lassen sowie iiber eine hohe Lichtdurchlés-
sigkeit verfiigen, welches die Beobachtung der momentanen Kontaktfliche mit
interferometrischen Methoden wéhrend des Experiments zulésst. Die gekrimm-
ten Mantelfldchen der Zylinder werden im Kontakt verformt, so dass sich keine
konstante Normaldruckverteilung in der Kontaktfliche einstellt. Aufgrund der
kristallinen Oberflichen der Glimmer erhilt man ebenfalls einen Kontakt mit
nur einem Asperiten, jedoch fillt dieser “flacher” aus als in der FFM. Zumeist
befindet sich zwischen den beiden kristallinen Oberfldchen ein diinner Schmier-
film — absichtlich dort eingebracht oder als Ergebnis von Verschleifs.

Sowohl FFM wie auch SFA stellen den Experimentator vor enorme Her-
ausforderungen, an denen man die Schwierigkeiten bei der Aufklirung vom
Phénomen der Reibung ablesen kann. Bei der FFM sind die Messergebnisse
beispielsweise stark von der Beschaffenheit der atomaren Spitze abhéingig, die
aber kaum bekannt ist. Wahrend der Reibvorgangs werden — auch bei behut-
samer Belastung in Normalrichtung — Atome zwischen Spitze und Unterlage
ausgetauscht [I0]. Aus der Unterlage werden kleinste Partikel herausgelost, die
sich an der Spitze ansammeln und Haft- / Gleitiibergidnge auf atomarer Skala
verursachen (atomic stick-slip, zu unterscheiden von stick-slip auf makroskopi-
scher Skala). Wenn die zur atomaren Spitze {ibertragenen Partikel einen Mehr-
atomkontakt ermoglichen und die Ausrichtung des Kristallgitters im Kontakt
inkommensurabel ist, kann Supraschmierfahigkeit (Superlubricity) auftreten
[38], welche sich als plotzliches Verschwinden beinahe jeglicher Reibung duRert.

In beiden Versuchsautbauten kommt es zu Oxidation und Kontamination der
Reibpaarungen durch Transport und Handhabung, die ebenfalls das Ergebnis
beeinflussen. MUSER & ROBBINS untersuchten das Auftreten von Haftreibung
zwischen kristallinen Oberflichen in Anwesenheit von einem wenige Nanometer
diinnen Schmierfilm [[26]. Um Informationen iiber die Struktur des Schmier-
films zu erhalten und die Rolle der schmierenden Molekiile zwischen den kris-
tallinen Oberflachen besser zu verstehen, wird der SFA zunehmend mit anderen
— zumeist optischen — Verfahren kombininert.

Da alle bekannten interatomaren Kréfte Potentiale sind, konnte man an-
nehmen, dass im Versuch der FFM bei hinreichend langsamer Bewegung ohne

3Schichtsilikate, gesteinsbildende Minaralien

4nicht zueinander passend; Inkommensurabilitit von kristallinen Oberflichen im Kontakt
wird oft mit Eierkartons veranschaulicht: sind zwei Eierkartons so zueinander ausge-
richtet, dass sie sich stapeln lassen, ist ihre Ausrichtung kommensurabel, lassen sie sich
hingegen nicht ineinander stapeln, ist ihre Ausrichtung inkommensurabel.
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2.2. Tribologie
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Abbildung 2.4.: Atomares Minimalmodell der Reibung von PRANDTL-
TOMLINSON mit periodischem Potential V().

Verschleif§ keine Dissipation auftritt [67]. Im Experiment zeigt sich jedoch, dass
dies nicht der Fall ist. Dieser Widerspruch motivierte zahlreiche theoretische
Untersuchungen von Reibungsmechanismen auf atomarer Skala. Das einfachste
Modell wird als PRANDTL-ToOMLINSON-Modell bezeichnet [[14] O8] B1], aller-
dings wird hier die Dissipation noch intuitiv durch einen Dadmpfungskoeffizien-
ten eingefiihrt. Im Modell wird die eindimensionale Bewegung eines Massen-
punktes im periodischen Potential V' (z) mit viskoser Ddmpfung in der Form

mi + Bi + p Nsinwz = F, V(z) = p* N sinwz (2.3)

betrachtet. Hier muss die dufere Kraft F' zunichst die Haftgrenze pu**N {iber-
winden, damit der Massenpunkt “losreifst”, also eine Potentialperiode verlésst.
Makroskopische Bewegungen werden durch den Koeffizienten 5 geddmpft und
mit Schwingungen aufgrund des periodischen Potentials iiberlagert. Das Modell
von PRANDTL-TOMLINSON wurde als Minimalmodell fiir zahlreiche tribologi-
sche Uberlegungen herangezogen. Die Erweiterung auf mehrere Atome wurde
im Modell von FRENKEL-KONTOROVA vorgenommen.

Detaillierte Modelle fiir die Ubergéinge von Haft- nach Gleitzustinden und
umgekehrt wurden von PERSSON & Porov [I38 39 aufgestellt. Beim
Ubergang von Gleiten nach Haften ergeben sich im Modell die grundsitzlich
unterschiedlichen Situationen, dass einerseits die Gleitmasse sofort angehalten
werden kann und die verbleibende Geschwindigkeit von der lokalen Nachgie-
bigkeit der Mikrokontakte aufgenommen wird und andererseits ein makroskopi-
scher Ubergang von Gleiten nach Haften von einer Vielzahl von Ubergéngen der
Mikrokontakte begleitet wird. In [I39] wird das Schmelzen und erneute Entste-
hen des festen — wenige Atomlagen dicken — Schmierfilms unter Scherbelastung
betrachtet. Die genannten Modelle basieren auf experimentellen Beobachtun-
gen von GOURDON & ISRAELACHVILI sowie YOsHIZAWA et al. [I80]. Die
Arbeit wird in einem jlingeren Lehrbuch von Poprov [[40] in den Kontext der
Kontaktmechanik eingeordnet.

Ein Modell von MUSER et al. beriicksichtigt die in Experimenten der-
selben Gruppe beobachteten Unterschiede zwischen Reibpaarungen, die kris-
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2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten

tallographisch kommensurabel sind und solchen, die inkommensurabel sind.
Das Modell wird mit molekulardynamischen Simulationen verglichen. Ande-
re Untersuchungen von Reibprozessen mit Hilfe der Molekulardynamik sind
beispielsweise in [[24] [[34] [[01] B3] zu finden.

Tribologische Reibmodelle sind mit ihrem hohen Anspruch an Genauigkeit
und der damit verbundenen hohen Detailtiefe fiir die numerische Simulation
von Mehrkorpersystemen ungeeignet. Auch die zur Abstimmung tribologischer
Modelle benétigten Parameter sind im Alltag des Ingenieurs oft nicht greifbar.
Den Erkenntnissen der Nanotribologie ist dennoch eine wesentliche Rolle bei
der Modellierung von verteilten Reibkontakten in Mehrkorpersystemen zuge-
dacht: Die elementaren Annahmen eines stark vereinfachten, fiir die Dynamik-
simulation geeigneten Reibmodells, sollten zumindest nicht im Widerspruch zu
vorhandenen Erkenntnissen aus der Tribologie stehen.

2.3. Modellierung im Hinblick auf numerische Verfahren

Naheliegend ist es, den unstetigen Verlauf der Reibkraft-Geschwindigkeitskenn-
linie aus Abbildung 0] durch eine stetige Kennlinie zu ersetzen, sieche Abbil-
dung [Z3] links. Im Bereich geringer Geschwindigkeiten wird meist eine lineare
Kennlinie mit hoher Steigung gewahlt. Die Reibung entspricht dann im Haft-
bereich einer hohen viskosen Dampfung, das heifst es sind Relativgeschwindig-
keiten wahrend Haften moglich. Dieser Nachteil wird aufgewogen durch den
Vorteil, dass die Dynamik des Systems als gewohnliche Differentialgleichung
mit stetiger rechter Seite formuliert werden kann. Zwar hat die Bewegungs-
gleichung durch die hohe Steigung der Kennlinie den Makel, dass sie steif im
mathematischen Sinne ist, aber es existieren geniigend etablierte Losungsver-
fahren fiir steife gewShnliche DGLn.

Eine solche Umformulierung eines Problems zum Zwecke der Berechenbarkeit
mit nur qualitativ begriindbaren Modifikationen nennt man Regularisierung.
Regularisierungen sind Forschungsgegenstand in der Mathematik, ein Beispiel
ist die Arbeit von Praro [[36]. Auf mathematische Aspekte speziell der Re-
gularisierung mit stetiger Kennlinie wird in dem Buch von DuvauT & Lions
eingegangen [3]. Anwendungen der Kennlinienregularisierung sind in der Li-
teratur hiufig zu finden, als Beispiel sei hier zitiert.

FEine andere Form der Regularisierung des Haftzustandes geschieht mit Fe-
dern und Dampfern (siehe Kapitel H]). Reibmodelle mit lokaler Nachgiebigkeit
in Tangentialrichtung werden meist als Biirstenmodelle der Reibung (bristle
friction) bezeichnet. Die Idee ist weit verbreitet, eine frithe Literaturstelle ist
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2.3. Modellierung im Hinblick auf numerische Verfahren

etwa bei ANTUNES [] zu finden. In einem Artikel von HAaEssIG und FRIEDLAND
[63] wird ein Biirstenmodell mit zuféllig angeordneten Federn zur Modellierung
einzelner Mikrokontakte vorgestellt. Ziel ist es, stochastische Eigenschaften der
Reibung in einem numerischen Verfahren abzubilden. Gute Ergebnisse werden
mit einer Anzahl von ca. 20 “Borsten” pro makrosopischen Kontaktpunkt er-
zielt, was jedoch fiir die meisten Numerikanwendungen zu rechenaufwéndig ist.
Der Versuch, dieses Biirstenmodell zu vereinfachen fiihrt in demselben Artikel
zu einem einfachen Feder-Dampfermodell der Reibung mit der Reibkraft

T=[+a@oow)s+n s az =42 Fl<= (2.4)
dt 0, sonst

und wird als reset integrator model bezeichnet (geschwindigkeitsabhéngige Fe-
dersteifigkeit oo (v), nur im Haftzustand aktiver Dampfungsparameter o1). Die
Schaltvariable a(z) sorgt dafiir, dass nach Erreichen der Losreifigrenze |z| > 2o
die Federverformung z konstant bleibt.

Bei TARIKU & RoOGERs [[64] wurden verschiedene Kriterien fiir das Detek-
tieren von Haft- / Gleitiibergdngen im Zusammenhang mit Feder-Dampfer-
Regularisierung diskutiert. Weiterhin werden einige Probleme identifiziert, die
typisch fiir 2D-Reibstellen sind. Zur Losung wird vorgeschlagen, die Reibung
entlang zweier senkrechter Basisvektoren getrennt zu betrachten, eine aufgrund
des STRIBECK-Effekts fraglich erscheinende Vorgehensweise.

Der Einfluss der Feder-Démpfer-Regularisierung auf die Dynamik einfacher
Systeme mit wenigen Freiheitsgraden wurde bei VIELsAck [A7] G0 [[67] naher
untersucht. An einer eindimensionalen Reibstelle mit Punktkontakt wird dort
gezeigt, dass eine Regularisierung mit Feder und Dampfer einer Regularisierung
nur mit Feder oder Dampfer {iberlegen ist.

Im Modell von KARNOPP wird die ereignisgesteuerte Integration von
Systemen mit Reibung vorgeschlagen. Es wird eine numerische Schranke Av
eingefiihrt (Abbildung Z3)), ab der Haften auftreten soll. Die Begriindung fiir
diese numerische Schranke ist die Beriihrnullstelldd. Innerhalb des Haftbereichs
wird die Reibkraft aus einem statischen Gleichgewicht ausgerechnet. Das Mo-
dell von KARNOPP ist somit nur fiir einzelne Punktkontakte zwischen Korpern
geeignet, da bei mehrfachem Kontakt statische Unbestimmtheit auftritt.

5die Nullstelle einer nicht-negativen Funktion
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Abbildung 2.5.: Kennlinienregularisierung und Modell von KARNOPP, reprodu-
ziert aus [@3]

2.3.1. Heuristische Modelle

Im Vergleich zu den Modellen im letzten Abschnitt verlangt die Regelungs-
technik nach einer Klasse von Reibmodellen mit alternativem Fokus. Bei der
Aufgabe der Lageregelung kommt es auf ein moglichst genaues Erreichen der
gewlinschten Zielposition an, der Regler muss im System stets vorhandene Rei-
bung moglichst gut kompensieren. Dies gelingt umso besser, je mehr Reib-
phidnomene im Modell des Reglers enthalten sind, diese sind etwa (vergleiche
ARMSTRONG-HELOUVRY []):

Elastizitdt im Haften Wenn auch die Relativbewegungen bei Lasten unterhalb
der Haftgrenze klein sind, so kann es bei prizisen Positionierungen notig
sein, diese im Modell zu beriicksichtigen (presliding displacement).

Verweilzeitabhéangigkeit der Haftreibung Aus der Tribologie ist bekannt, dass
mit zunehmender Verweilzeit die Adhésion anwéichst und die maximal
ibertragbare Haftreibkraft somit ebenfalls ansteigt.

Reibgedachtnis Bei Mischreibung kann es durch den Schmierfilm bedingt zu
einer zeitlichen Verzégerung der Reibeigenschaften bei Anderung der Ge-
schwindigkeit oder Normalkraft kommen (Frictional Memory).

Gleichzeitig miissen die Modelle schnell zu evaluieren sein, da das Regelungssys-
tem oftmals einen Betrieb in Echtzeit erfordert. Aufwandige, physikalisch moti-
vierte Modelle scheiden aus Griinden der Rechenzeit aus. Andererseits darf das
Modell empirische Parameter enthalten, die nicht notwendigerweise messbar
sein miissen. Fiir den Betrieb der geregelten Maschine werden die Parameter
ohne Riicksicht auf ihre Interpretation einfach so lange angepasst, bis die ge-
wiinschten Effekte auch quantitativ hinreichend gut beschrieben sind. Dabei
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2.3. Modellierung im Hinblick auf numerische Verfahren

ist es oft von Vorteil, dass ein konkretes geregeltes System eine iiberschaubare
Menge von Betriebszustdnden annimmt. Die so entstandenen Modelle der Rei-
bung sind heuristisch, sie bilden die Realitdt genau ab ohne eine Begriindung
liefern zu wollen. So wird bei PoLycarpou & Soowm [I37] ein Reibgesetz fiir
geschmierte Kontakte mittels Regressionsanalyse bestimmt, bei CiLiz & To-
MIZUKA [BQ] wird Reibung fiir Regelungen sogar mit Hilfe neuronaler Netze
modelliert. Im Folgenden sind aus der Gruppe der heuristischen Modelle einige
dargestellt, die aufgrund ihrer noch vorhandenen physikalischen Interpretation
auch fiir die Dynamikanalyse attraktiv erscheinen.

Das Modell von Danr [B6] 7] markiert den Startpunkt fiir eine Reihe von
Reibmodellen mit internen Zustédnden. Bei Versuchen mit Kugellagern beob-
achtete er, dass beim Aufbringen kleiner Lasten mit verschwindender Geschwin-
digkeit eine kleine Verschiebung auftritt, die aufgrund fehlender Relativge-
schwindigkeit nicht als Gleiten interpretiert wurde (presliding displacement,
DaHL-Effekt). Dieses Verhalten wird abgebildet mit

dT(z) dT(z)dz
dt dx dt (25)
(skalare Reibkraft T, eindimensionale Verschiebung z, Zeit ¢) und der heuris-
tischen Gleichung

dT ()
dx

’ T
sign (1 - = sign:'c) (2.6)

1 T . .
=0 — — S1gnax
T '8 Te

(konstante CouLoMBsche Gleitreibkraft 7, tangentiale Steifigkeit o bei T' =0
und freier Formparameter ¢). Gleichung ([ZH]) wird zusammen mit der Bewe-
gungsgleichung integriert, der interne Zustand der Reibstelle ist also die ak-
kumulierte Reibkraft 7. Das Modell von DAHL wurde vielfach zitiert und er-
weitert, die Beriicksichtigung eines STRIBECK-Effekts wurde zum Beispiel von
BriMAN & SoriINE [[3} [[4] durchgefiihrt.

Das sogenannte LUGRE Reibmodell (CANUDAS DE WIT et al. 24 22], entwi-
ckelt in Lund und Grenoble) ist ebenfalls eine Erweiterung der Idee von DAHL
und hat weite Verbreitung gefunden, vor allem in der Robotik. In [Z3] wurde
speziell eine Anwendung auf Kupplungssysteme diskutiert. Im LUuGRE-Modell
wird die skalare Reibkraft T" mit einer internen elastischen Zustandsvariable z

in der Form d 4
z 7
T:O'oZJr(HE +U2E (2.7)
regularisiert (Steifigkeit oo, Dadmpfungsparameter fiir kleine Relativbewegun-

gen o1, Ddmpfungsparameter o fiir grofse Relativbewegungen im Sinne einer
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2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten

viskosen Reibung, Gesamtverschiebung im Kontakt z). Fiir die interne Variable
z wird die skalare Entwicklungsgleichung

dz dz z

dt — dt  g(dx/dt)

dx

= (2.8)

angenommen. Der erste Term auf der rechten Seite von (23] sorgt dafiir, dass
die interne Variable z als durchschnittliche Verformung von Biirsten oder As-
periten interpretiert werden kann, denn z entwickelt sich analog dem Integral
der Relativgeschwindigkeit. Der zweite Term stellt sicher, dass die Variable
z einen stationdren Wert bei konstanten Geschwindigkeiten annimmt, in der
Originalarbeit mit zss (steady state)

v

e = 100(0) = 9(0) sm(o), v = da

== (2.9)

bezeichnet. Die Funktion g(v) stellt also eine STRIBECK-Kurve dar. In der jiin-
geren Literatur wird der Begriff Birstenmodell der Reibung oft synonym fiir
das LUGRE-Modell verwendet.

Das LEUVEN-Modell von SWEVERS et al., ebenfalls nach seinem Entste-
hungsort benannt, ist eine Erweiterung von LUGRE auf Reibstellen mit allge-
meiner Hysterese, das heiftt die Reibkraft héngt von der gesamten Vorgeschichte
der Reibstelle ab. Anstelle von 271 wird

dz dx

Lo (2.10)

T:Th(2)+0'1d

vorgeschlagen, wobei mit T3 (z) eine Hysteresefunktion bezeichnet ist. Anstelle
der Zustandsgleichung ([Z8) wird die heuristische Gleichung

I

verwendet (letzter Umkehrpunkt auf der Hysterese T, Formfunktion der Hyste-
rese T4(z), freier Formparameter ¢ wie bei DAHL, g(v) wie im LUGRE-Modell).
Motivation einer genauen Abbildung der Hysterese war die Lageregelung von
Industrierobotern.

Die beiden Modelle LUGRE und LEUVEN beinhalten kein echtes, reversibles
Haften (true stiction), das heift im Haftzustand muss fiir alle Reibkréfte T'(¢),
die betragsmiifig unterhalb einer LosreiRkraft 7" liegen,

(2.11)

1T @) <T (2.12)
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2.3. Modellierung im Hinblick auf numerische Verfahren

a(z)
z
Abbildung 2.6.: Regularisierung des Haft- / Gleitiibergangs, reproduziert aus

B3

gelten, dass jegliche (Mikro-)Relativbewegung x im Kontakt reversibel ist. Von
DuponT et al. [B B3] E4] wurde eine Modifikation von ([Z8) der Form

dz z
— = — —_ 2.13
G =) ol (2.13)
durchgefiihrt mit
0, |Z| < z
az) = %sin [zma;rizl (z — z’"“;+zl)} + %, 21 < |z| < Zmas (2.14)
1; |Z| Z Zmazx

einer weiteren Form der Regularisierung. Mit (ZI4)) wird die Unterscheidung
zwischen Haft- und Gleitzustand durch eine stetige Kennlinie regularisiert (sie-
he Abbildung [Z6]). Denn fiir a(z) = 0 ist in (ZI3) die elastischen Koordinate z
gleich der Gesamtverschiebung = und die Steifigkeit oo in 7)) wirkt jetzt als
reversible Feder. Die Wahl des Ubergangs (ZI4)) ist willkiirlich und erzeugt zu-
sétzliche Parameter, darum ist das Modell in einer Gruppe mit DAHL, LUGRE
und LEUVEN einzuordnen. Aufgrund der Zustandsunterscheidung (ZI4) wird
es als elasto-plastisches Modell der Reibung bezeichnet. In der Arbeit von Du-
PONT et al. wurde auch die Bezeichnung von elastischer Deformation mit z und
plastischer Deformation mit w eingefiihrt, welche ab hier iibernommen wird.

Von GONTHIER et al. wurde ein dhnlicher Weg bestritten, auch dort wird
die interne Variable in einen Haft- und einen Gleitbereich aufgeteilt und ein
glatter heuristischer Ubergang zwischen beiden Bereichen angenommen.

Die Modelle in diesem Abschnitt weisen Ahnlichkeiten zu der in Kapitel E
vorgestellten Regularisierungsmethode auf. Die Unterschiede sind:

1. Die Reibstellen sind hier eindimensional. In Kapitel @l wird der verteilte
Kontakt zwischen 3D-Ko6rpern betrachtet.
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2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten

2. Die Gleichungen zur Beschreibung der internen Freiheitsgrade wie (28],
23), ZII), oder (ZI3) wurden in den Originalarbeiten durch Synthese
erzeugt, deutlich sichtbar am Auftreten freier Formparameter. In Kapitel
[ wird eine analoge Gleichung unter Erwigung der Annahmen analytisch
hergeleitet.

3. Hier werden tangentiale Kontaktsteifigkeiten als physikalische Parame-
ter mit quantitativer Bedeutung verstanden. Im weiteren Verlauf dieser
Arbeit werden tangentiale Kontaktsteifigkeiten als Regularisierungsstei-
figkeiten mit nur qualitativer Bedeutung interpretiert. Grund ist der Wil-
le zu einer mdoglichst vereinfachten Betrachtung bei Fragestellungen der
nichtlinearen Dynamik sowie die schwierige Messbarkeit von tangentialen
Kontaktsteifigkeiten.

4. Stetige Regularisierungen wie in Abbildung 6] werden in Kapitel @] ver-
mieden.

Ein Uberblick iiber einige Modelle in diesem Abschnitt wurde von BoNa &
INDRI gegeben.

2.3.2. Reibung und Kontakt elastischer Korper

Allgemein gehaltene Reibmodelle wurden in den 1980er Jahren von ODEN &
MaRrtiNs [[29] auf Kontinua angewendet. Die Modellierung geschah im Hinblick
auf Finite-Elemente-Verfahren zur Untersuchung strukturdynamischer Phano-
mene mit Reibung. Weitere bekannte Arbeiten zur Finiten-Elemente-Methode
und Kontakten mit Reibung sind von KikucHr & OpeN [@6], LAURSEN & SIMO
[[04] und WricGERs [[77 78 I79. Fiir dynamische Probleme werden hiufig
modal reduzierte elastische Korper als Kompromiss aus Genauigkeit der Model-
lierung und moglichst geringer Anzahl an Freiheitsgraden gewéhlt. Die Arbeit
von SEXTRO untersucht speziell modale Reduktion in Zusammenhang mit
Kontakt und Reibung.

2.3.3. Reibung und Plastizitat

DruckeR 0] demonstrierte 1954, dass die Analogie von Reibung und Plasti-
zitét einen Makel hat: Wenn man Reibung durch eine plastische Schicht ersetzt
ergibt sich bei direkter Anwendung der idealen Plastizitit neben der tangentia-
len Relativbewegung eine Geschwindigkeitskomponente in normale Richtung.
Es muss also, damit Gleiten auftritt, zusétzliche Arbeit gegen die Normalkraft
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2.4. Kontakte in der Schwingungslehre

v
v v
T v ¥ T

Abbildung 2.7.: Unterschied zwischen CouLomBscher Reibung und idealer
Plastizitét; reproduziert aus

geleistet werden. Es gibt demnach Systeme, bei denen das Modell der idealen
Plastizitat in der Kontaktschicht kein Gleiten vorhersagt, wiahrend dasselbe
System mit CouLomBscher Reibung in der Kontaktschicht gleiten kann (siehe
Abschnitt E2).

Eine Erweiterung der Plastizitét, die dieses Problem behebt, wurde unabhin-
gig von MR6zZ & DRESCHER [[23] sowie CoLLINs [B2] diskutiert. In der Arbeit
von FREDRIKSSON [B4] wurde die Analogie von Plastizitit und Reibung im
Kontext einer Finiten-Elemente-Analyse verwendet. Dabei wird erstmals eine
nicht-assoziierte Fliefsregel verwendet, eine Modifikation die auch bei MICHA-
LowsKI & MROzZ [[19] zu finden ist. Mit einer nicht-assoziierten Fliefregel lasst
sich ebenfalls das Problem der normalen Bewegungskomponente bei Gleiten be-
heben.

Eine detaillierte Untersuchung zu Reibung und Plastizitdt wurde von CUR-
NIER durchgefiihrt. Dabei wird deutlich, dass sich verschiedene Reibmodelle
im Rahmen einer Plastizitdtstheorie modellieren lassen. Der Autor empfiehlt,
die in den Plastizitéatstheorien etablierte mathematische Strenge auch auf Rei-
bungstheorien anzuwenden und sieht die Analogie als Hilfmittel dazu.

Plastische Reibmodelle werden in umfangreichen Biichern zu Kontaktme-
chanik, beispielsweise bei LAURSEN und WILLNER berticksichtigt.
Es werden elastische Kérper etwa im Rahmen einer Finite-Elemente-Methode
untersucht. Auch jiingere Arbeiten auf dem Gebiet der Strukturmechanik nut-
zen Analogien zwischen Plastizitdt und Reibung aus. Als Beispiel sei hier die
Arbeit von HoFrFMANN [BI] genannt.

2.4. Kontakte in der Schwingungslehre

Reibung und Kontakt bilden innerhalb der Lehre von den nichtlinearen Schwin-
gungen eine wichtige Quelle der Nichtlinearitat [69]. Untersucht werden zumeist
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2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten

topologisch einfache Systeme mit wenigen Kontaktstellen, aber bereits reichhal-
tigen dynamischen Eigenschaften. So existieren chaotische Bewegungen bereits
in einem einfachen Schwinger mit Reibung als einziger Nichtlinearitdt (vgl.
Popp [IZ]]). Priméres Ziel der Untersuchung ist es, ein qualitatives Versténd-
nis fiir die dynamischen Effekte zu erhalten. Aus diesem Grund werden meist
geschlossene Losungen oder zumindest Ndherungen an geschlossene Losungen
angestrebt. Diese haben den Vorteil gegeniiber numerischen Lésungen, dass
sich Einfliisse von Systemparametern auf Kenngréfen der Bewegung direkt
ablesen lassen. Frithe Arbeiten auf diesem Gebiet suchen nach der geschlosse-
nen Losung, so wurde von DEN HARTOG im Jahre 1931 die exakte stationére
Losung eines Einmassenschwingers mit harmonischer Anregung und Reibung
gegeben [7H]. Lisst sich keine exakte Losung finden, werden hiufig die asympto-
tischen N&herungsverfahren der Mittelwertbildung oder Multiskalenverfahren
eingesetzt.

In diese Verfahren lassen sich Unstetigkeiten der Bewegungsgleichung ein-
arbeiten, vergleiche zum Beispiel FIpLIN [B0]. Stofe werden daher meist mit
dem klassischen Stofigesetz von NEWTON abgebildet. Reibstellen werden {ibli-
cherweise als einzelne Kontaktpunkte mit einem klassischen Reibgesetz wie der
CouLoMBschen Reibung idealisiert. Dass von dieser Klasse von Systemen auch
andere als klassische Kontaktmodelle nachgefragt werden, ist im historischen
Uberblick von FEENY et al. dokumentiert.

2.5. Normalkontakt

Einen fundamentalen Beitrag zur Kontaktmechanik lieferte HERTZ mit seiner
Theorie zum Kontakt linear elastischer Korper [[7]. Fiir das elastische Kontakt-
problem lésst sich mit der wesentlichen Vereinfachung von HERTZ eine Losung
in geschlossener Form finden: Anstelle der elastischen Verformung realer Kor-
per wird die Deformation elastischer Halbebenen berechnet. Die Vereinfachung
ist gerechtfertigt, wenn das Kontaktgebiet einerseits klein im Vergleich zu den
Korperabmessungen und andererseits klein im Vergleich zu den Kriimmungen
der Oberflichen auch aukerhalb des Kontaktgebietes ist [89]. Erstere Annahme
stellt die Anndherung an die unendliche Ausdehnung einer elastischen Halbebe-
ne sicher. Mit der zweiten Annahme soll der Planitét einer elastischen Halb-
ebene Rechnung getragen werden.

Ausgangspunkt der HERTZschen Theorie ist die kinematische Uberlegung,
dass bei weiterer Annéherung zweier sich in einem Punkt kraftlos beriihren-
der Korper um den Betrag ¢ dieser Weg sich aus Verformungen u.1 und w2
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2.5. Normalkontakt

der kontaktierenden Oberflichen sowie dem Spalt A in unverformten Zustand
zusammensetzt:

Uzl +Uz2 +h =0 (2.15)

Gleichung ([ZI3) muss fiir alle Punkte des Kontaktgebietes gelten und aufer-
halb muss stattdessen
Uzl + Uz2 + h > 5 (216)

gelten. Dabei werden alle skalare Groften entlang einer gemeinsamen Kontakt-
normalenrichtung gemessen, die sich als dufiere Fliacheneinheitsnormale des ers-
ten Beriihrpunktes ergibt. Ziel ist es dann, Spannungsverteilungen zu finden,
die mit ZI8) und @IG) vertréglich sind. Der Spalt h in unverfomten Zustand
ist iiber die Geometrie der Koérper vorgegeben. Im Falle von Kugeln lasst sich
eine um die Kontaktnormale rotationssymmetrische Druckverteilung
r2

p(r) =poy/1— 2 (2.17)
finden (Maximaldruck po, radiale Koordinate r, Radius des Kontaktgebietes
a), die zu den kinematisch vertréglichen Verformungen fithrt. Setzt man die
mit dieser Druckverteilung erhaltenen Verformungen u.1 und u.o in ZI5) ein
und integriert den Druck I7) entlang des Kontaktgebiets zu einer Kraft, so
erhélt man den Normalkraft-Weg-Zusammenhang in der Form

|N|| = k62 (2.18)

2 o2\ 1 1/2
b — é 1—1v7 " 1—13 Ri1R> (2.19)
3 Er Es R+ R

(Radien der Kugeln R;, Querkontraktionszahlen v; und Elastizitdtsmoduln Ej,
i = 1,2). Andere Oberflichengeometrien fiihren zu Gesetzen der Form

|N|| = ko? (2.20)

mit spezifischem Exponenten p. Die Originalarbeit von HERTZ enthielt ellipsoi-
de Oberflichen als allgemeinste Geometrie [89).

Die HERTzZsche Theorie begriindete einen eigenen Zweig innherhalb der Kon-
taktmechanik. Weitere Kontaktmodelle unter Beriicksichtigung der Elastizitét
wurden in dem Buch von JoHNSON zusammengefasst. Auch wurden Ex-
perimente zur Untermauerung dieser Theorien durchgefiihrt [B8]. Bei HUNT
& CROSSLEY werden Stofe in Systemen mit HERTzschen Kontakten un-
tersucht, mit dem Ziel, Dampfungsparameter fiir die zur Stofszeit dissipiierte
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2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten

|
v3355%0

Abbildung 2.8.: Elastische Bettung mit Federelementen

Energie aufzustellen. In Analogie zu (Z20) wird dem Kraftgesetz ein Damp-
fungsterm hinzugefiigt: _ )
IN|| = ké® + do (2.21)

Der Dampfungsparameter d ergibt sich hierbei in der Form
d = pdP. (2.22)

Bei LANKARANI & NIKRAVESH wird der Parameter p weiter auf den Re-
stitutionskoeffizienten aus dem klassischen Stofsgesetz von NEWTON zuriickge-
fiihrt. Erweiterungen der HERTZschen Theorie — meist auf allgemeinere Kon-
taktgeometrien — sind Gegenstand jiingerer Arbeiten, siehe [[08 B8] und ande-
re.

Modelle, die von der HERTZschen Theorie abstammen, erben die Annah-
me des kleinen Kontaktgebietes. Thre Anwendung ist somit auf Kérper mit
ungleichformiger Geometrie im Kontaktbereich beschrankt. Fiir flichige Reib-
kontakte, wie wir sie in Antriebssystemen vorfinden, ist diese Annahme im
Regelfall nicht gerechtfertigt. Die Verbindung von HERTZschem Kontakt mit
Reibung wurde von Cartaneo 23], MinpLiN [[20], CiavARELLA 29] und an-
deren fortgefiihrt.

Sind die Ausmafe der Kontaktgebiete von derselben Groéfenordnung wie die
Korper selbst, so sind die Annahmen der Kontaktmodelle vom HERTZschen
Typ nicht mehr gerechtfertigt. Ursache fiir grofse Kontaktgebiete sind meist
gleichférmige Kontaktgeometrien, das heifst im Kontaktbereich haben die Kor-
per auch bei gedffnetem Kontakt eine dhnliche oder gleiche Form. Im Lehrbuch
von JOHNSON wird die elastische Bettung zur Modellierung gleichférmiger
Normalkontakte als Dienstweg empfohlen. Die Herkunft der elastischen Bet-
tung wird heute meist in der Arbeit von WINKLER [ITI] gesehen, daher wird
sie auch als WINKLERsche Bettung bezeichnet.

In Abbildung ist eine elastische Bettung mit willkiirlich festzulegender
Dicke der Schicht hy gezeigt. Die Steifigkeit ¢y wird entweder mit Hilfe des
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2.6. Kontakte in der Mehrkérperdynamik

Elastizitatsmoduls des Materials bestimmt oder als Regularisierungsparameter
mit nur qualitativer Bedeutung angesehen. Die einzelnen Federelemente der
WINKLER-Bettung sind unabhéngig voneinander deformierbar.

Einige Erweiterungen des WINKLER-Modells sind: Im Bauingenieurwesen
wurden elastische Bettungen verwendet, welche die Unabhéngigkeit der Fe-
derelemente wieder auflésen und Schub beriicksichtigen (PASTERNAK-Bettung,
siehe [[33]; andere Modelle finden sich bei KErRr [@3]). Bei Hippmann [R0
wird die elastische Bettung auf polygonisierte, allgemeine Kontaktflichen an-
gewandt. In einer jiingeren Arbeit von GONTHIER [60] wird mittels projektiver
Geometrie das ezakte Volumen einer — fiir das reale System hypotetischen —
Durchdringung auch bei nicht-polygonen Oberflichen berechnet. Aus dem Vo-
lumen der Durchdringung ergibt sich dann die Normalkraft.

2.6. Kontakte in der Mehrkérperdynamik

Friithe Arbeiten der Mehrkorperdynamik beschrinken sich auf den Einzelpunkt-
kontakt, das Problem der iiberzdhligen Bindungen existiert dabei nicht. Im
Buch von WITTENBURG wird der Mehrfachstofs mit klassischem Stofige-
setz nach NEWTON fiir Mehrkorpersysteme formuliert. Reaktionsimpulse mit
Reibung sind nur in einem einzigen Kontaktpunkt im MKS zugelassen.

Bei Mehrfachkontakten zwischen Korpern werden hiufig Kennlinienregula-
risierungen wie in Abbildung links benutzt. Als Beispiel seien die Arbei-
ten von HARTMANN [[4] und HippmANN [B0] zitiert, in beiden steht die Be-
handlung komplexer Geometrien bei Mehrkorpersystemen mit Kontakten im
Vordergrund. In [[4] werden neben stetigen Reibkennlinien auch Kraftgesetze
mit lokalen Nachgiebigkeiten verwendet, ohne dass explizit darauf eingegangen
wird.

In der Arbeit von LUDER [[I0] werden Regularisierungsansitze zur Betrach-
tung von Mehrfachstéfien in MKS verwendet. Steife Differentialgleichungen
miissen dort nicht gelést werden, da fiir das infinitesimale Stofzeitintervall eine
analytische Losung ermoglicht wird.

Die Arbeit von KEPPLER [34] schligt eine kompakte Formulierung der Kon-
taktkréfte mittels des Momentanpols der Relativbewegung vor. Unter der ver-
einfachenden Annahme der Unabhéngigkeit des Reibwerts von der Relativge-
schwindigkeit wird das Optimierungsproblem der maximal tibertragbaren Reib-
kraft einer flichigen Kontaktstelle wéhrend Haften, die Haftgrenze, mit Hilfe
des Momentanpols in einfach auszuwertende skalare Ungleichungen iiberfiihrt.

Die Modelle aus Abschnitt 23] finden haufig in Mehrkorpersystemen An-
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2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten

wendung, etwa in den Arbeiten von GONTHIER [60], KEPPLER und BAuCH-

AU B

2.7. Kontakte in der nichtglatten Mechanik

Nebenbedingungen einer mechanischen Fragestellung wie das CouLoMBsche
Gesetz ([2Z)) oder die Undurchdringlichkeitsbedingung beim Kontakt starrer
Korper zeichnen sich dadurch aus, dass sie mathematisch als Ungleichung (g >
0) formuliert werden. Sie werden auch als einseitige (unilaterale) Bindungen
bezeichnet, hingegen werden Bindungen, die sich als Gleichung (g = 0) schrei-
ben lassen als zweiseitig (bilateral) bezeichnet. Bestrebungen, die dazugehori-
gen Zwangskrafte der Bindungen nicht mittels Regularisierung in eingepragte
Kréfte umzuwandeln, sondern als Ungleichungen im Modell zu belassen, haben
in jiingerer Zeit das Gebiet der nichtglatten Mechanik hervorgebracht.

Typische technische Systeme, die zu nichtglatten Modellen fiihren, sind in
einer Ubersicht von Porp [[22] dokumentiert. Einen umfangreichen Uberblick
iiber Theorien und historische Entwicklung der nichtglatten Mechanik mit zahl-
reichen Literaturverweisen liefert das Buch von BrocrLiaTO 20]. Grundlegende
Arbeiten zur nichtglatten Analysis wurden von ROCKAFELLAR und in Bezug
auf mechanische Probleme von MoREAU [I22] und PanacioTopouros [I32] ge-
leistet. Grofte Verbreitung hat die nichtglatte Mechanik durch die Arbeiten von
GLoCKER [07] B8] erlangt. In der Arbeit von WALTERSBERGER [[69] wird eine
alternative Herleitung zu gefunden und auf strukturdynamische Probleme
angewendet.

Nichtglatte mechanische Mehrkorpersysteme werden meist dargestellt in ei-
ner Form &hnlich zu:

M(q)p = Q(a,p,t) + ¥, (a, P, H)A
q= h(q,p, t)
y =g(q,p,t) (2.23)
0<ylA>0
p"=U(p ,q,)

In ([Z23)) sind die folgenden Bestandteile enthalten: Massenmatrix M, generali-
sierte Koordinaten q, generalisierte Geschwindigkeiten p, generalisierte Krafte
Q, Vektor der LAGRANGEschen Multiplikatoren A, Ableitung der Zwangsbedin-
gungen ¥ nach den Geschwindigkeiten ¥ ,, Zusammenhang zwischen Koordi-
naten und Geschwindigkeiten h, lokale Variablen der Kontaktestellen y (die-
selbe Notation wird auch in Abschnitt verwendet). Die Funktion g(q, p,t)
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2.7. Kontakte in der nichtglatten Mechanik

transformiert die Koordinaten des Systems auf die lokalen Variablen der Rei-
bung und des Normalkontaktes. In Darstellung [Z23) ist der Zusammenhang
zwischen lokalen Koordinaten y und den dazugehorigen Kraftreaktionen A als
Komplementarititsproblem 0 <y L X > 0 formuliert. Anstelle von [Z23) ist
auch die Schreibweise

y>0, A>0 y'A=0 (2.24)

verbreitet. Das Komplementaritdtsproblem bringt beim Normalkontakt zum
Ausdruck, dass entweder die Normalkraft (\) grofer Null ist und gleichzeitig
der Normalabstand (y) Null ist oder die Normalkraft ist Null, dann muss aber
der Normalabstand grofer Null sein. Analog gilt fiir Reibung, dass entweder die
Relativgeschwindigkeit Null ist und Haften vorliegt (eine ideale Bindung wirkt),
oder die Relativgeschwindigkeit grofier Null ist und kein Haften vorliegt (eine
eingepriagte Kraft wirkt). Manchmal werden zu ([Z23]) dquivalente Formulie-
rungen als Variationsungleichungen bevorzugt, die hier nicht vorgestellt
werden. Als letzte Komponente ist in [Z23]) ein Stofigesetz U fiir nichtglatte
Stoflereignisse beriicksichtigt.

Numerische Verfahren zur Loésung von Mafkdifferentialeinschliefsungen las-
sen sich grob in zwei Gruppen gliedern [I9]: Sogenannte Zeitschrittverfahrerﬂ
nehmen eine zeitliche Diskretisierung tx = kh, k = 0,1,2,... mit konstanter
Schrittweite h vor. Zu jedem Zeitschritt wird das Komplementaritdtsproblem
mit einem geeigneten kombinatorischen Verfahren gelst, etwa mit dem LEM-
KE-Algorithmus (einem Eliminationsverfahren) oder aufwéandigeren iterativen
Verfahren [[9 [[48]. Ein explizites Ausrechnen der Zeitpunkte von Zustands-
wechseln des Bindungszustands findet nicht statt. Daher kann zwischen zwei
diskreten Zeitpunkten k und £+ 1 eine Verletzung einer Nebenbedingung g > 0
stattfinden, die erst zum Zeitschritt k+1 durch Zustandswechsel korrigiert wird.
Wahrend man zeigen kann, dass fiir immer kleinere h Zeitschrittverfahren kon-
vergieren (siche STEWART, [I60]), muss in der Praxis eine endliche Schrittweite
h gewéhlt werden. Liegt zu einem Zeitschritt £ + 1 eine Bindungsverletzung
g < 0 vor, kann nicht rekonstruiert werden, wieviele Zustandswechsel das
System zwischen dem exakten Ereignis und tx4+1 vollzogen hétte, wenn zum
exakten Ereigniszeitpunkt ein Umschalten erfolgt wére. Dieser Sachverhalt er-
schwert jede Fehlerabschétzung. Als weiterer Nachteil von Zeitschrittverfahren
ist ihre geringe Konvergenzordnung zu nennen [I9].

Als zweite Gruppe wird in ereignisgesteuerten Verfahren der moglichst ex-
akte Zeitpunkt des Umschaltens ausgerechnet, die Integration angehalten, der

Sengl. time-stepping
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Bindungszustand gewechselt und die Integration nach einer Reinitialisierung
des Systems erneut gestartet. Dabei wird die Mafidifferentialeinschlieftung zer-
legt in Zeitintervalle mit glatter Dynamik, wahrend derer beliebige numerische
Verfahren zum Loésen gewohnlicher DGLn oder differential- algebraischer Glei-
chungen zum Einsatz kommen und diskreter Zeitpunkte, genannt FEreignisse,
wahrend derer die Unstetigkeiten stattfinden.

2.8. Forschungsschwerpunkt

Obwohl eine moglichst realitdtsgetreue, detaillierte Modellierung der in An-
triebsstringen auftretenden verteilten Reibkontakte in akzeptabler Rechenzeit
ein intuitiv erstrebenswertes Ziel ist, stand dieses Ziel nicht am Beginn der vor-
liegenden Arbeit. Denn ein hiufiges Problem der betrachteten Systeme ist die
mangelnde Identifikation der in Messungen beobachteten Phéanomene mit ihren
Ursachen. Eine zu genaue Modellierung erschwert die Identifikation, denn mit
jedem Modellparameter wird auch eine neue mogliche Ursache fiir das zu unter-
suchende Phénomen eingefiihrt. Aus fritherer Erfahrung mit Dynamiksimula-
tionen ist bekannt, dass eine Vereinfachung der Kontakte auf Punktkontakte fiir
einige Antriebskomponenten, inbesondere Kupplungen und deren Betétigungs-
systeme, zu drastisch ist und einige der Phénomene wie Selbstzentrierung oder
Rupfen somit nicht verstanden werden kénnen. Daraus ergibt sich die zentrale
Fragestellung: Welche Modifikationen eines einfachen, etablierten Reibmodells
wie z.B. dem eindimensionalen COULOMB ’schen Modell sind ndtig, um den
flichigen Charakter der Kontakte in Antriebssystemen zu berticksichtigen?

Zur Beantwortung dieser Frage haben sich in den vergangenen Jahren haupt-
séchlich zwei Stréomungen herauskristallisiert: In der nichtglatten Mechanik
wird an der Starrkérperhypothese festgehalten und die iiberzahligen Bindungen
wéahrend Haften werden durch Kombinatorik entfernt. In der zweiten Stromung
wird die Starrkérperhypothese durch Einfithrung lokaler Nachgiebigkeiten ver-
wassert. Die lokalen Nachgiebigkeiten werden meistens nicht als direkt oder
indirekt messbare Parameter aufgefasst, sondern dienen nur der einfachen Be-
rechenbarkeit, sind also als Regularisierungen (siehe Seite ) zu bezeichnen.
Als Nachteil miissen die zusétzlichen Parameter der lokalen Nachgiebigkeiten
in Kauf genommen werden. Denn da sie nur qualitativ zu begriinden sind, muss
man sie als freie Parameter ansehen. Weiterhin gehen hohe Regularisierungs-
steifigkeiten mit dem Nachteil steifer Differentialgleichungen einher.

Auch in dem Forschungsgebiet der nichtglatten Mechanik sind Unzuladnglich-
keiten bekannt, wie das auftreten von PAINLEVE-Paradoxa bei streng starrer
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2.8. Forschungsschwerpunkt

Modellierung. Das Beispiel [[2)) der eingekeilten Scheibe wurde von McNAMA-
RA [IIH] als Standardaufgabe vorgeschlagen, da sie fiir eine Vielzahl technischer
Aufgabenstellungen aus verschiedenen Gebieten relevant sei. Zumindest fiir An-
triebssysteme trifft dies zu, da Kugelkalotten hier hdufig Anwendung finden.
Das Paradoxon der eingekeilten Scheibe wurde in unter Beibehalten nicht-
glatter Methoden in tangentialer Richtung entfernt, allerdings wurde dabei die
Starrkérperhypothese durch Einfithren von lokaler Nachgiebigkeit in normaler
Richtung ebenfalls aufgegeben.

Zum derzeitigen Zeitpunkt berichten beide Stromungen von Erfolgen bei der
Untersuchung &hnlicher oder gleicher Systeme. Es erscheint genauso sinnvoll,
den einen wie den anderen Weg weiter zu verfolgen. Inwieweit die Schwierigkei-
ten, die beiden Methoden anhaften, als verschiedene Manifestationen ein und
desselben Kernproblems miteinander verwandt sind, lasst sich zum aktuellen
Stand der Forschung nicht prézise mitteilen. Im industriellen Umfeld dieser Ar-
beit muss eine moglichst hohe Verlasslichkeit der Methode sichergestellt sein.
Dabei erschien bei Beginn der Arbeit der Nachteil der steifen Differentialglei-
chungen als kalkulierbares und somit geringeres Ubel im Vergleich mit den in
[[13] berichteten Mehrdeutigkeiten.

In wird ebenfalls auf den Unterschied zwischen Regularisierungen und
nichtglatten Methoden eingegangen. Es wird erwdhnt, dass die Effizienz von
Modellen wie DAHL, LUGRE, BLIMAN-SORINE, LEUVEN, etc.

“selten (wenn {iberhaupt) fiir Systeme mit etlichen Kontaktpunk-
ten gezeigt wurde”.

Die vorliegende Arbeit stellt den Versuch dar, eine mdoglichst einfache Regu-
larisierung mit internen Zustandsvariablen fiir die Reibung auf Systeme mit
etlichen Kontaktpunkten anzuwenden.

Das vieldiskutierte Thema der Kontaktsuche zwischen dreidimensionalen Kor-
pern mit beliebigen Oberflichen wird im Rahmen dieser Arbeit ausgeklammert.
Stattdessen wird stets davon ausgegangen, dass die Kontakte zwischen einfach
zu beschreibenden Teilmengen der Korperoberflache stattfinden. Beispiele sind
ein Kontakt zwischen zwei Ebenen oder ein Kontakt zwischen einer Kugel und
einem Kegel. Die Lage dieser einfachen Kontaktgeometrien auf den Kérpern sei
zu Beginn der Aufgabenstellung bekannt. Dies trifft sicherlich fiir eine Mehr-
heit von technischen Systemen zu, denn schliefslich wurden die Kontakte vom
Konstrukteur angelegt. Der Vorteil dieser Annahme ist, dass sich das Offnen
oder Schliefen eines Kontaktes im Mehrkorpersystem mit einfachen kinemati-
schen Berechnungen wie der Bestimmung eines Normalabstandes bewerkstelli-
gen lasst.

41



2. Uberblick zur Modellierung von Reibkontakten

Diese Arbeit leistet keinen Beitrag zum Verstdndnis der Physik der Rei-
bung. Dieses Defizit teilt sie mit anderen Arbeiten, die sich mit der Berech-
nungsmethodik von Systemen mit Reibung beschéftigen, als Beispiele seien
3 60 B4 I69] genannt. Es wird davon ausgegangen, dass sich tribologisches
Wissen, wie eine bekannte Abhéngigkeit der Haftreibung von der Verweilzeit im
Haftzustand, sich durch empirische Wahl der Parameter, im genannten Beispiel
dem Reibkoeffizienten, abbilden ldsst.

Zusammenfassend lésst sich also feststellen, dass die vorliegende Arbeit sich
in die Gruppe der klassischen Mehrkorpersysteme, wie sie etwa in [I50] beschrie-
ben werden, einordnet. Dabei wird ein spezieller Formalismus zur Behandlung
verteilter Reibkontakte als Erweiterung dieser Gruppe vorgeschlagen.
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3. Kinematik von Mehrkorpersystemen mit verteilten
Kontakten

3.1. Zusammenfassung

Gesucht werden kinematische Formalismen, die spéter einerseits eine allgemein-
giiltige Einbettung der flaichigen Reibkontakte in die Mehrkorpersysteme er-
moglichen, andererseits sollen die kinematischen Transformationen, welche in
Kapitel @] zur Formulierung der Kontaktkinetik benétigt werden, sich durch
besonders hohe rechnerische Effizienz ausweisen.

Ersteres wird mit der in der Kontaktmechanik gebrauchlichen Einteilung der
Kontaktpartner in Master und Slave erzielt.

Das zweite Ziel wird iiberwiegend durch einen vollstédndigen Verzicht auf
Kontaktsuche erreicht. Als Alternative zur Kontaktsuche wird ein Konzept von
Kontaktmodulen verwendet, welches das explizite Ausrechnen relativkinemati-
scher Grofien wie die eines kiirzesten Abstandes erméglicht. Als Nebenwirkung
der Kontaktmodule wird die Klasse der simulierbaren Systeme eingeschrankt,
allerdings in einer Weise, die meist mit konstruktiven Randbedingungen realer
technischer Systeme einhergeht.

Der letzte Teil von Kapitel Blwidmet sich der automatisierten Erzeugung ki-
nematischer Ausdriicke aus dem Mehrkorpersystem als gerichteter Graph. Da-
bei entstehen Restriktionen beziiglich der Platzierung der Kontakte im gerich-
teten Graph, die bei der Modellierung konkreter Mehrkorpersysteme beachtet
werden miissen.

3.2. Kinematik kontaktierender Starrkorper

Der aktuelle Zustand eines mechanischen Mehrkorpersystems (MKS) wird in
anschaulichen Grofien wie Lagen, Geschwindigkeiten und Beschleunigungen be-
schrieben. Zur Darstellung dieser vektoriellen Grofien werden geeignete Bezugs-
systeme mit dazugehorigen Koordinatensystemen K eingefiihrt. Im Rahmen
dieser Arbeit geniigt es, kartesische Rechtssysteme zu verwenden, bestehend
aus den Einheitsvektoren 7’6, 7’C und k* sowie einem ausgezeichneten Punkt,
dem Ursprung des Koordinatensystems.
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3. Kinematik von Mehrkérpersystemen mit verteilten Kontakten

Abbildung 3.1.: Inertialsystem Z, Wechsel des Koordinatensystems

Bezugssysteme konnen sich im Allgemeinen mit der Zeit im Raum bewe-
gen. Um dennoch alle Kérper im System jederzeit referenzieren zu konnen,
wird ein gemeinsames, unbewegliches Koordinatensystem Z bendotigt (Abbil-
dung [3.1(a)). Von diesem inertialen oder globalen Koordinatensystem Z wird
angenommen, dass es sich mit der Zeit nicht mehr &ndert, das heifst

dit djf dk%T -
= — = =0. 1
dt dt a0 (3.1)

Ist die Lage eines Punktes P gegeben als Ortsvektor 7 in K2 und seine Koor-
dinaten ri, sind bekannt, so ldsst sich derselbe Punkt P im Koordinatensystem
K1 mit dem Ortsvektor 7 angeben zu

£’C1 = 0K, —+ ].:{]CIK2I')C27 (32)
wobei mit ox, die Zerlegung des Verbindungsvektors der beiden Urspriinge ¢
im Bezugssystem K; bezeichnet sei (siehe Abbildung[3.1(b)J). Die Transforma-

tionsmatrix] von Kz nach K ist gegeben mit:

TRy K2 K1 K2 Ky E’Q

i 7 i j i
RIC1’C2 — zlcl . ?)CQ Z’Cl . 7K2 ZK:l . E)Cg (33)
kK1_7K2 k’Cl'TlCz lel_k’Cz

Die Zerlegung r eines Vektors 7 wird mit
rie, = ].:{Kl)cr"r)(;2 (3.4)

transformiert.

Die Lage von zwei Koérpern B; und By wird durch die Lage der zwei mit
den Korpern fest verbundenen Koordinatensysteme K; und Ko beschrieben.
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3.2. Kinematik kontaktierender Starrkérper

Abbildung 3.2.: Zwei Korper im Kontakt; Kontaktgebiet G. und Oberflachen
G1 und G fiir potenziell stattfindenden Kontakt

Die Position des Ursprungs von K; ist durch den Ortsvektor 71, die Position
von Kz durch den Ortsvektor 72 bestimmt. Die Orientierungen sind mit den
Transformationsmatrizen R*'Z und R*?T gegeben (sieche Abbildung B2)). Im
Falle eines Kontaktes ist das Kontaktgebiet G. Teilmenge des Randes sowohl
von B; als auch von Bs:

gc g 8617 gc Q 882 (35)
Falls kein Kontakt stattfindet, gilt
Ge={1} (3.6)

Als erste wesentliche Vereinfachung wird nach der Uberlegung in Kapitel
[0 eine Beschrankung auf verteilte Kontakte zwischen Starrkérpern vorgenom-
men. Die Implementierung im Anhang [A] wird auch einfache elastische Bal-
kenelemente im Mehrkorpersystem zulassen, allerdings werden auf elastischen
Balken keine verteilten Kontakte platziert. Durch die Starrkérperannahme ist
die Konfiguration des Randes aller an verteilten Kontakten beiteiligter Kérper
B. im System mit dem zugehdrigen Koordinatensystem K. zu jeder Zeit fest
verbunden:

OB.(K.) = const. VB. € MKS (3.7)

Yauch Rotationsmatriz. In der Literatur sind zwei verschiedene Konventionen fiir Rota-
tionsmatrizen gebrauchlich. Oft wird vereinbarungsgeméfs stets “von global nach lokal”
transformiert oder stets “von lokal nach global”. Hier wird zur Verdeutlichung mit hoch-
gestellter Indizierung immer das Start- und Zielsystem der Transformation angegeben.
Der rechte hochgestellte Index gibt das Startsystem, der linke Index das Zielsystem an.
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3. Kinematik von Mehrkérpersystemen mit verteilten Kontakten

Weiterhin wird gefordert, dass jede durch den Kontakt verursachte Kraft F;
ihren Kraftangriffspunkt in einem Kontaktgebiet G. hat.

Als zweite wesentliche Vereinfachung sei fiir zwei kontaktierende Kérper B
und B2 das Gebiet potenziell stattfindenden Kontaktes Gi mit

G1 CoB1, G.CGiUu{} (3.8)

auf dem Koérper B; zeitlich konstant festhalten:
G1(0B1) = const., G1(K1) = const. (3.9)

Diese Einschrankung hat geringe Relevanz fiir die Simulation realer technischer
Systeme, denn im Normalfall wird vom Konstrukteur ein Teil der Oberflache
eines Korpers speziell fiir den Kontakt angelegt. Als Beispiel sei etwa die Belags-
oberfliche einer Kupplungsscheibe genannt. Der Vorteil dieser Einschrankung
ist die wesentliche Vereinfachung der Suchalgorithmen fiir die Detektion von
Kontakten.

Als dritte Vereinfachung sei verlangt, dass das potenzielle Kontaktgebiet Ga
auf dem zweiten beteiligten Korper B2 eine Fliche ohne Rand ist. Das heifst,
entweder handelt es sich um eine offene Fliche wie etwa eine Ebene, oder die
Flache ist kompakt. Die randlose Flache soll wiederum fest auf Bs sein:

G2(0B2) = const., G2(K2) = const. (3.10)

Am Beispiel der bereits erwihnten Kupplungsscheibe wird deutlich, dass die-
se Einschrankung wiederum wenig Bedeutung fiir die Simulation realer tech-
nischer Systeme hat. Die sogenannte Anpressplatte ist Kontaktpartner der
Kupplungsscheibe und wird von der Konstruktion mit groferem Durchmes-
ser versehen, so dass ein Kontaktverlust durch tangentiale Relativbewegung
bei sachgeméfem Betrieb der Kupplung nicht auftritt. Sollte es dennoch zum
tangentialen Kontaktverlust (siche Abbildung kommen und dieser we-
sentlichen Einfluss auf die Dynamik des Systems haben, ist iiblicherweise von
einem Missbrauch des Systems auszugehen, den zu simulieren sich nicht lohnt.

Als vierte Vereinfachung gelte, dass die Fliche G; in ihrem Inneren G; \
0G1 stetig nach dem Ort differenzierbar sei und die Fliche Go iiberall diese
Eigenschaft besitze (anschaulich: beide Flichen haben keine “Knicke”).

Ein néchstes Beispiel zur Illustration der Vereinfachungen ist der Wurf ei-
nes Wiirfels auf einen Tisch. Wenn Gs die Oberflache der Tischplatte sei und
man die Tischkante als deren Rand 0G2 beriicksichtigen wollte, so entsteht bei
einem herabfallenden Wiirfel wie die in Abbildung [3.3(b)| gezeigte Situation
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3.3. Hierarchische Verwaltung der Kontakte mit Slave und Master

! Kontaktverlust

%Kupplungsscheibe E 492 G 3 }?
Anpressplatte
Tisch
(a) (b)

Abbildung 3.3.: Normalbetrieb (unten) und Missbrauch (oben) eines Kon-
taktes, Wiirfel fallt mit Kante auf Tischkante

das folgende Problem: Ein einfacher Algorithmus zur Berechnung des kiirzes-
ten Abstandes wiirde den Lotfufpunkt der im Bild rechten unteren Kante des
Wiirfels auf der zur Tischplatte parallelen Ebene suchen. Dieser Lotfufipunkt
L kann bei kleinen numerischen Stérungen des Herabfallens entweder auf der
Tischplatte L € Gs oder auferhalb der Tischplatte L N Go = { } liegen. Im
letzteren Fall miisste der Algorithmus zur Berechung des kiirzesten Abstandes
zur Tischplatte also ein anderes Kriterium als den Lotfufipunkt heranziehen.
Unterscheidungen dieser Art und die damit verbundenen Komplikationen sol-
len durch die genannten Vereinfachungen von Beginn an ausgeschlossen wer-
den. Ein anderes Problem wire die effiziente Berechnung des Kontaktgebietes
bei Gleitbewegungen des Wiirfels auf der Tischplatte mit flichigem Kontakt,
wenn er teilweise iiber den Rand derselben hinauskragt. Mit der Einschréankung
“Go sei randlos” kann man die detaillierte Analyse einiger Probleme dieser Art
ersparen, ohne die Klasse der modellierbaren technischen Systeme wesentlich
einzuschranken. Es bleibt festzustellen, dass eine Modellierung des Wiirfelwurfs
auf Tischkante auch mit der Beschrankung auf randlose Go moglich ist, man
muss nur die Tischkante durch stetige Deformation einer Ebene erzeugen, also
als abgerundete Kante.

3.3. Hierarchische Verwaltung der Kontakte mit Slave und
Master

Die im vorigen Abschnitt diskutierten Vereinfachungen des allgemeinen Kon-
taktes haben die Konsequenz, dass die beiden Korper B; und Bz sich immer
durch ihre Flachen fiir potenziellen Kontakt G; und G2 unterscheiden. Somit
lasst sich die folgende Konvention fiir die Benennung von teilnehmenden Kor-
pern B, eines Kontaktes festlegen:
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3. Kinematik von Mehrkérpersystemen mit verteilten Kontakten

Abbildung 3.4.: Bezugssysteme Ls, L, fiir Slave und Master

e Der Korper, auf welchem sich die randlose Flache G2 befindet heifse Mas-
ter. Der Korper wird mit B, und das dazugehérige Koordinatensystem
mit C,,, benannt. Anstelle von G2 wird ab hier die Bezeichnung G,,, ver-
wendet. Da G,, randlos ist, ist fiir alle Punkte P € G,, eine duftere Fla-
chennormale definiert. Der Name “Master” erklart sich iiber die randlose
Flache G,,: Der Korper B, bietet mit “gutartig” definiertem G,, einem
Punkt P € G, stets einen “einfachen” Weg, den Punkt auf G,, mit dem
kiirzesten Abstand zu P zu finden. Dieser Punkt heife cp(P) (closest
point). Der Korper Master “erlaubt” also das Auffinden von ¢p(P), wih-
rend sein Kontaktpartner ein cp(P) “sucht”.

e Der Korper, auf welchem sich die Flache G; (mit oder ohne Rand) be-
findet, heiffe Slave. Der Korper soll Bs heifsen und das dazugehorige Ko-
ordinatensystem Cs. Anstelle von G; wird jetzt die Bezeichnung G, ver-
wendet. Auch fiir das mogliche Kontaktgebiet Gs auf Slave sei fiir alle
Punkte P € G5 eine dufiere Flacheneinheitsnormale definiert. Im Falle ei-
ner Flache mit Rand muss man definieren, welche Seite innen bzw. auften
sei. Dies kann man z.B. mit einer umlaufenden Orientierung des Ran-
des bewerkstelligen, um dann die dufere Normalenrichtung mit Hilfe der
Dreifingerregel zu bestimmen.

Um die Flachen potenziellen Kontaktes auf den Kérpern Bs und B, zu plat-
zieren, ist es zweckmiéfig, die lokalen Koordinatensysteme £s und L,, einzu-
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3.3. Hierarchische Verwaltung der Kontakte mit Slave und Master

fiihren. Die Fliache Gs und die randlose Fliache G,, sollen dann jeweils in den
Koordinatensystemen £ und £, parametrisiert werden. Beide lokalen Koordi-
natensysteme auf den Korpern Master und Slave sind in Abbildung B4 gezeigh.
Die Translation von Ks nach £, (von K, nach L) ist mit dem Ortsvektor [
(mit dem Ortsvektorﬁ 1) gegeben. Die dazugehorigen Rotationsmatrizen sind
mit R%**s und R*™*m begeichnet. Aufgrund von ([B3) und @IT) gelte auch

L (Km) = const., Ls(Ks) = const. (3.11)
und somit
lic, = const., 1l = const., R5"™*m = const., RF*** = const. (3.12)

Die Verwendung der korperfesten Koordinatensysteme L und L,, ist nicht
zwingend notwendig, hat aber zwei praktische Vorteile. Zum einen gibt es den
wichtigen Sonderfall, in dem sowohl G, als auch G,,, ebene Fléchen sind. In die-
sem Fall kann man zum Beispiel G,, besonders einfach als eine der Hauptebe-
nen des Koordinatensystems L., vereinbaren. Andererseits kann man typische
berandete Kontaktgebiete Gs aus technischen Anwendungen zur Wiederver-
wendung in einem geeigneten Geometrieformat speichern. Das Kontaktgebiet
Gs kann dann beliebig oft auf verschiedenen Korpern im System durch Anga-
be der entsprechenden Bezugssysteme L und der Geometriedatei “eingebaut”
werden.

Eine weitere Gruppe von lokalen Koordinatensystemen wird £, und £, un-
tergeordnet. Wahrend letztere die Lage von einer Fléche potenziellen Kontak-
tes auf einem Starrkorper beschreibt, werden die Koordinatensysteme Sp und
Mp verwendet, um in einem Punkt P der Flachen Gs oder G,, die Normalen-
richtung und die Tangentialebene zu definieren (siche Abbildung . Da
in jedem Punkt der potenziellen Kontaktflachen ein solches Koordinatensys-
tem existiert, wird zusétzlich die Indizierung Sp und Mp angegeben, wenn
die Koodinatensysteme in einem ausgezeichneten Punkt P gemeint sind. Der
tiefgestellte Index wird weggelassen, S bzw. M, wenn das Koordinatensys-
tem in irgendeinem nicht weiter spezifizierten Punkt aus den Flachen Gs bzw.
Gm gemeint ist. Es gelte die Konvention, dass in jedem Koordinatensystem S
und M sowohl auf Slave als auch auf Master der Basisvektor kS (bzw. k™)
die dufsere Flacheneinheitsnormale sei und die Tangentialebene von den Ba-
sisvektoren 7° und ?‘S (von den Basisvektoren 7M und 7M) aufgespannt
werde. Die Hierarchie von Koordinatensystemen von global nach lokal lautet

20rtsvektoren die auf Master und Slave analog existieren, werden mit denselben Buchsta-
ben bezeichnet, Grofsen auf Master werden zur Unterscheidung unterstrichen.
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3. Kinematik von Mehrkérpersystemen mit verteilten Kontakten

also: Z (Inertialsystem) — K (Starrkorpersystem) — L (lokale Verankerung
von potenziellen Kontaktflichen auf Kérpern) — M,S (lokale Normal- und
Tangentialrichtungen innerhalb einer Flache).

Die Verwaltung von Kontakten mit Slave und Master ist verbreitet in kom-
merziellen Finite-Elemente-Programmen anzutreffen, wird aufgrund der elas-
tischen Korper aber zumeist anders definiert. Es sei noch ausdriicklich darauf
hingewiesen, dass ein Koérper B. € MKS gleichzeitig Master und Slave von ver-
schiedenen Kontakten sein kann. Ebenso kann ein Kérper Master bzw. Slave
von mehreren Kontakten sein.

Die Menge aus einem Korper Master mit dazugehoriger Flache G5, einem Kor-
per Slave mit dazugehoriger Flache G, einem Kraftgesetz flir Normalkontakt
sowie einem Kraftgesetz fiir tangentialen Kontakt sei als Kontaktschnittstelle
FCI bezeichne‘ﬁ.

3.4. Kontaktmodule und Kontaktprimitive

Die bisher in diesem Kapitel eingefiihrten Vereinfachungen des allgemeinen
Kontaktes zwischen Koérpern B. € MKS und die daraus sich ergebende Klas-
sifizierung in Slave und Master erlaubt prinzipiell einen Kontakt zwischen be-
liebigen Fléchen G mit oder ohne Rand und beliebigen randlosen G,,. Fiir
das Aufstellen der Bindungsgesetze in schwacher Form (das heifft in Form von
Kraftgesetzen) in Kapitel @l wird die kinematische Groke des Punktes mit dem
kiirzesten Abstand cp(P)

Peg,) = in ||PQ 3.13

cp(P € Gs) := arg min [|PQ]| (3.13)

bzw. daraus die Spaltfunktion (gap function) g als MaR fiir diesen Abstand
g(P € G.) := cp(P)P - kMer(® (3.14)

benstigt (siche Abbildung . Fiir das tangentiale Kraftgesetz wird die
relative Geschwindigkeit 2 zweier kontaktierender materieller Punkte bendotigt.

Alle benétigten Grofien lassen sich fiir allgemeine Flachen G und G,, mit
den erwahnten Einschriankungen finden, genauso léasst sich das Kontaktmodell
aus Kapitel [ fiir solche allgemeine Fliachen aufstellen. Damit lieRe sich ei-
ne allgemeine Kontaktschnittstelle definieren und implementieren. Wegen der
Ausrichtung der Modellierung auf Antriebssysteme wird davon jedoch bewusst

3FCI, frictional contact interface
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3.4. Kontaktmodule und Kontaktprimitive

(2) (b)

Abbildung 3.5.: @ Normalenrichtung und Tangentialebene mit S, @ Spalt-
funktion g bei allgemeinen Flichen

abgesehen. Die Begriindung ist diesesmal weniger in einem Weglassen uner-
wiinschter theoretischer Artefakte wie bei der Forderung von randlosem G,,
als in der Rechengeschwindigkeit zu suchen. Bei der zu erwartenden hohen
Anzahl von Freiheitsgraden in einem Antriebssystem und gleichzeitig auftre-
tenden hohen Drehzahlen lohnt es sich, bereits beim Aufstellen kinematischer
Beziehungen die spétere Rechenzeit im Auge zu behalten.

Die Suche nach ¢p(P) bei beliebig geformten Oberflichen ist ein klassisches
Problem der algorithmischen Geometrie als Teilgebiet der Informatik mit zahl-
reichen Forschungsbeitragen (closest point problem). Auch in der Mehrkor-
perdynamik existieren Arbeiten zu diesem Thema, siehe zum Beispiel [B0]. Mit
allen Algorithmen lasst sich die gewiinschte Allgemeingiiltigkeit beziiglich der
Kontaktflachen erreichen, im Gegenzug muss aber erheblicher Rechenaufwand
zur Losung von cp(P) investiert werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wird daher ein Kompromiss zwischen Allgemein-
giiltigkeit und Rechengeschwindigkeit gesucht, indem fiir alle Kontaktschnitt-
stellen gefordert wird, dass sich Spaltfunktion g(P) und Relativgeschwindigkeit
7 im Kontakt explizit als Funktionen der generalisierten Koordinaten q(¢) und
der generalisierten Geschwindigkeiten p(t) angeben lassen:

9(P) = g(P.a(t)), T(P)=T(P.q(t),p(t) (3.15)

Dabei wird intuitiv davon ausgegangen, dass eine Auswertung eines expliziten
algebraischen Ausdrucks auf dem Rechner meistens schneller geschieht als die
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Abarbeitung eines iterativen Algorithmus. Diese Forderung beschrankt Gs und
Gm auf einfache Geometrien, fiir die explizite Losungen fiir ¢p(P) bekannt sind,
etwa der Abstand zwischen einem Punkt P und einer Ebene oder der Abstand
zwischen einem Punkt P und einer Kugel.

Die bendtigte Flexibilitat fiir den Modellierer, verschiedene Kontaktgeome-
trien im Mehrkorpersystem zu verwenden, wird durch den Aufbau von Kon-
taktmodulen ermoglicht. Die Bezeichnung Kontaktmodul wird fiir eine Kon-
taktschnittstelle mit speziellen geometrischen Eigenschaften benutzt, etwa eine
Kontaktschnittstelle mit Gs und G, jeweils als ebene Fldchen. So kann fiir
jedes Kontaktmodul durch explizites g(P,q) ein geringer Rechenaufwand si-
chergestellt und gleichzeitig die Flexibilitdt der Simulationssoftware an das zu
untersuchende technische System durch Bereithalten eines entsprechenden Vor-
rats an Kontaktmodulen angepasst werden. Fiir die in Kapitel [I] genannten
Komponenten aus Triebstrangen hat es sich als ausreichend erwiesen, die drei
Kontaktmodule Ebene-Ebene, Kugel-Kugel und Kugel-Kegel bereitzustellen.
Es kann sein, dass fiir eine andere Klasse von technischen Systemen eine Im-
plementierung des tangentialen Kontaktmodells aus Kapitel Bl mit allgemeinen
Flachen Gs und G, nétig wird. Dies wird in dieser Arbeit nicht weiter verfolgt,
es sei nur darauf hingewiesen, dass dies moglich ist.

Die Unterscheidung der Kontaktmodule erfolgt nach der Beschaffenheit der
moglichen Kontaktflichen. Fiir eine Berechnung mit endlichen Freiheitsgraden
wird eine Approximation der Kontaktflichen durch endliche Punktmengen no-
tig sein (siehe Abschnitt BHl). Man kann also auch den diskreten Punkt als
Datum fiir eine Klassifizierung der Kontakte wéahlen. Ein Kontakt zwischen ei-
nem Punkt P € G, und einer Flache G,, sei als Kontaktprimitiv bezeichnet.
Ein Beispiel fiir ein Kontaktprimitiv ist der Punkt-Ebenen-Kontakt.

3.4.1. Kontakt zwischen Ebene und Ebene

Fiir das Kontaktmodul Ebene-Ebene werden die Flachen mdoglicher Kontakte
folgendermafen weiter eingeschréankt: G sei jetzt Teilmenge der zweidimensio-
nalen Ebene, die von den Basisvektoren %% und 7£S aufgespannt wird. Durch
I und R*+%+ ldsst sich diese Ebene beliebig auf dem Kérper Slave platzieren.
Die Normal- und Tangentialrichtungen sind mit L fiir alle Punkte P € G,
gegeben, so dass auf die Koordinatensysteme Sp verzichtet werden kann. Die
Flache G, sei als offene Flache die Ebene, welche von den Basisvektoren G Lm
und 7£m aufgespannt wird. Die Normal- und Tangentialrichtungen sind mit
L, fiir alle Punkte P € G, gegeben, so dass auf die Koordinatensysteme M p
ebenfalls verzichtet werden kann.
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Master

Abbildung 3.6.: Kontakt zwischen Ebene und Ebene

Der Ortsvektor P zu einem korperfesten Punkt P € G, aufgeldst in globalen
Koordinaten ist gegeben mit (siehe Abbildung [3.6)

pr =rz + R (l)cs + RKSgSSgS) . (3.16)

Dabei sind alle Terme innerhalb der letzten Klammer auf der rechten Seite von
E.18) Parameter des Kontaktes und als bekannt angenommen. Der Ortsvektor
d =7 + | zum Ursprung von L, ist

dr =r; + R . (3.17)

Wird der Verbindungsvektor vom Ursprung von L, und Punkt P auf die
Normalenrichtung k“m™ projeziert, resultiert der kiirzeste Abstand von P zur
(i ™, §*m)-Ebene. Dies ist die Spaltfunktion g fiir das Modul Ebene-Ebene.

g = (pz —dz)" R ki (3.18)
Hierbei ist
ks =10,0,1]" (3.19)
und
R™m = RTFm R mEm, (3.20)

Durch die Wahl von p — d als Verbindungsvektor ergibt sich im Skalarprodukt
in (3I8) ein positives Vorzeichen fiir einen offenen Spalt und ein negatives
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Vorzeichen bei (hypothetischer) Durchdringung im Kontakt. Der Ortsvektor
zum Punkt P := ¢p(P) als Ergebnis der orthogonalen Projektion ist durch

p, = pr — gR™“" kL (3.21)

gegeben. Nachdem cp(P) gefunden wurde, ist keine erneute Projektion auf die
Normalenrlchtung wie in der Definition BIA) notig. Denn wenn mit pz —

die Koordinaten des Vektors PP bezeichnet sind, so wird aus BId) in
Koordlnatenschrelbwelse

= (pz — BI)T Ko™
= (
= ((

= (pz —dz) k7"

pz — pz + (pz — dzr) k5™ kz’") kr™ (3.22)

pr —d7) kz:mkz:m) k§

(denn (K5™)TkZ™ =1). Die letzte Zeile in F22) stimmt also mit EIF) iiber-
ein, eine erneute Projektion von PP auf k“m bleibt ohne Wirkung, da PP
bereits parallel zu % Em st

Zur Bestimmung der Relativgeschwindigkeit wird die Geschwindigkeit des
materiellen Punktes U € B, bendtigt, der zum Zeitpunkt der Projektion mit
P koinzidiert. Dieser Punkt U ist korperfest, das heiflt die Zerlegung in K,,
des Verbindungsvektors ¢ vom Ursprung von K,, zu U ist konstant. Diese
Zerlegung sei mit ci,, bezeichnet. Der Ortsvektor u zum korperfesten Punkt
U in globalen Koordinaten ist gegeben mit

ur =r, + R ek, . (3.23)
Die Zeitableitung ist formal
z
L T (3.24)
dt
denn
cx,, = const. (3.25)

Die bekannte Eigenschaft der Orthogonalitdt von nach Gleichung B3] defi-
nierten Rotationsmatrizen lautet RRT = I. Daraus ergibt sich nach Ableitung
nach der Zeit

R (RIFT L RTEm(RTFT =0 (3.26)
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oder
RI)Cm (RI)Cm)T — _RI)Cm (RIIC'W )T — _(RI)Cnl (RI/Cyn )T)T. (327)

FEine Matrix, die gleich dem negativen ihrer transponierten ist, heifst schiefsym-
metrisch. Mit dem Tildeoperator von Seite ¥ kann man also

@, =R (RIE)T (3.28)

schreiben und nennt w; die Koordinaten des Winkelgeschwindigkeitsvektors
w vom Korper Master ausgedriickt in Z. Analog heifft der Winkelgeschwindig-
keitsvektor von Slave &. Durch Rechtsmultiplikation von F28) mit R¥*™ und
erneutem Ausnutzen der Orthogonalitit, jetzt in der Form RTR = I, erhilt
man

@, R = R (3.29)

als Ausdruck fiir die Zeitableitung der Rotationsmatrix RZ*™. Das Ergebnis
B29) eingesetzt in [324) ergibt die bekannte Grundgleichung der Kinematik,

ur =17+ QIRIKM cK,, = Iz +wzcz, (3.30)

die in vektorieller Form als

=

U=7T+Tx7?C (3.31)

bekannt ist. Durch Einsetzen von

cz=p, —Ig (3.32)
in Gleichung ([B30) erhilt man
ur =iy +@; (Ez - KI) (3.33)
und schlieflich mit B2I)):
iz = iy +@; (pz — gR7"KED — 1) (3.34)

Die Relativgeschwindigkeit xz sei mit
Xz =0z — Pz (3.35)

definiert, also die Geschwindigkeit des materiellen Punktes U € B,, minus der
Geschwindigkeit des materiellen Punktes P € B, (Master minus Slave). Die
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Geschwindigkeit des Punktes P ergibt sich nach Zeitableitung von Gleichung

BIG) zu
pr =tz + R™ (l,cs + RN sEs) , (3.36)

denn

(1,CS + R’C‘%sﬁs) — const. (3.37)
Analog zu (B29) kann man den Winkelgeschwindigkeitsvektor & verwenden:
R™ = o;R™* (3.38)

Jetzt nimmt [B30]) ebenfalls die bekannte Form der Grundgleichung der Kine-
matik an:

pr = iz + @R (1,<S + R’CSLSSLS> = t7 + @z (7 +s7) (3.39)

Nun soll die Relativgeschwindigkeit xz auf eine Form gebracht werden, in der
man Parameter und Bewegungsgrofen des MKS erkennt. Mit (339) und 334)
in (B30) eingesetzt folgt

X7 =1y + @, (pI — gRTEmKEm §I> — i1 — GzRTK (1,<S 4+ RS Leg,

(3.40)
Weiterhin wird in [B40) fir pz die rechte Seite von BIG), fir g die rechte
Seite von (FI8) und fiir dz die rechte Seite von [BIT) eingesetzt:

Xz = bp + @y [rz L RZKs (IICS L RNsLs SES)
T
— (rz+R™ (1o, + RNsz, ) —rp = R7ML ) RPCKEMRICKET — 1y

—r7 — G)IRIKS (I)CS + R’C"'LSSLS)
(3.41)

Der Einheitsvektor kﬁ:: ist mit (ZI9) bekannt. Die Grofen 1, und 1.~ sowie
R s und R*™£m sind Parameter, die bei der Platzierung des Kontaktes auf
den Koérpern Slave und Master vergeben wurden. Der Vektor s., ist ebenfalls
eine bekannte, lokale Eigenschaft des Kontaktes. Die Translationen der Kor-
per rz und r; und die Translationsgeschwindigkeiten rz und r; werden durch
geeignete kinematische Transformationen aus den verallgemeinerten Koordina-
ten q und Geschwindigkeiten p des MKS hergeleitet werden miissen. Genauso
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miissen die Orientierungen der Kérper RT®s und RT*™ und die Winkelge-
schwindigkeitsvektoren wz und w, aus dem Zustandsvektor [q, p]* hergeleitet
werden. Diese Aufgabe wird erst am Ende von Kapitel Bl im Abschnitt
betrachtet.

Fiir die lokale Formulierung der Kontaktgesetze in Kapitel @] wird nicht xz,
sondern eine Zerlegung im tangentialen Koordinatensystem M = L,,, benotigt:

%z,, =R %z (3.42)

Hier ist
R“"T = (RPPm RO Em)T (3.43)
Zum Schluss wird noch die die Geschwindigkeit im Spalt % bendtigt, um
spiter Relativbewegungen im Normalkontakt zu beddmpfen. Aus [BI8) ergibt

sich
g = (pr —dz)"R™ kL™ + (pr — dz) " R™“ kL. (3.44)

Mit B38) und @I7) folgt

. T
g=[iz+@R™ (L, + RS s., ) — i - R™ 1 | R¥mKEn

m

T
RIICm RICm Lm kﬁm

= [iz + @zR™ (1, + RS% L

n
D
|
LB
N
|
1€
=
N
a
‘ 3
3
3

T .
n [rz L RIK (lm +Rxs£ssﬁs) e RI}le)Cm:| Rﬂ:mkﬁz

(3.45)

Mit B4, GI]) und EZ0) sind alle kinematischen Grofen vorbereitet, die in
Kapitel @l zur Formulierung der Kraftgesetze benétigt werden.

3.4.2. Kontakt zwischen Vollkugel und Hohlkugel

Das Kontaktmodul Kugel-Kugel wird zur Modellierung von Kugelgelenken un-
ter Beriicksichtigung der Reibung im Gelenk bereitgestellt. Diese Gelenke treten
in Antriebssystemen vornehmlich im Betétigungssystem einer Kupplung (oder
Doppelkupplung) auf. Die in Abbildung [ 2 gezeigte Kalotte ist ein Beispiel fiir
solch einen kugelformigen verteilten Kontakt.
Eine Vollkugel iibernehme die Rolle von Slave B; (siehe Abbildung [B7). Die
Flache G, sei wiederum als
Gs C 0B (3.46)
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Master

ICTYL

Abbildung 3.7.: Kontakt zwischen Vollkugel und Hohlkugel. Links mit beran-
detem G, rechts mit randlosem G,,.

definiert, wobei fiir die vorliegenden technischen Anwendungen ein Kugelab-
schnitt (Kalotte) den potenziellen Kontaktrand Gs darstellt. Als Gegenstiick zur
Kugel Bs wird ein Masterkorper in Form einer “Gelenkpfanne” 5, eingefiihrt,
deren Kontakgand Gm als Hohlkugel vereinbart wird (die dufiere Flachenein-
heitsnormale & im Kontaktmodul Kugel-Kugel zeigt zum Kugelmittelpunkt,
siehe auch Abbildung B7)). Die Kugeloberflichen 985 und 9B, konnen iiber
unterschiedliche Radien Rs > 0 und R,, > 0 verfiigen. Im Falle R,, < Rs, das
heifst die Vollkugel B; “klemmt” in einer zu kleinen Hohlkugel B,,, muss die fiir
Starrkérper unmogliche Durchdringung der beiden Kugeln durch eine elasti-
sche Bettung der Kugeloberflichen ausgeglichen werden (siehe Abschnitt EEH).
Der fiir die Kinematik des Kontakts zwischen einem Punkt P und Hohlkugel
B relevante Radius R,, sei fortan mit R = R,, bezeichnet.

Um die Vereinfachung zu befolgen, G,, sei eine randlose Fldche, muss eine
Vollkugel gewihlt werden, wie sie in Abbildung B rechts im Bild illustriert
ist. Dies hat jedoch den praktischen Nachteil, dass der Kérper Bs nicht mehr
vollstindig aus B,, “herausgenommen” werden kann, wie in Abbildung B7]links
gezeigt. Die relative Verschieblichkeit zwischen B,, und Bs wird je nach Beschaf-
fenheit der Flache Gs mehr oder weniger stark eingeschrankt. Auch wenn man
nicht mehr von einem reguldren Gebrauch eines Kugelgelenks sprechen kann,
wenn B und B, weit voneinander entfernt sind, so gibt es dennoch praktische
Griinde dafiir, diese Konfiguration im Simulationsprogramm zuzulassen. Denn
beim Zusammenbau eines neuen Mehrkorpermodells ist es fiir den Anwender
hilfreich, neu hinzugefiigte Koérper im System ausgiebig zu testen und die be-
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Slave

Abbildung 3.8.: Kiirzester Abstand im Kontaktmodul Kugel-Kugel

obachteten Bewegungen auf Plausibilitdt zu untersuchen. Dazu gehort auch
das Offnen und Schliefen von Kontakten, in diesem Falle also das “herausneh-
men” der Kugel aus der “Gelenkpfanne”. Aus diesem Grund wurde in Anhang
[Al auch eine Version des Kontaktmoduls Kugel-Kugel implementiert, die dies
erlaubt. Allerdings sollte der Modellierer im Hinterkopf behalten, dass in dieser
Implementierung bei einer Kollision von 0Gs; mit 0G,, unerwartete numerische
Probleme auftreten konnen, da die berechnete Spaltfunktion dann nicht mehr
exakt ist.

Wie im Abschnitt 41l ist der Ortsvektor p zum Punkt P € Gs wiederum
gegeben mit (vergleiche Abbildung B7):

pr =rz+R™ (Ic, + R s, (3.47)

Der Ortsvektor d = T+ _[ zum Ursprung L,, ist wie zuvor:
dr =r; +R™ "1 | (3.48)
Der kiirzeste Abstand von P zur Kugel G, ist gegeben mit
9=R—|lpz —dz|

3.49
rr + R™ (llcs + RKSﬁSSEs) —r; —R™m1 (349

=R —

(Vergleich Abbildung Bg]). Die Spaltfunktion g ist erneut so gewéhlt, dass bei
offenem Kontakt (P befindet sich im Innern der Kugel G,,) ein positives Vor-
zeichen und bei hypothetischer Durchdringung (P befindet sich auerhalb der
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Kugel G,,,) ein negatives Vorzeichen auftritt. Aus (349) folgt, dass
g=R, |pzr—dz||=0 (3.50)

der Spalt gerade dem Radius R der Hohlkugel 5, entspricht, wenn der Punkt
P auf Slave sich im Ursprung von L, befindet. Dies ist insofern ein Sonderfall,
als dass alle Punkte P € 0B, den kiirzesten Abstand ¢ = R haben, wéhrend
fir alle pr # dz der Punkt P eindeutig bestimmt ist. Der Ortsvektor zum
Punkt P als Ergebnis der Projektion ist jetzt

P, =Pz — gRIMUkﬁZ. (3.51)

Dabei ist mit My das Koordinatensystem bezeichnet, welches im kérperfesten
Punkt U auf der Kugel G,, die normale und tangentiale Richtungen festlegt.
Die dufiere Flécheneinheitsnormale von G, sei kMg =[0,0,1]" und zeige zum
Mittelpunkt der Hohlkugel, also zum Ursprung von L,,. Analog zu (KZZI) kann
man zeigen, dass fiir die Spaltfunktion g eine Projektion von PP auf kMU
nicht mehr nétig ist, da PP bereits parallel zu kMU st In BXI) wurde

RIMU _ RIKm RKmLm RLmMu (3.52)

verwendet, so dass sich auch

p, =pz — gk’ (3.53)
schreiben lésst. Der Normalenvektor kJIVlU ist mit
dz — pz
ko= 3.54
a2~ pa] (%50

ebenfalls bekannt. Um in Numeriksimulationen spéter in ([B54) keine Fehler-
meldung aufgrund einer Division durch Null zu erhalten wenn der Punkt P sich
im Ursprung von L, befindet, wird anstelle von ([B354) die Fallunterscheidung

(3.55)

d-—
o _ [ TR s lldz —pr >0
beliebig , |[dzr —pz||=0

eingefiihrt. Die Unstetigkeit in (Z353) und insbesondere die Tatsache, dass kQAU
im zweiten Fall beliebig ist, ist vollkommen unerheblich. Denn o und somit

auch k'Y werden schlicht nicht benétigt, wenn |[dz — pz| = 0, wenn der
Punkt P also noch hinreichend weit von der Oberflache G,, und somit von einer
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Kontaktsituation entfernt ist. Genauso wie in ([B33)) ist die Geschwindigkeit des
materiellen Punktes U € B,,, der momentan mit dem Ergebnis der Projektion
P koinzidiert, wieder

iz =i, +@; (B, —17) (3.56)

Mit B53) und B350 folgt

ap = Jirrer (proogit —n) L dz-pell >0
beliebig , |dz—pz||=0
und fiir die Relativgeschwindigkeit
iy = (Bt @ (pz—9gE Ry —rr) —br o dz-pel >0
beliebig » lldz —pz|[=0

mit pz identisch wie in Gleichung (B39)).
Um spéter die relative Normalbewegung im Kontakt beddmpfen zu kénnen,
leitet man wieder ([B49]) formal nach der Zeit ab:

. d d
QI—aIIPI—dIH = (pz —dz)" (pz —dz)
1 A . T
=— = (PI - dI) (pz —dz)
V(pz — )" (pr — ds)

(3.59)

3.4.3. Kontakt zwischen Kugel und Kegel

Als drittes Kontaktmodul wird fiir die in Kapitel [[] aufgezéhlten Triebstrang-
komponenten einen Kontakt zwischen einer Kugel und einem Kegel bereitge-
stellt. Konstruktiv handelt es sich um eine Variante des Kontaktmoduls Kugel-
Kugel aus dem vorigen Abschnitt, nur dass die Kugel der “Gelenkpfanne” jetzt
durch einen Kegel ersetzt wird. Die Kontaktgeometrien unterscheiden sich je-
doch substantiell, was das eigene Kontaktmodul Kugel-Kegel rechtfertigt. Denn
eine ideal starre Kugel und ein ideal starrer Kegel, wie sie in Abbildung 39]il-
lustriert sind, konnen sich maximal entlang einer Linie beriihren, nicht jedoch
in einer Flache.

Zu Vermeidung von Diskretisierungsfehlern (siehe Abschnitt B3) wird fiir
dieses Kontaktmodul der Kegel als Slave gewahlt. Die Flache Gs sei dabei die
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Abbildung 3.9.: Kontakt zwischen Kugel und Kegel

innere Mantelfliche eines geraden Kreiskegels (Vgl. Abbildung B3)). Der Mas-
terkorper By, sei innerhalb dieses Kontaktmoduls eine Vollkugel mit Radius
R > 0 und es gelte

Gm = 0B, (3.60)

womit die Anforderung an eine randlose Fldche G, erfiillt ist. Wenn fiir einen
Punkt P € G, der Punkt ¢p(P) € Gy, gesucht wird, so wird wie im vorigen
Kontaktmodul der kiirzeste Abstand zwischen einem Punkt und einer Kugel
gesucht. Dennoch handelt es sich nicht um dasselbe Kontaktprimitiv in beiden
Fallen. Denn jetzt muss cp(P) auf der Aufenfliche einer Vollkugel gefunden
werden, wiahrend im vorigen Kontaktmodul ¢p(P) auf der inneren Fliche ei-
ner Hohlkugel gesucht wurde. Hier wird deutlich, dass sich eine Bibliothek fiir
Kontakte mit spezieller Geometrie sowohl nach Kontaktmodulen als auch Kon-
taktprimitiven klassifizieren l&sst.
Der kiirzeste Abstand vom Punkt P zur Kugel G,, ist jetzt gegeben mit

g=|pzr —dz|| - R (3.61)

(siehe Abbildung und vergleiche mit Gleichung ([B49))). Es wurde wieder
dieselbe Vorzeichenkonvention fiir die Spaltfunktion wie in den bereits geschil-
derten Kontakmodulen verwendet. Der Ortsvektor zum Punkt P ist jetzt ge-
geben mit

p, =pz — gk, (3.62)
wobei die aufiere Fliacheneinheitsnormale von Master kﬁAU sich zu
—ds
Kyt = PZZCL 3.63
7 = bz —dal (369
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Master

Abbildung 3.10.: Kiirzester Abstand im Kontaktmodul Kugel-Kegel

findet (vergleiche mit Gl. (Z34)). Eine Unterscheidung wie in ([B35H) ist hier
nicht notwendig, da ||pz — dz|| = 0 nur fiir eine drastische Durchdringung von
Kugel und Kegel moglich wire. Die Geschwindigkeit des Koinzidenzpunktes U

ist wiederum wie in E33):
ur = iZ +QI (BI - £I)
Mit B82) und (EE3) ergibt sich

. . - pz —dz
urz =ry +w;y (Plfgm*EI)

und fiir die Relativgeschwindigkeit

) . - pz —dz .
Xz =r; +WwWg (Plfgmfiz) — Pz.

Die Ableitung der Spaltfunktion g ist dhnlich wie in (F29):

d d .
= bz~ dzl = /(o2 — dn)" (pz - o)
1

V(b —dz)" (pr — d)

Q-
I

(lbz - dI)T (pz —dz)

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)
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Abbildung 3.11.: Diskretisierung im Kontaktmodul @ Kugel-Kugel und
Kugel-Kegel

3.5. Raumliche Diskretisierung

Bisher wurden Spaltfunktionen und Relativgeschwindigkeiten in diesem Kapi-
tel fiir einen einzelnen Punkt P € G hergeleitet. Diese Grofen lassen sich fiir
alle Punkte in der Flache G aufstellen. Bei einer Rechung mit endlichem Frei-
heitsgrad lassen sich im Allgemeinen jedoch nicht die Gesetze der Bindung fiir
alle Punkte erfiillen.

Stattdessen wird das Bindungsgesetz nur fiir eine endliche Menge C C G. von
Punkten formuliert und es wird davon ausgegangen, dass fiir die verbleibende
Punktmenge G \C eine ndherungsweise Erfiillung der Bindungsgesetze gegeben
ist.

Der Diskretisierungsfehler durch ungenaue Erfiilllung der Bindungen in der
Punktmenge C\ G. sei fiir zwei Kontaktmodule anhand der Abbildungen
und [3.11(b)| illustriert. In der linken Abbildung ist das Kontaktmodul Kugel—
Kugel mit einer Diskretisierung der inneren Kugelfliche G5 gezeigt. In den
Bereichen zwischen den eingezeichneten diskreten Kontaktpunkten auf G ist
kein Bindungsgesetz aktiv, zum Beispiel wird die Erfiillung der Nichteindring-
bedingung nicht iiberwacht, wihrend fiir die Punkte P € C die Erfiillung dieser
Bedingung sichergestellt sei. Damit ist offensichtlich, dass bei umso gréberer
Diskretisierung und bei gleichzeitig geringfiigiger lokaler Verletzung der Nicht-
eindringbedingung in den Kontaktpunkten — etwa durch elastischen Normal-
kontakt wie in Abschnitt — grofere Bereiche der Kugelfliche Gs den Kon-
taktpartner G,, durchdringen kénnen. Umgekehrt finden bei feinerer Diskreti-
sierung kleinere Durchdringungen statt. Belastet man den Koérper B, mit einer
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dukeren Kraft I, im Kugelmittelpunkt (vgl. Abbildung3.11(a))), so entscheidet
die Richtung von F,, wie gut oder schlecht die Nichteindringbedingung erfiillt
wird. Zeigt F, zufillig genau auf einen Kontaktpunkt, so findet kein Eindrin-
gen statt. Zeigt F, zuféllig zwischen zwei Kontaktpunkte, so ist Durchdringung
moglich und diese wird durch den Abstand der benachbarten Kontaktpunkte
bestimmt. Bei zeitlich umlaufender Richtung von F', tritt also ein modulierter
Diskretisierungsfehler auf, wenn die Nichteindringbedingung abwechselnd gut
oder schlecht erfiillt wird — die innere Kugel folgt einer “ratternden” Bewegung.

Ahnlich verhilt es sich in der in Abbildung gezeigten Situation: Beim
Auftreffen der Kugel B,, auf die diskretisierte Kegelmantelfliche G; wird die
Kugel in einer “ratternden” Bewegung den Kegel herabrollen. Diese Artefakte
der gewdhlten Kontaktmodellierung sind ein wesentlicher Nachteil im Vergleich
zu strengen Methoden, die versuchen, die Bindungsgleichungen z.B. durch in-
tegrale Formulierungen iiberall im Kontaktgebiet G. zu erfiillen. Um die Vor-
gehensweise dennoch zu rechtfertigen, muss davon ausgegangen werden, dass
die Gewichtung des Diskretisierungsfehlers schwicher zu bewerten ist als die
angestrebte lokale Auflésung der Reibkréfte.

Im Beispiel der Nichteindringbedingung ist es intuitiv anzunehmen, dass ei-
ne feinere Diskretisierung eine genauere Abbildung sowohl der physikalischen
Realitét als auch einer strengen Formulierung mit Bindungsgleichungen ent-
spricht. Innerhalb dieser Arbeit wird von einer vorliegenden Konvergenz des
diskretisierten Systems gegen eine strenge Formulierung ausgegangen, ein Be-
weis eines solchen Konvergenzverhaltens bleibt jedoch aus. Die Annahme ord-
net sich vielmehr in die Uberlegungen zur grundsitzlichen Diskretisierung eines
mechanischen Systems auf Seite [ ein: Eine Verbesserung der Modellgiite bei
Verfeinerung der Diskretisierung ist verbreitete Ingenieurserfahrung.

3.6. Kinematische GrundgroRen aus Minimalkoordinaten

Die in den Abschnitten B41] bis BZ43] fiir die einzelnen Kontaktmodule her-
geleiteten kinematischen Gréfsen der Spaltfunktion und Relativgeschwindigkeit
sind in den kinematischen GrundgréRen Lage (7 und 7), Orientierung (R*%s
und R**m) der beteiligten Kérper Master und Slave sowie den translatorischen
Geschwindigkeitsgrofsen (7" und Z) und den Winkelgeschwindigkeiten (& und
) beschrieben. Im folgenden soll kurz aufgezeigt werden, wie diese Grofen aus
dem Mehrkorpersystem zu erhalten sind.

Innerhalb dieser Arbeit wird der Formalismus zur Erzeugung der Bewegungs-
gleichungen von Mehrkorpersystemen von SHI, MCPHEE, SCHMITKE et al.
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16 I3 @46 047 053 054 058 056] verwendet. Daher zitiert dieser
Abschnitt groftenteils die Ergebnisse aus [[46] [55]. In [II7] wurde gezeigt,
dass ein graphentheoretischer Formalismus mit sogenannten Zweigkoordina-
ten (branch coordinates) kleinere Bewegungsgleichungen erzeugen kann, als die
klassische Vorgehensweise mit absoluten Koordinaten oder Gelenkkoordi-
naten [[75]. Kleinere Bewegungsgleichungen heiRt hier, dass die Gleichungen
weniger elementare Rechenoperationen enthalten und somit schneller in einer
Numeriksimulation auszuwerten sind.

Der graphentheoretische Formalismus ist unter dem Namen DynaFlexPro als
kommerzielles Softwarewerkzeug in Form einer Erweiterung des Computeral-
gebrasystems Maple verfiighar [I53]. Als Hauptgrund fiir die Auswahl dieses
Formalismus zum Erzeugen der Bewegungsgleichungen ist die bequeme Erwei-
terung der Bewegungsgleichungen mit kinematischen Ausdriicken wie (B5)
zu nennen. Denn das Computeralgebrasystem bietet das nétige mathematische
Handwerkzeug, um grofse Gleichungssysteme symbolisch zu manipulieren. Der
inherente Geschwindigkeitsvorteil von den zu erwartenden kleinen Bewegungs-
gleichungen wird als wichtiger Nebeneffekt begriifit. In Anhang [Al wird gezeigt,
wie die Bewegungsgleichungen zusammen mit den Gleichungen fiir die Kontakt-
kinematik und den Kraftgesetzen aus dem folgenden Kapitel @l automatisiert
erzeugt und miteinander gekoppelt werden koénnen.

Wie in anderen graphentheoretischen Ansétzen [1] wird in ein Mehrkor-
persystem als linearer, gerichteter Graph aus Knoten und Kanten repréasentiert.
Knoten iibernehmen dabei die Rolle von Bezugssystemen. Kanten entsprechen
physikalischen Elementen wie Starrkérpern und verbindenden Elementen zwi-
schen den Korpern. Letztere sind etwa Gelenke, Antriebe von Koérpern oder
Gelenken, Federn, Dampfer, allgemeine Kréfte und Momente, auch die in die-
ser Arbeit im Blickpunkt stehenden tangentialen und normalen Kontaktkrafte.
Die Graphentheorie stellt zwei Arten von topologischen Gleichungen bereit,
die automatisch aus dem Graph erzeugt werden kénnen. Die erste Art ist im
deutschsprachigen Raum meist als Kirchhoffsche Knotenregel (vertex equati-
ons) [BI bekannt. Sie fordert ein Gleichgewicht eines Flusses, zum Beispiel der
Flussvariable Kraft I , an einem Knoten:

Z F; =0 V Kanten j am Knoten (3.68)

J
Die Knotenregel besagt also, dass an einem Knoten ein Fluss weder entspringen
noch versickern kann (Flusserhaltung). Die Knotenregel ldsst sich systematisch
auf Teilgebiete des Graphen ausweiten, so dass die sogenannten Schnittmen-
gengleichungen (cutset equations) entstehen, siehe auch [I16]. Als Eigenart des
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Formalismus in wird die virtuelle Arbeit 61/ als nicht sonderlich suggesti-
ve Flussvariable verwendet, ausfiihrlich diskutiert in [I53]. Damit lasst sich das
Prinzip der virtuellen Arbeit lokal fiir Teilgebiete des Graphen und schlieflich
fir das gesamte MKS formulieren. Die erste Gruppe von topologischen Glei-
chungen dient also dem Aufstellen der Dynamik des MKS und wird daher an
dieser Stelle iibersprungen.

Die zweite Gruppe topologischer Gleichungen aus dem Graphen ist mit der
sogenannten Kirchhoffschen Maschenregel (circuit equations) gegeben. Mit ih-
rer Hilfe lassen sich Schlieflbedingungen entlang von Schleifertl im Graphen
aufstellen. So kann man fiir den einfachen Beispielgraphen in Abbildung
mit den Kanten e;—e4 jeder Kante e; eine translatorische Verschiebung 7; zu-
ordnen. Die Maschenregel besagt dann fiir den in Abbildung gezeigten
Kreis:

7"1 — ?2 + ?3 +4 ?4 = 6 (369)
Das Vorzeichen ergibt sich dabei aus der Pfeilrichtung. Kanten, die auf dem
Kreis in Pfeilrichtung durchlaufen werden, erhalten ein positives Vorzeichen
und entsprechend gegen Pfeilrichtung ein negatives Vorzeichen. Anschaulich
bedeutet Gleichung ([B69), dass der Weg, der vom Ursprung von Z iiber die
Elemente e; bis es im System zu Z zuriickfithrt, auch tatsdchlich wieder am
Ursprung herauskommen muss. Analoge Gleichungen existieren im MKS fiir
die translatorischen Geschwindigkeiten 77 und die Winkelgeschwindigkeiten o,
auch fiir virtuelle Verschiebungen § 7 und sogar fiir virtuelle Verdrehungen ¢ 6
(fiir die ebenfalls die Gesetze der Vektoraddition gelten [[50]). Fiir aufeinan-
derfolgende Rotationen existiert keine additive Maschenregel wie ([B.69)), da fiir
Rotationsmatrizen keine Vektoraddition definiert ist. Aber analog zu (B.69)
kann man eine multiplikative Maschenregel aufstellen:

RiR;R3Ry =1 (3.70)

Mit R, ist innerhalb dieses Abschnittes bei Weglassung der hochgestellten In-
dizes die Rotationsmatrix gemeint, welche vom Nachfolgerkoordinatensystem

KT (j) — an der Pfeilspitze einer Kante j — zum Vorgéngerkoordinatensystem
K~ (j) derselben Kante transformiert (vergleiche Abbildung [3.12(a)):

R, = R® WX (3.71)

Anstelle des Minuszeichens wird bei einem Weg entgegen der Kantenrichtung
(entgegen der Pfeilrichtung in Abbildung [3.12(a)] die inverse Rotationsmatrix

4In elektrischen Netzwerken wurde der Begriff Masche gepragt, in der Graphentheorie
spricht man zumeist von Kreisen, in der Mehrkoérpermechanik héufig von Schleifen.
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K~ (63)
e2 €3
K*(es)
ey €4

inertiales Bezugssystem 7

(2)

Abbildung 3.12.: Zur Maschenregel: Ein Kreis in einem Graph,@Beispiel-
system Stab auf Scheibe

R ! = RT verwendet. Die zweite Gruppe topologischer Gleichungen dient also
dem automatisierten Aufstellen kinematischer Beziehungen im MKS. Dieser
grafentheoretische Ansatz wird ausgenutzt und die kinematischen Grundgroéfen
flir Master und Slave

. . K K
rz, rg, rrz, rg, R™™ ) R 5 wz und wr (372)

werden bereitgestellt, so dass sich auch Spaltfunktionen und Relativgeschwin-
digkeiten automatisiert erzeugen lassen. Im Detail erklart man die Vorgehens-
weise am einfachsten anhand eines anschaulichen Beispiels.

Beispiel: Graph des Anwendungsbeispiels aus Abschnitt[6 .31l
Das in Abbildung gezeigte einfache ebene Scheibensys-
tem besteht aus einer Scheibe und einem Stab. Die Scheibe ro-
tiert um eine starr gelagerte Achse mit der Winkelgeschwindigkeit
éa = const. Der Stab beriihrt diese Scheibe in einem Punkt und
ist in der Ebene der Scheibe radial verschieblich gelagert. Entlang
dieser Freiheitsgrade in der Ebene wirken Feder- und Dampferkraf-
te auf den Stab. Das planare Gelenk ist gegeniiber der Drehachse
der Scheibe um X verschoben (vgl. Abbildung [3.12(b)]), so dass
die Federn ihre Ruhelage ebenfalls in diesem Punkt aufserhalb der
Drehachse haben. Die Ebene der Scheibe sei gleichzeitig ihr Kon-
taktgebiet G,,, und das Kontaktgebiet G5 auf dem Stab B sei mit
nur einem Kontaktpunkt P diskretisiert. Fiir den Kontakt wird
also das Kontaktmodul Ebene-Ebene verwendet und es miissen
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Scheibe B,
e er €3 Stab B

.‘“f’f‘;\ ,"ﬁ . A

€y €p

€x
€c

Abbildung 3.13.: Linearer Graph des Anwendungsbeispiels aus Abschnitt

die kinematischen Grofen (BI8), (40) und B4H) fiir den Einzel-

punkt P bestimmt werden.

In Abbildung BI3]ist der Graph des nur aus zwei Korpern beste-
henden Mehrkorpersystems gezeigt. Koordinatensysteme sind als
Punkte dargestellt. Alle anderen Elemente des MKS sind als ge-
richtete Kanten (Pfeile) reprisentiert. Als ausgezeichneter Knoten
ist die Wurzel, das Inertialsystem Z, gegeben. Der Graph eines
MKS hat stets groke Ahnlichkeit mit dem realen System, so dass
es hilfreich ist, die Korper (gestrichelt gezeichnet) in Abbildung
anzudeuten.

Die topologischen Gleichungen aus dem Graphen sind ohne weitere
Spezifizierung der darin enthaltenen Terme wertlos. Darum werden
zusétzlich zu den Knoten- und Maschenregeln als dritte Gruppe
fiir jede Komponente im MKS (fiir jede Kante im Graph) konsti-
tutive Gleichungerﬁ bendtigt, die das Verhalten der Einzelkompo-
nente beschreiben. Diese Gleichungen sind bekannte Eigenschaften
der jeweiligen Komponente und kénnen in einer Bibliothek abge-
legt werden. Wir wollen uns auf kinematische Gleichungen dieser
Gruppe beschranken.

Als erste Gruppe von Komponenten eines MKS sind starre oder
flexible Korper zu nennen. Im Graph wird der Kérper durch eine
Kante von der Wurzel zu seinem Bezugssystem wiedergegeben, im

5 terminal equations in [LoJ]
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Beispiel sind dies die Kanten e, und es. Fiir jeden Starrkorper
im System wird das Koordinatensystem ohne Einschrdnkung der
Allgemeingiiltigkeit in seinem Schwerpunkt angenommen.

Die Kanten e1, e2 und e3 bilden starre Verbindungen ab. So ist zum
Beispiel es die korperfeste Verschiebung und relative Orientierung
zwischen dem Schwerpunkt des Stabs und dem Kontaktpunkt zur
Scheibe. Die Kante ex beschreibt den konstanten Abstand und die
relative Orientierung zwischen dem planaren Gelenk des Stabs und
dem Inertialraum. Im konkreten Beispiel sind die kinematischen
Gleichungen fiir die Translationen der Komponenten e;, es und
€s3:

Xo 0
ri =cg,, aus @32), ro=|( 0], rs=|0 (3.73)
0 0

Wenn in diesem Abschnitt bei Spaltenmatrizen der tiefgestellete
Index zur Kennzeichnung des Bezugssystems wie in (73] weglas-
sen wird, so ist stets das Vorgingerkoordinatensystem der dazuge-
horigen Kante K~ (j) gemeint. Fiir die Orientierungen gilt:

Ri=R:=R3=1I (3.74)
Daraus ergibt sich fiir die Winkelgeschwindigkeiten
W] = W2 = W3 = 0. (3.75)

Starre Verbindungen werden genutzt, um die Angiffspunkte von
Gelenken, Kréften und allen anderen Elementen zwischen den Kor-
pern zu markieren. Dabei miissen diese Verbindungen nicht unbe-
dingt konstant sein. Wie es hier (B73) am Beispiel von ry auftritt,
sind die Kraftangriffspunkte der Kontaktpunkte auf Master be-
weglich, denn das Ergebnis der Suche nach ¢p(P) ist zeitabhéngig.

Die Kanten e, und ey sind die beiden Schubgelenke, die zur Reali-
sierung des planaren Gelenks mit zwei Freiheitsgraden verwendet
werden. Die Kante e, ist das Drehgelenk der Scheibe. Die Kompo-
nentengleichungen beziiglich der Translationen sind

0 Qz 0
rq=(0|, ro=10]|, ry=|q (3.76)
0 0 0



3.6. Kinematische Grundgréfien aus Minimalkoordinaten

und beziiglich der Orientierungen

cosp —sing 0
Rgy=|sing cosp 0|, R;,=R,=L1 (3.77)
0 0 1

Diese Gleichungen stellen offensichtlich in der Maschenregel die
Verkniipfung zu generalisierten Koordinaten des Systems her. Mit
B23) werden zu B11) kompatible Gleichungen fiir die Winkelge-
schwindigkeiten bestimmt. Dabei erhalt man

—psing —@cose 0 cosp sing 0

@a=R4RJ = pcosy —@sing 0 —singp cosp O
0 0 0 0 0 1
0 —$ 0 0
0 0 0 )
(3.78)
fiir das Drehgelenk ey und
Wy =wy =0 (3.79)

fiir die beiden Schubgelenke e, und e,. Die Kante ey repréisen-
tiert die Kontaktkraft zwischen B,, und Bs, die Kanten e; und e,
sind nur exemplarisch fiir die entlang der Schubgelenke wirkenden
Feder- und Dampferelemente eingezeichnet. Ihnen ist gemein, dass
sie keinen Zwang auf das System ausiiben, sondern eingeprégte
Krifte bereitstellen.

Zusatzlich zu den bereits genannten Kanten treten iiblicherwei-
se weitere auf, so miissen beispielsweise in dem Formalismus aus
[I59] fiir alle Verbindungen zwischen Korpern neue Komponenten
zur korrekten Abbildung der virtuellen Arbeit automatisch einge-
fligt werden. Die diesen Komponenten zugehorigen Kanten sind
in Abbildung gestrichelt eingezeichnet, da sie fiir die Dyna-
mik des Systems, nicht jedoch fiir die hier betrachtete Kinematik
benotigt werden.

Die generalisierten Koordinaten q, in denen spéter die Bewegungs-
gleichung geschrieben wird, werden vom Modellierer durch Aus-
wahl eines Baumes aus dem Graphen entweder automatisch oder

71



3. Kinematik von Mehrkérpersystemen mit verteilten Kontakten

72

von Hand ausgewihlt. Ein solcher Baum ist in Abbildung
fett gedruckt. Er enthélt die starren Verbindungen e;—es und die
Gelenke e, e, und eq. Die Freiheitsgrade der Gelenke im Baum
werden zu generalisierten Koordinaten, so dass mit der Wahl des
Baumes auch q = [¢z, gy, go]T festgelegt ist. Starre Verbindungen
bringen iiblicherweise keine generalisierten Koordinaten in das Sys-
tem ein. Mit ihnen assoziierte Verschiebungen und Verdrehungen
sind meist bekannte Parameter, daher wird empfohlen, alle starren
Verbindungen in den Baum aufzunehmen [[53]. Eine Ausnahme
bilden in dieser Arbeit die Kraftangriffspunkte der Kontakte auf
Master als Ergebnis der Kontaktsuche cp(P) — im konkreten Bei-
spiel die Kante e;. Sie werden weiter unten gesondert betrachtet,
hier sei nur festgehalten, dass sich diese Kanten problemlos in den
Baum aufnehmen lassen.

Die Wahl des Baumes hat Einfluss auf Grofle und Struktur der
Bewegungsgleichung [II8]. Es existieren verschiedene Heuristiken
(siehe z.B. [I06]), um einen Baum zur Erzeugung moglichst effizien-
ter Bewegungsgleichungen zu wihlen. Die Aufgabe ist nicht trivial,
da unterschiedliche Mehrkorpersysteme unterschiedlich stark von
einer bestimmten Koordinatenwahl profitieren. Die M&glichkeiten
zur symbolischen Vereinfachung von Bewegungsgleichungen sind
vielfaltig, ebenso die der Codeoptimierung. Zwar ist es allgemein
akzeptiert, dass eine Wahl mit minimaler Anzahl an Koordinaten
zu effizienten Simulationen fiithrt [@7 [7H], ein Beweis ist jedoch
nicht bekannt [I05]. In der Praxis ist man an bestimmten Bewe-
gungsgrofien meist besonders interessiert, die dann in den Baum
aufgenommen werden sollten. Ansonsten bleibt die Wahl eines ge-
eigneten Baumes der Erfahrung des Modellierers iiberlassen.

Bei der Wahl des Baumes entsteht sein Komplement, der soge-
nannte Kobaum. Fiir jedes Element im Kobaum, welches mit Seh-
ne bezeichnet wird, konnen jetzt automatisch die Maschenregeln
formuliert werden. So gilt fiir die Sehne e,:

—

Ty — Ty —To—Ta=0 (3.80)

Diese Gleichungen sind stets nach der Sehne auflésbar, denn alle
anderen Grofien lassen sich mit den konstitutiven Gleichungen der
Komponenten als Funktionen der Koordinaten ausdriicken.

Ts=To+ Te+ 7Ty (3.81)
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In Koordinatenschreibweise lautet (33T

(rs)z=(r2+ry+ry)z=rz

3.82
=T +R2(rz +Rzry) ( )
und unter Verwendung von (B73) und E74)
XO + 4z
(rs)z =rz = Ty : (3-83)
0

Die Maschenregel beziiglich der Translation fiir die Sehne ey, ist
mit

T —Ta=0 (3.84)
gegeben. Die Koordinaten von 7,,, dem Ortsvektor zum Schwer-
punkt von B, sind nach Einsetzen von ([B7G):

0
(tm)z =17 = (ra)z= |0 (3.85)

(=]

Analog kann man fiir die Geschwindigkeiten aus der Maschenregel
herleiten:

qa 0
ir= (g |, t,=[0 (3.86)
0 0

Fiir die Sehnen es und e, kann man analog zu (F30) und E34)
die Maschenregeln

R.RIR,R; =1 und R,Rj =1 (3.87)
aufstellen. Mit (B74) und 11 folgen:
R, =R =1 und R,,=RZ* =Ry (3.88)

In Gleichung ([E80) ersetzt man Ortsvektoren durch Winkelge-
schwindigkeitsvektoren und erhéalt

Be— Wy —Be—W2=0 (3.89)
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oder gleich in Koordinatenschreibweise und unter Verwendung der
konstitutiven Gleichungen der Komponenten [B74) und B11):

(ws)z = (w2 + wz + wy)z
ws + Row, + RQszy (390)

:0:w1

In Gleichung (B84]) werden ebenfalls Ortsvektoren durch Winkel-
geschwindigkeitsvektoren

B —Ba=0 (3.91)
ersetzt und mit der konstitutiven Gleichung ([3.78) des Drehgelenks

(wm)z = (wa)z
0
. 3.92
() . (3.92)
%)
erhalten.

Als letzte Gruppe von Komponenten seien Antriebe betrachtet, die
zeitlich vorgeschriebene Bewegungen oder Kréfte und Momente in
das System bringen. Fiir die Sehne e, (Antrieb der Scheibe) ergibt
ebenfalls die Anwendung der Maschenregel,

0= (3.93)

wobei 0, = 0,(t) als bekannte Zeitfunktion und Eigenschaft der
Kante e, vorgegeben ist. Meistens wird ([333)) als algebraische Ne-
benbedingung zusammen mit den Bewegungsdifferentialgleichun-
gen stehengelassen, auch wenn die einfache Struktur im Beispiel
B33) ein Ersetzen aller ¢, ¢ und ¢ mit 6,4, 6, und 6, nahelegt.

Die generalisierten Koordinaten q (hier [gz, gy, ¢]") und Geschwin-
digkeiten q (hier [dz,dy,¢]T) sind stets Minimalkoordinaten, da
mit dem zitierten Formalismus nur geschlossene kinematische Schlei-
fen algebraische Nebenbedingungen erzeugen koénnen. Ende des
Beispiels.
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Im obigen Beispiel sind jetzt mit B33), B30), BI4), BIF), BIQ) und

B32) alle kinematischen Grundgrofen zum Einsetzen in Spaltfunktion und
Relativgeschwindigkeit als Funktionen der Koordinaten q(¢) und Geschwindig-
keiten p(t) gegeben. Der Anwender muss also nur den Graph des MKS mit
einem geeigneten Werkzeug erstellen und die an Kontaktschnittstellen beteilig-
ten Korper B, und Bs markieren. Danach kann ein Algorithmus alle benétigten
kinematischen Gleichungen automatisch generieren und daraus einen Simulati-
onscode erzeugen.

Eine Ausnahme gegeniiber der iiblichen Vorstellung von einer starren Ver-
bindung bilden die Kraftangriffspunkte cp(P) auf Master, denn das Ergebnis
der Projektion ist zeitabhéngig, genauer ist wegen ([B32)) die Verschiebung ci,,
von den Koordinaten q(t) abhéngig. Wenn also der Kontaktpunkt auf Master
P, (t) zu einem gegebenen Zeitpunkt aus q(t) mit Hilfe der Grundgréfen @72)
bestimmt werden soll, gleichzeitig aber fiir die Berechnung dieser Grundgréfien
aus q(t) die Lage des Kontaktpunktes auf Master cx,, = p, — ry bendtigt
wird, so ergibt sich ein Zirkelbezug, denn die Aufgabe lautet beispielsweise fiir
die Grundgrofe r; und den Spalt g:

r; =rz(9)

9=g(rs) (3.94)

Der Graph des MKS soll zur Vermeidung dieser impliziten Form (334 fol-
gende Forderung erfiillen: Der Baum sei so gew&hlt, dass fiir jede Sehne e, eines
Masterkorpers B, € MKS sich ein Kreis mit der Sehne als einziges Element des
Kobaums finden lasst, der vollig ohne Kanten von Kontaktpunkten auf Master
auskommt. Diese Moglichkeit ist auch dann gegeben, wenn ein Kérper nur von
Kontaktkraften gehalten wird und ansonsten keine idealen Bindungen in Form
von Gelenken oder Antrieben auf ihn wirken — ein realistisches Szenario fiir
viele technische Systeme. Ein Beispiel ist mit dem Teilgraphen in Abbildung
BId gegeben. Auf einem Korper B, sind acht Kontaktpunkte eingezeichnet, die
sich nicht notwenigerweise innerhalb eines einzigen Kontaktrandes G,, befinden
miissen. AuRer den in Abbildung B4l eingezeichneten Kontaktpunkten existie-
re keine weitere physikalische Verbindung von 5,, zu anderen Teilen des MKS.
Dass es sich um einen Teilgraphen handelt und der vollstindige Graph jenseits
der Kontaktkrifte weitergeht, ist mit den gestrichelten Kanten angedeutet.

Beide Moglichkeiten der Modellierung in Bild BI4] sind erlaubt und fiihren
auf dieselben Gleichungen. Im linken Beispiel ist die Kante e,, keine Sehne, son-
dern Teil des Baumes. Somit muss keine Maschenregel wie in (B84) verwendet
werden. Stattdessen erzeugt die Kante e,, mit ihren Komponentengleichungen
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Abbildung 3.14.: Ein Kérper Master wird von Kontaktkraften gehalten. Im lin-
ken Beispiel ist die Kante des Koérpers e, im Baum, rechts
ist das Gelenk eg mit sechs Freiheitsgraden im Baum.

selbst Koordinaten in q. Im rechten Beispiel befindet sich ein Gelenk mit 6
Freiheitsgraden im Baum. Fiir die Sehne e,, werden dann die trivialen Ma-
schenregeln

Tm=T6 RmRg =1 @Tm=0s (3.95)

verwendet. Eine aus Sicht der Kontakte verbotene Wahl des Baumes ist in
Abbildung BIHl gezeigt. Jetzt muss zur Bestimmung der kinematischen Grund-
grofen B72) fiir die Formulierung des Kontaktgesetzes die Maschenregel

Tm=Ts+ To— 7_">f — 71 (396)

aufgestellt werden. Fiir 71 aus der rechten Seite von B36) ist r1 = ck,, in
(B32) abhingig von 7,,,. Mit der Maschenregel

T = f(Tm) (3.97)

ergibt sich also eine Selbstreferenz.

Als letzter Punkt in diesem Kapitel sei die Beeinflussung der Grofe der Glei-
chungen diskutiert. Die kinematischen Gleichungen BIJ), (41) und EZ0)
werden in Kapitel 4 in ein Kraftgesetz miinden, sie miissen fiir jeden Kontakt-
punkt im System zu jedem Integrationsschritt ausgewertet werden. Ab einer
hinreichend groften Anzahl von Kontaktpunkten wird dieser Rechenaufwand so-
gar den der Differentialgleichung fiir die Starrkérperbewegungen ohne die Kon-
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3.6. Kinematische Grundgréfien aus Minimalkoordinaten

Abbildung 3.15.: Ungiiltige Wahl eines Baumes. Ein Zirkelbezug wird erzeugt.

taktdd iibersteigen. Insofern gilt es, den Zielkonflikt zwischen einer moglichst
geringen Anzahl elementarer Rechenoperationen in der Bewegungsgleichung
selbst und moglichst schlanken kinematischen Gleichungen fiir Spaltfunktion
und Relativgeschwindigkeit zu 16sen. Eine formale Untersuchung dieses Ziel-
konflikts wird in der vorliegenden Arbeit nicht weiter vorgenommen. Es sind
jedoch zwei Extreme zu nennen, zwischen denen der Modellierer abwégen muss:

e In einem dynamischen System mit vielen Kérpern und Gelenken aber
wenigen Kontakten sollte die Koordinatenwahl im Hinblick auf eine mog-
lichst kleine Bewegungsgleichung geschehen. Dies kann zum Beispiel mit
dem Algorithmus automatisch oder mit der Erfahrung des Model-
lierers manuell bewerkstelligt werden.

e In einem dazu komplementéren System mit wenigen Kérpern und Gelen-
ken aber vielen Kontakten sollten Absolutkoordinaten der Korper verwen-
det werden. Dann sind die kinematischen Grundgrofien [B72]) schnell aus
q zu erhalten. Die fiir Absolutkoordinaten grofere Bewegungsgleichung
[[I6] fallt jetzt weniger ins Gewicht.

Die hier gewéahlte Form der automatischen Gleichungserzeugung lasst bis auf die
oben erwéihnte Einschrankung der Selbstreferenz dem Modellierer freie Hand
bei der Wahl des Baumes. In der Folge kann jederzeit eine Mischform zwischen
beiden Extremen angestrebt werden. Die im Anhang [A] erliuterte symboli-
sche Gleichungserzeugung in einem Computeralgebrasystem hat den Vorteil,

Sd.h. wenn man die Kontaktkrifte als gegebene Zeitfunktionen bei der Bestimmung des
Rechenaufwandes in der Bewegungsgleichung annimmt.
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dass Multiplikationen mit 0 und 1 herausfallen sowie trigonometrische Verein-
fachungen automatisch durchgefithrt werden kénnen.
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4. Ein elasto-visko-plastisches Kontaktmodell

4.1. Zusammenfassung

In diesem Kapitel werden die Mehrkorpersysteme mit flichigen Reibkontak-
ten vervollstandigt. Am Ende des Kapitels wird ein Gleichungssystem stehen,
welches die Bewegungsgleichungen, die fiir die Formulierung der Kontakte not-
wendigen kinematischen Transformationen aus Kapitel Bl und die Kraftgesetze
der Kontakte miteinander verkniipft. Dieses gekoppelte Gleichungssystem ent-
hélt die beiden Subsysteme aus Mehrkorper- und Reibsystem und liefert eine
vollstédndige Beschreibung der Bewegungen.

Mit der Argumentation aus Abschnitt wurde die Entscheidung fiir eine
Regularisierung der ideal starren Bindung des Haftzustands getroffen. Die in
diesem Kapitel hergeleitete Regularisierung erscheint geeignet, da sie eine mi-
nimale Anzahl von Parametern einfiihrt, fiir mehrere Kontakte zwischen Kor-
pern funktioniert und gleichzeitig das CouLomBsche Modell der Reibung im
Grenzfall lokal in einem Kontaktpunkt P € C erfiillt. Sie stiitzt sich dabei auf
verbreitete Formulierungen fiir Kontinua, so dass in diesem Kapitel kontinu-
ierliche und diskretisierte Grofen gleichermafien benutzt werden. Die gewéhlte
Regularisierung enthélt starke Analogien zur Plastizitdtstheorie. Da sie dies
mit anderen Reibmodellen gemein hat, wird zunéchst das Augenmerk auf den
Zusammenhang von Reibung und Plastizitat gerichtet.

In Abschnitt wird die Motivation fiir eine Regularisierung mit Analogie
zu idealer Plastizitét geliefert. Schlieflich ist eine Regularisierung mit Federn
und Dampfern ohne Plastizitit wesentlich einfacher, fithrt jedoch insbesondere
bei multiplen Kontakten zwischen Starrkérpern zu gravierenden numerischen
Problemen.

Die anschliefende Herleitung des Kontaktmodells beginnt intuitiv bei der
klassischen Formulierung fiir Kontinua, geht jedoch sofort auf eine Schreibwei-
se fiir bereits diskretisierte Starrkérpersysteme iiber. Wesentlicher Unterschied
zur Plastizitdtstheorie ist die Wahl eines plastischen Konsistenzparameters, der
eine spezielle Fliefgrenze, ndmlich die der trockenen Reibung, modelliert. Die
Fliefsbedingung aus der Plastizitdt weicht einer komplizierteren Bedingung, die
zwischen Haft- und Gleitzustdnden unterscheidet. Eine zu betonende Eigen-
schaft ist die Interpretation des CouLoMBschen Gleitens innerhalb des vorge-
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schlagenen Kontaktmodells: Gleiten ist mit plastischer Deformation gleichzu-
setzen. Das fertige Reibmodell weist einige wiinschenswerte Eigenschaften von
trockener Reibung auf. Als wichtigste wiren zu nennen: Der Haftzustand ist
“echt”, das heift ohne Drift wie sie bei Kennlinienregularisierung auftritt (Ab-
bildung ). Jegliche Gleitreibkraft ist stets dissipativ. Eine Abhéngigkeit des
Reibkoeffizienten von beliebigen Zustandsgrofen des Systems ist erlaubt. Ein
konstanter Reibkoeffizient fiir Haften und Gleiten stellt ebenfalls kein Hinder-
nis dar. Die {ibliche Annahme, dass bei Losreifsien aus dem Haften mit Rela-
tivgeschwindigkeit Null die Gleitreibkraft zunéchst der Relativbeschleunigung
entgegen zeigt, wird ebenfalls erfiillt.

Ein erheblicher Teil von Kapitel Bl wird darauf verwendet, die innere Dyna-
mik des Reibmodells in eine Form zu bringen, die eine allgemeingiiltige und
gleichzeitig effiziente Kopplung mit dem Mehrkorpersystem ermoglicht. Dem
vergleichsweise aufwindigen tangentialen Kontaktmodell wird mit der klassi-
schen elastischen Bettung ein denkbar einfaches Normalkontaktmodell zur Seite
gestellt.

4.2. Reibung und Plastizitit aus historischer Sicht

Jede klassische Plastizitdtstheorie besteht aus einer Zerlegungsannahme fiir die
Zerlegung elastischer und plastischer Deformationsanteile, einem elastischen
Gesetz, einer Fliefigrenze als Kriterium fiir das Einsetzen der plastischen De-
formation, einer Fliefiregel, welche die Entwicklung der plastischen Deformati-
on angibt, und einem Verfestigungsgesetz [I]. Diese fiinf Grundzutaten lassen
sich offensichtlich in einer Reibtheorie wiederfinden: Eine Zerlegungsannahme
trennt die Relativbewegung in Bewegungen wéhrend Haften und solche wéah-
rend Gleiten, ein Haftgesetz beschreibt das Verhalten wiahrend Haften, eine
Haftgrenze wird als Kriterium fiir das Auftreten von Haften oder Gleiten ver-
wendet, eine Gleitregel beschreibt die Entwicklung des Gleitzustandes und ein
Verfestigungsgesetz kann hysteretische Effekte der Reibstelle beschreiben. Der
letzte Aspekt wird in der vorliegenden Abhandlung ausgeklammert.

Friithe Analogieiiberlegungen von Reibung und Plastizitit lassen sich in der
Literatur bei DRUCKER [0 finden. Die zuvor in den grundlegenden Arbeiten
[A1] von DRUCKER, PRAGER & GREENBERG aufgestellten Grenzwertsétze der
Plastizitét erlauben eine Beschriankung der Kollapslast [l mit oberer und un-
terer Grenze fiir starr-idealplastische Kontinua. Anhand eines Gegenbeispiels
zeigte DRUCKER, welche Konsequenzen die Anwendung dieser in der Plasti-

Kollaps: endgiiltiges Versagen durch uneingeschrinktes plastisches FlieRen
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B

Abbildung 4.1.: Gegenbeispiel zur Aquivalenz von Reibung und Plastizitéit; re-
produziert aus

zitdtstheorie etablierten Grenzwertsitze auf Reibung hat. Das Theorem der
unteren Grenze besagt, dass

kein Kollaps eintritt, wenn irgendein Spannungszustand gefunden
werden kann, der das statische Gleichgewicht und die Randbedin-
gungen erfiillt und in jedem Punkt die Spannung sich unterhalb der
FlieRgrenze (Haftgrenze) befindet 0.

Dabei ist die Modifikation des Satzes im Hinblick auf Reibung durch den Klam-
merausdruck angegeben. Das Gegenbeispiel ist in Abbildung Bl gezeigt. Ein
starrer Klotz B: sei auf einer starren schragen Ebene mit Winkel o und Reibko-
effizient p positioniert. Ein weiterer starrer Klotz B; mit einem flacheren Winkel
B < « sei derart positioniert, dass die beiden Kl6tze B: und B2 sich gerade be-
rithren, ohne dass Normalkréfte iibertragen werden. Der Kontakt zwischen 5;
und Bs sei reibungsfrei.

Die klassische Mechanik sagt fiir dieses System vorher, dass der Klotz B2 im
Schwerefeld g nach unten gleitet (Kollaps eintritt), wenn der Winkel « grofer
als der Winkel des Reibkegels ¢ = arctan p ist. Aufgrund von 8 < «a wird dieses
Herabrutschen auch nicht durch den Klotz B: behindert. Anders sieht die Si-
tuation aus, wenn der Kontakt von By zur Wand als elastisch-perfekt plastische
Schicht modelliert wird. Dann wird zu Beginn des Fliekens eine Bewegung in
Normalrichtung des Kontaktes von By zur Wand auftreten, wie sie typischerwei-
se mit Scherbewegungen einhergeht. Denn wenn man klassisch eine FliefSregel
mit einer Flieffbedingung f assoziiert indem man vorgibt, dass die Fliefregel
sich aus den Ableitungen der Fliekbedingung nach den Kontaktspannungen
ergebe

Nl
€

0o (4.1)
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4. FEin elasto-visko-plastisches Kontaktmodell

so steht die Gleitgeschwindigkeit senkrecht auf der Fliefigrenze, der in Abbil-
dung 1] gezeigte Reibkegel. Die anfingliche Geschwindigkeit v des Klotzes B2
zeigt also mit dem Winkel ¢ von der Wand weg.

Durch das Abheben von der Wand wird eine Normalkraft im Kontakt B: zu
B2 erzeugt. Diese Normalkraft wirkt stabilisierend auf den Kontakt von Bz zur
Wand wenn ¢ > a— 3, da sich mit erhohter Normalkraft auch die Haftgrenze er-
hoht. Es existiert also ein neuer Zustand, fiir den die Spannung in jedem Punkt
unterhalb der FlieRgrenze (Haftgrenze) ist, und sich geméf obigem Theorem
keine plastische Deformation mehr einstellen darf. Das Beispielsystem aus Ab-
bildung 7] ist also ein System, welches bei Anwendung von CouLoMBscher
Reibung gleiten kann, wihrend sich bei Anwendung von klassischer perfekter
Plastizitéit kein Gleiten einstellt. Eine Aquivalenz von CouLoMBscher Reibung
und klassischer Plastizitéit ist somit nicht gegeben.

Dass sich mit der Methode der Grenzwertséitze dennoch eine gute Abschét-
zung der oberen Grenze fiir Kollaps feststellen ldsst wurde von MROZ & DRE-
scHER [I23] sowie von CorLINs [B2] diskutiert. Dabei wurde die normale Kom-
ponente der Fliefgeschwindigkeit durch ein kinematisch nicht zuldssiges Ge-
schwindigkeitsfeld kiinstlich wieder entfernt.

Die Idee, stattdessen eine nicht-assoziierte Fliefiregel der Form

of

T =)A=
oT

(4.2)
zu verwenden, geht auf eine Arbeit aus dem Jahr 1976 von FREDRIKSsON [G54]
zuriick [B8], und wurde spéter von MICHALOWSKI & MROZ in einem vielzitierten
Artikel von 1978 aufgegriffen. Die Besonderheit von ([£2) ist, dass nur
nach den tangentialen Spannungsgrofsen abgeleitet wird. Obwohl die Fliefsregel
in der urspriinglichen Arbeit [54] als assoziiert bezeichnet wird, ist sie nach
heute verbreiteter Auffassung als nicht-assoziiert zu bezeichnen und von einer
assoziierten Fliefregel ist nur die Rede, wenn (£J) fiir alle Spannungsrichtungen
gilt (vgl. Simo & HuaHEs [I57], KacaaNov @] oder BErTRAM []). Im Falle
CouLoMBscher Reibung ist die Haftgrenze (FlieBgrenze) gegeben mit

f=ITIl - plIN| =0 (4.3)

und durch Einsetzen von (@3) in [@2) ergibt sich:

"ﬂl

(4.4)

=
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Die Flieffgeschwindigkeit zeigt also immer in Richtung der tangentialen Kraft.
Im weiteren Verlauf von [[I9] wird eine Erweiterung der nicht-assoziierten
Fliefiregeln auf anisotrope Reibungen diskutiert.

Der Ansatz, Reibung iiber Plastizitdt mit nicht-assoziierter Fliefiregel ab-
zubilden, hat seitdem weite Verbreitung in der Strukturmechanik gefunden.
Anwendungen innerhalb einer Finite-Elemente-Diskretisierung finden sich zum
Beispiel in den Biichern von LAURSEN [[03] und WRIcGERS [IT8]. Auch im
Lehrbuch von WILLNER ist die Analogie von Reibung und Plastizitét auf-
gefiihrt. Umso erstaunlicher erscheint es, dass eine Anwendung innerhalb eines
Mehrkorper-Formalismus bisher nicht bekannt ist.

In der Arbeit von CURNIER [B5] wird der Versuch unternommen, die Kluft
zwischen Reibtheorie und Plastizitédt weiter zu schliefen. Die in dargestell-
te Theorie beschrankt sich auf kleine Gleitwege oder ebene Kontaktflachen.
In wird die physikalische Interpretation des elastischen Verformungsanteils
als elastische Deformation von Asperiten im Mikrokontakt vorgeschlagen, eine
hédufige Interpretation, die jedoch die Kenntnis eines zugehorigen Steifigkeits-
parameters voraussetzt.

Die Reibtheorie von CURNIER sucht weitgehende Analogie zu verallgemeiner-
ten Standard-Materialien [[3], die die Eigenschaft besitzen, dass sich sdmtliche
Fliefregeln von einem gemeinsamen plastischen Potential Z in der Form

7 =292 (4.5)

oT

herleiten lassen. Auch der Kontaktverlust in normale Richtung wird als plasti-
sches Flieflen aufgefasst, so dass sich ein gemeinsames Modell fiir Tangential-
und Normalkontakt mit einer gemeinsamen Fliefgrenze formulieren lasst. Die
Aufteilung der Verschiebung im Kontakt in tangentiale und normale Kompo-
nente wird als Analogie zur Aufteilung des Dehnungstensors € in Kugeltensor
und deviatorischen Anteil gesehen:

7 = kug (?’” + ?Pl) + dev (?e’ + ?pl) (4.6)

Erweiterungen der CouLoMBschen Reibung, namentlich eine Erhéhung des
Reibkoeffizienten im Haften, Abhéngigkeiten des Reibkoeffizientens von Ani-
sotropien der Oberflache, von der Normalkraft und von bereits stattgefunde-
nem Verschleift werden in die Reibtheorie jeweils unter Nennung der Analogie
eingebunden.

Von KLARBRING wurde die detaillierte Ausarbeitung der Analogie von
Reibung und Plastizitét nach aufgegriffen und in Form eines linearen Kom-
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plementaritdtsproblems (LCP) dargestellt. Hier und frither in hat das
Konzept der Analogie Einzug in die nichtglatte Mechanik erhalten.

Wenn das Kontaktmodell in diesem Kapitel sich auf Analogien zwischen Rei-
bung und Plastizitdt beruft, so wird stets davon ausgegangen, dass diese Ana-
logie nur die Struktur der Gleichungen betrifft, nicht jedoch vollsténdig ist oder
vollstandig zu sein hat. Die Motivation fiir das Kontaktmodell ist nicht in der
Plastizitéatstheorie sondern in der Berechenbarkeit und Einfachheit der elemen-
taren Annahmen zu suchen. Die Analogien gehen aber immerhin so weit, dass
es gerechtfertigt ist, von einem elastisch-plastischen Modell der Reibung zu
sprechen. Da auch viskose Dampfungen im Modell auftreten werden, sei es als
elasto-visko-plastisches Modell der Reibung bezeichnet.

Insbesondere wird in dieser Arbeit nicht die Ausweitung der Fliefregel auf
Normalkontakte wie in B3] vorgenommen. Das Modell des Normalkontaktes
wird als isoliert vom Modell des tangentialen Kontaktes gesehen. Verschiedene
Normalkontaktmodelle wie beispielsweise HERTZsche Pressungen oder elasti-
sche Bettungen sollen austauschbar mit demselben Tangentialkontakt zusam-
menarbeiten. Aus Sicht des Tangentialkontaktes wird also die Normalkraft als
bekannte Grofse angesehen. Damit ist eine Flexibilitdt bei der Wahl des Normal-
kontaktmodells gewéhrleistet. Diese gerét zum Vorteil, wenn im Interesse der
Rechenzeit elastische Bauteile im System — etwa Belagsfederungen von Kupp-
lungen — zu einem Normalkontaktmodell zwischen starren Kérpern vereinfacht
werden.

4.3. Regularisierung mit Federn und Dampfern

Das einfachste elastisch-plastische Reibmodell besteht aus CouLomBscher Rei-
bung fiir Gleiten und entweder Feder oder Dampfer oder Feder und Dampfer
als Regularisierung fiir den Haftzustand. Bei VIELSACK wird die Regu-
larisierung mit Feder und Dampfer als genaueste Ndherung bestimmt. Vergli-
chen wird dort anhand eines einfachen eindimensionalen Systems mit einem
Kontaktpunkt, fiir das sich die Kontaktkraft wéahrend Haften auch mit einem
statischen Gleichgewicht als Referenz ausrechnen lésst.

Fiir zweidimensionale Kontaktkrafte in der tangentialen Ebene entstehen
Probleme, die im eindimensionalen Fall nicht existieren. Ein frei beweglicher
Koper Bs beriihre in einem Kontaktpunkt P den starr am Inertialraum befes-
tigten Korper B,, (siche Abbildung E2). Der Haftzustand sei durch die steife
Feder c regularisiert. Zum Zeitpunkt ¢ = to habe sich die folgende Situation
eingestellt: Das System befinde sich in einem statischen Gleichgewicht mit kon-
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S~

T

@

Abbildung 4.2.: Richtungssprung beim Losreifen

stanter Normalkraft ||]V || = 1 und regularisierter Haftreibkraft T nahe der
Haftgrenze:
1T (o)l| = ™ < 0, [IT (to)l| — 1| < 1 (4.7)

Der Korper Bs befinde sich zum Zeitpunkt ¢t = to in Ruhe. Die Richtung der
regularisierten Haftreibkraft T ist durch die Anordnung der Feder vorgegeben.
Zum Zeitpunkt t = to wirke jetzt zusétzlich als kleine Stérung auf das System
die &ukere Kraft F, mit beliebiger Richtung und

Fo(t<to)=0. (4.8)

Diese Kraft bewirke zum einen, dass zu einem spéateren Zeitpunkt t. = to + At
die Haftgrenze tiberschritten wird

1T )] — 1™ > 0 (4.9)
und zum anderen sich eine beliebige Geschwindigkeit z(t*) # 0 des materi-
ellen Punktes P € B, abhingig von der Richtung von F, eingestellt hat. Das

Uberschreiten der Haftgrenze macht die Feder ¢ obsolet, denn im Gleitzustand
soll die Reibkraft mit dem CouLoMBschen Gesetz abgebildet werden:

TC = —pvn - (4.10)
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Ab dem Zeitpunkt ¢ = ¢, hat die Reibkraft T = T° also die Richtung der
Geschwindigkeit @. _ .
Z}llim0 T(te + h) = L7 (ts) (4.11)
—

Vor dem Zeitpunkt ¢, hat die Reibkraft T =T die Richtung der Auslenkung
der Feder: ,
Zlim T(t. —h) = £ (7(t0) +/ ?;’(t)dt) (4.12)

h—0 to

Im Allgemeinen gilt
t* . .
z (‘z’(to) +/ ?c’(t)dt) # LT (ts) (4.13)
to

und mit (EI2) und @EII) folgt
Zlim T(t. — h) # £ lim T (t. + h). (4.14)
h—0 h—0

Zum Zeitpunkt ¢ = ¢, vollzieht die Reibkraft T demnach einen unstetigen Rich-
tungssprung. Mit dieser Unstetigkeit lassen sich zwei Probleme identifizieren:

Zum einen ist die Interpretation des Richtungssprunges ungeklart. Wenn ein
Kontaktpunkt P bereits gemittelte Ereignisse auf Mikroebene reprasentieren
soll, so muss auch eine Mittelung des Uberganges von Haften nach Gleiten
stattgefunden haben. Aus der Nanotribologie ist bekannt, dass ein einzelner
Asperit wihrend Haften eine Festkérperbindung eingeht und beim Ubergang
nach Gleiten diese Bindung eines Asperiten abgeschert wird. Wahrend fiir ein-
zelne Asperiten der Richtungssprung somit physikalisch interpretierbar ist, gilt
bei Betrachtung einer hinreichend grofien Anzahl von Asperiten diese Interpre-
tation nicht mehr.

Zum anderen hat der Richtungssprung erhebliche Auswirkung auf die nume-
rische Integration des Systems, wie sich am Beispiel Kérper mit drei Kontakt-
punkten von Seite zeigt. In Abbildung ist der ebene Korper Bs mit
den drei diskreten Kontaktpunkten C = {1,2,3} zu sehen. In der dargestell-
ten Situation — erhalten aus einer numerischen Simulation — haften die beiden
Kontaktpunkte 2 und 3 wéihrend der Kontaktpunkt 1 gleitetE. Zum Zeitpunkt
t = t. wurde ein Ubergang von Haften nach Gleiten im Kontaktpunkt 3 detek-
tiert, die regularisierte Reibkraft aus Feder- und Dampferkraft hat die maximal

2Nur die lokale Nachgiebigkeit erlaubt, dass in einer Kontaktfliche G. Haften und Glei-
ten gleichzeitig auftreten kann. Wahrend Punkt 1 gleitet, werden die Punkte 2 und 3
elastisch deformiert. Der Momentanpol der relativen Drehbewegung ist an keinen der
Kontaktpunkte gefesselt.
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Iz @)l b
Erwartete || 2 (t > t.)]|
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Abbildung 4.3.: Richtungsunstetigkeit in einem numerischen Bei-
spiel, @ Degeneriertes Losreifen als Auswirkung des
Richtungssprunges

zuléssige Reibkraft {iberschritten. Zum Zeitpunkt des Ubergangs t. wird also
von der regularisierten Reibkraft T'5' auf die CouLomMBsche Gleitreibkraft T§
umgeschaltet. Im numerischen Beispiel aus Abbildung [4.3(a)|ist ein deutlicher
Unterschied der beiden Kraftrichtungen sichtbar:

LTSN (t) # ZT5(t) (4.15)

Es lasst sich nicht allgemein zeigen, dass unmittelbar nach dem Losreiffen die
Relativgeschwindigkeit im Kontaktpunkt ansteigt:

lim Z3(te + h) - Ta(te +h) >0 (4.16)
h—0

Im Gegenteil lassen sich im numerischen Experiment Situationen finden, fiir
die
lim Z3(te + h) - Ts(te +h) <0 (4.17)
h—0

gilt, also die Relativgeschwindigkeit im Kontaktpunkt 3 unmittelbar nach Los-
reiffen zundchst sinkt, und zwar ohne, dass duflere Kréfte Fa und Momente M «
eine Unstetigkeit bei ¢, haben. Diese Situation ist in Abbildung illus-
triert. Da ein solcher Ubergang zum Gleiten sofort zum Haften zuriickkehren
muss und somit ohne Wirkung bleibt, sei es als degeneriertes Losreifien be-
zeichnet. Es sei noch bemerkt, dass eine sofortige Riickkehr zum Haften bei
detektiertem Beginn von Gleiten in einem numerischen Simulationsprogramm
erlaubt bleiben muss, die Ursache dafiir muss dann aber dufere Einwirkung auf
das System zum Zeitpunkt des Ubergangs t. sein.
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Abbildung 4.4.: PRANDTL-REUSS-Materialmodell

4.4. ldeale zeitunabhingige Plastizitat

Die Zerlegungsannahme wird in der Kontinuumsmechanik iiblicherweise mit
T=7 4T (4.18)

als additive Zerlegung des Dehnungstensors ? angegeben. Nach bereits erfolgter
Diskretisierung in Abschnitt liegen in unserem Fall keine lokalen Dehnungs-
grofen mehr vor, sondern vektorielle Verschiebungen. Es wird also die lokale
tangentiale Verschiebung 7; € R? in einem Kontaktpunkt 7 in einen elastischen
(reversiblen) Anteil Z; und einen plastischen (irreversiblen) Anteil w; zerlegt
(siehe Abbildung EE4):

Ti=Z;+ Wi, i‘»z = ?7, =+ I—U)l (4.19)

Aufgrund der Reihenschaltung des visko-elastischen Elements und des plasti-
schen Elements muss fiir die {ibertragenen Tangentialkréfte die Gleichheitsbe-

ziehung _ _ _
T,=T{=T" (4.20)

gelten. Wenn die Aufteilung in elastischen und plastischen Anteil in Koordi-
natenschreibweise angegeben werden soll, so ist mit @ = ¢4 ° + 13 ° auch die

2 x 1 Spaltenmatrix
y
Xs = 4.21
s <77 (4.21)

gegeben. Aus Gleichung (£I9) wird also
Xi,s = 23,5 + Wi,s. (4.22)

Im weiteren Verlauf von Kapitel @] werden, wenn nicht anders angegeben, Ko-
ordinaten stets im tangentialen Bezugssystem S angegeben.
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Die Analogie zum elastischen Gesetz ist im Falle vektorieller Verschiebungen
mit einer idealen Feder gegeben. Zusétzlich wird die Moglichkeit einer Damp-
fung vorgehalten, die der Elastizitat parallel geschaltet wird. Dies geschieht
aufgrund der Regularisierung: Wenn die lokale Elastizitdt in der Kontaktfla-
che keine quantitive Bedeutung haben kann, dann miissen die Schwingungen
von Massen an dieser Elastizitét als unerwiinschte Artefakte der Modellierung
aufgefasst werden. Von daher sollen diese Schwingungen moglichst gedampft
werden. Die Kraft im visko-elastischen Element ist somit einfach die Summe
aus Feder- und Dampferkraft:

Ty = —crzi — Brzi (4.23)

Mit c¢x sei die Steifigkeit und mit Sx die konstante Dampfung der Regulari-
sierung von Kontakt k& bezeichnet. Da die Regularisierungsparameter nur qua-
litativen Charakter haben, ist es wenig sinnvoll, Werte von Steifigkeiten und
Dampfungen fiir jeden Kontaktpunkt einzeln zu vergeben. Wegen ([L20) ist
auch die Kraft im plastischen Element mit

Tfl = —Cr2i — Brz; (4.24)

gegeben.

Fiir die Evolution des plastischen Deformationsanteils wird jetzt in Analogie
zu kontinuumsmechanischer Formulierung als Fliefiregel die folgende Differen-
tialgleichung angenommen:

—NTP = fwi (4.25)
LT dt

Die Richtung der plastischen Deformationsgeschwindigkeit ist also mit der Be-
lastung T'; vorgegeben. Der Faktor \; kontrolliert das Auftreten plastischer
Deformation im Kontaktpunkt i. Denn er sei entweder gleich Null, “wenn keine
plastische Deformation auftritt” oder ungleich Null, “wenn plastische Deforma-
tion auftritt”. Diese unscharfe Fallunterscheidung gilt es im Folgenden noch
etwas genauer zu benennen.

Der Faktor A heiftt in der Kontinuumsmechanik plastischer Konsistenzpara-
meter, denn er sorgt dafiir, dass der Spannungszustand wiahrend Flieen auf der
Fliefsgrenze bleibt. Ein ideales eindimensionales Gesetz der Plastizitédt besteht
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aus den Komponenten [I27]

falls f(0) =0, Af(o)=

mit einer Zerlegungsannahme der Dehnungen in elastischen und plastischen
Anteil [£24), einem elastischen Zusammenhang von Dehnung und Spannung
E27), einer Fliekregel (2], einer FlieRbedingung (@29, den Komplementari-
tatsbedingungen [@30) und der Konsistenzbedingung [31]). Die Komplemen-
taritdtsbedingungen bringen zum Ausdruck, dass entweder Fliefsen stattfindet
(A > 0) und der Spannungszustand auf der Fliefigrenze bleibt (f(c) = 0) oder
kein Fliefsen stattfindet (A = 0) und der Spannungszustand unterhalb der Fliek-
grenze (f(o) < 0) ist. Die Bedingungen (30) sind in der konvexen Analysis
als KunN-TuckER-Komplementaritdtsbedingungen bekannt und elementarer
Baustein in der nichtglatten Mechanik bei der Modellierung von Reibung und
Kontakt, vergleiche Gleichung (223). Aus der Konsistenzbedingung (3T]) ldsst
sich der plastische Konsistenzparameter ausrechnen in der Form

0 flo) #0

. : (4.32)
ésigno , f(o) =0

falls f(o) =0, A= {

Fiir die Modellierung von trockener Reibung wird der Konsistenzparameter im
Falle A\; > 0 weiter unten so gewdhlt werden, dass der Betrag der Reibkraft
wahrend Gleiten gerade die CouLoMmBsche Gleitreibung ist:

ITE ) = " (5 DING ], As >0 (4.33)

Damit ist aber der erste Fall in (£32) f (o) # 0, eine Anderung der FlieRbedin-
gung, niemals zu erreichen. Fiir das Wiedereintreten in den elastischen Bereich
wird eine andere Bedingung als f(o) # 0 benétigt. Wegen der grundsiitzlichen
Unterschiede zwischen Haften und Gleiten bei Reibung liegt es nahe, dieses
Kriterium in der Relativgeschwindigkeit zu suchen. Da die euklidische Norm
eines Geschwindigkeitsvektors || 7| per Definition keine negativen Werte an-
nehmen kann und das neue Kriterium spéter in einer numerischen Umgebung
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Ieloll

t

Abbildung 4.5.: Verschwindende Geschwindigkeit als Kriterium; mit der klei-
nen numerischen Schranke e, wird ein Nulldurchgang von
||7|| — ex erhalten.

ausgewertet werden soll, ist es hilfreich, bereits jetzt eine kleine numerische
Schranke

er >0, |Ek| <1 (4.34)

einzufithren. Denn mit Hilfe dieser Schranke ldsst sich ein Kriterium
7] >0 (4.35)

umformulieren in
7] > ex (4.36)

und man erhélt fiir die spatere numerische Auswertung einen Nulldurchgang
von

|7 —ew (4.37)

bei verschwindenden Geschwindigkeiten. Der Parameter e, wurde nur zur An-
passung an numerische Gegebenheiten eingefiihrt und soll wie ¢, und Si eben-
falls keine quantitative Bedeutung haben. Somit sei ) auch Eigenschaft der
Kontaktschnittstelle k. Aus qualitativer Sicht der Modellierung ist die Schranke
€k, die ein Haften bei vorhandener — wenn auch kleiner — Relativgeschwindigkeit
erlaubt, nicht weiter storend: Auch in der Nanotribologie sind die Uberginge
von Haften nach Gleiten nicht als scharf umrissene Grenze zu identifizieren.

Eine weitere Frage ist, ob als zuséatzliches Kriterium die aus der Starrkérper-
bewegung erhaltene Relativgeschwindigkeit

1%l > ex (4.38)
oder die plastische Deformationsgeschwindigkeit

Wl > ek (4.39)
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verwendet werden soll. Da mit der Zerlegungsannahme ([@I9)) jegliche Gleit-
reibbewegung mit plastischer Deformation identifiziert wird, also die plastische
Deformationsgeschwindigkeit w; als Geschwindigkeit des Gleitens interpretiert
wird, soll das Kriterium fiir den Wiedereintritt in den elastischen Bereich mit
[E39) anstelle von [@3]) gegeben sein. Zusitzlich zu einer Unterscheidung von
Ai in zwei Falle nach dem Betrag der regularisierten Reibkraft werden also
zwei unterschiedliche Félle nach der plastischen Deformationsgeschwindigkeit
eingefiihrt. Dies gibt die vier moglichen Variationen:

Il < ey ITE < pd () 1IN
IWill < ex, ITEN = pd (1%ll) NG|
el > e, I < () 1IN |
IWill > ex, I1TE ) = 4 (1%ll) NG|

Wegen der noch durchzufiithrenden Wahl von A; wahrend Gleiten mit der Ei-
genschaft, dass [@33) gilt, miissen dritte und vierte Zeile in ([@A0) nicht als
gesonderte Fille unterschieden werden. Um eine groftmogliche Analogie mit
klassischer Plastizitdt (Z32) zu erzielen, miisste also der plastische Konsistenz-
parameter in der Form

(4.40)

falls || TF)| — ¥ (1%ll) N2 = 0,

w0 e (ITE N = w15 ) ING]]) < 0 (4.41)
IWill /s ll) g5 (N — pd (lll) NG ) = 0

mit zwei unterschiedlichen Féllen eingefiihrt werden. Wie bereits erwahnt, tritt
wegen ([L33)) wihrend Gleiten die erste Zeile in (Z4]]) niemals ein. Stattdessen
wird der Konsistenzparameter mit der zusétzlichen Bedingung der Relativge-
schwindigkeit eingefﬁhrtﬁ:
0 il < ew TP < (1%ll) NG|
N = wll /() Iwall < ew, ITE ) = p(l5%all) NGl (4.42)
Wil /(15 1) 1| > e

In (@7Z2) taucht w; zweimal auf, erstens in den abschnittsweise definierten \;
und zweitens in den Bedingungen ||w;|| < bzw. > ¢, fiir die einzelnen Abschnit-
te. Diese wechselseitige Selbstbeziiglichkeit von Definition und Bedingung ist

3Die einzelnen Zeilen in (2D lesen sich wie folgt: A; ist Null, falls die plastische Defor-
mationsgeschwindigkeit unterhalb der ei-Schranke liegt und die regularisierte Reibkraft
kleiner der Losreifskraft ist. A; ist ...ungleich Null, falls ...und ...
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ein logisches Paradoxon, zu dessen Auflésung sei mit w;(¢t~) der linksseitige
Grenzwert und mit w;(¢") der rechtsseitige Grenzwert in der Form

WitT) = lim (Wit —h)), Wi(t") = lim (Wi(t+h)), (4.43)

h—0

definiert und anstelle von [{Z2]) gelte:

0 AW < ey NP < (l5ea) NG |
A= s ) /mdt (il s @) < ewy 1T = () NG|
Wi (/e (lill) - Wi (7)) > e
(4.44)
Fiir die anderen zeitabhingigen Grofen x;, T? " und N; in Gleichung (|
sind linksseitiger und rechtsseitiger Grenzwert (vorerst) identisch. Mit der Un-
terscheidung von w;(¢~) und w;(¢tT) sind offensichtlich Unstetigkeiten

wi(tT) # wi(th) (4.45)

moglich. Die Behandlung dieser Unstetigkeiten wird Aufgabe des numerischen
Losungsverfahrens in Kapitel Bl sein.

Wenn die Crausius-DUHEM-Ungleichung als eine mit lokalen Groéfen fiir
Kontinua formulierte Form des zweiten Hauptsatz der Thermodynamik be-
trachtet wird, und Temperatureinfliisse sowie eine Anderung der freien HELM-
HOLTZ-Energie vernachlissigt werden, so bleibt als Dissipationsfunktion die
Spannungsleistung

— =pl

g:€ >0 (4.46)
stehen (mit : ist das doppelte Skalarprodukt zwischen zwei Tensoren 2. Stufe
bezeichnet). Fiir einen diskreten Kontaktpunkt wird analog gefordert

(—Tfl)T Wi >0 (4.47)

(die Reibleistung soll nicht negativ sein). Wie man an ([@20) abliest, ist die
Bedingung (@A) fiir beliebige A; > 0 erfiillt. Und man weifl bereits, dass \;
nicht-negativ ist, denn auf der rechten Seite von {44 ist

Wil /¥ 11%il]) = 0, (4.48)

falls
pit([I%:) > 0. (4.49)
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Letztere Einschrinkung stimmt mit empirischen Erkenntnissen der Tribologie
iberein und stellt kein Hindernis dar. Wir halten also fest: Wenn der Reibwert
positiv (dissipativ) gewédhlt wird, dann ist auch die Reibkraft in dem vorliegen-
den Kontaktmodell stets dissipatilﬂ

Durch Einsetzen von [@Z4) in [@23) erhilt man Fliefregel und Fliefigrenze
in der Gleichung;:

wi(tT) =
0 W) < ey TN < (I15ea]) NG|
=W EOIT /(s DING ] i) < ey 1T = (115 ) NG|
— (s (ENNTY /(s DINGI ([ ()] > e
(4.50)

Die Evolution der plastischen Deformation ist jetzt demnach in Form einer
impliziten gewohnlichen Differentialgleichung mit unstetiger rechter Seite ge-
geben. In der zweiten und dritten Zeile von ([@350) kann man erkennen, nach
welchen Kriterien der Konsistenz der Faktor A; in der zweiten Zeile von ({44
gewihlt wurde. Dazu wird zunéchst der Betrag der Reibkraft T)°¢ definiert mit:

TP (5 ]) == 4" (15 ) ING| (4.51)

Aus der zweiten oder dritten Zeile von (@E0) erhilt man durch Umformung

und mit @5
Stoeiy Wi 1

woran auch die Giiltigkeit von der zuvor behaupteten Aussage [@33)) offensicht-
lich wird. Das heiftt, die regularisierte Reibkraft zeigt dem Einheitsvektor der
plastischen Deformationsrate entgegen. Diese Feststellung wird erneut mit der
Aussage interpretiert, dass innerhalb des elasto-visko-plastischen Kontaktmo-
dells plastische Deformation mit Gleiten im Sinne der Reibung gleichzusetzen
ist. Wenn sich der Kontaktpunkt ¢ jetzt in einem Zustand mit

12| < [l = [l2]] < [[wll (4.53)

4In anderen Reibmodellen sind temporir beschleunigende Reibkrifte als Artefakt der Mo-
dellierung bekannt. In 4] wird zum Beispiel von einer beschleunigenden Reibkraft als
Stribeck slingshot effect berichtet. Im vorliegenden Kontaktmodell sind mit Gleichung
[IZD) Effekte dieser Art ausgeschlossen.
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einstellt, der als ausgeprigtes Gleiten (gross sliding) bezeichnet sei, so ergibt
sich fiir die Reibkraft:

Wi
[ |

Auf der rechten Seite von ([@54) steht eine Reibkraft, die der Relativgeschwin-
digkeit im Kontaktpunkt entgegenwirkt. Je hoher also die plastische Deforma-
tionsgeschwindigkeit im Vergleich zur elastischen Deformationsgeschwindigkeit
ist, umso besser simuliert das Kontaktmodell die bekannte CouLoMBsche oder
STRIBECKsche Reibung.

Mit @310) ist die Dynamik einer Reibstelle vollstandig beschrieben. Aller-
dings erscheint die implizite Form der Differentialgleichung noch als Nachteil.
Die nachfolgenden Uberlegungen konzentrieren sich darauf @50) weiter zu
vereinfachen und die Kopplung der Reibdynamik mit der Starrkérperdynamik
aufzuzeigen.

Mit [@24) eingesetzt in [@E2) ergibt sich
Wi

[[will

Die Abkiirzung a; wird zur besseren Ubersichtlichkeit eingefiihrt mit

Sy %Wy )
=TV R TP (%) = T (XD (454)

T (1)
ll2i + Wi ([l

X
'

TS (fsall) Y = o (i — wa) + B — i) = 2 — fawi. (4.55)

a; = Ck(Xi — Wl) + BeXi = ckzi + BrX;. (456)

Nach Multiplizieren von Gleichung {53) skalar einmal mit a; und einmal mit
w; werden zwei Gleichungen erhalten:

S . . . .
TP (% )Wl = g Wi — Bl ws | (4.57)
TP (5 lad Wi/ llwi| = il = Brai Wi (4.58)

Aus der zweiten Gleichung @58) erhilt man einen Ausdruck fiir aj w:

T 2 || v
a; w; = - - (4.59)
T (1%l + Brll |
Dieser [33)) wird zuriick in Gleichung [@X1) eingesetzt:
St (11 11 a1l | o2

T (1xa Dl = = Brllwill (4.60)

Tt (l%ill) + Brllwl
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Das Ergebnis [@60) ist eine kubische Gleichung in ||W;||. Man kann ohne Pro-
bleme ([@GO) durch ||w;|| # 0 dividieren, denn dieser Fall ist laut Bedingung
der dritten Zeile in (ZE0) ohnehin ausgeschlossen:

W]l >er >0 (4.61)

Somit erhélt man aus [@B0) eine quadratische Gleichung in ||ws;||:

TiSt X’L 2_ i 2
G T P

217 (|| )
Br

Diese quadratische Gleichung hat zwei Losungen:

[IWvil|* +

Eaill — T (ll%i)

Will1,2 = B (4.63)
Von diesen zwei Losungen kann wegen ([@43) nur
. a;|| — TiSt Xi

s — lasll = 5" ) won

Br

nicht-negativ und somit eine giiltige Losung fiir einen Vektorbetrag sein. Die
Forderung, dass die rechte Seite von ([@64]) nicht-negativ sein kann, sei etwas
niaher betrachtet. Fiir den Dampfungskoeffizienten gelte 8 > 0 und somit ist
die rechte Seite von (LG4 nicht-negativ falls:
. . S .
laill = llewzi + Br(zi + wi)ll > T (|Iil)) (4.65)

Aus Gleichungen 24 und ([@354) wissen wir:

I =T = llenzi + Buzall = T ([1%ll) (4.66)
Mit (L80) eingesetzt in ([@LB3) folgt
llerzi + Br(zi + wi)|| = [lenzi + Brzil| (4.67)

und daraus die Ungleichung
2B W (cuzi + Bri) + Biwr v > 0. (4.68)

Der zweite Summand in [G8) ist offensichtlich immer nicht-negativ, so dass
nur fiir den ersten Summanden

Wi (crzi + Brzi) > 0 (4.69)
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gefordert wird. Mit (£24) eingesetzt in (ZEJ):
Wi (=T') >0 (4.70)

Dies ist jedoch wiederum die Dissipationsfunktion. Es wurde bereits diskutiert,
dass fiir A; > 0 auch Ungleichung ([@10) stets erfiillt ist. Damit weiff man, dass
IW;i]|1 in Gleichung (LG4 stets als nicht-negative Losung existiert.

Aus @DH) wird

_ a; || Wil
T2 (l1%ill) + Bl wil|
und nach Ersetzen auf der rechten Seite |w;|| mit der Losung (G4):

(4.71)

w;

i = (i —wi) + % ) (1 T (I )__.pl
wz—(gk(xz wz)+xl> <1 ot —wo AR =W 4T

Zur spiteren Verwendung sei das Ergebnis @Z2) mit w? abgekiirzt. Die ex-
plizite Form der vollstindigen Differentialgleichung fiir w; ist aus ([@30) und

Q) schlieflich:

0, llasll — T (I%:]) < erbBr
1 .
. T < TP (%))
. c . T} BUEAD) .
wi={ (o= w) +x) (1= el ) llaill = T (%) < ubs

o T2 = 75l
(60— wi) +50) (1= el )l = T (al) > e
(4.73)
Alle Grofen auf der rechten Seite von [@73)) sind bekannt. Die Relativgeschwin-
digkeit x; ist zum Beispiel beim Kontakt Ebene-Ebene mit Gleichung (B4))
gegeben, muss aber vor ihrer Verwendung in Gleichung {Z3) noch auf das
tangentiale Koordinatensystem S transformiert werden.

Bemerkung: Regularisierung mit anderen Materialmodellen

Die drei Grundelemente rheologischer Materialen, der HOOKE-
Korper zur Beschreibung von Elastizitidt, der NEwWTON-Korper zur
Beschreibung von Viskositdat und der ST.-VENANT-Ké&rper zur Be-
schreibung von Plastizitit (Abbildung 6 sind jedes fiir sich kei-
ne zufriedenstellende Grundlage zur Modellierung von trockener
Reibung. Denn der HOOKE-Korper erlaubt zwar eine Regulari-
sierung des Haftzustandes, aber keine irreversible Gleitbewegung,
umgekehrtes gilt fiir NEWTON- und ST.-VENANT-Korper. Andere

97



4. FEin elasto-visko-plastisches Kontaktmodell

foe 0

Hooke NEwTON  ST.-VENANT PRANDTL NEWTON-VENANT BINGHAM

Abbildung 4.6.: Einige Materialmodelle mit ein bis drei Elementen

fiir die Modellierung von Reibung denkbare Kombinationen dieser
drei Grundelemente sind ebenfalls in Abbildung gezeigt. Der
PrANDTL-KOrper aus Elastizitdt und Plastizitdt wiirde sowohl ei-
ne Regularisierung des Haftzustandes als auch Gleiten erlauben,
hat jedoch den Nachteil, dass hohe Frequenzen mit der Regula-
risierungssteifigkeit eingefithrt werden, fiir die keine Analogie im
CouroMBschen Reibmodell vorliegt. Gleiches gilt fiir den BiNG-
HAM-Korper. Eine Regularisierung mit NEWTON-VENANT aus Vis-
kositdt und Plastizitdt entspricht in etwa einer stetigen Regulari-
sierung der Reibkennlinie wie in Abbildung (eine hohe viskose
Dampfung modelliert eine steile lineare Kennlinie in der Ndhe von
%; = 0), nur dass die Ubergéinge zur Gleitreibung jetzt unste-
tig sind. Trotz der Notwendigkeit, die Unstetigkeiten durch dis-
krete Zusténde aufzulGsen, ist kein echtes Haften moglich. Daher
erscheint diese Kombination nicht sehr attraktiv. Der PRANDTL-
REuss-Korper bietet von allen Serien- und Parallelschaltungen der
drei Grundkorper die attraktivsten Eigenschaften in Bezug auf
CourLoMBsche Reibung. Ende der Bemerkung.

4.5. Normalkontakt

Die Normalkraft stellt aus Sicht der Reibdynamik (73] nur einen Parameter
dar, somit kann das Normalkraftmodell unabhéngig vom Reibmodell gewéahlt
werden. Die mit Gleichung ([@Z3) vollzogene Regularisierung des Tangential-
kontaktes ist der Versuch einer vergleichsweise konsequenten und numerisch
behutsamen Umsetzung klassischer Reibgesetze fiir verteilte Kontakte. Um das
numerische Losungsverfahren spéter nicht unnétig zu verkomplizieren, wird
jetzt dem Tangentialkontakt ein denkbar einfaches Normalkontaktmodell zur
Seite gestellt. Es sei darauf hingewiesen, dass eine Kopplung der hier vorgeschla-
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Abbildung 4.7.: @WINKLER-Bettung mit geschlossenen Kontaktpunkten, @
WINKLER-Bettung gedffnet

genen tangentialen Regularisierung mit einem aufwindigeren Normalkraftmo-
dell — wie es etwa mit vorliegt — sinnvoll ist und in Zukunft angestrebt
werden kann. Fir die hier vorwiegend interessierenden Antriebskomponenten
war dies bislang jedoch nicht nétig.

Ein einfaches Modell wird mit einer klassischen elastischen Bettung von
WINKLER erreicht [I7]], d.h. die Kontaktlast ist proportional zur ortlichen
(auch hypothetischen) Verformung. Dazu werden einfach zwischen diskrete
Kontaktpunkte ¢ und deren zugehorigen closest points cp(i) lineare oder nicht-
lineare Federn der Steifigkeit cj, eingehdngt, gegenseitige Beeinflussung benach-
barter Verformungen werden somit vernachlédssigt. Die WINKLER-Bettung ge-
hort 140 Jahre nach ihrer Verdffentlichung zum téglichen Handwerkzeugs des
Ingenieurs und hat ldngst ihren Platz in den Standardwerken gefunden, sie-
he z.B. [[73]. Da ihre Implementierung in einem Mehrkorper-Formalismus fiir
verteilte Kontakte dennoch Raum fiir Diskussionen lésst, sei hier das Normal-
kontaktmodell vollstindig wiedergegeben.

Abbildung [f.7(a)] zeigt eine WINKLER-Bettung mit auf B, kdrperfesten Kon-
taktpunkten eines Ebene-Ebene Kontaktes. Die in Abbildung gezeigte
Situation, in der einige Kontaktpunkte geschlossen und andere gedffnet sind,
soll zuléssig sein. Ein Algorithmus zum Auffinden der Unstetigkeiten in (Z3)
kann gleichermafen dazu verwendet werden, durch das Offnen und Schliefen
von Kontaktpunkten eingefiihrte Unstetigkeiten aufzufinden. Dazu ist es in
Dynamiksimulationen notwendig, den inneren Zustand der WINKLER-Bettung
mitzufiithren, wie ein Gedankenexperiment zeigt: In geéffnetem Zustand habe
im k-ten Kontakt die elastische Bettung die entspannte Lénge der Federn uy
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Q
73
AN
VWi

Bm cp()
(a) (b)

Abbildung 4.8.: Kinematik der WINKLER-Bettung, AuRere Fliachenein-
heitsnormalen, sechs Slave-Punkte im Modul Kugel-Kugel

(vgl. Abbildung . Wenn ein Kontaktpunkt aufgrund verschwindender
Summe aus Feder- und Dampferkraft sich zum Zeitpunkt ¢ 6ffnen muss (zie-
hende Normalkriifte sind nicht zugelassen), aber die Feder zu diesem Zeitpunkt
noch mit der Lange wu;(to) < ur komprimiert ist, so kann ein erneutes Schlieffen
des Kontaktpunktes zu einem endlich nahen Zeitpunkt ¢y + At nur gefunden
werden, wenn die gegen die Dampferkraft relaxierende Federlinge w;(t) (siche
Abbildung ab t > to mitgerechnet wird. Wird etwa alternativ die Fe-
derldnge nach Offnen sofort mit der entspannten Lénge wy initialisiert, so ist
bereits unmittelbar nach Offnen ¢ = to + dt der Spalt g;(to + dt) — u;(to + dt)
negativ und ein Schlieffen des Kontaktes im Sinne eines Vorzeichenwechsels des
Spalts g; — u; von positiv nach negativ kann nicht mehr gefunden werden. Fiir
jeden Kontaktpunkt ¢ wird also ein neuer Freiheitsgrad u; benétigt, allerdings
ist seine Berechnung nur fiir gedffnete Kontaktpunkte zur Suche des néchsten
Schliefiereignisses notig.
Die Normalkraft im Kontaktpunkt i ist mit
No={" L, Fmw20 (4.74)
[cR(gi — un) + BRG] k%, ci(gi — k) + Birgs <0

gegeben (normale Kontaktsteifigkeit ¢j, viskose Ddmpfung 8;; als Eigenschaf-
ten der Kontaktschnittstelle). Die Spaltfunktion g; und deren Zeitableitung

miissen aus den Gleichungen BI8), (843) fiir Ebene-Ebene, aus (349), (B53)
fiir Kugel-Kugel und aus E81), B67) fir Kugel-Kegel {ibernommen werden,

fiir alle gilt die Vorzeichenkonvention, dass g; positiv fiir ge6ffneten Spalt ist.
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Somit ist auch g; — u; > 0 fiir einen offenen und g; — u; < 0 fiir einen geschlos-
senen Kontaktpunkt. Der Dampfungsparameter (8 erlaubt die Anpassung des
Modells an Stoftzahlen von teilplastischen Stéfen, unter der Annahme hinrei-
chend langsamer Stofse, bei denen die Wellenausbreitung und -reflexion in den
realen Korpern keine Rolle spielt.

Gleichung ([@74) in Koordinatenform lautet:

0 i —u; >0
Ni)z, =90 n 1 S gi i = o (4.75)
[ci (gs — k) + Brdil (k7 )eo, ci(gi —ur) + Brgi <0

Die Zerlegung (ki)fs im Slave-Bezugssystem ist eine Eigenschaft der Kontakt-
geometrie und muss vom Kontaktmodul bereitgestellt werden. Fiir Kontakte
vom Typ Ebene—Ebene gilt fiir alle Kontaktpunkte

0
&k)e. = (0], (4.76)
1

fiir Kugel-Kugel lasst sich

sin¥; cos p;
k), = | sind;sing; |, (4.77)
cos ¥

angeben, wenn die konstante Lage der Kontaktpunkte beziiglich £5 mit Azimut
¢; und Polarwinkel 9; in Kugelkoordinaten parametrisiert ist (vergleiche Abb.
4.8(b)].

Das Vorzeichen in ([@7H) ist so gewihlt, dass die Normalkraft aufgelost in
L separierend wirkt. Das MKS muss entsprechend vorbereitet werden, dass
die Gegenkraft als (—N;)z, eingeleitet werden kann. Der Punkt, an dem die
Gegenkraft an B, eingeleitet werden soll kann entweder cp(i) oder der End-
punkt der elastischen Bettung U (Abbildung sein, letzterer koinzidiert
bei geschlossenem Kontakt mit dem korperfesten Punkt ¢ auf B;. In einer mog-
lichst strengen Betrachtung von Bs und B,, als Starrkorper ist die elastische
Bettung nur ein unerwiinschtes Vehikel zur Approximation der Kontaktdruck-
verteilung. Dann wéahlt man c¢j; idealisierend moglichst hoch und erhilt eine
entsprechend diinne elastische Schicht |ug| < 1. Jetzt sollte es unerheblich
sein, ob man cp(i) oder U als Kraftangriffspunkt wahlt, aber im Sinne der
Starrkorpermodellierung ist vielleicht cp(i) € B,, die bessere Wahl, da eine
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Kraft strenggenommen nicht an einem immateriellen Punkt U ¢ B,, angrei-
fen kann. Will man hingegen mittels ¢j; Elastizitdten dem k-ten Kontakt be-
nachbarter Bauteile als konstruktive Merkmale des Systems abbilden, kann es
sinnvoller sein, U als Kraftangriffspunkt zu wahlen und die elastische Bettung
dem Korper B, zuzurechnen. Bei geringen Normalkraftsteifigkeiten kann ein
jetzt betrachtlicher Abstand zwischen ¢p(i) und U verschiedene Momente je
nach Wahl des Kraftangriffspunktes in das System einbringen. Letztlich muss
die Entscheidung des Kraftangriffpunktes dem Modellierer iiberlassen werden,
eine Software-Implementierung sollte dies beriicksichtigen.

Fiir einen gedffneten Kontaktpunkt (¢ > to) gilt das Kréftegleichgewicht aus
Feder- und Démpferkraft:

ek (ui(t —to) — ux) + Bii(t —to) =0 (4.78)

Fiir einen geschlossenen Kontaktpunkt ist der Verlauf von w;(t) vollkommen
irrelevant, die Ableitung u; ist beliebig. Die Gleichung fiir u; ist dann vollstan-
dig:
beliebi i (gi — PG <0
Wit —to) =4 kg mw) H BRGS0 g,
—¢ci (ui(t —to) —ux)/Bi, gi —ui 20

Im Falle linearer Normalsteifigkeit ldsst sich die Losung von [9) sogar expli-
zit angeben, dies sollte in einem effizienten Computer-Algorithmus auch aus-
genutzt werden:
beliebig, ci(gi —uk) + Brg: <0
uit —to) = P (mtg)/ BT (4.80)
uk + (uio — ug)e” ko gi—u; >0

Dabei ergibt sich der Vorfaktor (uio — ux) in (£30) aus der Anfangsbedingung
fiir u;(t) zum Zeitpunkt to des letzten Offnens des Kontaktpunktes:

u;i(to) = uio = gi(to) (4.81)

Ist cj; hingegen als nichtlineare Steifigkeit eine Funktion von wu;, ldsst sich fiir
T im Allgemeinen keine geschlossene Losung finden und Gleichung ([79)
wird zusammen mit allen anderen dynamischen Gleichungen numerisch gelGst.
Dabei muss wiederum beim Offnen eines Kontaktpunktes die Anfangsbedin-
gung ([LRT]) gesetzt werden. Zum Schluss seien alle Gleichungen fiir die norma-
len Freiheitsgrade u; aller n Kontaktpunkte im System als Spaltenmatrix U
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zur spateren Verwendung aufgeschrieben:
U2
Uu) =1 . (4.82)
Un,
4.6. Vereinfachung des Kontaktmodells
Bereits in [@534) wurde festgestellt, dass fiir
[zl < %] (4.83)

sich regularisierte Gleitbreibkraft und CouLomBsche Gleitreibkraft einander
anndhern. Wahrend diesem Zustand des ausgeprdagten Gleitens &ndern sich we-
gen kleinem ||z;|| sowohl Betrag als auch Richtung der Regularisierungsfedern
nur wenig. Aus Gleichung (2Z3) wird mit (3]

T ~ —cpzi, (4.84)
und gleichzeitig gilt aus (@20), @52) und @5):
- S T D (485)
Aus (@34 und @3H) folgt
vz~ T () (4.56)

das heifst die Richtung der Auslenkung der Regularisierungsfedern ist fiir aus-
geprdgtes Gleiten durch den Einheitsvektor der Relativgeschwindigkeit vorge-
geben. Dies entspricht der physikalischen Anschauung fiir die qualitative Be-
griindung der Federn: Fiir andauernde Gleitphasen wird davon ausgegangen,
dass die Asperiten der Mikrokontakte durch fortwahrende Kollisionen im Mit-
tel in Richtung der Relativgeschwindigkeit elastisch deformiert sind (vergleiche
Abbildung E9).

Der Betrag der regularisierten Reibkraft ist wegen ([52)) fiir jegliches Gleiten
— ob mit oder ohne der Annahme ([L83)) — bekannt:

I = T3l = T (|15 ) (4.87)
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Abbildung 4.9.: Prinzipskizze zur elastischen Deformation der Asperiten wih-
rend ausgeprigter Gleitphasen

Mit 36 ist jetzt fiir ausgeprigtes Gleiten auch der Betrag der Auslenkung
der Regularisierungsfedern ungefihr bekannt:

) Tt
[|Z:]| ~ (%11 (4.88)
Ck

Es stellt sich die Frage, inwieweit der Rechenaufwand fiir eine vektorielle Grofse
gerechtfertigt ist, die nach Betrag und Richtung wihrend [3J3]) ungefihr be-
kannt ist. Um spéter im Algorithmus in Kapitel Bl die Rechenzeiten mdoglichst
gering zu halten, soll z; nur dann ausgerechnet werden, wenn es nétig ist, und
darauf verzichtet werden, wenn der Informationsgehalt von z; gering ist. Wenn
darauf verzichtet wird, reduziert sich die Anzahl der Differentialgleichungen
im dynamischen System, es ist also eine Vereinfachung motiviert durch Re-
chentechnik. Allerdings fehlen noch verlassliche Kriterien, wann der Zustand
ausgeprigtes Gleiten im Sinne von ([83)) denn beginnen und enden solle.

Eine weitere Motivation zur zusétzlichen Unterscheidung von Gleiten und
ausgeprigtem Gleiten ist nicht in der Rechentechnik, sondern im Kontaktmo-
dell selbst begriindet. Schlieflich wurde das Plastizitdtsmodell nur zur Um-
gehung der Hindernisse aus Abschnitt eingefithrt und insgesamt soll sich
das Kontaktmodell an etablierten Reibmodellen wie der CouLoMBschen Rei-
bung orientieren. Vor diesem Hintergrund gewinnt das Reibmodell an Qualitét,
wenn tatséchlich die etablierten Reibmodelle verwendet werden, sobald die Un-
terschiede zwischen etabliertem Reibmodell und plastischem Reibmodell ver-
nachléssigbar gering werden. Die Rolle des plastischen Reibmodells beschrinkt
sich mit dieser Argumentation auf die eines Hilfsmittels zur Umgehung der
numerischen Schwierigkeiten des Richtungssprungs aus Abschnitt Nachfol-
gend werden Kriterien zur Identifikation des Zustandes ausgeprdgtes Gleiten
vorgestellt.
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4.6.1. Beginn von ausgepragtem Gleiten

Da mit (L&1) der Betrag der Reibkraft unabhéngig von (£83) ist, muss die
Richtung der regularisierten Reibkraft T% ! zur Unterscheidung von Gleiten und
ausgepragtem Gleiten betrachtet werden. Wenn der Winkel

¥ = L(TV, %) (4.89)

zwischen regularisierter Reibkraft und Relativgeschwindigkeit hinreichend klein
geworden ist kann man ohne Richtungssprung auf klassische Gleitreibung

X;
1%l

umschalten. Der Winkel v; lasst sich beispielsweise mit Hilfe des Skalarpro-
dukts definieren:

TS = 177" (|[%])) (4.90)

TP (=) = cosi | T |7 (4.91)

Das Kriterium fiir einen Ubergang von Gleiten mit plastischer Deformation zu
ausgepragtem Gleiten ist dann mit

|| — ¥ < 0= costp; > costhy (4.92)

auszudriicken, wobei mit ¢, > 0, ¥, < 1 ein kleiner Winkel gemeint ist.

Einsetzen von (@A) in @32)) ergibt

(1) (%)
e > COS Y. (4.93)
TEE(15]) 1%l
Fiir die regularisierte Reibkraft T? kann jetzt entweder @B52) oder EZH)
eingesetzt werden:

ckzi + Brzi\ | X Xi—z \ %
(kZ k Z) ”l > cos Yk, (#> > cos Vg (4.94)

Tt (1I%:1) i I%i =2l /1%l

Man erkennt an der zweiten Ungleichung in (£94)) sofort, dass sie fiir ||Z;|| — 0
offensichtlich erfiillt ist. Aber das Winkelkriterium [33)) erfasst auch Félle mit
grofem ||z;||, wenn z; anndhernd kollinear zu x; ist. Das Winkelkriterium dient
als gemeinsames Kriterium fiir die Entfernung von internen Reibfreiheitsgraden
aus Griinden der Recheneffizienz gemaf [33) und aus Griinden der Modellgiite
hin zu CouLoMBscher Reibung.
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4.6.2. Ende von ausgepragtem Gleiten

Der Zustand ausgeprigtes Gleiten soll — wie bereits in ([@39) formuliert — statt-
finden, solange die plastische Deformationsgeschwindigkeit grofer der kleinen
er-Geschwindigkeit ist:

[Will > e, (4.95)

allerdings jetzt mit leicht modifizierter Interpretation. Denn durch die Verein-
fachung wurde wéhrend ausgepragtem Gleiten kleines z; vernachléssigt, das
heifst:

Ausgeprigtes Gleiten = z;(t) =0, = w;(t) = %;(t) (4.96)
Somit wird anstelle von (@35

%[l > e, (4.97)

als Bedingung fiir ausgeprigtes Gleiten verwendet.

4.6.3. Federvorspannung zu Beginn vom Haften

Um die durch die Vereinfachung verloren gegangene Kenntnis iiber die Entwick-
lung der internen Freiheitsgrade z; zu kompensieren, werden die Regularisie-
rungsfedern zu Beginn eines Haftzustandes beim Ubergang von ausgeprigtem
Gleiten zu Haften in geeigneter Weise vorgespannt. Es sei der Zeitpunkt eines
solchen Uberganges mit to und der linksseitige Grenzwert mit ty , der rechts-
seitige Grenzwert mit ¢f bezeichnet. Unmittelbar vor dem Ubergang wird der
interne Freiheitsgrad entfernt und die plastische Deformationsrate ist gleich der
Relativgeschwindigkeit:

%i(to ) = Wity ) +2i(tg ), 2zi(tg) =0 (4.98)

Unmittelbar nach dem Ubergang muss withrend Haften jegliche plastische De-
formation verschwinden:

Xi(ty) = wi(tg) +2i(tg), Wi(tg) =0 (4.99)
Ein Gleit- / Haftiibergang darf nicht mit einem Sprung der Geschwindigkeit
eines Starrkérperpunktes einhergehen, daher wird einen glatter Verlauf der Re-

lativgeschwindigkeit verlangt:

%i(ty) = %i(td) (4.100)

106



4.6. Vereinfachung des Kontaktmodells

Aus (@0), E329) und (EI00) folgt sofort
Wilto) = 2i(tg) (4.101)

Als weitere Forderung zum Auffinden einer geeigneten Vorspannung soll die
regularisierte Haftreibkraft unmittelbar nach dem Ubergang zunéichst exakt
der Gleitreibkraft entsprechen:

_ X (ty )
TP ()
1% (2o )l
Mit z;, ist die neue Federvorspannung bezeichnet. Zum Zeitpunkt tar werden die
Variablen z; neu dem dynamischen System hinzugefiigt, die Anfangsbedingung

wird willkiirlich auf z; (ta‘) = 0 gelegt, so dass die Vorspannung z;;, den einzigen
Beitrag zur Federkraft liefert. Unter Beriicksichtigung von (ZI00) und (Z99)

wird aus (@I02):
Xi(ty )

= TP (I3 (6D 5 250 = —enip — Br(ty) (4.103)
1% (20 )l
Wenn die Richtung der Reibkraft {iber den Ubergang_grhalten bleiben soll, muss
z;p in Richtung der Relativgeschwindigkeit vor dem Ubergang zeigen. Man teilt
z;p also auf in Betrag und Richtung:

= —crzip — Brzi(ty) (4.102)

g — o Xilto)
o =P (4.104)

Mit p; sei der skalare Betrag der Federvorspannung im i-ten Kontaktpunkt

bezeichnet. ([LI04) in (EI03)) eingesetzt ergibt

N 1 BN (o R |
Tt D o (207 = 0o 2y~ Palta) (4105)
und mit
1% (to )|l = e (4.106)

schlieflich die skalare Gleichung

Tt (|I%(t)I) _ crpi
Ek Ek
Gleichung ([@I07) ldsst sich bequem nach p; auflosen:

pi = — (T2 (x(t)) — o (4.108)
Ck

+ Bk (4.107)
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Auf der rechten Seite von [@IOF) stehen nur zu t§ bekannte Grofen, so dass
pi eindeutig festgelegt ist. Mit [@I04) ist dann auch z;;, eindeutig bestimmt.

Mit dem zusédtzlichen Kriterium des Winkels 1; ergeben sich anstelle von
@Z0) jetzt formal 2% = 8 zu unterscheidende Fille in der Differentialgleichung
fiir w; (Variation mit Wiederholung: aus den zwei Ausgangselementen grofler
oder kleiner gleich werden drei Elemente unter Beachtung der Reihenfolge aus-
gewiahlt, Elemente diirfen mehrfach auftreten). Von diesen acht Fillen lassen
sich jedoch dreimal zwei Félle zu einem Fall zusammenfassen, so dass in Glei-
chung ([@73) insgesamt fiinf Zeilen stehenbleiben:

0 Wil <ew, [Tl < T ([I%l])
Wl <en, Tl = TE(I%all), i > v
Wi= %Wl e, [Tl =T (%), i < v (4.109)
Wl Wil > en, ¥ > U
X ||Wall > e, i <

Im urspriinglichen Modell in Abschnitt 4] war die Reibkraft Tz stets durch
die regularisierte Reibkraft gegeben

T, =T, (4.110)

doch jetzt muss aufgrund von @I0) die Reibkraft analog zu den Féllen in
(EI09) unterschieden werden. Die paradoxe Selbstreferenz wird wieder mit Hil-
fe von linksseitigem und rechtsseitigem Grenzwert aufgelost:

TV Wil e, (1T < TP (l1%ll)
TV Wil e, (T =T %), v > dn
Ti(t") = qT¢ L lwill e, Tl =T (), i S (4111)
TV (Il > en, Wi >
Tf ) HWZ” > €k, d)l < 1/%
Damit existiert formal eine Unstetigkeit der Reibkraft, und zwar
T;(t7) # Ti(th), (4.112)

allerdings ist aus Gleichung ([@I02)) bekannt, dass beim Umschalten von T auf
T? keine Unstetigkeit vorliegt und beim Umschalten von T? " auf T¢ wegen des

Kriteriums (Z33) und wegen ([Z90) zumindest der Winkel £ (Tfl, Tf) mit 9y

ausreichend stetig verliuft, wihrend der Betrag von ||T° PH| auf | T¢|| durchaus
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unstetig verlauft. Weiterhin gibt es keine grundsétzlichen Bedenken gegen ei-
ne Unstetigkeit eines Kraftbetrags (ein Knick im Geschwindigkeitsverlauf) im
Mehrkorpersystem. Die in (Z109) und III) zusammengefassten Fille sind:

e Wihrend Haften (w; = 0) ist der Winkel 1; unerheblich. In der ersten
Zeile von (I109) und III) findet daher keine Unterscheidung beziiglich
1; statt.

e Wihrend Gleiten ist wegen ([L52]) und wihrend ausgeprigtem Gleiten ist
wegen @A) stets | T:|| = T°(||%:||) . Daher finden in der vierten und
fiinften Zeile von ([@I09) und @III) keine Unterscheidungen beziiglich
IT;|| statt.

Zum Schluss wird anstelle der plastischen Deformationsrate w;(¢) (I09) der
iiber Gleichung [@I3) verkniipfte elastische Geschwindigkeitsanteil betrachtet.
Dieser soll im Abschnitt L8] fiir das gekoppelte MKS mit verteilten Reibkontak-
ten verwendet werden. Denn schliefilich ist die regularisierte Reibkraft ([Z24])
direkt von z;(¢) und z;(¢) abhingig, so dass eine direkte Integration des elasti-
schen Anteils praktikabler erscheint. Einsetzen von (I19) in (@I09) liefert:

T2 (|| %
5 — % — (ikzi +X) (1 _ w) e (4.113)

B llewzi + Brxil||
Aus [@I09) wird analog:
xi ki -zl <ew, Tl < (%)
2% =zl e, Tl =T (%), ¥ > s
2= 90 ki -zl <en, ol =T (Il), i< (4114)
ki =zl > ek, >
0 l%i—zll >er, i <t

Fiir jeden Kontaktpunkt ¢ existiert eine Gleichung (IT4). Zusammenfassend
werden fiir alle n = ) ni Kontaktpunkte in allen Kontaktschnittstellen des
Systems die Differentialgleichungen ([@IT4) in einer Spaltenmatrix Z unterein-
ander geschrieben:

71

Z2

Z(p(t),qt),z(t),t) = | . (4.115)

Zn,
Damit ist das Kontaktmodell zur Kopplung in das MKS im Abschnitt EE§] vor-
bereitet.
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Abbildung 4.10.: Losreifien einer Punktmasse

4.7. Relativbeschleunigung beim Losreilen

Die Frage, ob mit der elasto-plastischen Regularisierung das Problem des de-
generierten Losreifens behoben wurde, lasst sich jetzt beantworten. Dazu wird
eine Losreifisituation einer Punktmasse (Abbildung [£10) betrachtet. Fiir die
Punktmasse gilt wahrend des Haftens die einfache Bewegungsgleichung

m¥x = F, — ckz — Pr2, (4.116)

da als einzige Krifte die konstante dufiere Kraft F, und die regularisierte Reib-
kraft (£24) angreifen. Wegen des Haftzustands gilt im Zeitintervall vom Start-
zeitpunkt ¢ = 0 bis zum Losreifsen bei ¢t = to:

x(t) = z(t), x(t)=1z(t), te€]0,to] (4.117)

Unter der Annahme, dass der Haftzustand bereits hinreichend ausgepragt ist,
wird die Anfangsbedingung

x(t=0)=0, %X(t=0)=0, z(t=0)=0 (4.118)
gefordert. Durch Einsetzen von [@IIT7) in ([@III0) und (@IIA) folgt die Bewe-
gungsgleichung

{m)"c =F, —cx - Brx (4.119)
x(t=0)=0, x(t=0)=0

bzw. mit der kritischen Dadmpfung

Br = 2my/ % = 2mwo, wo = % (4.120)

die ohne weiteres als Eigenschaft des Modells vorausgesetzt werden kann (ver-
gleiche Abschnitt B3)) wird daraus die Bewegungsgleichung:

m

% =Fo _ 2% —.2w0)'< (4.121)
x(t=0)=0, %x(t=0)=0
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Die Losung von ([I2])) sei mit x1(t) bezeichnet und wird mit

x1(t) = o (1—e " —wote "), *u(t) = %ef“ot (4.122)

gefunden. Aus dem Kriterium fiirs Losreifien
l2mwox + mwox|| = T (4.123)

mit der hier konstant angenommenen Losreifigrenze T kann man durch Qua-
drieren von [I23) und Auflésen nach der Zeit einen geschlossenen Ausdruck
fiir den Zeitpunkt des Losreiffens to erhalten:

St
fo= -+ {W (eLaFaT ) - 1} (4.124)

wo

Hier ist W(-) die LAMBERT-W-Funktion als Umkehrfunktion von f(z) = xze”
und F, = ||F.||. Gleichung {I24) enthilt als Folge des Quadrierens zwei
Losungen, wovon aber nur

fo = — L {W (eF“?aTSt) - 1} (4.125)

wo

positiv ist. Nach dem Losreifsen zum Zeitpunkt ¢y gilt die neue Bewegungsglei-

chung:
{m)"( =F,—ckz — Brz (4.126)

Brz + cpz = —TP = T° ¥

lIwll

Im Ubergang to gelten die Bedingungen:

x(t3) = x(ty ) = xu(to) (4.127)
x(ty) = X(tg ) = %1 (to) (4.128)
z(ty) = z(ty ) = x1(to) (4.129)
z(tg) aus @I und z=x—w (4.130)
(to) (4.131)
(to) ( )

Die Beziehungen {I27)) und [(@I28) sind Folge der in Lage und Geschwin-
digkeit stetigen Starrkérperbewegung. Gleichungen (II129) und I3T]) gelten
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wegen ([LITT) und aufgrund verlangter Stetigkeit der Auslenkung der Regula-
risierungsfeder. Wegen des Wechsels von Bewegungsgleichung [{II6) auf Be-

wegungsgleichung ([@I20]) gelten die Beziehungen (ZI30). und @I32).
Auf der rechten Seite von ([IZT) ist der Einheitsvektor ;3 zundchst un-

bestimmt. Denn setzt man die Ubergangsbedingungen EI2D) bis @I32) in
Gleichung @T2) ein, so ergibt sich zusammen mit dem Wissen iiber den Be-
trag der regularisierten Reibkraft wihrend Gleiten ([@33)

w(td) = 0. (4.133)

Setzt man jedoch die Ubergangsbedingungen @IZ27) bis @I32) direkt in die
Definition der regularisierten Reibkraft (Z24]) ein, so erhdlt man dennoch ein
Ergebnis fiir TP (tJ) und die zweite Zeile in der Bewegungsgleichung ([@I26)
wird prézisiert:

) Brxi(ty) + crxi(ty) =2 —To = const., t =t
Brz+ckz =1 . (4.134)
T t>tf

Die Superposition aus homogener und partikulédrer Losung der ersten Zeile von

EI39) lautet
To

z(t) = Ae 290
Ck

(4.135)

mit unbekannter Amplitude A. Nach Anpassen an die Anfangsbedingungen

EI2N)-EI32) erhalt man daraus die Losung:

oo )

Ck Ck

Einmaliges Differenzieren von ([I38) ergibt

[N
L —
=
//
o
Q]
ol
8
2
S~
i
~—
|
€
S
+
[E—
—
=
—
w
\'l
~

71 (t) = —%wo <x1(t§) + E) e

Ck

und erneutes Differenzieren von [I31) ergibt:

Z(t) = iwﬁ ("1@3 )+ E) j KW GF%T& ) 71) W} (4.138)
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4.7. Relativbeschleunigung beim Losreiken

Mit der Bewegungsgleichung (124

%(1) = & (B — exa(t) — Bea(t) (4.139)

folgt durch Einsetzen der Losung (@I306]) und @I37):

5= FatTo (4.140)
m

Mit X = Z + w erhéalt man schlieflich eine Losung fiir w:

[N
L—
A/~

<
//
®
Q]
o/l
8
2
S~
i
~—
|
€
S
~+

= M 1 } (4.141)

W(t) o — R (ckxl (tar) + To) e

Durch Einsetzen von to aus [@I23) ist

Fo—TS?t
. F,+T 1 w ( Fa ) -1
w(ty) = TO ~Im (erx1(tg) +To) e (4.142)

Mit diesem expliziten Ausdruck fiir die Relativbeschleunigung unmittelbar nach
dem Losreifsen 14sst sich nun priifen, ob die Relativbeschleunigung w der Reib-
kraft beim Losreiffen entgegenzeigt, das heifit, ob die Gleitgeschwindigkeit w
sich in die gewlinschte Richtung entwickelt.
Wegen der Definition von Ty in (ZI34)) und des Losreifkriteriums [@I23)
gilt, dass der Betrag
| To|| = T°° (4.143)

der Losreifigrenze entspricht und die Richtung von Tq ist wegen ([II22) die
Richtung von F:
TSt
[Fa||

Es ist zu zeigen, dass das Skalarprodukt

T = F. (4.144)
w(td)TTo <0 (4.145)

ist, das heifst die Relativbeschleunigung des Gleitens unmittelbar nach dem
Losreiften W(to’”) der regularisierten Reibkraft entgegen zeigt. Durch Einsetzen

der aus ([I34)) und EI27)-@I32) erhaltenen Abkiirzung

crx1(td) + To = —Brxki (td) (4.146)
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in @I22) und weiter in (£I43) wird schlieRlich die Ungleichung

£y TSt

F2 TSt F2 2w (e Fa )72
w(td)"F, = =2 ( > 4 BiFay o >0  (4.147)

m F, 4m?2
erhalten. Diese Ungleichung ist fiir alle Losreiftkréfte
T5' < F, (4.148)

erfullt. (I43) stellt keine Einschrdnkung dar, schlieflich wére es andernfalls
iiberhaupt nicht zu einer Losreifisituation gekommen. Damit ist gezeigt, dass
unmittelbar nach dem Losreifien (wenn w(t) = 0) die regularisierte Reibkraft
zunachst der Relativgeschleunigung W(t0+) entgegen zeigt, zu spéteren Zeit-
punkten ¢ > to (wenn w(t > to) # 0) zeigt sie ohnehin der Gleitgeschwindig-
keit w entgegen, wie bereits in (£52) festgestellt wurde. Dies gilt insbesondere
auch dann, wenn man von einem konstanten Reibkoeffizienten ausgeht, also
keine Uberhéhung der Haftgrenze gegeniiber der Gleitreibung vorliegt. Nume-
rische Probleme, wie ein “Losreiffvorgang” begleitet von stdndigen Wechseln
zwischen Haften und Gleiten sind nicht zu erwarten.

Das Ergebnis lasst sich ohne weiteres auf einen flichigen Reibkontakt mit
vielen Kontaktpunkten {ibertragen, so dass auch im Mehrkorpersystem keine
numerischen Probleme beim Losreiffen zu erwarten sind. Allerdings miissen
die in diesem Abschnitt getédtigten Annahmen beibehalten werden, etwa die
hinreichend lange Dauer des Haftzustands vor dem Losreifien.

4.8. Zusammenbau des Systems

Ausgangspunkt der Kopplung von MKS und innerer Dynamik der Reibstellen
ist die Bewegungsgleichung

M%’ +¥A-Q=0 (4.149)
mit
Z—? =h(q,p,t) (4.150)
und mit dem Vektor der holonomenf] Zwangsbedingungen auf Lageebene
®(q,t) = 0. (4.151)

5Der Zusammenbau des Systems gelingt analog fiir Systeme mit nichtholonomen Zwangs-
bedingungen. Allerdings wird auf den Einsatz eines DAE-Losers im weiteren Verlauf
dieser Arbeit verzichtet.
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4.8. Zusammenbau des Systems

Gleichung ([@I50) beschreibt als kinematische Differentialgleichung den Zusam-
menhang zwischen generalisierten Koordinaten q(¢) und generalisierten Ge-
schwindigkeiten p(t). Viele Autoren gehen davon aus, dass die Geschwindig-
keiten die Zeitableitung der generalisierten Koordinaten sind, also dq/dt = p,
siehe zum Beispiel [[G] [50]. Dies ist jedoch nicht immer die geschickteste Wahl
der verallgemeinerten Geschwindigkeiten. Lésst man auch Linearkombinatio-
nen der Zeitableitungen von generalisierten Koordinaten zu, ermoglicht dies
bei manchen Systemen eine deutliche Reduktion der Grofe der Bewegungsglei-
chungen, wie es in [I2]] demonstriert wurde. Um diesen potenziellen Geschwin-
digkeitsvorteil nicht von vornherein auszuschliefen, sei h(q, p,t) in [@I5Q) li-
near in p und eine beliebige Funktion von q [@2]:

h(q,p,t) = K(q,t)p(t) +1(q,1) (4.152)

In der Bewegungsgleichung ([I49) ist M die Massenmatrix des Systems,
‘Ilz, die JacoBI-Matrix der Zwangsbedingungen auf Geschwindigkeitesebene
abgeleitet nach den generalisierten Geschwindigkeiten und A der Vektor der
LAaGrRANGEschen Multiplikatoren. Denn die Zwangsbedingungen ([I5I]) nach
der Zeit abgeleitet sind

dd oPodq 0P (Emns))

Diese Gleichung lasst sich aufgrund der Linearitdtsbeziehung [II52) auch als
U= Kp+®g+®,=T,p+c(qt)=0 (4.154)

mit
c(q,t) = B ql+ P, (4.155)

schreiben, die Zwangsbedingung auf Geschwindigkeitsebene ist also ebenfalls
linear in p(t). Wegen
¥(q,p,t)=0 (4.156)

gilt auch fiir eine virtuelle Verschiebung dp

ow
%6p =0=¥ dp (4.157)

und somit fiir jeden Vektor der LAGRANGEschen Multiplikatoren A

ATWw 6p = 0. (4.158)
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Aus dem Prinzip der virtuellen Arbeit fiir das MKS
oW =dp" (Mp —Q) =0 (4.159)
und Gleichung [@II58) ergibt sich eine gemeinsame Gleichung
op” (Mp +oT A Q) =0, (4.160)

die sich erst nach einer Aufteilung von dp in abhéngige und unabhingige Ge-
schwindigkeiten als Bewegungsgleichung ([IZ3)) schreiben ldsst (eine Herlei-
tung ist in [[5I] gegeben).

Die Gleichungen ([I49), (I5I) und @IGN) bilden ein differential-algebra-
isches Gleichungssystem (DAE). Bei der iiblichen Indexreduktion zur Umwand-
lung in ein System von gewohnlichen Differentialgleichungen (ODE) wird die
Zwangsbedingung ([II5I) zweimal nach der Zeit abgeleitet, aus {I5) wird
also durch erneutes Ableiten:

%II _d (2 qKp+c) =2 Kp+ Mp—l—c,qh—l-c,t =0=:x(p,q,p,t)

t dt dt

(4.161)
Berticksichtigt man die Argumente von ®(q,t), K(q,?), c¢(q,t) und h(q, p,t),
so wird in Gleichung [I6]]) deutlich, dass die Zwangsbedingung auf Beschleu-
nigungsebene x linear von den Beschleunigungen p(¢) abhéngt:
d(®,qK)

2 Kp=e(qpt), e=-——r—p-cqh-c, (4.162)

Aus @I5) gilt ® (K = ¥, so dass das gewohnliche Differentialgleichungs-
system aus Bewegungsgleichung (149 und Zwangsbedingung auf Beschleuni-
gungsebene ([@LIGD) iiblicherweise in matrizieller Form

M o0 v p Q
0O 1 o ql=1|[h (4.163)
v, 0 O A e

geschrieben wird. Damit ist die Indexreduktion abgeschlossen, aber bei der
numerischen Integration von ([IG3) ensteht folgendes Problem. Anstelle der
urspriinglichen Zwangsbedingung auf Lageebene [@I5]]) wird jetzt

®(p,q,p,t) =0 (4.164)

eingehalten. Gleichung ([I64) hat den doppelten Eigenwert Null. Die Stabili-
téatstheorie besagt, dass die triviale Losung von ([164)

=0 ®=0 (4.165)
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zwar stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist. Somit klingen kleine Stérungen
der Grundlosung (IGH), wie sie jedem numerischen Approximationsverfah-
ren inherent sind, weder auf noch ab sondern bleiben erhalten. Es kommt zur
numerischen Drift, die Zwangsbedingung ® = 0 wird mit andauernder Inte-
gration zunehmend ungenau eingehalten. Zur Vermeidung der Drift wurden
und werden numerische Stabilisierungsverfahren entwickelt, hier soll mit der
Methode von BAUMGARTE [0 das &lteste Stabilisierungsverfahren verwendet
werden. Dieses Verfahren sieht vor, anstelle von [@I64)) die Gleichung

®(p,q,p,t) + 200®(p, q,t) + B P(q,t) =0 (4.166)

(Abklingkoeffizient a9 > 0, Eigenkreisfrequenz o > 0) zu benutzen. Damit
ist die Ruhelage {IGH) jetzt global asymptotisch stabil, denn der zu [IG0)
gehorige Eigenwert hat fiir positive Dampfung o stets negativen Realteil.
Zwangslaufig auftretende kleine Abweichungen von den Zwangsbedingungen
(EI67) werden durch die Stabilitdt von (AI66) wieder verschwinden. Die bei-
den BAUMGARTE-Parameter o und 3y miissen als Nachteil des Verfahrens vom
Benutzer gewdhlt werden. Eine ungeeignete Wahl kann zweierlei Probleme mit
sich bringen: Bei jeweils zu niedrig gewéhlten Parametern ap und [y kénnen
Storungen der Zwangsbedingung zu lange erhalten bleiben und bei zu hoch
gewdhlten Parametern wird das System zusétzlich steif. Die Frage nach dem
optimalen Stabilisierungsverfahren fiir die hier betrachtete Klasse von Syste-
men wird im Rahmen dieser Arbeit nicht weiter verfolgt. Als néchster Schritt
wird die Kopplung von MKS und Reibsystem fertiggestellt. Durch Einsetzen
von & = x aus @IBI) und & = ¥ aus @I5A) in ([EIBH) ergibt sich eine
Gleichung analog zu [@I62]):

¥ op = E(q,p,t) (4.167)
mit
d(®,4K)
dt

und aus ([@I63) wird

E=— p—cqh—c;—2a0(®Kp+®ql+®,)— 3P (4.168)

M o0 vL\ /p Q
0o 1 o0 al=1|h (4.169)
T, 0 O A E

Die rechte Seite Q der Bewegungsgleichung enthéilt neben den iiblichen du-
Reren Kraftwirkungen und quadratischen Geschwindigkeitstermen (Fliehkréifte
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Abbildung 4.11.: Herabrollende Scheibe

und Corioliskrifte) jetzt die Kontaktkrafte 1_:"1 =N i+ Tl Dabei wurde die Be-
wegungsgleichung vereinbarungsgeméf so erzeugt, dass alle Kontaktkrafte im
Bezugssystem K(i) des zum i-ten Kontaktpunkt zugehorigen Slave-Korpers
angegeben sind:

Q=Q((Fi)k.,»), i=1...n (4.170)

Ein vollstandiger Satz dynamischer Gleichungen fiir das gekoppelte System ist
mit

M 0 0 0 9.\ /p Q
0 1.0 0 O Z zZ
0 01 0 O u|l=|U (4.171)
0 001 O q h
¥, 0 0 0 O A E

gegeben.

Bemerkung: Anwendung auf Rollkontakte

Die Rollreibung ist eine besondere Form der Reibung und bildet
keinen Schwerpunkt dieser Arbeit. Dass sich die Regularisierung
des Haftzustandes mit Federn und Dampfern dennoch fiir Rollpro-
bleme verwenden ldsst, sei anhand des einfachen Beispiels des ei-
ne schiefe Ebene herabrollenden starren Kreisrings illustriert (eine
klassische Aufgabe, siehe z.B. [[0]; Abbildung ETT)). Findet Rollen
ohne Gleiten statt und wird nur eine ebene Bewegung betrachtet,
handelt es sich um ein holonomes System [I50]. Der Kreisring ha-
be die Masse m und das Massentrigheitsmoment mR?, wobei mit
R der Radius des Rings bezeichnet sei. Der Ring rolle unter dem
Einfluss der Fallbeschleunigung g die schiefe Ebene mit Neigungs-
winkel ¢ herab.
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4.8. Zusammenbau des Systems

Zunéchst wird eine starre Formulierung der Bewegungsgleichung
mittels der LAGRANGEschen Multiplikatorenmethode betrachtet
[[E0. Die generalisierten Koordinaten z und 6 (Abbildung [L1T)
sind dabei iiber die Zwangsbedingung

dz — RdO =0 (4.172)

miteinander verbunden. Die Zwangsbedingung auf Geschwindig-
keitsebene lautet also

U=i—-RE=0 (4.173)

und )
xX=&—RO=0 (4.174)

auf Beschleunigungsebene. Damit ldsst sich die Bewegungsglei-
chung in der Form

m 0 1 z mgsin @
0 mR* —-R||6]|= 0 (4.175)
1 —-R 0 A 0
bzw -
M Y,\/p\_[(Q
@ HO-E e
mit

m 0 T 1 T mgsin
(5 i) % () e () s (M
(4.177)
darstellen. Der LAGRANGEsche Multiplikator A wurde eingefiihrt,
um die einzige Zwangsbedingung zu erfiillen. Das Gleichungssys-
tem ([EITH) lisst sich nach &, § und X auflésen. Insbesondere erhalt
man fiir den Multiplikator

1
A= imgsincp. (4.178)

Damit lassen sich Zwangskraft und -Moment gemaf (ZI60) aus-

rechnen: L
T, smgsin
WA= (—%ngsingp) (4.179)
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Die tangentiale Haftreibkraft ist demnach

1
T= ngsinga. (4.180)

Als néchstes sei eine Regularisierung der Zwangsbedingung mit
tangentialer Elastizitdt betrachtet. Im Gegensatz zur bisher be-
trachteten Klasse von Systemen ist jetzt der momentane Kontakt-
punkt P (Abbildung EETT)) weder korperfest auf Master noch auf
Slave. Es bietet sich aber die Mdoglichkeit, ein Kontaktmodul vom
Typ Ebene-Ebene aus Kapitel Bl durch kinematische Funktionen
in Abhéngigkeit der Koordinaten z und 6 so auf dem Ring zu fiih-
ren, dass es sich immer im momentanen Kontaktpunkt P befindet.
Dabei ist der Kontaktrand Master die schiefe Ebene des Keils und
korperfest, wihrend die Diskretisierung von Slave kinematisch auf
dem Ring gefiihrt wird, so dass der Kontaktpunkt sich in P befin-
det. Beim starren Ring als ebenes System wird eine Diskretisierung
von Slave mit nur einem Kontaktpunkt gewahlt, wahrend man sich
bei einem Zylinder, der die Ebene herabrollt, eine Diskretisierung
mit mehreren Kontaktpunkten entlang der Kontaktlinie senkrecht
zur Zeichnungsebene von Abb. EETT] vorstellt. Zu zeigen ist, ob die
so erhaltene Bewegung mit der Bewegung aus der starren Formu-
lierung tibereinstimmt.

Man kann die Relativgeschwindigkeit im Kontaktpunkt nun aus
dem Ausdruck [BZI)) aus Kapitel Bl unter Beriicksichtigung ent-
sprechender kinematischer Fithrungen von Slave oder einfacher aus
der Grundgleichung der Kinematik 331)) zu

i — RO (4.181)

erhalten. Im Gegensatz zum starren Modell gilt jetzt nicht (ZIT3),
stattdessen entspricht die Relativgeschwindigkeit im Haftzustand
der elastischen Verformungsgeschwindigkeit und sei in Analogie zu

EIIA) mit
i=i— R0 (4.182)

bezeichnet. Mit den Abkiirzungen v = & und w = 6 schreibt sich
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die Bewegungsgleichung fiir das regularisierte Modell
gsinp — %
T
mR
v =:f(v,w,z,0,z) =f(y) (4.183)
w

v—wR

y(t) =

[STEES S SN SRS
Il

als gewohnliche DGL erster Ordnung. Mit T ist jetzt die skalare
regularisierte Reibkraft

T =c(zp+2)+ P2 =c(zp + 2) + B(v — wR) (4.184)

(tangentiale Steifigkeit ¢, Ddmpfungskoeflizient 8, Federvorspan-
nung zp) bezeichnet. Lost man das Anfangswertproblem fir die
natiirlichen Anfangsbedingungen

v(0) =0, w(0)=0, =z(0)=0, 6(0)=0, 2(0)=0 (4.185)
mit dem impliziten EULER-Verfahren
Yi+1 =Yr + hf(Yrs1) (4.186)

(Schrittweite h), so ergibt sich mit yo = 0 aus (IS0 im ersten
Integrationsschritt das lineare Gleichungssystem

1+% —hBR g % h(gsinnp—cf—np)
hp3 hB hc hcz
“mr 1t5, 0 0 =37 i
—h 0 1 0 0 yi1 = 0
0 —h 0 1 0 0
—h hr 0 O 1 0
(4.187)
mit der Losung:
cz 2
m — gsirfw + hpB + h*c
1 2 cz
R (h/3+h c+ gsirip)
hosing | p (m— e g hp 4 he)
= - sin 4.188
Y1 2h2c+2hﬂ+m g <P2 . ( )
L (hp+h2e+ J220)

2cz,
h (m — == )
gsin g
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Bildet man die Relativgeschwindigkeit mit y1 = [v1, w1, 1,01, 21]"
gemif ([LIRD), so ergibt sich

h? (mgsin g — 2czp)

a=n w1 “ 2h2c + 2hB +m

(4.189)

Wihlt man auf der rechten Seite von ([{I89) die Federvorspannung
zp so, dass die regularisierte Reibkraft (I84)) der aus starrer Mo-
dellierung bekannten Zwangskraft (ZIS0) entspricht, also

1
2 = 5 Mg sin ¢, (4.190)

so erhilt man sofort das gewiinschte Ergebnis 21 = 0 (die Zwangs-
bedingung ist nach dem ersten Integrationsschritt erfiillt). Dieses
Ergebnis ist jedoch trivial, da ja gerade die Zwangskraft einge-
setzt wurde: es iiberrascht nicht, dass diese die Zwangsbedingung
erfiillt. Interessanter ist die Frage, wie sich 2; fiir andere Federvor-
spannungen z, darstellt. Dazu werden zwei Falle unterschieden:

e Die regularisierte Haftreibkraft (IR4) ist zu Beginn unend-
lich grofs, das heift z, # 0, ¢ — oco. Dann ist die Relativge-
schwindigkeit im Kontaktpunkt mit

lim (1) = — 2 #£0 (4.191)

c—o0 h

gegeben, das heifst es liegt eine Bindungsverletzung vor.

e Die regularisierte Haftreibkraft ist zu Beginn endlich, das
heifst aus ¢ — oo folgt zwingend z, = 0. Dann ist

lim (21(z, = 0)) = 0. (4.192)

c— 00

Die Vorspannung z, = 0 ist auch intuitiv zu begriinden: Da
die Vorgeschichte des Reibkontaktes vor dem Startzeitpunkt
t = 0 unbekannt ist, muss geméf der Argumentation in Ab-
schnitt ohnehin z, = 0 gewéahlt werden. Im Grenzfall
¢ — oo liegt jetzt also keine Bindungsverletzung vor.
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Insbesondere wird fiir den Parameter z, = 0 aus der gesamten
Losung y1 im Grenzfall

lim (yi(zp =0)) = %hg sin ¢ (4.193)

c— 00

oOxls - —

Dieselbe Losung erhdlt man, wenn man mit dem impliziten Eu-
LER-Verfahren den ersten Integrationsschritt fiir das starre Modell
(EI7A) ausfiihrt. Diese Beobachtung ldsst sich fiir weitere Integra-
tionsschritte fortsetzen, so dass folgende Feststellung bleibt: Das
implizite EULER-Verfahren liefert im starren und reqularisierten
Modell des herabrollenden Rings identische Ergebnisse, wenn man
1m regularisierten Modell die Vorspannung z, = 0 wdhlt und den
Grenzfall ¢ — oo betrachtet.

Es besteht die Hoffnung, dass dieses Konvergenzverhalten auch fiir
den allgemeineren Fall der rdumlichen Rollbewegung gilt. Dann ist
die Zwangsbedingung jedoch nichtholonom. Ein allgemeiner Kon-
vergenzbeweis der Regularisierung im Falle nichtholonomer Bin-
dungen wird innerhalb dieser Arbeit nicht angestrebt. Ende der
Bemerkung.
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5. Numerische Losung der unstetigen
Differentialgleichungen

5.1. Zusammenfassung

Die beiden mafigeblichen Ziele beim Entwurf eines geeigneten Integrations-
verfahrens fiir das Modell aus dem vorigen Kapitel sind numerische Robust-
heit und rechnerische Effizienz. Letztere Motivation und weitere, welche im
nachfolgenden Abschnitt erldutert werden, lassen die eher philosophische
Entscheidung iiber die Integrationsstrategie zugunsten von ereignisgesteuerten
Verfahren ausgehen.

Die Robustheit ist ein in der Literatur haufig zitiertes Manko von ereig-
nisgesteuerter Integration, siche zum Beispiel [[9]. Um dennoch Robustheit zu
erlangen, werden in diesem Kapitel hauptséchlich zwei Erkenntnisse umgesetzt:
Die zunéchst iibertrieben formal erscheinende Beschreibungssprache der Petri-
Netze bieten den bendtigten mathematischen Uberbau bei der Transskription
des Modells in einen Computer-Algorithmus. Wichtigster Nutzen der Anwen-
dung von Petri-Netzen ist ein Ergebnis iiber die Berechenbarkeit: Das Integra-
tionsverfahren wird niemals aufgrund von Ereignissen abbrechen, auch wenn
beliebig viele davon wahrend der Simulation auftreten. Schlimmstenfalls wird
die Rechenzeit stark ansteigen. Ebenfalls mittels der Petri-Netze veranschau-
licht und vereinfacht, werden alle benétigten Funktionen zur Uberwachung von
Ereignissen identifiziert und angegeben, die direkt in eine Simulationssoftware
implementiert werden kénnen.

Zweite mafsgebliche Erkenntnis ist: Entgegen der iiblichen Definition einer
Nullstelle in bekannten Verfahren zum Auffinden derselben, muss im vorliegen-
den Modell ein Verweilen des Systems auf einer Nullstelle ausdriicklich erlaubt
sein. Damit ist die verbreitete Interpretation eines Ereignisses als echter Vor-
zeichenwechsel einer Ereignisfunktion von positiv nach negativ oder umgekehrt
nicht mehr haltbar. Eine leicht modifizierte Auffassung von einem Ereignis wird
vorgeschlagen und ein numerisches Verfahren zum Auffinden dieser Ereignisse
wird skizziert.

Das Kapitel endet mit Empfehlungen zur Wahl der Regularisierungspara-
meter, die als Folge der Methode in Kauf genommen werden miissen. Da sich
explizite Grenzen angeben lassen, innerhalb derer die Regularisierung verlass-
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lich funktioniert, scheint der Preis fiir die wenigen zusétzlichen Parameter nicht
sonderlich hoch.

5.2. Integrationsstrategie

Die Fallunterscheidungen der rechten Seiten in der Normalkraft N; (70), dem
normalen Freiheitsgrad fiir offene Kontakte u; [@XJ), der Tangentialkraft T;
EIII) und der Gleichung der tangentialen Freiheitsgrade z; [@I14) fithren in
(ETITI) auf ein System von Differentialgleichungen mit unstetiger rechter Seite.
Zur Losung dieser Systeme wurden ereignisbasierte Verfahren entwickelt [I111,
welche den Zeitpunkt der Unstetigkeit als Ereignis moglichst genau aufspiiren,
dort die Integration anhalten, eine Umformulierung des Gleichungssystems er-
lauben, und einen Neustart der Integration mit modifiziertem Gleichungssys-
tem vorsehen.

Ereignisbasierte Strategien haben den Nachteil, dass eine zu hohe Anzahl von
Ereignissen ein ziigiges Voranschreiten der Zeitintegration verhindert. Dies ist
auch der in der Literatur zumeist genannte Kritikpunkt (vergleiche [I9]). Als
Alternative bieten sich Zeitschrittverfahren (time stepping) an, die keine genaue
zeitliche Auflésung der Ereignisse bieten, dafiir aber das Voranschreiten der
Losung vom Schritt m zu m + 1 mit fester Schrittweite garantieren. Nachteile
der Zeitschrittverfahren sind ihre geringe Konvergenzordnung und schlechte
Abschitzbarkeit des Fehlers [I9).

Als Voraussetzung fiir den Einsatz einer ereignisbasierten Verfahrens wird
héufig ein vereinzeltes Auftreten der Ereignisse entlang der Zeitachse disku-
tiert [I52]. Bei der vorliegenden Klasse von Antriebssystemen kann dies nicht
angenommen werden, im Gegenteil: Schon mit wenigen Kontaktschnittstellen
im MKS, die jeweils mit einigen Kontaktpunkten diskretisiert sind, werden zeit-
lich sehr nah oder sogar zeitgleich auftretende Ereignisse wahrscheinlich. Dies
liegt nicht zuletzt an der rdumlichen Nihe benachbarter Kontaktpunkte aus
einem Kontaktrand.

Beabsichtigt man den Einsatz eines numerischen Verfahrens in der nichtli-
nearen Dynamik, das heiftt will man uniibersichtliche Topologien des Lésungs-
raumes wie Fixpunkte, periodische Orbits und deterministisches Chaos unter-
suchen, ist der Vorteil einer ereignisbasierten Strategie von Belang: Zwischen
zwel Eregnissen liegt ein Anfangswertproblem mit gewohnlicher stetiger Diffe-
rentialgleichung vor, zu deren Losung zahlreiche Verfahren mit kontrollierbarer
Genauigkeit existieren [} [[2]. Hohe Genauigkeiten sind notwendig, wenn Lo-
sungen sensitiv auf kleine Stérungen von Anfangsbedingungen oder Parametern
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reagieren. Mit diesem Argument wird im Folgenden nur ein ereignisbasiertes
Verfahren verwendet. Fragestellungen beziiglich Eindeutigkeit der Losung und
Korrektheit der Problemstellung werden weiter unten im Kapitel diskutiert.

Dem ebenfalls verbreiteten Einwand, ereignisbasierte Verfahren seien wegen
des Rechenaufwandes zur Umformulierung der Gleichungen an Ereigniszeit-
punkten langsam [[9], kann man begegnen: Dazu miissen nur die Unstetigkei-
ten aus den genannten Quellen bereits vor der Numeriksimulation, also zum
Zeitpunkt der Gleichungserzeugung, beriicksichtig werden. Unstetigkeiten der

Art
0 Pi=...
a_{ »8 (5.1)
1, sonst

finden sich dann im Computercode des Gleichungssystems als if-then-else-
Verzweigungen wieder, welche alleine den Rechenaufwand nur geringfiigig er-
hohen. Der Zuwachs des Rechenaufwandes gegeniiber einen glatten DGL ohne
Ereignisdetektion entspringt dann zum iiberwiegenden Teil der Notwendigkeit,
die Ereigniszeitpunkte moglichst genau auch zwischen zwei Schritten m und
m + 1 festzustellen, was iiblicherweise mit einem iterativen Verfahren bewerk-
stelligt wird.

Es ist zweckméRig, die Bedingungen einer Verzweigung (&) mithilfe von
diskreten Zustandsvariablen zu formulieren. Da die Fallunterscheidungen von
(ETA) bis [II) stets fiir einen Kontaktpunkt i aufgestellt wurden, wird jetzt
fiir jeden Kontaktpunkt die diskrete Variable s; zur Unterscheidung seines Haft-
/ Gleit- oder sonstigen Zustandes eingefiihrt. Anstelle von [@I7I)) wird also das
Gleichungssystem

M 0 0 0o ®¥L\ /p Q(a,p,z,s,1)
0 1 0 0 O Z Z(q,p,z,s,t)
0O 01 0 O ul| = U(u,s,t) (5.2)
0O 0 0 1 O q h(q,p,?)
v, 0 0 0 O A E(q,p,t)
gelost, wobei mit s = [s1,...,s;,.. .,sn]T die Spaltenmatrix aller diskreten

Zustandsvariablen im System gemeint ist. Wechsel der Werte von s; werden als
Vorzeichenwechsel einzelner Komponenten der Ereignisfunktion

I'(q,p,z,s,t) =0 (5.3)
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mit
71
: Vil
F=1v], vi=|m% (5.4)
. Yi3
Tn

erfasst. Wurde ein solcher Vorzeichenwechsel fiir eine zum Kontaktpunkt ¢ zuge-
horige Komponente v;;, j € {1,2,3} detektiert, muss s; umgeschaltet werden.
Allgemein sind auch die Anfangsbedingung des néchsten Integrationsintervalls
und Parameter des Systems vom Umschalten des diskreten Zustands betroffen.

Das Umschalten soll einem Automaten iiberlassen werden, der im Folgen-
den beschrieben wird. Aus Sicht dieses informationsverarbeitenden Systems
sind die Ereignisse Inputs und die getroffene Entscheidung iiber den neuen
Zustand von s; ein Qutput. Obwohl das numerische Losen einer Differential-
gleichung deterministisch vonstatten geht, treten die Ereignisse aus Sicht des
Automaten “irgendwann” auf, insbesondere ist nicht bekannt, ob Ereignisse
gleichzeitig (parallel) oder zeitversetzt (sequenziell) auftreten. Zur Darstellung
und Analyse der kausalen Abhéngigkeiten oder Unabhéngigkeiten zwischen ei-
ner Menge von Ereignissen in solch nebenldufigen Prozessen hat sich das formale
Beschreibungsmodell des Petri-Netzes etabliert. Die nachfolgenden Abschnit-
te verwenden die theoretischen Erkenntnisse, die Notation sowie die — oftmals
englischsprachig gefirbten — Fachbegriffe aus dem Lehrbuch [[43].

5.3. Ereignisgesteuerte Integration mit vier Zustanden

In Abschnitt wurde erldutert, dass eine Unterscheidung der Zusténde Glei-
ten und ausgepragtes Gleiten nicht nur Rechenaufwand spart, sondern auch als
Modellverfeinerung im Hinblick auf eine Annédherung an klassische Reibgesetze
verstanden werden kann. Aus diesem Grund wird eine numerische Umsetzung
mit den drei Reibzustdnden Haften, Gleiten und inaktiv ibersprungen. Statt-
dessen wird sofort das Modell aus mit der zusédtzlichen Unterscheidung der
zwei Gleitzustdnde betrachtet. Es ergibt sich somit ein Modell mit insgesamt
vier diskreten Zusténden einer Reibstelle.
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5.3.1. Entwurf eines ersten Petri-Netzes fiir die Wechsel der
Kontaktzustinde

Es werden also formal jetzt vier Zustédnde der diskreten Variablen s; € ¥ =
{H,G, A, #} unterschieden:

H Der Zustand H heiRt Haften, die regularisierte Reibkraft wird nach ([@24)
aus Feder- und Dampferkraft bestimmt.

G Dieser Zustand wird Gleiten mit plastischer Deformation genannt: Die Be-
rechnung der internen tangentialen Freiheitsgrade z; wird nach ([@IT4)
mitgefiihrt. Der Einfachheit halber wird dieser Zustand auch mit Gleiten
benannt.

A Ausgepragtes Gleiten: Aufgrund des geringen Beitrages der internen Reib-
freiheitsgrade zur Reibkraft wird der Rechenaufwand fir (ZI14) gespart
und stattdessen CouLomMmBsches Gleiten verwendet.

# Inaktiv (kein Kontakt): Weder Normal- noch Reibkréfte werden iibertragen.

Fiir diese vier Zustande der diskreten Variable s; werden im Petri-Netz vier Pla-
ces eingefiihrt, die mit den Buchstaben aus dem Alphabet ¥ = {H,G, A, #}
beschriftet werden. Somit ist ein Speicherplatz fiir s; geschaffen. Zusétzlich
zur Beschriftung werden in den graphischen Darstellungen der Petri-Netze die
Places farblich kodiert, und zwar rot fiir Haften H, gelb fiir Gleiten G, griin
fiir ausgepréagtes Gleiten A und grau fiir den inaktiven Kontakt #. Die farbli-
che Kodierung dient nur der Lesbarkeit der Petri-Netze und hat keine weitere
Bedeutung. Ebenso sollen analog zu den vier Zustidnden vier Transitionen exis-
tieren, und zwar

t7 Die Transition welche in den Zustand Haften iiberfiihrt.
t¢ Die Transition nach Gleiten.
t* Die Transition fiihrt in den Zustand Ausgeprigtes Gleiten.

t# Die Transition deaktiviert den Kontaktpunkt.

Es ist naheliegend zu fordern, dass aus jedem aktuellen Zustand s; € ¥ ein
Ubergang zu einem der verbleibenden Zustinde s; € %\ {s;} moglich sein
soll. In Abbildung EJlist diese Situation exemplarisch fiir den Zustand Haften
gezeigt. Dabei wird der Konflikt zwischen den drei Transitionen deutlich. Die
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¢ 4 t#*

Abbildung 5.1.: Die sich aus den méglichen Zustédnden X \ {H} ergebenden
Transitionen im Nachbereich der Stelle H. Jede der drei Tran-
sitionen ist mit demselben Marker in H aktiviert (Konflikt).

Entscheidung, welche der aktivierten Transitionen denn letztlich im Auswerte-
schritt feuert, ist aus Abbildung Bl nicht ersichtlich und muss iiber geeignete
Bedingungen entschieden werden, die sich wiederum in einem Petri-Netz ab-
bilden lassen werden (siche Abschnitt B:32)). Vorerst seien diese Bedingungen
unerheblich, das heifst es wird davon ausgegangen, dass der Konflikt entscheid-
bar ist und irgendeine der Transitionen im Nachbereich eines Places ausgewahlt
wird. Wir halten fest: Jede der Transitionen im Konflikt kann ausgewéhlt wer-
den.

Die Transition ¢* ist nicht fiir alle Ausgangszustinde s; € ¥ sinnvoll. Denn
als Bedingung fiir einen Ubergang zum Gleiten wird die regularisierte Reibkraft
Tp ausgewertet, die im Zustand Ausgeprdgtes Gleiten aufgrund fehlender In-
format1on iiber die internen Freiheitsgrade nicht vorliegt (siche Abbildung[B2).
Befindet sich ein Kontaktpunkt im Zustand Inaktiv #, so liegt ebenfalls kei-
ne Information {iber Reibzustédnde vor und es kann keine Bedingung fiir einen
Ubergang von Inaktiv nach Gleiten mit plastischer Deformation aufgestellt
werden. Allerdings ldsst sich anhand der Relativgeschwindigkeit entscheiden,
ob es sinnvoller ist von # nach Haften oder Ausgeprdgtes Gleiten zu wechseln.

Kombiniert man die vier Places und Transitionen, so erhélt man das Petri-
Netz N; aus Abbildung 4l Die mehrfach auftretenden Transitionen ¢, ¢4
sowie t# werden formal als verschiedene Transitionen aufgefasst und zur Un-
terscheidung mit den Indizes 1...3 beschriftet. Insgesamt befinden sich somit
zehn verschiedene Transitionen in N;. Das Petri-Netz N; ist formal gegeben
durch das Tupel N; = (P, T,F, B, yo) mit
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¢ tH t#

Abbildung 5.2.: Transitionen im Nachbereich von ausgepriagtem Gleiten. Fiir
einen Ubergang von A nach G kann keine Bedingung aufge-
stellt werden, da wahrend A keine Information iiber interne
Freiheitsgrade vorliegt.

tH

G tA

-
|
|
|

-

t
]
g

Abbildung 5.3.: Transitionen im Nachbereich des gedffneten Kontaktes. Fiir
einen Ubergang von # nach G kann keine Bedingung aufge-
stellt werden, da wahrend # keine Information iiber Reibfrei-
heitsgrade vorliegt.

P Der Menge aller Places P = {H, G, A, #}
T Der Menge aller Transitionen 7 = {#71, ¢z s 4G A1 A2 yAs y#1 y#2 pita)

F: Die sogenannte forward-Matrix F € NIPIXI7I heschreibt die Kanten von
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Abbildung 5.4.: Petri-Netz aus vier Places und vier Transitionen

Places zu Transitionen. Im konkreten Fall ist F' gegeben durch:

tH1 pH2 yH3 G Ay Ax Az g#L #2 4#3

# » QT
oo~ o
or oo
o~ oo

(5.5)
Lies: Vom Place H fiihrt eine Kante (vorwirts) zur Transition ¢©.

B: Die sogenannte backward-Matrix beschreibt Kanten von Transitionen zu

132



5.3. Ereignisgesteuerte Integration mit vier Zustdnden

Places. Fiir das Netz N; ist B € NPTl qurch die folgende Matrix

gegeben:
tH1 pH2 G H3 G Ay 4 Ax Az g#FL #2 4#3
H 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0
B © 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
A 0 0 0 0 1 1 1 0 0 0
# 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1
(5.6)

Lies: Am Place H endet eine Kante von der Transition ¢7.

y: Der Zustandsvektor des Petri-Netzes sei mit y bezeichnet und als Spalten-
matrix y € NP! so definiert, dass die k-te Koordinate die Anzahl der
Marker im k-ten Place py des Petri-Netzes angibt, also y(px) € N. Das
Netz N; sei als inertiales Petri-Netz gegeben, das heifft der Grundzu-
stand yo ist Teil des Petri-Netzes. Die Grundkonfiguration des Netzes
kann man aus den Anfangsbedingungen des dynamischen Systems wéh-
len. Als mogliche Grundzusténde fiir einen Kontaktpunkt werden nur H,
A und # zugelassen:

yo € {(1,0,0,0)",(0,0,1,0)", (0,0,0,1)"} (5.7)

G als Grundzustand , also yo = (0, 1,0, O)T ist nicht sinnvoll, da die in-
ternen Freiheitsgrade jetzt mit z;p(t = 0) # 0 nach (@I04) und EIOR)
vorgespannt werden miissten, die Vorgeschichte der Reibstelle vor dem
Zeitpunkt ¢t = 0 aber unbekannt ist. In Abbildung B4l ist eine Grundkon-
figuration des Netzes N; gezeigt, in der sich ein Marker an der Stelle H
befindet, d.h. die diskrete Variable s; des betreffenden Kontaktpunktes
hat den Wert H gespeichert und yo = (1,0,0,0)T. Fiir einen Angangszu-
stand H wiirde man die internen Freiheitsgrade mit der Anfangsbedin-
gung z;(t = 0) = z;(t = 0) = O initialisieren, was man als unendlich
langen Haftzustand vor dem Zeitpunkt ¢ = 0 interpretiert.

Fiir spatere Numeriksimulationen des gekoppelten Mehrkorper- und Reibsys-
tems stellt sich die Frage, ob eine Berechnung aufgrund der definierten Zustande
und Ubergéinge anhalten kann. Oder andersherum ausgedriickt: Es wére beru-
higend zu wissen, dass die hier definierten Zustinde und Uberginge niemals
Ursache fiir einen Abbruch des Simulationsprogramms sein kénnen. Natiirlich
sind andere Ursachen fiir Rechnungsabbriiche denkbar, etwa ein schlechtes Kon-
vergenzverhalten des Losers. Man kann jedoch mit Hilfe des Petri-Netzes als
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(1,0,0,0)

EX

Abbildung 5.5.: Erreichbarkeitsgraph EG(N;)

mathematisch-formales Modell fiir den Schaltprozess einen unerwarteten Ab-
bruch aufgrund der Schaltvorgénge ausschliefsen.

In die Sprache der Petri-Netze iibersetzt heifit diese Fragestellung: Ist das
Netz N; wohlgeformt? Die sogenannte Wohlgeformtheit eines Petri-Netzes ist
gegeben, wenn das Netz erstens sicher und zweitens lebendig ist. Sicherheit des
Netzes N; liegt vor, genau dann wenn jeder Place des Netzes 1-beschrankt ist,
das heift, wenn fiir alle Zustidnde aus der Erreichbarkeitsmenge £(N;) jeder
Place mit maximal einem Marker belegt ist. Auch ohne die Erreichbarkeits-
menge weiter zu bestimmen kann man Sicherheit fiir N; feststellen. Denn beim
Feuern einer Transition ¢ € T verdndert sich der Zustand y in den neuen Zu-
stand y’ nach der Regel

y =y —f(t) +b(t), (5.8)

wobei f(¢) und b(t) die jeweils t-te Spalte der Matrizen F und B aus (3] und
(&G bezeichnen. Fiir den Zustandswechsel y’ —y mit F und B wie in (&3]
und (&4) gilt jedoch:

b)) — )], =0, [xl, = > (5.9)

das heifit keine Transition ¢ € T veréndert die Anzahl der Token im Netz. Wenn
jetzt ein Grundzustand mit insgesamt einem Token wie in (B7]) gewéhlt wird,
so wird aufgrund von (B3) stets insgesamt ein Token in N; bleiben. Petri-Netze
dieser Art werden auch als Zustandsmaschinen (state machines) bezeichnet.
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Ein Nachweis der Lebendigkeit ist zum Beispiel formal moglich, indem man
zeigt, dass der Erreichbarkeitsgraph EG(N;,yo) indentisch ist mit dem Uber-
deckungsgraph Cov(N;,yo) (siche [I43]). Es geniigt hier jedoch, sich den (end-
lichen) Erreichbarkeitsgraphen EG(N;) = EG(N;,yo) in Abbildung anzu-
schauen. Der Graph EG(N;) ist endlich aufgrund der Sicherheit von N;. Jeder
der vier moglichen Zustédnde y € £(N;) ist als Knoten in EG(N;) eingezeich-
net. Wie man sich leicht vergegenwértigt, existiert fiir jede Transition t € T
ein Weg von jedem Knoten ausgehend entlang der gerichteten Kanten, an dem
diese Transition t als Kanteninschrift vorkommt. Das heifst fiir jede Transition ¢
existiert aus jedem Zustand eine Feuersequenz o, die die Transition ¢ aktiviert:

VteT Vy €&(y)Io €T : Yipe> (5.10)

Dies entspricht der Definition der Lebendigkeit von N,.

5.3.2. Netzverfeinerung

Bisher wurde stillschweigend davon ausgegangen, dass die Konflikte in N; ent-
scheidbar sind und nach irgendeiner Gesetzméfigkeit aufgelost werden kénnen.
Diese Gesetzméfigkeit wird jetzt etwas genauer betrachtet und ebenfalls in
einem neuen — verfeinerten — Petri-Netz abgebildet. Die Bedingungen fiir Zu-
standswechsel lassen sich direkt aus dem Zustandsvektor (q(t), p(t),z(t))T des
gekoppelten Mehrkorper- und Reibsystems errechnen.

So soll etwa ein Wechsel von Gleiten nach Haften stattfinden wenn die Rela-
tivgeschwindigkeit im Kontakt verschwindet. Im Petri-Netz wird jetzt einfach
Speicher fiir alle bendtigten Bedingungen in Form von Places eingefiihrt. So
wird wiederum am Beispiel der Relativgeschwindigkeit ein Place fiir “die Re-
lativgeschwindigkeit verschwindet” und ein weiterer Place fiir “die Relativge-
schwindigkeit ist groft” benétigt. Das Vorhandensein der Information “x; ver-
schwindet” oder “x; ist grok” wird dann durch entprechende Markierung mit
einem Token realisiert. Daraus ergibt sich sofort die Verbindung zwischen den
neuen Places: Da die Relativgeschwindigkeit nicht gleichzeitig groft und ver-
schwindend klein sein kann, werden diese Places jeweils mit einer Transition in
beide Richtungen verbunden. Dieser Sachverhalt ist in Abbildung [5Gl gezeigt.

Die Transitionen, in Abbildung mit einem schwarzen Dreieck gekenn-
zeichnet, feuern trotz erfolgter Aktivierung nicht sofort. Denn das Ereignis
“x; verschwindet” kann eintreten oder auch nicht. Im Petri-Netz wird dieses
Warten auf ein Ereignis mit einer als Zufallsvariable angenommenen Schaltzeit
von Transitionen modelliert. Somit treten zeitlose und zeitbehaftete Transitio-
nen im Netz auf, man spricht auch von einem verallgemeinerten stochastischen
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%l < ex 5 [I%ill > ex

Abbildung 5.6.: Speicherung von Bedingungen im Petri-Netz. Zeitbehaftete
(gekennzeichnet durch schwarzes Dreieck) Transitionen bend-
tigen zuféllige Zeit zum Feuern.

Petri-Netz. Als zusatzliche Erweiterung werden Prioritdten von Transitionen
benétigt, um Konflikte zu entscheiden.

Betrachtet seien zunéchst mogliche Auswege aus dem Zustand Haften in Ab-
bildung 57 Die Zustande {H, G, A} entsprechen einem geschlossenen Kontakt
und fiir jedes s; € {H, G, A} soll ein Offnen des Kontaktes moglich sein, so auch
fiir s; = H. Der Kontakt soll gedffnet werden, wenn die Normalkraft der WINK-
LER-Bettung verschwindet. Der Speicher fiir die Ressource Normalkraft N; ist
links unten in Abbildung 7] angelegt. Zunichst sei der Kontakt geschlossen,
diese Information sei mit einem Token im Place N; > 0 gespeichert. Bei Auftre-
ten des Ereignisses “die Normalkraft verschwindet” legt jetzt die zeitbehaftete
Transition diesen Token in den Place N; = 0. Damit sind beide Places im
Vorbereich von t#1 markiert und die Transition t#1 wird aktiviert (und feuert
sofort). Die Transition t#! legt einen Token in N; > 0, denn fiir den Riickweg
aus # in einen der Zustidnde {H, G, A} wird nicht die Normalkraft als Kriteri-
um verwendet. Stattdessen wird die Spaltfunktion g; verwendet und man weifs
bereits jetzt, dass ein Schliefen des Kontaktes mit N; > 0 einhergehen wird.

Die in Abbildung B gezeigte Markierung hat ein Feuern der Transition
t% zur Folge, obwohl die Transition ¢! ebenfalls in allen Places im Vorbereich
markiert ist. Der Konflikt zwischen t© und ¢! wird durch eine Prioritit t¢ > ¢!
gelbst, das heifit bei gleichzeitiger Aktivierung von t© und t{* hat erstere immer
Vorrecht. Die Transitionen ¢t¢ und t{ stellen Ubergéinge in zwei verschiedene
Gleitzustinde dar. Aus H muss deswegen in beiden Fallen die Losreifkraft 7;°t
{iberwunden werden (ein Token liegt in T; > T;°%). Wenn jetzt zusitzlich der
Winkel 1; zwischen regularisierter Reibkraft und Relativgeschwindigkeit gro-
fer einer kleinen Schranke 1 ist, so wird die plastische Deformation benotigt
und nach G gewechselt. Ist hingegen der Winkel 1; bereits im Haften bei ein-
treten des Ereignisses T; > T;°t verschwindend klein ¢; < v, so ist es legitim,
direkt ins ausgeprigte Gleiten A zu schalten und Rechenzeit zu sparen, da der
Unterschied zwischen GG und A ebenfalls klein ist. Um diese Unterscheidung im
Petri-Netz Ny zu ermdglichen, wurde in Abbildung B die Ressource “Winkel
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Abbildung 5.7.: Mégliche Ubergéinge aus dem Zustand Haften heraus. In der
gezeigten Konfiguration wird die Transition ¢© feuern.

zwischen regularisierter Reibkraft und Relativgeschwindigkeit” angelegt (links
oben im Bild). Die Transition t© legt beim Feuern einen Token zuriick in den
Speicher ; > 1, denn im nachfolgenden Zustand G wird die Information iiber
den Winkel v; weiterhin bendotigt.
Ahnlich wie t¢ > ¢! wird als weitere Prioritit %1 > ¢t eingefiihrt, so dass
sich insgesamt
t#1 > 9 >

ergibt. Anschaulich bedeutet dies: Bei gleichzeitiger Erfiillung der Bedingun-
gen zum Wechsel aus H in irgendeinen anderen Reibzustand {G, A} und der
Bedingung zum Offnen des Kontaktes soll letztere Aktion Vorrang haben. In
den nachfolgenden Teilnetzen Ng, N4 und Nyx wird diese Prioritét ebenfalls
Verwendung finden. Der Verlust des Normalkontaktes ist stéarker als irgendeine
Anderung im tangentialen Kontaktmodell.

In Abbildung B8 sind mogliche Auswege aus dem Zustand Gleiten mit plas-
tischer Deformation G gezeigt. Der im Sinne des Reibmodells “erwiinschte”
Ausgang aus diesem Zustand fiihrt nach erfolgter Annéherung der regularisier-
ten Reibkraft an die CouLomMBsche Gleitreibkraft zum ausgeprigtem Gleiten
A. Dies wird durch die Transition t*2 bei Erfiillung der zusétzlichen Bedingung
i < 1y, erledigt. Ein Token wird von 42 in den Place v; < 1y zuriickgelegt,
da in moglichen Nachfolgezustinden von A diese Information benétigt wird.

Bevor sich regularisierte Reibkraft und CourLomBsche Gleitreibkraft hinrei-
chend gut angendhert haben und nach A geschaltet wurde, kann aufgrund der
sich einstellenden Relativgeschwindigkeit ein erneutes Haften notwendig sein.
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5. Numerische Lésung der unstetigen DGLn

Vi < P i > P

=

72 > ¢ > A2

Abbildung 5.8.: Mogliche Ubergéinge aus dem Zustand Gleiten heraus. In der
gezeigten Konfiguration wird die Transition t#2 feuern. Dop-
pelte Pfeilspitzen bedeuten: es gibt eine Kante in die eine Rich-
tung und eine weitere Kante in die entgegengesetzte Richtung.

Es muss somit nicht nur ein Ubergang vom CouLoMBschen Gleiten A nach H
angeboten werden, sondern auch von G nach H. Als Kriterium dafiir soll die Re-
lativgeschwindigkeit herhalten, weswegen im Netz Ng Places zur Speicherung
der Information iiber die Relativgeschwindigkeit zu finden sind. Allerdings ist
zu Beginn des Zustandes G die Relativgeschwindigkeit beliebieg, insbesondere
kann keine Aussage zu der Lage der Relativgeschwindigkeit beziiglich der nu-
merischen Schranke €, gemacht werden. Denn durch die tangentiale Kontakt-
steifigkeit sind Relativbewegungen im Kontakt wihrend H erlaubt (presliding
displacement), und je nach Wahl von Kontaktsteifigkeit und Losreifkraft Tt
konnen diese zu einer Relativgeschwindigkeit grofer oder kleiner ey, fithren. Gilt
direkt zu Beginn von G
[Will > ex

ist die Situation einfach, denn jetzt kann ein erneutes Absinken der Relativge-
schwindigkeit unter die £,-Schranke als Ubergang zum Haften gewertet werden.
Etwas schwieriger ist die Situation, wenn zu Beginn von G

[will < ex
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5.3. Ereignisgesteuerte Integration mit vier Zustdnden

vorliegt. Jetzt sofort wieder auf Haften zu schalten ist nicht anzuraten, denn
man will ja gerade, dass sich wiahrend G die Relativgeschwindigkeit > &5 entwi-
ckelt. Es ist sogar davon auszugehen, dass zu Beginn von G (am Ende von H)
die Relativgeschwindigkeit im Normalfall klein ist, denn dies zeichnet gerade
den Haftzustand aus. Wenn man also ¢! alleine mit einem Token in G und
einem weiteren in ||W;|| < ej aktivieren konnte, ist davon auszugehen, dass sich
keine ldngeren Gleitphasen im System einstellen werden. Es ist offensichtlich
nétig, eine weitere Bedingung fiir den Ubergang von G nach H aufzustellen.

Intuitiv bietet sich als weitere Entscheidungshilfe fiir diesen Ubergang ein
Beobachten der Verédnderung der Relativgeschwindigkeit, also der Relativbe-
schleunigung an:

d, .

a; = aHWZ” (5.11)
Diese zuséatzliche Ressource ist wiederum mit zwei Places a; > 0 und a; < 0
im Netz Ng représentiertﬂ Wenn jetzt zu Beginn von G die Relativgeschwin-
digkeit ||W;|| < ex klein ist, so wird dennoch die Relativbeschleunigung positiv
sein, denn ohne dies wére ein Losreiffen aus H nicht méglich gewesen. Mit dem
Token im Place a; > 0 ist jetzt die Transition t7! ohne Konzession, erst wenn
die Relativgeschwindigkeit wieder absinkt (a; < 0), wird dies als Ubergang
zuriick zum Haften gewertet. Andererseits, wenn zu Beginn von G ||w;|| > ek
galt, so wird ein Absinken der Relativgeschwindigkeit ebenfalls mit negativer
Relativbeschleunigung einhergehen, so dass in jedem Fall die Bedingung a; < 0
fiir eine Aktivierung von ¢! erfiillt sein muss. Da in den méoglichen Nachfolge-
zusténden von H die Information iiber Relativgeschwindigkeit und Relativbe-
schleunigung bendtigt werden wird, legt die Transition ¢ jeweils einen Token
zuriick in ||Ww;|| < e und a; < 0, erhélt also die Information iiber den aktuellen
Zustand dieser Ressourcen beim Feuern.

Bei Gleichzeitiger Erfiillung der Bedingungen fiir t* und ¢42 soll t¥! den
Vorrang erhalten. Der Ubergang von einem Gleitzustand G zu einem anderen
Gleitzustand A — letzterer wurde nur aus Griinden des Rechenaufwandes einge-
fiihrt — ist schwiicher als der Ubergang von Gleiten nach Haften. Wie im vorigen
Teilnetz Ny tritt auch in Ng als starkste Transition wiederum der Verlust des
Normalkontaktes t#2 auf.

Als drittes Teilnetz wird N4 in Abbildung[5] betrachtet. Wie bereits in Ab-
schnitt 3] erliutert, bieten nur die Transitionen t7 und t# einen Ausweg aus
A an. Fiir den Ubergang nach H werden analoge Ereignisse und Uberlegungen

!Man bemerke, dass ([II) keine Beriihrnullstelle, sondern einen Nulldurchgang hat. Im
Algorithmus weiter unten wird a; ohnehin nicht benétigt werden, so dass eine e-Schranke
hier nicht weiter diskutiert werden muss.
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t#s > tH2

Abbildung 5.9.: Mégliche Ubergéinge ausgehend von ausgeprigtem Gleiten. In
der gezeigten Konfiguration wird die Transition t72 feuern.

Ill > e g l1ll < e s i

Abbildung 5.10.: Mégliche Ubergiinge ausgehend von einem inaktiven Kontakt-
punkt. In der gezeigten Konfiguration wird die Transition t3
feuern.

verwendet wie im Petri-Netz Ng, nur dass jetzt tiberall ||%;|| anstelle von w;
verwendet wird und

d
= L 12

definiert ist. Als priorisierte Transition tritt wiederum der Kontaktverlust t#3
auf.

Schlieflich wird das in AbbildungBI0lprisentierte Netz Ny fiir das Schliefen
eines Kontaktpunktes verwendet. Die durch Kontakt deformierte Feder in Nor-
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malenrichtung kann sich in einer inaktiven Phase des Kontaktes entspannen.
Aufgrund dieser Anderung des Kontaktes auch im Zustand # und der nicht
mehr vorhandenen Normalkraft muss eine neue Bedingung zum Schlieffen des
Kontaktes gefunden werden. Dies geschieht in Form der Funktion g; — u;, und
fiir die beiden Informationen “der Kontakt ist offen” und “der Kontakt ist ge-
schlossen” werden zwei Places g; —u; > 0 und ¢g; — u; = 0 eingefiihrt. Fiir beide
Transitionen ¢3 und ¢*? wird das Ereignis g; — u; = 0 zur Aktivierung bend-
tigt. Die Unterscheidung, ob t43 oder t#3 feuert, wird jetzt nur anhand von der
Relativgeschwindigkeit getroffen. Sowohl ¢3 wie auch ¢3 bewahren die vor-
gefundene Information {iber die Relativgeschwindigkeit, indem sie jeweils ein
Token zuriick in den Place der Relativgeschwindigkeit legen. Eine Priorisierung
der Transitionen ist im Teilnetz Nx nicht notwendig, da es keine Markierung
gibt, die beiden Transitionen die Konzession zum Feuern erteilen wiirde.

Die vier Netze Ng, Ng, N4 und N lassen sich miteinander koppeln, indem
jeweils die Places H, G, A und # iibereinander gelegt werden. Die Prioritdten
der Teilnetze lassen sich widerspruchsfrei zu der globalen Prioritét

t* >t > 19 > (5.13)

zusammenfassen. In der Kopplung der Teilnetze entsteht der komplette Schalt-
vorgang fiir einen Kontaktpunkt i. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird
eine Abbildung von diesem Netz weggelassen. Das neue Netz wird wieder N,
genannt, denn fiir jeden Kontaktpunkt ¢ im System soll ein solches Netz exis-
tieren und alle N;, ¢ = 1...n sind unabhéngig voneinander.

NNy ={}, d,je{l...nli#;} (5.14)

Anschaulich bedeutet die Entkopplung der N; untereinander, dass die Auswir-
kung eines Schaltvorgangs in einem Kontaktpunkt sich nur iiber die Differen-
tialgleichung des Systems iibertragt. Damit sind unmittelbare Auswirkungen
von Schaltvorgéngen auf entfernte Punkte im System ausgeschlossen. Ein Algo-
rithmus zum Auffinden von Zyklen immerwéhrender Schaltvorginge wird also
nicht benétigt.

5.4. Detektion von Ereignissen
Einige der verfiigbaren Loser fiir gewShnliche Differentialgleichungssysteme sind

von Hause aus mit der Fertigkeit ausgestattet, parallel zur Integration Ereig-
nisfunktionen zu {iberwachen, Ereignisse zu detektieren und gegebenenfalls die
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5. Numerische Lésung der unstetigen DGLn

Zeitintegration anzuhalten. Die verwendeten Algorithmen sind meist unter-
schiedlich [26] [[T3]. Eine theoretische Grundlage des Algorithmus wird selten
dokumentiert, ein gemeinsamer verbindlicher Standard lasst sich gegenwértig
nicht erkennen. Beispielprogramme der Anbieter von numerischen Losern be-
schrianken sich typischerweise auf eine nachtrigliche Auswertung von Ereignis-
sen ohne Umschalten der DGLn wéhrend der Integration oder auf Systeme mit
skalarer Ereignisfunktion und wenigen, zeitlich gut separierten, Ereignissen. Im
Allgemeinen gilt die ereignisgesteuerte Integration als risikobehaftet, denn ver-
passte oder falschlich ausgeloste Ereignisse sorgen beim Umschalten der DGLn
fiir einen grundsétzlichen Fehler in den betrachteten Gleichungen. Schlussend-
lich vermehrt jede Ereignisiiberwachung den Rechenaufwand und verlangsamt
den Losungsvorgang. Bei impliziten Mehrschrittverfahren mit hoher Konver-
genzordnung muss der Loser nach einem Ereigniszeitpunkt ¢. als Einschritt-
verfahren mit Konvergenzordnung 1 starten, denn die Lésungsgeschichte vor ¢.
kann nicht zur Losung des neuen Gleichungssystems herangezogen werden.

Vor diesem Hintergrund ist es wenig verwunderlich, dass sich die ereignisge-
steuerte Integration von Systemen mit vielen Ereignisfunktionen geringer Po-
pularitit erfreut (verleiche [I9]). In diesem Abschnitt sollen einige Fallstricke
der Ereignisdetektion umgangen werden, so dass die Numeriksimulation von
MKS mit den regularisierten verteilten Kontakten dennoch sicher und robust
vonstatten geht. Das Werkzeug der Petri-Netze aus dem vorigen Abschnitt hilft
dabei.

Zunachst miissen alle zeitbehafteten Transitionen im Netz N; identifiziert
werden, deren Feuern eine Aktivierung irgendeiner der nicht-zeitbehafteten
Transitionen aus {tH, t% 14, t#} verursacht. Denn nur nicht-zeitbehaftete Tran-
sitionen bewirken einen Wechsel von s; und konnen so Grund fiir ein Anhalten
der Integration sein. Die Identifikation der Transitionen, deren Vorbereich mit
Ereignisfunktion tiberwacht werden muss, kann durch Ablesen in den Abbil-
dungen [5.7] bis erledigt werden.

o Im Teilnetz Ny sorgt ein Feuern von T; < T°* — T; > T5¢ oder/und ein
Feuern von N; > 0 — N, = 0 zwangslaufig fiir ein Feuern einer Transition
aus {t% t*1 t#1} (vergleiche Abbildung 7). Die beiden zeitbehafteten
Transitionen zwischen v; < ¥ und 1; > 1 helfen nur bei der Auflésung
des Konfliktes nach (&I3).

e Im Teilnetz Ng wird durch ein Feuern von N; > 0 — N; = 0 oder/und
i > Y — 1 < iy sofort eine der nicht-zeitbehafteten Transitionen
aus {tA2,t#2} aktiviert. Der Ereigniszeitpunkt dieser beiden Transitio-
nen muss also in jedem Fall mit Nullstellensuche von geeigneten Ereig-
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nisfunktionen iiberwacht werden. Fiir ein Feuern von ¢! muss ein Token
in a; < 0 und ein weiteres in ||W;|| < e liegen (Abbildung B.8)). Wenn
||lW;|| < e, dann reicht ein Feuern von a; > 0 — a; < 0 und t™1 kann so-
fort feuern. In diesem Fall wird der Ereigniszeitpunkt also durch ein Uber-
wachen von a; > 0 gefunden. Umgekehrt, wenn ||W;|| > e — ||Wi]| < ex
feuert, wird davon ausgegangen, dass ein Absinken der Relativgeschwin-
digkeit unter die £x- Schranke nur mit negativer Relativbeschleunigung
einhergehen kann, also zum Zeitpunkt des Feuerns bereits ein Marker im
Place a; < 0 liegt. Wenn ein Token in ||w;|| > e liegt, dann bestimmt
also ein Uberwachen von ||w;| > e5 den Ereigniszeitpunkt. Es liegt so-
mit eine verzweigte Ereignisfunktion vor, es muss entweder a; > 0 oder
|lW;|| > ex iiberwacht werden. Wie sich dies effizient in einem Algorithmus
bewerkstelligen lasst, wird weiter unten erlautert.

o Im Teilnetz N4 wird durch ein Feuern von N; > 0 — N; = 0 sofort die
Transition t#2} aktiviert (Abbildung B3). Mit gleicher Argumentation
wie fiir das vorige Teilnetz wird fiir die Transition t'2 eine verzweigte
Ereignisfunktion benétigt, die a; > 0 tiberwacht falls ||%x;|| < er und die
im Falle von ||X;|| > ex ebendies {iberwacht.

e Im Teilnetz Ny fiihrt ein Feuern der Transition g; — u; > 0 — g; —
u; = 0 zwangsldufig zu einem Feuern von einer der beiden Transitionen
{t"3 t*3}. Die Information iiber die Relativgeschwindigkeit wird nur zur
Konfliktlosung benotigt (Abbildung BI0).

Aus der Betrachtung der zeitbehafteten Transitionen, welche nicht-zeitbehaftete
Transitionen aktivieren, ergibt sich fiir den Haftzustand s; = H die Ereignis-
funktion

St o _ pl
v:(t) = (Ti (”Xz_”j)vi T ”), s; = H. (5.15)

Um eine Beriihrnullstelle zu vermeiden, ist es sinnvoll in (&I0) die skalare
Normalkraft N; mit

N; = cZ(gi — uk) + ﬁﬂgz (5.16)

(vergleiche (TH)) und nicht etwa ||N;|| zu verwenden, denn N; kann tatséchlich
negative Werte annehmen, hat also einen echten Nulldurchgang.
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Im Teilnetz Ng wurden zunéchst die drei Ereignisfunktionen

[
va(t) IWill = ex, ¥l > €
Yia(t) | = e T si=G (5.17)
(1) ai, [will < ex

—N;

identifiziert (Winkel ¢; aus (Z3I)). Um aus 7;2(t) eine einzige Ereignisfunkti-
on ohne die Fallunterscheidung in (&I7) fiir s; = G zu erhalten und den Re-
chenaufwand zur Bestimmung von a; zu vermeiden, ist folgende Vereinfachung
moglich: Anstelle von a; in (BI7) wird nur das Vorzeichen aus der numerischen
Differenz von ||w;(t)|| zu zwei aufeinanderfolgenden Priifzeitpunkten ¢,,—1 und
tm ausgewertet:

me_pmmn%m =G Neta)l >e oo

Wi ()| = IWi(Em—-1)[l, 50 =G, [[Wiltm)| < ex

In der zweiten Zeile von (BI8]) ersetzt man jetzt ||W;(tm—1)|| mit der neu einge-
fithrten Groge ef (£, ), die numerische Schranke ), wird also durch e (t) ersetat,
welche jetzt durch ihre Indizierung als lokaler Parameter des Kontaktpunktes
i gekennzeichnet ist:

&f (tm) = [Wiltm—1)|| = €, [Wiltm)[| < ex (5.19)
Weiterhin gelte auch aufserhalb von t,, stets die Beschrankung
ef(t) <er WVt (5.20)

Aus (BI8) und [EI9) erhalten wir:

A i tm - 9 i = G7 A i
i (tm) = {'w (tm)ll = e ° Il > e (5.21)

1Witm) | = 8 (tm), si=G, |lWil <ex

Jetzt wird die Ahnlichkeit der beiden Zeilen von ~y;2(t) offensichtlich. Ziel ist
es, beide Zeilen wieder zu einer zusammenzufassen. Zunichst muss anstelle von
~i2(tm) die Ereignisfunktion ~;2(t) zu allen Zeiten ¢ definiert werden, dazu soll
anstelle von e (t,,) die Funktion £ (t) als Treppenfunktion vorliegen (siehe

Abbildung [5.11(a)):
eF(t) = ehxm(t) (5.22)
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Ei(t) 5i(t)a le(t)H

(a) (b)

Abbildung 5.11.: e;(t) als Treppenfunktion, @ Fehler bei der Epsilon-
Aktualisierung

mit dem Koeffizienten 5, aus (EI9) und der Indikatorfunktion

1, t€ (tmet,tm
Xm(t) = { ) tE morstm] (5.23)
0, sonst

Erweitert man (&I9) um den komplementéren Fall ||W;(tm)|| > ek

Lo JIwiltmn)l, - l[witm)] < ex (5.24)
ek Wi (tm)|| > ex”
so kann jetzt (B2])) als Einzelgleichung
Yio(t) = Wi (®)]| —5'(), s =G (5.25)

wieder ohne Fallunterscheidung geschrieben werden, dafiir taucht diese jetzt in
Gleichung ([24) auf. Allerdings muss e = EiG(tm) nur zu den Priifzeitpunk-
ten t,, aktualisiert werden. Eine solche Epsilon-Aktualisierung lasst sich meist
bequem in den Algorithmus eines Losers einfiigen, besonders da in den meisten
Verfahren die Priifzeitpunkte ¢, auch gleichzeitig die Zeitpunkte von erfolgrei-
chen Integrationsschritten sind, also Zeitpunkte, zu denen der Zustandsvektor
vorliegt und damit (E24) evaluiert werden kann. Mit (E24) ist auch (GE20)
erfiillt, der freie Parameter fiir die Umwandlung von Beriihrnullstellen in Null-
durchgénge bleibt also ;. Mit der Epsilon-Aktualisierung wird nicht mehr
der Umkehrpunkt ¢, der Steigung von ||w;(¢)|| als Ereigniszeitpunkt gefunden,
sondern ein um den Fehler e* leicht verschobener Ereigniszeitpunkt ¢, (siehe
Abbildung [5.11(b)| ). Dieser Fehler gegeniiber dem urspriinglichen Kriterium
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a; > 0 ist unerheblich: Einerseits wurde das Kriterium nur eingefiihrt, um for-
mal einen Ubergang von G nach H zu erméglichen, der “natiirliche” Weg fiihrt
von G iiber A mit grofer Relativgeschwindigkeit zuriick zu H bei Relativge-
schwindigkeit ;. Andererseits ist auch physikalisch unklar, wo Gleiten aufhort
und Haften beginnt, so dass jede Relativgeschwindigkeit

[wi(t)ll <er, (1%t < ex, (5.26)

einen giiltigen Ubergang zum Haften modellieren kann.
Die fertige Ereignisfunktion fiir den Zustand s; = G lautet schliefllich

P;
vi(t) = | Iwil —f () |, si=G (5.27)
_N;

mit ef (¢) aus (E22). Im Teilnetz N4 wurden Relativgeschwindigkeit und Nor-
malkraft als zu tiberwachende Ereignisfunktionen identifiziert, nur muss jetzt
anstelle von w; mangels Verfiigbarkeit x; als Kriterium verwendet werden:

|| — et
71.(15):(“"1” o (t)>, si=A (5.28)

—4iVe

Die Treppenfunktion ' (¢) in Gleichung (Z28) muss jetzt ebenfalls mit Hilfe
von ||%;|| gebildet werden:

(1) = ehmxm(t) (5.29)

mit

(5.30)

A {uxi(tml)u, 15 (b)) <

A
. [1%i(tm) || > ex

Schlieflich wurde als einzige Ereignisfunktion im inaktiven Zustand s; = #
7i(t) = gi(t) —wi(t), si=# (5.31)

Die vollstédndige Ereignisfunktion fiir einen Kontaktpunkt ¢ ergibt sich aus den
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t t1 t2
Abbildung 5.12.: Aktualisierung von e;(¢) bei Gleitzustdnden mit geringer
Relativgeschwindigkeit

Gleichungen (&10), E2Z0), E2]), und @3] als einzige Gleichung:

T (%) — 1T
1 s S; = H
—N;
b
i — il -S|, si=cC
7(6) = o (532
I%ill = () | si=A
1
1 ) Si = #
gi — U

Hier wurden die Ausdriicke der rechten Seite mit Einsen aufgefiillt, so dass stets

Y (t) € R3*1 gilt. Weiterhin wurde w; mit %; — z; ersetzt, denn auch Gleichung
(ITI) wurde mit z als internen Freiheitsgraden geschrieben. Insgesamt wird
eine Anzahl von 3n Ereignisfunktionen fiir ein System erzeugt; es sind jedoch
nur alle aktiv, wenn auch alle Kontaktpunkte im Zustand G sind.

Die meisten vorgefertigten Loser werden mit einem Schutz gegen mehrmaliges
Detektieren desselben Ereignisses ausgeliefert. Zum Beispiel unterdriicken die
Algorithmen eine Nullstelle von T" im ersten Integrationsschritt nach einem
gefundenen Ereignis ¢t*. Ein solcher Schutz wird hier nicht bendtigt. Er fiihrte
sogar zum Versagen des beschriebenen Modells, denn zwei eng benachbarte
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Kontaktpunkte ¢ und j fithren mit hoher Wahrscheinlichkeit zu Ereignissen
toi — t*j <tm —tm-1 (5‘33)

innerhalb eines Integrationsschrittes oder Priifschrittes, so dass mit einem Schutz-
mechanismus verpasste Ereignisse vorprogrammiert sind.

Um auf einen Schutzmechanismus verzichten zu kénnen, muss also noch ge-
zeigt werden, dass beim Feuern einer beliebigen nicht-zeitbehafteten Transition
aus {t,t% t*,t#} die Komponente ;. der Ereignisfunktion -, (t), welche zum
Feuern fiihrte, nach dem Ereignis t. durch eine andere Ereignisfunktion ersetzt
wird. Alle anderen Komponenten ~;; € {~i;} \ i~ konnen entweder ebenfalls
auf eine neue Ereignisfunktion umschalten oder die Ereignisfunktion bleibt er-
halten, dann muss aber auch sichergestellt sein, dass der Funktionswert iiber
das Ereignis hinweg erhalten bleibt.

e Im Teilnetz Ny fithrt v;« = ;1 zum Feuern von t% oder t4t. Aus Glei-
chung (£32) wird abgelesen:

ya(t), si=H # ~vyalt), si=G (5.34)
yia(t), si=H # vya(l), si=A (5.35)

Das heift, die Ereignisfunktion ~i1(t), welche das Feuern von t oder
t41 ausgeldst hat, wird selbst umgeschaltet. Als einzige Ereignisfunktion
bleibt ~;3(t) erhalten, diese &ndert jedoch nicht den Wert, denn bei H —
G findet keine Anpassung der Anfangsbedingungen oder Parameter statt.

Weiterhin fiihrt 4;» = i3 zum Feuern von ¢t71. Ebenfalls aus E32) ergibt
sich
vis(t), si=H # ys(t), si=# (5.36)

Beim Feuern von t#! bleibt ~i2 erhalten, dndert jedoch trivialerweise
nicht den Wert.

e Im Teilnetz Ng fithrt vi« = ;1 zum Feuern von t#2. Als Resultat des
Umschaltens wechselt auch ;1 auf eine neue Ereignisfunktion:

Yii(t), si=G # ya(t), si=A (5.37)

Weiterhin fithrt v;« = ;2 zu einem Feuern von tHl, ebenfalls begleitet
von einem Umschalten der Ereignisfunktion:

vi2(t), si=G # y2t), si=H (5.38)
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Schlieflich fiihrt 7;+« = i3 zu einem Feuern von t#2 mit Umschalten der
Ereignisfunktion (532):

vis(t), si=G # ys(t), si=7F# (5.39)

Nur bei den Transitionen G — H und G — A gibt es Komponenten
gii(t), die iiber den Ereigniszeitpunkt ¢, hinweg erhalten bleiben, in bei-
den Fillen ist dies ;3 = —N;. Aus Gleichung (EI0)) ist bekannt, dass V;
nicht von Gréfen aghéngt, die zum Zeitpunkt ¢, gedndert werden.

e Im Teilnetz N4 fithrt ;. = 42 zum Feuern von ¢2
Yi(t), si=A Fy2t), si=H (5.40)
und 7;« = ;3 zum Feuern von t#s.
Yis(t), si=A Fyst), si=+# (5.41)

In beiden Féllen wird als Konsequenz auch die Ereignisfunktion ;. ge-
wechselt. Bei der Transition A — H bleibt die Ereignisfunktion ~;3 er-
halten. Es gilt wiederum

e Im Teilnetz Ny fiihrt ;3 zum Feuern von tH3 oder t”3. Egal, ob tHs
oder t3 feuert, in jedem Fall werden alle Komponenten vi; auf neue
Ereignisfunktionen umgeschaltet:

Yij (t)7 Si = # 7é ’Yij(t)v 8i € {H7 A} V.] € {17 273} (5'42)

Gleichungen ([.34) bis (5:42)) lassen sich zu den zwei Aussagen zusammenfassen:
Erstens gilt

Yir(ts), Si=8.€EP # vultl), s €P\ss, (5.43)

(jede Ereignisfunktion -;., welche fiir einen Wechsel von s; gesorgt hat, wird
nach dem Ereignis durch eine neue Ereignisfunktion ersetzt) und zweitens ist

Yau(ts) = va(th), v € {vii} \ e (5.44)

(Ereignisfunktionen, die {iber ein Ereignis hinweg stetig definiert sind erhalten
auch ihren Funktionswert). Folglich wird tatséchlich kein Schutzmechanismus
vor Mehrfachdetektion, wie er in kommerziellen Codes enthalten ist, benétigt.
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5. Numerische Lésung der unstetigen DGLn

Im weiteren Verlauf miissen die Ereigniszeitpunkte ¢. mit moglichst guter
Genauigkeit 7 entlang der Zeitachse gefunden werden, die geforderte Genauig-
keit sei mit

7 =100 U(|tm| + |h|), U = Maschinengenauigkeit (5.45)

gegeben [[0]. Ublicherweise wird dazu ein Sekantenverfahren verwendet [78],
denn eine NEwTON-Iteration wiirde die Auswertung von F(t) verlangen, eine
Grofe, die unter Umsténden nicht oder nur mit grofem Aufwand zu beschaffen
ist. Im Sekantenverfahren wird ein echter Vorzeichenwechsel von ~;;(t) gesucht,
das heifst zu einem gegebenen Priifzeitpunkt ¢, wird das Vorzeichen mit dem
letzten Priifzeitpunkt t,,—1 verglichen:

Yij (tm—1)7ij (tm) <0 (5.46)

Hat ein Vorzeichenwechsel stattgefunden, ist also (B48) erfiillt, wird eine Ite-
ration zur genaueren Bestimmung von t. gestartet: Der letzte Priifzeitpunkt
tm—1 wird als linke Grenze t;; des Suchintervalls, der Priifzeitpunkt ¢,, als rech-
te Grenze t,. festgelegt. Mittels einer Sekante wird eine Schitzung t,,; fir die
Nullstelle gegeben. Stellt sich zuféllig

Gij (tml') =0 (547)

als exakte Null heraus, wird diese Nullstelle als Ergebnis berichtet. Ansonsten
wird folgend

Vi (t13)¥ij (tmi) <O (5.48)

ausgewertet (siehe Abbildung[5.13(b)). Ist (B4]) erfiillt, so muss die Nullstelle
innerhalb von [t;;, tm:] liegen und nach Setzen von

tre = tmi (5.49)

wird die Iteration von vorne begonnen. Ist (5.48) nicht erfiillt, so ist der Vorzei-
chenwechsel in [tmi, tre] zu suchen und anstelle von (&49) wird das Suchintervall
entsprechend

ti = i (5.50)

verkleinert, bevor die Iteration erneut beginnt, siche Abbildung [5.13(b)] Die
Iteration wird solange wiederholt, bis die gewiinschte Genauigkeit erreicht ist

ltre —tul <7 (5.51)

150



5.4. Detektion von Ereignissen

75 (t)

t’r‘e
t
T [
—-— echt tii tmi\

interpoliert \\tmi tre

Vi (t), i ()

(a) (b)

Abbildung 5.13.: @ Vertauschung der Reihenfolge von Ereignissen durch In-
terpolation, Iteration eines Ereignisses

und dann wird der Zeitpunkt des Ereignisses festgelegt mit
te =tre, |tre —tu| <7 (5.52)

Um (B6) auswerten zu konnen, wird oftmals gefordert, dass zu Beginn ei-
nes neuen Integrationsintervalls ¢, (oder to) alle Werte der Ereignisfunktion
verschieden von Null sind:

Yij(t«) #0 V75 €T (5.53)

Findet der Loser eine exakte Null zu Beginn eines neuen Integrationsinter-
valls, wird vom Algorithmus anstelle von I'(¢.) die Ereignisfunktion zu einem
wenig spiteren Zeitpunkt I'(t. + At) ausgewertet, in der Hoffnung dass sich
die Ereignisfunktion von der exakten Null entfernt hat (vergleiche Abbildung
5.14(a)]). Bei wenig separierten Ereignissen aufgrund von vielen Ereignisfunk-
tionen kann jedoch bereits innerhalb der kleinen Korrektur ¢, + At eine andere
Ereignisfunktion ; als die mit exakter Null ihrerseits eine Nullstelle haben.
Die Situation erlaubt nur noch die Auswahl zwischen zwei Fehlern mit gravie-
renden Auswirkungen: Entweder man beldsst die Auswertung bei I'(¢.) und
nimmt in Kauf, dass der Algorithmus ein Ereignis fiir v;; verpasst oder man
wiahlt die Auswertung bei I'(¢. + At) und nimmt verpasste Ereignisse in allen
anderen Funktionen ~;;»;; in Kauf.

Mit diesem Argument ist die Suche nach einem Ereignis als echter Vorzei-
chenwechsel im Sinne von ([B46)) in Frage zu stellen. Ein weiteres Argument ist,
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5. Numerische Lésung der unstetigen DGLn

dass fiir das Kontaktmodell eine Ereignisfunktion v;;(¢) zu Beginn eines neuen
Integrationsintervalls ausdriicklich exakt Null sein darf: Denn

Yij (t) =0 (5.54)
anstelle von ([53) tritt in folgenden Situationen auf:

e Ein Kontakt ¢ hat sich zum Zeitpunkt ¢. gedffnet. Dann wird wegen ([X]])
der interne Freiheitsgrad u; mit der aktuellen Spaltposition initialisiert:

ui(tl) = gi(ts) = gi(t), (5.55)

demnach ist ;3 in (E32) zu Beginn des inaktiven Kontaktzustandes tat-
séchlich exakt Null:

Yis(t) =0, si=# (5.56)

Es spricht aber nichts dagegen, eine kraftfreie Beriihrung zweier Korper
im MKS zuzulassen, dieser Zustand sollte sogar iiber eine endliche Zeit-
spanne bleiben kénnen.

e Die gleichzeitige Uberwachung von ||W; || bzw. ||%;|| und deren Anderungs-
rate a; mit der Epsilon-Aktualisierung erzeugt wegen (B.25)) ebenfalls

Y2 (t5) =0, s € {G, A} (5.57)

Das Kontaktmodell erfordert also die Detektion von Ereignissen mit einer Er-
eignisfunktion I', die ausdriicklich entlang der Hyperfliche

r=o0 (5.58)

rutschen darf.

Da die Ereignisse beliebig dicht beieinander liegen kénnen, kann die Reihen-
folge von Ereignissen durch die Interpolation des Zustandsvektors [p,z,q,u]”
im Intervall [t;;, tre] vertauscht werden (sieche Abbildung [5.13(a)). Somit kann
auch die Reihenfolge in Abhéngigkeit der vom Loser gewéhlten aktuellen Schritt-
weite h, numerischer Toleranzen oder Stérungen der Anfangsbedingungen ver-
tauscht werden, die exakte Reihenfolge der Ereignisse hédngt von den Eingangs-
daten ab. Das Ereignis, welches zuerst auftritt, bestimmt die Anderung der
DGL. Damit ist das Anfangswertproblem inkorrekt gestellt (ill-posed) [I52].

Der Einwand des schlecht gestellten Anfangswertproblems kann nur mit der
bereits getatigten intuitiven Annahme der Diskretisierung entkréftet werden.
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Yitij () Yij(t) +&i(t) >0

Yi5(t)

[ AV te t1 t2 t3
(a) (b)

Abbildung 5.14.: Probleme bei echtem Vorzeichenwechsel, @ Interak-
tion von Ereignisdetektion und Schrittweitensteuerung bei
Beriihrnullstellen

Abbildung 5.15.: Richtung der Haftkréifte zum Ende der Bewegung: alle Mo-
dellparameter sind identisch, links wurde mit 1.4-107* s Priif-
schrittweite, rechts mit 1.4-1072 s Priifschrittweite gerechnet.

Die Auswirkung eines Ereignisses bezieht sich immer nur auf eine lokale Kon-
taktkraft. Es wird davon ausgegangen, dass bei hinreichend guter Diskretisie-
rung des Kontaktes auch der Fehler, der durch eine Vertauschung der Reihen-
folge benachbarter Ereignisse entsteht, hinreichend klein beziiglich der interes-
sierenden Freiheitsgrade [q(t), p(t)]T ist. Beziiglich der internen Freiheitsgrade
[z(t), u(t)]" kann der Fehler durchaus stark sein.

Beispiel: Ein Beispiel, wo dieser Sachverhalt sichtbar wird, sind die Richtun-
gen der regularisierten Reibkréifte wihrend Haften. In Abbildung
sind die Haftkrifte am Ende einer Simulation aus dem An-
wendungsbeispiel [6.4] gezeigt, einmal mit einer eher strengen Priif-
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[m] ) z-Pos. Wiirfel [mm]| , Abweichung
0.2 + 0.50
el0ms (.25
0.1 —0,1 ms 0 t
—0.25 1 2
0 t —0.50

0 1 .. 2
Abbildung 5.16.: Gute Ubereinstimmung im Ergebnis trotz unterschiedlicher
Verspannung der Haftkréfte

schrittweite t,, — t;,,—1 von 0.1 ms, ein anderes Mal mit einer eher
laxen Priifschrittweite von 10 ms. In beiden Féllen ist die Summe
der Haftkrafte Null, es findet keine Bewegung mehr statt. Dennoch
sind unterschiedliche Kraftrichtungen sichtbar, der Haftzustand ist
durch eine verspannte Situation der Haftkrifte in Abhéngigkeit der
Priifschrittweite gekennzeichnet. Die Unterschiede sind sogar stér-
ker, als die in beiden Rechnungen eingestellte Fehlertoleranz des
Losers erlauben wiirde. Alle neun Kontaktpunkte gehen in bei-
den Rechnungen innerhalb einer Zeitspanne von ca. 4 ms vom Zu-
stand A nach H {iber, also ungefahr zeitgleich. Allerdings ist in
beiden Rechnungen die Reihenfolge der Uberginge A — H eben-
falls unterschiedlich. Die Reihenfolge der Uberginge wurde durch
die gewéahlte Priifschrittweite im Sinne von Abbildungbe—
einflusst. Wie in Abbildung [BI7] gezeigt, lasst ein Experiment mit
immer kleineren Priifschrittweiten Konvergenz vermuten, auf den
Versuch eines formalen Nachweises wird hier jedoch verzichtet.

Trotz der unterschiedlichen Haftkréifte aufgrund unterschiedlicher
Reihenfolge der fast gleichzeitigen Uberginge sind die beiden Si-
mulationen nahezu identisch im Ergebnis. In Abbildung ist
beispielhaft die z-Position des Wiirfels aus gezeigt. Bei 20 cm
Bewegungsamplitude bleibt die Abweichung im Bereich weniger
Zehntelmillimeter. Die Zeitpunkte, zu denen der letzte Kontakt-
punkt zum Haften iibergeht liegen in beiden Simulationen mit 8
ms ebenfalls dicht beieinander. Ende des Beispiels.

Die beschriebene Empfindlichkeit der Haftreibkréfte gegeniiber Eingangsda-
ten ist Ausdruck der auch bei streng starrer Formulierung vorliegenden Nicht-
Eindeutigkeit der Haftkréfte. In [I15] wurde am Beispiel der eingekeilten Schei-
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10° 10®° 10* 10° 10% 10"  10°
Abbildung 5.17.: Zweite Komponente des internen Freiheitsgrades z7 € FCls
zum Endzeitpunkt der Simulation fiir verschiedene Priif-
schrittweiten ¢,, — tm—1 zwischen 14 ms und 1,4 us

be festgestellt, dass die Nicht-Eindeutigkeit der Haftreibkréfte bei starrer Mo-
dellierung verwandt ist mit der Geschichtsabhéngigkeit der Haftreibkrafte bei
molekulardynamischer Modellierung. Auch hier beeinflusst die zeitliche Auflo-
sung der Vorgeschichte benachbarter Kontaktpunkte die Haftreibkraft.

Zum Schluss lasst sich feststellen, dass die Eindeutigkeit der Losung fiir die
betrachtete Klasse von MKS stets gegeben ist, auch wenn die Losung nicht
stetig von den Eingangsdaten abhingt (schlecht gestellt). Denn einerseits ist
es ein bekanntes Ergebnis, dass ein AWP ([@ITI) mit stetig differenzierbarer
rechter Seite und den dazugehorigen Anfangsbedingungen

p((to)) Po
z to o Zo
alto) | ~ | a0 (5.59)
ll(to) uo

korrekt gestellt ist [T} [[2]. Daraus folgt, dass fiir jedes glatte Stiick zwischen
zwei Ereignissen eine eindeutige Losung existiert. Andererseits stellt der Leben-
digkeitsnachweis von Seite sicher, dass an jedem Ereignis ein eindeutiger
Startzustand flir das néchste Integrationsintervall hergestellt wird. Lésst sich
ein numerisches Verfahren finden, das in der Lage ist eine eindeutige Nahe-
rungslosung fiir die glatten Stiicke zu finden, so ist die Gesamtlésung ebenfalls
eindeutig.

Weiterhin liegt zwischen zwei nicht-gleichzeitigen Ereignissen stets das kleins-
te Zeitintervall 7, da die rechte Seite t,. als Ereigniszeitpunkt genommen wird.

te =tre, |tre—tu| <7 (5.60)

Selbst wenn man also eine Losung mit immerwéihrenden Haft- / Gleitiibergén-
gen durch eine unphysikalisch hohe Wahl von €, provoziert, ist die Rechenzeit
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5. Numerische Lésung der unstetigen DGLn

dennoch endlich, denn gleichzeitige Ereignisse fiir einen Kontaktpunkt ¢ sind
nicht vorgesehen. Die Gleichzeitigkeit von Ereignissen muss immer verbunden
sein mit einer rdumlichen Distanz zwischen den Orten der Ereignisse i # j.
Dies ist formal durch die Tatsache gegeben, dass im Petri-Netz N; alle Kon-
flikte durch die Prioritdt (13]) aufgelost wurden und die Petri-Netze einzelner
Kontaktpunkte nicht miteinander gekoppelt sind (&14).

Die Software aus Anhang [A] bricht eine Simulation somit niemals aufgrund
des Modells der verteilten Reibkontakte ab, Ursachen fiir Konvergenzprobleme
des Losers sind wie bei Systemen mit stetiger rechter Seite stets auf den glatten
Stiicken zwischen Ereignissen zu suchen. Dies ist ein erfreuliches Ergebnis fiir
die Einsetzbarkeit des Verfahrens in der Praxis.

5.5. Hinweise zur Wahl der Parameter

Obwohl die lokalen Nachgiebigkeiten der Kontakte nur eine qualitative Interpre-
tation zulassen und nicht mit messbaren Zahlenwerten belebt werden kénnen,
lassen sich aus der Erfahrung dennoch ein paar Ratschlige zur Bestimmung
sinnvoller Parameter ableiten. Je hoher die tangentiale Kontaktsteifigkeit ge-
wahlt wird, umso “besser” scheint das Ergebnis im Sinne einer strengen Losung.

Allzu hohe Kontaktsteifigkeiten sind jedoch wenig praktikabel, da zuneh-
mend steife Systeme auch zunehmend numerische Probleme verursachen bzw.
léngere Rechenzeiten bené6tigen. Ein limitierender Faktor bei der Wahl der Kon-
taktsteifigkeiten ist also der Rechenaufwand, den man bereit ist zu investieren.
Es handelt sich dabei um eine obere Grenze.

Die Regularisierung durch lokale Elastizitdten erzeugt ein schwingungsfa-
higes System. Andere Elastizititen dienen der Abbildung von konstruktiven
Merkmalen und befinden sich als generische Komponenten im Modell. Diesen
Elastizitaten werden Eigenfrequenzen und Eigenschwingungsformen zugeord-
net, welche das Modell wesentlich charakterisieren. Ein naheliegender Wunsch
ist es, diese Eigenfrequenzen sauber von den Eigenfrequenzen der Regularisie-
rung zu trennen. So ergibt sich fiir die Kontaktsteifigkeiten eine untere Grenze:
Sie sind mindestens so hoch zu wéhlen, dass die zugehorigen Frequenzen hin-
reichend weit jenseits der hochsten noch interessierenden Frequenz des Systems
liegen. Eine solche Grenzfrequenz sei mit w. bezeichnet.

Um einen Zusammenhang zwischen zu wéhlender tangentialer Kontaktstei-
figkeit ¢, und w. herzustellen, wird hier eine Idee aus [166] aufgegriffen, und
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der Regularisierungsparameter

2
g, = 2ellte (5.61)
Ck
definiert. Dabei ist mit m. die Masse eines hypothetischen Einmassenschwin-
gers aus einem haftenden Kontaktpunkt gemeint. Fiir ein reales System muss
m. zumeist abgeschitzt werden als die grofsere Masse zweier Kontaktpartner
oder als die Masse des Kontaktpartners, dessen Bewegung nicht kinematisch
aufgeprégt ist. Erfahrungsgeméf lassen sich fiir Regularisierungsparameter zwi-
schen . = 1072 und €. = 10~ * gute Ergebnisse erzielen. Die Rechenzeit wichst
dann im Haftzustand in vertretbarem Mafle gegeniiber der Rechenzeit im Gleit-
zustand an.

Einschwingvorgénge aufgrund der Ersetzung der Reibstelle durch eine lokale
Elastizitéat sollen moglichst kurz sein, gleichzeitig soll das System nicht durch
zu hohe Dampfungsparameter numerisch steif werden. Demnach bietet es sich
an, gerade die kritische Dampfung als tangentiale Kontaktddmpfung zu wéhlen:

Br = 2m. Ch

(5.62)

c

In dieser Arbeit wird stets davon ausgegangen, dass sich normale Kontakt-
steifigkeiten ¢, als Modellparameter identifizieren lassen und mit anschaulichen
Zahlenwerten belegt werden koénnen. In Antriebssystemen ist dies der Fall: Rea-
le elastische Bauteile wie Belagsfederungen von Kupplungsscheiben oder Teller-
federn kénnen nicht als Starrkérper modelliert werden und sollen als Federstei-
figkeiten vereinfacht werden. Fiir eine sinnvolle Parametrisierung von cj; muss
also nur eine benachbarte Steifigkeit eines realen elastischen Bauteils ermittelt
werden.

Aus ist bekannt, dass die Betrachtung einer normalen Kontaktsteifigkeit
als Regularisierung und damit verbundener Idealisierung zu hohen Steifigkei-
ten problematisch ist. Diese Thematik und die damit verwandten PAINLEVE-
Paradoxa sollen hier nicht weiter verfolgt werden.

Ein weiterer unbekannter Parameter, der erst durch das Kontaktmodell ein-
gefiihrt wurde, ist die kleine numerische Schranke e, ab der Haften statt-
finden soll. Offensichtlich darf man diesen Parameter nicht zu grofs wéhlen,
denn ein Ubergang zum Haften bei groRer Geschwindigkeit hat ein sofortiges
erneutes Losreiffen des Kontaktes zur Folge. Da in der anschlieffenden Gleit-
phase durch die Wirkung der Reibung ohne Fremdeinwirkung die Relativge-
schwindigkeit weiter absinkt, wird sofort erneutes Haften detektiert. Dieser
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Zyklus aus abwechselnden Haft- und Gleitzustidnden wiederholt sich beliebig
oft, bis die Relativgeschwindigkeit schliellich verschwunden ist. Abgesehen von
der schlechten physikalischen Interpretierbarkeit eines Haftzustandes bei hohen
Relativgeschwindigkeiten hat der Zyklus aus wechselnden Haft- und Gleitzu-
stdnden den enormen Nachteil, dass die Rechenzeit fiir das Auffinden der vielen
Ubergiinge dramatisch ansteigt. Es existiert somit eine obere Grenze fiir die e-
Geschwindigkeit.

Die obere Grenze fiir ¢, ldsst sich ndherungsweise bestimmen. Zu einem Zeit-
punkt ¢, finde ein Ubergang von ausgeprigtem Gleiten nach Haften statt. Um
zu beurteilen, ob sofortiges Losreifsen stattfindet, muss zunéchst die “Haftreser-
ve” bekannt sein, also die ertragbare Reibkraft T;°¢ fiir kleine Relativgeschwin-
digkeiten unterhalb der numerischen Schranke €. Im schlimmsten Fall ist die
Haftreserve Null, das heifst mit

TP (1% < ex) = const. = T (ex) (5.63)

liegt ein konstanter Reibkoeffizient vor. Ein sofortiges Losreifien tritt jetzt ein,
wenn der Betrag der regularisierten Reibkraft | T?!|| rechtsseitig von t. mit
positiver Steigung beginnt. Gilt andersherum fiir die Steigung

d
STl <o, (5.64)

so ist ein dauerhaftes Haften moglich. Fiir die Ableitung des Betrags gilt nach
der Kettenregel

d d T 5 1, 1., rd
dt” I dt ( ) 2( ) dt (5.65)
so dass aus (B.64)
T .
(Treh) T <o (5.66)
wird. Einsetzen von ([@I02) ergibt
(—xi(t)) " TP (E) <. (5.67)

Berticksichtigt man noch, dass die Relativgeschwindigkeit als Bewegungsgro-
e des Starrkorpersystems keinen Sprung haben darf (I00) sowie dass im
Zustand Haften die plastische Deformationsrate sofort verschwindet ([@39), so
lautet Ungleichung (&.G7)

(ki (t)) " (rxa(t2) + Biks(t)) < 0 (5.68)
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und mit (I06) erhilt man schlieklich die gewiinschte Grenze fiir e:

&2 < D% o) Tsate) (5.69)
Die rechte Seite von (569) ist nicht-negativ, denn die Ereignisfunktion (532)
wurde gerade so gewihlt, dass ein Ubergang zum Haften nur bei

d,.  _

)] <0 (5.70)
gleichzeitig negativer Steigung der Relativgeschwindigkeit detektiert werden
kann. Erneute Anwendung der Ableitung vom Betrag (E60) und Einsetzen

von (B62) und (EE]) in (GG l4sst eine Interpretation der oberen Grenze fiir
Ek Zu:

d _ €. d _
2 < g [Me @y, =2 /% Y%, 71
e < -2y St = —2, ) 5 Gt (571)

Erstens muss die ex-Schranke umso kleiner gewéhlt werden, je hoher die Grenz-
frequenz w. zur Trennung von Starrkérperschwingungen und Regularisierungs-
schwingungen ist. Zweitens muss sie umso kleiner gewahlt werden, je geringer
der Regularisierungsparameter ¢, ist (je hoher die Regularisierungssteifigkeit
ck). An dieser Stelle wird eine Eigenschaft der Regularisierung sichtbar: Bei
starrer Formulierung muss zum Zeitpunkt ¢. mangels Gesetz fiir das Abklin-
gen der kleinen Relativgeschwindigkeit ||%;|| = ex zum kinematischen Haften
I%:]| = 0 eine Unstetigkeit in den Starrkérperbewegungen x;(t;) # %;(t)
zugelassen oder die Relativgeschwindigkeit e, wahrend des Haftzustands bei-
behalten werden. Die Regularisierung erlaubt, die Unstetigkeit zu vermeiden
und dennoch einen Haftzustand ohne Drift zu erhalten. Soll aber dann die
Regularisierung mit €. — 0 und ¢ — oo zum Ideal der starren Bindung iiber-
gehen, muss man in der Lage sein, den Haftzustand bei e, = 0 Geschwindigkeit
Null zu detektieren! Drittens wird e, durch die Steigung der Relativgeschwin-
digkeit beim Ubergang nach Haften beschrénkt. Letztere ldsst sich nicht weiter
quantifizieren, aber das Ergebnis iiberrascht nicht: Fiir verschwindende Reib-
werte pft — 0 ist %H)’(i(t:)H — 0 und mit &TI)) auch e — 0, das heift
es lasst sich keine endliche e,-Geschwindigkeit mehr finden, fiir die ein Uber-
gang zum Haften ohne sofortiges Losreiften detektiert werden kann. Dies ist fiir
verschwindende Reibwerte intuitiv richtig.

Eine untere Grenze fiir € ist durch die numerisch erzielbare Genauigkeit fiir
die Relativgeschwindigkeit x(¢) gegeben. Sind etwa die generalisierten Koordi-
naten q und die generalisierten Geschwindigkeiten p jeweils mit einem absolu-
ten Fehler Aq und Ap behaftet und ist mit (34I)) die Relativgeschwindigkeit
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als Funktion dieser Grofen x; = f(q,p) gegeben, so wird iiber eine TAYLOR-
Reihenentwicklung eine N&herungslosung fiir den Fehler Ax; bestimmt [I2]:

. of of
Ax; = A —A 5.72
x gt > op 2P (5.72)
Hat der Fehler Ax; die Gréfenordnung der ei-Schranke

O(er) = O(A%y), (5.73)

so wird bei kleinen Relativgeschwindigkeiten noch wéhrend Gleiten die Rich-
tung der Reibkraft durch den Rundungsfehler dominiert. Die Richtung ist so-
mit willkiirlich, Konvergenzprobleme des Losers sind die Folge. Fiir eine sichere
numerische Abbildung des Gleitzustands muss somit

O(ex) > O(A%,), (5.74)

gelten. Eine zweite untere Grenze fiir € ergibt sich aus der Priifschrittweite
des Losers. Fir sehr kleine €, muss auch die Prifschrittweite ¢, — t,n—1 klein
gewahlt werden, um den dann sehr kurzzeitigen Vorzeichenwechsel der Ereig-
nisfunktion -, (ex) auswerten zu kénnen (vergleiche Abbildung [5.14(b)).

Theoretisch ist es also moglich, dass die obere Schranke (B71)) einen aus Sicht
von (&) zu kleinen Wert fiir &) fordert. Der einzige Ausweg im Rahmen der
Regularisierung ist dann, die untere Grenze fiir €, durch Verbesserung der
Genauigkeit (Erhéhung der Rechenzeit) weiter abzusenken. Praktisch lassen
sich fiir physikalisch sinnvolle Reibwerte und einer fiir Gleitkommazahlen mit
doppelter Genauigkeit tiblichen Fehlertoleranz zwischen 10™* und 107'¢ gute
Werte fir 5 finden. Ist tatsachlich eine Haftreserve

T4 (1%l < ex) > T (ek) (5.75)

vorhanden, so muss die obere Grenze (&1 ohnehin nicht streng eingehalten
werden.

Der in Abschnitt [L.6.] eingefiihrte Winkel v, ist dhnlich wie e eine kleine
numerische Schranke zur Behandlung einer Beriihrnullstelle. Allerdings verhélt
sich 1, unproblematischer als ;. Eine obere Grenze ist erst dann gefunden,
wenn das numerische Verfahren aufgrund des Richtungssprungs vy Schwierig-
keiten bereitet. In der im Anhang [A] vorgestellten Software wurden niemals
Probleme mit einem Wert von

T (5.76)
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beobachtet. Dieser Wert ist fiir die verwendete Schrittweitensteuerung und iib-
liche Fehlertoleranzen des Losers bereits hinreichend weit von Null entfernt, so
dass eine untere Grenze fiir 1), nicht beachtet werden muss. Ubergéinge von
Gleiten nach ausgepragtem Gleiten werden mit (G70]) stets sicher detektiert.
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6. Anwendungsbeispiele

6.1. Zusammenfassung

Anhand von acht Beispielsystemen wird das Einsatzgebiet der elasto-visko-
plastischen Regularisierung umrissen. Jedes der acht Beispiele demonstriert
eine andere Eigenschaft der Methode. Zu Beginn in Abschnitt stehen zwei
akademische Beispiele. Im ersten davon wird die Eingangs getétigte intuitive
Annahme iiber die Konvergenz der Losung bei immer feinerer Diskretisierung
der Kontaktflaiche im numerischen Experiment bestétigt. Das zweite akademi-
sche Beispiel ist die eingekeilte Scheibe aus Kapitel [l Das Problem der Nicht-
Eindeutigkeit der Losung bei ideal starrer Modellierung muss nicht untersucht
werden, da die Eindeutigkeit der Losung bereits in Kapitel Bl festgestellt wurde.
Stattdessen wird an der eingekeilten Scheibe die Robustheit des Algorithmus
bei sehr vielen Ereignissen des Offnen und Schlieens von Kontakten gezeigt.

Im Abschnitt folgen vier Beispielsysteme mit zunehmender Néhe zu rea-
len technischen Systemen. Sie alle gehéren der Klasse der ebenen Scheiben-
systeme mit Reibung an. Im einfachsten Modell — ein Stab kontaktiert eine
rotierende Scheibe — wird nachgewiesen, dass die elasto-visko-plastische Regu-
larisierung in der Lage ist, typische Fragestellungen der nichtlinearen Dynamik
durch Numeriksimulationen zu unterstiitzen. Weiterhin gelingt anhand dieses
Beispiels ein Vergleich von Regularisierung und Modellierung mittels klassischer
Mechanik und Einzelpunktkontakt. Die verbleibenden drei Beispielsysteme il-
lustrieren, wie das Kontaktmodell zum Verstidndnis dynamischer Phinomene
in Antriebskomponenten beitragen kann.

Im Abschnitt wird ein Greifproblem einer Roboterhand betrachtet. Das
Beispiel ist eine Reproduktion aus der Arbeit von KEPPLER [34], dort mit ande-
rer Methode berechnet. Das Beispiel wurde hauptséchlich ibernommen, weil es
besonders anschaulich ist. Da hier das Greifproblem nicht im Fokus steht, wird
an diesem Beispiel der qualitative Einfluss des Regularisierungsparameters &,
auf das Simulationsergebnis illustriert.

Das Kapitel schliefst mit dem Versuch eines moglichst fairen Vergleichs zwi-
schen der elasto-visko-plastischen Regularisierung und einem fiir nichtglatte
Formulierungen typischen Zeitschrittverfahren. Das erfreuliche Ergebnis ist,
dass bei immer genauerer Betrachtung beide Verfahren sich im Ergebnis ein-
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6. Anwendungsbeispiele

Abbildung 6.1.: Ring gleitet auf Unterlage, @ Diskretisierung der Kon-
taktfliche mit 12 und 48 Elementen

ander anndhern. Im Vergleich der Rechenzeiten schneidet die Regularisierungs-
methode entgegen ihrem Ruf als das schnellere Verfahren ab.

6.2. Elementare Beispielsysteme

6.2.1. Ebener Kontakt zwischen zwei Kdrpern

Das in Abbildung gezeigte System besteht aus einem Ring B, und ei-
ner Unterlage B,. Der Korper B, ist starr an den Inertialraum gebunden, der
Ring B, hat alle sechs Starrkorperfreiheitsgrade. Auf den Ring wirke die Erdbe-
schleunigung g = 9.81 33 senkrecht zur Unterlage, so dass es auf der Unterseite
des Rings zum Kontakt mit der Unterlage kommt. Zusétzlich wirken das &dufsere
Moment M, und im Schwerpunkt die &uftere Kraft F', auf den Korper B,.. Fiir
alle Simulationen werden die folgenden Parameter des Systems zugrunde gelegt:
Aufenradius des Rings ro = 1 cm, Innenradius des Rings r1 = 6 mm, Hohe
des Rings d = 1 cm, Materialdichte 12 -8 statischer Reibwert pu°* = 0.55,

dm3”
dynamischer Reibwert u®™™ = 0.35.

Vergleich verschiedener Diskretisierungen Fiir die Unterseite des Rings werden
im Folgenden fiinf verschiedene Diskretisierungen verwendet, und zwar mit 3,
12, 24, 36 und 48 Kontaktpunkten. Dabei befinden sich die Kontaktpunkte
jeweils auf zwei konzentrischen Kreisen und die Anzahl der Kreissegmente wird
variiert (vgl. Abbildung.

Die Regularisierung des tangentialen Kontaktes wird mit den Parametern
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6.2. Elementare Beispielsysteme
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Abbildung 6.2.: @ AuRere Kraft auf Ring, Betrag und Richtung @ AuReres
Moment auf Ring

— 4 rad

We und m. = 1 kg durchgefiihrt. Die elastische Bettung in

€c = 1550
Normalenrichtung 1st mit 4 XN — Steifigkeit und 100 kg Dampfung (jeweils be-
ziiglich eines Kontaktpunktes) nur geringfiigig deformlerbar Die aufsere Kraft
HF | <0.1N und das dufiere Moment HM || <0.25 Nmm (siche Abbildungen
6.2(a)] und erzeugen eine willkiirliche Bewegung des Rings iiber die Un-
terlage. Es Wurde einzig darauf geachtet, dass in der Bewegung sowohl Haften
als auch Gleiten auftritt.

Nach Numeriksimulationen mit 0.1 gm bzw. 0.1 £% absoluter und 10~ 7 rela-
tiver Fehlertoleranz zeigt sich, dass fiir Dlskretlslerungen ab 12 Kontaktpunkten
die Ergebnisse gut iibereinstimmen. In Abbildung|6.3(a)|ist die Trajektorie des
Schwerpunktes vom Ring auf der Unterlage fiir alle fiinf Diskretisierungen ge-
zeigt, in dieser Ansicht ist nur fiir die dufserst grobe Diskretisierung mit drei
Kontaktpunkten ein Unterschied sichtbar. Dasselbe gilt fiir den Verdrehwinkel
&(t) gegeniiber dem Inertialraum, siche Abbildung[6.3(b)}

Bei genauerer Betrachtung stellt man fest, dass die Abstinde zwischen den
Losungen bei steigender Anzahl von Kontaktpunkten geringer werden. Nimmt
man intuitiv die Lésung mit 48 Kontaktpunkten als “Referenz” qr.s(t) und be-
rechnet den Abstand ||qn () —qref(t)]] fiir alle Losungen q,, n € {3,12, 24, 36},
so ergibt sich ein jeweils geringerer Abstand bei Erhohung der Punktezahl. Die
Differenzen sind in Abbildung [6 gezeigt. Die eingangs erwihnte intuitive
Annahme iiber die Dlskretlslerung, dass ab einer gewissen Anzahl von Kon-
taktpunkten die Losung unter Hinzunahme weiterer Kontaktpunkte sich nur
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6. Anwendungsbeispiele

---- 3 Punkte &(t) [rad] ---- 3 Punkte

— 12 Punkte ‘
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Abbildung 6.3.: Trajektorie vom Ring auf Unterlage, @ Winkel &(t)

Abstand zur Lsg. mit 48 Pkt. Abstand zu (G
] ¢ 107* [m]
107
2.25 ¥
107* 2.23 +
. 2.21 +
10 e
2.19 +
106 | | T Anzahl 217 T T ? Anzahl
3 12 24 3¢ Punkte 12 24 36 48 Punkte

Abbildung 6.4.: @Mittlerer quadratischer Abstand der Lésungen mit 3, 12, 24
und 36 Kontaktpunkten zur “Referenz” mit 48 Kontaktpunkten
@ Mittlerer quadratischer Abstand der Losungen mit 12, 24,
36 und 48 Kontaktpunkten zu Gleichung (G

noch geringfiigig &ndert, ist zumindest am vorliegenden Beispielsystem durch
das beobachtete Konvergenzverhalten bestéatigt.

Vergleich verschiedener Diskretisierungen mit kontinuierlicher Reibfliche Be-
schrankt man sich nur auf den Zustand ausgeprigtes Gleiten A, ldsst sich die
Frage nach einer geeigneten Referenzlosung fiir den Algorithmus aus dem vori-
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6.2. Elementare Beispielsysteme

gen Kapitel [ leicht beantworten. Denn im Gleitzustand kann das Kraftgesetz
der CouLoMBschen Reibung lokal fiir ein infinitesimales Fldchenelement der
Kontaktflache formuliert werden, anschliefsend wird iiber den kompletten Kon-
taktrand integriert. Vereinfacht man das Beispielsystem weiter, indem man nur
zwei translatorische Freiheitsgrade g, und gy in der Ebene der Unterlage sowie
einen Winkelfreiheitsgrad & zwischen Unterlage und Ring behélt, so ergibt sich
die Bewegungsgleichung zu

271 T2
My = Faw — 7"2 ) // \/Uz—rdrde (6.1)
2T T
mgy = Fay — 1"2 - // \/vw—rdrdﬁ
27T To
JE = M, + //vxrﬂrsmg—i—e)—vy(r, )TCOS(€+9))rdrd9
: ¢ 2 Uz (’f’, 0) + vy (T7 0)

mit den Abkiirzungen
0 (7, 0) = o — Ersin(€ + 6) (6.2)
vy (r,0) = gy + €7 cos(€ +6).

Durch Approximation der doppelten Integrale auf der rechten Seite von (G1))
mittels SIMPSON-Quadratur wahrend jeder Evaluation der DGL lésst sich nun
eine numerische Ndherungslosung erzeugen, die “sehr viele” Kontaktpunkte ent-
hilt. Denn die Diskretisierung der integralen Ausdriicke in (G) erfolgt nun
durch den abgeschitzten Fehler der Quadratur. In Abbildung [6.5(a)| ist die
Trajektorie einer solchen Referenzlosung eingezeichnet, wobei die Integrale zu
jedem Zeitpunkt mit einer Fehlertoleranz von 10~ approximiert wurden und
damit die DGL mit absoluter und relativer Fehlertoleranz von jeweils 107°
gelost wurde. Die dufsere Kraft wurde mit

0.05 N, t<0.25s

(6.3)
—0.05N, t>0.25s

Foe(t) =0, Fou(t) = {

festgelegt und das dukere Moment M, (t) = 0 gesetzt. Zusétzlich wurde die
Anfangsbedingung

(6.4)
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6. Anwendungsbeispiele

£(t) [rad] )
E | — 12 Punkte © 36 Punkte — Fliiche
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Abbildung 6.5.: Trajektorie vom Ring auf Unterlage, @ Winkel &(t)

gewahlt, so dass auch im Modell mit allen diskreten Zustédnden stets ausgeprag-
tes Gleiten vorliegt. Wie in Abbildungenundersichtlich, stimmen
alle Losungen mit 12—48 diskreten Kontaktpunkten gut mit der Referenzlésung
aus ([6JJ) iiberein. Bei genauerer Betrachtung des Abstandes zur Referenzlosung
fallt wiederum auf, dass die Ndherungslosung mit diskreten Kontaktpunkten
umso besser wird, je mehr Kontaktpunkte beriicksichtigt wurden (siehe Abbil-

dung [BATD).

6.2.2. Die eingekeilte Scheibe

In der Dissertationsschrift wurde die Uneindeutigkeit beziiglich des Haft-
oder Gleitzustands im System der eingekeilten Scheibe (Seite[[3) gelost, indem
zur Regularisierung in Kontaktnormalenrichtung lokale Elastizitdten eingefiihrt
wurden, der Tangentialkontakt aber weiterhin streng mit nichtglatter Formu-
lierung als starrer Kontakt behandelt wurde.

Mit dem Ergebnis der Eindeutigkeit einer Numeriksimulation mit elasto-
visko-plastischer Regularisierung des Tangentialkontakts aus Kapitel [l ist be-
reits bekannt, dass beide Uneindeutigkeiten, die Uneindeutigkeit der Reibkraft-
verteilung wiahrend Haften, die fiir die Bewertung der Dynamik des Systems
unerheblich ist, und die Uneindeutigkeit iiber den Haft- oder Gleitzustand, die
pathologisch ist, nicht auftreten werden. Von daher erscheint es miiig, das Sys-
tem der eingekeilten Scheibe mit der elasto-visko-plastischen Regularisierung
nachzurechnen, zumal auch in der urspriinglichen Arbeit bereits eine Re-
gularisierung mit tangentialer und normaler Nachgiebigkeit betrachtet wurde.
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6.2. Elementare Beispielsysteme

Abbildung 6.6.: Freischnitt der eingekeilten Scheibe

Ublicherweise wird die eingekeilte Scheibe als ebenes System betrachtet, da
bereits hier die Nicht-Eindeutigkeit des Haftzustandes bei starrer Formulie-
rung auftritt. Die Eigenschaft der Plastizitit des Kontaktmodells aus Kapitel E
wurde jedoch speziell zur Behandlung flichiger Kontakte in dreidimensionalen
MKS eingefiihrt, fiir zweidimensionale Systeme wird sie nicht bené&tigt.

Trotz der Einwénde soll im folgenden die Dynamik der eingekeilten Scheibe
untersucht werden. Fiir das System kann eine relativ einfache lineare Stabili-
tatsanalyse durchgefiihrt werden, die eine Instabilitat der rotierenden Scheibe
im Keil unter bestimmten Voraussetzungen beziiglich Keilwinkel 6 und Glei-
treibung p offenbart. Das nichtlineare System zeigt bei diesen Parametern eine
“klappernde” Bewegung begleitet von zahlreichen Ereignissen des Offnens und
Schliefsens von Kontakten. Zweck der Untersuchung ist es, das grundsétzliche
Funktionieren des numerischen Verfahrens fiir eine hohe Dichte von Ereignissen
und die gute Ubereinstimmung der Numeriksimulationen mit den Ergebnissen
der linearen Stabilitdtsanalyse zu demostrieren.

Fiir alle Simulationen wurden die folgenden Modellparameter verwendet:
Masse der Scheibe m = 1 kg, Radius der Scheibe R = 0.1 m, Trégheitsmo-
ment Jg = %mR2, Winkel 6 = %7‘(’, Normalsteifigkeit ¢} = ¢ = ¢ = 10° g und
Erdbeschleunigung g = 9.81 5. Die tangentialen Regularisierungsparameter ci
und c2 wurden hinreichend hoch gewéhlt, bis sie keinen Einfluss mehr zeigten.
Die Normaldampfung 87 = 85 = 8 und der Reibwert p1 = p2 = p flieken als
freie Parameter in die Stabilitdtsanalyse ein.

Aus Gleichung ([LI3) ergibt sich unter Beriicksichtigung der Tragheitsterme
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6. Anwendungsbeispiele

die Bewegungsgleichung

m 0 0 G Ni(sin @ — pcosf) — Na(sin 6 + pcos )
0 m O Gy | = | Ni(cos@ + psin®) + Na(cosO — pusinf) —mg | ,
0 0 Js <p *R,LLNl — R[LNQ + Ma

(6.5)

in die bereits die Annahme des Gleitens
T1 = ,LLN1, Tg = /LNQ (66)

eingesetzt wurde (siehe Freischnitt [G6]). Beriicksichtigt man fiir die Normal-
kréfte nur die Federkrifte
N1 =c¢(R — gy sinf — g, cos0) (6.7)
Ny = ¢(R + gz sinf — gy, cos 9) (6.8)
ohne die Moglichkeit zum Kontaktverlust, so ergibt sich die lineare Bewegungs-

gleichung
M§ + Kq = f (6.9)

mit den Freheitsgraden q = [¢x, gy, go]T, Massen- und Steifigkeitsmatrix

m 0 O 2¢(1 —cos?f)  —2uccosd 0
M=|0 m 0], K=/2uc(l—cos’8) 2ccos® 0 0 (6.10)
0 0 Js 0 —2ucRcosf 0

sowie aller konstanter Terme

—2ucRcos 6
f=|2cRcosf —mg | . (6.11)
72,ucR2 + M,

Man beachte, dass mit ([63) ein System linearisiert wurde, das sich strengge-
nommen aufgrund der Unstetigkeiten von Kontaktverlust und Reibung nicht
linearisieren lisst. Setzt man q = 0 in ([G3) so lisst sich die Ruhelage

B nmg o = 2cRcos O(1 4 p?) — mg
2csin? (1 +p2)’ Y 2ccos? 01+ p2) 7

@ beliebig

(6.12)
bestimmen, die fiir die beiden Sonderfélle § = 0 (der Keil ist eine Ebene mit

dem T-Einheitsvektor als Normalenrichtung) und § = 7 (die beiden Schenkel

des Keils sind parallel) nicht existiert. Die Gleichung in den Abweichungen

qz0 =
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6.2. Elementare Beispielsysteme

Gz = g0 + Agz und qy = gyo + Agy ist gerade die homogene Gleichung des
Systems:
MAgG+KAq=0 (6.13)

mit dem dazugehorigen Eigenwertproblem
(MX +K)v=0 (6.14)
(Eigenwert A, Eigenvektor v) und charakteristischer Gleichung
m?A\® 4+ 2emA\* + 4¢*(1 — cos® 0) cos” O(1 + p*)A* = 0. (6.15)

Es existiert also stets der doppelte Eigenwert A? = 0, der dem beliebigen Dreh-
winkel ¢ zugeordnet ist. Weitere Eigenwerte aus (610) sind

2 c .92
=——11 1-4 0 20(1 2) ). Nl
Ma= = (17 /1~ sin? 0cos? 01 -+.17)) (6.16)

Werden die Nullstellen von sinf und cosf aufgrund der bereits genannten
Nicht-Existenz der Ruhelage ausgeschlossen, so ist das Argument der Wurzel
in ([G.IG]) stets kleiner Eins. Falls zusétzlich

1 —4sin® G cos® O(1 + p*) >0 (6.17)

gilt, sind A2 und A2 negativ, das heifit es gibt zwei rein imaginére Paare komplex
konjugierter Eigenwerte. Der Realteil aller Eigenwerte Re()\;) ist somit Null und
es kann keine Stabilitdtsaussage fiir das nichtlineare System getroffen werden
(degenerierte Ruhelage, Satz von HARTMAN und GROBMAN). Ist hingegen

1 — 4sin® @ cos® (1 + p°) < 0, (6.18)

so entstehen Eigenwerte mit positivem und negativem Realteil, die Ruhelage
ist instabil. Die Grenze von instabilem und degeneriertem Bereich ist durch ein
Gleichheitszeichen in ([@I7)) gegeben und in der (u,#)-Ebene in Abbildung [671]
skizziert. Fiir den hier verwendeten Winkel 8 = %ﬂ”, mit

a=m—20 (6.19)

entspricht dies einem Keilwinkel o = 7, beginnt die Instabilitdt bei p > 1

(Abbildung BT)).
Die Stabilitdtsaussage lasst sich prézisieren, wenn man viskose Dampfung
im Normalkontakt beriicksichtigt, allerdings zu dem Preis, dass die Eigenwerte
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Abbildung 6.7.: Stabilitdtsbereiche ohne Ddmpfung in Normalenrichtung

nicht mehr so einfach wie in (616 anzugeben sind. Anstelle von ([G7)) und ([E3)
sei jetzt

N1 =c¢(R — gzsinf — qy cos0) + B(—gz sin@ — ¢y cos ) (6.20)
N2 = ¢(R+ gz sinf — gy cos0) + B(¢z sin @ — ¢y cos ) (6.21)

Die Bewegungsgleichung lautet dann
Mg+Dq+Kq="f (6.22)

mit M, K und f wie bisher (6I0) und der Dampfungsmatrix

28(1 —cos?0)  —2Bucos’d 0
D = [ 28u(1 — cos? ) 283 cos? 0 0 (6.23)
0 —2uBRcosf 0

Die Ruhelage ist wiederum ([6I2]), die charakteristische Gleichung ist jedoch

Nom? 4+ A°28m + A [48% (1 4 1) cos® O(1 — cos® 0) + 2em)+

M8Bccos® 0(1 — cos® 0) (1 4 p°) + A%4c” cos® O(1 — cos® ) (1 + p*) =0 (6.24)
Wiederum tritt sofort der doppelte Eigenwert A\? = 0 der ungefesselten Starr-
korperdrehung der Scheibe auf. Die beiden komplex konjugierten Eigenwert-
paare Az und A2 sowie A3 und )3 lassen sich zwar noch geschlossen finden,
allerdings sind die Ungleichungen zur Bestimmung der Stabilitdtsgrenzen un-
iibersichtlich und werden daher weggelassen. Stattdessen sind in Abbildungen

und die Real- und Imaginérteile der verbleibenden Eigenwerte fiir
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Re(\i) TIm(X;)
Nullstelle bei 8. = 69.82
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Abbildung 6.8.: Realteile aller vier Eigenwerte A; # 0 (zwei komplex konju-
gierte Eigenwertpaare), [(b)] Imaginérteile aller vier Eigenwerte
A #0

den im ungeddmpften System iiberkritischen Reibwert p = 1.05 gezeichnet.
Ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte beginnt fiir § = 0 mit positivem
Realteil, die Scheibe ist instabil, wie bereits aus Abbildung [E7] bekannt. Durch
Erhohen der Dampfung werden die Realteile aller Eigenwerte Az, Ao und As,
A3 negativ, die Ruhelage (g0, qy0) stabil. Rechnerisch liegt die Nullstelle des
Realteils bei 3. = 69.82 *&.

Trotz der drastischen Linearisierung des Kontakts ldsst sich diese Stabili-
tatsgrenze auch durch Simulation mit dem Algorithmus aus Kapitel B iden-
tifizieren. Fiir eine leicht {iberkritische Dampfung von g = 70 kf klingen die
Schwingungen der Scheibe in der (7, 7)—Ebene ab. In Abbildungist die
gy-Koordinate der Numeriksimulation gezeigt. Der sich einstellende stationére
Wert gy0 entspricht gut der Prognose aus ([E12]). Wahlt man hingegen eine leicht
kritische Dadmpfung von 8 = 69 k?g, so klingt die Schwingung auf (Abbildung
6.9(b)). Entgegen der linearen Analyse wird die Amplitude im nichtlinearen
System durch Kontaktverluste zwischen Scheibe und Keil begrenzt. Statt einer
Instabilitat stellt sich in der Numeriksimulation ein stabiler Grenzzyklus ein,
dessen konstante g,-Amplitude in Abbildungzu sehen ist. Die Simulatio-
nen bei linearer Instabilitit sind von einem fortwahrenden Offnen und Schliefen
der Kontakte begleitet, was sich natiirlich auf die Rechenzeit auswirkt.

Die Stabilitéitsgrenze ldsst sich fiir weitere Reibwerte sowohl mit Eigenwert-
analyse als auch durch Simulation finden. In Abbildung [BI0 sind exemplarisch
fiir finf verschiedene p die analytischen Stabilitdtsgrenzen entlang (. einge-
zeichnet. Zusétzlich wurde mit dem Computeralgorithmus die Stabilitdtsgrenze
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Qy(t)

(a) (b)

Abbildung 6.9.: Abklingende Schwingung der eingekeilten Scheibe bei li-
nearer Stabilitét, @ Schwingung der eingekeilten Scheibe bei
linearer Instabilitat

g 5
90 +
stabil
70 +
—0— Grenze analytisch
+ num. stabil
50 + O  num. instabil
instabil
30 1 1 2
1 1.04 1.08
Abbildung 6.10.: Stabilitatsbereiche, analytische Vorhersage und
Numeriksimulation

durch Ausprobieren auf 1 % genau bestimmt. Wie in Abbildung zu be-
obachten ist, liegen beide Ergebnisse dicht beeinander. Insgesamt lasst sich am
Beispielsystem der eingekeilten Scheibe eine gute Ubereinstimmung zwischen
analytischer Vorhersage und numerischen Ergebnissen feststellen. Allerdings
enthielten die simulierten Bewegungen nur die Kontaktzustinde Gleiten A und
inaktiv #. Die Frage, ob mit dem Kontaktmodell nichtlineare Phianomene mit
Haft- und Gleitzustdnden untersucht werden konnen, muss anhand weiterer

Beispielsysteme beantwortet werden.
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6.3. Nichtlineare Dynamik ebener Scheibensysteme

Rotierende Scheiben mit Reibung finden sich in vielen technischen Anwendun-
gen wieder. Bei Kraftfahrzeugantrieben sind in erster Linie Reibkupplungen,
Betétigungssysteme fiir konventionelle oder Doppelkupplungen und Bremssys-
teme zu nennen. Andere weit verbreite Anwendungen sind Tribometer
zum Messen von stationéren Gleitreibwerten oder die Untersuchung uner-
wiinschter Kollisionen zwischen Magnetscheiben und Lesekopf in magnetischen
Massenspeichern [B2].

6.3.1. Einfache Systeme mit radialer Elastizitdt und Reibung

Das folgende Beispiel soll demonstrieren, dass das in Kapiteln E] und Bl vorge-
stellte Verfahren auch zur Behandlung von Starrkoérpersystemen mit Punkt-
kontakt geeignet ist. Da in diesen Systemen wéhrend Haften keine Bindung
iiberzéahlig ist, kann die Haftreibkraft stets aus einer Gleichgewichtsbetrachtung
bestimmt werden. Starrkorpersysteme mit Punktkontakt bieten sich daher an,
den Einfluss der Regularisierungsparameter auf die Losung zu untersuchen.

Das in Abbildung gezeigte System besteht aus einer Scheibe B, und
einem Stab B, der an seinem Ende die Scheibe beriihrt. Die Scheibe rotiert
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w um ihre starr gelagerte Zentralachse.
Die einzigen Freiheitsgrade des Systems sind die ¢;- und g;-Verschiebungen des
Stabs in der Ebene der Scheibe. Entlang beider Richtungen ist der Stab iiber die
Steifigkeit ¢; und die viskose Dadmpfung s an den Inertialraum gefesselt. Die
entspannte Lage der Federn befindet sich im Punkt (Xo,0)T der (7, 7)-Ebene.
Es gelte zu allen Zeiten die konstante Normalkraft N=NFk mit N =1.

Mit der CourLoMBschen Gleitreibkraft

T = (;) — —uN= (6.25)
J

1l

und der Relativgeschwindigkeit x(t)

=)= (%) 60

lauten die Bewegungsgleichungen des Stabes

mdg; + Bsqi + ¢s(qi — Xo) =Tf = - —pN G+ o..ij)
V(G +wgs)? + (¢ — wgs)? 6.27)
. e _ —uN(q; — waqi) .
Ml Pl et =5 = e S T (G = wa
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—

?I Jy4q

(N

— Draufsicht, anfangliche Lage

Abbildung 6.11.: Stab auf Scheibe mit einem Kontaktpunkt. Die kleine Detail-
ansicht zeigt den Abstand zwischen Scheibe master und Stab
slave Xo in undeformierter Lage der Feder sowie die Feder-
verformung ¢; — Xo. Eine Taumelbewegung der Scheibe ist im
Modell aufgrund der starr angenommenen Scheibe mit idea-
lem Drehgelenk nicht moglich. Eine Bewegung des Stabs in
k-Richtung wird ebenfalls per Annahme ausgeschlossen, so
dass der Betrag der Normalkraft ||N|| konstant ist.

wahrend Gleiten und

qi(t) = Ccos(w(t — t.) + 0)

q;(t) = Csin(w(t — t*) + 0) (6.28)

wahrend Haften, wobei sich Amplitude C' und Phasenwinkel 6 sich aus dem
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Zeitpunkt t,. des letzten Gleit-Haftiibergangs errechnen.

C = /@2 (t) +g3(t.) (6.29)
arctan ZZE::; +m, q(ts) <0
arctan ;ijéi**)), gi(t«) >0

o=11 @:(t:) =0, q;(t.) >0 (6.30)
—3 qi(ts) =0, q;(ts) <0
unbestimmt, qi(t«) =0, ¢i(t«) =0

Der Haftzustand wird mittels der Bedingung 7' < pu*N = u®* iiberwacht, die
Tangentialkraft 7" kann aufgrund des Punktkontaktes wiahrend Haften aus dem
dynamischen Gleichgewicht

T; = mdi + Bsqi +cs(qi — X
T = /T2 + 12, G+ i + es(qi = Xo) (6.31)
Tj = md; + Bgj + csq;
bestimmt werden. Der Ubergang von Gleiten nach Haften wird wie gehabt als

Beriihrnullstelle der Relativgeschwindigkeit im Kontaktpunkt gesucht, so dass
die Ereignisfunktion ~(t) des Systems insgesamt mit

TP +T7 < py s=H

(6.32)
V0di+wg)? + (@ —wg)>—e>0 s=A

V(Qi’qjﬁqivqu) = {

gegeben ist. Kontaktverlust (#) ist mit den zwei gewédhlten Freiheitsgraden
nicht moglich und Gleiten G mit plastischer Deformation wird im Modell mit
Einzelpunktkontakt nicht bendtigt. Wegen (628) ist unmittelbar nach einem
Ubergang von Haften nach Gleiten t, die Relativgeschwindigkeit im Kontakt-
punkt exakt Null:

0=/ (di +wyg;)? + (4 — was)? (6.33)
Somit ist die rechte Seite von ([E21) singuldr zum Zeitpunkt ¢.. Abhilfe schafft
dhnlich wie in (@I0J) die Argumentation, dass die Tangentialkraft im Ubergang
stetig sei, also

T(t;) =T, T= (T) . (6.34)
T;
Anstelle von ([620)) wird dann fiir die rechte Seite von ([627)) die Tangentialkraft
T oy

—uN
OSSR (6.35)

T =
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verwendet. Das Modell mit starrer Reibstelle aus den Gleichungen ([6.27), ([623),
629, 630), [@32) und [E35) wurde mit einem ROSENBROCK-Einschrittver-
fahren implementiert und mit vergleichsweise strenger absoluter und relativer
Fehlertoleranz von jeweils 10~!! numerisch geldst. Die so erhaltene Losung soll
als Referenz fiir das Modell mit regularisierter Reibstelle dienen und sei mit
Qref(t) bezeichnet.

Eine fiir technische Anwendungen interessante Losung des Systems ist eine
Ruhelage des Stabs im Raum bei gleitendem Kontakt zur Scheibe. Sie ldsst sich
aus ([@27) mit der Transformation der Bewegungsgleichung auf Polarkoordina-
ten

g = pcost), q; = psiny (6.36)
zu
22
po =4/ X3 — Mcfg\] 1o = arcsin (cﬁ:go) (6.37)
p’N? puN |, pAN?
0=Xo(1- o= X2 - .
gio 0 ( c2X2 ) 440 cs Xo 0 c2 (6.38)

ermitteln. In dieser Ruhelage befinden sich Reibkraft und Federkraft in der in
Abbildung (6.12(a)]) gezeigten Weise im Gleichgewicht. Alle Ruhelagen liegen

auf dem Kreis ) )
X X
(QiO - 70) + quo = 707 (6.39)

was durch Einsetzen von (38) in (639) nachvollzogen werden kann [B2]. Je
hoher die Normalkraft N ist, umso weiter wandert die Gleichgewichtslage auf
dem Thaleskreis in Richtung des Drehzentrums der Scheibe im Ursprung von
(7,7). Diese Lésung wird in der technischen Anwendung iiblicherweise mit
Selbstzentrierung bezeichnet (vgl. Einfiihrung Seite Hl). Der Begriff Selbstzen-
trierung ist leider mehrfach belegt (im nachfolgenden Abschnitt wird ein
anderer Mechanismus der Selbstzentrierung untersucht).

Bei hoheren Drehzahlen w wird das Einzugsgebiet der Ruhelage verlassen.
Statt der Selbstzentrierung kommt es zu einem Grenzzyklus mit groffen Am-
plituden, wie er in Abbildung fir die Parameter p®" = 0.11, p*t =
LO1p™™ m=1kg cs =12 3=01% w=1.1"24 und Xo = 0.1 m gezeigt
ist. Es kommt zu alternierenden Phasen von Haften und Gleiten, wobei das
Haften bei den gewdhlten Parametern stets im unteren linken Quadranten der
Trajektorie stattfindet. Dort ist wegen ([G28]) die Bewegung kreisformig, wih-
rend der Gleitphase steigt zunéchst der Abstand zum Drehzentrum von B,, und
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q; ¢ Q 16'1‘5
2

(a) (b)

Abbildung 6.12.:@ Gleichgewicht aus Reibkraft und Federkraft am
Thaleskreis, Grenzzyklus des Stabs im (g, q;)-
Konfigurationsraum

sinkt dann wieder, bis der Haftradius erreicht ist. Lasst man nur Gleiten des
Kontaktpunktes zu — das heift ([G27) sei die vollstdndige Bewegungsgleichung
des Systems — so erhilt man fiir dieselben Parameter ebenfalls einen Zyklus
mit grofer Amplitude, der dann durch die Dampfung 8s begrenzt und stabil
istﬂ. Hier wird die Amplitude zusétzlich durch die Haftphasen begrenzt. Dieser
Losungstyp sei mit Schleudern bezeichnet.

Bevor die Losungen Selbstzentrierung und Schleudern weiter untersucht wer-
den, lasst sich am Beispiel des Stabs auf der Scheibe demonstrieren, dass die
Losung der Regularisierung q(t) gegen die Losung des Modells mit starrer Reib-
stelle qref(t) numerisch konvergiert. Dazu wurde der dimensionslose Regulari-
sierungsparameter . von 10 bis 10~ in Zehnerpotenzen variiert. Die dazuge-
horigen tangentialen Steifigkeiten und Dampfungen aus Gleichungen (G61]) und
(EB2) sind in Tabelle B3] gelistet, wobei als Grenzfrequenz w. die zehnfache
Eigenkreisfrequenz wj = - des Stabs an seiner elastischen Lagerung und als
charakteristische Masse m. die Masse des Stabs verwendet wurden.

Bei Verringerung des Regularisierungsparameters e. (also bei Erhohung der
tangentialen Kontaktsteifigkeit) konvergiert die Losung q(ec,t). In Abbildung
ist der Abstand nach 600 Sekunden Simulationszeit zwischen einer nu-
merischen Losung q(ec,600) und der benachbart schlechteren Regularisierung
q(10e¢, 600) gezeigt. Bereits bei einem Regularisierungsparameter von e, =

!'Die Dynamik des Systems unter der Annahme fortwihrenden Gleitens ist ausfiihrlich in
untersucht.
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ee ¢ [N/m] B [ke/s|
10! 10° 20v/10
1 10* 200
107! 10°  200v/10
1072 10° 2000
1073 10" 200010
1074 108 20000

Tabelle 6.1.: Regularisierungsparameter

la(ee, t = 600) — q(10=., ¢ = 600)]|

0.02 7
0.01 -
~ 10~ 6|~ 10—5
0 Ee
10* 102 10°

bessere Regularisierung

Abbildung 6.13.: Konvergenz der Losung bei strengerer Regularisierung

1073, also einer méRig hohen tangentialen Kontaktsteifigkeit von 10 % ist
nach 600 Sekunden Simulationszeit der Unterschied zur genaueren Regularisie-
rung e, = 10~* mit 1.5 ym bei 15 cm Amplitude hinreichend klein geworden.

Ebenso lésst sich anhand dieser numerischen Experimente fiir verschiedene

€. ein Konvergenzverhalten

lim (q(ec,t) — aret(t)) =0 (6.40)
ec—0
feststellen, ohne dass ([E40) formal nachgewiesen wird. Der relative Fehler be-
zogen auf das Modell mit starrer Reibstelle ist fiir e, = 10 mit knapp 15%
noch stark (Abbildung nimmt aber unter Verbesserung der Regularisie-
rung stetig ab. Bereits bei e. = 1072 ist der relative Fehler der Regularisierung
mit einem Wert von 3-107° praktisch klein genug. Insgesamt zeigt sich, dass
regularisierte und starre Losung gut iibereinstimmen.
Neben den Losungen Selbstzentrierung und Schleudern ist auch ein fortwéah-
rendes Haften des Stabs auf der Scheibe moglich. Es wird sich zeigen, dass mit
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lla—aretll —3  lla—aresll
Tarerl x10 Tarerll
0.15 - 1.2 +
0.10 0.8 + e.=0.1
0.05 - 0.4 4+
e =10"2
0 ¢ 0 S LISt
0 100 200 300 400 500 Q €e=10"7,10 500

(a) (b)

Abbildung 6.14.: Relativer Fehler von regularisierter Losung gegeniiber Modell
mit starrer Reibstelle. In |(a)] weiche Regularisierungsparame-
ter ec = 10 und e, = 1, in [(b)| strengere Regularisierungspa-
rameter zwischen . = 0.1 und e, = 1074,

der Regularisierungsmethode auch Bifurkationen zwischen den Losungen Haf-
ten und Schleudern identifizierbar sind. Aus Gleichung ([E31]), der Losung fiirs
Haften [E28) und der Haftbedingung als erste Zeile von ([G32) ergibt sich die
Ungleichung:

(u“)2 > (cs — mwQ)2 C? + B2C%°W* + X3
— 2¢5XoC [(cs — mw2) cos wt — Bsw sinwt} (6.41)

Um permanentes Haften zu ermdglichen, muss (4] fiir alle Zeiten ¢ erfiillt
sein.

> O/ (cs — mw?)? + B2w? + s Xo (6.42)
Die Amplitude C des Haftens ist also beschrénkt mit

C < MSt _ CSXO
T V(es = mw?)? + BRw?

(6.43)

Fiir Reibwerte ** innerhalb des Haftbereiches (GZ3) lisst sich ein Ansteigen
der Amplitude C bei Verringerung von u®' feststellen. Genau an der Stelle,
wo die numerisch ermittelte C(u*")-Kurve die analytisch erhaltene Schranke
©Z3) schneidet, springt die Losung auf Schleudern iiber. Dieser Ubergang ist
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Abbildung 6.15.: Ubergang der Losung Schleudern zu Haften, Grenzfla-
che zwischen Schleudern und Haften, analytisch (Fliche) und
numerisch (Punkte)

in Abbildung gezeigt, die Grenze aus ([GA3)) ist zusétzlich als gestri-
chelte Linie eingezeichnet. Der Sprung zwischen Haften und Schleudern wurde
numerisch mit einem SchieRverfahren auf eine Genauigkeit von Ay = 10™* be-
stimmt. Losungen zwischen Haften und Schleudern lassen sich weder mit der
Regularisierungsmethode noch mit starrer Modellierung finden, so dass es sich
bei dem Ubergang um eine Bifurkation handelt. Betrachtet man in (EZ3) w und
uSt als freie Parameter und halt m, ¢s, Xo und B fest, so ist die Amplitude
des Haftens durch die in Abbildung [6.15(b)] gezeichnete Fliche begrenzt. Wie-
derholt man die Vorgehensweise von Abbildung|6.15(a)| fiir verschiedene w, st
und Anfangsbedingungen, so ldsst sich diese Flache numerisch wiederfinden. In
Abbildung sind exemplarisch einige Punkte fiir die Anfangsbedingung
q(t = 0) = [0, 0] (schwarze Punkte) und q(t = 0) = [0.3,0] (weife Punkte) ein-
gezeichnet. Die numerisch ermittelten Punkte liegen gerade auf der analytisch
bestimmten Fliche aus ([643).

Fiir die gewiihlten Anfangsbedingungen findet bei u**N < ¢sXo = 0.1 N
Selbstzentrierung statt, dies ist in Abbildung unterhalb der mit = 0.1
bezifferten gestrichelten Linie.

Ein System mit verteiltem Reibkontakt erhilt man, indem der Stab Bs durch
eine weitere Scheibe ersetzt wird. Als zusétzlicher Freiheitsgrad des Systems
wird der Verdrehwinkel der Reibscheibe B, eingefiihrt. Das System ist in Abbil-
dung [G.16 gezeigt, der flichige Reibkontakt wurde bereits mit 12 Kontaktpunk-
ten diskretisiert. Eine Modellierung mit starrer Reibstelle analog zum vorigen
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Cs
. ﬂbﬁ/@?

Abbildung 6.16.: Das System mit zwei Scheiben und 12 Kontaktpunkten. In je-
dem Kontaktpunkt sind die tangentialen und normalen Kon-
taktkrifte gezeigt.

Beispiel ist jetzt nur noch mit nichtglatten Methoden méglich, da in ©31) nun
zwolf unbekannte Tangentialkréfte 7'; stehen, aber nur zwei skalare Gleichun-
gen vorliegen. Nachfolgend sollen exemplarische topologische Eigenschaften des
Losungsraumes untersucht werden.

In Abbildung [6.15(a)] wurde der Ubergang von der Lésung Schleudern zum
Haften in Abhéngigkeit des Reibwerts u gefunden. Wahlt man als Kontrollpa-
rameter jetzt nicht nur p, sondern zusétzlich den Achsversatz zwischen Dreh-
zentrum und entspannter Lage der Federn Xj, so erhidlt man das “Bifurka-
tionsdiagramm” in Abbildung [6.17(a)] Die Punkte wurden wieder mit einem
SchieRverfahren ausgehend von exaktem X, auf die Genauigkeit Ay = 1074
bestimmt. Das Diagramm ist ein 2D-Querschnitt durch den héherdi-
mensionalen Raum aus Modellparametern und Anfangsbedingungen, hier fiir
natiirliche Anfangsbedingungen

2(0) =0, ¢;(0)=0, ¢(0)=0, ¢;(0)=0 (6.44)
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Jn 1
0.15 + » 0.134 +

' 4 Permanentes g Permanentes »
0.14 Haften /‘ 0.132  Haften //
0.13 + J/ ,
0.12 + //Schleudern mit 0.130 //
0.11 4+ ® Haften / Gleiten J

1 1 ‘/ 0.128 + /Sc/h;udern mit
0.10 _ " Haften / Gleiten
0.09 } } — Xo  0.126 +=—+ 1 — B

0.07  0.09 9.11 0.13 0 .01 0.02 0.03
(a (b

Abbildung 6.17.: Grenze zwischen Haften und Schleudern mit Reibwert
und Achsversatz als Kontrollparameter, @ Grenze zwischen
Haften und Schleudern mit Reibwert und D&mpfung als
Kontrollparameter

erstellt. Wird ein Punkt genau auf der Grenze zwischen Schleudern und Haften
betrachtet, so lasst sich die Haftlésung entweder durch ein Erhohen des Reib-
werts oder ein Verringern des Achsversatzes Xo erzwingen (vgl. Abb. [6.17(a)).
Dies untermauert die intuitive Vorstellung, dass die Losung Schleudern eine
durch Fliehkraft begiinstigte Bewegung ist.

Als zweites Beispiel wird in Abbildung die Bifurkation im (p, 8p)-
Querschnitt des Parameterraums bestimmt, ebenfalls bei Anfangsbedingung
(EZ4). Ein hoheres Bremsmoment der angetriebenen Scheibe durch die vis-
kose Dampfung [y beglinstigt die Losung Schleudern, was intuitiv ebenfalls
plausibel erscheint, da jegliches Haften durch das Aufzwingen eines Schlupfes
in Umfangsrichtung erschwert wird. Schlieflich wird in Abbildung die
Grenzflache zwischen Haften und Schleudern n&herungsweise bestimmt. Kon-
trollparameter sind jetzt Achsversatz X und die Anfangsbedingung ¢;(0) = gio.
Alle anderen Anfangsbedingungen wurden wieder mit

G(0)=0, &(0)=0, ¢(0)=0 (6.45)

festgehalten. Alle 25 Punkte in Abbildung wurden mit einem Schiefver-
fahren auf die Genauigkeit Ay = 10~* bestimmt. Die 25 Punkte ergeben eine
leicht gekriimmte Fliche (die Kriimmung ist in Abb. kaum merklich) und
es findet sich kein Ausreiffer unter den Punkten. Das Verfahren scheint zum
numerischen Verfolgen von Grenzen im Ldsungsraum geeignet.

184



6.3. Nichtlineare Dynamik ebener Scheibensysteme

Abbildung 6.18.: Grenzflache zwischen Schleudern und Haften. Haften ober-
halb der Féache, Schleudern mit wechselnd Haften / Gleiten
unterhalb der Fléche.

6.3.2. Ein ebenes Lager mit Selbstzentrierung

Waihrend in den vorangegangenen Beispielen mit Selbstzentrierung eine Ru-
helage mit permanentem Gleiten gemeint war, existiert ein verbreitetes zwei-
tes Phénomen, welches unter demselben Namen firmiert, aber ginzlich an-
ders funktioniert. Das in Abbildung skizzierte System besteht aus einem
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit w rotierendem Bauteil, einem Lager mit
den beiden Starrkérpern von Ober- und Unterschale, dessen Innenleben durch
ein Drehgelenk idealisiert sei, sowie einer Unterlage, die starr an den Inertial-
raum gefesselt ist. Zwischen antreibender Scheibe und Lageroberschale sowie
zwischen Lagerunterschale und Unterlage ist jeweils ein flichiger Reibkontakt,
beide seien mit je sechs Kontaktpunkten diskretisiert.

Das Lager ist damit radial beweglich, was bei Betadtigungssystemen von
Kupplungen meist konstruktiv erwiinscht ist, da die genaue Drehachse der
Kupplung aufgrund von Fertigungs- und Montagetoleranzen unbekannt ist.
Steht nun das Lager zu Beginn einer Bewegung mit einem Drehgelenk ex-
zentrisch von der Drehachse der Kupplung wie in Abbildung gezeigt, so
wird unter Selbstzentrierung eine kollineare Ausrichtung der Drehachsen durch
radiale Fortbewegung des Lagers verstanden. Ist dieser Vorgang abgeschlossen,
kann in beiden verteilten Kontakten tiberall Haften stattfinden, was iiberhaupt
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. » Kontakt-
‘K 1
uppiung punkte /\’
Kontakt, s §\IE
Drehzentrum
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Kontakt, p1 i “Kuppling” Lager

Abbildung 6.19.: Einfaches Modell eines Betétigungssystems
() (b) (©

Abbildung 6.20.: Exemplarische Messungen der Selbstzentrierung: (a) kurze
Zentrierung (zentrierte Position links unten im Bild), (b) Zen-
trierung mit spiralférmiger Trajektorie, (c) keine Zentrierung

erst einen iiber eine Fahrzeuglaufstrecke hinreichend geringen Verschleiff an
den Kontaktstellen ermoglicht. Fiir die Funktion des Betétigungssystems ist
eine erfolgreiche Selbstzentrierung zwingend erforderlich.

Aus Messungen ist bekannt, dass diese Form der Selbstzentrierung in techni-
schen Systemen dhnlich zu Abbildung B I9 meistens funktioniert, in Ausnahme-
fallen jedoch nicht funktioniert. Drei Beispiele sind in Abbildung [E.20] gezeigt.
In[620)(a) ist eine Zentrierkurve mit relativ schneller, direkter Ausrichtung des
Lagers von seiner Startposition (rechts oben) zur zentrierten Position (links
unten). Hiufiger ist eine Zentrierkurve wie in [E20(b) zu beobachten, dort be-
wegt sich das Lager auf einer spiralférmigen Trajektorie auf das Drehzentrum
zu. SchlieRlich ist in [E20)c) eine Messung ohne Zentrierung gezeigt.

Aufgrund der Komplexitdt des Phénomens kénnen die folgenden Simula-
tionsbeispiele nicht ausreichen, um das Phdnomen der Selbstzentrierung zu
verstehen. Vielmehr soll demonstriert werden, dass die elasto-visko-plastische
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Abbildung 6.21.: Trajektorie des Lagerschwerpunktes bei (a) erhohter Reibung

an der Unterlage und (b) erhohter Reibung an der antreiben-
den Scheibe

Regularisierung zusammen mit ereignisgesteuerter Integration geeignet ist, zum
Versténdnis beizutragen. Dazu sollen einige fiir das Ph&nomen relevante Para-
meter durch numerische Experimente identifiziert werden.

Fiir alle folgenden Simulationen sind die folgenden Tragheits- und Geome-
trieparameter zugrunde gelegt: Masse der Lagerunterschale: 80 g; Masse der La-
geroberschale: 77g; Haupttragheitsmomente der Lagerunterschale: J, = J, =
5107 kgm?; J, = 9.8 - 107° kgm?; Haupttrigheitsmomente der Lagerober-
schale: J, = J, = 4.8-107° kgm?; J, = 9.4-107° kgm?; Die Gesamtnormalkraft
betragt 600 N. Kontaktradien in beiden Kontakten: 38.25 mm. Das Lager in Ab-
bildung BT habe zunichst keine Kippfreiheitsgrade um die i - und j -Achsen,
so dass die Normalkraftverteilung konstant ist. Das Schleppmoment im Lager
wird stets zu Null angenommen. Die Winkelgeschwindigkeit der antreibenden
Scheibe ist 157 % ~ 1500%. Fiir die tangentialen Regularisierungsparameter
ergeben sich mit . = 10_%, we = 400 % und m. = 0.5 kg eine tangentiale
Kontaktsteifigkeit von ¢, = 79 % und eine Dampfung von £, = 12566 %.

Die intuitive Annahme, dass bei erh6htem Reibwert in der Kontaktschnitt-
stelle Lager / Kupplung permanentes Haften an der Kupplung und bei er-
hohtem Reibwert im Kontakt Lager / Unterlage permanentes Haften an der
Unterlage auftritt, wird durch Simulationen bestitigt. In Abbildung[E2Ta) ist
p1 = 0.2 und pe = 0.15, das Lager bleibt an der Unterlage Haften, wahrend
der obere Kontakt permanent gleitet. In Abbildung B2I(b) ist ©1 = 0.15 und
pn2 = 0.2, das Lager bleibt an der antreibenden Scheibe haften, wiahrend der
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untere Kontakt permanent gleitet. Fiir eine erfolgreiche Zentrierung miissen
somit — zumindest zeitweise — Gleitzusténde in beiden Kontakten vorliegen.

Gleitzusténde lassen sich im Modell durch Festlegung identischer Reibwer-
te in beiden Kontakten und durch Absenken des statischen Reibwertes auf
einen Wert nahe des Gleitreibwerts begiinstigen, beispielsweise 1 = 0.150001
bei Gleitreibwert p®™ = 0.15. Dennoch reicht diese Mafnahme nicht aus, um
Zentrierung zu erhalten. Die Trajektorie des Lagers ist in Abbildung [£22(a)
gezeigt. Sie ist dhnlich wie in Abbildung [B2Tkb), allerdings mit andauernden
Gleitzustidnden in beiden Kontakten. In Abbildung [E22(b) ist eine Simula-
tion mit identischen Parametern wie in (a) gezeigt. Der einzige Unterschied
ist, dass jetzt das Lager die vollen sechs Starrkorperfreiheitsgrade hat. Anstel-
le einer konstanten Normalkraftverteilung werden die Steifigkeiten der elasti-
schen Bettung mit ¢5 = 1 II:I—N pro Kontaktpunkt oder 6 % insgesamt an
der Unterlage und c¢f = 72 —— pro Zunge oder 432 % insgesamt an der
Kupplungstellerfeder beriicksichtigt. Letztere Steifigkeit ist also deutlich gerin-
ger, da die Tellerfederzungen einer Kupplung relativ weiche Bauteile sind. Die
Normaldampfungen sind in beiden Fillen mit 87 = 85 = 0.01 % auf einen
geringen Wert abgeschétzt. Durch die elastische Bettung ist es moglich, das
Lager mit den Reibkréften leicht aus der Ebene der Unterlage zu verkippen.
Bei der Bewegung in Abbildung [£22b) bleibt der Verkippwinkel immer unter
13—0°, dies reicht jedoch aus, durch die gednderte Relativkinematik eine leicht
zentrierende Gesamtreibkraft zu erzeugen. In der Endposition in [E22b) befin-
det sich das Lager auf einer kreisférmigen Trajektorie mit permanentem Haften
an der Kupplung und Gleiten auf der Unterlage. Bemerkenswert ist, dass bei
sukzessiver Erhohung der Normalsteifigkeiten die Losung aus [E22((b) sich der
von [6.22a) annéhert, das heift die Idealisierung der Normalsteifigkeiten durch
starre Bindungen fiihrt von der gewiinschten Bewegung weg. Demnach sind
die Normalsteifigkeiten im vorliegenden System eher als physikalische denn als
Regularisierungssteifigkeiten zu interpretieren.

Die Beriicksichtigung der vollen 3D-Bewegung des Lagers fithrt in die Néhe
der aus Messungen bekannten Selbstzentrierung, aber das Ergebnis ist noch
nicht zufriedenstellend: Einerseits sind die Annahmen der identischen Reibwer-
te und der geringfiigigen UberhShung des statischen Reibwertes fiir ein reales
System mit Sicherheit nicht erfillf]. Andererseits ist die Zentrierung in Ab-
bildung [E222(b) nicht vollstindig, es kommt zum Haften an der Kupplung mit
dauerhaftem Gleiten auf der Unterlage.

2Es existieren jedoch konstruktive Mafinahmen um ersteres zu erreichen, sieche Abschnitt
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Abbildung 6.22.: Trajektorie des Lagerschwerpunktes bei (a) rein ebener Be-
wegung (b) zusétzlichen Freiheitsgraden der Verkippung

Ein naheliegender Versuch ist es, durch axiale hochfrequente Anregung des
Lagers das Haften zu verhindern und dabei die Zentrierung zu vervollstandigen.
In AbbildungB2Z3 wurde zunichst der statische Reibwert auf den realistischeren
Wert °* = 0.16 bei weiterhin u®™ = 0.15 gesetzt, auRerdem wurde die Damp-
fung in Normalenrichtung mit 87" = 83 = 10 % um den Faktor 100 erhoht. Bei
ansonsten unverdnderten Parametern kommt es aufgrund der grofieren Haft-
reserve und Dampfung zum Haften an der Unterlage, siehe Abb. [E23|a). Mit
einer harmonischen axialen Anregung wie sie durch einen Verbrennungsmotor
auf das Lager aufgeprigt werden kann (hier willkiirlich mit Frequenz: 4. Ord-
nung von w, Amplitude: 1—15 der mittleren Normalkraft) l4sst sich dieses Haften
16sen, allerdings ist die anschliefsende Zentrierung weiterhin unvollsténdig, siehe
Abb. B23(b). Dabei stellt man fest, dass die schwierig zu beziffernde Damp-
fung in Normalenrichtung 57, 85 ein ebenso gewichtiger Parameter ist wie die
axiale Anregung. In den Bildern E23(a) und (b) wurde mit 87 = g5 = 10 &
gerechnet, wihrend in (c) und (d) wie frither mit 57 = 85 = 0.01 % gerechnet
wurde. Demnach ist bei geringeren Dampfungen stets ein besseres Zentrier-
verhalten zu erwarten, bei hohen Dampfungen wirkt sich die axiale Anregung
dennoch positiv auf das Zentrierverhalten aus. In den Bildern [523(a)—(d) wird
insgesamt keine vollstdndige Zentrierung erhalten. Diese ist jedoch bei deutlich
starkerer axialer Anregungsamplitude von % der mittleren Normalkraft und ge-
ringer Dampfung 7 = 85 = 0.01 % moglich, wie in Abbildung gezeigt.
Dort ist auch das Muster der Haft- / Gleitiibergénge exemplarisch fir einen
Kontaktpunkt eingezeichnet. Der Beginn einer neuen Gleitphase nach erfolg-
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—-1.5 0 1.5 —-1.5 0 1.5

Abbildung 6.23.: Einfluss axialer Anregung: (a) keine axiale Anregung und
hohe Dampfung in Normalenrichtung, (b) axiale Anregung
und hohe Dampfung, (c) keine axiale Anregung und geringe
Dampfung, (d) axiale Anregung und geringe Dampfung

tem Haften ist in Abbildung [E24] mit einem griinen Punkt gekennzeichnet. Der
Selbstzentrierungsvorgang kommt demnach stdndig zum Erliegen und wird erst
durch Stéranregung (hier axiale Anregung) verbunden mit stindigem Losreifien
der Kontakte aufrecht erhalten.

6.3.3. Ein Lager mit radialer Elastizitit und Selbstzentrierung

Im vorigen Abschnitt waren alle Steifigkeiten in radialer Richtung Regularisie-
rungssteifigkeiten. Bei hinreichend strenger Wahl des Regularisierungsparame-
ters e, verhélt sich das Modell in radialer Richtung demnach ideal starr. Diese

190



6.3. Nichtlineare Dynamik ebener Scheibensysteme

1.5

[mm]

265>

st
I
M@'ﬁ‘\m\\\\\&
AN
W

-1.5 i
—-1.5 0 1.5
Abbildung 6.24.: Muster der H/G-Ubergénge bei axialer Anregung
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Abbildung 6.25.: Modifikationen mit radialer Elastizitat
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Annahme ist in der Realitdt nicht gegeben, darum soll nun auf der Suche nach
Selbstzentrierung das Modell aus Abbildung [EI9um die radialen Elastizititen
cr1 auf Seite der antreibenden Scheibe und ¢,2 an der Unterlage erweitert wer-
den, siehe Abbildung Beide Steifigkeiten werden als Ersatzsteifigkeiten
der benachbarten elastischen Bauteile interpretiert.
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Zunéchst sei nur eine radiale Elastizitéit an der antreibenden Scheibe betrach-
tet und die Unterlage weiterhin starr (Abbildung [25]links). Als Basis fiir den
Vergleich wird die Lésung mit radial starrer Modellierung und p** = 0.16,
p®™ = 0.15 herangezogen. Aufgrund der Haftreserve kommt es ohne Zentrie-
rung zum Haften an der Unterlage, sieche Abbildung [E20)a). Die Masse der
Kupplung sei mit mj = 10 kg gegeben. Bereits eine steife radiale Elastizitat
von 100% verdndert das Ergebnis hin zu einer Losung mit deutlicher Zentrie-
rung und Gleiten auf der Unterlage (b). Durch weiteres Verringern der radialen
Steifigkeit verbessert sich die Endposition und riickt ndher an das Drehzentrum
der Kupplung. Die Anzahl der Spiralwindungen der Zentrierkurve nimmt ab,
bis in Abbildung [E26)d) schlieflich eine Form der Zentrierkurve erreicht ist,
wie sie auch aus Messungen bekannt ist, vergleiche Abbildung E20(a).

Betrachtet man die Kupplung als Einmassenschwinger mit periodischer Krafter-
regung, so ergibt sich fiir die drei Zentrierkurven mit radialer Elastizitat aus
Abbildung [B.26 ein Verhaltnis aus Erregerkreisfrequenz und Eigenkreisfrequenz

v -__Y (6.46)

! wo /e /m
von (b) n = 0.05, (¢) » = 0.2 und (d) n = 0.7, die Kupplung wird demnach
stets unterhalb der Resonanz n = 1 angeregt. Die radialen Bewegungen der
Kupplung sind wihrend dieser Zentriervorgdnge bei Rechnung mit geringfii-
gig angenommener Dadmpfung £,1 = 0.01 % zumindest in einer realistischen
Groéfenordnung, bei ¢,1 = 100 :;I:In bleibt die Amplitude bei 1%0 mm, bei der
weichen radialen Anbindung mit ¢,1 = 0.5 % aufgrund des héheren Frequenz-
verhéltnisses bei 15 mm (siche Abbildung [G.27).

Jetzt wirke allein eine radiale Elastizitat an der Unterlage, die Anbindung
der Kupplung sei starr (Abbildung rechts). Ausgegangen wird wieder von
der Simulation ohne radiale Elastizitdten, Abbildung [6:26(a). Die Masse der
Unterlage (Einriickhebel) wird mit 1kg abgeschétzt. Der Einfluss der radialen
Elastizitat im stehenden Teilsystem unterscheidet sich von der radialen Elas-
tizitdt im rotierenden Teilsystem. Fiir verschiedene radiale Steifigkeiten lassen
sich unvollstdndige Zentrierungen, Losungen mit fortwihrendem Haften an der
Unterlage sowie Losungen mit fortwdhrendem Haften an der Kupplung finden.
Alle drei Losungen sind in Abbildung enthalten. Eine radiale Elastizitat
an der Unterlage verbessert — im Gegensatz zur radialen Elastizitdt an der
Kupplung — nicht systematisch das Zentrierverhalten des Lagers.

Das Ergebnis verbessert sich nicht mehr wesentlich, wenn man beide radialen
Elastizititen c,1 und c,2 beriicksichtigt. Dies ist in Abbildung demons-
triert, vergleiche mit Abbildungen und
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Abbildung 6.26.: Radiale Elastizitaten an der Kupplung: (a) sta
(c) 5 X und Zentrierung bei (d) 0.5 =X
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Abbildung 6.27.: Bewegung der Kupplung: (a) 5 —ljn (b) 0.5 kX
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Abbildung 6.28.: Radiale Elastizititen an der Unterlage: (a) 50 X (b) 5 XX
(c) 1 X "und Zentrierung bei (d) 0.5 X

mm ’

6.3.4. Ein konventionelles Ausriicklager mit Selbstzentrierung

Die Auswahl von ebenen Scheibensystemen mit verteilten Reibkontakten sei
mit einem realitdtsnahen Beispiel abgeschlossen. Bei dem in Abbildung
dargestellten System handelt es sich um ein konventionelles Ausriicklager, wie
es héufig zusammen mit trockenen Tellerfederkupplungen verbaut wird. Der
rotierende Teil besteht in Abbildung B30 aus der Tellerfeder und dem Aufen-
ring des Lagers, dazwischen der auf sechs Tellerfederzungen verteilte Kontakt
FCI;. Der stehende Teil besteht aus Innenring und Halteblech. Das Lager ist
radial verschieblich, denn es ist am Halteblech nur iiber die beiden verteilten
Reibkontakte FCI2 und FCIs befestigt. Die elastische Bettung aus ¢3 und cj
ist vorgespannt, im realen System wird die Vorspannung iiber eine kleine Zen-
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Abbildung 6.29.: Trajektorie des Lagerschwerpunktes bei zwei radialen Elasti-
zitdten (a) 1 kN/mm und 10 kN/mm, (b) 0.5 kN/mm und 5

kN/mm
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Abbildung 6.30.: Konventionelles Ausriicklager
triertellerfeder erreicht. Zwei konstruktive Mafinahmen sollen ein gutmiitiges
Zentrierverhalten des Ausriicklagers sicherstellen:
1. Die Normalsteifigkeit c5 auf Seite der Zentriertellerfeder ist relativ gering,

die Normalsteifigkeit ¢35 auf der gegeniiberliegenden Seite am Halteblech
ist relativ hoch.
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2. Der Reibwert p; ist hoher als die Reibwerte p2 und ps.

Der Normalkraftfluss der Ausriickbewegung wird iiber Halteblech und Innen-
ring auf die Kugeln des Lagers iibertragen, weiter auf den Aufenring und
schlieflich an den Tellerfederzungen in die Kupplung eingeleitet. Zu Beginn ei-
ner Ausriickbewegung ist die Normalkraft klein. Obwohl der Reibwert an FCI;
hoher ist als an FCI; und FCI3, sind die tangentialen Reibkréifte am Halteblech
hoher, denn dort wirkt zusétzlich zur Ausriickkraft die Vorspannung aus c5.
Das gesamte Ausriicklager haftet am Halteblech.

Beim Ausriicken wird jetzt die Normalkraft erhoht, dabei steigen die Reib-
kréfte wegen 1 > po, pus an der Tellerfeder stark an. Gleichzeitig wird wegen
cy < c3 der Beitrag zur Reibkraft am Halteblech aus der Vorspannung zu-
nehmend unbedeutend. Bei einer bestimmten Ausriickkraft ist schlieflich ein
Gleichgewicht der Reibkrifte erreicht: Die Summe aller Reibkréfte an FCIy +
FCI; stimmt dem Betrag nach mit der Summenreibkraft an FCI; iiberein und
ein Losreiflen am Halteblech ist erstmals moglich. Es wird davon ausgegangen,
dass die Selbstzentrierung jetzt erfolgt, denn bei zunehmender Ausriickkraft
ibersteigen die Reibkrifte an FCI; jene am Halteblech und ein dauerhaftes
Haften an der Tellerfeder ist moglich.

Fiir die Simulation wurden die folgenden Parameter verwendet (alle Grofen
in SI-Einheiten, m, kg, s, usw.): Masse des Innenrings m;. = 0.05; Haupt-
tragheitsmomente des Innenrings J, = Jy, = 1.7 - 1075, J. = 3.2- 1075;
Masse des Aufenrings mq, = 0.033; Haupttragheitsmomente des Aufenrings
Jr = Jy = 1.46 - 107° , J, = 2.8 1075; Kontaktradius an der Tellerfeder
Ry = 0.0235; Reibwerte an der Tellerfeder x{¥™ = 0.25 und p$t = 0.26; Kon-
taktradius an FCI> Rs = 0.02; Kontaktradius an FCI3 Re = 0.0178; Reibwerte
pavm = 3 = 0.134, pst = pst = 0.135; Normalsteifigkeit ¢§ = 10*; Normal-
steifigkeit c¢§ = 107; Drehzahl der Tellerfeder 1500 U/min; aus ¢y resultierende
Vorspannung zu Beginn der Ausriickbewegung: 100 N.

Das Drehzentrum der Tellerfeder befindet sich bei ¢, = 0,¢y, = 1 mm und
zu Beginn steht das Lager bei ¢ = 0, ¢, = 0, also mit einem Achsversatz von
1 mm. Trotz der aufgepréigten Radialbewegung der Tellerfederzungen kommt
es zum Haften an einer Zunge und es findet keine Zentrierung statt. Die Tra-
jektorie des Lagers ist in Abbildung [B.31] gezeigt.

Um das Haften zu Uberwinden und den Zentriervorgang auszuldsen sind wie
in den vorigen Abschnitten verschiedene Szenarien der Stéranregung denkbar,
so auch das Beriicksichtigen von radialen Elastizitéten. In Abbildung[632] wur-
de eine vollstandige Zentrierung erreicht, indem die Tellerfeder iiber eine radial
bewegliche “Kupplungsmasse” von 10 kg mit einer radialen Steifigkeit von 0.1
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Abbildung 6.31.: Selbstzentrierung am konventionellen Ausriicklager ohne ra-
diale Elastizitdt (a) Trajektorie des Lagers, (b) Zeitschrieb
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Abbildung 6.32.: Selbstzentrierung am konventionellen Ausriicklager mit radia-
ler Elastizitat (a) Trajektorie des Lagers, (b) Zeitschrieb

kN/mm an den Inertialraum gefesselt wurde. Wie in den vorigen Systemen mit
Selbstzentrierung stellt die radiale Elastizitdt eine wichtige Einflussgrofie dar.
Die Rechenzeit fiir 25 Sekunden Simulationszeit des Systems mit insgesamt 68
Freiheitsgraden und 5700 diskreten s;-Ubergingen betrug ca. 4 Minuten.

Die numerischen Experimente der vorangegangenen Anwendungsbeispiele
lassen folgende Schliisse zum Phénomen der Selbstzentrierung zu:

e Selbstzentrierung findet wiahrend Gleiten statt. Modelle die Haften und
Gleiten beinhalten, zeigen oft eine Losung mit dauerhaftem Haften. Zur
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erfolgreichen Selbstzentrierung muss das System in der Lage sein, haften-
de Kontakte stédndig aufzubrechen.

e Als wichtige Stellschrauben zur Beeinflussung des Zentrierverhaltens wur-
den die Reibwerte, radiale Elastizitdten und &ufere hochfrequente Anre-
gungen identifiziert.

e Die Struktur des Losungsraumes ist empfindlich gegeniiber Anderungen
von Parametern und Annahmen der Modellierung.

o Selbstzentrierung ist in der Realitéit insgesamt robuster gegeniiber Ande-
rungen als im Modell.

e Das Einbringen von zusétzlichen Stérungen in das Modell verbessert oft-
mals das Zentrierverhalten, andere Lésungen verschwinden zugunsten der
Zentrierung. Dies geschieht entgegen der iiblichen Annahme, dass einfa-
chere Modelle auch einen {ibersichtlicheren Losungsraum besitzen.

6.4. Ein Beispiel aus der Robotik

Das folgende Beispiel wurde durch die Arbeit [34] inspiriert und soll die Ver-
wendbarkeit der elasto-visko-plastischen Regularisierung vom flachigen Reib-
kontakt aus Kapiteln B und [ fiir Greifprobleme als Beispiel einer Anwendung
auferhalb der Triebstrangdynamik demonstrieren.

Das in Abbildung [6.33] gezeigte System besteht aus einem Wiirfel B, mit 18
cm Kantenldnge und den beiden im folgenden mit “Finger” bezeichneten Ma-
nipulatoren B; und B,.. Zwischen Unterseite des Wiirfels und der (7, j )-Ebene
des Inertialraumes Z befindet sich ein flichiger Reibkontakt mit neun diskreten
Kontaktpunkten, die korperfest auf B,, sind. Auf den Fingern B; und B, sind
jeweils fiinf diskrete Kontaktpunkte auf einem Kreis mit 2 cm Radius ange-
ordnet. Der Starrkorper B,, iibernimmt sowohl die Rolle von Master wie auch
von Slave. Der Wiirfel soll mit den beiden Fingern angehoben (“Pinzettengriff”)
und anschlieffend fortbewegt und auf die Unterlage geworfen werden. Die Be-
wegung der Finger wird kinematisch vorgeschrieben, so dass als Freiheitsgrade
die sechs translatorischen und rotatorischen Freiheitsgrade des Starrkorpers By,
sowie 38 tangentiale z(¢) und 19 normale u(t) Freiheitsgrade der insgesamt 19
Kontaktpunkte iibrigbleiben.

In Abbildung[6.34(a)|sind die Trajektorien der Schwerpunkte aller drei Kor-
per gezeigt. Die beiden Finger bewegen sich ausgehend von gedffneten Kon-
takten solange aufeinander zu, bis jeweils die Normalkraft von 100 N erreicht
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Je fiinf Kontaktpunkte

zwischen Finger und Wiirfel, Finger sind Slave

N Neun Kontaktpunkte
™ zwischen Wiirfel und
Unterlage, Wiirfel ist Slave

Abbildung 6.33.: Greifproblem, angeregt aus
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Abbildung 6.34.:|(a)] 3D-Trajektorien von Finger und Wiirfel im Inertialraum,
(b)| Zustand eines Kontaktpunktes am Finger B5;
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Abbildung 6.35.: k -Position und Verkippwinkel 7 um 7-Achse vom Wiirfel
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ist. Anschlieftend wird der Wiirfel angehoben. Da die Finger auferhalb der
Symmetrieachsen des Wiirfels angreifen und die Normalkréfte fiir permanen-
tes Haften nicht ausreichen, kommt es bei grofser Beschleunigung des Wiirfels
zu kurzzeitigen Gleitphasen zwischen Fingern und Wiirfel. Die Schnappschiisse
des Systems zu verschiedenen Zeitpunkten in Abbildung 630 zeigen die Haft-
und Gleitzusténde fiir jeden Kontaktpunkt durch farbliche Kodierung der Tan-
gentialkrafte. Nachdem der Wiirfel in angehobener Position fortbewegt wurde,
gehen die Finger wieder auseinander und der Wiirfel féllt auf die Unterlage
herab. Die Restitution des Stofes beim Aufprall auf der Unterlage wird iiber
die normale Kontaktdampfung eingestellt, im Beispiel wurde der Wert 5" = 32
% gewéhlt. Der Wiirfel gleitet auf der Unterlage, bis seine kinetische Ener-
gie durch die Reibung dissipiert wurde und es schlielich zum Haften an der
Unterlage kommt.

Da es sich um eine freie Starrkdrperbewegung handelt und alle Steifigkei-
ten im System Kontaktsteifigkeiten sind, wurde die Grenzfrequenz mit w. = 4
r%d niedrig gewéahlt. Die charakteristische Masse m. des Systems ist 0.3 kg.
Der Regularisierungsparameter wurde auf e, = ﬁ festgelegt. Aus Gleichung
(EBT) erhidlt man eine duRerst geringe tangentiale Kontaktsteifigkeit ¢, von
ca. 19 % Fiir geringe Steifigkeiten werden die internen Freiheitsgrade z;(t)
zu relativ “langsamen” Variablen, wie sich an Gleichung ([@II3) ablesen lasst.
Da jetzt die Entwicklung von Gleiten G mit plastischer Deformation hin zu
ausgepragtem Gleiten A “langsam” vonstatten geht, kann man Kontaktpunk-
te mit lang andauerndem Zustand G beobachten. In Abbildung und
Bild ‘4’ in Abbildung [630] ist sogar ein Kontaktpunkt, fiir den der Zustand G
nicht nach A iibergeht, sondern zuriick zum Haften H. Fiir strengere Regulari-

sierungsparameter verkiirzt sich die Dauer des Zustands G und es tritt wieder
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Abbildung 6.36.: Bewegungsablauf vom Wiirfel im Pinzettengriff (rot = Haf-
ten, gelb = Gleiten, griin = ausgeprigtes Gleiten)

ausgeprigtes Gleiten A als Nachfolgezustand von G auf. In AbbildungE3T sind
die Verweilzeiten im Zustand G fiir vier verschiedene Gréfsenordnungen von e,
gezeigt. Bei e, = 107° liegt die Verweildauer im Zustand G mit plastischer
Deformation bereits bei 107 s, so dass man als makroskopischer Beobach-
ter vielleicht wieder einen “sprunghaften” Ubergang von der elastischen Haft-
reibkraft auf die CourLomBsche Gleitreibkraft interpretieren wiirde. Fiir den
Loser stellt sich der Ubergang allerdings stets kontinuierlich dar. Fiir stren-
gere Regularisierungsparameter mit immer schnellerer Dynamik der internen
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Abbildung 6.37.: Einfluss vom Regularisierungsparameter auf Dauer der plas-
tischen Deformation

Reibfreiheitsgrade z;(¢) ist die Schrittweitensteuerung des Losers aufgrund der
héheren mathematischen Steifigkeit des Systems zu kleineren Schrittweiten im
Zustand G gezwungen. Dementsprechend steigen auch die Rechenzeiten fiir
strengere Regularisierungen, auch wenn im vorliegenden einfachen System mit
wenigen Freiheitsgraden alle Rechenzeiten gering ausfallen (vergl. Abbildung
B37). Trotz der weiten Spreizung des Regularisierungsparameters und obwohl
der Wiirfel nur iiber Reibkrifte bewegt wird, féllt die maximale Abweichung
der Beweglingsgriiféen gering aus. So ist beispielsweise die akkumulierte Abwei-
chung der kZ-Koordinate des Wiirfels zum Zeitpunkt des Loslassens der Finger
mit 93 pum bei einer Bewegungsamplitude von knapp 20 cm vernachléssigbar
klein.

An diesem Beispiel wird ein charakteristisches Merkmal der elasto-visko-
plastischen Regularisierung gegeniiber klassischer Regularisierung mit Federn
und Dampfern sichtbar. Dem Benutzer ist es freigestellt, sich zwischen zwei
Extremen zu bewegen:

e Es gibt nur zwei Zustdnde Haften H und CouLomBsches Gleiten A, aber
die Numerik ist herausfordernd, denn das System ist steif.

e Das System ist nicht steif, aber es gibt drei Zustdnde H, G und A und
es wird in Kauf genommen, dass wihrend G nur der Betrag der Reib-
kraft exakt der CouLoMBschen oder STRIBECKschen Reibung entspricht,
wahrend die Reibkraftorientierung sich noch der Relativgeschwindigkeit
anndhert.

Die alleinige Stellschraube zwischen den beiden Extremen ist der Regularisie-
rungsparameter ..
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Z1 z2 g
X1 X2
1 C2 C1

mi m2
B1 T B D
I K

Abbildung 6.38.: Reibschwinger mit zwei Freiheitsgraden, reproduziert aus

7]

6.5. Vergleich mit nichtglatten Methoden

Der folgende Vergleich zwischen der Regularisierung aus den Kapiteln [ und
kann nicht den Anspruch haben, repriasentativ oder vollstandig zu sein. Denn
die Leistungsfiahigkeit beider Methoden hiangt von den Bewegungen des be-
trachteten Systems ab. Ziel dieses Abschnittes ist es, zweierlei zu demonstrie-
ren: Einerseits wird sich zeigen, dass die Ergebnisse gut libereinstimmen. Zwei-
tens wird anhand eines Vergleichs der Rechenzeiten offenbar, dass eine Regu-
larisierungsmethode auch mit vielen Kontakten und zeitlich schlecht isolierten
Ereignissen beziiglich ihrer numerischen Effizienz nicht zwingend gegeniiber ty-
pischen nichtglatten Methoden im Nachteil ist.

Betrachtet wird ein einfacher Reibschwinger mit zwei Freiheitsgraden, fiir den
bekannte Ergebnisse in der Literatur vorliegen. Fiir das System in Abbildung
[E38 werden die generalisierten Koordinaten und Geschwindigkeiten

q=[z1,21,%2,22] ", P =[&1, %1, D0, 2] (6.47)

gewahlt. Damit lasst sich die Bewegungsgleichung in der Form

{Mp+Bp+Cq=Fem+F1+F2 (6.48)
q(t=0)=qo, pP(t=0)=Dpo
schreiben, mit der Massenmatrix M und Démpfungsmatrix B geméf
my 0 0 0 Bi+pB2 O —fo 0
M= 8 0 732 8 » B= —Oﬂz 8 51252 8 (6.49)
0 0 0 ma 0 0 0 0

203



6. Anwendungsbeispiele

und der Steifigkeitsmatrix C und dem Vektor der dufleren Krifte Fe,: geméaf

c1+c2 O —cCa 0 0
. 0 0 0 0 | —rmag
C= —Ca 0 c1+ecx 0] Feor = 0 (650)
0 0 0 0 —mag

Die Krafte F; sowie F5 enthalten die noch zu bestimmenden Normal- und
Tangentialkrédfte der beiden Reibstellen. Die beiden Kontakte seien mit ¢ =
1,2 indiziert und an beiden Kontakten wirke derselbe Reibwert p. Fiir beide
Kontakte ¢ werden die lokalen Koordinaten y; = [y, yTi]T mit jeweils skalarer
Verschiebung in Normal- und Tangentialrichtung sowie die LAGRANGEschen
Multiplikatoren A; = [Ans, /\Ti]T fir die Normal- und Reibkraft definiert. Das
nichtglatte Modell fiir den Normal- und Tangentialkontakt kann mit

0<yni LANi 20
falls yni = 0, yri = 0, |>\Tz| < /L)\Ni , 1€ {1,2} (651)
Uri 0, Api = —pANisignyr;

zusammengefasst werden (siehe [[9]). Zwischen den lokalen Koordinaten y; und
den globalen Koordinaten q sowie den Multiplikatoren A; und den Kontakt-
kréaften F; besteht die einfache lineare Relation

Yi :H1q .
{F R {1,2} (6.52)

mit den Matrizen

01 0 O 0 0 0 1
Hl:(l 0 0 0)’ H2:(0 0 1 0)' (6.53)
In dieser Darstellung (648) bis (G53) lasst sich der Reibschwinger mit Hilfe
der Siconos-Plattform [[9] implementieren, einer numerischen Programmbi-
bliothek speziell zur Modellierung nichtglatter dynamischer Systeme.

Parallel dazu wurde ein regularisiertes Modell mit der Software aus Anhang
[Alerstellt. Obwohl bei eindimensionaler Reibstelle fiir die eindimensionale Rela-
tivgeschwindigkeit ein echter Nulldurchgang existiert, wurde die Ereignisfunk-
tion (BE32) mit Betrigen von vektoriellen Grofen belassen, um das sogenannte
Problem der Wahl der Epsilons als typischen Nachteil der Methode zu erhalten.
Bei eindimensionaler Reibung wird der Zustand G mit plastischer Deformation
nicht benétigt, denn die Reibkraft kann nur noch eine Richtung haben. Auch
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300 |
A z1(t) (a) z1(t) (b)
0
0
4] | 300 % \
0 100 200 0 100 ¢ 200

Abbildung 6.39.: (a) Losung mit permanentem Haften am Ende der Bewegung
(b) Aufklingende Losung

dies wird nicht gesondert behandelt, sondern dem Petri-Netz aus Abschnitt
iiberlassen. Der Vergleich bleibt sinnvoll, solange hinreichend viele Zu-
standswechsel der diskreten Variablen s; auftreten, egal zwischen welchen Zu-
standen des Alphabets ¥ = {H, G, A, #} dabei letztendlich geschaltet wird.

Fiir Dampfungswerte 1 > 0 und B2 < f% ist die Dampfungsmatrix B
nicht mehr positiv definit und bei reibungsfreier Betrachtung F1 = F2 = 0
ist die triviale Ruhelage des Systems instabil, wie man sofort an Gleichung
erkennt. Unter Berticksichtigung der Reibkréfte gibt es trotz der negati-
ven Dampfung eine Menge von Anfangsbedingungen, fiir die sich nach einem
Einschwingvorgang ein permanentes Haften der Massen m; und mg am Un-
tergrund einstellt. Fiir Zahlenwerte der Massen m1 = ma = 1, Steifigkeiten
c1 = c2 = 1, Dampfungen ;1 = 0.5 und 2 = —0.375, Reibwerte p = 0.1 sowie
die Anfangsbedingung qo = [5,8224 0 0 O}T und po = 0 erhélt man die Losung
in Abbildung [63%a), wo die Schwingung nach ca. 180 Sekunden abklingt und
ins Haften tibergeht. Hingegen erhélt man fiir die leicht modifizierte Anfangs-
bedingung qo = [5,8225 0 0 0]T und pp = O eine aufklingende Schwingung,
wie sie in Abbildung BE3%b) zu sehen ist. In [IT6] wurde das Einzugsgebiet
dieser Haftlosung bei Verwendung nichtglatter Formalismen untersucht. Dort
wird die Summe aus kinetischer und potenzieller Energie als LiapuNnowsche
Funktion fiir eine sehr konservative Abschatzung des Einzugsgebiets der Haft-
16sung verwendet. Eine genauere Bestimmung des Einzugsgebietes erfordert
ohne Kenntnis einer geeigneteren LiApuNOwschen Funktion numerische Ver-
fahren. In wurde der Querschnitt des Einzugsgebiets durch die Ebene
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20

—-20

-20 0 20

Abbildung 6.40.: Querschnitt des Einzugsgebiets der Haftlosung bei &1 = 0,
2 = 0, nachgerechnet mit Regularisierungsmethode, Original

aus

21(0) = 0 und #2(0) = 0 durch numerisches Auswerten eines feinen Gitters
von Anfangsbedingungen mit nichtglatten Methoden bestimmt. Hier wird ein
gleiches Einzugsgebiet mit regularisiertem Kontaktmodell und einem Schief-
verfahren erhalten, das Ergebnis ist in Abbildung gezeigt. In der Mitte
befindet sich das Haftgebiet, die beiden Begrenzungslinien wurden aus jeweils
20 &dquidistanten Einzelpunkten erzeugt, fiir die im Schiefverfahren eine Ge-
nauigkeit beziiglich 1 und z2 von zunéchst 10~ 2 gefordert wurde.

Fiir einen genaueren Vergleich von regularisiertem und nichtglattem Modell
wird die Lage der Anfangsbedingung qo = [&1 0 0 0]* und po = 0 betrachtet,
welche die Verzweigung zwischen Haftlosung und anwachsender Lésung mar-
kiert, also auf der unteren Begrenzungslinie in AbbildungG40 bei z2(t = 0) = 0
liegt. Denn genau auf der Verzweigung ist das Ergebnis jeder Numeriksimu-
lation naturgeméaft empfindlich gegeniiber Eigenschaften und Parametern des
numerischen Verfahrens. Es gelte die sprachliche Konvention, dass die Grenze
1 mit der Genauigkeit Az bestimmt wurde, wenn fiir die Anfangsbedingung
Qo = [#1 0 0 0]7 gerade die Haftlosung wie in Abbildung BE3%a) erhalten
wird und fiir die Anfangsbedingung qo = [#1 + Az1 0 0 0]T gerade die an-
wachsende Losung wie in Abbildung [639(b) erhalten wird. Wird die Grenze &4
mit hoher Genauigkeit bestimmt, so dauert der Einschwingvorgang mitunter
deutlich ldnger als in Abbildung [£39 die Bewegung ist dann iiber den gesam-
ten Zeitbereich von t € [0,200] s eine Schwingung beider Massen m1 und mo
mit kurzzeitigen Haftphasen an den Umkehrpunkten. Es existieren demnach
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Lage der Verzweigung &1

5.82250 1

5.82245 1

5.82240 3
10 10" 10'? 10'* 10 10° 10% 107 10°

geringere Fehlertoleranz

Abbildung 6.41.: Konvergenz der Verzweigung &1 bei strengerer Fehlertoleranz

gleich viele Haft- und Gleitphasen und die Menge der benétigten Zustands-
wechsel ldsst sich ungeféhr iiber die Schwingfrequenz und die Simulationszeit
abschétzen. Die Bewegung lasst sich ohne Haftmodell nicht mehr simulieren, da
an den Umkehrpunkten die absinkende Relativgeschwindigkeit die Schrittweite
des Losers gegen Null gehen lasst.

Fiir die nachfolgenden Simulationen werden alle Modellparameter festgehal-
ten und die Parameter des jeweiligen numerischen Verfahrens variiert. Fiir das
regularisierte Modell wird willkiirlich das Intervall [107** 107°] fiir die Wahl
der absoluten und relativen Fehlertoleranz des Losers, das Intervall e1 = g3 =
€€ [107117 1075] fiir die verschwindende Relativgeschwindigkeit in beiden Kon-
takten und das Intervall e, € [107°,107"] fiir den Regularisierungsparameter
als Parameterraum festgelegt. Die Grenzfrequenz wird mit w. = 100 rad/s auf
den hundertfachen Wert der Eigenkreisfrequenz wg = ci/m1 = c2/ma2 = 1
festgelegt, so dass sich bei einem Regularisierungsparameter von e, = W%o eine
tangentiale Steifigkeit von 1 kN/mm ergibt, vergleiche Abschnitt

Zunichst seien e, = 107° und € = 10~ ! festgehalten. Fiir immer strengere
Fehlertoleranzen (absolut und relativ) nédhert sich die mit einem Schiefver-
fahren auf die Genauigkeit Axz1 = 10 - tol bestimmte Grenze &1 dem Wert
%1 = 5.8224076245923678 an, siche Abbildung [6:4T] Der Unterschied zwischen
dem gefundenen &; bei Toleranz 107 und dem #; bei Toleranz 10~ ist klei-
ner als 107°. Da die Parameter e, = 107° und € = 10~ " jeweils das “genauere”
Ende ihres Intervalls markieren, hat der Wert

T1 = 5.8224076245923678 =: I (6.54)

die héchste Genauigkeit innerhalb der gewéhlten Intervallgrenzen des regulari-
sierten Modells und sei fortan mit &; bezeichnet.
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Lage der Verzweigung 21

5.8224076 1

5.8224075

5.8224074 1
10t 10 10° 10® 107 10°% 10°°

geringere e-Geschwindigkeit

Abbildung 6.42.: Konvergenz der Verzweigung Z; unter Verringerung der &-
Geschwindigkeit

Werden jetzt die Fehlertoleranz bei 10™'* und der Regularisierungsparameter
€c = 107° festgehalten und stattdessen die verschwindende Relativgeschwin-
digkeit € verdndert, so erhélt man ebenfalls eine deutliche Annéherung an den
Wert Z;. Dies ist in Abbildung gezeigt. Alle 1 wurden fiir Abbildung
mit einer Genauigkeit von 10™'® ausgerechnet, das Zehnfache der abolu-
ten und relativen Fehlertoleranz. Die Grenze 21 (e = 107'°) ist im Rahmen der
Genauigkeit Az; = 107® sogar identisch mit &;(e = 107'"), die beobachtete
Konvergenz %1 () ist nicht mehr zu verbessern.

Schlieflich werden & = 107! und die Fehlertoleranz 10~ 1* festgehalten und
€. wird variiert. Erneut werden fiir strengere Regularisierungsparameter die
Unterschiede zwischen den gefundenen Verzweigungen %1 immer geringer, sie-
he Abbildung Der Unterschied zwischen e, = 107% und e. = 107°
beziiglich der gefundenen Grenze & ist geringer als 107,

Im nichtglatten Modell wird als einziger numerischer Parameter die konstante
Schrittweite h mit den Werten

h € {0.005 0.001 0.0005 0.0001 0.00005} (6.55)

verdndert. Auch hier ldsst sich ein Konvergenzverhalten innerhalb des nicht-
glatten Modells beobachten: Die Absténde zwischen den fiir Schrittweiten h aus
(E58) erhaltenen Grenzen &1 (h) werden bei jeder Verringerung der Schrittwei-
te kleiner, siehe Abbildung Insbesondere wird mit jeder Verringerung
von h auch der Abstand zum Vergleichswert des regularisierten Modells #; ge-
ringer. Das Ergebnis der numerischen Experimente ist demnach: Fir immer
strengere numerische Parameter konvergieren Regularisierungsmethode mit er-
eignisgesteuerter Integration und nichtglatte Methode mit Zeitschrittverfahren
zueinander.
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Lage der Verzweigung 21 Lage der Verzweigung 21

5.82244 5.8231
5.82243 5.8229 I
5.82242 5.8227
5.82241 5.8225 I °
5.82240 5.8223

10° 10* 10° 10% 10" 10° 10* 10° 107

A —
strengerer Regularisierungsparameter €. kleinere Schrittweite h

(a) (b)

Abbildung 6.43.:@ Konvergenz im regularisierten Modell bei strengerem

Ec Konvergenz im nichtglatten Modell bei kleinerer
Schrittweite

Der verbleibende Abstand zwischen %1 aus regularisiertem Modell und %1 aus
nichtglattem Modell fiir die hier verwendeten Bereiche numerischer Parameter
ist kleiner als 107%. Dies ldsst sich vermutlich durch weiteres Absenken von
h noch verbessern, ist jedoch aufgrund der konstanten Schrittweite mit hohen
Rechenzeiten verbunden und wird nicht weiter verfolgt.

Um den abschlieffenden Vergleich der Rechenzeiten moglichst fair zu gestal-

ten,

werden folgende Mafinahmen ergriffen:

e Es wird auf identischer Hardware gerechnet.

e Die Schrittweite im nichtglatten Modell wird mit A = 0.005 festgelegt

(die grofte der bisherigen Schrittweiten). Bei der ereignisgesteuerten Inte-
gration des regularisierten Modells existiert eine Schrittweitensteuerung.
Der Schrittweitensteuerung wird als zusétzlicher Maximalwert ebenfalls
h = 0.005 mitgegeben. Die geforderten Fehlertoleranzen beeinflussen
hauptsichlich die Schrittweitensteuerung. Mit 10~2 fiir beide Toleranzen
wird ein mittlerer Wert gewéhlt.

Mit €. = 1075 wird der bisher strengste Regularisierungsparameter ge-
wahlt.

Mit ¢ = 107° m/s = 1 pum/s wird ein mittlerer Wert fiir die kleine
Schranke der Relativgeschwindigkeit gew&hlt.
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e Bestimmt man im regularisierten Modell mit diesen Numerikparametern
die Verzweigung Z1, so liegt sie ndher an #; als die Grenze aus dem
nichtglatten Modell mit Schrittweite h = 0.005. Sie liegt ebenfalls ndher
an dem besten Wert fiir 1 aus dem nichtglatten Modell mit kleinster
Schrittweite h = 0.00001. Das regularisierte Modell ist somit etwas stren-
ger eingestellt als das nichtglatte Modell.

e Wenn zusitzliche Kontakte eingefiihrt werden, so sollen sie in beiden
Modellen nur ersatzweise filir “irgendwelche Kontakte” im dynamischen
System stehen. Innerhalb der SicoNos-Plattform werden die Kontakte
automatisch als eigenstdndige Objekte behandelt und jeder zusétzliche
Kontakt verursacht weiteren Rechenaufwand. Um innerhalb der Software
aus Anhang [A] mégliche Optimierungspotentiale der symbolischen Glei-
chungserzeugung zu versperren werden die zusétzlichen Kontaktpunkte
an unterschiedlichen Orten s, gemif Gleichung BI6) eingefiihrt. Dies
erzeugt Rechenaufwand bei der Auswertung kinematischer Gréften, ohne
dass dies im eindimensionalen Modell Einfluss auf die Dynamik hétte.

Es werden die Rechenzeiten von Modellen mit insgesamt 2, 12, 24 und 48
Kontakten verglichen, wobei die Kontakte gleichméfig auf die Massen m1 und
mg verteilt werden. Im regularisierten Modell treten drei verschiedene typi-
sche Zeitabstdnde zwischen Ereignissen auf: Haftphasen an Umkehrpunkten
der Schwingung sind durch lange Gleitphasen zwischen den Umkehrpunkten
getrennt. Es existiert somit eine Gruppe zeitlich gut isolierter Ereignisse. Die
Haftphasen an den Umkehrpunkten selbst sind mit einigen Mikrosekunden rela-
tiv kurz. Beginn und Ende von Haften bilden eine zweite Gruppe zeitlich méfig
isolierter Ereignisse. Schliefslich entstehen durch die kiinstlich eingefiihrten s,
Rundungsfehler bei der Auswertung kinematischer Groéfien, speziell Relativ-
geschwindigkeiten in der Ereignisfunktion. Dies fithrt zur dritten Gruppe der
zeitlich schlecht isolierten Ereignisse.

Wie in Abbildung B4l zu sehen ist, erzielt die Software aus Anhang [Al auch
bei steigender Anzahl von Kontakten deutlich geringere Rechenzeiten als die Si-
conos-Plattform. Die Anzahl der Zustandswechsel rangiert im regularisierten
Modell zwischen 311 Wechseln bei einem Kontakt und knapp 12700 Wechseln
bei 48 Kontakten.
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Abbildung 6.44.:

Rechenzeit in s
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Vergleich der Rechenzeiten von nichtglattem und regularisier-
tem Modell
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7. Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Formalismus zur Dynamiksimulation von
mechanischen Mehrkorpersystemen mit flichigen Reibkontakten vorgestellt.
Das Verfahren ist geeignet fiir eine Klasse von mittelgroffen Systemen, die ei-
nerseits groff genug sind, dass eine Herleitung der Bewegungsgleichungen von
Hand zu aufwéndig erscheint, andererseits klein genug sind, dass eine Untersu-
chung der dynamischen Phénomene durch numerische Experimente noch zum
Systemverstandnis beitrdgt. Der Formalismus wurde insbesondere zur Simula-
tion von Antriebssystemen in Kraftfahrzeugen entworfen, ldsst sich aber ebenso
zur Modellierung anderer technischer Systeme heranziehen.

Das verwendete Reibmodell erlaubt eine moglichst konsequente Anwendung
klassischer Reibgesetze wie der CouLoMBschen Reibung auf verteilte Kontakte.
Das Problem der iiberzdhligen Bindungen wihrend Haften in mehreren Kon-
taktpunkten wird regularisiert, das heifft mittels kiinstlich eingefithrter lokaler
Nachgiebigkeit im Kontakt umgangen. Die Regularisierung verwendet Analo-
gien von Plastizitdt und Reibung, wie sie auch in der Strukturmechanik ausge-
nutzt, hier jedoch auf die Mehrkérperdynamik angewendet werden. Der elasto-
plastische Reibkontakt geht intuitiv aus dem etablierten Modell der idealen
Plastizitdt von PRANDTL und REUSs aus der Kontinuumsmechanik hervor.
Dieses ist das einfachste verfiighare Plastizitdtmodell, welches gleichzeitig eine
robuste und effiziente numerische Behandlung ermdoglicht.

Als Nebenprodukt dieser Arbeit entstand eine Simulationssoftware, die den
Formalismus implementiert und fiir den Einsatz in der Industriepraxis zur Ver-
fligung stellt. Mit dieser Software wird anhand einiger — sowohl akademischer
als auch praxisrelevanter — Beispiele demonstriert, dass Regularisierungen sich
als Alternative zu den Formalismen der nichtglatten Mechanik anbieten. Da-
bei lassen sich beispeilsweise bei der Untersuchung der Radialdynamik ebener
Scheibensysteme dynamische Phénomene aufzeigen, die mit klassischer Model-
lierung mit Einzelkontakten oder permanent angenommenem Gleiten unsicht-
bar bleiben.
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A. Das DynaReg2D Software-Paket

Dieser Anhang gibt einen Uberblick iiber die DYNAREG2D Software, welche
die Ergebnisse der vorliegenden Arbeit implementiert und fiir den industriellen
Alltag in einer Berechnungsabteilung zur Verfiigung stellt.

DyNAREG2D ist eine unverdffentliche Software fiir den internen Gebrauch.
Sie richtet sich an Benutzer mit Erfahrung in der Dynamiksimulation von Mehr-
korpersystemen. Der Name der Software setzt sich aus dem bereits in Abschnitt
erwidhnten DynaFlezPro als Gleichungserzeuger [I55], der hier verwende-
ten Methode der Regularisierung fiir die Kontakte und und dem flaichenhaften
(2D) Charakter der Kontaktgeometrien zusammen.

Al

Zusammenfassung

DYNAREG2D ist eine Sammlung von Werkzeugen zur Modellierung der
betrachteten Klasse von Mehrkorpersystemen in Form von symbolischer
Computeralgebra ebenso wie zur Numeriksimulation dieser Modelle. Hin-
zu kommt eine Reihe von Werkzeugen zum Pre- und Postprocessing von
Simulationsdaten und zur Durchfithrung von Parameterstudien.

Die Gesamtheit der Werkzeuge versetzt den Anwender in die Lage, eine
Vielzahl numerischer Experimente fiir die betrachtete Klasse von Mehr-
korpersystemen durchzufiihren. Zu diesem Zweck wurde besonders viel
Wert auf die Rechengeschwindigkeit der Software gelegt.

Nachdem mittels der numerischen Experimente ein erstes Verstédndnis
des Systems erarbeitet wurde, wird tiblicherweise eine Analyse auf Glei-
chungsebene angestrebt. Da die Bewegungsgleichungen bereits symbo-
lisch erzeugt wurden, bietet DYNAREG2D als Nebenprodukt einen be-
quemen Einstieg in die Analytik.

DYNAREG2D verwendet zeitgeméfie Methoden der Softwareentwicklung
und jlingste Techniken der Modellierung und Numerik. Modulare Imple-
mentierungen erlauben eine komfortable Wartung der Software. DyNA-
REG2D eignet sich somit als Basis fiir weitere Entwicklungen.
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Maple <« i—— C/C++ und .NET

DynaReg2D/Study
/ BuildEQs X

ModelBuilder

DynaReg2D DynaReg2D/Solve DynaReg2D
/Build + /Post

DynaFlexPro--—

DynaReg2D /Mesh

Abbildung A.1.: Verwendung der Einzelwerkzeuge in einer DynaReg2D-
Arbeitsfolge

A.2. Software-Architektur

Eine typische Arbeitsfolge mit DYNAREG2D illustriert das Zusammenspiel der
einzelnen Werkzeuge. Jedes Werkzeug verwendet in seinem Quellcode existie-
rende Softwarebibliotheken, so dass auf eine Wiederholung anderswo geleisteter
Arbeit weitestgehend verzichtet werden konnt.

Das Mehrkorpersystem wird zunéchst mit Hilfe des grafischen Eingabewerk-
zeugs ModelBuilder entworfen (siche Abbildung [AT). ModelBuilder ist Teil
der kommerziellen Maple-Erweiterung DynaFlexPro. Die Kontaktschnittstellen
werden in ModelBuilder angelegt, zu diesem Zeitpunkt sind die Kontaktkréfte
und die Funktionen der Kontaktkinematik jedoch noch unbekannte Zeitfunk-
tionen. Der Entwurf des MKS mit flichigen Reibkontakten setzt allgemeines
Wissen iiber Mehrkorperdynamik und das Befolgen einer speziellen Syntax fiir
die Markierung der Reibkontakte beim Benutzer voraus.

Am Ende der Entwurfsphase steht eine DynaFlexPro-Eingabedatei bereit,
die zunichst zur Erzeugung der Bewegungsgleichung (in Form von [@I63))) mit
unbekannten Kontaktkriften verwendet wird. Diese Arbeit wird vom Dyna-
FlexPro-Befehl BuildEQs erledigt.

1Ohne die zur Fertigstellung dieser Arbeit zeitgleich stattfindende Ausbreitung von freier
Software ware die Realisierung eines umfangreichen Simulationswerkzeugs fiir den Autor
schwerlich méglich gewesen.
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Bis hierhin wurden vorgefertigte Teile des kommerziellen Pakets DynaFlex-
Pro verwendet. Jetzt tritt das neue Maple-Paket DynaReg2D/Build auf den
Plan und erzeugt in Maple das kombinierte dynamische System aus mecha-
nischen Bewegungsgleichungen und interner Dynamik des Reibsystems. Am
Ende von DynaReg2D /Build wird Simulationscode in ANSI-C exportiert, der
sich durch eine hohe Effizienz — erkauft durch den Nachteil einer schlechten bis
unmoéglichen Lesbarkeit fiir das menschliche Auge — auszeichnet.

Das Werkzeug DynaReg2D/Solve iibernimmt diesen Simulationscode und
kompiliert ihn in eine dynamische Bibliothek (dll, dynamic link library). Somit
wird wihrend der Numeriksimulation keine Evaluation von Gleichungen mehr
vorgenommen, dieser Schritt wurde vollstédndig in der symbolischen Rechnung
zuvor erledigt. Stattdessen wird wéahrend der Simulation reine Arithmetik iiber
den vier Grundrechenarten betrieben. Dies ist ein wesentliches Merkmal der
verwendeten Architektur zur Erlangung geringer Rechenzeiten.

Ein weiterer wesentlicher Baustein zur Erzielung hoher numerischer Effizienz
ist ein leistungsfdhiger Loser fiir die hier auftretenden gewohnlichen Differen-
tialgleichungssysteme mit unstetiger rechter Seite. Ebenfalls im Programmteil
DynaReg2D/Solve wurde eine modifizierte Version des unter der BSD-Lizend3
veroffentlichten Losers CVODE aus dem SUNDIALS—QuellcodepaketE imple-
mentiert [[9. Die Modifikationen des Solvers erstrecken sich hauptséchlich auf
die in Kapitel ] genannte Strategie zur Nullstellensuche.

Wihrend der fiir den Endbenutzer sichtbare Teil von DynaReg2D /Solve ge-
nauso wie alle anderen Werkzeuge aus DYNAREG2D in der verwalteten Sprache
C+# (C-sharp) aus dem .NET-Framework implementiert sind, wurden samtli-
che Zutaten der Numerik in nativen (unverwalteten) Code in der Sprache C
ausgelagert. Fiir die Sprache C existiert eine Vielzahl ausgereifter Kompilie-
rungswerkzeuge, die potentiell effizienten Maschinencode erzeugen. Auch lasst
sich ein genereller Trend im wissenschlaftlichen Rechnen weg von FORTRAN
und hin zu C beobachten [79].

DynaReg2D /Post ist ein vielseitig verwendbares Visualisierungswerkzeug fiir
dreidimensionale Starrkorpersysteme mit der zusétzlichen Fiahigkeit, die fiir
diskretisierte flichige Reibkontakte typische hohe Zahl an Kraftvektoren dar-
zustellen. Starrkdrpergeometrien werden iiber das neutrale STL—Formatﬂ be-
schrieben, welches mit nahezu jedem CAD-System erzeugt werden kann. Dy-
naReg2D /Post basiert auf der OpenGL-Programmierschnittstelleﬁ und verwen-

2BSD, Berkeley Software Distribution

3SUNDIALS, SUite of Nonlinear and DIfferential/ALgebraic equation Solvers.
4STL, Standard Triangulation Language

50penGL, Open Graphics Library
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det ein eigens fiir die betrachtete Klasse von Mehrkorpersystemen entwickeltes
Dateiformat zur Speicherung der Bewegungen, welches — wie alle anderen Da-
teiformate aus DYNAREG2D — mithilfe eines XML—SChemasﬁ definiert wird.

A.2.1. Erzeugung von Simulationscode

Das Produkt von DynaReg2D/Build ist optimierter Simulationscode. Nachfol-
gend sind alle Dateien aus Simulationscode eines DynaReg2D-Modells aufge-
listet und die dazugehorigen Gleichungen referenziert.

C_Xdot.c Die rechte Seite der Differentialgleichung geméf (@.ITI).
C_eventFun.c Alle Ereignisfunktionen des Systems geméf ([©.3)).

C_initializeStates.c Eine Initialisierungsfunktion fiir die diskreten Variablen.
Der Benutzer muss nur die Anfangsbedingung fiir die generalisierten Ko-
ordinaten q und Geschwindigkeiten p des Systems vorgeben, daraus er-
rechnet C_initializeStates.c die diskreten Kontaktzustande s; sowie
die Anfangswerte der internen elastischen Variablen des Reibsystems.

C_postProcKinTrans.c Ohne den Benutzer zu fragen erzeugt DynaReg2D /Build
fiir jedes System alle Postprocessing-Grofen, die zur 3D-Visualisierung
benétigt werden. Dies beinhaltet die absoluten Koordinaten aller Be-
zugssysteme von Starrkérpern sowie alle Rotationsmatrizen. Weiterhin
werden alle Kraftvektoren der Kontaktkrifte zur Visualisierung ausgege-
ben.

C_switchFun.c Die Schaltfunktion des Systems bildet das Petri-Netz N; aus
den Abschnitten B.3.1] und ab.

system.drsxml Ein Prototyp einer leeren Simulation, das heiflt alle Parameter
sind mit Null initialisiert. Dieser Prototyp wird von DynaReg2D /Solve
benétigt, um das MKS zu parametrisieren.

A.3. Beispiel

Das folgende Beispiel einer DYNAREG2D-Arbeitsfolge wurde direkt dem in-
dustriellen Tagesgeschéft entliechen. Das Mehrkorpersystem weist mit 14 gene-
ralisierten Koordinaten des Starrkorpersystems und sechs flachigen Kontakt-

XML, Extensible Markup Language
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Abbildung A.2.: Entwurf des MKS als gerichteter Graph

schnittstellen mit insgesamt 36 internen Freiheitsgraden der Reibung eine ty-
pische Gréfse eines Systems zur Simulation mit DYNAREG2D auf.

Die technischen Details des Systems (die Betétigung eines Doppelkupplungs-
getriebes) und die mit DYNAREG2D ermittelten Simulationsergebnisse werden
an dieser Stelle bewusst weggelassen. Das Beispiel dient nur zur Veranschauli-
chung der Softwarebenutzung.

Modellierung In der ersten Phase einer DYNAREG2D-Arbeitsfolge wird in Mo-
delBuilder eine visuelle Repriasentation des gerichteten Graphen aus Abschitt
3.0 erzeugt. In Abbildung [A2ist der Graph des Beispielsystems gezeigt, wobei
Komponenten des Kobaums (gestrichelte Pfeile) nur angezeigt sind, sofern es
sich um Kontaktkrafte oder Gelenke einer kinematisch geschlossenen Schleife
handelt. Wahrend der Einbau der iiblichen Komponenten eines MKS, wie Starr-
korper und gewohnliche Gelenke, schnell vonstatten geht, benétigt die Model-
lierung der Kontaktschnittstellen etwas mehr Zeitaufwand. Fiir jeden Kontakt-
punkt miissen eigene Slave- und Master-Punkte als Koordinatensysteme ein-
gefiihrt werden und einer DYNAREG2D-Syntax folgend parametrisiert werden.
So ist beispielsweise mit Fx_fCI1_2(t) die z-Komponente der Kontaktkraft im
zweiten Kontaktpunkt von Kontaktschnittstelle eins (£CI1) bezeichnet. Even-
tuelle Modellierungsfehler bei der Parametrisierung von Kontaktschnittstellen
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werden spater durch DynaReg2D /Build angezeigt.
Die Erzeugung eines Graphen wie im Beispielsystem nimmt wenige Stunden
in Anspruch, eine entsprechende Einarbeitung des Modellierers vorausgesetzt.

Erzeugung von Simulationscode Der nachfolgende Schritt der Erzeugung des
dynamischen Gleichungssystems und des dazugehorigen Simulationscodes lauft
grofstenteils automatisiert ab. Der Benutzer steuert den Vorgang iiber ein Maple-
Arbeitsblatt, welches sich aus einer Vorlage erstellen lasst. Nach kleinen Anpas-
sungen durch den Anwender, wie etwa der Name der verwendeten DynaFlexPro-
Eingabedatei, kann das Arbeitsblatt ausgefiihrt werden. Die Ausfiihrungszeit
bis zur Erstellung des fertigen Simulationscodes betrdgt im Beispiel ca. 2 Mi-
nuten auf einem derzeitigen Desktop-PC.

Die Verwendung eines Maple-Arbeitsblattes erlaubt Interaktion mit dem Be-
nutzer. Da alle Gleichungen in mathematischer Form vorliegen, sind hier Mani-
pulationen des Mehrkorpersystems moglich. Im Beispiel werden die Gleichun-
gen einer komplizierten Gelenkkinematik im Arbeitsblatt aufgestellt und in
das Mehrkorpersystem eingepflegt. Eine solche Kinematik wire in keiner Ge-
lenkbibliothek enthalten, und muss daher von Hand erzeugt werden. Weitere
Verwendungen des Maple-Arbeitsblattes sind etwa:

Dokumentation des Mehrkorpersystems durch Fliefstext und Skizzen.

Postprocessing: DynaReg2D/Build erlaubt dem Benutzer die Definition eige-
ner Postprocessing-Variablen, um héufig bendtigte Ergebnisgrofen eines
Systems nicht nach jeder Simulation erneut auswerten zu miissen. Statt-
dessen werden die Ergebnisgroffen im Maple-Arbeitsblatt definiert und
direkt in den Simulationscode eingebettet.

Plausibilitdt: Der Modellierer kann mathematische Terme des MKS im Arbeits-
blatt betrachten und auf Plausibilitdt hinsichtlich seines beabsichtigten
Modells untersuchen. Dies hat jedoch nur bei kleinen MKS mit wenigen
Freiheitsgraden einen praktischen Nutzen.

Die Grofe des Simulationscodes, d.h. die in jeder erzeugten Codedatei ent-
haltenen elementaren Operationen, ist in Tabelle gezeigt. Bei jedem In-
tegrationsschritt des Losers muss jede Codedatei mindestens einmal evaluiert
werden, die genaue Anzahl der Evaluationen richtet sich nach dem Konvergenz-
verhalten des aktuellen Integrationsschrittes. Der Simulationscode des Beispiels
benoétigt ca. 1 Minute zur Kompilierung.
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Codedatei  Indizierungen  Anweisungen  Additionen  Multiplik. Div.
DGL 2.784 3.588 5.041 5.096 21
Ereign. 1.593 1.570 2.046 1.719 2
Post. 1.965 2.091 2.248 2.018 0
Schalt. 2.575 2.345 2.039 1.704 2
Summe 8.917 9.594 11.374 10.537 25

Tabelle A.1.: Groke der Beispielsimulation

S
NEHdE 9
[ Simulation status
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) ) Abbildung A.5.: Ergebnisanzeige in
Abbildung A.4.: Beobachten ei- DynaReg2D /Solve

ner Rechnung in
DynaReg2D/Solve

Parametrisierung DynaReg2D /Solve 6ffnet nach Erzeugung des Kompilats ein
Fenster zur Parametrisierung des Systems (Abbildung [A3). Hier werden so-
wohl die zuvor in Maple definierten symbolischen Parameter mit Zahlenwerten
versehen als auch numerische Parameter des Solvers und Geometrien in Form
von *.stl-Dateien vergeben. Ein vollstadndiger Satz Parameter fiir das kombi-
nierte System wird als eine Simulation angesehen und lésst sich zur spéteren
Reproduktion im eigenen *.drsxml-Format speichern.

Die Beispielsimulation enthalt 269 konstante Parameter und 7 zeitabhingige
Parameter. Ein Grofiteil der konstanten Parameter beschreibt die Lagen und
Orientierungen der Master- und Slave-Bezugssysteme auf den Kérpern. Fiir die
Parametrisierung des Beispielsystems von Beginn an vergehen einige Stunden
Arbeitszeit, spater konnen ohne Aufwand neue Simulationen als Varianten der
ersten Simulation gespeichert werden. Um systematisch eine Vielzahl von Va-
rianten im Sinne eines Design of Exzperiments (DoE) zu generieren, wurde das
Hilfsprogramm DynaReg2D /Study geschaffen.

Lésung Die Arbeit von DynaReg2D /Solve wird durch den Benutzer iiberwacht
(Abbildung[A). Eine rudimentére Tracing-Funktionalitéit des Losers gibt Aus-
kunft iiber die aktuellen diskreten Zustinde der Kontaktpunkte. Ein haufiges
Szenario ist ein exorbitantes Anwachsen der Haft- / Gleitiibergédnge, welches
oftmals in einem zu hohen Wert der e-Geschwindigkeit (vgl. Abschnitt B
begriindet liegt. In diesem Fall kann die Integration angehalten, entsprechend
reparametrisiert und neu gestartet werden. Allerdings ertragt DYNAREG2D
eine recht hohe Anzahl von Ereignissen, bevor eine Abbruch einer laufenden
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Ausgewertete Grofte Anzahl
Rechenzeit 10:14 Min.
Integrationsschritte 234.722
Evaluationen der DGL 538.911
Aufrufe Nullstellensuche 954.150
Gefundene Nullstellen 56.858
Setup des linearen Losers 172.589
Toleranz nicht eingehalten 765

Tabelle A.2.: Auswertung der Arbeit des Losers

Simulation in Erwégung gezogen werden sollte.

Im Beispiel wurde das Verhalten des Betétigungssystems wahrend eines Hoch-
laufs der Motordrehzahl von Null auf 7500 U/Min. simuliert. Die rotierenden
Teile des Systems absolvieren dabei ca. 450 vollstdndige Umdrehungen. Die Re-
chenzeit betrug ca. 10 Minuten, ebenfalls auf einem gewthnlichen Desktop-PC.
Eine Zusammenfassung der Statistik des Losers ist in Tabelle [A3] gegeben.

Postprocessing Direkt in DynaReg2D/Solve kénnen 2D-Plots der Simulati-
onsergebnisse angefertigt werden (Abbildung[AH)). Das dazugehérige Werkzeug
lasst den Benutzer aus den folgenden Gruppen von Ergebnissen wéhlen:

e Generalisierte Koordinaten und Geschwindigkeiten des MKS und interne
Koordinaten der Reibkontakte. Alle Koordinaten, die in DynaFlexPro in
den Baum des Systems gewahlt wurden, deren erste Zeitableitungen sowie
alle Freiheitsgrade der Regularisierung stehen als Grofen fiir die x- oder
y-Achse in Grafiken zur Verfiigung.

e Alle Grofen des Postprocessings, die von DynaReg2D /Build standard-
maéafkig zum Zweck der 3D-Animation erzeugt wurden. Dazu gehéren alle
Lagen und Orientierungen von Starrkérpern in absoluten Koordinaten so-
wie alle Kontaktkrifte, aufgeteilt nach Normal- und Tangentialrichtung.
Auch die Zusténde der diskreten Variablen fiir die Kontaktpunkte kénnen
visualisiert werden.

e Postprocessing-Variablen, die vom Benutzer im Maple-Arbeitsblatt defi-
niert wurden.

o Alle zeitabhéngigen Parameter des Systems.
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Wiéhrend 2D-Grafiken direkt in der Simulationsumgebung generiert wer-
den kdnnen, wird fiir 3D-Visualisierungen das externe Hilfsprogramm Dyna-
Reg2D /Post bendtigt. Die Simulationsergebnisse werden vom Léser in das ei-
gene *.mbzip-Format geschrieben, welches von DynaReg2D /Post eingelesen
wird.

Obwohl 2D-Grafiken auch in DynaReg2D sicherlich das héufigste Werkzeug
zur Bewertung der Simulationsergebnisse sind, gibt die 3D-Animation wichtige
Riickmeldung an den Anwender:

e Der Zusammenbau des MKS kann schnell auf Plausibilitat iiberpriift wer-
den. Die meisten Modellierungsfehler werden in der 3D-Ansicht offensicht-
lich.

e Die berechneten Bewegungen kénnen grob bewertet werden, sofern die
Amplituden sichtbar sind.

e Das Verhalten der Reibkontakte kann auf einen Blick bewertet werden.
Die Reibkrifte werden mit der aus Abbildung[E:36] bekannten Farbcodie-
rung fiir Haft- und Gleitzustédnde visualisiert.

Das System der Beispielsimulation ist in Abbildung[A.6lin DynaReg2D /Post
geoffnet.
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Abbildung A.6.: 3D-Visualisierung mit DynaReg2D /Post

225






Literaturverzeichnis

1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

7]

8]

9]

[10]

AMONTON, G.: De la résistance causée dans les machines. In: Mémoires
de l’Académie des Sciences (1699), S. 203-222

ANH, L. X. ; WITTENBURG, J. (Hrsg.): Dynamics of Mechanical Systems
with Coulomb Friction. Springer Verlag, 2003

ANTUNES, J. ; Axisa, F. ; BEAUFILS, B. ; GuiLBAUD, B.: Coulomb Fric-
tion Modelling in Numerical Simulations of Vibrations and Wear Work
Rate of Tube Bundles. In: J. Fluids Struct. 4 (1988), S. 287-304

ARMSTRONG-HELOUVRY, B.: Control of Machines with Friction. Kluwer
Academic Publishers, 1991

ARMSTRONG-HELOUVRY, B. ; DupoNT, P. ; CANUDAS DE WIT, C.: Fric-
tion in servo machines: Analysis and control methods. In: Applied Me-
chanics Reviews 47 (1994), S. 275-302

AvITZUR, B. ; NAKAMURA, Y.: Analytical Determination of Friction
Resistance as a Function of Normal Load and Geometry of Surface Irre-
gularities. In: Wear 107 (1986), S. 367383

Baciu, G. ; Kesavan, H.K.: Graph-Theoretic Modeling of Particle-Mass
and Constrained Rigid Body System. In: Mechanism and Machine Theory
30 (1995), S. 953-967

BaucHAu, O. A.: Modeling friction phenomena in flexible multibody
dynamics. In: Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering
195 (2006), S. 6909-6924

BAUMGARTE, J.: Stabilization of Constraints and Integral of Motion for
Nonpenetrating Rigid Bodies. In: Computer Methods in Applied Mecha-
nics and Engineering 1 (1972), S. 1-16

BENNEWITZ, R.: Friction Force Microscopy. In: Fundamentals of Friction
and Wear on the Nanoscale, 2007, S. 1-14

227



Literaturverzeichnis

[11]

[12]

(13]

[14]

[15]

[16]

(17]

18]

(19]

[20]

[21]

22]

228

BERTRAM, A.: Flasticity and Plasticity of Large Deformations. Springer
Verlag, 2005

Kapitel Progagation of Errors. In: BEVINGTON, P. R. ; RoBINsoN, D. K.:
Data Reduction and Error Analysis for the Physical Sciences. McGraw-
Hill, 1992, S. 41-44

Brivan, P. A.: Mathematical Study of the Dahl’s Friction Model. In:
European Journal of Mechanics A/Solids 11 (1992), S. 835-848

BLiMAN, P. A. ; SORINE, M.: Easy-to-use realistic dry friction models for
automatic control. In: Proceedings of the 3rd European Control Confe-
rence. Rome, Italy, 1995, S. 3788-3794

Bona, B. ; INnDRI, M.: Friction Compensation in Robotics: an Overview.
In: 44th IEEE Conference on Decision and Control and the European
Control Conference. Sevilla, Spanien, Dezember 2005, S. 4360-4367

BowbDEN, F. P. ; TABOR, D.: The area of contact between stationary and
between moving surfaces. In: Proceedings of the Royal Society of London
A 169 (1939), S. 391413

BowbeN, F. P. ; TABOR, D.: The Friction and Lubrication of Solids.
Part I. Clarendon Press, 1950

BowbeN, F. P. ; TABOR, D.: The Friction and Lubrication of Solids.
Part II. Clarendon Press, 1964

BrogGLiaTO, B.: Numerical Methods for Nonsmooth Dynamical Systems:
Applications in Mechanics and FElectronics. Springer Verlag, 2008

BrocGLiaTO, Bernard: Nonsmooth mechanics. 2. ed. Springer Verlag,
1999. — ISBN 1-85233-143-7

BubpaKiaN, R. ; PUTTERMAN, S. J.: Time Scales for Cold Welding and
the Origins of Stick-Slip Friction. In: Physical Review B 65 (2002), S.
235429

Canupas DE WiT, C.: Comments on A New Model for Control of Sys-
tems with Friction. In: IEEE Transactions on Automatic Control 43
(1998), S. 1189-1190



Literaturverzeichnis

[23]

[24]

[25]

[26]

[27]

[28]
[29]

[30]

31]

[32]

[33]

Canupas DE WIT, C. ; DoLcint, P. ; BEcHART, H.: Observer-based opti-
mal control of dry clutch engagement. In: Furopean Control Conference.
CDC-ECC ’05. 44th IEEE Conference on Decision and Control, 2005, S.
615-621

Canubpas DE Wit, C. ; OLsson, H. ; ASTRéM7 K. ; LISCHINSKY, P.: A
New Model for Control of Systems with Friction. In: IEEE Transactions
on Automatic Control 40 (1995), Nr. 3, S. 419425

CATTANEO, C.: Sul Contatto di due Corpi Elastici. In: Accademia dei
Lincei, Rendiconti Series 6, Vol. 27 (1938), S. part I: 342-358, part II:
434-436, part ITI: 474-478

CENTER FOR APPLIED SCIENTIFIC COMPUTING, LAWRENCE LIVERMO-
RE NATIONAL LABORATORY (Hrsg.): Ezample Programs for CVODE v.
2.5.0. Livermore, California: Center for Applied Scientific Computing,
Lawrence Livermore National Laboratory, 2006

CHALLEN, J. M. ; OxLEY, P. L. B.: An Explanation of the Different
Regimes of Friction and Wear Using Asperity Deformation Models. In:
Wear 53 (1979), S. 229-243

CHEN, W.-F.: Limit Analysis and Soil Plasticity. Elsevier, 1975

CI1avARELLA, M.: Tangential Loading of General Three-Dimensional Con-
tacts. In: ASME Journal of Applied Mechanics 65 (1998), S. 998-1003

CiLiz, M. K. ; Tomizuka, M.: Friction Modelling and Compensation for
Motion Control Using Hybrid Neural Networks. In: Engineering Appli-
cations of Artificial Intelligence 20 (2007), S. 898-911

COLCHERO, J. ; MaRrTI, O. ; MLYNEK, J.: Forces in Scanning Probe
Methods. In: GOUNTHERODT, H.-J. (Hrsg.) ; ANSELMETTI, D. (Hrsg.) ;
MEYER, E. (Hrsg.): NATO ASI Series E: Applied Sciences Bd. 286, 1995,
S. 345

CoLrLins, I. F.: The Upper Bound Theorem for Rigid-Plastic Solids Ge-
neralized to Include Coulomb Friction. In: Journal of Mechanics and
Physics of Solids 17 (1969), S. 323-338

CourLomB, C. A.: Théorie des machines simples. In: Mémoires de Ma-
thematique et de Physique de I’Académie des Sciences (1785), S. 161-331

229



Literaturverzeichnis

[34]

(35]

(36]

37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

230

COURTNEY-PRATT, J. S. ; EISNER, E.: The Effect of Tangential Loading
Force on the Contact of Metallic Bodies. In: Proceedings of the Royal
Society London A 238 (1956), S. 529-550

CURNIER, A.: A Theory of Friction. In: International Journal of Solids
and Structures 20 (1984), S. 637647

DaHL, P. R.: Solid Friction Damping of Mechanical Vibrations. In: ATAA
Journal 14 (1976), S. 1675-1682

DaHL, P. R.: Measurement of Solid Friction Parameters of Ball Bearings.
In: Proceedings of the 6th Annual Syposium on Incremental Motion, Con-
trol Systems and Devices. University of Illinois, 1977, S. 49-60

DIENWIEBEL, M ; VERHOEVEN, G. ; PRADEEP, N. ; FRENKEN, J. E. M.:
Superlubricity of Graphite. In: Physical Review Letters 92 (2004), S.
126101 1-4

DiesTEL, R.: Graphentheorie. 3. Auflage. Springer Verlag, 2006

DRUCKER, D. C.: Coulomb Friction, Plasticity and Limit Loads. In:
ASME Journal of Applied Mechanics 21 (1954), S. 71-74

DRUCKER, D. C. ; GREENBERG, H. J. ; PRAGER, W.: Extended Limit
Design Theorems for Continuous Media. In: Quaterly of Applied Mathe-
matics 9 (1952), S. 381-389

DrummonD, C. ; RicHETTI, P.: Surface Force Apparatus in Nanotri-
bology. In: GNEcco, E. (Hrsg.) ; MEYER, E. (Hrsg.): Fundamentals of
Friction and Wear on the Nanoscale, Springer Verlag, 2007, S. 15-33

DuponT, P. ; ARMSTRONG, B. ; HAYWARD, V.: Elasto-Plastic Friction
Model: Contact Compliance and Stiction. In: Proceedings of the American
Control Conference, 2000, S. 1072-1077

DuponT, P. ; HAYWARD, V. ; ARMSTRONG, B. ; ALTPETER, F.: Single
State Elasto-Plastic Friction Models. In: IEEE Transactions on Automa-
tic Control 47 (2002), S. 787-792

Duvaur, G. ; Lions, J. L.: Inequalities in Mechanics and Physics. Sprin-
ger Verlag, 1976



Literaturverzeichnis

[46]

[47]

[48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

Epwarbps, C. M. ; HALLING, J.: An Analysis of the Plastic Interaction
of Surface Asperities and its Relevance to the Value of the Coefficient of
Friction. In: Mechanical Engineering Science 10 (1968), S. 101-110

ENGLEDER, T. ; VIELSACK, P.: The Influence of Regularization Methods
on the Integration of Stick-Slip Motion. In: Zeitschrift fir Angewandte
Mathematik und Mechanik 81 (2001), S. 187-188

Kapitel Supplementum de motu corporum rigidorum a frictione pertur-
bato. In: EULER, L.: Theoria motus corporum solidorum seu rigidorum.
Rostock, Greifswald : A. F. Rose, 1765

FreENY, B. ; GURAN, A. ; HiNricHS, N. ; Poprp, K.: A Historical Review
on Dry Friction and Stick-Slip Phenomena. In: Applied Mechanics Review
51 (1998), S. 321-341

FipbLIN, A.: Nonlinear Oscillations in Mechanical Engineering. Springer
Verlag, 2006

Kapitel Simulationstechnik am Beispiel des ZMS. In: FIDLIN, A. ; SEE-
BACHER, R.: 8. LuK Kolloqguium. LuK GmbH & Co. oHG, 2006, S.
56-71

FipLin, A. ; StamM, W.: On the radial dynamics of friction disks. In:
European Journal of Mechanics A/Solids 28 (2009), S. 526-534

FISCHER, F.: Behandlung des PAINLEVEschen Paradozons in der mo-
dernen Mehrkérperdynamik, TU Darmstadt, Diss., 2009

FREDRIKSSON, B.: Finite Element Solution of Surface Nonlinearities in
Structural Mechanics with Special Emphasis to Contact and Fracture
Mechanics Problems. In: Computers & Structures 6 (1976), S. 281-290

Fu, G.: An Extension of Hertz’s Theory in Contact Mechanics. In: ASME
Journal of Applied Mechanics 74 (2007), S. 373-374

Kapitel Reibung und Verschleiff: Ursachen—Arten—Mechanismen.
In: Ganr, K.-H. Z. Reibung und  Verschleifs. DGM-
Informationsgesellschaft, 1992

GLOCKER, C.: Dynamik von Starrkérpersystemen mit Reibung und Sto-
Ben, TU Miinchen, Diss., 1995

231



Literaturverzeichnis

[58]

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

[66]

[67]

[68]

[69]

232

GLOCKER, C.: Set-Valued Force Laws. Springer Verlag, 2001

GNEcco, E. (Hrsg.) ; MEYER, E. (Hrsg.): Fundamentals of Friction and
Wear on the Nanoscale. Springer Verlag, 2007

GONTHIER, Y.: Contact Dynamics Modelling for Robotic Task Simulati-
on, University of Waterloo, Diss., 2007

(GONTHIER, Y. ; McPHEE, J. ; LAaNGE, C. ; PIEDB®UF, J.-C.: A Regu-
larized Contact Model with Asymmetric Damping and Dwell-Time De-
pendent Friction. In: Multibody System Dynamics 11 (2004), S. 209-233

GORJACEVA, 1. G.: Contact mechanics in tribology. Kluwer Academic
Publishers, 1998

GOURDON, D. ; ISsRaAELACHVILI, J. N.: Transitions between Smooth and
Complex Stick-Slip Sliding of Surfaces. In: Physical Review E 68 (2003),
S. 021602

GREEN, A. P.: Friction between Unlubricated Metals: A Theoretical Ana-
lysis of the Junction Model. In: Proceedings of the Royal Society of Lon-
don A 228 (1955), S. 191-204

GREENWOOD, J. A.: Contact of Rough Surfaces. In: SINGER, I. L. (Hrsg.)
; PoLLock, H. M. (Hrsg.): Fundamentals of Friction: Macroscopic and
Microscopic Processes, Kluwer, 1992

GREENWOOD, J. A. ; WiLLiaMsoN, J. B. P.: Contact of Nominally Flat
Surfaces. In: Proceedings of the Royal Society of London A 295 (1966),
S. 300-319

GyALOG, T. ; GNEccoO, E. ; MEYER, E.: Stick-Slip Motion on the Atomic
Scale. In: GNEcco, E. (Hrsg.) ; MEYER, E. (Hrsg.): Fundamentals of
Fricion and Wear on the Nanoscale, 2007

Hagssia, D. A. ; FRIEDLAND, B.: On the Modeling and Simulation of

Friction. In: ASME Journal of Dynamic Systems, Measurement and Con-
trol 113 (1991), S. 345-362

HAGEDORN, P.: Nichtlineare Schwingungen. Akademische Verlagsgesell-
schaft, 1978



Literaturverzeichnis

[70]

[71]

[72]

73]

[74]

[75]

[76]

[77]

(78]

[79]

[80]

[81]

[82]

HAGEDORN, P.: Technische Mechanik; Band 3: Dynamik. Verlag Harri
Deutsch, 2008

HAIRER, E. ; WANNER, G.: Solving Ordinary Differential Equations 1.
Nonstiff Problems. Springer Verlag, 1993

HAIRER, E. ; WANNER, G.: Solving Ordinary Differential Equations II.
Stiff and Differential-Algebraic Problems. Springer Verlag, 1996

HaLPHEN, B. ; NGUYEN, Q.S.: Sur les matériaux standards généralisés.
In: Journal de Mécanique 14 (1975), S. 39-62

HarTMANN, S. O.: Simulation von Mehrkorpersystemen mit Kontakten
komplexer Geometrie, Universitdt Duisburg-Essen, Diss., 2001

HartoG, J. P. D.: Forced Vibrations Combined with Combined Coulomb
and Viscous Friction. In: Transactions of the ASME 53 (1931), S. 107-115

Haug, E. J.: Computer Aided Kinematics and Dynamics of Mechanical
Systems. Allyn and Bacon, 1989

HERTZ, H.: Gesammelte Werke von Heinrich Hertz. Leipzig : Barth, 1895

HieBeRrT, K. L. ; SHAMPINE, L. F.: Implicitly defined output points for
solutions of ODEs / Sandia National Laboratories. Albuquerque, New
Mexico, 1980. — Forschungsbericht

HinpMmaRsH, A. C. ; BRown, P. N. ; GranT, K. E. ; LEE, S. L. ; SERBAN,
R. ; SHUMAKER, D. E. ; WoobpwaRD, C. S.: SUNDIALS: Suite of Nonli-
near and Differential/Algebraic Equation Solvers. In: ACM Transactions
on Mathematical Software 31 (2005), Nr. 3, S. 363-396

HippMANN, G.: Modellierung von Kontakten komplex geformter Kérper
in der Mehrkérperdynamik, TU Wien, Diss., 2004

HorrFMANN, D.: Augmented-Lagrange-Verfahren bei Reibkontaktproble-
men unter transienter Beanspruchung, Universitit Karlsruhe (TH), Diss.,
2003

HoncHhi, M. ; KoHirA, H. ; MaTsuMoTO, M.: Numerical simulation of
slider dynamics during slider-disk contact. In: Tribology International 36
(2003), S. 235-240

233



Literaturverzeichnis

[83]

(84]

[85]

(86]

(87]

(88]

(89]

[90]

[91]

[92]

93]

234

Hu, Y.-Z. ; Zuanca, T. ; Maa, T.-B. ; Wang, H.: Molecular Dy-
namics Simulations on Atomic Friction Between Self-Assembled Mono-
layers: Commensurate and Incommensurate Sliding. In: Computational
Materials Science 38 (2006), S. 98-104

Hunt, K. H. ; CROSSLEY, F. R. E.: Coefficient of Restitution Interpreted
as Damping in Vibroimpact. In: Transactions of the ASME Journal of
Applied Mechanics (1975), S. 440-445

IBrAHIM, R. A.: Friction-induced vibration, chatter, squeal, and chaos.
Part I: Mechanics of contact and friction. In: Applied Mechanics Reviews
47 (1994), S. 209226

INDLEKOFER, N. ; WAGNER, U. ; FipLIN, A. ; TEUBERT, A.: Latest
Results in the CVT Development. In: 7th LuK Symposium, 2002, S.
63-72

IsrRAELACHVILI, J. N. ; TABOR, D.: The Measurement of van der Waals
Dispersion Forces in the Range 1.5 to 130 nm. In: Proceedings of the
Royal Society of London A 331 (1972), S. 19-38

JoHNsoON, K. L.: Surface Interaction between Elastically Loaded Bodies
under Tangential Forces. In: Proceedings of the Royal Society of London
A 230 (1955), S. 531-549

Jonnson, K. L.: Contact Mechanics. Cambridge University Press, 1987

JosT, H P.: The economic importance of tribology in the conservation
of energy. In: Tribology: Friction, wear, lubrication. Volume 1 - Abrasive
wear, vibration wear, surface treatment, manufacturing operation., 1981

KacHaNov, L. M.: Foundations of the Theory of Plasticity. North-
Holland, 1971

KanNE, T. R. ; LEVINSON, D. A.: Dynamics : theory and applications.
McGraw-Hill, 1985

KarnoPP, D.: Computer Simulation of Stick-Slip Friction in Mechanical
Dynamic Systems. In: ASME Journal of Dynamic Systems, Measurement
and Control 107 (1985), S. 100-103



Literaturverzeichnis

[94]

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

KEPPLER, R.: Zur Modellierung und Simulation von Mehrkérpersyste-
men unter Beriicksichtigung von Greifkontakt bei Robotern, Universitéat
Karlsruhe, Diss., 2006

KERR, A. D.: Elastic and Visco-Elastic Foundation Models. In: ASMFE
Journal of Applied Mechanics 31 (1964), S. 491-498

Kikucwi, N. ; OpEN, J. T.: Contact Problems in Elasticity: A Study of
Variational Inequalities and Finite Element Methods. SIAM Studies in
Applied Mathematics, 1988

Kim, S.S. ; VANDERPLOEG, M.J.: A general and efficient method for
dynamic analysis of mechanical systems using velocity transformations.
In: Journal of Mechanisms, Transmissions, and Automation in Design
108 (1986), S. 176-182

KLARBRING, A.: General Contact Boundary Conditions and the Analysis
of Frictional Systems. In: International Journal of Solids and Structures
22 (1986), S. 1377-1398

Koagur, L. ; ETsion, I.: A Static Friction Model for Elastic-Plastic Con-
tacting Rough Surfaces. In: ASME Journal of Tribology 126 (2004), S.
34-40

KRAGELsKI, 1. V.: Friction, Wear, Lubrication: Tribology Handbook. Per-
gamon Press, 1981

LanpmMmaN, U. ; LUEDTKE, W. D. ; RINGER, E. M.: Molecular Dynamics
Simulations of Adhesive Contact Formation and Friction. In: SINGER,
I. L. (Hrsg.) ; PoLLock, H. M. (Hrsg.): Fundamentals of Friction, 1992

LaNkaRraNI, H. M. ; NikravEsH, P. E.: A Contact Force Model With
Hysteresis For Impact Analysis of Multibody Systems. In: Journal of
Mechanical Design 112 (1990), S. 369-376

LAURSEN, T. A.: Computational Contact and Impact Mechanics. Springer
Verlag, 2002

Laursen, T. A. ; Simo, J. C.: A Continuum-Based Finite Element For-
mulation for the Implicit Solution of Multibody, Large Deformation Fric-
tional Contact Problems. In: International Journal for Numerical Me-
thods in Engineering 36 (1993), S. 3451-3485

235



Literaturverzeichnis

[105]

[106]

[107]

[108]

[109]

[110]

[111]

[112]

[113]

[114]

[115]

236

LEGER, M.: Automated Selection of Modelling Coordinates for Forward
Dynamic Analysis of Multibody Systems. (2006)

LEGER, M. ; MCPHEE, J.: Selection of Modelling Coordinates for Forward
Dynamic Multibody Simulations. In: Multibody System Dynamics 18
(2007), S. 277297

LEONARDO DA VINCI: The Notebooks of Leonardo da Vinci. Arranged,
Rendered Into English and Introduced By Edward MacCurdy. New York
: Reynal & Hitchcock, 1939

Liu, S. B. ; PEYRONNEL, A. ; WANG, Q. J. ; KEER, L. M.: An Extension
of the Hertz Theory for Three-Dimensional Coated Bodies. In: Tribology
Letters 18 (2005), S. 303-314

Lubing, S.: Contact Models for Very Loose Granular Meterials. In:
TUTAM Symposium on Multiscale Problems in Multibody System Con-
tacts, 2006

LUDER, J.: Ein Beitrag zur Modellbildung von reibungsbehafteten Kontak-
ten mit wechselnder Struktur in Mehrkorpersystemen, Gerhard-Mercator-
Universitat Duisburg, Diss., 1999

MANNSHARDT, R.: One-step methods of any order for ordinary diffe-
rential equations with discontinuous right-hand sides. In: Numerische
Mathematik 31 (1978), S. 131-152

MartE, C. ; McCLELLAND, G. ; ERLANDSSON, R. ; CHIANG, S.: Atomic-
Scale Friction of a Tungsten Tip on a Graphite Surface. In: Physical
Review Letters (1987), S. 1942-1945

THE MATHWORKS INC. (Hrsg.): Matlab help files. Natick, Massachusetts:
The Mathworks Inc., 1984-2009

McCLELLAND, G. M. ; GrosLI, J. N.: Friction at the Atomic Scale.
In: SINGER, I. L. (Hrsg.) ; PoLLock, H. M. (Hrsg.): Fundamentals of
Friction, Kluwer, 1992

McNAMARA, S. ; GARciA-Ro0JO, R. ; HERRMANN, H.: Indeterminacy and
the onset of motion in an simple granular packing. In: Physical Review
E 72 (2005), S. 021304 1-11



Literaturverzeichnis

[116]

[117]

[118]

[119)]

[120]

[121]

[122]

[123]

[124]

[125]

[126]

[127]

McPHEE, J.: On the Use of Linear Graph Theory in Multibody System
Dynamics. In: Nonlinear Dynamics 9 (1996), S. 73-90

MCcPHEE, J.: Automatic Generation of Motion Equations for Planar
Mechanical Systems Using the New Set of "Branch Coordinates". In:
Mechanism and Machine Theory 33 (1998), S. 805-823

Kapitel Virtual prototyping of multibody systems with linear graph theo-
ry and symbolic computing. In: MCPHEE, J.: Virtual Nonlinear Mult-
tbody Systems. Kluwer Academic Publishers, 2003, S. 37-56

MicHarowski, R. ; MROz, Z.: Associated and non-associated sliding
rules in contact friction problems. In: Archives of Mechanics 30 (1978),
S. 259-276

MiInDLIN, R. D.: Compliance of Elastic Bodies in Contact. In: ASMFE
Journal of Applied Mechanics 16 (1949), S. 259

Miticuy, P. C. ; KaANE, T. R.: Motion Variables Leading to Efficient
Equations of Motion. In: The International Journal of Robotics Research
15 (1996), S. 522-532

Kapitel On Unilateral Constraints, Friction and Plasticity. In: MOREAU,
J.-J.: New Variational Techniques in Mathematical Physics. Edizioni
Cremonese, 1974, S. 171-322

MROZ, Z. ; DRESCHER, A.: Limit Plasticity Approach to Some Cases of
Flow of Bulk Solids. In: ASME Journal of Engineering for Industry 91
(1969), S. 357-364

MuLrriag, D. ; KENNY, S. D. ; SMITH, R.: Modeling of Stick-Slip Phe-
nomena Using Molecular Dynamics. In: Physical Review B 69 (2004), S.
205407

MULLER, M.: Zur Topographie- und Grenzschichtdynamik in Bremssys-
temen, Technische Universtitdt Braunschweig, Diss., 2007

MUsER, M. H. ; RoBBINs, M. O.: Conditions for Static Friction between
Flat Crystalline Surfaces. In: Physical Review B 61 (2000), S. 2335-2342

MUser, M. H. ; WENNING, L. ; RoBBINs, M. O.: Simple Microscopic
Theory of Amontons’s Laws for Static Friction. In: Physical Review Let-
ters 86 (2001), S. 1295-1298

237



Literaturverzeichnis

[128]

[129]

[130]

[131]

[132]

[133]

[134]

[135]

[136]

[137]

[138]

238

ODEN, J. T. ; MaRTINS, J. A. C.: A Numerical Analysis of a Class of
Problems in Elastodynamics with Friction. In: Computer Methods in
Applied Mechanics and Engineering 40 (1983), S. 327-360

ODEN, J. T. ; MARTINS, J. A. C.: Models and Computational Methods
for Dynamic Friction Phenomena. In: Computer Methods in Applied Me-
chanics and Engineering 52 (1985), S. 527-634

OSTERMEYER, G. P. ; MULLER, M.: Dynamic Ineraction of Friction Sur-
face Topography in Brake Systems. In: Tribology International 39 (2006),
S. 370-380

OSTERMEYER, G. P. ; MULLER, M.: New insights into the tribology of
brake systems. In: Journal of Automobile Engineering 222 (2008), S.
1167-1200

Kapitel Nonconvex Superpotentials and Hemivariational Inequalities.
Quasidifferentiability in Mechanics. In: PANAGIOTOPOULOS, P.: Nons-
mooth Mechanics and Applications. Springer Verlag, 1988

PASTERNAK, P. L.: On a new Method of Analysis of an Elastic Foundation
by Means of two Foundation Constants (in Russian). Gosudarstvennoe
Izdatelstvo Literatur i po Stroitelstvui Arkhitekure, 1954

PErsson, B. N. J.: Friction Dynamics for Curved Solid Surfaces with
Long-Range Elasticity. In: Journal of Chemical Physics 113 (2000), S.
5477

PErsson, B. N. J. ; Porov, V. L.: On the Origin of the Transition from
Slip to Stick. In: Solid State Communications 114 (2000), S. 261-266

PraTO, R.: Uber die Diskretisierung und Regularisierung schlecht gestell-
ter Probleme, TU Berlin, Diss., 1990

Porycarpou, A. A. ; SooM, A.: Two-Dimensional Models of Boundary
and Mixed Friction at a Line Contact. In: ASME Journal of Tribology
117 (1995), S. 178-184

Popov, V. L.: A Theory on the Transition from Static to Kinetic Friction
in Boundary Lubrication Layers. In: Solid State Communications 115
(2000), S. 369-373



Literaturverzeichnis

[139]

[140]

[141]

[142]

[143]

[144]

[145]

[146]

[147]

[148]

[149]

[150]

[151]

[152]

Porov, V. L.: Thermodynamics and Kinetics of Shear-Induced Melting
of a Thin Layer of Lubricant Confined between Solids. In: Technical
Physics 46 (2001), S. 605-615

Porov, V. L.: Kontaktmechanik und Reibung. Springer Verlag, 2009

Porp, K.: Some Model Problems Showing Stick-Slip Motion and Chaos.
In: ASME Winter Annual Meeting, 1992

Porp, K.: Non-Smooth Mechanical Systems - an Overview. In: Forschung
im Ingenieurwesen 64 (1998), S. 223-229

PRrIESE, L. ; WIMMEL, H.: Petri-Netze. Springer Verlag, 2008

RUBINSTEIN, S. M. ; COHEN, G. ; FINEBERG, J.: Detachment Fronts and
the Onset of Dynamic Friction. In: Nature 430 (2004), S. 1005-1009

SCHERRER, M. ; MCPHEE, J.: Dynamic Modeling of Electromechanical
Multibody Systems. In: Multibody System Dynamics 9 (2003), S. 87-115

ScHMITKE, C.: Modelling Multibody Multi-Domain Systems Using Sub-
systems and Linear Graph Theory, University of Waterloo, Diss., 2004

ScHMITKE, C. ; McPHEE, J.: Forming Equivalent Subsystem Com-
ponents to Facilitate the Modelling of Mechatronic Multibody Systems.
In: Multibody System Dynamics 14 (2005), S. 81-110

SCHAFER, U.: Das lineare Komplementarititsproblem. Springer Verlag,
2008

SEXTRO, W.: Dynamical Contact Problems with Friction. Springer Ver-
lag, 2002

SHABANA, A.: Dynamics of Multibody Systems. Cambridge University
Press, 1998

SHABANA, A.: Computational Dynamics. Wiley, 2001
SHAMPINE, L. F. ; THOMPSON, S.: Event Location for Ordinary Diffe-

rential Equations. In: Computers € Mathematics with Applications 29
(2000), S. 43-54

239



Literaturverzeichnis

[153]

[154]

[155]

[156]

[157]

[158]

[159]
[160]

[161]

[162]

[163]

240

SHi, P. ; McPHEE, J.: On the Use of Virtual Work in a Graph-Theoretic
Formulation for Multibody Dynamics. In: Proceedings of the ASME De-
sign Engineering Technical Conferences, Sacramento, California, 1997

SHi, P. ; McPHEE, J.: Inverse Dynamics of Multibody Systems Using
Virtual Work and Graph Theory. In: Thenth World Congress on the
Theory of Machines and Mechanisms, 1999

SHI, P. ; McPHEE, J.: Dynamics of Flexible Multibody Systems using
Virtual Work and Linear Graph Theory. In: Multibody System Dynamics
4 (2000), S. 355-381

SHI, P. ; MCPHEE, J.: Polynomial Shape Functions And Numerical Me-
thods For Flexible Multibody Dynamics. In: Mechanics of Structures and
Machines 29 (2000), S. 4364

Sivo, J. C. ; HucHEis, T. J. R.: Computational Inelasticity. Springer
Verlag, 1998

Socoriuc, A. ; BENNEWITZ, R. ; GNECco, E. ; MEYER, E.: Transition
from Stick-Slip to Continuous Sliding in Atomic Friction: Entering a New
Regime of Ultralow Friction. In: Physical Review Letters 92 (2004), S.
134301

StacHOWIAK, G. W.: Engineering Tribology. Elsevier, 1993

STEWART, D. E.: Convergence of a Time-Stepping Scheme for Rigid-Body
Dynamics and Resolution of Painlevé’s Problem. In: Arch. Rational Mech.
Anal. 145 (1998), S. 215-260

STRIBECK, R.: Die wesentlichen Eigenschaften der Gleit- und Rollenlager.
In: Zeitschrift des Vereines deutscher Ingenieure 46 (1902), S. 1341-1348

SWEVERS, J. ; AL-BENDER, F. ; GAnsEMAN, C. G. ; Prajoco, T.: An
Integrated Friction Model Structure with Improved Presliding Behavior
for Accurate Friction Compensation with Partially Known Dynamic Fric-
tion Model. In: IEEE Transactions on Automatic Control 45 (2000), Nr.
4, S. 675-686

TABOR, D. ; WINTERTON, R. H. S.: The Direct Measurement of Normal
and Retarded van der Waals Forces. In: Proceedings of the Royal Society
of London A 312 (1969), S. 435-450



Literaturverzeichnis

[164]

[165]

[166]

[167]

[168]

[169]

[170]
[171]

[172]

[173]

[174]

[175]

Tariku, F. A. ; RogERrs, R. J.: Improved Dynamic Friction Models for
Simulation of One-Dimensional and Two-Dimensional Stick-Slip Motion.
In: ASME Journal of Tribology 123 (2001), S. 661-669

Torstor, D. M.: Significance of the Normal Degree of Freedom and
Natural Vibrations in Contact Friction. In: Wear 10 (1967), S. 199-213

VIELSACK, P.: Regularisierung des Haftzustandes bei Coulombscher Rei-
bung. In: Zeitschrift fir Angewandte Mathematik und Mechanik 76
(1996), S. 439446

VIELSACK, P.: Orbitale Stabilitdt nichtglatter Bewegungen bei perma-
nenten numerischen Stérungen. In: Minisymposium, ZAMM Zeitschrift
fiir Angewandte Mathematik und Mechanik 7 (1999), S. 105-108

WaALLASCHEK, J. ; HacH, K.-H. ; Storz, U. ; Mopy, P.: A survey of
the present state of friction modelling in the analytical and numerical
investigation of brake noise generation. In: Proceedings of the ASME
Vibration Conference, ASME Design Engineering Technical Conferences,
Las Vegas, 1999

WALTERSBERGER, B.: Strukturdynamik mit ein- und zweiseitigen Bindun-
gen aufgrund reibungsbehafteter Kontakte, Universitat Karlsruhe, Diss.,
2007

WILLNER, K.: Kontinuums- und Kontaktmechanik. Springer Verlag, 2003

WINKLER, E.: Die Lehre von der Elasticitaet und Festigkeit mit beson-
derer Riicksicht auf ihre Anwendungen in der Technik, 1. Theil. H. Do-
minicus, 1867

WIRSCHING, G.: Gewdhnliche Differentialgleichungen. Teubner, 2006

Kapitel Technische Mechanik. Festigkeitslehre. Elastizitdtstheorie.
In: WITTENBURG, J.: Hiitte — Das Ingenieurwissen. Springer

WITTENBURG, J.: Ebene Bewegungen bei flichenhaft verteilten Rei-
bungskréften. In: Zeitschrift fiir Angewandte Mathematik und Mechanik
50 (1970), S. 637-640

WITTENBURG, J.: Dynamics of Multibody Systems. Second Edition.
Springer Verlag, 2007

241



Literaturverzeichnis

[176]

[177]

[178]

[179]

[180]

[181]

242

Wouw, N. van d. ; LEINE, R. I. ; NUMEUER, H.: Attractivity of Equi-

librium Sets of Systems with Dry Friction. In: Nonlinear Dynamics 35
(2004), S. 19-39

WRIGGERS, P.: Finite Element Algorithms for Contact Problems. In:
Archives of Computational Methods in Engineering 2 (1995), Nr. 4, S.
1-49

WRIGGERS, P.: Computational Contact Mechanics. Springer Verlag, 2006

WRIGGERS, P. (Hrsg.) ; NACKENHORST, U. (Hrsg.): Analysis and Simu-
lation of Contact Problems. Springer Verlag, 2006

Yosuiziwa, H. ; CHEN, Y. L. ; IsRAELACHVILI, J.: Recent Advances in
Molecular Level Understanding of Adhesion, Friction and Lubrication.
In: Wear 168 (1993), S. 161

ZHONG, W. ; ToMANEK, D.: First-Principles Theory of Atomic-Scale
Friction. In: Physical Review Letters 64 (1990), S. 3054-3057



	Danksagung
	Notation
	Einleitung
	Reibkontakte in Antriebssystemen
	Reibung als Hauptmerkmal
	Kupplung und Betätigungssystem
	Zweimassenschwungrad
	Stufenloses Getriebe
	Genauigkeit der Modellierung

	Problemstellung und Anforderungen
	Gliederung der Arbeit

	Überblick zur Modellierung von Reibkontakten
	Klassische Reibgesetze
	Tribologie
	Nanotribologie

	Modellierung im Hinblick auf numerische Verfahren
	Heuristische Modelle
	Reibung und Kontakt elastischer Körper
	Reibung und Plastizität

	Kontakte in der Schwingungslehre
	Normalkontakt
	Kontakte in der Mehrkörperdynamik
	Kontakte in der nichtglatten Mechanik
	Forschungsschwerpunkt

	Kinematik von Mehrkörpersystemen mit verteilten Kontakten
	Zusammenfassung
	Kinematik kontaktierender Starrkörper
	Hierarchische Verwaltung der Kontakte mit Slave und Master
	Kontaktmodule und Kontaktprimitive
	Kontakt zwischen Ebene und Ebene
	Kontakt zwischen Vollkugel und Hohlkugel
	Kontakt zwischen Kugel und Kegel

	Räumliche Diskretisierung
	Kinematische Grundgrößen aus Minimalkoordinaten

	Ein elasto-visko-plastisches Kontaktmodell
	Zusammenfassung
	Reibung und Plastizität aus historischer Sicht
	Regularisierung mit Federn und Dämpfern
	Ideale zeitunabhängige Plastizität
	Normalkontakt
	Vereinfachung des Kontaktmodells
	Beginn von ausgeprägtem Gleiten
	Ende von ausgeprägtem Gleiten
	Federvorspannung zu Beginn vom Haften

	Relativbeschleunigung beim Losreißen
	Zusammenbau des Systems

	Numerische Lösung der unstetigen DGLn
	Zusammenfassung
	Integrationsstrategie
	Ereignisgesteuerte Integration mit vier Zuständen
	Entwurf eines ersten Petri-Netzes
	Netzverfeinerung

	Detektion von Ereignissen
	Hinweise zur Wahl der Parameter

	Anwendungsbeispiele
	Zusammenfassung
	Elementare Beispielsysteme
	Ebener Kontakt zwischen zwei Körpern
	Die eingekeilte Scheibe

	Nichtlineare Dynamik ebener Scheibensysteme
	Einfache Systeme mit radialer Elastizität und Reibung
	Ein ebenes Lager mit Selbstzentrierung
	Ein Lager mit radialer Elastizität und Selbstzentrierung
	Ein konventionelles Ausrücklager mit Selbstzentrierung

	Ein Beispiel aus der Robotik
	Vergleich mit nichtglatten Methoden

	Zusammenfassung
	Das DynaReg2D Software-Paket
	Zusammenfassung
	Software-Architektur
	Erzeugung von Simulationscode

	Beispiel

	Literaturverzeichnis

