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Kapitel 1

Stromkorrelatoren in der
Quantenchromodynamik

1.1 Einleitung

Thou marvell’st at my words: but hold thee still;
Things bad begun make strong themselves by ill;
So, priythee, go with me

— W. Shakespeare, MacBeth, Act III, Scene 2

Wissenschaftlicher Fortschritt fithrt naturgegeben zu einer zunehmenden Kom-
plexitéit der durchgefiihrten Experimente: Phinomene, die sich durch einfache
Experimente oder sogar durch reine Naturbeobachtungen entdecken lassen, wer-
den offensichtlich verhiltnism:Big frith gefunden. Ahnlich verhilt es sich mit
der theoretischen Beschreibung der grundlegenden Prinzipien, die zunehmend
abstrakter wird und sich immer weiter von der iiblichen menschlichen Alltags-
erfahrung entfernt.

Ein aktuelles Beispiel fiir diese Entwicklung ist der Bau und die Inbetriebnahme
des Large Hadron Collider (LHC) und der zugehérigen Detektoren am CERN.
Mit diesem wohl aufwéndigsten aller bisher durchgefiihrten Beschleunigerex-
perimente sollen neue physikalische Phénomene entdeckt werden, die entweder
die derzeitige theoretische Beschreibung durch das so genannte Standardmodell
bestétigen oder um neue Aspekte erweitern.

Dominant fiir die am LHC stattfindenden Prozesse ist die starke Wechselwir-
kung, welche das Verhalten der kollidierenden Protonen und ihrer elementaren
Bestandteile, der Quarks und Gluonen, bestimmt. Diese Wechselwirkung wird
durch die Theorie der Quantenchromodynamik (QCD) beschrieben. An der QCD
zeigt sich auch die zunehmend kompliziertere Struktur fundamentaler Theori-
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en: Zwar wird erwartet, dass die QCD prinzipiell ein sehr breites Spektrum von
Phinomenen beschreibt, aus ihr konkrete experimentelle Vorhersagen abzulei-
ten ist jedoch sehr schwierig. In der Praxis werden hierfiir verschiedene Néhe-
rungsverfahren und Modelle, wie beispielsweise klassische Stérungstheorie, Git-
tereichtheorie, Summenregeln, chirale Stérungstheorie und AdS/QCD-Modelle
verwendet, die sich in ihren jeweiligen Anwendungsgebieten und der N#he zur
eigentlich zugrundeliegenden QCD unterscheiden.

Um iiberhaupt Voraussagen treffen zu kénnen, miissen zunéchst die fundamen-
talen Parameter der QCD, also die Kopplungskonstante und die Massen der
relevanten Quarks moglichst exakt bestimmt werden. Leider zeigt sich auch hier
der im Vergleich zu &dlteren physikalischen Theorien hohe Abstraktionsgrad der
QCD: Die Masse eines Apfels in der klassischen Mechanik ist eine leicht zugéng-
liche Grofle und kann experimentell einfach bestimmt werden. Die Massen der
Quarks in der QCD dagegen kénnen kaum anschaulich verstanden werden und

der Zusammenhang mit experimentellen Messungen ist weit weniger offensicht-
lich.

Einer der Hauptgriinde fiir die konzeptionelle Schwierigkeit bei der Interpre-
tation der Quarkmassen besteht darin, dass Quarks nur in stark gebundenen
Zustédnden, den Hadronen, auftreten und nicht isoliert beobachtet werden kon-
nen. Aus den Massen der Hadronen direkt auf die Massen der Quarks zu schlie-
Ben, erweist sich jedoch als duflerst schwierig, sodass hédufig andere Ansétze
gewihlt werden.

Um die Parameter einer Theorie zu extrahieren, empfiehlt es sich, theoretisch
und experimentell moglichst gut verstandene Systeme zu betrachten. Der wohl
einfachste Prozess, in dem die starke Wechselwirkung beobachtet werden kann,
ist die inklusiv Erzeugung von Hadronen durch Kollisionen von Elektronen
mit Positronen. Dieser Prozess wird bereits seit Jahrzehnten an entsprechenden
Beschleunigern studiert, sodass ausreichende Messdaten zur Verfiigung stehen.
Fiir die Beschreibung aus theoretischer Sicht eignen sich insbesondere die in
dieser Arbeit betrachteten QCD-Stromkorrelatoren.

Im folgenden Abschnitt werden die Stromkorrelatoren eingefithrt und die
verwendeten Konventionen erliautert. In Kapitel Bl wird beschrieben, wie aus den
Korrelatoren durch Vergleich mit experimentellen Daten die Massen von Charm-
und Bottomquarks mit hoher Prézision bestimmt werden kénnen. Abschlielend
wird in Kapitel [ die Darstellung im Ortsraum hergeleitet und der Zusammen-
hang zwischen stoérungstheoretisch und auf dem Gitter berechneten Korrelatoren
diskutiert.

nklusiv bedeutet hier, dass es keine weiteren Einschrankungen an die erzeugten Hadronen
gibt.
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1.2 Konventionen

In dieser Arbeit werden zunéichst die diagonalen Vektor-, Axialvektor-, skalaren
und pseudoskalaren Quarkstrome betrachtet. Ihre jeweiligen Definitionen lauten

Jp =W, Jp = vnost, T =9y, G = igys. (1.1)

1 ist ein Quarkfeld mit Masse m,. Die den Stromen entsprechenden Korrelatoren
sind folgendermaflen definiert:

I, (¢%) =i [ e @300 fir 5 € v,a),
H%(qQ) :i/dx eiqx(OlTj‘S(x)j‘s(O)\m fiir 0 € {s,p}. (1.2)

In der Praxis ist es oft hilfreich, skalare, dimensionslose Grofien zu verwenden.
Zu diesem Zweck kénnen Polarisationsfunktionen I1°(¢?) und I19 (¢2) eingefiihrt
werden:

10,(¢*) = (=" g + 40 1°(¢%) + qua13(¢7)  fiir 6 € {v,a},
119 (¢*) = ¢°II°(¢?) fir 6 € {s,p}.  (1.3)

Aufgrund der Ward-Identitdten verschwindet die longitudinale Vektorpolarisa-
tionsfunktion, d.h. IT} (¢?) = 0. Die longitudinale Polarisationsfunktion des Axi-
alvektorkorrelators ergibt sich aus der pseudoskalaren Polarisationsfunktion:

PIG(¢%) = 4 (HW) 7 [MTJEQ)} q20>

Die Polarisationsfunktionen lassen sich in eine Stérungsreihe der Form
© . .
°(q*) ~ > T1D0(¢?)al, (1.4)
=0

entwickeln, wobei der Entwicklungsparameter as proportional zur starken Kopp-
lungskonstanten gewahlt wird:

2
Qg s
= — = . 1.
s T 472 (1.5)

Die Koeffizienten T1()-9(¢?) entsprechen Diagrammen mit i+ 1 Schleifen. Ab dem
Dreischleifenniveau treten Diagramme auf, die vollstdndig gluonische Schnitte
aufweisen (siehe Abbildung [[T]). Da diese Diagramme in den Stoérungsentwick-
lungen der Stromkorrelatoren mit nichtdiagonaler Flavourstruktur nicht auftre-
ten, werden sie auch als Singulettdiagramme bezeichnet. Die Beitrdge der Sin-
gulettdiagramme zu den Polarisationsfunktionen sind fiir die in dieser Arbeit
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Abbildung 1.1: Beispiele fiir Singulettdiagramme in der Stérungsentwicklung der Pola-
risationsfunktionen.

betrachteten phinomenologischen Anwendungen weniger interessant; sie werden
im Folgenden nicht weiter beriicksichtigt. Einzelne Ergebnisse zu Singulettbei-
trigen sind in Anhang [AT] angegeben.

Bei der Berechnung der Polarisationsfunktionen treten zunichst Divergenzen
auf, die in dimensionaler Regularisierung mit d = 4 — 2¢ Dimensionen Polen der
Form 1/€™ mit n € IN entsprechen. Aus den sich ergebenden nackten Polarisati-
onsfunktionen I1$(¢?) erhiilt man iiber

(q%) = (2°)*1053(q%) + (u*) 2% (1.6)

renormierte Polarisationsfunktionen, die im Limes d — 4 endlich sind. Die addi-
tive Renormierungskonstante Z% wird iiber die On-shell-Bedingung I1°(0) = 0
festgelegt. Die Renormierung der Quarkmasse m, erfolgt an einigen Stellen im
On-shell-Schema und an anderen im MS-Schema; ist bei einer Formel eines der
beiden Schemata ausdriicklich angegeben, so bezieht sich dies immer auf die
Massenrenormierung. Explizite Formeln fiir die Umrechnung zwischen beiden
Schemata sind in Anhang [D.3] aufgefiihrt. Der Vektorstrom und der Axialvek-
torstrom werden nicht renormiert, d.h. Z¥ = Z% = 1. Die Stromrenormierung
des skalaren und des pseudoskalaren Stroms wird in dieser Arbeit stets im selben
Schema durchgefiithrt wie die Massenrenormierung. Fiir die Renormierung der
starken Kopplungskonstanten wird das MS-Schema verwendet.

In den Polarisationsfunktionen treten im Wesentliche lediglich zwei Energie-
skalen auf: Der d&uflere Impuls ¢ und die Quarkmasse m,. Es erweist sich hiufig
als gilinstig, die Kinematik iiber die dimensionslose Variable

z=— (1.7)

zu beschreiben.

Da eine exakte Berechnung der Polarisationsfunktionen fiir beliebige Werte von z
in hoheren Ordnungen der Stérungstheorie nicht mehr moglich ist, werden haufig
spezielle kinematische Regionen betrachtet. Im Niederenergiebereich um z = 0

2Uber Quantenkorrekturen entstehen im Prinzip auch Beitriige, die von den Massen virtu-
eller Teilchen abhingen. Diese Effekte sind jedoch vernachlissigbar klein [I2].
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sind die Polarisationsfunktionen (bei Vernachlissigung der Singulettbeitréige)
analytisch:

3 oo
= 5.3 > (1.8)
n=1

Diese Reihenentwicklung konvergiert im Inneren des durch |z| < 1 gegebenen
Kreises. Die Taylorkoeffizienten C9 lassen sich wieder in eine Stérungsreihe mit

Koeffizienten C}(f.)’5 entwickeln.

Der euklidische Hochenergiebereich entspricht einer Entwicklung fiir z — —oo.
Hier treten zusitzlich zu Potenzen von 1/z auch Logarithmen auf:

I (2) = i " <§>nlog(—4z)m. (1.9)

n,m=0

Bei den Koeffizienten der nichtlogarithmischen Terme, also fiir m = 0, wird dabei
der zweite Index iiblicherweise nicht ausgeschrieben, d.h. Hfl = Hsz' Ebenso
wie in der Niederenergicentwicklung werden die Koeffizienten von H?,  in der
Storungsentwicklung mit H,(fy),{é bezeichnet.

Eine weitere interessante Region ist der Schwellenbereich um z = 1. Oberhalb
von z = 1 wird die Produktion zweier schwerer Quarks moglich und die Polarisa-
tionsfunktionen erhalten geméfl dem optischen Theorem einen nichtverschwin-
denden Imaginérteil, der sich durch Logarithmen der Form log(l — z) in der
Schwellenentwicklung zeigt. Dariiber hinaus treten in héheren Ordnungen der
Storungsreihe Pole der Form 1/(\/1 — z)j mit 5 € IN auf. Dies bedeutet, dass
die naive Entwicklung in o zusammenbricht — fiir eine konsistente Formulierung
der Schwellenentwicklung miissen die Pole zu allen Ordnungen aufsummiert wer-
den (siehe z.B. [B]). Da in dieser Arbeit jedoch nicht die Schwelle selbst, sondern
vielmehr der Ubergang zur Niederenergie- und zur Hochenergieregion in einer
festen Ordnung der Storungstheorie betrachtet werden soll, wird dennoch die
naive Schwellenentwicklung verwendet. Damit gilt fiir die Koeffizienten der Po-
larisationsfunktionen in der Stérungsentwicklung

Z Z K0 (V1T =2)"log(1 — 2)™ (1.10)

n=n; m=0

Fiir den Axialvektorkorrelator und den skalaren Korrelator ist dabei der fithrende
Term in der Schwellenentwicklung durch n; = 3 — ¢ gegeben. Bei den Korrelato-
ren des Vektorstroms und des skalaren Stroms treten auf Grund der Coulomb-
Singularitdt hohere Pole auf; hier gilt n; = 1 — i. Wie in der Hochenergieent-

(0),6

wicklung wird die Konvention K, = Kffo)’é verwendet.
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Analog zu den diagonalen Korrelatoren lassen sich nichtdiagonale Korrelatoren
bonald®) =i [ do e QT T ()T O)0),
faald®) =i [ do e 0170 @) O))0) (L.11)

sowie entsprechende Polarisationsfunktionen definieren. Die hier auftretenden
Strome sind

Jo=1vwx, T =vx. (1.12)
Das Quarkfeld x wird dabei als masselos betrachtet. Dies fithrt dazu, dass
der Korrelator des nichtdiagonalen Axialvektorstroms mit dem Vektorkorrelator
identisch ist, da die zwei y5-Matrizen durch Antikommutieren mit den masselo-
sen Quarkpropagatoren einfach aus der Spur eliminiert werden koénnen; ebenso
entspricht der nichtdiagonale pseudoskalare Korrelator dem skalaren.

Die Form der Entwicklungen in den relevanten kinematischen Regionen ist zum
grofiten Teil dieselbe wie fiir die diagonalen Korrelatoren. Das Verhalten an der
ersten Produktionsschwelle ist deutlich weniger singuliar [ und tritt schon bei

@ = mg auf. Aus diesem Grund wird fiir die nichtdiagonalen Korrelatoren
2
q
= = 1.13
2= (113)

definiert. Ensprechend #ndert sich die Form der Hochenergieentwicklung ge-
geniiber dem diagonalen Fall geringfiigig:

(e e}

a(2) = 3 Hin (1) tost-2)" (114)

n,m=0

Zusiétzlich zu den bislang eingefiihrten Lorentzstrukturen wird in Kapitel B] der
(diagonale) Tensorstrom

jfuz = XOuwX (1.15)

mit o, = %[’yu,’yy] und dem masselosen Quarkfeld y betrachtet. Der entspre-
chende Korrelator lautet

M, (¢%) =i / d €4 (O[T, ()1, (0)]0) (1.16)

Aufgrund der Antisymmetrie unter der Vertauschung von y mit v und von p mit
o konnen in der Zerlegung des Tensorkorrelators geméfl seiner Lorentzstruktur
nur zwei unabhiingige Tensoren T, T' mit

Tywpo = Gup9vo = GuoJup »
_ Qulp _ 9uYo qvdo qvqp

T oo(@) =L Guo — 57 Gup + o Gup — —320 (1.17)
pvp 2 @2 e T T Iwe T T e
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auftreten. Damit ergeben sich zwei Polarisationsfunktionen ITt(¢?), II'*(¢2), die

durch
11,0 (0°) = @ (Tuwpel1N(6°) + T}, 00 ()T (g?)) (1.18)

definiert werden.
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Kapitel 2

Quarkmassenbestimmung aus
Stromkorrelatoren

Eine der zentralen phidnomenologischen Anwendungen von Stromkorrelatoren
ist die Bestimmung von Quarkmassen. Eine bewihrte Methode hierfiir sind
Summenregeln [G[7, die durch Vergleich genauer stérungstheoretischer Rech-
nungen mit experimentellen Messdaten zu sehr prézisen Werten fiir Strange-,
Charm- und Bottomquarks fithren. Zur Berechnung der Strangemasse kann da-
bei die Hochenergieentwicklung des diagonalen pseudoskalaren Korrelators be-
nutzt werden [B], wihrend in der Bestimmung der Charm- und Bottommassen
traditionell Momente aus der Niederenergieentwicklung des diagonalen Vektor-
korrelators Verwendung finden. Dank stetiger Verbesserung von Gittersimula-
tionen der QCD existiert hierzu inzwischen jedoch auch eine vielversprechende
alternative Bestimmungsmethode: Anstatt experimentelle Daten zu verwenden,
konnen die Massen der Charm- und Bottomquarks auch aus auf dem Gitter
berechneten Momenten extrahiert werden. Dies erlaubt eine nahezu unabhéngi-
ge Uberpriifung der aus den experimentellen Daten gewonnenen Quarkmassen.
Fiir den Zugang iiber Gitterrechnung sind prinzipiell alle Korrelatoren geeignet,
was eine starke Motivation fiir die Berechnung der Niederenergieentwicklung fiir
andere Lorentzstrukturen und nichtdiagonale Korrelatoren darstellt.

In diesem Kapitel werden die grundlegenden Prinzipien der Charm- und Bot-
tommassenbestimmung aus der Niederenergieentwicklung von Stromkorrelato-
ren kurz erldutert. Dariiber hinaus wird im Folgenden auf spezielle Aspekte,
die direkt im Rahmen dieser Arbeit betrachtet wurden, nidher eingegangen. Eine
ausfiihrliche Beschreibung fiir die Massenbestimmung aus experimentellen Daten
findet sich in [M@IQ]. Die Extraktion aus Gitterdaten wird in [[T}I2] detailiert
beschrieben.
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2.1 Quarkmassen aus experimentellen Daten

Die Extraktion der Charm- und Bottommassen aus experimentellen Daten be-
ruht auf einer seit langem bekannten Dispersionsrelation, die die Polarisations-
funktion des Vektorkorrelators zum experimentell messbaren R-Verhiltnis R"(s)
in Bezug setzt [[3:

2 [e8) v
277V ( 2 4 RY(s)
II = ds———. 2.1
QGIet) = s [ s (21)
Dabei ist ), die elektrische Ladung des betrachteten Quarks. Das R-Verhéltnis
ist — bis auf einen Normierungsfaktor — der Wirkungsquerschnitt der Hadron-

produktion aus Elektron-Positron-Paaren bei einer Schwerpunktsenergie /s:

tem S H
RY(s) = olete” — adronen)7 (2.2)

Upt

Ao

3s
Dabei werden nur die Beitréige des jeweiligen schweren Quarks (Charm oder
Bottom) beriicksichtigt.

+

Opt = 0'(6 e — M+M7)|tree =

Die Quarkmasse m, ldsst sich nun aus der Taylorentwicklung von Gl. (ZJ]) um
q*> = 0 durch Koeffizientenvergleich bestimmen:

3Q2 & 2 \" > 1 R(s)
q _ 2\n
1672 > Cn <4m2> => (@) 9.2 | 5551 (2:3)
n=1 q n=1 | S —

exp
n

1
1 9Q2 Cn 2n
mq = 5 <TqM—$LXp> . (24)

Im Prinzip kann die Quarkmasse aus theoretischen Momenten C, und expe-
rimentellen Momenten M® mit beliebigen n € IN bestimmt werden. Wie im
néichsten Abschnitt erklért, sind in Hinsicht auf die experimentellen Daten hohe
Momente, d.h. grofle n giinstiger. Ungliicklicherweise sind die entsprechenden
theoretischen Momente schwer zugénglich; zudem zeigen sich eine zunehmend
schlechter werdende Konvergenz der Storungsreihe und stark anwachsende nicht-
perturbative Effekte. In der Praxis liefern Werte von n zwischen 1 und 4 die
prézisesten Ergebnisse.

2.2 R(s) und experimentelle Momente

Bei der Bestimmung der experimentellen Momente M5, d.h. bei der gewichte-
ten Integration iiber R"(s), lassen sich drei relevante kinematische Bereiche un-
terscheiden: Die Resonanzregion umfasst die gebundenen Zustinde J/1) und v’

10
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Abbildung 2.1: Von BaBar gemessenes R-Verhéltnis in der Schwellenregion der Bottom-
produktion. Gezeigt werden die Rohdaten und die aufbereiteten Daten nach Beriick-
sichtigung der Abstrahlung aus dem Anfangszustand und der Korrekturen durch Va-
kuumpolarisation. Die inneren Fehlerbalken zeigen die systematische Unsicherheit, die
duleren die Summe aus systematischem und statistischem Fehler.

(fiir Charmquarks) bzw. Y(15)—Y(4S5) (fiir Bottomquarks). Hieran schliet sich
die Schwellenregion im Bereich von 3,73 GeV bis 4,8 GeV bzw. von 10,62 GeV bis
11,24 GeV an, in der die Produktion von DD- bzw. B B-Paaren méglich wird. In
der Kontinuumsregion oberhalb dieser Energien gibt es nur wenige experimen-
telle Messdaten. Da dort jedoch keine Resonanzen mehr erwartet werden, sollte
das R-Verhiltnis der theoretischen Vorhersage entsprechen.

Das n-te experimentelle Moment gewichtet gemafi Gl. (Z3]) das R-Verhéltnis
mit einem Faktor s—(*1) d.h. hohere Momente erhalten gréBere Beitrige aus
der Resonanz- und der Schwellenregion. In diesen Bereichen liegen ausreichend
experimentelle Daten vor und das Verhalten von R"(s) héngt stark von der
Quarkmasse des schweren Quarks ab. Aus diesen Griinden sind grofle Werte von
n aus experimenteller Sicht besser zur Quarkmassenbestimmung geeignet.

Im Folgenden wird speziell auf die fiir die Bestimmung von m; benétigten Daten
im Bereich der Bottomschwelle eingegangen. Gegeniiber der dlteren Analyse in
[ wurden dabei im Rahmen dieser Arbeit aktuelle Rohdaten des BaBar-Expe-
riments [I4] (siche Abbildung[ZT]) aufbereitet. Eine kurze Zusammenfassung der
wichtigsten Aspekte der hier beschriebenen Vorgehensweise findet sich in [I0].

Eine direkte Verwendung der BaBar-Daten wiirde aus zwei Griinden zu inkor-

11



2.2. R(s) und experimentelle Momente

4 )0,

Abbildung 2.2: Zu beriicksichtigende QED-Effekte in den Messdaten von BaBar. Links:
Abstrahlung niederenergetischer, unmessbarer Photonen aus dem Anfangszustand.
Rechts: Modifikation der Photonpropagation durch Vakuumpolarisation.

rekten Ergebnissen fiihren: Zum Einen kann die Abstrahlung von Photonen vom
urspriinglichen Elektron-Positron-Paar dazu fiihren, dass fiir die anschlieende
Hadronproduktion weniger Schwerpunktsenergie zur Verfiigung steht. Wenn die-
se Photonen zu niederenergetisch sind oder kolinear abgestrahlt werden, kénnen
sie zum Teil nicht mehr vom Detektor aufgelost werden. In einem solchen Fall
ist dieser Prozess nicht mehr von der reinen Hadronproduktion zu unterschei-
den. Dieser Effekt wurde in der BaBar-Analyse nur teilweise berticksichtigt. Zum
Anderen ist in der theoretischen Rechnung der Einfluss der Vakuumpolarisation
des virtuellen Photons aus der Elektron-Positron-Annihilation nicht enthalten
und muss aus diesem Grund auch aus den Messdaten eliminiert werden. Selbst-
versténdlich existieren in noch héherer Ordnung weitere QED-Effekte; diese sind
jedoch vernachléssigbar klein.

Die Emission niederenergetischer Photonen kann durch die Abstrahlfunktion
g(s, z) beschrieben werden, die die Wahrscheinlichkeitsdichte angibt, bei einer
urspringlichen Schwerpunktsenergie /s noch die effektive Schwerpunktsenergie
V/zs fiir den eigentlichen Produktionsprozess zur Verfiigung zu haben. Damit
gilt

1
6(3):/0 dz g(s,z)o(sz), (2.5)

wobei o der gewiinschte Wirkungsquerschnitt ohne Abstrahlung aus dem An-
fangszustand ist, wihrend & dem gemessenen Wirkungsquerschnitt mit Abstrah-
lung entspricht.

Die in [[@] durchgefiihrte Aufsummierung der emittierten Photonen fiithrt zu
folgendem Ergebnis fiir die Abstrahlfunktion g(s, z) [I0]:

9(s,2) = B(1 — 2)P L b (5g+5 + ol ) , (2.6)

12
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T(15) T(25) T(39) T (45)
M [GeV] 9,46030(26) 10,02326(31) 10,3552(5) 10,5794(12)
T. [keV] 1,340(18)  0,612(11)  0,443(8)  0,272(29)

Tabelle 2.1: Elektronische Zerfallsbreiten und Massen der Y-Resonanzen [IT]. Die eben-
falls bendtigte totale Breite der T (45)-Resonanz betrigt I'(T(45)) = (20,5 + 2,5) MeV

mit
2
L=ln—,
[&
T(1+p)’

1/«

2\

1—22 o 1
od = — “L|-=(1432*)Inz—1 . 2.7
& +— [4(—1—2)112 + z (2.7)

Zunéchst sollen die Effekte der Resonanzen Y(1S5) — Y(4S) beriicksichtigt wer-
den. Hier sind die tatséchlichen Wirkungsquerschnitte wohlbekannt, sodass die
Abstrahlungseffekte direkt berechnet und vom gemessenen Wirkungsquerschnitt
6 subtrahiert werden kénnen. Die Wirkungsquerschnitte zur Produktion der
schmalen Resonanzen kénnen dabei in guter Ndherung durch

Lee(T(189))

or(1s) = 121%— 3(s — Mis)) (2.8)

und analoge Formeln fiir oy (og) und oy (35) beschrieben werden. Dies entspricht
dem Grenzfall einer Breit-Wigner-Kurve fiir eine verschwindend kleine Zerfalls-
breite. Die breitere oy 4g)-Resonanz wird dagegen durch eine relativistische
Breit-Wigner-Kurve parametrisiert:

(2.9)

)2 + r(r(45>)2M2f(45) '

Die in Tabelle B.T] aufgefiihrten elektronischen Breiten I'ee und Massen sowie die
totale Zerfallsbreite I'(Y(45)) = (20,5 +2,5) MeV sind dabei [I7] entnommen.
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2.2. R(s) und experimentelle Momente

Fiir den Wirkungsquerschnitt nach Abzug der Resonanzen ergibt sich damit

nach Gl. (Z3)
Y(45)

A A 1
Oihe(s) = 0(s) — Z )/0 dzg(s,z)or(sz), (2.10)

T=_(18

wobei die Berechnung der Integrale iiber die ersten drei Resonanzen dank der 4-
Distribution trivial ist; das letzte Integral iiber die 45-Resonanz kann numerisch
berechnet werdenl] Fiir den subtrahierten Wirkungsquerschnitt &y, (s) gilt dann

1
Ginr(s) = / dzg(s,z)o(sz). (2.11)
20
Die untere Integrationsgrenze zo = (10,62 GeV)?/s ist dabei durch den Beginn
der Schwellenregion gegeben.

Um diese Gleichung nach o(s) aufzulésen, wird angenommen, dass die Korrek-
turen durch Abstrahlung klein sind, also o(s) ~ gy, (s) oder genauer

g(s,2) =0(1 —2) +dg(s, z), (2.12)

wobei 0g(s, z) eine ,kleine“ Abweichung von der J-Distribution ist. Diese Zer-
legung von ¢(s,z) erscheint plausibel: Einerseits handelt es sich bei der Ab-
strahlung um einen QED-Effekt. Naiv werden also auf Grund der Schwiche der
elektromagnetischen Wechselwirkung nur geringe Korrekturen erwartet. Ande-
rerseits zeigt auch die graphische Darstellung von g¢(s, z) in Abbildung 23] einen
starken Anstieg hin zu einem Pol bei z = 1.

Die Entwicklung von Gl. I])) in eine Stoérungsreihe in dg(s, z) liefert folgende
rekursive Lésung:

0'0(8) :&thr(s) s (2.13)

1

oi(s) =00 — / dzdg(s,z)oi—1(s2). (2.14)
20

Wenn die Néherung fiir g(s, z) korrekt ist, wird erwartet, dass o; fiir wachsende

i den tatséchlichen Wirkungsquerschnitt ¢ zunehmend besser beschreibt. Dies

lasst sich durch Einsetzen von o; in Gl. (211)) tiberpriifen:

1
6i(s):/ dz g(s, z)oi(sz) . (2.15)

0

Konvergiert 6; gegen &y, SO ist zu erwarten, dass dies ebenfalls fiir o; und
o gilt. Wie in Abbildung 24 zu sehen, wird die Abweichung fiir die meisten

'Die Subtraktion der Y(15)-, T(25)- und Y(35)-Resonanzen wurde auch bereits von der
BaBar-Kollaboration durchgefiihrt. Mit der hier gezeigten Methode ergeben sich im Wesentli-
chen die gleichen Resultate fiir diese drei Resonanzen.
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2.2. R(s) und experimentelle Momente

g(s,2)

Abbildung 2.3: Die Abstrahlfunktion g(s, z) fiir s = (11 GeV)?2. Die Nédherung durch
eine d-Distribution erscheint gerechtfertig, sofern der betrachtete Bereich um z = 1
nicht allzu klein wird.

Datenpunkte schon mit wenigen Iterationen deutlich geringer. Dagegen nimmt
die Abweichung fiir die ersten paar Datenpunkte nur sehr langsam ab; Grund
hierfiir ist, dass der Integrationsbereich in z verhéltnisméfig klein ist und die
Abstrahlfunktion g(s,z) nicht mehr ausreichend gut durch eine kleine Abwei-
chung von §(1 — z) beschrieben werden kann. Fiir die Auswertung wurden 5
Iterationen durchgefiihrt, d.h. es wurde o =~ o5 angenommen. Der Fehler dieser
Niherung liegt nach Abbildung 4] voraussichtlich fiir fast alle Datenpunkte bei
unter 0,5%.

Um die systematischen Unsicherheiten auf die korrigierten Daten iibertragen zu
konnen, wurden vor der Korrektur die von BaBar angegebenen korrelierten sys-
tematischen Fehler einmal von den gemessenen Werten subtrahiert und einmal
addiert. Der sich ergebende Unterschied nach der Korrektur wird als korrelierter
Fehler der Enddaten interpretiert. Hierzu wird der vom Experiment angegebene
unkorrelierte systematische Fehler quadratisch addiert. In Abbildung Il werden
der gesamte systematische Fehler sowie der statistische Fehler gezeigt. Bei der
Extraktion der Quarkmassen wurde auflerdem ein zusitzlicher Fehler von 2%
durch die Unsicherheiten bei der Aufbereitung der Rohdaten angenommen [I0].

SchliefSlich muss noch der zweite QED-Effekt, die Modifikation des Photonpropa-
gators durch Vakuumpolarisation (siehe Abbildung 22)), beriicksichtigt werden.
Dazu wird der Normierungsfaktor oy in der Definition von RY(s) (Gl. ([Z2])) so
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2.2. R(s) und experimentelle Momente
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Abbildung 2.4: Relative Abweichung von &; gegeniiber &,y nach 0, 1, 3 und 5 Itera-
tionen. Zwischen den Datenpunkten wurde der Wirkungsquerschnitt linear interpoliert.
Das Band zeigt einen Fehler von 0,5% an.

modifiziert, dass er ebenso wie die BaBar-Daten die Korrekturen durch Vaku-
umpolarisation enthélt. Bildet man anschlieBend das Verhéltnis aus gemessenem

Wirkungsquerschnitt und modifiziertem Normierungsfaktor, so kiirzt sich der
Effekt heraus.

Dank der Ward-Identitéten ist es moglich, die Vakuumpolarisation in die elektro-
magnetische Kopplung zu absorbieren. Die Feinstrukturkonstante o wird iiber
eine verschwindende Vakuumpolarisation bei y/s = 0 definiert. Diese Renormie-
rungsbedingung lisst sich offensichtlich ebenso fiir beliebige Energien /s # 0
formulieren: Die Forderung I1V(s) = 0 definiert eine ,laufende On-shell Kopp-
lungskonstante“ «a(s). Um nun die Vakuumpolarisation im Normierungsfaktor
opt zu beriicksichtigen, kann dort einfach a durch a(s) ersetzt werden (siehe
Abbildung 23). Da a(s) nur schwach von s abhéingt, kann im hier betrachteten
Schwellenbereich ein konstanter Wert von

2
(afs))” = 0.3 (2.16)

angenommen werden. Nach Division des Wirkungsquerschnitts durch den mo-
difizierten Normierungsfaktor ergibt sich das in Abbildung 1] gezeigte finale
R-Verhéltnis.
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2.3. Theoretische Momente

e no

Abbildung 2.5: Modifizierter Normierungsfaktor einschliefilich Vakuumpolarisation.

2.3 Theoretische Momente

Die Berechnung der zur Bestimmung der Quarkmassen benétigten theoretischen
Momente ist zwar konzeptionell eher einfach, aber dennoch sehr aufwindig.
Grund hierfiir ist die angestrebte hohe Prézision: Um die Genauigkeit der expe-
rimentellen Daten zu erreichen, ist es notig Quantenkorrekturen bis zum Vier-
schleifenniveau zu beriicksichtigen. Diese Rechnung ist nur dadurch mdoglich,
dass nach der Taylorentwicklung der Korrelatoren lediglich eine Energieskala,
ndmlich die Masse des jeweiligen schweren Quarks, verbleibt.

Im Folgenden werden die Methoden zur Berechnung der relevanten Vakuum-
diagramme zusammengefasst. Ein besonderes Augenmerk liegt dabei auf der
Abschitzung hoherer Momente durch ein auf Padé-Approximationen basieren-
des Néherungsverfahren [I8H22]. Weitere mogliche Anwendungen der hier disku-
tierten Ergebnisse werden kurz aufgefiihrt.

2.3.1 Momente diagonaler Korrelatoren

Die traditionelle Bestimmungsmethode von Quarkmassen aus dem totalen Wir-
kungsquerschnitt fiir ete~ — Hadronen beruht auf den Momenten des dia-
gonalen Vektorkorrelators. Aus diesem Grund liegt auch der Schwerpunkt der
theoretischen Untersuchungen auf diagonalen Korrelatoren.

Bis zur Zweischleifenordnung sind die Korrelatoren vollsténdig analytisch be-
kannt [23]. Auf Dreischleifenordnung ist es moglich, nahezu beliebig viele Mo-
mente zu berechnen; 30 Momente sind explizit in der Literatur verfiighar 2224}
B8]. Die benstigten Vierschleifenkorrekturen sind fiir die drei fithrenden physika-
lischen Momente exakt bekannt [29H33]. Zusétzlich kann mit Hilfe einer Ward-
Identitéit das vierte Moment der pseudoskalaren Polarisationsfunktion aus dem
dritten Moment der longitudinalen Polarisationsfunktion fiir Axialvektorstrome
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2.3. Theoretische Momente

DOEMEE

T4L1 T4L2 T4L3 T4L4 T4L5 T4Lc2

Abbildung 2.6: Liste der Topologien, die bei der Berechnung der theoretischen Momente
auftreten.

gewonnen werden:

¢*11 (¢*) =4m; (Hp(qz) -7 [31%(2(12)] q2:o>

= Cp=Cr,,  firneNN. (2.17)

n
Fiir noch hohere Momente existieren recht genaue Abschétzungen [BZH3G].

Im folgenden Abschnitt wird die in [B2 B3] zur exakten Berechnung der Vier-
schleifenmomente verwendete Methode kurz zusammengefasst. Anschlieflend wird
das in B verwendete Niherungsverfahren zur Abschétzung der Vierschleifen-
beitrage zu hoheren Momenten diskutiert.

Vierschleifenmomente

Die zur Vakuumpolarisation beitragenden Diagramme kénnen mit dem Pro-
gramm QGRAF [37] erzeugt werden. Nach der Projektion der Korrelatoren auf
die Polarisationsfunktionen (siche Abschnitt [[2)), der Spurbildung iiber die ge-
schlossenen Fermionlinien und der Taylorentwicklung im kleinen dufleren Impuls
g miissen skalare Vakuumdiagramme mit bis zu vier Schleifen berechnet werden.
Die zugehorigen Integrale haben die Form

/[dkl]"'/[dkl]ﬁ (2.18)
j

mit [ Schleifen und j = [(l + 1)/2 kinematischen Invarianten. Das Integralmaf
ist definiert iiber

d%%, 1
dk,| = —2__ ~ 2.19
[ ] iﬂ% F(l + 5) ( )

Die Propagatoren im Nenner von Gl. (ZI8]) haben die Form D,, = m2 —p?2, wobei
pp, €ine durch Impulserhaltung an den Vertices festgelegte Linearkombination der
Schleifenimpulse ist; m,, ist entweder 0 oder die Masse des schweren Quarks.

Auf Vierschleifenniveau ist zu beachten, dass nur neun der zehn auftretenden
Invarianten tatséchlich einer Linie in der graphischen Darstellung der Diagram-
me entsprechen. Davon unabhéngig werden im Weiteren die Invarianten auch
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2.3. Theoretische Momente

Abbildung 2.7: Bei der Berechnung der Vierschleifenmomente auftretende Masterinte-
grale.

als Propagatoren bezeichnet. Wenn Propagatoren D, mit einer Potenz a, > 1
auftreten, so wird a,, — 1 als Zahl der ,,dots“ auf diesem Propagator bezeichnet.
Diagramme, die den gleichen Satz an Propagatoren haben und sich somit nur
in der Anzahl an dots unterscheiden, werden als zur selben Topologie zugehorig
bezeichnet. Die fiir die Vierschleifenmomente relevanten Topologien sind in Ab-
bildung aufgefithrt. Fiir die Zuordnung der Diagramme zu einer Topologie
konnen die Programme gq2e und exp B8BI verwendet werden.

Die eigentliche Schwierigkeit besteht nun in der Berechnung dieser skalaren Dia-
gramme. Bei der Bestimmung des dritten Moments auf Vierschleifenniveau tre-
ten ungefiahr 4 000 000 solcher Integrale auf, die bis zu zwolf dots aufweisen. Mit
jedem hoheren Moment kdmen durch die Entwicklung im Impuls zwei zusétz-
liche dots hinzu, wodurch die Rechnung noch aufwindiger wiirde — aus diesem
Grund konnten bislang nur die fithrenden drei Momente exakt bestimmt werden.

Fiir die Berechnung der Integrale werden diese auf eine kleine Anzahl von Master-
integralen reduziert. Die fiir die Momente der Stromkorrelatoren benttigten Mas-
terintegrale (siche Abbildung 7)) sind alle analytisch bekannt FOHAS]. Grund-
lage der Reduktion sind lineare Beziehungen — so genannte IBP-Relationen
(integration-by-parts-Relationen) — zwischen skalaren Integralen mit verschie-
denen Potenzen ay, ..., a;, die sich aus partieller Integration ergeben [9]. Of-

fensichtlich gilt
0 1
dk1] -+ [ [dk)]l =—ky————F = 0. 2.20
[iaw)- [lan) - s (2.20)

J
Durch explizites Ausfiihren der Ableitung im Integranden dieser Gleichung er-
geben sich [? Relationen zwischen verschiedenen Integralen.

Es gibt unterschiedliche Ansétze um aus IBP-Identitdten eine Reduktion von all-
gemeinen skalaren Integralen auf Masterintegrale zu erhalten, also eine grofie An-
zahl komplizierter Integrale durch einige wenige einfache auszudriicken. Selbst-
verstiandlich ist es dafiir essentiell festzulegen, wann ein Integral iiberhaupt ,,ein-
fach“ ist; d.h. es muss eine Ordnung definiert werden, die die Integrale gem#f
ihrer Komplexitét vergleicht. Ein naheliegendes Kriterium ist die Anzahl der un-
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2.3. Theoretische Momente

terschiedlichen Propagatoren mit nichtverschwindender Potenz: Ein Diagramm,
das mehr Propagatoren enthélt, ist offensichtlich komplizierter. Haben zwei Dia-
gramme die gleiche Anzahl von verschiedenen Propagatoren, so ist dasjenige mit
weniger dots iiblicherweise einfacher. Weiterfithrende Kriterien — etwa auf wel-
chen Propagatorlinien dots bevorzugt liegen sollten — sind weniger offensichtlich,
konnen aber die Effizienz der Reduktionsalgorithmen merklich beeinflussen. Dies
ist insbesondere fiir den weiter unten beschriebenen Zugang iiber Grébner-Basen
relevant.

Die konzeptionell einfachste Reduktionsmethode ist der Zugang von Laporta
Q). Hierbei werden die IBP-Relationen fiir ausgewéhlte feste Werte der Indizes
ai,...,a; aufgestellt. Dies ergibt fiir jede Topologie ein lineares Gleichungssys-
tem (LGS), welches direkt durch GauB-Elimination gelost werden kann. Da es
weniger linear unabhéngige Gleichungen als Unbekannte gibt, wird nicht fiir je-
des Integral eine Losung gefunden. Bei Wahl einer geeigneten Ordnung sind diese
verbleibenden Integrale gerade die Masterintegrale der betrachteten Topologie.
Bemerkenswerterweise ist die Zahl der Masterintegrale beschréinkt und ab einer
bestimmten Grofle des LGS treten keine neuen Masterintegrale mehr auf. Diese
zunéchst empirisch festgestellte Tatsache wurde mittlerweile bewiesen [G1].

Der Nachteil dieser Reduktionsmethode besteht darin, dass das zu l6sende LGS
in mehrfacher Hinsicht viel zu grof} ist: Die Reduktion wird auch fiir viele Inte-
grale berechnet, die im eigentlichen Problem iiberhaupt nicht auftreten. Zudem
sind nur etwa zwischen einem Fiinftel und einem Drittel der Gleichungen im
LGS linear unabhéngig. Eine naive Implementierung des Laporta-Algorithmus
fithrt bei der Berechnung der Vierschleifenmomente zu Gleichungssystemen, die
auf Grund ihrer Grofle nicht mehr gelost werden kénnen

Trotz dieser Probleme konnte die Reduktion mit dieser Methode erfolgreich
durchgefiihrt werden. Dazu wurde bei der Erzeugung der IBP-Relationen beriick-
sichtigt, dass zusétzliche dots durch die Ableitung nach dem dufieren Impuls nur
auf denjenigen Linien entstehen, durch die dieser Impuls auch tatséchlich flief3t.
Dies fiihrt zu wesentlich kleineren Gleichungssystemen als der naive Ansatz.
Die Reduktion geschieht dann mit einer hochoptimierten Implementierung der
GauB-Elimination, wie dem C++-Programm TCrusher [02]. TCrusher verwendet
Fermat [B3] fiir die Division von Polynomen und die Bibliothek GiNaC [54] fiir
sonstige algebraische Manipulationen. Auf Mehrkernsystemen kann die Redukti-
on durch Parallelisierung mit mehreren Threads signifikant beschleunigt werden.

Das oben beschriebene Reduktionsverfahren skaliert sehr schlecht mit der Anzahl
der dots, da die Zahl der Gleichungen exponentiell zunimmt. Aus diesem Grund
erscheint eine spezielle Behandlung der Diagrammklassen mit den meisten dots

2Der Aufwand zur Losung eines LGS mit dem GauBalgorithmus betrégt bei n Gleichungen
O(n®). Hierbei ist noch nicht beriicksichtigt, dass bei groferen Systemen die auftretenden
Koeffizienten im Allgemeinen komplizierter werden.
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Abbildung 2.8: Diagramm mit zwei Selbstenergieeinsetzungen. Siamtliche Topologien
fiir diesen Diagrammtyp ergeben sich aus dem hier gezeigten Diagramm durch eine
verdnderte Massenbelegung der Propagatoren.

vielversprechend. Wie in Abbildung 2.§] zu sehen, weisen Diagramme mit mehr
als einer Selbstenergieeinsetzung inhirent mehr dots auf. Auf Vierschleifenniveau
sind bis zu drei solcher Einsetzungen moglich, was zu zwei zusétzlichen dots
fithrt; alle fiir die Berechnung der dritten Momente bendtigten Diagramme mit
elf oder zwolf dots enthalten also mehrere Selbstenergien.

Ein Ansatz zur Behandlung dieser speziellen Diagrammklasse basiert auf der
separaten Reduktion von Diagrammen mit Selbstenergieeinsetzungen auf Mas-
terintegrale [B3E0]. Da die Selbstenergien maximal zwei Schleifen aufweisen, ist
diese Reduktion sehr viel einfacher als die des kompletten Vakuumdiagramms.
Die Reduktionskoeffizienten héingen vom externen Impuls p der jeweiligen Selbs-
tenergie ab und kénnen auf zusitzliche Propagatoren der Form D = (nm)? — p?
mit ganzzahligen n zuriickgefiihrt werden. Fiir die weitere Reduktion werden spe-
zielle IBP-Identitdten bendtigt, da Ableitungen beziiglich p erneut zu zusétzli-
chen dots fiir die Selbstenergieeinsetzung fiithren, welche darauthin wiederum auf
Masterintegrale reduziert wird. Mit diesen IBP-Relationen kénnen die gesamten
Vakuumdiagramme anschliefend iiber den iiblichen Laporta-Zugang reduziert
werden.

Bei anderen Anséitzen zur Losung des Reduktionsproblems wird versucht, fiir
jede Topologie spezielle geeignete Kombinationen der IBP-Relationen zu finden.
Beispiele hierfiir sind die den FORM-Programmen [56] MINCER [57] und MATAD [58]
implementierten Reduktionsalgorithmen fiir masselose Propagatoren bzw. mas-
sive Vakuumdiagramme mit bis zu drei Schleifen. Hier wurden manuell Kombi-
nationen der IBP-Identitdten gefunden, die komplizierte Diagramme sukzessiv
durch einfachere ersetzen. Leider ist auf Vierschleifenniveau kein solcher Satz
an Relationen bekannt, mit dem beliebige Integrale systematisch in einfachere
iiberfiihrt werden kénnen.

Ein Zugang fiir die automatische Bestimmung von , guten“ Kombinationen von
IBP-Relationen beruht auf Grobner-Basen. Dazu wird ein Polynomring in ge-
eignet definierten Operatoren betrachtet. Die IBP-Identitéiten entsprechen be-
stimmten Polynomen in diesem Ring; sie erzeugen ein Rechtsideaﬁ. Skalare In-

3Ein Rechtsideal Z in einem Ring R(+, -) ist eine Untergruppe Z(+), die unter Multiplikation
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tegrale lassen sich als Monome in den Operatoren darstellen. Das Problem der
Reduktion eines Integrals (bzw. Monoms) m lésst sich dann folgendermafien for-
mulieren: Finde ein Element i des Ideals, sodass der Rest » = m — ¢ moglichst
einfach wird. Da ¢ eine Kombination von IBP-Relationen ist und somit als In-
tegral verschwindet, ist » dann die Darstellung von m als Linearkombination
der Masterintegrale. Es wire naheliegend, r als Rest nach Division von m durch
sdmtliche Basiselemente des Ideals zu interpretieren. Leider héngt dieser Rest im
hier vorliegenden Fall von multivariaten Polynomen sowohl von der gewéhlten
Basis als auch von der Reihenfolge ab, in der durch die Basiselemente geteilt
wird.

Dieses Problem wird durch die Verwendung von Grobner-Basen gelost: Fiir die-
se speziellen Basen ist das Ergebnis der Division eindeutig. Eine Grobner-Basis
ldsst sich im Prinzip mit Hilfe des Buchberger-Algorithmus [B9] aus einer belie-
bigen anderen Basis konstruieren. Ungliicklicherweise skaliert dieses Verfahren
zu schlecht fiir die Anwendung in praktisch relevanten Reduktionsproblemen.
Eine sinnvolle Alternative zu Grobner-Basen sind so genannte S-Basen [GO1GT],
die als Ergebnis der Reduktion aufler Masterintegralen zusétzlich Integrale aus
Subtopologien zulassen. Fiir die Konstruktion der S-Basen existiert ein nicht-
deterministischer, aber in vielen Féllen recht effizienter Algorithmus, der im
Mathematica-Programm FIRE [62] implementiert ist. Wie bereits angedeutet
héngt der Erfolg des S-Basis-Algorithmus stark von der gewéhlten Ordnung der
Integrale ab. In einigen Fillen miissen vor einem erfolgreichen Einsatz mehrere
verschiedene, heuristisch gewdhlte Ordnungen getestet werden.

Fiir spezielle Diagrammtypen stellen die auf Grobner-Basen oder der gesonder-
ten Behandlung von Selbstenergieeinsetzungen beruhenden Verfahren effiziente
Alternativen zur traditionellen Laporta-Reduktion dar. Dennoch konnten samt-
liche fiir die Berechnung der fiihrenden drei Vierschleifenmomente bendttigten
Integrale mit der Laporta-Methode auf die bekannten Masterintegrale zuriick-
gefithrt werden. Teile der Reduktion wurden davon unabhéngig mit den anderen
hier zusammengefassten Verfahren iiberpriift.

Die exakten Ergebnisse finden sich in Anhang[A.Jl Numerisch ergibt sich fiir die
in Gl. (LR) definierten Momente im MS-Schema mit n;, = 1 schwerem Quark

mit beliebigen Elementen des Rings von rechts abgeschlossen ist: ZR = Z.
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und n; leichten Quarks

C¥Y =1,06666 + 2,55473 a, + (0,50988 + 0,66227 ny) a’
+ (1,87882 — 2,79472 n; + 0,09610 n}) a,

O =0,45714 4 1,10955 a, + (1,41227 + 0,45491 n;) a?
+ (—6,23488 + 0,96156 n; — 0,01594 n?) a2,

C{PY =0,27089 + 0,51939 a, + (0,35222 + 0,42886 n;) a’
+(=8,30971 + 1,94219 n; — 0,03959 n2) a?, (2.21)

C¥ 053333 + 0,84609 a5 + (—2,34665 + 0,41316 1) a2
+ (—1,16280 — 0,56583 n; + 0,04784 n?) a2,
230 —0,15238 + 0,14165 a5 + (—0,83002 + 0,19218 ny) a?
+ (—6,95414 + 1,11092 n; — 0,02049 ) a2,
23 —0,06772 — 0,01276 a, + (—0,67592 + 0,13562 n;) a’
+ (—5,36382 + 0,98605 n; — 0,02233 n?) a2, (2.22)

¥ =08 4 0,60246 a; + (—9,50321 + 0,58765 n;) a2
+(2,36044 — 3,31076 n; + 0,23981 n}) a,

C{¥* =0,22857 + 0,42582 a, + (—1,44346 + 0,23664 1)) a2
+ (—16,84601 + 1,28345 n; + 0,00398 n?) a2,

CP1 —0,10158 + 0,15355 a, + (—0,60909 + 0,15633 1) a2
+ (—10,40154 + 1,32090 n; — 0,01802 n?) a2, (2.23)

C®P —1,33333 + 311111 a, + (—1,73650 + 0,61728 ;) a2
+ (21,34792 — 8,66336 1; + 0,37997 n?) a,

(3P —0 53333 + 2,06419 a, + (6,36704 + 0,28971 n;) a2
+ (10,92473 — 1,49687 n; + 0,07020 n?) a,

CPIP =0,30476 + 1,21171 a, + (5,19573 + 0,26782 n,) a2
+ (13,96839 4 0,15741 ny + 0,01535 n}) a2,

CPP =0,20317 + 0,71275 a, + (3,40816 + 0,28627 ;) a2
+ (10,20740 4 1,06763 n; — 0,00916 n?) a®. (2.24)
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Padé-Approximation

Wie bereits diskutiert, ldasst sich iiber die direkte Berechnung von Vakuumdia-
grammen nur eine begrenzte Zahl von Momenten bestimmen. Eine Moglichkeit
hoéhere Momente zumindest ndherungsweise abzuschétzen, besteht darin, die ge-
samte Vierschleifenkorrektur zu den Polarisationsfunktionen fiir beliebige Im-
pulse ¢ moglichst genau aus den vorhandenen Informationen zu rekonstruieren.
Die rekonstruierte Funktion kann dann um ¢? = 0 entwickelt werden, um eine
Abschatzung fiir die gesuchten Momente zu erhalten. Fiir eine moglichst genaue
Approximation sollten fiir die Konstruktion der N#herungsfunktion sédmtliche
zur Verfiigung stehende Informationen iiber das Niederenergie-, Schwellen- und
Hochenergieverhalten der Polarisationsfunktionen ausgenutzt werden.

Der Nutzen der rekonstruierten Polarisationsfunktionen ist nicht auf die Ab-
schitzung hoherer Niederenergiemomente beschrankt. Zum Einen lassen sich
natiirlich auch weitere Entwicklungskoeffizienten in beliebigen anderen Regio-
nen abschétzen. Zum Anderen kénnen aber auch die Vierschleifenkorrekturen
zum jeweiligen R-Verhiltnis aus den Nédherungsfunktionen gewonnen werden —
tatsdchlich war die Bestimmung des R-Verhéltnisses eine der Hauptmotivatio-
nen fiir die in [Z224H20] durchgefiihrte Rekonstruktion der Dreischleifenbeitréige.
Ein weiterer moglicher Anwendungsbereich sind Summenregeln in Kombination
mit konturverbesserter Storungstheorie (CIPT) [G3HGH]. Hierfiir wird die volle
Energie- und Massenabhéngigkeit der Polarisationsfunktionen bendétigt.

Eine mogliche Grundlage fiir die néiherungsweise Rekonstruktion der Polarisa-
tionsfunktionen ist das Verfahren der Padé-Approximation. Hierbei wird eine
Funktion f(x) durch gebrochenrationale Approximanten der Form

/(o) = TooEh (229

angendhert. Die Koeflizienten a;, b; werden dabei aus den bekannten Funktions-
werten f(z;) oder den jten Ableitungen f)(x;) an beliebigen Punkten z;, iiber
die Forderung

[n/m] D (x1,) = £ (ax) (2.26)

bestimmt. Fiir eine eindeutige Bestimmung der Koeffizienten werden (sofern
das entsprechende Gleichungssystem iiberhaupt losbar ist) n + m + 1 dieser
Bedingungen benétigt.

Bei einer ganzen Reihe von Funktionenklassen liefert die Padé-Approximation
hervorragende Anndherungen. Fiir Stieltjes-Funktionen, d.h. Funktionen f(2)
mit der Darstellung

flz) = /000 ds1 ~ (2.27)
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mit einer beschrénkten nichtnegativen Funktion ¢(s), ist die Konvergenz der
Approximanten [m + j/m] fiir m — oo mit festem j > —1 auflerhalb der posi-
tiven reellen Halbachse sogar bewiesen [B8]. Die Polarisationsfunktionen IT°(z)
mit § € {v, a, s, p} erfiillen dieses Kriterium (siehe auch [67]); leider bedeu-
tet das nicht, dass die Niherungsfunktionen auch fiir die Koeffizienten I1():9(2)
der Storungsreihe in ag konvergieren. Tatséchlich stellt sich sogar heraus, dass
die Vierschleifenkoeffizienten die Anforderungen an Stieltjes-Funktionen nicht
erfiillen, da ihr Beitrag zum R-Verhiltnis an manchen Stellen negativ ist. Den-
noch erscheint ein ,,gutes“ Verhalten der Ndherung auch in diesem Fall plausibel.
Tatséchlich wurde das hier beschriebene padébasierte Verfahren bereits mehrfach
erfolgreich zur Rekonstruktion von Koeffizienten I1()(2) eingesetzt 2224 26].

Da die Koeffizienten der Polarisationsfunktionen im Gegensatz zu den Padé-
Approximanten keine meromorphen Funktionen sind, kann insbesondere ihr Ver-
zweigungsschnitt fiir z > 1 nicht durch das reine, unmodifizierte Padé-Verfahren
reproduziert werden. Dieser Schnitt zeigt sich in den bekannten Entwicklungen
der Polarisationsfunktionen im Schwellen- und im Hochenergiebereich durch Lo-
garithmen, die offensichtlich in den entsprechenden Entwicklungen der Padé-
Approximanten nicht auftreten kénnen. Somit wéren die Schwellen- und Hoch-
energieentwicklungen der Polarisationsfunktionen fiir die Konstruktion der Nihe-
rungsfunktionen nutzlos.

Um diese zusitzliche Information dennoch nutzen zu kénnen und den Verzwei-
gungsschnitt zumindest teilweise zu reproduzieren, werden die Polarisationsfunk-
tionen zunéchst aufgespalten:

7 i ),0
09 (z) = T (2) + 0 (2). (2.28)

Dabei ist Hl(?g’&(z) eine Funktion, die sémtliche bekannten logarithmischen Bei-
trage in den Schwellen- und Hochenergieentwicklungen enthélt. Dem gegeniiber

ist H@g’&(z) bis zur jeweils hochsten verfiigharen Entwicklungsordnung regulér
und kann durch die Padé-Methode ndherungsweise rekonstruiert werden. Diese
Forderung legt nur den logarithmischen Anteil von Hl(é)g’é(z) fest und liefert somit
keine eindeutige Definition dieser Funktion. Dies kann ausgenutzt werden, um
durch unterschiedliche Konstruktionsvorschriften verschiedene N#herungsfunk-
tionen zu erhalten. Die Abweichungen der Approximanten untereinander bietet

dann eine Mdoglichkeit, den Fehler des Ndherungsverfahrens abzuschétzen.

Bei der Konstruktion der Subtraktionsfunktionen Hl(?g’é(z) muss darauf geachtet

werden, dass keine ungewollten zusétzlichen Singularititen auftreten. Hierzu ist
es sinnvoll, als Basis analytische Ergebnisse fiir die Polarisationsfunktion des
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Vektorstroms aus niedrigeren Ordnungen Stoérungstheorie zu verwenden [2I]:

H(O),v(z) :% (% i :;iz _ 4(1 - Z;(Zl + 22) G(Z)) ’ (229)
() =g [+ g2 — (1= 9726 + (1 - )T 6y
_1 2222 (1 +22(1 — z)d%> @} . (2.30)

Dabei gilt

I(z) =6(C3 + 4 Lis(—u) + 2Lig(u)) — 8(2Liz(—u) + Liz(u)) log (u)

—2(2log (1 +u) + log (1 —u) ) log (u)* , (2.31)
6oy =L lox) LoV )
2z fi_1 1-Ll41 '

Zunéchst soll diskutiert werden, wie sich eine Hilfsfunktion Hl(é)g’éthr(z) so kon-

struieren lédsst, dass sdmtliche in der Schwellenentwicklung auftretenden Lo-
garithmen absorbiert werden. Anschliefend muss dieser erste Ansatz modifi-
ziert werden, damit zusétzlich die logarithmischen Beitrige im Hochenergielimes
beriicksichtigt werden kénnen. Im Folgenden wird stets speziell der Vierschlei-
fenbeitrag besprochen — die grundlegende Vorgehensweise ist dabei allerdings
unabhéngig von der konkreten Schleifenzahl, sodass das hier diskutierte Verfah-
ren analog auch auf Beitriige aus anderen Ordnungen angewandt werden kann.

Die Schwellenentwicklungen der Vierschleifenkorrekturen zu den Polarisations-
funktionen im On-shell-Schema sind in [B4B5] angegeben; sie lauten in numeri-
scher Form

_2,63641 n —27,2677 + 0,678207 n;
C1—z V1—2z
+ (—9,47414 + 0,574190 n;)

H(B),U(Z) + KO(?)),U

log(1 — z)

Vi—z
—17,5557 + 2,37068 n; — 0,0690848 n?) log(1 — 2)
1,31710 + 0,0312341 n; 4 0,00194703 n?) log(1 — 2)?
—0,630208 + 0,0763889 n; — 0,00231481 n?) log(1 — 2)3

+
—l—(’)(\/l—z),

+
+
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2,63641 n —24,9710 + 0,678207 n;
1—=2 Vv1—2z
9,47414 + 0,574190 n;)

H(g)vp(z) — _|_ Ké3)7p

b= log(1 — 2)
Vv1—=z

+ (10,9576 + 2,56218 n; — 0,0690848 n?) log(1 — z)

+ (3,23760 + 0,00345635 n; + 0,00194703 n}) log(1 — z)?

+ (—0,630208 + 0,0763889 n; — 0,00231481 n?) log(1 — 2)?

+ (’)(\/1 — z) ,

32 (2) = — 0,731082log(1 — 2) + KV + (V1= 2),
315 (2) = — 1,09662log(1 — 2) + K + O(VI—2), (2.33)

wobei n; der Zahl der leichten Quarks entspricht. Die Koeffizienten KO(?’)’(S sind

bislang unbekannt. Entsprechende analytische Ausdriicke fiir die Entwicklungen
sind in Anhang[A.2] angegeben. Die in der Entwicklung auftretenden Terme der
Form (y/1—z)%log(1l — 2)? mit j > 0 miissen in die Subtraktionsfunktionen
absorbiert werden. Hierbei sind die Schwellenentwicklungen der Hilfsfunktionen

G(z) und TIM-?(2) niitzlich:

G(z) = g%_z Lo - 2)Y), (2.34)
MY (z) = — % log (1 — z) + konst + O (V1 — z) . (2.35)

1
V1—z
iiber G(z) ausgedriickt werden. Dies legt folgenden Ansatz fiir die Funktion

3),6
Hl(o;,thr(z) nahe:

Offensichtlich kénnen Logarithmen also iiber II1)?(z) und Potenzen von

20 (2) = > kilG) I (). (2.36)

7>0,2

Die Grenzen der Summation sind dabei durch die in den Schwellenentwicklun-
gen der Polarisationsfunktionen auftretenden logarithmischen Terme der Form
(V1 —=2)%log(1 — 2) gegeben. Die Forderung, dass sich bei Entwicklung um
z = 1 die selben logarithmischen Beitrdge wie in der jeweiligen Polarisations-
funktion ergeben sollen, fithrt zu einem LGS in den Koeffizienten k;;, die dadurch
eindeutig bestimmt werden.

In Hl(o; (z) miissen neben den Logarithmen in der Schwellenentwicklung auch
die in der Hochenergieentwicklung absorbiert werden. Hier lauten die Polarisa-
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tionsfunktionen im On-shell-Schema fiir y? = m?2 in numerischer Form [GSHTG]

I (2)

OGP (2) =

q

= — 10,0036 + 1,37572 n; — 0,0328147 ”12

+ (—0,357488 + 0,102421 n; — 0,00218365 n?) log(—42)

+ (0,193107 — 0,0254675 n; + 0,000486744 n?) log(—4z)?
(—0,0563482 + 0,00727073 1 — 0,000234540 n?) log(—4z)?
[ — 7,11044 + 1,01908 n; — 0,0310950 n?

(—5,88388 + 0,753052 ny — 0,0146587 n?) log(—4z)
(2,82917 — 0,251016 n; + 0,00457353 n?) log(—4z)?
(-

(

(
(-

1
416015 + 0,0344773 n; — 0,000703619 n?) log(—42)*] =
z

0,
H 4 (=7 85787 + 0,987298 1y — 0,0260187 n?) log(—42)
0,215865 + 0,0367569 n; — 0,000883940 n}) log(—4z)>

0,525948 — 0,0435071 7; 4 0,000674302 n?) log(—4z)*

1

0,0955383 + 0,00589281 n; — 0,0000879524 n?) log(—42)*] =
z

n
n
n
n
n
n
n
n
I
+o<;),

— 25,1130 + 3,48518 n; — 0,102852 n?

+ (2,20686 — 0,230808 n; + 0,0142957 1) log(—42)

+ (6,14249 — 0,637024 n; 4 0,0110499 n}) log(—4z)?
—1,56708 4 0,135388 n; — 0,00257994 1} ) log(—42)?
0,104004 — 0,00861934 n; + 0,000175905 n}) log(—42)*
—1,35821 4 0,177211 ny — 0,00711947 n?

—17,9226 + 2,10947 n; — 0,0515675 n}') log(—4z)
3,44902 — 0,144872 n; 4 0,00118877 n?) log(—4z2)*

0,559407 — 0,0548237 n; + 0,000820889 n?) log(—4z)>

1
—0,191077 + 0,0117856 1; — 0,000175905 n?) log(—42)*] -
z

(
(
(
(
(
(
(
[HPVP 4 (—7,80715 + 0,685314 1y — 0,0148423 n?) log(—42)
(—1,79679 + 0,226979 n; — 0,00452222 n?) log(—42)*
(1,61678 — 0,107265 n; + 0,00148053 n?) log(—42)>

(=

1
184997 + 0,00989465 1; — 0,000131929 n?) log(—42)"] =
z

0,
1
+0(%).
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44 (2) = — 9,05417 4 1,17501 n; — 0,0275071 n?

1) (2)

+ (—0,357488 + 0,102421 n; — 0,00218365 n7) log(—42)

+ (0,193107 — 0,0254675 n; + 0,000486744 n?) log(—4z)>
(—0,0563482 + 0,00727073 n; — 0,000234540 n?) log(—42)*
15,8531 — 2,36372 1, + 0,0700597 n?

(—5,65395 + 0,850654 n; — 0,0286846 n7) log(—42)
(—3,72933 + 0,420485 n; — 0,00717996 n?) log(—4z)>
(1,15106 — 0,100911 n; + 0,00187632 n?) log(—4z)?
(-
(-
(-

(

1
0,104004 + 0,00861934 n; — 0,000175905 17 ) log(—42)*] =
z

HP* + (6,89148 — 0,858786 1, + 0,0213308 n?) log(—47)
537351 — 0,00471280 n; + 0,000272690 n7) log(—42)?

444548 + 0,0443867 n; — 0,000850207 n7) log(—4z)?

+
+
+
+
+
+
+
+ (=0
+ (=0
+

1
0,0955383 — 0,00589281 n; + 0,0000879524 n?) log(—42)*] =
z

1
+0(5).

= — 32,1410 + 4,42783 n; — 0,125454 n?

+ (2,20686 — 0,230808 n; + 0,0142957 n?) log(—4z)

+ (6,14249 — 0,637024 n; + 0,0110499 n?) log(—4z)>
+ (—1,56708 + 0,135388 n; — 0,00257994 n?) log(—42)?
+ (0,104004 — 0,00861934 12; 4 0,000175905 n?) log(—4z)*
+ [40,4451 — 5,58423 n; + 0,173022 1}

+ (—27,2831 + 3,37357 n; — 0,0984771 n?) log(—42)
+ (—8,17872 + 0,943070 n; — 0,0168387 n?) log(—4z)>
+ (4,73545 — 0,353041 n; + 0,00527714 n?) log(—4z)°
+ (=
‘]
+ (=
+ (=
+ (

1
0,573230 + 0,0353569 n; — 0,000527714 n?) log(—42)*] =
z

HP 4 (16,9813 — 1,84595 1, + 0,0461425 n?) log(—42)

5,04041 + 0,162549 n; + 0,00179429 n?) log(—4z)?
1,58168 + 0,153983 n; — 0,00233074 n?) log(—42)*

1
0,554991 — 0,0296839 n; + 0,000395786 n7) log(—42)*] =
z
1
ro(2). )
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wobei die durch Gl. (L3) definierten Hochenergiekoeffizienten Hés)’é unbekannt
sind. Die hier auftretenden Logarithmen konnen {iber G(z) erzeugt werden: Im
Hochenergielimes gilt

G2y = —los=42) <i> . (2.38)

2z 22

G(z) alleine erzeugt jedoch auch zusitzliche Logarithmen im Schwellenbereich
(siche Gl. ([Z34])). Um dies zu vermeiden konnte zunéchst stattdessen die Kom-
bination /1 — z G(z) verwendet werden. Dies kann allerdings wiederum zu halb-
zahligen Potenzen von z in der Hochenergieentwicklung fiihren. Diese lassen sich
vermeiden, indem die Potenz von 1 — z immer zur néchsten ganzen Zahl aufge-
rundet wird ] Der komplette Ansatz fiir Hl(g’g;’é(z) einschliellich der Behandlung

der Schwellenterme ist damit

0 i v . 1 n 1 [%]
20 (2) = > kG MO ()P + 3 dnn s (2G(2)) <1—;> (2.39)
7>0,1 m,n>0
mit
’Vﬁw B "TH n ungerade (2.40)
2| 5 n gerade ' ’

Die Koeffizienten d,,,, mit n > 0 werden analog zum Fall der Schwellenentwick-
lung durch die Bedingung festgelegt, dass die Hochenergielogarithmen korrekt
reproduziert werden. Dadurch treten nun wiederum unerwiinschte Pole in 1/z in
der Niederenergieentwicklung auf. Diese kénnen durch geeignete Wahl der Ko-
effizienten d,,g mit m > 0 aufgehoben werden. Schlielich wird der verbleibende
(3)’6(0) = 0 gilt. Der Vorteil dieser Nor-

log
mierung liegt darin, dass die verbleibende regulidre Funktion Hggé’(s(z) weiterhin

die On-shell-Bedingung fiir z = 0 erfiillt, also Hgé’é(()) = 11G)9(0) = 0 gilt.

freie Koeffizient dgg so festgelegt, dass 11

Wie erwdhnt sind auch andere Konstruktionen fiir Hl(gé’(s(z) als die hier vorge-

stellte denkbar. Uber die Unterschiede, die sich durch Wahl unterschiedlicher
Subtraktionsvorschriften ergeben, kann abgeschitzt werden, wie gut das Nahe-
rungsverfahren die tatsdchlichen Polarisationsfunktionen rekonstruiert. Zur Va-
riation der Subtraktionsfunktion kénnen zusétzliche freie Parameter in den Ko-

effizienten in Gl. (Z39) eingefiihrt werden [34].

Dazu werden fiir die Vektor- und die pseudoskalare Polarisationsfunktion die
Schwellenkoeffizienten ko3 und k17 mit Faktoren a; + 1/z bzw. ay + 1/z multi-
pliziert. In der Hochenergieentwicklung werden alle Koeffizienten d,,3 mit 1 +
1/(b12) und alle Koeffizienten d,,4 mit 14 1/(byz) multipliziert. Die zugehorigen

4Selbstverstiandlich sind auch héhere ganzzahlige Potenzen méglich. Der hier gewéhlte mini-
male Wert fithrt allerdings zu einer gréfleren Variation durch die spéter eingefithrten Parameter
und somit zu einer zuverldssigeren Fehlerabschitzung.
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Terme entsprechen grob den fithrenden Logarithmen im Schwellen- bzw. Hoch-
energiebereich; bei diesen Termen wird die gréfite Variation durch die Einfithrung
zusétzlicher Parameter erwartet.

Fiir die Axialvektorstrome und die skalaren Strome ist jeweils nur ein Term in der
Schwellenentwicklung bekannt; dieser wird mit dem Faktor a; + 1/2z modifiziert.
Um wieder vier freie Parameter zur Verfiigung zu haben, werden hier fiir die
fithrenden drei Logarithmen in der Hochenergieentwicklung zusétzliche Faktoren
14+1/(b1z), 1+ 1/(baz) und 1 + 1/(b3z) eingefiihrt.

Fiir a; = —1 und b; = 0 fiihren die Faktoren zu einer Verschiebung der Entwick-
lungsordnunég, d.h. einem um 1 erhohten Wert von ¢ bzw. m; damit kénnten die
Logarithmen der urspriinglichen Ordnung nicht absorbiert werden. Abgesehen
von diesen Einschrdnkungen kénnen die Parameter im Prinzip beliebige Wer-
te annehmen. Fiir a;,b; — +oo entsprechen die Modifikationen jedoch lediglich
Multiplikationen mit konstanten Faktoren, die durch Redefinition der Koeffizien-
ten k;; bzw. dp, absorbiert werden kénnen. Aus diesem Grund erscheint es nicht
sinnvoll, mehrere verschiedene grofie Werte fiir die Koeffizienten einzusetzen. Fiir
die hier gezeigten Ergebnisse wurden

a€{—1+1, —-1+4, —1+16, -1+ 64},
by €{+1, +4, £16, +64}, (2.41)

als Wertebereiche gewihlt.

Im Prinzip ist es nun moglich, die verbleibende Funktion Hgg’é’é(z) durch Padé-

Approximation anzunéhern. Die Baker-Gammel-Wills-Vermutung [77] (siche An-
hang [A9) legt allerdings nahe, dass sich das Konvergenzverhalten der Approxi-
manten durch eine Abbildung der komplexen Zahlenebene auf einen Kreis weiter
verbessern ldsst. Durch die Variablentransformation
4w
— = — 2.42

2= ) = (242)
wird die komplexe Ebene in den Einheitskreis tiberfiihrt; der Schnitt bei z > 1
wird dabei auf den Kreisrand |w| = 1 abgebildet (siehe Abbildung 29]). Die
entsprechende Riicktransformation ist durch

_1—\/1—2
1412

w— w(z) (2.43)

gegeben. Nach Anwendung der Transformation soll nun Hl(g%’(s(w) durch Padé-

®Natiirlich wiren die Faktoren 1+1/(b;2) in der Hochenergieentwicklung fiir b; — 0 zun#chst
divergent. Diese Singularitét lieSe sich aber trivial beheben, indem statt der urspriinglichen
Faktoren die fiir b; # 0 dquivalente Form b; + 1/z gewiihlt wiirde.
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Im(z) Im(w)

H

o
20
&

—00 ~~. (U 1 00 Re(z) -1 //:)Mlﬁé

Abbildung 2.9: Konforme Abbildung der komplexen Zahlenebene auf den Einheitskreis.
Die Punkte z = 0 und z = 1 entsprechen jeweils w = 0 und w = 1. Sowohl z = 400 als
auch z = —oo werden auf w = —1 abgebildet. Der Teil des Schnitts mit Im(z) > 0 bildet
den Rand des oberen Halbkreises in der w-Ebene, der Teil mit Im(z) < 0 entsprechend
den des unteren Halbkreises.

Approximation rekonstruiert werden. Dazu werden aus den bekannten Entwick-
lungen im Niederenergie-, Schwellen- und Hochenergiebereich {iber Bedingun-
gen der in Gl. [226) angegebenen Form die Koeffizienten der Approximan-
ten bestimmt. Die Schwellen- und Hochenergieentwicklungen wurden bereits in
Gl ([233]) bzw. [Z37) angegeben. Die Niederenergieentwicklungen der Polarisa-
tionsfunktionen im On-shell Schema mit p? = m? sind gegeben durch [23H33)]

137 (2) =(10,6103 — 1,30278 n; 4 0,0282783 n?)z

+ (10,4187 — 1,12407 ny + 0,0223706 n}) 2>

+ (10,2031 — 1,01971 ny + 0,0194021 n?) 2> + O(z*),
IIG)P(2) =(0,812723 — 0,190853 n; + 0,00721861 n?)z

+ (6,33595 — 0,693155 n; + 0,0145600 1) 2>

+ (8,36076 — 0,803494 n; + 0,0154075 n?) 2>

+(9,14377 — 0,818646 n; + 0,0149416 n?)2* + O(25),
1131 (2) =(4,84212 — 0,610731 n; + 0,0141353 n?)z

+(2,93924 — 0,335580 n; + 0,00716845 n}) 2>

+(2,06278 — 0,222971 n; + 0,00461424 n?)2* + O(2*),
1143 (2) =(0,123690 — 0,0679839 7; + 0,00455586 n?) 2

+ (1,78515 — 0,232769 n; + 0,00574404 n?) 2>

+(1,92442 — 0,215014 ny 4 0,00469613 n?)z3 + O(21).  (2.44)

Die Entwicklungen um z = 0 und z = 1 entsprechen direkt Entwicklungen um
w = 0 bzw. w = 1. Um die Koeffizienten der Hochenergieentwicklung ebenfalls
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direkt ausnutzen zu koénnen, wird in der Praxis nicht Hl(g%’(s(w) selbst, sondern

die Hilfsfunktion

_ (z(w))n 7 n-l 1 d J 7
Falt) = 2 | ) = 3 (=) 5 () me

zZ=—00

(2.45)
mit z(w) = 4w/(1 + w)? angenihert 2G]. Dabei entspricht n der héchsten (voll-
stindig) bekannten Potenz von 1/z in der Hochenergieentwicklung der entspre-
chenden Polarisationsfunktion. Die Coulomb-Singularitéten der Form 1/(1 — z)
in den Schwellenentwicklungen der Vektor- und der pseudoskalaren Polarisati-
onsfunktion lassen sich durch einen zusitzlichen Faktor 1/(1 — w)? in der Defi-
nition ([245]) direkt in die Hilfsfunktion absorbieren.

<.

Damit entsprechen P, (1) und die Ableitungen von P,(w) bei w = 1 den Koef-
fizienten in der Schwellenentwicklung der Polarisationsfunktionen. Der fithrende
Term in der Hochenergieentwicklung bestimmt P, (—1); alle weiteren Terme und
die m bekannten Koeffizienten in der Niederenergieentwicklung bis z™ ergeben
zusammen P, (0) und die Ableitungen bis P£n+m_1)(0).

Mit der hier vorgestellten Konstruktion ist es zunéchst moglich, dass in der Hoch-

energieentwicklung der rekonstruierten reguldren Funktionen Hgg’)’é(z) halbzah-
lige Potenzen von 1/z auftreten; die Entwicklung hétte also die Form

M0 (2) = ho+hy 271 + h% 5ty 2 4 h%z_% +0(z73). (2.46)

reg

Um diese Beitrige auszuschliefien, werden wie in [34] die zwei zusétzlichen Be-

dingungen hs = 0 und hs = 0 an Hf«i’%’s(z) gestellt. Diese Bedingungen haben
2 2

nicht die in Gl. ([Z26]) geforderte Form; es handelt sich damit bei dem hier
verwendeten Verfahren nicht mehr um eine reine Padé-Approximation und die
Koeffizienten sind durch die gestellten Forderungen im Allgemeinen nicht mehr
eindeutig bestimmt. Die jeweilige Gesamtzahl der zur Verfiigung stehenden Be-
dingungen zur Berechnung der Koeffizienten bei der Rekonstruktion der vier
verschiedenen Polarisationsfunktionen ist in Tabelle aufgefiihrt.

Einige der Padé-Approximanten zeigen ein unphysikalisches Verhalten. Zum
Einen konnen Pole innerhalb des Einheitskreises d.h. in der komplexen z-Ebene
auftreten. Da die Polarisationsfunktionen keine solchen Pole aufweisen kénnen,
werden die entsprechenden Approximanten verworfen. Da keine weiteren physi-
kalischen Resonanzen oberhalb von z = 1 existieren, diirfen auch die Ndherungs-
funktionen in diesem Bereich kein ausgeprigtes Resonanzverhalten zeigen. Dazu
wird das Verhalten der Padé-Approximanten auf dem Kreisrand |w| = 1 iiber-
priift (siche Abbildung[ZT0). Zeigt ein Approximant ein ausgepréigtes Maximum,
d.h.

max ‘[n/m](w)‘ > p, (2.47)

|w|=1
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Strom Niederenergie Schwelle Hochenergie Gesamt
Vektor 3 2 242 9
Axialvektor 3 0 242 7
Skalar 3 0 242 7
Pseudoskalar 4 2 242 10

Tabelle 2.2: Zahl der Bedingungen fiir die Bestimmung der Koeffizienten der Padé-
Approximanten aus verschiedenen Entwicklungsregionen. In der Hochenergieregion
stammen zwei Bedingungen von den exakt bekannten Taylorkoeffizienten und zwei wei-
tere vom geforderten Verschwinden von Termen mit halbzahligen Potenzen von 1/z.

102 £

|[n/m]]
|[n/m]]

10 £

10°

S wly -

Abbildung 2.10: Verhalten zweier Approximanten auf dem durch w = ¥ parametri-
sierten Rand des Einheitskreises. Die Kurven entsprechen jeweils dem Betrag der Ap-
proximanten; im linken Schaubild ist dieser logarithmisch dargestellt. Der Abschneide-
parameter p = 3 wird durch eine gestrichelte Linie angezeigt. Der im linken Schaubild
gezeigte Approximant weist ausgeprigte Resonanzen auf und wird deshalb verworfen.

so wird dieser Approximant ebenfalls verworfen. Dabei wird p heuristisch so
gewihlt, dass einerseits die rekonstruierten Polarisationsfunktionen oberhalb der
Schwelle keine deutlich sichtbaren Resonanzen mehr zeigen, andererseits aber
immer noch etwa 1000 bis 10000 Approximanten verbleiben. Praktisch wird
hier fiir Axialvektorstréme ein Wert von p = 1,2 und fiir alle anderen Stréme
p = 3 verwendet.

Aus den verbleibenden Approximanten lassen sich mit Hilfe der Gleichungen
E23), @43) und [Z28) die Polarisationsfunktionen rekonstruieren. Unterhalb
der Schwelle sind die Polarisationsfunktionen analytisch und die Qualitét der
N#herung entsprechend sehr gut, wie in Abbildung ZZTT] fiir den Fall schwerer
Charmquarks (d.h. n; = 3) zu sehen ist. Oberhalb der Schwelle zeigt Abbil-
dung 212 das jeweilige R-Verhéltnis und Abbildung2.I3]den Realteil der Nihe-
rungsfunktionen in Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit v = /1 —1/z der
erzeugten Charmquarks. Hier ist das Ergebnis der Rekonstruktion erwartungs-
gemifl weniger genau.

Das Verhalten der Ndherungsfunktionen im Bereich der Bottomschwelle (n; = 4)
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Abbildung 2.11: Rekonstruierte Vierschleifenbeitrige der Polarisationsfunktionen unter-
halb der Charmschwelle. Fiir den Fall von Vektorstrémen bzw. pseudoskalaren Strémen
wird, um endliche Werte an der Schwelle zu erhalten, (1 — 2)II®% gezeigt, ansonsten
1139 selbst. Die Mittelwerte aus allen Approximanten sind als durchgezogene Linien
dargestellt; die Streuung der Approximanten ist d&uflerst gering und liegt im Bereich der
Linienbreite. Die gestrichelten Linien entsprechen den bekannten Niederenergie- und
Schwellenentwicklungen (Gl. Z44) und (Z33)).Die konstanten Beitréige in den Schwel-
lenentwicklungen sind unbekannt, sodass nur das asymptotische Verhalten fiir z — 1

aussagekriiftig ist.
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Abbildung 2.12: Vierschleifenbeitréige zum R-Verhéltnis fiir die unterschiedlichen be-
trachteten Strome oberhalb der Charmschwelle. Gezeigt werden jeweils vR(®)? =
0127 Im(IG)?), 9 RGP = 487 Im(IIG)P), RG)e = 127 Tm(I1G)1) und RG> =
87 Im(I1®)+*) als Funktionen der Quarkgeschwindigkeit v = /1 — 1/z. Die durchge-
zogenen Linien entsprechen jeweils dem Mittelwert aus allen Ndherungsfunktionen, die
Béander zeigen dazu einen Fehler von drei Standardabweichungen. Die gestrichelten Lini-
en sind die bekannten Schwellen- bzw. Hochenergieentwicklungen (siche Gl. 233) und

E3D).).
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Abbildung 2.13: Realteile der rekonstruierten Polarisationsfunktionen in Abhéngigkeit
von v = 4/1 —1/z oberhalb der Charmschwelle. Die Polarisationsfunktionen der Vek-
torstrome und der pseudoskalaren Stréme wurden mit einem Faktor v? multipliziert,
um einen endlichen Wert fiir v = 0 zu erhalten.

und im Bereich der Topschwelle (n; = 5) ist mit dem hier gezeigten Fall n; = 3
vergleichbar; ein Satz , typischer* Approximanten fiir alle drei Félle und alle vier
betrachteten Strome steht unter der Adresse
lhttp://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/Progdata/ttp09/ttp09-17/
zur Verfiigung.

Die gendherten Polarisationsfunktionen kénnen nun entwickelt werden, um Ko-
effizienten hoherer Ordnung in den Niederenergie-, Schwellen- und Hochener-
gieentwicklungen abzuschétzen. Es zeigt sich, dass die aus einem Grofiteil der
Approximanten gewonnenen Koeffizienten nahe am Mittelwert liegen, wobei die
Streuung der Werte fiir die Niederenergiemomente sehr viel geringer ist als fiir
die Koeffizienten in der Schwellen- oder Hochenergieentwicklung (siehe Abbil-
dung [214)). Die Form der Verteilung der Koeffizienten legt nahe, als Fehler der
N#herung die Standardabweichung anzugeben. Einige wenige Koeffizienten wei-
chen um mehr als 50 Standardabweichungen vom Mittelwert ab; diese werden
verworfen.

Die Entwicklungskoeffizienten werden zunéchst im On-shell-Schema bestimmt
und koénnen anschlieBend mit Hilfe der in Anhang [D.3] angegebenen Formeln in
das MS-Schema umgerechnet werden. Die Ergebnisse in beiden Schemata fiir
alle vier Korrelatoren sind in Anhang [A.4] aufgefiihrt, als Beispiel werden in Ta-
belle die fiir die Entwicklungskoeffizienten fiir den Vektorstromkorrelator im
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Abbildung 2.14: Verteilungen von On-shell Entwicklungskoeffizienten der Ndherungs-
funktionen fiir die Vektorpolarisationsfunktion mit n; = 3 leichten Quarks. Die Um-
rechnung in das in Tabelle verwendete MS-Schema ist in Anhang [D.3] angegeben.
Auf der linken Seite ist die Verteilung fiir das vierte Moment Cf)’v der Niederenergie-
entwicklung dargestellt, rechts die fiir den dritten Koeffizienten Hég)’v in der Hochener-
gieentwicklung. Aus einzelnen Approximanten ergeben sich Werte unterhalb von —20

fiir HQ(?’)’U; diese werden hier nicht gezeigt.

MS-Schema erhaltenen Abschitzungen gezeigt. Wie zu erwarten, ist die Genau-
igkeit der Ndherung im Niederenergiebereich erheblich besser als im Schwellen-
und im Hochenergiebereich.

Fiir den Fall der Polarisationsfunktion fiir Vektorstréme wurden die Entwick-
lungsterme unabhéngig in zwei weiteren Arbeiten abgeschétzt. In [B4] wurde
ein sehr &hnliches Verfahren angewandt; allerdings standen zu diesem Zeitpunkt
das dritte Niederenergiemoment sowie die Koeffizienten HSB)’U und Hfs)’v (sie-
he Gl ([3)) in der Hochenergieentwicklung noch nicht zur Konstruktion der
Padé-Approximanten zur Verfiigung. Hingegen wurden die Koeffizienten in [30]
aus dem Verhalten der Momente fiir n — oo abgeschétzt, welches wiederum
iiber Mellin-Transformation aus Schwellen- und Hochenergiekoeffizienten be-
stimmt wurde. Die Ergebnisse der drei Analysen werden in Tabelle 2.4] vergli-
chen. Wihrend die Werte der Koeffizienten insgesamt sehr gut iibereinstimmen,
weisen die hier vorgestellten Ergebnisse einen merklich geringeren Fehler auf.
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n =3 n; =4 n;=>5
Cv 56404  —77624  —9,6923
OV 34937 —2,6438 18258
cPv 28395 —1,1745 0,4113
O —3.349(11) —1,386(10)  0,471(9)
CPv _3737(32) —1,754(32)  0,104(27)
CPv —3735(61) —1,910(63) —0,228(54)
C¥v _339(10) —1,85(10) —0,46(9)
cPr —285(13)  —167(14) —0,66(12)
cPr —222(17)  —147(18)  —0,91(16)
CHv 165200 —1.37(22) —1,30(19)
2PV 2,0(42) 1,2(83) 1,4(21)
KPU 11(11) 17(29) 16(10)

Tabelle 2.3: Entwicklungskoeffizienten der rekonstruierten Polarisationsfunktion fiir
Vektorstrome. Die Niederenergiemomente a(ls),u sind im MS-Schema angegeben, die
Schwellen- und Hochenergiekonstanten im On-shell-Schema. Gezeigt werden je die Er-
gebnisse fiir n; verschiedene leichte Quarks. Die Momente C_'fg_)év sind exakt bekannt.
Der Fehler bezieht sich stets auf die letzten angegebenen Ziffern, d.h. 2,0(42) steht fiir
einen Fehler von 4,2. Fiir die genaue Definition der Koeffizienten siehe Gl. (L8)-([TI0).

Ci3).,v ééB),v 06(3),v C,§3),v Ké:}),v
Hoang et al 42412 -50+17 —-53+20 -52+£23 —-10+11
Greynat, Peris —36+05 —-44+12 —-474+18 —46+23 18 + 87
Diese Arbeit —3,349(11) —3,737(32) —3,735(61) —3,39(10) 17(11)

Tabelle 2.4: Vergleich der hier bestimmten Entwicklungskoeffizienten (letzte Zeile) fiir
die Polarisationsfunktion von Vektorstromen mit denen von Hoang, Mateu und Zebar-
jad B4] bzw. Greynat und Peris [BG]. Der Fehler in der letzten Zeile entspricht einer
Standardabweichung, in allen anderen Zeilen ist der Grofitfehler abgeschétzt. Die Nie-
derenergiemomente sind im MS-Schema angegeben.
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2.3.2 Momente nichtdiagonaler Korrelatoren

Wiéhrend die Bestimmung der Charm- und Bottommassen aus experimentellen
Daten nur {iber den diagonalen Korrelator zweier Vektorstrome moglich ist, exis-
tiert fiir die Bestimmung iiber Gittersimulationen keine solche Einschréinkung.
Neben den Niederenergiemomenten der diagonalen Korrelatoren sind aus die-
sem Grund ebenfalls die der nichtdiagonalen von Interesse. Weitere phianome-
nologisch interessante Anwendungen der nichtdiagonalen Momente sind die Be-
stimmung der Zerfallskonstanten schwerer Mesonen iiber Hilbert-Summenregeln
[(8] und die Berechnung von Korrekturen zum elektroschwachen p-Parameter
3 B3).

Ebenso wie fiir die diagonalen Korrelatoren ist auch fiir die nichtdiagonalen
das vollstindige analytische Ergebnis zur Ordnung a, bekannt [BIHSR]. Auf
Dreischleifenniveau wurden bislang die fithrenden sechs Niederenergiemomen-
te berechnet; zusétzlich sind acht Terme in der Hochenergieentwicklung be-
kannt @ E]. Im Folgenden sollen Methoden zur Berechnung fast beliebig ho-

her Dreischleifenmomente vorgestellt und entsprechende Ergebnisse diskutiert
werden [R9].

Das Standardverfahren zur Berechnung von Niederenergiemomenten wurde be-
reits in Abschnitt 23] im Zusammenhang mit den diagonalen Korrelatoren
beschrieben: Die Entwicklung der urspriinglichen Korrelatoren fiihrt zu Vaku-
umdiagrammen, welche auf einen kleinen Satz von Masterintegralen zuriick-
gefithrt werden. Andererseits ist es natiirlich ebenso moglich, zuerst die Reduk-
tion auf Masterintegrale durchzufiihren und diese anschlieBend zu entwickeln
(siehe Abbildung ZT0]). Zwar ist bei letzterem Verfahren die Reduktion iibli-
cherweise aufwéndiger, dafiir konnen jedoch die Masterintegrale sehr effizient
entwickelt werden. Diese Methode ist also insbesondere dann sinnvoll, wenn sehr
hohe Momente berechnet werden sollen und wurde zu diesem Zweck auch be-
reits erfolgreich auf die Dreischleifenkorrekturen zu den diagonalen Korrelatoren

angewandt RT7128].

Auf Dreischleifenniveau tragen je 34 Diagramme zu einem nichtdiagonalen Kor-
relator bei. Die dabei auftretenden Topologien sind in Abbildung2.T0l dargestellt.
Fiir die Reduktion der sich ergebenden propagatorartigen Diagramme kénnen
die bereits in Abschnitt 23] diskutierten Methoden eingesetzt werden. Im letz-
ten Schritt miissen noch die Masterintegrale

M;(¢*,m*;a1, ..., as) :/[dkl]/[dkg]/[dkg]ﬁ (2.48)

entwickelt werden; hierfiir konnen Differentialgleichungen verwendet werden [00]
[@I]. Aus Dimensionsbetrachtungen ergibt sich

0 0
D M;(¢*,m* a1,...,as) = 2<q23—q2 + m2W>Mz(q2,m2; ai,...,as). (2.49)
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Abbildung 2.15: Mogliche Verfahren zur Reduktion auf Masterintegrale mit nur einer
Skala. Beim traditionellen Vorgehen wird vor der Reduktion im &ufleren Impuls entwi-
ckelt. Bei der zur Berechnung hoherer Momente verwendeten Methode wird zuerst die
Reduktion auf Masterintegrale mit zwei Skalen durchgefiihrt.

PND3L1 PND3L2 PND3L3a PND3L3b PND3L3c

Abbildung 2.16: Topologien der zu den nichtdiagonalen Korrelatoren beitragenden
Dreischleifendiagramme.
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Die Massendimension D M; des Integrals M; erhélt man dabei durch einfaches
Abzéhlen der Schleifenintegrationen und der Propagatoren:

D M;(q*, m?;ay,. .., ag) = (3d— 2(ay +--- —|—a8))Mi(q2,m2;a1, ...yag). (2.50)

Das Ausfithren der Ableitung nach m? auf der rechten Seite von Gl. (ZZ9) fiihrt
zu Integralen mit um 1 erhchten Propagatorpotenzen fiir einen der massiven Pro-
pagatoren; diese Integrale kénnen wieder auf Masterintegrale reduziert werden.
Dadurch ergibt sich ein System gekoppelter linearer Differentialgleichungen:

0

Fiir die nichtdiagonalen Korrelatoren ist dabei z iiber z = ¢2/ mg definiert. Bei
einfachen Problemen — beispielsweise den Zweischleifenkorrekturen — kann das
entsprechende Differentialgleichungssystem noch vollstandig gelost werden und
fiihrt zu analytischen Ergebnissen fiir die Masterintegrale. Auf Dreischleifenni-
veau ist dies noch nicht gelungen. Um zumindest die Niederenergieentwicklung
zu erhalten, kann folgender Potenzreihenansatz zur Losung des durch Gl. (Z11))
gegebenen Gleichungssystems verwendet werden:

o0
M= cn. (2.52)
k=ko

Die Koeffizienten ¢;;, entsprechen dabei Vakuumdiagrammen. Durch Koeffizien-
tenvergleich bis zu einer maximalen Ordnung zFm>x ergibt sich aus dem System
von Differentialgleichungen dann ein LGS fiir die Koeffizienten ¢;y.

Da in diesem LGS die Zahl der Unbekannten gréfier als die Zahl der linear un-
abhéngigen Gleichungen ist, wird fiir einige Koeffizienten keine Lésung gefunden.
Diese Koeffizienten entsprechen Randbedingungen der urspriinglichen Differen-
tialgleichungen. Als Randbedingungen eignen sich besonders die fiihrenden Ent-
wicklungskoeffizienten c;i,. Ihre Identifizierung mit bekannten Vakuumdiagram-
men kann entweder manuell oder mit Hilfe des Programmes exp durchgefiihrt
werden. Im einfachsten — und zugleich hiufigsten — Fall kg = 0 enspricht ¢;g
gerade dem Masterintegral M; mit verschwindendem #ufleren Impuls. Die resul-
tierenden Randbedingungen fiir die Momente der nichtdiagonalen Korrelatoren
auf Dreischleifenniveau sind in Abbildung 217 dargestellt.

Durch Einsetzen der Reduktion fiir die Diagramme und der entwickelten Master-
integrale ergeben sich die gewiinschten Niederenergiemomente. Die numerischen
Ergebnisse fiir die Momente sind in Anhang [B] angegeben. In Abbildung
ist der Einfluss der zusétzlichen Terme auf das Verhalten der Niederenergieent-
wicklung fiir 0 < z < 1 dargestellt.
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Abbildung 2.17: Randbedingungen des Differentialgleichungssystems in der Niederener-
gieentwicklung der Masterintegrale.
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Abbildung 2.18: Verhalten der nichtdiagonalen Vektorpolarisationsfunktion (links) und
der nichtdiagonalen skalaren Polarisationsfunktion (rechts) im Niederenergiebereich. Ge-

zeigt werden jeweils die Dreischleifenbeitrige bis zur Ordnung z"V der im On-shell-
Schema renormierten Funktionen unterhalb der Charmschwelle (ny = 1, n; = 3).
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Abbildung 2.19: Zu den Randbedingungen in der Hochenergieentwicklung beitragende
Diagramme. Die Randbedingungen entsprechen Produkten der hier gezeigten Diagram-
me mit insgesamt drei Schleifen.

Ebenso wie die Niederenergiemomente lassen sich im Prinzip durch Modifikation
des Potenzreihenansatzes Entwicklungskoeffizienten in beliebigen Energieregio-
nen bestimmen. Dafiir miissen im Allgemeinen auch nicht ganzzahlige Potenzen
im jeweiligen Entwicklungsparameter beriicksichtigt werden; die genaue Form
der Abhéngigkeit von z kann mit Hilfe von asymptotischer Entwicklung be-
stimmt werden.

Fiir die Hochenergieentwicklung beispielsweise ergibt die asymptotische Entwick-
lung der Masterintegrale Produkte von masselosen Propagatoren mit insgesamt
I Schleifen und massiven Vakuumdiagrammen mit 3—17 Schleifen. Die masselosen
Propagatoren fiihren zu zusitzlichen Faktoren (—¢?)~', die nicht durch den nai-
ven Potenzreihenansatz erfasst werden. Um auch diese Beitrége reproduzieren
zu konnen, wird der verallgemeinerte Ansatz

oo

1

M; = Z (cir + c;,?z*E + cgie)z*% + cgze)z"?’e) s (2.53)
k=ko

verwendet. Die zusétzlichen Koeffizienten C§l?7 cgie), cgze) entsprechen dabei Dia-

grammen mit masselosen Schnitten. Einsetzen von Gl. (Z53) in Gl. X)) fiihrt

durch Koeffizientengleich zu einem LGS in den Koeffizienten cl(é:); die Rand-

bedingungen cl(.ﬁfo) entsprechen in diesem Fall Produkten der in Abbildung 2.19
dargestellten Diagramme. Die resultierenden Ergebnisse fiir die Koeffizienten der
Hochenergieentwicklung sind in Anhang [B.2] aufgefiihrt.

Die Verinderung des Hochenergieverhaltens durch die neu berechneten Terme ist
in Abbildung 220l zu sehen. Die neu hinzukommenden Beitrige zeigen deutlich,
dass die Entwicklung nur in einem schmalen Bereich nahe v = /1 —1/z ~ 1
konvergiert. Ursache hierfiir ist ein weiterer Verzweigungschnitt in der Polarisa-
tionsfunktion durch die mogliche Produktion dreier schwerer Quarks oberhalb
von z = 32 bzw. v &~ 0,94. Zwei der zu diesem Prozess beitragenden Diagramme
sind in Abbildung 222T] dargestellt. Diese Interpretation wird durch das Verhal-
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Abbildung 2.20: Hochenergieverhalten der Dreischleifenkorrektur zur Vektorpolarisati-
onsfunktion (oben) und zur skalaren Polarisationsfunktion (unten) bis zur Ordnung 2~
in Abhéingigkeit von v = /1 — 1/z. Auf der linken Seite sind jeweils die Realteile ober-
halb der Charmschwelle zu sehen, die entsprechenden Imaginérteile sind auf der rechten
Seite dargestellt.

1]

ten der einzelnen Entwicklungskoeffizienten gestiitzt: Die Koeflizienten Hr(bm
und H,SQTQL’(S[nh] erhalten Beitrége von Diagrammen mit dreifach massiven Schnit-
ten und zeigen ein duflerst schlechtes Konvergenzverhalten fiir grofle Werte von
n. Die zu Hrﬁ){é[m] gehérenden Diagramme mit leichten Quarkschleifen dage-
gen haben nur Schnitte mit je einem massiven Quark; der zu n; proportionale
Beitrag zur Hochenergieentwicklung konvergiert wie in Abbildung gezeigt

dementsprechend gut.

~

Abbildung 2.21: Beispiele fiir Diagramme mit dreifach massiven Schnitten in der Be-
rechnung der nichtdiagonalen Stromkorrelatoren. Dieser Diagrammtyp fithrt zum Zu-
sammenbruch der Hochenergieentwicklung unterhalb von z = 9 bzw. v ~ 0,94.
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Abbildung 2.22: Zur Zahl n; der leichten Quarks proportionale Beitrdge im Hochener-
giebereich bis zur Ordnung z =¥ fiir verschiedene Werte von N. Gezeigt ist jeweils der
Imaginérteil der Beitréige. Die Entwicklung zeigt eine sehr gute Konvergenz bis hin zur
Schwelle bei v = 0.

2.4 FErgebnisse fiir Charm- und Bottommassen

Im Folgenden sollen nun die mit Hilfe der theoretischen Momente gewonnenen
Ergebnisse fiir die Quarkmassen prasentiert und diskutiert werden. Zunéchst
wird dabei auf die bereits in Abschnitt 2LT] erlduterte Bestimmung aus experi-
mentellen Daten eingegangen. Anschliefend werden noch kurz die Ergebnisse
fir die Charm- und Bottommassen aus dem Vergleich mit Gitterkorrelatoren
vorgestellt.

2.4.1 Massen aus experimentellen Daten

Nach der Bestimmung der experimentellen und theoretischen Niederenergiemo-
mente kénnen die Quarkmassen mit Hilfe von Gl. [24]), also iiber

1
1 9Q2 Cn 2n
Mg = 5 <Tq ngp) ) (254)

berechnet werden. Die theoretischen Momente hiingen nur logarithmisch, also
iiber log(p?/m?), von den Quarkmassen ab. Somit kann Gl. X)) fiir die Be-
stimmung der MS-Massen mg(p) bei der Skala p1 = my(p) direkt gelost werden,
da diese Wahl der Skala die Massenabhéingigkeit eliminiert. Fiir eine andere
Wahl der Skala miissen die Massen im Allgemeinen iterativ aus Gl. [Z54]) be-
stimmt werden. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn angenommen wird,
dass die relevanten Skalen fiir die Massenbestimmung eher durch die Massen der
Bindungszusténde der schweren Quarks gegeben sind, also durch pu ~ 3 GeV fiir
Charmquarks und p ~ 10 GeV fiir Bottomquarks.

Fiir die Abschétzung des theoretischen Fehlers wurden die Quarkmassen mg (1)
zunichst bei einer variablen Skala p/ mit p/2 < ¢/ < 2u bestimmt und an-
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2.4. Ergebnisse fiir Charm- und Bottommassen

schlielend mit Hilfe der Renormierungsgruppengleichung zur Skala p entwickelt.
Weitere Fehlerquellen sind die Unsicherheit der experimentellen Daten, der Feh-
ler in as(Mz) = 0,1189(20) und unbekannte nichtperturbative Beitréige in der
Niederenergieentwicklung.

Der nichtperturbative Fehler kann iiber die Operatorproduktentwicklung des
Vektorkorrelators abgeschitzt werden. Der fithrende nichtperturbative Beitrag
hat dabei die Form

C (g, mg){asGu G (2.55)

mit dem Gluonkondensat [02]
{(a5G G = 0,006 + 0,012 GeV*. (2.56)

Durch Entwicklung in ¢? < mg ergeben sich hieraus die Fehler S My fiir die
Momente M,,:
2
SMEP = CF (mg){asGu G*™) (2.57)

Die Entwicklungskoeffizienten C&” (mg) des Wilsonkoeffizienten C%(q, myg) sind
gegeben durch [I320]
127%Q3
(4m(2])(n+2)
 2n+2T(A+n)0 (%)
n — 7 )
15 T (3 +n)

C% (my) = an(1+ by ay),

135779 ) _ 1969
1™ 92960 27 7168
546421 661687433
_ oabasd _ 200 2.
37 42525 47 47628000 (2.58)

Im Gegensatz zu [I0] wurde in dieser Arbeit das On-shell-Schema fiir die Mo-
mente C&” (mg) des Wilsonkoeflizienten verwendet.

Die fithrenden vier experimentellen Momente in der Bestimmung der Charmmas-
se sind zusammen mit dem nichtperturbativen Beitrag in Tabelle aufgelistet.
Zusammen mit den in Gl. (ZZI]) angegebenen theoretischen Momenten ergeben
sich aus ihnen mit Gl. (254 die in den Tabellen und [2.7] gezeigten Werte
fiir die Masse des Charmquarks. In Tabelle ist der nichtperturbative Fehler
mit dem Wilsonkoeffizienten in fithrender Ordnung abgeschétzt, in Tabelle 271]
ist zusétzlich die Korrektur der Ordnung «y beriicksichtigt. Fiir den Fall von
Bottomquarks sind die Momente in Tabelle 2.8 angegeben; der nichtperturbati-
ve Beitrag ist hier vernachléssigbar klein. Die resultierenden Bottommassen sind
in Tabelle 9] aufgefiihrt.

Die aus den verschiedenen Momenten bestimmten Werte fiir die Charmmas-
sen stimmen hervorragend iiberein. Den kleinsten Fehler weist dabei die aus
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2.4. Ergebnisse fiir Charm- und Bottommassen

no M Mehr meen Mexp SMEP(LO)  SMPEP(NLO)
x10n=1  x10(n=1  x10(»=D  x10(»=D %101 x10(n—1)

1 0,1201(25) 0,0318(15) 0,0646(11) 0,2166(31) -0,0006(12) -0,0003(6)

2 0,1176(25) 0,0178(8)  0,0144(3)  0,1497(27) -0,0008(15) -0,0015(30)

3 0,1169(26) 0,0101(5)  0,0042(1)  0,1312(27) -0,0017(33) -0,0034(68)

4 0,1177(27) 0,0058(3)  0,0014(0)  0,1249(27) -0,0033(66) -0,0070(141)

Tabelle 2.5: Fiithrende experimentelle Momente zur Bestimmung der Charmmasse in
GeV 2", Die zweite bis vierte Spalte zeigt jeweils den Beitrag aus Resonanz-, Schwellen-
und Kontinuumsregion. In der fiinften Spalte ist der Gesamtwert MS*P angegeben. Die
letzten beiden Spalten enthalten den nichtperturbativen Beitrag geméf Gl. (Z58) unter
Beriicksichtigung des Wilsonkoeflizienten zur fithrenden Ordnung bzw. zur Ordnung as.

n m.(3GeV) exp as p np[LO] gesamt
1 986 9 9 2 2 13
2 974 6 14 5 3 17
3 974 5 15 7 6 18
4 997 3 9 31 8 33

Tabelle 2.6: Aus experimentellen Daten bestimmte Charmmassen in MeV bei der Ska-
la p = 3GeV. Gezeigt werden die Ergebnisse fiir die Momente C,, bzw. MSP mit
n = 1,2,3,4 und ihr jeweiliger Fehler. Der Gesamtfehler setzt sich zusammen aus ex-
perimentellem Fehler, Unsicherheit in «, Variation der Skala p und einer Abschitzung
der unbekannten nichtperturbativen Beitrége. In dieser Tabelle sind diese Beitrége iiber
das Gluonkondensat und seinen Wilsonkoeffizienten in fithrender Ordnung abgeschétzt.

n m.(3GeV) exp as p np[NLO] gesamt
1 985 9 9 2 3 13
2 973 6 14 5 7 18
3 971 4 15 7 11 20
4 992 3 8 31 17 37

Tabelle 2.7: Aus experimentellen Daten bestimmte Charmmassen in MeV bei der Skala
1 = 3GeV. Fiir diese Tabelle wurde in der Abschétzung der nichtperturbativen Beitriage
der Wilsonkoeffizienten des Gluonkondensats zur Ordnung o eingesetzt.
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2.4. Ergebnisse fiir Charm- und Bottommassen

n M rnes M %hr M %on enXP

x 10+ 5 10Cn ) x10@nHD x10@nt)
1 1,394(23) 0,287(12) 2,911(18)  4,592(31)
2 1,459(23)  0,240(10) 1,173(11) 2,872(28)
3 1,538(24) 0,200(8)  0,624(7)  2,362(26)
4 1,630(25) 0,168(7)  0,372(5)  2,170(26)

Tabelle 2.8: Fithrende experimentelle Momente zur Bestimmung der Bottommasse in
GeV 2", Die zweite bis vierte Spalte zeigt jeweils den Beitrag aus Resonanz-, Schwellen-
und Kontinuumsregion. In der letzten Spalte ist der Gesamtwert MS*P angegeben.

n my(10GeV) my(my) exp a5 p gesamt
1 3597 4151 14 7 2 16
2 3610 4163 10 12 3 16
3 3619 4172 14 6 18
4 3631 4183 15 20 26

Tabelle 2.9: Aus den fithrenden vier theoretischen und experimentellen Momenten be-
stimmte Bottommassen in MeV. Die Fehlerquellen sind die gleichen wie fiir die Charm-
massen (siehe Tabelle 226]); der nichtperturbative Beitrag und damit auch der Fehler
sind jedoch in diesem Fall vernachléssigbar klein.

49



2.4. Ergebnisse fiir Charm- und Bottommassen

dem ersten Moment extrahierte Masse m.(3GeV) = 986(13) MeV auf. Fiir die
Masse des Bottomquarks ist die Ubereinstimmung etwas weniger gut, die unter-
schiedlichen Ergebnisse sind aber weiterhin im Rahmen der Fehlerabschitzung
miteinander vertriglich. Hier sind die Fehler der ersten drei Momente vergleich-
bar groB; der Wert my(mp) = 4163(16) MeV liegt nahe am Mittelwert der drei
Bestimmungen und erhélt einen hinreichend grofien Beitrag aus der Resonanz-
und der Schwellenregion (siehe Abschnitt 2.2]). Insgesamt ergeben sich also

me(3GeV) = 986(13) MeV ,
mb(mb) = 4163(16) MeV ,
my(10 GeV) = 3610(16) MeV . (2.59)

Oberhalb der Bottomschwelle zeigt sich, dass die in der Kontinuumsregion /s >
11,24 GeV verwendete theoretische Vorhersage etwas groflere Werte fiir das R-
Verhéltnis ergibt, als anhand der Daten erwartet. Aus diesem Grund wird im Fol-
genden die Moglichkeit diskutiert, dass Storungstheorie erst bei hoheren Schwer-
punktsenergien giiltig ist und fiir eine korrekte Behandlung des Bereichs unmit-
telbar oberhalb der Schwelle weitere Messdaten benétigt werden.

Nach dieser Vermutung wiirden weitere Daten zunéchst ein Anwachsen des R-
Verhiltnisses bis zu dem Punkt zeigen, ab dem Stérungstheorie verldsslich wird.
Um ein solches Verhalten qualitativ zu verstehen, kénnen verschiedene Inter-
polationen zwischen den Messdaten und der theoretischen Vorhersage bei ei-
ner héheren Energieskala betrachtet werden. Ein denkbarer Ubergang zwischen
Schwellen- und Kontinuumsregion ist in Abbildung [Z23] dargestellt. Hier wurde
zwischen den Messdaten bis 11,2026 GeV und den Theoriewerten ab 13 GeV line-
ar interpoliert. Die sich ergebenden Anderungen fiir die Momente Mj® und die
daraus extrahierten Quarkmassen sind in den Tabellen 210 bzw. LTIl aufgefiihrt.
Im Vergleich zu den in Tabelle 2.9 gezeigten Ergebnissen lésst sich eine Tendenz
zu einem hoheren Wert fiir die Bottommasse und eine bessere Ubereinstimmung
der aus verschiedenen Momenten bestimmten Massen feststellen.

Fin weitere mogliche Ursache fiir den Unterschied zwischen Theorie und Ex-
periment bestdnde aus systematisch zu kleinen Werten fiir das gemessene R-
Verhiltnis auf Grund eines bislang unerkannten Fehlers in den experimentel-
len Daten. Dieser Fehler liefle sich durch eine Reskalierung der Daten eliminie-
ren. Um eine Ubereinstimmung der Theorievorhersage bei einer Schwerpunkts-
energie /s =11,2 GeV mit dem Mittelwert der experimentellen Daten zwischen
Vs =11,1 GeV und /s =11,2 GeV zu erzielen, kénnen beispielsweise die Mess-
werte mit einem Faktor 1,21 multipliziert werden. In diesem Szenario ergeben
sich die in Tabelle gezeigten experimentellen Momente und daraus die in
Tabelle aufgefithrten Werte fiir die Bottommassen. Es ergeben sich generell
kleinere Werte fiir die Massen; dariiber hinaus weichen die aus den héheren Mo-
menten gewonnenen Werte merklich von denen aus den fithrenden Momenten

ab.
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Abbildung 2.23: Mogliches Modell fiir die Interpolation zwischen Messdaten und
Storungstheorie. Zwischen /sg = 11,2026 GeV und ,/s; = 13GeV wird linear inter-
poliert, wobei fiir R”(sp) = 0,320 der Mittelwert der Daten oberhalb von 11,1 GeV ver-
wendet wird. Der Wert bei s; ist durch die Theorievorhersage R”(s1) = 0,377 gegeben.
Die schraffierten Bereiche zeigen jeweils den Fehler der Daten bzw. der storungstheore-
tischen Rechnung an.

n Mzes M%hr M%OH ZXP
x10@n+l) 5 10@ntl) e 10@ntl) e 102n+l)
1 1,394(23) 0,270(11) 2,854(17) 4,518(31)
2 1,459(23) 0,226(9)  1,133(11)  2,819(27)
3 1,538(24) 0,190(8)  0,596(8)  2,324(26)
4 1,630(25) 0,159(6)  0,353(5)  2,142(26)

Tabelle 2.10: Fithrende experimentelle Momente zur Bestimmung der Bottommasse
in GeV™>" fiir eine lineare Interpolation zwischen RY((11,2062GeV)?) = 0,320 und

R*((13GeV)?) = 0,377.
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n mp(10GeV) my(my) exp s @ gesamt
1 3631 4183 14 7 2 16
2 3630 4182 10 12 3 16
3 3631 4183 14 6 18
4 3637 4189 15 20 26

Tabelle 2.11: Aus den fiihrenden vier theoretischen und experimentellen Momen-
ten bestimmte Bottommassen in MeV fiir eine lineare Interpolation zwischen
R((11,2062 GeV)?) = 0,320 und R"((13 GeV)?) = 0,376.

n M zes M%hr M %on %xp
x10@nt+1) s 10@ntl) 0@t 1o@EntD)
1 1,394(23) 0,347(14) 2911(17)  4,651(32)
2 1,459(23) 0,290(12) 1,173(11)  2,921(28)
3 1,538(24) 0,242(10)  0,624(7)  2,404(27)
4 1,630(25) 0,203(8)  0,372(5)  2,205(27)

Tabelle 2.12: Fithrende experimentelle Momente zur Bestimmung der Bottommasse fiir
mit einem Faktor 1,21 reskalierte experimentelle Daten.

n mp(10GeV) mp(my) exp s @ gesamt
1 3570 4124 15 8 2 17
2 3592 4146 10 12 3 16
3 3607 4160 14 6 18
4 3622 4175 15 20 26

Tabelle 2.13: Aus den fithrenden vier theoretischen und experimentellen Momenten be-
stimmte Bottommassen in MeV fiir mit einem Faktor 1,21 reskalierte experimentelle

Daten.
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2.4.2 Massen aus Gittersimulationen

Anstelle experimenteller Momente koénnen zur Bestimmung der Charm- und
der Bottommasse auch aus Gitterrechnungen stammende Momente beliebiger
Stromkorrelatoren verwendet werden [[IIMI2]. Ausgangspunkte sind die Gitter-
momente

Gn=> T™JT(X)T(0)) (2.60)

mit beliebigen Stromen J. Die Summation wird iiber alle Punkte X des eukli-
dischen Raum-Zeit-Gitters ausgefiihrt; 7' = Xy = it entspricht der euklidischen
Zeit.

Ublicherweise miissen die Ergebnisse von Gittersimulationen fiir den Vergleich
mit storungstheoretischen Resultaten geeignet renormiert werden (siehe auch
Kapitel Bl). Falls der Strom J in Gl. (Z80) jedoch auf dem Gitter erhalten
ist, wird keine Renormierung benétigt und die MS-Massen der Quarks kénnen
direkt aus dem Vergleich mit Kontinuumsmomenten bestimmt werden. Andern-
falls ldsst sich die Abhéngigkeit von der Renormierungskonstanten durch eine
geeignete Redefinition der Momente eliminieren [IT].

Die bislang prézisesten Ergebnisse stammen von den Korrelatoren pseudoskala-
rer Strome. Die in [I2] durch einen Fit der Gittermomente an die stérungstheo-
retischen Momente bestimmten Massen fiir Charm- und Bottomquarks sind

m.(3GeV) = 986(6) MeV ,
my(my) = 4164(23) MeV
mp(10 GeV) = 3617(25) MeV . (2.61)

Diese Werte zeigen eine bemerkenswerte Ubereinstimmung mit den bereits in
Gl. [Z319) aufgefithrten Ergebnissen aus experimentellen Daten.

2.5 Zusammenfassung

Aus den Niederenergiemomenten der Korrelatoren schwerer Quarkstrome lassen
sich die Massen von Charm- und Bottomquarks mit sehr hoher Genauigkeit
bestimmen. Hierfiir werden theoretisch berechnete Momente mit experimentell
gemessenen oder durch Gittersimulationen bestimmten verglichen.

Auf experimenteller Seite werden Messdaten zum R-Verhéltnis in der Nahe der
Produktionsschwellen der Quarks verwendet. In der hier vorgestellten Analyse
wurden neue Daten des BaBar-Experiments im Bereich der Bottomschwelle fiir
die Massenbestimmungen aufbereitet, wobei die Abstrahlung weicher Photonen
und Korrekturen durch die Vakuumpolarisation beriicksichtigt wurden.
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2.5. Zusammenfassung

Um die Prézision der Messungen bzw. der Gittersimulationen zu erreichen,
miissen auf theoretischer Seite Korrekturen héherer Ordnung zu den Momenten
der Stromkorrelatoren berechnet werden. Die Berechnung auf Vierschleifenni-
veau mit Hilfe der Laporta-Methode ist sehr aufwéndig und kann zur Zeit nur
fiir die fithrenden Momente durchgefiihrt werden. Hohere Momente kénnen durch
ein auf Padé-Approximation basierendes Naherungsverfahren abgeschitzt wer-
den. Auf Dreischleifenniveau ist es durch Kombination des Laporta-Verfahrens
mit Differentialgleichungen moglich, auch sehr hohe Momente exakt zu bestim-
men.

In dieser Arbeit wurden die Vierschleifenkorrekturen zu den fithrenden drei bzw.
vier Momenten der diagonalen Korrelatoren berechnet und die Beitréige zu héher-
en Momenten abgeschétzt. Fiir die nichtdiagonalen Korrelatoren wurden jeweils
30 Terme in der Nieder- und der Hochenergieentwicklung bis zur Dreischleifen-
ordnung bestimmt.

Aus den Niederenergiemomenten lassen sich die Charm- und Bottommassen mit
einer Unsicherheit von etwa 10 bzw. 20 MeV bestimmen. Die Ergebnisse aus
dem Vergleich mit experimentellen Daten stimmen dabei auflerordentlich gut
mit denen aus der Bestimmung iiber Gitter-QCD {iberein.

54



Kapitel 3

Stromkorrelatoren im
Ortsraum

Die Grundlagen der theoretischen Teilchenphysik, d.h. die zugrunde liegenden
Eichtheorien und ihre Langrangedichten, werden iiblicherweise im Ortsraum for-
muliert. Hingegen werden praktische Stérungsrechnungen fast immer im Impuls-
raum durchgefiihrt. Hierfiir gibt es gute Griinde: Lorentzinvarianz lésst sich im
Ortsraum nur schwer unmittelbar ausnutzen; im Impulsraum hingegen fiihrt die
aus dieser Symmetrie folgende Erhaltung des Viererimpulses direkt zu erhebli-
chen Vereinfachungen. Zudem werden fiir den Vergleich mit Messdaten aus Be-
schleunigerexperimenten iiblicherweise ohnehin Impulsraumergebnisse benotigt.

Dennoch kann es in einigen Fillen sehr hilfreich sein, Greensche Funktionen
im Ortsraum zu betrachten. Eine spezielle Klasse von so genannten ,sun rise“-
Diagrammen weist beispielsweise eine verhiltnisméBig einfache Struktur auf [@3];
in anderen Féillen fiihrt das Auftreten so genannter Kontaktterme zu einem ein-
facheren Zugang zu hoheren Ordnungen der Storungstheorie [041@5. Die Orts-
darstellungen Greenscher Funktionen sind vor Allem im Vergleich mit Resul-
taten aus Gitterrechnungen niitzlich: Gittersimulationen verwenden im Gegen-
satz zu perturbativen Rechnungen zunéchst Felder im Ortsraum und fithren eine
(diskrete) Fourier-Transformation durch, um Impulsraumergebnisse zu erhalten.
Andererseits ist es aber natiirlich ebenso moglich, die Ergebnisse storungstheo-
retischer Rechnungen in ihre Ortsdarstellung zu iiberfiihren.

In diesem Kapitel soll die in [@6] durchgefiihrte Transformation von Impuls-
raumergebnissen in den Ortsraum fiir Korrelatoren verschiedener Quarkstréme
diskutiert werden. Eine Anwendung der Resultate ist die Umrechnung von Git-
terergebnissen im so genannten ,, X-space“-Schema in das gebriuchlichere MS-
Schema.

95



3.1. Konventionen

3.1 Konventionen

Die Definitionen der Stromkorrelatoren im Impulsraum sind in Abschnitt
aufgefiihrt. Fiir den Vergleich mit Gitterrechnungen ist es allerdings sinnvoll, im
Folgenden von der ,,physikalischen“ Minkowskimetrik zur euklidischen Metrik
iiberzugehen. Euklidische Impuls- und Ortsvektoren werden durch Grof3buch-

staben dargestellt, d.h. durch Q? = —¢?> und X? = —z2. Damit ergibt sich
folgende Form fiir die Korrelatoren im euklidischen Ortsraum:
113 (X) =(°(X)4°(0)) , IT7 (X) =(7(X);7(0)) ,
11, (X) =(7;(X)5,(0)) , 117, (X) =(75(X)5,(0)) ,
100 (X) = (X) 0 (0)) - (3.1)

In diesem Kapitel werden die Korrelatoren im Grenzfall masseloser Quarks be-
trachtet und Singulettbeitridge vernachlissigt. Damit sind der pseudoskalare und
der Axialvektorkorrelator jeweils identisch zum skalaren bzw. zum Vektorkorre-
lator.

3.2 Fourier-Transformation

3.2.1 Fourier-Transformation in d Dimensionen

Da in der Storungstheorie Greensche Funktionen iiblicherweise in dimensio-
naler Regularisierung berechnet werden, sollte eine damit konsistente Fourier-
Transformation ebenfalls in d = 4 — 2¢ Dimensionen definiert werden.

Beim Ubergang zum Ortsraum miissen verschiedene Funktionen transformiert
werden. Die einfachste Abhéngigkeit vom dufleren Impuls weist der nackte skala-
re Korrelator auf. Die Beitréige aus verschiedenen Ordnungen sind je proportional
zu (Q?)'!¢, wobei | der Zahl der Schleifen in den fiir die jeweilige Ordnung re-
levanten Diagrammen entspricht. Es ist sinnvoll, den etwas allgemeineren Fall
von beliebigen Potenzen r von Q2 zu betrachten. Hier erhilt man

2yr) = dd_Qez'QX o 1L T+ (4 T+
]:((Q ) ) = / (2m)d Q)" = (477)%7F(—7‘) <X2> (3.2)

fiir die Fouriertransformierte (fiir eine Herleitung siehe Anhang [CT]). Es ist zu
beachten, dass die Tranformationsformel nur fiir ,reguldre“ Werte von X gilt;
der Limes X — 0 erfordert beispielsweise eine weiter gehende Betrachtung (siehe

auch [@409]).

Bei den Korrelatoren im masselosen Limes und in vielen weiteren Fillen haben
die auftretenden Exponenten von Q? die Form r = z — ne mit ganzzahligen
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z und ganzzahligen nichtnegativen n. Fiir diese Félle zeigt die Fouriertransfor-
mierte einige bemerkenswerte Eigenschaften: Fiir z < —2 ist sie im Limes d — 4
divergent. Dieser Fall tritt beispielsweise in der Operatorproduktentwicklung der
Gluon- und Quarkpropagatoren auf [041@5]. Dort werden die zusitzlichen Pole
aus der Fourier-Transformation durch Pole aus der Renormierung von so ge-
nannten Kontakttermen aufgehoben, die nur im Ortsraum beitragen. Bei den
vorliegenden Korrelatoren tritt ein anderer Spezialfall ein: Da z > 0 gilt, ist
die Fouriertransformierte proportional zu ¢; fiir n = 0 verschwindet sie sogar
identisch. Somit geniigt die Kenntnis des divergenten Anteils des Impulsraum-
ergebnisses um das vollstdndige Ortsraumergebnis zu erhalten.

3.2.2 Nichttriviale Lorentzstrukturen

Zusitzlich zu einfachen Potenzen von Q2 treten bei den Korrelatoren von Vektor-
und Tensorstromen auch einzelne Komponenten @, des Impulsvektors auf. Hier
ist es fiir die Fourier-Transformation hilfreich, die Impulse durch Ableitungen
auszudriicken:

Q“_)_iaxu’ (3.3)
(o) g () e () %
(3.4)

Offensichtlich muss die Transversalitidt des Vektorstroms unter der Transforma-
tion erhalten bleiben. Dementsprechend ergibt eine explizite Rechnung

(-t AR e
o252

0uF ([ - 22| @) 0,7 ([ - L] @) =0 o)

Im Gegensatz zum Impulsraum &ndert sich die Tensorstruktur im Ortsraum also
je nach Ordnung der Entwicklung in e, da sich das Verhiltnis der Koeffizienten
von 0,,, und XHX,,/X2 von Ordnung zu Ordnung veréndert. Damit folgt direkt
aus der Transversalitéit des Vektorstroms die Tatsache, dass seine Tensorstruktur
im Ortsraum durch das Auftreten von Polen in verschiedenen Ordnungen der
Storungstheorie nicht einheitlich sein kann. Dies wirkt sich insbesondere auf die
Renormierung dieses Korrelators im Ortsraum (siehe Abschnitt B3] aus.
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3.2. Fourier-Transformation

3.2.3 Fourier-Transformation renormierter Korrelatoren

Grundsétzlich gibt es zwei unterschiedliche, aber prinzipiell dquivalente Vorge-
hensweisen um renormierte Korrelatoren im Ortsraum zu erhalten: Zum Einen
kann man, wie bisher besprochen, nackte Korrelatoren in d Dimensionen in
den Ortsraum transformieren und anschliefend renormieren. Zum Anderen ist
es aber natiirlich auch moglich, die Korrelatoren im Impulsraum zu renormie-
ren und erst danach in den Ortsraum iiberzugehen. Wenn durch die Fourier-
Transformation keine Pole entstehen, d.h. keine zu hohen negativen Potenzen
von Q2 auftreten (siche Abschnitt B2ZT]), kann sie sogar in vier Dimensionen
durchgefiihrt werden. Dies ist bei den hier behandelten Korrelatoren der Fall.

Betrachtet man in den renormierten Korrelatoren im Impulsraum den Limes
d — 4, so treten zusétzlich zu den bereits besprochenen Strukturen aufer-
dem Logarithmen in Q? auf. Diese lassen sich mit Hilfe von Ableitungen wieder
iiber Potenzen ausdriicken, was die Fourier-Transformation auf den bereits aus

Gl. B2) bekannten Fall zuriickfiihrt:

F (@ 0g(@) = i (55) F (@), (3.7

Bei der Fourier-Transformation der Korrelatoren tragen nur logarithmische Ter-
me bei: Nicht-logarithmische Terme sind entweder proportional zu Q? oder zu
Q. Q. und verschwinden damit nach Gl. [B2) bei der Transformation in den
Ortsraum:

FQ)=c—=0, (3-8)

F(QuQy) =— 9,0, F(1) = 0. (3.9)

Damit geniigt der logarithmische Anteil der Impulsraumkorrelatoren um das
vollstdndige entsprechende Ortsraumergebnis zu erhalten. Dies bedeutet unter
Anderem, dass die Kenntnis des Vektorkorrelators im Ortsraum #quivalent zur
Kenntnis der Adlerfunktion D(s) = —S%HU(S) ist, da I1"(s) nur logarithmisch
von s abhéngt.

Die logarithmischen Anteile des skalaren und des Vektorkorrelators wurden in
BREOT zur Bestimmung der R-Verhiltnisse bis zur Ordnung o berechnet; hieraus
erhélt man somit die entsprechenden Ortsraumkorrelatoren komplett bis zur sel-
ben Ordnung. Fiir den Fall des Tensorkorrelator ist immerhin die logarithmische
a2-Korrektur bekannt [36], die speziell fiir die hier beschriebene Transformation
in den Ortsraum bestimmt wurde.
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3.3. Renormierung im Ortsraum

3.3 Renormierung im Ortsraum

Die Renormierung im Ortsraum verlduft im Prinzip analog zur iiblichen Renor-
mierung im Impulsraum. Es ist allerdings zu beachten, dass einige Renormie-
rungsschemata — insbesondere solche, deren Renormierungsbedingungen sich auf
spezielle Impulskonfigurationen beziehen — nicht sehr geeignet fiir die Renormie-
rung im Ortsraum sind.

In diesem Abschnitt sollen zwei speziell auf die Renormierung im Ortsraum zuge-
schnittene Schemata beschrieben werden. Zunéchst werden das MS-Schema und
mogliche Modifikationen betrachtet. Anschliefend wird ein Schema fiir die Re-
normierung von Gitterresultaten, das ,, X-space“-Schema vorgestellt. Schliellich
wird als Anwendung die Umrechnung von im , X-space“-Schema renormierten
Gitterkorrelatoren in MS-artige Schemata diskutiert.

3.3.1 MS-artige Schemata

MS-artige Schemata, insbesondere das MS-Schema, sind die wohl am weitesten
verbreiteten Renormierungsschemata in perturbativer QCD und bieten sich auf
Grund der einfachen Renormierungsbedingungen und der zu erwartenden gu-
ten Konvergenz der Storungsreihe ebenfalls fiir die Renormierung im Ortsraum
an. Im Impulsraum wird fast ausschlieflich das MS-Schema verwendet, das sich
gegeniiber dem traditionellen MS-Schema durch eine einfachere Struktur der
auftretenden Logarithmen auszeichnet. Um ein entsprechendes Schema fiir den
Ortsraum zu finden, soll hier analog zum Vorgehen im Impulsraum ebenfalls die
logarithmische Struktur analysiert werden.

Im urspriinglichen MS-Schema werden die im Impulsraum auftretenden Loga-
rithmen durch die Entwicklung der folgenden Terme in e verursacht:

A le A7t pi?
< Q/; e 7E> — 1+ 1e [log ( Q/; > - WE] +0O(%). (3.10)
Dabei entspricht [ wieder der Anzahl der Schleifen im jeweils beitragenden Dia-

gramm. Durch Reskalierung der 't Hooft-Masse u? — u?/(47)e® lassen sich
diese Terme in eine deutlich einfachere Form bringen:

le
(g—22> — 1+ lelog (g—i) + O(€?). (3.11)

Diese Wahl von y definiert das MS-Schemalll.

'Es gibt eine Reihe weiterer Moglichkeiten das MS-Schema zu definieren, z.B. durch eine
Redefinition des d-dimensionalen Integrationsmafles. Zudem unterscheiden sich verschiedene
Definitionen zum Teil in héheren Ordnungen der Entwicklung in e. Diese Details sind fiir die
vorliegende Diskussion nicht weiter relevant.
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3.3. Renormierung im Ortsraum

Fine Moglichkeit die logarithmische Struktur im Ortsraum zu untersuchen be-
steht darin, aus der Fouriertransformierten der linken Seite von Gl. (BI0) alle
Terme der Form ¢/!€ zu extrahieren. Aus der Entwicklung der I'-Funktionen erhiilt
man dabei je einen Faktor e™7Z. Damit ergibt sich fiir das MS-Schema

(7w2X26W3)lE — 1+ le[log(w,uQXQ) + 78] + O(e%) (3.12)

und entsprechend fiir das MS-Schema,

2 x2 le 2 x2
('M 1 62'”9) — 1+ le [log <,u 1 ) + Q'YE] + O(€%). (3.13)

Wie man sieht, treten in beiden Féllen komplizierte Logarithmen auf. Die Loga-
rithmen lassen sich wieder durch eine geeignete Redefinition von  vereinfachen.
Dies definiert das MS-Schema, in dem die Terme die Form

(,uQXQ)lE — 1+ lelog (1> X?) + O(e?) (3.14)

annehmen. Im MS-Schema angegebene Ergebnisse lassen sich natiirlich sehr ein-
fach durch die Ersetzung p — 2€7Z 1 in MS-Ergebnisse umrechnen; insbesondere
gilt fiir die starke Kopplung

as(p) = as(2e” " p) =~ as(1,12u) (3.15)

und damit

Fa(y) = asw){l ~ au()LBo + () L(FRL — By)

+ad(p)L (—ﬁS’L2 + gﬁoﬁlL - 52>

4 473 13 00 o9 Bt _
+as(pw)L | ByL 3ﬁoﬁ1L +3 5 + BoP2 | L — B3

- O(a§L5)} (3.16)

mit L = 2(log(2) — vg) und den in Anhang angegebenen Koeffizienten

der S-Funktion. Die im MS-Schema renormierten Ortsraumkorrelatoren sind im
Anhang aufgefiihrt.

3.3.2 Gitterrenormierung

Fine der Hauptmotivationen fiir die Bestimmung Greenscher Funktionen im
Ortsraum ist der Vergleich mit den Ergebnissen aus Gittersimulationen. Im Ge-
gensatz zur in Stérungsrechnungen iiblichen dimensionalen Regularisierung die-
nen bei Gitterrechnungen der Gitterabstand und das endliche Gittervolumen als
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3.3. Renormierung im Ortsraum

Regulator fiir ultraviolette bzw. infrarote Divergenzen. Die Renormierungsbedin-
gungen in MS-artigen Schemata sind eng mit der dimensionalen Regularisierung
verkniipft und kénnen daher bei der Renormierung von Gitterergebnissen nicht
direkt erfiillt werden. Um dennoch schliellich MS-renormierte Ergebnisse aus
Gittersimulationen zu erhalten, ist es deshalb nétig Schemata einzufiihren, deren
Renormierungsbedingungen sowohl fiir Gitterrechnungen als auch fiir Stérungs-
rechnungen im Kontinuum geeignet sind. Da Gittersimulationen und perturba-
tive Kontinuumsrechnungen wie erwéhnt iiblicherweise unterschiedliche Regu-
latoren verwenden, ist es sinnvoll, sich in den Renormierungsbedingungen ent-
sprechender Schemata nicht ausdriicklich auf einen Regulator zu beziehen. Er-
gebnisse aus diesen , Hilfs-Schemata® kénnen dann nach stérungstheoretischer
Bestimmung der Umrechnungsfaktoren in MS-Ergebnisse umgerechnet werden.

Im Impulsraum ist seit langer Zeit mit den MOM-Schemata eine ganze Familie
solcher Renormierungsschemata bekannt. Die gemeinsame Eigenschaft der Re-
normierungsbedingungen der MOM-Schemata ist die Festlegung von Greenschen
Funktionen mit einer bestimmten Impulskonfiguration auf eine Konstante, bei-
spielsweise auf den Wert dieser Greenschen Funktion in der freien Theorie. Die
Umrechnungsfaktoren aus den praktisch relevantesten MOM-Schemata in das
MS-Schema sind wohlbekannt [ISHITI].

Ein entsprechendes Schema fiir die Renormierung von Stromkorrelatoren im
Ortsraum wurde in [[02] vorgeschlagen. Dabei werden als Renormierungsbe-
dingung die Korrelatoren bei einem Abstand Xy auf ihren Wert in der freien
Theorie festgelegt:

M| = (AP0 = Mu(Xo).  defu sty (317)

Der Wert in der freien Theorie entspricht dabei gerade dem Beitrag in fithren-
der Ordnung Storungstheorie. Fiir die Renormierung des Vektorstromkorrela-
tors muss diese Definition erweitert werden, da sich — wie in Abschnitt
erldutert — die Lorentzstruktur dieses Korrelators in héheren Ordnungen der
Storungstheorie dndert. Im Folgenden wird deshalb stets die Spur des Vektor-
stromkorrelators betrachtet.

Die Umrechnung in das MS-Schema erhilt man aus der Definition BI7) durch
Ersetzen des nackten Korrelators Hg durch sein MS-Aquivalent:

I3 (Xo) = (2°(n)) TP (Xo, 1) (3.18)

Damit ergibt sich fiir den Umrechnungsfaktor

Z%(u)  |TI9(Xo, p)
7\ .0 (3.19)
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3.3. Renormierung im Ortsraum

d.h. fiir den_ Ubergang zwischen den Schemata geniigt die Kenntnis des entspre-
chenden MS Korrelators im Ortsraum, der sich durch Fourier-Transformation
direkt aus dem bekannten Impulsraumergebnis ergibt.

Im Sinne einer besseren Lesbarkeit sind die Ergebnisse fiir die Ubergangsfaktoren
im MS-Schema bei der Skala ,u% =1/ Xg angegeben. Mithilfe der Renormierungs-
gruppenentwicklung der Renormierungskonstanten im MS-Schema ergeben sich
daraus die Umrechnungsfaktoren fiir beliebige pu:

as ()

Zp) dz+°(2) | Z°(po)
Zxg) P | S5 Z0(X3) (3.20)

as (10)

Die hierfiir benétigten anomalen Dimensionen finden sich in Anhang [D.2} die
Umrechnung in das MS-Schema kann mit den Gleichungen (@I bzw. [B.10)
durchgefiihrt werden.

Fiir die einzelnen Korrelatoren erhilt man

ZSMO 1+Z(5(ns ’

sWs = L
3 )
89 39 3
5@ — 22 27 ( >
52 20T Tt 3G
140741 2387 815 12047 19 5 25
5(3),8:7__ <__ e — = 2 >
10368 G tm T e TRS T Y T 5
+ nQ( 383 i( )
'\ 23328 3
sl _ 13901515 4305 208679 (24 200, 626785
T 7095328 288 37736 >4 1728 f
1375, 178045 < 8029687 _ 418799
fe— fe— n [e— fe—
64 % 1536 > " '\ 746496 10368
851 6571 . 45805 2875 665
TG Yt T G 576C 144<7)
257315 11273 25 6515
2 _ _ 6515
T ( 78076 2502 & T C?’ 192~ 864 Cf’)
6653 173
3
- — it — 3.21
o (1119744 2592 T 288 S+ 36 CS) ’ (3:21)
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3.3. Renormierung im Ortsraum
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Abbildung 3.1: Relative Fehler der Umrechnungsfaktoren in verschiedenen Ordnungen
der Storungstheorie. Auf der linken Seite sind die Fehler der alten Ergebnisse zur Ord-
nung o gezeigt, rechts die der neu berechneten Resultate bis a2 bzw. o

s

14881 119 275 5395 47 25
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288 5 Gt et — g TS T e
n Tg(ﬁ _ EC )
\1296 277/
()0 34042561 204371 5203 , 212905 7315
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< 6096767 7819 ; 7 2y 79775 - 665 ; )
! 41472 96 > 37" 864 144”7
889699 2899 13 1415
2 _ ebdy -2 2 oY
K <124416 17289 1 36% ~ 216 45)
1037 2 5
3
LB A 3.92
T < 11664 81 " 36C5) ’ (3.22)
Z(io > o
% =14+ 25(11),25 as(fio)" ,
X n=1
5(1)7t — 17
A871 143 443 1
st 22 20 (__ - >
s61 36 Tl 1306 T39)
7913369 18529 29 2395
5Bt — _ = i
93312 513 BT 184 T 316 @

(_238541+1913< +3C _§C>+n2(18287_gg>
! 23328 ' 216 > " 36°%  18°° '\69984 93"
(3.23)

Wie in Abbildung [B1] zu sehen, fithren die neu berechneten héheren Ordnungen
gegeniiber den alten Ergebnissen bis zur Ordnung O(«y) zu einer deutlichen Re-
duktion des theoretischen Fehlers. Der Fehler kann dadurch abgeschétzt werden,
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3.3. Renormierung im Ortsraum

dass die Konversionsfaktoren in Gl. B2I)) bis (B23)) zunéchst bei einer variablen
Skala f1 mit - X2 < p? < 5 berechnet und anschliefend mit Hilfe der Renormie-
rungsgruppenglelchung Gl B20) zur Skala p entwickelt werden. Die Variation
im Endergebnis ist ein Maf fiir den Fehler durch unbekannte Beitrige hoherer
Ordnung. In AbbildungB2lwerden die so bestimmten Fehler in unterschiedlichen
Ordnungen der Stérungstheorie fiir den Renormierungspunkt X3 = (3 GeV)™2
und ny = 4 aktive Quarks im Detail gezeigt. In den Ordnungen a? und o? zeigen
sich grole Korrekturen, die hiufig sogar aulerhalb der Fehlerabschéitzungen aus

den niedrigeren Ordnungen liegen.

Die hier betrachtete Skala liegt iiber dem in [@6] diskutierten Wert von pg =
2 GeV. Dementsprechend zeigt die Stérungsreihe in Abbildung ein deutlich
besseres Verhalten. Andererseits stellt die hier diskutierte Energieskala hohere
Anforderungen an die Gittersimulationen — insbesondere an den verwendeten
Gitterabstand — und fiithrt somit zu gréfleren Gitterfehlern.
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Abbildung 3.2: Ergebnisse und Fehler fiir die Konversionsfaktoren Z%(fio)/Z% mit
(3GeV)? und ny = 4 in verschiedenen Ordnungen
der Storungstheorie. Der angegebene Fehler ergibt sich durch Renormierungsgruppen-
entwicklung von einer variablen Skala p mit
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3.4. Zusammenfassung

3.4 Zusammenfassung

Fiir den Vergleich von Gittersimulationen und Stérungsrechnungen ist es oft
nétig, Ergebnisse von einem gitterspezifischen Renormierungsschema in das MS-
Schema zu konvertieren. Die Umrechnungsfaktoren hierfiir kénnen fiir Strom-
korrelatoren im ,,X-space“-Schema aus bekannten Ergebnissen bis zur Ordnung
a2 im Falle von Tensorstrémen bzw. bis a? fiir andere Lorentzstrukturen be-
stimmt werden. Zur Berechnung dieser Faktoren werden lediglich die entspre-
chenden Stromkorrelatoren im Ortsraum benoétigt, die sich direkt durch Fourier-
Transformation aus den bekannten logarithmischen Anteilen der Impulsraum-
korrelatoren gewinnen lassen. Dabei zeigt eine Betrachtung der Eigenschaften
der Fourier-Transformation, dass sich die logarithmische Struktur im Ortsraum
durch Einfithrung eines neuen modifizierten MS-Schemas (genannt MS) deutlich
vereinfachen ldsst.

Die neuen Ergebnisse fiir die Umrechnungsformeln reduzieren selbst fiir kleine
Energieskalen im Bereich von 3 GeV den Fehler aus der Konversion gegeniiber
den alten O(as)-Ergebnissen in [I02] um mehr als 50% und stellen somit eine
erhebliche Verbesserung dar.
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Anhang A

Diagonale Korrelatoren

Im Folgenden werden die in dieser Arbeit relevanten Ergebnisse fiir die diagona-
len Korrelatoren in analytischer Form als Funktionen von z = ¢?/ 4m2 angege-
ben. ny, entspricht der Zahl der schweren Quarks mit Masse mg, n; der Zahl der
leichten Quarks mit Masse 0. In den Formeln treten folgende Funktionen auf:

=1 , /(1 =1
=D Lin =Lin (5 ) =3 5
k=1 k=1
¢y =24 Liy +log* 2 — 6¢2 1og? 2, L, =log(—4z). (A.1)

A.1 Niederenergieentwicklung

Die Niederenergieentwicklung der diagonalen Polarisationsfunktionen lautet

3 [e.9]
) _ o.n
(2) = 7o > cham. (A.2)
n=1
Die Momente C? lassen sich in eine Stérungsreihe in as = o, /7 entwickeln:
e . -
Cin S Cal, (A3)
i=0

Die in R2R4H2]] berechneten analytischen Ergebnisse fiir die fithrenden 30 Ter-
me bis zur Dreischleifenordnung (i = 2) stehen unter
lhttp://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/Progdata/ttp07/ttp07-32/]
zur Verfiigung. Auf Vierschleifenniveau sind die ersten drei bzw. vier Momente
der Korrelatoren bekannt [Z9H33] und unter
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A.1. Niederenergieentwicklung

[http://www-ttp.particle.uni-karlsruhe.de/Progdata/ttp09/ttp09-18/|
verfiighar. Die fiihrenden Terme im MS-Schema mit p? = mg lauten
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A.1. Niederenergieentwicklung
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Die fiir die Umrechnung in das On-shell-Schema benétigten Formeln sind in
Anhang [D.3] angegeben. Der Singulettbeitrag zu den fiihrenden drei Momente
des Vektorstromkorrelators ist
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ST TE77368 972 % 192456 0 54 b
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(
$271883051089920 * 156764160 * + 83691159552 >
745372259

~ 11803776
(30 7118016595194017 22845879073 343009147408727
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B (A.16)

7315660800
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A.2 Schwellenentwicklung

Das Schwellenverhalten der Polarisationsfunktionen kann mit Hilfe der nichtre-
lativistischen QCD (NRQCD) [I031[I04] berechnet werden. Aus den bekannten
NNLO-Ergebnissen in [[05HIOT] kénnen die hier verwendeten Schwellenentwick-
lungen der Form

H(z),é(z) _ i io: KT(LQ&&( /1 _ z)nlog(l _ Z)m (Al?)

n=n; m=0
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A.2. Schwellenentwicklung

fiir die Korrelatoren der skalaren Strome, Vektorstrome und Axialvektorstrome
hergeleitet werden; die entsprechende Rechnung fiir den pseudoskalaren Korrela-
tor wurde in B3] durchgefiihrt. Explizite Ergebnisse fiir das naive Schwellenver-
halten finden sich in AR5 bis zur Ordnung o2 und in [B4B5] bis a?. In dieser
Arbeit werden die Koeffizienten zur Ordnung a? benétigt; die bislang bekann-
ten Ergebnisse lauten im On-shell-Schema fiir n;, = 1 massives und n; masselose
Quarks

2
K9 = §C37T2 ;

K(_gl)év =— %7‘(’3 - % log 27% — %ng +nl(— N%ﬂg + 2—17 log 273 + §C37T> ,
3
KO = %W?’ + %nl,
KO(:I’)’U:—%—2;)1—?jﬂ2+%ﬂ4+;—ilog2+§log2ﬂ2—%10g22
a0 (57 5~ g R g 2 5560)
—i—n?(—%—ﬁﬂQ—i—%logQ—%logQQ),
ég)’vZ%+%W2—%log2+m<—%+%log2>
+n12(45§—%10g2>,
é?é)’UZ—%Jr%m—ﬁn?, (A.18)
K®a__ 22_7;2 , (A.19)
KD %2 , (A.20)
K9 = seor?,
K(_?’l)(’)p = %7‘(’3 — % log 273 — %ng —|—nl( — 16%713 + 2—17 log 27 + %Cgﬂ') ,
3
(,31)ip——%7r3+§—4 0
é?)’p:—%—%w2+%w4+%log2+3log2w2—%log22
o (G 5 T B 3 2 560)
—i—n?(—%—ﬁﬂQ—i—%logQ—%logQQ),
Kég)’p:%4—%WQ—%logﬂ%—m(—%%—%logZ) +n%<%—%log2),
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121 11 1
g@e_ 121 11 - 1 5 A21
03 102 "1™ 132" (A4.21)
A.3 Hochenergieentwicklung
Die euklidische Hochenergieentwicklung der Polarisationsfunktionen ist
[e.e] 1 n
°(z)= Y H), <;> log(—4z2)™ (A.22)
n,m=0
mit 3
H? 0 (A.23)

nm — 167‘(’2 nm *

Auf Dreischleifenniveau sind die fithrenden fiinf Koeffizienten bis n = 4 in der
Entwicklung des skalaren und des pseudoskalaren Korrelators in [I08] angegeben;
fiir den Vektor- und den Axialvektorkorrelator sind in [I09] bzw. [II0] je sieben
Terme zu finden. In dieser Arbeit werden die Koeffizienten in Vier- und Fiinf-
schleifenordnung bendétigt. Einige der im Folgenden aufgefiihrten Koeffizienten
wurden in [BIHTIOTMITT] berechnet, andere sind bislang unveréffentlicht [7H[76].

Einige Teilergebnisse sind nicht vollstéindig analytisch bekannt. Sie werden hier
durch folgende Konstanten parametrisiert:
Nyos05¢3 = — 9090,20867997705001441370259427902082417
Nyos05e4 ~ — 63850,1424496280567654758079403655066039675528545348 |
Nyos112¢2 ~ — -4647,35245483119362798782761020092568381
Nyos112¢3 = — 28107,5715670960878830893417996758562446024390712307 ,
Nyoeo2¢2 ~ — 4609,64010449680326204100165437574570967564954728942
Nyos111e2 = — 7607,58935727331640672412576730534525017830137117901 ,
Nyor117¢1 = — 758,669486731967257046185950411227644240941810349848 ,
Nyor118e1 =~ — 929,858212294016976382457232976107077779091868024097 ,
Nyogo2e0 ~= — 22,537603466457242084574556324043716786729915023722
Nyogo3e1 =~ — 5,5459654251191013 . (A.24)

Die Hochenergieentwicklungen bis zur Ordnung 2z ~2a? lauten im On-shell-Schema
mit u? = mg fiir ny, = 1 massives und n; masselose Quarks

3 [20 4 2 1,1 1
0),v _
H()”_16W2[9 —gLZ+;+;(Z+§LZ>}, (A.25)
3 [10 4 6. 1
(1)7U: __ _ _ _ __4L
I mwg[g gLe = 5 G+ S (-4L:)
1,1 5 4
+ 2_2<E — oL L2+ §C3>] , (A.26)
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Fiir die logarithmischen Terme D((]QL’(S mit m > 0 gilt D((]Qb’a = D((]QL’U und D((]Qb’p =
D(()Qf. Die Koeffizienten Dgé)’é sind bislang unbekannt.
Fiir die Fouriertransformation in den Ortsraum (siehe Kapitel @) werden die

Koeflizienten Dé?f mit m > 0 im MS-Schema benétigt. Fiir die Polarisations-
funktionen

167T2 Z nm( > log(—42)™ ,

nm*

<1> log(—42)™ (A.36)

(A.37)

167T2

nm—

des Tensorstromkorrelators lauten diese bis zur Vierschleifenordnung [06]
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1944 18 486

Fiir skalare Stréme und Vektorstrome sind die Koeffizienten D(()Zr)r;(s sogar bis zur
Ordnung o? verfiighar. Die benétigten logarithmischen Beitriige zum Vektor-
stromkorrelator sind dabei unabhéngig vom Schema und kénnen bis zur Vier-
schleifenordnung aus Gl. (A25) {ibernommen werde. Die Fiinfschleifenbeitrige

89



A.3. Hochenergieentwicklung

und die Koeffizienten des skalaren Korrelators sind
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A.4 Abschitzungen aus Padé-Approximation

Im Folgenden sind die durch Padé-Approximation (vgl. Abschnitt 23Tl gewon-
nenen Abschétzungen fiir hohere Entwicklungskoeffizienten im Niederenergie-,
Schwellen- und Hochenergiebereich fiir die vier betrachteten Stromkorrelatoren
aufgefiihrt [B5]. In den Tabellen [AT] bis [A4] sind die Entwicklungskoeffizienten
im On-shell-Schema angegeben. Fiir die Momente der Niederenergieentwicklung
sind in den Tabellen bis [A-§ zusitzlich die Ergebnisse im MS-Schema auf-
gefiihrt.
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A.4. Abschitzungen aus Padé-Approximation

n =3 n; =4 n;=>5
C®v 366,1748 3080188 252,839
C( U 3815001 330,5835  282,0129
C( Jv 3859331 3387065  294,2224
C( JU383.073(11) 339,913(10)  298,576(9)
C( v 378.688(32) 338,233(32) 299,433(27)
C( )U373536(61) 335,320(63) 298,622(54)
C§ v 368,23(9)  331,90(10)  296,99(9)
c 363,03(13)  328,33(14)  294,94(12)
053* 358,06(17) 324,78(18)  292,72(16)
C®" 35335(20)  321,31(22)  290,44(19)
KO(?’)’ 17(11) 17(29) 16(10)
DY 2,0(42) 1,2(83) 1,4(21)

Tabelle A.1: Aus der rekonstruierten Vektorpolarisationsfunktion gewonnene Entwick-
lungskoeffizienten im On-shell-Schema. Die fithrenden drei Niederenergiemomente sind
exakt bekannt. Die Fehler beziehen sich jeweils auf die letzten zwei Stellen, d.h. 2,0(42)
bedeutet einen Fehler von 4,2.

n; =3 n =4 n;=29
c®P 16,0615 8,6753 92,0489
(PP 230,9502 199,8289 170,2403
cPP 3205093 283,8922 248,8971
cPP 3591116 321,5253 985,5120
CPP 376,3673(23) 339,2386(21) 303,6025(20)
CP 383,6206(84) 347,4338(75) 312,6556(70)
C¥P  385794(18)  350,695(17)  316,925(16)
CcPP  385250(32)  351,252(20)  318,511(28)
C{PP 383.215(48)  350,278(44)  318,533(42)
C¥P 380,360(66) 348,424(61)  317,620(58)
KT 2(76) 8(27) 11(42)
DY 4.98(57) 4,11(48) 3,46(45)

Tabelle A.2: Aus der rekonstruierten pseudoskalaren Polarisationsfunktion gewonne-
ne Entwicklungskoeffizienten im On-shell-Schema. Die fithrenden vier Niederenergiemo-
mente sind exakt bekannt.
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AA4.

Abschétzungen aus Padé-Approximation

n; =3 n =4 nyg=29
c®® 1651328 1381938 1127427
cP* 1051185 90,0956 75,8274
cP* 755564 65,5198 55,9690
C\P 57,7298(29) 50,4287(42) 43,4720(39)
Ci¥® 46005(9)  40,397(13)  35,048(12)
CcPe 37813(17)  33,338(24)  29,065(22)
C¥ 31825(25)  28,151(36)  24,639(33)
CP 27201(34)  24,206(48)  21,255(44)
CPe 23759(42)  21,123(59)  18,599(54)
C¥® 20043(49)  18,658(69)  16,468(63)
KPP 1668(25)  14,28(48)  11,91(37)
DY 1,69(27) 1,26(38)  0,83(34)

Tabelle A.3: Aus der rekonstruierten Axialvektorpolarisationsfunktion gewonnene Ent-

wicklungskoeffizienten im On-shell-Schema.

n =3 n; =4 ny=2>5
c®* 20665 —3,9663  —5,3866
c{¥* 509301 49,7941 40,2628
c¥* 69,5687 59,9811 50,8880
C{®* 64,641(14) 56,534(14) 48,819(13)
CP* 57168(43) 50,399(41) 43,946(39)
¥ 50,069(81) 44,374(76) 38,941(73)
c¥* 4395(12)  39,10(12) 34,47(111)
c{¥* 3881(16) 34,64(15) 30,65(149)
CcP* 3452(20)  30,89(19) 27,41(184)
C\¥* 30,93(24) 27,73(22) 24,67(216)
K 174011)  149(11)  12,6(12)
pP* 7.7(10) 6,3(9) 5,1(8)

Tabelle A.4: Aus der rekonstruierten skalaren Polarisationsfunktion gewonnene Entwick-

lungskoeffizienten im On-shell-Schema.
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A.4. Abschitzungen aus Padé-Approximation

n =3 n; =4 ny=2>5
2B 56404 —7,7624  —9,6923
2B 34937 26438  —1,8258
2B 98305 —1,1745 0,4113

G

1

(3

2

3

3

Bv - _3349(11) —1,386(10)  0,471(9)

(v _3737(32) —1,754(32)  0,104(27)
B)v _3735(61) —1,910(63) —0,228(54)
3
.
(3
8

(3
9

3
1

v _339(10)  —1,85(10)  —0,46(9)
7B _985(13)  —1,67(14)  —0,66(12)
7B _990(17)  —147(18)  —0,91(16)
7®w 165200 —1,37(22)  —1,30(19)

Tabelle A.5: Aus der rekonstruierten Vektorpolarisationsfunktion gewonnene Entwick-
lungskoeffizienten im MS-Schema bei der Skala yu = my.

n; =3 n; =4 n =5
8P 192224 —72260  —12,4695
3P 70659 6,0605 5,1954
P 14,5789 14,8438 15,1394
o3P 13,3278 14,3313 15,3164
9P 9.9948(23) 11,4153(21) 12,7852(19)
o 6.8011(84)  8,3991(75)  9,9221(70)
P 4311(18)  5,907(17)  7,408(16)
P 2548(32)  4,008(20)  5,356(28)
CPP 1373(48)  2,594(44)  3,690(42)
CHP 0,612(66) 1,517(61)  2,285(58)

Tabelle A.6: Aus der rekonstruierten pseudoskalaren Polarisationsfunktion gewonnene
Entwicklungskoeffizienten im MS-Schema bei der Skala p = m,,.

94



A.4. Abschitzungen aus Padé-Approximation

n =3 n; =4 n;=>5
c®e 94297 —2,6606 —2,7958
i 38059 — 92,8384 ~1,9120
cPe —2,6066 —1,7770 —0,9920
C" _1,7688(29) —1,1387(42) —0,5498(39)
Ce _1144(9)  —0,692(13)  —0,278(12)
CP  _0,678(17) —0,376(24) —0,109(22)
Ce _0,344(25)  —0,166(36)  —0,022(33)
CP® —0,121(34)  —0,047(48)  —0,004(44)
CP0,009(42)  —0,004(59)  —0,046(54)
CHe 0,061(49)  —0,024(69) —0,138(63)

Tabelle A.7: Aus der rekonstruierten Axialvektorpolarisationsfunktion gewonnene Ent-
wicklungskoeffizienten im MS-Schema bei der Skala p = m,.

n; =3 n =4 n =5
,P),s —5,4135 —7,0456 —8,1981
—53)78 —12,9598  —11,6485  —10,3292
—?(’3),5 —6,6011 —5,4063 —4,2477
o35 _3972(14) —3,002(14) —2,073(13)
o —2,665(43) —1,903(41) —1,181(39)
o8 1 843(81) —1,265(76) —0,723(73)
s _126(12)  —0,84(12)  —0,45(11)
o3 _0,82(16)  —0,54(15)  —0,29(15)
C®* —051(20)  —0,35(19)  —0,22(18)
C\¥* _030(24) —0,25(22) —0,22(22)

Tabelle A.8: Aus der rekonstruierten skalaren Polarisationsfunktion gewonnene Entwick-
lungskoeffizienten im MS-Schema bei der Skala 1 = m,.
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A.5. Die Baker-Gammel-Wills-Vermutung

A.5 Die Baker-Gammel-Wills-Vermutung

Die urspriingliche Baker-Gammel-Wills-Vermutung [[7] lautet folgendermafen:
Gegeben sei die Potenzreihe P(z) einer Funktion f(z). f(z) sei analytisch und
eindeutig fiir 2 < 1 mit Ausnahme von M Polen im Inneren und dem Punkt
z = +1. Ferner sei f(z) in Bezug auf Punkte mit z < 1 stetig bei z = +1. G sei
das Gebiet, das sich durch Heraussschneiden von kleinen Kreisen ergibt, deren
Zentren auf den Polstellen liegen. Dann konvergiert in G zumindest eine Teilfolge
der diagonalen Padé-Approximanten [m/m](z) fiir m — oo gleichférmig gegen

f(z).

Bedauerlicherweise erfiillen die in dieser Arbeit betrachteten Koeffizienten der
Polarisationsfunktionen als Funktionen von w die Voraussetzungen dieser Ver-
mutung nicht, da sie der Forderung der Analytizitit und Eindeutigkeit auf dem
Rand des Kreises nicht geniigen. Zudem sind mittlerweile Gegenbeispiele zur
Baker-Gammel-Wills-Vermutung bekannt [[I2]. Da nach Subtraktion der be-
kannten logarithmischen Anteile der Polarisationsfunktionen die Voraussetzun-
gen jedoch annéhernd erfiillt sind und nur bislang nur wenige Gegenbeispiele zur
Vermutung existieren, scheint es plausibel, dass das Konvergenzverhalten auch
fiir die hier interessierenden Funktionen gut ist.
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Anhang B

Nichtdiagonale Korrelatoren

Im Folgenden sind die Ergebnisse fiir die in dieser Arbeit berechneten Drei-
schleifenbeitréige zu den nichtdiagonalen Korrelatoren als Funktionen von z =
q*/m aufgefiihrt.

B.1 Niederenergieentwicklung

Im Niederenergiebereich gilt fiir die nichtdiagonalen Korrelatoren die Entwick-
lung

[e.e]
M(2) = 705 D " (B.1)
n=1

mit § € {v, s}. Auf Dreischleifenniveau treten zum ersten Mal Korrekturen
auf, die proportional zur Zahl der aktiven Quarks sind. Cflz)’é[nh] bezeichnet
die Beitréige, die proportional zur Zahl der massiven Quarks mit Masse m, sind,
Cflz)’é[nl] steht fiir die Beitrdge der masselosen Quarks. Die restlichen Dreischlei-
fenkorrekturen ergeben C’,gZ)’U[l]. In [{] wurden die Dreischleifenmomente bis
n = 6 bzw. n = 7 berechnet. Die Momente bis n = 30 wurden im Rahmen
dieser Arbeit bestimmt; sie sind in numerischer Form in den Tabellen [B.]] bis
[B4 angegeben.
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B.1. Niederenergieentwicklung

SIOK o 01(12),11[1] C‘?’”[ﬂh] 01(12),11[”1]
1 05 0,457734 -1,51195  0,0166564 0,337837
2 0,133333 0,048308  -0,840974  -0,0369934  0,187255
3 0,0555556  -0,115602  -0,665554  -0,0289884  0,135615
4 0,0285714  -0,115219  -0,475376  -0,0213752  0,104474
5 0,0166667  -0,102152  -0,309702  -0,0161172  0,0832408
6 0,010582 -0,0880811  -0,177592  -0,0125094  0,067963
7 0,00714286  -0,0756354  -0,0753998  -0,00996452  0,0565728
8 0,00505051  -0,0651894  0,00291844 -0,00811379  0,0478459
9 0,0037037  -0,0565463  0,0628596  -0,00672995  0,0410083
10 0,0027972  -0,0494003  0,108797  -0,00566985  0,0355496
11 0,0021645  -0,0434648  0,144058  -0,00484063  0,031121
12 0,0017094  -0,0385013  0,171144  -0,00418016  0,0274778
13 0,00137363  -0,0343196  0,191926  -0,00364579  0,024444
14 0,00112045  -0,0307699  0,207816  -0,00320745  0,0218902
15 0,000925926 -0,0277347  0,219882  -0,0028435  0,0197199
16 0,000773994 -0,0251214  0,22894 -0,00253805  0,0178596
17 0,000653595 -0,0228568  0,23562 -0,00227923  0,0162527
18 0,000556948 -0,0208824  0,240408  -0,00205802  0,0148551
19 0,000478469 -0,0191512  0,243686  -0,00186749  0,0136316
20 0,000414079 -0,0176253  0,245754  -0,00170221  0,0125545
21 0,00036075 -0,0162738  0,24685 -0,00155793  0,0116011
22 0,000316206 -0,0150713  0,247164  -0,00143123  0,0107532
23 0,000278707 -0,0139968  0,246847  -0,00131937  0,00999562
24 0,000246914 -0,0130328  0,246023  -0,00122012  0,00931596
25 0,00021978  -0,0121648  0,24479 -0,00113166  0,00870382
26 0,000196483 -0,0113806  0,243229  -0,00105247  0,00815053
27 0,000176367 -0,0106696  0,241406  -0,000981314 0,00764873
28 0,000158907 -0,0100231  0,239376  -0,000917133 0,0071922
29 0,000143678 -0,00943357 0,237182  -0,000859046 0,00677564
30 0,000130336 -0,00889448 0,234861  -0,000806306 0,00639448

Tabelle B.1: MS-Ergebnisse fiir die Momente des nichtdiagonalen Vektorkorrelators.
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B.1. Niederenergieentwicklung

n QO o co Pl D]

1 05 1,79107 13,9374 0,120224 -0,70353

2 0,133333 0,662803 7,43818 0,0182424 -0,368141

3 0,0555556 0,328843 4,33772 0,00553401 -0,211507

4 0,0285714 0,189542 2,76694 0,00229732 -0,133553

5 0,0166667 0,12007 1,88491 0,00114399 -0,0903203

6 0,010582 0,0812311 1,34868 0,000642015  -0,0642741

7 0,00714286  0,057698 1,00228 0,000392196  -0,0475638

8 0,00505051 0,0425547  0,767618  0,000255268  -0,036305

9 0,0037037 0,0323425  0,602477  0,000174529  -0,0284161
10 0,0027972 0,0251917  0,482571  0,000124113  -0,0227087
11 0,0021645 0,0200273  0,39321 0,0000911431 -0,0184679
12 0,0017094 0,0161996  0,325124  0,0000687454 -0,0152449
13 0,00137363  0,0132995  0,272254  0,0000530367 -0,0127477
14 0,00112045  0,0110602  0,230519  0,0000417163 -0,0107802
15 0,000925926 0,00930234 0,197094  0,0000333657 -0,00920699
16 0,000773994 0,0079023  0,169981  0,0000270793 -0,00793277
17 0,000653595 0,00677283 0,147737  0,0000222619 -0,00688875
18 0,000556948 0,00585114 0,129302  0,0000185115 -0,00602447
19 0,000478469 0,00509123 0,113881  0,0000155505 -0,00530231
20 0,000414079 0,00445887 0,100876  0,0000131832 -0,00469381
21 0,00036075  0,0039282  0,0898235 0,0000112689 -0,00417715
22 0,000316206 0,00347942 0,0803661 9,70504-10%  -0,00373538
23 0,000278707 0,00309724 0,0722219 8,41541-107%  -0,00335524
24 0,000246914 0,00276964 0,0651675 7,34283-107%  -0,00302617
25 0,00021978  0,00248717 0,059024  6,44376-107%  -0,00273977
26 0,000196483 0,00224226 0,0536469 5,68469-1076  -0,00248924
27 0,000176367 0,00202882 0,0489187 5,03955-107%  -0,00226905
28 0,000158907 0,00184192 0,0447429 4,48785-10~6  -0,00207469
29 0,000143678 0,00167755 0,0410402 4,01335-107%  -0,00190242
30 0,000130336 0,00153237 0,0377444 3,60308-10~%  -0,00174915

Tabelle B.2: On-shell-Ergebnisse fiir die Momente des nichtdiagonalen Vektorkorrelators.
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B.1. Niederenergieentwicklung

n 6,1(10),3 C,T(Ll),s 61(12)’3[1] 01(12)’3[71/1] 01(12),3[7”]

1 0,666667 1,57327 1,96474 0,318385 0,10395

2 0,166667 0,448874 1,88733 0,0227548 0,0482836

3 0,0666667 0,105476 0,568422 -0,0101555 0,0611662

4 0,0333333 -0,00220046 0,0533308  -0,0135235 0,061822

5 0,0190476 -0,0379241  -0,105391  -0,0122232 0,057017

6 0,0119048 -0,0485967  -0,127296  -0,0103375 0,0508702

7 0,00793651  -0,0498615  -0,0996777 -0,00864624  0,0448949

8 0,00555556  -0,0475535  -0,0570883 -0,00726096  0,0395564

9 0,0040404 -0,0440122  -0,0131535 -0,00615011  0,0349359
10 0,0030303 -0,0402101  0,0270349  -0,00525962  0,0309825
11 0,002331 -0,0365484  0,0619251  -0,00454077  0,0276087
12 0,0018315 -0,0331799  0,091418 -0,00395496  0,0247245
13 0,0014652 -0,0301469  0,115973 -0,00347273  0,0222496
14 0,00119048  -0,0274437  0,13622 -0,00307183  0,0201158
15 0,000980392 -0,0250447  0,152798 -0,00273539  0,0182666
16 0,000816993 -0,0229181  0,166288 -0,00245059  0,0166558
17 0,000687994 -0,0210316  0,177197 -0,00220754  0,0152455
18 0,000584795 -0,0193549  0,185954 -0,00199858  0,0140045
19 0,000501253 -0,0178613  0,192917 -0,00181768  0,0129074
20 0,0004329 -0,016527 0,198387 -0,0016601 0,0119333
21 0,000376435 -0,0153315  0,202612 -0,00152201  0,0110646
22 0,000329381 -0,0142573  0,205797 -0,00140036  0,0102869
23 0,000289855 -0,0132893  0,208115 -0,00129266  0,00958805
24 0,00025641  -0,0124143  0,209706 -0,00119686  0,0089578
25 0,00022792  -0,0116212  0,21069 -0,00111129  0,00838756
26 0,0002035 -0,0109004  0,211165 -0,00103454  0,00786998
27 0,000182448 -0,0102435  0,211213 -0,000965442  0,0073988
28 0,000164204 -0,00964344 0,210905 -0,000903023  0,00696868
29 0,000148313 -0,0090939  0,210299 -0,000846448  0,00657499
30 0,000134409 -0,00858947  0,209443 -0,000795014  0,00621375

Tabelle B.3: MS-Ergebnisse fiir die Momente des nichtdiagonalen skalaren Korrelators.
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B.1. Niederenergieentwicklung

n QO o(s o] Py D]

1 0,666667 1,57327 1,96474 0,318385 0,10395

2 0,166667 0,893319 7,82723 0,0572772 -0,298839

3 0,0666667 0,461031 5,39936 0,0174624 -0,216532

4 0,0333333 0,264466 3,09258 0,00718989 -0,146451

5 0,0190476 0,165251 2,47097 0,00355842 -0,101667

6 0,0119048 0,110133 1,7652 0,00199191 -0,073102

7 0,00793651 0,0771226 1,30422 0,0012173 -0,0542829

8 0,00555556  0,0561502  0,991555  0,000794262  -0,0414388

9 0,0040404 0,0421831 0,772245  0,000545139  -0,0323848
10 0,0030303 0,0325172  0,613862  0,000389501  -0,0258193
11 0,002331 0,0256116  0,496564  0,000287535  -0,0209399
12 0,0018315 0,0205442  0,40778 0,000218073  -0,0172353
13 0,0014652 0,0167395  0,33929 0,000169189  -0,0143699
14 0,00119048  0,0138262  0,285569  0,000133824  -0,012117
15 0,000980392 0,0115566  0,24281 0,000107627  -0,0103199
16 0,000816993 0,00976161 0,208328  0,0000878208 -0,00886787
17 0,000687994 0,00832286 0,180196  0,0000725749 -0,00768109
18 0,000584795 0,00715578 0,157002  0,0000606529 -0,00670105
19 0,000501253 0,00619887 0,137698  0,0000511984 -0,00588414
20 0,0004329 0,00540666 0,121493  0,0000436063 -0,00519742
21 0,000376435 0,00474501 0,107783  0,0000374408 -0,00461567
22 0,000329381 0,00418797 0,096101  0,0000323825 -0,00411935
23 0,000289855 0,00371556 0,0860806 0,0000281942 -0,00369316
24 0,00025641 0,00331222 0,0774336 0,0000246968 -0,00332498
25 0,00022792  0,00296571 0,0699299 0,0000217539 -0,00300517
26 0,0002035 0,00266631 0,0633845 0,0000192599 -0,00272594
27 0,000182448 0,00240624 0,0576474 0,0000171325 -0,00248098
28 0,000164204 0,00217922 0,0525962 0,0000153069 -0,00226512
29 0,000148313 0,00198014 0,0481302 0,0000137314 -0,00207411
30 0,000134409 0,00180479 0,044166  0,0000123646 -0,00190444

Tabelle B.4: On-shell-Ergebnisse fiir die Momente des nichtdiagonalen skalaren Korre-

lators.
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B.2. Hochenergieentwicklung

B.2 Hochenergieentwicklung

Die Hochenergieentwicklung der nichtdiagonalen Korrelatoren lautet

o 1 n
(o) = 3 (7)) os(-2)" (8.2
n,m=0
mit 3
H) = DS . (B.3)

Die Ergebnisse fiir die Hochenergiekoeffizienten bis zur Dreischleifenordnung und
n < 6 bzw. n < 7 finden sich in H]. Die neu berechneten Koeffizienten mit n > 7
sind in den Tabellen [B.A] bis [B.12] in numerischer Form aufgefiihrt. Dg)’v[nh]
und D%)’v[nl] bezeichnen den zur Zahl der massiven bzw. masselosen Quarks

proportionalen Anteil; D£L22)’v[1] steht fiir den verbleibenden Dreischleifenbeitrag.
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B.2. Hochenergieentwicklung

n Dr(zo)’v DS)’U D&)w DSQ)’U

7 0,000452327  0,00110124 -0,00170017  -0,000301551
8  0,000271396  0,000830190  -0,000941701  -0,000180931
9  0,000175905  0,000614835  -0,000574250  -0,000117270
10 0,000120620  0,000461501  -0,000375200  -0,0000804136
11 0,0000863533  0,000353289  -0,000258246  -0,0000575689
12 0,0000639654  0,000275840  -0,000185134  -0,0000426436
13 0,0000487121  0,000219314  -0,000137136  -0,0000324747
14 0,0000379575  0,000177222  -0,000104350  -0,0000253050
15 0,0000301551  0,000145284  -0,0000812089 -0,0000201034
16 0,0000243561  0,000120628  -0,0000644172 -0,0000162374
17 0,0000199556  0,000101295  -0,0000519423 -0,0000133037
18 0,0000165557  0,0000859228 -0,0000424841 -0,0000110372
19 0,0000138872 0,0000735439 -0,0000351846 -9,25815-10~6
20 0,0000117633 0,0000634615 -0,0000294626 -7,84220-10~6
21 0,0000100517 0,0000551642 -0,0000249146 -6,70114-10~6
22 8,65697-107%  0,0000482717 -0,0000212547 -5,77131-10~6
23 7,50898-107%  0,0000424971 -0,0000182767 -5,00599-10~6
24 6,55546-107%  0,0000376211 -0,0000158291 -4,37031-10~6
25 5,75689-107%  0,0000334742 -0,0000137990 -3,83792-10~6
26 5,08300-107%  0,0000299242 -0,0000121012 -3,38867-10~°
27  4,51038-107%  0,0000268664 -0,0000106705 -3,00692-10~6
28  4,02068-107% 0,0000242179 -9,45645-107% -2,68045-1076
29 3,59942-107% 0,0000219117 -8,41954-1076  -2,39961.10~6
30 3,23503-107%  0,0000198939 -7,52865-107%  -2,15669-10~°

Tabelle B.5: Koeffizienten in der Hochenergieentwicklung der Vektorpolarisationsfunk-

tion im On-shell-Schema bis zur Zweischleifenordnung.
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B.2. Hochenergieentwicklung

U T
7 -0,503256 -0,169804 0,190211  -0,0188269
8 -1,21637 -0,809964 0,563975  -0,0323494
9 -3,22936 -3,60378 1,80578 -0,0545926
10 -9,31055 -15,7855 6,44795 -0,0940592
11 -29,2746 -71,8186 25,7898 -0,163961
12 -99,6095 -344,647 114,015 -0,290201
13 -360,132 -1745,77 546,953 -0,519492
14 -1347,05 -9285,36 2799,77 -0,939799
15 -5023,73 -51522,2 15095,4 -1,71479
16 -17526,4 -296464 84914,1 -3,15239
17 -47971,2 -1,76011-10° 494863 -5,83208
18 -2698,75 -1,07375-107  2,97215-10°  -10,8495
19  1,54261-10° -6,70810-107  1,83216:107  -20,2804
20 1,85140-10"  -4,27979-108  1,15543-108  -38,0696
21  1,69982:10% -2,78208-10°  7,43478-10%  -71,7300
22 1,41494-10° -1,83905-10'°  4,87053-10°  -135,602
23 1,12440-10'° -1,23419-10'"  3,24241-10'0  -257,111
24 8,72037-10'° -8,39680-10'  2,19009-10'"  -488,810
25 6,67473-10'%  -5,78442-10'2  1,49890-10'2  -931,563
26 5,07380-10'%2 -4,03049-10'3  1,03824-10'3  -1779,27
27 3,84460-10'3 -2,83792-10'  7,27093-10'3  -3405,22
28 2,91069-10* -2,01757-10'°  5,14362-10'*  -6529,06
29  2,20501-10"° -1,44720-10'6  3,67275-10%  -12539,9
30 1,67306-10'6 -1,04669-10'7 2,64518-10'6  -241221

Tabelle B.6: Koeffizienten des Dreischleifenbeitrags in der Hochenergieentwicklung der

Vektorpolarisationsfunktion im On-shell-Schema fiir ny = n; = 0.
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B.2. Hochenergieentwicklung

n_ D] DRV DR DG
7 -1,24281 -0,598319 0,535984  -0,0415336
8 -3,12032 -3,05683 1,64810 -0,0507008
9 -8,38078 -13,5956 5,61845 -0,0596662
10 -25,0858 -61,4288 21,9392 -0,0685035
11 -83,3006 -293,336 96,3580 -0,0772546
12 -298,092 -1485,12 462,828 -0,0859449
13 -1107,78 -7916,92 2378,05 -0,0945907
14 -4089,05 -44083,3 12877,1 -0,103203
15 -13918,6 -254665 727512 -0,111790
16 -34943,0 -1,51808-109 425789 -0,120356
17 35116,8 -9,29807-10  2,56789-10  -0,128906
18  1,56392-10°  -5,83138-107  1,58929-107  -0,137443
19  1,75058-107  -3,73432.10%  1,00613-108  -0,145969
20 1,57177-10%  -2,43614-10°  6,49786-10%  -0,154485
21 1,29535-10° -1,61585-10'0  4,27167-10°  -0,162994
22 1,02423-10'° -1,08790-10'"  2,85322-10'0  -0,171497
23 7,92334.1010 -7.42424-10'"  1,93331-10'  -0,179994
24 6,05762-10'1  -5,12934-10'% 1,32714-10'%  -0,188486
25 4,60315-10'2 -3,58392-10'3  9,21884-10'2  -0,196973
26 3,48861-10'3 -2,53010-10'* 6,47357-10'  -0,205458
27 2,64255-104  -1,80322-10'°  4,59130-10'*  -0,213938
28 2,00337-10"® -1,29651-10'6  3,28636-10'°  -0,222416
29 1,52141-10'6 -9,39808-10'6 2.37238-10'6  -0,230892
30 1,15807-10'7 -6,86422-10'7 1,72613-10'7  -0,239365

Tabelle B.7: Zu n;, proportionale Beitrige zu den Koeffizienten in der Hochenergieent-
wicklung der Vektorpolarisationsfunktion auf Dreischleifenniveau im On-shell-Schema.
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B.2. Hochenergieentwicklung

n DDl D) D] DR

7 0,00552846 0,00223422 0,000443352  -0,0000335057
8 0,00356573 0,00137313 0,000336289  -0,0000201034
9 0,00249775 0,000903085 0,000259692  -0,0000130300
10  0,00185281 0,000625563 0,000205007  -8,93485-1076
11 0,00143291 0,000451320 0,000165218 —6,39654-10_6
12 0,00114369 0,000336428 0,000135604 —4,73818-10_6
13 0,000935609 0,000257594 0,000113079  -3,60830-10°6
14 0,000780639  0,000201690  0,0000956020 -2,81 167-10~6
15 0,000661943  0,000160935 0,0000818005 -2,23371-10~°
16 0,000568903 0,000130515 0,0000707294 —1,80415-10_6
17 0,000494540  0,000107343  0,0000617239 -1,47819-10~°
18 0,000434116 0,0000893764 0,0000543074 —1,22635-10_6
19 0,000384313 0,0000752286 0,0000481316 —1,02868-10_6
20 0,000342754 0,0000639334 0,0000429376 -8,71355-10~7
21 0,000307695 0,0000548044 0,0000385299 —7,44571-10_7
22 0,000277833 0,0000473446 0,0000347591 -6,41257-10~7
23 0,000252179 0,0000411880 0,0000315093 —5,56221-10_7
24 0,000229971 0,0000360610 0,0000286897 -4,85590-10~"
25 0,000210612 0,0000317564 0,0000262281 —4,26436-10_7
26 0,000193629 0,0000281150 0,0000240669 —3,76519-10_7
27 0,000178647 0,0000250135 0,0000221595 -3,34102-10~7
28 0,000165359 0,0000223550 0,0000204681 —2,97828-10_7
29 0,000153518 0,0000200628 0,0000189613 -2,66623-10~7
30 0,000142919 0,0000180758 0,0000176135 —2,39632-10_7

Tabelle B.8: Zu n; proportionale Beitrége zu den Koeffizienten in der Hochenergieent-
wicklung der Vektorpolarisationsfunktion auf Dreischleifenniveau im On-shell-Schema.
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B.2. Hochenergieentwicklung

n DO DD Dgl),s D7(112),s
7 0,000361861  0,00145583  -0,000853533  -0,000241241
8  0,000226163  0,000970772  -0,000533458  -0,000150776
9  0,000150776  0,000685646  -0,000353405  -0,000100517
10 0,000105543  0,000504448  -0,000245373  -0,0000703619
11 0,0000767585  0,000382978  -0,000176958  -0,0000511723
12 0,0000575689  0,000298191  -0,000131652  -0,0000383792
13 0,0000442837  0,000237069  -0,000100514  -0,0000295225
14 0,0000347944  0,000191818  -0,0000784331 -0,0000231962
15 0,0000278355  0,000157556  -0,0000623529 -0,0000185570
16 0,0000226163 0,000131110  -0,0000503717 -0,0000150776
17 0,0000186252  0,000110354  -0,0000412659 -0,0000124168
18 0,0000155210 0,0000938217 -0,0000342240 -0,0000103473
19 0,0000130703  0,0000804824 -0,0000286941 -8,71355-10~6
20 0,0000111098 0,0000695943 -0,0000242920 -7,40652-10~6
21 9,52267-107%  0,0000606142 -0,0000207446 -6,34845-10~6
22 8,22412:107%  0,0000531381 -0,0000178546 -5,48275-10~6
23 7,15141-107%  0,0000468612 -0,0000154766 -4,76761-10~6
24 6,25748-107%  0,0000415501 -0,0000135023 -4,17166-10~6
25  5,50659-107°  0,0000370243 -0,0000118496 -3,67106-10~6
26 4,87121-107%  0,0000331427 -0,0000104557 -3,24747-10~6
27  4,32997-107%  0,0000297935 -9,27188-107% -2,88664-1076
28 3,86604-107%  0,0000268876 -8,26006-107%  -2,57736-10~6
29 3,46611-107% 0,0000243534 -7,39012-1076  -2,31074-1076
30 3,11949-107%  0,0000221328 -6,63807-107%  -2,07966-10~°

Tabelle B.9: Koeffizienten in der Hochenergieentwicklung der skalaren Polarisations-

funktion im On-shell-Schema bis zur Zweischleifenordnung.
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B.2. Hochenergieentwicklung

2), 2), 2), 2),

n  oP*n)  pen pEem bR
7 -0,0756353 0,0877214  -0,00700857  -0,00492521
8 -0,0543340 0,392566 -0,0745037  -0,00757240
9 0,145950 1,76019 -0,467913  -0,00998021
10 1,24834 8,78107 -2,55929 -0,0147756
11 6,27553 46,0162 -13,6351 -0,0214027
12 27,6236 250,751 -73,6558 -0,0326159
13 112,298 1412.52 -408,556 -0,0501066
14 408,381 8199,62 -2333,31 -0,0790922
15 1108,74 48911,1 -13707,2 -0,126489
16 -491,399 299018 -82650,3 -0,205802
17 -43563,0 1,86902-10° -510278 -0,338920
18 -507994 1,19183-107  -3,21835-10°  -0,565063
19  -4,63497-106  7,73861-10"  -2,06927-107  -0,951644
20 -3,85109-10"  5,10762-10°  -1,35378-10% -1,61795
21 -3,05817-10%8  3,42164-10°  -8,99754-10% -2,77359
22 -2.37073-10°  2,32349-10'°  -6,06624-10° -4,79088
23 -1,81376-10'° 1,59749-10'' -4,14372-101°  -8,33193
24 -1,37796-10'1  1,11091-10'2 -2,86456-10'"  -14,5810
25 -1,04344-10'% 7,80678-10'%2 -2,00216-10'2  -25,6625
26 -7,89383-10'%2 5,53949-10'% -1,41363-10'3  -45,4030
27 -5,97510-10'3  3,96607-10'* -1,00748-10'*  -80,7164
28 -4,52965-10'%  2.86329-10'5 -7,24271-10'*  -144,136
29 -3,44133-101° 2,08321-10'6 -5,24887-10'°  -258,451
30 -2,62126-10'6  1,52665-10'7 -3,83255-10'6  -465,213

Tabelle B.10: Koeffizienten des Dreischleifenbeitrags in der Hochenergieentwicklung der

skalaren Polarisationsfunktion im On-shell-Schema fiir n, = n; = 0.
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B.2. Hochenergieentwicklung

n_ DPm] D] DS DSy
7 -0,874624 -0,690165 0,423849  -0,0263221
8 -2,40440 -3,17167 1,45139 -0,0347454
9 -7,02036 -14,3066 5,43367 -0,0431777
10 -22,4884 -66,9131 22,7888 -0,0516144
11 -78,3922 -330,355 105,373 -0,0600536
12 -288,838 -1719,66 525,321 -0,0684941
13 -1083,24 -9375,41 2775,38 -0,0769356
14 -392524 -53165,1 15357,3 -0,0853776
15 -12319,1 311774 88278,9 -0,0938200
16 -19987,5 -1,88198-10° 524056 -0,102263
17 164452 -1,16501-10"  3,19824-10°  -0,110706
18 2,62295-10  -7,37342.107  1,99943-107  -0,119149
19  2,58833-107  -4,75928-10%  1,27676-10°  -0,127592
20 2,22051-10%  -3,12633-10°  8,30773-10°  -0,136035
21 1,79132:10° -2,08632-10'0  5,49750-10°  -0,144478
22 1,40059-10° -1,41228-10'  3,69338-10'0  -0,152921
23 1,07683-10'" -9,68473-10'"  2,51556-10'"  -0,161364
24 8,20497-10""  -6,72030-10'?  1,73484-10'2  -0,169808
25 6,22412-10'2 -4,71405-10'3  1,21012-10'3  -0,178251
26 4,71371-10'3  -3,33986-10'*  8,52972-10'%  -0,186694
27 3,57024-10  -2,38811-10'°  6,07040-10'*  -0,195138
28 2,70755-10° -1,72218-10'6  4,35872-10'5  -0,203581
29 2,05742-10' -1,25180-10'7  3,15555-10'6  -0,212024
30 1,56726-10'7 -9,16614-10'7  2,30205-1017  -0,220468

Tabelle B.11: Zu nj, proportionale Beitridge zu den Koeffizienten in der Hochenergieent-
wicklung der skalaren Polarisationsfunktion auf Dreischleifenniveau im On-shell-Schema.
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B.2. Hochenergieentwicklung

n DP%m) D) DS DS

7 0,00446591 0,00175300 0,000544994  -0,0000268045
8 0,00305487 0,00109587 0,000382713  -0,0000167528
9 0,00222355 0,000734083 0,000283622  -0,0000111686
10 0,00169271 0,000517103 0,000218471  -7,81799-10°6
11 0,00133305 0,000378611 0,000173315 —5,68581-10_6
12 0,00107798 0,000285870 0,000140736 —4,26436-10_6
13 0,000890443 0,000221340 0,000116472  -3,28028-1076
14 0,000748436  0,000175004  0,0000979251 —2,57736-10_6
15 0,000638263  0,000140846  0,0000834385 -2,06189-10~°
16 0,000551022 0,000115095 0,0000719136 —1,67528-10_6
17 0,000480727 0,0000953045 0,0000625987 -1,37965-10~°
18 0,000423230 0,0000798366 0,0000549659 —1,14970-10_6
19 0,000375585 0,0000675677 0,0000486356 —9,68172-10_7
20 0,000335646 0,0000577080 0,0000433289 -8,22947-10~7
21 0,000301828 0,0000496914 0,0000388378 —7,05383-10_7
22 0,000272931 0,0000431048 0,0000350042 -6,09194-10~7
23 0,000248040 0,0000376414 0,0000317066 —5,29734-10_7
24 0,000226441 0,0000330707 0,0000288499 -4,63517-10~7
25 0,000207575 0,0000292167 0,0000263594 —4,07895-10_7
26 0,000190996 0,0000259437 0,0000241754 —3,60830-10_7
27 0,000176347 0,0000231456 0,0000222498 -3,20738-10~7
28 0,000163337 0,0000207389 0,0000205437 —2,86373-10_7
29 0,000151730 0,0000186573 0,0000190250 -2,56749-10~7
30 0,000141329 0,0000168474 0,0000176675 —2,31074-10_7

Tabelle B.12: Zu n; proportionale Beitrige zu den Koeffizienten in der Hochenergieent-
wicklung der skalaren Polarisationsfunktion auf Dreischleifenniveau im On-shell-Schema.
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Anhang C

Korrelatoren im Ortsraum

C.1 Herleitung der Fourier-Transformation

Die grundlegende Formel fiir die Fourier-Transformation der Korrelatoren ist

L [ dIQ QX 1 T(E—p) [X2\E
f((Qz) ):/(27T)d Q2 (47_‘_)% 12(7‘) <T> . (C.1)

An dieser Stelle soll die Herleitung dieser Formel fiir Re(r) > 0 skizziert wer-
den. Zunichst liasst sich der Nenner mit Hilfe der Schwinger-Parametrisierung

umschreiben:

L e P e
@y r<r>/o d ' (©2)

Dies fiihrt nach quadratischer Ergénzung und Verschiebung der Integrationsva-
riablen zu einem Gauf3-Integral:

F(QY) = g | aaa e ([ gec@?)d. (€3)

g

1
(47rcx)d/2

Mit der Substitution a = ff—: ergibt sich

d
X2 r—3 0o
—> / dww%_rﬂe_w, (C.4)
0

. 1
f((QZ)):m<4

was gemif} der Definition der Gammafunktion dquivalent zu Formel (C)) ist.
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C.2. Masselose Korrelatoren

C.2 Masselose Korrelatoren

Die Ergebnisse fiir die Ortsraumkorrelatoren im MS-Schema bei der Skala p? =
1/X? sind

(X)) = 3 (1 + Zb(i)vsag> ,
=1

774(X2)3
PHs _ 2
3 )
g 817 39 23 9
D®s 220 27 (__ 2 )
et -n t38)
g 150353 5125 815 13361 3 5 25
(3),s _ _ 9449 olo (__ S0 9, 2 )
5184 TS T I L G T IS Rt Ry A
_|_ n2< _ ﬁ _|_ EC )
'\ 7 11664 " 2773)
. 922954833 592067 458425 265 607225
DW@ss _ 2, 20
197664 se1 @t T3 ST R T Tger O
1375 c 178045 - ( 8775605 392129 c
— J— n _ —_
32 57 T7es T T I\ T 373248 5184 P
955 6731C +45695C +2875C +@<>
16 3 576 >4 216 " 288 0T 72>
224695 11263 5 25 6515
2 _ Y 2 o e
K < 5239488 T 1206 % T 6% T 96 T 13 45)
6653 173 1 5
3
G+ = C.5
+”l <559872 12065 T gt 18<5> ) (C.5)
0 XuX,
HZV(X)=76 , <L_ s )D”+5WD’” ’
m(X?2) 2 X
B o143 D0 D= v
S S
1=1 =0
E(l)vv — 1’
_ 61 11 2
p@w =22 _qq <—— z )
6 (3 +mn 13 + 3C3 ,
. 7309 989 275 2617 47 25
DB _ 27 TO7 29 (__ 222 >
15 6C3+ 6C5+m 144+3C3 9C5
2078
2 e —
T <648 27C3> ’
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C.2. Masselose Korrelatoren

07640705 278401 5445 5 133705 7315

D == 08 BT T8 BT Tags BT gg
(- 1022077838675 N 5(1)17125 o =556 + %45 ’ 676;25(7)
A e 5t
+n;°’(— %Jr%Cer%CEJ) ;
DO — p'M)w _ 0,
y 11 n
D(z)’v:_ﬂ+3_é’
H W _ _1%1 + %gg +nl(% - %C?,) +n12< — 2—17 + %C:%) ;
it _6;2223 . 114114“3 B 3225&) l(% _ %g@, + %Cs,)
(= S5 * 559 105+l (g~ 16g9) - (©9)

- 6 /1 o
HZV/)O’(X) = T v 3 <§Tuupa - T;Qupa(X)> <1 + ZD(Z)’tCL;> ,
s ()( ) P

g 5303 143 443 9
D@t 222~ <<_ [l it )
32 et T 3%
g 8439437 77977 . 29 2395
DB — _ b a9
16656 186 BT 5T 1086
<_246515+1985C +3< —§C>
! 11664 ' 108 2 18> 9 °
18287 4
2 -
K (34992 9C3) ' (C.7)
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C.2. Masselose Korrelatoren
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Anhang D

Renormierungsgruppen-
entwicklung

D.1 Renormierungsgruppengleichungen

Fiir die Polarisationsfunktionen im Impulsraum ergibt sich nach Renormierung
(g, p*) = (2°)"13 (%) + (u?) 2", (D.1)
wobei 1) (¢?) fiir die entsprechende nackte Polarisationsfunktion steht. Die mul-

tiplikative Renormierungskonstante Z° stammt aus der Definition des renormier-
ten Stroms j¢ = Z°9 jg ; zusétzlich wird eine subtraktive Renormierung benétigt.

Durch Ableiten erhiilt man aus Gl. (D)) die Renormierungsgruppengleichung
fiir die Polarisationsfunktion:

d
u2—dM2 (¢, 1) = 29°T1(¢%, ) + 7 (D-2)
Die anomalen Dimensionen 7 und 7% sind dabei iiber

d d
6 _ 2 § 60 2 66 § 60
v =p 52 log Z°, v =p —d,uQZ — (7" +e)7 (D.3)

definiert. Die Renormierungsgruppengleichung Gl. (D.2]) l4sst sich mit Standard-
methoden einfach 16sen. Dies ermdglicht die Evolution der Polarisationsfunktio-
nen von einer Skala g zu einer anderen Skala f1:

1 (¢%, 13) =U (as(1n1), as(po)) (1° (2, 1§) + A1, o))

as(p1) dz ~9
A(p, po) :/as(m) fﬁyﬂ(iz))U(as(ﬂo)vz) :

Uz, y) = exp </: %2;(;2;)) . (D.4)
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D.2. Anomale Dimensionen

Hierzu wurde die Definition der -Funktion, d.h. die Relation

/dﬂ /dz 1 0.5

ausgenutzt.

Im Ortsraum ist keine subtraktive Renormierung nétig; die Losung der Renor-
mierungsgruppengleichung vereinfacht sich damit zu

as(k1) q, 2~9 (2
(X2, 12) = exp ( R wee ). (D.6)

o) 2 B(2)

Analog gilt im in Abschnitt B3] eingefiihrten MS-Schema

_ as(p1) q4 2799(2) \ =
§(x2 ,2) — ex dz S(x2 ,2) .
I (X 7“1) = exp </6$(M0) P ,B(Z) ) II (X 7:u'0) (D 7)

D.2 Anomale Dimensionen

Die multiplikativen anomalen Dimensionen im MS-Schema mit n 7 aktiven Quarks
sind

'Yv(as) = 'Ya(as) =0, (D.8)
¥ (as) =P (as sz agtt,
78 - 15
s 1015
M= 90 " 36"
1219 (_2_77_§C) 35,
27 e T T 916 3) 7 1206
. _ 4603055 530< 275< . ( 91723 2137< C 575< )
73T 14T o7 3T g T G012 1T 5
2621 25 5 5 83
D 2 > L D.9
tn <31104 3G 24<4> +"f( 15552 108<3) (D.9)
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D.3. Renormierungsschemata

o0
Yag) =Y yrart,

n=0

1
t—__
70_ 3’
, 181 13
n 72 108"
t__@+§g+n(@+£<)+"_?
727 75184 54 T M \Gag T 18%) T 1aa
(208517 77331910465
V3T T T a2 T 3888 T 1440t T To72 OF

(1537379 18979 437 575 >
nf

186624 3388 " 132 T 216

132°* 7 216
9961 115 5 7 1
2 3
Sty T ). D.10
f ( 03312 o 7244) g < 15552 324<3> (D.10)

Die anomale Massendimension wurde in [[I3L[IT4] berechnet, die anomale Di-
mension des Tensorkorrelators findet sich in [06]. Zusétzlich wird fiir die Renor-
mierungsgruppenentwicklung die S-Funktion bendtigt. Das Vierschleifenergebnis

lautet [IT41ITH]

ﬂ(as) = - Z /Bna?Jrl )
n=0

11 ny
50 — Z - E ;
51 19
51 - E - ﬁnf7
5 28575033 8%
27 T 1152 T 34867
g 19753 801 ( 1078361 1627 )
37 1536 62 Y 11472 17288

2(50065 809 > 1093 5

il . D.11
Ty 186624/ (D-11)

11472 2592

D.3 Renormierungsschemata

In dieser Arbeit werden die Quarkmassen je nach Zusammenhang entweder im
MS-Schema oder im On-shell-Schema renormiert. Im Folgenden werden die Um-
rechnungsfaktoren zwischen den beiden Schemata angegeben; die Quarkmas-
se im On-shell-Schema wird dabei mit M, bezeichnet, die im MS-Schema mit
mg(p). Die in der Konversion auftretenden Logarithmen werden durch Ly =
log(p?/M7) und Ly, = log(p?/mg(pi?)?) ausgedriickt. Die Masse im MS-Schema
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D.3. Renormierungsschemata

ldsst sich mit folgender Formel in das On-shell-Schema umrechnen [IT6HITS]:

—M, (1 +)° 5,&2@) ,
=1

3305 2 157 7 1
e L — <L — 57 log2
m 288 9 <3 M3 08

71 13
R ) L2 )
tn <144+187T HE TR D
143 1, 13 )
e ) L )
tn h<144 o™ TagtM T
1259285 76 24995 341 1705 73
5B — _ 220707 L T A — 2 4 _ g
m 10363 "0 MM o502 " T T 260 T %
1331, 2132 3 1517
2990 g2 200 L LG — —- L
T30 3T T gy M T um + LG 96
21 77 7 19
— 1—6L%/[ — 1_87T2 log 2 — —LM7T log 2 + o7 2log?2 + alog42
<86159 8 941 61 707

_°L o0
7776 27 4 Tes™ T Toad” e+ 216
3541 35 7 107
ity ey L —I? —L3
+432 M+108 e +9 MC3+48 M+9 M

11 2 1
M ooeoy Lo 21002 - 2n2l0e?2 - L1 42)
+ 517 log2+ oLy log2 — rmlog® 2 — oo log

(157763 8 . 13483 2 41 4 ) 751

776 2T T o " o 1% T 216
4513 23 7 107

il S} ‘L
+ C?’” g M 54 um 4 g g LmCs + oL

640 1 1
+ 9LM + =" ?log2 + —7LM7T log 2 + 3" 2log?2 — 3L log* 2)
2353 13 89 1
2 2 2
e B, s B L

T < 25323 324" C?’ gag M ~ gglmm
13 5917 13 143
Ly —L ) < a2

216 L TRt

13

L N LY ) ol

< 9481 4 9 + C
54 108 54 23328 © 405 ' 54°°
197 1 ) 13

1
o o Ly — 212, — I3 ) D.12
a8 M T 97 M~ o6 108 M (D-12)

L2

T 11664 T 324" _<3 - 32_4

Entsprechend ergibt sich fiir die Umrechnung von Logarithmen L.,

o0
Ly =Ly + Y6y al
=1

6(1) —g + 2LM 3

118



D.3. Renormierungsschemata

1187 4 1 63 2
5(571 =8 T9” _§C3+ LM+ LM+ 77210g2

o1, 13 1 )
.y S ) )
+ l( 72 9" 18 M M
143 2 , 13 1,
L2, Bl
”h< 72 97T 187 M~ M
53 1426117 152 2763 5 B4, 1705
_ 7T
Lm = 5184 9 1206 1296 108
89 1331 4609
_ 89 1831, o 4609, 0 22, a1l
36~ 216 SLs 24 et 9 LS g v
795 121 239
— L3+ — L3, + —n%log?2 —L 21og 2
+16 Y M+277T og —|—9 M7 log
91271 16 989
2 . 2
log2 2 — 1 2 <—— Liy — 222
— 7™ log? og" 2+ m( - Toer + o Lis—oorm
61 707 L
L sy R}
o™ 10843 Tog M~ gyl = g LG
389 99
- =2 —L3 w21 2——L 21og 2
72 “M T 18 g1 084 T gpMT 08
4 92353 13 7
2log?2 4+ 21 2) <— i S
+ g™ log" 2+ g log"2) 4 m 11664 1™ o
89 13
> L 22, % )
* 33 M+27 MW+1O8 +54
< 168050 , 16 . 13771 , 4l , 5 C P
n — — L1 —T
h 3888 ' 27 4T 972 486 > 108
2575 29 14 389
- = — Ly 4 —=Lyn® — — Ly — L2——L3
C?’ 108 M+27 w? g LM~ =5 18
1280 2
= 72 lo g2——7LM7T log2 — 8—77210g22+—10g 2)
5917 _ 13 143 1 13 1,
R R Ry s S § 12 L )
+nh"l<5832 162" C?’ 62 M~ 97 w’ tog Mt oM
9481 8 197, 2 13 1
2 2
Al S . % )
h<11664 405" C?’ 321 M ~ 57 wu’ t 0s M T 5t m
(D.13)

Durch Invertieren der Bezichungen (D.12) und (D.I3) kénnen umgekehrt M,
und Ly, durch die entsprechenden MS-Gréflen ausgedriickt werden:

=M, (1—1—25;?@),
=1
4
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