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Synchrotronstrahlung

DIPLOMARBEIT IM FACH PHYSIK

vorgelegt von
cand. phys. Marit Klein

Hauptreferent: Prof. Dr. T. Baumbach
Laboratorium für Applikationen der Synchrotronstrahlung

der Universität Karlsruhe (TH)

Koreferent: Prof. Dr. G. Quast
Institut für Experimentelle Kernphysik

der Universität Karlsruhe (TH)

Oktober 2008
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Kapitel 1

Einleitung

Kohärente Synchrotronstrahlung zeichnet sich durch eine große Intensität und hohe Bril-
lanz aus. Ihre Leistung ist um ein vielfaches größer als die Leistung der inkohärenten
Anteile der selben Frequenzen. An einem Synchrotron gelingt die Erzeugung nutzbarer
kohärenter Synchrotronstrahlung nur im Terahertz-Frequenzbereich, weswegen kohärente
Synchrotronstrahlung und THz-Strahlung oft als Synonyme gebraucht werden.
Als THz-Strahlung bezeichnet man elektromagnetische Strahlung zwischen den Mikro-
wellen und dem Infrarot. Ihr Frequenzband liegt im Bereich von 0,3 THz bis 3 THz, das
einem Wellenlängenbereich von 1 mm bis 100 µm entspricht. Da Strahlungsquellen in
diesem Frequenzbereich lange überhaupt nicht oder nur schwer nutzbar waren, spricht
man auch von der THz-Lücke. Abbildung 1.0.1 zeigt die Lage der verschiedenen Strah-
lungen und ihre entsprechenden Frequenzbereiche.

Abbildung 1.0.1: Frequenzbereiche elektromagnetischer Strahlung

THz-Strahlung kann viele nichtleitende Materialien wie Kleidung, Papier, Plastik und
Holz durchdringen, wird aber von Metall abgeschirmt und von Wasser absorbiert. Sie
findet vielfältige Anwendung in der Medizin, Biologie und Astronomie. In der Physik,
Chemie und Materialkunde wird sie zur Spektroskopie und zu zeitaufgelösten Messun-
gen herangezogen.
Da Untersuchungen im Zeitbereich von 1 ps möglich sind, können mit der THz-Strahlung
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Rotationen und Vibrationen kleiner Moleküle beobachtet werden. Bei der Untersuchung
von Halbleitern dient sie der Erkennung von Nanostrukturen und zur Vermessung der
Bandlücken von Supraleitern. In der Medizin kann die THz-Strahlung bei der Untersu-
chung von wasserarmen Gewebe in geringen Eindringtiefen eine gefahrlose Alternative
zur Röntgenstrahlung sein. Auch die Sicherheitstechnik macht sich ihre Vorteile zu Nut-
ze: Da die THz-Strahlung Bekleidung durchdringt, können darunter getragene Waffen
und Sprengstoffe sichtbar gemacht werden.
Quellen für die experimentelle Nutzung der THz-Strahlung sind zum Beispiel das Gy-
rotron, der Backward-Wave Oszillator oder der Quanten-Kaskaden Laser. Sie alle sind
jedoch schmalbandig und können nicht wie das Synchrotron das volle THz-Spektrum ab-
decken.
Kohärente Synchrotronstrahlung kann nur in Wellenlängen emittiert werden, die mindes-
tens der Länge der Elektronenpakete (so genannte ”Bunche“) im Speicherring entspre-
chen, jedoch wird Strahlung mit zu großen Wellenlängen von der Vakuumkammer des
Rings abgeschirmt. Um dies zu vermeiden, müssen die Bunche verkürzt werden, was al-
lerdings zu einer Instabilität, der so genannten Stupakov-Schwelle, führen kann. Diese
Instabilität verhindert die konstante, stabile Emission der kohärenten Strahlung und führt
zu chaotischen Strahlungsausbrüchen. Eine stabile kohärente Emission konnte bisher nur
in vier Beschleunigern beobachtet werden: Bei ANKA [1] in Karlsruhe, bei BESSY II [2]
und MLS [3] in Berlin und bei NewSUBARU [4] in Japan.
Die kohärente Synchrotronstrahlung erzeugt elektrische Felder, die zu einer Selbstwech-
selwirkung der Ladungsverteilung führen. Diese Felder können eine Deformation der
Ladungsverteilung und, durch Verstärkung anfänglicher Dichteschwankungen, die In-
stabilität hervorrufen. In der Simulation der deformierten Ladungsverteilungen muss die
Lösung dieser iterativen Prozesse numerisch erfolgen. Systematische Untersuchungen der
numerischen Einflussgrößen und der genauen Ausbildung der Instabilität fehlen jedoch.
Ein Schwerpunkt der vorliegenden Diplomarbeit ist die Entwicklung einer möglichst ex-
akte Methode zur Berechnung der theoretischen Ladungsverteilungen unter Einfluss der
kohärenten Synchrotronstrahlung. Damit soll die genaue Lage und der Verlauf der Instabi-
lität als Funktion verschiedener Strahlparameter bestimmt werden, um sie mit Messungen
vergleichen zu können.
In einem zweiten Teil der Arbeit werden der Messaufbau und die Ergebnisse der Messun-
gen der Stupakov-Schwelle bei ANKA vorgestellt und diskutiert. Sie sollen zeigen, ob
die Theorie nach Stupakov den Übergang von stabiler Emission zu Strahlungsausbrüchen
bei ANKA vollständig erklären kann.
Schließlich werden aus der Bunchdeformation resultierende, theoretische Leistungsspek-
tren im THz-Frequenzbereich mit einem gemessenen Spektrum verglichen. Damit ist eine
Ergänzung der Aussagen über Bunchlänge und Form der Ladungsverteilungen möglich.
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Kapitel 2

Grundlagen der
Synchrotronstrahlungsquellen

Synchrotronstrahlung entsteht, wenn geladene Teilchen in einem Magnetfeld abgelenkt
werden und dadurch eine Beschleunigung senkrecht zu ihrer Bewegungsrichtung erfah-
ren. Diese Strahlung kann beispielsweise künstlich in Teilchenbeschleunigern wie Syn-
chrotrons oder Speicherringen erzeugt werden oder im Weltall durch Bewegung von
heißem Plasma in einem Magnetfeld, wie in der Umgebung von Pulsaren und Quasa-
ren zu beobachten ist.
Die in Beschleunigern erzeugte Synchrotronstrahlung hat ein kontinuierliches Spektrum,
welches von Mikrowellen über sichtbare Wellenlängen bis hin zu harten Röntgenstrahlen
reicht. Vorteile gegenüber herkömmlichen künstlichen Lichtquellen sind eine hohe Bril-
lanz, starke Intensität und eine definierte Polarisation. Anwendungsbeispiele lassen sich
in der Oberflächenphysik und den Materialwissenschaften finden, aber auch in der Bio-
physik und Medizin. Außerdem dient diese Strahlung zur Analyse von Kristallstrukturen
und zur Röntgentiefenlithographie.
Man unterscheidet Synchrotronstrahlungsquellen verschiedener Generationen. Zu Beginn
wurde die Strahlung parasitär an Synchrotrons genutzt, deren eigentliches Einsatzgebiet
die Teilchenphysik war. In der zweiten Generation baute man dann Speicherringe, deren
einziges Ziel es war, Synchrotronstrahlung in den Ablenkmagneten zu erzeugen. Die be-
schleunigten Elektronen wurden mehrere Stunden bei konstanten Bedingungen im Ring
gehalten, um gleichbleibende Charakteristika der Strahlung für die Untersuchungen zu
gewährleisten.
In heutigen Synchrotronstrahlungsquellen der dritten Generation werden die geraden Stre-
cken zwischen den Ablenkmagneten genutzt, um so genannte ”Insertion-Devices“wie
Wiggler und Undulatoren zu installieren. Diese Insertion-Devices bestehen aus einer grö-
ßeren Anzahl von Magneten mit alternierender Feldpolung und zwingen die Elektronen
so auf eine sinusförmige Bahn. Die dadurch erzeugte Strahlung summiert sich auf und ist
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somit proportional zur Anzahl der Perioden. Bei Wigglern ist die Ablenkung durch das
Magnetfeld sehr groß, was zu hohen Photonenenergien und einem breiten Strahlungsspek-
trum führt. Bei Undulatoren wählt man kleinere Auslenkungen, um mit einem Überlapp
der Strahlung verschiedener Pole Interferenzen zu erzeugen. Daraus resultiert ein Spek-
trum mit schmalen Energiebändern und einer hohen Brillanz.
Auf dem Gelände des Forschungszentrums Karlsruhe (FZK) wurde im Jahr 2000 eine
Synchrotronstrahlungsquelle in Betrieb genommen, die Ångströmquelle Karlsruhe, kurz
ANKA genannt. Sie wird durch das Institut für Synchrotronstrahlung (ISS) des For-
schungszentrums betrieben und ist auch für externe Nutzer zugänglich. Momentan verfügt
ANKA über 13 Beamlines, an denen Strahlung unterschiedlichster Wellenlängen für die
Experimente bereitgestellt wird. Weitere Beamlines sind in Planung.

2.1 Beschleunigungskette der Elektronen

Für die Erzeugung von Synchrotronstrahlung großer Leistung benötigt man hochrelati-
vistische Elektronen. Ihre Bereitstellung erfolgt mittels einer Elektronenkanone, in der
eine Kathode Elektronen emittiert, die zur Anode hin beschleunigt werden. Magnetfelder
kollimieren den Strahl.
Eine zweite mögliche Beschleunigungsstufe ist ein Linearbeschleuniger, Linac genannt,
in dem hochfrequente Wechselfelder die Elektronen beschleunigen. Dazu werden Drift-
röhren aus Metall mit alternierender Polung an die Wechselspannung angeschlossen, die
nach innen wie faradaysche Käfige wirken. Im Innern erfahren die Elektronen kein elektri-
sches Feld, zwischen den Driftröhren werden sie jedoch zur nächsten Röhre hin beschleu-
nigt. Die Länge der Driftröhren muss einem Vielfachen der Periode der Wechselspannung
entsprechen, damit die Elektronen zwischen den Röhren immer die maximale Beschleu-
nigung erfahren.
Anstelle eines Linacs kann auch ein so genanntes Mikrotron verwendet werden. Dieses
besteht aus einer Hochfrequenzbeschleunigungsstrecke, wie z. B. einem Linac, und min-
destens zwei Magneten konstanter Feldstärke, um die Elektronen auf eine geschlossene
Bahn zu lenken. Da die Elektronen bei jedem Umlauf Energie gewinnen, werden sie in
den Magneten nicht mit konstantem Radius abgelenkt, sondern vergrößern ihre Bahn mit
zunehmender Energie. Aus Platzgründen ist die Energiezunahme im Mikrotron somit be-
grenzt. Oft existiert vor der Injektion in den Speicherring ein zusätzliches Synchrotron als
Vorbeschleuniger.
Bei ANKA werden die Elektronen in einer Elektronenkanone bereitgestellt und auf 70
keV beschleunigt. Der nächste Beschleunigungsschritt erfolgt in einem, nach seiner Form
benannten, Rennbahnmikrotron, in dem die Elektronen eine Endenergie von 52 MeV er-
reichen. Dieses Mikrotron ist aus einem Linac mit 5,3 MV Wechselspannung und zwei
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identischen 180◦ Ablenkmagneten aufgebaut. Damit erhält man eine Flugbahn der Elek-
tronen, die im Linac ortsfest ist, jedoch mit steigender Energie immer größere Ablenk-
radien in den Magneten voraussetzt. Nach erreichen der Endenergie folgt die Injektion
in ein vorbeschleunigendes Synchrotron, das Booster-Synchrotron. Sein Umfang beträgt
26,4 m und es besteht aus acht 45◦ Ablenkmagneten und acht Quadrupolmagneten. Die
Beschleunigung erfolgt durch einen Hohlraumresonator mit einer Frequenz von 500 MHz
auf eine Endenergie von 0,5 GeV, bevor die Elektronen einmal pro Sekunde in den Spei-
cherring geleitet werden.

2.2 Das Synchrotron als Speicherring

Speicherringe sind ein spezieller Typ von Synchrotrons, deren Ziel es ist, die Teilchen
über lange Zeit im Ring zu halten. Dienen die Speicherringe zur Erzeugung von Syn-
chrotronstrahlung werden sie oftmals auch als letzte Beschleunigungsstufe genutzt. Ge-
schlossene Kreisstrukturen bieten den Vorteil, die einmal bereitgestellten Elektronen im-
mer wieder zur Strahlungserzeugung nutzen zu können.
Um Geschwindigkeit und Bewegungsrichtung der Ladungsträger im Speicherring zu be-
einflussen, werden elektrische und magnetische Felder verwendet. Ihre Wirkung auf eine
Ladung q wird durch die Lorentzkraft beschrieben:

~F = q
(

~E + ~v × ~B
)

(2.2.1)

Das elektrische Feld ~E führt zu einer Änderung des Betrags der Geschwindigkeit |~v|, die
Richtung von ~v ändert sich durch die magnetischen Felder ~B. Wird ein Teilchen mit der
Masse m durch ein Magnetfeld abgelenkt, befinden sich Lorentzkraft und Zentripetalkraft
im Gleichgewicht:

qvB =
mv2

R
(2.2.2)

Setzt man als Teilchenenergie E = mc2 ein, so erhält man für den Radius:

R =
vE

qc2B
(2.2.3)

Durch das fest installierte Strahlrohr ist der Radius eines Synchrotrons als Konstante ge-
geben. Dies erfordert bei Veränderung der Energie eine synchrone Veränderung der ma-
gnetische Feldstärke der Ablenkmagnete, daher auch der Name Synchrotron.
In Elektronensynchrotrons sind sehr große Teilchenenergien üblich, wodurch die Nähe-
rung v ≈ c gilt. Damit erhält man:

B

E
=

1

ecR
= const. (2.2.4)
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Das Teilchen, dessen Bahn genau dem Radius R folgt, heißt Referenz- oder Sollteilchen.
Es befindet sich zur Zeit t am Ort s = vt und ist der Ursprung eines mitbewegten Ko-
ordinatensystems (x,y,z), welches die Position der anderen Teilchen beschreibt (siehe
Abbildung 2.2.1). Man definiert τ = z/v als den zeitlichen Abstand zum Referenzteil-
chen.
Befinden sich N Teilchen im Ring, berechnet sich der Gesamtstrom I durch

I =
Nq

T
(2.2.5)

mit der Umlaufzeit T .

R

s=vt
z

y

x

Abbildung 2.2.1: Das Koordinatensystem des Synchrotrons: Das Referenzteilchen befindet sich
zur Zeit t am Ort s, die Positionen aller anderen Teilchen werden durch das mitbewegte Koordi-
natensystem (x,y,z) beschrieben.

2.2.1 Beschleunigung durch elektrische Wechselfelder

Die Elektronen in Synchrotronstrahlungsquellen verlieren bei jedem Umlauf durch die
Strahlungsemission Energie. Um Energieverluste auszugleichen, setzt man Hohlraumre-
sonatoren, so genannte Kavitäten ein. In die Kavitäten werden elektrische Wechselfelder
eingespeist, die zu einer beschleunigenden Wechselspannung führen. Die eingespeisten
Wechselfelder erfahren in der Kavität eine Verstärkung, da die Größe des Hohlraums ge-
rade einer Resonanzwellenlänge entspricht. Typische Frequenzen liegen im Bereich von
mehreren hundert Kilohertz, weswegen man auch von Radiofrequenz-Kavitäten (kurz:
RF-Kavitäten) spricht. Damit die Elektronen möglichst genau jene Beschleunigung zu er-
fahren, die gerade den Energieverlust eines Umlaufs kompensiert, werden sie in Paketen,
den so genannten Bunchen, mit dem Abstand einer Periode der Wechselspannung in den
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Ring injiziert. Bei mehr als einer Kavität müssen außerdem die Frequenzen und Phasen
jeder Kavität exakt aufeinander abgestimmt sein.
In einem Synchrotron sind sowohl die Umlauffrequenz der Teilchen frev = 1/T als auch
die Frequenz der Beschleunigungsspannung fRF fest. Beide Frequenzen sind durch die
harmonische Zahl h = fRF

Frev
miteinander verknüpft. Um die Energieverluste U0 eines Um-

laufs auszugleichen, müssen die Teilchen die passende Phase Ψ der Wechselspannung
erreichen. Nur wenn h ganzzahlig ist, kann diese Phase bei jedem Umlauf die gleiche
sein. Das beschleunigende Potential V (Ψ) kann durch einen Sinus ausgedrückt werden:

V (Ψ) = VRF sin Ψ (2.2.6)

Da sich der Großteil der Teilchen nicht am Ort des Referenzteilchens befindet, erfahren
die meisten Teilchen nicht die zur Sollphase Ψs wirkende Beschleunigung. Doch nur am
Ort des Referenzteilchens gilt:

U0 = eVRF sin Ψs (2.2.7)

Aus dem Ortsunterschied der Teilchen resultiert deshalb ein Beschleunigungsunterschied,
der zum Anwachsen des Energieunterschieds der Teilchen führt.

Abbildung 2.2.2: Die Phasenfokussierung der Beschleunigungsspannung: Teilchen mit einer zu
großen Energie erreichen die Beschleunigungsspannung später und werden weniger beschleunigt
als solche mit richtiger oder zu geringer Energie. Energieunterschiede können so ausgeglichen
werden.

Um dies zu verhindern, kann man sich die Phasenfokussierung (Abbildung 2.2.2) der
Hochspannung zu Nutze machen: Ein Teilchen mit zu geringem Impuls p läuft auf einer
kleineren Umlaufbahn, da es stärker von den Magneten abgelenkt wird, als ein Teilchen
mit zu großem Impuls. Da bei relativistischen Energien die Geschwindigkeit kaum mehr
zunimmt (v ≈ c), kommt jenes mit kleinerem Impuls früher an. Sitzt die Sollphase nun auf
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der richtigen Flanke der Beschleunigungsspannung, kann das früher ankommende Teil-
chen mehr Energie gewinnen als das später ankommende. Die Teilchen laufen dadurch
nicht auseinander sondern oszillieren mit der Synchrotronfrequenz fs um die Sollphase.
Die Bewegungsgleichung dieser näherungsweise ungedämpften Synchrotronschwingung
ist:

Ψ̈ + f 2
s Ψ = 0 (2.2.8)

Ziel ist es also die Teilchen so zu injizieren, dass die Phasenfokussierung wirken und für
die erforderliche Korrektur sorgen kann. Dies ist immer nach einer ganzen Schwingung
der Hochspannung bei Ψ ≈ Ψs + n · 2π der Fall, also an h verschiedenen Stellen im
Ring. Man erzwingt damit eine Häufung der Teilchen in bestimmtem Abstand und erzeugt
dadurch Teilchenpakete, die erwähnten Elektronenbunche.

2.2.2 Strahlführung durch Magnete

Wie im Mikrotron sorgen Dipolmagnete in Speicherringen für die Ablenkung der Elek-
tronen, damit eine geschlossene Flugbahn entsteht. Das Magnetfeld lenkt die Teilchen
je nach Energie mit einem bestimmten Radius ab. Im Idealfall entstünde so ein Kreis.
Um jedoch Platz für andere Einbauten zu schaffen, wechseln sich gerade Strecken und
Kreissegmente ab, dadurch entsteht ein Polygon mit runden Ecken. Im Gegensatz zu Mi-
krotrons ist die Feldstärke der Magnete in beschleunigenden Synchrotrons variabel. Sie
muss je nach Energie der Teilchen angepasst werden, um diese auf einem konstanten Or-
bit zu halten.
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Abbildung 2.2.3: Schematischer Aufbau der Korrektur-Magnete: links: Quadrupolmagnet; Elek-
tronen werden horizontal fokussiert und vertikal defokussiert. rechts: Sextupolmagnet; Fokussie-
rungsfehler durch Energieunterschiede können ausgeglichen werden.
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Durch abstoßende Kräfte zwischen den Elektronen, Streuung und kleinen Abweichun-
gen von der idealen Teilchenbahn ist es nötig, den Elektronenstrahl immer wieder in
magnetischen Linsen, den Quadrupolmagneten, zu fokussieren. Ihre Feldstärke nimmt
ausgehend vom Mittelpunkt zu und lenkt damit nicht zentrierte Teilchen zurück in den
Fokus. Allerdings geschieht diese Fokussierung immer nur in einer Ebene senkrecht zum
Strahl, die andere Ebene wird dabei defokussiert. Dieser Effekt wird durch eine hinterein-
ander Reihung zweier Quadrupole wechselnder Polung ausgeglichen, um beide Ebenen
fokussieren zu können. Zusätzlich werden Sextupolmagnete installiert, die eine Korrektur
nächsthöherer Ordnung darstellen. Sie korrigieren Fokussierungsfehler, die durch Ener-
gieunterschiede der Teilchen zu Stande kamen. Die konkrete Abfolge der Magnete im
Ring wird als Optik des Synchrotrons bezeichnet. Ein schematischer Aufbau und der
Verlauf der magnetischen Felder der fokussierenden Quadrupolen und Sextupolen ist in
Abbildung 2.2.3 dargestellt.
Für die Umlaufzeit T0 des Referenzteilchen gilt:

T0 =
L0

v0

(2.2.9)

wobei L die Länge eines Umlaufs ist und der Index 0 für das Sollteilchen steht.
Alle anderen Teilchen weisen in der Regel Abweichungen von der Umlaufzeit ∆T , der
Länge eines Umlaufs ∆L und ihrer Geschwindigkeit ∆v auf:

∆T = T − T0, ∆L = L− L0, ∆v = v − v0 (2.2.10)

Man definiert die Dispersion D(s) als Änderung der Position u in Abhängigkeit von der
relativen Impulsabweichung ∆p/p:

D(s) =
∆u

∆p/p
(2.2.11)

Der Bahnlängenunterschied ∆L der Teilchen hängt vom Ringintegral über die Dispersion
ab:

∆L =
∆p

p

�
D(s)

R(s)
ds, (2.2.12)

woraus folgt, dass jeder Dipol mit einem Ablenkradius R(s) zu einer weiteren Änderung
der Bahnlänge führt. Die Proportionalitätskonstanten zwischen Impulsunterschied ∆p

und Bahnlängenunterschied ∆L beziehungsweise Umlaufzeitunterschied ∆T werden Mo-
mentum-Compaction-Faktor α und Slip-Faktor η genannt:

α =
∆L/L

∆p/p
, η =

∆T/T

∆p/p
(2.2.13)

Diese beiden Größen sind über die relative Energie γ miteinander verknüpft:

η = α− 1

γ2
(2.2.14)
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Bei Elektronensynchrotrons ist die Energie meist so groß, dass die Näherung η ≈ α gilt.
Gleichung (2.2.12) zeigt, dass der Momentum-Compaction-Faktor von der Dispersion
abhängt:

α =
1

L0

�
D(s)

R(s)
ds (2.2.15)

2.2.3 Die Synchrotronschwingung

Durch den Effekt der Phasenfokussierung vollführen die Elektronen eine longitudinale
Schwingung, die Synchrotronschwingung, die durch Gleichung (2.2.8) beschrieben wird.
Löst man diese Schwingungsgleichung erhält man die Synchrotronfrequenz fs:

f 2
s = f 2

rev

ηh

2πE
e
dV

dΨ

∣∣∣∣
Ψs

(2.2.16)

Da dΨ = 2πfRF dt gilt (siehe Abb. 2.2.2) und ds ≈ cdt ist, kann man auch schreiben:

f 2
s =

ηe

2πRm0γ

dVRF

ds
(2.2.17)

Für kleine Auslenkungen um die Sollphase ist dV
dΨ

konstant und mit Gleichung (2.2.7)
erhält man eine dritte Möglichkeit die Synchrotronfrequenz auszudrücken:

f 2
s = f 2

rev

ηh

2πE
eVRF cos(Ψs) = f 2

rev

ηh

2πE

√
e2V 2

RF − U2
0 (2.2.18)

Mit ihrer Hilfe kann man Energie- und Ortsverteilung im Strahl in Beziehung setzen:

σz =
ηcσE

2πfs

, (2.2.19)

wobei der quadratische Mittelwert der Teilchenorte hier durch σz und der quadratische
Mittelwert der relative Abweichung der Teilchenenergien durch σE gegeben ist. Da die
Teilchendichte in einem Bunch normalerweise nicht konstant ist, wird die Standardabwei-
chung der longitudinalen Verteilung σz als Bunchlänge bezeichnet. Eine kleinere Syn-
chrotronfrequenz führt damit bei gleichbleibender Energieverteilung zu kürzeren Bun-
chen.

2.2.4 Der Speicherring bei ANKA

Mit einer Energie von 0,5 GeV werden die Elektronen aus dem Boostersynchrotron in
den Speicherring geleitet. Der Speicherring hat einen Umfang von 110,4 m und ist in vier
Sektoren unterteilt (siehe Abbildung 2.2.4). In jedem Sektor setzt sich die Optik aus zwei
so genannten ”Double-Bend-Achromaten“ (DBA) zusammen: Ein fokussierender Qua-
drupolmagnet zwischen den beiden Ablenkmagneten, zwei Quadrupole zu Beginn und
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am Ende und Sextupolmagnete zwischen den Dipolen und dem inneren Quadrupol. Ein
Achromat hat den Vorteil, dass die Dispersion zwar im Innern steigen kann, jedoch nach
dem Durchlaufen nicht höher ist als zuvor. Die Dipole haben einen Ablenkradius von
5,559 m und erzeugen ein maximales magnetisches Feld von 1,5 T.

Abbildung 2.2.4: Schematische Darstellung des ANKA-Speicherrings: Der Speicherring ist in
vier Sektoren unterteilt, die aus je zwei Double-Bend-Achromaten (DBA) bestehen. In zwei Sek-
toren sind zwischen den beiden DBA’s je zwei RF-Kavitäten (orange) eingebaut. Die Dipole sind
in gelb, die Quadrupole in rot und die Sextupole in grün dargestellt.

Für die Beschleunigung der Elektronen sorgen vier Kavitäten, mit einer Resonanzfre-
quenz von etwa 500 MHz, die paarweise zwischen zwei DBA-Strukturen angeordnet sind.
Die maximal erreichbare Energie liegt bei 2,5 GeV und wird im Standardbetrieb genutzt.
Dafür wird im Regelfall morgens und abends neu injiziert und der Strom der Elektronen in
zwei Zügen von ca. 33 Bunchen auf 200 mA akkumuliert. Zusätzlich werden regelmäßig
Sondernutzerschichten bei einer Energie von 1,3 GeV gefahren, um extrem kurze Bunche
bereitzustellen.
Zwischen den Sektoren befinden sich, wie in Kapitel 2.2.2 erwähnt, geraden Strecken,
die Platz für Insertion Devices bieten. Zur Zeit sind drei der vier geraden Strecken mit
dem WERA1 Undulator, dem SUL2 Wiggler und dem Undulator SCU143 besetzt. Der
WERA Undulator und der SUL Wiggler haben beide eine Gesamtlänge von ca. 2 m und

1WERA: Weichröntgenanalytikanlage
2SUL: Synchrotron Umweltlabor
3SCU: Superconducting Undulator
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besteht aus 27 beziehungsweise 20 Perioden von Permanentmagneten. Diese beiden In-
sertion Devices erzeugen die Strahlung für die WERA- und SUL-Beamline. Der SCU14
ist ein supraleitender Undulator mit über 100 Perioden einer Länge von je 14 mm und seit
2005 in Betrieb. Die für 2009 neu geplanten Image- und Nano-Beamline sollen durch ihn
gespeist werden. Alle übrigen Beamlines nutzen die Strahlung der Dipole.

2.3 Wake-Felder und Impedanzen

Jede Ladung ist Quelle eines elektrischen Feldes, welches je nach Umgebung verschie-
dene Verläufe annehmen kann. Um die Wirkung dieser Felder zu untersuchen, betrachtet
man eine Testladung, die dem Bunch in festem Abstand folgt. Im relativistischen Fall
existiert wegen des Kausalitätsprinzips vor dem Bunch kein Feld (mit einer Ausnahme,
siehe Kapitel 2.5.1), weswegen es nach dem englischen Wort für Bugwelle (wake) be-
nannt ist.
Das Wake-Feld W (x,y,z) beschreibt die Wechselwirkung von Elektonenstrahl und Um-
gebung im Zeitbereich. Zur Beschreibung im Frequenzbereich benutzt man die Impe-
danzen Z(ω) der Vakuumkammer-Komponenten, wie zum Beispiel die des Strahlrohrs,
welche die Proportionalität zwischen Strom I(ω) und induzierter Spannung V (ω) ist:

V (ω) = −Z(ω)I(ω) (2.3.1)

Im Allgemeinen ist die Impedanz komplex, ihr Realteil führt zu einem Energieverlust
der Testladung, der Imaginärteil sorgt für eine Frequenzänderung. Wake-Felder und Im-
pedanzen können nach transversaler und longitudinaler Komponente getrennt werden. In
den folgenden Abschnitten wird nur letztere betrachtet und die transversale Ausdehnung
vernachlässigt:

W‖ = W (z) (2.3.2)

Wake-Feld und Impedanz sind durch Fouriertransformation miteinander verknüpft:

W (z) =
1

2π

� ∞

−∞
eiωz/cZ(ω)dω (2.3.3)

2.4 Ladungsverteilung im Bunch

Die Ladungsverteilung ρ(x,y,z) eines Bunches wird zunächst als gaußförmig angenom-
men:

ρ(x,y,z) =
Nbq√

2πσxσyσz

exp

[
− x2

2σ2
x

− y2

2σ2
y

− z2

2σ2
z

]
(2.4.1)
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Verschiedene elektromagnetische Felder können allerdings für eine Deformation der La-
dungsdichte ρ(x,y,z) sorgen. Die σi sind hierbei die Standardabweichung der Teilchen-
orte eines Bunches und werden als RMS-Bunchlänge bezeichnet, Nb gibt die Anzahl an
Teilchen im Bunch an.

2.4.1 Die Vlasov-Gleichung

Die Vlasov-Gleichung beschreibt die Entwicklung eines Teilchen-Ensembles beim Trans-
port entlang einer Trajektorie und ist die Bewegungsgleichung im Phasenraum. Dabei
werden elektromagnetische Kräfte, jedoch keine Stöße und keine Diffusion oder Dämp-
fung berücksichtigt.
Der Phasenraum wird durch die verallgemeinerten Koordinaten und Impulse, q und p,
aufgespannt. Die Änderung dieser Variablen ist durch

q̇ = f(q,p,t), ṗ = g(q,p,t) (2.4.2)

gegeben. In konservativen Systemen lässt sich diese Änderung durch den Hamiltonian H

des Systems ausdrücken:

f =
∂H

∂p
, g =

∂H

∂q
(2.4.3)

Zur Beschreibung des Teilchen-Ensembles nutzt man die Dichteverteilung ρ(q,p,t). Ihre
Änderung lässt sich dann durch die Vlasov-Gleichung beschreiben:

∂ρ

∂t
+ f

∂ρ

∂q
+ g

∂ρ

∂p
= 0 (2.4.4)

Die Vlasov-Gleichung wird in Kapitel 2.5.2 verwendet, um die Auswirkungen einer an-
fänglich kleine Störung der Ladungsverteilung zu untersuchen.

2.4.2 Die Fokker-Planck-Gleichung

Um das Verhalten der Elektronen im Bunch vollständig zu beschreiben, muss Dämpfung,
z.B. durch Synchrotronstrahlung, berücksichtigt werden. Ein Maß für die Dämpfung ist
das Dämpfungsdekrement αd, das den relativen Abfall zweier aufeinanderfolgender Am-
plituden eines schwingenden Systems darstellt.

αd = −1

2

(
∂f

∂q
+

∂g

∂p

)
(2.4.5)

Die Diffusionskoeffizienten Dq und Dp beschreiben den Fluss im q- und p-Raum und
errechnen sich aus den Mittelwerten der statistischen Änderungen der verallgemeinerten
Koordinaten p und q. Erweitertet man nun die Vlasov-Gleichung (2.4.4) um die Effekte
der Dämpfung und Diffusion, erhält man die Fokker-Planck-Gleichung:

∂ρ

∂t
+ f

∂ρ

∂q
+ g

∂ρ

∂p
= 2αdρ + Dq

∂2ρ

∂q2
+ Dp

∂2ρ

∂p2
(2.4.6)
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2.4.3 Die Haissinski-Gleichung

Im Speicherring ist die longitudinale Verteilung der Elektronen im Phasenraum durch die
Fokker-Planck-Gleichung (2.4.6) gegeben. Die stationäre Lösung dieser Gleichung wird
Haissinski-Gleichung genannt. Ihre exakte Form ist abhängig vom vorhandenen Wake-
Feld (2.3.3) und somit von der Impedanz des Speicherrings.
Bisher wurde zur Beschreibung der Elektronenverteilung im Bunch die Ladungsvertei-
lung ρ(x,y,z) verwendet. Betrachtet man nur die longitudinale Komponente z und ver-
nachlässigt die transversale Ausbreitung, geht die Raumladungsdichte ρ(x,y,z) in die Li-
nienladungsdichte ρ(z) über. Da die longitudinale Änderung der Teilchendichte nichts
anderes als die Änderung des Stroms I mit der Zeit τ = z/c ist, kann stattdessen die
messbaren Größe I(τ) verwendet werden.
Ohne Einfluss des Wake-Feldes ist die Elektronenverteilung gaußförmig und der Strom-
verlauf I in Abhängigkeit von τ durch

I(τ) =
Nec√
2πσ2

0

exp

(
−(cτ)2

2σ2
0

)
(2.4.7)

gegeben, wobei σ0 natürliche Bunchlänge genannt wird.
Die Reaktion des Systems auf ein vorbeifliegendes Elektron wird Sprungantwort S(t)

genannt:

S(t) =
2πR

e

� t

−∞
W (t′)dt′ (2.4.8)

Um die Wirkung des gesamten Bunches zu berechnen, muss S(t) mit der Ladungsvertei-
lung beziehungsweise dem Stromverlauf multipliziert werden.
Wie Haissinski [5] gezeigt hat, können dadurch Elektronen an verschiedenen Stellen in-
nerhalb des Bunches Energie gewinnen oder verlieren. Eine Änderung der Ladungsver-
teilung im Bunch ist die Folge, deren Gleichgewichtsverteilung durch die Haissinski-
Gleichung

I(τ) = κ exp

[
−(cτ)2

2σ2
0

− c2

σ2
0V̇RF

� ∞

−∞
I(τ − t)S(t)dt

]
(2.4.9)

gegeben ist. Der Vorfaktor κ ist so zu wählen, dass
�

I(t)dt = Nbe (2.4.10)

gilt.
Nur für wenige Wake-Felder und Impedanzen, zum Beispiel einer rein resistiven Impe-
danz [6], kann Gleichung (2.4.9) analytisch gelöst werden. In allen anderen Fällen bleibt
nur die Möglichkeit das iterative Integral in genügend vielen Schritten numerisch zu be-
rechnen.
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2.5 Synchrotronstrahlung

James Clerk Maxwell veröffentlichte 1864 erstmals die später nach ihm benannten Max-
well-Gleichungen, um die Erzeugung und Wechselwirkung von elektrischen und magne-
tischen Feldern zu beschreiben. Lienard und Wiechert leiteten daraus die Theorie der
retardierten Potentiale ab, mit der man die Fernwirkung bewegter Ladungsträger erhält.
Lamor berechnete daraus das Fernfeld einer bewegten Ladung mit dem Impuls ~p = m0~v

und die totale abgestrahlte Leistung für nichtrelativistische Teilchen (v � c):

Ps =
e2

6πε0m2
0c

3

(
d~p

dt

)2

(2.5.1)

Ändern relativistische Teilchen ihren Impuls, indem sie auf einer Kreisbahn mit dem Ra-
dius R abgelenkt werden, emittieren sie Strahlung der Leistung

Ps =
e2c

6πε0(m0c2)4

E4

R2
, (2.5.2)

was einen Energieverlust von

U0 =

�
Psdt =

e2

3ε0(m0c2)4

E4

R
(2.5.3)

pro Umlauf zur Folge hat.

Abbildung 2.5.1: Räumliche Verteilung der Strahlungsleistung: links: Im Ruhesystem des Elek-
trons (β = 0); die Abstrahlung entspricht der eines hertzschen Dipols und ist torusförmig. rechts:
Im Laborsystem für ein relativistische Elektron (β = 0.9); durch die Lorentztransformation erhält
man einen langgestreckten Strahlungskegel.
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Die azimutale Winkelverteilung der Strahlung im Ruhesystem des Elektrons entspricht
der eines hertzschen Dipols:

Ps

dΩ
=

e2

16π2ε0m2
0c

3

(
d~p

dt

)2

sin2 Θ, (2.5.4)

die vergleichbar mit der Form eines Donuts ist. Transformiert man die Winkelverteilung
in das Laborsystem, erhält man abhängig von der relativen Geschwindigkeit β = v

c
lang-

gestrecktere Winkelverteilungen (siehe Abbildung 2.5.1).
Für hochrelativistische Elektronen ergibt sich eine Kegelform mit dem Öffnungswinkel
Θ ≈ 1

γ
, die zu einer fast ausschließlichen Abstrahlung in Vorwärtsrichtung führt. Ein Be-

obachter an einem festen Platz sieht deswegen nur für eine kurze Zeit ∆t und im Takt der
Umlauffrequenz frev den Lichtpuls eines im Ring kreisenden Elektrons. Das Spektrum
dieses Lichtes ergibt sich aus der Fouriertransformierten dieses Pulses und besteht somit
aus der Umlauffrequenz und ihren Harmonischen. Da der Puls sehr kurz ist, erhält man
ein weites Spektrum an nutzbarer Strahlung (Abbildung 2.5.2).
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Abbildung 2.5.2: Das Spektrum der Synchrotronstrahlung: Photonenspektrum eines Ablenkma-
gneten für verschiedene Energien;
I = 200 mA, R = 5,559 m, Θ = 1 mrad, vertikal integriert
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Schwinger berechnete 1945 erstmals das abgestrahlte Spektrum von N relativistischen
Ladungen auf einer gekrümmten Bahn:

dP

dω
=

Ps ·N
ωc

S(ω/ωc) (2.5.5)

Dabei ist ωc die kritische Frequenz, welche den Spektralverlauf in zwei Teile gleicher
Leistung teilt:

ωc =
3cγ3

2R
(2.5.6)

Die Spektralfunktion S wird mit Hilfe der modifizierten Besselfunktion K5/3 angegeben,

S(ξ) =
9
√

3

8π
ξ

� ∞

ξ

K5/3(x)dx (2.5.7)

welche dem Anhang D entnommen werden kann.

2.5.1 Kohärente Synchrotronstrahlung (CSR4)

Grundsätzlich strahlt jeder von einem Magnetfeld abgelenkte Bunch auch kohärent, aller-
dings nur in Wellenlängen die größer oder gleich der Bunchlänge sind (Abbildung 2.5.3).
Diese Wellenlängen sind meist so groß, dass sie durch das Strahlrohr abgeschnitten wer-
den. Verkürzt man die Bunchlänge, wird diese Strahlung zugänglich.

Abbildung 2.5.3: Abstrahlung von Wellenlängen kleiner und größer der Bunchlänge: Wel-
lenlängen größer oder gleich der Bunchlänge können kohärent emittiert werden.

Um kurze Bunche zu erzeugen, muss die Optikeinstellung des Rings verändert werden,
sodass der Momentum-Compaction-Faktor α reduziert wird. Diese so genannte Low-
Alpha-Optik macht sich zu nutze, dass die fokussierenden Magnete so eingestellt wer-
den können, dass die Dispersion kleiner wird (siehe Gleichung (2.2.15)), damit der Weg
der hochenergetischen Teilchen verkürzt, und der Weg der niederenergetischen verlängert
wird. Trotz der bestehenden Energieunterschiede sinkt die Wegdifferenz beim Umlauf
und die Teilchen befinden sich näher beieinander.

4CSR: Coherent Synchrotron Radiation
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Strahlungsleistung

Der Vorteil der kohärenten Synchrotronstrahlung ist, dass ihre Intensität proportional zum
Quadrat der Teilchenzahl wächst und bei 108 bis 1010 Elektronen pro Bunch schon ein
geringer kohärent emittierender Teil ausreicht, um einen großen Zuwachs an Strahlungs-
intensität zu erhalten.
Betrachtet man die gesamte Strahlungsleistung von N Teilchen, die mit einer konstanten
Phase φ zueinander auf der selben Bahn kreisen, erhält man eine gewichtete Summe:

Ptot =
∑

n

∣∣∣∣∣
N∑

s=1

exp(inφs)

∣∣∣∣∣
2

Pn (2.5.8)

wobei Pn die Leistung der n-ten Harmonischen ist. Teilchen gleicher Phase interferieren
somit positiv.
Würden sich alle Teilchen am selben Ort befinden, ist φ für alle Teilchen gleich und es
ergibt sich:

Ptot = N2
∑

n

Pn (2.5.9)

Zur Erzeugung von kohärenter Strahlung reicht es aus, wenn die Elektronen beinahe die
gleiche Phase haben, sie muss nicht exakt gleich sein. Nimmt man an, die Phase folgt der
Funktion f(φ), wird Gleichung (2.5.8) zu:

Ptot =
∑

n

[
N + N(N − 1)

∣∣∣∣� f(φ)einφdφ

∣∣∣∣2
]

Pn (2.5.10)

Der Faktor N(N − 1) trägt dem Umstand Rechnung, dass nur über unterschiedliche Teil-
chen summiert beziehungsweise integriert wird. Um die Leistung der einzelnen Harmo-
nischen zu bestimmen, benötigen wir die Fouriertransformierte der Ladungsverteilung,
CSR-Formfaktor genannt:

g(ω) = FT [ρ(z)|norm.] (2.5.11)

Dabei ist darauf zu achten, dass ρ(z) normiert ist. So kann man für die Gesamtleistung
einer abgestrahlten Wellenlänge schreiben:(

dP

dω

)
Bunch

=
(

N︸︷︷︸
inkoh.

+ N(N − 1)︸ ︷︷ ︸
koh.

g(ω)
)(dPs

dω

)
Elektron

(2.5.12)

Der Anteil der inkohärenten Strahlung ist in diesem Ausdruck enthalten und proportional
zu N , da er aus der Summe der Einzelintensitäten besteht. Dieser Anteil ist unabhängig
von der Phase der Teilchen, also unabhängig von der Bunchform.
Das in Abbildung 2.5.2 gezeigte Spektrum berücksichtigt nicht die kohärente Synchro-
tronstrahlung (CSR), da diese nur in wenigen Synchrotrons genutzt werden kann. Der
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qualitative Vergleich der Spektren kohärenter und inkohärenter Synchrotronstrahlung ist
in Abbildung 2.5.4 dargestellt.

Abbildung 2.5.4: Vergleich der Spektren von kohärenter und inkohärenter Synchrotronstrah-
lung: Kürzere Bunche erzeugen ein breiteres Frequenzspektrum kohärenter Synchrotronstrahlung,
kohärente Synchrotronstrahlung ist N-mal leistungsstärker als inkohärente.
(Aus: Agoh, Dynamics of Coherent Synchrotron Radiation by Paraxial Approximation [7])

Um den Frequenzbereich des kohärenten Anteils der Synchrotronstrahlung auszuweiten,
kann zum einen die Bunchlänge verkürzt werden, denn schmale Verteilungen besitzen
breite Fouriertransformierte. Allerdings führt eine zu große Ladungsdichte im Bunch zu
einer Instabilität, die die stabile Emission von kohärenter Synchrotronstrahlung verhindert
(siehe Kapitel 2.5.2). Weiter besteht die Möglichkeiten der Deformation der Ladungsver-
teilung innerhalb eines Bunches, um kohärente Strahlungsanteile größerer Frequenzen zu
erhalten. Die Fouriertransformierten von drei- oder viereckigen Verteilungen zum Bei-
spiel haben ein sehr viel größeres Frequenzspektrum als die Fouriertransformierte einer
Normalverteilung. Als dritte Methode kann die Modulation der Ladungsverteilung inner-
halb eines Bunches herangezogen werden. Versieht man einen langen Bunch mit einer
Dichtemodulation, strahlen die kurzen Teile des Bunches hoher Dichte, die so genannten

”Microbunche“, für sich kohärent. Die Abstrahlung dieser extrem kurzen Unterbunche
führt zu sehr breiten Frequenzverteilungen.
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Das CSR-Wake-Feld

Für ein Elektron, dass sich mit gleichbleibender Geschwindigkeit auf einer Kreisbahn
mit dem Radius R bewegt, konnte Schott [8] das tangentiale elektrische Feld Eφ am
Beobachtungspunkt ~x bestimmen

Eφ(~x,t) = − 1

R

∂

∂φ
Φ(~x,t)− 1

c

∂

∂t
Aφ(~x,t) (2.5.13)

wobei Φ(~x,t) und ~A(~x,t) für das skalare Potential und das Vektorpotential stehen.
Ausgehend von den entsprechenden Ladungs- und Stromdichten kann man diese Poten-
tiale berechnen und in obige Gleichung (2.5.13) einsetzen. Um daraus das Wake-Feld
der Synchrotronstrahlung zu bestimmen, stellt man dieses Feld als Summe aus Coulomb-
Term und Wake-Feld dar:

Eφ = Ecoul. + W (2.5.14)

Man erhält in longitudinaler Richtung und für die Näherung v = c [9]:

W (z) =

{
0 z < 0

− Z0ce
2π(3R2)1/3

∂
∂z

z−1/3 z > 0
(2.5.15)

Das bedeutet, dass sich hier das Wake-Feld vor der Ladung befindet und nicht wie sonst
dahinter (siehe Kapitel 2.3).
Obwohl sich die Elektronen fast mit Lichtgeschwindigkeit bewegen, kann die Synchro-
tronstrahlung den Bunch überholen, falls der Ablenkmagnet lang genug ist, da die Elek-
tronen im Magneten einer gekrümmten Bahn folgen, während die Strahlung sich ohne
Ablenkung ausbreitet. Abbildung 2.5.5 zeigt, wie das Feld, welches vom hinteren Ende
des Bunches abgestrahlt wurde, den Kopf des Bunches beeinflusst.

CSR

Rv

Abbildung 2.5.5: Selbstwechselwirkung durch kohärente Synchrotronstrahlung: Kohärente Syn-
chrotronstrahlung die vom hinteren Teil des Bunches emittiert wurde, kann später auf den vorderen
Teil des Bunches wirken.

Wie in Kapitel 2.5 beschrieben, breitet sich inkohärente Synchrotronstrahlung unter dem
Öffnungswinkel Θ ≈ 1

γ
aus, welcher im hochrelativistischen Fall extrem schmal wird.
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Damit kann dieser Anteil der Strahlung den Bunch kaum mehr beeinflussen, wenn die
transversale Ausdehnung vernachlässigt wird. Die niederfrequente kohärente Synchro-
tronstrahlung hingegen hat einen vergleichsweise großen Öffnungswinkel [7] von

Θlow ≈
(

3σz

3R

)1/3

(2.5.16)

und wird unter Winkeln abgestrahlt, die die spätere Bahn des Bunches treffen können.
In Gleichung (2.5.15) wurde ein Raum ohne Begrenzungen angenommen, der Effekt der
Abschirmung der Strahlung durch das Strahlrohr ist nicht berücksichtigt. Dieses wird
oft näherungsweise als zwei parallele Platten dargestellt (das sog. Parallel-Plates-Modell
[10]), an denen Strahlung reflektiert werden kann. Dieser Umstand wird hier aber aus
Gründen der Vereinfachung vernachlässigt.

Bunchdeformation durch das CSR-Wake

Um die Ladungsverteilung im Bunch unter Einfluss der kohärenten Synchrotronstrahlung
zu bestimmen, benutzt man die Haissinski-Gleichung (2.4.9). Dafür muss die Sprungant-
wort S(t), also die Reaktion des Systems auf ein vorbeifliegendes Elektron, berechnet
werden [9]:

W (t) = − Z0e

2π(3cR2)1/3

∂

∂t
t−1/3 t > 0 (2.5.17)

S(t) =
2πR

e

� t

−∞
W (t′)dt′ = −Z0

(
R

3c

)1/3

t−1/3 t > 0 (2.5.18)

Daraus ergibt sich für den Strom:

I(τ) = κ exp

[
−(cτ)2

2σ2
0

− c2

σ2
0V̇RF

(
−Z0

(
R

3c

)1/3
)� ∞

0

I(τ − t)t−1/3dt

]
(2.5.19)

Mit den Ersetzungen

x =
cτ

σ0

, yκ =
Z0c

V̇RF

(
R

3σ4
0

)1/3

I(x) (2.5.20)

erhält man eine dimensionslose Form der Haissinski-Gleichung aus Gleichung (2.5.19):

yκ(x) = κ exp

[
−x2

2
+ sgn(α)

� ∞

0

yκ(x− z)z−1/3dz

]
(2.5.21)

Hiebei ist x die dimensionslose longitudinale Ortskoordinate in Einheiten der Bunchlänge
und y die unnormierte dimensionslose Ladungsdichte. Das Vorzeichen des Momentum-
Compaction-Faktors sgn(α) muss hier zwingend berücksichtigt werden, da sich das Vor-
zeichen von V̇RF ändert, je nachdem ob α positiv oder negativ ist.
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Da keine analytische Lösung für Gleichung (2.5.21) bekannt ist, muss die Gleichge-
wichtsverteilung yκ(x) numerisch berechnet werden. Dafür wird die Normalverteilung für
yκ(x−z) als Startverteilung eingesetzt und daraus die neue Ladungsverteilung berechnet.
Diese neue Verteilung ist Startverteilung der nächsten Iteration. Der Gleichgewichtszu-
stand ist gefunden, wenn sich das Ergebnis der vorherigen Iteration nicht signifikant vom
Ergebnis dieser Iteration unterscheidet.
Um die Ladungsverteilung des Gleichgewichtszustandes mit der Ladungsdichte im Be-
schleuniger zu verknüpfen, definiert man den Formfaktor F (κ) als Integral über die Ver-
teilung (2.5.21):

F (κ) =

�
yκ(x)dx (2.5.22)

Der Formfaktor ist wegen Gleichung (2.5.20) zum Strom im Bunch Ib proportional:

F (κ) = Ib
Z0c

V̇RF

(
R

3σ4
0

)1/3

(2.5.23)

Der Wert des Formfaktor F (κ) hängt alleine von dem dimensionslosen Normierungsfak-
tor κ aus Gleichung (2.4.9) ab, wobei ein großer κ-Wert für einen hohen Strom steht
und die Deformierung der Ladungsverteilung damit zunimmt. Da Gleichung (2.5.21) wie
oben erwähnt nicht analytisch lösbar ist, kann der Normierungsfaktor nicht explizit durch
den Strom ausgedrückt werden.
Wenn die endgültige Bunchform yκ bestimmt ist, lässt sich auch der CSR-Formfaktor

g(λ) = FT [yκ(x)|norm.] =
1

F (κ)2

∣∣∣∣� ∞

−∞
yκ(x)e2iπσ0/λdx

∣∣∣∣2 (2.5.24)

errechnen, um damit das Strahlungsspektrum des Bunches vorherzusagen. Dabei führt ein
stark verformter Bunch zu einem verstärkten Anteil an hohen Frequenzen.

2.5.2 Die Stupakov-Schwelle

Wie im vorherigen Kapitel beschrieben, verhindert eine zu große Ladungsdichte im Bunch
eine stabile Emission und es kommt zu Strahlungsausbrüchen. Manche Untersuchun-
gen sind allerdings nur mit einer stabilen, zeitlich konstanten Strahlung im THz-Fre-
quenzbereich möglich. Um diesen Nutzern die gewünschten Messungen standardmäßig
zu ermöglichen, ist es wichtig, die genaue Lage der Instabilität im Parameterraum zu ken-
nen.
Die theoretischen Erkenntnisse über den Einfluss von kohärenter Synchrotronstrahlung
auf die Elektronenverteilung im Bunch fasste Karl Bane für den Microbunching Work-
shop 1996 [9] zusammen:
Die von der Strahlung verursachten Felder wirken auf den Bunch zurück und verändern
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die Verteilung der Elektronen, dadurch wird eine kohärente Abstrahlung mit höheren Fre-
quenzen möglich. Weiter kann für bestimmte Anfangsbedingungen keine Gleichgewichts-
verteilung der Ladungen berechnet werden. Ob jedoch die daraus folgende Instabilität rein
numerischer Natur ist oder gleichzeitig einen physikalischen Hintergrund besitzt, blieb
ungeklärt.
Eine andere Erklärung für die Instabilität im Experiment gaben Stupakov und Heifets
[11]: Eine anfängliche kleine Störung der Ladungsverteilung im Bunch wächst unter dem
Einfluss der kohärenten Strahlung immer weiter an, sodass das gesamte System nach ei-
niger Zeit von der Störung beherrscht wird.
Desweiteren konnten Stupakov und Heifets zeigen, welche Anfangsbedingungen diese
Entwicklung begünstigen oder verhindern [11]:
Ausgehend von einem konstanten, nicht gebunchten Strahl mit der Sollenergie E0, der
sich auf einem Orbit mit dem Radius R ohne Abschirmung befindet, kann die Vlasov-
Gleichung

∂ρ

∂s
− ηδE

∂ρ

∂z
− r0

γ

∂ρ

∂δ

� ∞

−∞
W (z − z′)ρ(δ′,z′,s)dz′dδ′ = 0 (2.5.25)

aufgestellt werden. Hier ist die longitudinale Ladungsverteilung durch ρ(z,δ,s) gegeben,
wobei der Abstand zum Referenzteilchen z als Ortskoordinate, der relative Energieunter-
schied zum Referenzteilchen δE = E−E0

E
als Impulsäquivalent und der Ort des Referenz-

teilchens s = ct als Zeitkoordinate gegeben ist. Weitere Konstanten sind der Slip-Faktor
η und der klassische Elektronenradius r0. Als Wake-Feld wird das in Gleichung (2.5.17)
definierte CSR-Wake eingesetzt.
Für eine Störungsrechnung wird ρ(z,δ,s) als Summe aus Gleichgewichtsverteilung ρ0(δ)

und einer Störung ρ1(z,δ,s) dargestellt,

ρ(z,δ,s) = ρ0(δ) + ρ1(z,δ,s) (2.5.26)

ρ0(δE) =
n√
2π

exp

(
− δ2

E

2σ2
E

)
(2.5.27)

ρ1(z,δ,s) = ρ̂1 exp (−iωs/c + ikz) (2.5.28)

wobei ρ1 � ρ0 gelten muss. Die Wellenzahl der Störung ist mit k gegeben, n steht für die
Teilchendichte im Gleichgewichtszustand und σE ist der quadratische Mittelwerte der re-
lativen Energieunterschiede δE . Setzt man diese Verteilung in (2.5.25) ein und linearisiert
die Gleichung, erhält man einen Ausdruck für ω in Abhängigkeit von k. Der Imaginärteil
von k muss negativ sein, um ein Anwachsen der Störung zu verhindern. Daraus ergibt
sich die Bedingung

kR > 2.0

(
nr0

|η|γσ2
E

)3/2

(2.5.29)
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für einen stabilen Strahl. Besteht der Strahl aus einzelnen gaußförmig Bunchen mit Nb

Teilchen und der jeweiligen Länge σz, behält das obige Ergebnis seine Gültigkeit, falls

1

k
� σz (2.5.30)

gilt. Die Instabilität ist dann abhängig von der lokalen Teilchendichte, die maximal den
Wert

n =
Nb√
2πσz

(2.5.31)

annehmen kann. Damit ändert sich Gleichung (2.5.29) zu

kR > 2.0

(
Nbr0

|η|
√

2πσzγσ2
E

)3/2

. (2.5.32)

Diese Grenze zwischen stabiler Ladungsverteilung und Instabilität wird Stupakov-Schwel-
le genannt.
Die anwachsende Störung in der Theorie von Stupakov und Heifets führt zu Microbun-
ching. Das bedeutet, dass die Ladungsverteilung keiner glatten Kurve entspricht, sondern
kleine Modulationen aufweist, die Microbunche genannt werden. Microbunche strahlen
für sich in sehr kurzen Wellenlänge kohärent und vergrößern damit die Strahlungsleistung,
die wiederum die Instabilität treibt. Die anfänglich wenigen Microbunche vermehren sich
und breiten sich über die gesamte Bunchlänge aus. Die erhöhte Abstrahlung führt aller-
dings zu einer größeren Dämpfung, was eine Rückbildung der Microbunche zur Folge
hat. Es entsteht ein Kreislauf, der eine mögliche Erklärung der periodischen Strahlungs-
ausbrüche ist [12, 13]. Abbildung 2.5.6 zeigt die Ergebnisse einer Simulation von Ventu-
rini et al. [13] zur Ausbildung von Microbunchen durch kohärente Synchrotronstrahlung.

Abbildung 2.5.6: Microbunching: Simulierte Ladungsverteilung zu drei verschiedenen Zeiten τ

über der Ortskoordinate q. Die Instabilität wurde durch eine kleine Störung zur Zeit τ = 0 aus-
gelöst. links: Erste Microbunche bilden sich, mittig: Die Microbunche haben sich über die ge-
samte vordere Flanke ausgebreitet, rechts: Durch Dämpfung glättet sich die Ladungsverteilung
wieder.
(Aus: Venturini et al., Coherent Synchrotron Radiation and Bunch Stability in a Compact Storage
Ring [13])
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Den Zusammenhang beider, in diesem Abschnitt behandelter, Theorien stellt Fernando
Sannibale her [14]. Er verknüpft die Theorie von Stupakov mit messbaren Größen der
Beschleunigerphysik und zeigt, welche Abstrahlungsspektren durch eine Verformung der
Bunche nach Bane zu erwarten ist:
Um Gleichung (2.5.32) experimentell überprüfen zu können, muss sie in eine andere Form
gebracht werden. Mit den Gleichungen (2.2.17) und (2.2.19) erhält man folgende Bedin-
gung für eine stabile Emission

Nb <
25/2π13/6ε0

ceR1/3
fRF VRF

σ3
z

λ2/3
, (2.5.33)

wobei angenommen wurde, dass die Elektronen auf einem Teil der Flanke der RF-Span-
nung ankommen, der als linear betrachtet werden kann. Dann gilt für die zeitliche Ände-
rung der Beschleunigungsspannung V̇RF :

dVRF

dt
≈ 2πfRF VRF (2.5.34)

Außerdem wurde von der Wellenzahl der Störung zur entsprechenden Wellenlänge λ =

2π/k übergegangen.
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Kapitel 3

Bunchdeformation durch das
CSR-Wake

Das Wake-Feld der kohärenten Synchrotronstrahlung (Gleichung (2.5.15)) sorgt für Ener-
giegewinne und Verluste der einzelnen Elektronen im Bunch. In Abbildung 3.0.1 sind
diese Änderungen der Energie für einen gaußförmigen Bunch gezeigt. Durch die Be-
schleunigung der vorderen Ladungsträger und das Abbremsen der hinteren verändert sich
die Verteilung im Bunch allmählich. Die veränderte Ladungsverteilung hat wiederum ein
verändertes Wake-Feld zur Folge, weswegen die Berechnung der Gleichgewichtsvertei-
lung der Ladungen mittels eines iterativen Integrals (Gleichung (2.5.19)) erfolgt.

3.1 Methodik zur Berechnung der verschiedenen Bunch-
formen

Die in Kapitel 2.5.1 eingeführte dimensionslose Form der Haissinski-Gleichung für das
CSR-Wake

yκ(x) = κ exp

[
−x2

2
+ sgn(α)

� ∞

0

yκ(x− z)z−1/3dz

]
(3.1.1)

muss numerisch gelöst werden, um die Gleichgewichtsverteilung der Ladungen zu be-
stimmen. Dabei ist x ein vielfaches der natürlichen Bunchlänge σ0, also der Standard-
abweichung der ursprünglichen Normalverteilung, und y gibt eine unnormierte Dichte in
Abhängigkeit des Vorfaktors κ an.
Bei der numerischen Berechnung treten zwei Probleme auf:

• Die obere Integrationsgrenze ist∞

• Die untere Integrationsgrenze hat eine Singularität wegen z−1/3
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Abbildung 3.0.1: Die Energieänderung ∆E der Elektronen durch das CSR-Wake über der nor-
mierten longitudinalen Koordinate z/σz: Die kohärente Synchrotronstrahlung, die von einem
gaußförmigen Bunch (schwarz gestrichelt) ausgesendet wird, sorgt für ein Abbremsen der hinte-
ren Elektronen im Bunch, wohingegen die Elektronen im Kopf des Bunches beschleunigt werden.
(Aus: Agoh, Dynamics of Coherent Synchrotron Radiation by Paraxial Approximation [7])

Da die Verteilungen sehr schnell zu beiden Seiten abfallen, muss die Integration nicht bis
∞ durchgeführt werden. Es reicht die Berechnungen der (x−z)-Werte im Intervall [−4,6]

durchzuführen, was ein Absinken der Dichte-Werte y(x) auf unter 10−4 an den Rändern
gewährleistet. Um das zweite Problem zu umgehen, empfiehlt es sich, das Integral zu
transformieren [15]. Divergiert der Integrand wie (z − a)−ξ für 0 ≤ ξ < 1 bei a, ist
folgende Transformation die Lösung:

� b

a

f(z)dz =
1

1− ξ

� (b−a)1−ξ

0

tξ/1−ξf(tξ/1−ξ + a)dt für (b > a) (3.1.2)

Angewendet auf Gleichung (3.1.1) erhält man:

y(x) = κ exp

[
−x2

2
+ sgn(α)

3

2

� ∞

0

y(x− t3/2)dt

]
(3.1.3)

Diese Gleichung ist Ausgangspunkt für die Bestimmung der Ladungsverteilungen unter
Wirkung der CSR. Zu ihrer Berechnung wurde ein Programm in C++ geschrieben, das
dem Anhang E entnommen werden kann.
Als Format für alle Gleitkommazahlen wurde ”long double“gewählt, um möglichst ge-
naue Werte zu erhalten. Dadurch steht pro Zahl ein Speicherplatz von 80 Bit zur Verfü-
gung, was eine Berechnung auf 19 Stellen zulässt.
Für die gewählten Parameter der oberen und unteren Grenze des Wertebereichs o und u,
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BERECHNETEN BUNCHFORMEN FÜR POSITIVEN

MOMENTUM-COMPACTION-FAKTOR α UND IHRE EIGENSCHAFTEN

der Anzahl der Iterationen It, der Bingröße ∆x und des Vorfaktors κ wird die Anfangs-
verteilung ystart(x) erzeugt:

ystart(x) = κ exp

(
−1

2
x2

)
(3.1.4)

Mit Bingröße ist hierbei der Abstand der x-Werte ∆x, zu denen ein y-Wert berechnet
wurde, gemeint. Mit einer Ober- und Untergrenze von o = 6 beziehungsweise u = -4 und
∆x = 2000 wurden für jede Verteilung 20.000 Wertepaare berechnet.
Der nächste Schritt ist die Berechnung des Integrals I(x)

I(x) =

� ∞

0

y(x− t3/2)dt (3.1.5)

für jeden x-Wert aus der aktuellen Verteilung. Dazu wird das Rechteckverfahren ange-
wandt:
Man errechnet Funktionswerte in einem bestimmten Abstand und multipliziert diese je-
weils mit dem Mittelwert der Abstände zum vorherigen und nachfolgenden Funktions-
wert. Der x-Wertebereich ist bereits in s = (o − u)/∆x Teile unterteilt und der zu-
gehörige Funktionswert y(x) ist bekannt. Das Integral ist dann die Summe aus den Funk-
tionswerten multipliziert mit der Breite ∆x des Binnings. Da nach der Transformation
der Haissinskigleichung (3.1.3) die Variable t eine gebrochene Hochzahl besitzt, hat man
zwei Möglichkeiten der numerischen Berechnung: entweder man hält den Abstand zwi-
schen den einzelnen t3/2 konstant, oder den Abstand der einzelnen t. In dem verwendeten
Programm wurde die erste Möglichkeit genutzt, dadurch muss die Breite immer wieder
neu aus der Differenz des vorherigen und des nächsten t berechnet werden. Die neue
Ladungsverteilung kann nun mit

y(x) = κ exp

(
−1

2
x2 + sgn(α)I(x)

)
(3.1.6)

erzeugt werden.
Die letzten beiden Schritte müssen nun so oft durchgeführt werden, bis keine Veränderung
der Verteilung mehr eintritt. Die Anzahl der Iterationen It ist also groß genug zu wählen.
Am Ende der Berechnungen wird das Integral der gesamten Verteilung, der Formfaktor
F (κ), ebenfalls mit der Rechteckmethode berechnet.

3.2 Berechneten Bunchformen für positiven Momentum-
Compaction-Faktor α und ihre Eigenschaften

Die Synchrotronstrahlungsquelle ANKA wird stets mit einem Momentum-Compaction-
Faktor α betrieben, der größer Null ist. Deswegen wurde in allen folgende Berechnun-
gen ein positives Vorzeichen angenommen. Mit der in Kapitel 3.1 vorgestellten Methode



29

wurden Ladungsverteilungen für unterschiedliche Vorfaktoren κ mit jeweils 2000 Funk-
tionswerten y(x) pro x im Intervall [−4,6] und so vielen Iterationen berechnet, dass der
Formfaktor eine Genauigkeit von 12 Nachkommastellen aufweist.
Ausgewählte Bunchformen sind in Abbildung 3.2.1 über der dimensionslosen longitudi-
nalen Koordinate x = cτ/σ0 in Einheiten der Bunchlänge σ0 dargestellt.
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Abbildung 3.2.1: Gleichgewichtsverteilung y(x) der Ladungen unter Einfluss der CSR für ver-
schiedene Vorfaktoren κ: Mit steigendem κ werden die Verteilungen steiler und verschieben ihren
Ladungsschwerpunkt zu größeren x-Werten, wobei x die dimensionslose longitudinale Koordinate
in Einheiten der natürlichen Bunchlänge σ0 ist.

Zu beobachten ist eine Verschiebung des Ladungsschwerpunkts zu positiven x-Werten
und somit zum Kopf des Bunches hin für wachsenden Vorfaktor κ. Dies geschieht um
den steigenden Energieverlust durch stärkere Synchrotronstrahlung bei größerem κ aus-
zugleichen, denn bei positivem Momentum-Compaction-Faktor α werden früher ankom-
mende Teilchen stärker in der Kavität beschleunigt (siehe Kapitel 2.2.1). Außerdem ist
eine wachsende Asymmetrie der Ladungsverteilungen mit steigendem κ zu beobachten.
Mit der in Kapitel 2.5.1 vorgestellten Gleichung (2.5.23) können Messgrößen wie der
Strom im Bunch Ib und die Bunchlänge σ0 mit dem Formfaktor F (κ) und so mit der
entsprechenden Ladungsverteilung verknüpft werden:

F (κ) =

�
yκ(x)dx = Ib

Z0c

V̇RF

(
R

3σ4
0

)1/3

(3.2.1)

Um die berechneten Verteilungen zu normieren, müssen sie durch den Formfaktor geteilt
werden. Abbildung 3.2.2 zeigt die normierten Verteilungen für die gleichen Vorfaktoren
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wie Abbildung 3.2.1.
Beobachtet man die Maxima der normierten Verteilungen, so wachsen diese zunächst mit
dem Vorfaktor κ an. Daraus lässt sich auf eine verkürzte Bunchlänge σ0 schließen. Ab
einem Vorfaktor von κ > 0,29 kehrt sich dieses Verhalten jedoch um.
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Abbildung 3.2.2: Normierte Gleichgewichtsverteilungen y(x) für verschiedene Vorfaktoren κ:
Ausgehend von der gaußförmigen Anfangsverteilung verkürzt sich mit steigendem κ zunächst die
Bunchlänge stark, erkennbar an den wachsenden Maxima der Verteilungen. Bei Verteilungen mit
κ > 0,29 ist jedoch neben der deutlichen Asymmetrie eine erneute Verlängerung der Bunche zu
beobachten.

Trägt man den Formfaktor F (κ) über dem Vorfaktor κ auf (Abbildung 3.2.3), zeigt sich,
dass mit steigendem Wert von κ der Formfaktor extrem schnell anwächst und für einen
Grenzwert κmax gegen unendlich geht. Der Grenzwert des Vorfaktors wurde auf 12 Stel-
len genau bestimmt:

0,291030514208 < κmax < 0,291030514209 (3.2.2)

Für Werte κ > κmax kann keine Gleichgewichtsverteilung mehr gefunden werden.
Sowohl das Aussehen der Bunchformen yκ(x) als auch die Entwicklung des Formfaktors
F (κ) mit dem Vorfaktor κ entsprechen den Ergebnissen von K. Bane [9] und F. Sannibale
et al. [16]. Jedoch kann in den Berechnungen von K. Bane schon für κ > 0,2905 keine
Gleichgewichtsverteilung mehr gefunden werden.
Zur weiteren Untersuchung der errechneten Verteilungen wurden die normierten zentra-
len Momente bestimmt. Die Momente beschreiben eine Verteilungsfunktion vollständig
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Abbildung 3.2.3: Der Formfaktor F (κ) für verschiedene Vorfaktoren κ: F (κ) wächst stetig für
0 < κ < 0,25 an und geht dann für κ→ κmax = 0,291030514208 gegen unendlich.

und ihre Werte geben die Stärke der Abweichung von der Normalverteilung an. Das k-te
Moment mk einer kontinuierlichen Verteilung f(x) ist:

mk =

� ∞

−∞
xkf(x)dx (3.2.3)

Die Momente einer diskreten Verteilung mit den Werten xi und den zugehörigen Wahr-
scheinlichkeiten pi berechnen sich aus:

mk =
i=∞∑
i=1

xk
i · pi (3.2.4)

Das erste Moment ist der Erwartungswert x̄. Bei einer zentrierten Ladungsverteilung ist
dieser Wert Null. Ein positiver Wert bedeutet eine Verschiebung zum Kopf, ein negati-
ver eine Verschiebung zum Bunchende. Zur Berechnung der zentralen Momente wird die
Verteilung der Ladungen um den Erwartungswert x̄ betrachtet:
Das zweite zentrale Moment ist die Varianz. Die Varianz ist das Quadrat der Standardab-
weichung, die wiederum der Bunchlänge σ entspricht. Werte der Varianz beziehungswei-
se der Standardabweichung größer eins, stehen für eine verbreiterte Verteilung und eine
Bunchverlängerung, bei Werten kleiner eins wurde die Bunchlänge verkürzt. Das dritte
zentrale Moment wird Skewness genannt und ist ein Maß für die Schiefe der Verteilung.
Eine symmetrische Verteilung hat eine Schiefe von Null, positive Werte entsprechen einer
linkssteilen, negative Werte einer rechtssteilen Verteilung. Das vierte zentrale Moment ist
die Kurtosis und beschreibt die Wölbung der Verteilung. Eine positive Wölbung ist steiler,
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besitzt einen höheren Peak und einen weiter auslaufenden Tail als die Normalverteilung.
Eine negative Wölbung ist flacher als die Normalverteilung, fällt aber zu den Rändern
schneller ab.
Für die berechneten Ladungsverteilungen mit N Datensätzen aus x-Werten xi, y-Werten
yi und Abstand zwischen den x-Werten δ werden die zentralen Momente folgendermaßen
bestimmt:

Erwartungswert: x̄ = 1
N

N∑
i=1

xi · yi · δ (3.2.5)

Varianz: V ar = 1
N−1

N∑
i=1

(xi − x̄)2 · yi · δ = σ2 (3.2.6)

Skewness: Skew = 1
N

N∑
i=1

(
xi−x̄

σ

)3 · yi · δ (3.2.7)

Kurtosis: Kurt =
[

1
N

∑N
i=1

(
xi−x̄

σ

)4 · yi · δ
]
− 3 (3.2.8)

Die Subtraktion der Konstanten in Gleichung (3.2.8) sorgt dafür, dass die Normalvertei-
lung eine Kurtosis von Null hat.
Der Quellcode zur Bestimmung der Momente ist im Anhang E aufgeführt.
Für eine konstante Bunchlänge σ0 ist der Formfaktor F (κ) direkt zum Strom im Bunch
proportional (siehe Gleichung (3.2.1)). Trägt man die zentralen Momente also über F (κ)

auf, entspricht dies einer Darstellung über dem Strom in beliebigen Einheiten, falls die
Bunchlänge konstant gehalten wird.
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Abbildung 3.2.4: Der Erwartungswert x̄ der Ladungsverteilungen, links: über dem Vorfaktors κ,
rechts: über dem Formfaktors F (κ): Der Erwartungswert x̄ entwickelt sich mit dem Vorfaktor
κ ganz analog zum Formfaktor (siehe Abbildung 3.2.3). Deshalb ist die Auftragung von κ über
F (κ) annähernd eine Gerade.

Die Entwicklung des Erwartungswertes x̄ in Abhängigkeit des Vorfaktors κ ist analog
zum Formfaktor F (κ) (Abbildung 3.2.3): Für kleine κ wächst x̄ zunächst stetig und



33

für κ → κmax strebt x̄ gegen unendlich. Deswegen erhält man eine weitgehend linea-
re Abhängigkeit, wenn x̄ über F (κ) aufgetragen wird. Der Erwartungswert ist also in
erster Näherung proportional zum Strom, falls die Bunchlänge σ0 konstant ist.
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Abbildung 3.2.5: Die Bunchlänge σ0, links: über dem Vorfaktors κ, rechts: über dem Formfak-
tors F (κ): Zunächst verkürzt sich die Bunchlänge bis auf ein Minimum von 0,945 bei κ = 0,279
oder F (κ) = 1,94, um dann linear mit F (κ) anzuwachsen.

Die Bunchlänge σ0 wird bei kleinem κ und somit kleinem F (κ) zunächst verkürzt (Ab-
bildung 3.2.5), bis sie ihr Minimum von 0,945 bei κ = 0,279 oder F (κ) = 1,94 erreicht.
Danach verlängert sich der Bunch proportional zu F (κ). Da hier die Bunchlänge eine
Funktion von F (κ) ist und somit nicht konstant, kann der Formfaktor F (κ) nicht als
Stromäquivalent dienen.
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Abbildung 3.2.6: Die Skewness der Ladungsverteilungen, links: über dem Vorfaktors κ, rechts:
über dem Formfaktors F (κ): Die durchweg negativen Skewnesswerte stehen für rechtssteile Ver-
teilungen, die Asymmetrie der Bunchformen nimmt mit steigendem κ zu. Stellt man die Skewness
in Abhängigkeit von F (κ) dar, erhält man eine Minimum bei F (κ) = 9,12.
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Die Skewness nimmt für alle κ und F (κ) negative Werte an (Abbildung 3.2.6), was auf
eine rechtssteile Verteilung schließen lässt. Betrachtet man die Schiefe der Verteilung, die
dem Betrag der Skewness entspricht, so wächst diese mit κ erst langsam, um dann für
κ → κmax gegen −∞ zu gehen. Für steigenden Strom wächst die Schiefe zunächst kon-
tinuierlich und erreicht dann bei F (κ) = 9,12 ihr Maximum. Der folgende Rückgang der
Schiefe mit dem Strom ist vernachlässigbar.
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Abbildung 3.2.7: Die Kurtosis der Ladungsverteilungen, links: über dem Vorfaktors κ, rechts:
über dem Formfaktors F (κ): Verteilungen mit positiver Kurtosis sind steiler als Normalverteilun-
gen. Das Maximum der Kurtosis von 0,42 ist für κ = 0,291 oder F (κ) = 4,51 zu finden.

Positive Kurtosiswerte stehen für Verteilungen mit scharfen Peaks und langen Tails. Be-
trachtet man die Kurtosis in Abhängigkeit vom Vorfaktor κ (Abbildung 3.2.7), so ähnelt
das Verhalten für κ < 0,29 abermals dem des Formfaktors F (κ) (siehe Abbildung 3.2.3),
was einen linearen Anstieg der Kurtosis mit F (κ) oder mit dem Strom zur Folge hat.
Dann aber flacht die Kurve ab und erreicht ein Maximum von 0,42 für κ = 0,291 oder
F (κ) = 4,51. Steigt der Strom weiter an, flachen die Verteilungen proportional dazu ab.
Das Verhalten des Erwartungswertes und der Bunchlänge in Abhängigkeit des Vorfaktors
κ stimmen mit den Ergebnissen von K. Bane [9] überein. Jedoch laufen die Entwicklung
dieser Größen mit dem Vorfaktor κ nach den Berechnungen von K. Bane schneller ab.

3.3 Verifizierung der verwendeten Methode

Die in Kapitel 3.2 vorgestellten Ergebnisse stimmen in vielen Punkten gut mit früheren
Veröffentlichungen überein, eine sorgfältige Überprüfung der einzelnen Schritte soll je-
doch zeigen, wie weit diese Ergebnisse durch numerisch verursachte Ungenauigkeiten
beeinflusst werden.
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3.3.1 Prüfung mit Testfunktion

Die numerische Berechnung des Integrals in Gleichung (3.1.1) erfolgte mittels des Recht-
eckverfahrens. Dafür mussten für jedes x die Funktionswerte y(x−t

3/2
j ) für j verschiede-

ne tj bestimmt werden. Die Funktionswerte y(x) sind in festem Abstand bereits berech-
net. Wählt man die t

3/2
j so, dass die Differenz x− t

3/2
j genau diesem Abstand entspricht,

sind alle y(x− t
3/2
j ) bereits bekannt. Die Breite des Rechtecks tj+1−tj−1

2
muss jedoch für

jedes j neu berechnet werden.
Eine zweite Möglichkeit zur Berechnung des Integrals wäre, die Breite der Rechtecke
konstant zu halten und die Funktionswerte y(x − t

3/2
j ) durch Interpolation aus den be-

kannten benachbarten Werten zu berechnen (Programmcode siehe Anhang E).
Der Vergleich beider numerischer Methoden soll durch die Berechnung eines analytisch
und numerisch lösbaren Integrals I(x) über eine Testfunktion y(x) geschehen:

y(x) = x2 + x (3.3.1)

I(x) =

� 5

0

y(x− t3/2)dt|x=5 (3.3.2)

Ergebnisse der Berechnung:

Methode Wert des Integrals Fehler
Analytische Lösung: Ia = 60.2825
Numerische Lösung, äquidistantes t: I1 = 60.2809 ∆I = -0,0016
Numerische Lösung, äquidistantes t3/2: I2 = 60.2817 ∆I = -0,0008

Die Differenz zwischen Integral Ia und I1 ist doppelt so groß wie die Differenz zwischen
Integral Ia und I2. Damit ist auch der Fehler der ersten numerischen Methode doppelt so
groß wie der der zweiten, weswegen letztere verwendet wurde.

3.3.2 Die Entwicklung der Bunchform mit den Iterationen

Die errechneten Ladungsverteilungen sind Gleichgewichtsverteilungen. Analog zur Ther-
modynamik bedeutet dies, dass die makroskopischen Größen, also hier die Dichte, zeitlich
konstant sind, aber zum Beispiel der Ort eines einzelnen Elektrons innerhalb des Bunches
sich durchaus ändern kann. Mit Beginn der Berechnung setzt die Wirkung der kohärenten
Synchrotronstrahlung instantan ein und es dauert einige Iterationen, bis sich ein Gleich-
gewicht eingestellt hat. Um herauszufinden, wieviele Iterationen It nötig sind, wurde der
Formfaktor F (κ) nach jeder Iteration gespeichert und seine Änderung überwacht.
Abbildung 3.3.1 zeigt, dass mit zunehmendem Vorfaktor κ die Anzahl der benötigten Ite-
rationen stark ansteigt. Für kleine Werte wie κ = 0,15 genügen 5 Iterationen um ein auf 4
Nachkommastellen genaues Endergebnis für F (κ) zu erhalten. Bei κ = 0,291030514208
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Abbildung 3.3.1: Das Anwachsen des Formfaktors F (κ) mit den Iterationen: Die Anzahl der
benötigten Iterationen steigt stark mit wachsendem Vorfaktor κ an. Die Werte für F (κ) nach
den ersten Iterationen sind für verschiedene κ annähernd gleich, erst kurz vor dem Erreichen der
Gleichgewichtsverteilung teilen sich die Verläufe.

waren für diese Genauigkeit bereits 116 Iterationen nötig. Betrachtet man das Verhalten
des Formfaktors F (κ) für zwei nahe beieinanderliegende Vorfaktoren κ, so erhält man
zunächst gleiche F (κ)-Werte für beide Verteilungen. Die Verläufe trennen sich erst, wenn
die Gleichgewichtsverteilung beinahe erreicht ist.
Um herauszufinden, wie die Entwicklung von einer Normalverteilung zur stabilen Gleich-
gewichtsverteilung vonstatten geht, wurden für κ = 0,291030514 die Start- und Endver-
teilung sowie fünf Zwischenschritte gespeichert. Sie sind in Abbildung 3.3.2 zu sehen.
Anfangs steilt sich der Bunch sehr schnell auf und verschiebt seinen Schwerpunkt zum
Kopf hin. Zur Berechnung der Endverteilung waren 100 Iterationen nötig, um eine Genau-
igkeit des Formfaktors F (κ) auf 8 Nachkommastellen zu gewährleisten. Der Formfaktor
F (κ) und damit die Fläche unter der Kurve wachsen anfangs sehr schnell, weshalb sich
der Wert von F (κ) mit den ersten 10 Iterationen vervierfacht. Dann nimmt die Geschwin-
digkeit der Entwicklung ab, in den 40 Iterationen von It = 20 zu It = 60 steigt der F (κ)

nur von 4,13 auf 7,79 an, um nach weiteren 40 Iterationen für die Endverteilung einen
Wert von 8,57 anzunehmen.

3.3.3 Der Einfluss des Binnings auf die Ergebnisse

Das in Kapitel 3.1 beschriebene Verfahren zu Berechnung des Integrals in Gleichung
(3.1.3) stellt eine Approximation des Ergebnisses dar. Der exakte Wert kann auf Grund
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Abbildung 3.3.2: Die Entwicklung der Bunchform yκ(x) für κ = 0,291030514 mit den Iteratio-
nen: Die anfänglich sehr schnelle Entwicklung hin zu aufgesteilten, zu positiven x verschobenen
Verteilungen verlangsamt sich stark mit den Iterationen. Die Endverteilung mit einer Genauigkeit
des Formfaktors F (κ) von 8 Nachkommastellen ist nach 100 Iterationen erreicht.

der endlichen Genauigkeit des Computers und den daraus resultierenden Rundungsfeh-
lern nicht numerisch gefunden werden. Da das Ergebnis der Berechnungen mit endlicher
Genauigkeit ausreicht, muss lediglich sichergestellt werden, dass diese Fehler sich bei
folgenden Rechnungen nicht vergrößern.
Mit dem Begriff ”Binning“ist die Breite das Intervalls zwischen zwei berechneten Funk-
tionswerten gemeint. Für die in Kapitel 3.2 vorgestellten Ergebnisse wurde ein Abstand
zwischen zwei berechneten Datenpunkten der Ladungsverteilungen von ∆x = 0,0005 cτ

σ0

gewählt, was 2000 Berechnungsschritten pro x-Einheit entspricht.
Mit dieser Auflösung konnte eine Genauigkeit des Formfaktors F (κ) von mindestens vier
Nachkommastellen für Vorfaktoren κ ≤ 0,291 erreicht werden. Das Binning muss folge-
richtig um so feiner werden, je näher der Vorfaktor an der numerischen Stabilitätsgrenze
liegt.
Abbildung 3.3.3 zeigt den Einfluss des Binnings auf den Formfaktor F (κ) für verschie-
dene κ-Werte. Dabei ist zu beobachten, dass bereits die Vorfaktoren κ = 0,2910305 und κ

= 0,29103043 bei feinerem Binning zu keiner stabilen Verteilung mehr führen. Der Form-
faktor F (κ) geht gegen unendlich. Der in Gleichung (3.2.2) genannte Wert von κmax <

0,291030514209 muss folglich nach unten auf einen Wert von κmax < 0,29103043 korri-
giert werden.
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Abbildung 3.3.3: Einfluss des Binnings auf den Formfaktor F (κ): Die in Kapitel 3.2 vorgestellten
Ergebnisse wurden mit 2000 Rechenschritten pro x-Einheit berechnet (gestrichelte Linie). Ein
feineres Binning führt bereits bei κ = 0,29103043 und nicht erst bei κ = 0,291030514209 zur
Instabilität.

3.3.4 Bunchformen für negativen Momentum-Compaction-Faktor α

Bei den bisherigen Berechnungen wurde der Momentum-Compaction-Faktor α positiv
angenommen, einige Synchrotrons können allerdings auch mit α-Werten kleiner Null be-
trieben werden (z.B. BESSY II in Berlin). Um den Effekt der Phasenfokussierung nutzen
zu können (siehe Kapitel 2.2.1), muss der Bunch sich dann auf der mit der Zeit ansteigen-
den Flanke der Beschleunigungsspannung befinden. Damit werden später ankommende
Elektronen stärker beschleunigt als früher ankommende.
Die Bunchformen für negatives α unter Einfluss der kohärenten Synchrotronstrahlung
sind in Abbildung 3.3.4 für verschiedene Vorfaktoren κ dargestellt. Die Verteilungen sind
runder und weniger steil als jene bei α > 0 (vergl. Abbildung 3.2.1). Daraus folgt eine
weniger starke Verschiebung des Erwartungswertes bei gleichem Formfaktor F (κ) und
eine durchgehende Verlängerung der Bunchlänge. Anders als die Bunchformen bei α >

0 neigen sich diese Verteilungen zum Bunchende hin, sind also linkssteil. Somit erfah-
ren später ankommende, langsame Elektronen die stärkere Beschleunigung und können
dadurch den Energieverlust durch Synchrotronstrahlung ausgleichen. Das Wachstum des
Formfaktors F (κ) nimmt stark mit wachsendem Vorfaktor κ ab. F (κ) vervierfacht sich
nach dem Anwachsen von κ um eine Größenordnung.
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Abbildung 3.3.4: Ladungsverteilungen für negativen Momentum-Compaction-Faktor α: Mit
wachsendem Vorfaktor κ verschiebt sich der Erwartungswert zu negativen x-Werten und die
Bunchlänge wächst. Der Anstieg des Formfaktors F (κ) verlangsamt sich mit wachsendem κ.

Diese Ergebnisse stimmen genau in Form und Wert des Formfaktors mit jenen von K.
Bane [9] überein. Jedoch sind in dieser Veröffentlichung nur Berechnungen bis zu κ = 2,5
aufgeführt.

3.3.5 Vergleich mit dem Resistive-Wall-Wake

Die Untersuchung des so genannten ”Resistive-Wall-Wake“wurde durchgeführt, um ein
exemplarisches Beispiel zu geben, wie die Ladungsdichte durch andere Wake-Felder de-
formiert werden kann. Das Resistive-Wall-Wake beschreibt den Einfluss des elektrischen
Widerstands des Strahlrohrs auf die Ladungen in seiner Umgebung.
Das Strahlrohr eines Synchrotrons besteht meist aus Kupfer-, Aluminium- oder Edelstahl-
Legierungen mit einer Leitfähigkeit σc. Diese Leitfähigkeit ist die Proportionalitätskon-
stante zwischen Stromdichte ~j und elektrischem Feld ~E:

~j = σc
~E (3.3.3)

Um den Einfluss der Umgebung auf die Elektronen im Ring zu beschreiben, benötigt
man die Impedanz des Strahlrohrs. Für ein rundes Strahlrohr mit dem Radius a ist die
Impedanz bekannt [17]:

Z(k) =
Z0

2πa

(
ξ

k
− ika

2

)−1

(3.3.4)
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In den Parameter ξ geht die Leitfähigkeit ein:

ξ =

√
Z0σc|k|

2
(i + sign(k)) (3.3.5)

Durch Fourier-Transformation der Impedanz (3.3.4) erhält man nach Gleichung (2.3.3)
das Resistive-Wall-Wake:

W (z) =
4Z0c

πa2

(
e−z/z0

3
cos

(√
3z

z0

)
−
√

2

π

� ∞

0

x2e−x2z/z0

x6 + 8
dx

)
(3.3.6)

Hierbei wird z0 die charakteristische Länge genannt und ist durch

z0 =

(
2a2

Z0σc

)1/3

(3.3.7)

gegeben. Betrachtet man das Fernfeld, also Positionen z � z0, nähert es sich asympto-
tisch folgender Funktion [17]:

W (z) = − c

4π3/2a

√
Z0

σc

z−3/2 für z � z0 (3.3.8)

Diese Näherung des Wake-Feldes berücksichtigt nur die hohen Frequenzanteile der zu-
gehörigen Impedanz. Der Verlauf beider Felder ist in Abbildung 3.3.5 gezeigt.

1 2 3 4 5 6

z

z0

-1.0

-0.5

0.5

1.0

W Πa2

c Z0

Abbildung 3.3.5: Genauer Verlauf (blau) und Fernfeld-Näherung (rot) des Resistive-Wall-Wake

Der ANKA Speicherring besitzt ein Strahlrohr aus Remanit 4429, welches nach eu-
ropäischer Norm (EN 10088) einen elektrischen Widerstand von 0,75 Ωmm2/m bei 20◦C
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besitzt. Dies entspricht einer elektrischen Leitfähigkeit von σc = 1,33·106 S/m. Da das
Strahlrohr einen rechteckigen Querschnitt von 70 mm×32 mm hat, wurden exemplarisch
drei charakteristische Längen berechnet: Für den Radius eines eingeschriebenen Kreises
der kurzen Seite, für den Radius eines eingeschriebenen Kreises der langen Seite und für
den Mittelwert.

a 16 mm 25 mm 35 mm

z0 101 µm 136 µm 170 µm

Für die Fernfeldnäherung ist gefordert, dass die charakteristische Länge sehr klein ge-
genüber der Bunchlänge ist, also σ0 � z0 gilt. Bei ANKA sind Bunchlängen zwischen
300 µm und 9000 µm typisch, somit erfüllen nur die längeren Bunche diese Bedingung.
Analog zu Kapitel 2.5.1 und 3.1 wurde die dimensionslose Form der Haissinskigleichung
für das Resistive-Wall-Wake (Gleichung (3.3.8)) aufgestellt und diese anschließend zur
genaueren numerischen Berechnung transformiert:

y(x) = κ exp

[
−x2

2
− sgn(α)

� ∞

0

y(x− z)z−1/2dz

]
(3.3.9)

= κ exp

[
−x2

2
− sgn(α) · 2

� ∞

0

y(x− t2)dt

]
(3.3.10)

mit x =
cτ

σ0

, yκ =
R

V̇RF ea

√
Z0c5

σ3
0πσc

I(x) (3.3.11)
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Abbildung 3.3.6: Ladungsverteilungen unter Einfluss des Resistive-Wall-Wake für kleine κ: Die
Ladungsverteilungen verändern sich nur langsam mit wachsendem Vorfaktor κ. Die Bunchlänge
nimmt zu und der Erwartungswert verschiebt sich zu positiven x-Werten.
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Für positive α wurden dann zu verschiedenen Vorfaktoren die Ladungsverteilungen, wie
in Kapitel 3.1 beschrieben, berechnet.
Für Vorfaktoren κ < 1000 erhält man Ladungsverteilungen (Abbildung 3.3.6), die denen
unter Einfluss des CSR-Wake ähneln. Der Bunch wird asymmetrisch rechtssteil und ver-
schiebt sich zu größeren x-Werten hin. Allerdings ist die Form weniger asymmetrisch und
breiter als beim CSR-Wake (siehe Abbildung 3.2.1), weswegen sich die Bunchlänge mit
steigendem κ vergrößert.
Ab einem Vorfaktor κ von ungefähr 1000 erhält man keine stabile Endverteilung mehr.
Die Ladungsverteilungen nach ungerader Anzahl an Iterationen beginnen sich von jenen
nach gerader Anzahl an Iterationen zu unterscheiden. Die Untersuchung dieser numeri-
schen Instabilität des Resistive-Wall-Wakes kann dem Anhang F entnommen werden.
In Abbildung 3.3.7 ist der Formfaktors F (κ) über κ für stabile Endverteilungen gezeigt.
In der rechten Darstellung wurde für κ eine logarithmische Skala gewählt, wodurch man
in erster Näherung eine Gerade erhält. Der Formfaktor ist also näherungsweise propor-
tional zum Logarithmus des Vorfaktors. Nach Gleichung (3.3.11) ist der Formfaktor bei
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Abbildung 3.3.7: Die Entwicklung des Formfaktors F (κ) unter dem Einfluss des Resistive-Wall-
Wake: links: Der Formfaktor wächst erst stark dann immer schwächer mit dem Vorfaktor κ an;
rechts: κ wurde mit einer logarithmischen Skala dargestellt. Da der Verlauf einer Geraden ähnlich
ist, wächst der Formfaktor proportional zum Logarithmus von κ.

fester Bunchlänge σ0 wie in Kapitel 3.2 zum Strom im Bunch Ib äquivalent:

F (κ) =

�
y(x) =

R

V̇RF ea

√
Z0c5

σ3
0πσc

Ib, (3.3.12)

Da der Strom und die Bunchlänge messbare Größen sind, werden die zentralen Momente
der normierten Ladungsverteilungen in Abbildung 3.3.8 und 3.3.9 über F (κ) dargestellt.
Dies entspricht also einer Darstellung über dem Strom in beliebigen Einheiten, falls die
Bunchlänge konstant ist.
Vergleicht man die Erwartungswerte x̄ für verschiedene Formfaktoren F (κ) der Ladungs-
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Abbildung 3.3.8: Erwartungswert x̄ und Bunchlänge σ0 für Ladungsverteilungen des Resistive-
Wall-Wake über dem Formfaktor F (κ): Erwartungswert (links) und Bunchlänge (rechts) sind
näherungsweise proportional zum Formfaktor.

verteilungen unter Einfluss des Resistive-Wall-Wakes (Abbildung 3.3.8 links) mit jenen
unter Einfluss des CSR-Wake (Abbildung 3.2.4 rechts), so stellt man fest, dass die Ent-
wicklung beider x̄ analog stattfindet. Unter dem Einfluss beider Wake-Felder wächst der
Erwartungswert in erster Näherung proportional zu F (κ), bei fester Bunchlänge also pro-
portional zum Strom im Bunch, jedoch durch die Wirkung der kohärenten Synchrotron-
strahlung schneller als durch die Wirkung des Resistive-Wall-Wakes.
Die Bunchlänge σ0 ist für alle Formfaktoren F (κ) größer 1 (Abbildung 3.3.8 rechts),
woraus geschlossen werden kann, dass die Wirkung des Resistive-Wall-Wakes für eine
Verlängerung der Bunche sorgt. Wie der Erwartungswert wächst auch die Bunchlänge li-
near mit F (κ).
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Abbildung 3.3.9: Skewness und Kurtosis für Ladungsverteilungen des Resistive-Wall-Wake über
dem Formfaktor F (κ): Skewness (links) und Kurtosis (rechts) sind immer negativ, was auf rechts-
steile, abgeflachte Verteilungen schließen lässt.
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Der Verlauf der Skewness (Abbildung 3.3.9 links) unter Einfluss des Resistive-Wall-
Wakes gleicht dem Verlauf unter Einfluss des CSR-Wake (Abbildung 3.2.6 rechts): Beide
Verteilungen sind immer rechtssteil (Skewness < 0) und die Skewness fällt zunächst stark
mit dem Strom ab, um sich dann für einen Formfaktor F (κ) > 6 kaum mehr zu ändern.
Jedoch ist der Betrag der Skewness, also die Schiefe der Verteilung, unter der Wirkung
der kohärenten Synchrotronstrahlung bei gleichem F (κ) stets größer.
Auch die Kurtosis (Abbildung 3.3.9 rechts) ist unter Einfluss des Resistive-Wall-Wakes
stets negativ, was bedeutet, dass die erzeugten Verteilungen flacher als Normalverteilun-
gen sind. Die Kurtosiswerte nehmen zuerst stark, dann nur noch wenig, mit wachsendem
Strom ab.

Abschließend lässt sich sagen, dass sich auch die Deformation der Ladungsverteilung
durch das Fernfeld des Resistive-Wall-Wakes mit der in Kapitel 3.1 vorgestellten Metho-
de berechnen lässt. Das Verhalten des Erwartungswertes und der Schiefe der Verteilung
gleicht dem unter Einfluss der kohärenten Synchrotronstrahlung. Unterschiede zeigen sich
bei der Entwicklung der Bunchlänge und der Kurtosis: Sorgte das CSR-Wake für kurze,
steile Verteilungen, so erhielt man mit dem Resistive-Wall-Wake flache, lange Bunchfor-
men.
Auch frühere Untersuchungen zeigten, dass resistive Impedanzen die Bunchlänge ver-
größern und zu asymmetrischen, zu positiven x-Werten verschobenen Ladungsverteilun-
gen führen [18, 19].
Für beide Wake-Felder ist die Berechnung stabiler Gleichgewichtsverteilungen nur bis zu
einem bestimmten Vorfaktor κ = κmax möglich. Jedoch unterscheiden sich die beiden
Instabilitäten deutlich: Unter Einwirkung des CSR-Wakes bilden die Ladungsverteilun-
gen einen Pol aus, wohingegen die Ladungsverteilungen unter Einwirkung des Resistive-
Wall-Wakes sich von Iteration zu Iteration ändern und nicht in eine gemeinsame Endver-
teilung münden.

3.4 Untersuchung der numerischen Stabilitätsgrenze

Wie in Kapitel 3.2 beschrieben, strebt der Formfaktor F (κ) für κ → κmax (siehe Glei-
chung (3.2.2)) gegen unendlich. Für größere κ-Werte kann keine Gleichgewichtsvertei-
lung mehr gefunden werden, die errechneten Ladungsverteilungen weisen eine Singula-
rität auf.
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Abbildung 3.4.1: Entwicklung instabiler Bunchformen mit den Iterationen: Zunächst gleicht die
Entwicklung instabiler Ladungsverteilung jener stabiler Ladungsverteilungen, dann bildet sich je-
doch eine zusätzlicher Ladungspeak aus, der zur Intstabilität anwächst.

Betrachtet man exemplarisch die Entwicklung der instabilen Ladungsverteilung für κ =
0,291030515 mit den Iterationen It (Abbildung 3.4.1), so ist das Verhalten zunächst ver-
gleichbar mit dem stabilen Verteilungen: Der Bunch steilt sich auf und verschiebt seinen
Ladungsschwerpunkt zu größeren x-Werten. Doch ab It = 60 beginnt sich am Kopf des
Bunches ein zusätzlicher Ladungspeak auszubilden. Dieser wächst von Iteration zu Itera-
tion an, strebt gegen unendlich und bildet dadurch einen Pol aus.
Abbildung 3.4.2 zeigt die Entwicklung des Formfaktors F (κ) mit den Iterationen für ver-
schiedene κ-Werte größer und kleiner als κmax. Je größer der Vorfaktor gewählt wurde,
umso schneller bildet sich der Pol in den Ladungsverteilungen aus und um so schneller
geht der Formfaktor gegen unendlich. Zieht man wie oben als Beispiel den Vorfaktor κ =
0,291030515 heran, so beginnt auch hier ab It = 60 sich die Entwicklung des Formfak-
tors von der der stabilen Verteilungen zu unterscheiden: F (κ) verlässt den gemeinsamen
Verlauf und wächst rasch an.
Um die Stabilitätsgrenze besser beschreiben zu können, wurde eine Funktion gesucht,
die dieses Verhalten bestmöglich nachzeichnet. Die anfängliche Vermutung, dass das An-
wachsen des Formfaktors F (κmax) mit den Iterationen It durch eine Wurzelfunktion gut
beschrieben werden kann, konnte bestätigt werden. Es wurden folgende Gleichungen für
die Anpassung herangezogen

F (κmax) = a · Itb + c (3.4.1)

F (κmax)
It→∞−−−→ ∞ für b > 0 (3.4.2)
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Abbildung 3.4.2: Das Anwachsen des Formfaktors F (κ) mit den Iterationen für stabile und insta-
bile Verteilungen: Der Formfaktor F (κ) nimmt zunächst für stabile (κ < κmax) wie für instabile
(κ > κmax) Verteilungen den gleichen Verlauf. Je größer der Vorfaktor κ der instabilen Verteilun-
gen ist, umso früher gehen die Werte für den Formfaktor F (κ) gegen unendlich.

und über die Parameter a, b und c an den gemeinsamen Verlauf stabiler und instabiler
Verteilungen angefittet. In Abbildung 3.4.3 ist das Ergebnis für folgende Werte und zu-
gehörige Standardabweichungen der Parameter dargestellt:

Vorfaktor a: 0,39 ± 0,21
Exponent b: 0,70 ± 0,11
Offset c: 0,90 ± 0,66

Nimmt man an, dass dieser Fit dem Verlauf der Stabilitätsgrenze entspricht, bedeutet dies,
dass es keinen Maximalwert für F (κ) gibt, nur einen Maximalwert für κ. Durch eine
sehr feine Abstimmung der κ-Werte für κ < κmax kann jeder Wert für den Formfaktor
gefunden werden.
Nicht der Vorfaktor κ sondern der Formfaktor F (κ) ist über Gleichung (3.2.1) mit den
Größen Bunchlänge σ0 und Elektronen im Bunch Nb verknüpft

F (κ) = Ib
Z0c

V̇RF

(
R

3σ4
0

)1/3

=
Nbce√
2πσ0

Z0c

V̇RF

(
R

3σ4
0

)1/3

, (3.4.3)

die wiederum den Verlauf der Stupakov-Schwelle (Gleichung (2.5.33)) festlegen:

Nb <
25/2π13/6ε0

ceR1/3
fRF VRF

σ3
z

λ2/3
(3.4.4)
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Abbildung 3.4.3: Fit des Verlaufs der numerischen Stabilitätsgrenze: Der Verlauf von F (κmax)
wird sehr gut durch die Funktion F (κmax) = 0,39 · It0,7 + 0,9 (schwarze Kurve) dargestellt.

Wenn aus der oberen Grenze für den Vorfaktor κ keine obere Grenze für den Formfaktor
F (κ) folgt, kann für jede Kombination aus Bunchlänge und Elektronenzahl eine entspre-
chende numerisch stabile Ladungsverteilung berechnet werden. Dann hat die numerische
Stabilitätsgrenze bei κ = κmax nichts mit der Stabilitätsgrenze nach Stupakov (Kapitel
2.5.2) zu tun, sondern die Deformation der Ladungsverteilung und die Instabilität, die zu
Microbunching führt, sind zwei unabhängige Effekte.
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Kapitel 4

Untersuchung der Stabilitätsgrenze
nach Stupakov

Nur wenige Beschleuniger sind in der Lage kohärente Synchrotronstrahlung stabil zu er-
zeugen und diese Stabilitätsgrenze experimentell zu untersuchen. Bei ANKA kann im
Rahmen der regelmäßigen Sondernutzerschichten bei 1,3 GeV Strahlenergie und unter
Verwendung der Low-Alpha-Optik (Kapitel 2.5.1) kohärente Synchrotronstrahlung rou-
tinemäßig genutzt werden. Dafür kann sowohl leistungsschwächere konstante Strahlung
(stabile Emission) wie leistungsstarke Strahlung aus Strahlungsausbrüchen (Bursting) be-
reitgestellt werden.
Für einzelne Messungen wurde die Maschine auch mit Energien von 1,0 GeV, 1,6 GeV
und 1,8 GeV in der Low-Alpha-Optik betrieben, sodass die Untersuchung der Stabi-
litätsgrenze nicht auf eine einzige Energie beschränkt ist.

4.1 Stabilitätsgrenze und Formfaktor

Kohärente Synchrotronstrahlung führt wie in Kapitel 3 gezeigt zu einer Deformation
der Ladungsverteilung. Außerdem können anfängliche Dichteschwankungen durch diese
Strahlung verstärkt werden und zu einer Instabilität, der so genannten Stupakov-Schwelle,
führen (siehe Kapitel 2.5.2). Im folgenden Abschnitt wird, für die zur Berechnung not-
wendigen Parameter der Strahlungsquelle ANKA, zwischen dem Formfaktor F (κ), der
eine Maß für die Bunchdeformation durch CSR ist, und der Stupakov-Schwelle ein Zu-
sammenhang hergestellt.
Bei ANKA steht einer Bunchlänge von typischerweise 1 cm eine Periodenlänge der Be-
schleunigungsspannung von 60 cm gegenüber. Damit kann der Verlauf der RF-Spannung,
die auf den Bunch wirkt, als linear angenommen werden und es gilt V̇RF ≈ 2πfRF VRF .
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Damit erhält man nach Gleichung (2.5.23) für den Formfaktor:

F (κ) = Ib
Z0c

V̇RF

(
R

3σ4
0

)1/3

= Ib
Z0c

2πfRF VRF

(
R

3σ4
0

)1/3

(4.1.1)

Der Strom Ib der hier eingeht ist die durchschnittliche Ladungsträgerdichte im Bunch:

Ib =
Nbce√
2πσ0

(4.1.2)

Der gemessene Wert während des Betriebs von ANKA ist jedoch der Strom IR im gesam-
ten Ring:

IR =
Nce

2πR
(4.1.3)

Befinden sich b Bunche im Ring, berechnet sich der Strom pro Bunch aus dem gemesse-
nen Strom im Ring folgendermaßen

Ib = IR

√
2πR

bσ0

(4.1.4)

und man erhält für den Formfaktor:

F (κ) = IR
Z0c√

2πbfRF VRF

(
R4

3σ7
0

)1/3

(4.1.5)

Abbildung 4.1.1 zeigt die Werte des Formfaktors für bestimmte Ringströme pro Bunch
und Bunchlängen für folgende ANKA-Parameter:

VRF Beschleunigungsspannung 4·150 kV
fRF RF-Frequenz 500 MHz
R Radius der Ablenkmagnete 5,559 m

Folgt man der Kurve einer festen Bunchlänge σ0 bei wachsendem Ringstrom pro Bunch
IR/b , so wächst der Formfaktor F (κ) linear an. Verkürzt man die Bunchlänge bei kon-
stantem Strom, nimmt der Formfaktor immer größere Werte an. Große Ströme und kurze
Bunche sorgen also für einen großen Formfaktor F (κ) und damit für eine starke Defor-
mation der Ladungsverteilung im Bunch.
Aus der Theorie von Stupakov erhält man die Bedingung für stabile CSR (Gleichung
(2.5.33))

Nb <
25/2π13/6ε0

ceR1/3
fRF VRF

σ3
0

λ2/3
, (4.1.6)

die einem Grenzwert der Ladungsträgerdichte im Bunch entspricht. Drückt man Nb durch
F (κ) aus Gleichung (4.1.1) aus, erhält man [14]:

F (κ) ≤ Fmax =
23/2π7/6

31/3

(σ0

λ

)2/3

= 7,456 ·
(σ0

λ

)2/3

(4.1.7)
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Abbildung 4.1.1: Der Formfaktor F (κ) über dem Ringstrom pro Bunch IR/b und der Bunchlänge
σ0: Der Formfaktor F (κ) ist ein Maß für die Bunchdeformation durch kohärente Synchrotron-
strahlung. Große Ströme in kurzen Bunchen sorgen für eine starke Deformation.

Unbekannt ist die Wellenlänge der Störung λ. Nimmt der Quotient σ0/λ unterschiedliche
Werte an, folgt daraus, dass die Bunchdeformation an der Schwelle zwischen Bursting
und stabiler Emission unterschiedliche Ausmaße annehmen kann.

4.2 Messung der Bursting-Stable-Schwelle

Der nutzbare Frequenzbereich der kohärenten Synchrotronstrahlung bei ANKA liegt zwi-
schen 10 mm und 200 µm, größere Wellenlängen werden vom Strahlrohr abgeschnitten,
kleinere Frequenzen besitzen zu geringe Intensitäten. Die Infrarot-Beamline bei ANKA
bietet die Möglichkeit dieses Strahlungsfenster zu untersuchen.

4.2.1 Messaufbau

Das Synchrotron wird mit einem Zug aus 30 bis 35 Bunchen befüllt, sodass sich ungefähr
30 mA Strahlstrom im Ring befinden, um dann die Energie bis zur gewünschten Strahl-
energie zu erhöhen. Um die Länge der Bunche zu verkürzen, wird die Optik der Maschine
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Abbildung 4.2.1: Oszillogramm des Bolometersignals bei chaotischem Bursting: Das Span-
nungssignal des Bolometers ist über der Zeit aufgetragen. Da die Strahlungsausbrüche in unre-
gelmäßigen Abständen auftreten, nehmen die überlagerten Signale mehrerer Umläufe ganz unter-
schiedliche Verläufe an.

schrittweise so verändert, dass der Momentum-Compaction-Faktor α reduziert wird (sie-
he Kapitel 2.5.1). Nach jedem Schritt wird die Synchrotronfrequenz fs gemessen, um
auf die Bunchlänge zurückzuschließen. Zur Messung der Synchrotronfrequenz wird ein
Echtzeit-Spekturmanalysator verwendet. Dieser fouriertransformiert das Ankunftszeitsi-
gnal des Strahls und stellt das resultierende Frequenzspektrum dar, aus dem die Synchro-
tronfrequenz abgelesen werden kann.
Am Diagnoseport der Infrarotbeamline wird ein heliumgekühltes Bolometer mit Silizium-
Sensor eingesetzt. Trifft Strahlung auf diesen Sensor, wird er erwärmt und ändert seinen
ohmschen Widerstand. Dieses Verhalten ermöglicht eine Messung der Intensitätsänderung
der einfallenden Strahlung über die anliegende Spannung. Das Signal des Bolometers
wird mit mit der Umlauffrequenz als externes Triggersignal auf einem Oszilloskop darge-
stellt. Da das Bolometer nur Intensitätsänderungen messen kann, ist eine Unterscheidung
zwischen einer Nulllinie und einer stabilen Emission nicht ohne weiteres möglich. Ein
unter diesen Bedingungen gemessenes Spektrum zeigt die kohärente Abstrahlung jedoch
deutlich.
Sind die Bunche kurz genug, um kohärente Strahlung mit Wellenlängen unterhalb des
Cutoff des Strahlrohrs zu emittieren, kann die Datennahme beginnen.
Durch den für diese Messung hohen Strom ist anfangs keine stabile Emission zu erwarten
und die Zahl der Elektronen muss reduziert werden, um die Schwelle zwischen Bursting
und stabiler Emission zu überqueren. Ist die natürliche Verlustrate zu gering, und lange
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Abbildung 4.2.2: Oszillogramm des Bolometersignals bei periodischem Bursting: Emittieren alle
Bunche periodisch, finden die Strahlungsausbrüche gemeinsam mit einer Frequenz von 50 Hz
statt.

Wartezeiten sind dadurch zu erwarten, kann ein so genannter ”Scraper“eingesetzt wer-
den, um den Prozess zu beschleunigen. Ein Scraper besteht aus zwei Metallstäben, die
seitwärts im Strahlrohr an den Strahl herangefahren werden und so langsam, außen be-
ginnend, die Elektronen von den Bunchen ”abkratzen“(englisch: to scrape).
Während der Strom abfällt, kann am Oszilloskop beobachtet werden, wie das chaoti-
sche Bursting langsam in periodisches Bursting übergeht. Schließlich wird die Stupakov-
Schwelle unterschritten und das Signal weist keine Modulationen mehr auf, die Bunche
emittieren stabil. Der vom Kontrollsystem in diesem Moment gemessene Strom im Ring
wird als so genannter Schwellenstrom notiert.
Abbildung 4.2.1 zeigt das Bursting-Signal von mehreren Umläufen überlagert im Oszil-
loskop dargestellt. Da die Strahlungsausbrüche in unregelmäßigen Abständen stattfinden,
kommen die Intensitätslinien verschiedener Umläufe nicht übereinander zu liegen.
Da sich mehrere Bunche mit unterschiedlichem Bunchstrom Ib im Ring befinden, gehen
jene mit wenig Ladungsträgern bei einer Reduzierung des Stroms IR im Ring zuerst von
chaotischem in periodisches Bursting über. Reduziert man den Strom weiter, finden die
Strahlungsausbrüche aller Bunche periodisch mit gleicher Frequenz und Phase statt. Die
Überlagerung der Signale des periodischen Burstings mehrerer Umläufe sind in Abbil-
dung 4.2.2 dargestellt. Die Strahlungsausbrüche besitzen eine Periodenlänge von 20 ms,
was einer Frequenz von 50 Hz entspricht. Diese Oszillationen sind aber nicht auf Einflüsse
der Netzspannung mit der selben Frequenz zurückzuführen. Auch in amerikanischen Be-
schleunigern wurde periodisches Bursting mit eben jener Frequenz beobachtet [20].
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Abbildung 4.2.3: Oszillogramm des Bolometersignals bei stabile Emission: Bei stabiler Emission
ändert sich die Intensität der Strahlung nicht mit der Zeit und das abgebildete Signal entspricht
einer Nulllinie.

Wird der Strom weiter verringert, beginnen sich die Extrema bei gleichbleibender Fre-
quenz zu verkleinern. Wenn alle Bunche stabil emittieren, erhält man eine Linie ohne
Modulationen, wie in Abbildung 4.2.3 gezeigt. Der jetzt gemessene Schwellenstrom IR

und die aktuelle Bunchlänge σ0, die man aus der gemessenen Synchrotronfrequenz fs er-
rechnet, bilden das gesuchte Wertepaar.
Danach wird abermals der Momentum-Compaction-Faktor reduziert und damit die Länge
der Bunche. Dadurch befindet man sich wieder im Bereich des Burstings und muss aber-
mals den Strom verringern, um einen weiteren Messpunkt zu erhalten. Dieser Vorgang
kann so lange wiederholt werden, bis das verbleibende Signal zu schwach für eine Aus-
wertung ist (siehe Abbildung 4.2.4).

4.2.2 Auswertung

Die gemessenen Größen sind die Synchrotronfrequenz fm
s und der Strom im Ring IR. Der

Strom im Ring wird durch die Anzahl der Bunche geteilt, um unterschiedliche Messun-
gen miteinander vergleichbar zu machen. Dann wird aus den Ringparametern mit Glei-
chung (2.2.18) die theoretische Synchrotronfrequenz f t

s errechnet und daraus mit Glei-
chung (2.2.19) die theoretische Bunchlänge σt

0:

f t
s = frev

√
ηh

2πE

√
e2V 2

RF − U2
D + k (4.2.1)

σt
0 =

ηcσE

2πf t
s

(4.2.2)
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Abbildung 4.2.4: Das Vorgehen bei der Messung der Bursting-Stable-Schwelle (graue Kurve):
Zuerst wird die Bunchlänge reduziert (rote Pfeile), um dann den Strom so lange zu verringern,
bis die Schwelle überschritten wird (blaue Pfeile). Die Datennahme (schwarze Punkte) ist solange
möglich, wie das Signal des Bolometers auswertbar ist.

Der Energieverlust eines Umlaufs U0 sich aus den Strahlungsverlusten in den Dipolen UD

und den restlichen Energieverlusten k zusammensetzt. Das Verhältnis aus theoretischer
Synchrotronfrequenz f t

s und theoretischer Bunchlänge σt
0 ist gleich dem Verhältnis aus

gemessener Synchrotronfrequenz fm
s und der wirklichen Bunchlänge σm

0 . Man erhält die
Bunchlänge σm

0 somit aus folgender Skalierung:

σm
0 = fm

s

σt
0

f t
s

= fm
s

cEσEh

f 2
RF

√
e2V 2

RF − U2
D + k

(4.2.3)

Die RMS1-Breite der Energieverteilung σE ist für eine Strahlenergie von 2,5 GeV aus
Rechnungen bekannt und geht für jede andere Energie aus einer Skalierung hervor:

σE = σE=2.5 GeV
E

2,5 GeV
(4.2.4)

Der Energieverlust in den Dipolen UD hat einen zu der vierten Potenz von E proportiona-
len Anteil, der sich aus der Gleichung (2.5.3) für die Abstrahlung von geladenen Teilchen
auf einer Kreisbahn ergibt:

UD = u1 + u2 · E4 (4.2.5)

Der Fehler auf den σm
0 Wert wurde mittels eines Fehler-Monte-Carlos bestimmt. Dabei

werden alle fehlerbehafteten Einflussgrößen mit der gegebenen Standardabweichung vari-
iert. Mit diesen simulierten Werten wird jeder Rechenschritt der Auswertung durchgeführt

1RMS: root mean square, Standardabweichung
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und aus der resultierenden Streuung des Ergebniswertes die zugehörige Standardabwei-
chung berechnet. Der Fehler auf den Strom IR wurde als 0,5 mA angenommen.
Sind die Wertepaare (σm

0 : IR/b) bestimmt, können sie in einem Diagramm dargestellt
werden um zu vergleichen, ob sie mit der von Stupakov vorhergesagten (Kapitel 2.5.2)
Stabilitätsgrenze (Gleichung (2.5.33)) übereinstimmen:

Nb <
25/2π13/6ε0

ceR1/3
fRF VRF

σ3
0

λ2/3
↔ Ib <

25/2π13/6ε0

chR1/3
f 2

RF VRF

(σ0

λ

)2/3

σ
7/3
0 (4.2.6)

Hierbei ist wie in Kapitel 4.1 die Wellenlänge der Störung λ beziehungsweise ihre Wel-
lenzahl k unbekannt, jedoch wird der Quotient 2πσ0/λ = kσ0 als konstant angenommen.
Dies ermöglicht, den Verlauf der Bursting-Stable-Schwelle mit folgender Gleichung zu
beschreiben:

IR/b =
( a

2π

)2/3 25/2π13/6ε0

chR1/3
f 2

RF VRF σ
7/3
0 (4.2.7)

Der Parameter a wird nun so gewählt, dass der Verlauf der Funktion (4.2.7) möglichst gut
an die gemessenen Wertepaaren (σm

0 : IR/b) angepasst wird. Für a werden üblicherweise
ganze Zahlen gewählt [21][22], auch wenn dies nicht physikalisch gefordert ist. Durch
die genauere Bestimmung dieses Faktors können keine weiteren Informationen gewon-
nen werden, da in ihn alle vorhandenen Unsicherheiten eingehen: Zum Beispiel der Um-
stand, dass für den Strom IR/b anstatt Ib verwendet wurde und verschiedene Bunche
mit unterschiedlichem Strom zu unterschiedlichen Zeiten die Bursting-Stable-Schwelle
überqueren [23]. Ziel der Anpassung von a ist, das Potenzgesetz IR/b = const. σ

7/3
0 zu

bestätigen.

4.2.3 Ergebnisse

Die Messung der Bursting-Stable-Schwelle bei einer Strahlenergie von E = 1,3 GeV wur-
de während der Messzeit für Beschleunigerstudien am 28.5.08 durchgeführt, außerdem
sind Daten einer älteren Messung aus dem Jahre 2005 zum Vergleich vorhanden. Eine
weitere Messreihe für eine Energie von E = 1,6 GeV wurde am 20.8.08 aufgenommen.
Die Werte der Parameter, die für die Auswertungen der Messungen verwendet wurden,
sind im folgenden aufgeführt:
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h Harmonische Zahl 184
fRF RF-Frequenz 500 MHz
σE=2,5 GeV Relative Breite der Energieverteilung bei 2,5 GeV 1·10−3

u1 Energieunabhängiger Verlust in den Dipolen 0,16284·10−5 MeV
u2 Energieabhängiger Verlust in den Dipolen 0,16053·10−13 MeV
k Weitere Energieverluste 0,40251 MeV
VRF Beschleunigungsspannung bei 1,3 GeV 4·150 kV

Beschleunigungsspannung bei 1,6 GeV 4·300 kV

Die Werte aus der obigen Tabelle für Beschleunigungsspannung VRF und der zugehörige
Frequenz des Wechselfeldes fRF sind die Setzwerte des Kontrollsystems. Da die Elek-
tronen in vier Kavitäten beschleunigt werden, müssen die Werte der Einzelspannungen
addiert werden. Die reale Gesamtspannung liegt jedoch unter der Summe der vier Einzel-
spannungen, da mit Phasenfehlern zu rechnen ist.
Die Strahlenergie wird aus dem Magnetfeld der Dipole berechnet (siehe Gleichung (2.2.4)),
wobei die Werte für kleine Energien genauer sind, da bei hohen Energien die Magnete
teilweise in Sättigung gehen [24]. Die Werte für die Energieverluste u1, u2 und k und
ihre Standardabweichungen sowie die relative Breite der Energieverteilung bei 2,5 GeV
σE=2,5 GeV und die entsprechende Standardabweichung stammen aus einer Modellrech-
nung des ANKA-Speicherrings mit dem Programm MAD2.
In das Fehler-Monte-Carlo gingen folgende Unsicherheiten der verwendeten Größen ein:

∆fm
s 0,61 kHz

∆σE=2,5 GeV 0,05·10−3

∆u1 0,33660·10−2 MeV
∆u2 0,20783·10−15 MeV
∆k 0,032829 MeV

Messung bei 1,3 GeV Strahlenergie

Beide Messungen bei 1,3 GeV Strahlenergie wurden mit einer Beschleunigungsspannung
von VRF = 4·150 kV durchgeführt.
Abbildung 4.2.5 zeigt die Ergebnisse der beiden Messungen aus den Jahren 2005 und
2008. Beide Messreihen sind sehr gut mit dem theoretischen Verlauf der Stupakov-Schwel-
le vereinbar, wenn für den Parameter a = kσ0 = 8 gewählt wird. Um das Potenzgesetz
IR/b = const. σ

7/3
0 zu überprüfen, und um herauszufinden, ob ein Offset der Bunchlän-

gen oder eine andere Potenz den Verlauf der Stabilitätsgrenze besser beschreibt, wurden

2MAD: Methodical Accelerator Design, ein Programm zur Berechnung der Eigenschaften und zum
Design von Beschleunigern.



4.2.3 Ergebnisse 57

 (mm)0σ
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8

/b
 (

m
A

)
RI

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4 Messung 2008
Messung 2005

 = 80σk

Fit 1
Fit 2

Abbildung 4.2.5: Die Ergebnisse der Messung der Stupakov-Schwelle bei einer Strahlenergie
von 1,3 GeV: Die Übereinstimmung der theoretische Vorhersage der Bursting-Stable-Schwelle
(schwarze Linie) mit einem Faktor kσ0 = 8 und der gemessenen Daten beider Messreihen ist zu
erkennen. Zusätzlich wurden zwei Anpassungen zu den Funktionen IR/b = b · (σ0 + c)7/3 (rote
Linie) und IR/b = d · σe

0 (blaue Linie) durchgeführt. Diese ließen jedoch keine deutlich größere
Übereinstimmung erkennen.

zusätzlich zu dem Fit des Parameters a zwei Fits mit folgenden Funktionen durchgeführt:

Fit 1: IR/b = b · (σ0 + c)7/3 (4.2.8)

Fit 2: IR/b = d · σe
0 (4.2.9)

Die aus den drei Fits resultierenden Werte und Fehler für den jeweiligen Vorfaktor, den
Offset und den Exponenten sind in folgender Tabelle dargestellt:

Vorfaktor Offset Exponent χ2/Freiheitsgrad
Fit a 0,110 ± 0,010 0 (fix) 2,3̄ (fix) 0,13
Fit 1 0,158 ± 0,047 -0,18 ± 0,12 2,3̄ (fix) 0,14
Fit 2 0,104 ± 0,014 0 (fix) 2,58 ± 0,44 0,11

Aus diesen Berechnungen folgt, dass bei ANKA für eine Strahlenergie von 1,3 GeV der
Verlauf der Bursting-Stable-Schwelle innerhalb der Fehler mit den Vorhersagen von Stu-
pakov übereinstimmt. Ein Offset der Bunchlänge oder eine anderer Exponent kann dieses
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Verhalten ebenfalls beschreiben.
Da die Werte des χ2 pro Freiheitsgrad für jede Anpassung sehr klein sind, wurden die
Fehler höchstwahrscheinlich überschätzt.

Messung bei 1,6 GeV Strahlenergie

Die Vermessung der Stupakov-Schwelle bei einer Strahlenergie von 1,6 GeV wurde mit
einer Beschleunigungsspannung von VRF = 4·300 kV durchgeführt.
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Abbildung 4.2.6: Die Ergebnisse der Messung der Stupakov-Schwelle bei einer Strahlenergie
von 1,6 GeV: Der durch die Theorie von Stupakov vorhergesagte Verlauf (schwarze Linie, für
kσ0 = 3) unterscheidet sich deutlich von den Messwerten. Durch einen zusätzlichen Offset von
-0,4 der Bunchlänge σ0 (blaue Linie) oder einen Exponenten von 3,7 (rote Linie) kann die
Übereinstimmung mit den Daten deutlich erhöht werden.

Anders als bei einer Energie von 1,3 GeV passen die Messwerte weniger zur theoretischen
Vorhersagen, als zu den Fits mit zusätzlichem Offset der Bunchlänge σ0 oder anderem Ex-
ponenten (siehe Abbildung 4.2.6). Die Ergebnisse der drei Anpassungen sind in folgender
Tabelle zusammengefasst:
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Vorfaktor Offset Exponent χ2/Freiheitsgrad
Fit a 0,128 ± 0,015 0 (fix) 2,3̄ (fix) 0,85
Fit 1 0,33 ± 0,22 -0,40 ± 0,20 2,3̄ (fix) 0,006
Fit 2 0,100 ± 0,024 0 (fix) 3,7 ± 1,1 0,03

Eine schlüssige Erklärung, wie es zu einem Offset der Bunchlänge bei 1,6 GeV kom-
men kann, ist noch nicht vorhanden. Weitere Messungen werden benötigt um festzustel-
len, ob dieser Offset existiert oder ein anderer, zusätzlicher Effekt (wie zum Beispiel das
Resistive-Wall-Wake, Kapitel 3.3.5) zur Beschreibung der Stupakov-Schwelle bei dieser
Energie hinzugezogen werden muss.
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Kapitel 5

Die Strahlungsleistung der kohärenten
Synchrotronstrahlung

Die Leistungsspektren der kohärenten Synchrotronstrahlung liefern Informationen über
die Länge und Form der emittierenden Ladungsverteilungen. Diese Spektren können da-
durch die Berechnungen zur Bunchlänge in Kapitel 4.2.2 ergänzen und Hinweis auf exis-
tierende Bunchdeformationen sein.
Die Leistung P der kohärenten Synchrotronstrahlung wächst proportional zum Quadrat
der Anzahl N der emittierenden Elektronen. Außerdem beeinflusst die Form der Ladungs-
verteilung durch ihre Fouriertransformierte den Verlauf des Spektrums:

(
dP

dλ

)
Bunch

=
(

N︸︷︷︸
inkoh.

+ N(N − 1)︸ ︷︷ ︸
koh.

g(λ)
)(dPs

dλ

)
Elektron

, (5.0.1)

mit dem CSR-Formfaktor g(λ):

g(λ) = FT [yκ(x)|norm.] =
1

F (κ)2

∣∣∣∣� ∞

−∞
yκ(x)e2iπσ0/λdx

∣∣∣∣2 (5.0.2)

5.1 Theoretische Leistungsspektren

Ohne äußere Felder sind die Ladungen im Bunch normalverteilt (siehe Kapitel 2.4) und
der CSR-Formfaktor ist als Fouriertransformierte der Ladungsverteilung ebenfalls eine
Normalverteilung. Um ein breiteres Spektrum bei einer festen Bunchlänge zu erhalten,
besteht die Möglichkeit, die Ladungsverteilung durch bestimmte Wake-Felder zu defor-
mieren (siehe Kapitel 2.4.3). Das Wake-Feld der kohärenten Synchrotronstrahlung selbst
führt, wie in Kapitel 3.2 dargestellt, zu einer Asymmetrie der Bunchform und so zu ei-
nem erweiterten Spektralbereich. Die Stärke der Deformation ist dabei von der Ladungs-
trägerdichte im Bunch abhängig.
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Abbildung 5.1.1: Vergleich verschiedener Ladungsverteilung und ihrer kohärenten Spektren:
oben: Die Normierten Ladungsdichten einer Normalverteilung, einer Dreiecksverteilung und
zweier durch CSR deformierten Bunchformen; unten: Das Spektrum der kohärenten Synchro-
tronstrahlung ist proportional zum CSR-Formfaktor g(λ), der die Fouriertransformierte der nor-
mierten Ladungsverteilung im Bunch ist. Durch Deformation der Ladungsverteilungen kann der
Spektralbereich der kohärenten Synchrotronstrahlung vergrößert werden.
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Bei der Berechnung der Ladungsverteilungen unter Einfluss des CSR-Wake zu verschie-
denen Ladungsträgerdichten in Kapitel 3.2 wurden 2000 Funktionswerte y(x) pro x =

cτ/σ0 berechnet, was einem Abstand zweier Datenpunkte von ∆x = 0,0005 cτ/σ0

entspricht. Als Einheiten der Fouriertransformierten dieser Verteilungen erhält man den
Kehrwert von ∆x, also 1

∆x
= 2000 σ0/λ.

Abbildung 5.1.1 zeigt den Vergleich der Ladungsverteilungen und resultierenden Spek-
tren von einer Normalverteilung, sowie von zwei durch CSR deformierter Ladungsvertei-
lungen und einer Dreiecks-Verteilung. Um den Spektralbereich der kohärenten Synchro-
tronstrahlung größtmöglich aufzuweiten, wäre die dargestellte, exakte Dreiecksverteilung
ideal. Durch die Wirkung des CSR-Wake-Feldes erhält man dem Dreieck sehr ähnliche
Verteilungen, die den Spektralbereich im Vergleich zur Normalverteilung nach einem Ab-
fall um zwei Dekaden um den Faktor drei bis vier erweitern.

5.2 Gemessene Leistungsspektren

Die Infrarot-Beamline bei ANKA bietet die Möglichkeit Spektren zwischen k̃ = 4 cm−1

und k̃ = 10.000 cm−1 Wellenzahlen aufzuzeichnen, was einem Wellenlängenbereich von
1 µm bis 2,5 mm entspricht. Die Messung der Spektren erfolgt mittels eines Michelson-
Interferometers und einem Bolometer (siehe Kapitel 4.2.1) mit Siliziumdetektor.
Bei verschiedenen Gelegenheiten wurden Leistungsspektren Pm zu verschiedenen Syn-
chrotronfrequenzen fs bei einer Strahlenergie von E = 1,3 GeV aufgezeichnet. Der Strahl-
teiler des Interferometers bestand aus einer 6 µm dickem Silizium/Mylar Schicht, deren
Transmissionspektrum PHg mit einer Quecksilberlampe bestimmt wurde. Außerdem wur-
de das thermische Spektrum Pth, also das Spektrum ohne Strahl, gemessen, um damit den
Untergrund subtrahieren zu können.
Da im Bereich von 5 bis 50 Wellenzahlen der Anteil der inkohärenten Strahlung sehr
gering ist, kann dieser vernachlässigt werden. Man erhält das kohärente Spektrum aus
folgender Rechnung:

Pcoh(k̃) =
Pm(k̃)− Pth(k̃)

PHg(k̃)
(5.2.1)

Abbildung 5.2.1 zeigt das kohärente Spektrum bei einer Synchrotronfrequenz von fs =
6,25 kHz und einem Strahlstrom von 18,7 mA. Die Leistung der kohärenten Strahlung
Pcoh ist in willkürlichen Einheiten über der Wellenzahl k̃ aufgetragen. Der Verlauf des
Spektrums zwischen k̃ = 12 cm−1 und k̃ = 45 cm−1 kann durch eine Normalverteilung
mit einer Standardabweichung σk = 10 cm−1 angenähert werden.
Daraus lässt sich die Länge des THz-Pulses σs folgendermaßen berechnen:

σs =
1

2π
√

2σk

(5.2.2)
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Abbildung 5.2.1: Gemessenes Leistungsspektrum der kohärenten Synchrotronstrahlung im THz-
Frequenzbereich: Das gemessene Spektrum (blau) kann im Bereich von 12 bis 45 Wellenzahlen
durch eine Normalverteilung (schwarz) beschrieben werden. Aus der Standardabweichung dieser
Verteilung lässt sich auf eine Länge des strahlenden Bunches von σs = 0,11 mm schließen.

Für einen Wert von σk = 10 cm−1 erhält man damit eine Pulslänge von σs = 0,11 mm.
Dieser Wert muss nicht unbedingt der Länge des strahlenden Bunches entsprechen. Zum
einen ist es möglich, dass wie beim Microbunching (siehe Kapitel 2.5.2) nur ein Teil des
Bunches kohärente Synchrotronstrahlung emittiert. Zum anderen würde ein deformierter
Bunch zu einer nicht gaußförmigen Ladungsverteilung und deswegen zu einem anderen
Spektralverlauf führen. Dafür müssten dann andere Verteilungen als die Normalverteilung
an das Spektrum angepasst werden und das breite Spektrum würde nicht zwangsläufig auf
eine kurze Bunchlänge zurückzuführen sein.
Zur Klärung dieses Umstandes sind weitere Auswertungen der vorhandenen Spektren
und Bunchlängenmessungen durch andere Verfahren (z.B. mit einer Streak-Kamera und
einem Single-Photon-Counter) geplant.
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Kapitel 6

Zusammenfassung

Die vorliegende Diplomarbeit untersucht die Möglichkeiten und Grenzen der Erzeugung
stabiler kohärenter Synchrotronstrahlung. Dabei werden die Effekte der Bunchdeforma-
tion durch das CSR-Wake und die Lage der Microbunching-Instabilität aus der Theorie
von Stupakov, der so genannten Stupakov-Schwelle, untersucht.
Im ersten Teil der Arbeit wird eine mögliche Methode zur numerischen Berechnung der
Bunchdeformation durch das CSR-Wake vorgestellt und auf ihre Genauigkeit hin getestet.
Die damit berechneten Ladungsverteilungen sowie ihre Erwartungswerte und Formfakto-
ren sind mit Ergebnissen aus bisherigen Veröffentlichungen in Einklang. Darüber hinaus
werden die zweiten bis vierten zentralen Momente der Ladungsverteilungen, Bunchlänge,
Schiefe und Steilheit, berechnet und diskutiert.
Die Entwicklung der numerische Instabilität, die bei diesen Berechnungen bei zu großen
Vorfaktoren auftritt, wird untersucht und der Grenzwert des Vorfaktors kann auf 8 Nach-
kommastellen genau bestimmt werden. In diesem Zusammenhang kann gezeigt werden,
dass die numerische Instabilität nur eine Obergrenze des Vorfaktors darstellt und hin-
sichtlich des Formfaktors keine Obergrenze existiert. Der Formfaktor ist mit den Größen
Bunchlänge und Strom verknüpft, woraus geschlossen werden kann, dass die numerische
Instabilität nicht die Instabilität vorhersagt, die der Stupakov-Schwelle zu Grunde liegt
und bei zu großer Teilchenzahl in zu kurzen Bunchen auftritt.
Im zweiten Teil der vorliegenden Diplomarbeit wird eine Methode zur experimentellen
Messung der Stupakov-Schwelle vorgestellt. Die mit dieser Methode bei ANKA gewon-
nenen Messdaten bei einer Strahlenergie von 1,6 GeV zeigen eine Abweichung vom theo-
retischen Verlauf, die einen Offset in der Bunchlänge annehmen lässt. Eine Erklärung
dieses Verhaltens bedarf weiterer Untersuchungen. Bei einer Strahlenergie von 1,3 GeV
stimmen die Messdaten innerhalb ihrer Fehler mit den theoretischen Vorhersagen sehr gut
überein.
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Anhang A

Verwendete Symbole und Größen

In alphabetischer Reihenfolge

A.1 Konstanten
c 2,9979· 108 m/s Vakuumlichtgeschwindigkeit
e 1,602·10−19 C Elementarladung
eV 1,602·10−19 J Elektronvolt
m0 9,109·10−31 kg Ruhemasse des Elektrons
r0 2,818· 10−15 m klassischer Elektronradius
Z0 377 Ω Freiraumwellenwiderstand, Z0 = µ0c

ε0 8,854·10−12 F/m elektrische Feldkonstante
µ0 4π·107 H/m magnetische Feldkonstante
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A.2 Symbole

~A Vektorpotential [Vs/m]
a Radius des Strahlrohrs [m]
b Anzahl Bunche im Ring [1]
B Feldstärke des Ablenkmagneten [T]
Dq, Dp Diffusionskoeffizienten [m2/s]
E Energie [J]
~E Elektrische Feldstärke [V/m]
~F Kraft [N]
F (κ) Formfaktor [1]
frev Umlauffrequenz, frev = 1

T
[Hz]

fRF Frequenz der Beschleunigungsspannung [Hz]
g(λ), g(ω) CSR-Formfaktor [1]
fs Synchrotronfrequenz [1]
H Hamilton-Funktion [J]
h Harmonische Zahl, h = fRF

frev
[1]

I Strom, I = Ne
T

[A]
I(x) Korrekturintegral der Ladungsverteilungen [1]
Ib Strom eines Bunches [A]
IR Strom im Ring [A]
It Anzahl der Iterationen [1]
~j Stromdichte [A/m2]
k̃ Wellenzahl, k̃ = 1

λ
[1/cm]

k Kreiswellenzahl, k = 2π
λ

[1/m]
L Länge der Teilchenbahn, L = 2πR [m]
N Anzahl Teilchen [1]
Nb Anzahl Teilchen eines Bunches [1]
n Teilchendichte [1/m3]
o Obere Integrationsgrenze [1]
P Strahlungsleistung des Bunches [W]
Ps Strahlungsleistung eines Elektrons [W]
~p Impuls [kg m/s]
q Verallgemeinerte Koordinaten [m]
q Ladung [C]
R Radius des Ablenkmagneten [m]
S(t) Sprungantwort [1]
S(ξ) Spektralfunktion [Ω]
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s Koordinate des Referenzteilchens, s = vt [m]
s Anzahl der Rechenschritte [1]
T Zeit eines Umlaufs [s]
t Zeit [s]
U0 Energieverlust eines Umlaufs [J]
u Untere Integrationsgrenze [1]
V Spannung [V]
VRF Beschleunigungsspannung [V]
v Geschwindigkeit [m/s]
W Wake-Feld [V/m]
Z Impedanz [Ω]
z longitudinaler Abstand zum Referenzteilchen, z = vτ [m]
z0 Charakteristische Länge [m]

α Momentum-Compaction-Faktor [1]
αd Dämpfungsdekrement [1]
β Relative Geschwindigkeit, β = v

c
[1]

γ Lorentzfaktor, γ = E
mc2

[1]
δE Relativer Energieunterschied zum Referenzteilchen, δE = E−E0

E
[1]

η Slip-Faktor, η = α− 1
γ2 [1]

Θ Winkel [°]
κ Normierungsfaktor [1]
λ Wellenlänge [m]
ρ(x,y,z) Dichteverteilung [1/m3]
ρ(z) Liniendichte [1/m]
σc Elektrische Leitfähigkeit [S/m]
σE RMS der relativen Abweichungen der Teilchenenergien δE [1]
σz RMS-Bunchlänge [m]
σ0 Natürliche Bunchlänge [m]
τ zeitl. Abstand zum Referenzteilchen [s]
Φ Skalares Potential [V]
φ Phase der Teilchen zueinander [1]
Ψ Phase der RF-Spannung [1]
Ω Raumwinkel [°]
ω Frequenz [1/s]
ωc Kritische Frequenz [1/s]
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Anhang B

Verwendete Gleichungen

Die folgende Liste der verwendeten Gleichungen ist nach ihrem Erscheinen in Kapitel 2
und 3 geordnet, wo sie ausführlicher behandelt werden.

B.1 Allgemeine Gleichungen

Lichtgeschwindigkeit:

c2 =
1

ε0µ0

Umrechnung zwischen Einheitensystemen:

1

4πε0

=
Z0c

4π

klassischer Elektronradius:

r0 =
e2

4πε0m0c2

Lorentzkraft:

~F = q
(

~E + ~v × ~B
)

B.2 Gleichungen der Beschleunigerphysik

Synchrotron Bedingung:

B

E
=

1

ecR
= const.

Strom im Ring:

I =
Nq

T
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RF-Spannung:

V (Ψ) = VRF sin Ψ

Schwingungsgleichung Synchrotronschwingung:

Ψ̈ + f 2
s Ψ = 0

Dispersion:

D(s) =
∆u

∆p/p

Momentum-Compaction-Faktor:

α =
∆L/L

∆p/p
=

1

L0

�
D(s)

R(s)
ds

Slip-Faktor:

η =
∆T/T

∆p/p
= α− 1

γ2

Synchrotronfrequenz:

f 2
s = f 2

rev

ηh

2πE
e
dV

dΨ

∣∣∣∣
Ψs

=
ηe

2πRm0γ

dVRF

ds

= f 2
rev

ηh

2πE

√
e2V 2

RF − U2
0

Bunchlänge:

σz =
ηcσE

2πfs

Impedanz:

V (ω) = −Z(ω)I(ω)

Wake-Feld:

W (z) =
1

2π

� ∞

−∞
eiωz/cZ(ω)dω

Ungestörte Ladungsverteilung im Bunch:

ρ(x,y,z) =
Nbq√

2πσxσyσz

exp

[
− x2

2σ2
x

− y2

2σ2
y

− z2

2σ2
z

]
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Vlasov-Gleichung:

∂ρ

∂t
+ f

∂ρ

∂q
+ g

∂ρ

∂p
= 0

Fokker-Planck-Gleichung:

∂ρ

∂t
+ f

∂ρ

∂q
+ g

∂ρ

∂p
= 2αdρ + Dq

∂2ρ

∂q2
+ Dp

∂2ρ

∂p2

Sprungantwort:

S(t) =
2πR

e

� t

−∞
W (t′)dt′

Haissinski-Gleichung:

I(τ) = κ exp

[
−(cτ)2

2σ2
0

− c2

σ2
0V̇RF

� ∞

−∞
I(τ − t)S(t)dt

]
Strahlungsleistung durch Ablenkung auf einer Kreisbahn:

Ps =
e2c

6πε0(m0c2)4

E4

R2

Energieverlust pro Umlauf:

U0 =

�
Psdt =

e2

3ε0(m0c2)4

E4

R

Azimutale Winkelverteilung der Strahlung im Ruhesystem des Elektrons:

Ps

dΩ
=

e2

16π2ε0m2
0c

3

(
d~p

dt

)2

sin2 Θ

Spektrum relativistischer Ladungen auf einer Kreisbahn:

dP

dω
=

Ps ·N
ωc

S(ω/ωc)

Kritische Frequenz:

ωc =
3cγ3

2R

Spektralfunktion:

S(ξ) =
9
√

3

8π
ξ

� ∞

ξ

K5/3(x)dx

CSR-Strahlungsleistung:(
dP

dω

)
Bunch

=
(

N︸︷︷︸
inkoh.

+ N(N − 1)︸ ︷︷ ︸
koh.

g(ω)
)(dPs

dω

)
Elektron
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Tangentiales elektrisches Feld eines kreisenden Elektrons:

Eφ(~x,t) = − 1

R

∂

∂φ
Φ(~x,t)− 1

c

∂

∂t
Aφ(~x,t)

CSR-Wake-Feld:

W (z) =

{
0 z < 0

− Z0ce
2π(3R2)1/3

∂
∂z

z−1/3 z > 0

CSR-Sprungantwort:

S(t) = −Z0

(
R

3c

)1/3

t−1/3 t > 0

Haissinski-Gleichung für CSR-Wake:

I(τ) = κ exp

[
−(cτ)2

2σ2
0

− c2

σ2
0V̇RF

(
−Z0

(
R

3c

)1/3
)� ∞

0

I(τ − t)t−1/3dt

]

Dimensionslose Form der Haissinski-Gleichung für CSR-Wake:

yκ(x) = κ exp

[
−x2

2
+ sgn(α)

� ∞

0

yκ(x− z)z−1/3dz

]
,

Formfaktor:

F (κ) =

�
yκ(x)dx = Ib

Z0c

V̇RF

(
R

3σ4
0

)1/3

CSR-Formfaktor:

g(λ) = FT [yκ(x)|norm.] =
1

F (κ)2

∣∣∣∣� ∞

−∞
yκ(x)e2iπσ0/λdx

∣∣∣∣2
Vlasov-Gleichung mit Wake-Feld:

∂ρ

∂s
− ηδ

∂ρ

∂z
− r0

γ

∂ρ

∂δ

� ∞

−∞
W (z − z′)ρ(δ′,z′,s)dz′dδ′ = 0

Stupakov-Schwelle:

kR > 2.0

(
Nbr0

|η|
√

2πσzγσ2
E

)3/2

←→ Nb <
25/2π13/6ε0

ceR1/3
fRF VRF

σ3
z

λ2/3

Erwartungswert:

x̄ =
1

N

N∑
i=1

xi · yi · δ
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Varianz:

V ar =
1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)2 · yi · δ = σ2

Skewness:

Skew =
1

N

N∑
i=1

(
xi − x̄

σ

)3

· yi · δ

Kurtosis:

Kurt =

[
1

N

N∑
i=1

(
xi − x̄

σ

)4

· yi · δ

]
− 3

Impedanz eines runden Strahlrohrs:

Z(k) =
Z0

2πa

(
ξ

k
− ika

2

)−1

mit: ξ =

√
Z0σc|k|

2
(i + sign(k))

Resistive-Wall-Wake:

W (z) =
4Z0c

πa2

(
e−z/z0

3
cos

(√
3z

z0

)
−
√

2

π

� ∞

0

x2e−x2z/z0

x6 + 8
dx

)

Charakteristische Länge:

z0 =

(
2a2

Z0σc

)1/3

Fernfeld-Näherung des Resistive-Wall-Wake:

W (z) = − c

4π3/2a

√
Z0

σc

z−3/2 für z � z0
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Anhang C

ANKA-Parameter

Für 2,5 GeV Strahlenergie

B Ablenkmagnete 1,5 T
frev Umlauffrequenz 2,7 MHz
fRF RF-Frequenz 500 MHz
h Harmonische Zahl 184
I Strahlstrom 200 mA
L Länge des Rings 110,4 m
R Radius der Ablenkmagnete 5,559 m
T Zeit eines Umlaufs 368 ns
U0 Energieverlust eines Umlaufs 0,6 MeV
v Geschwindigkeit der Elektronen c-23 m/s
α Momentum-Compaction-Faktor 0,0097
β Relative Geschwindigkeit 0,999999923
γ Lorentzfaktor 2544
σz RMS-Bunchlänge 10 mm
ωc Kritische Frequenz 1,35·1018 Hz
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Anhang D

Die Spektralfunktion

Das Strahlungsspektrum der Synchrotronstrahlung (Gleichung (2.5.5)) wird mit Hilfe
der Spektralfunktion S angegeben, zu deren Berechnung die modifizierte Besselfunkti-
on zweiter Art K5/3 benötigt wird:

S(ξ) =
9
√

3

8π
ξ

� ∞

ξ

K5/3(x)dx (D.0.1)

Die modifizierte Besselfunktionen n-ter Ordnung, sowohl erster und zweiter Art, lösen
folgende Differentialgleichung:

x2y′′ + xy′ − (x2 + n2)y = 0 (D.0.2)

Die modifizierten Besselfunktionen zweiter Art sind explizit durch

Kn(x) = lim
p→n

π

2

I−p(x)− Ip(x)

sin(px)
(D.0.3)

gegeben. Dabei sind die Ip die modifizierten Besselfunktionen erster Art und über die
gewöhnliche Besselfunktionen Jp definiert:

Ip(x) = i−pJp(ix) (D.0.4)
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Anhang E

Verwendeter Programmcode

Der Programmcode in C++ zur Berechnung der Bunchformen:

i n t main ( ) {

l ong do ub l e kappa = 0 . 2 9 1 ; / / V o r f a k t o r
long do ub l e a l p h a = 1 . ; / / V o r z e i c h e n a l p h a
i n t i t =150; / / I t e r a t i o n e n
i n t s =20000; / / Anzahl S c h r i t t e
l ong do ub l e u =−4.; / / u n t e r e Grenze
long do ub l e o = 6 . ; / / o b e r e Grenze
long do ub l e d e l t a =( o−u ) / s ; / / S c h r i t t w e i t e
long do ub l e zd = 2 . / 3 . ;

l ong do ub l e x [ s ] ;
l ong do ub l e y [ s ] ;
l ong do ub l e I [ s ] ;

i n t i ;
f o r ( i =0 ; i<s ; i ++){ / / Erzeugung d e r S t a r t w e r t e

x [ i ]= u +( i * d e l t a ) ;
y [ i ]= kappa * exp ( ( −0 . 5 ) * x [ i ]* x [ i ] ) ;

}

f o r ( i n t k =1; k<= i t ; k ++){ / / f u e h r t I t e r a t i o n e n durch
i =0 ;
w h i l e ( i <=s ){

I [ i ] = 0 ;
i n t j =0 ;
l ong do ub l e b ; / / B r e i t e des I n t e r v a l l s
l ong do ub l e t v ; / / v o r h e r i g e s t
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l ong do ub l e t n ; / / n a e c h s t e s t
t v =0;
w h i l e ( i >=j ){ / / B e r e c h n e t Wert des I n t e g r a l s I [ i ]

t n =pow ( ( ( j +1)* d e l t a ) , zd ) ;
b =( tn−t v ) * 0 . 5 ;
I [ i ]+= y [ i−j ] * b ;
t v =pow ( ( j * d e l t a ) , zd ) ;
j ++;

}
I [ i ] * = 1 . 5 ;
i ++;

}

i =0 ;
w h i l e ( i<s ){ / / B e r e c h n e t neues y [ i ]

y [ i ]= kappa * exp ( ( −0 . 5 ) * x [ i ]* x [ i ]+ a l p h a * I [ i ] ) ;
i ++;

}

}

f o r ( i =0 ; i<s ; i ++){ / / B e r e c h n e t den F o r m f a k t o r
F+=y [ i ]* d e l t a ;

}

s t d : : s t r i n g s t r e a m name ;
name . p r e c i s i o n ( 8 ) ;
name << kappa ;
s t r i n g f i l e n a m e = ” bf ” + name . s t r ( ) + ” . t x t ” ;
s t d : : o f s t r e a m f i l e 1 ( f i l e n a m e . c s t r ( ) , i o s : : app ) ;
f i l e 2 <<” # kappa=”<<kappa<<” , d e l t a =” <<d e l t a <<e n d l

<<” # F ( kappa )= ”<<F<<e n d l ;

f o r ( i =0 ; i<s ; i ++){
f i l e 1 <<i<<” ”<< x [ i ]<<” ” <<y [ i ]<< ” ”<<I [ i ] <<e n d l ;

}
f i l e 1 . c l o s e ( ) ;

}
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Der Quellcode zur Bestimmung der Momente:

l ong do ub l e erw =0 , v a r =0 , s igma =0 , skew =0 , k u r t =0 ;

w h i l e ( i<s ){ / / Normierung
y [ i ] / = F ;
i ++;

}

f o r ( i =0 ; i<s ; i ++){
erw+=x [ i ]* y [ i ] ;

}
erw*= d e l t a ;

f o r ( i =0 ; i<s ; i ++){
v a r +=( x [ i ]−erw ) * ( x [ i ]−erw )* y [ i ] ;
skew +=( x [ i ]−erw ) * ( x [ i ]−erw ) * ( x [ i ]−erw )* y [ i ] ;
k u r t +=( x [ i ]−erw ) * ( x [ i ]−erw ) * ( x [ i ]−erw ) * ( x [ i ]−erw )* y [ i ] ;

}
v a r *= d e l t a ;
skew*= d e l t a ;
k u r t *= d e l t a ;
s igma= s q r t ( v a r ) ;
skew /= sigma * sigma * sigma ;
k u r t /= sigma * sigma * sigma * sigma ;
k u r t −=3;



78 ANHANG

Die Berechnung des Integrals I(x) mit äquidistantem t mittels Interpolation:

I [ i ]= y [ i ]* d e l t a * 0 . 5 ; / / E r s t e s h a l b e s Bin
i n t a ;
l ong do ub l e a r g ; / / a r g =x−t ˆ 3 / 2 ;
l ong do ub l e wer t ; / / we r t =y ( x−t ˆ 3 / 2 ) ;
l ong do ub l e b ; / / b : B i n b r e i t e

f o r ( i n t t = 1 ; ( x [ i ]−pow ( t * d e l t a ,1 .5 ) >= u ) ; t ++){
a r g =x [ i ]−pow ( t * d e l t a , 1 . 5 ) ;
a= i n t ( ( arg−u ) / d e l t a ) ;

/ / x−t ˆ 3 / 2 l i e g t nun zwischen x [ a ] und x [ a +1]
/ / I n t e r p o l a t i o n :

wer t =( arg−x [ a ] ) * ( y [ a+1]−y [ a ] ) / d e l t a +y [ a ] ;
I [ i ]+= wer t * d e l t a ;

}

I [ i ] * = 1 . 5 ;
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Anhang F

Die numerische Instabilität des
Resistive-Wall-Wake

Für große Vorfaktoren κ kann keine stabile Endverteilung berechnet werden, da die La-
dungsverteilungen nach ungerader Anzahl an Iterationen sich anhaltend von jenen nach
gerader Anzahl an Iterationen unterscheiden. In Abbildung F.0.1 sind für drei κ-Werte
jeweils die Ladungsverteilungen nach zwei aufeinander folgenden Iterationen zu sehen.
Für κ = 1000 ist an der Bunchform noch kein Unterschied zu erkennen, der Formfak-

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

 2.5

 3

-4 -2  0  2  4  6

y(
x)

x = cτ/σ0

κ=1000
κ=2000
κ=5000

Abbildung F.0.1: Ladungsverteilungen unter Einfluss des Resistive-Wall-Wake jeweils nach ge-
rader und ungerader Anzahl an Iterationen für große κ: Ab einem Vorfaktor κ von über 1000 kann
keine stabile Endverteilung mehr berechnet werden. Nach ungerader Anzahl an Iterationen erhält
man eine abgeflachtes Bunchende, nach gerader Anzahl einen zusätzlichen Ladungspeak. Beide
Bunchformen nähern sich auch nicht nach weiteren Iterationen an.
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tor F (κ) schwankt jedoch zwischen 8,5499 und 8,5517 nach ungerader beziehungsweise
gerader Anzahl an Iterationen. Da der Unterschied der Formfaktoren und Ladungsvertei-
lungen zu einem Vorfaktor stark mit κ anwächst, schwankt für κ = 2000 der Formfaktor
F (κ) abwechselnd bereits zwischen den Werte 8,45 und 11,84. Nach gerader Iteration bil-
det sich ein zusätzlicher Ladungspeak am Ende des Bunches aus, der nach der nächsten
Iteration verschwindet und das Bunchende umso stärker abfällt.
Betrachtet man die Entwicklung des Formfaktors mit den Iterationen, wird deutlich, wie
dieses Verhalten entsteht: Von Anfang an ist der Formfaktor nach einer ungeraden Itera-
tion kleiner als jener nach einer geraden. Die Differenz der Formfaktoren von einer zur
nächsten Iteration sinkt, bis bei kleinen κ-Werten (Abbildung F.0.2 links) schließlich eine
stabile Endverteilung erreicht ist. Bei großen κ-Werten (Abbildung F.0.2 rechts) hingegen
bleibt ein Unterschied der Formfaktoren nach geraden und ungeraden Iterationen beste-
hen.
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κ=1    
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Abbildung F.0.2: Die Entwicklung des Formfaktors mit den Iterationen für das Resistive-Wall-
Wake: links: Für kleine Vorfaktoren κ nähern sich die Formfaktoren F (κ) mit jeder Iteration wei-
ter an, bis eine gemeinsame Gleichgewichtsverteilung erreicht ist. rechts: Für große κ kann keine
stabile Endverteilung mehr gefunden werden, der Unterschied der Formfaktoren nach geraden und
ungeraden Iterationen bleibt bestehen.
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