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1 Einleitung

Mit dem Start des Large Hadron Colliders (LHC) am CERN in Genf wurde eine neue Ära der
Teilchenphysik eingeleitet. Er ist unser Mikroskop, das uns ins frühe Universum blicken lässt
und neue fundamentale Bausteine der Materie finden kann. Damit sollen nicht nur das letzte
fehlende Puzzlestück im Standardmodell der Teilchenphysik (SM) – das Higgsboson – entdeckt
werden, sondern auch Antworten auf offene Fragen im SM gefunden werden, deren Klärung
ein tieferes Verständnis der Natur liefert. Trotz des immensen Erfolges wird das SM von den
meisten Physikern nur als eine effektive Theorie verstanden, die oberhalb der TeV-Skala durch
eine fundamentalere Theorie ersetzt werden muss. Die ultimative Frage der Hochenergiephysik
ist einfach formuliert, jedoch schwer zu beantworten: Wie lautet die fundamentale Lagrange-
dichte der Natur? Die Lagrangedichte des SMs L SM verliert spätestens bei der Planck-Skala
MPl = 1018−19 GeV ihre Gültigkeit, da sich dort Gravitationseffekte bemerkbar machen. Nur
wenige Physiker bezweifeln, dass bereits bei niedrigerer Energie Neue Physik, welche nicht im
SM enthalten ist, zu Tage tritt. Um diese aufzuspüren, gibt es prinzipiell zwei Strategien:

• Zum einen ist der direkte Nachweis bei hohen Energien möglich, welcher vor allem
in Collider-Experimenten angestrebt wird. Mit einer Schwerpunktsenergie von zur Zeit
7 TeV und künftig 14 TeV am LHC wird die Auflösung des Teilchen-Mikroskops so weit
erhöht, dass – falls existent – das Higgsboson oder supersymmetrische Partnerteilchen
am LHC sichtbar gemacht werden können.

• Zum anderen kann sich die Existenz neuer Teilchen indirekt über Quantenkorrektu-
ren in kleinen Abweichungen zwischen SM-Vorhersage und Messergebnissen bemerkbar
machen. Das Aufspüren solch kleiner Effekte erfordert eine hohe Präzision von Experi-
ment und Theorie. Ein historisches Beispiel dafür ist die Entdeckung des Neptuns von
Le Verrier im Jahre 1846. Er studierte die Abweichung des Uranus von seiner Sollbahn
und fand eine Erklärung in Gravitationseffekten eines weiter außen gelegenen Planeten,
dessen Position er auf 1◦ genau vorhergesagt hat. Auf analoge Weise kann man zuvor
unbekannten Teilchen auf die Spur kommen. Aufgrund des kleinen gemessenen Verzwei-
gungsverhältnisses von K → µ+µ− wurde beispielsweise das Charmquark als viertes
Quark vorhergesagt, welches zusammen mit dem Strangequark ein Dublett bildet und
somit via GIM-Mechanismus (benannt nach Glashow, Iliopoulos, Maiani) den Zerfall un-
terdrückt. Weiter wurde bereits 1987 ein schweres Topquark bei der B-Fabrik DORIS am
DESY mit dem ARGUS-Experiment prognostiziert, wo erstmals Bd−Bd -Oszillationen
entdeckt wurden.

Der Einfluss neuer Teilchen als Zeichen von Physik jenseits des SMs lässt sich insbesondere in
seltenen Prozessen studieren, welche im SM stark unterdrückt sind. Im Rahmen dieser Doktor-
arbeit werden Auswirkungen supersymmetrischer Teilchen auf Observablen der Flavourphysik
untersucht.
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Symmetrien in der Teilchenphysik

Die Natur an sich ist reich geschmückt mit Symmetrien. Sie sind ein mächtiges Mittel, um die
Eigenschaften und Wechselwirkungen der Elementarteilchen zu beschreiben und Vorhersagen
zu machen. Das SM ist eine renormierbare Quantenfeldtheorie (QFT) mit einer SU(3)C ×
SU(2)L×U(1)Y Eichgruppe für die starke, schwache und elektromagnetische Wechselwirkung.
Die elektromagnetische Wechselwirkung ist dabei eine Untergruppe von SU(2)L× U(1)em . Das
Eichprinzip basiert auf lokalen Symmetrietransformationen und schränkt zusammen mit der
Forderung der Renormierbarkeit die Theorie stark ein, so dass mit dem bekannten Teilchenin-
halt die SM-Lagrangedichte bereits die allgemeinste ist. Nach den Prinzipien der Quantenme-
chanik treten also alle erlaubten Terme bzw. Wechselwirkungen auch auf. Eine Konsequenz des
Eichprinzips ist die Masselosigkeit der Eichbosonen, welche die Wechselwirkung zwischen den
Fermionen (Quarks und Leptonen) vermitteln. Dazu gehören zum einen das masselose Pho-
ton γ als Träger der elektromagnetischen Kraft und die acht masselosen Gluonen der starken
Wechselwirkung. Hingegen haben das W - und Z-Boson eine Masse von 80 bzw. 91 GeV. Dies
bedeutet jedoch nicht, dass das Eichprinzip nicht gültig ist, sondern dass die Symmetriegruppe
bei niedrigen Energien gebrochen ist. Mit anderen Worten: die volle Symmetriegruppe ist bei
Energien unterhalb der elektroschwachen Skala „versteckt“. Das zugrunde liegende Phänomen
ist die spontane Symmetriebrechung, für dessen Idee Yoichiro Nambu mit einer Hälfte des
Physik-Nobelpreises 2008 geehrt wurde. Ein einfaches Beispiel für eine spontane Symmetrieb-
rechung ist Wasser, welches im flüssigen Zustand rotationssymmetrisch ist. Kühlt man es ab
durchläuft es einen Phasenübergang und wird zu Eis. Kristalle weisen jedoch nur noch eine
diskrete Rotationssymmetrie auf. Die ursprüngliche, volle Symmetrie ist versteckt und kann
durch Aufheizen wieder sichtbar gemacht werden. Nach einem ähnlichen Prinzip funktioniert
auch der Higgsmechanismus des SMs, welcher eine Erklärung für die Massengenerierung der
Fermionen und der W - und Z-Eichbosonen liefert, ohne das Eichprinzip zu verletzen. Die La-
grangedichte an sich bleibt eichinvariant; nur der gewählte Grundzustand weist eine geringere
Symmetrie auf und bricht somit die Eichgruppe SU(2)L ×U(1)Y zu U(1)em.

Das Rätsel der Fermionmassen

Wie die Fermionen tatsächlich ihre Masse bekommen, ist bislang unklar. Ein Diracmassen-
term mψ̄LψR verknüpft links- und rechtshändige Teilchen, welche sich jedoch unterschied-
lich unter SU(2)L transformieren und somit die Eichinvarianz verletzen. Hingegen ist eine
Majoranamasse mψ̄cψ nicht erlaubt, da sich die Hyperladungen nicht zu Null addieren. Für
Eichsinguletts wie beispielsweise ein rechtshändiges Neutrino ist es dagegen möglich. Die Ein-
führung eines skalaren Teilchens Φ mit geeigneten Quantenzahlen zusammen mit sponta-
ner Symmetriebrechung kann dieses Problem lösen. Seine Kopplungen an die Fermionen via
yψ̄LΦψR werden im Yukawasektor des SMs beschrieben. Dieser macht den Hauptanteil der
freien Parameter im SM aus. Im Grundzustand erhält die neutrale Komponente von Φ einen
Vakuumerwartungswert (VEV von „vacuum expectation value“) v, womit ein eichinvarianter
Diracmassenterm generiert wird: mψ̄LψR mit m = yv. Genau dieser Mechanismus soll am
LHC durch das Auffinden des Higgsbosons bestätigt werden. Dadurch wird jedoch nicht er-
klärt, warum sich die Fermionmassen über fünf Größenordnungen von der Elektronmasse im
MeV-Bereich bis zur Topquarkmasse von fast 200 GeV erstrecken, ganz zu schweigen von den
kleinen Neutrinomassen. Übersetzt auf den Higgsmechanismus lautet die Frage, warum sich
die Kopplungen zwischen O(10−6) und O(1) erstrecken. Der Yukawasektor birgt die meisten
Rätsel des SMs, weshalb er eine entscheidende Rolle bei der Suche nach neuer Physik spielt.
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Völlig unklar ist, warum es genau drei Generationen gibt, ist doch die Materie um uns herum
nur aus der ersten aufgebaut. Diese drei Kopien unterscheiden sich nur durch die Fermion-
massen, besitzen hingegen genau die gleichen Quantenzahlen unter der SM-Eichgruppe GSM,
so dass der Eichsektor flavourblind ist. Für ein Photon ist es irrelevant, ob es an ein Elek-
tron oder Myon koppelt. Von Bedeutung ist allein die elektromagnetische Ladung. Nur der
Yukawasektor kann somit zwischen den Familien unterscheiden.

Während die großen Massendifferenzen der Quarks- und geladenen Leptonen vornehmlich
einen ästhetischen Haken haben, stellen die kleinen Neutrinomassen, welche durch die gemes-
senen Neutrinooszillationen experimentell bestätigt sind, ein konzeptionelles Problem im SM
dar. Im SM sind Neutrinos masselos und die Erweiterung auf massive Neutrinos ist nichttrivi-
al. Wir wissen nicht, wie ein um massive Neutrinos ergänztes SM aussieht, da die Erweiterung
im Yukawasektor nicht eindeutig ist. Aber warum sind Neutrinomassen im Vergleich zu den
anderen Fermionmassen so außergewöhnlich? Das Hinzufügen von rechtshändigen Neutrinos
sollte keinen großen Schaden anrichten, da sie als Eichsinguletts keinerlei Wechselwirkung un-
terliegen. Damit ist es, analog zu den anderen Fermionmassen, möglich, mit dem zugehörigen
linkshändigen Teilchen einen Diracmassenterm zu konstruieren. Gleichzeitig ist auch ein Ma-
joranamassenterm erlaubt. Eine Option wäre, eine zusätzliche globale Symmetrie zu fordern,
welche diesen verbietet. Abgesehen davon umspannen mit der üblichen Massenkonstruktion
die Yukawakopplungen sogar elf Größenordnungen. Billigt man hingegen eine Majoranamasse
für rechtshändige Neutrinos, welche durch keinerlei Symmetrie geschützt ist, d.h. auf natür-
liche Weise sehr groß sein kann, so liefert der Seesaw-Mechanismus eine attraktive Erklärung
für die leichten Neutrinomassen. Alternativ kann man mit Hilfe des Ausbaus des skalaren
Sektors um ein Higgstriplett Neutrinomassen ohne rechtshändige Neutrinos generieren. Wir
sehen also, dass Neutrinomassen bereits eine nichttriviale Erweiterung des SMs erzwingen und
uns bei der Suche nach neuer Physik den Weg weisen könnten.

Flavourphysik und CP -Verletzung

Das Studium der Flavourübergänge zwischen den Generationen hilft nicht nur bei der Bestim-
mung einer Vielzahl an Parametern des SMs, sondern auch, Effekte neuer Physik ausfindig
zu machen. Sehr imposant ist die Überbestimmung des Unitaritätsdreiecks, welches Infor-
mationen über Flavourübergänge im Quarksektor enthält und in beeindruckender Weise den
Kobayashi-Maskawa-Mechanismus bestätigt. Kobayashi und Maskawa wurden dafür mit der
zweiten Hälfte des Physik-Nobelpreises 2008 belohnt. Die Mischung zwischen den Familien
wird im Quarksektor durch die Cabbibo-Kobayashi-Maskawa-Matrix, kurz CKM-Matrix, be-
schrieben, welche mit drei Winkeln und einer CP -verletzenden Phase parametrisiert werden
kann (hierbei steht C für Ladungskonjugation (charge conjugation) und P für Parität). CP
bedeutet anschaulich, dass man alle Teilchen durch ihre Antiteilchen ersetzt und die Raumin-
version ~r → −~r ausführt. Im Leptonsektor werden Oszillationen zwischen den Neutrinoflavours
mittels der PMNS-Matrix, benannt nach Pontecorvo, Maki, Nakagawa und Sakata, parametri-
siert, welche im Falle von Majorananeutrinos zusätzlich noch zwei Majoranaphasen enthalten
kann. Qualitativ sehen die Mischungsmatrizen wie folgt aus1:

VCKM =




y t p

t y q

p q y


 , UPMNS =




x w

u w w

u w w


 .

1Die Radien der Kreise stellen die Absolutbeträge der Einträge dar, d.h. r ∼
p

|Vij |.
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Deutlich zu erkennen ist die hierarchische Struktur der CKM-Matrix, wohingegen die Größe
der Einträge in der PMNS-Matrix – bis auf das Element rechts oben – viel gleichmäßiger
verteilt ist. Der tiefere Grund, warum die Natur genau diese zwei so unterschiedlichen Struk-
turen gewählt hat, ist bislang ungeklärt. In sogenannten Großen Vereinheitlichten Theorien
(GUT von „grand unified theory“), in denen Quarks und Leptonen verknüpft sind, ist es
durchaus wahrscheinlich, dass die PMNS-Mischung im Quarksektor bzw. die CKM-Matrix
bei den Leptonen auftaucht. Im SM ist – abgesehen vom θ-Term der Quantenchromodyna-
mik (QCD), welche hier nicht weiter berücksichtigt wird – die CKM-Phase die einzige Quelle
von CP -Verletzung und folglich immer mit Flavourübergängen verbunden. Im Gegensatz zum
Higgsmechanismus handelt es sich hier um eine explizite Symmetrieverletzung. Bei nur zwei
Familien können alle Phasen wegrotiert werden. Kobayashi und Maskawa studierten die Be-
dingungen, unter denen CP -Verletzung realisierbar ist, und fanden, dass neben beispielsweise
einem Zwei-Higgsdublett-Modell (2HDM) auch die Existenz einer dritten Generation eine
Materie-Antimaterie-Asymmetrie bedingen würde. Mittlerweile kann man behaupten, dass
die Kobayashi-Maskawa-Phase sehr wahrscheinlich die dominante Quelle für CP -Verletzung
in niederenergetischen, flavourändernden Prozessen ist. In Erweiterungen des SMs können
jedoch a priori zusätzliche CP -verletzende Phasen auftreten.

Eine vereinheitlichte Theorie

Wie soll nun eine dem SM übergeordnete Theorie aussehen? Die Idee, verschiedene Kräfte
oder Wechselwirkungen zu vereinheitlichen, reicht weit in die Geschichte der Physik zurück:
Unter Anwendung der Universalität des Gravitationsgesetzes sowohl auf große als auch klei-
ne Skalen verknüpfte bereits Isaac Newton (1642-1727) die Bewegung der Planeten mit dem
Fallen eines Steines auf der Erde. James C. Maxwell (1831-1879) vollbrachte die Vereinigung
der Elektrizität und des Magnetismus zum Elektromagnetismus. Fast hundert Jahre später
gelang Sheldon Glashow (*1932), Abdus Salam (1926-1996) und Steven Weinberg (*1933) ein
weiterer, sehr erfolgreicher Schritt: Die Vereinigung der Quantenelektrodynamik (QED) mit
der schwachen Wechselwirkung zur Theorie der elektroschwachen Wechselwirkung (Glashow-
Salam-Weinberg-Theorie). Zusammen mit der QCD bildet sie das Standardmodell der Teil-
chenphysik. Es stellt sich somit die Frage, ob man nicht auch die starke und elektroschwache
Kraft bei höheren Energien vereinigen kann. Beobachtet wird nämlich eine Abhängigkeit der
Kopplungen von der Energie. Die drei Eichkopplungen laufen bei hohen Energien aufeinan-
der zu und liefern somit einen Hinweis auf eine mögliche Vereinigung. Als Erklärung kann
die Expansion des Universums dienen: Die Abkühlung und das Auftreten von Phasenüber-
gängen führten zur Aufspaltung der drei Kräfte. Während im SM die Normierung der Hyper-
ladung als Quantenzahl einer abelschen Gruppe beliebig ist, ist sie festgelegt, sobald man die
SM-Eichgruppe GSM in eine höhere Symmetriegruppe wie beispielsweise SU(5) oder SO(10)
einbettet. Damit kann über die Gell-Mann-Nishima-Relation die Quantisierung der elektri-
schen Ladung erklärt werden. Ferner folgt daraus eine Begründung, warum Atome elektrisch
neutral sind – eine fundamentale Bedingung für unsere Existenz. Durch die Einbettung wird
mit dem Eich- auch der Fermionsektor des SMs systematisiert, da in GUTs die Fermionen
einer Generation in ein oder zwei Multipletts der GUT-Symmetriegruppe zusammengefasst
werden. Dies führt unweigerlich zu Korrelationen in der leptonischen und hadronischen Fla-
vourmischung und zu Relationen zwischen den Massen. Unter der Annahme, dass zwischen
der elektroschwachen Skala und einer denkbaren Vereinigungsskala bei O(1016) GeV keine
neuen Teilchen ins Spiel kommen verfehlen sich die laufenden Kopplungskonstanten knapp.
An diesem Punkt kommen supersymmetrische Theorien (SUSY) ins Spiel. Diese postulie-
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ren die Existenz von supersymmetrischen Partnern zu den bekannten SM-Teilchen, welche
die Energieabhängigkeit der Kopplungsstärken beeinflusst und sie bei MGUT ≈ 2 · 1016 GeV
zu einem gemeinsamen Wert konvergieren lässt.

Das Hierarchie-Problem und Supersymmetrie

Die Stabilisierung der elektroschwachen Skala – auch bekannt als Hierarchie-Problem – wird
meist als einer der zwingendsten Gründe für Physik jenseits des SMs angesehen. Betrachtet
man das SM als eine effektive Theorie, so kommt eine neue Energieskala Λ ins Spiel. Unter
dem Hierarchie-Problem versteht man nun die Schwierigkeit, unter Anwesenheit dieser Skala
Λ die große Lücke zwischen der elektroschwachen Skala µew = O(200) GeV und der GUT- oder
Planck-Skala zu erklären bzw. die elektroschwache Skala zu stabilisieren, und zwar in jeder
Ordnung Störungstheorie. Fermionmassen sind proportional zur einzig vorhandenen Skala im
SM, mf ∝ v. Sie werden durch die chirale Symmetrie, welche allein durch die Massenterme
gebrochen ist, vor großen Strahlungskorrekturen geschützt, d.h. δmf ∝ mf ln Λ

mf
. Die Quan-

tenkorrekturen verschwinden im Grenzfall mf → 0 und bleiben selbst bei einem Abschnei-
deparameter bei der Planck-Skala vertretbar klein. Der Zusammenhang zwischen Symmetrie
und Kleinheit eines Parameters lässt sich im ’t Hooftschen Natürlichkeitsprinzip zusammen-
fassen [1]: Ein kleiner Parameter ist in einer Theorie genau dann natürlich, falls sich die Sym-
metrie des Systems erhöht, wenn man ihn Null setzt. Eine Feinabstimmung (Fine-Tuning)
zwischen verschiedenen Beiträgen um letztendlich bei einem kleinen Wert anzukommen wird
als unnatürlich angesehen. Die Masse des Photons ist durch die Eichsymmetrie geschützt und
bleibt in jeder Ordnung Störungstheorie Null. Ebenso werden die Massen des W - und Z-
Bosons MW,Z ∝ v durch das Eichprinzip vor großen Korrekturen bewahrt. Doch was passiert
mit Massen von skalaren Teilchen, wie der des Higgsbosons im SM? Das Higgs wurde als
skalares Teilchen eingeführt, da nur solche einen nichtverschwindenden VEV haben können,
ohne die Lorentz-Invarianz zu brechen. Der Massenterm m2

hΦ
†Φ ist unter jeglicher Symme-

trie invariant, weshalb die Higgsmasse nicht vor großen Strahlungskorrekturen geschützt ist.
Vielmehr erhält sie quadratische Massenkorrekturen, welche proportional zur höchsten vor-
handenen Skala sind, beispielsweise δm2

h ∝ M2
GUT . Um dennoch eine Higgsmasse von der

Größenordnung der elektroschwachen Skala zu erhalten, gibt es drei Optionen:

• Fine-Tuning: Eine starke Feinabstimmung zwischen dem Parameter in der Lagrange-
dichte und den Korrekturen kann zu einer physikalischen Masse bei der elektroschwachen
Skala führen. Allerdings muss sich diese zufällige Auslöschung auf bis zu 32 signifikante

Stellen (O(
M2

Pl

M2
W

) ≈ 1032) in jeder Ordnung Störungstheorie fortsetzen.

• Symmetrie: Es existiert eine (Super-)Symmetrie, welche die skalare Masse vor großen
Korrekturen bewahrt. Supersymmetrie impliziert eine Erweiterung unserer vierdimen-
sionalen Raum-Zeit um fermionische Freiheitsgrade und verknüpft Bosonen und Fermio-
nen. Sie stellt eine attraktive Lösung des Hierarchie-Problems dar, da sie Partnerteilchen
und deren Kopplungen postuliert, mit dem Resultat, dass die Effekte des Higgsinos und
Stopquarks die oben genannten quadratischen Divergenzen wieder wegheben, und das
in jeder Ordnung Störungstheorie. Doch da bisher kein Superpartner mit exakt der glei-
chen Masse gefunden worden ist, muss SUSY eine gebrochene Symmetrie sein. Um kein
weiteres Fine-Tuning der Parameter zu benötigen, müssen die Massen der Superpartner
in der Größenordnung von höchstens O(1− 10) TeV liegen. Das hat eine wichtige Kon-
sequenz, denn es fordert eine Änderung des SM nahe der elektroschwachen Skala, d.h.
im Energiebereich des LHCs, und nicht erst bei der Planck-Skala.
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• Da diese quadratischen Divergenzen nur bei skalaren Teilchen auftreten, könnte man
dieses Problem umgehen, falls das Higgs kein fundamentales Teilchen wäre, sondern ein
Bindungszustand (analog zu den Cooper-Paaren bei der Supraleitung).

• Die vierte Möglichkeit ist eine weich gebrochene Skaleninvarianz: Im SM bricht nur
der Higgs-Massenparameter µ die Skaleninvarianz. Solange µ der einzige Symmetriebre-
chungsparameter ist, ist auch jede Strahlungskorrektur proportional zu µ2. Diese Lösung
ist jedoch nicht mit GUTs verträglich.

Abgesehen vom Hierarchie-Problem und der Vereinigung der Kopplungskonstanten liefert die
Kosmologie eine weitere Motivation zugunsten der Supersymmetrie. Das Universum besteht
zu 73% aus Dunkler Energie, zu 23% aus nicht baryonischer Dunkler Materie und nur zu 4%
aus Atomen. Das SM liefert keinen geeigneten Kandidaten für die nichtbaryonische Dunkle
Materie. Neutrinos galten lange Zeit als naheliegende Kandidaten. Allerdings ist ihre ma-
ximale Masse nicht ausreichend, um das Phänomen zu erklären. Man geht davon aus, dass
Dunkle Materie aus WIMPs (weakly interacting massive particles) besteht. In supersymme-
trischen Theorien mit R-Parität ist das leichteste supersymmetrische Teilchen (LSP) stabil,
meist elektrisch neutral und demzufolge ein geeigneter Kandidat. Des Weiteren findet durch
das Laufen der Parameter im Higgspotenzial das Auftreten spontanter Symmetriebrechung
seine natürliche Erklärung. Wird Supersymmetrie zusätzlich zu einer lokalen Symmetrie er-
hoben, könnte es sogar möglich werden, die Gravitation mit einzubeziehen.

Inhalt der Arbeit

Die Konsequenzen der PMNS-artigen Mischung der Neutrinos – das bisher deutlichste Signal
neuer Physik – sollen in dieser Arbeit in SUSY-GUT bzw. GUT-inspirierten SUSY-Modellen
in Observablen der Flavourphysik untersucht werden. Nach dieser allgemeinen Einführung in
Flavourphysik, GUTs und Supersymmetrie widmen wir uns im nächsten Kapitel 2 dem Stan-
dardmodell mit Fokus auf die Flavourstruktur und seiner supersymmetrischen Erweiterung.
Zusammen mit der Einführung in GUTs in Anhang C legt dies die Grundlage für die weiteren
Analysen und kann auch zur Einarbeitung in diese Thematik dienen.

Wir starten in Kapitel 3 mit Lepton-Flavour-Observablen im Rahmen des MSSMs. Schlei-
fenprozesse mit den Superpartnern der Leptonen können die Lepton-Flavourverletzung (LFV)
vom neutralen in den geladenen Sektor übertragen, was im SM unbeobachtbar klein bleibt. Sol-
che LF-verletzende und helizitätsflippende Selbstenergien, welche in Abschnitt 3.1 eingeführt
werden, können im Minimalen Supersymmetrischen SM (MSSM) parametrisch verstärkt sein:
über GUT-motivierte Randbedingungen durch einen Faktor tan β ≈ 50, der das Verhältnis der
Vakuumerwartungswerte der zwei Higgsdubletts im MSSM bezeichnet, oder chiral-verstärkt
wie im Falle radiativer Massengenerierung der leichten Fermionen in Kapitel 3.3. Dadurch kann
die Schleifenunterdrückung teilweise kompensiert werden, so dass Experimente wie DOUBLE
CHOOZ, Daya Bay, MEG oder NA62 sensitiv genug sind, deren Effekte nachzuweisen [2–8].
Die 3.6σ-Diskrepanz bei (g − 2)µ [9] lässt sich beispielsweise hervorragend im MSSM mit
großem tan β erklären. In der Literatur werden jedoch hauptsächlich Berechnungen im Ent-
kopplungslimes MSUSY ≫ v durchgeführt. Die Resummation tan β-verstärkter Korrekturen
für den Fall MSUSY ≈ v (Abschnitt 3.1) ist gerade in Zusammenhang mit der Higgsphysik an
Collidern von entscheidender Relevanz, denn dort spielt die durch tan β gesteuerte Kopplung
an Bottomquarks und Tauleptonen eine wichtige Rolle für Suchstrategien und Analysen.

Um die LF-verletzenden Parameter im MSSM einzuschränken bzw. deren Auswirkungen zu
untersuchen, betrachten wir – basierend auf den Arbeiten [10–13] – die Anomalie der magne-
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tischen Momente ae und aµ, die Größe RK = Γ (K → eν) /Γ (K → µν), die Renormierung der
leichten Fermionmassen, die radiativen Zerfälle ℓj → ℓiγ, Korrekturen zum PMNS-Element
Ue3 und zu den geladenen Higgskopplungen: In Abschnitt 3.2 leiten wir unter Verwendung
des Fine-Tuning-Arguments aus den Korrekturen zur Elektronenmasse me eine obere Schran-
ke an LF-verletzende Parameter des MSSM ab. Dieselbe Parameterkombination, welche ein
bisher uneingeschränktes Nebendiagonalelement der Sleptonmassenmatrix enthält, kann auch
durch das anomale magnetische Moment des Elektrons ae eingegrenzt werden und taucht in
der Größe RK auf. Des Weiteren werden in Kapitel 3.3 das Szenario radiativer Massengene-
rierung über chiral-verstärkten Selbstenergien inklusive LFV studiert und die Auswirkungen
auf aµ analysiert. Aus der kombinierten Information aus aµ und zukünftigen Collider-Daten
für das Smyon können Rückschlüsse auf den Baumgraph- und radiativen Beitrag zur Myon-
Yukawakopplung gezogen werden. Unter den Annahmen, dass die 3.6σ-Diskrepanz in aµ aus
supersymmetrischen Beiträgen stammt und die Myonmasse radiativ erzeugt wird, folgt eine
klare Prognose für den erlaubten Bereich der Smyonmasse, was in Kapitel 3.4 herausgearbeitet
wird. Diese Aussage kann nicht abgeschwächt werden, wenn wir Sleptonmischung mit einbe-
ziehen, da ansonsten τ → µγ zu groß wird. Ferner wird in Abschnitt 3.5 das Zusammenspiel
von τ → eγ mit der endlichen Renormierung von Ue3 ausgearbeitet, welches für eine richtige
Interpretation einer zukünftigen Ue3-Messung erforderlich ist. Hochaktuell ist die Observable
RK , welche am NA62-Experiment am CERN mit bisher nicht erreichter Präzision gemessen
wird. Sie testet Leptonflavour-Universalität, welche durch supersymmetrische Beiträge ver-
letzt werden kann (siehe Abschnitt 3.6). Die Ergebnisse aus der Analyse von ae und me in
Abschnitt 3.2 werden hierbei von Relevanz sein.

Die Vereinigung der Yukawakopplungen ist eine Vorhersage von SU(5)-GUT-Modellen, welche
gut für die dritte Generation, nicht jedoch für die ersten beiden funktioniert. Um dies zu
korrigieren, werden Dimension-5-Operatoren benötigt, deren Flavourstruktur wir mit Hilfe
einer Renormierungsgruppenanalyse und Konfrontation mit den Schranken von µ → eγ in
Kapitel 3.7 stark eingrenzen können.

In Kapitel 4 untersuchen wir ein spezielles GUT-Modell, in dem sich die PMNS-Mischung
in den Quarksektor transferiert. In SU(5)-GUT-Modellen sitzen rechtshändige Downquarks
und linkshändige Leptondubletts im selben Multiplett, weshalb es möglich ist, Signaturen des
großen atmosphärischen Neutrinomischungswinkels in den Übergängen zwischen rechtshändi-
gen Bottom- und Strangequarks zu finden. Ein sehr prädiktives supersymmetrisches SO(10)-
GUT-Modell mit PMNS-artiger Mischung im rechtshändigen Down-(S)Quarksektor, welches
im Jahre 2003 von Chang, Masiero und Murayama vorgeschlagen wurde (CMM-Modell), stellt
eine Alternative zu den vielfach studierten mSUGRA-Szenarien des MSSM dar, dessen Signa-
turen im Experiment überprüft werden können. Der Grundgedanke des CMM-Modells wird
in Abschnitt 4.2 erklärt. Er beruht auf der Tatsache, dass die beobachtete Flavourverletzung
in der Natur klein ist und somit als Brechung einer exakten Flavour-Symmetrie, die bei der
Planck-Skala gilt, angesehen werden kann. Dies äußert sich im Auftreten eines höherdimensio-
nalen Terms im effektiven SO(10)-Superpotenzial, welcher der einzige flavourbrechende Term
in der Theorie ist. Eine Implementierung der Renormierungsgruppengleichungen (RGE von
„renormalisation group equation“) zwischen der Planck-Skala MPl und der elektroschwachen
Skala µew in Abhängigkeit weniger freier Parameter liegt bereits in Form eines Mathematica-
Pakets vor. Aus einer ersten Analyse der Korrelation der Prozesse b → sγ, τ → µγ, der
Bs − B̄s-Mischung und der Masse des leichten, neutralen Higgs Mh konnten bereits starke
Einschränkungen an den Parameterraum gewonnen werden [14]. Im Rahmen dieser Arbeit
soll das CMM-Modell insbesondere auf seine CP -verletzenden Eigenschaften untersucht wer-
den (siehe Kapitel 4.4). Transferiert man die PMNS-Mischung in den Quarksektor, tritt eine
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a priori freie CP -verletzende Phase ξ auf, welche sich nur im Bs-Sektor bemerkbar macht.
Gerade dort gibt es jedoch einige Diskrepanzen zwischen Experiment und SM-Vorhersage.
Konkret werden die CP -Asymmetrien in Bd → φKS und Bs → φφ und deren Vereinbarkeit
mit der Phase in der Bs−Bs -Mischung untersucht. Bei beiden Zerfällen handelt es sich um
schleifeninduzierte b→ sss̄-Übergänge, deren CP -Asymmetrien im SM mit denen der „golde-
nen Kanäle“ Bd → J/ψKS und Bs → J/ψφ übereinstimmen. Als Test an das CMM-Modell
werden wir alle betrachteten Observablen korrelieren.

Im Anhang sind alle benötigte Formeln, Konventionen und einige Hintergründe verzeichnet.
Dabei wird auch auf die verschiedenen in der Literatur zu findenden Konventionen einge-
gangen. Ziel dieser Zusammenstellung ist u.a., dass Ergebnisse problemlos verglichen und
bei Bedarf Konventionen mühelos ineinander umgerechnet werden können. In Anhang A.1
sind die für diese Arbeit wichtigsten Feynman-Regeln angegeben. Das analytischen Ergebnis
für ℓj → ℓiγ ist in A.2, alle benötigten Schleifenfunktionen in A.3 und die RGE im MSSM
mit rechtshändigen Neutrinos sind in A.4 zu finden. Die in unseren numerischen Analysen
verwendeten Inputparameter sind – sofern nicht explizit im jeweiligen Kapitel angegeben –
in Anhang B aufgelistet. Anhang C über GUTs dient als Hintergrundwissen für Kapitel 4,
und D fasst die Konventionen der B−B -Mischung zusammen. Während die Grundidee ef-
fektiver Hamiltonoperatoren in Abschnitt 4.4.1 erklärt wird, sind alle relevanten Formeln in
Anhang E verzeichnet. Die für die Zerfälle Bd → φKS und Bs → φφ benötigten Formeln der
QCD-Faktorisierung können in Anhang F nachgeschlagen werden.



2 Vom Standardmodell zu seiner

supersymmetrischen Erweiterung

Dieses Grundlagenkapitel beinhaltet eine Wiederholung des SMs, mit Schwerpunkt auf dessen
Flavourstruktur, CP -Verletzung und seine offene Fragen. Anschließend folgt eine recht knappe
Einführung in die Supersymmetrie und speziell das Minimal Supersymmetrische SM (MSSM).

2.1 Das Standardmodell der Teilchenphysik

2.1.1 Teilcheninhalt des SMs

Das Standardmodell der Teilchenphysik ist eine spontan gebrochene SU(3)C×SU(2)L×U(1)Y -
Eichtheorie, die sich – basierend auf den grundlegenden Arbeiten von Weinberg, Glashow und
Salam im Jahre 1967 – als sehr erfolgreiches Modell zur Beschreibung von drei der vier be-
kannten Naturkräfte etabliert hat: Es beschreibt die elektromagnetische, die schwache und die
starke Wechselwirkung zwischen den bekannten Elementarteilchen bei den heute experimen-
tell zugänglichen Energieskalen bis etwa 200 GeV äußerst präzise. Aus theoretischer Sicht ist
es die allgemeinste Theorie mit der angegebenen Symmetriegruppe und dem bekannten Teil-
cheninhalt, die die Forderung der Renormierbarkeit erfüllt. Das Transformationsverhalten der
Fermionfelder und der Eichfelder ist in Tab. 2.1 aufgelistet, wobei bei SU(3)C und SU(2)L die
Darstellung und bei U(1)Y die Hyperladungsquantenzahl angegeben ist, deren Normierung
über die Gell-Nishima-Relation wie folgt gewählt wurde: Q = Y + I3. Hierbei ist Q die elek-
trische Ladung und I3 die dritte Komponente des schwachen Isospins. Nur die Quarks spüren
die starke Wechselwirkung während lediglich linkshändige Felder zu einem Dublett unter der
schwachen Wechselwirkung zusammengefasst werden. Bereits hier wird eine gewisse Asymme-
trie zwischen Quark- und Leptonsektor deutlich. Ein rechtshändiges Neutrino wäre ein Singu-
lett unter der SM-Eichgruppe (1, 1, 0) und nähme demzufolge an keiner Wechselwirkung teil.
Für den Yukawasektor hat dies jedoch weitreichende Konsequenzen, welche in Kapitel 2.1.4
behandelt werden.

Unter der Forderung lokaler Eichinvarianz werden Eichbosonen für jede Wechselwirkung vor-
hergesagt, die sich jeweils nach der adjungierten Darstellung transformieren. Sie koppeln über
die kovarianten Ableitungen Dµ, welche aufgrund des Eichprinzips die üblichen Ableitungen
ersetzen, an die Materieteilchen. Die Fermionfelder aus Tab. 2.1 sind in drei Kopien (Familien
oder Generationen genannt) vorhanden. Sie haben genau die gleichen Quantenzahlen, jedoch
unterschiedliche Massen. Man unterscheidet sie durch ihren Flavour: im Leptonsektor Elektron
e, Myon µ und Tau τ ; im Upquarksektor Up u, Charm c und Top t und im Downquarksektor
Down d, Strange s und Bottom b. Für die Eichbosonen dagegen sind allein die Quantenzahlen
unter SU(3)C × SU(2)L×U(1)Y entscheidend, welche die kovarianten Ableitungen bestimmen
und diagonal im Flavourraum sind:

L
SM
I =

∑

j=1,2,3

L̄ji /DLj + ēRji /DeRj + Q̄ji /DQj + ūRji /DuRj + d̄Rj i /DdRj . (2.1)
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Fermionen SU(3)C SU(2)L U(1)Y
eR 1 1 -1

L = (νL, eL)⊤ 1 2 −1
2

uR 3 1
2
3

dR 3 1 −1
3

Q = (uL, dL)⊤ 3 2
1
6

Eichbosonen
Gaµ 8 1 0
W a
µ 1 3 0

Bµ 1 1 0

Tabelle 2.1: Transformationsverhalten der Fermionfelder und Eichbosonen.

Dieser Teil der SM-Lagrangedichte enthält die kinetischen Terme der Fermionen mitsamt ihren
Kopplungen an die Eichbosonen. Die kinetischen Terme der Eichbosonen sind gegeben durch:

L
SM
eich =

1

4
W a
µνW

µνa − 1

4
BµνB

µν − 1

4
GaµνG

µνa. (2.2)

In Tab. 2.1 ist ein weiteres Teilchen des SMs nicht enthalten: das Higgsboson. Es ist das einzige
skalare Teilchen im SM und seine experimentelle Entdeckung steht noch aus. Die bisherige
Lagrangedichte beschreibt masselose Teilchen. Wir wissen jedoch, dass sowohl die Fermionen
als auch die W - und Z-Eichbosonen massiv sind. Explizite Massenterme sind jedoch verboten,
denn −mψ̄ψ = −m(ψ̄LψR+ ψ̄RψL) koppelt links- und rechtshändige Fermionfelder, die unter-
schiedliches Transformationsverhalten unter SU(2)L aufweisen. Ebenso bricht −m2V a

µ V
µa für

die Eichbosonen die Eichinvarianz. Der Higgsmechanismus liefert eine Lösung des Problems.
Das Higgs Φ ist ein farbloses SU(2)L -Dublett mit Hyperladung Y = 1/2, dessen neutrale Kom-
ponente einen Vakuumerwartungswert erhält, so dass SU(2)L × U(1)Y zu U(1)em gebrochen
wird:

Φ =

(
φ+

φ0

)
, Q̂ = Ŷ + Î3 =

(
1 0
0 0

)
⇒
(

0
v

)
ist invariant unter U(1)em . (2.3)

Hierbei verwenden wir die Gell-Nishima-Relation für die Operatoren. Das Higgspotenzial
V (Φ) = −µ2Φ†Φ + λ

(
Φ†Φ

)2
, µ, λ > 0 enthält zwei freie Parameter des SMs: den „negati-

ven“ Massenterm mit µ und die Higgsselbstkopplung λ. Es besitzt ein Minimum bei v = µ√
2λ

,

wobei für die Higgsmasse dann mh = 2
√
λv gilt1. Die Lagrangedichte für das Higgsboson

LΦ = (DµΦ)† (DµΦ)− V (Φ) mit der kovarianten Ableitung

Dµ = ∂µ − ig1Y Bµ − ig2
σa

2
W a
µ = ∂µ − i

(
g1Y Bµ + g2

2 W
3
µ

g2√
2
W+
µ

g2√
2
W−
µ g1Y Bµ − g2

2 W
3
µ

)
, (2.4)

generiert mit Φ → (0, v)⊤ quadratische Terme in den Eichbosonen, also eichinvariante Mas-
senterme. Hierbei tritt aufgrund der ungebrochenen U(1)em noch eine zusätzliche, durch den

1Supersymmetrie kann zum einen über Renormierungsgruppengleichungen solch einen negativen Massenterm
generieren, der die spontane Symmetriebrechung triggert; zum anderen ist die Higgsselbstkopplung kein
freier Parameter mehr, sondern einzig durch die SU(2)L×U(1)Y Eichkopplungen bestimmt. Dies impliziert,
dass der Higgssektor des MSSM automatisch die Unitaritätsbeschränkungen erfüllt, und außerdem auf
Baumgraphniveau eine obere Grenze von MZ für das leichteste Higgsboson.
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Weinbergwinkel ϑW charakterisierte Rotation zwischen den neutralen Bµ und W 3
µ auf, so dass

das Photon Aµ nur an elektrisch geladene Teilchen koppelt:

(
Aµ
Zµ

)
=

(
cos ϑW sinϑW
− sinϑW cos ϑW

)(
Bµ
W 3
µ

)
⇒ tan ϑW =

g1
g2
, e = g2 sinϑW = g1 cos ϑW .

(2.5)

Spontane Symmetriebrechung impliziert folgende Relationen für die Massen:

MW =
g2v

2
, MZ =

g2v

2 cos ϑW
, mγ = 0. (2.6)

Der Vakuumerwartungswert v kann mit der Fermikonstanten GF = g2
2/(4
√

2M2
W ) in Verbin-

dung gebracht werden, welche aus dem Myonzerfall bekannt ist. Damit erhält man v = 174 GeV.

Der Yukawasektor des SM enthält die Kopplungen des Higgsbosons an die Fermionen und stellt
den für diese Arbeit wohl relevantesten Aspekt der SM-Lagrangedichte dar. Die Quantenzah-
len des Higgs erlauben eine eichinvariante Kopplung an ein SU(2)L -Dublett und SU(2)L -
Singulett:

LY = −Q̄ΦYDdR − Q̄ΦcYUuR − L̄ΦYEeR. (2.7)

Hierbei stehen die Fermionfelder für drei-komponentige Vektoren, die alle drei Generationen
enthalten, YD,U,E sind 3×3-Matrizen in LR-Konvention (d.h. linkshändiger Felder stehen links
und rechtshändige Felder rechts von Y) und Φc ist das ladungskonjugierte Higgsfeld. Ersetzt
man nun das Higgsfeld wieder durch seinen Vakuumerwartungswert, bekommt man Terme
wie yeL̄φeR → yeveLeR, so dass die Elektronmasse mit me = yev identifiziert werden kann.
Es werden jedoch keine Massen für die Neutrinos generiert. Damit ist die SM-Lagrangedichte
komplett. Die genaue Flavourstruktur, die aus Gl. (2.7) folgt, wird im nächsten Abschnitt
vorgestellt.

2.1.2 Flavourstruktur des SMs

Obwohl der Yukawasektor mit seiner Vielzahl an Parametern der unschönste Teil des SM ist,
liefert er sehr genaue Vorhersagen und macht Flavourphysik zu einem interessanten Studien-
objekt. Die [U(3)]5 Flavoursymmetrie in Gl. (2.1) wird durch den Yukawasektor zu einer
[U(1)]4 gebrochen, welche sich in der Baryonenzahlerhaltung B und der Erhaltung der drei
Leptonflavourzahlen Le,µ,τ widerspiegelt. Dies sind jedoch zufällige Symmetrien im SM, d.h. sie
werden nicht extra gefordert und müssen in einer dem SM übergeordneten Theorie nicht exakt
gelten. Selbst im SM ist B+L anomal gebrochen. Ein dadurch möglicher Protonzerfall wurde
bisher nicht beobachtet. Im SM ist U(1)B−L die einzige anomaliefreie globale Symmetrie.
Majoranamassen jedoch brechen L und infolgedessen auch B − L. Im Folgenden soll auf
Gl. (2.7) näher eingegangen werden, wobei wir drei rechtshändige Neutrinos mit einschließen.
Die Lagrangedichte lautet damit:

LY = −Q̄ΦYDdR − Q̄ΦcYUuR − L̄ΦYEeR − L̄ΦcYννR −
1

2
ν⊤RCMNνR + h.c. (2.8)

Hierbei bezeichnen Φc das ladungskonjugierte Higgsfeld und C die Ladungskonjugationsma-
trix. Der Majoranamassenterm und die Dirac-Yukawakopplung der rechtshändigen Neutri-
nos fehlen im ursprünglichen SM. Der aus den letzten beiden Termen resultierende Seesaw-
Mechanismus wird in Abschnitt 2.1.4 erklärt. Die Yukawa-Matrizen sind a priori bliebige
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3×3-Matrizen. Die [U(3)]5 Flavoursymmetrie des Eichsektors kann jedoch ausgenutzt werden,
um die Struktur der Yukawa-Matrizen zu vereinfachen. Diese können nämlich ganz allgemein
durch eine biunitäre Transformation diagonalisiert werden:

L†
dY

DRd = ŶD, L†
uY

URu = ŶU , L†
eY

ERe = ŶE , L†
νY

νRν = Ŷν . (2.9)

Da die linkshändigen Felder in den Dubletts Q und L eingebettet sind, müssen die darin
enthaltenen Felder jeweils mit der gleichen Matrix rotiert werden (d.h. uL erfährt die gleiche
Rotation wie dL, und νL die gleiche wie eL). Üblicherweise wird Q mit Lu und L mit Le
rotiert:

QL → LuQ, uR → Ru uR, dR → Rd dR, (2.10)

L→ LeL, eR → Re eR, νR → Rν νR. (2.11)

Wir sehen, dass z.B. im Quarksektor nur drei Rotationen durchgeführt werden können, aber
vier Matrizen benötigt werden (siehe Gl. (2.9)), um beide Yukawa-Matrizen zu diagonalisie-
ren. Dieser „Mismatch“ ist für die Flavourübergänge verantwortlich und wird im Quarksektor
durch die CKM-Matrix und im Leptonsektor durch die PMNS-Matrix parametrisiert. Ohne
rechtshändige Neutrinos – wie es im SM der Fall ist – kann die Lepton-Yukawakopplung YE

vollständig diagonalisiert werden, was zur Erhaltung der individuellen Leptonflavourquanten-
zahl führt. Mit diesen Rotationen bekommen wir folgende Lagrangedichte:

LY = −Q̄ΦL†
uLdŶ

DdR − Q̄ΦcŶUuR − L̄ΦŶEeR − L̄ΦcL†
eLνŶ

ννR −
1

2
ν⊤RC R

⊤
ν MNRννR + h.c.

Nun definieren wir die Mischungsmatrizen im Quark- und Leptonsektor wie folgt:

VCKM = L†
uLd, UPMNS = L†

eLν . (2.12)

Hier wurde zunächst der Majoranamassenterm außer Acht gelassen, so dass Quark- und Lep-
tonsektor völlig analog behandelt werden. Unter Berücksichtigung des Terms ∝ MN und eines
dadurch bedingten Seesaw-Mechanismus (siehe Abschnitt 2.1.4) kommt man letztendlich auf
das gleiche Resultat, nur dass Lν durch eine andere Matrix Uχ ersetzt wird, welche die effekti-
ve leichte Neutrinomassenmatrix diagonalisiert. Um alle Yukawa-Matrizen zu diagonalisieren,
rotiert man in die Masseneigenzustandsbasis2:

dL → d′L = VCKM dL, νL → νWW
L = UPMNS ν

M
L . (2.13)

Ausführlicher:



d′

s′

b′


 =




Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb






d
s
b


 ,




νe
νµ
ντ


 =




Ue1 Ue2 Ue3
Uµ1 Uµ2 Uµ3

Uτ1 Uτ2 Uτ3






ν1

ν2

ν3


 .

Im Grundzustand nimmt das Higgsfeld den Vakuumerwartungswert an, so dass wir diagonale
Massenterme via yfv = mf erhalten. Die Flavourmischung des Yukawasektors wird durch

2Man beachte, dass wir hier Felder und keine Zustände |ν〉 rotieren. Im PDG von 2008 [15] wird die PMNS-
Matrix über |να〉 = U∗

αi |νi〉 , α = e, µ, τ, i = 1, 2, 3 definiert, welche eine komplexe Konjugation
beinhaltet. Auf den ersten Blick scheint dies im Widerspruch zu Gl. (2.13) bzw. dem PDG von 2010 [15]
zu stehen. Es handelt sich jedoch um dieselbe Matrix, da man beim Übergang von Feldern zu Zuständen
berücksichtigen muss, dass die Erzeugungsoperatoren in der Standardkonvenion in den konjugierte Dirac-
felder auftreten [16]. Da noch nichts über CP -Verletzung im Leptonsektor bekannt ist, die Dirac-CP -Phase
mit sin θ13 ≈ 0 multipliziert wird und die möglichen Majorana-Phasen nur beim neutrinolosen, doppelten
Betazerfall relevant sind, ist der komplexe Charakter der PMNS-Matrix bisher nicht von Relevanz.
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dk

uj
Wµ ig2√

2
Vjkγ

µPL

ℓk

νj
Wµ ig2√

2
U∗
kjγ

µPL

Abb. 2.1: Feynman-Regeln für die Masseneigenzustände

diesen Basiswechsel in die geladenen Ströme transferiert, während neutrale Kopplungen an das
Z-Boson und Photon aufgrund der Unitarität der CKM- und PMNS-Matrix flavourdiagonal
bleiben:

L
CC =− g2√

2

(
ūjγ

µPLdjW
†
µ + ν̄jγ

µPLℓjW
†
µ

)
+ h.c.

→ g2√
2

(
ūjγ

µVjkPLdkW
†
µ + ν̄jγ

µU∗
kjPLℓkW

†
µ

)
+ h.c.

=
g2√
2
(ūγµVCKMPLdW

†
µ + ν̄γµU †

PMNSPLℓW
†
µ) + h.c.

(2.14)

Am letzten Term erkennt man außerdem gut, dass bei Rotation der Neutrinos mit UPMNS,
sich die geladenen Leptonen mit der inversen PMNS-Matrix transformieren. Die sich aus
Gl. (2.14) ergebenden Feynman-Regeln für die Masseneigenzustände findet man in Abb. 2.1.
Im SM gibt es auf Baumgraphniveau keine flavourändernden neutralen Ströme (FCNC von
flavour changing neutral currents) und im Grenzfall von identischen Quarkmassen auch nicht
in Schleifenprozessen. Diese Unterdrückung von FCNC ist bekannt als GIM Mechanismus [17].

Eine unitäre 3 × 3-Matrix kann durch drei Winkel und sechs Phasen parametrisiert werden.
Nicht alle davon sind jedoch physikalisch. Die diagonalen Yukawakopplungen ŶU , ŶD weisen
eine [U(1)]6-Symmetrie auf, d.h. uL,Rj → eiϕ

u
j uL,Rj , dL,Rj → eiϕ

d
j dL,Rj lässt ūLŶUuR, d̄LŶDdR

invariant aber nicht die W -Kopplung. Dadurch können fünf der sechs Phasen via V CKM
ij →

ei(ϕ
d
j−ϕu

i )V CKM
ij wegrotiert werden. Die einzig übrig bleibende Kobayashi-Maskawa-Phase ist

im SM allein für die CP -Verletzung verantwortlich und untrennbar mit Flavourübergängen
verbunden. Vor der Enteckung der CP -Verletzung im Jahre 1964 durch Cronin und Fitch,
wofür diese 1980 mit dem Nobelpreis für Physik ausgezeichnet wurden, glaubte man, dass
CP eine exakte Symmetrie sei. Mit dem Kobayashi-Maskawa-Mechanismus, sind im SM alle
CP -verletzenden Prozesse korreliert. Wir werden im nächsen Absatz genauer darauf eingehen.
Bei nur zwei Familien genügt ein physikalischer Parameter – der Cabibbo-Winkel – um die
2 × 2 Mischungsmatrix zu parametrisieren. Die Standardparametrisierung der CKM- (und
PMNS-Matrix) sieht wie folgt aus [15]:

VCKM =




c12c13 s12c13 s13e
−iδ

−s12c23 − c12s23s13eiδ c12c23 − s12s23s13eiδ s23c13
s12s23 − c12c23s13eiδ −c12s23 − s12c23s13eiδ c23c13


 . (2.15)

Die Abkürzungen sij und cij stehen für sin θij und cos θij. UPMNS wird genauso parametri-
siert (wobei sich die Mischungswinkel natürlich vom Quarksektor unterscheiden). Da wegen
des möglichen Majoranacharakters der Neutrinos weniger Phasenrotationen zur Verfügung
stehen, treten zusätzlich zwei Majoranaphasen auf, welche durch Multiplikation mit der Dia-

gonalmatrix P = diag(e
iα1
2 , e

iα2
2 , 0) berücksichtigt werden. Die hierarchische Struktur der
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CKM-Matrix kommt in der Wolfenstein-Parametrisierung besonders gut zum Ausdruck, wel-
che einer Entwicklung im Parameter λ = 0.22 entspricht [18]. Die restlichen drei Parameter A,
ρ und η liegen zwischen Null und Eins und sind in Anhang B angegeben. Der Zusammenhang
mit der Winkelparametrisierung kann in [19] nachgeschlagen werden. Warum die CKM-Matrix
fast der Einheitsmatrix entspricht, ist dagegen völlig unklar:

VCKM =




1− λ2

2 λ Aλ3(ρ− iη)
−λ 1− λ2

2 Aλ2

Aλ3(1− ρ− iη) −Aλ2 1


+O(λ4). (2.16)

Experimente beobachteten ein Defizit von Myon-Antineutrinos, die durch die kosmische Strah-
lung in der Atmosphäre produziert werden („atmosphärisches Neutrino-Problem“ ), und von
Elektronneutrinos, die in der Sonne entstehen („solares Neutrino-Problem“ ). Beide lassen sich
durch Neutrinooszillationen erklären, welche nichtverschwindende Massendifferenzen der Neu-
trinos und eine Verletzung der individuellen Leptonflavourquantenzahl implizieren – im Wider-
spruch zum SM. Verglichen mit den Mischungswinkeln in der CKM-Matrix, sind der atmosphä-
rische und solare Mischungswinkel θ23 = θatm und θ12 = θsol, welche die Mischung zwischen
der zweiten und dritten bzw. ersten und zweiten Generation charakterisieren, erstaunlich groß,
wohingegen der dritte Mischungswinkel θ13 – auch Reaktorneutrinomischungswinkel genannt –
klein ist. Der aktuelle experimentelle Status auf 1σ Niveau ist [3, 20]:3

θ12 = (34.5 ± 1.4)◦ , ∆m2
21 = 7.67+0.22

−0.21 · 10−5 eV2,

θ23 =
(
42.3+5.1

−3.3

)◦
, ∆m2

31 =

{
−2.37 ± 0.15 · 10−3 eV2 invertierte Hierarchie,

+2.46 ± 0.15 · 10−3 eV2 normale Hierarchie,

θ13 =
(
0.0+7.9

−0.0

)◦
, (2.17)

wobei das quadratische Massensplitting definiert ist als ∆m2
ij = m2

νi
− m2

νj
. Diese Werte

bestimmen das atmosphärische und solare Massensplitting ∆m2
atm = ∆m2

13, ∆m2
sol = ∆m2

21,
wobei die absolute Massenskala offen bleibt. Diese Struktur der Mischungswinkel ist mit der
sog. tribimaximalen Mischung θ23 = arcsin(1/

√
2) = 45◦, θ12 = arcsin(1/

√
3) ≃ 35◦ und

θ13 = 0◦ verträglich [22]:

U tribi
PMNS =

1√
6




2
√

2 0

−1
√

2
√

3

1 −
√

2
√

3


 . (2.18)

Wegen der Kleinheit von θ13 ist die CP -Phase δ unbeschränkt. Tribimaximale Mischung kann
durch Symmetrien motiviert werden (siehe Ref. [23] und darin zitierte Referenzen), welche
fundamentale Größen wie Yukawakopplungen oder soft SUSY-brechende Terme einschrän-
ken. Messbare Größen wie Ue3 entsprechen gewöhnlich nicht direkt fundamentalen Parame-
tern, sondern sind sensitiv auf Korrekturen. Wir werden den Einfluss von supersymmetrischen
Schleifenkorrekturen und Effekte höherdimensionaler Yukawakopplungen auf Observablen im
Leptonsektor untersuchen. Ferner kann in Großen Vereinheitlichten Theorien die atmosphäri-
sche Mischung zwischen zweiter und dritter Generation in den Quarksektor transferiert werden
und so b→ s-Übergänge induzieren. Dies wird im Rahmen des CMM-Modells untersucht wer-
den, worbei wir insbesondere auf die zusätzliche, im Bs-System auftretende schwache Phase
ein Augenmerk haben werden.

3Kürzlich wurde in Ref. [21] ein Hinweis auf ein nichtverschwindendes θ13 gefunden mit sin2 θ13 = 0.016 ±
0.010 (1σ).
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Aktuell herrscht eine rege Diskussion über neueste Neutrino-Daten von MINOS [24, 25] und
MiniBooNE [26]. MINOS beobachtete Oszillationen sowohl im νµ als auch im ν̄µ-Strahl. Laut
ihren Messungen untscheiden sich die Parameter, welche das ν̄µ-Verschwinden bestimmen,
von denen im νµ-Fall. Die einfachste Interpretation, dass Neutrino und Antineutrino unter-
schiedliche Massen haben, bricht jedoch das CPT -Theorem, welches in einer kausalen, lokalen
Quantenfeldtheorie gilt (T steht hierbei für Zeitumkehr). Das MiniBooNE-Experiment wurde
entworfen, um das umstrittene Ergebnis des LSND-Experiments [27] (Existenz eines sterilen
Neutrinos, in welches ν̄e oszilliert mit |∆m2

41| > |∆m2
31|) zu überprüfen. MiniBooNE beobach-

tet einen ν̄e-Überschuss im Einklang mit dem LSND-Ergebnis. Allerdings ist dessen Resultat
kein zwingender Beweis für das LSND-Ergebnis. Erst genauere Messungen können uns die
wahre Natur der Neutrinos enthüllen und Hinweise auf Physik jenseits des SMs aufzeigen.

2.1.3 CP -Verletzung im SM

Im Gegensatz zur starken und elektromagnetischen Wechselwirkung, welche sowohl invari-
ant unter Parität P , Ladungskonjugation C als auch Zeitumkehr T sind, verletzt die schwa-
che Wechselwirkung P und C maximal und die Kombination CP ist durch die Kobayashi-
Maskawa-Phase in der der CKM-Matrix gebrochen4. In der Standardphasenkonvention lautet
das Transformationsverhalten unter CP :

ūLγµdL
CP−→ −d̄LγµuL, W±

µ
CP−→ −W∓µ. (2.19)

Für die geladenen Ströme gilt damit:

L
CC
q = − g2√

2

(
ūjγ

µVjkPLdkW
+
µ + d̄kγ

µV ∗
jkPLujW

−
µ

)

CP−→ − g2√
2

(
d̄kγµVjkPLujW

µ− + ūjγµV
∗
jkPLdkW

µ+
)
.

(2.20)

Diese Lagrangedichte wäre nur dann invariant, falls Vjk = V ∗
jk für alle j, k = 1, 2, 3. Es soll

nochmals betont werden, dass alle Eichwechselwirkungen CP -erhaltend sind, während der
Yukawasektor i.A. CP verletzen kann. Das Auftreten der CKM-Matrix bei der W -Kopplung
rührt allein aus dem Basiswechsel in die Masseneigenzustände her. Des Weiteren müssen ge-
wissermaßen alle drei Familien beteiligt sein, da schon bei zwei Generationen alle Phasen
unphysikalisch sind. Wir folgern daraus:

CP -Verletzung ist ein Interferenzeffekt!

In Modellen neuer Physik können jedoch prinzipiell neue Quellen von CP -Verletzung mit phä-
nomenologischen Konsequenzen auftreten. Die Unitaritätsrelationen der CKM-Matrix VikV ∗

jk =
δij und VikV

∗
ij = δkj können für i 6= j als Dreiecke in der komplexen Ebene interpretiert wer-

den. Die Fläche aller Dreiecke ist gleich groß und ein Maß für die CP -Verletzung. Sie wird
beschrieben durch die Jarlskog-Invariante J :

J = Im [V ∗
tdVtbV

∗
ubVud] = c12c23c

2
13s12s23s13 sin δ ≃ A2λ6η. (2.21)

Das Unitaritätsdreieck, dessen Seitenlängen alle von der Größenordnung O(λ3) sind, wird aus
der Relation VudV

∗
ub + VcdV

∗
cb + VtdV

∗
tb = 0 gebildet, indem auf VcdV ∗

cb normiert wird (siehe
Abb. 2.2). Durch Überbestimmung der Seiten und Winkel des Unitaritätsdreiecks mit Hilfe

4Wir berücksichtigen hier die Phase θQCD nicht; bekannt als das starke CP -Problem.
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Abb. 2.2: Unitaritätsdreieick

von experimentellen Daten aus Observablen der B- und K-Physik hat man eine realistische
Chance, CP -Verletzung des SMs von möglichen Beiträgen neuer Physik zu unterscheiden. Um
das SM zu testen, ist man bestrebt, alle Parameter der CKM- und der PMNS-Matrix möglichst
genau zu messen. Dadurch ist die Struktur der Flavourmischung bereits sehr eingeschränkt.
Von theoretischer Seite ist es schwierig sowohl die hierarchische Struktur im Quarksektor als
auch den großen Unterschied zwischen der PMNS- und CKM-Matrix zu begründen.

Drei Arten von CP -Verletzung in Meson-Zerfällen

Mesonen bestehen aus einem Quark und einem Antiquark und können durch ihre Flavour-
quantenzahlen kategorisiert werden. K-Mesonen enthalten ein Strangequark, D-Mesonen ein
Charmquark und B-Mesonen ein Bottomquark. Die neutralen Mesonen können über die schwa-
che Wechselwirkung mit ihren Antiteilchen mischen (siehe Anhang D). Hier soll auf die CP -
Verletzung eingegangen werden, die in Meson-Zerfällen auftreten kann. Man kann zwischen
drei Arten von CP -Verletzung unterscheiden:

• CP -Verletzung in der Mischung (indirekte CP -Verletzung): In diesem Fall sind die Mas-
seneigenzustände keine exakten CP -Eigenzustände. Mit der Notation von Anhang D
bedeutet dies: ∣∣∣∣

q

p

∣∣∣∣ 6= 1⇒
[
M− i

2Γ, CP
]
6= 0. (2.22)

• CP -Verletzung im Zerfall (direkte CP -Verletzung):

∣∣f̄
〉

= CP |f〉 , |ρ| =
∣∣∣∣∣
Āf̄
Af

∣∣∣∣∣ 6= 1⇒ Adir
CP =

|Āf̄ |2 − |Af |2
|Āf̄ |2 + |Af |2

6= 0. (2.23)

Notwendige Bedingung einer nichtverschwindenden direkten CP -Verletzung sind min-
destens zwei Amplituden mit unterschiedlicher starker und schwacher Phase. Hierbei
bezeichnet Af die Zerfallsamplitude mit Endzustand f .

• Mischungsinduzierte CP -Verletzung (CP -Verletzung in der Interferenz zwischen Mi-
schung und Zerfall): Betrachten wir der Einfachheit halber einen Endzustand mit defi-
nierter CP -Quantenzahl f = fCP , d.h. CP |fCP 〉 = ηCP |fCP 〉, mit ηCP = ±1. Das Me-
son M kann entweder direkt in fCP zerfallen oder zuerst in M oszillieren und dann zer-
fallen (siehe Abb. 2.3). Diese Interferenz zwischen AfCP

und q
p ĀfCP

kann CP -Verletzung
hervorrufen, falls

ImλfCP
= Im

q

p

ĀfCP

AfCP

6= 0⇒ Amix
CP 6= 0. (2.24)
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B
AfCP

q
p

B̄
ĀfCP

fCP

Abb. 2.3: Mischungsinduzierte CP -Verletzung für B-Mesonen.

Die zeitabhängige CP -Asymmetrie in einen CP -Eigenzustand f ist definiert als

ACP (f ; t) :=
Γ
(
B̄0(t)→ f

)
− Γ

(
B0(t)→ f

)

Γ
(
B̄0(t)→ f

)
+ Γ (B0(t)→ f)

=
Adir
CP cos (∆Mt) +Amix

CP sin (∆Mt)

cosh
(

∆Γt
2

)
−A∆Γ sinh

(
∆Γt
2

) , (2.25)

wobei wir folgende Abkürzungen einführen:

Adir
CP = Af =

|λf |2 − 1

1 + |λf |2
=

∣∣Āf
∣∣2 − |Af |2

|Af |2 +
∣∣Āf

∣∣2 , (2.26)

Amix
CP = Sf =

2 Im λf

1 + |λf |2
, A∆Γ =

2Reλf

1 + |λf |2
. (2.27)

In der Literatur gibt es unterschiedliche Vorzeichenkonventionen. Hier wurde die Belle-Kon-
vention gewählt, so dass Adir

CP = ABelle
f = −CBaBar

f
5 und Amix

CP = SBaBar
f . Bis auf das Bs-System

kann die Zerfallsbreite ∆Γ vernachlässigt werden, so dass der Nenner gerade 1 wird.

Zwei Beispiele mischungsinduzierter CP -Verletzung

Die zwei Prozesse Bd → J/ψKS und Bs → J/ψφ liefern einen theoretisch sehr reinen Zu-
gang zur mischungsinduzierten CP -Verletzung. Sie unterscheiden sich im Prinzip nur durch
das Spektatorquark (und die Mischung der Kaonen) und werden oft auch als goldene Kanä-
le bezeichnet. Da sie von einem Baumgraphniveau-Prozess dominiert werden, sind sie nicht
sensitiv auf Neue-Physik-Beiträge und werden deshalb bei unseren späteren Analysen des
SO(10)-GUT-Modells als Referenz dienen. Betrachten wir zunächst den Zerfall des B̄d(bd̄)-
Mesons in J/ψ(cc̄)K̄(sd̄), was dem Quark-Übergang b→ cc̄s entspricht, d.h. proportional zu
VcbV

∗
cs ist (siehe auch Abb. 2.4). Das K̄ mischt mit dem K zu KS und zerfällt schließlich

in zwei Pionen. Vernachlässigt man die kleine CP -Verletzung im K̄ −K-System, kann man
KS als CP -gerade Kombination auffassen. Die CP -Quantenzahl ηJ/ψKS

des Endzustandes
kann aus folgender Überlegung hergeleitet werden: Bd ist ein pseudoskalares Meson, so dass
wegen Drehimpulserhaltung im Endzustand J = 0 sein muss. KS hat ebenfalls Spin 0 und
J/ψ hat Spin 1 (JCP = 1−−), weshalb der Endzustand eine p-Welle ist (ℓ = 1). Daraus erhält
man insgesamt ηJ/ψKS

= −1. Unter Berücksichtigung der Bd-Mischung vor dem Zerfall folgt
daraus:

λJ/ψKS
= ηJ/ψKS

V ∗
tbVtd
VtbV

∗
td

· V
∗
csVcb
VcsV

∗
cb

· V
∗
cdVcs
VcdV ∗

cs

= −e−2iβ, β = arg

(
−V

∗
cbVcd
V ∗
tbVtd

)
. (2.28)

Die drei Beiträge stammen aus der Bd-Mischung, dem b̄ → c̄cs̄-Übergang und der Kaon-
Mischung. Letztere ist für die Interferenz zwischen Bd → J/ψK und B̄d → J/ψK̄ nötig. Die
zeitabhängige CP -Asymmetrie reduziert sich somit zu der einfachen Form

ACP (J/ψKS ; t) = sin(2β) sin(∆Mdt) (2.29)

5Allerdings gilt in der Konvention von Ref. [28] adir = −ABelle
f .
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c

W

s̄

d

J/ψ

b̄

d
BdB̄d K K̄

c̄

Abb. 2.4: Zerfall Bd → J/ψKS , wobei vor dem Zerfall Bd und B̄d oszillieren können.

und misst den Winkel β des Unitaritätsdreiecks. Neue-Physik-Beiträge in der Bd-Mischung
würden sich in einer Phasenverschiebung 2β → 2β+φ bemerkbar machen. Die CP -Asymmetrie
des Zerfalls Bd → φKS liefert im SM prinzipiell auch SJ/ψKS

= sin(2β). Allerdings ist dies
ein schleifeninduzierter Prozess und somit potenziell sensitiv auf Neue Physik. Im SM sind
b → s-Übergänge dominiert durch Gluon-Pinguin-Diagramme mit einem Top als virtuellem
Teilchen, welche keine CP -verletzende Phase aufweisen. Der Einfluss von neuer Physik auf
b → s-Übergänge in Bd → φKS und Bs → φφ wird in den Abschnitten 4.4.4 und 4.4.5 im
Rahmen des CMM-Modells analysiert werden.

Der Zerfall Bs → J/ψφ(cc̄ss̄) unterscheidet sich praktisch nur durch Austausch des Spekta-
torquarks. Diesmal haben jedoch beide Teilchen im Endzustand Spin 1 und J/ψφ ist kein
CP -Eigenzustand. Es ist jedoch möglich, über eine Winkelanalyse die CP -Asymmetrie zu
extrahieren:

λCP =
q

p

ĀJ/ψφ

AJ/ψφ
= ηCP

VtsV
∗
tb

V ∗
tsVtb

· VcbV
∗
cs

V ∗
cbVcs

= ηCP e
2iβs , βs = −arg

(
−V

∗
tsVtb
VcbV ∗

cs

)
. (2.30)

Auch hier kann die mischungsinduzierte CP -Asymmetrie Amix
CP = ηCP sin(2βs) durch Neue-

Physik-Beiträge in der Mischung verschoben werden. Für den zu β analogen Winkel im Uni-
taritätsdreieck des SM gilt (bis auf ein Vorzeichen) βSM

s = 0.020 ± 0.005. Die Auswirkungen
der freien CP -verletzenden Phase ξ im CMM-Modell werden im Kapitel 4.4 erläutert.

2.1.4 Seesaw-Mechanismus

Fügt man dem SM, wie zuerst von P. Minkowski 1977 in Ref. [29] vorgeschlagen, drei rechtshän-
dige Neutrinos hinzu, d.h. eines pro Generation, so lässt sich durch den Seesaw-Mechanismus
die Kleinheit der Masse der linkshändigen Neutrinos auf natürliche Weise erklären [30,31]. In
diesem Abschnitt knüpfen wir im Hinblick auf die letzten beiden Terme an Gl. (2.8) an6. Die
für Neutrinomassen relevante Lagrangedichte lautet:

Lmν = −1

2
ν⊤RCMN νR − νLmDνR + h.c. = −1

2
n⊤LCMnL + h.c.

nL =

(
νL

(νR)c

)
=

(
νL
νcL

)
, M =

(
0 mD

m⊤
D MN

)
.

(2.31)

6In Anlehnung an Abschnitt 2.1.2 verwenden wir hier die LR-Konvention für die Yukawa-Matrizen. Man
beachte jedoch, dass in den RGE die RL-Konvention für die Neutrino-Yukawakopplung verwendet wird.
Die Umrechnung bekommt man durch die Ersetzung Y ν ↔ Y ν⊤ und analog für die Massenmatrizen.
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Hierbei steht mD für den Diracmassenterm aus Yνv,M ist eine 6× 6-Matrix und nL ein Mul-
tiplett von linkshändigen Weyl-Feldern, wobei die ersten drei Komponenten die SM-Neutrinos
und die letzten 3 Komponenten die konjugierten Felder der schweren rechtshändigen Neu-
trinos sind. Es gibt keinen linkshändigen Majoranamassenterm, denn ein solcher würde die
Invarianz des schwachen Isospins brechen. Mit dem Seesaw-Mechanismus verbindet man den
Grenzfall mD ≪MN . (Block-)Diagonalisierung der MatrixM liefert die Masseneigenzustände
χ1,2, welche Majoranacharakter haben. Entwickeln bis zur Ordnung O(mD

MN
) liefert als Mas-

seneigenwerte eine effektive Matrix für die leichten Neutrinos Meff
ν und eine für die schweren

Mνh
:

Meff
ν = −mDM−1

N m⊤
D, Mνh

= MN . (2.32)

Die zugehörigen Eigenzustände bestehen im ersten Fall hauptsächlich aus den ursprünglichen
linkshändigen Neutrinos νL mit einer kleinen Beimischung ≃ mD

MN
der sterilen Neutrinos νR

und umgekehrt im schweren Fall. Hieraus folgt, dass das aktive Neutrino umso leichter wird,
je schwerer das sterile Neutrino ist. Die Masse der schweren Neutrinos muss kleiner als die
Planck-Skala sein. Typische Werte wie mD = 200 GeV und MN = 1015 GeV liefern für die
leichten Neutrinos mν = 0.04 eV. Die leichte Neutrinomassenmatrix ist symmetrisch und kann
diagonalisiert werden:

U⊤
χ Meff

ν Uχ = diag (mν1 ,mν2,mν3) . (2.33)

Mittels dieser Gleichung lässt sich die Brücke zurück zu Gl. (2.9) und (2.12) schlagen, denn
es gilt UPMNS = Uχ.

Eine solche effektive leichte Majoranamasse kann durch allgemeine Überlegungen abgeleitet
werden: Betrachtet man das SM als effektive Theorie, so gibt es nur einen SU(3)C ×SU(2)L×
U(1)Y -invarianten Dimension-5-Term, den man hinzufügen kann:

L
(5)
SM =

1

2

y
ij
5

MN
LiΦ

cΦ†Lcj + h.c. (2.34)

Nach elektroschwacher Symmetriebrechung folgt daraus ein Majoranamassenterm für die leich-
ten Neutrinos mit Meff

ν = v2

MN
y5 mit y

ij
5 = O(1).

2.2 Supersymmetrie und das MSSM

In diesem Abschnitt soll die Supersymmetrie, welche von Julius Wess und Bruno Zumino
1974 in Karlsruhe erfunden wurde [32, 33] und speziell das MSSM erläutert werden. Eine
genauere Abhandlung findet man beispielsweise in Ref. [34–38]. Abgesehen von seiner ele-
ganten mathematischen Struktur löst es einige Probleme des SMs: die zusätzliche Symmetrie
zwischen Bosonen und Fermionen liefert eine Lösung für das Hierarchie-Problem. In der R-
Parität-erhaltenden Version ist das leichteste supersymmetrische Teilchen (LSP) ein guter
Kandidat für die dunkle Materie, die immerhin 23% der Masse des Universums ausmacht. Die
Vereinigung der Eichkopplungen in GUT-Modellen wird unter Berücksichtigung supersym-
metrischer Partnerteilchen kurz oberhalb der elektroschwachen Skala in den RGE bei einer
Skala ≃ 1016 GeV erreicht. Gebrochene Supersymmetrie kann außerdem eine Erklärung für
spontane Symmetriebrechung liefern, indem durch die RGE ein negativer Higgsmassenterm
generiert wird. Ferner beinhaltet lokale Supersymmetrie die Invarianz unter lokalen Koordi-
natentransformationen, d.h. Einsteins Prinzip der Allgemeinen Relativitätstheorie.
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2.2.1 Wie macht man die Symmetrie super?

Täglich erscheinen neue Artikel, die diverse Aspekte von supersymmetrischen Feldtheorien
analysieren. Dies ist bemerkenswert, da bisher kein direkter experimenteller Nachweis super-
symmetrischer Partnerteilchen exisitiert. In der Vergangenheit wurden bereits mehrfach auf-
grund von Symmetrieüberlegungen neue Teilchen postuliert. So wurde z.B. die Existenz des
Baryons Ω = |sss〉 1961 aufgrund gruppentheoretischer Überlegungen (SU(3)-Flavoursymme-
trie) prognostiziert und über das Wigner-Eckart-Theorem seine Masse vorhergesagt. Schließ-
lich wurde es 1964 am Brookhaven National Laboratory experimentell nachgewiesen. Ebenso
wurde das Topquark aus der Forderung nach Anomaliefreiheit des SMs postuliert. Die Bre-
chung der custodialen SU(2)L+R-Symmetrie durch die Hyperladung und das Massensplitting
innerhalb einer Generation wird im ρ-Parameter quantifiziert, welcher zur Massenbestimmung
der Topquarkmasse mt diente7.

Eine Verdoppelung der bekannten Teilchen wurde durch den Übergang von der nichtrelativis-
tischen Schrödinger-Gleichung zur Lorentz-invarianten Dirac-Gleichung erzielt, da aus letzte-
rer die Existenz von Antiteilchen folgt. Supersymmetrie impliziert eine weitere Verdoppelung
der Teilchenzahl, welche in der Erweiterung der Raumzeit um fermionische Freiheitsgrade
begründet ist. Das Coleman-Mandula-Theorem besagt jedoch, dass die Symmetriegruppe ei-
ner konsistenten vier-dimensionalen Quantenfeldtheorie lokal isomorph zum direkten Produkt
einer inneren Symmetriegruppe und zur Poincaré-Gruppe sein muss. Hingegen ebnete das
Haag-Lopuszanski-Sohnius-Theorem [39] einen Weg zu einer Erweiterung, die das Coleman-
Mandula-Theorem [40] aushebelte, indem Symmetriebetrachtungen auf antikommutierende
Symmetriegeneratoren ausgedehnt wurden. R. Haag, J. Lopuszanski und M. Sohnius zeigten,
dass mit Hilfe fermionischer Operatoren die Verbindung von Raumzeit-Symmetrien und inter-
nen Symmetrien möglich ist. Diese nichttriviale Erweiterung der Poincaré-Algebra ist die soge-
nannte Supersymmetrie-Algebra. Eine Supersymmetrie-Transformation verwandelt ein Boson
in ein Fermion und umgekehrt, wobei die Symmetrieoperatoren Spinoren sind und somit die
Antikommutatorrelation erfüllen. Die wichtigste Relation der SUSY-Algebra lautet

{Qα, Q†
α̇} = 2σµαα̇Pµ, (2.35)

wobei α, α̇ = 1, 2 Spinorindizes sind (entsprechend der Darstellung der Lorentzgruppe), wor-
aus wir mit Dimensionsanalyse

δSUSY(Boson) = ǫ(Fermion), δSUSY(Fermion) = ǫ∂(Boson) (2.36)

ableiten. Der infinitesimale, antikommutierende Objekt ǫ parametrisiert die SUSY-Transfor-
mation und ∂ bezeichnet den Ableitungsoperator. Man kann aus Gl. (2.35) folgern, dass zwei
SUSY-Transformationen einer Raumzeit-Translation entsprechen. Drastischer formuliert be-
deutet dies, dass SUSY die Wurzel aus dem Ableitungsoperator, insbesondere dem Hamilton-
operator zieht: δSUSY · δSUSY ∼ ∂. Dies erinnert an die Dirac-Gleichung, die man als Wurzel
der Klein-Gordon-Gleichung auffassen kann:

Q
∧
=
√
i∂µ, γµ∂µ

∧
=
√
∂µ∂µ. (2.37)

Mit SUSY-Transformationen erweitern wir unsere vierdimensionale Raumzeit um fermioni-
sche Freiheitsgrade zum sogenannten Superraum mit Koordinaten (x, θ, θ∗). Ein Supermulti-
plett transformiert sich unter einer irreduziblen Darstellung der SUSY-Algebra und enthält je

7Heute wird der ρ-Parameter zur Einschränkung der Higgsmasse verwendet. Damit werden leichte Higgs
mit mh ≤ 200 GeV bevorzugt. Der beste globale Fit mh = 90+27

−22 GeV steht jedoch im Konflikt mit der
experimentellen Schranke mh ≥ 114.4 GeV (LEP-II) [19].
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die gleiche Anzahl bosonischer und fermionischer Freiheitsgrade. Da die SUSY-Generatoren
mit den Generatoren der Eichgruppe vertauschen, haben die Teilchen eines Supermultipletts
die gleichen Quantenzahlen und unterscheiden sich bei ungebrochener SUSY nur durch den
Spin. Man differenziert zwischen chiralen Supermultipletts Φ (komplexes Skalarfeld φ(x), zwei-
komponentiger Weyl-Spinor ψ(x), komplexes Hilfsfeld F (x)) und Vektor-Supermultipletts
V = V † (Spin-1/2-Gauginos λa, Spin-1-Bosonen Aaµ, reelles bosonisches Hilfsfeld D). Da
die Vektor-Supermultipletts in der adjungierten Darstellung (reelle Darstellung) leben, kön-
nen die SM-Fermionen keine Gauginos der supersymmetrischen Theorie sein. Da linkshändige
und rechtshändige Fermionen unterschiedliches Transformationsverhalten aufweisen, muss es
jeweils zwei verschiedene komplexe skalare Partner geben. Mit Hilfe des Superfeldformalismus
kann ein linkshändiges chirales Superfeld immer folgendermaßen entwickelt werden:

ΦL(x, θ) = φ(x) + θ · ψ(x) +
1

2
θ · θF (x). (2.38)

Für die Konstruktion SUSY-invarianter Wechselwirkungen verwendet man die Tatsache, dass
sich die F -Komponente, d.h. der θθ-Term, wie eine totale Ableitung transformiert. Mit Hilfe
des Superpotenzials, welches als F -Komponente von Produkten von Superfeldern geschrieben
werden kann, konstruiert man Lorentz-, Eich- und SUSY-invariante Wechselwirkungen:

W =
1

2
M ijΦiΦj +

1

6
yijkΦiΦjΦk

∣∣∣∣
F

, (2.39)

wobei M ij und yijk symmetrisch in den Indizes sind. Daraus ergeben sich die Massenterme
und Yukawakopplungen. Eine wesentliche SUSY-Konsequenz ist die Gleichheit der Yukawa-
kopplung für Teilchen und Superpartner. Ohne Verwendung des Superfeldformalismus werden
im obigen Superpotenzial in Gl. (2.39) die Superfelder durch skalare Felder ersetzt und die
Wechselwirkungsterme dann folgendermaßen bestimmt:

W i =
δW

δφi
= M ijφj +

1

3
yijkφjφk, W ij =

δ2W

δφiδφj
= M ij + yijkφk, (2.40)

LI = −|W i|2 − 1

2

(
W ijψi · ψj + h.c.

)
. (2.41)

Anwenden der Euler-Lagrange-Gleichungen für die nicht-propagierenden Hilfsfelder liefert:

Fi = −W †
i , Da = gφ†T aφ.

Hierbei bezeichnen T a die Generatoren der zu g gehörenden Eichgruppe. Das skalare Po-
tenzial setzt sich aus diesen F - und D-Termen zusammen, welche durch Yukawakopplungen,
Fermionmassen und Eichwechselwirkungen festgelegt sind. Im Gegensatz dazu ist im SM die
quartische Higgskopplung ein freier Parameter.

V (φ, φ∗) = F i∗Fi +
1

2

∑

a

DaDa.

Die kinetischen Terme zusammen mit den Eichwechselwirkungen erhält man im Superfeld-
formalismus durch die SUSY-Version der minimalen Kopplung (hier in der Wess-Zumino-
Eichung):

Φ†Φ
∣∣∣
θθθ̄θ̄
→ Φ†e2gV Φ

∣∣∣
θθθ̄θ̄

=

|Dµφ|2 − iψ̄σµDµψ + |F |2 −
√

2g (φ∗T aψ)λa −
√

2gλa†
(
ψ†T aφ

)
+ g (φ∗T aφ)Da.

(2.42)
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chirale Superfelder Spin 0 Spin 1
2 SU(3)C , SU(2)L, U(1)Y

Q (ũL d̃L) (uL dL)
(
3, 2, 1

6

)

uc ũ∗R u†R
(
3, 1, −2

3

)

dc d̃∗R d†R
(
3, 1, 1

3

)

L (ν̃ ℓ̃L) (ν ℓL)
(
1, 2, −1

2

)

ec ẽ∗R e†R (1, 1, 1)

Hu

(
H+
u H

0
u

)
(H̃+

u H̃
0
u)

(
1, 2, 1

2

)

Hd

(
H0
d H

−
d

)
(H̃0

d H̃
−
d )

(
1, 2, −1

2

)

Tabelle 2.2: Chirale Supermultipletts im MSSM

Zu den letzten drei Termen gibt es kein SM-Analogon. Sie beschreiben durch die Eichkopp-
lung bestimmte Yukawawechselwirkungen zwischen Fermion (oder Higgsino) ψ, Sfermion (oder
Higgsboson) φ und Gaugino λ. Der letzte Term wird im MSSM im wesentlichen die Higgs-
Masse bestimmen (quartische Kopplung). Falls (ψ, φ) ein Higgs-Supermultiplett ist und man
den Vakuumerwartungswert einsetzt, bekommt man bilineare Terme der Higgsino-Gaugino-
Felder, so dass Mischungen auftreten. Um die SUSY-Lagrangedichte zu komplettieren, fehlen
noch die kinetischen Terme der Eichfelder. Mittels der supersymmetrischen Feldstärke Wα

berechnet man:

1

4
WαW

α

∣∣∣∣
θθ

= −1

4
F aµνF

µνa +
1

2
DaDa − i

2
λaσµD

µλ̄a. (2.43)

Darin sind die üblichen kinetischen Terme der Eichfelder, das nicht-propagierende Hilfsfeld
D und kinetische Terme der Gaugino inklusive deren Eichkopplungen mit den Eichbosonen
enthalten.

2.2.2 Das MSSM

Teilcheninhalt des MSSM

Das MSSM führt die minimale Anzahl an Feldern ein, um das SM zu einer N = 1-Supersym-
metrie zu erweitern (N bezieht sich auf die Anzahl der Supersymmetrien, d.h. die Anzahl der
unterschiedlichen Kopien von Q, Q†). Alle SM-Teilchen sitzen jeweils zusammen mit ihrem
Superpartner in einem Multiplett, wobei der Higgssektor jedoch zu einem Zwei-Higgsdublett-
Modell vom Typ II erweitert werden muss. Die Holomorphie des Superpotenzials bedingt zwei
verschiedene Higgsdubletts, um sowohl für up-artige als auch down-artige Fermionen Mas-
sen zu generieren. Dies löst sogleich ein weiteres Problem, da die Erweiterung von nur einem
Higgsino, die Aufhebung der Dreiecksanomalien im SM zerstören würde. Das zweite Higgsdu-
blett besitzt jedoch genau die richtigen Quantenzahlen, um Anomaliefreiheit zu gewährleisten.
Standardmäßig werden chirale Supermultipletts nur durch linkshändige Weyl-Spinoren aus-
gedrückt, weshalb man konjugierte rechtshändige Felder verwendet. Die Tabellen 2.2 und 2.3
fassen den Teilcheninhalt des MSSM zusammen.

Das Superpotenzial des MSSM ist gegeben durch (an geeigneter Stelle ist das SU(2) invariante
Produkt einzusetzen, und Farb- und Spinorindizes wurden unterdrückt):

WMSSM = Qi Y
U
ij u

c
j Hu +QiY

D
ij d

c
j Hd + LiY

E
ij e

c
j Hd + µHdHu . (2.44)
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Vektor Superfelder Spin 1
2 Spin 1 SU(3)C , SU(2)L, U(1)Y

Gluinos, Gluonen (i = 1, . . . 8) g̃i gi (8, 1, 0)

Winos, W -Bosonen W̃±, W̃ 0 W±, W 0 (1, 3, 0)

Bino, B-Boson B̃ B (1, 1, 0)

Tabelle 2.3: Vektor-Supermultipletts im MSSM

Im Rahmen dieser Arbeit wird das um drei rechtshändige Neutrinos erweiterte MSSM be-
trachtet. In diesem Fall wird das Superpotenzial um zwei Terme ergänzt:

W = WMSSM + Li Y
ν
ij ν

c
j Hu +

1

2
νci MN

ij ν
c
j . (2.45)

Zusätzlich fordern wir Invarianz unter einer neuen diskreten Symmetrie, der sogenannten R-
Parität:

R = (−1)3(B−L)+2S . (2.46)

Demzufolge haben alle SM-Teilchen R-Parität +1 und alle SUSY-Partner −1. Durch diese
Forderung werden weitere Terme im Superpotenzial ausgeschlossen, welche die Baryon- und
Leptonzahl verletzen und insbesondere zu einem zu schnellen Protonzerfall führen, wenn die
Kopplungen nicht gerade unnatürlich klein sind. Eine Konsequenz aus der Erhaltung der
R-Parität ist, dass das leichteste supersymmetrische Teilchen (LSP) stabil und folglich ein
Kandidat für nicht-baryonische Dunkle Materie ist.

Der Parameter tanβ

Unterhalb der elektroschwachen Skala erhalten die neutralen Komponenten der Higgsfelder
einen Vakuumerwartungswert 〈H0

u〉 = vu, 〈H0
d 〉 = vd, wobei |vu|2 + |vd|2 = v2 = (174 GeV)2.

Das Verhältnis definiert den Parameter tan β:

tan β =
vu
vd

. (2.47)

Die Fermionmassen sind damit durch mu = yuvu und md,e = −yd,evd gegeben, wobei das
Minuszeichen der Konvention von Ref. [41] entspricht. Von den acht reellen Freiheitsgraden
der zwei Higgsdubletts werden drei zu den longitudinalen Komponenten der Eichbosonen, so
dass fünf Masseneigenzustände übrig bleiben: Die zwei neutralen CP -geraden h0 und H0, das
CP -ungerade A0 und die geladenen H+ = H−†. Der Parameter tan β wird in dieser Arbeit ei-
ne entscheidende Rolle spielen. Er ist ein freier Parameter der Theorie, aber es existieren obere
und untere Schranken an seinen Wert. Von experimenteller Seite schliesst die Higgssuche bei
LEP den kleinen tan β-Bereich in einfachen SUSY-Modellen aus [42]. Dieses Ergebnis passt
gut mit der theoretischen Erwartung zusammen, dass die Top-Yukawakopplung perturbativ
bleiben soll. Dieser Grenzfall, wo tan β so klein wie möglich aber so groß wie nötig ist, damit
|yt| < 1 bleibt, wird im Rahmen des CMM-Modells auftreten. Der Fall von großem tan β ist ein
vielfach studierter Parameterbereich des MSSM (siehe z.B. Ref. [43–48] und darin zitierte Re-
ferenzen). Er hat wesentliche Auswirkungen auf Observablen der Flavourphysik mit typischen
Signaturen und ist vom theoretischen Standpunkt wohlmotiviert. In SO(10)-GUT-Modellen, in
denen alle Teilchen einer Generation in der 16-dimensionalen Spinordarstellung untergebracht



24

werden, wird bei minimalem Higgssektor, d.h. nur einer Yukawakopplung, die Vereinigung
von Top- und Bottom-Yukawakopplung vorhergesagt. Aufgrund der großen Massendifferenz
zwischen Top- und Bottomquark müssen dazu die Vakuumerwartungswerte geeignet justiert
werden:

∣∣∣∣
yb
yt

∣∣∣∣ =
mb

mt
tan β. (2.48)

Fordert man naiv eine perturbative Bottom-Yukawakopplung, so erhält man eine obere Schran-
ke von tan β . 65. Ferner liefert das MSSM nur dann eine natürliche Erklärung für spontane
Symmetriebrechung, falls |yb| < |yt|. Beide Argumente gelten jedoch nur auf Baumgraph-
niveau. Gerade im Falle eines großen tan β erhält die Bottom-Yukawakopplung Korrekturen
aus der Kopplung an Hu über Schleifenprozesse. Unter Berücksichtigung dieser expliziten
Massenrenormierung von mb wird die tan β-Verstärkung im Verhältnis |yb

yt
| kompensiert, so

dass Werte bis tan β ≈ 100 sowohl die Perturbativität der Yukawakopplungen als auch die
elektroschwache Symmetriebrechung nicht zerstören [10]. Das anomale magnetische Moment
des Myons ist eine der präzisesten gemessenen und berechneten Größe in der Teilchenphysik.
Der Vergleich zwischen SM-Theoriewert und dem experimentellen Messwert, ist nicht nur ein
sensitiver Test der SM-Wechselwirkungen, sondern auch für Neue-Physik-Beiträge. Aktuellen
Daten zufolge liegt die Diskrepanz bei 3.6σ [9]. Gerade Supersymmetrie mit großem tan β
liefert eine natürliche Erklärung dieser Abweichung und zeichnet sich dadurch gegenüber an-
deren neuen Physik Modellen aus. Aufgrund der parametrischen Verstärkung können jedoch
auch Probleme in Prozessen wie b → sγ, Bd,s → µµ und B → (D)τν auftreten. In Super-
gravitation sind Bd,s → µµ und das anomale magnetische Moment des Myons korreliert, so
dass der Beitrag aSUSY

µ begrenzt ist [49]. Wir werden den Fall tan β = 50 betrachten und im
Rahmen des CMM-Modells tan β = 6.

SUSY-Brechung

Wäre SUSY eine exakte Symmetrie, dann wären die Massen der Teilchen und ihrer Superpart-
ner gleich groß. Da dies experimentell ausgeschlossen ist, muss SUSY – falls existent – gebro-
chen sein. Wegen der Ferrara-Girardello-Palumbo-Summenregel

∑
S(−1)2S(2S + 1)m2

S = 0
muss SUSY in einem verborgenen Sektor gebrochen sein [50]. Da der genaue Mechanismus
bisher unbekannt ist, wird generell angenommen, dass er seinen Ursprung bei einer hohen
Skala hat und parametrisieren seinen Effekt durch explizite SUSY-brechende Terme. Die in
der Literatur am häufigsten betrachteten SUSY-Brechungsmechanismen sind minimale Super-
gravitation (mSUGRA), „gauge-mediated“ SUSY-Brechung (GMSB) und „anomaly-mediated“
SUSY-Brechung (AMSB). Um keine weiteren Divergenzen einzuführen, muss die Brechung
„soft“ (weich) sein, d.h. die Kopplungen haben positive Massendimension. Einem Theorem
von Kurt Symanzik zufolge bekommt man keine anomalen Ströme, wenn die Symmetrie weich
gebrochen ist. Im MSSM werden folgende Softmassenterme zur Lagrangedichte hinzuaddiert
(Konvention von Ref. [41] in der sogenannten Super-CKM-Basis (SCKM), bei der alle Fer-
mionfelder Masseneigenzustände sind und deren Superpartner die gleiche Rotation erfahren
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haben8):

Lsoft =− Q̃∗m2
Q̃
Q̃− ũc∗m2

Ũ
ũc − d̃c∗m2

D̃
d̃c − L̃∗m2

L̃
L̃− ẽc∗m2

Ẽ
ẽc

+HuQ̃Auũc +HdQ̃Add̃c +HdL̃Aℓẽc + h.c.

+
1

2

(
M1B̃B̃ +M2W̃

aW̃ a +M3g̃
ag̃a
)

+ h.c.

−m2
Hu
H∗
uHu −m2

Hd
H∗
dHd −

(
m2

12HuHd + h.c.
)

(2.49)

Hierbei sind die Sfermionmassen m2
F̃

hermitesche 3 × 3-Matrizen im Flavourraum. Die trili-

nearen Kopplungen Af (die sogenannten A-Terme9) haben Massendimension eins und sind
das Analogon zu den (dimensionslosen) Yukawakopplungen im Superpotenzial in Gl. (2.44).
Ferner enthält Lsoft Massenterme für die Gauginos und SUSY-brechende Beiträge zum Higgs-
potenzial. Um kein weiteres Fine-Tuning-Problem zu bekommen, sollte die mit den Softmassen
assoziierte Skala 1 TeV nicht übersteigen. Während das Superpotenzial mit nur einem zusätz-
lichen Parameter µ gegenüber dem Zwei-Higgsdublett-Modell (2HDM) auskommt, erhält man
durch die SUSY-Brechung über 100 neue Parameter. Anstatt das Flavourproblem des SMs zu
lösen, enthält das generische MSSM durch die komplexen Einträge in m2

F̃
und Af neue Quellen

von Flavour- und CP -Verletzung. Davon sind jedoch viele stark eingeschränkt, um z.B. nicht
mit den experimentellen Schranken von FCNC in Konflikt zu geraten. In mSUGRA-Szenarien,
werden durch die Annahme einer flavourblinden SUSY-Brechung gefährliche Nebendiagonal-
elemente durch eine Universalitätsannahme bei der Planck-Skala auf natürliche Weise un-
terdrückt. In diesem Fall gibt es nur vier freie Parameter: m1/2, m0, A0, tan β, sgn(µ). Im
Rahmen dieser Arbeit werden mit Hilfe Lepton-flavourverletzender Prozesse die Nebendia-
gonalelemente der Sleptonmassenmatrix eingeschränkt. Ein vielverwendeter Ansatz, um den
Einschränkungen aus der K- und B-Physik gerecht zu werden, ist die Annahme minimaler
Flavourverletzung (MFV), bei der die ganze Flavour- und CP -Verletzung aus den Yukawa-
kopplungen stammt [51]. In naiver Formulierung bedeutet das, dass die Up- und Downsquarks
genau wie ihre SM-Partner um die CKM-Matrix gegeneinander verdreht sind. Im Gegensatz
zum generischen MSSM, welches zu viele flavourändernde Parameter enthält, können mit die-
ser Einschränkung Korrelationen zwischen verschiedenen Observablen untersuchen werden.
Im Leptonsektor ist die Definition von minimaler Flavourverletzung jedoch nicht so geradlinig
wie im Quarksektor, da noch Annahmen über Neutrinomassen mit einfließen [52, 53]. Ferner
ist schon die Mischung in der PMNS-Matrix alles andere als minimal, so dass es schwierig
ist, solch einen minimalen Ansatz zu motivieren. Mit dem CMM-Modell soll ein alternatives
Szenario in der Flavourphysik etabliert werden, welches über die MFV hinaus geht und den-
noch prädiktiv genug ist, um unterschiedliche Observablen miteinander in Beziehung setzen
zu können.

Massenspektrum des MSSM

Nach elektroschwacher Symmetriebrechung mischen Teilchen mit gleicher Farbe, Ladung und
Spin, so dass die in Tabelle 2.2 und 2.3 aufgelisteten Felder keine Masseneigenzustände sind.

8Im Rahmen des CMM-Modells muss ein Übergang von der sogenannten Up-Basis in die SCKM-Basis voll-
zogen werden, mit dem Effekt, dass GUT-Relationen zwischen den Softmassen gelten. Wir unterscheiden
zwischen den zwei Basen, indem wir bei den Softmassen in der Up-Basis die Indizes mit Kleinbuchstaben
schreiben (z.B. m2

q̃ anstatt m2
Q̃

).
9Eine Verwechslung mit der in Abschnitt 2.1.3 eingeführten Zerfallsamplitude Af sollte nicht auftreten und

im Folgenden aus dem Zusammenhang klar ersichtlich werden. Ferner geben wir bei den A-Termen meist
den Flavour f = u, d, ℓ an.
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Beispielsweise mischen Higgsinos, Winos und Binos mit gleicher U(1)em -Quantenzahl wegen
der Nebendiagonalelemente, die durch die Higgs-Higgsino-Gaugino-Kopplung in Gl. (2.42)
erzeugt werden: · · · −

√
2g1H̃

0
d

1
2H

0
dB̃ · · · → · · · −

g1vd√
2
H̃0
dB̃ . . . . Wir halten uns bei den Mi-

schungsmatrizen und Feynman-Regeln weitestgehend an die Konventionen von Ref. [41], wobei
Faktoren

√
2 bei den VEVs weggelassen werden, so dass v auf 174 GeV normiert ist.

Neutralinos χ̃0
i : Das Bino, das neutrale Wino und die Higgsinos mischen zu vier Neutralinos.

Mit Ψ0 = (B̃, W̃ , H̃0
d , H̃

0
u) ist der Massenterm in der Lagrangedichte gegeben durch:

Lχ̃0
mass

= −1

2
(Ψ0)⊤MNΨ0 + h.c., MN =




M1 0 − g1vd√
2

g1vu√
2

0 M2
g2vd√

2
− g2vu√

2

− g1vd√
2

g2vd√
2

0 −µ
g1vu√

2
− g2vu√

2
−µ 0


 . (2.50)

Durch eine orthogonale Transformation mit einer unitären Matrix ZN kann MN diagonalisiert
werden, so dass die Eigenwerte reell und positiv sind:

Z⊤
NMNZN = M̂N = diag

(
mχ̃0

1
, . . . ,mχ̃0

4

)
. (2.51)

Dazu verwendet man Z†
NM

†
NMNZN = (M̂N )2. ZN besteht dann gerade aus den Eigenvek-

toren von M
†
NMN . Danach multipliziert man die Spalten von ZN mit Phasen eiφ, so dass

Z⊤
NMNZN = M̂N reell ist und positive Diagonalelemente hat.

Charginos χ̃±
i : Die physikalischen Charginos sind Mischungen der geladenen SU(2)L-Gauginos

und der geladenen Higgsinos Ψ± = (W̃+, H̃+
u , W̃

−, H̃−
d ). Die Massen der Charginos ergeben

sich durch eine Singulärwertzerlegung folgender Massenmatrix:

Lχ̃±
mass

= −1

2

(
Ψ±)⊤ MCΨ± + h.c., MC =

(
0 X⊤

X 0

)
, X =

(
M2 g2vu
g2vd µ

)
. (2.52)

Die Rotation der positiv und negativ geladenen Fermionen unterscheidet sich, so dass

Z⊤
−XZ+ = diag (mχ̃1, mχ̃2) . (2.53)

Gerade im Fall von großem tan β, d.h. vu ≫ vd, eignet sich eine Entwicklung und nähe-
rungsweise Diagonalisierung der Neutralino- und Charginomassenmatrix, um die einzelnen
tan β-verstärkten Beiträge zu identifizieren. Dies entspricht dem Grenzfall ungebrochener
SU(2)L×U(1)Y , bei der die Gaugino-Higgsino-Mischung als Masseneinsetzung im Neutralino-
bzw. Charginopropagator behandelt wird. Der Vorteil der Masseneinsetzung besteht in den
einfacheren Feynman-Regeln und den anschaulicheren Diagrammen.

Sleptonen, Sneutrinos und Squarks: Prinzipiell gibt es zwei Möglichkeiten, die sechs
Sleptonen in einem Vektor anzuordnen, entweder nach Familie oder nach Chiralität sortiert.
Letzteres ist für den allgemeinen Fall geeignet, während ersteres im Lepton-flavourerhaltenden
(LFC von „lepton flavour conserving“) Fall oder bei kleinen Nebendiagonalelementen passend
ist. Dann zerfällt die 6 × 6-Matrix der Sleptonen (und analog für die Squarks) in drei 2 × 2-
Blockmatrizen, bei denen es nur LR-Mischung innerhalb einer Generation gibt. Diese fla-
vourerhaltenden aber chiralitätsverletzenden Einträge rühren von den trilinearen Kopplungen
und dem SUSY-Analogon der Yukawakopplungen her. Die Diagonalelemente stammen aus den
SUSY-brechenden Parametern und den D- und F -Termen.
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Im allgemeinen Fall gilt, dass die Felder L̃I2 := ℓ̃IL und R̃I := ẽ∗IR zu den sechs geladenen
Slepton-Masseneigenzuständen ℓ̃i, i = 1 . . . 6 mischen (I, J bezeichnen hier die Generationen-
indizes):

L̃I2 = ZIi∗L ℓ̃−i , R̃I = Z
(I+3)i
L ℓ̃+i , (2.54)

Z†
L

(
(m2

L)LL (m2
L)LR

(m2
L)†RL (m2

L)RR

)
ZL = diag

(
m2
ℓ̃1
, . . . ,m2

ℓ̃6

)
, (2.55)

wobei die Sleptonmassenmatrix aufgebaut ist aus

(m2
L)IJLL =

e2
(
v2
d − v2

u

) (
1− 2c2W

)

4s2W c
2
W

δIJ + v2
dY

2
ℓI
δIJ + (m2

L̃
)⊤IJ , (2.56)

(m2
L)IJRR = −e

2
(
v2
d − v2

u

)

2c2W
δIJ + v2

dY
2
ℓI
δIJ +m2

ẼIJ
, (2.57)

(m2
L)IJLR = vuµY

IJ∗
ℓ + vdA

IJ∗
ℓ . (2.58)

Der LR-Block kann darüberhinaus einen Term vuA
∗′
ℓ beinhalten, welcher aus zusätzlichen,

nichtholomorphen Kopplungen in Lsoft entsteht. Im flavourerhaltenden Fall reduziert sich die
Massenmatrix auf drei 2× 2-Untermatrizen:

Z†
ℓ

(
(m2

ℓ̃
)LL (m2

ℓ̃
)LR

(m2
ℓ̃
)∗RL (m2

ℓ̃
)RR

)
Zℓ =

(
m2
ℓ̃1

0

0 m2
ℓ̃2

)
, ℓ̃ = ẽ, µ̃, τ̃ . (2.59)

Die Übersetzungsregel zum allgemeinen Fall bzw. zur Chiralitätsanordnung lautet :

Z1i
L = Z1i

e Z2i
L = Z1i

µ Z3i
L = Z1i

τ Z4i
L = Z2i

e Z5i
L = Z2i

µ Z6i
L = Z2i

τ . (2.60)

Wegen SU(2)L-Invarianz haben die Sneutrinos die gleiche SUSY-brechende Softmasse wie
die linkshändigen Sleptonen. Die schwachen Eigenzustände L̃1 := ν̃ℓ können via Zν in die
Masseneigenzustände ν̃j rotiert werden:

L̃i1 = Zijν ν̃j , Z†
νM

2
νZν = diag

(
m2
ν̃1,m

2
ν̃2 ,m

2
ν̃3

)
, M2

ν =
e2
(
v2
d − v2

u

)

8s2W c
2
W

1 +m2
L̃
. (2.61)

Die Nebendiagonalelemente der Slepton- und Sneutrinomassenmatrix haben weitreichende
phänomenologische Konsequenzen, da sie Lepton-flavourverletzende Prozesse induzieren kön-
nen. Durch Konfrontation mit experimentellen Werten und oberen Schranken können diese
jedoch eingeschränkt werden, was in Kapitel 3 weiter untersucht wird.

Die Up- und Downsquarks können auf analoge Weise in ihre Masseneigenzustände rotiert
werden. Die Downsquarks Q̃I2 = d̃IL und D̃I = d̃∗IR mischen zu d̃i, i = 1 . . . 6:

Q̃I2 = ZIi∗D d̃−i , D̃I = Z
(I+3)i
D d̃+

i , (2.62)

Z†
D

(
(m2

D)LL (m2
D)LR

(m2
D)†RL (m2

D)RR

)
ZD = diag

(
m2
d̃1
, . . . ,m2

d̃6

)
, (2.63)

mit

(m2
D)IJLL = −e

2
(
v2
d − v2

u

) (
1 + 2c2W

)

12s2W c
2
W

δIJ + v2
dY

2
dI
δIJ + (m2

Q̃
)⊤IJ , (2.64)

(m2
D)IJRR = −e

2
(
v2
d − v2

u

)

6c2W
δIJ + v2

dY
2
dI
δIJ +m2

D̃IJ
, (2.65)

(m2
D)IJLR = vuµY

IJ∗
d + vdA

IJ∗
d . (2.66)
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Die sechs Upsquarks ũi sind aus den Feldern Q̃I1 = ũIL und Ũ I = ũIIR aufgebaut:

Q̃I1 = ZIiU ũ
+
i , D̃I = Z

(I+3)i∗
U ũ−i , (2.67)

Z⊤
U

(
(m2

U )LL (m2
U )LR

(m2
U )†RL (m2

U )RR

)
Z∗
U = diag

(
m2
ũ1
, . . . ,m2

ũ6

)
. (2.68)

(m2
U )IJLL = −e

2
(
v2
d − v2

u

) (
1− 4c2W

)

12s2W c
2
W

δIJ + v2
uY

2
ui
δIJ + (V m2

Q̃
V †)⊤IJ , (2.69)

(m2
U )IJRR =

e2
(
v2
d − v2

u

)

3c2W
δIJ + v2

uY
2
uI
δIJ +m2

ŨIJ
, (2.70)

(m2
U )IJLR = −vdµY IJ∗

u − vuAIJ∗u . (2.71)

Zur Quantifizierung der tolerierten Abweichung des Alignments10, und damit der Flavourver-
letzung werden üblicherweise die dimensionslosen Parameter

δf IJXY =

(
∆m2

F

)IJ
XY√

m2
f̃IX

m2
f̃JY

(2.72)

eingeführt und obere Schranken bestimmt. Hierbei sind I und J Flavourindizes, X,Y bezeich-
nen die Chiralitäten L und R,

(
∆m2

F

)IJ
XY

mit F = U,D,L ist das Nebendiagonalelement der
Sfermionmassenmatrix und mf̃2

IX
, m2

f̃JY
sind die entsprechenden diagonalen Einträge. Man

beachte, dass die Nebendiagonalelemente immer kleiner sein müssen als der Mittelwert der
Diagonalelemente, denn sonst wird die Sfermionmasse negativ:

(
∆m2

L

)IJ
XY

<
√
m2
ℓ̃IX

m2
ℓ̃JY

. (2.73)

Falls die δf IJXY sehr viel kleiner als eins sind, wird oft die Masseneinsetzungsnäherung (MIA von
„mass insertion approximation“) verwendet. Dabei wird der Sfermionpropagator entwickelt,
mit der Konsequenz, dass die Kopplung flavourerhaltend ist und LFV durch eine Massenein-
setzung (MI) im Propagator auftritt.

10In diesem Fall bedeutet Alignment soviel wie die Möglichkeit, dass die Fermion- uns Sfermionmassenmatrizen
gleichzeitig diagonalisiert werden können. Der Begriff wird oft auch in Zusammenhang mit den A-Termen
verwendet, wenn diese proportional zur jeweiligen Yukawakopplung sind.



3 Lepton-Flavourverletzung im MSSM

In diesem Kapitel befassen wir uns mit den phänomenologischen Auswirkungen der Lepton-
Flavourverletzung im MSSM, wobei wir uns in einigen Fällen auf den GUT-motivierten Pa-
rameterbereich mit großem tan β konzentrieren.

µ e

W

νk

Uµk U∗
ek

Neutrinooszillationen sind wegen ∆m2
ij 6= 0 und

|∆Le,µ,τ | = 1 ein erster direkter Hinweis, dass das SM
erweitert werden muss und die Mischung im Leptonsek-
tor groß ist. In einem um massive Neutrinos erweiterten
SM kann die Neutrinomischung prinzipiell durch Schleifen-
prozesse Übergänge im geladenen Leptonsektor hervorru-
fen. Das Verzweigungsverhältnis kann abgeschätzt werden
durch:

BR (µ→ eγ) ≈ 3α

32π

∣∣∣∣∣
∑

k

U∗
µk

m2
νk

M2
W

Uek

∣∣∣∣∣

2

≈ 3α

128π

(
∆m2

21

M2
W

)2

sin2 2θ12 ≈ 10−54.

Dies ist durch einen Faktor (m2
νj
− m2

νi
)/M2

W so stark unterdrückt, dass die Beobachtung
solcher Prozesse ein Hinweis für Neue Physik ist. In Supersymmetrie enthalten die soft-
brechenden Terme weitere Quellen für Lepton-Flavourverletzung, deren phänomenologische
Konsequenzen im Folgenden untersucht werden. Als Observablen betrachten wir das anomale
magnetische Moment des Elektrons und des Myons, die leichten Fermionmassen, die PMNS-
Matrix, das Verhältnis des leptonischen, geladenen Kaonzerfalls in ein Elektron bzw. Myon
und die radiativen Zerfälle ℓj → ℓiγ.

3.1 Selbstenergien und Massenrenormierung

fI fJ

iΣfJI
Abb. 3.1: Definition der Selbst-

energie Σf
JI

Im SM bestimmen die gemessenen Fermionmassen die Wer-
te der Yukawakopplungen. Im MSSM hängen mf und yf
über tan β zusammen und dieser Zusammenhang erhält
zusätzlich Korrekturen aus dem soften SUSY-brechenden
Sektor, welche im Folgenden berechnet werden. Im Ent-
kopplungslimes MSUSY ≫ MA0 ,MH+ , vu tauchen die-
se schleifeninduzierten Beiträge intuitiv aus Higgskopp-
lungen an Sfermionen auf, welche entweder die trilinea-
ren Terme oder den Higgsinomassenparameter µ enthal-
ten [43, 45, 54–59]. Zunächst betrachten wir in diesem Abschnitt den allgemeinen Effekt
von Einteilchen-irreduziblen Selbstenergien. Diese können sowohl flavourerhaltend als auch
-verletzend sein. Die Selbstenergie in Abb. 3.1 kann in chiralitätsändernde und -erhaltende
Teile aufgespalten werden:

Σf
JI(p) =

(
Σf LR
JI (p2) + p/Σf RR

JI (p2)
)
PR +

(
Σf RL
JI (p2) + p/Σf LL

JI (p2)
)
PL , f = u, d, ℓ . (3.1)
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Man beachte, dass die skalaren Anteile Σf LR
IJ und Σf RL

IJ Massendimension 1 haben, während

Σf LL
IJ und Σf RR

IJ dimensionslos sind. In den beiden ersteren tritt ein chiraler Verstärkungsfak-
tor AIJf vd/(MSUSY Max[mfI

,mfJ
]) oder die tan β-Verstärkung (v/MSUSY) tan β auf. Mit dieser

Konvention ist die Renormierung der Fermionmassen gegeben durch (vgl. auch Abb. 3.2):

mbare
fI
→ mfI

= mren
fI
− Σf LR

II (m2
fI

)− 1

2
mfI

(
Σf LL
II (m2

fI
) + Σf RR

II (m2
fI

)
)

+ δmfI
. (3.2)

Falls die Selbstenergien endlich sind, verschwindet der Counterterm in Gl. (3.2) im MS-
Schema, während er im On-Shell-Schema gerade so gewählt wird, dass er den Schleifenbeitrag
weghebt. Die Selbstenergien renormieren nicht nur die Fermionmassen, sondern induzieren
auch eine Rotation im Flavourraum. Dies wird in Kapitel 3.5 genauer hergeleitet und analy-
siert. Der Wellenfunktions-Counterterm für den flavourdiagonalen Fall wird bestimmt durch
die Forderung, dass das Residuum des Fermionpropagators bei p/ = m1 gerade 1 ist (Zu-
standsnormierung; siehe z.B. Ref. [60]):

Γ̂(−p, p) = i(p/ −m)− iΣ̂(p)→ i(p/ −m) für p2 → m2

⇔
[

lim
p2→m2

i

p/ −m Re(Σ̂(p))

]
u(p)

!
= 0,

(3.3)

wobei Σ̂ die Selbstenergie plus Counterterm darstellt. Das Ergebnis für den flavourerhaltenden
Fall ist

δZf LII = −Re
[
Σf LL
II (m2

fI
) + 2mfI

Σf LR′
II (m2

fI
) +m2

fI

(
Σf LL′
II (m2

fI
) + Σf RR′

II (m2
fI

)
)]
. (3.4)

Der W -Vertex Counterterm kann damit zu 1
2δZ

f L
IJ

ig2√
2
γµPL berechnet werden. Für den flavour-

verletzenden Fall I 6= J erhalten wir:

δZ
f L (1)
IJ

2
= −

m2
fJ

Σf LL
IJ (m2

fI
) +mfJ

Σf LR
IJ (m2

fI
) +mfI

Σf RL
IJ (m2

fI
) +mfI

mfJ
Σf RR
IJ (m2

fI
)

m2
fJ
−m2

fI

.

(3.5)

Die entsprechenden Korrekturen zur rechtshändigen Wellenfunktion erhält man durch Aus-
tausch von L↔ R. Man beachte, dass die Selbstenergien Σf RL

IJ mit J > I durch kleine Mas-
senverhältnisse unterdrückt sind. Deshalb können die entsprechenden Nebendiagonalelemente
nicht aus CKM- oder PMNS-Matrix-Renormierung eingeschränkt werden. In Kapitel 3.5 wird
dies noch genauer hergeleitet werden, wobei gleichzeitig die Resummation tan β-verstärkter
Korrekturen berücksichtigt wird. Im MSSM mit großem tan β kann nämlich der Zusammen-
hang zwischen Yukawakopplung und gemessener Fermionmasse signifikant verändert werden.
Im Entkopplungslimes MSUSY ≫ v ergeben sich diese verstärkten Korrekturen sehr intui-
tiv und anschaulich über eine schleifeninduzierte, nichtholomorphe Higgskopplung, wobei die
Schleifenunterdrückung durch den Faktor tan β ≃ 50 teilweise kompensiert werden kann. Wie
nämlich zuerst von Banks und später von Sarid, Hall und Rattazzi entdeckt, sind über die
SUSY-brechenden Terme im Superpotenzial effektive Kopplungen an das „falsche“ Higgs-
Boson möglich [43,54]. Es ist jedoch a priori nicht klar, ob der Entkopplungslimes anwendbar
ist, da die involvierten SUSY-Teilchen, z.B. die Neutralinos, Massen von der Größenordnung
des VEVs haben können. Um den Fall MSUSY ∼ v,MH abzudecken, muss auf eine diagram-
matische Resummation der tan β-verstärkten Korrekturen zurückgegriffen werden. Dies wurde
für Quarks in Ref. [44, 47] und für Leptonen in Ref. [10, 48] ausgearbeitet. Schreiben wir die
nackte Masse in der Lagrangedichte als

mbare = mren + δm . (3.6)
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−imren

+

iΣ(1)

+

−iδm(1)

!
=

−im

Abb. 3.2: Feynmandiagramme, die in erster Ordnung Störungstheorie zur Massenrenormie-
rung beitragen. Hierbei bezeichnet m auf der rechten Seite die physikalische Masse
bei der, der „dressed“-Propagater einen Pol hat [44].

so berechnet sich die physikalische Masse in erster Ordnung wie in Abb. 3.2 diagrammatisch
dargestellt zu:

mren − Σ(1) + δm(1) = m, ⇒ mbare = m+ Σ(1) (∗)
= m−mren∆. (3.7)

Da die Masse links- und rechtshändige Felder verknüpft, muss die Selbstenergie Σ (hier mit
Index (1) für erste Ordnung) einen Chiralitätsflip aufweisen. Eine weitere Möglichkeit ist,
dass die Selbstenergie chiralitätserhaltend ist und der Flip durch die Bewegungsgleichung
p/u(p)L,R = mu(p)R,L verursacht wird. Der letzte Schritt (*) in Gl. (3.7) ist nur dann möglich,
wenn die chiralitätsflippende Selbstenergie proportional zur Masse selbst ist: Σ = −mren∆.
Das ist z.B. im MSSM bei großem tan β der Fall und stammt entweder aus der Higgsino-
Kopplung ∝ y oder aus dem Nebendiagonalelement der Sleptonmassenmatrix ∝ mµ tan β. Um
die tan β-Verstärkung offensichtlich zu machen verwendet man auch die Notation ∆ = ǫ tan β.
Die Resummation ist nicht möglich, falls die Selbstenergie aus den A-Termen stammt, wie es
bei radiativer Fermionmassengenerierung (siehe Kapitel 3.3) der Fall ist.

MS-Schema: Da im MSSM die Selbstenergie endlich ist, gilt δm = 0, so dass nichts resum-
miert werden muss:

mbare = mren + 0 = m+ Σ = m−∆mren, (3.8)

mbare = mren =
m

1 + ∆
, m = mbare − Σ. (3.9)

On-Shell-Schema: Hier ist mren = m, wobei der Fermionpropagator einen Pol bei der phy-
sikalischen masse m hat. Die Selbstenergiebeiträge werden durch die Counterterme gerade
weggehoben. In erster Ordnung gilt:

mbare = m+ δm(1) = m+ Σ(1) = m(1−∆), (3.10)

was in führender Ordnung mit dem MS-Schema übereinstimmt. Wenn die Selbstenergie nun
proportional zur Masse selbst ist, also Σ(1) = −m∆ = δm(1), dann muss resummiert werden,
da der Counterterm erster Ordnung in ein Diagramm erster Ordnung eingesetzt werden kann
und somit einem Diagramm zweiter Ordnung entspricht. Die Counterterme höherer Ordnung
müssen demzufolge so gewählt werden, dass sie auch Beiträge wegheben, die durch das Ein-
setzen der Counterterme niedrigerer Ordnung entstehen (siehe Abb. 3.3). Der Counterterm
n-ter Ordnung lautet demzufolge δm(n) = Σ(n) = −δm(n−1)∆, so dass

n∑

i=1

δm(i) = −
(
m+

n−1∑

i=1

δm(i)

)
∆, (3.11)

n→∞ : δm = −mbare∆ ⇒ mbare =
m

1 + ∆
. (3.12)
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−imren

+

iΣ(1) = −m∆

+

−iδm(1)

+

iΣ(2) = −δm(1)∆

+

−iδm(2)

!
=

−im

Abb. 3.3: Feynmandiagramme, die in zweiter Ordnung Störungstheorie zur Massenrenormie-
rung beitragen (On-Shell-Schema).

folgt. Falls es nichts zu resummieren gibt, d.h. falls Σ nicht proportional zur Masse selbst ist,
endet man mit mbare = m+ Σ(1).

Wie es sein sollte, führen MS- und On-Shell-Schema zum gleichen Ergebnis für den Zusam-
menhang zwischen nackter und physikalischer Masse. Zusammenfassend lässt sich der Zu-
sammenhang zwischen Yukawakopplung und physikalischer Masse mit Hilfe der Zerlegung
ΣℓLR = ΣℓLR

µ + ΣℓLR
A folgendermaßen schreiben:

yℓI = −
mℓI + Σℓ LR

II,A

vd +
Σℓ LR

II,µ

yℓI

= −
mℓI + Σℓ LR

II,A

vd (1 + ∆ℓI )
. (3.13)

Hierbei ist ΣℓLR
II,µ = yℓIvd∆ℓI proportional zu µyℓI (Σℓ LR

II,µ/yℓI ist unabhängig von yℓI ) und

wurde resummiert, während ΣℓLR
A aus dem restlichen Teil der Selbstenergie besteht, in wel-

chem der Chiralitätsflip nicht von yℓI , sondern beispielsweise vom A-term AℓI bzw. seinem
nichtholomorphen Analogon A′

ℓI
stammt (Analoges gilt für downartige Quarks).

Zweischleifenbeträge:

fJ
iΣ

f (1)
KJ

fK
iΣ

f (1)
IK

fI

Abb. 3.4: Einteilchen-irreduzible Zwei-
schleifen-Selbstenergie, welche
aus zwei Einschleifen-Selbst-
energien aufgebaut ist, wobei
I 6= J 6= K.

Bei chiral-verstärkten Selbstenergien können auch
Zweischleifendiagramme, welche aus zwei Einschlei-
fendiagrammen aufgebaut sind, wichtig werden.
Diese wurden in der Literatur bisweilen meist
vernachlässigt. Bei radiativ erzeugten Fermion-
massen enthält beispielsweise die Korrektur zur
Elektronmasse einen Verstärkungsfaktor mτ . Wie
in Ref. [61] behandeln wir hier alle Diagram-
me, in denen kein Flavour zweimal auf einer Fer-
mionlinie auftritt, als Einteilchen-irreduzibel, so
dass beispielsweise chiral-verstärkte Selbstenergien
auf Zweischleifenniveau konstruiert werden können.
Aus dem Diagramm in Abb. (3.4) erhalten wir:

iΣ
f (2)
IJ = −iΣf (1)

IK

p/ +mfK

p2 −m2
fK

Σ
f (1)
KJ . (3.14)

Zerlegt man die Selbstenergie zweiter Ordnung wie in Gl. (3.1), und nimmt man bei den
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ℓJR ℓIL

ν̃k

χ̃±
j

ℓJR ℓIL

ℓ̃i

χ̃0
j

Abb. 3.5: Chargino-Sneutrino- und Neutralino-Slepton-Beitrag zur Selbstenergie

Einschleifen-Selbstenergien jeweils nur die chiralitätsflippenden Anteile mit, erhält man:

Σ
f RR (2)
IJ

(
p2
)

=
∑

K 6=I,J
−1

p2−m2
fK

Σ
f RL (1)
IK Σ

f LR (1)
KJ ,

Σ
f LL (2)
IJ

(
p2
)

=
∑

K 6=I,J
−1

p2−m2
fK

Σ
f LR (1)
IK Σ

f RL (1)
KJ ,

Σ
f LR (2)
IJ

(
p2
)

=
∑

K 6=I,J

−mfK

p2−m2
fK

Σ
f LR (1)
IK Σ

f LR (1)
KJ ,

Σ
f RL (2)
IJ

(
p2
)

=
∑

K 6=I,J

−mfK

p2−m2
fK

Σ
f RL (1)
IK Σ

f RL (1)
KJ .

(3.15)

Die chiral-verstärkten Zweischleifenkorrekturen zur Massenrenormierung und der Wellenfunktions-
Counterterm im MS-Schema ist folglich gegeben durch (wobei kleine Massenverhältnisse ver-
nachlässigt werden; f steht für u, d, ℓ und 1, 2, 3 für die Generationen):




mbare
f1

mbare
f2

mbare
f3


→




mren
f1
− Σ

f LR (1)
11 − Σ

f LR (1)
12 Σ

f LR (1)
21

mf2
− Σ

f LR (1)
13 Σ

f LR (1)
31

mf3

mren
f2
−Σ

f LR (1)
22 − Σ

f LR (1)
23 Σ

f LR (1)
32

mf3

mren
f3
− Σ

f LR (1)
33


 , (3.16)

δZf L (2)

2
=




˛

˛

˛

Σ
f LR (1)
12

˛

˛

˛

2

2m2
f2

+

˛

˛

˛

Σ
f LR (1)
13

˛

˛

˛

2

2m2
f3

Σ
f LR (1)
13 Σ

f LR (1)
32

mf2
mf3

−Σ
f LR (1)
12 Σ

f RL (1)
23

m2
f3

−Σ
f RL (1)
23 Σ

f RL (1)
31

mf2
mf3

˛

˛

˛

Σ
f LR (1)
23

˛

˛

˛

2

2m2
f3

+

˛

˛

˛

Σ
f LR (1)
12

˛

˛

˛

2

2m2
f2

−Σ
f LR (1)
21 Σ

f RL (1)
13

m2
f3

−Σ
f RL (1)
32 Σ

f RL (1)
21

mf2
mf3

Σ
f RL (1)
31 Σ

f LR (1)
12

mf2
mf3

˛

˛

˛

Σ
f LR (1)
13

˛

˛

˛

2

2m2
f3

+

˛

˛

˛

Σ
f LR (1)
23

˛

˛

˛

2

2m2
f3




.

Die Wellenfunktionsrenormierung in zweiter Ordnung ist für die Unitarität der CKM-Matrix
nötig [62].

Nach dieser etwas allgemeineren Herangehensweise konzentrieren wir uns im Folgenden auf
das MSSM und geben die Formeln für die Selbstenergien an. Da die SUSY-Teilchen viel
schwerer als die Leptonen und leichtesten fünf Quarks sein müssen und aufgrund der Kinematik
der Prozesse, können die Einschleifen-Selbstenergien bei verschwindendem äußeren Impuls
ausgewertet und Terme, die durch m2

fI
/M2

SUSY unterdrückt sind, vernachlässigt werden. Etwas
transparentere Formeln für die jeweiligen Problemstellungen (z.B. chiral- oder tan β-verstärkt;
Auswirkung der Staumischung) werden in den entsprechenden Kapiteln vorgestellt.

Im Lepton-Fall tragen Neutralino-Slepton- und Chargino-Sneutrino-Schleifen zu den Selbst-
energien ΣℓLR

IJ bei (siehe Abb. 3.5). Mit den Konventionen von Anhang A.1 und A.3 sind sie
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gegeben durch:

Σχ̃±

ℓIL−ℓJR
=

2∑

j=1

3∑

k=1

mχ̃±
j

16π2
Γ
χ̃±

j ν̃k∗
ℓJR

Γ
χ̃±

j ν̃k

ℓIL
B0(m

2
χ̃±

j
,m2

ν̃k
)

=
g2YℓJ
16π2

∑

j=1,2

3∑

k=1

mχ̃±
j
Z2j
− Z

1j
+ Z

Jk
ν ZIk∗ν B0(m

2
χ̃±

j
,m2

ν̃k
),

(3.17)

Σχ̃0

ℓIL−ℓJR
=

6∑

i=1

4∑

j=1

mχ̃0
j

16π2
Γ
χ̃0

j ℓ̃i∗
ℓJR

Γ
χ̃0

j ℓ̃i
ℓIL

B0(m
2
χ̃0

j
,m2

ℓ̃i
)

=

6∑

i=1

4∑

j=1

mχ̃0
j

16π2

{
−g2

1Z
(J+3)i∗
L ZIiL (Z1j

N )2 − g1g2Z(J+3)i∗
L ZIiL Z

1j
N Z

2j
N

−
√

2g1YℓIZ
(J+3)i∗
L Z

(I+3)i
L Z1j

N Z
3j
N +

g1√
2
YℓJZ

Ji∗
L ZIiL Z

3j
N Z

1j
N

+
g2√
2
YℓJZ

Ji∗
L ZIiL Z

3j
N Z

2j
N + YℓIYℓJZ

Ji∗
L Z

(I+3)i
L (Z3j

N )2
}
B0(m

2
χ̃0

j
,m2

ℓ̃i
).

(3.18)

Die Summe beider Beiträge bezeichnen wir mit:

ΣℓLR
IJ = Σχ̃0

ℓIL−ℓJR
+ Σχ̃±

ℓIL−ℓJR
. (3.19)

Die B0-Funktion weist hierbei eine Divergenz auf. Nimmt man nur den endlichen Anteil,
entspricht dies gerade der Renormierungsvorschrift im On-Shell-Schema. Dennoch bleibt die
Abhängigkeit von der Massenskala µdim, die sich durch die dimensionale Regularisierung er-

gibt, bestehen, mit der Konsequenz, dass die Selbstenergie eine Abhängigkeit von log
(
M2

SUSY

µ2
dim

)

besitzt. Im Chargino-Beitrag tritt die Abhängigkeit aus der Kopplung an Hd auf, so dass die
Selbstenergie proportional zu yℓg2

∑
j=1,2mχ̃±

j
Z2j
− Z

1j
+ log µdim ∝ yℓg2

2vd log µdim ist. Die Kopp-

lung an Hu muss jedoch endlich sein, da es auf Baumgraphniveau keinen ℓLHuℓR-Vertex gibt.
Im Grenzfall von großem tan β gilt vd → 0, so dass die µdim-Abhängigkeit herausfällt. Nimmt
man den Beitrag ∝ vd jedoch mit, müssen in konsistenter Weise auch chiralitätserhaltende
Schleifendiagramme mit anschliessendem Chiralitätsflip durch die Bewegungsgleichung mit
eingebunden werden, welche in der Wellenfunktionsrenormierung auftauchen. Im Spezialfall
von großem tan β bekommen wir:

∆ℓ = ǫℓ tan β =
α1

4π
µM1 tan β

[
1
2I(M

2
1 , µ

2,m2
ℓ̃L

)− I(M2
1 , µ

2,m2
ℓ̃R

) + I(M2
1 ,m

2
ℓ̃L
,m2

ℓ̃R
)
]

− α2

4π
µM2 tan β

[
1
2I(M

2
2 , µ

2,m2
ℓ̃L

) + I(M2
2 , µ

2,m2
ν̃ℓ

)
]
. (3.20)

Die ersten vier Terme stammen aus der Neutralino-Schleife und der letzte aus der Chargino-
Schleife. Dies entspricht einer Entwicklung in v

MSUSY
bis zur führenden Ordnung. Berechnet

man die Massenrenormierung im Rahmen einer effektiven Theorie, bekommt man direkt dieses
Ergebnis. Da in Kapitel 3.3 auch der Quarksektor betrachtet wird, sollen noch die Quarkselbst-
energien angegeben werden. Der Gluino-Beitrag lautet:

Σg̃
qIL−qJR

=

6∑

i=1

mg̃

16π2

(
Γg̃q̃iqJR

)∗
Γg̃q̃iqIL

B0(m
2
g̃,m

2
q̃i) = −αs

2π
CF

6∑

i=1

mg̃Z
(J+3)i∗
Q ZIiQB0(m

2
g̃,m

2
q̃i)
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und für den Neutralino- und Chargino-Beitrag erhalten wir:

Σχ̃0

dIL−dJR
=

6∑

i=1

4∑

j=1

mχ̃0
j

16π2
Γ
χ̃0

j d̃i∗
dJR

Γ
χ̃0

j d̃i

dIL
B0(m

2
χ̃0

j
,m2

d̃i
), (3.21)

Σχ̃±

dIL−dJR
=

6∑

i=1

2∑

j=1

mχ̃±
j

16π2
Γ
χ̃±

j ũi∗
dJR

Γ
χ̃±

j ũi

dIL
B0(m

2
χ̃±

j
,m2

d̃i
). (3.22)

Die Selbstenergie für den Up-Sektor erhält man einfach durch Ersetzung von d durch u. Die
Summe aller Beiträge bezeichnen wir wie folgt:

Σq LR
IJ = Σg̃

qIL−qJR
+ Σχ̃0

qIL−qJR
+ Σχ̃±

qIL−qJR
(3.23)

Man beachte, dass im Allgemeinen die Gluino-Beiträge dominieren, da sie die starke Kopp-
lungskonstante enthalten. In den folgenden Abschnitten untersuchen wir die phänomenologi-
schen Konsequenzen dieser flavourverletzenden Selbstenergien.

3.2 Anomales magnetisches Moment und Masse des Elektrons

Sowohl die LL- als auch LR-Nebendiagonalelemente der Sleptonmassenmatrix können durch
die radiativen Zerfälle ℓj → ℓiγ eingeschränkt werden, wogegen für die RR-Elemente auf-
grund einer möglichen Auslöschung zweier Beiträge nur in sehr speziellen Parameterbereichen
obere Schranken abgeleitet werden können. Die Auslöschung der RR-Sensitivität ist bereits
in Ref. [63, 64] analysiert worden, mit der Folgerung, dass selbst eine bessere experimentelle
Sensitivät auf BR(ℓj → ℓiγ) nicht zu stärkeren Einschränkungen im RR-Sektor führen kann.
Wir stellen hier zwei Möglichkeiten vor, wie zumindest das Produkt |δℓ 13

LL δ
ℓ 13
RR | eingeschränkt

werden kann [10]. Im Zusammenhang mit der Elektronmasse wenden wir ein Natürlichkeits-
argument auf eine nichtentkoppelnde Korrektur an, wohingegen die Einschränkung aus dem
anomalen magnetischen Moment ae entkoppelnden Charakter besitzt. Ersteres wurde schon
in Ref. [65] betrachtet, während ae neu ist.

Elektronmasse:

eL eR

H0∗
u

τ̃L τ̃R

ẽL ẽR

B̃

Abb. 3.6: Dominanter doppelter LFV-
Beitrag bei großem tan β zu
me.

In Theorien mit MFV ist die Kleinheit von me da-
durch gerechtfertigt, dass man im Grenzfall ye → 0
die chirale Symmetrie hinzugewinnt. Durch doppelte
LFV tritt jedoch ein zweiter Symmetriebrechungs-
parameter yτδ

ℓ 13
LL δ

ℓ 13
RR (Definition siehe Gl. (2.72))

auf, was zu großen Korrekturen zur Elektronmas-
se führen kann (siehe Abb. 3.6). Gemäß dem Na-
türlichkeitsprinzip fordern wir, dass diese Korrektur
kleiner als die Elektronmasse selbst sein soll. Das
ist dieselbe Argumentation mit der Niederenergie-
SUSY gerechtfertigt wird: große Auslöschungen zwi-
schen der nackten Higgsmasse und den Schleifenkor-
rekturen müssen vermieden werden, mit der Konsequenz, dass die Massen der Superpartner
unterhalb der TeV-Skala liegen. Dieses Argument angewandt auf leichte Fermionmassen wurde
bereits in der Pionierarbeit [66] von Gabbiani et al. studiert. Dort wurden jedoch nur Photinos
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und keine Flavourverletzung berücksichtigt1. In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns auf
chiralitätserhaltende, flavourverletzende Masseneinsetzungen, um das Produkt δℓ 13

LL δ
ℓ 13
RR un-

abhängig von der SUSY-Skala einzuschränken. Der dominante, tan β-verstärkte Beitrag zur
flavourerhaltenden Selbstenergie durch doppelte LFV ist gegeben durch:

ΣFV
e =

α1

4π
µM1mẽL

mẽR
mτ̃Lmτ̃Rδ

ℓ 13
LL δ

ℓ 13
RR

mτ tan β

1 + ǫτ tan β
F0(M

2
1 ,m

2
ẽL
,m2

ẽR
,m2

τ̃L ,m
2
τ̃R). (3.24)

Die Funktion F0 ist in Anhang A.3 angegeben. Für entartete SUSY-Massen vereinfacht sich
dies zu

ΣFV
e = − α1

48π

mτ tan β

1 + ǫτ tan β
δℓ 13
LL δ

ℓ 13
RR . (3.25)

Das Fine-Tuning-Argument verbietet große zufällige Auslöschungen zwischen den zwei Bei-

trägen zu me. Deshalb fordern wir
∣∣∣ me+ΣF V

1+ǫe tan β −me

∣∣∣ ≤ me und finden eine obere Grenze (siehe

Tab. 3.1), welche durch

∣∣∣δℓ 13
LL δ

ℓ 13
RR

∣∣∣ . 0.1 (3.26)

zusammengefasst werden kann. Schreiben wir ΣFV
e ≡ mτ tan β

1+ǫτ tan β∆e
LR, um mit der Notation

von Ref. [68] vergleichen zu können, ändert sich die geladene Higgskopplung an Elektron und
Elektronneutrino zu:

ΓH
+

eνe
= −ye sin β =

g2√
2MW

me

1 + ǫe tan β
tan β

(
1 +

ΣFV
e

me

)

=
g2√
2MW

me

1 + ǫe tan β
tan β

(
1 +

mτ

me

tan β

1 + ǫτ tan β
∆e
LR

)
.

(3.27)

Dies wird in Abschnitt 3.6 im Zusammenhang mit der Observable RK verwendet.

Das anomale magnetische Moment des Elektrons ae spielt in der QED eine zentrale
Rolle. Eine präzise Messung von ae ist, unter der Annahme der Gültigkeit der QED, die beste
Quelle zur Bestimmung der Feinstrukturkonstanten αe [69]. Umgekehrt kann man den Wert
von αe von einem (weniger genauen) Experiment nehmen und es in die Theorie-Vorhersage
für ae einzusetzen, wodurch ae auf neuen-Physik-Beiträge getestet werden kann. Die neueste
Rechnung ergibt [70]

ae = 1 159 652 182.79 (7.71) × 10−12 . (3.28)

Dabei stammt die größte Unsicherheit aus der zweitbesten Messung von α−1
e = 137.03599884(91)

aus einem Rubidium-Atom-Experiment [71].

Supersymmetrische Beiträge zum magnetischen Moment sind aufgrund der kleinen Yukawa-
kopplung und der SUSY-Unterdrückung für gewöhnlich klein. Durch den Verstärkungsfaktor
yτ in der doppelten LFV können die SUSY-Beiträge vergleichbar groß wie schwache oder ha-
dronische Beiträge werden [70], d.h. von der Ordnung O(10−12), was zu einer Einschränkung
an die flavourverletzenden Parameter δℓ 13

LL und δℓ 13
RR führt. In Ref. [63] sind die magnetischen

und elektrischen Dipolmomente ai und di der geladenen Leptonen ℓi (i = e, µ, τ) im MSSM

1Der Fall von radiativer Massenerzeugung via trilinearer Terme wurde in Ref. [67] studiert. Eine aktualisierte
Version inklusive der Kombination zweier flavourverletzender Selbstenergien ist in Ref. [11] zu finden und
wird in Abschnitt 3.3 beschrieben.
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Szenario x = 0.3 x = 1 x = 1.5 x = 3.0 für

1 M1 = M2 = mL = mR
0.261 0.073 0.050 0.026 δℓ 13

RR δ
ℓ 13
LL > 0

0.234 0.059 0.040 0.023 δℓ 13
RR δ

ℓ 13
LL < 0

2 3M1 = M2 = mL = mR
0.301 0.083 0.057 0.029 δℓ 13

RR δ
ℓ 13
LL > 0

0.269 0.067 0.045 0.024 δℓ 13
RR δ

ℓ 13
LL < 0

3 M1 = M2 = 3mL = mR
0.292 0.082 0.057 0.031 δℓ 13

RR δ
ℓ 13
LL > 0

0.235 0.067 0.042 0.027 δℓ 13
RR δ

ℓ 13
LL < 0

4 M1 = M2 = mL
3 = mR

0.734 0.210 0.142 0.071 δℓ 13
RR δ

ℓ 13
LL > 0

0.702 0.190 0.127 0.064 δℓ 13
RR δ

ℓ 13
LL < 0

5 3M1 = M2 = mL = 3mR
0.731 0.205 0.137 0.067 δℓ 13

RR δ
ℓ 13
LL > 0

0.693 0.179 0.116 0.054 δℓ 13
RR δ

ℓ 13
LL < 0

Tabelle 3.1: Unterschiedliche Massenszenarien und die entsprechenden oberen Schranken für∣∣δℓ 13
RR δ

ℓ 13
LL

∣∣. Hierbei bezeichnet mR,L die mittlere rechts- und linkshändige Slep-
tonmasse, M1 und M2 sind die Bino- und Winomassen und x = µ/mR. In allen
Szenarien wurde tan β = 50 und sgn(µ) = +1 gesetzt.

berechnet worden, wobei sowohl flavourerhaltende als auch flavourverletzende Elemente in
der Masseneinsetzungsnäherung betrachtet wurden. In der phänomenologischen Analyse in
Ref. [63] wurde, um δℓ ijXY einzuschränken, nur aµ und die experimentellen Schranken an dµ
und de verwendet, nicht jedoch ae. Unsere Betrachtung von ae fügt einen neuen Aspekt zur
phänomenologischen Analyse von flavourverletzenden Parametern im MSSM hinzu und er-
gänzt in dieser Hinsicht die Analyse in Ref. [63].

Im MSSM tragen Neutralino- und Chargino-Schleifen zum magnetischen Moment bei, wobei
das Photon an ein geladenes Teilchen koppelt (vergleiche Abb. 3.5 mit zusätzlichem Photon
bei ℓ̃i bzw. χ̃±

j ). Das analytische Ergebnis für den flavourerhaltenden Fall wurde in Ref. [72,73]
berechnet. Wir geben es mit einer leichten Verallgemeinerung der Mischungsmatrizen (siehe
Diskussion in Abschnitt 2.2.2) für den flavourverletzenden Fall an:

aχ̃
0
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16π2
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[
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(3.29)
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±
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16π2
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(3.30)

mit xAX = m2
χ̃0

A
/m2

ℓ̃X
im Neutralino-Fall und xAX = m2

χ̃±
A

/m2
ν̃X

im Chargino-Fall. Die Kopp-

lungsmatrizen und Schleifenfunktionen sind in Anhang A.1 und A.3.1 angegeben. Beiträge
proportional zur Elektronmasse und solche, die potenziell keine tan β-Verstärkung aufweisen,
sind hier gegenüber den jeweils hinteren Termen ∝ f2 nicht relevant. Das anomale magnetische
Moment des Myons wird im Rahmen radiativer Massenerzeugung in Abschnitt 3.4 diskutiert.
In diesem Fall muss in obigen Formeln überall e durch µ ersetzt werden. Die Abhängigkeit
von tan β ist in den Mischungsmatrizen enthalten und stammt von einem Chiralitätsflip des
Selektrons oder im Chargino-Fall von der Kombination yevu = me tan β. Vereinfachte Aus-
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Abb. 3.7: SUSY-Beiträge zu ae als Funktion von δℓ 13
LL mit MSUSY = 500 GeV, tan β = 50 und

µ = MSUSY. Links: Szenario 5 mit (von steil zu flach) δℓ 13
RR = 0.6 (grün); 0.4 (blau);

0.2 (rot); Rechts: Szenario 2 (δℓ 13
RR = 0.6 (grün); 0.2 (rot)), wobei die gestrichel-

ten Kurven die Massenrenormierung nicht berücksichtigen. Die hell-, mittel-, und
dunkelgrauen Regionen entsprechen den theoretischen 1σ, 2σ und 3σ Bereichen.

drücke erhält man, wenn man eine universelle SUSY-Masse MSUSY für alle SUSY-Teilchen,
reelle Parameter sowie das gleiche Vorzeichen für M1 und M2 wählt [74] und ae nach Potenzen
von MW/MSUSY oder 1/ tan β entwickelt:

aχ
0

e = sgn (µM2)
g2
1 − g2

2

192π2

m2
e

M2
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tan β

[
1 +O

(
1

tan β
,

MW

MSUSY

)]
,

aχ
±
e = sgn (µM2)

g2
2

32π2

m2
e

M2
SUSY

tan β

[
1 +O

(
1

tan β
,

MW

MSUSY

)]
.

(3.31)

Die 1/M2
SUSY-Abhängigkeit spiegelt das Entkopplungsverhalten wider. Die numerischen Er-

gebnisse wurden mit der exakten Formel berechnet. Bisher sind die Yukawakopplungen noch
unrenormiert. Möchte man die in Abschnitt 3.1 besprochenen tan β-verstärkten Korrekturen
zur Elektronmasse mitnehmen, muss der zweite Term, welcher in der Yukawakopplung nähe-
rungsweise linear ist, mit 1

1+∆e
multipliziert werden [48]. Für die numerische Analyse setzen

wir nun alle flavourverletzenden Masseneinträge bis auf δℓ 13
LL und δℓ 13

RR auf Null. Die theoreti-
sche Unsicherheit in Gl. (3.28) wird als 1σ-Abweichung verwendet, und wir verlangen, dass
der SUSY-Beitrag zu ae kleiner als 3σ ist. In Abb. 3.7 sind die Ergebnisse exemplarisch für
unsere Szenarien 2 und 5 aus Tab. 3.1 dargestellt. Die Schranke hängt stark von der SUSY-
Massenskala ab und wird ab MSUSY & 500 GeV schlechter als die Einschränkung von me. Wir
finden

∣∣δℓ 13
LL δ

ℓ 13
RR

∣∣ < 0.1 für MSUSY . 500 GeV, in Übereinstimmung mit unserer nichtentkop-
pelnden Schranke in Gl. (3.26).
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3.3 Chirale Korrekturen zu leichten Fermionen und
Konsequenzen für Sfermionmassen

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Effekte der nichtentkoppelnden, chiral-verstärkten
Selbstenergien ∝ AIJf vd/Max[mfI

,mfJ
] über die führende Ordnung hinaus, und zwar sowohl

im Quark- als auch im Leptonsektor [11]. Diese nächst-zu-führenden (NLO von „next-to-
leading-order“) Korrekturen sind nicht nur für die Unitarität der Renormierung der CKM-
Matrix notwendig [62], sondern numerisch auch für die leichten Fermionmassen wichtig. Wir
konzentrieren uns hier auf die trilinearen A-Terme mit generischer Flavourstruktur. In Ref. [62,
75] wurde sogar gezeigt, dass die Flavourverletzung im Quarksektor allein durch den SUSY-
brechenden trilinearen Term verursacht werden kann, da alle FCNC-Grenzen für MSUSY ≥
500 GeV eingehalten werden. Radiativ generierte Fermionmassen via softe, trilineare A-Terme
entsprechen gerade der oberen Schranke des Fine-Tuning-Arguments, bei dem die Korrektur
zur Masse gerade so groß wie die physikalische Masse selbst ist. Mittels des ’t Hooftschen Na-
türlichkeitsprinzips leiten wir hier starke Einschränkungen an die Masseneinsetzungen δf IJLR,RL

ab. Dazu gehören zum einen die flavourdiagonalen Elemente δu,d,ℓ 11,22
LR , zum anderen ermög-

lichen uns die Zweischleifenkorrekturen, die Elemente δf 13
RL (und δd 23

RL ) einzuschränken, wenn

gleichzeitig δf 13
LR (bzw. δd 23

LR ) von Null verschieden ist. Bisher ist δu 13
RL beispielsweise unbe-

schränkt. Dieses Ergebnis ist für die Single-Top-Produktion am LHC relevant.

Radiative Massengenerierung: Alle Massenterme verknüpfen links- und rechtshändige Fel-
der und verletzen somit die chirale Symmetrie. Werden die Fermionmassen der ersten beiden
Generationen jedoch radiativ über softe, trilineare A-Terme erzeugt, d.h. nur die Yukawa-
kopplungen der dritten Generation verschwinden nicht, wird die chirale Symmetrie durch sof-
te Dimension-3-Terme gebrochen und nicht durch Dimension-4-Yukawakopplungen aus dem
Superpotenzial. Dies impliziert zusätzliche Symmetrien im Superpotenzial, und die kleinen
Massen und CKM-Mischungswinkel können erklärt werden. Der Mechanismus der radiativen
Massenerzeugung wurde bereits in Ref. [67, 76–78] untersucht. Dieses Modell hat die Eigen-
schaft, dass es in den ersten beiden Generationen minimal flavourverletzend und RG-invariant
ist. Ferner entsteht nicht das Problem von zu großen elektrischen Dipolmomenten, denn die
Phasen von Masse und elektrischem Dipolmoment sind annähernd gleich, d.h. man hat kein
SUSY-Flavour-Problem [67]. Die gleichen virtuellen Prozesse, die den Fermionen Masse verlei-
hen, führen allerdings auch zu zusätzlichen chiralitätsverletzenden Operatoren unterhalb der
SUSY-Skala. Das anomale magnetische Moment des Myons beispielsweise stammt aus dem
gleichen Diagramm mit einem zusätzlichen externen Photon und ist diesmal nicht schleifen-
unterdrückt. Das anomale magnetische Moment des Myons testet demnach sehr sensitive die
Möglichkeit einer radiativen Myonmasse. Dies werden wir unter Berücksichtigung möglicher
LFV-Effekte in Kapitel 3.4 untersuchen.

Bemerkung: Alle Einschränkungen in diesem Abschnitt sind nichtentkoppelnd. Obwohl δf IJLR

ein dimensionsloser Parameter ist, beinhaltet er nicht nur SUSY-Parameter, sondern ist auch
proportional zum VEV. Er skaliert deshalb wie v/MSUSY. Folglich werden unsere Einschrän-
kungen an δf IJLR stärker für MSUSY →∞. Ähnliche Effekte treten in durch Higgsfelder vermit-
telten FCNC-Prozessen auf, die wie 1/M2

H anstatt 1/M2
SUSY entkoppeln [43, 54, 57]. Jedoch

können diese Higgseffekte in SUSY nur in Anwesenheit von nichtholomorphen Termen indu-
ziert werden, welche für unsere Einschränkungen nicht gebraucht werden. Ein Beispiel, wo
nichtentkoppelnde Higgs-Beiträge LFV-Effekte haben, ist die Observable RK [13, 68, 79], die
in Kapitel 3.6 analysiert wird.
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3.3.1 Einschränkungen an flavourdiagonale Masseneinsetzungen auf
Einschleifenniveau

Mit I = J erhalten wir in Gl. (3.19) und (3.23) den flavourerhaltenden Fall. Außer dem rei-
nen Bino (∝ g2

1), der vernachlässigbar kleinen Bino-Wino-Mischung (∝ g1g2) (siehe Gl. (3.18))
und dem Gluino-Beitrag sind sie alle proportional zur Yukawakopplung auf Baumgraphniveau.
Falls die leichten Fermionmassen radiativ erzeugt werden, stammen die Nebendiagonalelemen-
te δf IJLR der Sfermionmassenmatrix nur von soften, trilinearen Termen. In der Masseneinset-
zungsnäherung vereinfachen sich die Selbstenergien in diesem Fall zu (die C0-Funktion ist in
Anhang A.3 angegeben):

Σg̃
qIX−qJY

= −2αs
3π

Mg̃mq̃JY
mq̃IX

δq IJXY C0(m
2
g̃,m

2
q̃JY

,m2
q̃IX

), (3.32)

ΣB̃
ℓIX−ℓJY

= −α1

4π
M1mℓ̃JY

mℓ̃IX
δℓ IJXY C0(M

2
1 ,m

2
ℓ̃JY

,m2
ℓ̃IX

). (3.33)

Da die Sneutrinomassenmatrix nur aus einem LL-Block besteht, gibt es keine Chargino-
Diagramme mit LR-Einsetzungen. Unter der Bedingung |Σf II

LR | ≤ mfI
erhalten wir obere

Schranken an die flavourdiagonalen A-Terme, die in Abb. 3.8 für Up, Charm, Down, Strange,
Elektron und Myon dargestellt sind. Näherungsweise sind sie gegeben durch:

∣∣∣δq IILR

∣∣∣ . 3πmqI (MSUSY)

αs(MSUSY)MSUSY
,

∣∣∣δℓ IILR

∣∣∣ .
8πmℓI

α1MSUSY
. (3.34)

Im Lepton-Fall kann Gl. (3.33) weiter vereinfacht werden, wenn wir das Laufen der Massen
vernachlässigen:

|δℓ 11
LR | . 0.0025

(
500GeV
MSUSY

)
,

∣∣∣δℓ 22
LR

∣∣∣ . 0.5

(
500GeV
MSUSY

)
. (3.35)

3.3.2 Einschränkungen von Zweischleifenkorrekturen zu den Fermionmassen

Gemäß Gl. (3.16) kann die Kombination zweier flavourverletzender Selbstenergien zu Korrek-
turen der leichten Fermionmassen führen. Verlangt man wieder, dass keine großen numerischen
Auslöschungen zwischen der nackten Masse und den supersymmetrischen Schleifenkorrektu-
ren auftreten, so können Schranken an das Produkt δf IKLR δf KILR abgeleitet werden, welches das

bislang nur sehr grob eingeschränkte Element δf KILR , K > I beinhaltet. Aus der Forderung

|Σf LR(2)
11 | ≤ mf1 leiten wir obere Schranken ab, welche näherungsweise gegeben sind durch:

∣∣∣δq I3LR δ
q 3I
LR

∣∣∣ .
9π2 mqImq3(MSUSY)

(αs(MSUSY)MSUSY)2
, I 6= 3 , (3.36)

∣∣∣δℓ 13
LR δ

ℓ 31
LR

∣∣∣ .
64π2memτ

(α1MSUSY)2
≈ 0.021

(
500GeV
MSUSY

)2

. (3.37)

Die Beiträge proportional zu δℓ 12
LR δ

ℓ 21
LR sind für die Massenkorrektur nicht wichtig, da diese

schon durch µ → eγ stark eingegrenzt sind. Ferner kann die Kombination δu,ℓ 23LR δu,ℓ 32
LR nicht

eingeschränkt werden, da das Charm bzw. Myon zu schwer ist. Wie in Ref. [80] analysiert, ist
bei der Single-Top-Produktion die Masseneinsetzung δu 31

LR involviert, welche unter der Annah-
me, dass gleichzeitig δd 33

LR von Null verschieden ist, eine rechtshändige W -Kopplung induzieren
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Abb. 3.8: Aus dem ’t Hooftschen Natürlichkeitsprinzip abgeleitete Einschränkungen an die
diagonalen Masseneinsetzungen δu,d,ℓ 11,22

LR als Funktion der Gluino- und Squarkmas-
se bzw. Bino- und Sleptonmasse.
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Abb. 3.9: Ergebnisse der Zweischleifenbeiträge zur Elektronmasse (erste Spalte) und Upmasse
(zweite Spalte). Links: Mit dem Natürlichkeitsprinzip verträglicher Bereich (100%
Schranke) für (von oben nach unten) MSUSY = 200 GeV (gelb), 500 GeV (grün), 800
GeV (blau), 1000 GeV (rot) im Elektron-Fall bzw. MSUSY = 500 GeV (gelb), 1000
GeV (grün), 1500 GeV (blau), 2000 GeV (rot) im Upquark-Fall . Rechts: Erlaubter
Bereich für δℓ LR13 δℓ LR31 bzw. δuLR13 δuLR31 als Funktion von MSUSY.

kann [81]. Deshalb kann unsere Schranke benutzt werden, um diesen Wirkungsquerschnitt zu
begrenzen. Wie in Abb. 3.10 gezeigt, kann die Kombination δd 23

LR δ
d 32
LR begrenzt werden. Unse-

re Ergebnisse für die Up-, Down- und Elektronmasse sind in Abb. 3.9 und 3.10 dargestellt.
Im Quark-Fall sind auch die Schranken an δq 13,23

LR aus der CKM-Renormierung berücksichtigt
worden, woher die zusätzliche Begrenzung stammt [62].
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Abb. 3.10: Ergebnisse für Down- und Strangemasse wie in Abb. 3.9 für (links) MSUSY =
500 GeV (gelb), 1000 GeV (grün), 1500 GeV (blau), 2000 GeV (rot) und (rechts)
Einschränkungen an δd LR13 δd LR31 bzw. δd LR23 δd LR32 als Funktion von MSUSY.

3.4 Das magnetische Moment des Myons als Test für die
Myon-Yukawakopplung

Im Hinblick auf eine mögliche Entdeckung eines Smyons am LHC untersuchen wir das Zu-
sammenspiel zwischen einer soften Myon-Yukawakopplung, d.h. einer radiativen Myonmasse
wie im vorherigen Abschnitt, und dem anomalen magnetischen Moment des Myons unter Ein-
schluss von Slepton-Flavourmischung. Das anomale magnetische Moment des Myons ist sehr
präzise gemessen und weicht um mehr als 3σ von der SM-Vorhersage ab [9, 82–87]. Unter
der Annahme radiativer Myonmassenerzeugung durch die trilinearen A-Terme und der Forde-
rung, dass die SUSY-Beiträge zu aµ die Abweichung zwischen SM und Experiment erklären,
folgen starke Einschränkungen an die Smyon- und Binomasse. Wir aktualisieren die Analyse in
Ref. [67], indem wir aktuelle experimentelle und theoretische Werte verwenden. Darüberhin-
aus erweitern wir die Untersuchung, indem wir Effekte der Sleptonmischung miteinbeziehen,
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was zu neuen Beiträgen proportional zu yτ führt. Dies kann prinzipiell die untere Schranke an
die leichtere Masse eines smyon-artigen Sleptons2 abschwächen, jedoch ist die Mischung durch
die radiativen Zerfälle ℓj → ℓiγ begrenzt.

Ein großer Triumph der Dirac-Gleichung war die Vorhersage des magnetischen Moments von
Fermionen ~µ = gf

ef

2mf

~S mit gf = 2. Schleifenkorrekturen führen jedoch zu Abweichungen
des gyromagnetischen Faktors von zwei. Die relevante magnetische Wechselwirkung für die
Korrekturen lautet:

ie

2mµ
F (q2)u(pf )σµνq

µǫνu(pi) , (3.38)

wobei q = pf − pi der Impuls, ǫ der Polarisationsvektor des äußeren Photons und F (q2) ein
Formfaktor ist. Die Anomalie des magnetischen Moments ist dann gegeben durch (g − 2)µ =
2F (q2 = 0). Die Abweichung von zwei ist definiert als aµ = 1

2 (g − 2)µ. Die Diskrepanz zwischen
SM-Vorhersage und Experiment liegt derzeit bei 3.6σ [9]:

∆aµ = aexp
µ − aSM

µ = (28.7 ± 8.0) × 10−10. (3.39)

In ungebrochenen supersymmetrischen Theorien ist der gyromagnetische Faktor für alle Fer-
mionen exakt 2 [88]. Folglich testet aµ direkt SUSY-Brechung. Supersymmetrie kann diese
Abweichung auf natürliche Weise erklären und SUSY-Beiträge zu aµ wurden schon vielfach
in der Literatur untersucht [48, 72, 89–94]. Der übliche Weg ist, einen geeignet großen Wert
für µ tan β in der Smyonmassenmatrix zu wählen, wobei positives µ und große Werte von
tan β bevorzugt sind. Wir untersuchen hier hingegen die Konsequenzen radiativer Massener-
zeugung, d.h. der trilineare Term vdA

22
ℓ + vuA

22′
ℓ kann auch den gewünschten Effekt haben,

ohne Quarkzerfälle oder das Higgspotenzial zu beeinflussen. Ohne Myon-Yukawakopplung gibt
es keinen Chargino-Beitrag zu aµ, während vom Neutralino-Beitrag nur das Bino übrig bleibt
(die Wino-Bino-Mischung ist vernachlässigbar klein). Deshalb hängt aSUSY

µ nur von der Smyon-
und Binomasse ab (siehe Abb. 3.11). Gl. (3.29) vereinfacht sich zu:
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,m2
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(3.40)

Zusätzlich muss die Bedingung der radiativen Myonmasse erfüllt sein:

mµ
!
= −Σχ̃0

µL−µR
≈ α1

4π
M1∆m

ℓ 22
LRC0(M

2
1 ,m

2
µ̃1
,m2

µ̃2
), (3.41)

wobei der letzte Schritt nur im flavourerhaltenen Fall gültig ist und ∆m22
LR = vdA

22
ℓ =

mµ̃R
mµ̃L

δℓ 22
LR das Nebendiagonalelement der Smyonmassenmatrix ist. In Anhang A.3.1 fin-

det man die Funktionen f χ̃
0

2 , D0 und C0.

Reine Smyon-Mischung

Wir diskutieren zuerst den flavourerhaltenden Fall, in welchem Gl. (3.41) und (3.40) auf
einfache Weise kombiniert werden können. Ist θµ der Smyonmischungswinkel mit sθµcθµ =

2Bei großer Mischung kann der Masseneigenzustand nicht mehr „Smyon“ genannt werden. Gemeint ist hier
der leichteste Sleptonmasseneigenzustand mit großer Kopplung ans Myon.
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µL

γℓ̃X

µR

B̃

Abb. 3.11: Selbstenergie-Beitrag ΣℓLR
22, A zur Generierung von mµ für yµ = 0. ℓ̃X , X = 1, . . . 6

bezeichnen die geladenenen Sleptonmasseneigenzustände. Mit dem zusätzlichen
Photon trägt dieses Diagramm zu aµ bei.
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aχ̃
0

µ = 2mµ
α1

4π
M1sθµcθµ

(
m2
µ̃1
D0

(
M2

1 ,m
2
µ̃1
,m2

µ̃1
,m2
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2
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(
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2
µ̃1
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) .
(3.42)

Die Funktionen I, Ig−2, f
χ̃0

2 undD0 sind in Anhang A.3.1 angegeben. Wir verwenden physikali-
sche Größen, welche am LHC gemessen werden könnten, d.h. die Smyonmasseneigenwerte und
den Mischungswinkel (und nicht theoretische Größen wie z.B. die Massen des links- und rechts-
händigen Smyons). Da das Nebendiagonalelement δℓ 22

LR wegen der radiativen Myonmasse rela-
tiv groß sein muss, entsteht ein Massensplitting zwischen den zwei Smyonmasseneigenzustän-
den. Wenn wir der Einfachheit halber mµ̃L

= mµ̃R
annehmen, d.h. maximale Smyonmischung,

erhalten wir für die leichte und schwere Smyonmasse m2
µ̃ℓ,h

= m2
µ̃ ± vdA22

ℓ = m2
µ̃ ± ∆mℓ 22

LR .

Für ∆mℓ 22
LR = ∆mℓ 22

LR (M1,mµ̃) muss der Wert aus der Bedingung radiativer Myonmassen ein-
gesetzt werden. Unter der Annahme, dass die Diskrepanz in Gl. (3.39) durch Supersymmetrie
erklärt wird, ist das Ergebnis links oben in Abb. (3.12) für die leichtere Smyonmasse darge-
stellt. Der Mechanismus radiativer Massenerzeugung benötigt relativ schwere Smyonen. Die
Schlussfolgerung für das leichtere Smyon lautet zusammengefasst:

fürM1 ≤ 1 TeV⇒ 600 GeV ≤ mµ̃ℓ
≤ 2200 GeV . (3.43)

Smyon-Stau-Mischung

Wir fragen uns nun, ob unter Einschluss von Lepton-Flavourverletzung die Schranke in Gl. (3.43)
bestehen bleibt, oder ob man sie etwas abschwächen kann. Dazu müssen wir drei Aspekte be-
achten:

• Wie im vorherigen Abschnitt 3.3 ist es möglich, die Myon- und Elektronmasse radiativ
über Kopplungen mit yτ zu generieren. Da solche flavourverletzenden Diagramme sowohl
zu aµ als auch zu mµ beitragen, ist der Effekt jedoch beschränkt (siehe Abb. 3.11).

• Eine zusätzliche Flavourmischung erniedrigt die Masse eines smyon-artigen Sleptons.
• Die Schranken der radiativen Zerfälle ℓj → ℓiγ müssen eingehalten werden.
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Abb. 3.12: Oben links: Erlaubter Bereich in der M1-mµ̃-Ebene unter der Annahme, dass die
Myon-Yukawakopplung radiativ über vdAℓ22 und/oder vuAℓ′22 generiert wird. Hier
ist mµ̃ die leichtere Smyonmasse. Gelb (hellgrau): aµ±2σ, rot (grau): aµ±1σ, blau
(dunkelgrau): aµ. Oben rechts: Erlaubter Bereich in der M1-mℓ̃-Ebene unter Ein-
schluss von Lepton-Flavourverletzung mit δℓRR23 = 0.3 und der Einschränkung von
τ → µγ (schwarz gestrichelte Linien für δℓRR23 = 0), wobei mℓ̃ die leichteste smyon-
artige Sleptonmasse ist. Unten links: das Gleiche mit δℓRR23 = 0.5. Unten rechts:
Erlaubter Bereich in der M1-mẽ-Ebene unter der Annahme, dass die Elektron-
Yukawakopplung radiativ über vdAℓ11 und/oder vuAℓ′11 generiert wird. Gelb (hell-
grau): ae ± 2σ, rot (grau): ae ± 1σ.

Da die Elemente δijLL und δijLR von den radiativen Zerfällen ℓj → ℓiγ eingeschränkt sind,
beziehen wir neben dem flavourdiagonalen δ22LR nur δ23RR als einziges von Null verschiedenes,
flavourverletzendes Element mit ein. Die RR-Elemente können nämlich aufgrund einer in Ka-
pitel 3.6 genauer erläuterten Auslöschung nicht durch ℓj → ℓiγ eingeschränkt werden. Unter
diesen Bedingungen und yµ = 0 vereinfacht sich die allgemeine Formel für τ → µγ, die in
Anhang A.2 angegeben ist. Wir konzentrieren uns wieder auf den leichteren Sleptonmassen-
eigenzustand. Dabei verifizieren wir, dass die Smyonkomponente in der Tat größer als die
Staukomponente ist, obwohl auch eine gleichmäßige Mischung zwischen µ̃R und τ̃R möglich
ist. Das bedeutet, dass dieses Slepton tendenziell in ein Myon zerfällt und somit am LHC als
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„Smyon“ identifiziert werden würde. Als Konsequenz dieser zusätzlichen Mischung beobachten
wir, dass die Fläche links in Abb. (3.12) schrumpft. Dennoch müssen wir bei der hier betrach-
teten µ̃L− µ̃R− τ̃R-Rotation überprüfen, ob die Schranke an τ → µγ nicht verletzt wird, denn
die Kombination δ22LRδ

23
RR generiert effektiv ein δ23LR, für welches strengere Einschränkungen

gelten. Im zweiten und dritten Schaubild in Abb. 3.12 wählen wir exemplarisch δ23RR = 0.3 und
δ23RR = 0.5 und berücksichtigen zusammen mit der Bedingung für die radiative Myonmasse die
Schranken (siehe auch Tab. B.1 in Anhang B):

BR(τ → µγ)exp < 4.5 × 10−8 auf 90% CL (Belle) [95], (3.44)

BR(τ → µγ)exp < 4.4 × 10−8 auf 90% CL (BaBar) [96]. (3.45)

Dabei wurde M1 = M2 = µ gewählt und tan β = 10 gesetzt, wobei sich für tan β = 50
oder andere Werte für M2 und µ keinen großen Änderungen ergeben. Wir erkennen die oben
erwähnten Effekte: Mit einer großen µ̃L−µ̃R−τ̃R-Mischung verschiebt sich der erlaubte Bereich
wegen des leichteren „Smyon“-Masseneigenzstands nach rechts. Jedoch verbieten die Daten
aus τ → µγ nichtverschwindendes δ23RR in Kombination mit einem großen δ22LR eine zu leichte
„Smyonmasse“. Ein Teil des Parameterbereiches mit leichten Sleptonmassen wird demzufolge
durch τ → µγ ausgeschlossen. Wir folgern daraus, dass die interessante untere Schranke an die
leichteste Smyonmasse bei softer Myon-Yukawakopplung yµ auch bei Flavourmischung intakt
bleibt.

Bedeutung für den LHC

Die klare Prognose 600 GeV ≤ mµ̃ℓ
≤ 2200 GeV gewinnt angesichts der bevorstehenden

LHC-Ergebnisse eine besondere Rolle: Da der LHC nur auf leichte Sleptonen mit Massen
mℓ̃ ≤ 300GeV bei 30 fb−1 sensitiv ist [97–99], widerlegt der Nachweis eines Smyons direkt das
Modell radiativer Fermionmassen. Positiv formuliert ist die Detektion eines Smyons am LHC
ein Beweis für eine nichtverschwindende Myon-Yukawakopplung im MSSM-Superpotenzial.
Jenseits des MSSM gibt es die Möglichkeit von zusätzlichen radiativen Beiträgen von super-
symmetrischen Teilchen mit sehr hohen Massen, beispielsweise vom Messenger-Sektor in durch
Eichwechselwirkung generierter SUSY-Brechung (siehe z.B. Ref. [100]). In solchen weitreichen-
deren Szenarien könnte die Frage nach yµ = 0 oder yµ 6= 0 von zusätzlichen Informationen
aus Bd,s → µ+µ− und B+ → µ+νµ profitieren, welche am LHC bzw. an einer Super-B-Fabrik
gemessen werden können.

Bemerkung zur Vakuumstabilität (VS): Wie schon in Ref. [67] untersucht (basierend
auf einer Analyse über VS in Ref. [101]), ist die VS entscheidend für das Myon. Die Ein-
schränkungen aus der VS entkoppeln nicht. Wenn die Myonmasse radiativ erzeugt wird, kann
das Vakuum nicht absolut-, sondern nur metastabil sein. Unter Verwendung des analytischen
trilinearen Terms Aℓ22 kann die VS nur für kleine Werte von tan β ≈ 1 erfüllt werden. Be-
nutzt man jedoch die sogenannten nichtanalytischen A-Terme [41,102,103], hier speziell Aℓ′22,
welcher immer in Kombination mit vu in der Sleptonmassenmatrix auftritt, sind auch größere
Werte von tan β erlaubt. Man beachte, dass Abb. 3.12 sowohl für Aℓ22 als auch Aℓ′22 gültig ist,
da nur die Kombination Aℓ22vd oder Aℓ′22vu im Nebendiagonalelement der Smyonmassenmatrix
auftaucht. Prozesse, die durch Higgskopplungen vermittelt werden, können jedoch zwischen
den zwei Arten von A-Termen unterscheiden.
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Abb. 3.13: Berechnung des Counterterms erster Ordnung im On-Shell-Schema

Softes ye und ae

Dieselbe Diskussion kann auch auf das Elektron und dessen Yukawakopplung angewandt wer-
den. Wie in Kapitel 3.2 müssen wir als Input für die Feinstrukturkonstante den Wert aus
Ref. [71] verwenden. Qualitativ können wir die gleichen Aussagen wie im Myon-Fall machen.
Quantitativ sind die Einschränkungen wegen der Kleinheit der Elektronmasse und des Fehlers
von αe jedoch viel schwächer (siehe Abb. 3.12 unten rechts).

3.5 PMNS-Matrix-Renormierung

Testet eine Messung der PMNS-Matrix den
Yukawa- oder den soft-SUSY-brechenden Sektor?

Die flavourverletzenden Selbstenergien in Kapitel 3.1 verursachen Korrekturen zur CKM- und
PMNS-Matrix. Wir konzentrieren uns hier auf den Leptonsektor und unterscheiden dabei zwi-
schen dem Fall tan β-verstärkter Beiträge [10] und chiral-verstärkter Selbstenergien [11]. Im
Gegensatz zur CKM-Matrix ist die PMNS-Matrix nicht hierarchisch, weshalb bei der Resum-
mation keine Terme vernachlässigt werden können. Wir interessieren uns für die Korrekturen
zu dem einzigen kleinen Element Ue3 = sin θ13e

−iδ. Bisher sind die Messergebnisse kompatibel
mit θ13 = 0◦. In Ref. [104,105] wurden über 60 Modelle nach ihrer Vorhersage zu θ13 sortiert.
Etwa zwei Drittel davon können ausgeschlossen werden, falls DOUBLE CHOOZ [2, 3] und
Daya Bay [4] kein ν̄e-Verschwinden entdecken. Es ist denkbar, dass Ue3 auf Baumgraphniveau
aufgrund einer Symmetrie Null ist, durch Korrekturen jedoch einen nichtverschwindenden
Wert annimmt. Da wir keine Feinabstimmung erlauben, fordern wir auch hier, dass die SUSY-
Schleifenbeiträge kleiner als der physikalische Wert selbst bleiben müssen:

|∆Ue3| ≤ |Ue3|. (3.46)

3.5.1 Flavourändernde Selbstenergien am externen Beinchen

Im On-Shell-Schema ist der Counterterm gerade so definiert, dass er die Korrekturen weghebt.
Die nackte Größe setzt sich – analog zu Gl. (3.6) – zusammen aus physikalischer Größe plus
Counterterm ((n) gibt die Ordnung an):

Ubare = U +
∑

n

δU (n) = U + δU. (3.47)
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Falls der Counterterm wieder proportional zur Größe selbst ist, muss resummiert werden. Aus
Abb. 3.13 berechnet man den Counterterm erster Ordnung zu3:

⇒ δU
(1)∗
jk =

∑

l 6=j
U∗
lk

(6pj +ml)

p2
j −m2

l

Σlj. (3.48)

Setzt man Gl. (3.1) in Gl. (3.48) ein und beachtet, dass die PMNS-Matrix immer zusammen
mit PL auftritt, erhalten wir:

δU
(1)∗
jk =

∑

l 6=j
U∗
lk

m2
jΣ

LL
lj (m2

l ) +mjΣ
LR
lj (m2

l ) +mlΣ
RL
lj (m2

l ) +mlmjΣ
RR
lj (m2

l )

m2
j −m2

l

. (3.49)

Werten wir die Selbstenergien wieder bei verschwindendem externen Impuls aus und vernach-
lässigen unterdrückte Terme ∝ m2

ℓ/M
2
SUSY, vereinfacht sich Gl. (3.49) zu

δU
(1)∗
jk =

∑

l 6=j
U∗
lk

mjΣ
LR
lj +mlΣ

RL
lj

m2
j −m2

l

=: −
∑

l 6=j
U∗
lk∆Vlj. (3.50)

In Matrixschreibweise also δU (1)∗ = −∆V ⊤U∗ mit

∆V =


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(3.51)
In erster Ordnung gilt somit Ubare =

(
1−∆V †)U ≈ e−∆V †

U , woraus wegen der Antihermi-
tizität von ∆V folgt, dass das Renormierungsschema die Unitarität der PMNS-Matrix erhält.
In Gl. (3.50) muss nun resummiert werden. Führt man das Verfahren zur zweiten Ordnung
fort, bekommt man Einschleifendiagramme, in denen der Counterterm erster Ordnung ein-
gesetzt wurde. Dies muss vom Counterterm δU (2) weggehoben werden, d.h. um die Renor-
mierungsbedingung zu erfüllen, muss die Summe der zwei Counterterme δU (1) + δU (2) alle
Schleifenkorrekturen bis zur zweiten Ordnung wegheben:

δU
(1)∗
jk + δU

(2)∗
jk =

∑

l 6=j

(
U∗
lk + δU

(1)∗
lk

) mjΣ
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lj +mlΣ

RL
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m2
j −m2

l

. (3.52)

Führt man dies in allen Ordnungen fort, erhält man:

δU∗
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∑

l 6=j
Ubare∗
lk

mjΣ
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lj +mlΣ

RL
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m2
j −m2

l
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j −m2

l

.

(3.53)

Berücksichtigt man nun immer nur den dominanten Anteil im Propagator, d.h. vernachlässigt
kleine Massenquotienten, vereinfacht sich dies zu folgendem linearen Gleichungssystem:

Ubare∗
ek = U∗

ek − Ubare∗
µk

ΣRL
21

mµ
− Ubare∗

τk

ΣRL
31

mτ
, (3.54a)

Ubare∗
µk = U∗

µk + Ubare∗
ek

ΣLR
12

mµ
− Ubare∗

τk

ΣRL
32

mτ
, (3.54b)

Ubare∗
τk = U∗

τk + Ubare∗
ek

ΣLR
13

mτ
+ Ubare∗

µk

ΣLR
23

mτ
. (3.54c)

3In diesem Abschnitt lassen wir, im Gegensatz zu dem allgemeineren Kapitel 3.1, den zusätzlichen Index f
bei der Selbstenergie Σf weg, da hier ausschließlich f = ℓ gilt.
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Nehmen wir beispielsweise nur den 13-Sektor als nichtverschwindend an (12 ist durch µ→ eγ
stark eingeschränkt), erhalten wir als Lösung des Gleichungssystems:

Ubare∗
e3 =

U∗
e3 − U∗

τ3
ΣRL

31
mτ

1 +
|ΣRL

31 |2
m2

τ

, δU∗
e3 =
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ΣRL
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+ U∗
e3

|ΣRL
31 |2
m2

τ

1 +
|ΣRL

31 |2
m2

τ

≈ −U∗
τ3

ΣRL
31

mτ
. (3.55)

Die letzte Gleichung entspricht der naiven Erwartung, dass die Korrektur zu Ue3 einer τ − ν3-
Kopplung kombiniert mit einem τ → e-Übergang entspricht.

Die diagrammatische Herangehensweise ist sehr anschaulich, jedoch wird oft auch eine ande-
re Methode verwendet, bei der die flavourändernden Selbstenergien in die Wellenfunktions-
Counterterme absorbiert werden. Wir stellen diese zweite Möglichkeit kurz vor, zum einem
um die Äquivalenz beider Methoden aufzuzeigen, und zum anderen, um Vergleiche mit der
Literatur zu vereinfachen. Ferner wird dadurch die Notation in Kapitel 3.1 mit δZL gerecht-
fertigt. Die Effekte der externen Beinchen stecken in den Wellenfunktions-Countertermen, die
nun in den Feynman-Regeln auftauchen und Flavourverletzungen hervorrufen können. Auch
hier werden die Counterterme so bestimmt, dass sie die Schleifenkorrekturen gerade weghe-
ben, wenn eines der externen Fermionen on-shell ist. Da nur chiralitätsflippende Selbstenergien
der geladenen Leptonen tan β-verstärkt sind, müssen nur die geladenen Leptonen renormiert
werden:

ℓbare
iL =

(
δij + 1

2δZ
L
ij

)
ℓjL, ℓbare

iR =
(
δij + 1

2δZ
R
ij

)
ℓjR, (3.56)

wobei die Wellenfunktions-Counterterme antihermitesch sind: δZL,R† = −δZL,R. Der Massen-
term lautet wie folgt:

Lm =−mbare
j

(
ℓ
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(3.57)

Berücksichtigung der Schleifenkorrekturen4 ℓ
bare
jL ΣLR

jk ℓ
bare
kR + ℓ

bare
kR ΣRL

kj ℓ
bare
jL liefert folgende Re-

normierungsbedingung (On-Shell-Schema):

−ΣLR
jk +

mbare
j

2
δZRjk −

mbare
k

2
δZLjk = 0, −ΣRL

kj −
mbare
j

2
δZRkj +

mbare
k

2
δZLkj = 0. (3.58)

Hierbei enthält die nackte Massembare
j = mj+δmj die tan β-verstärkte Korrektur δmj , welche

flavourerhaltend ist (siehe Abschnitt 3.1). Die Wellenfunktions-Counterterme bestimmen sich
zu:

δZLjk
2

= −
mbare
j ΣRL

jk +mbare
k ΣLR

jk

(mbare
k )2 − (mbare

j )2
,

δZRjk
2

= −
mbare
j ΣLR

jk +mbare
k ΣRL

jk

(mbare
k )2 − (mbare

j )2
. (3.59)

Im Unterschied dazu wurde in Gl. (3.5) noch keine Resummation durchgeführt, weshalb dort
die physikalische Masse auftritt. Ferner wurden hier nur chiralitätsflippende Selbstenergien

4Man beachte, dass im Vergleich zu Ref. [47] das Vorzeichen der Selbstenergie anders gewählt wurde.
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betrachtet. Die Hierarchie in den Leptonmassen hat zur Folge, dass δZR unterdrückt ist. Die
Renormierung der PMNS-Matrix ergibt sich aus den Wellenfunktions-Countertermen als:

νbare
kL Ubare∗

jk ℓbare
jL = νkLU

bare∗
jk

(
δjn +

δZL
jn

2

)
ℓnL = νkLU

∗
nkℓnL. (3.60)

Im On-Shell-Schema mit U = Ubare−δU lautet der Counterterm folglich δU∗ = − δZL

2

⊤
Ubare∗ =

−∆V ⊤Ubare∗, d.h. wir finden Konsistenz mit Gl. (3.53) und können δZL

2 mit ∆V identifizieren.

Als weiterer Konsistenztest wurde die Renormierung noch im MS-Schema durchgeführt. Da
die Korrekturen hier endlich sind, verschwindet der Counterterm, so dass sich die physikalische
Matrix aus der nackten Matrix und den Korrekturen zusammensetzt: U = Ubare + ∆U . Im
Prinzip gilt gerade ∆U = −δU (1) aus Gl. (3.50). Diesmal gibt es jedoch nichts zu resummieren,
weil der Counterterm Null ist. Das Gleichungssystem für den 13-Sektor lautet im MS-Schema5:

∆U∗
e3 = Ubare∗

τ3

ΣRL
31

mτ
= U∗

e3−Ubare∗
e3 , ∆U∗

τ3 = −Ubare∗
e3

ΣLR
13

mτ
= U∗

τ3 − Ubare∗
τ3 ,

⇒ Ubare∗
e3 =

U∗
e3 − U∗

τ3
ΣRL

31
mτ

1 +
|ΣRL

31 |2
m2

τ

.

(3.61)

Das Ergebnis ist identisch mit dem Resultat in Gl. (3.55), welches im On-Shell-Schema herge-
leitet wurde. Im MS-Schema ist die Interpretation der Korrekturen als Rotation der Felder im
Flavour-Raum leicht darzulegen: Schreiben wir die Korrektur als ∆U∗ = ∆V ⊤Ubare∗, bekom-
men wir Ubare∗ → U∗ =

(
1 + ∆V ⊤)Ubare∗ = (1−∆V ∗)Ubare∗, so dass für den ℓνW -Vertex

in der Lagrangedichte

g2√
2
ℓjγ

µUjkPLνkW
−
µ =

g2√
2
ℓjγ

µ (1−∆V )Ubare
jk PLνkW

−
µ (3.62)

gilt. Daraus lesen wir ab, dass dies einer Rotation ℓbare = (1 + ∆V ) ℓ des geladenen Leptons
entspricht. Das MS-Schema ist z.B. geeignet, wenn die Korrekturen von den A-Termen stam-
men. A-Terme sind theoretische Größen, die nicht direkt mit physikalischen Observablen in
Beziehung stehen. Für solche Größen ist es einfacher, ein minimales Schema zu verwenden,
das eine direkte Relation zwischen physikalischen Größen und Observablen liefert. Falls man
weiter den Grenzfall betrachtet, in dem die leichten Leptonmassen radiativ generiert werden,
erscheint es unnatürlich, Yukawakopplungen auf Baumgraphniveau zu haben, welche dann
durch den Counterterm herausgehoben werden müssen.

3.5.2 Numerische Auswertung

Nach drei Jahren Laufzeit ist das DOUBLE CHOOZ Experiment sensitiv auf θ13 = 3◦, was
Ue3 = 0.05 entspricht [2, 3]; Daya Bay ist ebenso sensitiv auf sin2(2θ13), was ca. θ13 = 3◦

entspricht [4]. Eine zukünftige Neutrinofabrik kann θ13 sogar bis zu θ13 = 0.6◦ testen [106].
Wir stellen hier die Frage, ob Schwellenkorrekturen zur PMNS-Matrix die Vorhersage θ13 = 0◦

an der elektroschwachen Skala zerstören können. Was bedeutet es für die Physik an der hohen

5Im Gegensatz zur Renormierung der CKM-Matrix [62] tritt hier das physikalische PMNS-Element auf. Das
liegt daran, dass ein lineares Gleichungssystem gelöst werden muss und keine Elemente vernachlässigt
werden können.
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Abb. 3.14: |∆Ue3|/Ue3 in Prozent. Links: als Funktion von δℓ 13
LR für MSUSY = 1000 GeV und

verschiedene Werte von θ13 (grün 1◦; blau: 3◦; rot: 5◦). Rechts: als Funktion von
θ13 für MSUSY = 1000 GeV und verschiedene Werte von δℓ 13

LR (rot: δℓ 13
LR = 0.5; blau:

δℓ 13
LR = 0.3; grün: δℓ 13

LR = 0.1) (beides von oben nach unten).
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Abb. 3.15: Der ausgeschlossene
(
θ13, δ

ℓ 13
LR

)
-Bereich befindet sich unterhalb der Kurven für (von

unten nach oben) MSUSY = 500 GeV (rot), 1000 GeV (blau), 2000 GeV (grün) und
5000 GeV (gelb). Die schwarz gestrichelte Linie bei θ13 = 3◦ zeigt die zukünftige
experimentelle Sensitivität.

Skala, wenn das Experiment uns lehren sollte, dass θ13 von Null verschieden ist? Wir fordern,
dass keine Feinabstimmung auftritt, was näherungsweise6 (siehe Gl. (3.61) und (3.55))

∣∣∣U∗
τ3

ΣRL
31
mτ

∣∣∣ ≤ |U∗
e3| (3.63)

bedeutet, falls alle Nebendiagonalelemente außer dem 13-Sektor Null gesetzt werden. Dadurch
könnte man prinzipiell die Nebendiagonalelemente δℓ 13

LR,LL einschränken, wobei das Ergebnis
von der SUSY-Massenskala und vom angenommenen Wert von θ13 abhängt. Die Einschrän-
kungen von τ → eγ sind im Allgemeinen jedoch stärker.

Wir betrachten hier zunächst die Korrekturen, welche vom flavourverletzenden A-Term stam-
men. Dies entspricht dem Bino-Beitrag aus Gl. (3.33). In Abb. 3.14 ist die prozentuale Ab-
weichung von Ue3 durch SUSY-Schleifenkorrekturen in Abhängigkeit von δℓ 13

LR (links) und θ13

6Da die CP -Phase(n) im Leptonsektor noch nicht gemessen wurden, ist die komplexe Konjugation bislang
irrelevant.
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Abb. 3.16: Dominante Diagramme für die Neutralino-Slepton- und Chargino-Sneutrino-
Schleife im τR → eL-Übergang.

(rechts) für MSUSY = 1000 GeV abbgebildet. Die Einschränkungen an δℓ 13
LR werden stärker, je

kleiner θ13 und je größerMSUSY sind. In Abb. 3.15 befindet sich der ausgeschlossene
(
θ13, δ

ℓ 13
LR

)
-

Bereich unterhalb der Kurven (für verschiedene MSUSY). Die abgeleiteten Schranken können
folgendermaßen vereinfacht werden:

∣∣∣δℓ 13
LR

∣∣∣ . 0.2

(
500GeV
MSUSY

)
|θ13 [in ◦]| . (3.64)

Beispielsweise erhalten wir für eine SUSY Masse von MSUSY = 1000 GeV und θ13 = 3◦ eine
obere Schranke von

∣∣δℓ 13
LR

∣∣ ≤ 0.3. Die Einschränkungen an δℓ 13
LR aus BR (τ → eγ) ≤ 1.1 · 10−7

[96,107] (siehe auch Tab. B.1) sind jedoch von der Größenordnung 0.02 [10] und im Allgemeinen
besser als unsere abgeleiteten Schranken, falls θ13 von Null verschieden ist.

Wir wenden uns nun dem Grenzfall großen tan β zu. Es gibt vier dominante Beiträge ∝ mτ ,
welche alle sensitiv auf das LL-Element sind (siehe Abb. 3.16):

ΣτR−eL
≃ mτ

1 + ∆τ
µ tan β ∆mℓ 31

LL

{(
−1

2

α1

4π
M1 +

1

2

α2

4π
M2

)
f2

(
M2

1 , µ
2, m2

τ̃L
, m2

ẽL

)

− α1

4π
M1 f2

(
M2

1 , m
2
ẽL
, m2

τ̃R
, m2

τ̃L

)
+
α2

4π
M2 f2

(
M2

1 , µ
2, m2

ν̃e
, m2

ν̃τ

) }
.

(3.65)

In Abb. 3.17 sind die Resultate für den Fall mit großem tan β abbgebildet. Links sieht man
die prozentuale Korrektur zu Ue3 unter der Annahme, dass θ13 = 3◦ gilt, und rechts für
θ13 = 1◦. Ferner variieren wir die Werte für tan β von 30 bis 90. Nach den Ausführungen in
Abschnitt 2.2.2 sind Werte bis 100 möglich. Jedoch sind auch dann die daraus abgeleiteten
oberen Schranken an δℓ 13

LL für sinnvolle SUSY-Massen im Allgemeinen schwächer als die aus
τ → eγ.

Eine wichtige Konsequenz, die wir daraus ziehen können ist, dass τ → eγ jegliche Korrektur
aus supersymmetrischen Schleifen zu Ue3 verhindert. Für SUSY-Massen von 500 GeV fin-
den wir |∆Ue3| ≤ 10−3, was einer Korrektur zum Mischungswinkel θ13 von höchstens 0.06◦

entspricht. Das bedeutet, dass falls DOUBLE CHOOZ Ue3 6= 0 misst, man dies nicht dem
SUSY-Brechungssektor zuschreiben kann. Positiv formuliert bedeutet Ue3 & 10−3, dass bei
niedrigen Energien die Flavoursymmetrien des Yukawasektors, die tribimaximale Mischung
motivieren, verletzt sind. DOUBLE CHOOZ testet somit den Yukawasektor und nicht den
soften SUSY-brechenden Sektor. Falls die gleichen Betrachtungen für den optimistischen Fall
θ13 ≤ 0.6◦ einer zukünftigen Neutrinofabrik gemacht werden, werden die Schwellenkorrekturen
erst ab SUSY-Massen oberhalb von 1500 GeV relevant. Da der betrachtete Effekt sowohl in
τ → eγ als auch in Ue3 das Produkt δℓ 33

RL δ
ℓ 13
LL enthält, bleibt das Resultat ebenso gültig, falls

die Flavour- und Chiralitätsverletzung durch andere Kombination der δℓ IJXY getriggert wird.
Man darf jedoch nicht vergessen, dass wegen der Entkopplung von τ → eγ unsere Methode
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Abb. 3.17: |∆Ue3| /Ue3 in Prozent als Funktion von δℓ 13
LL und tan β für θ13 = 3◦ (links) und

θ13 = 1◦ (rechts) und verschiedene Werte für tan β = 30, 50, 70, 90 (von unten
nach oben).

eine schärfere Grenze für sehr große SUSY-Massen, besonders mit kleinem θ13 und großem
tan β, liefert.

3.6 Leptonflavour-Universalitätstest im geladenen Kaonzerfall

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Observable

RK =
Γ(K → eν)

Γ(K → µν)
, (3.66)

welche aktuell vom NA62-Experiment am CERN untersucht wird. Eine Motivation, die ex-
perimentellen Messwerte bisheriger Experimente, wie NA48/2 und KLOE, zu verbessern, war
unter anderem eine theoretische Arbeit von Masiero, Paradisi und Petronzio [68], in der her-
ausgestellt wird, dass sich LFV im MSSM in einer Verletzung der Leptonflavour-Universalität
(LFU) in RK bemerkbar macht. Abweichungen von LFU ist somit eine weitere Möglichkeit,
die δℓ IJXY einzuschränken. Wir möchten diese Effekte nochmals kritisch unter die Lupe neh-
men und insbesondere die Einschränkungen aus Kapitel 3.2 mit einbeziehen. In Ref. [68] wird
nämlich betont, dass eine doppelte flavourverletzende Masseneinsetzung den Wert von RK
im Vergleich zur SM-Vorhersage erniedrigen kann, und somit den etwas kleineren NA48/2’03
Wert erklären könnte. Genau dieser Beitrag ist jedoch durch δme und ae begrenzt. Ferner
werden die Effekte der Staumischung explizit berechnet und Auswirkungen einer zukünftigen
Messung der leichtesten Staumasse betrachtet.

3.6.1 Experimenteller Status, SM-Vorhersage und SUSY-Beiträge

Die experimentelle Präzision von RK ist sehr beeindruckend und in Tab. 3.2 zusammengefasst.
Da sich die hadronischen Unsicherheiten herauskürzen, ist die theoretische Vorhersage für RK
sehr rein: Inklusive Bremsstrahlung ist der SM-Wert gegeben durch [108–110]

RSM
K =

m2
e

m2
µ

(m2
K −m2

e)
2

(m2
K −m2

µ)
2

(1 + δRQED) = (2.477 ± 0.001) · 10−5. (3.67)

Aus der Helizitätsunterdrückung im elektronischen Zerfallskanal im SM folgt, dass RK poten-
ziell sensitiv auf Neue-Physik-Effekte ist. Dazu zählen insbesondere geladene Higgs-Beiträge,
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Experiment RK [10−5] Fehler δRK/RK

PDG 2006 2.45 ± 0.11 4.5%
NA48/2 ’03 2.416 ± 0.043 ± 0.024 2.8%
NA48/2 ’04 2.455 ± 0.045 ± 0.041 3.5%

KLOE 2.55 ± 0.05± 0.05 3.9%
Kaon 2007 2.457 ± 0.032 1.3%
KLOE ’09 2.493 ± 0.025 ± 0.019 1.7%
NA62 ’10 2.486 ± 0.013 0.5%

Tabelle 3.2: Experimentelle Werte für RK [6–8,111–113]. Für das NA62-Experiment ist in der
Zukunft eine experimentelle Genauigkeit von δRK/RK = 0.1 − 0.2% durchaus
machbar [113].

W−, H−
s

ū

K−

ℓ

νℓ′

Abb. 3.18: Leptonischer Zerfallskanal eines geladenen Kaons über einen W - oder Higgsaus-
tausch. Auf Baumgraphniveau gilt ℓ = ℓ′, während MSSM-Schleifenkorrekturen
effektiv zu einer flavourverletzenden Higgskopplung führen.

welche schon auf Baumgraphniveau auftreten (siehe Abb. 3.18). Im 2HDM oder im MSSM auf
Baumgraphniveau kürzt sich der geladene Higgs-Beitrag jedoch im Verhältnis gerade wieder
heraus. Die Autoren in Ref. [68] haben zuerst herausgestellt, dass auf Schleifennniveau LFU-
verletzende Beiträge, die δℓ IJXY involvieren, zu RK 6= RSM

K führen können. Eine geeignete Wahl,
die µ− e-Nicht-Universalität in RK zu parametrisieren, ist in Form von ∆rµ−e, welche durch

RK = RSM
K

(
1 + ∆rµ−e

)
(3.68)

definiert ist.

Die Definition in Gl. (3.66) beinhaltet eine Summation über alle Neutrinosorten, wobei im
SM nur flavourerhaltende Endzustände möglich sind. Supersymmetrische Beitäge, die linear
in δℓ IJXY mit I 6= J sind, können nicht mit der SM-Amplitude in K → ℓνℓ interferieren, da sie zu
einem Endzustand mit geladenem Lepton und einem Neutrino aus einer anderen Generation
führen. Aufgrund dessen erhöhen diese Beiträge zwangsläufig Γ(K → eνe). In Ref. [68] wurde
ein Mechanismus vorgeschlagen, der das Produkt δℓ 13

LL δ
ℓ 13
RR beinhaltet, um eine Unterdrückung

von Γ(K → eνe) und infolgedessen auch von RK zu erreichen. In Kapitel 3.2 haben wir
jedoch aus den zwei Observablen me und ae die gleiche Parameterkombination eingeschränkt.
Wir werden dieses Resultat verwenden, um den maximalen Effekt von Schleifendiagrammen
auf RK mit δℓ 13

LL δ
ℓ 13
RR zu berechnen. Ferner werden wir die MSSM-Beiträge mit nur einem δℓ 13

LL

oder δℓ 13
RR analysieren und dabei insbesondere auf den Effekt der Staumischung eingehen. Diese

Beiträge führen zu K → eντ Zerfällen und erhöhen RK .
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3.6.2 Lepton-flavourerhaltene Schleifenkorrekturen

Im 2HDM beschreibt folgender Hamiltonoperator leptonische Kaonzerfälle [114]:

H =
GF√

2
Vus

[
ūγµ(1− γ5)sν̄ℓγµ(1− γ5)ℓ− msmℓ

M2
H

tan2 β ū(1 + γ5)sν̄ℓ(1− γ5)ℓ

]
, (3.69)

woraus sich unter Verwendung von
〈
0
∣∣uγµγ5s

∣∣K
〉

= −ifKpµK die Zerfallsrate zu

Γ(K → ℓνℓ) =
G2
F

8π
m2
ℓmKf

2
K|Vus|2

(
1− m2

ℓ

m2
K

)2 [
1−m2

K

tan2 β

M2
H

]2

, ℓ = e, µ (3.70)

berechnet. Der zweite Beitrag in den eckigen Klammern stammt aus dem zusätzlichen gela-
denen Higgsaustausch. Auf Baumgraphniveau ist der relative Higgs-Beitrag zur Zerfallsrate
unabhängig vom Leptonflavour und kürzt sich deshalb im Verhältnis RK in Gl. (3.66) wieder
heraus. SUSY-Schleifenkorrekturen können jedoch eine Abhängigkeit vom Leptonflavour mit
sich bringen. Zunächst einmal kann sich bei großem tan β die geänderte Relation zwischen
Yukawakopplung und gemessener Masse auswirken (siehe Kapitel 3.1). Gerade in unserem
Fall der Lepton-Yukawakopplung ist die Gültigkeit des Entkopplungslimes a priori nicht klar.
Unter Verwendung der geladene Higgskopplung (inklusive LFC-tan β-Resummation)

ΓH
+

ℓνℓ
= −yℓ sin β =

mℓ tan β

v(1 + ǫℓ tan β)
=

g2√
2MW

mℓ tan β

1 + ǫℓ tan β
, ǫℓ tan β = −Σℓ

LR

mℓ
, (3.71)

welche zum zweiten Term in der eckigen Klammer in Gl. (3.69) und (3.70) beiträgt, erhält
man für das Verhältnis:

RK = RSM
K




1−m2
K

tan2 β

M2
H

1

(1 + ǫs tan β)(1 + ǫe tan β)

1−m2
K

tan2 β

M2
H

1

(1 + ǫs tan β)(1 + ǫµ tan β)




2

. (3.72)

Mit der Notation von Gl. (3.68) heißt das:

∆rµ−e = − 2m2
K tan2 β

M2
H |1 + ǫs tan β|

[
1

|1 + ǫe tan β| −
1

|1 + ǫµ tan β|

]
. (3.73)

Lepton-Universalität ist verletzt falls ǫe 6= ǫµ. Im MSSM mit minimaler Flavourverletzung sind
unterschiedliche Werte der Selektron- und Smyonmasse die einzige Quelle für ǫe 6= ǫµ. Ein be-
trächtliches Sleptonmassensplitting zwischen der ersten und zweiten Generation ist theoretisch
nur sehr schwer zu motivieren und wird deshalb im folgenden nicht weiter betrachtet.

A priori sind Diagramme mit doppelter LFV wie in Abb. 3.6 eine Quelle von Lepton-Nicht-
Universalität [68]7. Dadurch ändert sich die geladene Higgskopplung wie in Kapitel 3.2 gemäß
Gl. (3.27). Doch durch das Fine-Tuning-Argument und die Einschränkungen aus ae ist dieser
zusätzliche Beitrag stark eingeschränkt. Die Autoren von Ref. [68] haben ∆e

LR = O(10−4) ver-
wendet, um RK mittels dieser doppelten LFV in bessere Übereinstimmung mit dem NA48/2-
Ergebnis von 2004 zu bringen (siehe Tab. 3.2). Dieser Wert impliziert jedoch einer Änderung
der Elektronmasse um 2000%, was nicht mit dem Natürlichkeitsprinzip vereinbar ist.

7Das SU(2)-Partnerdiagramm von Abb. 3.6, welches ein geladenes Higgsboson beinhaltet, ist in Ref. [68]
abgebildet.
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Bisher haben wir uns nur auf das MSSM beschränkt. Wir können unser Argument jedoch
auch für eine modellunabhängige Analyse verwenden: Für die Schranke an ye aus dem Natür-
lichkeitsprinzip ist es unwesentlich, in welcher Theorie die Selbstenergie ΣFV

e berechnet wird.
Jede Theorie mit einem Higgssektor vom Typ II auf Baumgraphniveau, welche einen Selbst-
energiebeitrag ΣFV

e nicht proportional zu ye besitzt, beeinflusst die geladene Higgskopplung
durch endliche Counterterme:

δye = ye
δme

me
=

ye
me

ΣFV
e − ǫe tan β

1 + ǫe tan β
≃ ye
me

ΣFV
e . (3.74)

Nehmen wir die obere Schranke vom Fine-Tuning-Argument |δme| = me, liegt der erlaubte
Bereich für ye zwischen 0 und zweimal dem Wert auf Baumgraphniveau me/vd. Der größte
erlaubte Wert für −∆rµ−e in Gl. (3.68) entspricht deshalb:

∆rµ−emin,LFC = −4
m2
K tan2 β

M2
H(1 + ǫs tan β)

. (3.75)

Diese Schranke gilt nur, falls (wie im MSSM) die Myon-Yukawakopplung nicht wesentlich
beeinflusst wird. Mit tan β = 50, ǫs tan β = 0.3 und einer geladenen Higgsmasse von MH =
300 GeV finden wir ∆rµ−emin,LFC = −5 · 10−3, was nicht im 5σ-Entdeckungsbereich von NA62
liegt. In Ref. [79] wurde eine Analyse mehrerer Observablen der Quark- und Lepton-Flavour-
physik durchgeführt. Während die meisten der Punkte in den darin aufgeführten „Scatterplots“
die Einschränkung von Gl. (3.75) erfüllen, schließt Gl. (3.26) die äußeren Punkte aus. Ferner
würde die Verwendung von Gl. (3.26) die Resultate von Ref. [79] weniger vom anomalen
magnetischen Moment des Myons abhängig machen, dessen theoretische Vorhersage im SM
Unsicherheiten enthält, die nicht völlig verstanden sind.

In den kommenden Jahren wird NA62 immer mehr Statistik sammeln, während wir eine
immer bessere Information über MH und tan β vom LHC erwarten, so dass die Schranke
∆rµ−emin,LFC = −5 · 10−3 strenger werden kann. Jegliche zukünftige NA62-Messung von ∆rµ−e

unter ∆rµ−emin,LFC würde eine exotischere Neue-Physik-Erklärung als geladenen Higgsaustausch,
wie z.B. t-Kanal-Leptoquarkaustausch, bedeuten.

3.6.3 Lepton-flavourverletzende Schleifenkorrekturen

Flavourverletzende Selbstenergien in der geladenen Leptonlinie können Zerfälle K → ℓνℓ′

mit ℓ 6= ℓ′ induzieren. Ein beträchtlicher Effekt ist nur in K → eντ möglich, so dass diese
Selbstenergien RK nur erhöhen können. In diesem Abschnitt schätzen wir den maximalen Ef-
fekt Lepton-flavourverletzender Schleifenkorrekturen zu RK ab. Eine große Korrektur zu RK
involviert gleichzeitig eine relativ große τ̃L − τ̃R-Mischung. Wir können in diesem Parameter-
bereich des MSSMs nicht auf die Entwicklung in v2/M2

SUSY zurück greifen, die in Ref. [68,79]
verwendet wurde, da der τ̃ -Mischungswinkel θτ im Grenzfall v/MSUSY → 0 verschwindet. Wir
verwenden die exakte Formel, welche ∆rµ−e durch die Massen der physikalischen Staueigen-
zustände τ̃1,2 ausdrückt, anstatt durch die Diagonalelemente m2

τ̃L,R
.

Neutrinos werden sowohl als Flavoureigenzustände produziert als auch detektiert. Um flavour-
diagonale W -Kopplungen zu erhalten, müssen (im On-Shell-Schema) Counterterme eingeführt
werden, welche die Lepton-flavourverletzenden Schleifen am äußeren Beinchen gerade wieder
aufheben. Dabei tritt die wie in Abschnitt 3.5 die Selbstenergie Σℓ LR

ij mit j>i auf. Im Gegen-
satz zur PMNS-Matrix-Renormierung, wo wir in der Masseneigenzustandsbasis der Neutrinos
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sind, entspricht dies hier in der schwachen Basis einer Renormierung der Einheitsmatrix. In
einer effektiven Herangehensweise erreicht man dies durch eine Wellenfunktionsrenormierung,
indem man die Leptonfelder rotiert und so eine diagonale Massenmatrix und physikalische
Felder erhält. Diese Rotation induziert LFV in den geladenen-Higgskopplungen an Lepton
und Neutrino und das gleiche gilt für den diagrammatischen Ansatz mit Countertermen. Zu-
sätzlich zu diesen Countertermen, welche aus den W -Kopplungen herrühren, treten auch nach
der Higgskopplung flavourverletzenden Selbstenergien im geladenen Lepton-Propagator auf,
welche diesmal umgekehrte Helizitäten aufweisen, da die Higgskopplung mit einem LR-Flip
verknüpft ist, d.h. ΣℓLR

ij mit j<i. Im MSSM hebt sich der Chargino-Beitrag vom Counterterm
und der LFV-Selbstenergie in der geladenen Higgskopplung gerade wieder heraus, da er exakt
proportional zur Masse des rechtshängigen Leptons ist, so dass nur der Neutralino-Beitrag
übrig bleibt. Damit lauten die geladenen Higgskopplungen ans Elektron:

iΓH
+

eντ
=

ig2√
2MW

tan β

(
mbare
e ∆V13 +mbare

τ

ΣℓRL
13

mτ

)
=

ig2√
2MW

tan β

(
−me

mτ

Σℓ LR
13

1 + ∆e
+

ΣℓRL
13

1 + ∆τ

)
,

iΓH
+

eνµ
=

ig2√
2MW

tan β

(
mbare
e ∆V12 +mbare

µ

ΣℓRL
12

mµ

)
=

ig2√
2MW

tan β

(
−me

mµ

ΣℓLR
12

1 + ∆e
+

ΣℓRL
12

1 + ∆µ

)
,

wobei ∆V aus Gl. (3.51) bekannt ist und die flavourdiagonale Kopplung ΓH
+

eνe
in Gl. (3.27) zu

finden ist. Die Counterterme sind mit der Elektronmasse unterdrückt. Da sich die Leptonmasse
in ΣeR−ℓiL/mℓi herauskürzt, unterscheiden sich die LFV-Schleifenbeiträge mit ντ und νµ um
einen Faktor mτ/mµ. Auf ähnliche Weise erhalten wir für die Kopplungen ans Myon:

iΓH
+

µντ
=

ig2√
2MW

tan β

(
mbare
µ ∆V23 +mbare

τ

ΣℓRL
23

mτ

)
=

ig2√
2MW

tan β

(
−mµ

mτ

Σℓ LR
23

1 + ∆µ
+

ΣℓRL
23

1 + ∆τ

)
,

iΓH
+

µνµ
=

ig2√
2MW

mµ

1 + ∆µ
tan β

(
1 +

mτ

mµ

tan β

1 + ∆τ
∆µ
LR

)
, (3.76)

iΓH
+

µνe
=

ig2√
2MW

tan β

(
mbare
µ ∆V21 −mbare

e

ΣℓRL
21

me

)
=

ig2√
2MW

tan β

(
Σℓ LR

21

1 + ∆µ
− me

mµ

ΣℓRL
21

1 + ∆e

)
.

Im Vergleich zu den Elektronkopplungen sind keine so großen Verstärkungsfaktoren möglich.
Schließlich findet man für die τ -Kopplungen:

iΓH
+

τντ
=

ig2√
2MW

mτ

1 + ∆τ
tan β , (3.77)

iΓH
+

τνµ
=

ig2√
2MW

tan β

(
mbare
τ ∆V32 −mbare

µ

ΣℓLR
32

mτ

)
=

ig2√
2MW

tan β

(
ΣℓRL

32

1 + ∆τ
− mµ

mτ

ΣℓLR
32

1 + ∆µ

)
,

iΓH
+

τνe
=

ig2√
2MW

tan β

(
mbare
τ ∆V31 −mbare

e

ΣℓLR
31

mτ

)
=

ig2√
2MW

tan β

(
ΣℓRL

31

1 + ∆τ
− me

mτ

Σℓ LR
31

1 + ∆e

)
.

Diese Ergebnisse sind im Entkopplungslimes MSUSY ≫ v in den Gl. (92-95) von Ref. [115]
angegeben. In Anhang C von Ref. [115] ist ein iteratives Verfahren dargestellt, analog zu dem
in Ref. [45], welches die tan β-verstärkten Korrekturen resummiert. Unsere Ergebnisse erfassen
den analytischen Grenzfall, zu dem die iterative Methode konvergiert. Wir sind am τL → eR-
Selbstenergiebeitrag (siehe Abb. 3.19) zu RK interessiert und untersuchen, ob es möglich ist,
durch die zukünftigen NA62-Daten das Element δℓ 13

RR einzuschränken. Der H+eντ -Vertex mit
dem Verstärkungsfaktor mτ/me ist der einzige relevante Beitrag zu RK . Korrekturen zur
myonischen Zerfallsmode sind aufgrund der sehr viel kleineren Verstärkung mτ/mµ irrelevant.
In Anbetracht der Ergebnisse im LFC-Fall im vorherigen Abschnitt können wir ferner große
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Abb. 3.19: Zwei dominante Selbstenergien am äußeren Beinchen, die zu flavourverletzenden,
geladenen Higgskopplungen führen.

Effekte in ΓH
+

eνe
ausschließen. Im LFV-Fall ist die Abweichung vom SM dann näherungsweise

gegeben durch:

∆rµ−eLFV =
m4
K tan4 β

M4
H (1 + ǫe tan β)2 (1 + ǫτ tan β)2

m2
τ

m2
e

[
ΣτL−eR

mτ

]2

. (3.78)

Für den τL → eR-Übergang sind die zwei Diagramme in Abb. 3.19 die einzigen, die nicht
mit der Elektron-Yukawakopplung unterdrückt sind. Wir berücksichtigen explizit die Stau-
mischung: Wir wählen den Mischungswinkel im Bereich θτ ∈ [−π/4, π/4] und verwenden
folgende Relationen:

sin(2θτ ) =
2∆m33

LR

m2
τ̃1
−m2

τ̃2

, cos(2θτ ) =
m2
τ̃L
−m2

τ̃R

m2
τ̃1
−m2

τ̃2

, (3.79a)

m2
τ̃1,2

=
1

2

(
m2
τ̃L +m2

τ̃R ±
√

(m2
τ̃L
−m2

τ̃R
)2 + 4|∆m33

LR|2
)
, (3.79b)

sgn
(
m2
τ̃1 −m

2
τ̃2

)
= sgn

(
m2
τ̃L −m

2
τ̃R

)
. (3.79c)

Je nach Vorzeichen des Mischungswinkels ändert sich der Index des leichtesten Staus, was aus

m2
τ̃1 = m2

τ̃2 +
2∆m33

LR

sin(2θτ )
= m2

τ̃2 −
2µmτ tan β

sin(2θτ )
(3.80)

abgelesen werden kann. Wir drücken die Massen der rechts- und linkshändigen Staus durch
physikalische Größen, d.h. durch die leichteste Staumasse mτ̃ℓ und den Mischungswinkel θτ ,
aus:

m2
τ̃L

= m2
τ̃ℓ

+
µmτ tan β

| sin(2θτ )|
(1− sgn(θτ ) cos(2θτ )) , (3.81)

m2
τ̃R

= m2
τ̃ℓ

+
µmτ tan β

| sin(2θτ )|
(1 + sgn(θτ ) cos(2θτ )) . (3.82)

Prinzipiell ist beliebig großes µ, während alles andere festgehalten wird, nicht erlaubt, weil
es zu negativen Staumassen führt. Legt man mτ̃ℓ jedoch fest und erhöht µ, folgt daraus ein
großes Massensplitting zwischen den zwei Staumasseneigenwerten.

Behandeln wir die flavourverletzenden Einträge bis zur linearen Ordnung, bekommen wir
damit für das Bino-Diagramm, welches dem ersten Term in Gl. (3.18) entspricht:

ΣB̃
τL−eR

=− α1

4π
M1∆m

ℓ 31
RR sin θτ cos θτ

(
f1

(
M2

1 , m
2
ẽR
, m2

τ̃1

)
− f1

(
M2

1 , m
2
ẽR
, m2

τ̃2

))

=− α1

4π

mτ tan β

1 + ǫτ tan β
M1 µ mẽR

mτ̃Rδ
ℓ 13
RRf2

(
M2

1 , m
2
ẽR
, m2

τ̃1 , m
2
τ̃2

)
.

(3.83)
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Hier wurde die Relation Z4i∗
L Z6i

L = Z1i∗
τ Z2i

τ = ± cos θ sin θ (−/+ für i = 1/2) und der vd ≪ vu-
Grenzfall bei der Neutralino-Mischung verwendet (Funktionen in Anhang A.3). Für das rechte
Diagramm in Abb. 3.19 bekommen wir:

ΣH̃−B̃
τL−eR

=
α1

4π

mτ tan β

1 + ǫτ tan β
M1 µ mẽR

mτ̃Rδ
13
RR

·
[
sin2 θτf2

(
M2

1 , µ
2, m2

τ̃1, m
2
ẽR

)
+ cos2 θτf2

(
M2

1 , µ
2, m2

τ̃2, m
2
ẽR

)]
.

(3.84)

Prinzipiell ist Σχ̃0

τL−eR
= ΣB̃

τL−eR
+ ΣH̃−B̃

τL−eR
somit sensitiv auf das RR-Element. Das relative

Minuszeichen zwischen den zwei Beiträgen (aufgrund von Hyperladungsquantenzahlen) führt
zu einer möglichen Auslöschung in bestimmten Parameterbereichen. In dieser Näherung ver-
schwindet die RR-Sensitivität, falls µ2 = m2

τ̃1
cos2 θτ +m2

τ̃2
sin2 θτ , was sich im Fall θτ = 0 zu

µ2 = m2
τ̃L

vereinfacht. Diese potentielle Auslöschung, die ohne Staumischung sogar transpa-
renter ist, wurde schon in Ref. [116] gefunden, aber in Ref. [68] nicht berücksichtigt. Dies ist
auch der Grund, warum aus den radiativen Zerfälle ℓj → ℓiγ keine verlässlichen Schranken an
die RR-Elemente abgeleitet werden können8. Im in der Literatur oft verwendeten Entkopp-
lungslimes bekommt man in Gl. (3.83) mτ̃L,R

in der Schleifenfunktion anstatt mτ̃1,2 und in
Gl. (3.84) reduziert sich die Klammer zu einem Term mit Vorfaktor 1 und mτ̃R anstatt mτ̃1,2

in der Funktion.

Wir möchten den maximal erlaubten LFV-Effekt in RK inklusive Staumischung abschätzen.
Dieser hängt sehr stark von der Kombination µ tan β ab. Wir wählen dazu folgende Input-
parameter: Die untere Schranke für das leichteste Neutralino liegt bei 46 GeV [15], und das
leichteste Stau muss mindestens 15 GeV schwerer sein. Um diese Schranken einzuhalten, wäh-
len wir M1 = 100 GeV und mτ̃ℓ = 120 GeV. Die schwerere Staumasse mτ̃h ist dann durch den
Mischungswinkel θτ und µ bestimmt. Für das Nebendiagonalelement ∆mℓ 13

RR = mẽR
mτ̃Rδ

ℓ 13
RR

wählen wir der Einfachheit halber mẽR
= 200 GeV und drücken mτ̃R durch θτ , µ und mτ̃ℓ aus.

Mit dieser Wahl steigt der Wert des Bino-Diagramms mit µ an, da mτ̃R und mτ̃h ebenfalls

wachsen. Setzen wir stattdessen ∆mℓ 13
RR = m2

ẽR
δℓ 13
RR , so ist ΣB̃

τL−eR
endlich für µ→∞. Ferner

wählen wir wieder tan β = 50 und reelles und positives µ. Mit diesen Eingabeparametern
können wir den Flavourübergang als Funktion von θτ , µ und δℓ 13

RR schreiben. Für kleine Wer-
te von µ dominiert das Higgsino-Bino-Diagramm, aber die maximalen Werte sind eher klein
im Vergleich zu großen Werten des reinen Bino-Diagramms. Für großes µ und festgehaltene
SUSY-Massenskala strebt ersteres gegen Null, während letzteres groß werden kann; eine wei-
tere Begründung, warum Staumischung relevant ist. In Abb. 3.20 ist die Abhängigkeit von
θτ und µ für die Summe des Bino- und Higgsino-Bino-Diagramms dargestellt. Der Haupt-
beitrag stammt dabei von ΣB̃

τL−eR
. Mit diesem Setup bekommt man den größten Effekt im

Bino-Beitrag bei einem Mischungswinkel von θτ ≈ 26◦. Die Unstetigkeit bei θτ = 0 kommt
von der Tatsache, dass τ̃1 und τ̃2 ihre Rollen als leichteres und schwereres Stau vertauschen.
Für kleines µ ist der Effekt eher klein und nicht sensitiv auf die Staumischung, aber für großes
µ wird der Beitrag insbesondere für θτ = 26◦ recht groß.

Die Resultate sind in Abb. 3.21 veranschaulicht, wo ∆rµ−eK für δ13RR = 0.5 und MH = 500 GeV
als Funktion von θτ und µ abgebildet ist, wobei typische Werte von ǫs tan β = 0.3 und
ǫe tan β = ǫτ tan β = −0.07 verwendet wurden. Die LFU-verletzende Größe ∆rµ−eK ist qua-
dratisch in δℓ 13

RR , proportional zu M−4
H und tan6 β. Für andere Werte muss ∆rµ−eK in diesem

8Um eine Einschränkung an δℓ 12
RR zu berechnen, wurden in Ref. [64] die Prozesse µ→ eγ und µ→ e-Konversion

im Kern kombiniert. Die entsprechenden Einschleifenamplituden des letzteren Prozesses unterliegen einer
ähnlichen Auslöschung, allerdings in einem anderen Parameterbereich, so dass die Schranke δ12RR ≤ 0.2
abgeleitet werden konnte. Eine ähnliche Möglichkeit für das 13-Element gibt es jedoch nicht.
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Abb. 3.20: |Σχ̃0

τL−eR
|/mτ für δℓ 13

RR = 0.5. Links: In Abhängigkeit von θτ für verschiedene Werte
von µ: 800 GeV (rot), 400 GeV (blau gestrichelt), 200 GeV (grün punktiert) (von
oben nach unten). Rechts: In Abhängigkeit von µ für verschiedene Werte von θτ :
26◦ (rot), 45◦ (blau gestrichelt), −18◦ (grün punktiert).
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Abb. 3.21: ∆rµ−eK für δℓ 13
RR = 0.5, MH = 500 GeV und tan β = 50. Links: als Funktion von θτ

für verschiedene Werte von µ: 800 GeV (rot), 400 GeV (blau gestrichelt), 200 GeV
(grün gepunktet) (von oben nach unten). Rechts: In Abhängigkeit von µ für ver-
schiedene Werte von θτ : 26◦ (rot), 45◦ (blau gestrichelt), −18◦ (grün gepunktet).

Schaubild reskaliert werden. Man bekommt einen maximalen Effekt von 0.6% für µ = 800 GeV,
MH = 500 GeV, δℓ 13

RR = 0.5, θτ = 26◦ und tan β = 50, was sich im Rahmen der zukünftigen
Sensitivität des NA62-Experiments befindet. Im Bereich von 500GeV ≤ µ ≤ 900GeV mit
θτ = 26◦ kann der maximale Effekt (mit einem 7%-Fehler) durch eine einfache Taschenrech-
nerformel ausgedrückt werden:

∆rµ−eK ≈ 0.006

(
500GeV

MH

)4(tan β

50

)6(δℓ 13
RR

0.5

)2 ( µ

800GeV

)2
. (3.85)

Falls die leichteste Staumasse als freier Parameter behandelt wird, skaliert ∆rµ−eK in etwa
mit 1/m2

τ̃ℓ
für 100GeV ≤ mτ̃ℓ ≤ 250GeV. In Abb. 3.22 sind diese Abhängigkeiten graphisch

dargestellt. Es ist also durchaus möglich, O(0.5%)-Effekte zu erzielen, aber für verschwindende
Staumischung und kleines µ ist es schwer, die experimentelle Sensitivität zu erreichen. Um
Einschränkungen an δℓ 13

RR abzulesen ist Abb. 3.23 nützlich. Wir suchen
(
MH , µ, tan β, δ13RR

)
-

Bereiche, in denen ∆rµ−eK die zukünftige experimentelle Sensitivität von 0.2% erreicht. In
Ref. [10] haben wir hervorgehoben, dass selbst Werte von tan β = 100 immer noch mit der
Forderung nach perturbativer Bottom-Yukawakopplung vereinbar sind.
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Abb. 3.23: Für verschiedene Werte von δℓ 13
RR = 0.15 (gelb), 0.25 (rot), 0.5 (grün), 0.75 (blau)

(von oben nach unten) zeichnen wir Bereiche, in denen ∆rµ−eK die zukünftige ex-
perimentelle Sensitivität von 0.2% erreicht. Links: als Funktion von MH und tan β
mit µ = 800 GeV; Rechts: als Funktion von µ und tan β mit MH = 500 GeV;
jeweils θτ = 26◦.

Vergleich mit der Literatur: Um den Beitrag des τL → eR-Übergangs zu RK abzuschätzen,
wurde in Ref. [68] ∆31

R = 5·10−4 verwendet, was in unserer Notation ΣτL−eR
= mτ tanβ

1+ǫτ tan β∆31
R ≈

0.04 bzw. |Σχ̃0

τL−eR
|/mτ = 0.025 entspricht. Solch große Werte werden jedoch nur in ganz be-

stimmten Parameterbereichen erreicht (vergleiche Abb. 3.20), besonders für großes µ. Um den
Effekt nicht zu überschätzen und keine negativen Sleptonmassen zu erhalten, sollte höchstens
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|Σχ̃0

τL−eR
|/mτ ≈ 0.01 verwendet werden. Mit diesem maximalen Wert von |ΣτL−eR

| /mτ = 0.01,

tan β = 50 und einer geladenen Higgsmasse von MH = 500 GeV enden wir bei ∆rµ−emax,LFV ≈
0.007. In Ref. [117] wurde ein zukünftiger Fehler von 0.12% angenommen, um große, phäno-
menologisch interessante Werte für δℓ 13

LL and δℓ 13
RR abzuleiten. Ihre Parameterscans respektieren

in Übereinstimmung mit unserem Ergebnis
∣∣δ13LLδ13RR

∣∣ ≤ 0.01. In Ref. [118] wird betont, dass
mit einer allgemeinen, effektiven Herangehensweise in Modellen mit minimaler LFV (MLFV
und MFV-GUT) die Effekte zu klein sind, um beobachtbar zu sein. Deren Einschränkungen
sind stärker im Vergleich zu den maximalen Effekten in Ref. [79].

3.6.4 Zusammenfassung von LFV-Effekten in RK

In diesem Kapitel haben wir LFV-Effekte im leptonischen Kaonzerfall von Ref. [68] unter-
sucht, die RK im Vergleich zum SM-Wert signifikant ändern können. Der behauptete große
Effekt aus doppelter LFV widerspricht dem Natürlichkeitsprinzip. Dadurch konnten wir ei-
ne obere Grenze an |δℓ 13

LL δ
ℓ 13
RR | ableiten. Zusätzlich haben wir gefunden, dass selbst in einer

modellunabhängigen Analyse große Korrekturen zur Higgs-Elektron-Kopplung das Natürlich-
keitsprinzip verletzen. Folglich ist eine große destruktive Interferenz mit dem SM-Beitrag in
RK ein Signal für Neue Physik, die verschieden von LFV in SUSY ist. Weitere Quellen, die
zu einer µ − e-Nicht-Universalität führen, sind Lepton-flavourverletzende Selbstenergien, die
den Higgsvertex und damit RK korrigieren. Diese Korrekturen sind hauptsächlich sensitiv auf
die geladene Higgsmasse und den Übergang ΣτL−eR

∝ δℓ 13
RR . Um den Effekt zu maximieren,

muss Staumischung berücksichtigt werden. Für tan β = 50, MH = 500 GeV, µ = 800 GeV,
große Staumischung und ein großes δ13RR = 0.5 kommt man in den Bereich der experimentellen
Sensitivität von 0.6% des NA62-Experiments. Jedoch gibt es Parameterbereiche, in denen die
RR-Sensitivität größtenteils herausfällt. Misst man einen Wert von RK kompatibel mit der
SM-Vorhersage, kann weder LFV noch SUSY im Allgemeinen ausgeschlossen werden.

3.7 Flavourstruktur von Dimension-5-Operatoren

Die potenzielle Vereinigung der Yukawakopplungen bei hohen Energien ist ein erstrebenswer-
ter, aber keinesfalls offensichtlicher Zusatz zur Eichkopplungs-Vereinigung. Jedoch ist es nicht
so ohne weiteres möglich, gleichzeitig Yukawa-Vereinigung sowie realistische Fermionmassen
und -mischungen zu erhalten. Dies erfordert eine Änderung des Yukawasektors. In diesem Ka-
pitel sollen die Effekte von Dimension-5-Yukawakopplungen in den Renormierungsgruppen-
gleichungen (RGE) untersucht werden [10]. Diese Korrekturen werden benötigt, um die Yu-
kawakopplungen der ersten beiden Generationen zu vereinheitlichen, wie es in GUT-Modellen
vorhergesagt wird (siehe Gl. (C.11) in Anhang C). Bisher parametrisierten die Elemente δℓ IJXY

modellunabhängig eine Quelle von LFV. In diesem Kapitel soll nun umgekehrt analysiert
werden, wie nichtverschwindende δℓ IJXY durch die RGE generiert werden können. Falls SUSY-
Brechung oberhalb der GUT-Skala auftritt, folgt aus der Flavour-Universalität ein natürliches
Alignment zwischen den trilinearen Brechungsterme und den Dimension-4-Yukawakopplungen,
wobei die höherdimensionalen Operatoren als potenzielle Quellen von LFV übrig bleiben. Kon-
frontieren wir dies mit den experimentellen Einschränkungen aus µ → eγ, kann die Flavour-
struktur der höherdimensionalen Operatoren eingegrenzt werden.



64

3.7.1 RGE und Universalität

Um das SUSY-Flavourproblem nicht zu verschlimmern, wird meist Universalität der SUSY-
brechenden Terme bei der hohen Skala, z.B. MGUT = 2 · 1016 GeV, wo die Eichkopplungen
konvergieren, angenommen. Nichtverschwindende δℓ IJXY bei der elektroschwachen Skala werden
dann durch die RGE induziert. Deren Größe ist stark modellabhängig. In Ref. [10] wurden
zwei SO(10)-GUT-Szenarios untersucht, bei denen durch die Brechung von SO(10) schwere
Majoranamassen für rechtshändige Neutrinos und via Seesaw-Mechanismus Massen für links-
händige Neutrinos generiert werden. Löst man die RGE in führender Ordnung, bekommt man
für die Nebendiagonalelemente [119,120]9:

(
∆m2

L̃

)
ij
≃ −3m2

0 +A2
0

8π2

(
Yν† ln

(
MGUT

MNi

)
Yν
)

ij

, i 6= j , (3.86)

(
∆m2

Ẽ

)
ij
≃ 0, i 6= j , (3.87)

(Aℓ)ij ≃ −
3

8π2
A0yℓi

(
Yν† ln

(
MGUT

MNi

)
Yν
)

ij

, i 6= j . (3.88)

Da wir die RGE im MSSM mit rechtshändigen Neutrinos (mit Massen MNi) [119, 121, 122]
entnommen haben, wo RL-Konvention für die Yukawakopplungen verwendet wird, handhaben
wir es in diesem Kapitel genauso. Die RGE sind in Anhang A.4 aufgelistet. Durch Transpo-
nieren bekommt man die zuvor verwendete LR-Konvention zurück. Wie man sieht, hängen
die generierten Nebendiagonalelemente hauptsächlich von der Struktur und Größe von Yν ab,
von den Massen der rechtshändigen Neutrinos MNi und den SUSY-brechenden Parametern A0

und m0 ab. Die RR-Terme verschwinden in LO, während die LR-Einträge via Aℓ gegenüber
den LL-Elementen durch yℓ unterdrückt sind. Bei den zwei in Ref. [10] untersuchten Szenarien
handelt es sich um einen minimalen Fall, bei dem die Mischung der Neutrino-Yukawakopplung
durch die CKM-Matrix charakterisiert ist, und um einen maximalen Fall mit PMNS-artiger
Mischung. In letzterem hängt die Größe der generierten δℓ 12,13

LL sehr stark davon ab, ob Ue3
verschwindet oder nicht, da der dominante Beitrag ∝ y2

t mit Ue3 multipliziert wird. Hier sol-
len nun die Effekte von Fermionmassenkorrekturen betrachtet werden. Die Betrachtungen in
diesem Kapitel sind nicht sensitiv auf tan β.

3.7.2 Wozu höherdimensionale Operatoren?

In GUT-Modellen stammen die Yukawakopplungen aus ein paar wenigen fundamentalen Kopp-
lungen, wodurch die Kopplungen der SM-Felder in Beziehung gesetzt werden. Wie in An-
hang C genauer erläutert, sagen schon (minimale) SU(5)-GUT-Modelle die Vereinigung der
Downquark- und geladenen Lepton-Yukawakopplung voraus: YD = (YE)⊤. Da die Einführung
einer neuen Skala MGUT zum Hierarchieproblem des SMs führt, kann man stattdessen auch
SUSY-SU(5) betrachten. Das minimale SUSY-SU(5)-Modell hat jedoch zwei entscheidende
Probleme:

• Während die Vereinigung von Bottom- und Taumasse in bemerkenswerter Übereinstim-
mung bei MGUT liegt, ist die Relation für die ersten beiden Generationen verletzt.

• Das minimale SUSY-SU(5)-Modell nach Ref. [123, 124] wurde wegen der Schranke an
den Protonzerfall von SuperKamiokande bereits für ausgeschlossen erklärt [125,126].

9Da wir Universalität der SUSY-brechenden Parameter bei MGUT annehmen, bekommen wir keinen zusätz-
lichen Term aus farbigen Higgsfeldern wie beispielsweise in Ref. [117,121].
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Das Misslingen der Yukawa-Vereinheitlichung der leichten Generationen kann auf natürliche
Weise durch das Hinzufügen höherdimensionaler Operatoren erklärt werden [127]. Diese ent-
stehen durch das Ausintegrieren schwerer Freiheitsgrade bei der Planck-Skala und sind von
der Größenordnung MGUT/MPl. Dadurch wird aber auch gleichzeitig das zweite Problem ei-
ner zu großen Protonzerfallsrate, welche aus Kopplungen des farbigen Higgstripletts herrührt,
gelöst [128–132]. Wir teilen die Korrekturen in zwei Anteile auf:

YD = Y − σ

MPl
Ỹ′ + kd

σ

MPl
Ỹ, (3.89)

(YE)⊤ = Y − σ

MPl
Ỹ′ + ke

σ

MPl
Ỹ, σ = O(MGUT). (3.90)

Hierbei trägt Ỹ′ jeweils gleichermaßen bei und ist hauptsächlich auf B- und L-verletzende
Prozesse sensitiv [128, 129]. Die Koeffizienten kd und ke sind durch die Richtung der GUT-
brechenden VEVs bestimmt. Aufgrund des Unterdrückungsfaktors wird die erfolgreiche Bottom-
Tau-Vereinigung nicht zerstört.

Bemerkung: Falls SUSY unterhalb der GUT-Skala gebrochen wird, kann man nicht zwischen
Dimension-4- und Dimension-5-Yukawakopplungen unterscheiden, da dann die zusammenge-
setzte effektive Yukawakopplung in die RGE des MSSMs eingeht. Die Relationen zwischen
Quark und Leptonen gehen in diesem Fall verloren. SUSY-Brechung oberhalb der GUT-Skala
bedeutet aber nicht, dass die soften Terme ebenso groß sind; sie können immer noch bei 1 TeV
liegen. Anders formuliert: Damit die GUT-Relationen Auswirkungen auf die soften SUSY-
brechenden Terme haben können, muss SUSY-Brechung in der GUT-Theorie schon präsent
sein. Das wird sowohl hier als auch im CMM-Modell benötigt.

3.7.3 Erste Untersuchungen in der Literatur

Die Konsequenzen der höherdimensionalen Operatoren auf Observablen der Flavourphysik
wurden lange Zeit vernachlässigt. Erste Untersuchungen mit verschwindenen Neutrinomassen
wurden in Ref. [133, 134] unternommen. In Ref. [134] ist die CKM-Matrix zusammen mit
einer zusätzlichen Rotationsmatrix im RR-Sleptonsektor eingebunden. Ref. [133] diskutiert
ein SO(10)-SUSY-GUT-Modell mit nichtminimaler Yukawawechselwirkung. Massive Neutri-
nos via Seesaw-Mechanismus wurden zuerst in SUSY-SU(5) in Ref. [135] analysiert. Die Au-
toren nehmen einen höherdimensionalen Operator mit auf, dessen Haupteffekt durch zwei
Mischungswinkel bestimmt wird, die jeweils die Rotation zwischen den ersten beiden Gene-
rationen der downartigen Quarks und geladenen Leptonen beschreiben. In Ref. [136] wird
unter Berücksichtigung der Korrekturen, die die Quark-Lepton-Relation beheben, die Korre-
lation zwischen den flavourverletzenden Masseneinsetzungen im Squark- und Sleptonsektor in
einem SUSY-SU(5)-Szenario studiert. Auch im CMM-Modell werden in Ref. [137] die Auswir-
kungen der Yukawakorrekturen, die durch einen Mischungswinkel und eine CP -verletzenden
Phase parametrisiert werden, analysiert. Durch Kombination von K−K -Mischung, Bd−Bd -
Mischung und Bs−Bs -Mischung können sehr starke Einschränkungen an diese Parameter
abgeleitet werden. Eine sehr detaillierte theoretische Analyse, die die Herangehensweise von
Ref. [135] verallgemeinert, wurde erst kürzlich in Ref. [138] durchgeführt (für eine kompakte
Zusammenfassung siehe Ref. [139]). Diese Papiere enthalten eine komplette Liste der RGE für
SUSY-SU(5) mit nichtrenormierbaren Operatoren für alle drei Arten des Seesaw-Mechanismus.
Dieses Setup erhöht drastisch die Anzahl der freien Parameter, die in verschiedenen Diagonali-
sierungsmatrizen auftreten. Selbst mit flavourblinder und Teilchenart-unabhängiger Vermitt-
lung der SUSY-Brechung verursachen die höherdimensionalen Operatoren schon auf Baum-
graphniveau flavourverletzende Einträge in der Sfermionmassenmatrix, was schnell zu große
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Effekte impliziert. Die effektiven trilinearen Kopplungen sind nicht länger mit den effektiven
Yukawakopplungen abgestimmt, d.h. nicht mehr gleichzeitig diagonalisierbar. Die Autoren von
Ref. [138] studieren spezielle Arten von Kähler- und Superpotenzialen, wo solche Terme ver-
mieden werden können. Mit einigen Näherungen und Vereinfachungen erhalten sie die gleiche
Parametrisierung mit zwei Mischungswinkeln zwischen der ersten und zweiten Generation wie
in Ref. [135]. Wir werden eine ähnliche Herangehensweise wählen. Eine phänomenologische
Analyse mit den RGE von Ref. [138] wurde bisher noch nicht durchgeführt und ist in dieser
Allgemeinheit fast nicht zu bewerkstelligen. Deshalb werden wir einen vereinfachten Ansatz
wählen: Anstelle des allgemeinsten Setups konzentrieren wir uns auf den Leptonsektor und
parametrisieren die Effekte höherdimensionaler Operatoren als Rotation zwischen der ersten
und zweiten Generation, ohne Phasen mit einzubeziehen (auf die aktuelle Experimente auch
nicht sensitiv sind). Ferner verwenden wir ausschließlich die RGE im MSSM mit Fokus auf
die trilinearen Terme.

3.7.4 Parametrisierung der Korrekturen zu den Fermionmassen

Wir können die Yukawakopplungen der Downquarks und geladenen Leptonen bei MGUT wie
folgt ausdrücken:

YD = YGUT + kd
σ

MPl
Ỹ , (YE)⊤ = YGUT + ke

σ

MPl
Ỹ , (3.91)

wobei σ = O (MGUT) ist und wir den Operator, der gleichermaßen zu YD und (YE)⊤ beiträgt,
in YGUT absorbiert haben, da wir uns nur für die Flavourstruktur der nichtrenormierbaren
Operatoren interessieren. Obwohl wir die Fermionmassen bei MGUT mit recht hoher Genau-
igkeit berechnen können, ist es nicht möglich, die verschiedenen Kopplungen zu bestimmen.
Der Grund dafür ist, dass die beobachteten Mischungsmatrizen Produkte oder Kombinationen
von Yukawakopplungen diagonalisieren. Im einfachsten Fall, in dem alle Matrizen außer YD

und YE diagonal sind, diagonalisiert die Quarkmischungsmatrix

YDYD† = YGUTY
†
GUT + kd

σ

MPl

(
YGUTỸ† + ỸY

†
GUT

)
+

(
kd

σ

MPl

)2

ỸỸ† , (3.92)

während die Leptonmischungsmatrix

YEYE† = Y⊤
GUTY∗

GUT + ke
σ

MPl

(
Y⊤

GUTỸ∗ + Ỹ⊤Y∗
GUT

)
+

(
ke

σ

MPl

)2

Ỹ⊤Ỹ∗ (3.93)

diagonalisiert. Diese Relationen gelten wieder bei der GUT-Skala. Zusätzlich deuten die Fakto-
ren ke,d an, dass die Matrizen modellabhängig sind. Da wir uns nicht auf ein spezielles Modell
beschränken möchten, gehen wir wie folgt vor: In der Basis diagonaler geladener Lepton-
Yukawakopplung bekommen wir:

ŶE = U †
1 ŶDU2 +

σ

MPl
Ỹ′ (3.94)

mit unitären Matrizen U1 und U2. Der Startpunkt für universelle A-Terme ist die renormier-
bare Yukawakopplung:

Aℓ = Ad = A0 YGUT = A0

(
ŶE − ke

σ

MPl
Ỹ

)
. (3.95)
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SPS 1a 1b 2 3 4 A B
m0 100 200 1450 90 400 500 500
A0 −100 0 0 0 0 0 0
m1/2 250 400 300 400 300 500 500

tan β 10 30 10 10 50 40 10
sgn(µ) +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1

µ(MZ) 352 507 422 516 388 614 629

Tabelle 3.3: SPS-Punkte (Snowmass Points and Slopes) [141] und zwei zusätzliche Szenarien
(Massen in GeV)

Nun wissen wir, dass die Einträge von YGUT im Allgemeinen von der richtigen Größenord-
nung sind. Da die Beiträge von Ỹ mit einem Faktor MGUT/MPl unterdrückt sind und die
Bottom-Tau-Vereinigung funktioniert, ändern diese nicht die Einträge für die dritte Genera-
tion. Folglich können wir den Effekt der höherdimensionalen Operatoren durch eine Rotation
im 12-Sektor, parametrisiert durch einen einzigen Mischungswinkel θ, annähern:

Aℓ ≃ A0




cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1


 ŶE . (3.96)

Diese Parametrisierung ähnelt der in Ref. [135]. Wir starten mit unseren Randbedingungen bei
der GUT-Skala anstatt der Planck-Skala, da wir Einschränkungen an die GUT-Parameter von
Niederenergie-Daten der LFV erhalten möchten. Aufgrund der Yukawa-Unterdrückung sind
die durch die RGE generierten LR-Nebendiagonalelemente im Allgemeinen vernachlässigbar
klein. Unter Einbezug der zusätzlichen durch θ parametrisierten Rotation erwartet man, dass
diese LR-Einträge insbesondere im 12-Sektor groß werden können, solange nicht gerade A0

und θ Null sind. Um modellunabhängig zu bleiben, werden wir immer noch Universalität der
soften SUSY-Terme bei MGUT annehmen. Dann beeinflusst die Mischung nicht die Ergebnisse
für δℓ IJLL , da die LL-Elemente nicht auf θ sensitiv sind. In einem gegebenen GUT-Modell mag
es jedoch natürlicher erscheinen, Universalität bei MPl wie in Ref. [117,134] anzunehmen. Die
Resultate sind dann modellspezifisch.

3.7.5 Numerische Auswertung

Zunächst leiten wir obere Schranken für die in Tabelle 3.3 aufgelisteten Szenarien an δℓ 12
LR aus

BR(µ→ eγ) ≤ 1.2 · 10−11 ab [19]. Dazu setzen wir alle anderen Nebendiagonalelemente Null
und schließen die in Ref. [10, 140] diskutierten Zweischleifenbeiträge in ℓj → ℓiγ mit ein. Die
aktuellen oberen Schranken an BR(ℓj → ℓiγ) sind in Tab. B.1 in Anhang B verzeichnet. Die
Ergebnisse sind in Tab. 3.4 und für den 12-Sektor in Abb. 3.24 zu finden. Der Hauptbeitrag
stammt aus dem Bino-Austausch und ist unabhängig von tan β.

Nimmt man bei der GUT-Skala eine diagonale Sleptonmassenmatrix an, so hängen die gene-
rierten δℓ IJLR an der schwachen Skala hauptsächlich von A0 und θ ab. Die Schranken an δℓ 13

LR und
δℓ 23
LR sind zu schwach, und die generierten Nebendiagonalelemente bleiben weit unter ihnen.

Nur das 12-Element kann die experimentelle Sensitivität erreichen. Solange wir A0 Null setzen,
bleibt δℓ 12

LR vernachlässigbar klein, selbst für einen großen Mischungswinkel θ. Wir variieren
nun A0. Dadurch ändert sich das Massenspektrum an der elektroschwachen Skala geringfügig
über die RGE, aber die oberen Schranken an δℓ 12

LR ändern sich nicht signifikant. Beispielsweise
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SPS 1a 1b 2 3 4 A B∣∣δℓ 12
LR

∣∣ ≤ 0.0000032 0.0000053 0.000062 0.0000045 0.0000082 0.0000103 0.0000103

|δℓ 13
LR | ≤ 0.012 0.019 0.232 0.017 0.028 0.036 0.039

|δℓ 23
LR | ≤ 0.009 0.015 0.182 0.013 0.022 0.028 0.030

Tabelle 3.4: Obere Schranken an |δℓ 12
LR |, |δℓ 13

LR | und |δℓ 23
LR | für die mSUGRA-Szenarien in

Tab. 3.3.
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Abb. 3.24: BR(µ→ eγ) × 1011 als Funktion von δℓ 12
LR für die verschiedenen mSUGRA-

Szenarien: Von oben nach unten: SPS1a: rot, SPS3: orange, SPS1b: grün, SPS4:
gelb, A: b hellblau, B: braun, SPS2: blau, experimentelle obere Schranke: scharz
gestrichelt.

liegt die Schranke in einem modifizierten SPS1a-Szenrio mit A0 zwischen −200 und 0 inner-
halb (3.22 − 3.34) · 10−6. Hingegen überschreiten die generierten δℓ 12

LR -Elemente schnell die
experimentelle Schranke, selbst für kleine Werte von θ (siehe Abb. 3.25). Dann können wir
eine Beziehung zwischen A0 und dem maximal erlaubten Wert für θ ableiten: In Abb. 3.26
ist der maximal erlaubte Bereich für θ als Funktion von A0 für SPS1a und 1b dargestellt.
Die zusätzliche Rotation spiegelt die unterschiedliche Flavourstruktur der Downquark- und
geladenen Lepton-Yukawakopplung wieder (siehe Gl. (3.95)). Folglich schließen wir daraus,
dass für großes A0 die höherdimensionalen Operatoren die Flavourstruktur der Kopplungen
auf Baumgraphniveau respektieren.

Im Gegensatz zum LL-Sektor unterscheiden sich die Resultate für die zwei erwähnten Grenz-
fälle (PMNS- oder CKM-Mischung in Yν) nicht. In beiden Fällen ist das generierte δℓ 12

LR ver-
nachlässigbar für verschwindende Mischung θ = 0◦. Dieses Verhalten ist leicht wegen Gl. (3.88)
zu verstehen, denn δℓ 12

LR enthält sowohl die Mischung aus Yν als auch aus YE . Jegliche Mi-
schung aus θ 6= 0◦ trägt zu YE bei und dominiert gegenüber der Mischung in Yν . Deshalb
gibt es keinen großen Unterschied zwischen CKM- und PMNS-Fall. Ref. [138] kommt zu der
ähnlichen Schlussfolgerung, dass intrinsische, beliebige Flavourverletzung in der Sleptonmas-
senmatrix bei der hohen Skala, die durch den Seesaw-Mechanismus induzierten Schleifenef-
fekte komplett verdecken kann, selbst wenn sie relativ klein sind. Dieses Resultat deutet auf
eine Flavoursymmetrie hin, die von den höherdimensionalen Yukawa-Operatoren respektiert
wird. Das gleiche qualitative Ergebnis, d.h. gleiche Flavourstruktur von Dimension-4- und -
5-Yukawakopplungen ist in einer ergänzenden Analyse des Quarksektors im CMM-Modell in
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Abb. 3.25: δℓ 12
LR als Funktion von θ und die experimentelle Schranke (rot). Links: SPS1a mit
A0 = −100 GeV (blau gepunktet). Rechts: SPS1b mit A0 = −100 GeV (blau
gepunktet) und A0 = −10 GeV (grün gestrichelt).
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Abb. 3.26: Obere Schranke für θ als Funktion von A0 für SPS1a (unten, blau) und SPS1b
(oben, rot) mit variierendem A0. Die erlaubte (A0, θ) Region liegt jeweils unterhalb
der Kurve.

Ref. [137] gefunden worden.
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4 Das Chang-Masiero-Murayama-Modell

4.1 Motivation und Aktualität

Bisher wurden Observablen der Lepton-Flavourphysik im MSSM mit GUT-motivierten Rand-
bedingungen betrachtet. Während im um massive Neutrinos erweiterten SM die große Lep-
tonmischung wegen des Unterdrückungsfaktors (m2

νj
−m2

νi
)/M2

W keine sichtbaren Auswirkun-
gen im geladenen Leptonsektor haben kann, gilt dies a priori nicht in Supersymmetrie. Im
Weiteren betrachten wir ein spezielles GUT-Modell, in welchem der große atmosphärische Mi-
schungswinkel und eine zusätzliche freie Phase in b → s-Übergängen auftaucht. Dies ist aber
genau der Bereich, in welchem uns die B-Fabriken noch Platz für Neue-Physik-Effekte lassen.
Erst kürzlich, am 14. Mai 2010, hat das DØ Experiment einn Hinweis für Neue Physik in der
Dimyon-Asymmetrie verkündet, welche sich in einer neuen CP -Phase in der Bs−Bs -Mischung
äußert [142]. Dieses Ergebnis ist drei Tage später sogar in der New York Times unter dem
Titel „A New Clue to Explain Existence“ erschienen. Darin wurde Folgendes berichtet: „Phy-
sicists at the Fermi National Accelerator Laboratory are reporting that they have discovered a
new clue that could help unravel one of the biggest mysteries of cosmology: why the universe
is composed of matter and not its evil-twin opposite, antimatter“. Joe Lykken, ein Theoretiker
am Fermilab entgegenete: „So I would not say that this announcement is the equivalent of
seeing the face of God, but it might turn out to be the toe of God“1. Zwei Jahre zuvor, am 5.
März 2008, veröffentlichte die UTfit Collaboration ein Papier mit dem Titel „First Evidence of
New Physics in b↔ s Transitions “ [144]. Die aus Ref. [142] abgeleitete Phase zeigt sogar in
die gleiche Richtung wie die von CDF und DØ aus Bs → J/ψφ bestimmte Phase, liegt jedoch
unter gewissen Annahmen außerhalb des physikalischen Bereichs. Neue-Physik-Modelle besit-
zen meist zusätzliche Quellen für Flavour- und CP -Verletzung, die diese Abweichung von der
SM-Erwartung erklären könnten. Die Schwierigkeit liegt eher darin zu erklären, warum nur
dort, also im Bs-Sektor (und im Neutrinosektor) Effekte auftreten, nicht jedoch in anderen
Observablen, wie etwa im stark eingeschränkten Kaonsektor.

Im Hinblick auf den Start des LHCs ist es wünschenswert, eine prädiktive Theorie zu haben,
welche die Präzisionsmessungen der Flavourphysik mit Größen wie Massen von Superpartnern
verknüpft, die in high-pT -Colliderphysik-Experimenten getestet werden können. Das mSUGRA
und CMSSM (constrained MSSM) minimieren von vornherein Flavoureffekte und führen zu
einer MFV-Version des MSSMs. Ein alternatives Szenario, welches bei niedrigen Energien
zu einer Version des MSSMs mit klarer Flavourstruktur führt, ist ein SO(10)-Modell, das
von Chang, Masiero und Murayama 2003 vorgeschlagen wurde [145]. Das CMM-Modell ist
ein SUSY-SO(10)-GUT-Modell, bei welchem der große atmosphärische Neutrinomischungs-
winkel in den rechtshändigen Downquarksektor transferiert wird und so Auswirkungen auf
b → s-Übergänge haben kann (den Kaonsektor dagegen weitestgehend unbeeinflusst lässt).
Dass dies in GUT-Modellen auftreten kann, erscheint sehr plausibel und natürlich, denn im
SU(5)-Modell sind rechtshändige Downquarks und Leptondubletts im selben Multiplett ver-
eint (siehe Anhang C). Im CMM-Modell wird dies durch wenige Grundannahmen realisiert.

1Die Zitate wurden in dieser Form in Ref. [143] präsentiert.
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Da die Parameter des Modells nicht nur in Größen der Flavourphysik auftreten, sondern
auch in Observablen, welche im high-pT -Programm von CMS und ATLAS studiert werden
können, kann das CMM-Modell als Referenzmodell angesehen werden, welches Quark- und
Lepton-Flavourphysik mit Colliderphysik verknüpft. Eine erste Analyse des CMM-Modells in
Bezug auf FCNC wurde in Ref. [146] durchgeführt und in Ref. [14, 147–149] fortgesetzt und
verfeinert. Eine sehr pädagogische „bottom-up“ Herangehensweise an das CMM-Modell ist in
Ref. [147] zu finden. Darin wird ein SUSY-GUT-Modell gesucht, bei welchem die Downsquark-
Mischungsmatrix gerade der PMNS-Matrix entspricht. Das Ergebnis ist, dass dies auf na-
türliche Weise mit nur einer Grundannahme erfüllt werden kann: Die Neutrino-Majorana-
Yukawakopplung YN kann simultan mit der Up-Yukawakopplung Y1 diagonalisiert werden.
Die restlichen Bedingungen, nämlich dass die Up-Yukawakopplung diagonal ist und simultan
dazu die Dirac-Neutrino-Yukawakopplung, folgen aus der Gruppenstruktur von SO(10). Ei-
ne Einführung in Große Vereinheitlichte Theorien, insbesondere in SU(5) und SO(10), ist in
Anhang C aufgeführt.

4.2 Flavour-Struktur des CMM-Modells

Die Grundidee des Modells geht von der Annahme aus, dass die Flavoursymmetrie, welche
bei der Planck-Skala exakt ist, gebrochen wird. Dies manifestiert sich im Auftauchen eines
nichtrenormierbaren Terms ∝ Y2 im Superpotenzial, welcher mit 1/MPl unterdrückt ist und
die gesamte Flavourstruktur beinhaltet.

4.2.1 Das Superpotenzial des CMM-Modells und dessen Brechung zum MSSM

Das Brechungsschema des CMM-Modells lautet:

SO(10)
〈16H〉,〈16H〉−−−−−−−−→

〈45H〉
SU(5)

〈45H〉−−−→ SU(3)C × SU(2)L ×U(1)Y
〈10H〉, 〈10′H〉−−−−−−−−→ SU(3)C ×U(1)em .

Hierbei bezeichnen die Zahlen in den spitzen Klammern die Higgsdarstellungen, welche einen
VEV erhalten und die jeweils angegebe Symmetrie zu einer niedrigeren Symmetrie brechen.
Wir starten mit dem Yukawa Superpotenzial bei der SO(10)-Skala, unter der Annahme, dass
Y1 und YN simultan diagonalisiert werden können:

W
SO(10)
Y =

1

2
16i Y

ij
1 16j 10H + 16i Y

ij
2 16j

45H 10
′
H

2MPl
+ 16i Y

ij
N 16j

16H16H

2MPl
. (4.1)

Die drei Terme sollen – basierend auf den Erklärungen in den Anhängen C.1 und C.2 – erläu-
tert werden: Der dritte Term generiert Neutrino-Majoranamassen über einen nichtrenormier-
baren Dimension-5-Term und bricht die SO(10) zur SU(5). Alternativ könnte auch die 126H-
Darstellung verwendet werden. Neben der Darstellung 16H muss noch 16H im Higgspotenzial
auftauchen, um die nicht erwünschte D-Term-Brechung zu vermeiden. Im ersten Term ist die
Yukawamatrix wegen der 10-dimensionalen Higgsdarstellung symmetrisch (siehe Gl. (C.26))
und kann durch eine orthogonale Transformation diagonalisiert werden. Durch eine Redefini-
tion der Felder 16 kann man somit o.B.d.A annehmen, dass Y1 diagonal ist. Wir nennen dies
die Up-Basis. Aus der Grundannahme des Modells folgt nun, dass auch YN diagonal ist, so
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dass die nichttriviale Flavourstruktur im zweiten Term in Y2 steckt2. Dieser nichtrenormier-
bare Term stammt aus Physik bei der Planck-Skala, bei der die Flavoursymmetrie gebrochen
wird. Er koppelt an die im Anhang C.2 eingeführte, reduzible Higgsdarstellung 45H ⊗ 10H′ ,
welche eine gemischte Flavoursymmetrie ermöglicht. Die zwei Higgsdubletts des MSSMs sind
im CMM-Modell in zwei unterschiedlichen 10-dimensionalen Darstellungen enthalten:

SO(10) SU(5) MSSM

10H = (∗,5H) = (∗, (3H ,Hu))

10H′ =
(
5H′ , ∗

)
=

((
3H′ ,Hd

)
, ∗
)

Deshalb können wir Y1 mit der Up-Yukawamatrix identifizieren, welche sowohl den Upquarks
als auch den Neutrinos eine Diracmasse verleiht, und Y2 mit der Down-Yukawamatrix, verant-
wortlich für die Down-Quark- und geladenen Leptonmassen. Bezieht man Korrekturterme aus
Dimension-5-Operatoren mit ein (wie z.B. in Ref. [137]), so stimmen YE und YD (insbesondere
für die ersten beiden Generationen) nicht mit Y2 überein. Erhalten die Komponenten Hu bzw.
Hd der 10-dimensionalen Darstellungen ihren üblichen VEV vu und vd in ihrer neutralen Kom-
ponente, so wird die SU(5) zum MSSM gebrochen. Die 45H bekommt zwei verschiedene VEVs:
Zunächst in die SU(5)-Singulett-Richtung v45 = O(1017) GeV und anschließlich die in ihr ent-
haltene, adjungierte Darstellung 24H der SU(5) in Richtung des Hyperladungsoperators, um
die SU(5) zu brechen (Vergleiche Gl. (C.35), (C.4) und Anhang C.1 und C.2). Die Down-

Yukawakopplung bei der SU(5)-Skala ergibt sich somit als Y
′SU(5)
2 = v45

MPl
Y

SO(10)
2 und ist –

unter der Annahme O(Y
SO(10)
1 ) = O(Y

SO(10)
2 ) – gegenüber Y1 unterdrückt. Folglich bekom-

men wir mit Hilfe des nichtrenormierbaren Terms bzw. der reduziblen Higgsdarstellung eine
natürliche Hierarchie zwischen Top- und Bottom-Yukawakopplung, da O(Y

SU(5)
1 ) ≈ O(Y

SU(5)
2 ),

was kleines tan β impliziert. Das CMM-Modell ist ein minimales perturbatives SO(10)-Modell
in dem Sinne, dass der Yukawasektor nur aus solchen Higgsdarstellungen konstruiert wur-
de, die zur Symmetriebrechung ohnehin gebraucht werden. Weiter wird nur das Minimum an
nichtrenormierbaren Termen ausgewählt, welche benötigt werden, um realistische Fermion-
massen und -mischungen zu generieren. Das CMM-Modell geht nicht von einer Bottom-Top-
Vereinheitlichung aus, wie dies oft in minimalen SO(10)-Modellen vorhergesagt wird, bei denen
beide MSSM-Higgsdubletts in derselben SO(10)-Darstellung eingebettet sind. In diesem Fall
muss das große Massenverhältnis zwischen Top- und Bottomquark durch geeignetes Justieren
der beiden VEVs vu und vd kompensiert werden (siehe Kapitel 2.2.2).

Nun soll die genaue Flavourstruktur anhand der Rotationsmatrizen ausgearbeitet werden. Die
Yukawamatrizen können wie folgt diagonalisiert werden:

Y1 = L1 D1 P1 L
⊤
1 , Y2 = L2 D2R

†
2 , YN = RN DN PN R

⊤
N . (4.2)

Hierbei sind Li und Ri unitäre Matrizen, Pi Phasenmatrizen und Di diagonal mit positi-
ven Einträgen. Um die physikalischen, beobachtbaren Mischungsparameter herauszuarbeiten,
wählen wir die erste Kopplung diagonal, d.h. wir transformieren das Materiemultiplett wie

2In Ref. [137] wird argumentiert, dass diese Annahme aus den beobachteten Werten für die Fermionmassen
und Mischungen motiviert werden kann und eventuell auf einer Familiensymmetrie beruht. Unter der Hy-
pothese, dass Eigenwerte von YN in Analogie zu den Upquarks eine ausgeprägtere Hierarchie haben als
Downquarks und geladene Leptonen, erwartet man kleinere Nebendiagonalelemente in den Mischungsma-
trizen von Y1 und YN . Ist die Mischung kleiner als die CKM-Matrix, wird sich die Phänomenologie nicht
stark abändern.
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16→ L∗
1 16, 16⊤ → 16⊤L†

1 so, dass

W
SO(10)
Y =

1

2
16

⊤D1P1 16 10H + 16
⊤L†

1L2D2R
†
2L

∗
1 16

45H 10
′
H

2MPl

+ 16
⊤L†

1RNDNPNR
⊤
NL

∗
1 16

16H16H

2MPl
.

(4.3)

Mit Hilfe der Zerlegung der zwei Higgsdubletts in obiger Tabelle und der Gl. (C.23) erhal-
ten wir auf SU(5)-Niveau folgendes Superpotenzial, welchem man auch in Form der SU(5)-
Lagrangedichte in Gl. (C.9) begegnet:

W
SU(5)
Y =

[
1

4
Ψ⊤D1P1 Ψ +N⊤D1Φ

]
5H +

√
2Ψ⊤L†

1L2D
′
2R

†
2L

∗
1 Φ5H′

+
MN

2
νc⊤L†

1RNDNPNR
⊤
NL

∗
1 ν

c ,

D′
2 = D2

〈45H〉
MPl

, MN =

〈
16H

〉 〈
16H

〉

MPl
.

(4.4)

Diese Normierung führt zur üblichen Konvention im Superpotenzial bzw. in der SM-Lagrange-
dichte3.

Wir definieren die Quark-Mischungsmatrix

Vq = L⊤
1 L

∗
2 , (4.5)

wobei wir aus Gl. (4.4) ablesen, dass Vq – bis auf Phasen – mit der CKM-Matrix übereinstimmt.
Die gleichzeitige Diagonalisierbarkeit von Y1 und YN drückt sich folgendermaßen aus:

L†
1RN = 1. (4.6)

Mit diesen Annahmen an die Flavourstruktur und der unbeobachtbaren Rotation des Mate-
riemultipletts ergibt sich aus Gl. (4.3) nun:

WCMM
Y =

1

2
16

⊤D1P1 16 10H + 16
⊤V ∗

q D2R
†
2L

∗
1 16

45H 10
′
H

2MPl
+ 16

⊤DNPN 16
16H16H

2MPl
.

(4.7)

Der höherdimensionale Operator ∝ Y2 kann auf mehrere Weisen generiert werden (siehe An-
hang C.2), so dass Y2 im Allgemeinen eine beliebige Symmetrie aufweist. Der dominante
Beitrag stammt aus dem VEV v45 der SU(5)-Singulett-Komponente von 45H , welcher sich um
eine Größenordnung vom VEV des adjungierten SU(5)-Feldes in Richtung des Hyperladungs-
generators σ = O(1016) GeV unterscheidet. In diesem Fall ist der Beitrag identisch für Quarks
und Leptonen, und wir können

UD = P ∗
NR

†
2L

∗
1 (4.8)

3Ausgehend vom SO(10)-Superpotenzial bekommt man zunächst eine andere Normierung der Felder der
ungebrochenen Untergruppe. Zerlegt man die Vektor- und adjungierte Darstellung der SO(10) in SU(5)-
Darstellungen, müssen sowohl die fundamentalen als auch die adjungierten SU(5)-Felder mit einem Faktor√

2 reskaliert werden. Um eine kontinuierliche Eichkopplung zu erhalten, reskaliert man stattdessen die
SO(10)-Generatoren um einen Faktor 1/

√
2 [150,151]. Dies verhindert, dass man die Top-Yukawakopplung

um einen Faktor
√

2 reskalieren muss.
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mit der Mischung der Leptonen identifizieren4. Bis auf Phasenmatrizen gilt UD = U∗
PMNS

(vgl. Kapitel 2.1.2). Im Folgenden vernachlässigen wir die Majorana-Phasenmatrizen P1 und
PN , da sie für unsere Betrachtungen nicht relevant sind. SU(5) vereinigt die Downquark-
Yukawakopplung mit der für geladene Leptonen. Im CMM-Modell bekommen wir:

Y2 = V ∗
q D2 UD . (4.9)

Folglich tritt die PMNS-Mischung bei der Rotation der rechtshändigen Downsquarks auf. Die
Yukawa-Vereinigung funktioniert gut für die dritte Generation, jedoch nicht für die beiden
leichten Generationen. Die Korrekturen aus höherdimensionalen Operatoren (vgl. Kapitel 3.7)
wirken sich aber nur minimal auf die Rotation UD aus. Sie können mit eingebaut werden, in
dem man die Ersetzung UD → RUD durchführt, wobei die zusätzliche Rotationsmatrix R
im oberen 2 × 2-Block eine Drehung beschreibt. Der Winkel und die zusätzlichen Phasen
sind jedoch stark durch Bd −Bd-Mischung, ∆MK und ǫK eingeschränkt [137]. Im Folgenden
vernachlässigen wir diesen kleinen Effekt. Damit erhalten wir nach Brechung der SU(5) aus
Gl. (4.4) das MSSM-Superpotenzial mit rechtshändigen Neutrinos:

WY = Qi D
ij
1 u

c
j Hu +Qi

(
V ∗
q D′

2 UD
)ij
dcj Hd + LiD

ij
1 ν

c
j Hu + Li

(
U⊤
D D′

2 V
†
q

)ij
ecj Hd

+
1

2
νci D

ij
N ν

c
j + µHdHu . (4.10)

Im Vergleich zu Gl. (2.44) ist die Flavourstruktur durch die GUT-Relation YD = (YE)⊤

genauer spezifiziert. Auf den Ursprung des µ-Terms gehen wir nicht weiter ein, da wir keinerlei
Annahmen an das Higgspotenzial haben. Der µ-Parameter wird aber nicht als freier Parameter
des Modells angenommen, sondern – bis auf seine Phase – über die Forderung erfolgreicher
elektroschwacher Symmetriebrechung festgelegt.

4.2.2 Basiswechsel: Up-Basis und Super-CKM-Basis

Die Felder in Gl. (4.10) befinden sich in der Up-Basis. Die Rotationsmatrizen der rechtshändi-
gen Felder sind an der elektroschwachen Skala a priori unbeobachtbar, da es keine rechtshän-
digen flavourverletzende Ströme gibt. Doch mit den SUSY-Brechungstermen von Gl. (2.49)
werden die Rotationen physikalisch, da sie sich beim Basiswechsel von der Up-Basis (in der die
weichen Brechungsterme diagonal sind) in die Super-CKM-Basis in der Superpartnermischung
bemerkbar machen. Dieser Wechsel wird durch folgende Rotationen erreicht (vgl. Gl. (2.49)),
wobei wir hier der Deutlichkeit halber die Indizes U und sCKM hinzuschreiben:

QU = VqQsCKM , dcU = U †
Dd

c
sCKM , LU = U⊤

PMNSLsCKM , ecU = Vqe
c
sCKM , (4.11)

d̃c
∗
Um

2
d̃
d̃cU = d̃c

∗
sCKMUDm

2
d̃
U †
Dd̃

c
sCKM ⇒ m2

D̃
= UDm

2
d̃
U †
D , (4.12a)

ũc
∗
Um

2
ũũ

c
U = ũcsCKMm

2
ũũ

c∗
sCKM ⇒ m2

Ũ
= m2

ũ , (4.12b)

ẽc
∗
Um

2
ẽẽ
c
U = ẽc

∗
sCKMV

†
q m

2
ẽVq ẽ

c
sCKM ⇒ m2

Ẽ
= V †

q m
2
ẽVq , (4.12c)

Q̃∗
Um

2
q̃Q̃U = Q̃∗

sCKMV
†
q m

2
q̃VqQ̃U ⇒ m2

Q̃
= V †

q m
2
q̃Vq , (4.12d)

L̃∗
Um

2
ℓ̃
L̃U = L̃∗

sCKMU
∗
PMNSm

2
ℓ̃
U⊤

PMNSL̃U ⇒ m2
L̃

= U∗
PMNSm

2
ℓ̃
U⊤

PMNS . (4.12e)

4Die Notation UD erklärt sich dadurch, dass durch die Yukawa-Vereinigung (siehe nach Gl. (4.10)) die rechts-
händigen Downquarks mit der gleichen Matrix rotiert werden.
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Abb. 4.1: Quark-Squark-Gluino- und Quark-Squark-Neutralino-Vertex (für i, j = 2, 3).

Sowohl Vq als auch UD sind unitäre Matrizen und können allgemein durch drei Winkel und
sechs Phasen parametrisiert werden. Im SM können fünf der sechs Phasen in VCKM wie in
Abschnitt 2.1.2 beschrieben durch Phasenrotationen der Quarkfelder eliminiert werden. Auf-
grund des Majorana-Charakters der Neutrinos bleiben bei UPMNS drei Phasen übrig. Im CMM-
Modell können wir jedoch nicht Quark- und Leptonfelder unabhängig voneinander rotieren.
Wenn wir in Vq alle bis auf eine Phase eliminieren, so dass Vq = VCKM gilt, so bleiben sechs
Phasen in UD. Dies parametrisieren wir wie folgt:

ΘL = diag(e−ia1 , e−ia4 , e−ia5), ΘR = diag(1, ei(a1−a2), ei(a1−a3)),

UD = ΘLU
∗
PMNSΘR.

(4.13)

Falls man sich nur für Übergänge im 23-Sektor interessiert (beispielsweise Bs−Bs -Mischung),
dann spielt nur eine Phase(ndifferenz) eine Rolle:

UD = diag(1, eiξ, 1)U∗
PMNS, ξ = a5 − a4 . (4.14)

Dies ist eine wesentliche Eigenschaft des CMM-Modells: die große PMNS-Mischung im Lepton-
sektor wird mit einer zusätzlichen, freien CP -Phase in den rechtshändigen Down(s)quarksektor
transferiert. Die Matrix UD tritt in den Feynmanregeln auf (siehe Abb. 4.1) und verursacht
Flavour- und CP -Verletzung.

4.2.3 Universalität der Brechungsterme

Nach der Grundannahme des Modells wird Supersymmetrie an der Planck-Skala flavourblind
gebrochen, was zur Universalität der Softmassen und zu A-Terme proportional zu den Yuka-
wakopplungen bei MPl führt. In diesem Sinne ist das CMM-Modell minimal flavourverletzend.
Ohne diese Einschränkung könnten die aus großer Vereinheitlichung herrührenden Flavour-
mischungseffekte nicht von Softmassen mit beliebiger Flavourstruktur unterschieden werden
(ähnlich wie in Kapitel 3.7, wo SUSY oberhalb der GUT-Skala gebrochen sein muss). Die
supersymmetrischen Brechungsterme in der SO(10)-Basis lauten:

Lsoft =− 1̃6im
2 ij
e16

1̃6j −m2
1̃0H

10
∗
H10H −m2

1̃0
′
H

10
∗
H′10H′

−m2
f16H

16
∗
H16H −m2

f16H
16

∗
H16H −m2

4̃5H
45

∗
H45H (4.15)

−
(

1
2 1̃6i A

ij
1 1̃6j 10H + 1

2 1̃6i A
ij
2 1̃6j

45H 10H′

MPl
+ 1

2 1̃6i A
ij
N 1̃6j

16H16H

MPl
+ h.c.

)
.

Die Universalität bei der Planck-Skala äußert sich durch:

m2
e16i

= m2
0 1 , m2

1̃0H
= m2

1̃0H′
= m2

4̃5H
= m2

1̃6H
= m2

1̃6H
= m2

0 , (4.16a)

A1 = A0 Y1 , A2 = A0 Y2 , AN = A0 YN , (4.16b)
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Ebenso ist die Gauginomasse mg̃ universell. Bei Energien unterhalb der Planck-Skala wird
die Universalität von den RGE gebrochen, insbesondere bereits bei MGUT, was zu einer
vom CMSSM verschiedenen Phänomenologie führt. In den RGE generiert die große Top-
Yukawakopplung merkbare Effekte: Die Massen der Squarks der dritten Generation werden
im Vergleich zu denen der leichten Generationen zu kleineren Werten getrieben. Die Flavour-
effekte dieses Massensplittings werden dann in der Super-CKM-Basis sichtbar, deren phäme-
nologische Konsequenzen wir im nächsten Kapitel vorstellen.

4.2.4 CMM-Inputwerte

Das CMM-Modell benötigt je nach Zählweise nur fünf bis acht Inputwerte bei der elektroschwa-
chen Skala, die wie folgt gewählt werden können: Die Gluinomasse mg̃, die Softmassen der
rechtshändigen Up- und Downsquarks der ersten Generation mũ1 , md̃1

5, das Verhältnis der 11-

Komponente der trilinearen und Yukawa-Kopplung aD1 = A11
d /YD

11 und die Phase von µ 6. Hin-
zugezählt werden könnten noch der Parameter tan β und die Phase ξ in UD. Doch bei Berück-
sichtigung der im Modell eingebauten Hierarchie zwischen Top- und Bottom-Yukawakopplung
und der Forderung der Perturbativität von yt bis zur Planck-Skala ist der Bereich von kleinem
tan β schon festgelegt.

mũ1 md̃1
mg̃ aD1 arg µ ξ (4.18)

Der Einfachheit halber werden wir beide Squarkmassen bei MZ gleich setzen und mit Mq̃

bezeichnen.

4.2.5 Parameter bei MGUT: Ein Beispiel im CMM-Paramterraum

Um den Unterschied zum CMSSM herauszustellen, geben wir für eine Beispielpunkt im CMM-
Parameterraum die Werte der Parameter bei der GUT-Skala an. Im Gegensatz zum CMM-
Modell sind diese im CMSSM bei MGUT universell. Wir wählen exemplarisch

Mq̃ = 1500 GeV, mg̃ = 600 GeV, aD1 /Mq̃ = 1.5, arg(µ) = 0, tan β = 6. (4.19)

als Inputwerte (später Set 4 in Tab. 4.1). Das CMW-Programm7 liefert bei der Planck-Skala
die universellen Parameter:

a0 = 1077 GeV, m0 = 1394 GeV. (4.20)

Bei MGUT erhalten wir die folgenden nicht-universellen Parameter (die trilinearen Terme sind
in der Super-CKM-Basis und die Massen in der Up-Basis. Die Tilde über den A-Termen
bedeutet, dass sie durch 4π geteilt wurden):

Ãu(MGUT) =




0 0 0
0 0 0
0 0 41.5


GeV, Ãd(MGUT) =




0 0 0
0 0 0
0 0.3 −3.2


GeV, (4.21a)

5Dies spezifiziert das D-Term-Splitting in den RGE und ist in Ref. [14,146–149] genauer erläutert.
6Der Betrag von µ wird über die Bedingung erfolgreicher elektroschwacher Symmetriebrechung

|µ| =
m2

Hu
sin2 β −m2

Hd
cos β2

cos(2β)
− 1

2
MZ (4.17)

festgelegt.
7Ein Mathematica-Programm, welches nach Christian Scherrer, Markus Knopf und Waldemar Martens be-

nannt ist und kurz in Abschnitt 4.3.2 erläutert wird.
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Ãν(MGUT) =




0 0 0
0 0 0

−0.0012 0.0021 39.15


GeV, (4.21b)

mΦ̃(MGUT) = diag (1396, 1396, 1067) GeV, (4.21c)

mΨ̃(MGUT) = diag (1413, 1413, 1069) GeV, (4.21d)

mÑ (MGUT) = diag (1426, 1426, 1068) GeV, (4.21e)

mHu(MGUT) = 1113 GeV, mHd
(MGUT) = 1413 GeV. (4.21f)

Mit ỹt(MGUT) = 0.046 und ỹb(MGUT) = −0.0027 können wir nicht mehr A = a0Y schrei-
ben, insbesondere weil Ad schon ein Nebendiagonalelement generiert hat, welches b̃L → s̃R-
Übergänge induziert. Zusätzlich ist bereits die dritte Generation von den ersten beiden sepa-
riert. Hingegen sind in Modellen wie mSUGRA oder CMSSM, welche auch nur fünf Inputpara-
meter benötigen, Quarks und Leptonen nicht miteinander verknüpft: Sie können unabhängig
voneinander rotiert werden, so dass die große Mischung der Neutrinos nicht im Quarksektor
sichtbar wird.

4.3 Grundlegende Ergebnisse und Vorarbeiten des
CMM-Modells

Im Folgenden sollen die für die Phänomenologie relevanten Ergebnisse, basierend auf Ref. [14,
146–149], zusammengefasst werden.

4.3.1 Massensplitting und Flavourverletzung

Das Massensplitting zwischen der dritten und ersten/zweiten Generation stellt sich als eine
entscheidende Größe für die Flavourphysik heraus. Die Universalität der Softmassen bei MPl

(siehe Gl. (4.16)) wird in den RGE durch den Einfluss der Top-Yukawakopplung zerstört. In
der Up-Basis bleibt m2

d̃
zwar diagonal, doch yt treibt die Softmasse der dritten Generation

von der ersten und zweiten Generation zu kleineren Werten:

m2
d̃
(MZ) = diag

(
m2
d̃1
,m2

d̃1
,m2

d̃1

(
1−∆d̃

))
. (4.22)

Der Renormierungsgruppenfluss zwischen der Planck- und der GUT-Skala kann im physikali-
schen Bereich ∆d̃-Werte bis zu 0.4 generieren, wie in Abb. 4.2 illustriert. Darin ist zusätzlich
noch die CMM-Vorhersage für die leichteste Higgsmasse eingetragen, welche Teile des Para-
meterbereichs bereits ausschließt. Darauf wird in Abschnitt 4.3.3 genauer eingegangen. Wir
erkennen insbesondere, dass das Massensplitting für festes mg̃/Mq̃ konstant bleibt. Das Mas-
sensplitting ist approximativ gegeben als [145]:

m2
d̃
∆d̃ ≈

1

8π2
y2
t

(
3m2

d̃
+ |A2|2

)
·
(

5 log
MPl

MSO(10)
+
MSO(10)

MGUT

)
. (4.23)

Mit tribimaximaler Mischung bekommen wir für die Rotationsmatrix der rechtshändigen
Down-Squarks aus Gl. (4.13):

UTBM
D =




√
2
3 e

−ia1 1√
3
e−ia2 0

− 1√
6
e−ia4 1√

3
e−i(−a1+a2+a4) 1√

2
e−i(−a1+a3+a4)

1√
6
e−ia5 − 1√

3
e−i(−a1+a2+a5) 1√

2
e−i(−a1+a3+a5)


 . (4.24)
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Abb. 4.2: Downsquark-Massensplitting ∆d̃ (durchgezogene Linie mit schwarzen Zahlen auf
weißem Hintergrund) für sgn(µ) = +1 und tan β = 6. Links als Funktion vonMq̃ und
aD1 /Mq̃ für mg̃ = 600 GeV und rechts als Funktion von Mq̃ und mg̃ für aD1 /Mq̃ = 1.8.
Schwarz: ausgeschlossen durch negative Softmassen. Gestrichelte Linien mit weißen
Zahlen auf schwarzem Hintergrund: Higgsmasse Mh in GeV.

Wechselt man nun an der elektroschwachen Skala zu den Masseneigenzuständen, also in die
Super-CKM-Basis, in der Quarks und Squarks gleichzeitig rotiert werden und Y2 diagonal ist,
tauchen große Flavour- und CP -verletzende Nebendiagonalelemente im RR-Block der Down-
Squark-Massenmatrix auf:

m2
D̃

= UDm
2
d̃
U †
D = m2

d̃1




1 0 0
0 1− 1

2∆d̃ −1
2∆d̃e

iξ

0 −1
2∆d̃e

−iξ 1− 1
2∆d̃


 , ξ ≡ a5 − a4. (4.25)

Wir lesen ab, dass Flavourübergänge proportional zur Massenaufspaltung zwischen zweiter
und dritter Generation sind und die Top-Yukawakopplung die treibende Kraft der Flavour-
verletzung ist. Weiter hat die CP -verletzende Phase ξ Auswirkungen auf die Phase φs in der
Bs-Mischung und auf die CP -Asymmetrien von Bd → φKS und Bs → φφ8.

Vernachlässigt man LR-Mischung und Terme aus der elektroschwachen Symmetriebrechung,
erhält man für die Rotationsmatrix ZD,L,ν der Down-Squarks, Sleptonen und Sneutrinos fol-
gendes:

Z†
D

(
V ⊤
q m

2
q̃V

∗
q 0

0 UDm
2
d̃
U †
D

)
ZD = diag

(
m2
d̃1
, . . . ,m2

d̃6

)
, ZD =

(
V ⊤
q 0

0 UD

)
, (4.26)

Z†
L

(
UPMNSm

2
ℓ̃
U †

PMNS 0

0 V †
qm2

ẽVq

)
ZL = diag

(
m2
ℓ̃1
, . . . ,m2

ℓ̃6

)
, ZL =

(
UPMNS 0

0 V †
q

)
,

(4.27)

8Nimmt man alle Phasen wie in Ref. [137] mit, so entspricht ξ der Phase φBs . Die unterschiedliche Vorzei-
chenkonvention stammt aus der unterschiedlichen Definition der Softterme für d̃c. Hier wurde die Definition
von Ref. [41] verwendet, während in Ref. [137] d̃cm2

d̃
d̃c

∗
verwendet wurde, d.h. m2

d̃
= (m2

d̃
[137])∗.
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Z†
νm

2
L̃
Zν = diag

(
m2
ν̃1,m

2
ν̃2 ,m

2
ν̃3

)
, Zν = U∗

PMNS. (4.28)

Eine zusätzliche Quelle von Flavourverletzung stammt aus den A-Termen. Die RGE generieren
ein Misalignment zwischen YD, Ad und YE , Aℓ: A32

d 6= 0 6= A23
ℓ .

4.3.2 Das CMW-Programm

Mittels einer aufwändigen Renormierungsgruppenanalyse, der Universalitätsannahme bei der
Planck-Skala in Gl. (4.16) und der SO(10)- und SU(5)-Relationen können die CMM-Inputwerte
aus (4.18) mit den restlichen SUSY-Parametern verknüpft werden. Dies wurde im CMW-
Programm implementiert. Dabei wird das Laufen im MSSM auf Zweischleifenordnung im DR-
Schema und Einschleifenordnung in SU(5) und SO(10) verwendet, wobei Yukawakopplungen
der ersten beiden Generationen Null gesetzt wurden. Anstatt A0 und m0 bei der Planck-
Skala zu raten, startet man das Laufen bei der elektroschwachen Skala, mit dem Vorteil, dass
bereits bestehende Einschränkungen eingebunden werden können. Nach der Evolution hoch
zur Planck-Skala und wieder zurück zur elektroschwachen Skala wird ein zweiter Durchlauf
gestartet, wodurch eine gute Konvergenz erreicht wird.

4.3.3 Die Wahl von tan β und die Masse des neutralen Higgsbosons

Um das CMM-Modell zu testen, maximiert man die Flavoureffekte, d.h. in diesem Fall die
generierte Massenaufspaltung zwischen dritter und erster/zweiter Generation der Squarkmas-
sen. Dies bedeutet großes yt bzw. kleines tan β. Die SO(10)-RGE für die Eich- und Top-
Yukawakopplung hat einen Fixpunkt für g2/y2

t = 56/55. Falls dieser bei MSO(10) erreicht
wird, bleibt yt/g konstant. Für größere Werte jedoch steigt yt rasch an und wird nichtpertur-
bativ. Im CMM-Modell liegt der Infrarotfixpunkt bei tan β ≃ 2.5. Um eine obere Schranke
an die Flavourverletzung zu erhalten, wählen wir tan β so groß wie nötig, damit yt bis MPl

perturbativ bleibt, aber so klein wie möglich, damit die Effekte möglichst groß werden:

2.5 . tan β . 10. (4.29)

Kann man das CMM-Modell nicht für kleine Werte von tan β ausschließen, gilt dies auch für
größere tan β.

Die Masse des leichten neutralen Higgsbosons liefert starke Einschränkungen an den CMM-
Parameterbereich [147]. Die experimentelle untere Schranke hängt von den MSSM-Higgspa-
rametern ab, insbesondere von der Kopplung an das Z-Boson. Bei großem tan β fällt die
Untergrenze auf M exp

h ≥ 89.8 GeV [15]. Für unsere Analyse bei kleinem tan β liegt die Schran-
ke bei M exp

h ≥ 114 GeV [152]. Die Relation auf Baumgraphniveau M tree
h ≤MZ | cos(2β)| erhält

Korrekturen, die sowohl von der Topmasse als auch logarithmisch von der Stopmasse abhän-
gen. Sie werden somit kleiner für großes yt, d.h. großes Massensplitting und kleines tan β. Im
Gegensatz zur experimentellen Untergrenze wächst also MCMM

h mit tan β. Bei tan β = 3 sind
sehr schwere Mq̃ und mg̃ nötig, um die Korrekturen groß genug zu machen, wobei gleichzei-
tig wegen der Entkopplung die flavourverletzenden Prozesse irrelevant werden. Wählen wir
hingegen tan β = 6, werden die CMM-spezifischen Effekte kleiner und MCMM

h größer. Zusam-
menfassend stellen wir die Korrelationen nocheinmal gegenüber:

kleines tan β ⇔ große Flavour Effekte ⇔ (zu) kleine Higgsmasse
großes tan β ⇔ kleine Flavour Effekte ⇔ große Higgsmasse
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4.3.4 Vakuumstabilität und positive Fermionmassen

Der Input aD1 wird durch die Forderung, dass das skalare Potenzial weder zur Brechung der
Ladungs- noch der Farbquantenzahl führt, eingeschränkt:

∣∣aD1
∣∣2 ≤ 3

(
m2
Q̃

+m2
d̃

+m2
Hd

)
≡
∣∣aD1
∣∣2
max

. (4.30)

Unter Betrachtung der Parameterscans in Ref. [147] wurde gefunden, dass der Wert
∣∣aD1
∣∣ /Mq̃ <

3 bei der Skala MZ praktisch nie überschritten wurde, ohne die Einschränkung zu verletzen.

Bereiche, in denen Sfermionen, die U(1)Y - oder SU(3)C-Ladung tragen, negative Softmassen
bekommen und so zu nichttrivialen Minima des skalaren Potenzials führen, sind unphysikalisch
und müssen ebenfalls ausgeschlossen werden. Dies gilt nicht für negative Higgsmassenquadrate,
welche zur Brechung der elektroschwachen Symmetrie führen. Im CMM-Modell tritt dieses
Problem auf, falls die Top-Yukawakopplung die dritte Generation der Sfermionmassen zu
negativen Werten treibt. Die tatsächlichen unteren Schranken an die Massen haben keinen
relevanten Effekt aufgrund eines sehr steilen Fallens der Massen von O(MSUSY) auf 0.

4.3.5 Teilchenspektrum für einen speziellen CMM-Parameterpunkt

Exemplarisch präsentieren wir hier den Output des CMM-Modells bei der elektroschwachen
Skala für denselben Parameterpunkt wie in Abschnitt 4.2.5: Mq̃ = 1500 GeV, mg̃ = 600 GeV,
aD1 (MZ)/Mq̃ = 1.5, arg(µ) = 0 und tan β = 6 (siehe Gl. (4.19)). Für die SUSY-Massen
bekommen wir (Masseneigenwerte):

M2 = 100 GeV, M2 = 200 GeV, (4.31)

mχ̃0
i

= (665, 657, 193, 99) GeV, (4.32)

mχ̃±
i

= (666, 193) GeV, (4.33)

Mℓ̃i
= (1401, 1401, 1073, 1431, 1431, 1087) GeV, (4.34)

Mũi = (1520, 1520, 974, 1501, 1501, 543) GeV, (4.35)

Md̃i
= (1521, 1521, 947, 1498, 1498, 1194) GeV. (4.36)

Das leichteste Neutralino ist das LSP (unterstrichene Zahl). Die ersten drei Einträge in Mf̃i
,

f̃ = ℓ̃, ũ, d̃ entsprechen den Sfermionen mit einer größeren linkshändigen Komponente und
die letzten drei mit einer größeren rechtshändigen Komponente, wobei die Massen der dritten
Generation fett gedruckt sind. Das typische Massensplitting ist recht evident. Der Mischungs-
winkel zwischen den zwei Stopeigenzuständen mit 543 GeV und 974 GeV ist θt̃ = 13◦. Die
Higgsparameter lauten:

m2
Hu

= − (604 GeV)2 , m2
Hd

= (1404 GeV)2 , µ = 654 GeV. (4.37)

Dadurch wird die Bedingung für die elektroschwache Symmetriebrechung erfüllt. Die trilinea-
ren Terme sind gegeben durch (wieder in der SCKM-Basis):

Ãu =




0 0 0
0 0 0
0 0 51.0


GeV, Ãd =




0 0 0
0 0 0
0 0.4− 0.7 i −14.3


GeV, Ãℓ =




0 0 0
0 0 0.2− 0.4 i
0 0 −5.6


GeV.

Für die radiativen Zerfälle erhalten wir BR (τ → µγ) = 1.46 · 10−8 und BR (b→ sγ) = 2.96 ·
10−4. Lässt man den (3, 2)-Eintrag von Ãd weg, führt dies zu einer kleinen Erhöhung von
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ca. 0.02 · 10−4 für diesen speziellen Parameterpunkt. Man beachte jedoch, dass für kleinere
Gluinomassen und z.B. tan β = 3 Effekte von bis zu 0.7·10−4 dem Ãd,3,2-Element zugeschrieben
werden können. Dieser Effekt wurde in bisherigen Analysen nicht betrachtet.

Unter Verwendung eines χ2-Test für ∆Ms, sinφs und f2
Bs
B̂Bs bestimmen wir die Phase ξ

so, dass wir Werte von ∆Ms, sinφs und f2
Bs
B̂Bs erhalten, die jeweils so nah wie möglich

an ihren experimentellen und theoretischen Werten liegen (Genaueres ist in Kapitel 4.4.2
zu finden). Wir scannen über den theoretischen Fehler von f2

Bs
B̂Bs (siehe weiter unten in

Gl. (4.57)) sowie den experimentellen Bereich für sinφs (siehe Gl. (4.54)) und ∆Ms. Als besten
Fitwert für den gewählten Parameterpunkt erhalten wir die Phase ξ = 59◦, ∆Ms = 17.43 ps−1

und fBs

√
B̂Bs = 0.275 GeV. Dies entspricht einer Phase φs = −31◦, welche bei diesem

Parameterpunkt auch die maximale (negative) Phase φs im CMM-Modell ist.

4.4 Phänomenologie des CMM-Modells

Eine erste phänomenologische Analyse CMM-spezifischer Effekte in b→ sγ, τ → µγ und der
Bs−Bs -Mischung ist bereits in Ref. [146–149, 153] durchgeführt worden. Angesichts neuer
Daten der Dimyon-Asymmetrie und einer Reduktion des hadronischen Fehlers von 20% auf
7.5% werden wir letztere nochmals genauer untersuchen, insbesondere im Hinblick auf die
CP -Asymmetrien in Bd → φKS und Bs → φφ. Die CMM-spezifischen Effekte in den anderen
beiden Observablen sollen kurz zusammengefasst werden: Die Auswirkungen des atmosphäri-
schen Mischungswinkel in UD auf τ → µγ und b→ sγ sind im CMM-Modell offensichtlich. Im
SM wird letzterer über eine W -Schleife vermittelt. Der bL− sR-Übergang ist proportional zur
Strangequarkmasse und deshalb gegenüber dem bR − sL-Übergang (∝ mb) vernachlässigbar.
Im CMM-Modell treten Amplituden mit beiden Chiralitäten auf:

bL → sRγ ∝ mbαsmg̃

(
UDm

2
d̃
U †
D

)
32
, bR → sLγ ∝

(
V †
qm

2
q̃Vq

)
32
. (4.38)

Bei τ → µγ dominieren Übergänge ∝ Z2J∗
L Z3J

L , Z2J
ν Z3J∗

ν = U2J
D U3J∗

D . Ausgehend von dem
exakten Einschleifenergebnis aus Ref. [73] (siehe Anhang A.2) wird in Ref. [146] der Grenzfall
verschwindender Myon-Yukawakopplung und nur der Übergang τR → µLγ betrachtet, da der
Beitrag des helizitätsgeflippten Übergangs mit m2

µ/m
2
τ unterdrückt ist. Das um einen Faktor

1/2 und cos θW verbesserte Ergebnis aus Ref. [146] für das Verzweigungsverhältnis ist in
Ref. [14] angegeben.

4.4.1 Grundidee effektiver Hamiltonoperatoren

Bevor wir genauer auf CMM-spezifische phänomenologische Effekte eingehen, soll die Grund-
lage des dazu benötigten Mechanismus effektiver Hamiltonoperatoren erklärt werden. Die
Effekte schwerer Freiheitsgrade werden üblicherweise in sogenannten Wilson-Koeffizienten ab-
sorbiert. Durch das Auftreten verschiedener Skalen wie beispielsweise MW ≫ mb, mc ≫ ΛQCD

treten bei der Renormierung große Logarithmen auf, welche die Anwendbarkeit der Störungs-
reihe in Frage stellen. Wird eine Observable X bis zur Ordnung O(αns ) berechnet, dann enthält
µ d
dµX = O(αn+1

s ) Terme mit logk(m2
b/M

2
W ), k ≤ n + 1. Mittels effektiver Feldtheorien kann

diese Unzulänglichkeit gelöst werden. Eine sehr pädagogische Einführung dazu findet man in
Ref. [154,155]. Die Idee dabei ist, die kurz- und langreichweitigen Wechselwirkungen getrennt
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zu behandeln, d.h. man spaltet die großen Logarithmen in den Schleifenkorrekturen auf:

αs
4π

log

(
m2
b

M2
W

)
=
αs
4π

[
log

(
µ2

M2
W

)

︸ ︷︷ ︸
→Ci(µ)

+ log

(
m2
b

µ2

)

︸ ︷︷ ︸
→〈Qi(µ)〉

]
. (4.39)

Die Effekte an der hohen Skala werden in die Wilson-Koeffizienten Ci(µ) und die nichtpertur-
bativen Beiträge in die Matrixelemente der Operatoren absorbiert. Die effektive Feldtheorie
wird durch einen Hamiltonoperator beschrieben, der keine Felder für die schweren Teilchen
mehr beinhaltet und folgende Form besitzt: Heff ∝

∑
i Ci(µ)Qi(µ). Begründet ist dieser An-

satz durch das Entkopplungstheorem („Appelquist-Carrazone-Theorem“ [156]), wonach für das
S-Matrixelement gilt:

〈f | T e−i
R

d4xH(x) |i〉 = 〈f | T e−i
R

d4xHeff(x) |i〉 ·
(
1 +O

(
m2

leicht

m2
schwer

, p2

m2
schwer

))
. (4.40)

Der effektive Hamiltonoperator kann berechnet werden und ist dann unabhängig vom Anfangs-
und Endzustand. Die effektiven Kopplungskonstanten Ci(µ) werden in einer sogenannten
„Matching-Rechnung“ bestimmt. Dabei fordert man, dass die Amplitude in der vollen Theorie
und die Amplitude in der effektiven Theorie gleich sind. Die Strategie ist die folgende:

• Mittels der „Matching-Rechnung“ werden die Wilson-Koeffizienten Ci(µ) bis zur ge-
wünschten Ordnung O(αps) bestimmt. Damit die auftretenden Logarithmen klein blei-
ben, wählen wir µ = O(MW ).

• Mit der Renormierungsgruppengleichung werden die Wilson-Koeffizienten zur niedri-
gen Skala mb umgerechnet, bei der die Zerfallsamplitude berechnet werden soll. Das
hat den Effekt, dass die auftretenden großen Logarithmen ((αs

4π )n logn( mb
MW

) in LO und

(αs
4π )n+1 logn( mb

MW
) in NLO) aufsummiert werden. Um das Laufen zu berechnen, benö-

tigt man die sogenannte anomale Dimensionsmatrix γ, welche bis zur Ordnung O(αp+1
s )

bestimmt werden muss.

• Schließlich muss noch das Matrixelement 〈Qi〉 berechnet werden. Dies geschieht meist
in Gittereich-Theorie.

Die Konventionen des effektiven Hamiltonoperators sind in Anhang E angegeben und werden
in Kapitel 4.4.3 aufgegriffen.

4.4.2 Bs−Bs -Mischung

Der Fokus bei unserer Untersuchung der Bs−Bs -Mischung liegt in der CP -verletzenden Phase
ξ, da diese in der Analyse der mischungsinduzierten CP -Asymmetrien in Abschnitt 4.4.4 und
4.4.5 benötigt wird. Eine kurze Einführung zur Mesonmischung findet man in Anhang D.
Neue Physik kann die Größe Γs12 nicht beeinflussen, da sie von CKM-begünstigten Prozessen
auf Baumgraphniveau stammt. Die Phase φs kann somit näherungsweise mit der Phase φM des
Nebendiagonalelements Ms

12 = |Ms
12|eiφM identifiziert werden. Diese bestimmt die Mischung

der neutralen Bs-Mesonen via q/p = −e−iφM . Die SM-Vorhersage φSM
s = (4.2± 1.4) × 10−3

aus Ref. [157] wurde erst kürzlich in Ref. [158] mit neuesten Inputwerten aktualisiert:

φSM
s =

(
4.7+3.5

−3.1

)
× 10−3. (4.41)

Beiträge neuer Physik können diese kleine Phase jedoch drastisch ändern, und wir schreiben:

φs = φSM
s + φNP

s . (4.42)
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Der gleiche zusätzliche Beitrag wie in Gl. (4.42) tritt auch in der beobachtbaren Phase auf,
welche experimentell über die zeitabhängige CP -Asymmetrie von Bs → J/ψφ (siehe Ab-
schnitt 2.1.3) bestimmt wird:

2βexp
s = 2βeff

s = 2βSM
s − φNP

s . (4.43)

Die aktuelle experimentelle Genauigkeit erlaubt es nicht, die kleinen Phasen βSM
s und φSM

s

aufzulösen, weshalb man bei großen Neue-Physik-Beiträgen näherungsweise

φM = −2βexp
s = −2βSM

s + φNP
s ≈ φNP

s ≈ φs (4.44)

bekommt bzw. φs ≈ arcsin
(
Im

M
s
12

|Ms
12|

)
.

Experimenteller Status

Die Messung des CDF-Experiments für die Massendifferenz ergibt [159]:

∆MCDF
s = (17.77 ± 0.10 (stat.)± 0.07 (syst.)) ps−1. (4.45)

Kombiniert mit dem DØ-Wert ∆Ms = (18.53 ± 0.98 (stat.)± 0.30 (syst.)) ps−1 erhält man:

∆MPDG
s = (117.0 ± 0.8) · 10−10 MeV = (17.77 ± 0.12) ps−1. (4.46)

Beide Werte sind in Einklang mit der SM-Vorhersage [157]:

∆MSM
s = (19.30 ± 6.68) ps−1. (4.47)

Die CP -Phase wurde sowohl von CDF als auch von DØ eingeschränkt. Im Sommer 2010
präsentierten sie ihre neuen Ergebnisse [160–162]:

−2βCDF
s ≡ −2βSM

s + φNP
s ∈ [−1.04,−0.04] ∪ [−3.10,−2.16] (68% CL), (4.48a)

∈ [−π,−1.78] ∪ [−1.36,0.26] ∪ [2.88, π] (95% CL) (4.48b)

φDØ
s ≡ −2βSM

s + φNP
s =− 0.76+0.38

−0.36(stat)± 0.02(syst) (4.48c)

∈ [−1.65,0.24] ∪ [1.14, 2.93] (95% CL) . (4.48d)

Bisher hat HFAG nur die älteren Werte aus Ref. [163, 164]9 zu φHFAG
s =

(
−0.77+0.29

−0.37

)
∪(

−2.36+0.37
−0.29

)
kombiniert [165]. Kürzlich hat DØ die inklusive Dimyon-Asymmetrie Ab =

N++
b −N−−

b

N++
b +N−−

b

bei einer integrierten Luminosität von 6.1 fb−1 gemessen, wobei N++
b die Zer-

fälle
(
B0(t), B̄0(t)

)
→ (f, f) zählt und N−−

b entsprechend die in
(
f̄ , f̄

)
[142]. Die gleiche

Asymmetrie kann auch durch flavourspezifische, semileptonische Zerfälle

afs =
Γ
(
B̄0 → Xℓ+νℓ

)
− Γ

(
B0 → X̄ℓ−ν̄ℓ

)

Γ
(
B̄0 → Xℓ+νℓ

)
+ Γ

(
B0 → X̄ℓ−ν̄ℓ

) = Ab (4.49)

bestimmt werden. Das DØ-Ergebnis [142]

afs = −0.00957 ± 0.00251 ± 0.00146 (4.50)

92βCDF
s ≡ 2βSM

s − φNP
s ∈ [0.32, 2.82] (68% CL), φDØ

s ≡ −2βSM
s + φNP

s ∈ [−1.20, 0.06] (90% CL).
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beinhaltet eine Mischung der Bd- and Bs-Mesonen mit

afs = (0.506 ± 0.043) adfs + (0.494 ± 0.043) asfs. (4.51)

Der Vergleich mit der SM-Vorhersage aSM
fs =

(
−0.23+0.05

−0.06

)
· 10−3 [157] ergibt eine 3.2σ Abwei-

chung. Diese reduziert sich auf 2.9σ durch Mittelung mit dem CDF-Ergebnis afs = 0.008 ±
0.0090 ± 0.0068 [166]:

afs = −0.0085 ± 0.0028. (4.52)

Unter der Annahme, dass keine neuen Physik in adfs auftritt, erhalten wir asfs = −0.017±0.056,
welches sich mit Hilfe der Relation in Gl. (D.10) auf 2σ in

sinφs = −2.2± 1.4 (4.53)

übersetzt [143], dessen Zentralwert im unphysikalischen Bereich liegt. Eine Kombination der
Werte in Gl. (4.48) und (4.53) exisitiert noch nicht. Deshalb verwenden wir für die numerische
Analyse einen gewichteten Mittelwert der drei experimentellen Werte für sinφs, wobei wir nur
das zweite Intervall in (4.48b) und das erste in (4.48d) verwenden. Damit erhalten wir

sinφs = −0.77 ± 0.47 (95%CL) . (4.54)

Neue-Physik-Beiträge zur Massendifferenz ∆Ms

Die experimentelle Genauigkeit der Oszillationsfrequenz ∆Ms scheint die Beiträge von neuer
Physik stark einzuschränken. Da diese jedoch mit einer relativen Phase zu den SM-Beiträgen
auftreten, addieren sie sich in der komplexen Ebene, so dass selbst große Neue-Physik-Beiträge
in Einklang mit der experimentellen Schranke sein können [137,147–149,153]. Das Matrixele-
ment Ms

12 wird mit dem Formalismus effektiver Feldtheorien berechnet (siehe Abschnitt 4.4.1
und Anhang E). Im SM trägt nur ein Operator zu diesem ∆B = 2-Prozess bei:

OL = sL,α γµ bL,α sL,β γ
µ bL,β , (4.55)

und man erhält:

Ms
12, SM =

G2
FM

2
WMBs

12π2

(
f2
Bs
B̂Bs

)
(V ∗
tsVtb)

2CL(µb)
SM , (4.56)

wobei CL(µb)
SM = ηBS0(xt) mit der Schleifenfunktion S0 aus Anhang A.3.2, ηB = 0.55

und xt = m2
t/M

2
W gilt. Die langreichweitigen QCD-Effekte des hadronischen Matrixelements

sind parametrisiert durch fBs(B̂Bs)
1/2. Während der etwas ältere Wert aus Ref. [157] mit

fBs(B̂Bs)
1/2 = (0.27263 ± 0.0567465) GeV, welcher bei bisherigen CMM-Analysen verwendet

wurde, noch einen Fehler von 20% aufweist, liefert der neue Wert aus Ref. [158] eine Genau-
igkeit von 7.5%:

fBs

√
B̂Bs = (0.25795 ± 0.01953) GeV . (4.57)

Zusätzliche supersymmetrische Beiträge, die nicht die charakteristische CMM-Verstärkung
aufweisen, sind geladene-Higgs-Quark- und Chargino-Squark-Boxdiagramme. Sie ändern den
Wilson-Koeffizient zu CL(µb)

SM+H±+χ̃±
= ηBFtt, wobei Ftt in Ref. [167] (dort Gl. (4.5))
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angegeben ist. Die CMM-spezifischen Effekte hingegen stecken im Wilson-Koeffizienten CR
des paritätsgeflippten Operators:

OR = sR,α γµ bR,α sR,β γ
µ bR,β . (4.58)

Die dominanten Beiträge stammen aus Gluino-Squark-Boxen, denn dort tritt der flavourver-
letzende Quark-Squark-Gluino-Vertex aus Abb. 4.1 auf. Sie sind von der Ordnung O(α2

s) und
durch den atmosphärischen Mischungswinkel verstärkt. Da die QCD invariant unter Parität
ist, unterscheiden sich die Matrixelemente von OR und OL nicht, d.h. man kann die Wilson-
Koeffizienten – unter Berücksichtigung der relativen Phase – einfach addieren (siehe Abb. 4.3).
Man erhält:

Ms
12,CMM =

G2
FM

2
WMBs

12π2

(
f2
Bs
B̂Bs

)
(V ∗
tsVtb)

2 (CL(µb) + CR(µb)) , (4.59a)

CL(µb) = ηBFtt , (4.59b)

CR(µb) =

(
U23∗
D U33

D

)2

(V ∗
tsVtb)

2

8π2α2
s(MZ)

G2
FM

2
Wm

2
g̃3

ηBS
(g̃)(x, y). (4.59c)

Hierbei bezeichnet S(g̃)(x, y) die Schleifenfunktion (siehe Anhang A.3.2)10.

Mit der Parametrisierung von Gl. (4.24) und (4.25) können die Wilson-Koeffizienten wie folgt
geschrieben werden11:

C = CSM+H±+χ̃±

L + e−2iξ
∣∣CCMM

R

∣∣ . (4.60)

Hieran erkennt man, dass die Phase ξ durch die Bs−Bs -Mischung nur mit einer Zweideutigkeit
bestimmt werden kann. Zu jedem gefundenen ξ ist auch ξ+π eine erlaubte Phase. In Ref. [153]
wurde gefunden, dass der Beitrag aus dem CMM-Modell prinzipiell bis zu 16-mal so groß
werden kann wie der SM-Wert, jedoch hängt dies entscheidend von der Phase ξ ab. Auf diese
Weise kann das CMM-Modell nicht nur mit den experimentellen Einschränkungen in Einklang
gebracht werden, sondern liefert mit ξ auch eine mögliche Erklärung für φs.

Bestimmung der Phase ξ im CMW-Programm

Die Phase ξ in UD geht in die RGE ein und hat somit Auswirkungen auf die Parameter,
die das Programm bei der elektroschwachen Skala berechnet. Jedoch hängen nur die A-Terme
wesentlich von der Phase ab, welche wiederum nicht in die Bs−Bs -Mischung eingehen. Deshalb
wird wie folgt vorgegangen: Nach einem zweimaligen Durchlauf der RGE mit Startwert ξ = 0
wird mit dem so erhaltenen Satz die Bs−Bs -Mischung berechnet. Dann wird über die Phase
ξ gescannt und getestet, ob zu dem Datensatz eine passende Phase ξ existiert, der mit den
experimentellen Einschränkungen im Einklang ist. Mittels eines χ2-Tests wird das optimale ξ
berechnet. Da τ → µγ und b → sγ von den A-Termen abhängen, wird mit der gefundenen
Phase ξ das zweimalige Laufen erneut berechnet. Die Phase ξ kann nur modulo π bestimmt
werden. Jedoch sind τ → µγ und b→ sγ insensitiv auf diese Zweideutigkeit. Eine Möglichkeit
zwischen den zwei Werten zu unterscheiden, ist die CP -Asymmetrie in Bd → φKS .

10In Ref. [137] wird CR noch mit dem Faktor 1/r multipliziert, wobei r = 0.985 [45, 168] die NLO-QCD-
Korrekturen zur Schleifenfunktion S0(xt) im SM wieder aufhebt, da CR nur in LO berechnet wird. Der
Faktor r beinhaltet neben dem Faktor (1−αs(µW )/(4π)J5) aus den RGE zusätzlich die NLO-Korrekturen
zu den Box-Diagrammen bei der hohen Skala µW . Die Formel findet man in Ref. [154], Gl (8.30). Dort
entspricht r dem Inhalt der eckigen Klammer (r = 1 + αs(µW )/(4π)(C1(µW )/C0(µW ) − J5)).

11Aufgrund einer fehlenden komplexen Konjugation bei U23
D in Gl. (4.59c) steht in Ref. [147–149] fälschlicher-

weise C = CL + e+2iξ|CR|.
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2 ΞΦs 2ReHM12
s L

2ImHM12
s L

CL

CR

Abb. 4.3: Schematische Darstellung von ∆Ms = 2 |M s
12| in der komplexen Ebene (nicht maß-

stabsgetreu). Der gelbe Kreis entspricht dem experimentell erlaubten Bereich, der
rote ist ausgeschlossen und der blaue Kreis stellt die Summe aus SM- und CMM-
Beitrag dar. Die Dicke der Kreise symbolisiert den Fehler. Die SM-Vorhersage ist
durch den cyanfarbenen Punkt dargestellt. (Man beachte, dass in Ref. [149] die
Phase 2ξ in die falsche Richtung eingezeichnet wurde).

Numerische Analyse

Um die Abhängigkeit von ξ zu verdeutlichen, behandeln wir ξ zunächst als freien Parameter.
Weiter vernachlässigen wir die kleine SM-Phase φSM

s und die numerisch kleinen geladene-Higgs-
und Chargino-Beiträge. Wir untersuchen exemplarisch die in Tab. 4.1 aufgelisteten CMM-
Szenarien. Durch Vergleich von Set 1 und 2 bekommt man beispielsweise das Verhalten für
größere Gluinomassen, Set 2 und 3 unterscheiden sich die Squarkmassen, usw. Die ersten drei
Spalten geben den CMW-Input an, womit das Massensplitting, die Higgsmasse, BR (b→ sγ),
BR (τ → µγ) und ξ bestimmt werden. Darin sind sowohl einige „extreme“ CMM-Punkte, d.h.
großes Massensplitting und kleinere SUSY-Massen (Set 1, 6 und 7), als auch moderatere
Punkte wie Set 2 und 4 sowie Set 5 mit sehr kleinen CMM-Effekten.

In den ersten drei Schaubildern in Abb. 4.4 ist ∆Ms für die verschiedenen CMM-Punkte in
Abhängigkeit von ξ unter Berücksichtigung der hadronischen Unsicherheit in Gl. (4.57) aufge-
tragen, wobei wir in der oberen Reihe zwischen dem alten und aktuellen hadronischen Fehler
unterscheiden. Dadurch wird deutlich, wie entscheidend sich der Fehler auf die Einschränkung
an ξ auswirkt. In den Szenarien mit Massensplitting um die 50% gilt |CR| > |CL|, weshalb in
diesen Fällen ∆Ms sehr stark mit ξ variiert. Mit dem älteren hadronischen 20%-Fehler lässt
sich ξ in den CMM-Sets 2, 3 und 5 nicht aus der Forderung, dass ∆Ms im experimentellen
3σ-Bereich liegen muss, einschränken. Dagegen kann mit dem 20%-Fehler ∆Ms für Szenario 7
noch in Einklang mit der Messung gebracht werden, nicht jedoch mit dem neuen Fehler. Mit
den aktuellen Werten erhalten wir nämlich folgende Einschränkungen an ξ:

Set 1: 1.2 ≤ ξ ≤ 1.4 ∨ 1.8 ≤ ξ ≤ 2.0 ∨ 4.3 ≤ ξ ≤ 4.5 ∨ 4.9 ≤ ξ ≤ 5.1 ,

Set 2 & 3: 0.7 ≤ ξ ≤ 1.1 ∨ 2.0 ≤ ξ ≤ 2.4 ∨ 3.8 ≤ ξ ≤ 4.2 ∨ 5.1 ≤ ξ ≤ 5.5 ,

Set 4: 0.7 ≤ ξ ≤ 1.1 ∨ 2.0 ≤ ξ ≤ 2.4 ∨ 3.8 ≤ ξ ≤ 4.2 ∨ 5.1 ≤ ξ ≤ 5.5 ,

Set 5: alle ξ erlaubt ,
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Mq̃ [GeV] mg̃ [GeV] aD
1
Mq̃

∆d̃ Mh [GeV] b→ sγ τ → µγ ξχ2 [rad]

Set 1 2000 400 1.8 0.52 119.5 2.86 · 10−4 0.92 · 10−8 0.43π

Set 2 2000 700 1.8 0.44 118.6 2.98 · 10−4 0.74 · 10−8 0.33π

Set 3 3000 700 1.8 0.51 121.1 3.03 · 10−4 0.20 · 10−8 0.33π

Set 4 1500 600 1.5 0.36 115.4 2.97 · 10−4 1.46 · 10−8 0.33π

Set 5 1500 900 1.5 0.27 117.0 3.09 · 10−4 0.89 · 10−8 –

Set 6 1500 400 2.0 0.51 120.2 2.72·10−4 3.29 · 10−8 –

Set 7 1500 500 2.0 0.48 119.1 2.78 · 10−4 2.92 · 10−8 0.40π

Tabelle 4.1: Verschiedene CMM-Szenarien mit arg(µ) = 0 und tan β = 6, wobei fast alle die
Einschränkungen von BR (b→ sγ), BR (τ → µγ) und die leichteste Higgsmasse
erfüllen (Set 6 verletzt knapp die untere Schranke von BR (b→ sγ) und Set 5
und 6 finden kein passendes ξ). Die letzte Spalte gibt die im CMW-Programm
mit einem χ2-Test gefundene Phase ξ an.

Set 6: kein passendes ξ ,

Set 7: 1.0 ≤ ξ ≤ 1.2 ∨ 1.9 ≤ ξ ≤ 2.1 ∨ 4.1 ≤ ξ ≤ 4.3 ∨ 5.0 ≤ ξ ≤ 5.2 .

Szenario 6 ist somit ein CMM-Punkt, in dem die CMM-spezifischen Effekte schon zu groß sind,
um durch Variation von ξ in den experimentellen Bereich von ∆Ms zu kommen. Hingegen sind
in Set 5 die Auswirkung sehr klein und wie wir gleich sehen werden sogar zu klein. Bei den
extremen CMM-Parameterpunkten mit sehr großem Massensplitting, wie beispielsweise 1 und
7, kann man umgekehrt auch argumentieren, dass man diese bereits ausschließen muss, da die
a priori freie Phase ξ auf einen speziellen Bereich feinabgestimmt werden muss.

Rechts unten in Abb. 4.4 ist die für die mischungsinduzierte CP -Asymmetrie relevante Größe
sinφs ≈ − sin(2βeff

s ) dargestellt, welche in Abschnitt 4.4.5 wieder aufgegriffen wird. Die Phase
ist gegeben durch φs = arg(CL + |CR|e−2iξ) (siehe Abb. 4.3). Der grau hinterlegte Bereich
entspricht dem in Abschnitt 4.4.2 bestimmte experimentellen 95% CL Bereich. Dominieren die
CMM-spezifischen Effekte wie in Set 1 und 6 gilt |CR| ≫ |CL| und somit ein näherungsweise
linearer Zusammenhang φs ≈ −2ξ. Wir lesen folgende Bedingungen an die Phase ξ ab:

Set 1 & 6: 0.2 ≤ ξ ≤ 1.5 ∨ 3.3 ≤ ξ ≤ 4.5 ,

Set 2 & 3: 0.4 ≤ ξ ≤ 1.5 ∨ 3.5 ≤ ξ ≤ 4.6 ,

Set 4: 0.5 ≤ ξ ≤ 1.4 ∨ 3.6 ≤ ξ ≤ 4.5 ,

Set 5: kein passendes ξ ,

Set 7: 0.3 ≤ ξ ≤ 1.5 ∨ 3.4 ≤ ξ ≤ 4.6 .

Kombiniert man beide Forderungen an ∆Ms und φs, so bleiben folgende Intervalle übrig:

Set 1: 1.2 ≤ ξ ≤ 1.4 ∨ 4.3 ≤ ξ ≤ 4.5 ,

Set 2 & 3: 0.7 ≤ ξ ≤ 1.1 ∨ 3.8 ≤ ξ ≤ 4.2 ,

Set 4: 0.7 ≤ ξ ≤ 1.1 ∨ 3.8 ≤ ξ ≤ 4.2 ,

Set 5 & 6: kein passendes ξ ,

Set 7: 1.0 ≤ ξ ≤ 1.2 ∨ 4.1 ≤ ξ ≤ 4.3 .

In Set 1–4 und 7 werden durch φs jeweils zwei der erlaubten Intervalle aus der ∆Ms-Bedingung
ausgeschlossen. Für Set 5 kann aufgrund einer zu kleinen Massenaufspaltung ∆d̃ bzw. zu klei-
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Abb. 4.4: Linke Spalte: Auswirkung der Phase ξ auf die Bs−Bs -Massendifferenz ∆Ms mit dem
aktuellen Fehler des hadronischen Matrixelements von 7.5%. Set 1 rot durchgehend;
Set 2 blau strichpunktiert; Set 3 grün gestrichelt (links oben); Set 4 gelb gestrichelt;
Set 5 lila punktiert; Set 6 cyan durchgehend; Set 7 magenta gestichelt (links unten).
Schwarzer Balken: experimenteller 3σ-Bereich, schwarz gestrichelt: SM-Verhersage.
Rechts oben: wie links oben, aber mit dem alten 20%-Fehler auf fBs(B̂Bs)

1/2. Rechts
unten: Auswirkung der Phase ξ auf sinφs, wobei φs = arg(−Ms

12/Γ12). Grauer Be-
reich: experimenteller 95%-CL-Bereich (naiv kombiniert aus Bs → J/ψφ und der
Dimyon-Asymmetrie), andere Farben wie vorher.

nen CMM-Effekten die Phase φs nicht groß genug werden, so dass kein passendes ξ gefunden
wurde, wohingegen im Set 6 die Auswirkungen in ∆Ms zu groß sind. Generell können wir je-
doch feststellen, dass die a priori freie CP -Phase im CMM-Modell, welche nur im Bs-System
auftritt, es ermöglicht, die Spannung zwischen der Messung und dem SM-Wert von φs einzu-
dämmen.

Maximale Phase φs:

In Abb. 4.5 ist die im CMM-Modell maximale (negative) Phase φs zusammen mit der Higgs-
masse abgebildet, wobei wir fordern, dass ∆Ms innerhalb des 3σ-Bereichs liegt und das hadro-
nische Matrixelement innerhalb seines Fehlerbalkens (dabei wird nicht das aus dem χ2-Test
bestimmte ξ verwendet). Innerhalb des mit b → sγ, τ → µγ und der Bs−Bs -Mischung
kompatiblen (grünen) Bereichs kann die Phase große negative Werte um ca. −25◦ bis −90◦

annehmen.
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Abb. 4.5: Maximale Phase φs in Grad (rote Linien mit roten Zahlen auf weißem Hintergrund)
und Higgsmasse Mh in GeV (gestrichelte Linien mit weißen Zahlen auf schwarzem
Hintergrund) für sgn(µ) = +1 und tan β = 6 als Funktion von Mq̃ und aD1 /Mq̃ für
mg̃ = 600 GeV. Dunkelblauer Bereich: ausgeschlossen durch Bs−Bs ; mittelblauer
Bereich: konsistent mit Bs−Bs , aber wegen b → sγ ausgeschlossen; hellblauer
Bereich: konsistent mit Bs−Bs und b→ sγ, aber inkompatibel mit τ → µγ; grüner
Bereich: kompatibel mit Bs−Bs , b→ sγ und τ → µγ.
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Abb. 4.6: Dominante chromomagnetische CMM-Beiträge in C ′
8g. In a) stammt der Chirali-

tätsflip aus der Bottomquarkmasse am externen Beinchen und trägt somit zu C ′
8b,g̃

bei. Bei b) und c) ist die Gluinomasse der chiralitätsverletzende Parameter, und die
Diagramme sind in C ′

8g̃,g̃ enthalten.

4.4.3 CMM-Beiträge zu den ∆B = 1-Wilson-Koeffizienten

Bevor wir uns den CP -Asymmetrien in Bd → φKS und Bs → φφ widmen, untersuchen wir
die CMM-Beiträge in den Wilson-Koeffizienten, welche die Zerfallsamplitude Af beeinflussen.
Diese sind nicht-universell, hängen also vom spezifischen Zerfallskanal ab. In Anhang E sind
die Konventionen des effektiven Hamiltonoperators und die expliziten Formeln für die SUSY-
Beiträge zu den Wilson-Koeffizienten aufgelistet.

Wir betrachten sowohl Gluino- als auch geladene Higgs- und Chargino-Beiträge zu den Wilson-
Koeffizienten Cg(′)3−6, C

(′)
7γ und C(′)

8g (jedoch nicht zu den elektroschwachen Pinguinen). Durch die
CMM-spezifischen Gluino-Beiträge dominieren die mit rechtshändigen Strömen verbundenen
gestrichenen Wilson-Koeffizienten. Dies gilt nicht für die geladenen Higgs- und Chargino-
Beiträge zu C(′)

7γ,8g. Des Weiteren ist C ′
8g um zwei bis vier Grössenordnungen größer als Cg′3−6,
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Abb. 4.7: Wilson-Koeffizient C ′
8g(mb) für ξ = 0 in Abhängigkeit von den Inputparametern

Mq̃ und mg̃ für aD1 /Mq̃ = 1.8 und arg(µ) = 0 (links) sowie Mq̃ und aD1 /Mq̃ für
mg̃ = 500 GeV und arg(µ) = 0 (rechts). Der SM-Wert für C8g(mb) beträgt −0.15.

so dass beispielsweise bei Bd → φKS der chromomagnetische Beitrag dominiert (obwohl das
hadronische Matrixelement des Operators in naiver Abschätzung um eine Größenordnung klei-
ner ist als die QCD-Pinguin-Operatoren). Die typischen CMM-spezifischen Beiträge zu den
Wilson-Koeffizienten sind in Abb. 4.6 für C ′

8g dargestellt. Dabei unterscheidet man zwischen
den Quellen des Chiralitätsflips. Dieser kann wie im SM durch Anwendung der Bewegungs-
gleichung 6 pbR = mbbL am externen Beinchen erfolgen (Abb. a) in 4.6) oder aber aus der
Gluinomasse (Abb. b), c) in 4.6). In Anhang E ist das unterschiedliche Renomierungsgruppen-
laufen der beiden Beiträge angegeben. Diagramm 4.6 a) ist proportional zu ∝ mb δ

d 23
RR , b) zu

∝ mbmg̃ (µ tan β + Ab
yb

) δd 23
RR und c) zu ∝ mg̃mb

A32
d
yb

. Das Nebendiagonalelement im A-Term
wird durch das Auftauchen der Matrix UD in den RGE induziert. Ohne LL- und LR-Mischung
verschwinden sowohl die CMM-Beiträge zu den ungestrichenen Wilson-Koeffizienten als auch
zu C ′

7,8g̃,g̃. Mit LR-Mischung jedoch dominieren letztere in C ′
8g, d.h. C ′

8g̃,g̃ > C ′
8b,g̃.

Die Phase ξ bestimmt den Imaginärteil der gestrichenen Operatoren, da C ′ ∝ Z6k
D Z

5k∗
D ∝ e−iξ

gilt:

C ′
8g = C ′

8g(ξ = 0)e−iξ , Cg′3−6 = Cg′3−6(ξ = 0)e−iξ . (4.61)

In Abb. 4.7 ist C ′
8g(mb) für ξ = 0 als Funktion vonMq̃ undmg̃ für aD1 /Mq̃ = 1.8 und arg(µ) = 0

(links) sowie in Abhängigkeit von Mq̃ und aD1 /Mq̃ für mg̃ = 500 GeV und arg(µ) = 0 (rechts)
geplottet. Für die sieben CMM-Szenarien aus Tab. 4.1 bekommen wir die in Tab. 4.2 an-
gegebenen Werte. Im Vergleich zu den SM-Beiträgen sind die QCD-Pinguin-Beiträge relativ
klein (ca. zwei Größenordnungen kleiner), während der C ′

8g je nach Parameterwahl spürbare
Auswirkungen haben kann (zum Vergleich CSM

8g (mb) = −0.15). Man beachte, dass der chro-
momagnetische Beitrag mit einer komplexen Phase zum SM-Wert addiert wird. Ähnlich wie
bei der Bs−Bs -Mischung in Abschnitt 4.4.2 sind die größten Effekte bei Szenario 1 und 6,
bei denen die Massenaufspaltung fast 50% beträgt. Auch Set 2 und 3 weisen ein recht großes
∆d̃ auf, aber in diesen Fällen macht sich die Entkopplung stärker bemerkbar.

Bei Belle und BaBar wurden neun Observablen zu den vier Zerfällen B+ → K0π+, B+ →
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C ′
8g(mb) C ′

3g(mb) C ′
4g(mb) C ′

5g(mb) C ′
6g(mb)

Set 1 -0.052 0.00031 -0.00042 0.00004 -0.00103
Set 2 -0.023 0.000071 -0.00009 9 · 10−6 -0.00028
Set 3 -0.020 0.00010 -0.00014 0.000001 -0.00035
Set 4 -0.023 0.00007 -0.00008 8 · 10−6 -0.00026
Set 5 -0.009 -6 · 10−6 2 · 10−6 3 · 10−6 -1 · 10−6

Set 6 -0.085 0.00032 -0.00041 0.00004 -0.00114
Set 7 -0.058 0.00016 -0.00021 0.00002 -0.00063

Tabelle 4.2: Gestrichene Wilson-Koeffizienten mit ξ = 0 für die sieben verschiedene CMM
Parametersets. Die Phasenabhängigkeit lautet jeweils C ′(ξ) = C ′(ξ = 0)e−iξ .

K+π0 , B0
d → K+π− und B0

d → K0π0 gemessen: Vier Verzweigungsverhältnisse, vier direkte
CP -Asymmetrien sowie die mischungsinduzierte CP -Asymmetrie im Zerfall B0

d → K0π0.
Während sich die Daten der Verzweigungsverhältnisse auf die SM-Vorhersage zubewegt haben,
bestehen im Bereich der CP -Asymmetrien weiterhin Diskrepanzen (bekannt als πK-Puzzle)
zwischen SM-Vorhersage und Messwerten. Wir haben untersucht, ob diese Abweichungen auf
Beiträge des CMM-Modells zurückzuführen sind. Jedoch sind diese Diskrepanzen nur auf
elektroschwache Pinguindiagramme sensitiv und nicht auf die QCD-Pinguine. Erstere sind
jedoch im CMM-Modell vernachlässigbar klein, so dass das CMM-Modell keine Lösung für
das πK-Puzzle bietet. In unseren Analysen werden im Folgenden die QED-Pinguinbeiträge
immer vernachlässigt.

4.4.4 CP -Verletzung in Bd → φKS

Der seltene Zerfall Bd → φKS kann im SM nur durch Schleifenprozesse induziert werden und
weist die gleiche zeitabhängige CP -Asymmetrie wie Bd → J/ψKS auf (siehe Kapitel 2.1.3).
Er ist dominiert von b → sss-Übergängen und sensitiv auf neue CP -verletzende Phasen. Im
CMM-Modell sind die dominanten Beiträge die in Abb. 4.6 dargestellten Diagramme, wobei
noch ein Spektator-Downquark benötigt wird und das Gluon in ein ss̄-Paar aufspaltet, welches
das φ bildet (siehe auch Abb. 4.8).

B̄d K̄0

d d

bL bR sR

b̃R s̃R

g̃

φ

Abb. 4.8: C ′
8b,g̃-Beitrag zu Bd → φKS .

Eine Diskrepanz der zeitabhängigen CP -Asym-
metrie im Vergleich zu b → ccs-Zerfällen, d.h.
von sin(2β) wäre ein Indiz für eine neue CP -
verletzende Phase. Die B-Fabriken haben sin(2β),
in neun B0-Pinguin-Moden gemessen, welche ten-
denziell unter dem Wert aus b→ ccs-Übergängen
liegen, aber keine signifikanten Abweichungen auf-
weisen.

Experimenteller Status

Der Winkel β des Unitaritätsdreiecks wird hauptsächlich durch Bd → J/ψKS bestimmt (siehe
Gl. (2.29)). Der aktuelle Wert von HFAG für sin(2β) aus den Baumgraph-dominierten Zerfällen
(b→ cc̄s) lautet [169]:

sin(2β) = 0.673 ± 0.023. (4.62)
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Die CP -Asymmetrie von B → φKS hat in den vergangenen Jahren viel Aufsehen erregt,
da die Belle-Kollaboration zunächst einen negativen Wert für SφKS

gemessen hat [170], was
einer 3.5σ-Abweichung vom SM-Wert entspricht. Während der bei ICHEP 2008 präsentierte
Zentralwert von Belle noch leicht unter Gl. (4.62) bei SφKS

= 0.67+0.21
−0.32 lag, ist der aktuelle

Wert sogar oberhalb. HFAG kombiniert die gegenwärtige Belle- und BaBar-Daten zu:

• BaBar [171]: SφKS
= 0.26 ± 0.26 ± 0.03, CφKS

= −0.14 ± 0.19 ± 0.02
• Belle [172]: SφKS

= 0.90+0.09
−0.19, CφKS

= −0.04 ± 0.20 ± 0.10± 0.02

• Mittelwert: SφKS
= 0.56+0.16

−0.18
, CφKS

= −0.11± 0.15

Der aktuelle experimentelle Weltmittelwert nähert sich dem SM-Wert an. In Ref. [19] hingegen
sind die neuesten Ergebnisse noch nicht mit eingebunden, so dass folgende Werte angegeben
werden:

• SφKS
= 0.39 ± 0.17, CφKS

= −0.01± 0.12, BR(B0 → φK0) = (8.6+1.3
−1.1) · 10−6.

Am LHCb-Experiment werden 800 Bd → φKS Ereignisse in 2 fb−1 Daten erwartet. Dies
entspricht einer Sensitivität von σ(sin(2β)) ≃ 0.32 nach einem Jahr.

Berechnung der CP -Asymmetrie

Zur Berechnung der CP -Asymmetrien benötigen wir die hadronischen Matrixelemente für
exklusive hadronische Endzustände. Exemplarisch gilt für zwei Beiträge zur Amplitude:

Af ∝ CA 〈f |QA
∣∣B0
〉

+ CB 〈f |QB
∣∣B0
〉
⇒ ACP ∝ arg

(
1 +

CB
CA

〈f |QB
∣∣B0
〉

〈f |QA |B0〉

)
. (4.63)

Falls nur ein Operator und dessen gestrichener Partner dominieren, kürzen sie sich jedoch
heraus, wobei man je nach Parität des Endzustands ein Plus- oder Minuszeichen erhält:

C 〈f |Q
∣∣B0
〉

+ C ′ 〈f |Q′ ∣∣B0
〉

= C 〈f |Q
∣∣B0

〉
+ C ′ 〈f |P †QP

∣∣B0
〉

= (C − ηfC ′) 〈f |Q
∣∣B0

〉
.

In unserem Fall von φKS im Endzustand muss der gestrichene Wilson-Koeffizient addiert
werden: Bd und KS haben Parität P = −1 und Spin 0. φ hingegen ist ein Vektormeson mit
JPC = 1−−, d.h. der Endzustand befindet sich in einem ℓ = 1 Zustand. Insgesamt ist der
Endzustand somit ungerade unter Parität, d.h. ηφKS

= −1.

Für die Berechnung der hadronischen Matrixelemente 〈f |H∆B=1
eff

∣∣B̄
〉

wurden mehrere Metho-
den entwickelt. Die naive Faktorisierung (NF) [173–175] geht vom Grenzfall mb ≫ ΛQCD aus
und vernachlässigt QCD Korrekturen in αs, wodurch die hadronischen Matrixelemente eines
B-Mesonzerfalls in zwei Mesonen faktorisiert werden können. Allerdings berücksichtigt sie we-
der Streuung im Endzustand, starke Phasen noch Skalenabhängigkeit des Matrixelements. Ei-
ne Verbesserung stellt die von Beneke und Neubert entwickelte QCD-Faktorisierung [176,177]
und die SCET (soft collinear effective theory) dar [178, 179]. In QCDF werden exklusive
Zweiteilchen-Zerfallsamplituden mittels Konvolution von harten Streukernen und Lichtkegel-
Verteilungsamplituden der Mesonen beschrieben. Wir verwenden die QCDF, welche im An-
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hang F erläutert wird. Die Zerfallsamplitude lautet nach Ref. [176]12:

A
(
B̄0 → K̄0φ

)
=− iGF√

2
2mφ(ǫ

∗
φ · pB)

︸ ︷︷ ︸
≈m2

B

FB→K
+ (0)fφ

∑

p=u,c

VpbV
∗
ps

·
[
αp3 + αp4 − 1

2α
p
3,EW − 1

2α
p
4,EW + βp3 − 1

2β
p
3,EW + βpS3 − 1

2β
p
S3,EW

]
.

(4.64)

Die verschiedenen Beiträge und Notationen werden in Anhang F beschrieben.

Umparametrisierung: Für Analysen von Modellen neuer Physik wäre eine Parametrisierung
der Amplitude in Form von Wilson-Koeffizienten geeigneter, da in diesen die Effekte der
schweren Freiheitsgrade absorbiert sind. Dazu setzen wir die Ausdrücke für αi und βi ein und
sortieren nach den Wilson-Koeffizienten Ci:

Ā = iA
(
B̄0 → φK̄0

)
=
GF√

2
m2
BF

B→K
+ fφ

∑

i=1..10,7γ,8g

hi(XH ,XA)(Ci(µb) +C ′
i(µb)). (4.65)

Hierbei hängen die Funktionen hi(XH ,XA) von unbekannten Parametern XH,A, die IR-Divergenzen
parametrisieren ab. Diese Umparametrisierung vereinfacht es, zusätzliche schwache Phasen aus
Neue-Physik-Beiträgen einzubinden. Da starke Phasen (invariant unter CP ) durch Streuung
im Endzustand entstehen, werden Neue-Physik-Amplituden nicht mit starken Phasen assozi-
iert [180]. Ebenso ändert sich die starke Phase beim paritätsgeflippten Operator nicht, da die
QCD invariant unter Parität ist. In unserem Fall weist die SM-Amplitude in guter Näherung
keine schwache Phase auf. Wir erhalten mit

ASM =
∑

i

Xie
iδSM

i , ASUSY =
∑

i

Yie
iθNP

i eiδ
SM
i (4.66)

und der Notation aus Abschnitt 2.1.3:

ρ̄ =
ĀSM + ĀSUSY

ASM +ASUSY
=

∑
i(Xi + Yie

−iθNP
i )eiδ

SM
i

∑
i(Xi + Yie

iθNP
i )eiδ

SM
i

, λφKS
=
q

p
ρ. (4.67)

Daraus kann man die mischungsinduzierte und direkte CP -Verletzung nach Gl. (2.26) und (2.27)
berechnen. Die Bd−Bd -Mischung bestimmt den Faktor q/p. Mittels der Umparametrisierung
gilt13:

Ā ∝
10,7γ,8g∑

i=1

hi(XH ,XA)(Ci(µb) + C ′
i(µb)), A ∝

10,7γ,8g∑

i=1

hi(XH ,XA)(C∗
i (µb) + C ′∗

i (µb)).

Die berechneten Funktionen hi sind in Anhang F.3 angegeben.

Numerische Auswertung

Wir bestimmen die mischungsinduzierte und direkte CP -Asymmetrie mit Hilfe der QCD-
Faktorisierung, wobei wir für den SM-Wert SφKS

= sin(2β) = 0.673 (wie in Gl. (4.62))
und CφKS

= 0 gesetzt haben. Für die hadronischen Unsicherheiten setzen wir zunächst den

12In deren Konvention gilt M1 = P = K, M2 = V = φ, wobei V für Vektormeson und P für pseudos-
kalar steht. Weiter beachte man die unterschiedliche Konvention von Faktoren i in der Amplitude, d.h.
Ā = 〈φKS|H∆B=1

eff

˛

˛B̄0
¸

= iA(B
0 → φKS) Beneke et al.

QCDF .
13Man beachte, dass auch die CKM-Faktoren komplex konjugiert werden müssen.



4.4 Phänomenologie des CMM-Modells 95

0 1 2 3 4 5 6
-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Ξ @radD

S
Φ

K
s

C
M

M

0 1 2 3 4 5 6
-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

Ξ @radD

C
Φ

K
s

C
M

M

Abb. 4.9: Mischungsinduzierte und direkte CP -Asymmetrie SφKS
und CφKS

für die CMM
Inputs aus Tab. 4.1 als Funktion von ξ (SM-Vorhersage schwarz gestrichelt; Set
1 rot durchgehend; Set 2 blau strichpunktiert; Set 3 grün gestrichelt; Set 4 gelb
gestrichelt; Set 5 lila punktiert; Set 6 cyan durchgehend; Set 7 magenta gestrichelt).
Der grau hinterlegte Bereich ist der experimentelle Mittelwert von HFAG.

Ausgangswert von XH = XA = log(mb/Λh) ≈ 2.13 ein, was ρH = ρA = 0 entspricht (siehe
Anhang F). Im Gegensatz zur Bs−Bs -Mischung bekommt man unterschiedliche Werte für ξ
und ξ+π. In Abb. 4.9 sind die beiden CP -Asymmetrien für die Parametersets aus Tab. 4.1 in
Abhängigkeit von ξ abgebildet. Auch in diesem Fall bekommt man die stärksten Effekte bei
den Datensets 1, 6 und 7, wobei wir daran erinnern, dass Punkt 6 für alle ξ ein zu großes ∆Ms

liefert. Gleichzeitig lassen auch Set 1 und 7 nicht viel Spielraum für die Phase ξ übrig. Beim
CMM-Punkt 3, der zwar ein großes Massensplitting, aber relativ schwere Squarks aufweist,
liegt SφKS

für Werte von ξ zwischen 0 und 3.3 mit Ausnahme vom Intervall [0.9, 1.9] im
experimentellen Bereich. Ähnliches gilt für Szenario 2 und 4 mit kleinerem Massensplitting,
aber leichteren SUSY-Massen: ξ ∈ [0, 0.6] oder ξ ∈ [2.3, 3.3]. Beim moderaten CMM-Punkt
5 sind hinsichtlich SφKS

alle Werte von ξ zwischen 0 und 3.4 erlaubt. Hingegen bevorzugt
CφKS

bei den Szenarien 2–5 eher das Intervall [2.7, 2π], so dass bei der Kombination von
SφKS

und CφKS
auf 1σ-Niveau nur die kleinen Bereiche ξ ∈ [0, 0.2] und ξ ∈ [2.7, 3.3] übrig

bleiben. Für die CMM-Punkte 1, 6 und 7 ist aus dem Zusammenspiel von SφKS
und CφKS

nur der Bereich ξ ∈ [2.8, 3.3] und ξ ≈ 0 mit dem experimentellen 1σ-Schranken verträglich.
Grob gesagt findet man aus Abb. 4.9, dass bei allen Szenarien SφKS

und CφKS
nur dann

mit den Messungen kompatibel ist, falls ξ ≈ 0 oder ξ ≈ π. Genau diese Bereiche sind durch
Ergebnisse der Bs−Bs -Mischung in Abschnitt 4.4.2 nicht erlaubt. Lassen wir beispielsweise
die direkte CP -Asymmetrie außen vor und betrachten die Einschränkungen aus SφKS

und der
Bs−Bs -Mischung, so bleibt im CMM-Punkt 3 ein kleines Intervall ξ ∈ [0.7, 0.9] erlaubt. Naiv
folgern wir daraus, dass das CMM-Modell nicht alle Observablen der B-Physik gleichzeitig
richtig wiedergeben kann.

Die Situation ändert sich drastisch, wenn man die hadronischen Unsicherheiten mit einbezieht.
Bisher wurde nur die abgeschätzte Größenordnung der Infrarotdivergenzen benutzt. Lässt
man jedoch eine 100%-Unsicherheit zum Ausgangswert log(mb/Λh) zu, d.h. variiert man ρH,A
zwischen 0 und 1 und die starken Phasen ϕH,A beliebig, so werden die Linien in Abb. 4.9 sehr
viel breiter. Die Abhängigkeit von ξ inklusive der hadronischen Unsicherheiten ist beispielhaft
in Abb. 4.10 für den CMM-Punkt 2 dargestellt. Damit ist nun fast jeder Wert von ξ möglich.
Im Zuge dessen ist eine weitere Einschränkung an die Phase ξ allein aus Bd → φKS nicht
möglich.

Exemplarisch sind in Abb. 4.11 die Observablen korreliert dargestellt. Dabei verwenden wir das
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Abb. 4.10: SφKS
(links) und CφKS

(rechts) für CMM-Parameterset 2 in Abhängigkeit von
ξ inklusive der hadronischen Unsicherheiten aus den Infrarotdivergenzen, d.h.
ρH,A ∈ [0, 1] und ϕH,A ∈ [0, 2π] (blau gestrichelt für den Ausgangswert ρH,A = 0).
Die horizontale, schwarz gestrichelte Linie ist die SM-Vorhersage und der hellgraue
Bereich der experimentelle Mittelwert von HFAG [169].

bereits bekannte Ergebnis von ∆Ms, b→ sγ, τ → µγ und Mh mittels des CMW-Programms
und fügen die CP -Asymmetrien SφKS

und CφKS
hinzu. Hierbei verwenden wir für ξ die aus

dem χ2-Test bestimmte Phase und setzen die Standardabschätzung der hadronische Unsicher-
heiten ein. Wir erkennen, dass SφKS

und CφKS
zwei weitere Tests für das CMM-Modell dar-

stellen. In der Abbildung ist der linke rosafarbenen Bereich bereits durch die Bs−Bs -Mischung
ausgeschlossen. Dies spiegelt unsere Ergebnisse aus den sieben CMM-Szenarien aus Tab. 4.1
wieder: Das Schaubild enthält den etwas moderateren CMM-Punkt 4. Dieser liegt mit dem
bestimmten ξχ2 knapp außerhalb des mit SφKS

verträglichen Parameterraums. Tendenziell
bleiben nach dieser korrelierten Analyse Bereiche mit kleinem A-Term und großen Squark-
massen übrig. Bedacht werden muss, dass die Werte der CP -Asymmetrien in Abb. 4.11 nur
für XH = XA = logmb/Λh berechnet wurden. Wie wir in Abb. 4.10 gesehen haben sind die
hadronischen Unsicherheiten der mischungsinduzierten und direkten CP -Asymmetrie relativ
groß.

4.4.5 CP -Verletzung in Bs → φφ

Genau wie B0
d → φKS ist auch B0

s → φφ vom Gluon-Pinguin-Diagramm b → sss̄ dominiert
und somit sensitiv auf die in b → s-Übergängen auftretende Phase ξ (siehe Abb. 4.12). Die
schwache Phase setzt sich aus der Mischungs- und Zerfallsphase zusammen:

φs
(
B0
s → φφ

)
= φM

(
B0
s

)
︸ ︷︷ ︸

aus Mischung

− φD
(
B0
s → φφ

)
︸ ︷︷ ︸

aus Zerfallsamplitude

. (4.68)

Die Mischungsphase bekommt man (wie in Abschnitt 2.1.3 erklärt) aus dem Baumgraph-
dominierten Zerfall Bs → Jψφ. Im SM ist die schwache Phase des Zerfalls B0

s → φφ kleiner
als 1◦, da sich die Abhängigkeit von Vts in der Mischung und im Zerfall gerade herausheben:

φs
(
B0
s → φφ

)SM
= −arg (ηφφλφφ) ≈ 2arg (V ∗

tsVtb)− arg

(
VtbV

∗
ts

V ∗
tbVts

)
= 0. (4.69)

Neue Physik kann nun sowohl die Mischungsphase als auch die Phase im Zerfall beeinflus-
sen und zwar im Allgemeinen jeweils unterschiedlich. In Kapitel 4.4.2 haben wir ausführlich
die Mischung im CMM-Modell untersucht, deren Phase sehr groß werden kann. Ein Beispiel
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Abb. 4.11: Korrelation der FCNC-Prozesse Bs−Bs , b → sγ, τ → µγ, der Higgsmasse Mh

(gestrichelte Linien mit weißen Zahlen auf schwarzem Hintergrund), SφKS
(durch-

gehende Linien mit schwarzen Zahlen auf weißem Hintergrund) und CφKS
(gestri-

chelte Linien mit gelben Zahlen auf blauem Hintergrund) als Funktion von Mq̃

und aD
1
Mq̃

für mg̃ = 600 GeV, sgnµ = +1 und tan β = 6. Der 1σ-Bereich von

SφKS
∈ [0.38, 0.72] ist rosa gefärbt, der von CφKS

∈ [−0.26, 0.04] gelb, wobei die
Standardabschätzung der Infrarotdivergenzen verwendet wurde. Dunkelblauer Be-
reich: ausgeschlossen durch Bs−Bs ; mittelblauer Bereich: konsistent mit Bs−Bs ,
aber wegen b→ sγ ausgeschlossen; hellblauer Bereich: konsistent mit Bs−Bs und
b → sγ, aber inkompatibel mit τ → µγ; grüner Bereich: kompatibel mit Bs−Bs ,
b→ sγ und τ → µγ. Man beachte jedoch, dass Teile des gelb- und rosafarbenen Ge-
biets sowohl durch Mh als auch durch die Bs−Bs -Mischung bereits ausgeschlossen
sind.

für den Einfluss der Phase ξ auf einen ∆B = 1-Übergang war im vorherigen Abschnitt die
CP -Asymmetrie SφKS

. Da es im CMM-Modell nur eine Quelle von CP -Verletzung gibt – die
Phase ξ – sollten die CP -Verletzung in B0

s → φφ und die Mischungsphase korreliert sein,
während dies in generischen Modellen nicht der Fall ist. Der Zerfall Bs → φφ hat im Ver-
gleich zu anderen hadronischen B-Zerfällen den Vorteil, dass die hadronischen Unsicherheiten
kleiner ausfallen. Dennoch wird es schwierig, CMM-Beiträge in den Zerfallsraten ausfindig zu
machen. Die CP -Asymmetrie, welche im SM Null ist und mit den hadronischen Unsicherhei-
ten multipliziert wird, stellt sich wieder als die geeignetere Observable heraus. Da der Zerfall
eines pseudoskalaren Mesons in zwei Vektormesonen eine Mischung aus CP -geraden und CP -
ungeraden Endzuständen ist, muss eine zeitabhängige Winkelanalyse durchgeführt werden,
um die CP -verletzenden Parameter zu extrahieren.

Experimenteller Status und Polarisationspuzzle

Obwohl der Anteil der Bottomquarks, die in ein Bs-Meson hadronisieren, im Vergleich zu
Bd-Mesonen um einen Faktor vier kleiner ist, erwartet man, dass die Rekonstruktionseffizienz
des Zerfalls B0

s → φφ höher als die für B0
d → φKS ist. Dies liegt unter anderem daran, dass
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Abb. 4.12: Es gibt es zwei Quellen, die zur CP -Verletzung im Zerfall Bs → φφ betragen: Die
aus der Mischung induzierte CP -Verletzung, welche über den „goldenen Kanal“
Bs → J/ψφ gemessen werden kann (siehe Abschnitt 2.1.3 und 4.4.2) und die in
der Zerfallsamplitude auftretenden Phase eiξ. Im CMM-Modell stammen beiden
von der Phase ξ, weshalb Bs → J/ψφ und Bs → φφ korreliert sind.

B0
s → φφ gefolgt von φ → K+K− nur geladene Teilchen im Endzustand aufweist und das

sichtbare Verzweigungsverhältnis im Vergleich zu anderen b→ s-Übergängen verhältnismässig
groß ist [181]:

BRvis
(
B0
s → φ(K+K−)φ(K+K−)

)
≡ BR

(
B0
s → φφ

)
BR

(
φ→ K+K−)2 = (3.4 ± 2.1)·10−6.

LHCb erwartet 4000 Signalereignisse bei 2 fb−1 Daten. Die Sensitivität für φs im Bs → φφ-
Kanal ist jeweils σ(φs) = 0.10 rad und 0.04 rad in 2 bzw. 10 fb−1 [182]. 2009 hat CDF seine
Daten mit 2.9 fb−1 von 2005 aktualisiert und [183–185]

BR(Bs → φφ) = (2.40 ± 0.21(stat.)± 0.27(syst.)± 0.83(BR)) · 10−5 (4.70)

erhalten, in Übereinstimmung mit den theoretischen Vorhersagen

QCD-Faktorisierung:
(
2.18± 0.1+3.04

−1.78

)
· 10−5, (4.71)

Perturbative QCD:
(
3.53+0.83+1.67

−0.69−1.02

)
· 10−5. (4.72)

Polarisationspuzzle: Die differentielle Zerfallsrate von Bs → φφ ist durch drei unabhän-
gige Amplituden, welche den unterschiedlichen Polarisationen entsprechen, bestimmt: eine
longitudinale Polarisation A0 und zwei transversale mit Spins parallel A‖ und senkrecht A⊥
zueinander. Man definiert das transversale und longitudinale Amplitudenverhältnis:

fT = f⊥ + f‖ =
|A⊥|2 +

∣∣A‖
∣∣2

|A0|2 + |A⊥|2 +
∣∣A‖
∣∣2 , fL =

|A0|2

|A0|2 + |A⊥|2 +
∣∣A‖
∣∣2 . (4.73)

Naiv erwartet man fL ≫ fT , bzw. genauer fL = 1 − O(1/m2
b), sowie f⊥/f‖ = 1 + O(1/mb).

Diese Prognosen wurden experimentell von BaBar und Belle in den Baumgraph-dominierten
Übergängen B0 → ρ0ρ0, B0 → ρ−ρ+ und B+ → ρ+ρ0 bestätigt. Das Interesse an B-
Zerfällen in zwei Vektormesonen wurde vor allem durch die gemessene longitudinale Pola-
risation fL ≈ 0.5 des B0,+

d → φK0,+,∗ Zerfalls hervorgerufen, welche genau wie Bs → φφ
durch b → s Pinguin-Diagramme beschrieben werden. Eine erste Messung der Polarisation
von Bs → φφ wurde am CDF-Experiment durchgeführt. Die erhaltenen Polarisierungsanteile
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von fL = 0.348±0.041 (stat.)±0.021 (syst.) und fT = 0.652±0.041 (stat.)±0.021 (syst.) [184]
entsprechen ebenfalls nicht der erwarteten Amplitudenhierarchie (siehe unten in Gl. (4.77)):

|A0|2 ≃
∣∣A‖
∣∣2 ≃ |A⊥|2 anstatt |A0|2 ≫

∣∣A‖
∣∣2 ≃ |A⊥|2 . (4.74)

Es gibt mehrere Lösungen, diese Diskrepanz ohne Neue Physik zu erklären, wie beispielsweise
verstärkte Annihilations-Beiträge, Effekte elektromagnetischer oder sog. Charming-Pinguin-
diagramme oder langreichweitige Streuprozesse [173,186–190].

Berechnung der CP -Asymmetrie

Da es sich um zwei Vektorteilchen im Endzustand handelt, gibt es drei Helizitätsamplituden
Aλ, λ = 0,+,− bzw. Āλ für den B̄s-Zerfall. Der Zusammenhang mit der transversalen Basis
ist gegeben durch:

Ā‖ = 1√
2

(
Ā− + Ā+

)
, Ā− = 1√

2

(
Ā⊥ + Ā‖

)
, (4.75)

Ā⊥ = 1√
2

(
Ā− − Ā+

)
, Ā+ = 1√

2

(
Ā‖ − Ā⊥

)
. (4.76)

Die Amplituden A0,‖ sind CP -gerade und A⊥ ist CP -ungerade. Die transversale Basis ist
meistens für experimentelle Analysen geeigneter, da der Endzustand eine definierte CP -
Quantenzahl besitzt, während die Helizitätsbasis vorwiegend in theoretischen Analysen ver-
wendet wird [186, 187, 191–194]. Naive Faktorisierung deutet auf eine Hierarchie der Helizi-
tätsamplituden hin:

Ā0 : Ā− : Ā+ = 1 :
ΛQCD

mb
:

(
ΛQCD

mb

)2

. (4.77)

Dies ist eine Konsequenz der V −A-Struktur der schwachen Wechselwirkung und der Faktori-
sierung. In Anwesenheit von rechtshändigen Strömen wird diese Hierarchie jedoch invertiert.
Die Amplitude Ā+ ist nicht faktorisierbar und besteht nur aus Annihilationsbeiträgen, welche
schwierig zu berechnen sind.

Aufgrund der Drehimpulserhaltung können die Dipoloperatoren Q7γ und Q8g in Ordnung
O(αs) nicht zu den Pinguin-Diagrammen der transversalen Amplitude beitragen [187, 191].
Dies ist gerade im CMM-Modell relevant, da die dominanten Effekte in den gestrichenen
Wilson-Koeffizienten der Dipoloperatoren stecken, welche analog zur Überlegung beiBd → φKS

bei gerader Parität subtrahiert und bei ungerader Parität addiert werden müssen:

A0,‖ ∝ CSM + CSUSY − C ′
SUSY, (4.78)

A⊥ ∝ CSM + CSUSY + C ′
SUSY. (4.79)

Das ist der Grund, weshalb die Helizitätsamplituden, wie sie in Ref. [186] angegeben sind, in
unserem Fall in die transversale Basis umgerechnet werden müssen. Die Zerfallsamplitude in
QCDF ist gegeben durch [186]

A(B̄s → φφ)h = 2Ahφφ
∑

p=u,c

VpbV
∗
ps

[
αp4 + αp3 − 1

2α
p
3,EW + βp3 + βp4

]
, h = 0,+,−. (4.80)

Genaueres dazu ist Anhang F.2 zu entnehmen.
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Umparametrisierung: Auch hier lohnt sich wieder eine Umparametrisierung, damit man
die Neue-Physik-Beiträge zu den Wilson-Koeffizienten einfach hinzufügen kann14:

Ā0
φφ = iA(B̄s → φφ)0 =− GF√

2
m2
Bs
fBsA

Bs→φ
0

∑

i

h0
i (XH , XA)

(
Ci(µb)− C ′

i(µb)
)
, (4.81)

Ā
‖
φφ = iA(B̄s → φφ)‖ =− GF√

2
mBsmφfBs

∑

i

h
‖
i (XH , XA, XL)

(
Ci(µb)−C ′

i(µb)
)
, (4.82)

Ā⊥
φφ = iA(B̄s → φφ)⊥ =− GF√

2
mBsmφfBs

∑

i

h⊥i (XH , XA, XL)
(
Ci(µb) + C ′

i(µb)
)
. (4.83)

Die Ergebnisse für die Funktionen hi sind wieder in Anhang F.3 angegeben. Insgesamt sind
die hadronischen Unsicherheiten in Bs → φφ viel kleiner als bei Bd → φKS . Die Koeffizienten
vor XH , XA und XL sind um ca. zwei Größenordnungen kleiner als der Real- und Imagi-
närteil der Amplitude mit den Ausgangswerten für Xi. Wir betrachten die CP -Asymmetrie,

welche durch λφφ = q
p
Āφφ

Aφφ
charakterisiert ist. Im CMM-Modell besteht eine Korrelation zwi-

schen Bs → J/ψφ und Bs → φφ. Aus ersterem misst man die Mischungsphase φs über
SJ/ψφ = ηCP sin(2βeff

s ) (siehe Abschnitt 2.1.3 und 4.4.2), in welchem im CMM-Modell die Pha-
se ξ bzw. φs eingeht. Weiter taucht ξ auch in Aφφ auf, während sich im generischen Modell in
∆B = 1 und ∆B = 2 unterschiedliche Quellen von CP -Verletzung abzeichnen können.

Numerische Analyse

Wir möchten die Korrelation der Bs−Bs -Mischung (bestimmt durch den Baumgraph-domi-
nierten Zerfall Bs → J/ψφ) und Bs → φφ im CMM-Modell genauer herausarbeiten. Beim
∆B = 1-Übergang trägt der CMM-spezifische Effekt hauptsächlich zum chromomagnetischen
Dipol bei. Da dieser nur in longitudinaler Polarisation zutage tritt, erwarten wir Unterschie-
de zwischen SCMM

φφ,0 und SCMM
J/ψφ,0, nicht jedoch bei paralleler oder senkrechter Polarisation. In

die direkten CP -Asymmetrie Cφφ geht nur die Zerfallsamplitude Aφφ ein, nicht jedoch die
Mischungsphase. Folglich sollte für senkrechte und parallele Polarisation die Asymmetrie sehr
klein sein, während im longitudinalen Fall größere Effekte auftreten können. Dies soll nume-
risch überprüft werden.

Wir untersuchen wieder die CMM-Szenarien aus Tab. 4.1 zunächst bei variablem ξ, und begin-
nen mit der mischungsinduzierten CP -Asymmetrie SCMM

φφ . Für die hadronischen Unsicherhei-
ten setzen wir vorab die Standardwerte XH = XA = log

mBs
Λh

, XL =
mBs
Λh

ein und untersuchen
anschließend, wie sich deren Variation auswirkt.

In Abb. 4.13 (links) sind die Größen SCMM
φφ,0 und SCMM

J/ψφ,0 für die sieben Szenarien dargestellt.

Die Abweichung von der Diagonalen rührt vom CMM-Beitrag in C ′
8g her, welcher in SCMM

φφ,0

nicht aber in SCMM
J/ψφ,0 auftritt. Sie kann für die extremen CMM-Szenarien (1, 6, 7) recht groß

werden, z.B. in Set 7 SCMM
J/ψφ,0 = −0.5 gegenüber SCMM

φφ,0 = +0.1, während die Abweichung

für die etwas moderateren CMM-Punkte kleiner ist (für Set 2, 3 und 4 z.B. SCMM
J/ψφ,0 = −0.4

gegenüber SCMM
φφ,0 = −0.1 und für Set 5 SCMM

J/ψφ,0 = −0.1 gegenüber SCMM
φφ,0 = 0 ). Rechts in

Abb. 4.13 ist SCMM
φφ,0 in Abhängigkeit von ξ abgebildet. Im Gegensatz zu SCMM

J/ψφ,0 weist es eine
Periodizität von 2π und nicht π auf, da (im longitudinalen Fall) die CP -Verletzung nicht mehr

14Bei den transversalen Amplituden klammern wir keinen Formfaktor aus, da jeweils eine Linearkombination
von FBs→φ

− und FBs→φ
+ aus den Helizitätsamplituden auftritt und somit nicht faktorisiert werden kann.
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Abb. 4.13: Korrelation zwischen SCMM
φφ,0 und SCMM

J/ψφ,0, wobei ξ ∈ [0, 2π] (links) und SCMM
φφ,0 als

Funktion von ξ (rechts) für die sieben Szenarien in Tab. 4.1: Set 1 rot durchgehend;
Set 2 blau strichpunktiert; Set 3 grün gestrichelt; Set 4 gelb gestrichelt; Set 5 lila
punktiert; Set 6 cyan durchgehend; Set 7 magenta gestrichelt.
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Abb. 4.14: ρ̄φφ,0/(1 + |ρφφ,0|2) in Abhängigkeit von ξ für die Szenarien in Tab. 4.1 (Legende
wie in Abb. 4.13).

nur aus der Bs−Bs -Mischung herrührt, sondern auch aus der Amplitude A0
φφ. Um den Effekt

allein aus dem Amplitudenverhältnis ρ̄φφ = Āφφ/Aφφ zu isolieren, haben wir in Abb. 4.14 den
Imaginärteil von 2ρ̄φφ,0/(1 + |ρφφ,0|2) in Abhängigkeit von ξ abgebildet. Dies kann mit SφKS

in Abb. 4.9 verglichen werden, da dort die Abweichung von sin(2β) aus demselben Effekt –
nämlich C ′

8g – stammt.

Eine korrelierte Analyse mit der Standardabschätzung für XH ,XA ,XL und dem berechneten
Wert ξχ2 für die a priori freie Phase ist in Abb. 4.15 dargestellt. Die Farbgebung ist dieselbe wie
in Abb. 4.11, wo nur der grüne Bereich die Forderung an Bs−Bs , b→ sγ und τ → µγ erfüllt.
Weiter sind die erlaubten 1σ-Gebiete von SφKS

und CφKS
(ohne Höhenlinien) eingezeichnet.

Hinzugefügt wurden die Höhenlinien von SJ/ψφ,0 und Sφφ,0, welche gegeneinander verschoben
sind. Diese können sich je nach Parameterpunkt im longitudinalen Fall um beispielsweise 0.3
unterscheiden.

Da die CMM-Beiträge zu den QCD-Pinguinen vergleichsweise gering sind (siehe Kapitel 4.4.3),
ist der Unterschied zwischen SCMM

φφ,⊥/‖ und SCMM
J/ψφ,⊥/‖ bei senkrechter und paralleler Polarisation

unbeobachtbar klein (in einem zu Abb. 4.13 analogen Plot liegen alle Szenarien auf der Diago-
nalen). Augenscheinlich in Abb. 4.16 ist die π-Periodizität in ξ, die aus der Zweideutigkeit in
der Bs−Bs -Mischung herrührt. Auch hier können sehr große CP -Asymmetrien prognostiziert
werden, welche im SM Null sind. Sie entstammen jedoch alleine aus der Bs−Bs -Mischung.

Die Vorhersage des CMM-Modells ist folglich, dass die mischungsinduzierten CP -Asymmetrien
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Mh wie in Abb. 4.11 (ohne Markierungen und Höhenlinien für SφKS
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).

Durchgehende Linien mit weißen Markierungen und blauen Zahlen geben SJ/ψφ,0
und gepunktete Linien mit blauen Markierungen und weißen Zahlen geben Sφφ,0
an, wobei die Phase ξχ2 eingesetzt wurde.
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Abb. 4.16: Mischungsinduzierte CP -Asymmetrie SCMM
φφ,⊥/‖ für senkrechte und parallele Polari-

sation in Abhängigkeit von ξ für die sieben verschiedenen Szenarien (Legende wie
in Abb. 4.13).

in senkrechter und paralleler Polarisation für Bs → φφ und Bs → J/ψφ gleich sein müssen und
a priori aufgrund der Bs−Bs -Mischung sehr groß sein können, während es im longitudinalen
Fall zu Abweichungen zwischen den zwei Observablen kommen kann. Falls experimentell der
umgekehrte Fall beobachtet wird, bedeutet dies, dass Neue Physik zu den QCD-Pinguinen,
nicht aber zum chromomagnetischen Dipol beiträgt.

Wir wenden uns nun der direkten CP -Asymmetrie Cφφ zu. Im SM verschwindet sowohl die
direkte CP -Asymmetrie in Bs → J/ψφ als auch im Zerfall Bs → φφ. Im CMM-Modell gilt
ebenfalls CJ/ψφ = 0, da nur die Bs−Bs -Mischung von CMM-Effekten beeinflusst wird, während
der Baumgraphzerfall unbeeinflusst bleibt. Wie in Abschnitt 2.1.3 erklärt wurde, können CP -
verletzende Phasen im Amplitudenverhältnis zu einer direkten CP -Asymmetrie führen. Genau
dies passiert im CMM-Modell in Bs → φφ. In Abb. 4.17 sind alle drei Polarisationen für die
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Abb. 4.17: Direkte CP -Asymmetrie CCMM
φφ für die drei Polarisationen 0, ⊥, ‖ in Abhängigkeit

von ξ für die sieben CMM-Szenarien.
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Abb. 4.18: SCMM
φφ,0 in Abhängigkeit von ξ inklusive der hadronischen Unsicherheiten. Links:

CMM-Punkt 1; Rechts: CMM-Punkt 2. Die rote Linie stellt SCMM
J/ψφ,0 dar.

verschiedenen CMM-Sets abgebildet. Deutlich zu erkennen ist wieder, dass die CMM-Effekte
für senkrechte und parallel Polarisation verschwindend klein sind, man jedoch je nach Wert
von ξ und CMM-Set im longitudinalen Fall Asymmetrien von bis zu 50% erhalten kann.

Bisher haben wir die Infrarotdivergenzen durch die Standardwerte abgeschätzt. Variiert man
diese wie in Abschnitt 4.4.4 (ρ ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π]) bekommen die Kurven in den obigen
Abbildungen alle eine gewisse Breite. Im Vergleich zu Bd → φKS sind die hadronischen Unsi-
cherheiten jedoch wesentlich geringer. Dies erkennt man auch an den kleineren Koeffizienten
vor den XH ,XA und XL in der Umparametrisierung (siehe Anhang F.3). Exemplarisch wurde
für die CMM-Punkte 1 und 2 über die hadronischen Unsicherheiten gescannt. Die Auswirkung
auf die longitudinale mischungsinduzierte CP -Asymmetrie ist in Abb. 4.18 dargestellt. Die ro-
te Linie gibt den Beitrag allein aus der Bs−Bs -Mischung, d.h. SCMM

J/ψφ wieder. In Abb. 4.19 ist
die Auswirkung der hadronischen Unsicherheiten auf die longitudinale und parallele direkte
CP -Asymmetrie dargestellt.

Vergleich mit dem generischen MSSM

Im Folgenden werden Korrelationen zwischen SJ/ψφ und Sφφ im generischen MSSM betrach-
tet und nach Unterschieden gegenüber dem CMM-Modell gesucht. Für die Bs−Bs -Mischung
halten wir uns an Ref. [59,195]. Im generischen MSSM treten im Vergleich zum CMM-Modell
acht ∆B = 2-Operatoren auf. Für die zugehörigen Wilson-Koeffizienten verwenden wir die
Masseneinsetzungsnäherung; ebenso für die ∆B = 1-Wilson-Koeffizienten [66,196], welche für
Bs → φφ benötigt werden. Die Gleichungen dazu findet man in Anhang E.4. Die relevanten Ne-
bendiagonalelemente der Squarkmassenmatrix δd, 23XY sind vor allem durch die Bs−Bs -Mischung
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Abb. 4.19: CCMM
φφ,0 (links) und CCMM

φφ,‖ (rechts) in Abhängigkeit von ξ inklusive der hadroni-
schen Unsicherheiten für CMM-Punkt 2. Blau strichpunktiert ist der Wert für die
Ausgangswerte der hadronischen Unsicherheiten.

und b → sγ eingeschränkt. Die Schranken an das LR-Element stammen hauptsächlich von
b → sγ, während die Bs−Bs -Mischung sensitiver auf die chiralitätserhaltenden LL- und
RR-Elemente ist. Wir betrachten wieder nur die Gluino-Beiträge und setzen das LR-Element
immer auf Null, um nicht mit b → sγ in Konflikt zu geraten. Ferner berücksichtigen wir die
Einschränkungen aus ∆Ms.

Um die große Fülle der freien Parameter im MSSM etwas zu reduzieren, verwenden wir als
Referenz für unseren Vergleich mit dem CMM-Modell entartete Squarkmassen und Werte für
mg̃ und Mq̃ wie in Tab. 4.1; allerdings ohne RGE. Für die Masseneinsetzungen fordern wir
immer |δd 23

XY | < 1, damit keine negativen Squarkmassen auftreten können. Man muss allerdings
auch bedenken, dass bei zu großen Nebendiagonalelementen die Gültigkeit der Masseneinset-
zungsnäherung fraglich ist. Zunächst betrachten wir den Fall δd 23

RR 6= 0 und setzen alle anderen
Nebendiagonalelemente auf Null. Die Bs−Bs -Mischung kann dadurch merklich beeinflusst wer-
den, und durch komplexe δd 23

RR insbesondere auch die mischungsinduzierte CP -Asymmetrie.
Allerdings ist die Differenz zwischen SJ/ψφ,0 und Sφφ,0 in diesem Fall nur durch die hadroni-
schen Unsicherheiten in Sφφ,0 gegeben. Variiert man stattdessen nur δd 23

LL , so erhalten wir bei
den verwendeten Näherungen das gleiche Ergebnis.

Die Situation ändert sich, sobald wir nichtverschwindende chiralitätsverletzende Massenele-
mente erlauben. Wegen der Einschränkung von b→ sγ setzen wir δd 23

LR = 0 und variieren nur
δd 23
RL . Das Ergebnis ist in Abb. 4.20 dargestellt und es können ähnlich wie im CMM-Modell

Unterschiede zwischen SJ/ψφ,0 und Sφφ,0 auftreten. Man beachte auch hier wieder, dass nicht
über die hadronischen Unsicherheiten gescannt wurde. Im Falle von senkrechter und paralle-
ler Polarisation ist für nichtverschwindendes δd 23

RR kein Unterschied zwischen den transversalen
CP -Asymmetrien zu erkennen, während im RL-Fall kleine Differenzen zwischen SJ/ψφ,⊥,‖ und
Sφφ,⊥,‖ auftreten können. Man muss jedoch bedenken, dass, falls unterschiedliche Nebendiago-
nalelement gleichzeitig von Null verschieden und komplex sind, keine allgemeingültige Aussage
über die Korrelation von SJ/ψφ und Sφφ mehr gemacht werden kann.

Zusammenfassend gilt für die mischungsinduzierte CP -Asymmetrie, dass im Falle von nur chi-
ralitätserhaltenden, flavourverletzenden Masseneinsetzungen der Unterschied zwischen SJ/ψφ
und Sφφ nur aus den hadronischen Unsicherheiten stammen kann, während bei δd 23

RL -Ein-
setzungen größere Differenzen bei longitudinaler Polarisation und kleinere bei transversaler
Polarisation auftreten. Insgesamt wird es jedoch schwer möglich sein, allein aus den Infor-
mationen von SJ/ψφ und Sφφ zwischen einem generischen MSSM und dem CMM-Modell zu
unterscheiden. Die für das CMM-Modell wesentliche Vorhersage ist, dass sich die parallele und
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Abb. 4.20: Erste Zeile: Korrelation zwischen SJ/ψφ,0 und Sφφ,0 mit Mq̃ = 2000 GeV und
mg̃ = 400 GeV (links) bzw. Mq̃ = 2000 GeV und mg̃ = 700 GeV (rechts), wobei nur
das komplexe δd 23

RL variiert wurde. Grüne (rote) Punkte sind ohne (mit) der Ein-
schränkung aus ∆Ms. Zweite Zeile: SJ/ψφ,0 (rote durchgehende Linien mit blauen
Zahlen auf weißem Hintergrund) und Sφφ,0 (schwarze gepunktete Linien mit weißen
Zahlen auf blauem Hintergrund) als Funktion von Re

(
δd 23
RL

)
und Im

(
δd 23
RL

)
. Links:

Mq̃ = 2000 GeV und mg̃ = 700 GeV; rechts: Mq̃ = 1500 GeV und mg̃ = 500 GeV.
Der mit ∆Ms verträgliche Bereich ist grün eingezeichnet.

transversale CP -Asymmetrien von Bs → J/ψφ und Bs → φφ nicht unterscheiden, wohingegen
bei longitudinaler Polarisation Abweichungen auftreten können.
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5 Zusammenfassung

Motiviert durch die beobachteten Neutrinooszillationen wurden in dieser Arbeit Lepton-Flavour-
verletzung und ihre Konsequenzen in supersymmetrischen Großen Vereinheitlichten Theorien
studiert. Die Mischungswinkel der PMNS-Matrix im Leptonsektor sind – verglichen mit den
kleinen Mischungswinkeln der CKM-Matrix im Quarksektor – erstaunlich groß. Deshalb gibt es
a priori keinen Grund, warum die Mischung im Sleptonsektor klein sein sollte. Ferner kann sich
in GUT-Modellen die Neutrinomischung in den Quarksektor transferieren, was im Gegensatz
zum vielfach studierten Szenario minimaler Flavourverletzung im Squarksektor steht. Nach
einer allgemein gehaltenen Einleitung über Flavourphysik, CP -Verletzung und Große Verein-
heitlichte Theorien wurde in Kapitel 2 das Standardmodell der Teilchenphysik mit Fokus auf
den Yukawasektor und dessen supersymmetrische Erweiterung – das MSSM – beschrieben.
Danach behandelte die Arbeit zwei Aspekte: Kapitel 3 untersuchte Lepton-Flavourverletzung
im MSSM, wobei wir uns teilweise auf den GUT-motivierten Parameterraum mit großem tan β
beziehen, wohingegen in Kapitel 4 ein spezielles SO(10)-GUT-Modell, das CMM-Modell, ana-
lysiert wird.

Die endliche Massen- und Wellenfunktionsrenormierung durch Einteilchen-irreduzible Selbst-
energien ist allgemein in Kapitel 3.1 behandelt worden. Dabei sind führende Zweischleifen-
beiträge berücksichtigt worden, die insbesondere für leichte Fermionmassen relevant werden
können. Im MSSM erfahren die chiralitätsflippenden Selbstenergien eine chirale Verstärkung,
verursacht durch den Parameter tan β oder den trilinearen A-Term ∝ Aiif /(MSUSYyfi

), was
die Schleifenunterdrückung teilweise wieder aufheben kann. Diese nichtentkoppelnden Kor-
rekturen ändern den Zusammenhang zwischen Yukawakopplung und Masse, wobei alle tan β-
verstärkten Beiträge resummiert werden können, d.h. wir müssen nicht wie in einer effek-
tiven Theorie v ≪ MSUSY annehmen. Folglich wird die Higgskopplung schon auf Baum-
graphniveau geändert. Die phänomenologischen Effekte der Selbstenergien wurden in den
Kapiteln 3.2–3.6 studiert. Dabei wurden die in 3.1 angegebenen, allgemeinen Formeln der
SUSY-Schleifenkorrekturen auf die jeweilige Problemstellung angepasst, um transparentere
Ausdrücke zu erhalten.

In Kapitel 3.2 konzentrieren wir uns auf den Fall mit tan β = 50, welcher in Modellen mit
Bottom-Tau-Yukawakopplungsvereinigung motiviert werden kann. Darin berechnen wir erst-
malig aus den Observablen ae und me Einschränkungen an die Nebendiagonalelemente der
Sleptonmassenmatrix, welche allgemein durch dimensionslose Größen δℓ ijXY , mit X,Y = L,R
und i, j = 1, 2, 3 parametrisiert werden können. Obwohl ae und me flavourerhaltende Größen
sind, können die Lepton-flavourverletzenden Nebendiagonalelemente eingeschränkt werden.
Dies ist durch doppelte LFV möglich, wodurch die vor großen Korrekturen schützende chi-
rale Symmetrie (welche für ye → 0 exakt ist) durch einen Faktor yτ (multipliziert mit dem
Verstärkungsfaktor tan β) gebrochen wird. Für die Elektronmasse verwenden wir ein Fine-
Tuning-Argument, basierend auf dem ’t Hooftschen Natürlichkeitsprinzip und fordern, dass
die Korrekturen zu me kleiner als 100% sein sollen. Daraus leiten wir die – von der SUSY-
Massenskala unabhängige – obere Schranke an das Produkt

∣∣δℓ 13
LL δ

ℓ 13
RR

∣∣ . 0.1 ab, welche das
bisher uneingeschränkte Nebendiagonalelement δℓ 13

RR enthält. Erstmals ist die Anomalie des
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magnetischen Moments des Elektrons ae verwendet worden, um Neue-Physik-Effekte einzu-
schränken. Prinzipiell dient eine Messung von ae der Bestimmung der Feinstrukturkonstanten
α. Da wir ae auf Neue-Physik getestet haben, mussten wir die zweitbeste Messung von α als
Input für ae verwendet. Wir fordern, dass die SUSY-Beiträge den 3σ-Fehlerbereich von ae
nicht überschreiten, so dass wir für SUSY-Massen bis zu 500 GeV die gleiche Einschränkung
wie aus me erhalten. Man beachte jedoch, dass die SUSY-Beiträge zu ae entkoppeln. Auch
wenn die Schranke nicht besonders streng erscheint, haben wir gesehen, dass sie gut genug ist,
um klare Aussagen über die flavourerhaltenden Effekte in RK (Abschnitt 3.6) zu machen.

Für die Abschnitte 3.3 und 3.4 verlassen wir den Parameterbereich mit großem tan β und
studieren die aus den trilinearen A-Termen stammenden, chiral-verstärkten Korrekturen. Dies
ist insbesondere im Modell radiativer Fermionmassen realisiert, bei welchem die Baumgraph-
Yukawakopplung der ersten beiden Generationen Null gesetzt wird. Es ist gut möglich, dass
die chirale Flavoursymmetrie durch softe SUSY-brechende Terme anstatt von trilinearen Yu-
kawakopplungen gebrochen ist. Dieses Modell hat die angenehme Eigenschaft, dass es das
SUSY-Flavour- und SUSY-CP -Problem lösen kann. Die Massen werden dann radiativ über
Schleifen mit den flavourdiagonalen Aiif -Termen generiert, welche durch die dimensionslosen

δf iiLR parametrisiert werden. Alternativ können auch wieder durch das Natürlichkeitsprinzip
obere Schranken an die A-Terme abgeleitet werden, indem man fordert, dass die Korrekturen
kleiner als die gemessenen Massen selbst sein sollen. Dabei wurden von uns erstmals Zwei-
schleifenkorrekturen mit einbezogen, welche ähnlich wie in Abschnitt 3.2 im Leptonsektor eine
yτ - bzw. im Quarksektor eine yt- oder yb-Verstärkung erfahren können. Dies erlaubt uns, das
Produkt δf 13

LR δ
f 31
LR (und δd 23

LR δ
d 32
LR ) einzuschränken, was insbesondere im Hinblick auf das bisher

uneingeschränkte δu 23,13
LR relevant ist. Bei MSUSY = 500 GeV lauten die Einschränkungen bei

den Leptonen
∣∣δℓ 11
LR

∣∣ . 0.0025,
∣∣δℓ 22
LR

∣∣ . 0.5 und
∣∣δℓ 13
LR δ

ℓ 31
LR

∣∣ . 0.021. Trotz dieser scheinba-
ren MSUSY-Abhängigkeit, welche von der Tatsache herrührt, dass die dimensionslosen Größen
δℓ ijLR nicht nur SUSY-Parameter, sondern auch einen VEV enthalten, entkoppeln die Effekte
im Gegensatz zu FCNC-Einschränkungen nicht. Deshalb sind unsere Grenzen für genügend
schwere SUSY- und Higgsmassen immer strenger als FCNC-Schranken.

Eine schon länger bekannte Möglichkeit, das Modell radiativer Massengenerierung zu testen,
ist das anomale magnetische Moment des Myons, dessen Messung derzeit 3.6σ von der SM-
Vorhersage abweicht. Unter der Bedingung yµ = 0 und der Forderung, dass die Diskrepanz
aexp
µ −aSM

µ durch supersymmetrische Beiträge aufgehoben wird, folgen starke Einschränkungen
and die Bino- und Smyonmasse. Wir aktualisierten die Analyse in Kapitel 3.4 und untersuch-
ten zusätzlich ob der Einfluss der Sleptonmischung die Schranken abschwächen kann. Dabei
beobachteten wir drei Effekte: da sich die Sleptonverletzung sowohl im generierenden Dia-
gramm von mµ als auch aµ bemerkbar macht, ist die Auswirkung begrenzt. Die zusätzliche
Mischung führt zu einem größeren Massensplitting und somit einem leichteren smyon-artigen
Sleptonmasseneigenzustand, was prinzipiell die untere Schranke absenken könnte. Dieser Pa-
rameterbereich ist jedoch durch die experimentelle Oberschranke an τ → µγ ausgeschlos-
sen. Unsere Prognose aus diesem Modell lautet somit, dass für Binomassen bis zu 1 TeV die
leichtere Smyonmasse zwischen 600 GeV und 2200 GeV liegen muss. Da der LHC nur auf
Sleptonmassen bis ca. 300 GeV sensitiv ist, würde eine Detektion eines Smyons das Modell
radiativer Fermionmassen ausschließen bzw. innerhalb des MSSM eine nichtverschwindende
Myon-Yukawakopplung im Superpotenzial implizieren. Die beobachtete Myonmasse kann in
diesem Fall nicht allein aus dem soften SUSY-brechenden Sektor stammen. Folglich können
high-pT -Experimente am LHC Aufschluss darüber geben, ob yµ Null ist oder nicht.

Die endliche Renormierung der PMNS-Matrix mit Fokus auf das kleine Element Ue3 =
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sin θ13e
−iδ ist in Abschnitt 3.5 durchgeführt worden und später in Kapitel 3.6 auf den ge-

ladenen Higgsvertex angewandt worden. Dabei wurden zum ersten Mal auf diagrammatische
Weise die tan β-verstärkten Korrekturen zu allen Ordnungen aufsummiert. Diese sind sensitiv
auf das δℓ 13

LL -Element, wohingegen die Schwellenkorrekturen aus den A-Termen δℓ 13
LR beinhal-

ten. Wir stellten uns die Frage, ob die nichtentkoppelnden SUSY-Schleifenkorrekturen von
einem verschwindenden Ue3 bei der hohen Skala zu einem messbaren θ13 bei der elektroschwa-
chen Skala führen kann. Unser Ergebnis ist, dass mit den geplanten Sensitivitäten von θ13 = 3◦

die SUSY-Beiträge zu klein sind, um nachgewiesen werden zu können, da die dazu benötigten
Nebendiagonalelemente δℓ 13

LL und δℓ 13
LR bei realistischen SUSY-Massen zu stark durch τ → eγ

eingeschränkt sind. Mit anderen Worten: DOUBLE CHOOZ testet den Yukawa- und nicht
den soft SUSY-brechenden Sektor. Wird ein nichtverschwindendes θ13 gemessen, so gilt dies
auch an der hohen Skala, und tribimaximale Mischung kann nicht exakt sein. Erst ab einer
Sensitivität von θ13 = 0.6◦ und MSUSY > 1500 GeV werden die Schwellenkorrekturen zu Ue3
relevant, da sie im Gegensatz zu τ → eγ nicht entkoppeln.

Die aktuell vom NA62-Experiment am CERN gemessene Observable RK = Γ(K → µν)/Γ(K →
eν), die Leptonflavour-Universalität testet, ist in Kapitel 3.6 kritisch unter die Lupe genom-
men worden. Die Messung wurde unter anderen durch eine theoretische Arbeit von Masiero
et al. motiviert, deren SUSY-Effekt zur Erniedrigung von RK wir mit Hilfe der in Kapitel 3.2
gefundenen Schranke

∣∣δℓ 13
LL δ

ℓ 13
RR

∣∣ . 0.1 widerlegen konnten. Nichtsdestoweniger können die
tan β-verstärkten und flavourverletzenden Selbstenergien, welche zu K → eντ führen, RK be-
einflussen. Die dadurch generierten flavourverletzenden geladenen Higgskopplungen wurde von
uns erstmalig ohne Verwendung des Entkopplungslimes berechnet, d.h. im Gegensatz zu bis-
herigen Analysen verwenden wir keine Entwicklung in v2/M2

SUSY, welche gerade im Falle von
großer Sleptonmischung fraglich ist. Wir haben überprüft, dass unsere analytischen Resultate
im Grenzfall MSUSY ≫ v gegen die bereits bekannten Ergebnisse konvergieren. Ferner haben
wir herausgestellt, dass flavourändernde Counterterme, welche die PMNS-Matrixelemente re-
normieren, auch in den geladenen Higgskopplungen auftreten, sogar wenn letztere in der schwa-
chen Neutrino-Basis sind. Um herauszufinden, ob die Sensitivität des Experiments ausreicht,
um LFV zu messen, haben wir den Effekt maximiert, wobei sich die Staumischung als essenziell
herausgestellt hat. Wir folgerten, dass man in bestimmten Parameterbereichen die experimen-
telle Sensitivität erreichen bzw. umgekehrt Einschränkungen an die SUSY-Parameter MH± ,
tan β, mτ̃ und δℓ 13

RR ableiten kann.

Während wir in den bisherigen Abschnitten die phänomenologischen Auswirkungen der Ne-
bendiagonalelemente der Sleptonmassenmatrix analysiert haben, widmeten wir uns in Kapi-
tel 3.7 deren Generierung durch die RGE. Da die Schranken an δf ijXY relativ streng sind, ist
die Annahme, dass die SUSY-brechenden Terme die Flavourstruktur des SM respektieren, gut
begründet. Deshalb wird oft angenommen, dass diese Terme bei der GUT-Skala universell
sind. Dann generieren die RGE bei der elektroschwachen Skala nicht-verschwindende δf ijXY .
Gegenüber den üblichen RGE im MSSM mit rechtshändigen Neutrinos haben wir als neuen
Aspekt Dimension-5-Operatoren bei der GUT-Skala hinzugefügt. Diese dienen unter anderem
dazu, die in GUT-Modellen verhergesagte Yukawavereinigung der Downquarks und geladenen
Leptonen für die ersten beiden Generationen zu realisieren und den Protonzerfall zu unter-
drücken. Über die Flavourstruktur solcher Operatoren gibt es bisher jedoch nur sehr wenige
phänomenologische Analysen. Falls SUSY-Brechung oberhalb der GUT-Skala stattfindet, im-
pliziert Flavouruniversalität ein natürliches Alignment zwischen den trilinearen Brechungster-
men und den Dimension-4-Yukawakopplungen, so dass die höherdimensionalen Operatoren als
potenzielle neue Quelle von Flavourverletzung übrig bleiben. Wir haben diesen Effekt durch
einen neuen Mischungswinkel θ parametrisiert. Durch Konfrontation mit der experimentellen
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Obergrenze an µ→ eγ konnten wir die durch den zusätzlichen Operator induzierte Mischung
zwischen den ersten beiden Generationen stark einschränken, solange der A-Term nicht ge-
rade verschwindet. Folglich müssen Dimension-4- und Dimension-5-Yukawakopplungen eine
ähnliche Flavourstruktur aufweisen. Dieses Ergebnis deutet auf eine von den höherdimen-
sionalen Operatoren respektierte Flavoursymmetrie hin. Man beachte, dass unser Resultat
auch auf renormierbare Kopplungen mit höherdimensionalen Higgsdarstellungen, die unter-
schiedlich an Downquarks und geladene Leptonen koppeln, anwendbar ist. Darüberhinaus sind
höherdimensionale Yukawaoperatoren im Allgemeinen mit allen Symmetrien vereinbar, tau-
chen infolgedessen auf natürliche Weise auf und implizieren signifikante Korrekturen zu den
Massen der leichten Generationen.

Nach einer kurzen Motivation des CMM-Modells in Kapitel 4.1 wird der theoretische Rahmen
des Modells in Kapitel 4.2 gelegt. Als Hintergrundwissen kann dazu der Anhang C über GUTs
hilfreich sein. Wir beschreiben das Brechungsschema des CMM-Modells zum MSSM und gehen
dabei insbesondere auf die daraus resultierende Flavourstruktur ein. Das CMM-Modell geht
von der Annahme aus, dass an der Planck-Skala die Flavoursymmetrie exakt ist und sich de-
ren Brechung durch einen einzigen nichtrenormierbaren Term bei der SO(10)-Skala bemerkbar
macht. Das Brechungsschema impliziert, dass tan β klein sein muss. Eine untere Schranke von
tan β > 2.5 ist jedoch durch die Forderung der Perturbativität der Top-Yukawakopplung gege-
ben. Von entscheidender Bedeutung ist die SU(5)-Beziehung YD = (YE)⊤, welche die rechts-
händigen Downquarks mit dem Leptondublett verknüpft. Daraus folgt, dass die Downquark-
Singuletts mit der PMNS-Matrix rotiert werden, wobei zusätzlich noch zwei Phasenmatrizen
auftreten. Beschränken wir uns auf Flavourübergänge zwischen der zweiten und dritten Ge-
neration, wie es im Bs-System der Fall ist, dann bleibt nur eine physikalische freie Phase ξ
übrig. Doch erst mit SUSY-Brechung wird die Rotation der rechtshändigen Downquarks phy-
sikalisch, was in Abschnitt 4.2.2 verdeutlicht wurde. Um eine Abgrenzung des CMM-Modells
gegenüber dem CMSSM aufzuzeigen, wurden in Abschnitt 4.2.5 die Parameter des CMM-
Modells für einen Beispielpunkt an der GUT-Skala angegeben. Im Gegensatz zum CMSSM
ist die Universalität der Brechungsterme bei MGUT nämlich schon aufgehoben. Hierzu ver-
wenden wir ein bereits bestehendes Mathematica-Paket – das CMW-Programm – welches im
Rahmen dieser Arbeit auf Fehler überprüft, verbessert und zur Berechnung neuer Observablen
angewandt wurde. Exemplarisch wurden in Abschnitt 4.3.5 für den gleichen Beispielpunkt das
Teilchenspektrum, die trilinearen A-Terme und Observablen der Bs−Bs -Mischung an der
elektroschwachen Skala angegeben.

In Kapitel 4.3 werden die für die Phänomenologie relevanten Eigenschaften des CMM-Modells
beschrieben. Hierbei erweist sich die Top-Yukawakopplung als treibende Kraft der Flavour-
verletzung, da sie das Massensplitting ∆d̃ zwischen der dritten und den ersten beiden Genera-
tionen bestimmt. Dieses tritt durch die Rotation der rechtshändigen Downsquarks zusammen
mit einem Phasenfaktor eiξ im 23-Nebendiagonalelement der rechtshändigen Downsquarks auf
und ist somit proportional zu CP -verletzenden bR → sR-Übergängen (siehe Abschnitt 4.3.1).
Darüberhinaus ist bereits bekannt, dass sich aus der Masse des neutralen, leichtesten Higgs-
bosons eine starke Einschränkung an das CMM-Modell ergibt. Demzufolge darf tan β nicht zu
klein gewählt werden, um sowohl die LEP-Schranke an Mh als auch FCNC-Einschränkungen
einzuhalten.

Nachdem die Grundlagen gelegt sind, beginnt in Kapitel 4.4 die phänomenologische Analyse
des CMM-Modells. Wir konzentrieren uns dabei auf die aus der Phase ξ resultierenden CP -
verletzenden Eigenschaften des CMM-Modells. Dazu wird angesichts der neuen Messungen im
Bs-System und des geringeren hadronischen Fehlers die Bs−Bs -Mischung in Kapitel 4.4.2
untersucht. Gleichzeitig werden bei unseren Analysen mit Hilfe des CMW-Programms stets
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sowohl die Einschränkungen aus b→ sγ und τ → µγ als auch die Bedingung positiver Softmas-
sen und Vakuumstabilität mit einbezogen. Wir haben die im CMM-Modell maximal mögliche
(negative) Phase φs bestimmt, welche je nach Parameterpunkt zwischen −25◦ und −100◦

liegt und somit in Übereinstimmung mit den Tendenzen der neuesten Messungen der Phase
im Bs-System gebracht werden kann. Die CMM-Beiträge zu ∆Ms können den SM-Beitrag
bei weitem überschreiten, jedoch werden diese in der komplexen Ebene addiert, so dass es
mittels der freien Phase ξ fast immer möglich ist, den experimentellen Bereich zu treffen.
Bei den sehr extremen CMM-Punkten, d.h. mit Massensplittings bis zu 50%, muss ξ jedoch
schon sehr feinabgstimmt werden, um sowohl die experimentellen Werte von ∆Ms als auch φs
zu erreichen. Hierbei sei noch erwähnt, dass ξ in der Bs−Bs -Mischung eine Zweideutigkeit
aufweist, da sowohl ξ als auch ξ + π zum selben Ergebnis führen. Eine Möglichkeit, diese
Ambiguität aufzulösen, die hier erstmals vorgestellt wurde, sind CP -Asymmetrien, welche wir
für die Zerfälle Bd → φKS und Bs → φφ studiert haben. Dazu wurden in Abschnitt 4.4.3
die Gluino-, geladenen-Higgs- und Chargino-Beiträge zu den ∆B = 1-Wilson-Koeffizienten
im CMM-Modell berechnet. Insbesondere der gestrichene, chromomagnetische Dipoloperator
erhält relevante CMM-spezifische Beiträge, und alle Wilson-Koeffizienten werden grob gesagt
mit dem Phasenfaktor e−iξ multipliziert. In Kapitel 4.4.4 wenden wir uns der Berechnung
der mischungsinduzierten und direkten CP -Asymmetrie SφKS

und CφKS
zu. Es handelt sich

um einen b → sss̄-Schleifenprozess, welcher im SM die gleichen CP -Asymmetrien wie der
Baumgraphzerfall Bd → J/ψKS (b → cc̄s) aufweist: SJ/ψKS

= sin(2β) und CJ/ψKS
= 0.

Diese Observablen schränken in einer korrelierten Analyse mit b→ sγ, τ → µγ, ∆Ms, φs und
Mh den CMM-Parameterraum weiter ein. Jedoch lassen die hadronischen Unsicherheiten aus
der QCDF im Zerfall Bd → φKS noch sehr viel Spielraum übrig. Über kleinere theoretische
Unsicherheiten verfügt der Zerfall Bs → φφ – ebenfalls ein b→ sss̄-Schleifenprozess – dessen
CP -Asymmetrien von LHCb gemessen werden können (Kapitel 4.4.5). Im SM stimmen diese
mit denen von Bs → J/ψφ (b → cc̄s) überein, welche durch die Bs−Bs -Mischung bestimmt
sind. Grob gesagt, verhält sich der Zerfall Bs → J/ψφ zu Bs → φφ genauso wie Bd → J/ψKS

zu Bd → φKS und unterscheidet sich jeweils durch das Spektatorquark (Strange- bzw. Down-
quark). Während die jeweils ersteren sogenannte goldene Kanäle sind und dazu prädestiniert
sind, die Bd- bzw. Bs-Mischung zu studieren, sind letztere schleifeninduziert und sensitiv auf
Neue Physik. Im CMM-Modell erhalten die drei mischungsinduzierten CP -Asymmetrien von
Bs → φφ (für longitudinale, parallele und senkrechte Polarisation) nun sowohl Beiträge aus
der Bs−Bs -Mischung, welche in Kapitel 4.4.2 untersucht worden ist, als auch aus der Zerfall-
samplitude Aφφ. Während diese zwei Beiträge im generischen MSSM voneinander unabhängig
sein können, sind sie im CMM-Modell korreliert, da beide ihren Ursprung in der Phase ξ
haben. Die drei direkten CP -Asymmetrien stammen allein aus den Zerfallsamplituden. Der
für das CMM-Modell relevante chromomognetische Dipoloperator taucht jedoch nur bei lon-
gitudinaler Polarisation auf, was zu Unterschieden zwischen Sφφ,0 und SJ/ψφ,0 führt. Diese
können sich je nach Parameterpunkt beispielsweise um 40% unterscheiden, müssen es jedoch
nicht, da auch hier die hadronischen Unsicherheiten wieder Spielraum übrig lassen, d.h. eine
Messung Sφφ,0 ≈ SJ/ψφ,0 kann das CMM-Modell nicht zwangsläufig ausschließen. Bei trans-
versaler Polarisation sind hingegen keine CMM-Effekte ausfindig zu machen, so dass Sφφ,‖,⊥
und SJ/ψφ,‖,⊥ übereinstimmen, Cφφ,‖⊥ unbeobachtbar klein ist und Cφφ,0 je nach Wert von ξ
auch bis zu 50% betragen kann. Ferner wurde ein kurzer Vergleich mit dem generischen MSSM
gezogen. Insgesamt hat es sich jedoch als schwierig herausgestellt, allein aus den Daten von
Bs → φφ zwischen dem generischen MSSM und dem CMM-Modell zu unterscheiden.

Die Konsequenzen der Neutrinomischung aufzuspüren, kann uns auf den richtigen Weg zu
einer fundamentalen Theorie bringen. Sie ist derzeit das eindeutigste Signal für Physik jen-
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seits des SMs, welche sich im supersymmetrischen SM durch Flavourverletzung im geladenen
Leptonsektor bemerkbar machen kann. Mit dem LHC kann in Zukunft erforscht werden, ob
Niederenergie-Supersymmetrie in der Natur realisiert ist oder nicht. Zusätzlich werden Expe-
rimente wie MEG (Messung von µ→ eγ), DOUBLE CHOOZ oder Daya Bay (jeweils Bestim-
mung von θ13) die Sensitivität auf Neutrinoparameter verbessern. Lepton-Flavourverletzung
liefert jedoch nicht nur Hinweise auf Physik bei der TeV-Skala, sondern auch Anhaltspunkte
auf eine mögliche vereinheitlichte Theorie bei der hohen Skala. In GUTs sind Quarks und
Leptonen miteinander verknüpft, so dass sich die Neutrinomischung in b→ s-Übergängen be-
merkbar machen kann, wo derzeit Diskrepanzen mit dem SM vorliegen. Dies kann bei LHCb
und an den B-Fabriken BaBar und Belle (II) weiter erforscht werden. Wir können gespannt
sein, was uns die Experimente enthüllen werden.



A Feynman-Regeln, ℓj → ℓiγ,

Schleifenfunktionen und RGE

A.1 Feynman-Regeln

Wir verwenden die Konventionen und Notationen aus Ref. [41] (bis auf Faktoren
√

2 beim
Vakuumerwartungswert). Die Massen- und Rotationsmatrizen sind in Kapitel 2.2.2 definiert.

Lepton-Slepton-Neutralino-Kopplung:

Feynman-Regel für einlaufendes Lepton ℓI , auslaufendes Neutralino und Slepton ℓ̃i:
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Lepton-Sneutrino-Chargino-Kopplung:

Feynman-Regel für einlaufendes Lepton ℓI , auslaufendes Chargino und Sneutrino ν̃J :
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Quark-Squark-Gluino-Kopplung
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uI

= igs
√

2T a
(
−ZIi∗U PL + Z

(I+3)i∗
U PR

)
. (A.4)

Quark-Squark-Neutralino-Kopplung
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Quark-Squark-Chargino-Kopplung

iΓ
χ̃±

j ũi

dI
=i
(
−g2ZJi∗U Z1j

+ + YuJ
Z

(J+3)i∗
U Z2j

+

)
VJIPL + i

(
−YdI

ZJi∗U Z2j∗
−
)
VJIPR , (A.7)

iΓ
χ̃±

j d̃i

uI =i
(
−g2ZJiD Z1j

− − YdJ
Z

(J+3)i
D Z2j

−
)
VJI∗PL + i

(
YuI

ZJiD Z
2j∗
+

)
VJI∗PR . (A.8)

Feynman-Regeln mit großem CMM-Modell-spezifischen Effekt

Die Vertices von Gl. (A.3) und (A.5), spezifiziert im CMM-Modell, lauten:

iΓg̃d̃i

dRI
=i
√

2T aαβ(UD)jiPR , (A.9)

iΓ
χ̃0

j d̃i

dI
=i
(
Y D
j (UD)jiZ

3k
N PL −

√
2e

3 cos θW
(UD)jiZ

1k∗
N PR

)
. (A.10)

A.2 Einschleifenergebnis für Γ (ℓj → ℓiγ)

Im MSSM tragen Neutralino- und Charginodiagramme zum radiativen Zerfall ℓj → ℓiγ bei. In
Ref. [73] wurde die Zerfallsrate Γ (ℓj → ℓiγ) = e2

16πm
5
ℓj

(
|AL|2 + |AR|2

)
berechnet, wobei sich

AL,R aus AL,R = Aχ̃
0

L,R +Aχ̃
±

L,R zusammensetzt:

Neutralino-Beitrag:

Aχ̃
0

L =
1

32π2

4∑

A=1

6∑

X=1

1

m2
ℓ̃X

[
NL
iAXN

L∗
jAXf

χ̃0

1 (xAX) +NL
iAXN

R∗
jAX

mχ̃0
A

mℓj

f χ̃
0

2 (xAX)

]
,

Aχ̃
0

R = Aχ̃
0

L |L↔R,

(A.11)

Chargino-Beitrag:

Aχ̃
±

L = − 1

32π2

2∑

A=1

3∑

X=1

1

m2
ν̃X

[
CLiAXC

L∗
jAXf

χ̃±
1 (xAX) + CLiAXC

R∗
jAX

mχ̃±
A

mℓj

f χ̃
±

2 (xAX)

]
,

Aχ̃
±

R = Aχ̃
±

L |L↔R,

(A.12)

wobei im Neutralino-Fall xAX = m2
χ̃0

A
/m2

ℓ̃X
und im Chargino-Fall xAX = m2

χ̃±
A

/m2
ν̃X

gilt. Die

Funktionen sind in Anhang A.3.1 zu finden. Mit der Konvention von Ref. [41] und Anhang A.1
sind die Kopplungen gegeben durch:

NL
iAX =

(
Γ
χ̃0

Aℓ̃X
ℓiR

)∗
, NR

iAX =

(
Γ
χ̃0

Aℓ̃X
ℓiL

)∗
, CLiAX =

(
Γ
χ̃±

A ν̃X

ℓiR

)∗
, CRiAX =

(
Γ
χ̃±

A ν̃X

ℓiL

)∗
.

Das Verzweigungsverhältnis berechnet sich dann gemäß BR (ℓj → ℓiγ) = Γ (ℓj → ℓiγ)
τℓj

~
.
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A.3 Schleifenfunktionen

Wir geben hier oft mehrere Bezeichnungen für eine Funktion bzw. diverse Relationen zwischen
der verschiedenen in den Literatur verwendeten Funktionen an. Dies soll einen einfacheren
Vergleich mit den Ergebnissen aus der Literatur ermöglichen.

B0(x, y) =

∫
dp

iπ2

1

p2 − x
1

p2 − y =
1

x− y

∫
dp

iπ2

(
1

p2 − x −
1

p2 − y

)

=−∆− x

x− y ln(
x

µ2
)− y

y − x ln(
y

µ2
) = −∆ + lnµ+

y ln y − x lnx

x− y

=−∆− ln

(
x

µ2

)
− y

x− y ln

(
x

y

)
mit ∆ =

1

ǫ
− γE + ln(4π) ,

(A.13)

C0(x, y, z) =

∫
dp

iπ2

1

p2 − x
1

p2 − y
1

p2 − z =
B0(x, y)−B0(x, z)

y − z

=−
xy ln(xy ) + xz ln( zx) + yz ln(yz )

(x− y)(x− z)(y − z) = −I(x, y, z) = −f1(x, y, z) ,

(A.14)

D0(x, y, z, w) =
C0(x, y, z) −C0(x, y,w)

z −w (A.15)

= −
(

w ln(wz )

(w − x)(w − y)(w − z) +
y ln( yx)

(y − w)(y − x)(y − z) +
z ln( zx)

(z − w)(z − x)(z − y)

)

= −f2(x, y, z, w) ,

F0(x, y, z, v, w) =
D0(x, y, z, v) −D0(x, y, z, w)

v −w . (A.16)

Grenzwerte:

f1(x, y, y) = −
x
(
1− ln(xy )

)
− y

(x− y)2
, f1(x, x, x) =

1

2x
, (A.17)

f1(0, x, y) =
ln(xy )

x− y , f1(0, x, x) =
1

x
, (A.18)

f2(x, x, z, z) =
2(x− z) + (x+ z) ln( zx)

(x− z)3 , (A.19)

f2(x, z, z, z) =
x2 − z2 + 2xz ln( zx)

2z(z − x)3 , (A.20)

f2(x, x, x, x) = − 1

6x2
, F0(x, x, x, x, x) = − 1

12x3
. (A.21)

A.3.1 Anomales magnetisches Moment und ℓj → ℓiγ

f χ̃
0

1 (x) =
1

6(1 − x)4
(
1− 6x+ 3x2 + 2x3 − 6x2 ln(x)

)
=

1

12
FN1 (x) , (A.22)

f χ̃
0

2 (x) =
1

(1− x)3
(
1− x2 + 2x ln(x)

)
=

1

3
FN2 (x) , (A.23)

f χ̃
±

1 (x) =
1

6(1 − x)4
(
2 + 3x− 6x2 + x3 + 6x ln(x)

)
=

1

12
FC1 (x) , (A.24)
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f χ̃
±

2 (x) =
1

(1− x)3
(
−3 + 4x− x2 − 2 ln(x)

)
=

2

3
FC2 (x) . (A.25)

Hierbei gilt f χ̃
0

1 (1) = 1
12 , f

χ̃0

2 (1) = 1
3 , f

χ̃±

1 (1) = 1
12 und f χ̃

±

2 (1) = 2
3 . Eine nützliche Relation

ist

1

2y2
f χ̃

0

2 (x/y) = −f2(x, y, y, y) = D0(x, y, y, y). (A.26)

Im Rahmen der radiativen Massengenerierung sind folgende Funktionen relevant:

Ig−2 (x, y, z) = −xD0 (z, x, x, x)− yD0 (z, y, y, y)

(x− y) , (A.27)

Ig−2 (x, y, z) =
1

z

1

y − x



z
x

(
z2

x2 − 1− 2 zx log z
x

)

2
(
z
x − 1

)3 − (x→ y)


 , (A.28)

Ig−2 (x, x, z) =
1

x2

1

2
(
z
x − 1

)4
(

2
z

x

( z
x

+ 2
)

log
z

x
− 5

z2

x2
+ 4

z

x
+ 1

)
, (A.29)

Ig−2 (0, x, z) =
1

xz

1

2
(
z
x − 1

)3
(

2
z2

x2
log

z

x
− 3

z2

x2
+ 4

z

x
− 1

)
. (A.30)

Für Γ (τ → µγ) im CMM-Modell wurden in Ref. [14] folgende Funktionen verwendet, welche
auf einfache Weise mit denen aus Ref. [73] verknüpft sind:

H1(x) =
1− 6x+ 3x2 + 2x3 − 6x2 lnx

12(x− 1)4
=

1

2
f χ̃

0

1 (x) =
1

2x
f χ̃

±
1 (1/x), (A.31)

H2(x) =
−1 + 4x− 3x2 + 2x2 lnx

2(x− 1)3
=

1

2x
f χ̃

±

2 (1/x), (A.32)

H3(x) =
−2− 3x+ 6x2 − x3 − 6x lnx

12(x− 1)4
= −1

2
f χ̃

±

1 (x) = − 1

2x
f χ̃

0

1 (1/x), (A.33)

H4(x) =
1− x2 + 2x lnx

2(1− x)3 =
1

2
f χ̃

0

2 (x) =
1

2x
f χ̃

0

2 (1/x). (A.34)

A.3.2 Für ∆B = 2- und ∆B = 1-Übergänge

Bei unseren Berechnungen verwenden wir folgende Funktionen:

S0(xt) =
4xt − 11x2

t + x3
t

4(1− x2
t )

2
− 3x2

t log xt
2(1 − xt)3

, (A.35)

S(g̃)(x, y) =
11

18
[G(x, x) +G(y, y) − 2G(x, y))] − 9

2
[F (x, x) + F (y, y)− 2F (x, y)] , (A.36)

F (x, y) =
1

y − x

[
x lnx

(x− 1)2
− 1

x− 1
− (x↔ y)

]
, (A.37)

F (x, x) =
−2x+ (x+ 1) log x+ 2

(x− 1)3
, (A.38)

G(x, y) =
1

x− y

[
x2 lnx

(x− 1)2
− 1

x− 1
− (x↔ y)

]
, (A.39)

G(x, x) =
x2 − 2x log x− 1

(x− 1)3
, (A.40)
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F1(x) =
x3 − 6x2 + 3x+ 2 + 6x log x

12(x− 1)4
, (A.41)

F2(x) =
2x3 + 3x2 − 6x+ 1− 6x2 log x

12(x − 1)4
, (A.42)

F3(x) =
x2 − 4x+ 3 + 2 log x

2(x− 1)3
, (A.43)

F4(x) =
x2 − 1− 2x log x

2(x− 1)3
, (A.44)

F5(x) =
7x3 − 36x2 + 45x− 16 + (18x− 12) log x

36(x− 1)4
= x−1C2(x

−1), (A.45)

F6(x) =
−11x3 + 18x2 − 9x+ 2 + 6x3 log x

36(x − 1)4
= x−1C1(x

−1). (A.46)

Es gibt ferner nützliche Relationen mit den im Anhang von Ref. [197] verwendeten Funktionen:

B1(x, y) = −1

4
G(x, y), (A.47)

B2(x, y) = F (x, y), (A.48)

C1(x) =
2x3 − 9x2 + 18x− 11 − 6 log x

36(x − 1)4
= x−1F6(x

−1), (A.49)

C2(x) =
−16x3 + 45x2 − 36x+ 7 + 6x2(2x− 3) log x

36(x − 1)4
= x−1F5(x

−1), (A.50)

D1(x) = −2F1(x), (A.51)

D2(x) = −2F4(x), (A.52)

D3(x) = 2F2(x), (A.53)

D4(x) =
−3x2 + 4x− 1 + 2x2 log x

(x− 1)3
= −2

x
F3(x). (A.54)

Mit der Konvention von Ref. [198] gilt:

A(x) = C2(x)− C1(x), B(x) = 2C1(x). (A.55)

Für die Wilson-Koeffizienten in Masseneinsetzungsnäherung (siehe Anhang E.4) werden fol-
gende Funktionen benötigt:

f6(x) =
6(1 + 3x) log x+ x3 − 9x2 − 9x+ 17

6(x− 1)5
, (A.56)

f̃6(x) =
6x(1 + x) log x− x3 − 9x2 + 9x+ 1

3(x− 1)5
, (A.57)

P1(x) =
1− 6x+ 18x2 − 10x3 − 3x4 + 12x3 log x

18(x − 1)5
, (A.58)

P2(x) =
7− 18x+ 9x2 + 2x3 + 3 log x− 9x2 log x

9(x− 1)5
, (A.59)

M1(x) =
1 + 4x− 5x2 + 4x log x+ 2x2 log x

2(1 − x)4 , (A.60)

M2(x) =
−5 + 4x+ x2 − 2 log x− 4x log x

2(1− x)4 , (A.61)
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M3(x) =
−1 + 9x+ 9x2 − 17x3 + 18x2 log x+ 6x3 log x

12(x− 1)5
, (A.62)

M4(x) =
−1− 9x+ 9x2 + x3 − 6x log x− 6x2 log x

6(x− 1)5
, (A.63)

B1(x) = −1

4
M1(x), (A.64)

M2(x) = −xM2(x). (A.65)

A.4 Renormierungsgruppengleichungen im MSSM mit νR

Im Folgenden bezeichnet µ die Renormierungsskala (und nicht den µ-Parameter im Superpo-

tenzial) und t = ln(µ). Für g1 verwenden wir die GUT-Normierung (gGUT
1 =

√
5
3g

SM
1 ).

Auf Einschleifenniveau entwickeln sich die Eichkopplungen im MSSM gemäß:

d

dt
α1(t) =

1

4π

66

5
α2

1(t), (A.66a)

d

dt
α2(t) =

1

4π
2α2

2(t), (A.66b)

d

dt
α3(t) = − 1

4π
6α2

2(t). (A.66c)

Für das Laufen der Gauginomassen verwenden wir die Tatsache, dass g2
i (t)/Mi(t) auf Ein-

schleifenniveau unabhängig von der Skala t ist. Definieren wir k = g2
3(tGUT)/m1/2 und nehmen

universelle Gauginomassen m1/2 bei der GUT-Skala an, kann Mi(t) = g2
i (t)/k in den RGE

benutzt werden.

Das Laufen der Yukawa-Kopplungen und der Majoranamassenmatrix zwischen MGUT und
MN wird auf Einschleifenniveau durch folgende Differenzialgleichungen bestimmt:

d

dt
YU =

1

16π2
YU
[(

tr
(
3YUYU† + YνYν†

)
− 16

3
g2
3 − 3g2

2 −
13

15
g2
1

)
1 + 3YU†YU + YD†YD

]
,

d

dt
YD =

1

16π2
YD
[(

tr
(
3YDYD† + YEYE†

)
− 16

3
g2
3 − 3g2

2 −
7

15
g2
1

)
1 + 3YD†YD + YU†YU

]
,

d

dt
Yν =

1

16π2
Yν
[(

tr
(
3YUYU† + YνYν†

)
− 3g2

2 −
3

5
g2
1

)
1 + 3Yν†Yν + YE†YE

]
, (A.67)

d

dt
YE =

1

16π2
YE
[(

tr
(
3YDYD† + YEYE†

)
− 3g2

2 −
9

5
g2
1

)
1 + 3YE†YE + Yν†Yν

]
,

d

dt
MN =

1

8π

[
MN

(
YνYν†

)⊤
+ YνYν†MN

]
.

Das Laufen der A-Terme ist gegeben durch:

d

dt
Au =

1

16π2

[
Au

(
tr(3YUYU† + YνYν†)− 16

3
g2
3 − 3g2

2 −
13

15
g2
1

)

+ YU
(

tr(6YU†Au + 2Yν†Aν) +
32

3
g2
3M3 + 6g2

2M2 +
26

15
g2
1M1

)

+4YUYU†Au + 5AuY
U†YU + 2YUYD†Ad +AuY

D†YD
]
, (A.68a)
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d

dt
Ad =

1

16π2

[
Ad

(
tr(3YDYD† + YEYE†)− 16

3
g2
3 − 3g2

2 −
7

15
g2
1

)

+ YD
(

tr(6YD†Ad + 2YE†Aℓ) +
32

3
g2
3M3 + 6g2

2M2 +
14

15
g2
1M1

)

+4YDYD†Ad + 5AdY
D†YD + 2YDYU†Au +AdY

U†YU
]
, (A.68b)

d

dt
Aν =

1

16π2

[
Aν

(
tr(3YUYU† + YνYν†)− 3g2

2 −
3

5
g2
1

)

+ Yν
(

tr(6YU†Au + 2Yν†Aν) + 6g2
2M2 +

6

5
g2
1M1

)

+4YνYν†Aν + 5YνYν†Yν + 2YνYE†Aℓ +AνY
E†YE

]
, (A.68c)

d

dt
Aℓ =

1

16π2

[
Aℓ

(
tr(3Y DYD† + YEYE†)− 3g2

2 −
9

5
g2
1

)

+ YE
(

tr(6YD†Ad + 2YE†Aℓ) + 6g2
2M2 +

18

5
g2
1M1

)

+4YEYE†Aℓ + 5AℓY
E†YE + 2YEYν†Aν +AℓY

ν†Yν
]
. (A.68d)

Die RGE für Sfermion- und Higgsmassen lauten:

d

dt
m2
Q̃

=
1

16π2

[
m2
Q̃
YU†YU + YU†Y Um2

Q̃
+m2

Q̃
YD†Y D + YD†Y Dm2

Q̃

+ 2
(
YD†m2

D̃
YD +m2

Hd
YD†YD +A†

dAd

)
+ 2

(
YU†m2

Ũ
YU +m2

Hu
YU†YU +A†

uAu

)

+

(
− 2

15
g2
1 |M1|2 − 6g2

2 |M2|2 −
32

3
g2
3 |M3|2 +

1

5
g2
1S

)
1

]
, (A.69a)

d

dt
m2
Ũ

=
1

16π2

[
2
(
m2
Ũ
Y UYU† + Y UYU†m2

Ũ

)
+ 4

(
Y Um2

Q̃
YU† +m2

Hu
Y UYU† +AuA

†
u

)

+

(
−32

15
g2
1 |M1|2 −

32

3
g2
3 |M3|2 −

4

5
g2
1S

)
1

]
, (A.69b)

d

dt
m2
D̃

=
1

16π2

[
2
(
m2
D̃
Y DYD† + Y DYD†m2

d

)
+ 4

(
Y Dm2

Q̃
YD† +m2

Hd
Y DYD† +AdA

†
d

)

+

(
− 8

15
g2
1 |M1|2 −

32

3
g2
3 |M3|2 +

2

5
g2
1S

)
1

]
, (A.69c)

d

dt
m2
L̃

=
1

16π2

[
m2
L̃
YE†YE + YE†YEm2

L̃
+m2

L̃
Yν†Yν + Yν†Yνm2

L̃

+ 2
(
YE†m2

Ẽ
YE +m2

Hd
YE†YE +A†

ℓAℓ

)
+ 2

(
Yν†m2

νY
ν +m2

Hu
Yν†Yν +A†

νAν

)

−
(

6

5
g2
1 |M1|2 + 6g2

2 |M2|2 −
3

5
g2
1S

)
1

]
, (A.69d)

d

dt
m2
Ẽ

=
1

16π2

[
2
(
m2
Ẽ
YEYE† + YEYE†m2

Ẽ

)
+ 4

(
YEm2

L̃
YE† +m2

Hd
YEYE† +AℓA

†
ℓ

)

+

(
−24

5
g2
1 |M1|2 +

6

5
g2
1S

)
1

]
, (A.69e)

d

dt
m2
ν =

1

16π2

[
2
(
m2
νY

νYν† + YνYν†m2
ν

)
+ 4

(
Yνm2

L̃
Yν† +m2

Hu
YνYν† +AνA

†
ν

)]
, (A.69f)
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d

dt
m2
Hu

=
1

16π2

[
6 tr

(
YU†(m2

Q̃
+m2

Ũ
+m2

Hu
1)YU +A†

uAu

)
(A.69g)

+2 tr
(
Yν†(m2

L̃
+m2

ν +m2
Hu

1)Yν +A†
νAν

)
− 6

5
g2
1 |M1|2 − 6g2

2 |M2|2 +
3

5
g2
1S

]
,

d

dt
m2
Hd

=
1

16π2

[
6 tr

(
YD†(m2

Q̃
+m2

D̃
+m2

Hd
1)YD +A†

dAd

)
(A.69h)

+2 tr
(
YE†(m2

L̃
+m2

Ẽ
+m2

Hd
1)YE +A†

ℓAℓ

)
− 6

5
g2
1 |M1|2 − 6g2

2 |M2|2 −
3

5
g2
1S

]
,

mit

S = tr
(
m2
Q̃

+m2
D̃
− 2m2

Ũ
−m2

L̃
+m2

Ẽ

)
−m2

Hd
+m2

Hu
. (A.69i)

Die Neutrino-Yukawakopplung Yν entkoppelt von den RGE unterhalb der Majoranamassen-
skala und verschwindet deshalb aus den Gleichungen. Einige Feinheiten sind noch zu beachten,
wenn wir die rechtshändigen Neutrinos nacheinander ausintegrieren. Sie sind in Ref. [65, 122,
199] beschrieben.



B Inputwerte

Für unsere Analysen verwenden wir folgende experimentelle Daten (nicht aufgelistete Werte
sind dem Text zu entnehmen):

αe(MZ) = 1/128.129 [85] sin2 θW = 0.2312 [19] (in Kap. 3)

αs(MZ) = 0.1184 [200] sin2 θW = 0.23138 [19, 201] (CMW)

GF = 1.16637 · 10−5 GeV−2 [19] mb(mb) = 4.163 GeV [202] (CMW)

MW = 80.399 GeV [19] mpole
b = 4.911 GeV [202] (CMW)

MZ = 91.1876 GeV [19] mpole
t = 173.3 GeV [203]

mτ = 1.777 GeV [19] ττ = 209.6 · 10−15 s [19]

mµ = 0.105 GeV [19] τµ = 2.197 · 10−6 s [19]

me = 0.00051 GeV [19] mφ = 1.02 GeV [19]

mB0 = 5.279 GeV [19] τB0 = 1.525 ps [19]

mBs = 5.366 GeV [19] τBs = 1.46 ps [19]

Für die CKM-Matrix verwenden wir die aktuellen Wolfensteinparameter der CKMfitter-Gruppe
[204]:

λ = 0.22543, A = 0.812, ρ = 0.144, η = 0.342.

Im CMM-Modell ist die PMNS-Matrix mit der tribimaximalen Mischung implementiert, d.h.
θ12 = 30◦, θ23 = 45◦, und θ13 = 0◦. Ferner wählen wir als Planck-Skala MPl = 1019 GeV, als
SO(10)-Skala MSO(10) = 1017 GeV, und die GUT-Skala wird durch die Skala bestimmt, an der
sich die Eichkopplungen treffen, und liegt in etwa bei MGUT = 2 · 1016 GeV.

Speziell für die QCD-Faktorisierung (siehe Anhang F) werden folgende Inputparameter ver-
wendet (aus Ref. [176,186]):

fB [MeV] fBs [MeV] fφ [MeV] f⊥φ [MeV]

200 ± 30 228± 17 [158] 221± 3 175 ± 25

λB [MeV] λBs [MeV] αφ1 , α
φ
1,⊥, α

‖
1,2 αφ2 , α

φ
2,⊥

350 ± 150 [176] 200+250
−0 [186] 0 0.0± 0.3

ABs→φ
0 FBs→φ

− FBs→φ
+

0.38+0.10
−0.02 0.65+0.14

−0.00 0.00 ± 0.06

Die aktuellen oberen experimentellen Schranken an die radiativen Zerfälle ℓj → ℓiγ sind in
Tab. B.1 verzeichnet.
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Experimentelle obere Schranken

BR (µ→ eγ) 1.2 · 10−11

BR (τ → eγ) 1.1 · 10−7

BR (τ → µγ) 4.4 · 10−8

Tabelle B.1: Aktuelle obere Schranken an BR(ℓj → ℓiγ), j > i [19, 96, 107].



C Einführung in GUTs

Das Ziel von sogenannten Großen Vereinheitlichten Theorien ist es, die SM-Eichgruppe in eine
einfache Gruppe GGUT höheren oder gleichen Ranges einzubetten und dadurch eine einheitli-
che Beschreibung für die Wechselwirkungen des SMs zu entwickeln. An die Symmetriegruppe
GGUT werden folgende Bedingungen gestellt:

• Wegen GGUT ⊃ GSM muss die Vereinigungsgruppe mindestens Rang vier haben.

• Die Theorie muss anomaliefrei sein, um die Renormierbarkeit sicherzustellen.

• Die Darstellungen von GGUT müssen die SM-Felder enthalten.

• Die Gruppe sollte komplexe Darstellungen besitzen, da die Paritätsverletzung nur reali-
siert werden kann, wenn konjugierte Darstellungen nicht äquivalent sind.

Nach Wahl der Eichgruppe GGUT und der Darstellungen der Fermionen muss das Brechungs-
schema zum SM konkretisiert werden, was in mehreren Schritten geschehen kann. Benötigt
werden geeignete Higgs-Darstellungen, die jeweils eine Singulett-Kompontente bzgl. der Sym-
metrie haben, zu der die höhere Symmetriegruppe gebrochen werden soll. Weiter muss das
Higgs-Potenzial so konstruiert werden, dass eben genau diese Singulett-Komponenten einen
VEV erhalten. Dabei ist zu beachten, dass zusätzliche Teilchen eine große Masse bekommen,
während die Massen der SM-Teilchen erst bei der letzten Brechung SU(2)L×U(1)Y → U(1)em
generiert werden. Durch all diese Bedingungen kann sichergestellt werden, dass die GUT das
SM als niederenergetischen Limes liefert. Durch die Vereinigung gibt es zusätzliche Relatio-
nen, die auf ihre Übereinstimmung mit dem Experiment hin analysiert werden müssen. Im
Folgenden sollen zwei GUT-Gruppen, die SU(5) und SO(10), besprochen werden. Sie bilden
die Grundlage des CMM-Modells. Eine Einführung in die Gruppen- und Darstellungstheorie
findet man z.B. in Ref. [205].

C.1 SU(5)-Vereinheitlichung

Darstellung der Fermionen und Eichbosonen

Schon im Jahre 1974 wurde das auf der Eichgruppe SU(5) basierende Georgi-Glashow-Modell
als Vereinigungsmodell vorgeschlagen [206]. Darin haben alle SM-Fermionen einer Generation
genau die richtigen Quantenzahlen, um in den beiden irreduziblen SU(5)-Darstellungen 5 und
10 untergebracht zu werden, wobei erstere das Leptondublett und rechtshändige Downquarks
enthält und letztere das Quarkdublett, rechtshändige Upquarks und das rechtshändige gelade-
ne Lepton. SU(5) besitzt 24 hermitesche Generatoren. Die SU(3)×SU(2)-Untergruppenstruktur
lässt sich dadurch veranschaulichen, dass in der definierenden Darstellung, unabhängige SU(3)-
und SU(2)-Transformationen durch den oberen 3× 3 Block bzw. den unteren 2× 2-Block der
5×5-Matrix beschrieben werden können. Konkret sieht für die erste Generation die Einbettung
folgendermaßen aus, wobei alle Teilchen wie im Abschnitt 2.2.2 linkshändige Weyl-Spinoren
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sind (d.h. ψR wird durch sein ladungskonjugiertes linkshändiges Feld (ψR)c = ψcL beschrieben)
und die Indizes 1,2,3 die Farbquantenzahlen der SU(3)C angeben1:

Φ = 5 =




dc1
dc2
dc3
e
−νe




L

, Ψ = 10 =
1√
2




0 uc3 −uc2 −u1 −d1

−uc3 0 uc1 −u2 −d2

uc2 −uc1 0 −u3 −d3

u1 u2 u3 0 −ec
d1 d2 d3 ec 0




L

. (C.1)

Dies erkennt man an der Zerlegung in SU(3)C × SU(2)L ×U(1)Y :

5→ (3,1, 1
3)︸ ︷︷ ︸

dc

⊕ (1,2,−1
2)︸ ︷︷ ︸

L

, 10→ (3,1,−2
3 )︸ ︷︷ ︸

uc

⊕ (3,2, 1
6)︸ ︷︷ ︸

Q

⊕ (1,1, 1)︸ ︷︷ ︸
ec

. (C.2)

Diese Art der Vereinigung ist sehr „ökonomisch“: Es werden lediglich zwei Darstellungen be-
nötigt und keine weiteren Teilchen postuliert. Um Neutrinomassen erklären zu können, kann
man noch ein Sigulett hinzufügen, welches dem rechtshändigen Neutrino entspricht: 1 = νc.

Da die adjungierte Darstellung 24-dimensional ist, gibt es neben den SM-Eichbosonen zwölf
zusätzliche Eichbosonen, welche Wechselwirkungen zwischen den Quarks und Leptonen er-
möglichen. Deren Zerlegung bezüglich SU(3)C × SU(2)L ×U(1)Y ist gegeben durch:

24 = (8,1, 0) ⊕ (1,3, 0) ⊕ (1,1, 0) ⊕ (3,2,−5
6)⊕ (3,2, 5

6 ). (C.3)

Der Vergleich mit Tabelle 2.3 zeigt, dass die 24 die bereits bekannten Bosonen des SMs, sowie
zwölf neuen Eichbosonen, die sogenannten X- und Y -Bosonen enthält. Sie sind Isospindubletts,
die Farbladung tragen und folglich Baryon- und Leptonzahl-verletzende Prozesse bewirken.

Ein großer Fortschritt in diesem Modell ist, dass die Quantisierung der elektrischen Ladung
erklärt werden kann. Das SM gibt nämlich keine Antwort auf die Frage, warum Proton und
Elektron betragsmäßig genau die gleiche Ladung haben. Die Hyperladungsquantenzahlen der
Felder scheinen eher willkürlich gewählt. Selbst die Forderung nach Anomaliefreiheit genügt
nicht, um die Hyperladungen festzulegen [207]. Neben den Generatoren, die für die Farbe
und den schwachen Isospin verantwortlich sind, findet man einen kommutierenden, spurlosen,
diagonalen Generator, welcher mit der Hyperladung identifiziert werden kann. Dessen Nor-
mierung ist durch die übrigen Generatoren eindeutig festgelegt und nicht, wie im SM, frei
skalierbar. Nach Brechung der SU(5) zum SM legt dieser die Hyperladungsquantenzahlen der
Quarks und Leptonen fest. Aus diesem Grund muss die U(1)Y -Eichkopplung in GUT-Modellen
mit einem Faktor

√
3/5 reskaliert werden. Die Gesamtladung jedes Multipletts verschwindet,

da die Generatoren spurfrei sind: Qd = −1
2Qu = 1

3Qe. Ein weiterer Vorteil ist, dass die drittel-
zahlige Ladung der Quarks aus der SU(3)-Struktur der starken Wechselwirkung abgeleitet
werden kann und somit mit den drei Farbfreiheitsgraden zusammenhängt.

SU(5)-Brechung und Fermionmassen

Wir müssen zwei Aspekte klären: Wie bricht man die SU(5) spontan zu SU(3)C × SU(2)L ×
U(1)Y und wie bekommen die Leptonen und Quarks ihre Masse? Um SU(5) zum SM zu bre-
chen, muss eine nichttriviale Darstellung von SU(5) einen VEV erhalten, welcher invariant
unter der SM-Eichgruppe ist. Die Zerlegung in Gl. (C.3) enthält (1,1, 0), weshalb sich die

1Im Zusammenhang mit SO(10) wird gerne folgende Notation verwendet: 5 = ψi und 10 = ψij
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adjungierte Darstellung zur SU(5)-Brechung eignet. Wählt man den VEV in Richtung des
Hyperladungsoperators

〈Σ(24)〉 = σdiag (2, 2, 2,−3,−3) , σ = O(1016) GeV, (C.4)

so transformiert er sich als Singulett unter der SM-Eichgruppe und lässt diese ungebrochen.
Dies verleiht den neuen Eichbosonen eine Masse von der Ordnung 1016 GeV, wohingegen
alle SM-Teilchen masselos bleiben. Um nun Fermionmassen zu generieren, benötigt man eine
Darstellung, die an Fermionbilineare koppeln kann und eine Komponente besitzt, die sich
unter GSM wie

(
1, 2, −1

2

)
oder

(
1, 2, 1

2

)
transformiert. Betrachten wir die Tensorprodukte

5⊗ 10 = 5⊕ 45 , (Massen für Downquarks und geladene Leptonen) (C.5)

10⊗ 10 = 5s ⊕ 45a ⊕ 50s (Massen für Upquarks) (C.6)

und die Zerlegung in die SM-Eichgruppe

5→
(
3,1,−1

3

)
⊕
(
1,2,+1

2

)
, 5→

(
3,1, 1

3

)
⊕
(
1,2,−1

2

)
, (C.7)

45→
(
8,2, 1

2

)
⊕
(
6,1,−1

2

)
⊕
(
3,2,−7

6

)
⊕
(
3,1, 4

3

)
⊕
(
3,3, 1

2

)
⊕
(
3,1,−1

2

)
⊕
(
1,2, 1

2

)
,

erkennen wir, dass sowohl die 5 als auch die 45 die Bedingungen erfüllen. In der Literatur wird
meist die 5-dimensionale-Darstellung verwendet. Diese enthält neben dem SM-Higgsdublett
ein Farbtriplett: 5H = (3H ,H). Die farbigen Higgsbosonen, ebenso wie die schweren Neu-
trinos werden bei der SU(5)-Skala ausintegriert, so dass sie in der Niederenergietheorie nicht
mehr als Freiheitsgrade auftreten. In supersymmetrischen Theorien braucht man zwei ver-
schiedene 5-dimensionale Darstellungen 5H und 5̄H′ , da wir sowohl das Hd als auch das Hu

unterbringen müssen bzw. da im Superpotenzial keine komplex konjugierten Felder auftauchen
dürfen. Ansonsten kann man, wie im SM, mit einem Higgsfeld 5H und dessen konjugiertem
Feld 5H auskommen, um sowohl den up- als auch down-artigen Teilchen Masse zu verleihen.
Zusammenfassend geschieht die spontane Symmetriebrechung in zwei Schritten:

SU(5)
Σ(24)−→ SU(3)C × SU(2)L ×U(1)Y

H(5),H(5)−→ SU(3)C ×U(1)em. (C.8)

Es sollte noch erwähnt werden, dass bei der Minimierung des Higgspotenzials Feinabstim-
mungsprobleme auftreten, bekannt als „Dublett-Triplett-Splitting-Problem“. Alle nicht SM-
Felder, insbesondere das Higgs-Farbtriplett, sollten bei der GUT-Brechung eine große Masse
bekommen, damit z.B. die Schranken an den Protonzerfall erfüllt sind. Dies wird durch den
Mischterm im Higgspotenzial ∝ 5〈24〉5 erreicht. Das Higgsdublett bleibt jedoch nur mit auf-
einander feinabgestimmten Parametern leicht. Zudem ist diese Feinabstimmung unter Strah-
lungskorrekturen nicht stabil, sofern eine nicht-SUSY-GUT betrachtet wird.

Kommen wir nun konkret zur Yukawa-Lagrangedichte in SU(5). Die Vereinigung der Materie-
felder einer Generation in nur zwei bzw. drei Multipletts liefert zusammen mit den Higgsfeldern
eine Beziehung zwischen der Flavourstruktur der Downquarks und geladenen Leptonen:

L
SU(5)
Y = 1

4YUij10i10j5H +
√

2YDij10i5j5H′ + Yνij5i1j5H + 1
2MN

ij1i1j

= 1
4ΨiY

U
ijΨj5H +

√
2ΨiY

D
ijΦj5H′ + ΦiY

ν
ijν

c
j5H + 1

2ν
c
iM

N
ij ν

c
j

:= 1
4ǫabcdeΨ

ab
i YUijCΨcd

j 5
e
H +
√

2Ψab
i YDijCΦja5H′b + Φa

iY
ν
ijCνcj5Ha + 1

2ν
c
iM

N
ijν

c
j .

(C.9)

In der ersten Zeile wurde die in der Literatur häufig anzutreffende Kurzschreibweise verwen-
det, in der SU(5)-Indizes (a, b, . . . ), ǫ-Tensoren und die Dirac-Ladungskonjugationsmatrix C
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unterdrückt werden2. Die letzten beide Terme treten nur auf, falls man das Singulett hinzu-
fügt. Sie entsprechen einer Dirac-Neutrinomasse und einer Majoranamasse. Den zweiten Term
können wir unter Verwendung von Gl. (C.1) durch die SM-Felder ausdrücken:

L
SU(5)
Y ⊃ −YDij

(
Q⊤
i Cdcj + ec⊤i CLj

)
ǫH∗ + h.c. (C.10)

Damit erhalten wir für die Yukawakopplung ein für die Flavourphysik wesentliches Resultat
des SU(5)-Modells:

YE =
(
YD
)⊤

. (C.11)

Dies impliziert insbesondere, dass die Mischung der rechtshändigen (linkshändigen) Down-
quarks und der linkshändigen (rechtshändigen) geladenen Leptonen bis auf eine komplexe
Konjugation gleich ist: R∗

d = Le, Ld = R∗
e . Da es bei der elektroschwachen Skala keine

rechtshändigen Ströme gibt, ist die Mischung rechtshändiger Fermionen unbeobachtbar. Mit
Niederenergie-Supersymmetrie jedoch wird die Mischung der zugehörigen skalaren Superpart-
ner physikalisch. Während diese Vereinigung von Quark- und Lepton-Yukawakopplungen im
SM und im MSSM für die dritte Generation relativ gut funktioniert, gibt es für die ersten
beiden Generationen große Abweichungen. Dieses Problem wird in Kapitel 3.7 aufgegriffen,
wo die Flavourstruktur von Korrekturtermen aus höherdimensionalen Operatoren unter Zu-
hilfenahmen der RGE im Leptonsektor und µ→ eγ eingeschränkt wird.

C.2 SO(10)-Vereinheitlichung

Vorzüge von SO(10)

Die Gruppe SO(10) ist zwar auf einem reellen Vektorraum definiert, besitzt dennoch kom-
plexe Darstellungen wie die 16-dimensionale Spinordarstellung. Während man in SU(5) ge-
nau zwei Darstellungen benötigt, in die alle 15 Materiefelder einer Generation untergebracht
werden können, hat die 16-dimensionale Spinordarstellung der SO(10) genau die richtigen
SM-Quantenzahlen, um alle Fermionen, unter Hinzunahme eines einzigen Feldes, zu vereinen.
Dieses zusätzliche Feld ist ein Singulett unter der SM-Eichgruppe GSM und kann somit mit
dem rechtshändigen Neutrino identifiziert werden. Des Weiteren ist SO(10) anomaliefrei und
erklärt somit die im SM zufällige Aufhebung der Anomalien. Im Gegensatz zu GSM und SU(5)
hat SO(10) Rang 5. Der zusätzliche diagonale Generator ist B − L, welcher auch in Links-
Rechts-symmetrischen Modellen anzutreffen ist. Die U(1)B−L-Symmetrie wird geeicht, so dass
SO(10) keine globale Symmetrie mehr besitzt. Bricht man die U(1)B−L-Symmetrie bei einer
hohen Skala, so werden schwere Majoranamassen generiert. SO(10) enthält sowohl die SU(5)
als auch die Links-Rechts-symmetrische Pati-Salam-Gruppe GPS = SU(4)× SU(2)L× SU(2)R
als Untergruppe. All diese Eigenschaften machen SO(10) zu einer sehr „natürlichen“ GUT-
Gruppe. Eine sehr pädagogische Einführung in SO(10) und die Einbettung von SU(5) findet
man im Anhang von Ref. [208].

Gruppenstruktur der SO(10)

Im Folgenden wird die Gruppenstrukur der SO(10) erläutert. Dabei gehen wir auf die Spi-
nordarstellung ein und erklären, wie die SM-Eichgruppe in SO(10) eingebettet werden kann.

2Genau genommen müssten im Lorentzraum die Spinoren in Gl. (C.9) noch transponiert werden, d.h.
Ψ⊤

i CYijΨj . Da die Lorentzindizes jedoch nie ausgeschrieben werden, verzichten wir in der Notation auf
die zusätzliche Transposition.
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Die Spinordarstellung ist komplex und kann nicht durch Tensorprodukte aus der reellen Fun-
damentaldarstellung 10 konstruiert werden.

Die Darstellung der SO(10)-Spinorzustände und die Einbettung von SU(5) kann mit der soge-
nannten „Oszillatormethode“ demonstriert werden [208–210]. Dazu betrachten wir einen Satz
Operatoren, welche folgende Antivertauschungsrelationen erfüllen:

{bi, bj} = {b†i , b
†
j} = 0, {bi, b†j} = 1, i, j = 1, . . . 5. (C.12)

Die Operatoren Tij = b†ibj erfüllen die Algebra der U(5):

[Tij , Tkl] = δjkTil − δilTkj, i, j, k, l = 1, . . . 5. (C.13)

Nach Entfernen des Cartan-Erzeugers mit nichtverschwindender Spur wird dadurch die SU(5)
generiert. Die Erzeuger b†i und Vernichter bj wirken auf einen 25 = 32-dimensionalen Vektor-
raum (wegen b2i = 0 = b†2i ), dessen Basisvektoren wir als |ǫ1ǫ2ǫ3ǫ4ǫ5〉 mit ǫi = ± schreiben
können. Dabei wandelt b†i ein − an der Stelle i in ein + um und bi umgekehrt ein + in ein −.
Dies definiert uns den SU(5) invarianten „Vakuum-Zustand“ | − −−−−〉 ≡ |0〉, der von allen
bi vernichtet wird. Die Anwendung von Tij auf einen Zustand kann eine gerade Anzahl von +
Zeichen nicht in eine ungerade umwandeln und umgekehrt, d.h. man kann die Zustände weiter
einteilen in „linkshändige“ mit

∏5
i=1 ǫi = −1 und „rechtshändige“ mit

∏5
i=1 ǫi = +1.

Die Erzeuger Σµν der SO(10)-Spinordarstellung können folgendermaßen konstruiert werden.
Zunächst definieren wir 2 · 5 = 10 hermitesche Operatoren Γµ:

Γ2j−1 = −i
(
bj − b†j

)
, Γ2j =

(
bj + b†j

)
, j = 1, . . . 5. (C.14)

Unter Verwendung der Antivertauschungsrelationen in Gl. (C.12) lässt sich leicht verifizieren,
dass die Γµ eine Clifford-Algebra vom Rang 10 bilden:

{Γµ,Γν} = 2δµν , µ, ν = 1, . . . 10. (C.15)

Die 2 · 5(2 · 5− 1)/2 = 45 Erzeuger Σµν , mit

Σµν =
1

2i
[Γµ,Γν ], µ, ν = 1, . . . 10 , (C.16)

erfüllen die Algebra der SO(10):

[Σµν ,Σρσ] = i (δµσΣνρ + δνρΣµσ − δµρΣνσ − δνσΣµρ) , µ, ν, ρ, σ = 1, . . . 10. (C.17)

Dass die SU(5) in die Spinordarstellung der SO(10) eingebettet werden kann, liegt dar-
an, dass die Generatoren Tij durch die Σµν ausgedrückt werden können [205]. Die SO(10)-
Spinorzustände und ihre zugehörige SU(5)-Dimension sind in Tabelle (C.1) angegeben [209].
Diese Betrachtungen können auf SO(2N) verallgemeinert werden, so dass SU(N) ⊂ SO(2N)
gilt. Es gilt auch die Umkehrung: Aus einer Clifford-Algebra (C.15), kann man via

bj =
1

2
(Γ2j + iΓ2j−1) , b†j =

1

2
(Γ2j − iΓ2j−1) , j = 1, . . . 5 (C.18)

Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren definieren, die Gl. (C.12) erfüllen. Man kann zeigen,
dass die su(5) ist eine Subalgebra der so(10) ist, indem man die Tij durch die Σµν ausdrückt.
Da die Matrix

Γ0 = iN
10∏

µ=1

Γµ =
5∏

j=1

[bj , b
†
j] = (−1)

P

j nj , (C.19)
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SO(10)-Spinorzustand SU(5)-Dimension SO(10)-Spinorzustand SU(5)-Dimension

|0〉 1 b†ib
†
jb

†
k|0〉 10

b†i |0〉 5 b†ib
†
jb

†
kb

†
l |0〉 5

b†ib
†
j |0〉 10 b†ib

†
jb

†
kb

†
l b

†
m|0〉 1

Tabelle C.1: SO(10)-Spinorzustände und ihre SU(5)-Dimension

wobei nj = b†jbj der Teilchenzahloperator ist, mit allen Γ-Matrizen vertauscht, ist die Spinor-
Darstellung reduzibel, und wir erhalten zwei 16-dimensionale, irreduzible Darstellungen Ψ±
durch chirale Projektion P±:

[Σµν , (−1)
P

j nj ] = 0 ⇒ P± =
1

2
(1± Γ0) . (C.20)

Die zwei irreduziblen chiralen Unterräume sind somit charakterisiert durch eine gerade oder
ungerade Anzahl von + Zeichen, wobei folgende Konvention verwendet wird: Ψ+ hat ge-
rade Anzahl von + Zeichen, d.h.

∏
i ǫi = −1 und ist somit „linkshändig“; Ψ− besitzt eine

ungerade Anzahl von + Zeichen, d.h.
∏
i ǫi = +1 und ist folglich „rechtshändig“. Dass Ψ+

und Ψ− tatsächlich irreduzibel sind, lässt sich leicht demonstrieren, indem man die Gene-
ratoren Σ durch die Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ausdrückt: Die Wirkung von
Σ ∝ Abib†j +Bb†ibj + Cb†ib

†
j +Dbibj auf die Zustände |ǫ1ǫ2ǫ3ǫ4ǫ5〉 kann

∏
i ǫi nicht ändern. In

der SU(5)-Basis können wir für die zwei 16-dimensionalen irreduziblen Darstellungen schrei-
ben:

16 ≡ |Ψ+〉 = |0〉ψ0 +
1

2!
b†i b

†
j |0〉ψij +

1

4!
ǫijklmb†jb

†
kb

†
l b

†
m|0〉ψi , (C.21a)

16 ≡ |Ψ−〉 = b†i |0〉ψi +
1

2 · 3!ǫ
ijklmb†kb

†
l b

†
m|0〉ψij + b†1b

†
2b

†
3b

†
4b

†
5|0〉ψ0 . (C.21b)

Hierbei identifizieren wir ψ0 als SU(5)-Singulett, während ψi und ψij sich nach den SU(5)-
Darstellungen 5 bzw. 10 transformieren3. Die Zerlegung der SO(10)-Spinordarstellung in
SU(5)-Darstellung lautet somit:

16→ 10⊕ 5⊕ 1 =
(
ψij , ψi, ψ0

)
= ((Q,uc, ec) , (dc, L) , νc) . (C.23)

Alle 15 Fermionfelder des SM und das linkshändige Antineutrino (entspricht dem rechtshändi-

gen Neutrino) können in der 16 untergebracht werden. Indem wir die Operatoren b(†)i aufteilen

in (b
(†)
1 , b

(†)
2 , b

(†)
3 ) und (b

(†)
4 , b

(†)
5 ), erzeugen wir Untergruppen für SU(3) und SU(2), so dass wir

die SM-Gruppe SU(3)×SU(2) in SU(5) einbetten können. Damit lässt sich das physikalische

3Unter Verwendung der Antivertauschungsrelationen erhält man für die zugehörigen „bras“:

16
⊤ ≡ 〈Ψ∗

+| = ψ0〈0| − 1

2!
ψij〈0|bibj +

1

4!
ǫijklmψi〈0|bjbkblbm , (C.22a)

16
⊤ ≡ 〈Ψ∗

−| = ψi〈0|bi − 1

2 · 3! ǫ
ijklmψij〈0|bkblbm + ψ0〈0|b1b2b3b4b5 . (C.22b)
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Teilchenspektrum wie folgt beschreiben4:

ψ0 : (νR)c = νcL = | − −−;−−〉,
ψij :uL = |+−−; +−〉, | −+−; +−〉, | − −+;+−〉,

dL = |+−−;−+〉, | −+−;−+〉, | − −+;−+〉,
(uR)c = ucL = |+ +−;−−〉, |+−+;−−〉, |+ +−;−−〉,
(eR)c = ecL = | − −−; ++〉,

ψi : (dR)c = dcL = |+ +−; ++〉, |+−+;++〉, |+ +−; ++〉,
νL = |+ ++;+−〉,
eL = |+ ++;−+〉.

(C.24)

SO(10)-invariante Yukawaterme

Um SO(10)-invariante Bilinearformen, die z.B. für Massenterme nötig sind, ohne Verwendung
der konjugierten Darstellung 16, bilden zu können, benötigen wir die Konjugationsmatrix B, in
Analogie zur Ladungskonjugationsmatrix C der Lorentzgruppe. Ψ⊤BCΨ ist SO(10)-invariant,
falls BΣµν + Σ⊤

µνB = 0 gilt. Dies wird durch B =
∏5
j=1 Γ2j−1 erfüllt. Daraus folgt zusammen

mit den Zerlegungen in Gl. (C.21a) und (C.21b):

B




Ψ0

Ψij

Ψi


 =




Ψ0

−Ψij

Ψi


 , B




Ψi

Ψij

Ψ0


 =



−Ψi

Ψij

Ψ0


 . (C.25)

Um SO(10)-invariante Yukawaterme bilden zu können, müssen wir Higgsfelder an die Spinor-
felder koppeln. Das Tensorprodukt zweier 16-dimensionaler Spinordarstellungen zerlegt sich
gemäß

16⊗ 16 = 10s ⊕ 120a ⊕ 126s, (C.26)

wobei die 10s die Vektordarstellung, die 120a die antisymmetrische drei-Index-Tensordar-
stellung und die 126s die selbstadjungierte fünf-Index-Tensordarstellung ist. Die allgemeinsten,
renormierbaren SO(10)-invarianten Yukawa-Terme lauten somit5:

16
⊤ Y 1610H : Y10

ab〈16∗
a|BCΓµφµ|16b〉 (C.27)

16
⊤ Y 16 120H :

1

3!
Y120
ab 〈16∗

a|BCΓµΓνΓρφµνρ|16b〉 (C.28)

16
⊤ Y 16 126H :

1

5!
Y126
ab 〈16∗

a|BCΓµΓνΓρΓσΓτφµνρστ |16b〉 (C.29)

Unter Verwendung von Gl. (C.23) und der Zerlegung in SU(5)-Darstellungen 10 → 5 ⊕ 5

können die SO(10)-Yukawaterme in der SU(5)-Zerlegung geschrieben werden. Eine explizite
Berechnung dieser Kopplungen wurde z.B. in Ref. [150] durchgeführt. Bei folgender Zerlegung
transformieren sich φcj und φcj nach SU(5)-Darstellungen:

SU(5): 5H : φcj = φ2j + iφ2j−1, 5H : φcj = φ2j − iφ2j−1, j = 1, . . . 5

⇔ SO(10): 10H : φµ =

{
φ2j = 1

2

(
φcj + φcj

)

φ2j−1 = 1
2i

(
φcj − φcj

)
,
µ = 1, . . . 10.

(C.30)

4Da wir uns ausschließlich auf linkshändige Felder beschränken, kann der Index L auch weggelassen werden.
5Hier wird die in der Literatur häufig anzutreffende Kurznotation eingeführt.
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Damit erhalten wir Γµφµ = bjφcj + b†jφcj . Nach Reskalierung der Higgs-Felder (φcj =
√

2Hj ,

φcj =
√

2Hj), um kanonische kinetische Terme der SU(5)-Higgs-Felder H, H zu erhalten,
berechnet sich Gl. (C.27) zu [211]:

Yab〈16∗
a|BCΓµφµ|16b〉 =

= i
√

2Yab

[
−
(
ψa0ψ

b
i + ψ

a
iψ

b
0,
)
H i +

(
ψija ψ

b
i + ψ

a
iψ

ij
b

)
Hj + 1

4ǫijklmψ
ij
a ψ

kl
b H

m
]

= i
√

2Yab
[
−
(
1a5b + 5a1b

)
5H +

(
10a5b + 5a10b

)
5H + 1

410a10b5H

]
. (C.31)

Da 5H und 5H Komponenten enthalten, die sich unter GSM wie
(
1, 2, 1

2

)
und

(
1, 2, −1

2

)

transformieren, bekommen wir nach elektroschwacher Symmetriebrechung Massenterme für
die Fermionen. Mit dieser Yukawakopplung alleine erhalten wir eine symmetrische Flavour-
struktur, und alle Fermionen sind an der GUT-Skala vereinheitlicht:

YU = (Yν)⊤ = YD =
(
YE
)⊤
. (C.32)

Da diese Beziehung bei der elektroschwachen Skala höchstens für die dritte Generation erfüllt
werden kann, muss der Yukawasektor erweitert werden. Generell gibt es dazu zwei Wege: Man
addiert die in Gl. (C.28) und (C.29) erwähnten renormierbaren Kopplungen. Dadurch können
die gemessenen Fermionmassen und -mischungen reproduziert werden [212]. Jedoch ist die
Perturbativität der Theorie bei hohen Skalen durch die großen Higgsdarstellungen gefährdet
[213]. Der zweite Weg besteht in der Einführung höherdimensionaler, nichtrenormierbarer
Terme wie in Kapitel 3.7 durchgeführt. Da sie mit einer hohen Massenskala unterdrückt sind,
korrigieren sie die Relationen der Massen und Mischungen der leichten Generationen, ohne die
erfolgreiche Vereinigung der dritten Generation zu zerstören.

Brechung der SO(10)

Die Brechung von SO(10) zur SM-Eichgruppe kann in mehreren Schritten geschehen, so dass
verschiedene Zwischenskalen bzw. Massen-Hierarchien auftreten. Zwei mögliche Brechungssze-
narien sind:

SO(10)→
{

SU(5)×U(1)→ GSM

GPS → SU(3)C × SU(2)L × SU(2)R ×U(1)→ GSM
, (C.33)

wobei GPS = SU(4)×SU(2)L×SU(2)R die Pati-Salam Gruppe ist. Typischerweise auftretende
Skalen sind die Planck-Skala MPl = O(1019) GeV, die SO(10)-Brechungsskala MSO(10) =
O(1017) GeV, die SU(5)-Brechungsskala MGUT = 2 · 1016 GeV und die elektroschwache Skala
µew = O(102) GeV. Welcher Brechungsweg eingeschlagen wird, hängt von den jeweiligen
Werten der Parameter im Higgspotenzial ab. Auf die genaue Form des Higgspotenzials, welches
die gewünschten VEV in die Singulett-Richtung im Minimierungsprozess generiert, kann hier
nicht eingegangen werden. Ob und wie dies möglich ist, stellt ein eigenes Studienobjekt dar
und ist ein wichtiger Schritt zur Verbesserung des Modells und dessen Vorhersagen.

Brechung via SU(5)

Wir gehen zunächst auf die Brechung via SU(5) ein. Dieser Brechungsweg ist im CMM-Modell
realisiert, denn hier ist die Vereinigung der Leptondubletts und der Downquarksinguletts of-
fensichtlich, und somit der Transfer des großen atmosphärischen Mischungswinkels in den



C.2 SO(10)-Vereinheitlichung 131

Quarksektor. Gesucht sind also SO(10)-Darstellungen, die SU(5)-Singuletts (für die Brechung
SO(10)→ SU(5)), und welche, die 24, 5 und 45 der SU(5) enthalten. Aus Gl. (C.23) erken-
nen wir, dass z.B. die Higgs-Darstellungen 16H und 16H geeignet sind, SO(10) zur SU(5) zu
brechen. Eine weitere gängige Methode ist es, der 126H einen VEV in Richtung des SU(5)-
Singuletts zu geben. Die Zerlegung in SU(5) lautet:

126→ 50⊕ 45⊕ 15⊕ 10⊕ 5⊕ 1. (C.34)

Die SU(5)-Singulett-Komponente koppelt beim Yukawaterm in Gl. (C.29) gerade an das rechts-
händige Neutrino und führt zu einem Majoranamassenterm. Ein Nachteil der Darstellungen
hoher Dimensionen ist, dass große Gruppenfaktoren die Renormierungsgruppengleichungen
ändern und so zu nicht-perturbativen Eich- und Yukawakopplungen nahe der Planck-Skala
führen können. Im CMM-Modell werden als Alternative nichtrenormierbare Yukawaterme ge-
wählt, um so das Problem zu großer Gruppenfaktoren zu umgehen. Die Zerlegung der adjun-
gierten Darstellung 45 sieht sehr vielversprechend aus:

45→ 24⊕ 10⊕ 10⊕ 1. (C.35)

Sie enthält zum einen ein SU(5)-Singulett, zum anderen kann die adjungierte Darstellung
24H dazu verwendet werden, SU(5) weiter zu SU(3)C × SU(2)L ×U(1)Y zu brechen. Die de-
finierende Darstellung der SO(10) liefert schließlich die gewünschten Eigenschaften, um die
elektroschwache Symmetrie zu brechen. Wegen der Zerlegung in SU(5) 10 → 5 ⊕ 5 (sie-
he Gl. (C.30)), enthält sie auch das SM-Higgsdublett. Weitere Möglichkeiten wären die 120

(120 → 5⊕ 5⊕ 10⊕ 10 ⊕ 45 ⊕ 45) und 126 (Gl. (C.34)), denn sie enthalten die 5 und die
45 und können zur elektroschwachen Symmetriebrechung beitragen. Jede Variante liefert eine
etwas andere Struktur und andere Relationen der Fermionmassen.

Da die SO(10) Rang 5 hat, muss bei der Brechung zur SU(5) der Rang der Eichgruppe reduziert
werden, was durch die Brechung eines U(1)-Generators geschieht (siehe Gl. (C.33)). In super-
symmetrischen Theorien hat dies Auswirkungen auf die soften Massen. Die SU(5)-Multipletts
haben unterschiedliche Quantenzahlen bezüglich dieser U(1)-Symmetrie; diese Quantenzahlen
sind aber gleich für die drei Generationen. Die Brechung liefert familienuniverselle Korrekturen
zu den Softmassen, die proportional zur U(1)-Ladung sind.

Es besteht nun auch die Möglichkeit, reduzible Higgsdarstellungen in höherdimensionalen
Termen zu verwenden. Genau dies wird im CMM-Modell mit folgender Higgsdarstellung ver-
wendet:

45⊗ 10 = 10⊕ 120⊕ 320. (C.36)

Sie kann somit effektiv als symmetrische 10 und als antisymmetrische 120 an Fermionbilineare
koppeln und Flavourstrukturen beliebiger Symmetrie generieren. Betrachtet man neben (C.26)
und (C.36) noch folgende direkten Produkte:

16⊗ 10 = 16⊕ 144, 45⊗ 16 = 16⊕ 144⊕ 560, (C.37)

so erhalten wir insgesamt vier Invarianten aus der Kopplung 16 1610H 45H , welche in Ref. [211]
analysiert werden:

(16 16)10(10H 45H)10, (16 16)120(10H 45H)120,

(16 10H)16(16 45H)16, (16 10H)144(16 45H)144.
(C.38)

Diese Kopplung ist im CMM-Modell für die Down-Yukawakopplung verantwortlich und ist
aufgrund der Unterdrückung eine natürliche Erklärung für die Hierarchie zwischen Bottom-
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und Topquarkmasse. Falls dieser Dimension-5-Term effektiv wie eine 10 koppelt, bleibt die
Vereinigung von Downquarks und geladenen Leptonen erhalten, vorausgesetzt sie koppeln
ausschließlich an die 10. Um Korrekturen zu den leichten Fermionmassen zu erhalten, müssen
effektive 120-,16- oder 144-Terme addiert werden. Wenn bei der SU(5)-Skala die in der 45

(siehe Gl. (C.35)) enthaltene adjungierte Darstellung der SU(5) 24 einen VEV wie in Gl. (C.4)
erhält, wird Gl. (C.11) modifiziert zu:

YD =
(
YE
)⊤

+ 5
σ

MPl
Ỹ120,16,144. (C.39)

Alternativ kann der Majoranamassenterm über einen Dimension-5-Operator generiert werden:

1

2MPl
16iY

N
ij 16j16H16H . (C.40)

Die Majoranamasse erhält man daraus als:

MN
ij =

v2
16

MPl
YNij ≈

O(102·17 GeV)

O(1019 GeV)
O(1) = O(1015 GeV), (C.41)

was genau die richtige Größenordnung für den Seesaw-Mechanismus ist.

Brechung via SU(4)×SU(2)×SU(2)

SO(10) kann auch über eine Links-Rechts-symmetrische Gruppe zum SM gebrochen werden.
In diesem Fall wird die Linkshändigkeit der schwachen Wechselwirkung nicht – wie es im
SM der Fall ist – durch die Algebra bestimmt, sondern durch das Vakuum. Die symmetri-
sche 54 kann SO(10) zur SO(6)×SO(4) brechen, welche isomorph zur Pati-Salam-Gruppe
GPS = SU(4)× SU(2)L × SU(2)R ist. Hierin ist SU(4) ⊃ SU(3)C × U(1)B−L eine erweiterte
Farbgruppe mit der B−L-Quantenzahl als vierter Farbe. Die Pati-Salam-Gruppe kann durch
die 16 oder 126 zu GSM gebrochen werden. Die Attraktivität dieses Modells liegt unter ande-
rem darin, dass die Quantisierung der elektrischen Ladung Q = T3 + Y durch die Einführung
eines rechtshändigen Isospins IR3 = Y − B−L

2 auf die Quantisierung von B − L zurückgeführt
werden kann6. In SO(10) ist U(1)B−L geeicht, und die Brechung bei der Skala MSO(10) liefert
einen eleganten Mechanismus für die Lepto- und Baryogenese.

C.3 Supersymmetrische GUTs

Die Vorteile der Supersymmetrie lassen sich in GUT-Modelle übertragen, indem man die-
se genau wie das SM supersymmetrisiert. Umgekehrt liefert der Vereinheitlichungsgedanke
eine Motivation für die Realisierung von Supersymmetrie. Formal ersetzt man im Superpo-
tenzial, welches sich aus der Yukawa-Lagrangedichte und der Higgs-Selbstwechselwirkung der

6Die Hyperladungsquantenzahlen in Tabelle 2.2 werden im SM gerade so gewählt, dass die richtige beobachtete
elektrische Ladung herauskommt und weisen auf den ersten Blick keine Systematik auf. Die Kombitation
Y − B−L

2
liefert gerade die Quantenzahlen für einen rechtshändigen Isospin:

„

uL

dL

«

uR dR

„

νeL

eL

«

eR νR

Y − B−L
2

: 0 1
2

− 1
2

0 − 1
2

1
2

(C.42)
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vereinheitlichten Theorie ergibt, die Materiefelder durch Superfelder bzw. deren skalare Kom-
ponenten. Aufgrund der Holomorphie des Superpotenzials muss in SU(5) neben 5H ⊃ Hu ein
zweites Higgsfeld 5H′ ⊃ Hd eingeführt werden. Analog muss in gewissen SO(10)-Modellen ein
zweites Higgsfeld in der Darstellung 10H′ eingesetzt werden. Dies ist z.B. im CMM-Modell der
Fall, bei dem die reduzible Higgsdarstellung bei der Down-Yukawakopplung auftritt. Im Bre-
chungsschema der SUSY-GUT-Symmetrie zum SM muss auch die Supersymmetrie gebrochen
werden. Zu jedem Yukawaterm in der Lagrangedichte gibt es einen entsprechenden A-Term,
und die skalaren Felder erhalten eine Softmasse.
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D Konventionen B0
− B̄0-Mischung

Die neutralen Mesonen K, B und D sind die einzigen Hadronen, die mit ihren Antiteilchen
mischen. Sie unterscheiden sich durch eine Quantenzahl F , welche den Quarkflavourinhalt
charakterisiert. Oszillationen können daher nur von Wechselwirkungen induziert werden, die
die Flavourquantenzahl ändern. Sowohl die starke als auch die elektromagnetische Wechsel-
wirkung sind flavourerhaltend. Im SM können solche ∆F = 2-Prozesse nur über die schwache
Wechselwirkung vermittelt werden. Weitere Einzelheiten findet man z.B. in Ref. [28,154,214].

Die Zeitabhängigkeit wird in der Wigner-Weisskopf Näherung [215,216] durch folgende Schrö-
dinger-Gleichung beschrieben1:

i
d

dt

(∣∣B0(t)
〉

∣∣B̄0(t)
〉
)

=

(
M− i

2
Γ

)(∣∣B0(t)
〉

∣∣B̄0(t)
〉
)
. (D.1)

Hierbei ist M eine hermitesche Massenmatrix (dispersiver Anteil), Γ eine hermitesche Zerfalls-
matrix (absorptiver Anteil), und B0(t) (B̄0(t)) beschreibt die zeitliche Entwicklung des B-
Mesons, welches zur Zeit t = 0 ein B0 (B̄0)-Meson war. Fordert man CPT -Symmetrie, dann
gilt: M11 = M22 und Γ11 = Γ22. Weiter wählen wir die Phasenkonvention CP

∣∣B0
〉

= −
∣∣B̄0
〉

[28]. Diagonalisiert man M − iΓ/2, so erhält man die physikalischen Eigenzustände |BH,L〉
mit den Massen MH,L und den Zerfallsraten ΓH,L. Für diese Masseneigenzustände ist die
Zeitabhängigkeit gegeben durch:

|BL,H(t)〉 = e−iML,Ht− 1
2
ΓL,H t |BL,H(0)〉 . (D.2)

Sie lassen sich als Linearkombination der Flavoureigenzustände schreiben:

|BL〉 = p
∣∣B0
〉

+ q
∣∣B̄0
〉
, (D.3)

|BH〉 = p
∣∣B0
〉
− q

∣∣B̄0
〉
, (D.4)

q

p
= −∆M + i

2∆Γ

2M12 − iΓ12

, |p|2 + |q|2 = 1. (D.5)

Hierbei bezeichnen ∆Γ = ΓL − ΓH die Zerfallsraten- und ∆M = MH −ML die Massendif-
ferenz. Beide können experimentell gemessen werden, wobei die Oszillationsfrequenz gerade
∆M bestimmt. Endzustände, in die sowohl B als auch B̄ zerfallen können, tragen zu ∆Γ bei
und entsprechen dem Imaginärteil der Boxdiagramme.

Die relative Phase zwischen M12 und Γ12 ist ebenfalls observabel:

φ = arg

(
−M12

Γ12

)
. (D.6)

1Im Folgenden vereinfachen wir die Notation und verwenden für die Mesonen immer das Symbol B.
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Im B0-System gilt die Näherung |Γ12| ≪ |M12| , |∆Γ| ≪ |∆M | so dass

∆M = 2 |M12|
(

1 +O
(∣∣∣∣

Γ12

M12

∣∣∣∣
2
))
≈ 2 |M12| , (D.7)

∆Γ = 2 |Γ12| cosφ
(

1 +O
(∣∣∣∣

Γ12

M12

∣∣∣∣
2
))
≈ 2 |Γ12| cosφ, (D.8)

q

p
= −e−iφM

(
1− a

2

)
+O

(∣∣∣∣
Γ12

M12

∣∣∣∣
2
)
, (D.9)

mit a = Im

(
Γ12

M12

)
=

∣∣∣∣
Γ12

M12

∣∣∣∣ sinφ, M12 = |M12| eiφM . (D.10)

Die Phase φM ist jedoch konventionsabhängig. Die zeitabhängige Zerfallsrate ist gegeben durch

Γ
(
B0(t)→ f

)
= Nf

∣∣〈f |B0(t)〉
∣∣2 , Γ

(
B̄0(t)→ f

)
= Nf

∣∣〈f |B̄0(t)〉
∣∣2 , (D.11)

wobei Nf ein Normierungsfaktor ist. Mit den Zerfallsamplituden Af = 〈f |B0〉, Āf = 〈f |B̄0〉
kann man die Größe λf definieren, welche unabhängig von Phasenkonventionen und somit
physikalisch ist:

λf =
q

p

Āf
Af

. (D.12)

Die Größen q/p, ρ = Āf/Af und λf beschreiben die verschiedenen Arten der CP -Verletzung
(siehe Abschnitt 2.1.3). Zur Berechnung von q/p ist die Relation e−i arg(z2) = z∗/z hilfreich.
Oszilliert beispielsweise ein B̄d-Meson über ein Boxdiagram mit W -Bosonen und Top-Quark
in ein Bd-Meson, ist das Diagramm M12 ∝ (VtbV

∗
td)

2. Daraus bekommen wir schließlich q
p =

−V ∗
tbVtd

VtbV
∗
td

.



E Effektive Hamiltonoperatoren

Im Folgenden sollen die in der Arbeit verwendeten Konventionen und Formeln im Formalismus
effektiver Hamiltonoperatoren angegeben werden. Dabei wird oft zwischen den verschiedenen
in der Literatur anzutreffenen Konventionen verglichen, um so leichte Übersetzungsregeln
anzugeben, und um mögliche Konfusionen beim Vergleich mit der Literatur zu vermeiden.

E.1 ∆B = 1-Operatoren

Der effektive Hamiltonoperator, welcher ∆B = 1-Prozesse beschreibt, kann mit der Abkürzung
λp = VpbV

∗
ps und unter Ausnutzung der CKM-Unitarität geschrieben werden als [154,217]:

H∆B=1
eff =

{
GF√

2

[
∑

p=u, c

λp (C1Q
p
1 + C2Q

p
2)− λt

(
10∑

i=3

CiQi + C7γQ7γ + C8gQ8g

)]}

+
{
Qi → Q′

i, Ci → C ′
i

}
.

(E.1)

Ein Strich am Operator und Wilson-Koeffizient bedeutet, dass die Chiralität umgedreht wird.
Die Strom-Strom-Operatoren sind gegeben durch1:

Qp1 = (p̄αbβ)V−A (s̄βpα)V−A = (p̄αγ
µ (1− γ5) bβ) (s̄βγµ (1− γ5) pα) = 4 (p̄αLγ

µbβL) (s̄βLγµpαL) ,

Qp2 = (p̄b)V−A (s̄p)V−A = (p̄γµ (1− γ5) b) (s̄γµ (1− γ5) p) = 4 (p̄Lγ
µbL) (s̄LγµpL) . (E.2)

Dabei spezifiziert α, β in Qp1 die unterschiedliche Farbstruktur. Der letzte Schritt dient zur
Verdeutlichung des Ursprungs der unterschiedliche Normierungen im effektiven Hamiltonope-
rator, wenn eine andere Operatorbasis gewählt wird. Die QCD-Pinguinoperatoren lauten:

Q3 = (s̄b)V−A
∑

q

(q̄q)V−A , Q4 = (s̄αbβ)V−A
∑

q

(q̄βqα)V −A,

Q5 = (s̄b)V−A
∑

q

(q̄q)V+A , Q6 = (s̄αbβ)V−A
∑

q

(q̄βqα)V+A ,
(E.3)

und die QED-Pinguinoperatoren:

Q7 = (s̄b)V−A
∑

q

3
2eq (q̄q)V+A , Q8 = (s̄αbβ)V−A

∑

q

3
2eq (q̄βqα)V+A ,

Q9 = (s̄b)V−A
∑

q

3
2eq (q̄q)V−A , Q10 = (s̄αbβ)V−A

∑

q

3
2eq (q̄βqα)V−A .

(E.4)

Der magnetische bzw. chromomagnetische Dipoloperator ist definiert durch:

Q7γ =
e

8π2
mbs̄σ

µν (1 + γ5)Fµνb =
e

4π2
mbs̄Lσ

µνFµνbR, (E.5)

Q8g =
gs
8π2

mbs̄ασ
µν (1 + γ5)G

a
µνT

a
αβbβ =

gs
4π2

mbs̄αLσ
µνGaµνTαβbβR. (E.6)

1Man beachte, dass die Konvention in Ref. [176,177] bei der QCDF die zwei Operatoren vertauscht Q1 ↔ Q2.
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Die gestrichenen Operatoren Q′ erhält man aus Q durch die Ersetzung L ↔ R. Gerade für
die RGE der (chromo-)magnetischen Operatoren in SUSY eignet sich die Konvention aus
Ref. [218]. Darin wurde herausgestellt, dass man aufgrund von Gluino-Beiträgen die Opera-
torbasis des SM (wie in (E.1) ohne die gestrichenen Operatoren) erweitern muss. Insbesondere
wird beim (chromo-)magnetischen Operator unterschieden, woher der Chiralitätsflip stammt.
Er kann entweder wie im SM aus einem Flip im externen Bottomquark herrühren, was sich
in einem Faktor mb im Operator bemerkbar macht (siehe Gl. (E.5) und (E.6)). In SUSY
kann auch der trilineare Term den Links-Rechts-Flip verursachen. Das Diagramm ist propor-
tional zur Gluinomasse, welche im Wilson-Koeffizient enthalten ist. Damit ist der zugehörige
Operator nur noch von der Dimension fünf. Die Konventionen von Ref. [218] lauten:

Heff = HWeff +Hg̃eff, HWeff = −4GF√
2
λt
∑

i

Ci(µ)Oi(µ), Hg̃eff ⊃
∑

i

Ci,g̃(µ)Oi,g̃(µ) . (E.7)

Hierbei enthält HWeff die SM-Beiträge zu den Strom-Strom-, QCD-Pinguin-, magnetischen- und
Leptonpaar-Operatoren. Letztere werden z.B. für b→ sℓℓ̄ benötigt. Der unterschiedliche Vor-
faktor −(4GF√

2
) im Vergleich zu Gl. (E.1) stammt aus der Normierung der Operatoren, während

die Wilson-Koeffizienten identisch normiert sind. Die Strom-Strom-Operatoren sind bis auf den
Faktor vier wie in Ref. [154] definiert. Dagegen sind die QCD-Pinguinoperatoren nicht wie all-
gemein üblichen mit der PL-Struktur definiert, da in Ref. [218] hauptsächlich Gluon-Beiträge
betrachtet werden, welche nicht zwischen unterschiedlichen Chiralitäten unterscheiden. Den
Hamiltonoperator Hg̃eff erhält man nach Ausintegrieren der Squarks und Gluinos. Er beinhaltet
u.a. die magnetischen Operatoren, bei denen die Chiralitätsverletzung aus der Bottomquark-
masse oder der Gluinomasse stammt. Ferner enthält Hg̃eff vier-Quark-Operatoren mit Skalar-,
Vektor- und Tensor-Lorentzstruktur, welche im Folgenden jedoch nicht gebraucht werden. Die
magnetischen Operatoren, bei denen die Chiralitätsverletzung durch die Bottomquarkmasse
signalisiert wird, lauten:

O7 =
e

16π2
m̄b(µ) (s̄σµνPRb)Fµν , O8 =

gs
16π2

m̄b(µ) (s̄σµνT aPRb)G
a
µν . (E.8)

Die Normierung der Wilson-Koeffizienten der Gluino-Beiträge sollte so gewählt werden, dass
die übliche Störungsreihenentwicklung der Wilson-Koeffizienten und der anomalen Dimen-
sionsmatrix möglich ist. Dann kann man die ersten beiden Schritte der in Abschnitt 4.4.1
angegebenen Strategie genau wie im SM durchführen. Dazu müssen Faktoren αs aus dem
Gluino-Beitrag zwischen Operator und Wilson-Koeffizient geeignet aufgeteilt werden, weswe-
gen man O7,8 neu definiert:

Oneu
i = 16π2

g2s
Oi, Cneu

i = g2s
16π2Ci i = 7, 8 . (E.9)

Weiterhin erreicht man durch eine passende Wahl der αs inHg̃eff, dass der SM-Hamiltonoperator
HWeff und der Gluino-induzierte Hg̃eff getrennt voneinander renormiert werden können. Die ma-
gnetischen Operatoren in Hg̃eff mit Chiralitätsflip durch die Bottomquarkmasse lauten:

O7b,g̃ = eg2
s (µ)m̄b(µ) (s̄σµνPRb)Fµν , O′

7b,g̃ = eg2
s (µ)m̄b(µ) (s̄σµνPLb)Fµν , (E.10)

O8b,g̃ = gs(µ)g2
s(µ)m̄b(µ) (s̄σµνT aPRb)G

a
µν , O′

8b,g̃ = gs(µ)g2
s (µ)m̄b(µ) (s̄σµνT aPLb)G

a
µν .

Magnetische Operatoren, bei denen die trilinearen Terme den Links-Rechts-Flip induzieren
und die Gluinomasse beinhalten, sind wie folgt definiert:

O7g̃,g̃ = eg2
s(µ) (s̄σµνPRb)Fµν , O′

7g̃,g̃ = eg2
s(µ) (s̄σµνPLb)Fµν , (E.11)

O8g̃,g̃ = gs(µ)g2
s (µ) (s̄σµνT aPRb)G

a
µν , O′

8g̃,g̃ = gs(µ)g2
s(µ) (s̄σµνT aPLb)G

a
µν .
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Die Konventionen von Ref. [198] sind wieder anders, können jedoch mit den genannten Hilfen
leicht in die oben beschriebenen beiden Konventionen umgerechnet werden.

E.2 ∆B = 1-Wilson-Koeffizienten

Die SUSY-Beiträge zu den Wilson-Koeffizienten können der Literatur entnommen werden. Bis
auf einige Vorzeichen, die schon in Ref. [146] erwähnt wurden, stimmen die Ergebnisse aus
Ref. [218,219] und Ref. [197] überein, und mit einem Vorzeichenwechsel in cq4 vor der Funkti-
on G stimmt auch Ref. [198]. Die Masseneinsetzungsnäherung (siehe z.B. Ref. [196, 220–222]
und Anhang E.4) ist im CMM-Modell aufgrund des großen atmosphärischen Mischungswinkels
nicht anwendbar. Wir werden sie jedoch im generischen MSSM anwenden, wenn wir dieses und
das CMM-Modell im Prozess Bs → φφ miteinander vergleichen. In Ref. [146] und Ref. [198]
findet man Näherungen für den Fall von großer Mischung zwischen der zweiten und drit-
ten Generation. Da wir die Konvention von Ref. [41] verwenden, gelten die nachstehenden
Umrechnungsrelationen:

ΓiIDL = ZIiD , ΓiIDR = Z
(I+3)i
D , ΓiIUL = ZIi∗U , ΓiIUR = Z

(I+3)i∗
U . (E.12)

QCD-Box- und Pinguin-Gluino-Beiträge mit der Normierung von Gl. (E.1), den Funktionen
in Abschnitt A.3.2 und xkg = x−1

gk = m2
d̃k
/m2

g̃ sind gegeben durch:

Cg,box
3 =

−
√

2

4GFλt

α2
s

m2
g̃

6∑

k,l=1

Z2k∗
D Z3k

D Z
2l∗
D Z2l

D

[
−1

9B1(xkg, xlg)− 5
9B2(xkg, xlg)

]
︸ ︷︷ ︸

= 1
36 [G(xkg,xlg)−20F (xkg,xlg)]

, (E.13)

Cg,box
4 =

−
√

2

4GFλt

α2
s

m2
g̃

6∑

k,l=1

Z2k∗
D Z3k

D Z
2l∗
D Z2l

D

[
−7

3B1(xkg, xlg) + 1
3B2(xkg, xlg)

]
, (E.14)

Cg,box
5 =

−
√

2

4GFλt

α2
s

m2
g̃

6∑

k,l=1

Z2k∗
D Z3k

D Z
5l∗
D Z5l

D

[
10
9 B1(xkg, xlg) + 1

18B2(xkg, xlg)
]
, (E.15)

Cg,box
6 =

−
√

2

4GFλt

α2
s

m2
g̃

6∑

k,l=1

Z2k∗
D Z3k

D Z
5l∗
D Z5l

D

[
−2

3B1(xkg, xlg) + 7
6B2(xkg, xlg)

]
, (E.16)

Cg,peng
3 =

−
√

2

4GFλt

α2
s

m2
g̃

6∑

k=1

Z2k∗
D Z3k

D

[
− 1

18C1(xkg) + 1
2C2(xkg)

]
︸ ︷︷ ︸
= 1

3
xgk[− 1

6
F6(xgk)+ 3

2
F5(xgk)]

(E.17)

=
−
√

2

4GFλt
α2
s

1

3

6∑

k=1

1

m2
d̃k

Z2k∗
D Z3k

D

[
−1

6F6(xgk) + 3
2F5(xgk)

]
, (E.18)

Cg,peng
4 =

−
√

2

4GFλt

α2
s

m2
g̃

6∑

k=1

Z2k∗
D Z3k

D

[
1
6C1(xkg)− 3

2C2(xkg)
]
, (E.19)

Cg,peng
5 =

−
√

2

4GFλt

α2
s

m2
g̃

6∑

k=1

Z2k∗
D Z3k

D

[
− 1

18C1(xkg) + 1
2C2(xkg)

]
, (E.20)

Cg,peng
6 =

−
√

2

4GFλt

α2
s

m2
g̃

6∑

k=1

Z2k∗
D Z3k

D

[
1
6C1(xkg)− 3

2C2(xkg)
]
. (E.21)
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Die gestrichenen Wilson-Koeffizienten erhält man durch die Ersetzung ΓDL ↔ ΓDR, was einer
Erhöhung/Erniedrigung des ersten Index in ZD um drei entspricht. Es hängt von der Definition
der Operatoren ab (mit oder ohne

∑
q), ob die Box-Beiträge zu den Wilson-Koeffizienten

vom Quarkflavour q abhängen. Pinguin-Beiträge hängen jedoch nicht vom Flavour q ab. Eine
ausführlichere Anmerkung dazu kann in Ref. [198] gefunden werden. Nun kommen wir zu den
Gluino-Beiträgen in den Dipoloperatoren mit der Konvention von Ref. [218] (Qd = −1

3 , Qu =
2
3 , C(R) = 4

3):

C7b,g̃ = − Qd
16π2

C(R)

6∑

k=1

1

m2
d̃k

Z3k
D Z

2k∗
D F2(xgk), (E.22)

C7g̃,g̃ = mg̃
Qd

16π2
C(R)

6∑

k=1

1

m2
d̃k

Z6k
D Z

2k∗
D F4(xgk), (E.23)

C8b,g̃ = − 1

16π2

6∑

k=1

1

m2
d̃k

Z3k
D Z

2k∗
D

[
−1

6F2(xgk)− 3
2F1(xgk)

]
, (E.24)

C8g̃,g̃ = mg̃
1

16π2

6∑

k=1

1

m2
d̃k

Z6k
D Z

2k∗
D

[
−1

6F4(xgk)− 3
2F3(xgk)

]
. (E.25)

Analoges gilt für die paritätsgeflippten Koeffizienten mit ZIiD ↔ Z
(I+3)i
D . Falls wir LR-Mischung

vernachlässigen, verschwinden die Beiträge zu C(′)
7/8g̃,g̃. Setzt man nun alles zusammen, erhält

man mit den Operatoren und Normierung wie in Gl. (E.1) für den chromomagnetischen Teil,
welcher die CMM-spezifischen Beiträge enthält:

C ′
8g =

−
√

2

2GFλt
16αsπ

3
[
C ′

8b,g̃ + 1
mb
C ′

8g̃,g̃

]
=

√
2

2GFλt

6∑

k=1

αsπ

m2
d̃k

[
Z6k
D Z

5k∗
D

[
−1

6F2(xgk)− 3
2F1(xgk)

]

−mg̃

mb
Z3k
D Z

5k∗
D

[
−1

6F4(xgk)− 3
2F3(xgk)

]]
. (E.26)

Die SM-Wilson-Koeffizienten sind bekannt und können Ref. [154,217] entnommen werden. Die
geladenen Higgs- und Chargino-Beiträge zu C7γ und C8g wurden in Ref. [219] berechnet und
sind gegeben durch:

C7(µW ) = −1

2

[
cot2 β xtH(QuF1(xtH) + F2(xtH)) + xtH(QuF3(xtH) + F4(xtH))

]

+
1

2V

6∑

j=1

2∑

l=1

1

m2
ũj

Bd
2jℓB

d∗
3jℓ

[
F1(xχ̃±

ℓ ũj
) +QuF2(xχ̃±

ℓ ũj
)
]

+
1

2V

6∑

j=1

2∑

l=1

1

m2
ũj

mχ̃±
ℓ

mb
Bd

2jℓA
d∗
3jℓ

[
F3(xχ̃±

ℓ ũj
) +QuF4(xχ̃±

ℓ ũj
)
]

+
Qd
2V

6∑

j=1

4∑

l=1

1

m2
d̃j

[
Dd

2jℓD
d∗
3jℓF2(xχ̃0

ℓ d̃j
) +

mχ̃0
ℓ

mb
Dd

2jℓC
d∗
3jℓF4(xχ̃0

ℓ d̃j
)

]
, (E.27)

C8(µW ) = −1

2

[
cot2 β xtHF1(xtH) + xtHF3(xtH)

]

+
1

2V

6∑

j=1

2∑

l=1

1

m2
ũj

[
Bd

2jℓB
d∗
3jℓF2(xχ̃±

ℓ ũj
) +

mχ̃±
ℓ

mb
Bd

2jℓA
d∗
3jℓF4(xχ̃±

ℓ ũj
)

]
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+
1

2V

6∑

j=1

4∑

l=1

1

m2
d̃j

[
Dd

2jℓD
d∗
3jℓF2(xχ̃0

ℓ d̃j
) +

mχ̃0

mb
Dd

2jℓC
d∗
3jℓF4(xχ̃0

ℓ d̃j
)

]
, (E.28)

C ′
7(µW ) = −1

2

msmb

m2
t

tan2 β xtH(QuF1(xtH) + F2(xtH))

+
1

2V

6∑

j=1

2∑

l=1

1

m2
ũj

Ad2jℓA
d∗
3jℓ

[
F1(xχ̃±

ℓ ũj
) +QuF2(xχ̃±

ℓ ũj
)
]

+
1

2V

6∑

j=1

2∑

l=1

1

m2
ũj

mχ̃±
ℓ

mb
Ad2jℓB

d∗
3jℓ

[
F3(xχ̃±

ℓ ũj
) +QuF4(xχ̃±

ℓ ũj
)
]

+
Qd
2V

6∑

j=1

4∑

l=1

1

m2
d̃j

[
Cd2jℓC

d∗
3jℓF2(xχ̃0

ℓ d̃j
) +

mχ̃0
ℓ

mb
Cd2jℓD

d∗
3jℓF4(xχ̃0

ℓ d̃j
)

]
, (E.29)

C ′
8(µW ) = −1

2

msmb

m2
t

tan2 β xtHF1(xtH)

+
1

2V

6∑

j=1

2∑

l=1

1

m2
ũj

[
Ad2jℓA

d∗
3jℓF2(xχ̃±

ℓ ũj
) +

mχ̃±
ℓ

mb
Ad2jℓB

d∗
3jℓF4(xχ̃±

ℓ ũj
)

]

+
1

2V

6∑

j=1

4∑

l=1

1

m2
d̃j

[
Cd2jℓC

d∗
3jℓF2(xχ̃0

ℓ d̃j
) +

mχ̃0
ℓ

mb
Cd2jℓD

d∗
3jℓF4(xχ̃0

ℓ d̃j
)

]
, (E.30)

mit den Abkürzungen xχ̃0,±
ℓ q̃j

= m2
χ̃0,±

ℓ

/m2
q̃j

, xtH = m2
t /m

2
H± , V = (4GF VtbV

∗
ts)/
√

2 und

Adijl =
e√

2 sin θWMW cos β
M̂ ik
d Z

kj
U Z

2l
− , (E.31)

Bd
ijl =

e√
2 sin θWMW sin β

(
V †

CKMM̂u

)ik
Z

(k+3)j
U Z2l∗

+ − e

sin θW
ZijU Z

1l∗
+ , (E.32)

Cdijl =
e√

2 sin θWMW cos β
M̂ ik
d Z

kj∗
D Z3l

N −
√

2e

cos θW
QdZ

(i+3)j∗
D Z1l

N , (E.33)

Dd
ijl =

e√
2 sin θWMW cos β

M̂ ik
d Z

(k+3)j∗
D Z3l∗

N +
1√
2
Zij∗D

[
(2Qd + 1)

e

cos θW
Z1l∗
N −

e

sin θW
Z2l∗
N

]
,

(E.34)

wobei M̂u,d diagonale 3× 3-Matrizen der Up- und Downquarkmassen sind.

E.3 Renormierungsgruppengleichungen

Mit Hilfe der Renormierungsgruppengleichungen werden die Wilson-Koeffizienten von µW zur
niedrigen Skala µb entwickelt. Die Evolutionsmatrix Uij(µb, µW ) berücksichtigt die Resumma-
tion der Terme proportional zu (αs(MW ) logm2

b/M2
W )

n (LO),
(
α2
s(MW ) logm2

b/M2
W

)n
(NLO).

Es gilt:

Ci(µb) =
∑

j

Uij(µb, µW )Cj(µW ). (E.35)
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Für die starke Kopplungskonstante αs(µ) zwischen µW und µb wird die 5-Flavourtheorie ver-
wendet, in der αs(MZ) = 0.1184 gilt [200]. Diese ist in LO und NLO gegeben durch:

αLL
s (µ) =

αs(MZ)

1− β0
αs(MZ )

2π log(MZ
µ )

, (E.36)

αNLO
s (µ) =

αs(MZ)

1− β0
αs(MZ)

2π log(MZ
µ )


1− β1

β0

αs(MZ)

4π

log
(
1− β0

αs(MZ )
2π log(MZ

µ )
)

1− β0
αs(MZ )

2π log(MZ
µ )


 , (E.37)

wobei β0 = 11 − 2
3f , β1 = 102 − 38

3 f und f = 5 ist. Die Skalenabhängigkeit der Wilson-
Koeffizienten ist durch die anomale Dimensionsmatrix γ bestimmt2:

µ
d

dµ
~C(µ) = γ⊤ ~C(µ). (E.38)

Die anomale Dimensionsmatrix unterscheidet nicht zwischen gestrichenen und ungestriche-
nen Größen, da die QCD-Korrekturen invariant unter Parität sind. Sie wird entwickelt nach
Potenzen von αs: γ = γ(0) αs

4π + γ(1)(αs
4π )2 +O(α3

s), wobei

γ(0) =




−2 6 0 0 0 0
6 −2 −2

9
2
3 −2

9
2
3

0 0 −22
9

22
3 −4

9
4
3

0 0 6− 2f
9 −2 + 2f

3 −2f
9

2f
3

0 0 0 0 2 −6

0 0 −2f
9

2f
3 −2f

9 −16 + 2f
3



, (E.39)

γ(1) =




−21
2 −

2f
9

7
2 + 2f

3
79
9 −7

3 −65
9 −7

3
7
2 + 2f

3 −21
2 −

2f
9 −202

243
1354
81 −1192

243
904
81

0 0 −5911
486 + 71f

9
5983
162 + f

3 −2384
243 −

71f
9

1808
81 −

f
3

0 0 379
18 + 56f

243 −91
6 + 808f

81 −130
9 −

502f
243 −14

3 + 646f
81

0 0 −61f
9 −11f

3
71
3 + 61f

9 −99 + 11f
3

0 0 −682f
243

106f
81 −225

2 + 1676f
243 −1343

6 + 1348f
81




.

Die Evolutionsmatrix ist gegeben durch [154]:

U(µ, µW ) =

[
1 +

αs(µ)

4π
J

]
U (0)(µ, µW )

[
1− αs(µW )

4π
J

]
. (E.40)

Hierbei wird die Evolutionsmatrix in führender Ordnung bestimmt durch:

U (0)(µ, µW ) = V



[
αs(µW )

αs(µ)

]~γ(0)

2β0



D

V −1, (E.41)

2Kurze Erläuterung zur Namensgebung: Falls x ∝ µD ist, erfüllt es die Differentialgleichung µ d
dµ
x = Dx.

Vergleicht man dies mit Gl. (E.38), so entspricht D der anomalen Dimensionsmatrix γ. In der klassischen
Mechanik ist D ∈ N. In der Quantenfeldtheorie kann D jedoch reell oder sogar komplex sein. Die Skala
geht nicht nur naiv in die Physik ein (durch Dimensionsanalyse), sondern auch über Logarithmen (durch
Quantenkorrekturen).
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wobei V die Matrix γ(0)T diagonalisiert, d.h. γ(0)
D = V −1γ(0)TV . ~γ(0) ist ein Vektor, der die

Diagonalelemente von γ(0)
D enthält. Die Größe J wird berechnet durch:

G = V −1γ(1)TV, Hij = δijγ
(0)
i

β1

2β2
0

− Gij

2β0 + γ
(0)
i − γ

(0)
j

⇒ J = V HV −1. (E.42)

Möchte man die Evolutionsmatrix nur bis zur führenden Ordnung berechnen, muss in der
Formel für U (0) in Gl. (E.41) αLL

s (µ) verwendet werden. Wenn die Evolutionsmatrix U in
NLO berechnet werden soll, muss in Gl. (E.41) jedoch αNLO

s (µ) eingesetzt und Gl. (E.40) bis
zur Ordnung O(α2

s) entwickelt werden:

U (1)(µ, µW ) = U (0)(µ, µW ) +
αs(µ)

4π
JU (0)(µ, µW )− αs(µW )

4π
U (0)(µ, µW )J . (E.43)

Für die Entwicklung der SUSY-Koeffizienten lässt man den letzte Term weg. Der Grund ist
folgender: Entwickeln wir den Wilson-Koeffizienten in αs nach

C(µt) = C0 +
αs(µt)

4π
C1 , (E.44)

so sind sowohl C0 als auch γ(0)

2β0
schemenunabhängig, während C1, J und 〈Q(µ)〉 schemenabhän-

gig sind. Die Schemenabhängigkeit von C1 kompensiert die von J in der hinteren Klammer von
U(µ, µt), d.h. insbesondere, dass die letzte Klammer weggelassen werden sollte, wenn man C1

nicht kennt. Die Schemenabhängigkeit des Matrixelements wird durch die von J in der ersten
Klammer kompensiert. Des Weiteren müsste das Laufen der SUSY-Wilson-Koeffizienten bei
MSUSY und nicht bei MW beginnen. Dies ist im Prinzip mit der Evolutionsmatrix kein Pro-
blem: U(mb,MSUSY )C(MSUSY ), wobei bei der Top-Schwelle die Anzahl der Flavour angepasst
werden muss. Allerdings ist der Fehler, den man macht, wenn man erst bei MW beginnt, gera-
de von der Größenordnung wie die QCD-Korrekturen. Diese wurden bei den SUSY-Beiträgen
zu den Wilson-Koeffizienten jedoch nicht berücksichtigt.

αs(µW )

4π
γ(0) log

(
MSUSY

MW

)
≈ 0.01 · 8 · 2 = 0.16 ≈ O(αs). (E.45)

Mit dieser 6× 6 Matix U (1)(µ, µW ) kann die Entwicklung von C(′)
1 -C(′)

6 berechnet werden. Die
Entwicklung der C7γ- und C8g-Koeffizienten im SM kann in Ref. [154] nachgeschlagen werden

(η = αs(µW )
αs(µb)

):

Ceff
7γ (µb) = η

16
23C7γ(µW ) +

8

3

(
η

14
23 − η 16

23

)
C8g(µW ) + C2(µW )

8∑

i=1

hiη
ai

≈ 0.695C7γ(µW ) + 0.085C8g(µW )− 0.158C2(µW ),

(E.46)

Ceff
8g (µb) = η

14
23C8g(µW ) +C2(µW )

8∑

i=1

h̄iη
ai (E.47)

≈ 0.727C8g(µW )− 0.074C2(µW ). (E.48)

Die geladenen Higgs- und Chargino-Beiträge C χ̃H7γ und C χ̃H8g entwickeln sich auf die gleiche
Weise wie die SM-Koeffizienten. Die Evolution der Gluino-Beiträge C7/8b,g̃, C7/8g̃,g̃ wird in
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Ref. [218] studiert und ist gegeben durch3:

C7b,g̃(µb) = η
39
23C7b,g̃(µW ) +

8

3

(
η

37
23 − η 39

23

)
C8b,g̃(µW ), (E.49)

C7g̃,g̃(µb) = η
27
23C7g̃,g̃(µW ) +

8

3

(
η

25
23 − η 27

23

)
C8g̃,g̃(µW ), (E.50)

C8b,g̃(µb) = η
37
23C8b,g̃(µW ), (E.51)

C8g̃,g̃(µb) = η
25
23C8g̃,g̃(µW ), (E.52)

und analog für die gestrichenen Koeffizienten. Wie oben addieren sich diese in der Konvention
von Gl. (E.1) nach:

C8g(µb) =
−
√

2

2GFλt
16αsπ

3

[
C8b,g̃(µb) +

1

mb
C8g̃,g̃(µb)

]
. (E.53)

E.4 ∆B = 2- und ∆B = 1-Übergänge im generischen MSSM in
MIA

Am Ende von Abschnitt 4.4.5 geben wir einen kurzen Vergleich zwischen dem CMM-Modell
und dem generischen MSSM bezüglich der CP -Asymmetrien im Bs → J/ψφ und Bs → φφ
Zerfall an. Wir benötigen dazu sowohl die Bs−Bs -Mischung, also den ∆B = 2-Hamiltonope-
rator, als auch ∆B = 1-Übergänge. Die Wilson-Koeffizienten werden jeweils in Masseneinset-
zungsnäherung (MIA) angegeben. Wir orientieren uns an Ref. [59, 66, 195,196].

Bs−Bs -Mischung

Anstatt die Wilson-Koeffizienten bei der niedrigen Skala µb auszuwerten, verwenden wir die
Methode aus Ref. [59]. Darin werden die hadronischen Matrixelemente mittels sogenannter
P -Faktoren bei mpole

t ausgedrückt, so dass die Wilson-Koeffizienten nur bei mpole
t berechnet

werden müssen. Im Gegensatz zur Berechnung der Bs−Bs -Mischung im CMM-Modell wurde
hier als hohe Skala mpole

t und nicht MZ oder MW verwendet. Ferner wird auch wieder das
Laufen zwischen MSUSY und µew = O(mt, MZ) vernachlässigt. Deshalb kann für die laufende
Kopplungskonstante αs wieder die f = 5-Flavourtheorie verwendet werden. In Ref. [195] wur-
de das sogenannte RIMOM-Schema verwendet, während in Ref. [59] das MS-Schema gewählt
wurde, wo ferner die Berechnung der sog. Bag-Parameter durch Heavy-Quark-Relation und
aktuelle Gitter-QCD-Ergebnisse verbessert wurde. Der effektive ∆B = 2-Hamiltonoperator
im generischen MSSM kann als H∆B=2

eff =
∑8

i=1 Ci(µ)Qi(µ) geschrieben werden. Die Massen-
differenz ∆Ms = 2|M12| ist dann gegeben durch:

M12 =

〈
B̄s
∣∣H∆B=2

eff |Bs〉
2mBs

. (E.54)

Als Operatorbasis wählen wir (links Notation aus Ref. [59]; rechts aus Ref. [195]):

QV LL1 = (b̄LγµqL)(b̄Lγ
µqL) = Q1, (E.55)

QSLL1 = (b̄RqL)(b̄RqL) = Q2, (E.56)

3Dimension-5-Operatoren C7/8g̃,g̃ und C′
7/8g̃,g̃ mischen nicht mit Dimension-6 magnetischen Dipoloperatoren.
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QSLL2 = (b̄αRq
β
L)(b̄βRq

α
L) = Q3, (E.57)

QV RR1 = (b̄RγµqR)(b̄Rγ
µqR) = Q̃1, (E.58)

QSRR1 = (b̄LqR)(b̄LqR) = Q̃2, (E.59)

QSRR2 = (b̄αLq
β
R)(b̄βLq

α
R) = Q̃3, (E.60)

QLR2 = (b̄RqL)(b̄LqR) = Q4, (E.61)

QLR1 = (b̄LγµqL)(b̄Rγ
µqR) = −2Q5 = −2(q̄αRb

β
L)(q̄βLb

α
R). (E.62)

Die Umrechnung benötigt man, um die Normierung der Wilson-Koeffizienten aus Ref. [195]
korrekt an die Operatorbasis aus Ref. [59] anzupassen. Die hadronischen Matrixelemente kön-
nen durch sogenannte Bag-Parameter parametrisiert werden:

〈
B̄s
∣∣Qi(µ) |Bs〉 ∝ m2

Bs
f2
Bs
Bi(µ).

Die unterschiedliche Normierung um einen Faktor 2mBs zwischen Ref. [59] und Ref. [195]
rührt von der Normierung der |B〉-Zustände her und kürzt sich in Gl. (E.54) wieder her-
aus, da in Ref. [195] M12 ohne den Faktor 2mBs definiert wird. Des Weiteren gilt für die
Umrechnung der Bag-Faktoren: B1 = BV LL

1 , R(µ)B2 = BSLL′
1 , R(µ)B3 = B̃SLL′

1 (mit
R(µ) = m2

Bs
/(ms(µ) +mb(µ))2), B5 = BLR

1 und B4 = BLR
2 . In Vakuumeinsetzungsnähe-

rung gilt Bi = 1, i = 1, . . . 5. Alternativ können sie via Qi = 2
3m

2
Bs
fBsPi mit den P -Faktoren

verknüpft werden, welche typischerweise bei der hohen Skala mpole
t gegeben sind. Die Pi er-

hält man durch Renormierungsgruppenentwicklung der gebräuchlichen Bag-Faktoren Bi(µb),
welche mittels Gittereichrechnungen bestimmt werden. Sie sind gegeben durch:

P V LL1 = P V RR1 = 0.71 ± 0.05, PSLL2 = PSRR2 = 0.31, (E.63)

PSLL1 = PSRR1 = −1.36 ± 0.12, PLR2 = 3.2± 0.2, PLR1 = −2.5. (E.64)

Die Wilson-Koeffizienten bei der hohen Skala O(µew) in MIA lauten:

CV LL1 = − αs
216M2

q̃

(
24xf6(x) + 66f̃6(x)

)(
δd 23
LL

)2
, (E.65)

CSLL1 = − αs
216M2

q̃

204xf6(x)
(
δd 23
RL

)2
, (E.66)

CSLL2 =
αs

216M2
q̃

36xf6(x)
(
δd 23
RL

)2
, (E.67)

CV RR1 = − αs
216M2

q̃

(
24xf6(x) + 66f̃6(x)

)(
δd 23
RR

)2
, (E.68)

CSRR1 = − αs
216M2

q̃

204xf6(x)
(
δd 23
LR

)2
, (E.69)

CRR2 =
αs

216M2
q̃

36xf6(x)
(
δd 23
LR

)2
, (E.70)

CLR2 − αs
216M2

q̃

([
504xf6(x)− 72f̃6(x)

]
δd 23
LL δ

d 23
RR − 132f̃6(x)δ

d 23
LR δ

d 23
RL

)
, (E.71)

CLR1 = −1

2

αs
216M2

q̃

([
24xf6(x) + 120f̃6(x)

]
δd 23
LL δ

d 23
RR − 180f̃6(x)δ

d 23
LR δ

d 23
RL

)
. (E.72)

Hierbei ist x = m2
g̃/M

2
q̃ , und die Funktionen f6 und f̃6 sind in Anhang A.3.2 aufgelistet. Der

SM-Beitrag berechnet sich wie in Abschnitt 4.4.2, wobei der dort auftauchende SM-Operator
OL hier mit QV LL1 bezeichnet wurde.
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∆B = 1-Wilson-Koeffizienten in MIA

Die Wilson-Koeffizienten in Abschnitt E.2 lauten in Masseneinsetzungsnäherung bei der hohen
Skala O(µew) wie folgt:

Cg3 = − 1

VtbV
∗
ts

α2
s

2
√

2GFM2
q̃

δd 23
LL

(
−1

9
B1(x)−

5

9
B2(x)−

1

18
P1(x)−

1

2
P2(x)

)
, (E.73)

Cg4 = − 1

VtbV
∗
ts

α2
s

2
√

2GFM2
q̃

δd 23
LL

(
−7

3
B1(x) +

1

3
B2(x) +

1

6
P1(x) +

3

2
P2(x)

)
, (E.74)

Cg5 = − 1

VtbV
∗
ts

α2
s

2
√

2GFM
2
q̃

δd 23
LL

(
10

9
B1(x) +

1

18
B2(x)−

1

18
P1(x)−

1

2
P2(x)

)
, (E.75)

Cg6 = − 1

VtbV
∗
ts

α2
s

2
√

2GFM2
q̃

δd 23
LL

(
−2

3
B1(x) +

7

6
B2(x) +

1

6
P1(x) +

3

2
P2(x)

)
, (E.76)

C7γ(x) =
1

VtbV
∗
ts

8πα2
s

9
√

2GFM2
q̃

(
δd 23
LL M3(x) +

mg̃

mb
δd 23
LRM1(x)

)
, (E.77)

C8g(x) =
1

VtbV
∗
ts

πα2
s√

2GFM
2
q̃

(
δd 23
LL

[
1

3
M3(x) + 3M4(x)

]
+

mg̃

mb
δd 23
LR

[
1

3
M1(x) + 3M3(x)

])
.

(E.78)

Hierbei ist x = m2
g̃/M

2
q̃ , und die Funktionen sind in Anhang A.3 gegeben. Für die gestri-

chenen Koeffizienten muss man nur die Vertauschung L ↔ R bei den Masseneinsetzungen
durchführen. Das Renormierungsgruppenlaufen wurde in Abschnitt E.3 beschrieben.



F QCD-Faktorisierung

Eine sehr ausführliche Einführung in die QCD-Faktorisierung (QCDF) findet man in Ref. [176,
177]. Sie behebt einige Probleme der naiven Faktorisierung und ermöglicht es nicht-leptonische
B-Zerfälle zu berechnen. Wir möchten hier die Grundlagen der QCDF darlegen und listen die
für unsere Analyse verwendeten Formeln auf.

Bei hadronischen B-Zerfällen treten im Allgemeinen mehrere separierte Skalen auf:

MW > mb >
√
mbΛQCD > ΛQCD. (F.1)

Mittels der Faktorisierung können Effekte von kurzen Abständen perturbativ berechnet wer-
den und langreichweitige Effekte mit universellen Größen, wie beispielsweise den Formfakto-
ren, parametrisiert werden. In der QCDF werden die hadronischen Matrixelemente in αs und
ΛQCD/mb entwickelt. Während Beiträge in αs prinzipiell in allen Ordnungen berechenbar sind,
gilt dies nicht für die ΛQCD/mb-Entwicklung. Das führt im Allgemeinen zu großen theoreti-
schen Unsicherheiten. Die QCDF enthält unbestimmte Parameter ρH,A und ϕH,A, welche die
Infrarot-Divergenzen charakterisieren.

In der naiven Faktorisierung, welche man im Grenzfall O(α0
s, (ΛQCD/mb)

0) der QCDF erhält,
werden weder starke Phasen noch die Skalenabhängigkeit der Matrixelemente berücksichtigt.
Folglich kann die naive Faktorisierung (NF) keine direkten CP -Asymmetrien vorhersagen
und die µ-Abhängigkeit im Wilson-Koeffizienten wird nicht kompensiert. Die QCDF hinge-
gen macht Vorhersagen über starke Phasen, deren Ursprung im optischen Theorem begrün-
det ist, und somit auch über direkten CP -Asymmetrien ∝ sin δstrong, δstrong ∝ O(αs(mb)),
O(ΛQCD/mb). Die Entwicklung von 〈φKS |Qi

∣∣B̄
〉

in Ref. [176,177] ist in LO in ΛQCD/mb und
zu jeder Ordnung in αs gültig:

〈φKS |Qi
∣∣B̄
〉
QCDF

= 〈φKS |Qi
∣∣B̄
〉
NF

[
1 +

∑

n

rnα
n
s +O

(
ΛQCD

mb

)]
. (F.2)

Damit können die Matrixelemente mit wenigen nicht-perturbativen Parametern und Lichtkegel-
Verteilungsfunktionen (LCDA von light-cone distribution amplitudes) berechnet werden. Un-
ter einer LCDA kann man sich eine Art Wellenfunktion oder Parton-Verteilungsfunktion vor-
stellen. Sie beschreibt das Meson nach einer harten Streuung (hard scattering). Sie erreicht
ihr Maximum, falls Quark und Antiquark jeweils den halben Gesamtimpuls tragen.

Die sogenannten „leading twist“-Verteilungsfunktionen des pseudoskalenen Mesons P bzw.
eines Vektormesons V werden in Gegenbauer-Polynomen entwickelt1:

ΦP,V (x, µ) = 6x(1− x)
[
1 +

∞∑

n=1

αP,Vn (µ)C(3/2)
n (2x− 1)

]
(F.3)

1Man beachte, dass der Index ein Großbuchstabe P, V ist. Die ersten Gegenbauer-Polynome sind C(3/2)
0 (x) =

1, C(3/2)
1 (x) = 3x, C(3/2)

2 (x) = 3
2
(5x2 − 1).
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In der asymptotischen Form für µ→∞ kann die eckige Klammer gleich Eins gesetzt werden.
Das gilt hier schon für µ = mb. Das bedeutet insbesondere, dass ΦP an den Endpunkten
x = 0, 1 verschwindet, d.h. falls eines der Quarks den ganzen Impuls trägt. Vernachlässigt
man Dreiteilchen-Beträge, sind die „twist-3-two-particle“-Verteilungsamplituden für pseudo-
skalare Mesonen durch ihre Bewegungsgleichung bestimmt2: Φp(x) = 1, und im Falle von
Vektormesonen

Φv(x) = 3

∞∑

n=1

αVn,⊥(µ)Pn+1(2x− 1), (F.4)

wobei αV0,⊥ = 1 und Pn(x) das Legendre-Polynome der Ordnung n ist3. Es gilt
∫ 1
0 dxΦv(x) =

0 und Φv(1) = 3
∑

n α
V
n,⊥. Im Gegensatz zu ΦP,V (x, µ) verschwindet Φp,v(x) nicht an den

Endpunkten.

In Ref. [176] wurden Endzustände M1M2 mit zwei pseudoskalaren Mesonen PP und einem
pseudoskalaren und einem Vektormeson PV, V P betrachtet. Es gilt die Konvention, dass M1

dasjenige Meson ist, welches das Spektatorantiquark beinhaltet. Falls das Spektatorantiquark
vernichtet wird, ist M1 das Meson, welches das Antiquark vom Zerfallsvertex enthält. Im Fall
B̄0
d → φK̄0 ist M1 = K̄0 = P und M2 = φ = V . Wir geben die Formeln für diesen Fall in

Anhang F.1 an. Der Fall B → V V ist in Ref. [186,192] beschrieben und wird weiter unten in
Anhang F.2 separat behandelt. Eine Anwendung hierzu ist der Zerfall Bs → φφ.

Die Amplituden werden durch Parameter αi und βi bzw. ai und bi ausgedrückt, welche sowohl
die Wilson-Koeffizienten als auch Formfaktoren und Zerfallskonstanten beinhalten. Es gilt
allgemein folgender Zusammenhang zwischen den ai und den Wilson-Koeffizienten:

api (M1M2) =

(
Ci +

Ci±1

Nc

)
Ni(M2)+

Ci±1

Nc

CFαs
4π

[
Vi(M2) + 4π2

Nc
Hi(M1M2)

]
+P pi (M2), (F.5)

wobei das obere (untere) Vorzeichen gilt, wenn i ungerade (gerade) ist. Es gilt Nc = 3 und

CF = N2
c −1
2Nc

. Weiter ist Ni(M2) = 0 für i = 6, 8 und M2 = V . Sonst gilt Ni(M2) = 1.
Man beachte, dass in der QCDF die Rollen von Q1 und Q2 im Vergleich zu Kapitel E
vertauscht sind. Die Größen Vi(M2) berücksichtigen Vertex-Korrekturen, Hi(M1M2) harte
Spektatorwechselwirkungen (harter Gluon-Austausch, welcher das Spektatorquark involviert)
und P pi (M2) Pinguin-Kontraktionen. NLO-Korrekturen reduzieren die Skalenabhängigkeit der
Amplituden und können relevante Korrekturen implizieren, beispielsweise im Falle von farbun-
terdrückten Moden. Außerdem enthalten die NLO Korrekturen zwei Imaginärteile von starken
Streuphasen in Vi und Pi. Die einzelnen Beiträge und der Zusammenhang mit den αi sollen
im Folgenden angegeben werden.

2Man beachte, dass hier Φ einen Kleinbuchstaben als Index hat.
3P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) = 1

2
(3x2 − 1), P3(x) = 1

2
(5x3 − 3x).
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F.1 QCDF für PV -Endzustände

In Kapitel 4.4.4 betrachten wir den Zerfall Bd → φKS , bei dem es sich um einen PV -
Endzustand handelt. Die Amplitude ist gegeben durch:

A
(
B̄0 → K̄0φ

)
=− iGF√

2
2mφ(ǫ

∗
φ · pB)

︸ ︷︷ ︸
≈m2

B

FB→K
+ (0)fφ

∑

p=u,c

VpbV
∗
ps

·
[
αp3 + αp4 −

1

2
αp3,EW −

1

2
αp4,EW + βp3 −

1

2
βp3,EW + βpS3 −

1

2
βpS3,EW

]
.

(F.6)

Die Inputwerte sind in Anhang B aufgelistet. Die Koeffizienten der Flavour-Operatoren αi =
αi(K,φ) (definiert in Ref. [176]) beinhalten die dynamische Information. Sie können durch die
Dirac-Operatoren ai aus Gl. (F.5) wie folgt ausgedrückt werden4:

αp3(Kφ) = ap3(Kφ) + ap5(Kφ), αp4(Kφ) = ap4(Kφ) + rφχa
p
6(Kφ), (F.7)

αp3,EW (Kφ) = ap9(Kφ) + ap7(Kφ), αp4,EW (Kφ) = ap10(Kφ) + rφχa
p
8(Kφ). (F.8)

Terme proportional zu rφχ =
2mφ

mb(µ)

f⊥φ (µ)

fφ
sind formal um einen Faktor ΛQCD/mb unterdrückt,

numerisch jedoch wichtig5. In der Analyse von Ref. [223] sind diese chiral-verstärkten Ter-
me jedoch beispielsweise nicht enthalten. Vertex-Korrekturen, Pinguin-Korrekturen und har-
te Streubeiträge sind in den αi absorbiert und schwache Annihilationsdiagramme in den
βi(M1M2) =

BM1M2
AM1M2

bi(M1M2). In unserem Fall gilt:

AKφ = −iGF√
2
m2
BF

B→K
+ (0)fφ , BKφ = −iGF√

2
fBfKfφ. (F.9)

Damit kann die eckige Klammer in Gl. (F.6) umgeschrieben werden zu:

ap3 + ap4 + ap5 + rφχa
p
6 −

1

2
(ap9 + ap7)−

1

2

(
ap10 + rφχa

p
8

)

+
fBfK

m2
BF

B→K
+

(
bp3 −

1

2
bp3,EW + bpS3 −

1

2
bpS3,EW

)
.

(F.10)

In LO reproduziert man die naive Faktorisierung (unter Vernachlässigung von Vi, Hi und Pi):

ĀNF = iA(B̄0 → φK̄0)LO
QCDF =− GF√

2
VtbV

∗
tsm

2
BF

B→K
+ (0)fφ︸ ︷︷ ︸
=:Y

(F.11)

·
[
4

3
C3 +

4

3
C4 + C5 +

1

3
C6 −

1

2
C7 −

1

6
C8 −

2

3
C9 −

2

3
C10

]

4Falls es sich um einen V P -Endzustand handelt, ändert sich jeweils das Vorzeichen des zweiten Terms und
im Endzustand mit zwei pseudoskalaren Mesonen in αp

3 , α
p
3,EW . Weiter gilt a1(M1M2) = α1(M1M2) und

a2(M1M2) = α2(M1M2).
5Für pseudoskalare Mesonen gilt: rK

χ (µ) =
2m2

K

mb(µ)(mq+ms)(µ)
.
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⇒
〈
φK̄0

∣∣Q1

∣∣B̄0
〉

= 0,
〈
φK̄0

∣∣Q2

∣∣B̄0
〉

= 0,
〈
φK̄0

∣∣Q3

∣∣B̄0
〉

=
4

3
Y,

〈
φK̄0

∣∣Q4

∣∣B̄0
〉

=
4

3
Y,

〈
φK̄0

∣∣Q5

∣∣B̄0
〉

= Y,
〈
φK̄0

∣∣Q6

∣∣B̄0
〉

=
1

3
Y,

〈
φK̄0

∣∣Q7

∣∣B̄0
〉

= −1

2
Y,

〈
φK̄0

∣∣Q8

∣∣B̄0
〉

= −1

6
Y,

〈
φK̄0

∣∣Q9

∣∣B̄0
〉

= −2

3
Y,

〈
φK̄0

∣∣Q10

∣∣B̄0
〉

= −2

3
Y,

〈
φK̄0

∣∣Q7γ

∣∣B̄0
〉

= 0,
〈
φK̄0

∣∣Q8g

∣∣B̄0
〉

= 0.

(F.12)

In der naiven Faktorisierung verschwindet das Matrixelement des chromomagnetischen Ope-
rators. Stattdessen kann er über folgende Relation ausgewertet werden:

〈
φK̄0

∣∣Q8g

∣∣B̄0
〉

= −αs
4π

mb√
〈q2〉

[
〈Q4〉+ 〈Q6〉 −

1

3
(〈Q3〉+ 〈Q5〉)

]
. (F.13)

Das virtuelle Gluon in Q8g trägt den Impuls qµ =
√
〈q2〉pµ

b/mb und
√
〈q2〉 ist der gemittel-

te Wert von q2. Kinematische Überlegungen führen zu dem physikalischen Bereich m2
b/4 <√

〈q2〉 < m2
b/2 was große Unsicherheiten impliziert, wenn Q8g der dominante Beitrag ist. Des-

halb werden wir die QCDF verwenden. die naive Faktorisierung dient lediglich zur Überprü-
fung.

Vertex-Korrekturen

Die Vertex-Korrekturen sind gegeben durch6:

V3,4,9,10(φ) = 12 log
mb

µ
− 18 +

∫ 1

0
dxΦM2(x)g(x), (F.14)

V5,7(φ) = −12 log
mb

µ
+ 6−

∫ 1

0
dxΦM2(x)g(1 − x), (F.15)

V6,8 =

∫ 1

0
dxΦm2(x) [−6 + h(x)] , (F.16)

g(x) = 3

(
1− 2x

1− x log x− iπ
)

+

[
2Li2(x)− log2 x+

2 log x

1− x − (3 + 2iπ) log x− (x↔ 1− x)
]
, (F.17)

h(x) = 2Li2(x)− log2 x− (1 + 2iπ) log x− (x↔ 1− x) . (F.18)

Diese Ausdrücke können mit der Entwicklung der LCDA ΦM2 und der twist-3-Amplitude Φm2

vereinfacht werden. Für pseudoskalare Mesonen erhalten wir
∫ 1
0 dxΦp(x) [−6 + h(x)] = −6.

Man beachte, dass die Imaginärteile von g und h zu Streuphasen (rescattering phases) führen,
welche aus dem Austausch von harten Gluonen zwischen den zwei auslaufenden Mesonen
entstehen. Die Faltung mit der LCDA ist endlich:

∫ 1

0
dxΦM2(x)g(x) = −1

2 − 3iπ +
(

11
2 − 3iπ

)
αφ1 − 21

20α
φ
2 , (F.19)

∫ 1

0
dxΦM2(x)g(1 − x) = −1

2 − 3iπ −
(

11
2 − 3iπ

)
αφ1 − 21

20α
φ
2 , (F.20)

6Hier gilt wieder M2 = φ. Man beachte den Unterschied zwischen ΦM2
und Φm2

(deshalb zur leichteren
Unterscheidbarkeit die Notation mit M2).
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∫ 1

0
dxΦm2(x)h(x) = 9− 6iπ +

(
19
6 − iπ

)
αφ2,⊥, (F.21)

wobei αM2
1,2 = αφ1,2 eingesetzt wurde und bis zur zweiten Ordnung in den Gegenbauer-Momenten

entwickelt wurde. Einige nützliche Formeln, welche bei den weiteren Berechnungen hilfreich
sind, lauten:

∫ 1

0

dx

1− xΦM(x) = 3
(
1 + αM1 + αM2 + . . .

)
, (F.22)

∫ 1

0

dx

x
ΦM(x) = 3

(
1− αM1 + αM2 + . . .

)
, (F.23)

∫ 1

0
dxΦv(x) = 0, (F.24)

∫ 1

0

dx

1− xΦp(x) = Φp(1)X
P
H = XP

H , (F.25)

∫ 1

0

dx

1− xΦv(x) = Φv(1)︸ ︷︷ ︸
3

P

n α
V
n,⊥

XV
H −

(
6 + 9αV1,⊥ + 11αV2,⊥ + . . .

)
, (F.26)

Ceff
8g = C8g + C5, Ceff

7γ = C7g − 1
3C5 − C6, (F.27)

Pinguin-Beiträge

P p4 (φ) =
CFαs
4πNc

{
C1

[
4

3
log

mb

µ
+

2

3
−GM2(sp)

]
+ C3

[
8

3
log

mb

µ
+

4

3
−GM2(0) −GM2(1)

]

+ (C4 + C6)

[
4nf
3

log
mb

µ
− (nf − 2)GM2(0)−GM2(sc)−GM2(1)

]

−2Ceff
8g

∫ 1

0

dx

1− xΦM2(x)

}
. (F.28)

Hier ist nf = 5 die Anzahl der leichten Quarkflavour, su = 0, sc = (mc/mb)2, und die Funktion
GM2(s) lautet:

GM2(s) =

∫ 1

0
dxG(s− iǫ, 1− x)ΦM2(x), (F.29)

G(s, x) = −4

∫ 1

0
du (1− u) log [s− u(1− u)x]

=
2(12s + 5x− 3x log s)

9x
− 4
√

4s− x(2s + x)

3x3/2
arctan

√
x

4s− x .
(F.30)
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Einsetzen der Gegenbauer-Entwicklung liefert:

GM2(sc) =
5

3
− 2

3
log sc +

αφ1
2

+
αφ2
5

+
4

3

(
8 + 9αφ1 + 9αφ2

)
sc

+ 2
(
8 + 63αφ1 + 214αφ2

)
s2c − 24

(
9αφ1 + 80αφ2

)
s3c + 2880αφ2s

4
c

− 2

3

√
1− 4sc

[
1 + 2sc + 6

(
4 + 27αφ1 + 78αφ2

)
s2c

−36
(
9αφ1 + 70αφ2

)
s3c + 4320αφ2 s

4
c

] (
2arctanh

√
1− 4sc − iπ

)

+ 12s2c

[
1 + 3αφ1 + 6αφ2 −

4

3

(
1 + 9αφ1 + 36αφ2

)
sc

+18
(
αφ1 + 10αφ2

)
s2c − 240αφ2s

3
c

] (
2arctanh

√
1− 4sc − iπ

)2
+ . . . ,

(F.31)

GM2(0) =
5

3
+

2iπ

3
+
αφ1
2

+
αφ2
5

+ . . . , (F.32)

GM2(1) =
85

3
− 6
√

3π +
4π2

9
−
(

155

2
− 36
√

3π + 12π2

)
αφ1

+

(
7001

5
− 504

√
3π + 136π2

)
αφ2 + . . . .

(F.33)

Das Auftreten der starken Phasen in G(s, x) ist unter dem Namen Bander-Silverman-Soni-
Mechanismus bekannt. Weitere Pinguin-Beiträge sind:

P p6 (φ) =− CFαs
4πNc

{
C1ĜM2(sp) + C3

[
ĜM2(0) + ĜM2(1)

]

+ (C4 + C6)
[
(nf − 2)ĜM2(0) + ĜM2(sc) + ĜM2(1)

]}
,

(F.34)

P p8 (φ) =− α

9πNc
(C1 +NcC2) ĜM2(sp), (F.35)

P p10(φ) =
α

9πNc

{
(C1 +NcC2)

[
4

3
log

mb

µ
+

2

3
− ĜM2(sp)

]
− 3Ceff

7γ

∫ 1

0

dx

1− xΦM2(x)

}
,

wobei die Funktion ĜM2 durch die Konvolution mit der twist-3-Amplitude gegeben ist und
mittels der Gegenbauer-Momente für ein Vektormeson M2 = φ wie folgt ausgedrückt werden
kann:

ĜM2(s) =

∫ 1

0
dxG(s− iǫ, 1− x)Φm2(x)

=
1

6

(
6 + 2αφ1,⊥ + αφ2,⊥

)
− 4s

(
9 + 12αφ1,⊥ + 14αφ2,⊥

)

− 6s2
(
8αφ1,⊥ + 35αφ2,⊥

)
+ 360s3αφ2,⊥ (F.36)

+ 12s
√

1− 4s
[
1 + (1 + 4s)αφ1,⊥ + (1 + 15s − 30s2)αφ2,⊥

] (
2arctanh

√
1− 4s− iπ

)

− 12s2
[
1 + (3− 4s)αφ1,⊥ + 2(3− 10s + 15s2)αφ2,⊥

] (
2arctanh

√
1− 4s− iπ

)2
. . . ,

ĜM2(0) =1 +
αφ1,⊥

3
+
αφ2,⊥

6
+ . . . , (F.37)

ĜM2(1) =− 35 + 4
√

3π + 4π2

3 +
(
−287

3 + 20
√

3π − 4π2

3

)
αφ1,⊥

+
(

565
6 − 56

√
3π + 64π2

3

)
αφ2,⊥ + . . . .

(F.38)
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Zu dem betrachteten Zerfall tragen keine weiteren Pinguin-Diagramme bei. Die Vertex- und
Pinguin-Beiträge werden typischerweise bei µ = mb ausgewertet. Die µ-Abhängigkeit kürzt
sich mit der Renormierungsskalenabhängigkeit der Wilson-Koeffizienten in NLO heraus. Har-
te Streuungs und Annihilations-Terme sollten jedoch bei einer Zwischenskala ∼

√
ΛQCDmb

ausgewertet werden. Man verwendet typischerweise µh =
√

Λhµ mit Λh = 0.5 GeV.

Harte Streuterme

Harte Streubeiträge beinhalten chiral-verstärkte Terme, die logarithmische Endpunktsingula-
ritäten aufweisen, da der twist-3-Beitrag eine Korrektur höherer Ordnung in ΛQCD/mb ist. Sie
sind gegeben durch (M1 = K, M2 = φ):

Hi(Kφ) =
BKφ
AKφ

mB

λB

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

[
ΦM2(x)ΦM1(y)

(1− x)(1 − y) + rKχ
ΦM2(x)Φm1(y)

x(1− y)

]
, i = 1− 4, 9, 10,

Hi(Kφ) =− BKφ
AKφ

mB

λB

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

[
ΦM2(x)ΦM1(y)

x(1− y) + rKχ
ΦM2(x)Φm1(y)

(1− x)(1 − y)

]
, i = 5, 7,

Hi(Kφ) =0, i = 6, 8, (F.39)

wobei λB durch
∫ 1
0

dξ
ξ ΦB(ξ) ≡ mB

λB
definiert ist und unser Unwissen über die B-Meson-

Verteilungsamplitude parametrisiert. Diese Integrale können mit Hilfe der Entwicklung der
LCDA und der twist-3-Amplituden (siehe Gl. (F.22)-(F.25)) berechnet werden. Da Φm1(1) 6= 0
gilt, ist der unterdrückte Term divergent und kann mittels Gl. (F.25) in den Parameter XK

H

absorbiert werden. Der Einfachheit halber wird dieser Faktor für alle Mesonen als universal
angenommen und gleich gesetzt. XH ist ein unbekannter Parameter, der die softe Gluon-
Wechselwirkung mit dem Spektatorquark darstellt. Die Divergenz tritt beim Versuch auf,
die softe Wechselwirkung perturbativ zu berechnen und wird mit einer physikalischen Skala
der Ordnung ΛQCD regularisiert. Daher erwartet man XH ∼ log mb

ΛQCD
mit einem komplexen

Koeffizienten, da multiple softe Streuung starke Wechselwirkungsphasen mit sich zieht. Die
Divergenzen werden auf folgende Weise parametrisiert:

XH =
(
1 + ρHe

iϕH
)
log

mb

Λh
, ρH ≤ 1, Λh = 0.5 GeV, (F.40)

wobei ϕH eine beliebige starke Phase ist. Dies induziert große theoretische Unsicherheiten und
parametrisiert die zweite Quelle von starken Phasen, welche nicht berechnet werden können.
Die harten Streuterme sind bei der Zwischenskala µh =

√
Λhµ auszuwerten.

Annihilationsterme

Schwache Annihilationen sind unterdrückt mit ΛQCD/mb und treten folglich nicht in der Fak-
torisierungsformel auf. Jedoch sollten sie aufgrund ihres numerischen Beitrags mit einbezogen
werden. Sie weisen schon bei Twist 2 Endpunktsingularitäten auf und können nicht selbstkon-
sistent in der Herangehensweise bei harter Streuung berechnet werden, weshalb wir sie nur
abschätzen. Sie sind in den bi- bzw. βi-Koeffizienten enthalten und über βpi (φK) =

BKφ

AKφ
bpi (Kφ)

miteinander verknüpft. Es gilt:

bp3(Kφ) =
CF
N2
c

[
C3A

i
1 + C5

(
Ai3 +Af3

)
+NcC6A

f
3

]
, (F.41)
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bp3,EW (Kφ) =
CF
N2
c

[
C9A

i
1 + C7

(
Ai3 +Af3

)
+NcC8A

f
3

]
, (F.42)

bS3(Kφ) = 0, bS3,EW (Kφ) = 0, (F.43)

Ai1 =παs

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

{
ΦM2(x)ΦM1(y)

[
1

y(1− x(1− y)) +
1

(1− x)2y

]

+rKχ r
φ
χΦm2(x)Φm1(y)

2

(1− x)y

}
,

(F.44)

Ai2 =− παs
∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

{
ΦM2(x)ΦM1(y)

[
1

(1− x)(1− x(1− y)) +
1

(1− x)y2

]

+rKχ r
φ
χΦm2(x)Φm1(y)

2

(1− x)y

}
,

(F.45)

Ai3 =παs

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

{
rKχ ΦM2(x)Φm1(y)

2(1 − y)
(1 − x)y(1− x(1− y))

−rφχΦm2(x)ΦM1(y)
2

(1 − x)y(1− x(1− y))

}
,

(F.46)

Af3 =παs

∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy

{
rKχ ΦM2(x)Φm1(y)

2(2 + x)

(1 − x)2y − r
φ
χΦm2(x)ΦM1(y)

2(1 + y)

(1− x)y2

}
. (F.47)

Die schwachen Annihilationsterme weisen Endpunktsingularitäten auf, die wir genau wie die
Korrekturen zur harten Streuung behandeln (Ersetzung H ↔ A):

∫ 1

0

dy

y
→ XA =

(
1 + ρAe

iϕA
)
log

mb

Λh
. (F.48)

Unter Verwendung der asymptotischen Form der Verteilungsamplituden kann der obige Aus-
druck vereinfacht werden:

Ai1 ≈ −Ai2 ≈ 6παs

[
3
(
XA − 4 + π2

3

)
+ rKχ r

φ
χ

(
X2
A − 2XA

)]
, (F.49)

Af1 = Af2 = 0, (F.50)

Ai3 ≈ 6παs

[
−3rφχ

(
X2
A − 2XA − π2

3 + 4
)

+ rKχ

(
X2
A − 2XA + π2

3

)]
, (F.51)

Af3 ≈ −6παs

[
3rφχ (2XA − 1) (2−XA)− rKχ

(
2X2

A −XA

)]
. (F.52)

Diese Beiträge werden bei der Skala
√

Λhµ ausgewertet, wobei µ ≈ mb die Skala ist, bei der
die Vertex- und Pinguin-Beiträge berechnet werden. Schließlich geben wir noch die Formel für
das Verzweigungsverhältnis an:

BR
(
B̄0 → φK

)
=

√(
m2
B − (mK +mφ)2

) (
m2
B − (mK −mφ)2

)

16πm3
BΓtot

∣∣〈φK| H∆B=1
eff

∣∣B̄0
〉∣∣2 .

F.2 QCDF für V V -Endzustände

Die Formeln für longitudinale Polarisation h = 0 sind die gleichen wie für PV -Endzustände
bis auf Vorzeichenwechsel im Zusammenhang zwischen den ai und αi und bei den Annihilati-
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onsbeiträgen:

α1 = a1, α2 = a2, αp3 = ap3 + ap5, αp4 = ap4 − rφχa
p
6,

αp3,EW = ap9 + ap7, αp4,EW = ap10 − rφχa
p
8, rφχ =

2mφ

mb

f⊥φ
fφ
.

(F.53)

Die Relation mit den Wilson-Koeffizienten bleibt die gleiche wie in Gl. (F.5), wobei bei den α
und a überall ein Index h für die Helizität hinzugefügt werden muss.

Wir benötigen die twist-2-LCDA ΦV ≡ φ‖ und φ⊥ und die twist-3-Vektormeson-Projektionen:

φa(u) =

∫ 1

u
dv

ΦV (v)

v
, φb(u) =

∫ u

0
dv

ΦV (v)

1− v ,

φv(u) =

∫ u

0
dv

φ⊥(v)

1− v −
∫ 1

u
dv

φ⊥(v)

v
= 3

∞∑

n=0

αVn⊥(µ)Pn+1(2u − 1).

(F.54)

Es gilt
∫ 1
0 φa(u)du =

∫ 1
0 φb(u)du = 1. Ferner sind die asymptotischen Verteilungsamplituden

gegeben durch:

φa(u)→ 3(1− u)2, φb(u)→ 3u2, φ⊥(u)→ 6u(1− u), ΦV (u)→ 3(2u− 1). (F.55)

Wir betrachten konkret den Zerfall Bs → φφ, dessen Zerfallsamplitude in QCDF wie folgt
gegeben ist [186]:

iA(B̄s → φφ)h = 2iAhφφ
∑

p=u,c

VpbV
∗
ps

[
αp4 + αp3 − 1

2α
p
3,EW + βp3 + βp4

]
, h = 0,+,−. (F.56)

Der Vorfaktor unterscheidet sich für die verschiedenen Helizitäten:

A0
φφ = i

GF√
2
m2
Bs
fBsA

Bs→φ
0 , A±

φφ = i
GF√

2
mBsmφfBsF

Bs→φ
± , (F.57)

Die Bh
φφ-Faktoren benötigt man für den Zusammenhang zwischen den βi und bi:

B0
φφ = i

GF√
2
fBsf

2
φ, B±

φφ = −iGF√
2
fBsf

2
φ. (F.58)

Vertex-Korrekturen für negative Helizität

V −
1,2,3,4,9,10(φ) = 12 log

mb

µ
− 18 +

∫ 1

0
dy φb2(y)gT (y), (F.59)

V −
5,7(φ) = −12 log

mb

µ
+ 6 +

∫ 1

0
dy φa2(y)gT (1− y), (F.60)

V −
6,8(φ) = 0. (F.61)

Hierbei ist gT (y) = g(y)+ log y
1−y . Das Integral lässt sich mit der Entwicklung nach den Gegenbauer-

Momente berechnen (bis zur zweiten Ordnung):
∫ 1

0
dy φb(y)gT (y) = 4− 6iπ + α

‖
1(4− 2iπ) + α

‖
2

1
40(53 − 20iπ), (F.62)

∫ 1

0
dy φa(y)gT (1− y) = 4− 6iπ + α

‖
1(−4 + 2iπ) + α

‖
2(

53
40 − iπ2 ). (F.63)
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Pinguin-Beiträge für negative Helizität

Korrekturen von den Pinguin-Beiträgen und Dipoloperatoren gibt es für i = 4, 7 − 10 zur
Ordnung αs,e. Es gilt P−,p

6 (V2) = P−,p
8 (V2) = 0 und

P−,p
4 (V2) =

CFαs
4πNc

{
C1

[
2

3
log

mb

µ
+

2

3
−G−

V2
(sp)

]
+ C3

[
4

3
log

mb

µ
+

4

3
−G−

V2
(0)−GV −

2
(1)

]

+(C4 + C6)

[
10

3
log

mb

µ
− 3G−

V2
(0) −G−

V2
(sc)−G−

V2
(1)

]}
, (F.64)

P−,p
7 (V2) = −αe

2π
Ceff

7γ

mBmb

m2
V2

+
2αe
27π

(C1 +NcC2)

[
δpc log

m2
c

µ2
+ δpu log

ν2

µ2
+ 1

]
, (F.65)

P−,p
10 (φ) =

αe
9πNc

{
(C1 +NcC2)

[
2

3
log

mb

µ
+

2

3
− Ĝ−

V2
(sp)

]}
. (F.66)

Hierbei ist G−
V2

(s) =
∫ 1
0 dy φb2(y)G(s − iǫ, 1− y) mit der in Gl. (F.30) angegebenen Funktion

G(s, x). Zu beachten ist, dass im Gegensatz zum longitudinalen Fall die Diploloperatoren Q8g

und Q7γ nicht zu P−,p
4 (V2) und P−,p

10 (V2) beitragen. Mit der Entwicklung nach Gegenbauer-
Momenten lässt sich das Integral wie folgt berechnen:

G−
φ (0) =

2iπ

3
+

7

3
+
α
‖
1

2
+
α
‖
2

5
, (F.67)

G−
φ (1) =− 37 + 6

√
3 +

4π2

9
+ α

‖
1(4π

2 − 79

2
) + α

‖
2

2

5
(−877 + 270

√
3π − 60π2), (F.68)

G−
φ (s) =− α

‖
1

2

(
−144s3 + 132s2 + 72

(
2s2 − 2s+ 1

)
s2 log2

(√
1− 4s− 1√
1− 4s+ 1

)
(F.69)

−24
√

1− 4s
(
6s2 − 5s− 1

)
s log

(√
1− 4s− 1√
1− 4s+ 1

)
+ 92s − 1

)

+
α
‖
2

5

(
−3600s4 + 3300s3 − 1180s2 + 360

(
10s3 − 10s2 + 4s− 1

)
s2 log2

(√
1− 4s− 1√
1− 4s+ 1

)

−60
√

1− 4s
(
60s3 − 50s2 + 16s+ 1

)
s log

(√
1− 4s− 1√
1− 4s+ 1

)
− 275s + 1

)

+
1

3

(
−24s2 + 12(2s − 3)s2 log2

(√
1− 4s− 1√
1− 4s+ 1

)

−2
√

1− 4s
(
12s2 + 16s − 1

)
log

(√
1− 4s− 1√
1− 4s+ 1

)
− 94s− 2 log(s) + 7

)
, 0 < s < 1

4 .

Der Fall 1
4 < s < 1 wird hier nicht benötigt.

Harte Streuterme für negative Helizität

Die harten Streuterme sind gegeben durch:

H−
i =−

2fBf
⊥
V1

mBmbF
B→V1
− (0)

mb

λB

∫ 1

0
dxdy

φ⊥1 (x)φb2(y)

(1− x)2y , i = 1, 2, 3, 4, 9, 10, (F.70)

H−
i = +

2fBf
⊥
V1

mBmbF
B→V1
− (0)

mb

λB

∫ 1

0
dxdy

φ⊥1 (x)φa2(y)

(1− x)2(1− y) , i = 5, 7, (F.71)
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H−
i =− 2fBfV1

mBmbF
B→V1
− (0)

mbmV1

m2
V2

mb

λB

∫ 1

0
dxdy

φa1(x)φ
⊥
2 (y)

y(1− x)(1− y) , i = 6, 8. (F.72)

In Ref. [194] wurde das Vorzeichen von H−
6,8 im Vergleich zu Ref. [186] korrigiert. Unter

Verwendung von folgenden Gleichungen können diese vereinfacht werden:

∫ 1

0

φa(y)

1− y dy =
α
‖
1

2
+
α
‖
2

4
+

3

2
, (F.73)

∫ 1

0

φb(y)

y
dy = −α

‖
1

2
+
α
‖
2

4
+

3

2
, (F.74)

∫ 1

0
dx

φ⊥(x)

(1− x)2 =

(
lim
u→1

φ⊥(u)

(1− u)2
)
XH +

∫ 1

0

dx

1− x

[
φ⊥(x)

1− x −
(

lim
u→1

φ⊥(u)

1− u

)]
, (F.75)

lim
u→1

φ⊥(u)

(1− u)2 = 6(3α⊥
1 + 6α⊥

2 + 1), (F.76)

φ⊥(x)

1− x −
(

lim
u→1

φ⊥(u)

1− u

)
= −36α⊥

1 − 96α⊥
2 − 6 , (F.77)

∫ 1

0

φ⊥(y)

y(1− y)dy = 6 + 6α⊥
2 . (F.78)

Annihilationsterme

Die Annihilationsbeiträge weisen diesmal sowohl logarithmische als auch lineare Infrarotdiver-
genzen auf, welche mit den folgenden Vorschriften in komplexe Parameter absorbiert werden:

∫ 1

0

du

u
→ XA,

∫ 1

0
du

log u

u
→ −1

2
(XA)2,

∫ 1

0

du

u2
→ XL. (F.79)

Für den Zerfall Bs → φφ benötigen wir βp,h3,4 =
Bh

φφ

Ah
φφ

bp,h3,4 , h = 0,± mit den Vorfaktoren aus

Gl. (F.57) und (F.58). Es gilt folgender Zusammenhang:

bp,h3 =
CF
N2
c

[
C3A

i,h
1 + C5(A

i,h
3 +Af,hf ) +NcC6A

f,h
3

]
, (F.80)

bp,h4 =
CF
N2
c

[
C4A

i,h
1 + C6A

i,h
2

]
. (F.81)

Für den longitudinalen Fall ändern sich nur einige Vorzeichen im Vergleich zu PV -Endzu-
ständen. Die vereinfachten Ausdrücke mit den asymptotischen Verteilungsamplituden lauten
für die longitudinalen Amplituden:

Ai,01 ≈ A
f,0
2 ≈18παs

[(
XA − 4 + π2

3

)
+ rV1

χ r
V2
χ (XA − 2)2

]
, (F.82)

Ai,03 ≈18παs
(
rV1
χ − rV2

χ

) (
−X2

A + 2XA − 4 + π2

3

)
, (F.83)

Af,03 ≈18παs
(
rV1
χ + rV2

χ

)
(2XA − 1)(2 −XA), (F.84)

und für die transversalen Amplituden:

Ai,−1 ≈ Ai,−2 ≈18παs
mV1mV2

m2
B

(
1
2XL + 5

2 − π2

3

)
, (F.85)
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Ai,−3 ≈18παs

(
mV1

mV2

rV2
χ −

mV2

mV1

rV1
χ

)(
X2
A − 2XA + 2

)
, (F.86)

Af,−3 ≈18παs

(
mV1

mV2

rV2
χ +

mV2

mV1

rV1
χ

)(
2X2

A − 5XA + 3
)
, (F.87)

A1,+
1 ≈ Ai,+2 ≈18παs

mV1mV2

m2
B

(
2X2

A − 3XA + 6− 2
3π

2
)
. (F.88)

F.3 Funktionen aus der Umparametrisierung

Im Zuge der Umparametrisierung der Amplituden mit Wilson-Koeffizienten in Kapitel 4.4.4
und 4.4.5 haben wir die Funktionen hi berechnet7.

Ergebnisse für Bd → φKS:

h1(XH ,XA) = −0.00046 − 0.00007 i,

h2(XH ,XA) = 8 · 10−6 + 10−6 i,

h3(XH ,XA) = 0.05093 − 0.00376 i + 0.00027XA + 0.00006X2
A + 0.00077XH ,

h4(XH ,XA) = 0.04875 − 0.00518 i + 0.00077XH ,

h5(XH ,XA) = 0.04301 − 0.00237 i − 0.00089XA + 0.00060X2
A,

h6(XH ,XA) = 0.01147 + 0.00097 i − 0.00265XA + 0.00178X2
A − 0.00077XH ,

h7(XH ,XA) = −0.02151 + 0.00118 i + 0.00044XA − 0.00030X2
A ,

h8(XH ,XA) = −0.00709 − 0.00154 i + 0.00132XA − 0.00089X2
A + 0.00039XH ,

h9(XH ,XA) = −0.02559 + 0.00154 i − 0.00013XA − 0.00003X2
A − 0.00039XH ,

h10(XH ,XA) = −0.02572 + 0.00154 i − 0.00039XH ,

h7γ(XH ,XA) = 0.0000169,

h8g(XH ,XA) = −0.001958.

Ergebnisse für Bs → φφ:

Longitudinale Polarisation:

h0
1(XH , XA) = −0.00100 − 0.00045 i,

h0
3(XH , XA) = 0.10606 − 0.00747 i + 0.00041XA + 0.00015X2

A + 0.00118XH ,

h0
4(XH , XA) = 0.10159 − 0.01062 i + 0.00041XA + 0.00015X2

A + 0.00118XH ,

h0
5(XH , XA) = 0.07814 + 0.004704 i + 0.00385XA − 0.00154X2

A ,

h0
6(XH , XA) = 0.01285 + 0.00161 i + 0.01196XA − 0.00447X2

A − 0.00118XH ,

h0
7(XH , XA) = −0.04096,

h0
8(XH , XA) = −0.01116 − 0.00306 i + 0.00059XH ,

h0
9(XH , XA) = −0.04096,

7Hierbei muss beachtet werden, dass in der QCDF in [176,177] die Konvention von C1 und C2 im Vergleich
zu Anhang E vertauscht ist, d.h. entsprechend h1 ↔ h2.
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h0
10(XH , XA) = −0.01225 + 0.00306 i − 0.00059XH ,

heff0
8g (XH , XA) = −0.00389.

Parallele Polarisation:

h
‖
1(XH , XA, XL) = −0.00050 − 0.00020 i,

h
‖
2(XH , XA, XL) = 0.00003,

h
‖
3(XH , XA, XL) = 0.05647 − 0.00625 i + 0.00015XA − 0.00010X2

A − 0.00404XH

− 0.000026XL ,

h
‖
4(XH , XA, XL) = 0.05539 − 0.00768 i + 0.00749XA − 0.00499X2

A − 0.00404XH

− 0.000026XL ,

h
‖
5(XH , XA, XL) = 0.03960 + 0.00544XA − 0.00218X2

A ,

h
‖
6(XH , XA, XL) = 0.00463 + 0.00356 i + 0.02381XA − 0.01152X2

A + 0.00404XH

− 0.000025XL ,

h
‖
7(XH , XA, XL) = −0.01882,

h
‖
8(XH , XA, XL) = −0.00455 − 0.00281 i − 0.00202XH ,

h
‖
9(XH , XA, XL) = −0.01882,

h
‖
10(XH , XA, XL) = −0.00621 + 0.00281 i + 0.00202XH ,

h
eff‖
7γ (XH , XA, XL) = 0.00067.

Senkrechte Polarisation:

h⊥1 (XH , XA, XL) = −0.00050 − 0.00020 i,

h⊥2 (XH , XA, XL) = 0.00003,

h⊥3 (XH , XA, XL) = 0.05641 − 0.00625 i − 0.00015XA + 0.00010X2
A − 0.00404XH

− 0.000026XL ,

h⊥4 (XH , XA, XL) = 0.05250 − 0.00768 i − 0.00749XA + 0.004995X2
A − 0.00404XH

− 0.000026XL ,

h⊥5 (XH , XA, XL) = 0.03960 + 0.00544XA − 0.00218X2
A ,

h⊥6 (XH , XA, XL) = 0.00174 + 0.003561 i + 0.00884XA − 0.00154X2
A + 0.00404XH

− 0.000026XL ,

h⊥7 (XH , XA, XL) = −0.01882,

h⊥8 (XH , XA, XL) = −0.00455 − 0.00281 i − 0.00202XH ,

h⊥9 (XH , XA, XL) = −0.01882,

h⊥10(XH , XA, XL) = −0.00621 + 0.00281 i + 0.00202XH ,

heff⊥
7γ (XH , XA, XL) = 0.00067.
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