Konstruktionen von Mannigfaltigkeiten
mit fast nichtnegativem
Krummungsoperator

Zur Erlangung des akademischen Grades eines

Doktors der Naturwissenschaften

der Fakultdt fiir Mathematik des
Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT)
genehmigte

Dissertation
von
Dennis Sebastian
Tag der miindlichen Priifung: 19. Januar 2011
Referent: Prof. Dr. Wilderich Tuschmann

Korreferent: HDoz. Dr. Oliver Baues






i
Danksagung

An dieser Stelle mochte ich mich bei Prof. Dr. Wilderich Tuschmann dafiir bedanken, dass
er mir die Moglichkeit gegeben hat, bei ihm zu promovieren, und mir dieses sehr inter-
essante Thema vorgeschlagen hat. Ich bin aukerdem dankbar fiir die geduldige, hilfreiche
und nette Unterstiitzung wihrend meiner Promotionszeit.

Ich bedanke mich auferdem bei HDoz. Dr. Oliver Baues fiir die Ubernahme des Korrefe-
rats.

Mein weiterer Dank geht an die Teilnehmer der beiden Oberseminare Geometrie und Dif-
ferentialgeometrie in Kiel der letzten Jahre, darunter vor allem an Prof. Dr. Jens Heber,
Sebastian Grensing, Martin Scheffel, Martin Herrmann, deren Hilfsbereitschaft und Latex-
Tipps ebenso wie die anregenden Gespriche mit ihnen bei der Entstehung dieser Arbeit
sehr geholfen haben.

Nicht vergessen mdochte ich Jenny Salau und Ralf Zimmermann, die mir besonders wihrend
des Einstiegs in die Promotionszeit mit Rat und Tat hilfsbereit zur Seite standen.

Des Weiteren geht mein Dank an Stiene Riemer, die mit ihrer Frohlichkeit im gemeinsamen
Biiro immer fiir gute Stimmung gesorgt hat, und deren Korrekturlesen mir sehr geholfen
haben.

Auferdem bedanke ich mich bei meiner Frau, die mich auch in schwierigen Zeiten wihrend
der Entstehung dieser Arbeit immer unterstiitzt und aufgebaut hat.

Des Weiteren gilt mein Dank meinen Eltern und meinen Freunden, die immer fiir mich da
sind.



Inhaltsverzeichnis

(1

Der Krummungsoperator einer Mannigfaltigkeit|

(1.1  Grundlagen|l . . . . ... ... ... ... ...
(.2 Skalieren der Metrkl . . . ... ... ... ... ..
(1.3  Krummungsoperator von kompakten Liegruppen|. .
(1.4 Krummungsoperator aut Riemannschen Produkten|
(1.5  Reiner Kriimmungsoperator] . . . . . ... ... ..

2 Positiver und nichtnegativer Krimmungsoperator]
[2.1 Positive und nichtnegative Schnittkrimmung|. . . .
[2.1.1  Positive Schnittkrummungl . . . . . . . . ..
[2.1.2  Nichtnegative Schnittkrimmung|. . . . . . .
[2.2  Positiver und nichtnegativer Krummungsoperator| .
[2.2.1 Positiver Kriimmungsoperator| . . . . . . . .
[2.2.2  Nichtnegativer Krimmungsoperator|. . . . .
[2.2.3  Reiner Krimmungsoperator| . . . . . . . ..
[3 Fast nichtnegative Krummung)
[3.1 Fast flache Mannigtaltigkeiten| . . . . . . . . . . ..
[4 Fundamentalgruppe und Krummungsoperator|
4.1  Der Fall nichtnegativen Krummungsoperators| . . .
4.2  Der Fall fast nichtnegativen Krimmungsoperators| .
[> Fast nneg. Krimmungsoperator auf Bundeln|
.l Konstruktion der Metnkl . . . . ... ... ... ..
[>.2  Berechnung des Krimmungsoperators|. . . . . . . .
[>.2.1  Der Fall von Prinzipalbiindeln] . . . . . . ..
[5.2.2  Der Fall reinen Krimmungsoperators| . . . .
6 Anwendungen|

[6.1 Konstruktion der Beispiele| . . . . . . .. ... ...

[6.1.3  Weitere Beispiele| . . . . ... .. ... ...

il

11
11
12
13

15
15
15
16
16
16
17
19

20
22

24
24
26

32
32
37
45
49



INHALTSVERZEICHNIS v

Anhang] 54
[A.1 Komplex-projektive Raume| . . . . . . . ... . 000000 95
[A.2 Symmetrische Raume| . . . . . .. 0000000 oo 55
[A.3 Faserbundel und Prinzipalbundell . . . . . . . .. .. .. ... ... ... o7
A4 Riemannsche Submersionen und O’Nelll-Formelnl. . . . . . . . .. ... .. 58
[A.5 Die Heisenberg-Mannigfaltigkeit| . . . . . .. ... .. ... ... ... ... 61

[A.5.1 Die Heisenberg-Gruppel . . . . . . . . .. .. .. ... 61
[A.5.2  Der Krimmungsoperator der Heisenberg-Gruppe] . . . . . . . . .. 62
[A.5.3  Die Heisenberg-Mannigfaltigkert| . . . . . . ... ... ... ... .. 63
[A.6 Spharenbiindell . . . .. ... oL 64
[A.6.1 Bundel iiber Spharen| . . . . . . . .. ... ... oL 64
[A.6.2 Spharenbiindel iiber Spharen|. . . . . .. ... ... 000 65

[A.7 Krimmung von linksinvarianten Metriken| . . . . .. .. .. .00 65




EINLEITUNG 1

Einleitung

Der Zusammenhang zwischen der Kriimmung einer Mannigfaltigkeit und ihrer globalen
Gestalt ist eine wichtige Fagestellung in der globalen Riemannschen Geometrie. Fiir eine
glatte, geschlossene, orientierte Fliche M mit Riemannscher Metrik erhdlt man den Satz
von Gaufk-Bonnet:

/ KdA =2mx(M) = 4n(1 = 1),

wobei K die Gaulkkriimmung, x die Eulercharakteristik und [ die Anzahl der Lécher der
Flache M beschreiben. Mit Hilfe dieses Resultats kann man z.B. zeigen, dass man auf dem
Torus oder anderen Flichen hoheren Geschlechtd] keine Riemannsche Metrik mit {iberall
positiver Gaufskriimmung konstruieren kann.

Auf der anderen Seite erhdlt man aus einer unteren Kriimmungsschranke einer Fliche
Aussagen iiber deren Eulercharakteristik. Die Eulercharakteristik einer Fliche mit strikt
positiver Gaufkriimmung ist folglich positiv.

Die Untersuchung von Mannigfaltigkeiten mit unteren Kriimmungsschranken zieht nicht
nur aufgrund dieses Resultats das Interesse seit langer Zeit auf sich. Vor allem fiir Man-
nigfaltigkeiten mit positiver oder nichtnegativer Schnittkriimmung wurden viele wichtige
Theoreme, wie die von Bonnet-Myers, Synge oder Gromovs Bettizahlensatz bewiesen.
Eine Erweiterung von nichtnegativer Schnittkriimmung wurde Ende der 1970er von Gro-
mov eingefithrt. Er definierte den Begriff der fast nichtnegativ gekrimmten Mannigfal-
tigkeiten, welche beliebig nah an nichtnegativ gekriimmte Mannigfaltigkeiten sind. Wir
verwenden dafiir in dieser Arbeit die folgende skalierungsinvariante Definition:

Definition. Eine geschlossene Mannigfaltigkeit M heifst fast nichtnegativ gekrimmt, wenn
es fiir alle € > 0 eine Metrik g. gibt mit

sece(M)(diam.(M))* > —e.

Dies bedeutet anschaulich, dass eine geschlossene Mannigfaltigkeit bei nach unten be-
schriankter Kriimmung und nach oben beschrianktem Durchmesser im Gromov-Hausdorft-
Sinn gegen einen Punkt konvergiert. Fast nichtnegativ gekriimmte Mannigfaltigkeiten ver-
allgemeinern Mannigfaltigkeiten mit sowohl positiver und nichtnegativer Schnittkriimmung
als auch fast flache Mannigfaltigkeiten, wobei eine Mannigfaltigkeit fast flach ist, wenn fiir
jedes € > 0 eine Metrik g. so existiert, dass

|sec.(M)|(diam, (M))* < €.

Beispiele fiir fast nichtnegativ gekriimmte Mannigfaltigkeiten kann man mit Hilfe des Theo-
rems von Fukaya und Yamaguchi (siehe [FuYa|) konstruieren:

1 Das Geschlecht einer Fliche wird durch die Anzahl der Locher bestimmt.



EINLEITUNG 2

Theorem. (Fukaya-Yamaguchi, 1992)

Sei E eine kompakte Mannigfaltigkeit, die die Struktur eines Faserbindels (E,m, M, F)
mit kompakter Liegruppe G als Strukturgruppe trigt. Falls F' eine G-invariante Metrik mat
nichtnegativer Schnittkrimmung tragt und M fast nichtnegative Schnittkrimmung zuldsst,
so lasst E fast nichtnegative Schnittkrimmung zu.

Weitere Beispiele erhélt man durch das Theorem von (siehe [ScTul):

Theorem. (Schwachhéfer-Tuschmann, 2001)
Jede geschlossene Kohomogenitat-Eins-Mannigfaltigkeit trigt invariante Metriken mit fast
nichtnegativer Schnittkriimmung.

In beiden Féllen erhilt man Beispiele von fast nichtnegativ gekriimmten Mannigfaltigkei-
ten, die keine Metrik mit nichtnegativer Schnittkriimmung tragen konnen. Allerdings ist
die folgende Frage bis heute noch ungeklart:

Frage. Sind im geschlossenen, einfach zusammenhdangenden Fall die Mengen aller Man-
nigfaltigkeiten mit positiver, nichtnegativer oder fast nichtnegativer Schnittkrimmung echt
voneinander verschieden?

Neben der Schnittkriimmung kann man mit Hilfe des Riemannschen Kriimmungstensors
den Kriimmungsoperator und damit eine weitere Kriimmungsgroke auf Mannigfaltigkeiten
definieren, die im Laufe dieser Arbeit ein zentraler Begriff sein wird. Durch die Gleichung

A

(RIXAY),VAW)) =R(X,Y,IW,V)

erhélt man einen Operator R auf dem Raum aller Bivektoren, der symmetrisch ist und
damit nur relle Eigenwerte besitzt. Wir sagen, dass der Kriimmungsoperator einer Man-
nigfaltigkeit grofer als A ist, A € R, falls alle Eigenwerte grofer als A sind. Aussagen iiber
den Kriimmungsoperator sind stiarker als Aussagen {iber die Schnittkriimmung, da samt-
liche Schnittkrimmungen einer Mannigfaltigkeit zwischen dem kleinsten und dem gréfiten
Eigenwert des Kriimmungsoperators liegen.

Im Gegensatz zur Schnittkriimmung ist es wesentlich einfacher Mannigfaltigkeiten mit po-
sitivem oder nichtnegativem Kriimmungsoperator zu charakterisieren. Bohm und Wilking
haben 2006 folgendes Resultat bewiesen (sieche [BOWi|):

Theorem. (B6hm-Wilking, 2006)
Eine Mannigfaltigkeit mit positivem Krimmungsoperator ist diffeomorph zu einer Raum-

fo rmﬂ.

Damit ist eine einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeit mit positivem Kriimmungs-
operator bereits diffecomorph zur Sphére. Durch Arbeiten unter anderen von Gallot und
Meyer kam es zu folgender Klassifikation fiir Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriim-
mungsoperator:

Theorem. Sei M eine vollstindige, einfach zusammenhdngende Riemannsche Mannigfal-
tigkeit mit nichtnegativem Krimmungsoperator. Dann ist M das Riemannsche Produkt von
Mannigfaltigkeiten der folgenden Typen:

2Eine Raumform ist eine Mannigfaltigkeit mit konstanter Schnittkriimmung.
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(i) Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu Sphdren,

(i1) Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu euklidischen Rdaumen,
(7ii) Mannigfaltigkeiten biholomorph zu komplex-projektiven Riumen,
(iv) Symmetrischen Riumen vom kompakten Typ.

Folglich gibt es geschlossene, einfach zusammenhédngende Mannigfaltigkeiten mit nichtne-
gativem Kriimmungsoperator, die keine Metrik mit positivem Kriimmungsoperator tragen
konnen und man erhilt damit eine positive Antwort auf die obige Frage fiir den Kriim-
mungsoperator.

Analog zur Schnittkriimmung kann man auch Mannigfaltigkeiten mit fast nichtnegativem
Kriimmungsoperator definieren.

Definition. Eine geschlossene Mannigfaltigkeit M hat fast nichtnegativen Krimmungs-
operator, falls fiir alle € > 0 eine Metrik g. auf M so existiert, dass

Ao (diam (M))? > —¢
fiir den kleinsten Eigenwert A, von R, erfiillt ist.

Neben Mannigfaltigkeiten mit positivem und nichtnegativem Kriimmungsoperator liefern
die Mannigfaltigkeiten mit fast flachem Kriimmungsoperator eine weitere Klasse von Man-
nigfaltigkeiten mit fast nichtnegativem Kriimmungsoperator. Man kann zeigen, dass es fiir
eine Mannigfaltigkeit dquivalent ist, fast flache Schnittkriimmung oder fast flachen Kriim-
mungsoperator zu haben, und erhilt damit durch Ergebnisse von Gromov und Ruh eine
vollstandige Charakterisierung von Mannigfaltigkeiten mit fast flachem Kriimmungsopera-
tor.

Es schliefst sich jetzt die Frage an, ob es eine geschlossene einfach zusammenhéngende Man-
nigfaltigkeit gibt, die fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zu lisst, aber keine Metrik
mit nichtnegativem Kriimmungsoperator tragen kann.

Im Jahre 2000 wurden von Wilking die Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten mit
nichtnegativer Schnittkrimmung charakterisiert (siehe [Wi]). In dem Artikel wird gezeigt,
dass man kompakte Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativer Riccikrimmung und Mannigfal-
tigkeiten mit nichtnegativer Schnittkriimmung nicht durch ihre Fundamentalgruppen un-
terscheiden kann. Dieses Resultat wird in der vorliegenden Arbeit auf Mannigfaltigkeiten
mit nichtnegativem Kriimmungsoperator erweitert und man erhélt das folgende Resultat:

Theorem. Fir eine Gruppe I' sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit nicht-
negativer Ricci-Krimmunyg.

(i1) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit nicht-
negativer Schnittkrimmung.

(iii) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit nicht-
negativem Krimmungsoperator.
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Des Weiteren hat Wilking gezeigt, dass sich kompakte Mannigfaltigkeiten mit fast nichtne-
gativer Schnittkriimmung nicht mit Hilfe ihrer Fundamentalgruppen von kompakten Man-
nigfaltigkeiten mit fast nichtnegativer Riccikriimmung unterscheiden lassen. Fiir Mannig-
faltigkeiten mit fast nichtnegativem Kriimmungsoperator erhélt man das folgende Resultat:

Theorem. Fiir eine Gruppe I' sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit fast
nichinegativer Ricci- Krimmunyg.

(11) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit fast
nichtnegativer Schnittkrimmung.

(15i) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit fast
nicht-negativem Krimmungsoperator.

Ferner wird in der vorliegenden Arbeit die Konstruktion von Fukaya und Yamaguchi be-
nutzt, um das folgende Theorem zu beweisen, mit dem man weitere Beispiele fiir Mannig-
faltigkeiten konstruieren kann, die fast nichtnegativen Kriimmungsoperator besitzen.

Theorem. Se: E eine kompakte Mannigfaltigkeit, die die Struktur eines Faserbiindels
(E, 7, M, F) mit kompakter Liegruppe G als Strukturgruppe trdagt. Falls der Basisraum M
fast nichitnegativen Krimmungsoperator zuldsst und die Faser F' eine G-invariante Metrik
mit positivem Krimmungsoperator besitzt, so trigt der Totalraum E fast nichtnegativen
Krimmungsoperator.

Mit Hilfe dieses Satzes und der Klassifikation der Sphérenbiindel iiber Spharen konstruieren
wir Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten, die fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zulassen.
Fiir Prinzipalbiindel mit abelscher Strukturgruppe wird im Verlaufe der vorliegenden Ar-
beit das folgende Resultat mit abgeschwichter Voraussetzung bewiesen:

Theorem. Sei E eine kompakte Mannigfaltigkeit, die die Struktur eines Prinzipalbiin-
dels (E, 7, M,G) mit einer kompakten, abelschen Liegruppe G als Strukturgruppe und Fa-
ser tragt. Falls der Basisraum M fast nichtnegativen Krimmungsoperator zuldsst, so ldsst
ebenso der Totalraum E fast nichtnegativen Krimmungsoperator zu.

Hiermit erhalt man weitere Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten, die fast nichtnegativem Kriim-
mungsoperator zu lassen.
Wir werden im Laufe dieser Arbeit das folgende Theorem beweisen:

Theorem. In jeder Dimension n, n > 4, gibt es Mannigfaltigkeiten, die fast nichtnega-
tiven Krimmungsoperator zulassen. In Dimension sechs und sieben gibl es unendlich vie-
le paarweise nicht zueinander homdomorphe Mannigfaltigekeiten, die fast nichtnegativen
Kriimmungsoperator tragen.

Des Weiteren konstruieren wir einfach zusammenhingende Mannigfaltigkeiten, die fast
nichtnegativen Kriimmungsoperator zulassen, aber keine Metrik mit nichtnegativem Kriim-
mungsoperator tragen konnen und erhalten damit das folgende Hauptresultat dieser Arbeit:
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Theorem. Die Menge aller geschlossenen, einfach zusamenhdngenden Mannigfaltigkeiten
mit nichinegativem Krimmungsoperator ist eine echte Teilmenge der Menge aller geschlos-
senen, einfach zusammenhdngenden Mannigfaltigkeiten, die fast nichtnegativen Kriimmungs-
operator zulassen.

Im Gegensatz zur Unterscheidung von geschlossenen, einfach zusammenhingenden Man-
nigfaltigkeiten mit nichtnegativer von solchen mit fast nichtnegativer Schnittkrimmung,
erhilt man mit Hilfe des Kriimmungsoperators somit eine Unterscheidung dieser Klassen.
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Zum Aufbau der Arbeit:

Das erste Kapitel behandelt den Kriimmungsoperator und seine grundlegenden Eigenschaf-
ten. Mit Hilfe der Definition von Bivektoren wird der Kriimmungsoperator definiert und
es werden die Kriimmungsoperatoren von einfachen Beispielen wie Mannigfaltigkeiten mit
konstanter Schnittkriimmung, Liegruppen mit biinvarianter Metrik und Produkten von
Mannigfaltigkeiten berechnet. Des Weiteren werden diverse Notationen eingefiihrt.

Das zweite Kapitel enthélt die bereits bekannten Klassifikationen im Fall positiven und
nichtnegativen Kriimmungsoperators. Dem gegeniiber gestellt werden Beispiele fiir Man-
nigfaltigkeiten mit positiver und nichtnegativer Schnittkriimmung sowie die bekannten Ob-
struktionen fiir positive und nichtnegative Schnittkriimmung.

In Kapitel 3 werden Mannigfaltigkeiten mit fast nichtnegativer Kriimmung definiert und
Resultate iiber diese Mannigfaltigkeiten vorgestellt. Als eine Klasse von Beispielen werden
fast flache Mannigfaltigkeiten behandelt und gezeigt, dass fast flacher Kriimmungsoperator
aquivalent zu fast flacher Schnittkriimmung ist.

Kapitel 4 behandelt die Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem
und fast nichtnegativem Kriimmungsoperator und zeigt, dass man diese nicht mit Hilfe
ihrer Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativer Schnittkriimmung
beziehungsweise fast nichtnegativer Schnittkrimmung unterscheiden kann.

Kapitel 5 stellt das technische Hauptresultat dieser Arbeit zur Verfiigung. Es wird unter
bestimmten Voraussetzungen auf dem Totalraum eines Faserbiindels eine Zusammenhangs-
metrik konstruiert, beziiglich der der Totalraum fast nichtnegativen Kriimmungsoperator
tragt.

Kapitel 6 behandelt die Anwendungen des Ergebnisses aus Kapitel 5. Es werden Beispiele
von Mannigfaltigkeiten konstruiert, die fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zulassen,
aber keine Metrik mit nichtnegativem Kriimmungsoperator tragen kénnen und damit das
Hauptresultat dieser Arbeit bewiesen.

Der Anhang enthilt ausfiihrlichere Beschreibungen der Beispiele, wie die des komplex-
projektive Raumes und der Heisenberg-Mannigfaltigkeit. Zudem werden bekannte, grund-
legende Begriffe definiert und an wichtige Formeln, wie die O’Neill-Formeln erinnert. Des
Weiteren stellen wir die Konstruktion der Sphéiren-Biindel iiber Sphiren vor, mit deren
Hilfe die Beispiele in Kapitel 6 konstuiert werden.



Kapitel 1

Der Krummungsoperator einer
Mannigfaltigkeit

In diesem Kapitel werden der Kriimmungsoperator einer Mannigfaltigkeit definiert und
einfache Eigenschaften des Operators vorgestellt. Fiir grundlegende Definitionen, Informa-
tionen und Beweise verweisen wir auf die Literatur [GaHuLa] oder [Pe].

Im Verlaufe dieser Arbeit seien alle Mannigfaltigkeiten und alle auftretenden Abbildungen
glatt. Wir bezeichnen das Differential oder den Pushforward einer Abbildung f: M — N
zwischen Mannigfaltigkeiten mit df oder f, d.h. df, : T,M — Ty, N fiir alle p € M.

1.1 Grundlagen
Generalvoraussetzung 1.1.1. Sei (M", g) eine n-dimensionale Riemannsche Mannigfal-
tigkeit.

Wir definieren mit Hilfe des Levi-Civita-Zusammenhangs V auf M fiir alle Vektorfelder
X,Y, Z, W auf M den Riemannschen (3, 1)-Kriimmungstensor durch

R(X, Y)Z = VXVYZ - VYVXZ - V[X’y}Z
oder als (4,0)-Tensor durch

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).

Wir werden in dieser Arbeit in der Regel auf die Abhingigkeit der Metrik und auch des
Kriimmungstensors vom auf der Mannigfaltigkeit gewédhlten Fulkpunkt verzichten.

Mit Hilfe des Kriimmungstensors definieren wir weiter die Schnittkrimmung einer Man-
nigfaltigkeit M im Punkte p € M durch

R(X,Y.Y,X)
X.Y) =
seen (XY ) = RV = g(X, V)2

fiir alle Vektoren X,Y € T,M. Der Einfachkeit halber schreiben wir oft (-,-) anstelle von

g('?')'
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Fiir einen beliebigen n-dimensionalen R-Vektorraum V' kann man die Menge der Bivektoren
von V definieren. Anschaulich kann man einen Bivektor X AY als ein orientiertes Flachen-
segment von V auffassen, wobei die Orientierung durch die Reihenfolge der Vektoren X
und Y festgelegt ist. Mit anderen Worten ist ein Bivektor eine zweidimensionale Verallge-
meinerung eines Vektors. Zur formalen Definition sei V' ein beliebiger R-Vektorraum, V*
der zu V duale Vektorraum und

/\ (V) =< a:V*x..x0v* = R|a«aist schiefsymmetrisch und k-linear
k N e’
k—mal

sei die k-te dufere Potenz von V. Auf diesem Raum definiert man das dufere Produkt fiir
beliebige w; € A, (V) und wy € A,(V) durch:

1
o Al ) = T 3 (59m0)n (800 )2 ) -..mc:;(w))
oES Itk
Die Elemente der zweiten duferen Potenz von V nennen wir Bivektoren. Solche Bivektoren,
die sich als Produkt zweier Vektoren aus V' darstellen lassen, nennen wir zerlegbar. Durch
ein beliebiges Skalarprodukt (-,-) auf V' erhalten wir auch ein Skalarprodukt auf A,(V),
indem wir die folgende Definition linear auf ganz A, (V) fortsetzen.

(X NY, VAW = (X, VY, W) — (X, W)Y, V).

Dann beschreibt || X A Y| das Volumen des Parallelotops, das von X und Y aufgespannt
wird.
Zu einer Orthonormalbasis (e;);<, := {e1,...,e,} von V liefert

(ei/\ej)Kj = {ez’/\ej | 1<J< n}

eine Orthonormalbasis von A, (V') beziiglich des eben definierten Skalarproduktes.

Jetzt betrachten wir in jedem Punkt p € M den Tangentialraum 7,M und die davon
erzeugte zweite dufere Potenz A} := AL(T,M) und definieren darauf mit Hilfe des Rie-
mannschen Kriimmungstensor einen Operator:

Definition 1.1.2. Durch die Gleichung

A

(RIXAY),VAW)) =R(X,Y,W,V)

wird ein Operator R : A\,(T,M) — A,(T,M) definiert, den wir den Krimmungsoperator
nennen.

Aufgrund der Schiefsymmetrie in den vorderen beiden und hinteren beiden Eintrdgen von
R sowie der Blocksymmetrie gilt fiir beliebige Bivektoren X AY und V A W:

{R(XAY),VAW)) = R(X,Y,W,V)
= R(V,WY,X)

A

— RV AW), X AY).

L Mit S;4 bezeichnen wir die symmetrische Gruppe auf [ + k Elementen.
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Folglich ist der Kiimmungsoperator beziiglich des oben definierten Skalarproduktes selbst-
adjungiert und hat somit nur reelle Eigenwerte. Diese Eigenwerte liefern eine weitere Kriim-
mungsgrofe auf Riemannschen Mannigfaltigkeiten.

Wir wollen als erstes den Kriimmungsoperator von Mannigfaltigkeiten mit konstanter
Schnittkriimmung berechnen:

Lemma 1.1.3. Der Krimmungsoperator einer Riemannschen Mannigfaltigkeit M st ge-
nau dann ein skalares Vielfaches der Identitdt, wenn M konstante Schnittkrimmung hat.

Beweis. Um die eine Richtung zu zeigen, wihlt man eine Orthonormalbasis (e;);<, von
T,M. Dann ist (e; Ae;);<; eine Orthonormalbasis von AS. Wenn wir voraussetzen, dass die
Schnittkriimmungen in 7, M alle konstant gleich k sind, so lasst sich der Kriimmungstensor
in folgender Form darstellen:

RUVYW = k((V,W\U — (U W)V) fiir alle U,V,W € T, M.

Folglich gilt

A

((R(e; Nej)ex Ner)) = Rlei ej, el ex)
= k((ej, er){es ex) — (ei, er)(e;, ex))
= k{{e; Nejex Nep))
((k(e; Nej),en Ner))

Aus der Linearitit von R folgt die Behauptung fiir alle w € A%,
Fiir die andere Richtung geben wir uns einen zweidimensionalen Untervektorraum

m=span{U,V} von T,M

vor. Da die Schnittkriimmung unabhéngig von der Basiswahl ist, kénnen wir ohne Ein-
schrankung annehmen, dass U, V' orthonormale Vektoren sind. Dann folgt

see(m) = R(U,V,V.U)

= ((RUAV),UAV))
= ((K(UAV),UAV))
= k{{UAV,UAV))

. S/
~~
=1

= k.

Damit erhalt man:

Beispiel 1.1.4. (i) Der Krimmungsoperator des euklidischen Raumes R" ist die Null-
abbildunyg.

(ii) Der Kriimmungsoperator der Sphire S™ C R™! mit der Standardmetrik mit konstan-
ter Schnittkrimmung 1, d.h. sec = 1, ist die Identitdt.
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(i1ii) Der Kriimmungsoperator des hyperbolischen Raumes H" C R"™ mit sec = —1 st
das Negative der Identitdt.

In diesen Fillen stimmen die Eigenwerte des Kriimmungsoperators also immer mit der
Schnittkriimmung der Mannigfaltigkeit iiberein. Im Allgemeinen gilt jedoch folgende Ei-
genschaft:

Lemma 1.1.5. Samtliche Schnittkrimmungen von M liegen zwischen dem kleinsten und
dem grifiten Figenwert von R.

Beweis. Fiir zwei orthonormale Vektoren XY gilt:
sec(X,Y) = R(X,Y,Y,X) = (R(XAY), X AY)).
Da man aber nicht nur zerleghare Bivektoren betrachtet, erhdlt man die Behauptung. [J

Definition 1.1.6. Wir sagen, dass eine Mannigfaltigkeit M positiven Krimmungsoperator
bzw. nichtnegativen Krimmungsoperator, in Zeichen R > 0 bzw. R > 0, hat, falls fiir alle
Eigenwerte A von RM gilt A > 0 beziehungsweise A > 0.

Mit dem vorigen Lemma erhélt man, dass Mannigfaltigkeiten mit positivem (nichtnegati-
vem) Kriimmungsoperator bereits positiv (nichtnegativ) gekriimmt sind. Wir werden im
Laufe dieser Arbeit noch weitere Beispiele sehen, die zeigen, dass Schranken fiir den Kriim-
mungsoperator wesentlich starker sind als Schranken fiir die Schnittkriimmung.

Die Schnittkriimmungen einer Mannigfaltigkeit nehmen im Allgemeinen nicht alle Werte
zwischen dem kleinsten und grofiten Eigenwert des Kriimmungsoperators an. Ein Beispiel
hierfiir liefert der komplex-projektive Raum CP", der im Anhang definiert wird und
dessen Kriimmungseigenschaften dort aufgelistet werden.

Zudem liefern obere und untere Schranken der Schnittkriimmung obere und untere Schran-
ken fiir die Eigenwerte des Krﬁmmungsoperatorsﬂ

Lemma 1.1.7. Sei M eine m-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Falls die Schnitt-
krimmung obere und untere Schranken besitzt, d.h. 6 < sec < A, so liegen die Eigenwerte
des Krimmungsoperators R in dem Intervall

S -eoafis-ah At e o (-]

Hierbei wird die obere Schranke fiir den komplex-projektiven Raum angenommen, da samt-
liche Schnittkriimmungen von CP" ausgestattet mit der Fubini-Study-Metrik in dem In-
tervall [1,4] liegenf]

2 Siehe [BoKa).
3 Siehe Anhang
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1.2 Skalieren der Metrik

Fiir jedes A > 0 liefert § := A\2g eine neue Metrik auf M. Beziiglich der skalierten Metrik §
unterscheidet sich der Levi-Civita-Zusammenhang und damit auch der Riemannsche (3, 1)-
Kriimmungstensor nicht von den Objekten beziiglich der Ausgangsmetrik g. Man erhilt
aber folgende Beziehung zwischen den Schnittkriimmungen:
1

seC5 = 155€Cq-
Mit anderen Worten vergrofert sich beim Stauchen einer Metrik die Kriimmung. Gleiches
lasst sich auch fiir den Kriimmungsoperator zeigen:

Lemma 1.2.1. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gilt beziiglich der
Metrik § := \2g fiir alle X > 0:

Beweis. Sei w € AL(M) und sei (e;)i<n eine Orthonormalbasis von (M, g). Dann gilt

(s Aejrei Nej))g = A

e;/\e;
>\2

und damit ist (
Fiir alle w = >

)Kj eine Orthonormalbasis von AL(M, ).

i< Wij€i N\ €j gilt somit:

Rg(w) = Z Wij <<ﬁ€§(w),ek A el>>~ %ek A e
(k<l) g
. 1
= Z wijR? (e;, e;, ex, e) Fek A e
(i<9),(k<l)

1
= Z w,-jﬁRg (€i €5, e, ex)er Ae

(i<g),(k<l)

1.3 Kriimmungsoperator von kompakten Liegruppen

Eine weitere Klasse von Mannigfaltigkeiten, fiir die man leicht Aussagen iiber den Kriim-
mungsoperator treffen kann, sind kompakte Liegruppen. Zu einer Liegruppe G sei g die
Liealgebra der linksinvarianten Vektorfelder auf G, die man auch mit dem Tangential-
raum im Einselement identifizieren kann. Da jede kompakte Liegruppe eine biinvariante
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Metrik besitzt, d.h. Rechts- und Linkstranslationen sind Isometrien, erhdlt man aus der
Koszul-Formel folgende Gleichung fiir den Levi-Civita-Zusammenhang auf G:

1
VxY = 5[X.Y]

fiir alle linksinvarianten Vektorfelder X,Y € g. Damit folgt fiir den Kriimmungstensor R
einer biinvarianten Metrik (-, -) auf G:

(R(X,Y,2), W) =~ {{[X,][Z,W])

fiir alle linksinvarianten Vektorfelder X,Y, Z W & g. Insbesondere ist die Schnittkriim-
mung immer nichtnegativ. Damit kann man den Kriimmungsoperator von Liegruppen mit
biinvarianter Metrik berechnen.

Lemma 1.3.1. Sei G eine Liegruppe mit biinvarianter Metrik (-,-). Dann ist der Krim-
mungsoperator nichtnegativ. Fir abelsche Liegruppen verschwindet der Krimmungsopera-
tor.

Beweis. Sei (€;)i<n, n = dim(G), eine Orthonormalbasis von g. Dann gilt fiir alle Bivekto-
ren w = ZKanijei A e

<<fi (Z wije; N €j> 7200@')'61' A €j>> = Z wz‘jwkz«ﬁ(ei Aej),en Aer))

1<j 1<J (i<j<n)
(k<I<n)

= Z wijw (R(e;, 5)er, ex)

(i<j<n)

(k<I<n)
1
— _Z Z Cdijwkldei?ej]?[el’ek])
(i<j<gn)
(k<I<n)
1
T Z wijwt ([es, 5], [ex, e)
(i<j<n)
(k<i<n)
1
= 1 Z wijles, 5], Z wrilex, el]
i<j<n k<I<n
) 2
T4 > wilene]| =0
1<j<n

]

1.4 Kriimmungsoperator auf Riemannschen Produkten

Seien (M, g) und (N, h) Riemannsche Mannigfaltigkeiten. Dann ist das Riemannsche Pro-
dukt (M x N, g x h) eine weitere Riemannsche Mannigfaltigkeit, wobei die Produktmetrik
wie folgt definiert ist: Fiir alle (v,w), (z,y) € T,M x TuN = T, )N x N sei

g X h(p,q)((va w), (z,y)) = gp(U, ) + hq(w7 Y).
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Dann kann man mit Hilfe der Koszul-Formel den Levi-Civita-Zusammenhang V der Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit M x N berechnen. Dieser ergibt sich durch

VY = VY + VLY,

wobei VM und V¥ die Levi-Civita-Zusammenhiinge von M bzw. N bezeichnen und man
Vektorfelder auf der Produktmannigfaltigkeit auffasst als X = X; 4+ X5. Damit erhilt man
fiir den Kriimmungstensor R des Produktes M x N folgende Darstellung:

R(Xa}/a Za W) = R]\/I(Xh}/l) Zl) Wl) + RN(X27}/27 ZQ7W2)'

Damit kann man den Kriimmungsoperator von Produkten Riemannscher Mannigfaltigkei-
ten berechnen. Dazu verwendet man, dass die k-te dufsere Potenz einer direkten Summe
von zwei endlichdimensionalen Vektorrdumen V' und W gegeben ist durch

/\ Vaew) = mg?k/\ /\n(W

Dann gilt fiir k = 2:
/\2(v o W) = /\Q(V) oVeoW)s /\2(W

Falls (e;)i<, eine Basis von V und (f;)i<m eine Basis von W ist, so bildet also

B = {((e:,0) A (€7,0))is, ((0, fx) A (O, fi))k<i, ((ei; 0) A (0, fi))in}
{(es Nej)icis (fu A fi)e<ts (60 A fr)ik}

eine Basis von A,(V @ W). Falls die Basen (e; A €;)i<; und (fi A fi)k<i jeweils Orthonor-
malbasen sind, so ist das obige B auch eine Orthonormalbasis von A,(V & W). Da der
Kriimmungstensor von einem Riemannschen Produkt R auf gemischten Termen verschwin-
det, d.h.

R(X1,Ys,Z1,W5) =0 firalle XY, Z W €Ty, M x N,

ist der Kriimmungsoperator von Riemannschen Produkten durch die Summe der beiden
Operatoren gegeben:

RMX AY) = RI(Xy AYY) + RMX, AYD).

1.5 Reiner Kriimmungsoperator

Definition 1.5.1. Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M™ hat reinen Kriimmungsopera-
t07ﬂ, falls fiir alle Punkte p € M eine Orthonormalbasis (e;);<, des Tangentialraums 7, M
existiert, so dass sdmtliche Bivektoren (e; Ae;);<; Eigenvektoren des Kriimmungsoperators
sind.

Zweidimensionale Mannigfaltigkeiten haben reinen Kriimmungsoperator. Ein niitzliches
Kriterium fiir die Existenz eines reinen Kriimmungsoperators liefert das folgende Lemma:

4 In der englischsprachigen Literatur wird reiner Kriimmungsoperator mit pure curvature operator
bezeichnet.
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Lemma 1.5.2. Fine Mannigfaltigkeit M™ hat genau dann reinen Krimmungsoperator,
wenn fiir alle p € M eine Orthonormalbasis (e;)i<, von T,M so existiert, dass

R(ei, ej,ep,e) =0,  falls |{e;,ej, e, e} = 3.
In diesem Fall diagonalisiert die Basis (e; N\ €j)i<; den Krimmungsoperator.

Beweis. Die Behauptung erhilt man unmittelbar aus der definierenden Gleichung fiir den
Kriimmungsoperator:

<<R(ei Nej),ep Nep)) = (R(e;,ej)erer) = Rle;,e;, e, er).
]

Fiir Mannigfaltigkeiten mit reinem Kriimmungsoperator sind Positivitit, beziehungswei-
se Nichtnegativitdt des Kriimmungsoperators dquivalent zur Positivitit, beziehungsweise
Nichtnegativitit der Schnittkriimmung. Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten mit reinem Kriim-
mungsoperator sind etwa konform flache Mannigfaltigkeitenﬂ und Mannigfaltigkeiten, die
isometrisch in einen Raum konstanter Kriimmung mit flachem Normalenzusammenhang
eingebettet werden kénnen. Des Weiteren gilt folgende Eigenschaft fiir Produkte von Man-
nigfaltigkeitenﬂ

Lemma 1.5.3. Das Produkt zweier Mannigfaltigkeiten mit reinem Krimmungsoperator
hat wieder reinen Krimmungsoperator und auch die Umkehrung gilt.

Es gibt aber nicht sehr viele Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten mit reinem Kriimmungsope-
rator, da es sehr starke Obstruktionen gibt:

Theorem 1.5.4. (Maillof])
Fulls eine Riemannsche Mannigfaltigkeit reinen Krimmungsoperator hat, so verschwinden
alle Pontrjagin-Formen.

Theorem 1.5.5. [ Sei M ein irreduziblelf] symmetrischer Raun{®} Dann hat M genau
dann reinen Krimmaungsoperator, wenn M konstante Schnittkrimmung hat.

® Eine Riemannsche Mannigfaltigkeit (M, g) istkonform flach, falls fiir alle Punkte x € M eine Um-
gebung U von x sowie eine Abbildung f auf U so existieren, dass die Mannigfaltigkeit (U,e2/g) flach
ist.

6 Siehe [DeMeNo], Proposition 3.5.

" Siehe [Ma).

8 Siehe [DeMeNo).

9 Irreduzibel ist in dieser Arbeit im Sinne der deRham Zerlegung zu verstehen (siehe [Pe]).

10 Siehe Anhang



Kapitel 2

Positiver und nichtnegativer
Krummungsoperator

2.1 Positive und nichtnegative Schnittkriimmung

In diesem Kapitel geben wir einen kurzen Uberblick iiber die Mannigfaltigkeiten mit posi-
tiver und nichtnegativer Schnittkriimmung. Fiir weitere Informationen sei auf die Literatur
|Zi] und [Pe| verwiesen, in denen auch weiterfilhrende Referenzen zu finden sind.

2.1.1 Positive Schnittkriimmung

Bis heute sind nicht viele Mannigfaltigkeiten mit positiver Schnittkriimmung bekannt.
Die klassischen Beispiele sind die einfach zusammenhéngenden, kompakten, symmetri-
schen Rdume vom Rang 1, wie die Sphéren S, die projektiven Raume CP", HP" und
die Cayley-Ebene CalP? sowie die nicht einfach zusammenhéngenden, rell-projektiven Riu-
me RP". Weitere Beispieleﬂ liefern z.B. die Fahnenmannigfaltigkeiten von Wallach oder
die Berger-Raume welche wie die symmetrischen Rdume vom Rang 1 homogene Raume
sind. Die homogenen Raume positiver Schnittkriimmung wurden von Bérard-Bergery und
Wallach klassifiziert. Neben diesen wurden von Eschenburg und Bazaikin weitere Beispiele
entdeckt, welche sogenannte Biquotienten sind.

Samtliche bisher bekannten Beispiele ergeben sich als Quotienten von kompakten Liegrup-
pen. Man konstruiert darauf eine Metrik mit positiver Schnittkriimmung mit Hilfe der
O’Neill-Formeln und der Cheeger—DeformationEl Im letzten Jahr wurde von Grove, Verdiani
und Ziller in [GrVeZi| mit Hilfe der Cheeger-Deformation ein weiteres Beispiel konstruiert.
Auf der anderen Seite gibt es nur wenige bekannte Obstruktionen gegen die Existenz einer
Metrik mit positiver Schnittkriimmung auf einer Mannigfaltigkeit. Diese stammen aus den
klassischen Resultaten:

Theorem 2.1.1. (Bonnet-Myers)
Die Fundamentalgruppe einer Mannigfaltigkeit mit positiver Schnittkrimmung ist endlich.

! Referenzen und kurze Beschreibungen dieser Beispiele findet man in [Zi].
2 Siehe [Mii].

15
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Theorem 2.1.2. (Synge)

FEine geraddimensionale Mannigfaltigkeit mit positiver Schnittkrimmung hat triviale Fun-
damentalgruppe, falls sie orientierbar ist, und Zs als Fundamentalgruppe, wenn sie nicht
orientierbar ist. Eine Mannigfaltigkeit mit ungerader Dimension und positiver Schnittkrim-
mung 1st orientierbar.

2.1.2 Nichtnegative Schnittkriimmung

Die Klasse der Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativer Schnittkriimmung ist hingegen viel
grofser. Jede Liegruppe ausgestattet mit einer biinvarianten Metrik ist solch ein Beispiel.
Weitere Beispiele erhilt man durch das Bilden von Riemannschen Produkten solcher Man-
nigfaltigkeiten oder durch Riemannsche Submersionen (vgl. Anhang . Folglich exi-
stiert auf jedem homogenen Raum G/H eine Metrik mit nichtnegativer Schnittkriimmung,
falls es auf G eine biinvariante Metrik gibt. Eine weitere Moglichkeit, nichtnegativ ge-
kriimmte Mannigfaltigkeiten zu konstruieren, ist die oben bereits angesprochene Cheeger-
Deformation einer Metrik.

Im Fall nichtnegativer Schnittkriimmung erhilt man die folgenden Obstruktion:

Theorem 2.1.3. (Gromovs Bettizahlensatz)
Falls M eine n-dimensionale kompakte Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer Schnittkrim-

mung ist, so eristiert eine Konstante C'(n), so dass fir alle i und alle Koeffizientenkorper
F' die Bettizahlen beschrikt sind: b;(M; F) < C(n).

Man erhalt auch eine Schranke fiir die Summe der Bettizahlen im Fall von Mannigfaltig-
keiten mit fast nichtnegativer Schnittkrimmung, die nur von der Dimension abhélngtﬁ Der
Vollstandigkeit halber haben wir dieses Resultat auch bereits an dieser Stelle zitiert.

Des Weiteren gibt es u.a. die folgenden beiden Struktursétze:

Theorem 2.1.4. (Cheeger-Gromoll)
Falls M eine kompakte Mannigfaltigkeit ist, die nichtnegative Schnittkriimmung zuldsst, so
existiert eine abelsche Untergruppe der Fundamentalgruppe von M mait endlichem Index.

Theorem 2.1.5. (Seelensatz von Cheeger-Gromoll)

Sei M eine nichtkompakte, vollstandige Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer Schnittkrim-
mung. Dann existiert eine totalgeoditische, kompakte Untermannigfaltigkeit S*, die Seele,
so dass M diffeomorph zum Normalenbiindel von S* ist.

Weitere Obstruktionen erhélt man aus verschiedenen Resultaten iiber fast nichtnegativ
gekriimmte Mannigfaltigkeiten in Kapitel 3}

2.2 Positiver und nichtnegativer Kriimmungsoperator

2.2.1 Positiver Kriimmungsoperator

Wir haben bereits gesehen, dass die Sphére mit der Standardmetrik positiven Kriimmungs-
operator hat, der komplex-projektive Raum hingegen mit der Fubini-Study-Metrik nicht-
negativem Kriimmungsoperator tragt.

3 Siehe
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Der erste Schritt zur Klassifikation von Mannigfaltigkeiten mit positivem Kriimmungsope-
rator wurde 1988 von Micallef und Moore gemachtﬁ

Theorem 2.2.1. (Micallef-Moore)

Sei M eine kompakte, einfach zusammenhdngende, n-dimensionale, n > 2, Riemannsche
Mannigfaltigkeit. Falls der Krimmungsoperator von M positiv ist, so ist M homdomorph
zur Sphdre.

Dieses Resultat wurde 2006 durch das folgende Theorem verbesser([’}

Theorem 2.2.2. (B6hm-Wilking)
Eine Mannigfaltigkeit mit positivem Krimmungsoperator ist diffeomorph zu einer Raum-
form.

Da jede einfach zusammenhidngende Raumform mit konstanter Schnittkrimmung s iso-
metrisch zum hyperbolischen Raum, zum euklidischen Raum oder zur Sphéire der Schnitt-
kriimmung k ist, erhilt man folgendes Resultat:

Theorem 2.2.3. FEine einfach zusammenhingende Riemannsche Mannigfaltigkeit mit po-
sitivem Kriimmungsoperator ist isometrisch zur Sphdre.

Mannigfaltigkeiten mit positivem Kriimmungsoperator, die nicht einfach zusammenhén-
gend sind, sind etwa Linsenrdume.

2.2.2 Nichtnegativer Kriimmungsoperator

Wie bereits gezeigt, hat jede Liegruppe mit einer biinvarianten Metrik nichtnegativen
Kriimmungsoperator. Da die Klasse der Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriim-
mungsoperator gegen Produktbildung abgeschlossen ist, erhdlt man so weitere Beispiele.
Man kann allerdings nicht mit Hilfe der O’Neill-Formeln, wie bei der Konstruktion von
Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativer Schnittkriimmung, durch Quotientenbildung neue
Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriimmungsoperator konstruieren, da
eine Riemannsche Submersion im Allgemeinen nicht kriimmungsoperatorvermindernd ist.
Ein Gegenbeispiel liefert der komplex-projektive Raum CP", dessen Kriimmungsoperator
nach [BoKa| einen n(n—1)-dimensionalen Eigenraum zum Eigenwert Null hat, falls man auf
dem Totalraum S?"~! die kanonische Metrik mit konstanter Schnittkriimmung verwendetf]]

Durch die Arbeit von verschiedenen Mathematikern, unter anderen Gallot und Meyer,
Hamilton, Micallef und Moore, Béhm und Wilking kam es zur folgenden topologischen
Klasssifikation der Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriimmungsoperatof}

Theorem 2.2.4. Sei M eine vollstindige, einfach zusammenhdngende Riemannsche Man-
nigfaltigkeit mit nichinegativem Krimmungsoperator. Dann ist M das Riemannsche Pro-
dukt von Mannigfaltigkeiten der folgenden Typen:

4 Siehe [MiMo].
® Siehe [B6Wi].
6 Siehe Anhang
" Siehe [MeNo].
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(i) Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu Sphdren,

(i1) Mannigfaltigkeiten diffeomorph zu euklidischen Rdaumen,
(1ii) Mannigfaltigkeiten biholomorph zu komplex-projektiven Raumen,
(iv) Symmetrische Ridume vom kompakten Typ.

Anhand der Klassifikation von symmetrischen Riumenf] durch Cartan und verschiedener
[somorphismen zwischen gewissen Liealgebren erhélt man die folgende Liste aller einfach
zusammenhédngenden, irreduziblen symmetrischen Raume vom kompakten Typ bis Dimen-
sion n =9:

Dimension | einf. zshgd., irred. symmetrischer Raum |

n=2 52

n=3 S3

n=4 S CP?

n=>5 S°

n=06 CP?, S%, Sp(2)/U(2).

n="7 ST

n=_8 S8, CP*, HP?, SO(6)/(SO(4) x SO(2)), G5/SU(2) x SU(2).
n=9 S9.80(6)/(SO(3) x SO(3))

Damit erhélt man eine Liste aller einfach zusammenhé&ngenden Mannigfaltigkeiten mit
nichtnegativem Kriimmungsoperator. Insbesondere gibt es in jeder Dimension nur endlich
viele einfach zusammenhéingende Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriimmungsope-
rator.

Wie im Fall nichtnegativer Schnittkriimmung kann man auch fiir Mannigfaltigkeiten mit
nichtnegativem Kriimmungsoperator mit Hilfe der Weitzenbdck-Formel und der Bochner-
Technik eine obere Schranke fiir die Bettizahlen findenft

Theorem 2.2.5. Sei M eine n-dimensionale orientierbare Mannigfaltigkeit. Falls der

Krimmungsoperator R von M nichtnegativ ist, so gilt bp(M) < (Z) und Gleichheit gilt

genau dann, wenn M ein flacher Torus ist. Falls auflerdem R in einem Punkt positiv 1st,
so verschwinden die Bettizahlen b,(M) fir alle k =1,...,n — 1.

Eine Vermutung von Hopf besagt, dass es auf S? x S? keine Metrik mit positiver Schnitt-
kriimmung gibt. Mit dem obigen Resultat kann man immerhin zeigen, dass es auf S? x S?
zumindest keine Metrik mit positivem Kriimmungsoperator geben kann, da fiir die Euler-
charakteristik y gilt:

x(S? x S?) = 4.

8 Siehe [He] und
¥ Siehe [Pe] Seite 182 ff.
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Ebenso kann es auf CP" keine Metrik mit positivem Kriimmungsoperator geben, da
X(CP") =n+1.

Positivitat bzw. Nichtnegativitdt des Kriimmungsoperators ist im Gegensatz zur Schnitt-
kriimmung eine mogliche Bedingung dafiir, dass der Gauss-Bonnet-Integrand in der ver-
allgemeinerten Gauss-Bonnet-Formel™V] positiv bzw. nichtnegativ ist. Folglich gilt

Theorem 2.2.6. El Die Eulercharakteristik einer kompakten, orientierbaren Mannigfaltig-
keit mit positivem bzw. nichtnegativem Krimmungsoperator ist positiv (=2) bzw. nichtne-
gativ.

Damit ist die Vermutung von Hopf, dass eine kompakte Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer
Schnittkriimmung nichtnegative Eulercharakteristik hat, fiir diese Klasse von Mannigfal-
tigkeiten bewiesen.

2.2.3 Reiner Kriimmungsoperator

Falls zusétzlich vorausgesetzt wird, dass eine Mannigfaltigkeit reinen Kriimmungsoperator
hat, so erhilt man das folgende Theorer| %}

Theorem 2.2.7. Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit reinem, nichtnegativem Kriim-
mungsoperator.

(i) Falls M einfach zusammenhdingend ist, so sind die irreduziblen Komponenten in der
de Rham-Zerlequng homdomorph zu Sphdren.

(7i) Falls die universelle Uberlagerung M von M nicht kompakt ist, so ist M das Produkt
von R™ und Mannigfaltigkeiten, die homdomorph zur Sphdre sind.

10 Siehe [Ch].
11 Siehe |Pe].
12 Siehe |[DeMeNo.



Kapitel 3

Fast nichtnegative Krimmung

Wir sagen, dass eine geschlossene Mannigfaltigkeit fast nichtnegativ gekriimmt ist, wenn
sie im Gromov—Hausdorﬂ'—SinneEl, bei nach unten beschrinkter Kriimmung gegen einen
Punktraum konvergiert. Eine skalierungsinvariante Definition ist die folgende:

Definition 3.0.1. Eine geschlossene Riemannsche Mannigfaltigkeit M hat fast nichtnega-
tive Schnittkriimmung, falls fiir alle € > 0 eine Metrik g. auf M so existiert, dass

sec.(M)(diam.(M))* > —e
erfiillt ist.

Fast nichtnegativ gekriimmte Mannigfaltigkeiten sind damit eine Verallgemeinerung von
nichtnegativ gekriimmten Mannigfaltigkeiten. Weitere Beispiele erhédlt man durch das fol-
gende 1992 in [FuYa| bewiesene Theorem iiber die Konstruktion von Mannigfaltigkeiten
mit fast nichtnegativer Schnittkriimmung:

Theorem 3.0.2. (Fukaya-Yamaguchi)

Sei E eine kompakte Mannigfaltigkeit, die die Struktur eines Faserbiindels (E,m, M, F)
mit kompakter Liegruppe G als Strukturgruppe tragt. Falls F' eine G-invariante Metrik mat
nichtnegativer Schnittkrimmung tragt und M fast nichtnegative Schnittkrimmung zuldsst,
so lasst E fast nichtnegative Schnittkrimmung zu.

Falls M in obiger Voraussetzung eine flache Mannigfaltigkeit ist und das Faserbiindel, das
zu irgendeiner Uberdeckung von M assoziiert ist, stets nichttrivial ist, so haben Chee-
ger und Gromoll |[ChGr| gezeigt, dass der Totalraum E keine nichtnegative Schnittkriim-
mung haben kann. Hierdurch kann man viele Beispiele konstruierenﬂ die fast nichtnegative
Schnittkriimmung haben, aber nicht nichtnegative Schnittkriimmung haben kénnen.
Weitere Beispiele erhélt man durch das Resultat von 2001 aus [ScTul:

Theorem 3.0.3. (Schwachhéfer-Tuschmann)

Jede geschlossene Kohomogenitat-Eins-Mannigfaltigkeit trigt invariante Metriken mit fast
nichtnegativer Schnittkrimmung, die unter der Kohomogenitit-Eins- Wirkung invariant
sind.

! Die Definition von Gromov-Hausdorff-Konvergenz findet man z.B. in |Pe]|, Seite 274.
2 Siehe [FuYa).
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Eine Kohomogenitdit-Eins-Mannigfaltigkeit ist eine zusammenhingende Mannigfaltigkeit
M™, die eine glatte Wirkung einer kompakten Liegruppe zulésst, so dass die prinzipalen
Orbiten Kodimension Eins haben, d.h. deren Dimension ist n — 1.

Beispiel 3.0.4. Die ungeraddimensionalen Brieskorn—Mannigfaltigkeiterﬂ sind Kohomo-
genitit-Fins-Mannigfaltigkeiten und lassen demnach fast nichtnegative Schnittkrimmung
Zu.

Wir fithren hier die wichtigsten bisher bekannten Resultate iiber fast nichtnegativ ge-
kriimmte Mannigfaltigkeiten an. Fiir Referenzen und weitere Informationen verweisen wir
z.B. auf [KaPeTu|.

Wir nehmen in den kommenden Resultaten an, dass M stets eine n-dimensionale, fast
nichtnegativ gekriimmte Mannigfaltigkeit sei.

Theorem 3.0.5. (Gromov)

(i) Die minimale Anzahl der Erzeuger der Fundamentalgruppe von M kann durch eine
Konstante Cy(n) abgeschitzt werden, die nur von n abhdngt.

(ii) Die Summe der Bettizahlen von M beziglich jedem Koeffizientenkirper kann durch
eine Konstante Co(n) abgeschitzt werden, die ebenfalls nur von n abhdngt.

Die Schranke fiir die Summe der Bettizahlen einer fast nichtnegativ gekriimmten Man-
nigfaltigkeit ist dieselbe, die man auch fiir nichtnegativ gekriimmte Mannigfaltigkeiten
derselben Dimension durch Satz R.1.3] erhilt.

Theorem 3.0.6. (Yamaguchi)
Bis auf endliche Uberlagerung fasert M iiber einem flachen by (M; R)-dimensionalen Torus.
Falls by(M;R) =n, so ist M diffeomorph zu einem Torus.

Theorem 3.0.7. (Fukaya-Yamaguchi)
Es existiert eine Konstante Cs(n), so dass mi (M) Cs(M)-auflosbar ist, d.h. m (M) enthalt
eine auflosbare Untergruppe, deren Index hichstens Cs(n) ist.

Theorem 3.0.8. (Kapovitch-Petrunin-Tuschmann)
(i) Eine endliche Uberlagerung von M ist ein nilpotenter Raum.

(ii) Es existiert eine Konstante C3(n), so dass m (M) Cs(M)-nilpotent ist, d.h. m (M)
enthdlt eine nilpotente Untergruppe deren Index hichstens Cs(n) ist.

(iii) Eine endliche Uberlagerung M von M ist der Totalrauwm eines Faserbiindels
F— M—N

tiber einer Nilmannigfaltigkeit N mit einfach zusammenhdngender Faser F.

3 Fiir Definition und weiterfiihrende Referenzen iiber Brieskorn-Mannigfaltigkeiten verweisen wir auf
[ScTu].
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In Analogie zum Oberen kann man auch von fast nichtnegativem Kriimmungsoperator
sprechen.

Definition 3.0.9. Eine geschlossene Mannigfaltigkeit M hat fast nichtnegativen Kriim-
mungsoperator, falls fiir alle € > 0 eine Metrik g. auf M so existiert, dass

Ao (diamo(M))? > —¢

fiir den kleinsten Eigenwert . von R. erfiillt ist. Wir verwenden dafiir die folgende Schreib-
weise:

R.(diam.(M))? > —e.

Offensichtlich lassen geschlossene Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriimmungsope-
rator fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zu und zudem sind Mannigfaltigkeiten mit
fast nichtnegativem Kriimmungsoperator fast nichtnegativ gekriimmt.

3.1 Fast flache Mannigfaltigkeiten

Eine weitere Klasse von Beispielen fiir fast nichtnegativ gekriimmte Mannigfaltigkeiten
liefern die fast flachen Mannigfaltigkeiten. Hierbei wird nicht nur eine untere, sondern
auch eine obere Kriimmungsschranke vorausgesetzt:

Definition 3.1.1. Eine geschlossene Mannigfaltigkeit M heifit fast flach, falls fiir alle ¢ > 0
eine Metrik g. auf M so existiert, dass

|sec.(M)|(diam.(M))? < e.

Ein Beispiel fiir eine fast flache Mannigfaltigkeit ist die Heisenberg-Mannigfaltigkeit. Diese
erhélt man als Quotient der Liegruppe

1
N = 0 | z,y,2 € R},
0

O~ K
— < W

der sogenannten Heisenberg-Gruppe, durch die Matrizen mit ganzzahligen Eintrégen ober-
halb der Hauptdiagonalen (sieche Anhang [A.5)).

Die Heisenberg-Mannigfaltigkeit kann nach Theorem keine Metrik mit nichtnegativer
Schnittkriimmung und damit insbesondere keine Metrik mit nichtnegativem Kriimmungs-
operator tragen, da die Fundamentalgruppe nilpotent ist.

Gromov hat 1978 die Mannigfaltigkeiten mit fast flacher Schnittkriimmung beschriebenﬁ
Sein Resultat beinhaltet nicht nur fast flache Mannigfaltigkeiten.

Definition 3.1.2. Eine kompakte Riemannsche Mannigfaltigkeit heifit e-flach, falls die
Schnittkrimmung die folgende Ungleichung erfiillt:

|sec|(diam(M))* < e.

4 Siehe [Gr] oder [BuKa].
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Theorem 3.1.3. (Gromov)
(i) Jede Nilmannigfaltigkeif] ist fast flach.

(ii) Eine e(n)-flache Mannigfaltigkeit M™, mit e(n) = exp(—exp(exp(n?))), wird durch
eine Nilmannigfaltigkeit endlich tberlagert.

Die oben definierte Heisenberg-Mannigfaltigkeit ist insbesondere eine solche Nilmannigfal-
tigkeit.

Zudem wurde in [Ru| gezeigt, dass fast flache Mannigfaltigkeiten Infranilmannigfaltigkeiten
sind.

Definition 3.1.4. Es seien G eine zusammenhéngende, einfach zusammenhéngende, nilpo-
tente Liegruppe und K eine maximal kompakte Untergruppe der Automorphismengruppe

Aut(G) von G. Sei weiter I' eine torsionsfreie, diskrete und kokompakte Untergruppe von
G x Kl Falls die durch

(v, k)-9 == k(g)
definierte Wirkung von I' auf G frei ist und I' endlichen Index in G hat, so heifst der
Orbitraum I'\G Infranilmannigfaltigkeit.

Theorem 3.1.5. (Ruh)

Sei M eine kompakte, n-dimensionale Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine
Konstante ¢ = £(n), so dass, falls M e-flach ist, M diffeomorph zu einer Infranilmannig-
faltigkeit ist.

Den Begriff fast flach iibertragen wir jetzt auf den Kriimmungsoperator:

Definition 3.1.6. Eine geschlossene Mannigfaltigkeit M hat fast flachen Krimmungsope-
rator, falls fiir alle € > 0 eine Metrik g. auf M so existiert, dass

IA\|(diam.(M))* < e

fiir alle Eigenwerte . von R erfiillt ist.

Aus den beiden Lemmata [1.1.5| und [1.1.7] iiber die Beziehung zwischen den Schranken der
Schnittkrimmung und der Eigenwerte des Kriimmungsoperators erhdlt man das folgende
Resultat:

Satz 3.1.7. Eine Mannigfaltigkeit ist genau dann fast flach, wenn sie fast flachen Krim-
mungsoperator besitzt.

Mit den Ergebnissen von Gromov und Ruh erhidlt man somit eine Charakterisierung der
Mannigfaltigkeiten mit fast flachem Kriimmungsoperator.

® Eine Nilmannigfaltigkeit ist ein homogener Raum einer nilpotenten Liegruppe.
¢ Die Gruppenmultiplikation auf G x K ist definiert durch (v, k) - (', k") := (v - k(v/), ko k).



Kapitel 4

Fundamentalgruppe und
Krummungsoperator

Im vorliegenden Kapitel geben wir eine algebraische Beschreibung der Fundamentalgrup-
pen von Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem und fast nichtnegativem Kriimmungsopera-
tor an. Wilking hat 2000 [Wi] gezeigt, dass kompakte Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativer
Schnittkriimmung nicht von Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativer Riccikriimmung unter-
schieden werden konnen. Zudem kann man auch nicht anhand der Fundamentalgruppe un-
terscheiden, ob eine Mannigfaltigkeit eine Metrik mit fast nichtnegativer Ricci-Kriimmung
oder fast nichtnegativer Schnittkrimmung zuldsst. Die Techniken, die Wilking in dem
Artikel verwendet, werden wir benutzen, um zu zeigen, dass man auch kompakte Mannig-
faltigkeiten mit nichtnegativer (fast nichtnegativer) Schnittkriimmung nicht anhand der
Fundamentalgruppe von kompakten Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem (fast nichtne-
gativem) Kriimmungsoperator unterscheiden kann.

Mit Hilfe des folgenden, wohlbekannten Lemmas werden wir zu einer gegeben Gruppe eine
Mannigfaltigkeit konstruieren, deren Fundamentalgruppe dann die gegebene Gruppe ist:

Lemma 4.0.1. Se: X eine Mannigfaltigkeit. Wenn X wegzusammenhdngend und einfach
zusammenhdangend ist und eine Gruppe G eigentlich diskantinuierlicfﬂ und firpunktfrei auf
X operiert, so ist X/G eine Mannigfaltigkeit mit Fundamentalgruppe

m(X/G) = G.
In diesem Kapitel verwenden wir hidufig den Begriff des semidirekten Produkts:

Definition 4.0.2. Fiir zwei beliebige Gruppen G und H und einen Gruppenhomomor-
phismus ¢ : H — Aut(G) definiert man das semidirekte Produkt G x, H als Gruppe
(G x H,*,), wobei die Multiplikation *, folgende Gestalt hat:

(g1, 1) *4 (92, h2) == (g1 - ¢(h1)(g2), h1h2).

4.1 Der Fall nichtnegativen Kriimmungsoperators

Aus dem Artikel von Wilking stammt folgendes Theorem:

! Eine Gruppe G operierteigentlich diskontinuierlich auf einer Mannigfaltigkeit M, falls fiir jedes Kom-
paktum K C M die Teilmenge {g € G | g.K N K # ()} endlich ist.
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Theorem 4.1.1. Fir eine Gruppe I' sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit nicht-
negativer Ricci-Krimmung.

(i1) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit nicht-
negativer Schnittkrimmung.

(7ii) Es ezistieren eine endliche Gruppe E, eine kristallographische Gruppe 11 und eine
exakte Sequenz
{1} — FE—T — 1 — {1}.

(iv) Es existieren eine endliche Gruppe F, eine ganze Zahl d > 0 und eine exakte Sequenz

{0} — 2% —T — F — {1}.

(v) T ist isomorph zu einer diskreten, kokompakten Untergruppe eines semidirekten Pro-
duktes R? x5 F, wobei F eine endliche Gruppe und 3 : F — GL(d,R) ein Gruppen-
homomorphismus ist.

Hierbei nennen wir eine Gruppe G kristallographisch vom Rang d, falls G eine diskrete und
kokompakte Untergruppe der Isometriegruppe des euklidischen Raumes R? ist.

Wir wollen jetzt die obigen Aquivalenzen auf Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriim-
mungsoperator erweitern.

Theorem 4.1.2. Fiir eine Gruppe I' sind die folgenden zwei Figenschaften dquivalent:

(1) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit nicht-
negativer Schnittkrimmung.

(ii) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit nicht-
negativem Krimmungsoperator.

Beweis. Da eine Mannigfaltigkeit mit nichtnegativem Kriimmungsoperator insbesondere
eine Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer Schnittkriimmung ist, ist die eine Richtung offen-
sichtlich.

Fiir die andere Richtung verwenden wir die gleiche Konstruktion, die Wilking verwendet,
um in die Implikation (v) = (i) zu beweisen. Sei I' isomorph zur Fundamental-
gruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit nichtnegativer Schnittkriimmung. Dann ist
nach [L.I.J] ' isomorph zu einer diskreten, kokompakten Untergruppe eines semidirekten
Produktes R? x4 F', wobei F' eine endliche Gruppe und 3 : F — GL(d,R) eine Darstellung
von F ist. Wir definieren ein Skalarprodukt g(-,-) auf R? so, dass 3 orthogonal ist, d.h. fiir
alle f € F giltg(6(f)(w), 8(f)(v)) = g(u,v). Dafiir setzen wir fiir alle u,v

g(u,v) ==Y (B(f) (), B(f)(v)).

fer
Weiter definieren wir eine Wirkung von I' auf R? durch

¢:T xR =R ((v, f),w) — B(f)(w) +v.
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Diese Wirkung ist offensichtlich isometrisch und eigentlich diskontinuierlich, da sich die
Wirkung als Hintereinanderausfiihrung von einer orthogonalen Abbildung und einer Trans-
lation schreiben lésst.

Fiir geniigend grofe [ existiert ein injektiver Homomorphismus h : F — SU(l). Wéh-
le dazu etwa [ := |F| und fasse F' als Untergruppe von S; auf. Weiter kann man S; in
O(l — 1) C SU(I) einbetten.

Da SU(l) eine kompakte Liegruppe ist, existiert eine biinvariante Metrik h darauf. Wir
definieren nun eine Wirkung von I' auf dem Riemannschen Produkt (SU(l) x R h + g)
durch

YT x (SU() x RY) — SU(I) x R, (v, f), (T, w)) = (h(f)T, B(f)(w) +v).

Diese Wirkung ist auch wieder isometrisch, da die Metrik auf SU([) biinvariant ist und die
Wirkung auf R? dieselbe wie oben ist. Weiter ist die Wirkung ¢ eigentlich diskontinuierlich
und folglich ist die Wirkung 1) auch eigentlich diskontinuierlich. Auferdem ist die Wirkung
¢ fixpunktfrei, da fiir ein Element aus I'\{e} entweder die Wirkung auf dem ersten oder
die auf dem zweiten Faktor nichttrivial ist.

Des Weiteren ist (SU(I) x R% h + g) eine zusammenhingende, einfach zusammenhiingen-
de Mannigfaltigkeit mit nichtnegativem Kriimmungsoperator und insbesondere auch mit
nichtnegativer Schnittkriimmung. Dann ist M := (SU(l) x R?)/T nach Lemma eine
Mannigfaltigkeit und I' ist isomorph zur Fundamentalgruppe M.

Da Gamma isometrisch auf (SU(I) x R%, h + g) wirkt, ist M, ausgestattet mit der Metrik
beziiglich der die Quotientenabbildung

7 (SU() x RY — M

zu einer Submersion wird, lokal isometrisch zu (SU(I) x R?). Somit hat M nichtnegativen
Krimmngsoperator. O]

4.2 Der Fall fast nichtnegativen Kriimmungsoperators

Fiir die Fundamentalgruppen von Mannigfaltigkeiten mit fast nichtnegativer Schnittkriim-
mung findet man im Artikel von Wilking folgendes

Theorem 4.2.1. Fir eine endlich erzeugte Gruppe I' sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:

(i) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer vollstindigen Mannigfaltigkeit mit posi-
tiver Ricci-Krimmung.

(i) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer vollstindigen Mannigfaltigkeit mit nicht-
negativer Ricci-Krimmung.

(7ii) Es existiert eine endliche Gruppe E, eine fast kristallographische Gruppe I1 und eine
exakte Sequenz
{1} - FE—T —T—{1}.
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(iv) Es ezistiert eine endliche Gruppe F, eine torsionsfreie, nilpotente Gruppe L und eine
exakte Sequenz
{1} - L —T — F — {1},

(v) T ist isomorph zu einer diskreten, kokompakten Untergruppe eines semidirekten Pro-
duktes N xp I, wobei N eine zusammenhdngende, einfach zusammenhdngende, nil-
potente Liegruppe, F' eine endliche Gruppe und 5 : F — Aut(N) ein Gruppenhomo-
morphismus ist.

(vi) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit fast
nichtnegativer Schnittkrimmung.

(vii) T ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit fast
nichtnegativer Ricci- Krimmunyg.

Wir bezeichnen hierbei eine diskrete und kokompakte Untergruppe eines semidirekten
Produktes N x K, wobei N eine zusammenhingende, einfach zusammenhéngende, d-
dimensionale, nilpotente Liegruppe und K eine kompakte Untergruppe der Automorphis-
mengruppe Aut(N) ist, als fast kristallogrphische Gruppe vom Rang d.

Wir werden jetzt das obige Theorem auf Mannigfaltigkeiten mit fast nichtnegativem Kriim-
mungsoperator verallgemeinern. Dazu benétigen wir vorab noch ein Lemma, mit dessen
Hilfe man auch die Implikationen (v) = (vi) und (v) = (vii) beweisen kannf]

Lemma 4.2.2. Sei F' eine endliche Gruppe und N eine zusammenhdngende, einfach zu-
sammenhdngende, nilpotente Liegruppe. Sei weiter f : F — Aut(N) ein Gruppenhomo-
morphismus und I1 C N xg F ein Gitter. Dann existiert eine Folge von linksinvarianten
Metriken (gx)aen auf N, die die folgenden Bedingungen erfillt:

(1) Die Wirkung von N xg F auf (N,gy), gegeben durch (g, f) @ h :== g - 5(f)(h), ist
isometrisch.

(ii) Der Durchmesser des Quotienten (N, gy)/Il ist nach oben beschrinkt.

(i) Fir die Schnittkrimmung von (N, gx) gilt —5 < secy < 3.

Beweis. Mit n sei die Liealgebra von N bezeichnet. Durch die Funktion

¢ F = Aut(n), f = (B(f))se
erhélt man eine Darstellung der endlichen Gruppe F' auf der Liealgebra n, d.h.

O(FF) = BU))we = (BU) 0 BU))se = (BUf))se © (BF))se-

Wir wéhlen ein geeignetes Skalarprodukt (-, -) auf n so, dass die obige Darstellung orthogo-
nal ist, d.h. ¢(f) = (5(f)))«e erhilt fiir alle f € F' das Skalarprodukt. Dazu geben wir uns
ein beliebiges Skalarprodukt (- -)g auf n vor und definieren durch die folgende Vorschrift
ein neues Skalarprodukt, das invariant unter der Darstellung von F' ist

(v,u) =Y (B(f)e(w), Bue(0))o:

fer

2 Siehe [Wi.
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Dieses Skalarprodukt setzen wir zu einer linksinvarianten Metrik auf N fort, die wir eben-
falls mit (-, ) bezeichnen.

Dann ist die Wirkung von N xz F' auf (N, (-,-)) isometrisch, da das Skalarprodukt so
gewéhlt wurde, dass B(f).. € O(n) und die Wirkung von N xz F auf N die Form

(9, f) o h=g-B(f)(h) = Ly(B(f)(h)) = (Lg 0 B(f))(h).

hat. Da N eine zusammenhéngende, nilpotente Liegruppe ist, ist auch die zugehorige Lie-
algebra nilpotent. Deswegen konnen wir die aufsteigende Zentralreihe von n betrachten:

{0} =190 C g1 C...Cgp=n.

Dazu definieren wir induktiv g;,; durch die Eigenschaft, dass die Liealgebra g;.1/g; das
Zentrum von n/g; ist.
Definiere jetzt paarweise (bzgl. (-, -)) orthogonale Vektorrdume Vi, ..., Vi C n durch

VieVe®d ..oV, =g,

indem man V; als das orthogonale Komplement bzgl. (-, -) von g;_; in g; definiert. Mit Hilfe
der Definition der g; und der Eigenschaft, dass alle 5(f).. Liealgebren-Homomorphismen
sind, folgt, dass jeder Teilraum V; invariant unter allen ¢(f) ist, d.h. fiir alle f € F gilt
O(FYV)B(f)se(V;) = Vi. Aus der Definition der aufsteigenden Zentralreihe folgt weiter

Vi,V;] C g;—1 fiir alle 4,7
Setze jetzt

i=1

k k
" (Z v ) wi) =Y N o w)
0

Dann gilt also fiir u,v € V;:

_ )\22(k7i)+1<

ga(u, v) u, v)

und fiir v € Vj,v € V; mit 1 # j gilt
gx(u,v) = 0.

Also gilt weiterhin V; L V; fiir ¢ # j. Beziiglich der, von dem modifizierten Skalarprodukt
(-, -) induzierten, linksinvarianten Metrik auf N, operiert N x4 F weiterhin isometrisch. Dies
folgt leicht aus der isometrischen Wirkung von N x5 F' auf N bzgl. (-,-) und der Invarianz
der V; unter allen ¢(f). Wir bezeichnen fiir alle i = 1, ..., k mit v; die Komponente von v,
die in V; liegt. Dann folgt aus der Definition der Metrik:

k
P@0) = 3 o)
=1

k
(k—1)
= E )\22 * i <’Ui, Ui>
=1

k

Z(Uiv Ui>

i=1

N

= (v,v).
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Da die Wirkung von N xg I isometrisch auf N ist, folgt
diam((N, g)/11) < diam((N, (-, -))/TD).

Sei {vijy, ..., vi;, } eine Orthonormalbasis von V; bzgl. (-,-). Dann ist

Vil . .
{W | 1= 1, ...,k,l = 1,,]1}

eine Orthonormalbasis von n beziiglich gy, da

va v} _ 1 (vit, v;7)

und
Vg YT 1
=0

Fiir alle ¢ < [ gilt [, vim] € gi—1 und damit folgt

(%7 Vim 2 1 1 9
)\22(k—i) ) )\22(k—l) )\22(k—i)+1 )\22(k—l)+1 H[Uij’ vlm]H)\
A

1

< WH[WWMHK
)\22(k—i+1)+1
< WH[%»UWW

= N [vig, vim][I*.
Mit der Formel fiir die Schnittkriimmung von Liegruppen mit linksinvarianter Metrik [A.7.]

folgt die Konvergenz des Betrags der Schnittkriimmung gegen Null fiir A — 0.
O

Aus der Aquivalenz fast nichtnegativ gekriimmt zu sein und fast nichtnegativen Kriim-
mungsoperator zu haben [3.1.7] erhélt man unmittelbar das folgende Korollar:

Korollar 4.2.3. Seien F' und N wie oben. Dann existiert eine Folge von linksinvarianten
Metriken (gx)uen auf N, die die Bedingungen (i) und (ii) des obigen Theorems erfiillen
und fir die zusdtzlich gilt:

Der Krimmungsoperator von (N, gy) erfullt —i < R, <

>\

Damit erhalt man das:

Theorem 4.2.4. Fliir eine endlich erzeugte Gruppe 11 sind die folgenden Aussagen dqui-
valent:
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(i) 11 ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit fast
nichtnegativer Schnittkrimmung,

(i) 11 ist isomorph zur Fundamentalgruppe einer kompakten Mannigfaltigkeit mit fast
nichinegativem Krimmungsoperator.

Beweis. Fiir die eine Implikation nehmen wir an, dass II isomorph zur Fundamentalgruppe
einer kompakten Mannigfaltigkeit M mit fast nichtnegativem Kriimmungsoperator sei.
Dann ist M insbesondere eine Mannigfaltigkeit mit fast nichtnegativer Schnittkriimmung
und damit folgt bereits (i).

Fiir die andere Implikation nutzen wir die Aquivalenz von (v) und (vi) aus dem vorherigen
Lemma. Wir konnen also annehmen, dass II isomorph zu einer diskreten, kokompakten
Untergruppe eines semidirekten Produktes N X3 F ist, wobei N eine zusammenhéngende,
einfach zusammenhéngende, nilpotente Liegruppe und F' eine endliche Gruppe und

B F — Aut(N) ein Gruppenhomomorphismus ist. Fiir geniigend grofes [ € N existiert,
wie im Beweis von ein Monomorphismus

h:F < SU(l).

Sei ¢ die biinvariante Metrik auf SU(!), die wir so wéhlen, dass diam(SU(l), g) = 1 erfiillt
ist. Definiere eine Gruppenwirkung von II auf dem Riemannschen Produkt
(N, gx) x (SU(I), g) durch

e I x ((N7g>\) X (SU(Z),Q)) - (Nag)\) X (SU(Z)vg)
((CL, b),(C, A)) = (aﬁ(b)(c)vh(a) A)

Diese Wirkung ist nach nach Lemma[£.2.5im Anschluss fixpunktfrei und eigentlich diskon-
tinuierlich. Damit ist der Quotient (M, g)) := ((IV, gx) < (SU(I), g)) /Il eine Mannigfaltigkeit
und II ist isomorph zur Fundamentalgruppe von (M, g)) nach da (N, gx) x (SU(1), g)
einfach zusammenh#ngend ist. Da die Gruppe kokompakt operiert, ist der Durchmesser
des Quotienten endlich und nach oben beschrankt durch eine Konstante unabhéngig von .
Nach Korollar ist auch der Kriimmungsoperator von (M, g)) nach unten beschrinkt,
da (M, gy) lokal isometrisch zu ((IV, gx) x (SU(1), g)) ist. Dies folgt aus der Eigenschaft,
dass die Gruppenwirkung isometrisch ist und der Quotient (M, g)) damit lokal isometrisch
zu ((N, gx) x (SU(1), g)) ist. Also erhélt man eine Mannigfaltigkeit mit fast nichtnegativem
Kriimmungsoperator, deren Fundamentalgruppe isomorph zu II ist. ]

Der Vollstdndigkeit halber fiihren wir noch das folgende Lemma an, das im vorigen Beweis
Verwendung findet.

Lemma 4.2.5. Unter den Voraussetzungen des vorangegangenen Satzes ist die Wirkung
aus dem obigen Beweis

p Il x (N x SU(l)) — N xSU(I)
((a,b,(c,A)) = (aﬁ(b)(c)ah(a)A)

fixpunktfrei und eigentlich diskontinuierlich.
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Beweis. Wir verwenden in diesem Beweis dieselben Bezeichnungen wie in den vorigen
Sétzen und Beweisen. Es sei II eine diskrete Untergruppe von N X F', wobei

B F — Aut(N) ein Gruppenhomomorphismus ist. Dann gilt insbesondere f(ep)(v) = v
fiir alle v € N.

Auberdem ist h : FF — SU(l) ein weiterer Gruppenhomomorphismus, der injektiv ist, da
h eine Einbettung ist. Also ist e ist die einzige Stelle, an der h(ep) = [; gilt und damit
h(er) - A= A fiir alle A € SU(I).

Seien jetzt (g, f) € Il und (v, A) € N x SU(I) mit der Eigenschaft, dass

(9, f) - (v, 4) = (v, A).

Dann folgt aus obigen Uberlegungen bereits f = ep. Weiter folgt

v=yg-B(f)v) =g-Bler)(v) =g-v

und damit g = ey, da N eine Gruppe ist. Also ist die Gruppenwirkung fixpunktfrei.
Da die Gruppenwirkung von II auf N eigentlich diskontinuierlich ist, existiert fiir jeden
Punkt x € N eine Umgebung U C N mit

UNn~y-U=10 firalle ~#epn.

Sei jetzt (v, A) € N x SU(L). Dann existiert eine offene Umgebung U C N von v mit
Un~-U = fiir alle v # eq.

Da F eine endliche Gruppe ist, ist h(F) C SU(Il) endlich und damit ist die Wirkung von
F auf SU(I) eigentlich diskontinuierlich. Folglich existiert fiir alle A € SU(I) eine offene
Umgebung W C SU(I) mit

Wna-W =0 firalle a#I,.

Definiere die Menge
UxW CN xSU(I).

Diese Menge ist offene Umgebung von (v, A) und es gilt
(UxW)N~vy-(UxW)=0 firalle ~ # eq.

Also ist die Wirkung eigentlich diskontinuierlich. O



Kapitel 5

Fast nichtnegativer
Krimmungsoperator auf Bindeln

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass der Totalraum eines Faserbiindelﬂ fast nichtne-
gativen Kriimmungsoperator zulédsst, falls der Basisraum dies tut und auf der Faser eine
unter der Strukturgruppe invariante Metrik mit positivem Kriimmungsoperator existiert.
Dazu nehmen wir fiir dieses Kapitel an, dass eine kompakte Mannigfaltigkeit E die Struktur

eines Faserbiindels
n:=(E,m, M, F)

zuldsst. Wir nehmen weiter an, dass der Basisraum M dieses Faserbiindels fast nichtne-
gativen Kriimmungsoperator hat, d.h. fiir alle ¢ > 0 existiert eine Metrik h. so, dass der
Kriimmungsoperator RM folgende Ungleichung erfiillt

RM(diam.(M))? > —¢, (5.1)

dass die Strukturgruppe G des Faserbiindels 7 eine kompakte Liegruppe ist und dass F'
eine G-invariante Metrik b mit positivem Kriimmungsoperator tragt.

5.1 Konstruktion der Metrik

Wir wollen jetzt eine Metrik g. auf E so konstruieren, dass £ die Ungleichung
RE(diam.(E))? > —¢
erfiillt. Dazu bendétigen wir zundchst noch einige Begriffe.

Definition 5.1.1. Sei 7 : E — M eine Submersion und sei V(E) = ker(dr) das vertikale
Biindel dieser Submersion. Wir nehmen an, dass H(E) ein Unterbiindel von TE so ist,
dass das Tangentialbiindel T'F sich als direkte Summe

TE = V(E) ® H(E)

schreiben lisst. Falls fiir alle Wege v in M und alle Punkte py € 7= 1(v(to)) ein horizontaler
Lift ¥ von v in E, d.h. fir alle ¢ gilt 7(3(t)) = v(¢) und 7/(t) € H(E)5(t), so existiert, dass
A(to) = po, dann heikt H(E) Ehresmann-Zusammenhanyg.

! Definition und grundlegende Begriffe iiber Faserbiindel findet man im Anhang[A.3

32
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Man kann zeigen, dass jedes Biindel einen Ehresmann-Zusammenhang tréigtﬂ

Satz 5.1.2. (Vilmg)

Sei & := (E, 7, M, F,Q) ein Biindel mit einem Ehresmann-Zusammenhang. Falls M und
F Riemannsche Metriken tragen und die Metrik auf F G-invariant ist, ezistiert auf E
eine Riemannsche Metrik, so dass m eine Riemannsche Submersion mit total geoddtischen
Fasern ist.

Da wir im Folgenden eine solche Zusammenhangsmetrik verwenden wollen, fiihren wir
hier noch eine kurze Anleitung zur Konstruktion an. Weil es auf ¢ einen Ehresmann-
Zusammenhang gibt, zerfillt das Tangentialbiindel von F in die direkte Summe

TE = V(F) & H(E). Wir definieren die Metrik so, dass diese Zerlegung orthogonal ist.
Sei p € E ein beliebiger Punkt und (U,, ¢,) eine Biindelkarte um p. Definiere fiir alle
X, Y € H(E), und U,V € V(E),:

gp(X,Y) = (h+b)p(X,Y) i= grp) ((dm)p(X), (dm), (V)
g V) = (B4 ), (U, V) := hg ) ((dda)p(U), (d)p(V))
g6p(X,U) = (h+10),(X,U) :=0.

Hierbei ist ¢, = ¢, die zweite Komponentenfunktion von ¢,. Diese Definition ist wohl-
definiert, d.h. unabhingig von der gewihlten Biindelkarte, da fiir zwei beliebige Karten
(Ua, o) und (Ug, ¢3) aufgrund der G-Invarianz der Metrik auf F' gilt:

Osap ((APap)p(U), (dPap)p(V)) = by, ((dPpp)p(U), (ddpp)p(V)) -

Um jetzt auf E eine Metrik g zu definieren, die die Gleichung (5.1)) erfiillt, skalieren wir
die Metrik entlang der Faser F' mit einer von € abhéngigen, positiven rellen Zahl §:

s = he + 82D,

Durch diese Skalierung ist der Durchmesser der Mannigfaltigkeit (E, g.s) nach oben be-
schriankt durch den Durchmesser der kompakten Mannigfaltigkeit (E, g.1).

Im Laufe des Beweises verwenden wir in erster Linie die Formeln von O’Neill (|[O’N] und An-
hang, die das Verhalten der Kriimmungstensoren bei Riemannschen Submersionen be-
schreiben. Wir werden zuerst Zusammenhénge zwischen den Levi-Civita-Zusammenhéngen
Ve von (E, g.s5) und Ve := Ve von (F,g.;) und damit zwischen den zugehérigen Fun-
damentaltensoren bzgl. dieser beiden Metriken herleiten. Dabei verwenden wir den (2, 1)-
Tensor A von O’Neill]

Die im Folgenden aufgelisteten Eigenschaften der Metrik und des dadurch definierten Zu-
sammenhangs wurden bereits in [FuYa| verwendet.

Generalvoraussetzung 5.1.3. Im Laufe dieses Kapitels bezeichnen wir mit X,Y, Z, 7’
horizontale und mit U, V, W, W’ vertikale Vektoren, bzw. Vektorfelder.

2 Siehe [koMiSl] Seite 81.
3 Siehe [Vi],[Be]
4 Siehe
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Lemma 5.1.4. Fir die oben konstruierte Metrik gelten folgende Zusammenhdnge zwischen
den kovarianten Ableitungen:

(i) VY = V5Y und ALY = A5Y
(ii) VW = VW,
(iii) AV = %A%V,
(iv) (VRV)Y = (V§V)Y = [X, V],
(v) (VPX)" = 82 (V5X)™.
Beweis. Mit Hilfe der Koszul-Formel fiir den Levi-Civita-Zusammenhang gilt:

20:5(VRY, Z) = X(9:5(Y,2)) + Y (9:5(Z, X)) — Z(ges(X,Y))
+9:5([X, Y], Z) — g=5([Y, Z], X) + g-6([Z, X1, Y)
= X(.(Y,2)) +Y(9:(2, X)) — Z(9-(X,Y))
+9:([X, Y], Z) — g-([Y, 2], X) + 9-([Z, X],Y)
29:(VXY, 2)
29.5(VLY, Z)

und ebenso
20:5(VXY,U) = X(g:5(Y,U)) + Y (95(U, X)) — Ulges(X,Y))
=0 =0 =0
+956([X7 Y]a U) - gs&([yv U]a X) + 955([(], X]a Y)
V %
(S

= 0g.([X,Y],U)
= S {X(9-(Y,U)) + Y (9:(U, X)) = U(9:(X,Y))
+9:([X, Y], U) = g([Y, U], X) + g([U, X], Y)}
20%g.(V%Y, U)
2g575<V§(Y, U)
Damit folgt VY = V5Y. Aus der Definition des Fundamentaltensors A folgt weiter
ARY = ALY
Die anderen Beweise folgen aus analogen Rechnungen.

In (iv) ist dariiber hinaus zu zeigen, dass (V5 V)Y = [X,V]. Da [X, V] vertikal und der
Levi-Civita- Zusammenhang torsionsfrei ist, folgt

(X, V] = [X, V] = (VXV)" = (Vi X)Y = (VX V)",

wobei die letzte Gleichheit aus der Eigenschaft folgt, dass der Fundamentaltensor 1" ver-
schwindet. O

Damit erhalt man:
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Lemma 5.1.5. Es gelten folgende Eigenschaften:
(i) VP(ARY) =V (AXY),
(ii) (Vi (AXY), W)es = 5(VH[X, Y]V, W),
(iii) (VL ARy Z, L) s = 63 (V5 A®)y Z, L), fiir alle Vektoren L.
Beweis. (i) Folgt unmittelbar aus (i) und (ii) von Lemma[5.1.4]
(ii) Aus der Eigenschaft von A folgt:

(Vo (AXY), W) = (V5 (5X V1), W)
S(TEX V), W)
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(iii) Aus der Definition fiir die kovariante Ableitung von Tensoren mit Lemma [.1.4] (i)

folgt:
(VRA®WZ = VRAAPZ) - ARy Z — AP (VR Z)
= VR(AV2) — ARy Z — AP (V5 Z)
= P(VR(AF2)" + (Vi (432))”
— Ay = AlvirvZ
——
AP (VX2 = AP (V5 2)”
= P(V(AV2)" + (Vi (432))”
—Afsv)Z
AV (VR Z) = 2 A (Vi Z)Y

Damit folgt die Behauptung aus der Definition der Metrik.

Im Folgenden verwenden wir die Schreibweisen:
<'7'>E5 :gsé('7')7 <'7'>6 :gal('a')v

und

X2 = 92X, X),  VI* =b(z(V),7(V)).

Aus den obigen beiden Lemmata in Verbindung mit den O’Neill-Formeln folgt der folgende

Satz 5.1.6.

(i) Res(X.Y.2,2') = RY (dn(X),dn(Y), dn(Z), dn(Z"))
FR{-2ARY A2, (AR Z A2 — (A5 2,A52).),
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(ii) Res(U,V,W,W') = 62RE (U, V, W, W"),
(iii) Res(X,V.V.X) = &*| AV,

(v) Res(X,Y,Z, V) =§*((VLA ) xY, V). = *R.(X,Y, Z, V),

(UZ) Raé X, Yva Vva W) = % <v%/[Xa Y}V7 W)e - <v%/[X, Y]V’ V>5}
+ 4 {(Ang(V)Yv W>€ + (A}(A{;V), W>6 - <AZ:A§(W)Y7 V>€ - <A§((A§/W)7 V>s}
+ 0 {(ASV, AR W) — (AW, AR V).

(
(
(iv) Res(U,V,W,X) =0,
5
(

(vii) Res(X, V.Y, W) = S(T5[X, Y], W) = 0t {{Ay )Y, W)e + (A5 (A51), V). |
+ 0 ALV, AT W)...
Beweis. Es gelten folgende Rechnungen:
(i)
Rs(X,Y,2,Z") = RINdn(X).dn(y),dn(Z),dn(Z'))
+67 {—2(AY, AP Z ) s + (AR Z, AP 2 ) es — (AP Z, AR Z ) o5 }
= RY(dn(X),dn(y),dn(Z),dn(Z"))
+02 {—2(A5Y, A Z ) os + (A Z, AS 2" es — (A5 Z, A% Z) o5}
= RY(dn(X),dn(y),dn(Z),dr(Z"))
+02{—2(ASY, A Z)) e +{ASZ, A7) — (ASZ, A Z)). Y

(i)
Res(U, V,W,W') = RE(U,V,W,W') = 6 RI(U,V,W,W'),
(iii)
Rs(X, V.V, X) = [|AQV% = 0*|| A% AV

E?—L
= ARV,

(iv) Res(U,V,W,X) =0,
(v)

Rs(X,Y,Z,V) = ((VZA)xY,V).s
S 52((VE,A°) kY, V).
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(vi) Zunichst gilt folgende Gleichheit:

(VEAD Y, W)es = (VR(ALY), W) — <A?%§X)Y, W)es
—(AR(VPY), W)
<v%/(AA€X'Y)’ W>55 - 52 <A(EV§/X)HY’ W>55
—0* (A (VYY) W)es — (AR(VPY), W)
H
€

62<v<‘€/(A,€X'Y)7 W>€ o 54<A?V§/X)HY7 W>€
—0HAL (VR Y)W,
& € €
= 5<VV[X7 Y]Va W>8 - 54<A(V§/X)HY7 W>5

— AL (VEY)H ).

g
—
o
=

Weiter gilt
(ARV, AP W )5 = 61(AXV, AL W)..

Zusammen mit den O’Neill-Formeln erhilt man die Behauptung.

(vii) Mit &dhnlichen Rechnungen wie in (vi) beweist man die Behauptung (vii).

5.2 Berechnung des Kriimmungsoperators

In diesem Unterkapitel werden die Eigenwerte des Kriimmungsoperators von E beziiglich
der vorher definierten Metrik abgeschétzt. Dies erfolgt in dhnlicher Art und Weise wie in
|[FuYal].

Wir wihlen beziiglich der Metrik g eine Orthonormalbasis (e;);<n, von T,M so, dass
(€1, ...,em,) eine Basis von #H, und (€;1,...,e,) eine Basis von V), ist. Dann ist fiir alle
6 >0 (er,...,em, ™=, .. %) eine Orthonormalbasis beziiglich der Metrik ges und damit
bildet fiir alle § > 0

. . [ €; [
{(EN€)icj} = {(ei N €5)icj<m, (€ A g])i<m<ja (g A g])m<i<a‘}

eine Orthonormalbasis von A, (7, M) beziiglich der Metrik ((-, -))cs. Ein beliebiger Bivektor
w lasst sich fiir ein 0 > 0 wie folgt darstellen:

W = wa(e}/\éj)

1<J
Gj €; Gj
= Z wijei/\ej—i- Z wijei/\g—.— Z wmg/\g
1<j<m i<m<j m<i<j

Generalvoraussetzung 5.2.1. Wir konnen annehmen, dass w normiert ist, d.h. |w|| = 1.
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Damit gilt

<<R55(W)7W>>eé = <<Pcs5 <Z Wi €; N €j> 7Zwkl€vk A él>>

= E wijwii Res (€;, €5, €1, €1)
(i<4).
(k<)
(& GJ 6[ €L

— Z wijwr Res (€, €5, €1, ex) + Z w”wklREa((S 56" 5>

(i<j<m), (m<i<yj),
(E<i<m) (m<k<l)
N o >
vV Vo
::pE6 ::qaé
s v v » € €L
+ E wijwii Res (€:, €5, €1, €1) + E wijwi Res (62',63'75,7)
(i<m<j)V (i<j<m),
(k<m<l) (m<k<l)
NS ~ g NS ~ g
—red —.g/€d
€ €5
+ g WijwklReé (g;g;el,ek)
(m<i<j),
(k<I<m)
~~ >
—.g/'ed

Um die einzelnen Terme abzuschétzen, verwenden wir folgende von ¢ abhédngige Konstan-
ten:

Ci(e) = sup{[[ASY [ [ I X]le = [IY]}e = 1},
Cy(e) = sup{[[AX VI [ [ Xl = [V = 1},

Mit diesen Konstanten erhélt man analog zu |[FuYa| folgende Abschitzungen:

Satz 5.2.2.

(i) Rs(X,Y, Z,7") > —RM(dn(X),dr(Y),dr(Z),dr(Z")) — 462C1(g)?,

(it) Res (X,Y,Z,%) > —6C;5(e),

(i) Bes (4, %, %, 5) = LRI(U,V, W, W),

(iv) Res (X, Y, 55, %) = 5 LV XY, W) — (Vi [X, Y]V, V). }
—2520( )(2C1(e) + Ca(e ))

(v) Res (X, %Y, %) > H(VS[X, Y], W), — 26°Cs(e)(2C1 (€) + Ca(e)).

Um die Summen iiber die w;; abzuschitzen, verwenden wir folgende Ungleichung:
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Z Wi Wi < X0 |wijlwnl

i<jk<l ((fjl))’
_ (2 |wz-j|) (z |wm|)
i<j k<l
2

= | 2 |wil
1<)
<1

Nun kann man den Summanden p¥ wie folgt abschitzen:

Lemma 5.2.3. FEs gilt
P72 (RY (@), @) — 46°C1(e)* N[l (wiy) 3,
wobei wir fur alle i < m definieren

GNZ‘ = dw(ei) und W= Z Wi € N €j.

1<j<m
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Beweis. Mit Hilfe der vorher aufgefiihrten Ungleichungen erhilt man folgende Rechnung

d
P = E wijwi Res (€, €5, €1, ex)

(i<j<m),
(k<i<m)

= Z wijw { RY (dr(e;), dm(e;), dm(er), d(er))

(i<j<m),
(k<I<m)

+62 {_2<Aei€ja Aelek> + <Aeiel7 Ae]-ek> - <Aej€la Aei6k> }}

P Z wijwr RY (€1, €5, 61, €)
(i<j<m),
(k<I<m)
=6 Y Jwijllwnl {20 A eillIl Acenll + 1 Aceill| Aeyenll + | Aes el | Ac,en | }
(i<j<m),
(k<l<m)
> wwRM (6. 6. 6.6.) — 4520, ()2 iy
= Z Wi Wi L1, (ezaejaelyek) 1(6) Z |w1]||wkl|
(i<j<m), (i<j<m),
(k<l<m) (k<l<m)
= ((RM(@),@)). —46°Ca(e)* D |wijllwn]
(i<j<m),
(k<l<m)
> <(Ré\4(dj), QY — 406%C1(g)* M.
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Der Summand ¢* berechnet sich, indem man den Vertikalraum mit dem Tangentialraum
der Faser identifiziert. Wir fassen dabei die vertikalen Vektoren e; als Vektoren an die
Mannigfaltigkeit F' auf und schreiben dafiir ¢; und dementsprechend auch

W= ) cicj Wigi N €5

Lemma 5.2.4. Es gilt

1
ed Frs s~ 5 5
=5 E wijwi RZ (€, €5, €1, €).
(m<i<yj),

(m<k<l)

Beweis. Fiir q gelten die folgenden Ungleichungen:

qa(5 _ Z wijwklReé <%7 %’ %’ %C)

(m<i<j),
(m<k<l)

1
_ Fls + = ~
= E 5_2wijwklR5 (€i, €5, e, €
(m<i<),
(m<hd)

1
F/— - _ _
= 5 E wijwr RZ (€, €5, €1, €x)
(m<i<yj),
(m<k<l)

Lemma 5.2.5. Fir den Summanden r°° gilt die folgende Abschitzung
0 > =6 [20Cs(e) + 6Ca(e){2C1 () + Ca(e) Y M)
1
—5 Z wz’jwk1<v‘;[€i>€k]v>€l>e-

(i<m<j),
(k<m<1)
Beweis. Den Summanden 7% kann man aufgrund der Blocksymmetrie des Kriimmungsten-
sors und der Schiefsymmetrie in den vorderen und hinteren beiden Eintragen noch weiter
zerlegen in:

wijwii Res (€5, €5, €1, €x)

Tsd — E

(i<m<j)V(k<m<l)

€; €]
J
E wijwii s <€i,g>g,€k>

(ism<j),

(k<m<1)
N

J/

—ugd

€, €; € €L
_ j j
= 2 E wijwr Res <€i, 50 6k> + E wijwii Les <€i7 3335
(i<m<j), (i<m<j),
(k<l<m) (m<k<i)
N ~~ N g
=:t€d =l
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Nach Satz ist v°® = 0. Die anderen Summanden lassen sich mit Hilfe der Blocksym-
metrie von R wie folgt abschétzen:

tE(S _

=

=

e.
J
E Wijwr Res <€i> 3506 €k)

(i<m<j),
(k<l<m)
Z Wijwkl(SRs(eiu €5, €1, er)
(i<m<j),
(k<l<m)
) Z wijwr Re (e, ex, €, €5)
(i<m<j),
(k<I<m)
—C5(e)d Z |wij| [wra]
(i<m<j),
(k<l<m)
—5C5(2) A

und fiir die Abschitzung des Summanden u*° bendtigt man noch folgende Ungleichungen,
die man erhélt, da AxY vertikal und AxV horizontal ist. Fiir normale Vektoren X, Y, V. W
gilt nach Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

(A V. W) < 1A YW < Ci(e)Cale)

und

(A5 (A V), W)

Damit folgt:

€

< AR (ASV)WI < Ci(e)Cale).
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e; e
ed J l
u’ = E wijwi Res <€¢7 33 €k>

(ism<j),
(k<m<I)

€; €]
j
= - E wijwii Res <€i,g,€k5>

(i<m<j),
(k<m<l)

Z v @
- Wi Wel < TJ [627 ek] y g>
€

(i<m<y),
(k<m<l)

- Y wywnd® { 2(AC €5, ACer)e = (Alag o)) €k €1)e — <A§i(Aik€j)>GZ>s}
(i<m<y),
(Ic<m<l)

v
=z —= g wijwr (V Gz,ek] ,€l)e

(l<m<7)
(k<m<I)

—6% > Jwillwn|Ca(£){2C1 (g) + Cale)}
(ism<j),
(k<m<l)

= 75 Z wzjwkl ezaek]v7el>5

(2<m<a)
(k<m<l)

—52Cy(){2C (€) + Cy(e)} > |wij || wh |

(1<m<j),(k<m<l)

> - Z wijwit (VE [e:,ex]”, e1)e — 6°Ca(£){2C1 (€) + Cale) .

(z<m<])
(k<m<1)

)

Letztlich kann man den Summanden r*° wie folgt abschétzen:

7,55 — 2t65+u66
1
> 20036 — > wiwn(VE [ei exl” er)e
(ism<j),
(k<m<I)

+62Co(){201 () + Ca(g) I
—5 2AnC5(e) + 0C2(e){2C1 (€) + Ca(e) }An]
—— Z Wi Wi ( 2 el,ek]v,eﬂa.

(z<m<])
(k<m<1)

WV

]

Aufgrund der Symmetrien des Kriimmungstensors gilt s/ = 5" und man erhilt fiir den

Summanden s folgende Ungleichung:



KAPITEL 5. FAST NNEG. KRUMMUNGSOPERATOR AUF BUNDELN 43

Lemma 5.2.6. Es gilt

3/65 2 Z Wzgwkl { eza ej , € >€ - <vzk [eia 6j]vy €l>e}

(7,<j>m)
(m<k<l)

—2(5202(8) {201 (8) + CQ(E)} )‘n

Bewezs.
5 €1 €k
8/6 = Z WijwklRa6 (6,’, €j, g, F>
(i<j<m),
(m<k<l)
1
= ) wijwk [5 (Ve e eV en)e — (VE, [eires]” )}
(i<j<m),
(m<k<i)
+52{(A e A ex) — (A;ek,A;el>€}
—0 (A e s nde + (A2 (AL ), en)e = (Afge o5 e — (AL (A2 ex), e }]
1
= ) Z wijww {(VE leis 5], en)e — (Ve [ei, e5]s en)e }
(i<jsm),
(m<k<l)
=67 ) Jwillww[2Ca(e){2C1 () + Ca(e)}
(i<jsm),
(m<k<l)
2 Z Wi Wl { 61, 6] , € >€ - <vik [62', ej}va el>s}
(i<j<m),
(m<k<l)
2201 + GO} Yl
(i<j<m),
(m<k<l)
Z > wiwn {(Ve e ], ex)e — (Ve [enes]”, er)e}
(i<j<m),
(m<k<l)

—282Cy(g) {201 () + Ca(e)} M.
[

Da wir die Metrik g. auf M so gewéhlt haben, dass (5.1]) erfiillt ist, erhdlt man mit Hilfe
der vorigen Lemmata die folgende Ungleichung:
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Satz 5.2.7. Es qilt

A

<<R55 (Ld) ) w>>56

paé + qaé + 7“85 + 28/56
—e||@||* — 46%C1(e)* N\,
—5)\n [2)\203<€) — (5C2(8){201(€) + CQ(E)}]
—452>\n02(€){201(5) + 02(8)}
1
+§ Z WijWklRf(éi,éj,él,eik)

(m<i<j),
(m<k<l)

+_ Z wz]wkl{ ezaej 7k>s_<vik[e’ia€j]vael>5}

<1<a<m>
(m<k<l)

E \v&d v
- A wzywkl e; elaek] 7el>€‘

('L<m<])
(k<m<l)

\%

O

Die fiir weitere Abschiatzungen kritischen letzten drei Summanden fassen wir zu einem
Ausdruck zusammen, den wir im weiteren Verlauf ndher untersuchen werden.

1
[jp— F 2} 5 o, >
D,y = 52 g Wz’jwkle (ei7 €5, €, ek)
(m<i<j),
(m<k<l)

+_ Z wl]wk‘l { 617 ej ) k>€ - <Vik [6i7 ej]vy €l>8}

(1<]<m)
(m<k<l)

G Z wz]wkl el7ek]v7el>5'

(7,<'m<])
(k<m<1)

Der erste Summand von D.s entspricht dem Kriimmungsoperator der Faser F.

F/r— - - - — _
g wijwi RZ (6, €5, €1, €,) = E wjjwir (( R (€ N€j), ex Nep))
(m<i<j), (m<i<yj),
(m<k<l) (m<k<l)
F
= 5 R E w;j€ N €5), E W€k N €1))
m<i<j m<k<l

1 ~p . _
= 5_2<<R5 (CL)),CU>>,

wobei wir wie in den vorigen Rechnungen auch @ := Zm<l<j w;;€; A €; definiert haben.
Damit erhilt D.s folgende Gestalt:
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+_ Z wijwi { (Ve [ei €517, en)e — (V2 [ei €], €)e }
(i<j<m),
('m<k<l)
\V3 1%
) Z wmwkl ej e’wek] 7€l>5'
('L<'m<])
(k<m<l)

Falls man jetzt voraussetzt, dass der Kriimmungsoperator der Faser F' positiv ist, d.h.
RF > 0, so kann man 4§ so grofs wéhlen, dass bzgl. der Metrik g.s auf E der Kriim-
mungsoperator bei beschrdnktem Durchmesser RM > _¢ erfiillt. Wir haben also folgendes
Theorem bewiesen:

Theorem 5.2.8. Sei E eine kompakte Mannigfaltigkeit, die die Struktur eines Faserbiin-
dels (E,m, M, F) mit kompakter Liegruppe G als Strukturgruppe trigt. Falls der Basisraum
M fast nichtnegativen Krimmungsoperator zuldsst und die Faser F' eine G-invariante Me-
trik mit positivem Kriimmungsoperator besitzt, so trigt der Totalraum E fast nichtnegativen
Krimmungsoperator.

Im Resultat von Fukaya und Yamaguchi (Theorem fiir fast nichtnegative Schnitt-
kriimmung auf Faserbiindel fordert man nur nichtnegative und nicht positive Schnittkriim-
mung auf der Faser. Mit den hier vorgestellten Rechnungen kann man die Voraussetzun-
gen von Theorem [5.2.8] aber nicht von positivem zu nichtnegativem Kriimmungsoperator
abschwéchen. Dies liegt vor allem an der Gestalt des Terms D.5. Da es aber keinerlei Ob-
struktionen oder Gegenbeispiele gibt, liegt die Vermutung nahe, dass man ebenso wie bei
Fukaya und Yamaguchi die Voraussetzungen abschwichen kann und nur nichtnegativen
Kriimmungsoperator auf der Faser voraussetzen muss:

Vermutung 5.2.9. Sei E eine kompakte Mannigfaltigkeit, die die Struktur eines Fa-
serbiindels (E, 7, M, F') mit kompakter Liegruppe G als Strukturgruppe triagt. Falls der
Basisraum M fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zuldsst und die Faser F' eine G-
invariante Metrik mit nichtnegativem Kriimmungsoperator besitzt, so triagt der Totalraum
E fast nichtnegativen Kriimmungsoperator.

Wir werden in den folgenden Unterkapiteln noch zwei Spezialfille betrachten, in denen der
Term D.s eine einfachere Gestalt hat und man deswegen schwichere Voraussetzungen an
den Kriimmungsoperator der Faser zu stellen braucht.

5.2.1 Der Fall von Prinzipalbiindeln

Sein = (E,m, M,G) ein Prinzipalbﬁndeﬂ mit kompakter Liegruppe G. Wir nehmen wieder
an, dass M fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zulésst, d.h. dass fiir alle € > 0 eine
Metrik g. auf M so existiert, dass gilt

R (diam.(M))? > —¢.

5 Definition siche Kapitel
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Des Weiteren existiert auf G eine biinvariante Metrik b, da G kompakt ist.

Man kann in einem Prinzipalbiindel den Vertikalraum mit der Liealgebra der Faser iden-
tifizieren und erhélt so eine etwas andere Gestalt fiir den Term D5 als fiir gewohnliche
Faserbiindel.

Definition 5.2.10. Falls eine Liegruppe G von links auf einer glatten Mannigfaltigkeit M
operiert und V' € g ein Vektor in der Liealgebra von G ist, so heifst das durch

V*(p) == %hg(exp(—ﬂ/) P

definierte Vektorfeld, das von V' induzierte Fundamentalvektorfeld auf M.

Wir benotigen noch weiter einen Ehresmann-Zusammenhang, der G-invariant ist, d.h. fiir
den fiir alle p € E, g € G gilt:
Epg = (Rg)*(V(E)p)-

Hier bezeichnen wir mit R, die Rechtswirkung der Liegruppe G auf dem Totalraum F.
Zu diesem Zusammenhang definiert man die Zusammenhangsform v € Ql(E)El durch die
Forderung, dass 7, jedes X € T,E auf das eindeutige A € g abbildet, so dass das von
A erzeugte Fundamentalvektorfeld auf E die vertikale Komponente von X istﬂ. Fiir die
Zusammenhangsform 7 gilt also:

Bemerkung 5.2.11. (i) Fir alle Vektoren X gilt 7(X) = 0 genau dann, wenn X hori-
zontal ist.

(ii) Fir alle A € g gilt T(A*) = A.

Mit Hilfe der Zusammenhangsform 7 definiert man jetzt analog zum Beginn des Kapitels
eine Zusammenhangsmetrik g.; auf E, wobei die Metrik auf dem Vertikalraum folgende
Gestalt hat:

95U, V) := 8%b(r(U), 7(V)).

Im Verlaufe dieses Unterkapitels verwenden wir dieselben Bezeichnungen wie im vorheri-
gen. Mit dieser Identifikation kann man die Gleichung (ii) aus Lemma noch weiter
umformen:

Lemma 5.2.12. FEs gilt

(VE(AY), W) = S(THLX VIV, Wiy = =X, V], [V W]

Beweis. Das erste Gleichheitszeichen wurde bereits in Lemma [B.1.05 bewiesen. Aus der
Formel fiir den Levi-Civita-Zusammenhang einer Liegruppe mit biinvarianter Metrik und
der Schiefsymmetrie der Wirkung von ady folgt:

LX) = (VXYL W

- _}qu, YV [V, W])es
_ _}qu, Y1, [V, W1)es.

6 Mit Q!(F) bezeichnen wir die 1-Formen auf E.
T Vergleiche [KoNo].
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Mit Hilfe dieser Gleichung erhilt die Abschitzung fiir die Eigenwerte des Kriimmungsope-
rators aus Satz die folgende Gestalt:

~

<<R€5(a}), W>>56 — paé + qsd + 7,65 + 28/&5
> —e||@|? - 462Cy(e)*A,
_5)\71 [2)\203(6) — (502(6){201 (8) + CQ(E)H
—452)\n02(8>{201 (6) + 02(6)}

1
F/— - _ _
+5—2 E wijwa Rz (€, €5, €1, €x)
(m<i<j),
(m<k<l)

QR Z Wzywkl{ el’ej 6[,6k]> <[6i’ej]v’[6k7el]>5}

(1<}<m)
(m<k<l)

Z wl_]wk‘l el7ek]v7 [6]’,61]>5.

(7,<m<]
(k<m<i)

Demnach besitzt der Term D.5 folgende Gestalt:

1
Lp— F 2} 5 o >
D, = 5 E wijwu R (€, €5, €1, €x)
(m<i<j),
(m<k<l)

— Z w”wkl{ 6276] elaek]> <[ei7€j}v’[ek‘7€l}>5}

(z<]<m)
(m<k<l)

1
+§ Z wijwkl<[€iaek]va[ejaelDE'

(i<m<j),
(k<m<l)

Durch Vertauschen der Indizes kann man den zweiten und dritten Summanden von D.s
wie folgt umformen:

Lemma 5.2.13. Es gilt folgende Gleichheit:

— Z w”wm{ 6276] ler exl)e — ([eiaej}v7[€kvel]>a}

(1<J<m)
(m<k<l)

+ Z wmwkl el? ek]v7 [eja el]>s

(7,<m<]
(k<m<i)

1 1 1
= Z {gwijwkl + Zwikwjl — gwjkwil} ([es, €j]V, lex el)-
i:ii?z))’

Beweis. Mit der Schiefsymmetrie der Lieklammer erhdlt man:

Y Z wzjwkl{ 6“63 e ex])e — <[€¢,6J lex, ei]) }— Z szwkl<[ez7€j]v[ekael]>-
<z<J<m) (z<y<m>
(m<k<l) (m<k<l)
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Den zweiten Summanden kann man durch Vertauschen der Indizes wie folgt umformen:

> wiwnles ex)lej @)

(i<m<j),
(k<m<l)

= Z wijwi (e, ek]v[ejv el])

(i<k<m<j<l)

+ Z wijwkzq% ek]v[ej7 el]>

(i<k<m<I<j)

+ > wywllener] e el)

(k<ism<j<l)

+ > wywnllen e e e)

(k<i<m<I<yj)

= Z {2wijwi — wirwj — wijwir t ([es, er)”, lej, el])
(i<ksm<j<l)

= Z {2wipwji — wijwi — wirwi } {[ei, €517, [ex, e1])-
(i<j<m<k<l)

Insgesamt erhilt man damit die gewiinschte Formel.

% Z ijwkl { e’w 6] ) k‘>6 - <vzk [ei; ej]va el>5}

(i<j<m),
(m<k<l)
. Z wz]wkl elaek}v76l>s
(1<m<])
(k<m<l1)
1 1 1
= Z {gwijwkl + Pl gwjkwil} ([ei, 5], [ex, e])-
(i<j<m),
(m<k<l)
]
Fiir ein Prinzipalbiindel hat D.s damit folgende Gestalt:
1
D.s = 152 Z wiwri(le: €], [er, ex])
(m<i<j),
(m<k<l)
1 1 y
+ sz) wl]wkl+ 4wzkwjl 8wjkwu ([es, €517, lex, el)-
(mik<l)

Damit verschwindet D.;, falls alle auftretenden Kommutatoren verschwinden. Insbesondere
also, falls die Liealgebra abelsch ist. Folglich erhélt man das Theorem:

Theorem 5.2.14. Sei E eine kompakte Mannigfaltigkeit, die die Struktur eines Prinzipal-
biindels (E,m, M,G) mit einer kompakten abelschen Liegruppe G als Strukturgruppe und
Faser trigt. Falls der Basisraum M fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zuldsst, so
lasst der Totalraum E fast nichtnegativen Krimmungsoperator zu.

O
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5.2.2 Der Fall reinen Kriimmungsoperators

Wir nehmen wieder an, dass eine kompakte Mannigfaltigkeit £ die Struktur eines Faser-
biindels
n:=(E,m,MF)

mit kompakter Liegruppe G als Strukturgruppe zulésst. Unter gewissen zusétzlichen Vor-
aussetzungen an den Kriimmungsoperator von M und F'erhélt man ein &hnliches Resultat

wie in Theorem £.2.8

(a) Wir nehmen an, dass der Basisraum M dieses Faserbiindels fast nichtnegativen Kriim-
mungsoperator zu ldsst und dass der Kriimmungsoperator beziiglich der Metriken h.
diagonalisierbar ist durch eine Basis (e; A €;)i<j<m, die von einer Orthonormalbasis
(€;)i<m des Tangentialraums an M erzeugt wird.

(b) Wir nehmen weiter an, dass die Faser des Biindels F' eine G-invariante Metrik b mit
reinem, nichtnegativem Kriimmungsoperator trigt.

Jetzt kann man das folgende Resultat beweisen.

Theorem 5.2.15. Sei E eine kompakte Mannigfaltigkeit, die die Struktur eines Faserbiin-
dels (E, 7, M, F') mit einer kompakten abelschen Liegruppe G als Strukturgruppe tragt. Wir
nehmen weiter an, dass fiir den Basisraum und die Faser die beiden Eigenschaften (a) und
(b) gelten. Dann lisst der Totalraum E fast nichtnegativen Krimmungsoperator zu.

Beweis. Fiir ein beliebiges ¢ wihlen wir die Metrik h. auf M, so dass
RM(diam.(M))? > —e.

Fiir jedes beliebige 6 > 0 definieren wir wie im Laufe des Kapitels die Zusammenhangsme-
trik
ge := h. + b.

Da M und F' beziiglich der gewahlten Metriken reinen Kriimmungsoperator haben, gilt
dies auch fiir E beziiglich der Zusammenhangsmetrik g.. Mit Hilfe der Orthonormalbasen
(€;)icm und (€;)m<icn der Tangentialriume von M und F, die die Kriimmungsoperatoren
diagonalisieren, kann man jeden beliebigen Bivektor w aus A,(7,E) darstellen:

W = E Wi €4 A €.
<j<n

Wir verwenden in den kommenden Rechnungen die gleichen Konstanten wie im Laufe des
Kapitels und erhlten mit Hilfe der O’Neill-Formeln und analog zu den obigen Rechnungen
die folgenden Ungleichungen:
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WV

Y whRE(@ A G, énép)

i<j
i<j
> WiRE(G ¢ 65,6) + Y wiRE(6;,65,65,6)
1<j<m <Km<j
+ Y wiRM(6;,65,65,6)
m<i<j
Z w2 RM( (€ €5, €5, €) —46%C1 (e)* M\
2<_7<m
+ > WiV, e el €5)e — 5°Ca(){2C1(2) + Cale) }An
z<m<] -0

+— Z wi; R (ei,¢5,¢5,¢;)
m<i<j
(R, 2)) — 40°Cr() A
—5202(6){201(€> + 02(5)})\n
1 A

Unter den obigen Voraussetzungen an die Kriimmungsoperatoren der Faser und des Basis-
raums erhilt man die folgende Ungleichung:

((R*(w),

w))

I
> —ellwl” = 8°Coe){2C1(e) + Cae)}hn + 1511

Man kann jetzt also § so wihlen, dass der Ausdruck auf der rechten Seite der Ungleichung
kleiner als ein vorgegebenes ¢ ist und hat damit die Behauptung bewiesen.

]



Kapitel 6

Anwendungen

In diesem Kapitel wollen wir Beispiele fiir kompakte, einfach zusammenhéngende Man-
nigfaltigkeiten angeben, die fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zulassen aber keine
Metrik mit nichtnegativem Kriimmungsoperator tragen konnen. Zur Konstruktion verwen-
den wir Sphéren-Biindel {iber Sphéren und erhalten mit Satz dass die Totalrdume
dieser Biindel fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zulassen. Mit Hilfe des Klassifika-
tionssatzes fiir einfach zusammenhéingende Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem
Kriimmungsoperator kann man ausschliefen, dass diese Beispiele nicht von diesem Typ
sein kénnen.

6.1 Konstruktion der Beispiele

Wir werden in verschiedenen Dimensionen im vorliegenden Abschnitt die gewiinschten
Beispiele konstruieren.

6.1.1 Dimension 4 und Dimenson 5
Wir definieren M := (CIP’Q#(CIP’i Es gibt zwei Moglichkeiten M darzustellen:
(i) Als nicht triviales S%-Biindel iiber S?, d.h. §* — M — S

(ii) Als Quotient einer S'-Wirkung auf S® x S?, d.h. S' — S% x S — M. Dazu
definieren wir eine S'-Wirkung auf S® C C? durch

Stx S% = 83 (€ (w,2)) = (Ew,€2),

die der gewohnlichen Wirkung aus der Hopf-Faserung entspricht. Zusétzlich definieren
wir eine S'-Wirkung auf S? C R®* = C x R durch Rotation um die z-Achse:

St x 8% = §2, (& ((x +1y), 2)) = (§(x +1y), 2).

Dann kann man zeigen, dass der Quotientenraum (S® x 5?)/S! nach der Diagonal-
wirkung von S* auf dem Produkt S® x S? eine Mannigfaltigkeit ist, die diffeomorph
zu CP2#CIP? ist.

! Hierbei bezeichnet # die zusammenhiingende Summe zweier Mannigfaltigkeiten und M die Mannig-
faltigkeit M mit umgekehrter Orientierung.

o1
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Aus der langen exakten Homotopieseqeunz fiir Faserbiindel kann man die Homotopiegrup-
pen von M berechnen. Es folgt, dass M einfach zusammenhéngend ist und fiir n > 3

gilt

(M) = 7, (8% x S?) 22 7,,(S?) x 7,(S?).

Insbesondere gilt w3(M) = Z @ Z.
Des Weiteren hat die Mannigfaltigkeit M folgende Eigenschaften:

Satz 6.1.1. (i) FEs existiert eine Metrik mit nichtnegativer Schnittkrimmung auf M.

(ii) Die Mannigfaltigkeit M lisst fast nichtnegativen Krimmungsoperator zu.

(1ii) Es existiert auf M keine Metrik mit nichtnegativerm Krimmungsoperator.

Beweis. (i) Es existiert eine Metrik mit nichtnegativer Schnittkriimmung auf dem Pro-

(1)
(i)

dukt S? x S2, etwa die Produktmetrik aus den beiden kanonischen Metriken mit kon-
stanter Schnittkriimmung 1. Aus den O’Neill-Formeln folgt, dass es eine Metrik mit
nichtnegativer Schnittkriimmung auf der Quotientenmannigfaltigkeit (S® x S2)/S?
gibt. Weiter ist M diffeomorph zu diesem Quotienten und damit findet man auch auf
M eine Metrik mit nichtnegativer Schnittkriimmung.

Dies folgt aus Theorem m

Falls wir annehmen, dass M eine Metrik mit nichtnegativem Kriimmungsoperator
tragt, so folgt nach der Klassifikation der vollstdndigen, einfach zusammenhéngenden
Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriimmungsoperator 2.2.4] da
M vierdimensional ist, dass M homdomorph zu einer der folgenden Mannigfaltigkei-
ten sein muss:

(a) 5%,
(b) S? x S? oder
(c) CP2

Es ist w3(M) = Z? und damit ist M nicht homotopiedquivalent zu S?, also insbeson-

dere nicht homdomorph zu S*, weil mw3(S4) = 0.

Aufterdem gilt m3(CP?) =2 73(S®) = 0 und damit kann M nicht homotopiedquivalent

zu CP? sein.

Mit Hilfe der Schnittform kann man zeigen, dass M und S? x S? nicht homdomorph

zueinander sind?

Folglich kann es auf M keine Metrik mit nichtnegativem Kriimmungsoperator geben.
O]

Mit einer dhnlichen Konstruktion kann man auch fiinfdimensionale Mannigfaltigkeiten kon-
struieren, die fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zulassen:

Satz 6.1.2. Der Totalraum des nichttrivialen S®-Biindels iber S? ist eine finfdimensiona-
le, einfach zusammenhdngende Mannigfaltigkeit M mit fast nichtnegativem Krimmungs-
operator, die aber nicht nichtnegativen Krimmungsoperator haben kann.

2 Siehe [StZi], Seite 394-395.
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Beweis. Falls wir annehmen, dass M nichtnegativen Kriimmungsoperator hat, so muss M
folgende Gestalt haben:

(i) S?x S% oder
(i) S°.

In [Ba] wurde gezeigt, dass die Stiefel-Whitney-Klassen des Totalraums des nichttrivialen
S3-Biindels iiber S? und von dem Produkt S? x S® nicht iibereinstimmen. Insbesondere
sind M und S? x S3 nicht homdomorph. Des Weiteren folgt aus der exakten Homotopie-
gruppensequenz fiir Faserbiindel: my(M) = Z. Damit kann M nicht hémdomorph zu S°
sein, da M und S% nicht mal homotopiesquivalent sind. Folglich ist M ein weiteres einfach
zusammenhédngendes Beispiel. ]

Durch Produktbildung von einer dieser beiden Mannigfaltigkeiten mit einer beliebigen,
einfach zusammenhingenden Mannigfaltigkeit mit nichtnegativem Kriimmungsoperator,
etwa der Sphare S™, n > 2 erhélt man das folgende Resultat:

Theorem 6.1.3. In jeder Dimension m > 4 gibt es eine geschlossene Mannigfaltigkeit,
die einfach zusammenhdingend ist und fast nichtnegativen Kriimmungsoperator zu ldsst.

In den {ibrigen Dimensionen 2 und 3 sind kompakte, einfach zusammenhéngende Mannig-
faltigkeiten nach dem Beweis der Poincaré-Vermutung durch Perelmann bereits homoo-
morph zur Sphére.

Im Gegensatz zur Klaasifikation von einfach zusammenhéngenden Mannigfaltigkeiten mit
nichtnegativer und fast nichtnegativer Schnittkriimmung erhilt man somit fiir den Kriim-
mungsoperator eine echte Unterscheidung:

Theorem 6.1.4. Fiir geschlossene, einfach zusamenhdingende Mannigfaltigkeiten sind die
Mengen aller Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Krimmungsoperator und die Menge
aller Mannigfaltigkeiten, die fast nichtnegativen Krimmungsoperator zulassen, echt ver-
schieden.

Die in diesem Kapitel aufgefiihrten Beispiele legen die Vermutung nahe, dass fiir alle k£ > 4
das nichttriviale S*-Biindel iiber S? ein weiteres Beispiel einer einfach zusammenhingenden
Mannigfaltigkeit ist, die fast nichtnegativen Kriimmungsoperator hat, aber nicht nichtne-
gativen Kriimmungsoperator haben kann.

6.1.2 Dimension 6 und Dimension 7

Wir haben bereits in Kapitel [2] simtliche irreduziblen, kompakten, einfach zusammenhéan-
genden Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit nichtnegativem Kriimmungsoperator der Di-
mension sechs aufgelistet. Da dies nur endlich viele sind, es aber abzéhlbar unendlich viele
S2-Biindel iiber S* gibtf}} deren Totalriume paarweise nicht homdomorph zueinander sind,
erhdlt man folgenden Satz:

Satz 6.1.5. Es gibt unendlich viele zueinander nicht homdomorphe einfach zusammen-
hdingende 6-Mannigfaltigkeiten, die fast nichtnegativen Krimmungsoperator zulassen, aber
nicht nichtnegativen Kriimmungsoperator haben konnen.

3 Nach Lemma
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O

Mit analogen Uberlegungen wie in Dimension 6 erhalten wir mit Hilfe der Klassifikation
der S3-Biindel iiber S| den folgenden Satz:

Satz 6.1.6. Es gibt unendlich viele zueinander nicht homoomorphe, einfach zusammen-
hingende 7-Mannigfaltigkeiten, die fast nichtnegativen Krimmungsoperator zulassen, aber
nicht nichtnegativen Krimmungsoperator haben konnen.

O

Die so konstruierten sechs- und siebendimensionalen Beispiele sind Mannigfaltigkeiten, auf
denen es eine Metrik mit nichtnegativer Schnittkriimmung gibt:

Theorem 6.1.7. (Grove-Ziller)) Jedes S™-Biindel iiber S* trigt eine Metrik mit nicht-
negativer Schnittkrimmaunyg.

Auch das oben konstruierte Beispiel ist eine Mannigfaltigkeit, die eine Metrik mit nichtne-
gativer Schnittkriimmung tragt. Es schliefst sich jetzt die Frage an, ob alle hier konstruierten
Beispiele fast nichtnegativ gekriimmt sind?

6.1.3 Weitere Beispiele

Weiter kann man zeigen dass zehn der 14 exotischen 7—SphéirenE| S3-Biindel iiber S* sind.
Grove und Ziller [GrZi] haben gezeigt, dass diese exotischen Sphéren alle Metriken mit
nichtnegativer Schnittkriimmung tragenﬂ

Mit Hilfe von Theorem [5.2.8| erhilt man den folgenden

Satz 6.1.8. Diese siebendimensionalen exotischen Sphdren lassen fast nichtnegativen Kriim-
mungsoperator zu, konnen aber keine Metrik mit nichtnegativem Kriimmungsoperator tra-
gen.

AuRerdem lassen sich gewisse 15-dimensionale exotische Sphiren als S7-Biindel iiber S®
darstellenf} Nach Theorem gilt somit folgender

Satz 6.1.9. Diese exotischen Sphdren lassen fast nichtnegativen Krimmungsoperator zu,
kénnen aber keine Metrik mit nichtnegativem Krimmungsoperator tragen.

Neben Sphérenbiindel kann man mit Hilfe von Theorem weitere Biindel betrachten
und neue Beispiele konstruieren:

Satz 6.1.10. Der Totalraum jedes Torus-Prinzipalbiindels tiber einer Mannigfaltigkeit mat
fast nichtnegativem Krimmungsoperator, lisst fast nichtnegative Kriimmungsoperator zu.

4 Siehe

% Siehe [Zi] Korollar 2.11.

6 Eine exotische Sphire ist eine Mannigfaltigkeit, die homdomorph aber nicht diffeomorph zur Sphire
ist.

7 Siehe

8 Siehe [JoWr].
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Anhang

A.1 Komplex-projektive Raume

Man definiert den n-dimensionalen komplez-projektiven Raum CP™ als Menge aller kom-
plexen Geraden in C"*!. Eine weitere Moglichkeit der Definition ist die als Quotientenman-
nigfaltigkeit. Hierbei betrachtet man S?**1 C C"*! und eine glatte Wirkung von S* C C
auf dieser Sphére durch Multiplikation, die sogenannte Hopf- Wirkunyg,

Stx SPHL — S§PHLA(E (21, ooy 2na1)) (€21, vy E2n).
Dann definiert man CP" := $?"*!/S! und auferdem die folgenden Abbildung
7 S CP" 2 [2] := Stz

Diese Quotientenabbildung  ist eine Submersion, und wenn man auf S?"*! die Standard-
metrik mit konstanter Schnittkriimmung 1 verwendet, so erhélt man eine Metrik auf CP"
beziiglich der 7 zu einer Riemannschen Submersion wird (siehe [A.4). Diese Metrik nennt
man auch Fubini-Study-Metrik und versehen mit dieser Metrik liegen die Schnittkriimmun-
gen von CP" in dem Intervall [1,4].

In [BoKa| wurden die Eigenwerte des Kriitmmungsoperators von CP" ausgestattet mit der
Fubini-Study-Metrik berechnet. Wir fiihren hier der Vollstdndigkeit halber noch die Spek-
traldaten des Kriimmungsoperators auf, wobei J die komplexe Struktur ist und » und v
C-linear unabhingige Vektoren sindﬂ:

Eigenraum Dimension | Eigenwert
RJ 1 2(dimCP" + 2)
span{u Av —Ju A Jv} | n(n—1) 0
span{u Av+ JuA Jv} | n(n—1) 4
span{u A Ju —v A Jv} n—1 4

A.2 Symmetrische Raume

Unter einem symmetrischen Raumﬂ versteht man eine Riemannsche Mannigfaltigkeit M,
in der es zu jedem Punkt p € M eine Isometrie ¢, von M gibt, deren Differential in p das

% Vergleiche [BoKal].
10 Weitere Informationen findet man in [He| oder [Pe].
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Inverse der Identitdt ist, die also Geodatische durch p umkehrt. Da die Identitdtskompo-
nente der Isometriengruppe G := Iso(M ), von M transitiv auf M operiert, erhélt man eine
Darstellung von M als homogenen Raum M = G/H, wobei H der Stabilisator eines Punk-
tes aus M ist. Symmetrische Rdume sind z.B. die Sphéren und die komplex-projektiven
Raume.

Wir bezeichnen mit g und b die Liealgebren von G bzw. H und mit

B(z,y) := tr(ad(z o ad(y)))

fiir alle x,y € g die Killingform B, die eine symmetrische Bilinearform auf g ist. Wir
nennen eine Liealgebra halb einfach, falls die Killingform B eine nicht degenerierte Bili-
nearform ist. Mit Hilfe der Killingform heifit ein symmetrischer Raum M vom kompakten
Typ, falls in der Darstellung g = b + m, wobei wir m mit dem Tangentialraum von G/H
an H identifizieren, g halbeinfach ist und B|, negativ definit ist.

Ein symmetrischer Raum vom kompaktem Typ ist immer kompakt und man kann zeigen,
dass ein kompakter symmetrischer Raum das Produkt von irreduziblen symmetrischen
Raumen vom kompakten Typ ist. In dieser Arbeit sind irreduzible Mannigfaltigkeiten sol-
che, die keine lokale Produktstruktur besitzen.

Cartan hat sdmtliche irreduziblen symmetrischen Raume klassifiziert und es gibt in jeder
Dimension nur endlich viele symmetrische Raume: E|

’ Typ \ Symmetrischer Raum \ Dimension ‘
AT SU(n)/SO(n) %(n— 1)(n+2)
ATI SU(2n)/Sp(n) (n—1)(2n+1)
Al | SU(p+q)/S(U, x U,) 2pq

BD 1| SO(p+q)/SO(p) x SO(q) rq

DIII SO(2n)/U(n) n(n —1)
CI Sp(n)/U(n) n(n+1)
CIT | Sp(p+4q)/Sp(p) x Sp(q) 4pq
G Go/(SU(2) x SU(2)) 8

Hierbei beschreibt G die Automorphismengruppe der Oktonionenalgebra und ist damit
eine sogenannte aufsergewohnliche Liegruppe. Wir haben weitere aufergewhnliche sym-
metrische Rdume, deren Dimension grofier als acht sind, nicht mit in die Tabelle aufgenom-
men, da wir im Folgenden nur an niedrigdimensionalen Beispielen fiir Mannigfaltigkeiten
mit nichtnegativem Kriimmungsoperator interessiert sind.

In einem symmetrischen Raum G/H gibt es flache, total geodétische Untermannigfaltig-
keiten. Solche, deren Dimension maximal ist, sind alle zueinander konjugiert unter der
Wirkung von G. Diese Dimension heifst der Rang des symmetrischen Raumes. Eine wich-
tige Klasse von symmetrischen Rdumen sind die kompakten symmetrischen Rdume vom
Rang IEL Die einfach zusammenhéngenden kompakten symmetrischen Raume vom Rang 1

1 Fiir weiterfiihrende Informationen und Beweise wird auf die Literatur, z.B. Helgason [He], verwiesen.
12 In der englischsprachigen Literatur werden diese hiufig mit CROSS bezeichnet.
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sind die Sphéren, die komplex-projektiven und die quaternional-projektiven Raume sowie
die Cayley-Ebene.

A.3 Faserbiindel und Prinzipalbiindel

In diesem Abschnitt wollen wir an die Begriffe Faserbiindel und Prinzipalbiindel erinnern.

Definition A.3.1. Seien E, F, M Mannigfaltigkeiten und G eine Liegruppe, die effektiv
auf F' operiert. Ein Koordinaten-Biindel ist eine glatte surjektive Abbildung 7 : £ — M
und ein Biindelatlas A = {(7~1(U;), (7, ;) }icr, so dass die folgenden Eigenschaften gelten:

(i) {U;}icr ist eine offene Uberdeckung von M.

(i) Die Abbildungen (7, ;) : 7! — U; x F sind Diffeomorphismen, die sogenannten
Biindelkarten. Fiir alle x € M definiert man ¢; ; := ¢;|r-1() : 7 (z) > F.

(ili) Fiir beliebige i, j € I existiert eine glatte Abbildung f;; : U; N U; — G, die Verklebe-
abbildung definiert durch

F,j(x) = ¢jz 0 gbz_; F—

Dann nennen wir E den Totalraum, M die Basis, m die Projektion und F' die Faser des
Biindels. Die Gruppe G heifst weiter die Strukturgruppe des Biindels.

Ein Beispiel fiir ein Koordinaten-Biindel ist etwa das triviale Biindel mit Basisraum M,
Faser F' und Totalraum M x F' sowie der Projektion my, : M x F — M auf den ersten
Faktor oder die sogenannte Hopf-Faserung w : S*"*1 — CP" mit Faser S (siehe [A.1]).

Definition A.3.2. Seien 51 = (El,ﬂ'l, Ml, F, G) und gg = (EQ,WQ,MQ, F, G) zwei Biindel
mit derselben Faser und derselben Strukturgruppe. Mit einer Bindelabbildung f : & — &
bezeichnen wir eine differenzierbare Funktion f : £} — Fjs, die die folgenden Eigenschaften
erfiillt:

(i) f ist fasererhaltend, d.h. f bildet jede Faser 7T1_i($1) diffeomorph auf eine Faser
my ' (x2) ab und induziert dabei eine Abbildung f : M; — M, zwischen den Ba-
sisrdumen der Biindel, so dass my o f = f o my.

(ii) Fiir zwei beliebige Biindelkarten (U;, ¢;) von m und (V}, ;) von 7 und
z € U;N f71(V;) stimmt die Abbildung ; 7,y o f o ¢;, : F — F mit der Wirkung
von einem Element von G iiberein und die dadurch entstehende Abbildung

fii Ui (V) = G,p— VY fay o f o @j
ist differenzierbar.

Wir nennen die zwei Biindel dquivalent, falls My = Ms und eine Biindelabbildung f exi-
stiert, fiir die gilt f = idyy,. Dies definiert eine Aquivalenzrelation und wir bezeichnen eine
Aquivalenzklasse von Biindeln auch als Faserbiindel.
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Analog kann man auch ein Faserbiindel als ein Koordinaten-Biindel mit einem maximalen
Atlas definieren.

Einen Spezialfall dieser Biindel bilden die sogenannten Prinzipalbiindel:

Definition A.3.3. Ist G eine Liegruppe und = : P — M eine glatte Abbildung zwi-
schen Mannigfaltigkeiten, so heift (P, 7, M, G) G-Prinzipalbiindel iiber M, falls folgende
Bedingungen erfiillt sind:

(i) G wirkt von rechts glatt auf P und die Wirkung ist fasertreu und einfach transitiv
auf den Fasern.

(ii) P besitzt einen Biindelatlas {(U;, ¢;)} mit G-dquivarianten Biindelkarten, d.h. die
Biindelkarten ¢; erfiillen neben den Bedingungen (ii) und (iii) aus noch zusétz-
lich folgende Eigenschaft:

¢i(p-g) = ¢i(p) - 9,
wobei G auf U; x G durch (z,h) - g := (x, hg) operiert.

Beispiele fiir Prinzipalbiindel sind das oben genannte triviale Biindel mp; : M x G — M
und das Hopf-Biindel.

A.4 Riemannsche Submersionen und O’Neill-Formeln

In diesem Kapitel definieren wir den Begriff einer Riemannschen Submersion und werden
die O’Neill-Formeln anfiihren, die in dieser Arbeit ein haufig verwendetes Hilfsmittel sind.
Wir nennen eine glatte Abbildung f : M — N zwischen zwei Mannigfaltigkeiten eine
Submersion, falls das Differential von f in jedem Punkt p € M surjektiv ist. Dann ist
7 1(g) fiir alle ¢ € N eine Untermannigfaltigkeit von M.

Definition A.4.1. Seien (M,g) und (N,h) zwei Riemannsche Mannigfaltigkeiten und
7w : M — N eine Submersion. Der Untervektorraum V), := ker(dm,) = T,(7'(q)) mit
7(p) = q von T, M heifst der Vertikalraum in p und das orthogonale Komplement #,, := VpL
der Horizontalraum in p. Falls fir alle p € M dm, : H, — TN eine Isometrie ist, so
nennen wir die Abbildung 7 eine Riemannsche Submersion.

Die Projektionen von einem Riemannschen Produkt auf die jeweiligen Faktoren sind die
ersten Beispiele fiir Riemannsche Submersionen.
Weiter kann man den folgenden SatzEl beweisen:

Satz A.4.2. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit und G eine Untergruppe der
Isometriengruppe von (M, g), die frei und eigentlich diskontinuierlich auf M operiert. Dann
existiert genau eine Metrik g auf M /G, so dass die Quotientenabbildung m : M — M/G
zu einer Riemannschen Submersion wird.

13 Siehe [GaHuLa], Propiiosition 2.28.
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Mit Hilfe dieses Satzes erhilt man noch weitere Beispiele fiir Riemannsche Submersionen:
Ausgestattet mit der Standardmetrik auf S?"*! erhiilt man auf dem komplex-projektiven
Raum die Fubini-Study-Metrik, beziiglich der die Quotientenabbildung™ = : $?"*1 — CP"

zu einer Riemannschen Submersion wird.

Generalvoraussetzung A.4.3. Wir nehmen fiir den Rest des Kapitels an, dass 7 :
(M, g) — (N, h) eine Riemannsche Submersion zwischen Riemannschen Mannigfaltigkeiten
sel.

Im Folgenden nennen wir Vektorfelder X auf M, die in jedem Punkt tangential an den
Vertikalraum sind, vertikale Vektorfelder und Vektorfelder, die in jedem Punkt orthogonal
zum Vertikalraum sind, nennnen wir horizontale Vektorfelder. Zu einem beliebigen Vektor-
feld X auf N erhilt man mit Hilfe der Gleichung dmy(X) = X ein glattes Vektorfeld X

auf M. Dieses Vektorfeld X nennen wir den horizontalen Lift von X.

Fiir ein Vektorfeld X und ein vertikales Vektorfeld V' ist [ X, V] vertikal, da der Pushforward
von V' verschwindet. Auferdem ist g(X,Y’) fiir zwei horizontale Lifts X und Y konstant
entlang der Fasern und damit verschwindet die Ableitung in Richtung eines vertikalen
Vektorfeldes V, d.h. V(g(X,Y)) =0.

Barrett O’Neill hat 1966 Zusammenhange zwischen den Kriimmungstensoren von M und
N hergestellt. Dazu hat er die beiden (2,1)-Tensoren A und 7' durch

AXY — (VxﬂYV)H + (VxHYH>v,

TxY = (VoY) + (VY)Y

definiert.
Fiir den Tensor A gelten die folgenden Eigenschaftenﬂ

Lemma A.4.4. Wir bezeichnen mit X,Y, Z, Z' horizontale Vektoren und mit U, V, W, W’
vertikale Vektoren. Dann gilt:

(i) Ay X = AyU =0,

(ii) AxV = (VxV)* und AxY = (VY),

(7ii) Ax ist schiefsymmetrisch,

() AxY = —Ay X = $[X, YV fir horizontale Vektoren X und Y,
(v) Vv X = AxV fiir horizontale X und vertikale V,

Beweis. (i) Folgt direkt aus der Definition von A.

(ii) Folgt direkt aus der Definition von A.

14 Vergleiche Anhang
15 Vergleiche [Be| oder JO'N].
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(iii)

(iv)

Fiir beliebige Vektoren Ly, Lo folgt mit Hilfe der Metrizitdt des Zusammenhangs

(AxLy, Lo) = (Ax(L1)Y, La) + (Ax(L1)"™, L)
= (Vx (L)Y, L¥) + (Vx(L1)*, LY)
= X((LY, L3") = (LY, Vx(L2)™)
X (LY LY)) = (LT, Vx (L))
= —{(LY, Vx(L)") + (L}, Vx(L2)") }
= —(AxLs, Ly).

Es gilt [X,Y] = VxY — Vy X und damit
(X, Y]V = (VxY)V — (VyX)Y = AxY — Ay X.

Damit reicht es, zu zeigen, dass AxY = Ay X oder dquivalent dazu AxX = 0 fiir
alle horizontalen Vektorfelder X. Wir nehmen an, dass X basic ist. Dann gilt fiir alle
vertikalen Vektorfelder V

0=V((X,X))=2(VyX, X). (A.1)

Allerdings ist [X,V] = VxV — VX vertikal und damit folgt (VxV)* = (VyX)*.
Damit folgt

(Vi X, X) =(VxV, X) =—(V,VxX) =—(V,Ax X).

Nach Gleichung folgt also

(V, AxX) = (Vi X, X) = = V(X, X)) =0
und damit die Behauptung.
Da V torsionsfrei ist, gilt VxV = Vy X + [X, V]. Also folgt

VX +[X, V] =VxV = (VxV)" + (Vx V).
Da [X, V] vertikal ist, ist aber (VxV)Y = [X, V] und damit folgt

VX = (VxV)" = AxV.

[

Da fiir beliebige vertikale Vektorfelder U, V' der Fundamentaltensor 7,V der zweiten Fun-
damentalform jeder Faser 7—!(z) entspricht, sagen wir, dass eine Riemannsche Submersion
total geoddtische Fasern hat, wenn der Tensor T verschwindet. Auf der anderen Seite ver-
schwindet A genau dann, wenn die horizontale Projektion H integrabel isﬂ

Mit Hilfe der beiden Tensoren A und 7" kann man die berithmten O’Neill-Formeln beweisen.

16 Siehe [Be).



ANHANG 61

Theorem A.4.5. (O’Neill-Formeln)[]
Es seien X, Y, Z, Z' horizontale und U, V, W, W' vertikale Vektoren. Falls die Fasern = (p)
total geoddtisch sind, so gelten folgende Gleichungen:

(i) Ru(X,Y, 2, 2") = Ry(dn(X),dr(Y),dr(Z), dm(Z") + 2{AxY, Az Z')
+ <AXZ, AyZ/> — <AyZ, sz,>,

(ZZ) RM U7 VaWW/) = RF(U7MWW/)7
(iii) Ra(X,V,V,X) = | Ax V|2,

(
(
(iv) Ry (U, V, W, X) =0,
(v) Ru(X,Y,Z, V) =((VzA)xY,V),
(vi) Ru(X, VY, W) = ((VyA)xY, W) + (AxV, Ay W),
(vii) Ry(X, Y, VW) = (Vv A)xY, W) = (VwA)xY, V) + (AxV, Ay V).

Aus den obigen Formeln erhélt man fiir orthonormale Vektoren X und Y auf N und
dazugehorige Horizontale Lifts X und Y:

-~ o~ 3 - -
560N<X7 Y) = SGCM(X7Y) + ZMX?Y]V”Q?

mit anderen Worten ist eine Riemannsche Submersion nicht schnittkriimmungsvermin-

dernd.

A.5 Die Heisenberg-Mannigfaltigkeit

Im vorliegenden Abschnitt stellen wir die Heisenberg-Mannigfaltigkeit vor, die das kanoni-
sche Beispiel fiir eine fast flache Mannigfaltigkeit ist und berechnen den Kriimmungsope-
rator.

A.5.1 Die Heisenberg-Gruppe
Definition A.5.1. Die abgeschlossene Untergruppe der GI(3R)

1
N = 0 | z,y,z € R
0

O~ 8
[ SN

heifst die Heisenberg-Gruppe.

Die Heisenberg-Gruppe N ist ein klassisches Beispiel fiir eine nilpotente Liegruppe:

17 Siehe [O’N] oder [Sak].
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Definition A.5.2. Sei G ein Liegruppe. Fiir zwei beliebige Untergruppen A, B < G defi-
nieren wir (A, B) als die von den Kommutatoren zyz~'y~' mit € A und y € B erzeugte
Untergruppe von G. Setze G' := (G) und g" := (G,G"'). Dann heiRt die Folge (G™),en
die abstergende Zentralreihe von G, und falls ein n € N existiert, so dass G™ trivial ist,
heilst G nilpotent.

Durch Identifikation von N mit R? wird durch die Multiplikation von Matrizen eine Mul-
tiplikation auf R? induziert:

(x,y,2) ® (u,v,w) ;== (r+u,y+v,z+w+ av),

beziiglich derer R? zu einer dreidimensionalen Liegruppe wird.
Mit Hilfe der Exponentialabbildung rechnet man nach, dass die Liealgebra der Heisenberg-
Gruppe aus allen Matrizen der Form

| z,y,2 € R

=
|
oo o
o o R
o w

besteht.
Die Liealgebra wird demnach von den Elementen

& :=1(1,0,0), & :=(0,1,0), & :=(0,0,1)

erzeugt. Fiir den Kommutator dieser Liealgebra gelten folgende Gleichungen:

€1, &) = &3, €1,&3) = [€2,&3) = 0.

Folglich bildet &3 das Zentrum der Liealgebra und man kann leicht zeigen, dass N eine
nilpotente Liegruppe ist.

A.5.2 Der Krimmungsoperator der Heisenberg-Gruppe

Definiere fiir alle ¢ €]0,1] eine Familie von Skalarproduktenlﬂ auf der Liealgebra der
Heisenberg-Gruppe durch

((pr, s pr3), (01,125 m3) ) q = @ (pam + pranz, ¢ pisns).-

Fiir ¢ = 1 bildet (&1, &2, &3) eine Orthonormalbasis der Liealgebra von N und fiir ¢ €]0, 1]
eine orthogonale Basis. Die Vektoren &1, &, £3 kann man als linksinvariante Vektorfelder auf
der ganzen Liegruppe fortsetzen. Ebenso kann man jedes Skalarprodukt auf der Liealgebra
zu einer linksinvarianten Riemannschen Metrik, die wir hier auch mit (-, -), bezeichnen, auf
ganz N fortsetzen. Dann kann man mit dieser Metrik und mit Hilfe der Koszul-Formel fiir
alle ¢ €]0,1] die Levi-Civita-Zusammenhénge V7 der Heisenberg-Gruppe berechnen.

Es gilt

18 Vergleiche etwa [BuKa).
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1

Vi& = 5532 —V§, &,

1
Vit = 506 =Vie
1
Vis = 5@1251 = V¢, &,
vglgl = V22§2 = Vg5§3 =0.

Fiir den Kriimmungstensor R? der Heisenberg-Gruppe beziiglich der Metriken (-, -), gelten
somit folgende Gleichungen:

3 3
Rq(fbfz,fl) = Zq2£2’ Rq(fbfz,fz):—Zqula

RIE,6,6) = —30%, RIE,6.6) = 10,

4
R1(&,83,&) = —iqusa Rq(§2753,§3):;1q452,

und es gilt,

Rq(gia Sja gk‘) =0
fiir alle paarweise verschiedenen i, j, k. Folglich gilt fiir die Schnittkriimmungen der Hei-
senberg-Gruppe:

3 1

sec(&y, &) = ~1 und  sec(&y,&3) = sec(&s, &3) = 1

Die Schnittkriimmungen sind also unabhéngig von ¢ €]0, 1]. Da die Kriimmungstensoren
R fiir drei unterschiedliche Vektoren jeweils verschwinden, folgt aus Lemmal[l.5.2] dass die
Basis (£ A&s, &1 A E3, & N E3) die Kriimmungsoperatoren R diagonalisieren. Die Eigenwerte
der Kriimmungsoperatoren sind nach obigen Rechnungen —%, }l, }1 und auch die Eigenwerte
der Kriimmungsoperatoren sind von ¢ €]0, 1] unabhéngig.

A.5.3 Die Heisenberg-Mannigfaltigkeit

Sei jetzt I' die diskrete Untergruppe der Heisenberg-Gruppe, die nur ganzzahlige Eintrige
hat, d.h.

1
I:= 0 |a,b,c € Z
0

O = Q
_ SO

Die Gruppe I' operiert auf N isometrisch durch Translationen und, da I' eine diskrete
Untergruppe von N ist, hat die Quotientenmannigfaltigkeit N/T", die wir die Heisenberg-
Mannigfaltigkeit nennen, nach den O’Neill-Formeln [A.3]dieselben Schnittkriimmungen und
Eigenwerte des Kriimmungsoperators wie die Heisenberg-Gruppe. Auferdem ist N/I" eine
kompakte Mannigfaltigkeit, da die Gruppe I" kokompakt auf N operiert. Also hat N/T’
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insbesondere endlichen Durchmesser.

Aus der Definition der linksinvarianten Metrik auf N folgt, dass der Durchmesser der
Heisenberg-Mannigfaltigkeit (N/T, (-,-),) gegen Null konvergiert, falls ¢ gegen Null kon-
vergiert.

A.6 Spharenbiindel

A.6.1 Biindel iiber Spharen

In diesem Kapitel wollen wir allgemeine Biindel {iber Sphéren klassifizieren. Fiir weiterge-
hende Informationen sei auf die Biicher von Steenrod [Stee| oder Walschap [Wa| verwiesen.

Im Laufe dieses Unterkapitels sei £ = (E,m, S™, F)) jetzt immer ein Biindel iiber S™ mit
Strukturgruppe G. Wir nehmen im Folgenden vereinfachend an, dass G eine zusammen-
héngende Liegruppe ist. Dann erhilt man eine bijektive Korrespondenz zwischen 74 (G)
und den Homotopieklassen von Abbildungen S* — G, [S*, G] fiir k > 2.

Dazu definieren wir zu jedem solchen Biindel eine charakteristische Abbildung. Wir fassen
S™1 als Aquator in S™ auf und bezeichnen mit E;, F5 die beiden abgeschlossenen He-
misphéren. Weiter seien V;, ¢ = 1,2 zwei offene n-Zellen, die E; enthalten. Weil beide V;
kontrahierbar sind und {Vi, V2} eine offene Uberdeckung von S™ bildet, erhiilt man einen
Biindelatlas {7~ 1(V}), (7, ¢;)}, der aus zwei Karten besteht. Mit Hilfe dieser Biindeldiffeo-
morphismen erhélt man die Verklebeabbildung

fig :VinVa =G,
definiert auf einer Umgebung des Aquators S™~!.
Definition A.6.1. Wir definieren die charakteristische Abbildung von £ durch
T := fialgn1: 5" = G
und bezeichnen mit C(§) = [T] € m,_1(G) die charakteristische Klasse von &.
Mit Hilfe dieser Abbildung erhilt man folgendes Theorem[™}

Theorem A.6.2. Wir nehmen an, dass G effektiv auf F wirkt. Die Abbildung, die jedem
Bindel & mit Gruppe G und Faser F iber S™ die charakteristische Klasse C(&) zuordnet
fiihrt zu einer bijektiven Korrespondenz zwischen den Aquivalenzklassen von solchen Biin-
deln und den Homotopicklassen von Abbildungen S™* — G. Insbesondere erhdlt man eine
1-1-Beziehung zwischen den Aquivalenzklassen dieser Biindel und der Gruppe Tn-1(G), falls
G zusammenhdngend ist.

Falls wir jetzt ein Prinzipalbiindel é betrachten, so bildet der Randoperator A aus der
Homotopiegruppensequenz von ¢ m,(E) auf 7,_1(G) ab. Fiir den Randoperator gil
Lemma A.6.3. A(1) = C(€), wobei 1 die Klasse in m,(S™) ist, die die Identitit auf S"
als Reprdsentanten hat.

Nach Satz 8.2 [Stee| sind zwei Biindel genau dann dquivalent, wenn die assoziierten Prin-
zipalbiindel dquivalent sind.

19 Siehe [Wa] Seite 94.
20 Siehe [Wa| Seite 95.
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A.6.2 Spharenbiindel iiber Spharen

Ein Faserbiindel, in dem die Faser eine k-Sphére und die Strukturgruppe die orthogonale
Gruppe ist, nennen wir k-Sphdarenbiindel. Falls die Strukturgruppe in einem k-Sphéirenbiin-
del die spezielle orthogonale Gruppe ist, so heifit das Biindel auch orientierbares Sphdren-
biindel. Nach dem vorhergehenden Klassifikationssatz fiir Biindel iiber Spharen erhilt man
das folgende Theorem@

Theorem A.6.4. Es gibt eine 1-1-Bezichung zwischen den Aquivalenzklassen von orien-
tierbaren k-Sphdrenbindeln uber S™ und m,—1(SO(k + 1)).

Wir bezeichnen in diesem Kapitel eine Aquivalenzklasse von Biindeln iiber Sphiiren hiufig
nur als Biindel iiber einer Sphére.

Biindel iiber S?
Mit Hilfe der Klassifikation der Biindel iiber Sphéren und da 71 (SO(k + 1)) = Z, fiir alle
k > 2 gilt die folgende Aussage:

Lemma A.6.5. Fiir alle k > 2 gibt es genau ein nichitriviales S*-Biindel iber S2.
Biindel iiber S?

Weil fiir alle Liegruppen die zweite Homotopiegruppe trivial ist, erhilt man folgende Aus-
sage:

Lemma A.6.6. Fliir alle k gibt es nur das triviale S*-Biindel tiber S3.
Biindel iiber S*

Es gilt m3(S0(3)) & Z und damit gibt es unendlich viele S%-Biindel iiber S*. In [Stee| wird
gezeigt, dass die zu m,n € Z gehorigen Biindel nicht homéomorph sind, falls |m| # |n].

Lemma A.6.7. Es gibt unendlich viele S*-Biindel iiber S*, deren Totalrdume nicht paar-
weise homdoomorph zueinander sind.

Da m3(SO(4)) = Z x Z, gibt es unendlich viele S3-Biindel iiber S*. Ebenso wird in [Stee] ge-
zeigt, dass unendlich viele dieser Biindel nicht paarweise homéomorphe Totalraume haben.
Damit erhilt man das folgende

Lemma A.6.8. Es gibt unendlich viele S3-Biindel iber S*, deren Totalrdume nicht paar-
weise homoomorph zueinander sind.

A.7 Krimmung von linksinvarianten Metriken

Wenn man fiir die Metrik auf einer Liegruppe nur fordert, dass diese linksinvariant und
nicht zwangsweise biinvariant ist, so erhédlt man eine allgemeinere Formel fiir den Levi-
Civita-Zusammenhang und damit auch fiir den Kriimmungstensor als im biinvarianten Fall.

21 Siehe [Stee].
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Mit Hilfe der Koszul-Formel zur Berechnung des Levi-Civita-Zusammenhangs und mit der
Eigenschaft, dass aus der Linksinvarianz fiir alle linksinvarianten Vektorfelder X,Y, Z, W
gilt

X(VyZ W) =0,
erhiilt man das folgende Lemmaf?}

Lemma A.7.1. Sei (-,-) eine linksinvariante Metrik auf einer Liegruppe G und seien
XY, Z, W linksinvariante Vektorfelder auf G. Dann gilt:

(i) VxY =YX, Y] = (adx)*Y — (ady)*X},
(ii) (R(X,Y)Z, W) = (VxZ,VyW) — (Vy Z,VxW) — (Vixy 1 Z, W),
(iii)
(REXVVX) = fodoY + () X = (o) X, (o )'Y)

IV = S (X VIV X) + ([[Y; X, X], V).

Hierbei bezeichnen wir mit A* die adjungierte Abbildung eines Operators A beziiglich des
gegebenen Skalarproduktes. Man erhélt also, wie im biinvarianten Fall, eine Abschitzung
fiir den Betrag der Schnittkriimmung gegen ein Vielfaches der Norm des Kommutators.

22 Gjehe |[ChEDb|, Proposition 3.18.



Literaturverzeichnis

[Ba

[Bel

[BoWi]

|[BoKa|

[BuKa|

[Ch]

[ChED]

[ChGr]

[DeMeNo]

|Es]

[FuYa|

[GaHuLal

|Gr]

D. Barden; Simply connected five-manifolds, The Annals of Mathematics, Se-
cond Series, Vol. 82, No. 3, (1965), pp. 365-385.

A. L. Besse; Einstein Manifolds, Springer Verlag, Ergebnisse der Mathematik
und ihrer Grenzgebiete, 3. Folge Band 10, (1987).

C. Bohm, B. Wilking; Manifolds with positive curvature operators are space
forms, The Annals of Mathematics, Vol. 167, (2008), pp. 1079-1097.

J. P. Bourguignon, H. Karcher; Curvature Operators: Pinching Estimates and
Geometric Examples, Ann. scient. Ec. Norm. Sup., 4é série, t. 11, (1978), pp.
71-92.

P. Buser, H. Karcher; Gromouv’s almost flat manifolds, soc. math. de france,
astérisque 81 (1981).

S. S. Chern; The Geometry of G-Structures, Bulletin Amer. Math. Soc. Vol. 72,
No. 2 (1966), pp. 167-219.

J. Cheeger, D. G. Ebin; Comparison Theorems in Riemannian Geometry,
North-Holland Publishing Company, Vol. 9, (1975).

J. Cheeger, D. Gromoll; On the structure of complete manifolds of nonnegative
curvature, The Annals of Mathematics, Vol. 96, (1992), pp. 413-443.

A. Derdzinski, F. Mercuri, M. H. Noronha; Manifolds with pure non-negative
curvature operator, Bol. Soc. Bras. Mat., Vol. 14, No. 2, (1987), pp. 13-22.

J. H. Eschenburg; New examples of Manifolds with Strictly Positive Curvature,
Invent. math. 66 (1982), pp. 469-480.

K. Fukaya, T. Yamaguchi; The Fundamental Groups of Almost Nonnegatively
Curved Manifolds, The Annals of Mathematics, Second Series, Vol. 136, No. 2,
(1992), pp. 253-333.

S. Gallot, D. Hulin, J. Lafontaine; Riemannian Geometry, Springer 3rd Edition
(2004).

M. Gromov; Almost flat manifolds, J. Differential Geometry 13 (1978), pp.
231-242.

67



LITERATURVERZEICHNIS 68

|GrZi]

[GrVeZi]

[Ha]
|He

[JoWr]

[KaPeTu|

[KoMiS]|

[KoNo|

[Ma]

[MeNo|

[MiMo]

[ Mii]

[Nal

[O'N]

[Os]
[Pe]
[Po

K. Grove, W. Ziller; Curvature and Symmetry of Milnor Spheres, The Annals
of Mathematics, Vol. 152, (2000), pp. 331-367.

K. Grove, L. Verdiani, W. Ziller; A new typ of a positivly curved manifold,
Preprint (2008).

A. Hatcher; Algebraic Topology, Cambridge University Press, (2002).

S. Helgason; Differential Geometry, Lie Groups and Symmetric Spaces, Acade-
mic Press, Inc., New York, (1978).

M. Joachim, D. J. Wraith; Ezotic Spheres and Curvature, Bulletin of the Amer.
Math. Soc., Vol. 45, No. 4 (2008), pp. 595-616.

V. Kapovitch, A. Petrunin, W. Tuschmann; Nilpotency, almost nonnegative

curvature, and the gradient flow on Alexandrov spaces, The Annals of Mathe-
matics, Vol. 171 , No. 1, (2010), pp. 343-373.

I. Kolar, P. W. Michor, J. Slovak; Natural Operations in Differential Geometry,
Springer-Verlag, (1993).

S. Kobayashi, K. Nomizu; Foundations of Differential Geometry I, New York,
London, Sydney: Interscience (1969).

H. Maillot; Sur l'opérateur de courbure d’une varieté Riemannienne, thése 3-
éme cycle, L'université Claude-Bernard, Lyon, June 1974.

F. Mercuri, M. H. Noronha; On the topology of complete riemannian mani-
folds with nonnegative curvature operator, Rendiconti Seminario Fac. Sc. Uni.
Cagliari, Vol. 63, Fasc. 2 (1993).

M. J. Micallef, J. D. Moore; Minimal two-spheres and the topology of manifolds
with positive curvature on totally isotropic two-planes, The Annals of Mathe-
matics, Vol. 127 | No. 1, (1988), pp. 199-227.

M. Miiter; Krimmungserhéhende Deformationen mittels Gruppenaktionen,
Dissertation, Universitat Miinster, 1987.

J. C. Nash; Positive Ricci Curvature on Fibre Bundles, J. Differential Geometry
14 (1979), pp. 241-254.

B. O’Neill; The fundamental Equations of a Submersion, Michigan Math. J. 13
(1966), pp. 459-469.

H. Osborn; Vector Bundles (Volume I), Academic Press, Inc., New York, (1982).
P. Petersen; Riemannian Geometry, Springer-Verlag New York, Inc (1998).

W. A. Poor; Some FExotic Spheres with Positive Ricci Curvature, Math. Ann.
216 (1975), pp. 245-252.



LITERATURVERZEICHNIS 69

[Ru]
[Sa

[ScTu]

[Stee]
[Ster]

[StZi]

Vil
[Wal

(Wil

[Wol

|Zi]

E. A. Ruh; Almost flat manifolds, J. Differential Geometry 17 (1982), pp. 1-14.

T. Sakai; Riemannian Geometry, Translations of Mathematical Monographs,
Vol. 149, (1992).

L. J. Schwachhofer, W. Tuschmann; Almost Nonnegative Curva-
ture and Cohomogeneity One, Max Planck Institute for Mathe-
matics in the Sciences Preprint Series, Preprint No. 62, (2001),
http : | Jwww.mis.mpg.de/preprints/2001/preprint2001 — 62.pdf .

N. Steenrod; The Topology of Fibre Bundles, Princeton university press, (1951).

S. Sternberg; Lectures on Differential Geometry, Chelsea Pub Co; 2nd edition
(1982).

R. Stocker, H. Zieschang; Algebraische Topologie, B.G. Teubner, Stuttgart,
(1988).

J. Vilms; Totally Geodesic Maps, J. Differential Geometry 4 (1970), pp. 73-79.

G. Walschap; Metric Structures in Differrential Geometry, Springer-Verlag New
York, (2004).

B. Wilking; On fundamentel groups of manifolds of nonnegative curvature, Diff.
Geom. and its Appl., Vol. 13, (2000), pp. 129-165.

J. A. Wolf; Curvature in Nilpotent Lie Groups, Proceedings of the Amer. Math.
Soc., Vol. 15, No. 2 (1964), pp. 271-274.

W. Ziller; Examples of Riemannian manifolds with non-negative sectional cur-
vature, Metric and Comparison Geometry, Surv. Diff. Gem. 11, ed. K. Grove
and J. Cheeger, International Press, (2007), pp. 63-102.






Erklarung

Ich versichere an Eides statt, die vorliegende Arbeit bis auf die wissenschaft-
liche Beratung durch meinen Doktorvater selbstindig verfasst zu haben.

Die Arbeit ist unter Einhaltung der Regeln guter wissenschaftlicher Praxis
entstanden und ist bisher weder verdftfentlicht noch zur Verdffentlichung ein-
gereicht worden, noch hat sie ganz oder zum Teil an anderer Stelle im Rahmen
eines Priifungsverfahrens vorgelegen.

Des Weiteren versichere ich, noch keinen Promotionsversuch unternommen zu

haben.

Karlsruhe, 19.01.2011



	Einleitung
	Der Krümmungsoperator einer Mannigfaltigkeit
	Grundlagen
	Skalieren der Metrik
	Krümmungsoperator von kompakten Liegruppen
	Krümmungsoperator auf Riemannschen Produkten
	Reiner Krümmungsoperator

	Positiver und nichtnegativer Krümmungsoperator
	Positive und nichtnegative Schnittkrümmung
	Positive Schnittkrümmung
	Nichtnegative Schnittkrümmung

	Positiver und nichtnegativer Krümmungsoperator
	Positiver Krümmungsoperator
	Nichtnegativer Krümmungsoperator
	Reiner Krümmungsoperator


	Fast nichtnegative Krümmung
	Fast flache Mannigfaltigkeiten

	Fundamentalgruppe und Krümmungsoperator
	Der Fall nichtnegativen Krümmungsoperators
	Der Fall fast nichtnegativen Krümmungsoperators

	Fast nneg. Krümmungsoperator auf Bündeln
	Konstruktion der Metrik
	Berechnung des Krümmungsoperators
	Der Fall von Prinzipalbündeln
	Der Fall reinen Krümmungsoperators


	Anwendungen
	Konstruktion der Beispiele
	Dimension 4 und Dimenson 5
	Dimension 6 und Dimension 7
	Weitere Beispiele


	Anhang
	Komplex-projektive Räume
	Symmetrische Räume
	Faserbündel und Prinzipalbündel
	Riemannsche Submersionen und O'Neill-Formeln
	Die Heisenberg-Mannigfaltigkeit
	Die Heisenberg-Gruppe
	Der Krümmungsoperator der Heisenberg-Gruppe
	Die Heisenberg-Mannigfaltigkeit

	Sphärenbündel
	Bündel über Sphären
	Sphärenbündel über Sphären

	Krümmung von linksinvarianten Metriken


