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Kurzfassung

In der Sensorik und Aktorik werden in zunehmendem Mafe piezoelektrische Ma-
terialien eingesetzt. Um die Entwicklung von Anwendungen zu erleichtern, sind
numerische Hilfsmittel von Bedeutung. Die physikalische Beschreibung fiithrt auf
ein Randwertproblem mit elektromechanisch gekoppelten Differentialgleichungen,
welches sich beispielsweise durch Verwendung der Finite-Elemente-Methode né-
herungsweise 10sen lasst. Da die Strukturen gewohnlich sehr diinn sind, eignen
sich piezoelektrische Stab- und Schalenelemente in besonderer Weise.

Bei piezoelektrischen Materialien sind mechanische und elektrische Feldgrofien
iiber die konstitutiven Beziehungen gekoppelt. Verwendet man Standardelement-
formulierungen, in welchen die mechanischen und elektrischen Freiheitsgrade mit
Ansatzfunktionen niederer Ordnung interpoliert werden, ergeben sich insbeson-
dere bei Biegebeanspruchung unausgewogene Approximationsraume fiir die me-
chanischen und elektrischen Felder. Dies fiihrt zu fehlerhaften Berechnungsergeb-
nissen.

Mit der vorliegenden Arbeit wird ein Konzept vorgeschlagen, um inkompatible
Approximationsraume und die damit verbundenen Berechnungsfehler bei diinnen
Strukturen fiir alle géngigen Polarisationsarten und Beanspruchungen zu ver-
meiden. Die Vorgehensweise basiert auf einer gemischten Variationsformulierung
in Verbindung mit der EAS-Methode, wodurch eine von den Ansatzfunktionen
unabhéngige Interpolation der mechanischen und elektrischen Felder ermoglicht
wird.

Das Konzept wurde in die Entwicklung eines piezoelektrischen Stab- und Scha-
lenelements eingebunden. Das piezoelektrische Schalenelement basiert auf einer
mechanischen Schalenformulierung mit kinematischen Annahmen nach Reissner-
Mindlin und beriicksichtigt Dickendehnungen. Auch eine Analyse von typischen
piezoelektrischen Sensorstrukturen mit geschichtetem Querschnittsaufbau ist da-
mit ohne parasitdre Approximationen moglich. Das piezoelektrische Stabelement
basiert auf einer mechanischen Stabformulierung mit kinematischen Annahmen
nach Timoshenko und beriicksichtigt Quer- und Dickendehnungen. Da auch die
Verwolbung des Querschnitts in das Konzept miteinbezogen ist, sind die mechani-
schen und elektrischen Felder auch bei Torsionsbeanspruchung ausgewogen. Bei-
de Elementformulierungen verfiigen tiber sechs mechanische und zwei elektrische
Knotenfreiheitsgrade und ermoglichen die Verwendung von 3D-elektromechani-
schen, konstitutiven Beziehungen.

Numerische Beispiele zeigen, dass mit den Elementformulierungen bei der Ana-
lyse von piezoelektrischen Stab- und Schalenstrukturen fiir alle gingigen Bean-
spruchungsarten keine Berechnungsfehler infolge inkompatibler Approximations-
rdume auftreten.






Abstract

Piezoelectric materials are increasingly employed throughout the field of sensor
and actuator applications. Numerical tools are essential in assisting the develop-
ment of such devices. The physical description leads to a boundary value problem
with electromechanically coupled differential equations which can be solved ap-
proximatively, for example, by the finite element method. As the structures are
usually quite thin, piezoelectric beam and shell elements are very well suited for
this task.

In piezoelectric materials, the mechanical and electrical fields are coupled by
the constitutive relations. Especially for problems dominated by bending, this
results in incompatibilities when using standard element formulations where the
mechanical and electrical degrees of freedom are interpolated with lowest order
functions. As a consequence parasitic approximations and incorrect computation
results occur.

The present work proposes a concept to avoid these incompatible approximation
spaces and the thus occurring computation errors when dealing with thin struc-
tures for all typical kinds of polarisation and loading cases. The approach is based
on a mixed variational formulation combined with the EAS-method. It allows for
approximations of the mechanical and electrical field quantities independent of
the interpolation functions.

The concept was integrated into the development of a piezoelectric shell and beam
element. The piezoelectric shell element is based on a mechanical shell formula-
tion with Reissner-Mindlin kinematics and enables the consideration of strains
throughout the thickness. Also, the analysis of layered piezoelectric sensor struc-
tures becomes possible without parasitic approximations. The piezoelectric beam
element is based on a mechanical beam formulation with Timoshenko kinematics
and accounts for strains throughout the thickness and width. Since cross section
warping is also covered by the concept, the mechanical and electrical fields are well
balanced even when considering torsion as a loading case. Both element formula-
tions allow for 3D-electromechanical constitutive relations and use six mechanical
and two electrical nodal degrees of freedom: three displacements, three rotations
and the electric potential on the top and at the bottom of the structure.

Numerical examples show that the element formulations are electromechanically
consistent and make it possible to analyse piezoelectric beam and shell structures
without parasitic approximations for all typical loading cases.
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1 Einleitung

Funktionsmaterialien sind in der Lage, Energie nicht nur in einer Hauptenergie-
form speichern zu konnen, sondern gleichzeitig auch in einer Nebenenergieform
von einer solchen Groflenordnung, dass sich diese technisch nutzen lasst. M AN-
KAME & ALEXANDER charakterisieren die heutzutage eingesetzten Funktionsma-
terialien in [79] ausfithrlich. Eine Ubersicht aktueller Funktionsmaterialien, ein-
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Abb. 1.1: Einteilung heute gangiger Funktionsmaterialien nach LAGOUDAS [68]

geordnet nach ihrer jeweiligen Energiedichte und dem zuléssigen Arbeitsbereich
ist - wie auch zu finden in LAGOUDAS [68] - im Diagramm in Abbildung 1.1
dargestellt.

Die vorliegende Arbeit ist auf piezoelektrische Keramiken (Piezoelektrika) unter
Vernachlassigung dissipativer Prozesse fokussiert. Piezoelektrika gibt es sowohl
natiirlich vorkommend, z.B. Quarz, aber auch in synthetisch erzeugter Form, z.B.
Blei-Zirkonat-Titanat (PZT) oder Bariumtitanat (BTO). Sie kénnen bei einer
auleren Beanspruchung mechanische und elektrische Energie als Hauptenergie-
form und Nebenenergieform speichern.

Dies wurde im Jahre 1880 von Jacques und Pierre Curie anhand des direkten
und inversen piezoelektrischen Effekts entdeckt, vgl. beispielsweise KATZIR [58].
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Der direkte piezoelektrische Effekt besagt, dass unter einer mechanischen Bean-
spruchung neben der mit der Verformung priméar mechanisch gespeicherten Ener-
gie auch elektrische Energie gespeichert wird, was man am Auftreten messbarer
elektrischer Spannung erkennt. Der inverse piezoelektrische Effekt bewirkt, dass
mit dem Anlegen einer elektrischen Spannung neben der primér elektrisch ge-
speicherten Energie auch mechanische Energie gespeichert wird, was man an der
auftretenden Verformung erkennt.

Diese Effekte lassen sich technisch sehr gut nutzen: Beruht eine Anwendung auf
dem direkten Effekt, spricht man von einem piezoelektrischen Sensor. Wird der
inverse Effekt genutzt, spricht man von einem piezoelektrischen Aktor. Ausfiithr-
liche Beschreibungen technischer Anwendungsmoglichkeiten geben zum Beispiel
CRAWLEY [35], TANI et al. [110], RA0O & SUNAR [94], L1U et al. [75], ALKHA-
TIB & GOLNARAGHI [3]. Kurze Reaktionszeiten, hohe Prazision und Dauerhaftig-
keit machen ihren Einsatz interessant fiir viele Fachbereiche: In der Optik zum
Scannen, Fokussieren und zur Positionierung von Spiegeln und Linsen; in der
Fluidtechnik fiir Ventile und Pumpen; in der Luft- und Raumfahrt fir aktive
Klappen und Fliigel; in der Mechanik zum Positionieren von Werkzeugen, fiir
aktive Keile und Federn, zur Erzeugung von Ultraschallwellen fiir Messgerate; im
Bauwesen fiir die Zustandskontrolle von Tragwerken oder die Detektion von Ris-
sen mit zerstorungsfreier Priifung sowie zur Schwingungsdéampfung; im Maschi-
nenbau zum Beispiel fir Reibelemente oder Einspritzdiisen neuerer Generation,
vgl. Mock & LuBITzZ [86]. Dartiber hinaus gibt es eine Vielzahl von Anwendungen
in der Mechatronik, der Medizintechnik und der Microsystemtechnik.

Bei Menschen und Tieren finden sich elektromechanische Sensoren beispielsweise
in Form von Flimmerhérchen im Gehor, welche die mechanische Beanspruchung
durch Schall in elektrische Impulse umwandeln und weiterleiten. Pflanzen kon-
nen wechselnde Umgebungsbedingungen wahrnehmen und sind sogar in der Lage,
sich daran anzupassen. Die Fahigkeit, ihr Wachstum nach dem Lichteinfall aus-
zurichten, hat fiir sie eine zentrale Bedeutung. Die Entwicklung von technischen
Anwendungen mit dem Vorbild der Natur werden zusammengefasst unter dem
Begriff der Biomimetik, vgl. BusHAN [27]. Hierzu zéhlen demnach auch adaptive
Systeme (smart structures), welche in der Lage sind, sich z.B. durch die An-
derung ihrer Form an veranderte duflere Bedingungen anzupassen. Sie bestehen
aus der Kombination von Sensor, Aktor und Steuereinheit. Dabei detektiert der
Sensor eine duflere Bedingung, beispielsweise eine mechanische Schwingung, und
iibergibt die hierfiir charakteristischen Informationen an eine Steuereinheit. Die-
se bestimmt anhand dessen eine Mafinahme und leitet durch Senden der hierfiir
erforderlichen Signale deren Umsetzung durch den Aktor ein. Eine von vielen
moglichen Anwendungen, vgl. GAUDENZI [42], ist die adaptive Vibrationskon-



1.1  Motiation 3

trolle von Helikopterrotorblattern zur Reduktion der Gerduschemissionen und
Verbesserung der Rotordynamik, wie zu finden in PRECHTEL [92].

1.1 Motivation

Bei der Entwicklung von Bauteilen in der Sensorik und Aktorik sind sehr genaue
Kenntnisse dariiber erforderlich, welche elektrische Spannung mit welchen Ver-
formungen korrespondiert. Hierfiir sind numerische Methoden als Hilfsmittel von
grofler Bedeutung.

Die physikalische Beschreibung des Materialverhaltens fiihrt auf ein System von
elektromechanisch gekoppelten Differentialgleichungen. Fiir die Losung des ge-
koppelten Randwertproblems kann die Finite-Elemente-Methode genutzt werden.
Uber die konstitutive Beziehung werden mechanische Verzerrungen und die Kom-
ponenten des elektrischen Feldes additiv gekoppelt. Da diese im Allgemeinen in
unterschiedlichen Funktionsrdumen approximiert werden, fithrt dies fiir bestimm-
te Beanspruchungen im Rahmen einer numerischen Analyse zu Unvertréglichkei-
ten, welche mit denjenigen vergleichbar sind, die in rein mechanischen Problemen
fir so genannte Locking-Effekte verantwortlich sind. Diese Unvertraglichkeiten
treten insbesondere in Finite-Element-Formulierungen auf, bei denen die mecha-
nischen und elektrischen Freiheitsgrade mit Polynomen niederer Ansatzordnung
interpoliert werden.

In der Literatur finden sich keine Arbeiten, in denen die Ursache der auftreten-
den Unvertraglichkeiten umfassend untersucht wurde. Fiir die vorliegende Arbeit
stellte sich daher als Ausgangsfrage, wie sich die Unvertraglichkeiten und die
damit verbundenen Berechnungsfehler der Finite-Elemente-Methode verhindern
lassen.

1.2 Stand der Forschung und Ziele der Arbeit

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein geeignetes, allgemein giiltiges Losungskonzept
zur Vermeidung unausgewogener Approximationsraume im Rahmen der Finite-
Elemente-Methode bereitzustellen und damit eine konsistente numerische Model-
lierung elektromechanischer Feldprobleme zu ermoéglichen.

Es werden permanent neue Aktoren und Sensoren entwickelt, eine Ubersicht iiber
gangige Bauteilklassen findet sich in TRESSLER et al. [112] und BREI et al. [23].
Eine Auswahl typischer Bauformen ist in Abbildung 1.2 zu sehen und zu finden
in ALEXANDER et al. [2], NIEZRECKI [88] et al. und Su et al. [105]. Haufig
haben die Bauteile eine stab- oder schalenartige Geometrie. Daher eignen sich fiir
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Abb. 1.2: Typische Sensor- und Aktorbauweisen

lem
—

die numerische Untersuchung piezoelektrische Stab- und Schalenformulierungen
im Rahmen der Finite-Elemente-Methode. In der Literatur gibt es hierzu eine
Reihe von Arbeiten. BENJEDDOU [12] gibt eine Ubersicht iiber die Entwicklungen
beziiglich aller piezoelektrischen Elementklassen.

Dariiber hinausgehend werden piezoelektrische Schalenmodellierungen aus neu-
erer Zeit vorgestellt in BERNADOU & HAENEL [14], LAMMERING & MESECKE-
RISCHMANN [69], MESECKE-RISCHMANN [85], DE MIRANDA & UBERTINI [37],
KOaL & BUCALEM [59], RACHMADINI et al. [93], MARINKOVIC et al. [81], VA-
RELIS & SARAVANOS [115], SCHULZ et al. [99], SCHULZ [98], ZEMCIK et al. [125]
und ZOUARI et al. [128]. Diese beschreiben den Schalenraum mathematisch be-
zuglich einer Referenzflache. Viele praxisrelevante Bauteile in der Sensorik und
Aktorik sind aus unterschiedlichen Materialschichten aufgebaut und unterlie-
gen sehr héufig dynamischen Beanspruchungen, siehe hierzu beispielsweise VE-
PA [116], BECKER et al. [11] und YOON & WASHINGTON [124]. Um dies bertick-
sichtigen zu konnen, muss die Schalenmodellierung eine geeignete Laminattheorie
beinhalten. Fiir piezoelektrische Volumen-Schalen-Elemente, siehe zum Beispiel
SzE & YAO [107], SZE et al. [108], ZHENG et al. [126], TAN & VU-Quoc [109],
KLINKEL et al. [62], ist keine Laminattheorie notwendig.

Piezoelektrische Stabformulierungen beschréanken sich haufig auf eine zweidimen-
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sionale Modellierung. Fiir die Untersuchung komplizierterer Bauweisen der Sen-
sorik und Aktorik sowie fiir Anwendungen unter Torsionsbeanspruchung ist eine
dreidimensionale Modellierung unerlasslich. Dennoch gibt es zu dieser Thematik
bisher nur wenige Veroffentlichungen. In diesem Zusammenhang zu erwahnen sind
die Arbeiten von GANAPATHI et al. [41], BROCKMANN [26], WANG & WANG [121]
und BUTZ et al. [29].

AHMAD et al. [1] und KO6GL & BUCALEM [59] geben einen Uberblick dariiber, wel-
che Ansétze fiir den Verlauf des elektrischen Potentials in existierenden piezoelek-
trischen Stab- und Schalenformulierungen zum Einsatz kommen. Eine Reihe von
numerischen Modellierungen, die von einem konstanten Verlauf des elektrischen
Feldes iiber die Dicke des Querschnitts ausgehen - und daher mit unausgewogenen
Approximationsraumen arbeiten - konnen nur fiir bestimmte Beanspruchungsar-
ten korrekte Ergebnisse liefern. WANG & WANG [121] begiinden dies analytisch,
indem sie zeigen, dass ein linearer Verlauf des elektrischen Potentials nicht aus-
reicht, um die physikalischen Verhéltnisse unter Biegebeanspruchung korrekt wie-
derzugeben. Diese Aussage deckt sich mit den Erkenntnissen in YANG [123] so-
wie IRSCHIK & KROMMER [53] und wurde in den Elementformulierungen neuerer
Zeit wie BERNADOU & HAENEL [14], LAMMERING & MESECKE-RISCHMANN [69],
RACHMADINI et al. [93] , KLINKEL et al. [62], MARINKOVIC et al. [81], BUTZ et
al. [29], SCHULZ et al. [99], ScHULZ [98] und ZOUARI et al. [128] beriicksichtigt.

Wird im Schrifttum auf Berechnungsfehler eingegangen, erfolgt dies ausnahmslos
fir Lastfélle, welche querkraftfreie Biegezustinde hervorrufen. Dies entspricht nur
selten iiblichen Verformungszustinden in der Sensorik und Aktorik und beinhaltet
die Problematik unausgewogener Approximationsrdume nur in abgeschwéchter
Form. Zum Beispiel wird von DE MIRANDA & UBERTINI in [36] und [37] von Oszil-
lationen der Spannungen und dielektrischen Verschiebungen bei Finite-Elemente-
Berechnungen unter Biegebeanspruchung berichtet. Diese resultieren aus genau
diesen Unvertraglichkeiten aufgrund unvertraglicher Approximationsrdume der
Verzerrungen und des elektrischen Feldes. Eine Analyse der Ursache parasitarer
Approximationen findet sich in der Literatur nicht.

Biegeaktoren sind die in der Aktorik am haufigsten eingesetzten Bauteile. In die-
sem Fall haben das angelegte elektrische Feld und die Polarisation des Materials
die gleiche Orientierung. Aufgrund der hoheren Effizienz des piezoelektrischen
Effekts im Schubbetrieb haben innerhalb der letzten Jahre auch Schubaktoren an
Bedeutung gewonnen. Dabei sind das elektrische Feld und die Polarisation senk-
recht zueinander orientiert. Eine Ubersicht iiber die bisherigen Entwicklungen fiir
diese Anwendungsklasse ist in BENJEDDOU [13] zu finden.

Die Erfassung von geometrischen Nichtlinearitaten ist nicht nur - wie zum Bei-
spiel in MERESSI& PADEN [84] dargestellt - fir Stabilitatsanalysen piezoelek-
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trischer Strukturen von Bedeutung. Gemafl den Untersuchungen von MUKHER-
JEE & CHAUDURI [87] hingen die Berechnungsergebnisse fiir das elektrische Po-
tential, das sich in einem Sensor einstellt, erheblich davon ab, ob geometrisch
lineare oder geometrisch nichtlineare kinematische Annahmen zugrunde liegen.
Insbesondere im Kontext von Prazisionsbauteilen innerhalb eines adaptiven Sy-
stems ist eine genaue numerische Ermittlung der am Sensor messbaren elektri-
schen Spannung unerlasslich.

Aus dem sich daraus ergebenden Forschungsbedarf ist diese Arbeit auf die Ent-
wicklung eines durch die Verwendung abgestimmter Ansatzriume konsistenten
piezoelektrischen 3D-Stabelements und eines konsistenten piezoelektrischen Scha-
lenelements fokussiert, welche frei sind von parasitdren Approximationen und
damit eine zuverldssige und effiziente Berechnung von piezoelektrischen Struk-
turen bei beliebiger Beanspruchung ermoglichen. Dabei sollen 3D-konstitutive
Beziehungen ohne Modifikation verwendet werden konnen, dynamische und geo-
metrisch nichtlineare Analysen moglich sein, typische, richtungstreue Polarisati-
onsarten beriicksichtigt und mit der Schalenformulierung auch geschichtete Struk-
turen untersucht werden kénnen.

1.3 Gliederung der Arbeit

e In Kapitel 2 werden die Grundlagen der Elektromechanik deformierbarer
Dielektrika zusammengestellt. Sie dienen im Rahmen dieser Arbeit als Basis
fiir die mathematische Beschreibung elektromechanisch gekoppelter Feld-
probleme und bestehen aus den dafiir erforderlichen Grundlagen der Kon-
tinuumsmechanik, den Grundlagen sowie wesentlichen Begriffen der elek-
trostatischen Feldtheorie und den Bilanzrelationen. Dabei zeigt sich, dass
im Kontext von technischen Anwendungen der Spannungstensor auch fiir
piezoelektrische Kontinua als symmetrisch angesehen werden kann.

e In Kapitel 3 werden, ausgehend von allgemeiner Anisotropie, die transver-
salisotropen Stoffgleichungen fiir deformierbare Dielektrika abgeleitet und
in allgemeiner Form fiir die typischen Félle angegeben, bei denen die Polari-
sierung und damit die Vorzugsrichtung mit einer der drei Hauptrichtungen
iibereinstimmt.

e In Kapitel 4 werden an einem Stabmodell die Ursachen fiir parasitiare Ap-
proximationen und die damit verbundenen Berechnungsfehler untersucht.
Hierfiir wird beschrieben, welche mechanischen Verzerrungskomponenten
und elektrischen Feldkomponenten fiir typische Beanspruchungsarten je-
weils auftreten, welchen Funktionsraumen diese angehéren und wie die me-
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chanischen und elektrischen Komponenten iiber die konstitutive Beziehung
gekoppelt sind. Dabei wird von einer linearen Interpolation des elektrischen
Potentials ausgegangen, wie sie in gewohnlichen Finite-Element-Formulie-
rungen verwendet wird. Es stellt sich heraus, dass die parasitdren Appro-
ximationen mit einer fehlenden Balance der Approximationsraume fir die
Lastfalle Biegung und Torsion zusammenhangen.

In Kapitel 5 wird diskutiert, inwiefern géngige Methoden der Finite-Ele-
mente-Technologie zur Beseitigung der inkompatiblen Approximationsrau-
me bei elektromechanischen Feldproblemen angewendet werden konnen.
Durch die Kombination verschiedener Methoden ergab sich eine effiziente
Losungsstrategie.

In Kapitel 6 wird die Formulierung eines elektromechanisch konsistenten
Schalenelements beschrieben. Das Auftreten von parasitiaren Approximatio-
nen bei der Kopplung elektrischer und mechanischer Felder wird unter Ver-
wendung der gemischten Methode und der Einbeziehung der EAS-Methode
auch fiir typische, geschichtete Strukturen der Sensorik verhindert.

In Kapitel 7 wird anhand von numerischen Beispielen sowohl die piezoelek-
trische Schalenformulierung validiert als auch die vollstdndige Beseitigung
von parasitdren Approximationen veranschaulicht.

In Kapitel 8 ist die Formulierung eines elektromechanisch konsistenten
Stabelements beschrieben. Durch Verwendung der gemischten Methode in
Verbindung mit der EAS-Methode sind die Approximationsraume der elek-
trischen und mechanischen Felder auch bei der Analyse von Stabstrukturen
unter Torsionsbeanspruchung ausgewogen.

In Kapitel 9 wird die piezoelektrische Stabformulierung anhand von nume-
rischen Beispielen validiert und gezeigt, dass durch die Verwendung elektro-
mechanisch abgestimmter Ansatzraume keine parasitaren Approximationen
auftreten.

In Kapitel 10 wird eine kurze Zusammenfassung der im Rahmen dieser
Arbeit erzielten Fortschritte gegeben.

In Kapitel 11 wird in Form eines Ausblicks beschrieben, welche weiterfiih-
renden Forschungsarbeiten sich durch die gewonnenen Erkenntnisse ergeben
konnten.

In Kapitel 12 werden auf den Untersuchungsergebnissen dieser Arbeit
basierende Praxisempfehlungen bei der Verwendung von piezoelektrischen
Stab- und Schalenelementen formuliert.
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2 Elektromechanik deformierbarer Dielektrika

2.1 Grundlagen der Kontinuumsmechanik

In diesem Abschnitt werden die grundlegenden Beziehungen der Kontinuums-
mechanik angegeben, welche fiir die Finite-Element-Formulierungen im Rahmen
dieser Arbeit von Bedeutung sind. Hierzu erfolgt zunéchst die mathematische Be-
schreibung der Kinematik eines Korpers - die Grundlage fiir die darauf folgende
Definition von Verzerrungsmaflen. Die nachfolgend angegebenen Zusammenhéange
und Beschreibungen finden sich in ausfithrlicherer Darstellung in den Standard-
werken der Kontinuumsmechanik, siehe zum Beispiel BASAR & WEICHERT [8],
BERTRAM [15], HOLZAPFEL [50], SILHAVY [100], STEIN & BARTHOLD [104].

2.1.1 Kinematik finiter Deformationen

Unter einem materiellen Korper versteht man in der Kontinuumsmechanik einen
geschlossenen Bereich, der aus kontinuierlich verteilten materiellen Punkten be-
steht. Fiir eine mathematische Beschreibung werden die materiellen Punkte in
den Euklidischen Raum IE?® abgebildet. Darin lisst sich jeder materielle Punkt
durch seine Position identifizieren. Die Bewegung des Korpers lasst sich tiber die
Lage der materiellen Punkte zu verschiedenen Zeitpunkten beschreiben.

Die Konfiguration By C E3 zum Zeitpunkt ¢ = t wird als Ausgangskonfiguration
oder Bezugsplatzierung des Korpers bezeichnet, ein materieller Punkt Py € By
wird durch den Ortsvektor X = X'e; beziiglich der raumfesten Orthonormalbasis
{e1, €2, e3} beschrieben, welche durch ||e;|| = 1 und

€€ = (51‘]‘ (21)

definiert ist.
Zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ nimmt der Kérper die Momentanplatzierung B
ein. Die Lage des materiellen Punktes P € B wird durch den Ortsvektor

x =x'e; = x(X,t) = x(X, 1) (2.2)

identifiziert, womit die Bewegung des Korpers durch die Verwendung der ma-
teriellen Koordinaten X als unabhéngige Grofle in sogenannnter Lagrange’scher
Darstellung gegeben ist.

Dabei wird gefordert, dass die Abbildung

x(X,t): By — BC E? (2.3)
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Abb. 2.1: Bezugsplatzierung und Momentanplatzierung eines Kérpers in E?

zweimal stetig differenzierbar ist und die inverse Abbildung existiert. Als abge-
leitete Grofle ergibt sich daraus die Verschiebung

u(X,t) = x(X,t) — X (2.4)

eines materiellen Punktes in Lagrange’scher Darstellung. Eine Kurve aus ma-
teriellen Punkten bildet eine materielle Linie. Der Tangentenvektor an eine mate-
rielle Linie wird als materielles Linienelement bezeichnet. Die Deformation des
Kérpers wird durch die Anderung von materiellen Linienelementen dx, ma-
teriellen Flachenelementen da und materiellen Volumenelementen dV beschrie-
ben. Hierfiir wird die lineare Abbildung

_ (X, 1)

F := X - Grad|[x] (2.5)

definiert und als Definitionsgradient bezeichnet. Um die Existenz der Umkehrab-
bildung F~! zu gewiéhrleisten, muss det[F] > 0 erfiillt sein. Der Deformations-
gradient F bildet ein materielles Linienelement dX von der Bezugsplatzierung
auf dx in der Momentanplatzierung ab tiber die Beziehung

dx =FdX . (2.6)
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Driickt man materielle Flachenelemente und materielle Volumenelemente durch
materielle Linienelemente aus, folgt unter Anwendung von Gleichung 2.6 sowie
der Definition des Spatprodukts die Transformation von Volumenelementen

dv = det[F]dV (2.7)
und die Piola-Transformation von vektoriellen Flachenelementen
da = det[F]FTdA . (2.8)

Die Gleichungen 2.6 - 2.8 ermoglichen die Transformation von Integrationsberei-
chen der Bezugs- und Momentanplatzierung.

2.1.2 Definition von Verzerrungsmafien

Nach dem Satz zur polaren Zerlegung lésst sich der Deformationsgradient F mit
F=RU = VR (2.9)

in einen Verzerrungs- und einen Rotationsanteil zerlegen, wobei der rechte Streck-
tensor U, der linke Strecktensor V und der orthogonale Tensor R eindeutig be-
stimmt sind. Anschaulich bewirkt die polare Zerlegung nach Gleichung 2.9 die
Darstellung der Deformation als Hintereinanderschaltung einer Streckung und
einer Drehung oder umgekehrt. Dabei bewirkt der Rotationstensor R eine reine
Drehung von materiellen Linienelementen, welche nicht zur Deformation des Kor-
pers beitragen. Der rechte Strecktensor U und der linke Strecktensor V bewirken
eine reine Streckung von materiellen Linienelementen, die in Richtung einer ih-
rer Eigenvektoren orientiert sind. Mit der Definition des rechten Cauchy-Green

Tensors
C:=F'F (2.10)

und des linken Cauchy-Green Tensors
B = FF’ (2.11)

werden wegen der orthogonalen Eigenschaft von R die Rotationsanteile der Be-
wegung des Korpers gefiltert. Da sie im undeformierten Zustand auf den Identi-
tatstensor 1 fithren, sind sie dennoch nicht als objektives Verzerrungsmaf fiir die
Verwendung in Bilanzrelationen geeignet.

Die Definition des Green’schen Verzerrungstensors

1 1, .,
E:=(C—1)= ;(F"F - 1) (2.12)
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behebt dieses Problem. Anschaulich kann er als Ma#8 fiir die Anderung der qua-
drierten Lénge eines Linienelementes dX durch die Abbildung x(X,¢) interpre-
tiert werden.

Zu einer weiteren Darstellung des Green’schen Verzerrungsmafles gelangt man,
wenn die Ortsvektoren nicht beziiglich der Orthonormalbasis {e;, s, €3}, sondern
mit X = X(£4£2,€%) und x = x(&1, €2, £3) als Funktionen konvektiver Koordina-
ten & ausgedriickt werden. Mit den Tangentenvektoren

oxX _ ox*
oc ~ og *

an die konvektiven Koordinaten ist ein kovariantes Basissystem im Punkt P

Gi:

(2.13)

der Ausgangskonfiguration gegeben, siche Abbildung 2.1. Die Verwendung eines
schiefwinkligen Basissystems erfordert immer die Mitfiihrung einer Dualbasis oder
kontravarianten Basis, welche man mit

o¢!

G = ok ex (2.14)
oder durch Anwendung der Orthogonalitatsrelation
erhélt. Die Metrikkoeffizienten sind gegeben durch
Gy = Gi-G; |
’ - (2.16)
Qi = @Gi.QJ

Analog dazu erhélt man die ko- und kontravarianten Basissysteme im Punkt P
der verformten Konfiguration. Formal sind hierfiir in den Gleichungen 2.13 - 2.16
die Symbole X, G und X*, G durch x, g und 2%, g zu ersetzen. Wegen

dX = g? d¢t = G;d¢
5 (2.17)
X . .
dx = -d¢' = g;d&
X o€ § g; d¢
folgt mit Gleichung 2.6

Dies bedeutet anschaulich, dass der Deformationsgradient F die Tangentialbasis
G, der Ausgangskonfiguration B, auf die Tangentialbasis g; der Momentankonfi-
guration B abbildet. Aus Gleichung 2.18 folgen mit G; ® G’ = 1 die Relationen

| (2.19)
F' = G'og
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Einsetzen von Gleichung 2.19 in 2.12 fiihrt auf

1 . :
E= 5(&‘ 8~ Gi-G;)G'G (2.20)
womit sich der Green’sche Verzerrungstensor mittels der begleitenden Tangen-

tialbasissysteme an die konvektiven Koordinaten darstellt.

2.2  Grundlagen der elektrostatischen Feldtheorie

Dieser Abschnitt beginnt mit der Beschreibung von grundlegenden Begriffen und
Gesetzen der Elektrostatik auf mikroskopischer Ebene. Ausgehend davon erfolgt
der Ubergang auf eine makroskopische Beschreibung. AbschlieBend werden da-
rauf aufbauend die Annahmen und Vereinfachungen fir die Theorie der linea-
ren Piezoelektrizitat zusammengefasst, welche in Kombination mit den grundle-
genden Beziehungen der Kontinuumsmechanik die Basis fiir die mathematische
Beschreibung von elektromechanischen Problemstellungen bildet. Die Ausfiihrun-
gen in diesem Kapitel reduzieren die ausfithrlichen Darstellungen in Lehrbiichern
zur Elektrodynamik, wie beispielsweise BRANDT & DAHMEN [21], GREINER [44],
GRIFFITHS [45], JACKSON [54] und NOLTING [89], auf die im Rahmen dieser
Arbeit relevanten Aspekte und Zusammenhéange.

2.2.1 Mikroskopische Betrachtung

Der Ort einer ruhenden Punktladung der Grofle () im Raum sei durch den Orts-
vektor X gegeben. Das Coulomb’sche Gesetz

QaQb

F, —
" dreo|| X, — X2

(2.21)

beschreibt die elektrisch induzierte Kraft f‘ab, die zwischen zwei Punktladungen
der Grofle @, und @ in Richtung ihrer Verbindungslinie wirkt und proportional
zur dielektrischen Konstanten gy = 8.854- 10_12% ist. Es ist ein in Experimenten
nachgewiesenes Grundgesetz und bildet die Grundlage der Elektrostatik.

Sind mehr als zwei Punktladungen im Raum vorhanden, ergibt sich die resul-
tierende Kraft F fiir jede Punktladung nach dem Superpositionsprinzip durch

mehrfache Anwendung von Gleichung 2.21.
Die elektrische Feldstérke ist mit

(2.22)
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am Ort X einer Punktladung definiert durch den Quotienten aus der auf sie
wirkenden resultierenden Kraft F und der Gréfe @ dieser Punktladung.

In einem Raum mit ortsfesten Punktladungen existiert damit ein Kraftfeld. Dieses
ist ein reines Gradientenfeld und damit rotationsfrei. Das elektrische Feld hat
daher die Eigenschaft

Rot[E] = 0 (2.23)
und lasst sich als Gradient eines Skalarfeldes ausdriicken. Mit dem elektrischen
Potential p(X) als Skalarfeld gilt

E = —Grad[g] . (2.24)

Das Gaufi’sche Gesetz

En dA = QV
ov o

besagt, dass der elektrische Fluss durch die ein Volumen V' umschlieende Flache

(2.25)

proportional zur in diesem Volumen V enthaltenen Gesamtladung @)y ist. Driickt
man diese mit

Qv = /Vq v (2.26)
durch die Verwendung der Ladungsverteilung ¢ aus, erhélt man aus 2.25 nach
Umwandlung des Oberflachenintegrals in ein Volumenintegral die lokale Darstel-
lung des Gaufi’schen Gesetzes

Div[E]eg =¢q . (2.27)

Zwei ortsfeste, entgegengesetzte Punktladungen ¢)p mit dem Abstand

|| X2 — Xi|| > 0 werden als elektrostatischer Dipol bezeichnet. Diesem ist das
Dipolmoment

P = Qp [Xy — X (2.28)
zugeordnet.

Durch die Prisenz eines elektrischen Feldes E gemafl Abbildung 2.2 wirken auf
die Punktladungen des Dipols wegen Gleichung 2.22 die Krifte F; = Qp E(Xl)
und Fy = Qb E(X2) Diese sind im allgemeinen Fall nicht parallel und es ist
||F1|| # ||Fa2||. Auf den Dipol wirkt damit eine resultierende Kraft

f:= P Grad[E] (2.29)
und ein Drehmoment

m:=pxE . (2.30)
In einem homogenen elektrischen Feld ist die Feldstarke tiberall gleich. Daher ist
F, parallel zu Fg und es gilt dann ||Fy|| = ||F2|| Als resultierende Kraft ergibt
sich dann f = F; + F, = 0, was wegen Grad[E ] = 0 im homogenen Feld auch

unmittelbar aus Gleichung 2.29 folgt.
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€1

Abb. 2.2: Elektrostatischer Dipol im inhomogenen elektrischen Feld

2.2.2 Makroskopische Betrachtung

Warum eine mikroskopisch exakte Theorie zum einen nicht realisierbar und zum
anderen aber auch nicht notwendig ist, wird zum Beispiel in NOLTING [89] dis-
kutiert. Durch eine geeignete, volumenbezogene Mittelung der mikroskopischen
Beschreibung gelangt man zu einem makroskopischen Modell, wobei die Glei-
chungen der mikroskopischen Betrachtung in ihrem Wesen erhalten bleiben. Man
geht dabei von Einzelgrofien iiber auf dichtebezogene Grofien, vgl. beispielsweise
BRANDT & DAHMEN [21]. Der Ubergang von der mikroskopischen auf die makro-
skopische Ebene ist unumkehrbar, da zum Beispiel verschiedene Punktladungs-
verteilungen auf dieselbe Ladungsdichte fiihren kénnen. Damit ist der Verlust von
Detailinformationen verbunden, die wesentliche Phanomenologie bleibt jedoch er-
halten und ist damit auch auf reale, makroskopische Strukturen anwendbar.

Die lineare Piezoelektrizitat ist beschrankt auf Dielektrika. Unter einem Dielek-
trikum versteht man einen makroskopischen Korper €, dessen Material weder
magnetisierbar noch elektrisch leitend ist. Der Ausschluss elektrischer Leitfahig-
keit bedeutet, dass nur ortsfeste Ladungstriger in € vorhanden sind. Dies ist
Voraussetzung dafiir, dass sich ein elektrisches Feld E ausbilden kann, da sich
Gradienten im elektrischen Potentialfeld ¢(X) nicht durch den Austausch von
Elektronen abbauen konnen.

Den Gleichungen 2.23 und 2.24 entsprechend gilt auf makroskopischer Ebene die
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Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes

—

Rot[E] =0 (2.31)
und dessen Bezug zum elektrischen Potentialfeld ¢ in Form von
E = —Grad[g] . (2.32)

Aus Gleichung 2.27 folgt mit der makroskopischen, volumenbezogenen Ladungs-
dichte @, die in der Literatur hiufig auch als gebundene Ladung bezeichnet wird,
die Beziehung

Div[E]eo = G, (2.33)

wobei fiir die Gesamtladung eines elektrisch neutralen Dielektrikums

/qb AV =0 (2.34)
¢
gelten muss. Mit der lokalen Form

—Div[P] = (2.35)

von Gleichung 2.34 driickt sich die Ladungsdichte g, als Divergenz eines Vektor-
feldes P aus, der als Polarisationsvektor bezeichnet wird.

In Form von Gleichung 2.35 ist zum Ausdruck gebracht, dass die Polarisation ei-
ne volumenbezogene Ladungsdichte ¢, innerhalb des Dielektrikums € hervorruft.
Daneben induziert sie auch Ladungen an dessen Oberlédche 0€, die sich flachen-
spezifisch als Oberflichenladungsdichte

G, =Pn (2.36)

ausdriicken lassen. Die Oberflachenladungen &, heben sich, die gesamte Oberfla-
che O€ betrachtend, gegenseitig auf.

Ausgehend von Gleichung 2.28 und durch Verwendung von Gleichung 2.35 lasst
sich
/cjb (X — X,) dV = / P dV (2.37)
¢ ¢

zeigen (vgl. KAMLAH [57]), womit sich das volumenbezogene Gesamtdipolmo-
ment des Korpers € beziiglich eines beliebigen Bezugspunktes X auch mit Hilfe
des Polarisationsvektors P ausdriicken lisst. Anhand von Gleichung 2.37 lasst
sich dieser als die Dichte des mit der Ladungsverteilung ¢, korrespondierenden,
volumenbezogenen Dipolmomentes des Korpers € interpretieren. Polarisierung
bedeutet damit formal, dass der Polarisationsvektor P nicht dem Nullvektor ent-
spricht. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Elementarzellen des Dielektrikums
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ein Dipolmoment aufweisen und sich damit ihre positiven und negativen Ladungs-
schwerpunkte nicht am selben Ort befinden. Je nach Werkstoff kann die rdum-
liche Trennung der Ladungsschwerpunkte permanent vorliegen oder auch durch
ein elektrisches Feld beeinflusst werden. Mit Erreichen der Curie-Temperatur ver-
schwindet die Polarisation vollstandig.

Befindet sich ein polarisiertes Dielektrikum in einem elektrischen Feld, wirken als
makromechanisches Pendant zu den Gleichungen 2.29 und 2.30 die volumenspe-
zifische Kraft .

f¢:= P . Grad[E] (2.38)

und das volumenspezifische Drehmoment
m*:=PxE . (2.39)

In der Literatur werden diese beiden Grofien haufig auch als ponderomotorische
Kraft und ponderomotorisches Moment bezeichnet. Aus den Gleichungen 2.33
und 2.35 folgt

Div[Ee +P] =0 (2.40)
und mit Einfithrung der dielektrischen Verschiebung als formale Grofle
D:=Ee¢+P (2.41)
erhilt man die Darstellung B
Div[D] =0 . (2.42)

Diese Aussage fiir die elektrische Feldtheorie entspricht im iibertragenen Sinn der
Gleichgewichtsaussage der Mechanik fiir ruhende Korper.

Anmerkung:

Fur Betrachtungen, bei denen beispielsweise durch das Aufbringen von Elektronen
auf die Oberflache eines Dielektrikums auch Fremdladungen oder freie Ladungen
involviert sind, miissen diese auf der rechten Seite der Gleichungen 2.40 und 2.42
in Form der Fremdladungsdichte q; berticksichtigt werden.

2.2.3 Theorie der linearen Piezoelektrizitat

Mit den eingefiihrten, grundlegenden Begriffen der Elektrostatik léasst sich die
Theorie der linearen Piezoelektrizitat charakterisieren. Sie beschreibt die elek-
trische Komponente der technischen Elektromechanik fiir ein deformierbares Di-
elektrikum, welches von nun an durch den Koérper © repasentiert wird, die Ei-
genschaften von B und € kombiniert und zeitgleich sowohl elektrischen wie auch
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mechanischen Feldern unterliegt. Detailliertere Beschreibungen der linearen Pie-
zoelektrizitat finden sich beispielsweise in ANSI [6].

Die Theorie der linearen Piezoelektrizitat beschriankt sich auf polarisierbare, aber
weder magnetisierbare noch elektrisch leitende Korper. Die dabei im Hinblick
auf technische Anwendungen auftretenden, verhdltnisméaflig kleinen Geschwin-
digkeiten erlauben eine quasi-elektrostatische Betrachtung. Durch diese Vereinfa-
chungen und Annahmen stellt sie einen Sonderfall der Elektro-Magneto-Dynamik
dar. Die Elektro-Magneto-Dynamik erkléart die Interaktion von elektrischen und
magnetischen Feldern und wird durch die Maxwell’'schen Gleichungen vollstandig
mathematisch beschrieben.

2.3 Bilanzgleichungen

Die Bilanzgleichungen sind von wesentlicher Bedeutung fiir die mathematische
Beschreibung physikalischer Vorgédnge. In diesem Abschnitt werden die Bilanz-
relationen fiir ein deformierbares Dielektrikum angegeben und der Einfluss elek-
trisch induzierter Zusatzterme sowie Folgerungen daraus diskutiert. Das defor-
mierbare Dielektrikum ist durch den Korper ® repréasentiert, welcher alle Eigen-
schaften des Korpers B (vgl. Kapitel 2.1) und des Korpers € (vgl. Kapitel 2.2) in
sich vereint.

Der allgemeine Aufbau einer Bilanzrelation ist in rdumlicher Darstellung mit

d
< \I/d:/EZEd Ad 9.4
YR TY CREITY Y

in integraler Form gegeben, vgl. TRUESDELL & NOLL [113].

Damit wird die zeitliche Anderung einer physikalischen Feldgrofe ¥(x,t) ausge-
driickt durch die Ursachen dieser Anderung in Form von

=, : volumenverteiltem Zufluss oder Abfluss
=, : volumenverteilter Produktion
A oberflachenverteiltem Zufluss oder Abfluss

Die Bilanzaussagen miissen fiir jeden beliebigen Teilkorper P C ® und damit fiir
jeden Punkt x des Korpers © giiltig sein. Dies wird durch ihre lokale Form zum
Ausdruck gebracht, die man durch Lokalisierung aus der integralen Form erhalt.

In diesem Abschnitt werden die Bilanzrelationen fiir ein deformierbares Dielek-
trikum angegeben. Dabei wird vorausgesetzt, dass die Feldgrofie U stetig ist und
damit keine singuléaren Flachen in ® existieren.
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2.3.1 Massenbilanz

Es wird gefordert, dass die Masse m wahrend der Deformation eine Erhaltungs-
grofle darstellt.

Mit der Dichte pg = po(X) der Referenzkonfiguration ®y und der Dichte p =
p(x,t) der Momentankonfiguration ® gilt daher

m={ po dV:/pdv . (2.44)
Do )

Da Masse weder zugefithrt oder abgefiihrt noch produziert wird, erhalt man mit
=.=0,5,=0,A=0 und ¥ = p aus Gleichung 2.43 die Beziehung

d d
el - — = . 2.4
T /@p dv T m=0 (2.45)

Durch Umformungen erhélt man mit Gleichung 2.44 und Gleichung 2.45 die lokale
Form der Massenbilanz in materieller Darstellung

p+pDivlv]=0 . (2.46)
Unter Verwendung von Gleichung 2.7 lésst sich mit
po(X) = det[F] p(x,1) (2.47)

eine Beziehung zwischen der Dichte der Ausgangskonfiguration und der Dichte
der Momentankonfiguration angeben, welche fiir die Herleitung der lokalen Dar-
stellung von Impuls- und Drehimpulsbilanz notwendig ist.

2.3.2 Impulsbilanz

Die Impulsbilanz entspricht dem 2. Newton’schen Gesetz, welches besagt, dass
die Anderung der Bewegung einer Masse proportional ist zur Wirkung der bewe-
genden Krafte.

Aus der Volumfnverteilten Massenkraft(iichte pb und der elektrisch induzierten
Volumenkraft f¢ ergibt sich =, = pb + f¢. In Abwesenheit von intern freigesetz-
ten Kraften kann kein Impuls produziert werden und es gilt =, = 0. Fiir den
oberflichenverteilten Zufluss gilt A = t mit den an der Oberfliche eingeprigten
Spannungen t. Damit ergibt sich mit U = pv aus 2.43 fiir die Impulsbilanz

d - _
< d:/ b+ ) d tda . 9.48
S Lovav=[(pb+E)dv+ [ tda (2.48)
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Nach dem Lemma von Cauchy bildet der Cauchy-Spannungstensor o. den Nor-
malenvektor n einer Schnittfliche mit

t=o.n (2.49)

auf den Cauchy’schen Spannungsvektor t ab. Fiir die Oberfliche 0D gelte t = t.
Durch Anwendung auf Gleichung 2.48 und nach Umwandlung des Oberflachenin-
tegrals in ein Volumenenintegral mit dem Satz von Gaufl sowie Anwendung von
Gleichung 2.47 fiir die Durchfithrung der zeitlichen Ableitung kann die Lokalisie-
rung erfolgen und man erhélt als lokale Form der Impulsbilanz

pV:pb+Fe+diVUC (2.50)

beziiglich der Momentankonfiguration 2.

In MAUGIN [82] und KAMLAH [56] wird der Einfluss der durch die Présenz ei-
nes elektrischen Feldes induzierten Zusatzterme in den Bilanzgleichungen dis-
kutiert. Daraus lasst sich folgern, dass dieser Einfluss fiir piezoelektrische Ke-
ramiken im Kontext von technischen Anwendungen vernachlassigbar ist. Daher
kann im Rahmen dieser Arbeit - wie auch in BUuTz et al. [29], BuTz [28], KLIN-
KEL & WAGNER [66] und KLINKEL [60] - der elektrisch induzierte Zusatzterm f
in Gleichung 2.50 unberiicksichtigt bleiben, womit diese in die rein mechanische
Form der Impulserhaltung

pv = pb+div[o,] (2.51)

iibergeht.

2.3.3 Drehimpulsbilanz

Die zeitliche Anderung des Drehimpulses ist gegeben durch die Summe der ein-
wirkenden Momente.
Beziiglich eines Drehpunktes x gilt Z. = (x — xo) X (pb + f¢) + m® mit dem
clektrisch induzierten Volumenmoment m¢. Fiir die Drehimpulsbilanz folgt mit
E,=0,A=(x—x0) xt, U= (x—x0) X pvund X := x — Xo aus Gleichung
2.43 die Darstellung

d/xx vd —/
dt Jo P V_©

Gemaf den Ausfithrungen in Abschnitt 2.3.2 kénnen im Rahmen einer Betrach-

xx(pb+Ee)+r?1€] dvi [ xxtda . (252)
D

tung von piezoelektrischen Materialien fiir technische Anwendungen die elektrisch
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induzierten Zusatzterme in den Bilanzgleichungen vernachlassigt werden. Damit
entfallen f¢ und m¢ in Gleichung 2.52, was auf die rein mechanische Darstellung
der Drehimpulsbilanz

d _
—/ixpvdV:/iprdv—l—/ X X t da (2.53)
dt /o D B

fithrt. Unter Verwendung der lokalen Massenbilanz 2.46 erhalt man aus 2.53 nach
einigen Umformungen
o.x1=0 (2.54)

als lokale Form der Drehimpulsbilanz.

Hieraus folgt
o.=o! (2.55)

und damit die Symmetrie des Cauchy’schen Spannungstensors o.. .

Durch den Cauchy’schen Spannungstensor ist der wahre Spannungszustand in
einem Punkt P der Momentankonfiguration vollstédndig beschrieben.

Uber die Definition des Cauchy’schen Spannungsvektors

_ar
~da

welcher sich als Quotient aus einer infinitesimalen Schnittkraft df und dem Fla-

t (2.56)

chenelement da, die bei einem imaginaren Schnitt durch einen Korper freigelegt
werden, definiert, lassen sich in Verbindung mit Gleichung 2.49 weitere Span-
nungsmafle angeben:

Zur Definition des 1. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors
P :=det[F]o . F T (2.57)

gelangt man, wenn man den Normalenvektor n = nda mit Gleichung 2.8 auf
die Ausgangskonfiguration zurtickzieht. Bezogen auf ein unverformtes Flachen-
element dA ist dieser ein Ma#B fiir die Spannung in der verformten Konfiguration.
Im Allgemeinen ist er unsymmetrisch.

Zieht man auch die Schnittkraft df auf die Ausgangskonfiguration zuriick, gelangt
man zur Definition des 2. Piola-Kirchhoff Spannungstensors

S :=det[F]F o . F T | (2.58)

welcher vollstandig in der Referenzkonfiguration ®, definiert ist und das den
Green’schen Verzerrungen konjugierte Spannungsmafl darstellt. Fiir ihn gilt we-
gen Gleichung 2.55 und der symmetrieerhaltenden Abbildung in Gleichung 2.58

S=s" . (2.59)
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Damit ist die Symmetrie des 2. Piola-Kirchhoff-Spannungstensors S auch fiir die
im Rahmen dieser Arbeit betrachteten elektromechanischen Problemstellungen
gegeben.

Anmerkung:

Fiir Betrachtungen, bei denen die elektrisch induzierten Zusatzterme nicht ver-
nachléssigt werden, folgt aus der Drehimpulserhaltung

oc=0.+0, (2.60)

mit dem zusétzlich zu berticksichtigenden Momentenspannungstensor o, = P®
E + E ® P, vgl. MCMEEKING & LANDIS [83] sowie KAMLAH [57]. Die damit
verbundene Drehwirkung fithrt dazu, dass der Spannungstensor & unsymmetrisch
ist.

2.3.4 Ladungsbilanz

Wie die Masse m ist auch die elektrische Ladung ¢ eine Erhaltungsgrofie. Ausge-
hend von Gleichung 2.43 lésst sich auch hierfiir eine Bilanzrelation formulieren,
wie beispielsweise zu finden in TIPLER & MOSCA [111]. Diese ist unbeeinflusst von
mechanischen Groflen und in den in Kapitel 2.2 zusammengestellten Beziehungen
der Elektrostatik bereits implizit enthalten.
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3 Stoffgleichungen deformierbarer Dielektrika

In diesem Kapitel werden - ausgehend von einer thermodynamischen Potential-
funktion - die mechanischen Spannungen und dielektrischen Verschiebungen abge-
leitet und Materialtensoren identifiziert, um das Materialverhalten auf der Basis
einer konstitutiven Beziehung mathematisch beschreiben zu kénnen.

Deformierbare Dielektrika erlangen durch den Polungsvorgang transversalisotro-
pe Materialeigenschaften, wobei die Vorzugsrichtung durch die Polarisierungs-
richtung bestimmt ist und sich das Material in der Ebene senkrecht dazu isotrop
verhélt. Anderungen der Polarisierung wihrend der Beanspruchung sollen nicht
berticksichtigt werden.

Ausgehend von allgemeiner Anisotropie wird zunéchst der Elastizitdtstensor fiir
transversalisotropes Materialverhalten abgeleitet, welcher gewohnlich auf ein kar-
tesisches Koordinatensystem bezogen ist. In Finite-Element-Formulierungen sind
die damit verkniipften Komponenten des Verzerrungstensors héaufig auf ein ande-
res Basissystem bezogen. Da vor ihrer Verwendung in der konstitutiven Beziehung
eine Transformation der Komponenten erfolgen muss, werden die hierfiir notwen-
digen Transformationsbeziehungen angegeben. Dies gilt sinngemafl auch fiir die
elektrischen Materialtensoren und erfolgt daher entsprechend fiir die elektrischen
Groflen.

Im Rahmen dieses Kapitels wird aus Griinden einer einfacheren Darstellbarkeit,
wie haufig in der Literatur zu finden, auf eine matrizielle Darstellung aller auf-
tretenden tensoriellen Groflen tibergegangen. Die meisten Anwendungen nutzen
in Dickenrichtung polarisierte Werkstoffe. Anwendungen, bei denen in einer dazu
senkrechten Richtung polarisiert wird, gewinnen jedoch immer mehr an Bedeu-
tung. Daher und hinsichtlich der numerischen Beispiele wird der Aufbau aller
relevanten Materialmatrizen fiir die heute géngigen Polarisationsrichtungen be-
reitgestellt. AbschlieBend ist die konstitutive Beziehung fiir elastische Dielektrika
in Matrixnotation angegeben.

Fiir die Beschreibung der linearen Piezoelektrizitat kann von verschiedenen Paa-
ren unabhéngiger Variablen innerhalb der Energiefunktion ausgegangen werden,
siche z.B. MAUGIN [82] und IKEDA [52]. Zum Beispiel ist durch die elektrische
Enthalpie

Q

)
s

<
Il

= 1o Ppy 1= 0Ppy
EE)=-E: E+E: ~E+-E——
B E) = row OEOE 2 OEOE

E (3.1)

eine Potentialfunktion mit dem Verzerrungstensor E und dem Vektor der elektri-
schen Feldkomponenten E als unabhéngige Variablen definiert.
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Fiir reversible Prozesse lassen sich unter Verwendung des 2. Hauptsatzes der
Thermodynamik die thermodynamischen Potentialrelationen

opy
s = LY
gE (3.2)
B = 9
OF

begriinden, wobei S den zweistufigen Spannungstensor und D den Vektor der
dielektrischen Verschiebungen bezeichnet. Unter Verwendung der zweifachen par-
tiellen Ableitungen nach den freien Variablen, die in der elektrischen Enthalpie
gemaf Gleichung 3.1 auftreten, werden die Materialtensoren @ und € definiert.
Der 3-stufige Tensor e beinhaltet die piezoelektrischen Konstanten

0 py

(BZ = — 9 .
* T OE,0F, (3:3)

der 2-stufige Tensor € beinhaltet die dielektrischen Konstanten

2
€ = % : (3.4)
OE,0E;
Nach der linearen Elastizitatstheorie muss eine umkehrbar eindeutige und lineare
Beziehung zwischen dem Spannungstensor und dem Verzerrungstensor existie-
ren. Im mathematischen Sinne entspricht dies einer linearen Abbildung, welche
die Komponenten FE;; des Verzerrungstensors E auf die Komponenten S;; des
Spannungstensors S abbildet. Dies leistet der 4-stufige Elastizitétstensor C. Im
allgemeinsten Fall beinhaltet dieser 81 unabhéngige Elastizitatskonstanten

0*p(E, E)
Ciipg = ’ 3.5
M OB, 0By (3:5)
Mit der Symmetrie des Green’schen Verzerrungstensors (E;; = E;;) und des 2.
Piola-Kirchhoff-Spannungstensors (S;; = Sj;) geméB den Ausfithrungen in 2.3.3
gilt
Cijrt = Cyin
! ’ (3.6)
Cij = Cyw

wodurch noch 36 unabhéangige Komponenten verbleiben.

Setzt man die Existenz eines elastischen Potentials voraus, was bedeutet, dass
die von den Spannungen geleistete Arbeit wegunabhéngig ist, folgt durch Ver-
tauschbarkeit der Reihenfolge der partiellen Ableitungen in 3.5 die Beziehung
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Cijrr = Chij, womit sich die Zahl der unabhangigen Elastizitétskonstanten auf
21 reduziert.

Erfillt das Werkstoffverhalten Symmetriebedingungen, andert sich die Material-
beschreibung unter gewissen Transformationen nicht. Bei Symmetrieeigenschaf-
ten beziiglich einer Ebene spricht man von monotropem Materialverhalten. Bei
einer Transformation von C auf ein zur Symmetrieebene gespiegeltes Koordina-
tensystem darf sich dann die Materialbeschreibung nicht &ndern und es verbleiben
noch 13 unabhangige Konstanten.

Besteht zusatzlich Symmetrie beziiglich einer zweiten, orthogonal auf der ersten
Symmetrieebene stehenden Ebene, lasst sich zeigen, dass damit zugleich auch
Symmetrie zur dritten orthogonalen Ebene besteht. Derartiges Materialverhalten
wird als orthotrop bezeichnet und beschreibt sich durch 9 unabhéngige Elastizi-
tatskonstanten.

Von nun an werden unter Ausnutzung der Symmetrie zur Vereinfachung der Dar-
stellung die Spannungs- und Verzerrungskomponenten in Vektornotation

S - [5117 5227 533’ 5«12’ 5137 523}T (3.7)
und
E = [Ey, Ey, Fs3, 2E1, 2E13, 2E)" (3.8)

angeordnet und unter Beachtung der Komponentenzuordung der Elastizitatsten-
sor C in Matrixnotation dargestellt. Die konstitutive Beziehung

S=CE (3.9)

flir den rein mechanischen Fall wird fiir Orthotropie mit

[ Cll 012 013 O O 0 |
C’22 023 0 0 0
C33 0 0 0
= 3.10
sym. Css 0
L 066 .

bezogen auf eine kartesische Basis {eq, €3, €3}, beschrieben.

Die Inverse der Elastizitdtsmatrix ist von gleicher Struktur und wird als Nach-
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giebigkeitsmatrix C' bezeichnet. Fiir den orthotropen Fall hat sie die Gestalt

(Cy Ci Ciy 0 0 0

C_’22 623 0 O 0

_ Css 0 0 0
— A 11
¢ Cu 0 0 (3.11)

sym. Chs _0

L 066 -

Ist das Materialverhalten sogar beziiglich einer Drehung um eine Symmetrieachse
x; invariant, spricht man von transversal isotropem Materialverhalten. Die Rich-
tung der Symmetrieachse wird auch als Vorzugsrichtung bezeichnet. Ausgehend
von orthotropem Materialverhalten geméfl 3.10 und 3.11 ergeben sich damit je-
weils vier weitere Relationen zwischen den Komponenten der Elastizitatsmatrix
und der Nachgiebigkeitsmatrix, woduch sich die Zahl der unabhéngigen Konstan-
ten auf 5 reduziert. Diese Relationen sind in Abhéngigkeit von der Orientierung
der Symmetrieachse, welche senkrecht auf der Isotroprieebene (z; = 0) steht, in
den Tabellen 3.1 und 3.2 angegeben. Dabei werden die Komponenten der Nach-

21 =0 | Cyp=Cs | Cla=Cly | Oy = Css | Cog = 3(Cap — Cg)
29 =0|C1y =Cs | Cio =Chy | Oy = Cg | Css = 3(Ca3 — C3)
23 =0 | C1y =C | Ci3=Chy | Cs5 = Cgg | Cau = 3(C11 — Cha)

Tab. 3.1: Relationen zwischen den Komponenten von C bei Transversal-Isotropie

giebigkeitsmatrix € durch Ingenieurkonstanten ausgedriickt, die aus Versuchen
ermittelbar sind. In Anlehnung an die Darstellung in LUBARDA & CHEN [76] sind
mit F, v und p der E-Modul, die Querkontraktion und der Schubmodul innerhalb
der Isotropieebene und mit Ey, 1y und pg der E-Modul, die Querkontraktion und
der Schubmodul in Vorzugsrichtung bezeichnet. Gewohnlich sind die Material-

C_111 _22 C_’33 Cl2 C_’IS C_’23 _44 _55 C_(66
s=0 g i sl alals lwla

Tab. 3.2: Relationen zwischen den Komponenten von € bei Transversal-Isotropie

tensoren C, @ und € auf eine kartesische Basis {e;, ey, e3} bezogen. Verwendet
man fiir die Beschreibung der Kinematik konvektive Koordinaten (vgl. Abschnitt
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2.1.1), beziehen sich die Verzerrungen E, das elektrische Feld E, die Spannungen
S und die dielektrischen Verschiebungen D auf im Allgemeinen schiefwinklige
Tangentialbasissysteme. Vor deren Verwendung in einer konstitutiven Beziehung
miissen ihre Komponenten daher auf die kartesische Basis transformiert werden.

Fiir den Verzerrungstensor gilt

E=F;e ®e; =FyG'eG! (3.12)
und damit fiir die Umrechnung der Komponenten

Ey = Ey(e;-Gp)(ej - Gy) . (3.13)

Die Auswertung fithrt unter Berticksichtigung der Anordnung der Verzerrungs-
komponenten in E gemafl Gleichung 3.8 auf

E=TzE (3.14)
mit
[ bty tarta t31l31 t11l21 t11t31 to1l31 ]
L1at1a  Toaton 132639 12892 t12t32 toot32
T, — t13t13  Tostas  t33ls3 t13ta3 t13t33 ta3t33

2t11tie 2taitay 2ts1t3a  tiites +tartia Tiilsalzitia Toilse + ta1lao
2011t 2to1toz 2631633 tiites + to1liz  Tiilaslaitiz  To1lag + T31l23

| 2tiotis 2loatos 2lsatss tiolog +laoths tiolsstaatiz  lootss + lsatos |
(315)

und t;, = e; - Gy, .
Aus der vom Basissystem unabhéngigen, mechanischen Forméanderungsenergie

1 1/\ A A
sziETCE:§ET<DE (3.16)

ergibt sich unter Verwendung von Gleichung 3.14 die Transformation fiir den
Stofftensor C bei Wechsel des Bezugssystems zu

C =T CT; (3.17)
und mit Tg := T” die Transformation fiir die Spannungen zu

S=TgS . (3.18)

Fir das elektrische Feld

— — — - 1T
E=[E), B Ej (3.19)
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gilt

und damit zwischen den Komponenten der beiden Basissysteme die Umrech-
nungsbeziehung

E.=FE e -Gy . (3.21)
Dies entspricht in symbolischer Schreibweise

E=T;E (3.22)

tir to1 t3
TE: t12 t22 t32 . (323)

t13 T2z 133

Aus der elektrisch gespeicherten Energie

1

WeziﬁTeET: E" e E (3.24)

lasst sich mit Gleichung 3.22 fiir einen Wechsel des Bezugssystems die Transfor-
mationsvorschrift

e=T_ "eT;! (3.25)
fiir den Tensor der dielektrischen Konstanten ableiten.

Die Transformationsvorschrift fiir die dielektrischen Verschiebungen
3 A1 732 B3t
D =[D', [?, D (3.26)
ergibt sich mit Tz := T;iT Al
D=T;zD . (3.27)

Bezogen auf die kartesische Basis {e;, e, e3} beinhaltet im allgemeinen Fall der
Tensor der dielektrischen Konstanten € genau 6 unabhangige Koeffizienten und
der Tensor der piezoelektrischen Konstanten e genau 18 unabhangige Konstanten.
Dabei reprasentieren die dielektrischen Konstanten die Permittivitat des Dielek-
trikums. Die Indizierung der piezoelektrischen Konstanten (Koppelkoeffizienten)
richtet sich nach den durch sie gekoppelten Verzerrungs- und elektrischen Feld-
komponenten. Der Betrag der piezoelektrischen Konstanten beschreibt die In-
tensitdat der Wechselwirkung zwischen Verzerrungen und elektrischem Feld. Die
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gangigen Methoden zur experimentellen Bestimmung der dielektrischen und pie-
zoelektrischen Konstanten werden beispielsweise in ANSI [6] detailliert erlédutert.

Kristallographische Symmetrien reduzieren die Anzahl der unabhangigen Koef-
fizienten in den Tensoren € und e, vgl. IKEDA [52]. Piezoelektrische Materialien
zeigen ein isotropes Verhalten in der zur Polungsrichtung senkrechten Ebene, wo-
mit fiir ein in Richtung einer der Koordinatenachsen polarisiertes Dielektrikum
noch zwei unabhéngige Koeffizienten in € und drei unabhéangige Konstanten in e
verbleiben.

Fiir eine vereinfachte Darstellung wird @ von nun an in Voigt’scher Matrix-
Notation angegeben. Eine Ubertragung der Komponenten auf eine Matrixanord-
nung muss konform zur Anordnung der Komponenten in S, E und C erfolgen.
Die drei unabhangigen Komponenten innerhalb einer Matrixanordnung des pie-
zoelektrischen Tensors e werden in der Literatur gewohnlich mit e, €33 und e;;
bezeichnet.

Bei einer Polung in z3-Richtung ergeben sich diese fiir die Matrixdarstellung von
e durch die Komponentenzuordnungen e3; = @311, €33 = @333 und @15 = @137. Die
Berticksichtigung der Gleichungen 3.7 und 3.8 fithrt auf die Anordnung

0 0 0 0 ©15 0
e = 0 0 0 0 0 €15 . (328)
€31 €31 €33 0 0 0

Die Matrix der elektrischen Permittivitat € hat die Form

€11 0 0
€ = 0 €11 0 . (329)
0 0 €33

Sind die Materialmatrizen C, e und e fiir eine bestimmte Vorzugs- bzw. Polarisa-
tionsrichtung durch experimentelle Ermittlung ihrer Koeffizienten bekannt, lassen
sich davon ausgehend die Materialmatrizen beziiglich einer anderen Polarisations-
richtung auch durch Transformationen ermitteln. Die Transformation fiir C ist
mit den Gleichungen 3.15 und 3.17 gegeben, € lasst sich durch Verwendung der
Gleichungen 3.23 und 3.25 transformieren. Eine Transformationsbeziehung fir e
wird zum Beispiel in KAMLAH [56] diskutiert. Ausgehend von den Gleichungen
3.28 und 3.29 erhalt man als Materialmatrizen fiir die Vorzugs- beziehungsweise
Polungsrichtung

€33 €31 €31 0 0 0 €33 0 0
e = 0 0 0 €15 0 0 s € — 0 €11 0 s (330)
0 0 0 0 es5 O 0 0 enn
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und fiir die Vorzugs- beziehungsweise Polungsrichtung x-

0 0 0 €15 0 0 €11 0 0
e = €31 €33 €31 0 0 0 s € — 0 €33 0 . (331)
0 0 O O 0 €15 0 O €11

Um die Identitiaten der Koppelkoeffizienten fiir die unterschiedlichen Polungs-
richtungen zu verdeutlichen, wurde an dieser Stelle bewusst auf eine Anpassung
der Koeffizientenindizierung fiir die Polungsrichtungen x; und x5 in Gleichung
3.30 und Gleichung 3.31 verzichtet. Wie der Vergleich von Gleichung 3.30 bzw.
Gleichung 3.31 mit Gleichung 3.28 und Gleichung 3.29 zeigt, dndert sich mit
Wechsel der Polarisationsrichtung dann lediglich die Anordnung der Konstanten
®31, @33 und @15 in den Materialmatrizen und je nach Polungsorientierung gege-
benenfalls das Vorzeichen. Dies gilt allerdings nur fir die gewohnlichen Vorzugs-
beziehungsweise Polarisationsrichtungen, die parallel zu einer Achse des kartesi-
schen Bezugssystems orientiert sind.

Die konstitutiven Beziehungen fiir piezoelektrische Materialien lassen sich schlie3-

{_S]s]:[i =

in Matrixform beschreiben, wobei sich die gekoppelte Stoffmatrix unter Verwen-

lich mit

E
— 3.32
B (3.32)

dung der negativen dielektrischen Verschiebungen symmetrisch darstellt.
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4 Inkompatible Approximationsraume der FEM
bei elektromechanischen Feldproblemen

In diesem Abschnitt wird dargestellt, warum unausgewogenene Approximations-
raume der Verzerrungen und des elektrischen Feldes die physikalischen Verhélt-
nisse bei fiir Sensoren und Aktoren iiblichen Beanspruchungsarten nur unzurei-
chend wiedergeben konnen. Hierfiir wird betrachtet, welche mechanischen Ver-
zerrungskomponenten und elektrischen Feldkomponenten bei den einzelnen Be-
anspruchungsarten jeweils auftreten, welchen Funktionsraumen diese angehoéren
und inwiefern dabei die jeweiligen mechanischen und elektrischen Komponenten
miteinander gekoppelt sind.

4.1 Stabmodell eines in Dickenrichtung gepolten piezo-
elektrischen Sensors

Dies soll am einfachen Beispiel eines in Dickenrichtung gepolten Sensors anhand
eines Stabmodells demonstriert werden. Bei Polarisierung des Materials in Dicken-

richtung (]33) gilt die konstitutive Beziehung
E

S | et
-D| | -e —e E

gemafl Gleichung 3.32 mit C nach Gleichung 3.10 und Tabelle 3.1 sowie @ und
€ gemaf den Gleichungen 3.28 und 3.29. Anhand dessen wird ersichtlich, wie

(4.1)

die Komponenten der Verzerrungen und des elektrischen Feldes in Abhangig-
keit von der Beanspruchungsart gekoppelt sind. Zur tibersichtlichen Darstellung
der wesentlichen Effekte wird im Rahmen einer akademischen Vereinfachung an
dieser Stelle die Querkontraktion nicht berticksichtigt, womit € nur noch auf der
Hauptdiagonalen besetzt ist. Die mafigeblichen Koppeleffekte werden davon nicht
beeintrachtigt.

Es wird von einem iiber die Dicke linear verlaufenden Ansatz fiir das elektri-
sche Potentialfeld ¢ ausgegangen. Das elektrische Feld bzw. seine Komponenten
werden gemafl Gleichung 2.32 durch Gradientenbildung aus dem Potentialfeld
gewonnen. Der Funktionsgrad der Verlaufe von E; und E, entspricht damit dem
Funktionsgrad des elektrischen Potentials {iber die Dicke. Der Funktionsgrad des
Verlaufs von Ej iiber die Dicke ist hingegen um einen Grad kleiner als der Funk-
tionsgrad des elektrischen Potentials tiber die Dicke. Zur Verdeutlichung werden
fir vier repriasentative Beanspruchungsarten analytische Losungen (Theorie) und
numerische Berechnungsergebnisse (Numerik, Index k) bei Polung des Materials
in Dickenrichtung (133) qualitativ gegentibergestellt.
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4.1.1 Langsbeanspruchung

Die Verzerrungskomponente E;; und die Komponente des elektrischen Feldes Eg
werden aktiviert und verlaufen konstant iiber die Dicke. E;; wird korrekt appro-

Theorie Numerik
3
F
A1 g LR
1 3
B Es Eh Eh

Abb. 4.1: Aktivierte Komponenten der mechanischen Verzerrungen und des elektri-

schen Feldes bei Langsbelastung

ximiert. Unter Verwendung des linearen Ansatzes fiir das Potential ¢ tiber die
Dicke wird auch E5 numerisch korrekt approximiert. Da die Approximationsrau-
me gleich sind, treten bei der Kopplung keine Unvertréglichkeiten auf.

4.1.2 Einachsige Biegebeanspruchung

Nach der klassischen Biegetheorie verlauft die Verzerrungskomponente FEp; bei
dieser Beanspruchung linear iiber die Dicke und damit auch die Komponente des
elektrischen Feldes Ej. Der lineare Verlauf von Ej lisst sich auch aus energeti-
schen Betrachtungen ableiten, siehe zum Beispiel MARINKOVIC et al. [81] und
MARINKOVIC [80]. Die Verzerrungskomponente Fp; wird korrekt approximiert.

Theorie Numerik
3 M
ol g .
En  Es Eh Eh

Abb. 4.2: Aktivierte Komponenten der mechanischen Verzerrungen und des elektri-

schen Feldes bei reiner Biegung

Unter Verwendung eines linearen Ansatzes fiir den Verlauf des Potentials tiber
die Dicke kann F5 nur fehlerhaft, ndmlich konstant iiber die Dicke verlaufend, ap-
proximiert werden. Der lineare Verzerrungsverlauf £, und der konstante Verlauf
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von Ej sind gekoppelt. Es findet daher eine additive Verkniipfung inkompatibler
Funktionsrdume statt, was zu fehlerhaften Berechnungsergebnissen fiihrt.

Damit diese Unvertraglichkeit unter reiner Biegebeanspruchung nicht auftritt,
muss ein numerisches Modell dazu in der Lage sein, einen linearen Verlauf fiir F3
approximieren zu konnen.

4.1.3 Querbeanspruchung

Zusatzlich zu den bei reiner Biegung aktivierten Komponenten werden hierbei die
Schubverzerrung E13 sowie die Komponente des elektrischen Feldes F; aktiviert.
E verlauft quadratisch tiber die Dicke, was mit einem linearen Ansatz fiir das

Theorie Numerik
3 F
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1 3
2By Ey By Ey 2B, El Bl El

Abb. 4.3: Aktivierte Komponenten der mechanischen Verzerrungen und des elektri-

schen Feldes bei Querbelastung

Potential ¢ nicht korrekt dargestellt werden kann. Bei kinematischen Annahmen,
welche Schubverzerrungen beriicksichtigen, wird die Approximation der Schub-
verzerrung ET, gewohnlich energetisch gleichwertig zum tatséchlich quadratischen
Verlauf beim Rechteckquerschnitt als konstant iiber die Hohe angenommen und
mit einem Schubkorrekturfaktor korrigiert. Auf die Komponente des elektrischen
Feldes E{’ ist dies nicht tbertragbar, da im Biegesensorbetrieb die elektrischen
Randbedingungen (¢, = ¢, = 0) nicht mehr erfiillt werden kénnten. Da F13 und
E, gekoppelt sind, findet hierbei eine weitere Verkniipfung von inkompatiblen
Funktionsrdumen statt, was zu Fehlern in den Berechnungsergebnissen fiihrt.

Damit bei dieser Beanspruchungsart keine Unvertraglichkeiten auftreten, muss
das numerische Modell also dazu in der Lage sein, zusétzlich zum linearen Verlauf
fir F3 die quadratischen Verldufe von E; und F43 approximieren zu kénnen.

4.1.4 Torsionsbeanspruchung

Unter Torsionsbeanspruchung sind S'2 und S'3 {iber den Stabquerschnitt Funk-
tionen der Querschnittskoordinaten & und &;. Diese lassen sich gemafl FRAN-
KE & FRIEMANN [39], FRIEMANN [40] tber eine Reihenentwicklung oder einen
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Polynomansatz hoherer Ordnung approximieren. Uber die konstitutive Beziehung
ist Fy3 mit £ gekoppelt.

Demnach miissen fiir diese Beanspruchung F;3 und E; als Funktionen gleicher
und ausreichend hoher Ordnung approximiert werden, um abgestimmte Appro-
ximationsraume zu gewahrleisten.

4.2 Verallgemeinerte Betrachtungsweise

Die auf das Stabmodell eines Sensors bezogene Darstellung im vorigen Abschnitt
lasst sich, abgesehen von der dann nicht zu beriicksichtigenden Beanspruchungs-
art Torsion, formal auf die Komponenten FEss, Fs3 und Eg einer Schalenstruktur
iibertragen.

Durch Polarisierung in 1-Richtung (P;) oder 2-Richtung (P) kénnen unter Vor-
gabe von Ej anhand der elektrischen Randbedingungen auch Schubaktoren mo-
delliert werden. In Analogie zum Vorgehen in Kapitel 4.1 fiir einen Sensor lassen
sich unter Verwendung von C, e und e fir die jeweilige Polarisierungsrichtung
anhand der konstitutiven Beziehung auch hierfiir die Unvertraglichkeiten der Ap-
proximationsraume aufdecken.

Fiir typische mechanische Beanspruchungen, welche die Schnittgrofien N, M oder
Q@ hervorrufen, sowie fiir die elektrische Beanspruchung Ej; zeigt Tabelle 4.1 die
bei den typischen Polarisationsrichtungen geméafl der Theorie auftretenden kon-
stanten, linearen und quadratischen Verldufe der Verzerrungskomponenten und
der Komponenten des elektrischen Feldes iiber die Dicke. Dabei wurde der Ein-
fluss der Querkontraktion beriicksichtigt. Die bei einem Schalenmodell gegeniiber
einem Stabmodell zusatzlich auftretenden Komponenten sind gestrichelt darge-
stellt. Um parasitiare Approximationen zu vermeiden, muss ein numerisches Scha-
lenmodell die je nach Polung P, und Beanspruchung auftretenden Verlaufe ap-
proximieren konnen. Fir ein Stabmodell ist dariiber hinaus die Verwolbung des
Querschnitts unter Torsionsbeanspruchung relevant. Dabei sind die Verlaufe der
Komponenten tiber den Querschnitt zum Teil von héherer Ordnung als quadra-
tisch und miissen geeignet approximiert werden. Mdogliche Vorgehensweisen fiir
die Umsetzung im Rahmen der Finite-Elemente-Methode werden im néchsten
Kapitel diskutiert.

Fazit:

Fehlerhafte Berechnungsergebnisse in der Elektrostatik sind haufig auf inkompa-
tible Approximationen der mechanischen und elektrischen Felder zuriickzufiihren.
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Tab. 4.1: Verldufe der Verzerrungen und der Komponenten des elektrischen Feldes

iiber die Dicke fiir die Polungsrichtung P, bei Beanspruchung durch Normalkraft, Bie-

gemoment, Querkraft oder ein elektrisches Feld in Dickenrichtung

Bei rein mechanischen Problemen treten bei Verwendung von Ansatzfunktionen
niederer Ordnung &hnlich gelagerte Probleme auf, fiir die sich aufgrund ihrer
Wirkung der Begriff ,Locking® etabliert hat. Es existiert keine eindeutige De-
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finition von ,Locking“. Eine mdogliche Klassifizierung wird zum Beispiel in BI-
SCHOFF & RAMM [19], BISCHOFF [18] aus mechanischer, numerischer und ma-
thematischer Sichtweise ausfiihrlich beschrieben. Dabei sind nach mechanischer
Sichtweise die meisten Locking-Phénomene auf eine fehlende Balance der Ansatz-
funktionen zurtickzufiihren.

Geht man von der Ursache aus, liegt es nahe, die in diesem Abschnitt beschriebe-
nen Effekte als elektromechanisch induziertes Locking zu bezeichnen. Die damit
verbundenen Auswirkungen sind allerdings kontrér zu den Versteifungseffekten
bei mechanischem ,Locking®. Da mit ungeeigneten Approximationsraumen die
elektrisch gespeicherte Energie nicht in ausreichendem Mafle erfasst werden kann,
wird das Strukturverhalten zu weich approximiert. Ausgehend von der Wirkung
miisste man eher von elektromechanisch induziertem ,,Weakening® sprechen.
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5 Technologien der FEM zur Beseitigung inkom-
patibler Approximationsraume

In diesem Abschnitt wird die Eignung von fiir mechanische Probleme bekannten
Vorgehensweisen fiir die Losung der im vorigen Abschnitt beschriebenen Pro-
blemstellung diskutiert und daraus eine effektive Losungsstrategie abgeleitet.

Da die Probleme unmittelbar mit der linearen Approximation des Potentials tiber
die Dicke zusammenhéangen, sind grundsatzlich zwei mogliche Vorgehensweisen
naheliegend.

5.1 Konsistente lineare Approximation der mechanischen
und elektrischen Freiheitsgrade

Bei der Verwendung eines linearen Ansatzes fiir das Potential muss das nume-
rische Modell dennoch dazu in der Lage sein, einen quadratischen Verlauf von
El, Eg und E3 iber die Dicke korrekt darstellen zu kénnen. Um in einer Stab-
struktur auch den Lastfall Torsion konsistent approximieren zu koénnen, muss
die Interpolation einzelner Komponenten mit Funktionen von noch hoherer Ord-
nung erfolgen. Wie in Kapitel 4 erlautert wurde, fithrt dies zu abgestimmten
Approximationsraumen der gekoppelten Komponenten der Verzerrungen und des
elektrischen Feldes, vgl. Tabelle 4.1. Es wird nun diskutiert, ob und inwieweit in
rein mechanischen Elementformulierungen gangige Konzepte hierfiir geeignet und
iibertragbar sind:

Die Hybride Spannungsmethode ldsst sich aus dem Variationsprinzip von
Hellinger-Reissner ableiten. Die urspriingliche Bedeutung hybrider Spannungs-
elemente liegt in der Vermeidung von Schublockingeffekten, indem neben Ver-
schiebungsansétzen auch geeignete Spannungsansatze verwendet werden. Um die
Existenz und Eindeutigkeit der Losung sicherzustellen, miissen zueinander pas-
sende Ansétze gewédhlt werden. Fiir das mechanische Problem wird dies durch die
Einhaltung der Ladyshenskaya-Babuska-Brezzi-Bedingung (LBB-Bedingung) ge-
wahrleistet. Diese Bedingung geht zuriick auf die Arbeiten von BABUSKA & AZ1s
[7] und BrREzzI [24]. Mit ihrer Einhaltung wird dafiir gesorgt, dass Spannungen
und Verzerrungen in jedem Verformungszustand Arbeit aufeinander verrichten
und keine Zero-Energy-Modes auftreten. Innerhalb dieses Losungskonzeptes sind
nur Spannungsansitze und keine Bereicherung des Funktionsraumes der Verzer-
rungsansatze bzw. der elektrischen Feldkomponenten moglich. Dies ist bei linearer
Approximation des elektrischen Potentials iiber die Dicke aber unbedingt not-
wendig, um die auftretenden Unvertraglichkeiten zu beseitigen. Diese Methode
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kommt daher nicht als Basis fiir ein generelles Losungskonzept fiir die betrachtete
Problemstellung in Frage. Da jedoch, wie in PIAN & SUMIHARA [90] und ZIEN-
KIEWICZ et al. [127] gezeigt wird, eine hybride Formulierung insbesondere fur
Scheibenelemente ein deutlich besseres Biegeverhalten gegeniiber herkommlichen
Formulierungen aufweist, werden die Stéarken der Methode in der Losungsstrate-
gie verwendet.

Mittels der EAS-Methode, welche in SiMO & RIFAT [102] vorgestellt wurde, kon-
nen zusatzlich zu den aus Verschiebungen resultierenden Verzerrungen so genann-
te erweiterte Verzerrungsansitze (Enhanced Assumed Strains) eingebracht wer-
den. Fiir das elekto-mechanisch gekoppelte Problem sind damit auch Ansétze fiir
die elektrischen Feldkomponenten moglich. Dabei ist die im Rahmen dieser Me-
thode geforderte Orthogonalitdt von Spannungungen und Verzerrungsansatzen
und damit auch die Orthogonalitat von dielektrischen Verschiebungen und den
Ansétzen fir die Komponenten des elektrischen Feldes zu berticksichtigen.

Die Gemischte Methode geht auf das Hu-Washizu Variationsprinzip zuriick.
Neben den Verschiebungsansitzen werden hierbei auch unabhéangige Ansétze fiir
Spannungen und Verzerrungen mit einbezogen. Bei der hier vorliegenden gekop-
pelten Problemstellung sind neben einem Ansatz fiir das elektrische Potential
zusétzlich auch unabhéngige Ansétze fiir das elektrische Feld und die dielek-
trischen Verschiebungen zu verwenden. Dadurch kann das numerische Modell
fiir jede Polarisationsart effizient um die benétigten Interpolationsansétze fiir
die mechanischen Verzerrungskomponenten und elektrischen Feldkomponenten
erweitert werden.

Grundsitzlich denkbar ist auch die Ubertragung von Vorgehensweisen der ANS-
Methode nach BATHE & DVORKIN [9] oder der DSG-Methode, vgl. BLETZIN-
GER et al. [20] auf die elektrischen Feldkomponenten. In mechanischen Element-
formulierungen findet man diese haufig zur Vermeidung von Versteifungseffek-
ten, die aus einer dhnlichen Problemstellung hervorgehen. So wird beispielswei-
se bei der ANS-Methode der Verlauf der Verzerrungen nicht unmittelbar durch
Ableitung der Verschiebungen ermittelt. Es werden lediglich diskrete Werte der
unvertraglichen Verzerrungskomponenten in Kollokationspunkten ermittelt und
anschlieBend geeignet iiber das Element interpoliert. Eine Ubertragung dieser
Methoden auf die elektrischen Feldkomponenten steht allerdings im Konflikt mit
der Erfiillung von elektrischen Randbedingungen und wird fiir die vorliegende
Problematik daher nicht als unmittelbar zielfithrend erachtet.

Ebenfalls ungeeignet im vorliegenden Fall ist eine tiber die Dicke selektiv re-
duzierte Integration der Komponenten des elektrischen Feldes. Diese auf einer
Verringerung der Integrationsordnung basierende Technik wird fiir mechanische
Elementformulierungen beispielsweise in MALKUS & HUGHES [78] beschrieben.
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5.2 Approximation mit Ansatzfunktionen hoherer Ord-
nung

Als zweite mogliche Vorgehensweise ist die Verwendung von Ansatzfunktionen
hoherer Ordnung fiir die Interpolation der Knotenfreiwerte denkbar.

Zwei Varianten sind im Rahmen dieser Vorgehensweise dafiir naheliegend:

e Die Interpolation des elektrischen Potentials und der mechanischen Frei-
heitsgrade mit Ansatzfunktionen hoherer Ordnung, wie auch zu finden bei
BERNADOU & HAENEL [14], COTONI et al. [34], KOKO et al. [67], LAMME-
RING & MESECKE-RISCHMANN [69], MARINKOVIC et al. [81], MESECKE -
RISCHMANN [85].

e Eine Kombination aus linearen Ansatzfunktionen fiir die mechanischen Frei-
heitsgrade und Ansatzfunktionen hoherer Ordnung fiir das elektrische Po-
tential tiber die Dicke, wie zum Beispiel bei BuTz [29] fiir ein piezoelektri-
sches Stabelement und bei POLIT & BRUANT [91] oder KOGL & BUCALEM
[59] fiir piezoelektrische Platten- und Schalenelemente zu finden.

In LINNEMANN et al. [74], LINNEMANN [73] wird an einem magnetomechani-
schen Volumenelement die Leistungsfahigkeit verschiedener Konzepte anhand ei-
ner Testkonfiguration nach ZIENKIEWICZ et al. [127] systematisch untersucht.
Dabei werden lineare (H1) oder quadratische (H2) Ansétze fiir die Verschiebun-
gen in Kombination mit linearen (P1) oder quadratischen Ansatzen (P2) fir das
magnetische Potential mit oder ohne Verwendung von EAS-Ansatzen (EAS) und
gemischter Methode (MIX) betrachtet. Da die Kopplung von magnetomechani-
schen Feldern formal der Kopplung von elektromechanischen Feldern entspricht,
konnen diese Untersuchungen zur Beurteilung der in diesem Kapitel beschrie-
benen Losungskonzepte herangezogen werden. Dabei zeigte sowohl die Varian-
te H2P2 mit quadratischer Approximation der mechanischen und magnetischen
Freiheitsgrade als auch die Variante H1P1MIX mit konsistenter, linearer Ap-
proximation der mechanischen und magnetischen Freiheitsgrade im Rahmen der
gemischten Methode besonders gute Effizienz.

Zwar kénnte entsprechend H2P2 in LINNEMANN et al. [74], LINNEMANN [73]
mit einem quadratischen Ansatz fiir das elektrische Potential unmittelbar eine
quadratische Approximation von E; und E, realisiert werden. Jedoch witre fiir die
erforderliche quadratische Approximation von 53 im Lastfall () bei Polarisation
151, vgl. Tabelle 4.1, wegen Gleichung 2.32 ein kubischer Ansatz fiir das elektrische
Potential iiber die Dicke notwendig. Dariiber hinaus sind fiir eine Stabstruktur
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beispielsweise im Lastfall Torsion wie in Kapitel 4 erldutert Approximationen mit
Polynomen von noch hoherer Ordnung erforderlich.

Durch die Verwendung der EAS-Methode kénnen Approximationen héherer Ord-
nung gezielt fiir diejenigen Groflen im numerischen Modell eingesetzt werden, fiir
die sie geméfl den Ausfiihrungen in Kapitel 4 erforderlich sind.

Wie beispielsweise in COOK et al. [33] beschrieben wird, sind auf der gemischten
Methode basierende Finite-Element-Formulierungen robuster. Darunter versteht
man, dass bei nichtlinearen Problemstellungen wesentlich groflere Lastschritte
als bei herkémmlichen Elementformulierungen verwendet werden koénnen, wo-
mit sich die Anzahl der notwendigen Iterationen deutlich reduziert, vgl. WAG-
NER & GRUTTMANN [119]. Dartiber hinaus lassen sich mit der gemischten Metho-
de das im Rahmen der Schalentheorie geforderte Verschwinden der Resultierenden
der Spannungen in Dickenrichtung und das im Rahmen der Stabtheorie zudem
geforderte Verschwinden der Resultierenden der Spannungen in Querrichtung im
integralen Sinne elegant realisieren.

Fazit:

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachtete elektromechanisch gekoppelte Pro-
blemstellung wurde daher in Anlehnung an die Variante HIPIMIX in LINNE-
MANN [73] die unter 5.1 beschriebene, konsistente lineare Approximation der
mechanischen und elektrischen Freiheitsgrade unter Verwendung der gemischten
Methode in Verbindung mit der EAS-Methode als Losungsstrategie gewéhlt.

Diese Losungsstrategie kam im Rahmen der Entwicklung einer piezoelektrischen
Schalenformulierung und einer piezoelektrischen Stabformulierung zur Anwen-
dung, welche in den beiden folgenden Kapiteln beschrieben werden.
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6 Piezoelektrische FE Schalenformulierung

6.1 Vorbemerkungen zur Modellbildung

In der Literatur werden verschiedene Herangehensweisen aufgezeigt, um eine drei-
dimensionale Schalenstruktur hinsichtlich einer Finite-Elemente-Diskretisierung
zu beschreiben. In BUCHTER & RAMM [10] werden die géngigsten Methoden ver-
glichen. Bei jeder Herangehensweise sind geeignete Mafinahmen zu treffen, um
Versteifungseffekte und damit verbundene Fehler in der Berechnung zu verhin-
dern, die vor allem bei der Verwendung von Interpolationsfunktionen niedri-
ger Ordnung auftreten. Bei Schalenelementen sind dies insbesondere Querschub-
locking und Membranlocking.

Ausgangsbasis dieser piezoelektrischen Schalenformulierung ist eine mechanische
Schalenformulierung nach WAGNER & GRUTTMANN [119], GRUTTMANN & WAG-
NER [48], [49] auf Basis der gemischten Methode. Bei einer Schalenformulierung
wird der Schalenraum tiber eine Referenzfliche idealisiert. Ein Punkt des Schalen-
raumes wird anhand von zwei Flachenparametern, die gewohnlich als konvektive
Koordinaten formuliert sind, beziiglich der Referenzflache unter Verwendung ei-
ner Dickenkoordinate beschrieben. In den nachfolgenden Beschreibungen ist die
Formulierung der Schalengleichungen auf den Fall beschrankt, dass die Mittelfla-
che der Schale die Referenzflache darstellt.

Neben der Annahme vom Ebenbleiben der Querschnitte nach Reissner-Mindlin
wird die Inextensibilitat der Direktorvektoren vorausgesetzt, womit sich aus der
Kinematik keine Dehnungen in Dickenrichtung ableiten. Da deren Beriicksichti-
gung auch bei Schalenstrukturen und insbesondere auch bei der Untersuchung
von Schalenstrukturen aus modernen Materialien mittlerweile als notwendig er-
achtet wird, werden Dickendehnungen - wie auch zu finden in KLINKEL et al. [63],
SCHULZ et al. [99] und ScHULZ [98] - unter Verwendung der EAS-Methode be-
riicksichtigt. Damit wird die Verwendung von 3D-konstitutiven Beziehungen ohne
Modifikationen moglich.

Durch die Verwendung von Spannungsansitzen gemafi PIAN & SUMIHARA [90]
und dementsprechender Verzerrungsanséatze sowie durch die Anwendung der ,,En-
hanced Assumed Strain® (EAS) - Methode auf die Membran- und Biegekompo-
nenten werden Versteifungseffekte im Membranteil verhindert und das Verhalten
bei verzerrten Netzen verbessert. Um Querschublocking zu vermeiden, werden die
Querschubanteile nach der ,,Assumed Natural Strain“ (ANS) - Methode interpo-
liert.

Bei typischen piezoelektrischen Sensor- und Aktorbauweisen werden gewdhnlich
zwei sich gegentiberliegende Elektroden verwendet, um ein elektrisches Feld auf-
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zubringen oder das Sensorsignal zu erfassen. Im Rahmen des numerischen Modells
konnen die Elektroden durch Verwendung der elektrischen Knotenfreiheitsgrade
¢, und ¢,, welche das elektrische Potential an der Unterseite und Oberseite der
Schale reprasentieren, abgebildet werden.

Die Materialbeschreibung erfolgt auf Basis der in Kapitel 2.2.3 beschriebenen
Theorie der linearen Piezoelektrizitat fiir deformierbare Dielektrika. Die fiir prak-
tische Anwendungen in der Sensorik und Aktorik gingigen Polungsarten in Langs-
richtung, Querrichtung oder Dickenrichtung sind modellierbar und werden wah-
rend der Beanspruchung als invariant betrachtet. Damit sind alle Koeffizienten
in der elektromechanisch gekoppelten Stoffmatrix konstant.

Konsistent zur bilinearen Approximation der Knotenwerte wird ein linearer An-
satz fiir die Verteilung des elektrischen Skalarpotentials iiber die Dicke verwendet.
Uber die elektrischen Freiheitsgrade lisst sich damit fiir den Aktorbetrieb ein li-
neares elektrisches Skalarpotential - und damit ein konstantes elektrisches Feld
in Dickenrichtung - als Belastung aufbringen. Der aktorische Dehnbetrieb ergibt
sich fiir in Dickenrichtung gepoltes Material, der aktorische Schubbetrieb fiir eine
Polung senkrecht dazu.

Die Ursachen von parasitaren Approximationen wurden in Kapitel 4 diskutiert
und mit einer mangelnden Balance der Approximationsraume fiir die Komponen-
ten der Verzerrungen und des elektrischen Feldes in Verbindung gebracht.

Mogliche Methoden fiir deren Beseitigung wurden in Kapitel 5 erortert. Als effek-
tivste Losungsstrategie ergab sich dabei die Anwendung der gemischten Methode
in Verbindung mit der EAS-Methode. Damit wird im Rahmen dieser Schalen-
formulierung die Balance der Approximationsraume hergestellt, wodurch keine
elektromechanischen Lockingeffekte oder parasitdre Approximationen mehr auf-
treten, vgl. LEGNER et al. [70].

Die wesentlichen Merkmale der piezoelektrischen Schalenformulierung lassen sich
wie folgt zusammenfassen:

e Die Elementformulierung basiert auf einem gemischten Variationsfunktio-
nal.

e In den kinematischen Annahmen werden das Ebenbleiben der Querschnitte
nach der Reissner-Mindlin-Theorie und eine lineare Verteilung des elektri-
schen Potentials iiber die Dicke verwendet.

e Die Formulierung ist exzentrisch, womit die Referenzfliche nicht mit der
Mittelflache tibereinstimmen muss.
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e Es sind grofie Verformungen und endliche Rotationen bei kleinen Verzer-
rungen abbildbar.

e Sensorstrukturen, die aus unterschiedlichen Schichten aufgebaut sind, kon-
nen modelliert werden.

e Dickendehnungen werden beriicksichtigt, womit 3D-piezoelektrische Stoff-
gesetze ohne Modifikationen verwendbar sind.

e Alle gangigen Polarisationsrichtungen konnen abgebildet werden.
e Die mechansichen Lasten bleiben mit der Verformung richtungstreu.

e Die elektrischen Lasten bleiben bei der Verformung konstant beztiglich der
Referenzflache.

e Dem Auftreten von mechanischen Lockingeffekten wird durch die Verwen-
dung von Ansatzfunktionen nach P1AN & SUMIHARA [90], der EAS-Methode
und der ANS-Methode entgegengewirkt.

e Es wird verhindert, dass bei der Kopplung der elektrischen und mechani-
schen Felder unvertréigliche Approximationsrdume und damit verbundene,
parasitare Approximationen auftreten.

6.2 Kinematische Annahmen der Schalenformulierung

Die hier vorgestellte piezoelektrische Schalenformulierung beschreibt ein scha-
lenartiges, dielektrisches Kontinuum der Dicke h, dessen Ausgangskonfiguration
durch den Korper ®, im Euklidischen Raum E? reprasentiert wird. Die nachfol-
genden mathematischen Beschreibungen beschrinken sich aus Griinden der Uber-
sichtlichkeit auf den Fall, dass die Mittelflache €2y die Referenzflache darstellt. Der
Schalenrand wird mit I' symbolisiert. Ist an den entsprechenden Stellen im Text
nichts anderes vereinbart, gilt fir die Indizes in diesem Kapitel «, 5 € {1,2} und
ke {1,2,3}.

6.2.1 Mechanischer Teil

Die Position eines Punktes P der Mittelflache €y wird mit konvektiven Flachen-
koordinaten £ und &2 beschrieben. Als Bezugssystem dient die Orthonormalbasis
{e1, e, €3}. Ausgehend von )y wird eine Dickenkoordinate ¢ € [—2, 4] definiert,
womit einem Punkt der Mittelflache in der Ausgangsplatzierung ©, der Ortsvek-

tor X = (¢4, €%,0) zugeordnet ist, vgl. Abbildung 6.1.
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€1

Abb. 6.1: Bezeichnungen und Geometrie der Schale

Die Tangentenvektoren an die Koordinatenlinien ¢! und &2 in Form von

0X 0X
A.l o 8761 2 « 8752 (6.1)

bilden mit Ag = Hxiiz\\ ein konvektives Basissystem Ay in einem Punkt X der

Mittelflache in der Ausgangskonfiguration ®,. Das entsprechende Basissystem ay

in der Momentankonfiguration ® ergibt sich durch Verwendung von x anstelle

von X in Gleichung 6.1 und n = ag = IIEKZEII .

Im Rahmen der Reissner-Mindlin-Kinematik wird angenommen, dass die Quer-
schnitte bei der Deformation eben bleiben. Alle Punkte der Schale lassen sich
dann in der Ausgangskonfiguration und zum Zeitpunkt ¢ in der Momentankonfi-
guration mit

X(€L,€%,¢0) = X(¢,)+(D(E, &)

(6.2)
x(&h €%, = x(£,8%1) +d(¢h,€%,t)

beschreiben. Der Direktorvektor D := Aj steht in der Ausgangskonfiguration
senkrecht auf der Mittelflache €, fiir seine Lange gilt ||D|| = 1 . In der Mo-
mentankonfiguration weicht d von der Normalen n auf 2 in der Regel ab. Der
Direktorvektor beschreibt die Verdrehung des Querschnitts und wird durch drei
unbekannte Rotationen parametrisiert. Setzt man voraus, dass sich die Lénge des
Direktors nicht dndert, kann sich die Schale wegen ||d|| = 1 nicht in Dickenrich-
tung ausdehnen. In diesem Fall geht d aus einer Rotation von D mit d = RD
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hervor. Verschiedene Konzepte zur Parametrisierung orthogonaler Tensoren wer-
den beispielsweise in BETSCH et al. [16] diskutiert. Fiir die Parametrisierung von
R kommt die Euler-Rodrigues-Darstellung zum Einsatz.

In der Literatur wird ein zumindest linearer Verlauf der Dickendehnungen inner-
halb einer Schalenformulierung als notwendig erachtet. Verschiedene Vorgehens-
weisen der Beriicksichtigung von Dickendehnungen werden in BRANK et al. [22]
verglichen. Im Rahmen dieser Formulierung werden Dickendehnungen unter Ver-
wendung der EAS-Methode beriicksichtigt.

Fiir einen Punkt X des Schalenkontinuums werden unter Verwendung von Glei-
chung 6.2, die Tangentenvektoren

X X
= Xygl —+ Cval G .

G 2.287£2

= —_— =X 2 D, 6.3
1 6, £ +( Y ( )

definiert, welche in Verbindung mit Gs := D das kovariante Basissystem Gy in
der Ausgangskonfiguration bilden. Die Komponenten des Basissystems g;. in der
Momentankonfiguration erhélt man durch Vertauschung von X und D mit % und
d in Gleichung 6.3 und g3 := d. Die zugeordneten kontravarianten Basen G* und
g sowie die Metrikkoeffizienten ergeben sich aus den Gleichungen 2.15 und 2.16.

Setzt man die Tangentenvektoren in die Definition des Green’schen Verzerrungs-
tensors E nach Gleichung 2.20 ein, lassen sich unter Verwendung von geometri-
schen Schalenverzerrungen

— v v v v v v v v 1T
€g 1= [€11, €22, 2E12, K11, Roa, 2R12, Y1, Yo ) (6.4)

definiert gemé GREEN & NAGHDI [43] durch

. 1
Saﬁ = 5 ( o X3 Xya . X”g)
1
Izdaﬁ = 5 (X7a . d,g + Xg: d7a — X,a . D’g + Xﬂg . D’a) (65)
Yo = Xo-d=X,-D |

sowie der Einfithrung einer Matrix Ag die nicht verschwindenden kontravarianten
Komponenten von E, vektoriell angeordnet geméfl Gleichung 3.8, beziiglich der
kovarianten Basis G* durch

[ By | -%<g1'g1—G1'G1)_
Eao %(g2 82— G2+ Go)
2Ey | = g1 g — GGy = Ag Eg (6.6)
2F13 g1-83— Gi1-Gs

| 2F53 | L g2 83— Ga- Gs
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mit

a7 (6.7)

-
«Q
I
o O O O

oo or o
oo~ oo
oo o oy
o oo o
o oo o
o~ o oo
_ o o o o

I

2

ausdriicken. Die Matrix Ag beinhaltet alle von den Flachenkoordinaten &' und &2
unabhéangigen Ausdriicke. Da Kriimmungen zweiter Ordnung bei diinnen Struk-
turen vernachlassigt werden konnen, enthélt Ag nur konstante und lineare Aus-
driicke. Wegen der Zwangsbedingung ||d|| = 1 ergibt sich fiir die Dehnung in
Dickenrichung E33 = 0. Mit Gleichung 6.6 ist der Zusammenhang zwischen der
Schubverzerrung FE,3 und der mittleren Gleitung 7, beschrieben mit

2FEu3 = Yo - (6.8)
Die Variation von Gleichung 6.6 ergibt sich mit
08, 1= [0&11, 0822, 20&19, OF11, OFina, 20K 12, 051, 0a) " (6.9)
und den Variationen der Komponenten

deop = 0X o Xg+0Xp Xq)

5 (
1
ORap = 3 (60X -dg+06x5-ds+0dy-x5+0ds-x4) (6.10)

Vo = 0Xq-d+0d-x,
zu

[ 0E) |
5E22
20E1, | = A, 08, . (6.11)
25E13

| 26F0; |

6.2.2 Elektrischer Teil

Fiir das elektrische Skalarpotential an der Unterseite und Oberseite des Schalen-
elements werden geméfl Abbildung 6.1 die Knotenfreiheitsgrade ¢,,, ¢, eingefiihrt.

Das elektrische Potential wird mit ¢ € {—%, %} und

P€.6.0 =1 |- Onle &)+ + 0wl )| (612)
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linear tiber die Dicke der Schale approximiert.

Die Komponenten des elektrischen Felds E beziiglich der lokalen Koordinaten
ergeben sich durch Anwendung von Gleichung 2.32 zu

- o -
El Pu,£2
By | =K,&, mit &:=|"% (6.13)
E:g 900,5
Pu
L ¥Po ]
und
1< 0 _1_¢ 0 0 0 37
. 2 T h 2 h 1
A, = 0 —i+% 0 —i-%0 0 |=|a | . (614
0 0 0 0 : -z ar
Fiir die zugehorigen Variationen gilt
_ 5o -
SE, OPuge
- N = 6S00 &l
0E, | = Ay o€, 0, = ’ : (6.15)
SF OPoge
3 6801/,
L 9% ]

6.2.3 Generalisierte Darstellung der kinematischen Schalengrofien

Die aus den kinematischen Annahmen abgeleiteten mechanischen und elektri-
schen Schalengréfien €, und €,, die in den Gleichungen 6.4 und 6.13 definiert
wurden, werden fiir eine kompaktere Darstellung zu einer generalisierten Grofie

_ — 1T
gy = [&y, &]] (6.16)
zusammengefasst. Fiir deren Variation gilt

e, = [08,, 08,)" . (6.17)

6.3 Variationsformulierung des Randwertproblems
6.3.1 Green’sche Verzerrungen

Es werden die unabhéngigen Schalenverzerrungen

E=[E1,8]" (6.18)
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definiert. Der erste Teil &, = [5_11,5_22,25_12,/%11,/?;22,2/%12,’71,’72]T beinhaltet die
Dehnungen &1y, €99, €19, Kriimmungen K1y, K92, kK12 und mittleren Gleitungen
71, V2. Der zweite Teil €5 der unabhéngigen Schalenverzerrungen beinhaltet eine
Anzahl von M, € {1,2} Komponenten und ermoglicht die Beriicksichtigung von

Dickendehnungen.
Mit _ ) ) )
al 0
al 0
" 0 - W1
1 ég 2 0 ( )
a;’ 0
[ a5" | [ 0]

wird der Zusammenhang zwischen den Green’schen Verzerrungen E in Vektor-
notation gemafl Gleichung 3.8 und den unabhangigen Schalenverzerrungen € be-
schrieben durch

E=A:z A=A, A . (6.20)
Fiir die Variation gilt

OE = A& 08 = [08y, 085" . (6.21)

Da die zugrunde liegende Schalenkinematik die Inextensibilitit des Schalendirek-
tors d voraussetzt, liefern die aus ihr resultierenden und in Gleichung 6.7 definier-
ten Vektoren a; keinen Beitrag zur Dickendehnung Fs3. Um Materialgleichungen,
wie sie fiir den dreidimensionalen Festkorper gelten, ohne Modifikationen an-
wenden zu konnen, miissen mindestens konstante Dehnungen in Dickenrichtung
berticksichtigt werden. In der Literatur herrscht Einigkeit dariiber, dass sogar
die Approximation einer linearen Verteilung von FEj33 iiber die Dicke auch bei
Schalenstrukturen zu berticksichtigen ist. Daher wird mit den Polynomen

P, = (" (6.22)
der Vektor w; € RM in der Matrix A, definiert zu

[P()] fur Ml =1
Wi = _ (623)
[Po, Pl] far M1 =2

Die Annahme vom Ebenbleiben der Querschnitte wahrend der Deformation in
der Kinematik nach Reissner-Mindlin geht mit einer iiber die Dicke der Schale
unveranderlichen Schubverzerrung F,3 einher, vgl. Gleichung 6.8. Es liegt nahe,
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FE,3 unter Verwendung der unabhangigen Verzerrungen € dementsprechend zu
approximieren, indem

(6.24)

in der Matrix A; verwendet wird, wodurch mit der mittleren Gleitung 7, die
Beziehung

2Ea3 - '7(1 (625)

gilt. Insbesondere bei aktorischer Beanspruchung durch ein in Dickenrichtung
konstantes elektrisches Feld Eg, welches iiber die elektrischen Freiheitsgrade ¢,
und ¢, aufgebracht werden kann, ist dies zur Herstellung elektromechanisch ab-
gestimmter Approximationsrdume zielfiithrend. Wie man Tabelle 4.1 entnehmen
kann, wird bei dieser Beanspruchung auch in Abwesenheit einer mechanischen
Belastung eine konstant iiber die Dicke verlaufende Schubverzerrung F,3 indu-
ziert.

Bei durch eine Querkraft @), induzierter Schubbeanspruchung ist der tatséchliche
Verlauf der Schubverzerrung F,3 innerhalb der rechteckigen Querschnittsflache
A = b, h mit Breite b, eine quadratische Funktion der Dickenkoordinate (. Bei
konstanter Approximation von FE,3 nach Reissner-Mindlin muss eine energeti-
sche Korrektur erfolgen, um die Schubsteifigkeit korrekt zu erfassen. Dies erfolgt
gewohnlich dadurch, dass die Schubverzerrung auf eine virtuelle, gegeniiber der

Querschnittsfliche A reduzierte Wirkfléche A; = k - A bezogen wird. Fiir Recht-
5

6 )
womit sich mit dem Schubmodul G,3 und unter Verwendung der Beziehung in

eckquerschnitte gilt fiir den Schubkorrekturfaktor der bekannte Wert x =

Gleichung 6.25 die spezifische Forménderungsenergie infolge Querbelastung mit

S |
W, = 3 [Va? GasAs (6.26)

darstellt.

In Kapitel 4 wurde gezeigt, dass bei Querbeanspruchung der konstant iiber die
Dicke approximierte Verlauf von F,3 zu Unvertraglichkeiten der elektrischen und
mechanischen Approximationsrdume und zu parasitdren Approximationen des
elektrischen Potentials fithrt. Am oberen Rand sind mit dem konstanten Verlauf
von F,3 nicht alle Spannungsrandbedingungen exakt erfiillbar, was bei mecha-
nischen Analysen in den meisten Féllen von untergeordneter Bedeutung ist. Bei
elektromechanischen Analysen fiihren die dadurch induzierten, fehlerhaften Ap-
proximationen des elektrischen Potentials dazu, dass das zu erwartende Sensor-
signal nicht korrekt abgebildet werden kann. Dies kann man verhindern, indem
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bei der Approximation von E,3 mittels der unabhangigen Verzerrungen e, vgl.
Gleichung 6.20, direkt die quadratische Verteilung von FE,3 iiber die Dicke ap-
proximiert wird. Dies ist notwendig, um bei Querbelastung zu einer konsistenten
numerischen Modellbildung zu gelangen, und kann durch Wichtung der mittleren
Gleitung 7, iiber die Querschnittshéhe h unter Verwendung einer quadratischen
Funktion p,(() erfolgen, was auf

2F.3 = Pa(C) - Ya (6.27)

fithrt. Neben dem konstanten Verlauf von F,3 geméfl den kinematischen Annah-
men, siehe Gleichung 6.8, geht damit iiber die unabhéngigen Verzerrungen € eine
Approximation der Schubverzerrungen FE,; von hoherer Ordnung in das nume-
rische Modell ein. Die Wichtungsfunktion p,(¢) muss dem Anspruch gentigen,
die Schubsteifigkeit korrekt abzubilden. Unter Verwendung der Beziehung 6.27
anstelle von Gleichung 6.25 bei der Aufstellung der spezifischen Formanderungs-
energie infolge Querkraft erhélt man

A 1
Wi =3 Gasba [ [5a(Q) -7l dC . (6.28)

Da W, = W; gelten muss, erhilt man mit den Gleichungen 6.26 und 6.28 fiir die
Wichtungsfunktion unter den Randbedingungen p, (¢ = j:%) =0

pul0 =201 (629

Bei der Herleitung von p,(¢) wurde die Kenntnis des Schubkorrekturfaktors  fur
homogene Rechteckquerschnitte vorausgesetzt. Bei inhomogenen Querschnitten
héngt der Schubkorrekturfaktor x vom Querschnittsaufbau ab, sieche zum Bei-
spiel REISSNER [95] und COHEN [32], wobei im Allgemeinen x # 2 gilt. Um
fiir einen Querschnitt, der aus verschiedenen Schichten besteht, die Wichtungs-
funktion p,(¢) bestimmen zu kénnen, wird zunéchst eine allgemeinere Herleitung
des Ausdrucks in Gleichung 6.29 ohne explizite Verwendung des Schubkorrek-
turfaktors vorgestellt. Fiir eine tibersichtlichere Darstellung werden im Weiteren
die Schubspannungen mit 7, := S und die Schubverzerrungen mit 7, := 2E,3
symbolisiert.

Fiir die komplementare spezifische Formanderungsenergie W7 infolge Schubbean-
spruchung und die konjugierte spezifische Formanderungsenergie W,, gilt fiir den
physikalisch linearen Fall

We =W, (6.30)

mit

* _ i p——
W = /h[raPGag b dC W, = /h[’ya]2 Gosba dC . (6.31)
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Die Schubspannung 7, und die Schubverzerrung -, lassen sich unter Verwendung
der Querkraft @), und der mittleren Gleitung 7, sowie den nachfolgend spezifi-
zierten Funktionen g, (¢) und p,(¢) der Dickenkoordinate ¢ mit

Ta(£17§27C) = ga(C) Qa(§1;§2) ’704(517527C) ZPOA(C) ﬁa(£17§2) (632)

multiplikativ zerlegen.

Setzt man Gleichung 6.32 in Gleichung 6.31 ein, erhalt man

1 1 1
Wi= 5 1Qu? [ o) b C Wa = 5 Fal® [ pal? Gas b 4G, (6:33)

]_l [Ga}

G

worin sich die Integralterme als die Schubnachgiebigkeit [GZ]™! und Schubstei-
figkeit GG, identifizieren lassen.

Nach SCHNELL et al. [97] gilt fiir einen homogenen Rechteckquerschnitt

4 2
gulQ) = 5 (1= 55 (6:34)

und aus der konstitutiven Beziehung folgt bei Orthotropie der proportionale Zu-

sammenhang

Pa(Q) = fa9a(Q) . fa€N . (6.35)

Mit Gleichung 6.34 und Gleichung 6.35 ergeben sich als Auswertung der Integral-
ausdriicke in Gleichung 6.33

6 1 1
x1—-1 _ Z
(G~ = 5 bohGas by h

Wegen Gleichung 6.30 gilt [G] = [G,], womit sich mit Gleichung 6.36 der Pro-
portionalitatsfaktor

[Ga] = [fa]zGag . (6.36)

ot O

A 5

fo = ié ba b (6.37)
ergibt. Setzt man die physikalisch sinnvolle, positive Losung fiir fa in Gleichung
6.35 ein, folgt als Wichtungfunktion

5 42
W) =—(1—-—=-) . 6.3
pal) = 51— 25) (6:39)

Diese ist identisch mit p,(¢) nach Gleichung 6.29.

Um eine Balance der Approximationsraume bei Querkraftbeanspruchung herzu-
stellen, ist die Wichtungsfunktion p,(¢) mittels der Vektoren

a; =ay - pi(() (6.39)
ai = as - p2(() |

in der Matrix A; zu beriicksichtigen.
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Abb. 6.2: Schichtquerschnitt fiir « =1

Beriicksichtigung von geschichteten Querschnitten

Auf dhnliche Weise lasst sich die Wichtungsfunktion p,(¢) fir geschichtete Quer-
schnitte mit & € {1,2,...,nlay} Schichten herleiten, vgl. KLINKEL & LEGNER
[64].

Fiir einen geschichteten Querschnittsaufbau gemafi Abbildung 6.2 ist der Verlauf
der Schubspannung 7% und der Verlauf der Schubverzerrung +* in jeder Schicht
k quadratisch iiber die Dicke. Dabei unterscheiden sich die Verlaufe 7% und ~*
durch einen Faktor fir jede Schicht k. An den Schichtgrenzen verléduft die Schub-
spannung stetig, die Schubverzerrung weist hier im Allgemeinen Spriinge auf.

Die komplementare spezifische Forménderungsenergie W7 bei Schubbeanspru-
chung und die konjugierte spezifische Forménderungsenergie W, ergeben sich fiir
den linear elastischen Fall mit Integration iiber jede Schicht £ und Summation
iiber alle Schichten nlay zu

nlay nlay
LS L1 ko
(6.40)

In Analogie zu Gleichung 6.32 lassen sich die Schubspannung 7% und die Schubver-
zerrung v~ jeder Schicht unter Verwendung der Querkraft @, und der mittleren
Gleitung 7, beziiglich ihrer Veranderlichen faktorisieren mit

Ta(€',€%,¢) = ga(¢) Qu(€'.€?) 101 6%.0) = Pa(O) 7a(E',6%) . (6.41)

Die Verteilung iiber die Dicke ¢*(¢) wird in ALTENBACH et al. [4] ausgehend
von der Gleichgewichtsbedingung div[S] = 0 hergeleitet. Vernachléssigt man die
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Querkontraktion, gilt fiir i € {j, k} mit dem E-Modul E* = C’, der i-ten Schicht

k 1 k <2 i =1 Kj —?
9a(C) = ~E*Y S+ (B - B ) (6.42)
D = 2
wobei E° = 0 gilt. Die Ersatzbiegesteifigkeit D des Querschnitts ist gegeben mit
N nlay
D = ba Z EV([EP - [¢7P) . (6.43)

Die Verteilung ¢*(¢) fiir den allgemeinen Fall unter Beriicksichtigung von Quer-
kontraktion wird in ANHANG D abgeleitet.

Setzt man Gleichung 6.41 in Gleichung 6.40 ein, folgt

nlay

(6.44)

nlay

(@] Z/“gaG W—;va

Mit Einsetzen des proportionalen Zusammenhangs fiir jede Schicht

PO =fi-9a(Q) . JieN (6.45)
sowie Verwendung der Kurzschreibweise
Ck
o= [0l (6.46)
vereinfacht sich Gleichung 6.44 zu

nlay 1 nlay

QabZGa W, yabZGAa,(6.47)

(B (Gl
worin sich die mittlere Schubnachgiebigkeit [G*]~' und die mittlere Schubsteifig-
keit G, identifizieren lassen. Da wegen Gleichung 6.30 [G] = [G,] gelten muss,
erhélt man aus Gleichung 6.47 die Beziehung

-1 nlay

nlay .
[b S| X GhIP (6.49
=1

In Gleichung 6.48 sind die nlay Unbekannten fl, o fs enhalten. Die fiir
ihre Bestimmung zusétzlich erforderlichen (nlay — 1) Nebenbedingungen ergeben

ar

sich aus der Stetigkeit der Schubspannungen an den Schichtgrenzen. Fiir jede
Schichtgrenze ¢* mit k € {1,2,...,nlay — 1} gilt

THE, ¢ = e e k) (6.49)
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Durch Verwendung der linearen konstitutiven Beziehung lassen sich die Schub-
spannungen in Gleichung 6.49 mit 7% = G*, v* {iber die Schubverzerrungen aus-
driicken. Ersetzt man die Schubverzerrungen durch Verwendung von Gleichung
6.415 und Gleichung 6.45, ergibt sich

FE gk (CF) Ghy = FEF gh L (CM GRS (6.50)

Hiermit lasst sich in Verbindung mit Gleichung 6.48 ein Gleichungssystem auf-
stellen, mit dem alle Unbekannten f1, f2,.. ., f* ermittelt werden kénnen. Damit
ist die in Gleichung 6.45 spezifizierte Funktion p* (¢) fiir jede Schicht k eindeutig
bestimmt. Fiir nlay = 1 ergibt die Auswertung pl,(¢) = p.(¢), womit p,(¢) nach
Gleichung 6.38 als Spezialfall beinhaltet ist. Zur Verwendung in Gleichung 6.39
ergibt sich die abschnittsweise tiber die nlay Schichten definierte Wichtungsfunk-

tion zu
nlay

pa(Q) = U fEgk(Q) (6.51)

k=1

6.3.2 Elektrisches Feld

Korrespondierend mit den unabhéngigen Schalenverzerrungen geméafi Gleichung
6.18 werden die elektrischen Grofien

g=1[2,8)" (6.52)

eingefiihrt. Der erste Vektor €; besteht aus sechs Komponenten, der zweite Vektor
€, beinhaltet M € N Komponenten.

Der Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld E und den unabhangigen
Groflen € wird beschrieben durch

E=A¢ A=A 4 (6.53)
mit -
ar w, 0 0
A =|arl A= 0 w, 0 (6.54)
ar 0 0 ws

Fiir die Variation von E gilt

SE = A ¢ 08 = [08,,08,]" . (6.55)

Die Vektoren aj, a, und as sind in Gleichung 6.14 definiert und resultieren aus
dem linearen Ansatz flir das elektrische Potential nach Gleichung 6.12. Damit



54 6 PIEZOELEKTRISCHE FE SCHALENFORMULIERUNG

kénnen nicht alle fiir eine abgestimmte Approximation der elektrischen und me-
chanischen Grofien erforderlichen Verldufe der elektrischen Feldkomponenten tiber
die Dicke (vgl. Tabelle 4.1) approximiert werden. Die damit verbundene Unaus-
gewogenheit der Approx1mat10nsraume lasst sich beseltlgen indem die fehlenden
Verlaufe mittels der Vektoren wy € ]RMl v~v € RM: und w3 € RMs in der Matrix
A, erganzt werden. Diese beinhalten Polynome als zusatzliche Beitrage zu den
elektrischen Feldkomponenten, wobei fiir ihre Definition

~ [Po] flr Ml =1

Wy = . B
[Py, Py']  fiir M, =2

- [Po] fur MQ =1

Wo 1= . . (6.56)
[Py, Pf?]  fiir M, =2

) [P fir M =1

W3 1= L

[PE: PEs] fir My =2

gilt. Die Matrix 1&2 besteht damit aus M = Ml —l—]\%—i—]\% Spalten und ermdoglicht
in Verbindung mit der Matrix A, einen vollstandigen Polynomansatz bis zur
Ordnung zwei fiir jede Komponente E; des elektrischen Feldes. Die Polynome
P, sind in Gleichung 6.22 definiert. Die Komponenten der Vektoren a; und a,
bestehen aus einem konstanten und einem linearen Anteil. Diese Anteile konnen
sich aufgrund ihrer additiven Kopplung nicht unabhanglg vonemander einstellen.
Um sie zu entkoppeln, muss der konstante Term P, in w; und W, enthalten sein.
Dies ist notwendig, damit sowohl eine konstante als auch eine lineare Verteilung
von E; bzw. E, frei von parasitiaren Approximationen abgebildet werden kann.
Insbesondere ist dies auch von Bedeutung fir die im Lastfall () bei Polung P,
(vgl. Tabelle 4.1) zu approximierende quadratische Verteilung von E, auf Basis
von 15251. Nur in Verbindung mit dem entkoppelten konstanten Anteil ist das
numerische Modell hierbei in der Lage, an der im Sensorbetrieb nicht geerdeten
Oberfliche fiir E; den Wert 0 zu approximieren.

Um eine fehlerhafte Bestimmung der Schalenschnittgrofien zu verhindern und die
Eindeutigkeit der Losung zu gewéhrleisten, muss eine Orthogonalitiat der An-
sitze in Ay beziiglich derer in A, bestehen. Dies wird gewéhrleistet durch die
Einhaltung der Bedingungen

(6.57)
/hv:v31 a =0
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mit ¢ € {1,2}. Dafir werden mit P, fir n € {1,2} nach Gleichung 6.22 die
modifizierten Polynome

pfz =P, + 52[_% + %] -|—52[—% — %] fir 7 € {1,2}
P = Pyt [ + 011 (6.58)

konstruiert. Durch Verwendung der Gleichungen 6.58 und 6.56 in den Orthogo-
nalitdtsbedingungen geméfi Gleichung 6.57 erhélt man nach Auswertung die in
ANHANG B.1 zusammengestellten Koeffizienten 0o, €9, 11, 01, 19 und 6s.

Die hochste Ordnung der von w1, Wy und w5 beinhalteten Polynome kann mit
den Parametern M;, M, und Mj gewahlt werden. Der Beitrag jedes einzelnen
Polynoms wird durch die ihm zugeordnete Unbekannte in €5 gewichtet.

Beriicksichtigung von geschichteten Querschnitten

Am Ende des Abschnitts 6.3.1 wurde der Verlauf der Schubverzerrungen bei ge-
schichteten Querschnitten diskutiert. Die dabei an den Schichtgrenzen aufteten-
den Spriinge und der in jeder Schicht im Allgemeinen unterschiedlich gekriimmte,
quadratische Verlauf werden in Form der abschnittsweise quadratischen Wich-
tungsfunktion p,(¢) nach Gleichung 6.51 mit Gleichung 6.39 in Gleichung 6.19
beriicksichtigt. Dies ist aufgrund der Kopplung der Schubverzerrungen mit den
Komponenten El und Eg des elektrischen Feldes erforderlich.

Der Verlauf von E; und Ej iiber die Dicke ist unter Querkraftbeanspruchung bei
geschichteten Sensoranwendungen in den piezoelektrischen Schichten ebenfalls
quadratisch, weist allerdings an den Schichtgrenzen keine Spriinge auf. Daher
kann fiir die typische Bauweise eines geschichteten Sensors mit symmetrischem
Schichtaufbau und gleichartigen piezoelektrischen Deckschichten die quadratische
Approximation von E; und E, nach Gleichung 6.58; verwendet werden. Auch fiir
derartige Bauweisen ist damit die Balance der elektrischen und mechanischen
Approximationsraume gegeben.

6.3.3 Generalisierte Darstellung der unabhingigen Schalengréfien

Fasst man die unabhéngigen mechanischen und elektrischen Schalengrofien € und
€ nach Gleichung 6.18 und Gleichung 6.52 zusammen in

] e



56 6 PIEZOELEKTRISCHE FE SCHALENFORMULIERUNG

ergibt sich unter Beriicksichtigung der Gleichungen 6.20 und 6.53

[A; 0 A, 0O

E
S|l =A it A= - - 6.60
l ] £ 0 A 0 A, (6.60)

E

als Zusammenhang zwischen den verallgemeinerten schalenbezogenen Grofien e
und den kontinuumsbezogenen Gréfien E und E. Die Matrix A besteht aus M =
M + M Spalten.

6.3.4 Formulierung des Randwertproblems

Unter Verwendung der in Kapitel 3, Gleichung 3.1 eingefiihrten volumenspezifi-
schen, elektromechanischen Potentialfunktion pi(E, E) gilt fir die innere Arbeit
der Schale

SW; = /805 [p0(E,E)] aV . (6.61)

Fiir das Fliachenelement der Mittelfliche Qg gilt dA = j d&' d€? mit j = ||A; x
As||, siehe hierzu Gleichung 6.1. Mit dem Shifter-Tensor Z, welcher mit Gy =
Z A das kovariante Basissystem Aj der Mittelflache auf das kovariante Basissy-
stem Gy im Schalenkontinuum abbildet, gilt fiir das Volumenelement im Schalen-
raum dV = det|Z] d¢ dA, womit sich die innere Arbeit der Schale nach Gleichung
6.61 umformen lasst zu

SW; = /Q /h 5 [pu(B, B)| detiZ)dCdA = | 5e"0 dA (6.62)
mit
DeW = [g&VVH :—/hATl Sﬁ ] det[Z] d¢ . (6.63)
(S0 -

Der Vektor S beinhaltet die Komponenten der 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen
28Epw(E,f)) in gemafl Gleichung 3.7 arbeitskonformer Anordnung zu den im
Vektor E angeordneten Komponenten des Green’schen Verzerrungstensors, vgl.
Gleichung 3.8. Die dielektrischen Verschiebungen D bilden eine arbeitskonforme
Paarung mit dem elektrischen Feld E.

Die starke Form des Randwertproblems fordert in jedem Punkt des Gebietes
Q) die Erfiillung der statischen, geometrischen und elektrischen Feldgleichungen
sowie der konstitutiven Beziehung, was in Anlehnung an GREEN et al. zusam-
menfassend mit

L(jn®) ¢ +P = 0 g—e1=0
7m0 +X,0 xn* =0 Oe,W—-0=0 in Q (6.64)
e, W =0
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beschrieben werden kann. Dabei fordern die geometrischen und elektrischen Feld-
gleichungen die Gleichheit der unabhéngigen Groflen e; und der kinematischen
Schalengréfien €.

Der Vektor 0g¢W beinhaltet die Resultierenden der Spannungen und dielektri-
schen Verschiebungen, welche sich gemafl Gleichung 6.63 in Verbindung mit dem
Stoffgesetz aus den unabhéngigen Schalengrofien € ergeben. Fiir den ersten Teil
Og, W wird die Gleichheit mit einem Satz von unabhéngigen Resultierenden der
Spannungen und dielektrischen Verschiebungen

-

T
11 .22 12 11 22 12 1 2
a'—[n e nt,me,m* e m ,q,q] (6.66)

] (6.65)

Q Q!

gefordert. Der erste Vektor

beinhaltet die unabhangigen mechanischen Spannungsresultierenden in Form der
Membrankrifte n® = n®?, der Biegemomente m®® = m®® und der Querkréfte
q*. In den statischen Feldgleichungen bedeuten n® := no‘ﬁx,ga +q¢d + mo‘ﬂd,gg
und m® := d X maﬁx,fa. Der zweite Vektor & besteht aus sechs unabhéngigen
resultierenden Groéflen der dielektrischen Verschiebungen.

Der zweite Teil Jg,W beinhaltet Beitrdge zu den Resultierenden der Spannun-
gen und dielektrischen Verschiebungen, die in Verbindung mit dem Stoffgesetz
den unabhéngigen Schalengréfien €, und €5 zugeordnet sind und zu Null gesetzt
werden.

Das Randwertproblem in seiner starken Form ist vollstdndig beschrieben durch
Gleichung 6.64 sowie den statischen, geometrischen und elektrischen Randbedin-

gungen
j(n%y,) = t auf T,
vt } auf T, (6.67)
w w

¢ = @ auf I,

mit den Komponenten v, des Normalenvektors auf dem Schalenrand I',.
Die Freiheitsgrade der Schale sind v = [u,w, ¢]” mit den Verschiebungen u =
x — X, den Rotationen w = [wi,ws, ws]” und dem elektrischen Potential ¢ =
[©u, ‘PO]T

I', einen Randbereich mit vorgegebenen Spannungen, I', einen Randbereich mit

an der Unterseite und der Oberseite. In Gleichung 6.67 symbolisiert
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vorgegebenen Verschiebungen beziehungsweise Verdrehungen und I', einen Rand-
bereich mit vorgegebenem elektrischen Potential, wobei I' = I', UI', und I' = I',
angenommen wird. Beanspruchungen durch Oberflichenladungen werden nicht
betrachtet. Die Schale kann belastet werden durch

Flachenbelastungen p auf

Randbelastungen t auf ',

Verschiebungen u, Verdrehungen w auf I,

elektrisches Potential ¢ auf I',

wobei die Lasten als konservativ angesehen werden.

6.3.5 Schwache Form und Linearisierung des Randwertproblems

Die schwache Formulierung des Randwertproblems fordert die Erfiillung der Feld-
gleichungen in Gleichung 6.64 nicht mehr punktweise, sondern im integralen Mit-
tel und dient als Basis fiir die im Weiteren vorgestellte numerische Losung.

Die unabhéngigen Groflen und deren Variationen werden mit 6 := [v, o, €] und
40 = [dv,00,0¢e| zusammengefasst. Multipliziert man die Ausdriicke in Glei-
chung 6.64 mit zulédssigen Testfunktionen und integriert tiber das Gebiet €,
erhalt man

9(0,00) = /Q 667 (9e,W — &) + 3eT0e,W + 60T (e, — €1)] dA
. , (6.68)
- /Q [(3(3' n%),¢« +p) ou + (;(j m®) e +X,ca xn%) dw] dA = 0,
0

was in Verbindung mit den Randbedingungen in Gleichung 6.67 die schwache
Form des Randwertproblems darstellt.

Mit der Einfiihrung von & := [0, 0y/]7 lésst sich Gleichung 6.68 unter Verwen-
dung der statischen Randbedingungen geméfl Gleichung 6.67; umformen zu

9(6,60) = /Q 0" (0eW — &) + 007 (g, — &1) + del o — ou"p| dA

o (6.69)

— / sultds =0
Iy

Um géngige Verfahren, wie zum Beispiel einen Newton-Raphson-Algorithmus,
im Rahmen der numerischen Losung der schwachen Form des Randwertproblems
anwenden zu konnen, muss jeder im Allgemeinen nichtlineare Energieterm in



6.4 Finite- Elemente-Approximation 59

Gleichung 6.69 linearisiert werden. Da sich die Beanspruchungen der Schale nicht
mit der Verformung dndern, erhilt man als Linearisierung von Gleichung 6.69

Llg(8,00),A0] := ¢(0,00) + Dg - AO (6.70)
mit
Dg-A0 = [ [5e"(DAe — AG) + 07 (Ae, — Aey) + 0e] Ao + Ade) o] dA
Qo
(6.71)
und der elektromechanischen Schalensteifigkeit
9 | C —ef
D= 2W = /A S | Adezac (6.72)
h

6.4 Finite-Elemente-Approximation

6.4.1 Approximation von Ausgangskonfiguration und Momentankon-
figuration der Schale

Zur Beschreibung der Schalengleichungen wurden in Abschnitt 6.2.1 krummlinige
konvektive Koordinaten eingefiihrt. Da die Verzerrungen die Ableitungen der Ver-
schiebungen beinhalten, sind nach klassischer Vorgehensweise Ableitungen beztig-
lich der konvektiven Koordinaten erforderlich. Mit dem isoparametrischen Kon-
zept werden sowohl die Geometrie wie auch die Verschiebungen, Rotationen und
das elektrische Potential diskretisiert und das finite Element in der Ausgangs-
konfiguration und Momentankonfiguration auf ein Einheitselement mit den Ko-
ordinaten {&,n} € [—1,1] abgebildet. Da Ableitungen und Integrationen auch im
Referenzelement durchgefiihrt werden kénnen, entfallen damit alle Ableitungen
in konvektiven Koordinaten.

Allerdings kann das isoparametrische Konzept nur in modifizierter Form auf Scha-
lenelemente angewendet werden, vgl. WRIGGERS [122]. In diesem Sinne ist die
isoparametrische Beschreibung nicht auf die globale kartesische Basis e; zu bezie-
hen, sondern auf ein lokales kartesisches Basissystem t; fiir jedes Element, welches
gewohnlich nicht mit e; tbereinstimmt. Fir den Aufbau der Elementsteifigkeit
und des Lastvektors beziiglich der globalen Koordinaten ist dieser Sachverhalt
durch eine Transformation zu berticksichtigen.

Die Interpolation der den Elementknoten I € {1,2,3,4} zugeordneten Grofien
iiber die Elementfliache erfolgt durch die Verwendung von bilinearen Ansatzfunk-
tionen

Ni= 0461 +nm)  Ene (1) (6:73)
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mit {; € {—1,1,1,—1} und n; € {—1,—1,1,1}. Damit gilt fir die Ortsvektoren
der Schalenmittelfliche 2y in der Ausgangs- und Momentankonfiguration

4 4
Xh:ZN[X[ Xh:ZN]X[ (674)

I=1 =1

mit x; = X; + u; und der Knotenverschiebung u;. Der Index (-)"* weist auf den
approximativen Charakter einer Grofle hin.

Fiir die Interpolation der Verschiebungen u und des elektrischen Potentials ¢ :=
[Pus o] gilt

4 4
u"=> Nru ©"=> Nip; . (6.75)
I=1 I=1
Mit der Eingabe des Finite-Elemente-Netzes ist fiir jeden Knoten der Ortsvek-
tor X; und eine kartesische Basis {A1;, Aar, Agr} vorzugeben, wobei Aj; und
A, innerhalb der Referenzfliche so orientiert sein miissen, dass die Randbedin-
gungen erfiillt werden konnen. Die Beschreibung des Schalenraums ist durch die
Referenzflache €0y, die Dicke h der Schale und den Direktor D bzw. d gegeben.
Daher reicht es aus, mit D; = A3y und d; = az; die dritte Komponente der
Knotenbasis in Ausgangs- und Momentankonfiguration zu interpolieren mit

4 4
Dh:ZNlDI dh:ZNIdI : (6.76)
=1 =1
Die Knotenbasen der Ausgangskonfiguration und Momentankonfiguration stehen
iiber eine orthogonale Abbildung a,; = R;A,; in Bezug, welche der Rotations-
tensor R leistet. Dieser ergibt sich iiber die Rodrigues-Formel in Abhangigkeit
von den Rotationsparametern wqy, woy und wsy zu

R, =1 P, LT 050g (6.77)
Y1 Y1
mit
wir 0 —Wws3r War
wr = | wor Q=] ws 0 —wir : (6.78)
w3y —war  Wig 0

Hierbei reprasentiert die Orientierung des axialen Vektors w; die Lage der Dreh-
achse und ¢; = ||w;|| den Drehwinkel der Rotation. ; ist der dem axialen Vektor
w; zugeordnete, schiefsymmetrische Tensor. Die Parametrisierung in Gleichung
6.77 ist eindeutig fiir ¢ < 27, was man durch multiplikative Updates des Rota-
tionstensors nach einigen Lastschritten sicherstellen kann.
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Auch im Rahmen einer gemischten Elementformulierung ist eine lokale kartesische
Basis t; von Bedeutung. Die normierten Basisvektoren von t; lassen sich mit den
Ortsvektoren X; zum Beispiel konstruieren durch

t;, = (dy +ds)/||d; + ds] i XX
L o= 3
A ANIA A |1X5 — Xy 6.79
& = (@-d)/ld-df . (6.79)
d = ———
t3 = t; Xty ? HXQ—X4H
Mit der Jacobi-Matrix
h h
g | Rt Xeto (6.80)
Xhoty XMooty

ist die Umrechnung zwischen den Ableitungen nach den Koordinaten {£,n} des
Einheitselements und den Ableitungen nach den Koordinaten beziiglich der kar-
tesischen Basis t; beschrieben, wobei sich die Tangentenvektoren approximieren
mit
4 4
ng = Z Nre Xy X’% = ZNIJI Xr . (6.81)
=1 =1

Beziiglich der lokalen kartesischen Koordinaten ergibt sich fir die Ausgangs- und
Momentankonfiguration die Interpolation der Tangentenvektoren

4 4
Xfla = ZNI’O‘ X[ Xfla = ZN]’Q d[ (682)
I=1 I=1
und die Interpolation der Ableitungen des Direktorvektors
4 4
Df}1 = ZNI,a D; df‘a = ZNLadl (6.83)
=1 =1

unter Verwendung der Ableitungen der Ansatzfunktionen nach den lokalen kar-
tesischen Koordinaten, welche sich mit

[ Nia 1 _ g [ Nig 1 (6.84)

iiber die Ableitungen nach den Koordinaten des Einheitselements bestimmen las-
sen. Man kann zeigen, dass bei beliebiger Elemtentgeometrie fiir den Element-
mittelpunkt Xha = t,, gilt. Fir die Interpolation der Ableitungen des elektrischen
Potentials gilt

4
== Niawr (6.85)

I=1
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Abb. 6.3: 4-Knoten-Schalenelement mit Bezeichnungen

womit alle erforderlichen Groflen fiir die Approximation

eh = [eh e’ (6.86)
von €4 nach Gleichung 6.16 vorliegen. Um Versteifungseffekten bei Schubbean-
spruchung entgegenzuwirken, werden die in Gleichung 6.53 definierten Schubterme
Yo nicht bilinear, sondern gemafl DVORKIN & BATHE [38] durch eine angenomme-
ne Querschubverteilung (ANS) iiber das Element approximiert. Die Auswertung
der Schubterme erfolgt dabei an den Kollokationspunkten A, B, C, D, die sich bei
einem 4-Knoten-Element in den Seitenmitten befinden. Davon ausgehend werden
die Schubverzerrungen in ihrer Wirkrichtung konstant und senkrecht zur Wirk-
richtung linear iiber das Element interpoliert, womit man vor dem Einsetzen der
Finite-Elemente-Approximationen die Form

[ el o (e - x = X - X)) '
el 5 (xh - xh — X - X))
ehy xip - xh = X - X
o K% B le Lt — Xt D 657
Kh xly - dly — X!, - DIy
2k1y xh - dly +xly - dh — X!, - Dl — XDh
7£ o { (1 =08 + (L +n)y¢)] }
| 31— + 1+ €7

erhélt. Fur die Auswertung der Schubverzerrungen an den Kollokationspunkten
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gilt
7 = [x¢-d—Xg¢ DM M e {B,D} 6.58)
v = [x,-d-X, DJ* L € {AC}
mit
d* = J(ds+dy) D4 = I (D,+D,)
d? = 1(d;+dy) D? = 1 (D;+D,)
d® = 1(dy+ds) D¢ = 1(D,+ Ds)
d”? = 5(ds+dy) D = }(D;+Dy)
A 1 A 1 (6.89)
X, = 5 (xa+x) Xo = 5 (X +Xy)
x# = 3 (x+x) X2 = 1 (X3+Xy)
x( = 5 (x3+x2) XY = §(X5+Xy)
x? = §(x34xy4) X2 = 1 (X3+Xy)

unter Verwendung der Ortsvektoren X;, x; und Direktorvektoren D;, d; der
Elementknoten.

Fiir den zweiten Vektor in Gleichung 6.86, welcher €, nach Gleichung 6.13 appro-

ximiert, gilt

902,1

902,2

ol

gh=| Tt (6.90)
90072
o

| o ]

und man erhélt die diskretisierte Form mit Einsetzen der Interpolationen nach
Gleichung 6.755 und Gleichung 6.85 unter Beriicksichtigung von Gleichung 6.84.

Fir die Variation von Gleichung 6.86 werden auch die Variationen der Ausdriicke
in den Gleichungen 6.75, 6.765, 6.825, 6.835, 6.85 und 6.88 bendtigt. Mit Einfiih-
rung eines generalisierten Vektors

vi = [u,d, @]} (6.91)

lasst sich die Variation der Knotenfreiheitsgrade in kompakter Schreibweise aus-
driicken mit

4
v =3 Nrov; . (6.92)

I=1
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Die Variation der Tangentenvektoren nach Gleichung 6.825, der Ableitungen des
Direktorvektors nach Gleichung 6.83, und der Ableitungen des elektrischen Po-
tentials nach Gleichung 6.85 interpolieren sich mit

4 4 4
5X7ha = Z N[’a (511] 5(?1% = Z NLQ 5d[ 5<pf‘a = — Z Nl,a (SQOI 5 (693)

=1 I=1 I=1

die Variationen der Schubverzerrungen interpolieren sich unter Auswertung an
den Kollokationspunkten gemafl Gleichung 6.89 mit

el = [oxe-d4xg-6d]M M € {B,D}

(6.94)
oyy = [0x,-d+x,-6d]" L € {AC}

Die Variation von Gleichung 6.86 wird nach Einsetzen der in den Gleichungen
6.92 - 6.94 gegebenden Approximationen unter Verwendung der Matrix B =
[Bla B27 B37 B4] mlt

4 _
B O

ausgedriickt.

Die Teilmatrix B; entspricht der Matrix B; in der mechanischen Schalenformulie-
rung nach GRUTTMANN & WAGNER [48]. Fiir die den elektrischen Freiheitsgraden
zugeordnete Teilmatrix gilt

J-1 —Nr,e 0
—Nrp 0
= 0 41| —Nre
B, = J-! ’ . 6.96
: ! e (6.96)
Ny 0
L O NI |
Die Linearisierung wird approximiert mit
h _h )T
Ade, = Aéeg,Aésg} , (6.97)

wobei der erste Vektor Ade! dem Vektor Ade! in GRUTTMANN & WAGNER [48]
entspricht. Das elektrische Feld ist eine lineare Funktion des elektrischen Poten-
tials ¢, woraus Ad€, = 0 folgt.
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6.4.2 Interpolation der Spannungen und der dielektrischen Verschie-
bungen

Neben den Verschiebungsansétzen basiert diese gemischte Elementformulierung
auch auf Anséatzen fir die Spannungen, dielektrischen Verschiebungen, Verzerrun-
gen und das elektrische Feld. Diese Ansétze sind unabhédngig. Um die numerische
Stabilitat der Elementformulierung zu gewéhrleisten, miissen beztiglich ihrer An-
zahl und Konstruktion allerdings verschiedene Aspekte berticksichtigt werden,
siche BREZz1 & FORTIN [25]. Die Interpolation der Membran- und Biegeschnitt-
grofen erfolgt wie in SIMO et al. [101], die Ansétze fiir die korrespondierenden
elektrischen Groflen werden in Analogie dazu aufgestellt.

In Form des Vektors

h o A Na— 0
= =N, N, = 6.98
=[] RS
werden die Schalenschnittgroflen o und schalenbezogenen, dielektrischen Ver-
schiebungen & auf Elementebene approximiert, wobei fiir die Interpolation der
mechanischen Komponenten

1; 0 0 N» 0 O
N,=|0 1; 0 0 N’ o0
0 01, 0 0 N¢

(6.99)
mit
b 0 n—n 0 n 0
NI' = N2=T, [ 0 5_51 (6.100)

verwendet wird. Mit

JhIY 55 2J7,J5,
T, = J?QJ{Jz J§2J32 2J?2J§2 T, = [

0 0 (6.101)
Tl Ty Jiide + T3

S oy
Ty 3

erfolgt die Transformation auf das lokale kartesische Basissystem, siehe hierzu
auch Gleichung 3.18 und Gleichung 3.27 ohne Beriticksichtigung der die Dicken-
richtung betreffenden Komponenten. Die Koeffizienten J2; = Jog(¢ = 0,7 = 0)
sind die Komponenten der Jacobi-Matrix J geméfl Gleichung 6.80 bei Auswertung
im Elementmittelpunkt. Durch die Konstanten

— 1 1
= A 7:—/ A Ae:/ A 102
&=/, &d ] &mm md (6.102)

e /S
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lasst sich die Orthogonalitét der linearen Ansétze & und n beziiglich des konstan-
ten Ansatzes fiir jede Zeile von N, herstellen. Das Flachenelement dA = jd&dn
ergibt sich mit j = (§,7) = || X ¢ x X, ||

Die Interpolation der Komponenten der dielektrischen Verschiebungen erfolgt

durch

Ny = |0 1, 0 0 N2 0 (6.103)

mit
ol =& n—7 E=m—-7n) 0 0 0
N = 70 _
7 710 0 0 =& n—n (E=8§)Mm—mn)
(6.104)
Ny = o707 U Ng = N

14+16] gind den Anséitzen in N

In Form der Komponenten des Vektors & € R!
fiir das Spannungsfeld und Ny fiir das dielektrische Verschiebungsfeld unbekann-
te Skalare zugeordnet. Da die Ansdtze und damit die Unbekannten nicht auf
die Knoten, sondern auf den Elementbereich bezogen sind, ist der Verlauf der

Komponenten von o” an den Elementgrenzen im Allgemeinen nicht stetig.

6.4.3 Interpolation der Verzerrungen und des elektrischen Feldes

Die Schalenverzerrungen und das elektrische Feld werden in Form von

e = [si ] I | DN NI, N2 e- [81 ]

€2 {éé‘, é’;} €2
(6.105)

mit

(1; 0 0 N 0 0 0 | [0 N2 o0 o0 |

0 13 0 0 N 0 0 0 0 N2 o

N _|0 01 0 0 N O NP_| 0 0 0 0
: 000 0 0 0 N : 0 0 0 o0
0 00 0 0 0 O N2 0 0 O
(00 0 0 0 0 0 0 0 0 N2

(6.106)
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iiber das Element approximiert. Die Komponenten des ersten Teils N! sind kor-
respondierend zu den Anséatzen in N, gewéhlt mit

n—n 0 Tt Ty Ji1 I3
N?1 = T? 0 §—¢ Tg = J?ngz JSQJ% J&ng
0 0 200ty 20003 J0Tas + Tia S
N2 = N7 N = N2 N: = N; (6.107)

und den unbekannten Komponenten des Vektors &, € RI16 zugeordnet.

Die Ansitze im zweiten Teil N2 sind orthogonal zu den Ansitzen in N, und ent-
sprechen damit den Anforderungen des EAS-Konzeptes, welches auf den Arbeiten
von SIMO & RIFAI [102] und ANDELFINGER & RAMM [5] basiert. Mit

N2 = (T "My, , nn € {2,4}

N? JJ—Q(TS)_TM[%] o M € {274}
(6.108)

§ 0 § 0 &n 0

Mp =10 7 My=1]0mn 0 &n

0 0 00 0 0

und jo = j(£ = 0,7 = 0) kann das Membranverhalten - insbesondere bei Bie-
gebeanspruchung - durch Ergénzung der Ansétze in N! fiir die Membran- und
Biegekomponenten von €” je nach Wahl von n,, zu vollstindig linearen oder voll-
standig bilinearen Ansétzen verbessert werden.

Die Dickendehnungen werden konstant oder vollstandig bilinear iiber das Element
interpoliert durch die Anséatze in

1o, fir n, € {1,2}
NE=Y[1éeneamooo 0] . . (6.109)
000 0 1 ¢y & #7

wobei n, = 1 mit M, = 1 und n, € {2,8} mit M, = 2 korrespondiert, vgl. hierzu
Gleichung 6.23.
Die im Sinne der Diskussion in Kapitel 4 fir ausbalancierte Approximationsrau-

me notwendigen Verteilungen der Komponenten des elektrischen Feldes tiber die
Dicke in Form der Ansitze in Ay gemaf Gleichung 6.56 werden mit

NZ 0 0
NZ=| 0 NZ o0 (6.110)
0 0 NZ

& 1 MxM
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und

22 __ 22 __ 22 __
Ngl 7 1]\21><]\21 Ngz - 1]\22><M2 N§’3 - 1]\23><M3 (6111)

konstant iiber das Element approximiert.

Die Ansitze in N? sind verkniipft mit den Unbekannten im Vektor &, € R,
deren Anzahl sich mit der Wahl der Ansatzparameter zu M = (n,, + ny, + n, +
M) ergibt. Da die Ansétze fiir die Schalenverzerrungen und das elektrische Feld
elementbezogen sind, ist der Verlauf der Komponenten von €” nicht kontinuierlich
an den Elementgrenzen.

6.4.4 Approximation der schwachen Form des Randwertproblems

Durch Einsetzen aller Approximationen in die Linearisierung der schwachen Form
des Randwertproblems nach Gleichung 6.70 ergibt sich mit

1T

numel | OV K, 0 GT Av
Lig(0",60"),00" = > | s 0 H -F Aé
=t o6 |, G -F' o A&
] (6.112)
fi — fo
+ fs
fe

e

die Finite-Elemente-Approximation als Summe tiber alle zur raumlichen Diskre-
tisierung der Struktur verwendeten numel Schalenelemente.

Die hierbei verwendeten Symbole sind durch

K, = [ K, dA f = [ B'o"dA=G"s
Qe Qe
H = /NETDNEdA fo = /NgaEWdA—F&
e QE
(6.113)
F - [ NI'N,dA = [ Niehda+FTe
Qe Qe

G = /NZBdA
Qe

definiert. Mit N, = [ No ] gilt die Zerlegung
M %30
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Die Matrix

(6.115)

[ 2]

0 Ks

ergibt sich durch Diskretisierung von Ade, gemafl Gleichung 6.97, wobei wegen
A€, = 0 unmittelbar K; = 0 folgt. Die nur auf dem mechanischen Teil der
Schalenkinematik basierende Matrix K; wird in GRUTTMANN & WAGNER [4§]
abgeleitet.

Die Unbekannten Aé = [&1,&,]7 und Ao sind auf die Ansitze auf Elementebe-
ne bezogen, womit keine Stetigkeit an den Elementgrenzen gegeben ist. Hiermit
reduziert sich bei beliebigen, kinematisch zuldssigen Variationen 60 # 0 die Glei-

chung 6.112 fiir L[g(0", 60", AO")] = 0 auf

numel

Llg(6",56"),A0" = 3 ovI {K,Av+ GTAG +f — £} =0  (6.116)
e=1

unter den auf Elementebene zu erfiillenden Nebenbedingungen

HAeé — FA¢ + f°=0

(6.117)
GAv — FTAé + =0
Mit Gleichung 6.114 und den Zerlegungen
H,; = / N°eTDN? dA £ — / NoT(9eW — 6" dA (6.118)
Qe Qe

kann man Gleichung 6.117; durch das Gleichungssystem
Hll H12 Aél FlAé' fle 0
_ = 6.119
el e el R ) B

ausdriicken und es folgt aus dessen zweiter Zeile

Aéy = Hyy (—f5 — Hy A&y) . (6.120)

Setzt man Gleichung 6.120 in Gleichung 6.119; ein, erhélt man
H Aé —F A6 +f=0 (6.121)

mit
Hy; = Hy; — HpHy Hy fe = £¢ — H,Hy ' ff . (6.122)

Aus Gleichung 6.117; folgt mit Gleichung 6.114

T A A s
1 ’
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und daraus
Aé, =F T (GAv +f%) . (6.124)

Nach Einsetzen von Gleichung 6.124 in Gleichung 6.121 erhélt man durch Um-
formung

Aé = HGAv + Hf® + F['ff (6.125)
mit
H=F'H,F7 . (6.126)

Durch Einsetzen von Gleichung 6.125 in Gleichung 6.116 ergibt sich

numel

Llg(0",00"), 26" = Y ovI{KsAv+f)=0 | (6.127)
e=1
worin man die Elementsteifigkeitsmatrix des Schalenelements mit
K. = G'HG + K, (6.128)
und den Elementresiduumsvektor mit
f°=GT(6 + Hf* + F{'f) — £, (6.129)

identifiziert.
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7 Numerische Beispiele - Piezoelektrische Scha-
lenformulierung

In diesem Kapitel wird eine Reihe von Beispielen diskutiert, um zum einen die pie-
zoelektrische Schalenformulierung und das implementierte Modell fiir geschichtete
Strukturen zu verifizieren, zum anderen die Beseitigung der parasitdren Appro-
ximationen durch die im vorigen Kapitel beschriebene konsistente Modellierung
der elektrischen und mechanischen Approximationsrdume zu demonstrieren. Da-
bei werden typische Beanspruchungsarten verwendet. In einem Beispiel ist die
Beanspruchung zeitabhangig, um das Verhalten der Elementformulierung bei dy-
namischen Problemen zu tiberpriifen. Einige der Beispiele zeigen, dass auch ei-
ne geometrisch nichtlineare Analyse und die Abbildung von groflen Rotationen
fiir die Aktorik und Sensorik von Bedeutung sein kénnen. Die Untersuchungen
beinhalten auch unregelméaflige Finite-Elemente-Netze, welche sich tiblicherweise
durch die Verwendung adaptiver Vernetzungsmethoden und durch die Generie-
rung von Finite-Elemente-Netzen aus CAD-Modellen ergeben.

7.1 Piezoelektrische Patch-Tests

Die urspriingliche Bedeutung von ,Patch-Tests“ ist die Validierung mechani-
scher Finite-Element-Formulierungen. Fiir piezoelektrische finite Elemente ha-
ben sich in der Literatur bislang keine einschlagigen ,,Patch-Tests® als Standard
etabliert. Von KLINKEL & WAGNER [65] wird die Erweiterung des von MAC-
NEAL & HARDER [77] vorgeschlagenen mechanischen ,,Patch-Tests“ auf piezoelek-
trische Problemstellungen vorgeschlagen, um das Membranverhalten und das Ver-
halten einer piezoelektrischen Elementformulierung bei reiner Biegung zu priifen.
Damit wird eine piezoelektrische Volumen-Schalen-Formulierung darauthin unter-
sucht, ob unter Verwendung eines unregelméafligen Finite-Elemente-Netzes kon-
stante Spannungen bei konstanten Verzerrungen und ein konstantes elektrisches
Feld bei konstanten dielektrischen Verschiebungen approximiert werden kénnen.
Die vorliegende piezoelektrische Schalenformulierung wurde gemafl diesem Vorge-
hen untersucht. In Erweiterung dazu werden auch die aktorische Beanspruchung
durch ein elektrisches Feld in Dickenrichtung sowie die Beanspruchung durch
Querlast untersucht.

Die Ergebnisse werden getrennt fiir die einzelnen Beanspruchungsarten nachfol-
gend dargestellt. In Abbildung 7.1 sind die Geometrie mit der Dicke h und die Ma-
terialdaten des verwendeten Elementnetzes fiir die Beanspruchung durch Léangs-
kraft, ein elektrisches Feld in Dickenrichtung oder fiir reine Biegebeanspruchung
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angegeben. Die Struktur ist in Dickenrichtung polarisiert. Um die Ermittlung ana-
lytischer Losungen zu vereinfachen, wird die Querkontraktion vernachlassigt und
isotropes Materialverhalten angenommen. Da die mafigeblichen Koppeleffekte er-
halten bleiben, wird die wesentliche Phanomenologie durch diese akademischen
Vereinfachungen nicht beeintréchtigt.

/
F .
ol M‘
e W Geometrie:
[ = 024m

b = 0.12m

h = 0.01m
Materialdaten: Knoten H X [m] ‘ Y [m] ‘
E = 123-10°N/m? 1 0.20 0.02
G = 61.5-10°N/m? 2 0.06 | 0.03
&3 = —5.0C/m? 3 0.08 | 0.08
€11 = €33 =125-10"2C?/Nm? 4 0.16 | 0.08

Abb. 7.1: Materialdaten und Geometrie des Patch-Tests fiir Membranbeanspruchung
durch Langsbelastung oder ein elektrisches Feld in Dickenrichtung sowie fiir reine Bie-

gebeanspruchung

7.1.1 Membranbeanspruchung durch Langsbelastung

Fiir alle Knoten ist ¢, = 0V vorgegeben, was einer Erdung der Unterseite gleich-
kommt. Alle Verschiebungs- und Rotationsfreiheitsgrade der Knoten 7 und 8 sind
gehalten. Die Belastung erfolgt durch die Knotenkrifte F' = 6 - 10* N, was mit
einer konstanten Spannung in Lingsrichtung von S™ = 10® N/m? verbunden ist.
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Aus den elektrischen Randbedingungen folgt D3=0C /m?. Durch die Vereinfa-
chungen in den Materialdaten verbleiben zwei relevante konstitutive Beziehungen.
Deren Auswertung ergibt eine konstante Verzerrung zu E; = 8 - 107* und die
Komponente des elektrischen Feldes in Dickenrichtung zu Eg = 3.2-10°V/m, sie-
he KLINKEL & WAGNER [66]. Daraus folgt fir die Verschiebung am freien Ende
uy = 1.92 - 10" m und fiir das Potential an der Oberseite ¢, = 3.2 - 103 V.

Die numerische Berechnung stimmt mit der analytischen Losung iiberein - man
erhilt fiir die Verschiebung der Knoten 5 und 6 in Langsrichtung u{>% = 1.92 -
10~*m und fiir alle Knoten das elektrische Potential ¢{b%8 = 0V. Aus der
Riickrechnung ergeben sich fiir das gesamte Gebiet die Spannung S™ = 10% N/m?

und die dielektrische Verschiebung D3 =0C /m?. Um diesen Test zu bestehen,
kann die Berechnung ohne interne Ansétze fiir die elektrischen Feldkomponen-
ten mit M; = My = M; =0 erfolgen, vgl. Gleichung 6.56. Wahlt man dennoch
zusatzliche Polynomanséatze, werden diese im Rahmen der Berechnung nicht ak-
tiviert.

7.1.2 Membranbeanspruchung durch ein elektrisches Feld

Die Randbedingungen sind gewéhlt wie in Abschnitt 7.1.1, wobei dariiber hinaus
fir alle Knoten ¢, = 103V gesetzt wird. Hierdurch erfolgt die Beanspruchung in
Form eines in Dickenrichtung orientierten elektrischen Feldes mit E; = — o =
10° V/m und es gilt S'* = 0 N/m?. Damit lassen sich die beiden relevanten kon-

stitutiven Gleichungen

S = E-Ey — es-FEs
. . (7.1)
D? = e3-FEy + e F3

auswerten, woraus sich By = 4.065 - 1076 sowie D? = 1.270 - 1073 C//m? ergeben

und fiir die horizontale Verschiebung am freien Ende wu, = 9.756 - 10~7 m folgt.

Die numerischen Ergebnisse stimmen mit den theoretischen Ergebnissen tiberein.
Die Verwendung zusétzlicher Polynomansétze fiir die Komponenten des elektri-
schen Feldes ist auch fiir diesen Belastungsfall nicht erforderlich.

7.1.3 Reine Biegebeanspruchung

Wie in Abschnitt 7.1.1 wird fiir alle Knoten ¢, = 0V vorgegeben, und es werden
alle Verschiebungs- und Rotationsfreiheitsgrade der Knoten 7 und 8 gehalten.
Mit M = 103 Nm an den Knoten 5 und 6 wird die Struktur einer reinen Biege-
beanspruchung unterworfen, was mit einer in Langsrichtung konstanten und in
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Dickenrichtung linearen Verteilung der Spannung S*! und der Verzerrung F;; ver-
bunden ist. Auch die Komponente Eg des elektrischen Feldes verlauft linear tiber
die Dicke, vgl. Tabelle 4.1, was mit einem quadratischen Verlauf des elektrischen
Potentials ¢ in Dickenrichtung korrespondiert. Eine analytische Betrachtung fiir
dieses Problem fithrt geméf KLINKEL & WAGNER [66] auf eine vertikale Ver-
schiebung u, = 4.608 - 10~2m am freien Ende und auf ein elektrisches Potential
wo = 0V an der Oberseite der gesamten Struktur.

Die numerischen Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung am freien Ende und
das elektrische Potential an der Oberseite sind in Tabelle 7.1 dargestellt. Allein
mit der linearen Verteilung von ¢ iiber die Dicke geméafl den kinematischen An-
nahmen nach Gleichung 6.12 kann Ej; nur konstant iiber die Dicke approximiert
werden, wenn mit M; = 0, siehe Gleichung 6.56, kein zuséatzlicher Polynomansatz
flr Eg verwendet wird. Damit sind die Approximationsrdume nicht konsistent,
da der konstante Verlauf von Eg und der lineare Verlauf von E5; iiber das Stoff-
gesetz additiv gekoppelt sind. Dennoch treten dabei keine parasitdren Approxi-

Knotenwerte ‘ M =0 M > 1 analytisch [66] ‘
ul>0} [m] | 4.6829-1072 | 4.6080 - 1072 | 4.6080 - 102
({)1,2,...,8} [V] 0 0 0

Tab. 7.1: Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung u, am freien Ende und das elektri-
sche Potential ¢, an der Oberseite ohne (Ms = 0) und mit (Ms > 1) internen Anséitzen

fur die Approximation der elektrischen Feldkomponente E3

mationen des elektrischen Potentials auf - das elektrische Potential ergibt sich

280 = 0, was der analytischen Losung entspricht. Dies

fiir alle Knoten zu l!
erklart sich damit, dass tiber die elektrischen Knotenfreiheitsgrade kein Gradient
des elektrischen Potentials abgebildet wird, womit in Abwesenheit interner An-
sitze (M = 0) das elektrische Feld zu Null approximiert wird. Die vertikale
Durchbiegung am freien Ende entspricht dem rein mechanischen Fall, womit sich

das numerische Modell fiir die piezoelektrische Struktur zu weich verhélt.

Mit Mg = 1 wird der Verlauf von Eg linear und damit korrekt approximiert, wo-
mit auch das numerische Ergebnis fiir die Durchbiegung der analytischen Losung
entspricht. Wahlt man interne Anséitze hoherer Ordnung (]\7[3 > 1), werden diese
im Rahmen der Berechnung nicht aktiviert.

7.1.4 Querbeanspruchung

Die Untersuchung des Verhaltens der piezoelektrischen Schalenformulierung bei
Querbeanspruchung soll unter Verwendung derselben Bauteilgeometrie wie in den
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Materialdaten: Geometrie:
E = 123. 109N/m2 [ = 024m
G = 61.5-10°N/m? b = 0.12m
€31 = —50 C’/m2 h = OOlm
€15 = 5.0 C/m2

€11 = €33 = 12.5 - 10_9 CQ/JVTTL2

Abb. 7.2: Materialdaten und Geometrie des Elementnetzes fiir den Patch-Test unter
Querbelastung

Beispielen zuvor erfolgen. Die Querkontraktion wird vernachlassigt, um den Ver-
gleich der numerischen Ergebnisse mit einer analytischen Losung zu vereinfachen.
Als Randbedingung wird fiir alle Knoten ¢, = 0V vorgegeben und es werden die
Verdrehungen und Verschiebungen der Knoten an der Einspannung gehalten. Da
bei Querbeanspruchung durch F' = 103 N der Verlauf der Verzerrungen E;; iiber
die Lange verénderlich ist, sind fir die Approximation mehrere Elemente in X-
Richtung erforderlich, vgl. Abbildung 7.2.

Die analytische Losung des Problems ist in ANHANG C in allgemeiner Form fir
die Durchbiegung abgeleitet. Damit ergibt sich fiir die vertikale Verschiebung
am freien Ende u, = 7.3804 - 1073 m. Wie bei reiner Biegebeanspruchung ist
auch fiir eine Querbeanspruchung bei geometrisch linearer Betrachtung ¢, =
0V die theoretische Losung fiir das elektrische Potential an der Oberseite der
gesamten Struktur. Im unpolarisierten Zustand ist die Verformung wie im rein
mechanischen Fall, wobei fiir die vertikale Verschiecbung am freien Ende u} =
7.5005 - 1073 m gilt.
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Die Ergebnisse der numerischen Berechnung sind in Form der vertikalen Ver-
schiebung u{™ und des elektrischen Potentials an der Oberseite p{™ am Knoten
n bei unterschiedlichen Diskretisierungen und unter Verwendung von M; und
]\7[3 internen Anséatzen fir die Komponenten El und Eg des elektrischen Feldes
in Tabelle 7.2 angegeben. Die grafische Darstellung der Ergebnisse in den Ab-

Mlzo,M3:0 Mlzo,Mgzl M1:2,M321:0

n uin} gn} uin} gn} uin} ({)n}
(1072 m] V] (1073 m] V] (1073 m] V]
6 7.4256 | —35.5648 | 7.3069 | —35.5648 | 7.3066 0

12 | 7.4850 | —62.3638 | 7.3654 | —62.3638 | 7.3651 0
24 | 74969 | —81.7708 | 7.3771 | —81.7708 | 7.3769 0
48 | 7.4996 | —89.3372 | 7.3798 | —89.3372 | 7.3795 0
96 | 7.5003 | —91.4679 | 7.3804 | —91.4679 | 7.3802 0

Tab. 7.2: Numerische Ergebnisse fiir die Durchbiegung uin} und das elektrische Poten-

tial gogn} an der Kragarmspitze bei unterschiedlichen Diskretisierungen und verschiede-

nen internen Ansétzen Ml und Mg fiir das elektrische Feld

bildungen 7.3 und 7.4 verdeutlicht, dass die Durchbiegung u{™ der numerischen
Berechnung fiir M; = 0 und M; = 0 iiberschétzt wird. Sie nihert sich bei Netz-
verfeinerung nicht der analytischen Losung u, des elektromechanischen Problems,
sondern der analytischen Losung des mechanischen Problems u} an. Die parasi-
taren Approximationen des elektrischen Potentials nehmen bei Netzverfeinerung
sogar zu, was sich genauso bei Verwendung von M, = 0 und Mg = 1 verhalt.
Die Durchbiegung u{™ wird fiir M, = 0, Mg = 1 wesentlich besser approximiert.
Damit jedoch sowohl die Durchbiegung gegen die analytische Losung konvergiert
und gleichzeitig kein parasitares Potential auftritt, ist M, =2und My = 1 zu
wahlen. Damit ist die Balance der Approximationsraume fiir die mechanischen
und elektrischen Felder gewahrleistet, was in Einklang steht mit den in Tabel-
le 4.1 dargestellten Aussagen einer theoretischen Betrachtung fiir die betrachtete
Polarisierung P, und die Beanspruchung Q). Dies zeigt, dass das Auftreten von pa-
rasitdrem Potential durch inkompatible Approximationsraume eine Standardele-
mentformulierung mit Ansatzfunktionen niederer Ordnung ohne interne Ansétze
ungeeignet zur Analyse von Sensoranwendungen macht. Elektromechanisch ab-
gestimmte Approximationsraume sind auch Voraussetzung fiir eine zuverléssige,
geometrisch nichtlineare Sensoranalyse.

Bei einer geometrisch nichtlinearen Betrachtung nimmt die Differenz zwischen
einer dufleren Belastung F* := A\ - F' am freien Ende und der Querkraft Q mit
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Abb. 7.3: Grafische Darstellung der berechneten vertikalen Durchbiegungen uin} nach
Tabelle 7.2 und der analytischen Losungen u, und u} fiir den elektromechanischen und
mechanischen Fall

wachsendem Lastfaktor \ zu, wobei gleichzeitig eine mit wachsendem A zuneh-
mende Normalkraft auftritt. Mit der Normalkraft ist ein zuséatzlicher, iiber die
Querschnittshohe konstanter Spannungsanteil ASy; verbunden. Damit wird der
im geometrisch linearen Fall bei Biegung linearen Verteilung von Ej iiber die
Dicke ein konstanter Anteil iiberlagert. Wegen Gleichung 2.32 setzt sich dabei
das elektrische Potential ¢ aus einem quadratischen und einem linearen Anteil
tiber die Dicke zusammen, was sich bei geerdeter Unterseite (¢, = 0V') in einem
elektrischen Potential an der Oberseite der Struktur &duflert. Fiir die Lastfakto-
ren A € {0.2,0.4,...,1.0} sind die Ergebnisse einer nichtlinearen Berechnung der
Struktur in Abbildung 7.2 mit F* anstelle von F' in Tabelle 7.3 dargestellt. Wie
auch bei der geometrisch linearen Betrachtung werden fiir M; =0und M; =0
sowohl die vertikale Verschiebung als auch das elektrische Potential falsch berech-
net. Fur Mg = 1 und Ml = 0 wird zwar die vertikale Verschiebung wesentlich
besser approximiert, aber das ihr zugeordnete elektrische Potential goi”} weicht
signifikant vom experimentell zu erwartenden Sensorsignal ab. Ein Abbau des
an der Oberseite in Langsrichtung auftretenden Potentialgefalles wird vom nu-
merischen Modell nicht berticksichtigt. Experimentell lasst sich dieser Vorgang
einschranken, indem die Ausbildung derartiger Bauteile unter Verwendung einer
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Abb. 7.4: Grafische Darstellung des berechneten elektrischen Potentials an der Ober-
seite gpin} nach Tabelle 7.2 und der analytischen Losung fiir ¢,

M, =0, M3 =0 My=0,My>1 |My=2 My>1=0
x| ult o Tt o Tt o

(107 m] V] (1072 m] 4 (1072 m] V]

0.2 | 1.4998 | —17.9654 | 1.4758 | —17.9639 | 1.4758 | —0.0982
0.4 2.9980 | —36.1205 | 2.9510 | —36.1145 | 2.9509 | —0.3927
0.6 | 4.4965 | —54.4555 | 4.4248 | —54.4425 | 4.4246 | —0.8833
0.8 | 5.9920 | —72.9607 | 5.8965 | —72.9384 | 5.8063 | —1.5693
1.0 | 7.4847 | —91.6261 | 7.3655 | —91.5926 | 7.3653 | —2.4450

{n}

Tab. 7.3: Geometrisch nichtlineare numerische Ergebnisse fiir die Durchbiegung w;

und das elektrische Potential ga{ "

an der Kragarmspitze fiir die Diskretisierung n = 48
bei unterschiedlichen Lastfaktoren A und verschiedenen internen Anséatzen Ml und Mg

fir das elektrische Feld

Tragerschicht in Verbindung mit piezoelektrischen Patches erfolgt.

Dahingegen kann ein geometrisch nichtlineares numerisches Modell mit elektro-
mechanisch abgestimmten Approximationsraumen frei von parasitarem elektri-
schen Potential (Ml =2, My = 1) bei der Erstellung von Sensorkennlinien ge-
nutzt werden. Dies ist im Diagramm in Abbildung 7.5 angedeutet, in der das
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Abb. 7.5: Durchbiegung uin} und elektrisches Potential gol{)n} an der Kragarmspitze
fiir M; = 2, Ms =1 und verschiedene Lastfaktoren A, vgl. Tabelle 7.3

zu erwartende Sensorsignal ¢} iiber der vertikalen Verschiebung u{"} am freien
Ende aufgetragen ist.

7.2 Bimorph-Aktor

Mit diesem Beispiel wird das Verhalten der piezoelektrischen Schalenformulierung
bei unregelmafliger Netzgeometrie fiir aktorisch induzierte Biegung untersucht.
Hierftiir wird eine in SZE et al. [108] vorgeschlagene Testkonfiguration herange-
zogen. Die UnregelméBigkeit des Netzes wird iiber den Parameter e beschrieben.
Der piezoelektrische Kragarm mit Gesamtdicke h besteht aus zwei gleich dicken
Schichten aus Polyvinylidene-Flourid, die miteinander verbunden und entgegen-
gesetzt polarisiert sind. Die Geometrie und die Materialdaten sind in Abbildung
7.6 gegeben.

Unter Beriicksichtigung der aufgrund entgegengesetzer Polung unterschiedlichen
elektrischen Materialeigenschaften der beiden Schichten kann die Modellierung
des Querschnitts mit einem einzigen Schalenelement iiber die Dicke erfolgen. Alle
mechanischen Freiheitsgrade der Knoten an der Einspannung sind gehalten. Mit
o, = 0V und ¢, = 1V fir alle Knoten wird die Unterseite geerdet und ein
konstantes elektrisches Feld in Dickenrichtung der GréBe Ejy = 1000 V/m als Be-



7 NUMERISCHE BEISPIELE - PIEZOELEKTRISCHE
80 SCHALENFORMULIERUNG

Geometrie:
[ = 0.100m
b = 0.006m
h = 0.001m
Materialdaten:
tp E = 2-10°N/m?
. b G = 1-10°N/m?
VP by e = +0.046C/m?

€11 = €33 =0.1062 - 107° C’z/]\/an2

Abb. 7.6: Geometrie und Materialeigenschaften des Bimorph-Aktors

lastung erzeugt. Damit wird in der oberen Schicht eine Dehnung in Langsrichtung
hervorgerufen. Gleichzeitig verkiirzt sich wegen der gegensétzlichen Orientierung
der Polarisation die untere Schicht in Langsrichtung, was zu einer Biegung des
Bauteils fiihrt.

In Tzou [114] wird eine analytische Losung fiir das Problem auf Basis der
Bernoulli-Stabtheorie angegeben. Daraus ergibt sich die vertikale Verschiebung
der Kragarmspitze zu u, = 0.345 um. Um die numerischen Ergebnisse der piezo-
elektrischen Schalenformulierung damit vergleichen zu konnen, wird unter Ver-
nachlassigung von Querkontraktion isotropes Materialverhalten betrachtet.

Die numerischen Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung der beiden Knoten an
der Kragarmspitze entsprechen fiir alle e € [0, %] exakt der analytischen Losung.
Abbildung 7.7 zeigt die vertikale Verschiebung und die Verformung in iberhohter
Darstellung fiir e = é Die Verwendung von internen Ansétzen fiir die Kompo-
nenten des elektrischen Feldes wirkt sich nicht auf die Berechnungsergebnisse aus.

7.3 Schub- und Torsionsaktor

Mit diesem Beispiel soll das Verhalten der piezoelektrischen Schalenformulierung
bei elektrisch induzierter Schubdeformation untersucht werden. Piezoelektrische
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\
disp z
.00E+00
.93E-08
.86E-08
.48E-07
.97E-07
.46E-07
.96E-07
.45E-07

Abb. 7.7: Vertikale Verschiebungen in [m] und Verformung in iiberhohter Darstellung

.. _ 1
fure—2

w NN NP OO

Aktoren, die auf diesem Mechanismus beruhen, werden als Schubaktoren bezeich-
net. Die Richtung der Belastung in Form eines elektrischen Feldes ist dabei senk-
recht zur Polung des Materials orientiert. Eine Ubersicht zum Stand der For-
schung im Bereich der Schubaktoren wird in BENJEDDOU [13] gegeben.

Die hier betrachtete Struktur besteht aus zwei piezoelektrischen Streifen, vgl.
Abbildung 7.8. Diese sind entgegengesetzt polarisiert - im Gegensatz zum vorigen
Beispiel ist die Polung in Léngsrichtung orientiert und die Streifen sind nicht
iibereinander, sondern nebeneinander angeordnet. An der Einspannung sind alle
mechanischen Freiheitsgrade gehalten. Mit ¢, = 0V und ¢q = 1000V fir alle
Knoten wird die Unterseite geerdet und ein elektrisches Feld Ej in Dickenrichtung
erzeugt. Da fiir diese Art der Polarisation tiber das Stoffgesetz eine Kopplung des
elektrischen Feldes in Dickenrichtung mit der Schubverzerrung besteht, agieren
die piezoelektrischen Streifen als Schubaktoren, wodurch einer der Streifen mit
dem Schubwinkel 7; nach unten und der andere Streifen mit dem Schubwinkel 7,
nach oben klappt.

Unter Verwendung der in Abbildung 7.8 gegebenen Geometrie und der verein-
fachten Materialdaten ergibt sich aus der konstitutiven Beziehung

813 = 2E13 -G+ ©15 - Eg (72)

mit der Schubspannung S'3 = 0, dem elektrischen Feld E; =510 V/m und
Gleichung 6.25 der Schubwinkel zu

1 = 2F3 = £4.06504-107° . (7.3)
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Geometrie:

[ = 0.100m
0.005m
0.002m

S
I

Materialdaten: SN
E = 123-10°N/m? pu =0V

G = 61.5-10°N/m? v ) b
€3 = £5.0C/m? f
e = £5.00/m?

€11 = €33 =125-1072C?/Nm?

Abb. 7.8: Geometrie und vereinfachte Materialdaten des Schub-Torsionsaktors

Fir das freie Ende beider piezoelektrischen Streifen ist damit die vertikale Ver-
schiebung

u, = tan?y; - I = £4.06504 um (7.4)

verbunden. Die Verformung und der Verlauf der vertikalen Verschiebungen sind in
Abbildung 7.9 iiberh6ht dargestellt. Schon mit der Diskretisierung jedes Streifens

disp z

/ .06504E-06
.90360E-06

. 74216E-06

.80720E-07

~5.80720E-07

~1.74216E-06

~2.90360E-06

~4.06504E-06

Abb. 7.9: Vertikale Verschiebungen des Schubaktors in [m] und Verformung in {iber-

NI

ul

hohter Darstellung, diskretisiert mit einem Element pro Streifen (nz =1, ny = 1)
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durch ein einziges Schalenelement (nz = 1, ny = 1) stimmt die numerische
Losung mit der analytischen Losung tiberein.

Verbindet man die piezoelektrischen Streifen vor der Belastung, kann sich die
Verformung aufgrund der geometrischen Zwangsbedingung nicht mehr in dieser
Art einstellen. Es kommt zu einer Verdrehung des Querschnitts. Ein derartiger
Torsionsaktor wurde bereits in BuTZ et al. [29] mit einem piezoelektrischen Stab-
element und von LINNEMANN et al. mit einem in [74] vorgestellten Volumenele-
ment numerisch untersucht. Die Materialdaten fiir den betrachteten Werkstoff
PZT-5H sind in ANHANG E.1 angegeben. Abbildung 7.10 zeigt die Verformung
und den Verlauf der vertikalen Verschiebung unter Verwendung von nz = 20
und ny = 5 piezoelektrischen Schalenelementen. Als Mafl fiir die Verdrehung
wird in der Literatur die vertikale Verschiebung u# des Punktes A betrachtet,
sieche Abbildung 7.10. In Tabelle 7.4 ist diese fiir unterschiedliche Diskretisie-

disp z

.14136E-05
.52954E-05
.17726E-06
.05909E-06
.05909E-06
.17726E-06
.52954E-05
.14136E-05

Abb. 7.10: Verformung in iiberhohter Darstellung und vertikale Verschiebungen [m]
des Torsionsaktors aus PZT-5H bei Diskretisierung mit na = 20 und ny = 5 Schalen-

elementen fiir jeden Streifen

rungen ausgewertet. Mit zunehmender Elementanzahl in Langsrichtung nimmt
die Durchbiegung ab, mit zunehmender Elementanzahl in Querrichtung nimmt
sie zu. Damit konvergiert die Losung mit Netzverfeinerung in Langsrichtung von
oben und mit Netzverfeinerung in Querrichtung von unten. Ab 40 x 40 Elementen
andern sich die Ergebnisse nicht mehr signifikant, womit das Netz als auskonver-
giert angesehen werden kann und als vertikale Verschiebung fiir den Punkt A den
Wert u2 = 21.6754 um liefert. Interne Ansétze fiir die elektrischen Feldkompo-
nenten wirken sich nicht auf die Ergebnisse aus - die Approximationsraume sind
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ul [pum) H nr =5 | nr=10 | nr =20 | nz =40

ny =95 21.4498 | 21.4289 | 21.4136 | 21.4077
ny =10 || 21.6475 | 21.62564 | 21.6092 | 21.6027
ny = 20 || 21.7059 | 21.6834 | 21.6669 | 21.6603
ny =40 || 21.7212 | 21.6986 | 21.6820 | 21.6754

Tab. 7.4: Numerische Losung fir die vertikale Durchbiegung am Punkt A bei nx

Schalenelementen léngs und ny Schalenelementen quer fiir jeden Streifen

ohne interne Ansétze ausgewogen, siehe hierzu Gleichung 6.24, Gleichung 6.25
und Tabelle 4.1 fiir die Polung P; und die Belastung Ej.

| i [pm)] |
Piezoelektrische Schale 21.68
Piezoelektrisches Volumenelement [74] || 21.84
Piezoelektrischer Stab [29] 21.80

Tab. 7.5: Numerische Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung am Punkt A

Wie die Gegeniiberstellung der Ergebnisse in Tabelle 7.5 zeigt, liegt die Abwei-
chung von den Vergleichslosungen im Promillebereich. Die Abweichung erklart
sich insbesondere durch die unterschiedliche Modellierung der Einspannung bei
Verwendung verschiedener Elementklassen.

7.4 Geschichteter Querschnitt unter Querbelastung

In Abschnitt 6.3.1 wurde diskutiert, wie auch bei einer geschichteten, in Dicken-
richtung gepolten piezoelektrischen Struktur, welche aus einem mechanischen
Kern und piezoelektrischen Deckschichten besteht, die Balance der Approxima-
tionsrdume der mechanischen und elektrischen Felder bei Querbelastung erreicht
wird. Damit lassen sich parasitdre Approximationen des elektrischen Potentials
auch fiir derartige typische Sensorbauweisen verhindern.

Da bei Querbelastung das elektrische Potential und damit auch die elektrische
Feldkomponente E, (o € {1,2}) in den piezoelektrischen Schichten quadratisch
iiber die Dicke verlauft und iiber das Stoffgesetz mit der Schubverzerrung F,s3
gekoppelt ist, gelangt man bei konstanter Approximation der Schubverzerrungen
geméaf der Reissner-Mindlin-Kinematik nicht zu ausgeglichenen Approximations-
rdumen. Um dies zu erreichen, wird unter Verwendung einer Wichtungsfunktion
Pa(C), vgl. Gleichung 6.51, der tatsichliche, gewohnlich an den Schichtgrenzen
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unstetige, abschnittsweise quadratische Verlauf der Schubverzerrungen tiber die
Querschnittshohe h approximiert.

Die Verifizierung der numerischen Modellierung erfolgt in drei Schritten:

7.4.1 Validierung der Schubsteifigkeit

Zunéchst wird ein homogener Querschnitt durch Unterteilung in nlay Schich-
ten mit identischen Materialeigenschaften und den Dicken h', h2, ... h™MW  h =
Zzl:“%’ h¥ diskretisiert. Die Modellierung erfolgt unter Verwendung eines einzigen
Schalenelements tiber die Hohe. Damit ergibt sich fiir den Querschnitt die sel-
be Schubsteifigkeit wie bei Diskretisierung des Querschnitts mit einer einzigen
Schicht der Dicke h.

Die Kenntnis des Schubkorrekturfaktors k, ist hierfiir a priori nicht erforderlich.
Vielmehr ergibt sich dieser im Rahmen der Berechnung und kann zur Kontrolle
des Modells verwendet werden. Im physikalisch linearen Fall erhélt man mit A, =
Ko Aund A = b, h unter Verwendung der Gleichungen 6.26, 6.335 die Beziehung

_ 2
o [ Gaa()AC = [ [palOCas(C)s (75)
mit dem Schubmodul G,3 und der Wichtungsfunktion geméafl Gleichung 6.51
nlay .
pa(C) = U f595(O) - (7.6)
k=1

Gleichung 7.5 vereinfacht sich bei Schichten gleicher Materialeigenschaften zu

so=7 [ QP C (7.7

Bei beliebiger Unterteilung des Querschnitts in nlay Schichten liefert das nume-

rische Modell fiir den homogenen Rechteckquerschnitt x, = %.

Des Weiteren ist die vom numerischen Modell unter Verwendung der Wichtungs-
funktion p,(¢) approximierte Schubsteifigkeit identisch mit der Schubsteifigkeit,
welche sich bei konstanter Approximation der Schubverzerrungen in Verbindung

mit dem Schubkorrekturfaktor k, ergibt.

7.4.2 Mechanischer Sandwichquerschnitt

Dieses Beispiel beschreibt den zweiten Schritt der Verifikation. Damit wird ge-
zeigt, dass das numerische Modell unter Nutzung der Wichtungsfunktion p,(¢)
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fiir die Schubverzerrung die Schubsteifigkeit auch bei einem geschichteten Quer-
schnitt, der aus mechanischen Schichten unterschiedlicher Materialeigenschaften
besteht, richtig erfasst. Dies erfolgt anhand einer Sandwichstruktur zum einen
durch Vergleich der Ergebnisse mit Berechnungsergebnissen, die sich unter Ver-
wendung eines Volumen-Schalen-Elements nach KLINKEL & WAGNER [66] erge-
ben, zum anderen durch Vergleich des numerisch ermittelten Schubkorrekturfak-
tors mit einer Abschétzung nach REUSS, vgl. ALTENBACH et al. [4].

Geometrie und Materialeigenschaften der betrachteten Struktur sind in Abbil-
dung 7.11 gegeben, wobei zur Vereinfachung keine Querkontraktion berticksich-
tigt wird. Da die Schichten nicht piezoelektrisch sind, gilt fiir die piezoelektrischen
Konstanten e3; = @33 = €15 = 0, womit eine elektromechanische Elementformu-
lierung die mechanische Losung liefert. Mit der Volumen-Schalen-Formulierung

h3
h2
Al
Materialdaten: Geometrie:
Schicht 1:  E) = Ey = E3 = 16.0-10° N/m? [ = 400mm
Gy = G135 = Gy3 = 8.0 - 10° N/m? by = 80mm
Schicht 2:  E) = Ey = E3 =21.0- 10" N/m? B —  75mm
Gy = Gi3 = Gy3 = 10.5- 10" N/m? 2 — 50.0mm
Schicht 3:  E) = Ey = E3 = 16.0- 10° N/m? h? = T7.5mm

Glg == G13 == G23 =8.0- 109 N/m2

Abb. 7.11: Geometrie und Materialdaten

werden 40 Elemente konstanter Hohe tiber die Dicke verwendet, um die Dickenver-
teilung der mechanischen Felder ausreichend genau approximieren zu konnen. Die
Diskretisierung iiber die Lange erfolgt mit 60 Elementen, iiber die Querschnitts-
breite wird 1 Element verwendet. An der Einspannstelle sind alle Knotenverschie-
bungen gehalten. Die Belastung wird quadratisch iiber die Hohe verteilt auf die
Knoten am freien Ende aufgebracht. Fiir die Belastung F' = 10 kN berechnet man
als vertikale Verschiebung der neutralen Faser am freien Ende u, = 20.219 mm.

Mit der piezoelektrischen Schalenformulierung geniigt ein Element iiber die Dicke
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zur Modellierung des geschichteten Querschnitts. Die Mittelfliche wurde mit ei-
nem regelméafigen Netz mit 30 Elementen in Langsrichtung und einem Element
in Querrichtung diskretisiert. An der Einspannung sind alle mechanischen Frei-
heitsgrade gehalten. Durch die Verteilung der Belastung F' auf die beiden Knoten
am freien FEnde lasst sich die Lasteinleitung mit der Schalenformulierung wesent-
lich einfacher umsetzen als mit der Volumen-Schalen-Formulierung. Die mit der
Schalenformulierung berechnete vertikale Verschiebung am freien Ende betrigt
u, = 20.372mm. Ein Vergleich der Losungen anhand von Tabelle 7.6 ergibt einen
Unterschied von 0.8 % fiir die Durchbiegung am freien Ende, was mit der fur die
beiden Elementklassen unterschiedlichen Modellierungen der Einspannung und
der Lasteinleitung erklirt werden kann.

’ H Piezoelektrische Schale ‘ Volumen-Schale [66] ‘
| u. [mm] || 20.372 | 20.219 |

Tab. 7.6: Numerische Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung am freien Ende

Die Wichtungsfunktion p;(¢), vgl. Gleichung 7.6, ergibt sich aus der Geometrie
und den Materialdaten des Querschnitts. Sie ist durch die in Tabelle 7.7 angege-
benen Koeffizienten bestimmt. Fiir den Verlauf der Schubspannungen gilt nach

| | Av-b [L] [ BF-b[L]] CFeb (2] | fF/b (L]
k=11 —396.65 - 102 0.00 418.96- 1071 | 873.57-10°6
k=21 —520.61-10° 0.00 174.31-107! | 665.58 - 10~*

k=3 | —396.65-10? 0.00 418.96 - 107! | 873.57- 107

Tab. 7.7: Koeffizienten der Wichtungsfunktion p1(¢) mit g§(¢) = A¥¢? + BF¢ + OF

Gleichung 6.32; S13(¢) = ¢1(¢) - Q;. Die Verteilung der Schubverzerrung ergibt
sich zu Fy3(¢) = S3(¢)/G13(¢). In den Abbildungen 7.12 und 7.13 ist der Verlauf
von S und Ei3 iiber die Dicke graphisch dargestellt. Mit der Volumen-Schalen-
Formulierung erfolgt die Auswertung in einem von Randstérungen unbeeinfluss-
ten Querschnitt bei &' = [/2. Die diskreten Werte zeigen hier so gut wie keine
Abweichung von den mit der Schalenformulierung ermittelten Verlaufen.

Der Schubkorrekturfaktor s, lasst sich fiir einen geschichteten Querschnitt mit
im Verhaltnis zur Dicke h = Y3* h* dimnen Deckschichten nach REUSS mit

1 nlay 1 nlay N hk;

— =3 — .ZGC‘@‘}% (7.8)

Ka =1 Gosr k=1
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Abb. 7.12: Schubspannungen iiber die Hoéhe
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Abb. 7.13: Schubverzerrungen iiber die Hohe

abschétzen, womit sich fiir den betrachteten Sandwichquerschnitt x; = 0.07 er-
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gibt. Insbesondere die im Gegensatz zu den Deckschichten weiche Mittelschicht
ist verantwortlich fiir diesen kleinen Wert des Schubkorrekturfaktors. Mit Aus-
wertung von Gleichung 7.5 liefert die numerische Berechnung fiir den Schubkor-
rekturfaktor x; = 0.06. In ALTENBACH et al. [4] wird angemerkt, dass die Genau-

’ H Piezoelektrische Schale ‘ Abschétzung nach REUSS ‘
BN 0.06 | 0.07 |

Tab. 7.8: Schubkorrekturfaktor des geschichteten Querschnitts aus numerischer Be-
rechnung und aus Abschétzung nach REUSS

igkeit einer Abschatzung mit Gleichung 7.8 signifikant abnimmt fir hy/h < 0.95.
Im vorliegenden Fall betrigt hy/h = 0.77, was die anhand von Tabelle 7.8 er-
mittelbare Abweichung von 14.4% des numerisch berechneten Wertes fir den
Schubkorrekturfaktor x; von der Abschétzung mit Gleichung 7.8 erklart.

7.4.3 Piezoelektrischer Multimorph

Als dritter und letzter Schritt der Verifikation wird ein piezoelektrischer Multi-
morph betrachtet. Daran wird demonstriert, dass mit dem numerischen Modell
auch bei geschichteten, piezoelektrischen Sensorstrukturen kein parasitéires elek-
trisches Potential approximiert wird.

Piezoelektrische Multimorphe bestehen aus einer nicht piezoelektrischen Tra-
gerschicht und piezoelektrischen Deckschichten, siehe beispielsweise KALTENBA-
CHER [55], KOGL & BucALEM [59] und YANG [123]. Die Abmessungen und Ma-
terialdaten des betrachteten Multimorphs sind in Abbildung 7.14 angegeben. Der
geschichtete Querschnitt wird mit einem einzigen piezoelektrischen Schalenele-
ment tiber die Dicke diskretisiert. Die Diskretisierung der Mittelflache erfolgt wie
im vorigen Beispiel mit 30 Elementen in Langsrichtung und einem Element in
Querrichtung. Die Struktur ist an der Unterseite mit ¢, = 0V geerdet, an der
Einspannung sind alle mechanischen Freiheitsgrade gehalten. Die Belastung durch
F =10 N wird auf die Knoten am freien Ende verteilt.

Wie bei den in Abschnitt 7.1.3 und Abschnitt 7.1.4 untersuchten Biegesensoren
muss sich auch fiur den piezoelektrischen Multimorph bei Biegebeanspruchung das
elektrische Potential an der Oberseite zu Null ergeben. Die Berechnungsergebnisse
fiir die vertikale Verschiebung u, der Kragarmspitze und der Maximalwert des
elektrischen Potentials an der Oberseite ¢, sind in Tabelle 7.9 angegeben.

Ohne interne Ansétze fir die elektrischen Feldkomponenten (]\Zl = Mg =0, Mg =
0) wird die Durchbiegung tiberschétzt und es ergeben sich an der Oberseite mit
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h3
h2
hl
Materialdaten: Geometrie:
Schicht 1:  FEy; = Ey = B3 = 123.0- 10° N/m? [ = 120mm
G12:G13:G23:61.5~109N/m2 b == 8mm
€31 = —@€33 = —€15 :—52-0 C/TQTL2 o~ lmm
€11 =— €33 — 12.5-10 C /Nm h2 _ 6 mm
Schicht 2 : E1 = E2 = E3 =21.0- 107 N/TTL2 h3 — 1mm

G12 == G13 = G23 =10.5- 107 N/TTL2

Schicht 3:  FE), = Ey = B3 =123.0- 10° N/m?
G12 == G13 - G23 =61.5- 109 N/TTL2
€31 = —€33 = — €15 = —5.0 C/m2
€11 = €33 = 12.5- 1079 C’z/]\[TTL2

Abb. 7.14: Geometrie und Materialdaten des piezoelektrischen Multimorphs

o # 0 parasitare Approximationen des elektrischen Potentials.

Approximation von E ‘ u, [mm] ‘ e V] ‘
M,=My,=0,M;=0| 0.410 1.01
My =M,=2,M;=1| 0407 | 0.00

Tab. 7.9: Vertikale Durchbiegung u, am freien Ende und elektrisches Potential ¢)***
an der Oberseite des Multimorphs mit und ohne interne Ansétze fiir die elektrischen

Feldkomponenten

Unter Verwendung interner Anséitze (Ml = M, = 2, M; = 1) sind die Approxi-
mationsraume der mechanischen und elektrischen Felder ausgewogen. Der Verlauf
der elektrischen Feldkomponente E; in den Deckschichten und der iiber das Stoff-
gesetz damit additiv gekoppelte, ebenfalls quadratisch approximierte Verlauf der
Schubverzerrung E13 gehoren demselben Funktionsraum an und sind somit abge-
stimmt, womit kein parasitares elektrisches Potential mehr approximiert wird.
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7.5 Zylinderformiger Segmentaktor

In diesem Beispiel wird ein an einer Seite eingespannter Zylinder aus PZT-5H be-
trachtet. Dieser ist in radialer Richtung polarisiert, die Materialdaten sind in AN-
HANG E.3 gegeben. Wie Abbildung 7.15 veranschaulicht, ist der Zylinder aus vier
auf der Innenseite geerdeten Segmenten zusammengesetzt. An diese kann unab-
héangig voneinander an der Auflenseite ein elektrisches Potential angelegt werden.
Der Zylinder beinhaltet damit vier getrennt voneinander steuerbare Dehnakto-
ren, womit er gezielt deformiert werden kann. Ein derartiges Bauteil dient im

7 Geometrie:
/ deze € {6.350 mm, 12.700 mm}
/ I = 12.700mm

h = 0.762mm

Abb. 7.15: Geometrie des zylinderférmigen Segmentaktors

Rastertunnelmikroskop als Steuereinheit, vgl. BINNIG & SMmITH [17]. Mit einer an
einem Ende aufgesetzten Spitze werden Oberflachen abgerastert. Die verwendete
Spitze muss dabei so fein sein, dass ihr vorderster Punkt aus einem einzelnen
Atom besteht. Mit der piezoelektrischen Positionierung - diese erfolgt durch die
Variation der Grofle und des Vorzeichens der angelegten Spannungen an den vier
Segmenten des Zylinders - lasst sich der Abstand zwischen Spitze und Ober-
fliche konstant halten. Voraussetzung dafiir ist der so genannte , Tunneleffekt*,
vgl. TIPLER & M0OscA [111]: Bei gleichem Abstand zweier Atome - also dem an
der Spitze und dem dazu nachsten auf der Oberflache - bleibt der an der Spit-
ze messbare Tunnelstrom konstant. Dieser kommt durch das Uberspringen von
Elektronen aus den Hiillen dieser beiden Atome zustande. Das Rastertunnel-
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mikroskop ermdglicht eine dreidimensionale Abbildung von Oberflichen bis auf
atomare Ebene.

Die Bestimmung der Position der Spitze zu einem Zeitpunkt ¢; basiert auf der
Korrelation der zum Zeitpunkt #; an den Aktoren angelegten Spannung und der
damit verbundenen Verformung des Zylinders. Die Qualitat der Oberflachenmes-
sung héngt daher mafigeblich von der Kenntnis dariiber ab, welche am Zylinder
angelegten Spannungen mit welchen Verformungen korrespondieren. Daher war
die Untersuchung dieses Zusammenhangs schon Thema einiger Veréffentlichun-
gen. Dabei wird haufig nur der Zylinder ohne die aufgesetzte Spitze betrachtet,
um das grundsatzliche Verformungsverhalten des Zylinders zu analysieren.

Die ersten numerischen Untersuchungen wurden von CARR [30] vorgenommen,
der 13 verschiedene Zylindergeometrien betrachtete, die sich im Abmessungs-
verhéltnis /d.,; unterscheiden. Einige davon wurden auch von SUN & WOLKOW
[106] mit einer piezoelektrischen Volumenelementformulierung und von ZOUARI
et al. [128] mit einer piezoelektrischen Schalenformulierung analysiert. CHEN [31]
und L1 et al. [72] leiten mit einer analytischen Beziehung zwischen der ange-
legten Spannung und der Verformung auf Basis der Bernoulli-Stabtheorie ,,De-
signformeln“ ab. Eine geeignete Abschéitzung der Verformung ist damit jedoch
nur fir diejenigen Zylindergeometrien moglich, die ein einem Stab geniigendes
Abmessungsverhéltnis 1/d.,; aufweisen. Mit allen beschriebenen Modellen wird
das elektrische Potential linear tiber die Dicke approximiert.

Mit der vorgestellten piezoelektrischen Schalenformulierung werden exemplarisch
zwei Zylindergeometrien untersucht, die sich in ihrem Auflendurchmesser d..;
unterscheiden, vgl. hierzu Abbildung 7.15. Die Ergebnisse werden mit den aus
Standardformulierungen erzielten Literaturergebnissen verglichen. Dariiber hin-
aus wird auch der Einfluss von internen Ansétzen hoherer Ordnung fiir die elektri-
schen Feldkomponenten gezeigt. Fiir den Vergleich mit den Literaturergebnissen
wird an der Oberseite von Segment 1 ein elektrisches Potential angelegt, womit
sich dieses in Léngsrichtung ausdehnt und den Zylinder verformt, vgl. Abbildung
7.16. Die vertikale Verschiebung u? des Punktes A wird dabei als Maf fiir die
Verformung herangezogen. Der Punkt A liegt auf der Innenseite des Zylinders,
vgl. Abbildung 7.15. Bei Verwendung eines Schalenelements ist dessen vertikale
Verschiebung u# aus der vertikalen Verschiebung und der Verdrehung des ihm
auf der Schalenmittelfliche zugeordneten Knotens zu bestimmen. Da bei diesem
Problem nur sehr kleine Verdrehungen um die Y-Achse auftreten, ist der Einfluss
der Verdrehung auf die vertikale Verschiebung des Punktes A vernachléssigbar.
Um den Einfluss von internen Ansétzen fiir das elektrische Feld besser zeigen zu
konnen, wird dariiber hinaus auch die am freien Ende des Aktors am Punkt B
auftretende vertikale Maximalverschiebung des Zylinders betrachtet.
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Abb. 7.16: Verformung mit Darstellung der vertikalen Verschiebung wu, (rechts) bei
Beanspruchung durch ¢, = 100V in Segment 1 (links) fiir [/de, = 2

| uf [1077m] [ Ydew =1 ] 1/dew =2 |
CARR [30] 1.70 4.00
SUN & WoLkow [106] 1.78 4.43
ZOUARI et al. [128] 1.79 451
CHEN [31] 2.18 4.67
L1 et al. [72] 2.17 4.56

Tab. 7.10: Literaturergebnisse fiir die vertikale Verschiebung u, des Punktes A

Bei der Betrachtung der Literaturergebnisse fiir die vertikale Verschiebung uZ fillt
anhand von Tabelle 7.10 auf, dass sich die numerischen Losungen von CARR [30],
SUN & WoLKOW [106] und ZOUARI et al. [128] zum Teil deutlich unterscheiden.
Dies kann auf die unterschiedlichen Elementformulierungen und Diskretisierun-
gen sowie auf verschiedene Vorgehensweisen bei der Modellierung des Ubergangs
der Segmente zuriickzufithren sein. Meistens liegen keine detaillierten Angaben
zur Diskretisierung vor, insbesondere bei den lénger zuriickliegenden Arbeiten
konnte trotz Ausnutzung der Symmetrie nur eine verhéltnisméflig grobe Diskre-
tisierung im Rahmen der Berechnung moglich gewesen sein. Die Unterschiede zu
den von CHEN [31] und L1 et al. [72] gegebenen, analytischen Losungen erkléren
sich damit, dass mit den in Tabelle 7.10 betrachteten Abmessungsverhéltnissen
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l/dey die Voraussetzung fir die Anwendbarkeit der Bernoulli-Stabtheorie, die den
analytischen Losungen zugrunde liegt, nicht mehr gegeben ist.

Fiir die eigenen Berechnungen sind an der Einspannung alle Knotenverschiebun-
gen gehalten. Die Innenseite ist geerdet mit ¢, = 0V fiir alle Knoten. Die Be-
lastung erfolgt mit ¢, = 100V fiir alle in und am Rand von Segment 1 liegen-
den Knoten. Es werden die Diskretisierungen mit n € {32,64,96} Elementen
in Léngs- und Ringrichtung untersucht. Wie die Ergebnisse in den Tabellen 7.11
und 7.12 zeigen, kann das Netz bei einer Diskretisierung mit n = 96 Elementen in
Langs- und Ringrichtung als nahezu auskonvergiert angesehen werden. Die Model-
lierung mit konstanter Approximation der Dickendehnung Fss (M, = 1) ohne in-
terne Ansatze fiir die Komponenten des elektrischen Feldes (Ml = Mg = Mg =0)
kommt einer Standardformulierung am néachsten. Die hiermit unter Verwendung
des auskonvergierten Netzes (n = 96) erzielten Berechnungsergebnisse fir die
vertikale Verschiebung u#, vgl. Tabelle 7.11 und Tabelle 7.12, werden den von

SUN & WOLKOW [106] sowie ZOUARI et al. [128] (siche Tabelle 7.10) veroffentli-
chen numerischen Ergebnissen aus neuerer Zeit in Tabelle 7.13 gegeniibergestellt.

Zylindergeometrie /de,y = 1 n =32 n = 64 n =96
Es3 | Approximation von E || u4 u? ult ub ult ub

My=1|M,=M,=0M;=01 1823]5.015] 1.780 | 5.309 | 1.762 | 5.460
My=1|M =My,=2My=11 1829 | 4.990 | 1.787 | 5.290 | 1.768 | 5.444
My =2| M =My,=0My=01 1.791 | 5.178 | 1.744 | 5.464 | 1.722 | 5.616
My=2|M =M =2M=1]| 1818|5057 | 1.773 | 5.345 | 1.753 | 5.498
(107" m)]

Tab. 7.11: Numerische Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung u, der Punkte A,
B bei n Elementen in Lings- und Ringrichtung, nur konstanter (M; = 1) oder auch
linearer (Ml = 2) Dickendehnung F33 und unterschiedlichen internen Ansétzen fiir den
Verlauf der Komponenten des elektrischen Feldes E iiber die Dicke bei I [dext =1

Die Abweichungen in den Ergebnissen konnen sich insbesondere durch Unterschie-
de in der Modellierung der Einspannung, in der Modellierung der Segmentiiber-
gange und in den verwendeten Netzfeinheiten erklaren. Die zugehorigen Angaben
liegen in den Literaturstellen nicht detailliert vor.

Die Verdnderung des [ /d.,; -Verhaltnisses hat Einfluss auf die Verdrehung und die
Ovalisierung des Querschnitts am freien Ende, womit sich die ausgeprégte Ver-
dnderung des Quotienten der vertikalen Durchbiegung u# und u? fiir die beiden
betrachteten Geometrien erklért, vgl. Tabelle 7.11 und Tabelle 7.12.
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Zylindergeometrie I /de,; = 2 n =32 n =64 n = 96
Es; | Approximation von E || u? u? ult ub ul u?

My=1|M,=M,=0,M;=0] 4581 | 5.255 | 4.561 | 5.344 | 4.557 | 5.372
My=1| M =My=2 My=11 4585 | 5.219 | 4.565 | 5.308 | 4.561 | 5.337
M,=2| M =M,=0,M;=0| 4598 | 5.408 | 4.575 | 5.511 | 4.570 | 5.543

M, =2| M =My=2My=11 459 | 5.284 | 4.574 | 5.376 | 4.570 | 5.405
(107" m)]

Tab. 7.12: Numerische Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung u, der Punkte A,
B bei n Elementen in Lings- und Ringrichtung, nur konstanter (M; = 1) oder auch
linearer (Ml = 2) Dickendehnung F33 und unterschiedlichen internen Ansétzen fiir den
Verlauf der Komponenten des elektrischen Feldes E {iber die Dicke bei [ [deat =2

| u 107 m] [ /dear =1 [ 1/dear =2 |
Piezoelektrische Schale 1.76 4.56
SUN & WoLkow [106] 1.78 4.43
ZOUARI et al. [128] 1.79 4.51

Tab. 7.13: Vergleich der Literaturergebnisse neuerer Zeit mit den Ergebnissen der pie-
zoelektrischen Schalenformulierung (Ml =1, Ml = Mg = 0, Mg = 0) fir die vertikale
Verschiebung u4 des Punktes A

Mit veranderten Modellierungsparametern fiir die mechanischen und elektrischen
Feldgrofen in Dickenrichtung zeigen die Untersuchungsergebnisse dartiber hin-
aus die folgende Tendenz: Mit der Beriicksichtigung von internen Ansétzen fiir
die elektrischen Feldkomponenten (Ml = MQ = Q,Mg = 1) reduziert sich die
maximale Durchbiegung u? der Struktur. Diese Tendenz ist ausgeprigter, wenn
gleichzeitig auch lineare statt ausschlieflich konstante Dickendehnungen approxi-
miert werden.

Dies erklart sich wie folgt: Das Segment 1 agiert als Dehnaktor. Wiirde keine Ver-
bindung zu den Nachbarsegmenten bestehen, wiirde sich Segment 1 durch das in
radialer Richtung konstant aufgebrachte elektrische Feld primér in Langsrichtung
ausdehnen. Da das Segment jedoch Teil des Zylinders ist, bestehen geometrische
Zwangsbedingungen. Daher kann sich die Lingsdehnung nicht ungehindert ein-
stellen, und es treten aufgrund der unsymmetrischen Beanpruchung Biegeeffekte
in Verbindung mit Schubspannungen auf. Dem konstanten Verlauf von Ej; tiber
die Dicke wird damit eine lineare Verteilung tiberlagert. Wegen der Kopplung
von Ei; mit Ej iiber das Stoffgesetz gilt dies auch fiir den Verlauf von Ej; iiber
die Dicke. Mit der zusétzlichen linearen Komponente von E, korrespondiert we-
gen Gleichung 2.32 ein quadratischer Verlauf von ¢ tiber die Dicke, welcher sich
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dem tiber die Randbedingungen aufgebrachten linearen Verlauf von ¢ iiberlagert.

Damit kénnen auch quadratische Verteilungen von E; und E, iiber die Dicke ver-

bunden sein. Mit M; = M, = 2, M; = 1 wird die elekrisch gespeicherte Energie

vom numerischen Modell vollstandig erfasst. Damit reduziert sich die mechanische

Verformungsenergie, was sich in einer etwas geringeren vertikalen Verschiebung
B

uy; am freien Ende des Aktors niederschlégt.

In diesem Beispiel wird die Biegung aktorisch induziert. Fiir die Herstellung von
ausbalancierten Ansétzen sind bei Polung in radialer Richtung unter Biegung
wegen der linearen Komponente von Fj; auch die Approximation einer linearen
Verteilung von Eg und einer quadratischen Verteilung von El und EQ notwendig.
Bedingt durch den Einfluss von Querkontraktion sind in diesem Zusammenhang
auch lineare Dickendehnungen zu approximieren. Werden diese nur konstant ap-
proximiert, verhalt sich die Struktur zu weich. In den numerischen Ergebnissen
zeigt sich dies daran, dass bei Beriicksichtigung von linearen Dickendehnungen
eine starkere Reduzierung der vertikalen Durchbiegung im Punkt B bei Hinzu-
nahme von internen Ansitzen fiir das elektrische Feld E verbunden ist als bei
Verwendung von ausschliellich konstanten Dickendehnungen.

Der Einfluss von konsistenten Approximationen auf die Berechnungsergebnisse
wird auch hierbei deutlich. Insbesondere wegen der geringen Dicke des Zylin-
ders ist dieser allerdings relativ klein, konnte im vorliegenden messtechnischen
Anwendungsfeld aber dennoch von Bedeutung sein.

7.6 Dynamische Beanspruchung einer halbkreisformigen
Ringschale

Die mathematische Beschreibung eines dynamischen Vorgangs in der Mechanik
fithrt auf ein System von partiellen Differentialgleichungen 2. Ordnung in der
Zeit. Fiir eine approximative Losung ist dabei nicht nur der Raum, sondern auch
die Zeit zu diskretisieren, was auf ein partielles Differentialgleichungssystem der
Form

MY + Dv + F" = Fevt (7.9)

fiihrt. Dabei ist mit F der Vektor der inneren Krafte und mit F¢** der Vektor der
auBeren Krafte ausgedriickt. Die Matrix D wird als Dampfungsmatrix bezeichnet.
Sie repréasentiert die Viskositiat und ist beispielsweise zur Berticksichtigung von
mechanischer Dampfung oder auch zur Abbildung von Transportvorgangen rele-
vant. Fiir das nachfolgend untersuchte Problem wird D fiir eine Vergleichbarkeit
mit den Ergebnissen in der Literatur nicht berticksichtigt. Die Tragheitsterme
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werden unter Verwendung der Massenmatrix M = UZZ{”I M*€ ausgedriickt. Fiir

den linearen Fall gilt F™ = K v. Mit den Verschiebungen u, den Rotationen d
und dem elektrischen Potential ¢ = [p,, p,]T wurde fiir die vorgestellte piezo-

elektrische Schalenformulierung der Vektor der Knotenfreiheitsgrade in Gleichung
6.91 mit v; = [u,d, <p]IT eingefithrt. Die Massenmatrix wird auf Elementebene mit

Me¢ 0
M :/N‘ Y I N dA 1
=, 1,0[ 0 Me] K d (7.10)
und
h 00 0 0 0 |
0 h O 0 0 0
_ 00 h O 0 0
M¢ = 7.11
00 0 k312 0 0 (7.11)
000 0 H&J/12 0
000 0 0 K12

approximiert. Da keine hochfrequenten Vorgange betrachtet werden sollen, kon-
nen die den elektrischen Freiheitsgraden ¢, und ¢, zugeordneten Trégheitsterme
vernachlassigt werden (1\7[6 = 0). Die Komponenten von M¢ sind zeilenweise
zusammengefasst, womit man eine nur auf der Diagonalen besetzte ,lumped”
Massenmatrix M, fiir jedes Knotenpaar erhélt. Bei geschichteten Querschnit-
ten kann die mittlere Dichte p aus den Schichtdicken und der Dichte der einzelnen
Schichten ermittelt werden.

Eine Vielzahl von Algorithmen zur approximativen Losung von Gleichungen der
Form 7.9 wird in der Literatur beschrieben, um die unbekannten Gréfien v und
deren zeitliche Ableitungen v und v zu bestimmen. Die Genauigkeit und Stabi-
litdt der Verfahren wird zum Beispiel in ZIENKIEWICZ et al. [127] oder HUGHES
[51] diskutiert. Fur Ingenieuranwendungen kommt sehr héufig das Newmark-
Verfahren zur Anwendung. Dieses wird auch hier zur dynamischen Untersuchung
einer halbkreisformigen Ringschale verwendet. Bei nichtlinearen Problemen ist es
allerdings als nicht energieerhaltend zu betrachten.

Die Eignung der piezoelektrischen Schalenformulierung fiir dynamische Analysen
wird anhand des in Abbildung 7.17 dargestellten Halbrings tiberprift. Fir den
Vergleich mit den Referenzlosungen wird der Einfluss von internen Ansétzen fiir
die elektrischen Feldkomponenten nicht untersucht und die raumliche Diskretisie-
rung der Struktur wie in der Literatur gewéhlt. Der an einem Ende eingespannte
Halbring besteht aus einem Stahlring und damit fest verbundenen piezoelektri-
schen Deckschichten aus einer PZT-Keramik. Die Systemlinie ist durch den Ra-
dius r beschrieben. Die Materialdaten der piezoelektrischen Schichten sind in
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If_, - hpzr Geometrie:
—] I: hstani r — 321.739 mm
0 hpzr b = 50.800 mm
hStahl = 6.350 mm
hPZT = 0.254 mm

Materialdaten (Stahl):
E = 68.95-10°N/m?
v = 0.3

p = T150kg/m?

7.

N
N

Abb. 7.17: Geometrie und Materialdaten der Halbringschale

ANHANG E.2 aufgefiihrt, die Materialdaten fiir den Stahlring sowie die Geome-
trie und Querschnittsabmessungen sind in Abbildung 7.17 angegeben. An der
Einspannung sind alle mechanischen Knotenfreiheitsgrade gehalten.

Dieses Beispiel wurde urspriinglich in Tzou [114] als adaptives System zur Schwin-
gungskontrolle vorgestellt und auch von SZE et al. [108] und KLINKEL & WAGNER
[66] untersucht. Dabei sind beide Deckschichten in radialer Richtung gepolt und
die innere Oberflache jeder Deckschicht geerdet. Versetzt man den Halbring in
Schwingung, dient die innere piezoelektrische Deckschicht als Sensor. Nutzt man
das zeitlich verédnderliche Sensorsignal zur Steuerung der aktorischen aufleren
Deckschicht, kann die Schwingung adaptiv gedampft werden.

Im Rahmen dieser Betrachtung wird, wie auch zu finden in KLINKEL & WAGNER
[66] und BUTZ et al. [29], die zeitabhéngige Verformung der Struktur untersucht,
wenn diese durch ein zeitlich veranderliches, radial orientiertes elektrisches Feld
in der dufleren piezoelektrischen Deckschicht zum Schwingen angeregt wird. Die
innere PZT-Schicht wird bei dieser Betrachtung nicht als Sensor verwendet und
kann daher ungepolt modelliert werden. Dies ermoglicht es, den geschichteten
Querschnitt mit einem einzigen Schalenelement tiber die Dicke zu modellieren,
da das elektrische Feld in der dufleren Deckschicht tiber die elektrischen Rand-
bedingungen ¢, und ¢, des piezoelektrischen Schalenelements erzeugt werden
kann.

Zunéchst werden die Eigenfrequenzen f; = 7= des Stahlrings ohne PZT-Schichten
mit der piezoelektrischen Schalenformulierung bestimmt. Betrachtet man weder
Dampfungsterme noch duflere Einwirkungen, reduziert sich Gleichung 7.9 auf

MV +F™=0 . (7.12)
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Mit F"* = K v im geometrisch linearen Fall erhilt man daraus die charakteristi-
sche Gleichung (—w? M +K) v = 0 zur Bestimmung der Eigenkreisfrequenzen w;
der freien dynamischen Schwingung.

Diskretisierung Eigenfrequenzen [1/s]

Umfang/Breite/Hohe f1 ‘ fa ‘ 13
SzE et al. [108] 10/1/1 3.6822 | 5.8278 | 11.838
20/2/1 3.6810 | 5.8041 | 11.691
KLINKEL & WAGNER [66] 10/1/1 3.6832 | 5.8352 | 11.843
20/1/1 3.6727 | 5.8071 | 11.660
BUTZ et al. [29] 20/2/1 3.6728 | 5.3537 | 11.651
Piezoelektrische Schale 10/1/1 3.6852 | 5.8361 | 11.785
20/1/1 3.6649 | 5.7399 | 11.613

Tab. 7.14: Figenfrequenzen des Stahlrings

Ein Vergleich mit den Eigenfrequenzen der Elementformulierungen in der Li-
teratur ist in Tabelle 7.14 gegeben. Die piezoelektrischen Deckschichten erho-
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Abb. 7.18: Verformung der Halbringschale bei dynamischer Beanspruchung
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hen die Steifigkeit der Struktur, was sich in etwas hoheren Eigenfrequenzen aus-
driickt. Mit 20 Elementen in Umfangsrichtung ergibt sich fiir den geschichteten
Querschnittsaufbau als kleinste Eigenfrequenz f; = 3.92551/s. Diese wird mit
h =2-hpzr + hsn zur Definition einer dynamischen Lastfunktion

©o(t) =450 - cos (27 fit) - h/hpzr (7.13)

herangezogen. Mit Erdung der Innenseite des Halbrings durch die elektrische
Randbedingung ¢, = 0V wird in Verbindung mit Gleichung 7.13 in der &ufle-
ren PZT-Schicht ein zeitlich verinderliches, radial orientiertes elektrisches Feld
der GroBe E,(t) = —po(t)/h erzeugt, womit der Halbring zum Schwingen in sei-
ner ersten Eigenform angeregt wird. Die zeitabhangige Verformung der Struktur
stimmt gut mit den Literaturergebnissen tiberein, wie der Vergleich in Abbildung
7.18 zeigt. Fiir das Newmark-Verfahren wurden die Parameter $=0.25 und y=0.5
verwendet und in Anlehnung an das Vorgehen in der Literatur eine konstante
Zeitschrittweite von At = 1.75- 1072 s gewihlt.
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8 Piezoelektrische FE 3D-Stabformulierung

8.1 Vorbemerkungen zur Modellbildung

Die Arbeiten von GRUTTMANN et al. [46], [47], SAUER [96], WAGNER & GRUTT-
MANN [118], KLINKEL & GOVINDJEE [61] sowie WACKERFUSS & GRUTTMANN
[117] bilden die mechanische Basis fiir die hier vorgestellte elektromechanische
Stabformulierung. Die elektrische Erweiterung basiert auf folgenden Aspekten:

In praxisrelevanten piezoelektrischen Bauteilen findet man in der Regel ein Paar
von Elektroden. Diese sind dabei sich gegeniiberliegend angeordnet. In der hier
beschriebenen numerischen Modellbildung wird dem dadurch Rechnung getragen,
dass die gegeniiberliegende Anordnung der Elektroden durch die Einfithrung der
elektrischen Knotenfreiheitsgrade ¢, an der Unterseite und ¢, an der Oberseite
des Stabelements représentiert wird.

Es wird die in Kapitel 2.2.3 beschriebene Theorie der linearen Piezoelektrizitat
fir deformierbare Dielektrika zugrunde gelegt. Die fir praktische Anwendungen
in der Sensorik und Aktorik géngigen Polarisationsrichtungen in Langsrichtung,
Querrichtung oder Dickenrichtung sind modellierbar und werden wéahrend der
Beanspruchung als invariant betrachtet. Damit sind alle Koeffizienten in der elek-
tromechanisch gekoppelten Stoffmatrix konstant.

Konsistent zur linearen Approximation der Knotenwerte iiber das finite Stabele-
ment wird ein linearer Ansatz fiir die Verteilung des elektrischen Skalarpotentials
iiber die Dicke gewdhlt. Uber die elektrischen Freiheitsgrade lisst sich damit fiir
den Aktorbetrieb ein lineares elektrisches Skalarpotential und damit ein kon-
stantes elektrisches Feld in Dickenrichtung als Belastung aufbringen. Ein aktori-
scher Dehnbetrieb ergibt sich fiir in Dickenrichtung gepoltes Material, aktorischer
Schubbetrieb fiir eine Polung senkrecht dazu.

In Kapitel 4 wurden die Ursachen von elektromechanischen Lockingeffekten in ei-
ner mangelnder Balance von Approximationsraumen der Komponenten der Ver-
zerrungen und des elektrischen Feldes ausgemacht.

Mogliche Losungsstrategien wurden in Kapitel 5 diskutiert. Als effektivste Lo-
sungsstrategie ergab sich dabei die Anwendung der gemischten Methode in Ver-
bindung mit der EAS-Methode. Damit wird im Rahmen dieser Stabformulierung
die Balance der Approximationsraume hergestellt, wodurch keine elektromecha-
nischen Lockingeffekte auftreten, vgl. LEGNER et al. [71].

Die wesentlichen Merkmale der Elementformulierung sind:

e Betrachtung von Rechteckquerschnitten mit Breite b und Hohe h, womit
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der Schwerpunkt S mit dem Schubmittelpunkt M zusammenfallt.

e Exzentrische Formulierung, wodurch die Definition der Bezugsachse nicht
im Schwerpunkt S des Querschnitts liegen muss.

e Als kinematische Annahmen werden die Timoshenko-Stabtheorie sowie eine
lineare Verteilung des elektrischen Potentials verwendet.

e Die Form des Querschnitts andert sich durch die Verformung des Stabes
nicht.

e Es sind grofle Verformungen und endliche Rotationen bei kleinen Verzer-
rungen abbildbar.

e Die Richtung der mechanischen Lasten andert sich nicht mit der Verfor-
mung.

e Die elektrischen Lasten sind beziiglich der lokalen Stabkoordinaten kon-
stant.

e 3D-Stoffgesetze sind ohne Modifikation verwendbar, womit die Querkon-
traktion des Materials beriicksichtigt wird.

o Alle gangigen Polarisationsrichtungen konnen abgebildet werden.

e Die Elementformulierung basiert auf einer gemischten Variationsformulie-
rung.

8.2 Kinematische Annahmen der Stabformulierung
8.2.1 Mechanischer Teil

In Abbildung 8.1 ist ein Stababschnitt zum Zeitpunkt ¢t = ¢, in der Bezugsplatzie-
rung D, und zum Zeitpunkt ¢ in der Momentanplatzierung © dargestellt. Als Be-
zugssystem dient die Orthonormalbasis {e1, e, e3}. Durch Einfithrung der lokalen
Koordinaten {1, &2, &3} wird ein Punkt der Bezugsplatzierung unter Verwendung
des lokalen, orthonormalen Basissystems T; dargestellt - in der Momentanplatzie-
rung erfolgt dessen Darstellung mit Hilfe des lokalen, orthonormalen Basissystems
t.

Der Vektor T zeigt in Richtung der unverformten Stabachse, welche iiber die
Bogenlinge S = & € [0, L] beschrieben wird. Ty und T3 spannen die Quer-
schnittsebene auf. Es werden rechteckige Querschnitte mit Breite b und Hohe h
betrachtet.
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€1

Abb. 8.1: Bezugskonfiguration und Momentankonfiguration

Als kinematische Annahme wird zugrunde gelegt, dass die Querschnitte eben blei-
ben. Im Gegensatz zur Bernoulli-Theorie sollen auch Querschubdeformationen
berticksichtigt werden, was einer Timoshenko-Stabkinematik entspricht. Damit
ist verbunden, dass der Vektor t; im Allgemeinen nicht mehr tangential zur de-
formierten Stabachse ist. Fiir die Ortsvektoren beliebiger Punkte des Stabes in
Bezugsplatzierung und Momentanplatzierung gilt:

X(£2,63,9) = Xo(S) + &Ta(S) + &Ts(9)

8.1
x(§2,§3,5,t) = Xo(S, t)+§2t2(5,t)+§3t3(5,t) ( )

Damit erfolgt im Gegensatz zu beispielsweise GRUTTMANN et al. [46], [47], SAUER
[96] und BuTz et al. [29], [28] die Berticksichtigung von Querschnittsverwolbungen
nicht unmittelbar in den kinematischen Annahmen, siche Gleichung 8.1.

Mit den orthogonalen Tensoren R und Ry stehen die Basissysteme T; und t;
iiber die Abbildungen

mit der kartesischen Basis in Bezug, womit

gilt. Fiir die Parametrisierung der Rotationen wird die Rodrigues-Formel verwen-
det.
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Fiir die kovarianten Tangentenvektoren G; = X,; und g; = x,; ergibt sich mit 8.1

G = Xy+&T,+ 6T g = X+ &ty + Esty
G2 - T2 go = tQ (84)
Gs = T g = t3

mit (-)" als Bezeichnung fiir die Ableitung nach der Bogenlinge S. Die Vekto-
ren der zugehorigen Dualbasen G und g¢ folgen aus der Orthogonalitétsrelation
geméaf Gleichung 2.15. Die Ableitung der lokalen Basissysteme nach der Stabko-
ordinate S fithrt auf

T, = R,RI'T; t, = RR"t; . (8.5)

Unter Verwendung der axialen Vektoren @y und 6, die den schiefsymmetrischen
Tensoren RyR{ und R'R” aus Gleichung 8.5 zugeordnet sind, folgt die Darstel-
lung

T, =0, x T; t,=0xt; . (8.6)

Die geometrischen Stabverzerrungen sind den Ableitungen der Verschiebungen
zugeordnet und werden mit

definiert. Sie setzen sich zusammen aus den Anteilen

X, -t ty - ts
€= | x;-to ko= | ty-t) (8.8)
Xé) : t3 tll : t2

fir die Momentankonfiguration und &, = Rg Xy, Ko = Rg 0, fir die Ausgangs-
konfiguration.

Fiir die Variation der geometrischen Verzerrungen gilt

t1 - 0% + Xg - Ot1
t, - (5X£) —|—x£) - 0ty
ts - 5x6 +x£) -0t
ts - Oty + ty - Ot
t - 0ty + ty - 5ty
to - 6ty + by - Oto

0€y = (8.9)
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Mit der Definition des Green’schen Verzerrungstensors in Gleichung 2.20 ergeben
sich unter Berticksichtigung der Symmetrie die von Null verschiedenen Kompo-

nenten
E1 %(g1 g1 — G- Gy)
2E12 = g1 82— G1 . G‘2 . (810)
2E3 g1-83— G- G3

Nach Einsetzen von Gleichung 8.4 und unter Beachtung von Gleichung 8.9 lassen
sich deren Variationen mit

20E1, | = A, 0, (8.11)
20F3
ausdriicken, wobei die Matrix
100 0 —& & al
A, =101 0 & 0 0 |=:|al (8.12)
001 =% 0 O al

alle von der Stabkoordinate S unabhéngigen Ausdriicke beinhaltet. Da Kriim-
mungen zweiter Ordnung bei diinnen Strukturen vernachlassigt werden konnen,
enthilt A, nur konstante und lineare Ausdriicke.

8.2.2 Elektrischer Teil

Im Aktorbetrieb wird in der Praxis fiir eine piezoelektrische Stabstruktur das
elektrische Potential mittels Elektroden an zwei gegeniiberliegenden Seiten - ent-
weder an der Oberseite und der Unterseite oder an den beiden Auflenseiten -
vorgegeben. Dazwischen verlauft das elektrische Potential linear, die Komponen-
te des elektrischen Feldes in Richtung der Potentialdifferenz ist damit konstant.

Um dies mit dem numerischen Modell abbilden zu kénnen, werden die Knoten-
freiheitsgrade ,, ¢, fiir das elektrische Skalarpotential an der Oberseite und Un-
terseite des Stabelements eingefiihrt, siche Abbildung 8.1. Eine Modellierung von
Strukturen, bei denen das Skalarpotential an den beiden Auflenseiten vorgegeben
wird, ist damit durch eine 90°-Drehung des Stabelementes um seine Langsachse
ebenfalls moglich.

Mit

11 h h h
©(&1,62,83) = 7 (5 —&)pu(ér) + (5 +&)po(&1)| 3
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wird das Skalarpotential linear iiber die Dicke h approximiert.

Das elektrische Feld E beziiglich der lokalen Koordinaten leitet sich mit Gleichung
2.32 aus dem negativen Gradienten des Skalarpotentials ¢ ab. Mit Gleichung 8.13
ergeben sich die von Null verschiedenen Komponenten des elektrischen Feldes

— ¢’LL,§1
Bl _[—2+% —2-% 0 0 |} | (8.14)
E3 0 0 % _% Pu

Po

Aus Griinden einer wesentlich iibersichtlicheren mathematischen Darstellbarkeit
an spaterer Stelle werden die elektrischen Freiheitsgrade ¢,, ¢, substituiert durch
die Ausdricke

S0]\[(51) — 800(51) —; ¢U<€1) (8 15)
S0]\/[(51) <:00(61) ; ()Ou<§1> 7
womit Gleichung 8.13 in
h h
©(&1,62,83) = on (&) +om (&) &, —5 = & < B (8.16)
iibergeht.
Fiir die Resubstitution gilt
eulé) = en(&) - W
(8.17)
Po(é1) = en(&)+ W

Diese Substitution lasst sich allerdings nur im Aktorbetrieb, bei dem sowohl ¢,
wie auch ¢, als Randbedingung vorgegeben sind, a priori durchfithren. Im Sen-
sorbetrieb hingegen ist an den Knoten nur einer dieser beiden Freiheitsgrade als
Randbedingung vorgegeben und daher entweder ¢, oder ¢, eine Ergebnisgrofie.
Die Substitution kann daher nicht unmittelbar a priori durchgefiithrt werden. Die-
ses Problem lésst sich jedoch allgemein giiltig fiir Aktor- wie auch Sensorbetrieb
dadurch losen, dass g = [¢o, @u]T weiterhin als elektrische Freiheitsgrade auf
globaler Ebene und damit auch zur Vorgabe der Randbedingungen dienen. Ele-
mentintern werden stattdessen die elektrischen Freiheitsgrade ¢, := [on, on]"

verwendet.

Damit driickt sich die Substitution in Gleichung 8.15 aus durch die Transforma-
tionsbeziehung

(8.18)

=Nl
| N | =

=

1

v =Toeq Tap_l
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Die Transformationsmatrix T, ist bei jedem Wechsel zwischen globalen und lo-
kalen elektrischen Freiheitsgraden zu berticksichtigen. Die damit verbundenen
Modifikationen von Steifigkeitsmatrix und Lastvektor sind in ANHANG A darge-
stellt.

Mit der Definition

PNs¢
€= | P (8.19)
YMm
und
v -1 =& 0 aj
o Py i 520

erhéalt man anstelle von Gleichung 8.14 die Darstellung

E_; —
[ 2 ] _ A,z (8.21)
und fir die Variationen
= don I3
5E e — — o
[ 55; ] = A, 08, 08, = | donre, | - (8.22)
dpnr

8.2.3 Generalisierte Darstellung der kinematischen Stabgrofien
Fiir eine kompaktere Darstellung der Finite-Element-Formulierung werden die
aus den kinematischen Annahmen abgeleiteten mechanischen und elektrischen
Stabgrofien €, und €, gemaf den Gleichungen 8.7 und 8.19 zu einer generalisierten
Grofle
_ 2T

g = [&y, &]] (8:23)

zusammengefasst, womit fiir die Variation

e, = [08,, 08,)" (8.24)

folgt.
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8.3 Variationsformulierung des Randwertproblems
8.3.1 Green’sche Verzerrungen

Es werden unabhangige Stabverzerrungen
E=[E1,8,]" (8.25)

definiert, wobei die Dehnung e, Schubverzerrungen ~s,~s;, Verwindung ¢ und
Kriimmungen ks, k3 als Komponenten in €; = [g, v2, 73, ¥, Ko, Iig]T enthalten sind.
Der zweite Teil &, beinhaltet M € N Komponenten und ist fiir die Beriicksichti-
gung von Querschnittsverwélbungen und Querkontraktion erforderlich.

Die Green’schen Verzerrungen E werden gemafl Gleichung 3.8 beziiglich der kon-
travarianten Basis iiber kovariante Komponenten in der vektoriellen Notation

E = (B, Ew, Es3, 2E1, 2E13, 2Ey]" (8.26)
dargestellt.
Mit
(a7l [100 0 —-& & ] (%1 0 0 0 0]
0 000 0 0 0 0w, 0O 0 O
A _|O]_J000 0O 0 0f 3 |0 0w 0 O
"Vlall o100 & 0 0 10 0 0 W O
al 001 —& 0 0 0 0 0 W3 O
0] 000 0 0 O] 0 0 0 0 w;|
(8.27)

wird fiir kleine Verzerrungen der Zusammenhang zwischen den Green’schen Ver-
zerrungen E und den unabhangigen Stabverzerrungen € beschrieben durch

Fiir die Variation gilt

OE = A j¢ 08 = [0&1, 085" . (8.29)

Die aus der Stabkinematik resultierenden Vektoren a; liefern keine Beitrage zu
den Verzerrungskomponenten FEss, F33 und Fss, da bei einer klassischen Stabfor-
mulierung keine Querkontraktion berticksichtigt wird. Dreidimensionale Stoffge-
setze sind daher vor ihrer Verwendung innerhalb klassischer Stabformulierungen
beziiglich dieser Verzerrungskomponenten zu kondensieren.
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Mit der hier beschriebenen Stabformulierung kénnen dreidimensionale Konstitu-
tivbeziehungen ohne Modifikationen verwendet werden, indem die Verzerrungs-
komponenten Fsy, E33 und FEs3 unabhéngig voneinander durch die Verwendung
von wy und ws in der Matrix A, beschrieben werden.

In Form von w;, wis und wy 3 beinhaltet A, dariiber hinaus zusétzliche Bei-
trage zu den Verzerrungskomponenten Ey;, Ej5 und Fi3. Diese dienen dazu, die
Verwolbung des Querschnittes zu erfassen und die korrekte Torsionssteifigkeit fiir
den Stab abzubilden. Im Gegensatz zu herkommlichen Stabformulierungen wird
mit diesem Vorgehen die Querschnittsverwolbung nicht unmittelbar in den kine-
matischen Annahmen nach Gleichung 8.1 berticksichtigt. Damit ist eine Voraber-
mittlung der Wolbfunktion nicht notwendig. Die Vorteile dieser Methode werden
in WACKERFUSS & GRUTTMANN [117] eingehend diskutiert.

Die Matrix A, beinhaltet M = 2M; + 2M, + Mj Spalten. Dies ergibt sich aus
der Definition ihrer Komponenten durch die Vektoren

Wi = [Pllaé%"'a(%ru] € RMl
wy = [P, ..., b, € RM: (8.30)
W3 = [P007¢17"'7¢n3] S RM3 )

welche aus den Polynomen Py, und Py sowie den Vektoren ¢, und ¢, bestehen.
Die Polynome

P = &585" (8.31)

sind Funktionen der lokalen Querschnittskoordinaten &, &3 und in folgender An-
ordnung auch die Bestandteile der Vektoren ¢;:

¢1 = [Pl(),PH;POl]
¢)2 = [PQ(), P21, P22a P127 PO?] (832)

¢3 = [P307P31>P32ap337p23>P13aP03]

Die Vektoren &)Z sind nach derselben Systematik angeordnet, beinhalten jedoch
die modifizierten Polynome Py,

<~P1 = []510,15117]501}
552 = [P2071521,P22,P1271502}

B e (8.33)
¢3 = [P307P31,P32,P33,P23,P13,P03]
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Fiir jede Komponente von E erfolgt ein vollstdndiger Polynomansatz in Form der
Ansétze in der entsprechenden Zeile in A, und A,.

Da fir Fy, Es3 und Fas in A; kein Ansatz aus der verwendeten Kinematik
vorliegt, sind die Polynomanséatze in wo und wj vollstandig bis zur Ordnung no
und ng.

Fir die Komponenten F11, Fo und Ei3 liefern im Gegensatz dazu auch die Kom-
ponenten in A; einen Beitrag. Das ist bei der Wahl der Anséatze in A, zu be-
riicksichtigen. Dies erfolgt zum einen durch die Verwendung von Vektoren (}bi,
die aus den modifizierten Polynomen an bestehen, und zum anderen durch eine
in w; gegeniiber wo und ws modifizierte Anordnung der Komponenten. Um zu
vermeiden, dass die Stabschnittgrofien verfialscht werden und die Eindeutigkeit
der Losung erhalten bleibt, muss die Orthogonalitéit der Ansétze in A, beziiglich
derer in A gewihrleistet sein. Dies wird durch die Einhaltung der Orthogonali-
sierungsbedingungen

/vvlmA:o /v~v1§2 dA =0 /v~vl§3 dA =0 (8.34)
A A A

sichergestellt, welche sich aus den Komponenten von a; ergeben.

Fiir die modifizierten Polynome erhalt man damit die Konstruktionsvorschrift

an = Ipm + Qpm + 5nmP10 + ’ynmPOI . (835)

Die Koeffizienten oy, Bnm und 7, lassen sich durch Einsetzen von Gleichung
8.307 in Gleichung 8.34 unter Verwendung von Gleichung 8.33 und Gleichung 8.35
eindeutig fiir alle P, bestimmen.

Die Gewichtung des Beitrags jeder Komponente in Wi, wy, W3, Wi und w3
héngt von den zugeordneten Unbekannten in €5 ab. Die Parameter ny, no und
ng konnen unabhéangig voneinander gewahlt werden und repréasentieren jeweils
die hochste auftretende Polynomordnung in wi;, wy und ws, vgl. WACKER-
FUSS & GRUTTMANN [117].

8.3.2 Elektrisches Feld

Fiir die mit den unabhéngigen Stabverzerrungen gemafl Gleichung 8.25 korre-
spondierenden elektrischen Groflen wird

g=[&,8)]" (8.36)

definiert, wobei €; drei Komponenten und &; genau MeN Komponenten bein-
haltet.
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Das elektrische Feld ist mit
— — — — T
E=[E), B Ej (8.37)

beziiglich der kontravarianten Basis tiber kovariante Komponenten dargestellt.

Mit

) ar —1 —& 0 ) w, 0 0
A= 0o |=|0 0 0 Ay=| 0 w; 0 (8.38)
ag 0 0 -1 0 0 wg

wird der Zusammenhang zwischen dem elektrischen Feld E und den unabhangigen
Groflen € beschrieben durch

E=Ag A=A A . (8.39)
Fiir die Variation von E gilt

0E = A 6¢ 08 = [6€},08,]" . (8.40)

Die aus dem kinematischen Ansatz in Gleichung 8.16 resultierenden Vektoren ay
und ajg liefern keinen Beitrag zu der Komponente EQ des elektrischen Feldes. Um
dreidimensionale, elektromechanische Konstitutivbeziehungen nutzen zu kénnen,
wird die elektrische Feldkomponente durch die Verwendung von ws in der Matrix

Ag beschrieben.

Die Vektoren wy und wg in A, beinhalten Polynome héherer Ordnung als zu-
sitzliche Beitrage zu den elektrischen Feldkomponenten E; und Fj. Diese sind
notwendig, da mit dem linearen kinematischen Ansatz fiir das elektrische Poten-
tial bei der Analyse von typischen Beanspruchungsarten der physikalische Verlauf
des elektrischen Feldes innerhalb des Querschnitts nur unzureichend abgebildet
wird und zu einer Unvertraglichkeit der Approximationsraume der Verzerrungen
und des elektrischen Feldes fithrt, vgl. Kapitel 4. Die Einfiihrung von &, ermog-
licht also, Ansétze hoherer Ordnung fiir die elektrischen Feldkomponenten im
numerischen Modell beriicksichtigen zu kénnen, womit gleichzeitig die Approxi-
mationsrdume aufeinander abgestimmt werden.

Die Matrix AQ beinhaltet M = Ml + Mg + ]\2;; Spalten. Dies ergibt sich aus der
Definition ihrer Komponenten durch die Vektoren

> ~F 5B 5E ~ By Vi
Wy = [P007P1E017P1E117¢2 7"'7¢n4]€]R‘M1
Ws = [P, by, b,.] € R (8.41)

-, ~ Es

~E -
We = [d) ..., ¢, ] € RM:
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Py und die Vektoren ¢, sind in Gleichung 8.31 und Gleichung 8.32 definiert.

Die Vektoren &bf’ fir j € {1,3} werden definiert durch

+Ej [ BE pEi pE
1 = P107P117P01
~Ej X _~Ej "’Ej ~Ej "'Ej ~Ej
2 = P207P21aP227P127P02
B L (8.42)
3B SEi pEi pEi pE; pEi pEi pE;
¢3 = P307P317P327P337P237P137P03

und beinhalten die modifizierten Polynome P

Analog zum Vorgehen fir die Verzerrungskomponenten erfolgt fiir jede Kompo-
nente des elektrischen Feldes ein vollstandiger Polynomansatz in Form der An-
siatze in A; und A,.

Da der kinematische Ansatz keinen Beitrag fiir EQ liefert, beinhaltet ws in AQ
gemaf Gleichung 8.415 einen vollsténdigen Polynomansatz bis zur Ordnung ns.

Fiir die Komponenten E; und E3 liefert der kinematische Ansatz einen Beitrag
in Form von a; und ag in Al, woraus sich die Definition von W4 und W6 gemaf
Gleichung 8.41; und Gleichung 8.413 ergibt.

Zur Einhaltung der Orthogonalitédt der Ansétze in A, beziiglich derer in A,
miissen die Bedingungen

/V:\»’41dA:0 y /@4§3dA:0 y
A A

- (8.43)
/ weldA = 0
A
erfillt sein, die sich aus den Komponenten von A, ergeben.
Daraus resultiert der Aufbau der modifizierten Polynome
an;}L - an + 5nmP00 + 5nmP01
(8.44)

ngl - an"—l/}nmPOO

Die Koeffizienten 0,,,,,, €,m und 1, ergeben sich unter Verwendung der Gleichun-
gen 8.41, 8.42 und 8.44 zusammen mit den Orthogonalitatsbedingungen gemafl
Gleichung 8.43 und sind fiir Polynome bis zur Ordnung n = 4 in ANHANG B.2
angegeben.

Die Gewichtung des Beitrags jeder Komponente von w4, W5 und wg hangt von
den zugeordneten Unbekannten in &, ab. Die Parameter ny, ns und ng konnen
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unabhéngig voneinander gewahlt werden und reprasentieren jeweils die hochste
auftretende Polynomordnung in w,, w5 und weg.

Durch die Substitution der elektrischen Knotenfreiheitsgrade nach Gleichung 8.15
basieren die Vektoren wy, w5 und wg auf genau denjenigen Polynomen P,
die auch die Grundbausteine von v%q, wo und w3 sind. Die Definition separater
Polynomansatze fiir w4, ws und wg wird damit umgangen.

8.3.3 Generalisierte Darstellung der unabhingigen Stabgréfien

Die unabhéangigen mechanischen und elektrischen Stabgréfien € und € nach Glei-
chung 8.25 und Gleichung 8.36 werden zusammengefasst in

e = lel 1 = l [él’gﬂi 1 . (8.45)

[527 52}

Damit ergibt sich zwischen den verallgemeinerten, stabbezogenen Grofien € und
den kontinuumsbezogenen Groflen E und E unter Berticksichtigung der Gleichun-
gen 8.28 und 8.39 der Zusammenhang

E . A, 0 A, 0
S|l = A t A= - - ) 8.46
[ E ] € m [ 0 A, 0 A, ] (8.46)

8.3.4 Formulierung des Randwertproblems

Ausgehend von der in Kapitel 3 mit Gleichung 3.1 eingefithrten Enthalpie als
elektromechanische Potentialfunktion lautet die virtuelle, innere Arbeit des Sta-
bes

- 0 _ T
SW, /S /A 5 [pu(E,B)| dAdS /S 5eT W dS (8.47)
mit

DeW = [852” ] —A [_ﬁ ] dA (8.48)

den 2. Piola-Kirchhoff-Spannungen S = SYG; @ G; = Jgpyy und den dielek-
trischen Verschiebungen D = DG, = — zp1, siehe Gleichung 3.2. Durch eine
vektorielle Anordnung der Komponenten von S gemafl Gleichung 3.7 sind S und
D arbeitskonform zu den Green’schen Verzerrungen E und dem elektrischen Feld
E gemaf Gleichung 8.26 und Gleichung 8.37 angeordnet.

Um die geometrischen Feldgleichungen zu erfiillen, wird die Gleichheit der unab-
hangigen Groflen €; und der kinematischen Stabgréfien €, gefordert.
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Der Vektor 0g¢W beinhaltet die Resultierenden der Spannungen und dielektri-
schen Verschiebungen, welche sich aus den unabhéngigen Stabgrofien € und der
von W implizierten, konstitutiven Beziehung ergeben. Die Aussage der konstituti-
ven Beziehung lasst sich auch dadurch ausdriicken, dass die durch den ersten Teil
Oe, W représentierten Resultierenden der Spannungen und dielektrischen Ver-
schiebungen im Gleichgewicht stehen zu einem Satz von unabhéngigen Resultie-
renden der Spannungen und dielektrischen Verschiebungen

Dabei beinhaltet o die unabhéngigen mechanischen Spannungsresultierenden in
Form der Normalkraft F'!, der Querkrifte £'2 und F?3, des Torsionsmoments M*,
der Biegemomente M? und M?3; & beinhaltet drei unabhingige resultierende
Groflen der dielektrischen Verschiebungen.

In 0, W sind Resultierende der Spannungen und dielektrischen Verschiebungen,
die in Richtung der Dicke und Breite des Stabes orientiert beziehungsweise von
hoherer Ordnung sind, enthalten. Da diese Gréflen im Rahmen einer Stabtheorie
nicht auftreten, diirfen die ihnen zugrunde liegenden Verldufe iiber den Quer-
schnitt nur so geartet sein, dass ihre Resultierenden zu Null werden, was durch
die Beziehung 0g,W = 0 erzwungen wird.

Zusammenfassend ergibt sich in Verbindung mit den statischen Feldgleichungen

f+f=0 gg—€e1 =0
m+xy,xf+m=0 Oeg, W —-—0=0 in [0,L] . (8.50)
Je,W =0

Durch Beriicksichtigung der statischen Randbedingungen
f=f , m=mm auf 0B, , (8.51)

der geometrischen Randbedingungen

u=0 , w=w auf 0B, (8.52)
sowie der elektrischen Randbedingungen

p=¢ auf 0B, (8.53)

ist das Randwertproblem in seiner starken Form vollstandig beschrieben. Dabei
wird ein Randbereich mit vorgegebenen Spannungen durch 0B, ein Randbereich
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mit vorgegebenen Verschiebungen beziehungsweise Verdrehungen durch 08, und
ein Randbereich mit vorgegebenem elektrischen Potential mit 0B, symbolisiert.

Fiir eine numerische Losung wird das Randwertproblem zunéchst in seine schwa-
che Form ftberfiithrt - die Losung des Randwertproblems ist damit nicht mehr
punktweise exakt gesucht, sondern im integralen Mittel zu erfiillen.

Die Freiheitsgrade des piezoelektrischen Stabes sind v = [u, R, cp]T mit den Ver-
schiebungen u = xy — Xy, dem Rotationstensor R(w) = t; ® e; als Funktion der
Verdrehungen w = [wy, ws, ws|T und dem elektrischen Potential ¢ = [, p,|T an
der Unterseite und der Oberseite.

Mogliche Beanspruchungen sind
e Streckenlasten f und Streckenmomente m iiber die Stablinge L
e Einzellasten f und Einzelmomente  auf 0B,
e Verschiebungen 1, Verdrehungen w auf 0B,

e clektrisches Potential ¢ auf 0B,

wobei die Lasten als konservativ angesehen werden. Beanspruchungen durch elek-
trische Oberflaichenladungen werden nicht betrachtet.

8.3.5 Schwache Form und Linearisierung des Randwertproblems

Unter Verwendung eines Prozessvektors 0 := [v,a,¢|’, der die unabhéngigen
GroBen und deren Variationen mit 60 := [dv,do, de]’ zusammenfasst, gelangt
man durch Multiplikation der Ausdriicke in Gleichung 8.50 mit der jeweils zuge-
horigen Testfunktion und Integration tiber das Gebiet zur schwachen Form des

Randwertproblems

9(0,00) = /S (667 (9e,W — ) + 6e10e,W + 607 (e, — €1)] dS

(8.54)
—/ [(f’—i—f) cou+ (m' + xp ¥ f—i—rh)-éw} dS=0
5
Diese Darstellung ldsst sich unter Verwendung von & := [, 0y/]7 umformen zu
9(0,00) = /5 (667 (0eW — &) + 607 (e, — &1) + del o] dS
(8.55)

— [ [pu"E + 6" m] aS — [su”E + 6wt =0

o
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Fiir den Ubergang zu einer Finite-Element-Formulierung als numerische Losung
dieser schwachen Form des Randwertproblems ist die linearisierte Darstellung

L[g(6,50), A8) := (8,50) + Dg - A8 (8.56)
mit

Dg- A = /S [6e7(DAe — A&) + 007 (Ae, — Aey) + el Ao + Adel o] dS

(8.57)
erforderlich. Darin ist die Stabsteifigkeit durch
T
D:z@éW:/AT[C v ]AdA (8.58)
4 —e —€
symbolisiert. Die Linearisierung von de, gemafl Gleichung 8.24 ist
Ade, = [Adg,, AE,]" (8.59)
mit
ou' - Aty + 6ty - Au' + X, - Adt, ]
ou’ - Atg + 5132 - Au’ + X6 . A(Stg
!, . !/ /o,
A(Ség _ ou Atg + 5133 Au + X0 A5t3 (860)

0th - Atg + 0ty - Ath + to - Adt), + t, - Adts
oty - Aty + 0tg - At) + t3 - Adts +t - Adty
| Ot) - Aty + 0ty - Aty + 61 - Adt) + t5 - Adty

Da das elektrische Feld eine lineare Funktion des elektrischen Potentials ¢ ist,
folgt unmittelbar Ade, = 0.
8.4 Finite-Elemente-Approximation

8.4.1 Approximation von Ausgangskonfiguration und Momentankon-
figuration des Stabes

Im Rahmen des isoparametrischen Konzeptes werden die Geometrie und die Kno-

tengroffen mit denselben Ansatzfunktionen approximiert. Das Stabelement be-
steht aus nel = 2 Knoten. Mit den linearen Ansatzfunktionen fir {; € {—1,1}

Ni=(1- &) Ie1,2) (8.61)
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als Funktionen von ¢ € [—1, 1] werden die Ortsvektoren in der Ausgangskonfigu-
ration und Momentankonfiguration mit

nel nel
Xi =Y Ni(OX; xp =y Ni(§)(X;+uy) (8.62)
=1 I=1

und die Basissysteme der Ausgangs- und Momentankonfiguration mit

nel nel

T" = 2_: Ni(§)Ty th = Z_: Ni(&)tr (8.63)

approximiert. Dabei beschreibt X; die Position und u; die Verschiebung eines
Knotens. Das Basissystem T; eines Knotens der Ausgangskonfiguration wird
aufgebaut aus dem gegebenen Finite-Elemente-Netz, mit dem die Geometrie der
Struktur diskretisiert ist. Das Basissystem t; eines Knotens in der Momentankon-
figuration ergibt sich unter Verwendung der Rodrigues-Formel in Abhéngigkeit
von den Rotationsparametern wqy, wor und wsy zu

t; = R,T; R =11 P, L0501 (8.64)
¥r Y1
mit
w1g 0 —wsr wor
Wi = wWar Q[ = w3r 0 —W1rs . (865)
w3y —Wor  Wi1r 0

Dabei reprasentiert die Orientierung des axialen Vektors w; die Lage der Dreh-
achse und ¢y = ||w;|| den Drehwinkel der Rotation. €2; ist der dem axialen Vektor
w;y zugeordnete, schiefsymmetrische Tensor.

Die Verschiebungen u, die Basisvektoren t und die elektrischen Freiheitsgrade

@ = [¢nN, en] werden mit
nel nel nel
u" =Y Ny t" =" Ni(&)ts " => Ni(&)p; (8.66)
I=1 I=1 I=1

wie auch schon die Geometrie unter Verwendung von Gleichung 8.61 interpoliert.
Nach der Einfithrung eines generalisierten Vektors der Knotenfreiheitsgrade

vi=[u,t,¢]] (8.67)

lasst sich die Variation von 8.66 in kompakter Schreibweise ausdriicken mit

2
v =3 Nrov; . (8.68)

I=1
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Unter Anwendung der Kettenregel erhélt man

/ ON. 0
mie - TR 2

(8.69)

als Ableitung der Ansatzfunktion nach der Stabkoordinate S. Ersetzt man damit
N (€) in den Gleichungen 8.62 und 8.63, ergeben sich die Tangentenvektoren X,
und x, sowie die Ableitungen der Basisvektoren T' und t" nach der Stabkoordi-
nate S.

Die numerische Approximation (Index h) von de, geméB Gleichung 8.24 erfolgt
unter Verwendung der Matrix B = [By, B3] mit

nel

5€Z:ZB[(5V[ B[: [
=1

B, 0 1 (8.70)

0 B;
Die Teilmatrix B; entspricht derjenigen einer rein mechanischen Stabformulie-

rung und ist zum Beispiel in WACKERFUSS & GRUTTMANN [117] gegeben. Der
elektrische Teil wird mit

. _vaé.l 0
B] - 0 —N[,fl (871)
0 —N;

berticksichtigt.

8.4.2 Interpolation der Spannungen und der dielektrischen Verschie-
bungen

Im Rahmen dieser gemischten Elementformulierung gehen neben Verschiebungs-
ansatzen auch Ansétze fiir die Spannungen, dielektrischen Verschiebungen, Ver-
zerrungen und das elektrische Feld in das Randwertproblem ein. Diese Ansétze
sind zwar unabhéngig, jedoch miissen, um die numerische Stabilitdt der Element-
formulierung zu gewéhrleisten, beztiglich ihrer Anzahl und Konstruktion verschie-
dene Aspekte berticksichtigt werden, vgl. BREZZI1 & FORTIN [25].

In Form des Vektors

—h
h o N N; O
pr— :NO' NU: 872
7 l&h] 7 l 0 N(J (8.72)

werden die Stabschnittgrofien & und stabbezogenen, dielektrischen Verschiebun-
gen & auf Elementebene approximiert, wobei

N, = [14 N; = [1 (8.73)
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gilt und in Form der neun Komponenten des Vektors & jedem Ansatz in Nj
und Nz jeweils eine skalare Unbekannte zugeordnet ist. Da diese Unbekannten
den elementbezogenen Ansétzen und nicht den Knoten zugeordnet sind, ist der
Verlauf der Komponenten von o an den Elementgrenzen nicht stetig.

8.4.3 Interpolation der Verzerrungen und des elektrischen Feldes

Die Stabverzerrungen und das elektrische Feld werden durch

T
h éh’ é’h A
ehzle,g]: G }jT ~ N.& é:[fll , (8.74)
€2 {ég, £y €2
NIl 0 N2 0
NE = [ 0 N22 ] Nil = NU N§2 = [ O N%Q ] )
(8.75)
N, 0 0 O |
0 N, 0 O Ny, 0 O
NZ=|0 0 N, 0 NZ=| 0 N; 0
| 0 0 0 Ny oy
(8.76)
und
Nl = [Nl]‘MlXM17N21M1XM1] N4 = 1]\21><M1
Nll = [Nll]‘MlX]\;h’Né]‘]\?hXMl] N5 = 1M2XM2 (8 77)
Ny, = 1M2><M2 Ne = 1M3><M3
N3 = 1M3XM3

approximiert. Die Interpolation des ersten Teils €? ist identisch mit der Inter-
polation von " nach Gleichung 8.72 mit neun unbekannten Parametern in &;.
Der zweite Teil €} ist in Verbindung mit den Ansitzen in N2 und &, € RM
mit M = M + M Unbekannten verbunden. Da die Ansétze fiir die Stabverzer-
rungen und das elektrische Feld auch elementbezogen sind, ist der Verlauf der
Komponenten von " nicht kontinuierlich an den Elementgrenzen.
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8.4.4 Approximation der schwachen Form des Randwertproblems

Setzt man alle Interpolationen in die Linearisierung der schwachen Form des
Randwertproblems nach Gleichung 8.56 ein, erhélt man mit

1T

wumel | OV K, 0 GT Av
Lig(6",00"),06" = > | & 0 H -F Aé
=t | o6 |, G -FT o A&
) (8.78)
fi — fo
+ fs
fe

e

die Finite-Elemente-Approximation als Summe iiber alle numel Stabelemente,
die man zur rdumlichen Diskretisierung der Struktur verwendet.

Die dabei verwendeten Symbole sind durch

K, = [ K,ds o= / B o"dS = GTé
() (S)
H = / N DN. dS fo = / NZo.W dS — Fé
(s) ()
(8.79)
F — [ NIN,as o= [ NIehds+FTe
(S) (9)
G = / N7 BdS
(s)
. . C- No' . .
definiert. Mit N, = gilt die Zerlegung
Onrx9
N0 17 F,
F— / c N, dS — . .
(5)[ ; N] as [0] (3.50)
Die Matrix
K,
Kg:[ N 121 (8.81)

ergibt sich durch Diskretisierung von Ade, gemafl Gleichung 8.59, wobei wegen
Ad€, = 0 unmittelbar Kz = 0 folgt. Die nur auf dem mechanischen Teil der
Stabkinematik basierende Matrix Kz wird in WACKERFUSS & GRUTTMANN [117]
abgeleitet.
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Fiir die Unbekannten Aé = [£1,&,]7 und Ao wird keine Stetigkeit an den Ele-
mentgrenzen gefordert. Hiermit reduziert sich bei beliebigen, kinematisch zulés-
sigen Variationen 60 # 0 die Gleichung 8.78 fiir L[g(8", 50", A@")] = 0 auf

numel

Llg(0",60"), 26" = 3 ovI{K,Av+GTA6+f —f} =0  (8.82)
e=1

e

unter den auf Elementebene zu erfiillenden Nebenbedingungen

HAeé — FA6 + f°=0

(8.83)
GAv — FTAe + f*=0
Mit Gleichung 8.80 und den Zerlegungen
H,; = / NeaTD, ;N d§ fe = / NooT(9gW — &) dS  (8.84)
(S) (S)

geht Gleichung 8.83; iiber in das Gleichungssystem
H11 H12 Aél FlA& fle o 0
gl e el R T T

und es folgt aus dessen zweiter Gleichung

Aéy = Hyy (—f5 — Hy A&y) . (8.86)

Setzt man Gleichung 8.86 in Gleichung 8.85; ein, erhilt man
H A —F A6 +f=0 (8.87)

mit
H,, =H;, - H,H,H,, fo = fe — HHL S (8.88)

Aus Gleichung 8.835 folgt mit Gleichung 8.80

GAv —FIAe, +f=0 (8.89)
und daraus
Aé, =F T (GAv + %) . (8.90)
Nach Einsetzen von Gleichung 8.90 in Gleichung 8.87 erhalt man durch Umfor-
mung
A6 = HGAv + Hf* + F'f] (8.91)
mit

H=F'H,F;7 . (8.92)
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Durch Einsetzen von Gleichung 8.91 in Gleichung 8.82 ergibt sich

numel

Llg(0",00"), 26" = Y ovI{KsAv+f)=0 | (8.93)
e=1
worin man die Elementsteifigkeitsmatrix mit
K. = GTHG + K, (8.94)
und den Elementresiduumsvektor mit
fc = GT(6 + Hf* + F{'f) — £, (8.95)

identifiziert.
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9 Numerische Beispiele - Piezoelektrische Stab-
formulierung

Mit den folgenden numerischen Beispielen werden die piezoelektrische Stabfor-
mulierung iiberprift und die Verbesserungen der Berechnungsergebnisse durch
die Verwendung ausgewogener Approximationsraume herausgestellt. Dies erfolgt
exemplarisch fiir die in der Praxis am haufigsten verwendete Polungsart in Dicken-
richtung.

In Abschnitt 7.1 wird die Untersuchung von Strukturen mit dem piezoelektrischen
Schalenelement beschrieben. Eine Untersuchung dieser Strukturen mit dem pie-
zoelektrischen Stabelement liefert bei identischer Wahl interner Ansétze fiir die
elektrischen Feldgroflen dieselben Ergebnisse. Die Validierung der piezoelektri-
schen Stabformulierung soll jedoch insbesondere anhand von piezoelektrischen
Strukturen mit stabtypischen Abmessungen gezeigt werden.

Im ersten Beispiel wird das Verhalten eines Kragarms numerisch untersucht, der
im Sensorbetrieb einer Langsbeanspruchung, einachsiger Biegebeanspruchung,
Querbeanspruchung oder Torsionsbeanspruchung und im Aktorbetrieb einer Be-
anspruchung durch ein elektrisches Feld E; in Dickenrichtung unterzogen wird.
Zum Vergleich werden die jeweiligen analytischen Losungen angegeben, weswegen
hinsichtlich einer tibersichtlichen Darstellung der Einfluss von Querkontraktion
vernachlassigt wird.

Im Gegensatz zu klassischen Stabformulierungen erlaubt die vorgestellte pie-
zoelektrische Stabformulierung die Berticksichtigung von Querkontraktion. Das
zweite Beispiel ist dadurch motiviert, den Einfluss von Querkontraktion auf die
elektromechanische Kopplung zu untersuchen.

Mit dem dritten Beispiel, bei dem die Berticksichtigung groffler Rotationen und
geometrischer Nichtlinearitat von mafligeblicher Bedeutung ist, wird der Einfluss
der elektromechanischen Kopplung sowohl ohne als auch mit Verwendung ausge-
wogener Approximationsraume an einem akademischen Beispiel visualisiert.

Im letzten Beispiel wird eine gekriimmte Stabstruktur in Form eines Kreisringsen-
sors untersucht. Bei diesem tritt Quer- und Torsionsbeanspruchung kombiniert
auf. Die Berechnungsergebnisse ohne und mit Verwendung abgestimmter Appro-
ximationsraume werden verglichen.

9.1 Piezoelektrische Patch-Tests

Um die piezoelektrische Stabformulierung zu verifizieren und um die Beseiti-
gung parasitiarer Approximationen durch die Verwendung elektromechanisch ab-



9 NUMERISCHE BEISPIELFE - PIEZOELEKTRISCHE
124 STABFORMULIERUNG

gestimmter Ansatzraume zu demonstrieren, wird eine an einem Ende eingespann-
te und in Dickenrichtung polarisierte piezoelektrische Stabstruktur betrachtet.

Diese wird im Sensorbetrieb jeweils separat fir Langsbeanspruchung, einachsige
Biegebeanspruchung, Querbeanspruchung und Torsionsbeanspruchung sowie im
Aktorbetrieb fiir Beanspruchung durch ein elektrisches Feld Es in Dickenrichtung
untersucht. Geometrie, Materialdaten, Beanspruchungen und Randbedingungen

by M,, By
f an Uy
— = A e e e = o 4 3y —)
V4 e R M, 5,
"Z
u:OV v
i F., u,
L. l |
™ 1
Materialdaten: Geometrie:
E = 123-10°N/m? [ = 20mm
G = 61.5-10°N/m? b = 1mm
ez = —5.0C/m? h = 1mm

€15 = 5.0 C’/m2
€11 — €33 = 12.5- 1079 C’Q/]\/YWL2

Abb. 9.1: Geometrie, Materialdaten, Randbedingungen und Belastungen der piezo-
elektrischen Stabstruktur

sind in Abbildung 9.1 dargestellt. Der piezoelektrische Stab ist an der Unterseite
geerdet (¢, = 0V), an der Einspannung sind alle mechanischen Freiheitsgrade ge-
halten. Um zugehoérige analytische Losungen fiir die Uberpriifung der numerischen
Ergebnisse einfacher ermitteln zu konnen, wird keine Querkontraktion berticksich-
tigt und isotropes Materialverhalten betrachtet. Die mafigeblichen Koppeleffekte
werden durch diese Vereinfachungen nicht beeintréachtigt.

9.1.1 Langsbeanspruchung

Mit den gegebenen vereinfachten Materialdaten resultieren aus den konstitutiven
Beziehungen die beiden Gleichungen

St = E-Ey — ®31'Es
. (9.1)

D? = e3-FE;y + €3 Fj
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Fiir die Belastung F, = 10? N ergibt sich im Stab eine Spannung von S =
10° N/m2. Mit den elektrischen Randbedingungen folgt D? = 0C/m2, womit
sich durch Auswertung von Gleichung 9.1 die Verzerrung in Léngsrichtung zu
E11 = 8.00-1073 und das elektrische Feld in Dickenrichtung zu Eg =3.20-10°V/m
ergeben. Damit ist am freien Ende eine Verschiebung von u, = 1.600-10~*m und
an der Oberseite des Stabes ein elektrisches Potential von ¢, = 3.200 - 103V
verbunden.

Die numerischen Ergebnissen stimmen damit tiberein. Die auftretenden Verlaufe
der elektrischen und mechanischen Felder konnen mit einem einzigen piezoelek-
trischen Stabelement und ohne Verwendung interner Anséatze fiir die elektrischen
Feldkomponenten (Ml = My = M; = 0) abgebildet werden. Durch die Verwen-
dung interner Ansétze fiir die elektrischen Feldkomponenten (]\7[1 > 0, M, >
0, Mg > 0) wird die numerische Losung nicht beeinflusst. Dies bedeutet, dass kei-
ne internen Ansétze fir die vorliegende Beanspruchung aktiviert werden. Die den
internen Ansétzen fiir die elektrischen Feldkomponenten zugeordneten Parameter
ergeben sich in der numerischen Berechnung zu Null.

9.1.2 Einachsige Biegebeanspruchung

Die Beanspruchung des Kragarms mit M, = 10 Nmm ist mit einer linear iiber
die Dicke verlaufenden, iiber die Stablinge konstanten Spannung S = —1.20 -
10%- Z N/m? verbunden. Damit erhélt man durch Auswertung von Gleichung 9.1
mit Dy = 0C/m? fiir die Verzerrung in Léngsrichtung Fy; = —0.96 - 1073 - %
und fiir das elektrische Feld in Dickenrichtung F3 = —3.84 - 10° - %V/m. Aus
Integration folgt mit der elektrischen Randbedingung ¢, = 0V fiir den Verlauf
des elektrischen Potentials p(Z) = 1.92-107° - %22 V —4.8-107"V und damit
Yo = 0V iiber die gesamte Stablange. Mit Fy; ergibt sich unter Verwendung der
kinematischen Beziehungen und geometrischen Randbedingungen aus Integration
die Durchbiegung zu w(X) = 1.92- 107 . )l(—; m und die vertikale Verschiebung
der Kragarmspitze zu u, = w(l) = 1.92- 10~ m.

Auch bei dieser Beanspruchung ist die Diskretisierung mit einem einzigen piezo-
elektrischen Stabelement ausreichend, um die auftretenden mechanischen Felder
approximieren zu koénnen. In Tabelle 9.1 sind die numerischen Ergebnisse fiir
die vertikale Verschiebung der Kragarmspitze und das elektrische Potential ¢,
an der Oberseite angegeben. Ohne Verwendung eines linearen, internen Ansatzes
fiir die elektrische Feldkomponente in Dickenrichtung (M; = 0) kann Ej geméf
den kinematischen Annahmen nach Gleichung 8.13 nur konstant iiber die Dicke
approximiert werden. Dies bedeutet, dass die Ansatzraume nicht elektromecha-
nisch abgestimmt sind, da der lineare Verlauf von Ej; und der konstante Verlauf
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’ ‘ Mg =0 ]\7[3 >1 analytisch
w,[m] [ 1.951-104 [ 1.920- 104 [ 1.920 - 10~
o [V] 0 0 0

Tab. 9.1: Analytische und numerische Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung u, an
der Kragarmspitze und das elektrische Potential ¢, an der Staboberseite mit (Mg >1)
und ohne (M;z = 0) interne Ansitze fiir das elektrische Feld

von Ej iiber das Stoffgesetz gekoppelt sind. Eine parasitire Approximation des
elektrischen Potentials ist in diesem Fall jedoch nicht zu beobachten, da sich das
elektrische Potential an der Oberseite zu ¢, = 0V ergibt und damit der analyti-
schen Losung entspricht. Wegen ¢, = 0V und ¢, = 0V wird tiber die elektrischen
Knotenfreiheitsgrade kein Gradient des elektrischen Potentials abgebildet, womit
ohne internen Ansatz (Mg = 0) das elektrische Feld zu Null approximiert wird.
Die vertikale Verschiebung u, der Kragarmspitze entspricht daher der Losung fiir
den rein mechanischen Fall.

Mit linearem, internen Ansatz fiir die elektrische Feldkomponente in Dickenrich-
tung (Mg = 1) wird Ej; korrekt approximiert und die vertikale Verschiebung u,
an der Kragarmspitze stimmt mit der analytischen Losung tiberein. Die Verwen-
dung von Ansatzen hoherer Ordnung (Ml >0, My > 0, Ms > 1) wirkt sich nicht
auf die Berechnungsergebnisse aus.

9.1.3 Querbeanspruchung

Infolge einer Querlast F, = 10 N ist die Kriimmung in Léngsrichtung linear ver-
anderlich. Um dies approximieren zu konnen, ist der Kragarm mit mehreren Ele-
menten zu diskretisieren, vgl. Abbildung 9.2. Bei einer geometrisch linearen Be-
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Abb. 9.2: Diskretisierung des Kragarms mit n — 1 piezoelektrischen Stabelementen

trachtung ergibt sich die analytische Losung fiir die vertikale Verschiebung der
Kragarmspitze zu u, = 2.5638 - 1072 m (vgl. ANHANG C) und fiir das elektrische
Potential an der Oberseite des Kragarms zu ¢, = 0V. Fiir den unpolarisierten
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Zustand entspricht die Verformung dem rein mechanischen Fall mit der vertikalen
Verschiebung u* = 2.6055 - 1072 m des freien Endes.

In Form der vertikalen Verschiebung u{™ und des elektrischen Potentials an der
Oberseite ¢{™ am Knoten n sind in Tabelle 9.2 die Ergebnisse der numerischen
Berechnung bei unterschiedlichen Diskretisierungen und unter Verwendung von
M1 und M3 internen Ansétzen fiir die elektrischen Feldkomponenten E1 und E3
angegeben. An der grafischen Darstellung der Ergebnisse in den Abbildungen

M, =0, My =0 My=0,My>1 | M >2 My>1
n | ul o Tt o Wl o
(1073 m] V] (1073 m)] V] [1073m] | [V]
6 | 25795 | —60.7721 | 2.5383 | —60.7721 | 2.5382 0
12 | 2.6002 | —54.9875 | 2.5586 | —54.9875 | 2.5585 0
24 | 2.6043 | —54.9875 | 2.5627 | —54.9875 | 2.5626 0
0
0

48 | 2.6052 | —54.9875 | 2.5636 | —54.9875 | 2.5635
96 | 2.6055 | —54.9875 | 2.5638 | —54.9875 | 2.5637

{n}

Tab. 9.2: Numerische Ergebnisse fiur die Durchbiegung u; * und das elektrische Poten-

{n}

tial s ' an der Kragarmspitze bei unterschiedlichen Diskretisierungen und verschiede-

nen internen Ansatzen Ml und Mg fur das elektrische Feld

9.3 und 9.4 wird deutlich, dass die vertikale Verschiebung u{™ ohne Verwen-
dung interner Ansétze (M; = 0, Ms = 0) iiberschitzt wird. Sie konvergiert bei
Netzverfeinerung gegen die analytische Losung des rein mechanischen und nicht
gegen die analytische Losung des elektromechanischen Problems. Die parasita-
ren Approximationen des elektrischen Potentials sind mit zunehmender Element-
anzahl zunéchst ricklaufig, verdndern sich bei weiterer Netzverfeinerung jedoch
nicht mehr signifikant. Mit internen Ansatzen (Ml =0, Ms = 1) fur eine lineare
Verteilung der elektrischen Feldkomponenten E; liegt die berechnete Durchbie-
gung ul™ wesentlich niher an der analytischen Losung, da die lineare Verteilung
von Eg den bei dieser Beanspruchung tiber die Dicke quadratischen Verlauf des
elektrischen Potentials repréasentiert.

Damit sowohl die Durchbiegung gegen die analytische Losung des elektromecha-
nischen Problems konvergiert und gleichzeitig kein parasitares Potential approxi-
miert wird, ist M, = 2, ]\2;; = 1 zu wahlen. Hiermit sind die Approximationsraume
der mechanischen und elektrischen Felder ausgewogen (vgl. Tabelle 4.1), wodurch
kein parasitares elektrisches Potential mehr approximiert wird.

Da sich die zugeordneten Parameter fiir interne Ansétze hoherer Ordnung (M 1>
2, M3 > 1) wéhrend der Berechnung zu Null ergeben, werden diese nicht aktiviert
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2.7 T | |
mE numerisch (M; = 0, Ms =0) A analytisch ----
<|3 numerisch (M; =0, My =1) v analytisch -------
= 2.65 " Lumerisch (M, >2, M;>1) O (mechanisch)
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Diskretisierung n
Abb. 9.3: Grafische Darstellung der berechneten vertikalen Durchbiegungen uin} nach
Tabelle 9.2 und der analytischen Losungen u, und u} fiir den elektromechanischen und
mechanischen Fall

und sind ohne Einfluss auf die numerischen Ergebnisse.

9.1.4 Torsionsbeanspruchung

Da sich bei Torsionsbeanspruchung ohne Wolbbehinderung in Analogie zu einer
Beanspruchung durch Normalkraft die mechanischen und elektrischen Feldgrofien
in Léngsrichtung nicht d&ndern, kann die Diskretisierung des Kragarms mit einem
einzigen Stabelement vorgenommen werden.

Die analytische Losung fiir den unpolarisierten Zustand entspricht der mechani-
schen Losung des Torsionsproblems. Fiir den Torsionswiderstand eines Rechteck-
querschnitts der Breite b und der Hohe h gilt

b3h 1920 & 1 2 Drmh
_Uh 1920 L Get DT
3 7 h = (2n +1)5 2b

n=

I (9.2)
Damit ergibt sich fiir den hier betrachteten quadratischen Querschnitt mit b =
h = 1mm als Torsionswiderstand I = 0.14058 mm?*. Die Verdrehung am freien
Ende infolge der Belastung M, = 10 Nmm berechnet sich damit zu

- M, -1
By = =i 2.31335- 1072 . (9.3)
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T T T
0 -0 ©
= numerisch (M; = 0, Ms = 0) A
5&0 s L numerisch (Ml =0, M = 1) v i
= numerisch (M > 2, M >1) O
% analytisch —---
o
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= % % %
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-100 | | |
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Diskretisierung n

Abb. 9.4: Grafische Darstellung des berechneten elektrischen Potentials an der Ober-
{n}

seite s ° nach Tabelle 9.2 und der analytischen Losung fiir ¢,

Mit zunehmender Polynomordnung der internen Ansétze fir die mechanischen
FeldgroBen konvergiert das numerische Ergebnis fiir die Verdrehung und die Ap-
proximation des Querschnittskennwertes I gegen die analytische Losung gemaf
Gleichung 9.2 und Gleichung 9.3. Mit M; = 5, M, = 1, M3 = 0 wird die Verwol-
bung bereits sehr gut abgebildet. Hiermit ergibt sich die Verdrehung am freien
Ende im unpolarisierten Zustand zu

B, =2.31323-1072 . (9.4)

Wie in den vorherigen Beispielen gezeigt wurde, ist auch die Verwendung von
hoheren internen Ansétzen fiir die elektrischen Feldgrofien als zur Abbildung der
physikalischen Gegebenheiten bendtigt ohne Auswirkung auf das Ergebnis. Da
keine analytische Losung fiir einen piezoelektrischen Torsionssensor bekannt ist,
soll diese Eigenschaft zur Validierung herangezogen werden, indem der Polynom-
grad der internen Ansatze fiir das elektrische Feld sukzessive erhoht wird, bis sich
die numerischen Ergebnisse nicht mehr andern.

Die Ergebnisse fiir die Verdrehung der Kragarmspitze sind in Tabelle 9.3 und
Abbildung 9.5 in Abhéngigkeit vom Polynomgrad der internen Ansétze fiir das
elektrische Feld dargestellt. Da die Torsionsbeanspruchung nur die Verzerrungen
FE15 und Eq3 hervorruft und fiir die betrachtete Polarisierung lediglich F43 tiber
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’ M, ‘ M, = M; ‘ B3 [107%] ‘ @ [V] ‘
0 >0 2.31323 0
1 >0 2.28250 0
2 >0 2.27720 0
3 >0 2.27681 0
4 >0 2.27679 0
) >0 2.27678 0

Tab. 9.3: Numerische Ergebnisse fiir die axiale Verdrehung 3, der Kragarmspitze und
das elektrische Potential ¢, an der Staboberseite in Abhéngigkeit von verschiedenen

internen Ansétzen fiir die elektrischen Feldkomponenten

die konstitutive Beziehung mit der Komponenten El des elektrischen Feldes ge-
koppelt ist, sind interne Ansétze fir Fy und E3 (My > 0, M3 > 0) ohne Einfluss.
Ohne internen Ansatz fiir die elektrische Feldkomponente E; (M; = 0) entspricht

2.315
q

2.31

2.305

23

2.295

B2 [107%]

2.29

2.285

2.28

—0
-0

2.275

M

Abb. 9.5: Grafische Darstellung der berechneten Verdrehung (3, der Kragarmspitze in
Abhéngigkeit vom Polynomgrad M; der internen Ansitze fiir die elektrische Feldkom-

ponente El

die numerische Losung fiir die Verdrehung der Kragarmspitze der mechanischen
Losung, vgl. Gleichung 9.4. Mit zunehmendem Polynomgrad fiir E; wird die be-
rechnete Verdrehung immer kleiner, da mehr und mehr Energie elektrisch ge-
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speichert wird. Mit dem Polynomgrad M; = 5 sind die Approximationsraume
ausgewogen.

Die Ergebnisse zeigen, dass bei dem hier untersuchten Torsionssensor bei geer-
deter Unterseite (¢, = 0) und Polarisierung in Dickenrichtung auch bei inkon-
sistenten Approximationsrdéumen (]\7[1 < 5) mit der Ergebnisgrofie ¢, = 0 kein
parasitares Potential an der Oberseite approximiert wird, vgl. Tabelle 9.3. We-
gen der Randbedingung ¢, = 0 ist mit dem Ergebniswert ¢, = 0 allerdings
verbunden, dass ohne interne Ansétze iiberhaupt kein elektrisches Feld appro-
ximiert wird, was fiir M; = 0 die Ubereinstimmung mit der mechanischen Lo-
sung erklart. Da der Verlauf der mit E; gekoppelten Verzerrung FEj3 von hoherer
Ordnung ist, sind die Approximationsraume ohne interne Ansétze fiir das elek-
trische Feld nicht ausgewogen. Damit ist verbunden, dass E; nur unzureichend
approximiert wird, womit bei der Verwendung elektromechanisch inkonsistenter
Approximationsraume die Verdrehung der Kragarmspitze um 1.6% tiberschatzt
wird.

9.1.5 Beanspruchung durch ein elektrisches Feld

Mit den Randbedingungen ¢, = 0V und ¢, = 1000V wird als Belastung ein
elektrisches Feld in Dickenrichtung E; = — ot — 10° V/m aufgebracht. Hiermit
folgt wegen S™ = 0 N/m? aus Gleichung 9.1 fiir die Dehnung in Langsrichtung
Ey = 4.065 - 1075 und als dielektrische Verschiebung D? = 1.270 - 102 C/m?.
Fiir die horizontale Verschiebung des freien Endes ergibt sich u, = 8.130-10~" m.

Sowohl mit als auch ohne die Verwendung von internen Anséatzen (]\le >0, Mg >
0, M3 > 0) fir die elektrischen Feldkomponenten liefert das piezoelektrische Stab-
element mit der analytischen Losung iibereinstimmende Ergebnisse.

9.2 Piezoelektrischer Stab auf zwei Stiitzen

Mit der vorgestellten piezoelektrischen Stabformulierung léasst sich im Gegensatz
zu herkémmlichen Stabformulierungen auch der Einfluss von Querkontraktion
beriicksichtigen. Wird das elektrische Potential nicht von ausreichend hoher Ord-
nung approximiert, treten fiir piezoelektrische Strukturen Berechnungsfehler auf.
Dieses Beispiel zeigt, dass diese Berechnungsfehler grofier sind, wenn Querkon-
traktion berticksichtigt wird - dies macht eine Approximation des elektrischen
Feldes mit Ansétzen ausreichend hoher Ordnung umso wichtiger.

Untersucht wird ein piezoelektrischer Stab auf zwei Stiitzen, der in Dickenrich-
tung polarisiert ist und durch Endmomente M = 1072 Nm belastet wird, siche
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Z 0, =0V
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[< > fe—
Materialdaten: Geometrie:
E = 7850-10°N/m? [ = 20mm
G = 39.25-10°N/m? b = 1mm
€31 = —4.10 C’/mQ h = 1mm

€33 — 5.84 - 10_9 C’Q/.N'TTL2

Abb. 9.6: Geometrie, Belastung und vereinfachte Materialdaten

Abbildung 9.6. Der Stab ist an der Unterseite geerdet (¢, = 0V). Am linken
Ende sind alle Verschiebungen und die Verdrehung w, gehalten, am rechten En-
de die Verschiebungen u, und u,. Mit der Belastung ist eine Verteilung von £y
und Ej linear iiber die Dicke und konstant in Stabrichtung verbunden. Der Ver-
lauf des elektrischen Potentials ist damit quadratisch tiber die Dicke, konstant in
Langsrichtung und nimmt an der Oberseite den Wert Null an.

Ohne Berticksichtigung von Querkontraktion wurde dieses Beispiel erstmals in
WANG & QUEK [120] untersucht und auf Basis der in Abbildung 9.6 gegebenen,
vereinfachten Materialdaten eine analytische Losung fiir die Verteilung des elek-
trischen Potentials tiber die Dicke abgeleitet. Die numerische Losung in BuTz
et al. [29] im Rahmen der Validierung einer piezoelektrischen Stabformulierung
stimmt mit der analytischen Losung nach WANG & QUEK [120] iiberein. Fiir eine
vergleichende Untersuchung mit der vorgestellten piezoelektrischen Stabformulie-
rung wird als MaS fiir die Deformation die in BUTZ et al. [29] gegebene, zugehorige
vertikale Verschiebung in Stabmitte u]'** herangezogen. Analog zum Vorgehen
in der Literatur wird die Struktur mit 20 Stabelementen diskretisiert. Wie die

v=20 ‘ u™ [107% m] ‘ ©o [V] ‘
Piezoelektrischer Stab (M, = 0, M, = 0, My = 0) 7.64 0
Piezoelektrischer Stab (Ml >0, 1, > 0, I > 1 7.37 0
BuTz et al. [29] 7.37 0
WANG & QUEK [120] - 0

Tab. 9.4: Vertikale Durchbiegung in Feldmitte und elektrisches Potential an der Ober-

seite fir v =0
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Ergebnisse in Tabelle 9.4 zeigen, wird ohne internen Ansatz fiir Eg (Mg = 0) die
Durchbiegung u7*** um 3.67 % tberschétzt. Dies stimmt mit dem Berechnungs-
fehler iiberein, den BUTZ et al. [29] bei der Verwendung einer linearen gegeniiber
einer quadratischen Approximation des elektrischen Potentials tiber die Dicke
feststellen.

Mit Beriticksichtigung von Querkontraktion wird anstelle der vereinfachten Mate-
rialdaten in Abbildung 9.6 das in ANHANG E.4 gegebene piezoelektrische Stoff-
gesetz verwendet. In BUTZ et al. [29] ist hiermit der absolute Wert fiir die Durch-
biegung in Feldmitte nicht explizit angegeben. Aus den Ergebnissen in Tabel-

v#0 | e (1070 m)] | ¢, [V] |
Piezoelektrischer Stab  (M; = 0, M, = 0, M3 = 0) 7.64 0
Piezoelektrischer Stab (M 1\7[ >0, ]\7[3 >1) 7.02 0
BuTz et al. [29] - 0

Tab. 9.5: Vertikale Verschiebung in Feldmitte fiir v # 0

le 9.5 lisst sich die Uberschiatzung der Verformung ohne den internen Ansatz
fir E5 (Ms = 0) zu 8.79% bestimmen. Die von BUTZ et al. [29] beobachtete
Uberschitzung bei der Verwendung einer linearen gegeniiber einer quadratischen
Approximation des elektrischen Potentials tiber die Dicke betragt 8.8 %.

Die Ergebnisse erkldren sich wie folgt: Der kinematische Ansatz, vgl. Gleichung
8.13, approximiert das Potential - wie bei einer Standardelementformulierung -
lediglich linear iiber die Dicke. Die elektrische Feldkomponente Ej; kann damit
wegen Gleichung 2.32 nur konstant approximiert werden. Ohne den internen An-
satz flir eine lineare Verteilung von Ej in Dickenrichtung (]\7_/3 = 0) sind die Ap-
proximationsraume fiir die vorliegende Belastung daher unzureichend und nicht
abgestimmt. Die Berechnung fiihrt zwar auf ¢, = 0V, womit kein parasitiares Po-
tential approximiert wird. Dennoch ist die Berechnung falsch, da iiberhaupt kein
elektrisches Potential approximiert wird. Die berechnete Durchbiegung entspricht
der mechanischen Losung (u™** = 7.64 - 107%m), womit sich die piezoelektrische
Struktur bei der numerischen Analyse zu weich verhalt. Um die richtige Losung
zu erhalten, muss die Approximation von Ej; linear erfolgen (Mg =1).

Der Unterschied in den Berechnungsergebnissen mit (M; = 1) und ohne (M; = 0)
internen Ansatz fiir Fy ist durch den Einfluss der Querkontraktion mit 8.79 %
mehr als doppelt so grofl wie bei vernachléassigter Querkontraktion (3.67 %). Dies
erklart sich damit, dass durch die Querkontraktion zwar die Dehnung Fy; redu-
ziert wird, aber dafiir auch Dehnungen Fs, und FEs3 auftreten, die aufgrund ihrer
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Kopplung mit Ej iiber das Stoffgesetz mit einem zusatzlichen Beitrag zu Ej; ver-
bunden sind. Der Anteil der inneren elektrischen Arbeit an der gesamten inneren
Arbeit muss dann fiir Mz = 1 bei v # 0 grofer sein als bei v = 0.

Wahlt man zusétzliche interne Anséatze (Ml >0, My > 0, M > 1), welche fiir die
Abbildung der physikalischen Gegebenheiten nicht erforderlich sind, ergeben sich
die ihnen zugeordneten internen Parameter zu Null und keine Veranderungen der
Ergebnisse, siehe Tabelle 9.4, Tabelle 9.5. Dies bestétigt, dass sich im numerischen
Modell bereitgestellte, aber nicht benétigte interne Ansétze bei der Berechnung
neutral verhalten.

9.3 Piezoelektrischer Kragarm unter Endmoment

Dieses Beispiel soll den Berechnungsfehler visualisieren, der sich ergibt, wenn
keine abgestimmten Ansatzraume fiur die elektrischen und mechanischen Feld-
komponenten verwendet werden. Hierfiir wird der Kragarm geméfl Abbildung 9.7

tp >
v S . — . — . — : _______ e ?%L }M
X h
~ov “'
Geometrie:
J« l > [ = 100mm

b = 10mm
h = 1mm

Abb. 9.7: Geometrie, Belastung und Materialdaten

untersucht, der am freien Ende mit einem so groflien Biegemoment M belastet
wird, dass er sich zu einem vollstandigen Kreis verformt. Bei rein mechanischer
Betrachtungsweise lasst sich unter Vernachlassigung von Querkontraktion das er-
forderliche Endmoment M analytisch bestimmen, vgl. Simo & Vu-Quoc [103].

Im hier betrachteten Fall besteht der Kragarm aus einer in Dickenrichtung polari-
sierten piezoelektrischen Keramik aus PZT. Die Materialdaten sind in ANHANG
E.2 angegeben. Die Unterseite der Struktur ist geerdet mit ¢, = 0V, an der
Einspannung sind alle mechanischen Freiheitsgrade gehalten. Im Rahmen einer
geometrisch nichtlinearen Berechnung wird die Belastung in drei Lastschritten
aufgebracht.

Ohne die Verwendung interner Ansétze fir die elektrischen Feldgréfien (Ml =
0, ]\7[2 =0, Mg = 0) ist bei einer Diskretisierung mit 50 Stabelementen in Langs-
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richtung das Endmoment M = 3.260 Nm notwendig, um den Kragarm zu einem
geschlossenen Kreis zu verformen, siche Abbildung 9.8 (links).

Die bei dieser Beanspruchung auftretenden Verzerrungen E1, Fo und F33 verlau-
fen linear iiber die Dicke und sind tiber das Stoffgesetz mit der elektrischen Feld-
komponente Eg gekoppelt, vgl. Tabelle 4.1. Abgestimmte Approximationsraume
der elektrischen und mechanischen Feldkomponenten liegen daher erst unter Ver-
wendung des internen Ansatzes einer iiber die Hohe linearen Approximation der
elektrischen Feldkomponente Fj (M3 = 1) vor. Da damit der bei dieser Bean-
spruchung quadratische Verlauf des elektrischen Potentials iiber die Dicke repra-
sentiert wird, reduziert sich die mechanische Verformungsenergie und der Kreis
schlieit sich fiir die Belastung M = 3.260 Nm nicht mehr vollstdndig. Die hori-
zontale Verschiebung des freien Endes von der Einspannstelle betrégt in der End-
konfiguration u, = 108.88 mm, was dem horizontalen Abstand Au, = 8.88mm
zwischen freiem Ende und Einspannstelle entspricht, sieche Abbildung 9.8 (rechts).
Fiir die Verformung zu einem geschlossenen Kreis ist in diesem Fall eine Bela-
stung von M* = 3.557 Nm erforderlich. Die Verwendung von Ansétzen hoherer

Ay
le—

Abb. 9.8: Verformter Kragarm bei Diskretisierung mit 50 piezoelektrischen Stabele-
menten ohne interne Ansétze (links) und mit internen Ansétzen (rechts) fir die elek-

trischen Feldgréfien bei Belastung mit M = 3.260 Nm in vergréflerter Darstellung

Ordnung fiir die elektrischen Feldkomponenten (Ml >0, My > 0, My > 1) im
numerischen Modell hat keine Auswirkungen auf das Ergebnis. Da das elektri-
sche Potential fiir diese Beanspruchung in Dickenrichtung quadratisch und in
Stablangsrichtung konstant verlauft, werden diese im Zuge der Berechnung nicht
aktiviert, da sie nicht zur Abbildung der physikalischen Gegebenheiten beitragen.

Mit M und M* ldsst sich ein Berechnungsfehler von 9.1% abschétzen, der bei
Verwendung elektromechanisch inkonsistenter Approximationsrdume auftritt.
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9.4 Kreisringsensor unter Querbelastung

In diesem Beispiel wird fiir einen Kreisringsensor unter Querbelastung die Ver-
besserung der Berechnungsergebnisse durch die Verwendung elektromechanisch
abgestimmter Approximationsraume untersucht.

Der betrachtete Kreisringsensor hat einen Querschnitt der Breite b und Hohe h.
Das freie Ende ist durch eine vertikale Einzelkraft F' = 1 N belastet, vgl. Abbil-
dung 9.9. Der Kreisringsensor besteht aus einer in Dickenrichtung polarisierten
PZT-Keramik. Die Materialeigenschaften sind im Anhang E.3 gegeben. Die Un-
terseite ist geerdet mit ¢, =0V.

T 7 A
Geometrie:
R, = 10mm
b = 1mm
h = 1mm

Abb. 9.9: Geometrie des Kreisringsensors

Fir die Diskretisierung wurden 21 piezoelektrische Stabelemente verwendet. Am
eingespannten Ende sind alle Verschiebungen und Verdrehungen gehalten. Fiir
die Erfassung der Querschnittsverwolbung wird wie im Beispiel in Abschnitt 9.1.4
M, = 5,M, = 1, Ms = 0 gewshlt. Mit Uberhohungsfaktor 1.5 ist in Abbildung
9.10 die Verformung ohne (M; = 0, My = 0, M3 = 0) und mit Verwendung in-
terner Ansatze (Ml =2, Mg >0, Mg > 1) fiir die elektrischen Feldkomponenten
veranschaulicht.

1 1

2

Abb. 9.10: Verformung des Kreisringsensors ohne Verwendung interner Ansétze (links)

und mit internen Ansétzen (rechts) fur die elektrischen Feldgréfien



9.4  Kreisringsensor unter Querbelastung 137

Die gegebene Belastung ist fiir den Kreisringsensor sowohl mit Querbeanspru-
chung als auch mit Torsionsbeanspruchung verbunden. Damit treten die Bean-
spruchungsarten der Beispiele in Abschnitt 9.1.3 und Abschnitt 9.1.4 kombiniert
auf.

In Tabelle 9.6 sind die Berechnungsergebnisse fiir die vertikale Verschiebung w,
und die axiale Verdrehung 3, des Querschnitts am freien Ende sowie der Maxi-
malwert ¢'** des elektrischen Potentials an der Oberseite des Kreisringsensors
angegeben. Alle anderen Verschiebungen und Verdrehungen am freien Ende er-
geben sich zu Null. Ohne interne Ansétze (M; = 0, My = 0, M3 = 0) sind die
elektrischen und mechanischen Approximationsraume nicht ausgewogen und die
elektrischen Feldgrofen werden nicht korrekt abgebildet. Dies fiihrt dazu, dass
die berechnete Verformung zu grof ist und sich parasitéres elektrisches Potential
an der Oberseite des Kreisringsensors ergibt.

Approximation von E ‘ u, [mm] ‘ B, [107Y] ‘ mar [V] ‘
M, =0, My=0,M;=0]| 3456 | -1.580 22.1
M, =0, My>0, My >1]| 3364 | -1.486 22.1
M; =2, My >0, My>1]| 2714 | -1.266 0
M; >5 My>0, My >1] 2702 | -1.263 0

Tab. 9.6: Numerische Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung u, und die axiale

Verdrehung (3, am freien Ende sowie fiir den Maximalwert des elektrischen Potentials

max

Po
Feldes

an der Kreisringoberseite bei unterschiedlicher Approximation des elektrischen

Mit M; = 2, Mg =0, Mg = 1 liegen hinsichtlich der Querbeanspruchung elek-
tromechanisch konsistente Approximationsrdume vor und die elektrischen Feld-
groffen werden beziiglich der Querbeanspruchung korrekt abgebildet. Da damit
mehr Energie elektrisch gespeichert wird, ist die berechnete Verformung kleiner.
Beziiglich der Torsionsbeanspruchung sind die Ansatzrdume damit zwar noch
nicht ausgewogen, dennoch treten keine parasitdren Approximationen fiir das
elektrische Potential auf. Diese Feststellung deckt sich mit den Erkenntnissen aus
dem Beispiel in Abschnitt 9.1.4. Um auch beziiglich der Torsionsbeanspruchung
elektromechanisch abgestimmte Ansatzrdume zu schaffen, muss bei der gegebe-
nen Polarisationsrichtung die Interpolation von EI mit dem Polynomgrad Ml =5
erfolgen. Wie die Ergebnisse fiir die vertikale Verschiebung u, und die Verdre-
hung 3, in Tabelle 9.6 zeigen, wirkt sich dies jedoch nur noch geringfiigig auf die
Verformungsberechnung des Kreisringsensors aus.
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10 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit stellt ein Konzept zur Beseitigung inkompatibler Approxi-
mationsrdume und damit verbundener Berechnungsfehler bei elektromechanisch
gekoppelten Feldproblemen dar. Die Umsetzung wird im Kontext der Finite-
Elemente-Methode in Form einer piezoelektrischen Stab- und Schalenformulie-
rung demonstriert.

In Kapitel 2 sind die Grundlagen fiir die mathematische Beschreibung eines
deformierbaren Dielektrikums zusammengestellt, welche neben den kontinuums-
mechanischen Grundgleichungen auch die Grundgleichungen der elektromechani-
schen Feldtheorie umfassen. Damit ist verbunden, dass im allgemeinen Fall elek-
trisch induzierte Zusatzterme in den Bilanzgleichungen zu berticksichtigen sind.
Beschriankt man sich auf die Theorie der linearen Piezoelektrizitét, ist der Einfluss
der elektrisch induzierten Zusatzterme im Kontext von technischen Anwendungen
vernachlassigbar, womit die Symmetrie des Spannungstensors erhalten bleibt.

Ausgehend von der elektrischen Enthalpie als thermodynamische Potentialfunk-
tion werden in Kapitel 3 Materialtensoren identifiziert, die es ermoglichen, das
Verhalten deformierbarer Dielektrika mit konstitutiven Beziehungen zu beschrei-
ben. Zur Vereinfachung werden der Spannungs-, der Verzerrungs- und die Stoff-
tensoren in Matrixform dargestellt, was bei einem Wechsel des Bezugssystems bei
der Transformation der Komponenten zu beriicksichtigen ist.

Anhand der konstitutiven Beziehungen wird in Kapitel 4 fiir die gingigen Pola-
risationsrichtungen und typischen Beanspruchungsarten erldutert, warum es bei
einer Standardelementfomulierung mit Approximation des elektrischen Potentials
unter Verwendung von Ansatzfunktionen niederer Ordnung zu Berechnungsfeh-
lern kommt. Die Ursache liegt in einer Unausgewogenheit der Approximations-
raume fiir die elektrischen und mechanischen Felder, welche tiber das Stoffgesetz
gekoppelt sind.

Inwiefern géngige Methoden der Finite-Elemente-Technologie geeignet sind, um
eine Balance der Approximationsrdume herzustellen, wird in Kapitel 5 disku-
tiert. Die Verwendung der EAS-Methode im Rahmen einer gemischten Element-
formulierung auf Basis eines Mehrfeldfunktionals mit sechs unabhéangigen Feld-
groflen stellte sich als die am besten geeignete Vorgehensweise heraus. Da sich
hiermit Interpolationen hoherer Ordnung fiir die elektrischen Feldkomponenten
gezielt ergénzen lassen, ist diese Methode effektiv und variabel verwendbar.

In Kapitel 6 wird die piezoelektrische Schalenformulierung und in Kapitel 8
die piezoelektrische Stabformulierung beschrieben. Diese basieren auf einem me-
chanischen Schalenelement nach GRUTTMANN & WAGNER [48], [49] und WAG-
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NER & GRUTTMANN [119] sowie einem mechanischen Stabelement nach GRUTT-
MANN et al. [46], [47], SAUER [96], WAGNER & GRUTTMANN [118] und WACKER-
FUSS & GRUTTMANN [117]. Das implementierte Konzept zur Beseitigung inkom-
patibler Approximationsraume der elektrischen und mechanischen Felder ist mit
mathematischen Gleichungen beschrieben, welche fiir die piezoelektrische Stab-
und Schalenformulierung weitestgehend synchrone Bezeichnungen verwenden. Bei
Querbelastung ist es im Rahmen des Verfahrens notwendig, den tatséchlichen,
quadratischen Verlauf der Schubverzerrungen zu approximieren. Durch die Uber-
tragung des Konzeptes auf ein Laminatmodell ist mit der Schalenformulierung
auch die numerische Untersuchung von typischen, geschichteten piezoelektrischen
Strukturen mit ausgewogenen Approximationsraumen moglich. Die Vorabermitt-
lung des Schubkorrekturfaktors fiir einen geschichteten Querschnitt ist damit
nicht erforderlich. Fiir ein Stabelement ist auch eine Verwolbung des Querschnitts
in die Betrachtungen mit einzubeziehen. Die piezoelektrische Stabformulierung
verfligt damit auch bei Torsionsbeanspruchung tiber ausgewogene Approxima-
tionsrdume der mechanischen und elektrischen Felder. Damit ermoglichen die
Elementformulierungen bei richtungstreuer Polarisation eine konsistente numeri-
sche Approximation von piezoelektrischen Stab- und Schalenstrukturen fiir alle
gangigen Beanspruchungsarten.

In Kapitel 7 und Kapitel 9 wird dies anhand von numerischen Beispielen ver-
anschaulicht, indem jeweils die Berechnungsergebnisse mit und ohne Verwendung
des Konzepts angegeben und, sofern verfiighar, mit analytischen Loésungen oder
Literaturergebnissen verglichen werden. Dabei werden zum Teil auch geometrisch
nichtlineare Einflisse sowie dynamische Beanspruchung mit einbezogen, wobei
die Komponenten der Stofftensoren wiahrend der Beanspruchung als invariant an-
gesehen werden. Die gemischte Methode ermoglicht unter Berticksichtigung von
Dickendehnungen bei der Schalenformulierung sowie Quer- und Dickendehnungen
bei der Stabformulierung die Verwendung von 3D-elektromechanischen konstitu-
tiven Beziehungen. Wie auch bei der piezoelektrischen Schalenformulierung ist
es im Gegensatz zu herkommlichen Stabformulierungen daher auch mit dem pie-
zoelektrischen Stabelement moglich, Querkontraktion zu berticksichtigen. Deren
unmittelbarer Einfluss auf die elektromechanische Kopplung wird in einem der
Beispiele gesondert betrachtet. Dariiber hinaus zeigen die Beispiele, dass die nu-
merischen Losungen nicht beeinflusst werden, wenn auch Polynomansatze von
hoherer Ordnung fiir die elektrischen Feldkomponenten im numerischen Modell
vorhanden sind als zur Abbildung der physikalischen Gegebenheiten erforderlich.
Diese Eigenschaft ist insbesondere dann von besonderer Bedeutung, wenn a prio-
ri nicht bekannt ist, welche Polynomgrade zur Approximation der elektrischen
Feldkomponenten fiir eine genaue numerische Analyse notwendig sind.
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11 Ausblick

Abschlieflend wird ein Ausblick gegeben auf mogliche weiterfithrende Forschungs-
arbeiten, die sich durch die gewonnenen Erkenntnisse ergeben:

Die in dieser Arbeit beschriebene und auf elektromechanische Feldprobleme an-
gewendete Vorgehensweise zur Beseitigung inkompatibler Approximationsraume
ist allgemein giiltig. Sie kann daher auch auf andere tiber die konstitutiven Be-
ziehungen gekoppelte Feldprobleme - wie zum Beispiel magnetomechanische oder
thermomechanische Feldprobleme - angewendet werden.

Die vorgestellten piezoelektrischen Elementformulierungen verfiigen iiber eine all-
gemeine Schnittstelle fiir beliebige 3D-Stoffgesetze. Damit ist eine von der Bean-
spruchung abhéngige Veranderlichkeit der Koeffizienten in den elektromechani-
schen Stoffgleichungen verbunden. Deren Berticksichtigung durch entsprechende
Erweiterung der Vorgehensweise kann zum einen fiir die Analyse von Prézisions-
bauteilen in der Sensorik und Aktorik von Bedeutung sein. Zum anderen wird
damit auch die Modellierung von ferroelektrischen Werkstoffen moglich, deren
Polarisierung sich wéhrend der Beanspruchung durch ein elektrisches Feld um-
kehren lasst.

Ist bei einer geschichteten piezoelektrischen Schalenstruktur das elektrische Po-
tential an einem Schichtiibergang gesucht oder als Randbedingung vorgegeben,
sind zwei elektrische Freiheitsgrade tiber die Hohe nicht ausreichend. Um auch
derartige Problemstellungen elektromechanisch konsistent modellieren zu konnen,
ware das Konzept dahingehend weiterzuentwickeln.

Fiir die Uberpriifung von mechanischen Elementformulierungen haben sich in der
Vergangenheit verschiedene Patch-Tests etabliert - fiir piezoelektrische Elemente
steht dies noch aus. Damit kénnten Mindestanforderungen an eine piezoelektri-
sche Elementformulierung einheitlich tiberpriift werden, welche auch den in dieser
Arbeit untersuchten Aspekt abgestimmter Approximationsraume fir die elektri-
schen und mechanischen Felder beinhalten sollten.
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12 Empfehlungen fiir die Praxis

Auf Basis der in dieser Arbeit erzielten Forschungsergebnisse werden fiir eine
numerische Untersuchung piezoelektrischer Bauteile mit Stab- und Schalenele-
menten Empfehlungen fiir die Praxis gegeben.

Diese sind bei Sensoranwendungen beschrankt auf die gewohnlich verwendete Po-
larisierung in Dickenrichtung und die praxistypischen Beanspruchungen in Langs-
richtung oder Querrichtung.

Fir Aktoranwendungen beschranken sich die Empfehlungen auf ein in Dickenrich-
tung orientiertes elektrisches Feld bei Polarisierung der Strukur in Langsrichtung
(Schubaktoren) oder Dickenrichtung (Dehnaktoren).

Fiir andere Konstellationen wird im Rahmen einer ersten Orientierung auf Tabelle
4.1 verwiesen.

12.1 Sensoren
12.1.1 Dehnsensoren

Die mechanische Beanspruchung erfolgt in Langsrichtung. Eine lineare Approxi-
mation des elektrischen Potentials tiber die Dicke ist ausreichend, da damit der
konstante Verlauf des elektrischen Feldes iiber die Dicke korrekt abgebildet wird.

12.1.2 Biegesensoren

Bei Querbelastung ist die elektrische Feldkomponente in Dickenrichtung linear
iiber die Hohe verteilt. Dies ldsst sich mit einer linearen Approximation des elek-
trischen Potentials iiber die Hohe im Rahmen einer Standardformulierung nicht
abbilden, was zu fehlerhaften Ergebnissen fiir die Verschiebungen, die Verdrehun-
gen und das elektrische Potential fithrt. Die Berechnungsfehler fiir das elektrische
Potential und damit des Sensorsignals sind signifikant.

Um korrekte Ergebnisse zu erzielen, muss bei Biegesensoren zum einen die elektri-
sche Feldkomponente Ej; linear iiber die Hohe interpoliert werden. Zum anderen
ist die Verteilung der Schubterme und der damit gekoppelten elektrischen Feld-
komponenten El und EZ quadratisch tiber die Hohe abzubilden.

Eine Querbelastung fiithrt bei einem Biegesensor, welcher in der senkrecht zur Be-
anspruchungsrichtung orientierten Ebene gekriimmt ist, auch zu einer Torsions-
beanspruchung. Diese ist mit einer Verw6lbung des Querschnitts verbunden. Auf
Grundlage der numerischen Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit wird bei
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korrekter Erfassung der Querschnittsverwolbung fiir die Interpolation der elek-
trischen Feldkomponenten dieselbe Vorgehensweise wie fiir den ungekriimmten
Biegesensor als ausreichend erachtet. Dies begriindet sich damit, dass auch bei
einer Verwolbung des Querschnitts mit einer linearen Interpolation von Eg und
der quadratischen Interpolation von E; und E, nur noch sehr kleine Berechnungs-
fehler auftreten.

12.2 Aktoren

Ob eine lineare Approximation des elektrischen Potentials iiber die Dicke fiir
die Untersuchung von praxistypischen Aktoranwendungen ausreichend ist, hangt
zunéchst davon ab, ob sich der Aktor unbehindert verformen kann oder nicht.

12.2.1 Unbehinderte Verformung

Ermoglichen die Randbedingungen eine unbehinderte Verformung des Aktors,
ist das elektrische Feld in Dickenrichtung tiber die Hohe konstant und wird mit
einer tber die Dicke linearen Approximation des elektrischen Potentials korrekt
approximiert.

12.2.2 Keine unbehinderte Verformung

Wird aufgrund von geometrischen Zwangsbedingungen keine aktorisch induzierte
Biegebeanspruchung hervorgerufen, verlauft das elektrische Feld in Dickenrichung
konstant tiber die Hohe, womit eine uber die Dicke lineare Approximation des
elektrischen Potentials ausreicht.

Tritt aufgrund von geometrischen Zwangsbedingungen aktorisch induzierte Bie-
gebeanspruchung auf, sind gemafl den Ausfithrungen in Abschnitt 12.1.2 im Allge-
meinen auch Approximationen hoherer Ordnung fiir die elektrischen Feldgrofien
notwendig. Ob im jeweiligen Anwendungsfall auch eine lediglich lineare Appro-
ximation des elektrischen Potentials fiir eine gute Qualitat der Ergebnisse aus-
reichend ist, hangt im Wesentlichen ab von der Intensitat der induzierten Biege-
beanspruchung. Diese wiederum ist von verschiedenen Parametern abhéngig, wie
beispielsweise von der Bauteilgeometrie, der Beanspruchung, den Materialeigen-
schaften und den geometrischen Randbedingungen. Daher kann fiir diesen Fall
keine allgemeine Empfehlung gegeben werden.
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A Transformation zwischen lokalen und globa-

len elektrischen Freiheitsgraden

Mit
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ist der Zusammenhang zwischen den lokalen elektrischen Freiheitsgraden ¢; =
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beziiglich lokaler und globaler elektrischer Freiheitsgrade und den mechanischen

Freiheitsgraden v = [uy, us, us, 41, Ba, ﬁg]T folgt der Zusammenhang zwischen den
Elementsteifigkeiten K und K¢ auf lokaler und globaler Ebene.
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ergibt sich der Zusammenhang zwischen dem residualen Vektor R, und Ry auf

lokaler und globaler Ebene.
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B Orthogonalisierungskoeffizienten fiir die EAS-
Ansatze der Schalen- und Stabformulierung

B.1 Schalenformulierung

On

En

On

—_

0

h2/12

h2/12

h3/12

Tab. B.1: Orthogonalisierungskoeffizienten der EAS-Ansétze liber die Schalendicke fiir
El, EQ und Eg
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B.2 Stabformulierung

ni|m Onm Enm Unm
110 0 0 0

1] 1 0 0 0
01 0 1 0
20| #?/12 0 b2 /12
2|1 0 b%/12 0

2 | 2 || h2?/144 0 h2b2 /144
1] 2 0 0 0
02| n2/12 0 h?/12
310 0 0 0

3] 1 0 0 0

3] 2 0 0 0
313 0 0 0
213 0 h2b% /80 0
113 0 0 0
0|3 0 3h?/20 0
410 b*/80 0 bt /80
411 0 b* /80 0

41 2| h**/960 0 h2b* /960
4|3 0 3h2b* /1600 0

4| 4 || h*b*/6400 0 h4b* /6400
3| 4 0 0 0

2| 4 | K'?/960 0 b2 /960
1] 4 0 0 0

0| 4 h* /80 0 h*/80

Tab. B.2: Orthogonalisierungskoeffizienten der EAS-Ansétze iiber den Stabquerschnitt

fir Eh EQ und Eg
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C Herleitung der analytischen Losung fiir den
Biegesensor bei Querbelastung

In diesem Abschnitt wird die analytische Losung fiir die Biegelinie eines piezoelek-
trischen Biegesensors auf Basis der Timoshenko-Stabkinematik und der Theorie
der linearen Piezoelektrizitat fiir deformierbare Dielektrika abgeleitet.

Unter Vernachlassigung der Querkontraktion wird hierbei ein an einem Ende
eingespannter, piezoelektrischer Stab mit konstanter Querschnittsbreite b, Quer-
schnittshohe h und Lénge L betrachtet, der an der Unterseite geerdet und am
freien Ende mit einer Einzelkraft ' = @), belastet ist, vgl. hierzu Beispiel 7.1.4.

Aus der konstitutiven Beziehung, siehe Gleichung 3.32, folgt bei Polarisierung in
Dickenrichtung mit E-Modul £ und Schubmodul G das Gleichungssystem

S = E-Ey, — ej- Es
D® = ey En + e By
St = G-Ei3 — ®15'El
D' = e15 - Fig + €11 E,

(C.1)

Da die Struktur im elektrischen Sinne nicht kurzgeschlossen ist, gilt D' =0 und
D3 = 0. Damit folgt aus Gleichung C.1, die Beziehung

By = -B.p, | (C.2)

€33

nach der Timoshenko-Kinematik gilt die Beziehung

E11 = gz = wl(:c) 2 (CB)

mit der Verschiebung u in Stablangsrichtung =, dem Verdrehwinkel ¢ (x) und der
Dickenkoordinate z. Einsetzen der beiden letzten Gleichungen in C.1; fithrt auf

2
€13

S =(E+ ) ¢(z)-2 . (C4)

€33

Setzt man diese Beziehung in die Definition des Biegemomentes
M, = / 2.5 dA (C.5)
A

ein, ergibt sich

M, = /A(E+ CI) () 22dA (C.6)

€33
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woraus man mit £ := ¢'(z) und [, := z*dA eine Momenten-Kriimmungsbe-
ziehung in der Form
2
M, = (E+ 28).1,.5 (C.7)
€33

fiir den elektromechanischen Stab erhélt. Auflésen dieser Beziehung nach x =
Y'(z) und Einsetzen in Gleichung C.4 ergibt

2
(E+%)-M
Yy

St = fg; a=tes (C.8)
E+ . v
( E33) y

Mit Verwendung der aus der Mechanik bekannten Aussage fiir den Verlauf der
Schubspannungen iiber einen Rechteckquerschnitt mit Flache A

3 @ 422
13 y
S £ A .
N R (C9)
sowie Gleichung C.8 in Gleichung C.1 ergibt sich
- M
E-Ey —e3-by = — .z
1,
©13-Ey + €33- By = 0 (C.10)
G-E B o= 3. (1 45) |
13 €15 1 = 5 A 72
e15-Fis +en-E = 0

Lost man die zweite und vierte Zeile auf nach E‘g, und El, erhélt man durch
Einsetzen in die erste und dritte Zeile die beiden Gleichungen

2
M
(B + ?) By o= 77
33
o 3 0 L2 (C.11)
G+ -B).p. = Z.%.(1 - =
(G + 611) 13 5 24 ( 52 )
und mit M, = F(L — x) sowie @, = F
F(L—x)- 2
g, - Fl=-2)-= D, — 4 53
Ly Dy €3 (C.12)
3-F 42 e? '
Esy = — (1 — — D, =G +
13 QAID)Q ( h2) 2 +€11
Mit Integration von Gleichung C.12; iiber die Stablange L folgt
F(L—x)-
u(z,z) = /de + O
L Iy . ]D)l
o ] (C.13)
= L-x— =22
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wobei sich mit der Randbedingung u(0,z) = 0 fiir die Integrationskonstante
C} = 0 ergibt. Damit folgt fiir die Verdrehung
_ Ou F 1

= — = L-x— =-2%) . 14
et s M CIE A SRS (C.14)

()

Aus den Beziehungen in den Gleichungen 6.32 und 6.38 folgt

Eys = p(z) - Ens (C.15)
mit - 4.2
z
p(z) = 1 (1- ﬁ) - (C.16)
Hieraus ergibt sich in Verbindung mit Gleichung C.125 die mittlere Schubverzer-
rung zu
- 6 F
Ei3=—- C.17
P75 AD, (C.17)
Wegen
- ow  Ju
Ei3 = — — — C.18
s ox 0z ( )
folgt mit Gleichung C.14 und Gleichung C.17
ow 6 F F 1
! = = . L-x— = 2° C.19
e )= T A, L ;, T ) (C.19)
und aus Integration iiber die Stablinge L fiir die Durchbiegung
6 F-L F 1 1
=_. —.L-x* - 2.2 . C.20
w2 =g o, Yo, G T T ) (C-20)

Die vertikale Verschiebung der neutralen Faser an der Kragarmspitze ergibt sich
damit fir den gekoppelten Fall zu

F-L 1 F-I?
A-Dy 3 1,-D

6
Im unpolarisierten Zustand gilt €13 = 15 = 0. Aus Gleichung C.12 folgen Dy = F
und Dy, = G, womit sich als vertikale Verschiebung der Kragarmspitze
6 F-L 1 F-L3

b0 =5 G Aty B

(C.22)

fiir den rein mechanischen Fall ergibt. Durch Verwendung von A; = k, - A mit

Ks = % erkennt man, dass Gleichung C.22 mit der klassischen mechanischen

Losung iibereinstimmt.
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D Verlauf der Schubspannung iiber die Dicke
bei einem geschichteten Querschnitt

Die referenzflichenbezogene, piezoelektrische Schalenformulierung nach Kapitel
6 erlaubt unter Verwendung kinematischer Annahmen die zweidimensionale Be-
trachtung einer dreidimensionalen Struktur. Dabei wird angenommen, dass das
Integral der Spannungen S33 {iber die Dicke zu Null wird, was einem ebenen
Spannungszustand in schwacher Form gleichkommt.

Dabher ist es fiir die Herleitung der Dickenverteilung g, (¢) der Schubspannungen
in der Schalenformulierung legitim, das Stoffgesetz fiir jede Schicht - wie in AL-
TENBACH et al. [4] vorgeschlagen - beztiglich der Spannungen in Dickenrichtung
zu kondensieren. Geméafl der Gleichungen 3.7 - 3.10 ist die konstitutive Beziehung
fiir orthotropes Material unter Verwendung von

[Sla SQa S?n 547 S57 SG]T = [8117 S22a 5337 S127 313’ 523]T ( )
D.1
[E1, Ba, Es, Ey, Es, Eg)' := [Eu, By, Es, 2E15, 2E3, 2Ex)"
beschrieben mit
(Sl [Cu G Gz 0 0 0 |[E]
Sy Cia Cop Co3 0 0 0 Esy
S3 _ Ciz Cy3 C33 0 0 0 E; (D.2)
Sa 0 0 0 Cu O 0 E,
Ss 0 0 0 0 Cs5 O Es
| S6 | 0 0 0 0 0 Ce | | E6 |
Mit der Annahme des Verschwindens der Spannungen in Dickenrichtung
53 = 013 E1 + 023 E2 + 033 E3 =0 (D?))
folgt
1
Es = —07(013 Ey + Cy3 Es) (D.4)
33
und damit
CisC; .
Sl (Ol] - == j3) Ej ) 1] € {1a274} : (D5)
Cs3
= Qyj
Angewendet auf jede Schicht k ergibt sich die Beziehung
k _ Ak ok -
Sz’  wij Ez ) 1] € {17274} (D6)
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D VERLAUF DER SCHUBSPANNUNG UBER DIE DICKE
BEI FINEM GESCHICHTETEN QUERSCHNITT

mit den reduzierten Schichtsteifigkeiten ij ,

k .
;i eilt.

Die Dickenverteilungen der Schubspannungen werden in ALTENBACH et al. [4]

aus den Gleichgewichtsbedingungen abgeleitet zu

C2
Q) = dj ( Qh 5 9 Z [
7j=1
CQ k
wﬁ(@ﬁ2+z[$—
j=1
C2
() = d§2( ]2622"‘2{
j=1
2
& ( S + Y [oh
7j=1
mit Q) = QY = @9, =0

Liegt keine Belastung in der Ebene vor, gilt

d*

mit

diy di; 0

=D '=|d, d O ,

0 0 d

nlay

Dy= [, Q=53 @} ()

]1 Cj—12
}[21>

(D.7)
] 1} [<j1]2>
2
] 1} [Cj71]2
2
Dll D12 O
Dis Doy 0 (D8)
0 0 Dy

o[ L iged{1,24 . (DY)
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E Materialdaten

E.1

E.2

Beispiel: Torsionsaktor

[126.0 84.1 841 0 0 0
126.0 795 0 0 0
126.0 0 0 0
€= 23.0 0 0
sym. 23.0 0
i 23.
(233 —65 —65 0 0 0
e = 0 0 0 170 0 0
0 0 0 0 17.0 0
[ 13.00 0 0
— 15.03 0 107955
| sym. 15.03

[10°7]

Beispiele: Dynamische Beanspruchung einer halbkreis-

formigen Ringschale und Kragarm unter Endmoment

[ 84.81 36.35 36.35 0 0 0
84.81 36.35 0 0 0
B 8481 0 0 0
- 2423 0 0
sym. 24.23 0
24.23
[0 0 0 0 170 0
= 0 0 0 0 0 17.0
| 21.667 21.677 12955 0 0 0
165 0 0
= 16.5 0 102,
sym 16.5

[10°%]

p = 7600 kg/m3
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E MATERIALDATEN

E.3 Beispiele:

Zylinderformiger Segmentaktor und Kreis-

ringsensor unter Querbelastung

127.20 80.25 8455 0 0 0
12720 8455 0 0 0
11724 0 0 0
= 100,
¢ 2347 0 0 [ mz}
sym. 22.99 0
i 22.99 |
0 0 0 0 17.03 0
e = 0 0 0 0 0 1703| [&]
| —6.62 —6.62 2324 0 0 0
[ 15.05 0 0
€ = 15.05 0 107958 |
| sym. 13.01

E.4 Beispiel: Piezoelektrischer Stab auf zwei Stiitzen

[ 132.00 73.00 71.00 0 0 0 |
132.00 71.00 0 0 0
115.00 0 0 0
= 10725
¢ 30.60 0 0 [ mz}
sym. 25.60 0
i 25.60 |
0 0 0 0 1050 0
e = 0 0 0 0 0 1050 | [&]
| —4.10 —4.10 1200 0 0 0
[ 708 0 0
€ = 708 0 107955
| sym. 5.84
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