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Zusammenfassung

Das plastische FlieBen duktiler polykristalliner Metalle ist stark durch ihre
kristallographische Textur beeinflusst, so dass das Einbeziehen dieser Mikro-
strukturinformation in Materialmodelle eine Voraussetzung fiir die korrekte
Vorhersage des makroskopischen Materialverhaltens darstellt. Um ein mikro-
mechanisch motiviertes starr-viskoplastisches Materialmodell abzuleiten, wird
in dieser Arbeit eine texturbasierte Formulierung der FliefSpotentiale kubisch-
flachenzentrierter Kristalle durch eine tensorielle Fourier-Reihenentwicklung
mit Texturkoeffizienten vorgeschlagen. Der Vorteil des verfolgten Ansatzes liegt
darin, dass die tensorielle Fourier-Reihenentwicklung eine kompakte kontinu-
umsmechanische und invariante Darstellung erlaubt und sich prinzipiell auf
beliebige Kristallsymmetrien tibertragen ldsst.

Das Fliefspotential wird zunéchst fiir den Einkristall, sowohl im Spannungs-
als auch im Dehnratenraum bestimmt. Fiir die Berechnung der anfanglich
unbekannten Materialfunktionen der Approximation wird ein Minimierungs-
problem im Raum der speziellen orthogonalen Tensoren definiert und gelost.
Die isotropen Funktionen sind universell und hdngen nur vom Belastungsfall,
nicht aber von der Kristallorientierung ab. Alternativ wird ein algebraisches
Argument zur Herleitung der Materialfunktionen entwickelt.

Die texturbasierten makroskopischen Fliefipotentiale werden aus der
Einkristallformulierung durch die Berechnung der elementaren Schranken
1.0Ordnung unter Beriicksichtigung der Orientierungsverteilungsfunktion
bestimmt. Die Form des texturbasierten Spannungs- und Dehnratenpotentials
und die Giite der Approximation werden durch zahlreiche Beispiele mit
verschiedenen Dehnratensensitivititsparametern und Belastungsarten fiir
Ein- und Polykristalle demonstriert. Die texturbasierte Reuss-Schranke des
Spannungspotentials wird fiir die Vorhersage der R-Werte, Fliefisspannungen
und Zipfelbildung angewendet und mit experimentellen Befunden verglichen.






Summary

The plastic flow of ductile polycrystalline metals is strongly influenced by
the crystallographic texture, so that the incorporation of this microstructural
information into material models presents a prerequisite for the correct pre-
diction of the macroscopic material behaviour. To derive a micromechanically
motivated material modell, this study proposes a texture based formulation of
primal/dual flow potentials for face centered, rigid-viscoplastic cubic crystals.
The formulation is based on tensorial Fourier series approximations with texture
coefficients. The outstanding advantage of this representation ansatz lies in
the fact that the tensorial Fourier series allow for a compact and invariant
continuum mechanical representation, and that in principle it could be assigned
to other crystal symmetries, as well.

At first, the flow potential is determined for a single crystal in both the stress
space and the strain-rate space. For the calculation of the primary unknown
material functions in the approximation, a minimization problem over the space
of special orthogonal tensors is formulated and solved. The isotropic functions
are universal and depend on the loading case only, but not on the crystal
orientation. An algebraic argument is developed alternatively for the affiliation
of the material functions.

Based on the primary and dual single crystal formulations, first order bounds
on macroscopic flow potentials are calculated under consideration of the
crystallite orientation distribution function. The shape of the texture based
stress, strain-rate potentials and the goodness of the approximation are
demonstrated by large number of examples with different strain rate sensitivity
parameters and loading cases for both the cases of single crystal and polycrystal.
The texture based Reuss bound on the stress flow potential is applied for the
prediction of r-values, flow stresses and earing profiles and compared with
experimental results.
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Kapitel 1

Einleitung

Metallische Werkstoffe sind meist polykristallinen Aufbaus, d.h. Aggregate von
ndherungsweise einkristallinen Doménen, deren Gesamtheit durch eine Textur
gekennzeichnet ist. Bei vielen polykristallinen Materialien sind die makros-
kopischen Eigenschaften stark abhdngig von der Anordnung der Kristallori-
entierungen. Einerseits ldsst sich die Textur durch Kristallorientierungen und
deren Volumenfraktionen (kristallographische Textur), andererseits durch die
Korngrofse und -form der Kristalle (morphologische Textur) charakterisieren.

Die plastische Verformung der Metalle resultiert aus dem kristallographischen
Gleiten, das infolge der Belastung zu einer Texturierung und damit zu einer
makroskopischen mechanischen Anisotropie fiihrt. Aus diesem Grund miis-
sen bei der Modellierung von Umformprozessen die gesamte Bearbeitungsge-
schichte und die Texturentwicklung wéahrend des plastischen Fliefiens bertick-
sichtigt werden.

Fiir eine prédzise Modellierung plastischer Verformungen von Polykristallen
muss unter Umstdnden die Mikrostrukturinformation in das Plastizitdtsmodell
mit einbezogen werden. Wenn sich die Textur und damit die Anisotropie-
eigenschaften wihrend des plastischen Fliefens dndern, muss die Anderung
der Form der Fliefsfliche wihrend der Verformung berticksichtigt werden. Ein
typisches Beispiel des Einflusses der Textur auf die plastische Anisotropie ist die
Bildung von Zipfeln wahrend eines Tiefziehprozesses (Abb. [L.1)).

Eine Vorhersage des anisotropen Materialverhaltens ldsst sich durch Finite-

Elemente-basierte Kristallplastizititsmodelle realisieren (

h&‘lﬁg M.eb.e_Lm.d_S_cthteI |2£Kl4| Diese basieren auf einer kontmuumsme-

chanischen Zwei-Skalen-Modellierung und auf Mikro-Makro-Ubergéngen. Der

Nachteil einer solchen Simulation besteht im aufSerordentlich grofien numeri-
schen Aufwand. Eine Alternative besteht darin, aufserhalb des Finite-Elemente-
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Codes die makroskopische Fliefsfliche oder das Dissipationspotential zu be-
stimmen und in die Simulation einzubinden.

Abbildung 1.1: Zipfelbildung von AIMglMn1l-Warmband mit schwacher und scharfer,
kubischer Textur (http://aluminium.matter.org.uk)

Die meisten existierenden makroskopischen Modelle sind rein phdnomeno-

logisch und beriicksichtigen keineswegs die Mikrostruktur (Hill, [1948: Barlat

et al., [1997h). Ein weiterer Nachteil rein phdnomenologischer Modelle besteht
darin, dass die makroskopischen mechanischen Experimente nicht alle Mate-
rialeigenschaften durch Standardversuche erfassen konnen, z.B. die Material-
parameter in der Dickenrichtung diinner Bleche. Dagegen konnen heutzutage
mikroskopische Messungen von Kristalleinzelorientierungen mittels Riickstreu-
elektronenbeugung effektiv durchgefiihrt werden. Aus diesem Grund besteht
die Moglichkeit und die Notwendigkeit, quasi-phdnomenologische Modelle
zu entwickeln, die die plastische Anisotropie aufgrund von mikroskopischen
Messungen abbilden koénnen. Solche quasi-phdnomenologische Ansidtze, be-
stimmt anhand der Orientierungsverteilungsfunktion, wurden ansatzweise von

|AJ:m.1.n.1m1J.1.n.d_B_a.cm1.x| _‘LQ%j) und |Man_H.Qu.tif_e_t_alJ ( ) entwickelt.

Ziel dieser Arbeit ist die Formulierung texturbasierter FliefSpotentiale als ten-

sorielle Fourier-Reihenentwicklung. Der Schwerpunkt liegt auf dem Einfluss
der kristallographischen Textur bzw. der Orientierungsverteilungsfunktion
auf das makroskopische Materialverhalten. Als Ausgangspunkt werden
die Spannungs- und Dehnratenpotentiale fiir starr-viskoplastische, kubisch-

flichenzentrierte Einkristalle von |H.u.td].ms_m:] .lQZd) durch tensorielle Fourier-
Reihen approximiert. Die Formulierung fiir Einkristalle erlaubt die Bestimmung



Einleitung

einer einfachen Abschdtzung der makroskopischen Schranken der Flief3po-
tentiale 1. Ordnung durch die Beriicksichtigung der Orientierungsverteilungs-
funktion und durch die einfachen Homogenisierungsmethoden. Das makro-
skopische Materialverhalten wird hier entweder unter der Annahme eines
homogenen Spannungs- oder eines homogenen Dehnratenfelds vorhergesagt,
was der Berechnung elementarer Schranken entspricht.

Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert. Die Grundlagen der mathematischen Be-
schreibung der Orientierungsverteilungsfunktion fiir kubische Kristalle werden
in Kapitel [ eingefiihrt. In Kapitel 3] werden die Materialgleichungen der Ein-
kristalle zusammengefasst. Ein Uberblick iiber die Homogenisierungsmetho-
den, rein phanomenologische, quasi-phdnomenologische und Finite-Elemente
basierte Modelle wird in Kapitel @] gegeben. In Kapitel Bl werden Grundlagen
der Gruppentheorie und der Darstellung von Funktionen durch tensorielle
Fourier-Reihen eingefiihrt und ein spezieller Darstellungssatz diskutiert. Die
Formulierung einer texturbasierten Approximation fiir das Spannungs- und
Dehnratenpotential starr-viskoplastischer, kubisch-flichenzentrierter Metalle
wird in Kapitel [@ ausfiihrlich beschrieben. Die Qualitdt der texturbasierten
Approximation wird durch numerische Beispiele fiir Ein- und Polykristalle
unter verschiedenen Belastungsfillen und fiir verschiedene Dehnratensensitivi-
tatsparameter sowohl im Spannungs- als auch im Dehnratenraum demonstriert.
Wichtige Anwendungen des Modells sind durch die Berechnung von R-Werten
(Lankfort-Koeffizienten), Fliesspannungen und Zipfelprofilen gegeben. Da die
abgeleiteten FliefSpotentiale im Allgemeinen nicht konvex sind, wird in Ka-
pitel 8 ein Verfahren zum Konvexifizieren vorgeschlagen. Schlussfolgerungen
werden in Kapitel 9] zusammengefasst.






Kapitel 2

Mathematische Beschreibung der
Orientierungsverteilungsfunktion

2.1 Parametrisierung des orthogonalen Tensors

Eine polykristalline Struktur wird im einfachsten Fall durch die Orientierung
und Volumenanteile der einzelnen Kristallite gleicher Orientierung (kristallo-
graphische Textur) und durch die Grofie sowie die Form der Korner (mor-
phologische Textur) beschrieben. Fiir die statistische Darstellung der Héau-
tigkeitsverteilung der Kristallite beziiglich ihrer kristallographischen Orien-
tierung werden meist Orientierungsverteilungsfunktionen (OVF) (Ein-Punkt-
Korrelationsfunktionen) verwendet, die morphologische Aspekte vernachlas-
sigen. Fiir die Beriicksichtigung der morphologischen Textur dienen n-Punkt-
Korrelationsfunktionen (mit n > 2).

Diese Arbeit wird dem Einfluss der kristallographischen Textur auf die me-
chanischen Figenschaften anisotroper Polykristalle gewidmet und beschrankt
sich daher lediglich auf die Betrachtung der Orientierungsverteilungsfunktion
f(Q), die die Wahrscheinlichkeit einzelner Kristallorientierungen angibt.
Am Ende dieses Kapitels wird kurz auf die Formulierung der n-Punkt-
Korrelationsfunktionen eingegangen.

Die Beschreibung einer Kristallorientierung erfolgt durch einen orthogonalen
Tensor Q € SO(3), der eine raumfeste Referenzbasis der Probe {e;} in die
kristallographische Gitterbasis {g, } abbildet

g; = Qe;. (2.1)

Da kubische Einkristalle betrachtet werden, kann e; ohne Beschrankung der
Allgemeinheit als Orthonormalbasis eingefiithrt werden. Die mathematische
Beschreibung des orthogonalen Tensors @ kann beispielsweise durch drei Eu-

ler’sche Winkel {p1, @, o} _RQeI, h%d; |]iu.n.ge], |126d), einen Drehwinkel und eine
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normierte Rotationsachse {¥.n} (Silhavyl.[1997) oder durch Quaternion (Becker

und Panchanadeeswaran, [1989) erfolgen. Alle Darstellungen sind zueinander

dquivalent.

Eine Parametrisierung durch eine normierte Rotationsachse n und einen Winkel
bzgl. dieser Achse ¥ € [0, 7]

Q=n®n+cos(V) (I —n®n)—sin()eg n] (2.2)

wird in Abhédngigkeit von dem Ricci-Tensor €3 = €;j1€; ® €; ® €, mit

Komponenten
+1, gk = 123,231,312,
€k =4 —1, igk = 132,213,321, (2.3)
0, sonst

festgelegt. Laut der Darstellung nach Euler wird der orthogonale Tensor @
durch drei nachfolgende Rotationen definiert: eine Drehung um die 3. Achse
des Referenzkoordinatensystems, eine nachfolgende Drehung um die sich neu
erstellte 1. Achse und eine Drehung um die neue 3. Achse

[ cos(pa)  sin(py) 0] [1 0 0 cos(p1) sin(e1) 0
Qij = |—sin(p2) cos(pz) 0] |0 cos(®) sin(P)| |—sin(e1) cos(er) 0[(2.4)
0 0 1} |0 —sin(®) cos(P) 0 0 1

[ cos(p1) cos(p2) — sin(p1) cos(®) sin(pa) sin(p1) cos(p2) + cos(p1) cos(®) sin(p2)  sin(P) sin(p2)

sin(¢1) sin(P) — cos(¢1) sin(P) cos(P)

Die drei Eulerwinkel haben die folgenden Definitionsbereiche
¢1 € [0,27), o < [0, 7], o € [0,2m) . (2.5)
Diese werden im Falle einer kubischen Symmetrie auf
©1 € [0,2m), ¢ e 0, /2], @9 € [0,7/2] (2.6)

reduziert. Ein Nachteil der Darstellung mit Hilfe von Eulerwinkeln besteht
darin, dass sie nicht eindeutig ist. Fiir einen Winkel ¢ gleich null, kann nicht
mehr zwischen den anderen zwei Winkeln unterschieden werden. Im Folgen-
den wird aber dennoch diese Darstellung verwendet, da sie weiten Einsatz in
der Texturanalyse gefunden hat.

= | —cos(p1) sin(p2) —sin(p1) cos(P) cos(p2) —sin(p1) sin(p2) + cos(p1) cos(P) cos(p2) sin(P) cos(p2) | -
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2.2 Darstellung der kristallographischen OVF durch
Fourier-Reihen

Definition und Eigenschaften der OVE. Die OVF enthilt statistische Informa-

tionen tiber den Volumenanteil dV/V der Kristallorientierung Q ( , )
dVv
Q) = 1(Q)aQ 27)

d@ ist das Volumenelement in SO(3), das eine invariante Integration gewéahr-

leistet .G_elifa.n.d_eLalJ, h%j)
| (@do= | f(QQydQ.  vQ, e SO(@). 28)
50(3)

50(3)

Durch die Euler’schen Winkel mit Definitionsbereichen @.3) wird d@ wie folgt
formuliert ( , )

sin @
dQ = 87‘(’2 dtpl do d(,OQ . (29)

Es gilt [s503 dQ =1. f(Q) ist normiert und erfiillt die Bedingung der
Nichtnegativitit

| f@do=1. (@ =0, vQeSO®Q). (2.10)

SO(3)

Fiir eine regellose Orientierung der Kristalle (graue Textur) ist die OVF konstant

f(@Q) =1. (2.11)
Die OVF besitzt sowohl die Kristallsymmetrie
(@) = f(QHY), VH?eS”CS0(3) (2.12)
als auch die Probensymmetrie
Q) = f(H®Q), VH®eS°CS0(3), (2.13)

die die Mikrostruktur kennzeichnet. Die Symmetriegruppen des Kristallgitters
und der Probe werden in (ZI2) und @I3) durch S¢ und S° bezeichnet.
Im Folgenden wird der hochgestellte Buchstabe C' im engeren Sinne fiir die
Bezeichnung der kubischen Kristallsymmetrie verwendet.
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Fiir eine kubische Kristallsymmetrie besteht die Symmetriegruppe S¢ aus
insgesamt 24 Symmetrietransformationen H, gegeben hier durch eine Rota-

tionsachse bzgl. {g,} und einen Drehwinkel nach 2.2) (vgl. |&1bﬂse_u.n.d_]3_er.t1:a.m|
)):

e cine Rotation durch H® = T ,

* sechs Rotationen bzgl. der Flichendiagonalen (gl- + gj) /V/2 mit ¥ =7
(i<jii,j=1...3),

e acht Rotationen bzgl. der vier Raumdiagonalen (g; + g, + g5) /v/3 mit
0 =2rk/3 (k = 1,2),

* neun Rotationen bzgl. der Gitterachsen g;(i=1...3) mit ¥ = 7k/2
(k=1...3).

Wird durch ¢(Q(z)) eine mechanische Figenschaft des Werkstoffs bezeichnet,
die in jedem Punkt nur von der Kristallorientierung abhdngig ist, dann lasst
sich ihr Volumenmittelwert durch f(Q) wie folgt bestimmen

b= )= [@Ear - | @ .19

Skalare Fourier-Reihen. Falls angenommen werden kann, dass die OVF quad-
ratisch integrierbar ist, dann kann f(Q) durch eine Fourier-Reihe dargestellt
werden.

Eine Darstellung der kristallographischen Textur wurde von hM.g]J.DI l.%d)
durch verallgemeinerte Kugelfldchenfunktionen 7;""(Q) vorgeschlagen, die ein

orthonormiertes Funktionssystem bilden

oo+l +1
Q)= lZ Zl Zlsz” "(Q). (2.15)
=0m=—Iln=—

Die Formulierung durch die Eulerwinkel fiir 7;""(Q) erfolgt durch verallgemei-
nerte Legendre-Funktionen P/ (®)

Tlmn(Q) — eimwgplmn(q))eimpl. (216)

Die Koeffizienten der Reihenentwicklung C7™" werden aus Messungen von
Polfiguren bestimmt. Diese Reihenentwicklung wurde fiir beliebige Funktionen
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f(Q) entwickelt, die keine Symmetriebedingungen erfiillen. Eine Berticksichti-
gung der Proben- und der Kristallsymmetrie fiihrt dazu, dass einige Texturko-
effizienten gleich null oder abhidngig voneinander sind.

Um die Anzahl der Koeffizienten zu reduzieren, schlédgt |Eu.n.g£| .l%é) die
Anwendung von symmetrischen verallgemeinerten Kugelflachenfunktionen

1 (Q) vor, die bzgl. der Kristall- (S“) und der Probensymmetriegruppen
(8®) invariant sind. Diese modifizierte Reihenentwicklung besteht aus linear
unabhédngigen Funktionen

M(1) N(1)

HQ = Q). (2.17)

=0 p=1 v=1

<

Die oberen Grenzen M (l) und N(l) hdngen von der Kristall- und der Pro-
bensymmetrie ab. Die Fourier-Koeffizienten der Reihe C/" beschreiben die
kristallographische Textur und sind Funktionen von 7" (Q). Fiir eine bekannte
OVF konnen die Texturkoeffizienten C/* durch einen Volumenmittelwert tiber
die Menge aller gemessenen Orientierungen berechnet werden

= @+1) [ FQI1"(Q)d. (2.18)

SO(3)
Eine Ubersicht von Orientierungsverteilungsfunktionen, die durch harmoni-
sche Funktionen definiert sind, wird in Masgnjn_d_s_chnﬂ gl;g )( 22% ﬁe eben (fiir
hypersphérische harmonische Reihen siehe auch| .m)).

Tensorielle Fourier-Reihen. Die meisten Grofien, die zur Beschreibung physi-

kalischer und mechanischer Materialeigenschaften verwendet werden, haben

tensoriellen Charakter (|G_ea.r;u.m.d_Qn.a.t|, |12Z4|). Aus diesem Grund ist in der

Kontinuumsmechanik die Anwendung einer tensoriellen Orientierungsvertei-

lungsfunktion vorteilhaft. Eine tensorielle Fourier-Reihendarstellung fiir kubi-

sche Kristalle wurde von [Adams et al] .lﬂQj) vorgeschlagen. Fiir tensorielle

Orientierungsverteilungsfunktionen mit beliebigen Kristall- und Probensym-

metrien sei auf die Artikel Von|Zh.en.gJ.m.d_ZmJ| ( ) und |Zh.en.gJJ.n.d_FJJ| (IZ(KI]J)

verwiesen.

Nach |A.d.ams_€_f_al] (|1292|) und |Gyld]_et_al.| .lﬁQj) enthilt die Fourier-

Reihenentwicklung der OVF fiir kubische Kristalle Glieder von irreduziblen
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Tensoren der Stufe S mit

fQ) =1+ f5(Q), (2.19)
(B} = {4, 6, 8,9, 10,12, 125, 13, 14, 15, 16;, 165, 17, 18y, 18y,...} .

Jedes Glied setzt sich aus dem Skalarprodukt eines durch die Orientierung Q
gedrehten kubischen Referenzbasistensors T/, und eines Texturkoeffizienten

V’< 5, Zusammen

Fo = Vigy  Fiay(Q), Fig)(Q) = @+ Tig,. (2.20)

Da die Darstellung der kubischen irreduziblen Tensoren nicht fiir jede Tensor-
stufe eindeutig ist, wird diese Tatsache durch den tiefgestellten Index ¢ von
3 angedeutet. Bei den fithrenden Tensoren mit einer eindeutigen irreduziblen
Darstellung, z.B. von Stufe 4, 6, 8, 9 usw., wird der Index weggelassen. Dagegen
existieren drei kubische Basistensoren 12.Stufe, von denen nur zwei Tensoren
(T'19,, @ = 1,2) voneinander linear unabhéngig sind (vgl. Gleichung @2.19)).
Das Zeichen (%) in [.20), bezeichnet das Rayleigh-Produkt, das fiir einen Tensor
beliebiger Stufe 3

Ay = Apiy..ig€i, @€, @ ... R e, (2.21)

durch
Q* Ay = Aiiy.iy (Qei) ® (Qey,) ® ... ® (Qeyy) (2.22)

definiert ist. Irreduzible Tensoren werden durch () bezeichnet. Diese sind
spurfrei bzgl. aller Indexpaare und vollstindig symmetrisch

/ = Al 0, (2.23)

/ - _ _
ll...igfliﬂ - ilizll...iﬂfliﬁ o 1102...00 —

Al — A — A _ (2.24)

1192..13-118 1112..18181 1413..18181

Die letzten Eigenschaften (2.23)-@224) reduzieren in signifikanter Weise die
Anzahl der unabhingigen Tensorkomponenten irreduzibler Tensoren (siehe
Anhang [C] Tabelle [C.1). Die Anzahl der unabhingigen Komponenten ist im
allgemeinen Fall fiir einen irreduziblen Tensor der Stufe 3 durch

dim (A7) =28 + 1 (2.25)

gegeben. Fiir die Bestimmung des irreduziblen Anteils von Tensoren wird auf

) verwiesen.

10
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Die Referenztensoren T/, in (2.20) werden im Folgenden ohne Beschriankung
der Allgemeinheit mit Hilfe der Dimension des Raumes irreduzibler Tensoren
der Stufe ; normiert

[Tl = 26; + 1. (2.26)

Da nur kubische Einkristalle betrachtet werden, besitzen sie eine kubische
Symmetrie

T)sy = H  x Ty,  VH € 89 C 50(3). (2.27)
Dagegen sind die Texturkoeffizienten durch die Probensymmetrie charakteri-
siert

Vigy=H* Vi,  VH® €S8 CSO(3). (2.28)
Die Referenzbasistensoren bzw. die Texturkoeffizienten bilden ein Ortho-
normalbasissystem und erfiillen die ,schwache” Orthogonalititsbedingung

(@ )@ (o [ =0, V£ Vi,

(2.29)
SO(3

Irreduzible kubische Basistensoren verschiedener Stufen sind orthogonal zuein-
ander (vgl. auch Kapitel[B)), was im Allgemeinen fiir kubische Basistensoren glei-
cher Tensorstufe nicht gilt. Fiir die kubischen Basistensoren, die eine eindeutige
Darstellung besitzen, gilt

/ /
»(Q) _Fip(Q) A )
40 = .y 10.13. 14. ... (2.

mit dem Identitdtstensor A ) fiir irreduzible Tensoren der Stufe 3. Die Berech-

nung von A »5 wird im Anhang[Alfiir beliebige Tensorstufen gegeben (vgl. z.B.
0 l%d); |Eh1:e_n.trau.t_1m.d_M.1.lsch1k| .M)).

Die Texturkoeffizienten V/< 8) der Tensorstufen, die nur mit einem kubischen

Basistensor T} identifiziert werden, lassen sich mit Hilfe der Bedingungen

2.29) und @.30) wie in (2.18) darstellen

, 1

Vo = 557 | HQF(Q)dQ,  5=4,6,809,10,13,14,... (231)
S0(3)

Da die kubischen Basistensoren "]I"< 8) der Stufen f5; = 12, 16, ... im Allgemeinen
nicht orthogonal sind, gilt die Gleichung @.31) fiir die zugehorigen Texturko-
effizienten V’< 5) nicht. Fiir die Berechnung von Texturkoeffizienten beliebiger

Tensorstufen siehe |GJ.1]_dJ_et_aL| .lQQZI).

11
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Ist eine Menge von N diskreten Orientierungen @, mit den Volumenanteilen ¢,
bekannt, dann lasst sich Formel @.31)) wie folgt vereinfachen
1 N

y=1
Im Falle eines Referenzkristalls mit der Orientierung gleich dem Identitdtstensor
Q = I werden die Texturkoeffizienten V’< 8) durch VQ%) bezeichnet und sind
proportional zu den Referenzbasistensoren

1
CO __
Vi) = 95 1T (2.33)

so dass ||V’<%)|| = 1 gilt. Liegt eine Orientierung des betrachteten Monokristalls
(Q # I) vor, dann wird der Texturkoeffizient durch das Rayleigh-Produkt
bestimmt

|
V5 (Q) =Q* Vi = mFQm(Q)- (2.34)

Ein Mafs fiir die Anisotropie der Textur stellt die Frobenius-Norm des Texturko-
effizienten dar
[Vig |l € [0,1]. (2.35)

Die obere Grenze entspricht dem Texturkoeffizienten eines Einkristalls
IVG(@) =1, (2.36)

wie aus @33) und @34) ersichtlich ist. Dagegen ist der Texturkoeffizient
beliebiger Stufe 3; gleich null, wenn eine sogenannte graue Textur (isotrope
Orientierungsverteilung) vorliegt

_ C _
Vig) = i V@R =0, Vi,

isotrop = 07 VBZ (237)

Fiir die Konstruktion von irreduziblen Tensoren mit kubischer Symmetrie wird
auf die Arbeiten von |Ad.am5_eLa.IJ .l&Qj) und |G1u.d.1_etal] .1292|) verwiesen. Das

Problem der Bestimmung der OVF in Abhéngigkeit der fithrenden Texturko-

effizienten, bei Erfiillung der Bedingungen 2.10); 2, wurde von Bohlkd ZMd)
unter Verwendung der Methode der maximalen Entropie gelost und spéter fiir

die Bestimmung der Texturentwicklung in [Bhlke ( ) verwendet.

Nachmmm_ﬁerimrd _ ) hat ein kubischer irreduzibler Referenzbasis-

tensor 4. Stufe die folgende Darstellung

1 V30
Vg0 = 5T =55 (5D — I @ I —21°). (2.38)

12
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I bezeichnet den isotropen Einheitstensor 2. Stufe und I° den isotropen Identi-
tatstensor 4. Stufe fiir symmetrische Tensoren 2. Stufe

1
I:ei®ei, ]IS: §€i®€j®(€i®€j+€j®€i>. (239)

Der anisotrope Tensor 4. Stufe des Referenzkristalls Dy bzw. eines gedrehten Mo-
nokristalls D(Q) wird durch das dyadische Produkt der Referenzbasisvektoren
oder der anisotropen Gittervektoren gegeben

3 3
Dy=) e, Re Re; e, DQR)=Q+Dy=> g,29;,®9,®g;. (240)
i1 i=1

Unter Verwendung der von [Federo ,l%é) und [Mehrabadi und Cowin ‘J.M)

vorgeschlagenen, sechsdimensionalen orthonormalen Basis {B,} (¢« =1, ...,6)

tiir symmetrische Tensoren 2. Stufe

2
B1:61®€1, B4:\g—<62®€3+63®62),
2
B; = e; ® ey, B5=\£_(€1®63+€3®€1),
2
B; = e3 ® es, Bg = \é_ (e1®ex+ex®er) (2.41)
kann V() wie folgt geschrieben werden
2 -1 -1 0 0 0 |
-1 2 -1 0 0 O
V3Ol -1 -1 2 0 0 O
VY = 2= B, ® Bj. 2.42
TS0 0 0 0 —2 0 o |70 242)
O O O 0 -2 0
0 0 0 0 0 -2

Damit ist der Texturkoeffizient 4. Stufe nach Ausdruck 2.31) wie folgt gegeben

Vi = \g? (5 | rQD@aQ-1821 - 2115) . (2.43)

SO(3)

Anhang [ stellt die wichtigsten Komponenten der kubischen Texturkoeffizien-
ten V{7, VG und V{0 dar. Alle Texturkoeffizienten hoherer Stufe lassen sich

durch elementare algebraische Operationen bestimmen.

13
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2.3 Beschreibung weiterer Mikrostruktureigenschaften
(n-Punkt-Korrelationsfunktionen)

Fiir eine genauere mathematische Beschreibung der Mikrostruktur sind Korre-
lationen zwischen den einzelnen Orientierungen notwendig, die nicht durch die
kristallographische Orientierungsverteilungsfunktion f(Q) beschrieben wer-
den. Diese werden durch die n-Punkt-Korrelationsfunktionen definiert (Adams

et al., [1987; [Eti , ). Eine Ubersicht iiber die Korrelations-
funktionen ist in (IZE) gegeben.

Betrachtet werden (n+1)-Orientierungen mit vorgegebenen Abstinden Awx;

im polykristallinen Ensemble. Die (n+1)-Punkt-Korrelationsfunktion beschreibt
den Erwartungswert eines statistisch homogenen Korpers, dass der Punkt x
innerhalb eines Kristallites mit einer Orientierung im Bereich zwischen Q,
und Q, + dQ, liegt und die Punkte x; (: = 1...n) innerhalb Kristalliten mit
Orientierungen zwischen Q, und Q; + dQ, liegen, wobei fiir die Punktabstiande
Az; =z, — x gilt.

Eine Bestimmung der Orientierungsverteilungsfunktion und der Zwei-Punkt-
Korrelationsfunktion ist heutzutage mit Hilfe der Rontgenbeugung (x-ray dif-
fraction) und der Riickstreuelektronenbeugung (Electron Backscatter Diffrac-

tion, EBSD) Stand der Technik (Adams und Olso Jlﬁﬁ; IS_chmr_tz_et_alJ, |20_0d)

14



Kapitel 3

Stoffgleichungen von Einkristallen auf der
Mikroebene

3.1 Kinematische Grofsen

Bewegung. Fiir die Betrachtung des Bewegungs- und Deformationsverhal-
tens eines homogenen Korpers % wird dieser als eine Menge von Punkten
oder Partikeln definiert, die in einem dreidimensionalen Euklidischen Raum
eingebettet sind. Die Lage der Partikel zum Zeitpunkt ¢t = 0 wird Anfangs-
platzierung /-konfiguration genannt. Die Anfangslage eines Partikels kann
somit durch den Ortsvektor X bzgl. der Orthonormalbasis {O,e;,es,es3}
eindeutig identifiziert werden (Abb. BI). Zur Zeit ¢, die der Momentan-
platzierung /-konfiguration entspricht, wird die Lage desselben Partikels durch
den Ortsvektor & gegeben.

e~ €

Abbildung 3.1: Bewegungsverhalten eines materiellen Punktes

Das Bewegungsverhalten des Partikels ldsst sich durch eine Folge von Platzie-
rungen darstellen. Die Abbildung der Anfangsplatzierung in die Momentan-
platzierung kann durch eine invertierbare, stetige und zweimal stetig differen-
zierbare Funktion x realisiert werden. Damit ist die Lage der Momentanplat-
zierung durch die Punkttransformation x in Abhédngigkeit von X und ¢ durch
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x=x(X,t) (3.1)

gegeben. Der Verschiebungsvektor des Punktes ist dann

w(X,t) = x(X,t) - X. (3.2)

Euler’sche und Lagrange’sche Darstellung. Die Definitionen von Feldgrofien
konnen entweder auf die Anfangs- oder auf die Momentanplatzierung bezogen
werden. Die Darstellung einer mechanischen oder physikalischen Grofie in
Abhéngigkeit von der Anfangslage X und der Zeit ¢t wird Lagrange’sche oder
materielle Darstellung genannt. Werden dagegen die Feldgrofsen als Funktion
der Momentanplatzierung x zum Zeitpunkt ¢ angegeben, wird die Darstellung
Euler’sche oder raumliche Darstellung genannt. Nach der Euler’schen Formu-
lierung wird der Verschiebungsvektor durch die Inverse der Punkttransforma-
tionsfunktion wie folgt gegeben

up(z,t) =x —x '(x,1). (3.3)

Fiir die Unterscheidung zwischen den beiden Formulierungen wird die Eu-
ler’sche Darstellung mit dem Index E gekennzeichnet.

Deformationsgradient. Fiir die lokale Beschreibung des Deformationsprozesses
wird der Deformationsgradient

ox(X,t)

F —
0ox ’

F ¢ Inv* (3.4)

definiert. Inv" beschreibt hierbei die Menge der invertierbaren Tensoren mit
einer positiven Determinante. Fiir F' € Inv™" ist die Bewegung regulir und die
Abbildung der Tangentenvektoren der Anfangsplatzierung dX auf diejenigen
der Momentanplatzierung dx

dz = FdX (3.5)

eindeutig definiert. Analog zu den Linienelementen lassen sich auch die Trans-
formationen der Oberflichen- und Volumenelemente durch F herleiten

da = JF T dA, dv = JdvV, (3.6)

wobei fiir die Determinante von F' die Bezeichnung J = det(F') eingefiihrt wird.
Wie die Ortsvektoren X und « werden die Oberflachen- und Volumenelemente
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in der Anfangsplatzierung mit Grofibuchstaben und in der Momentanplatzie-
rung mit Kleinbuchstaben gekennzeichnet.

Der Verschiebungsgradient H eines materiellen Partikels wird mit Hilfe von
B.2) und @.4) beschrieben
_ Ou(X,t)

H
0X

=F -1 (3.7)
Es gilt du = H dX.

Polare Zerlegung. Aufgrund der Invertierbarkeit gilt fiir den Deformationsgra-

dienten die polare Zerlegung fiir Tensoren 2. Stufe ( ) h%d)

F=RU=VR, U,VePSym, ReSO®3) (3.8)

mit dem eigentlich orthogonalen Tensor R und dem positiv definiten, sym-
metrischen rechten Strecktensor U und linken Strecktensor V' (Abb. B.2). Die
Zerlegung ist eindeutig und hat die folgende Interpretation: Der Deformati-
onsprozess der infinitesimalen Umgebung eines materiellen Punktes ldsst sich
multiplikativ in eine Streckung U und eine anschlieflende Drehung R oder in
eine Drehung R und eine anschlieffende Streckung V' zerlegen.

ax R ‘ RAX
F
lv

U
y

R

Abbildung 3.2: Polare Zerlegung

Wird die polare Zerlegung in (.6, eingesetzt, ist es ersichtlich, dass nur die
Strecktensoren einen Einfluss auf die Volumendnderung haben

det(F') = det(U) = det(V). (3.9)
Durch die polare Zerlegung lassen sich der rechte Cauchy-Green-Tensor

C=F"F=U"U=U? € PSym (3.10)
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und der linke Cauchy-Green-Tensor
B=FF"'=vV'=Vv?e PSym (3.11)
nur in Abhédngigkeit von den Strecktensoren definieren.

Verzerrungsmafs. In der geometrisch-nichtlinearen, finiten Plastizitdt konnen
verschiedene Verzerrungsmafie in Abhdngigkeit vom Strecktensor U definiert
werden, z.B. der Green-Lagrange’sche Verzerrungstensor

1
E= (U*-1). (3.12)

Unter der Annahme kleiner Verformungen (||H || < 1) stimmt die Bezugsplat-
zierung mit der Momentanplatzierung ndherungsweise tiberein (z(X,t) =~ X).
In diesem Fall kann der Green’sche Verzerrungstensor durch den Ansatz

(X, t,a) = X + au, ac R (3.13)

fiir  — 0 linearisiert werden. Daraus folgt der Verzerrungstensor €, der in der
geometrisch-linearen Theorie verwendet wird

dE(x(X,t,«))
da

_ ; (H + H) =e. (3.14)

a—0

Geschwindigkeitsgradient. Die Geschwindigkeit eines materiellen Punktes
wird durch die materielle Zeitableitung

X
o(X,t) =0 = IX(X, 1) (3.15)
ot
definiert. Damit gilt fiir den rdumlichen Geschwindigkeitsgradienten
L= M (3.16)
ox

Der symmetrische und der schiefsymmetrische Anteil von L werden
durch D (Verzerrungsgeschwindigkeitstensor) und W (materieller Spintensor)
bezeichnet

D =sym(L), W =skw(L). (3.17)

Der Zusammenhang zwischen dem Geschwindigkeits- und dem Deformations-
gradienten ist durch
L=FF! (3.18)

gegeben.
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Multiplikative Zerlegung von F'. Fiir die Beschreibung des elasto-plastischen
Materialverhaltens haben |G_r_een41.n.d_Nagh.d1| .l%ﬂ) eine additive Zerlegung
des Green’schen Verzerrungstensors in einen elastischen und einen plastischen

Anteil vorgeschlagen
E=E.+E,. (3.19)

Diese gilt nur in der infinitesimalen Verzerrungstheorie. Im Allgemeinen wird
in der geometrisch-nichtlinearen, finiten Plastizitdt die multiplikative Zerlegung

des Deformationsgradienten nach _ ) verwendet
F=F.F, (3.20)

Die Inverse von F', wird im Folgenden durch P = F ! bezeichnet. Daraus folgt
fiir den elastischen Anteil der Ausdruck

F.=FF,'=FP. (3.21)

Die multiplikative Zerlegung wird in der Regel postuliert. Ihre Giiltigkeit 1dsst
sich jedoch durch das Konzept der materiellen Isomorphismen B_e_l‘_t:r;aml hﬂﬁj

|SAL€IZLd.S.€IJ hﬁ%‘j |Eer_tl:am| |20_Q.§) fiir elastoplastische Materialien ableiten. Die

Idee der multiplikativen Zerlegung kann durch das Gitterkonzept von

) flir Materialien mit einer Gitterstruktur veranschaulicht werden.
3.2 Elastisches Gesetz

Geometrisch-nichtlineare Elastizitit. Bei einem elastischen Materialverhalten
hingen die momentanen Spannungen eines materiellen Punktes nur von den
momentanen Deformationen des Punktes ab. Das elastische Gesetz kann im
Allgemeinen fiir den geometrisch- und physikalisch-nichtlinearen Fall entwe-
der als Funktion der generalisierten Spannungstensoren von den generalisier-
ten Verzerrungsmafien oder als Funktion der Cauchy’schen Spannung von
dem Deformationsgradienten formuliert werden. Fiir die Definition in Ab-
héngigkeit von den generalisierten Spannungstensoren wird hier der 2. Piola-
Kirchhoft’sche Spannungstensor

S=JF'eF T=F'vF T, SecSm (3.22)

verwendet. Dieser ist zu dem Green’schen Verzerrungstensor E leistungskonju-
giert. T bezeichnet den Kirchhoff’schen Spannungstensor

T=Jo. (3.23)
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Das elastische Materialverhalten eines homogenen Korpers kann z.B. durch
zwei verschiedene Funktionen fiir o und S ausgedriickt werden

oc=p(F), S=h(E) (3.24)

Fiir hyperelastische Materialien, d.h. wenn eine Formadnderungsenergiedichte
existiert und keine Zwangsbedingungen vorliegen, wird gefordert, dass die
Spannungsleistung gleich der zeitlichen Anderungsrate der Formanderungs-
energiedichte ist

- 1 A 1 .

W(F)=-o-D, W(E)=—S-E. (3.25)

e 90

0o und p bezeichnen die Dichte in der Referenz- und in der Momentanplatzie-
rung. Daraus folgt fiir o und S

A

oW (E)

OW (F) v
F OE

OF ’

S = 0o

o= (3.26)

Fiir Metalle kann ein physikalisch lineares elastisches Materialverhalten ange-
nommen werden. Die lineare Abbildung von dem Green’schen Tensor E auf S
durch den Steifigkeitstensor C (St. Venant-Kirchhoft’sches Gesetz)

S =h(E)=C[E] (3.27)
gilt fiir eine spannungsfreie Anfangsplatzierung, kleine Verzerrungen aber
grofie Rotationen.

Geometrisch-lineare Elastizitit. Im Falle von infinitesimalen Verzerrungen
(geometrisch-lineare Theorie) erhdlt man fiir die allgemeine Form des elasti-
schen Gesetzes eines homogenen Korpers

o = h(e). (3.28)

Liegt ein hyperelastisches Material vor, dann ist die Spannungsleistung

W(e)=0-é= avgée) &, o= anf). (3.29)

Fiir den Sonderfall einer linearen Spannungs-Dehnungs-Relation gilt das Hoo-

ke’sche Gesetz
o=Cle|. (3.30)
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Materielle Symmetrie. Fiir elastische Werkstoffe gilt im Allgemeinen fiir die

materielle Symmetrie
h(e)=Hh(H'eH)H',  Ve€ Sym,VH €8 C Orth. (3.31)

Existiert eine Formédnderungsenergiedichte, dann kénnen die Symmetrietrans-
formationen durch W definiert werden

W(e)=W(H "eH), Vee Sym,VH €S C Orth. (3.32)

Ein elastisch isotropes Materialverhalten wird so definiert, dass die Spannung
invariant hinsichtlich aller moglichen Drehungen bleibt

o(e) =Qh(Q'eQ)Q", Ve € Sym,VQ € Orth. (3.33)

Fiir die lineare Spannungs-Dehnungs-Relation ist der Steifigkeitstensor C durch
die Symmetrietransformationen H des Materials charakterisiert

C=H«C, VHEeSC Orth. (3.34)

Fiir isotrope Werkstoffe ist der Steifigkeitstensor invariant bzgl. beliebiger
Rotationen
C=Q~«C, vVQ € Orth. (3.35)

und besitzt zwei voneinander unabhédngige Figenwerte (\,, « = 1, 2). Eine Dar-
stellung des isotropen Steifigkeitstensors ist durch die isotropen Projektoren

1
Pl = Iel Pl =15 — P! (3.36)
wie folgt gegeben
2
C= > AP (3.37)
a=1

Bei einer kubischen Symmetrie von C (vgl. die Elemente der kubischen Sym-
metriegruppe mit det(H“) = 1 in Unterkapitel Z2auf S.[§)

C=H“xC, VH"eS8“C Orth (3.38)
ist die Projektordarstellung
3
C = \PS. (3.39)
a=1
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von drei voneinander verschiedenen Eigenwerten \,, o = 1,2, 3 bzw. drei kubi-
schen Projektoren

P¢ =P/, PY=D-P{, P{=1°-P_—PY (3.40)

abhingig (fiir D siehe @.40)).

Die Projektordarstellung ist eindeutig und erfiillt im Allgemeinen die folgenden

Bedingungen mit o =1,.... 5 (2 < 3 < 6) gleich der Anzahl der voneinander

verschiedenen Eigenwerte _H.alm.QsJ, |l95é; |R§LChl€JALS]SJJ.].D.d_Zhang, h.%d):

* Idempotenz

PP, =P,, Va, (3.41)
* Biorthogonalitét
PP, =0, aF#, (3.42)
* Vollstandigkeit
fj P, = I°. (3.43)
a=1

Die Multiplikation zwischen den Tensoren 4. Stufe ist wie folgt definiert

AB = Aijleklmnei Ke e, e,. (3.44)
3.3 Elasto-viskoplastische Fliefsregel

Aufbau des Einkristalls. Es wird angenommen, dass das plastische FliefSen
kristalliner Werkstoffe durch Abgleiten von Atomebenen (Versetzungsbewe-
gungen) entsteht. Aus diesem Grund sind die Kristallgittertypen und die
zugehorigen Atomanordnungen der Elementarzellen im Folgenden spezifiziert.

Eine kristalline Struktur wird dadurch charakterisiert, dass sie aus sich peri-
odisch wiederholenden Atomanordnungen aufgebaut ist. Der kleinste Baustein
wird Elementarzelle genannt. Die Geometrie der Elementarzelle wird durch
ihre Atomabstiande (Gitterkonstanten) und die Winkel zwischen den Achsen
beschrieben. Fiir die mathematische Beschreibung wird zu der Einheitszelle
ein Gitterkoordinatensystem mit den Gitter-Basisvektoren {g,} zugeordnet.
Bei kubischen Kristallen ist die Basis orthonormal und es gibt nur eine
Gitterkonstante. Man unterscheidet je nach der Atomanordnung zwischen
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kubisch-primitiven (z.B. NaCl), kubisch-raumzentrierten (z.B. a-Fe, Cr, Mo, W,
Abb. links) und kubisch-flichenzentrierten (z.B. v-Fe, Al, Cu, Pb, Ni, Au,
Ag, Abb. rechts) Gittern. Die kubisch-primitiven Gitter werden hier nicht
betrachtet, da sie fiir die Metalle nicht relevant sind.

Abbildung 3.3: Kubisch-raumzentrierte (links) und kubisch-flachenzentrierte Ele-
mentarzelle (rechts)

Gleitsysteme. Das plastische Gleiten findet in den Gleitsystemen der Kristalle
statt. Ein Gleitsystem a besteht aus einer Gleitebene mit der Normale 72, und
einer Gleitrichtung d,. Die Gleitebenen sind die Ebenen mit der groferen
Packungsdichte von Atomen.

In einem kubisch-raumzentrierten Gitter befinden sich die Atome im Zentrum
und in den Eckpunkten der Elementarzelle. Es gibt insgesamt 48 Gleitsysteme
und diese werden in drei Typen unterteilt

12 {110} (111), 12 {112} (111), 24: {123} (111). (3.45)

Die geschweiften Klammern {-} entsprechen den kristallographisch dquivalen-
ten Gleitebenen und die eckigen Klammern (-) den kristallographisch dquiva-
lenten Gleitrichtungen.

In einem kubisch-flichenzentrierten Gitter sind die Atome in den Eckpunkten
und in den Mittelpunkten der Seitenflachen platziert. Durch diese Anordnung
wird eine grofiere Packungsdichte im Vergleich zu den kubisch-raumzentrierten
Kristallen erreicht. In den kubisch-flichenzentrierten Gittern existieren insge-
samt zwolf Gleitsysteme der Form

12 {111} (110). (3.46)

Tabelle !E ] stellt ausfiihrlich alle zwolf Gleitsysteme nach Jordan und Wal-
ker ) dar, deren Oktaederebenen in Abb. B.4] veranschaulicht sind. Die

negativen Vektorkomponenten der Gleitrichtungen und Gleitebenennormalen
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Gleit- | Gleitebenen- | Gleit- Gleit- | Gleitebenen- | Gleit-

system | normale | richtung system | normale | richtung
o V3, V2d,, o V3 V2d,,
1 [1,0,1] 7 [1,0,1]
2 1,1,1] [1,1,0] 8 [1,1,1] [1,1,0]
3 0,1,1] 9 0,1,1]
4 0,1,1] 10 0,1,1]
5 [1,1,1] [1,1,0] 11 [1,1,1] [1,1,0]
6 [1,0,1] 12 [1,0,1]

Tabelle 3.1: Gleitsysteme fiir kubisch-flichenzentrierte Kristalle

Abbildung 3.4: Oktaederebenen in kubisch-flachenzentrierten Kristallen

werden durch einen Querstrich (1 = —1) bezeichnet. Im Folgenden werden
kubisch-flichenzentrierte Gleitsysteme betrachtet.

Plastisches Fliefsen. Experimentelle Befunde zeigen, dass die plastischen Ver-
formungen infolge von Gleitprozessen inkompressibel sind, d.h. F, ist eigent-
lich unimodular

det(F,) =1

= det(U,) = 1. (3.47)

Damit konnen Volumendnderungen nur im elastischen Fall auftreten und das
plastische Verhalten ist nur mit Gestaltinderungen verbunden. Die konstituti-
ven Gleichungen der nichtlinearen Elasto-Viskoplastizitdt basieren auf der mul-
tiplikativen Zerlegung des Deformationsgradienten in (3.20), veranschaulicht in
Abb. Die Grofien, die auf die ungestorte Platzierung bezogen sind, wie z.B.
F. = F, werden durch eine Tilde bezeichnet.

Betrachtet wird ein infinitesimales Element eines kubisch-flaichenzentrierten
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do—
|

Abbildung 3.5: Multiplikative Zerlegung von F

Kristallgitters. Infolge des plastischen Deformationsgradienten F, fliefst das
Material durch das Gitter, wobei die Orientierung und die Lage der Gleitsys-
teme des Kiristalls per Konvention invariant bzgl. der Wirkung von F', bleiben

o = F, ",  d,=F,d,. (3.48)

Das inelastische Gleiten hat in der multiplikativen Zerlegung keinen Einfluss

auf das elastische Materialverhalten. Die elastische Deformation F bewirkt

eine Streckung und Rotation des Kristallgitters, wobei gleichzeitig das Material

und das Gitter verformt werden. Die Normalen n, der Gleitebenen und die

Gleitrichtungen d,, der ungestorten Bezugsplatzierung werden durch F wie
folgt

n,=F 'n,  d,=Fd, (3.49)

transformiert. Die elastisch verformten Gleitrichtungen d, und Normalen der

Gleitebenen n,, sind nicht mehr normiert, bleiben aber senkrecht zueinander
orientiert

N - dy = Tog - dy = 0. (3.50)

Als Folge der multiplikativen Zerlegung lasst sich der Geschwindigkeitsgradi-
ent als Summe eines elastischen und eines plastischen Anteils darstellen

L-L.+L,—FF ' +FF,F,'F " (3.51)

In der obigen Formulierung zeigt der Euler’sche plastische Geschwindigkeits-
gradient L, eine Abhdngigkeit von der Deformationsgeschichte bzw. vom
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elastischen Deformationsgradienten. Der elastische und plastische Anteil von L
kann wieder in einen symmetrischen und in einen schiefsymmetrischen Anteil
unterteilt werden

L.=D,+W, L,=D,+W, (3.52)

Im Falle eines elasto-viskoplastischen Materialverhaltens wird der plastische
Geschwindigkeitsgradient mit Hilfe der Scherraten fiir die einzelnen Gleitsys-
teme beschrieben. Bzgl. der ungestdrten Konfiguration lautet der plastische
Geschwindigkeitsgradient L,

12

~ . 12 ~ ~ ~
L,=F,F," = ;%MQ — I%da R T, M, =d, ® n,. (3.53)

Der Tensor M, wird als Schmid’scher Tensor bezeichnet. Daraus folgt der
Ausdruck fiir die plastische Verzerrungsrate D, und fiir den plastischen Spin
W, in der ungestorten Platzierung

. 1 42 - -
D, = 53 4 (do ® Tra + 72 ® dy) (3.54)
a=1
- 1 12 - -
W, = 5 > o (da @ o — o @ da) - (3.55)
a=1

Der Ausdruck fiir L, in der Momentankonfiguration folgt aus (3.49)

~ . ~ 12 ~ ~ ~
L,=FF,F,'F ' =Y 4, FM,F . (3.56)
a=1
Die Projektion des Kirchhoff’schen Spannungsdeviators in jedem einzelnen
Gleitsystem wird Schmid’sche Spannung genannt

Ta=T1 FMJF ' =F 7F . M,=T- M.. (3.57)

Die Grofe T=C8 =F' 7F ' mit C=F'F und §=F 7F ' wird als
Mandel’scher Spannungstensor bezeichnet.

Fliefiregel. Es wird angenommen, dass ein Gleitsystem dann aktiviert wird,
wenn der Betrag der Differenz der Schmid-Spannung 7, und der kinematischen
Riickspannung 77 einen kritischen Wert 7¢ iiberschreitet (vgl.

)

m
’Ta—TOJ?’ —7¢

o > . (3.58)

o = s (ra = 72) (%
«
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Die eckigen Klammern bezeichnen die Macaulay’schen Klammern, gegeben
durch

T x>0
= ’ ’ 3.59
(:1:) { 0, r <0. ( )

7D bezeichnet die Bezugsspannung. 7y stellt die Referenzscherrate dar. Die
Geschwindigkeitsabhdngigkeit wird durch den Ratensensitivitdtsparameter m
eingefithrt. Der Parameter m ist im_Allgemeinen temperaturabhdngig. Nach
den experimentellen Befunden von |Le5_e_LalJ ‘Jﬁﬁd) nimmt dieser fiir 99, 9%-
reines Aluminium bei Raumtemperatur Werte zwischen 50 und 200 an. Im

Hochtemperaturbereich ist der Wert fiir m kleiner. Es gilt ndherungsweise
m  1/T mit der Bezeichnung T fiir die absolute Temperatur.

Gemifls dem Ansatz Vonlﬂu chinsonl (197d), der auch durchlEeirce e:t_alJ .l%j),
|A&amn.d_Need].emaJ:] (@) und H.a.trf_n_etalj .l%d) Anwendung findet, wird

ein Gleitsystem aktiviert, wenn 7, verschieden null ist

m
To

Yo = Fosgn (74) (3.60)

—C
TO{

Fiir m =1 liegt ein linear viskoses Materialverhalten vor und im Grenzfall
fiir m — oo wird eine Ratenunabhédngigkeit angendhert. Durch die FliefSregeln
B.58) und @B.60) konnen die aktiven Gleitsysteme eindeutig bestimmt werden.

3.4 Starr-viskoplastische Fliefiregel

Im starr-viskoplastischen Fall setzt sich die Verformung eines materiellen
Volumenelements aus der Superposition einfacher Scherungen in den einzel-
nen Gleitsystemen und der Starrkorperrotation des Einkristalls zusammen.
Der elastische linke Cauchy-Green-Tensor bzw. die elastische Streckung sind
naherungsweise gleich der Identitit (C = U~ 1 ), so dass bei einem starren
Materialverhalten nur Starrkorperrotationen auftreten. Damit gilt F' ~ Q mit
Q € SO(3). Somit ist der Geschwindigkeitsgradient (vgl. (3.5I)) unter den
obigen Annahmen ndherungsweise gleich

L=QQ"+QF,F,'Q". (3.61)
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Fiir den symmetrischen und schiefsymmetrischen Anteil von L folgt
ndherungsweise

D = Qsym(F,F,"Q", (3.62)
W = QQ"+ Qskw(F,F,"HQ". (3.63)

Wird fiir die Fliefiregel das Stoffgesetz von Hutchinson (3.60) eingesetzt, erhilt
man zwei gekoppelte konstitutive Gleichungen

12 m .
0=D'-Q (Z Yosgn (7a) :é sym(M a)) Q. (3.64)
. 12 m ~
QQT-w-Q (Z osen (7o) | skw(M@) Q" (3.65)
mit den Schmid’schen Spannungen
To=(Q'T'Q) - M, =7 (QM.Q"). (3.66)

Zu beachten ist, dass der Schmid’sche Tensor spurfrei ist
tr(M,) =dy - 1q =0, (3.67)

so dass der symmetrische Anteil des Geschwindigkeitsgradienten D auch ein
Deviator sein muss. Der spharische Anteil D° von D ist wegen der Inkompres-
sibilitdtsbedingung J = 1 gleich null

tr(D) = tr(L) = JJ ' = 0. (3.68)
Der sphérische Anteil eines Tensors 2. Stufe ist wie folgt definiert

A° = ii)tr(A)I, A € Lin. (3.69)

Aus Gleichung @.64) ldsst sich der deviatorische Anteil des Kirchhoff’schen
Spannungstensors 7' berechnen, wenn D’ und @ bekannt sind. Die zweite
konstitutive Gleichung (3.65) ergibt direkt den Euler’schen Gitterspin QQ" fiir
vorgegebenes W und 7'. Fiir gegebenes D' und W reprisentieren (3.:64) und
B89 ein implizites Gleichungssystem zur Bestimmung von 7/ und QQ', das
z.B. durch ein geddmpftes Newton-Verfahren fiir die Bestimmung von 7’ aus
B.64) und durch eine explizite exponentielle Abbildungsmethode (Weber und
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Anand, |122d; |Mj.eh.e|, hﬁﬁ; |3immm.d_]:mgh.ed, |1292|) fiir die Bestimmung von Q

aus ([B.6D) iterativ gelost werden kann.

Fiir den starr-viskoplastischen Fall ist es moglich, ein konvexes Spannungspo-

tential fiir den Einkristall einzufiihren ( ' , )

m+1

T 1 N
(@ T?O) Mo\ (3.70)

1 12 .
V(QITQ ) = g Yo

dessen partielle Ableitung den symmetrischen Anteil des Geschwindigkeitsgra-
dienten nach (3.64) ergibt

0V (Q'r'Q.7E) 12 T
D/ - 87_/ - za:f)/osgn (7-06) %

m

sym(QM Q). (3.71)

Das Spannungspotential ist eine positiv homogene Funktion vom Grade m + 1,
d.h. es gilt

U (AQTFQ. L) = " (QTHQ. 7)., VA0 (3.72)

Das zugehorige Dualpotential, konvex konjugiert zu (8.Z0) ist abhéngig von D’
dg:ositiv homogen vom Grade (m + 1)/m (vgl. Corrolary 15.3.1 in m

)

m+1

U2 (AQTD'Q. L) =X\ (QTD'Q. L), VAo (3.73)

Seine erste Ableitung ergibt den Spannungsdeviator

0v” (Q'D'Q,7{)
B oD’ ‘

/
T

(3.74)

Das Dehnratenpotential ¥ (QTD'Q,TO? ) kann durch die Legendre-Fenchel-
Transformation von ¥" (QTT’ Q, ¢ ) bestimmt werden

U2 (Q'D'Q,7{) =sup (- D' -0 (Q'7'Q, 7). (3.75)
o

Die Spannungs- und Dehnratenpotentiale besitzen eine einfache Propotionali-
tatsrelation zu der Dissipation D des Einkristalls

1
D7D = (m+ )0 (QTrQ, ) = "wP (Q"D'Q,7C).  (376)
m
Diese folgt direkt aus dem Euler’schen Satz fiir positiv homogene Funktionen
unter der Berticksichtigung von B.71) und 3.74). Nach dem Euler’schen Satz

29



Stoffgleichungen von Einkristallen auf der Mikroebene

gilt im Allgemeinen fiir eine positiv homogene Funktion f(x): R" — R vom
Grade m (f(Ax) = A" f(x), A > 0)

of(x)
ox

cx =mf(x). (3.77)

Eine allgemeine mathematische Darstellung von uh (QTD'Q,TS ) kann aus

dem Spannungspotential (.Z0) und @.7Z6)) und dem Potenzgesetz (3.60) als

Funktion der Scherraten wie folgt definiert werden
m 12

v(Q'D'Q.T) = S Yo

70“ . (3.78)
Y0

3.5 Verfestigungsregel

Die experimentellen Ergebnisse VonlM_ecking. . ) zeigen, dass sich einphasige
kubisch-flaichenzentrierte Polykristalle in guter Ndherung isotrop nach dem
Voce-Gesetz verfestigen. Da diese Arbeit einem homogenen Materialverhalten
gewidmet ist, wird hier vereinfachend eine Verfestigung aufler Betracht gelas-
sen. Die Berticksichtigung einer isotropen Verfestigung ist fiir die Herleitung
texturbasierter FlieSpotentiale nicht von signifikanter Bedeutung.

3.6 Beispiele von Texturen infolge verschiedener Belastungsarten

Im Folgenden werden ausgewihlte Texturen fiir kubisch-flichenzentrierte Kris-
talle dargestellt, berechnet anhand des starr-viskoplastischen Taylor-Modells
durch das implizite Gleichungssystem (3.64)-(3.63). Da das Taylor-Modell nur
diskrete Orientierungen betrachtet, werden die Texturbeispiele ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit bereits hier kurz dargestellt.

Die Beispiele stellen die Ergebnisse eines einachsigen Zug- und Druckversuchs
und einer ebenen Kompression (Walzversuch) dar. Fiir alle Kristalle wird ein
homogener Geschwindigkeitsgradient L (vgl. (3.16)) normiert durch ||L| = 5o
vorgegeben:

e Zugversuch

L*"* =, — e; ® ey, (3.79)

(e} Ow‘&

0 0
6

N

0 -

30



Stoffgleichungen von Einkristallen auf der Mikroebene

¢ Druckversuch

Y6 0
6
LP" =50 Y8 0 |e®ey, (3.80)
NG
0 0 -0
e Walzversuch
200
LYV — 5ol 0 0 0 |e®@e;. (3.81)
2
0 0 —2

Es wird angenommen, dass die kritische Schubspannung &dquivalent fiir alle
zwolf Gleitsysteme durch

78 = 7¢ = 20 MPa, Vao=1,...,12 (3.82)
gegeben ist. Die Referenzscherrate betrigt 4o = 0,001 s~!. Die Texturen werden

fiir verschiedene Dehnratensensitivitidtsparameter m dargestellt. Eine Verfesti-
gung wird aufser Betracht gelassen.

Polfiguren. Fiir die Darstellung der Orientierungen kubischer Einkristalle wer-
den zweidimensionale stereographische Projektionen verwendet. Fiir kubische
Kristalle wird die Elementarzelle in der Mitte einer Einheitssphére positioniert.
Bestimmt wird der Schnittpunkt der Flachennormalen, Raumdiagonalen oder
Flachendiagonalen des Wiirfels mit der nordlichen Hemisphére. Die Durch-
stofSpunkte werden dann mit dem Siidpol der Sphdre verbunden und auf die
Aquatorebene projiziert. Die Menge der Projektionen aller Kristallorientierun-
gen einer Textur resultiert in Polfiguren. Werden als Projektionspunkte die
DurchstofSpunkte der Normalen der Seitenfldchen der Elementarzelle (Richtun-
gen (100)) verwendet, dann entstehen (100)-Polfiguren. Eine stereographische
Projektion der (111)-Richtungen ergibt die (111)-Polfiguren.

Die Polfiguren besitzen den Vorteil, dass sie winkel- und kreistreu sind, d.h.
die Winkel zwischen zwei Linien auf der Einheitssphére bleiben gleich in der

Projektion und ein Kreis auf der Sphéire wird als Kreis in der Aquatorebene
abgebildet.

Anfangsorientierung. Ausgegangen wird von einem isotropen Material.
Betrachtet werden 1000 Anfangskristallorientierungen von kubisch-
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flichenzentrierten Kristallen (siehe Abb. [B.6(a)). Verwendet wird die folgende
karthesische Darstellung der Eulerwinkel ElekeI |20£l1|)
2 2
T = £g01, Ty = i(ﬂz, x3 = —cos® (3.83)
4m 4m

mit den Definitionsbereichen
r12 € [0,V2/2],  wze[-1,1]. (3.84)

Die kartesischen Koordinaten werden durch Zufallszahlen mit einer uniformen
Verteilung eingegeben. Mit der nichtlinearen Transformation (3.83)); folgt eine
ndherungsweise uniforme Verteilung auf SO(3). Die Anwendung einer Tei-

lungsstrategie beim Generieren der Anfangsorientierung wie in |Bo_h]_ke] ‘ZQQ]J)
ist nicht notwendig, da die Anzahl der betrachteten Kristalle grofs genug ist.
Die Frobenius-Norm des Texturkoeffizienten 4. Stufe der Anfangsorientierung
ist gleich ||V, || ~ 0,024.

Zugtextur. Der Zugversuch ist ein Standardversuch fiir die experimentelle
Bestimmung von Werkstoffparametern. Bei einem einachsigen Zugversuch ent-
stehen bei isotropen Ausgangstexturen Polfiguren, die axialsymmetrisch bzgl.
der Zugrichtung sind (siehe Abb.B.6H3.8). Dabei ist nur eine Projektionsrichtung
ausreichend, um die Vorzugsorientierungen der Kristalle zu bestimmen. Infolge
der Zugbelastung entsteht eine axialsymmetrische Orientierung der Kristalle
bzgl. der Zugrichtung. Aus den hier vorgegebenen Polfiguren ist ersichtlich,
dass die Kristalle mit ihrer (111)- oder (100)-Richtung in Richtung der Zugachse
orientiert werden.

Drucktextur. Im Gegensatz zum Zugversuch hat der Druckversuch Vorteile, da
die Messflache grofier ist und die Versuche bei grofierer Deformation durch-
gefiihrt werden konnen. Nachteilig ist die Reibung zwischen der Probe und
dem Werkzeug. Die Reibung verursacht eine inhomogene Spannungsverteilung
und iiberhohte Kaltverfestigung. Da der Versuch axialsymmetrisch ist, ist auch
die entstehende Textur bei anfdanglich isotroper Verteilung axialsymmetrisch
bzgl. der Druckachse (Abb. BAB.9). Es gibt nur eine Vorzugsorientierung. Die
(101)-Kristallachse orientiert sich in Richtung der Druckachse. Die Vorzugs-
orientierungen der Kristalle beim Zug- und Druckversuch wurden bereits von

) dokumentiert.
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Abbildung 3.7: (100)-Polfiguren einer Drucktextur fiir verschiedene Werte von m
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Abbildung 3.8: (111)-Polfigur der
Zugtextur in Abb. B.6(D) mit m = 100

Abbildung 3.9: (111)-Polfigur der
Drucktextur in Abb. fiir m = 100

Walztextur. Bei einer ebenen Kompression wird fiir die Projektionsebene die
Walzebene verwendet (Abb. B.I0H3.1T)). Die Textur fiir kubisch-flichenzentrierte
Kristalle kann durch die sog. Texturkomponenten mit der Bezeichnung
{hkl} (uvw) beschrieben werden (Tabelle B.2). Durch {hkl} werden die Nor-
malen der kristallographisch dquivalenten Ebenen der Kristalle parallel zu der
Walzebene und durch (uvw) die kristallographisch dquivalenten Richtungen
parallel zur Walzrichtung bezeichnet. Die idealen Vorzugsorientierungen infol-
ge eines Walzversuchs, die am stirksten ausgepragt sind, sind die {112} (111)
und die {110} (112)-Orientierung. Die erste ist typisch fiir einfache Metalle und
wird als Kupfer-Orientierung bezeichnet. Die zweite ist typisch fiir Legierungen
und wird Messing-Orientierung genannt. Das verwendete Taylor-Modell kann
quantitativ gut die Orientierung fiir reine Metalle durch {4411} (11 11 8) vorher-
bestimmen, die dhnlich zur Kupfer-Orientierung ist. Die Vorzugsorientierung
fiir Legierungen kann jedoch nicht vorausgesagt werden.

Name Indizes Bunge {¢1, @, pa}, [°]
Kupfer {112} (111) 90, 35, 45
S {123} (634) 59, 37, 63
Messing | {110} (112) 35, 45, 0
Taylor | {4411} (11118) 90, 27, 45
Goss | {110}(001) 0, 45, 0

Tabelle 3.2: Komponenten einer Walztextur: Indizes und Eulerwinkel (Auszug aus

[Rollett und Wrigh (1998))
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Abbildung 3.11: (111)-Polfigur der Walztextur in Abb. [3.10(f)|mit m = 100

35






Kapitel 4

Stoffgleichungen der Makroebene

4.1 Homogenisierungsmethoden

Obwohl die meisten Werkstoffe makroskopisch betrachtet homogen erscheinen,
kann durch eine ndhere mikroskopische Betrachtung nachgewiesen werden,
dass diese inhomogen sind. Als homogen wird ein Material bezeichnet, dessen
Materialeigenschaften ortsunabhédngig sind. Die mikroskopischen Inhomogeni-
taten beeinflussen das makroskopische Materialverhalten, wobei der Ubergang
von einer heterogenen Mikrostruktur zu einer homogenen Makrostruktur durch
geeignete Mittelungsverfahren durchgefiihrt werden kann. Die Bestimmung
der effektiven (makroskopischen) Eigenschaften wird als Homogenisierung
bezeichnet. Man unterscheidet zwischen den Abschédtzungsverfahren, die nur
eine Abschdtzung der makroskopischen Eigenschaften anbieten, wobei deren
Qualitdat nur schwer bewertbar ist sowie zwischen den Schrankenmethoden.
Die Schrankenmethoden geben, basierend auf Variationsprinzipien, einen exak-
ten Bereich an (obere und untere Schranke), in dem die effektive Energie
oder Dissipation eines heterogenen Materials liegen kann. Da die elementaren
Schranken im Rahmen dieser Arbeit im Fokus stehen, werden im Folgenden
Schrankenmethoden fiir elastische und viskoplastische Materialien erldutert.

4.1.1 Elastisches Materialverhalten

Elementare Schranken. Fiir inhomogene Materialien ohne Risse und Poren
konnen die effektiven Verzerrungen € und Spannungen ¢ durch die Volumen-
mittelwerte der inhomogenen lokalen Mikroverzerrungen e(x) und Mikrospan-
nungen o (x) bestimmt werden

o= év/a(w) dV, €= Vv/e(:c) dV. (4.1)
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Ein uniformer Korper liegt z.B. vor, wenn dieser aus dem gleichen homogenen
Material mit ortsabhidngigen Orientierungen der Materialachsen besteht. Im
Weiteren wird angenommen, dass die elastischen Eigenschaften der einzelnen
Kristalle homogen sind und nur von der Kristallorientierung abhdangen. Damit
konnen der Steifigkeits- und der Nachgiebigkeitstensor jedes Einkristalls mit
Hilfe des Steifigkeits- und des Nachgiebigkeitstensors (Cy und Sy) eines Refe-
renzkristalls und einer Kristallorientierung Q angegeben werden

C(Q) = Q «Cy, S(Q) = Q x Sy. (4.2)

Die Schranken von I@ (@) und m .E) stellen die einfachste Berech-

nungsmoglichkeit der effektiven Materialeigenschaften dar. Diese wurden ur-

spriinglich im Falle eines makroskopisch linear-elastischen Werkstoffverhaltens
fiir den Steifigkeits- und Nachgiebigkeitstensor aufgestellt.

Der Steifigkeitstensor CV nach Voigt ist der arithmetische Volumenmittelwert
(C(Q)) der lokalen Steifigkeitstensoren C(Q) der einzelnen Kristallite

CV=(C@)= [ HQC@Q)dQ. (4.3)
5S0(3)

Der Voigt-Mittelwert CV ist fiir inhomogene Materialien verschieden vom
effektiven Steifigkeitstensor C. Voigt bestimmt durch den arithmetischen Mit-
telwert CV und unter der Annahme eines homogenen Verzerrungsfelds € = &
eine exakte obere Schranke fiir die elastische Formdnderungsenergiedichte des

Polykristalls (Hill (1952), INemat-Nasser und Hori (1993))

W(e) = ;é .Cle] < ;é .CV[g], Ve (4.4)

Der harmonische Volumenmittelwert der lokalen Steifigkeitstensoren mit
C Q) = S(Q) liefert den makroskopischen Nachgiebigkeitstensor nach Reuss

"= (8Q) = [ F(@8(Q)de. (45)
SO(3)

Im Allgemeinen gilt S* # C""'. Die Sachs-Annahme eines homogenen Span-
nungsfelds o = o im gesamten Aggregat impliziert eine obere Schranke fiir

die elastische, volumenspezifische Komplementdrenergie (Hill (1952), Nemat-

Nasser und Hori )

o-Sta], Vo (4.6)
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Fiir einphasige kubische Polykristalle konnen die einfachen Schranken in einem
isotropen und einem anisotropen Anteil mit dem Texturkoeffizienten 4. Stufe

V), aus (Z43) zerlegt werden (Bohlke und Bertram, 2001d; Bihlke et al], R010)

CV =C""+ "V,  SF=s% 4RV, (4.7)

Die isotropen Anteile

1 1
OV =B 20 R, sM = Lply L

= 3T Pl (4.8)

konnen in Abhangigkeit von den isotropen Projektoren (vgl. Gleichungen (3.36))
dargestellt werden. K und G bezeichnen den Kompressions- und den Schub-
modul. Werden die Eigenwerte des kubischen Steifigkeitstensors C" durch
Ao, a = 1,2, 3 bezeichnet, dann gilt fiir CV die folgende Projektordarstellung
nach (3.39)

C” = MP{ + \PY 4 AsPS. (4.9)

Die Kompressionsmoduln resultieren aus der Projektion des Steifigkeitstensors
bzw. des Nachgiebigkeitstensors auf den ersten Projektor

P! P¢
3KV = V1. L =CcV. — =), (4.10)
CRNCT
L e P PY 1 411
KT T a1

Die Schubmoduln GV und G kénnen ebenso durch die Projektoren berechnet
und durch die Eigenwerte )\, dargestellt werden

P, 2 3 1 P, 21 31
2GY =C" . =2 ="+ o) —_=SM. 2 2 _ 1" (412)
) R 2
A 7 T
Das gleiche gilt fiir die Koeffizienten ¢* und ¢ in (@2)
cV:,/§(A — \3) ¢ = 6()\1—>\1) (4.13)
5 2 3) 5 2 3 . .

Die Voigt- und die Reuss-Schranke haben trotz ihrer Defizite bei starkem
Phasenkontrast infolge der Annahmen des homogenen Spannungs- oder Ver-
zerrungsfelds eine breite Anwendung gefunden. Die Vorteile liegen in der
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einfachen Berechnung und in den qualitativen Aussagen zu den elastischen
Eigenschaften.

Schranken 2. Ordnung. Die Schranken 1. Ordnung lassen sich durch das Va-

riationsprinzip von |Hash_m 19624) fiir heterogene, anisotrope
Werkstoffe verbessern (Willis ,@)) Diese Verbesserung erfolgt durch Bertick-
sichtigung der Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion. Im Variationsprinzip wird

der Steifigkeitstensor mit dem Steifigkeitstensor eines homogenen, isotropen
Bezugsmaterials verglichen. Die Art der Schranke (obere oder untere) bei einem
linearen Materialverhalten hdngt von der Auswahl des Vergleichsmediums ab
bzw. davon, ob das mikroskopische Differenzpotential konkav oder konvex ist.

Gemiafs @I0)-E@II) stimmen die elementaren Schranken fiir den Kompressi-
onsmodul fiir Aggregate kubischer Einkristalle iiberein (K = K = KV). Die
Bestimmung von engeren Schranken fiir den Schubmodul nach dem Hashin-
Shtrikman-Variationsprinzip liefert (Hashin und Shtrikman (1962b); Bohlke
et al. )

5 M43 )
2GS = NS+ — ) +2< +6 ) , 4.14
3 Xo— A3 Bz (A + 2Ns) (4.14)

I 5 M 3N \!
oGHS— — )\HS5- — ) 3( i ) 4.15
2 2+ A3 — A9 * 5o ()\1 + 2)\2) ( )

Mit Hilfe der Schranken fiir den Schubmodul kann der effektive Elastizitatsmo-
dul fiir isotrope Materialien mit K und G = GH5=*

_ 9KG
3K+ G

(4.16)

abgeschéatzt werden.

4.1.2 Elasto-viskoplastisches Materialverhalten

Fiir das elasto-viskoplastische Materialverhalten existieren in der Literatur
keine Schrankenmethoden, da die Schranken nur fiir rein elastisches oder rein
viskoplastisches Material definiert werden konnen.

4.1.3 Starr-viskoplastisches Materialverhalten

Elementare Schranken. Obwohl die elementaren Schranken von Voigt und
Reuss fiir ein elastisches Werkstoffverhalten entwickelt wurden, sind sie auch
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auf starr-viskoplastische Polykristalle anwendbar. Elementare Schranken fiir
Polykristalle konnen z.B. mit Hilfe des Hutchinson’schen Spannungs- und
Dehnratenpotenials fiir Einkristalle berechnet werden. Siehe 3.70) und @.75).

Betrachtet wird zunédchst ein divergenzfreies und symmetrisches Testspan-
nungsfeld 7 mit homogenen Neumann-Randbedingungen (Béhlke und Bert-
ram, 2003

B, = {7‘ cF(x)n =T1nVe € dv; div(7/J)=0;, T= ‘7'T}- (4.17)

Der Divergenzoperator eines Tensorfelds A(x) ist durch

div (A(x)) = oz, e;

(4.18)

definiert. Das Funktional, das aus dem Volumenmittelwert des starr-
viskoplastischen Spannungspotentials fiir dieses Testfeld resultiert, ist

F(#,7) = (07(QT#Q, ). (4.19)

Aus allen moglichen Testfeldern + minimieren diejenigen 7' das obige
Funktional, die mit einem kompatiblen Dehnratenfeld verbunden sind
(OF(r",7) =0, 0*Fr (7', 7') = 0)

FT(Tla 7_-/) S FT("V-/a 7_-/) (420)

Der Volumenmittelwert des Spannungspotentials fiir das reelle Spannungsteld
7' ergibt die grofite untere Schranke fiir das Testfunktional

V() = inf (U7(Q'F'Q,7Y)) (4.21)
T €B-
und stellt das effektive Potential fiir die makroskopischen Verzerrungsraten dar
—
D = L_(,T). (4.22)
or

Analog dazu kann eine Menge von Testdehnratenfeldern D definiert werden,

fir die gilt BthkeI, |20_O_4|)

Bp = {b :o(x) = DxVe € dv; D = sym(grad ('I)(w)))} . (4.23)

Fiir den Gradienten eines Vektorfelds a(x) gilt

_ Oay(x)

grad (a(x)) o, e;

®e;. (4.24)
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Mit diesen Testfeldern lautet das gemittelte Funktional des Dehnratenpotentials
Fp(D', D) = (¥2(Q"D'Q,7°)). (4.25)

Aus allen moglichen Testfeldern D minimieren nur diejenigen D das Funk-
tional Fp, die auch ein symmetrisches und divergenzfreies Spannungsfeld zur
Folge haben (§F (D', D) = 0, $2Fp(D', D) > 0)

Fp(D',D") < Fp(D', D). (4.26)

Der Orientierungsmittelwert von U, berechnet mit dem reellen Dehnratenfeld
D', stellt die grofite untere Schranke aller Orientierungsmittelwerte von W2 mit
den zuldssigen Testfeldern dar

V(D= inf (¥P(QTD'Q,77)). (4.27)
D eBp
Durch das effektive Potential W” (D/) lasst sich das makroskopische, deviatori-
sche Spannungsfeld bestimmen
vo(D'
oD

Da die Herleitung des makroskopischen Spannungs- und Dehnratenpotentials
auf verschiedenen Annahmen beruht, sind diese Potentiale im Allgemeinen

nicht dual. Fiir die Relationen zwischen den beiden gilt die Ungleichung ( ,
h.%d; |Rcm.te_Ca&taﬁ.eda| |l99j)
V2(D') > sup (%' D - mT(&’)) . (4.29)
7*_/

Wird das makroskopische Dehnratenpotential fiir starr-viskoplastische Poly-
kristalle nach der Taylor’schen Annahme D =D bestimmt, dann ergibt der
arithmetische Mittelwert nach @%ﬁine obere Schranke fiir das makroskopi-

sche Dehnratenpotential (Bohlked, )
(D) < vV (D)= [ fQUPQTDQ.r)dQ (4.30)
Die Voigt-Schranke prognostiziert den folgenden makroskopischen Spannungs-
deviator o
v
v OV (D) El,) ) (4.31)
oD
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Nach .21) entspricht das makroskopische Spannungspotential laut der Sachs-
Annahme (7' = 7/) der oberen Schranke (Reuss-Schranke) des effektiven Span-

nungspotentials Mﬂsﬂm.d_ﬁer_tmﬂ |ZQDd)

i < (AT~ ) ~C
V() < v = [ HQUTQTTR. ) dQ (4.32)
und liefert den folgenden makroskopischen Verzerrungsratentensor
—/ W R/
ph T (4.33)
or

Die unteren Schranken der effektiven Spannungs- und Dehnratenpotentiale
lassen sich anhand der Legendre-Fenchel Transformationen bestimmen

UT(F) > UVHF) = sup(#' - D — UY(D"), (4.34)
o
UP(D') > v (D) = sup(¥'- D' - wH(7)). (4.35)

Schranken 2.0Ordnung. Eine Generalisierung des Hashin-Shtrikman-
Variationsprinzips wurde von [willig l%j) und [Talbot und Willig

) fiir nichtlineare Materialien entwickelt. Diese ermoglicht die

Verbesserung der elementaren Schranken durch die Bertiicksichtigung der
Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion. Dabei wird als Vergleichsmedium ein

lineares isotropes Medium verwendet. In 0 .lﬁQj) und

.J.QQj) wird dagegen als Vergleichsmedium ein lineares
Vergleichs-Komposit eingefiihrt. Die Art der Schranke bei einem nichtlinearen
Materialverhalten, beispielsweise beschrieben durch ein Potenzgesetz, hingt
davon ab, ob der Zuwachs des Differenzpotentials schwicher oder starker
als affin ist. Im Allgemeinen kann mit einem linearen Vergleichsmedium nur
die obere oder nur die untere Schranke bestimmt werden, da das lineare
Vergleichsmaterial entweder steifer oder weicher als das betrachtete Material

sein kann. Verbesserte Schranken wurden von |IaletJn.dJAh.lth .l.‘l%l)

basierend auf einem nichtlinearen Vergleichsmaterial vorgeschlagen.

Eine Anwendung von Talbot und Willid .l%d) wurde fiir die Bestim-

mung der Schranken des effektiven Spannungspotentials beim Kriechen starr-
viskoplastischer, kubischer Polykristalle mit grauer Textur von Dendievel et all
) durchgefiihrt. Eine Erweiterung des Variationsprinzips von Ponte Ca-

stafieda ) fiir ein lokales, anisotropes Materialverhalten wurde auch fiir
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makroskopisch isotrope kubisch-flichenzentrierte, starr-viskoplastische Poly-
kristalle in IDeB_O_tjmu.m.d_RQnLe_Cas_taﬁed.al .lﬁ%d) verwendet. Die berechneten
Schranken sind zumindest fiir relativ_grofle Dehnratensensitivitdtsparameter
restriktiver als die Schranken von bmdmﬂ_etaﬂ .J.QQ]J). Fiir eine ausfiihrliche
Ubersicht der Schranken 2. Ordnung siehe 0 .M).

4.2 Finite-Elemente-basierte polykristalline Modelle

Eine Alternative zur Abschdtzung der viskoplastischen Eigenschaften bieten
Polykristallmodelle an, die auf der Kristallplastizitdt und der Finite-Elemente-
Methode basieren. Es gibt zwei mogliche Vorgehensweisen fiir FE-basierte
kristallplastische Simulationen. In der ersten Variante werden die einzelnen
Kristalle durch Finite-Elemente diskretisiert und die Gleichgewichtsbedingun-
gen auf der Gefiigeebene ausgewertet, wobei in der Regel oft nur ein Volumen-
bereich der Mikroebene betrachtet wird. Dieses Volumen muss reprédsentativ
fiir den makroskopischen Korper sein (reprasentatives Volumenelement), so
dass die Ergebnisse der Homogenisierungstechniken, unabhédngig von der Be-
lastungsart, den effektiven Materialeigenschaften entsprechen. Dadurch besteht
die Moglichkeit, die lokale Deformation und den Einfluss der Korngeometrie zu
untersuchen.

Die zweite Moglichkeit besteht darin, das makroskopische Bauteil mit finiten
Elementen zu diskretisieren, wobei das Polykristallmodell in den Integrations-
punkten zur Spannungsberechnung verwendet wird. Das mikroskopische Ma-
terialverhalten in den Integrationspunkten kann durch ein diskretisiertes, repra-
sentatives Volumenelement bestimmt werden. Wegen des grofen numerischen
Aufwands FE-basierter zweiskaliger Modelle werden vereinfachte Annahmen
fiir die Mikro-Makro-Uberginge eingefiihrt. Fiir die Homogenisierung des
mikroskopischen Materialverhaltens werden oft anstatt eines reprdsentativen
Volumenelements Schrankenmethoden oder Abschidtzungsverfahren verwen-
det. Die einfachsten Modelle basieren auf der Taylor- oder der Sachs-Annahme.

Taylor-Modell. Aufgrund von mikroskopischen Untersuchungen hat m
) angenommen, dass sich alle Kérner im Aggregat unter der Wirkung einer

Zugbelastung ndaherungsweise gleich verformen. Die Annahme eines homoge-
nen Dehnratenfelds von Taylor D' = D' erfiillt die geometrische Kompatibilitat
an den Korngrenzen, die statischen Gleichgewichtsbedingungen werden jedoch
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verletzt. Vorteilhaft ist die Tatsache, dass das Modell gleichzeitiges Aktivieren
von mehreren Gleitsystemen erlaubt und deswegen erfolgreich fiir kubisch-
flachenzentrierte Kristalle anwendbar ist. Da das Taylor-Modell die Texturent-
wicklung kubisch-flichenzentrierter Materialien qualitativ gut beschreibt, hat
dieses einen breiten Einsatz in Anwendungen gefunden.

Eine Verbesserung des klassischen Taylor-Modells stellt das relaxierte Taylor-
Modell dar, wobei einzelne Scherkomponenten des Geschwindigkeitsgradien-

ten relaxiert werden ( , h.%ﬁ, h%ZI). Die zugehorigen Spannungskom-
ponenten werden zu null gesetzt. Die relaxierten Scherkomponenten liegen in
der Walzebene und sind parallel zu der Walz- und Querrichtung. Alle anderen
Komponenten des Geschwindigkeitsgradienten bleiben homogen und gleichen
denjenigen des Polykristalls. Bei der Berechnung der relaxierten Komponenten
werden die Wechselwirkungen zwischen den Kristallen vernachléssigt (Ein-
Punkt-Modell).

Das LAMEL-Modell ist ein Zwei-Punkt-Modell, das gleichzeitig zwei flach
gewalzte Kristalle betrachtet ( , |l9_3d). Die Wechselwirkung der

beiden Kristalle wird nur in ihrer Beriihrungsebene berticksichtigt, die parallel
zu der Walzrichtung orientiert ist. Bei dem allgemeineren ALAMEL-Modell
, bmld) dagegen entfdllt die letzte Beschrankung, so dass
dieses Modell fiir verschiedene Deformationsmoden und nicht nur fiir die ebene

Kompression geeignet ist. Ein Vergleich des klassischen, des relaxierten und des
LAMEL-Modells mit einer FE-Analyse sowie mit experimentellen Daten wurde
von [Van Houtte et al| ) durchgefiihrt. Hierbei wurde festgestellt, dass
das LAMEL-Modell bessere Ergebnisse als das relaxierte und das klassische

Taylor-Modell fiir die Texturkomponenten und den Deformationsgradienten
liefert.

Sachs-Modell. Im Gegensatz zum Taylor-Modell wird von @ .@) an-
genommen, dass eine konstante wirksame Schubspannung in den einzelnen
Kristallen herrscht. Unter einer Zugbelastung wird in jedem Kristall je ein Gleit-
system aktiviert. Die Annahme des homogenen Spannungsfelds erfiillt trivial
das statische Gleichgewicht aber das Verschiebungs- bzw. Geschwindigkeitsfeld
ist an den Randern nicht kompatibel.

Selbstkonsistente Modelle. Eine Alternative zu Taylor und Sachs bzgl. des
Erfiillens der Gleichgewichts- und der Kompatibilititsbedingungen stellen die

45



Stoffgleichungen der Makroebene

selbstkonsistenten Modelle (Einbettungsverfahren) dar (Molinari .l%ZI);
hdﬂbenaohnjn.d_CanmLa' lﬁ%ﬂ)) Die einzelnen Korner werden als Inhomo-

genititen einer unendlich ausgedehnten homogenen Matrix betrachtet. Das

Materialverhalten der Matrix resultiert aus den Beitrdgen des gewichteten
Einflusses jeder einzelnen Inhomogenitit. Diese Modelle erlauben sowohl ein
inhomogenes Spannungsfeld als auch ein inhomogenes Verzerrungsfeld, die
miteinander durch den Eschelby’schen Ansatz (1957) fiir kugelférmige oder
ellipsoidale Einschliisse verbunden sind. Die ersten selbst-konsistenten Modelle
wurden von |Kr_cme_1] 6_1|) fiir elastische Matrix mit elasto-plastischen Ein-
schliissen, von [Hill ) tiir elasto-plastische Werkstoffe und von

) fiir starr-viskoplastische Materialien definiert.

FE-Modelle. Zum ersten Mal wurde die Kristallplastizitdt mittels der FEM von

|Beirf.€_etalj _l&ﬁ) fiir den ratenunabhédngigen Fall von Einkristallen im Zug-
versuch implementiert. Das Modell wurde fiir den ratenabhéngigen Fall fiir die

Texturentwicklung und das Verfestigungsverhalten von einphasigen kubisch-

flachenzentrierten Polykristallen von .l%.d) erweitert.
Verwendet wird die Taylor-Annahme fiir das polykristalline Modell. Ein Ver-
gleich der FE-Berechnung mit experimentellen Daten fiir die Texturentwicklung
von Kupfer fiir typische Belastungsfille ist inlBr_Qn.kb.o_ts_t_et_alJ .1292|) dokumen-

tiert. [Kalidindi et all 1292') entwickelte eine implizite Zeitintegration aufgrund

von [Pej 1982) und wandte diese fiir die Texturentwicklung von Kupfer
mit homogenen und inhomogenen Randbedingungen an. Auf Kalidindi’s Mo-
dell beruhen auch die Berechnungen von kubisch-flachenzentrierten Kristallen
von |A.n.a.n.d| _ ), wobei einem finiten Element ein Kristall entspricht. Die FE-
Simulationen mit reprasentativen Volumenelementen werden oft als virtuelles

Materiallabor fiir die Bestimmung von Materialparametern verwendet (Kraska
et al.,2009).
Der Berechnung der Texturentwicklung in kubisch-flichenzentrierten Polykris-
tallen widmet sich auch die Arbeit von M.eb.e_e_talj .19_9d), in der die Berech-
nung auf Zweiskalen-FE-Modellen basiert. Jeder Integrationspunkt der mak-

roskopischen Finite-Elemente ist mit einer Finite-Elemente-Berechnung eines
reprasentativen Volumenelements des mikroskopischen Modells gekoppelt. In
[Miehe und Schottd ( ) wird eine kristallplastische Schalenformulierung fiir

die Zipfelvorhersage von Ein- und Polykristallen angewendet. Ein robuster und

schneller Algorithmus fiir die Vorhersage der Kristallorientierung und der Tex-
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turentwicklung wird in |M].eh.€_1m.d_RQ&a.tQ| (IZQQZI) fiir kubisch-flachenzentrierte
und fiir kubisch-raumzentrierte starr-viskoplastische Kristalle in
) vorgeschlagen. Ein weiteres Zweiskalen-FE-Modell ist von Kumar und

Dawson ) entwickelt worden, bei dem das mikroskopische FE-Modell
tiir die Diskretisierung der partiellen Differentialgleichungen der OVF auf den
Rodrigues-Raum verwendet wird. Die Mikro-Makro-Kopplung basiert auf der

Taylor-Annahme. In Kumar und Dawson (IZQQQI) wird die Texturentwicklung

im Rodrigues-Raum fiir die ebene Kompression sowie die reine, einfache

Schubbelastung vorhergesagt.

Da die Finite-Elemente-basierte Homogenisierung eine sehr grofie Anzahl von
Kristallorientierungen erfordert, wird hdufig die diskrete Orientierungsvertei-
lungsfunktion fiir die Simulation des Umformprozesses durch wenige Tex-
turkomponenten mit speziellen Verteilungseigenschaften (z.B. v. Mises-Fisher
etc.) ersetzt. Diese Thematik wird z.B. von der Gruppe von D. Raabe unter-
sucht (Zhao et all 2001; [Raabe et all 2002; Roters et all, R00S: Tikhovskiy
et al., ). Ein Vergleich des klassischen Taylor-Modells basierend auf Dirac-

Delta-Verteilungen und einem Komponenten-Modell mit einer v. Mises-Fisher-
Verteilung wurde von Bohlke et all (2009, |20_Od) durchgefiihrt. Um den numeri-
schen Aufwand zu reduzieren, kann anstatt von Texturkomponenten auch eine

reduzierte Anzahl von Kristallorientierungen verwendet werden (Rousselier

und Leclercq, ). Rousselier et all (2009) verwenden nur acht Korner fiir die

Tiefziehsimulation stark texturierten Aluminiums.
Ein ausfiihrlicher Uberblick der Mikro-Makro-Ubergénge und der Finite-
Elemente-basierten Homogenisierung geben die Artikel von [Habraken] 2&14')

und|RQtf_ts_€_Lal.| . ) an.

4.3 Anisotrope phinomenologische Modelle

Trotz des Einflusses der Mikrostruktur auf die plastische Anisotropie, sind
die meisten kontinuumsmechanischen Modelle rein phdnomenologischer Natur
und basieren lediglich auf makroskopischen experimentellen Befunden. Mikro-
mechanische Information fliefSt nicht in die Materialmodelle ein.

Fiir die Simulation von Umformprozessen im industriellen Kontext werden
heutzutage ausschliefSlich phdnomenologische Ansdtze verwendet (siehe z.B.

|La.n.g§‘_etal] _ )). Wegen ihrer einfachen mathematischen Struktur und effek-
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tiven numerischen Umsetzbarkeit werden phdnomenologische FliefSkriterien
hédufig in FE-Programme implementiert, obwohl sie Einschrankungen in der
Materialmodellierung unterliegen.

Die Modellierung des inelastischen Materialverhaltens basiert auf dem Prinzip
der maximalen plastischen Dissipation. Diese besagt fiir nichtverfestigende
Werkstoffe, dass der tatsdchliche Spannungszustand o fiir einen vorgegebenen
ﬁdﬂen Dehnratentensor € die dissipierte plastische Arbeit maximiert (vgl.

9od))

D(eP) = sup (o - ). (4.36)

océ

Fiir ein normal-dissipatives Material mit elastischem Gebiet £ liegen die zuldssi-
gen Spannungszustdnde o innerhalb oder am Rand des elastischen Gebiets. Das
elastische Gebiet wird durch die FliefSfunktion (o, o) und die Fliefispannung
or beschrieben

E=A{o|p(o,or) =9 (0) —0or <0}. (4.37)

Die Fliefsbedingung lautet in allgemeiner Form
plo,or) = 0. (4.38)

Eine negative FliefSfunktion ¢ (o, o) < 0 entspricht einer elastischen Beanspru-
chung. Eine positive ¢(o,0r) > 0 ist dagegen unzuldssig. Alle Spannungszu-
stande, die die Fliebedingung [.38) erfiillen, bilden einen konvexen FlieSkor-
per (Fliesflache) im Spannungsraum. Die Funktion ¢* (o) wird so definiert, dass
sie nichtnegativ, konvex und homogen vom 1. Grad ist und dass noch ¢*(0) = 0
gilt.

Das Prinzip der maximalen Dissipation @.36) kann nach M .) fiir ra-

tenabhidngige Materialien z.B. durch eine quadratische Penalty-Methode unter

Berticksichtigung der Nebenbedingung @.37) umformuliert werden

ven s (o= (g (@) - o)) 2o (439)

Die Funktion (é”) ist eine Dissipationsfunktion, auch Dehnratenpotential
genannt. Diese ist nichtnegativ und konvex und erfiillt die Bedingung /(¢”) = 0.
Der Penalty-Parameter 7 — 0 hat den physikalischen Sinn eines Viskositédtspa-
rameters fiir das Material. Die Funktion der Spannung

1

= 5, (@) - or)’ (4.40)

¢(o)
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ist die duale Funktion von (") und wird als Spannungspotential bezeichnet.
Beide Dissipationsfunktionen sind zueinander Legendre-Fenchel-konjugiert

V(EP) = Sup (o-&"—¢(a)). (4.41)

Fiir die Ableitung des Spannungspotentials ¢(o) bzw. fiir die Richtung des
plastischen Flusses gilt nach der Dualitdtsbedingung (@.41)

e = 9209) (4.42)
oo
bzw. nach {.4Q)
0¥ (a) | 0p(o,oF) 1 B
el =\ e A P A= n(gp(a) op)y > 0. (4.43)

Fiir den ratenunabhdngigen Fall, wenn n — 0 gilt, kann das Optimierungs-
problem @.36) mit der Nebenbedingung #@.37) nach der Lagrange’schen Mul-
tiﬁlikatormethode mit dem Lagrange’schen Multiplikator A\ geldst werden

Rood)

P(eP) = sup (- —A(p*(o) —0op)), A>0. (4.44)

Der plastische Multiplikator A folgt aus den Karush-Kuhn-Tucker Bedingungen.
In diesem Fall ist das Spannungspotential durch

¢(o) = A(p*(o) —or) (4.45)

definiert. Fiir eine allgemeinere, thermodynamisch konsistente Betrachtung der
Dissipation und der Dissipationspotentiale in Abhdngigkeit von den inneren

Variablen und inneren Kraften wird auf die Arbeit Von[M.i.eh.el ( ) verwiesen.
Zu beachten ist, dass quadratische Fliefipotentiale das anisotrope Material-
verhalten realer (visko)plastischer Werkstoffe nicht korrekt abbilden konnen.
Vgl. z.B. die Diskussion der Vor- und Nachteile des Hill’schen FliefSkriteriums
in @.49).

Bei einem elasto-plastischen Materialverhalten in der assoziierten Plastizitat
ist das plastische FliefSpotential im Spannungsraum dquivalent zu der Fliefs-
funktion. Die Fliefffunktionen und -potentiale werden meist im deviatorischen
Spannungsraum definiert, wobei davon ausgegangen wird, dass der hydrosta-
tische Druck bei den Metallen keinen Einfluss auf das plastische Fliefien hat.
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Im Polgenden wird ein kurzer Uberblick iiber die wichtigsten anisotropen
makroskopischen FliefSfunktionen gegeben. Ansitze fiir texturbasierte Fliefspo-
tentiale werden in Unterkapitel d.4] dokumentiert. Umfassende Literaturiiber-

sichten sind in den Arbeiten von HQS_le‘_dl .1295), |B.anab].LeLaJJ . ) und

) zu finden.

Quadratische FliefSkriterien. Eine quadratische anisotrope FliefSfunktion

wurde von v. _ ) fiir den allgemeinen triklinen Fall mit 21 freien

Anisotropieparametern vorgeschlagen. . ) spezialisiert die v. Mises’sche
Fliefsfunktion fiir den orthotropen Fall.

Fiir inkompressible Werkstoffe wird diese durch

o(o', op) =o' -Hlo'| — \/gap (4.46)

gegeben. Wegen der Symmetrie des Spannungstensors und der Anwendung
einer quadratischen Form besitzt der Tensor H im Allgemeinen 21 unabhédngige
Komponenten. Fiir eine orthotrope Symmetrie reduziert sich diese Anzahl auf
neun Parameter. Durch die Betrachtung der Inkompressibilitdtsbedingung er-
hélt man eine Darstellung abhdngig nur von den sechs Anisotropieparametern
F,G, H, L, M und N. Der spurfreie, positiv definite Hill’sche Tensor 4. Stufe in
Cowin-Notation (vgl. @.41)) lautet damit

G+H -H -G 0 0 0
“H F+H —-F 0 0 0

m—| ¢ PGB0 0 0y B, (4.47)
0 0 0 L 0 0
0 0 0 0 M 0
0 0 0 0 0 N|

Die Spannungen sind bzgl. der Anisotropieachsen definiert. Die Hill-Parameter
konnen durch Messungen der R-Werte und der Zugflieflsspannungen bestimmt
werden, d.h. allein aus einachsigen Versuchen.

Die Anisotropiekoeffizienten (R-Werte, Lankford-Parameter) haben sich als

Maf3 der Anisotropie von Walzblechen etabliert ‘La.n.kﬁo_r_d_e.t_alj, h&’ii). Diese

werden in einachsigen Zugversuchen an Flachproben experimentell bestimmt,

wobei der Winkel zwischen der Walzrichtung und der Zugrichtung variiert
wird (Abb. iL]). Die R-Werte stellen den Quotienten zwischen den plastischen
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Dehnungen in Breitenrichtung (,,w”: width) und Dickenrichtung (,,t“: thickness)
der Probe dar

p
R="v (4.48)

el

T Querrichtung

- Walzrichtung

Abbildung 4.1: Experimentelle Bestimmung von R-Werten

In dieser Formulierung wird R von der Grofle der plastischen Dehnung beein-
flusst .S_tQu.tJm.d_KQckEJ, hﬂ%i) Dabher ist eine Definition in Abhéngigkeit nicht

von der Dehnung, sondern von der Dehnrate empfehlenswert. Wird der Winkel

zwischen den Anisotropie- und Belastungsachsen durch ¢ bezeichnet, dann ist
die Zugspannung durch

o(f) =on,(0) @n,(0) (4.49)

und der richtungsabhdngige R-Wert durch

D - (ny(0) ® ny(0))
D - (ny(0) @ ni(9))

R(0) = (4.50)
gegeben (siehe Abb.[d]). Die Einheitsvektoren n,(f), n(f) und n.(¢) bezeich-
nen die Zugrichtung, die Breitenrichtung der Probe, senkrecht zu n, () und die
Richtung senkrecht zu der Blechebene

n,(0) = cos(f)e; + sin(f)es, (4.51)
ny(0) = —sin(f)e; + cos(f)eq, (4.52)
ny(0) = es. (4.53)

Die R-Werte nehmen Werte zwischen null im Falle keiner Breitendnderung und
unendlich bei unveranderter Probendicke an.
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Nach der Hill’schen FliefSfunktion kénnen die zu der Flief3fliche zugehorige
Zugspannung o und die R-Werte in Abhdngigkeit vom Winkel § wie folgt
definiert werden

, 4.54

fwg o) B o ndl .
 (1(8) © 1y (0)) - Hing (6) & ()]

RO) = e B @) o) (459

Der Hill’sche Ansatz hat den Nachteil, dass dieser das anomale Verhalten von
Aluminium 1. und 2. Ordnung nicht richtig abbilden kann _B_a.na.bj.c_et_alj, |2£KKi)

Fiir einige Aluminiumlegierungen kann ein mittlerer R-Wert R kleiner eins bei

einer biaxialen Flielspannung op grofier als der unidirektionalen Fliefispan-
nung oz beobachtet werden (Anomales Verhalten 1. Ordnung, Woodthorpe und
Pearce (1970Q))

_ R(0°) + 2R(45°) + R(90°)

R = <1

4 Y
Dagegen gilt nach dem Hill’schen Kriterium fiir eine normale Anisotropie
(R(0°) = R(90°) = Rund ¢(0°) = ¢(90°) = oy))

oB > 0y. (456)

OB = O0y\| — . (457)

Die Relation @57) impliziert fiir R = 1 die Ungleichung o5 = oy
Obwohl fiir diinne Aluminium-Bleche mit kleinen R-Werten grofse FliefSsspan-
nungen beobachtet werden (anomales Verhalten 2. Ordnung)

R(0°) o(0°)
ROC) " ogeoey <

(4.58)

impliziert das quadratische Hill-Kriterium fiir den ebenen Spannungszustand

a(0°) J R(0°)(1 + R(90°)) (4.59)

a(90°) '\ R(90°)(1 + R(0°))’
d.h. fiir R(0°) > R(90°) gilt immer ¢(0°) > ¢(90°) und umgekehrt.
Ein weiterer Nachteil des quadratischen Hill’schen Fliefskriteriums liegt darin,
dass eine Tiefziehsimulation infolge der quadratischen Form nur zwei oder

vier Zipfel vorhersagen kann. Diese Tatsache beruht darauf, dass die Aniso-
tropieparameter bei einem ebenen Spannungszustand durch drei Zugversuche
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mit ¢ = 0°,45°,90° bestimmt werden und nur von der Zugflielspannung bei
¢ = 0° und von den drei R-Werten R(0°), R(45°) und R(90°) abhdngen. Eine
quadratische Form der Fliefffunktion kann nur elliptische Flief3flichen reprodu-
zieren. Trotz dieser Nachteile ist das Hill’sche Modell wegen seiner einfachen
mathematischen Formulierung als Standardmodell in kommerzielle FE-Tools
eingegangen (z.B. Ansys, Abaqus).

Eine duale Funktion zum Hill’schen Ansatz kann in Abhédngigkeit vom Dehnra-
tentensor und dem inversen Hill’schen H~! Tensor definiert werden Hl].l| _l%ZI) ;

Gambin 2001), S. 222).

Nichtquadratische FliefSkriterien. Eine Verbesserung bzgl. der Abbildung des

Anomalieverhaltens von Aluminium wird durch eine nichtquadratische Mo-
difikation von |El]| ‘E) erreicht _H.L_'].I|, ). Die modifizierte FliefSfunktion
enthdlt keine Schubspannungen und die Exponenten sind keine natiirlichen

Zahlen. Diese Variante setzt eine Ubereinstimmung der Belastungs- und der
Anisotropieachsen voraus, was im Allgemeinen nicht angegeben ist. Die spa-
teren Hill’schen Modelle sind nur fiir den ebenen Spannungszustand definiert
und werden deswegen hier nicht weiter betrachtet (Hill, h&%i hﬂ%il).

Eine grofle Gruppe von nichtquadratischen Fliefskriterien wurden von Barlat

et al. entwickelt. Barlat et al. schlagen Generalisierungen des Hosford schen

‘HQS_fQ]‘_dI, |1222|) isotropen Fliefskriteriums fiir den ebenen dﬁflft 1d_Li_a_|J, h_%_‘j)

und fiir den dreidimensionalen Spannungszustand , | , Y1d91)
vor. Die FliefSfunktion YId91 fiir orthotrope Materialsymmetrien ist abhdngig
von sechs Parametern (cy, . .., ¢s) und einem Exponenten a
~H ~ ~ 7710 ~ ~7r1a ~ ~r71Q a
o(8",op) = |SF = SF|" + |5 — 8" +|Sf" — 5f|" — 20%, (4.60)
[(ca+¢3)/3  —c3/3 —c/3 0 0 0]
—63/3 (01+63)/3 —01/3 0O 0 0
- —co/3 —c1/3 30 0 0
S - L [O'] : L= CQ/ Cl/ (Cl + CQ)/ Ba ® Bﬂ
0 0 0 ¢y 0 0
0 0 0 0 ¢ 0
0 0 0 0 0 cg

Die Darstellung (60) bezieht sich auf die Orthotropieachsen des Materials. S/,
S und S¥ sind die Eigenwerte der linearen Transformation S von o durch
L. Der Exponent a variiert in Abhdngigkeit von der Kristallsymmetrie: a = 8
fiir kubisch-flachenzentrierte und a = 6 fiir kubisch-raumzentrierte Kristalle.
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Dieses FlieSkriterium ergibt eine gute Ubereinstimmung mit den polykristalli-
nen Flief3flachen von Bishop-Hill fiir kaltgewalzte Al-Legierungen mit kleinerer
Dickenreduktion. Fiir Bleche mit einer grofien Dickenreduktion sind die Abwei-
chungen von den experimentellen Fliefsflachen grofer.

Eine Generalisierung von Barlat et all .lﬁﬂ].al) wurde von h&a.r_aﬁlhm.n.d_&gmf]

) fiir weitere Materialsymmetrien (nicht nur orthotrop) als Kombination

zweier homogener isotroper Funktionen vorgeschlagen. Da dieses Kriterium
das plastische Verhalten von Aluminium-Legierungen nicht korrekt abbilden
kann, schldgt Barlat nachfolgend zwei Modifikationen von YI1d91 (Y1d94 und
Y1d96) vor, wobei in der Fliefsfunktion drei weitere Anisotropieparameter
(0, oy, ;) eingefithrt werden

p(8"0p) = |1557 — gf‘a +ap ]S4 — gﬂa +ag| ST — Sﬂa — 20,  (4.61)

ap = apQfy + ay Q3 + Q3. (4.62)
(i; ist die Transformationsmatrix zwischen den Anisotropieachsen (e, e,, e.)
und den Hauptachsen von S’H (e1, ez, e3). Fiir konstante o, o, und «; ist dieses
Fliefskriterium als Y1d94 bekannt .B_a_r_].a_t_eLalJ, |12Q2a|). Fiir den ebenen Span-
nungszustand sind sechs Anisotropieparameter notwendig. Die Berechnungen

der FliefSflichen reproduzieren die experimentell bestimmten und die Bishop-
Hill-Flief3flichen fiir kaltgewalzte Al-Legierungen mit grofier Dickenreduktion
besser als YLd91. Die Anisotropie in der Berechnung der R-Werte und der
Zipfelhohe in den Finite-Elemente-Simulationen wird unterschitzt. Um diesen
Nachteil zu beseitigen, werden «,, o, und «, in Y1d96 ( , |l_‘2‘22b|) wie
folgt modifiziert

Oy = Ol 0082(261) + g sin2(261), (4.63)
vy = 0 cos(22) + a1 sin?(202), (4.64)
o, = 0r,0cos(2B3) + a1 sin?(23), (4.65)

wobei angenommen wird, dass die Fliefsflichen konvex sind. Ein allgemeiner
Beweis der Konvexitdt ist bisher nicht erbracht worden. Die drei Winkel
Bi (i =1...3) liegen zwischen den Anisotropieachsen und der ersten oder
dritten Hauptachse. Fiir /33 gilt z.B.

cos(Bs) = { €€ ?Z E (4.66)
s

ex'eg
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Im Jahre 2005 veroffentlichen Barlat et al] ( ) eine noch allgemeinere lineare
Fliebedingung mit der Bezeichnung Y1d2004-18p (18 Parameter) und eine

reduzierte Form mit der Bezeichnung Y1d2004-13p (13 Parameter). Y1d2004-18p
besitzt die folgende Form

(S[HSHH _ ’Sl

+5;
+ |55

~ 409 (4.67)

Die Flief3sfunktion basiert auf zwei linearen Transformationen von o

=1

' =L'lo], 8"=L"[o], (4.68)

wobei LY und LY durch

()3 (=2 +¢d)/3 (d=2¢0)/3 0 0 0]
(=2ck+chy/3 (d+ed)/3 (d—2eD)/3 0 0 0
Ll (—2¢f +c)/3  (ch—2c§)/3  (ch+cf)/3 01 0 0 B, ® By, (4.69)
0 0 0 ¢ 0 0
0 0 0 0 ¢ 0
i 0 0 0 0 0 cf]
(el )3 (2l )3 (@ -2)s 00 0
(=2 +ci)/3 (gl +c)/3 (ef =2¢])/3 0 0 0
LY — (=28 + )3 (cd —2¢§)/3 (i +cfh)/3 (31 U B, ® Bjs (4.70)
0 0 0 a0 0
0 0 0 0 cf o
0 0 0 0 0

gegeben sind. 18 Anisotropieparameter sind frei. Die FliefSfunktion Y1d91 stellt
einen Sonderfall von Y1d2004-p18 fiir L/ = L/ dar.

Die numerische Implementierung und der Vergleich von verschiedenen Flief3-
funktionen von Barlat weist darauf hin, dass durch die Erh6hung der Anzahl
der Anisotropieparameter eine bessere Ubereinstimmung der gerechneten und
experimentellen R-Werte erzielt werden kann. Durch Y1d2004-p18 kénnen bei
einem Tiefziehprozess sechs und acht Zipfel abgebildet werden (

Lood).

Es sei hier darauf hingewiesen, dass die Anwendbarkeit einer FliefSfunktion

/

auf Grund der Anzahl der freien Parameter abzuschétzen ist, die experimentell
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bestimmt werden miissen. Nachteile rein phdanomenologischer Modelle beste-
hen darin, dass die makroskopischen, mechanischen Experimente aus Kosten-
griinden nur in begrenztem Umfang durchgefiihrt werden konnen. Zudem sind
nicht alle Materialeigenschaften durch mechanische Standardversuche experi-
mentell zugédnglich. Als Beispiel sei die Messung von Out-of-Plane-Spannungen

diinner Bleche genannt ‘Rahah.a.llah_e.‘r_alj, |20£).‘2b|). Aus diesem Grund konnen

phdnomenologische Modelle insbesondere die dreidimensionalen Belastungs-

talle fiir diinne Bleche nicht immer korrekt abbilden. Zur Bestimmung der Ani-
sotropieparameter konnen alternativ zu den makroskopischen Experimenten
auch Texturmessungen verwendet werden.

4.4 Mikromechanisch motivierte Modelle

Die mikromechanisch motivierten Modelle stellen eine Alternative fiir die
Modellierung des makroskopischen Materialverhaltens polykristalliner Werk-
stoffe gegentiiber den phdanomenologischen Modellen dar. Aufserdem sind diese
mit einem viel geringeren numerischen Aufwand als denjenigen der Finite-
Elemente basierten Homogenisierungstheorien verbunden. Im Gegensatz zu
den phianomenologischen Ansédtzen beriicksichtigen die texturbasierten Mo-
delle direkt die Orientierungsverteilungsfunktion, um die makroskopischen
FliefSorte anhand der Kristallplastizitit zu beschreiben. Die so bestimmten
texturbasierten FlieSpotentiale werden im Nachlauf auf die makroskopische

FE-Berechnung angewendet .H.a.bta.ked, |2£Xl4|).

Fiir die Entwicklung kristallographisch basierter Modelle werden einerseits die

Anisotropieparameter in den phanomenologischen Modellen mikromechanisch
motiviert. Andererseits wird die plastische Dissipation des Polykristalls fiir
die Bestimmung der FliefSorte direkt aus den gewichteten Taylor-Faktoren der
einzelnen Kristallorientierungen bestimmt .L&q.l.]f_u_etalj, h%j) Alternativ wird

die Dissipation durch quasi-analytische Ausdriicke, z.B. in polynomialer Form

der Dehnraten- oder Spannungsrichtung, in Abhédngigkeit von der kristallo-

graphischen Textur dargestellt ( , |20_Qd). Fiir die Beschreibung der
Orientierungsverteilungsfunktion wird am haufigsten die Bunge’sche Darstel-

lung (2.I7) mittels Legendre-Polynome verwendet (vgl. z.B.
iéégg) und [Arminjon und Bacroix (1994)).

Nach dem Bishop-Hill-Modell wird die Dissipation des Polykristalls
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proportional zum gemittelten Taylor-Faktor definiert

DV = (/). D' = r°D,M(D). (4.71)

Mit D,y wird die v. Mises’sche dquivalente Verzerrungsrate

2, =
Dar= 21D 47)

bezeichnet. Fiir den starr-viskoplastischen Fall ist die Dissipation nach (M,
M) fiir Polykristalle durch

m—+1

m

DY = "Ly (D) = s D) |2 (”D “) m @73)

m+1

m Yo

gegeben. Im ratenunabhdngigen Fall fiir m — oo entspricht diese Definition
Formel @.7]). Fur Polykristalle gilt fiir den gemittelten Taylor-Faktor nach der
Taylor’schen Annahme mit Hilfe der Orientierungsverteilungsfunktion und
dem Taylor-Faktor M fiir einen Einkristall

(r'y- D'
Doy

M(D) = [ [(QM(QxD)dQ =

50(3)

(4.74)

Texturbasierte Bestimmung von Anisotropieparametern. Die Anisotropiepa-
rameter des Hill’schen Fliefskriteriums wurden von 1 i

) als Funktionen der Texturkoeffizienten dargestellt. Dabei wurde der
Taylor-Faktor durch die Hill’sche FliefSfunktion ausgedriickt und danach durch
den makroskopischen Taylor-Faktor approximiert. Der Taylor-Faktor des Po-
lykristalls wurde mit Hilfe der Orientierungsverteilungsfunktion von Bunge
berechnet.

In [Darrieulat und Montheillef ( ) werden die Hill-Parameter fiir typische

Texturkomponenten ermittelt. Damit ldsst sich das makroskopische FliefSkri-

terium in Abhdngigkeit von den Volumenanteilen der einzelnen Texturkom-

ponenten berechnen. [B& _ ) stellen den Hill’schen Tensor 4. Stufe
aus @A7) in Abhingigkeit des isotropen deviatorischen Projektors P} und des
Texturkoeffizienten 4. Stufe V|, dar

H =P +nViy. (4.75)
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n wird so ausgewdhlt, dass der Tensor H positiv definit ist bzw. dass die
Hill’sche Fliesfunktion konvex ist.

In den Arbeiten der Gruppe von Barlat __ij_eLalJ, |2mz|; |Rahaha.llah_eLal.|,

) wird die Bestimmung der freien Anisotropieparameter phdnomeno-

logischer Modelle durch mikromechanische Berechnungen vorgenommen. An-

hand der Orientierungsverteilungsfunktion wird zunédchst die Dissipation nach

dem Taylor-Bishop-Hill-Modell bestimmt. Diese dient danach der Identifikation

der freien Parameter durch ein quadratisches Minimierungsproblem. Diese

Prozedur wird z.B. fiir das Dehnratenpotential Str2004-p18 angewendet, das

Iﬁieﬁﬁmkﬁon Y1d2004-p18 im Dehnratenraum entspricht ( ,
).

Alle diese quasi-phdnomenologischen Ansdtze haben gegeniiber den rein pha-

nomenologischen Fliefsfunktionen den Vorteil, dass die Anfangstexturinfor-
mation in die Modellierung einbezogen werden kann. Die Anwendung einer
Entwicklungsgleichung, z.B. fiir den Texturkoeffizienten in (@.75), erlaubt die
Beriicksichtigung des Einflusses der Texturentwicklung auf die Fliefsfldche. Eine

solche Entwicklungsgleichung wurde von Bohlke und Bertram .ZQﬂlal) fiir das
Hooke’sche Gesetz vorgeschlagen.

FlieSpotentiale geraden Grades. Der gemittelte Taylor-Faktor wird oft an
analytische Funktionen in Abhdngigkeit von der Richtung von D angepasst

-/
= D
1D
Van Houtte hat fiir das Dehnratenpotential die folgende allgemeine Form

vorgeschlagen
/

WD) =7"- D' = |D'|Hu(Nyp), (4.77)
wobei die Funktion H,y(N ID) durch gerade analytische Funktionen vom Grad
2,4, 6 etc. dargestellt wird. Fiir die analytische Funktion vom 6. Grad, wird z.B.
der Ausdruck

~T </ ®6
Hu(Np) =Fe - Np (4.78)

in Abhédngigkeit von den Komponenten von N ln in einer flinfdimensionalen
Basis verwendet ( , h&&d h_QQﬂ; hlan_ﬂcm.ttma.dj[an_ﬁaﬂl' |20_0_4|).

Die Funktion H,p(IN ") wird mittels des Taylor-Faktors approximiert:
D y ppP

Ha(N}) = | H(N) @79)
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Ein dhnliches nichtquadratisches FlieSpotential wurde von Arminjon vorge-

schlagen A.Lm.l.n.]gm.m.d_]ia.cmxl |192d; |Arminj9_n_et_aﬂ, |19%|). Das FlieSpotential

ist nun abhdngig von den Komponenten von D'. Das Dehnratenpotential

4. Grades (,,Quartus”genannt) wird durch eine Summe von 22 Produkten im
orthorhombischen, fiinfdimensionalen Fall

Y =y
_ Fuy - D 2 Xy(D
¢(D/): <4>—/ =D k—</ )
D = DR

(4.80)

dargestellt. X, sind polynomiale Funktionen der fiinf Komponenten von D
und die Anisotropieparameter o sind abhdngig von den Bunge’schen Tex-
turkoeffizienten. Anwendungen von in der Finite-Elemente-Methode

wurden von |Ba.cmxjn.d£.llatmm.l| ) diskutiert. Der Ansatz (.80) ergibt

gute Ergebnisse fiir die Fliefforte von Stahl, nicht aber von Aluminium, und

unterschétzt die Anisotropie bei der R-Wert-Berechnung. Aus diesem Grund

wurde von I .lﬁ%l) ein gleiches Potential, polynomial vom

6.Grad (,,Sextus”genannt) formuliert

— /Q6 B %aka(Dl)

——t——= ——.
o = D

(4.81)

Fiir den orthorhombischen, fiinfdimensionalen Fall ist die Anzahl der Anisotro-
piekoeffizienten in (@.81) gleich 60. Die Anzahl der Anisotropiekoeffizienten fiir
den Arminjon-Ansatz verschiedener Grade ist in Tabelle .1l gegeben.

Orthorhombisch Triklin
Ebener Spannungszustand | 5D | 5D
2.Grad 4 5 25
4. Grad 9 22 70
6. Grad 16 60 210
8.Grad 25 135 | 490

Tabelle 4.1: Anzahl der Anisotropiekoeffizienten des Fliefipotentials vom Arminjon-Typ

(Savoie und MacEwer], [1996)

Das Dehnratenpotential @.8I) ergibt dieselben FlieSspannungen wie die

,Quartus”-Variante. Dagegen tiberschitzt , Sextus“die Anisotropie bei der Vor-
hersage der R-Werte. Aufierdem werden die Vorhersagen der R-Werte signifi-
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kant durch kleine Anderungen des Dehnratentensors beeinflusst. Die Anwen-
dung eines FliefSpotentials 8. Grades kann die Approximation nicht wesentlich
verbessern und verlangt lingere Berechnungszeiten.

Die Reihenentwicklung in Abhédngigkeit vom plastischen Dehnratentensor

weist nichtkonvexe Bereiche fiir Approximationen vom Grade grofder als zwei

auf ( , |l%_9|; lALmjann_eLalJ, |12%|; |Saloj.eJ.m.d_Ma.cEmen|,
@). Solche erscheinen an den Fassetten und an den Ecken der FliefSorte
(,,Fischschwénze”). Die Gefahr von Nichtkonvexititen bei diesen Anséitzen

steigt mit der Schérfe der Textur. Die physikalische Bedeutung der Konvexitat
wird in Kapitel [l ausfiihrlich diskutiert.

Van Houtte modifiziert in seinen spdteren Arbeiten den verwendeten Ansatz, so
dass Konvexitdt der FlieSpotentiale unabhédngig vom Grad der Approximation
sichergestellt ist. Die neue Darstellung fiir eine Approximation 6. Grades (vgl.

@73)) wird durch
Hu(N'p) = /Gs = ({Fig, - N'y" (4.82)

gegeben ( ) |20_O_4|). Damit zusitzlich auch eine Raten-

abhingigkeit betrachtet werden kann, wird die analytische Funktion (.82) als

homogen vom Grade m + 1 angesetzt ( : )

He(Np) = /G, (4.83)

Ein weiteres konvexes, texturbasiertes Dehnratenpotential, das nicht nur im
Rahmen der Taylor-Annahme anwendbar ist und auch Zug- und Druck-

asymmetrien berticksichtigen kann, wurde von hlm_HmHLe_eLa]J .ZQQd)

vorgeschlagen

_ K AN
P (D) = J S (T/k - D’) >0, n=2406. (4.84)
k=1

n > 2 ist eine natiirliche gerade Zahl. Fiir K verschiedener Dehnratenrichtun-
gen D, /||D}| einer bekannten kristallographischen Textur werden zunéchst
die zugehorigen Spannungstensoren 7) durch Multilevel-Methoden (klassi-
sches Taylor-Modell, ALAMEL etc.) ausgerechnet. Die Skalierungsfaktoren \;
passen die Aquipotentialflichen von #384) an die Isolinien der Multilevel-

Methode an. Die Fassetten-Methode wird von _ ) in einer FE-

Tiefziehsimulation implementiert. Die Bestimmung der Spannungstensoren 7,
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erfolgt durch das ALAMEL-Modell, angewendet in den Integrationspunkten.
Durch das ALAMEL-Modell wird in |£1ama.d_e_t_aﬂ ( ) auch der Einfluss der
Texturentwicklung auf das Dehnratenpotential berticksichtigt. Der numerische

Aufwand bei der Berechnung wird durch Parallelisierung reduziert.

Eine dquivalente Darstellung zu @.84) ist auch im deviatorischen Spannungs-
raum in der Form

— K n
oF'(8) = jkz A% (D; : %’) : Ap >0, n=24,6. (4.85)
=1

moglich ( , M,‘ |Xer_ta_et_al.|, |2(Md).
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Kapitel 5

Darstellung skalarer Funktionen eines
symmetrischen Tensors 2. Stufe

5.1 Darstellung der Rotationsgruppe

In diesem Kapitel wird ein spezieller Satz fiir die irreduzible Darstellung tensor-
wertiger, skalarer Funktionen eines symmetrischen Tensors 2. Stufe hergeleitet.
Der Satz basiert auf einer tensoriellen Fourier-Reihendarstellung und auf den
Grundlagen der Gruppentheorie, die zundchst kurz eingefiihrt werden.

Die Gruppe der speziellen dreidimensionalen Rotationen G besteht aus allen
Rotationen @Q € SO(3) mit der Multiplikation Q = Q,Q; und der Determinante
det(Q) = +1. Es gilt Q ' = Q. Die Eigenschaften einer Gruppe sind durch

¢ das Einheitselement I (IQ = QI = Q),
e dasinverse Element Q ' (Q'Q = QQ ' = I) und
e das Assoziativgesetz Q,Q,Q; = (Q,Q-)Q; = Q,(Q,Q5)

erfiillt (Gel’fand et al] J%SI), S. 1). Die Gruppe G ist keine Abel’sche Gruppe, so
lange Q,Q, # Q.Q, gilt.

Definiert seien die Elemente eines Pra-Hilbertraums f1(Q), f2(Q) € E auf SO(3)
mit dem Skalarprodukt

(f1, f2) = / [(Q) f2(Q) dQ, fi.fo e E. (5.1)

S0(3)

Ein Vektorraum wird als Pra-Hilbertraum (Raum mit Skalarprodukt) bezeich-
net, wenn fiir sein Skalarprodukt die folgenden Axiome des Skalarprodukts

erfiillt sind (Bronstein et al] (2001), S. 635):

* (f1,f1) > 0mit(fy, f1) = 0 nur dann, wenn f; =0,
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* (afi, f2) = a(fi, f2), a € R,
° (fl + f27f3) = (flvf?)) + (f2,f3),
* (f1,f2) = (f2, fr)-

Die Rotation Ty, : £ — E der Elemente von £ durch die Elemente der Gruppe ¢

v

To,(f(Q) = [(QQy) = f(Q),  f.feE,  Q,eS03) (52

stellt eine lineare Abbildung dar, die die Eigenschaften des Gruppencharakters

der Rotationsgruppe besitzt (Gel’ .l%d), S.14)

Tou(fi(Q) + B/2(Q)) = aTo,(A(Q)) + FTou((Q), aBER, fifoek

(5.3)
Der Operator Ty, in SO(3) erhdlt das Skalarprodukt (G.I) des Pra-
Hilbertraums F wegen des invarianten Integrierens tiber SO(3) (vgl. Aus-

druck 2.9))
| A@£EQAQ= | To(A(@)Ta(R@)dQ.  fi.heB (64)

50(3) SO(3)

und wird deswegen als unitdr bezeichnet G.eL’f.an.d.eLalJ (Il%j), S. 14). Werden
nur Funktionen betrachtet, die bzgl. des Skalarprodukts (5.I) quadratisch integ-

rierbar sind, d.h. wenn gilt

1/2
L/"f%awmﬁ <oo,  f(Q) € L (SO®)), 55)
0(3)

dann ist der Pra-Hilbertraum F ein metrischer Raum und kann als Hilbertraum
H bezeichnet werden (H = L? C E). Ein Hilbertraum stellt einen unitiren und
vollstandigen Raum dar. Unter unitdrer Raum ist ein Raum zu verstehen, in dem
die Norm durch das Skalarprodukt in der Form ,/(f;. f1) definiert ist (Bronstein
et al. ), S. 635). Ein vollstindiger Raum ist ein Raum, in dem jede Cauchy-

Folge zu einem Element des Raumes konvergiert ( I _ ), S. 628).
Im Allgemeinen lédsst sich ein unendlich dimensionaler Hilbertraum H von
Funktionen f(Q) € H, invariant bzgl. der Elemente von Ty, als eine direkte
Summe von endlich dimensionalen, irreduziblen Hilbertraumen Hg

H=@H, () H=0 56)
5=0 =0
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darstellen, die auch invariant bzgl. Ty, sind G_alLfan.d_e’LalJ (Il%j), S. 16). Das

Symbol ) bezeichnet die leere Menge. Die Elemente fz € Hs sind orthogonal
zueinander bzgl. des Skalarprodukts (G.1))

| BQA@QAQ=0,  fseHy feH, VBty ()

Wenn Hp nur aus trivialen Darstellungen (Hj selbst und () besteht, dann ist Hg
irreduzibel ( lQZj) S. 67). In diesem Fall existiert kein echter Teilraum
von Hg (reduzible Darstellung), der invariant bzgl. der Elemente von 7'Q) ist.

Der Hilbertraum H, der aus den irreduziblen Unterrdumen Hj besteht, heifst
dementsprechend vollstindig reduzibel. Die Dimension des Hilbertraums H ist

gleich der Summe der Dimensionen seiner Unterrdume
dim(H) = > dim(Hp). (5.8)
=0

Ein separabler Raum bezeichnet einen metrischen Raum, in dem eine ab-

zdhlbare dichte Teilmenge existiert (|B_1‘_Qns_tgm_et_alj ‘ ), S. 627). Fiir einen

separablen Hilbertraum A und seine irreduzible Darstellung durch die direkte

Summe von zueinander orthogonalen Unterrdaumen Hjp folgt die Existenz einer
Fourier-Reihe Y37 f3(Q) in H mit den Elementen fs € Hp, so dass

9 1/2
iy (; / (f (Q) — 62 fﬁ(Q)) dQ) -0 (5.9)
) =0

o3
gilt .Gel’fa.n.d_e.’r_al] ._‘L%j), S. 16). Analog zu (5.9) gilt
Q) = ;j f3Q), Qe SO(3) (5.10)
=0

tiir eine quadratisch integrierbare Funktion, die auch stetig ist. Die Darstellung
durch eine endliche Fourier-Reihe Y-5_ f3(Q) (n < oo) wird als Fourier-Summe
bezeichnet.

Die zueinander orthogonalen Unterrdume Mz kdnnen durch die Mengen der

128

irreduziblen Tensoren Sym’~" verschiedener Stufen 3 dargestellt werden. Die

lineare Transformation 7, : Sym/ “ 5 Sym'®” wird durch das Rayleigh-Produkt

v v ®5
To(Vig) = @+ Vigy =Vig,  Vig), Vig € Sym' (5.11)

65



Darstellung skalarer Funktionen eines symmetrischen Tensors 2. Stufe

definiert. Das dyadische Produkt zweier Tensoren aus Sym/ “F st unitar bzgl.

der Rotation tiber SO(3)

| TalVig)@ToWig)dQ = [ Vig@W(,dQ, Vi, Wi € Sym™. (5.12)
S0(3) SO(3)

Die skalaren Funktionen f3(Q) in (5I0) kénnen im Allgemeinen als Summe
von Skalarprodukten irreduzibler Tensoren der Stufe [ dargestellt werden
(tensorielle Fourier-Reihe). Die tensorielle Fourier-Reihendarstellung wird oft
tiir die Bestimmung von Orientierungsverteilungsfunktionen angewendet. Ein

Sonderfall einer tensoriellen Fourier-Reihe stellt die Orientierungsverteilungs-
funktion von kubischen Kristallen nach |Ad.ams_e_LalJ _‘LQQj) und m
) in @.19)-2.20) dar. Zwei weitere Beispiele fiir Orientierungsverteilungs-

funktionen, die auf dem Einheitskreis und auf der Einheitssphéire definiert sind,
sind im Anhang[Dldiskutiert.

5.2 Irreduzible Darstellung einer anisotropen tensorwertigen
Skalarfunktion eines symmetrischen Tensors 2. Stufe

Betrachtet wird eine anisotrope Skalarfunktion f(A) : Sym — R, die von einem
symmetrischen Tensor 2. Stufe A € Sym abhdngig ist. Ein symmetrischer Tensor
2.Stufe ist diagonalisierbar und kann durch seine Eigenwerte A;, A2, A3 und
einen orthogonalen Tensor @ dargestellt werden

A 00
A=QAQ", QcSOB), Ay=|0 X 0|e®e;. (5.13)
0 0 A3

Alle Rotationen eines Tensors A durch einen beliebigen Tensor Q
To(A) = QAQT, Qe SO®) (5.14)

werden dadurch gekennzeichnet, dass sie die Integritatsbasis

L = r(QAQT) = M\ + X2 + s, (5.15)
L = tr(QA*Q") =\ 4+ )2+ )2, (5.16)
L = tr(QA’QT) = X3+ X3+ )3 (5.17)

besitzen. Eine Integritdtsbasis wird nach @ _@), S. 9 wie folgt definiert:
Gibt es in dem Invariantensystem einer Gruppe ein endliches Teilsystem, derart,
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dass sich jede Invariante als ganze rationale Funktion dieses speziellen darstel-
len ldsst, so heifit jenes Teilsystem Basis (auch Integritdtsbasis) des gesamten
Invariantensystems.

Alternativ kénnen die Grundinvarianten anstatt durch A, A? und A® durch A,
A" und A" ausgedriickt werden, da hier

tr(A?) = tr(A?) + tr2;A>, (5.18)

tr?(A)
9

tr(A%) = tr(A®) + tr(A)tr(A”?) + (5.19)

gilt. Die Menge der Grundinvarianten eines symmetrischen Tensors A wird in
den weiteren Betrachtungen wie folgt durch

T—{h.I. B}, L=t(4), L=t(A"), L=u(a®) (520
und die Menge aller Tensoren derselben Invarianten 7 durch
Or={QAQ": TIT={I,L; I}, QeS0@3)} (5.21)

bezeichnet.

In Abhédngigkeit der Anzahl der voneinander verschiedenen Eigenwerte besitzt
der Tensor A, die folgenden Zusatzsymmetrien

Tos(Ag) = Q,AQ] = Ay, ¥Q, €S C SO(3), (5.22)

SO ={Iund 180° — Rotationen bzgl. aller Hauptachsen}, \; # Ay # A3,
S = ¢ ST ={TIund alle Rotationen bzgl. der i-ten Hauptachse}, \; = \x # \;, j,k # i,
S0(3), A= Ao = As.

Die Symmetriegruppe S ist je nach der Anzahl der verschiedenen Figenwerte
orthotrop (S?), transversal-isotrop (S*7) oder isotrop (SO(3)). Zusitzlich zu
(G.22) konnen die Symmetriebedingungen von A, durch den Inversionstensor
(negativen Einheitstensor) auf O(3)

Tr(Ag) = (—I)Ao(-I)" = Ay,  —T€0(3) (5.23)

erweitert werden. Aus den obigen Uberlegungen folgt, dass fiir die alternative
Darstellung eines symmetrischen Tensors 2. Stufe A die Menge der Invarianten
T ={h, I}, 15} und ein orthogonaler Tensor Q € SO(3), der den Tensor A in
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den Tensor A transformiert, ausreichend sind. Diese Betrachtung erlaubt eine
neue Formulierung der anisotropen Funktion f(A), die anstatt von A von Z
und @ abhéngig ist

A

f(Z,Q) = f(A), VYAcO;, QecSO®M). (5.24)

Die neue Darstellung besitzt die Symmetrien von Ay

A

fZ,QQ,) = f(Z.Q), VvQeS0@B), vQ,eS8CS0(3), (525

fZ,Q) = J(T.-Q). ¥Qe50(3), (5.26)
wenn die Figenwerte voneinander verschieden sind (A\; # Ay # A3) bzw. wenn
S = 89 gilt.

Die Darstellung f(Z, Q) der Funktion f(A) iiber SO(3) zusammen mit der
Annahme, dass diese quadratisch integrierbar (f(A) € L*(Sym)) und stetig ist,
erlaubt eine irreduzible Darstellung durch eine tensorielle Fourier-Reihe vom
Typ EI0). Das Ziel dieses Kapitels ist, eine koordinatenfreie Darstellung von
f(A) bzw. f(Z, Q) zu finden, die die Funktionseigenschaften (5.25) und (5.26)
erfullt.

Jeder der orthogonalen Unterrdume in der tensoriellen Darstellung von (G.10)
ist 23 + 1-dimensional, so dass die voneinander unabhdngigen Komponenten
eines irreduziblen Tensors T/, im Allgemeinen 25 + 1 linear unabhingige

Funktionen ¢; BrQC]serJJn.d_DLec]sl .l%d)) definieren

¢;:SOB3) > R, i=1,.,28+1 (5.27)

Bedingung (5.25) lédsst sich durch irreduzible orthotrope Tensoren
Q. * Ty =Ty,  VQ, €87 CSO(3), (5.28)

bzw. durch Funktionen ¢;(Q) (i = 1,...,25 + 1) erfiillen, die invariant bzgl. der
Symmetriegruppe S¢

?(Q) = 0:(QQ,), VQ,eS8YCS0(3), vQ e SO(3) (5.29)

sind. Damit auch die zweite Anforderung (5.26)) erfillt ist, diirfen nur irreduzi-
ble Tensoren gerader Stufe verwendet werden, so dass die Inversionsbedingung

?:(Q) = ¢:(—Q), vQ € SO(3) (5.30)
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gilt. Die betrachtete stetige, quadratisch integrierbare Funktion mit den Eigen-
schaften (5.29) und (5.30) nimmt die folgende Fourier-Reihendarstellung an

A

AT.Q) = fo(D) + 3 F4(T,Q),  B=2.4.6.....00. (5.31)
f=2

fo(Z) ist eine skalare isotrope Funktion, die nur von den Invarianten von A
abhéngig ist. Dagegen sind die weiteren Fourier-Reihenglieder anisotrop und
abhangig von Q. Wie schon erldutert wurde, sind die Glieder der Fourier-Reihe
orthogonal zueinander bzgl. des Skalarprodukts tiber SO(3)

[ Z.QSZ.Q)dQ =0, Va#5, QeSOB), a,f=0,24,... (532)

S0(3)

und die Rotation tiber SO(3) ist unitar

| £2.QQ)1HT.QQ)Q= [ fZ.QfHI.QdQ —  (533)

SO(3) SO(3)
Q€ SO(3), VYQ,eS0(3), a,B=024,....

5.3 Tensorielle Basis irreduzibler Tensorfunktionen eines
symmetrischen Tensors 2. Stufe

Fiur (53]) miissen irreduzible Basistensoren gerader Stufe S so ausgewahlt
werden, dass die von ihnen generierte Funktion laut (522) nicht nur die
Bedingung (E.25) fiir S, sondern auch die Bedingung fiir S/

F@\{L},Q) = f(I\{15},QQ,), Q,cS" CS0(@3) (5.34)

tiir zwei gleiche Eigenwerte von A erfiillt. Eine solche Basis kann anhand von
A bzw. A gebildet werden.

Betrachtet wird ein irreduzibler Tensor ’]AI"< g € Sym’ o gerader Stufe /3. Bei einer
orthotropen Symmetrie

Tip = Q. * Ty,  Q,€8°CS0(3) (5.35)
besitzt dieser Tensor /2 + 1 linear unabhéngige Komponenten. Eine orthotrope
irreduzible Tensorfunktion gerader Stufe 3 lasst sich durch eine linear unabhén-
gige (nicht orthonormale) Basis irreduzibler Tensoren der Stufe /3, bestehend aus

(/2 + 1 Basistensoren, darstellen ‘]iu_n,g_el, h_%d; |Zh_en,ggn_d_ZQu,, |2QQ1|).
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Fiir die Konstruktion der Basis fiir 5 =2 wird hier von dem Ergebnis fiir
isotrope Tensorfunktionen 2.Stufe ausgegangen. Eine isotrope tensorwertige
Tensorfunktion 2. Stufe eines symmetrischen Tensors 2. Stufe

QG(A)Q" =G(QAQ"), Ac Sym (5.36)

lasst sich nach |B_Q9_bled .l%j) durch die Generatoren A und A? und die
Grundinvarianten tr(A), tr(A?) und tr(A®) auf die folgende Weise

G(A) =al + A +yA? (5.37)

darstellen (vgl. auch |Rm].|11_u.n.d_ErJ.cks_e.tJ ‘lﬂid)). Die Koeffizienten «, 3

und v sind Funktionen der Grundinvarianten. Wird der deviatorische Anteil
von G(A)

G'(A) = A +yA? (5.38)
betrachtet, dann kann dieser durch A’ mit
1 z 2
A? = (A’ + 3tr(A)I> = A” + §tr(A)A’ (5.39)
ausgedriickt werden. Die Funktion G’'(A) hat die Form
G'(A) = (5 + gvtr(A)> A +yA% =CA +nA”?, (5.40)

Die unbekannten Funktionen ¢ und 7 sind als Funktionen von tr(A), tr(A")
und tr(A") bestimmbar. Fiir eine isotrope Tensorfunktion 2. Stufe, die von den
orthotropen Tensoren A, abhdngig ist, gilt

G'(Ap) = G'(QAQ") = (A  +nAY, Qe S8?CS0(3). (5.41)

Die irreduziblen Tensoren A, und Ay’ sind linear unabhangig voneinander und
bilden eine linear unabhéingige orthotrope Basis

B) = { A}, AF'}. (5:42)

Fiir eine transversale Isotropie von A, (Symmetriegruppe S*7) gilt fiir die
beiden Basistensoren
AY x A (5.43)

und diese sind null im Falle eines isotropen Tensors A, (Symmetrie-

gruppe SO(3))
AY = A, =0. (5.44)
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Die Basen fiir irreduzible und orthotrope Tensoren hoherer Stufe /3 lassen
sich weiter durch (5.42) konstruieren und bestehen aus jeweils /2 + 1 linear
unabhéngigen irreduziblen, geraden Dyaden. Fiir Tensorfunktionen 4. Stufe ist
die orthotrope Basis ein Satz von drei irreduziblen Dyaden 4. Stufe in der Form

B = {(4y@ 4) . (42 AR, (AF @ AF)'}. (5.45)

Fiir ein besseres Verstindnis von (5.45) wird hier die Zerlegung des irredu-
ziblen Anteils einer isotropen, tensorwertigen Tensorfunktion 4.Stufe (nicht
irreduzibel) von einem symmetrischen Tensor 2.Stufe gegeben. Eine solche
tensorwertige Tensorfunktion, die die Hauptsymmetrie und die linke und
rechte Subsymmetrie besitzt

Guy(A) = Gfi(A) = G5(A) = G§(A), (5.46)

kann nach |B_thke_u.n.d_lie_r.t1:am| ( ) (vgl. auch |Zh.eng .lQ%I)) wie folgt

dargestellt werden

G(A) = oI T +pl’ +p3(I©A+ARI) + A A
+ s (IA+A’RT)+p5 (AR A+ A’ @ A) + 01 A* @ A
+ s (IDA+ (IDA)™™ + ADI + (ADI)'7)
o (IDA2 + (104%) ™" + A%01 + (A2DI)TR> . (5.47)
Das Tensorprodukt O zweier Tensoren 2. Stufe wird wie folgt definiert
Cijk:l = (ADB>Z']'M = AikBlj- (548)

@i, 1 = 1,...,9 sind isotrope Funktionen der Invarianten von A. Der irreduzible
Anteil von (5.47) besteht aus einer linearen Kombination der linear unabhéngi-
gen Tensoren 4. Stufe wie in (549)), durch A’ dargestellt

4 4
G'<4>(A) = (4,04 + gtr(A)gOG - 9tr2(A)g07> (A' ® A’)/

4
+ <2s06 + 3tr(A)<p7> (A'®A%) + o7 (A" 0 A™) . (5.49)

Fiir weitere gerade Tensorstufen  hat die Basis (5.49) die folgende allgemeine
Darstellung durch /2 + 1 irreduzible, linear unabhédngige Tensoren als (3/2-
fache Dyaden von Aj, und A7

/
Bg _ {<A6®(6/2—(7—1)) 2 A()Q/@(v—l)) } : vy=1,...,6/2+ 1. (5.50)
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Die Bezeichnung A®” entspricht der 3-fachen Dyade von A
A - AR A®... 0 A. (5.51)
BX

Alle Basistensoren in (B.50) besitzen die orthotrope Symmetrie und ihre

Linearkombination bildet einen irreduziblen orthotropen Tensor von Stufe f.

5.4 Onat’scher Darstellungssatz

Nachdem die obigen Uberlegungen durchgefiihrt wurden, kann f(Z, Q) durch
eine tensorielle Fourier-Reihe (B31I) dargestellt werden, die die geforderten
Symmetriebedingungen (5.25)) und (5.26) erfiillt. Jede skalare Funktion f3(Z, Q)
lasst sich durch die Basis B3 aus (550) und j3/2+1 Fourier-Koeffizienten
darstellen. Das erste Glied fj(Z) ist eine isotrope Skalarfunktion

fo(Z) = Vo(D). (5.52)

Die Funktion f»(Z, Q) setzt sich aus zwei Fourier-Koeffizienten zusammen, die
in SO(3) invariant sind und nur von den Grundinvarianten von A abhdngen

(A=QAQ"

/(1) 1(2)

h(Z,Q) =V (T)-A+V 7(T) A”. (5.53)
Analog besteht das ndchste Glied der Fourier-Reihe mit § = 4 aus drei Summan-
den
/(2 ! (3 /
f1(Z,Q) = (Z) - (A’ ® A/) —|—V/<(4>)(I) . (A/ ® A/2/) —l—V/(EL))(I) ) (A/Q/ ® A/Q/)

V(@) (AN g 4O (5.54)

V/<(4
3
Z

Laut (550) besitzt die Fourier-Reihe von f(Z,Q) die folgende allgemeine
Darstellung

co B/2+1

19(B8/2+1—N\) 210(A—=1)\/
Q) =D+ X V A ® A (5.55)
B=2 =1
bzw.
oo B/2+1 /
fT.Q=0@+X ¥ Qi@ (47?1 e a7e0),
B=2 =1
B=24,6,..., ToAy) =A VQ,cS%CSO3). (556)
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Die Darstellung (E.56) wurde zum ersten Mal von m (@) vorgeschlagen.
Die Reihen-Glieder irreduzibler Tensoren verschiedener Stufe erfiillen die Or-
thogonalitidtsbedingung (5.32). Die tiber SO(3) gemittelten Dyaden von Basis-
tensoren eines gleichen Unterraums der Dimension 23 + 1 sind proportional zu
dem Identitatstensor fiir irreduzible Tensoren der Stufe 5. Werden die einzelnen

/2 + 1 Elemente der Basis Bz durch IB%Q%), e ,Bzg/ 2+1) bezeichnet, dann gilt

/ Q+Bl) ® Q«BY dQ = p(1)Apsy,  ij=1,....8/2+1, (557
SO(3)

wobei der Proportionalitdtsfaktor ¢(Z) eine isotrope Funktion der Invarianten
von A ist.

Fiir den Fall der transversalen Isotropie, wenn A nur zwei verschiedene Eigen-
werte hat und S = ST/ gilt, ist der Onat’sche Satz nur mit der ersten Dyade der
Basis B zu formulieren. Damit folgt fiir (5.56) mit (5.43)

POV}, Q) = @\ B} + 3 @« Vi @\ {15}) - (45 .
A=2
B=24,6,..., Tos(Ag) = Ay VQ,cS™ CSOB3). (5598)
Fiir den isotropen Sonderfall mit Ay = A und S = SO(3) gilt

f(I\ {Ié’ [Z/%} ) Q) - VO(I\ {Iév Ii/’)})v TQS(AO) = Ay, st S SO<3) (559)

5.5 Beispiele

Zur Veranschaulichung der obigen Theorie werden hier zwei einfache Beispiele
von polynomialen tensorwertigen Skalarfunktionen eines symmetrischen Ten-
sors 2. Stufe aufgefiihrt.

Lineare Funktion. Die allgemeine Form des Onat’schen Darstellungssatzes
einer linearen Funktion

frle)=A-e, e€ Sym (5.60)
eines symmetrischen Tensors € enthilt nur zwei Summanden

fule) = Valtr(e) + V' . e (5.61)
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A (1
Die unbekannten Fourier-Koeffizienten V; und V/( ) konnen durch die Zerle-
gung von A und € in einen deviatorischen und sphérischen Anteil bestimmt
werden

fre) = A-e
= (A°+ A +skw(A)) - (e° +¢)
= A°. e+ A&+ A e+ A€
= ;tr(A)tr(s) + A€ (5.62)

mit den Fourier-Koeffizienten

To(tr(e)) = yr(A)n(e), V" = A" (5.63)

Quadratische Funktion. Die Fourier-Reihendarstellung einer quadratischen

Form
fole) =¢e-Cle], ee€Sym (5.64)

besteht nach dem Onat’schen Satz aus vier Summanden

fole) = Valtr(e), tr(e?))
~ (1

V'V (ie(e)) - & + V'

2
N 2)
+ VY. ¢wey. (5.65)

. 6/2

Die Symmetrie von € € Sym induziert die linke und rechte Untersymmetrie von
C. Die Hauptsymmetrie von C folgt ohne Beschrankung der Allgemeinheit aus
e®e=(e®e) ", also aus der quadratischen Form selbst. Aus diesem Grund
kann die Bestimmung der Fourier-Koeffizienten mit Hilfe der harmonischen
Zerlegung eines elastischen Tensors erfolgen, ohne ein Minimierungsproblem

(1996))

anzuwenden. Die harmonische Zerlegung lautet (
C=mnPl+hPl+ H @I +1eH,+4J[H) +H (5.66)

mit dem ersten und zweiten isotropen Anteil

IP)I
hyzC-P;Q, v =1,2 (5.67)

g
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und die deviatorischen Tensoren 2. Stufe

2

5) 4 3

(5.68)

die sich mit Hilfe des Dilatationsmoduls und des Voigt’schen Tensors berechnen

lassen
Ci =Ciner®e, Ci=Cier® e (5.69)

Fiir die lineare Abbildung 4J[H3] gilt

AJ[HY] = ((HYimOjm + (H)inGjm + dim(HY) jn + 0in(H)jm) € @ €; @ €, @ €,
— H,0I+ (H,oI)'" + I0H, + (I0H))™. (5.70)

Die Onat’sche Darstellung folgt damit direkt aus der harmonischen Zerlegung
von C

fole) = f;ltrQ(e)thgtr(s’Q)

4
+ 2tr(e) <H'1 + 3H’2> € +4H, - ?
+ H - (o). (5.71)

Damit gilt fiir die nicht verschwindenden Fourier-Koeffizienten

A

Vo(tr(e), tr(e?)) = i;ltrQ(s) + hotr(e"),

~ /(1)

4 N
V' (tr(e)) = 2tr(e) (H’1+3H’2>, v

—4H, V) =w. (572
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Kapitel 6

Texturbasierte FliefSpotentiale in Abhangigkeit
von Texturkoeffizienten

6.1 Spannungspotential

Spannungspotential fiir einen Einkristall. Als Grundlage fiir die Formulierung
eines texturbasierten FlieSpotentials wird das Hutchinson’sche Spannungspo-
tential fiir starr-viskoplastische Einkristalle (3.70) verwendet. Dieses Potential
hat die Form

2O 12 | (QM,QT m
g (QT’T/Q,TC) _ 7;);0:_ : Z T <Q7_C Q ) (61)

Es wird angenommen, dass die kritischen Schubspannungen und die Refe-
renzscherraten fiir alle Gleitsysteme gleich sind. Die Form der Aquidissipa-
tionslinien des Spannungspotentials ist abhdngig vom Dehnratensensitivitdts-
parameter m. Abb. [6.1] zeigt die Isolinien fiir den folgenden Hauptspannungs-
zustand im deviatorischen Raum

1, 0 0
=10 7 0 e ®e; (6.2)
0 0 —7f—Th

fiir verschiedene Werte von m. Fiir kleine Ratensensitivitdtsparameter sind
die dreidimensionalen Dissipationsflichen kegelférmig. Diese gehen durch
Erhéhung von m in pyramidenférmige Korper iiber. Die Isolinien gleicher
Dissipation fiir verschiedene Werte von m konvergieren im Grenzfall m — oo
zu dem Bishop-Hill-Polyeder fiir 7, < 7¢ VYo = 1...12. Fiir weitere Beispiele
der Aquidissipationslinien mit je zwei Spannungskomponenten in der Lequeu-

Basis siehe . ).
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T m=1 +

. m=2 X

i m=5 *
m=10 @

-~  m=50

| m=100
m=200 .

2151050051 15 2
1/ ¢
Abbildung 6.1: Isolinien Y2 ’Ta/Tc‘erl =1 (Q = 1) fiir verschiedene Werte von

m = 1,2,5,10,50, 100, 200

Fiir den ratenunabhdngigen Fall m — oo ist der Grenzwert der Summe in
v (QTT’ Q, TC) im Allgemeinen entweder null oder unendlich, je nach dem
Verhiltnis zwischen 7, und 7¢

0, Ta/TO<1,

6.3
00, Ta/TC > 1. (63)

12 Ta m-+1
lim — =
m—00 Z 7C
a

Abbildung stellt 312 ‘Ta /Tc‘mJrl fiir den Fall m+1 =10, Q = I und den

zweidimensionalen Hauptspannungszustand

11 0 0
T=| 0 70 0]|€6®e€ (6.4)
0O 0 O

grafisch dar. Die Aquidissipationslinien haben die Gestalt eines Polyeders, wie
die Konturdarstellung fiir das Hohenniveau 1 zeigt. Die Werte der Funktion
steigen fiir 7,/7¢ > 1 sprunghaft an, wobei in diesem Bereich die Form der
Isolinien aus der Grafik in Abb.[6.2nicht zu erkennen ist.

Normierung des Spannungspotentials. Eine Normierung des Spannungspo-
tentials ldsst sich durch die (m+1)-te Wurzel von (&.1)) realisieren. Abbildung[6.3]
zeigt die normierte Darstellung fiir m + 1 = 10. Die normierten Konturlinien fiir

das Hohenniveau 1 und verschiedene Werte von m sind in Abb. [6.4] dargestellt.
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Abbildung 6.3: Dreidimensionale Darstellung von "”\1/ S22 |7, /7C)" Y fiir m+ 1 = 10

Abbildung 6.2: Dreidimensionale Darstellung von 3
und Q =1

Q

1 (Q = I) fur verschiedene Werte von

m+1

o 7o/ ¢

2

m—+1

Abbildung 6.4: Isolinien

1,2,5,10,50, 100, 200

m =

79



Fliefspotentiale in Abhdngigkeit von Texturkoeffizienten

Eine Menge von Spannungstensoren, fiir die das Spannungspotential (6.I) einen
konstanten Wert C' = const aufweist

T={rV(Q™7Q.7")=C} (6.5)

resultiert in einer Isolinie des normierten Potentials

mi1/ T (QT’T/Q, TC) — m+\1/57 e T. (6.6)

Die beiden Varianten besitzen die gleiche Form der Isolinien, da fiir die Ablei-
tung der Normierung gilt

9 mi T (QTT’Q, 7'0) C i1 QU7 (QTT/Q’ TC) S D' &7
o7 T m+l o7’ B
6.7)

Physikalisch entspricht die Normierung dem regularisierten Schmid’schen Ge-

setz A.r.m.l.n.]mJ, |19Q1|; |Ga.mhiﬂ, |129j) mit

mt1 12 |7-a’ m ’7—04’ C
lim > (C) = max <C> =1, |70 < 7. (6.8)
m=—00 T o T

«

Fiir |7,| < 7 ist der Grenzwert gleich eins. Die Normierung ermoglicht die
grafische Darstellung des Spannungspotentials fiir grofse Werte von m.

Wird die Richtung des Spannungsdeviators durch die Bezeichnung N’

eingefiihrt
/ T/
N, = — (6.9)

T Y
1]

dann folgt fiir das Spannungspotential (3.70) fiir einen Einkristall mit Q = I

C ;}/07_0 7! m '
T / . T
v (7,7 = Tl @ (N) (6.10)
mit
12 ~ m+1
O(N7) =Y |N,-M,| . (6.11)

Das zentrale Ziel ist es, im Folgenden den Anteil 7 (N') von U7 (T’ ) TC) durch

eine tensorielle Fourier-Reihe mit Texturkoeffizienten zu approximieren.

Eigenschaften von Q" (IV"). Die folgenden Eigenschaften der zu approximie-
renden Funktion Q7(IN") miissen in der irreduziblen Darstellung beriicksichtigt
werden. Die Funktion besitzt eine kubische Symmetrie

Q(QN.Q") =7 (N.), VQeH"CS0(3) (6.12)
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Die Inversionseigenschaft ist erfiillt, so dass eine Erweiterung auf O(3)
vorhanden ist

O(QN.Q") = ((-Q)NL(-Q)"), VQ e O(3). (6.13)

Charakteristisch fiir die Richtung des Spannungstensors N/ mit Eigenwerten
ne (o = 1,2,3) ist nur die dritte Hauptinvariante I/I7. Da N den normierten
deviatorischen Anteil des Spannungstensors darstellt, sind die erste und die
zweite Hauptinvariante konstant

I =ni+ng+ng = tr(N’T) =0, (6.14)
1 2 1
I = nyng + nong + ngny = ~3 HN/TH ==5 (6.15)
1
1T = nyngng = gtr(Nf’). (6.16)

Analog gilt fiir die Grundinvarianten von N,

I = tr(N") =0, (6.17)
I, =tr(N?) = |N_||> = 1, (6.18)
1Ty = tr(N'"?) = 31IT". (6.19)

Die Menge aller deviatorischen und normierten Tensoren QN' Q" wird durch
die dritte Haupt- oder Grundinvariante von IN'. charakterisiert

1
—{QN'Q"| I =0, II' = —=, IIT* = ninans,  YQ € SO(3) v. (6.20)
T T T 2 T

Parametrisierung der Spannungsrichtung. Jede Richtung des Spannungsde-
viators kann durch ihre Eigenwerte n,, a = 1,2, 3 bzw. durch die Determinante
1T und durch einen orthogonalen Tensor Q definiert werden

N =QN,Q", Ny(¢) = 23: Ne€s @ €. (6.21)

a=1

Verwendet wird hier die von [Bihlke und Bertram ‘ZDD.]A) vorgeschlagene

Parametrisierung, die die Eigenwerte von N bzw. die Eintridge des diagonalen
Tensors N (€) durch einen skalaren Parameter ¢ = [—1/2, 1/2] darstellt

ni3 = —75 + 7\/ - &, (6.22)
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= = =
| | | .
—1/2 0 +1/2 €

Abbildung 6.5: Veranschaulichung der Parametrisierung der Eigenwerte von N’
durch ¢

Belastungsart E lny | no ng | I
Einachsiger Zug -1 @ _ % _ % \1/§
Ebene Kompression | 0 g 0 |- @ 0
Einachsiger Druck : ? % _ @ _ \1/75

Tabelle 6.1: Parametrisierung der Eigenwerte von IN”. fiir ausgewéhlte Belastungsfille

¢ beschreibt mogliche Belastungsfille (Abb. [6.5). Die Parametrisierung der
Eigenwerte fiir Zug, Druck und ebene Kompression ist in Tabelle[6.Tlaufgelistet.

Alternative Parametrisierungen wurden von |B1m.ge| .lQZd) und m

) vorgeschlagen.

Die Determinante von N (£) bzw. von N’ hat die folgende Darstellung und
den folgenden Definitionsbereich in Abhdngigkeit von &

V6, (4 V6 V6
[I7 = det(Ny(&) = ~—¢ (28 —1) € |—=—.+-=| . 6.23
;= den(Np(€) = e (560 - 1) € [-Yg .+ g 623)
Es folgt, dass sich jede Richtung des Spannungsdeviators durch einen orthogo-
nalen Tensor @ und die Determinante /I, bzw. durch § parametrisieren l4sst

N. = f(Q. IITY) = £(Q. &). (624)
Zu beachten ist, dass bei einer Zug- und Druckbelastung zweifache Eigen-
werte vorhanden sind. Damit ist N (&) fiir € = £1/2 bzw. I} = £/6/18

transversal-isotrop und fiir alle anderen Werte von ¢ = (—1/2, +1/2) bzw.
1T € (—\/6/18, +\/6/18> orthorhombisch.

Approximation fiir einen Einkristall. Die zu approximierende Funktion
Q7(N’) kann laut (&24) anstatt als Funktion der Richtung des Spannungsde-
viators als Funktion von 117 und Q dargestellt werden

O (N') = Q7 (Q, IIIY). (6.25)
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Die Funktion ist stetig (2" : C(SO(3), R) — R) und quadratisch integrierbar
Q" : L*(S0O(3), R) — R), so dass eine Approximation durch eine irreduzible
Darstellung nach dem Onat’schen Darstellungssatz (E56) moglich ist. We-
gen der Inversionsbedingung (6.13) wird die Fourier-Reihenapproximation
fur Q7(Q, III;) wie in (B.56) nur durch irreduzible Tensoren gerader Stufe
konstruiert. Im Gegensatz zu der urspriinglichen Form des Satzes muss die
betrachtete Funktion eine kubische Symmetrie (©.12) haben. Diese Bedingung
kann fiir Einkristalle in die Approximation mit einbezogen werden, in dem
die Fourier-Koeffizienten als kubische irreduzible Tensoren definiert werden.
Die Fourier-Koeffizienten des Onat’schen Darstellungssatzes konnen als lineare
Kombinationen der linear unabhéngigen kubischen Basistensoren V'< 53 angege-
ben werden

VIV(@) = wn(TITOVE),  A=1...8/2+1, B=4,6,810,..., (626)
2
VIV (@) =S wpa(IITOVES,  A=1...8/2+1, B=12,16,18,... (6.27)

=1

Da nicht verschwindende Tensoren 2. Stufe keine kubische Symmetrie abbilden
konnen, entfallen die Fourier-Koeffizienten 2. Stufe

—0, A=12 (6.28)

Der erste isotrope Fourier-Koeffizient wird im Folgenden als T'i,(III})
bezeichnet

Vo(T) = Tiso(I117), (6.29)

so dass die Notation derjenigen in[Bshlke und Bertram (IZQQj) entspricht. Damit

lautet die tensorielle Fourier-Reihenentwicklung Q7 (Q, III;) von

12 m
O(NL) =Y |NL- MM = (@, 1) (6.30)
nach (5.56)
B/2+1 p
O4(Q.IIT7) = Tiso (1) + 3 37 Y- sga(HL)VIG] - (NP0 @ N,
B A=1 i=1

1 =4 10,14, ...
VG ﬁ)’ p:{ . B=4,6,810,14, 631)

ar e [-Y= + .
T ( 187 18 2, B=12,16,18,20,...
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Fiir die texturbasierte Approximation des Spannungspotentials ¥7(Q'7'Q, 7¢)
gilt

m—+1
Ty (1IT7) (6.32)

o C
T YT
\IIA(QTT/Q7 TC) -

L
m+1|7¢
- - C  ym—+1 B8/24+1 p
YT T -\ p
DTl DX LIV Q) (NEUR g N0,

1, B=4,6,8,10,14,...
]]—];k— E £ \/_ p — ) /8 ’67 87 07 Y .
TR 2, B=12,16,18,20,...

Die Darstellung (632) gilt fiir eine orthorhombische tensorielle Basis von N
und N’ nach B50), wenn N’ drei verschiedene Figenwerte hat. Fiir den
Sonderfall einer Zug/Druck-Belastung, wenn N nur zwei verschiedene Eigen-
werte besitzt, reduziert sich die Onat’sche Darstellung in (6.32) nach G.58) bis
zu dem Ausdruck

VL(Q'T Q, “) = (6.33)
707_ m+1 D o (5/2)
— (II7) + (VS (Q) - N
m =+ 1 ||7C ( 150 zﬁ:; Kﬂzl( 7') (5»( > T ) )

1 =4 10,14, ...
1 = +Y8 p:{ . $=14,6,8,10,14,

18’ 2, B=12,16,18,20,...

Die isotropen Materialfunktionen T, (II1;) und kg, (I1I7) in der texturbasierten
Approximation 2, (Q, III,) sind abhdngig vom Belastungsfall (/I/7,), vom Dehn-
ratensensitivititsparameter m und von der Geometrie der Gleitsysteme. Die

Texturkoeffizienten V’<C\ in der irreduziblen Darstellung konnen als Struktur-

tensoren im Sinne VOI‘IIB_QG‘.bletl .l%j) und |SALQI].d.S_€‘JJ 1994)) interpretiert werden.

Approximation fiir Polykristalle. Fiir Polykristalle erlaubt die irreduzible Dar-

stellung des Spannungspotentials fiir Einkristalle die Abschdtzung einer oberen
Schranke fiir das makroskopische Spannungspotential unter der Annahme
eines homogenen Spannungsfelds 7 = 7/. Die texturbasierte Formulierung
der Reuss-Schranke erfolgt durch die Texturkoeffizienten V y nach 2.30),
die mit Hilfe der Orientierungsverteilungsfunktion die Embemehung der Pro-
bensymmetrie erlauben. Die texturbasierte Approximation der Reuss-Schranke
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Ul (#) = U (#') hat die folgende Form

TR = ’3/07—0 7_-1 i *
i) = 2T ) (639
C O = mEl B2+ p
YoT T % — 1®(B/2+1-N) — 2®(A—1)
m+ 1|7 3 A=1 i=1
6 6 1 =4,6,8,10,14, ...
[[]: E _£7+£ 7 p — I 6 A R I ) )
18718 9. f=12,16,18,20,. ..

Die isotropen Materialfunktionen T'i,(/II7) und ks, (III;) werden ohne Mo-
difikation fiir jeden beliebigen Polykristall, der aus kubisch-flichenzentrierten
Kristallen besteht, angewendet. Die texturbasierte Approximation nach dem
Onat’schen Darstellungssatz besitzt den groflen Vorteil, dass sie auch fiir
andere Kristallsymmetrien angewendet werden kann. Die Form der Fourier-
Reihe muss dementsprechend modifiziert werden. Die Formulierung in (6.32)
kann direkt fiir kubisch-raumzentrierte Kristalle tibernommen werden, indem
die isotropen Funktionen in Abhdngigkeit der Gleitsysteme neu ausgerechnet
werden.

6.2 Dehnratenpotential

Die plastische Dissipation kann entweder in Abhidngigkeit des Spannungsde-
viators oder des Dehnratentensors ausgedriickt werden (vgl. (8.76)). Die beiden
Potentiale sind zueinander Legendre-Fenchel-konjugiert.

Ein Vergleich der Isolinien des Spannungs- und Dehnratenpotentials fiir Ein-
kristalle (Q = I) wird in Abb. und Abb. dargestellt. Die Dehnratenten-
soren in Abb. werden fiir die Spannungszustiande 7' aus Abb. nach
B.71) bestimmt. Das Hohenniveau der reproduzierten Isolinien des Dehnra-
tenpotentials wird nach 3.76) berechnet. Das Verzerrungsratenpotential weist
auch kegelformige Dissipationsfldchen fiir kleine Ratensensitivitdtsparameter
m auf. Mit Erhohen des Exponenten transformieren sich die Isoflachen in eine
Polyederform. Da die beiden Potentiale fiir Einkristalle zueinander Legendre-
Fenchel-konjugiert sind und die Isolinien fiir gleiches m mit der gleichen
Dissipation verbunden sind, ergeben sich fiir hohe Werte des Dehnratenpo-
tentials kleine Werte des Spannungspotentials und umgekehrt. Die Ecken des
Spannungspotentials fiir hohes m entsprechen der Normalen zu den Isolinien
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des Dehnratenpotentials. Dieses Verhalten wurde von IH_illl .@) fiir raten-
unabhédngige Werkstoffe und von |Beau51.r_et_al] . ) fiir hexagonale Kristalle
diskutiert.

m=1 +
. m=2
m=> *
& T m=10
s 4 m=50
= m=100
S m=200 o

-2-15-1-05 0051 15 2
D'/
Abbildung 6.6: Isolinien 3212 |54 /40|“* = m zugehérig zu Abb. Bl fiir verschiedene
Werte von m = 1, 2, 5, 10, 50, 100, 200

Exakter Ausdruck. Es stellt sich die Frage, wie bei einem vorgegebenen Dehn-
ratentensor D’ das Dehnratenpotential W% (QTD'Q, TC> zu bestimmen ist, so
dass die Berechnung des Spannungsdeviators 7/ nach (374) moglich ist. ¥ ist
eine Funktion homogen vom Grade (m + 1)/m, die in Abhdngigkeit von den
Scherraten 4, in (B.Z8) gegeben ist. Ein expliziter Ausdruck fiir ¥ (Q'D'Q, )
bzw. fiir die Scherraten 4, als Funktion von D' ist fiir mehr als fiinf Gleitsysteme
bis heute nicht bekannt. Zum Vergleich ist hier die Definition des deviatorischen
Dehnratentensors angegeben

12 _ 12 B
D' =3 4usym(QM,Q") = 4.Qsym(M,)Q". (6.35)

Daraus folgen fiinf voneinander linear unabhédngige Gleichungen. Ein Ansatz
fiir die zwolf Scherraten 4,(D’) muss fiir kubisch-flichenzentrierte Kristalle
zusédtzlich noch sieben weitere Bedingungen erfiillen. Diese resultieren aus
der Gestalt der Gleitsysteme fiir kubisch-flichenzentrierte Kristalle und der
FlieBregel (3.60). Die Summe aller drei Schmid’schen Spannungen, die zu einer
Gleitebene gehoren, ist gleich null, da die Summe der linear abhidngigen Gleit-
richtungen null ist. Laut der Bezeichnung der Gleitrichtungen und -normalen
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nach Tabelle 3.T]ergeben sich vier Gleichungen fiir die einzelnen Gleitebenen

TI+1m+1m=0, (6.36)
Tu+T15+7=0, (6.37)
Tr+ 18+ 79=0, (6.38)
Tio+ 711+ 712 =0. (6.39)

Drei weitere Bedingungen, die jeweils eine Schmid’sche Spannung aus jeder
Gleitebene enthalten, miissen ebenso berticksichtigt werden

T+ 76— 77— T12 =0, (6.40)
7'2—|—T5—|—7'8—|—7'11:0, (641)
T3—T4a—Tog+T10=0. (6.42)

Die vier Gleitrichtungen, die den Schmid’schen Spannungen 7, in (©.40)-(©.42)
entsprechen, liegen in Ebenen parallel zu den Seitenflichen der kubischen

Elementarzelle. Die Bedingungen (6.36)-(6.42) werden von |I:I_ard§nJ J_Qﬁj) Ver-

traglichkeitsbedingungen fiir die kinematische Riickspannung genannt. Mit
der Fliefiregel (3.60) folgen fiir die Scherraten aus (6.36)-(.39) die folgenden

Bedingungen

sgn (1) Fn|™ + sgn (42) |42l ™ + sgn (4s) [3a]™ =0, (6.43)

gn (%) |34l ™ + sgn (45) [Hs|™ + sgn (36) 156 ™ = 0. (6.44)

sgn (47) w +sgn () s 7 + sgn (o) ol =0, (6.45)

sgn (Y10) |710 ™+ sgn (Y11) |711 " 4 sgn (Y12) | =0, (6.46)

und aus (6.40)-(6.42)

sgn (31) [31]™ + sgn (36) [ 6™ — sgn (37) [77]™ — sgn (312) [12)™ =0, (6.47)
sgn (Y2) [y2|™ + sgn (¥5) [¥5|™ + sgn (9) |78|m + sgn (f11) |711|’" =0, (6.48)
sgn (93) [93|™ — sgn (F4) [y4|™ — sgn (Y9) |79|m + sgn (Y10) |’Y10|m =0. (6.49)

Die Bedingungen (6.43)-(©.49) zusammen mit (635) bilden ein nichtlineares
Gleichungssystem aus zwolf Gleichungen fiir die zwolf Scherraten +,. Die
Ergebnisse sind abhédngig vom Ratensensitivitdtsparameter m.
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Eine allgemeine Formulierung fiir das Dualpotential in D’ wurde von

hlan_H.Qu.ttEI lQ%I) diskutiert, wobei ein Ansatz fiir 7/ in der Form

s (H?H) 7, 7 e Sy (6.50)
0

vorgeschlagen wurde. Die deviatorischen Tensoren Z' sind abhingig von der
Richtung des Dehnratentensors N, Fiir die Scherraten gilt

Yo = | D'||sgn (2" - sym(QM Q")) |Z" - sym(QMQ")|" (6.51)

und das Dehnratenpotential lautet somit

m+1

mA41
v (Q'D'Q, ) = —7 (HH) Z Z' - sym(QML.QT)|" T . (6.52)
Fur den Sonderfall m = 1 ist die Relation zwischen 7, und 7, linear. Der Ansatz

12 _ _ -1 _
Yo =D’ (; sym(QM Q") ®sym(QM5QT)) sym(QM.Q")|  (653)

erfiillt alle Bedingungen (6.35) und (6.43)-(6.49). Die Ableitung des Dualpoten-
tials U nach D’ ergibt mit (&53) den Spannungsdeviator 7'. Der Ansatz fiir

— 1 von[Van Houttd .l&%l) ergibt die gleichen Scherraten fiir

12 ) 3 -1
Z' = (Z sym(QM Q") ® Sym(QMBQT)) [Np). (6.54)
B

Der Ansatz (6.53) ist fiir m # 1 ledlghch fur die Sonderfélle der Bishop-Hill-
Spannungen einsetzbar. [Bi .lQE]J) bestimmen 56 Spannungs-

zustande fiir ratenunabhédngige, kubisch-flichenzentrierte Kristalle, so dass
zumindest fiinf Gleitsysteme nach dem Schmid’schen Gesetz gleichzeitig ak-
tiviert werden. Das Schmid’sche Gesetz besagt, dass ein Gleitsystem aktiviert
wird, wenn 7, = +7¢ ist. Andernfalls gilt 7, = 0. Nach der Fliefregel (3.60)
konnen die Scherraten 5, nur die Werte 4, = +7y oder 4, = 0 tibernehmen.
Fur diesen Sonderfall gentigt der Ansatz (653) allen Bedingungen fiir die

Gleitsysteme (6.43)-(6.49).
Der Ansatz_fiir die Scherraten (6.53) wurde auch in dem Artikel von Miehe

und Rosato ) verwendet. Da fiir m > 1 kein korrekter Satz aktiver Gleit-

systeme identifiziert wird, werden die aktiven Gleitsysteme von Miehe und
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Rosato .ZM) a priori so ausgewdhlt, dass zu jeder Gleitebene hochstens zwei
Gleitsysteme aktiv werden konnen. In den Ansatz wird ein Gewichtsfaktor wy,
eingefiihrt, der die nicht aktiven Gleitsysteme aufier Acht lasst

-1

12 5 5 5
Yo = wa D' @ wesym(QM Q") ® sym(QMﬁQT)) sym(QM.Q")| . (6.55)

wq, g Ubernimmt nur die Werte null oder eins. Die Bedingung fiir die Auswahl
der aktiven Gleitsysteme ist rein geometrischer Natur und wird aufgrund der
Vertriglichkeitsbedingungen (6.36)-(©39) fiir 7, = D’ - sym(QM ,Q") wie folgt
definiert

3212 |7'a’
> k-—=2 =1. .
7l 2 k5= = we =1 (6.56)

Der Parameter k € [2/3, 1] kann variiert werden.

Numerische Berechnung. Bei einem vorgegebenen Dehnratentensor D’ kann
das Dehnratenpotential im allgemeinen Fall nur numerisch durch die Legendre-
Fenchel-Transformation

VP (Q'D'Q, ) =sup (- D' - V7 (QT7'Q, 7)) (6.57)
e

berechnet werden. Da das Spannungspotential ¥” (QTT’ Q, TC) strikt konvex
ist, ist die Funktion 7' - D' — \I/T( TT/Q,TC) strikt konkav. Damit ist die
Berechnung des Supremums dquivalent zu einem Maximierungsproblem mit
eindeutiger Losung. So lasst sich der Spannungstensor 7’ eindeutig aus der
Extremalbedingung bestimmen
o (QT'Q,77)
or’

Die Losung kann z.B. durch ein geddmpftes Newton-Verfahren wie im Falle

D/

—0 (6.58)

des Taylor-Modells erfolgen. Die deviatorischen Tensoren werden hier fiinf-

dimensional nach |L&q1m_a’r_al] .l_%j) (siehe Anhang [B) dargestellt, so dass

die Jakobimatrix reguldr ist. Diese kann analytisch berechnet werden. Fiir

Ergebnisse der numerischen Berechnung des Dualpotentials ¥” (QTD'Q, TC)
siehe Kapitel [

Texturbasierte Approximation. Das Dehnratenpotential kann in folgender
Form dargestellt werden

m+1

Dl m
v (QTD'Q.7) = T dur” (H%H) Q" (Q'NLQ) | (6.59)
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wobei der Anteil Q” (QTN /DQ) nur von der Richtung des Dehnratentensors
N, abhéngig ist.
Die Funktion Q” (QTN ’DQ) besitzt die kubische Symmetrie
QP(QNLQT) =QP(Np),  VQe H® C 50(3) (6.60)
und die Inversionseigenschaft
QP(QNLQT) = QP((—Q)NL(-Q)T),  YQeSOB).  (661)
Analog wie im Unterkapitel fir Q7 (N ') wird QP (N ’D) durch eine

tensorielle Fourier-Reihe mit kubischen Texturkoeffizienten gerader Stufe
approximiert
0P (Np) ~ QR(Q, 1117). (6.62)
Die Richtung des deviatorischen Dehnratentensors N, kann wie die Richtung
des Spannungsdeviators N’ durch den Parameter ¢ € [—1/2,1/2] parametrisiert
werden (vgl. (€.21)-(622))
N, =QNy(9)Q". (6.63)

Die Determinante der Richtung des deviatorischen Dehnratentensors wird mit

VB, (4 CRYG
* / _ vy - 2 o
T, = det(INy(§)) = 5 5(35 1) Sl FRRETY (6.64)
bezeichnet. Fiir die texturbasierte Approximation gilt
QR(Q, IIT})) = Ty (IIT}) (6.65)

B/2+1 p
+Z Z > Kpa H[D)VQC(; (N’g(ﬁ/%l—k)@N&@(A 1)),

=1

1, B=4,6,810,14,...
[]]j)e< \/_ \/_) p:{ 7/8 DA ) ) )

, + .
18718 2, B =12,16,18,20,...

Die Darstellung fiir Polykristalle erfolgt analog wie in (6.34) unter der Annahme
eines homogenen Dehnratenfelds und wird hier nicht nochmal wiederholt.

6.3 Berechnung der Materialfunktionen

In diesem Unterkapitel wird vorwiegend die Berechnung der Materialfunk-
tionen des Spannungspotentials U” betrachtet. Die Bestimmung der Material-
funktionen fiir das Spannungspotential ldsst sich analog auf den Fall des
Dehnratenpotentials ¥” {ibertragen.
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In dieser Arbeit werden nur die ersten Glieder der Fourier-Reihe bis zur
Approximation 8. Stufe berticksichtigt. Da fiir die Texturkoeffizienten 4., 6. und
8.Stufe nur ein kubischer Basistensor existiert, wird in den weiteren Betrach-
tungen der Index i weggelassen. Fiir die Berechnung der Materialfunktionen
werden hier noch die Hilfsfunktionen

ap =V (NECN o N22O-D) - A =13, (6.66)
gy = Vig) - (NPU @ N2y =1, 4, (6.67)
as, = Vg - (N2O g N2y -y =1,....5 (6.68)

eingefiihrt, so dass (6.31) die folgende Darstellung

3
QQ(Q? [[];k-) = Fiso(][]i> + Z Ii4,\([[]j_)a4)\
A=1

4
+ Z KJGM([[[:)&@L -+ Z /{181/([.[.[:)&81/ + ... (6.69)

5
,LL:]. v=1

annimmt.

Die Approximation 0.Stufe wird mit einer Materialfunktion identifiziert
Iiso(ZII7) und bildet im Spannungspotential die isotropen Materialeigenschaf-
ten ab. Da der Raum der irreduziblen Darstellungen 4. Stufe durch N/ und N’
aufgespannt werden kann, gibt es in der Approximation drei isotrope Funktio-
nen der Determinanten x4 (1II;), A = 1,2,3. Die Anzahl der linear unabhéngi-
gen orthorhombischen Basistensoren 6. Stufe ist gleich vier. Aus diesem Grund
wird die Approximation 6.Stufe durch vier isotrope Funktionen kg, (II17),
p=1,... 4beschrieben. Das nidchste Glied der irreduziblen Darstellung besteht
aus der Linearkombination der fiinf Skalarprodukte der Basistensoren von N
und N’ mit V’gf und ist abhdngig von funf isotropen Funktionen xg, (1I7),
v =1,...,5. Damit hdngt die texturbasierte Approximation 8. Stufe von V" von
insgesamt 13 Materialfunktionen fiir /11 # ++/6/18 ab.

6.3.1 Definition des Minimierungsproblems

Die isotropen Funktionen T, (/II;) und ks\(III;) (A=1,...,5/2+1) in
(©.69) konnen fiir feste Werte der Determinante [II. bestimmt werden.
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Die Berechnung erfolgt mit Hilfe eines Minimierungsproblems tiber SO(3) und
der Gauss’schen Fehlerquadratmethode

F= [ (9 (N) =95 (N7))" dQ — min. (6.70)
S0(3)

Integriert wird tiber die orthogonalen Tensoren @ € SO(3) in der Darstellung
von N, = QN|Q". Die Materialfunktionen I'i,(III*) und rsy(III7) sind unab-
hédngig von einer Rotation durch @ € SO(3) und konnen deswegen durch die
notwendigen Bedingungen fiir Extremalwerte aus (6.70) bestimmt werden

aF(FiSO) /QBA) . a}71(Fisoa ’%ﬁ/\)

= =0 6.71
Ol iso (1I17) ’ Orpr(III7) ’ (6.71)
A=1,...08/2+1, p[p=4,68,... VIIT} = const.
Die notwendigen Bedingungen fiir Extrema resultieren in einem linearen Glei-
chungssystem
Az=b. (6.72)

Bei einer Approximation mit Texturkoeffizienten 4., 6. und 8. Stufe gibt es ins-
gesamt 13 Unbekannte, d.h. die Matrix A ist eine 13 x 13-Matrix. Die einzelnen
Grofsen lassen sich wie folgt darstellen

N
z = (Fiso K4l Ka2 K43 Kel Ke2 K63 HKed ) ;
.
T /
b = / O(N)(1 an qur ous agt o2 aes ogr -+ ) dQ,(6.73)
50(3)
I ag oy Q43 Q61 Q62 Q63 Q64

Oéil Qiy1Qig2 Q410043 Q41061 Qiq41062 Qg1 063 Qg1 Qlgy
OQZQ Qo043 0420061 (42062 (X420063 (420064

044213 Qy3061 Q43062 (430063 (V43(X64

af  asag e1ag3 Qeioes - | dQ.

50(3) 0y Qa3 (ea0iGs

2
Qg3 Q30064

[sS
I
—

2
Oy

| Sym

Fir die Definition von ap)\(Q,III;) (5=4,6,8, A=1,...,8/2+1)
siehe (6.66)-(6.68). Die Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems
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A und der Vektor b bestehen aus isotropen Funktionen tiber SO(3). Damit
sind die Komponenten von A nur von der Determinante /I, abhingig. In den
Komponenten des Vektors b wird die Funktion Q7 (IN") beriicksichtigt, so dass
die rechte Seite des Gleichungssystems aufier von der Determinante /I auch
vom Ratensensitivitdtsparameter m abhadngt.

Fur die Bestimmung der Materialfunktionen T'i,(/II},) und kpgx(III},) der
Approximation des Dehnratenpotentials in (6.63) wird wieder, wie im Fall
fir das Spannungspotential, ein Minimierungsproblem tiber SO(3) fir den
Einkristall definiert und gelost

F= [ (27 (Np) 98 (Np)) dQ — min. (6.74)
SO(3)
Integriert wird tiber die orthogonalen Tensoren @ € SO(3) in der Darstellung
von N’y = QN,Q". Das Minimierungsproblem fiir QY resultiert wieder in
einem linearen Gleichungssystem, dessen Koeffizientenmatrix gleich derjenigen
des Minimierungsproblems (6.70) fiir das Spannungspotential ist.

Die zu approximierende Funktion Q” (N ’D> in (@74 fir Q = I wird numerisch
durch die Legendre-Fenchel-Transformation

1 m-+1
THQD (ND>_SKP (A Np—iz\A' M., +) (675)

mit Hilfe eines deviatorischen, einheitslosen Tensors 2. Stufe A’ berechnet (siehe

z.B. |Ble]geI . ).

6.3.2 Numerische Berechnung der Integrale iiber SO(3)

Die Integrale tiber SO(3) konnen numerisch berechnet werden. Fiir jede belie-
bige Funktion ¥(Q), die nur von Q abhédngt, ist das Integral im Allgemeinen
durch die drei Eulerwinkel nach (2.9) definiert

2

1 i
— //\If 01, P, p2) sin(P) dpy dP deps . (6.76)
- 82 00

O\l\?

Hier ist zu beachten, dass eine gleichméfiige Unterteilung der Eulerwinkel keine
gleichwertigen Volumenelemente sin(®)dyp; d® dy, wegen sin (P)dd ergibt.
Aus diesem Grund wird statt ¢ ein Parameter A eingefiihrt

A = —cos(P), Ae[-1,1]. (6.77)
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Damit folgt fiir das Volumenintegral

I=— [ [ [0 02)dprdr dgs. (6.78)
0—-10

Fiir eine schnellere numerische Integration kann die kubische Symmetrie aus-
genutzt werden, so dass der Integrationsbereich auf ein Achtel reduziert wird

w/27w/2 91

[=— / / / U(p1, @, 2)sin(P) dpy dP deps . (6.79)
0 0 O

Unter Verwendung von X ergibt sich dquivalent

2 21

1
1

— //‘I’ ©1, A, p2) dpr dX des . (6.80)
00

7T2

Die numerische Integration wird in dieser Arbeit adaptiv mit der DCUHRE-

Routine vonlB.em.ts.enu.n.d.Es.peh.d' l&‘lﬂﬂ) durchgefiihrt.

6.3.3 Exakte Berechnung der Matrixkoeffizienten des LGS

Wenn man die Eigenschaften der Fourier-Reihendarstellung in Betracht zieht,
dann sind alle Glieder der Fourier-Reihe, die durch Texturkoeffizienten ver-
schiedener Stufe konstruiert sind, orthogonal zueinander. Wegen der Ortho-
gonalititsbedingung (5.32) bzw. der schwachen Orthogonalitit der Textur-
koeffizienten in der Orientierungsverteilungsfunktion 2.29), ist ein Teil der
Eintrdge der Matrix A null. Damit sind die Fourier-Koeffizienten der Stufe /3
unabhingig von den Fourier-Koeffizienten anderer Stufen, so dass die isotropen
Materialfunktionen gy (III7) (A =1,...,6/2 + 1) keine Abhingigkeit von den
isotropen Materialfunktionen x.\(/II7) (A =1,...,7/2+ 1) mit § # v aufwei-
sen. Das bedeutet, dass das lineare Gleichungssystem in kleinere, voneinander
unabhéngige, Gleichungssysteme zerlegt werden kann: eine Gleichung fiir die
Berechnung von T'i,(III;), ein lineares Gleichungssystem 3 x 3 fiir rqy(II17),
AN=1,...,3, 4 x4 fur ke, (III7), p=1,...,4und 5 x 5 fir kg, (III;), v =1,...,5
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1] 0
044211 Q10049 Crq1043
0 O&Q 49043
044213
A= |
SO(3)
0 0
Sym
E 0 0 0
1
04| 0 0
=10 o [AD ] 0 :
8
0 0 |AB,

2
Qg1 Apg10e2 Q13 (g1 (g4

2
gy Q2063 0520064

2
Qg3 Q3064

2
Q4

11
e (—2,+2>.

d@

- (6:81)

(6.82)

Die nicht verschwindenden Eintrdge in der Matrix A (6.82) lassen sich exakt

durch die Identitdtstensoren fiir irreduzible Tensoren nach (2.30) ausrechnen.

Damit wird eine numerische Integration der linken Seite des linearen Glei-

chungssystems vollstandig vermieden. Die Koeffizienten von A ergeben sich

als Polynome von &. Die exakten Ausdriicke der einzelnen Komponenten der
Untermatrizen AY, A und A® der Matrix A4 sind im Anhang[Hin Abhingig-
keit vom Parameter £ und von der Determinante /II. gegeben. Fiir ein besseres

Verstandnis werden hier zwei Berechnungsbeispiele fiir die Komponenten A3

und Agg der Matrix A dokumentiert

Aoz = A@

/50(3) Q410042 dQ

C
Joos VE(@ ©
Ag - (Ny® Nj® Nj® Nf)

®V5(Q)dQ - Ny ® Ny ® N ® Ni

-

9

3¢t 105 53) V6 = EUI

105

35

(6.83)
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Aps = Aé@ = /S o) a4 Q)
= /50(3) VE(Q) ©VE(Q)AQ - Ny @ Ny® N © NP @ NF @ N

Apz - (NG®@Ny®@ NG ® Nf @ Ni @ Ng)

13
1 5 , 10 , 20 , 1 45 .

= - = 1%, (6.84

12012 " 2004° " 1001° " 3003° 12012 " 2002 e 68

Die Integrale tiber SO(3) der linken Seite A des linearen Gleichungssystems
stellen isotrope positiv homogene Funktionen von N’ dar. Diese lassen sich
durch Polynome der Grundinvarianten von N’ darstellen. Da tr(IN'.) = 0 und
tr(IN'?) konstant ist, besitzt die Integrititsbasis nur eine Abhangigkeit von der

Determinante /17, (vgl.(@.I7)-(©19)).

Fiir eine beliebige isotrope skalare Funktion f(A), die von einem symmetri-
schen Tensor A € Sym abhdngt und ein homogenes Polynom vom Grade n in A
darstellt

f(AA)
£(QAQT)

\'f(A), VYA€Sym, A>0, neN, (6.85)
f(A), YA€ Sym, VYQ e SO(3), (6.86)

existiert die folgende Darstellung als lineare Kombination homogener Polyno-
me der Grundinvarianten

fA) =3 aiptr’(A)ed (A% (A%,  n=1"+24+3"  au € R (6.87)
ij.k

Ein Beispiel wird hier fiir n = 6 gebracht. In diesem Fall ldsst sich die Zahl
6 durch sieben verschiedene Partitionen aus den Zahlen Eins, Zwei und Drei
darstellen (siehe Tabelle [6.2). Analog ldsst sich die Funktion f(A) als eine
lineare Kombination der homogenen Polynome aus Tabelle [6.2] darstellen. Die
Darstellungen fiir homogene Funktionen vom Grade 1 bis 5 sind in Anhang [H
angegeben.
Fiir den Sonderfall, wenn die betrachtete Funktion f(IN'y) nur vom deviato-
rischen Anteil der Richtung von A abhidngt, vereinfacht sich die polynomiale
Darstellung bei einem Homogenitdtsgrad 6 wegen

tr(N) =0,  tr(NG) = |N,|I>=1 (6.88)
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Frame Partition | Polynome von A Polynome von N
1] (1,1,1,1,1,1) |5 t19(A) 0
21 (2,1,1,1,1) | O tri(A)tr' (A2) 0
30(2,2,1,1) a tr2(A)tr2(A2) 0
4(2,2,2) a tr3(A2) 1
LTI
51| (3,1,1,1) u trd(A)tr' (A%) 0

tr!(A)tr! (A%)tr' (A% | 0
tr2(A%) tr2(IN'})

NS

Tabelle 6.2: Irreduzible Darstellung einer isotropen Skalarfunktion eines symmetrischen
Tensors A und seines Richtungsdeviators N';, homogen vom Grade 6

auf einen konstanten und einen in der Determinante /1%, = tr(IN'3)/3 quadrati-
schen Anteil (siehe die letzte Spalte in Tabelle[6.2)

FIN'D) = aptt®(N7G) =3 8%,  n=2+3"  apecR (689
J:k ik
Analog ergeben sich die folgenden polynomialen Darstellungen skalarer isotro-
per Funktionen von N homogen vom Grade n

FIND) =Y aptf(N?) =S 3%, 111", n=2"+3"  aj R (690)
Ik Ik

Die polynomiale Darstellung (6.90) gilt fiir die von null verschiedenen Koef-

fizienten der Matrix A. Tabelle [6.3] zeigt die polynomiale Darstellung in III.

fir verschiedene Polynomgrade. Die Beispiele in (6.83) und (6.84) stellen z.B.

homogene isotrope Funktionen in der Determinante /I vom Grade 5 und 10

dar, die einem ungeraden, linearen und einem geraden quadratischen Polynom
nach Tabelle (6.3) entsprechen.

Die Untermatrizen des linearen Gleichungssystems sind schlecht konditioniert
und besitzen Eigenwerte nahezu null. Thre Determinanten sind in Anhang [El
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Polynomgrad in N’ | Invariante Darstellung
1 0
24 «
3,57 oIl
6,8,10 o+ BII?
9,11,13 oIIl + BT
12,14,16 o+ BIII? + 1T
15,17,19 oIIT: + BIIT? + yIIT
18,20,22 a + BIII? + 1T 4 SIITS
21,23,25 oIIlE + BIT? + I 4 e 1T
24,26,28 o+ BIII? 4+ 1T 4 ST + e 1IT8

Tabelle 6.3: Irreduzible Darstellung skalarer isotroper und homo-
gener Funktionen in Abhéngigkeit von I17%1

I Die Darstellungen der Funktionen homogen vom geraden Grad sind
grau hinterlegt.

gegeben. Aus diesem Grund ist fiir die Losung des linearen Gleichungssystems
eine sehr hohe Genauigkeit in der numerischen Berechnung der Integrale in b
notwendig, insbesondere fiir Werte von £ in der Nahe +1/2.

Fir den Sonderfall der irreduziblen Darstellung in (6.33) fiir £ = +1/2 enthalt
die Matrix A nur die Eins-Eins-Komponente ihrer Untermatrizen

[1] o o o
0/AY 0o o0
A=| 0 o0 [A9] o R - :l:;. (6.91)
0 0 Aﬁ) e

Fir diesen Fall hdngt die Approximation 8.Stufe nur von vier isotropen
Materialfunktionen I'i,(II17) und kg1 (I1I7) (8 =4,6,8) ab. Die Berechnung
dieser Materialfunktionen erfolgt durch vier voneinander entkoppelte lineare
Gleichungen.
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6.3.4 Exakte Berechnung der Integrale iiber SO(3)

Die Eintrdge im Vektor b sind isotrope Funktionen, die fiir ungerade m die
polynomiale Darstellung nach Tabelle [6.3 haben. Die Berechnung der Integrale
tiber SO(3) im Vektor b erfolgt numerisch. Eine Mittelung tiber die Orien-

tierungen kann auch_exakt berechnet werden ith, [1968; Andrews und

Thirunamachandran, [1977;|Andrews und Ghoul, [1981)). Die exakte Auswertung

der Eintrdge in Vektor b wird im Folgenden kurz erldutert.

Ein isotroper Orientierungsmittelwert einer Funktion kann durch isotrope Ten-
soren ausgedriickt werden. Wird das Skalarprodukt

/ A (Q*Pp)dQ = [ A Q- Qi Pryny) 4Q - (6.92)

SO(3)

mit den beliebigen Tensoren A 5 und P4y der Stufe j betrachtet, dann kann T

in die Form

T = Agg) - Liag) [Py (6.93)
mit dem Mittelwert I3
1 27 W 27
(Li28y)ir.ishing = 8///62“’\1 . Qigr, sin (P) dy AP dipo (6.94)
000

tiberfithrt werden. Der isotrope Tensor (]I<2 5>)i1.,_i sAr..n; kann durch eine lineare
Kombination von linear unabhéingigen, isotropen Tensoren dargestellt werden.
Jeder Summand in der linearen Kombination ist ein dyadisches Produkt von
zwei isotropen Tensoren der Stufe /5. Die isotropen Tensoren werden fiir gerade
Stufe (3 als Tensorprodukte von /2 Kronecker-Delta-Tensoren d;,s, ... i, i,
dargestellt. Die Isomere isotroper Tensoren entstehen durch die Permutation der

Indizes 71, ..., ig. Fiir gerade Stufen 3 ist die Anzahl aller Isomere von Stufe
N B 6.95

davon sind nur Qg linear unabhingig (Tabelle [6.4] Andrews und Thirunama-
chandran ( )

B/2
- _BBr=p+1)
@5 = 2) (B =2l (r + 1)1

(6.96)
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Bl2(4/6] 8 | 10| 12 14 16

Ng | 1|3 |15 105|945 | 10.395 | 135.135 | 2.027.025
Qp|1|3]15] 91 | 603 | 4.213 | 30.537 | 227.475

Tabelle 6.4: Anzahl aller Isomere Ng und Anzahl der linear abhéngigen Isomere () fiir
gerade Stufen 3

Das Volumenintegral (6.94) ist eine lineare Kombination der dyadischen Pro-
dukte der isotropen Kronecker-Delta-Tensoren IE‘E;)> und GEZ% von Stufe 3

o 1) ol 1 _ g
r,s=1
Die Dimension der Matrix M ist Q3 x Q3. Die uv-Komponenten ihrer Inversen
S sind die Skalarprodukte aller Kombinationen von Fggg oder G%
_ ) ) _ @ () _ g1 _
SU’L}_F<>.F<6>_G >'G >7 M—é 5 U,U—]_.Q/B (6.98)

Fiir die Konstruktion linear unabhéngiger Isomere kann das Standardschemata
(Young’sches Tableaus) verwendet werden (siehe z.B. |E1ﬂ.th_Lm.d_H.a.tnsl .1291|)).

Die Vorgehensweise ist ausfiihrlich fiir § = 4 im Anhang[Glbeschrieben. Ergeb-

nisse fiir isotrope Tensoren 4. und 6. Stufe werden in Andrews und Thirunama-

chandran (1977) und fiir 8. Stufe in An.dmsmn_d_Gh.o_uJ' (Ilﬂ&]J) angegeben (fiir
|A11d.rm&s_un.dlbinmama.chan.draﬂ .lﬁZZi)).

Diese Berechnungsweise ist wegen der groflen Anzahl der Basisisomere rech-

ungerade Stufen (3 siehe auch

nerisch sehr aufwendig (vgl. Tabelle [6.4) und ldsst sich nur fiir sehr kleine
Ratensensitivitdtsparameter fiir die Komponenten von b anwenden. Zwei Bei-
spiele fiir die exakte Berechnung der Integrale auf der rechten Seite des linearen
Gleichungssystems fiir m = 1 lauten

12 ~ 2 12 ~ ~ ! ! 6
b = / SN M| 4@ = > (Mo ® M,) Ly [Ny © Nj| = - (699

so@3) @
12 . 9
by = V0. [N @ N’ N’ .M, dQ = (6.100)
(4) T T T
SO(3) @
120 - V30 89101

_ w/Co / / / A
_V<4>®(%:MQ@MO‘)]I“(»{N0®N0®NO®NO}_30194%
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6.3.5 Explizite Berechnung der Materialfunktionen

Eine exakte Losung des Minimierungsproblems bietet die fiktive Anwendung
der elementaren Schranken. Fiir den starr-viskoplastischen Fall kann die Reuss-
Schranke von Q7(N) fiir ein homogenes Spannungsfeld mit der Spannungs-
richtung N /T = N_ mit Hilfe der Orientierungsverteilungsfunktion bestimmt
werden

OF(N) = [ FQW(QTN.Q)dQ, (6.101)

SO(3)

Wird die Fourier-Reihe Z.I9)-@20) fiir die Orientierungsverteilungsfunktion
eingesetzt, dann erhélt man die folgende Darstellung fiir Polykristalle

QFN) = (1+ 28+ 1 ZV (Q*V’CO)) O(QTN.Q)dQ (6.102)
)
= [ 2@'N.QdQ+9 [ V- (Q+VE)(Q'N,Q)dQ

SO(3) SO(3)

"
Q
w@

—~

+ 13 | Vg (@*VE)(QTN,Q)dQ + ... (6.103)
SO(3)

Vereinfachend werden die Ausdriicke in dieser Betrachtung nur bis zur App-
roximation 6. Stufe angegeben. Die Reuss-Schranke der Approximation Q7 (N")
lasst sich analog fiir N IT = N’ durch f(Q) und die Orthogonalititsbedingungen
(2.29) bestimmen

N) = [ HQQ'N,Q)dQ
SO(3)

-/ (1+<2ﬁ+1>zvzﬁ>-(cz*w%°)) 2 (QTN,Q) dQ

SO(3)

(3 A) 1219(A—1)

3 —
= Tyo(1ITY) Z kan(IIT)N ® N-

4
+ Z MIIENEE? @ N2 (6.104)
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Durch Koeffizientenvergleich von (©.103) und (6.104) folgen die Bedingungen

| 9(QTN.Q)dQ = T (1117), (6.105)
SO(3)
9 [ @V (QTN,Q)dQ = Z kan (1T )(N’T@(“) o N2#0° 1) (6.106)
SO(3)
_ _ /

13 [ QxV N ko (1T R . (6.

Q V'O (QTN.Q)dQ = NP o NPEEDY(6.107)
SO(3) n=1

Im Folgenden wird die explizite Losung des Gleichungssystems fiir den
Ausdruck (6.I06) anhand der isotropen Funktionen ryy(III)), A =1,2,3 fiir
Texturkoeffizienten 4. Stufe erldutert. Fiir die linear unabhéngige Basis B, fiir
irreduzible Tensoren 4. Stufe mit den Basistensoren IB%’<(4€>), (=1,2,3

_ _ / _ _ / _
153'(5119:(1\7’ @N’>, By = <N’T®Nf>, B = (N ® N ) (6.108)

B\ - B ayy) = 05 (6.109)

gilt. Fiir die Konstruktion der Dualbasis wird die 3 x 3-Matrix 5 aller Skalar-
produkte von IB< benotigt

BY =B B, B,=B", (r=123 (6.110)
Dann erhilt man fiir die Dualbasis
3
Bl =2 B, B (6111)

Eine Berechnung der isotropen Funktionen x4 (III;) erfolgt, indem man die
beiden Seiten in (©.106) skalar mit den Basistensoren der Dualbasis multipliziert

kan (1) = 9B / Q+VPU(QTN.Q)dQ, A=1,23. (6112
so< )

Die Matrix der Skalarprodukte B kann auch alternativ durch den Tensor der
Figenwerte N 6 von N IT ausgedriickt werden, da fiir die Skalarprodukte gilt

B — O . g
BB (6.113)
_ _ /
(No B0 Ny ”) (Ng®<3 Ve Ny )) o Gy =12.3
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Aus (@I13) und der exakten Berechnung der linken Seite des Gleichungssys-
tems in (6.82) folgt, dass die Matrix B durch die Matrix é<4> in (6.87)-(6.82)
dargestellt werden kann (vgl. auch die Beispiele (6.83)-(6.84))

B =9A%. (6.114)

Damit ist die Berechnung der Materialfunktionen rgy(/II;) durch eine Dualba-
sis dquivalent zu der Losung des linearen Gleichungssystems.

Die allgemeine Darstellung fiir die Materialfunktionen r gy (/II7) fiir die fiihren-
den Fourier-Koeffizienten lautet

Fan(I7) = 28+ DB g0 [ Q+VEY(QTN,Q)dQ,
SO(3)

A=1,...,6/2+1, p=4,6,8,10,14,18, ... (6.115)
6.3.6 Approximation fiir den Sonderfall m =1

Fiir den linear viskosen Fall (m = 1) ist der zu approximierende Anteil 2™ des
Spannungspotentials eine quadratische Funktion

12 .
Q(NLm=1)=3|N.. M| . (6.116)

Die Funktion wird exakt durch eine quadratische Funktion in N,
O (N7,m =1) = Q(N,m = 1) = Dio(IL})+rq (IIT}) VG- (N2.®N") (6.117)

abgebildet. Die Funktionen T'i,(/II7) und k4 (III}) lassen sich durch eine
analytische Berechnung ausrechnen. Aus der Zerlegung von N, ® N mit Hilfe
isotroper Projektoren ergibt sich

Po(Il;) =12 [ N.@N,dQ- M, ® M,
S0(3)

N @N)-PL, - ¢
( OQ\TPIHO) PL M@ M, = C = const, Vo, (6118)
2

=12

Fiir die Berechnung von ry4; (II1;) kann die tensorielle Gleichung
12 . 3
S sym(M,) @ sym(M ) = i (IITF)PL + /141([[Ii)V’<§>0 (6.119)

«

103



Fliefspotentiale in Abhdngigkeit von Texturkoeffizienten

angewendet werden. Daraus folgt

o _ | 8 sym(Ma) @ sym(M,) — igo (1117 PY|
"541(—,[[7) = ||V/CO||
(4)

= 4{?{;_0 = const. (6.120)

Dieselben Ergebnisse resultieren aus der harmonischen Zerlegung (.66) fiir
> 12sym(M,) ® sym(M,). Die texturbasierte Approximation des Spannungs-
potentials

. L
\I,T(QTT,QMZMZWC <||T||> (6 4300

9 ~C 5 + TV@(Q) : (N; ® N’T)) (6.121)

entspricht dem quadratischen FliefSkriterium von |H_j.l.l| .E). Die daraus fol-
gende Darstellung des Hill’schen Tensors in dieser Form wurde bereits in

Kapitel @ angegeben (vgl. @.75) und |B_th]g€_etalj (|20Q§)).

Analog zu der Berechnung von U™ kénnen die Koeffizienten des Dualpotentials
P fiir m = 1 berechnet werden, da der analytische Ausdruck (&.53) bekannt ist.
Fiir diesen Fall ist die Approximation auch quadratisch in N',. Die Approxi-

mation hdngt nur von I'is, (II1) und k4 (I117,) ab

1
12 R R
(Z sym(M,) ® sym(Ma)) = FiSO(IH}‘))]P’é + &41(II[E)V’<% ) (6.122)
Der Tensor 4. Stufe
1
12 5 5 T T
(Z sym(M,) ® Sym(Ma)) =-D-— Qg + ;)]IS (6.123)

besitzt die kubische Symmetrie und folgende harmonische Zerlegung

(i sym(M,) ® sym(Ma)> = holPl + (i sym(M,) ® sym(Ma)> . (6.124)

« «

Damit gilt

= const. (6.125)

«Q

12 . SN R 1
Diso(IIT) = ho = | Y _sym(M,) @ sym(M,)]| - B = 10
2

Der irreduzible Anteil der harmonischen Zerlegung lautet

12 3 oo\ Y
(Z sym(M,) ® sym(Ma)) = —\/S—OV’<% : (6.126)
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Daraus folgt fiir k4 (1117,)

ka(IIT}) = —\/53_0 = const (6.127)

und das Dualpotential wird fiir m = 1 exakt durch

2(11 V30 e

D’ / /
5= VE(@Q)- (Np @ ND)) (6.128)

Yo

\IJD(QTD/Q,WL _ 1) _ 7027_0

abgebildet.

Fiir hohere Exponenten m werden die isotropen Materialfunktionen fiir die
Approximation des Spannungs- und Dehnratenpotentials im nédchsten Kapitel
angegeben.
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Kapitel 7

Anwendungen der texturbasierten
Fliefspotentiale

7.1 Approximation fiir Einkristalle

7.1.1 Spannungspotential

Das Spannungspotential ¥7(7’) ist eine homogene Funktion vom Grade m + 1
der deviatorischen Spannung 7'. Der Anteil Q"(IN') von ¥7(7’) ist ebenso eine
homogene Funktion vom Grade m + 1 in N. U7 (7') und Q7 (NN') sind gerade
Funktionen in 7/ und N’

U () =9"(—7"), V7', Vm, (7.1)
O (N,)=Q"(-N’), VN, Vm. (7.2)

Aus diesem Grund miissen die isotropen Materialfunktionen T'i,(7/7;) und
kpA(II17), die sich in der Approximation von Q7(N') vor einem geraden
Polynom von N’ befinden, im Allgemeinen gerade Funktionen von IN”. sein.
Die unbekannten Materialfunktionen vor einem Polynom ungeraden Grades
miissen dagegen ungerade Funktionen von N sein. Diese Tatsache beruht
darauf, dass die Funktion Q7(IN) eine gerade Funktion in N’ ist und dass
das Produkt zweier gerader sowie ungerader Funktionen eine gerade Funktion
ergibt (Siehe Tabelle [Z1]).

Der typische Verlauf der isotropen Funktionen TI'i,(III7) und rpgy(III})
(A=1,...,8/2+1) ist in Abb. fiir Approximationen bis zur 6.Stufe fiir
m = 100 gegeben.



Anwendungen der texturbasierten FliefSpotentiale

Dyade Polynomgrad | Materialfunktion
Diso (I117) — 0 gerade
ka1 (IIT7) N, @ N/ 2 gerade
Kkag(IIT7) N’ @ N7 3 ungerade
ks (IITY) N?® N” 4 gerade
ke (II17) N @ N, ® N/ 3 ungerade
Keo(II17) N @ N, @ N” 4 gerade
Kke3(IIT7) N @ N?® N”? 5 ungerade
ks (IITF) N?@ N?® N”? 6 gerade
ks1(III7) | NL.@N_.@ N, ® N_ 4 gerade
keo(IIIY) | N.@ N' @ N. @ N”? 5 ungerade
kes(III*) | NL @ N. @ N? ® N7 6 gerade
kea(1I1E) | N @ N? @ N? @ N7 7 ungerade
kes(IIIY) | N? @ N? @ N? @ N” 8 gerade

Tabelle 7.1: Allgemeiner Charakter der isotropen Funktionen I'is,(/II7) und kg (/1)

von der Determinante /17

6x 10
e
~ 4
=3

22

—

0 3 -3

-0.1-0.05 0 *0.05 0.1 < -0.1-0.05 0 *0'05 0.1 -0.1-0.05 0 *0.05 0.1
I~ i~ i~
(@) Tiso(IIT7) V K41 % K42 O K43 V Kgl * Kgz ©Kgz LU Kea

(b) Ii4>\(IIIi), A=1.3

(c) keu(III7), pp=1.4

Abbildung 7.1: Funktionen I'is, (/I17;), kax(III}) und kg, (1117) fiir m = 100

Fiir ungerade Dehnratensensitivitdtsparameter m bzw. gerade m + 1 kann die
Funktion Q7(N') ohne Betrag betrachtet werden

o (N)) =[Ny v,

— N'®(m+1) _§M®(m+1)’
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Damit stellt Q7(IN".) ein homogenes Polynom in den Komponenten von N
dar. Die isotropen materiellen Funktionen Iy, (1I1) und s, (II1) konnen somit
als homogene gerade oder ungerade Polynome der Invarianten von IN'. nach
Tabelle ausgedriickt werden. Ist beispielsweise die Funktion xgg(I17) fiir
m + 1 = 10 gesucht, dann soll diese fiir die Approximation eines homogenen
geraden Polynoms vom Grade 10 bestimmt werden. Das homogene gerade
Polynom rg3(I1I1;)V(§) - N, @ N %2 kann als Produkt zweier Polynome, die
homogen vom Grade 5 sind, dargestellt werden. Dabei ist das eine Polynom
V’<(6’Y> - N @ N?%? Damit folgt fiir x¢3(III7) mit m = 9 eine lineare Abhangigkeit
von der Determinante: rg3(I11) = olII; (o« € R).

Die allgemeinen Ausdriicke fiir die ersten ungeraden Ratensensitivitdtspara-
meter m und eine Approximation bis zu Texturkoeffizienten 10. Stufe sind in
den Tabellen aufgelistet. Die Anzahl unbekannter Koeffizienten betragt
fiir eine Approximation 8.Stufe mit m =5 insgesamt zehn und mit m =7
insgesamt 14. Fiir eine exakte Darstellung mit m =5 bis zur 12.Stufe sind
13 Koeffizienten notwendig, wobei zwolf Materialfunktionen T'is,(II7}) und
kaa(III7) nicht verschwinden. Fiir m =7 besteht die exakte Approximation
aus 22 Materialfunktionen Ty, (III;) und ks (III;) verschieden null bzw. aus
24 Koeffizienten. Im Vergleich dazu hédngt die nichtquadratische FliefSfunktion
Y1d2004-18p VonlB_aLl.a.t_et_alJ (IZQ(ld) von 18 Parametern fiir den Sonderfall eines
orthotropen Materialverhaltens ab. Das texturbasierte FliefSpotential 8. Grades

vom Arminjon-Typ hat fiir den ebenen Spannungszustand 25 Anisotropiekoef-
tizienten, fiir den orthotropen Fall 135 und fiir den triklinen schliefSlich 490 (vgl.

Tabelle Elund [Savoie und MacEwen (1996)).

Die Kenntnis der exakten Darstellung der Materialfunktionen T (7I7;) und

kax(III7) hat den Vorteil, dass die von null verschiedenen Koeffizienten in
der Approximation auch phdnomenologisch durch makroskopische Messungen
von R-Werten und FlieBspannungen bestimmt werden kdénnen. Wird angenom-
men, dass eine Approximation mit den fithrenden Fourier-Koeffizienten der
exakten Abbildung entspricht, ist der Ansatz von einer geringeren Anzahl von
Anisotropieparametern abhdngig.
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c1=X 01 =X g=X p=X ¢ =X ymg-9 1ddy siq usurzyzaoy
¢=X =X ¢=X 1=X 0=3X g9 1ddy my usjusrzyzooy
T 0 T 0 I 0 o (0 0 |0 9 comN V9
T| e | 1| o | o 0 0 [0 0 |0 G o N @ TN | E9
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=X p=X e=X =X =X gy addy my usjuarzyyeoy]
C | pIIg+0 | 1 0 I 0 I | 0 |0 4 N &7y
| o | 1| o | 1| I 0 |0l 0 |0 ¢ aN @ N | e
C | I+ | T | sHIgd+o |1 0 I |0 1 |© e N L
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Fiir kleine Exponenten m koénnen die isotropen Funktionen ebenso null oder

konstant sein, wie Tabelle [Z4] fiir m = 1, 3,5 zeigt. Die isotropen Funktionen

I (IIT7) fiir beliebige Exponenten m wurden auch von Bohlke und Bertram

) fiir den Sonderfall einer grauen Textur bestimmt.

m=1 m=3 m=2>5
m+1=2 m+1=4 m+1=26
K Dyade PG P P P
Tiso - 0 6/5 0,2571 | 0,07343 — 0,32371I*
Kl N2 2 | 4v/30/15 | 0,5362 0,1960
kia | NL.@N? | 3 0 0 —0,12171IT*
K43 N2 4 0 —0,6665 —0,3751
K61 N3 3 0 0 0,18721IT*
koo | N2 @ N? | 4 0 —0,2978 —0,2078
ko3 | NIt @ NP29% | 5 0 0 0
K64 N3 6 0 0 —0,0462
Kg1 N'®A 4 0 0,1350 0,1058
ksa | NP @ N? | 5 0 0 0
kg | N2 @ NP2%2 | 6 0 0 —0,5432
kga | NL@ NP | 7 0 0 0
Kgs NP 8 0 0 0

Tabelle 7.4: Isotrope Funktionen I'i,(/II7) und kgy (/1) in Abhangigkeit der
Determinante [II% fiir Approximationen bis zur 8.Stufe und m = 1,3,5" (PG:

Polynomgrad, P: Polynom)

t Die fiir die Approximation nicht relevanten Eintrdge von hoherem Polynomgrad sind

grau hinterlegt.

Fiir den Sonderfall einer Zugbelastung III: = ++/6/18 nach Formel &33) sind
Diso (IIT7) und kg (I1) fir §=4,6,8 in Abb. dargestellt. Bei uniaxialem
Druck (III* = —/6/18) sind die Funktionswerte bis auf das Vorzeichen von
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ke (I1I7) gleich

Diso (IITF = 4+/6/18) = Tieo (117 = —/6/18), (7.4)
k(1T = +V/6/18) = kit (IIT; = —/6/18), (7.5)
ke (1T = +V/6/18) = —kgi (IIF = —/6/18), (7.6)
kg1 (IT1 = +3/6/18) = kg (IITF = —/6/18). (7.7)

Diso, Ka1, K61, K81

0 5 10 15 20

Abbildung 7.2: Funktionen i, (IIT%) und kg (III%) (3 = 4,6,8) fiir Il = ++/6/18 in
Abhidngigkeit vom Dehnratensensitivitdtsparameter m

Sonderfall m = 1: Fiir m = 1 kann die quadratische Funktion des Spannungs-
potentials nur durch Texturkoeffizienten 4.Stufe exakt abgebildet werden. In
diesem Fall sind T'is,(II7) und k41 (/1I7) Konstanten und hangen nicht von dem
Belastungsfall ab (vgl. Formel (€.121))). Wie die Beispiele in Anhang[H.Tl zeigen,
konnen quadratische FlieSpotentiale wie die Fliefsfunktion von |H1].I _l%é) nur

elliptische oder kreisférmige Aquidissipationslinien reproduzieren.

Sonderfall m = 3: Bei dem nichtlinearen Fall von m = 3 stellt das Spannungs-
potential U7 ein Polynom vom Grade 4 in 7’ dar. Aus diesem Grund entfallen
in der mikromechanisch motivierten Approximation die Beitrdge mit Tensoren
6.Stufe N' @ N? und N”* sowie alle Beitrage von 8. Stufe bis auf die erste
Dyade N'®*. Die Eintrdage der Fourier-Reihe, die fiir die Approximation nicht
relevant sind, sind in Tabelle[Z4grau hinterlegt. Die Approximation 8. Stufe fiir
m = 3 hdngt nur von fiinf nichtverschwindenden Konstanten ab.

Der FEinfluss der einzelnen Fourier-Reihenglieder auf die Approximation wird
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hier im Folgenden beispielhaft fiir den ebenen Spannungszustand

Ti1 Ti2 O
T = [T12 0 0 €i®6j (78)
0O 0 O

diskutiert. Der Sonderfall der Zug- und Druckbelastung (©.33) wird in den
Beispielen bis auf diejenigen in Abb. nicht gesondert betrachtet.
Die Werte der Approximation fiir £ = +1/2 werden durch die angepassten
Ergebnisse fiir die isotropen Funktionen x3,(III;) nach (6.32) bestimmt.

Die Form der Isolinien der Approximation 0.Stufe ist elliptisch (Abb. [7.3(c)).
Durch Erhohung des Approximationsgrades ndhern die Isolinien die Form des
exakten Spannungspotentials an, bis schliefSlich mit der 8.Stufe (Abb.
das Spannungspotential ¥ (Abb. exakt abgebildet wird.

(b) Exaktes Potential (c) Isotrope Approximation

7’11/7C 7’11/7C 711/7C
(d) Approximation 4. Stufe (e) Approximation 6. Stufe (f) Approximation 8. Stufe

Abbildung 7.3: Isolinien des Spannungspotentials W™ fiir einen Einkristall (Q = I,
m=3,T =T, e+ 2masym(e; ® es)) (grafische Darstellung von "V U7)
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Die grafische Darstellung der relativen Fehlerabschédtzung fiir den betrachteten
Belastungszustand zwischen dem exakten Einkristallpotential und seiner App-
roximation 8. Stufe

(W7 — Wy

AV =
\1/7'

(7.9)

ist in Abb. [Z4] gegeben. Der relative Fehler bei dieser Approximation ist im
Rahmen der numerischen Genauigkeit null.

T12/7¢

Abbildung 7.4: Relative Fehlerabschdatzung der Approximation 8.Stufe fiir einen
Einkristall (m = 3)

Da fiir die Approximation des Spannungspotentials mit m = 3 die vollstindige
Fourier-Reihenentwicklung bis zu Texturkomponenten 8. Stufe in Betracht ge-
nommen wird, ist die Giite der Approximation stets unabhdngig vom Belas-
tungszustand. Fiir weitere Beispiele sei hier auf den Anhang [H.2lverwiesen.

Sonderfall m = 5: Das Spannungspotential V7 fiir m =5 ist ein Polynom
6.Grades in der Spannungsrichtung N'. Trotz dieser Tatsache wird hier nur
der Einfluss der Texturkoeffizienten bis zur 8.Stufe betrachtet. Fiir den Fall
einer Belastung durch zwei Hauptspannungen erhilt man durch eine tensorielle
Fourier-Reihe unter Berticksichtigung irreduzibler Tensoren 8.Stufe eine gute
Ubereinstimmung mit dem exakten Potential (siehe Bsp. 1, Anhang [H3). Zur
Diskussion der Approximation durch eine Fourier-Summe bis zur 8.Stufe
wird hier wieder der ebene Spannungszustand ([Z8) gewaihlt. Fir diesen
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Beanspruchungszustand ist die isotrope Approximation (Abb. wie bei
m = 3 (Abb. elliptisch.

Eine Approximation nur durch Texturkoeffizienten 4. und 6. Stufe (Abb.
kann negative Werte fiir das Spannungspotential liefern. Durch Erho-
hung des Approximationsgrades (8. Stufe, Abb. werden die berechneten
Werte der Approximation positiv und die Form der Isolinien ndhert sich der
Form des exakten Potentials an. Fiir eine exakte Abbildung des Spannungspo-
tentials V" sind fiir m = 5 zusétzlich die Texturkoeffizienten 10. und 12. Stufe
relevant, die hier nicht beriicksichtigt werden. Wie die weiteren Beispiele in
Anhang zeigen, hdangt die Qualitdt der Approximation 8. Stufe fiir m = 5
vom Belastungsfall ab.

T11 / T ¢ T11 / T c
(a) Exaktes Potential (b) Isotrope Approximation

NS

N

7'12/7'0
—_
712/TC
(] —
E

I
—_
",

-2
7'11/70 7'11/70 7'11/70
(c) Approximation 4. Stufe (d) Approximation 6. Stufe (e) Approximation 8. Stufe

Abbildung 7.5: Isolinien des Spannungspotentials W™ fiir einen Einkristall (Q = I,
m=>5,T=rTe; ® e+ 2resym(e; ® eg)) (grafische Darstellung von sgn (¥7) "H/|U7|)

Hohere Exponenten. Je hoher die Exponenten m sind, desto schwieriger lasst
sich das Spannungspotential approximieren. Einerseits stellen die Spannungs-
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potentiale mit hoheren ungeraden Werten von m Polynome hoheren Grades
in 7/ bzw. N. dar, deren Approximation prinzipiell viele Fourier-Koeffizienten
benotigt. Andererseits ist der Grenzwert von Q™ (V) fiir m — oo null

Tim Q7(N") = 0. (7.10)

In diesem Fall wird auch die rechte Seite des linearen Gleichungssystems b
(vgl. Vektor (@.73);) null. Die materiellen Funktionen I'is,(II1;) und rgy(III7)
konvergieren gegen null mit Erhohung von m und entsprechen der trivia-
len Losung des linearen Gleichungssystems. Die isotropen Materialfunktionen
Diso(IIT7) und rpy(I1I7) fir m = 100 wurden schon in Abb. [/l dargestellt. Ihre
Werte sind ungefdhr null.

Bei einer Approximation fiir hohere Exponenten m durch die fithrenden
Fourier-Koeffizienten kann das regularisierte Spannungspotential in Betracht
gezogen werden. Durch die Texturkoeffizienten wird anstatt Q7 (IN') die nor-
mierte kubische Funktion

12 m
Q™ (N') = WﬂZ!N’T-Ma\ " 07(Q.IIT) (7.11)

approximiert. Fiir einen Einkristall besitzen V" (7') und

m+1/\117— m+1 ,}/OT

die gleiche Form der Aquidissipationslinien bzw. die gleiche Richtung der

7_/

| (V) (7.12)

T

Ableitung. Die normierte Darstellung des Spannungspotentials wurde bereits
in Kapitel [dl diskutiert. Die regularisierte Funktion Q™ (NN") ist homogen vom
1. Grad und fallt mit Erh6hung von m monoton. Die obere Schranke ist

"< /2 max [N M. (7.13)

«

() = SN A

Da die Wurzel-Funktion Q™ (N ) einer L"™"!-Norm entspricht, ist diese dquiva-
lent der Maximumnorm fiir m — oo

m—+1

Jim Q7(NY) = lim_ m*iijj]N;-Ma\ = max |N7, - M,/ (7.14)

Somit liegen die Werte der regularisierten Funktion Q7*(N”) und die Werte
der isotropen Funktionen von [II;, dargestellt in Abb. [Z.6] nicht mehr nahezu
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null. Die geraden, isotropen Funktionen sind hier fiir den Wertebereich
¢ € (—1/2, +1/2) an gerade Polynome und die ungeraden, isotropen Funktio-
nen an ungerade Polynome von /I mit der folgenden Form angepasst worden

— IIT5)% —1ITY) = g(III*
g(fﬂi) _ 2 k=0 a’2/€( 7’)* 72]“_1 g( 1‘) g( 7')}:< (715)
> k=0 a'2k+1([][7') ) g(_[[IT) = _g(]ljr)v
k€ Ny, Ak, Az 1 € R.

Zu beachten ist, dass die Funktion Q™ nicht polynomial in N7, ist, so dass ihre
Materialfunktionen allgemeine Funktionen (keine Polynome) der Invarianten

sind (vgl. |B_erled .1%2[)).

0.59
~——~0.58
L -
=
—0.57
o)
2
o M
055 -0.1-0.05 0 0.05 0.1 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1
* *
1T 1"
(a) Fiso(flfj_) \Y K41 * K492 O K43

(b) I€4)\(III:>7)\ =1.3

o 40
—
I 20

20T 005 0 005 01 Z01-005 0 005 01
1 11,

V kg1  * Kgy ©OKg3 [lKga + Kags

\Y Rg1 * Rg2 O Kg3 ] KRe4
(©) rep(IT7), p = 1.4 (d) sy (LI7),v =1.5

Abbildung 7.6: Isotrope Funktionen fiir die Approximation von "W/ UT fiir m = 100 in
Abhédngigkeit von der Determinante /77

118



Anwendungen der texturbasierten Flief3potentiale

Abb. zeigt die Ergebnisse der Approximation fiir den zweidimensionalen
Hauptspannungszustand

11 0 0
T=10 7 0|e€ ®ej. (7.16)
0O 0 O

11 /7 11 /7
(a) Exaktes Potential (3D) (b) Exaktes Potential (c) Isotrope Approximation

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
T1/7¢ T1/7¢ T11/7¢
(d) Approximation 4. Stufe (e) Approximation 6. Stufe (f) Approximation 8. Stufe

Abbildung 7.7: Isolinien des normierten Spannungspotentials ™"V U7 fiir einen Einkris-
tall (Q = I, m =100, T = 37 | Tiie; @ e;)

Aus der Abbildung geht hervor, dass eine Approximation 4. Stufe nicht
ausreichend ist, um die Form der Isolinien des exakten Potentials abzubilden.
Erst ab einer Approximation 6. Stufe (Abb. sind die Ergebnisse qualitativ
und quantitativ zufriedenstellend. Jedoch verliert das Potential seine Konvexi-
tatseigenschaften. Die Texturkoeffizienten 8. Stufe verbessern zwar die Qualitat
der Approximation, fithren aber nicht auf eine konvexe Approximation von

U (77) (Abb. [Z70).

Der Konvexitatsverlust ist auf die fehlenden Fourier-Koeffizienten in der
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Approximation zurtickzufiihren. Fiir eine exakte Abbildung sind die Isolinien

konvex. Um diese Aussage zu veranschaulichen, wird im Folgenden ein zweites
Beispiel mit der Schubbelastung (siehe Abb.[Z.38)

0 712 713
T = |[T12 0 0 €i®6j (717)
T13 0 0

diskutiert. Die Form des exakten Potentials W™ wird fiir den betrachteten Belas-
tungszustand mit Texturkoeffizienten 4. Stufe relativ gut reproduziert. Jedoch
ist der nichtkonvexe Charakter der Isolinien stark ausgeprédgt. Das Erhohen des
Approximationsgrades fiihrt nicht nur zu einer hoheren Approximationsgiite
sondern ndhert die Approximation einer konvexen Form an. Das Problem der
Konvexitdt wird in Kapitel B ndher diskutiert.

v 1 Y
\’ g
A 2 n V.

-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2

7'12/7'0 7'12/70 7'12/70
(a) Exaktes Potential (3D) (b) Exaktes Potential (c) Isotrope Approximation

Tig/T¢ Tia/T¢ Tig/T¢
(d) Approximation 4. Stufe (e) Approximation 6. Stufe (f) Approximation 8. Stufe

Abbildung 7.8: Isolinien des Spannungspotentials /U7 fiir einen Einkristall (Q = I,
m = 100, 7 = QSym(ﬁgel X es + 11361 K 63))
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7.1.2 Dehnratenpotential

Die Berechnung der unbekannten isotropen Funktionen von N7, in der App-
roximation des Dualpotentials U 14uft analog zum Spannungspotential ¥",
wobei die Berechnung der linken Seite des linearen Gleichungssystems exakt
und der rechten Seite numerisch erfolgt. Obwohl ein analytischer Ausdruck fiir
das Dehnratenpotential nicht bekannt ist, ldsst sich aus 3.78) erkennen, dass
die Funktion ¥” eine gerade Funktion in N, sein muss. Aus diesem Grund
sind die gesuchten isotropen Funktionen T'i,(I11},) und kgy(III},), die vor
geraden Polynomen von N, stehen, gerade und diejenigen, die vor ungeraden
Polynomen von N, stehen, ungerade (vgl. Tabelle 7).

Die isotropen Funktionen Ty, (1II},) und sy (II1}) der Approximation 8. Stufe
sind in Abb. fuir m =1, 3, 5, 100 dargestellt, wobei bei dem Anpas-
sen der numerischen Ergebnisse die Ausdriicke (Z13) verwendet wurden.
Die Werte von T, (II15,) und kpy(IIT},) fiir I}, = ++/6/18 wurden in den
Beispielen der Aquidissipationslinien durch die angepassten Ergebnisse fiir
I}, € (—\/6 /18, 4+/6/ 18) eingesetzt und nicht separat ausgerechnet. Die Funk-
tionen I, (/1I7,) fiir beliebige Exponenten m k('jnnenhidh].kel . ) enthommen

werden.

Die Funktion des Dehnratenpotentials QP (IN',) ist mit Erhshung des Exponen-
ten m wegen ihres Homogenitidtsgrades (m + 1)/m monoton steigend. Diese
Funktion verhilt sich dquivalent zu der Maximumnorm fiir grofse Exponenten
m. Dieses Verhalten wird anhand von einer positiven Funktion homogen vom
Grade (m + 1)/m in der Form

m+1
| fl < L (7.18)

J(Np) =3 | fa(NTD)

veranschaulicht. Der Grenzwert von f(IN',) fiir m — oo lautet

12
lim f(N7) = lim > [f.(N))

m—r00

m

m—+1

" =12max |fo(N)|. (7.19)

<12 Jim max|fo(N))
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Fiir die Anderungsrate der Funktionswerte mit Erhdhen von m gilt nach dem
Quotientenkriterium

f(Npm) X |fa(ND)
f(Ny,m+1) Z}f)fa(N;j)‘nH

E —_— m<m+l\/m3x | fa(ND)|- (7.20)

Der Grenzwert des Quotienten fiir m — oo zeigt

. f(Np,m)
Tim_ AN+ T~ 1, (7.21)

dass sich die Funktionswerte ab einem bestimmten Exponenten m nicht signifi-
kant verdndern. Damit bleibt die Anzahl der dominanten Fourier-Reihenglieder
konstant. Diese Schlussfolgerung wird auch durch die folgenden numerischen
Ergebnisse fiir verschiedene Dehnratensensitivitdtsparameter bestéatigt.

Sonderfall m = 1: Fiir den linearen Fall m =1 sind nur die Konstanten
Diso(IIT) und k41 (II17)) relevant, welche in Kapitel [@l analytisch bestimmt
wurden. Beispiele fiir das exakte Potential und die exakte Approximation
4. Stufe sind in Anhang zu finden. Die reproduzierten Isolinien sind, wie
im Falle des Spannungspotentials, elliptisch oder kreisformig.

Sonderfille m = 3 und m = 5: Die Approximationsergebnisse fiir kleine Ex-
ponenten m =3 und m =5 mit verschiedenen Dehnratentensoren sind in
Anhang gegeben. An dieser Stelle werden nur zwei Beispiele fiir
Einkristalle mit m = 5 prédsentiert. Die gleichen Beispiele werden danach fiir
m = 100 diskutiert.

Fiir den Dehnratenzustand

Dy 0 0
D = 0 Doy 0] €; ® €; (722)
0 0 0

bilden die Isolinien der isotropen Approximation (0.Stufe) die Form des
exakten Potentials U” am besten ab (Abb. [ZI0). Jedoch werden die Hohen-
niveaus quantitativ nicht korrekt abgebildet, was durch eine Erhohung des

Approximationsgrades zwar verbessert wird aber zu einer abweichenden Form
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tithrt. Die grofite Abweichung entsteht bei der Approximation 6.Stufe. Die
Approximation 8.Stufe reproduziert konvexe Isolinien, deren Gestalt nahe
der Approximation 4. Stufe liegt und die Polyederform des exakten Potentials
nicht richtig abbildet. Eine gute Approximation der Form erfordert fiir den
Hauptdehnratenzustand (Z.22) weitere Fourier-Reihenglieder. Eine ausfiihrliche
Fehlerabschédtzung dieses Falls wird fiir m = 100 diskutiert.

Bei allen anderen betrachteten Dehnratenzustinde ldasst sich das exakte
Potential ¥” fiir einen Einkristall und m = 5 gut mit den fithrenden Fourier-
Reihengliedern approximieren.

5 5
4 - 40
o 3 3
<2 2
g 1 1K
= Qo0 0
: -1} -1
» -2 -2
s _3 —3
, 5 -4 -4
1 : -5 -5
D /._ -3 _3—1 -5-4-3-2-1 012345 -5-4-3-2-1 012345
22/70 -5 -5 . . .
7 D1 /%o D1 /%o Dy1/%o
(a) Exaktes Potential (3D) (b) Exaktes Potential (c) Isotrope Approximation
5
4
/ 0=, 4
N :
N o 3
S &5
~
/ SR
N > Q0
S
-1
-2
l /Q'x N -3
Q.
g g O ) 1 yo :‘é
-5-4-3-2-1 012345 -5-4-3-2-1 012345 -5-4-3-2-1 012345
D1/%o Di1/%o D1 /%0

(d) Approximation 4. Stufe (e) Approximation 6. Stufe (f) Approximation 8. Stufe

Abbildung 7.10: Isolinien des Dehnratenpotentials W fiir einen Einkristall (Q = I,
m = 5, D = 222:1 Duez & ei)
Fiir den dreidimensionalen Dehnratenzustand

Dy 0 Dy
D = O _Dll 0 €; (039 ej (723)
D13 0 0
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ergibt sich eine Darstellung wie in Abb. gezeigt. Wie bei den Ergebnissen
in Abb. ist auch in Abb. zu erkennen, dass der relative Fehler bei
einer Approximation 6. Stufe grofier als bei einer der 4. Stufe ist und bei einer
Approximation 8. Stufe wieder wesentlich kleiner ist.

\I/D

) \

D13/ . b5 58 . .
13/%0 D11/50 D1/ D11/%o
(a) Exaktes Potential (3D) (b) Exaktes Potential (c) Isotrope Approximation

-2

:il <.L\0 =3 _ :

54321012345 54301012545
D11 /%o D11 /%o

(e) Approximation 6. Stufe (f) Approximation 8. Stufe

1

40
R ol =) RN gl
Di3/% =5 -5 D1y /40

. =3 -3 1 -0
Di3/40 =5 -5 D11 /40
(g) Rel. Fehler (Appr. 4. Stufe) (h) Rel. Fehler (Appr. 6. Stufe) (i) Rel. Fehler (Appr. 8. Stufe)

Abbildung 7.11: Isolinien des Dehnratenpotentials W? fiir einen Einkristall (Q = I,

m=>5, D=Di(e®e; —ey®ez)+ 2D3sym(e; ® e3)) und Fehlerabschitzung der
Approximation
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Fiir mehrere Beispiele des Dehnratenpotentials U2 mit m = 5 siche Anhang[H.7

Sonderfall m = 100: Die Qualitdt der Approximation fiir m = 5 bleibt unver-
dandert fiir hohere Exponenten. Bei hohen Ratensensitivitdtsparametern wie
z.B. m =100 ist die Approximation mit Texturkoeffizienten 8.Stufe fiir den
Hauptdehnratenzustand (Z.22) nicht zufriedenstellend (Abb. [Z.12).

5 5
4 4p°
o 3 3
<2 2
g1 1149
= Q0 0
-1 -1
-2 -2
-3 -3
5 -4 -4
INTEL -5 -5
D / -3 p _3 -5-4-3-2-1 012345 -5-4-3-2-1 012345
22/7% -5 -5 . . .
7 Di1/%o D11/%0 D11/40
(a) Exaktes Potential (3D) (b) Exaktes Potential (c) Isotrope Approximation
5 5 5
4 4 4
o 3 o 3 3l
<2 <2 2
g1 g1 1
Qo Qo 0
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-3 -3 -3
-4 -4 —4
-5 -5 -5
-5-4-3-2-1 012345 -5-4-3-2-1 012345 -5-4-3-2-1 012345
D11/%0 D11/40 D11/%0

(d) Approximation 4. Stufe (e) Approximation 6. Stufe (f) Approximation 8. Stufe

Abbildung 7.12: Isolinien des Dehnratenpotentials W” fiir einen Einkristall (Q = I,
m = 100, D = 212:1 D”ez X ei)

Die Isolinien des exakten Dualpotentials W” stellen in diesem Fall, wie
Abb. und Abb. zeigen, ein Polyeder dar. Der isotrope Anteil
der Approximation (Abb. liegt qualitativ am néchsten zu der exakten
Potentialform. Eine quantitative Ubereinstimmung in den Werten der Hohenni-
veaus liegt jedoch nicht vor. Eine Approximation 4. Stufe (Abb. ergibt
eine nahezu elliptische Form, bei der die Hohenwerte schon viel ndher an
denjenigen des exakten Potentials ¥” liegen. Eine noch grofiere Abweichung
von der gewiinschten Form zeigt die Approximation durch irreduzible Tensoren
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6.Stufe (Abb. [/.12(e)). Die Isolinien entsprechen mehr der Form des Span-
nungspotentials und nicht der des Dehnratenpotentials. Die Approximation
8. Stufe (Abb. transformiert wieder die Isolinien in eine konvexe, nahezu
elliptische Form.

Das exakte Potential ¥ und die Approximation 8.Stufe aus Abb. sind
nochmal in Abb. neben der grafischen Darstellung der Werte von ¢
(Abb. fiir die betrachteten Dehnratenzustinde gegeben. Die grofite
Abweichung zwischen dem exakten Dualpotential und der Approximation
8. Stufe entsteht an den Ecken des Polyeders fiir { = 0.

D2 /A0

-5 - !
-5-4-3-2-1 0 1 '2 345 —55—4—3—2—1 012345
D1 /%o D11 /%o
(@) UP (exakt und Appr. 8. Stufe) (b) Konturdarstellung von &

Abbildung 7.13: Verteilung des Parameters ¢ fiir WP fiir einen Einkristall (Q = I,
m =100, D = Y7, Dye; ® e;)

Der relative Fehler in der Approximation ist sowohl von Q € SO(3) als auch
von der Determinante /117, bzw. von £ abhédngig. Die Funktion

0P(Q,¢) - 28(Q,¢)|
0°(Q, ¢) ’
ist in Abb.[Z14] grafisch fiir verschiedene Werte von ¢ und die drei Eulerwinkel
01, P, o € [0°,90°] dargestellt.
Die Farbkodierung der Punktgrafik und die Grofie der Punkte entsprechen dem
relativen Fehler in Prozent. Die Ergebnisse zeigen, dass der grofite Approxima-
tionsfehler fiir £ = IIT}, = 0 auftritt (Abb. und zwar fiir die Eulerwinkel
nahezu null oder 90°, wobei der relative Fehler einen Wert von fast 12%
erreicht. Diese Beobachtung bestdtigt den betrachteten Trend der Ergebnisse des

AQP(Q,€) =100 [%)] (7.24)
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(d) £ ==+0,3 (e) £ = 40,4 (f) ¢ =+£0,5

Abbildung 7.14: Relative Fehlerabschdtzung der Approximation 8. Stufe fiir m = 100 in
Abhiangigkeit von £ und Q

Dualpotentials fiir m =5 und m = 100 und erkldrt, warum die Beispiele mit
dem Hauptdehnratenzustand keine gute Ubereinstimmung mit dem exakten
Dualpotential ergeben.

Fiir alle anderen, betrachteten Spannungszustdnde fiir m = 100 ergibt die App-
roximation 4. Stufe eine gute Ubereinstimmung mit dem exakten Dualpotential
(siehe Abb.[ZI3fiir den Dehnratenzustand (Z.23))). Zudem minimiert eine Erho-
hung des Approximationsgrades den relativen Fehler. Die grofite Abweichung
tritt an den Stellen der Polyederecken auf (Abb.[7.15(g){7-15(1)). Neben der guten
Qualitdt der Approximation ist hier ebenfalls das Problem der nichtkonvexen

Form von V% zu erwidhnen, welche bedingt durch die fehlenden Glieder der
Fourier-Reihe auftritt. Weitere Beispiele des Dehnratenpotentials fiir Einkristalle
mit m = 100 werden im Anhang [H.§ dargestellt.
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(f) Approximation 8. Stufe

(g) Rel. Fehler (Appr. 4.Stufe) (h) Rel. Fehler (Appr. 6.Stufe) (i) Rel. Fehler (Appr. 8. Stufe)

Abbildung 7.15: Isolinien des Dehnratenpotentials ¥ fiir einen Einkristall (Q = I,

m =100, D = D11(e; ® e1 — e2 ® e3) + 2D13sym(e; ® e3)) und Fehlerabschidtzung der
Approximation
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7.2 Approximation fiir Polykristalle

Die Reuss-Schranke des Spannungspotentials U/*(7') und die Voigt-Schranke
des Dehnratenpotentials \TJV(D/) sowie ihre texturbasierten Approximationen
wurden fiir eine synthetische Zug- und Walztextur miteinander verglichen.
Beide Texturen (siehe Abb. [/16)) sind mit Hilfe des Taylor-Modells fiir 1000
Kristalle berechnet worden. Die Dickenreduktion fiir die Walztextur betragt 50%
und die Streckung der Zugtextur 400%.

(111)

02‘2

(a) Zugtextur (b) Walztextur

Abbildung 7.16: (111)-Polfiguren der fiir die numerischen Beispiele verwendeten Tex-
turen mit 1000 Kristallen

Die Frobenius-Normen der Texturkoeffizienten der beiden Texturen sind in
Tabelle zusammengefasst. Die Zugtextur ist wesentlich schéirfer als die
betrachtete Walztextur. Die grofite Anisotropie fiir die beiden Texturen zeigen
die Texturkoeffizienten 6. Stufe.

Vi Vil Vigl
Zugtextur | 0,206459527 | 0,532090993 | 0,290777432
Walztextur | 0,170201942 | 0,389694342 | 0,161942108

Tabelle 7.5: Frobenius-Norm der Texturkoeffizienten der Texturen aus Abb.

7.2.1 Reuss-Schranke

Sonderfille m = 3 und m = 5: Die Ergebnisse der texturbasierten Approxi-
mation der Reuss-Schranke des Spannungspotentials W fiir die Exponenten
m = 3 und m = 5 sind im Anhang dargestellt. Fiir die Dehnratensen-
sitivititsparameter m = 3 und m = 5 besitzen die Isolinien der Approximation
eine elliptische Form. Die Ergebnisse fiir die Walztextur fiir den homogenen
Hauptspannungszustand (Z.16) und m = 3 sind in Abb.[ZJ7 dargestellt.
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711/7¢ T11/7¢

(a) Reuss-Schranke (b) Isotrope Approximation

711 /7¢ 711 /7¢ 711 /7¢
(e) Approximation 8. Stufe

X 1078

-1 '_1
7_'22/7'0 2 7_'11/7'0

(f) Rel. Fehler (Appr. 4.Stufe) (g) Rel. Fehler (Appr. 6.Stufe) (h) Rel. Fehler (Appr. 8. Stufe)

Abbildung 7.17: Isolinien der Reuss-Schranke WU# fiir die Walztextur (m =3,
T=37 Tile;®e;)) (grafische Darstellung von "WUR)  und relative
Fehlerabschitzung

Da die Form der Reuss-Schranke gut approximiert wird, ist fiir die Polykristalle
nicht die Form der Isolinien sondern die Auswertung des Approximationsfeh-
lers wichtig. Der relative Fehler, der bei einer Approximation 4. Stufe 7, 7% und
bei einer Approximation 6. Stufe 2,0% betrdgt, ist fiir die Texturkoeffizienten
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8.Stufe im Rahmen der numerischen Genauigkeit null. Bei m = 3 ist die Abbil-
dung der Reuss-Schranke durch Texturkoeffizienten 8. Stufe exakt.

T 11 / T c T 11 / T ¢
(a) Reuss-Schranke (b) Isotrope Approximation

7_'11/7'0 7_'11/7'0 7_'11/7'0

_ ey 0
7-22/7— 7'11/7'

CO

1
C -

2 /T

(f) Rel. Fehler (Appr. 4.Stufe) (g) Rel. Fehler (Appr. 6.Stufe) (h) Rel. Fehler (Appr. 8. Stufe)

%22/7'

Abbildung 7.18: Isolinien der Reuss-Schranke W fiir die Walztextur (m =5,
T=Y72 Tile;®e)) (grafische  Darstellung von Y UR)  und relative
Fehlerabschdtzung

Fir dieselbe Belastung und m = 5 (Abb. [18) ist der relative Fehler bei einer
Approximation 8. Stufe kleiner als 4%. Die Werte der Approximation fiir diesen
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Spannungszustand sind fiir Einkristalle stets positiv. Negative Werte fiir Ein-
kristalle bei Polykristallen mit m =5 haben keinen erheblichen Einfluss auf
die Approximationsqualitdt. Zum Vergleich sind die Ergebnisse fiir den ebenen
Spannungszustand von Abb.[Z3in Abb. fiir die Zugtextur dargestellt.

T 11 / T C T 11 / T C
(a) Reuss-Schranke (b) Isotrope Approximation

711/7¢ 711/7¢ 711/7¢
(c) Approximation 4. Stufe (d) Approximation 6. Stufe (e) Approximation 8. Stufe

Abbildung 7.19: Isolinien der Reuss-Schranke Ul fir die Zugtextur (m =5,
T =Ti1(e1 ® er) + 2Ti2sym(e; ® eq)) (grafische Darstellung von Y UR)
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Sonderfall m = 100: Da die Approximation des normierten Spannungs-
potentials "4/¥7(7’) mit den fithrenden Texturkoeffizienten qualitativ und
quantitativ gut die Isolinien reproduziert, folgt damit auch eine gute Uberein-
stimmung des Volumenmittelwerts der Approximation mit ( "/U7(7)). Fir
Polykristalle entsprechen die Ergebnisse jedoch nicht mehr der Dissipation. Im
Folgenden werden zwei Beispiele diskutiert, um die Figenschaften der App-
roximation zu demonstrieren. Abb. und Abb. [Z2]] zeigen die Ergebnisse
der Volumenmittelwerte des normierten Spannungspotentials fiir die Zug- und
Walztextur.

7_'11/7'0 7_'11/7'0

(a) Volumenmittelwert (b) Isotrope Approximation

711/7¢ 711/7° 711/7°
(c) Approximation 4. Stufe (d) Approximation 6. Stufe (e) Approximation 8. Stufe

Abbildung 7.20: Isolinien des Volumenmittelwerts ( ™/ U7) fiir die Zugtextur (m = 100,
T =37 Tile ®e;))

Beide Beispiele zeigen Ergebnisse, die in guter Ubereinstimmung mit dem
Volumenmittelwert des normierten exakten Potentials stehen. Wie auch beim
Einkristallpotential sind die Approximationen im Allgemeinen nicht konvex.
Die Konvexitét zeigt eine Abhédngigkeit von der Texturschérfe. Die schlechtesten
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Konvexitdtseigenschaften werden in den Beispielen fiir Einkristalle beobachtet.
Fiir Polykristalle sind die Eigenschaften bzgl. der Konvexitat besser.

O N2

o/ /08 ke AT 08,
©
N
. \((J
.8/ AT \,Q
2
711/7¢ 711/7¢
(a) Volumenmittelwert (b) Isotrope Approximation

711/7° 711/7° 711/7°
(c) Approximation 4. Stufe (d) Approximation 6. Stufe (e) Approximation 8. Stufe

Abbildung 7.21: Isolinien des Volumenmittelwerts (™%/W7) fiir die Walztextur
(m = 100, T = 212:1 7_'11‘(8@' ® Bz))

7.2.2 Voigt-Schranke

Fiir das Dehnratenpotential wurden die obere Schranke @V(D/) und ihre
texturbasierte Approximation ¥ (D/) ebenso fiir die beiden Texturen berechnet.
Da die Approximation W% (D’) fiir Einkristalle das Potential U”(D’) qualitativ
und quantitativ fiir kleine m gut abbildet, werden hier nur die Ergebnisse fiir
die Zug- und Walztextur fiir m = 100 und den homogenen Hauptdehnraten-
zustand ([Z.22)) dargestellt. Fiir Polykristalle mit m = 3 und m = 5 wird auf den
Anhang verwiesen.

135



Anwendungen der texturbasierten FliefSpotentiale

Bei der Zugtextur (Abb. [Z22) ist die gleiche Tendenz wie beim Dehnraten-
potential ¥” fiir Einkristalle mit m = 100 zu beobachten. Die Approximation
6.Stufe ergibt im Vergleich zur Approximation 4. Stufe wieder einen hoheren
relativen Fehler von 7,2%, welcher mit den Texturkoeffizienten 8.Stufe auf
einen Wert von 4, 1% sinkt.

-2
-3
—4
-5 -5
- -5-4-3-2-1 012345
D11 /%0 D11 /%0
(a) Voigt-Schranke (b) Isotrope Approximation
4 4}o 4k /
e 3 3 3 :
<2 2 2
1 1 1 J
1 of 0 0;)/
-1 -1 -1
-2 -2 -2
-3 -3 -3 : Y/
= = ok (b
-5 -5 —5E
-5-4-3-2-1 012345 -5-4-3-2-1 012345 -5-4-3-2-1 012345

Di1/40 Di1/40 D11 /40
(c) Approximation 4. Stufe (d) Approximation 6. Stufe (e) Approximation 8. Stufe

_ . _1_ “v _3—1_ 0
Daa /40 =557 Di1 /40
(f) Rel. Fehler (Appr. 4.Stufe ) (g) Rel. Fehler (Appr. 6.Stufe) (h) Rel. Fehler (Appr. 8. Stufe)

Abbildung 7.22: Isolinien der Voigt-Schranke TV fur die Zugtextur (m = 100,
D= Z?Zl Dj;e; ® e;) und relative Fehlerabschitzung
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Zum Vergleich mit der Reuss-Schranke ist die Approximation 8.Stufe fiir
die Zugtextur im deviatorischen Dehnratenraum fiir ¥V = 47%m/(m + 1)
grafisch in Abb. dargestellt. Die Vorhersage der Spannungen 7'V
wird mit den Spannungen 7' der Reuss-Schranke fiir die gleiche Dissipation
(UF = 497¢/(m + 1)) verglichen (Abb. 723(D)). Wie erwartet, zeigen die Isoli-
nien der beiden Schranken die gleiche Form im deviatorischen Spannungsraum.
Die Reuss-Schranke erreicht bei einer geringeren Belastung 7' dasselbe Dissipa-
tionsniveau der Isolinien wie die Voigt-Schranke mit 7'V

0.4 4 e
R T | + Voigt-Schranke
fﬁ * 3 +++ o Reuss-Schranke
0.2f + 2F
& i %&
X I N
\\QN 0 E +++ e ot
i Pl
% -1
-0.2 T =2f
+
++++H.H_H++++++ -3}
—0.4 ‘ ‘ ‘ -4 RaAEEE=S
-04 -0.2 0 0.2 0.4 -4 -3-2-1 0 1 2 3 4
Di1/%o 711/7¢
(a) Verzerrungsratenraum (b) Spannungsraum

Abbildung 7.23: Vergleich der Spannungen der Reuss-Schranke mit der Vorhersage der
Approximation 8. Stufe der Voigt-Schranke fiir gleiche Dissipation der Zugtextur

Dagegen treten bei der Walztextur (Abb. [Z.24) im Vergleich zur Zugtextur keine
grofien Unterschiede in den relativen Fehlern zwischen der Approximation mit
Texturkoeffizienten 4., 6. und 8. Stufe auf.

Zu beachten ist, dass alle Ergebnisse unabhidngig vom Belastungsfall fiir die
Voigt-Schranke konvex sind. Fiir weitere Beispiele mit den beiden Texturen und
m = 100 sei auf den Anhang [H.T9HH.20] verwiesen.
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Abbildung 7.24: Isolinien der Voigt-Schranke WV fiir die Walztextur (m = 100,
D =7 | Dje; ® e;) und relative Fehlerabschitzung
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7.3 Anwendungsbeispiele

In diesem Unterkapitel werden die Vorhersagen der Reuss-Schranke fiir die
R-Werte, Flielspannungen und Zipfel mit anderen Modellen und experimen-
tellen Befunden verglichen. Die Vorhersage der R-Werte, FliefSsspannungen
und Zipfelprofile anhand des Dehnratenpotentials wird in dieser Arbeit nicht
behandelt.

Berechnung der R-Werte. Eine Abschitzung der R-Werte des Polykristalls
kann mit Hilfe der Approximation W% (#') der Reuss-Schranke durchgefiihrt
werden, da deren Ableitung direkt den Dehnratentensor ergibt. Unter der
Reuss-Annahme eines homogenen Spannungsfelds ' = 7’ folgt

R = 2 () ® 7 (6) (7.25)
D - ni(0) @ ny0)

Fiir die numerische Berechnung der R-Werte wird in dieser Arbeit eine nume-
rische Differentiation der Approximation ¥} nach dem zentralen Differenzen-
schema mit einem Schritt von § = 107° ( , ) durchgefiihrt.

FlieBspannung. Da die Form der Aquidissipationslinien des starr-
viskoplastischen Potentials fiir dasselbe m gleich ist und da das Potential
eine positiv homogene Funktion ist, ist die Richtung des Dehnratentensors
N, fiir eine gegebene Richtung des Spannungstensors N’ eindeutig. Eine
Anderung der Norm des Dehnratentensors || D’|| beeinflusst nur die Norm des
Spannungstensors ||7'||. Aus diesem Grund ist es ausreichend, fiir alle Winkel
¢ zwischen den Belastungs- und den Anisotropieachsen die Zugspannungen o
in (@.49) so auszuwihlen, dass die Dissipation bzw. das FlieSpotential konstant
ist. Die Berechnung kann beispielsweise fiir das folgende Dissipationsniveau
erfolgen

_, =R

C -
+.D" = +C4 @R%/:T'YO‘

(7.26)

Vereinfachte geometrische Modelle fiir die Zipfelbildung. Eine wichtige
Auswirkung der plastischen Anisotropie ist die Zipfelbildung wihrend eines
Tiefziehprozesses. Eine Vorhersage fiir die Hohe der Napfe nach einem Tiefzieh-
prozess ist anhand von vereinfachten Berechnungsmodellen mdoglich. Solche
Modelle bendtigen fiir die Vorhersage der Napfhohe die R-Werte und oder
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die Flieflspannungen des gewalzten Blechs. Yoon et all ( ) schlagen einen
Ausdruck in Abhdngigkeit der R-Werte mit R. = (Rq + R,)/2 vor

R(0 +90°)
R(6+90°) + 1

H(0) =, + (Ry — R) + (RC — Ry+ RyIn (?’)) . (7.27)

(&

Das Modell berticksichtigt die Werkzeuggeometrie und die anfangliche Blech-
geometrie. Abb. zeigt die Geometrieparameter, wobei folgende Bezeich-

nungen verwendet werden:

Rg: Matrizendffnungsradius, Rj: anfanglicher Blechradius,
R,: Stempelradius, to: anfangliche Blechdicke,
rp:  Stempelprofilradius.

! I §
| | 0 .

; Ziehring
: Rc j Rd -
1 H(O
| (9) 1 to
[
[ Tp Stempel

r

j Y L/

Niederhalter

>
L)

Abbildung 7.25: Schematische Darstellung des Tiefziehprozesses (Notation nach Yoon
et al. )

Das Modell beruht auf den Annahmen eines ebenen Spannungszustandes im
Blech und eines inkompressiblen plastischen Werkstoffverhaltens mit Zug-
Druck-symmetrischen R-Werten und Spannungen, die in der Querrichtung des
Blechs grofier als in der Radialrichtung sind.

In einer spdteren Arbeit (IXo_Qn_et_alJ, |2Q(k‘4) wurde ein modifizierter Ausdruck
von (Z27) verdffentlicht, in dem der Einfluss der Fliefspannungen in die
Berechnung der Zipfelhohe nach |B_ar_]_a_t_a1'_alJ ._‘LQQ]_bI) einbezogen wurde

H(0) = he+ aAR(0) + BARY(D), (7.28)
he = to+1y+ (Ry— Re), (7.29)
Lo R(O+90°) Ry
AIO) = o0 +1 (Rc—Rb+Rbln (Rc>>’ (7.30)
ARY() = (Ry—R.) (J(‘;(iogg) - 1) . (7.31)
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Damit kann auch die Schubbelastung berticksichtigt werden, die bei uniaxialem
Zug oder Druck in den Richtungen entsteht, die nicht mit den Anisotropieach-
sen iibereinstimmen. Die Parameter a und 3 sind Wichtungsparameter, die in

Yoon et all ( ) gleich eins gesetzt wurden.
Ein Berechnungsmodell in Abhdngigkeit der Q-Werte wurde von Van Houtte

et al. (1993) vorgeschlagen, indem zundchst die FliefSortskurven basierend

auf gemessener Orientierungsverteilungsfunktion nach der Taylor-Annahme
. , h_%d) und daraus die Q-Werte bestimmt werden. Der Q-Wert
(Kontraktionszahl)

R(H) _ D-(ny(6) ®n.(9)) (7.32)

Q(0) = RO +1  D-(n,0) @n.,0)

variiert zwischen null und eins und kann durch den R-Wert dargestellt werden.
Der Ausdruck fiir die Napfhohe lautet somit

R?(G)—i—l . (Rp 4 tO)Q(9)+1
(Q(O) + 1) (Ry + to/2)®

HO) = to+ (1= ) @y +t0) + (7.33)
Alle vereinfachten Berechnungsmodelle haben den Vorteil, dass sie eine erste
und einfache Abschitzung des Zipfelprofils erlauben, ohne numerisch aufwen-
dige FE-Modelle anwenden zu miissen. Im Folgenden wird das Modell von
|XQQu_eLalJ ‘ZDD_d) fiir die Vorhersage der Zipfelhohe eingesetzt, da dieses die
besten Ergebnisse mit experimentellen R-Werten liefert.

Vorhersagen der Reuss-Schranke U und ihrer Approximation V7. Fiir die
in Abb. dargestellte Walztextur wird zundchst der Einfluss der ver-
schiedenen Approximationsstufen auf die Vorhersage der Flieflspannungen und
R-Werte untersucht. Die Ergebnisse fiir m = 3 sind in Abb. angegeben.

Fiir eine isotrope Approximation sind die normierten Spannungen und R-Werte
gleich eins. Eine Approximation 4.Stufe kann den allgemeinen Verlauf der
FlieSspannungen der Reuss-Schranke abbilden, wobei eine quantitative Uber-
einstimmung nicht vorliegt. Der Texturkoeffizient 6.Stufe ergibt eine gute
Approximation im Bereich von 0° bis ca. 75°. Im Bereich zwischen ca. 75° und
90° zeigt diese aber signifikante Unterschiede vom homogenisierten exakten
Potential ¥™. Bei einer Approximation 8.Stufe liegt eine exakte Ubereinstim-
mung der Ergebnisse der Reuss-Schranke und der texturbasierten Approxi-
mation fiir m = 3 vor.
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Abbildung 7.26: Vorhersage der R-Werte und der normierten Flieffspannung fiir die
Walztextur (m = 3)

Bei der Vorhersage der R-Werte liegen die Kurven der Approximation 4. und
6.Stufe nah beieinander und in der Nihe der Werte der Reuss-Schranke U*.
Da die Approximation 8. Stufe alle von null verschiedene Fourier-Koeffizienten
enthélt, stimmen die R-Werte fiir diese Approximationsstufe exakt mit denen
der Reuss-Schranke tiberein.

Die Napfhohe wird fiir die betrachtete Walztextur nach dem Modell von Yoon
et al.m) berechnet. Die hier verwendeten Werkzeuggeometrien der Matrize

und des Stempels sowie die urspriingliche Blechgeometrie sind ebenfalls Yoon

et al. (2006) entnommen und haben die folgenden Werte:

R, =48,73mm, 7, =127mm, R;=50,74mm, R, =79,38mm. (7.34)

Wie Abbildung zeigt, ist eine Approximation 0. Stufe mit einer konstanten
Napfhohe verbunden. Die Approximationen hoherer Stufen unterscheiden sich
geringfiigig im Zipfelprofil und sind an den Ubergangsstellen der Napfhohe
gleich.

Fiir den Fall mit m = 5 stimmen die Vorhersagen der normierten Zugspannung
der Approximation 6. und 8.Stufe mit denjenigen der Reuss-Schranke fiir ¢
zwischen 0° und ca. 20° iiberein (Abb.[Z.28). Fiir andere Winkel 6 sind die Werte
der normierten Spannung grofier als die der Reuss-Schranke. Eine Verbesserung
der Vorhersage der Approximation 8.Stufe im Vergleich zur Approximation
6. Stufe kann nur bei Winkeln zwischen 80° und 90° festgestellt werden.
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Abbildung 7.27: Vorhersage der Napthohe fiir die Walztextur (m = 3)
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Abbildung 7.28: Vorhersage der R-Werte und der normierten FlieSspannung fiir die
Walztextur (m = 5)

Bei der Vorhersage der R-Werte liegt die Approximation 8.Stufe nahe an

der Vorhersage der Reuss-Schranke. Eine exakte Ubereinstimmung kann nicht
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erreicht werden, da die Texturkoeffizienten der 10. und 12. Stufe in der Approxi-
mation unberticksichtigt bleiben.

Bei der Vorhersage der Napfhohe ergibt die Approximation 8.Stufe fiir die
Zipfel eine gute Ubereinstimmung mit der Reuss-Schranke (Abb. [Z.29). Ab-
weichungen in den Vorhersagen treten in den Minima des Zipfelprofils infolge
unterschiedlicher R-Werte der Reuss-Schranken des exakten Potentials ¥ und
seiner texturbasierten Approximation V7, auf.

47

46.51

461

H(0), [mm]

45.5L

45

* Isotrope Appr. v Appr. 6.Stufe [0 Reuss-Schranke
o Appr. 4.Stufe + Appr. 8.Stufe

Abbildung 7.29: Vorhersage der Napfhohe fiir die Walztextur (m = 5)

Um die Approximation fiir hohere Exponenten untersuchen zu konnen, werden
die Flielspannungen mit den isotropen Materialfunktionen nach Abb. tiir
den Sonderfall 11T = +/6 /18 berechnet. Betrachtet werden die FlieSsspannun-
gen sowohl fiir Einkristalle mit @ = I als auch fiir die beiden synthetischen
Texturen (Zug- und Walztextur) in Abb. Die Ergebnisse sind in einer
polaren Darstellung in Abhédngigkeit vom Winkel ¢ zwischen den Belastungs-
und den Anisotropieachsen in Abb. gezeigt.

Bei Einkristallen weist die Approximation 8. Stufe eine gute Ubereinstimmung
mit den Ergebnissen des exakten Potentials fiir Exponenten m < 7 auf (vgl.

144



Anwendungen der texturbasierten Flief3potentiale

Abb. [Z30). Fiir grofere Exponenten liegt eine Ubereinstimmung der FlieSspan-
nung nur fiir die Winkel 6 = 0°,45°, 90° etc. vor.

Fiir die Zugtextur liegen die Werte der Fliefispannungen bis m = 7 bei nahezu
den Ergebnissen des exakten Potentials (Abb.[Z.31)). Groflere Exponenten fiithren
bei einer Approximation 6.Stufe zu besseren Ergebnissen als bei 8.Stufe, da
mit steigenden Exponenten immer mehr Kristalle einen negativen Wert der
Approximation aufweisen. Der grofite Ratensensitivitdtsparameter, bei dem die
Approximation 8.Stufe fiir die Zugtextur immer noch positiv ist, ist m = 11

(Abb.[7.31().

Bessere Ergebnisse liefert die Walztextur (Abb. [Z.32)), bei der sogar mit m = 20
die Werte der Approximation der Reuss-Schranke positiv sind und bei nahezu
denjenigen des exakten Potentials liegen.

Die Ergebnisse zeigen, dass die texturbasierte Approximation durch eine
Fourier-Reihe bis zur 8.Stufe gute Ergebnisse fiir die Flieflsspannungen fiir
nicht zu scharfe Texturen ergibt. Laut Tabelle sind die Frobenius-Normen
der Texturkoeffizienten fiir die Walztextur deutlich kleiner als diejenigen der
Zugtextur.
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Abbildung 7.30: Polare grafische Darstellung der FlieBzugspannung o(6)/c(0°) in
Abhiangigkeit vom Winkel 4 fiir Einkristalle Q = I
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Abbildung 7.31: Polare grafische Darstellung der FlieBzugspannung o(f)/c(0°) in
Abhéngigkeit vom Winkel ¢ fiir die Zugtextur
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Abbildung 7.32: Polare grafische Darstellung der FlieBzugspannung o(6)/c(0°) in
Abhéngigkeit vom Winkel ¢ fiir die Walztextur
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Vergleich mit experimentell bestimmten Napfhohen. Die Ergebnisse des
Spannungspotentials fiir die Vorhersage der Zipfelbildung von Einkristallen
werden im Folgenden mit den experimentellen Werten von t[u.cke.d ‘l%.ll)
verglichen. Aus den sieben Orientierungen, die in Tabelle aufgelistet sind,
werden hier die ersten drei diskutiert. Die Ergebnisse fiir die restlichen Ein-
kristalle sind in Anhang [ dargestellt. Die von |:|11.c.ked .l_%_]J) verwendeten
Geometrieparameter lauten

R, =0,8125in ~ 20,64 mm, rp, =0,18in ~4,57mm,
Ry =0,8675in = 22,03 mm, R, =1,555in = 39,50 mm, (7.35)
to =0,032in =~ 0,81 mm.

(hkl) [uvw] | Eulerwinkel, [°]
A | (001)[100] 0°, 0°, 0°
B | (011) [100] 0°, 45°, 0°
C | (111) [110] | 0°, 55°, 45°
D | (012)[100] 0°, 27°, 0°
E | (112) [110] | 0°, 35°, 45°
F | (122) [o11] | 72°, 48°, 27°
G| (123) [111] | 105°, 37°, 27°

Tabelle 7.6: Orientierungen der Einkristalle inlm (@)

Fiir alle betrachteten Orientierungen ist die Zipfelhohe nach dem Yoon-Modell
kleiner als die experimentelle. Der qualitative Verlauf der Zipfelprofile wird
bis auf einige Feinheiten richtig wiedergegeben. Fiir die Wiirfel-Lage (A,
Abb. [7.33(a)7.33(b)) weisen die Népfe vier gleiche Zipfel bei 0° und 90° auf,
was dem typischen Zipfelverlauf bei einer kubischen Symmetrie entspricht. In
allen Abbildungen stellt die Strich-Punkt-Linie die Napfhohe fiir eine radiale
Dehnung gleich null dar (vgl. Tucker .l%]J))

4(Ry — Rp) + (4 —7)(2rp + to)

4

Fiir die Goss-Lage (B, Abb.[7.33(c)l{7.33(d)) werden die grofiten Zipfel bei 0° und
180° und kleinere bei 90° abgebildet. Jedoch kann das Modell den kompletten
Verlauf, welcher durch ein lokales Minimum bei 180° gekennzeichnet ist, nicht

~ 0,8271in &~ 21,00 mm. (7.36)

richtig darstellen.
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Abbildung 7.33: Experimentelle und berechnete Napthohe fiir Orientierungen A und B
Iﬂf T3))
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Bei der Orientierung C werden die Lagen aller sechs Zipfel richtig abgebildet,
wobei die Vorhersage mit einem Exponenten m = 3 eine kleinere Zipfelhohe
als mit m =5 ergibt. Die Feinheiten in den Extremstellen der Zipfel konnen
durch das verwendete Zipfelmodell nicht reproduziert werden. Eine bessere
Vorhersage der Zipfelprofile ist mit FE-Berechnungen moglich, was von Miehe

und Schotte (2004) fiir die Orientierungen A und C durchgefiihrt wurde.

H{(0), [in]

09F i

0.8 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360

0, [°]
(b) Berechnete Napfhohe C

* m =3, Appr. 8.Stufe o m = 3, Spannungspotential

+ m =5, Appr. 8.Stufe vV m =5, Spannungspotential

Abbildung 7.34: Experimentelle und berechnete Napfhohe fiir Orientierung C aus
(@)

Vergleich mit Yld96. Im Folgenden werden die Reuss-Schranke und ihre
texturbasierte Approximation fiir die Vorhersage der R-Werte und der

Flieisspannungen von Polykristallen verwendet. Als Referenz werden Ergeb-
nisse von Barlat et al. mit Y1d96 ( , |129Zb|) angegeben. |Barl—a.t_atg£]
) untersuchen die Vorhersagen von Y1d96 fiir die 50% Wiirfel- und Goss-
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Texturkomponenten mit Gaussverteilung (Halbwertsbreite 15°) gemischt mit
50% grauer Textur. Die entsprechenden Polfiguren sind in Abb. dargestellt.

(100)

(a) 50% Wiirfel (15°) + 50% isotrop (b) 50% Goss (15°) + 50% isotrop

Abbildung 7.35: (100)-Polfiguren der Texturkomponenten aus Barlat et al (IlQQZbI)

Die Koeffizienten fiir Y1d96 fiir beide Texturen sind in Tabelle [.7] angegeben.
Diese wurden von |Ba.tla.t_e1‘_al.| (IJ_QQZbI) mit Hilfe der Ergebnisse (Fliefisspannun-
gen und R-Werte) eines Taylor-Bishop-Hill-Modells bestimmt.

a| € &) C3 C4 | C5 Ce Oy Oy 0o | Oyl
{100} (001) 8 1 1 1 0] 0]1,017 1 1 1 10,18
{110} (001} 811,091,069 |1,064| 0 | 0 |1,033|0,177 0,930 | 1 |0,48

Tabelle 7.7: Anisotropieparameter der FliefSfunktion Y1d96 fiir Wiirfel- und Goss-Textur

von [Barlat et all (IIQQZ]J)

Die Referenzkurven der normierten Flielspannung und der R-Werte fiir beide
Texturen sind in Abb. gezeigt. Die Berechnungen der normierten Fliefs-
spannung mit der Reuss-Schranke des Spannungspotentials (Abb.[7.37) ergeben
fiir die Wiirfel-Textur die beste Ubereinstimmung mit Y1d96 fiir m = 5. Der
allgemeine Verlauf der normierten Flieflspannung wird qualitativ auch fiir die
Goss-Textur abgebildet. Das Erhohen des Exponenten bewirkt eine kleinere
Anisotropie fiir beide Texturen.

Einen charakteristisch @hnlichen Verlauf zeigen auch die Ergebnisse der App-
roximation 8. Stufe, welche fiir m = 3und m = 5in Abb. grafisch dargestellt
sind. Bei der Vorhersage der R-Werte ist die Anisotropie fiir die beiden Texturen
im Vergleich zu Y1d96 kleiner. Bessere Ergebnisse weisen die Kurven mit der
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Abbildung 7.36: Vorhersage der Flieflspannung, normiert durch die biaxiale Flief3-
spannung und der R-Werte fiir eine Wiirfel- und eine Goss-Textur nach Y1d96 mit
Eingabedaten aus dem Taylor-Bishop-Hill-Modell (Ergebnisse aus Barlat et all (IlﬁQZIJ))
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Abbildung 7.37: Vorhersage der Fliefisspannung, normiert durch die biaxiale FliefSsspan-
nung und berechnet durch die Reuss-Schranke "

Wiirfel-Textur auf. Fiir die Goss-Textur liegt nur fiir Winkel kleiner als 45° eine
relativ gute Ubereinstimmung vor. In den Abbildungen und sind die
Ergebnisse mit der Reuss-Schranke fiir verschiedene Exponenten m und mit der
Approximation 8. Stufe fiir m = 3 und m = 5 gezeigt. Die grofsen Unterschiede
in Abb. sind damit zu erkldren, dass die Koeffizienten in Y1d96 auf
den Ergebnissen eines Taylor-Modells basieren, welches im Allgemeinen die
Anisotropie tiberschétzt. Dagegen ist die Reuss-Schranke mit einem homogenen
Spannungsfeld verbunden, so dass die Vorhersage der Fliefsspannungen und
der R-Werte unterschétzt wird.
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Abbildung 7.38: Vorhersage der FliefSsspannung, normiert durch die biaxiale FliefSsspan-
nung und berechnet durch die Approximation 8. Stufe der Reuss-Schranke W%

O N N v \% ¥ N N O N N N N L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0, ] 0, ]

(a) 50% Wiirfel + 50% isotrop (b) 50% Goss + 50% isotrop

+ m=3 0O m=5 X m=10 * m=20 o m=50 v YIdo6

Abbildung 7.39: Vorhersage der R-Werte, berechnet durch die Reuss-Schranke W%
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Abbildung 7.40: Vorhersage der R-Werte, berechnet durch die Approximation 8. Stufe

der Reuss-Schranke U4

Vergleich mit experimentellen Napfhohen fiir Polykristalle. Zuletzt wird

ein Beispiel fiir die Berechnung der Napfhohe einer gemischten Wiirfel- und

Goss-Textur gegeben. Die experimentellen Daten stammen aus Engler und

Kalz (2004). Die verwendete Orientierungsverteilungsfunktion ist in Abb. [Z.4]]
dargestellt und wurde durch die v. Mises-Fisher-Verteilung in Tabelle aus

) reproduziert.

i bi, 1| e |, ] @[] | b, []
1 (Wirfel) | 325 | 06 | 0 0 0
2 275 | 0,06 0 15 0
3 275 | 0,08 0 30 0
4(Goss) | 275 [0,12] 0 45 0
5 275 | 0,08 0 60 0
6 275 | 0,06 0 75 0

Tabelle 7.8: Halbwertsbreite b, Volumenfraktion ¢ und Eulerwinkel (1, ®,¢2) der
v. Mises-Fisher-Verteilung der Textur in Abb. [/.4]] nachl]iahl]ge_eLaLl (IZODEJ)

Die Geometrie des Tiefziehprozesses ist IEng].er_u.n.d_Kalzl .20_0_41) entnommen

worden:

R, =16,65mm, r, = 6mm,

R, = 17,5mm,

Ry = 30 mm, (7.37)
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wobei die Werte der fehlenden Daten in dem Artikel Von|Eng].aum.d_Kalz| .|2Q0_4I)

(rp, und R;) wie bei Bohlke et al ( ) angenommen worden sind.

(0°, 0°) — 1 (90°, 0°)

(0°, 90°) (90°, 90°)
Abbildung 7.41: Orientierungsverteilungsfunktion fiir @9 = 0 nach |Eng].er4m.d_KalZ|

@), reproduziert ausl]idblk&etal.l (IZQ(BCJ)

In Abb. [Z42] ist die normierte, experimentelle und durch die Reuss-Schranke
berechnete Napfhohe dargestellt.

1.05

H(e)/Hmittel

0.95

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
0, [°]

* m =3, Appr. 8.Stufe [0 m = 3, Reuss-Schranke Vv Experiment
+ m =5, Appr. 8.Stufe o m = 5, Reuss-Schranke

Abbildung 7.42: Vergleich der experimentellen Napfhohe nach |Engler4m.d._KalZ| (IZQOAI)

mit der Berechnung

Die Reuss-Schranke und ihre Approximation 8. Stufe konnen den Verlauf des
normierten Zipfelprofils qualitativ wiedergeben. Die berechneten Zipfel sind
im Vergleich zum Experiment kleiner. Ein Grund dafiir sind einerseits die
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Annahmen der Modellvorhersage von Yoon et all ( ), die fiir Einkristalle
im Allgemeinen kleinere Zipfel als die experimentellen Zipfel reproduziert
und andererseits die Sachs-Annahme fiir den Polykristall. Die Vorhersage der
Reuss-Schranke und ihre texturbasierte Approximation mit m =3 und m =5
unterscheiden sich quantitativ nicht voneinander.

157






Kapitel 8

Konvexifizieren der Approximation

Fir die Konvexitdt einer Funktion sind hier zundchst zwei wichtige Satze zu

erwdhnen. Die allgemeine Definition einer konvexen Funktion lautet (Rockafel-

lar, , Theorem 4.1): Sei f € (—o0, +00] eine Funktion der konvexen Menge

C (z.B.C = R™). f ist konvex in C nur dann, wenn
F(A=XNx+ A y) < (A =Nf(x)+ Mf(y), 0< A<, Ve,yeC. (8.1)

Sei [ eine zweimal stetig differenzierbare, reellwertige Funktion der offenen
konvexen Menge C € R". f ist konvex in C nur dann, wenn die Hesse’sche

Matrix
ﬂ.. _ 82f(a:1, ceey l‘n)
= I(xi)0(z;)

positiv semidefinit fiir alle = € C ist ( , hﬂﬂi Theorem 4.5).

(8.2)

Das Prinzip der maximalen Dissipation im starr-viskoplastischen Fall impli-
ziert, dass die Richtung des Dehnratentensors mit der Normalen zu den Aqui-
dissipationslinien assoziiert wird. Dies gilt fiir den Fall von glatten Dissipati-
onslinien. Wenn die Isolinien des FlieSpotentials fiir m — oo Vertexes besitzen,
lasst sich die Normalitdtsregel generalisieren. In diesem Fall befindet sich die
Richtung des Dehnratentensors innerhalb eines Kegels von Normalen zu den
Isolinien des Potentials ( , |122d).

Die zweite Folge des Prinzips der maximalen Dissipation besagt, dass die Fliefs-

potentiale konvex sein miissen. Aus der strikten Konvexitdt des FlieSpotentials

U™ folgt fiir die Punkte der Aquidissipationslinien _Ich_eLalJ, h.%%j)

(¥ —7")-D'(7)>0 (8.3)

fiir einen vorgegebenen Dehnratentensor D', identifiziert mit der Spannung 7/
und einen Spannungstensor 7'*, der zu derselben Aquidissipationslinie wie 7'
gehort (V7 (1) = U7 (77)).
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Fiir das Spannungspotential W7 formuliert [Hutchinson .lﬁZd) das folgende

Extremalprinzip

D7)~ W) 2 # - D) - V() 8.4)

fiir beliebige Spannungszustinde 7. Dieses Prinzip wurde vonlToth et al] .lM)
mit Hilfe der Funktion

[1]

(# )=9"(#) -V () + (7 -3 -D'() >0 (8.5)

bewiesen. Die Spannung #' hat die Richtung eines Spannungstensors 7/* aus der
Aquidissipationslinie von 7'. Die Beziehung zwischen 7/* und #' kann durch
einen positiven Skalar A > 0 gegeben werden: + = A7’*. Aus der Homogeni-
tatsbedingung von U™ B.72), aus der Relation zu der Dissipation (3.76) und

aus (8.3) folgt

E<+/7T/> — )\m—i-lqu(T/*) o \117'(7_/) + (’T/ . )\7_/*> . D/(T/>
- T D'(7)

2 (A" 4 m = Am+1)),  A>0. (8.6)

Die Gleichung in (8.6) ist fiir beliebige A nur erfiillt, wenn 7/ = 7'* gilt. Die rechte
Seite in (B.6) ist positiv fiir A # 1 und kann nur fiir A\ = 1 und 7/ = 7" = #' null

werden. Aus dem Extremalprinzip von |Hu.tchmsgn| ,lQZfJI) folgt die Eindeutig-
keit des Spannungstensors 7/, der mit einem vorgegebenen Dehnratentensor
D’ identifiziert wird. Die Eindeutigkeit des Dehnratentensors D’ fiir einen
vorgegebenen Spannungszustand 7/ folgt aus (3.71).

Eine Folge des Extremalprinzips ist die Notwendigkeit fiir technische Umset-
zungen konvexe FliefSpotentiale anzuwenden, damit die Relation zwischen den
Spannungs- und Dehnrateninkrementen eindeutig ist. Ein wichtiger Einsatz-
bereich ist die Implementierung von bestimmten Integrationsmethoden wie

die Return-Mapping-Prozedur von |SJm.CLu.n.d_Ta;d.QIJ (h%d). Die Berechnung

des Tangentenmoduls elasto-plastischer Werkstoffe anhand von texturbasierter

FlieSpotentiale ist ausfiihrlich von |3Zan_HQu.tI§‘_e_LalJ .l&%d) in Bezug auf den

Konvexitatsverlust diskutiert.

Die Nichtkonvexitdten treten ganz oft bei den texturbasierten FlieSpotentialen

auf. Das Problem wurde schon in den Arbeiten von . ),
[Arminjon et all (1994) und Savoie und MacEwer| (1996) erwéhnt, wobei die

Konvexitat von der Scharfe der Textur beeinflusst wird.
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Konvexifizieren der Approximation

Im Allgemeinen kann die Konvexitdt sichergestellt werden, in dem die be-
trachteten FlieSpotentiale vom Anfang an konvex gewéhlt werden (Van Houtte

et al.,2009). Der Definitionsbereich der Anisotropieparameter kann so bestimmt

werden, dass die Hesse’sche Matrix positiv semidefinit ist ( |2Qld)
Die geeignete Parameterauswahl wird fiir die lineare Transformation von Barlat

durch konvexe Polynome verschiedener Ordnung in Soare und Barlaf 2Q1d)

ausfiihrlich diskutiert. Zu den nichtkonvexen Funktionen konnen quadratische,

konvexe Glieder hinzugefiigt werden. Die letzte Vorgehensweise wird von
|Z].Qb&d 003) durch die direkte Definition der konvexen Funktion (8.1) ange-

wendet. In‘Ad_l_Lm_a_n_e_LalJ _‘I.Q%hIJ;I) wird fiir das Konvexifizieren der Ansatz (8.2)

verwendet, wobei die minimalen Eigenwerte der Hesse’schen Matrix durch die

oberen und unteren Schranken ihrer Komponenten abgeschitzt werden.

Wie die Ergebnisse fiir die Aquidissipationslinien zeigen, sind die hier vor-
geschlagenen FlieSpotentiale basierend auf tensoriellen Fourier-Reihen mit
Texturkoeffizienten im Allgemeinen auch nicht konvex. Von den betrachteten
Fillen gilt diese Beobachtung fiir die Approximation der (m+1)-ten Wurzel
des Spannungspotentials fiir Einkristalle und m = 100 (Anhang [[.4). Bei der
Berechnung des Volumenmittelwerts ist die Approximation nur fiir den Haupt-
spannungszustand problematisch (Anhang [H.I3HH.T4). Nichtkonvex sind auch
einige der Beispiele der Approximation 8. Stufe des Dualpotentials fiir Einkris-
talle (Anhang m = 100), wobei die Ergebnisse fiir die Polykristalle stets

konvex sind.

Die Nichtkonvexititen treten bei hohen Exponenten auf und resultieren aus den
tehlenden Fourier-Reihengliedern der Approximation. Die Bertiicksichtigung
der restlichen Glieder in der Fourier-Reihenentwicklung fiihrt neben dem Mini-
mieren des Approximationsfehlers noch zu konvexen Aquidissipationslinien. In
den Beispielen ist auch die Abhédngigkeit von der Texturschérfe zu beobachten.
Als schérfste Textur gilt der Fall des Einkristalls. Dementsprechend kénnen die
erhaltenen Einkristallapproximationen je nach dem Belastungsfall fiir grofie m
nichtkonvex sein. Die Nichtkonvexitdt ist weniger stark ausgeprégt oder nicht
vorhanden in den Beispielen mit schwach texturierten Polykristallen.

Prinzipiell sollten die Koeffizienten der exakt bekannten Materialfunktionen
Diso(III7) und rp)\(I1I7) des Spannungspotentials U7 fiir ungerade Exponenten
m so ausgewihlt werden konnen, dass die Aquidissipationslinien konvex sind.
Jedoch kann kein quantitatives Maf fiir die Konvexitdt wegen der Komplexitat
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der betrachteten Funktionen angegeben werden. Ein Beweis der Konvexitat ist
nur fiir die Approximation 0. Stufe moglich. Die Einkristallapproximation des
Spannungspotentials U7, mit den fithrenden Texturkoeffizienten kann fiir die
weiteren Betrachtungen durch eine allgemeine Darstellung

\IJZ(T/) = Zis0<7—/) + \IIZaniso(T/) (87)

mit den isotropen und anisotropen Anteilen

m—+1

Tioo (I117), (8.8)

C !

/ _;707'
ZiSO(T>_m+1 7_70

C

m+1
T/

7C

T ( /) o ;)/07-
A aniso _m +1
B/2+1 /
Z Z Kﬁ)\(][[i)vlé'g . (N;®(6/2+1_)\) ® Nf/®()\_1)) . (89)
B8 A=l

ersetzt werden. Gemif! dem in (6.70) definierten, quadratischen Minimierungs-
problem hat der isotrope Anteil die folgende Darstellung

7_/

7C

., C
YoT
Ziso(T/)

m—+1 12
AT
T om+1 /50(3) 2&: ‘QNO([UT)Q Ma‘ d@. (8.10)

Da das Spannungspotential von Hutchinson 3.70) strikt konvex und stets nicht-
negativ ist, stellt die anisotrope Approximation eine Summe konvexer, positiver

Funktionen dar. Nach ‘ ) ist dann die isotrope Approximation
auch konvex. Das gleiche gilt wegen der Dualitédt fiir den isotropen Anteil
des Dehnratenpotentials V%, da die Legendre-Fenchel-Transformation wieder
konvex ist.

Die Idee, die hier zum Konvexifizieren verwendet werden kann, basiert darauf,
den anisotropen Anteil der Approximation durch einen reellen Parameter
a € [1,00) € R™ zu ddmpfen. Das Verfahren lasst sich gleich fiir beide FlieBpo-
tentiale anwenden. Fiir die Veranschaulichung der Konvexifizierung wird er-
neut das Spannungspotential verwendet. Das modifizierte Spannungspotential
besitzt die folgende Form

1
U7 (7' a) =97, (7)) + -1 ("), 1 <a< oo. (8.11)
a

A aniso

Die gleiche Idee wurde zum Erzeugen von reproduzierbaren Orientierungsver-

teilungsfunktionen aus Polfiguren von ing| _M) verwendet. Es
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ist bekannt, dass wenn die Orientierungsverteilungsfunktion f(Q) durch eine
endliche Fourier-Reihe mit den fithrenden Fourier-Koeffizienten mathematisch
beschrieben wird, die Bedingung der Nichtnegativitdt (2.10); dann nicht unbe-

dingt erfiillt ist (vgl. auch [Bohlkd (2003)). Aus diesem Grund ddmpfen Bunge

und Esling (1982) den anisotropen Anteil von f(Q), so dass die Nichtnegativi-

tatsbedingung sichergestellt wird.

Fiir die konvexe Modifikation 8.1I) mit dem unbekannten Parameter a kann
direkt die Definition (8.I) angewendet werden. Fiir beide deviatorische Span-
nungstensoren der Definitionsmenge des Spannungsraumes muss fiir a die
folgende Ungleichung gelten

Zaniso((l _ )\)T/l + )‘T/2> _ (1 — >‘) 2aniso<7—/1) — A\Il;laniso(T/Q)

= . (812
T S NG (T A ()~ W(L- Ny £ ATy 1)

Die Menge der moglichen Spannungszustiande kann dadurch beschrankt wer-
den, dass nur die fiinfdimensionalen Spannungszustidnde in Betracht genom-
men werden. Fiir die Definition der einzelnen Spannungskomponenten ist es
empfehlenswert, die Darstellung einer fiinfdimensionalen Einheitshypersphére
zu betrachten. Die Spannungskomponenten nach |L£qu£u_eLaJJ _‘L%EZI) mit der
Basis B, (o =1,...,5), angegeben in Anhang [B] konnen als Einheitsvektoren

in Abhéngigkeit von vier Winkeln mit den Definitionsbereichen ¢, € [0, 27) und
0234 € [0, 7] definiert werden

7'+ B1 = cosbsinfysinfzsin by, 7' By = cosf3sinby,
7'+ By = sin#; sin 6y sin 03 sin 04, 7' By = cos b. (8.13)
7' B3 = cos 0 sin 63 sin 0,

Zu beachten ist, dass wenn die Approximation fiir Einkristalle konvex ist,
dann auch die Schranke 1. Ordnung fiir Polykristalle konvex ist. Diese Aussage
beruht wieder auf der Tatsache, dass die Summe positiver konvexer Funktionen
eine konvexe Funktion ergibt .Ro_ckaie]la.d, hﬁﬂi). Dennoch ist die Anwendung
dieses Konvexifizierungsverfahrens fiir eine bestimmte Textur zu empfehlen, da

der Parameter a den ganzen anisotropen Anteil der Approximation beeinflusst.
Wie die numerischen Beispiele zeigen, sind die Nichtkonvexitdten bei den
texturierten Polykristallen weniger stark ausgepragt. Je grofier a gewéahlt wird,
desto mehr entspricht die Form der modifizierten Approximation der Form des
isotropen Anteils, was zu einer Reduktion des Einflusses der Texturkoeffizien-
ten fiihrt.
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Kapitel 9

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde eine texturbasierte Approximation der starr-

viskoplastischen Spannungs- und Dehnratenpotentiale von Hutchinson (I].Qﬂ)
vorgeschlagen. Die Formulierung der Approximation hat den Onat’schen Dar-

stellungssatz , ) fiir die Fourier-Reihenentwicklung von anisotro-
pen, tensorwertigen Skalarfunktionen von symmetrischen Tensoren 2. Stufe zur
Grundlage. Der Satz wurde im Rahmen dieser Arbeit ausfiihrlich hergeleitet.

Fiir die Formulierung der texturbasierten FliefSpotentiale wurden die Ein-
kristallpotentiale fiir kubisch-flichenzentrierte Kristalle als tensorielle Fourier-
Reihen mit Texturkoeffizienten dargestellt. Die im Darstellungssatz enthaltenen
Materialfunktionen wurden mit Hilfe eines quadratischen Minimierungsprob-
lems auf SO(3) bestimmt. Das Minimierungsproblem resultiert in einem linea-
ren Gleichungssystem. Die linke Seite dieses Gleichungssystems wurde exakt
durch Auswertung der Bedingung der schwachen Orthogonalitdt berechnet.
Die analytischen Ausdriicke sind unabhdngig von dem zu approximierenden
Potential und dem Ratensensitivititsparameter und konnen sowohl fiir das
Spannungs- als auch fiir das Dehnratenpotential verwendet werden. Die Kom-
ponenten der Koeffizientenmatrix stellen isotrope skalare Funktionen dar, die
durch die Integritdtsbasis der Spannungs- oder Dehnratenrichtung dargestellt
werden konnen. Nur die rechte Seite des linearen Gleichungssystems wurde
durch numerische Integration tiber SO(3) berechnet. Weitere Verfahren zur
exakten Bestimmung der rechten Seite und zur expliziten Bestimmung der
isotropen Materialfunktionen durch eine Dualbasis wurden ebenfalls diskutiert.
Die isotropen Materialfunktionen bis zur Approximation 8.Stufe wurden fiir
beide Potentiale jeweils fiir feste Determinanten der Richtungen des Span-
nungsdeviators und des Dehnratentensors berechnet. Fiir gerade Potenzen
m + 1 des Spannungspotentials sind die Materialfunktionen homogene Poly-
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nome der Richtung des Spannungstensors, deren exakte Darstellung durch die
Integritatsbasis moglich ist.

Aus der Formulierung fiir Einkristalle wurden die Reuss- und Voigt-Schranke
des makroskopischen Spannungs- und Dehnratenpotentials bestimmt. Da die
texturbasierten FliefSpotentiale linear in den irreduziblen, kubischen Basis-
tensoren sind, verlangt die Homogenisierung keine Modifikation der Ein-
kristallapproximation bis auf die Bestimmung der Texturkoeffizienten durch
die Orientierungsverteilungsfunktion. Dies ist die Grundidee des verfolgten
Ansatzes.

Um die Qualitdt der Approximation zu demonstrieren, wurden verschiedene
Beispiele der Isolinien der Hutchinson’schen Potentiale und ihrer texturbasier-
ten Approximation sowohl fiir den Einkristall als auch fiir zwei synthetische
Texturen (Zug- und Walztextur) diskutiert. Betrachtet wurden verschiedene
Belastungsfalle und verschiedene Dehnratenexponenten.

Die Qualitdt der texturbasierten Approximation des Spannungspotentials fiir
die Vorhersage der R-Werte, der Flielspannungen und der Zipfelprofile wurde
tiir m = 3 und m = 5 untersucht. Fiir die Bestimmung des Zipfelprofils von

Ein- und Polykristallen wurde das Berechnungsmodell von .ZM)
angewendet. Fiir Einkristalle wurde die Zipfelbildung mit den experimentellen
Ergebnissen von I:Eu_cke_d _l%]]) verglichen. Fiir Polykristalle wurden Vergleiche
mit Y1d96 fiir die R-Werte und Flieflsspannungen und mit experimentell be-

stimmten Napfhohen fiir die Zipfel einer gemischten Wiirfel- und Goss-Textur

.En.g]ﬂ_lmd_Kalzl, |2QQ4I) angestellt.

Die Qualitdt der numerischen Ergebnisse fiir die Approximationen bis zur

8.Stufe in den Texturkoeffizienten zeigen eine Abhdngigkeit von dem Homo-
genitdtsgrad der FlieSpotentiale. Fiir das Spannungspotential fiir Einkristalle
stellt die Approximation 8.Stufe eine exakte Abbildung fiir m = 3 dar. Bei
hoheren Exponenten (m > 3) miissen Texturkoeffizienten hoher als 8.Stufe
in Betracht genommen werden. Wie die Ergebnisse fiir m = 5 zeigen, kann
eine Approximation durch eine unvollstindige Fourier-Reihe auch negative
Werte ergeben. Eine Approximation fiir grofie Exponenten ldsst sich realisieren,
wenn das Spannungspotential durch die (m+1)-te Wurzel modifiziert wird. In
diesem Fall ist das Spannungspotential dquivalent zu einer L™*!-Norm, ist
homogen vom 1. Grad und besitzt die gleiche Form der Isolinien wie das nicht
normierte Potential. Diese Anwendung hat aber keine physikalische Bedeutung
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tiir Polykristalle, da der Volumenmittelwert nicht der oberen Schranke des
Spannungspotentials bzw. der Dissipation entspricht.

Da das Dehnratenpotential fiir Einkristalle eine homogene Funktion vom Grade
(m + 1)/m ist und sich seine Werte mit Erhohen von m schwach verandern,
sind die betrachteten Ergebnisse mit den fiihrenden Fourier-Reihengliedern
fiir alle Exponenten m und alle Belastungsfille zufriedenstellend. Die einzige
Ausnahme, bei der die Approximation 8. Stufe immer noch nicht ausreichend
ist, stellt der Fall des Hauptdehnratenzustands dar. Die grofsten Approximati-
onsfehler treten fiir den Hauptdehnratenzustand fiir den Fall £ = 0 auf.

Die betrachteten Approximationen fiir hohe Exponenten sind im Allgemeinen
nicht konvex, was an der Approximation durch eine endliche Fourier-Summe
liegt. Die Konvexitdatsbedingung ist bei einer exakten Approximation eines
konvexen Potentials trivial erfiillt. Die Auspragung der Nichtkonvexitdt hangt
von der Schérfe der Textur ab. Durch nichtkonvexe Isolinien werden die
Approximationen des normierten Spannungspotentials fiir m = 100 fiir Ein-
kristalle gekennzeichnet. Die Abweichungen von einer konvexen Form werden
bei der Berechnung des Volumenmittelwerts fiir Polykristalle reduziert. Die
Approximation des Dehnratenpotentials fiir m = 100 fiir einen FEinkristall weist
konkave Aquidissipationslinien nur bei einigen der Belastungsfillen auf. Fiir
Polykristalle ist die Approximation der Voigt-Schranke in allen betrachteten
Beispielen konvex. Ein Verfahren fiir das Konvexifizieren der nichtkonvexen
Approximationen wird in Kapitel [§ vorgeschlagen. Da der isotrope Anteil der
texturbasierten Approximation (Approximation 0.Stufe) konvex ist, wird nur
der anisotrope Anteil durch einen skalaren Parameter modifiziert. Das Ver-
fahren basiert auf der Grunddefinition einer konvexen Funktion .) und hat
damit den grofien Vorteil, die Berechnung der ersten und zweiten numerischen
Ableitungen zu vermeiden.

Die Ergebnisse fiir die Vorhersage der Zipfelbildung mit der Reuss-Schranke
konnen grob den Verlauf der experimentellen Zipfel mit kleinen Exponenten
abbilden. Die Abweichungen in der Amplitude der Napfhohe und in dem Wert
der mittleren Hohe sind eine Folge des vereinfachten Berechnungsmodells, das
hier verwendet wurde.

Zum weiteren Ausbau der hier betrachteten Thematik sollte noch eine quan-
titative Fehlerabschitzung der texturbasierten Approximation und eine Ab-
schdatzung der Anzahl der Fourier-Reihenglieder fiir das Dehnratenpotential fiir
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alle m und fiir das Spannungspotential fiir gerade m durchgefiihrt werden. Eine
technische Umsetzung des Konvexifizierungsverfahrens und die Implementie-
rung des Ansatzes in einem Finite-Elemente-Code sollten ebenso erfolgen. Die
Ergebnisse der Voigt-Schranke sollten sowohl mit den Ergebnissen der Reuss-
Schranke als auch mit experimentellen Ergebnissen verglichen werden.

Zusammenfassend ist noch festzustellen, dass der Onat’sche Darstellungssatz
bei vielen weiteren Problemstellungen Anwendung finden kann. Aus diesem
Grund kann diese Arbeit einerseits im Rahmen der Kristallplastizitdt auf wei-
tere Kristallsymmetrien {ibertragen werden. Andererseits konnen ausgehend
von den hier dokumentierten Befunden Skalarfunktionen von symmetrischen
Tensoren 2. Stufe mit beliebigen Symmetrien dargestellt werden, die nicht nur
tiir die Polykristallplastizitdt sondern auch fiir andere Gebiete der Kontinuums-
mechanik und Physik von Bedeutung sind.
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A Identititstensoren fiir irreduzible Tensoren
Die Identitdtstensoren A 4 fiir irreduzible Tensoren von Stufe 3 mit
Ay (A = Al (A.1)

konnen bzgl. einer dreidimensionalen kartesischen Basis rekursiv_berechnet

werden (vgl. z.B. |H.QSSJJ.D.CLKthe.r| l&&i),'Eh.ten.tLau.tJm.d_M.ls.chJ.k' lﬂ%j))

1
A<2(5+1)>,u,u1...,u5 V1.V - B +1 (5“VA<25>u1...u@ V1. Tt 6M5VA<25>}L1...}L5_1[L1/1...1/5>

° O A
(6 + 1)(26 + 1) ( K1 <2/6>VN/2-~-,U/B v1...Vp +

+ 6NH5A<25>M1...MB,1VVl...yg + 6N1M2A<25>uuu3.4.u5 V1.8 +

+ 6”/51.”/7A<25>u1__,p,/32/1,1/1/1__71//3> . (A’Z)

Als Ausgangspunkt der rekursiven Berechnung dient der Einheitstensor
Ay = O, Ap =1 (A.3)
Damit erhilt man fiir die irreduzible Identitit A, von Tensoren 2.Stufe den

deviatorischen Projektor

1
A<4>/~LN1VV1 = 5 <6/WA<2>M1V1 + 5“1VA<2>MV1> — §5NN1A<2>1/1/1’ (A.4)

Ay = P (A.5)
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B Fiinfdimensionale Basis fiir deviatorische Tensoren 2. Stufe

Der irreduzible Anteil eines Tensors 2. Stufe lasst sich durch eine orthonormale

funfdimensionale Basis {B,} (o« = 1,...,5) mit den Basistensoren

B, = ?(@@82—61@61)7

B, = \2663 ® es,

B3 = ?(62®63+63®62),

B, = ?(61@9834—63@61),

B; = \éﬁ (e1®ex+er®e) (B.1)
wie folgt

A'=(A'"-B.)B.. A’ e Sym/, a=1,...,5 (B.2)

darstellen ‘Leq.lmz_et_aﬂ, |1282|).
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C Komponenten von Vi, Vic? und VP

Komponenten von Tensoren der Stufe 3 in R3: (vgl. z.B. |B_leké , )
* Gesamtanzahl der Komponenten

N(B) = 3" (C.1)

* Gesamtanzahl der Komponenten vollstindig symmetrischer Tensoren

(8 =2)

1
Noym(B) = 5(6+1)(6 +2) (C.2)
* Anzahl der Bedingungen fiir die Spurfreiheit supersymmetrischer
Tensoren |

¢ Gesamtanzahl der Komponenten irreduzibler Tensoren

Nire(8) = Neym(8) = Nsym (8 — 2) =26 + 1 (C4)
g N(ﬁ) Nsym(ﬁ) Nsym(ﬁ — 2) Nirr(ﬁ)
2 9 6 1 )
4| 81 15 6 9
6| 729 28 15 13
8 | 6561 45 28 17

Tabelle C.1: Anzahl der Komponenten irreduzibler Tensoren von Stufe 5 = 2,4, 6,8

Weitere Bezeichnungen in Tabelle [C.2HC.4

e Anzahl der Indizes von 1 bis 3: Ny, Ny, N3

e Anzahl der Indizes eines Tensors der Stufe /3

Ny + Ny+ N3 =p3 (C.5)

e Anzahl der moglichen Indexpermutationen (vgl. z.B. |G_u.Ld]_eLal] .l&Qj))

(N7 + Ny + N3)!
N1IN3!IN3!

P(3) = (C.6)

171



Anhang

Irreduzible Basistensoren mit kubischer Symmetrie:
Die folgenden Tabellen stellen alle Komponenten von vollstindig symmetri-
schen Tensoren 4., 6. und 8. Stufe dar. Die linear unabhidngigen Komponenten
irreduzibler Tensoren sind in den grauen Feldern gegeben. Die letzte Spalte ent-
hélt die Komponenten der kubischen, irreduziblen Basistensoren (Em

4

). Diese besitzen nur eine linear unabhidngige Komponente a, die aus der
Frobenius-Norm von V{7, V¢ und Vi mit Hilfe der Normierungsbedingung

bestimmt werden kann

1C0 = \/%

Vigy | =1 “=—2 (C.7)
Vel =1 = a= fg, (C.8)
Vi =1 = a= ‘é? (C.9)
Ny | Ny | N3 | P(4) | Index der Komponente | Kubische Symmetrie
410101 1 1111 2a
31 11]0] 4 1112 0
310 |1 4 1113 0
212101 6 1122 —a
2 1| 1] 12 1123 0
2 10| 2 1133 = —a
11310 1222 0
1 |2]1]12 1223 0
1| 1] 2] 12 1233 =0
1103 | 4 1333 =0
0] 4]0 1 2222 2a
0|3 /|1] 4 2223 0
0] 21]2] 6 2233 = —a
0] 113 ] 4 2333 =0
00| 4] 1 3333 = 2a

Tabelle C.2: Komponenten des irreduziblen kubischen Basistensors VQ%O H

“Die linear unabhingigen Komponenten fiir irreduzible Tensoren 4. Stufe sind grau hinterlegt.
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Ni | N3 | N3 | P(6) | Index der Komponente | Kubische Symmetrie
6 | 0] 0 1 111111 2a
51110 6 111112 0
5101 6 111113 0
4 1 21|01 15 111122 —a
4 | 1|11 30 111123 0
4 1 01| 2| 15 111133 = —a
31301 20 111222 0
312 ] 1] 60 111223 0
3111 2] 60 111233 =0
3101 3] 20 111333 =0
2 1410 15 112222 —a
2 1 3] 1] 60 112223 0
2 1212190 112233 = 2a
2 1] 3] 60 112333 =0
2 10| 4] 15 113333 = —a
11510 6 122222 0
11411 30 122223 0
1132 60 122233 =0
112 3| 60 122333 =0
1014 30 123333 =0
11015 6 133333 =0
0] 6|0 222222 2a
0|5 |1 6 222223 0
0| 4] 2] 15 222233 = —a
03] 3] 20 222333 =0
0| 21| 4] 15 223333 = —a
0| 1]5 6 233333 =0
0] 016 1 333333 = 2a

Tabelle C.3: Komponenten des irreduziblen kubischen Basistensors V’<g>0 EI

"Die linear unabhéngigen Komponenten fiir irreduzible Tensoren 6. Stufe sind grau hinterlegt.
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Tabelle C.4 — Anfang

Ny | Na | N3 | P(8) | Index der Komponente | Kubische Symmetrie
8 1010 1 1111 1111 2a
71110 8 1111 1112 0
7101 8 1111 1113 0
6 | 2] 0] 28 1111 1122 —a
6 | 1| 1] 56 1111 1123 0
6 | 0| 2| 28 1111 1133 = —a
513 1] 0] 56 1111 1222 0
512 | 11168 1111 1223 0
5112|168 1111 1233 =0
5101 3] 56 1111 1333 =0
4 | 4 10| 70 1111 2222 a
4 | 3 | 1 | 280 1111 2223 0
4 |1 2 | 2 | 420 1111 2233 =0
4 |1 | 3 | 280 1111 2333 =0
4 10| 4] 70 1111 3333 =a
31510 56 1112 2222 0
3141280 1112 2223 0
31 31| 2| 560 1112 2233 =0
31 21| 3 |560 1112 2333 =0
311 |4 ]280 1112 3333 =0
3101 5| 56 1113 3333 =0
216 0] 28 1122 2222 —a
2 15 1] 168 1122 2223 0
2 | 4| 2 |420 1122 2233 =0
2 | 31| 3 |560 1122 2333 =0
2 | 2| 4420 1122 3333 =0
2 | 1|5 | 168 1123 3333 =0
21 01] 6| 28 1133 3333 = —a
11710 8 1222 2222 0
116 | 1] 56 1222 2223 0
115 ] 2 |168 1222 2233 =0

siehe nachste Seite
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Tabelle C.4 — Fortsetzung

Ny | Ny | N3 | P(8) | Index der Komponente | Kubische Symmetrie
1 |4 ] 3280 1222 2333 =0
1 |3 ] 4 | 280 1222 3333 =0
1 [ 2] 5 | 168 1223 3333 =0
1 1] 6| 56 1233 3333 =0
10 |7 8 1333 3333 =0
0] 810 1 2222 2222 2a
0| 7|1 8 2222 2223 0
0| 6| 2] 28 2222 2233 = —a
0|5 ] 3] 56 2222 2333 =0
0| 4] 4] 70 2222 3333 =a
0| 3] 5] 56 2223 3333 =0
01| 2] 6| 28 2233 3333 = —a
0| 1] 7 8 2333 3333 =0
01| 0] 8 1 3333 3333 = 2a

Tabelle C.4: Komponenten des irreduziblen kubischen Basistensors V’gfﬁ

'Die linear unabhéngigen Komponenten fiir irreduzible Tensoren 8. Stufe sind grau hinterlegt.
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D Weitere Beispiele fiir tensorielle Fourier-Reihen

Als Erganzung zu Kapitel Bl werden hier zwei weitere Orientierungsvertei-
lungsfunktionen in Form von tensoriellen Fourier-Reihen dargestellt. Wird z.B.
die Verteilung von kurzen unidirektionalen Fasern, miinzenférmigen Mikro-
rissen oder sphdroidalen Einschliissen betrachtet, dann ist die Orientierungs-
verteilungsfunktion anstatt auf SO(3) wie in (5I0) im ebenen Fall auf dem
Einheitskreis S’ C R” und im rdumlichen Fall auf der Einheitssphire S* C R’
definiert. Alle diese Objekte sind axialsymmetrisch, so dass ihre Verteilungs-
dichte nur durch eine Orientierungsachse n € S’ beschrieben werden kann:
f(n): S - R

fn) = fo+ 5% fon),  faln) = Vi By (). (D.1)

Die Tensoren ]I*A’"< 5 (n) sind die Basistensoren und \7’< ) heiffen Momententensoren

oder tensorielle Fourier-Koeffizienten. Die Basistensoren der Stufe  werden
durch p-fache Dyaden von n konstruiert und besitzen die transversale Isotropie

Fig(n) =@y,  nes'” (D.2)

Fiur den Sonderfall f(n) = f(—n) reduziert sich die Darstellung (D.I) auf eine
Darstellung irreduzibler Tensoren nur gerader Stufen j.

Fiir den ebenen Fall .S_ej.be_r_tl, |12Ql|; |Ka.n.a.ta.n.i|, |l%_4.b|) lassen sich die Momenten-

tensoren durch die Orientierungsverteilungsfunktion und den Mittelwert tiber

den Einheitskreis S’ berechnen
/ 25 ! 1
Vigy = f( ) g (n)dn, nesS. (D.3)

Die Einheitsvektoren n € S’ kénnen durch einen polaren Winkel ¢ € [0, 27]
parametrisiert werden

n = cos(p)e; + sin(p)es, neS (D.4)

Damit ist das Flachenelement dn = dp. Fiir den ebenen Fall erhilt man aus
(D.I) mit (O.4) in Abhéngigkeit vom Polarwinkel ¢ die bereits bekannte trigo-
nometrische Fourier-Reihe. Fiir eine Funktion mit der Periode 27 ist diese durch

i (agcos(By) + bgsin(Sy)) (D.5)
A=1

ao
fo)y =5+
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gegeben. ag und bg sind die entsprechenden Fourier-Koeffizienten. Fiir g = 2
gilt fiir die irreduziblen Tensoren in (D.) mit as und b,

fo(n) = V. /F\/(n) = ag cos(2¢p) + besin(2yp), (D.6)
= |cos*(p) —1/2 cos(ip) sin(yp) S/ (a2 bo
Fn)= cos(p) sin(p) sin?(p) — 1/2|° V= [bg —aJ ' D7)

Bei einer Beschreibung der Orientierungsverteilung iiber die Einheitskugel S*

werden die Einheitsvektoren n € S* durch die zwei sphérischen Koordinaten
¢ € [0,27] und ¢ € [0, ] wie folgt dargestellt (Seibert, 11991 [Onat, [1984; Onat
und Leckie, ; [Kanatani, [19844d; ISvendsen und Hutter, [1996)

n = sin(v) cos(p)e; + sin(d) sin(p)ey + cos(V)es, n € S~ (D.8)

Die Basistensoren werden analog wie im ebenen Fall nach (D.2) konstruiert.
Die Fourier-Koeffizienten werden durch das Flachenelement dn = sin(¢/) dp dv
berechnet

@/ _125—|—1 273
<5>_E 26 6

) ng(n)fF'(B)(n) dn, n c S°. (D.9)

Der Binomialkoeffizient fiir eine nicht negative ganze Zahl n mit n > k ist wie
folgt definiert

n n!
( . ) = m (D.10)

177



Anhang

E Exakte Darstellung der Koeffizienten der Matrix A

Im Folgenden werden die analytischen Ausdriicke der von null verschiedenen
Koeffizienten der linken Seite A (6.82) des linearen Gleichungssystems (6.73)
gegeben. Die Komponenten der symmetrischen Untermatrizen (AW, A© A®)y
tiir die Approximation 4., 6. und 8.Stufe werden zunichst als Polynome in
Abhédngigkeit von £ dargestellt.

Die Ausdriicke der Koeffizienten konnen auch in Abhangigkeit von 11" (III.
oder III)) umgerechnet werden. Da IIT" in (6.23) eine kubische Funktion in £
ist, existieren drei Umkehrabbildungen (/2 = —1)

&(IT7) = ; <p+ ;) , Eos(IIT™) = —le <p+ ;) + Iﬁ ( - ;) (E.1)

1/3
b= <3\/6m* F-1+ 54111*2) . (E.2)

Alle drei Funktionen &;(III"), i = 1...3 liegen fiir den betrachteten Definitions-
bereich von III* € [-+/6/18,++1/6/18] im reellen Bereich

£ € [+1/2,+1], & e[-1,-1/2], &€ [—1/2,4+1/2]. (E.3)

Fiir die Umrechnung der Koeffizienten des linearen Gleichungssystems wird
die Funktion &3(III") verwendet, da diese dem gewtinschten Definitionsbereich
fir £ € [-1/2,+1/2] entspricht.

Abb. zeigen die Grafiken der drei Determinanten von A“, A® und
A® . Die Berechnung der isotropen Materialfunktionen der Approximation ist

mit Hilfe einer doppelten Genauigkeit und einer adaptiven Integration trotz
der kleinen Werte der Determinante moglich.

Komponenten der Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems fiir
die Berechnung von x4, (A =1,...,3):

* Polynome in Abhdngigkeit von ¢

)
Al = = E.4
=g (E.4)
1 4
Al = (= + — &) V6 E.5
12 ( 355 + 1055 ) V6 (E.5)
1 1 4 8
A<4> — 2 4 6 E.6
13 630+14f 215 +63£ (E.6)
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1 1 ) 4
AWM = — T2 S eh T 6 E.7
2 252+205 155+455 (E7)
1 2
AW (_ 3 E.
1
AW =~ E9

e Polynome in Abhingigkeit von 117" (fir Aﬁ%% siehe (E4) und (E9))

Ay = 55111* (.10
Al = 6;0 + im*? (E.11)
Al = 2;2 + ﬁ)m*? (E.12)
Ay = 315111* (E.13)
¢ Determinante von é<4>
41X 107
s
32

90.5 -0.3 —O.1é() 0.1 03 05

Abbildung E.1: Determinante der Koeffizientenmatrix A

Komponenten der Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems fiir
die Berechnung von «g, (1 =1,...,4):

* Polynome in Abhdngigkeit von £

128

© _ 4 T2 5 192 6 E.14
U715 50055 +5005§ 50055 (E.14)
9 12
A0 _ [ 3 E.1
12 ( 1001° * 1001° V6 (E-15)
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1 249 332 664
A% 2 _ 4 6
13 4290_%100105 50055 *_150155
29 1531 183 244 976
A<6>: . . 3 5 7 9 6
1 ( 60060° ~ 180180° T 5005° 5005  45045° Ve
2 3 8 16
A<6>:7 92 2 9 g 1Y g
2 = 3503 " 1435 1435'5429é

1 145 3 4 16
A<6>: o o 3, 92 45 F .7 9) 6
23 ( 1092° ~ 360360 T 143°  143° T 1287 Ve
1 15 10 20
A<6>: 2 4 6
% = o012 T 4004 " 1001° T 3003°

o _ 1 31, 124, = 248
33 6435_F10010€ 150155 +45045g
© _ [ 53 107 4 _ 8 5 32 - 128
34 ( 180180“135135g 5005£ +15015£ 135135
1 4 4 256 128
A0 _ 2 4 6 8
4 12012*‘150155 12875 *‘193055 50055
. 1024 ,, 1024 e
45045 135135

e Polynome in Abhingigkeit von I1I*
14 432

Al — 22 202 2
U715 5005
4
A = 24 e
1001
1 747
A — = 0
5= 1900 T 5005
20 1647
O = =+
10010 5005
9 18
A = = —
22 = 3003 T 143
1 27
AY — e =l
237182 143
— B e

20 = 15012 T 2002
(6) 1 93

AR = —— 4+ —— 111"
3 = 5435 5005
2
AG = O3 e T2 e
30030 5005
1 432
A = 48 g 432 g
12012 " 5005 5005
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(E.25)
(E.26)
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* Determinante von é@

x10°"°

90.5 -0.3 —O.lé(_) 0.1 03 05

Abbildung E.2: Determinante der Koeffizientenmatrix é<6>

Komponenten der Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems fiir
die Berechnung von ks, (v =1,...,5):

* Polynome in Abhédngigkeit von £

Al = 8?325 - 815105825 & 835007825 & - 825051; ¢ (E.34)
A = <_ 8§§Z5 " 2;§g§5§3 N 82(7)2555 - 8232557 - 251)2321559)% (35
Al = 51?)51 " 7225 &= 7177365 & 2?2(2)5 & (E.36)
i = <_ 2522556 - 72?5255” 81520386555_ 81560488557+ 72222559>\/5 (E37)
o= 114757182680 " 17100113?(%2582 " 82@0 ¢ 1:)1;285 €+ 865%885 &
255255 O 765765 & (E.38)
% = 51&10 i 1;3?20 &= 815703825 &' 2§§§§5 3 (E.39)
Al = (‘51357)105 - 1533719573053 * 1;3?75) N 1%?757
* 159391253§9> Ve (E.40)
5 = 25;;2 2 + 686066;8 %522 N 242042140 b égzlzgg oy 835208825 s
255255 &0 765765 & (E.41)
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Agy = <_ 1534175305 B 91388991853 * 8;32555 B 256:53225557
2528
229729559> V6 (E-42)
Agi = 61;2120 * 52536 & 12§120 ¢~ 71615177645 6 1?35 3
- 1?35 0+ 325 ¢ (E.43)
A3 = (7&132125 B 9128390198053 * 8;8;58% N 25452285557
1712
i 2297295§9> V6 (E4d)
A5 = 2iglggo - 5110357}1%562 a 2128879 & 22895 &~ 8?(1)22%5 ¢
' 76517 » 10 _721297295 612929 7906 12 o
il = 1289136 * 29173%562 765765 & 2297295 &~ 82085 3
T 765765 o 2297295 & (E.46)
A7 = <_1532195305 * 22997429553 * 3626‘555 a 72?525 T 623?2@559
_ 1;)2?;3511 N 4?)81?9513 3 685;1198285515> /6 (E.47)
A5 = 2%81179920 * 76236% 1552_ 6536237 & 922??5 & - 2?5?515 ¢
2297295 ¢ - 6391885 & (E-48)
e Polynome in Abhéngigkeit von III*
A = 8?325 B 865901825 e (E49)
A = ;;%im* - 85510245111*3 (E.50)
i = 51051 733365 1 (ESD
AP = 85‘?;35111* + ;;z:m*?’ (E.52)
% — . 451860 + 82’825 1r + 2?)322111*4 (E.53)
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® 71 3897

As) = 1 E.54
22 = 510510 | 85085 (E.54)
97 1674
AS — U e 220 s E.55
2 = 35085 T 17017 (E.55)
3 2001 44307
A — 1172 1 E.56
20 = 579979 T 340340 * 340340 (E.56)
4 1422
AP = T4 422 e (E.57)
255255 85085
127 15 243
A8 — 172+ =22 g+ E.58
3 = 5126120 T 2618 9210 (E.58)
29 963
A — T+ 222 3 E.59
37102102 +'85085 (E:59)
1 137 1728
A — 12 — =122 g E.60
% = 218790 | 85085 85085 (E-60)
1 71 1728
AY — 2 — =12 e E.61
4= 136136 T 48620 85085 (E.61)
29 48 5184
Y/} ) o S ) o By (E.62)
255255 85085 85085
®_ 1 04 jppe _ 1192 1 E.63
» = 218790 | 255255 85085 (E63)
e Determinante von A®
6X 1072
=,
=
e}

90.5 -03-01001 03 05

Abbildung E.3: Determinante der Koeffizientenmatrix é@)
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F Irreduzible Darstellung von isotropen, polynomialen
Skalarfunktionen eines symmetrischen Tensors 2. Stufe

Isotrope und polynomiale Skalarfunktionen eines symmetrischen Tensors

A € Sym lassen sich irreduzibel durch Polynome der Integritdtsbasis darstellen

(Bochler

.l%j)). Die folgenden Tabellen geben die Darstellungen solcher Poly-

nomialfunktionen mit Homogenitdtsgrad 1 bis 5 in Abhédngigkeit von A und

seinem Richtungsdeviator N'; an.

Frame

Partition

Polynome von A

Polynome von N,

1

(1)

[

tri(A)

0

Tabelle E.1: Irreduzible Darstellung einer isotropen Skalarfunktion eines symmetrischen

Tensors A und seines Richtungsdeviators IN';, homogen vom Grade 1

Frame | Partition | Polynome von A | Polynome von N’
11,1 [H tr2(A) 0
21 (2) O tr!(A?) 1

Tabelle F.2: Irreduzible Darstellung einer isotropen Skalarfunktion eines symmetrischen

Tensors A und seines Richtungsdeviators N',, homogen vom Grade 2

Frame | Partition | Polynome von A | Polynome von N,
(1,1,1) E tr3(A)

2| 2,1 | trl(A)tr!(A2)

3| (3) EEE tr(A%) trt (N}

Tabelle E.3: Irreduzible Darstellung einer isotropen Skalarfunktion eines symmetrischen

Tensors A und seines Richtungsdeviators N',, homogen vom Grade 3
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Frame Partition | Polynome von A | Polynome von N’
(1,1,1,1) E tri(A) 0

(2,1,1) ED tr?(A)trt (A?) 0

(2,2) am tr2(A2)

(3,1) H- trl(A)r(A% |0

Tabelle F.4: Irreduzible Darstellung einer isotropen Skalarfunktion eines symmetrischen

Tensors A und seines Richtungsdeviators IN';, homogen vom Grade 4

Frame Partition | Polynome von A | Polynome von N,
1] (1,1,1,1,1) | & tr5(A) 0
20 (2,1,1,1) |b 3 (At (A2 |0
3 (2,2,1) = ' (A)t2(A%) |0
L[]
(3,1,1) N tr2(A)tr! (A% 0
53,2 T [ ulAdula®) | e (V)

Tabelle E5: Irreduzible Darstellung einer isotropen Skalarfunktion eines symmetrischen

Tensors A und seines Richtungsdeviators N 'ts homogen vom Grade 5
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G Berechnung der linear unabhingigen Isomere 4. Stufe

Die Gesamtanzahl der Isomere 4. Stufe (5 = 4) ist gleich der Anzahl der linear
unabhingigen isotropen Tensoren nach Formeln (6.93) und (6.96)

Qs = Ny =3. (G.1)

Die Auswahl der Menge der linear unabhidngigen Isomere ()3 aus
der Gesamtmenge N3 erfolgt im Allgemeinen durch Konstruieren von
Standard-Tableaus mit Hilfe des Young’schen Schemas (Smithl, [1968; Andrews
und Thirunamachandran, [1977; [Fulton und Harrig, [1991l), wobei die gerade
Zahl (5 in Partitionen (81, f2, . . ., ;) unterteilt wird. Alle ; sind gerade Zahlen
mit der Eigenschaft 5, > [, > ... > 5, und der Summe Y~/ 3; = 5.

Die folgenden Regeln miissen fiir die Konstruktion der Young’schen Schemata
beachtet werden:

* Regel 1: Die Anzahl der Zeilen darf die Dimension des Raumes nicht
uberschreiten, d.h. im dreidimensionalen Raum darf die Anzahl der Zeilen

bzw. r maximal drei sein.

* Regel 2: Die Spalten erscheinen nur paarweise mit gleicher Lange, d.h. fiir
gerades [ sind die einzelnen Partitionen nur gerade Zahlen.

Fiir den Sonderfall 3 = 4 sind die folgenden zwei Frames moglich:

Frame | Partition | Tableau
1] (4) L[ Jf[a]2]3]4]
1121113

21(2,2) 314)12]4

Tabelle G.1: Frames fiir 5 = 4

Die Anzahl der Standard-Tableaus, die zu einem Frame (3, .., 5,) gehoren, wird
im Allgemeinen durch die irreduzible Darstellung dg, .. 3.

[j<ka; —ag :
da,...5. = ﬁ!—aflfaz‘f — =0+ —] (G.2)

berechnet .m, ). Fiir Tensoren 4. Stufe folgt:
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e Frame 1: (1) =(4), r=1

ap = 51+T—1:4+1—1:4, (G3)
1
di = Al =1; (G.4)

e Frame 2: (1, 2) = (2,2), r =2

G = Bi4r—1-92+92-1=3 (G5)
ay = PoF+r—2=2+42-2=2, (G.6)
(al—ag) <3—2)
= 4l—— = — 4l = 2. .
A2 ailas! 312! G7)

Die Summe aller irreduziblen Darstellungen dg, . 5, ist gleich der Summe der

.....

linear unabhéingigen Isomere. Fiir 8 = 4 folgt
dy+dop =3 = Q4. (G.8)

Damit die Isomere fiir Tensorstufe J identifiziert werden konnen, werden die
einzelnen Frames mit den natiirlichen Zahlen von 1 bis 3 ausgetfiillt. Dabei sind
die folgenden Regeln zu berticksichtigen:

* Regel 3: Die Integer der Eintrdge innerhalb einer Zeile miissen von links
nach rechts in den Standard-Tableaus strikt steigen.

* Regel 4: Die Integer der Eintrdge innerhalb einer Spalte miissen von oben
nach unten in den Standard-Tableaus strikt steigen

Nach den obigen Regeln entspricht Frame 1 fiir =4 einer einzigen

1[2[3]4]

Aus allen zwolf moglichen Kombinationen fiir Frame 2

Konfiguration

112 (1|2 |1|3] 13|14 (1423|123 |2/4]2]|4]|3]|4][3]4
3141413 12/414/12]2]3][3[2][1]4]4]1]]1]3]]|3

Y Y Y Y Y Y Y ) Y Y Y

—_
—_
)
)
—_

erfiillen nur die folgenden zwei die gewiinschten Regeln

1[2][1]3
314] [2]4]
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Jedem Paar von Spalten entspricht ein generalisiertes Kronecker-Delta

i Oiyiy
ot =det| a (G.9)
5 5

ikiu iAiV
Indizes i, bis i) sind die Eintrdge in der ersten Spalte des Frames, abgelesen
von oben nach unten und i, bis 7, sind die Eintrdge in der benachbarten Spalte

gleicher Lange, wieder abgelesen von oben nach unten.

Damit folgt 6] fiir die ersten zwei Spalten und 4} fiir die dritte und vierte Spalte
fiir 5 = 4, Frame 1

6303 = 812634 (G.10)
Frame 2 fiir # = 4 wird mit den folgenden generalisierten Kronecker-Delta
assoziier
d12 0
813 = det| . M = 612634 — 014030, (G.11)
032 O34
12 _ 013 O14|
(534 = det == (513(524 - 614523. (G12)
023 024

Die Kronecker-Delta-Tensoren 4. Stufe, die in (G.10), (G.11) und (G.I12) verwen-
det werden
1 2 T 3
Fij=I®l1, F3=on™ Fj =10l (G.13)

bilden eine linear unabhéngige Basis fiir isotrope Tensoren 4. Stufe.
Die quadratische Matrix S wird durch die Skalarprodukte der linear unab-
hédngigen Isomere 4. Stufe gebildet

SW=Fy FY,  wv=1...3 (G.14)
el g ) oo
4 2 1 2 2 2 3
sW = Fg% -1% IF§4§ -1% Fé4§ -]Fé4§ =13 9 3|. (G.15)
3 1 3 2 3 3
iy Py By -Fig Foy-Fig] 1359
“Fiir eine bessere Veranschaulichung der Konstruktion der generalisierten Kronecker-Delta-
1/2]3]5]
Tensoren wird noch ein Beispiel fiir 3 = 6 und das Young’sche Schema [ 4] 6 angege-

ben. Dieses Tableau wird mit den folgenden zwei Isomeren identifiziert:

612 616

535 = 512546535 - 516542535
42 646

303 = det
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Die Inverse von S ist

ﬂ(@ _ (S

Damit ist der Orientierungsmittelwert gleich

L(s)

<4>)—1

Q4=3
Z M, F

r,s=1

(
(

1

"~ 30

r
4

)
)

®F

(

—1

()

s
4

)

Y

-1 -1
4 -1 (G.16)
-1 4

ros=1,...,3. (G.17)
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H Numerische Beispiele

In diesem Teil des Anhangs wird eine Ubersicht numerischer Beispiele der
Aquidissipationslinien des Spannungs- und Dehnratenpotentials fiir Ein- und
Polykristalle (Zug- und Walztextur), fiir verschiedene Belastungsarten und
Ratensensitivitidtsparameter gegeben (vgl. Tabelle [H.I)). Zu allen numerischen
Beispielen werden die folgenden Materialparameter verwendet

7o =0,001s7', 7% = 20 MPa.

Potential | m | Anhang | Textur
1| [HI
T (7) 3 | HZ
< 5 | H3
Z oy | 100 04
— [5
=20 | 3| HS
P (D" - o
100
5 Zugtextur
TR(F) .10 | Walztextur
. HIT | Zugtextur
) Walztextur
= B Y ey T H.13| | Zugtextur
-% YET(E) | 100 [HI4 | Walztextur
f% Zugtextur
o~ ’ .16l | Walztextur
3v(D) . HIZ | Zugtextur
Walztextur
100 Zugtextur
.20 | Walztextur

Tabelle H.1: Ubersichtstabelle der Beispiele in Anhang[Hl
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Appr. 8. Stufe

Appr. 6. Stufe

Appr. 4. Stufe
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H.3 Spannungspotential fiir einen Einkristall mit m = 57

fGrafische Darstellung von sgn (U7 (7)) ™+/[U7 (/)]
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Einkristall mit m = 3

iir einen

H.6 Dehnratenpotential f
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Einkristall mit m = 100
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H.8 Dehnratenpotential f
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H.13 Volumenmittelwert fiir die Zugtextur mit m = 1007
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Anhang

I Weitere Beispiele von [Tucker (1961)

Sl 4
REFERENCE DIRECTION (DEG)

H(0), [in]

30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0, [°]
(b) Berechnete Napfhohe D

* m =3, Appr. 8.Stufe o m = 3, Spannungspotential
+ m =5, Appr. 8.5tufe vV m = 5, Spannungspotential

Abbildung I.1: Experimentelle und berechnete Napthohe fiir Orientierung D aus
(@)
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H(0), [in]
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{+ ) T (E— I— U— E——" S— R—— i i L 1 '}
) 12 s 0 ) 440 0 0 330 380

o 2 » RO 2 = ‘
[ITo] [ ITio] [11 7] [1To]

0 30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0, [°]
(b) Berechnete Napfhohe E

* m =3, Appr. 8.Stufe o m = 3, Spannungspotential
+ m =5, Appr. 8.5tufe VvV m = 5, Spannungspotential

Abbilduni 1.2: Experimentelle und berechnete Napfhohe fiir Orientierung E aus
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CuP  HEIGHT (in.)

H(0), |in]

30 60 90 120 150 180 210 240 270 300 330 360
0, [°]
(b) Berechnete Napfhohe F

* m =3, Appr. 8.Stufe o m = 3, Spannungspotential
+ m =5, Appr. 8.Stufe vV m =5, Spannungspotential

Abbildun

1.3: Experimentelle und berechnete Napfhohe fiir Orientierung F aus

)
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Abbildung 1.4: Experimentelle und berechnete Napfhohe fiir Orientierung G aus
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