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Kurzfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein detaillierter Uberblick iiber das Stabilitéts- und Bifur-
kationsverhalten hochtouriger Rotoren in hydrodynamischen Gleitlagern gegeben. Gleitge-
lagerte Rotoren konnen in der Praxis nach Stabilitatsverlust der Gleichgewichtslage bzw.
der drehzahlsynchronen Schwingungen infolge Unwucht betrieben werden, solange die Am-
plituden der auftretenden selbsterregten Schwingungen in einem gewissen Toleranzbereich
liegen und damit nicht allzu grof§ werden. Daher gibt die in der Literatur iibliche Vorgehens-
weise mittels linearer Stabilitatsanalysen nur einen begrenzten Einblick in die Problematik.
Folglich ist eine erweiterte systematische Stabilitdtsuntersuchung des dynamischen nichtli-
nearen Systemverhaltens iiber den gesamten Betriebsdrehzahlbereich notwendig. Innerhalb
der Arbeit werden dafiir die numerischen Methoden der Pfadverfolgung angewandt, die ei-
ne effiziente Untersuchung der Stabilitdt sowie der Bifurkationen gleitgelagerter Rotoren
erlauben.

Bei den durchgefithrten nichtlinearen Untersuchungen wird neben kreizylindrischen
Gleitlagern mit einem Schmierfilm insbesondere das nichtlineare Verhalten von Roto-
ren in Schwimmbuchsenlagern betrachtet, die aufgrund der besseren Stabilitdts- und
Dampfungseigenschaften zur Lagerung hochtouriger Rotoren bevorzugt eingesetzt werden.
Um die olfilminduzierten Instabilititsmechanismen im Sinne einer Bifurkationstheorie
nédher zu erlautern, wird zunéchst ausfiihrlich das nichtlineare Systemverhalten des klas-
sischen Laval-Rotors in Gleitlagern untersucht. Neben den weit bekannten ,oil-whirl®
bzw. ,oil-whip“-Instabilitdten bei konventionellen Gleitlagern wird im Fall von Schwimm-
buchsenlagern gezeigt, dass die Modeninteraktionen zwischen innerem und &uflerem
Schmierfilm der Grund fiir das Auftreten unterschiedlicher Arten von subsynchronen
Schwingungen sind. Dartiber hinaus werden die verschiedenen Bifurkationsszenarien in
den kritischen Grenzzyklus diskutiert, der als eine Synchronisation zwischen innerem
und auBerem Schmierfilm gedeutet werden kann und mit hoher Wahrscheinlichkeit einen
Rotorschaden verursacht. Auflerdem kann selbst beim ideal ausgewuchteten Laval-Rotor
in Schwimmbuchsenlagern chaotisches Schwingungsverhalten nachgewiesen werden. Durch
die Erweiterung der Rotormodellierung zu einem rotierenden symmetrisch gelagerten
Balken konnen ebenfalls konische Bewegungsformen des Rotors unter Berticksichtigung
gyroskopischer Effekte betrachtet werden.

Als abschlielende Beispiele werden zwei typische Bifurkationsszenarien von Turboladerro-
toren in Schwimmbuchsenlagern diskutiert. Hierbei treten die bei den einfacheren Rotor-
modellen erkldrten nichtlinearen Phénomene in einer dhnlichen Weise auf. Durch die vor-
liegende Arbeit wird somit ein tiefes Verstandnis tiber das komplexe Stabilitats- und Bifur-
kationsverhalten von Rotoren sowohl in konventionellen Gleitlagern als auch in Schwimm-
buchsenlagern erreicht, das sich auf praktische Anwendungen iibertragen lésst.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

In technischen Anwendungen treten Rotoren in unterschiedlichen Ausfithrungen auf, wie
beispielsweise in Thermischen Turbomaschinen, Getrieben und Motoren. Insbesondere fiir
Thermische Turbomaschinen ist zum Erreichen eines guten Wirkungsgrades ein Betrieb
mit sehr hohen Drehzahlen erforderlich. Bei diesen hochtourigen Rotoren werden daher
gewoOhnlicherweise hydrodynamische Lager gegeniiber anderen Lagerungsarten wie Wélz-
bzw. Magnetlager vorgezogen, da sie sich neben einer langen Lebensdauer bei niedrigen Ko-
sten durch bessere Dampfungseigenschaften auszeichnen. Zur Verbesserung des Stabilitéts-
und Schwingungsverhaltens des Rotors kommt dabei oftmals eine kostengiinstige Variante,
das sogenannte Schwimmbuchsenlager, zum Einsatz. Ein typisches Anwendungsgebiet von
Schwimmbuchsenlagern sind hochtourige Rotoren in Abgasturboladern.

Ein Schwimmbuchsenlager ist eine spezielle Bauform eines Gleitlagers. Zwischen Wellen-
zapfen und feststehendem Lagergehéduse befindet sich zuséatzlich eine Buchse, so dass sich
ein innerer und ein duflerer Schmierfilm ergeben. Die beiden Schmierfilme sorgen sowohl
fiir eine hohere Tragfédhigkeit als auch fiir eine bessere Dampfungswirkung gegeniiber kreis-
zylindrischen Gleitlagern mit einfachem Schmierfilm. Die axial gefiihrte aber ansonsten frei
bewegliche Buchse kann beispielsweise durch Anbringung eines Bolzens an der Drehung
gehindert werden, wobei in praktischen Anwendungen beide Varianten mit feststehender
sowie mit rotierender Buchse eingesetzt werden. Heutzutage muss in kritischen Féllen bei
der Auslegung von Rotoren auf Schwimmbuchsenlager mit feststehender Buchse ausgewi-
chen werden, da sie das gilinstigere Schwingungsverhalten aufweisen, obwohl die Variante
mit rotierender Buchse aus wirtschaftlichen bzw. verschleifitechnischen Griinden und we-
gen geringerer Reibungsverluste eigentlich zu bevorzugen ist. Innerhalb der Arbeit wird da-
rum ausschlielich der kompliziertere Fall mit rotierender Buchse betrachtet. Beim Begriff
Schwimmbuchsenlager wird sich daher im Folgenden stets auf die Variante mit rotierender
Buchse bezogen.

Der Betrieb gleitgelagerter Rotoren erfolgt iiblicherweise in einem Drehzahlbereich, in dem
die Gleichgewichtslage bzw. die drehzahlsynchronen Schwingungen infolge Unwucht schon
langst instabil im Sinne von Ljapunow sind. Demzufolge entstehen ab einer verhédltnismafBig
geringen Grenzdrehzahl bereits selbsterregte Schwingungen unterschiedlicher Rotorschwin-
gungsformen bzw. Frequenzen. Bleiben die zugehorigen Amplituden innerhalb gewisser To-
leranzgrenzen, so ist weiterhin ein sicherer Betrieb des Rotors gewahrleistet. Jedoch kénnen
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Betriebszustéinde erreicht werden, in denen die Amplituden der selbsterregten Schwingun-
gen unzulassig hohe Werte annehmen und damit einen Rotorschaden verursachen.

1.2 Literaturiibersicht

Im Folgenden wird zunéchst eine Literaturiibersicht iiber Rotoren in konventionellen Gleit-
lagern gegeben, bevor speziell auf Schwimbuchsenlager eingegangen wird.

Konventionelle Gleitlager

Bei einer hydrodynamischen Lagerung von hochtourigen Rotoren kénnen verschiedene Ty-
pen von selbsterregten Schwingungen auftreten, die bei herkémmlichen Gleitlagern mit
einfachem Schmierfilm als ,o0il-whirl® bzw. ,oil-whip“ bezeichnet werden. Erstmals wur-
de ein oil-whip“-Phanomen im Jahre 1925 von Newkirk und Taylor [73] experimentell
nachgewiesen. Sie berichteten von Schwingungen mit ungefiahr der halben Drehfrequenz
der Welle (,o0il-whirl*) bei Drehzahlen unterhalb der doppelten kritischen Drehzahl. Da-
gegen war der sogenannte ,,0il-whip“ nahezu konstanter Frequenz ndherungsweise ab der
doppelten kritischen Drehzahl zu beobachten. In diesem Bereich zeichneten sich die Rotor-
schwingungen durch extrem hohe Amplituden aus, die nicht nur die Lager, sondern auch
die Maschine zu zerstéren drohten.

Zur selben Zeit haben Stodala [104] und Hummel [34] unabhéngig voneinander die ela-
stischen Eigenschaften des tragenden Olfilms durch stiickweise lineare Federsteifigkeiten
angendhert und erste Bedingungen fiir einen Stabilitéitsverlust der Gleichgewichtslage des
Rotors formuliert. Die von Stodala und Hummel vernachlassigten Dampfungskoeffizienten
wurden dann in den Arbeiten von Haag [27, 28] vereinfacht beriicksichtigt, der aulerdem
zeigen konnte, dass die obere Grenze fiir die Frequenz der entstehenden Schwingungen
die halbe Drehfrequenz der Welle betrigt. Weitere Arbeiten in dieser Periode, welche
die rechnerisch ermittelten Stabilidtsbedingungen fiir die Gleichgewichtslage experimentell
nachpriifen, sind beispielsweise von Poritsky [78] bzw. Hori [33] durchgefithrt worden.

In den Jahren danach hat sich das Augenmerk immer mehr den nichtlinearen Aspekten
der ,o0il-whirl“-Schwingungen zugewendet. Das Interesse hat sich dabei aus praktischen
Beobachtungen ergeben, bei denen einige Maschinen weit oberhalb der Stabilitatsgrenze
der Gleichgewichtslage hinaus sicher betrieben werden konnten [72, 113]. Es wurde die
Hypothese aufgestellt, dass die nichtlinearen Terme héherer Ordnung fiir eine Stabilisie-
rung und damit nicht fir ein unbegrenztes Anwachsen der Schwingungen (Grenzzyklus)
nach dem Stabilitdtsverlust der Gleichgewichtslage verantwortlich sind. Neben den Un-
tersuchungen durch reine numerische Integration der Bewegungsgleichungen (z.B. [2, 62])
konnte Lund [56, 58] mittels Mittelungsmethoden analytisch die Existenz bzw. Lage und
Grofe von stabilen Grenzzyklen in der Umgebung des Stabilitatsverlustes der Gleichge-
wichtslage nachweisen, wobei er im Zusammenhang mit dem Auftreten der Instabilitiat von
einer Bifurkation sprach. Ebenfalls in diesem Zeitabschnitt sind die Arbeiten von Someya
[101, 102] entstanden, der fiir einen horizontal gleitgelagerten Laval-Rotor unter Annah-
me von kreisférmigen Bahnen den Ubergang vom oil-whirl“- in den oil-whip*-Bereich
semi-analytisch beschrieben hat. Dariiber hinaus hat er bei Beriicksichtigung der Unwucht
erkannt, dass mehrere unwuchtsynchrone Losungen in bestimmten Drehzahlbereichen ko-
existieren konnen und die zusatzliche Lauferunwucht durchaus einen stabilisierenden Ein-
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fluss auf die Schwingungen mit halber Drehfrequenz besitzen kann. Der Unwuchteinfluss
wird ebenso in den Untersuchungen von Lund und Nielsen [57] bzw. Bannister und Mak-
dissy [3] behandelt.

Bifurkationsdiagramme fiir die ,oil-whirl“-Schwingungen in der lokalen Umgebung des
Stabilitatsverlustes der Gleichgewichtslage sind schon von Warncke [119, 120] ermittelt
worden, der die periodischen Losungen mittels eines Galerkin-Verfahrens berechnet und
auf ihre Stabilitdat tiberpriift hat. Jedoch sind die in den Diagrammen enthaltene Hopf-
Bifurkation der Gleichgewichtslage bzw. die Sattelknoten-Bifurkation der periodischen
Losungen nicht als solche ndher identifiziert worden. Myers [67] hat dann gezeigt, dass
die Gleichgewichtslage ihre Stabilitat aufgrund einer Hopf-Bifurkation verliert. Unter Ver-
wendung der Bifurkationstheorie (Zentrumsmannigfaltigkeitsanalyse) konnte er zwischen
super- und subkritischen Hopf-Bifurkationen unterscheiden. Eine dhnliche Untersuchung
wenige Jahre spater erfolgte von Hollis und Taylor [31], die die nichtlinearen Lagerkrafte
anstatt nach der Langlagertheorie wie Myers nach der Kurzlagertheorie modellierten. Shaw
und Shaw [98] beriicksichtigten basierend auf der Arbeit von Myers noch zusétzlich eine
Unwucht, um das Bifurkationsverhalten in der naheren Umgebung des Stabilitatsverlustes
der unwuchtsynchronen Schwingungen zu charakterisieren.

Einen vollstandigen Uberblick tiber das globale Stabilitéts- und Bifurkationsverhalten von
starren Rotoren in kreiszylindrischen Gleitlagern lieferte Moser in seiner Dissertation [65].
Dafiir wandte er die Methoden der numerischen Pfadverfolgung sowie der Bifurkations-
theorie an, mit denen er die auftretenden Bifurkationen sowohl der Gleichgewichtslagen
als auch der periodischen Loésungen ausfithrlich analysieren konnte. Auflerdem konnte er
bei Berticksichtigung der Unwucht in gewissen Drehzahlbereichen quasi-periodisches bzw.
chaotisches Verhalten nachweisen. Von ihm unabhéngig durchgefithrte Arbeiten (siehe bei-
spielsweise [1, 13, 18, 105, 115, 116]) bestétigen bis zum heutigen Tag seine Erkenntnisse.
Erwédhnenswert bleibt, dass die bisher aufgefithrten Arbeiten tiberwiegend von einem star-
ren bzw. einem elastischen Laval-Laufer ausgehen, dessen nichtlineare Lagerkrifte im All-
gemeinen nach der Kurzlager- bzw. Langlagertheorie approximiert werden. Ein erweitertes
Rotormodell wird von Legrand et al. [51] verwendet, der primér mit Hilfe der Methode
der nichtlinearen normalen Moden die Zulassigkeit einer Systemreduktion tiberpriift. Hier-
bei wird der Rotor als rotierender Balken unter Berticksichtigung gyroskopischer Effekte
modelliert.

Weitere vor allem systematische Untersuchungen des Stabilitats- und Bifurkationsver-
haltens von komplizierteren Rotormodellen in Gleitlagern, die neben der Betrachtung
einer zylindrischen Bewegung noch eine konische Bewegungsform! des Rotors unter
Berticksichtigung der gyroskopischen Effekte erlauben, insbesondere unter Benutzung
von Methoden der Pfadverfolgung sind nicht bekannt. Dabei sind aufeinanderfolgende
,oil-whirl“- bzw. oil-whip“-Phdnomene unterschiedlicher Rotorschwingungsformen in
Experimenten beispielsweise von Hori [33] und Muszynska [66] beobachtet worden.

Schwimmbuchsenlager

Das Schwimmbuchsenlager hat eine vergleichsweise geringe Aufmerksamkeit im For-
schungsgebiet gleitgelagerter Rotoren erhalten. Eine experimentelle sowie vereinfachte

'Bei Lund [56] wird ausschlieBlich die Stabilititsgrenze der Gleichgewichtslage hinsichtlich des Auftre-
tens der konischen Bewegungsform diskutiert.
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theoretische Analyse tiber die Charakteristiken des Schwimmbuchsenlagers im stationaren
Betrieb ist erstmals von Shaw und Nussdorfer [99] im Jahre 1947 verwirklicht worden.
Nach weiteren frithen Arbeiten [30, 41] wird von Orcutt und Ng [74] anhand experi-
menteller Untersuchungen gezeigt, dass zwei sogenannte ,oil-whirl“-Instabilititen? bei
in Schwimmbuchsen gelagerten Rotoren infolge des inneren und &ufleren Schmierfilms
auftreten konnen. Bei der Instabilitdt des inneren Schmierfilms ist eine kreisférmige
Bewegung des Zapfens zu beobachten, wéihrend die Buchse weitgehend ruhig bleibt.
Die Frequenz der Schwingungen setzt sich dabei ndherungsweise aus der halben Summe
der Rotor- und Buchsendrehfrequenz zusammen. Im Falle der Instabilitit des dufleren
Schmierfilms bewegt sich die Buchse innerhalb der Grenzen des Lagerspiels mit ungefédhr
der halben Buchsendrehfrequenz, wobei sich nach Orcutt und Ng [74] gewohnlicherweise
eine komplexe Zapfenbewegung gleicher Frequenz einstellt. Daher sprachen sie von der
gleichzeitigen Instabilitdt von innerem und &duflerem Schmierfilm. Jedoch berichteten sie
ebenfalls von Féllen der Instabilitit alleine des &ufleren Schmierfilms, bei denen neben
einer Buchsenschwingung geringer Amplitude der Zapfen ruhig blieb.

Tatara [110] erklérte dann den schon von Orcutt und Ng erwéhnten stabilisierenden Ef-
fekt des Schwimbuchsenlagers im Falle der ,oil-whirl“-Instabilitdt des inneren Schmier-
films anschaulich dadurch, dass mit zunehmender Drehzahl die Schwingungen infolge der
Dampfungswirkung des dufleren Schmierfilms stabilisiert werden.

Eine analytische Stabilitatsanalyse der Gleichgewichtslage eines Laval-Rotors in Schwimm-
buchsenlagern wurde von Tanaka und Hori [108] durchgefiihrt, die damit Stabilitdtskarten
in Abhéngigkeit der relevanten Rotor- und Lagerparameter erstellten. Saito et al. [83] (aus
dem Japanischen zitiert bei [21]) konnten die Stabilitétskarte in zwei Bereiche unterschied-
licher Frequenzen der entstehenden selbsterregten Schwingungen aufteilen, die sie gemafl
den experimentellen Versuchen dem inneren und dufleren Schmierfilm zuordneten. Weitere
analytische Untersuchungen des dynamischen Verhaltens von Rotoren in Schwimmbuchsen-
lagern befassten sich im Laufe der Jahre nahezu ausschliefilich mit dem Stabilitéatsverlust
der Gleichgewichtslage [54, 107, 109].

Dariiber hinaus wurden in den Arbeiten [21, 54, 61, 108] numerische Berechnungen der
verschiedenen Typen von selbsterregten Schwingungen bei Annahme einfacher Rotormo-
delle vorgenommen, die weitestgehend mit experimentellen Ergebnissen verglichen wurden.
Schlielich beschrieb Schweizer [94] mittels transienter Hochlaufsimulationen ausfiihrlich
das Stabilitats- und Bifurkationsverhalten von Laval-Rotoren in Schwimmbuchsenlagern.
Er zeigte, dass die Instabilitdt des inneren Schmierfilms einen kreisférmigen Rotororbit
(Grenzzyklus) verursacht, wéhrend aus der Instabilitit des dufleren Schmierfilms eine
kompliziertere Rotorbewegung resultiert. Diese weist zusétzlich zur umlaufenden Bewe-
gung noch eine radiale Komponente mit einer zweiten Frequenz auf. Uberdies berichtete
er erstmalig von einer sogenannten ,totalen Instabilitdt®, die bei realen in Schwimmbuch-
sen gelagerten Rotoren anzutreffen ist und somit auch von praktischem Interesse ist. Die
ytotale Instabilitdat zeichnet sich dhnlich dem ,oil-whip“-Phédnomen bei konventionellen
Gleitlagern durch extrem hohe Amplituden aus, die einen wahrscheinlichen Rotorschaden
mit sich bringen. Schweizer erklarte die ,totale Instabilitét* als Folge einer Synchronisation
der ,oil-whirl“- bzw. ,oil-whip“-Frequenzen des inneren und aufleren Schmierfilms.

2Im Rahmen der Literaturiibersicht iiber das Schwimmbuchsenlager werden geméi8 der zitierten Auto-
ren im Allgemeinen die Begriffe Stabilitdt bzw. Instabilitit nicht im mathematischen Sinne aufgefasst.
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Neuere Veroffentlichungen iiber das Themengebiet des Schwimmbuchsenlagers beschéftigen
sich vermehrt speziell mit dem nichtlinearen Schwingungsverhalten von hochtourigen Ro-
toren in Abgasturboladern, wobei die ersten Untersuchungen in die frithen achtziger
Jahre zurtickgehen. Li [53] hat im Jahre 1982 ein flexibles Modell eines Turboladerrotors
kleinerer Bauart unter Beriicksichtigung der gyroskopischen Effekte hergeleitet, um aus
heutiger Sicht ausschliellich die selbsterregten Schwingungen im konischen Mode bei der
Instabilitiat des aueren Schmierfilms fiir bestimmte Drehzahlen mittels numerischer Zei-
tintegrationen genauer zu analysieren. Eine Reihe von experimentellen sowie numerischen
Untersuchungen per Zeitintegration von kleinen Turboladerrotoren in Schwimmbuchsenla-
gern werden bis dato von San Andrés et al. (siehe beispielsweise [32, 40, 68, 84, 85, 86, 87])
durchgefithrt, die sowohl verschiedene Einfliisse wie Temperatur, Unwucht, etc. als auch
Lagerungen mit feststehender Buchse behandeln. Ahnliche Studien auf dem Gebiet von in
rotierenden Schwimmbuchsen gelagerten kleinen Turboladerrotoren werden aktuell neben
Bonello [5] insbesondere von Kirk et al. [42, 43, 44| verfolgt, dessen numerische Berech-
nungen auf dem von Gunter und Chen [26] entwickelten Rotordynamiktool DyRoBeS
beruhen. Schweizer [92, 95, 96| ist es dann gelungen, die schon von San Andrés und
Kirk beobachteten nichtlinearen Phianomene bei kleinen Turboladerrotoren in Schwimm-
buchsenlagern anhand eigener Messungen sowie Simulationen zu klassifizieren und die
bei einem Rotorhochlauf festgestellten (klassischen) Folgen subsynchroner Frequenzen
zusammenzufassen. Hierbei werden die auftretenden subsynchronen Schwingungen nicht
nur nach der Instabilitdt des inneren und dufleren Schmierfilms unterschieden, sondern
zusitzlich auch noch die Rotorschwingungsform (konisch/zylindrisch) berticksichtigt. Des
Weiteren weist er in [93, 95] das Auftreten der ,totalen Instabilitdat® bei einem Turbola-
derrotor mittlerer Baugréfie nach.

Zusétzlich zu den bei konventionellen Gleitlagern referenzierten Veroffentlichungen un-
tersucht Riibel [80] ebenfalls anhand einer numerischen Pfadverfolgung die auftretenden
Losungen eines kleinen gewohnlich gleitgelagerten Turboladerrotors auf Stabilitdt und Bi-
furkationen, der dabei nicht ndher auf Schwimmbuchsenlager eingeht. Die numerische Sta-
bilitats- und Bifurkationsanalyse mit Hilfe einer Pfadverfolgung wird auch fiir starre Roto-
ren in vereinfacht modellierten Quetscholddmpfern von Sundararajan und Noah [105] bzw.
Inayat-Hussain et al. [35, 36] angewandt, die nichtlineare Abhéngigkeiten ausschlielich in
der dufleren Lagersteifigkeit bzw. -dampfung des Quetscholddmpfers beriicksichtigen.

Eine weitere Arbeit von Ying et al. [124] beschéftigt sich mittels eines sogenannten ,brute-
force“-Ansatzes ebenfalls mit dem nichtlinearen Schwingungsverhalten eines kleinen Tur-
boladerrotors in gewohnlichen Gleitlagern, wobei hauptséchlich der Einfluss der motorin-
duzierten Anregung auf die selbsterregten Schwingungen betrachtet wird. Methoden der
numerischen Pfadverfolgung kommen nicht zum Einsatz.

Zusammenfassend lésst sich festhalten, dass das dynamische Systemverhalten im Sinne ei-
ner Stabilitdts- und Bifurkationstheorie selbst von einfachen Rotormodellen in Schwimm-
buchsenlagern nach dem Stabilitatsverlust der Gleichgewichtslage weitgehend unbekannt
ist. Genauere Untersuchungen zur Identifikation quasi-periodischer bzw. chaotischer At-
traktoren liegen ebenfalls nicht vor. Zudem scheinen bislang Studien groflerer Rotoren
in Schwimmbuchsenlagern, die eine ,totale Instabilitat aufweisen kénnen, von geringem
Interesse zu sein.
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1.3 Zielsetzung

Wie bereits in der Literaturiibersicht ausfiihrlich dargestellt, geht ein grofler Anteil der
theoretischen Arbeiten im Rahmen der Rotordynamik von um die Gleichgewichtslage
linearisierten Steifigkeits- und Dampfungskoeffzienten der stark nichtlinearen Gleit-
lagerkréafte aus. Dadurch ist mittels einer Eigenwertanalyse die Ermittlung der linearen
Stabilitatsgrenze moglich, welche die Drehzahl fiir das Auftreten der selbsterregten Schwin-
gungen kennzeichnet. Auflerdem kénnen die Schwingungen kleiner Amplitude infolge der
Unwucht um die Gleichgewichtslage bestimmt werden. Allerdings sind mit Hilfe dieser Me-
thoden die bei hoheren Drehzahlen auftretenden nichtlinearen Effekte (Sprungphénomene,
Synchronisation, ,mode-locking”, Modeninteraktion, ,blue-sky“-Katastrophe, etc.) bei
gleitgelagerten Rotoren nicht erfassbar, die jedoch fiir einen sicheren Betrieb von enormer
Bedeutung sein konnen.

Daneben besteht eine Vielzahl von eher praxisbezogenen Arbeiten, die mit Unterstiitzung
experimenteller Untersuchungen eine detailgetreue Modellierung und Simulation von gleit-
gelagerten Rotoren ermoglichen. Hierbei werden die auftretenden nichtlinearen Effekte
phanomenologisch erkldrt. Dennoch kénnen beispielsweise die auftretenden Bifurkatio-
nen nicht naher quantifiziert und identifiziert werden. Des Weiteren beschrankt man sich
iiberwiegend auf Einzelfille bzw. spezielle Rotoren, die generelle Aussagen tiber das nicht-
lineare Systemverhalten eigentlich nicht zulassen.

Die vorliegende Arbeit soll deshalb helfen, einen weitestgehend allgemein giiltigen
Uberblick iiber die méglichen nichtlinearen Phénomene insbesondere bei Rotoren in
Schwimmbuchsenlagern zu geben, womit sie eine Briickenfunktion zwischen den beob-
achteten nichtlinearen Effekten in der Praxis sowie der Theorie bildet. Dafiir werden
die Methoden der numerischen Pfadverfolgung bei verschiedenen Modellen (Laval-Rotor,
Kontinuumsrotor bzw. analytisches Turboladerrotormodell) angewandt, die eine detail-
lierte und systematische Stabilitdts- und Bifurkationsanalyse auch periodischer Losungen
von gleitgelagerten Rotoren erlauben. Hierdurch ist anhand der Detektierung von rele-
vanten Bifurkationen eine effiziente Untersuchung der Einfliisse von Systemparametern
moglich. Grundsétzlich sollen die folgenden Untersuchungen einen Beitrag zum besseren
Verstandnis der Instabilitatsmechanismen leisten, um in Zukunft sowohl die selbsterregten
Schwingungen als auch die kritischen Bereiche hoher Amplituden zu unterdriicken oder
besser kontrollieren zu kénnen.

1.4 Aufbau der Arbeit

Zur Untersuchung des Stabilitdts- und Bifurkationsverhaltens von hochtourigen Rotoren
wird folgendermaflen vorgegangen: In den néchsten zwei Kapiteln der Arbeit werden die
verwendeten theoretischen Grundlagen vorgestellt, wihrend im darauf folgenden Kapitel 4
die Stabilitatsuntersuchungen mit dem symmetrisch gleitgelagerten Laval-Rotor beginnen,
die in den weiteren Kapiteln 5 bzw. 6 sukzessive auf ein flexibles Modell des Turboladerro-
tors erweitert werden. Dementsprechend werden jeweils vor der Diskussion der Ergebnisse
einer Modellstufe zunéchst die dafiir benotigten Bewegungsgleichungen hergeleitet. Aus
den Erweiterungen folgen immer wieder neue Aspekte des nichtlinearen Schwingungsver-
haltens, die dann in den jeweiligen Kapiteln im Vordergrund stehen.
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In Kapitel 2 werden die Grundlagen der hydrodynamischen Lagertheorie behandelt, die
in den spater aufgestellten Modellen bendtigt werden. Dabei wird insbesondere auf die
Losung der Reynoldsgleichung nach der Impedanz-Methode eingegangen, mit deren Hil-
fe ebenfalls die analytischen Lagerkrifte nach der Kurzlagertheorie hergeleitet werden.
Die theoretischen Grundlagen zu den spater durchgefiihrten Stabilitiats- und Bifurkati-
onsanalysen werden in Kapitel 3 présentiert. Nach Definition einiger Grundbegriffe dyna-
mischer Systeme wird die zugrunde liegende Theorie anhand der Vorgehensweise bei der
numerischen Bifurkationsanalyse dargelegt, die sich in drei Abschnitte (Bestimmung der
stationdren Losungen, Stabilitats- und Bifurkationsanalyse) untergliedern lasst. Danach
werden géngige Methoden zur Beschreibung quasi-periodischer bzw. chaotischer Attrak-
toren dargestellt. Um einen leichteren Einstieg ins Themengebiet zu ermoglichen, werden
in Kapitel 4 und 5 jeweils zuerst die Ergebnisse fiir konventionelle Gleitlager diskutiert,
bevor auf Schwimmbuchsenlager eingegangen wird. In Kapitel 4 wird zunachst mit Hilfe
eines symmetrisch gelagerten Laval-Rotors die Giiltigkeit der nach der Kurzlagertheorie
modellierten Lagerkrafte tiberpriift. Zur Einfithrung werden dann die beiden Methoden
ytransiente Hochlaufsimulation* und ,numerische Bifurkationsanalyse* miteinander vergli-
chen, wobei die auftretenden nichtlinearen Effekte anschaulich erlautert werden. Nach einer
linearen Stabilitdtsanalyse der Gleichgewichtslage wird ausfithrlich das nichtlineare Stabi-
litdts- und Schwingungsverhalten des ideal ausgewuchteten Rotors untersucht, wobei eben-
falls auf den Einfluss der Rotor- und Lagerparameter naher eingegangen wird. Schliellich
wird der Unwuchteinfluss gesondert betrachtet. In Kapitel 5 ist ein symmetrisch gelagerter
Kontinuumsrotor Gegenstand der Untersuchungen. Besonderes Augenmerk liegt auf den
sich fiir die selbsterregten Schwingungen einstellenden Rotorschwingungsformen, die eine
Klassifizierung der unterschiedlichen subsynchronen Schwingungen erfordern. Im Rahmen
der durchgefithrten Untersuchungen werden speziell der Einfluss gyroskopischer Effekte
und der Unwuchtverteilung entlang des Rotors auf das Stabilitatsverhalten beriicksichtigt.
Kapitel 6 widmet sich der numerischen Bifurkationsanalyse zweier in Schwimmbuchsen
gelagerter Turboladerrotoren unterschiedlicher Baugrofle, deren Stabilitéits- und Bifurkati-
onsverhalten mit den in den vorangegangenen Kapiteln gewonnenen Erkenntnissen erklart
wird. Die Arbeit schliet mit einer Zusammenfassung im 7. Kapitel.






Kapitel 2

Hydrodynamische Lagertheorie

Zur Lagerung rotierender Maschinenelemente werden haufig Gleitlager verwendet. Die
Druckverteilung im Lager wird durch die Reynoldsgleichung beschrieben. Hierbei handelt
es sich um eine partielle Differentialgleichung, deren Losung sich nur bei wenigen Son-
derféllen in analytischer Form darstellen lasst. Im Folgenden wird die Reynoldsgleichung
ausgehend von der allgemeinen Darstellung an die Randbedingungen eines Radiallagers
angepasst. Danach wird die Impedanz-Methode behandelt, die zur Erstellung von Kenn-
feldern fiir die Lagerkraftberechnung dienen kann. Zudem wird auf die Nédherungslosung
der Reynoldsgleichung nach der Kurzlagertheorie eingegangen, deren Gleichungen fiir die
Lagerkrafte mittels der Impedanz-Methode formuliert werden.

2.1 Reynoldsgleichung

Die Reynoldsgleichung ergibt sich unter Beriicksichtigung der Kontinuitédtsbedingung aus
den Navier-Stokes-Gleichungen fiir ein inkompressibles, Newtonsches Fluid konstanter Vis-
kositdt und konstanter Dichte. Die hier gegebene Darstellung folgt im Wesentlichen der
Herleitung aus [106]. Weitere Betrachtungen der Thematik sind beispielsweise in [15, 49]
gegeben.

Mit der dynamischen Viskositdt des Schmiermittels 7, der Schmierspalthohe A und den
Geschwindigkeiten der bewegten Oberflichen der Lagerschale U; und des Lagerzapfens Us
ergibt sich beispielsweise nach [106] die Reynoldsgleichung fiir Radiallager in der Form

o (h? dp o (h3 0p 0 oh
R e L 127 2.1
ox (n (9x> + Jy <77 8y> 68y (h(Uy + U3)) + ot (2.1)

welche die Druckverteilung p im Schmierspalt beschreibt.

Abbildung 2.3 zeigt ein vollumschlossenes kreiszylindrisches Gleitlager, das den Ausgangs-
punkt der folgenden Betrachtungen darstellt. Die Lagerschale (Radius R) und der Lager-
zapfen (Radius r = R — C, radiales Lagerspiel C') werden beide als starr und ideal kreiszy-
lindrisch vorausgesetzt, wobei sie beide jeweils mit einer konstanten Winkelgeschwindigkeit
w bzw. wg um ihre geometrischen Mittelpunkte Oz bzw. Og rotieren. Jedoch kann sich
nur der Lagerzapfen translatorisch bewegen. Dariiber hinaus bleiben beide Korper stets
achsparallel in Lagerléngsrichtung, so dass Schiefstellungen des Zapfens und der Schale
nicht berticksichtigt werden. Werden die Oberflichengeschwindigkeiten des Zapfens sowie
der Lagerschale durch die Beziehungen U; = Rwg bzw. Uy = Rw ersetzt, so nimmt nach
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Abbildung 2.1: Geometrie des vollumschlossenen kreiszylindrischen Gleitlagers.

Einfithrung von Zylinderkoordinaten (x,r, ¢) unter Verwendung von y = Rf die Reynolds-
gleichung die Form

1o (Kap\ 9 (K ap oh _oh
Lo (hmop hopy oh 2.2
2 06 (n ae) * (n a:p) Slwtws) 55 + 125 22)

ox

an.
Eine dimensionslose Notation der Reynoldsgleichung bietet den Vorteil, dass sie bei einer
geringeren Anzahl an Parametern dennoch auf beliebige Radiallager angewendet werden
kann. Daher konnen nach Normierung der Zeit 7 = wgt mit einer beliebigen Bezugswin-
kelgeschwindigkeit wy folgende dimensionslose Grofien eingefiihrt werden:

x e h C\? p w + wg
T T o c’ <R> 6wy’ wo (23)

Darin bezeichnet z die dimensionslose Koordinate in Lagerlangsrichtung sowie €2 ein Dreh-
zahlverhéltnis. Die Exzentrizitdt e des Lagerzapfens und die Spalthohe h werden auf das

radiale Lagerspiel C' bezogen. Die dimensionslose Reynoldsgleichung ergibt sich somit fiir
die in (2.3) definierte Druckkennzahl TT

0,501\ 1/D\*0 ( .00\ _ 0H _OH
ae(H ae>+4(L) ag(H ag)‘Qan”ar' 24)

Wird in sehr guter Ndherung die fiir eine ideale Kreisgeometrie von Zapfen und Schale
allseits bekannte Schmierspalthohe

h~C+ecosf bzw. H~1+eccosb (2.5)
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verwendet, so kann die rechte Seite der Reynoldsgleichung (2.4) umformuliert werden und
es ergibt sich

O (.50l 1/D\*>0 ( .o\ _, , , 1
50 <H 80) + 1 (L) 9 <H c%‘) = 2¢' cosf + 2esinf (¢’ — 590). (2.6)

Dabei bezeichnen (...)" = <L(...) stets Ableitungen nach der dimensionslosen Zeit 7.

Um ausgehend von Gleichung (2.6) die dimensionslose Druckverteilung IT im Lager zu
ermitteln, miissen noch Randbedingungen festgelegt werden. In axialer Richtung wird im
Allgemeinen an den Lagerenden

1
M=0 fir =7 (2.7)

gefordert. Fiir die Randbedingungen in Umfangsrichtung gibt es verschiedene Ansétze [49].
Dabei werden die folgenden klassischen Randbedingungen héufig verwendet(vgl. Abbildung
2.2):

e Sommerfeld-Randbedingungen:

=0 fir 6=0,2r. (2.8)

e Giimbel- bzw. ,Halb-Sommerfeld“-Randbedingungen:

=0 fir =07 und 7w<6<27. (2.9)

e Reynolds-Randbedingungen:

[I=0 fir #=0,0, und 6, <60 <27,
o1l (2.10)

Bei Annahme von Sommerfeld-Randbedingungen ergibt sich ein 27-periodischer Druckver-
lauf, der zum engsten Spalt bei § = 7 punktsymmetrisch ist. Der im divergierenden Spalt-
bereich vorherrschende Unterdruck ist vom Betrag her genauso grof wie der Uberdruck
im konvergierenden Spaltbereich. Diese Randbedingungen stimmen deshalb nicht mit der
Realitét tiberein, weil ein Olfilm die aus einem Unterdruckgebiet resultierenden Zugkréfte
nur begrenzt iibertragen kann.

Eine einfache Anpassung der aus den Sommerfeldschen Randbedingungen erhaltenen
Losung erfolgt durch die Randbedingungen nach Giimbel, wonach der im divergierenden
Spaltbereich herrschende negative Druck zu Null gesetzt wird. Damit beriicksichtigen
diese Randbedingungen die Tatsache, dass der Olfilm nur geringe Zugkréfte aufnehmen
kann. Jedoch liegt dann an einer Stelle des Umfangs eine Unstetigkeit im Druckverlauf
vor, die unvertraglich mit der Kontinuitatsbedingung ist.

Die Reynolds-Randbedingungen fordern das Verschwinden der ersten Ableitung an der
Ubergangsstelle 0; fir den Druckverlauf, womit einerseits das Auftreten von Unterdruck
und andererseits die Unvertraglichkeit mit der Kontinuitatsgleichung vermieden wird. Der
Nachteil liegt darin, dass fiir diese Art von Randbedingungen zwingend numerische Verfah-
ren zur Bestimmung der Nullstelle bzw. Integrationsgrenze ¢, eingesetzt werden miissen.



12 Kapitel 2. Hydrodynamische Lagertheorie
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Abbildung 2.2: Druckverlaufe in Umfangsrichtung bei verschiedenen Randbedingungen:
a) Sommerfeld. b) Giimbel. ¢) Reynolds.

2.2 Impedanz-Methode

Heutzutage nehmen rechnergestiitzte Simulationsverfahren zur Lagerauslegung immer
mehr an Bedeutung zu. Eine Unterteilung der typischen Gleitlagerberechnungsverfah-
ren kann zum einen in Kennfeldl6sungen und zum anderen in Verfahren vorgenommen
werden, bei denen die Losung der Reynoldsschen Differentialgleichung in jedem Zeit-
schritt numerisch erfolgt. Bei den sogenannten Kennfeldlosungen werden fiir Gleitlager
mit einem bestimmten Breiten-Durchmesser-Verhéltnis L/D dimensionslose Kennfelder
erstellt. Aus dem vorab erstellten Kennfeld kénnen dann in der Simulation fiir jeden
Berechnungsschritt die entsprechenden Werte fiir die Lagerkrifte interpoliert werden.
Speziell bei der Impedanz-Methode wird der kombinierte Bewegungszustand aus Drehung
und Verdrangung in einen hydrodynamisch &dquivalenten reinen Verdrdngungszustand
transformiert. Dadurch reduziert sich die Dimension der Kennfelder fiir ein bestimmtes
Breiten-Durchmesser-Verhéltnis L/D auf zwei unabhéngige Grofien. Als weitere Kenn-
feldmethoden sind zu erwéhnen:

e Verfahren der tiberlagerten Tragkréfte,

e Verfahren der iiberlagerten Tragdriicke.

Die Vorteil der Impedanz-Methode gegeniiber anderen Berechnungsverfahren liegt in den
relativ kurzen Berechnungszeiten. Allerdings werden folgende Vereinfachungen vorausge-
setzt:
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e Kreiszylindrisches Radiallager mit starren Gleitflichen ohne axiale Geschwindigkei-
ten,

e konstante Viskositdt und Dichte im gesamten Schmierspalt,
e keine Zapfen- oder Schalenschiefstellung (Parallelspalt in Breitenrichtung).

Hierbei ist anzumerken, dass die meisten in den technischen Anwendungen verwendeten
Gleitlager keine ideale kreiszylindrische Geometrie besitzen. Haufig sind Freirdumungen,
Nuten, Schmiertaschen oder Olzufithrbohrungen in den Lagern vorzufinden, die nach der
klassischen Impedanz-Methode nicht berticksichtigt werden kénnen. Um auch den Ein-
fluss einer verbesserten Modellbildung des hydrodynamischen Lagers zu bewerten, miissen
deutlich rechenzeitintensivere Berechnungsverfahren eingesetzt werden. Dazu wird die all-
gemeine Reynoldsgleichung in jedem Berechnungschritt numerisch gelost. Bei zusétzlicher
Beriticksichtigung lokaler Deformationen im Lager kénnen dann elastohydrodynamische
Verfahren (EHD-Methoden) angewandt werden.

2.2.1 Allgemeines Vorgehen

Die Impedanz-Methode [16] ist ein Kennfeldverfahren, das auf der von Booker entwickelten
Mobility-Methode [6] basiert. Da bei der Herleitung der klassischen Reynoldsgleichung die
Trégheitskrifte vernachlassigt werden, kann ein Bezugssystem so gewahlt werden, dass ein
reiner Verdrédngungszustand entsteht.

Ausgangspunkt der folgenden Betrachtungen bildet die Reynoldsgleichung (2.6) in dimen-
sionsloser Form. Die Impedanz-Methode beruht auf der Tatsache, dass fiir den Lagerzapfen

Abbildung 2.3: Winkel a0 zwischen dem Verdréngungsgeschwindigkeitsvektor und dem Ein-
heitsvektor e,, der in Richtung der Exzentrizitat ¢ zeigt.

ein sich mit der Winkelgeschwindigkeit 1/2 €y um die z-Achse drehendes Relativsystem
existiert, in dem aus Sicht eines Beobachters ausschliellich eine Druckentwicklung infolge
einer Verdrangungsbewegung (und keine infolge einer Drehbewegung) stattfindet. Damit
kann ein Verdrangungsgeschwindigkeitsvektor v, eingefithrt werden, der stets in Richtung
der n-Achse des (n,()-Koordinatensystems zeigt (vgl. Abbildung 2.3). Er steht mit den
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Komponenten der Verdrangungsbewegung ¢’ und der Drehbewegung ¢’ aus dem (z, 7, ¢)-
Koordinatensystem im Zusammenhang

0 10\ (0 0 0
Vve=1|e | -1 0 | x]e|= g = | vscosa , (2.11)
e¢ 0 0 € ((b’ — %QU> —vssina)

worin v, = v4/(Cwyp) ist. Dadurch kann die Reynoldsgleichung (2.6) mit Hilfe des Betrags
des Verdrangungsgeschwindigkeitsvektors vs = |v]| in

9 ( 50\  1/D\*9 ( .0\ __
60<H 80>+4<L) (%(H &%) = 20, cos(a + 0) (2.12)

umformuliert werden. Die rechte Seite der Reynoldsgleichung (2.12) hiangt nun weder von
den Winkelgeschwindigkeiten ¢, £2o noch von der radialen Zapfengeschwindigkeit " ab.
Die Lagerkréifte in dimensionsloser Form kénnen durch Integration

92 92
f::3/ I1,, cos A d f;:za/ 1, sin 6 dé . (2.13)
91 91
mit Hilfe des tiber die Lagerbreite gemittelten dimensionslosen Druckes

M, = [ IIdz (2.14)

M=

bestimmt werden. Die Integrationsgrenzen in (2.13) hiangen davon ab, welche Randbedin-
gungen in Umfangsrichtung angenommen werden. Unter Berticksichtigung der Sommer-

feldzahl

N\ W
50= (R) nwoLD (2.15)
fiir eine bestimmte Belastung W des Lagers ergibt sich ein Zusammenhang
= Soﬁ fir i=r¢ (2.16)
w

fiir die Kraftkomponenten. Um die Abhangigkeit der Kraftkomponenten von der Verdran-
gungsgeschwindigkeit v, zu eliminieren, konnen die dimensionslosen Komponenten f* mit
U5 durch sogenannte Impedanzvektorkomponenten Wh gemaf

fi==oW,, fir i=rg (2.17)

verkniipft werden. Die Impedanzvektoren konnen fiir bestimmte Breiten-Durchmesser-Ver-
héltnisse L/D in Abhéngigkeit von diskreten Werten fiir € sowie o vorab berechnet und in
Impedanzkennfelddateien abgelegt werden. Die Impedanz-Methode eignet sich besonders
gut fiir den Rechnereinsatz, da die numerische Losung der Reynoldsgleichung in jedem
Rechenzeitschritt nicht mehr notwendig ist. Aus der momentanen Zapfenschwerpunktsge-
schwindigkeit &’ bzw. £¢’ und der Winkelgeschwindigkeit {2y werden mit (2.11) der Winkel o
sowie die Verdriangungsgeschwindigkeit v ermittelt. AnschlieSfend werden die Lagerkréfte
(2.17) mittels der aus dem Kennfeld interpolierten Impedanzkomponenten bestimmt. In-
nerhalb dieser Arbeit wird bei der Lagerkraftberechnung nach der allgemeinen Reynolds-
gleichung (2.6) auf die in [89] erstellten Impedanz-Kennfelder zuriickgegriffen.
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2.2.2 Kurzlagertheorie

In diesem Abschnitt werden die Gleichungen fiir die Lagerkrifte unter Verwendung der
Impedanz-Methode fiir ein kurzes Lager L/D < 1 hergeleitet (siche beispielsweise [16,
115]), wobei die sogenannte Kurzlagertheorie auf der Arbeit von DuBois und Ocvirk
[22] beruht. Bei Gleitlagern mit einem Breiten-Durchmesser-Verhéltnis L/D < 1/2 kann
der Druckgradient in Umfangsrichtung %1; gegeniiber dem Gradienten in Breitenrichtung
g—g vernachlassigt werden, so dass nachfolgend der erste Term auf der linken Seite der
Reynoldsgleichung (2.12) nicht mehr berticksichtigt wird. Die vereinfachte Differentialglei-

chung kann damit jetzt zweimal nach z integriert werden. Unter Annahme der Randbe-

dingungen II = 0 an den Stellen x = —% und © = % ergibt sich fiir den Druck
L\* 1
1= (49?2 - 1) U5 cos(a + 6) <D> e (2.18)
oder iiber die Breite gemittelt
2_ L\* 1
I, = —30s cos(a + 0) (D> ek (2.19)
Ein positiver Druck liegt im Bereich zwischen 6; = %ﬂ' —a und 0y = %71’ — «a vor. Folglich

gelten die Giimbelschen Randbedingungen. Die Impedanzvektorkomponenten WZT und
W, folgen nach Einsetzen von (2.19) in (2.13) unter Berticksichtigung von (2.17)

2

. , LN? " , L
W, =2 (]:,?2 cosa — I3'sin oz) <D> , Wig=2 (]?}1 cosa — I2%sin a) (D) . (2.20)
Der darin enthaltene Ausdruck
) P2 .
Ik = / sin? ¢ cos® ¢H ™ d¢ (2.21)
é1

wird auch Gleitlagerintegral genannt. Die Ergebnisse fiir die in (2.20) vorkommenden In-
tegrale (vgl. [7, 115]) kénnen wie folgt dargestellt werden:

1 2e cosa (3 + (2 — 5e?) sin? )
]O2 — 1 2 2 ]00
3T (1 — e [< F2)LT (1—c2sin’a)? ’
2e sin® o
M= 2.22
3 (1 —e2sin?a)?’ (222)
720 _ 1 o, 2ecosa (1—(2—¢%sin®a)
B —e?) |t (1 — e2sin? )2 ’
mit
100 _ arccos(—0A) + arccos(—dB) (2.23)
(1—-¢?)
und
. 5+sil.r10z 7 B E—Sil.qoz 7 5 1, cosaa>0 (2.24)
1 +esina 1l —esina —1, cosa < 0.
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Die Transformation der Impedanzkomponenten W, und W ins (n, ¢)-Koordinatensystem
ist tiber die Zusammenhéange

W;n = W;r cos o — W;,qb sin o W;,C = Wl*,r sina + W;¢ Cos (. (2.25)

gegeben. Uber die Komponenten W;,n und WI*,C kann dann die Riicktransformation in das
urspriingliche Koordinatensystem durchgefiihrt werden.

Da nach der Kurzlagertheorie in der Reynoldsgleichung das Breiten-Durchmesser-
Verhéltnis nicht mehr beriicksichtigt wird, konnen in diesem Fall von L/D unabhéngige
Impedanzvektorkomponenten

. (LN?

Wi, =W,/ <D> fir i=1n,¢ (2.26)
definiert werden. Wenn weiterhin f; = —v,W;; gilt, ergibt sich infolgedessen der in der
Kurzlagertheorie iibliche Zusammenhang zwischen den Kraftkomponenten

1 F .

worin S, die modifizierte Sommerfeldzahl

S, = ;0 (g)Q (2.28)

bezeichnet. Demzufolge sind die Impedanzvektorkomponenten Wy,, Wi, im Fall ei-
nes Kurzlagers nur noch abhéngig von ¢ und «a. Abbildung 2.4 zeigt das berechnete
Impedanz-Kennfeld nach der Kurzlagertheorie, aus dem die Symmetrie beziiglich der
(-Achse erkennbar ist. Die darin enthaltenen Kurven représentieren die Resultierenden
Wies = /W7, + W7, der vom Breiten-Durchmesser-Verhiltnis unabhangigen Impedanz-
vektoren mit gleichem Betrag.

1F

0.5¢

Abbildung 2.4: Impedanz-Kennfeld nach der Kurzlagertheorie.



Kapitel 3

Stabilitdts- und Bifurkationstheorie
nichtlinearer dynamischer Systeme

In vielen Problemstellungen der Mechanik ist eine angemessene Beschreibung der physika-
lischen Vorgéange durch lineare dynamische Systeme moglich. Bei gleitgelagerten Rotoren
kann dagegen die Linearisierung der zugrunde liegenden nichtlinearen Bewegungsgleichun-
gen um die Gleichgewichtslage eine zu starke Vereinfachung darstellen und bildet somit in
diesen Fallen nur einen begrenzten Teil der Realitat ab.

Im Gegensatz zu linearen Systemen konnen nichtlineare Systeme ein komplexes dyna-
misches Verhalten aufweisen. Neben Gleichgewichtslagen und periodischen Schwingungen
konnen in einem eingeschwungenen Zustand ebenfalls Bereiche quasi-periodischer oder
chaotischer Schwingungen auftreten. Aulerdem koénnen typische nichtlineare Effekte wie
beispielsweise Sprungphénomene, Hysterese-Erscheinungen sowie Synchronisationseffek-
te stattfinden. Da die Beschreibung der nichtlinearen Phénomene mittels analytischer
Néherungsmethoden {tiblicherweise schon fiir wenige Freiheitsgrade einen groflen Aufwand
mit sich bringt, wird fiir die Beurteilung des Stabilitéits- und Bifurkationsverhaltens grofier,
komplexer nichtlinearer Systeme oftmals nur das transiente Verhalten im Zeitbereich ana-
lysiert. Die dabei beobachteten Effekte sind teilweise schwer zu deuten und eine effiziente
bzw. systematische Untersuchung des Einflusses der Systemparameter auf das nichtlineare
dynamische Verhalten kann sich als sehr schwierig und aufwendig gestalten.

Zur systematischen Analyse von Systemen nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichun-
gen bieten sich daher Methoden der numerischen Pfadverfolgung an, welche heutzutage
eine schnelle und effiziente Stabilitats- und Bifurkationsanalyse sowohl von Gleichgewichts-
lagen als auch von periodischen Losungen ermoglichen. Im Folgenden wird deshalb auf
die numerischen Methoden der Pfadverfolgung sowie die Grundlagen der Stabilitats- und
Bifurkationstheorie fiir nichtlineare dynamische Systeme eingegangen. Zudem werden die
innerhalb der Arbeit zur Beschreibung quasi-periodischer und chaotischer Attraktoren ver-
wendeten Methoden vorgestellt.

3.1 Grundbegriffe

Im Rahmen dieses Abschnitts werden die wichtigsten Bezeichnungen, Begriffe und Sétze
aufgefithrt, die fiir spdatere Anwendungen bendtigt werden.
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Dynamisches System

Ein dynamisches System stellt die mathematische Formulierung eines deterministischen
Prozesses dar. Das wichtigste Beispiel fiir ein zeitkontinuierliches dynamisches System ist
das n-dimensionale System autonomer gewo6hnlicher Differentialgleichungen

x=f(x,a), x,feR", acR™, (3.1)

von dem im Folgenden stets ausgegangen wird. Das nichtlineare Vektorfeld f(x, ) auf der
rechten Seite des autonomen Systems (3.1) sei dabei ausreichend oft stetig differenzier-
bar (glatt). Im Parametervektor a sind die m Parameter des Systems enthalten. Unter
einer Trajektorie des dynamischen Systems wird die Losung der Gleichung (3.1) mit den
Anfangsbedingungen x(t = ty, a) = x° fiir feste Parameterwerte von « verstanden.

In den folgenden Kapiteln konnen nach der Modellbildung unter Verwendung bekannter
Methoden der Dynamik die nichtlinearen Bewegungsgleichungen des mechanischen Sy-
stems aufgestellt werden. Nach Einfiihrung eines Zustandsvektors y koénnen die Bewe-
gungsgleichungen im Allgemeinen in eine nicht-autonome! Zustandsform

y=gy, at), y,geR", acR”, teR, (3.2)

transformiert werden, wobei die Vektorfunktion g(y, a) erneut stetig differenzierbar sei. In
der Rotordynamik sind die zeitabhéngigen Einwirkungen héufig durch drehzahlperiodische
Funktionen gegeben. Indem eine weitere Zustandsgrofie ¢ = 2m¢/T eingefiihrt wird, kann
das n-dimensionale T-periodische nicht-autonome System zu einem (n + 1)-dimensionalen
autonomen System

}" = g(Yv ¢T/2Wa a) ) (33&)
¢ =2r/T (3.3b)

erweitert werden. Um das erweiterte System (3.3) einer Stabilitéts- und Bifurkationstheorie
von autonomen Systemen zugdnglich zu machen, ist die Losung ¢ der neuen Zustandsva-
riable zu beschranken. Dafir wird in [76] die Losung der Differentialgleichung (3.3b) in
der Form ¢ = 27 ¢/T mod 27 vorgeschlagen (mod ist die Modulo-Funktion), womit ¢ nur
noch Werte im Bereich 0 < ¢ < 27 annehmen kann. Folglich kann nach Definition des
Zustandsvektors x = [y, ¢]” das autonome System in (3.1) erhalten werden.

Dariiber hinaus ist zu beachten, dass ebenfalls jedes nicht-periodische, nicht-autonome
System der Ordnung n in ein autonomes System der Ordnung n+ 1 umgeschrieben werden
kann. Jedoch sind die Losungen in diesem Fall nicht mehr beschriankt (¢ — oo, wenn
t — 00).

Typen von Losungsverhalten

Bei der Untersuchung dynamischer Systeme interessiert vor allem das asymptotische Ver-
halten von Losungstrajektorien fiir ¢ — oo. Daran kntipft die Definition einer Grenz-
menge an, die den transienten Ubergang in einen eingeschwungenen Zustand nicht mehr

!Ergeben sich bei der Modellierung des mechanischen Systems keine zeitabhingigen GroBen, wie z.B.
zeitabhéngige duflere Krafte oder auch Parametererregungen, konnen hier die Bewegungsgleichungen direkt
in die autonome Zustandsform (3.1) iiberfithrt werden.
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berticksichtigt. Die Grenzmenge ist demnach die Menge aller Zustidnde x € R"” im Zu-
standsraum, die Haufungspunkte des dynamischen Systems (3.1) fiir ¢ — oo darstellen
(siche beispielsweise [76]). Die Grenzmenge kann anschaulich als die Darstellung der ein-
geschwungenen Losung im Zustandsraum aufgefasst werden, worin die Zeit ¢ nicht mehr
explizit vorhanden ist. Das Konzept der Grenzmenge lasst sich analog auch auf negati-
ve Zeiten t — —oo iibertragen®. Dabei konnen folgende vier grundlegenden Typen von
Losungsverhalten samt ihrer zugehorigen Grenzmenge unterschieden werden (vgl. Abbil-
dung 3.1):

e Gleichgewichtslosungen:
An einer Gleichgewichtslosung verschwindet das Vektorfeld, so dass sich eine kon-
stante Losung fiir alle Zeiten ergibt. Thre Grenzmenge ist die Gleichgewichtslage
selbst.

e Periodische Losungen:
Fiir eine periodische Losung gilt die Periodizitdtsbedingung x(t + T') = x(¢) mit
einer minimalen Periode 7' > 0. Eine isolierte periodische Losung liegt vor, wenn
in ihrer unmittelbaren Nachbarschaft keine weiteren geschlossenen Losungen existie-
ren. Im autonomen Fall (selbsterregte Schwingungen) wird eine isolierte periodische
Losung auch als Grenzzyklus bezeichnet. Im Zustandsraum ergibt sich damit eine
geschlossene Kurve als Grenzmenge.

e Quasi-periodische Losungen:
Quasi-periodische Losungen setzten sich aus einer Uberlagerung von einer abzihl-
baren Anzahl periodischer Losungen unterschiedlicher Kreisfrequenz zusammen. Die
(positiven) Kreisfrequenzen w; miissen rational linear unabhéngig bzw. inkommen-
surabel sein, so dass ihre Summe Y k;w; fiir beliebige ganzzahlige Zahlen k; nicht
verschwindet. Quasi-periodische Losungen bewegen sich im Zustandsraum damit auf
der Oberfliache eines Torus. Hierbei bildet die Oberfliche des Torus die Grenzmenge.

e Chaotische Losungen:
Aus einer praktischen Sichtweise konnen chaotische Losungen dartiber definiert wer-
den, dass sie keinem der bisher beschriebenen Losungstypen zugeordnet werden
koénnen. AuBerdem besitzen sie eine sensitive Abhéngigkeit gegeniiber Anderungen
der Anfangsbedingungen. Thre Grenzmenge wird chaotischer Attraktor genannt.

Bezugnehmend auf die Schwingungslehre werden im Folgenden sowohl die Gleichgewichts-
lage als auch die periodische Lésung zusammen als stationédre Losungen® bezeichnet. Dage-
gen beschreiben die quasi-periodischen sowie chaotischen Losungen aperiodische Vorgénge.
Ebenfalls wird weitgehend nicht mehr zwischen asymptotischen Losungen und ihren Grenz-
mengen explizit differenziert.

2Hierbei handelt es sich um instabile Losungen im Sinne Ljapunows.
30ftmals wird im Rahmen der nichtlinearen Dynamik ausschlieSlich fiir die Gleichgewichtslage die
Bezeichnung stationédre Losung verwendet.
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Abbildung 3.1: Zapfenorbits des starren Laval-Rotors in Gleitlagern [65] als Beispiel fir
die vier Typen von Loésungsverhalten: a) Gleichgewichtslosung. b) Periodische Losung.
¢) Quasi-periodische Losung. d) Chaotische Losung.

Bifurkationsdiagramm

Ein Bifurkationsdiagramm ist gewohnlich eine zweidimensionale Graphik*, welche das
globale Losungsverhalten eines dynamischen Systems in Abhéngigkeit eines gewéhlten
System- bzw. Bifurkationsparameters «; kompakt und ausfithrlich darstellt. Im Bifurka-
tionsdiagramm werden bei einer diskreten Variation des Parameters a; die verschiedenen
Typen von (asymptotischen) Losungen im (n+ 1)-dimensionalen Zustandsparameterraum
R™ x R durch eine moglichst aussagekriftige, parameterabhéngige Kenngrofie k& = k(aq)
beschrieben, die sich tiber bestimmte Zustédnde der Grenzmenge definieren. Bei stationéren
Losungen (Gleichgewichtslagen und periodische Losungen) bilden die Anzahl der berech-
neten Losungen dann naherungsweise kontinuierliche Kurven, welche als (Losungs-)Aste
bezeichnet werden. Mehrfach—periodische Losungen sind tiblicherweise durch mehrere Aste
gekennzeichnet. Im Allgemeinen werden stabile Aste als durchgezogene Linien sowie insta-
bile Aste als strichlierte Linien abgebildet. Dagegen konnen quasi—periodische und chaoti-
sche Losungen gewohnlich nicht mehr als einzelne Kurven in einem Bifurkationsdiagramm
wiedergegeben werden, sondern bilden einen aus vielen Punkten bestehenden, verwischt
erscheinenden Bereich (,,Punktwolke®). SchlieBlich werden zumeist die Bifurkationspunk-
te noch anhand von graphischen Symbolen deutlich hervorgehoben. Demzufolge bietet
das Bifurkationsdiagramm einen guten Uberblick iiber das globale Losungsverhalten in
Abhéngigkeit eines Systemparameters, worin insbesondere auch koexistierende Losungen
einfach zu erkennen sind.

In der Rotordynamik bieten sich fiir die Wahl der charakteristischen Kenngrofie k = k(ay)
die lokalen Maxima und Minima der relevanten Verschiebungen an, die gegeniiber der
Rotordrehzahl (Bifurkationsparameter ;) aufgetragen werden. Da bei gleitgelagerten Ro-
toren nur ein einziger Ast von Gleichgewichtslagen existiert, kann damit zwischen Gleich-
gewichtslagen und periodischen Losungen im Bifurkationsdiagramm unterschieden werden
(vgl. Abbildung 3.2). Jedoch ist die Unterscheidung zwischen quasi—periodischen und chao-
tischen Losungen alleine anhand des Bifurkationsdiagramms normalerweise nicht moglich.

4Dreidimensionale Bifurkationsdiagramme sind bei Variation von zwei Systemparametern genauso
moglich.
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Abbildung 3.2: Prinzipskizze eines Bifurkationsdiagramms fiir gleitgelagerte Rotoren.

3.2 Stabilitit und Bifurkationen stationirer Losungen

Fir die Stabilitats- und Bifurkationsanalyse stationdrer Losungen (Gleichgewichtslagen
und periodische Losungen) nichtlinearer dynamischer Systeme existieren in der Literatur
eine grofie Anzahl sowohl analytischer als auch numerischer Verfahren (siehe beispielsweise
[29, 69, 97, 114]). Eine grofie Herausforderung bei beiden Methoden liegt in der Berech-
nung der stationdren Losungen, um sie dann einer linearen Stabilitédtstheorie sowie einer
Bifurkationstheorie bei Variation von Systemparametern zugénglich zu machen.

Wihrend analytische Stabilitdts- und Bifurkationsuntersuchungen in der lokalen Umge-
bung von Gleichgewichtslagen weitestgehend ohne gréfleren Aufwand méglich sind, wer-
den insbesondere zur Bestimmung der periodischen Losungen (selbsterregte Schwingungen)
Néherungsverfahren wie beispielsweise die harmonische Balance, das Ritz- bzw. Galerkin-
Verfahren, Mittelwertbildungsverfahren nach Krylov-Bogoliubov und Mitropolsky, etc. an-
gewandt. Demgegentiber steht die analytische Bifurkationstheorie (Zentrumsmannigfaltig-
keitstheorie), bei der in der lokalen Umgebung einer Bifurkation eine Reduktion des nicht-
linearen Differentialgleichungssystems vorgenommen wird. Danach liegt fiir die vereinfach-
ten Gleichungen meistens eine analytische Losung vor. Im Fall von gleitgelagerten Rotoren
wird bei Anwendung von analytischen Verfahren normalerweise eine numerische Auswer-
tung der Ergebnisse notwendig, so dass der Vorteil eines klar ersichtlichen funktionalen
Zusammenhangs zwischen einzelnen Systemparametern entfillt. Daher wird oftmals von
semi-analytischen Methoden gesprochen. Kann jedoch das zugrunde liegende technische
System vereinfacht werden, ohne dabei das Systemverhalten allzu sehr zu beeintrachtigen,
so konnen die Ergebnisse in der Regel tibersichtlich in einer analytisch geschlossenen Form
dargestellt werden. Fiir solche Falle sind analytische Verfahren vorzuziehen.

Dagegen ist heutzutage die numerische Pfadverfolgung von Gleichgewichtslagen und perio-
dischen Loésungen in Abhéangigkeit von gewéhlten Systemparametern mittels rechenzeitef-
fizienter Algorithmen eine weit etablierte Methode [97]. Dariiber hinaus werden in einer
sogenannten numerischen Bifurkationsanalyse die Stabilitat der ermittelten Losungen be-
urteilt sowie Bifurkationen detektiert. Die Vorteile einer numerischen Bifurkationsanalyse
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liegen hauptséchlich darin, dass im Gegensatz zu analytischen Methoden einerseits die
Nichtlinearitdten in den Differentialgleichungen vollstandig beriicksichtigt werden und an-
dererseits auch groflere, komplexere Systeme analysiert werden kénnen.

Fir die Anwendung numerischer Methoden der Bifurkationstheorie auf konkrete Pro-
blemstellungen existieren gegenwértig speziell geeignete Softwarepakete wie beispielsweise
MATCONT, AUTO, PATH sowie BIFPACK. Im Rahmen der Arbeit wird fiir die numeri-
sche Bifurkationsanalyse ausschliellich das MATLAB-Paket MATCONT verwendet. Auf
die dabei angewandten numerischen Methoden wird in den folgenden Abschnitten kurz
eingegangen. Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung sowie die genaue Implementierung in
MATCONT sei daher auf [24, 48] verwiesen.

Die Vorgehensweise bei einer numerischen Bifurkationsanalyse l4sst sich bei Variation eines
Systemparameters grob in drei Teilbereiche gliedern:

1. Bestimmung und Verfolgung der stationdren Losungen.
2. Beurteilung der stationaren Losungen beziiglich ihrer Stabilitét.
3. Detektion der Bifurkationen auf dem verfolgten Losungsast.

Neben der Pfadverfolgung bilden die Grundlagen fiir die numerische Bifurkationsanaly-
se die Stabilitats- und die Bifurkationstheorie, die nachfolgend im Einzelnen vorgestellt
werden.

3.2.1 Bestimmung der stationiren Losungen (Pfadverfolgung)

Bei der numerischen Berechnung von stationdren Losungen kann prinzipiell zwischen di-
rekten und indirekten Methoden unterschieden werden:

e Indirekte Methoden (,brute-force-Ansatz):

Beim , Brute-Force*-Ansatz werden numerische Zeitintegrationen des dynamischen
Systems an diskreten Werten fiir den gewéhlten Bifurkationsparameter durchgefiihrt,
bis jeweils ein eingeschwungener Zustand vorherrscht. Dabei ist zu beachten, dass
die Integrationszeit auf jeden Fall oberhalb der jeweils erforderlichen Einschwingzeit
des Systems liegt. Das Abschéitzen der Einschwingzeit bzw. das Erkennen des stati-
ondren Zustands stellt die grofite Schwierigkeit dieser Methode dar, zumal davon die
benotigte Rechenzeit abhangt. Der ,Brute-Force*-Ansatz lasst sich im Gegensatz zu
den direkten Methoden ohne weiteres auf beliebige nichtlineare dynamische Systeme
anwenden, die auch quasi—periodisches und chaotisches Verhalten aufweisen.

e Direkte Methoden:

Bei der direkten Berechnung von stationdren Losungen wird das autonome Differen-
tialgleichungssystem in ein nichtlineares Gleichungssystem (Gleichgewichtslage) oder
ein Randwertproblem (periodische Losung) umformuliert. Zu ihrer direkten Losung
bieten sich dann jeweils (gdngige) numerische Methoden an. Der Vorteil dieser Ver-
fahren gegeniiber einer einfachen Zeitintegration liegt neben geringeren Rechenzeiten
insbesondere in der Mdoglichkeit der Berechnung von instabilen Losungen im Sinne
Ljapunows.
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Gleichgewichtslagen

Ein System im Gleichgewicht befindet sich in einem Zustand, der sich nicht verdndert.
Gleichgewichtslagen bzw. stationdre Ruhelagen sind demnach konstante Losungen des dy-
namischen Systems (3.1), fiir deren Geschwindigkeiten & = 0 gilt. Eine Gleichgewichtslage
(Fixpunkt) liegt fiir einen vorgegebenen Parametervektor ) vor, wenn die Bedingung

(g ) = 0 (3.4)

erfillt wird. Das nichtlineare Gleichungssystem (3.4) dient somit als Ausgangspunkt zur
Bestimmung der Gleichgewichtslage x}, die auch gleichzeitig eine Losung der Gleichung
(3.1) darstellt.

Ein Anfangspunkt (x), &) kann beispielsweise mittels eines Newton-Raphson-Verfahrens
wie beispielsweise in MATCONT (vgl. [24]) als Losung des nichtlinearen Gleichungssy-
stems (3.4) ermittelt werden, der sich auf einem Ast bzw. Pfad des dynamischen Systems
(3.1) befindet. Die Aufgabe der Pfadverfolgung liegt nun darin, eine Folge von weiteren
Gleichgewichtslagen

(X(1)G7a(1)G>7 (XSGaa?)G)’ (ch,agc),

auf dem Losungspfad zu bestimmen. Ist bei Erfullung der Bedingung (3.4) die Vektorfunk-
tion f in einer Umgebung von (x{, a) m-mal stetig differenzierbar, dann gewihrleistet
der Satz iiber Implizite Funktionen unter Voraussetzung einer invertierbaren Jacobi-Matrix

Alaly) = %&:%G in der Umgebung von (x{, &) einen glatten, eindeutigen Ver-
lauf des Losungspfades [25, 97]. Um weitere Gleichgewichtslosungen auf dem Losungspfad
zu erhalten, konnen dhnlich wie bei einem Integrationsverfahren Préadiktor-Korrektor-
Verfahren mit einer Schrittweitensteuerung eingesetzt werden [97]. Weitere Einzelheiten
zur Implementierung in MATCONT finden sich beispielsweise in [19, 24].

Gleichzeitig zur Berechnung bzw. Verfolgung der Gleichgewichtslosungen konnen ihre Sta-
bilitat tberprift sowie Bifurkationspunkte detektiert werden. Die Vorgehensweise dazu
wird in den beiden folgenden Abschnitten zur Stabilitdts- bzw. Bifurkationsanalyse néher

erlautert.

Periodische Losungen

Periodische Losungen bzw. Grenzzyklen eines dynamischen Systems kennzeichnen sich
dadurch, dass der (Anfangs-)Zustand zu einem beliebig gewéhlten Anfangszeitpunkt nach
einer gewissen Periodendauer 7" wieder erreicht wird. Darum kann fiir eine effizientere
und allgemeinere Berechnungsmethode der periodischen Losungen® xop ein nichtlineares,
n-dimensionales Randwertproblem

XOP = f(XOP’ aop) 5 XOP(T) = XOP(O) (35)

in der Zeit ¢ formuliert werden, wobei sich die Randbedingungen aus der Periodizitétsbe-
dingung fiir den hier gewahlten Anfangszeitpunkt ¢; = 0 ergeben. Da im Rahmen dieser
Arbeit von autonomen Systemen ausgegangen wird, ist die Periode T" a priori unbekannt.

5Voraussetzung dafiir ist die Existenz von periodischen Losungen xop des dynamischen Systems fiir
den vorgegebenen Parametervektor ap, die nachfolgend stets angenommen wird.
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Zur Losung des betrachteten n-dimensionalen Randwertproblems (3.5) gibt es somit (n+1)-
Unbekannte. Nach einer Normierung der Zeit 7 = t/T beztiglich der unbekannten Peri-
odendauer 7" kann das urspriingliche Randwertproblem (3.5) um die triviale Beziehung
T" = 0 erweitert werden:

(3)=(T =) (). s

Zur Losung des (n + 1)-dimensionalen erweiterten Randwertproblems ist die Annahme
einer weiteren Randbedingung W[xp| notwendig, die hier ein von der periodischen Losung
xop abhéngiges, skalares Funktional darstellt. Bei dem Funktional W[xop| handelt es sich
lediglich um eine Phasenbedingung, damit eine periodische Losung unter allen moglichen
Losungen® eindeutig definiert wird. In [48] wird eine integrale Phasenbedingung der Form

qqx]ztéle@gxagf)dT::o (3.7)

vorgeschlagen, worin x,;;(7) eine periodische Referenzlésung ist. Damit sorgt die Phasenbe-
dingung (3.7) fiir einen minimalen Phasenunterschied zwischen der zu ermittelnden Lésung
x(7) und einer vorherigen bekannten Losung xq (7). In MATCONT wird dafir stets die
alte Losung des vorangegangenen Verfolgungsschritts gewahlt [20]. Fiir die Ermittlung der
periodischen Losungen konnen beispielsweise auch die in [69, 97| vorgestellten Phasenbe-
dingungen verwendet werden, die jedoch nach [48] weniger vertrauenswiirdig sind.

Zur Losung des erweiterten Randwertproblems (3.6) mit der unbekannten Periodendauer
T gibt es verschiedene numerische Verfahren, wie beispielsweise Einfach- und Mehrfach-
schieBverfahren, Finite-Differenzen-Verfahren, etc. (siehe z.B. [48, 97]). In MATCONT wird
zur Losung ein Kollokationsverfahren angewandt, das in [20, 48] néher beschrieben wird.
Die Durchfiithrung der Pfadverfolgung der periodischen Loésungen erfolgt in der gleichen
Weise wie im Fall von Gleichgewichtslagen (Préadiktor-Korrektor-Verfahren mit Schrittwei-
tensteuerung).

3.2.2 Stabilitatstheorie

Im Rahmen dieser Arbeit wird weitestgehend der Stabilitatsbegriff im Sinne Ljapunows
verwendet, der allein die Stoérungen der Anfangsbedingungen beriicksichtigt. Auf den wich-
tigen Fall der Parameterstorung wird bei der Behandlung der Bifurkationen eingegangen,
weshalb innerhalb dieses gesamten Abschnitts das autonome” dynamische System in (3.1)
fiir einen konstanten Parametervektor cy den Ausgangspunkt der Betrachtungen bildet.

Definition des Stabilitidtsbegriffs im Sinne Ljapunows

Zunachst wird vorausgesetzt, dass eine beliebige Losung xo(t) von (3.1) vorgegeben ist,
die als ungestorte Losung auf Stabilitat untersucht werden soll. Die Storung der Anfangs-
bedingungen fithrt auf die gestorte Losung x(¢) bzw. den Stérungsansatz

x(t) = xo(t) + Ax(t) (3.8)

5Da jede phasenverschobene Losung xgp(tg + T) bzw. Xop (79 + 1) ebenfalls eine Losung des nicht
erweiterten Randwertproblems darstellt, wird sie mittels einer beliebigen Phasenbedingung gegeniiber der
Zeitachse fixiert.

"Die innerhalb des Abschnitts vorgestellten allgemeinen Ergebnisse bzw. Aussagen iiber die Stabilitét
gelten in der gleichen Form auch fiir nicht-autonome Systeme.
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womit die Auswirkungen der Storungen Ax(t) auf die ungestorte Bewegung betrachtet
werden konnen. Infolgedessen kann der Begriff der Stabilitat im Sinne Ljapunows wie folgt
definiert werden:

e Dic ungestorte Losung x¢(t) ist stabil, wenn fir jedes € > 0 sich derart ein d(g) > 0
finden lisst, dass wihrend der gesamten Bewegung fiir den Abstand® zwischen der
gestorten und ungestorten Losung

|Ax(t)| <e Vt>t (3.9)
gilt, falls fiir die Anfangsbedingungen die Schranke

|Ax(to)| < d(e) (3.10)
eingehalten wird. Somit bleiben bei Wahl einer hinreichend kleinen Anfangsstorung
(< 0) auch die Stérungen zu allen spéteren Zeitpunkten kleiner als eine gewisse
Schranke ¢.

Die ungestorte Losung xo(t) ist instabil, wenn fiir ein ¢ keine Begrenzung () ge-
funden werden kann.

e Die ungestorte Losung xq ist attraktiv, wenn allein durch Begrenzen der Anfangsbe-

dingungen

|AX(t0)’ < (50 (311)
der Abstand zwischen gestorter und ungestorter Losung langfristig (¢ — oo) ver-
schwindet:

Jlim |Ax(t)| = 0. (3.12)

e Die ungestorte Losung x ist asymptotisch stabil, wenn sie gleichzeitig attraktiv und
stabil ist.

Attraktoren bzw. Repelloren sind ein typisches Merkmal dissipativer dynamischer Syste-
me. Attraktoren (Repelloren) sind Grenzmengen im Zustandsraum eines dynamischen Sy-
stems, die benachbarte Trajektorien fir ¢ — oo (f — — co) anziehen. Beispiele dafiir sind
stabile bzw. instabile Gleichgewichtslagen im Sinne Ljapunows. Die Menge aller Anfangs-
bedingungen im Zustandsraum, fiir den die entsprechende Trajektorie zu einem speziellen
Attraktor konvergiert, wird dabei als Einzugsgebiet des Attraktors bezeichnet. Bei Exi-
stenz mehrerer Attraktoren werden deren Einzugsgebiete durch eine Separatrix getrennt,
die durch einen Repellor gegeben ist. Abstofungsgebiete werden gleichermaflen iiber die
inverse Zeit t — — oo definiert.

8Der Abstand kann durch jede beliebige Vektornorm angegeben werden, wobei hier die Euklidische
Norm vorausgesetzt wird.
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Erste Methode von Ljapunow

Um schlielich die Stabilitét einer ungestorten Losung xo(t) zu beurteilen, werden nach der
Ersten Methode von Ljapunow die Losungen der im Allgemeinen nichtlinearen Stérungs-
differentialgleichungen bzw. Variationsgleichungen betrachtet, die sich nach Einsetzen des
Storungsansatzes (3.8) in (3.1) ergeben:

Ax = f(x, + Ax, o) — f(x,, ) . (3.13)

Der Sinn der Stabilitdtstheorie liegt nun darin, ohne Integration der im Allgemeinen nicht-
linearen Storungsgleichungen (3.13) auf die Stabilitat der ungestorten Losungen xq(t) des
dynamischen Systems (3.1) zu schlieBen.

Da fir die innerhalb dieser Arbeit betrachtete dynamische Systeme ausschliefilich
nichtlineare Storungsgleichungen vorliegen, miissen zwecks einer Stabilitdtsanalyse
der ungestorten Losungen xo(t) die Storungsgleichungen in Form der sogenannten
Storungsgleichungen der Ersten Nédherung linearisiert werden. Aus einer Taylorreihen-
entwicklung von (3.13) um die ungestorte Losung xo(¢) und Vernachléassigung der Terme
zweiter und hoherer Ordnung resultieren die Storungsgleichungen als ein lineares, homo-
genes Differentialgleichunsgssystem

AX(t) = A(t, o) Ax(t) (3.14)
mit der im Allgemeinen zeitvarianten Jacobi-Matrix

a i )
A, ap) = i) . (3.15)
an
x=xXq(t)
Die Beurteilung der Stabilitat der ungestorten Losung xo(¢) kann im Fall der streng linea-
ren Storungsgleichungen (3.14) tiber die sogenannten charakteristischen Groen erfolgen.
Dabei konnen in Abhéngigkeit des zu untersuchenden Losungsverhaltens xq(¢) grundsétz-

lich drei Falle unterschieden werden:
a) charakteristische Exponenten bei Gleichgewichtslagen xg = xog = const.,

b) charakteristische Multiplikatoren bei periodischen (auch mehrfach-periodischen) Lo-
sungen Xo(t) = xop(t) = xop(t + 1),

c) charakteristische Zahlen bzw. Ljapunow-Exponenten® bei aperiodischen Losungen
Xg(t).

Wiéhrend die Félle a) und b) in den folgenden Abschnitten detailliert behandelt wer-
den, wird die durch die Ljapunow-Exponenten verallgemeinerte Eigenwerttheorie im Ka-
pitel iiber chaotisches Verhalten vorgestellt. Prinzipiell konnen Ljapunow-Exponenten auch
beziiglich der Beurteilung der stationdren Losungen hinzugezogen werden. Jedoch bringt
insbesondere die Grenzwertbildung (¢ — 0o0) entlang einer Lésung X () einen erheblichen
Aufwand mit sich, weshalb die Bestimmung der Ljapunow-Exponenten praktisch keine Al-
ternative gegeniiber den beiden speziellen Methoden a) und b) fiir stationdre Losungen
darstellt.

9Die Ljapunow-Exponenten werden in [55] als charakteristische Zahlen eingefiihrt.
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Anzumerken bleibt, dass bei einer Linearisierung der urspriinglich nichtlinearen Stérungs-
gleichungen mit Hilfe der charakteristischen Gréflen nur zwischen asymptotischer Stabilitét
und Instabilitdt der ungestorten Losung xo(¢) unterschieden werden kann. Darum kann
ein sogenannter kritischer Fall fiir die charakteristischen Grofien eintreten, bei dem keine
Aussage mehr tiber die Stabilitdt des Systems getroffen werden kann. Auf diesen kritischen
Fall wird dann bei der Charakterisierung von Bifurkationen ausfiihrlich eingegangen.

a) Stabilitdit von Gleichgewichtslagen Wird als ungestorte Losung die Gleich-
gewichtslage xg = Xog = const. auf Stabilitdt untersucht, liegt eine zeitinvarian-
te Jacobi-Matrix (Systemmatrix) A(ay) des Differentialgleichungssytems der linearen
Storungsgleichungen

A%(t) = (o) Ax(t) (3.16)

vor. Uber die n Eigenwerte ); der linearen Systemmatrix A(cg) kann die Stabilitéit der
Gleichgewichtslage xg im Sinne Ljapunows beurteilt werden:

e Wenn die Realteile aller Eigenwerte von A () negativ sind, dann ist xo5 asympto-
tisch stabil.

e Wenn mindestens ein Eigenwert von A () einen positiven Realteil aufweist, dann
ist xoq instabil.

e Wenn ein oder mehrere Eigenwerte von A (ay) einen verschwindenden Realteil auf-
weisen und dagegen alle anderen Eigenwerte negative Realteile besitzen, dann liegt
ein kritischer Fall im Sinne Ljapunows vor.

Demzufolge kann nach der Ersten Methode von Ljapunow nur iiber die Stabilitédt von hy-
perbolischen!® Gleichgewichtslagen entschieden werden, wihrend eine nicht-hyperbolische
Gleichgewichtslage den kritischen Fall darstellt.

b) Stabilitit periodischer Losungen Hierbei wird von einer periodischen Lésung
Xo(t) = Xop(t) = Xop(t + T') als ungestorte Losung ausgegangen, womit sich eine zeitvari-
ante, periodische Systemmatrix A(t, ag) = A(t + T, o) fiir die Storungsgleichung der 1.
Néherung (3.14) ergibt. Daher kann (3.14) in ein System linearer Differentialgleichungen
mit periodischen Koeffizienten

Ax(t) = A(t, ag) Ax(t) mit A(t, ap) = At + T, o) (3.17)

umgeschrieben werden. Die Frage nach der Stabilitat der periodischen Losung xop(t) be-
antwortet in diesem Fall die Floquet-Theorie.

Fir das lineare Differentialgleichungssystem (3.17) existieren n linear unabhéngige
Losungsvektoren @) (5 = 1,2, ..., n). Die Komponenten aller n Loésungsvektoren
konnen dabei auch in den n Zeilenvektoren ®; (i = 1, 2, ..., n) dargestellt werden. Zu-

sammen ergeben sie die regulire n X n-Fundamentalmatrix'* ®(t) = (gbij (t)), fir die in der

0Fine hyperbolische Gleichgewichtslage liegt vor, wenn A (ay) keinen Eigenwert mit verschwindendem
Realteil besitzt.

1 Bei zeitvarianten Systemen hingt die Fundamentalmatrix vom Anfangszeitpunkt to ab. Im Folgenden
wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit ¢ty = 0 angenommen.
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Folge die Normierungsbedingung ®(0) = I gelten soll. Mit Hilfe der Fundamentalmatrix
®(t) kann bei bekannten Anfangsbedingungen Ax(0) = Ax, jede Losung von Gleichung
(3.17) gemésB

Ax(t) = ®(t) Ax, (3.18)

ermittelt werden. Unter Beriicksichtigung der Beziehung'? ®(t + T') = ®(T) ®(t) kann
ebenfalls die Losung zu einem spéateren Zeitpunkt ¢ + 7' angegeben werden:

Ax(t+T)=®(T)®(t) Axy bzw. Ax(t+7T) = ®(T)Ax(t). (3.19)

In der Folge wird die Fundamentalmatrix ®(7") zum Zeitpunkt 7" auch als Mondromiema-
trix

C=&(T) (3.20)

bezeichnet, die den Zusammenhang zwischen zwei um die Periodendauer 1" verschobenen
Losungen Ax(t) und Ax(t + T') wiedergibt. Die n Eigenwerte von C sind die charakteri-
stischen Multiplikatoren bzw. Floquet-Multiplikatoren pu;, iiber welche die Stabilitat der
periodischen Losung xop(t) bestimmt werden kann.
Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, kann nach Einfithrung einer invertierbaren, kon-
stanten n x n-Matrix Q eine lineare Transformation

B(t) = QU(t) (3.21)

des Systems (3.19) durchgefiihrt werden. Wird im speziellen fiir Q die Modalmatrix der
Monodromiematrix C gewéhlt, so folgt aus (3.19)

U(t+T)=DU(t). (3.22)

Unter der Annahme von n unterschiedlichen Eigenwerten p; ergibt sich dabei eine Diago-
nalmatrix in der Form

D = Q ' CQ = Diag(pu, pia, -- -, fin) - (3.23)
Dadurch wird das System (3.22) in die n Losungskomponenten

entkoppelt. Unter Beriicksichtigung der Beziehung C(kT) = CK(T') gilt des Weiteren fiir
ganze Zahlen k

Wt + kT) = i Wy(t) . (3.25)
Fiir den Grenzfall ¢ — oo bzw. k — oo lassen sich dann folgende Aussagen ableiten:

oo fir |u>1. (3.26)

U,(t) — {

12 Jede Fundamentalmatrix lisst sich als Matrizen-Exponentialfunktion darstellen:
P(t+T)=exp(A(t+T)) =exp(At) exp(AT) = (T) P(t).
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Fir den Spezialfall p; = 1 handelt es sich bei W;(¢) um eine periodische Losung mit der
Periode T, wahrend fiir u; = —1 sich eine Periode von 2T einstellt.

Bei Auftreten von mehrfachen Eigenwerten liegt die Matrix D in der Jordanschen Nor-
malform vor, wofiir die eben getroffenen Aussagen tiber die Beschranktheit der Losungen
U,(t) in (3.26) weiterhin unverdandert gelten (siehe [70]).

Um eine Aussage tiber die Stabilitdt der periodischen Lésung xop(t) zu treffen, ist es dem-
nach ausreichend, die Eigenwerte der Monodromiematrix C auszuwerten. Da die Mono-
dromiematrix C immer einen Eigenwert mit p; = 1 besitzt, erlauben die verbleibenden
n — 1 Kigenwerte die Beurteilung der Stabilitét:

e Die ungestorte periodische Losung xgp(t) ist asymptotisch stabil, wenn alle n — 1
Eigenwerte von C vom Betrag kleiner als eins sind.

e Die ungestorte periodische Losung xgp(t) ist instabil, wenn ein Eigenwert von C
existiert, der vom Betrag grofler als eins ist.

e Hat C keine Eigenwerte vom Betrag grofier als eins, aber mindestens einen Eigenwert
(von den n—1 Eigenwerten) vom Betrag gleich eins, dann ist asymptotische Stabilitat
der ungestorten periodischen Losung xop(t) ausgeschlossen und es liegt ein kritischer
Fall vor.

Diese Aussagen konnen anhand des Einheitskreises in der komplexen Ebene veranschaulicht
werden. Im Falle asymptotischer Stabilitat befinden sich n — 1 Eigenwerte innerhalb dieses
Einheitskreises, wobei sich ein Eigenwert stets auf der reellen Achse des Einheitskreises
aufhélt. Dagegen liegt im Falle von Instabilitdt mindestens ein Eigenwert auflerhalb des
Einheitskreises.

3.2.3 Bifurkationstheorie

Eine Bifurkation eines dynamischen Systems ist eine qualitative Anderung des Losungs-
verhaltens, die aus einer stetigen Variation eines oder mehrerer sogenannter Bifurkations-
parameter erfolgt. Diese Definition der Bifurkation ist nach Wiggins [122] noch unprézise,
da der Begriff ,qualitative Anderung® schwierig zu fassen ist. Wird nur die Dynamik in
einer lokalen Umgebung von Gleichgewichtslagen bzw. periodischen Losungen betrachtet,
so kann eine derartige Definition weitgehend umgangen werden. Eine typische mit einer
(lokalen) Bifurkation einhergehende Situation ist in diesen Fillen durch die Anderung der
Stabilitat (stabil — instabil, instabil — stabil) der betrachteten Losung in Abhéngigkeit
der mafgeblichen Parameter gegeben, womit sich ebenfalls die Anzahl der ,instabilen*
Eigenwertpaare bzw. Floquet-Multiplikatoren éndern. Eine notwendige aber nicht hinrei-
chende Bedingung fiir das Auftreten einer Bifurkation kann demnach iiber die Existenz
einer nicht-hyperbolischen Gleichgewichtslage bzw. periodischen Losung formuliert werden
[122]. Die entsprechenden Eigenwerte liegen folglich auf der imaginidren Achse (Gleich-
gewichtslage) bzw. auf dem Einheitskreis (periodische Losung). Erwédhnenswert bleibt,
dass die hier aufgefithrte allgemeine Definition einer Bifurkation eine Anderung des Sta-
bilitdtsverhaltens im Sinne Ljapunows der betrachteten Losung nicht voraussetzt!®. Nach
Seydel [97] konnen beispielsweise alle sich in der Bifurkation treffenden Losungséste sogar

13Bei der nachfolgenden Charakterisierung der Bifurkationen wird trotzdem von einem Stabilitatswechsel
der betrachteten Losung ausgegangen.
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instabil sein. Dennoch ist die (lokale) Bifurkationstheorie eng mit der Stabilitdtstheorie
stationdrer Losungen (Erste Methode von Ljapunow) verwandt. In diesen Fallen wird des-
halb von lokalen Bifurkationen gesprochen.

Im Gegensatz dazu stehen die globalen Bifurkationen, die nicht anhand der Eigenwerte
von Gleichgewichtslagen bzw. periodischen Losungen nachgewiesen werden kénnen. Statt-
dessen beteiligen sich an einer globalen Bifurkation eines dynamischen Systems die (hyper-
bolischen) instabilen stationdren Losungen vom Satteltyp sowie deren stabile und instabile
invariante Mannigfaltigkeiten. Eine lokale stabile bzw. instabile Mannigfaltigkeit einer hy-
perbolischen instabilen Losung ist definiert als eine Menge von Punkten im Zustandsraum,
die fiir t — oo bzw. t — —o0 gegen diese Losung konvergieren. Die entsprechende Verall-
gemeinerung des Begriffs der stabilen Mannigfaltigkeit ist der Begriff des Einzugsgebiets
von stabilen Lésungen [52].

Bevor auf die typischen Bifurkationen bei stationdren Losungen eingegangen wird, ist noch
der Begriff der Codimension einzufithren. Die Codimension gibt die kleinste Dimension ei-
nes Parameterraumes an, bei der eine Bifurkation beschreibbar ist [12]. In der lokalen
Umgebung des Bifurkationspunktes kann beispielsweise mittels einer Zentrumsmannig-
faltigkeitsanalyse eine Reduktion des urspriinglichen (mehrdimensionalen) Systems auf
ein niedrigdimensionales System der sogenannten Bifurkationsgleichungen durchgefiihrt
werden. Um nun die vollstandige Losungsmannigfaltigkeit zu entwickeln, die auch uni-
verselle Entfaltung genannt wird, ist eine bestimmte Anzahl von Parametern notwendig
[77, 114, 122]. Die dafiir benotigte minimale Anzahl wird durch die Codimension charak-
terisiert, die einerseits von der Dimension der (reduzierten) Bifurkationsgleichungen und
andererseits von den darin zu berticksichtigenden nichtlinearen Termen abhéngt. Demzu-
folge ist die Detektierung einer Bifurkation héherer Codimension k (k > 1) im Allgemei-
nen nur bei einer Variation von k gewéhlten Bifurkationsparametern moéglich. Im Folgen-
den werden die Codimension-1-Bifurkationen von Gleichgewichtslagen sowie periodischen
Losungen mit einem Bifurkationsparameter ausfiihrlich erlautert. In den nachfolgenden
Abschnitten wird in diesen Féllen deshalb von der autonomen Differentialgleichung (3.1)
unter Beriicksichtigung eines einzelnen Bifurkationsparameters aq

x=f(x,0q), x,feR", a1 €R, (3.27)

ausgegangen.

Bifurkationen von Gleichgewichtslagen (Codimension-1)

Ausgehend von einer hyperbolischen Gleichgewichtslage kénnen bei einer quasi-statischen
Anderung des Bifurkationsparameters oy kritische Werte fiir a; = a4, eintreten, bei de-
nen dann eine nicht-hyperbolische Gleichgewichtslage vorliegt. Wie schon zuvor mehrmals
erwahnt, lasst dieser kritische Fall mittels einer linearen Stabilitdtsanalyse keine Aussa-
ge mehr tber die Stabilitat der Losung zu. Wenn sich beispielsweise zusétzlich die An-
zahl und/oder die Stabilitdt von Losungen (qualitative Anderung des Losungsverhaltens)
andert, dann handelt es sich bei diesem kritischen Fall um eine Bifurkation.
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Abbildung 3.3: Kritische Eigenwerte in Abhéngigkeit des Bifurkationsparameters a;:
a) Sattelknoten-Bifurkation. b) Hopf-Bifurkation.

Fir den Stabilitdtsverlust der Gleichgewichtslage eines dynamischen Systems (3.27)
konnen im Allgemeinen bei Vorliegen eines einzelnen Bifurkationsparameters a; (Co-
dimension-1) zwei Félle unterschieden werden:

a) Sattelknoten-Bifurkation'? bei einem sogenannten Null-Eigenwert,

b) Hopf-Bifurkation (Flatterinstabilitdt) beim Auftreten eines rein imagindren Eigen-
wertpaars.

Ein Sattelknoten einer Gleichgewichtslage entspricht einem Ubergang von einer stabilen
zu einer instabilen Gleichgewichtslage, wohingegen an einer Hopf-Bifurkation die Gleichge-
wichtslage ihre Stabilitat zugunsten einer periodischen Losung verliert. Bei gleitgelagerten
Rotoren tritt der Stabilitatsverlust der Gleichgewichtslagen ausschliefllich infolge von Hopf-
Bifurkationen auf. Eine genauere Analyse der kritischen Eigenwerte \; der Jacobi-Matrix
A(ay) ermoglicht die Bestimmung der Art des Stabilititsverlustes. An einem Sattelknoten
besitzt der Eigenwert neben R{A\} = 0 einen Imaginérteil mit dem Wert Null (vgl. Ab-
bildung 3.3a). Im Fall einer Hopf-Bifurkation liegt ein kritisches Eigenwertpaar A, A" mit
einem komplex konjugierten Imaginérteil +5€2 vor (vgl. Abbildung 3.3b).

Des Weiteren ist zu erwahnen, dass in einer allgemeinen Betrachtungsweise sowohl die
transkritische Bifurkation als auch die Pitchfork-Bifurkation (z.B. Eulerscher Knickstab)
nicht den Codimension-1-Bifurkationen zugeordnet werden (siche beispielsweise [77]), ob-
wohl sie genauso wie ein Sattelknoten einen kritischen Eigenwert mit Null besitzen. Bei-
de stellen gewissermaflen Sonderfille dar. Wéahrend sich die Gleichungen der transkriti-
schen Bifurkation in eine fiir einen Sattelknoten tiberfithren lassen konnen, miissen bei
der Pitchfork-Bifurkation gewisse Symmetriebedingungen erfiillt werden, die zwecks ei-
ner universellen Betrachtung eine Berticksichtigung eines weiteren Bifurkationsparameters
(Codimension-2) erfordern. Bei der ,Behandlung“ als Codimension-1-Bifurkationen dieser
Félle fiihrt eine Parameterstorung der zugrunde liegenden Gleichungen jeweils zu einem
Sattelknoten [25, 77]. Folglich sind diese Bifurkationen in einer lokalen Umgebung eines
kritischen Parameters nicht beschreibbar.

14In der Folge wird manchmal vereinfacht nur von einem Sattelknoten gesprochen, womit explizit nur
die Bifurkation bei Vorliegen einer nicht-hyperbolischen Losung und nicht der Typ einer hyperbolischen
(instabilen) Losung gemeint ist.
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Im Folgenden werden die auftretenden Codimension-1-Bifurkationen anhand ihrer Normal-
formen naher charakterisiert. Nach dem Satz der Zentrumsmannigfaltigkeit ldsst sich ein
Differentialgleichungssystem der Form (3.27) beim Auftreten des kritischen Falls in eine re-
duzierte Normalform umschreiben, mit der das allgemeine Losungsverhalten in der lokalen
Umgebung von oy, bestimmt werden kann. Die grundlegende Idee liegt darin, zunéachst die
fiir die Bifurkation wesentlichen und demnach kritischen Variablen von den unkritischen
Variablen mittels der Modalmatrix des linearisierten Systems von (3.27) an der Stabi-
litatsgrenze zu entkoppeln. In der lokalen Umgebung des kritischen Punktes kénnen dann
die unkritischen Variablen als Funktion der kritischen Variablen aufgestellt werden, die als
Zentrumsmannigfaltigkeit bezeichnet wird. Das sich daraus im Allgemeinen ergebende Sy-
stem von Bifurkationsgleichungen kann schliellich in eine Normalform transformiert wer-
den, bei der nur die nichtlinearen Terme bis zu einer bestimmten Ordnung bertiicksichtigt
werden, die fiir die vollstdndige Charakterisierung der vorliegenden Bifurkation absolut
notwendig sind. Danach muss die Normalform noch in Abhéngigkeit der zu betrachten-
den Parameter (Codimension) entfaltet werden, um alle moglichen Losungen zu erfassen.
Fiir die genaue Vorgehensweise dieser analytischen Methode der Bifurkationstheorie sei
beispielsweise auf die Literatur [14, 25, 114] verwiesen. Beispiele zur Untersuchung der
Hopf-Bifurkation bei gleitgelagerten Rotoren mittels der Zentrumsmannigfaltigkeitsanaly-
se finden sich in [8, 31, 65, 67, 117].

a) Sattelknoten-Bifurkation Zum Beginn der Entstehung der Bifurkationstheorie
wurde ein Sattelknoten nicht als eine klassische Bifurkation angesehen. Im Gegensatz
zu den anderen bekannten Bifurkationen schneiden sich ndmlich keine zwei oder mehr
Losungséste in einem Sattelknoten. Jedoch hat sich insbesondere mit der Entwicklung
der Katastrophentheorie der Begriff der Bifurkation fiir einen Sattelknoten weitgehend
etabliert. Aus dieser Ungeklértheit heraus haben sich sowohl im Deutschen als auch im
Englischen eine grofle Zahl von Bezeichnungen fiir eine Sattelknoten-Bifurkation ergeben,
einige davon seien hier erwéhnt: Umkehrpunkt, Tangenten-Bifurkation, ,fold“-Bifurkation,
Llimit point*, etc. Auflerdem treten Sattelknoten sehr oft paarweise auf, woraus sich dann
die fiir nichtlineare Systeme typischen Hysterese-Phédnomene (,cusp“-Katastrophe'®)
entwickeln.

Damit ein Sattelknoten im dynamischen System (3.27) mit einem Parameter o auftritt,
miissen nach Sotomayor [103] folgende Bedingungen erfiillt werden:

e Das System befindet sich in der Gleichgewichtslage xo; mit f(x,;, 1) = 0.

e Die Jacobi-Matrix A(ay) = 0f;(x, oq)/(?xj’ von (3.27) hat fir oy = a4, genau

X=X0G
einen Eigenwert mit A(a;.) = 0 und keinen weiteren Eigenwert mit verschwinden-

dem Realteil. Sei auBerdem im Folgenden der zum Eigenwert A(ay.) = 0 zugehorige
Rechtseigenvektor durch v = (v;) (i = 1, 2, ..., n) sowie der Linkseigenvektor durch
w = (w;) gegeben.

15Fin weit bekanntes Beispiel dafiir ist die in der Néhe der nichtlinearen Resonanz auftretende ,Hyste-
rese“ beim Duffing-Schwinger. Hierbei handelt es sich um Sattelknoten von periodischen Loésungen, die
die Amplitudenspriinge zwischen den Schwingungen hoher und geringer Amplitude bewirken, wenn keine
duferen Storeinfliissse vorliegen.
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e Mindestens eine zweite (partielle) Ableitung nach einer Koordinate verschwindet fur

a1 = g, nicht!%: w; (9 f;(x, al)/axja:k‘ ) vju # 0.
X=X0G

e Mindestens eine partielle Ableitung nach dem Parameter verschwindet fir a; = aq,
nicht: w; 0f;(xoq, al)/ﬁal‘ #0.
Q1=x1c
Mittels einer Zentrumsmannigfaltigkeitsanalyse kann das dynamische System (3.27) bei
Vorliegen eines Sattelknotens fiir die Gleichgewichtslage in die Normalform

§ =By + oy’ (3.28)

mit dem Entfaltungsparameter 3; zuriickgefithrt werden, wobei die zur Beschreibung des
qualitativen Verhaltens nicht notwendigen Terme hoherer Ordnung vernachlassigt werden.
Die Signum-Funktion o = sign(ag) bestimmt das Vorzeichen eines weiteren Parameters
ag, der sich aus dem zugrunde liegenden dynamischen System herleiten ldsst. Demzufolge
existieren somit fiir o8, < 0 zwei Gleichgewichtslagen ++/—c/3;, wihrend fiir o3, > 0
keine reelle Losung vorhanden ist. Die Stabilitdt der Gleichgewichtslagen kann iiber die
erste Ableitung der rechten Seite von (3.28) bestimmt werden. Bei §; = 0 tritt fir die
Gleichgewichtslage yog = 0 der kritische Fall mit einem Null-Eigenwert A\, = 0 ein, fiur
welche die an einen Sattelknoten aufgestellten Bedingungen gelten. Je nach Vorzeichen
von o ergeben sich letztendlich zwei Falle (vgl. Abbildung 3.4):

e superkritische Sattelknoten-Bifurkation fiir o < 0,

e subkritische Sattelknoten-Bifurkation fur o > 0.

-

[— stabil - - - instabil] " T===-___

a)

Abbildung 3.4: Arten von Sattelknoten-Bifurkationen im Zustandsparameterraum: a) Su-
perkrtitischer Sattelknoten (o < 0). b) Subkritischer Sattelknoten (o > 0).

Im Rahmen der Arbeit wird nicht mehr zwischen super- und subkritischen Sattelknoten
unterschieden.

Ein Sattelknoten stellt demnach in dynamischen Systemen im Allgemeinen eine Kollision
bzw. Ausloschung einer stabilen und instabilen Gleichgewichtslage dar. In hoherdimensio-
nalen Systemen kann festgestellt werden, dass es sich dabei um eine Kollision bzw.

160\t dieser Bedingung wird ein Wendepunkt ausgeschlossen.
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Ausléschung eines stabilen Knotens mit einem instabilen Sattel handelt. Auf diesem
Sachverhalt beruht schliefilich die Namensgebung fiir die Sattelknoten-Bifurkation.
Erwahnenswert bleibt, dass nachfolgend eine Sattelknoten-Bifurkation von Gleichgewichts-
lagen bei gleitgelagerten Rotoren nicht beobachtet werden kann. Dagegen erscheinen bei
derartigen Rotor-Lager-Systemen Sattelknoten-Bifurkationen von periodischen Losungen,
die aufgrund der damit verbundenen Sprungphénomene (Hysterese) von immenser Bedeu-
tung sind. Die grundlegenden Eigenschaften der Sattelknoten-Bifurkation von Gleichge-
wichtslagen dndern sich hierbei gegeniiber der von periodischen Losungen nicht.

b) Hopf-Bifurkation Die wichtigste Bifurkation stellt fir gleitgelagerte Rotoren die
Hopf-Bifurkation dar, bei der ein Grenzzyklus von einer Gleichgewichtslage verzweigt. Nach
dem Theorem von Hopf miissen fiir das Auftreten einer gewohnlichen Hopf-Bifurkation des
Systems (3.27) mit einem Parameter a; folgende Bedingungen gelten:

e Das System befindet sich in der Gleichgewichtslage xo; mit f(x,,, 1) = 0.

e Die Jacobi-Matrix A(ay) = 8fi(x,041)/8x]-’
X=X

imaginires Eigenwertpaar mit A(ai.) = jQ, A () = —jQ (2 # 0) und keinen
weiteren Figenwert mit verschwindendem Realteil.

hat fiir oy = aj. genau ein rein
G

e Die Ableitung des kritischen Eigenwertpaares beziiglich dem Parameter verschwindet
fir ag = aq. nicht: dR{\(ay.)}/da; # 0.

Die Periodendauer des Grenzzyklus ist zu Beginn T, = %” bei verschwindender Amplitude.
Nach [48] lautet fiir das n-dimensionale dynamische System eine vereinfachte!” Normalform
der Hopf-Bifurkation

h=">by—yp+olyi+vs) i, (3.29a)
P2 =1+ Brye + o(yi +3) 2, (3.29b)

worin 1 der Entfaltungsparameter und die Signum-Funktion o = sign(l/;) wiederum das
Vorzeichen einem aus der Zentrumsmannigfaltigkeitsanalyse resultierenden Parameter [y
angibt. Die Normalform (3.29) kann nach Einfithrung von Polarkoordinaten y; = r cos ¢,
Yo = 7rsin¢ in

= B+ or® (3.30a)

p=1 (3.30Db)

umgeschrieben werden, womit die Bifurkationsgleichungen entkoppelt vorliegen. Fiir den
Winkel ¢ ergibt sich stets eine konstante Drehbewegung. Dagegen besitzt die radiale Kom-
ponente fir oy > 0 die zwei Gleichgewichtslagen +./—/1 /0, wiahrend im Fall o8, < 0
abermals keine reelle Losung existiert. Der kritische Fall ist fiir 81 = 0 bei der Gleichge-
wichtslage ro = 0 gegeben. Es kann gezeigt werden, dass die Stabilitdt aller auftretenden

1"Eine ausfiihrlichere Normalform ist beispielsweise in [25, 122] diskutiert, aus der sich unter einer be-
stimmten Wahl der Parameter die hier aufgefithrte Normalform ergibt. Aus Griinden der Ubersichtlichkeit
wird nur auf die vereinfachte Normalform eingegangen. Terme hoherer Ordnung liefern keine qualitative
Anderung des dynamischen Verhaltens.
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Losungen durch das Vorzeichen des Parameters [; beurteilt werden kann. Bei dem Para-
meter [; handelt es sich dabei um den grofiten Ljapunow-Exponenten fiir 8; = 0, der bei
der Reduktion des urspriinglichen Systems mitberechnet werden kann (siche [48]). Infol-
gedessen konnen anhand von o erneut zwei Félle unterschieden werden:

e Fiir 0 < 0 verzweigt von der am Bifurkationspunkt stabilen Gleichgewichtslage ein
stabiler Grenzzyklus bei zunehmenden Werten fiir §; > 0 ab: superkritische Hopf-
Bifurkation.

e Andernfalls entsteht fiir o > 0 am Bifurkationspunkt (instabile Gleichgewichtslage)
ein instabiler Grenzzyklus bei abnehmenden Werten fiir 5, < 0: subkritische Hopf-

Bifurkation.
Yo A
y2(92 = 0)4
. —>
p1
b1
|— stabil - - - instabil|
yQ“
Tl ya(j2 = 0)4
\~~
~
A Y
A Y
\
----- —
) B1
4
’
/,’

- |— stabil - - - instabil|

b)

Abbildung 3.5: Arten von Hopf-Bifurkationen (links: Zustandsparameterraum, rechts: Bi-
furkationsdiagramm): a) Superkritische Hopf-Bifurkation (o < 0). b) Subkritische Hopf-
Bifurkation (o > 0).

Das Systemverhalten in der lokalen Umgebung des kritischen Punkts kann in einer drei-
dimensionalen Darstellung veranschaulicht werden, die zusédtzlich zu dem von y; und
yo aufgespannten (zweidimensionalen) Zustandsraum den Parameter [5; beinhaltet (vgl.
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Abbildung 3.5). Dartiber hinaus sind fiir bestimmte Werte von (; exemplarisch einige
Losungstrajektorien eingezeichnet, um deren Verhalten fiir bestimmte Bereiche zu ver-
deutlichen. Bei den entsprechenden Bifurkationsdiagrammen wird der Parameter [3; bei-
spielsweise gegeniiber den lokalen Maxima und Minima'!® von y(j2 = 0) aufgetragen.
Hierbei wird eine Unterscheidung der stationdren Losungen durch die Kennzeichnung ih-
rer Stabilitdat im Sinne Ljapunows vorgenommen. Wie aus den Bifurkationsdiagrammen
ersichtlich ist, entspricht die Hopf-Bifurkation bei einer Darstellung in Polarkoordinaten
einer Pitchfork-Bifurkation der Amplitude r.

Wenn ausgehend von einer instabilen Gleichgewichtslage fiir abnehmende Parameterwerte
von (3, eine Hopf-Bifurkation stattfindet, so existieren zur Unterscheidung der beiden Félle
(0 < 0 bzw. ¢ > 0) im Allgemeinen bei Bifurkationen keine weiteren Begrifflichkeiten.
Streng genommen sind dann die Bezeichnungen ,superkritisch® bzw.  subkritisch® nicht
mehr giiltig. Um trotzdem eine nahere Charakterisierung nicht nur der Hopf-Bifurkation
sondern auch anderer Bifurkationen weiterhin mit den géngigen Ausdriicken (super- und
subkritisch) zu ermoglichen, wird im Folgenden nur das Vorzeichen von o und nicht die
Richtung der Parametervariation berticksichtigt.

Bifurkationen periodischer Losungen (Codimension-1)

Die Beschreibung von Bifurkationsphidnomenen fiir Gleichgewichtslagen lasst sich weitge-
hend auch auf periodische Losungen tibertragen. Eine Parametervariation von a; kann
ebenfalls zu einer nicht-hyperbolischen periodischen Losung fithren, die den kritischen Fall
der linearen Stabilitatstheorie im Sinne Ljapunows und eine notwendige Bedingung fiir eine
Bifurkation darstellt. Innerhalb dieses Abschnitts wird angenommen, dass beim Vorliegen
einer nicht-hyperbolischen stationdren Losung die hinreichenden Bedingungen fiir eine Bi-
furkation erfiillt sind. Zur Beurteilung der Stabilitédt von den betrachteten Losungen wird
auf die n — 1 relevanten Floquet-Multiplikatoren (vgl. Abschnitt 3.2.2) zuriickgegriffen.
Der verbleibende Floquet-Multiplikator hat bekanntlich stets den Wert +1.

Fiir den Stabilitdatsverlust von (mehrfach-)periodischen Losungen eines dynamischen Sy-
stems (3.27) konnen in Abhangigkeit eines einzelnen Parameters «; (Codimension-1) damit
im Allgemeinen drei Félle unterschieden werden:

a) p=+1:
Eine Sattelknoten-Bifurkation!® tritt bei einem rein reellwertigen Eigenwert von +1
auf. Am Bifurkationspunkt 16schen sich aufgrund einer Kollision ein stabiler Kno-
ten und ein instabiler Sattel gegenseitig aus. Daher markiert der Sattelknoten bei
einer Verfolgung entlang eines Losungsastes den Ubergang von stabilen zu instabi-
len periodischen Losungen bzw. umgekehrt. In Sonderféllen kann sich auch wie bei

Gleichgewichtslagen stattdessen eine transkritische Bifurkation oder eine Pitchfork-
Bifurkation ergeben [25, 122].

b) p=—1:
Eine Flip-Bifurkation (Periodenverdopplung) findet bei einem rein reellwertigen Ei-

18Diese Art der Darstellung hat im Allgemeinen den Vorteil, dass zwischen periodischen Losungen und
Gleichgewichtslagen gut unterschieden werden kann.

19Tm Rahmen dieser Arbeit treten Sattelknoten-Bifurkationen nur bei periodischen Lésungen auf. Daher
bezieht sich im Folgenden stets ein Sattelknoten bzw. eine Sattelknoten-Bifurkation auf eine periodische
Losung.
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Abbildung 3.6: Kritische Floquet-Multiplikatoren in Abhéngigkeit des Bifurkationspara-

meter

s ay: a) Sattelknoten-Bifurkation. b) Flip-Bifurkation. ¢) Torus-Bifurkation.

genwert von —1 statt. Am Bifurkationspunkt verzweigt ausgehend von der betrach-
teten periodischen Losung (einfacher Periode) eine weitere periodische Losung dop-
pelter Periode.

p=0%jQ, | =1

Die Torus-Bifurkation (Neimark-Sacker-Bifurkation, sekundare Hopf-Bifurkation) ist
durch das Auftreten eines komplex konjungierten Eigenwertpaars mit Betrag 1 ge-
kennzeichnet. Am Bifurkationspunkt entsteht eine quasi-periodische Losung (Torus)
mit im Allgemeinen zwei inkommensurablen Frequenzen. Die Bifurkation in einen
Torus kann auch als Hopf-Bifurkation der Amplitude der periodischen Losung inter-
pretiert werden, worauf schliellich die Bezeichnung als sekundéare Hopf-Bifurkation
beruht.

In Abbildung 3.6 sind diese drei Félle des Stabilitdtsverlusts anhand der kritischen Floquet-
Multiplikatoren in der komplexen Zahlenebene veranschaulicht. Sobald mindestens ein kri-

tische

a)

r Floquet-Multiplikator aus dem Einheitskreis heraustritt, findet dabei eine Bifurka-

N
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\

®

Abbildung 3.7: Darstellung der Bifurkationen von periodischen Losungen (— stabil,

- in

stabil) im Bifurkationsdiagramm: a) Sattelknoten-Bifurkation. b) Flip-Bifurkation.

c¢) Torus-Bifurkation.
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tion statt. Zudem sind in Abbildung 3.7 exemplarisch fiir die drei Falle das Verhalten einer
charakteristischen Grofie k(aq) des dynamischen Systems in Abhéngigkeit des Parameters
a; dargestellt. Die charakteristische GroBle k(cy) konnte beispielsweise die lokalen Ma-
xima und Minima einer Schwingungskomponente beschreiben. Bei der Torus-Bifurkation
wird eine quasi-periodische Losung geboren, die nicht nur hier sondern auch in den folgen-
den Kapiteln zur Untersuchung des gleitgelagerten Rotors stets als graue ,Punktwolke”
abgebildet wird.

3.3 Methoden zur Charakterisierung quasi-perio-
discher und chaotischer Attraktoren

Die vorgestellten Methoden der Stabilitdts- und Bifurkationstheorie beschrinken sich bis-
her auf eine Untersuchung von Gleichgewichtslagen bzw. periodischen Losungen. Gleitgela-
gerte Rotoren konnen jedoch iiber einen weiten Drehzahlbereich quasi-periodische Schwin-
gungen aufweisen, die unter Umstdnden auch in einen chaotischen Bereich iibergehen
kénnen. Wie in den folgenden Kapiteln ausfithrlich dargelegt wird, miissen zwecks ei-
nes sicheren Betriebs des Rotors derartige Schwingungen zwar a priori nicht unbedingt
vermieden werden, aber dennoch kénnen sie zu einer erstaunlichen Anzahl von weiteren
nichtlinearen Phdnomenen fithren. Innerhalb dieses Abschnitts werden daher ausgewéhlte
Methoden dargestellt, die es gestatten, zwischen quasi-periodischen und chaotischen At-
traktoren zu unterscheiden.

Dariiber hinaus ist zu erwahnen, dass eine zuverldssige robuste bzw. universelle Pfadverfol-
gung von quasi-periodischen Losungen aktuell noch Gegenstand von Forschungsaktivitdten
ist. Mogliche Verfahren sind beispielsweise in [38, 76, 88] beschrieben. Die stabilen quasi-
periodischen Losungen werden daher innerhalb dieser Arbeit mittels eines ,brute-force-
Ansatzes ermittelt. Nach einer geeignet gewéhlten Einschwingdauer wird ein definierter
Zeitbereich betrachtet. Aus dieser im Folgenden angewandten Methode ergibt sich ein
Uberblick tiber die Charakteristik der betrachteten quasi-periodischen Attraktoren. Folg-
lich konnen lokale Bifurkationen der quasi-periodischen Losungen nicht festgestellt werden
und darum keinen Hinweis auf einen Ubergang in den chaotischen Bereich geben.

Um Chaos zu identifizieren, wird im Rahmen der Arbeit neben der Anwendung visuel-
ler Methoden (Poincaré-Schnitt und Spektralanalyse) der grofite Ljapunow-Exponent nu-
merisch berechnet, der im Falle eines chaotischen Attraktors grofler null sein muss. Fiir
andere Moglichkeiten zur Identifikation von Chaos sei auf die weitergehende Literatur
[52, 76, 77, 90, 111] verwiesen.

Routen ins Chaos bei dissipativen Systemen

In der nichtlinearen Dynamik bestehen verschiedene Definitionen des Begriffs Chaos, wo-
bei sie alle die Sensitivitit der Losungen gegeniiber Anderungen den Anfangsbedingungen
gemeinsam haben. Aufgrund dieser Eigenschaft lasst sich der Zeitverlauf chaotischer Be-
wegungen nicht vorhersagen, obwohl ein deterministisches System zugrunde liegt. Daher
wird auch in diesen Féllen von deterministischem Chaos gesprochen. Des Weiteren wird
bei Chaos zwischen dissipativen und konservativen Systemen unterschieden. Da bei realen
technischen Systemen stets Démpfung vorhanden ist, wird im Folgenden nur auf Chaos
in dissipativen Systemen eingegangen. Eine Voraussetzung fiir das Auftreten von Chaos
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in dissipativen Systemen ist das Vorliegen eines autonomen Systems 3. Ordnung, so dass
schon bei einem nichtlinearen Einmassenschwinger mit einer expliziten Zeitabhéngigkeit
(Zwangs- bzw. Parametererregung) Chaos moglich ist.

Die sogenannten Routen ins Chaos konnen sowohl {iber lokale als auch globale Bifur-
kationen erfolgen, die dann bei weiterer Variation des Bifurkationsparameters in einen
chaotischen Bereich fiihren kénnen. In der Literatur (vgl. beispielsweise [52, 90, 111, 122])
werden diese folgenden typischen Szenarien beschrieben, die sogar allesamt experimentell
nachgewiesen werden konnten:

e Kaskade von Flip-Bifurkationen:
Infolge einer Kaskade von in immer kiirzeren Abstanden folgenden Flip-Bifurkationen
kann schon bei einer geringen Anderung des Bifurkationsparamters eine sehr grofie
Periode resultieren. Wenn die Anzahl der auftretenden Flip-Bifurkationen gegen un-
endlich geht, wird auch die Periode unendlich grofl und es kénnen chaotische Schwin-
gungen entstehen.

e Newhouse-Ruelle-Takens-Route:
Aus einer tertidren Hopf-Bifurkation (Hopf-Bifurktion — sekundére Hopf- bzw.
Torus-Bifurkation — tertidre Hopf-Bifurkation) folgen quasi-periodischen Lésungen
auf einem dreifrequenten Torus, die mit grofler Wahrscheinlichkeit nach einer kleinen
Parametervariation instabil werden und in einen chaotischen Attraktor tibergehen.

e Intermittenz (Pomeau-Manneville):
Intermittenzen sind Schwingungen, die abwechselnd periodischen und chaotischen
Charakter aufweisen. Wird bei der Variation des Parameters die Dauer der chaoti-
schen Abschnitte verlangert und die Dauer der periodischen verkiirzt, so kann sich
Chaos entwickeln. Die Ursache dafiir liegt in einer Sattelknoten-Bifurkation.

e Krisen:

Krisen koénnen als globale Bifurkation interpretiert werden. Eine Krise findet dann
statt, wenn ein chaotischer Attraktor mit einer instabilen Losung bzw. ihrer sta-
bilen invarianten Mannigfaltigkeit kollidiert. Dabei fithren sowohl innere als auch
duBere Krisen zu einer qualitativen Anderung des Losungsverhaltens. Im Fall einer
inneren Krise verandert der chaotische Attraktor am Bifurkationspunkt seine Grofie
und Form, wéhrend bei einer auleren Krise (Grenzkrise) ein chaotischer Attraktor
komplett verschwindet oder geboren wird.

Die aufgefiihrten Routen ins Chaos konnen beim gleitgelagerten Rotor beobachtet werden,
weshalb sie bei der Darstellung der Ergebnisse nochmals ausfiihrlich diskutiert werden. Die
aufere Krise ist dabei fiir den Rotor in Schwimmbuchsenlagern von grofiter Bedeutung, da
sie das Verschwinden des chaotischen Attraktors und damit einen Sprung in den kritischen
Bereich hoher Amplituden verursacht.

3.3.1 Poincaré-Schnitt und Poincaré-Abbildung

Poincaré-Schnitte und Poincaré-Abbildungen sind beide sehr vielseitige Methoden, um
dynamische Systeme hinsichtlich ihres qualitativen Losungsverhaltens zu beschreiben. Der
Poincaré-Schnitt hilft vor allem zwischen periodischen, quasi-periodischen sowie chaoti-
schen Losungen visuell zu unterscheiden. Dagegen wird bei einer Poincaré-Abbildung die
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Behandlung des n-dimensionalen zeitkontinuierlichen dynamischen Systems dadurch ver-
einfacht, dass es in ein (n — 1)-dimensionales zeitdiskretes dynamisches System transfor-
miert wird.

Abbildung 3.8: Konstruktion einer Poincaré-Abbildung zu einer zeitkontinuierlichen Tra-
jektorie.

Bei einem Poincaré-Schnitt handelt es sich um eine spezielle Art der stroboskopischen Dar-
stellung, bei der die Schnittpunkte der Losungstrajektorie eines dynamischen Systems (3.1)
mit einer (n—1)-dimensionalen Hyperebene H im n-dimensionalen Zustandsraum betrach-
tet werden?’. Die Hyperebene H muss dabei so gewihlt werden, dass ihr Normalenvektor
n(x) nicht senkrecht zum Vektorfeld f(x) steht:

n’(x)f(x) A0 fir xc€H. (3.31)

Damit wird gewahrleistet, dass die Losungstrajektorie die Hyperebene H im Zustandsraum
transversal schneidet. Die Durchstofungspunkte bilden dann einen sogenannten zweiseiti-
gen Poincaré-Schnitt. Soll die Trajektorie die Hyperebene nur in einer bestimmten Rich-
tung durchstoflen, so kann dies durch das Vorzeichen der linken Seite von (3.31) festgelegt
werden. Fiir DurchstoSungspunkte mit gleichem Vorzeichen wird ein einseitiger Poincaré-
Schnitt mit einem festen Richtungssinn erhalten, wovon im Folgenden ausgegangen wird.
Dann koénnen die Attraktortypen im Poincaré-Schnitt folgendermafien visuell unterschie-
den werden (siehe beispielsweise [60]):

e Periodische Orbits p-facher Periode werden durch p Punkte abgebildet.

e Quasi-periodische Orbits fithren zu einer Folge von Punkten, die sich in einer glatten
geschlossenen Kurve ausbilden.

e Chaotische Orbits zeichnen sich durch eine Figur von komplizierter topologischer
Struktur aus (seltsamer Attraktor).

20Eine ,tatsichliche stroboskopische Darstellung ist insbesondere fiir nicht-autonome Systeme mit einer
periodischen Zeitabhéngigkeit von Vorteil, da dann die diskreten Zusténde jeweils nach Durchlaufen einer
Periode T vereinfacht berticksichtigt werden kénnen.
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Sind die zeitlich nacheinander auftretenden Durchstoffungspunkte x* € R™ durch die auf
der Hyperebene H projizierten Zustinde X; € R"~! gegeben, kann eine Poincaré-Abbildung
geméf

X = (X)) (3.32)

definiert werden. Durch die Wahl der Hyperebene H wird eine Zustandsgréfie von x' fest-
gelegt, womit sich die Dimension der Abbildung f(X;) um eins auf n — 1 reduziert. Folglich
stellt die Abbildung (3.32) ein (n — 1)-dimensionales zeitdiskretes dynamisches System
dar, das dem Zustand x; zum Zeitpunkt ¢; den Zustand X;,; zum Zeitpunkt ¢,,; zuordnet.
Die Zeitdauer t;,1 — t; zwischen zwei aufeinanderfolgenden Zustéinden variiert indessen im
Allgemeinen mit i. Eine explizite Angabe eines funktionalen Zusammenhangs fiir f(X;) der
Poincaré-Abbildung (3.32) ist jedoch nur in Ausnahmeféllen analytisch moglich.

Des Weiteren ist anzumerken, dass den Fixpunkten des zeitdiskreten Systems (3.32) pe-
riodische Losungen von (3.1) entsprechen. Die Stabilitét der periodischen Losungen kann
ebenfalls iiber die Fixpunkte der entsprechenden Poincaré-Abbildung (3.32) beurteilt wer-
den, wobei die Monodromiematrix C (3.20) und die Jacobi-Matrix von f(X;) die gleichen
Eigenwerte besitzen (ausgenommen ist der Eigenwert +1 der Monodromiematrix). Die
Wahl der Hyperebene H hat darauf keinen Einfluss, solange die Transversalitdtsbedingung
(3.31) eingehalten wird.

3.3.2 Ljapunow-Exponent

Im Rahmen der Ersten Methode von Ljapunow ist der allgemeinste Fall durch lineare
Storungsgleichungen (3.14) mit zeitvarianten Koeffizienten gegeben. Eine Beurteilung der
Stabilitdt fir Storungsgleichungen mit periodisch zeitvarianten Koeffizienten ist mit Hil-
fe der Floquet-Multiplikatoren noch moéglich. Dagegen besteht fiir quasi-periodische bzw.
chaotische Losungen diese Moglichkeit nicht mehr. Hierfiir kann auf die Idee der Ljapunow-
Exponenten zuriickgegriffen werden, die aus einer Verallgemeinerung der Untersuchung der
Eigenwerte sowohl der Jacobi-Matrix an Gleichgewichtslagen als auch der Monodromiema-
trix fiir periodische Losungen stammt. Die Ljapunow-Exponenten sind dabei ein Maf fiir
die exponentielle Konvergenz bzw. Divergenz eng benachbarter Trajektorien eines nichtli-
nearen dynamischen Systems. Demnach quantifizieren sie die empfindliche Abhédngigkeit
der betrachteten Losungstrajektorien von den Anfangsbedingungen. Zudem charakterisie-
ren sie durch ihre Grofle und ihr Vorzeichen die Eigenschaften des Attraktors. Speziell
auf dem Gebiet der Chaosforschung werden sie heutzutage als wichtiges Werkzeug zur
quantitativen Beschreibung von dynamischen Systemen eingesetzt.

Im Folgenden wird von einer Losung xo(t) von (3.1) zu einer beliebigen, aber festen
Anfangsbedingung x,(0) = x° ausgegangen, womit sich eine zeitvariante Systemmatrix
A(t, x°, ay) fiir die Storungsgleichung der 1. Niaherung ergibt. Daher wird ein allgemeines
System linearer Differentialgleichungen

Ax(t) = A(t, x°, ap) Ax(t) (3.33)

betrachtet, dessen Losung durch die Fundamentalmatrix ® (¢, x") gegeben sein soll. Damit
konnen die zugehorigen n Ljapunow-Exponenten \; gemaf} [77] iiber

1. |®(t, x")e;
M) = lim L1 120Xl

t—oo t |ez|

. (i=1,2,...,n) (3.34)
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definiert werden, wobei die Richtungsvektoren e; eine Basis in R™ kennzeichnen. Die Exi-
stenz des Grenzwertiibergangs?! in der Definition (3.34) kann sogar fiir einen unabhéingigen
Startpunkt x° innerhalb der Attraktormenge mit Hilfe des multiplikativen Ergodentheo-
rems von Oseledec [75] nachgewiesen werden.
Werden die Ljapunow-Exponenten der Gréfie nach geordnet, so dass

A > > o>\, (3.35)

gilt, dann ergibt die Gesamtheit der n Ljapunow-Exponenten eines n-dimensionalen
dynamischen Systems das sogenannte Ljapunow-Spektrum des betrachteten Attraktors.
Wenn dariiber hinaus zur Unterscheidung zwischen positiven bzw. negativen Ljapunow-
Exponenten die Symbole + und — verwendet werden, folgt daraus das symbolische
Ljapunow-Spektrum. In Tabelle 3.1 ist eine Klassifizierung der verschiedenen Attrak-

i};g;]zl(ﬁ?vff}—lg;ektrum Attraktortyp
(:’__,’l_/) Gleichgewichtslage (Fixpunkt)
(0, ﬁ/,_f> periodischer Attraktor
<0’k0’ .1 ' ﬁ;_f) quasi-periodischer Attraktor (k-frequenter Torus)
(uﬁl—/’ %, (:1:7);;1) chaotischer Attraktor
j—ma —ma n—j—k)—ma

Tabelle 3.1: Symbolische Ljapunow-Spektren verschiedener Attraktoren dissipativer zeit-
kontinuierlicher dynamischer Systeme.

tortypen mit Hilfe des symbolischen Ljapunow-Spektrums fiir dissipative zeitkontinuier-
liche dynamische Systeme dargestellt. Die Gleichgewichtslagen werden durch negative
Ljapunow-Exponenten charakterisiert, die den Realteilen der Eigenwerte der Jacobi-
Matrix des dynamischen Systems entsprechen. Bei periodischen Orbits verschwindet
genau ein Ljapunow-Exponent, wihrend die weiteren n — 1 Ljapunow-Exponenten nega-
tiv bleiben. Ein k-frequenter Torus dagegen kennzeichnet sich durch k verschwindende
und n — k negative Ljapunow-Exponenten. Existiert mindestens ein positiver Ljapunow-
Exponent, so handelt es sich um einen chaotischen Attraktor, der in mindestens einer
Phasenraumrichtung eine exponentielle Divergenz der Losungstrajektorien aufweist.

Die numerische Berechnung des Ljapunow-Exponenten erfolgt im Rahmen dieser Arbeit
mit einer differentiellen Form des Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahrens und
beruht auf der Arbeit von Christiansen und Rugh [17].

21Streng genommen muss in der Definition (3.34) der Limes durch einen Limes Superior ersetzt werden,
weil der Grenzwert nicht zu existieren braucht. Wird jedoch ein reguldres dynamisches System angenom-
men, so gilt weiterhin die Definition (3.34).



Kapitel 4

Olfilminduzierte Instabilititen

Das dynamische Verhalten von Rotoren wird mafigeblich von den eingesetzten Lagern
beeinflusst, da sie je nach Art nicht nur unterschiedliche Steifigkeits- und Dampfungs-
eigenschaften besitzen, sondern auch andere Anregungs- bzw. Instabilitdtsmechanismen
der Grund fiir unerwiinschte Schwingungen sein kénnen. Bei hydrodynamisch gelager-
ten Rotoren sind neben den Schwingungen infolge der Unwuchterregung insbesondere die
Instabilitaten mit den einhergehenden selbsterregten Schwingungen von grofler Bedeu-
tung, weil sie abhéngig von der Gréfle der Amplituden sowie der daraus resultierenden
Biegebelastung zum Rotorschaden fithren kénnen. Um insbesondere die 6lfilminduzierten
Instabilitatsphdnomene bei Rotoren genauer zu analysieren, bietet es sich an, die Stabi-
litdtsuntersuchungen mit einem einfachen Rotormodell zu beginnen.

Der klassische Laval-Rotor! wird zunéchst sowohl in konventionellen Gleitlagern als auch
in Schwimmbuchsenlagern betrachtet. Zwecks einer Einfiihrung in die numerische Bifur-
kationsanalyse werden fiir die beiden Lagerungsarten die Ergebnisse einer transienten
Hochlaufsimulation mit denen einer Bifurkationsanalyse verglichen. Ferner wird die inner-
halb der Arbeit tiberwiegend verwendete Kurzlagertheorie auf ihre Giiltigkeit fiir typische
Rotor- und Lagerparameter iiberpriift.

Fiir eine ausfiihrliche Untersuchung des Stabilitats- und Bifurkationsverhaltens zeigt sich,
dass eine dimensionslose Formulierung der Bewegungsgleichungen vorteilhafter ist. Nach
einer linearen Stabilitdtsanalyse werden jeweils die subsynchronen Schwingungen des ideal
ausgewuchteten Rotors charakterisiert. Im Fall von konventionellen Gleitlagern mit ein-
fachem Schmierfilm werden die weit bekannten Begrifflichkeiten wie ,oil-whirl® bzw. ,oil-
whip“ nochmals im Rahmen der Bifurkationstheorie erklart. Bei Schwimmbuchsenlagern
dagegen wird detailliert auf die diversen nichtlinearen Phdnomene eingegangen, die in
Abhéngigkeit einer statischen Belastung zu beobachten sind. Hervorzuheben sind hierbei
einerseits die Bifurkation in den kritischen Grenzzyklus und andererseits die sogenannte
Modeninteraktion. Der kritische Grenzzyklus entsteht infolge einer Synchronisation zwi-
schen innerem und auflerem Schmierfilm und verursacht mit hoher Wahrscheinlichkeit
einen Rotorschaden. Die Modeninteraktion ist der Grund fiir das Auftreten unterschied-
licher Arten von subsynchronen Schwingungen in Abhéngigkeit der Drehzahl, die dem
inneren und/oder dem aufleren Schmierfilm zugeordnet werden konnen. Das globale Sta-
bilitdats- und Bifurkationsverhalten eines gleitgelagerten Rotors kann dann vereinfacht in
sogenannten nichtlinearen Stabilitatskarten abgebildet werden. Darauf aufbauend wird

'Im englischsprachigen Raum wird der Laval-Rotor oft auch als Jeffcott-Rotor bezeichnet.
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eine Parameter- und Sensitivitdtsanalyse durchgefiihrt, indem ausgehend von einem typi-
schen Satz von Rotor- und Lagerparametern jeweils ein Systemparameter variiert wird.
Schlieflich wird fiir beide Lagerungsarten der Einfluss der Unwucht auf die nichtlinearen
Schwingungen der gleitgelagerten Rotoren beurteilt, wobei die Stabilitdt der drehzahlsyn-
chronen Schwingungen wiederum anhand von Stabilitatskarten diskutiert wird.

4.1 Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern

4.1.1 Modellbildung

Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen wird von einem horizontal angeordneten
Laval-Rotor (vgl. Abbildung 4.1) ausgegangen, der in identischen konventionellen Gleit-
lagern symmetrisch gelagert ist. Der Rotor mit der masselos angenommenen, elastischen
Welle (Steifigkeit k) und der Scheibe der Masse m wird unter dem Einfluss des Schwe-
refeldes der Erde ¢ mit dem Rotoreigengewicht W = mg belastet. Aulerdem werden
die Bewegungen der Scheibe durch einen dufleren Dampfer d, beeinflusst. Mit dem hier

Abbildung 4.1: Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern.

beschriebenen Lavallaufer konnen nur zylindrische Bewegungsformen untersucht werden,
da gyroskopische Einfliisse beim Laval-Rotor nicht modelliert werden und ein identisches
Lagerverhalten angenommen wird. Der unwuchtige Laval-Laufer in konventionellen Gleit-
lagern kann demzufolge im raumfesten (z,y, z)-Koordinatensystem durch folgende Diffe-
rentialgleichungen

miiw + dafw + k(yw — yr) = meg(p*sing — ¢ cos @), (4.1a)
miw + doiw + k(2w — 21) = W 4+ meg(¢? cos p + @sinp) (4.1b)
—k(yw —yr) = 2F,(yr, v, 21, 21) , (4.1c)
—k(zw — 21) = 2F:(yL, Y1, 21, 21) » (4.1d)

dargestellt werden, wobei die Verschiebung des Wellenzapfens im Lager durch die Koordi-
naten y;, und z;, beschrieben wird. Die Koordinaten des Wellendurchsto3punktes W der
Scheibe sind durch yy und 2y gegeben, wahrend die Massenexzentrizitit eg den festen
Abstand zwischen Scheibenschwerpunkt S und WellendurchstoBpunkt W kennzeichnet.
Das Produkt aus Exzentrizitit es und Scheibenmasse m wird in der Praxis hdufig als
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Unwucht Us = meg angegeben [23]. Die Krifte F, und F, in horizontaler bzw. vertikaler
Richtung bezeichnen im Allgemeinen nichtlineare Lagerkréfte, die von der jeweiligen Lage
und Geschwindigkeiten des Wellenzapfens an der Lagerstelle abhdngen. Dabei wird der
Lagerbock samt Lagerschale als starr und unverschieblich angenommen. Fiir die nachfol-
genden instationdren Hochlaufsimulationen wird unter Annahme eines idealen Antriebs
stets eine konstante Drehbeschleunigung ¢ = a, = const. vorgegeben, so dass sich ein
linearer Winkelgeschwindigkeitsverlauf iiber der Zeit einstellt.

Fiir den Sonderfall des stationdren Betriebs ¢ = w = const. vereinfachen sich die Gleichun-
gen (4.1) des Laval-Rotors mit Hilfe von ¢ = wt ohne Beschrankung der Allgemeinheit zu

miw + dagw + k(yw — y1) = mesw? sin wt (4.2a)
miw + doiw + k(2w — 21) = W + megw?® coswt (4.2b)
—k(yw —yr) = 2F,(yr, 9, 21, %1) , (4.2¢)
—k(zw — z1) = 2F.(yL, U, 21, 21) - (4.2d)

4.1.2 Approximationsmethoden fiir die nichtlinearen Gleitlager-
krafte

Die auf den Rotor wirkenden nichtlinearen Lagerkrafte sind entscheidend fiir dessen Sta-
bilitats- und Bifurkationsverhalten iiber seinen Betriebsbereich. Daher kommt ihrer Mo-
dellierung bzw. Approximation eine hohe Bedeutung zu, da eine analytisch geschlossene
Losung der Reynoldsgleichung (2.2) bzw. (2.6) nicht bekannt ist. Da die klassischen analy-
tischen Losungsansétze (Kurz- bzw. Langlagerlosung) unter Vereinfachung der Reynolds-
gleichung selbst gegeniiber Kennfeldmethoden sowohl in der Rechenzeit aufgrund der nicht
notwendigen Interpolation als auch in der leichten Handhabung von Vorteil sind, wird im
Rahmen dieses Abschnitts anhand von instationdren Hochlaufsimulationen tiberprift, in-
wieweit eine vereinfachte Modellierung der Lagerkrifte gerechtfertigt ist. Dafiir wird der
durch die Gleichungen (4.1) beschriebene Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern un-
tersucht, dessen Parameterwerte (vgl. [92, 95, 112]) der Tabelle 4.1 zu entnehmen sind. Die
gewahlte konstante Drehbeschleunigung a,, gibt die Steigung des linearen Drehfrequenzver-
laufes tiber der Zeit wieder. Der niedrig belastete, unwuchtfreie Rotor wird im Folgenden
sowohl nach der Impedanz-Methode als auch nach der Kurzlagertheorie? anhand eines
Hochlaufes aus dem Stillstand heraus auf eine Drehfrequenz von 2000 Hz untersucht. Die
daraus folgende Simulationsdauer von 100s ist hinreichend lange gewéhlt und liegt in
der GroBlenordnung, wie sie grofitenteils im Experiment verwendet wird. Damit kann von
einem quasi-stationdren Hochlauf ausgegangen werden. Fir alle im Rahmen der Arbeit
durchgefiithrten Hochlaufsimulationen werden dabei verschwindende Anfangsbedingungen
vorausgesetzt.

Dartiber hinaus werden innerhalb dieses Abschnitts die auftretenden Phanomene bei gleit-
gelagerten Rotoren wie beispielsweise ,,0il-whirl* bzw. ,oil-whip* naher erlautert.

2Die analytischen Lagerkrifte nach der Kurzlagertheorie kénnen ebenfalls im Rahmen der Impedanz-
Methode hergeleitet werden (vgl. Kapitel 2.2.2). Innerhalb dieses Kapitels kennzeichnet jedoch der Begriff
der Impedanz-Methode stets die Losung der allgemeinen (nicht vereinfachten) Reynoldsgleichung anhand
eines vorab berechneten Kennfeldes.
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Scheibenmasse m 0.1kg
Wellensteifigkeit & 2000.0 N/mm
Aufere Dampfung d, ~ 0.01 Ns/mm
Unwucht Ug 0.0 gmm
Lagerdurchmesser D 6.0 mm
Lagerbreite L 3.6 mm
Lagerspiel C' 0.0114 mm
Olviskositét n 10.0 mPas

Drehbeschleunigung a, 407w 1/s?

Tabelle 4.1: Parameterwerte fiir den Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern.

Numerische Losung der Reynoldsgleichung mittels Impedanz-Methode

Eine rechenzeiteffiziente Implementierung der nichtlinearen Gleitlagerkrifte nach der all-
gemeinen Reynoldsgleichung (2.6) ist unter Verwendung von Impedanz-Kennfeldern ge-
geben. Das genaue Verfahren ist in Kapitel 2 beschrieben. Die Auflosung des Kennfel-
des [89] ist dabei so hoch gewahlt, dass infolge des daraus folgenden geringen Interpo-
lationsfehlers die Impedanz-Kennfeldmethode praktisch mit der numerischen Losung der
allgemeinen Reynoldsgleichung tibereinstimmt. Das Ergebnis der entsprechenden Hoch-
laufsimulation fiir den gleitgelagerten Laval-Rotor (vgl. Tabelle 4.1) ist in Abbildung 4.2
veranschaulicht, wobei sowohl die Verschiebungen zy, des Scheibenmittelpunktes We in
vertikaler Richtung als auch die relativen Lagerexzentrizitaten € dargestellt sind. Der Wel-
lendurchstopunkt W und der Scheibenschwerpunkt S fallen in diesem betrachteten Fall
zusammen, da die Unwucht vernachléssigt wird. Daher stellt sich aufgrund der Belastung
durch die Gewichtskraft eine stabile Gleichgewichtslage fiir niedrige Drehzahlen ein, die
ab einer Drehfrequenz von etwa 430 Hz ihre Stabilitdat verliert. Infolgedessen nimmt die
Dampfungswirkung durch den Schmierfilm schlagartig ab. Nach Durchfahren dieser ersten
kritischen Drehzahl entstehen Grenzzykelschwingungen, deren Frequenzen ungefihr die
Halfte der Drehfrequenz betragen und demzufolge mit steigender Drehfrequenz zunehmen.
Dieser Bereich der selbsterregten Schwingungen wird ,,0il-whirl“ bzw. ,Halbfrequenzwir-
bel“ genannt, in dem der Rotor unter Umstanden noch sicher betrieben werden kann
[15, 66], obwohl die relativen Lagerexzentrizitédten schon hier gegen 1 streben. Die hohen
Lagerexzentrititen fithren zu einer Versteifung der Lager, die durch die steigende Drehfre-
quenz noch weiter verstéarkt werden. Die Frequenzen der selbsterregten Schwingungen sind
durch das Wasserfalldiagramm (3D- bzw. 2D-Ansicht) in Abbildung 4.3 verdeutlicht, das
die reellen Kurzzeit-Amplitudenspektren der Verschiebungen zy, perspektivisch darstellt.
Aufgrund der fehlenden Unwucht ist die Drehzahlharmonische bzw. -synchrone nur als
strichlierte Linie angedeutet.

Bei weiterer Erhohung der Drehfrequenz findet jedoch bei einem Drehfrequenzbereich von
ca. 1300 Hz bis 1400 Hz ein Ubergang vom ,o0il-whirl“- in den ,0il-whip*-Bereich statt, der
einerseits dadurch gekennzeichnet ist, dass die Frequenzen der selbsterregten Schwingun-
gen nicht mehr ansteigen und folglich bei einem bestimmten Wert verbleiben. Andererseits
ist ein deutlicher Anstieg der Schwingungsamplituden verbunden mit einer hoheren Bie-
gebeanspruchung der Welle zu erkennen, welcher als Grund fiir die destruktive Wirkung
der ,oil-whip“-Schwingungen anzusehen ist [15, 66]. Dieses Phanomen tritt bei gleitge-
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Abbildung 4.2: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern
(Impedanz-Methode): a) Auslenkungen zy, der Scheibe in vertikaler Richtung. b) Rela-
tive Lagerexzentrizitaten e.

lagerten Rotoren dann auf, wenn die subsynchrone Frequenz fg,;, ~ % f der ,oil-whirl“-
Schwingungen mit einer Eigenfrequenz des gelagerten Rotors zusammenfallt. Hierbei sind
die Schmierfilme der Lager derart versteift, dass schon von einem starr gelagerten Ro-
tor mit der entsprechenden Biegeeigenfrequenz von f.;, = \/k/m/2r = 712Hz ausge-
gangen werden kann. Daraufthin erfolgt die Anregung (,,Selbstanregung®“) von ,oil-whip“-
Schwingungen bei einer Drehfrequenz von ungefahr f ~ 2 f.;; = 1424 Hz, die angesichts der
Annahmen von starren Lagern nur eine obere Schranke fiir das Auftreten der gefahrlichen
Biegeschwingungen bildet. Hier sind die zugehorigen Schwingungsamplituden in diesem
Bereich sichtbar begrenzt, weil eine kleine duflere Dampfung von d, = 0.01 Ns/mm ange-
nommen wird. Die oil-whirl“-Schwingungen dagegen werden von einer geringen dufleren
Déampfung kaum beeinflusst. Nach Erreichen des ,,0il-whip“-Bereichs bleibt trotz weiterer
Drehfrequenzerhéhung die subsynchrone Frequenz der selbsterregten Schwingungen kon-
stant und die ,Selbstanregung”“ der Rotoreigenschwingungen wird im Gegensatz zu einer
Fremdanregung durch eine Unwucht aufrechterhalten. Bei Berticksichtigung einer Unwucht
kann unterhalb der kritischen Drehzahl fiir das Erscheinen der ,oil-whip“-Schwingungen
noch zusatzlich ein nichtlineares Resonanzphanomen bei einer Drehfrequenz von f ~ f.;,
auftreten, das bei der Auslegung des Rotor-Lager-Systems weiterhin zu beachten ist.
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Abbildung 4.3: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern
(Impedanz-Methode): a) 3D-Wasserfalldiagramm der Auslenkungen zy (vgl. Abbildung
4.2). b) 2D-Ansicht von a).

Analytische Kurzlagerlosung

Die analytische Losung nach der Kurzlagertheorie erweist sich insbesondere fiir Breiten-
Durchmesser-Verhaltnisse von % < % als eine einfache, elegante Methode, um die nichtli-
nearen Gleitlagerkrifte zu approximieren. Die Herleitung der analytischen Formeln dafiir
sind Kapitel 2.2.2 zu entnehmen. Wie schon im Fall der numerischen Losung der Reynolds-
gleichung mittels Impedanz-Methode, wird die gleiche Hochlaufsimulation fiir den Laval-
Rotor in konventionellen Gleitlagern (vgl. Tabelle 4.1) durchgefiihrt, wobei hier die La-
gerkréfte nach der Kurzlagertheorie modelliert werden. Die selbsterregten Schwingungen
sowie deren Frequenzen unterscheiden sich dabei fiir beide Approximationsarten der Lager-
krafte nicht nur qualitativ, sondern auch quantitativ kaum voneinander. Daher zeigt Ab-
bildung 4.4 nur den Vergleich der Schwingungseinhiillenden von den Auslenkungen zy, und
der relativen Lagerexzentrizitiaten e fiir beide Approximationsarten. Fiir die ausfiihrlichere
Darstellung der Ergebnisse aus der Hochlaufsimulation nach der Kurzlagertheorie wird auf
den Anhang (vgl. Abbildungen A.1 und A.2) verwiesen. Der grofite Unterschied ist beim
Stabilitatsverlust der stationdren Ruhelage zu erkennen, der bei Anwendung der Kurz-
lagertheorie bei einer hoheren Drehfrequenz von néherungsweise 460 Hz anstatt 430 Hz
wie bei der Impedanz-Methode auftritt. Daneben sind bei alleiniger Berticksichtigung des
Kurzlageranteils in der Reynoldsgleichung die relativen Lagerexentrizitiaten € tiber den
gesamten Drehfrequenzbereich unwesentlich geringer, da die Amplituden der Scheiben-
schwingungen nur beim Ubergang vom ,oil-whirl“- in den ,oil-whip“-Bereich ein wenig
voneinander abweichen.

Eine ebenfalls analytische Moglichkeit zur Berechnung der nichtlinearen Lagerkrafte ist au-
Berdem durch die Langlagertheorie gegeben. Im Folgenden erscheint diese Losungsmethode
eher ungeeignet, weil die heutzutage verwendeten Lager weitgehend ein Breiten-Durchmes-
ser-Verhéltnis von % < % besitzen. Demnach sind die erreichten Amplituden der selbster-
regten Schwingungen bei der Hochlaufsimulation des gleitgelagerten Lavalldufers nach der
Langlagertheorie deutlich hoher als im Vergleich zu den beiden anderen Losungsarten (vgl.
Abbildungen A.3 bzw. A.4 im Anhang). Obwohl beim vorliegenden Rotor-Lager-System
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Abbildung 4.4: Vergleich der Kurzlagertheorie und der Impedanz-Methode anhand der
Hochlaufsimulationen des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern: a) Einhiillende der
Schwingungen zy (2 = 0) der Scheibe in vertikaler Richtung. b) Relative Lagerexzentri-
zitaten e.

ein Breiten-Durchmesser-Verhéltnis von % = % > % vorliegt, scheint dagegen die Kurzla-
gertheorie sowohl qualitativ (,,0il-whirl“- bzw. oil-whip“-Phénomene) als auch quantitativ
eine sehr gute Alternative zur numerischen Bestimmung der Lagerkréfte nach der allgemei-

nen Reynoldsgleichung zu sein und somit auch fiir praxisrelevante Simulationen einsetzbar.

4.1.3 Vergleich zwischen Hochlaufsimulation und numerischer
Bifurkationsanalyse

Die Hochlaufsimulation ist ein recht einfaches Hilfsmittel, um das nichtlineare Losungs-
verhalten von gleitgelagerten Rotoren iiber einen gewissen Drehzahlbereich abzuschétzen.
Jedoch bietet sich vor allem bei komplexeren Rotor-Lager-Systemen eine detaillierte Sta-
bilitdtsuntersuchung mit den Methoden der numerischen Bifurkationsanalyse an, die nicht
nur die Bestimmung der stabilen sowie instabilen Losungen sondern auch die Detektie-
rung der zugehorigen Bifurkationspunkte ermoglicht. Folglich kann auch die Existenz von
mehreren unterschiedlichen Loésungen in bestimmten Bereichen des Bifurkationsparame-
ters bei ansonsten festen Parameterwerten nachgewiesen werden. Zur Einfithrung in die
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Bifurkationsanalyse wird der in den Hochlaufsimulationen zugrunde gelegte Laval-Rotor
in konventionellen Gleitlagern mit numerischen Methoden der Pfadverfolgung untersucht.
Die ndherungsweise Berechnung der Lagerkréfte erfolgt dabei nach der Kurzlagertheorie.
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Abbildung 4.5: Bifurkationsanalyse des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern (Kurz-
lagertheorie) im Bereich des Stabilitétsverlustes der stationdren Ruhelage: a) Bifurkati-
onsdiagramm der maximalen sowie minimalen Auslenkungen zy (2 = 0) der Scheibe.
b) Scheibenorbits bei f = 370Hz (stabile Ruhelage, instabile und stabile periodische
Losung).

Das Bifurkationsdiagramm im Bereich des Stabilitatsverlustes der Gleichgewichtslage sowie
die Orbits der Rotorscheibe fiir eine Drehfrequenz von f = 370 Hz sind in der Abbildung
4.5 dargestellt. Im Folgenden wird als Bifurkationsparameter stets die Rotordrehzahl wie
beispielsweise hier die Drehfrequenz f gewédhlt. Zur Charakterisierung des dynamischen
Systemverhaltens in den Bifurkationsdiagrammen bietet sich als Kenngrofie die Grofie der
Scheibenorbits und damit die Gréfle der Amplituden der selbsterregten Schwingungen an.
Da sich jedoch die periodischen selbsterregten Schwingungen im Allgemeinen durch ei-
ne Uberlagerung von mehreren Schwingungen verschiedener Frequenzen zusammensetzen,
gibt es nicht nur eine Schwingungsamplitude. Deshalb erfolgt die Beschreibung der Grofie
der Orbits anhand der Extremwerte der Scheibenauslenkungen in vertikaler z-Richtung,
die dann als Kenngroflen in den nachfolgenden Bifurkationsdiagrammen wiederzufinden
sind.

Fiir den ideal ausgewuchteten Rotor ist fiir niedrige Drehzahlen die stationdre Ruhelage
zunachst stabil, die dann bei einem kritischen Wert fiir f. = 385.5 Hz infolge einer subkri-
tischen Hopf-Bifurkation ihre Stabilitat verliert. Damit entsteht um die stabile Gleichge-
wichtslage ein Bereich instabiler periodischer Grenzzyklen, die bei fsx = 359.6 Hz einen
Umkehrpunkt bzw. Sattelknoten aufweisen, der zu einem Stabilitdtswechsel mit einem an-
schliefenden stabilen Bereich der periodischen Losung fithrt. Wird die Drehzahl ausgehend
von der stabilen Gleichgewichtslage erhoht, existiert oberhalb der kritischen Drehzahl f,.
in der lokalen Umgebung der Hopf-Bifurkation keine stabile Gleichgewichtslosung mehr.
Infolgedessen nehmen im Gegensatz zu einer weichen Selbsterregung (superkritische Hopf-
Bifurkation) die Schwingungsamplituden nach Uberschreiten der linearen Stabilitétsgrenze
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nicht langsam zu, sondern aufgrund eines Amplitudensprungs folgen die stabilen Grenzzy-
klen des ,0il-whirl“-Bereichs. Bei Verringerung der Drehzahl verlieren diese selbsterregten
Schwingungen angesichts des Sattelknotens bei fgr = 359.6 Hz zugunsten der Gleichge-
wichtslage ihre Stabilitdt. Die Drehfrequenz des Sattelknotens ist dabei kleiner als die
der Hopf-Bifurkation, weshalb auch von einem Hysterese-Effekt des nichtlinearen Rotor-
Lager-Systems gesprochen werden kann. Hier ist dieser nur relativ gering ausgeprégt, da
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Abbildung 4.6: Bifurkationsdiagramm des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern
(Kurzlagertheorie).

sich die kritischen Drehzahlen beim Hoch- und Herunterfahren des Rotors im Vergleich
zum gesamten Betriebsbereich nur wenig unterscheiden. Darum wird auch der in Experi-
menten beobachtete Hysterese-Effekt [118] bei Rotoren in konventionellen Gleitlagern fiir
praktische Anwendungen eher unbedeutend sein.

Anzumerken bleibt, dass der Stabilitdtsverlust der Gleichgewichtslage in der Hochlaufsi-
mulation (vgl. Abbildung 4.4) einerseits bei einer hoheren Drehfrequenz von etwa 460 Hz
offensichtlich auftritt und andererseits nicht mit einem Amplitudensprung verbunden ist.
Streng genommen handelt es sich selbst bei dem hier vorliegenden langsamen Hochlauf
um einen instationdren Vorgang, so dass der Rotor beim Uberschreiten der linearen Sta-
bilitatsgrenze erst nach einem transienten Ubergang einen quasi-stationdren Zustand im
,oil-whirl“-Bereich erreicht. Eine weitere Erhohung der Simulationsdauer, die gewisserma-
en mit einer lingeren ,Einschwingzeit® verkntipft ist, fiihrt zu einer stetigen Annédherung
an die mit Hilfe der linearen Stabilitdtstheorie berechneten kritischen Drehzahl.

Bei Betrachtung des Bifurkationsdiagramms tiber den gesamten Drehzahlbereich in Abbil-
dung 4.6 ist zu erkennen, dass beim Ubergang vom ,0il-whirl“- in den ,0il-whip“-Bereich
keine weitere Bifurkation stattfindet und es praktisch mit einer hinreichend langsamen
Hochlaufsimulation tibereinstimmt.

In Abbildung 4.7 sind die Grundfrequenzen der stationaren, selbsterregten Schwingungen
entsprechend eines Ordnungsdiagramms und eines Wasserfalldiagramms veranschaulicht.
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Abbildung 4.7: Subsynchrone Frequenzen der fiir die in Abbildung 4.6 dargestellten Grenz-
zyklen: a) Dimensionslose Darstellung normiert auf die Rotordrehfrequenz f entsprechend
eines Ordnungsdiagramms (Drehzahlharmonische bei 1 als strichpunktierte Linie einge-
zeichnet). b) Dimensionsbehaftete Darstellung entprechend einem Wasserfalldiagramm,
vgl. Abbildung 4.3 (Drehzahlharmonische als strichpunktierte Winkelhalbierende einge-
zeichnet).

In der Darstellung a) wird im Gegensatz zu b) die subharmonische bzw. -synchrone Schwin-
gungsgrundfrequenz mit der Drehfrequenz zum Ordnungsdiagramm normiert. Zudem sind
die beiden Frequenzachsen vertauscht. In beiden Diagrammen ist sowohl die Entstehung
von selbsterregten Schwingungen mit einer Frequenz von etwa der halben Drehzahl (,oil-
whirl“ bzw. "Halbfrequenzwirbel”) als auch das spétere Verharren in der Eigenfrequenz des
gelagerten Rotors (,0il-whip“) zu verzeichnen, das sich im Ordnungsdiagramm mit einer
Abnahme des Frequenzverhéltnisses bemerkbar macht. Wiederum sind infolge der fehlen-
den Unwuchtberticksichtigung die Drehzahlharmonische bzw. -synchrone nur als strich-
punktierte Linie angedeutet.

Die Bifurkationsanalyse stellt eine Alternative zu transienten Zeitsimulationen dar, um
das nichtlineare Schwingungs- sowie Stabilitdtsverhalten von gleitgelagerten Rotoren de-
tailliert zu studieren. Die Bestimmung der Stabilitatsgrenzen wie beispielsweise der Beginn
des ,,0il-whirl“-Bereichs kann sich bei einer Hochlaufsimulation als schwierig und rechen-
zeitaufwendig herausstellen. Dagegen konnen bei einer Bifurkationsanalyse nicht nur die
Bifurkationspunkte sondern auch die instabilen Losungen berechnet werden. Dies kann zu
einem besseren Verstdndnis der entstehenden Phanomene bei nichtlinearen Systemen wie
z.B. dem Hysterese-Effekt beitragen.

4.1.4 Dimensionslose Bewegungsgleichungen

Nach der exemplarischen Betrachtung des globalen Losungsverhaltens fiir einen statisch ge-
ring belasteten Rotor sind die Einfliisse der Rotor- bzw. Lagerparameter auf das nichtlinea-
re Schwingungsverhalten zu beurteilen. Die dimensionsbehafteten Bewegungsgleichungen
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des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern sind fiir den stationaren Betrieb w = const.
durch die Gleichungen (4.2) gegeben. Im Folgenden werden die darin auftretenden nicht-
linearen Lagerkréfte stets nach der Kurzlagertheorie approximiert.

Zwecks einer systematischen Stabilitdtsuntersuchung des Systems ist es sinnvoll, eine Re-
duktion der Modellparamater vorzunehmen, indem die nichtlinearen Bewegungsgleichun-
gen in eine dimensionslose Form tiberfiihrt werden. Nach Einfithrung der auf das radiale
Lagerspiel C' bezogenen Auslenkungen der Scheibe sowie des Wellenzapfens im Lager

_ yw _ W YL _ 27

?7 yL:67 2L =

= —, z = =
Yw C w L=
und der dimensionslosen Zeit 7 = wt konnen die Bewegungsgleichungen (4.2) in ihre di-
mensionslose Form

DYy 4 da@ifiy + Flo(gw — i) = pi?sinT, (4.3a)
G2y + daozy, + Flo(ZW —Zzp) =1+ pi®cosT, (4.3b)
_I}O@W — Y1) = 2Sufy(Yr, Yp. 2, 71) | (4.3¢)

oG = 2) = 250 L0, 515, 1) (4.34)

umgeschrieben werden, wobei die Ableitungen nach der dimensionslosen Zeit 7 stets mit
(...) = (...) gekennzeichnet werden. Die weiteren dimensionslosen GréBen sind geméf
@:\/?w, p:%S7 d, = m(i/vda, Fozéi/ (4.4)

definiert. Bei festen Rotor- und Lagergrofien ist der dimensionslose Drehzahlparameter w
stets proportional zur Winkelgeschwindigkeit w des Rotors. Der dimensionslose Unwucht-
parameter des Rotors p bezeichnet die auf das Lagerspiel C' normierte Massenexzentrizitéit
der Scheibe. Der dimensionslose Koeffizient d, der duBeren Dampfung ist von der Rotor-
drehzahl unabhangig. Die Berticksichtigung der Wellensteifigkeit fiihrt zu einem weiteren
dimensionslosen Parameter I'y, der die auf das Lagerspiel C' bezogene statische Durchbie-
gung des Rotors durch die Last W beschreibt. Je hoher der Wert fiir I'y gewahlt wird, desto
flexibler ist die Welle. Folglich ist beim starren Rotor I'y = 0. Da die modifizierte Sommer-
feldzahl S, von der Rotorwinkelgeschwindigkeit® w bzw. & abhingt, ist es bei der Unter-
suchung des nichtlinearen Schwingungsverhaltens gleitgelagerter Rotoren in Abhéngigkeit
von w bei ansonsten gegebenen Rotor-und Lagerparametern vorteilhafter, anstelle von S,
den von der Winkelgeschwindigkeit unabhidngigen Systemparameter

S

w

(4.5)

3Die Winkelgeschwindigkeit des Rotors w bzw. & wird im Folgenden in nicht vollstindig exakter Aus-
drucksweise oftmals als Drehzahl bezeichnet.
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zu verwenden?. Die statische Last besteht wie in den meisten praktischen Anwendungen
nur aus dem Rotoreigengewicht W = mg, so dass fiir die dimensionslosen Systemgrofien
auch

3
w:\/fw, Ja:ﬁi;, a:jlé)f\//gvlv (4.6)
g

geschrieben werden kann. Wéahrend die dimensionslose Winkelgeschwindigkeit w des Rotors
dann von der Belastung unabhéngig ist, wird nachfolgend o aufgrund der Proportionalitét
zu 1 /W als reziproker Lastparameter bezeichnet. Der sogenannte vertikale Rotor wird im
Rahmen dieser Arbeit nicht explizit betrachtet. Jedoch entspricht fiir den Grenzfall ¢ — oo
das Verhalten des untersuchten Rotors dem des vertikalen Rotors, der ohne statische Last
W betrieben wird.
Die Stabilitdtsanalyse des gleitgelagerten Laval-Rotors kann nun in Abhédngigkeit der fiinf
verbleibenden dimensionslosen Parameter o, @, Ty, d, und p durchgefithrt werden. Ins-
besondere bei den nichtlinearen Untersuchungen wird der Drehzahlparameter w weitest-
gehend als einziger Bifurkationsparameter gewahlt, wobei die anderen Parameter nicht
verandert werden. Daneben wird hauptsachlich bei der linearen Stabilitatsuntersuchung
ein weiterer Bifurkationsparameter, ndmlich die reziproke Belastung o, einbezogen, die
mit der dimensionslosen Winkelgeschwindigkeit im Zusammenhang S, = ow zur modi-
fizierten Sommerfeldzahl S,, steht. Infolgedessen kann o fortan auch als Lagerparameter
angesehen werden. Fir die Darstellung der nachfolgenden Stabilitdtskarten werden daher
diese beiden dimensionslosen Parameter ¢ und w verwendet. Der Einfluss der statischen
Durchbiegung I'y, der d&uleren Démpfung d, und der Unwucht p werden ebenfalls betrach-
tet. Bei Berticksichtigung der Unwucht p und auch vorwiegend bei den Untersuchungen
des unwuchtfreien Rotors werden die in Tabelle 4.2 aufgefithrten Parameterwerte fiir I'g
und d, benutzt.

Wellennachgiebigkeit I'y = 0.01
Auflere Dampfung d, = 0.1

Tabelle 4.2: Dimensionsloser Standardparametersatz fiir den Laval-Rotor in konventionel-
len Gleitlagern.

4.1.5 Stabilitatsverlust der stationidren Ruhelage

Bevor iiber die Stabilitdt der stationdren Ruhelage bzw. Gleichgewichtslage des Rotor-
Lager-Systems Aussagen getroffen werden kénnen, muss sie zunéchst ermittelt werden, um
nach einer Linearisierung der Bewegungsgleichung um diese berechnete Ruhelage die Ei-
genwerte des linearisierten Systems zu bestimmen. Dabei kann sich eine Gleichgewichtslage
nur dann einstellen, wenn auf den Rotor keine zeitveranderlichen Storungen wie beispiels-
weise eine Unwuchterregung einwirken. Deshalb wird hier die Unwucht vernachléssigt, so
dass im Folgenden stets p = 0 gilt.

4Der reziproke Lastparameter o steht mit der von der Drehfrequenz befreiten Sommerfeldzahl Soq
(siehe beispielsweise [23]) im folgenden Zusammenhang: o = 3?/So(, wobei fiir das Breiten-Durchmesser-
Verhéltnis § = L/D gilt.
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Anzumerken bleibt, dass in der Realitdt eigentlich ein Rotor keine Gleichgewichtslage im
klassischen Sinne (Statik) besitzt, da er gewissermafBen mit einer bestimmten Winkelge-
schwindigkeit rotiert. In der Literatur (siehe beispielsweise [23]) wird beim stationédren
Betrieb eines ideal ausgewuchteten Rotors trotzdem héufig von einer statischen Gleichge-
wichtslage beziiglich der Bewegung des Lagerzapfenmittelpunkts gesprochen.

Stationdre Ruhelage

Fiir verschwindende Geschwindigkeiten 4j, = zj;, = ¢, = 2, = 0 und Beschleunigungen
Uy = ziy = 0 kann dann die Ruhelage (ywo, Zwo, Uro, Zro) des Laval-Rotors in kon-
ventionellen Gleitlagern aus den Bewegungsgleichungen (4.3) berechnet werden. Wéhrend
sich infolge der Gleichung (4.3a) die horizontalen Verschiebungen des Wellenzapfens im
Lager sowie der Scheibe nicht unterscheiden (ywo = yro), setzt sich nach (4.3b) die Aus-
lenkung der Scheibe in vertikaler Richtung aus der Verschiebung des Wellenzapfens und
der statischen Durchbiegung (Zw o = Zpo + o) aufgrund des Eigengewichts zusammen.
Die beiden Komponenten y; 9 und zj¢ der Ruhelage ergeben sich aus den verbleibenden
Gleichgewichtsbedingungen

0=25,fy(Yro, ¥y, = 0,200, 2, =0), (4.7a)
=1+4+2S,./.(Yro,y; =0, zr0,2; =0), (4.7b)

die unabhéngig von der Scheibenlage yw o, Zw o und damit der Wellenelastizitat sind. Aus
diesem Grund bleibt die statische Ruhelage 1,0, 210 des Wellenzapfens gegentiber einer
starren Modellierung unverédndert. Nach Einfithrung der relativen Lagerexzentrizitit e
und des Verlagerungswinkels ¢, fiir die Gleichgewichtslage des Wellenzapfens besitzt das
System die stationdre Ruhelage

gWO =& sin (bo, 5]/[/0 = £p COS ¢0 + Fo, gLO = £&p sin ¢0, ELO = £p COS (bo . (48)

Fiir diese Ruhelage lassen sich die radiale und tangentiale Komponente der Lagerkraft f,.
und f; aus den Forderungen ¢ = ¢’ = 0 berechnen:
2e3 T £

froz—ma ftozgm. (49)

Fiir das statische Gleichgewicht muss mit Hilfe von f,0 = f,(yr0, 9, =0, ZL0, Z;, = 0) und
fz0=f:(Yro, Y, = 0,210, 2, = 0) die Gleichung

= 25my/ fyo + f20 = 28w\ f7o + [ (4.10)

gelten. Daraus folgt die Beziehung der relativen Lagerexzentrizitat fiir die Ruhelage in
impliziter Form

o -gp

= : (4.11)
50\/1653 +m2(1 — €3)

deren Auswertung numerisch erfolgen muss. Der Verlagerungswinkel ¢, kann dann tiber
den Zusammenhang

¢ = arctan (— ?:2) = arctan (f\/l — &tg) (4.12)

€0
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Abbildung 4.8: Stationdre Ruhelage des Wellenzapfens fiir konventionelle Gleitlager: a) Re-
lative Lagerexzentrizitat €y und Verlagerungswinkel ¢y in Abhéngigkeit der modifizierten
Sommerfeldzahl S,,. b) Orbitdarstellung von a).

ermittelt werden. Wie in Abbildung 4.8 dargestellt, ist die stationdre Ruhelage des Wel-
lenzapfens im Lager durch das Wertepaar (g9, ¢o) gegeben und demzufolge nur von der
modifizierten Sommerfeldzahl .S, abhéngig. Dariiber hinaus ist zu erkennen, dass die Ex-
zentrizitat €y bei einer Abnahme der modifizierten Sommerfeldzahlen S,, gegen 1 strebt,
was gleichbedeutend mit hoheren Lasten bzw. niedrigeren Drehzahlen ist. Der Wellenzap-
fen nahert sich folglich immer mehr der Lagerschale an. Bei Erhéhung der modifizierten
Sommerfeldzahlen S, (niedrige Lasten bzw. hohe Drehzahlen) erreicht angesichts ver-
schwindender Exzentrizitaten ¢y der Wellenzapfenmittelpunkt zunehmend den geometri-
schen Mittelpunkt der Lagerschale.
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Lineare Stabilitédtsanalyse

Das Rotor-Lager-System (4.3) besitzt die mit Hilfe der Gleichungen (4.8), (4.11) und (4.12)
gegebene stationdre Ruhelage (yw o, 2w o, YLo, 210), die abhdngig von den Systemparame-
tern stabil oder instabil sein kann. Die Annahme einer kleinen Stérung um die Gleichge-
wichtslage (yw = ywo + Ayw, 2w = Zwo + AZw, Yo = Yro + Ay, zp = zpo + Azp) fithrt
unter Berticksichtigung ausschliellich linearer Terme auf das vereinfachte lineare Differen-
tialgleichungssystem zweiter Ordnung

DAYy, + do @AYy, + Flo(AgW — Ayp) =0, (4.13a)
DPAZ, 4 duAZy + Flo(Azw —Az)=0, (4.13D)
—Flo(AyW — Aijp) = 200(kyy Ay + dyy Ay, A ky Az + dy AZ) ), (4.13c)
—Flo(AzW — AZp) = 200(k., Ayr + doyAY), + k. AZL 4 dAZ)) (4.13d)

wobei die entsprechenden Steifigkeitskoeffizienten l;:yy, l;:yz, l;:zy, k.. und Dampfungskoeffi-
zienten cfyy, czyz, Jzy, d,. nur noch von der relativen Lagerexzentrizitit e, und damit von
der modifizierten Sommerfeldzahl S,, abhiangen, vgl. (B.1) bzw. (B.2) im Anhang. Wird
ein Zustandsvektor

Ax = (Ajjw, Ay, Azw, AZy, A, Azp)T (4.14)

definiert, so kénnen die um die stationdre Ruhelage linearisierten Bewegungsgleichungen
in die Zustandsform

Ax' = AAx (4.15)

transformiert werden. Die lineare zeitinvariante Systemmatrix ist dann durch

0 1 0 0 0 0
__1_ _da _1_
Tow? w 0 0 Tow? O
0 0 0 1 0 0
A= 1 _d 1 4.16
0_ 0 Dow? w Q _ Low? ( )
o [ _ O 7dyz O —2UQEODk11+dzz _(20@F9Dk12+dyz )
20’5)FODq 2Dy q@ro QD,LO'(I)FO B 2D7q0'@1—‘07
7dzy O . 7dyy 0 QO'LDFQDkzl—dzy QU@FQDk22+dyy
2Dgowlg 2DgowI’g 2Dgowl'g 2Dgowl’g

gegeben.

Geméf der Theorie linearer Differentialgleichungen ergibt sich die allgemeine Losung von
(4.15) tber die Eigenwerte der Matrix A mit den zugehorigen Eigenvektoren. Daneben
konnen mit Hilfe von (4.15) auch kleine Zwangsschwingungen um die stationdre Ruhela-
ge unter Berticksichtigung einer Unwuchterregung berechnet werden (siehe beispielsweise
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[23]). Sie werden aber im Folgenden nicht naher untersucht. Hier ist vor allem die Berech-
nung der sogenannten linearen Stabilitdtsgrenze von Interesse, welche die Bereiche stabiler
und instabiler Gleichgewichtslosungen voneinander trennt. Dazu werden die Eigenwerte
der Matrix A in Abhéngigkeit von den Systemparametern bestimmt. Die lineare Stabi-
litdtsgrenze fiir die Gleichgewichtslage liegt nach Ljapunow genau dann vor, wenn ein Ei-
genwert von A mit Realteil Null auftritt und alle anderen Eigenwerte Realteile kleiner null
besitzen. Diese Forderung ist gleichbedeutend mit der Bedingung, dass das Maximum der
Realteile der Systemmatrix A den Wert null annimmt. Bei der linearen Stabilitdtsgrenze
muss demnach die Bedingung

max (R{A}) =0 (4.18)

gelten, wobei im Vektor A = A/w die sechs Eigenwerte der Matrix A zusammengefasst
sind, die auf die Rotorwinkelgeschwindigkeit w bezogen sind.

Alternativ kann die Stabilitatsgrenze der linearen Storungsgleichung (4.15) bei Anwendung
des Hurwitz-Kriteriums ermittelt werden, indem durch einen Exponentialansatz der Form

x=CeV (4.19)
das zugehorige charakteristische Polynom 6. Grades
P()\) = det(A\I — A) (4.20)

gebildet wird, und dann die notwendigen und hinreichenden Bedingungen tiberpriift wer-
den. Infolge der komplizierten Ausdriicke fiir die linearisierten Lagerkréifte ist schon in
diesem recht einfachen Fall des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern zum Teil ei-
ne numerische Auswertung der aufgestellten Bedingungen fiir einen Stabilitdtsnachweis
notwendig (vgl. [101]). Angesichts sowohl moderner Rechner als auch rechenzeiteffizienter
Losungsalgorithmen bietet demgegeniiber die direkte numerische Berechnung der Eigen-
werte keinen Nachteil. Nachfolgend erfolgt bei den betrachteten Rotor-Lager-Modellen der
Stabilitatsnachweis numerisch.

Wie schon erwahnt, kann tiber die Eigenwerte der Matrix A der linearisierten Bewegungs-
gleichungen die Stabilitit der stationdren Ruhelage in Abhéngigkeit von den Parametern
des Rotor-Lager-Systems beurteilt werden. Ein typischer Verlauf des kritischen Eigenwert-
paares \. = o0 + j€, 5\5 = o — 780 bei steigender Drehzahl @w ist fiir einen Laval-Rotor in
konventionellen Gleitlagern mit ansonsten festen Parametern in Abbildung 4.9 dargestellt,
wobei die Realteile der weiteren Eigenwerte iiber den gesamten Drehzahlbereich nega-
tiv und damit unkritisch sind. Dagegen iiberschreitet das kritische, konjugiert komplexe
Eigenwertpaar ;\c, ;\:, bei einer dimensionslosen Winkelgeschwindigkeit w., = 2.75 die
imaginare Achse von der negativen in die positive Halbebene, ab der dann ein instabiles
Verhalten fiir die Gleichgewichtslage vorliegt. Im Folgenden wird diese Grenzdrehzahl @, j;,
auch als lineare kritische Drehzahl des Rotor-Lager-Systems bezeichnet.

Bei einer genauen Analyse der Gleichgewichtslage kann gezeigt werden, dass im Allge-
meinen bei gleitgelagerten Rotoren alle Bedingungen einer Hopf-Bifurkation an der Stabi-
litdtsgrenze we iy, erfillt werden. Wéhrend bei der Berechnung des Eigenwertverlaufes (vgl.
Abbildung 4.9) als einziger Bifurkationsparameter der Drehzahlparameter o angenommen
wird, hat sich bei der Darstellung der linearen Stabilitdtsgrenze in sogenannten Stabi-
litatskarten beispielsweise die Berticksichtigung des reziproken Lastparameters ¢ bewahrt,
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Abbildung 4.9: Kritisches, konjugiert komplexes Eigenwertpaar A, 5\2 in Abhéngigkeit des
Drehzahlparameters w im Bereich des Stabilitatsverlustes der Gleichgewichtslage (o = 1.0,
Iy =0.01,d, =0.1).

der im Gegensatz zur Sommerfeldzahl So bzw. S,, unabhédngig von der Drehzahl ist. Die
Hopf-Bifurkationen kénnen dann in der von den beiden Bifurkationsparametern aufge-
stellten o-w-Ebene verfolgt werden. Die im Parameterraum dargestellten Kurven mit ver-

schwindendem Realteil +5.;,, des konjugiert komplexen Eigenwertpaares A., A, werden

dabei auch Hopf-Kurven genannt. Abbildung 4.10 zeigt fiir den gleitgelagerten Laval-Laufer

‘ 0.6

Qc,li’n

- instabil

10.1

— superkritisch
- — - subkritisch

2 1 1
-2 -1 0 1 Oq

stabil

Abbildung 4.10: Stabilitatskarte fir den Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern (I'y =
0.01, d, = 0.1): Dimensionslose Grenzdrehzahl ., und zugehoriges Frequenzverhaltnis
Q¢ in, in Abhéngigkeit des Lastparameters o, die durch das kritische Eigenwertpaar £5€2. ;,,
(Hopf-Kurve) definiert werden.
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die dimensionslose Grenzdrehzahl . ;, in Abhéngigkeit des Lastparameters o. Neben der
Hopf-Kurve £3$.;, ist auch das Frequenzverhiltnis® €),,, abgebildet, das im weiteren
Verlauf als Verhéltnis

Wsub
Qo = 4.21
=2 (1.21)

der Kreisfrequenz wsg,, der infolge der Hopf-Bifurkation entstehenden selbsterregten
Schwingungen zur Rotorwinkelgeschwindigkeit w festgelegt wird. An der linearen Stabi-
litdtsgrenze wjin, wird das Frequenzverhéltnis €2y, durch den Imaginarteil des kritischen
Eigenwertpaares

qub(@ = a}c,lin) - %{j\c} - Qc,lin (422)

wiedergegeben. Fiir hohe reziproke Lastparameter ¢ nimmt das Frequenzverhéaltnis g,
die fiir Gleitlager typischen Werte von ungefahr 0.5 an.

Abgesehen von der Bestimmung der Stabilitat der Gleichgewichtslage ist von weiterem
groflen Interesse, ob die aus der Hopf-Bifurkation entstehenden Grenzzyklen in der lokalen
Umgebung der linearen Stabilitdtsgrenze stabil oder instabil sind. Daher kann durch bei-
spielsweise Anwendung der Zentrumsmannigfaltigkeitstheorie zwischen subkritischen und
superkritischen Hopf-Bifurkationen unterschieden werden. In MATCONT wird dazu der
Ljapunow-Exponent ausgewertet. Weitere Einzelheiten sind in Kapitel 3 beschrieben. Fiir
den untersuchten Laval-Rotor erfolgt der Ubergang von der subkritischen zur superkri-
tischen Hopf-Bifurkation bei einem Lastparameter von ¢ = 0.80. Folglich ist fiir einen
niedrig belasteten Rotor ein Amplitudensprung von der Gleichgewichtslage auf einen sta-
bilen Grenzzyklus héherer Amplitude zu erwarten (harte Selbsterregung, vgl. Abbildung
4.5), wihrend bei einer hohen Last nach Uberschreiten der linearen Stabilitéitsgrenze ein
stabiler Grenzyklus mit kleiner Amplitude existiert (weiche Selbsterregung).

Nach der ausfiihrlichen Stabilitdtsanalyse fiir den gleitgelagerten Laval-Laufer mit den fe-
sten Parameterwerten aus Tabelle 4.2, wird der Einfluss der Nachgiebigkeit der Welle I';
und der duBeren Dampfung d, sowohl auf die lineare Stabilitdtsgrenze als auch auf die
Art der Hopf-Bifurkation betrachtet. Die entsprechenden Stabilitdtskarten sowie die zu-
gehorigen Frequenzverhéltnisse an der linearen Stabilitatsgrenze sind in den Abbildungen
4.11 und 4.12 dargestellt. Die Wellennachgiebigkeit I'y bewirkt eine Absenkung der linearen
kritischen Drehzahl @, j;,,. Allerdings kann ein aulergewohnlich hoher Wert fiir I'y = 0.2 of-
fenbar fiir niedrige Lastparameter o sogar zu einer sehr geringen Stabilisierung der Gleich-
gewichtslage beitragen. Ferner liegt an der Stabilitdtsgrenze durchgangig eine subkriti-
sche Hopf-Bifurkation vor. Dagegen hat die duflere Diampfung d, stets einen positiven
Effekt auf die lineare kritische Drehzahl @, j;;,. Jedoch kann bei héheren Démpfungswerten
d, = 0.3 bzw. d, = 1.0 ein weiterer Bereich subkritischer Hopf-Bifurkationen bei kleineren
o-Werten auftreten. Fine Erhoéhung der Wellennachgiebigkeit I'y fithrt bei vorhandener
auBerer Dampfung d, nur zu einer geringen Abnahme des Frequenzverhéltnisses (.. Bei
steigender duBerer Dampfung d, ist demgegeniiber eine deutliche Verminderung von Qg
zu erkennen.

Ein Vergleich mit dem aus der Literatur [56, 65] bekannten starren Laval-Rotor ist der Ab-
bildung C.2 aus dem Anhang zu entnehmen. Die linearen kritischen Drehzahlen des star-
ren Laval-Rotors (I'y — 0) liegen dabei nur unwesentlich hoher. Der Einfluss der dufieren

°In nicht vollstandig exakter Ausdrucksweise wird das dimensionslose Frequenzverhéltnis oftmals ein-
fach als Frequenz bezeichnet.
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Abbildung 4.11: Stabilitatskarten fiir den Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern:

a) Einfluss der Wellennachgiebigkeit I'y (d, = 0.1). b) Einfluss der dufieren Dampfung

do (To = 0.01).
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Abbildung 4.12: Frequenzverhéltnisse an den in Abbildung 4.11 dargestellten linearen Sta-
bilitdtsgrenzen: a) Einfluss der Wellennachgiebigkeit I'y (d, = 0.1). b) Einfluss der d&uleren
Démpfung d, (I'y = 0.01).

Dimpfung d, fiir den starren Laval-Rotor wird bereits bei [56] und [65] diskutiert, so dass
zum hier betrachteten Rotormodell mit einer Wellennachgiebigkeit von I'y = 0.01 keine re-
levanten Unterschiede bestehen. Da in der Praxis hochtourige Rotoren verhéltnisméfig steif
ausgelegt werden, sind die zugehorigen linearen kritischen Drehzahlen mit denen des star-
ren Rotors vergleichbar. Die elastischen Eigenschaften der Welle machen sich hauptséchlich
dann fiir héhere Drehzahlen im ,,0il-whip®-Bereich® bemerkbar, der im folgenden Abschnitt
néher behandelt wird. Zusétzlich sind im Anhang (vgl. Abbildung C.1) explizit sowohl der

SFiir den starren Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern existiert der ,,0il-whip“-Bereich nicht.
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Einfluss der Wellennachgiebigkeit T'y als auch der dufleren Déampfung d, auf die lineare
Stabilitatsgrenze fiir einen festen Lagerparameter o = 1.0 gegeben.
Erwéhnenswert bleibt, dass die stationdre Ruhelage des vertikalen Rotors fiir alle Rotor-
und Lagerparameter durch ¢y = 0 gegeben ist, die stets instabil ist.

4.1.6 Stabilitidts- und Bifurkationsverhalten des ideal ausge-
wuchteten Rotors

Wie schon vorher beschrieben, treten bei gleitgelagerten Rotoren nach dem Stabi-
litatsverlust der Gleichgewichtslage die in der Praxis beobachteten ,oil-whirl“- bzw.
,oil-whip“-Schwingungen auf. Interessieren am globalen Losungsverhalten des nichtlinea-
ren Rotor-Gleitlager-Systems nur diese olfilminduzierten selbsterregten Schwingungen
ohne den Einfluss der Unwucht und keine Resonanzphédnomene, so ist es zunéchst fir
die nichtlinearen Untersuchungen ausreichend, einen ideal ausgewuchteten Rotor (p = 0)
anzunehmen. Ausgangspunkt bilden die nichtlinearen Bewegungsgleichungen (4.3). Bei
der Gegeniiberstellung von Hochlaufsimulation und numerischer Bifurkationsanalyse (vgl.
Abschnitt 4.1.3) wird das prinzipielle nichtlineare Schwingungsverhalten eines statisch
gering belasteten Rotors in konventionellen Gleitlagern diskutiert. In diesem Abschnitt
wird insbesondere sowohl der Einfluss der statischen Last o als auch der anderen System-
parameter I'y und d, auf das globale Losungsverhalten des gleitgelagerten Laval-Laufers
bewertet.

Bifurkationsszenarien

Bei der linearen kritischen Drehzahl verliert der unwuchtfreie Rotor in Gleitlagern seine
Stabilitat aufgrund einer Hopf-Bifurkation, die entweder subkritischer oder superkritischer
Art sein kann. Aus Abbildung 4.13 werden die drei prinzipiellen Bifurkationsszenarien” fiir
verschiedene Werte des reziproken Lastparameters o ersichtlich, die von der stabilen Gleich-
gewichtslage in den ,oil-whirl“-Bereich mit relativ hohen Schwingungsamplituden fiihren
kénnen. Das dynamische Systemverhalten in den Bifurkationsdiagrammen wird wiederum
in Abhangigkeit vom Drehzahlparameter w anhand der auf das Lagerspiel C' bezogenen Fx-
tremwerte der Scheibenauslenkungen in vertikaler z-Richtung charakterisiert. Wie bereits
fiir den exemplarischen Fall eines statisch gering belasteten Rotors im vorherigen Abschnitt
ausfithrlich diskutiert, ist fiir hohe Lastparameter wie beispielsweise o = 1.0 eine subkriti-
sche Hopf-Bifurkation an der linearen Stabilitatsgrenze @,y fiir einen Amplitudensprung
in den ,,0il-whirl“-Bereich verantwortlich.

Bei Erhohung der statischen Lagerbelastung (o = 0.5) ergibt sich eine andere typische
Bifurkationsfolge fiir den Laval-Rotor in Gleitlagern. Ausgehend von einer superkriti-
schen Hopf-Bifurkation der Gleichgewichtslage entstehen fiir Drehzahlparameter @ > @, i,
stabile Grenzyklen, deren Amplituden zunéchst stetig und nicht sprunghaft mit stei-
gender Drehzahl langsam zunehmen. Jedoch erscheint fiir einen hoheren Drehzahlpara-
meter von weps sk ein Sattelknoten bzw. Umkehrpunkt (,fold“-Bifurkation), an dem die
stabilen periodischen Loésungen ihre Stabilitdt verlieren. Daher fiihrt bei quasi-statischer

"Die Drehzahlen fiir die Hopf- bzw. Sattelknoten-Bifurkationen des zugehérigen starren Laval-Rotors
konnen der Abbildung C.2 aus dem Anhang entnommen werden, der bereits fiir den ddmpfungsfreien Fall

d, = 0 in [65] ausfiihrlich behandelt wurde.
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Abbildung 4.13: Bifurkationsanalyse des Laval-Rotors in Gleitlagern (I'y = 0.01, d, =
0.1) im Bereich des Stabilitatsverlusts der Gleichgewichtslage fiir verschiedene Werte des
Lastparameters o: a) Bifurkationsdiagramm. b) Frequenzverhéltnis.

Erhéhung von w > wyps sk €in Amplitudensprung von stabilen Grenzzyklen kleiner Am-
plitude zu solchen mit weitaus hoherer Amplitude. Bei einem kleineren Drehzahlpara-
meter von W sk < Waps,sx tritt fir die stabilen periodischen Losungen hoherer Ampli-
tuden ein weiterer Sattelknoten auf. Folglich existiert zwischen den beiden Sattelknoten
Wesk < W < Waps,sx €in Bereich von instabilen periodischen Losungen, die sich an den
entsprechenden Sattelknoten w, sk und weps sk gegenseitig mit den jeweiligen stabilen pe-
riodischen Losungen sowohl kleiner als auch hoherer Amplitude ausloschen. Zudem erfolgt
bei quasi-statischer Verringerung von w < w, sk ein Amplitudensprung zuriick auf die sta-
bilen Grenzzyklen geringer Amplitude. In Abhéngigkeit von den Systemparametern wie
beispielsweise o kann der Amplitudensprung ebenso auf die stabile Gleichgewichtslage
zurtickfiithren.

Demzufolge kann der beschriebene Hysterese-Bereich entweder zwischen zwei Sattelkno-
ten We s < W < Waps,si (2.B. 0 = 0.5) oder auch zwischen dem Sattelknoten periodischer
Losungen und der linearen Stabilitatsgrenze W, gx < W < Weyn (2.B. 0 = 1.0) auftreten.
Wie schon erwéahnt, ist der Hysterese-Effekt bei konventionellen Gleitlagern eher schwach
ausgepragt und betrifft nur die ,,0il-whirl“-Schwingungen. Dennoch kénnen auch hier in
Vorwegnahme zum kommenden Abschnitt mit Schwimmbuchsenlagern zwei sogenannte
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nichtlineare kritische Drehzahlen fiir das Hoch- und Herunterfahren des Rotors in kon-
ventionellen Gleitlagern definiert werden. Der beim Hochfahren des Rotors entscheidende
Drehzahlparameter wyps sk bzw. @ 1in, wird dabei als absolute kritische Drehzahl bezeich-
net, da bis zu dieser entweder stabile periodische Losungen geringer Amplitude oder die
stabile Gleichgewichtslage existieren. Allerdings kénnen beim Hochfahren schon eventuell
kleine Storungen der stabilen Grenzyklen geringerer Amplitude bzw. der stabilen Gleich-
gewichtslage im Drehzahlparameterbereich (W, gx < @ < Waps, 56 D2W. We s < W < Wetin)
ausreichen, um den Rotor in den Einzugsbereich der stabilen periodischen Lésung hoherer
Amplitude zu bringen. Die nichtlineare kritische Drehzahl @, gk kennzeichnet den Sattel-
knoten, ab dem sich dann stabile Grenzzyklen hoherer Amplitude ausbilden kénnen. Wenn
in der Praxis bei der Auslegung von gleitgelagerten Rotoren die ,,0il-whirl“-Schwingungen
hoherer Amplituden und damit hoher relativer Lagerexzentrizitaten (¢ — 1) sicher ver-
mieden werden sollen, muss der Rotor zwangslaufig unterhalb der nichtlinearen kritischen
Drehzahl w < @, gk betrieben werden. Aus diesem Grund ist die Kenntnis des globa-
len Losungsverhaltens von gleitgelagerten Rotoren unter Berticksichtigung der Nichtlinea-
ritaten der Lagerkrafte notwendig.

Wird die Lagerbelastung ausgehend von o = 0.5 gesteigert, so ndhern sich die zwei Sat-
telknoten w, sk und Wyps g immer starker einander an, bis sie sich letztendlich gegenseitig
aufheben und demnach ganz verschwinden. Reprasentativ fiir dieses Bifurkationsszenario
ohne Sattelknoten ist in Abbildung 4.13a) zusétzlich das Bifurkationsdiagramm fiir den
Lastparameter o = 0.2 veranschaulicht. Der Ubergang vom Stabilitétsverlust der Gleich-
gewichtslage zu den stabilen periodischen Grenzzyklen hoher Amplitude verlduft dabei
stetig und relativ langsam im Vergleich zu geringeren statischen Belastungen. Fiir kleinere
Werte des Lastparameters, wie z.B. 0 = 0.1, entstehen wiederum zwei Sattelknoten w, gi
und weps sk und das Bifurkationsszenario dhnelt dem fiir den Fall von o = 0.5. Jedoch
findet bei ¢ = 0.1 der Amplitudensprung beim Herunterfahren des Rotors auf die stabile
Gleichgewichtslage statt.

Die stationéren, selbsterregten Schwingungen fiir den unwuchtfreien Rotor in konventio-
nellen Gleitlagern setzen sich zumeist nur aus der Grundfrequenz zusammen. Die bereits
durch Gleichung (4.21) definierten Frequenzverhéltnisse (), sind neben den zugehoérigen
Bifurkationsdiagrammen in Abbildung 4.13 verdeutlicht, wobei alle Lastparameter prinzi-
piell das gleiche Verhalten fiir 2, in Abhéangigkeit der Drehzahl w zeigen. Das Frequenz-
verhaltnis €2,,, nahert sich, unter Umstidnden nach einer leichten Abnahme wie fir o = 0.1
bzw. o = 0.2, immer mehr mit zunehmender Drehzahl & dem Wert 0.5 an. Dieser Sach-
verhalt deutet daraufhin, dass es sich hierbei um die typischen ,oil-whirl“-Schwingungen
halber Rotordrehzahl handelt. Dariiber hinaus ist zu bemerken, dass mit einem sinkenden
Wert fiir den Lastparameter o auch im Allgemeinen das Frequenzverhaltnis {2,,, abnimmt.

Die untersuchten Bifurkationsszenarien von der stabilen Gleichgewichtslage zu den sta-
bilen periodischen Losungen im ,oil-whirl“-Bereich werden neben der Lage bzw. der Art
der Hopf-Bifurkation hauptsachlich durch die Lage der eventuell auftretenden Sattelkno-
ten beeinflusst. Dadurch ergeben sich weitere mogliche Instabilitatsbereiche der Gleichge-
wichtslage u.a. infolge stoflartiger aulerer Belastungen. Um auch diese Stabilitdtsgrenzen
der selbsterregten Schwingungen sowie das Ausmafl des Hysterese-Effektes samt den ein-
hergehenden Amplitudenspriingen in einer sogenannten erweiterten, nichtlinearen Stabi-
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Abbildung 4.14: Nichtlineare Stabilititskarte fiir den Laval-Rotor in konventionellen Gleit-
lagern (I'y = 0.01, d, = 0.1).

litatskarte® zu erfassen, bietet sich die Verfolgung nicht nur der Hopf-Kurven, sondern auch
der beiden Sattelknoten im zweidimensionalen Parameterraum der Bifurkationsparameter
(0,w) an. Nach Ubertragung der verfolgten Hopf- und Sattelknoten-Kurven kann die in
Abbildung 4.14 dargestellte nichtlineare Stabilitatskarte grob in drei Bereiche eingeteilt
werden, die die Existenz von mehreren, inbesondere stabilen Losungen fiir Parameterwerte
von ¢ und w beriicksichtigen:

e Bereich I (0 < W, sx bzw. 0 < Wejin):
Es existiert aufler der stabilen Gleichgewichtslage keine weitere Losung. Selbst erheb-
liche Storungen der Gleichgewichtslage konnen in diesem Bereich nicht zu selbsterreg-
ten Schwingungen fithren und klingen infolgedessen stets ab. Je nach Lastparameter
o bildet dabei entweder die lineare kritische Drehzahl @, ;;, (Hopf-Bifurkation fiir
0.12 < ¢ < 0.50) oder die nichtlineare kritische Drehzahl w, sk (Sattelknoten fiir
0 < 0.12 bzw. ¢ > 0.50) die Stabilitatsgrenze der periodischen Losungen.

e Bereich II (W, sk < @0 < Waps 55 D2ZW. We g < 0 < Wegin,)
In diesem sogenannten Hysterese-Bereich koexistieren zwei stabile Losungen, von
denen jeweils eine entweder beim quasi-statischen Hoch- oder Herunterfahren er-
reicht wird. Jedenfalls konnen Storungen einen Amplitudensprung schon vor Errei-
chen der jeweiligen kritischen Drehzahl bewirken. Je weiter die zwei kritischen Dreh-
zahlen voneinander entfernt sind, desto ausgedehnter ist der Hysterese-Bereich. Der
Hysterese-Effekt wird im Folgenden fiir den leicht und schwer belasteten Rotor ge-

8Wenn nicht nur Hopf-Kurven sondern auch Bifurkationen periodischer Losungen in einer von zwei Pa-
rametern aufgespannten Ebene verfolgt werden, so wird ihre Darstellung einschliellich einer Unterteilung
in verschiedene Bereiche im Folgenden als nichtlineare Stabilitdtskarte bezeichnet.
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sondert betrachtet, da fiir eine mittlere Belastung 0.13 < o < 0.26 keine Sattelknoten
vorhanden sind. Daher werden zwei weitere Gebiete II,, und Il unterschieden.

— IL, (0 < 0.13): Bei den zwei stabilen Losungen handelt es sich um jeweils zwei
Grenzzyklen mit geringer bzw. hoherer Amplitude, womit zwei Sattelknoten die
beiden Grenzdrehzahlen @, g und wWyps s des Hysterese-Bereichs definieren.

— I, (¢ > 0.26): Wéhrend bei einem Lastparameter 0.26 < o < 0.80 sich fur die
beiden stabilen Losungen wiederum zwei Grenzzyklen (siehe II,) ergeben, ko-
existieren fiir o > 0.80 stabile Gleichgewichtslagen neben stabilen Grenzzyklen
hoherer Amplitude. Der Hysterese-Bereich wird demzufolge von einem Sattel-
knoten und einer Hopf-Bifurkation mit den zugehorigen Drehzahlen @, gk und
We in begrenzt.

e Bereich III (0 > Waps 55 bzW. @0 > We pin):

Die Grenzzyklen im ,0il-whirl“-Bereich sind die einzigen existierenden (stabilen) Los-
ungen. Fiir Lastparameter 0.13 < ¢ < 0.26 findet aufgrund einer superkritischen
Hopt-Bifurkation bei @, mit zunehmender Drehzahl ein stetiger aber langsamer
Ubergang zu den ,o0il-whirl“-Schwingungen hoher Amplitude statt. Ansonsten ist ein
Amplitudensprung zu den stabilen Grenzzyklen hoher Amplituden verantwortlich,
der einerseits von der stabilen Gleichgewichtslage (subkritische Hopf-Bifurkation fiir
o < 0.80) bei weyn und andererseits von stabilen Grenzzyklen geringer Amplitude
(Sattelknoten fiir o < 0.13 bzw. 0.26 < o < 0.80) bei Waps sk erfolgen kann.

Zusammenfassend gibt die Abbildung 4.14 einen Uberblick auf die verschiedenen Bifurkati-
onsszenarien fiir den gleitgelagerten Laval-Rotor. Fiir einen gegebenen Wert des reziproken
Lastparamters o konnen aus der nichtlinearen Stabilitédtskarte auler der Hopf-Bifurkation
die eventuell auftretenden Sattelknoten in Abhédngigkeit des Drehzahlparameters @ be-
stimmt werden. Eine um die Sattelknoten erweiterte Stabilitdtskarte ist schon in [65] fiir
den starren Rotor (Iy — 0, d, = 0) in konventionellen Gleitlagern dargestellt. Aus der
Abbildung C.2 im Anhang ist zu erkennen, dass fiir die hier gewéhlte Wellennachgiebig-
keit Iy = 0.01 die Unterschiede zum starren Laval-Rotor gering sind. Im Gegensatz zum
einem starren Laval-Rotor jedoch kénnen im Folgenden die ,,0il-whip“-Schwingungen abge-
bildet werden. Wie vorher angemerkt, ist das genaue Bifurkationsverhalten des Rotors im
Bereich des Stabilitatsverlustes der Gleichgewichtslage fiir praktische Falle nur von gerin-
gem Interesse. Deswegen soll dieser Abschnitt weitgehend zur Einfiihrung dienen. In den
nachfolgenden Kapiteln werden die weitaus komplexeren Bifurkationsszenarien ebenfalls
in nichtlinearen Stabilitdtskarten abgebildet.

In Abbildung 4.15 ist der Einfluss des Lagerparameters o auf den Ubergang vom ,oil-
whirl“- in den ,0il-whip“-Bereich zu erkennen, wenn die nichtlineare Dynamik des Rotor-
Lager-Modells nicht nur in der lokalen Umgebung der Hopf-Bifurkation betrachtet wird.
Die Drehzahl zur Anregung von ,0il-whip“-Schwingungen

1
(D’whip = 2(;}61'9 =2 FO (423)

kann aufgrund der hohen Lagerexzentrizitdten auch in diesem Fall (@, ~ 20 fiir I'y =
0.01) iber die dimensionslose Eigenkreisfrequenz @, des starr gelagerten Laval-Laufers
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Abbildung 4.15: Bifurkationsanalyse des Laval-Rotors in Gleitlagern (I'y = 0.01, d, = 0.1)
wéahrend des Ubergangs vom ,,0il-whirl“- in den ,,0il-whip“-Bereich fiir verschiedene Werte
des Lastparameters o: a) Bifurkationsdiagramm. b) Frequenzverhéltnis.

abgeschétzt werden. Der Zusammenhang zur dimensionsbehafteten Eigenkreisfrequenz we;,
lautet unterdessen

ajez’g =/ CI;;:L Weig- (424)

Bei Variation des Lagerparameters ¢ andern sich weder die Schwingungsamplituden des
,oil-whirl“-Bereichs noch der Drehzahlbereich merklich, in dem der Ubergang zu den ,0il-
whip“-Schwingungen stattfindet. Dagegen nehmen die Schwingungsamplituden des ,0il-
whip“-Bereichs mit zunehmendem Lagerparameter ¢ deutlich zu. Je steifer die Lager in-
folge hoherer Werte fiir o sind, desto weniger kann die Dampfung der Lager etwas bewir-
ken. Letztendlich fiihrt diese verringerte Lagerdampfung zu den hoheren Amplituden. Der
Einfluss von ¢ auf das Frequenzverhéltnis €, ist vernachlassigbar klein, wobei sich die
Versteifung der Lager in einer leichten Zunahme von €, auflert.

Einfluss von 'y und d,

Um den Effekt der beiden anderen Systemparameter I'y und d, auf das nichtlineare Schwin-
gungsverhalten des unwuchtfreien Laval-Laufers in konventionellen Gleitlagern zu beurtei-
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len, wird im Folgenden ein verhaltnismafig gering belasteter Rotor mit dem konstanten
Lastparameter 0 = 1.0 betrachtet. Die prinzipiellen Aussagen fiir eine Variation von I'
und d, éndern sich dabei gegeniiber einem hoher belasteten Rotor nicht.

T T I I
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Abbildung 4.16: Bifurkationsanalyse des Laval-Rotors in Gleitlagern (o = 1.0, d, = 0.1) fiir
verschiedene Werte der Wellennachgiebigkeit I'y: a) Bifurkationsdiagramm. b) Frequenz-
verhaltnis.

Abbildung 4.16 zeigt den Einfluss der Nachgiebigkeit der Welle I'y auf das globale Losungs-
verhalten des Rotor-Lager-Systems sowie auf das Frequenzverhéltnis (g, der selbster-
regten Schwingungen. Das Bifurkationsszenario, das vom Stabilitédtsverlust der Gleichge-
wichtslage zu den stabilen Grenzzykelschwingungen im ,,0il-whirl“-Bereich fiithrt, bleibt
qualitativ unverandert. Jedoch treten bei Erhohung der Wellennachgiebigkeit I'y die zu-
gehorige Hopf-Bifurkation sowie der Sattelknoten bei geringeren Drehzahlparametern we i,
bzw. @, sk auf. Wie zu erwarten, verschiebt sich auch der Ubergang von ,oil-whirl“- zu
,0il-whip“-Schwingungen mit zunehmenden Werten fiir [y zu niedrigeren Drehzahlen w.
Fiir alle untersuchten Parameterwerte bildet indes die Abschéatzung nach (4.23) eine sehr
gute Ndherung. Dabei ergeben sich umso hohere Amplituden der ,0il-whip“-Schwingungen,
je steifer die Welle bzw. je kleiner I'y ist. Fiir den Sonderfall Ty = 0.2 ist sogar ei-
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ne ,vollstandige Abdampfung® der ,oil-whip“-Schwingungen im betrachteten Drehzahl-
bereich zu beobachten. Die Exzentrizititen ¢ werden namlich mit steigender Drehzahl
im ,0il-whip“-Bereich immer kleiner, um die selbsterregten Schwingungen in der Eigen-
frequenz des gelagerten Rotors aufrechtzuerhalten. Dadurch entwickelt sich eine héhere
Déampfungswirkung des Lagers, die schliellich die Stabilisierung der Gleichgewichtslage
herbeifiithrt. Im Sinne der Bifurkations- und Stabilitdtstheorie gewinnt infolge einer weite-
ren Hopf-Bifurkation bei w = 40.0 die instabile Gleichgewichtslage ihre Stabilitdt und die
selbsterregten Schwingungen verschwinden. Anzumerken bleibt, dass dieses Phianomen der
yvollstindigen Abdémpfung* der selbsterregten Schwingungen auch bei anderen Werten
der Systemparameter erscheint. Jedoch kénnen die Drehzahlen dafiir weitaus hoher liegen
und sind fiir die Praxis (Rotorschaden beim Ubergang in den ,oil-whip*-Bereich) weniger
interessant, so dass auf ihre Darstellung verzichtet wird.
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Abbildung 4.17: Bifurkationsanalyse des Laval-Rotors in Gleitlagern (o = 1.0, I'y = 0.01)
fir verschiedene Werte des Dampfungsparameters d,: a) Bifurkationsdiagramm. b) Fre-
quenzverhaltnis.

Wie Abbildung 4.17 zu entnehmen ist, beeinflusst die &ulere Dampfung fiir moderate
Werte von d, = 0.05, 0.1, 0.3 sowohl die Hopf-Bifurktion als auch die nachfolgenden Am-
plituden der ,oil-whirl“-Schwingungen kaum. Die entsprechende Hopf-Bifurkation sowie
die Sattelknoten treten aufgrund einer hoheren Dampfung bei leicht erhohtem Drehzahl-
parameter w auf. Dagegen kann ein verhaltnisméfig hoher Wert fiir die d&uflere Dampfung
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d, = 1.0 anstatt einer subkritischen zu einer superkritischen Hopf-Bifurkation fithren, wie
schon innerhalb der linearen Stabilitatsanalyse festgestellt. Wahrend sich der Drehzahlbe-
reich fiir das Erscheinen des ,0il-whip“-Bereichs nicht sichtbar dndert, fiihrt eine erhéhte
Dampfung nicht nur zu kleineren Amplituden, sondern auch zu geringeren Grundfrequen-
zen der ,,0il-whip“-Schwingungen. Dariiber hinaus ist mit zunehmender auflerer Dampfung
eine Stabilisierung der Gleichgewichtslage (vgl. Abbildung 4.16 fiir I'y = 0.2) bei geringeren
Drehzahlen w wahrscheinlicher, die dann ein Durchfahren der Instabilitat wie beispielsweise
bei einem Resonanzphanomen ermoglicht.

4.1.7 Einfluss der Unwucht

Anhand eines ideal ausgewuchteten Rotors konnen die bei Gleitlagern auftretenden nicht-
linearen Phdnomene wie ,0il-whirl“- bzw. ,oil-whip“ erklart werden. Jedoch besitzen die
Rotoren in der Realitdt trotz moderner Auswuchtanlagen stets eine gewisse Rest- bzw.
Betriebsunwucht, die eine harmonische, drehzahlsynchrone Zwangserregung bewirkt. Dar-
um wird im Rahmen dieses Abschnitts untersucht, inwieweit eine Unwucht neben einer
nichtlinearen Resonanz die ,0il-whirl“- bzw. ,oil-whip“-Schwingungen des gleitgelagerten
Rotors beeinflusst.

Dafiir wird wiederum der relativ gering belastete Rotor in konventionellen Gleitlagern mit
dem Lastparameter ¢ = 1.0 in Abhéngigkeit des Unwuchtparameters p betrachtet. Die Er-
gebnisse der numerischen Bifurkationsanalyse sowie die zugehorigen Frequenzverhéltnisse
koénnen fiir verschiedene Unwuchtgréfien p der Abbildung 4.18 entnommen werden. Fiir
niedrige Drehzahlen ergeben sich in allen vier Féllen im Vergleich zum ideal ausgewuchteten
Rotor anstatt einer stabilen Gleichgewichtslage zunéachst stabile periodische, drehzahlsyn-
chrone Schwingungen infolge der Unwucht. Bei geringen Unwuchtwerten wie beispielsweise
p = 0.05 ist davon auszugehen, dass sich die drehzahlsynchronen Unwuchtschwingungen
kleiner Amplitude um die Gleichgewichtslage des unwuchtfreien Rotors ausbilden. Die
periodischen Losungen kénnen damit nédherungsweise aus einer Linearisierung der Bewe-
gungsgleichungen um die Gleichgewichtslage berechnet werden. Bei Erhohung der Drehzahl
tritt fiir die Unwuchtparameter p = 0.05 und p = 0.1 eine subkritische Flip-Bifurkation
auf, die zu einem Sprung in den ,oil-whirl“-Bereich stabiler Grenzzyklen doppelter Pe-
riode (,Halbfrequenzwirbel“) fiihrt. Im Vergleich zum ideal ausgewuchteten Rotor wird
die Stabilitdtsgrenze der drehzahlsynchronen Schwingungen bei einem Unwuchtparameter
von p = 0.05 noch herabgesetzt, wahrend fiir eine gréoflere Unwucht p = 0.1 wiederum eine
Erhéhung zu verzeichnen ist.

Fiir beide Unwuchtparameter werden die sogenannten 2-periodischen Losungen jeweils auf-
grund eines Sattelknotens instabil. Nach Uberschreiten des Sattelknotens entstehen stabile
quasi-periodische Schwingungen, deren subsynchrone Frequenz jetzt nicht mehr genau die
Haélfte der Drehfrequenz entspricht. Die quasi-periodischen bzw. chaotischen Losungen wer-
den mittels eines ,brute-force*-Ansatzes ermittelt. Nach einer , Einschwingzeit* von 3000
Umdrehungen fiir jeden diskreten Wert des Drehzahlparameters w werden im Allgemei-
nen fiir die letzten 100 Umdrehungen die lokalen Maxima bzw. Minima der betrachteten
Verschiebungen bestimmt, die als graue ,Punktwolke* in den Abbildungen veranschaulicht
sind. Zudem ist zu erwahnen, dass die quasi-periodischen Schwingungen bei einer weiteren
Erhohung der Drehzahl in chaotische Bereiche iibergehen kénnen. Chaotisches Verhalten ist
beispielsweise in [13, 65] fiir den starren Rotor im ,0il-whirl“-Bereich nachgewiesen. Mit zu-
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Abbildung 4.18: Bifurkationsdiagramme und zugehorige 2D-Ordnungsdiagramme des
Laval-Rotors in Gleitlagern (o = 1.0, T'y = 0.01, d, = 0.1) unter Berticksichtigung des
Einflusses der Unwucht: a) p=0.05.b) p=0.1.¢) p=0.3.d) p=0.5.
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nehmender Drehzahl findet dann der Ubergang vom ,0il-whirl“- in den ,o0il-whip“-Bereich
statt, in dem ausschlielich quasi-periodische Schwingungen vorherrschen. Obwohl streng
genommen das Superpositionsprinzip fiir nichtlineare Systeme nicht gilt, scheinen sich im
,oil-whip“-Bereich die subsynchronen Schwingungen des unwuchtfreien Modells quasi mit
den drehzahlsynchronen Schwingungen infolge Unwucht zu iiberlagern. Folglich werden die
,0il-whip“-Schwingungen von der Unwucht eigentlich kaum beeinflusst, wahrend sich das
Losungsverhalten fiir den unwuchtigen Rotor im ,,0il-whirl“-Bereich stark verdndern kann.

Wird der Unwuchtparameter auf p = 0.3 erhoht, so tritt die Flip-Bifurkation bei deutlich
hoheren Drehzahlen auf. In diesem Fall ist sie superkritischer Art und die daraus ent-
stehenden stabilen Grenzzyklen doppelter Periode existieren nur in einem kleinen Dreh-
zahlbereich. Fiir eine quasi-statische Erhohung von @ fithrt dann ein Sprung infolge eines
Sattelknotens erneut zu rein stabilen drehzahlsynchronen Schwingungen, die ihre Stabi-
litdt durch eine zweite Flip-Bifurkation wiedererlangt haben. Danach folgen aus einer su-
perkritischen Torus-Bifurkation die quasi-periodischen Schwingungen im ,0il-whirl“- bzw.
,oil-whip“-Bereich.

SchlieBlich verschwinden fiir einen ziemlich hoch gewahlten Unwuchtparameter von p = 0.5
iiber einen weiten Drehzahlbereich die ,0il-whirl“-Schwingungen zugunsten rein drehzahl-
synchroner Unwuchtschwingungen. Nach Durchfahren der Resonanz sorgt eine superkri-
tische Torus-Bifurkation bei einer verhaltnisméaBig hohen Drehzahl fir den Ubergang in
den ,0il-whirl“- und den anschliefenden ,0il-whip“-Bereich. In diesem Fall tritt aber die
nichtlineare Resonanz stiarker in den Vordergrund. Die Abschidtzung der Resonanzdrehzahl
w =~ 10 tber die Eigenfrequenz des starr gelagerten Rotors ist wiederum gerechtfertigt. Die
Resonanzkurve weist iiberdies zwei Sattelknoten auf, an denen beim Hoch- bzw. Herun-
terfahren der Drehzahl Amplitudenspriinge stattfinden. Dieses Verhalten deutet auf eine
progressive Federkennlinie hin (,Duffing-Schwinger). Die Resonanz wird zwar auch bei
niedrigeren Unwuchtparametern angeregt, jedoch erscheint sie zusammen mit subsynchro-
nen Anteilen ungefdhr der halben Drehfrequenz und die Grofle der Amplituden ist bei
weitem nicht so ausgepragt wie bei einem Unwuchtparameter von p = 0.5.

Alle bisher durchgefithrten Untersuchungen zeigen, dass unter Berticksichtigung einer Un-
wuchtbelastung vor allem die Stabilitatsgrenzen der drehzahlsynchronen Schwingungen im
unteren Drehzahlbereich stark variieren konnen, die das Auftreten der ,0il-whirl“-Schwing-
ungen markieren. Der Ubergang vom ,oil-whirl“- in den ,0il-whip“-Bereich bleibt dagegen
nahezu unbeeinflusst. Um ebenfalls die Abhédngigkeit der Stabilitatsgrenzen sowie die Art
des Stabilitdtsverlusts vom Lastparameter o zu veranschaulichen, bietet sich erneut eine
Darstellung in sogenannten nichtlinearen Stabilitdtskarten an. Dafiir werden die in Abbil-
dung 4.18 dargestellten Bifurkationen im zweidimensionalen Parameterraum (o, w) fir die
betrachteten Unwuchtparameter verfolgt und in stabile und instabile Existenzbereiche der
drehzahlsynchronen Losungen unterteilt (vgl. Abbildung 4.19). Bei einer geringen Unwucht
p = 0.05 erfolgt im Bereich geringer Lastparameter ¢ bzw. hoch belasteter Rotoren der
Stabilitétsverlust durch eine Torus-Bifurkation (Neimark-Sacker-Bifurkation). Fir ein pe-
riodisch zwangserregtes System ergibt sich gewissermaflen anstatt einer Hopf-Bifurkation
eine Torus-Bifurkation, die ebenfalls als Hopf-Bifurkation der Amplitude der unwuchter-
zwungenen Schwingungen interpretiert werden kann. Diese Torus-Bifurkationen bilden im
Parameterraum eine sogenannte Neimark-Sacker-Kurve. Bei Verfolgung dieser Neimark-
Sacker-Kurve in den Bereich hoherer Lastparameter o findet dann eine Codimension-2-
Bifurkation statt, bei der die Imaginérteile der beiden kritischen Floquet-Multiplikatoren
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Abbildung 4.19: (Nichtlineare) Stabilitdtskarten des Laval-Rotors in Gleitlagern (I'y =
0.01, d, = 0.1) fiir die drehzahlsynchronen Schwingungen unter Beriicksichtigung des Ein-
flusses der Unwucht: a) p=0.05.b) p=0.1.¢) p=0.3.d) p=0.5.

verschwinden und ihre Realteile einen Wert von —1 annehmen. Diese Codimension-2-
Bifurkation periodischer Losungen wird auch als innere 1:2 Resonanz der Torus-Bifurkation
bezeichnet (siehe beispielsweise [48]). Sie zeichnet sich dadurch aus, dass die Frequenzen
der im Allgemeinen quasi-periodischen Losungen in einem festen rationalen Verhéltnis von
1:2 stehen. Folglich stellt sich auf dem Torus eine geschlossene periodische Losung doppel-
ter Periode ein. Im weiteren Sinne kann dies auch als Synchronisation der subsynchronen
mit den drehzahlsynchronen Schwingungen des gleitgelagerten Rotors gedeutet werden.
Aus dieser Codimension-2-Bifurkation resultieren letztendlich zwei sich in verschiedene
Richtungen ausbreitende Flip-Kurven, die jeweils einen Floquet-Multiplikator von —1 auf-
weisen. Auflerdem erscheint anstelle der Neimark-Sacker Kurve eine sogenannte neutrale
Sattelkurve (strichliert), die keine Bifurkationskurve mehr darstellt [48]. Fur hohere Last-
parameter bzw. gering belastete Rotoren bildet somit die Flip-Kurve die Stabilitdtsgrenze
der drehzahlsynchronen Schwingungen.
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Wiéhrend fiir den Unwuchtparameter p = 0.1 prinzipiell ein dhnliches Stabilitédtsverhalten
der drehzahlsynchronen Losungen zu beobachten ist, konnen sich fiir moderate bzw. hohe
Unwuchten (p = 0.3 bzw. p = 0.5) die Stabilitdtsgrenzen deutlich zu héheren Drehzah-
len verschieben. Die Art des Stabilitdtsverlustes ist in diesen Féllen im Gegensatz zu ge-
ringeren Unwuchten iiberwiegend durch eine Torus-Bifurkation gegeben, wobei sich fiir
kleinere Lastparameter o abermals periodische Loésungen doppelter Periode infolge ei-
ner Flip-Bifurkation entwickeln. Die entsprechenden Flip-Kurven werden allesamt an ei-
ner Codimension-2-Bifurkation (1:2 Resonanz) geboren. Zuséatzlich sind fir p = 0.5 die
Sattelknoten-Kurven bei der nichtlinearen Resonanz aufgetragen. Der Schnittpunkt der
beiden Sattelknoten-Kurven kennzeichnet ebenfalls eine Codimension-2-Bifurkation, die
scusp“-Bifurkation bzw. Spitzen-Bifurkation genannt wird. Fiir Parameterwerte von o
oberhalb der Spitzen-Bifurkation ist demzufolge eine gewohnliche Resonanzkurve zu er-
warten.

Erwahnenswert bleibt, dass Stabilitatskarten fiir den starren, unwuchtigen Laval-Rotor
(To — 1, d, = 0) ebenfalls in [65] diskutiert werden. Da die Unwucht insbesondere die ,0il-
whirl“-Schwingungen beeinflusst und hier ein relativ steifer Rotor untersucht wird, sind die
innerhalb der Arbeit erzielten Ergebnisse vergleichbar. Dieses Kapitel iiber den Laval-Rotor
in Gleitlagern soll daher hauptséichlich zur Einfiithrung in die Thematik dienen, um nicht
nur die grundlegenden Phéanomene nochmals anschaulich zu erklaren, sondern auch die im
Rahmen der nichtlinearen Rotordynamik angewandte Stabilitats- und Bifurkationstheorie
néher zu bringen.

4.2 Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern

4.2.1 Modellbildung

Bewegungsgleichungen

Fiir die folgenden Stabilitats- und Bifurkationsanalysen wird erneut ein horizontaler Laval-
Rotor vorausgesetzt, wie in Abbildung 4.20 dargestellt ist. Dabei handelt es sich um den
im vorherigen Kapitel untersuchten Laval-Laufer (Scheibenmasse m, Wellensteifigkeit k,
auBere Dampfung d, und Massenexzentrizitat eg), der diesmal jedoch anstatt in konven-
tionellen Gleitlagern in zwei identischen Schwimmbuchsenlagern jeweils der Masse mpg und
dem Massentragheitsmoment Jp symmetrisch gelagert ist. Aufgrund dieser symmetrischen
Lagerung und der Beschrénkung auf zylindrische Bewegungsformen des Rotors verhalten
sich beide Schwimmbuchsen gleich, so dass die Beriicksichtigung einer Schwimmbuchse
bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen ausreichend ist. Ferner werden die Verkip-
pungseffekte sowohl der Buchse in der starr und unverschieblichen Lagerschale als auch des
Wellenzapfens stets vernachlassigt. Die als starr angenommene Schwimmbuchse hat dem-
nach zwei translatorische Verschiebungsfreiheitsgrade yp bzw. zp und eine unbekannte
sich infolge der Reibmomentendifferenz der beiden Schmierfilme einstellende Buchsenwin-
kelgeschwindigkeit wp (,halber” Freiheitsgrad). Die Bewegungsgleichungen (4.2) erweitern
sich in diesem Fall fiir den stationdren Betrieb w = const. um die Gleichungen fiir eine
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Abbildung 4.20: Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern.

Schwimmbuchse, so dass im raumfesten (z,y, z)-Koordinatensystem fiir den unwuchtigen
Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern folgendes Differentialgleichungssystem

miw + d.gw + k(yw — yr) = megw? sin wt (4.25a)
miw + doiw + k(2w — 21) = W 4 mesw? cos wt (4.25D)
—k(yw —yr) = 2Fyi(yL, 91, 2L, 20, YB, B, 2B, 2B, WB) (4.25¢)
—k(z2w — 2z1) = 2F.i(yr, Y, 20, 20, YB, UB: 2B 2B, WB) (4.25d)
mp s = Fyu(ys, UB, 2B, 28, wB) — F4i(yrL, Y1, 21, 21, YB, UB, 2B, 2B, WR) (4.25e)
mp i = Wp + F.o(ys, U, 28, 28,wB) — F2i(yL, 1, 2L, 20, YB, B, 2B, 2B, wB) (4.25f)
Jpwp = M;i(yr, 2L, yB, 28,wB) — Ma(yB, 28, wn) (4.25g)

erhalten wird. Neben der Rotorbelastung W wirkt zudem jeweils die statische Last Wg auf
die Buchse. Im Folgenden bezieht sich der Index (); und (), auf den inneren bzw. dufieren
Schmierfilm. Am Wellenzapfen greifen die nichtlinearen Lagerkréfte F; bzw. F.; aufgrund
des inneren Schmierfilms an, die von der Lage und den Geschwindigkeiten nicht nur des
Wellenzapfens an der Lagerstelle sondern auch der Buchse abhdngen. Dagegen werden die
Lagerkrifte F,, und F,, nur durch Zustandsénderungen der Buchse hervorgerufen. Die
infolge der Scherbeanspruchung an der Buchse angreifenden Reibungsmomente kénnen
nach [108] durch

D3 Li(w — 1 n,D3L,
i D7 Li(w — wp) und Ma:ﬂrﬁ at/aWB

1
= —7 _—
4 C,L 1—522 4 Ca\/l_gc%

angendhert werden.

Wenn auch beim Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern ein instationérer Vorgang wie
beispielsweise ein Hochlauf untersucht werden soll, kann wiederum fiir die Scheibe von den
Gleichungen (4.1a-b) ausgegangen werden.

M; (4.26)

Dimensionslose Notation

Im Rahmen dieses Abschnitts werden die dimensionslosen Bewegungsgleichungen des
Laval-Laufers in Schwimmbuchenlagern formuliert, um die Anzahl der Rotor- und Lager-
paramter fiir die nachfolgenden Stabilitdtsuntersuchungen zu reduzieren. Hierbei werden
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fir den Rotor sowie den inneren Schmierfilm weitestgehend die schon in Kapitel 4.1.4
definierten dimensionslosen Parameter iibernommen.

Bei Betrachtung von Schwimmbuchsenlagern werden die Auslenkungen der Scheibe, des
Wellenzapfens im Lager sowie der Buchse auf das innere Lagerspiel C; bezogen:

i _yw o AW i _y o _ y _¥ 5 _ZB

Zudem ist zur vollstindigen Beschreibung des Rotor-Lager-Systems die Einfiihrung eines
auf die Rotorwinkelgeschwindigkeit w normierten Buchsendrehzahlverhaltnisses

notwendig. Analog zu konventionellen Gleitlagern konnen mit Hilfe des inneren Lagerspiels
C; weiterhin die bekannten dimensionslosen Parameter

w, S dy=—d,, To=—— (4.27)

verwendet werden. Der reziproke Lastparameter bzw. Lagerparameter o ergibt sich aus
der modifizierten Sommerfeldzahl S,,; des inneren Schmierfilms:

= = - ) 4.28
CT G T 1C/mCW (4.28)
Dartiber hinaus ist fiir das Schwimmbuchsenlager die Definition der Verhaltnisse
WB Ca Da La — Ta
_ e e Y =2 4.29

erforderlich. Wahrend p das statische Belastungsverhaltnis einer Buchse zum Rotor be-
schreibt, setzen das Lagerspielverhéaltnis v, das Durchmesserverhéltnis ¢, das Breiten-
verhéltnis A sowie das Viskositédtsverhéltnis 7 die entsprechenden Lagergréfien des inneren
und des duBleren Schmierfilms in Relation. Um die Anzahl der dimensionslosen Parameter
so gering wie moglich zu halten, wird das in der Gleichung (4.25g) gegebene Massen-
tragheitsmoment Jp gemafl der Formeln fiir einen Hohlzylinder

1
Jp = 3B (D2 + D7) (4.30)

angenahert. Unter Beriicksichtigung der Beziehung zwischen den modifizierten Sommer-
feldzahlen

3 —
Sma - ‘/:/;5277 sz (431)
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und der dimensionslosen Zeit 7 = wt konnen die Bewegungsgleichungen (4.25) in ihre
dimensionslose Form

7 1
&’y + duFy, + T = (9w —yr) = pw’sinT, (4.32a)
0
1
P2y + da0Zy, + F—(zw —ZzZp) =1+ pio*cosT, (4.32b)
0
1 T
- F(yw yL) - 2Smifyi(yL7ylL7ZLaZ},vyBaleyzBale7QB) 5 (432C)
0
1 _ _ e
- IT(ZW — 21) = 2Smif=i(Yr, Ur, 20, 21, Y, Ups 28, 25, 2B) (4.32d)
0

_ A3o7 - -
MW Yp :sz< ’Y fya(yBayBaZBazBaQB) fyi<yL7y,L7ZLaz},?yB?y%i?zBaZ,BaQB)> 5

(4.32¢)
525! ‘A3577 0O (iir i 50 5 e il Zn. T Q)
/“Lw B = M+ Sml fza(yB7yB7ZB7ZB7 B) fZZ(yL7yL7ZL?’ZLJyBJyBJZBJZB7 B) )
(4.32f)
1-Q nocA  Q
5’ = 8 S < b 4.32
Py = Sro Ji—e 7 iz (4-32¢)

iiberfithrt werden, wobei zur Bestimmung der Buchsendrehzahl €2 ein weiterer Parameter

Ci 1 ?/11

v= L~ 25 (4.33)
eingefiithrt werden muss. Das sogenannte Spiel-Breiten-Verhaltnis v kann als Verhéltnis des
inneren Lagerspiels C; zur inneren Lagerbreite L; angesehen werden. Alternativ ist auch
eine Darstellung von v unter Verwendung dimensionsloser Lagergrofien fiir den inneren
Schmierfilm moglich, ndmlich dem relativen Lagerspiel ¢; = 2C;/D; und dem Breiten-
Durchmesser-Verhéltnis 5; = L;/D;. Im Folgenden wird keine Variation des Parameters
v durchgefiihrt, da bei Annahme von realistischen Werten sein Einfluss auf das Schwin-
gungsverhalten des Rotors eher klein ist. Sind die statischen Lasten des Rotors W = mg
bzw. der Buchse Wi = mpg durch ihr jeweiliges Figengewicht gegeben, so konnen die
dimensionslosen Parameter gemafl

mpg _ Cz - Cl da ].DzL?’Th 1
= — = _ da: —_— ), = — L b 434
K . w ugw, ”g o 402\/5”, ( )
¢ g

vereinfacht werden.

Die Durchfithrung der folgenden Stabilitdtsanalysen kann nun in Abhéngigkeit der elf di-
mensionslosen Parameter o, @, Ty, d4, p, 7, 0, A, i, 7 und v erfolgen. Der Hauptbifurkati-
onsparameter ist wiederum die dimensionslose Rotorwinkelgeschwindigkeit w. Als weiterer
Bifurkationsparameter wird wie schon fiir das konventionelle Gleitlager der Lagerparame-
ter o gewahlt. Die auftretenden Bifurkationen werden in der o-w-Parameterebene verfolgt
und die Ergebnisse in Stabilitdtskarten zusammengefasst. Die verbleibenden Parameter
werden bei den Bikurkationsanalysen als konstant angenommen. Um dennoch ihren Ein-
fluss auf das Stabilitats- und Bifurkationsverhalten abzuschatzen, wird ausgehend von dem
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in Tabelle 4.3 definierten Standardparametersatz’ (vgl. Lagerparameter in [108]) jeweils
ein Parameter variiert, wobei ein typisches Rotor-Schwimmbuchsenlager-System zugrunde
gelegt wird. Bei Annahme einer Unwucht wird dagegen unter Verwendung der Parameter-
werte aus Tabelle 4.3 und Vorgabe des Lastparameters o nur die Anderung der normierten
Massenexzentrizitat p betrachtet.

Wellennachgiebigkeit 'y = 0.01
AuBere Dampfung d, = 0.001
Lagerspielverhéltnis v = 14
Durchmesserverhaltnis o = 132
Breitenverhéaltnis A = 10
Viskositatsverhéltnis n = 1.0
Massen- bzw. Belastungsverhéltnis p = 0.03
Spiel-Breiten-Verhaltnis v = 0.005

Tabelle 4.3: Dimensionsloser Standardparametersatz fiir den Laval-Rotor in Schwimm-
buchsenlagern.

4.2.2 Instabilitdtsphinomene (Hochlaufsimulation/Bifurkations-
analyse)

Rotoren in Schwimmbuchsenlagern kénnen ebenfalls 6lfilminduzierte Instabilitdten aufwei-
sen, die im Gegensatz zu konventionellen Gleitlagern sowohl durch den inneren als auch den
aufleren Schmierfilm verursacht werden kénnen. Dennoch bietet in der Praxis die Schwimm-
buchsenlagerung eine enorme Verbesserung der Stabilitdtseigenschaften im Sinne von tole-
rierbaren Schwingungsamplituden, solange eine gegenseitige Dampfungswirkung der beiden
Schmierfilme vorliegt. Bei hohen Drehzahlen jedoch kann diese Dampfungswirkung versa-
gen, so dass der Rotor selbsterregte Schwingungen mit sehr grofer Amplitude ausfiihrt, die
zu einer stark erhohten Biegebeanspruchung der Welle und letztendlich zum Rotorschaden
fithren kénnen. Um die beschriebenen Phanomene der gegenseitigen Dampfungswirkung
sowie deren Versagen zu veranschaulichen, wird nachfolgend exemplarisch ein unwuchti-
ger Laval-Rotor mittlerer Baugrofe!® in Schwimmbuchsenlagern niher betrachtet, dessen
Parameterwerte in Tabelle 4.4 gegeben sind. Wie schon beim vorherigen Abschnitt fiir
den Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern vorgestellt, sind dabei sowohl die Hoch-
laufsimulation als auch die numerische Bifurkationsanalyse geeignete Methoden, um das
nichtlineare Losungsverhalten iiber den gesamten Drehzahlbereich vorauszuberechnen.

Hochlaufsimulation

Um mittels eines Vergleichs die Giite der Kurzlagerlosung auch im Fall von schwimmbuch-
sengelagerten Rotoren nachzuweisen, werden bei der Hochlaufsimulation die Lagerkrafte

9Tm Gegensatz zum Laval-Rotor in konventionellen Gleitlager wird ein deutlich kleinerer bzw. na-
hezu vernachlissigharer Dampfungsparameter von d, = 0.001 gewéhlt, um somit den Einfluss der
Déampfungswirkung des dufleren Schmierfilms besser hervorheben zu kénnen.

OHier wird im Vergleich zu konventionellen Gleitlagern ein hoher belasteter Laval-Rotor betrachtet, da
kritische Schwingungen grofier Amplitude (Rotorschaden) wahrscheinlicher sind.
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Scheibenmasse m 2.0kg
Wellensteifigkeit & 12000.0 N/mm
Aufere Dampfung d, 0.0 Ns/mm
Unwucht Ug 15.0 gmm
Buchsenmasse mpg 0.026 kg
Massentrigheitsmoment der Buchse Jp 2.8 kg/mm?
Innerer Lagerdurchmesser D; 18.0 mm
AuBerer Lagerdurchmesser D, 25.0mm
Innere Lagerbreite L; 10.0 mm
AuBere Lagerbreite L, 10.0 mm
Inneres Lagerspiel C; 0.04725 mm
AuBeres Lagerspiel C, 0.0585 mm
Innere Olviskositét 7; 6.4mPas
AuBere Olviskositét 7, 9.5mPas
Drehbeschleunigung a,, 1607 1/s?

Tabelle 4.4: Parameterwerte fiir den Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern.

sowohl nach der Impedanz-Methode als auch nach der Kurzlagertheorie modelliert. Der
lineare Drehzahlhochlauf wird dabei vom Stillstand heraus auf eine Drehfrequenz von
4000 Hz tiber eine Simulationsdauer von 50s durchgefiithrt (vgl. Drehbeschleunigung a,, in
Tabelle 4.4), so dass ein langsamer und damit quasi-stationdrer Hochlauf vorliegt. Hierbei
werden die beim gewahlten Beispiel auftretenden Mechanismen phédnomenologisch erklart,
die zum einen zu den Instabilitdten der einzelnen Losungen und zum anderen zu den
kritischen Schwingungen grofier Amplituden (Rotorschaden) fithren kénnen.

Wiéhrend fiir die Approximation der numerischen Losung der Reynoldsgleichung auf die
schon in Kapitel 4.1.2 verwendeten Impedanz-Kennfelder [89] zurtickgegriffen wird, sind die
fir die Kurzlagerlosung benotigten Formeln innerhalb des Kapitels 2.2.2 wiedergegeben.
Abbildung 4.21 zeigt den Vergleich der beiden Approximationsmethoden fiir die nichtlinea-
ren Lagerkrafte anhand der wichtigsten Ergebnisgroien (Scheibenauslenkung zy,, Lagerex-
zentrizitaten €, bzw. ¢; und Buchsendrehzahlverhéltnis Qp = wp/w) der Hochlaufsimula-
tion des Laval-Laufers mit den in Tabelle 4.4 vorgegebenen Rotor- und Lagerparametern.
Dartiber hinaus kénnen die zugehorigen Frequenzen der nichtlinearen Schwingungen durch
die 2D-Ansichten der Wasserfalldiagramme fiir die Auslenkungen zy, der Scheibe in Ab-
bildung 4.22 miteinander verglichen werden.

Zunéchst ergeben sich fiir niedrige Drehzahlen drehzahlharmonische Schwingungen ge-
ringer Amplitude infolge Unwuchterregung, die sich um die Gleichgewichtslage des ideal
ausgewuchteten Rotors ausbilden. Ab einer Drehzahl von etwa 220 Hz verlieren nur im
Fall der Kurzlagerlosung die rein unwuchtsynchronen Schwingungen ihre Stabilitdt und
es entstehen subsynchrone Schwingungen, die mit einem deutlichen Anstieg der relativen
Lagerexzentrizitiaten e; des inneren Schmierfilms auf mittlere Werte von ca. 0.5 verbunden
sind. Da die Exzentrizitaten ¢, des &ufleren Schmierfilms nicht sonderlich weiter ansteigen,
ist die Dampfungswirkung des dufleren gegeniiber der des inneren Schmierfilms immer
noch gewéhrleistet. Demnach nehmen die Exzentrizitidten des inneren Schmierfilms nur
moderate Werte an und die subsynchronen Schwingungen werden mit zunehmender Dreh-
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Abbildung 4.21: Vergleich der Kurzlagertheorie und der Impedanz-Methode anhand der
Hochlaufsimulationen des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern: a) Auslenkung zy der
Scheibe in vertikaler Richtung. b) Relative Lagerexzentrizitét ¢, des d&uBeren Schmierfilms.
c¢) Relative Lagerexzentrizitit ¢; des inneren Schmierfilms. d) Drehzahlverhaltnis Qp der

Buchse.
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Abbildung 4.22: Vergleich der Kurzlagertheorie und der Impedanz-Methode anhand der
2D-Ansichten der Wasserfalldiagramme fiir die Auslenkungen zy, der Scheibe: a) Kurzla-
gertheorie. b) Impedanz-Methode.

zahl immer mehr abgeddmpft, bis sie schliefilich ab einer Drehzahl von ndherungsweise
400 Hz vollstandig verschwinden und nur noch rein unwuchterregte Schwingungen vorhan-
den sind. Die Frequenzen der subsynchronen Schwingungen f;; =~ %( f+[B) liegen derweil
knapp oberhalb der Hélfte der Rotordrehfrequenz. Anzumerken bleibt, dass auch fir die
Impedanz-Methode die unwuchterregten Schwingungen im Drehzahlbereich von ungeféhr
200 Hz bis 400 Hz instabil werden konnen, wenn der Hochlauf noch weitaus langsamer als
im vorliegenden Fall realisiert wird (vgl. Abbildung A.7 im Anhang).

Nachdem sozusagen die erste Instabilitat der unwuchterregten Schwingungen infolge des in-
neren Schmierfilms durchfahren wird, tritt erneut ein Stabilitatsverlust der unwuchterreg-
ten Schwingungen bei einer Drehfrequenz von etwa 770 Hz (Kurzlagertheorie) bzw. 720 Hz
(Impedanz-Methode) auf, der hauptsichlich mit einem Zuwachs der Exzentrizitat e, des
auBeren Schmierfilms verbunden ist. Die ddmpfende Wirkung des inneren Schmierfilms
bleibt aufgrund geringer Werte von ¢; weitgehend erhalten, so dass der Rotor nach dem
Stabilitatsverlust tiber einen weiten Drehzahlbereich noch sicher betrieben werden kann.
Die Grundfrequenz fsup, ~ % fB der entstehenden subsynchronen Schwingungen ist neben
den hohen Werten fir die Exzentrizitiat ¢, ein weiteres Indiz dafiir, dass die Instabilitét
durch den aufleren Schmierfilm verursacht wird.

Bei weiterer Erhohung der Drehfrequenz f nehmen die Exzentrizitaten e; bzw. ¢, der bei-
den Schmierfilme immer weiter zu. Infolge der steiferen Lager wird einerseits die Dampf-
ungswirkung der Schmierfilme geringer und andererseits steigen die Schwingungsfrequen-
zen an, bis schlieflich bei einer Drehfrequenz von ca. 3920 Hz (Kurzlagertheorie) bzw.
3800 Hz (Impedanz-Methode) die Frequenzen der ,Selbstanregung“ sowohl des inneren
als auch des dufleren Schmierfilms synchronisieren. Dadurch erreichen die beiden relati-
ven Lagerexzentrizititen Werte nahe eins und es kommt zu einem Versagen der gegen-
seitigen Dampfung beider Schmierfilme. Wie beim Rotor in konventionellen Gleitlagern
befindet sich die nun gemeinsame Frequenz der ,Selbstanregung® in der Néahe einer Ei-
genfrequenz des gelagerten Rotors. Die Auslenkungen zy, der Scheibe streben dann im
Falle einer verschwindenden dufleren Dampfung (d, = 0.0 Ns/mm) gegen unendlich. Zu-
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sammenfassend fithrt die Synchronisation der Anregungsfrequenzen beider Schmierfilme
zur Instabilitdt der subsynchronen Schwingungen und zu einem nachfolgendem Bereich
von kritischen Rotorschwingungen extrem hoher Amplitude, die durch hohe Lagerexzen-
trizitdten ; und e, gekennzeichnet sind. Dieser Bereich als Folge einer Synchronisation der
beiden Schmierfilme wird bisher nur von Schweizer [93, 94, 95] mittels Hochlaufsimulatio-
nen nachgewiesen und wird hinsichtlich eines wahrscheinlichen Rotorschadens als ,totale
Instabilitat”bezeichnet. Der Begriff der ,totalen Instabilitdt”wird im Rahmen dieser Arbeit
nicht weiter verwendet, weil es sich bei den kritischen Schwingungen iiberwiegend um eine
im mathematischen Sinne stabile Losung handelt. Daftir wird von kritischen Schwingun-
gen bzw. kritischen Losungen oder auch von einem kritischen Grenzzyklus fiir den ideal
ausgewuchteten Rotor gesprochen. Eine genaue Klassifizierung der auftretenden Losungen
sowie der einzelnen kritischen Drehzahlen folgt bei den systematischen Untersuchungen in
den kommenden Abschnitten.

Des Weiteren ist zu erwahnen, dass die Kurzlagerlosung abermals bei der Modellierung
von Schwimmbuchsenlagern eine sehr gute und rechenzeiteffiziente Approximation der La-
gerkréfte liefert, obwohl fiir den inneren Schmierfilm ein Breiten-Durchmesser-Verhaltnis
von 1%- > 0.5 angenommen wird. Wéahrend die Effekte allesamt qualitativ richtig abge-
bildet werden, sind die Drehzahlen fiir die Instabilitdtspunkte der einzelnen Losungen im
Vergleich zur Impedanz-Methode ein wenig zu hoheren Drehzahlen verschoben. Die Instabi-
litdt der rein unwuchterregten Schwingungen infolge des inneren Schmierfilms im niederen
Drehzahlbereich von etwa 200 Hz bis 400 Hz wird sogar im Rahmen einer geringeren Hoch-
laufzeit abgebildet. Der beschriebene Sachverhalt ist wohl auf den Genauigkeitsverlust bei
der Interpolation im Impedanz-Kennfeld zuriickzufithren. Hinsichtlich der Frequenzen der
nichtlinearen Schwingungen und der Lagergrofien wie Exzentrizitdten bzw. Buchsendreh-
zahl ist der Unterschied beider Approximationsmethoden vernachléssighar klein.

Numerische Bifurkationsanalyse

Zwecks einer Einfiihrung in die Bifurkationsanalyse sowie einem Vergleich mit den Ergeb-
nissen der Hochlaufsimulation, wird das gewahlte Beispiel des Laval-Laufers in Schwimm-
buchsenlagern mittels Methoden der numerischen Pfadverfolgung und einer anschlieBenden
nichtlinearen Stabilitatsanalyse untersucht. Die Lagerkrafte werden im Rahmen der Bifur-
kationsanalyse nach der Kurzlagertheorie approximiert.

Abbildung 4.23 zeigt das zugehorige Bifurkationsdiagramm des unwuchtigen Laval-Léufers
in Schwimmbuchsenlagern, wobei der Stabilitdtsverlust der unwuchtsynchronen Schwin-
gungen im niederen Drehzahlbereich nochmals vergroflert dargestellt ist. Eine subkriti-
sche Flip-Bifurkation bzw. Periodenverdopplung ist die Ursache fiir die unterbrochene
Stabilitdat der rein unwuchterregten Schwingungen geringer Amplitude. Bei einer Dreh-
frequenz von fpp = 175Hz entstehen damit subsynchrone Schwingungen mit der dop-
pelten Periode (vgl. Abbildung 4.24) der Erregung. Bei einer quasi-statischen Erhohung
der Drehfrequenz f ist wihrend des Uberschreitens der Stabilititsgrenze eine sprunghafte
Zunahme der Amplituden zu beobachten, da unmittelbar in der Nahe der subkritischen
Flip-Bifurkation keine stabile subsynchrone Losung vorliegt. Ein Sattelknoten bzw. Um-
kehrpunkt der 2-periodischen Losung sorgt fiir einen Stabilitdtswechsel der infolge der
Flip-Bifurkation entstehenden instabilen 2-periodischen Losung. Folglich zeigt auch der
unwuchtige Laval-Léufer in Schwimmbuchsenlagern ein Hysterese-Verhalten, dhnlich wie
bei einer subkritischen Hopf-Bifurkation. Zunédchst nehmen die Amplituden dieser stabi-
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Abbildung 4.23: Bifurkationsdiagramm des exemplarischen Laval-Rotors in Schwimmbuch-
senlagern (Kurzlagertheorie).

len subsynchronen Schwingungen doppelter Periode mit steigender Drehfrequenz weiter
zu. Nach Erreichen eines Maximalwertes gehen dann die Amplituden zuriick, bis sich an
einem Sattelknoten bei fsx = 246 Hz die stabile und instabile 2-periodische Losung ge-
genseitig ausloschen. Nach einem weiteren Sattelknoten bei etwa fgr = 230 Hz folgt ein
kleiner Bereich stabiler Schwingungen doppelter Periode, die dann schliefSlich wegen einer
weiteren Flip-Bifurkation bei fpp = 232Hz in stabile unwuchtsynchrone Schwingungen
iibergehen.

Erwahnenswert bleibt, dass nach Passieren des Sattelknotens bei fgr = 246 Hz ein Bereich
stabiler Torus-Losungen vorzufinden ist, der bei f =~ 377Hz instabil wird. Die quasi-
periodischen Losungen werden mittels Zeitintegration als Anfangswertproblem ermittelt.
Um zu beurteilen, ob ein eingeschwungener Zustand vorliegt, gelten die gleichen Annahmen
wie fiir den unwuchterregten Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern (siehe Abschnitt
4.1.7). Abbildung 4.24 verdeutlicht in einem Ordnungsdiagramm die Frequenzverhéltnisse
fsuv/f der an den stabilen nichtlinearen Schwingungen beteiligten Anteile. Aufgrund des
Hysterese-Verhaltens in der Umgebung der beiden Flip-Bifurkationen und des Vorhanden-
seins einer quasi-periodischen Losung konnen verschiedene stabile Losungen koexistieren.
Daher werden im Ordnungsdiagramm nur die Frequenzen mit den entsprechenden Amplitu-
den der Scheibenschwingungen zy, beriicksichtigt, die bei einer quasi-statischen Erhohung
der Drehfrequenz erreicht werden. Bei der Entstehung der Torus-Losungen am betrachte-
ten Sattelknoten spaltet sich die Frequenz des subsynchronen Anteils der 2-periodischen
Schwingungen in zwei subsynchrone Anteile auf, bei denen es sich um Kombinations-
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Abbildung 4.24: Frequenzverhéltnisse fq,,/f mit zugehorigen Amplituden fir die aus der
Bifurkationsanalyse erhaltenen stabilen Losungen bei einer quasi-statischen Erhéhung der
Drehfrequenz f: a) 3D-Ordnungsdiagramm der Losungen zy, (vgl. Abbildung 4.23). b) 2D-
Ansicht von a).

frequenzen mit den Verhaltnissen fou x1/2/f ~ 1/2 £ A fow x/f handelt. Die Frequenz
A fsup.x beschreibt die Differenz zur halben Rotordrehfrequenz 1/2f, die hier mit steigen-
der Drehfrequenz f immer groBler wird. Daneben sind noch weitere Anteile insbesondere
der unwuchtsynchronen Schwingungen ersichtlich.

Zur Veranschaulichung der vorgestellten Ergebnisse zeigt Abbildung 4.25 fiir bestimmte
Werte der Drehfrequenz f exemplarisch sowohl die Bahnkurven des Scheibenmittelpunkts
als auch die Lage des Scheibenmittelpunkts im zugehorigen zweiseitigen Poincaré-Schnitt.
Als Poincaré-Schnittebene werden wie schon bei den Bifurkationsdiagrammen die loka-
len Maxima bzw. Minima der vertikalen Auslenkung des Scheibenmittelpunkts Zy = 0
gewahlt. Da die Richtung des Vorzeichenwechsels nicht berticksichtigt wird und demzu-
folge nicht zwischen Maxima bzw. Minima unterschieden wird, ergeben sich sogenannte
zweiseitige Poincaré-Schnitte.

Wie fiir die rein unwuchtsynchronen Schwingungen vor deren Stabilitdtsverlust (f =
174 Hz) sowie nach deren erneutem Stabilitatsgewinn (f = 670 Hz) aus Abbildung 4.25
a) erkennbar ist, werden die periodischen Losungen einfacher Periode durch zwei Fixpunk-
te anstatt wie tiblich durch einen Fixpunkt représentiert. Als Beispiel fiir die periodischen
Schwingungen doppelter Periode sind die stabilen und instabilen Losungen bei der Drehfre-
quenz von f = 174 Hz abgebildet. Daraus resultieren beim Auftreten einer inneren Schleife
der Bahnkurve vier Fixpunkte (instabile Losung), ansonsten sind zwei Fixpunkte (stabile
Losung) vorhanden. Wie zu erwarten, weist die aus dem Sattelknoten geborene Torus-
Losung dagegen eine geschlossene Kurve der ermittelten Lagen des Scheibenmittelpunkts
im Poincaré-Schnitt auf.

Nach Verschwinden dieser stabilen Torus-Losung bei einer Drehfrequenz von etwa f ~
377 Hz existiert wiederum nur die rein unwuchterregte Schwingung als einzige Losung. Bei
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Abbildung 4.25: Orbits (oben) und Position des Scheibenmittelpunkts im zweiseitigen
Poincaré-Schnitt (unten) bei verschiedenen Werten der Drehfrequenz f: a) Unwucht-
synchrone Losungen (1-periodisch). b) Subsynchrone Losungen doppelter Periode (2-
periodisch). ¢) Quasi-periodische bzw. Torus-Losungen.

einer weiteren Steigerung der Drehfrequenz auf fng = 699 Hz erfolgt der Stabilitatsverlust
durch eine superkritische Torus- bzw. Neimark-Sacker-Bifurkation, die durch den dufleren
Schmierfilm verursacht wird. Der Rotor fithrt dann im Allgemeinen quasi-periodische Be-
wegungen aus. Wie spéter gezeigt wird, konnen die quasi-periodischen Schwingungen durch
Bereiche chaotischen Verhaltens unterbrochen werden. Bei einer Drehfrequenz von etwa
f =3900 Hz wird die quasi-periodische bzw. chaotische Losung dann instabil, und es folgt
ein Amplitudensprung auf die kritische Losung weitaus grofferer Amplitude, die mit hohen
Lagerexzentrizitdten beider Schmierfilme verbunden ist. In Abbildung 4.26 ist nochmals
der Bereich der quasi-periodischen Schwingungen infolge des dufleren Schmierfilms und
der Amplitudensprung auf die kritische Lésung anhand der Orbits mit den zugehdrigen
Poincaré-Schnitten verdeutlicht. Fiir eine Drehfrequenz von f = 1330 Hz entsteht wieder-
um eine geschlossene Kurve der Lagen des Scheibenmittelpunkts im Poincaré-Schnitt. Des
Weiteren ist schon aus dem Bifurkationsdiagramm zu erkennen, dass nach Uberschreiten
der Torus-Bifurkation zwischendurch auch Bereiche mit stabilen periodischen Losungen
vorhanden sind, die auch als periodische Fenster bezeichnet werden. Ein Beispiel dafir
ist im Drehfrequenzbereich um f = 2613 Hz gegeben, in dem sich eine stabile periodische
Losung 14-facher Periode einstellt. Wenn eine duflere Démpfung wie im vorliegenden Fall
vernachlédssigt wird, so streben die Auslenkungen yy bzw. zy im kritischen Drehzahlbe-
reich gegen nahezu unendlich hohe Werte. Darum zeigt Abbildung 4.26¢) nur die weitere
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Abbildung 4.26: Orbits (oben) und Position des Scheibenmittelpunkts im zweiseiti-
gen Poincaré-Schnitt (unten) bei verschiedenen Werten der Drehfrequenz f: a) Quasi-
periodische bzw. Torus-Losung. b) Periodische Losung 14-facher Periode. c¢) Nicht einge-
schwungene Losung kurz nach dem Amplitudensprung in den kritischen Drehzahlbereich.

Amplitudenzunahme der kritischen Schwingungen, die nach einer vorab bestimmten ma-
ximalen Einschwingzeit von 3000 Umdrehungen erhalten wird.

Beim Vergleich der beiden Methoden Hochlaufsimulation und numerischer Bifurkati-
onsanalyse fillt vorwiegend auf, dass trotz eines verhéltnisméaflig langsamen Hochlaufs
der jeweilige Stabilitatsverlust der unwuchtsynchronen Loésungen aufgrund einer Flip-
Bifurkation und einer Torus-Bifurkation zu spéat vorausgesagt wird. Wie im Fall von
konventionellen Gleitlagern dauert bei Uberschreiten der beiden Bifurkationen der tran-
siente Ubergang zu den mit Hilfe der Pfadverfolgung berechneten (quasi)-periodischen
Losungen recht lange. Wéahrend der Stabilitdtsverlust der Torus-Losung im niederen
Drehfrequenzbereich bei der Hochlaufsimulation ebenfalls bei verhaltnismafig hoheren
Drehfrequenzen erscheint, tritt der rasante Anstieg der Amplituden (Amplitudensprung
im Bifurkationsdiagramm) zu den kritischen Schwingungen bei geringfligig hoheren Dreh-
frequenzen auf. Dieser Sachverhalt deutet auf einen grofien Einzugsbereich der kritischen
Losung hin.

Letztendlich ist noch anzumerken, dass bei Beriicksichtigung der Unwucht zusatzlich zu
den Frequenzen der selbsterregten Schwingungen eine weitere Frequenz dem System von
aufen aufgepragt wird, so dass im Allgemeinen ein groflerer Bereich quasi-periodischer
Schwingungen zu erwarten ist. Mit den herkémmlichen Methoden der numerischen Pfad-
verfolgung ist dieser schwieriger zu analysieren, da weder die instabilen Torus-Losungen
noch deren Bifurkationen bestimmt werden kénnen. Aus diesem Grund wird nachfolgend
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die Stabilitatsuntersuchung der ideal ausgewuchteten Rotoren in Schwimmbuchsenlagern
ausfiithrlicher durchgefiihrt, um einerseits ein besseres Verstindnis zu gewinnen und ande-
rerseits Riickschliisse auch auf den unwuchtbehafteten Fall zu ziehen. Dartiber hinaus wird
wieder auf die dimensionslose Formulierung der Bewegungsgleichungen zuriickgegriffen, die
eine systematische Untersuchung mit weniger Rotor- und Lagerparametern ermoglicht.

4.2.3 Arten des Stabilitidtsverlusts der stationdren Ruhelage

Bei gleitgelagerten Rotoren ist der einfachste Stabiltdtsverlust einer stationdren Losung
durch die Hopf-Bifurkation der Gleichgewichtslage gegeben. Im Schwimmbuchsenlager
sorgt der zusétzliche zweite Schmierfilm nicht nur fir deutlich bessere Dampfungseigen-
schaften des Systems, sondern kann auch eine Ursache fiir eine weitere Instabilitat infolge
einer Hopf-Bifurkation sein. Mittels einer linearen Stabilitatsanalyse kénnen sowohl die
Stabilitatsgrenze der stationdren Ruhelage ermittelt werden als auch die Bereiche in der
o-w-Parameterebene identifiziert werden, bei denen entweder der innere oder der duflere
Schmierfilm fiir den Stabilitatsverlust verantwortlich ist. Damit sich iiberhaupt eine Gleich-
gewichtslage des Rotor-Lager-Systems ausbildet, muss vom ideal ausgewuchteten Rotor
(p = 0) ausgegangen werden.

Stationidre Ruhelage

Zur Berechnung der stationdren Ruhelage (ywo, Zwo, Yro, 2L0, YB0, 2B0, SB0) aus den
Bewegungsgleichungen (4.32) des schwimmbuchsengelagerten Laval-Léufers sind zunéchst
verschwindende Geschwindigkeiten yj,, = 2j, = y; = 2, = y = 2z = 0 und Beschleuni-
gungen ¥y, = zyy = yp = 2 = U = 0 vorauszusetzen. Folglich sind in der Gleichgewichts-
lage die Auslenkungen des Wellenzapfens o, Zro und der Buchse ygg, Zgo unabhéngig
sowohl von der Verschiebung der Scheibe yw o, zwo als auch von der statischen Durch-
biegung I'y der Welle. Daher ergeben sich aus den Gleichungen (4.32c-g) die folgenden

vereinfachten Gleichgewichtsbedingungen fiir die Lage des Wellenzapfens und der Buchse:

0 = 2Smi fyi(yr0, U1, = 0, 210,21 = 0,¥B0, ¥z = 0, ZB0, 25 = 0, p0) , (4.35a)

0=1+2Sn [-i(Yro. ¥, = 0,210, 2, = 0,Ypo, ¥ = 0, Zp0, 2 = 0,Qp0) , (4.35D)
A3 - o

e ,an Smi fya(UB0, Y5 =0, Zp0, 25 = 0,Qpo) , (4.35¢)
1 A367 o o

0= 5 tut 7277 Smi f=a(UB0, ¥ = 0, ZB0, 25 = 0,Qp0), (4.35d)

O_l—QBo oA Qpg
Ji—e2 7 1o,

Fiir die Lagekoordinaten der stationdren Ruhelage kann unter Einfiihrung von relativen
Lagerexzentrizidten ¢;q, £,0 und Verlagerungswinkel ¢;q, ¢,0 beider Schmierfilme

(4.35¢€)

Ywo = ¥YrLo, Zwo = zro + 1o,
Yro = €0 Sin @0 + Yno 2o = €i0 COS G0 + ZRo, (4.36)

YBo = 7Y Eq0 SIN Qg0 , ZB0 = Y E€a0 COS Py



88 Kapitel 4. Olfilminduzierte Instabilitéten

geschrieben werden. In der Gleichgewichtslage betragt nach Gleichung (4.35¢) das Buch-
sendrehzahlverhaltnis

Qpo = V1 e (4.37)
B0 — . .
Yyl —ceto+1AG 1 ey

Fir das statische Gleichgewicht sind die radialen und tangentialen Komponenten der
Lagerkréfte fr;0, fiio, frao und fi,o unter Berticksichtigung der Buchsendrehzahl Qg aus
(4.37) in der Form

foo= 2e0@po+1) o meio(@pot+ 1)

(17 2 (1) s
Foo= _ 2zaotlBo g T caoflpo
0T 1 —e2y)’ MO 21— e2)3

gegeben. Somit kénnen die Gleichgewichtsbedingungen (4.35a-d) weiter vereinfacht wer-

den:
1=28 fE0+ fio, (4.392)
1 A367
o+ H= g S/ Fhaa + flo- (4.39D)

Daraus folgen beispielsweise die Beziehungen

1—¢2,)?
- (1—¢2)) 7 (4.40a)
eio (po +1) /16e%, + 12(1 — £3)
A367 20 (Qpo+ 1) (1 —2,)? \/165120 + (1 —eh) (4.40Db)
FO+3) T can o (1 220?16k + 72(1— 00)? |

zur Bestimmung der relativen Lagerexzentrizititen ¢;¢, .0 beider Schmierfilme. Die im-
pliziten Gleichungen in (4.40) bilden unter Verwendung von (4.37) ein nichtlineares Glei-
chungssystem, aus dem die beiden Lagerexzentrizitiaten €;q, €,0 in Abhéngigkeit der mo-
difizierten Sommerfeldzahl S,,; des inneren Schmierfilms fiir ein durch die Parameter ~,
0, A, 1 bzw. p vorgegebenes Schwimmbuchsenlager numerisch bestimmt werden koénnen.
Nach Einsetzen der nun bekannten Lagerexzentrititen e;g, £,¢ in die Gleichung (4.37)
kann das Buchsendrehzahlverhéltnis 25 der stationdren Ruhelage ermittelt werden. Die
zugehorigen Verlagerungswinkel ¢;¢, ¢,0 konnen dann iiber die Beziehungen

T J1- a§0> . a0 = arctan (45\/1 - ag()) (4.41)

€i0 a0

®;0 = arctan (4

ebenfalls berechnet werden.

Wie aus Abbildung 4.27 ersichtlich, ergibt sich fiir das Schwimmbuchsenlager mit den
Standardparametern aus Tabelle 4.3 in Abhangigkeit der modifizierten Sommerfeldzahl
Smi die dargestellte stationdre Ruhelage, die zum einen durch die Exzentrizitaten €;¢, .0
bzw. Verlagerungswinkel ¢;o, ¢,0 der beiden Schmierfilme und zum anderen durch das
Buchsendrehzahlverhéaltnis {25 vollstandig beschrieben werden kann. Die Gleichgewichts-
lagen des Wellenzapfens und der Buchse zeigen dabei das gleiche Verhalten. Wahrend fiir
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Abbildung 4.27: Stationdre Ruhelage des Wellenzapfens und der Buchse in Abhéngigkeit
der modifierten Sommerfeldzahl S,,; fiir das Schwimmbuchsenlager (y = 1.4, = 1.32, A =
1.0, 7 = 1.0, p = 0.03): a) Relative Lagerexzentrizititen ¢;¢, €,0 und Verlagerungswinkel
®i0, ®a0- b) Buchsendrehzahlverhiltnis Q0. ¢) Orbitdarstellung von a).

sehr hohe Werte von S,,; der Wellenzapfen und die Buchse nahezu zentrisch laufen, kom-
men sie mit zunehmenden Werten von S,,,; immer ndher an die Buchse bzw. Lagerschale
heran. Das Buchsendrehzahlverhéltnis (g, dagegen néhert sich bei Erhchung von S,,;
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asymptotisch dem hier maximal méglichen Drehzahlverhéltnis von etwa 0.378 an. Fiir eine
ausfiihrliche Diskussion iiber die Abhéngigkeit der stationdren Ruhelage von den dimensi-
onslosen Parametern des Schwimmbuchsenlagers sei auf [54] verwiesen.

Lineare Stabilitdtsanalyse

Zur Durchfithrung einer linearen Stabilitdtsanalyse werden die Bewegungsgleichungen
(4.32) des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern um die stationdre Ruhelage linearisiert.
Dafiir wird eine kleine Storung der zuvor berechneten Gleichgewichtslage (4.36) bzw.
(4.37) tiberlagert:

yw =ywo+Ayw, Zw=Zwo+AZw, Yr="Yro+AYL, ZzL=ZzZLo+ Az, (4.42)

Yp =Ypo+AYp, Zp=2zpo+Azp, Qp=Qpo+AQp. .
Durch Einsetzen des Storungsansatzes (4.42) in (4.32) und Berticksichtigung nur linearer
Terme in der Reihenentwicklung erhélt man die linearisierten Bewegungsgleichungen, die
nach Definition des Zustandsvektors

Ax = (Ajw, Ay, AZw, AZyy, Ay, Az, Ayp, Ay, AZg, Az, AQp)T  (4.43)
auch in Zustandsform
Ax' = AAx (4.44)

angegeben werden konnen. Bei Betrachtung von Schwimmbuchsenlagern stellt A eine linea-
re 11 x 11 Matrix des Rotor-Lager-Systems dar, iiber deren elf Eigenwerte im Vektor A die
Stabilitiat der stationdren Ruhelage tiberpriift werden kann. Dabei ist diese gewéahrleistet,
solange die Realteile aller Eigenwerte in A negativ sind.

Fir hydrodynamisch gelagerte Rotoren verschwinden an der linearen Stabilitatsgrenze die
Realteile eines konjugiert komplexen Eigenwertpaares. Im Gegensatz zu konventionellen
Gleitlagern konnen beim Schwimmbuchsenlager aufgrund zweier Schmierfilme auch zwei
konjugiert komplexe Eigenwertpaare zur Instabilitdt der Gleichgewichtslage fiihren. Daher
ergeben sich zwei kritische Eigenwertpaare \; = o; + j<, 5\: = 0, — i bzw. N\, =
0a + 780, 5\2 = 04 — J€)4, die je nach dem fiir die Instabilitdt verantwortlichen Schmierfilm
(innerer oder duflerer) unterschieden werden kénnen. Die Zuordnung erfolgt anhand der
Imaginarteile €; und €2, der beiden kritischen Eigenwertpaare. Aus sowohl experimentellen
als auch theoretischen Untersuchungen (siche z.B. [53], [96]) des Schwimmbuchsenlagers
ist bekannt, dass der bei konventionellen Gleitlagern auftretende ,,Halbfrequenzwirbel“ in
anderer Form erscheint. Das Frequenzverhéltnis ist hier als Verhéltnis

Wsub,i Wsub,a
qub,i = T bZW. qub,a = T (445)

der Grundfrequenz wsyp; bzw. wgyp . der subsynchronen Schwingungen zur Rotorwinkelge-
schwindigkeit w definiert. Wird der innere Schmierfilm mit einer Instabilitat assoziiert, so
setzt sich das Frequenzverhéltnis der entstehenden Grundschwingungen

1
Qsub,i ~ 5(1 + Qp) (4.46)
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naherungsweise aus der halben Rotor- und Buchsendrehzahl zusammen. Dagegen ist bei
der durch den &ufleren Schmierfilm verursachten Instabilitat nur die halbe Buchsendrehzahl
fiir das Frequenzverhéltnis

1
qub,a ~ EQB (447)

der selbsterregten Grundschwingungen entscheidend. Jedoch kénnen wegen der groflen ge-
genseitigen Dampfungswirkung in Schwimmbuchsenlagern die Frequenzverhaltnisse deut-
lich unterhalb der aufgestellten Ndherungen liegen (vgl. Abbildung 4.12 bzw. 4.17). Folglich
kann zur Unterscheidung der beiden kritischen Eigenwertpaare die Beziehung €2, < €; fiir
die Imaginéarteile verwendet werden.

Beide Félle des Stabilitatsverlusts der stationdren Ruhelage sind in Abbildung 4.28 fiir
den schwimmbuchsengelagerten Laval-Léaufer mit den Standardparametern aus Tabelle
4.3 veranschaulicht. Je nach Lastparameter o iiberschreitet mit steigender Drehzahl @
entweder das kritische Eigenwertpaar \;, 5\; oder \,, 5\; zuerst die imaginare Achse in die
positive Halbebene, wahrend jeweils alle Realteile der restlichen Eigenwerte negativ sind.
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Abbildung 4.28: Kritische, konjugiert komplexe Eigenwertpaare in Abhéangigkeit des Dreh-
zahlparameters w im Bereich des Stabilitatsverlustes der Gleichgewichtslage fiir Standard-
parameter (vgl. Tabelle 4.3): a) Instabilitit verursacht durch inneren Schmierfilm \;, A
fiir o = 1.0. b) Instabilitit verursacht durch duBeren Schmierfilm \,, A, fiir ¢ = 0.5.

An der jeweiligen linearen Stabilitdtsgrenze we in.; bzw. @We jin.o Werden wiederum alle Be-
dingungen fiir eine Hopf-Bifurkation erfiillt. Demnach kann erneut die Verfolgung der
Hopf-Bifurkationen infolge des inneren und des dufleren Schmierfilms nach den beiden
Bifurkationsparametern ¢ und w durchgefiihrt werden. Das Ergebnis fiir die in der o-w-
Parameterebene verfolgten Hopf-Kurven £5€2 1, ; und +35€2. i, o kann Abbildung 4.29 fiir
die Standardparameter entnommen werden. Die Stabilitatsgrenze wird hierbei durch die
Hopf-Kurve bestimmt, die zuerst bei einem festen Wert fiir den Lagerparameter o mit
zunehmendem Drehzahlparameter w tiberquert wird. Die lineare kritische Drehzahl @,
fiir den Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern ist demzufolge fiir niedrige Lagerparameter
o (hohe Lasten) durch die Hopf-Kurve %5 i, . des duBeren Schmierfilms gegeben. Bei
Erhohung des Lagerparameters o fiihrt dann das kritische Eigenwertpaar £5€2 i, des
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Abbildung 4.29: Stabilitdtskarte und Frequenzverhéltnisse fiir den Laval-Rotor in
Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 4.3): a) Kritische Eigenwertpaare (Hopf-Kurven)
£75Q¢ 1in; und £5Q i o fiir die stationdre Ruhelage, welche die Stabilitatsgrenze definieren.
b) Imaginérteile Q. i, und Qe in.. entlang der Hopf-Kurven.

inneren Schmierfilms zur Instabilitat der stationdren Ruhelage. Des Weiteren ist die Art
der Hopf-Bifurkation aus Abbildung 4.29 a) zu erkennen. Fiir den vorliegenden Rotor liegt
im untersuchten Parameterbereich durchgehend eine superkritische Hopf-Bifurkation vor,
wenn das kritische Eigenwertpaar A,, A, des duBeren Schmierfilms die imagindre Achse
kreuzt. Entlang der Hopf-Kurve £j52 i, ; konnen indessen die Hopf-Bifurkationen auf-
grund des inneren Schmierfilms entweder sub- oder superkritischer Art sein. Falls die
Hopf-Kurve £ ;,,; tatsachlich die lineare Stabilitatsgrenze bildet, so verliert der Ro-
tor nur durch eine subkritische Hopf-Bifurkation seine Stabilitdt. Dieser Sachverhalt deckt
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sich mit den in [8] durchgefiihrten Untersuchungen fiir einen starren Rotor in Schwimm-
buchsenlagern.

Als kurzes Zwischenfazit ist festzuhalten, dass niedrig belastete Rotoren in Schwimmbuch-
senlagern eher zu einer Instabilitidt infolge einer subkritischen Hopf-Bifurkation neigen,
die durch den inneren Schmierfilm ausgelost wird. Hoch belastete Rotoren werden im
Gegensatz dazu durch eine im dufleren Schmierfilm hervorgerufene superkritische Hopf-
Bifurkation instabil.

Abbildung 4.29b) zeigt die Frequenzverhéltnisse der entstehenden selbsterregten Grund-
schwingungen an der jeweiligen Hopf-Kurve, die durch die Imaginarteile 2., ; und Qe jin o
der beiden kritischen Eigenwertpaare beschrieben werden konnen. Fiir hohe Lastparamter
o erreichen die beiden Frequenzverhaltnisse ¢ in i, 2 in,o zunehmend die fir Schwimm-
buchsenlager typischen Werte von naherungsweise (4.46) und (4.47).

Am Schnittpunkt der beiden Hopf-Kurven £5€ ;;,, ; und £5€ i, o findet in der o-w-Para-
meterebene eine sogenannte Hopf-Hopf-Bifurkation bzw. doppelte Hopf-Bifurkation (vgl.
Abbildung 4.29) statt, an dem fiir einen festen Lagerparameter o = 0.793 beide kritischen
Eigenwertpaare gleichzeitig bei einer bestimmten Drehzahl w = 5.72 die imagindre Achse
passieren. Eine Hopf-Hopf-Bifurkation bedingt insbesondere in ihrer Umgebung ein weitaus
komplexeres Verhalten des dynamischen Systems. Auf die sich dann ergebenden Modenin-
teraktionen wird bei den nichtlinearen Untersuchungen néher eingegangen. Neben der im
Bereich der Hopf-Hopf-Bifurkation vergrofierten Stabilitédtskarte ist in Abbildung 4.30 der
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Abbildung 4.30: Hopf-Hopf-Bifurkation fiir den Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern mit
Standardparametern (vgl. Tabelle 4.3): a) Kritische, konjugiert komplexe Eigenwertpaare
in Abhéngigkeit des Drehzahlparameters w. b) Stabilitdtskarte (vergroferter Ausschnitt
von Abbildung 4.29).

zugehorige Verlauf der kritischen Eigenwertpaare in Abhéangigkeit des Drehzahlparameters
w zu erkennen. Der Rotor verliert bei einer niedrigeren Drehzahl w = 3.2 zuerst durch eine
gewohnliche Hopf-Bifurkation des inneren Schmierfilms seine Stabilitdt. An der Hopf-Hopf-
Bifurkation wandert das kritische Eigenwertpaar \;, 5\2 des inneren Schmierfilms zuriick in
die negative Halbebene, wihrend simultan die Eigenwerte \q, 5\; des duleren Schmierfilms
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die imagindre Achse in die positive Halbebene iiberqueren. Die kritischen Eigenwertpaare
i, 5\;7 und A, 5\; bewegen sich an diesem kritischen Punkt entgegengesetzt zueinander.
Nach Durchlaufen einer weiteren Schleife sowie einer Hopf-Bifurkation befinden sich bei
einer Erhéhung der Drehzahl die Eigenwerte \;, A; des inneren Schmierfilms wieder in der
positiven Halbebene.

Der Grund fir die mehrfachen Hopf-Bifurkationen liegt in der Hopf-Kurve £52 iy, ;, die
in der o-w-Parameterebene zwei Schleifen mit entsprechenden Wendepunkten durchlauft.
Dadurch konnen in einem bestimmten Lastparameterbereich 0.768 < o < 0.801 meh-
rere Hopf-Bifurkationen in Abhéngigkeit der Drehzahl w erscheinen, die ein Entstehen
oder ein Verschwinden von Grenzzyklen bewirken koénnen. Fiir den Parameterbereich
0.768 < 0 < 0.793 gibt es beispielsweise ein kurzes Erscheinen von selbsterregten Schwin-
gungen infolge des inneren Schmierfilms und danach wieder einen kleinen Bereich stabiler
Gleichgewichtslosungen, bevor die Hopf-Bifurkation des d&ufleren Schmierfilms zu selbster-
regten Schwingungen fiithrt.

Fiir einen steiferen Rotor (I'y = 0.001) dagegen iiberschreiten mit zunehmender Drehzahl
an der Hopf-Hopf-Bifurkation beide kritischen Eigenwertpaare \;, ;\: und A, S\Q die ima-
gindre Achse in die positive Halbebene, wie in Abbildung 4.31 dargestellt ist. Demnach
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Abbildung 4.31: Hopf-Hopf-Bifurkation fiir einen steiferen Laval-Rotor in Schwimmbuch-
senlagern (I'g = 0.001, weitere Rotor- und Lagerparameter vgl. Tabelle 4.3): a) Kritische,
konjugiert komplexe Eigenwertpaare in Abhangigkeit des Drehzahlparameters w. b) Sta-
bilitatskarte.

konnen bei einem Rotor in Schwimmbuchsenlagern die beiden in Abbildung 4.30 und 4.31
prasentierten Moglichkeiten bei der Hopf-Hopf-Bifurkation eintreten, je nachdem ob sich
die beiden kritischen Eigenwertpaare abhédngig von der Drehzahl gleichsinnig oder gegen-
sinnig verhalten.

Fir den Rotor in Schwimmbuchsenlagern ist eine Darstellung von linearen Stabi-
litdtskarten in Abhéangigkeit von Rotor- und Lagerparametern beispielsweise in [8, 54, 108]
zu finden. Jedoch wird in diesen Veroffentlichungen nicht ndher auf die Hopf-Hopf-
Bifurkation und dem daraus folgenden Phénomen der Modeninteraktion eingegangen. Da-
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her werden die Ergebnisse von Parametervariationen unter vollstandiger Berticksichtigung
der nichtlinearen Eigenschaften der Lagerkréfte in den spateren Abschnitten vorgestellt.

4.2.4 Modeninteraktion und kritischer Grenzzyklus beim ideal
ausgewuchteten Rotor

Bei Rotoren in Schwimmbuchsenlagern stellen sich schon bei geringen Drehzahlen ver-
schiedene Arten von subsynchronen Schwingungen ein, die in Abhédngigkeit der Rotor-
und Lagerparameter sowohl vom &ufleren als auch vom inneren Schmierfilm hervorgerufen
werden kénnen. Wie schon eingehend in Hochlaufsimulationen [94] fiir den Laval-Rotor
untersucht, konnen mit zunehmender Drehzahl die infolge des inneren Schmierfilms ent-
stehenden subsynchronen Schwingungen zugunsten von subsynchronen Schwingungen des
auBeren Schmierfilms instabil werden. Im Folgenden wird gezeigt, dass es sich dabei um
das Phanomen einer Hopf-Hopf-Modeninteraktion handelt. Schliefilich kann dann bei ho-
hen Drehzahlen eine Bifurkation in den stabilen kritischen Grenzzyklus (,totale Instabi-
litdt”) mit sehr grofien Amplituden zur Zerstérung des Rotors beitragen. Um die verschie-
denen Bifurkationsszenarien des Rotor-Schwimmbuchsenlager-Systems in den kritischen
Grenzzyklus weitestgehend mittels der Bifurkationstheorie zu beschreiben, wird ein ideal
ausgewuchteter Rotor (p = 0) mit den Parameterwerten aus Tabelle 4.4 abhangig vom
Lastparameter ¢ untersucht.

Kritischer Grenzzyklus beim hoch belasteten Rotor

Nach den praktischen Erfahrungen aus Versuchen mit hochtourigen Rotoren in Turbo-
ladern wird mit zunehmender Baugréfle eine Bifurkation in den kritischen Grenzzyklus
wahrscheinlicher. Bei Rotoren kleinerer Bauart sind dagegen tiber den Betriebsdrehzahl-
bereich in der Regel keine gefdhrlichen Bifurkationen zu beobachten. Daher wird zunachst
das nichtlineare Verhalten von héher belasteten Rotoren betrachtet, bei denen aufgrund
der niedrig gewahlten Lastparameter o kritische Rotorschwingungen mit nicht mehr tole-
rierbaren Amplituden zu erwarten sind.

In Abbildung 4.32 sind zwei Bifurkationsszenarien des Laval-Rotors in Schwimmbuch-
senlagern fiir die Lastparameter 0 = 0.1 und o = 0.15 dargestellt, wobei die anderen
Parameter durch die Standardwerte aus Tabelle 4.3 vorgegeben sind. Ausgehend von der
stabilen Gleichgewichtslage verliert der Rotor in beiden Féllen infolge einer superkriti-
schen Hopf-Bifurkation seine Stabilitét, die durch das kritische Eigenwertpaar A,, 5\; des
aufleren Schmierfilms verursacht wird. Die zugehorigen Drehzahlparameter . ;;, konnen
ebenfalls aus der linearen Stabilitdtskarte in Abbildung 4.29 entnommen werden. An der
Hopf-Bifurkation werden jeweils subsynchrone Schwingungen bzw. Grenzzyklen geboren,
die nachfolgend jenem Schmierfilm zugeordnet werden, dessen Eigenwertpaar dafiir ver-
antwortlich ist. Folglich entstehen an der linearen Stabilitdtsgrenze jeweils fiir ¢ = 0.1
und o = 0.15 stabile subsynchrone Schwingungen bzw. Grenzzyklen des dufleren Schmier-
films. Die bei hoheren Drehzahlen von w & 16.0 auftretenden Hopf-Bifurkationen fithren
hier zu stets instabilen Grenzzyklen des inneren Schmierfilms, die zwecks einer besseren
Ubersichtlichkeit nicht im Bifurkationsdiagramm eingezeichnet sind. Jedoch kénnen sich
die an einem instabilen Gleichgewichtspunkt geborenen Grenzzyklen beispielsweise durch
eine von der Modeninteraktion herrithrende Torus-Bifurkation stabilisieren und darum fiir
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Abbildung 4.32: Bifurkationsanalysen des hoch belasteten Laval-Rotors in Schwimmbuch-
senlagern (vgl. Tabelle 4.3) fiir die Lastparameter o = 0.1 und o = 0.15: a) Bifurkations-
diagramm. b) Frequenzverhéltnis.

das nichtlineare dynamische Systemverhalten von Bedeutung sein, weshalb sie im Allge-
meinen zu beachten sind.

Fiir 0 = 0.1 bleiben die Amplituden der Grenzzyklen des aufleren Schmierfilms nach einem
anfanglichen Anstieg nahezu konstant, bis sie bei einem Drehzahlparameter von w ~ 13.8
erneut sichtbar zunehmen. Daneben ist nicht nur ein Zuwachs des Frequenzverhéltnisses
Qs sondern auch der Exzentrizitdten des inneren Schmierfilms zu verzeichnen, der auf den
kritischen Grenzzyklus hindeutet. Mit zunehmender Drehzahl steigen danach die Amplitu-
den des kritischen Grenzzyklus weiter an. Bei Erhéhung des Lastparameters auf o = 0.15
treten auch Bifurkationen der periodischen Losungen auf. Im Drehzahlparameterbereich
um w ~ 5.2 ist ein wenig ausgepragtes Hysterese-Phdnomen mit den zwei zugehorigen
Sattelknoten zu erkennen. Dann findet bei einem Drehzahlparameter von w = 7.7 eine
Flip-Bifurkation statt, die neben der Instabilitit des Grenzzyklus einfacher Periode zu
einem Bereich stabiler 2-periodischer Losungen fiihrt. Dadurch ergibt sich eine weitere
Grundfrequenz 1/2 Qg , fiir die stationdren, 2-periodischen Schwingungen, die genau die
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Halfte der urspriinglichen Grundfrequenz €24, , der Grenzzyklen einfacher Periode betragt.
Solange die 2-periodischen Schwingungen existieren, bleibt auch das Verhéltnis der Grund-
frequenzen zueinander bestehen. Infolge einer weiteren Flip-Bifurkation bei w = 15.6 ver-
schwinden die 2-periodischen Loésungen zugunsten von stabilen Grenzzykelschwingungen
einfacher Periode.

Im Gegensatz zu o = 0.1 erfolgt bei quasi-statischer Erhéhung der Drehzahl bei w = 20.0
ein Amplitudensprung in den kritischen Grenzzyklus aufgrund eines Sattelknotens. Ein
zweiter Sattelknoten bei einem geringeren Drehzahlparameter von w = 19.6 sorgt aber-
mals fiir einen Hysterese-Effekt, so dass fiir den Lastparameter von o = 0.15 der Ubergang
in bzw. aus dem kritischen Bereich durch Amplitudenspriinge bei verschiedenen Drehzah-
len gekennzeichnet ist. Der Rotor weist vor dem Amplitudensprung beinahe einen reinen
Starrkorpermode mit vernachlassigbarer Biegung auf, der sich im kritischen Grenzzyklus
mit zunehmender Drehzahl bzw. Steifigkeit immer mehr in einen Biegemode (degenerierten
sStarrkorpermode”) umwandelt. Auf das genaue Verhalten der Rotorschwingungsformen
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Abbildung 4.33: Bifurkationsanalyse des hoch belasteten Laval-Rotors in Schwimmbuch-
senlagern (vgl. Tabelle 4.3) fiir den Lastparameter o = 0.2: a) Bifurkationsdiagramm.
b) Frequenzverhéltnis.
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Abbildung 4.34: Amplitudenspektren fiir die aus der Bifurkationsanalyse erhaltenen sta-
bilen Losungen bei einer quasi-statischen Erhéhung von w: a) 3D-Ordnungsdiagramm der
Losungen Zzy (vgl. Abbildung 4.33). b) 2D-Ansicht von a).

wird dann in Kapitel 5 ndher eingegangen. Fiir den Sonderfall des statisch hoch belasteten
Rotors o = 0.1 ist ein stetiger Ubergang in den Bereich der kritischen Rotorschwingungen
festzustellen, der wiederum durch einen Rotorbiegemode gekennzeichnet ist.

Nach der Charakterisierung des prinzipiellen Bifurkationsverhaltens von hoch belaste-
ten Rotoren in Schwimmbuchsenlagern ist im Rahmen dieses Abschnitts noch auf einen
weiteren Fall des Lastparameters o = 0.2 einzugehen, dessen Ergebnisse aus der Bifurkati-
onsanalyse in Abbildung 4.33 zu erkennen sind. Wahrend sich die Bifurkationsdiagramme
fiir die Lastparameter o = 0.15 und o = 0.2 bis zur ersten Periodenverdopplung bei w =~ 8.0
ziemlich dhneln, so zeigt der weniger belastete Rotor eine Folge von Flip-Bifurkationen.
Eine Kaskade von Periodenverdopplungen stellt dabei einen moglichen Weg in den Bereich
chaotischer Schwingungen dar, die zur Bildung eines seltsamen Attraktors fithrt. Die Am-
plitudenspektren der stabilen Losungen zy, beim Hochfahren der Drehzahl sind in einem
Ordnungsdiagramm in Abbildung 4.34 verdeutlicht. Die nichtlinearen Schwingungen des
schwimmbuchsengelagerten Rotors setzen sich dabei nicht nur aus den Grundfrequenzen
1/n Qgup.q, sondern auch aus ihren ganzzahligen Vielfachen k/n Qg . (Superharmonische)
mit £k =2,3,... undn =1, 2, ... (k# n) zusammen. Neben der ersten Grundfrequenz
Qgupo und ihrer Superharmonischen k (4, , deuten die vielen nicht mehr unterscheidbaren
Frequenzanteile im Drehzahlbereich um @ =~ 10 auf ein kontinuierliches bzw. ,breit-
bandiges Spektrum mit einzelnen Spitzen® bei vornehmlich tiefen Frequenzen [12, 90]
hin, das ein Indikator fiir chaotisches Verhalten ist. Mit steigender Drehzahl resultiert
letztendlich aus einer Reihe weiterer Flip-Bifurkationen eine stabile periodische Losung
einfacher Periode bei w = 20.8. Zwei Sattelknoten sind wiederum bei quasi-statischer
Betrachtung sowohl fiir den Amplitudensprung in den kritischen Grenzzyklus als auch fiir
ein ausgepragteres Hysterese-Phanomen ausschlaggebend, die im Vergleich zu o = 0.15
bei hoheren Drehzahlparameter erscheinen.

Um die Frage zu kldren, ob beim ideal ausgewuchteten Laval-Rotor in Schwimmbuchsenla-
gern chaotisches Systemverhalten auftreten kann, werden die Losungen nach Durchlaufen
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Abbildung 4.35: Vergroflerter Ausschnitt des Bifurkationsdiagramms aus Abbildung 4.33
im Bereich der Folge von Flip-Bifurkationen.
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Abbildung 4.36: Zeitverlaufe der chaotischen Rotorschwingungen fiir o = 0.2 und w = 10.0
(Anfangsbedingungen fiir zy, unterscheiden sich um 0.01%): a) Buchsendrehzahlverhéltnis
Qp. b) Vertikale Auslenkung zy, der Scheibe.

der Kaskade von superkritischen Periodenverdopplungen (vgl. Abbildung 4.35) fiir den
Lastparamter ¢ = 0.2 ndher betrachtet. Ein Hinweis fiir chaotische Losungen ist bei ei-
ner sensitiven Abhingigkeit gegeniiber Anderungen der Anfangsbedingungen gegeben, da
eine exponentielle Divergenz benachbarter Losungstrajektorien bei Chaos vorliegt. Somit
fiihrt jede kleinste Anderung in den Anfangsbedingungen bzw. Stérung der Zustandskoor-
dinaten des Systems zu unterschiedlichen Losungen. In Abbildung 4.36 sind jeweils zwei
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Zeitverlaufe fiir die Buchsendrehzahl 25 sowie fiir die vertikale Scheibenauslenkung zy,
bei einem Drehzahlparameter von w = 10.0 wiedergegeben, wobei nur die Anfangsbedin-
gungen fiir die vertikale Scheibenauslenkung zy, um 0.01% voneinander abweichen. Die
Anfangsbedingungen werden aus dem Endzustand der vorherigen numerischen Integration
der Bewegungsgleichungen fiir die Darstellung des Bifurkationsdiagramms in Abbildung
4.35 iibernommen. Wéhrend die Losungen fiir die Auslenkungen zy, der Scheibe iiber den
betrachteten Zeitbereich kaum divergieren, so verlaufen die Kurven fiir die Buchsendreh-
zahl bis zu einer Simulationsdauer von 7 =~ 600 fast deckungsgleich, bewegen sich danach
aber stark auseinander. Demzufolge zeigt insbesondere die Buchsendrehzahl Qg auffillig
chaotisches Verhalten auf. Die anderen Zustandsgrofien wie beispielsweise die Scheibenaus-
lenkung zy, werden infolge der verhéltnisméflig geringen Schwankung der Buchsendrehzahl
Qg kaum beeinflusst, so dass von einem schwach chaotischen Systemverhalten ausgegangen
werden kann.

Eindeutiger wird der Sachverhalt beschrieben, indem die jeweiligen Orbits, Leistungsspek-
tren und Poincaré-Schnitte sowohl fiir die 4-periodischen als auch fiir die chaotischen
Losungen in Abbildung 4.37 betrachtet werden. Neben einem geschlossenen Orbit erge-
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Abbildung 4.37: Orbits der Scheibe, Leistungsspektren von zy und Scheibenlagen in den
zweiseitigen Poincaré-Schnitten fiir den Lastparameter ¢ = 0.2 in Abhéngigkeit vom Dreh-
zahlparameter: a) w = 9.0 (4-periodische Losung). b) w = 10.0 (chaotische Losung).

ben sich fiir die Rotorschwingungen vierfacher Periode (w = 9.0) zum einen die diskreten
Grundfrequenzen Qgup.q0, 1/2 Qgup.a, 1/4 Qgup.q Sowie deren Superharmonische im Leistungs-
spektrum und zum anderen im zweiseitigen Poincaré-Schnitt 2 x 4 Fixpunkte. Als Hyper-
ebene des Zustandsraumes wird 23 = 0 nach Gleichung (4.32g) festgelegt, da vor allem die
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Buchsendrehzahl Qp sensitiv auf eine Anderung der Anfangsbedingungen reagiert. Aufer-
dem wird nur die Projektion des Poincaré-Schnitts auf die Ebene der Scheibenauslenkun-
gen yw, zw dargestellt. Fiir einen Drehzahlparameter w = 10.0 indessen dominieren im
Leistungsspektrum die Grundfrequenz (2,,,, und deren ganzzahlige Vielfache. Breitban-
dige Anteile sind im unteren Frequenzverhéaltnisbereich bis €, ~ 0.5 deutlich vorhanden
und die Menge von Schnittpunkten im Poincaré-Schnitt bildet eine Figur komplizierter
topologischer Struktur, womit vom Vorliegen eines (wohl schwach) chaotischen Attraktors
ausgegangen werden kann.

Die bisher eingesetzten visuellen Methoden (Leistungsspektrum, Poincaré-Schnitt) er-
lauben zwar Chaos zu identifizieren, jedoch kann mit ihrer Hilfe in manchen Fallen
nicht sicher zwischen einem (quasi-)periodischen und einem chaotischen Attraktor un-
terschieden werden. Die quantitative Beschreibung eines chaotischen Attraktors kann
beispielsweise iiber die Ljapunow-Exponenten erfolgen. Chaos wird dann tiber das Vor-
liegen mindestens eines positiven Ljapunow-Exponenten definiert. Die Ermittlung des
grofiten Ljapunow-Exponenten ist daher zur Identifikation von Chaos ausreichend, der
auch als Top-Ljapunow-Exponent bezeichnet wird. Zur numerischen Berechnung des Top-
Ljapunow-Exponenten wird hierbei auf die differentielle Form des Gram-Schmidtschen
Orthogonalisierungverfahrens [17] zuriickgegriffen. Wie aus Tabelle 4.5 ersichtlich, ergibt
sich beim betrachteten Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern fiir den Drehzahlparameter
w = 10.0 ein (leicht) positiver Top-Ljapunow-Exponent. Fiir die bei @ = 9.0 auftreten-
den periodischen Losungen dagegen ist der Top-Ljapunow-Exponent erwartungsgemafl
praktisch null.

7 5000 10000 15000 20000 25000 30000

w

9.0 -1.366e-4 | -3.955e-5 | -2.687e-5 | -1.019e-5 | -2.215e-5 | -2.682e-5
10.0 7.247e-3 | 8.997e-3 | 7.371e-3 | 7.662e-3 | 7.164e-3 | 7.406e-3

Tabelle 4.5: Top-Ljapunow-Exponenten fiir den Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern
(vgl. Tabelle 4.3) mit dem Lastparameter o = 0.2.

Als Fazit ist festzuhalten, dass chaotisches Schwingungsverhalten beim ideal ausge-
wuchteten Rotor in Schwimmbuchsenlagern nachgewiesen werden kann. Im Gegensatz
zu herkémmlich gleitgelagerten Rotoren mit einem Schmierfilm ist fiir das Auftreten
chaotischer Losungen die Beriicksichtigung einer Unwucht nicht unbedingt erforderlich.

Mittel belasteter Rotor

a) Globales Stabilitits- und Bifurkationsverhalten Beim hoch belasteten Rotor
liegen weitestgehend periodische Losungen iiber den Betriebsdrehzahlbereich vor, und er
kann an einem Sattelknoten schon bei verhéltnisméflig geringen Drehzahlen in den kriti-
schen Grenzzyklus verzweigen. Bei einer noch hoheren statischen Belastung ist sogar ein
stetiger Ubergang ohne jegliche Bifurkation in den Bereich der kritischen Rotorschwingun-
gen moglich.

Das Losungsverhalten eines mittel belasteten Rotors mit dem Lagerparameter o = 0.5
wird nicht mehr durch rein periodische Rotorschwingungen dominiert, wie der Abbildung
4.38 entnommen werden kann. Nach dem Stabilitdtsverlust der Gleichgewichtslage durch
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Abbildung 4.38: Bifurkationsanalyse des mittel belasteten Laval-Rotors in Schwimmbuch-

senlagern (vgl. Tabelle 4.3) fiir den Lastparameter o = 0.5: a) Vollstédndiges Bifurkations-
diagramm. b) VergroBerter Ausschnitt von a).

eine superkritische Hopf-Bifurkation (w = 5.3) existiert eine stabile periodische Losung nur
fiir einen kleinen Drehzahlbereich. An der superkritischen Torus-Bifurkation bei w = 6.1
wird ein zwei-dimensionaler Torus aus der instabil gewordenen subsynchronen Losung
des aufBeren Schmierfilms geboren. Die resultierenden Torus-Schwingungen ergeben sich
demnach aus einer Uberlagerung zweier Hauptkomponenten mit inkommensurablen Fre-
quenzen (vgl. Abbildung 4.39). Wéhrend die dominante Grundfrequenz {2, durch die
Frequenz der an der Torus-Bifurkation instabil gewordenen subsynchronen Losung des
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Abbildung 4.39: Amplitudenspektren fiir die aus der Bifurkationsanalyse erhaltenen sta-
bilen Losungen bei einer quasi-statischen Erhohung von w: a) 3D-Ordnungsdiagramm der
Losungen Zzy (vgl. Abbildung 4.38). b) 2D-Ansicht von a).

aufleren Schmierfilms gegeben ist, kann die andere Grundfrequenz (2, ; der subsynchro-
nen Losungen dem inneren Schmierfilm zugewiesen werden. Wie spéater gezeigt wird, be-
sitzt die Torus-Bifurkation ihren Ursprung aus der Hopf-Hopf-Bifurkation der stationédren
Ruhelage und fithrt zu einer Modeninteraktion. Folglich ist der Bereich dieser stabilen
Losungen nach der Torus-Bifurkation weitestgehend eine Uberlagerung der beiden Moden
des &duBeren und inneren Schmierfilms mit den entsprechenden Grundfrequenzen €,
und ;. Dariiber hinaus ist zu erwéhnen, dass in den Amplitudenspektren neben den
Harmonischen (g, , und €2, ; zusétzlich deren Linearkombinationen ersichtlich sind. Da
an den quasi-periodischen Schwingungen von Rotoren in Schwimmbuchsenlagern meistens
der Mode des dufleren gegentiber dem des inneren Schmierfilms mit weitaus hoheren Am-
plituden beteiligt ist, wird oftmals nur von subsynchronen Losungen des dufleren Schmier-
films ausgegangen. Diese Klassifizierung ist ebenfalls hier gerechtfertigt, weil einerseits der
quasi-periodische Bereich urspriinglich aus der Hopf-Bifurkation des dufleren Schmierfilm
entsteht und andererseits der Anteil des inneren Schmierfilms an den Gesamtschwingungen
verhéltnismafBig gering ist. In den meisten Experimenten und auch transienten Simulatio-
nen ist daher die zweite Frequenz €, ; kaum nachweisbar. Im Folgenden werden weiterhin
alle aus der zweiten Hopf-Bifurkation folgenden Losungen dem aufleren Schmierfilm zuge-
ordnet.

Jedoch handelt es sich streng genommen insbesondere bei dem quasi-periodischen Be-
reich um eine auf einer Modeninteraktion beruhende sogenannte ,mixed-mode“-Losung.
Die stabilen und instabilen periodischen Grenzzyklen des dufleren Schmierfilms kénnen
einen Sonderfall darstellen, bei dem die Frequenzen der beiden Schmierfilme im Verhéltnis
Qeuvi = 2Qu.a (,mode-locking®) synchronisieren. Bei hoch belasteten Rotoren koénnen
die periodischen Losungen mit dem synchronisierten Frequenzverhéltnis sogar iiber den
gesamten Drehzahlbereich stabil vorkommen (vgl. Abbildung 4.32). Wie schon in [94] dar-
gelegt, konnen sich nach dem Stabilitatsverlust der Gleichgewichtslage durch den dufleren
Schmierfilm keine symmetrischen kreisformigen Losungen mit einer einzigen subsynchro-
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nen Schwingungsfrequenz einstellen. Insofern beinhalten die subsynchronen Schwingungen
des auleren Schmierfilms zusétzlich zur Frequenz (4, , noch eine radiale Komponente, die
durch die Frequenz ,,,; des inneren Schmierfilms charakterisiert wird.

Abgesehen von einer Periodenverdopplungskaskade stellt fiir einen zweifrequenten To-
rus eine weitere Bifurkation wie beispielsweise eine tertidre Hopf-Bifurkation der quasi-
periodischen Losung einen sehr wahrscheinlichen Weg zu chaotischem Verhalten (Ruelle-
Newhouse-Takens-Route) dar. Die Abbildung 4.40 verdeutlicht diesen Ubergang in den
chaotischen Bereich anhand von den jeweiligen Orbits, Leistungsspektren mit den inkom-
mensurablen Frequenzanteilen und Poincaré-Schnitten zu bestimmten Drehzahlparame-
tern w.

Nach Uberschreiten der Torus-Bifurkation (Aquivalent zu einer sekundéiren Hopf-Bifurka-
tion) bei w = 6.1 erscheint infolge der Modeninteraktion beider Schmierfilme zusétzlich
zur vorhandenen Frequenz €, , und deren Vielfachen eine zweite inkommensurable Fre-
quenz (g, des inneren Schmierfilms, die hier eine weitere beachtliche Kombinationsfre-
quenz Qgyp;i — Qgupq verursacht. Der zweifrequente Torus ist allerdings nur iiber einen sehr
kurzen Drehzahlbereich stabil. Eine geringe Steigerung der Drehzahl fithrt infolge einer
tertidren Hopf-Bifurkation zu einem dreifrequenten Torus, der mit dem Auftreten einer
dritten inkommensurablen Frequenz ()g,;, p sowie vielen weiteren Superharmonischen und
Kombinationsfrequenzen einhergeht.

Die dritte betragsméBig kleine Frequenz 2, p ist auf eine langsame Schwankung der Buch-
sendrehzahl Qg zurtickzufiihren. Dieser Sachverhalt wird spéter an einem anschaulicheren
Beispiel genauer diskutiert. Der Ursprung der dritten inkommensurablen Frequenz liegt
wiederum in der Hopf-Hopf-Bifurkation der stationdren Ruhelage. Beim schwimmbuchsen-
gelagerten Laval-Rotor ist namlich beim Vorliegen der Hopf-Hopf-Bifurkation stets vom
sogenannten schwierigen Fall [45, 48] auszugehen, da die beiden Hopf-Bifurkationen sowohl
subkritischer Art fiir den inneren Schmierfilm als auch superkritischer Art fir den dufleren
Schmierfilm sind. Daher ist nach [45, 48] stets eine tertiare Hopf-Bifurkation der quasi-
periodischen Losung (,mixed-mode*-Losung) in der Umgebung der Hopf-Hopf-Bifurkation
der Gleichgewichtslage zu erwarten, die mit dem Auftreten einer dritten betragsméaflig klei-
nen Frequenz verbunden sein kann [37]. Kleine Stérungen kénnen dann nach den Voraussa-
gen in [71, 82] schon zum Zerfall des geborenen dreifrequenten Torus und zur Bildung eines
seltsamen Attraktors beitragen, wobei der dreifrequente Torus nicht zu beobachten ist. Die
Existenz stabiler quasi-periodischer Bewegungen mit drei inkommensurablen Frequenzen
ist trotzdem nicht unmoglich [52, 90, 111]. Bevor der Rotor jedenfalls fiir den Drehzahl-
parameter w = 7.3 chaotisches Verhalten aufweist, ist fiir den dreifrequenten Torus bei
@ = 6.6 noch ein Ubergang zu einer Substruktur im Poincaré-Schnitt zu beobachten, die
die Zerstorung des Torus ankiindigt. Dartiber hinaus ist anzumerken, dass chaotisches Ver-
halten nach [111] auf eine strenge Kopplung der Moden (innerer und duflerer Schmierfilm)
hindeutet, wahrend eine quasi-periodische Bewegung ein Hinweis auf eher schwach gekop-
pelte Moden ist. Damit ist die gegenseitige Démpfungswirkung der beiden Schmierfilme
im chaotischen Bereich besonders stark ausgepragt.

Wenn das Verhéltnis der beiden Frequenzen Qg /Qsup.o der quasi-periodischen Losungen
rational wird, ist die Losung auf dem Torus geschlossen und wird periodisch (,mode-
locking* bzw. ,frequency-locked*). Ein solches periodisches Fenster mit dem synchroni-
sierten Frequenzverhéltnis Qg = 2, der quasi-periodischen Losungen ist in Abbil-
dung 4.38 vorzufinden, das durch zwei Sattelknoten bei w = 10.5 und w = 16.2 begrenzt
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Abbildung 4.40: Orbits der Scheibe, Leistungsspektren von zy, und Scheibenlagen in den
zweiseitigen Poincaré-Schnitten fiir den Lastparameter o = 0.5 in Abhéngigkeit vom Dreh-
zahlparameter: a) w = 6.14 (zweifrequenter Torus). b) w = 6.3 (dreifrequenter Torus).
¢) w = 6.6 (dreifrequenter Torus). d) w = 7.3 (chaotische Losung).
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wird. Ein dritter Sattelknoten bei w = 14.1 bedingt einen weiteren koexistierenden Ast
stabiler periodischer Losungen zwischen w = 14.1 und w = 16.2, der beim Herunterfah-
ren der Drehzahl erreicht wird. Der Synchronisationsbereich wird durch eine sogenannte
Arnold-Zunge gebildet. Vor und nach dem periodischen Fenster herrschen wieder chaoti-
sche Schwingungen, weshalb noch zwei superkritische Torus-Bifurkationen bei w = 10.7
und w = 16.1 auf dem synchronisierten Ast fiir das Verschwinden bzw. Erscheinen der drit-
ten inkommensurablen Frequenz (2, g sorgen. Der Ubergang zwischen periodischem und
chaotischem Bereich erfolgt scheinbar direkt nur tiber den zweifrequenten Torus mit dem
synchronisierten Frequenzverhaltnis Qg,p; = 2554, Weshalb die dritte inkommensurable
Frequenz aufgrund der vermutlich instabilen bzw. nur sehr kurzzeitig stabilen Losung fiir
den dreifrequenten Torus in diesem Fall nicht beobachtet werden kann.

Danach wechseln sich chaotische bzw. (quasi-)periodische Bereiche immer wieder ab, bis
schliellich ab einer Drehzahl von w =~ 30 die chaotischen Schwingungen ganz verschwin-
den. Bei weiterer Drehzahlerhohung verlieren die quasi-periodischen Schwingungen kurz
vor der subkritischen Torus-Bifurkation (w = 58.5) auf dem instabilen Ast des &dufleren
Schmierfilms ihre Stabilitdt und der Rotor springt auf den kritischen Grenzzyklus, der
indessen am Sattelknoten bei w = 35.4 entsprungen ist.

Fir den mittel bzw. niedrig belasteten Rotor kann dabei der Amplitudensprung als ,,blue-
sky“-Katastrophe [48, 111] gedeutet werden, da die einzige verbliebene subsynchrone Fre-
quenz in der Nédhe der Rotoreigenfrequenz liegt und somit die Amplituden der kritischen
Rotorschwingungen mit zunehmender Drehzahl wegen der geringen duferen Dampfung d,
zu beinahe unendlich groflen Werten streben. Daher ist der kritische Grenzzyklus in den
entsprechenden Bifurkationsdiagrammen auch nicht weiter eingezeichnet. Vor dem Ampli-
tudensprung in den kritischen Grenzzyklus ist bei den ,mixed-mode*-Losungen des quasi-
periodischen Bereichs eine stetige Abnahme des Anteils €2,,; des inneren Schmierfilms zu
verzeichnen, je mehr sie sich der Torus-Bifurkation bei w = 58.5 anndhern, die zugleich
das Ende der Modeninteraktion und folglich der , mixed-mode“-Lésungen beschreibt. Da-
durch wird die Kopplung der beiden Schmierfilme immer schwécher, die sich in diesem
Bereich durch die abnehmende gegenseitige Dampfungswirkung auszeichnet. Daraus re-
sultiert eine Steifigkeitszunahme der beiden Schmierfilme. Die Synchronisation der beiden
Frequenzen )g,;; und g, zu einer einzigen Schwingungsfrequenz (g, = Qgup,; ohne
weitere superharmonischen Anteile fiihrt daraufhin zu einer starken Kopplung diesmal in
den Steifigkeiten der beiden Schmierfilme, die sich jetzt aber in einem kritischen Grenzzy-
klus mit hohen Amplituden duflert. Der Ausgangspunkt des kritischen Grenzzyklus liegt
damit in der Hopf-Bifurkation des d&ufleren Schmierfilms.

b) Bifurkationsszenarien in den kritischen Grenzzyklus Fiir den hoch belasteten
Rotor ist beim Hochfahren der Drehzahl ein Sattelknoten fiir den Amplitudensprung in den
kritischen Grenzzyklus verantwortlich, wahrend fir ¢ = 0.5 die absolute Grenzdrehzahl
des Rotors ndherungsweise durch die Torus-Bifurkation auf dem Grenzzyklus des dufleren
Schmierfilms gegeben ist, die gleichbedeutend mit dem Ende der Modeninteraktion ist.
Jedoch koénnen keine stabilen quasi-periodischen Loésungen aus dieser Torus-Bifurkation
entspringen, bei dem kein Stabilitdtswechsel auf dem periodischen Ast herbeigefithrt wird
[97]. Die periodischen Losungen bleiben nach Uberschreiten der Torus-Bifurkation weiter-
hin instabil.
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Demnach muss ein komplizierterer Vorgang fiir den Stabilitdtsverlust der quasi-perio-
dischen Losungen und den Amplitudensprung in den kritischen Grenzzyklus beim Rotor-
hochlauf verantwortlich sein, der sich aber in unmittelbarer Nahe der Torus-Bifurkation
ereignet. Um sowohl diesen Sachverhalt als auch die verschiedenen Moglichkeiten des Am-
plitudensprungs in den kritischen Grenzzyklus beim Rotorhochlauf ndher zu erldutern,
werden in Abbildung 4.41 unterschiedliche Bifurkationsfolgen in Abhédngigkeit des Last-
parameters o fiir einen mittel belasteten Rotor dargestellt. Zwecks Ubersichtlichkeit sind
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Abbildung 4.41: Verschiedene Bifurkationsfolgen in den kritischen Grenzzyklus fir den
Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 4.3) in Abhéngigkeit des Lastpara-
meters: a) 0 =0.3. b) 0 =0.322. ¢) 0 = 0.35. d) 0 = 0.4.

nur die periodischen Grenzzyklen einfacher Periode abgebildet. Fiir den Lastparameter
von ¢ = 0.3 verursacht dhnlich wie fir ¢ = 0.2 (vgl. Abbildung 4.33) ein Sattelknoten
den Amplitudensprung. Auflerdem existiert im Gegensatz zu ¢ = 0.2 ein instabiles peri-
odisches Fenster (grau) der hier instabilen quasi-periodischen Losung, das nicht mit den
Grenzzyklen des dufleren Schmierfilms verbunden ist. Bei Erhohung des Lagerparameters
auf beispielsweise o = 0.322 verschmelzen das periodische Fenster unter Entstehung zwei-
er Sattelknoten mit den periodischen Losungen des &ufleren Schmierfilms ineinander. Dies
kann wiederum als Hinweis auf die Beteiligung der beiden Schmierfilme aufgefasst wer-
den. Der Bereich der quasi-periodischen Schwingungen fiir o = 0.322 verschwindet bei der
superkritischen Torus-Bifurkation kurz vor dem Sattelknoten, der letztendlich wieder den
Amplitudensprung bewirkt. Das prinzipiell gleiche Bifurkationsszenario in den kritischen
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Grenzzyklus ist ebenfalls fiir o = 0.35 gegeben, wobei zum einen der Bereich der stabilen
quasi-periodischen Losungen mit eventuell chaotischen Unterbrechungen schon bei gerin-
gen Drehzahlen anfangt zu existieren und zum anderen der synchronisierte Ast kaum mehr
zu erkennen ist. Ferner treten sowohl weitere Bifurkationen wie Periodenverdopplungen als
auch andere koexistierende Aste periodischer Lésungen nicht mehr auf. Fiir o = 0.4 wird
schon das bereits ausfiihrlich diskutierte Bifurkationsverhalten analog zu ¢ = 0.5 erhalten.
In der nichtlinearen Stabilitdtskarte von Abbildung 4.42 sind die im zweidimensionalen Pa-
rameterraum der Bifurkationsparameter (o,w) verfolgten Sattelknotenkurve sowie Torus-
Kurven bzw. Neimark-Sacker-Kurven (NS-Kurve) der periodischen Losungen aufgetragen,
die eine Einteilung in drei Gebiete in Abhéngigkeit von o und w ermoglicht. Wie spéater
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Abbildung 4.42: Nichtlineare Stabilitatskarte des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern
(vgl. Tabelle 4.3) im Bereich der in Abbildung 4.41 dargestellten Bifurkationsfolgen.

ausfithrlich behandelt wird, konnen alle hier gezeigten Sattelknoten zu einer einzigen Kurve
SK, zusammengefasst werden. Wahrend im Hysterese-Bereich der kritische Grenzzyklus
und die subsynchronen Schwingungen tolerierbarer Amplitude koexistieren, kommt im
kritischen bzw. unkritischen Bereich die jeweilige Losung einzeln vor. Der Sattelknoten,
an dem der kritische Grenzzyklus geboren wird, kennzeichnet den Beginn des Hysterese-
Bereichs. Die Grenzdrehzahl beim Rotorhochlauf fiir den Amplitudensprung in den kri-
tischen Grenzzyklus wird einerseits durch die Sattelknoten-Kurve SK, und andererseits
ndherungsweise durch die NS-Kurve NS, fiir hohere Werte von o beschrieben, welche die
Grenze zwischen dem kritischen und dem Hysterese-Bereich markieren.

Die Schnittpunkte der NS-Kurve NS, mit der Sattelknoten-Kurve SK, bilden eine Sattel-
knoten-Torus-Bifurkation von periodischen Loésungen. Diese Codimension-2-Bifurkation
tritt beispielsweise dann auf, wenn mit zunehmenden Lastparameter o die Torus-
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Bifurkation (Ende der Modeninteraktion) aus Abbildung 4.41 den bei hoheren Drehzahlen
auftretenden Sattelknoten auf dem Losungspfad der Grenzzyklen tiberholt. Der die zwei
Sattelknoten verbindende Ast periodischer Losungen ist jetzt durchgingig instabil. Bei
einer weiteren leichten Erhéhung des Lastparameters o 16schen sich dann die beiden Sat-
telknoten in einer sogenannten Spitzen-Bifurkation (,,cusp®-Bifurkation) von Grenzzyklen
aus und verschwinden. Demzufolge gibt es fiir Lastparameter unterhalb der Sattelknoten-
Torus-Bifurkation eine Spitzen- bzw. ,cusp*-Katastrophe [79, 111], die zu den beiden
Amplitudenspriingen mit dem Hysterese-Bereich fiihrt. Die Spitzen-Bifurkation sowie die
Sattelknoten-Torus-Bifurkation befinden sich auch fiir andere Parameterkombinationen
recht nahe beieinander.

Das dynamische Systemverhalten in der lokalen Umgebung der Sattelknoten-Torus-Bi-
furkation ist noch kaum bekannt [48, 100] und ist verwandt zu einer Sattelknoten-Hopf-
Bifurkation von Fixpunkten. Die Sattelknoten-Hopf-Bifurkation kann in ihrer lokalen Um-
gebung neben einer sekundédren Hopf-Bifurkation sowohl zu Sattelknoten periodischer
Losungen als auch zum Auflésen der entstehenden quasi-periodischen Losungen und damit
zu einer Geburt von chaotischen Losungen fithren [25]. Infolge der beim Rotor in Schwimm-
buchsenlagern auftretenden Sattelknoten-Torus-Bifurkationen sind vermutlich eine tertidre
Hopf-Bifurkation mit einem anschlieenden chaotischen Bereich und/oder ein Sattelknoten
von quasi-periodischen Losungen zu erwarten.

c) AuBere Krise Um die Griinde fiir den Stabilitéitsverlust der quasi-periodischen Lo-
sungen in unmittelbarer Ndhe der Torus-Bifurkation sowie den folgenden Amplituden-
sprung in den kritischen Grenzzyklus zu erklaren, bietet es sich an, das Bifurkationsver-
halten in diesem Bereich fiir den Rotor mit dem Lastparameter o = 0.75 (vgl. Abbildung
4.43) genauer zu betrachten. Die Ergebnisse iiber den gesamten Drehzahlbereich sind in
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Abbildung 4.43: Vergroflerter Ausschnitt des Bifurkationsdiagramms aus Abbildung C.3
im Bereich des Amplitudensprungs in den kritischen Grenzzyklus.
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Abbildung C.3 bzw. C.4 im Anhang dargestellt.

Die quasi-periodischen Schwingungen verlieren zugunsten einer geschlossenen Loésung auf
dem Torus an einem Sattelknoten bei w = 68.3 ihre Stabilitiat, die den Beginn des Syn-
chronisationsbereichs mit doppelter Periode markiert. Die zwei Grenzzyklen doppelter Pe-
riode werden infolge von zwei Periodenverdopplungen auf dem instabilen Ast der peri-
odischen Losungen des duleren Schmierfilms geboren, die sich in dem Sattelknoten dann
gegenseitig aufheben. Der mit dem Frequenzverhéltnis der beiden Schmierfilme Qg,,,;, =
3/2 Qsup. synchronisierte Ast periodischer Grenzzyklen wird wiederum an einer superkri-
tischen Torus-Bifurkation bei w = 74.2 instabil. Damit schliet nicht ein weiterer Sattel-
knoten das zweiperiodische Fenster des quasi-periodischen Bereichs, sondern eine weitere
Torus-Bifurkation ist fiir das Entstehen einer neuen quasi-periodischen Losung mit einer
dritten Frequenz zustandig.

Werden die Zustandsgrofien des Rotor-Lager-Systems auf die Frequenzen hin untersucht,
so tritt nach dem Uberschreiten der Torus-Bifurkation die dritte betragsméBig kleine Fre-
quenz (24, p nur in der Buchsendrehzahl als eigene Frequenz deutlich in Erscheinung, wie
aus Abbildung 4.44 ersichtlich ist. Auf dem Grenzzyklus doppelter Periode ist die Buchsen-
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Abbildung 4.44: Leistungsspektren der Buchsendrehzahl 2z fiir den Lastparameter o =
0.75 in Abhéngigkeit vom Drehzahlparameter: a) o = 74.1 (2-periodische Losung). b)
w = 74.3 (doppelter Torus).

drehzahl 25 nahezu konstant. Nach der Torus-Bifurkation beginnt die Buchsendrehzahl
dann mit einer verhédltnisméfig sehr kleinen Amplitude zu schwingen, wobei der tieffre-
quente Anteil (25, g eindeutig iberwiegt. Interessanterweise sind hier bei der Buchsendreh-
zahl Qp nur die Frequenzanteile Qg , bzw. 1/2 Qg , des duBleren Schmierfilms samt ihrer
Kombinationsfrequenzen und nicht die Frequenz Qg = 3/2 Qgup o nachweisbar, die dem
inneren Schmierfilm zugeordnet werden kénnen. Zwecks einer besseren Unterscheidung der
einzelnen Frequenzanteile ist daher nur der Bereich bis €24, = 0.1 abgebildet.

Abbildung 4.45 zeigt fiir den Lastparameter den Ubergang vom Grenzzyklus doppelter
Periode in den chaotischen Bereich anhand der zugehdrigen Orbits, Leistungsspektren
und Poincaré-Schnitte an vier ausgewéhlten Drehzahlparametern w. Infolge der Torus-
Bifurkation bildet sich aus dem Grenzzyklus doppelter Periode ein sogenannter doppelter
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Abbildung 4.45: Orbits der Scheibe, Leistungsspektren von zy und Scheibenlagen in den

zweiseitigen Poincaré-Schnitten fiir den Lastparameter o

0.75 in Abhéangigkeit vom

Drehzahlparameter: a) @ = 74.1 (2-periodische Losung). b) @ = 74.3 (doppelter Torus).
¢) w = 75.1 (chaotische Losung). d) @ = 76.1 (chaotische Losung oder transientes Chaos).
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Torus, welcher als Sonderfall eines geschlossenen dreifrequenten Torus zu betrachten ist.
In dem zweiseitigen Poincaré-Schnitt ist zu erkennen, dass sich um jeden Fixpunkt der
instabilen periodischen Losung doppelter Periode jeweils geschlossene invariante Kurven
bilden, die auf einen doppelten Torus schliefen. Das Leistungsspektrum der vertikalen
Scheibenschwingungen bestétigt das weiterhin rationale Verhaltnis Qgup; = 3/2 Qgupo der
Frequenzen fiir beide Schmierfilme. Jedoch tritt die dritte Frequenz 2, 5 in den Scheiben-
schwingungen nicht alleine auf, sondern macht sich nur als Kombinationsfrequenz der drei
vorkommenden Frequenzanteile Qgyp. 0 £ nQsup. 5, Qsupi £ Qb5 und 1/2 Qgp 0 £ 1 5
mit ganzzahligen n bemerkbar. Insbesondere die Kombinationsfrequenzen ., £ 18 5
konnen sowohl in Experimenten als auch in transienten Simulationen mit Turbolderrotoren
(siehe z.B. [95]) nachgewiesen werden.

Bei weiterer Erhohung der Drehzahl w gehen die quasi-periodischen Schwingungen in den
chaotischen Bereich iiber, ohne dass fiir diesen Fall ein stabiler Torus mit den drei in-
kommensurablen Frequenzen Qgupq, Qsupi = 2 Qgupo und Qg p aufgezeigt werden kann.
In Abbildung 4.45d) ist nochmals eine Losung mit tolerierbaren Amplituden verdeutlicht,
bevor der chaotische Attraktor plotzlich verschwindet und dadurch der Rotor auf den kri-
tischen Grenzzyklus mit beinahe unendlich hohen Amplituden springt. Das Verschwinden
des chaotischen Attraktors wird durch dessen Kollision mit der instabilen periodischen
Losung einfacher Periode des dufleren Schmierfilms verursacht, ein Vorgang, der auch als
aufere Krise bezeichnet wird. Ein starker Hinweis hierfiir ist im Bifurkationsdiagramm in
Abbildung 4.43 gegeben, da die Dichte der im Poincaré-Schnitt ermittelten Punkte des
chaotischen Attraktors sich in einem Band konzentrieren, das mit zunehmender Drehzahl
dann den instabilen Ast periodischer Losungen des dufleren Schmierfilms beriihrt.

Des Weiteren ist zu erwahnen, dass bei Annéherung an die Sprungstelle oft sogenann-
tes transientes Chaos [52, 90| anzutreffen ist. Ein Einschwingvorgang kann irrttimlich als
chaotisches Verhalten eingestuft werden, weil die transiente Losung nur sehr langsam den
chaotischen Sattel verlasst. Obwohl fiir den Drehzahlparameter w = 76.1 in Abbildung
4.45d) eine extrem hohe Einschwingdauer von einer Million Rotorumdrehungen gewahlt
wird, ist nicht auszuschliefen, dass es sich hierbei um transientes Chaos handelt. Uber
eine Variation der Anfangsbedingungen lasst sich auch keine sichere Aussage herleiten.
Folglich wird fiir diesen Lastbereich bei einem quasi-stationéren Rotorhochlauf im Grenz-
bereich transientes Chaos stets vorhanden sein. Fiir diesen Lastparameter o = 0.75 konnte
der Amplitudensprung des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern als Beispiel fiir eine
chaotische ,blue-sky“-Katastrophe dienen.

Fir o = 0.5 ist ein dhnliches Bifurkationsszenario wahrend des Amplitudensprungs an-
zunehmen, der allerdings in einem sehr engen Drehzahlbereich vor der entsprechenden
Torus-Bifurkation stattfindet. Die duflere Krise der chaotischen Losungen tritt fiir beide
Félle in der Nahe dieser Torus-Bifurkation auf. Im Folgenden kann deshalb fiir mittel bis
schwach belastete Rotoren in Schwimmbuchsenlagern die absolute Grenzdrehzahl fiir den
sicheren Betrieb durch die Torus-Bifurkation auf dem Grenzzyklus des dufleren Schmier-
films angenahert werden, welche das Ende der Modeninteraktion mit der einhergehenden
Synchronisation beschreibt.

Da fiir die Betriebssicherheit des Rotors nicht die chaotischen Schwingungen sondern nur
das Vorhandensein eines Amplitudensprungs in den kritischen Grenzzyklus von Bedeutung
ist, werden nachfolgend chaotische Bereiche nicht mehr im Einzelnen nachgewiesen. Wenn
bei der Fourieranalyse des Zeitverlaufs einer Zustandsgrofie wieder ein ,breitbandiges bzw.
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kontinuierliches Spektrum mit einzelnen Spitzen“ identifiziert wird, so wird vereinfacht
in dem betroffenen Drehzahlbereich ein chaotisches Systemverhalten angenommen. Anzu-
merken bleibt, dass selbst bei einem experimentellen transienten Hochlauf aufgrund einer
gewissen Einschwingzeit die chaotischen Bereiche nicht festgestellt werden kénnen, wenn
sie nur in engen Drehzahlbereichen vorliegen.

Modeninteraktion beim niedrig belasteten Rotor

Wie schon aus der linearen Stabilitdtsanalyse bekannt, fithrt beim niedrig belasteten Rotor
im Gegensatz zu den vorherigen behandelten Beispielen eine subkritische Hopf-Bifurkation
des inneren Schmierfilms zur Instabilitat der stationdren Ruhelage. In Abbildung 4.46 ist
zudem fiir den Lastparameter o = 1.0 die Entstehung eines stabilen Grenzzyklus des inne-
ren Schmierfilms nach einem weiteren Sattelknoten sowie die folgende Torus-Bifurkation
in den quasi-periodischen Bereich dargestellt.
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Abbildung 4.46: Bifurkationsanalyse des niedrig belasteten Laval-Rotors in Schwimmbuch-
senlagern (vgl. Tabelle 4.3) fiir den Lastparameter o = 1.0 im unteren Drehzahlbereich:
a) Bifurkationsdiagramm. b) Frequenzverhaltnisse (.

Die aus der Hopf-Bifurkation (w = 2.5) des inneren Schmierfilms resultierenden selbst-
erregten Schwingungen kennzeichnen sich nur durch das Vorhandensein der Schwin-
gungsfrequenz (,,; und erzeugen dann im unwuchtfreien Fall nahezu kreissymmetrische
Grenzzyklen um die Gleichgewichtslage. Nachdem die Amplituden der hier harmoni-
schen Losungen des inneren Schmierfilms ein Maximum erreichen, werden sie wegen der
Dampfungswirkung des dufleren Schmierfilms mit zunehmender Drehzahl kleiner. Auf-
grund der Beziehung Qgup; > Qsup muss eine weitere Bifurkation auf den Grenzzyklen
des inneren Schmierfilms stattfinden, damit auch der Mode des dufleren Schmierfilms an
den subsynchronen Schwingungen beteiligt wird. Die periodischen Losungen des duleren
Schmierfilms dagegen kénnen neben €, , auch die Frequenzen (2, ; des inneren Schmier-
films als Superharmonische beinhalten.

Demzufolge fithrt die Torus-Bifurkation auf dem Grenzzyklus des inneren Schmierfilms
bei w = 7.7 in einen Bereich von quasi-periodischen Schwingungen, die sich aus den Mo-
den bzw. Frequenzen Qgupq, Qsup; beider Schmierfilme (Modeninteraktion) zusammen-
setzen. Die Torus-Bifurkation des inneren Schmierfilms ist wiederum auf die Hopf-Hopf-
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Bifurkation der Gleichgewichtslage zuriickzufithren. Der bei w = 5.8 geborene Grenzzy-
klus des duBleren Schmierfilms ist in diesem Drehzahlbereich durchgéngig instabil, da kei-
ne weitere Torus-Bifurkation zu einem Ende der Modeninteraktion fithrt. Aus Abbildung
4.46b) ist dariiber hinaus zu erkennen, dass nach Uberschreiten der Torus-Bifurkation das
Frequenzverhéltnis ,,; deutlich abnimmt. Gleichzeitig steigen die der Frequenz g,
des duleren Schmierfilms zugehorigen Amplituden an. Wie zuvor erwéahnt, wird aus die-
sen Griinden der Bereich der quasi-periodischen Schwingungen oftmals nur dem dufleren
Schmierfilm zugeordnet, solange die Amplituden des inneren Schmierfilms kaum nachzu-
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Abbildung 4.47: Bifurkationsanalyse des niedrig belasteten Laval-Rotors in Schwimmbuch-
senlagern (vgl. Tabelle 4.3) fiir die Lastparameter: a) o = 1.0 (Kritischer Grenzzyklus ab
w = 37.2, sieche Abbildung C.5). b) o = 10.0 (Kritischer Grenzzyklus ab w = 43.3, siche
Abbildung C.6).
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Abbildung 4.48: 2D-Amplitudenspektren fiir die aus der Bifurkationsanalyse erhaltenen
stabilen Losungen zy, bei einer quasi-statischen Erhéhung von w: a) o = 1.0. b) 0 = 10.0.

weisen sind. Ferner sind die subsynchronen Frequenzen ()g,;; im quasi-periodischen Be-
reich sehr niedrig. Der Rotor befindet sich gewissermaflen in einem ,0il-whip“-Bereich des
inneren Schmierfilms mit geringen Amplituden, der sich durch ein abnehmendes Frequenz-
verhéltnis €,5; bzw. eine konstante Frequenz g, auszeichnet.

Abbildung 4.47 und 4.48 zeigen die Ergebnisse der Bifurkationsanalyse fiir den gering be-
lasteten Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern mit den Lastparametern o = 1.0 sowie
o = 10.0 tiber den gesamten Drehzahlbereich, wobei die Bifurkationsdiagramme mit dem
eingezeichneten kritischen Grenzzyklus der Abbildung C.5 im Anhang entnommen werden
konnen. In beiden Féllen ist nach dem Stabilitdtsverlust der Gleichgewichtslage zunéchst
ein Bereich stabiler Grenzzyklen des inneren Schmierfilms zu beobachten, die infolge der
Torus-Bifurkation in eine ,mixed-mode*-Losung (Modeninteraktion) iibergehen. Obwohl
dieser Bereich aus dem Grenzzyklus des inneren Schmierfilms geboren wird, kann er aber-
mals dem aufleren Schmierfilm zugewiesen werden.

Die anfangs quasi-periodischen Schwingungen kénnen in einen chaotischen Attraktor tiber-
gehen. Fiir 0 = 1.0 deutet beispielsweise die Torus-Bifurkation (w = 20.0) der mit Qgup; =
2 Qgup,q synchronisierten Losung auf das Erscheinen der dritten Frequenz €)g,;, p und mog-
lichem chaotischen Verhalten hin. Jedoch sind fiir den gering belasteten Rotor nach den
hier durchgefiihrten Frequenzanalysen scheinbar solche Bereiche kaum mehr vorhanden.
Bei sehr hohen Drehzahlen ist dann eine duflere Krise fiir den Amplitudensprung in den
kritischen Grenzzyklus in der Néhe der Torus-Bifurkation bei w = 92.3 (¢ = 1.0) bzw.
w = 120.1 (o = 10.0) verantwortlich, die das Ende der Modeninteraktion kennzeichnet
(vgl. Abbildung C.5 bzw. C.6 im Anhang).

Im Unterschied zu den bisher untersuchten Fallen hat die ,mixed-mode*-Losung ihren
Ursprung auf dem Grenzzyklus des inneren Schmierfilms. Fiir o = 10.0 liegt zwar vor dem
Amplitudensprung wiederum ein chaotischer Attraktor vor, jedoch fiithrt in diesem Fall
nicht die Kollision mit dem instabilen Grenzzyklus des aufleren Schmierfilms zur dufleren
Krise, sondern wahrscheinlich die mit ihrer stabilen invarianten Mannigfaltigkeit.
Daneben ist ein weiteres interessantes Phénomen zu erkennen. Vor dem eigentlichen
Amplitudensprung in den kritischen Grenzzyklus ist im quasi-periodischen Bereich ein
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verhéltnisméflig geringer Amplitudensprung bei w = 85.4 mit einem wenig ausgedehn-
ten Hysterese-Bereich zu konstatieren, der aus zwei Sattelknoten der quasi-periodischen
Losungen folgt. Zusétzlich macht sich diese Bifurkation mit einem leichten Anstieg nur
in der Frequenz (),;, des duBleren Schmierfilms und in der Exzentrizitdt ¢; des inneren
Schmierfilms bemerkbar, wahrend €2, ; und €, sich kaum verdndern. Der Unterschied zum
kritischen Grenzzyklus ist das Vorliegen von zwei subsynchronen Schwingungsfrequenzen
Qgup; und (g, anstatt einer einzigen Schwingungsfrequenz Qg = Qsupq. Dennoch
konnte auch schon diese Bifurkation einen Rotorausfall verursachen, da die Amplituden
unter Umstédnden nicht mehr tolerierbar sind. Danach steigen die Amplituden der sub-
synchronen Schwingungen jedenfalls starker an, bis sie infolge einer dufleren Krise instabil
werden und dann nur der kritische Grenzzyklus mit beinahe unendlich hohen Amplituden
als stabile Losung verbleibt.

Schlussfolgerungen

Nachdem der ideal ausgewuchtete Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern systematisch
in Abhéngigkeit des Lastparameters o untersucht worden ist, werden im Rahmen dieses
Abschnittes die wichtigsten Ergebnisse kurz zusammengefasst:

e Zunéchst ist es schwierig, eine bestimmte kritische Drehzahl fir den Amplitu-
densprung festzulegen, da tber einen gewissen Drehzahlbereich neben den eher
harmlosen subsynchronen Schwingungen der kritische Grenzzyklus koexistieren
kann. Storungen koénnten vor Erreichen der im Hochlauf bestimmten kritischen
Drehzahl einen Sprung der subsynchronen Schwingungen in den kritischen Grenz-
zyklus verursachen. Die nichtlineare kritische Drehzahl @, ,;;, wird daher tiber den
Sattelknoten definiert, an dem der kritische Grenzzyklus anfangt zu existieren. Die
andere kritische Drehzahl des Hochlaufs wird nachfolgend als absolute Grenzdrehzahl
Waps bezeichnet, die entweder durch einen Sattelknoten oder auch ndherungsweise
durch eine Torus-Bifurkation beschrieben werden kann.

e Wihrend die subsynchronen Schwingungen des inneren Schmierfilms nur mit einer
Frequenz €1,;,; harmonisch auftreten, setzen sich die des aufleren Schmierfilms im
Allgemeinen aus zwei unabhéngigen Frequenzen (2, , und 4, ; zusammen. Jedoch
kann die Frequenz (), in den meisten Fallen kaum nachgewiesen werden. Die
subsynchronen Schwingungen des dufleren Schmierfilms sind dabei die Folge einer
Modeninteraktion der beiden Schmierfilme. Einen Sonderfall stellen die Grenzzyklen
des duBeren Schmierfilms dar, bei denen beide Frequenzen im Verhaltnis g, =
2 Qgup,o synchronisieren.

e Die Synchronisation der beiden Schmierfilme zu einer einzigen Schwingungsfrequenz
Qgubi = Qgup,q fihrt schlieBlich zum kritischen Grenzzyklus. Dabei gibt es verschiede-
ne Bifurkationsszenarien (stetiger Ubergang, Sattelknoten, duBere Krise angenéhert
durch Torus-Bifurkation) in den kritischen Grenzzyklus. Beim Hochfahren der Dreh-
zahl wird dann ein Amplitudensprung beobachtet, wenn fiir die beiden subsynchro-
nen Frequenzen g, < 2, gilt. Fir den hoher belasteten Rotor bedingt ein

Sattelknoten der Grenzzyklen des dufleren Schmierfilms mit dem synchronisierten
Frequenzverhéltnis Qg0 = 2 Qg den Amplitudensprung. Bei geringer belasteten
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Rotoren erscheinen dieser Synchronisationsbereich 24, , = 2255, oder auch ande-
re wie beispielsweise Qb0 = 3/2 Qg (periodische Losungen doppelter Periode)
vor dem Amplitudensprung, so dass am kritischen Bifurkationspunkt auf jeden Fall
Qoubi < 2Qgupq gegeben ist. Die beiden Frequenzen g,;; und g, néhern sich
dabei mit zunehmender Drehzahl immer mehr an.

e Eine dritte betragsméfig kleine Schwingungsfrequenz €2, g, die aus einer langsa-
men Schwankung der Buchsendrehzahl Q5 herrithrt, kann kurzzeitig zu einem sta-
bilen dreifrequenten Torus fithren. Nach dem Auflosen des Torus (Ruelle-Newhouse-
Takens-Route) herrscht dann (leicht) chaotisches Verhalten des Rotor-Lager-Systems
vor. Ebenfalls kann der Rotor iiber eine Periodenverdopplungskaskade in den chaoti-
schen Bereich iibergehen. Insbesondere fiir den mittel belasteten Rotor ist im unteren
bis mittleren Drehzahlbereich chaotisches Verhalten wahrscheinlich.

e Fir den niedrig belasteten Rotor ist als Konsequenz einer Modeninteraktion ein
Modenwechsel vom Grenzzyklus des inneren Schmierfilms in den Bereich der quasi-
periodischen Schwingungen zu beobachten, die nach den auftretenden Amplitu-
den zufolge eher dem &ufBleren Schmierfilm zuzuordnen ist. Auflerdem kann der
extrem schwach belastete Rotor vor der Bifurkation in den kritischen Grenzzy-
klus ein Hysterese-Phdnomen infolge zweier Sattelknoten von quasi-periodischen
Losungen und somit einen weiteren Amplitudensprung aufweisen, die wegen den
verhéltnisméfBig hohen Amplituden schon zum Rotorausfall fithren kénnten.

4.2.5 Einfluss der Rotor- und Lagerparameter

Um den Einfluss von Rotor- und Lagerparametern auf das nichtlineare Schwingungs- bzw.
Stabilitatsverhalten des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern zu studieren, bietet es sich
an, das Bifurkationsverhalten in nichtlinearen Stabilitdtskarten vereinfacht darzustellen.
Dafiir werden die relevanten Bifurkationskurven in der Parameterebene der gewahlten Bi-
furkationsparameter o und w verfolgt, anhand derer dann unterschiedliche Bereiche subsyn-
chroner Schwingungen definiert werden konnen. Infolgedessen kénnen Auswirkungen von
Parameterédnderungen ohne die explizite Berechnung von Bifurkationsdiagrammen wie im
vorherigen Abschnitt beurteilt werden.

Nichtlineare Stabilitiatskarte

Abbildung 4.49 zeigt das Ergebnis der Verfolgung der wichtigsten Bifurkationskurven des
untersuchten Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern in der (o, w)-Parameterebene fiir die
gewdhlten Standardparameter aus Tabelle 4.3. Neben den dargestellten Bifurkationskur-
ven besitzt das Rotor-Lager-System eine erstaunliche Anzahl weiterer Bifurkationen von
periodischen Losungen. Dabei handelt es sich vorwiegend um Bifurkationen, die mit dem
Auftreten von Synchronsiationsbereichen verbunden sind. Die infolge der subkritischen
Hopf-Bifurkation des inneren Schmierfilms folgenden Sattelknoten werden ebenfalls nicht
naher betrachtet. Ebenfalls sind im Fall des hoch belasteten Rotors die auftretenden Sat-
telknoten der Grenzzyklen des &ufleren Schmierfilms in der Nahe des Stabilitatsverlustes
nicht eingezeichnet.
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Abbildung 4.49: Relevante Bifurkationskurven des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenla-
gern, vgl. Tabelle 4.3 (strichliert: neutrale Sattelkurve).

Zunéchst wird wiederum von den Hopf-Kurven 45, j;, ; und £5Q i, o der beiden Schmier-
filme ausgegangen, die nachfolgend zu einer einzigen Hopf-Kurve £j5€2;, zusammenge-
fasst werden, welche die lineare Stabilitatsgrenze kennzeichnet. An dem Schnittpunkt der
beiden Hopf-Kurven findet eine Hopf-Hopf-Bifurkation der Gleichgewichtslage statt, die
die Geburt zweier Torus-Bifurkationen des jeweiligen Grenzzyklus zur Folge hat. Daraus
resultieren in der Parameterebene zwei Neimark-Sacker-Kurven NS; und NS, von peri-
odischen Losungen des jeweiligen Schmierfilms. Fiir feste Parameterwerte von o markiert
das erstmalige Uberschreiten dieser Kurven mit zunehmender Drehzahl @ den Beginn der
quasi-periodischen bzw. ,mixed-mode"-Losungen und das Verschwinden der stabilen Gren-
zyklen des jeweiligen Schmierfilms. Da die Neimark-Sacker-Kurve NS, der Grenzzyklen des
auBeren Schmierfilms weitere Schleifen durchlaufen kann, ist das Ende der Modeninterak-
tion bei hoheren Drehzahlen w stets durch die Kurve NS, vorgegeben. Die Kurve NS;
dagegen weist keine weiteren Besonderheiten auf, so dass sie nur den Beginn der Moden-
interaktion definiert. Die daraus entstehenden quasi-periodischen Losungen verschwinden
praktisch in der Torus-Bifurkation, welche wiederum durch die Kurve NS, représentiert
wird. Folglich haben dieses quasi-periodischen Losungen ihren Ursprung in den Grenzzy-
klen des inneren Schmierfilms, enden jedoch im Grenzzyklus des aufleren Schmierfilms, bei
dem die Frequenzen beider Schmierfilme nachweisbar sind.

Bei hoch belasteten Rotoren ist das Auftreten von Flip-Bifurkationen typisch. Wenn
die Neimark-Sacker-Kurve NS, ausgehend von der Hopf-Hopf-Bifurkation verfolgt wird,
konnen die Realteile der beiden kritischen Floquet-Multiplikatoren einen Wert von —1
annehmen, wihrend die Imaginédrteile verschwinden. An solch einem Punkt tritt eine 1:2
Resonanz auf. Demzufolge gibt es durch diese Bifurkation eine Flip-Kurve PD,, die durch
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einen einzelnen Floquet-Multiplikator von —1 gegeben ist und sich in zwei Richtungen
ausbreitet. An Punkten von 1:2 Resonanzen verliert die Kurve NS, ihre Bedeutung als
Neimark-Sacker-Kurve und verwandelt sich in eine sogenannte neutrale Sattelkurve. Deren
kritisches Floquet-Eigenwertpaar erfiillt zwar die fiir die Verfolgung angesetzte Bedingung
pipe = 1 flir eine Torus-Bifurkation, jedoch kommt sie nur rein reell vor. Eine weitere
1:2 Resonanz fithrt dann wieder zu einer wirklichen Neimark-Sacker-Kurve. Die auftre-
tenden 1:2 Resonanzen sind somit durch entsprechende neutrale Sattelkurven (strichliert)
miteinander verbunden. Im Folgenden wird zwischen wirklichen Neimark-Sacker-Kurven
und den zugehorigen neutralen Sattelkurven nicht mehr unterschieden. Dariiber hinaus
entstehen an der Neimark-Sacker-Kurve NS, noch weitere 1:3 sowie 1:4 Resonanzen, die
aber nicht ndher betrachtet werden.

Die resultierende Flip-Kurve PD, bildet eine Art von Insel, innerhalb der sich noch weitere
Flip-Kurven von periodischen Losungen héherer Ordnung befinden. Die Kaskade von Pe-
riodenverdopplungen kann dann wie beispielsweise fiir ¢ = 0.2 chaotisches Verhalten zur
Folge haben. Daher wird manchmal von chaotischen Inseln gesprochen. Auf die zweite Flip-
Kurve der periodischen Losungen einfacher Periode ist schon fiir den Sonderfall o = 0.75
ausfithrlich eingegangen worden, die eine Synchronisationszone kurz vor dem Amplituden-
sprung in den kritischen Grenzzyklus bildet. Des Weiteren ist noch die Sattelknoten-Kurve
SK, von grofler Bedeutung, welche die nichtlineare kritische Drehzahl bestimmt, an der
der kritische Grenzzyklus geboren wird. Bei weiterer Verfolgung der Sattelknoten-Kurve
SK , stellt sich heraus, dass sie nach Durchlaufen weiterer Spitzen-Bifurkationen neben der
absoluten Grenzdrehzahl einen weiteren Synchronisationbereich quasi-periodischer Schwin-
gungen definiert, wie schon anhand Abbildung 4.42 diskutiert worden ist.

Mit Hilfe der Neimark-Sacker-Kurven NS;, NS, beider Schmierfilme sowie der Sattelknoten-
Kurve SK, wird die in Abbildung 4.50 dargestellte nichtlineare Stabilititskarte erstellt,
die in unterschiedliche Bereiche eingeteilt werden kann:

e Bereich I
In diesem Bereich existiert die stabile Gleichgewichtslage. Die subkritische Hopf-
Bifurkation des inneren Schmierfilms fiir hohe Lastparameter o kann einen Stabi-
litdtsverlust der Gleichgewichtslage schon vor Erreichen der linearen kritischen Dreh-
zahl bewirken. Da die entsprechende Sattelknoten-Kurve fiir den sicheren Betrieb des
Rotors nicht entscheidend ist, wird sie nicht berticksichtigt.

e Bereich II:
Nach Uberqueren der linearen Stabilitdtsgrenze herrschen subsynchrone Schwingun-
gen tolerierbarer Amplitude vor, die nach dem Schmierfilm unterschieden werden
koénnen:

a) Innerer Schmierfilm:
Die Grenzzyklen des inneren Schmierfilms sind die einzigen existierenden (stabi-
len) Losungen, die sich durch die subsynchrone Frequenz (., ; auszeichnen. Die
Torus-Bifurkationen auf der Kurve NS; bedeuten das Ende der subsynchronen
Schwingungen des inneren Schmierfilms und fithren schliefSlich in den Bereich
I1,.

b) AuBerer Schmierfilm:
Hierbei handelt es sich hauptsidchlich um einen Bereich (stabiler) quasi-
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Abbildung 4.50: Nichtlineare Stabilitdtskarte fiir den Laval-Rotor in Schwimmbuchsenla-
gern (vgl. Tabelle 4.3).

periodischer bzw. ,mixed-mode“-Losungen, bei dem die Amplituden der Fre-
quenzen (24,, des duleren gegentiber denen des inneren Schmierfilms (24,
deutlich iiberwiegen. Zusétzlich kann der Rotor neben stabilen Grenzzyklen
des duBleren Schmierfilms auch chaotisches Verhalten (dritte inkommensurable
Frequenz Qg p) aufweisen.

e Bereich III:
Der (stabile) kritische Grenzzyklus wird am Sattelknoten bei der nichtlinearen kriti-
schen Drehzahl W, i, geboren, wobei zunachst ein verhaltnismaBig grofier Hysterese-
Bereich vorliegt:

a) Neben dem kritischen Grenzzyklus koexistieren stabile subsynchrone Schwin-
gungen des dufieren Schmierfilms (siehe Bereich II},), deren Verschwinden entwe-
der durch einen Sattelknoten oder naherungsweise durch eine Torus-Bifurkation
bei der absoluten Grenzdrehzahl wWgps s bzw. Waps vs beschrieben wird. Beim
Hochfahren der Drehzahl werden in diesem Bereich deshalb die subsynchronen
Schwingungen des dufleren Schmierfilms erreicht. Jedenfalls kénnen Stérungen
wie beispielsweise eine Unwucht schon einen Amplitudensprung in den kriti-
schen Grenzzyklus vor Erreichen der absoluten Grenzdrehzahl bewirken, so dass
der Rotor zerstort wird. Dartiber hinaus konnen fiir den extrem niedrig belaste-
ten Rotor die quasi-periodischen Schwingungen des aufleren Schmierfilms schon
beachtliche und damit nicht mehr tolerierbare Amplituden annehmen.



4.2. Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern 121

b) AufBler dem kritischen Grenzzyklus gibt es hier keine weitere stabile Losung. Der
Rotor kann auf jeden Fall nicht sicher betrieben werden.

e Bereich IV:
Dieser Bereich ist dadurch charakterisiert, dass ein stetiger Ubergang vom Bereich der
(stabilen) Grenzzyklen des &ufleren Schmierfilms in den kritischen Grenzzyklus statt-
findet. Die Definition einer kritischen Drehzahl tiber eine Bifurkation ist in diesem
Fall nicht moglich. Infolgedessen ist dieser Bereich schon ab dem Stabilitatsverlust
der Gleichgewichtslage als kritisch zu bewerten.

Nach der Unterteilung des Stabilitdts- und Schwingungsverhalten fiir den Rotor in
Schwimmbuchsenlagern in unterschiedliche Bereiche kénnen anhand der nichtlinearen
Stabilitatskarte aus Abbildung 4.50 einige allgemein giiltige Aussagen abgeleitet werden.
Fiir den ideal ausgewuchteten Rotor ist der schon gefahrliche Hysterese-Bereich III, tiber
einen sehr weiten Drehzahlbereich ausgedehnt. Das liegt vor allem daran, dass die absolute
Grenzdrehzahl g, gegentiber der kritischen nichtlinearen Drehzahl @, i, deutlich stérker
mit zunehmendem Lastparameter o ansteigt. Fiir den niedrig belasteten Rotor betragt die
absolute Grenzdrehzahl w,,s schon mindestens die doppelte nichtlineare kritische Drehzahl
Weniin- Des Weiteren sind insbesondere fiir den hoch bis mittel belasteten Rotor die beiden
kritischen Drehzahlen @i, und wgps sehr sensitiv gegentiber dem Lagerparameter o.
Schon kleinste Anderungen des Lagerparameters o kénnen grofie Verschiebungen der
beiden kritischen Drehzahlen hervorrufen. Im Gegensatz dazu éndern sich fiir den niedrig
belasteten Rotor die kritischen Drehzahlen nur noch geringfiigig. Trotz der hohen kriti-
schen Drehzahlen muss in diesem Lastbereich beachtet werden, dass die Amplituden der
subsynchronen Schwingungen des dufleren Schmierfilms nicht allzu grof§ werden und fiir
den Rotor noch tolerierbar sind. Zusammenfassend lassen sich die praktischen Erfahrungen
mit den hier gewonnenen Erkenntnissen bestatigen, dass ein totaler Rotorschaden desto
wahrscheinlicher ist, je hoher der Rotor belastet wird.

Diskussion des Stabilitats- und Bifurkationsverhaltens

Fiir die praktische Auslegung von Rotoren in Schwimmbuchsenlagern ist der Einfluss der
verschiedenen Parameter auf die kritischen Drehzahlen von immenser Bedeutung. Um den
Effekt einzelner Parameteranderungen abschéitzen zu konnen, wird ausgehend von dem in
Tabelle 4.3 definierten Standardparametersatz ein ausgewahlter Parameter variiert. Die in
Abbildung 4.50 présentierte nichtlineare Stabilitatskarte dient dabei als Referenzlésung. In
Abbildung 4.51 und 4.52 wird der Einfluss der verschiedenen Rotor- und Lagerparameter -,
0, A, T'yp und 7 auf das nichtlineare Schwingungsverhalten des schwimmbuchsengelagerten
Laval-Rotors in Stabilitatskarten verdeutlicht.

Fiir den Konstrukteur ist die mit Abstand am leichtesten zu dndernde Grofie das Lager-
spielverhéltnis 7, weshalb meistens eine Erhohung der kritischen Drehzahlen nur durch
Anderung der Lagerspiele angestrebt wird. Wird das Lagerspielverhéltnis auf 4 = 1.0 ver-
ringert, sind infolge der Vergréflerung des Bereiches 11, subsynchrone Schwingungen des
inneren Schmierfilms auch fiir hoher belastete Rotoren wahrscheinlicher. Daneben wird
zwar die absolute Grenzdrehzahl w,;, erhoht, jedoch verringert sich die nichtlineare kriti-
sche Drehzahl @ . Dieser Sachverhalt kann sowohl beim Experiment als auch bei der
Simulation zu irrefithrenden Riickschliissen verleiten, solange nur ein Rotorhochlauf durch-
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Abbildung 4.51: Nichtlineare Stabilitdtskarten fiir den Laval-Rotor in Schwimmbuchsen-
lagern (vgl. Tabelle 4.3) unter Berticksichtigung des Einflusses von: a) Lagerspiel 7. b)

Durchmesserverhéltnis d. ¢) Breitenverhéltnis A.
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Abbildung 4.52: Nichtlineare Stabilitdtskarten fiir den Laval-Rotor in Schwimmbuchsenla-
gern (vgl. Tabelle 4.3) unter Berticksichtigung des Einflusses von: a) Wellennachgiebigkeit
[y. b) Viskositétsverhéltnis 7.

gefiihrt wird. Wenn in der Praxis beim Rotor-Lager-System systematische Storungen (stof3-
artige Erregungen) auftreten oder auch die Unwucht hinreichend grof§ ist, konnte ndmlich
eine Verringerung des dufleren Lagerspiels sogar eine Herabsetzung der kritischen Drehzahl
(Amplitudensprung in den kritischen Grenzzyklus) bedeuten. Bei VergroSerung des Lager-
spielverhéltnisses auf v = 2.0 ist der gegenteilige Effekt zu verzeichnen. Fiir mittel bis
niedrig belastete Rotoren steigen die nichtlinearen kritischen Drehzahlen w, ,;,, bei gleich-
zeitiger Absenkung der absoluten Grenzdrehzahlen iy, an. Neben einer Verkleinerung des
Bereiches 11, ist zudem eine Ausdehnung des Bereiches IV bis hin zu mittleren Werten von
o zu erkennen. Folglich lasst sich fiir die Wahl des Lagerspielverhéltnisses 7 keine eindeuti-
ge Tendenz feststellen, da sich beide kritischen Drehzahlen . i, und s entgegengesetzt
verhalten. Bei diesem untersuchten Rotor sind trotzdem wohl die Erhohung des &ufleren
Lagerspiels und somit der nichtlinearen kritischen Drehzahlen . s, vorzuziehen.

Eine Zunahme sowohl des Durchmesserverhéltnisses 0 als auch des Breitenverhéltnisses
A hat einen positiven Effekt auf beide kritische Drehzahlen @ i, und weps, wobei ein
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groferer auferer Durchmesser bzw. eine Erhéhung von 0 vergleichsweise deutlich hohere
kritische Drehzahlen bewirkt. Zuséatzlich liegen wiederum bis zu mittleren Werten von o
in dem groferen Bereich II, subsynchrone Schwingungen des inneren Schmierfilms vor. Ei-
ne Verringerung von § und A verursacht eine Verschiebung beider nichtlinearer kritischer
Drehzahlen zu kleineren Werten. In der Praxis gestaltet sich aufgrund der notwendigen kon-
struktiven Anderungen die Vergroferung des duBeren Durchmessers und /oder der aufieren
Lagerbreite zur Erhohung der kritischen Drehzahlen als schwieriger. Als weiterer Nachteil
ergibt sich daraus eine hohere Reibleistung des Lagers.

Mit zunehmender Wellennachgiebigkeit 'y ergeben sich niedrigere kritische Drehzahlen
Wentin UNd Weps, wahrend sich die Bereiche entlang der Achse des Lastparameters o kaum
verschieben. Dariiber hinaus ist fiir sehr steife Rotoren (I'y = 0.001) der Bereich II, der
subsynchronen Schwingungen des inneren Schmierfilms deutlich ausgeprégter. Bei dem un-
tersuchten Rotormodell werden die gyroskopischen Effekte des Rotors vernachléssigt, so
dass die kritischen Drehzahlen desto hoher liegen, je steifer der Rotor ist. Da die gyroskopi-
schen Effekte einen stabilisierenden Einfluss auf die kritischen Drehzahlen besitzen, ist das
Zusammenspiel mit der Wellenverbiegung hoch komplex. Eine hohere Wellennachgiebigkeit
kann zu groferen gyroskopischen Effekten fithren, die wiederum den Rotor stabilisieren.
Das Viskositatsverhéltnis 1 kann nur indirekt beeinflusst werden, indem die Einlasstem-
peratur des Ols verandert wird. SchlieBlich stellen sich wéhrend des Rotorbetriebs fiir die
beiden Schmierfilme im Allgemeinen unterschiedliche Temperaturen ein, die dann fiir die
Viskositdten in beiden Schmierfilmen verantwortlich sind. Da sich das Ol zwischen dem
Zapfen und der Buchse erwarmt, herrscht im inneren gegeniiber dem &dufleren Schmier-
film stets eine hohere Temperatur vor, so dass von 77 > 1 ausgegangen werden kann. Eine
Erhohung des Viskositatsverhéltnisses 1 bewirkt dhnlich wie die Wellennachgiebigkeit I’y
nahezu nur eine Zunahme der beiden kritischen Drehzahlen. Eine Verschiebung der einzel-
nen Bereiche entlang der o-Achse ist kaum ersichtlich. Demzufolge ist es hinsichtlich eines
sicheren Betriebs des Rotors in Schwimmbuchsenlagern giinstig, die Einlasstemperatur des
Ols so niedrig wie méglich zu halten.

Erwahnenswert bleibt, dass die hier getroffenen Aussagen streng genommen nur zum Teil
allgemein giiltig sind, da von einem gewissen Standardparametersatz ausgegangen wird.
Speziell fiir das Lagerspielverhéltnis 7, bei dem keine eindeutige Tendenz festzustellen ist,
konnen sich bei anderen Parameterkonstellationen unterschiedliche Szenarien einstellen.
Um eine Verbesserung der Stabilitdtseigenschaften zu gewédhrleisten, muss daher bei der
Anderung einer solch sensitiven GroBe wie + jedes Rotor-Lager-System separat betrachtet
werden. In diesem Abschnitt wird insbesondere der Einfluss der Lagergrofien des dufleren
Schmierfilms diskutiert. Die mit dem inneren Schmierfilm verbundenen Parameter werden
weitestgehend in der gewédhlten dimensionslosen Notation im Last- bzw. Lagerparameter o
erfasst. Dabei muss beriicksichtigt werden, dass die nichtlinearen Stabilitédtskarten nur fiir
feste Verhéltnisse von ~y, 6, A und 7 giiltig sind. Kleine Anderungen der LagergroBen des
inneren Schmierfilms konnen damit nur iiber den Lagerparameter ¢ in einer nichtlinearen
Stabilitatskarte fiir die vorgegebenen Verhaltnisse abgeschatzt werden.

4.2.6 Einfluss der Unwucht

Die Systemparameter des Rotors in Schwimmbuchsenlagern beeinflussen mafigeblich das
Stabilitdts- und Bifurkationsverhalten. Insbesondere die Bifurkation in den kritischen



4.2. Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern 125

Grenzzyklus bei einem quasi-stationdren Hochlauf kann auf unterschiedlichste Arten er-
folgen, wobei die zugehorige absolute Grenzdrehzahl vor allem im mittleren Lastbereich
sehr sensitiv auf Parameterinderungen reagiert. Fine weitere wichtige Grofle bei rotieren-
den Bauteilen ist die Grofle der Unwucht, deren Einfluss sowohl auf die subsynchronen
Schwingungen als auch auf den kritischen Grenzzyklus!! beim Hochlauf im Rahmen dieses
Abschnitts gesondert behandelt wird.

Zunéchst wird von einem verhéltnisméBig niedrig belasteten Rotor (vgl. Tabelle 4.3) in
Schwimmbuchsenlagern mit dem Lagerparameter o = 1.0 ausgegangen. In Abbildung 4.53
und 4.54 ist die Entwicklung des globalen Loésungsverhaltens fiir den betrachteten Rotor
bei einer schrittweisen Erhohung des Unwuchtparameters p zu erkennen. Bei niedrigen
Drehzahlen existieren stabile drehzahlsynchrone Schwingungen infolge der Unwucht, die
mit zunehmender Drehzahl ihre Stabilitdt aufgrund einer Torus-Bifurkation oder einer
Flip-Bifurkation im Falle hoherer Unwuchten verlieren. Die daraus entstehenden (quasi-
)periodischen Schwingungen kénnen dem inneren Schmierfilm zugeordnet werden. Fiir Un-
wuchtparameter bis einschliefllich p = 0.2 folgen bei einer weiteren Drehzahlsteigerung
aufgrund einer Bifurkation der (quasi-)periodischen Schwingungen des inneren Schmier-
films ,mixed-mode"-Losungen, die gewohnlich nur dem aufleren Schmierfilm zugeordnet
werden. Ein starker Hinweis fiir das Auftreten einer Bifurkation der quasi-periodischen
Losungen ist durch den Sonderfall p = 0.2 gegeben. Die periodische Losung doppelter Pe-
riode, die als geschlossene Losung auf dem Torus angesehen werden kann, weist ndmlich
eine weitere Torus-Bifurkation bei w = 7.7 auf, die fiir das Erscheinen der subsynchronen
Frequenz (g, des duBeren Schmierfilms neben (2, (innerer Schmierfilm) bzw. Q =1
(Unwucht) sorgt. Interessanterweise findet in diesem Fall ein Sprung der subsynchronen
Frequenz €2g,;; des inneren Schmierfilms statt.

Bei groBleren Unwuchten dagegen konnen sich die rein drehzahlsynchronen Schwingun-
gen wieder stabilisieren, indem die periodischen Lésungen doppelter Periode (innerer
Schmierfilm) infolge einer Flip-Bifurkation verschwinden. Schliellich werden die peri-
odischen Losungen einfacher Periode nach einer weiteren Drehzahlerh6hung zugunsten
stabiler quasi-periodischer Schwingungen instabil. Dieser Bereich der quasi-periodischen
eventuell chaotischen Losungen wird tiberwiegend dem &dufleren Schmierfilm zugewiesen
und verzweigt dann bei der absoluten Grenzdrehzahl in den kritischen Bereich. Aus den
Ergebnissen fiir die verschiedenen Unwuchtparameter ist zu erkennen, dass sich die abso-
lute Grenzdrehzahl mit zunehmender Unwucht immer mehr der nichtlinearen kritischen
Drehzahl nédhert. Demnach kann eine zusatzliche Unwucht auch als Storung interpretiert
werden, die einen vorzeitigen Sprung im Hysterese-Bereich III, (vgl. Abbildung 4.50)
in den kritischen Bereich verursacht. Solange die Unwucht des Rotors geringe Grofien
annimmt und Resonanzphanomene ausgeschlossen werden koénnen, kann folglich eine kon-
servative Abschatzung der absoluten Grenzdrehzahl unter Beriicksichtigung der Unwucht
iiber die nichtlineare kritische Drehzahl des ideal ausgewuchteten Rotors erfolgen. Da der
Hysterese-Bereich III, iiber einen weiten Drehzahlbereich ausgedehnt ist, verhélt sich das
hier betrachtete Rotor-Lager-System sehr sensitiv beziiglich einer Anderung der Unwucht.
Erwédhnenswert bleibt, dass aufler der Abnahme der absoluten Grenzdrehzahl die Unwucht-
belastung einen weitgehend positiven Einfluss auf die Stabilitdtsgrenze der rein drehzahl-

"Bei Beriicksichtigung einer Unwucht stellen sich anstatt des kritischen Grenzzyklus (unwuchtfreier
Fall) im Allgemeinen quasi-periodische Schwingungen extrem hoher Amplitude ein. Daher wird im Fol-
genden von einer kritischen Losung, einem kritischen Bereich bzw. kritischen Schwingungen gesprochen.
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Abbildung 4.53: Bifurkationsdiagramme und zugehorige 2D-Ordnungsdiagramme des
Laval- Rotors in Schwimmbuchsenlagern (o = 1.0, vgl. Tabelle 4.3) unter Berticksichtigung
des Einflusses der Unwucht: a) p=0.05.b) p=0.1.¢) p=0.2.d) p=10.3.
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Abbildung 4.54: Bifurkationsdiagramme und zugehorige 2D-Ordnungsdiagramme des
Laval- Rotors in Schwimmbuchsenlagern (o = 1.0, vgl. Tabelle 4.3) unter Berticksichtigung
des Einflusses der Unwucht: a) p=0.4.b) p=0.5.

synchronen Losungen bewirkt. Dariiber hinaus scheinen die insbesondere im niederen Dreh-
zahlbereich anzutreffenden chaotischen Bereiche mit zunehmender Unwucht zu verschwin-
den. Zudem fithrt die Unwucht aufgrund hoéherer Lagerexzentrizitdten zu einer leichten
Erhohung der subsynchronen Frequenzen.

Abbildung 4.55 zeigt das Bifurkationsdiagramm sowie die zugehorigen Amplitudenspek-
tren des extrem niedrig belasteten Rotors (o = 10.0) fiir verhaltnisméfig hohe Unwucht-
parameter p in Abhéngigkeit der Drehzahl w. Im Gegensatz zum vorher diskutierten Fall
von ¢ = 1.0 sind im niederen Drehzahlbereich keine Bifurkationen zu beobachten, so dass
die subsynchronen Schwingungen des inneren Schmierfilms nicht mehr alleine auftreten.
AuBerdem ist die Stabilitatsgrenze der rein periodischen Losungen einfacher Periode zu
hoheren Drehzahlen verschoben. Eine weitere Besonderheit ist dadurch gegeben, dass sich
die absolute Grenzdrehzahl bei w =~ 120 gegeniiber dem unwuchtfreien Fall nicht merk-
lich dndert, vgl. Abbildung 4.47b). Wie aus dem unwuchtfreien Fall fir o = 10.0 bekannt
ist, liegt der an der dufleren Krise beteiligte instabile Losungsast weit oberhalb des quasi-
periodischen bzw. chaotischen Attraktors. Wenn bei Berticksichtigung einer Unwucht qua-
si von einer Uberlagerung der subsynchronen mit den drehzahlsynchronen Schwingungen
ausgegangen wird, wird wegen der verhdltnisméafig geringen Amplituden der drehzahlsyn-
chronen Schwingungen folglich eine Kollision zwischen dem Attraktor und dem instabilen
Ast bzw. seiner stabilen invarianten Mannigfaltigkeit nicht unbedingt wahrscheinlicher. Je-
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Abbildung 4.55: Bifurkationsdiagramme und zugehorige 2D-Ordnungsdiagramme des ex-
trem niedrig belasteten Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern (o = 10.0, vgl. Tabelle
4.3) unter Beriicksichtigung des Einflusses der Unwucht: a) p=0.4. b) p=0.5.

doch stellt sich vor der Bifurkation in den kritischen Bereich eine sogenannte Zwischenstufe
ein, die wiederum einen Rotorausfall durch den bei niedrigeren Drehzahlen w ~ 85 auf-
tretenden Amplitudensprung der subsynchronen Schwingungen des &ufleren Schmierfilms
verursachen koénnte. Dabei unterscheidet sich dessen kritische Drehzahl ebenfalls kaum
vom ideal ausgewuchteten Rotor. Demzufolge wird sowohl das Losungsverhalten im Be-
reich der subsynchronen Schwingungen des dufleren Schmierfilms als auch die Bifurkation
in die kritische Losung selbst von einer hier durchaus als grof§ angenommenen Unwucht
beinahe nicht beeinflusst.

Die Stabilitdtsgrenzen der periodischen Unwuchtschwingungen einfacher Periode kénnen
wiederum in nichtlinearen Stabilitétskarten dargestellt werden (vgl. Abbildung 4.56). Fur
eine geringe Unwucht von p = 0.05 dhnelt das Stabilitatsverhalten erneut sehr stark dem
unwuchtfreien Fall. Aus den Fallen fiir p = 0.1 bzw. p = 0.2 wird ersichtlich, dass die Flip-
Kurven PDy; aus einer Codimension-2-Bifurkation (Resonanz 1:2) der Neimark-Sacker-
Kurve NSy, des inneren Schmierfilms resultieren. Wie schon zuvor angenommen, kénnen
infolgedessen auftretende Flip-Bifurkationen der rein drehzahlsynchronen Loésungen stets
dem inneren Schmierfilm zugewiesen werden.

Eine zunehmende Unwucht bewirkt wie bei den untersuchten Gleitlagern mit einfachem
Schmierfilm eine Stabilisierung der drehzahlsynchronen Schwingungen. So kénnen bei-
spielsweise fiir p = 0.2 bzw. p = 0.3 die quasi-periodischen Schwingungen des inneren und
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Abbildung 4.56: Nichtlineare Stabilitatskarten des Laval-Rotor in Schwimmbuchsenla-
gern (0 = 10.0, vgl. Tabelle 4.3) fir die drehzahlsynchronen Schwingungen unter
Beriicksichtigung des Einflusses der Unwucht: a) p = 0.05. b) p = 0.1. ¢) p = 0.2.
d)p=03.¢)p=04.1) p=0.5.
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aueren Schmierfilms isoliert vorkommen. Fir das Auftreten von subsynchronen Schwin-
gungen des inneren Schmierfilms bilden sich dann von der Neimark-Sacker-Kurve NSy ;
begrenzte, sogenannte Halbinseln, die von den subsynchronen Schwingungen des dufleren
Schmierfilms durch Bereiche stabiler drehzahlsynchroner Losungen einfacher Periode ge-
trennt sind. Das isolierte Auftreten der einzelnen subsynchronen Schwingungen ist hierbei
typisch fiir in Schwimmbuchsen gelagerte Rotoren. Aus den Flip-Kurven PDy;; kénnen sich
ebenso Inseln bzw. Halbinseln ergeben, die bevorzugt bei geringeren Lastparametern o bzw.
hoch belasteten Rotoren anzutreffen sind. Letztendlich verschwinden fiir hohe Unwuchten
p = 0.4 bzw. p = 0.5 die durch die Neimark-Sacker-Kurve NSy ; gegebenen Halbinseln,
wahrend die Stabilitatsgrenze der Losungen einfacher Periode zu hoheren Drehzahlen wan-
dert. Dagegen existieren weiterhin die von den Flip-Kurven PDy; gebildeten Halbinseln
im niederen Lastparameterbereich.

Zusammenfassend lédsst sich festhalten, dass auch im Fall von Schwimmbuchsenlagern
insbesondere im niederen Drehzahlbereich mit zunehmender Unwucht die subsynchronen
Schwingungen von den rein drehzahlsynchronen Schwingungen verdrangt werden. Somit
koénnen insbesondere fiir den niedrig belasteten Rotor durch gezielt angebrachte Unwuchten
sogar die zum Teil ldstigen jedoch fiir den Betrieb harmlosen subsynchronen Schwingun-
gen vermieden werden. Dabei ist zu beachten, dass infolge einer Unwucht zum einen die
absolute Grenzdrehzahl fiir die Bifurkation in den kritischen Bereich massiv herabgesetzt
werden kann und zum anderen die drehzahlsynchronen Schwingungen groferer Amplitude
der Grund fiir beispielsweise hohere Verschleiflerscheinungen oder Resonanzschwingungen
sein konnen. Fiir den mittel bzw. hoch belasteten Rotor ist eine solche Mafinahme weni-
ger sinnvoll, da er ohnehin eher zu einer Bifurkation in den kritischen Bereich neigt und
die Verschiebung der Stabilitatsgrenze der drehzahlsynchronen Schwingungen zu hoheren
Drehzahlen bei weitem nicht so deutlich ausféllt.
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Nichtlineare Effekte bei
gleitgelagerten Kontinuumsrotoren

Die bisherigen Untersuchungen des Stabilitéits- sowie Bifurkationsverhaltens mittels nume-
rischer Pfadverfolgung beschranken sich auf das Modell des symmetrischen Laval-Rotors,
wobei sie sich auf die Behandlung der rein zylindrischen Bewegung der Rotormittelachse
konzentrieren. Um sowohl konische Bewegungsformen als auch die gyroskopischen Effekte
des Rotors in die Betrachtung miteinzubeziehen, bietet sich die Erweiterung des Modells
zu einem Kontinuumsrotor an. In der Literatur (siche beispielsweise [121]) existieren dafiir
verschiedene Balkentheorien. Das einfachste Modell zur Beschreibung von Biegeschwin-
gungen eines flexiblen Balkens ist durch den sogenannten Bernoulli-Euler-Balken gegeben.
Jedoch wird bei dieser Modellierung die Rotationstragheit nicht berticksichtigt, die fiir eine
rotierende Welle mit Kreisquerschnitt von immenser Bedeutung sein kann. Die dadurch
entstehenden Effekte konnen durch einen sogenannten Rayleigh-Balken erfasst werden,
der die Grundlage fiir die nachfolgenden Stabilitdtsuntersuchungen bildet. Im Gegensatz
zum Bernoulli-Euler-Balken wird fiir den Rayleigh-Balken zur Losung im Folgenden auf
die Verwendung von Néaherungsverfahren zuriickgegriffen. Beim Bernoulli-Euler- und auch
beim Rayleigh-Balken wird angenommen, dass die Verformungen des Balkens ausschlief3-
lich durch das Biegemoment resultieren. Das Modell des sogenannten Timoshenko-Balkens
stellt dabei die Erweiterung des Rayleigh-Balkens um schubbedingte Verformungen dar.
Da es sich bei schnelldrehenden Rotoren meist um schlanke Wellen handelt, ist die Model-
lierung als Rayleigh-Balken ausreichend, um die grundlegenden Effekte sowohl qualitativ
als auch quantitativ hinreichend genau abzubilden.

5.1 Modellbildung

Im Rahmen dieses Abschnitts wird die Modellierung der gleitgelagerten Rayleigh-Welle
beschrieben. Bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen wird von einer Lagerung des
Rotors in Schwimmbuchsen ausgegangen. Kreiszylindrische Gleitlager mit einem einfachen
Schmierfilm stellen dann einen Sonderfall dar. Fiir die auftretenden nichtlinearen Lager-
krifte wird wieder die analytische Ndherungslosung nach der Kurzlagertheorie verwendet.
Um eine systematische Untersuchung der Stabilitat des Systems durchzufithren, wird er-
neut eine Reduktion der Modellparameter vorgenommen, indem die Bewegungsgleichungen
in eine dimensionslose Form tiberfithrt werden. Weitestgehend konnen die im vorherigen
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Kapitel aufgestellten dimensionslosen Rotor- und Lagerparameter iibernommen werden.
Die Modellierung wird zunachst auf eine rotierende Welle in isotrop linear-elastischer La-
gerung spezialisiert, woraus wichtige Schlussfolgerungen tiber den Einfluss der Drehzahl
auf die zu erwartenden kritischen Drehzahlen und die dort vorherrschenden Schwingungs-
moden der Welle gezogen werden konnen.

Bewegungsgleichungen

Die Modellierung des unwuchtigen Rotors erfolgt als ein Kontinuumsmodell einer rotie-
renden schlanken Welle unter Berticksichtigung der Rotationstrigheit (Rayleigh-Balken).
Wie schon vorher erwiahnt, werden die Verformungen durch Schub dabei vernachléssigt.
Bei Deformation bleiben die Querschnitte senkrecht zur neutralen Faser eben. Auflerdem
wird von linear-elastischem Materialverhalten ausgegangen. Axiale Verschiebungen in
x-Richtung werden ebenso nicht berticksichtigt. Ferner ist im Fall von schnelllaufenden
Rotoren die Berticksichtigung gyroskopischer Effekte infolge der Schiefstellung des Rotors
unbedingt notwendig.

Weiterhin wird angenommen, dass der Rotor einen ideal kreisrunden Querschnitt (Durch-
messer D;) iiber seine gesamte Lénge ¢ besitzt, so dass sich eine Berechnung in einem
raumfesten, kartesischen (x,y, 2)-Bezugssystem anbietet. Zudem wird bei den folgenden
Untersuchungen stets von einem in zwei gleichen Schwimmbuchsenlagern laufenden Rotor
ausgegangen. Folglich werden bei beiden Schwimmbuchsenlagern identische Lagerpara-
meter angenommen. In Abbildung 5.1 ist der sich um die raumfeste x—Achse mit der
konstanten Winkelgeschwindigkeit w drehende Rotor der Lénge ¢ unter dem Einfluss des
Schwerefelds der Erde g dargestellt, wobei sich die beiden Lager an zwei diskreten Stellen

Abbildung 5.1: Kontinuumsrotor (Elastizitatsmodul E, Dichte g, Flachentragheitsmoment
I, Querschnittsfliche A, Radius R = %, Léange /) in Schwimmbuchsenlagern.

{1 bzw. (5 des Balkens befinden. Im Folgenden kennzeichnet der Index (); die Lagerstelle
(1 bzw. ()2 die Lagerstelle /.
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Die Biegeschwingungen des gleitgelagerten Rotors in der horizontalen y- bzw. vertikalen
z-Richtung werden durch die Verschiebungen v(z, t) bzw. w(z, t) der Rotormittelachse!
beschrieben. Aulerdem werden sowohl konstante Biegesteifigkeiten ET als auch konstante
Massendichten pA tber der Balkenlédnge ¢ vorausgesetzt. Zur Herleitung der Bewegungs-
gleichungen wird das Prinzip von Hamilton angewandt, das in allgemeiner Form

t1 31

o (T'=V)dt+ oW dt =0 (5.1)

to to
lautet. Die kinetische Energie der rotierenden Welle Ty, kann in einen translatorischen
Anteil Ty 4yqns und in einen rotatorischen Anteil Tyy,o

TW = TW,trans + TVV,Tot (52)

zerlegt werden. Der translatorische Anteil ist dabei durch

1 4
TW,trans = 5@14/ (U2 + w2> dx (53)
0

gegeben. Damit der rotatorische Anteil Ty, der kinetischen Energie in einem Haupt-
achsensystem des Rotors mit einer konstanten Tragheitsmatrix ausgewertet werden kann,
miissen die Winkelgeschwindigkeiten we, w, und we in einem korperfesten Koordinatensy-
stem (&, 7, () vorliegen, die dann beispielsweise durch Kardan-Winkel ausgedriickt werden
(vgl. Abbildung 5.2). Demnach wird fir den rotatorischen Anteil der Ausdruck

1
Twrot = 5@/0 (Ipwg2 + [w?? + Iwg) dx (5.4)

erhalten, worin [ = %R‘l das radiale Flachentragheitsmoment und I, = 2I das pola-
re Flachentrédgheitsmoment fiir einen kreisrunden Balkenquerschnitt bezeichnen. Daneben

Abbildung 5.2: Rotorscheibe mit infinitesimaler Breite dzx.

werden die kleinen Neigungswinkel ¢ < 1, 6 < 1 des deformierten Balkens gegeniiber der
horizontalen y- sowie der vertikalen z-Achse durch

Y =—-w, und 60=uv, (5.5)

'Der Schwerpunkt des Rotors wird hier in seinem geometrischen Mittelpunkt angesetzt. Somit wird
zunéchst keine Massenexzentrizitéit eg(z) entlang der Rotormittelachse betrachtet.
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angendhert. Der Index (), = a% bezeichnet partielle Ableitungen beziiglich der Ortskoor-
dinate x. Werden weiterhin kleine Deformationen v, < 1, w, < 1 angenommen, kann
nach Auswertung der rotatorischen Anteile Ty, im kérperfesten Koordinatensystem die
gesamte kinetische Energie Ty, der rotierenden Welle als

1 ¢ 1 ¢ ¢
Tw = 5QA/ (1’)2—|—w2)dx+§gf/ (02 +102) dx—l—g[w/ (Vptiy — Wy, ) dz + oIw?l (5.6)
0 0 0

formuliert werden. Die potentielle Energie Vi, bestehend aus den Anteilen fiir das elasti-
sche Potential sowie das Schwerepotential der Welle, ergibt sich zu

1 ¢ ¢
Viy = iEI/ (v2, +w?,) dz —/ oAgw dx . (5.7)
0 0

Die Berticksichtigung der beiden Schwimmbuchsen (Masse mp, Massentragheitsmoment
Jp) fihrt zu weiteren Anteilen

mp, . . . . JB
T = 7(9%31 + ?J%z + 21291 + 7«%2) + 7(“’%1 + %282) (5.8)
in der kinetischen Energie sowie
Vp = —mpg(zp1 + 2B2) (5.9)

in der potentiellen Energie, wobei die Koordinaten ypz1, 251, Y2, 252 die horizontalen bzw.
vertikalen Auslenkungen der Buchsen an den beiden Lagerstellen ¢; und ¢, bezeichnen. Die
virtuelle Arbeit W der potentiallosen Kréfte setzt sich aus den Anteilen der nichtlinearen
Lagerkréfte und der Unwucht zusammen:

SW = 6Wy + oWy, (5.10)

wenn Dampfungseinfliisse erst spéter eingearbeitet werden. Der Anteil der nichtlinearen
Lagerkréfte ist gegeben durch

(SWL = Fyli 5U(£1) + lez’ (511](51) -+ FyQi (51](62) + Fzgi 5w(€2)
+ (Fyia — Fri)oys + (Foia — F21i)021 + (Fy2a — Fi2i)0ype + (Faoa — Fl2i)02p2
+ 27T(M1a — Mli)(;SOBl —f- 27T(M21‘ — MQG)CSQDBQ . (511)

Die nichtlinearen Lagerkrafte Fi;, F.1;, Fy2, F.o; infolge des inneren Schmierfilms sind
jeweils von den Auslenkungen und Geschwindigkeiten sowohl des Balkens (an den Lager-
stellen ¢; bzw. {5) als auch der entsprechenden Buchse abhéngig. Die Kréfte F14, Fl14, Fy2q,
F.9, sind nur Funktionen der Zustandsgrofien der jeweiligen Buchse. Die Lagerkréfte wer-
den wiederum nach der Kurzlagertheorie berechnet, wahrend sich die inneren und dufleren
Reibmomente My;, My, bzw. My, Ms, der beiden Lagerstellen nach den in (4.26) ange-
gebenen Formeln ergeben. Die Berticksichtigung einer Unwucht wird hier in der virtuellen
Arbeit?

¢
Wy = QA(,UQ/O es(x)(sin(wt + ¢(x))ov + cos(wt + gp(m))dw)dx , (5.12)

2 Alternativ dazu kann die Unwuchtverteilung auch in der kinetischen Energie Ty der rotierenden Welle
berticksichtigt werden, wenn sich die darin auftretenden Geschwindigkeiten nicht auf den geometrischen
Mittelpunkt sondern auf den Schwerpunkt der Welle beziehen.
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vorgenommen, wobei eg(z) die Verteilung der Massenexzentrizitét entlang der Rotations-
achse darstellt. Der zugehorige Phasenwinkel p(z) gibt die Orientierung der Unwucht auf
dem Rotor an und wird im Folgenden vernachlassigt (¢(x) = 0).

Nach Einsetzen der kinetischen Energien (5.6), (5.8), der potentiellen Energien (5.7), (5.9)
sowie der virtuellen Arbeit (5.10) in das Prinzip von Hamilton (5.1) kann mittels eines
gemischten Ritz-Ansatzes der Form

O(x,t) =@ (x)qu(t),  w(x,t) =@ (z)qu(t) mit  q(t) = [at), qut)]" (5.13)

das daraus folgende Variationsproblem zur Bestimmung der Nédherungslosungen fiir die
horizontalen Verschiebungen o(x, t) sowie fiir die vertikalen Verschiebungen w(z, t) for-
muliert werden (siehe beispielsweise [50, 81, 121]).

Demzufolge wird zur nédherungsweisen Beschreibung des dynamischen Systemverhaltens
das gekoppelte, nichtlineare System gewohnlicher Differentialgleichungen erhalten, das sich
aus den Gleichungen fiir die rotierende Welle in den modalen Koordinaten q

Mg+ D+G)a+Kag=F +F,+F, +Fy (5.14a)

sowie fiir die beiden Buchsen an den Lagerstellen ¢; und ¢, (statische Buchsenlast Wy =
mpgpg )

mp s = Fa(ys1, U1, 281, 281, wp1) — Fyri(q, 4, yB1, Ys1, 281, 281, WB1) (5.14b

mp ip1 = Wp + F.1a(yB1, UB1, 281, 281, WB1) — F214(q, 4, YB1, UB1, 2B1, ZB1, WB1) , (5.14C

Jpwpr = Mli(qa 4, Y1, ZBlaWBl) - Mla(yBl, ZB17wBl) ) (5-14d

mp 2 = Fyoa(Yp2, UB2, B2, 282, WB2) — Fy2i(aA, 4, Y2, UB2, 2B2, £B2, WB2) (

mp 2y = Wp + Fl0a(yYB2, UB2, 2B2, B2, Wp2) — Fe2i(q, 4, Y2, B2, 2B2, B2, Wp2) , (5.14f

Jpwpa = Mai(q,d, B2, 2B2, wB2) — Maa(YB2, 282, Wn2) (5.14¢
zusammensetzt. Die Komponenten der symmetrischen Massenmatrix M, der schiefsym-

metrischen gyroskopischen Matrix G sowie der symmetrischen Steifigkeitsmatrix K sind
zeitlich konstant und kénnen durch die Beziehungen

J®®T do 0 e, @,  do 0
M = oA I
e < 0 fleeTdr ) ¢ 0 e, dr )
0 fe,®," dz
G = 20l 0 Faww 1
¢ “’( —le,®,  dx 0 ) ’ (5.15)
J®,,®,," dr 0

K=FEI

( 0 Ji®,,®,, " do

bestimmt werden. Die Dampfungsmatrix D in der Bewegungsgleichung (5.14a) kann nach-
traglich iiber

D =a,M (5.16)

angendhert werden, wenn die Bequemlichkeitshypothese bzw. eine Rayleigh-Dampfung
vorausgesetzt wird, vgl. [4]. Der Dampfungskoeffizient «, gibt den Anteil der massen-
proportionalen Dampfung im System an und stellt die Einfliisse der &ufleren dissipativen
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Kréfte dar. Dagegen wird die Materialddmpfung in den nachfolgenden Untersuchungen
vernachlassigt. Die gyroskopische Matrix G beriicksichtigt im Gegensatz zu der ebenfalls
geschwindigkeitsproportionalen Dampfungsmatrix D nur energieneutrale Kréfte. Im vor-
liegenden Fall handelt es sich um die Kreiselwirkungen. Erwahnenswert bleibt, dass sich
bei einer Linearisierung der Lagerkrifte F; bzw. Fy sowohl zirkulatorische Anteile in der
Steifigkeitsmatrix K als auch weitere symmetrische Anteile in der Démpfungsmatrix D
ergeben. Dagegen konnen die auf der rechten Seite von (5.14a) gegebenen Vektoren fiir die
Gewichts-, Unwucht- und Lagerkrafte auf die rotierende Welle tiber

_ 0 _ o [ sinwt fyes(x) @(x) du
Fo = 0dg ( Jo ®(x)dx ) fo = el ( coswt [y ei(x) ®(z) do ) ’

F, — ylz(q d,YB1,YB1, ZB1, ZBthl) ‘I’(»’U = 51) (5 17)
Fai(4,4,Y81,YB1, 281, 2B1,WwB1) (e =01) |’ '
F, — Fyoi(d, 4, YB2, U2, 282, B2, wp2) ®(x = {3)
221( qayB27yB27ZBQ7ZB27WB2> ¢’(96 = 42)

ermittelt werden.

Zwecks einer systematischen Stabilitdtsuntersuchung ist es wiederum sinnvoll, eine Reduk-
tion der Modellparameter vorzunehmen. Durch erneute Einfithrung der dimensionslosen
Zeit 7 = wt, der dimensionslosen Ortskoordinate ¥ = 7, der auf das innere radiale La-
gerspiel C; bezogenen Auslenkungen des Rotors g = C%q sowie der beiden Buchsendreh-
zahlverhéltnisse (2p; = wwﬂ konnen die Bewegungsgleichungen (5.14) in die dimensionslose
Form

_ 1 ,- _ 1 — 1 -
w02 (MI + 4192MH) q’+ (D + 5@%92 G) q + T Kq= S (fi + £2) + £, + 0%y,
(5.18a)
BT S‘A?’(Sn QO AT Trs. T Zrs. T Qs
:uw yB] — Mma 7 fy]a(yB]7yB]7ZBj7ZB]7 B]) fy]l(qaq7yB]7yBjazB]asza Bj) )
(5.18b)
21 S A357 0 — = - - = 70
:uw ZB] ,u+ mi ’}/ fzya(yBj7yB]7'ZB]7'ZB]7 Bj) fzji(q7q7yBj7yBj7ZBj7ZBj7 Bj) )
(5.18c¢)
2 - Q no3A Qg
Dy, = s - bi _ 1 2 mit j=1,2 (5.18d)
1—¢3 LRV

iiberfithrt werden, wobei zur abkiirzenden Schreibweise die Gleichungen der beiden Buch-
sen nur fiir eine allgemeine Lagerstelle ¢; (j = 1,2) aufgefithrt sind. Die Masse des Kon-
tinuumsrotors ist hier durch m = pA{ gegeben, so dass nachfolgend abermals von einer
statischen Last W = mg ausgegangen werden kann. Der reziproke Lastparameter ¢ und
die dimensionslose Rotordrehzahl w bleiben gegeniiber der Modellierung als Laval-Rotor
unverandert:

g = = - = —_— W. .
o 4CH/mCW’ W
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AuBerdem werden zur Beschreibung der rotierenden Welle noch zwei weitere dimensionslose
Parameter

We 1D,

= —— - -7t
EIC;’ 2/

(5.20)

verwendet. Die Nachgiebigkeit des Balkens wird im Parameter I' berticksichtigt, welcher im
Gegensatz zu I in (4.27) nur eine charakteristische Grofe fir die auf das innere Lagerspiel
C; bezogene statische Durchbiegung infolge des Eigengewichts darstellt. Beim im vorhe-
rigen Kapitel untersuchten Laval-Rotor wird durch die Nachgiebigkeit I'y die tatsachliche
statische Durchbiegung des Rotors angegeben. Der Schlankheitsgrad ¢ des Balkens beein-
flusst hier nur die gyroskopischen Effekte und hat keine Auswirkung auf die Rotorsteifig-
keit. Da sich die Annahmen bei der Modellierung der Schwimmbuchse im Vergleich zum
Laval-Rotor nicht geéndert haben, kénnen die vormals in (4.29) bzw. (4.33) definierten
dimensionslosen Grolen pu, v, d, A, 7 und v beibehalten werden. Nach Einfiithrung von
(-.)z = (... fiir die Ableitungen nach der dimensionslosen Ortskoordinate Z lauten die
entsprechenden Systemmatrizen My, My, G, D und K mit konstanten Komponenten im
dimensionslosen Fall

. 0 fyeeTdr )’ TN 0 fy @:®:"dz )
G = 0 Jo ®:®;" dz - [ 1 -
“ ( - fol ;0" dz 0 , D=aaw (MI + 119 MII> ) (5.21)
K = fol b, P, dT 0
N 0 fol &P’ dz )
worin

C
Qg = (| — Qg 5.22
Vs (5.22)

den dimensionslosen Koeffizienten in der Dampfungsmatrix D bezeichnet. Die dimensi-
onslose Formulierung der Gewichts-, Unwucht- und Lagerkrifte ergibt die entsprechenden
Kraftvektoren auf der rechten Seite von (5.18a) in der Form

f :( 0 ) £ :<Sin7folp(f)<1>(:f)d£>
7 ff@(z)dz ) Y cosT [y p(z) ®(z)dz )

= =/ = =3 >l = 45 (523>
f. — < fyji(qaqayijyBjaszaszagBj) (I)( = Z) ) mit ]: 1.9
! fzji<Q7q,7gBj7gE§j7ZBja'éé%jaQBj) @(7 - %) ,
worin die dimensionslose Unwuchtverteilung
_ es(Z)
= 5.24
7)) =—5 (5.24)

die auf das innere Lagerspiel C; normierte Verteilung der Massenexzentrizitit eg(x) wie-
dergibt.

Beziiglich der Rotorunwucht stellen mogliche Szenarien entweder eine kontinuierliche Ver-
teilung der Unwucht entlang der Rotorachse oder eine konzentrierte Positionierung an einer
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oder mehreren Stellen dar. Bei Betrachtung eines starren Rotors kann lediglich zwischen
statischer und dynamischer Unwucht unterschieden werden. Dagegen ist fiir flexible Roto-
ren zusatzlich zu beriicksichtigen, an welcher Stelle des Rotors eine Unwucht vorhanden
ist. Da die Unwuchtverteilung durch eine kontinuierlich verteilte Grole entlang der Rota-
tionsachse modelliert wird, ist eine Reduktion der moglichen Verteilungsfille auf eine fiir
die numerische Untersuchung geeignete Anzahl vorzunehmen. Die kontinuierlich verteilte
Unwucht wird im Rahmen dieser Arbeit auf eine konzentrierte Verteilung reduziert. Hier-
bei werden zwei mogliche Szenarien (vgl. Abbildung 5.3) angenommen, die folgendermaflen
interpretiert werden kénnen:

e In der horizontalen Schwerpunktslage x = g bzw. x = % des Rotors greift eine duflere
drehzahlharmonische Kraft an, die einer Unwucht der Grofle Usg = megy bzw. pg
entspricht.

e An den Enden des Rotors © = 0 bzw. £ = 0 und =z = ¢ bzw. = = 1 greifen zwei
gegenldufige auflere drehzahlharmonische Kréfte an, die jeweils einer Unwucht der
Grofle %Uso = %meso bzw. £ entsprechen.

Bei dieser Vorgehensweise handelt es sich um ein iibliches Verfahren, um die Laufstabi-
litdt gleitgelagerter Rotoren zu gewéhrleisteten. In der Praxis werden dann zusétzliche
Unwuchtmassen am Rotor angebracht.

Folglich ergibt sich fiir den gleichldufigen (GL) bzw. gegenldufigen (GG) Fall der Unwucht
der dimensionslose Vektor f;; zu

B sinT ®(z = 1)
fucr = po ( cosT®(i = 1) (5.25)

bzw.

1 sint (®(x=0)—®(z=1))

A
1
+§|FU,GG|_ mesow
Fygrl =meso w? |fU,GLW2 = po @ 1|fU,GG|UJ e
£y 60l @* = 2 &
1 1

a) b) 3 Fucel = —gmesos”

Abbildung 5.3: Untersuchte Félle der Unwuchtverteilung mit Kennzeichnung der umlau-
fenden dimensionsbehafteten bzw. dimensionslosen Fliehkréafte: a) (Gleichlaufige) Unwucht
in der Mitte des Rotors. b) Gegenlaufige Unwuchten an den Enden des Rotors.
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Die skalare Grofle py fiir die Unwucht kann anschaulich auch als der normierte Abstand
eso/C; eines Massenpunktes m bzw. zweier Massenpunkte m/2 von der Rotationsachse
gedeutet werden, wobei hier die (tatsdchlich vernachléssigbar kleine) Masse der Unwucht
in der kinetischen Energie der rotierenden Welle nicht beriicksichtigt wird.

Fiir die nachfolgenden Stabilitdtsuntersuchungen werden als Ansatzfunktionen ® stets zwei
kegelformige Starrkérpermoden® und die ersten N Biegemoden eines frei-frei gelagerten
Bernoulli-Euler-Balkens gewahlt:

T
11—z
P(7) = cos(A17) + cosh(\ ) — Lshizcosdi (gin () 7) + sinh(A\; 7)) . (5.27)

sinh A1 —sin A1

cos(AnZ) + cosh(Anz) — % (sin(AnZ) 4 sinh(An7))

Dabei gelten fiir den zum n-ten Biegemode gehoérenden Eigenwert A, die Zahlenwerte:

™

A~ 473004, Ay & 785321, Ay & 1099561, A, ~

(2n+1) mit n=4,...,N. (5.28)
Hinsichtlich der Konvergenz der Naherungslosung wird gefordert, dass die in einem Ritz-
Ansatz oder einem Galerkin-Verfahren verwendeten Ansatzfunktionen aus der Klasse der
zuldssigen Funktionen gewihlt werden. Fiir den Ritz-Ansatz miissen daher die Ansatz-
funktionen die sogenannten wesentlichen oder geometrischen Randbedingungen erfiillen.
Auflerdem wird vorausgesetzt, dass sie m-mal stetig differenzierbar sind (das System sei
von der Ordnung 2m). Durch den systematischen Rechengang folgen aus dem Prinzip von
Hamilton die dynamischen Randbedingungen, die im Hinblick auf die Ansatzfunktionen
nicht berticksichtigt werden miissen. Da hier aufgrund der frei-frei Lagerung keine exakten
geometrischen Randbedingungen im engeren Sinn (wie beispielsweise zweiwertiges Lager,
feste Einspannung, etc.) vorliegen, werden fiir die folgenden Untersuchungen als Ansatz-
funktionen zwei konische Starrkérpermoden sowie die ersten zwei Biegemoden des ebenfalls
frei-frei gelagerten Bernoulli-Euler-Balkens angenommen. Eine grofiere Anzahl von elasti-
schen Moden beeinflusst das Ergebnis nur noch geringfiigig. Fiir den dimensionsbehafteten
Fall (5.14) konnen die gleichen Ansatzfunktionen ® aus (5.27) verwendet werden, wenn
lediglich die Ortsvariable & durch z/¢ ersetzt wird.

Die Naherungen fiir die dimensionslosen Auslenkungen des Balkens konnen letztendlich
geméf

0@, 1) =@ (@) @(r), w(z )= (2)qu(r) mit  q(r)=[@(7) an(r)]" (5.29)

berechnet werden.
Schlielich kénnen die Bewegungsgleichungen (5.18) in die dimensionslose autonome Zu-
standsform

y =F(y, T, 9, aq, p1,7,9, A, 1, v, po) (5.30)

3Eigentlich wird der tiefste Starrkérpermode des frei-frei gelagerten Bernoulli-Euler-Balkens durch eine
Konstante und der zweite durch eine lineare Funktion von x beschrieben. Jedoch ist die dquivalente
Formulierung der Ansatzfunktionen mit zwei kegelférmigen Starrkérpermoden numerisch von Vorteil.
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umgeschrieben werden, die das nichtlineare Systemverhalten im Zustandsvektor
Yy = [(_17 61/, Ys1, QIBD ZB1, ZlBl? QBb YB2; 37327 ZB2, 2/327 QB?]T

beschreibt. Im zweidimensionalen Parametervektor a sind wiederum die beiden gewéhlten
Bifurkationsparameter o = [, 0]” enthalten. Die anderen Systemparameter werden bei
den durchgefiihrten Bifurkationsanalysen festgehalten.

Zusatzlich wird im Folgenden stets von einer symmetrischen Lagerung ausgegangen. Um
die Ergebnisfiille zu beschrénken, werden weitere Einschrénkungen durch die Wahl der La-
gerstellen vorgenommen. Daher wird im Rahmen der folgenden Stabilitdtsuntersuchungen
speziell nur eine mogliche Lageranordnung betrachtet. Bei einem Rotor setzen sich die
Schwingungsformen fiir eine gegeniiber der Struktur weiche Lagerung entweder aus einer
nahezu reinen zylindrischen (translatorische) Starrkérperbewegung oder aus einer koni-
schen (kegelférmigen) Starrkérperbewegung zusammen. Je weiter nach innen die Lager
an der rotierenden Welle versetzt sind, desto wahrscheinlicher ist das Auftreten konischer
Rotormoden wie beispielsweise bei einem Turboladerrotor. Darum wird eine Lageranord-
nung ahnlich der eines Turboladerrotors gewéhlt, so dass die Lager auf beiden Seiten
jeweils um Az = 0.3 nach innen versetzt sind, wie in Abbildung 5.4 veranschaulicht ist.
Sind die Lagerstellen auflen am Rotor bei ;1 = 0 und z, = 1 angebracht, so treten ge-

Abbildung 5.4: Untersuchte Lageranordnung beim symmetrisch gelagerten Kontinuumsro-
tor.

wissermaflen nur nichtlineare Rotorschwingungen im zylindrischen Mode auf [9]. Demnach
entspricht das dynamische Schwingungsverhalten des Kontinuumrotors weitestgehend dem
des Laval-Léufers, wenn die beiden Wellennachgiebigkeiten I'y und I' zu einer vergleich-
baren statischen Durchbiegung fiihren. Der Einfluss der beim Kontinuumsrotor zusétzlich
beriicksichtigten gyroskopischen Effekte auf die nichtlinearen Schwingungen im zylindri-
schen Rotormode ist dabei vernachlassigbar klein. Dieser Fall mit auflen angebrachten
Lagern wird deshalb nicht weiter betrachtet.

Eigenschwingungen der rotierenden Welle

Fiir den Kontinuumsrotor in konventionellen Gleitlagern konnen die kritischen Drehzahlen
fiir das Auftreten sowohl von drehzahlsynchronen Resonanzen (Zwangserregung durch Un-
wucht) als auch von ,0il-whip*“-Bereichen (Selbsterregung durch Lagerkrafte) mit Hilfe von
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Campbell-Diagrammen [39] iiber die gyroskopischen Eigenfrequenzen? abgeschitzt werden.
Im Fall von Schwimmbuchsenlagern koénnen sie Aufschluss dariiber geben, welche Rotor-
schwingungsformen beim Auftreten nichtlinearer Schwingungen zu erwarten sind. Dafiir
werden beide Gleitlagerkrifte S,,;f1, Sy,ifz in (5.18a) durch isotrop linear-elastische Federn
in y- und 2-Richtung berticksichtigt, die durch dimensionslose Federsteifigkeiten der Form
k= l;:y = k, = oow angenihert werden. Dampfungseinfliisse werden dabei vernachlissigt.
Die Bewegungsgleichungen (5.18b-d) der beiden Buchsen werden der Einfachheit halber
nicht weiter betrachtet, da ihr Einfluss auf die Eigenschwingungen vernachléssighar klein
ist. Im Gegensatz zu iiblicherweise betrachteten Campbell-Diagrammen haben die hier
angenommenen Federsteifigkeiten die Besonderheit, dass sie mit steigender Rotordrehzahl
zunehmend steifer werden. Die Drehzahlabhéngigkeit der Federsteifigkeiten von hydrody-
namischen Lagern wird somit vereinfacht berticksichtigt. Folglich wirken sich die dreh-
zahlabhédngigen Federsteifigkeiten sowohl auf die kritischen Drehzahlen als auch auf die
gyroskopischen Rotoreigenformen aus [123]. Unter Beriicksichtigung der gyroskopischen
Effekte fithrt die Modalanalyse des homogenen ungedampften Rotor-Lager-Systems

S R 1 _ 1 - _ _
o* <M1 + 41921\/111) q’ + 5@%92 Gq + (r K + 000 (Kpy + KF2)> q=0 (5.31)

mit den dimensionslosen Steifigkeitsmatrizen der beiden durch isotrop linear-elastischen
Federn angenéherten Lager

- _ 4 Ti= _ 4
Kp, = ( ®(z g)(()I) (=) @(f:@)?ﬂ(f:%) ) fir j=12 (532
zu folgenden Ergebnissen (vgl. Abbildung 5.5): Die im Stillstand doppelt vorkommen-
den Eigenfrequenzen® des Rotors spalten sich unter dem Einfluss der Kreiselwirkung bei
steigender Drehzahl in einen gleichlaufigen und gegenldufigen Ast auf. Infolge der Kopp-
lung durch die gyroskopischen Krafte werden aus den im Stillstand unabhéngigen Eigen-
schwingungsformen in den beiden zueinander orthogonalen Ebenen zwei Drehbewegungen,
die im Sinne (Gleichlauf) oder im Gegensinne (Gegenlauf) zur Rotordrehung mit @ bzw.
w verlaufen. Aufgrund der reellen Darstellung® des Schwingungsproblems (5.31) werden
stets konjugiert komplexe Eigenwertpaare erhalten, die anhand der zugehorigen Eigen-
vektoren in Gleichlauf- und Gegenlaufschwingungen unterschieden werden. Bei geringen
Rotordrehzahlen @ sind fiir die gewahlten Parameter die Lager weich und die Eigenfre-
quenzen der konischen Schwingungsform im Gleichlauf (durchgezogene Linien) sowie im
Gegenlauf (strichlierte Linien) sind niedriger als die der zylindrischen Schwingungsform des
Rotors. Die folgenden linearen Stabilitdtsanalysen zeigen, dass aus dem Stabilitatsverlust
der Gleichgewichtslage iiberwiegend selbsterregte Schwingungen in der konischen Rotor-
schwingungsform resultieren. Wie in Abbildung 5.5 veranschaulicht, handelt es sich bei

4Die gyroskopischen Eigenfrequenzen bzw. gyroskopischen Eigenformen (Moden) bezeichnen im Fol-
genden das drehzahlabhéngige Eigenschwingungsverhalten unter Beriicksichtigung gyroskopischer Effekte.

5In der hier gewihlten dimensionslosen Notation der Bewegungsgleichungen des Kontinuumsrotors sind
die Eigenschwingungen fiir den Stillstand w = 0 nicht definiert. Bei einer dquivalenten dimensionsbehafte-
ten Formulierung ergeben sich fiir w = 0 jeweils zwei gleichfrequente zueinander orthogonale unabhéngige
Eigenschwingungen. Im Folgenden wird sich bei Stillstand stets auf den dimensionsbehafteten Fall bezogen.

6In einer komplexen Schreibweise der raumfesten Koordinaten T = q; + j gy erfolgt die Unterscheidung
der Eigenschwingungen in Gleichlauf und Gegenlauf mittels des Vorzeichens der imagindren Eigenwerte
des zugehorigen komplexen Differentialgleichungssystems.
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Abbildung 5.5: Campbell-Diagramm fiir die ersten zwei gyroskopischen Rotoreigenformen
(Moden) des Kontinuumrotors (oo = 15.0, I' = 16.0, ¥ = 0.05, a, = 0.0) in isotrop
linear-elastischer Lagerung mit drehzahlabhiangigen Federsteifigkeiten k = oyw.

den Schwingungsformen um nahezu konische bzw. zylindrische ,Starrkérpermoden® mit
vernachlédssigharen Biegeanteilen, die sich mit steigender Drehzahl und damit zunehmen-
der Lagersteifigkeit immer mehr in die entsprechenden Rotorbiegeeigenformen umwandeln.
In der Folge wird daher von sogenannten degenerierten ,Starrkérpermoden® gesprochen,
da sich die Biegemoden gewissermafien aus den entsprechenden ,Starrkérpermoden® ent-
wickeln. Des Weiteren steigen die gyroskopischen Eigenfrequenzen der degenerierten koni-
schen Rotoreigenform derart an, dass sie bei hoheren Drehzahlen iiber denen der zylindri-
schen Rotoreigenform liegen.

Die Schnittpunkte der Winkelhalbierenden w., = w, welche die drehzahlsynchrone Anre-
gung der Unwucht darstellt, mit den Eigenfrequenzkurven der gyroskopischen Rotoreigen-
formen im Gleichlauf ergeben néherungsweise die kritischen Drehzahlen, bei denen eine
drehzahlsynchrone (nichtlineare) Resonanz auftritt. Im Fall von linearen rotationssymme-
trischen Rotorsystemen bewirken nur die Rotoreigenformen im Gleichlauf eine Resonanz
mit der Unwuchterregung (siehe beispielsweise [59, 63, 64, 91]). Die Resonanz mit den
Gegenlaufschwingungen tritt dabei nicht auf und wird daher auch als Scheinresonanz be-
zeichnet. Demzufolge konnen bei Annahme kreissymmetrischer periodischer Losungen in-
folge Unwucht die rotationssymmetrischen Bewegungsgleichungen des Kontinuumsrotors
stets linearisiert werden, so dass bei konventionellen Gleitlagern im Allgemeinen von ei-
ner Unwuchtanregung der gleichldufigen Rotoreigenformen ausgegangen werden kann. Die
Frequenz der selbsterregten bzw. subsynchronen Schwingungen im ,oil-whirl“-Bereichen
kann wieder naherungsweise als die Hélfte der Rotordrehzahl we, = %(D angenomien wer-
den. Damit folgen aus den Schnittpunkten dieser Anregung mit den Eigenfrequenzen im
Gleichlauf ungefihr die Rotordrehzahlen, bei denen ein Ubergang vom ,0il-whirl“- in den
,oil-whip*“-Bereich stattfindet.
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Abermals bleibt anzumerken, dass die aus dem Campbell-Diagramm erhaltenen kri-
tischen Drehzahlen nur Naherungen darstellen. Fiir eine genaue Bestimmung dieser
Drehzahlen miissen eigentlich die nichtlinearen Eigenschaften der Lagerkréfte vollstandig
beriicksichtigt werden. Auflerdem kann nur tber eine lineare Stabilitdtsanalyse die li-
neare kritische Drehzahl @, des ideal ausgewuchteten Rotors bestimmt werden, die
den Beginn des ,oil-whirl“-Bereichs definiert. Zusétzlich zu den beiden degenerierten
Starrkérpermoden existieren hohere Biegemoden mit zugehorigen Eigenfrequenzen .,
des linearisierten Rotor-Lager-Systems (5.31), die jedoch bei den folgenden nichtlinearen
Bifurkationsanalysen nicht beobachtet werden, da sie erst bei sehr hohen und somit fiir
den Rotorbetrieb nicht mehr relevanten Drehzahlen auftreten. Aus diesem Grund werden
sie hier nicht naher diskutiert.

5.2 Kontinuumsrotor in konventionellen Gleitlagern

Bevor das Stabilitats- und Bifurkationsverhalten des Kontinuumsrotors in Schwimmbuch-
senlagern ausfithrlich untersucht wird, wird zunéchst auf den Sonderfall (C, — 0 bzw.
~v — 0) von konventionellen Gleitlagern mit einem einzigen Schmierfilm (,0il-whirl“ bzw.
,0il-whip®) néher eingegangen. Im Folgenden ist die Bewegungsgleichung des symme-
trisch gelagerten Kontinuumsrotors dann durch (5.18a) gegeben, wihrend die Gleichungen
(5.18b-d) der beiden Buchsen aufgrund des Vorhandenseins eines Schmierfilms sowie einer
starren, unverschieblichen Lagerschale nicht berticksichtigt werden miissen. Folglich bezie-
hen sich die fiir den allgemeinen Fall von Schwimmbuchsenlagern hergeleiteten Grofien des
inneren Schmierfilms auf den hier einzigen Schmierfilm zwischen Welle und Lagerschale.
Dabei wird auf eine Indizierung wie beim Schwimmbuchsenlager mit (); verzichtet. Die nu-
merischen Untersuchungen kénnen nun in Abhéngigkeit der fiinf dimensionslosen Groéfien
o, w, I', ¥, a, und einer vorgegebenen Unwuchtverteilung mit der Gréfle py durchgefiihrt
werden. Wie zuvor beim Laval-Rotor werden zuerst die dynamischen Eigenschaften des
ideal ausgewuchteten Rotors analysiert. Danach wird der Einfluss der Unwucht auf das
nichtlineare globale Losungsverhalten diskutiert.

5.2.1 Lineare Stabilitdtsanalyse

Die in einer linearen Stabilitatsanalyse ermittelten Grenzdrehzahlen w., kennzeichnen
den Beginn der ,oil-whirl“-Schwingungen (selbsterregten Schwingungen) des ideal ausge-
wuchteten Rotors (pg = 0). Die Vorgehensweise ist hierbei identisch zu der fiir den im
vorherigen Kapitel untersuchten Laval-Rotor, so dass nachfolgend nicht mehr auf alle Ein-
zelheiten detailliert eingegangen wird. Zur Durchfiihrung einer linearen Stabilitédtsanalyse
wird die Bewegungsgleichung (5.18a) linearisiert, indem wiederum kleine Stérungen Aq
um die stationiare Ruhelage qo angenommen werden:

d = do + Aq. (5.33)

Die Gleichgewichtslage gy kann fiir identische modifizierte Sommerfeldzahlen S, beider
Lager aus dem folgenden nichtlinearen Gleichungssystem

K o = Sm (£f1(G0,@" = 0) + £5(qo. @ = 0)) + £, (5.34)
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bestimmt werden, das aus der Bewegungsgleichung (5.18a) fir verschwindende Geschwin-
digkeiten @ = 0 sowie Beschleunigungen q@” = 0 folgt. Die stationidre Ruhelage der rotie-
renden Welle an den beiden Lagerstellen ¢; ist nur abhéngig von der modifizierten Som-
merfeldzahl S,, und kann wiederum durch (4.11) sowie (4.12) beschrieben werden (vgl.
Abbildung 4.8). Dabei stellt sich im vorliegenden Fall eines symmetrisch gelagerten Ro-
tors fiir beide Lagerstellen die gleiche stationare Ruhelage ein. Demzufolge ergibt sich als
Gleichgewichtslage eine um die horizontale Lage © = % achsensymmetrische (rein trans-
latorische) Absenkung des Rotors, die mit einer Verbiegung durch das Rotoreigengewicht
iiberlagert wird. Schliefllich besitzen die linearisierten Bewegungsgleichungen um die Ru-
helage qp die Form

- 1 5= _ 1 _ _ _

I (MI + 41921\411) AG' + (D S5 G+ (D + D2)> AF

1 B ~ ~ - (5.35)
+(FK+Sm(K1+K2+N1+N2)> AG=0,

wobei mit Hilfe der Abkiirzung

i 2]

7 7

die symmetrische (dimensionslose) Dampfungsmatrix der beiden um die Gleichgewichtslage

qo linearisierten Lagerkrafte durch

_ d, <I> d, <I>
D' yyj yz] f ; 1 2 )
; ( a. <I> Q. <I> > ur  j ; (5.36)

gegeben ist. Die Gesamtsteifigkeitsmatrix der linearisierten Krafte beider Gleitlager setzt
sich aus symmetrischen Anteilen K; und zirkulatorischen (schiefsymmetrischen) Anteilen
N, zusammen:

b, =@(z=2)0"(z=

_ s & (ko + Fuy) B, )

R,= (. M@ oW+ F und (5.37)
’ ( %(kyzy' + kzyj) P, ke (I’J

- 0 Lkyoj — ko) @ ) L

N. = _ - L 2NwE s R R fir j=1,2. (5.38)
’ ( _%(kyZJ' — kays) ®; 0

Dabei sind die dimensionslosen Steifigkeitskoeffizienten /_cyy], /;:yzj, l_czy], /_czzj und Dampfungs-
koeffizienten dyy7 dyzj, d.. in Abhéngigkeit der relativen Lagerexentrizititen €o; im Anhang
(B.1) bzw. (B.2) aufgefithrt. Im Fall eines symmetrisch gelagerten Rotors ergeben sich
fiir den Gleichgewichtsfall (g9; = £g2) somit die identischen Steifigkeits- und Dampfungs-
koeffizienten an beiden Lagerstellen ¢;.

Wie schon fiir den Laval-Laufer ausfithrlich gezeigt, kann die Stabilitdt der Gleichge-
wichtslage qq iiber die Realteile der Eigenwerte X des linearisierten Differentialgleichungs-
systems (5.35) beurteilt werden. AuBerdem wird die stationdre Ruhelage wiederum in-
folge einer Hopf-Bifurkation (,,Flatterinstabilitdt durch die zirkulatorischen Anteile Nj
der Gleitlagerkréfte) instabil. Abbildung 5.6 zeigt die beiden kritischen Eigenwertpaare in
Abhéngigkeit des reziproken Lastparameters o sowie der dimensionslosen Winkelgeschwin-
digkeit w, welche die lineare Stabilitdtsgrenze bilden konnen und damit die lineare kriti-
sche Drehzahl @, j;,, bestimmen. Zusétzlich sind die zugehérigen Frequenzverhéltnisse (Ima-
gindrteile Q. i kon bZW. Qe jin. 2y der kritischen Eigenwertpaare an der Stabilitiatsgrenze) ab-
gebildet. An der linearen Stabilitatsgrenze ist die Rotorschwingungsform entweder haupt-
sdchlich durch eine konische oder zylindrische ,Starrkérperbewegung” (Index ()gon bzw.
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Abbildung 5.6: Stabilitatskarte fiir die stationare Ruhelage des Kontinuumsrotors in kon-
ventionellen Gleitlagern (I' = 16.0, ¥ = 0.05, a, = 0.1): a) Kritische Eigenwertpaare
(Hopf-Kurven). b) Zugehorige Frequenzverhéltnisse.

()241) im Gleichlauf gegeben. Demzufolge entsprechen die entstehenden Rotorschwingungs-
formen dem Fall von weichen Lagern im vorab diskutierten Campbell-Diagramm aus Ab-
bildung 5.5. Hopf-Bifurkationen, bei denen sich Rotormoden im reinen Gegenlauf einstel-
len, sind nicht zu beobachten. Fiir geringe Werte von ¢ wird die lineare Stabilitdtsgrenze
durch die Hopf-Kurve £3€ i, .,u des zylindrischen Rotormodes definiert, wahrend bei
hoheren Werten von o das kritische Eigenwertpaar 7€ jin kon des konischen Rotormodes
fiir den Stabilitatsverlust der Gleichgewichtslage verantwortlich ist. Damit ergibt sich fiir
eine hohere statische Last des Rotors bzw. fiir geringe Werte von o eine grofiere Biege-
belastung, bei der der Rotor eher zu einer Instabilitit der zylindrischen Schwingungsform
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Abbildung 5.7: Stabilitdtskarte fiir die stationdre Ruhelage des Kontinuumsrotors in kon-
ventionellen Gleitlagern (I' = 16.0, a, = 0.1): Einfluss des Schlankheitsgrads 4.
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neigt. Dariiber hinaus ist erwdhnenswert, dass aus dem Schnittpunkt der beiden Hopf-
Kurven £5Q¢ jin kon, und £75Q¢ 1in - eine Hopf-Hopf-Bifurkation folgt, aus der eine Moden-
interaktion der konischen und zylindrischen Rotorschwingungen im instabilen Bereich der
stationaren Ruhelage resultieren kann. Demnach kann bei einer erweiterten Rotormodellie-
rung (zylindrische bzw. konische Bewegungsformen) das Phanomen der Modeninteraktion
nicht nur bei Schwimmbuchsenlager auftreten, sondern auch bei Gleitlagern mit einem
Schmierfilm.

Im Gegensatz zum Laval-Rotor werden beim hier modellierten Kontinuumsrotor zuséatzlich
die gyroskopischen Effekte berticksichtigt, deren Ausmafl durch den Schlankheitsgrad ¢
vorgegeben werden kann. Wie aus Abbildung 5.7 ersichtlich ist, fithren grofiere Werte des
Parameters ¢ zu einer leichten Zunahme der linearen kritischen Drehzahlen sowohl fiir die
konische als auch fiir die zylindrische Rotorschwingungsform. Deshalb haben die gyrosko-
pischen Effekte einen stabilisierenden Einfluss hinsichtlich der linearen Stabilitédtsgrenze.

5.2.2 Stabilitidts- und Bifurkationsverhalten
Ideal ausgewuchteter Rotor

Um die selbsterregten Schwingungen samt des Ubergangs vom ,oil-whirl“- in den ,oil-
whip“-Bereich darzustellen, ist zunéchst die Betrachtung des ideal ausgewuchteten Konti-
nuumsrotors (py = 0) ausreichend. In den nachfolgenden Bifurkationsdiagrammen dieses
Kapitels werden stets die lokalen Maxima und Minima w(z = 0/z = 1, @’ = 0) der verti-
kalen Verschiebungen an den Enden der rotierenden Welle gegeniiber der dimensionslosen
Rotordrehzahl w fiir ansonsten feste Parameterwerte aufgetragen.

Abbildung 5.8 zeigt die Ergebnisse einer Bifurkationsanalyse des gleitgelagerten Konti-
nuumsrotors im niederen Drehzahlbereich. Fiir sehr geringe Rotordrehzahlen w ist die
Gleichgewichtslage des Rotor-Lager-Systems stabil, bis sie mittels einer subkritischen
Hopf-Bifurkation in den ,oil-whirl“-Bereich der konischen Rotorschwingungen im Gleich-
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Abbildung 5.8: Bifurkationsanalyse des Kontinuumsrotors in konventionellen Gleitlagern
im Bereich der beiden Hopf-Bifurkationen (¢ = 5.0, I' = 16.0, ¥ = 0.05, a, = 0.1):
a) Bifurkationsdiagramm. b) Wellenorbits bei w = 3.0.
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lauf verzweigt. Die Pfeile in Abbildung 5.8 deuten auf die Amplitudenspriinge beim
quasi-stationdren Hoch- und Herunterfahren der Rotordrehzahl. Dagegen findet hier bei
einer weiteren Drehzahlerh6hung eine zweite subkritische Hopf-Bifurkation statt, bei der
die Gleichgewichtslage weiterhin instabil bleibt. Infolge dieser Hopf-Bifurkation entstehen
trotz eines weiteren Sattelknotens iiber den betrachteten Drehzahlbereich durchgangig
instabile Grenzzyklen, die einer zylindrischen Rotorschwingungsform im Gleichlauf zuzu-
ordnen sind. Daneben sind in Abbildung 5.8b) die zugehorigen Wellenorbits bei w = 3.0
der beiden Rotorschwingungsformen veranschaulicht.

Fiir héhere Rotordrehzahlen ist das Bifurkationsdiagramm der gleitgelagerten Welle in Ab-
bildung 5.9 gegeben, die den Ubergang vom ,,0il-whirl“- in den ,,0il-whip*“-Bereich fiir beide
Rotorschwingungsformen verdeutlicht. Im ,0il-whirl“-Bereich stellen sich nahezu konische
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Abbildung 5.9: Bifurkationsanalyse des Kontinuumsrotors in konventionellen Gleitlagern
(0 =5.0, T =16.0, ¥ = 0.05, &, = 0.1) wihrend des Ubergangs vom ,,0il-whirl“- in den
,oil-whip“-Bereich: a) Bifurkationsdiagramm. b) Frequenzverhéltnisse.

bzw. zylindrische Starrkoérpermoden ein, wobei mit zunehmender Drehzahl nur eine ge-
ringfligige Erhohung der Schwingungsamplituden zu beobachten ist. Damit setzen sich die
Rotorschwingungen im gesamten ,o0il-whirl“-Bereich iiberwiegend aus dem entsprechen-
den Starrkorpermode zusammen. Dartiber hinaus betragt deren subsynchrone Frequenz
ungefahr die Hélfte der Rotordrehzahl (Qg,, ~ 0.5). Wenn dann bei einer weiteren Dreh-
zahlsteigerung die subsynchrone Frequenz der selbsterregten Schwingungen eine Figenfre-
quenz des gelagerten Rotors erreicht, resultiert aus der ,Selbstanregung” des zugehorigen
Rotormodes eine rasante Erhohung der Schwingungsamplituden. Dabei findet ein stetiger
Ubergang von den ,Starrkérpermoden® zu den entsprechenden Biegemoden bzw. degene-
rierten ,Starrkérpermoden” statt, wie anhand des Campbell-Diagramms in Abbildung 5.5
erlautert wird. Ferner deutet der Abfall der Frequenzverhéltnisse (), in Abbildung 5.9b)
auf das Erreichen des ,0il-whip“-Bereichs. Auflerdem ist zu erwidhnen, dass die Grenz-
zyklen in der (degenerierten) zylindrischen Rotorschwingungsform (Gleichlauf) tiber den
gesamten Drehzahlbereich nur instabil auftreten. Wie im folgenden Abschnitt gezeigt wird,
kann beispielsweise bei einer passenden Unwuchtverteilung zur Rotorschwingungsform die-
se instabile Grundlosung ebenfalls stabil und damit wichtig werden. Anzumerken bleibt,
dass das Campbell-Diagramm mit den vereinfachten Lagereigenschaften eine ziemlich gute
Vorhersage fiir das Auftreten von ,0il-whip“-Schwingungen liefert.
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Der Einfluss des Schlankheitsparameters ¢ auf das nichtlineare Schwingungsverhalten wird
hierbei nicht naher betrachtet, da sie den ,o0il-whirl“-Bereich nahezu nicht beeinflussen
(vgl. [9]). Jedoch fithren stéarkere gyroskopische Effekte zur Erhohung der Eigenfrequenzen
(Gleichlauf) des Rotor-Lager-Systems, weshalb mit zunehmendem Schlankheitsparameter
¥ der ,oil-whip“-Bereich bei héheren Drehzahlen auftritt.

Einfluss der Unwucht

Um den Einfluss der Unwucht auf die ,oil-whirl“- und ,oil-whip“-Schwingungen des
gleitgelagerten Kontinuumsrotors sinnvoll erfassen zu kénnen, werden die in Kapitel 5.1
eingefithrten Félle einer gleich- bzw. gegenlaufigen Unwucht betrachtet (vgl. Abbildung
5.3). Fur den starren Rotor entspricht dieses Verhalten einer rein statischen bzw. rein
dynamischen Unwucht.

Fir die beiden Unwuchtfille mit dem identischen Parameter py = 0.3 sind die Bifur-
kationsdiagramme des zuvor untersuchten Kontinuumsrotors in Abbildung 5.10 darge-
stellt. Im niederen Drehzahlbereich ergeben sich fiir beide betrachtete Félle drehzahl-
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Abbildung 5.10: Bifurkationsdiagramme des Kontinuumsrotors in konventionellen Gleitla-
gern (0 = 5.0, = 16.0, ¥ = 0.05, &, = 0.1) bei Beriicksichtigung einer Unwuchtverteilung:
a) Gegenldufige Unwucht (py = 0.3). b) Gleichlaufige Unwucht (py = 0.3).
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synchrone Schwingungen infolge der Unwucht um die Gleichgewichtslage des ideal aus-
gewuchteten Rotors, wobei sich die Rotorschwingungsform entsprechend der Unwucht-
verteilung einstellt. Eine gegenlaufige (gleichlaufige) Unwuchtverteilung fithrt zu einem
konischen (zylindrischen) Rotormode im Gleichlauf. Wie schon mittels der Modalanalyse
unter Beriicksichtigung der gyroskopischen Effekte vorhergesagt, zeigt das Rotor-Lager-
System (nichtlineare) Resonanzschwingungen entsprechend der Unwuchtverteilung in der
konischen bzw. zylindrischen Rotorschwingungsform. Im Fall einer gegenldufigen Unwucht
stimmt die Resonanzkurve des gleitgelagerten Rotors mit der eines Schwingers iiberein, des-
sen Federkennlinie progressiv ist (Duffing-Schwinger). Folglich sind beim Hoch- und Herun-
terfahren der Drehzahl wiederum Sprungphanomene an den zwei zugehorigen Sattelknoten
zu beobachten, die auflerdem einen instabilen Bereich drehzahlsynchroner Schwingungen
infolge der Unwucht begrenzen. Im Vergleich zum ideal ausgewuchteten Rotor werden
die ,0il-whirl“-Schwingungen aufgrund der hoheren Unwuchtbelastung unterdriickt, bis
schliefllich eine Torus-Bifurkation in den Bereich der quasi-periodischen Losungen fiihrt.

Bei einer gegenldufigen Unwucht ist die subkritische Torus-Bifurkation fiir einen verhélt-
nisméfig weit ausgedehnten Hysterese-Bereich verantwortlich. Mit zunehmender Drehzahl
tritt schlieBlich der Ubergang von den iiber einen geringen Drehzahlbereich stabil vor-
kommenden ,,0il-whirl“- zu den ,0il-whip“-Schwingungen im degenerierten konischen Ro-
tormode auf, die sich quasi mit den drehzahlsynchronen unwuchterregten Schwingungen
iiberlagern”.

Dagegen werden bei einer gleichldufigen Unwucht an der superkritischen Torus-Bifurkation
die ,,0il-whirl“-Schwingungen geboren, die weitestgehend dem konischen ,Starrkérpermode”
zugeordnet werden konnen. Bemerkenswert ist, dass im Gegensatz zu einer gegenlaufigen
Unwucht die ,0il-whirl“-Schwingungen schon bei erheblich geringeren Drehzahlen erschei-
nen. Damit wirkt eine gegenlaufige Unwuchtverteilung eher stabilisierend hinsichtlich des
Auftretens subsynchroner Schwingungen im konischen Rotormode. Nach einer weiteren
Drehzahlerhohung werden diese subsynchronen Schwingungen instabil und der Rotor
springt in den ,0il-whip“-Bereich des (degenerierten) zylindrischen Rotormodes, der hier
von der gleichlaufigen Unwuchtverteilung angesprochen wird. Jedoch werden die ,o0il-
whip*“-Schwingungen im (degenerierten) zylindrischen Rotormode wieder instabil und der
Rotor verzweigt in den ,0il-whirl“-Bereich des konischen Rotormodes. Daraufhin folgen
nun ,,0il-whip“-Schwingungen im (degenerierten) konischen Rotormode. In Experimenten
wird das nacheinander folgende Auftreten von ,oil-whirl“ bzw. ,oil-whip“-Schwingungen
unterschiedlicher Rotormoden ebenfalls beobachtet [66]. Daher kénnen die beim ideal
ausgewuchteten Rotor berechneten instabilen Losungen genauso von Wichtigkeit sein,
wenn der Einfluss der Unwucht berticksichtigt wird. Demnach geben die Ergebnisse des
unwuchtfreien Rotors einen sehr guten Aufschluss dariiber, welche Schwingungen bzw.
Rotorschwingungsformen prinzipiell erscheinen kénnen. Je nach Unwuchtverteilung und -
groffe konnen dann einerseits gewisse Bereiche subsynchroner Schwingungen zugunsten der
unwuchterregten Schwingungen verschwinden und andererseits sich ausdehnen oder sogar
stabil werden. Die kritischen Drehzahlen fiir die Resonanzstellen kénnen nédherungsweise
iiber einen starr bzw. in sehr steifen Federn gelagerten Rotor vorausberechnet werden
(siche Abbildung 5.5).

"Das Superpositionsprinzip gilt nicht fiir nichtlineare Systeme. Trotzdem wird weiterhin im Rahmen
dieses Kapitels von einer ,,Uberlagerung” der drehzahl- mit den subsynchronen Anteilen gesprochen.
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5.3 Kontinuumsrotor in Schwimmbuchsenlagern

Aufgrund der Wahl der Lagerstellen ergeben sich fiir den gleitgelagerten Kontinuumsrotor
selbsterregte Schwingungen im zylindrischen und konischen Rotormode (Gleichlauf). Im
Gegensatz zum Laval-Rotor muss daher bei Schwimmbuchsenlagern nicht nur zwischen in-
nerem und duflerem Schmierfilm unterschieden werden, sondern auch welche Rotorschwin-
gungsform sich bei einer Instabilitat einstellen kann. Infolgedessen kénnen mit diesem recht
einfachen Balkenmodell die Grundphénomene bei hochtourigen Rotoren wie beispielsweise
Turboladerrotoren abgebildet werden.

Fir die folgenden Untersuchungen sind die Bewegungsgleichungen des symmetrisch ge-
lagerten Kontinuumsrotors in Schwimmbuchsenlagern durch (5.18) gegeben, wihrend die
angenommenen Rotor- und Lagerparameter in Tabelle 5.1 dargelegt sind. Im Vergleich

Wellennachgiebigkeit r =10
Schlankheitsgrad 9 = 0.05
AuBere Dampfung a, = 0.0
Lagerspielverhéltnis v = 14
Durchmesserverhéltnis o = 1.32
Breitenverhéltnis A = 1.0
Viskositédtsverhaltnis n = 1.0
Massen- bzw. Belastungsverhaltnis p = 0.03
Spiel-Breiten-Verhaltnis v = 0.005

Tabelle 5.1: Dimensionsloser Standardparametersatz fiir den Kontinuumsrotor in
Schwimmbuchsenlagern.

zum vorherigen Fall von Gleitlagern mit einfachem Schmierfilm wird hier ein niedrigerer
Parameter fir die Wellennachgiebigkeit (I = 1.0) gewéahlt, da gewohnlicherweise hochtou-
rige Rotoren ziemlich steif ausgelegt werden. Aulerdem werden sonstige Démpfungseffekte
(&t = 0.0) vernachlassigt. Die Parameter zur Charakterisierung des Schwimmbuchsenla-
gers bleiben gegeniiber den beim Laval-Rotor durchgefithrten Untersuchungen allesamt un-
verdndert. Nachfolgend werden zunéchst in einer linearen Stabilitdtsanalyse alle moéglichen
kritischen Eigenwertpaare analysiert und klassifiziert. Nach der Untersuchung des nichtli-
nearen Stabilitats- und Bifurkationsverhaltens des ideal ausgewuchteten Kontinuumsrotors
wird auf den Einfluss der gyroskopischen Effekte auf die nichtlineare kritische Drehzahl
naher eingegangen. Schlieflich wird das nichtlineare Losungsverhalten des unwuchtbehaf-
teten Rotors betrachtet.

5.3.1 Lineare Stabilitdtsanalyse

Die Vorgehensweise zur Bestimmung der linearen Stabilitatsgrenze erfolgt analog den
vorherigen Untersuchungen, so dass hier darauf nicht mehr im Einzelnen eingegangen
wird.

Abbildung 5.11 zeigt die kritischen Eigenwertpaare bzw. Hopf-Kurven des Kontinuumsro-
tors in Schwimmbuchsenlagern in Abhéngigkeit der beiden Bifurkationsparameter o and
w fiir die in Tabelle 5.1 gegebenen Parameterwerte. Wéhrend die Rotorschwingungsform
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Abbildung 5.11: Stabilitdatskarte fiir die stationdre Ruhelage des Kontinuumsrotors in
Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 5.1): a) Kritische Eigenwertpaare (Hopf-Kurven).
b) Zugehorige Frequenzverhaltnisse.

durch den Eigenvektor gegeben ist, kann wiederum tiber die zugehorigen Imaginérteile der
kritischen Eigenwertpaare (£, < €);) der Schmierfilm an der Stabilitatsgrenze zugeord-
net werden, der fiir die Instabilitit verantwortlich ist. Fiir geringe Werte von o wird wie
schon beim Laval-Laufer die Stabilitdatsgrenze der stationédren Ruhelage des Kontinuums-
rotors durch die beiden Hopf-Kurven £35€2 jin kon.as £782 1in,2y1,0 des duBeren Schmierfilms
bestimmt. Die Rotorschwingungsform setzt sich dabei erneut iiberwiegend aus der koni-
schen oder zylindrischen Starrkérperbewegung im Gleichlauf zusammen. Dagegen bilden
die Hopf-Kurven 50 jin kon.i, £J2 1in,zy1,; des inneren Schmierfilms (konische/zylindrische
Starrkorperbewegung im Gleichlauf) die Stabilitatsgrenze fiir hohe Lastparameter o. So-
wohl fiir den dufleren als auch inneren Schmierfilm fithrt jeweils der konische Rotormode
bei geringeren Lasten bzw. hohen o-Werten zum Stabilitdtsverlust der Gleichgewichtslage,
wie schon im Fall des Gleitlagers mit einfachem Schmierfilm festgestellt wird. Die Hopf-
Kurven der Biegeschwingungsformen des Rotors sind bei sehr viel hoheren Drehzahlen
anzutreffen. Die daraus geborenen periodischen Losungen bleiben dabei stets instabil. Aus
diesem Grund werden sie im Folgenden nicht mehr berticksichtigt.

Dariiber hinaus ist zu erwahnen, dass an jedem Schnittpunkt von zwei Hopf-Kurven eine
Hopf-Hopf-Bifurkation stattfindet. Fiir den betrachteten Parameterbereich ergeben sich
demzufolge sieben Hopf-Hopf-Bifurkationen, aus denen jeweils zwei Torus-Bifurkationen
der entsprechenden periodischen Losungen geboren werden. Nach dem Stabilitatsverlust
der Gleichgewichtslage ist damit ein hochkomplexes nichtlineares Verhalten des Rotor-
Lager-Systems zu erwarten. Infolge der groflen Anzahl an Modeninteraktionen kénnen
zum einen viele unterschiedliche quasi-periodische Losungen (,mixed-mode*-Losungen)
entstehen, bei denen jeweils eine andere Kombination von zwei Moden beteiligt ist. Zum
anderen konnen auch subkritische Torus-Bifurkationen zu Spriingen zwischen den betei-
ligten Moden fiihren.

Fiir den ideal ausgewuchteten Kontinuumsrotor in Schwimmbuchsenlagern kénnen die ent-
stehenden (selbsterregten) Schwingungen nicht nur nach der Rotorschwingungsform, son-
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dern auch nach dem die Instabilitat verursachenden Schmierfilm unterschieden werden

(vgl. Abbildung 5.12):

e 1. Subsynchrone (Sub 1): Die Hopf-Bifurkation des inneren Schmierfilms verursacht
Rotorschwingungen im gyroskopischen konischen Mode (Gleichlauf). Nach dem Sta-
bilitatsverlust entstehen weitestgehend stabile Grenzzyklen mit einer Schwingungs-
frequenz, die sich in nahezu kreisformigen Orbits um die instabil gewordene Gleich-
gewichtslage duflern.

e 2. Subsynchrone (Sub 2): Die Hopf-Bifurkation des inneren Schmierfilms verursacht
Rotorschwingungen im gyroskopischen zylindrischen Mode (Gleichlauf). Nach dem
Stabilitatsverlust entstehen wiederum weitestgehend stabile Grenzzyklen mit einer
Schwingungsfrequenz, die sich in nahezu kreisférmigen Orbits um die instabil gewor-
dene Gleichgewichtslage duflern.

e 3. Subsynchrone (Sub 3): Die Hopf-Bifurkation des dufleren Schmierfilms verur-
sacht Rotorschwingungen im gyroskopischen konischen Mode (Gleichlauf). Nach dem
Stabilitatsverlust und einer weiteren geringen Drehzahlerhohung entstehen im All-
gemeinen quasi-periodische Schwingungen mit einer weiteren Schwingungsfrequenz
gewohnlich der 1. oder 2. Subsynchronen (vgl. Kapitel 4.2), deren Amplituden jedoch
vergleichsweise gering sind. Strenggenommen tritt die 3. Subsynchrone nicht allei-
ne auf. Im Folgenden wird jedoch der Bereich der quasi-periodischen (chaotischen)
Schwingungen der 3. Subsynchronen zugeordnet, solange die Schwingungsamplituden
der anderen beteiligten Subsynchronen klein sind.

e 4. Subsynchrone (Sub 4): Die Hopf-Bifurkation des dufieren Schmierfilms verursacht
Rotorschwingungen im gyroskopischen zylindrischen Mode (Gleichlauf). Fir sehr
geringe Lastparameter o ist hier das Auftreten stabiler Schwingungen (elliptische
Orbits) in der 4. Subsynchronen {iber einen nahezu vernachlissighar kleinen Dreh-
zahlbereich moglich. Bei Turboladerrotoren konnte bisher die 4. Subsynchrone nicht
nachgewiesen werden [95].

Die durchgefiihrte Klassifizierung der subsynchronen Schwingungen erfolgt hier nach
Schweizer (z.B. [93, 95]), der ausfithrlich das Auftreten der 1., 2. und 3. Subsynchronen
sowohl im Experiment als auch in der Simulation fiir Hochldufe mit schwimmbuchsenge-
lagerten Turboladerrotoren beschreibt.
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5.3.2 Stabilitats- und Bifurkationsverhalten
Ideal ausgewuchteter Rotor

Zunéchst wird der ideal ausgewuchtete Kontinuumsrotor im Rahmen einer numerischen
Bifurkationsanalyse ndher betrachtet, um sowohl die verschiedenen Typen von subsynchro-
nen Schwingungen nach Durchschreiten der linearen kritischen Drehzahl @, ;,, als auch die
daraus resultierenden Bifurkationsszenarien darzustellen.

Fiir einen mittel belasteten Rotor ¢ = 0.5 (weitere Rotor- und Lagerparameter aus Ta-
belle 5.1) wird in Abbildung 5.13 das Bifurkationsdiagramm sowie zugehérige Orbits im
niederen Drehzahlbereich gezeigt. Die fiir sehr niedrige Rotordrehzahlen stabile Gleich-
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Abbildung 5.13: Bifurkationsanalyse des mittel belasteten Kontinuumsrotors in Schwimm-
buchsenlagern (vgl. Tabelle 5.1) fiir den Lastparameter ¢ = 0.5 im unteren Drehzahlbe-
reich, in dem die vier Subsynchronen aus den Hopf-Bifurkationen geboren werden: a) Bi-
furkationsdiagramm. b) Wellenorbits bei w = 10.0.

gewichtslage verzweigt mittels einer subkritischen Hopf-Bifurkation des &ufleren Schmier-
films bei w = 3.7 in einen stabilen Grenzzyklus der 3. Subsynchronen. Bei einer Rotor-
drehzahl von w = 4.3 findet dann eine superkritische Torus-Bifurkation der periodischen
Losungen statt, an der eine zweite inkommensurable Frequenz generiert wird. Wie spéter
ausfiihrlicher gezeigt, ist diese Torus-Bifurkation eine Folge der Modeninteraktion von der
2. und 3. Subsynchronen. Dadurch kann die an der Bifurkation entstehende zweite Frequenz
der 2. Subsynchronen zugewiesen werden und es entstehen quasi-periodische Schwingun-
gen, die wohl mit zunehmender Drehzahl noch weitere Modeninteraktionen mit anderen
Subsynchronen eingehen kénnen. Anschlielend ist chaotisches Schwingungsverhalten sehr
wahrscheinlich. Jedoch sind iiblicherweise die Amplituden der anderen beteiligten Subsyn-
chronen verhéltnisméaBig so klein, dass dieser Bereich der quasi-periodischen (chaotischen)
Schwingungen im Folgenden der 3. Subsynchronen zugeordnet wird. Dabei kann die Ro-
torschwingungsform sogar fiir hohere Rotordrehzahlen hauptséchlich durch eine konische
Starrkorperbewegung wiedergegeben werden. Auflerdem ist zu erwahnen, dass die aus den
weiteren Hopf-Bifurkationen geborenen Grenzzyklen der 1., 2. und 4. Subsynchronen hier
stets instabil bleiben. Aufgrund der hohen Dampfungswirkung des dufleren Schmierfilms
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haben hierbei die Grenzzyklen der 1. und 2. Subsynchronen (innerer Schmierfilm) fast ver-
nachléssigbar kleine Schwingungsamplituden und kénnen bei héheren Drehzahlen infolge
von Hopf-Bifurkationen vollsténdig verschwinden. Im Folgenden werden diese durchgéngig
instabilen Grenzzyklen zwar der Vollstandigkeit halber in den Bifurkationsdiagrammen
abgebildet, jedoch wird nicht ndher auf sie eingegangen.

Das Bifurkationsdiagramm bei hoheren Rotordrehzahlen ist in Abbildung 5.14 gegeben,
welche die Bifurkation der 3. und 4. Subsynchronen in die entsprechenden kritischen Grenz-
zyklen verdeutlicht. Aus dem Amplitudenspektrum in Abbildung 5.15 ist zu erkennen,
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Abbildung 5.14: Bifurkationsdiagramm des mittel belasteten Kontinuumsrotors in
Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 5.1) fiir den Lastparameter ¢ = 0.5: Bifurkation
in den kritischen Grenzzyklus.

dass im Vergleich zum Laval-Laufer zusétzliche subsynchrone Frequenzanteile sowie de-
ren Kombinationen im Bereich der 3. Subsynchronen vorhanden sind. Ebenfalls kann der
Kontinuumsrotor sporadisch in Chaos iibergehen, worauf das Amplitudenspektrum hin-
deutet. Dartiber hinaus gibt es wahrend des Auftretens der quasi-periodischen (chaoti-
schen) Schwingungen keine gréfieren Bereiche von stabilen Grenzzyklen, die mit Ausnah-
me des kritischen Grenzyklus auf eine alleinige Synchronisation zwischen der 2. und 3.
subsynchronen Frequenz schliefen. Kurz bevor der Rotor bei w = 38.4 die subkritische
Torus-Bifurkation (absolute Grenzdrehzahl) erreicht, springt er in den (stabilen) kritischen
Grenzzyklus der 3. Subsynchronen. Die Torus-Bifurkation des instabilen Grenzyklus der
3. Subsynchronen stellt indessen das Ende der Modeninteraktion zwischen der 2. und 3.
Subsynchronen dar. Der Amplitudensprung in den kritischen Grenzzyklus wird wie beim
Laval-Laufer eigentlich von einer d&ufleren Krise ausgelost. Der kritische Grenzzyklus zeich-
net sich einerseits durch die Synchronisation der Frequenzen von 2. und 3. Subsynchronen
zu einer einzigen Frequenz aus, andererseits findet dhnlich dem Ubergang von ,0il-whirl“-
zum ,,0il-whip“-Bereich bei Gleitlagern mit einem Schmierfilm eine Umwandlung der koni-
schen bzw. zylindrischen ,Starrkdrpermoden” in die entsprechende Biegemoden (degene-
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Amplitude
o N S ()] [e4]
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Abbildung 5.15: Amplitudenspektren fiir die aus der Bifurkationsanalyse erhaltenen sta-
bilen Losungen bei einer quasi-statischen Erhéhung von w: a) 3D-Ordnungsdiagramm der
Losungen w(z = 0/ = 1) (vgl. Abbildung 5.14). b) 2D-Ansicht von a).

rierte ,Starrkorpermoden) des Rotors statt. Die nichtlineare kritische Drehzahl ist erneut
durch einen Sattelknoten bei w = 38.4 (Hysterese) gegeben, an dem der Rotor vom kriti-
schen Grenzzyklus in den Bereich der quasi-periodischen (chaotischen) Schwingungen der
3. Subsynchronen verzweigt. Weiterhin ist anzumerken, dass der kritische Grenzzykus der
4. Subsynchronen durchgéngig instabil ist. Dennoch koénnen bei Beriicksichtigung einer
Unwuchtverteilung diese kritischen Rotorschwingungen eventuell wichtig werden.

Dagegen fiihrt beim niedrig belasteten Rotor o = 2.0 eine andere Bifurkationsfolge zu den
quasi-periodischen Schwingungen der 3. Subsynchronen, wie aus Abbildung 5.16 ersicht-
lich ist. Aus der superkritischen Hopf-Bifurkation des inneren Schmierfilms bei w = 1.6
resultiert nach Durchschreiten eines Sattelknotens ein stabiler Grenzzyklus der 1. Subsyn-
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Abbildung 5.16: Bifurkationsanalyse des niedrig belasteten Kontinuumsrotors in Schwimm-
buchsenlagern (vgl. Tabelle 5.1) fir den Lastparameter ¢ = 2.0 im unteren Drehzahlbe-

reich: a) Bifurkationsdiagramm. b) 2D-Ansicht der Amplitudenspektren.
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chronen, der bei Erhohung der Rotordrehzahl infolge einer subkritischen Torus-Bifurkation
(w = 5.2) auf den stabilen Grenzzyklus der 2. Subsynchronen gelangt. Urspriinglich wird
die 2. Subsynchrone aus der zweiten subkritischen Hopf-Bifurkation des inneren Schmier-
films geboren, die trotz Durchquerens eines Sattelknotens zunéchst instabil bleibt. Fiir
den Stabilitatswechsel der 2. Subsynchronen sorgt die subkritische Torus-Bifurkation bei
w = 4.6, die fiir den Sprung von der 2. auf die 1. Subsynchrone beim Herunterfahren der
Drehzahl verantwortlich ist. Die beiden erwdhnten Torus-Bifurkationen ergeben sich aus
der Modeninteraktion zwischen der 1. und 2. Subsynchronen und haben ihren Ursprung
in der Hopf-Hopf-Bifurkation der entsprechenden kritischen Eigenwertpaare %352 1in kon.is
£5Q tin,2y1i- In diesem Fall sind die beiden Grenzzyklen der 1. und 2. Subsynchronen
durch einen instabilen Bereich quasi-periodischer Losungen miteinander verbunden, wo-
mit keine stabilen ,mixed-mode*-Losungen existieren. Im Drehzahlbereich zwischen den
beiden Torus-Bifurkationen koexistieren 1. und 2. Subsynchrone. Folglich tritt wiederum
ein Hysterese-Effekt beim Hoch- und Herunterfahren der Rotordrehzahl auf.

Mit zunehmender Rotordrehzahl wird die 2. Subsynchrone mittels einer superkritischen
Torus-Bifurkation bei w = 11.6 erneut instabil, an der nun stabile quasi-periodische bzw.
,mixed-mode*-Losungen entstehen. Diese Torus-Bifurkation ist auf eine Modeninteraktion
zwischen der 2. und 3. Subsynchronen zurtickzufithren, weshalb sich die quasi-periodischen
Schwingungen als Uberlagerung dieser beiden Moden ergeben. In Abbildung 5.17 und
5.18 wird das Bifurkationsdiagramm mit dem zugehorigen Amplitudenspektrum tiber
den gesamten Drehzahlbereich gezeigt. Daraus ist zu erkennen, dass im Bereich der
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Abbildung 5.17: Bifurkationsdiagramm des niedrig belasteten Kontinuumsrotors in
Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 5.1) fiir den Lastparameter ¢ = 2.0: Bifurkation
in den kritischen Grenzzyklus.

quasi-periodischen Schwingungen die Amplituden der 2. Subsynchronen abermals deutlich
kleiner als die der 3. Subsynchronen sind. Nédherungsweise bei w ~ 49.5 findet dann eine
Bifurkation statt, die wohl zu einer Synchronisation der 2. und 3. Subsynchronen fiihrt.
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Amplitude

Abbildung 5.18: Amplitudenspektren fiir die aus der Bifurkationsanalyse erhaltenen sta-
bilen Losungen bei einer quasi-statischen Erhohung von w: a) 3D-Ordnungsdiagramm der
Losungen w(z = 0/z = 1) (vgl. Abbildung 5.17). b) 2D-Ansicht von a).

Nach Verlassen dieses Synchronisationsbereichs aufgrund einer weiteren Bifurkation ist die
Frequenz der 2. Subsynchronen nicht mehr nachweisbar. Dafiir haben sich unterhalb und
oberhalb der 3. subsynchronen Frequenz zwei weitere deutliche Kombinationsfrequenzen
gebildet, die auf die Beteiligung der 1. Subsynchronen schlieflen lassen. Bei einer wei-
teren Drehzahlsteigerung deuten die Amplitudenspektren auf Bereiche von chaotischem
Schwingungsverhalten insbesondere bei w &~ 100 hin. Danach stellen sich quasi-periodische
Schwingungen ein, die durch eine Kollision mit dem instabilen Ast der 3. Subsynchronen zu
einem Sprung in den kritischen Grenzzyklus vor Erreichen der Torus-Bifurkation fithren.
In diesem Fall erfolgt aufgrund eines weiteren Sattelknotens des kritischen Grenzzyklus bei
sehr hohen Amplituden eine ,blue-sky“-Katastrophe, so dass die kritischen Schwingungen
infolge der fehlenden dufleren Démpfung gegen unendlich streben.

Uberdies sind im Anhang die Bifurkationsdiagramme fiir die Lastparameter o = 0.04
und 0 = 0.9 (vgl. Abbildung C.8) dargestellt, die ebenfalls in [10] diskutiert werden.
Der hoch belastete Rotor (o = 0.04) zeigt ein nichtlineares Schwingungsverhalten dhnlich
dem eines Lavallaufers fiir diesen Lastparameterbereich. Daher sind vorwiegend stabile
Grenzzyklen zu beobachten, die mit zunehmender Drehzahl einen stetigen Ubergang ohne
jegliche Bifurkation in den kritischen Grenzzyklus aufweisen. Daneben existiert nach dem
Stabilitatsverlust der Gleichgewichtslage fiir einen sehr geringen Drehzahlbereich die 4.
Subsynchrone kleiner Amplitude. Fiir den eher niedrig belasteten Rotor (o = 0.9) ergibt
sich ein dhnliches nichtlineares Bifurkationsverhalten wie fiir & = 2.0, wobei die 1. Sub-
synchrone nicht auftritt. Stattdessen fithrt der Stabilitatsverlust der stationiren Ruhelage
gleich zur 2. Subsynchronen. Danach folgt das schon von ¢ = 2.0 bekannte Bifurkations-
szenario.
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Einfluss der gyroskopischen Effekte

Der kritische Grenzzyklus tritt ebenfalls beim Kontinuumsrotor bei umso héheren Drehzah-
len auf, je hoher der Lastparameter o gewahlt wird. Der Einfluss anderer Lagerparameter
wird schon ausfithrlich beim Laval-Laufer in Kapitel 4.2 untersucht. Beim Kontinuumsrotor
ergeben sich prinzipiell die gleichen Ergebnisse. Deshalb wird im Rahmen dieses Abschnitts
nur auf den Einfluss des Schlankheitsgrads 1 eingegangen. Wie schon zuvor erwédhnt, be-
wirkt der hier definierte Parameter ¢ in erster Linie eine Anderung der gyroskopischen
Anteile in den dimensionslosen Bewegungsgleichungen (5.18). Vor der Massenmatrix er-
scheint der Parameter ¥ quadratisch. Da von einem schlanken Balken (¢ < 1) ausgegangen
wird, iberwiegt der Effekt auf die gyroskopische Matrix deutlich. Bei der vorgenommenen
Wahl der dimensionslosen Grofien beeinflusst der Schlankheitsgrad 1) nicht die Steifigkeit
des rotierenden Balkens. Daher kann im Folgenden der Parameter ¢ allein als ein Maf fiir
die gyroskopischen Anteile im Rotor-Lager-System angesehen werden.

Wie fiir ein Gleitlager mit einfachem Schmierfilm gezeigt wird, wirken die gyroskopischen
Effekte geringfiigig stabilisierend auf die lineare Stabilitdtsgrenze insbesondere fiir die ko-
nische Rotorschwingungsform. Aulerdem wird aus den Untersuchungen fiir den unwucht-
behafteten Laval-Rotor offensichtlich, dass die nichtlineare kritische Drehzahl des ideal
ausgewuchteten Rotors eine gute konservative Abschédtzung liefert, um kritische Schwin-
gungen und damit einen Rotorschaden zu verhindern. Die nichtlineare kritische Drehzahl
wird durch den Sattelknoten definiert, an dem der stabile kritische Grenzzyklus mit rasant
anwachsenden Amplituden entsteht. Nachfolgend wird nur der Sattelknoten diskutiert,
der auf dem Pfad der 3. Subsynchronen hervorgeht. In Abbildung 5.19 ist der Einfluss
des Schlankheitsgrads v} auf die nichtlineare kritische Drehzahl fiir den Kontinuumsrotor
in Schwimmbuchsenlagern verdeutlicht. Mit zunehmendem Schlankheitsparameter ¢ ver-
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Abbildung 5.19: Nichtlineare kritische Drehzahl (Sub 3) des Kontinuumsrotors in
Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 5.1): Einfluss des Schlankheitsgrads 4.
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schieben sich dabei die nichtlinearen kritischen Drehzahlen zu deutlich héheren Werten.
Folglich haben die gyroskopischen Anteile im Rotor-Lager-System einen positiven Einfluss
beziiglich eines sicheren Betriebs des Rotors. Im Gegensatz dazu ist im Bereich des Auftre-
tens der Subsynchronen der Effekt der gyroskopischen Anteile beim betrachteten Kontinu-
umsrotor (ohne Scheiben) nahezu vernachlassigbar gering. Befindet sich jedoch der Rotor
in der Nahe des kritischen Grenzzyklus, so ist zunehmend eine Verbiegung festzustellen,
die sich letztendlich in einer Erhéhung der gyroskopischen Effekte auswirkt.
Erwahnenswert bleibt, dass fiir die gewéhlten Rotor- und Lagerparameter (vgl. Tabelle
5.1) nur tiber einen gewissen Lastparameterbereich o eine tiber einen Sattelknoten defi-
nierbare nichtlineare kritische Drehzahl vorliegt. Fiir kleine Werte von ¢ kann wegen des
stetigen Ubergangs der 3. Subsynchronen in den kritischen Grenzzyklus keine Bifurkation
festgestellt werden. Dagegen existiert fiir hohe Lastparameter o bei einer vernachléssigten
auferen Dampfung im Bereich der kritischen Rotorschwingungen keine stabile Losung und
somit auch kein Sattelknoten (nichtlineare kritische Drehzahl) mehr, so dass eine ,blue-
sky“-Katastrophe stattfindet.

Einfluss der Unwucht

Die absolute Grenzdrehzahl des schwimmbuchsengelagerten Rotors beim Hochlauf wird im-
mens von der Grofle der vorhandenen Unwucht beeinflusst, wobei sie sich mit zunehmender
Unwucht immer mehr der nichtlinearen kritischen Drehzahl des ideal ausgewuchteten Sy-
stems nahert. Beim vorliegenden Kontinuumsrotor kann auflerdem die Unwuchtverteilung
berticksichtigt werden.

In Abbildung 5.20 sind fiir den mittel belasteten Rotor ¢ = 0.5 die hier betrachteten
Unwuchtfille (vgl. Abbildung 5.3) mit dem identischen Parameter py = 0.1 in Bifurkati-
onsdiagrammen wiedergegeben. Daneben sind die entsprechenden Amplitudenspektren in
Abbildung 5.21 dargestellt. Im niederen Drehzahlbereich sind erneut drehzahlsynchrone
Schwingungen infolge der Unwucht um die Gleichgewichtslage des ideal ausgewuchteten
Rotors zu beobachten. Dabei folgen abermals aus einer gegenlaufigen (gleichlaufigen) Un-
wuchtverteilung drehzahlsynchrone Schwingungen im konischen (zylindrischen) Rotormo-
de im Gleichlauf. Bei einer Erhohung der Rotordrehzahl tritt dann fiir beide Falle anstatt
einer Hopf-Bifurkation eine superkritische Torus-Bifurkation auf.

Fiir eine gegenlaufige Unwucht ergibt sich das schon vom Laval-Laufer her bekannte Er-
gebnis. Im Bereich des Auftretens der 3. Subsynchronen erfolgt quasi eine Uberlagerung
der subsynchronen Anteile (Sub 3) des ideal ausgewuchteten Rotors mit den drehzahlsyn-
chronen Anteilen (konischer Mode) infolge Unwucht, woraufthin der Amplitudensprung in
den kritischen Bereich bei einer niedrigeren Drehzahl erscheint. Hierbei dehnt sich dieser
Bereich gegentiber dem unwuchtfreien System unterhalb des kritischen Sattelknotens aus.
Des Weiteren sind die Bereiche chaotischen Schwingungsverhaltens wéhrend des Vorliegens
der 3. Subsynchronen nicht nur stiarker hervorgehoben, sondern scheinen sich nach den Am-
plitudenspektren aufgrund der zuséatzlichen drehzahlharmonischen Frequenz erweitert zu
haben, vgl. Abbildung 5.21a) mit 5.15a).

Dagegen kann in diesem Beispiel eine gleichldufige Unwucht zu einer drastischen Abnahme
der nichtlinearen kritischen Drehzahlen fithren. Nach Uberschreiten der Torus-Bifurkation
entstehen zunéchst quasi-periodische Schwingungen, die sich iiberwiegend zum einen aus
der konischen Rotorschwingungsform (Gleichlauf) der 3. Subsynchronen und zum anderen
aus der zylindrischen Rotorschwingungsform (Gleichlauf) infolge der Unwuchtverteilung
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Abbildung 5.20: Bifurkationsdiagramme des Kontinuumsrotors in Schwimmbuchsenlagern
(vgl. Tabelle 5.1) fiir den Lastparameter o = 0.5 bei Berticksichtigung einer Unwuchtver-
teilung: a) Gegenlaufige Unwucht (pg = 0.1). b) Gleichldufige Unwucht (py = 0.1).

zusammensetzen. In diesem Bereich wird wiederum chaotisches Verhalten sichtbarer als im
ideal ausgewuchteten Zustand, ist aber geringer als im Fall einer gegenlaufigen Unwucht
ausgepragt. Der Amplitudensprung in den Bereich kritischer Rotorschwingungen hoher
Amplitude ereignet sich bei betréchtlich niedrigeren Drehzahlen. Der Grund hierfiir liegt
darin, dass der Rotor gleichzeitig zu einer nichtlinearen Resonanz aufgrund der Unwucht
angeregt wird, wie aus den instabilen drehzahlsynchronen Grenzzyklen in Abbildung 5.20b)
ersichtlich wird. Diese Resonanz sorgt dafiir, dass der Bereich der kritischen subsynchronen
Rotorschwingungen bis zu niedrigen Drehzahlen anwéachst. Obwohl ein Resonanzphédnomen
den Ausschlag fiir die hohen Rotoramplituden gibt, dominieren dennoch die Amplituden
der subsynchronen gegeniiber denen der drehzahlsynchronen Schwingungen, vgl. Abbil-
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Abbildung 5.21: Amplitudenspektren fiir die aus der Bifurkationsanalyse (vgl. Abbildung
5.20) erhaltenen stabilen Losungen bei einer quasi-statischen Erhohung von w: a) Ge-
genldufige Unwucht (pg = 0.1). b) Gleichlaufige Unwucht (py = 0.1).

dung 5.21b). Bei der Auswertung von Versuchs- bzw. transienten Simulationsergebnissen
konnte dieser Sachverhalt zu irrefithrenden Riickschliissen verleiten. Fiir den anderen ge-
genlaufigen Fall der Unwuchtverteilung taucht hier die entsprechende Resonanz nach dem
Amplitudensprung in den kritischen Bereich auf.

In praktischen Anwendungen kénnte demzufolge eine ungiinstige Unwuchtverteilung unter
Umsténden zum Rotorausfall fithren, obgleich eine Resonanz bzw. Instabilitdt bei vielen
Versuchs- bzw. Simulationsdurchlédufen nicht festgestellt wird. Daher ist bei schwimm-
buchsengelagerten Rotoren stets darauf zu achten, dass die Resonanzdrehzahlen fiir den
Betrieb entweder weit unterhalb oder oberhalb des Bereichs der kritischen subsynchronen
Schwingungen vorkommen. Wenn die Resonanzschwingungen im niederen Drehzahlbereich
auftreten, so konnten sie immer noch ausreichend geddmpft werden. Liegen jedoch eine Re-
sonanzdrehzahl und die nichtlineare kritische Drehzahl nahe genug beieinander, so kann
eine Erweiterung des kritischen subsynchronen Bereichs einen vorzeitigen Sprung verursa-
chen.



Kapitel 6

Stabilitidt hochtouriger
Turboladerrotoren

Nach Betrachtung des Stabilitéts- und Bifurkationsverhaltens von gleitgelagerten Rotoren
anhand theoretischer Modelle werden innerhalb dieses Kapitels zwei Beispiele von hoch-
tourigen Rotoren in Schwimmbuchsenlagern néher diskutiert. Dabei handelt es sich um
zwei Turboladerrotoren unterschiedlicher Baugrofe, fiir die sich zwei typische aber grund-
legend verschiedene Bifurkationsszenarien einstellen. Im Vergleich zum bisher untersuchten
Kontinuumsrotor unterscheiden sich Turboladerrotoren insbesondere in zwei Merkmalen.
Einerseits sorgen das Turbinen- sowie Verdichterrad zu einem deutlichen Anstieg der gyro-
skopischen Effekte und andererseits liegt aufgrund der unterschiedlichen Massen der Réader
bzw. der Anordnung der beiden Lager keine symmetrische Lagerung des Rotors mehr vor.
Eigentlich ist daher die beim symmetrisch gelagerten Kontinuumsrotor durchgefiithrte Klas-
sifizierung in die vier verschiedenen Subsynchronen (vgl. Abbildung 5.12) nicht mehr giiltig.
Bei einer unsymmetrischen Lagerung konnen durchaus gewisse Drehzahlbereiche existieren,
in denen die beiden Lager ein unterschiedliches Verhalten aufweisen. Wie jedoch gezeigt
wird, neigen die beiden Lager iiber einen weiten Drehzahlbereich zu identischem Verhal-
ten, so dass weiterhin bedenkenlos von den einzelnen Subsynchronen gesprochen werden
kann. Deshalb werden auch sehr dhnliche Bifurkationsszenarien wie fiir den symmetrisch
gelagerten Kontinuumsrotor erhalten.

Des Weiteren konzentrieren sich die hier durchgefiihrten Untersuchungen auf ideal
ausgewuchtete Rotoren. Die numerischen Bifurkationsanalysen des ideal ausgewuchte-
ten Rotors geben einen tieferen Einblick iiber die Bifurkationen und die nichtlinearen
Phénomene, da beim Erscheinen der einzelnen Subsynchronen nicht schon a priori quasi-
periodische Losungen betrachtet werden miissen. Demzufolge werden drehzahlsynchrone
Resonanzphdnomene nicht weiter beriicksichtigt. Bei der Auslegung von Turboladerro-
toren wird bereits auf die Vermeidung von Resonanzen geachtet. Zudem kann davon
ausgegangen werden, dass in der Praxis nach Auswuchten der Rotoren nur noch eine
geringe Restunwucht vorliegt.

6.1 Modellbildung

Das Modell des Turboladerrotors ist eine Erweiterung des im Kapitel 5.1 hergeleiteten
Rayleigh-Balkens um zwei starr angenommene Scheiben, die mit der rotierenden Welle der
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Lénge ¢ jeweils in ihren Schwerpunkten starr verbunden sind. Ausgangspunkt der Model-
lierung ist der in Abbildung 6.1 dargestellte Turboladerrotor in Schwimmbuchsenlagern
gleicher Masse mp und Massentragheitsmoment Jg. Die als zwei Starrkérper modellierten

Verdichterrad Turbinenrad

(mv, Jiv, Jav) (mr, Jir, Jor) Buchse 1
1 2
b a
! > cav Sl IVANN
—, |5v R Sr U I Y
\ @ A
Welle
g Welle
” b |(E.p 1AL 1)

N
-

Lagerschale

A A
A

2

»
>

Abbildung 6.1: Turboladerrotor in Schwimmbuchsenlagern.

Scheiben geben das Verdichterrad V' und das Turbinenrad 7" des Turboladerrotors wieder.
Die Schwerpunkte von Verdichter- und Turbinenrad Sy, St befinden sich dabei im Abstand
b bzw. a jeweils zum entsprechenden Wellenende. Die Lagerstellen befinden sich wiederum
an den beiden Stellen ¢; (verdichterseitig) bzw. f» (turbinenseitig) des Balkens. Die in der
Realitdt komplexe Geometrie der Welle mit Absétzen wird im vorliegenden Modell nicht
erfasst. Demnach besitzt die Welle einen iiber ihre Gesamtlénge ¢ konstanten Durchmesser.
Zur Modellierung des Rotors werden somit folgende wichtige Annahmen getroffen:

e Die mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit w rotierende Welle wird als Rayleigh-
Balken modelliert, an deren Enden jeweils eine starre Scheibe mit der Masse (mr
bzw. my ) und den Massentragheitsmomenten (Ji7, Jor bzw. Jiy, Joy) von Turbine
bzw. Verdichter befestigt ist.

e Die Schwerpunkte der starren Scheiben befinden sich nicht unmittelbar auf den En-
den des Balkens. Zwischen den Balkenenden und den Scheibenschwerpunkten wird

ein Abstand a bzw. b angenommen.

e Die gyroskopischen Effekte der beiden starren Koérper und der flexiblen Welle werden
berticksichtigt.

e Die Welle sowie die beiden Réader sind allesamt ideal ausgewuchtet.
e Dampfungseffekte fiir Welle und Réder werden vernachlassigt.

e Das gesamte Rotor-Lager-System steht unter dem Einfluss des Schwerefeldes g der
Erde (horizontaler Rotor).
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Die Herleitung der Bewegungsgleichungen des Rotors erfolgt abermals mittels des Prinzips
von Hamilton (5.1). Die kinetische Energie des gesamten Rotor-Lager-Systems setzt sich
aus den einzelnen Anteilen

T =Tw+Tg+Tr+ Ty (6.1)

der rotierenden Welle, der beiden Buchsen und dem Verdichter- bzw. Turbinenrad zusam-
men, worin die Ausdriicke fur die kinetischen Energien Ty, T in (5.6) bzw. (5.8) gegeniiber
der Modellierung in Kapitel 5.1 unverdndert bleiben. Analog ergibt sich fiir die potentielle
Energie des Gesamtsystems

Vi =Vw + Ve +Vr+ W (6.2)

Die potentiellen Energien Vi, Vg liegen wiederum bereits in (5.7) bzw. (5.8) formuliert
vor. Die virtuelle Arbeit Wy aller potentiallosen Krafte ist hier allein durch den schon
in (5.11) aufgestellten Anteil der nichtlinearen Lagerkrafte

5WTL = (SWL (63)

gegeben.

Demzufolge sind zur Anwendung des Prinzips von Hamiltion nur noch die kinetischen und
potentiellen Energien der beiden Scheiben zu bestimmen. Zunéchst wird das rotationssym-
metrische Turbinenrad néher betrachtet. Falls der Schwerpunkt als Bezugspunkt gewéahlt
wird, kann die kinetische Energie eines Starrkérpers in einen translatorischen und einen
rotatorischen Anteil ohne Koppelterme aufgespaltet werden:

Ir = TT,trans + TT,rot . (64)
Fiir den translatorischen Anteil der kinetischen Energie des Turbinenrades kann

2 2
Trrans = "o (@(6) + ai)x(é)) + L (w(z) + awm) (6.5)
geschrieben werden, wobei von kleinen Neigungswinkeln v, (¢) < 1, w,(¢) < 1 des Balkens
ausgegangen wird. Da das Turbinenrad mit dem rechten Wellenende x = ¢ starr verbunden
ist, sind die Winkelverdrehungen und folglich auch die Winkelgeschwindigkeit des Turbi-
nenrades gleich denen des entsprechenden Wellenendes. Nach Einfiihrung der polaren und
radialen Massentragheitsmomente Ji7, Joy beziiglich des Turbinenradschwerpunkts Sy

folgt damit der rotatorische Anteil der kinetischen Energie
1 5 1 _ . 1 -2 )
Tryo = 3w + 3w (0(0i(€) = wa(05a(0)) + 5 Tr (20 +02(0))  (66)

des Turbinenrades. Die Bestimmung der kinetischen Energie Ty, der anderen Scheibe (Ver-
dichterrad) ergibt sich gleichermafien:

my

T, =7 (@(0) - bo$(0)>2 + mQV<w(0) - bwgc(()))2

+ ;JW W 4 ;JW o (vx(O)wm(O) _ w$(0)®x(0)> + ;ng <o§(o) + wg(0)> | o0
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Die potentiellen Energien Vi, V4, der beiden Réader bestehen jeweils nur aus ihrem Schwe-
repotential

Vi = —mrg <w(£) + awx(€)> baw. Vi = —myg <w(0) _ wa(0)> . (6.8)

Unter Berticksichtigung der Gleichungen (6.1), (6.2) sowie (6.3) kann das Prinzip von Ha-
milton auf das gesamte Rotor-Schwimmbuchsenlager-System angewandt werden und das
Variationsproblem formuliert werden, das als Ausgangspunkt fiir eine Néherungslosung
dient. Fiir die Verschiebungen v(z,t) bzw. w(x,t) wird wiederum ein gemischter Ritz-
Ansatz nach (5.13) gewéhlt. Nach Durchfithrung der erforderlichen Variationen lassen sich
die Bewegungsgleichungen des schwimmbuchsengelagerten Turboladerrotors als ein gekop-
peltes, nichtlineares System gewohnlicher Differentialgleichungen

My d+Grda+Kypa=F+F:+F; 1, (6.9a)
mp iB; = Fyja(yBj, UBj, 285, 25, wnj) — Fyji(d, &, Y, UBj» 285 £Bj, WBj) » (6.9b)
mp ip; = mp g+ F.a(ysj Usj, 285, 285, wBj) — F1(d, 4, yBj, UBj: 2Bj, 2B, WBj), (6.9¢)
Jpwp; = Mji(d,4,ysj, 2Bj,wij) — Mja(ypj, 28, wp;) firj=1,2 (6.9d)

Qarstellen. Die symmetrische Massenmatrix My, des Turboladerrotors resultiert aus der
Uberlagerung der Anteile fir die rotierende Welle M aus (5.15) sowie der beiden Réder:

Mo =M ( (I)@)g)T(@ @(6)(<]1>T(f) ) oy ( @(0)(()?(0) @(0)?1»7’(0) )
e ( P(() (;PZ(@ o ?1> " ) o ( @m(e)oqn(z) q)x(g)oq)T(f) )
. b( ®(0) (<)I>3£(0) @(0)% o ) o b( <1>z(0)0<1>T(0) <I>x<0)0<1>T(o) )
+ (Jor +m a?) ( 2.(0 #(0) o0 )
oy + 1y ) ( <I>x(0)0<1>f(0) %(O)Ocﬁf(()) ) | (6.10)

Ebenso ergeben sich aus einer Uberlagerung mit dem Anteil der Welle G aus (5.15) die
schiefsymmetrische gyroskopische Matrix

B . 0 ®,.(0) ®L(0)
G =G+ Jir ( —P,(0) @3(5) 0 ) (6.11)
L ( 0 ®,(0)@L(0) ) |
e —®,(0)®.(0) 0

und mit Hilfe von F, aus (5.17) der Vektor F 7y, der auf den Turboladerrotor angreifenden
Gewichtskraft

For =Fyt+mrg ( B(0) o ®, (1) ) Fmyg ( (0) 5 ®,(0) ) ' (6.12)
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Die Struktursteifigkeit des Gesamtsystems wird allein durch die elastischen Eigenschaften
der Welle bestimmt, so dass sich die (symmetrische) Steifigkeitsmatrix des Gesamtsystems
K7, = K im Vergleich zur Modellierung ohne Scheiben (5.17) nicht dndert. Die Vektoren
F,, F, fir die auf die Welle wirkenden nichtlinearen Lagerkrafte (Kurzlagertheorie) in
(5.17) aus dem vorangegangenen Kapitel bleiben genauso wie die Gleichungen (6.9b-d)
fiir die beiden Buchsen erhalten. Zur Bestimmung der Néherungslosungen v(x,t), w(z,t)
werden wiederum nach Einfithrung der dimensionsbehafteten Ortsvariable z = ¢z in (5.27)
die gleichen Ansatzfunktionen ® verwendet, die zwei kegelférmige Starrkérpermoden sowie
die ersten N Biegeeigenformen eines frei-frei gelagerten Bernoulli-Euler-Balkens umfassen.

6.2 Bifurkationsszenarien

Sowohl in Experimenten als auch in transienten Hochlaufsimulationen von Turboladerro-
toren in Schwimmbuchsenlagern kénnen in Abhédngigkeit der Rotor- und Lagerparameter
(z.B. Masse, Unwucht, Oleingangstemperatur bzw. -druck etc.) eine vielfdltige Anzahl von
Bifurkationsfolgen beobachtet werden (vgl. [11, 46, 47, 92, 93, 95, 96, 112]). In Abbildung
6.2 sind exemplarisch einige dieser Bifurkationsszenarien fiir einen Hochlauf' dargestellt,
wobei wie bei den durchgefithrten Untersuchungen zuvor eine Unterscheidung hinsichtlich
der Rotorbelastung eingefiihrt wird. Der mittel belastete Rotor zeichnet sich dadurch aus,
dass iiber einen weiten Drehzahlbereich die 3. Subsynchrone existiert, die entweder direkt
aus den drehzahlsynchronen Unwuchtschwingungen (Gleichgewichtslage beim ideal aus-
gewuchteten Rotor) oder aus der 1. Subsynchronen entsteht. Dieser Sachverhalt ist ein
Hinweis dafiir, dass in den vorliegenden Féllen im Bereich des Auftretens der 3. Subsyn-
chronen eigentlich noch die kaum nachweisbaren Amplituden der 1. Subsynchronen infolge
einer Modeninteraktion vorhanden sind. Prinzipiell konnte in diesem Bereich auch anstatt
der vernachlédssigbar kleinen Amplituden der 1. Subsynchronen die 2. Subsynchrone auf-
tauchen, deren hohere Amplituden im Spektrum deutlich besser zu erkennen sind.

Dagegen treten beim niedrig belasteten Rotor vor Erscheinen der 3. Subsynchronen die
ersten zwei Subsynchronen des inneren Schmierfilms auf. Fiir den Bereich des Auftretens
der 3. Subsynchronen gilt wiederum das vorhin erwéhnte. Wie schon fiir den Laval-Rotor
gezeigt, haben hohere Unwuchten auf die Subsynchronen des inneren Schmierfilms einen
sehr groflen Einfluss. Zunachst kann sich insbesondere fiir niedrig belastete Rotoren die
Stabilitatsgrenze der drehzahlsynchronen Schwingungen zu hoheren Drehzahlen verschie-
ben. Auflerdem konnen zwischen dem Erscheinen einzelner Subsychronen Bereiche stabiler
rein drehzahlsynchroner Schwingungen moglich sein. Die durchgezogenen drehzahlsynchro-
nen Linien in Abbildung 6.2 deuten daraufhin, dass fiir diese Falle die Modellierung der
Unwucht in der Simulation zur Abbildung des entsprechenden Bifurkationsszenarios un-
bedingt notwendig ist. Jedoch werden in der Praxis hochtourige Rotoren heutzutage so
gut ausgewuchtet, dass meistens von einer geringen Unwucht ausgegangen werden kann.
Die Bifurkationsfolgen in Abbildung 6.2 mit einer strichlierten drehzahlsynchronen Linie
weisen deshalb auf eine geringe Unwucht des Rotor-Lager-Systems hin, weil sie selbst bei
Annahme eines ideal ausgewuchteten Rotors in der Simulation abgebildet werden kénnen.

! Beim Herunterfahren stellen sich im Allgemeinen die prinzipiell gleichen Bifurkationsfolgen ein, jedoch
infolge von Hysterese-Effekten bei unterschiedlichen Drehzahlen.
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Abbildung 6.2: Typische beim Hochlauf beobachtete Bifurkationsszenarien (vgl. [95]) fiir:
a) Mittel bis hoch belastete Turboladerrotoren. b) Niedrig belastete Turboladerrotoren.

Erwahnenswert bleibt, dass jeder Rotor eigentlich zu einer Bifurkation in den kritischen
Grenzzyklus neigt. Da insbesondere fiir leicht belastete Rotoren der Betriebsdrehzahlbe-
reich weit unterhalb der nichtlinearen kritischen Drehzahl des Turboladerrotors liegen
kann, ist in den meisten abgebildeten Bifurkationsszenarien aus Abbildung 6.2 die bei
hoheren Drehzahlen auftretende 3. Subsynchrone sowie die anschliefende Bifurkation in
den kritischen Grenzzyklus nicht enthalten.

Im Folgenden werden zwei ideal ausgewuchtete Turboladerrotoren verschiedener Baugrofie
betrachtet, welche die in Abbildung 6.2 eingerahmten Bifurkationsfolgen aufzeigen.

6.2.1 Turboladerrotor mittlerer Baugrofle

Turboladerrotoren mittlerer Baugrofie, deren Anwendungsbereich beispielsweise in Nutz-
fahrzeugen liegt, konnen neben der fiir die Laufstabilitit des Rotors harmlosen 3.
Subsynchronen ebenfalls eine Bifurkation in den kritischen Grenzzyklus aufweisen.
Priifstandsmessungen eines dhnlichen in [46] untersuchten Turboladerrotors belegen,
dass ein Amplitudensprung in einen Bereich kritischer Schwingungen nicht mehr tolerier-
barer Amplituden stattfindet. Wahrend des Betriebs des Turboladers ist diese kritische
Bifurkation unbedingt zu vermeiden, da sie oft mit einer Zerstorung des Rotors verbunden
ist.
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Der im Rahmen der Arbeit untersuchte Turboladerrotor mittlerer Baugréfie wird durch die
in Tabelle 6.1 angegebenen Rotor- und Lagerparameter vollstandig charakterisiert. Bevor

Massen myp = 1.26 kg, my = 0.62kg, mp = 0.026 kg
Massentragheitsmomente .Jyp = 914.7 kg mm?, Jor = 660.0 kg mm?,

Jiy = 441.7kg mm?, Joy = 526.5kgmm?, Jp = 2.7 kg mm?
Lage von St bzw. Sy a = 24.4mm, b = 40.5mm

Wellenparameter ¢ =116.0mm, A = 251.6 mm?, I = 5039.4 mm?*,
0=7.8-10"%kg/mm?, E = 210000 N/mm?

Lagerstellen (1 = 7.7mm, {5, = 84.2mm

Lagerparameter D; =17.0mm, L; = 5.8mm, D, = 24.0mm, L, = 5.5 mm,

C; = 0.029mm, C, = 0.043 mm,
1n; = 9.2mPas, n, = 10.0mPas

Tabelle 6.1: Parameterwerte fiir den Turboladerrotor mittlerer Baugrofe.

auf das nichtlineare Stabilitats- und Bifurkationsverhalten in Abhéngigkeit der Drehfre-
quenz f = w/2m eingegangen wird, wird zunédchst das in Kapitel 6.1 hergeleitete Turbo-
laderrotormodell mit einem identisch aufgebauten Finite-Elemente Modell anhand seiner
gyroskopischen Eigenfrequenzen verifiziert. Daneben werden die Eigenformen des Rotors
analysiert, die den entsprechenden Subsynchronen zugeordnet werden kénnen.

Eigenschwingungen des rotierenden Turboladerrotors

Um sowohl die Eigenfrequenzen als auch die Eigenformen des Turboladerrotors unter
Beriticksichtigung der gyroskopischen Effekte zu bestimmen, wird in den durchgefithrten
Modalanalysen wiederum die Gleitlagerung des Turboladerrotors vereinfacht in Form
einer isotrop linear-elastischen Lagerung mitberiicksichtigt. Fiir die Gleitlagerkrifte wer-
den somit lineare Federn angenommen, die gleiche Federsteifigkeiten ¢y = ¢, = ¢, in
horizontale und in vertikale Richtung an beiden Lagerstellen besitzen. Die resultierende
Federsteifigkeit bei Rotoren in Schwimmbuchsenlagern setzt sich ndherungsweise aus einer
Reihenschaltung der Steifigkeiten infolge des inneren und dufleren Schmierfilms zusammen.
Dabei werden fiir die Lagersteifigkeiten konstante mittlere Werte ¢y = 3000 N/mm tiber
den gesamten Rotordrehzahlbereich angesetzt. Die Dampfung aufgrund der Olfilme der
Schwimmbuchsenlager sowie des Materials wird der Einfachheit halber fiir die sogenannte
gyroskopische Modalanalyse nicht beachtet.

Demzufolge fiihrt die Modalanalyse des homogenen linearen Turboladerrotor-Lager-
Systems

Mz G+ Grr d + (Ko + Kri + Kr2) g =0 (6.13)

mit den Steifigkeitsmatrizen der beiden durch isotrop linear-elastischen Federn (Federstei-
figkeit ¢) angendherten Lager

Kpj:c(](q)(@)g’ (65) <I>(£j)(<]I>T(€j)> fir j=1,2 (6.14)
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Abbildung 6.3: Gyroskopische Eigenfrequenzen des Turboladerrotors mittlerer Baugrofie
bei isotrop linear-elastischer Lagerung (¢ = 3000 N/mm).

zu folgenden Ergebnissen (vgl. Abbildung 6.3): Ausgehend von der Stillstandseigenfre-
quenz spalten sich die im ruhenden System doppelt vorkommenden Eigenfrequenzen in
einen gleichlaufigen sowie einen gegenlaufigen Ast auf. Wahrend sich die Eigenfrequenzen
fir die Moden im Gleichlauf mit der Rotordrehzahl erhohen, nehmen sie fiir den Fall
des Gegenlaufs ab. Angesichts der getroffenen Vereinfachungen haben die Ergebnisse der
linearen Eigenwertanalyse nur qualitativen Charakter und sollen zudem zur Verifizierung
des mittels des Prinzips von Hamilton hergeleiteten Modells dienen. Dazu werden die
gyroskopischen Eigenfrequenzen eines identisch aufgebauten Finite-Elemente Modells mit
Hilfe der kommerziellen Software MD Nastran bei diskreten Drehfrequenzen ausgewertet,
wobei fiir die Welle Balkenelemente verwendet werden, die im Gegensatz zum analytisch
vorliegenden Turboladerrotormodell schubbedingte Verformungen beriicksichtigen. Der
Vergleich der Ergebnisse fiir die konische und die zylindrische Rotoreigenform liefert, dass
die Eigenfrequenzen des analytischen Modells mit denen des Finite-Elemente Modells
praktisch tiibereinstimmen. Die ,Starrkérpermoden” werden demnach durch das analy-
tische Modell sehr gut wiedergegeben, aus denen sich hauptséchlich die selbsterregten
Schwingungen wéahrend dem Betrieb ergeben. Daher ist ihre korrekte Abbildung weitaus
am wichtigsten. Aber selbst fiir die erste Biegeeigenform des Rotors liegen die Frequen-
zen des analytischen Modells nur geringfiigig hoher. Damit wird die Verwendung eines
Rayleigh-Balkens anstatt eines Timoshenko-Balkens zur Modellierung der rotierenden
Welle hier nochmals gerechtfertigt. Insbesondere die gyroskopischen Effekte, die fiir die
Aufspaltung der Eigenfrequenzen verantwortlich sind, werden durch das analytische Mo-
dell sehr gut abgebildet.

In Abbildung 6.4 sind die aus der Modalanalyse erhaltenen gyroskopischen Moden prinzi-
piell fiir einen Abgasturbolader veranschaulicht:
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e Die ersten zwei Eigenschwingungsformen des Turboladerrotors ergeben sich haupt-
séchlich aus den sogenannten konischen Starrkérpermoden, die zusatzlich mit einer
geringen Wellenverbiegung iiberlagert sind. Bei dem ersten Mode handelt es sich um
den gyroskopischen konischen Mode im Gegenlauf, wéihrend der zweite Mode der
zugehorige konische Mode im Gleichlauf ist.

e Die dritte und vierte Eigenschwingungsform des Turboladerrotors setzt sich
iiberwiegend aus dem zylindrischen Starrkérpermode zusammen. Obwohl im Gegen-
satz zu den konischen Moden eine hohere Wellenverbiegung zu beobachten ist, kann
auch in diesen Fallen weitestgehend von Starrkérpermoden ausgegangen werden.
Demzufolge stellt die dritte Rotoreigenschwingungsform einen zylindrischen Mode im
Gegenlauf dar und die vierte Eigenschwingungsform den zugehorigen zylindrischen
Mode im Gleichlauf.

e Die flinfte und sechste Eigenschwingungsform des Turboladerrotors basieren auf dem
ersten elastischen Biegemode. Der Mode mit der niedrigeren Eigenfrequenz ist wie-
derum der erste Biegemode im Gegenlauf und der bei hoheren Eigenfrequenzen der
zugehorige Biegemode im Gleichlauf.

Da fir Gleitlager streng genommen die Annahme einer isotrop linear-elastischen Lagerung
nicht zutrifft, kann die gyroskopische Modalanalyse nur Aufschluss dariiber geben [95], wel-
che Rotorschwingungsformen sich beim Auftreten selbsterregter Schwingungen einstellen
konnen. Die spater durchgefithrten Stabilitdts-und Bifurkationsanalysen bestatigen, dass

Konischer Mode (Gegenlauf) Konischer Mode (Gleichlauf)

Abbildung 6.4: Prinzipielle gyroskopische Eigenschwingungsformen (Gegenlauf/Gleichlauf)
des Turboladerrotors bei isotrop linear-elastischer Lagerung (siehe z.B. [95]).
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es sich bei den Subsynchronen vorwiegend entweder um einen konischen oder einen zy-
lindrischen Rotormode im Gleichlauf handelt. Trotz der unsymmetrischen Lagerung und
den beiden Scheiben kann damit die in Kapitel 5.3.1 durchgefiithrte Klassifizierung der
selbsterregten Schwingungen weitestgehend auch fiir den Turboladerrotor in Schwimm-
buchsenlagern beibehalten werden (vgl. Abbildung 5.12), wenn die zylindrischen und koni-
schen Rotorschwingungsformen (Gleichlauf) aus Abbildung 6.4 berticksichtigt werden. Die
Hopf-Bifurkationen der Biegeeigenformen des Rotors treten wiederum bei extrem hohen
Drehzahlen auf. Dagegen handelt es sich beim kritischen Grenzzyklus abermals um einen
degenerierten konischen Starrkérpermode, der sich mit zunehmender Drehzahl infolge der
immer steifer werdenden Lager in den entsprechenden Biegemode verwandelt.

Nichtlineares Stabilitits- und Bifurkationsverhalten

Obwohl der Turboladerrotor in Schwimmbuchsenlagern schon bei sehr geringen Drehzahlen
die Stabilitiat der Gleichgewichtslage verlieren kann und auch diverse Sprungphédnomene
(z.B. subkritische Hopf-Bifurkation) erscheinen kénnen, kann der Turboladerrotor im Be-
reich des Auftretens der Subsynchronen sicher betrieben werden. In der Realitéit existiert
fiir einen Rotor keine Gleichgewichtslage, da er stets eine (kleine) Restunwucht besitzt.
Wenn im Folgenden von einer Gleichgewichtslage gesprochen wird, so entstehen in der Pra-
xis im Fall einer geringen Unwucht drehzahlsynchrone Schwingungen kleiner Amplitude in
der Ndhe der Gleichgewichtslage. Wie fiir den Laval-Rotor gezeigt wird, entwickelt sich bei
Annahme kleiner Unwuchten auch das globale Losungsverhalten bei héheren Drehzahlen
quasi um die Losung des ideal ausgewuchteten Systems, wobei sich die Drehzahlen fiir die
Bifurkationen nur geringfiigig verschieben. Daneben konnen jedoch Bereiche chaotischen
Schwingungsverhaltens stéarker in Erscheinung treten.

In Abbildung 6.5 ist das Bifurkationsdiagramm des Turboladerrotors (vgl. Tabelle 6.1)
mittlerer Baugrofie veranschaulicht, wobei die lokalen Maxima bzw. Minima wp(wr =
0) der Schwerpunktverschiebungen des Turbinenrades in Abhéngigkeit des hier einzigen
Bifurkationsparameters, der Drehfrequenz f, dargestellt werden. Zudem sind in Abbildung
6.6 die zugehorigen subsynchronen Frequenzen sowohl in einem Wasserfall- als auch in
einem Ordnungsdiagramm? verdeutlicht.

Zunachst ist erwahnenswert, dass an den Hopf-Bifurkationen wiederum subsynchrone
Schwingungen unterschiedlicher Moden geboren werden. Jedoch ist infolge der unsym-
metrischen Lagerung und den beiden Scheiben unterschiedlicher Massen bzw. Massen-
tragheitsmomente eine eindeutige Zuordnung von Subsynchronen schwieriger als im Fall
der symmetrisch gelagerten rotierenden Welle. Unter Berticksichtigung dieses Sachverhalts
werden aus der numerischen Bifurkationsanalyse des Turboladerrotors mittlerer Baugrofie
folgende Ergebnisse erhalten:

e Bis zu einer Drehfrequenz von f = 238 Hz befindet sich der rotierende Turboladerro-
tor in einer stabilen stationdren Ruhelage. Folglich existiert fiir hochtourige Rotoren
in Schwimmbuchsenlagern nur im niederen Drehzahlbereich eine stabile Gleichge-
wichtslage.

e Bei einer Drehfrequenz von f = 238 Hz verliert das Rotor-Lager-System die Stabilitat
seiner Gleichgewichtslage und springt infolge einer subkritischen Hopf-Bifurkation

’Die zusitzliche dimensionslose Darstellung der subsynchronen Frequenzverhiltnisse €24, soll zum
besseren Vergleich mit den Ergebnissen der vorangegangenen Kapitel dienen.
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Abbildung 6.5: Bifurkationsdiagramm des Turboladerrotors mittlerer Baugrofie in
Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 6.1).

auf einen stabilen Grenzzyklus der mit Sub 3 bezeichneten Subsynchronen. Beim
Herunterfahren der Drehzahl sorgt der Sattelknoten bei f = 236 Hz fiir einen sehr
gering ausgepragten und damit unbedeutenden Hysterese-Effekt.

e Der stabile Grenzzyklus zeichnet sich durch einen konischen Rotormode aus. Jedoch
zeigt nur das turbinenseitige Lager die typischen Exzentrizitaten der 3. Subsynchro-
nen, wahrend sich das verdichterseitige Lager ziemlich ruhig verhélt. Eigentlich han-
delt es sich in diesem Bereich streng genommen um eine nur ausschlieflich vom
turbinenseitigen Lager verursachte 3. Subsychrone, die auch mit Sub 3, bezeichnet
werden kann.

e Fine Torus-Bifurkation bei f = 236 Hz der periodischen Losungen fithrt zu einer
inkommensurablen Frequenz vernachlassigbarer Amplitude, die wohl der 1. Subsyn-
chronen zugewiesen werden kann. Folglich herrscht in dem folgenden gesamten Be-
reich bis zur Bifurkation in den kritischen Grenzzyklus eine Modeninteraktion der 1.
und 3. Subsynchronen. Dem Amplitudenspektrum zufolge werden dabei die quasi-
periodischen Losungen immer wieder durch verhéltnisméflig kleine Bereiche chaoti-
schen Schwingungsverhaltens (z. B. bei f ~ 2500 Hz) unterbrochen.

e Bei f = 364 Hz findet ein Sprung der quasi-periodischen (chaotischen) geringer Am-
plitude auf einen zwischen zwei Torus-Bifurkationen kurzzeitig stabilen Grenzzyklus
héherer Amplitude statt. Der folgende Bereich kann tatséachlich der 3. Subsynchronen
zugeordnet werden, da beide Lager ein fiir die 3. Subsynchrone typisches Verhalten

3 Auf diese Bezeichnung wird hier bewusst verzichtet, weil bei einer weiteren Drehzahlerh6hung daraus
tatsdchlich die 3. Subsynchrone entsteht.
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Abbildung 6.6: Amplitudenspektren fiir die aus der Bifurkationsanalyse (vgl. Abbildung
6.5) erhaltenen stabilen Losungen bei einer quasi-statischen Erhéhung von f: a) Wasser-
falldiagramm. b) Ordnungsdiagramm.

aufzeigen. Dariiber hinaus ist zu erwahnen, dass dieser Amplitudensprung im Gegen-
satz zur Bifurkation in den kritischen Grenzzyklus eher als ungefahrlich einzuschéitzen
ist, weil der Rotor weiterhin nahezu in einem Starrkérpermode verbleibt und damit
die Amplituden endlich bleiben. Liegen jedenfalls die Toleranzen bei Auslegung des
Turboladers nicht innerhalb der Grenzen, die durch die Starrkérperbewegungen des
Rotors vorgegeben werden, kann schon dieser Amplitudensprung zu einem Rotor-
schaden fithren.

e Neben chaotischen Bereichen folgt aus einer superkritischen Torus-Bifurkation bei
f = 1133 Hz ein Bereich stabiler Grenzzyklen, bei denen die Frequenzen der inneren
und dufleren Schmierfilme im Verhéltnis 2:1 synchronisieren. Dieser Synchronisati-
onsbereich endet aufgrund einer superkritischen Torus-Bifurkation bei f = 1350 Hz.
Bei f = 2560 Hz werden die quasi-periodischen (chaotischen) Schwingungen mittels
einer superkritischen Torus-Bifurkation erneut instabil und der Rotor erreicht einen
Bereich stabiler Grenzzyklen (Synchronisation der Schmierfilme im Verhéltnis 2:1).
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e Eine Bifurkation tiber einen Sattelknoten (absolute Grenzdrehzahl: f = 2685 Hz)
ist schliefllich fiir den Amplitudensprung in den kritischen Grenzzyklus (Synchroni-
sation der Schmierfilme zu einer einzigen subsynchronen Frequenz) verantwortlich,
wobei die nichtlineare kritische Drehzahl fiir eine Drehfrequenz von f = 1287 Hz
erscheint. Daher gibt es fiir den Turboladerrotor einen verhéaltnisméflig sehr grofien
Drehzahlbereich, in dem der kritische Grenzzyklus und die 3. Subsynchrone koexistie-
ren. Wie schon mehrmals erwédhnt, muss wihrend des Betriebs sichergestellt werden,
dass Storungen keinen vorzeitigen Stabilitdtsverlust der 3. Subsynchronen verursa-
chen. Ansonsten sollte der Betriebsdrehzahlbereich des Turboladers unterhalb der
nichtlinearen kritischen Drehzahl liegen.

e Bei Variation beispielsweise der Lagerparameter kann sich ebenfalls beim vorlie-
genden Rotormodell eine duBere Krise einstellen, die den Amplitudensprung in den
kritischen Grenzzyklus bewirkt.

Nachdem das Stabilitdts- und Bifurkationsverhalten des Turboladerrotors mittlerer Bau-
groffe ausfiihrlich erklart worden ist, werden nachfolgend ein paar allgemeine Anmerkun-
gen gemacht. Die beim symmetrischen Rotor durchgefiihrte Einteilung in die einzelnen
Subsynchronen ist zwar auch beim unsymmetrischen Turboladerrotor tiber einen weiten
Drehzahlbereich zuléssig, jedoch kann sie erweitert werden, indem noch zwischen dem
turbinen- und verdichterseitigen Lager unterschieden wird. Beispielsweise handelt es sich
bei der aus der zweiten Hopf-Bifurkation (f = 503 Hz) geborenen instabilen Losung um
einen konischen Mode im Gleichlauf, der vorwiegend durch den dufleren Schmierfilm des
verdichterseitigen Lagers verursacht wird. Darum wird sie in der Abbildung 6.5 als Sub 3
(v) gekennzeichnet. Theoretisch konnen sich folglich fiir einen allgemeinen (unsymmetri-
schen) Rotor in Schwimmbuchsenlagern damit insgesamt acht verschiedene Subsynchrone
ergeben. Die weiteren vier Sonderfille, wenn beide Lager an den subsynchronen Schwin-
gungen involviert sind, werden sich wie beim vorliegenden Rotor aus den entsprechenden
Subsynchronen entwickeln.

Da sich die subsynchronen Schwingungen vorwiegend aus den Starrkérpermoden zusam-
mensetzen, kann in einem ersten Modellierungsschritt auch eine starre Welle angenommen
werden. Die Ergebnisse dafiir konnen dem Anhang (siehe Abbildung C.9) entnommen
werden. Diese Vereinfachung bringt fiir Drehzahlbereiche unterhalb der nichtlinearen kri-
tischen Drehzahl vergleichbare Ergebnisse. Die nichtlineare kritische Drehzahl kann eben-
falls sehr gut abgebildet werden, da die Synchronisation der Schmierfilme zu einer einzi-
gen subsynchronen Frequenz weitestgehend unabhéngig von der Wellensteifigkeit verlauft.
Darum sind die Abweichungen in der nichtlinearen kritischen Drehzahl beider Modelle
vernachléssigbar gering. Am Anfang des kritischen Grenzzyklus liegt namlich noch ein na-
hezu konischer Starrkérpermode vor. Die absolute Grenzdrehzahl beim Hochlauf reagiert
dagegen sehr sensitiv auf die Wellensteifigkeit. Eine zunehmende Wellenverbiegung kann
zu einer Erhohung der gyroskopischen Effekte fiihren, die wiederum die absolute Grenz-
drehzahl positiv beeinflussen kénnen.

6.2.2 Turboladerrotor kleinerer Baugrofle

Turboladerrotoren kleinerer Baugréfie werden bevorzugt im Automobilbereich eingesetzt.
Im Gegensatz zu grofieren Turboladerrotoren neigen sie weniger zu einer Bifurkation in
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den kritischen Grenzzyklus im Betriebsdrehzahlbereich. Daher sind eher die im Fahr-
zeug als lastig empfundenen akustischen Gerausche (,,Turboladerheulen®) von Bedeutung,
die durch die Rotorschwingungen verursacht werden konnen. Die Tabelle 6.2 stellt die in
der folgenden Bifurkationsanalyse verwendeten Daten des Turboladerrotors kleinerer Bau-
art dar. Messergebnisse eines vergleichbaren Turboladerrotors am Priifstand sind in [112]

Massen my = 0.060 kg, my = 0.023 kg, mp = 0.0022 kg
Massentriagheitsmomente Jy7r = 5.38 kg mm?, Jor = 5.48 kg mm?,
Jiv = 1.83kgmm?, Joy = 2.77kgmm?, Jz = 0.035 kg mm?

Lage von St bzw. Sy a =10.8mm, b = 10.9 mm

Wellenparameter ¢ =48.5mm, A = 40.3mm?, I = 129.0 mm?,
0=7.8-10"%kg/mm3, F = 210000 N/mm?

Lagerstellen {1 = 14.7mm, {5 = 36.8 mm

Lagerparameter D; =6.0mm, L, =3.6mm, D, =9.5mm, L, =6.2mm,

C; = 0.016 mm, C;, = 0.034 mm,
n; = 7.0mPas, n, = 7.7mPas

Tabelle 6.2: Parameterwerte fiir den Turboladerrotor kleinerer Baugrofle.

ausfiihrlich beschrieben. Dariiber hinaus wird in [112] ebenfalls eine transiente Hochlauf-
simulation mit einem flexiblen Mehrkoérpermodell durchgefiihrt.

Das Stabillitats- und Bifurkationsverhalten des kleineren Turboladerrotors (vgl. Tabelle
6.2) tiber der Drehfrequenz f ist anhand der lokalen Maxima und Minima wy (wy = 0)
der Verschiebungen des Verdichterrades in Abbildung 6.7 dargestellt, wihrend die entspre-
chenden subsynchronen Frequenzen in Abbildung 6.8 verdeutlicht sind:

e Die Gleichgewichtslage verliert ihre Stabilitat infolge einer subkritischen Hopf-Bifur-
kation bei einer sehr geringen Drehfrequenz von f = 41 Hz, und ein Sprung fiihrt
in den Bereich stabiler Grenzzyklen der 1. Subsynchronen, der zundchst nur vom
turbinenseitigen Lager ausgelost wird. Der mit der Hopf-Bifurkation verbundene
Hysterese-Effekt ist wiederum nur marginal ausgepragt.

e Nach Erreichen des ersten Maximums bei etwa f =~ 43 Hz nehmen die Amplituden
der (verdichterseitigen) 1. Subsynchronen infolge der Dampfungswirkung der dufleren
Schmierfilme mit zunehmender Drehzahl ab. Dann erscheint bei einer Drehzahl von
naherungsweise f ~ 164 Hz ein zweites Maximum, das dadurch bedingt ist, dass
nunmehr beide Lager ein fiir die 1. Subsynchrone typisches Verhalten aufweisen.

e Bei Erhohung der Drehzahl verbleibt der Rotor in der 1. Subsynchronen bis zur
subkritischen Torus-Bifurkation bei f = 520 Hz, wodurch als Folge einer Modenin-
teraktion ein Sprung in die 2. Subsynchrone verursacht wird.

e Die 2. Subsynchrone wird aus der dritten Hopf-Bifurkation (superkritisch) bei f =
299 Hz geboren, wobei die Ursache dafiir im verdichterseitigen Lager liegt. Ein direkt
in unmittelbarer Nahe auftretender Sattelknoten sorgt schliellich fiir die Beteiligung
beider Lager an der 2. Subsynchronen. Ein weiterer Sattelknoten ist dann fiir die
typischen (hier zunéchst instabilen) Grenzzyklen der 2. Subsynchronen verantwort-
lich. Fiir eine symmetrische Lagerung ist bei der Entstehung der 2. Subsynchronen
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stets eine subkritische Hopf-Bifurkation mit nur einem nachfolgenden Sattelknoten
typisch.

Die subkritische Torus-Bifurkation (Modeninteraktion zwischen Sub 1 und Sub 2)
bei f = 324 Hz bewirkt den Stabilitdtswechsel der Grenzzyklen der 2. Subsynchro-
nen und verursacht beim Herunterfahren der Drehzahl den Sprung von der 2. in
die 1. Subsynchrone. Folglich koexistieren die ersten zwei Subsynchronen im Bereich
von f = 324-520 Hz zwischen den beiden zusammengehoérenden Torus-Bifurkationen
(Hysterese), die ihren Ursprung in der entsprechenden Hopf-Hopf-Bifurkation besit-
zen.

Die 2. Subsynchrone wird kurzzeitig im Drehzahlbereich von f = 824-951 Hz durch
eine quasi-periodische Losung der 2. und 3. Subsynchronen (,mixed-mode®) unter-
brochen, die durch Torus-Bifurkationen superkritischer Art bei f = 824 Hz und sub-
kritischer Art bei f = 940 Hz eingeschlossen werden.

Bei Erhohung der Drehzahl wird letztendlich die 2. Subsynchrone infolge einer
superkritischen Torus-Bifurkation durchgéngig instabil, aus der wiederum quasi-
periodische Losungen der 2. und 3. Subsynchronen (,mixed-mode*) geboren werden.

Diese quasi-periodischen Losungen werden bei einer Drehfrequenz von etwa f =
2180 Hz dann ebenfalls instabil und gehen den Amplitudenspektren zufolge in einen
chaotischen Bereich tiber. In diesem Bereich scheint sich noch die 2. Subsynchrone
an den Schwingungen zu beteiligen, wobei die Amplituden der 3. Subsynchronen
deutlich iiberwiegen. Wie schon zuvor mehrmals erwahnt, wird daher dieser Bereich
oftmals nur der 3. Subsynchronen zugewiesen.

0.05
0.1 NS
%* Hopf-Bifurkation MR
O Sattelknoten hRF) - - -
0.15 0_Torus-Bifurkation ‘ ‘ ‘ ‘ |— stabil - instabil
) 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

Drehfrequenz f [Hz]

Abbildung 6.7: Bifurkationsdiagramm des Turboladerrotors kleinerer Baugréfie in
Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 6.2).



178 Kapitel 6. Stabilitdt hochtouriger Turboladerrotoren

35001 )
3000 "\ / } /
VR
2500 é J /
= = 2000 I |
£ 3500 —
- 1500
S 01 3000
2 2500 .
_2_0_05 1000 | /
< 1500
0 o 500 /
o 1000&
500
1000 1500 5009 0 ‘
2500 3000 450" © 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
a) f.s"ub [HZ] fsub [HZ]
1
0.9
0.8
0.7

Amplitude [mm]
o

0.05 _ :

. - 04 L 02
s 0.1 &k D dlatannt
0 ' 3 :
500 ——
1000 4500 1000 o ] < . ‘ .
3000 3500 O 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
b) [ [Hz] f [Hz]

Abbildung 6.8: Amplitudenspektren fiir die aus der Bifurkationsanalyse (vgl. Abbildung
6.7) erhaltenen stabilen Losungen bei einer quasi-statischen Erhéhung von f: a) Wasser-
falldiagramm. b) Ordnungsdiagramm.

Aus den beiden bisher nicht angesprochenen Hopf-Bifurkationen entstehen abermals zwei
verschiedene Arten der 3. Subsynchronen, wobei die mit Sub 3 bezeichnete Subsynchrone
zunachst nur am turbinenseitigen Lager nachzuweisen ist. Ebenfalls im Anhang sind die
Ergebnisse dieses Turboladerrotors bei einer starren Modellierung der Welle aufgefiihrt
(vgl. Abbildung C.11). Der Unterschied zwischen den beiden Modellierungen ist im Ver-
gleich zum grofleren Turboladerrotor noch geringer, so dass bei Rotoren dieser Baugrofie
eine Berechnung des nichtlinearen Schwingungungsverhaltens bei Annahme einer starren
Welle nicht nur qualitativ richtige sondern auch schon quantitativ recht gute Ergebnisse
liefert.



Kapitel 7

Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschreibt das detaillierte Stabilitdts- und Bifurkationsverhalten
hochtouriger Rotoren sowohl in konventionellen Gleitlagern als auch in Schwimmbuchsen-
lagern, die sich vom einfachen Laval-Rotor beginnend iiber Kontinuumsrotoren (schlanke
Wellen) zu Turboladerrotoren erstrecken. Die durchgefithrten Untersuchungen dienen vor-
rangig zur Identifikation und zum Verstdndnis der grundlegenden nichtlinearen Effekte,
die bei hochtourigen Rotoren in der Praxis zu beobachten sind. Dariiber hinaus wird der
Einfluss der Rotor- und Lagerparameter auf das nichtlineare Schwingungsverhalten stu-
diert.

Laval-Rotor

Nach Vorstellung der fiir die numerische Bifurkationsanalyse der Modelle benottigten
Grundlagen wird anhand von transienten Hochlaufsimulationen des Laval-Rotors gezeigt,
dass bei Annahme gleicher Randbedingungen die innerhalb der Arbeit tberwiegend
verwendete Kurzlagertheorie qualitativ und quantitativ eine sehr gute Alternative zur
numerischen Bestimmung der Lagerkrifte geméfl der allgemeinen (nicht vereinfachten)
Reynoldsgleichung ist. Folglich kann sie ebenfalls bei praxisrelevanten Simulationen
angewandt werden, wenn von vollumschlossenen, kreiszylindrischen Gleitlagern mit ei-
nem Breiten-Durchmesser-Verhaltnis von L/D < 1/2 ausgegangen werden kann. Zur
Einfiihrung in die Stabilitdts- und Bifurkationsanalyse mittels der Methoden der Pfad-
verfolgung werden beim klassischen Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern zunéchst
die unterschiedlichen Bifurkationsszenarien in den ,oil-whirl“-Bereich sowie der sich
anschliefende ,,0il-whip“-Bereich in Abhéngigkeit der Systemparameter betrachtet.
Dagegen bildet die Untersuchung des klassischen Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern
den Schwerpunkt der Arbeit. Als Ergebnis einer linearen Stabilitatsanalyse wird festge-
stellt, dass im Allgemeinen bei mittel bis hoch belasteten Rotoren der Stabilitatsverlust
der Gleichgewichtslage durch eine superkritische Hopf-Bifurkation infolge des dufleren
Schmierfilms verursacht wird, wohingegen bei niedrig belasteten Rotoren an der linea-
ren Stabilitdtsgrenze eine subkritische Hopf-Bifurkation des inneren Schmierfilms vorliegt.
Am Schnittpunkt der beiden entsprechenden Hopf-Kurven ergibt sich eine sogenannte
Hopf-Hopf-Bifurkation, an der zwei Torus-Bifurkationen der Grenzzyklen des inneren und
auBeren Schmierfilms geboren werden. Die Torus-Bifurkationen sind fiir die Entstehung
quasi-periodischer Bereiche verantwortlich, die dann als Modeninteraktion des inneren und
auBeren Schmierfilms gedeutet werden konnen.
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Aus dieser Erkenntnis heraus ergeben sich nach Uberschreiten der linearen Stabi-
litdtsgrenze zwei typische Bifurkationsszenarien: Fiir mittlere Belastungen stellen sich
nach einer geringen Drehzahlerh6hung quasi-periodische Schwingungen (,mixed-mode-
Losungen) aufgrund einer Torus-Bifurkation ein, an denen sich als Folge einer Modenin-
teraktion eigentlich der innere und aduflere Schmierfilm mit den zwei inkommensurablen
Frequenzen Qg; bzw. Qg beteiligen. Dennoch wird dieser quasi-periodische Bereich
haufig ausschliefllich dem dufleren Schmierfilm zugewiesen, da die Amplituden aus dem An-
teil des inneren Schmierfilms deutlich kleiner sind. Auflerdem wird der Nachweis erbracht,
dass die quasi-periodischen Losungen in gewissen Drehzahlbereichen in einen chaotischen
Attraktor iibergehen koénnen. Auf der Route in den chaotischen Bereich kénnen entwe-
der eine Kaskade von Periodenverdopplungen oder mindestens drei Hopf-Bifurkationen
(Ruelle-Newhouse-Takens-Route) durchlaufen werden. Die Ruelle-Newhouse-Takens-Route
zeichnet sich neben den Frequenzen g,; bzw. (5, , durch das Erscheinen einer dritten
betragsméBig kleinen Frequenz ()g,; p aus, die auf eine langsame Schwankung der Buch-
sendrehzahl zuriickgefiihrt werden kann. Beim hoch belasteten Rotor existieren nach dem
Stabilitatsverlust der Gleichgewichtslage weitgehend nur rein periodische Losungen, die
einen Synchronisationsbereich mit Qg,p; = 2€05,5, und damit einen Sonderfall darstellen.
Im Gegensatz dazu resultieren fiir niedrig belastete Rotoren aus der Hopf-Bifurkation des
inneren Schmierfilms stabile Grenzzyklen mit einer subsynchronen Frequenz €2, ;, die bei
hoheren Drehzahlen wiederum infolge einer Torus-Bifurkation (Modeninteraktion) in einen
Bereich quasi-periodischer Schwingungen der beiden Grundfrequenzen (g, bzw. Qg4
gelangen. Folglich entsteht in diesem Drehzahlbereich ein dhnliches Schwingungsverhalten
wie fiir den mittel belasteten Rotor. Jedoch scheint der niedrig belastete Rotor allgemein
weniger zu chaotischem Verhalten zu neigen.

Die Synchronisation der beiden Schmierfilme zu einer einzigen Schwingungsfrequenz
Qgupi = Qsupq fithrt schlielich fir jeden Rotor bei hoheren Drehzahlen zum kritischen
Grenzzyklus (Rotorschaden). Abhéngig von der Rotorbelastung konnen sich dabei un-
terschiedliche Bifurkationsszenarien (stetiger Ubergang, Sattelknoten, dufere Krise) in
den kritischen Grenzzyklus ergeben. Des Weiteren ist zu erwahnen, dass eine Stérung
vor Erreichen der absoluten Grenzdrehzahl beim Hochlauf einen Sprung der subsyn-
chronen Schwingungen in den kritischen Grenzzyklus verursachen kann, da fiir einen
verhdltnismaBig weit ausgedehnten Drehzahlbereich neben den subsynchronen Schwingun-
gen der kritische Grenzzyklus koexistieren kann. Zur sicheren Auslegung von Rotoren kann
daher die nichtlineare kritische Drehzahl verwendet werden, die tiber den Sattelknoten
definiert wird, an dem der kritische Grenzzyklus geboren wird.

Mit Hilfe von sogenannten nichtlinearen Stabilitatskarten wird der Einfluss von Rotor-
und Lagerparametern auf die subsynchronen Schwingungen sowie den kritischen Grenzzy-
klus beurteilt. Die Erhohung der dufleren Lagerbreiten bzw. -durchmesser, eine niedrigere
Temperatur im duBleren Schmierfilm sowie ein steiferer Rotor verbessern deutlich das Sta-
bilitdtsverhalten beziiglich des Auftretens des kritischen Grenzzyklus. Fiir die Wahl des
Lagerspielverhéltnisses, das fiir den Konstrukteur die am leichtesten zu dndernde Grofie
ist, ldsst sich keine eindeutige Aussage ableiten. Eine grofiere Unwucht dagegen kann im
Allgemeinen entweder teilweise oder vollstéindig die subsynchronen Schwingungen des in-
neren Schmierfilms unterdriicken. Auflerdem kann sie das Auftreten der subsynchronen
Schwingungen des dufleren Schmierfilms zu héheren Drehzahlen verschieben. Jedoch sorgt
sie fiir eine deutliche Herabsetzung der absoluten Grenzdrehzahl (Bifurkation in den kri-
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tischen Bereich hoher Amplituden). Aus den diversen Untersuchungen stellt sich heraus,
dass die nichtlineare kritische Drehzahl des ideal ausgewuchteten Rotors eine gute konser-
vative Abschiatzung der absoluten Grenzdrehzahlen bei zuséatzlicher Beriicksichtigung der
Unwucht liefert.

Kontinuumsrotor

Die Erweiterung der Modellierung zu einem symmetrisch gelagerten Kontinuumsrotor
(schlanke Welle) erlaubt neben der Betrachtung der zylindrischen Bewegung der Rotor-
mittelachse auch die Abbildung der konischen Bewegungsformen unter Berticksichtigung
gyroskopischer Effekte. Damit kénnen die verschiedenen Rotorschwingungsformen in die
Betrachtung einbezogen werden.

Zunéchst werden wiederum die ,,0il-whirl“- bzw. ,oil-whip“-Phdnomene des Kontinuumsro-
tors in konventionellen Gleitlagern diskutiert. Wahrend sich im ,oil-whirl“-Bereich selbst-
erregte Schwingungen im konischen bzw. zylindrischen Starrkérpermode mit einem nahezu
vernachlissigbaren Biegeanteil einstellen, findet beim Ubergang in den ,0il-whip®-Bereich
ein stetiger Wandel von den ,Starrkérpermoden“ zu den entsprechenden Biegemoden
(degenerierte ,Starrkérpermoden®) statt. Zudem treten die ,oil-whirl“- bzw. ,oil-whip“-
Schwingungen sowohl fiir die konischen als auch die zylindrischen Bewegungsformen auf,
wovon die zylindrische im untersuchten Fall des ideal ausgewuchteten Rotors iiber den
gesamten Drehzahlbereich instabil ist. Dennoch kénnen auch die instabilen Losungen des
unwuchtfreien Falls von Bedeutung sein, wenn beispielsweise durch die Unwuchtverteilung
entlang des Rotors die betreffende Rotorschwingungsform angeregt wird. Dadurch ergeben
sich nacheinander folgende ,0il-whirl“- bzw. ,0il-whip“-Phénomene unterschiedlicher Ro-
tormoden. Die kritischen Drehzahlen fiir die Resonanzstellen sowie fiir das Auftreten des
,0il-whip“-Bereichs kénnen naherungsweise iiber einen starr bzw. in sehr steifen Federn
gelagerten Rotor abgeschitzt werden (Campbell-Diagramm).

Mittels einer linearen Stabilitdtsanalyse des Kontinuumsrotors in Schwimmbuchsenlagern
wird gezeigt, dass je nach Rotorbelastung vier unterschiedliche Hopf-Bifurkationen fiir den
Stabilitdtsverlust der Gleichgewichtslage verantwortlich sein konnen. Damit kénnen die
entstehenden (selbsterregten) Schwingungen nicht nur nach dem die Instabilitét verursa-
chenden Schmierfilm, sondern auch nach der Rotorschwingungsform unterschieden werden.
Daraus folgt gemafl Schweizer (siche beispielsweise [92, 93]) die Einteilung der selbsterreg-
ten Schwingungen in die sogenannten vier Subsynchronen. Im Gegensatz zum Laval-Rotor
konnen nun beim niedrig belasteten Kontinuumsrotor ebenfalls Modeninteraktionen zwi-
schen der 1. und 2. Subsynchronen des inneren Schmierfilms im niederen Drehzahlbereich
auftreten. Die subkritischen Torus-Bifurkationen der jeweiligen Grenzzyklen des inneren
Schmierfilms fithren in diesem Fall zu instabilen quasi-periodischen Lésungen (,mixed-
mode“-Losungen), so dass beim Hoch- bzw. Herunterfahren der Drehzahl Amplituden-
spriilnge zwischen den beiden Subsynchronen (konisch/zylindrisch) des inneren Schmier-
films stattfinden. Die quasi-periodischen Schwingungen, die iiblicherweise nur der 3. Sub-
synchronen (konischer Mode, duflerer Schmierfilm) zugeordnet werden, kénnen als Folge
einer Modeninteraktion entweder Anteile der 1. oder der 2. Subsynchronen beinhalten.
Wiéhrend gyroskopische Effekte einen positiven Einfluss auf die nichtlineare kritische Dreh-
zahl besitzen, kann die Unwucht zu einer erheblichen Reduzierung der absoluten Grenz-
drehzahl beitragen, wenn sich beispielsweise in der Néahe des kritischen Bereichs hoher
Amplituden eine Resonanzstelle befindet.



Turboladerrotor

Die rotierende schlanke Welle wird um zwei Scheiben (Verdichter- bzw. Turbinenrad) er-
weitert, so dass sich das vereinfachte Modell eines Turboladerrotors ergibt. Um einen tiefe-
ren Einblick iiber die Bifurkationen und die nichtlinearen Phénomene zu ermoglichen,
wird von einem ideal ausgewuchteten Turboladerrotor in Schwimmbuchsenlagern ausge-
gangen. Theoretisch kénnen aufgrund der unterschiedlichen Masseneigenschaften der bei-
den Réder sowie der unsymmetrischen Lagerung acht unterschiedliche Subsynchrone in den
,Starrkorpermoden” aus den Hopf-Bifurkationen der Gleichgewichtslage geboren werden,
da jedes Lager allein eine Instabilitiat verursachen kann. Jedoch neigen die beiden Lager
iiblicherweise nach einer weiteren Drehzahlerh6hung weitgehend zu identischem Verhalten.
Folglich kann die Klassifizierung in die vier Subsynchronen weiterhin beibehalten werden.
Innerhalb der Arbeit werden zwei typische Bifurkationsszenarien diskutiert, wie sie bei
Experimenten von Turboladerrotoren in Schwimmbuchsenlagern beobachtet werden.

Der untersuchte Turboladerrotor mittlerer Baugrofle zeigt iiber weite Drehzahlbereiche
quasi-periodische Schwingungen in der 3. Subsynchronen und verzweigt schliellich in den
kritischen Grenzzyklus. Interessant dabei ist das Auftreten eines weiteren Amplituden-
sprungs bei geringeren Drehzahlen. Fiir die Hopf-Bifurkation der Gleichgewichtslage ist
nur das turbinenseitige Lager verantwortlich. Daraus folgen zunéchst selbsterregte Schwin-
gungen geringer Amplitude. Nach einer weiteren Erhéhung der Drehzahl fithrt ein Ampli-
tudensprung in einen Bereich, in dem beide Lager ein fiir die 3. Subsynchrone typisches
Verhalten aufweisen.

Dagegen treten beim kleineren Turboladerrotor im niederen Drehzahlbereich die Sub-
synchronen des inneren Schmierfilms auf. Die Amplitudenspriinge zwischen der 1. und
2. Subsynchronen erfolgen wiederum beim Hoch- bzw. Herunterfahren durch subkri-
tische Torus-Bifurkationen, welche die Folge einer Modeninteraktion sind. Nach einer
Drehzahlsteigerung entstehen dann aus der 2. Subsynchronen infolge einer weiteren Torus-
Bifurkation ,mixed-mode”-Losungen der 2. und 3. Subsynchronen, die mit zunehmender
Drehzahl in einen chaotischen Bereich iibergehen.

Insgesamt darf festgestellt werden, dass mit der vorliegenden Arbeit eine sehr weitge-
hende Analyse der nichtlinearen Dynamik unterschiedlicher Rotoren in konventionellen
Gleitlagern und Schwimmbuchsenlagern vorliegt. Offene Fragen betreffen insbesondere
den Einfluss einer verbesserten Modellbildung seitens der Hydrodynamik. Beispielsweise
konnte neben Nuten und Bohrungen der Lager auch die Energiegleichung berticksichtigt
werden, um die im Allgemeinen temperaturabhéngigen Viskositidten bzw. Lagerspiele
bestimmen zu kénnen. Auf Seiten der Rotordynamik ist eine Erweiterung der rotierenden
Welle auf einen Timoshenko-Balken denkbar. Auflerdem koénnte der Einfluss der inneren
Déampfung auf das nichtlineare Stabilitits- und Schwingungsverhalten ndher analysiert
werden. Dartiber hinaus sind systematische experimentelle Untersuchungen auch einfacher
Rotormodelle (Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern bzw. in Schwimmbuchsenlagern)
von groBem Interesse, um die Aussagekraft der vorgestellten theoretischen Stabilitéits- und
Bifurkationsanalysen zu unterstiitzen. Insbesondere ist die Frage ungeklart, inwieweit bei
praktischen Anwendungen die in Schwimmbuchsenlagern gelagerten Rotoren in einem
Drehzahlbereich betrieben werden, in dem die eher harmlos einzuschétzenden subsynchro-
nen Schwingungen und die kritischen Schwingungen hoher Amplitude koexistieren.
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Anhang A

Approximationsmethoden fiir die
Gleitlagerkrifte

A.1 Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern

Analytische Kurzlagerlosung
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Abbildung A.1: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern (Kurz-
lagerlosung): a) Auslenkungen zy, der Scheibe in vertikaler Richtung. b) Relative Lager-

exzentrizitiaten e.
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Abbildung A.2: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern (Kurz-
lagerlosung): a) 3D-Wasserfalldiagramm der Auslenkungen zy, (vgl. Abbildung A.1).
b) 2D-Ansicht von a).
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Abbildung A.3: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern (Lang-
lagerlosung): a) Auslenkungen zy, der Scheibe in vertikaler Richtung. b) Relative Lager-
exzentrizitaten e.
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Abbildung A.4: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in konventionellen Gleitlagern (Lang-
lagerlosung): a) 3D-Wasserfalldiagramm der Auslenkungen zy, (vgl. Abbildung A.3).
b) 2D-Ansicht von a).

A.2 Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern

Numerische Losung der Reynoldsgleichung mittels Impedanz-Methode
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Abbildung A.5: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern
(Impedanz-Methode): a) Auslenkungen zy der Scheibe in vertikaler Richtung. b) Rela-
tive Lagerexzentrizitaten e.
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Abbildung A.6: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern
(Impedanz-Methode): a) 3D-Wasserfalldiagramm der Auslenkungen zy (vgl. Abbildung
A.5). b) 2D-Ansicht von a).
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Abbildung A.7: Langsame Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern
auf eine Drehfrequenz von 800 Hz (Impedanz-Methode): a) Auslenkungen zy, der Scheibe
in vertikaler Richtung. b) Relative Lagerexzentrizitiaten .
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Analytische Kurzlagerlosung
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Abbildung A.8: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern (Kurzla-
gertheorie): a) Auslenkungen zy, der Scheibe in vertikaler Richtung. b) Relative Lagerex-

zentrizitaten e.

=5

E4

22 i

21 g

& 20
0 10

1000 2000 3000 o0 O
a) Frequenz [Hz]

501

40
|
—30 ||
£, |
= |
50 N 20
40
0 10/ !/
A
Zeit [s] 0 iz
0 1000 2000 3000 4000

b)

Frequenz [Hz]

Abbildung A.9: Hochlaufsimulation des Laval-Rotors in Schwimmbuchsenlagern (Kurzla-
gertheorie): a) 3D-Wasserfalldiagramm der Auslenkungen zy, (vgl. Abbildung A.8). b) 2D-

Ansicht von a).






Anhang B

Steifigkeits- und
Dampfungskoeffizienten des

kreiszylindrischen Gleitlagers

Nach Linearisierung der Gleitlagerkrafte (Kurzlagertheorie) um die stationdre Ruhelage,
die durch die Lagerexzentrizitit ¢y gegeben ist, ergeben sich die dimensionslosen Steifig-
keitskoeffizienten zu
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Anhang C

Stabilitdts- und Bifurkationsanalysen

C.1 Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern
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Abbildung C.1: Stabilitiatskarten fiir den Laval-Rotor in konventionellen Gleitlagern:
a) Einfluss der Wellennachgiebigkeit I'y (0 = 1.0, d, = 0.1). b) Einfluss der &dufleren
Démpfung d, (¢ = 1.0, I'y = 0.01).
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Abbildung C.2: Vergleich des Laval-Rotors (I'y = 0.01, d, = 0.1) in konventionellen Gleit-

lagern mit dem zugehoérigen starren Laval-Rotor (I'y — 0, d, = 0.1): a) Stabilitatskarte.
b) Sattelknoten-Bifurkationen in der o-w-Ebene.
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C.2 Laval-Rotor in Schwimmbuchsenlagern
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Abbildung C.3: Bifurkationsanalyse des mittel belasteten Laval-Rotors in Schwimmbuch-
senlagern (vgl. Tabelle 4.3) fiir den Lastparameter o = 0.75: a) Vollstandiges Bifurkati-
onsdiagramm. b) Vergroferter Ausschnitt von a).
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Abbildung C.4: Amplitudenspektren fiir die aus der Bifurkationsanalyse erhaltenen stabi-
len Losungen bei einer quasi-statischen Erhéhung von w: a) 3D-Ordnungsdiagramm der
Losungen zy (vgl. Abbildung C.3). b) 2D-Ansicht von a).

|
w
o
T

10* // ]

20+

30 % Hopf-Bifurkation

O Sattelknoten . . i
0 Torus-Bifurkation T ‘ ‘ ‘ ‘ \—s‘tabll ——‘—lnstabll\

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

40

Abbildung C.5: Vollstandiges Bifurkationsdiagramm des niedrig belasteten Laval-Rotors
in Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 4.3) fiir den Lastparameter o = 1.0.
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Abbildung C.6: Vollstandiges Bifurkationsdiagramm des niedrig belasteten Laval-Rotors
in Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 4.3) fiir den Lastparameter o = 10.0.
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Abbildung C.7: Frequenzverhéltnisse )g,; als 3D-Ordnungsdiagramm fiir die aus der Bi-

furkationsanalyse erhaltenen stabilen Losungen zy, bei einer quasi-statischen Erhohung
von w: a) 0 = 1.0. b) ¢ = 10.0.
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C.3 Kontinuumsrotor in Schwimmbuchsenlagern
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Abbildung C.8: Bifurkationsdiagramme des Kontinuumsrotors in Schwimmbuchsenlagern
(vgl. Tabelle 5.1) fur den Lastparameter: a) o = 0.04. b) o = 0.9.
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C.4 Turboladerrotor
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Abbildung C.9: Bifurkationsdiagramm des starr modellierten Turboladerrotors mittlerer
Baugréfie in Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 6.1).
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Abbildung C.10: Gyroskopische Eigenfrequenzen des Turboladerrotors kleinerer Baugrofie
bei einer isotrop linear-elastischen Lagerung (¢ = 800 N/mm).
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Abbildung C.11: Bifurkationsdiagramm des starr modellierten Turboladerrotors kleinerer
Baugrofle in Schwimmbuchsenlagern (vgl. Tabelle 6.2).
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