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Einleitung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit einer speziellen Klasse von Hard-Core-Modellen, den wachs-
tumsmaximalen Modellen. Hard-Core-Modelle sind besondere Keim-Korn-Modelle. Ein Keim-
Korn-Modell besteht aus Punkten, den Keimen, an die beschrénkte, konvexe Mengen, die Kérner,
angehingt werden (siehe [26]). So entstehen Teilmengen des betrachteten Raumes, wie z.B. das
Boolesche Modell. In Hard-Core-Modellen diirfen die Kérner nur so an die Keime angeheftet
werden, dass keine Uberlappungen entstehen. Diese Einschriankung spiegelt wieder, dass harte
Objekte der realen Welt, wie z.B. Styroporkugeln, nicht ineinander zu schieben sind. Aus die-
sem Grund haben Hard-Core-Modelle ihren Ursprung in Packungsproblemen (siche z.B. [34]).
Weitere Informationen zu Hard-Core-Modelle und Packungsproblemen finden sich in [31] und
[32].

Wir verfolgen im Rahmen dieser Arbeit einen Ansatz zur Erstellung von speziellen Hard-
Core-Modellen, welcher unter Mathematikern erstmals in [10] im Jahr 1996 diskutiert wurde.
In der Physik wurde diese Herangehensweise bereits durch [1] als zwei Jahre friiher eingefiihrt.
In der Mathematik ist das Modell unter dem Namen Lilypond-Modell bekannt (vgl. [4]). Man
startet mit einer Menge von Keimen, aus denen gleichzeitig und mit gleicher Geschwindigkeit
Kugeln wachsen. Diese stellen ihr Wachstum ein, sobald ein Weiterwachsen zu Uberlappungen
fiithren wiirde. In der vorliegenden Arbeit betrachten wir Verallgemeinerungen dieses Modells
in verschiedenen Richtungen, zeigen Existenz und Eindeutigkeit sowie einige probabilistische
Figenschaften und Grenzwertsétze.

Im ersten Kapitel geben wir zuerst die fiir die Arbeit nétigen Grundlagen an. Danach fiihren
wir Hard-Core-Modelle ein und geben einige Beispiele an. Abschlieend definieren wir, was unter
einem wachstumsmaximalen System zu verstehen sein soll.

In Kapitel 2 beschéiftigen wir uns mit wachstumsmaximalen Modellen, die volldimensionale
Korner verwenden. Ausgehend vom Lilypond-Modell stellen wir die Existenz eines Modells mit
konvexen Kornern sicher. Danach fithren wir noch ein dynamisches Modell mit Startzeiten ein.

Der Fokus des dritten Kapitels liegt auf Modellen mit niederdimensionalen Kornern. Zuerst
spezialisieren wir das im zweiten Kapitel eingefithrte Modell auf den niederdimensionalen Fall,
wodurch wir einen neuen Zugang erhalten. Diesen benutzen wir, um ein alternatives wachstums-
maximales Modell mit niederdimensionalen Kérner einzufiihren.

Kapitel 4 beschéftigt sich mit Perkolation. Wir zeigen fiir bestimmte wachstumsmaximale
Modelle, dass diese nicht perkolieren, also keine unendlich grofie Zusammenhangskomponente
besitzen.

Das fiinfte Kapitel beschéftigt sich mit Grenzwertaussagen. Hier beginnen wir mit Mittel-
wertformeln und einem Ergodensatz. Dariiber hinaus geben wir einige probabilistische Abschéatzun-
gen an. Die Ergebnisse unterstiitzen wir durch Simulationen. Abschlieend geben wir einen zen-
tralen Grenzwertsatz an. Hierfiir verwenden wir das Konzept der Stabilisierung.

Im letzten Kapitel diskutieren wir offene Fragen. Wir geben einen Ausblick auf noch ungeltste
Probleme, welche direkt an die vorgestellten Ergebnisse ankniipfen.



Kapitel 1

Punktprozesse und
Wachstumsmaximalitat

In diesem Kapitel fixieren wir die Notation und stellen die Grundlagen iiber Punktprozesse und
stochastische Geometrie vor, welche fiir diese Arbeit bendtigt werden. Insbesondere geben wir
einen Uberblick iiber bereits vorhandene Modelle der stochastischen Geometrie, welche gewisse
Maximalitétseigenschaften erfiillen und grenzen diese gegeniiber den in dieser Arbeit betrachte-
ten Modellen ab. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels fithren wir unseren Maximalitétsbegriff
ein.

1.1 Notation und Punktprozesse

1.1.1 Einige grundlegende Notationen

Im Verlauf dieser Arbeit sei R die Menge der reellen Zahlen, Ry := [0,00) die Menge der nicht-
negativen Zahlen, N die Menge der natiirlichen Zahlen und Ng := NU{0}. Fiir z € R? bezeichne
|z|| die euklidische Norm von x und B(z,r) := {y € R%: ||z —y| < r} die Kugel um = € R?
mit Radius 7 € R,. Fiir 2,y € R? nennen wir ||z — y| den Abstand von z und y.

Mit \g bezeichnen wir das Lebesgue-Maf auf R? mit H9~! das (d — 1)-dimensionale Haus-
dorffmaf und mit kg := \g(B(0,1)), d > 1, das Volumen der Einheitskugel im R?, wobei wir
ko := 1 setzen. Falls klar ist, in welcher Dimension wir uns befinden, schreiben wir auch A statt
Ad-

Fiir Mengen A,B C R?sei A+ B:={a+b: a € A, b€ B} die Minkowski-Summe von A
und B. Dariiber hinaus sei fiir reelles a > 0 die Menge oA := {aa : a € A}. AuBlerdem benéstigen
wir noch die Menge —A := {—a : a € A}, welche durch Punktspiegelung am Ursprung aus der
Menge A hervorgeht, sowie die zu A um z € R? verschobene Menge A + x := A + {z} und die
Differenz zweier Mengen A — B = A+ (—B).

Weiterhin definieren wir fiir z,y € R und A C R? die Grofie da(z,y) := inf{r > 0:y €
z + rA} und das n-fache kartesische Produkt A™ := A x ... x A sowie die Menge A" :=
{(y1,...,yn) € A™ : y; paarweise verschieden}.

Eine Menge A C R? nennen wir konvez, falls fiir alle Paare (z,y) € A® das Segment [z, y]
in A liegt, wenn also

1-XNz+Ixye A, Xel0,1],

gilt. Eine konvexe Menge A bezeichnen wir als konvexen Kérper, wenn sie kompakt und nichtleer
ist. Ein konvexer Korper heifit strikt konverz, falls der Rand von A kein Segment enthélt. Die
Menge der konvexen Koérper nennen wir /C.
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Weiter sei (€2, A4,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Auf diesem seien alle im Verlauf dieser
Arbeit auftretenden Zufallsvariablen definiert. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 U sei Ey der
Erwartungswert beziiglich dieses Mafles. Mit E := Ep kiirzen wir den Erwartungswert beziiglich
P ab.

1.1.2 Punktprozesse

Sei E ein lokalkompakter Raum mit abzdhlbarer Basis. Die zu E gehtrende Borelsche o-Algebra
bezeichnen wir mit B(E), das System der abgeschlossenen Teilmengen von E mit F(E), sowie das
System der nichtleeren, abgeschlossenen Teilmengen von E mit F'(E). Mit B(F(E)) bezeichnen
wir die zur Topologie der abgeschlossenen Konvergenz gehorende Borelsche o-Algebra (siehe
[26], Definition 2.1.1 und Lemma 2.1.1). Eine (A, B(F(E)))-messbare Abbildung Z : Q@ — F(E)
nennen wir zufillige abgeschlossene Menge in E.

Ein Mafl ¢ auf E heifit lokalendlich, falls p(C) < oo fiir alle C' € C(E) gilt, wobei C(E) die
Menge aller kompakten Teilmengen von E sei. Es sei N(E) die Menge aller lokalendlichen Mafle
auf E und NV (E) die o-Algebra auf N(E), die von den Projektionsabbildungen w4 : ¢ — ¢(A),
A € B(E), erzeugt wird. Ein Mafl ¢ € N(E) nennen wir Zdihlmafs, falls ¢(A) € Ny U {0},
A € B(E), gilt. Die Menge aller lokalendlichen Z#hlmafle bezeichnen wir mit Nz(E). Mit Nz (E)
bezeichnen wir die Spur-o-Algebra von N (E) in Nz(E). Gilt fiir ¢ € Nz(E) die Aussage p({z}) <
1 fir alle z € E, so heifit das Zdhlma$ einfach. Falls ¢ € Nz(E) ein einfaches Zahlmaf ist,
identifizieren wir ¢ mit seinem Tréger

supp ¢ :={z € E: p({z}) = 1}.

Das néchste Lemma (vgl. Lemma 3.1.3 aus [26]) zeigt, dass jedes Zdhlmaf$ sich als Summe
von Dirac-Maflen schreiben ldsst und sich die zugehorigen Punkte messbar nummerieren lassen.
Hierfiir setzen wir Eo, := EU {co} und bezeichnen fiir € E das Dirac-Maf§ im Punkt z mit J,.

Lemma 1.1.1. Es existieren messbare Abbildungen & : Nz(E) — Eo, ¢ € N, derart, dass

=1

gilt.

Eine messbare Abbildung p von (Q, A, P) nach (N(E), N (E)) nennen wir zuféilliges Maf$ in E.
Eine messbare Abbildung n von (92, A, P) nach (Nz(E),Nz(E)) bezeichnen wir als Punktprozess
oder zufilliges Zdihlmaf in E. Das Bildmaf§ P"(-) := P(n € -) nennen wir Verteilung von 7.
Der Punktprozess heifit einfach, falls n fast sicher einfach ist. Bei einfachen Punktprozessen
unterscheiden wir nicht zwischen dem zufélligen Z#hlmafl  und der zufilligen Menge supp 7
(zur Messbarkeit von supp 7 siehe [13]). Dies erlaubt uns fiir A € B(E) und x € n sowohl n(A)
als auch z € n und x € supp 7 zu schreiben.

Fiir Punktprozesse 1 und 7’ ist auch die Superposition n + 1’ ein Punktprozess. Falls dieser
Punktprozess einfach ist, entspricht er der Vereinigung der zugehorigen zufilligen abgeschlos-

senen Mengen. Wir schreiben dann auch 7 U7’ und nennen dies die Vereinigung von n und
/

7.

Fiir ein Mafl ¢ € N(E) definieren wir die Einschrinkung von ¢ auf die Menge A € B(E) durch
va = p(AN-). Bei der Einschrinkung 14 eines Punktprozesses n auf eine Menge A handelt
es sich wieder um einen Punktprozess. Im Falle eines einfachen Punktprozesses entspricht dies
dem Schnitt der zufilligen Menge 1 (bzw. supp 1) mit A und wir schreiben auch n N A.
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Es sei E/ wie E ein lokalkompakter Raum mit abzéhlbarer Basis. Fiir eine messbare Abbildung
g : E — E’ und ein Zéhlma$ ¢ € Nyz(E) definieren wir

9(9)(B) :=p(g7"(B)), BeBE),

als das Bildmaf} von ¢ unter g. Falls E = E' = R? oder E = E' = F/(R9) gilt, schreiben wir fiir
die Translation t,(y) := y+ x um einen Vektor z € R? statt t,¢ bzw. t,n auch ¢+ 2 bzw. n+ .
Fiir o € R und die Streckung sq(y) := ay, y € R%, schreiben wir auch ap bzw. an statt sq(p)
bzw. s4(n). Zu einem Punktprozess 7 in E bilden wir durch

©(B) :=En(B), B e B(E),

ein Mafl auf E und nennen dieses das Intensititsmafl von 7. Die Tatsache, dass es sich um ein
Maf handelt, folgt aus dem Satz von der monotonen Konvergenz (siehe z. B. Theorem 1.19 in
[13]). Das Intensitéitsmaf ist an den Erwartungswert reellwertiger Zufallsvariablen angelehnt, im
Falle eines einfachen Punktprozesses 1 gibt ©(B) die mittlere Anzahl der in B liegenden Punkte
von 7 an.

Fiir ein einfaches Z#hlmaB ¢ identifizieren wir die Menge ¢(™) der paarweise verschiedenen
n-Tupel aus ¢ mit dem Mafl

dM(B)= > Y(wr.....zm)€B}, BeBE,
(-’E17~..,wn)€4p(7l)

und definieren das sogenannte n-te faktorielle Momentenmafl eines einfachen Punktprozesses 7
durch
v(B)=E > 1f(z1,...,2,) € B}, BeBE")
(21,...,zn)ENM)

Falls B = (B;)" mit By € B(E) gilt, so besitzt (™ die Darstellung
v(B) = E(n(B1)[n(B1) = 1]--- [n(B1) = n + 1))

Fiir den Spezialfall E = R? fithren wir den Begriff der Stationaritiit ein. Ein Punktprozess 7
im R heifit stationdr, falls 7 fiir alle z € R? die gleiche Verteilung besitzt wie 7 + z. Falls das
Intensititsmaf eines stationéiren Punktprozesses n im R¢ lokalendlich ist, hat es die Form

0=\

mit einer Konstanten v € [0, 00). Die Zahl « nennen wir Intensitdit von 7.

1.1.3 Markierte Punktprozesse

Basierend auf der Definition von Punktprozessen definieren wir nun die sogenannten markierten
Punktprozesse. In diesem Unterabschnitt sei E = R? x H, wobei H ein lokalkompakter Raum
mit abzihlbarer Basis sei. Auf E verwenden wir die Produkt-o-Algebra B(R?) @ B(H).

Definition 1.1.2. Einen einfachen Punktprozess 1 in E = R% x H fiir den realisierungsweise
n{z} xH) <1, =z€ Rd,
gilt und dessen Intensitédtsmafl
O(C x H) < 00, C eC(RY),

erfiillt, nennen wir einen markierten Punktprozess im R% mit Markenraum H.
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Den Raum aller ZéhlmaBe auf R? x H, deren Projektion ein einfaches Zihlmaf ist, bezeich-
nen wir mit M(RY x H). Die o-Algebra M(R? x H) sei die Spur-o-Algebra von N(RY x H)
auf M(R? x H). Durch die Projektionsabbildung p(y,m) : R x H — R?, (y,m) — y, wird
© € M(RY x H) auf ein einfaches Z&hlma8 ¢ := p(y), die Projektion von ¢ auf die erste Kom-
ponente, abgebildet. Die Projektion des markierten Punktprozesses n auf die erste Komponente
bezeichnen wir mit £ := p(n). Wir nennen ¢ den (zu n gehdrenden) unmarkierten Punktpro-
zess. Bei der Projektion eines markierten Punktprozesses auf die erste Komponente handelt
es sich nach Definition 1.1.2 um einen einfachen Punktprozess. Fiir einen Vektor z € R% und
(y,m) € E = R? x H verallgemeinern wir die Translation ¢, aus Unterabschnitt 1.1.2 mit Hilfe
von t,((y,m)) := (y + x,m). Die Translation wirkt also nur auf die erste Komponente. Analog
zu oben definieren wir ¢ + x als das Bildmafl von ¢ unter ¢, und n + x als den (in der ersten
Komponente) um x € R? verschobenen (markierten) Punktprozess zu 7. Die Skalierung eines
markierten Punktprozesses um einen Faktor a > 0 wirke ebenfalls nur auf die erste Komponente.
Finen markierten Punktprozess nennen wir stationdr, falls n 4 n + x fiir alle z € R? gilt. Fiir
stationére markierte Punktprozesse besitzt das zugehorige Intensitdtsmafl eine Produktstruktur,
wie das nichste Lemma (vgl. Theorem 3.5.1 aus [26]) zeigt.

Lemma 1.1.3. Sei ) ein stationdrer markierter Punktprozess im R% mit Markenraum H und
Intensititsmafl © # 0. Dann gilt

O=7®Q
mit einer Zahl 0 < v < oo und einem (eindeutig bestimmten) Wahrscheinlichkeitsmafi Q auf H.

Die Zahl v nennen wir die Intensitit und das Wahrscheinlichkeitsmafl Q die (Palmsche)
Markenverteilung von 7. Die Intensitét ~ ist auch die Intensitdt der Projektion von n auf die
erste Komponente.

Nun fiithren wir noch die unabhéngig markierten Punktprozesse als wichtige Teilklasse mar-
kierter Punktprozesse ein. Nach Lemma 1.1.1 kann ein markierter Punktprozess n im R? mit
Markenraum H in der Form

n=2_ %) (1.1)
i=1
geschrieben werden, wobei (p;, (;)ien eine Folge von Zufallsvariablen im R? x H und 7 := n(R% x

H) ist.

Definition 1.1.4. Ein markierter Punktprozess 7 in R% mit Markenraum H heifit unabhingig
markiert, falls eine Darstellung (1.1) existiert, in der die zufélligen Marken (1, (2, . .. unabhéngig
und identisch verteilt sind, sowie unabhingig von ((p;)ien, ) sind. Die Verteilung Q von (;
nennen wir die Markenverteilung von 7.

Wie im stationdren Fall besitzt das Intensitéitsmafl eines unabhéngig markierten Punktpro-
zesses eine Produktstruktur. Dies zeigt das néchste Lemma (vgl. Theorem 3.5.6 aus [26]).

Lemma 1.1.5. Sein ein unabhingig markierter Punktprozess im R® mit Markenraum H, In-
tensititsmaf © und Markenverteilung Q. Dann gilt

0=reQ,
wobei v das Intensititsmaf des unmarkierten Punktprozesses £ ist.

Wir sehen, dass im Fall eines stationdren unabhéngig markierten Punktprozesses die Mar-
kenverteilung aus Lemma 1.1.5 mit der Markenverteilung aus Lemma 1.1.3 {ibereinstimmt.
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1.1.4 Poissonprozess, Coxprozess und Gibbsprozess

Wir fithren nun einen fiir die Arbeit wichtigen Punktprozess, den Poissonprozess, ein. Dies
geschieht zuniichst auf dem oben eingefiithrten lokalkompakten Raum E. Danach diskutieren
wir den Spezialfall E = R? genauer. Fiir vertiefende Untersuchungen sei auf [13], [14] und [26]
verwiesen. Anschlieflend definieren wir Cox- und Gibbsprozesse (siehe z.B. [30]).

Es sei E ein lokalkompakter Raum mit abzadhlbarer Basis. Wir sagen, ein Punktprozess
n in E besitzt unabhingige Zuwdichse, wenn fiir alle n € N und paarweise disjunkte Mengen
By, ..., B, € B(E) die [0, co]-wertigen Zufallsvariablen n(B1),...,n(B,) unabhingig sind.

Definition 1.1.6. Eine Zufallsvariable X nennen wir poissonverteilt mit Parameter o« € Ry U
{oc}, falls P(X = k) = exp(—a)a” /k!, k € Ny, fiir a < 0o und P(X = o0) = 1 fiir a = oo gilt.

Definition 1.1.7. Ein einfacher Punktprozess n in E mit lokalendlichem Intensitdtsmafl ©
heifit Poissonprozess, wenn er unabhéngige Zuwéchse besitzt und n(B) fir alle B € B(E) mit
Parameter ©(B) poissonverteilt ist.

Bemerkung 1.1.8. Die Verteilung eines Poissonprozesses n mit Intensitdtsmafl © bezeichnen
wir mit Ilg.

Wir geben jetzt einen Satz an, der besagt, dass ein Punktprozess, der durch Anwendung
einer messbaren Abbildung auf einen Poissonprozess entsteht, selbst ein Poissonprozess ist. Diese
Aussage findet sich in allgemeinerer Form als ,,Mapping Theorem® in [14].

Satz 1.1.9. Sei n ein Poissonprozess in E mit Intensititsmafs © und f : E — E' messbar mit
der Eigenschaft, dass das Urbild f~'(K) jeder kompakten Menge K relativkompakt sei. Dann
ist der Punktprozess f(n) ein Poissonprozess mit Intensititsmafl ©(f~1(-)).

Fiir die Projektion eines markierten Poissonprozesses im R? mit Markenraum H gilt die
gleiche Aussage.

Bemerkung 1.1.10. Es sei 7 ein markierter Poissonprozess auf R? mit Markenraum H, d.h.
ein markierter Punktprozess, der ein Poissonprozess ist. Dann ist die Projektion £ von n wieder
ein Poissonprozess auf R? mit IntensititsmaB ©(- x H) (vgl. [26] Abschnitt 3.5).

Dariiber hinaus halten wir fest, dass ein stationdrer markierter Poissonprozess unabhéingig
markiert ist (vgl. Theorem 3.5.8 in [26]).

Satz 1.1.11. Es sei n ein stationdrer markierter Poissonprozess auf R® mit Markenraum H.
Dann ist n unabhdngig markiert.

Wir kommen nun zum Coxprozess.

Definition 1.1.12. Sei n ein Punktprozess in E und p ein zufilliges Mafl auf E. Dann nennen
wir 7 einen von p getriebenen Cozprozess, wenn

fos.
P(n € -|p) = ()
gilt, wobei P(n € -|u) die bedingte Verteilung von 7 gegeben p ist.

Einen durch p getriebenen Coxprozess 1 konnen wir durch das folgende zweistufige stocha-
stische Experiment erkldren. Erzeuge eine Realisierung von p und danach einen Poissonprozess
mit dieser Realisierung von p als Intensitédtsmaf.

Wir geben jetzt ein Lemma zur Einfachheit von Coxprozessen an (vgl. Corollary 12.5 in [13]).
Ein Mafl 4 auf E nennen wir diffus, falls u({e}) = 0 fiir alle e € E gilt.
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Lemma 1.1.13. Sei n ein von p getriebener Coxprozess in K. Dann ist n fast sicher einfach,
wenn 1 fast sicher diffus ist.

Als weiteren Punktprozess definieren wir nun einen Gibbsprozess in E = R¢ (siehe z.B.
Abschnitt 5.5 von [30] oder auch [33]).

Definition 1.1.14. Einen Punktprozess 7 im R? nennen wir Gibbsprozess, falls eine messbare
nicht-negative Funktion e : Nz (RY) x RY — R, existiert, so dass fiir alle messbaren h : Nz(R%) x
R? — R,

E [Z h(n\ {x},x)] =E [/ e(n,x)h(n,z) dx| . (1.2)

Per Induktion erhalten wir aus Gleichung (1.2) fiir einen Gibbsprozess € R?

E Z h(n\{z1,...,xn}, z1,...,2pn)

(xlv---vl‘n)eﬁ(")
=K [/---/en(n,xl,...,xn)h(n,xl,...,xn) dzy...dz, (1.3)
mit
en(nv Llyew- 7:17”) = 6(777 1171)6(77 U {$1}7 33‘2) o 6(77 U {331, cee 73371—1}7 ﬂj‘n) (14)

fiir alle messbaren Funktionen h : Nz(R?) x (RY)"™ — R,

1.1.5 Weitere Aussagen iiber Punktprozesse

In diesem Unterabschnitt wollen wir weitere Aussagen iiber Punktprozesse vorstellen, die im
Verlauf der Arbeit des 6fteren benétigt werden.

Wir beginnen mit der multivariaten Campbellschen Formel (siehe z.B. Theorem 3.1.3 in
[26]).

Satz 1.1.15. Sei n ein einfacher Punktprozess in K. Weiter seim € N und f : E" — Ry
messbar. Dann gilt

E Z flxy, ... zpn) = fdl/(”),

(5017---75%)677(") E()
wobei V™) das n-te faktorielle Momentenmafl von 1 sei.
Als Néchstes formulieren wir die Mecke-Gleichung (vgl. Corollary 3.2.3 in [26]).

Satz 1.1.16. Sei n ein Poissonprozess in E mit Intensititsmafi ©. Weiter sei n € N und
f:N(E) x E® — R, messbar. Dann gilt

E Z fnyxy, ... xy)

(:El,---vmn)erl(n)

_ /.../Ef(n +3 b1, xy) Odar) ... O(day). (1.5)
=1
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Bemerkung 1.1.17. Falls 7 ein Poissonprozess in E ist, gilt v(™) = @™, n € N, d.h. fiir alle n € N
ist das n-te faktorielle Momentenmaf3 gleich dem n-fachen Produktmaf} des Intensitdtsmafles von

7.
Aus der Mecke-Gleichung (1.5) folgt das analoge Resultat fiir Coxprozesse.

Lemma 1.1.18. Es sei n ein von p getriebener Cozprozess in E. Weiter sein € N und f :
N(E)? x E" — R, messbar. Dann gilt

E Z f(nnu'axla”'axn)

(9317---79071)677(”)
= E/f <77 + Zéwi,,u,a:l, e ,$n> u(dzy), ..., p(dey,). (1.6)
i=1

Wir fithren nun noch eine spezielle o-Algebra auf N(RY), der Menge aller lokalendlichen
MaBe auf R?, ein, die wir spéter im Zusammenhang mit Ergodizitit benotigen werden. Hierfiir
bezeichne

T:={AcNRY:A=A+z zcR¥ (1.7)
die o-Algebra aller verschiebungsinvarianten Mengen in A/ (R%).
Definition 1.1.19. Sei 7 ein zufilliges Ma$l auf R?. Die Urbild-o-Algebra
Z,=n""T
nennen wir o-Algebra der verschiebungsinvarianten Ereignisse von 1.

Wir sagen n ist ergodisch, falls Z,, bzgl. P trivial ist, d.h. P(n € A) € {0,1} fiir alle A € T
gilt. Mit der in Unterabschnitt 1.1.3 eingefithrten Verschiebung ¢,, 2 € R?, lisst sich Ergodizitt
analog zu den eben gemachten Definitionen auch auf R x H einfiihren. Das nichste Lemma
zeigt uns, dass FErgodizitdt unter bestimmten Abbildungen erhalten bleibt. Eine Abbildung f :
N(R? x H) — N(RY) nennen wir translationskovariant, falls

flo+z)=f(p)+z, zeR% peNR?xH). (1.8)

Lemma 1.1.20. Sein ein ergodisches zufilliges Maf auf N(RYx H) und f : N(RY x H) — N(R9)
messbar und translationskovariant. Falls f(n) ein zufilliges Maf ist, so ist f(n) ergodisch.

Beweis: Sei A € Z. Dann gilt fiir alle z € R?

A +z={p+a:pe A} ={¢ ¢ —z e fTH(A)}
={¢ f¢ —a)e A ={¢ : f(¢) —w € A}
={¢: f(¥) e A ={¢ ¢ e fTH(A)}
= f71(A),

wobei wir in der zweiten Zeile die Translationskovarianz verwenden. Aus A € Z (in N'(R?)) folgt
daher f~1(A) € Z (in N(R? x H)). Da 7 nach Voraussetzung ergodisch ist, gilt

P(f(n) € A)=P(ne f71(A) {01}, AeL

Somit ist auch f(n) ergodisch. O

Wir fithren nun Palmsche Verteilungen ein.
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Definition 1.1.21. Sei 7 ein stationirer Punktprozess im R? mit endlicher Intensitit v > 0.
Dann nennen wir das Wahrscheinlichkeitsmaf3

PO7(A) = %E/ 1a(n — )L qpe(x) n(dz), A€ Nz(R%),

die Palmsche Verteilung von n.

Fiir einen markierten Punktprozess 1 und dessen Projektion ¢ auf die erste Komponente
l4sst sich diese Definition wie folgt verallgemeinern.

Definition 1.1.22. Sei 7 ein stationéirer markierter Punktprozess im R¢ mit Markenraum H
und Intensitét v > 0. Dann nennen wir das Wahrscheinlichkeitsmafl

POn(A) = %E / 1407 — )1 3a(x) E(dz), A € Ny(RY x H),

die Palmsche Verteilung von .

Die Palmsche Verteilung von 7 ist auf den Konfigurationen ¢ € Nz(R%) bzw. ¢ € Nz(R?x H)
konzentriert, in denen ¢ bzw. die Projektion ¢ einen Punkt im Ursprung hat. Auch fiir von ei-
nem stationdren markierten Punktprozess abgeleitete Groflen konnen wir Palmsche Verteilungen
definieren.

Definition 1.1.23. Sei 1 ein stationdrer markierter Punktprozess im R® mit Markenraum H
und Intensitit v > 0. Weiter sei £ die Projektion von n auf die erste Komponente und f :
R x H — RY derart, dass Z := f(n) ein stationdrer Punktprozess ist. Dann nennen wir das
Wahrscheinlichkeitsmay3

PO2(4) i= 2B [ 145 ) 1igule) E(do), A€ N(RY 1),

die Palmsche Verteilung von =.

Fiir weitere Ausfithrungen zu Palmschen Verteilungen verweisen wir auf [6], [13] sowie [15]. Im
nichsten Lemma fiihren wir eine Klasse von zufilligen MaBen im R? ein, die sich aus stationéren
Punktprozessen auf R x H ergibt, und ebenfalls stationér ist.

Lemma 1.1.24. Sein ein stationdrer markierter Punktprozess auf R4 xH und p : Nz (R4 xH) —
N(RY) eine messbare Abbildung, fiir die

we)(A+a)=p(p—x)(4), zeR? AeBRY), e NyR! x H), (1.9)

gilt. Falls p(n) ein zufilliges Maf auf R ist, dann ist u(n) stationdr.
Beweis: Nach Voraussetzung gilt fiir ¢ € Nz(R? x H) und alle A € B(R?)

wle)(A+) = plp —2)(4), zeR”
Nach Definition ist (u(¢) — z)(A) = u(p)(A + z) und somit
p(o) =z =p(p—=z), w=eR’

Fiir den Punktprozess n erhalten wir daraus p(n) — z 4 wu(n — x). Da n nach Voraussetzung
stationdr ist, gilt weiter u(n — ) 4 w(n). Zusammen ergibt sich daraus die Stationaritidt von
() O

Erfiillt ein zufilliges Ma8 u(-) Bedingung (1.9), so wird u(-) auch als adaptiert bezeichnet
(vgl. z.B. Abschnitt 3.4 in [26]).
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1.2 Hard-Core-Modelle

In diesem Abschnitt fiihren wir eine allgemeine Modellklasse der stochastischen Geometrie, die
Klasse der Hard-Core-Modelle (vgl. [30]), ein. Wir beschrinken uns hier, wie auch im weiteren
Verlauf der Arbeit, auf Hard-Core-Modelle im R¢, da diese in den Dimensionen d = 1,2,3
anschauliche Interpretationen besitzen. Wir stellen einige spezielle Hard-Core-Modelle vor und
erliutern die zu Grunde liegenden Maximierungsgedanken.

Es sei K{, die Menge aller konvexen Korper des R?, bei denen der Ursprung im relativen
Inneren liegt. Im weiteren Verlauf der Arbeit schreiben wir auch N := N(RYx K} x R.) fiir die (im
Sinne der Produkttopologie) lokalendlichen MaBe auf R? x Ky x R, sowie N := N (R? x k) x R.)
fiir die zugehorige o-Algebra und verwenden auf analoge Art und Weise die Kurzschreibweisen
Nz und N7 fiir die einfachen Zdhlmafie sowie M und M fiir die einfachen Z&hlmafle mit einfacher
Projektion.

Definition 1.2.1. Eine messbare Funktion f: Nz x R x K x Ry — [0, o0], fiir die
flo+y,z+y K, t)=flp,z,K,t), ¢€Ng, 2,y €RY K eKj, teRy, (1.10)
und
flo,z, K,t) =0, (z,K,t)¢ ¢ €Ny, x€ RY K € Ki, t € Ry,
sowie
flo,z, K,t) =0, @eNz\M, zeR? Kek), teRy,

gelten, heiBt Wachstumsfunktion. Die durch Gleichung (1.10) beschriebene Eigenschaft nennen
wir Translationsinvarianz von f.

Der Begriff ,, Wachstumsfunktion* erhélt spéter durch Beispiele eine anschauliche Interpreta-
tion. Zun#chst belassen wir es bei dieser formalen Definition. Es folgt eine Messbarkeitsaussage.

Lemma 1.2.2. Sei f eine Wachstumsfunktion. Dann ist T : Nz — Nz(R? x Ky x Ry x [0, o0]),
definiert durch

p = T(p) = A{(z, K1, f(p, 2, K, 1)) = (2, K, t) € o},

messbar.

Beweis: Aufgrund von Lemma 1.4 aus [13] reicht es, die Messbarkeit der Abbildungen
o T(p)(B), BcCRIxK)xR. x[0,00],

zu zeigen. Schreibt man die Abbildungen als Integrale

o / 1{(z, K., f (.2, K. 1)) € B} pld(z. K. 1),

so folgt die Messbarkeit unmittelbar mit Lemma 1.41 aus [13]. Die Tatsache, dass T'(¢) ein
lokalendliches, einfaches Zahlmaf ist, folgt unmittelbar aus seiner Definition. O

Wir konnen nun die Klasse der Hard-Core-Modelle einfiihren.
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Definition 1.2.3. Eine Wachstumsfunktion f bezeichnen wir als Hard-Core-Funktion, falls
fiir alle ¢ € M und (z, K,t),(y,L,s) € ¢ mit f(o,z,K,t) > 0 und alle (y,L,s) € ¢ mit
flp,y,L,s) >0 und = # y die Gleichung

relint(z + f(p,z, K,t)K) Nrelint(y + f(e,y,L,s)L) =0 (1.11)

gilt. Gleichung (1.11) nennen wir Hard-Core-Bedingung oder Hard-Core-Figenschaft. Falls f
eine Hard-Core-Funktion ist, bezeichnen wir das zugehorige MaBl T'(¢) als Hard-Core-Modell.
Die Menge
20 = | @+ fen K OK)
(z,K t)ep

nennen wir in diesem Fall ebenfalls Hard-Core-Modell, sofern aus dem Zusammenhang ersichtlich
ist, welches Objekt gemeint ist. Die konvexe Menge

v+ flo,x, K, ) K, (2,K,t) € @,

bezeichnen wir als Korn um den Punkt x € R? mit Wachstumsfunktionswert f(p,z,K,t) €
[0, 00] und Primdirkorn K € K{, sowie Startzeit t € Ry. Anstatt vom Wachstumsfunktionswert
flp,x, K,t) sprechen wir auch vom Radius oder der Laufzeit, falls es aufgrund der physikalischen
Interpretation des betrachteten Hard-Core-Modells angebracht ist.

Diese Definition bedeutet, dass sich in einem Hard-Core-Modell keine zwei Kérner mit echt
positiven Wachstumsfunktionswerten iiberlappen kénnen. Wir werden nun zunéchst einige wich-
tige Beispiele bekannter Hard-Core-Modelle vorstellen.

1.2.1 Stienen-Modell

Es sei ¢ € M. Im Stienen-Modell (vgl. Seite 218 in [30]) besitzen alle Elemente von ¢ als
Primérkorn die Einheitskugel, die wir in diesem Unterabschnitt mit B := B(0,1) bezeichnen,
und die Startzeit ¢ = 0. Die Startzeit unterdriicken wir deshalb in diesem Unterabschnitt in
sdmtlichen Ausdriicken. Die zugehorige Hard-Core-Funktion f ist fiir (z, B) € ¢ durch

flp.,B) = gl — malo)

gegeben, wobei n,(¢) der nichste Nachbar von x in der Projektion ¢ = p(¢) von ¢ auf die erste
Komponente ist. Das zugehorige Hard-Core-Modell Z(p) ist also die Vereinigung aller Kugeln
mit Mittelpunkt = € ¢ und Radius (1/2)||z — ng(p)]|, also

26) = (o + 3lle - na()15) .

TED

Aus dieser Definition erkennen wir unmittelbar, dass es sich in der Tat um ein Hard-Core-
Modell handelt. Weiter stellen wir fest, dass sich zwei Kugeln genau dann beriihren, wenn ihre
Mittelpunkte wechselseitig néchste Nachbarn sind.

Anschaulich l#sst sich dieses Modell konstruieren, indem wir zur Bestimmung des zu einem
Punkt x € ¢ aus der Projektion von ¢ gehtérenden Radius aus = eine Kugel wachsen lassen und
sie dann stoppen, sobald sie den Radius (1/2)n,;(¢), d.h. den halben Abstand zum néchsten
Nachbarn, erreicht hat.

Es moglich, das Stienen-Modell auf Konfigurationen zu erweitern, in denen die Kérner kon-
vexe Korper sind.
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1.2.2 Dead-Leaves-Modell und Random-Sequential-Adsorption-Modell

In diesem Unterabschnitt betrachten wir ein ¢ € M, das keine zwei Punkte mit gleicher Startzeit
besitzt.

Sowohl im Dead-Leaves-Modell (siehe z.B. [19] oder Seite 508 ff. in [29]) als auch im Random-
Sequential-Adsorption-Modell (siehe [24]), kurz RSA-Modell, nimmt die Hard-Core-Funktion nur
die Werte 0 und 1 an. Die Menge der Punkte (z, K,t) € ¢, fir die f(p,z, K,t) = 1 gilt, ist im
Dead-Leaves-Modell die Menge aller (z, K,t) € ¢, fiir die fiir alle (y, L,s) € ¢ \ {(z, K,t)} die
Implikation (z + K)N(y + L) # 0 = t < s gilt. Im RSA-Modell steht auf der rechten Seite
dieser Implikation die Aussage ,t < s oder f(p,y,L,s) = 0. Wir erkennen, dass im Dead-
Leaves-Modell u.U. auch Koérnern der Funktionswert 0 zugewiesen wird, obwohl man ihnen auch
den Funktionswert 1 zuweisen konnte, ohne die Hard-Core-Bedingung zu verletzen. In einer
Konfiguration aus drei Punkten ist dies der Fall, wenn das erste Korn z1 + f(p,z1, K1,t1) K1
einen nichtleeren Schnitt mit dem zweiten Korn zo+ f (i, 22, Ko, t2) K3 besitzt, welches seinerseits
einen nichtleeren Schnitt mit dem dritten Korn z3 + f(p, z3, K3,t3) K3 besitzt und gleichzeitig
t1 < tg < t3 gilt. In diesem Fall erhélt nur (x1, K7, t1) den Funktionswert 1 zugewiesen. Das RSA-
Modell wiirde hingegen sowohl (x1, K1,t1) als auch (x3, K3,t3) den Funktionswert 1 zuordnen.
Wir stellen fest, dass das Dead-Leaves-Modell eine Teilmenge des RSA-Modells ist.

Im R? haben beide Modelle eine anschauliche Interpretation, die auch die Namen der Modelle
erklaren. Im Dead-Leaves-Modell fillt fiir jeden Punkt (x, K,t) € ¢ zum Zeitpunkt ¢ € Ry an
der Stelle x € R? ein Blatt der Form K € K, auf den Boden, bzw. den R?. Sind alle Blitter bzw.
Koérner auf den Boden gefallen, besteht das Dead-Leaves-Modell T'(¢) aus allen Kérnern x + K,
die vollstdndig zu sehen sind, sofern wir von unten auf das so enstandene Bild schauen. Im RSA-
Modell stellen wir uns vor, dass die Korner sukzessive, nach Startzeiten geordnet, wie Bléatter
auf den Boden fallen. Allerdings fallen nur solche Blatter auf den Boden, die beim Herabfallen
keine bereits auf dem Boden liegenden Blétter iiberdecken. Die anderen verschwinden.

1.2.3 Matérn-Prozesse

Es sei ¢ € M. Wie im Stienen-Modell seien auch im ersten Matérnschen Modell (siehe auch
Abschnitt 3.4 in [18]) alle Primérkorner gleich der Einheitskugel, die wir in diesem Unterab-
schnitt mit B := B(0, 1) bezeichnen. Weiter sei r > 0 und die Hard-Core-Funktion nehme nur
die Werte 0 und /2 an. Die Menge der Punkte aus ¢, welche den Funktionswert r/2 zugeordnet
bekommen, ist dann

¢ = {(x,B,t) € ¢ : card(B(z,r) N ¢) = 1},

wobei ¢ wie oben die Projektion von ¢ auf die erste Komponente bezeichnet. Den Punkten aus
¢ \ ¢’ ordnen wir den Funktionswert 0 zu. Wir erhalten das zugehorige Hard-Core-Modell

Z(¢) == | (@ + B(z,7/2)).

TEQP

Wir ordnen also allen Punkten, deren Abstand zu ihrem n#chsten Nachbarn beziiglich der Pro-
jektion auf die erste Komponente kleiner als r ist, den Radius 0 zu und allen anderen den Radius
/2. Die Zeitmarke beachten wir dabei nicht. Wir erkennen, dass analog zum Dead-Leaves-Modell
potentiell Punkte den Funktionswert 0 bekommen, obwohl wir diesen den Funktionswert r/2 zu-
ordnen kénnten, ohne die Hard-Core-Bedingung zu verletzen. Fiir ein Paar wechselseitig néchster
Nachbarn (z, B,t), (y, B,s) € ¢ mit /2 < |lz —y|| < r gilt f(p,z,B,t) = f(p,y,B,s) = 0,
obwohl mindestens einer der beiden Punkte mit dem Funktionswert /2 versehen werden kénn-
te, ohne die Hard-Core-Bedingung (1.11) zu verletzen. Dieses Phénomen beseitigt das zweite



KAPITEL 1. PUNKTPROZESSE UND WACHSTUMSMAXIMALITAT 17

Matérnsche Modell. Wie im ersten Matérnschen Modell seien alle Kérner gleich der Einheitsku-
gel und die Hard-Core-Funktion nehme nur die Werte 0 oder r/2 an. Die Menge der Punkte,
welche den Funktionswert 7/2 zugeordnet bekommen, ist dann

¢ = {(x,B,t) € p: By, B,s) € o\ {(z, B,t)} mit B(z,7/2) N B(y,r/2) # 0 und s < t}.

Im Falle eines Paares wechselseitig nidchster Nachbarn mit unterschiedlichen Zeitmarken bleibt
also der Punkt mit der kleineren Zeitmarke erhalten. Das erste Matérnsche Modell ist daher eine
Teilmenge des zweiten.

1.3 Wachstumsmaximale Modelle

Nun stellen wir die Modellklasse der wachstumsmaximalen Modelle vor, die wir im Weiteren
betrachten wollen. Wir grenzen sie von den bisher besprochenen Modellen ab und ordnen sie in
die Klasse der Hard-Core-Modelle ein.

Zur Konfiguration ¢ € M beschreibt ein wachstumsmaximales Modell fiir jedes (z, K,t) € ¢
den folgenden, zum Zeitpunkt 0 beginnenden Wachstumsvorgang. Sofern bis zum Zeitpunkt ¢+,
r > 0, keinerlei Interaktion mit der iibrigen Konfiguration stattgefunden hat, hat zum Zeitpunkt
t € Ry um den Punkt z € R? ein Korn mit K € K{ als Primérkorn mit Geschwindigkeit
1 zu wachsen begonnen. Somit befindet sich zum Zeitpunkt ¢ + r um den Punkt x das Korn
x + rK. Interaktion mit anderen Punkten der Konfiguration kann auf zwei Arten geschehen.
Zum einen kann ein Punkt (z, K,t) € ¢ bis zu seiner Startzeit ¢ eliminiert werden. Dies ist
dann der Fall, wenn ein Punkt (y,L,s) € ¢ \ {(z,K,t)} mit s < ¢t und ein v € [0,t — s)
existiert, so dass z € relint(y + vL) gilt und (y, L, s) selbst bis zum Zeitpunkt v mit keinem
anderen Punkt aus ¢ € M interagiert hat. In diesem Fall ordnen wir (z, K,t) den Radius bzw.
Wachstumsfunktionswert f (¢, x,t) = 0 zu. Die andere Moglichkeit der Interaktion besteht darin,
dass das Wachstum des zum Punkt (z, K,t) € ¢ gehoérenden Korns durch das Beriihren eines
anderen Korns mit positivem Radius gestoppt wurde. Dann existiert ein Zeitpunkt v mit v > ¢, in
dem das Korn x + (v —t) K durch ein anderes, bereits gestopptes oder ebenfalls noch wachsendes
Korn gestoppt wird. Wir setzen dann f(p,z, K,t) = v —t. Ein Korn (y, L,7) € ¢ \ {(z, K, 1)},
dessen Startzeit zum Zeitpunkt v noch nicht erreicht ist, d.h. fiir das » > v gilt, und bereits
eliminierte Kérner nehmen an dieser Form der Interaktion nicht teil.

Wir wollen nun die eben gegebene intuitive Interpretation eines wachstumsmaximalen Mo-
dells formal fixieren.

Definition 1.3.1. Sei f eine Hard-Core-Funktion. Weiter seien ¢ € M und (z, K, t), (y, L, s) € ¢
mit (y, L, s) # (z, K, t). Die beiden Punkte (z, K,t) und (y, L, s) heilen Nachbarn in ¢ bzgl. f,
falls

(x+ flo,2, K,t)K) N (y + f(p,y, L, s)L) # 0

gilt. Den Punkt (y, L, s) mit f(p,y, L,s) > 0 nennen wir stoppender Nachbar von (x, K,t) bzgl.
f, falls die beiden Punkte Nachbarn sind und zusétzlich eine der beiden folgenden Eigenschaften
gilt:

a) flp, 2, K,t) > 0sowie f(p,y,L,s) +5 < fp,z, K,t) +1,
b) z € (y+ f(p,y,L,s)L) sowie t > inf{r >0:{z} N (y+rL) # 0} +s.

Die Funktion f(p,-) heifit wachstumsmazimal bzgl. ¢, falls jeder Punkt (z, K,t) € ¢ mit
flp,xz, K,t) < oo einen stoppenden Nachbarn bzgl. f besitzt.
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Bemerkung 1.3.2. Ist f eine Hard-Core-Funktion, so ist die Menge aller ¢ € M derart, dass
f(p,-) wachstumsmaximal ist, messbar und translationsinvariant.

Im Fall volldimensionaler Primérkorner ist in obiger Definition =z € (y + f(p,y,L,s)L)
aufgrund der Hard-Core-Eigenschaft dquivalent zu f(p,z,K,t) = 0. Aus t > inf{r > 0 :
{z} N (y+rL) # 0} + s folgt stets t > s.

Bemerkung 1.3.3. Die Grofie t —s > inf{r > 0: {z}N(y+rL) # 0} aus der letzten Definition
koénnen wir als die Zeit interpretieren, welche das Korn um den Punkt y benétigt, um bis zum
Punkt x zu wachsen. Die Bedingung ¢ > inf{r > 0: {z} N (y + rL) # 0} + s bedeutet daher,
dass, sofern keine weitere Interaktion vorliegt, das um den Punkt y wachsende Korn den Punkt
x erreicht, bevor das zu x gehérende Korn zu wachsen beginnt.

Definition 1.3.4. Sei | eine Hard-Core-Funktion und ¢ € M derart, dass [(¢, -) wachstumsma-
ximal ist. Die Menge

T(p) = {(x, K, t,l(p,z, K,t)) : (x,K,t) € p}

nennen wir deterministisches wachstumsmaximales Modell bzgl. ¢ und [. Die Menge

Ze)= |J @+ie K HK)
(z,K t)ep

bezeichnen wir ebenfalls als wachstumsmaximales Modell bzgl. ¢ und [, sofern aus dem Zu-
sammenhang ersichtlich ist, welches Objekt gemeint ist. Im Fall (¢, z, K,t) = 0 ist in obiger
Vereinigung = + l(p, z, K, 1)K = {z}.

Wir erinnern uns an die Sprechweise aus Definition 1.2.3 des allgemeinen Hard-Core-Modells.
Fiir ¢ € M und eine wachstumsmaximale Funktion [(¢, -) bezeichnen wir die konvexe Menge

x4+ 1oz, K, t)K

als Korn um den Punkt x € R? mit Primirkorn K € K, Startzeit ¢+ € R, und Lauf- bzw.
Wachstumszeit [(p, z, K,t) € [0,00]. Somit erklirt sich der Begriff der Wachstumsmaximalitét.
In einem wachstumsmaximalen Modell kann kein Korn weiter wachsen, ohne die Hard-Core-
Figenschaft zu verletzen. Ersetzen wir in obiger Definition das Zahlmafl ¢ durch ein zufilliges
Zahlmafl n, so nennen wir T(n) und die zugehorige zuféllige abgeschlossene Menge Z(n) ein
zufilliges wachstumsmazximales Modell (wobei spéter Zusatzvoraussetzungen die Abgeschlossen-
heit von Z(n) sichern werden). Sofern es sich aus dem Kontext ergibt, lassen wir die Begriffe
,deterministisch“ und ,,zuféllig“ im Folgenden weg.

Wir zeigen nun noch einige Bilder wachstumsmaximaler Modelle im R2. Wir beginnen mit
einer Konfiguration, deren Primérkorner alle die Einheitskugel B(0, 1) und deren Startzeiten alle
0 sind. Typisch fiir dieses Modell und, wie wir spéter sehen werden, fiir alle wachstumsmaximalen
Modelle ist das Auftreten von Nachbarn mit gleichem Wachstumsfunktionswert. Diese Objekte
werden wir spéter als Doublets bezeichnen. Des Weiteren sehen wir, dass alle Punkte einen echt
positiven Wachstumsfunktionswert besitzen. Das Modell ist auch unter dem Namen Lilypond-
Modell bekannt. Wir werden darauf in Abschnitt 2.1 genauer eingehen.
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Abbildung 1.1: Ein wachstumsmaximales Modell mit Einheitskugeln als
Primérkorner und gleicher Startzeit.

Im néchsten Bild sind die Primérkorner keine Einheitskugeln sondern zentrierte Quadrate.
Die Startzeiten bleiben alle 0. Ein Unterschied zu dem Kugelmodell aus Abbildung 1.1 besteht
in der Form der Schnittmengen der verschiedenen Kérner. Wahrend es sich im Kugelfall lediglich
um Punkte handelt, treten im Fall von Quadraten Strecken als Schnittmengen zweier Koérner
auf. Dariiber hinaus ist es moglich, dass ein Modell mit Quadraten sich von einem Modell mit
Kugeln topologisch unterscheidet, obwohl beide Modelle auf demselben Punktmuster basieren.

B

o

Abbildung 1.2: Ein wachstumsmaximales Modell mit zentrierten Quadraten
als Primérkorner und gleicher Startzeit.

Nun zeigen wir ein Beispiel mit niederdimensionalen Primérkérnern, namlich Liniensege-
menten der Linge 2 mit dem Ursprung als Mittelpunkt und unterschiedlichen Richtungen.
Die Startzeiten sind nach wie vor alle 0. In Analogie zum Modell mit Einheitskugeln, erhal-
ten wir erneut Nachbarn mit gleichem Wachstumsfunktionswert. Aufgrund der speziellen Form
der Primérkorner erinnern diese Paare oft an Pfeilspitzen.
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Abbildung 1.3: Ein wachstumsmaximales Modell mit Liniensegmenten als
Primérkorner und gleicher Startzeit.

Abschlielend geben wir noch ein Beispiel fiir ein Modell mit von 0 verschiedenen Startzeiten
an. Die Priméarkorner sind wie im ersten Beispiel Einheitskugeln. Offensichtlich gibt es keine
Nachbarn mit gleichem Wachstumsfunktionswert. Wir werden jedoch spéter sehen, dass in ei-
ner solchen Situation Punktepaare existieren, deren Summen aus Wachstumsfunktionswert und
Startzeit gleich sind. Diese Paare bilden das Analogon zu den oben erwdhnten Doublets in den
Modellen, in denen alle Startzeiten 0 sind. Dariiber hinaus erkennen wir, dass es in einem solchen
Fall auch Punkte gibt, die den Wachstumsfunktionswert 0 zugeordnet bekommen, da sie noch
vor ihrer Startzeit von einem anderen Korn iiberdeckt wurden.

Abbildung 1.4: Ein wachstumsmaximales Modell mit Einheitskugeln als
Primérkorner und verschiedenen Startzeiten.




Kapitel 2

Volldimensionale Modelle

2.1 Das Lilypond-Modell

Das Lilypond-Modell ist ein spezielles wachstumsmaximales Modell. Der Name ,, Lilypond-Modell*
stammt von der Vorstellung, dass das Tripel (x, B(0,1),0) € ¢ eine Seerose darstellt, die aus
dem Punkt x € ¢ herauswiichst. Die zu ¢ gehorige abgeschlossene Menge Z(¢) kann man sich
dann als Teich vorstellen, in dem sich keine zwei Seerosen iiberlappen. Es wird gefordert, dass al-
le Startzeiten 0 sind. Des Weiteren kommt nur die Einheitskugel als Primérkorn vor. Fiir ¢ € M
ist also jeder Punkt (x, K,t) € ¢ von der Form (z, K,t) = (x, B(0,1),0).

Eingefiihrt wurde dieses Modell von Andrienko, Brilliantov und Krapivsky in [1] unter dem
Namen Touch-and-Stop-Model. Das Hauptaugenmerk liegt dort allerdings auf den physikalischen
Eigenschaften des Modells. Rein mathematisch wurde es unabhiingig von [1] durch Haggstrom
und Meester in [10] erstmals untersucht. Diese zeigten Existenz und Eindeutigkeit sowie das
Fehlen von Perkolation fiir den Fall, dass dem Lilypond-Modell ein stationirer Poissonprozess
in R% zu Grunde liegt. Danach wurde das Modell von Daley und Last in [4] und Heveling und Last
in [11] genauer untersucht. Neben neuen Existenzbeweisen konnte in diesen Arbeiten auch die
Klasse der Punktprozesse, fiir die das Lilypond-Modell existiert, erweitert werden. Insbesondere
gelang es, sich von Poissonprozessen zu lésen. Die Arbeit [11] verallgemeinert dariiber hinaus
den Begriff , Lilypond-Modell“. Der R?, versehen mit der euklidischen Norm, wird dort durch
eine beliebige Menge X, versehen mit einer Pseudo-Metrik, ersetzt.

Die folgende Abbildung zeigt einen kleinen und einen groflen Ausschnitt einer Realisierung
eines Lilypond-Modells, wie Higgstrom und Meester es in [10] beschreiben.

21
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Abbildung 2.1: Zwei unterschiedlich skalierte Ausschnitte eines Lilypond-
Modells, das auf Realisierungen eines stationéren Poissonprozesses beruht.

Im néchsten Abschnitt betrachten wir eine Erweiterung des Lilypond-Modells, ein wachs-
tumsmaximales Modell mit konvexen Korpern als Primérkorner.

2.2 Das wachstumsmaximale Modell mit konvexen Kornern

Wir zeigen zunéchst die Existenz und Eindeutigkeit eines deterministischen wachstumsmaxima-
len Hard-Core-Modells mit beliebigen konvexen Mengen als Primérkorner und gleichem Start-
zeitpunkt. Hierfiir miissen die zu Grunde liegenden Konfigurationen ¢ € M eine Zusatzvoraus-
setzung erfiillen. Danach zeigen wir, dass eine grofle Klasse von Punktprozessen diese Vorausset-
zung fast sicher erfiillt und somit das zuféllige Modell fiir eine grofie Klasse von Punktprozessen
existiert.

Bemerkung 2.2.1. Obwohl dieses Kapitel die Uberschrift ,, Volldimensionale Modelle“ trigt,
werden die Ergebnisse dieses Abschnitts fiir konvexe Mengen beliebiger Dimension formuliert
und bewiesen. Da wir jedoch spéter in Kapitel 3 speziell Modelle mit niederdimensionalen
Primérkornern behandeln, wollen wir in diesem Kapitel vornehmlich an volldimensionale Kérner
denken.

2.2.1 Existenz und Eindeutigkeit fiir eine feste Konfiguration

Wir betrachten im aktuellen Abschnitt 2.2 nur Modelle, in denen alle Korner die gleiche Startzeit,
nédmlich 0, aufweisen. Daher machen wir folgende Definition.

Definition 2.2.2. Es sei M? die Menge aller ¢ € M fiir die t = 0 fiir alle (z, K,t) € ¢ gilt.
Wir schreiben kurz (z, K) := (x, K, 0) fiir alle (z, K,0) € ¢ und ¢ € MY und unterdriicken die
Startzeit auch in allen anderen Ausdriicken.

Zum Nachweis der Existenz fithren wir noch folgenden ,, Abstand“ ein.

Definition 2.2.3. Fiir (v, K), (y, L) € R% x K, definieren wir

a(z, K,y,L) :==inf{r > 0: (x +rK)N(y+rL) # 0}.
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Fiir ¢ € MY bezeichnen wir eine Folge verschiedener Punkte (1, K1), (72, K2),... € ¢ als
absteigende Kette, falls die Folge (a(z;, Ki, xi+1, Ki+1))ien monoton fallend ist. Die n Punkte
(x1,K1),...,(xn, Ky) € ¢ nennen wir eine absteigende Kette der Linge n, falls

a(zi, K, xi1, Kig1) > a(zipr, Kig1, Tigo, Kip2), i€{1,...,n—2},
gilt.

Es gilt
a(x7K7y7L):dK—L(x7y)7 ‘TuyERd7 KuLGIC/7

mit dem in Abschnitt 1.1.1 definierten Abstand dx_r. Weiter gilt die Symmetriebeziehung
a(z,K,y,L) =a(y,L,z,K), z,yeR? K,LecKj. (2.1)

Bemerkung 2.2.4. Fiir r > 0 ist a(z, K,y, L) < r dquivalent zu (x + rK) N (y +rL) # 0. Im
Fall a(x, K,y, L) = r beriihren sich die Kérner um z und y und es gilt = € d(y + (L — K)).

Nun wollen wir noch festlegen, was in diesem Modell unter einem n#chsten Nachbar zu
verstehen ist. Fiir ¢ € M? und (x, K) € ¢ heifit ein Punkt (y,L) € ¢ \ {(x,K)} ndchster
Nachbar von (z, K), falls

a(z, K,y,L) = min{a(z, K, z, A) : (2,A4) € o\ {(z, K)}} (2.2)

gilt. Wir formulieren nun einen Zusammenhang zwischen der eben definierten Grofe a(z, K, y, L)
und einer Hard-Core-Funktion .

Lemma 2.2.5. Es seien ¢ € MY, (z,K) und (y, L) verschiedene Punkte aus ¢ sowie | eine
Hard-Core-Funktion. Weiter seien (x,K), (y, L) bzgl. | benachbart mit

0<lp,z,K) <Il(p,y,L).
Dann gilt
o, 2, K) < alz, Ky, L) <I(e,y, L).
Diese Aussage bleibt richtig, falls wir alle Ungleichungen durch strikte Ungleichungen ersetzen.
Beweis: Seien (z, K), (y, L) € ¢ mit (x, K) # (y, L). Dann gilt nach Definition von a
(z+a(z,K,y,L)K) N (y + a(x, K,y, L)L) # 0. (2.3)
Da (z, K) und (y, L) nach Voraussetzung benachbart sind, ist dariiber hinaus
(x 4+ Up,z, K)K) N (y + U(p,y, L)L) # 0. (2.4)
Falls 0 < (¢, z, K) = l(p,y, L), folgt hieraus mit der Hard-Core-Eigenschaft die Gleichungskette
W, 2, K) = a(z, Ky, L) = (¢, y, L),

also insbesondere die geforderte Ungleichung. Im Fall I(¢, 2, K) < l(p,y, L) folgt aus (2.3) und
(2.4) die strikte Ungleichungskette

e, 2,K) < a(x,K,y,L) <l(p,y,L),

da wir im Fall a(z, K,y, L) < l(p,z, K) < l(p,y, L) einen Widerspruch zur Hard-Core-Eigenschaft
und im Fall 0 < (¢, z, K) < l(¢,y, L) < a(x, K,y, L) einen Widerspruch zur Nachbar-Eigenschaft
(2.4) erhalten wiirden. O

Um den zentralen Satz dieses Unterabschnitts formulieren kénnen, miissen wir noch eine
lokale Endlichkeitsbedingung und eine Eindeutigkeitsbedingung einfiihren.
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Definition 2.2.6. Sei ¢ € MY. Wir sagen ¢ ist markiert lokalendlich, falls fiir alle (z, K) € ¢
und alle » > 0 die Endlichkeitsbedingung

card({(y, L) € o\ {(z,K)} : a(z, K,y,L) <r}) < o0 (2.5)
erfiillt ist.

Falls ¢ € M° markiert lokalendlich ist und mindestens zwei Punkte enthilt, existiert fiir
jeden Punkt (z, K) € ¢ ein néchster Nachbar.

Definition 2.2.7. Wir nennen ¢ € M abstandseindeutig, falls fiir alle verschiedenen Paare
(z1, K1), (Y1, L1) und (22, K3), (y2, L2) von Punkten aus ¢ die Ungleichung a(z1, K1,y1, L1) #
a(x27K27y27 L2) gllt

In einer abstandseindeutigen Konfiguration bestehen Mengen wechselseitig néichster Nach-
barn immer aus genau zwei Punkten.
Es folgt der zentrale Satz dieses Unterabschnitts, der Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Satz 2.2.8. Sei o € M abstandseindeutig und markiert lokalendlich. Des Weiteren enthal-
te ¢ keine absteigende Kette. Dann existiert zu ¢ eine eindeutig bestimmte wachstumsma-
zimale Funktion 1(p,-) bzw. ein eindeutig bestimmtes wachstumsmazimales Modell T(p) =

{(z, K, l(p, 2, K)) : (z,K) € ¢}

Beweis: Wir modifizieren den Beweis von Proposition 2.1 aus [4]. Fiir ¢ € M konstruieren
wir rekursiv eine Folge von Mengen (¢p,)nen, derart, dass ¢, C ¢n+1 C ¢ fiir jedes n € Ny ist
und bestimmen dann in jedem Schritt der Rekursion die Werte I(p, z, K), (z, K) € ©nt1 \ ©n-
Anschlielend ordnen wir, sofern vorhanden, dem einzigen Punkt, der in keinem ¢,, liegt, auf
natiirliche Art und Weise einen Radius zu. Wir zeigen dann, dass die so konstruierte Funktion
l(p,-) die einzige wachstumsmaximale Funktion ist.

Es sel ¢g := (). Weiter sei die Menge v, (¢, z, K) fiir alle (z, K) € ¢ \ ¢, durch

vn(e, 2, K) :={(z, K)} U{(y, L) € ¢\ (oo U{(z, K)}) : (z, K) und (y, L)
sind in ¢ \ ¢, wechselseitig néichste Nachbarn}

definiert. Aufgrund der markierten Lokalendlichkeit von ¢ ist diese Menge endlich. Weiter sei

Un = {(x7K) € @\‘pn : Vn(xﬂK) # {(x7K)}}

Das heifit, 1, besteht aus allen Paaren wechselseitig néichster Nachbarn der Menge ¢ \ ¢y,.
Insbesondere ist 1y die Menge aller wechselseitig néchsten Nachbarn in . Falls v, die leere
Menge ist, definieren wir ¢,1+1 = @, und somit ¢,, = @,, m > n. Andernfalls erhalten wir
ausgehend von ¢, folgendermaflen die Menge ,,+1 und die Wachstumsfunktionswerte I(p, z, K),

(l‘,K) € Ont1 \Son-
Wir definieren zunéchst fir (z, K), (y, L) € ¢ mit (z, K) # (y, L)

filp,z,K,y,L) := a(z,K,y, L)
und fiir (z,K) € ¢\ o, (¥, L) € ¢y,
fo(o,z, Ky, L) :=inf{r >0: (x +rK)N (y +l(p,y, L)L) # 0}. (2.6)

Wegen (y, L) € ¢, ist I(¢,y, L) in diesem Schritt bereits bekannt. Fiir (x, K') € 1, definieren
wir weiter

an(907337K) = inf f2((107$7K7y7L)‘
(y,L)Epn
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Auflerdem sei

SIn(QO?x?K) = fl(go,x,K,y,L)

fir (z,K) € ¢ \ ¢ und (y,L) € vp(p,z, K) \ {(z, K)} sowie

s'(p,x, K) = min an(p,y, L).

(oo, K) = min o an(ey )

Da die Menge v, (p,z, K) endlich ist, handelt es sich in der letzten Gleichung tatséchlich um
ein Minimum. Schliefflich sei

ln(p,z, K) := min{s, (¢, z, K), s\ (¢, 7, K)}.

Jetzt fiigen wir nach einem Schema Punkte aus 1, zu ¢, hinzu, um ¢, 11 zu erhalten. Hierfiir
unterscheiden wir fiir (x, K) € 1, zwei Fille. Falls 1,(p,z, K) = s} (p,x, K) gilt, fligen wir zu
¢n alle Punkte aus v, (p, z, K) hinzu und setzen (¢, y, L) = l,(p,z, K), (y,L) € vp(p,z, K).
Falls I,,(¢, 2, K) = s!'(p,x, K) gilt, erweiteren wir ¢, um die Punkte (y,L) € v,(p,z, K), fiir
die I, (o, x, K) = an(p,y, L) gilt und definieren l(p,y, L) := I, (¢, z, K). Indem wir dies fiir alle
(z, K) € 1, durchfiihren, erhalten wir ¢, aus ¢,. Nach Konstruktion ist {(z, K,l(p,z, K)) :
(z,K) € ppy1} ein Hard-Core-Modell. Wir definieren

Poo = on ¥ =0\ =)0\ ¥n).
n=1 n=1

Die Menge v ist als Teilmenge von ¢ leer, endlich oder abzéhlbar unendlich. Ist ¢ leer, haben wir
bereits alle Radien konstruiert. Enthélt ¢ nur einen Punkt (z, K) € ¢, so setzen wir l[(p, z, K) :=
inf(y,L)Gapoo f2((107 z, K.y, L)

Enthélt ¢ mehr als einen Punkt, so enthélt ¢ kein Paar wechselseitig néchster Nachbarn.
Dies erkennen wir wie folgt. Sei (z, K) € ¥ und v(p,z, K) die Menge der wechselseitig néichsten
Nachbarn von (z, K) in 1. Wir kénnen annehmen, dass v(p,z, K) nicht leer ist. Ansonsten
wiirde kein wechselseitig néchster Nachbar von (z, K) in v existieren und unsere Behauptung
wire bereits gezeigt. Sei also (y, L) € v(p,x, K). Wir definieren die Menge

Alp, 2, K) :={(z,A) € p:a(z,A, 2, K) < a(z,K,y,L)}
U{(z,A) € p:alz,Ay,L) <a(z,K,y,L)},

die aufgrund der markierten Lokalendlichkeit von ¢ eine Vereinigung zweier endlicher Mengen
ist und daher selbst endlich ist. Die Menge A(p,z, K) enthilt nach Konstruktion wegen der
Abstandseindeutigkeit von ¢ keinen Punkt aus ¢ \ (v(¢,z, K) U {(x, K)}), da sonst (z, K) und
(y, L) keine wechselseitig nichsten Nachbarn wéren. Somit kann A(p,z, K) nur Punkte aus
v(p,z, K) U{(x,K)} und ¢ \ ¢ enthalten. Da ¢ als markiert lokalendlich vorausgesetzt wurde,
ist die Menge A(p, x, K) endlich. Aus diesem Grund kann A(y, z, K') auch keine Punkte aus ¢\
enthalten; sie wiren alle bis zu einem n € Ny durch den Algorithmus mit einem Funktionswert
der Funktion [ versehen worden. Gleichzeitig kann aber v (g, z, K) keine Elemente besitzen, denn
jedes Paar wechselseitig néichster Nachbarn in ¢ wire nach Konstruktion der Menge A(p, z, K)
auch ein Paar wechselseitig néchster Nachbarn in ¢ \ ¢,. Ein Teil dieser Punkte wire also
im (n + 1)-ten Schritt des Algorithmus mit einem Funktionswert versehen worden und kénnte
demnach nicht zu 1) gehoren (oder es miisste (x, K) ¢ 1 gelten). Also enthélt ¢ wie behauptet
keine Paare wechselseitig niéichster Nachbarn (in ).
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Jede Menge ¢, die aus mindestens zwei und héchstens endlich vielen Punkte besteht, enthélt
beziiglich a ein Paar wechselseitig ndchster Nachbarn. Dies ergibt sich aus der folgenden Betrach-
tung. Da 2 < card(pg) < oo gilt, existieren zwei Punkte (z, K) # (y, L) aus ¢g mit

a(z, K.y, L) < a(z1, A1, 22, Az)
fiir alle Paare (21, A1) # (22, A2) aus ¢g. Wegen a(z, K,y, L) = a(y, L, z, K) gilt damit sowohl
a(z,K,y, L) <a(z,K,z,A), (2A) €pp\{(z,K)},

als auch
a(y7 L7 ;U? K) S a/(y7 L7 Z7 A)7 (z7 A) 6 SDE \ {(y7 L)}'

Somit sind (z, K) und (y, L) wechselseitig néchste Nachbarn.

Deshalb kann ¢ nicht endlich sein und nur aus abzdhlbar unendlich vielen Punkten bestehen.
Wir zeigen per Induktion, dass v in diesem Fall eine absteigende Kette besitzt. Da v kein Paar
wechselseitig néchster Nachbarn enthélt, existieren drei verschiedene Punkte (zg, Ko), (x1, K1)
und (x9, K2) aus ¢ mit

a(zg, Ko, 21, K1) > a(z1, K1, 22, K2),

wobei (z1, K1) nichster Nachbar von (xg, Ko) ist und (x2, K3) néichster Nachbar von (1, K7).
Angenommen (xg, Ky), ..., (s, K;) (n > 2) seien verschiedene Punkte in v, fiir die

a(zi—1, Ki—1, 24, K;) > a(xs, Kiy xip1, Kiyq), i1€{1l,...,n—1},

gelte. Sei nun (z,41, K+1) ein néchster Nachbar von (z,, K,). Dann wiirde die Ungleichung
a(Tpi1, Knt1, Tn, Kp) < a(@p, K, xn—1, Ky—1) gelten, da sonst wegen a(zy,, Ky, Tni1, Knt1) =
a(Tpt1, Knt1, Tn, Ky) der Punkt (2,41, Kj,4+1) kein néchster Nachbar von (x,, K,) sein konnte.

Weiter wire (241, Knt1) ¢ {(zo, Ko), ..., (Tn—1, Kn—1)}. Hierfiir nehmen wir an, dass ein
Jj € {0,...,n — 1} mit (zj,K;) = (xn41, Kny1) existiert. Wire nun (x,,, K,) kein néchster
Nachbar von (z;, K;), so wiirde ein (z, K) € 1 mit

a(zj, Kj,z,K) < a(z;, Kj,xn, Ky) = a(pi1, Knt1, Tn, Ky) < a1, K, x5, K5)

existieren. Dann konnte aber (x4, Kj41) kein néchster Nachbar von (z;, K;) sein. Dies wire
ein Widerspruch. Daher ist (x,, K,) ein nachster Nachbar von (z;, K;) = (Zn41, Kny1). Also
miissten (41, Kpy1) und (z,, K,) wechselseitig néchste Nachbarn sein, was jedoch ebenfalls
einen Widerspruch ergibe, da 1) keine wechselseitig néchsten Nachbarn enthélt. Hieraus folgt,
dass 1 und somit auch ¢ eine absteigende Kette besitzen wiirden, was wiederum der Vorausset-
zung an ¢ widerspriche. Die Menge 1) kann also hochstens einen Punkt besitzen.

Wir zeigen nun, dass das Hard-Core-Modell T'(p) = {(z, K,l(p,2,K) : (z,K) € ¢} ein
wachstumsmaximales Modell ist. Hierfiir muss jedes (z, K) € ¢ einen stoppenden Nachbarn
besitzen. Sei n € Ny und (2, K) € @pt1 \ ¢n. Falls 1, (p, 2, K) = s}, (9,2, K) gilt, so hat (z, K)
mindestens einen Nachbarn (y, L) mit gleichem Wachstumsfunktionswert. Im Fall n > 1 und
In(p,2,K) < sl (p,x, K) existiert ein (y,L) € ¢, mit (¢, z,K) = fo(p,z, K,y, L). Also sind
(z,K) und (y, L) nach Konstruktion Nachbarn. Dieses (y, L) ist ein stoppender Nachbar von
(z, K). Denn angenommen, es gilt I(p,z, K) < l(y,y, L), so folgt mit Lemma 2.2.5, da (z, K)
und (y, L) benachbart sind, die strikte Ungleichung

a(x, K,y,L) < l(p,y, L). (2.7)
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Wir wihlen ¢ € {1,...,n} derart, dass (y,L) € ¢; \ pi—1 ist. Somit existiert ein (z, A) €
vi—1(o,y, L) \ {(y,L)}. Das heifit, (y,L) und (z, A) sind wechselseitig néichste Nachbarn in
© \ pi—1. Nach Konstruktion des Algorithmus gilt I(p,y, L) < fi(e,y,L,z,A) = a(y, L, z, A).
Daraus folgt mit (2.7)

a(y,L,z,K) = a(z,K,y,L) < a(y, L, z, A).

Da (z, K) kein Element der Menge ;1 ist, kénnen (y, L) und (z, A) keine wechselseitig néichsten
Nachbarn in ¢\ p;_1 sein. Dies ist ein Widerspruch. Daher muss (y, L) ein kleinerer Nachbar von
(z, K) sein. Also haben alle Punkte in ¢ einen stoppenden Nachbarn. Falls ¢\ ¢ einen Punkt
enthilt, so existiert fiir diesen wie oben ein i € N und (y, L) € p; \ p;—1 derart, dass I(¢, z, K) =
fa(p,x, K,y, L) ist. Somit erhalten wir analog zu oben auch fiir dieses (z, K') einen stoppenden
Nachbarn. Wir merken noch an, dass sich die Translationsinvarianz (1.10) der Funktion [ direkt
aus der oben beschriebenen Konstruktion ergibt.

Wir zeigen nun die Eindeutigkeit von T'(p) := {(z, K,l(¢,z,K)) : (z,K) € ¢} bzw. der
wachstumsmaximalen Funktion I(p,-). Es sei T"(¢) = {(z, K,I'(p,z,K)) : (2, K) € ¢} ein wei-
teres wachstumsmaximales Modell auf ¢. Wir zeigen zuerst per Induktion, dass I'(¢,z, K) =
l(p,z, K) fiir alle (z, K) € ¢, und alle n € N gilt. Wir beginnen mit dem Induktionsanfang. Die
Menge g besteht aus allen Paaren wechselseitig néchster Nachbarn der Menge ¢. Wir wéhlen
(,K) € ¢ und (y,L) € vp(p, 2z, K) und nehmen an, dass l'(¢,z,K) # fi(¢,z,K,y, L) gilt.
Dann muss entweder (o, 2, K) < fi(p, 2z, K,y,L) oder aufgrund der Hard-Core-Eigenschaft
"(p,y,L) < fi(p,x,K,y,L) = a(x,K,y, L) gelten. Falls I'(p,z, K) < fi(z, K,y, L) gilt, dann
gibe es dank der Wachstumsmaximalitit einen Punkt (z,A) € ¢ \ {(z, K)} mit I'(p,2,A) <
(¢, z, K). Wegen der Nachbareigenschaft und Lemma 2.2.5 wire weiter I'(p, z, K) > a(z, K, 2, A)
oder I'(p,2z,A) > a(x, K, z, A). Dann wiirde aber in beiden Féllen

a(x7 K7 Z? A) S l/((107 x? K) < fl(@? x? K7 y7 L) = a/(x7 K7 y? L)

gelten, was der Tatsache widerspriche, dass (y, L) und (z, K) wechselseitig niachste Nachbarn
sind. Aus Symmetriegriinden kénnen wir fiir den Fall I'(¢,y, L) < fi(¢,z, K,y, L) analog ar-
gumentieren. Also gilt (¢, 2, K) = fi(p,z, K,y,L) und I'(p,y,L) = fi(¢,z, K,y,L). Nach
Konstruktion des Algorithmus gilt fo(z, K,y, L) = co wegen ¢y = ) und somit

l(@,l‘,K):fl(QD,ZE,K,y, ) l((,D,y, )

Den Induktionsschritt vollziehen wir folgendermaflen. Sei (x, K) € v,. Zuerst behandeln wir
den Fall [, (¢, x, K) = s, (p,z, K), also (¢, z, K) = fi(p,z,K,y, L) fiir ein (y, L) € vy(p, z, K).
Dann gilt

an(907y7L) 2 S/rL(va‘,EvK)) (y7L) € VTL((')DV’EvK)' (28)

Wir nehmen nun (¢, z, K) < fi(¢,z,K,y,L) fir (y,L) € vp(p,2,K) \ {(z, K)} an. Dann be-
sitzt (z, K) bzgl. I keinen stoppenden Nachbarn in der Menge ¢ \ ¢,,, da sich hieraus wie in der
Induktionsverankerung ein Widerspruch dazu ergeben wiirde, dass (z, K) und (y, L) wechselsei-
tig néchste Nachbarn sind. Daher muf} ein Punkt (z, A) € ¢y, existieren, der Nachbar von (z, K)
(bzgl. ) ist und fiir den I'(p, 2z, A) < U'(p,x, K) gilt. Mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung
U(p,z,A) =1(p, 2, A) fiir (z,A) € p,, erhalten wir dann jedoch nach Konstruktion von fo

f2((107x7K727A) = l/((paxaK) < fl(%ﬂf,K,yaL)7
da (z, A) und (z, K) Nachbarn sind. Mit Ungleichung (2.8) wiirde dies aber zu

f2(90,$,K,Z,A) < fl(('pv:naKayaL) = 8%(907337K) < an(go,y,L) :( an)fé f2((107$7K7w7B)
w, ¥n
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fithren, was aufgrund von (2, A) € ¢, ein Widerspruch ist. Im Fall I'(¢, z, K) > f1(p,z, K,y, L)
fiir ein (y, L) € v, \{(z, K)} muB wegen der Hard-Core-Eigenschaft '(¢,y, L) < fi(¢,z, K,y, L)
gelten. Analog zu oben erhalten wir in diesem Fall einen Widerspruch fiir (y, L). Daher muf}
U'p,2,K) = fi(g,z,K,y,L) = l(¢,z,K) gelten. Im Fall I,,(p,z,K) < s, (p,z, K) existiert
ein (y,L) € vy(p, 2, K), so dass a,(p,y,L) < s, (p,z, K). Daher ist I'(¢,y, L) = an(p,y, L) =
l(p,y, L) zu zeigen. Die Hard-Core-Eigenschaft liefert zusammen mit der Induktionsvorausset-
zung l(p, 2, A) =U'(p, 2, A), (2, A) € ¢, die Ungleichung

an(p,y, L) = fo(p,y, L, 2, A) > U'(p,y, L).

Angenommen es gelte I'(¢,y, L) < a,(p,y,L), dann ist wiederum aufgrund von I(p, z, A) =
U(p,z,A) fiir alle (z,A) € ¢, keiner der Punkte aus ¢, ein Nachbar von (y,L). Aufgrund
von an(p,y, L) < sh(p,z,K) gilt '(p,y, L) < fi(p,z,K,y,L). Zusammen mit der Tatsache,
dass (z, K) und (y, L) wechselseitig néichste Nachbarn in ¢ \ ¢, sind, ergibt sich daraus, dass
der Punkt y keinen stoppenden Nachbarn haben kann. Dies ist ein Widerspruch. Daher gilt
U(p,y,L) = an(p,y,L) = l(p,y, L) und der Induktionsschluss ist beendet. Fiir einen Punkt
(z,K) in ¢\ v gilt wegen (¢, 2z, A) = I'(p,2,A) fiir ein (2, A) € poo und der Hard-Core-
Eigenschaft die Ungleichung

lp,2,K) = fop, 2, K, 2, A) > U'(p,z,K).

Gleichzeitig wiirde l(p, x, K) > '(¢, z, K) bedeuten, dass (z, K) beziiglich der Funktion {’ keinen
(stoppenden) Nachbarn besitzt. Daher gilt (o, z, K) = U'(p, 2, K), (2, K) € ¢ \ poo. Somit ist
das auf ¢ basierende wachstumsmaximale Modell eindeutig bestimmt. ([l

Wir definieren nun mit Hilfe des Algorithmus aus dem obigen Beweis eine Hard-Core-
Funktion [ und ein wachstumsmaximales Modell T'.

Definition 2.2.9. Es sei M’ die Menge aller ¢ € M?, die card(¢\ ¢oo) < 1 erfiillen und markiert
lokalendlich sind. Wir definieren die Hard-Core-Funktion [ : M(R¢ x K}) x R? x K — R fiir
¢ € M und (z, K) € ¢ durch den Algorithmus des Beweises von Satz 2.2.8 und als 0 sonst. Fiir
¢ € M ist I(p, ) dann eine eindeutig bestimmte wachstumsmaximale Funktion. Dariiber hinaus
definieren wir mit dieser Funktion ! das wachstumsmaximale Modell T'(¢) := {(z, K, (¢, z, K)) :
(z,K) € ¢} fiir alle p € M°,

Bemerkung 2.2.10. Da M’ nach Konstruktion translationsinvariant und [ ebenfalls nach Kon-
struktion auf M’ translationsinvariant ist, ist { auch auf M translationsinvariant.

Lemma 2.2.11. Die Punktion [ : M(R? x K})) x R? x K} — R aus Definition 2.2.9 ist messbar.

Beweis: Wir verwenden in diesem Beweis die Bezeichnungen aus Satz 2.2.8. Damit ergibt
sich fiir p € M/, 2 € R und K € K,

ooz, K) =Y Lile, 2, K) g yepy T Inf  fal, 2, K,y L)1 k)ep\on }- (2.9)

s (y:L)€poo

Wir zeigen nun, dass alle Summanden in (2.9) messbare Funktionen sind. Wir beginnen mit den
Summanden der Reihe und zeigen zunéchst die Messbarkeit der Funktionen [;, i € N. Aus dem
Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes 2.2.8 ergibt sich fiir i € N

Lilp, 2, K) = 8i(0, 2, K) 1y (.0, K) <5 (02, K)} L{ (@, K evi(9)}

+ 87 (0,2, K) (g (02, K)> s (0,2.)) Las (g2, ) <as (o L), (0.L)evi(pr. )} L(w.K)ewi(0)}s
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wobei sf, s, 1;, v; und @; von dort iibernommen wurden. Aus der Konstruktion dieser Gréfien
folgt ihre Messbarkeit. Somit sind alle I;, i € N, als Kompositionen messbarer Funktionen
messbar. Da alle [; messbar sind, sind auch die Abbildungen

o i ={(z,K)€¢:lj(pz,K)>0 fiir ein j mit 1 < j <3}

und somit auch die Indikatorfunktionen 1{(x, K) € ¢;}, i € N, messbar. Somit ist der erste Sum-
mand aus (2.9) eine messbare Funktion. Da die Abbildungen fs und ¢ — o messbar sind, sind
auch die Abbildung (¢, z, K) + inf(, 1)ecp.. f2(p, 7, K,y, L) und der Indikator 1{(z, K) € @0}
messbar. Damit ist der zweite Summand in (2.9) messbar. Da sich aus den obigen Ausfiihrun-
gen insbesondere ergibt, dass die Menge M’ messbar ist, haben wir somit die Messbarkeit der
Funktion [ gezeigt. ([l

Abschlielend geben wir noch einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das wachstumsma-
ximale Modell T'() an, wenn die Konfiguration ¢ € M° nur aus endlich vielen Punkten besteht.
Der Beweis ist implizit in den anschliefenden Ausfithrungen enthalten.

Satz 2.2.12. Sei ¢ € M? und card(p) < oco. Dann emistiert genau ein wachstumsmazimales
Modell T(y).

Im Fall einer endlichen Konfiguration kénnen wir analog zu Abschnitt 2.2 aus [4] den im
Beweis von Satz 2.2.8 angegebenen Algorithmus wie folgt interpretieren. Wir beginnen mit der
Konfiguration ¢ € M? mit card(p) < co und lassen aus jedem Punkt z im R? mit (z, K) € ¢
mit gleicher Geschwindigkeit ein Korn der Form K € K{, wachsen. Sobald eine Kollision auftritt,
ordnen wir jedem an der Kollision beteiligten Punkt, dem bisher noch kein Wachstumsfunktions-
wert zugeordnet war, die bis zur Kollision vergangene Zeit als Wert der wachstumsmaximalen
Funktion zu. Da die Zahl der Punkte und damit auch die Zahl der Kollisionszeitpunkte nach
Voraussetzung endlich ist, existiert ein kleinster und ein grofiter Kollisionszeitpunkt, wodurch
dieses Verfahren wohldefiniert ist. Des Weiteren ergibt sich aus der Konstruktion, dass die obige
Prozedur zu einem wachstumsmaximalen Modell fithrt und somit dquivalent zur Beschreibung
aus dem Beweis von Satz 2.2.8 ist. Wir erhalten also im Fall card(p) < oo eine physikalische
Interpretation des wachstumsmaximalen Modells. Fiir ¢ € MY mit card(¢) = oo versagt das
eben beschriebene naive Verfahren, da die Zahl der Kollisionspunkte nicht endlich sein muss
und daher nicht notwendig ein kleinster Kollisionszeitpunkt existiert.

2.2.2 Existenz und Eindeutigkeit in zufilligen Konfigurationen

In diesem Unterabschnitt zeigen wir, dass die im letzten Unterabschnitt gestellten Forderungen
der Abwesenheit von absteigenden Ketten sowie die markierte Lokalendlichkeit und die Ab-
standseindeutigkeit fiir eine bestimmte Klasse von Punktprozessen fast sicher erfiillt sind und
somit ein zufilliges wachstumsmaximales Modells existiert. Danach geben wir einige Beispiele
an.

Der ,,allgemeine* Rahmen

Es sei n ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum K{ mit n-tem faktoriellen Mo-
mentenmaf (™).

Bemerkung 2.2.13. FEigentlich betrachten wir in diesem Unterabschnitt einen markierten
Punktprozess auf R? mit Markenraum K§ x Ry, fiir den realisierungsweise t = 0 fiir alle
(z,K,t) € n gilt. Zur besseren Ubersicht unterdriicken wir allerdings die zweite Komponen-
te des Markenraums, d.h. die Startzeit der Korner, sowohl im Punktprozess als auch in allen
anderen Ausdriicken.
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Wir fordern, dass eine Konstante @ > 0 und ein Wahrscheinlichkeitsmafl QQ existieren, so

dass
v ((d(x1, K1, ... 2, Ky)) < a"day ... dz,Q(dK1) ... Q(dK,), neN. (2.10)

Sei u : K — R die Abbildung, die jedem konvexen Korper K seinen Umkugelradius zuordnet.
Dariiber hinaus bendtigen wir, dass fiir eine nach dem Bildmafl Q“ von Q unter u verteilte
Zufallsvariable R das 2d-te Moment existiert, d.h. es existiere eine Konstante a < oo derart,
dass

ER% = o (2.11)
gelte.

Bemerkung 2.2.14. Falls fiir das Bildmal Q% eine Dichte f beziiglich des Lebesguemafles
sowie Konstanten «a, § > 0 existieren, so dass

f(x) <aexp(—px), x>0, (2.12)

gilt, ist (2.11) erfiillt. Daher ist es méglich, ein Lilypond-Modell mit Primérkugeln zu modellie-
ren, deren Radien exponentialverteilt sind.

Es folgen zwei Integrabilitdtsaussagen, die sich aus (2.11) ergeben.

Lemma 2.2.15. Seien Q, u und R wie eben eingefihrt und es gelte (2.11). Es gilt fiir jedes
K € K, und r € R die Integrabilititsaussage

/)\(K +rL) Q(dL) < oc. (2.13)

Beweis: Fiir K, L € K, gilt K + L C B(0,79 + u(L)) fiir hinreichend grofies ry > 0. Daraus
folgt

/ MK + L) QL) < g / (ro + u(rL))? Q(dL)
< 2%, [+ (rs)") Q"(ds).

Die letzte Zeile ist endlich, da aufgrund von (2.11) das 2d-te Moment und somit auch das d-te
Moment von R existiert. Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Lemma 2.2.16. Es sein € N und 1 ein markierter Punktprozess auf R® mit Markenraum Kb,

der die Bedingungen (2.10) und (2.11) erfillt. Dann existiert eine von n unabhdingige Konstante
B > 0 derart, dass

/---/)\(KO — K1) MKp-1 — Ky) Q(dKo) ... Q(dK,) < 8"

Beweis: Es seien Ry, ..., R, unabhéingige nach Q" verteilte Zufallsvariablen. Dann gilt auf-
grund von u(K) = u(—K), K € Kf, die Abschétzung

[ [ — ) A - K QUK. Q)
< / ce / )\((’LL(K(]) + U(Kl))B(O, 1)) ce A((U(Kn—l) + U(Kn))B(Ov 1)) Q(dKO) s Q(dKn)
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Unter Verwendung des binomischen Satzes erhalten wir daraus

/ / (Ko — K1)+ A1 — Kn) Q(dKp) ... Q(dK,,)

<E[xj(Ro+ R1)* -+ (Rn—1 + Ry)"]
rd d N '
= Rg Z < > Rd i, (Z >R;"_1Rfi_l”
1=0 i =0 n
" d
n d A\ Li1 pd—i1 pis pd—i in  od—in
= Ky Z Z( > <Z-n>R01R1 'RPRy2-. Ry Ry
1=0 in=0

Mit den Rechenregeln fiir den Erwartungswert ergibt sich hieraus aufgrund der Unabhingigkeit
der Zufallsvariablen Ry,..., R,

/ / MEo — K1) -+ MEno1 — Kn) Qo) ... Q(dK,)

% (1) (2)elmlela ] nli el

in

Wir stellen fest, dass die Exponenten i1,d — iy + 49, ...,d — i, der Zufallsvariablen Ry,..., R,
zwischen 0 und 2d liegen und erhalten fiir 0 < ¢ < 2d und 0 < j < n mit Hilfe der Jensenschen
Ungleichung (siehe Lemma 3.5 in [13]) und Gleichung (2.11) die Abschétzung

E [R;] E [(R?d) i/(2d):|
< s (9]

_ 4i/Cd)

Setzen wir dieses Ergebnis in obige Rechnung ein und verwenden erneut den binomischen Satz,
ergibt sich

/ - / Ko — K1) -+ MEn_1 — Kn) Q(dKo) ... Q(dK))

d d
< Ii Z Z < > ( > i1/(2d)a(d—i1+i2)/(2d) . a(d—in,l—in)/(zd)a(d_in)/(gd)
i1=0 =0
- : 4 radN .
— g Z (Zl> i1/(2d) (d—z1)/(2d) .. Z <Zn> a2n/(2d)a(d—zn)/(2d)
= in=0
< 1/(2d) 2d))d ) <a1/(2d)+a1/(2d))d
nd
= g(gal/(w)) )

Nehmen wir nun alle Abschéitzungen zusammen und wihlen 3 := kg(20/ )4 erhalten wir die
Behauptung. O

Wir zeigen nun, dass ein markierter Punktprozess 7, der (2.10) und (2.11) erfiillt, fast sicher
keine absteigende Kette enthélt sowie markiert lokalendlich und abstandseindeutig ist.
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Lemma 2.2.17. Es sei 1 ein markierter Punktprozess auf R® mit Markenraum Ki. Weiter
erfille n die Bedingungen (2.10) und (2.11). Dann enthdlt n fast sicher keine absteigende Kette.

Beweis: Es sein € N, 0 < s <t < oo und B € B(R?) beschriinkt. Wir definieren die Menge
E(n,s,t,B) aller ¢ € M?, in denen eine absteigende Kette aus n + 1 verschiedenen Punkten

(:EOvKO)v (xhKl)’- ce (:EanTL) S
der Lange n existiert, fiir die
t > a(xo, Ko, 21, K1) > a(z1, Ky, 22, K2) > ... > a(wp—1, Kn_1, 20, K) > s

und zo € B gilt. Weiter sei E(s,t, B) die Menge aller ¢ € M?, in denen eine unendlich lange
absteigende Kette (zg, Ky), (x1, K1), ... verschiedener Punkte aus ¢ existiert, fiir die

t > a(xo, Ko, z1, K1) > a(z1, K1, 22, K2) > ... > s
und zg € B gilt. D.h. die monoton fallende Folge
a(l‘o, K(], 1, Kl), a(xl, Kl, 9, KQ), a(l‘g, KQ, 3, Kg), e

ist nach oben durch t beschréankt, ihr Grenzwert ist mindestens s und die Projektion zg des
ersten Punktes (g, Ko) der Kette auf R? liegt in der Menge B. Es gilt

DL

E(s,t,B) C [ | E(n,s,t,B). (2.14)

n=1

Weiter definieren wir fiir 0 < s <t < oo, K,L € K{ und z € R? die Grofe
D(x,K,L,s,t):=x+ (t(K — L)\ s(K — L)).
Aufgrund der Homogenitéit und Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles gilt
MND(z, K, L,s,t)) = (t — s)YN\K — L). (2.15)

Um absteigende Ketten auszuschlieffen, schitzen wir zunéchst fiir n € N, 0 < s <t < 0o und
eine beschrinkte Menge B € B(R?) die Wahrscheinlichkeit P(n € E(n, s,t, B)) nach oben ab.
Hierfiir definieren wir fiir i € N und z; € R?, K; € K{ die Kurzschreibweisen x,, := (2, Kp)
und x™ := (xo, . ..,%,) sowie a(x;,x;) = a(v;, K;, zj, K;). Weiter sei

E, = {(xo,...,xn) e (R x K))™ ) 1t > a(xo,x1) > a(x1,%X2) > ... > a(Xp_1,%,) > s}
und
F, = {(xo, coxp) € REX KD L > a(xi,xi41) > s, 0<i<n— 1} .

Offensichtlich gilt E,, C F},, n € N. Mit Hilfe von Satz 1.1.15, d.h. der multivariaten Campbell-
schen Formel, und Bedingung (2.10) ergibt sich die Abschéitzung

P(n € E(n,s,t,B)) =E1{n € E(n,s,t, B)}
<E > 1{(x0,...,%,) € E,}1{xo € B}
((:c(),Ko),...,(xn,Kn))En(”+1)

<"t / 1{x" € B,}1{x € B} dxy ...dz, Q(dKy)...Q(dK,).



KAPITEL 2. VOLLDIMENSIONALE MODELLE 33

Wir verwenden E,, C F,, n € N, und erhalten
P(n € E(n,s,t,B)) < a"*? / 1{x"™ e F,}1{x¢ € B} dxy...dz, Q(dKy)...Q(dK,).

Durch Umformung wird dies zu
P(n € E(n,s,t, B))

< ot / 1{zo € B}1{x"V € F,_1}1{t > a(xn_1,%n) > s} dzg . ..dz, Q(dKy)...Q(dK,)
= "t / 1{zg € B}l{x("_l) € F,1}1{z, € D(xp-1,Kp-1, Kpn,s,t)} da, dzg...Q(dKy).

Mit Gleichung (2.15) ergibt sich hieraus
P(n € E(n,s,t, B))

e / Hao € BIUx""Y € F i JA(Km1 — Ky) dag ... QAK,).

Durch (n — 1)-maliges Wiederholen obiger Rechenschritte erhalten wir
P(n € E(n,s,t,B))

< a"+1(td _ sd)n/l{wo € B}INKo— K1)+ MKp_1 — Ky) drg Q(dKp) ... Q(dKy,).

Mit Lemma 2.2.16 folgt
P(n € E(n,s,t, B))

< an+1)\(B)(td _ Sd)n/ MKy —Kq) - AMKp-1 — Kp,) Q(dKp) ... Q(dK,,)
d_

s,

< a" LB A\(B)(t

Wir definieren die Folge t; := (1/a)Y% (i/(8+1))"/?, i € Ny. Diese Folge ist monoton wachsend
und unbeschrénkt. Des Weiteren gilt

1 1
d d

Zusammen mit obigen Abschiitzungen ergibt sich daher fiir festes i = 1,2,... der Grenzwert
1\" 1 \"
lim P(n € E(n,ti_1,t;, B)) < lim """ \(B) <—> < >
n—o0 o

n—00 6+1
= lim a)(B) <%>

)

wobei wir beachten, dass die Menge B € B(R?) beschrinkt ist. Mit (2.14) und der Stetigkeit
von oben fiir Wahrscheinlichkeitsmafle erhalten wir daraus

P(E(ti_1,t:,B) =0, i=1,2,....
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Nun definieren wir die Menge E als die Menge aller ¢ € M, in denen es eine absteigende Kette
(w0, Ko), (z1, K1), (12, K3), ... € ¢ gibt. Mit W}, := [k, k]?, k € N, gilt dann

(e ol o)
Ec |J U E(ti, tivr, W),
k=1 =0

da fiir jede absteigende Kette ein 7 € Ny und ein k£ € N existiert, so dass ab einem j; € Ny die
Ungleichungen
tiv1 > a(xy, Kj,zj41, Kjp1) > ti, § > jo,

erfiillt sind und zusétzlich z;, € W, gilt. Somit folgt P(n € E) = 0 bzw. genauer gesagt ist die
Menge E Teilmenge einer messbaren Nullmenge. ]

Lemma 2.2.18. Sein ein markierter Punktprozess auf R® mit Markenraum K{, der Bedingung
(2.10) erfillt. Dann ist n fast sicher markiert lokalendlich.

Beweis: Es sei ¢ € M° und (z, K) € ¢ sowie r > 0. Weiter sei

Alp,, K1) == {(y,L) € p\ {(z,K)} : a(z, K,y,L) <r}.

Wir zeigen P(card(A(n, z, K,r)) < oo fiir alle (z, K) € ) = 1. Dafiir geniigt es, fiir alle n € N
die Endlichkeit des Erwartungswertes

B Z Ha(z,K,y, L) <r}l{zx € Wy}
(z,K),(y,L))en®

mit W, := [-n,n]¢ zu zeigen. Mit Hilfe von Satz 1.1.15, also der multivariaten Campbellschen

Formel, und Bedingung (2.10) erhalten wir die Abschétzung

£ > Ha(z, K,y, L) <r}l{z € W,}
(z,K),(y,L))en®

<a? // Ha(zr, K,y,L) <r}1{zx € W,} dr dy Q(dK) Q(dL)
= o2 // V(@ + 1K) O (y +1L) £ 001 {z € Wy} dz dy Q(dK) Q(dL)
_ o2 / / 1y € (x+ 1K) — rL}{z € Wy} dz dy Q(dK) Q(dL)
= a? /)\(a: +rK —rL)1{x € W,} dx Q(dK) Q(dL)
= o?(2n)dr? / MK — L) Q(dK) Q(dL).
Der letzte Ausdruck ist wegen Lemma 2.2.16 endlich. 0

Lemma 2.2.19. Sein ein markierter Punktprozess auf R® mit Markenraum K§, der Bedingung
(2.10) erfillt. Dann ist n fast sicher abstandseindeutig.



KAPITEL 2. VOLLDIMENSIONALE MODELLE 35

Beweis: Es gilt P(n ist abstandseindeutig) = E1{n ist abstandseindeutig}. Aufgrund der De-
finition von Abstandseindeutigkeit gilt weiter

E1{n ist abstandseindeutig}

< E Z l{a(l‘l,Kl,l‘Q,Kg) :a(l‘Q,Kg,iﬂg,K:;)}
((z1,K1),(z2,K2),(x3,K3))en®)

+E Z Ha(z1, K1, 22, K2) = a(ws, K3, 74, K4)}.
((1‘1,Kl),(xz,Kg),(SE3,K3),(Z‘4,K4))€77(4)

Daher geniigt es, die zwei Gleichungen

E > Ha(zy, K1, 29, K2) = a(z2, K2, 23, K3)} = 0,
((z1,K1),(z2,K2),(z3,K3))en)

E Z Ha(zxy, K1, 20, Ko) = a(x3, K3,74, K4)} =0
((xl,Kl),(1‘27K2),(SE3,K3),(SC4,K4))E?7(4)

zu zeigen. Wir zeigen nur die erste Gleichung, da die zweite durch &hnliche Uberlegungen gezeigt
werden kann. Nach der multivariaten Formel von Campbell (Satz 1.1.15) gilt

E Z WHa(z1, K1, 72, K2) = a(z2, K2, 73, K3) }
(z1,K1),(z2,K2),(x3,K3)en®)

- / - / Va(ey, Ky, 20, o) = a(ry, Ko, 23, K3)} doy diry des Q(AKy) Q(AK) Q(dKs)
— /---/1{:1:1 € (w2 + a(zg, K2, 23, K3)(K2 — K1))} doy dzg dzs Q(dK:) Q(dK2) Q(dK3).

Von der zweiten auf die dritte Zeile verwenden wir Bemerkung 2.2.4; da der Rand einer konvexen
Menge im R? Lebesgue-Ma$ 0 besitzt, hat das Integral den Wert 0. O

Wir erinnern an die Definition von [ und T aus Definition 2.2.9. Als direkte Folgerung
der letzten drei Lemmata und Satz 2.2.8 ergibt sich ein Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
markierte Punktprozesse.

Satz 2.2.20. Es sein ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum K, der (2.10) und
(2.11) erfiille. Dann ist T'(n) das fast sicher eindeutig bestimmte wachstumsmazimale Modell.

Beweis: Es sei [* eine weitere Hard-Core-Funktion und 7*(¢) := {(z, K, l* (¢, 2, K)) : (z,K) €
o}, ¢ € MY, Angenommen T*(n) ist fast sicher wachstumsmaximal, d.h. P(n € M*) = 1, wobei
M* die messbare Menge (vgl. Bemerkung 1.3.2) aller ¢ € MY ist, so dass T(y) ein wachstums-
maximales Modell ist. Nach Definition 2.2.9 gilt dann T'(¢) = T*(¢), » € M’ N M*. Aus den
Lemmata 2.2.17 bis 2.2.19 ergibt sich P(n € M) = 1, wobei ¢ € M? genau dann zur messbaren
Menge M"’ gehort, falls ¢ markiert lokalendlich und abstandseindeutig ist sowie fiir ein n € N
keine absteigende Kette der Linge n enthélt. Aufgrund von (2.14) gilt M < M”. Aus dem
Beweis von Satz 2.2.8 ist M” € M’ bekannt. Es folgt P(n € M) = 1. O

Bemerkung 2.2.21. Die Menge M” aller ¢ € M°, die abstandseindeutig und markiert loka-
lendlich sind und keine absteigende Kette enthalten, ist laut dem Beweis von Satz 2.2.8 eine
Teilmenge von M’'. Das Komplement (M”)¢ ist Teilmenge der messbaren Nullmenge (M)
Unter dem Begriff ,,fast sicher” in Satz 2.2.20 verstehen wir daher, dass T'(n) bis auf eine Aus-
nahmemenge, die Teilmenge einer messbaren Nullmenge ist, definiert ist.
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Beispielklassen von Punktprozessen, die in den allgemeinen Rahmen passen

Wir stellen nun drei Klassen von markierten Punktprozessen auf R x K{ vor, die die oben
formulierten Bedingungen (2.10) und (2.11) erfiillen. Wir beginnen mit einer Teilklasse der
Poissonprozesse.

Satz 2.2.22. Sei n ein markierter Poissonprozess, dessen Intensitdtsmafl © absolut stetig bzgl.
des MafSes A\®@ Q sei, wobei Q ein Wahrscheinlichkeitsmaf auf Kf, ist, welches Bedingung (2.11)
erfillt. Weiter sei die Dichte f von © bzgl. A @ Q beschrdnkt. Dann existiert genau ein wachs-
tumsmazximales Modell T'(n).

Beweis: Sei n € N. Wegen Bemerkung 1.1.17 besitzt das n-te faktorielle Momentenmaf /(™)
von 7 die Darstellung
p(m — or,

wobei ©" das n-fache Produktmafl von © bezeichne. Zusammen mit der absoluten Stetigkeit
von O beziiglich A ® Q und der Beschrénktheit der zugehorigen Dichte folgt hieraus

v (d(x1, Ky, ... @, Kp)) < o'dzy ... de,Q(dKY) ... Q(dK,), n e N,

wobei « die Schranke der Dichte ist. Somit ist Bedingung (2.10) erfiillt. Da nach Voraussetzung
auch Bedingung (2.11) erfiillt ist, kénnen wir Satz 2.2.20 anwenden und die Behauptung ist
gezeigt. ([l

Eine wichtige Klasse, auf die sich dieser Satz anwenden lésst, sind die unabhéngig markier-
ten Poissonprozesse. Nach Lemma 1.1.3 ist das Intensitdtsmafl © eines unabhéngig markierten
Poissonprozesses 1 von der Form

O=rvoQ. (2.16)

Beim Mafi v handelt es sich dabei um das Intensititsmafl des unmarkierten Punktprozesses
¢ = p(n). Damit ergibt sich folgender Spezialfall des letzten Satzes.

Satz 2.2.23. Sein ein unabhdingig markierter Poissonprozess, dessen Projektion & auf die erste
Komponente eine beschrinkte Dichte f beziiglich des Lebesque-Mafes X im R® besitzt. Die Ver-
teilung Q aus (2.16) erfiille die Bedingung (2.11). Dann existiert genau ein wachstumsmaximales
Modell T'(n).

Beweis: Aufgrund der Darstellung (2.16) des IntensitéitsmaBes von n und der Beschrinktheit
von f erhalten wir die Aussage direkt aus Satz 2.2.22. O

Dieser Satz ldsst sich noch weiter spezialisieren, indem wir fordern, dass n ein stationérer
markierter Poissonprozess ist. Nach Satz 1.1.11 ist n dann automatisch unabhéngig markiert
und es ergibt sich der néchste Satz.

Satz 2.2.24. Sei n ein stationdrer markierter Poissonprozess mit Intensitdt v und Marken-
verteilung Q. Die Markenverteilung Q erfille die Bedingung (2.11). Dann ezistiert genau ein
wachstumsmazimales Modell T'(n).

Beweis: Aufgrund der Stationaritéit von 7 folgt mit Theorem 3.5.1 aus [26] fiir das Inten-
sitdtsmafl von 7 die Darstellung ©® = v\ ® Q. Damit erhalten wir die Behauptung direkt aus
2.2.23. O

Wir verlassen nun die Poissonprozesse und wenden uns einer speziellen Klasse von Coxpro-
zessen zu.



KAPITEL 2. VOLLDIMENSIONALE MODELLE 37
Satz 2.2.25. Es sei f: ) x RY x IC’O — R derart, dass ein o > 0 existiert mit

/f(w,:z:l,Kl) o flwy g, Ky) P(dw) < a”, neN, (2.17)

und Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf Kj, ist, welches die Bedingung (2.11) erfiille. Dann exi-
stiert zu einem Coxzprozess ) mit (zufilligem) Intensititsmaf

:/ flw,z, K)1{(z,K) € -} A(dz) Q(dK) (2.18)

genau ein wachstumsmazimales Modell T'(n).

Beweis: Da p fast sicher diffus und [ p(w,- x Kjj) P(dw) lokalendlich ist, handelt es sich
bei dem so definierten Coxprozess um einen markierten Punktprozess. Mit Hilfe der Mecke-
Gleichung fiir Coxprozesse (1.6) und Satz 1.1.15 ergibt sich fiir das n-te faktorielle Momentenmafl
v™ von ¢ die Gleichung

v (d(xy, K), ... d(zn, Kp)) = (BEp")(d(z1, K1), . .. d(2,, Ky)). (2.19)

Mit dem Satz von Fubini, Gleichung (2.18) und der Voraussetzung (2.17) erhalten wir fiir A; €
B(R? x K}) die Ungleichungskette

(Eu™)(Aq,..., A
/ /f w, 1, K1) -+ f(w, Tny Kn) L, k) eA1<i<ny Pldw) dzy ... Q(dKS,)

< /'“/anl{(:ci,Ki)eAi,l<i<n} dﬂj‘l d$n @(dKl)Q(dKn)

Zusammen mit Gleichung (2.19) ergibt dies Bedingung (2.10). Daraus erhalten wir mit Satz
2.2.20 die Behauptung. ([l

Durch unabhiingiges Markieren eines Coxprozesses im R? erhalten wir einen Spezialfall der
obigen Aussage.

Satz 2.2.26. Es sei & ein Coxprozess im R mit zufilligem Intensititsmaf p(-). Weiter sei Q ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf K{,. Es existiere eine Konstante «, so dass E[p"](-) < o™ X"(-), n €
N, gilt. Das Maf8 Q erfiille die Bedingung (2.11). Dann existiert zu dem unabhdngig markierten
Punktprozess n auf R x K}, der entsteht, wenn wir den Coxprozess & mit Hilfe von Q unabhdingig
markieren, genau ein wachstumsmazimales Modell T'(n).

Beweis: Aus Teil (i) der Proposition 12.3 in [13] und der Anmerkung danach folgt, dass ein
unabhéngig markierter Coxprozess selbst ein Coxprozess ist. Damit ergibt sich die Aussage als
Spezialfall von Satz 2.2.25. ]

Mit Satz 2.2.26 kénnen wir zum Beispiel die Existenz des wachstumsmaximalen Modells
T'(n) fiir einen unabhingig markierten Punktprozess 7 zeigen, dessen Projektion £ ein gemischter
Poissonprozess ist. Hierfiir sei X eine Zufallsvariable, fiir die ein « existiert, so dass

EX" <a™, neN, (2.20)

gilt. Man definiert das zuféllige Intensitdtsmafl y := X\ und nennt den zugehorigen Coxprozess
¢ einen gemischten Poissonprozess (siehe [13]). Fiir den auf £ basierenden, mit Q unabhingig
markierten Punktprozess n existiert dann nach Satz 2.2.26 das wachstumsmaximale Modell T'(n).



KAPITEL 2. VOLLDIMENSIONALE MODELLE 38

Fiir die Wahl von X haben wir unter anderem folgende Moglichkeiten: Offensichtlich erfiillt jede
beschriinkte Zufallsvariable die Bedingung 2.20. Des Weiteren kann X aber auch gammaverteilt
und somit insbesondere exponentialverteilt sein. Konkret kénnen wir uns das zugehorige wachs-
tumsmaximale Modell T'(n) wie folgt vorstellen. Wenn X beispielsweise gleichverteilt auf dem
Intervall [0, 1] ist, so bedeutet dies, dass wir in einem ersten Schritt mit Hilfe einer Gleichvertei-
lung eine Intensitdt bestimmen. Im zweiten Schritt realisieren wir einen stationéren Poissonpro-
zess mit dieser Intensitdt und markieren ihn anschliefend in einem dritten Schritt unabhéngig
(siche auch Seite 84 in [26]). Danach bilden wir dazu das wachstumsmaximale Modell.

Wie schon in den Ausfiithrungen iiber Poisson- und Coxprozesse geschehen, kénnen wir auch
einen Gibbsprozess auf R? einfithren und diesen dann mit Hilfe einer Markenverteilung Q un-
abhingig markieren. Damit erhalten wir folgenden Satz.

Satz 2.2.27. Es sei £ ein wie durch Gleichung (1.2) eingefiihrter einfacher Gibbsprozess und
a > 0. Fir Q gelte Bedingung (2.11) und fir die Funktion e, aus (1.4) gelte

Elen(n, z1,...,20)] <0, neN. (2.21)

Dann existiert zum Punktprozess n auf R% x Ky, der durch unabhingiges Markieren mit Hilfe
der Verteilung Q aus dem Gibbsprozess & entsteht, genau ein wachstumsmazimales Modell T'(n).

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dass der Punktprozess, der durch unabhéngiges Markieren eines
Gibbsprozesses entsteht, Bedingung (2.10) erfiillt. Wir verwenden, dass n unabhéingig markiert
ist, sowie (1.3) und erhalten fiir jede nicht-negative messbare Funktion f die Gleichung

E Z f(xlaKlw")xnaKn)

m17K17 7-'En7Kn 677(”)

/ / len(s 21 (21, Ko s K das - . din Q(AKY) ... Q).

Aus Voraussetzung (2.21) folgt Bedingung (2.10). Zusammen mit Bedingung (2.11) fiir Q folgt
aus dem allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitssatz 2.2.20 die Behauptung. g

Wir wollen nun noch zwei Beispiele angeben, die auf einem Gibbsprozess im R¢ basieren
und zu denen ein wachstumsmaximales Modell existiert. Zunéchst untersuchen wir folgende
Situation. Es sei ¢ > 0. Wir betrachten die Abbildungen E : N(RY) x RY = R und p : R, —
[0, 00]. Weiter definieren wir e(¢,z) := exp(—E(¢,z)) mit E(¢,z) :==c+ 3 s p(|[z —y|) und

(2.22)

oo, falls r < rg,
p(r) ==

0, falls r > o,

fiir ein ro > 0. Der Gibbsprozess, der fiir diese Wahl der Abbildung e Gleichung (1.4) erfiillt, heifit
Poisson-Hard-Core-Prozess (vgl [30]). Wir markieren ihn unabhéngig mit Hilfe einer Verteilung
Q, welche Bedingung (2.11) erfiillt. So erhalten wir einen unabhéngig markierten Gibbsprozess
n auf R? x K, zu dem nach Satz 2.2.27 ein wachstumsmaximales Modell T'(n) existiert. Wir
merken an, dass Bedingung (2.21) aufgrund der Beschrinktheit von e erfiillt ist.

Dieses Beispiel lidsst sich noch etwas ausbauen und findet sich so auch in [4]. Wir ibernehmen
obige Konstruktion e(¢, z) := exp(—E(¢,z)) mit E(¢,z) :=c+ >, 1)esP([z — y||) und geben
nun eine ganze Klasse von Funktionen fiir p : R — R an, so dass zu dieser Konstruktion ein
Gibbsprozess existiert. Die Funktion p bezeichnet man als Paarpotential. Fiir das Paarpotential
p existiere ein ro derart, dass fiir r < ro die Gleichung p(r) = oo gelte. Fiir r > 7o gelte |p(r)| <
po(|r]) fiir eine monoton fallende Funktion py : [rg,00) — Ry, die zusitzlich f;;o rd=po(r) dr <
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oo und lim, o r%po(r) = 0 erfiillt. Die Existenz eines zugehorigen Gibbs-Prozesses im R folgt
dann aus [23]. Diesen Prozess konnen wir analog zum letzten Beispiel unabhéngig markieren.
Die Tatsache, dass £ ein einfacher Punktprozess ist, wodurch 7 ein markierter Punktprozess
wird, folgt aus einer lokalen Absolutstetigkeitsbedingung fiir Gibbsprozesse (siehe [23] und [30]).

2.3 Das dynamische Modell mit Kugeln

In diesem Abschnitt zeigen wir die Existenz eines dynamischen Modells, bei dessen Primérkornern
es sich ausschliellich um Einheitskugeln handelt. Wir verallgemeinern das klassische Lilypond-
Modell dahingehend, dass die Kugeln zu unterschiedlichen Startzeitpunkten mit dem Wachstum
beginnen. Punkte, die zu ihrem Startzeitpunkt bereits von einer anderen Kugel iiberdeckt wer-
den, nehmen am Wachstumsprozess nicht teil. Die folgende Abbildung zeigt einen kleinen und
eine groflen Ausschnitt dieses Modells.

Abbildung 2.2: Zwei unterschiedlich skalierte Ausschnitte eines dynamischen
wachstumsmaximalen Modells mit Einheitskugeln als Primérkorner, das auf
Realisierungen eines stationdren unabhingig markierten Poissonprozesses
beruht.

Zunichst zeigen wir die Existenz und Eindeutigkeit im Fall einer festen Konfiguration. Da-
nach untersuchen wir zufillige Konfigurationen.
2.3.1 Existenz und Eindeutigkeit fiir eine feste Konfiguration

Da wir im folgenden nur Modelle betrachten, in denen als Primérkérner nur die Einheitskugel
auftritt, machen wir folgende Definition.

Definition 2.3.1. Es sei M? die Menge aller ¢ € M fiir die K = B(0,1) fiir alle (z, K,t) € ¢
gilt. Wir schreiben kurz (z,t) := (x, B(0,1),t) fiir alle (z, B(0,1),t) € ¢ und ¢ € M? und
unterdriicken das Primérkorn auch in allen anderen Ausdriicken.

Bemerkung 2.3.2. Da wir im aktuellen Abschnitt 2.3 ausschliefllich die Einheitskugel als
Primérkorn verwenden, gilt fiir das Infimum aus Definition 1.3.1 hier die Gleichung

inf{r > 0: {z} N (y+rB(0,1) #0} = llz —y|, =zyeR".
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Bevor wir den Existenz- und Eindeutigkeitssatz formulieren und beweisen kénnen, bendtigen
wir einige vorbereitende Definitionen und Lemmata.

Definition 2.3.3. Fiir (v,t), (y,s) € R? x R definieren wir
d(x,t,y,s) == (minft, s} + |2 = yl|) Lfjjp—y)<je—s[}

1
# (mox(ts) 4 0o ol = =D ) msiotisys 229
Bemerkung 2.3.4. Fiir alle z,y € R und t,s € R gilt

(maxgt,s) + 5 = ol 1t =) ) = 506+ -+ o~ o) (2.24)

und die Symmetriebeziehung d(z,t,y, s) = d(y, s, z,t) (vgl. (2.1)).

Die Grofle d kénnen wir als den Zeitpunkt ansehen, an dem die zu (x, t) und (y, s) gehérenden
Korner soweit gewachsen sind, dass (x,t) und (y, s) Nachbarn (vgl. Definition 1.3.1) sind. Hierbei
unterscheiden wir zwischen dem Fall, dass eines der beiden wachsenden Korner das andere
erreicht, bevor dieses zu wachsen beginnt und dem Fall, dass beide zu wachsen beginnen und
sich wiahrend des Wachstumsvorgangs treffen. Den Fall, dass eines der beiden Koérner das andere
genau in dem Moment erreicht, in dem dieses zu wachsen beginnt, d.h. ||z —y|| = |t—s|, schlieBen
wir spéter durch eine Zusatzbedingung aus, weswegen wir dann lediglich zwischen den Fillen
,<“und ,,>“ unterscheiden miissen.

Definition 2.3.5. Sei ¢ € MZ. Eine Folge verschiedener Punkte (z1,t1), (22,%2),... € © nennen
wir eine absteigende Kette, falls die Folge (d(x;,ti,xi+1,ti+1))ieny monoton fallend ist und nur
echt positive Glieder besitzt. Die n Punkte (z1,t1),..., (zn,tn) € ¢ nennen wir eine absteigende
Kette der Linge n, falls

d(a;i, ti, Tit1, ti+1) > d($i+1, ti+1, T2, ti+2) > 0, 1€ {1, oo, — 2},
gilt.

Wir zeigen nun drei Zusammenhéinge zwischen der Grofle d und einer Hard-Core-Funktion
l. Das néchste Lemma ist analog zu Lemma 2.2.5.

Lemma 2.3.6. Es sei | eine Hard-Core-Funktion und ¢ € MP. Auferdem seien (z,t) und
(y,s) aus ¢ Nachbarn und es gelte |z — y|| # |t — s|. Weiter seien l(p,x,t),1(p,y,s) > 0 sowie
lp,z,t) +t > 1U(p,y,s) +s. Dann gilt

Wp,z,t) +t > d(x,t,y,5) > ey, 8) + 5.
Die Aussage bleibt richtig, wenn wir alle Ungleichungen durch strikte Ungleichungen ersetzen.

Beweis: Wir fithren den Beweis indirekt und nehmen zunéchst I(p, z,t) + ¢, 1(p,y,s) + s >
d(z,t,y,s) an. Falls ||z — y|| > |t — s| und damit d(z,t,y,s) = max{t,s} + 1/2(||x — y|| — |t — s]|)
gilt, wiirde sich mit (2.24)

l((p,ﬂj‘,t) +l((107yas) > 2d($7t7y7 S) —s5—1
— oyl +s+t—s—t
= |lz -yl
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ergeben. Dies stiinde aufgrund von (¢, x,t),l(¢,y,s) > 0 im Widerspruch zur Hard-Core-
Eigenschaft. Falls |z — y|| < |t — s| und somit d(z,t,y,s) = (min{t, s} + ||z — y||) gilt, nehmen
wir 0.B.d.A. min{s,t} = ¢ an. Daraus wiirde

W, t) >t flz =yl —t = llz -y

folgen und mit der Hard-Core-Eigenschaft auBlerdem I(¢,y,s) = 0. Dies wiire aber ein Wider-
spruch zur Voraussetzung [(p,y, s) > 0. Beide Fille konnen also nicht eintreten.

Jetzt nehmen wir 0 < l(p, z,t) + ¢, 1(p,y,s) + s < d(x,t,y,s) an. Im Fall ||z — y|| > [t — 5]
wiirden wir

1(9071'70 + 1(907y7 S) < 2d($,t,y, S) —s—1l= ”.’1’ - y” (225)

erhalten. Dies wire ein Widerspruch zu der Voraussetzung, dass (z,t) und (y, s) Nachbarn sind.
Im Fall || — y|| < |t — s| wiirde sich durch Abschéitzung

l((paxat) + l(cp,y, S) < 2d(.’1’,t,y,8) —s—t
= 2|z — y|| + 2min{s,t} —t — s
= 2|z —yll = [t - s|
< [lz =yl
ergeben. Die letzte Abschétzung folgt aus unserer Annahme ||x—y|| < |[t—s|. Dies wire erneut ein

Widerspruch dazu, dass (z,t) und (y,s) benachbart sind. Fiigen wir alle Aussagen zusammen,
so folgt mit I(¢,x,t) +t > I(p,y,s) + s schlieBlich die Aussage

Up,z,t) +t>d(z,t,y,s) > 1(e,y,s).

Ist I(p, z,t)+t > l(p,y, s)+s, wird eine dieser beiden Ungleichungen zu einer echten Ungleichung.
Die andere Ungleichung wird ebenfalls zu einer echten Ungleichung, da sich dann analog zu obiger
Argumentation ein Widerspruch zur Hard-Core-Eigenschaft oder zur Tatsache, dass (x,t) und
(y, s) benachbart sind, ergibt. O

Lemma 2.3.7. Es seil eine Hard-Core-Funktion und ¢ € MB. Auflerdem seien (z,t) und (y, s)
aus @ Nachbarn und es gelte ||x — y|| # |t — s|. Dann gilt

1(907$7t) + l((p’y’ S) > 2d(l‘,t,y,8) —t—s.

Beweis: O.B.d.A sei s < t. Zuerst nehmen wir ||z — y|| < |t — s| und somit d(z,t,y,s) =
min{s,t} + ||z — y|| an. Dann gilt

2d(x,t,y,s) —t —s = 2|z — y|| +2min{s,t} —t — s.
Wir erhalten die Abschitzung

2d(z,t,y,s) —t—s=2|lz—y||+2s—t—s
=2flz -yl +s—t
=2f|z —yl -t — 5|
<|lz = yll,

wobei wir in der letzten Ungleichung ||z — y|| < |t — s| verwenden. Da (z,t) und (y, s) Nachbarn
sind, gilt nach Definition [(p, z,t)+(p, y, s) = ||z —y| und wir erhalten die gewiinschte Aussage.
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Falls ||z — y|| > |t — s| und somit d(z,t,y,s) = max{s,t} + (1/2)(||z — y|| — |t — s|) gilt, ergibt
sich

2d(z,t,y,s) —t —s =2max{s,t} + ||z —y|| — [t —s| —t —s.
Mit s <t folgt
2d(x,t,y,s) —t—s=2t+[lz -yl - |t —s| -t —s =[x -y

Aufgrund von (¢, z,t)+1(p,y,s) = ||x—y]| erhalten wir also auch in diesem Fall die gewiinschte
Aussage. O

Lemma 2.3.8. Seil eine Hard-Core-Funktion und o € MB. Auferdem seien (x,t) # (y,s) aus
@ mit l(p, @), (e, y,s) >0 und ||z —y|| # [t — s|. Dann gilt

lp,z,t) < d(z,t,y,s) —t

oder
l((,D, Y, 8) < d(ﬂj‘, 6y, 8) - S
Falls l(p,x,t) > d(z,t,y,s) — t gilt, dann folgt l(p,y,s) < d(z,t,y,s) — s.

Beweis: Die erste Aussage folgt direkt aus Lemma 2.3.6. Die zweite Aussage findet sich
implizit im dazugehorigen Beweis. O

Wir fithren nun noch drei technische Bedingungen fiir die Konfiguration ¢ € M® ein, welche
zum Teil auch anschauliche Interpretationen besitzen.

Definition 2.3.9. Sei p € MP. Wir sagen ¢ ist dynamisch markiert lokalendlich, falls fiir alle
(z,t) € ¢ und alle r > 0 die Endlichkeitsbedingung

card({(y,s) € o \ {(z, 1)} : d(z,t,y,s) <r}) < o0 (2.26)

erfiillt ist. Weiter heifit ¢ abstandseindeutig, wenn fiir je zwei verschiedene Paare (z1,t1), (y1, 51)
und (xg,t2), (y2, s2) von Punkten aus ¢

d(z1,t1,y1,51) # d(x2,t2,Y2, 52)

gilt. AuBlerdem heifit ¢ treffpunkteindeutig, wenn fiir alle verschiedenen Punkte (x,t) und (y, s)
aus ¢

[ =yl # [t = sl.

In einer abstandseindeutigen Konfiguration bestehen Mengen wechselseitig néichster Nach-
barn immer aus genau zwei Punkten. Die Treffpunkteindeutigkeit sorgt dafiir, dass kein Punkt
genau in seinem Geburtszeitpunkt vom Korn eines anderen Punktes erreicht wird.

Es folgt der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir das dynamische wachstumsmaximale Mo-
dell.

Satz 2.3.10. Sei ¢ € MP dynamisch markiert lokalendlich, abstandseindeutig sowie treff-
punkteindeutig. Des Weiteren enthalte ¢ keine absteigende Kette. Dann existiert zu ¢ eine
eindeutig bestimmte wachstumsmaximale Funktion (g, ) bzw. ein eindeutig bestimmtes dynami-
sches wachstumsmazimales Modell T'(¢) = {(z,t,l(p,2,t)) : (x,t) € p}.
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Beweis: Wir modifizieren den Beweis von Satz 2.2.8 und greifen damit implizit erneut auf
Ideen aus [4] zuriick. Zuerst konstruieren wir per Rekursion fiir gegebenes ¢ € M? zu jedem
Punkt (z,t) € ¢ einen Funktionswert [(¢, z, K). Danach zeigen wir, dass sich durch diese Kon-
struktion eine wachstumsmaximale Funktion [(¢p,-) ergibt. AbschlieBend weisen wir nach, dass
nur eine wachstumsmaximale Funktion existieren kann.

Wir beginnen mit der rekursiven Konstruktion. Es sei n € Ny und ¢ := (). Weiter sei die
Menge v, (p, x, K) fiir alle (z, K) € ¢ \ ¢, durch

vn(p,z,t) == {(z, )} U{(y,5) € ¢\ (n U{(z,1)}) : (z,) und (y,s)
sind in ¢ \ ¢,, wechselseitig néichste Nachbarn}

definiert. Hier und im weiteren Verlauf des Beweises wollen wir den Begriff ,néchster Nach-
bar® stets beziiglich der Grofle d verstehen. Anschaulich ist der néchste Nachbar eines Punktes
(z,t) € ¢ daher der Punkt (y,s) € ¢ \ {(y,s)}, mit dessen Kugel die Kugel um z als erstes
kollidiert, wenn wir beim Wachstum der Kugeln die Wechselwirkung mit allen anderen Kérnern
der Konfiguration ¢ nicht beachten. Kollidieren beinhaltet in dieser Interpretation auch das
Uberdecken eines Punktes, der noch nicht zu wachsen begonnen hat. Da ¢ nach Voraussetzung
abstandseindeutig ist, enthélt v,(p,z,t) fir alle n € Ny und (x,t) € ¢ \ ¢, hochstens zwei
Elemente. Sei aulerdem

n = {(x7t) € @\‘pn : Vn(xvt) # {(‘Tvt)}}

Die Menge v, besteht also aus allen Paaren wechselseitig néchster Nachbarn der Menge ¢ \ ¢y,.
Insbesondere ist 1y die Menge aller wechselseitig nédchsten Nachbarn in ¢. Falls v, die lee-
re Menge ist, definieren wir ¢,4+1 = @, und es folgt ¢, = w,, m > n. Andernfalls erhal-
ten wir ausgehend von ¢, folgendermaflen die Menge ¢, +1 und die Wachstumsfunktionswerte

Z(QO,.Z',K), (.Z',t) € Yn+1 \ Pn-
Wir definieren zunichst fir (x,t), (y,s) € ¢

f1(907$7t7y7 S) = d(l‘,t,y,S)
und fiir (x,t) €  \ pn, (Y, $) € ©n,
folr sty ) = inb{r > 0 (2 +rBO, 1)) 1 (y + g, )BO, 1) £ 0} +1. (2.27)

Da (y,s) € @n, ist l(p,y,s) in diesem Schritt bereits bekannt. Fiir (z,t) € 1), definieren wir
weiter

dp(p,x,t) = inf falp,z,t,y, s), (2.28)
(y,8)Epn:l(p,y,s)>0

wobei inf () := co. Aufgrund der Lokalendlichkeit der Projektion ¢ von ¢ auf die erste Kompo-
nente und der Tatsache, dass es sich nach Konstruktion bei {(z, K,l(p,z,K)) : (z,K) € ©n}
fiir alle n € Ny um ein Hard-Core-Modell handelt, wird das Infimum aus (2.28), falls es endlich
ist, auch angenommen. Zusétzlich definieren wir analog zum Beweis von Satz 2.2.8 die Grofien

sp(psm,t) = filp,2,t,y,8),  (y,8) € vnlp, z,t) \ {(z,1)},
und

SZ(QD,JS‘,t) = min dn(‘:D’y’ S)'
(y,8)€vn(p,a,t)
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Nach Konstruktion ist s/ (¢, 2z,t) > 0 fiir alle (z,t) € 1,,. Schliellich sei

In(p,z,t) := min{s,, (o, z,t),s" (o, z,t)}.

Um Punkte aus v, zu ¢, hinzuzufiigen und somit ¢,1; zu erhalten, unterscheiden wir
zwei Fille. Im ersten Fall [, (p,z,t) = s, (¢,z,t) unterscheiden wir wiederum zwischen drei
Moglichkeiten. Wenn fiir (y,s) € vn(p,x,t) \ {(z,t)} die Ungleichung ||z — y|| < |t — s| und
somit d(x,t,y,s) = min{t,s} + ||z — y|| gilt und s = min{s,¢} ist, setzen wir I(p,y,s) = 0
und fiigen (y, s) zu ¢, hinzu. Wenn die Ungleichung ||z — y|| < |t — s| und damit d(z,t,y,s) =
min{t, s} + ||z — y|| gilt und ¢ = min{s,¢} ist, setzen wir I(p,z,t) = 0 und fiigen (z,t) zu ¢,
hinzu. Wenn fiir die beiden Punkte (z,t) und (y, s) aus v, (¢, z,t) die umgekehrte Ungleichung
|z —yl > |t — s| und somit d(z,t,y,s) = max{t,s} + (1/2)(||z — y|| — |t — s|) gilt, setzen wir
lp,z,t) = fi(z,t,y,s) —t und l(p,y,s) = fi(z,t,y,s) — s.

Im zweiten Fall 1,,(¢, z,t) = s/ (p,z,t) erweiteren wir ¢, um die Punkte (y, s) € v,(p,z,t),
fiir die I,,(¢, x,t) = dn(p,y, s) gilt und definieren I(p,y, s) := l,(p,x,t) — s. Indem wir dies fiir
alle (z,t) € 1, durchfiihren, erhalten wir ¢,,11 aus ¢,.

Bei {(z,t,l(p,z,t)) : (x,t) € @npy1} handelt es sich nach Konstruktion um ein Hard-Core-
Modell. Wir definieren

Poo = on ¥ =0\ 0= [)(9\ ¥n).
n=1 n=1

Die Menge v ist als Teilmenge von ¢ leer, endlich oder abzdhlbar unendlich. Ist v leer, sind
bereits alle Radien konstruiert. Enthélt ¢ nur einen Punkt (x,t) € ¢, so setzen wir I(p, z,t) :=
inf(y g)epuil(py,s)>0 f2(0, 2,1y, 8) — t. Mit der gleichen Argumentation wie bei Gleichung (2.28)
wird dieses Infimum ebenfalls angenommen.

Besteht die Menge v aus mehr als einem Punkt, so enthélt sie kein Paar wechselseitig néchster
Nachbarn, wie folgende Ausfithrungen zeigen. Sei (z,t) € ¥ und v(p,z,t) die Menge der wech-
selseitig néchsten Nachbarn von (z,t) in ¢. Wir kénnen annehmen, dass v(p,x,t) nicht leer
ist. Ansonsten wiirde kein wechselseitig néchster Nachbar von (z,t) in v existieren und unsere
Behauptung wire bereits gezeigt. Sei also (y, s) € v(g, x,t). Wir definieren die Menge

A(p,x,t) :={(z,7) € p :d(z,7r,2,t) < d(x,t,y,s)} U{(z,7) € p:d(z,1,y,s) <d(z,t,y,s)},

sie enthélt nach Konstruktion aufgrund der Abstandseindeutigkeit von ¢ keinen Punkt aus
P\ (v(p,x,t) U{(z,t)}), da sonst (x,t) und (y, s) keine wechselseitig nichsten Nachbarn wiren.
A(p, z,t) besteht daher nur aus Punkten aus v(p, z,t) U{(x,t)} und ¢\ ¢. Da ¢ als markiert lo-
kalendlich vorausgesetzt wurde, ist die Menge A(p, z,t) als Vereinigung zweier endlicher Mengen
selbst endlich. Deshalb kénnen in A(p, x,t) auch keine Punkte aus ¢ \ ¢ enthalten sein. Diese
wéren alle bis zu einem n € Ny durch den Algorithmus mit einem Funktionswert der Funktion
[ versehen worden. Gleichzeitig kann aber v(p,x,t) keine Elemente besitzen, denn jedes Paar
wechselseitig n#ichster Nachbarn in ¢ wire nach Konstruktion der Menge A(p,z,t) auch ein
Paar wechselseitig néichster Nachbarn in ¢ \ ¢,,. Ein Teil dieser Punkte wére also im (n + 1)-ten
Schritt des Algorithmus mit einem Funktionswert versehen worden und kénnte demnach nicht
zu 1) gehoren. Also enthélt i) wie behauptet keine Paare wechselseitig nichster Nachbarn (in ).

1 kann nicht endlich sein, weil jede endliche Menge mit mindestens zwei Punkten ein Paar
wechselseitig nédchster Nachbarn enthalten miisste. Daher kann 1 nur aus abzdhlbar unendlich
vielen Punkten bestehen. Wir zeigen per Induktion, dass v dann allerdings eine absteigende
Kette besitzen muss. Da 1 kein Paar wechselseitig néchster Nachbarn enthilt, existieren drei
verschiedene Punkte (xg, o), (z1,%1), (z2,t2) mit

d($07t07x17t1) > d($17t17$27t2)7
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wobei (z1,t1) néichster Nachbar von (zg,%9) und (x2,t2) nichster Nachbar von (z1,%;) ist. An-
genommen (zg,tg),. .., (Tn,tn) (n > 2) seien verschiedene Punkte in 9, fiir die

d(wi—1,ti1, w4, t;) > d(w, i, zip1,tig1), 1 €4{1,...,n—1},
gilt. Sei (41, tn+1) ein nichster Nachbar von (z,,t,). Dann gilt

d(xn-‘rl: tn-‘,—la Tn, tn) < d(xny tn, Tp—1, tn—l)a

weil sonst aufgrund von
d(l’n, tn: Tn+1, tn—i—l) = d(xn—i-ly tn-‘,—l: Tn, tn) > d(l’n, tn: Tn—1, tn—l)

der Punkt (z41,t,+1) kein ndchster Nachbar von (x,,t,) sein kénnte.

Weiter gilt (xn41,tnt1) & {(z0,%0),- .., (Tn—1,tn—1)}. Hierfiir nehmen wir an, dass ein j €
{0,...,n—1} mit (z;,t;) = (Tny1,tnt1) existiert. Wire nun (zp,t,) kein nidchster Nachbar von
(xj,t;), so gidbe es dank der Abstandseindeutigkeit von ¢ ein (z,t) € ¥ mit

d(xjat]7x7t) < d(x],t],xn,tn) = d($n+1,tn+1,xn,tn) S d(xj+17tj+17xj7tj)'

Dann kénnte aber (z;41,tj41) kein néchster Nachbar von (x;,t;) sein. Dies wire ein Wider-
spruch. Der Punkt (x,,t,) ist daher ein nichster Nachbar von (zj,t;) = (Zp41,tnt1). Also
miissten (Zy,41,tn+1) und (x,,t,) wechselseitig nichste Nachbarn sein, was jedoch ebenfalls zu
einem Widerspruch fiithren wiirde, da v keine wechselseitig nichsten Nachbarn enthélt. Hieraus
folgt, dass 1 und damit auch ¢ eine absteigende Kette besitzen miissten, was der Voraussetzung
an ¢ widerspriache. Die Menge 1 kann somit hochstens einen Punkt besitzen. Abschliefend mer-
ken wir noch an, dass sich die Translationsinvarianz (1.10) der wachstumsmaximalen Funktion
[ direkt aus der oben beschriebenen Konstruktion ergibt.

Wir zeigen nun, dass das Hard-Core-Modell {(z,t,l(p,2,t) : (z,t) € ¢} ein wachstums-
maximales Modell ist. Hierfiir muss jedes (z,t) € ¢ einen stoppenden Nachbarn besitzen. Im
Fall card(¢) = 0 ist nichts zu zeigen. Falls card(p) = 1 gilt, ist I(¢, z,t) = oo fiir (z,t) € ¢
und es ist auch nichts zu zeigen. Wir nehmen also card(yp) > 2 an. Zunéchst weisen wir nach,
dass fiir jedes (x,t) € ¢, fiir das ein n € Ny existiert, so dass (z,t) € @11 \ @n gilt, ein stop-
pender Nachbar existiert. Danach kléren wir den Fall (x,t) € 1. Sei also (z,t) € @ni1 \ n
fiir ein n € Ny. Damit enthélt v, (o, z,t) den Punkt (x,¢) und einen weiteren Punkt (y, s). Falls
In(p,y,8) = s, (p,y,s) = min{s, t}+|z—y|| und min{s, t} = s gelten, setzen wir l(p, z,t) = 0. In
dieser Situation gilt laut Algorithmus ||z —y|| < [t—s| und somit d(y, s, z,t) = min{s,t}+||z—y|.
Wir zeigen, dass I(¢,y,s) > |z — y|| gilt und damit (y,s) ein stoppender Nachbar von (x,t)
ist, indem wir alle Moglichkeiten untersuchen, (y,s) einen Wachstumsfunktionswert zuzuord-
nen. Angenommen, es existiert ein m > n derart, dass vy, (p,y,s) # {(y,s)} gilt. Im Fall
st (p,y,8) < s (p,y,s) existieren zwei Moglichkeiten (y,s) im m-ten Schritt einen Funkti-
onswert zuzuordnen. Falls d(y,s,z,7) = min{s,r} + ||y — z|| und [y — z|| < |r — s| sowie
min{s,r} = r fiir ein (2,7) € vn(p,y,s) gelten, erhalten wir Folgendes. Wegen m > n gilt
d(y,s,xz,t) < d(y,s,zr), da sonst (y,s) und (z,t) keine wechselseitig néichsten Nachbarn in
©\ ¥n C @\ ©m sein konnen. Daher gilt

min{r, s} + ||y — z[| = min{s, ¢} + [z — y],

was dquivalent zu
r+lly =zl zs+lle—yl

ist. Aufgrund von r < s ergibt sich hieraus ||y — 2|| > |s — 7| + [ — y|| > [s — r|. Dies steht
allerdings im Widerspruch zu ||z — y|| < |s — 7|.
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Falls fiir (z,7) € vm(p,y, s) die Gleichungen d(y, s, z,r) = max{s,r} +(1/2)(||ly — z|| — |s —7]|)
und ||z — y|| > |s — r| gelten, so setzen wir laut Algorithmus I(p,y,s) = d(y, s, z,7) — s. Wegen
m > n gilt d(y,s,x,t) < d(y,s,z,r), da sonst (y,s) und (x,t) keine wechselseitig néchsten
Nachbarn in ¢ \ ¢, C ¢ \ ¢, sein konnen. Es folgt die Abschétzung

Wy, s) =d(y,s,2,r) —s 2 d(y,s,2,1) — s. (2.29)
Wegen d(y, s, z,t) = min{s,t} + ||z — y|| und min{s,t} = s erhalten wir daraus
d(y7 S,.’L’,t) -5z ”.’L’ - y”

und zusammen mit (2.29) wie behauptet [(p,y,s) > || — y|| > 0.

Wir betrachten nun den Fall s/, (p,y,s) > s (¢, s,y). Damit (y, s) in diesem Fall ein Radius
zugeordnet wird, muss d,,, (¢, y, s) < dm(p, 2,7), (2,7) € U (p,y, s), fiir (y, s) gelten. Es existiert
dann ein (2/,7') € ., mit I(¢, 2’,7") > 0. Aufgrund von (2/,7') € ¢, wurde der Funktionswert
bereits in einem fritheren Schritt des Algorithmus bestimmt. Es existiert also ein [ < m und ein
""" € vlp, 2/, 7))\ {(¢,r")}, d.h. ein wechselseitig néchster Nachbar von (2/,7') in ¢ \ ¢;.
Daher gilt

U, 2/, 7") +r =min{s)(2), s/ ()} < s1(2") = d(', 7", 2", »") < d(Z, 7", y,s).

Die erste Gleichung folgt aus dem Algorithmus und I(p,2’,7) > 0, die Ungleichung aus der
Tatsache, dass (z,7) und (2/,7’) sonst keine wechselseitig néchsten Nachbarn in ¢ \ ¢; C ¢ \ o
sein kénnten. Da (y,s) und (2/,7') nach Konstruktion aber Nachbarn sind, ergibt sich daraus
mit Lemma 2.3.7 I(p,y,s) > d(y,s,2',r") — s. Weiter gilt d(y,s,2’,r") > d(y, s, z,t), weil sonst
(y,s) und (z,t) keine wechselseitig néchsten Nachbarn in ¢ \ ¢, C ¢ \ ¢y, sein konnten. Damit
erhalten wir

l((,D,y,S) > d(y,S,.Z',t) —Ss= min{37t} + H‘T - y” — 8= ”.’L’ - y” (230)

Falls kein solches m > n existiert, gilt (y,s) € ¥ und wir verfahren analog zum letzten von uns
behandelten Fall.

Gelten 1, (¢, z,t) = sl (o, z,t) = max{s,t} + (1/2)(|]x —y|| — |t — s|) und ||z — y|| > |t — s],
so setzen wir laut Algorithmus (¢, z,t) = d(x,t,y,s) —t und I(p,y, s) = d(z,t,y,s) — s. Daraus
folgt

lp,z,t) +t=1(p,y,s) +s.

Aufgrund von |z —y|| > [t — s| ergibt sich des Weiteren

1
vz, t) = (max(s, ) + 500 = ol = 1t = 5D) Lijamyiopmay — £ 0

sowie

1
Up,y,s) = <maX{8,t} + §(Ilw —yll -t — 8|)> Lije—y|>[t—sy —5 >0

Damit stoppt (y, s) den Punkt (z,t).

Falls 1, (¢, z,t) = s (¢, x,t) > 0 gilt, existiert ein (y,s) € ¢, mit I(p,y,s) > 0. AuBerdem
sind (z,t) und (y,s) nach Konstruktion Nachbarn. Wir behaupten, (y,s) stoppt (z,t), d.h.
zusétzlich gelte I(p,y,s) + s < l(p,x,t) + t. Dafiir nehmen wir das Gegenteil [(p,y,s) + s >
l(p,z,t) +t an. Es existiert ein i € {1,...,n}, so dass (y,$) € i \ ¢i—1. Somit existiert (z,7) €
vi—1(p,y,8) \ {(y,s)}, so dass nach Konstruktion des Algorithmus I(p,y,s) + s < d(y, s, z,r)
gilt. Mit Lemma 2.3.6 folgt

d(x7 t? y7 s) é 1(907 y7 s) + § S d(y7 87 Z7 r)?
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was jedoch ein Widerspruch dazu ist, dass (y,s) und (z,r) wechselseitig néchste Nachbarn in
¢\ pi—1 sind, da (z,t) € ¢\ pi—1. Also gelten I(p,y,s) +s < l(p,z,t) +t und l(p,y,s) > 0 und
(y, s) stoppt wie behauptet (x,t).

Im Fall (z,t) € ¢ verfahren wir analog zum letzten Fall. Damit haben wir alle Fille diskutiert
und gezeigt, dass (x,t) stets einen stoppenden Nachbarn besitzt.

Nun zeigen wir die Eindeutigkeit. Sei hierfiir I'(p, -) eine weitere wachstumsmaximale Funk-
tion. Zunéchst weisen wir per Induktion nach, dass I(p, z,t) = I'(¢, z,t) fiir alle (x,t) € Yoo mit
e, z,t),l'(p,x,t) > 0 gilt.

Die Menge 1)y besteht aus allen Paaren wechselseitig néchster Nachbarn der Menge . Wir
wéhlen (x,t) € o und (y,s) € (e, z,t) \ {(x,t)}. Falls I(p,z,t) im ersten Schritt bestimmt
wird, muss

1
l((,D,x,t) = d(l’,t,y,S) —t= max{t,s} + 5(”'1' - yH - ’t - SD —t>0
gelten, da wir (¢, z,t) > 0 vorausgesetzt haben. Aus dem Algorithmus folgt damit
1
l((,D,y,S) = max{t7 S} + 5(”1’ - y” - ’t - S’) —s>0.

Weiter gilt nach Voraussetzung I'(¢, z,t) > 0. Wir zeigen nun zunéchst, dass in einer solchen
Situation auch '(¢,y, s) > 0 gelten muss. Hierfiir nehmen wir das Gegenteil, also I'(p,y,s) =0
an. Dann existiert ein (z,7) € ¢ mit I'(p, z,7) > ||z—y| und s —r > ||z —y||, also ein stoppender
Nachbar von (y, s) bzgl. I". Aufgrund von |s — r| > ||z — y|| ergeben sich damit

d(y,s,z,r) =min{s,r} + ||z —y|| < s (2.31)
und
1
d(w,t,y,s) = max{t,s} + §(||$ —yll =1t —s]) >s. (2.32)

Fiir (x,t) = (z,7) handelt es sich dabei wegen d(z,t,y,s) = d(y, s, x,t) um einen Widerspruch.
Fiir (z,t) # (z,7) ergibt sich ein Widerspruch dazu, dass (x,t) und (y, s) wechselseitig néchste
Nachbarn in ¢ sind. Es muss also I'(p,y, s) > 0 gelten.

Wir nehmen nun (¢, z,t) + t # d(z,t,y,s) oder l'(p,y,s) + s # d(x,t,y,s) an. Da I’
eine Hard-Core-Funktion ist, folgt mit Hilfe von Lemma 2.3.6 die Ungleichung I'(p, z,t) +t <
d(z,t,y,s) = file,z,t,y,s) oder I'(¢,y,s) +s < fi(p,x,t,y,s). Angenommen, es gilt 0 <
U(p,z,t) +t < fi(z,t,y,s), dann gibt es aufgrund der Wachstumsmaximalitit einen Punkt
(z,7) € @\ {(z,t)} mit I'(p,2,7) + 1 < U'(p,x,t) +t und I(p,z,7) > 0. Wegen der Nachbar-
Eigenschaft und Lemma 2.3.7 muss '(p, z, t)+t > d(x,t, z,7) oder I'(p, z,7) > d(x,t, z,7) gelten.
Dann wiirde aber in beiden Féllen

d(':U? t? Z7 r) é l/((707 ':U7 t) - t < fl((707 ':U7 t? y? S) = d(x7 t? y7 s) (2'33)

gelten, was der Nichste-Nachbarn-Eigenschaft von (y, s) widerspriiche. Die Argumentation 148t
sich aus Symmetriegriinden auf den Fall 0 < I'(p,y,s) — s < fi(p,z,t,y,s) ibertragen. Also
gelten I'(p, z,t) = f1(p,x,t,y,s) und U'(p,y, s) = fi(e,z,t,y,s).

Den Induktionsschritt vollziehen wir folgendermafen. Sei (z,t) € 1y,. Zuerst behandeln wir
den Fall 1, (¢, z,t) = s, (p,z,t) = max{s,t} + (1/2)(||z — y|| — |t — s|) fiir (y,s) € vp(p,x,t)\
{(z,t)}. Wie im Induktionsanfang ergibt sich I(p,y,s) > 0. Nach Voraussetzung gilt weiter
U'(p,x,t) > 0. Zuniichst zeigen wir erneut I'(p,y,s) > 0. Wir nehmen dafiir das Gegenteil,
also I'(p,y,s) = 0 an. Dann existiert ein (r1,t1) € ¢ mit '(¢,z1,t1) > ||z1 — y|| > 0 und
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s —t1 > ||lz1 — yl|, da sonst (y, s) keinen stoppenden Nachbarn beziiglich I’ hitte. Weiter muss
(x1,t1) € pn gelten, denn andernfalls wiirden wir, wie in der Induktionsverankerung in (2.31)
und (2.32) gesehen, einen Widerspruch dazu erhalten, dass (x,t) und (y, s) wechselseitig néchste
Nachbarn sind. Aufgrund von (g, y,s) > 0 gilt weiter I(p,x1,t1) < |21 — y||. Somit folgt
l(p,x1,t1) = 0, da sich sonst im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung I(p, z,t) = I'(p, x,t)
fiir alle (x,t) € ¢ mit I(¢,x,t),I'(p,z,t) > 0 die Abschiitzung

0< Z(QO?xlvtl) < H‘Tl - yH < l/(cp7xlat1)

fiir (x1,t1) € ¢, ergeben wiirde. Aufgrund von I(p,z1,t1) = 0 existiert ein m < n und ein
(x2,t2) € @m mit l(p,xe,t2) > ||lxa — z1]| > 0 und t; — ta > ||x2 — x1]|, weil (z1,t1) sonst
keinen stoppenden Nachbarn hétte. Des Weiteren sind (x1,¢1) und (z2, t2) nach Konstruktion des
Algorithmus wechselseitig néichste Nachbarn in ¢\ ¢,,. Wegen I'(p, x1,t1) > 0 gilt I'(p, 22, t2) <
|z1 — 22||. Es folgt I'(¢, x2,t2) = 0, da wir sonst im Widerspruch zur Induktionsvoraussetzung

0 <U'(p,z2,t2) < ||z1 — 22| < (P, 22, 12)

erhalten wiirden. Wegen s > t; > t9 sind (y, s), (z1,t1) und (z9,ts) verschieden. Auflerdem gilt
|1 — y|| < s —t, also insbesondere ||z1 — y|| < s. Mit der Dreiecksungleichung erhalten wir

lze =yl < llwe — ||+ lor —yl| <ti—ta+s—t1 =s—tg < s.

Fiihren wir die Argumentation fort, erhalten wir eine Folge (y, s), (x1,t1), (x2,t2),... verschie-
dener Punkte aus ¢ mit ||y — z;]] < s, ¢ € N. Eine solche Folge kann aber nicht existie-
ren, da ¢ nach Voraussetzung lokalendlich ist. Es gilt also I'(p,y,s) > 0. Wir nehmen nun
0<l(p,x,t) < fi(e,z,t,y,s) —t fiir (y,s) € vu(p,x,t) \ {(x,t)} an. Dann besitzt (z,t) bzgl. I’
keinen stoppenden Nachbarn in der Menge ¢ \ ¢,,, da ansonsten wegen I'(p,y, s) > 0 wie in der
Induktionsverankerung in Gleichung (2.33) ein Widerspruch zur Néchste-Nachbarn-Eigenschaft
von (z,t) und (y, s) auftreten wiirde. Daher muf} ein Punkt (z,7) € ¢, mit I'(p,2,7) > 0 exi-
stieren, der Nachbar von (z,t) (bzgl. I) ist und fiir den U'(p, 2,7) + 7 < (¢, z,t) + ¢ gilt. Mit
Hilfe der Induktionsvoraussetzung ' (p, z,7) = l(p, z,7) fiir (2,r) € ¢, erhalten wir jedoch nach
Konstruktion von fo

fQ(QO,.’L',t,Z,T) = ll(@?'x?t) +i1< fl((paxat7y7 3)7

da (z,7r) und (z,t) Nachbarn bzgl. I’ sind. Mit Ungleichung (2.8) fiihrt dies zu

fg((,D,JE,t,Z,T‘) < f1(<,0,x,t,y,8) :S’/rl((p’x’t) Sdn((pvyvs) = inf f2(907$7t7w7u)7
(w,u)€pn:l(p,w,u)>0
was wegen (z,7) € ¢, ein Widerspruch ist. Im Fall I'(p,x,t) > fi(p,z,t,y,s) — ¢t muss fiir
(y,8) € vy \ {(x,t)} mit Lemma 2.3.6 die Ungleichungskette 0 < I'(¢,y,s) < fi(p,z,t,y,s) — s
gelten, da es sich bei I’ um eine Hard-Core-Funktion handelt. Analog zu oben wiirde sich dann
jedoch ein Widerspruch fiir (y, s) ergeben. Daher muB I'(p, z,t) = fi(p, z,t,y,s) —t = (¢, x,1)
gelten.

Im Fall ,,(p, z,t) < s),(¢,x,t) — t existiert ein (y,s) € vy(p,x,t), so dass d,(p,y,s) — s <
sh(p,x,t) gilt. Daher ist I'(¢,y,s) = dn(p,y,8) — s = l(p,y,s) zu zeigen. Die Hard-Core-
Eigenschaft liefert zusammen mit der Induktionsvoraussetzung l(p, z,7) = U'(p, 2,7), (2,7) € @n,
mit {(p, z,7),I'(p, 2,7) > 0 die Abschiitzung

dn((:D’y’ S) = fg(QD,y,S,Z,T') > l/((:D’y’ S) - S.
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Angenommen, es gilt I'(¢,y,s) + s < dn(p,y, s), dann ist wiederum wegen (¢, z,7) = U'(p, z,7)
fiir (z,7) € ¢y, keiner der Punkte aus ¢,, mit (¢, z,r) > 0 ein Nachbar von (y, s). Aufgrund von
dn(p,y,8) < s, (p,x,t) gilt U(p,y,s) < file,x,t,y,s). Zusammen mit der Tatsache, dass (z, )
und (y,s) wechselseitig nichste Nachbarn in ¢ \ ¢, sind, folgt daraus, dass der Punkt (y,s)
keinen stoppenden Nachbarn haben kann. Dies ist ein Widerspruch. Daher gilt I'(p,y,s) =
dn(p,y,8) — s =U(g,y,s) und der Induktionsschluss ist beendet.

Fiir einen Punkt (z,t) in ¢ \ v gilt wegen I(p, z,7) = U'(p, z,7) fiir ein (2,7) € poo mit
l(p,z,7) > 0 und der Hard-Core-Eigenschaft die Ungleichung

U(p,2,t) < folp,x,t,z,1) —t = l(p, x,t).

Gleichzeitig wiirde I(p, z,t) > (¢, z,t) bedeuten, dass (z,t) beziiglich der Funktion !’ keinen
(stoppenden) Nachbarn besitzt. Daher gilt I(p, z,t) = U'(¢, z,t), (2,t) € ¢ \ Yoo-

Wir zeigen nun [(p, z,t) = U'(p, 2, t) fir alle (z,t) € poo mit I(p,z,t) =0 oder I'(p,z,t) =0
und schlieflen den Beweis ab. Angenommen, es existiert ein (z,t) € @o mit 0 = I(p,z,t) <
U'(p,z,t). Dann muss ein (x1,t1) € ¢ mit (¢, x1,t1) > ||z — 21| > 0 und ||z — 21| < ¢ — t; exi-
stieren, da (z,t) sonst keinen stoppenden Nachbarn bzgl. [ besitzen wiirde. Falls I'(¢, z1,t1) > 0
gilt, folgt aus der Hard-Core-Eigenschaft von I’ und I'(p, x,t) > 0 die Abschétzung (¢, z1,t1) <
|x — z1||. Somit erhalten wir einen Widerspruch zum bereits gezeigten I(p, x1,t1) = U'(p, x1,11)
fiir alle (z1,t1) € ¢ mit I(p,z1,t1),U' (@, 21,t1) > 0. Falls I'(¢,21,t1) = 0, muss ein (x2,t2) € ¢
mit I'(p, z9,t2) > ||z1 — 22| > 0 und |21 — z2|| < ¢1 — t2 existieren, da (x1,t1) sonst keinen
stoppenden Nachbarn bzgl. I besitzt. Falls I(p, xo, t3) > 0, gilt wegen der Hard-Core-Eigenschaft
von [ die Abschétzung 0 < (g, x2,t2) < |1 — z2||. Damit erhalten wir einen Widerspruch zum
bereits gezeigten [(p, x9,t2) = I'(p, 2, ta) fiir alle (x2,t2) € ¢ mit I(p, x2,t2),l'(p, x2,t2) > 0.
Falls I(¢, z,7) = 0, wiederholt sich der vorige Schritt erneut mit einem (z3,t3) € . Wegen
ts < to < t; <t sind alle diese Punkte verschieden. Dariiber hinaus gilt ||z — z1|| < t —t1 < t.
Mit Hilfe der Dreiecksungleichung erhalten wir weiter

|z —xa|| < |l — x|+ [|Jz1 —@e|| <t—t1 +t1 —ta =t —ta <t

und mit wiederholtem Anwenden der Dreiecksungleichung |z — x| < t, i = 3,4. Da wir ¢
als lokalendlich vorausgesetzt haben, konnen wir diese Schritte nicht unendlich oft wiederholen,
was aber dazu fiihrt, dass ein Punkt existiert, der keinen stoppenden Nachbarn besitzt, wobei
es sich ebenfalls um einen Widerspruch handelt. Unsere Annahme, dass ein (z,t) € ¢ mit
0 = I(p,z,t) < U'(p,z,t) existiert, kann also nicht erfiillt sein und der Fall I(¢,z,t) = 0 und
(¢, 2,t) > 0 fiir (x,t) € ¢ kann daher nicht auftreten. Den Fall I'(p, z,t) = 0 und I(p, z,t) > 0
fiir (z,t) € p widerlegen wir analog. Falls I(p,z,t) = '(p,z,t) = 0 gilt, ist nichts zu zeigen. O

Analog zur Konstruktion aus Definition 2.2.9 definieren wir auch fiir diesen Abschnitt die
Hard-Core-Funktion [ und das wachstumsmaximale Modell T" mit Hilfe des Algorithmus aus
dem letzten Beweis.

2.3.2 Existenz und Eindeutigkeit in zufilligen Konfigurationen

Wir geben in diesem Unterabschnitt eine Klasse von Punktprozessen an, fiir die das soeben
eingefiihrte dynamische wachstumsmaximale Modell existiert und eindeutig ist.

Es sei 77 ein markierter Punktprozess auf R¢ mit Markenraum R, mit n-tem faktoriellen
Momentenmaf v(™).

Bemerkung 2.3.11. Figentlich betrachten wir in diesem Unterabschnitt einen markierten
Punktprozess auf R? mit Markenraum Ki x Ry, fiir den realisierungsweise K = B(0,1) fiir
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alle (z, K,t) € n gilt. Zur besseren Ubersicht unterdriicken wir allerdings die erste Komponen-
te des Markenraums, d.h. das Primérkorn, sowohl im Punktprozess als auch in allen anderen
Ausdriicken.

Wir fordern analog zu Bedingung (2.10) aus Unterabschnitt 2.2.2, dass eine Konstante o > 0
und ein Wahrscheinlichkeitsmafl QQ existieren, so dass

v ((d(z1, 1, T, t)) < & day ... dz, Q(dty) ... Q(dt,), n €N, (2.34)

erfiillt ist.

Wir zeigen nun, dass ein markierter Punktprozess 7, der (2.34) erfiillt, fast sicher keine
absteigende Kette enthilt und dynamisch markiert lokalendlich, abstandseindeutig und treff-
punkteindeutig ist. Zunéchst zeigen wir, dass n fast sicher keine absteigende Kette enthélt. Der
Beweis des néichsten Lemmas ist eine Modifikation des Beweises von Lemma 2.2.17.

Lemma 2.3.12. Es sei 1 ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum R... Weiter
erfille n die Bedingung (2.34). Dann enthdlt n fast sicher keine absteigende Kette.

Essein € N, 0 < s <t < oound B € B(R?) beschriinkt. Wir definieren die Menge
E(n,s,t,B) aller ¢ € MP, in denen eine absteigende Kette aus n + 1 verschiedenen Punkten

(l‘o,to), (xl,tl)y ey (:Envtn) €
der Liange n + 1 existiert, fiir die
t > d(zo,to, x1,t1) > d(x1,t1,22,t2) > ... > d(Tp—1,tp—1,Tn,tn) > S

und zg € B gilt. Weiter sei E(s,t, B) die Menge aller ¢ € M?, in denen eine unendlich lange
absteigende Kette (xq, %), (z1,t1), ... verschiedener Punkte aus ¢ existiert, fiir die

t> d(:l?(],to,l‘l,tl) > d(:l?l,tl,l‘g,tg) >...>8
und zg € B gilt. D.h. die monoton fallende Folge
d(IEQ, t07 X, tl)a d(xl7 tla €2, t2)7 d(.ﬁl’g, t27 €3, t3)7 cee

ist nach oben durch ¢ beschrankt, ihr Grenzwert ist mindestens s und die Projektion z(y des
ersten Punktes der Kette (29,t0) auf R? liegt in der Menge B. Es gilt

DL

E(s,t,B) C E(n,s,t, B). (2.35)

n=1

Weiter definieren wir fiir 0 < s < t < oo und z € R¢ die Menge
B(z,s,t) :== B(z,t) \ B(x,s).
Aufgrund der Homogenitéit und Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles gilt
M B(z,s,t)) = (t? — sHA(B(0,1)). (2.36)
Uberdies ergibt sich fiir ¢ > 0 mit dem binomischen Satz die Ungleichung

th— st <(t+c)—(s+ ), t,s>0.
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Hieraus folgt
A(B(xz,max{0, s — c},max{0,t — c})) < A\(B(z, s,1)). (2.37)

Seiy € R4 und ¢, s" € Ry. Falls ||z —y|| < [t/ — s'| und somit d(z,t',y, s') = min{t/,s'} + ||z — y||
gilt, so erhalten wir

s<min{t's'} + |z —y| <t <= s —min{t’,s'} < ||z — y|| <t — min{t/, s'}.

Daraus folgt mit Ungleichung (2.37) und ¢ = min{¢;, 2} die Abschétzung

/1{t > d(z,t',y,s") > s} dy = \(B(z,max{0, s — ¢}, max{0,t — c}))
< A\(B(z,s,t)).

Falls ||z — y|| > [t/ — §| und damit d(z,t',y,s") = max{t',s'} + (1/2)(||z — y|| — |t' — §|) gilt,
erhalten wir analog die gleiche Abschétzung. Daher gilt

/1{t >d(z,t,y,s) > s} dy < A\(B(z,s,t)). (2.38)

Um absteigende Ketten auszuschlieffen, schéitzen wir zunéchst firn € N, 0 < s < t < oo und
eine beschriinkte Menge B € B(R%) die Wahrscheinlichkeit P(n € E(n,s,t, B)) nach oben ab.
Hierzu definieren wir fiir ¢ € N und z; € Rd, t; € [0,00), die Kurzschreibweisen x,, := (zy, t,)
und x™ := (xo, .. .,x,) sowie d(x;,x;) := d(x;,t;, ;,t;). Weiter sei

E, = {(X07---7Xn) € (R? x [0,00))™*V) 1 £ > d(x0,%1) > d(x1,%3) > ... > d(%Xn-1,%,) > S}
und
F, = {(xo, o Xp) € (R X [0,00)) ™) 1t > d(xi,x41) =5, 0<i<n— 1} .

Offensichtlich gilt E,, C F;,, n € N. Wir erhalten mit Hilfe von Satz 1.1.15, d.h. der Campbell-
schen Formel, und Bedingung (2.34) die Abschétzung

P(n € E(n,s,t,B)) =E1{n € E(n,s,t,B)}

<E Z 1{(xo,...,%,) € E,}1{zy € B}
((20,20) -+, (T, tn ) ) EN(ntL)

<ot / 1{x™ € By} 1{zo € B dao ... dun Qldt) ... Qdty).
Mit E,, C F,, n € N, folgt
P(n € E(n, 5,t, B)) < ™! / Ux™ € Fy}1{zo € B} dao ... den Q(dto) ... Q(dt).

Aufgrund von (2.38) ergibt sich die Abschétzung
P(n € E(n,s,t,B))

< ot / 1{zo € BYL{x"D € By 1}1{t > d(xn1,%0) > s} dag .. . dzy Qdto) ... Qdty)

<ot / 1{zo € B}1{x""V ¢ F,_1}1{z, € B(zp_1,s,t)} dz, dxg...Q(dt,).
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Daraus erhalten wir mit Gleichung (2.36)
P(n € E(n,s,t,B)) < o™ (% — s%) / 1{zo € B}1{x"Y e F,_1I\(B(0,1)) dxg ... Q(dt,).
Durch (n — 1)-maliges Wiederholen obiger Schritte ergibt sich

P(n € E(n,s,t, B)) < a1 (4 — syn / 1{zo € BIA(B(0, 1)) - -- A(B(0, 1)) do Q(dto) ... Qdtn).
Dies fiihrt auf

B( € E(n,s,t,B)) < a"'A(B) / Qldto) ... Qdt)
= " RA(B) (1
Wir definieren die Folge t; := (1/a)"? (i/(kq + 1))/4, i € Ny. Sie ist monoton wachsend und
unbeschrankt. Der Beweis kann nun analog zum Beweis von Lemma 2.2.17 beendet werden. [

Nun zeigen wir, dass 1 dynamisch markiert lokalendlich ist.

Lemma 2.3.13. Es sei 1 ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum R... Weiter
erfille n die Bedingung (2.34). Dann ist n fast sicher dynamisch markiert lokalendlich.

Beweis: Wir gehen #hnlich vor wie im Beweis von Lemma 2.2.18. Es sei ¢ € MP und (z,t) € ¢
sowie r > 0. Auflerdem sei

Alp,x,t,7) == {(y, L) € o\ {(x, K)} : d(,t,y, L) <r}.

Wir zeigen P(card(A(n,x,t,r)) < oo fur alle (x,t) € n) = 1. Dafiir geniigt es, fiir alle n € N die
Endlichkeit des Erwartungswertes

£ Z 1{d(z,t,y,s) < r}l{x € W,}
((z,t),(y,8))EN?

mit W, := [~n,n]? zu zeigen. Wir erhalten mit Hilfe von Satz 1.1.15, der multivariaten Camp-

bellschen Formel, und Bedingung (2.34) die Abschétzung

E Z 1{d(z,t,y,s) <r}l{x € W,}
((@,t),(y,s))en
<a® [[ it < 1o € W) do dy Q) Q) (2.30)

Nach Definition von d gilt im Fall d(x,t,y,s) = min{s,t} + ||z — y||
d(@,t,y,s) <r=z—yl|<r=lz-yl|<2r

und im Fall d(z,t,y,s) = max{s,t} + (1/2)(||lz — y|| — |t — s])

1
d(w,t,y,5) < 7= 5llo = yll <= o~y < 2n
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Daher gilt 1{d(z,t,y,s) < r} < 1{|lz — y[| < 2r}. Hieraus folgern wir mit (2.39)

E Z 1{d(x,t,y,s) <r}

(), (y,5))€n®)
—a® [ [ 11z -yl < 20)1(w € W,} do dy Qldt) Q(as)
= o®kq(2r)¢(2n)%.
Damit ist der Erwartungswert endlich und der Beweis abgeschlossen. ([l
Nun zeigen wir, dass n abstandseindeutig ist.

Lemma 2.3.14. Es sei 1 ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum R... Weiter
erfillle n die Bedingung (2.34). Dann ist n fast sicher abstandseindeutig.

Beweis: Es gilt P(n ist abstandseindeutig) = E1{n ist abstandseindeutig}. Aufgrund der De-
finition der Abstandseindeutigkeit gilt weiter

E1{n ist abstandseindeutig}

< E Z 1{d($1,t1,$2,t2) :d($2,t2,$3,t3)}
(z1,t1),(z2,t2),(z3,t3)EN)

+E Z 1{d($1,t1,$2,t2) :d($3,t3,ﬂj‘4,t4)}.

(z1,t1),(22,2),(23,t3), (4 ,t4) END
Daher reicht es,
E Z 1{d(m1,t1,x2,t2) = d(l’g,tg,xg,tg)} =0 (2.40)
(xl7t1)7(x27t2)7(x37t3)€77(3)

und

E Z 1{d(m1,t1,a:2,t2) = d(l’g,tg,x4,t4)} =0 (2.41)

(z1,t1),(x2,t2),(x3,t3),(x4,ta) €N

zu zeigen. Wir zeigen zunéchst (2.40). Mit der multivariaten Campbellschen Formel (Satz 1.1.15)
gilt

E Z Hd(z1,t1, 22, t2) = d(z1,t1,73,13) }
(z1,t1),(z2,t2),(z3,t3)En®)

= a/”’/l{d(xl,thxz,tz) = d(z2,t2, x3,t3)} dz1 dzy drg Q(dt1) Q(dt2) Q(dts). (2.42)
Auflerdem ist

Hd(z1,t1,22,t2) = d(x2,t2,73,13)}
< {min{ty,to} + |1 — x2|| = min{ta, t3} + [|z2 — 23|}

. 1
+ 1{min{ty,t2} + ||z1 — x2|| = max{ta,t3} + 5(”%2 — a3l — [ta — t3|)}
1 .
+ 1{max{ti,t2} + §(H<171 — || — [t1 — ta]) = min{ta, t3} + [|z2 — @3]|}

1 1
+ UHmax{ty, t2} + 5 ([lz1 — 22l = [t — t2f) = max{ts, t3} + 5 (|22 — 3] — [t2 — t3])}-
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Hiermit kénnen wir das Integral aus (2.42) mit vier Integralen nach oben abschétzen. Alle diese
Integrale sind von der Form

a/.../]_{”;pl — 29|l = ¢} day dao drs Q(dty) Q(dty) Q(dts),

wobei ¢ eine von x; unabhéngige Konstante ist. Ein solches Integral hat also den Wert 0. Damit
ist (2.40) gezeigt. Gleichung (2.41) kénnen wir durch dhnliche Uberlegungen zeigen. O

Nun zeigen wir, dass 7 treffpunkteindeutig ist.

Lemma 2.3.15. Es sei 1 ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum R... Weiter
erfillle n die Bedingung (2.34). Dann ist n fast sicher treffpunkteindeutig.

Beweis: Es gilt P(n ist treffpunkteindeutig) = E1{n ist treffpunkteindeutig}. Aufgrund der
Definition der Treffpunkteindeutigkeit gilt weiter

E1{n ist treffpunkteindeutig} < E Z |z —yll = [t — s}

(z,t),(y,s)en®

Mit Satz 1.1.15, der multivariaten Campbellschen Formel, folgt

E Y 1yl =t —sl} =a/---/1{u:c—y||=|t—s|}dmdy@<dt>@<ds>.

(z,t),(y,5)En

Das Integral auf der rechten Seite dieser Gleichung hat den Wert 0 und wir erhalten die Be-
hauptung. O

Aus den letzten vier Lemmata und Satz 2.3.10 folgt analog zu Satz 2.2.20 direkt ein Existenz-
und Eindeutigkeitssatz fiir markierte Punktprozesse.

Satz 2.3.16. Es sei n ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum Ry, der (2.34)
erfiille. Dann ist T(n) das fast sicher eindeutig bestimmte wachstumsmazimale Modell.

Um Beispiele von markierten Punktprozessen auf R? x R, zu finden, die Bedingung (2.34)
erfiillen, konnen wir analog zu Unterabschnitt 2.2.2 vorgehen. Die dort angegebenen Séitze lassen
sich mit dem dort angegebenen Wahrscheinlichkeitsma$ Q auf X, mit einem Wahrscheinlich-
keitsmafl Q' auf R, formulieren. Im Unterschied zu Abschnitt 2.2.2 miissen wir hier jedoch keine
Bedingungen an Q' stellen, um Existenz und Eindeutigkeit zeigen zu kénnen.



Kapitel 3

Niederdimensionale Modelle

3.1 Einfiihrende Bemerkungen

In diesem Kapitel untersuchen wir wachstumsmaximale Modelle mit niederdimensionalen Primér-
kornern. Wesentliche Teile dieses Kapitels basieren auf Diskussionen des Autors mit Daryl Da-
ley und Giinter Last. Wie schon in Bemerkung 2.2.1 in Kapitel 2 erwahnt, gilt das dort er-
haltene Existenz- und Eindeutigkeitsresultat auch im Fall niederdimensionaler Primérkorner.
Generell sind also beliebige niederdimensionale Primérkérner denkbar. Im R3 kénnen wir uns
zum Beispiel Quadrate, Parallelogramme oder Kreisscheiben vorstellen. Prinzipiell sind auch
Strecken moglich. Bei ,,geniigend zufilliger“ Verteilung des Punktmusters und der Richtungen
der Strecken kdme es in diesem Fall allerdings selten bis nie zu Kollisionen wéihrend des Wachs-
tums. Im Allgemeinen scheint es vor diesem Hintergrund nicht sinnvoll, wachstumsmaximale
Modelle im R¢ mit Primérkornern der Dimension d — 2 oder kleiner zu betrachten. Im Rahmen
dieses Abschnitts wollen wir uns auf den R? und Liniensegmente der Linge 2, deren Mittel-
punkt im Ursprung liegt, als Primérkorner beschrinken. Die Startzeiten der Punkte seien alle
0. Im Zuge dessen erhalten wir einen alternativen Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis fiir das
zugehorige wachstumsmaximale Modell. Dariiber hinaus werden wir eine weitere Interpretation
des Begriffs Wachstumsmaximalitéit beleuchten. Die unten stehenden Ausfithrungen lassen sich
auf (d — 1)-dimensionale Einheitskugeln als Primérkorner im R? iibertragen. Im R? sind die
Primérkorner dann beispielsweise keine Liniensegmente, sondern Einheitskreisscheiben und es
entsteht ein wachstumsmaximales Kreisscheiben-Modell.

Als Erstes diskutieren wir das wachstumsmaximale Modell, welches sich als Spezialfall der
allgemeinen Definition 1.3.4 ergibt. Wir wollen die zu Beginn von Abschnitt 1.3 gegebene an-
schauliche Interpretation wachstumsmaximaler Modelle fiir den Spezialfall von Liniensegmenten
als Primérkorner kurz wiederholen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 beginnen die Liniensegmente alle mit
gleicher Geschwindigkeit zu wachsen. Sobald sich zwei Liniensegmente beriihren, stoppt das
Wachstum beider Segmente. Wir nennen dieses Modell im Rahmen dieser Arbeit kanonisches
Liniensegmentmodell. Danach untersuchen wir noch ein zweites Modell, welches ebenfalls als
wachstumsmaximal in einem bestimmten Sinn definiert werden kann. Wir nennen dies modi-
fiziertes Lininensegmentmodell. Basierend auf dem kanonischen Modell verindert sich die An-
schauung im modifizierten Modell wie folgt. Beriihren sich im kanonischen Modell zwei noch
wachsende Liniensegmente, so beenden beide ihr Wachstum, obgleich eines der beiden Segmente
weiterwachsen konnte, ohne die Hard-Core-Bedingung (1.11) zu verletzen. Im modifizierten Mo-
dell werden, sobald sich Segmente beriihren, nur die Segmente gestoppt, welche nicht mehr weiter
wachsen konnen, ohne die Hard-Core-Bedingung zu verletzen. Die anderen Segmente wachsen
ungehindert weiter. Daher ist das modifizierte Modell wachstumsmaximal in dem Sinne, dass
kein Segment weiter wachsen kann, ohne die Hard-Core-Bedingung (1.11) zu verletzen. Den Fall,

55
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dass sich zwei Segmente mit je einem ihrer Enden beriihren und somit nicht klar ist, welches
Segment weiterwéchst, schlieBen wir durch eine Zusatzvoraussetzung aus. Das modifizierte Mo-
dell kénnen wir somit als Bindeglied zwischen dem kanonischen Modell und dem Gilbert Modell
(siehe [30] Seite 314 f. oder [28]) betrachten, einem , crack tessellation model“. In diesem Modell
wachsen beide Seiten der Liniensegmente unabhingig voneinander, bis sie jeweils ein anderes
Segment beriihren. Im Gegensatz zu den von uns betrachteten wachstumsmaximalen Modellen
entsteht in diesem Modell daher eine Tessellation des R (siche [30] Seite 307). Die folgende
Abbildung zeigt, basierend auf der gleichen Konfiguration, links das kanonische und rechts das
modifizierte Modell.

P

e e

Abbildung 3.1: Ein kanonisches und ein modifiziertes Liniensegmentmodell
basierend auf der gleichen Konfiguration.

Wir stellen nun einige spezielle Begriffe und Notationen bereit, um unsere beiden Modelle zu
behandeln. Zuerst erinnern wir an M?, d.h. die Menge aller ¢ € M mit ¢t = 0 fiir alle (z, K,t) € ¢,
und die damit verbundenen Kurzschreibweisen aus Definition 2.2.2.

Definition 3.1.1. Die Menge der Liniensegmente der Lénge 2 mit Mittelpunkt im Urspung
bezeichnen wir mit £{,. Weiter sei M die Menge aller ¢ € MO fiir die K € £, fiir alle (z,K) € ¢
gilt.

Zu (z,K),(y,L) € R% x £ mit (z,K) # (y,L) bezeichne g(z, K) := Uper{r + tK} die
Gerade durch x mit der durch K vorgegebenen Richtung und s(z, K,y, L) den Schnittpunkt von
g(x, K) und g(y, L), sofern vorhanden. Ansonsten setzen wir s(x, K,y, L) = oo. Mit

d($7K7y7L) = ||33‘ - S(ﬂi‘,K,y,L)”

bezeichnen wir den Abstand von x zum Schnittpunkt s(x, K, y, L) der beiden Geraden g(z, K)
und ¢g(y, L). Falls der Schnittpunkt nicht existiert, setzen wir d(z, K, y, L) = oo. Wir stellen fest,
dass zwischen der Abbildung a aus Definition 2.2.3 und d die Beziehung

a(x, K,y,L) = max{d(z,K,y,L),d(y, L, z, K)} (3.1)

gilt. Allerdings merken wir an, dass d im Gegensatz zu a die Symmetriebeziehung (2.1) im
Allgemeinen nicht erfiillt, d.h. es gilt im Allgemeinen nicht

d(':U? K7 y7 L) = d(y7 L7 x? K)'
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Definition 3.1.2. Eine Menge ¢ € M% heifit schnittpunkteindeutig, falls in ¢ keine verschiede-
nen Paare ((z1, K1), (y1,L1)) und ((z2, K3), (y2, L2)) aus ¢ existieren, so dass

d(w1, K1,y1, L1) = d(z2, K2,y2, L2).

Im Folgenden verwenden wir, falls keine Missverstindnisse zu befiirchten sind, fir (z;, K;) #
(xj,K;) aus ¢ die Kurzschreibweise

dij = d(xi, Ky, x5, Kj)
sowie fiir (z, K), (y,L) € ¢ die Abkiirzung dg,, = d(z, K,y, L).

Definition 3.1.3. Es sei F die Menge aller Wachstumsfunktionen (vgl. Definition 1.2.1). Sei
f € F und ¢ € M. Dann nennen wir f, : R? x K x Ry — [0,00] mit (z, K, t) — fo(z,K,t) =
flp,z, K, t) eine Wachstumsfunktion bzgl. p. Falls f € F eine Hard-Core-Funktion ist, so nennen
wir f, eine Hard-Core-Funktion bzgl. ¢. Den Bezug zur Konfiguration ¢ unterdriicken wir im
Folgenden, sofern keine Mehrdeutigkeiten zu befiirchten sind.

3.2 Das kanonische Modell

3.2.1 Illustration und Einfiihrung

In diesem Abschnitt diskutieren wir Existenz und Eindeutigkeit des kanonischen Modells und
geben einen alternativen Beweis von Satz 2.2.8 fiir den von uns betrachteten Spezialfall von
Liniensegmenten. Die folgende Abbildung zeigt einen kleinen und einen grofien Ausschnitt eines
kanonischen Liniensegmentmodells, basierend auf Realisierungen eines stationédren unabhéngig
markierten Poissonprozesses mit einer Gleichverteilung auf £{, als Primérkornverteilung.

<V

\/

Abbildung 3.2: Zwei unterschiedlich skalierte Ausschnitte eines kanonischen
Liniensegmentmodells, das auf Realisierungen eines stationéiren unabhéingig
markierten Poissonprozesses beruht.

Jetzt fithren wir den Begriff absteigende Kette fiir das kanonische Liniensegmentmodell ein.

Definition 3.2.1. Es sei ¢ € M%. Eine Folge verschiedener Punkte (zq, Ko), (z1, K1),... € ¢
nennen wir eine kanonische absteigende Kette in ¢, falls

max{d(xru K,, Tn+1, Kn+l)7 d(xn—i-la Kn—i—la Ty Kn)}
> max{d(Tn i1, Kny1, Tnr2, Knt2), d(Tng2, Kng2, Tyt Kny1)},  n € No. (3.2)
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Bemerkung 3.2.2. Aufgrund von (3.1) ist (3.2) dquivalent zu

a(ﬂi‘n, KTH Tn+1, Kn—l—l) > a(xn-l-lv Kn—l—h Tn+2, Kn+2)}7 n e NO'

Somit ist Definition 3.2.1 ein Spezialfall von Definition 2.2.3.

3.2.2 Existenz und Eindeutigkeit fiir eine feste Konfiguration
Wir formulieren direkt den Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Satz 3.2.3. Sei ¢ € M% schnittpunkteindeutig und enthalte keine (kanonische) absteigende
Kette. Dann ezistiert genau ein wachstumsmazimales Liniensegmentmodell T ().

Der Beweis ist Ergebnis der nachfolgenden Ausfithrungen. Wir definieren auf F den Operator
L:F— F. Fir f € F sei

Lf(p,z,K) :=inf D(p,z, K, f), ¢ € M%, (x,K) € o, (3.3)
mit
D(p,x, K, f) = {max{dzy,dy:} : (y, L) € ¢\ {(z, K)} und f(p,y, L) > dy. },

wobei das Infimum iiber die leere Menge oo sei, und 0 sonst. Wie das néichste Lemma zeigt, ist
der Operator L monoton.

Lemma 3.2.4. Seien f,g € F und ¢ € M%. Falls f(p,2,K) < g(p,z,K) fir alle (z,K) € ¢,
dann gilt Lf(p,z,K) > Lg(p,z, K) fir alle (x,K) € ¢.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt f(p,z, K) < g(p,z, K), (z, K) € . Daraus folgt
D(g,x, K, f) C D(p,z,K,qg)

und somit die Behauptung des Lemmas. ([l

Nun zeigen wir, dass das Infimum in (3.3) angenommen wird.

Lemma 3.2.5. Sei f € F, p € M% und (z,K) € ¢ mit Lf(p,z,K) < co. Dann existiert ein
(y, L) € o\ {(z,K)} derart, dass Lf(p,z, K) = max{dg,,dy.} und f(p,y,L) > dy, gilt.

Beweis: Aufgrund von inf() = oo > Lf(p,z,K) ist D(p,x, K, f) eine nichtleere Men-
ge. Wir stellen fest, dass fiir jedes Dreieck aus x,y € ¢ und s(x, K,y,L) die Ungleichung
2max(dyy, dys) > dyy + dyz > ||z — y|| gilt. Daher erhalten wir fiir jedes ¢ > 0 die Teilmen-
genbeziehung

{(y,L) Ep:c> max{dxy,dyx}} C {(y,L) Ep:2c>|lx— yH} (3.4)

Die Projektion ¢ von ¢ auf die erste Komponente ist lokalendlich. Somit ist auch die Projektion
der rechten Menge in (3.4) auf die erste Komponente lokalendlich. Dariiber hinaus ist diese
Menge auch beschriankt. Wiahlen wir ¢ > Lf(p, z, K), so erhalten wir

inf D(¢,z, K, f) = inf {D(p,z, K, f) N {max{dyy, dys} : ¢ > max{dyy, dy}}.

Dank (3.4) wird das Infimum auf der rechten Seite dieser Gleichung angenommen. Aufgrund
unserer Wahl der Konstanten ¢ wird das Infimum auf der linken Seite im gleichen Punkt ange-
nommen. ([l

Nun zeigen wir, dass fir f € F und ¢ € M% die Funktion f, genau dann eine wachstums-
maximale Funktion ist, wenn sie Fixpunkt des Operators L ist, d.h. wenn f, = Lf, gilt.
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Lemma 3.2.6. Sei f € F und ¢ € MOE. Falls f, = Lf,, dann ist f, eine Hard-Core-Funktion.

Beweis: Sei f(p,x,K) > dgyy und f(p,y,L) > dy, fiir zwei verschiedene Paare (z, K) und
(y, L) aus . Falls dgy > dy, gilt, ergibt sich f(¢,2,K) = Lf(p,z,K) < max{dyy,dy,} =
dyy, was ein Widerspruch ist. Falls dy, < dy, gilt, erhalten wir f(p,y,L) = Lf(¢,y,L) <
max{dy,,dyy} = dyz, wobei es sich ebenfalls um einen Widerspruch handelt.

O

Lemma 3.2.7. Sei f € F und ¢ € M% schnittpunkteindeutig. Falls f, = Lf,, dann ist f, eine
wachstumsmazximale Funktion.

Beweis: Aufgrund von Lemma 3.2.6 ist f, eine Hard-Core-Funktion. Falls f(p,z, K) =
Lf(p,z,K) = oo gilt, ist infolge der Definition von Wachstumsmaximalitéit aus Definition 1.3.1
nichts zu zeigen. Aufgrund von Lemma 3.2.5 existiert fiir alle (z,K) € ¢ mit f(p,z,K) =
Lf(p,z,K) < oo ein Punkt (y,L) € ¢ \ {(z,K)} mit Lf(p,z,K) = max{dsy,dy,} und
fle,y, L) > dy,. Wir behaupten, dieser Punkt (y, L) ist ein stoppender Nachbar von (z, K).
Hierfiir halten wir fest, dass (x, K) und (y, L) nach Definition 1.3.1 benachbart sind. Zum Nach-
weis der ,,Stoppeigenschaft® f(y,y, L) < f(¢,z, K) (siche Definition 1.3.1) unterscheiden wir
vier Fille, wobei wir anmerken, dass alle d;, nach Konstruktion echt positiv sind.

1. Sei f(p,2,K) = dyy > 0 und f(p,y,L) = dyz > 0. Da ¢ nach Voraussetzung schnitt-
punkteindeutig (siehe Definition 3.1.2) ist, sind alle dg,, verschieden und wir erhalten

flo,x, K) =dyy = Lf(o, 2, K) = max{dyy,dys } > dyz = f(e,y,L).
Nach Definition 1.3.1 ist (y, L) damit ein stoppender Nachbar von (z, K).

2. Sei f(cp,x,K) = dy:c > 0 und f((p,y,L) = dyx > 0. Dann gﬂt f((p,a:,K) = d:cy = f((p,y,L)
und die Behauptung folgt.

3. Sei f(p,2,K) =dy, >0und f(p,y,L) > dy, > 0. Dann erhalten wir f(p,z, K) = dy, >
dyy und f(p,y,L) > dy,. Da f eine Hard-Core-Funktion ist, ergibt sich ein Widerspruch
zur Hard-Core-Bedingung (1.11).

4. Sei f(¢,x,K) = dgyy > 0und f(p,y, L) > dy; > 0. Nach unserer Annahme gilt Lf(p,z, K) =
max{dyy, dy, }. Wegen f(p,z, K) = dyy, erhalten wir Lf(p,y, L) < max{dys, ds,} und so-
mit

f((P,y,L) = Lf((payaL) < maX{dyxadxy} = Lf((pvxvK) = f((paxvK) U

Lemma 3.2.8. Sei f € F und ¢ € M% schnittpunkteindeutig. Falls f, wachstumsmazimal ist,
dann ezistiert zu jedem Punkt (z,K) € ¢ mit f(p,z,K) < oo ein Punkt (y,L) € ¢ \ {(z,K)}
mit f(p,x, K) = max{dyy,dy, }. Fir diesen Punkt (y,L) gilt f(p,y,L) > dys.

Beweis: Da f,, eine wachstumsmaximale Funktion ist, existiert fiir (x, K) € ¢ mit f(p,z, K) <
oo ein stoppender Nachbar (y, L) € ¢\ {(z, K)}, d.h. es gilt f(p,z,K) > f(p,y, L). Weiter gilt
fle,y, L) > dys, da (x, K) und (y, L) sonst nicht benachbart sein kénnen.

Wir behaupten f(p, z, K) = max{dyy, dy; }. Angenommen f (¢, z, K) < max{dy,,dy;}, dann
folgt entweder max{d,y,dy.} = duy > f(p,x, K) oder max{dyy,dys} = dyz > f(p,z, K). Im
ersten Fall erhalten wir einen Widerspruch zur Tatsache, dass (z, K) und (y, L) benachbart sind.
Im zweiten Fall ergibt sich f(p,z, K) < dy, = f(¢,y, L), was im Widerspruch dazu steht, dass
der Punkt (y,L) den Punkt (z, K) stoppt. Angenommen, es gilt f(¢,z, K) > max{dyy, dy.}.
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Dann folgt f(¢,z,K) > dgy und somit f(y,y,L) = dy., da sonst ein Widerspruch zur Hard-
Core-Eigenschaft von f auftritt. Aus unserer Annahme resultiert aulerdem f(p, z, K') > dy,. Da-
mit folgt f(p,z, K) > dys = f(p,y,L). Somit ist (x, K) kein stoppender Nachbar von (y, L). Da
f,, eine wachstumsmaximale Funktion ist und f(p,y, L) < f(¢,z, K) < oo gilt, existiert ein stop-
pender Nachbar (z, A) € o\ {(z, K)}\{(y, L)} von (y, L), d.h. es gilt f(p,y,L) > f(p,z, A) und
f(¢,2,A) > d.y. Analog zur obigen Argumentation erhalten wir fir f(p,y, L) < max{dy.,d.,}
einen Widerspruch. Daher gilt f(p,y, L) > max{d,.,d.,}. Von oben ist jedoch f(¢,y, L) = dy,
bekannt und somit folgt aufgrund der Schnittpunkteindeutigkeit von ¢ die strikte Ungleichung
fle,y, L) > max{dy.,d.,}. Nehmen wir die Ungleichungen zusammen, ergibt sich

flp,z, K) > max{dwy’dyw} > dyw = f(p,y, L) > max{dyz, dzy} > dzy = f(p, 2, A).

Per Induktion wiirden wir mit diesem Vorgehen jedoch eine kanonische absteigende Kette er-
halten, welche wir ausgeschlossen haben. Die echten Ungleichungen stellen dabei sicher, dass
die Punkte der Kette alle verschieden sind. Damit erhalten wir wie behauptet f(¢,z, K) =
max{dy,y, dys}. O

Lemma 3.2.9. Sei f € F und ¢ € MOE schnittpunkteindeutig. Falls f, wachstumsmaximal ist,
dann gilt f, > Lf,.

Beweis: Falls f(p,x, K) < oo ist, existiert aufgrund von Lemma 3.2.8 und der Wachstumsma-
ximalitét von f, fiir (z, K) € ¢ ein Punkt (y, L) € ¢\ {(z, K)} mit f(p,z, K) = max{dzy, dy. }
und f(¢,y, L) > dy,. Daraus folgt Lf(p,z, K) < max{dyy,dy.} = f(p,z, K). Falls f(¢,z,K) =
oo gilt, ist die Aussage des Lemmas trivialerweise erfiillt. O

Lemma 3.2.10. Sei f € F und ¢ € MOE schnittpunkteindeutig. Falls f, wachstumsmazimal ist,
dann gilt f, < Lf,.

Beweis: Es sei (z,K) € . Fiir Lf(p,z,K) = oo ist nichts zu zeigen. Wir kénnen daher
Lf(p,z,K) < co annchmen. Wegen Lemma 3.2.5 existiert dann ein (y,L) € ¢ \ {(z, K)} mit
Lf(p,z, K) = max{dyy, dy,} und f(¢,y,L) > dy,. Wir unterscheiden zwei Fiille.

Sei f(¢,y,L) > dy, und Lf(p,z,K) < f(p,z, K). Dann erhalten wir

dypy < max{dyy,dyz} = Lf(p,2,K) < f(¢,z, K)

und f(p,y,L) > dy,. Damit ergibt sich jedoch ein Widerspruch zur Hard-Core-Eigenschaft von

fo-

Sei f(p,y, L) = dy, und Lf(p,z, K) < f(p,z, K). Da f, eine wachstumsmaximale Funktion
ist, besitzt (y, L) einen stoppenden Nachbarn (z, A). Da alle d, verschieden sind, muss (z, K) =
(2, A) sein. Also muss (z, K) ein stoppender Nachbar von (y, L) sein. Wir erhalten

f((,D,ﬂZ‘,K) > Lf((,D,$,K) = max{dmyadym} 2 dyw = f(('pvva)

Dies ist jedoch ein Widerspruch dazu, dass (z, K) den Punkt (y, L) stoppt. O

Zusammen ergeben die letzten vier Aussagen das folgende Lemma:

Lemma 3.2.11. Sei f € F und p € M% schnittpunkteindeutig. Dann ist f, genau dann eine
wachstumsmazimale Funktion, wenn f, = Lf, gilt.

Daraus ergibt sich direkt das folgende Korollar.



KAPITEL 3. NIEDERDIMENSIONALE MODELLE 61

Korollar 3.2.12. Sei f € F und p € M% schnittpunkteindeutig. Falls f, wachstumsmaximal ist
und fiir (x, K) € ¢ der Funktionswert f(p,x, K) endlich ist, gilt Lf(p,z, K) € {max{dgy, dys} :
(v, L) € o\ {(z, K)}}.

Wir definieren nun rekursiv eine Folge von Funktionen (f,)nen, aus F durch fp := 0 und

fn_|_1 = Lfn, n e N().

Dann ist fi = oo. Mit Lemma 3.2.4 folgt aus fo < fi die Ungleichungskette f1 > fo < f3 >
fa < ..., wihrend fo < fo und f; > f3 die Ungleichungen f2, < fon4o und fon+1 > fopts fir

alle n > 0 implizieren. Aufgrund dieser Monotonien kénnen wir die Grenzwerte
h:= lim fo,, g:= lim fon; (3.5)
n—oo n—oo

definieren und
fon < font2 Sh <9< font3 < font

fiir alle n € Ny folgern. Fiir schnittpunkteindeutiges ¢ € M% ohne absteigende Kette, zeigen wir
nun h, = g, und dass in diesem Fall h, die eindeutig bestimmte wachstumsmaximale Funktion
ist.

Lemma 3.2.13. Sei p € M% und (z,K) € ¢ mit h(p,z,K) < co. Dann gilt fon(p,z,K) =
h(p,z, K) fir alle hinreichend groffen n € N.

Beweis: Die rechte und somit auch die linke Seite von (3.4) ist endlich. Damit folgt die
Behauptung. ([l

Lemma 3.2.14. Sei p € M%. Dann gilt Lhy, = g, und Lg, = h,.

Beweis: Aus fon(p, ) < hy und Lemma 3.2.4 folgt fa,4+1(p, ) > Lhy, und somit g, > Lh,,. Es
sei (z,K) € ¢. Wir zeigen g(p,z, K) < Lh(p,z, K). Wir kénnen annehmen, dass Lh(y,z, K)
endlich ist. Nach Lemma 3.2.5 existiert ein Punkt (y,L) € ¢ \ {(z, K)} mit Lh(p,z,K) =
max{dyy,dys} und h(p,y,L) > dy,. Im Fall h(p,y,L) = oo gilt fon(p,y,L) > dy, fiir alle
hinreichend grofien n € N und daher

Jont1(p, 2, K) = Lfop(p, 2, K) < max{dmyadym} = Lh(p,z, K)

fiir alle hinreichend grofien n. Dies impliziert g(p,z, K) < Lh(p,z, K). Falls h(p,y,L) < oo,
folgt aus Lemma 3.2.13 die Abschétzung fon(¢,y,L) = h(p,y,L) > dy, fiir alle hinreichend
groBen n. Daraus schlieBen wir g(¢, z, K) < Lh(p, z, K).

Um Lg, = hy zu zeigen, beginnen wir mit der Ungleichung fon41(p,-) > g, und Korollar
3.2.4, um fon12(p,-) < Lg, und somit h, < Lg, zu folgern. Zum Nachweis von h, > Lg,
sei (z,K) € . Wir nehmen an, es gelte h(p,z, K) < Lg(p,z,K). Dann gilt fo,(p,z,K) =
h(p,z, K) fir alle hinreichend grofien n. Nach Lemma 3.2.5 existiert ein (y,L) € ¢ \ {(z, K)}
derart, dass

hp,z, K) = fon(p, 2, K) = Lfont1(p,z, K) = max{dyy, dyz} und fon—1(p,y,L) > dy,

fiir unendlich viele n € Ny gelten. Daraus folgt g(¢,y,L) > dy, und damit Lg(p,z, K) >
max{dyy, dys} = h(p,z, K). Dies widerspricht unserer Annahme h(p,z, K) < Lg(p,z,K). O

Lemma 3.2.15. Seip € M% schnittpunkteindeutig. Die Funktion hy ist genau dann wachstums-
mazximal, wenn h, = g, gilt. In diesem Fall ist hy, die einzige wachstumsmazimale Funktion.
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Beweis: Sei hy, = g,. Aus Lemma 3.2.14 folgt dann Lh, = Lg, = h,. Daraus ergibt sich
mit Lemma 3.2.11, dass h, eine wachstumsmaximale Funktion ist. Fiir jede wachstumsmaxi-
male Funktion f, muss aufgrund von Lemma 3.2.11 die Gleichung Lf, = f, gelten. Weiter
erhalten wir aus fo(p, ) < f, mit Lemma 3.2.4 fiir jedes n € N die Ungleichung f2,(¢,-) < fo.
Hieraus folgt h, < f,. Mit Lemma 3.2.4 kénnen wir daraus Lf, < Lh, folgern. Da h, und f,
wachstumsmaximale Funktionen sind, gilt mit Lemma 3.2.14 f, < h,. Zusammen ergibt dies
hy = fo.

Umgekehrt folgt aus Lemma 3.2.14 fiir die wachstumsmaximale Funktion h, die Gleichung
h, = Lh,. Mit Lemma 3.2.14 erhalten wir daraus h, = g,. O

Satz 3.2.3 ergibt sich nun als direkte Folgerung aus Lemma 3.2.15 und dem néchsten Lemma.
Lemma 3.2.16. Sei ¢ € MOE und enthalte keine absteigende Kette. Dann gilt hy, = g,.

Beweis: Wir benutzen im Folgenden die Ungleichung h, < g, und Lemma 3.2.14, ohne dies
im Einzelnen explizit zu erwihnen. Wir nehmen an, es existiert (zg, Ko) € ¢ mit h(p, o, Kp) <
g(p, zo, Ko) und es sei nach Lemma 3.2.5 (1, K1) € ¢ \ (20, Koy) derart, dass

h(p, zo, Ko) = Lg(p, x0, Ko) = max{do1,dio} > dio und g(p,z1, K1) > dig

gelten. Dann ist
h(p, x1, K1) < do,

da sonst g(p, o, Ko) = Lh(p,x0,Ko) < max{dpi,d1o} = h(p,zo, Ko) gilt. Des Weiteren ist
h(p,x1, K1) < g(p, 21, K1), dasonst h(p, x1, K1) = g(p, 21, K1) und somit erneut g(p, zg, Ko) =
Lh(p,z0, Ko) < max{doi,d10} = h(p,zo, Ko) gelten miisste. Daher kénnen wir diese Schritte
wiederholen und erhalten die Existenz eines Punktes (z2, K2) € ¢ \ (21, K1), fiir den

h(p, 21, K1) = Lg(p, 1, K1) = max{di2,d21} = do1 und g(p, 22, K2) > dn
gelten. Fassen wir die Ungleichungen zusammen, ergibt sich
max{do1,d1o} > dio > h(p, 21, K1) = max{di2,do1} > da1.

Wegen h((p,xo,K()) = max{d()l,dlo} > h((p,a:l,Kl) = max{dlg,dgl} folgt (xo,Ko) 75 (a:l,Kl).
Per Induktion kénnen wir eine Folge von Punkten (z¢, Ky), (21, K1), ... aus ¢ finden, fiir die

max{d01,d10} > d10 > HlaX{dlg, d21} > d21 > 00> max{dn_lm,dn,n_l} > dn,n—l > ...

und h(p, zy,, Kp) = dynt1, 7 € N, gilt. Insbesondere ist dann h(p, zy,, Kp,) > h(p, Zni1, Knt1),
wodurch wir erkennen, dass alle Punkte (z,,, K,,), n € Ny, verschieden sind. Somit hétten wir in
 eine absteigende Kette gefunden, was aber aufgrund der Voraussetzungen von Satz 3.2.3 von
Beginn dieses Abschnittes ausgeschlossen ist. Es kann also kein (g, Ky) € ¢ mit h(p, zg, Ko) <
9(p, zo, Ko) existieren. O

Es sei M’ die Menge aller ¢ € MOE, die schnittpunkteindeutig sind und fiir die h, = g, gilt.
Wir definieren die Wachstumsfunktion 7 : M(R? x k) x R? x K — R wie folgt. Fiir alle
@ € M’ setzen wir [(¢p,-) = hy, mit h aus (3.5) und als 0 sonst. Damit ist (¢, -) fiir alle ¢ € M’
eine wachstumsmaximale Funktion. Dariiber hinaus definieren wir mit dieser Funktion [ das
wachstumsmaximale Modell T'(¢) := {(z, K, (¢, z,K)) : (z, K) € ¢} fiir alle ¢ € M.
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3.2.3 Existenz und Eindeutigkeit in zufilligen Konfigurationen

In diesem Unterabschnitt zeigen wir, dass die Voraussetzungen aus Satz 3.2.3 fiir eine bestimmte
Klasse von Punktprozessen erfiillt sind. Wir gehen dabei &hnlich vor wie in den Unterabschnitten
2.2.2 und 2.3.2. Es sei 7 ein stationirer markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum L}
mit n-tem faktoriellem Momentenmaf (™).

Bemerkung 3.2.17. FKigentlich betrachten wir in diesem Unterabschnitt einen markierten
Punktprozess auf R? mit Markenraum Ly x Ry, fiir den realisierungsweise ¢ = 0 fiir alle
(z,K,t) € n gilt. Zur besseren Ubersicht unterdriicken wir allerdings die zweite Komponen-
te des Markenraums, d.h. die Startzeit der Korner, sowohl im Punktprozess als auch in allen
anderen Ausdriicken.

Wir fordern, dass eine Konstante « existiert, so dass
v (d(z1, Ky, ... T, Kp)) < o'dzy ... dz,Q(dKY) ... Q(dK,), n e N, (3.6)
gilt. Dies ist die zweidimensionale Version von Bedingung (2.34).

Lemma 3.2.18. Sein ein markierter Punktprozess auf R mit Markenraum Ly, der Bedingung
(3.6) erfiille. Dann ist der Punktprozess n fast sicher schnittpunkteindeutig und enthilt fast
sicher keine kanonische absteigende Kette.

Beweis: Die erste Aussage konnen wir mit Hilfe von Satz 1.1.15, der multivariaten Camp-
bellschen Formel, und einer Fallunterscheidung zeigen.

Fiir den Beweis der zweiten Behauptung verwenden wir Lemma 2.2.17 aus Abschnitt 2.2.2.
Voraussetzung (2.10) ist im von uns betrachteten Spezialfall zentrierter Liniensegmente der
Linge 2 #iquivalent zu Bedingung (3.6). Da die Elemente von L{, alle beschriinkt sind, ist auch
die Momentenbedingung fiir die Umkugelradien (2.11) erfiillt. Somit kénnen wir die Existenz
absteigender Ketten im Sinne von Definition 2.2.3, welche im Spezialfall von Primérkérnern aus

{ dquivalent zur Definition von absteigenden Ketten aus Definition 3.2.1 ist, ausschliefen. [J

Aus diesem Lemma und Satz 3.2.3 folgt analog zu Satz 2.2.20 eine Existenz- und Eindeutig-
keitsaussage fiir markierte Punktprozesse.

Satz 3.2.19. Es sein ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum Ly, der Bedingung
(3.6) erfillt. Dann ist T'(n) das fast sicher eindeutig bestimmte kanonische wachstumsmazimale
Liniensegmentmodell.

Fiir Beispiele von markierten Punktprozessen, die Bedingung (3.6) erfiillen, verweisen wir
auf Unterabschnitt 2.2.2.

3.3 Das modifizierte Modell

3.3.1 Illustration und Einfiihrung

In diesem Abschnitt beschreiben wir eine alternative Mo6glichkeit, Wachstumsmaximalitdt im
Falle niederdimensionaler Kérner zu formalisieren. Wir verwenden die in Abschnitt 3.2 ein-
gefithrten Notationen und Kurzschreibweisen. Fiir das nun folgende Modell muss allerdings der
Begriff ,,stoppender Nachbar® aus Definition 1.3.1 modifiziert werden. Wir nennen es daher modi-
fiziertes (wachstumsmazimales) Liniensegmentmodell und ersetzen fiir den aktuellen Abschnitt
die Bedeutung des Begriffs ,,stoppender Nachbar* aus Definition 1.3.1 durch die folgende.
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Definition 3.3.1. Sei ¢ € M% und seien (z, K) # (y, L) Punkte aus (. Dann heift der Punkt
(y, L) ein stoppender Nachbar von (x, K), falls (z, K) und (y, L) benachbart sind, sowie zusétzlich

flo, 2, K) =dypy > dy, und  f(o,y,L) > dyg.
Als Néachstes modifzieren wir den Begriff der absteigenden Kette.

Definition 3.3.2. Es sei ¢ € M%. Eine Folge verschiedener Punkte (z1, K1), (22, K2),... € ¢
nennen wir eine modifizierte absteigende Kette in ¢, falls

d(xTh Kn7 Tn+1, Kn+1) > d($n+17 Kn—l-h Tn, KTL) > d($n+1, Kn+17 Tn+2, Kn+2)}7 n = 17 2....

Alle anderen Definitionen kénnen wir aus unserem allgemeinen Modell (siehe Definitionen
1.3.1 und 1.3.4) iibernehmen. Die folgende Abbildung zeigt einen kleinen und einen grofien Aus-
schnitt eines modifizierten Liniensegmentmodells, basierend auf Realisierungen eines stationéren
unabhingig markierten Poissonprozess. Wie schon in Abbildung 3.2 wurde als Primérkornver-
teilung die Gleichverteilung auf £, verwendet.

Abbildung 3.3: Zwei unterschiedlich skalierte Ausschnitte eines modifizierten
Liniensegmentmodells, das auf Realisierungen eines stationéiren unabhéingig
markierten Poissonprozesses beruht.

3.3.2 Existenz und Eindeutigkeit fiir eine feste Konfiguration
Wir beginnen wie schon in Unterabschnitt 3.2.2 direkt mit dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz.

Satz 3.3.3. Seip € M% schnittpunkteindeutig und enthalte keine modifizierte absteigende Kette,
dann existiert genau ein modifiziertes Liniensegmentmodell T ().

Der Beweis verlduft dhnlich wie der Beweis zum kanonischen Modell und ist Resultat der
folgenden Ausfithrungen. Wir definieren den Operator Lo : F — F. Fiir f € F, sei

Laf(p, 2, K) :=inf Da(p, 2, K, f), ¢ €Mz, (z,K) €, (3.7)
mit
D2(907$7K7 f) = {dwy : (y’L) cp \ {(l’,K)}, dﬂcy > dyw und f(‘p’ny) > dym}y
wobei das Infimum {iber die leere Menge oo sei, und 0 sonst. Der Operator Ls ist in folgendem
Sinn monoton.
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Lemma 3.3.4. Seien f,g € F. Falls f(p,x,K) < g(p,x,K), (z,K) € ¢, dann gilt Lf(p,z, K) >
Lg(p, 2, K), (2,K) € ¢.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 3.2.4. g

Wie beim kanonischen Modell zeigen wir nun, dass das Infimum aus der Definition des
Operators Lo angenommen wird.

Lemma 3.3.5. Sei f € F, o € M2 und (z,K) € ¢ mit Lof(p,r,K) < 0o. Dann existiert ein
(y, L) € o\ {(z, K)} derart, dass Laf(p,x, K) = dgy > dyg und f(p,y,L) > dy; gilt.

Beweis: Der Beweis kann wie der Beweis von Lemma 3.2.5 gefithrt werden. Lediglich die
Menge {(y,L) € ¢ : ¢ > max{dyy,dy,}} muss durch die Menge {(y,L) € ¢ : ¢ > dyy > dys }
ersetzt werden. O

Fir f € Fund ¢ € M% stellen nun eine Verbindung zwischen dem Operator Lo und der
Wachstumsmaximalitédt der Funktion f, her.

Lemma 3.3.6. Sei f € F und ¢ € M% schnittpunkteindeutig. Dann ist f, genau dann eine
Hard-Core-Funktion, wenn f, < Laf, gilt.

Beweis: Sei f, eine Hard-Core-Funktion und (z, K) € ¢. Um f(p,z,K) < Laf(¢,x, K) zu
zeigen, argumentieren wir per Widerspruch. Sei f(p, x, K) > Lo f (@, z, K), dannist Lo f (¢, x, K)
endlich und es folgt mit Lemma 3.3.5 die Existenz eines Punktes (y, L) € ¢ mit Lof(p,z, K) =
dgy. Daraus folgt

f(@)xyK) > L2f(907337K) = dﬂcy > dym und f(('pvyaL) > dym-

Dann ist der Schnittpunkt s(z, K,y, L) der zu (x, K) und (y, L) gehorenden Geraden aber ein
innerer Punkt der beiden Liniensegmente x + f(¢,z, K)K und y + f(p,y, L)L, wodurch die
Hard-Core-Bedingung verletzt wird.

Fiir die zweite Implikation setzen wir f, < Laf, voraus und wéhlen (z,K) € ¢ sowie
(y,L) € ¢\ {(z,K)}. Wir miissen zeigen, dass der Schnitt der relativen Inneren der beiden
Liniensegmente = + f(p,z, K)K und y + f(p,y, L)L leer ist. Sind die beiden Liniensegmente
nicht parallel, enthélt jeder nichtleere Schnitt

(z+ flp,z, K)K) N (y + fp,y, L)L)
den Punkt s := s(z, K,y, L). Es gilt
|z = sl =dzy und |ly — s|| = dye.

Angenommen, es gelte dy,y > dy,. Falls f(¢,y, L) > dy, gilt, folgt f(p,z,K) < Laf(p,z, K) <
dyy und somit liegt s nicht im Schnitt der zugehorigen relativen Inneren. Gilt f(p,y, L) < dy,,
kann s ebenfalls nicht im relativen Inneren der beiden Liniensegmente liegen. Im Fall d,,, < dy,
vertauschen wir die Rollen von (z, K) und (y, L) und argumentieren analog.

Sind die beiden Liniensegmente parallel, existiert entweder der Schnittpunkt s nicht oder die
Segmente liegen auf einer Geraden. Im ersten Fall ist die Hard-Core-Bedingung offensichtlich
erfiillt. Im zweiten Fall gilt d,, = d,;, was der Schnittpunkteindeutigkeit von ¢ widerspricht.
Dabher ist f, eine Hard-Core-Funktion. g

Lemma 3.3.7. Sei f € F und ¢ € MOE schnittpunkteindeutig. Dann ist f, genau dann eine
wachstumsmazimale Funktion, wenn f, = Laf, gilt.
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Beweis: Sei f, eine wachstumsmaximale Funktion. Aufgrund von Lemma 3.3.6 miissen wir
noch f > Lo f nachweisen. Falls f(¢,z, K) < oo, existiert ein (y,L) € ¢ \ {(z, K)} derart, dass
flo, 2, K) = dypy > dy, und f(p,y, L) > dy, gilt. Daraus folgt Lo f(p, 2, K) < dyy = f(p, 2, K).
Falls f(¢,z, K) = 00, ist die Ungleichung trivialerweise erfiillt.

Jetzt gelte Laof, = f,. Dann folgt aus Lemma 3.3.6, dass f, eine Hard-Core-Funktion ist. Es
bleibt zu zeigen, dass f, auch wachstumsmaximal ist. Hierfiir miissen wir fiir alle (x, K') € ¢ mit
flp,x, K) < oo die Existenz eines stoppenden Nachbarn nachweisen. Sei f(p,z, K) < oco. Dann
erhalten wir mit Lemma 3.3.5 die Existenz eines Punktes (y, L) € o\{(z, K)} mit Laf(p,z, K) =
dyy > dyz und f(@,y, L) > dy,. d

Es ergibt sich das zu Korollar 3.2.12 analoge Resultat.

Korollar 3.3.8. Sei f € F und ¢ € M% schnittpunkteindeutig. Falls f, wachstumsmazimal ist,
dann gilt Lo f(p, 2, K) € {dyy : duy > dys }, falls f(p, 2, K) < 0.

Analog zum Beweis des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes im kanonischen Modell definieren
wir eine Folge von Funktionen (f,)nen, aus F durch

for=0 und foi1:= Lafn, n€Ng.

Die in Abschnitt 3.2.2 aufgelisteten Eigenschaften dieser Konstruktion lassen sich iibertragen.
Wir erhalten als insbesondere die Grenzwerte

hi= lim fon, g:= lm foni1 (3.8)

Wie schon in Abschnitt 3.2.2 zeigen wir nun h, = g, fiir schnittpunkteindeutiges ¢ € M% ohne
absteigende Kette und weisen nach, dass h, dann die einzige wachstumsmaximale Funktion ist.

Lemma 3.3.9. Sei ¢ € M2 und (z,K) € ¢ mit h(p,z,K) < co. Dann gilt fon(p,2,K) =
h(p, 2z, K) fir alle hinreichend grofien n € N.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zum Beweis von Lemma 3.2.13. g

Lemma 3.3.10. Sei ¢ € MOE. Dann gilt Lahy, = g, und Lag, = h,.

Beweis: Wir kénnen den Beweis von Lemma 3.2.14 verwenden, lediglich max{dy,, d, } muss
durch d, ersetzt werden. O

Satz 3.3.11. Sei ¢ € MOE schnittpunkteindeutig. Die Funktion h, ist genau dann wachstums-
mazximal (im modifizierten Sinn), wenn hy, = g, gilt. In diesem Fall ist hy, die einzige wachs-
tumsmazximale Funktion.

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem von Lemma 3.2.15. O

Satz 3.3.12. Sei ¢ € M% und enthalte keine absteigende Kette. Dann gilt hy, = g,.

Beweis: Wir benutzen im Folgenden ohne expliziten Hinweis die Ungleichung h, < g, und
Lemma 3.3.5. Zusitzlich erinnern wir an die Kurzschreibweise d;; = d(z;, K;, x5, Kj) fiir (z;, K;)
und (zj,K;) aus ¢. Angenommen, es existiert (xg, Ko) € ¢ mit h(p,zg, Ko) < g(p,zo, Ko).
Weiter sei (1, K1) € ¢ \ {(x0, Ko)} derart, dass

h((p,l‘o, Ko) = Lg((p,l‘o, Ko) = d01 > d10 und g((p,xl, Kl) > le-
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Dann gilt
h(p,x1, K1) < dio,

da sonst g(¢,xo,Ko) = Lh(p,x0,Ko) < do1 = h(p,z0, Kp) gelten miisste. AuBlerdem gilt
hp, 21, K1) < g(¢,21,K1), da sonst h(p,z1,K1) = g(p, 1, K1) und somit g(p, zo, Ko) =
Lh(p,x0,Ko) < dopr = h(p,x0, Ko) gelten miissten. Durch Wiederholung dieser Schritte ergibt
sich die Existenz eines Punktes (z2, K3) € ¢ \ (21, K1) fiir den

h(p,z1,K1) = Lg(p,x1, K1) = dig > do1 und  g(p, x2, K2) > doy

sowie h(p,ze, K3) < do1 und h(p,x9, K2) < g(p,xe, K3) gelten. Fassen wir die Ungleichungen
zusammen, erhalten wir
do1 > dip > dy2 > day.

Aufgrund von h(p,zo, Ko) = do1 > dio > di2 = h(p,x1,K) folgt (zg, Ko) # (21, K7). Per
Induktion kénnen wir eine Folge von Punkten (xg, Ky), (1, K1), ... aus ¢ finden, fiir die

dor > dig>dip >dor > ... > dp—1p > dyn-1> ...

und h(p, zn, Kp) = dp i1, n € Ny, gilt. Insbesondere ist dann h(p, z,, Ky) > h(p, Tpi1, Knt1),
wodurch wir erkennen, dass alle Punkte (z,, K,), n € Ny, verschieden sind. Damit hétten wir
in ¢ eine absteigende Kette gefunden, was aber nach Voraussetzung ausgeschlossen ist. Es kann
also kein (xg, Ky) € ¢ mit h(p, g, Ko) < g(p, zo, Ko) existieren. O

Analog zum Vorgehen in Unterabschnitt 3.2.2 kénnen wir nun mit h aus (3.8) die Funktion
[ und das wachstumsmaximale Modell 7" definieren.
3.3.3 Existenz und Eindeutigkeit in zufilligen Konfigurationen

Séamtliche Resultate aus Unterabschnitt 3.2.3 lassen sich auf das modifizierte Modell {ibertragen.
Wir miissen lediglich den Begriff ,, kanonisch“ durch den Begriff ,, modifiziert* ersetzen. Fiir das zu
3.2.18 analoge Resultat miissen wir im Beweis der zweiten Aussage jedoch den dort angegebenen
Beweis verdndern. Wir formulieren dies als Lemma.

Lemma 3.3.13. Sein ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum L{, der Bedingung
(3.6) erfillt. Dann existiert in n fast sicher keine modifizierte absteigende Kette.

Beweis: Wir gehen analog zum Beweis von Lemma 2.2.17 in Abschnitt 2.2.2 vor. Mit der
dort verwendeten Vorgehensweise und Notation sowie Gleichung (3.1) reicht es, das Integral

/.../1{930 €BYUt > dirs > dysy > 5, 1<i<n} dro...QdKy) (3.9)

durch einen Ausdruck der Form [a((t — s)2)]™ mit «, 3 > 0 nach oben abzuschitzen. Das
Integral (3.9) ldsst sich in der Form

/. . ./1{$0 S B} l{t > dz’—2,i—1 > di_l,i_z >s5, 1<i1<n— 1}
l{t > dn—l,n > dn,n—l > 8} dxg...dz, Q(dKo) - Q(dKn)
schreiben. Dieser Ausdruck ist durch

/.../l{l‘o € B} 1{t > di_z,i_l > di_l,i_z >s,t=1,...,n— 1}
Yan € D(Y(Kn_1, Kn),t —5)} dag ... dzn QdKy) ... Q(dK,)  (3.10)
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gegeben, wobei v(K, L) der Betrag des kleineren der beiden Winkel zwischen den Liniensegmen-
ten K und L und D(7,z,y) ein Parallelogramm mit Seitenléingen = und y sowie innerem Winkel
~v ist. Der Flicheninhalt von D(~,z,y) ist wegen sin(y) < 1 durch xy nach oben beschrinkt.
Durch Vertauschen der Integrationsreihenfolge erhalten wir daher, dass das Integral (3.10) durch
den Ausdruck

4t2/.../1{xoeB}

l{t > di—l,i > di,i—l >s,t=1,...,n— 1} dxg...dr,_1 Q(dKo) ce Q(dKn_l)

nach oben abgeschitzt werden kann. Wiederholen wir dieses Argument weitere n—1 Male, ergibt
sich, dass der letzte Ausdruck durch

(4t?)" / 1{xg € B} dzo Q(dKy) = \(B)[4t(t — s)]"

beschrinkt ist. Wihlen wir im Beweis von Lemma 2.2.17 die Folge t; := (1/2)/4, so erhalten
wir fiir alle ¢ € N den Grenzwert

N(B)(4ti(t; —ti1))" = MB)Vi(Vi—Vi—1))" = A\(B) (#ﬁ) —0, n—o0.

Nun kénnen wir dem Beweis von Lemma 2.2.17 folgen, um den Beweis abzuschlieflen. O

Es ergibt sich also das zu Satz 3.2.19 analoge Existenz- und Eindeutigkeitsresultat fiir unser
modifiziertes Modell.

Satz 3.3.14. Es sei n ein markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum Ly, der Bedingung
(3.6) erfiille. Dann ist T'(n) das fast sicher eindeutig bestimmte modifizierte wachstumsmazimale
Liniensegmentmodell.

Fiir Beispiele geeigneter Punktprozesse, die Bedingung (3.6) erfiillen, sei wie schon in Ab-
schnitt 3.2.3 auf Abschnitt 2.2.2 verwiesen.

Bemerkung 3.3.15. Da Existenz und Eindeutigkeit der zufilligen wachstumsmaximalen Mo-
delle nur fast sicher vorliegen, treffen wir die Generalvereinbarung, dass im weiteren Verlauf
der Arbeit alle Aussagen und Zufallsvariablen, die im Zusammenhang mit wachstumsmaximalen
Modellen stehen, sofern nichts anderes gesagt wird, als fast sicher zu verstehen sind.

Dariiber hinaus verwenden wir die in den letzten beiden Kapiteln eingefithrten Kurzschreib-
weisen fiir wachstumsmaximale Modelle, in denen alle Startzeiten 0 sind, im weiteren Verlauf
dieser Arbeit ohne dies explizit zuerwédhnen.



Kapitel 4

Perkolation

In diesem Kapitel untersuchen wir das Perkolationsverhalten wachstumsmaximaler Modelle. Wir
zeigen fiir zwei spezielle wachstumsmaximale Modelle, dass diese nicht perkolieren. Beide Modelle
basieren auf Konfigurationen, in denen alle Punkte die gleiche Startzeit aufweisen, wie wir sie
bereits in Abschnitt 2.2 kennengelernt haben. Sei ¢ € M® und T(p) = {(z,K,l(¢,z,K)) :
(x,K) € ¢} ein wachstumsmaximales Modell. Wir definieren einen Graphen G(y), der als
Knotenmenge die Projektion ¢ der Konfiguration ¢ auf R? besitzt. Zwei Knoten z,y € ¢ seien
genau dann durch eine Kante verbunden, wenn die zugehérigen Punkte (z, K), (y,L) € ¢ im
wachstumsmaximalen Modell T'(¢) Nachbarn sind. Fiir « € ¢ ist dann C(p, ) die Menge der
Knoten, die mit « in einer Komponente des Graphen liegen. Fiir z ¢ ¢ setzen wir C(p, x) := 0.
Wir nennen C(y,z) den zu = gehdrenden Cluster von T'(¢). Unter Perkolation verstehen wir,
dass das wachstumsmaximale Modell T'(¢) einen Cluster C'(p,x) besitzt, der unendlich viele
Punkte enthélt. Dies ist dquivalent zu der Aussage, dass die Vereingungsmenge aller Korner des
wachstumsmaximalen Modells Z () eine unbeschrinkte Komponente besitzt. Ein Paar (x, K) #
(y, L) von Punkten aus ¢ nennen wir ein Doublet, falls (z, K) und (y, L) benachbart sind und
fiir die Funktion [ die Gleichung (¢, z, K) = l(¢,y, L) gilt.

4.1 Der Poissonfall mit volldimensionalen konvexen Kornern

Es sei IC67S C K[, die Menge der volldimensionalen, strikt konvexen Kérper mit dem Ursprung
im relativen Inneren. Weiter bezeichne MY die Menge aller ¢ € MY, fiir die K € Kb fiir alle
(z,K) € ¢ gilt. Des Weiteren sei in diesem Abschnitt [ die Funktion aus Definition 2.2.9 und T
das zugehorige wachstumsmaximale Modell. Wir erinnern daran, dass (¢, -) fiir alle abstandsein-
deutigen, markiert lokalendlichen ¢, die keine absteigende Kette enthalten, wachstumsmaximal
ist. Dariiber hinaus sei Q ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf IC’07 s, das (2.11) erfiillt, und 7 ein sta-
tionéirer markierter Poissonprozess auf R? mit Markenverteilung Q und Intensitét v > 0. Damit
enthilt 1 insbesondere fast sicher keine absteigende Kette. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass
das zu 7 gehdrende wachstumsmaximale Modell T'(n) keinen unendlichen Cluster enthilt.

Um einen besseren Eindruck von der Clusterstruktur zu bekommen, zeigen wir einen Aus-
schnitt einer Realisierung eines klassischen Lilypond-Modells, basierend auf einem stationdren
Poissonprozess mit Extrapunkt im Ursprung. Der zum Ursprung gehérende Cluster ist blau
gefirbt.

69
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Abbildung 4.1: Ein Ausschnitt einer Realisierung eines klassischen Lilypond-
Modells, basierend auf einem stationéren Poissonprozess mit Extrapunkt im
Ursprung.

Als Erstes zeigen wir eine Aussage iiber die Zahl der Nachbarn eines Punktes in einem
wachstumsmaximalen Modell. Dazu bené6tigen wir zwei Hilfsaussagen.

Lemma 4.1.1. Sei ¢ € MY abstandseindeutiq mit card(p) < oo. Weiter seien (z,K) # (y, L)
aus @. Falls l(p,z, K) < l(p,y,L), so gilt

e \{(y, D)}, 2, K) = (p, 2, K).
Beweis: Die Aussage ergibt sich direkt aus der im Beweis von Satz 2.2.12 vorgestellten
Konstruktion des wachstumsmaximalen Modells fiir endliche Konfigurationen. O

Im néchsten Lemma verwenden wir die durch (5.26) eingefiihrte Menge S(p,y, L).

Lemma 4.1.2. Sei p € M? mit card(p) > 2 und enthalte keine absteigende Kette. Weiter sei
(y,L) € ¢. Dann ist S(p,y, L) beschrinkt.

Beweis: Da ¢ nach Voraussetzung keine absteigende Kette enthilt, ist die Aussage eine
direkte Folgerung aus der Konstruktion von S(¢,y, L). O

Wir beweisen nun ein Lemma iiber die Zahl der Nachbarn.

Lemma 4.1.3. Jeder Punkt des wachstumsmaximalen Modells T'(n) besitzt fast sicher genau
einen stoppenden Nachbarn.

Beweis: Sei ¢ € M? abstandseindeutig sowie markiert lokalendlich und enthalte keine ab-
steigende Kette. Weiter sei card(p) > 3. Nach Definition besitzt dann jeder Punkt (z, K) € ¢
im wachstumsmaximalen Modell T'(¢) mindestens einen stoppenden Nachbarn. Somit hat jeder
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Punkt von T'(n) dank card(n) > 3 fast sicher einen stoppenden Nachbarn. Wir zeigen, dass
in T'(n) fast sicher kein Korn gleichzeitig zwei stoppende Nachbarn besitzen kann. Es gibt drei
mogliche Anordnungen von Punkten aus ¢, so dass ein Punkt zwei stoppende Nachbarn besitzen
kénnte. Diese schlieBen wir im Folgenden nacheinander aus. Hierfiir seien (z, K), (y, L), (2, A) €
© drei verschiedene Punkte aus .
Erstens kénnte nun
a(lz, K,y,L) = a(z, K, z, A)

gelten, was zu einem doppelten Doublet fiihren kénnte. In diesem Fall hitte der Punkt (x, K)
daher potentiell zwei stoppende Nachbarn. Mit der multivariaten Formel von Campbell (Satz
1.1.15) gilt aber

E Z Ha(z1, Ky, 22, K2) = a(xg, Ko, x3, K3)}
((xl7K1)7(~’027K2)7(5037K3))€77(3)

= /---/1{a(:131,K1,:E2,K2) = a(w2, K2, 23, K3)} day dwg dos Q(dKy) Q(dK2) Q(dK3)
_ / . / 11 € 0z + a(wa, Ko, 23, K3) (K> — K1) day day des Q(dK:) Q(dK2) Q(dKs).

Da der Rand einer konvexen Menge im R? Lebesgue-Maf 0 besitzt (vgl. Abschnitt 2.2 in [25])
und das Integral daher verschwindet, tritt dieser Fall fast sicher nicht ein. Zum Zweiten kénnten
die Punkte (z,K),(y,L) ein Doublet bilden und gleichzeitig (y, L) als weiteren stoppenden
Nachbarn (z, A) besitzen. Dann miissen neben (¢, z, K) = l(¢,y, L) > l(p, z, A) auch

a(z, K,y,L) =l(¢,z,K) = 1l(p,y, L)

und
I(p,y, L) =inf{r > 0: (y+rL)N(z+1(p,2,A)A) # 0}

gelten. Wir setzen
r(e,y, Lz, A) == nf{r > 0: (y +rL) N (2 + (¢, 2, A)A) # 0}

und erhalten damit
a(x7 K7 y? L) = T(@? y7 L7 27 A’)’

Wir definieren
E(p,K,y,L,2,A) == {2 € RY o, K) > 1(p,2,A),a(z',K,y,L) =r(p,y,L,z,A)}.

Mit 8" := S(p,x, K)US(p, z, A) gilt wegen Lemma 5.2.2 die Gleichung l(¢, z, A) = (NS, z, A).
Nach Lemma 4.1.2 ist die Menge S’ beschréinkt und damit ¢ NS’ endlich. Nach Konstruktion
von S gilt S(p,z,K) = S(e \ {(z,K)},z,K). Wegen l(p,z,K) > l(p, z,A) erhalten wir aus
Lemma 5.2.2 die Ungleichung (¢ N S 2, K) > I(p NS, 2, A) und somit aus Lemma 4.1.1
lp,2,A) = U\ {(2/,K)} NS’ z, A). Mit Lemma 5.2.2 folgt I(¢,z,A) = l(¢ \ {(z,K)}, z, A).
Daher gilt die Mengengleichheit

E(p,K,y,L,z,A)

= {2 e R : U(p, 2/, K) > U(p, 2, A),a(a’, Ky, L) = (o \ {(z', K)},y, L, 2, A)}
Daraus folgt

E(p,K,y,L,z,A) C {2/ € R?: a(a’, K,y,L) = r(p\ {(z/, K)},y. L, 2, A)}.
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Mit x; := (z;, K;), i = 1,2, erhalten wir dank der Mecke-Gleichung (1.5) die Abschéitzung
E Z 1{1'1 € E(U7Kl7$27K273337K3)}
((z1,K1),(22,K2),(23,K3))€n®)
<E Z Ha(z1, K1, 29, K2) = 7(n \ {(21, K1)}, %2,%3) }

((z1,K1),(w2,K2),(z3,K3))€n®)

= / /l{a $1,K1,$2,K2) (77 +5x2 + 5x3,X2,X3)} dry .. Q(ng)

= E/ . ./1{1’1 S 8(332 —|-7‘(T]+5x2 +5x3,X2,X3)(K2 — Kl))} dxq dxs .. @(ng)

Dieses Integral ist ebenfalls 0 (vgl. Abschnitt 2.2 in [25]). Daher tritt auch diese Moglichkeit fast
sicher nicht ein.

Die dritte mégliche Anordnung ist, dass (x, K') zwei echt kleinere stoppende Nachbarn besitzt.
Hierfiir definieren wir fiir » > 0

E'(o,r,K,y,L,z,A) =0y +(p,y, L)L +rK)N (2 + I(p, 2z, A)A + rK).
Die Vereinigungsmenge iiber alle 7 ist dann durch

E'(p,K,y,L,z,A) = | | E'(¢,r, K,y,L, 2, A)
r>0

gegeben. Wie im zweiten Fall kénnen wir mit Lemma 5.2.2 und Lemma 4.1.1 fiir alle > 0

El((’D7T7K7y7L7Z7A)
=y + U\ {z, K}y, L)L +rK) N 0(z + (¢ \ {2, K}, 2, A)A + 7K)

zeigen. Nun wenden wir auch hier die Mecke-Gleichung (1.5) an.

E Z 1{z1 € E'(n, K1, 72, K2, 23, K3)}

(x1,%2,x3)€N(3)

— E//l{a:l € E,(n+6X1 —|—5x2 +6x3,K1,x2,K2,a:3,K3)} dl’l Q(ng)

— E/ . ./1{$1 S E/(’I’}—I- (5x2 +5XS,K1,ZE2,K2,$3,K3)} d:L'l Q(dKl) d:L'g Q(ng) dl‘g Q(ng)

Die Menge
E'(¢,K,y,L,z, A)
— J 0 +1(p\ {o. K}, y. L)L +rE) N0z + U\ {a, K}, 2, A)A + 1K)
r>0

ist eine Teilmenge des Exoskeletts
exog(y + (e \{z,K},y, L)LU z+ (o \ {z,K}, 2z, A)A).

Aufgrund der strikten Konvexitéit von K, L und A folgern wir mit Corollary 2.3 aus [12], dass
dieses Exoskelett das Lebesgue-Maf3 0 besitzt. Damit folgt

Bl S 1w € B Ki a0, Ko, 2, K3)} :E/---/O QA ) dzsQ(dE ) dzsQ(dK)

(x1,%2,x3)€N(®)

=0,
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woraus sich ergibt, dass auch dieser Fall nur mit Wahrscheinlichkeit 0 eintreten kann. O

Dieses Ergebnis ermdglicht uns eine Aussage iiber die Anzahl der Doublets in einem Cluster.
Lemma 4.1.4. Jeder Cluster von T(n) enthdlt hochstens ein Doublet.

Beweis: Da nach Lemma 4.1.3 jeder Punkt (z, K) € 7 fast sicher genau einen stoppenden
Nachbarn besitzt, ist G(n) fast sicher ein Wald, d.h. ein Graph, der ausschliefllich aus Baum-
en, also aus Zusammenhangskomponenten ohne Zyklen besteht. Die Baume von G(n) sind die
Cluster des wachstumsmaximalen Modells 7T'(n). Wir nehmen nun an, einer der Cluster hitte
zwel Doublets. Da die Wahrscheinlichkeit, dass die Funktionswerte von [ fiir die Punkte beider
Paare den gleichen Wert aufweisen, 0 ist, miissen die Punkte eines der beiden Doublets einen
echt grofleren Wachstumsfunktionswert haben als die anderen. Da die Punkte des , grofleren
Doublets“ aber nur Nachbarn mit grolerem Funktionswert als sie selbst besitzen, kann es kei-
nen Pfad zum kleineren Doublet geben. Ansonsten wiirde ein Punkt existieren, welcher zwei
stoppende Nachbarn hétte. Dies wére ein Widerspruch zu Lemma 4.1.3. O

Im néchsten Lemma wird ein Zusammenhang zwischen absteigenden Ketten und Doublets
formuliert.

Lemma 4.1.5. Sei ¢ € M? abstandseindeutig sowie markiert lokalendlich und enthalte keine ab-
steigende Kette. Dann besitzt das wachstumsmazimale Modell T(p) keinen unendlichen Cluster
ohne Doublet.

Beweis: Wir zeigen, dass ein unendlicher Cluster, der kein Doublet besitzt, eine absteigende
Kette enthalten muss. Fiir ¢ ist dies allerdings laut Voraussetzung ausgeschlossen.

Es seien (21, K1), (z2, K2),... € ¢ Punkte eines unendlichen Clusters ohne Doublet, wobei
(41, Kit+1) der stoppende Nachbar von (z;, K;) fiir ¢ € N sei, d.h.

l((p, Zi, Kz) > l((p, Tit1, KZ'+1), 7€ N. (4.1)

Da der Cluster nach Voraussetzung kein Doublet enthélt, konnen wir (4.1) zu einer echten
Ungleichung machen. Daher sind alle (x;, K;), i € N, verschieden. Mit Lemma 2.2.5 erhalten wir
aus (4.1)

U, i, Ki) > alzi, Ky w1, Kiy1) 2 W, zig1, K1), i €N
Da diese Ungleichungskette fiir alle ¢ € N gilt, folgt hieraus
a(wi, Kiy i1, Kiv1) 2 a(@iv1, Kiv1, Tiy2, Kire), 1 €N

Somit enthilt ¢ wie behauptet eine absteigende Kette und das Lemma ist per Widerspruch
gezeigt. O

Hieraus folgt nun sofort eine stochastische Version des obigen Lemmas.

Lemma 4.1.6. Das wachstumsmazimale Modell T(n) besitzt keine unendlichen Cluster ohne
Doublet.

Wir miissen jetzt noch nachweisen, dass T'(n) auch keine unendlichen Cluster mit genau
einem Doublet besitzt. Dies geschieht mit Hilfe des sogenannten Massentransportprinzips (siehe
[9] und [17]).

Lemma 4.1.7. Das wachstumsmazimale Modell T'(n) besitzt keine unendlichen Cluster mit
genau einem Doublet.
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Beweis: Wir nehmen an, es gibt unendliche Cluster mit genau einem Doublet und betrachten
die Abbildung f : MY — MY, welche durch

flp) = Z 12, K)eA(p)0(2,K) (4.2)
(z,K)€p

definiert ist. Fiir ¢ € M? gehort der Punkt (2, K) € ¢ genau dann zur Menge A(y), falls er zu
einem Doublet eines unendlichen Clusters gehort und der bzgl. der Projektion ¢ von ¢ auf die
erste Komponente lexikographisch kleinere Punkt dieses Doublets ist. Dank der Stationaritét
von 1 und der Translationsinvarianz von f ist der durch f(n) definierte Punktprozess ebenfalls
stationéir. Aufgrund unserer anfanglichen Annahme besitzt f(n) eine echt positive Intensitét
(siehe z.B. Theorem 2.4.4 in [26]). Weiter sei

B((')D7$17K1) = {(x27K2) 2R IS 0(907$1)}7 “BS M(s]v Ty € Rd7 K € IC6
Wir definieren die Funktion g durch
gl w1, K1, 32, K3) := 1p(,.0, 101y (@2, Ko)La(p) (71, K1), @ € MY, m1,25 € RY, K1, K, € K.

Die Funktion g ist also fiir (x, K) und einen weiteren Punkt (y,L) € ¢ genau dann 1, falls =
lexikographisch kleinerer Punkt eines Doublet eines unendlichen Clusters ist und y zu diesem
unendlichen Cluster C(p, ) gehort. Zusitzlich gilt g(p,z, K,y, L) = g(p —t,x — t, K,y — t, L),
t € R%. Nach dem Massentransportprinzip muss die Transportgleichung

/ / 1{(2, J2) € [0, 1 x Kp}g(p, 21, Ky, 2, K) pld(z1, K1) pld(z, Ka)) P (dyp)
- / / 1{(1, K1) € [0, 1% x K)g(p, a1, Ky, 0, ) pld(ar, K1) o(d(a, Ka)) PU(dg) (4.3)

erfiillt sein. Da jeder Punkt zu genau einem Cluster gehort, ist die linke Seite dieser Gleichung
hochstens

// (22, K2) € [0,1]7 x Ko} p(d(x2, K2)) P'(dp) = Elcard(n N [0, 1] x k)] = 7.
Fiir die rechte Seite von Gleichung (4.3) erhalten wir

/ 11, 50) € 0,11 x Kidali o1, K0, o) (. Ka) (dlar, K) P

- / s (1, Ky) € [0, 1 x K1 { (1. K1) € A(9)} o(d(ar, K1) P (dy)
e

Damit folgt aus (4.3) die Ungleichung v > oo - v5 Dies ist ein Widerspruch zu v5 > 0. Daher
besitzt das wachstumsmaximale Modell T'(n) keine unendlichen Cluster. O

Somit ergibt sich das in der Einleitung angekiindigte Resultat.
Satz 4.1.8. Das wachstumsmazimale Modell T(n) besitzt keinen unendlichen Cluster.

Bemerkung 4.1.9. Es scheint sicher, dass das Fehlen von Perkolation nicht nur fiir Poisson-
prozesse gezeigt werden kann. Die Aussage sollte fiir eine deutlich groflere Klasse von Punktpro-
zessen, welche insbesondere Cox- und Gibbsprozesse enthélt, richtig sein.
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4.2 Das kanonische Liniensegmentmodell

Wir erinnern an M%, die Menge aller ¢ € MY, fiir die K € £ fiir alle (z,K) € ¢ gilt. Des
Weiteren sei in diesem Abschnitt [ die Funktion, die wir am Ende von Unterabschnitt 3.2.2
eingefiihrt haben, und 7" das zugehorige wachstumsmaximale Modell. Wir erinnern daran, dass
l(p,-) fiir alle schnittpunkteindeutigen ¢, die keine (kanonische) absteigende Kette enthalten,
wachstumsmaximal ist. Dariiber hinaus sei n ein stationirer markierter Punktprozess auf R?
mit Markenverteilung Q und Intensitdt v > 0, der (3.6) erfiillt. Insbesondere enthélt 1 somit
fast sicher keine absteigende Kette. Wir zeigen in diesem Abschnitt, dass das zu 1 gehdérende
wachstumsmaximale Modell T'(n) keinen unendlichen Cluster enthélt. Strukturell verlduft die
Argumentation wie im Poissonfall mit konvexen Koérnern aus dem letzten Abschnitt.

Um einen besseren Eindruck von der Clusterstruktur zu bekommen, zeigen wir, wie schon im
letzten Abschnitt, zunéichst einen Ausschnitt eines kanonischen Liniensegementmodells mit FEx-
trapunkt im Ursprung. Die Punkte basieren auf einer Realisierung eines unabhéngig markierten
stationédren Poissonprozess, wobei die Richtungen der Segmente gleichverteilt sind. Der Cluster,
der den Ursprung beinhaltet, ist analog zu Abbildung 4.1 blau eingeférbt.

Abbildung 4.2: Ein Ausschnitt einer Realisierung eines kanonischen Linien-
segmentmodells mit Extrapunkt im Ursprung und gleichverteilten Richtun-
gen.

Wir beginnen mit einem Lemma iiber die Anzahl der stoppenden Nachbarn eines Punktes.

Lemma 4.2.1. Sei ¢ € MOE schnittpunkteindeutig und enthalte keine absteigende Kette. Dann
besitzt jeder Punkt (x,K) € ¢ hichstens einen stoppenden Nachbarn.

Beweis: Sei (x,K) € . Der Beweis von Lemma 3.2.8 zeigt, dass fiir einen stoppenden
Nachbarn (y,L) € ¢ \ {(z,K)} von (z,K) € ¢ die Gleichung (¢, z, K) = max{dyy,dy,} gilt.
Falls (z, K) einen weiteren stoppenden Nachbarn (z, A) besitzt, gilt fiir diesen [(p,z, K) =
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max{d,.,d., }. Damit erhalten wir max{dy,, dy,} = max{d,.,d.,}. Dies steht im Widerspruch
zur Schnittpunkteindeutigkeit von ¢. O

Wir erinnern uns an Konstruktion und Notation des Graphens der Zusammenhangskompo-
nenten eines wachstumsmaximalen Modells vom Beginn dieses Kapitels. Das néchste Lemma
erhalten wir aufgrund von Lemma 4.2.1 direkt als deterministische Version von Lemma 4.1.4.

Lemma 4.2.2. Sei ¢ € MOE schnittpunkteindeutig und enthalte keine absteigende Kette. Dann
enthdlt jede Komponente von T(p) hochstens ein Doublet.

Der néchste Satz schliefit verschiedene Arten unendlicher Cluster aus.

Satz 4.2.3. Fir das wachstumsmazimale Modell T'(n) gelten folgende drei Aussagen.
1. Es gibt keinen unendlichen Cluster, der genau ein Doublet enthdlt.
2. Es existiert kein unendlicher Cluster mit einem unendlich langen Liniensegment.
3. Jeder unendliche Cluster enthdlt genau ein Doublet.

Beweis: Die erste Aussage haben wir bereits in Lemma 4.1.7 gezeigt. Da im zugehorigen
Beweis nur die Stationaritéit des markierten Poissonprozesses und weder die spezielle Struktur
des volldimensionalen Modells noch die Poissoneigenschaft verwendet werden, kénnen wir den
dort angegebenen Beweis ohne Modifikation {ibernehmen.

Die zweite Aussage konnen wir analog zur ersten zeigen, da jeder Cluster hochstens ein
unendlich langes Liniensegment enthélt. Fiir ¢ € M% miissen wir lediglich die Menge A = A(yp)
aller Punkte (z, K) € ¢, die lexikographisch kleinere Punkte eines Doublets sind, aus dem
Beweis von Lemma 4.1.7 ersetzen. Statt A verwenden wir die Menge A’ := A’(p) aller Punkte
(z,K) € o, fiir die l(p,z, K) = oo gilt, also die Punkte, deren Liniensegmente im zugehérigen
wachstumsmaximalen Modell T'(¢) unendlich lang sind.

Fiir die dritte Aussage nehmen wir an, dass fiir die Konfiguration ¢ im wachstumsmaximalen
Modell T'(¢) ein unendlicher Cluster existiert, der kein Doublet enthélt. Dann existiert eine
Folge verschiedener Punkte (x;, K;)ien, € ¢ derart, dass (z;+1, Kiy1) der stoppende Nachbar
von (z;, K;) ist und daher

o, i, K;) = dijjp1 und (g, 24, K;) > U@, i1, Kig1) > diga

gelten. Daraus erhalten wir d; ;41 > d;11,. Sei B eine beschrénkte Borelmenge und s < ¢. Wir
definieren E(n, s, t, B) als die Menge aller Konfigurationen, die jeweils n+1 verschiedene Punkte
(x0, Ko), -, (n, Ky,) enthalten, fiir die 9 € B sowie

t>dor >dip> ... > dp_10 > 8, U, 2, K;) = d; g1, und 1@, i1, Kip1) > dig1

gelten. Weiter sei E'(n, s, t, B) die Menge aller Konfigurationen, die jeweils n + 1 verschiedene
Punkte (z;, K;), 0 <i < n, enthalten, fiir die 9 € B sowie

t>dyy >di2>...2dp1p=>s und t>djp1,;, 1<i<n-—1,
gelten. Es ergibt sich die Mengeninklusion
E(n,s,t,B) C E'(n,s,t,B).

Analog zum Beweis der Existenz des (zufilligen) kanonischen wachstumsmaximalen Linienseg-
mentmodells aus Abschnitt 3.2.3 reicht es aus zu zeigen, dass eine monton wachsende Folge
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(t:)ien, reeller Zahlen mit lim; oo t; = oo existiert, so dass lim, oo P(E'(n,t;,tiy1,B)) = 0
fiir alle beschrinkten B € B(R?) und alle i € Ny ist. Wie in Abschnitt 3.2.3 beschrinken wir
P(E,(n,ti,ti+1,3)) durch

Oén/. . ./1{:170 € B}l{ti_H >dyp >dip>...> dn—l,n > ti}
1{ti+1 > dj+17j, 1 < j <n-— 1} dx() . da;n Q(dKQ) . Q(dKn)

nach oben, wobei a > 0 die Konstante aus (3.6) ist. Dies kénnen wir zu

04"/.--/1{330 € B}1{tiz1 > do1 > di2 > ... > dp_op-1 > ti}1{tix1 > djr15,1 <j<n-—2}
l{ti+1 Z dn—l,n Z ti, ti Z dn,n—l} d:l?(] e dl‘n Q(dKo) e Q(dKn)

umformen. Der Integrand kann nun wie im Beweis von Lemma 3.2.18 mit Hilfe des Maximums
geschrieben werden. Analog zum Beweis von Lemma 3.2.18 erhalten wir daraus, dass jeder
Cluster fast sicher mindestens ein Doublet enthélt. Mit Lemma 4.2.2 erhalten wir die dritte
Behauptung. ([l

Durch Kombination der drei Aussagen von Satz 4.2.3 sind wir in der Lage das Auftreten
von unendlichen Clustern auszuschlieffen und gelangen damit zu dem zu Beginn des Abschnitts
angekiindigten Resultat.

Satz 4.2.4. Das wachstumsmazimale Modell T(n) enthdilt keinen unendlich grofien Cluster.

Auf das modifizierte Linienmodell kann der Beweis von Satz 4.2.3 nicht ohne weiteres iiber-
tragen werden. Ob das modifizierte ebenso wie das kanonische Liniensegmentmodell nicht per-
koliert, bleibt ein offenes Problem. Die folgende Abbildung eines Ausschnitts eines modifizierten
Linienmodells legt aber die Vermutung nahe, dass dieses Modell ebenfalls nicht perkoliert.
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Abbildung 4.3: Ein Ausschnitt einer Realisierung eines modifizierten Lini-

ensegmentmodells, basierend auf einem unabhéngig markierten stationdren
Poissonprozess mit gleichverteilten Richtungen.

/A
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Kapitel 5

Grenzwertaussagen

In diesem Kapitel treffen wir Grenzwertaussagen fiir wachstumsmaximale Modelle, die alle die
gleiche Startzeit aufweisen.

Bis zum Ende der Arbeit sei [ die Funktion aus Definition 2.2.9 und 7" das zugehdorige wachs-
tumsmaximale Modell. Da (¢, -) fiir alle abstandseindeutigen, markiert lokalendlichen ¢, die kei-
ne absteigende Kette enthalten, wachstumsmaximal und fiir alle ¢ € M° definiert ist, bezeichnen
wir [ im Folgenden als die wachstumsmazimale Funktion. Mit Hilfe der aus dem einfiihrenden
Abschnitt 1.1.2 gemachten Definition iiber die Einschrinkung von Zahlmafien definieren wir

pA = Paxky = N(AxXKp), ¢eM’, AeBRY, (5.1)

also die Einschrinkung, die lediglich auf die erste Komponente von ¢ wirkt. Im Folgenden werden
wir Ausschnitte des wachstumsmaximalen Modells betrachten. Wir definieren die Beobachtungs-
fenster W1 := [=1/2,1/2]¢ und W,, := nY/4W, n € N.

5.1 Mittelwerte, ein Ergodensatz und weitere probabilistische

Eigenschaften

5.1.1 Einfiihrende Bemerkungen

Sei g : M? x R4 x K{ — R4 messbar und tranlationsinvariant, d.h. es gelte
glp, 2, K) =gl +y,x+y,K), oeM’ z,yeR! KKy (5.2)

Beispiel 5.1.1. Die Funktion g ist ein Produkt aus dem ¢-ten Moment der wachstumsmaximalen
Funktion ! und einer translationsinvarianten Funktion f : M? x R¢ x Ky — Ry, also

gl 2, K) = 1l(p, 2, K) f(o,2,K), oM’ zeR? K ek, (5.3)
Als wichtige Spezialfille erhalten wir das Volumen

g(p, 2, K) =g, 2, K) kg a(K)}, oM’ zeRY K €K,
und die Oberfléche

92,2, K) == 1(p, 2, K)T'HITHOK), ¢eM’ zecRY K eK).

79
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Fiir ¢ € M definieren wir ein Ma8 u(p) : A +— p(p, A) durch

ple, A) = > glp,x, K)o(A) = D glp,z, K). (5.4)

(z,K)ep TEPA

Setzen wir g; ein, erhalten wir

Ml((pv A) = Z l(@) z, K)d’{d)\d(K)v A€ B(Rd)
(z,K)Epa

Wegen der Hard-Core-Eigenschaft (1.11) ergibt sich

me A =x| | ez K)K]|, AeBRY, (5.5)
(w7K)€§0A

also das Gesamtvolumen aller Kérner des wachstumsmaximalen Modells T'(¢) mit Mittelpunkt
in A. Setzen wir go in (5.4) ein, erhalten wir

pa(e, A) = > e,z K)TIHTNOK), A€ BRY).
(va)GSDA

Sofern die Schnittmengen zweier Korner des wachstumsmaximalen Modells T'(¢) hochstens Di-
mension d — 2 besitzen, ergibt sich

p2(p, A) = H1 (a( U l(cp,x,K)K)), A € B(RY), (5.6)

(Z‘?K)ESDA

also die Oberfliche desjenigen Ausschnitts des wachstumsmaximalen Modells, der gebildet wird,
wenn wir nur Koérner mit Mittelpunkt in A betrachten. Hinreichend hierfiir ist zum Beispiel die
strikte Konvexitét aller Primérkorner der Konfiguration ¢, da sich zwei Nachbarn dann in genau
einem Punkt beriihren.

Beispiel 5.1.2. Auch die inneren Volumina V;, 0 < i < n, sind mit der in (5.3) und (5.4)
eingefithrten Konstruktion behandelbar. Wir behandeln zunéchst den Fall 1 < ¢ < n. Den Fall
i = 0 behandeln wir spéter gesondert. Sei also zunéchst 1 < i < n. Fiir das i-te innere Volumen
wahlen wir

Die Translationsinvarianz (5.2) ergibt sich aus der Translationsinvarianz von V; und [. In diesem
Fall ist (5.4) gleich

(va)GSDA

Fordern wir, dass sich je zwei benachbarte Korner héchstens in einem Punkt schneiden, wofiir wie
oben beschrieben die strikte Konvexitét aller Primérkorner der Konfiguration ¢ hinreichend ist,
so erhalten wir fiir 1 < i < n eine Aussage iiber das i-te innere Volumen der Vereinigungsmenge
aller Korner mit Mittelpunkt in A. Denn aufgrund der Hard-Core-Bedingung (1.11) existiert zu
jedem Paar (z, K), (y,L) € ¢ mit (x, K) # (y, L) genau ein z € R? derart, dass

(@ + Uz, K)K) N (y + (e, y, L)L) = {z}.
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Wegen V;({z}) = 0 fiir 1 < i < n und der Inklusions-Exklusions-Formel (siehe z.B. (14.48) in
[26]) gilt fiir die inneren Volumina in diesem Fall

po(e A =Vi| |J Upa,K)K|, 1<i<n,
(xvK)ESDA

Eine weitere interessante Wahl fiir die Funktion ¢ ergibt sich aus dem zu 7'(¢) gehérenden
Graphen vom Beginn von Kapitel 4, der als Knotenmenge die Projektion ¢ der Konfiguration ¢
auf R? besitzt und in dem zwei Knoten z,y € ¢ verbunden sind, wenn die zugehérigen Punkte
(x,K),(y,L) € ¢ in T(p) Nachbarn sind. Fiir x € ¢ ist dann der zu x gehorende Cluster C(¢p, z)
die Menge der Knoten, die mit x in einer Komponente des Graphen liegen. Wir erinnern daran,
dass ein Paar (z, K') # (y, L) von Punkten aus ¢ Doublet heiflt, falls (z, K') und (y, L) benachbart
sind und fiir die wachstumsmaximale Funktion [ die Gleichung (¢, z, K) = l(p,y, L) gilt. Mit
m(C(p,x)) bezeichnen wir, falls existent, den lexikographisch kleinsten Punkt aller Punkte des
Clusters C(p, ), die zu einem Doublet gehoren. Setzen wir g(p,z, K) = 1{z = m(C(p,z))},
ergibt sich durch (5.4) das Zahlma8

D(p,A):= > Hz=m(C(p )}, AcBRY,
(z,K)€pa

welches die Cluster représentiert, die einen lexikographisch kleinsten Doubletpunkt besitzen.
Falls alle Cluster von T'(¢) genau ein Doublet enthalten, ist D(y) daher ein Zahlma8, welches
die Cluster von T'(¢) reprisentiert. Dariiber hinaus ist D(p) translationsinvariant, d.h. es gilt
D(p+2) = D(¢) + 2z, z€ R4

Bemerkung 5.1.3. Wir betrachten nun noch das 0-te innere Volumen bzw. die sogenannte
Euler-Charakteristik (siehe z.B. Seite 625 in [26]) fiir den Fall, dass alle Cluster von T'(¢) genau
ein Doublet enthalten und der Schnitt von mehr als je zwei Kornern leer ist. Es sei Vy(p, A)
die Euler-Charakteristik der Vereinigung aller Kérner von T'(¢), deren zugehoriger Punkt im
Clusterprozess seinen Mittelpunkt in A € B(R?) hat, also

Vo(p, A) = x U (@ +U(px, K)K) |, AeB(RY. (5.8)
z€d: m(C(p,x))€A

Aufgrund der Voraussetzung an die Schnitte vereinfacht sich die Inklusions-Exklusions For-
mel (siehe z.B. (14.48) in [26]) fiir Vo(yp, A) und es ergibt sich, dass fiir ¢ € MY die Euler-
Charakteristik der Vereinigung aller Kérner von T'(¢), deren zugehoriger Punkt im Clusterpro-
zess seinen Mittelpunkt in A € B(R%) hat, durch D(p, A) gegeben ist. Sie entspricht also gerade
der Zahl der Cluster, deren zugehériger Punkt aus D(p) in A € B(RY) liegt. Ein stationirer mar-
kierter Poissonprozess n auf R¢ mit volldimensionalen, strikt konvexen Primirkérnern, dessen
Markenverteilung (2.11) geniigt, erfiillt nach Abschnitt 4.1 die hier an ¢ gestellten Vorausset-
zungen fast sicher.

5.1.2 Mittelwertformeln

Sei 7 ein stationdirer markierter Punktprozess auf R? mit Markenraum K. Wir geben zunéchst
eine allgemeine Mittelwertformel fiir den markierten Punktprozess T'(n) an, der das wachstums-
maximale Modell darstellt. Hierzu halten wir fest, dass das wachstumsmaximale Modell T'(n)
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stationdr ist, wenn 7 stationér ist. 7'(n) ist in diesem Fall ein stationdrer markierter Punkt-
prozess auf R? mit Markenraum K} x [0,00]. Das IntensititsmaB ©7 von T'(n) hat daher die
Form

Or(Ax BxC)=vX\AUB xC), AeBRY, Bc k), CeB(0,)]),

wobeil U ein WahrscheinlichkeitsmaB§ auf Kf, x [0,00] und ~ die Intensitét von n sei. Mit der
Campbellschen Formel erhalten wir die letzte Gleichung in Integralform, d.h.

E > WK, l(n,z,K)) :fy/h(K, 1) U(d(K,1)). (5.9)

(z,K,)ET (n)NW1 xK{x[0,00]

Fiir ¢ € MY definieren wir die K(p,z) := K und I(p,z) := l(¢,z,K), falls (z,K) € ¢. Ein
nach U verteiltes zufilliges Paar aus Primérkorn und Funktionswert der wachstumsmaximalen
Funktion interpretieren wir als typisches Korn von T'(n). Es gilt

U() = / 1{(K(.0).1(.0)) € -} P*1(dy),

Wiéhlen wir (K, 1) := [, so erhalten wir mit (5.9) die Beziehung

E > l :’y/l U(d(K,1)).

(2, K,1)ET (n)NW1 x KCf; % [0,00]

Das Integral der rechten Seite kénnen wir als mittleren Wachstumsfunktionswert des typischen
Korns von T'(n) interpretieren. Wéhlen wir (K, 1) := A(IK), so erhalten wir

E > IK| =~ / MIK) U(d(K,1)). (5.10)

(z, K,1)ET (n)NW1 x K{x[0,00]

Wegen der Hard-Core-Eigenschaft (1.11) handelt es sich hierbei um das Volumen aus (5.5). Es
gilt

Elps (1, W)] = / A(UE) U(d(K, 1)), (5.11)

Das Integral der rechten Seite dieser Gleichung kénnen wir als mittleres Volumen des typischen
Korns von T'(n) interpretieren. Fiir die erwartete Oberfldche pa(n, W1) erhalten wir eine analoge
Aussage.

Wir bringen nun den Erwartungswert E[u(n, W1)] mit der Palmschen Verteilung von 7 in
Verbindung. Mit Hilfe des verfeinerten Satzes von Campbell (vgl. (3.33) in [15]) gilt fiir ¢ :
M x R? x Ky — R messbar

Elu(n, W)l =E | > pln,z,K.Wi)| = // 9(p + z,2, K (p + z,2)) 1w, (z) de PO (dgp).
(z,K)en

Ist g zusétzlich translationsinvariant folgt

Elju(n, W) = 7 / 9,0, K (12,0)) PO (dyp). (5.12)
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Bemerkung 5.1.4. Mit der letzten Gleichung erhalten wir fiir den Punktprozess D(n) eine
Darstellung seiner Intensitéit vp. Es gilt

0 = 7P*"({p € M?: 0 € D(p)}). (5.13)
Bemerkung 5.1.5. Falls 7 insbesondere ein stationirer markierter Poissonprozess ist, folgern
wir aus (5.12) und (5.13) mit Hilfe des Satzes von Slivnyak (siehe z.B. Theorem 3.5.9 in [26])
Efu(n, W1)] = vE(9(n*7),0, Zy)),
vp = 7P(0 € D(n*%))),

wobei Zj ein nach der Markenverteilung von n verteiltes und von 7 unabhéngiges Priméarkorn
ist.

5.1.3 Ein Ergodensatz

Es sei (¢, 2, K) — p(p,z, K, A) ein Kern von M? x R? x K} nach R, d.h. fiir jede Borelmenge A
ist die Abbildung (¢, z, K) + p(p, z, K, A) messbar und fiir jedes p € MY, z € RY, K € K}, ist die
Funktion p(¢,z, K) := p(¢,z, K,-) ein o-endliches Maf. Auflerdem sei p translationsinvariant,
d.h. fiir alle p € MY, z € RY, K € K} und A € B(R?) gilt

p(p, 2, K,A) = p(p+y,x+y, K, A+y), yeRL (5.14)

Fiir p und ¢ € MY definieren wir das MaB u(¢) : A — u(p, A) durch

p(e, A) == > ple,z, K, A), AeBRY,
(z,K)€ep

und fordern, dass () lokalendlich ist. Weiter sei 1 ein stationdrer markierter Punktprozess auf
R? mit Markenraum K und Intensitit v > 0.

Wir formulieren einen Ergodensatz fiir das zu n gehérende zufillige Mafl p1(n). Dies gibt uns
die Moglichkeit, mit den Ergebnissen aus dem letzten Abschnitt weitere Interpretationen der
dort angegebenen Mittelwerte zu erhalten. Wir zeigen zunéchst folgendes Lemma.

Lemma 5.1.6. Das zufillige Majf$ pu(n) ist stationdr.
Beweis: Fiir p € MY, y € R? und A € B(R?) gilt

e A+y)= > plea, K,A+y) = ple —y, 2 —y, K, A)
(z,K)ep (z,K)Ep
= Z ,o(gp—y,x,K,A):,u(go—y,A),
(z,K)€p—y

wobei wir in der zweiten Gleichung die Translationsinvarianz (5.14) von p ausgenutzt haben.
Mit Lemma 1.1.24 erhalten wir die Aussage des Lemmas. O

Wir erinnern an die Definition Z,, ) := p(n)~1Z aus Abschnitt 1.1.5 sowie die Beobachtungs-

fenster Wy = [-1/2,1/2]¢ und W,, = n'/4W1, n € N. Wir formulieren nun einen Ergodensatz
fiir p(n), der sich als Spezialfall von Corollary 10.19 aus [13] ergibt.

Satz 5.1.7. Fir das zufillige Maf$ u(n) gilt

p(n, W)

2 L% E [uln, W)l Zup] . m— oc. (5.15)
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Beweis: Aufgrund von Lemma 5.1.6 ist j(n) ein stationdres zufiilliges Maf auf R?. Die auf-
steigende Folge (W), )nen erfiillt die Voraussetzungen von Corollary 10.19 aus [13]. Daher kénnen
wir das Resultat verwenden und erhalten direkt unsere Behauptung. O

Wir erkennen, dass der Grenzwert in Gleichung (5.15) ein gewohnlicher Erwartungswert ist,
falls p(n) ergodisch ist. Er ist dann deterministisch und es gilt

E [1(n, W) Ziy ] = E [, Wh)]. (5.16)

Damit pu(n) ergodisch ist, reicht es wegen Lemma 1.1.20 zu fordern, dass 7 ergodisch ist.
Dass p(n) die dort geforderte Gleichung (1.8) erfiillt, sehen wir direkt mit dem Beweis der
Stationaritit von () aus Lemma 5.1.6, wenn wir (u(p) — y)(A) = u(p, A +3) fiir alle y € R?
beachten. Somit erhalten wir folgendes Resultat.

Satz 5.1.8. Sei n ergodisch und h : K{y x R — Ry messbar. Dann gilt

1 3 h(K, 1) L5 y/h(K,l) U(d(K, 1)), n— .
n (2, K, ET (n)NWr xK{ x [0,00]

Beweis: Sei ¢ € M?. Wir setzen
plo,x, K, A) = h(K,l(p,z,K))0,(A), zeRY K ek,

und erhalten

up A= WKz, K)), AeBR). (5.17)
(z,K)€pa
Da 7 ergodisch ist, ergibt sich mit Satz 5.1.7 und (5.16) sowie (5.9) die Behauptung. O

Bemerkung 5.1.9. Insbesondere ergeben sich aus diesem Satz fir h(K,L) = [ und h(K,l) =
AMIK) die zu (5.10) und (5.11) analogen Aussagen

1 > lﬁwy/lU(d(K,l))’ n — 0o,
n (2, K,1)ET (n)NWp, x KCfy % [0,00]
1 s.
- 3 MIK) 255 / MIK) UK, 1)), 1 — oo.

(z, K1) ET (n)NWy, x K x[0,00]

Bemerkung 5.1.10. Angewendet auf den Prozess D(n) bedeutet Satz 5.1.7, sofern n ergodisch
ist,
D(T], Wn) f.s.

~— vYp, N —00.
n

Bemerkung 5.1.11. Aufgrund von Bemerkung 5.1.3 und Bemerkung 5.1.10 erhalten wir, falls
7 ein stationédrer Poissonprozess mit volldimensionalen, strikt konvexen Koérnern ist, dass vp der
fast sichere Grenzwert von (1/n)Vy(n, W), n — oo, mit Vo(n, A), A € B(R?), aus (5.8) ist. Die
Intensitét des Prozesses der Cluster vp entspricht damit also der mittleren Euler-Charakteristik
EVo (777 Wl)

Bemerkung 5.1.12. Wir wollen an dieser Stelle noch anmerken, dass die eben vorgestellte
Methode nicht die einzige Moglichkeit ist, Ergodensitze fiir wachstumsmaximale Modelle zu
formulieren. Wir verweisen auf [22] und wollen kurz auf den grundsétzlichen Unterschied beider
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Ansitze eingehen. In dem von uns diskutierten Rahmen wird zuerst zu einer Konfiguration ¢ €
M das wachstumsmaximale Modell T'(¢) gebildet. AnschlieBend addieren wir die Beitrige der
einzelnen Kérnern auf, sofern sich der Punkt x des Paares (z, K) im Fenster W;,, n € N, befindet.
Danach vollziehen wir den Grenziibergang fiir n — co. In dem in [22] vorgestellten Szenario bildet
man fiir eine aufsteigende Folge von Konfigurationen (¢w, ), n € N, das wachstumsmaximale
Modell T'(¢w,, ), n € N, und addiert die Beitréige aller Punkte von ¢y, auf. Der Grenziibergang
erfolgt hier ebenfalls fiir n — oo. Beide Ansétze untersuchen also unterschiedliche Groéfien.
Im ersten Fall basieren die betrachteten Grofien fiir jedes n € N auf dem wachstumsmaximalen
Modell T'(¢). Im zweiten Fall basieren sie im n-ten Schritt auf dem wachstumsmaximalen Modell
T (pw, ). Beide Ansitze sollten jedoch die gleichen Ergebnisse liefern.

5.1.4 Eine Palmsche Gleichung fiir die Cluster

In diesem Unterabschnitt geben wir eine Gleichung fiir die Cluster wachstumsmaximaler Modelle
an. Hierfiir verwenden wir Ergebnisse der Palmtheorie sowie die Austauschformel von Neveu
(siehe [15] und [17]).

Es sei n ein stationédrer markierter Punktprozess mit Intensitéit -,. Wir erinnern uns an die
Projektion £ des Punktprozesses 7 auf die erste Komponente. Die Intensitét ¢ von ¢ ist gleich
der Intensitét +, von n. Wir nehmen weiter an, dass jeder Cluster von 7 fast sicher genau ein
Doublet besitzt. In Abschnitt 4.1 und 4.2 finden sich hinreichende Voraussetzungen, die wir
an 7 stellen miissen, damit diese Annahme erfiillt ist. Wir schreiben kurz = := D(n) fiir den
stationdren Punktprozess im R?, der in diesem Fall die Cluster repriisentiert. Die Intensitét von
= sei v=.

Wir formulieren nun einen Zusammenhang zwischen den Palmschen Verteilungen P%¢ und
P%= von ¢ und Z. Wir erinnern wir daran, dass unter der Palmschen Verteilung von & bzw. =
fast sicher 0 € ¢ bzw. 0 € = gilt.

Satz 5.1.13. Sei g : Nz(RY) — R, messbar und translationsinvariant. Dann gilt
/9(0(% 0)) P**(dyp) = :—?/9(0(% 0))card(C(,0)) P*=(dy), (5.18)
% — [ ard(c(e,0)) P (d).

Beweis: Da jeder Punkt in genau einem Cluster enthalten ist, ergibt sich

/ 9(C(,0)) PO<(dp) = / / 4(Cl,2))1{0 € C(p,2)} D(g)(dz) B(dyp).

Mit Hilfe der Austauschformel von Neveu (Theorem 3.6 aus [17]), angewendet auf die Funktion
flo,z) = g(C(p,2))1{0 € C(p,z)} und den Fluss {¢ — z, © € R}, erhalten wir

/9(0(%0)) PO (dy) = :Yy—z // 9(C(p —x,—2))1{0 € C(p — z,—)} p(p)(dx) P*=(dy),

wobei p(p) die Projektion von ¢ auf die erste Komponente bezeichnet. Da 0 € C(p — =, —x)
dquivalent zu x € C(¢y, 0) ist, ergibt sich unter Verwendung der Translationsinvarianz von g

/ 9(C(,0)) P (dp) = 1—2 / / 9(C(p,0))1{z € C(¢,0)} &(dx) P*=(dyp)

= [ s(Ce0)card(Clo,0)) BZ(d),
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Somit haben wir (5.18) nachgewiesen. Setzen wir g = 1, erhalten wir
_E 0,2
1= [ end(Clp.0) B=(dy)
3

und damit auch die zweite Behauptung des Satzes. O

5.1.5 Tail-Verhalten der wachstumsmaximalen Funktion

Es sei 7 ein stationérer markierter Poissonprozess auf R mit Markenraum K{ und Markenver-
teilung Q sowie Intensitét 1. Weiter bezeichne Zj ein nach Q verteiltes und von 7 unabhéngiges
Primiirkorn. Wir nennen Zg das typische Primdrkorn von 1. Fiir ¢ € MY und (z, K) € R? x K,
schreiben wir ¢(®%) := ¢ U {(z, K)}. Dariiber hinaus verwenden wir fiir den typischen Wachs-
tumsfunktionswert die Abkiirzung 10 := [(n(%:%0),0, Z).

Wir untersuchen zuerst das Tail-Verhalten der wachstumsmaximalen Funktion [. Danach
geben wir eine untere Schranke fiir die Wahrscheinlichkeit eines Doublets an.

Satz 5.1.14. Es gilt
P(I° > t) < Elexp(—t?\(Zy))], t€Ry. (5.19)
Beweis: Aufgrund der Hard-Core-Eigenschaft gilt die Abschéitzung
P(1° > t) < P(n(tZy x Kj) = 0).

Berechnen wir die rechte Seite dieser Ungleichung, erhalten wir
P(1° > t) < Elexp(—t\(Zp))]. O

Fiir niederdimensionale Markenverteilungen ist (5.19) trivial und liefert keine Aussage. Auf
den Fall von Liniensegmentmodellen werden wir daher spiter genauer eingehen. Zunéchst be-
trachten wir konkrete volldimensionale Markenverteilungen und berechnen fiir diese die rechte
Seite von (5.19). Eine Zufallsvariable X wird stochastisch kleiner als eine Zufallsvariable Y ge-
nannt, falls fiir alle monoton wachsenden Funktionen f, fiir die Ef(X) und Ef(Y) existieren,
die Ungleichung Ef(X) < Ef(Y) gilt (siche Abschnitt 1.2 in [20]). Wir schreiben dafiir kurz
X <gY.

Satz 5.1.15. Sei X eine gamma-verteilte Zufallsvariable mit Parametern o und 3. Weiter sei
X <4 XMZy). Dann gilt

BOL

0
P(” >t) < AT

teR,. (5.20)

Beweis: Aufgrund von Satz 5.1.14 gilt
P(I° > t) < Efexp(—t"A(Z)))]-
Da das Volumen des typischen Primérkorns A(Zj) stochastisch groier als X ist, folgt
P(1° > t) < E[exp(—t?X)].

Damit berechnen wir

P(1° > t) < /OO exp(—t4X) i i
0

o) 2 Lexp(—Bz) dr = Y

Damit ist die Abschétzung gezeigt. O
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Bemerkung 5.1.16. Setzen wir in Satz 5.1.15 o = 1, so ist X exponentialverteilt. Gleichung
(5.20) wird dann zu

PU° > 1) < 0

, teRy.
RRZENC i

Bemerkung 5.1.17. Falls das Volumen \(Zj) des typischen Primérkorns fast sicher nach unten
durch eine Konstante ¢ > 0 beschriinkt ist, erhalten wir aus (5.19) fiir den Tail von [° die Un-
gleichung P(1° > t) < exp(—ct?), t € R,. Diese Ungleichung gilt insbesondere fiir das klassische
Lilypond-Modell.

Mit Hilfe einer Zusatzvoraussetzung kénnen wir die Tail-Wahrscheinlichkeit P(I° > ) auch
nach unten abschétzen.

Satz 5.1.18. Es existiere eine Konstante ¢ > 0 derart, dass fast sicher Zy C B(0,¢) gilt. Dann
folgt

P(1° > t) > exp(—2ckqt?), teRy.
Beweis: Nach Konstruktion der wachstumsmaximalen Funktion [ gilt
P(1° > t) > P(n(B(0, 2ct) x Kj) = 0).

Da 7 ein stationirer Poissonprozess ist, folgt P(I° > t) > exp(—2ckqt?). O

Bemerkung 5.1.19. Mit Hilfe dieses Satzes und Bemerkung 5.1.17 kénnen wir im klassischen
Lilypond-Modell die Gréfenordnung der Abnahme von P(I° > t) fiir t — oo quantifizieren. Mit
geeignet gewihlten Konstanten a, 5 > 0 gilt

exp(—at?) < P(I° > t) < exp(—3t?).

Wie bereits angekiindigt, wenden wir uns nun unseren beiden Liniensegmentmodellen zu.
Wir erinnern an die Menge L£{, der Liniensegmente der Linge 2 im R? mit Mittelpunkt im
Ursprung und die Menge M$ der Konfigurationen ¢ € M° fiir die K € £} fiir alle (z,K) € ¢
gilt.

Bemerkung 5.1.20. Im nachfolgenden Satz setzen wir voraus, dass Z gleichverteilt auf £,
ist. Der zugehorige Beweis lésst sich jedoch fiir jede beliebige nicht entartete Verteilung geeignet
modifizieren.

Satz 5.1.21. Es sei Zy auf L{, gleichverteilt. Dann gilt, mit geeignet gewdhlten Konstanten
a, B > 0, sowohl im kanonischen als auch im modifizierten Liniensegmentmodell

P(1° > t) < aexp(—pFt?).

Beweis: Die nachfolgende Argumentation lisst sich auf beide Typen von Liniensegmentmo-
dellen anwenden. Wir miissen daher nicht zwischen den beiden Modellen unterscheiden.

Sei ¢ € M%. Wir untersuchen zunéchst die GréBe I(o U {(0,L)}), wobei L die Strecke von
Punkt (0, —1) zu Punkt (0, 1) sei, also das Liniensegment der Lénge 2, welches im Koordinaten-
system des R? entlang der vertikalen Achse wichst. Wir definieren fiir i € N die Rechtecke

A= -2+ V2),2+V2)] x[(2i —1)(2V2+1) — (2V2 +1),(2i — 1)(2V2+ 1) + (22 + 1)]
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und
Bi=[-1L1x[2i—1)2vV2+1)—1,(2i — 1)(2V2+ 1) + 1].

Weiter sei C; := A; \ B; fiir i € N. Nach Konstruktion sind die Mengen A;, i € N, paarweise
disjunkt. Anschaulich gesprochen, pflastern wir also den R? entlang einer Wachstumsrichtung
des Segmentes L mit groflen Rechtecken A;, in die wir kleine Rechtecke B; zentriert hineinlegen.

Die Abbildung ¢(K) : L{j — (—n/2,7/2] ordnet jedem Liniensegment K € £, den Winkel des
Liniensegments zur horizontalen Achse des Koordinatensystems des R? im Bogenmafl gemessen
zu. Fiir das oben eingefiithrte Segment L gilt daher €(L) = n/2. Wir definieren fiir i € N die
Mengen

Di:={(z,K) €ER*x L{: z € B;, e(K) € [-n/4,m/4]}
und
Ei:={peM’:p(D;) =1, o(C; x L}) = 0}.

Fiir ¢ € E; bedeutet dies, dass ¢ genau einen Punkt in B; besitzt, dessen zugehoriges Lini-
ensegment einen Winkel in [—7 /4, 7/4] hat und dariiber hinaus keinen Punkt in der Differenz
C; der Rechtecke A; und B; besitzt. Fiir unsere beiden Liniensegmentmodell bedeutet dies
nach Konstruktion, dass fiir ¢ € M° mit ¢ € Ué’:l E; die Aussage (¢ U {(0,L)},0,L) <
(20 — 1)(2v2 + 1) + (V2 + 1) erfiillt ist. Mit n(i) := (2i — 1)(2v/2 + 1) + (v/2 + 1) erhalten wir

B(I(y U{(0,2)},0,L) > n(i)) < B(n ¢ | J E)). (5.21)
j=1

Die oben verwendete Konstruktion lisst sich fiir jedes Liniensegment (0, K) € R? x L{, durchfiihren.
Die Mengen A; und B; miissen lediglich in eine Wachstumsrichtung von K gedreht werden. Mit
der Rotationsinvarianz von 7 und Gleichung (5.21) ergibt sich daher fiir alle K € £j,, d.h. es gilt

P(I(nU{(0, K)}.0,K) > n(i)) <Pn ¢ | B)), K€Ly,
j=1

Da Zj nach Voraussetzung auf L{, konzentriert ist, folgt
i
P(1°,0,Z0) > n(i)) = P(n ¢ | E)).
j=1

Wir untersuchen nun die Wahrscheinlichkeit P(n ¢ U§:1 E;). Da n ein stationédrer Pois-
sonprozess mit der Gleichverteilung als Markenverteilung ist, existiert ein p > 0 derart, dass
P(n € E;) =p, j € N, gilt. Des Weiteren sind die Ereignisse E;, j € N, unabhéngig. Daher gilt

P(n¢ | J Ej) =Pne ) Ef) =(1-p) =exp(—In(l - p)i).
j=1 j=1

Dieser Ausdruck fillt exponentiell in i. Wegen n(i) < 2i(2y/2 + 1) erhalten wir
P(1° > 2i(2v2 + 1)) < P(I° > n(i)) < exp(—In(1 — p)i)
fiir ¢ € N. Hieraus folgt

) In(1—1p) . )
P(1° > i) < exp <—mz> , 1€N,

und daraus die Aussage fiir t € R, O
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Bemerkung 5.1.22. Fiir das Gilbert-Modell aus [28] gilt die gleiche Aussage. Der dort gegebene
Beweis verwendet dieselben Argumente wie der hier angegebene.

Wie zu Beginn des Abschnitts angekiindigt, machen wir nun noch eine Aussage zur Wahr-
scheinlichkeit fiir das Auftreten eines Doublets. Hierfiir erinnern wir an die Grofe a(z, K,y, L)
fiir (z, K), (y, L) € R% x K} aus Definition 2.2.3 und die Definition des Begriffs ,néichster Nach-
bar®. Fiir (z, K), (y, L) € R% x K} ist

a(z,K,y, L) =inf{r >0: (x+rK)N(y+rL) # 0}.
und einen Punkt (y, L) € ¢ € M? nennen wir néichster Nachbar von (z, K) € ¢ € MO, falls
a(z, K,y,L) = min{a(z, K, 2, 4) : (z,4) € o\ {(z,K)}}

gilt.
Die folgende Beziehung wurde fiir das klassische Lilypond-Modell bereits in Abschnitt 2.1
von [4] erwéihnt.

Satz 5.1.23. Sei p € MO abstandseindeutig, markiert lokalendlich und enthalte keine absteigen-
de Kette. Dann bildet jedes Paar wechselseitig ndchster Nachbarn von ¢ ein Doublet in T(p).

Beweis: Die Aussage ergibt sich direkt aus dem ersten Schritt des im Beweis von Satz 2.2.8
verwendeten Algorithmus. Jedes Paar wechselseitig néichster Nachbarn wird dort in ein Doublet
verwandelt. O

Korollar 5.1.24. FEs gilt

P((0, Zo) gehort zu einem Doublet von T(n(O’ZO)))
> IP’((O, Zy) gehort zu einem Paar wechselseitig nichster Nachbarn von n(O’ZO)). (5.22)
Fir das klassische Lilypond-Modell, d.h. falls das typische Primérkorn fast sicher die Ein-

heitskugel ist, wurde die rechte Seite von (5.22) in Abschnitt 4 von [5] untersucht und exakt
angegeben. Fiir d = 2 ist beispielsweise

1
P((0,B(0,1)) gehért zu einem Paar w. n. N. von n(O’B(O’l))) = ~ 0,62.
38
Mit Satz 5.1.24 erhalten wir also
1
P((0,B(0,1)) gehért zu einem Doublet von T(n(O’B(O’l)))) Z 7 (5.23)
= + Y
3 27

5.1.6 Simulationen

In diesem Abschnitt stellen wir Simulationsergebnisse zur Lange der wachstumsmaximalen Funk-
tion sowie zur Clustergrofie vor. Zum Ersten simulieren wir das klassische Lilypond-Modell, das
auf einem stationidren markierten Poissonprozess auf R? mit Intensitiit 1 beruht und in dem
alle Priméarkorner Einheitskugeln und alle Startzeiten 0 sind. Zusétzlich hierzu simulieren wir
drei dynamische Modifikationen dieses Modells, d.h. drei wachstumsmaximale Modelle, deren
Primérkorner Einheitskugeln und deren Zeitmarken gleichverteilt auf (0,1/2), (0,1) oder (0,2)
sind. Diese Modelle nennen wir dynamische Lilypond-Modelle. Zweitens untersuchen wir das ka-
nonische Liniensegmentmodell aus Abschnitt 3.2, wobei wir einen stationéren Poissonprozess auf
R? mit Markenraum L, und Intensitét 1 mit Hilfe einer Gleichverteilung unabhéingig markieren.
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Drittens betrachten wir das modifizierte Liniensegmentmodell aus Abschnitt 3.3. Wie das ka-
nonische Liniensegmentmodell soll auch das modifizierte auf einem stationéren Poissonprozess
auf R? mit Intensitit 1, den wir mit Hilfe einer Gleichverteilung unabhéngig markieren, basie-
ren. Dariiber hinaus verwenden wir in diesem Abschnitt fiir die Einheitskugel die Abkiirzung
B := B(0,1) und erinnern an [ und Z; aus dem letzten Unterabschnitt. AuBerdem fiihren wir
die Kurzschreibweise C°0 := C(n(%%0) 0, Zy) ein.

Alle Ergebnisse beruhen auf jeweils 10000 Wiederholungen je beschriebenem Zufallsexperi-
ment. Da es nicht moglich ist, einen stationéren Poissonprozess auf dem ganzen R? zu simulieren,
verwenden wir fiir unsere Aussagen nicht das wachstumsmaximale Modell T'((%-40)), sondern
die Approximation T’ (n(O’ZO) N B(0,10) x Kf)), wobei 1 den jeweiligen markierten Poissonprozess
bezeichnet.

Die Ergebnisse aus Abschnitt 5.2 und [16] rechtfertigen diese Approximation insbesondere
fiir das klassische Lilypond-Modell. In anderen Féllen setzen wir eine derartige Stabilisierungs-
eigenschaft implizit voraus.

Wir beginnen mit einem Vergleich des Tails P(1° > t), ¢ > 0, der (empirischen) Vertei-
lungsfunktion der wachstumsmaximalen Funktion im klassischen Lilypond-Modell mit dem im
kanonischen sowie dem im modifzierten Liniensegmentmodell.

Klassisches Kanonisches
Lilypond-Modell Liniensegmentmodell
o9 oo
T © & ©
o o -
I I I I I I I I
0.0 0.5 1.0 15 0.0 0.5 1.0 1.5
t t
Modifiziertes Vergleich
Liniensegmentmodell der drei Modelle
2 9 2w |
& ° & °
o o -
I I I I I I I I
0.0 0.5 1.0 1.5 0.0 0.5 1.0 1.5
t t

Abbildung 5.1: Ein Vergleich der wachstumsmaximalen Funktionen des
Lilypond-Modells mit denen der Liniensegmentmodelle.
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Wir stellen fest, dass die Kurve fiir das klassische Lilypond-Modell unterhalb derer fiir das
modifizierte Liniensegmentmodell verlduft. Diese wiederum verlduft unterhalb der Kurve fiir das
kanonische Liniensegmentmodell. Letzteres weist also im Schnitt die grofiten Wachstumsfunkti-
onswerte auf. Wir kénnen vermuten, dass die genannten Modelle in aufsteigender Reihenfolge
mehr Platz zum wachsen lassen. Es bleibt anzumerken, dass sich die beiden Liniensegment-
modelle beziiglich der wachstumsmaximalen Funktion kaum unterscheiden. In Bezug auf die
Clustergrofie erhalten wir eine andere Situation, wie wir spéter in Abbildung 5.5 sehen werden.

Die n#chste Abbildung zeigt, dass sich Satz 5.1.14 und Satz 5.1.21 iiber den exponentiellen
Abfall des Tails der Verteilungsfunktion experimentell bestéitigen lassen.

Vergleich der Tails der wachstumsmaximalen
Funktionen mit der Funktion f(t)=exp(-0.5t"2)

—exp(—0.5t"2)
05

P(I>t) und f(t)

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Abbildung 5.2: Ein Vergleich der Tails der wachstumsmaximalen Funktionen
mit einer Exponentialfunktion.

Wir sehen, dass die empirischen Versionen der Tails P(1° > t), ¢ > 0, aller drei Modelle durch
die in rot gezeichnete Funktion f(t) = exp(—(1/2)t?), t > 0, nach oben beschriinkt sind.

Nun vergleichen wir die wachstumsmaximale Funktion im klassischen Lilypond-Modell mit
denen der drei dynamischen Lilypond-Modelle.
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Klassisches Dynamisches Lilypond-Modell
Lilypond-Modell mit Gleichverteilung auf (0,0.5)
o _| @
o o
X X
a ¥ a ¥
o o
e o |
° T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
t t
Dynamisches Lilypond-Modell Dynamisches Lilypond-Modell
mit Gleichverteilung auf (0,1) mit Gleichverteilung auf (0,2)
® ® |
o o
] I
a ¥ a ¥
o o
o o
T T T T T T © T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
t t

Abbildung 5.3: Ein erster Vergleich der wachstumsmaximalen Funktionen
des Lilypond-Modells mit denen der dynamischen Lilypond-Modelle.

Wir erkennen, dass eine Vergrolerung des Tragers der Gleichverteilung zwei Effekte her-
vorruft. Zum einen steigt die Wahrscheinlichkeit, dass der Punkt (0, B) nie zu wachsen be-
ginnt. Zum anderen hat eine solche Vergroflerung offenbar eine gliattende Wirkung auf den Tail
P(I(n®5),0,B) > t). Diese beiden Thesen werden durch das niichste Schaubild gestiitzt, fiir
welches wir zusétzlich dynamische Lilypond-Modelle mit Gleichverteilung auf [0, 5] und [0, 10]
simuliert haben. Um Randeffekte zu vermeiden, haben wir hierfiir das Simulationsfenster von
B(0,10) auf B(0,25) erweitert.
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Klassisches Dynamisches Lilypond-Modell
Lilypond-Modell mit Gleichverteilung auf (0,2)
o _| @
o o
X X
a ¥ a ¥
o o
o | o |
° T T T T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
t t
Dynamisches Lilypond-Modell Dynamisches Lilypond-Modell
mit Gleichverteilung auf (0,5) mit Gleichverteilung auf (0,10)
@© ] ® |
o o
] I
a ¥ a ¥
o o
o | o |
T T T T T T © T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0
t t

Abbildung 5.4: Ein zweiter Vergleich der wachstumsmaximalen Funktionen
des Lilypond-Modells mit denen der dynamischen Lilypond-Modelle.

Wir verlassen nun die Simulationen zu wachstumsmaximalen Funktionen und wenden uns
der ClustergroBe card(C°) zu. Zunichst vergleichen wir den Tail P(card(C?) > t), ¢t > 0, des
klassischen Lilypond-Modells mit dem des kanonischen Liniensegmentmodells und mit dem des
modifizierten Liniensegmentmodells.
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Klassisches Kanonisches
Lilypond-Modell Liniensegmentmodell
5 2 5 2
o o
o - o -
I I I I I I I I I I
0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
t t
Modifiziertes Vergleich
Liniensegmentmodell der drei Modelle
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Abbildung 5.5: Ein Vergleich der Clustergrofie im Lilypond-Modell mit der

in den Liniensegmentmodellen.

Aufgrund von
{go e MY : card(C(p*B) = 2))}
- {cp e M (0, B) gehort zu einem Doublet von T(cp(O’B))}
erhalten wir aus der Grafik zum klassischen Lilypond-Modell in Abbildung 5.5 die Abschétzung

P((0, B) gehért zu einem Doublet von T(p(*5)))
> P(card(C(n'*P)) = 2)) ~ 0.4.

In (5.23) hatten wir die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Doublets mit Hilfe einer durch
exakte Rechnungen erhaltenen Schranke durch den Wert 0.62 nach unten abgeschéitzt. Unsere
Simulation ist somit nicht so scharf wie das exakte Resultat, widerspricht diesem aber nicht.
Wir konnen dies als weiteres Indiz dafiir werten, dass die von uns zu Beginn des Abschnitts
diskutierte Einschrinkung auf endliche Betrachtungsfenster die von uns betrachteten Grofien
nur unwesentlich beeinflusst.

In Abbildung 5.5 erkennen wir des Weiteren, dass sich klassisches Lilypond-Modell und kano-
nisches Linensegmentmodell nahezu identisch verhalten. Das modifizierte Linienmodell zeigt je-
doch eine komplett andere Clusterstruktur. Bemerkenswert ist dies besonders unter dem Aspekt,
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dass die Anderung der Wachstumsvorschrift im Hinblick auf die wachstumsmaximale Funktion
der zugehorigen Liniensegmentmodelle keinen wesentlichen Unterschied auszumachen scheint.
Dies haben wir in Abbildung 5.1 gesehen. Die dort geplotteten Tails der wachstumsmaximalen
Funktionen von kanonischem und modifiziertem Liniensegmentmodell scheinen @hnlich.

Im n#chsten Schaubild haben wir den Tail der Clusterverteilung des modifizierten Linien-
segmentmodells geeignet skaliert geplottet.

Tail der ClustergroBenverteilung im
modifizerten Liniensegmentmodell
o |
o |
o
© |
o
A
o
o
<
o
|
o
o |
o
I I I I
0 50 100 150
t

Abbildung 5.6: Die Clustergréfie im modifizierten Liniensegmentmodell.

Abschlielend untersuchen wir, welchen Einfluss die Dynamisierung in Zusammenhang mit
der Clustergrofle auf das Lilypond-Modell besitzt. Die Grofie eines Clusters ist hierbei die Zahl
der Komponenten mit echt positivem Wachstumsfunktionswert. Punkte, die nie zu wachsen
beginnen, zéhlen also nicht zur Grofle des Clusters. Falls der Punkt (0, B) nicht zu wachsen
beginnt, setzen wir card(C(n(%5),0)) = 0. Wir simulieren also die Grofe

card(C(n(O’B) ) 0))1{1(77«%3) ,0,B)>0}
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Klassisches Dynamisches Lilypond-Modell
Lilypond-Modell mit Gleichverteilung auf (0,0.5)
@ ] @ |
o o
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Dynamisches Lilypond-Modell Dynamisches Lilypond-Modell

mit Gleichverteilung auf (0,1) mit Gleichverteilung auf (0,2)
© ®
o o
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CJ— S
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Abbildung 5.7: Ein Vergleich der Clustergrofie im klassischen Lilypond-
Modell mit der in den dynamischen Lilypond-Modellen.

Es zeigen sich zwei Effekte, falls wir den Tréger der Gleichverteilung vergréflern. Zum einen
steigt die Wahrscheinlichkeit

P(C(n*P), 0)1 105008 0,8)>03 = 0)

bei VergroBerung des Tragers der Gleichverteilung. Diese Wahrscheinlichkeit entspricht der
Wahrscheinlichkeit P(I(n(®#),0, B) = 0), welche wir in Abbildung 5.3 dargestellt haben. Den
Effekt der steigenden Wahrscheinlichkeit bei Vergroflerung des Tragers konnten wir dort eben-
falls beobachten. Eine genauere Betrachtung der Abbildungen 5.3 und 5.7 zeigt dariiber hinaus,
dass die beiden Wahrscheinlichkeiten nahezu gleich sind, obwohl sie aus verschiedenen Experi-
menten stammen. Wir kénnen dies als Beleg fiir die Konsistenz unserer Simulationen werten.
Zum anderen tritt der ebenfalls schon bei der wachstumsmaximalen Funktion in Abbildung 5.3
entdeckte Glattungseffekt auch bei der Clustergrofie ein. Es bleibt allerdings festzuhalten, dass
sich, anders als bei den Liniensegmentmodellen (siche Abbildung 5.5), die verschiedenen dyna-
mischen Lilypond-Modelle in Bezug auf die Clustergréfie d&hnlich verhalten. Wir vermuten, dies
kann damit begriindet werden, dass sich die verschiedenen dynamischen Modelle zwar um einen
Parameter unterscheiden, aber anders als die beiden Liniensegmentmodelle grundsétzlich auf
der gleichen Wachstumsvorschrift beruhen.
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5.2 Stabilisierung

Um im néchsten Abschnitt zentrale Grenzwertsidtze angeben zu kénnen, fithren wir in diesem
Abschnitt den Begriff der Stabilisierung ein. Fiir eine allgemeine Einfiithrung in das Konzept der
Stabilisierung verweisen wir auf [27]. Die im Folgenden verwendeten Ideen basieren auf [16].

Wir untersuchen in diesem und im néchsten Abschnitt nur wachstumsmaximale Modelle, in
denen alle Punkte die gleiche Startzeit besitzen und alle Primérkorner eine Zusatzvoraussetzung
erfiillen. Wir treffen daher fiir diese Abschnitte folgende Annahmen. Es sei 7 ein stationdrer mar-
kierter Poissonprozess auf R mit Markenraum K{, Intensitét 1 und Markenverteilung Q. Weiter
seien Zy und Z; voneinander und von 7 unabhéngige, nach Q verteilte zufillige Primérkorner.
Zy bezeichnen wir wie im letzten Abschnitt als typisches Primérkorn. Weiterhin existiere ein
c > 1, so dass fiir das typische Primérkorn

B(0,1) C Zy C B(0,¢), P—fs., (5.24)

gilt. Dariiber hinaus sei K die Menge aller K € K mit B(0,1) C K C B(0,¢) und M! die
Menge aller ¢ € M fiir die K € K fiir alle (z, K) € ¢ gilt.
Fiir z,y € R mit 2 # y und K, L € K} sei %) = o U {(z, K)} sowie

PP = o U {(2, K)} U{(y, L)}

Damit wir auch zu @) und p@K):.®:L) wachstumsmaximale Modelle bilden kénnen, nehmen

wir bei Verwendung dieser Schreibweise stets implizit o) € M und ¢®@):®:L) ¢ MO an. Wir
stellen also insbesondere sicher, dass wir keiner Konfiguration an einer Stelle, an der sie bereits
ein Korn besitzt, ein weiteres, anderes hinzufiigen. D.h. wir vermeiden Konfigurationen, die zwei
Punkte (z,K;) und (z, K2) mit verschiedenen Primérkérnern Ki, Ky € K|, enthalten, deren
Projektion auf die erste Komponente gleich ist. Wir halten fest, dass die Punktprozesse n(m’K ),
n@K)W.L) - p(@:20) und p@%).u:21) diese Annahme fast sicher erfiillen, da 7 ein stationiirer
markierter Poissonprozess ist.

Wir definieren B*(0,t) := B(0,t)x K}, und mit Hilfe der Beobachtungsfenster W,, = n!/4W; =
n'/4—1/2,1/2]¢ zusitzlich W := W,, x K}, n € N.

Wir erinnern uns an die in Definition 2.2.3 eingefiihrte GréBe a und definieren fiir y € R?, L €
K§ und ¢ € M*

D(p,y, L) := inf{a(y, L, z,{0}) : (z, K) € o\ {(y, L)} }. (5.25)

Diese Grofle konnen wir im Fall (y, L) € ¢ als maximal mogliche Wachstumszeit des Korns (y, L)
interpretieren.

Die Menge A(p,y,L) C ¢ x (0,00) sei wie folgt definiert. Ein Tripel (z, K,r) € RY x
K§ x (0,00) gehore genau dann zu A(y,y, L), falls eine absteigende Kette (vgl. Definition
2.2.3) (xg,Ko),...,(xn, K,) der Linge n + 1 in ¢®L) existiert, so dass (zg,Ko) = (y,L),
a(y,L,z1, K1) < D(@WH y L), (2, K,) = (,K) und r = a(xp_1, Kp_1,2,K) gelten. Wir
definieren

S(e,y, L) = By, 2Dy, L))u ) Blz,2er), peM', yeRY Leky,
(z,K,r)€A(y, L)
(5.26)

falls o \ {(y,L)} # 0 und S(p,y, L) = oo sonst, wobei wir ¢ aus (5.24) verwenden. Weiter sei
S*(p,y, L) := S(p,y,L) x K. Die Menge S(¢p,y, L) konnen wir uns als den Bereich vorstellen,
in dem die Koérner, welche potentiell Einfluss auf die Werte der wachstumsmaximalen Funktion
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l(go(y’L),y,L) haben, ihren Ursprung besitzen. Diese intuitive Interpretation formalisieren wir
in Lemma 5.2.2. Wir machen zunéchst eine Voriiberlegung, welche zeigt, dass S(n,y, L) den
Charakter einer Stoppmenge besitzt (siehe [3]).

Lemma 5.2.1. Seiy € RY L € K und ¢,¢' € MY Falls ¢ 0 S*(p,y,L) = ¢' N S*(p,y, L),
dann gilt
S(p.y, L) = S(¢',y, L).

Beweis: Falls ¢ \ {(y,L)} leer ist, folgt S(¢,y,L) = R? und damit ¢ = ¢’. Somit gilt

S(py, L) = S(#y, L),
Andernfalls existiert ein Punkt, in dem das Infimum aus (5.25) angenommen wird. Dieser
liegt nach Konstruktion in S*(¢,y, L), so dass nach Voraussetzung

D(pU{(y,L)},y, L) = D(¢' U{(y,L)},y, L)

gilt.

Sei zunéchst (z, K,7) € A(p,y, L). Dann existiert eine absteigende Kette (x;, K;), 0 < i < n,
in L) derart, dass (y, L) = (20, Ko), a(y, L,z1, K1) < D(pWL) 4. L), (zn, K,) = (z,K) und
r = a(xp—1, Kn—1,z, K). Aufgrund der Konstruktion der Menge S(p,y, L) gilt fir 1 <m <n
die Aussage z,, € S(p,y, L) N ¢. Somit ist nach Voraussetzung x,, € S(¢,y, L) N ¢ und damit
(Tm, Km) € ¢'. Hieraus folgt (z, K,r) € A(¢',y,L). Also gilt

A(p,y, L) C A(¢',y, L).

Sei nun (z, K,r) € A(¢',y, L). Dann existiert eine absteigende Kette (z9, Ko), ..., (zn, Kp)
in /@5 derart, dass (z0, Ko) = (y, L), aly, L, x1, K1) < D(¢'®H),y, L), (25, K,) = (2, K) und
r=a(xp_1, Kn—1,2, K). Per Induktion iiber m wird die Aussage

(T, Km) €, 1<m<n,

gezeigt. Es gilt nach Definition a(y, L, 21, K1) < D(¢'®1) y, L). Aufgrund von D(o®1) ¢, L) =
D((')D/(y’L)vyv L) fOIgt a(yv L7 xq, Kl) < D((')D(%L))y) L) Damit gllt ($17 Kl) € B(07 2CD((10(y’L)7y7 L))
und somit (z1,K7) € S*(p,y,L). Insbesondere gilt also (z1,K1) € ¢ N S*(¢,y,L). Dank
¢ N S*(p,y, L) = ¢ N S*(p,y, L) erhalten wir hieraus (x1, K1) € ¢. Es gelte nun (2, K,,) €
p, 1 <m< k—1. Mit

a(xp—1, Ki—1, 28, Ki) < a(wp—2, Ky—2, Tr—1, K1) (5.27)

und z1,...,25-1 € @ gilt (xg, Kx) € S*(y, L, ). Daraus folgt (zx, Kx) € S*(y, L, ) N ¢’ und
damit nach Voraussetzung (zx, Ki) € . Aus dieser Aussage resultiert mit 5.27 die Teilmengen-
beziehung A(¢',y, L) C A(p,y, L). Zusammen mit der ersten Inklusion erhalten wir

A(¢',y, L) = A(p,y, L).

Kombinieren wir dies mit der oben gezeigten Gleichheit D(o®1) y L) = D(p'®W-L) 4, L), ergibt
sich die Aussage. O

Nun formulieren wir die Stabilisierungseigenschaft.

Lemma 5.2.2. Sei (y, L) € RYx K} und o) € M'NM'. Falls die Menge S(,y, L) beschrinkt
ist, gilt fiir die wachstumsmazimale Funktion [ die Stabilisierungsaussage

WPy, L) = (6™ 1 S*(p,y, L) Uy, L) (5.28)

fiir alle ¢ € MY mit o C (R?\ S(p,y, L)) x Kjj und card()) < oo.
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Beweis: Sei (y,L) € R? x K und oWL) e M' 0N M’. Nach Konstruktion gilt A(p,y, L) =
A(e®D) y, L). Damit erhalten wir S(¢,y, L) = S(¢®1),y, L). Daher nehmen wir im Folgenden
0.B.d.A. (y,L) € p an.

Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir ¢ C S*(¢,y, L). Es sei also S(p,y, L) beschrankt und
© C S*(¢,y,L) sowie ¢ € M mit 1 C (R?\ S(p,y, L)) x Kj. Weiter seien ¢’ := ¢ U und
l(z,K) :=l(p,2,K), (x,K) € ¢, sowie I'(z, K) = l(¢,2,K), (z,K) € ¢'. Da ¢ und ¢ endlich
sind, folgt aus dem Algorithmus zur Konstruktion von [/ aus Satz 2.2.8 und der Tatsache, dass
endliche Mengen stets markiert lokalendlich sind, die Aussage ¢/ € M’. Nach Definition 2.2.9
besitzt somit nicht nur jedes Paar (x, K) € ¢ einen stoppenden Nachbarn, sondern auch jedes
(x,K) € ¢'. Angenommen, es gilt {(y, L) > I'(y,L). Sei (x1, K1) ein stoppender Nachbar von
(y, L) in ¢'. Zusitzlich nehmen wir noch (21, K1) € ¢ an. Aus der Hard-Core-Eigenschaft (1.11)
des wachstumsmaximalen Modells T'(¢) folgt dann I(x1, K1) < (21, K7). Es sei (22, K3) ein
stoppender Nachbar von (z1, K1) in ¢. Wegen der Hard-Core-Eigenschaft des wachstumsmaxi-
malen Modells T'(¢") gilt [(x2, K2) > (22, K3). Sei (x3, K3) ein stoppender Nachbar von (x4, Ko)
in ¢'. Unter der Annahme (z3, K3) € ¢ muss dank der Hard-Core-Eigenschaft des wachstums-
maximalen Modells T'(¢) dann I(z3, K3) < I'(x3, K3) gelten. Setzen wir dieses Vorgehen fort,
erhalten wir eine Folge (x;, K;);cn mit

Wy, L) > U(y, L) > U'(z1, K1) > U(z1, K1) > U9, K2) > (22, K2) > ...,

die bei (z,, K,) abbricht, falls (z,, K,) € ¥ gilt (n muss also ungerade sein). Da hieraus die
Ungleichungskette

l'(y,L) > l'(a:l,Kl) > l,(xQ,KQ) > ... (529)

folgt, sind die Punkte (y, L) und (x;, K;), i € N, alle verschieden. Aus (5.29) und Lemma 2.2.5
ergibt sich I'(x;, K;) > a(zi, Ki, 21, Kit1) > (241, Ki+1). Insgesamt folgt also

a(y, L,x1, K1) > a(x1, K1, 22, K2) > a(z2, Ko, 23, K3) > ...

Das heifit, die (moglicherweise endliche) Folge (y, L), (z1, K1), (z2, K3), . .. bildet eine absteigen-
de Kette, fiir die

a(y,L,I'l,Kl) < l/(y7L) < D((p/(y’L)7y7L) < D(Qo(y’L)7y7L)

gilt, wobei die erste Ungleichung aus Lemma 2.2.5, die zweite mit der Hard-Core-Bedingung und
die dritte wegen ¢ C ¢ folgt. Falls die Folge in einem Punkt (z,, K,) € ¢ abbricht, so gilt zum
einen (z,, K,) € ¥ , zum anderen aber (z,, K,) € S*(y, L, ¢). Dies widerspricht der Annahme
¥ N S*(y, L,p) = 0. Bricht die Folge nicht ab, so bildet sie eine unendlich lange absteigende
Kette in ¢. Dann kann S(¢,y, L) aufgrund der Lokalendlichkeit von ¢ aber nicht beschrinkt
sein. Fiir den Fall I(y, L) > I'(y, L) wurde somit ein Widerspruch erzeugt. Die Argumentation
im Fall (y, L) < I'(y, L) erfolgt analog. Wir beginnen allerdings mit einem kleineren Nachbarn
(z1,K7) von (y, L) in . Damit haben wir Gleichung (5.28) fiir alle ¢ C S*(¢p,y, L) gezeigt.

Mit Hilfe von Lemma 5.2.1 ergibt sich die Aussage fiir alle ¢ € M! N M/, wie folgende
Ausfithrungen zeigen. Fiir ¢ € M! N M’ ergibt sich mit Lemma 5.2.1, angewendet auf ¢ und
©NS*(p,y, L), die Gleichheit

S*(p,y, L) = S" (N S*(p,y,L),y, L). (5.30)

Wir nehmen an, dass Gleichung (5.28) fiir alle ¢ C S*(p,y, L) gilt. Dann erhalten wir mit (5.30)
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fiir beliebiges ¢:

(g, y, L) = lsoﬂS (N (S(p,y,L)° x Kg)),y, L)
NS*(eNS*(¢,y,L),y, L) U (N (S(p,y, L) x Kg)),y, L)

ey, L) U
L)
L) NS* (N S*(p,y,L),y,L)
L)
L)

(¢, Y,

NS*(eNS*(¢,y, L) Uy, L)
U,y,L), & CR\S(p,y,L) x Kj, 1 € M.

r\/\%\/—\/—\
D)
0
*
“G

(¢, Y,

Dies ist Gleichung (5.28) fiir beliebiges ¢ € M!. Wir merken noch an, dass wir fiir die dritte
Gleichheit (5.28) mit ¢ N S*(p,y,L) und ¢ = ¢ N (S(p,y, L) x K{))),y, L) verwendet haben,
obwohl ein solches 1 nicht notwendig endlich sein muss. Dies ist hier zuldssig, da im obigen
Beweis die Endlichkeit von 1 nur dazu benétigt wird, um ¢’ € M’ zu zeigen. Fiir diese spezielle
Wahl von v gilt jedoch ¢’ = N S*(p,y, L) Ut = ¢, wodurch dies direkt aus der Voraussetzung
p € M’ folgt. O

Nun definieren wir fiir ¢ € M' N M’
R(e,y, L) :=inf{r = 0: S(p,y,L) C By, )}, (5.31)

und R(p,y,L) = oo fiir ¢ € M\ (M! N M). Aufgrund von Lemma 5.2.2 ist R(p,y, L) ein
Stabilisierungsradius fiir [(oW") y, L), d.h. [(pWL) g, L) bleibt bei Anderungen von ¢ aufierhalb
von B*(y, R(p,y, L)) unveréndert.

Es folgt ein Lemma iiber das Tail-Verhalten der Verteilung von R(n,0, Zy).

Lemma 5.2.3. Fiir alle 0 < v < 1 existieren Konstanten «, 8 > 0, so dass die Abschdtzung
P(R(n,0,Zy) > t) < aexp(—pt7), t>0,
gilt. Die gleiche Aussage gilt fiir R(n(m’zl), 0, Zy) fiir alle x € RY.

Beweis: Wir beweisen zunéchst die erste Aussage des Lemmas. Hierfiir setzen wir R :=
R(n,0,Zy) sowie D := D(n,0,Zy) und erinnern uns an die Konstante ¢ aus (5.24). Es sei
0<e<1/(d+1). O.B.d.A. konnen wir ¢ > 1 annehmen. Es gilt die Abschétzung

¢ ¢
P(R>t)§IP’<D>E>+]P’<D<4 R>t>

Es bezeichne E die Menge aller ¢ € M!, die eine absteigende Kette (0, Ky),..., (zn, K,) ent-
halten, fiir die a(0, Ko, z1, K1) < D(p,0,Kp) < t°/(4c) und n > t17¢/2 erfiillt ist. Fiir jedes
Ky € Kj und jedes i = 1,...,n sei r; :== a(x;—1, K;—1,x;, K;), so dass (z;, K;,7;) € A(p,0, Ko)
gilt.

Fiir jedes ¢(0%0) ¢ M! mit

£

t
R(p,0,Kp) >t und D(y,0,Kp) < i

gilt p(0K0) ¢ E. Denn falls aus den obigen Ungleichungen ¢(0-50) e E¢ folgen wiirde, bestiinde
jede absteigende Kette mit a(0, Ko, 21, K1) < D(p,0,Ky) < t€/(4c) aus weniger als t17¢/2

Punkten. Damit erhalten wir

B(0,2¢D(,0,K))U | | J Bl(xi,2cri) | € B(0,2c(n + 1)D(p,0, Ky)).

1<i<n
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Mit (5.31) folgt dann die Ungleichung
R(p,0,Kp) < 2¢(n+ 1)D(p,0, Kp).

Aufgrund von n < t'7¢/2 gilt

t1_€
2¢(n +1)D(p,0, Ky) < 2¢ ( 5

+ 1> D(p,0, Ko)

= Ctl_aD((pv 0, KO) + 2CD((107 0, KO)
cﬂ_%g%_2d€

- 4c 4c
t ot

“i173

und wegen ¢t > 1 und 0 < e < 1/(d+ 1) somit R(p,0, Ky) < (3/4)t. Also miisste R(p,0, Ky) <
gelten, wobei es sich jedoch um einen Widerspruch handeln wiirde. Wir erhalten daher

€

t
MR>@§P<D>E)+PMM%MHH (5.32)

Sei k := [(cl(ircl))fd] und s; := (i/(c1 4+ 1))/%, i € Ny, wobei ¢; := A(B(0,2¢)) und [-] die obere
GauBklammer bezeichnet. Somit gilt s, > t°/(4c). Weiter sei m := [t17¢/2k] und ng := [t17¢/2].
Dank der Definition von £ und k gilt m — oo fiir ¢t — oo. Wir nehmen ab sofort an, dass ¢ so gross
ist, dass m > 3 gilt. Fiir ¢ € E betrachten wir nun eine absteigende Kette (xg, Ky), . . ., (xn, Ky).
Es gilt insbesondere n > ¢'7¢/2 und daher n > ng. Dann existiert ein j € {1,...,k} und ein
I =0,...,n0 —m, so dass die Folge (z¢, Ky), ..., (zn, K,) mindestens m aufeinanderfolgende
Absténde a(z;, Ki, Tip1, Kiv1), | < i < l+m—1,im Intervall I; := [s;_1, s;] enthélt, da ansonsten
die Gesamtzahl n der Abstéinde der Kette kleiner als [¢!7¢/2] sein miisste. Dariiber hinaus gilt

ti—e 2ttt 2ctt
||z < +1 =-+ <

3 .
=Z¢t<t, 0<i<n.

t+t
2 4c 4 4c — 4 2 4

Es ergibt sich E C U* i—1Ej, wobel E; die Menge aller ¢ € M! ist, fiir die eine absteigende Kette
(1, K1),y (X, Kpy) In 4,0 mit Hazlﬂ <t und

a(mi,Ki,a:Hl,KiH) E[j, 1 §i§m—1,

existiert. Also folgt

P(n(©%0) ¢ P(n € E;). (5.33)

IIMR-

Zusétzlich gilt mit Satz 1.1.15, d.h. der multivariaten Campbellschen Formel, und Bemerkung
1.1.17 die Abschitzung

]P)(’I’} S Ej) <E Z 1{3}1 S B(O,t),a(l‘i,Ki,l‘i+1,Ki+1) S Ij}
((ml7K1)7~~~7(Im7Km))€77(m)

= / . '/1{$1 S B(O,t),a(:lﬁi,Ki,$i+1,Ki+1) c Ij} d:L'l .. Q(de)
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Eine zu den Ausfiihrungen in Abschnitt 2.2.2 analoge Rechnung ergibt

“lydgd _ o d ym—1 —d(_J =1\ af o \"
P(n € Ej) < cocy" t%(s§ — s5_1)" " = coc" 't <01+1 - C1+1> = cot <01—|—1>
mit ¢g > 0 und ¢; = A(B(0,2c¢)). Setzen wir cp := —In(c1/(c1 + 1)), erhalten wir mit ¢z :=
co(c1 +1)/c1 die Abschéitzung
P(n € E;) < cstexp(—com), j=1,...,k. (5.34)

Aufgrund von 4 >1und ¢ > 1 ergibt sich

L {(CQ + 1)¢=d

o 1 < [(02 +1)t€ﬂ < (ea+ DEV 1< (09 + D)5+ 159 = (¢ + 2)t°
C

Aus dieser Abschiitzung fiir k& sowie (5.33) und (5.34) folgt fiir geeignet gewihlte Konstanten
¢4, c5 die Abschétzung

P(n(©%0) € E) = (¢ + 2)t°%est? exp(—cam)
d . ,d cot'*
< (co+ 2)t%cst%exp | —
d+ed cat'~*
< (c2+ 2)cst exp | —

< c4td+ad exp (_cstl—a—ad) 7

wobei wegen 0 < ¢ < 1/(d + 1) die Ungleichung 1 — & — ed > 0 gilt. Dariiber hinaus ist

P (D > i—i) <P <77<B<0, i—i) x lcg) - 0>
= exp <—t€d)\ (B (O, ﬁ)))
= exp <—Hd(ﬁ>dtad>
= exp(—cot°d),
fiir cg = kq(1/(4c))%. Mit (5.32) folgt aus den letzten beiden Abschitzungen die Ungleichung
P(R > t) < exp(—cat™) + c4t¥ @ exp (—C5t1_€_€d> .

Unter Beriicksichtigung von

tOé
1. _ =
M o (B 0, af,v>0,

erhalten wir die erste Aussage des Lemmas. Der zweite Teil des Lemmas kann auf dhnliche Art
und Weise bewiesen werden. Der Beweis findet sich im Anhang als Lemma A.1. O
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5.3 Ein zentraler Grenzwertsatz

In diesem Abschnitt stellen wir einen zentralen Grenzwertsatz fiir wachstumsmaximale Modelle
vor. Die diesem Satz zu Grunde liegenden Resultate finden sich in [21].

Wir erinnern an die nach (5.24) eingefiihrten Mengen Kj und M!. Weiter sei g ein Kern von
Ry x R% x K§ nach R?. Wir fordern fiir ¢, dass Konstanten «, 3 > 0 existieren, so dass

g(t,z, K, A) < at?

fiir alle t € Ry, z € RY, K € KJ und A € B(R?) gilt. Zusétzlich fordern wir, dass g translati-
onsinvariant ist, d.h.

gt,e, K, A) =g(t,z+y, K, A+vy), Ac B(Rd), y € Rd,
erfillt ist. Weiter sei
p((107 z, K7 A) = g(l((p(x’K)v €, K)7 z, K7 A)l{card(go(z’K))>1}

firallep e M, t e Ry, 2z € RY K € K und A € B(RY). Aufgrund der Voraussetzungen an g
gilt fiir p die Schranke

p(@) z, K, A) Sa- l((p(x’K)’ €, K)Bl{card(gp(zyK))>1} (5'35)

fiir alle p € M', t € Ry, 2 € RY, K € KJ und A € B(R?). Des Weiteren ist p translationsinvari-
ant, d.h.

p(p, 2, K, A) = p(y+ o,y + 2, K,y + A), AcBRY), yecRY, (5.36)

und ein Kern von M! x R? x K§ nach R?. Mit Hilfe von p definieren wir durch

e, A= > ple,z, K, A4), AeBRY, (5.37)
(z,K)ep

das MaB u(¢)(+) := u(y, ) und fordern, dass p(y) lokalendlich ist. Fiir den in Abschnitt 5.2 ein-
gefithrten stationdren markierten Poissonprozess 1, dessen typisches Primérkorn Zy Bedingung
(5.24) erfiillt, gilt dann der folgende zentrale Grenzwertsatz.

Satz 5.3.1. Sei f: W7 — R eine beschrinkte und fast iberall stetige Funktion auf Wi. Dann
existiert eine Konstante o,y > 0, so dass fiir n — oo

1 ( ~1/d
— (n~""%) pinw,, dz) —E[
v \Jw,
Um diesen Satz zu beweisen, bendtigen wir einen Stabilisierungsradius im Sinne von Defini-
tion 2.2 aus [21]. Wir zeigen, dass R(p,0, K) diese Stabilisierungseigenschaft erfiillt.

(Vg u(an,d:c)D L N(0,0,5).  (5.38)
Whn

Bemerkung 5.3.2. Es reicht aus die Stabilisierungseigenschaft fiir alle ¢ € MM’ zu zeigen,
da die folgenden Aussagen nur von der Verteilung von n abhingen und die wachstumsmaximale
Funktion | nach Bemerkung 2.2.21 auf der messbaren Teilmenge M von M, die Wahrschein-
lichkeit 1 besitzt, definiert ist.

Lemma 5.3.3. Seien o € M! N M’ und x € R?, K € Kjj. R := R(,0, K) erfiillt die Stabilisie-
rungseigenschaft

p(x+ ([N B*(0,R)]U),x, K,z + A) = p(x + [¢ N B*(0, R)],z, K,z + A) (5.39)
fiir alle ¢ € MY mit o C (RY\ B(0,R)) x K und A € B(RY).
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Beweis: O.B.d.A. sei R endlich. Aufgrund der Translationsinvarianz von p sei 0.B.d.A. z = 0.
Weiterhin sei R = R(¢,0, K) endlich. Damit muss auch D(g,0, K) endlich sein und wegen
B(0,2¢D) C S(p,0,K) C B(0, R) existiert ein Punkt in ¢ N B*(0, R), dessen Projektion auf die
erste Komponente nicht der Ursprung ist. Somit gilt in diesem Fall card(¢(%%) N B*(0, R)) > 1
und somit auch card([¢®%) N B*(0, R)] U+) > 1, wodurch wir

p(le N B*(0, R)] U 9,0, K, A)
= g(l([¢(07K) n B*(Ov R)] U0, K)a 0, K, A)l{card(cp(OvK)ﬁB*(0,R))>1}

erhalten. Da R endlich ist, kénnen wir schlieflen, dass S(p,0, K) beschréankt ist. Mit Lemma
5.2.2 ergibt sich dann die Gleichung

p(lp N B*(0, R)]U1,0,K, A)
= g(l(@(QK) n B*(O’ R)v 0, K)v 0, K, A)l{card(gp(O’KmB* (0,R))>1}
= p(p N B*(0,R),0, K, A),
womit wir (5.39) fiir x = 0 gezeigt haben. O

Damit ist R(¢, 0, K) eine obere Schranke des Stabilisierungsradius von p im Sinne von Defi-
nition 2.2 aus [21]. Nun sind wir in der Lage, unseren zentralen Grenzwertsatz 5.3.1 zu zeigen.

Beweis von Satz 5.3.1: Wir beweisen den Satz mit Hilfe von Theorem 2.2 aus [21]. Die dafiir
benétigte Version des Theorems findet sich im Anhang als Satz B.3.

Zunichst zeigen wir, dass das Integral aus (5.38) in der fiir Satz B.3 notwendigen Form
geschrieben werden kann. Wir definieren fiir n > 0

o, 2, K, A) = p(n'/?p,n 4z, K n'/? A)lw, (z),

fiir alle p € M, 7 € RY, K € K und A € B(Rd) sowie das zufillige Maf
MfL() = Z pn((n_l/dn)WU'xvK? ’)7

(xvK)e(nil/dn)Wl

welches lokalendlich ist. Fiir jede messbare Funktion f : W7 — R berechnen wir, unter Beachtung
der Teilmengenbezichung (n~'/%)y, C Wy,

fdub = > F2)pa((n Vi) Wy, 2, K, dz)
Wi (x,K)e(n—1/d mw, i
= > y FnVe) p(ne((n=Yin)w,), n e, K, d2).

(2, K)€(n= 4w,

Aus dem Abbildungssatz fiir Poissonprozesse (Satz 1.1.9) erhalten wir

mw, = 0 ((n 7 ), (5.40)

und somit

| ragt ¥ FnYdz) pln Yy, Vi K, d2)
Wh

(x,K)en=1dny, Wn

_ Z f(n 1/d) p(nw,,,x, K,dz)

(z,K)enw,, Wn

/f V) o, dz).
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Deshalb erhalten wir aus Satz B.3 die von uns behauptete Verteilungskonvergenz.
Nun miissen noch die Voraussetzungen dieses Satzes gezeigt werden. Wir weisen zuerst die
Stabilisierungseigenschaft B.1 aus Definition B.1 nach. Wir miissen also

]P)(R(n707 ZO) < OO) =1
und
]P)(R(T,(x’21)707 ZO) < OO) = 1, x € Rd,

zeigen, wobei Z; eine von n und Zp unabhiingige Zufallsvariable mit Verteilung Q ist. Beide
Figenschaften ergeben sich direkt aus Lemma 5.2.3.

Nun zeigen wir die Momentenbedingungen M1 und M2 aus Anhang B. Wir beginnen mit
M1 und weisen fiir p > 0

sup  Elpn((n ™ n)wy, , Zo, RY)] < 00 (5.41)
n>1, xeWy
nach. Es gilt
sup  Elpn (0 mwy,y, 20, R = sup  Elp(n'/*(n= " n)w,, 0y, Zo, RY)P]
nZL yewl nZL yewl
=  sup E[p(nw,,x, Zo, RY)P], (5.42)
n>1, xeWs,

wobei zuletzt (5.40) verwendet wurde. Sei n > 1 und = € W,,. Aufgrund von (5.35) gilt die
Abschitzung

E [p(anv$a Zo, Wn)p] < o’E l(an U {l‘, ZO}a €L, ZO)Bpl{card(anU{(x,Zo)})>l} .

Fiir n > 1 und o € W), setzen wir Yy, , = l(nw,, U {x, Zo}, 2, Z0)L{card(my, )>0) und zeigen,
dass E[Y}, »| gleichméBig in n und x beschréinkt ist, woraus mit (5.42) die gewiinschte Aussage
(5.41) folgt. Fiir ¢ < diam(W,,) gilt die Abschétzung

P(Yn > t) < P(I(nw, U{x, Zo}, 2, Zo) > t) < P(nw, (B(z,t) x Kb) = 0) < exp(—t?). (5.43)

Die zweite Ungleichung in (5.43) erhalten wir mit Ungleichung (2.10) in [16], wobei v nur von Wy
abhéngt. Nach Konstruktion ist Y}, , < diam(W,,). Fiir t > diam(W,,) gilt somit P(Y,, , > t) = 0.
Hieraus folgt die Behauptung fiir alle p und Bedingung M1 ist gezeigt.

Um Bedingung M2 zu behandeln, kénnen wir obige Abschétzungen analog durchfiihren. Wir
miissen lediglich Y, , durch

Yoy = Unw, U{(z, Z0)} U{(y, Z1)}, , Zo)

mit y € W, ersetzen.

Zum Beweis unseres Satzes fehlt nun noch, dass p power-law-stabilisierend fiir 1y, (z) von
der Ordnung ¢ im Sinne von Definition B.2 fiir hinreichend grofles ¢ ist. D.h., wir zeigen fiir ein
p > 3 und ein ¢ > d(150 + 6/p), dass die Aussage

sup s7(s) < oo,
s>1

mit 7(s) wie in (B.2) durch

7(s)= sup PROYU((n V), —y),0,Z) > s)
n>1, yeW,
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eingefiihrt, gilt. Es ist
7(s) = sup ]P’(R(nl/d(n_l/dn)w1 — nl/dy,O, Zy) > s)
n>1, yeWy
= sup ]P)(R(T,Wn -, 07 ZO) > 3)'
77/217 Z‘EW’!L

Wir zeigen, dhnlich wie im ersten Teil von Lemma 5.2.3, dass die Verteilung von R(nw, —x, 0, Zy),
unabhiingig von z € R? und n € N einen subexponentiell fallenden Tail besitzt. Der Beweis
hierzu findet sich im Anhang als Lemma A.2. Damit haben wir die Giiltigkeit der n&tigen
Voraussetzungen nachgewiesen und erhalten unseren zentralen Grenzwertsatz direkt mit Hilfe
von Satz B.3 aus Anhang B. O

Der niichste Satz liefert eine Formel zur Berechnung fiir die in Satz 5.3.1 eingefiihrte Varianz.
Der Satz folgt direkt mit Theorem 2.1 aus [21].

Satz 5.3.4. Seien n, f und p wie in Satz 5.3.1. Dann gilt
opf =V’ f(z)? dx
Wi
mit

V= [p(n(O’ZO),o, Zo,Rd)Q] + / E [P(U(O’ZO)’(Z’Zl),O,Zo,Rd)P(U(O’ZO)’(Z’Zl)aZaZlaRd)

R4
2
- (E [p(n(o’zo),O,Zo,]Rd)]) dz, (5.44)
wobei das Integral aus (5.44) existiert.

Diese Grofle kann in Spezialfidllen nach unten abgeschitzt werden, um die Positivitidt der
Varianz zu zeigen. In unserem Fall bleibt dies ein offenes Problem. Der letzte Satz in diesem
Kapitel macht jedoch eine Aussage iiber die Varianz des von uns im zentralen Grenzwertsatz
5.3.1 eingefiihrten Funktionals.

Satz 5.3.5. Es sei o, die zu p und f gehdrende Konstante aus Satz 5.53.1. Dann gilt

- Var (an f(n~Vdg) N(UWn,diE))
lim

n—o00 n

= Upvf'

Beweis: Der Satz folgt direkt mit Satz B.3. Die Voraussetzungen sind alle erfiillt, wie wir im
Beweis von Satz 5.3.1 bereits gezeigt haben. O

Nun wollen wir noch einige Beispiele fiir p vorstellen.

Beispiel 5.3.6. Wihlen wir g(t, z, K, A) = \g(tK)d,(A), erhalten wir aufgrund der Hard-Core-
Eigenschaft fiir ¢ € M*

e, A) = AMZ(pa))Hcard(pa) > 2}
Wihlen wir g(t,z, K, A) = HY L (tK)d,(A), ist u(p, A) die Summe der Randlingen der Kérner
von T'(pa), sofern ¢4 mindestens zwei Punkte besitzt, und 0 sonst. Falls die Dimension der

Schnittmengen von je zwei Kornern von T'(p4) hochstens d — 2 ist, so ist u(p, A) daher die
Oberflache von T'(¢4).

Nun verlassen wir Konstruktionen, die auf Dirac-Maflen beruhen.
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Beispiel 5.3.7. Wir betrachten
g(p, 2, K, A) = A((z + (") 2, K)K)n A), A€ BR?).

Es handelt sich also um die Einschrinkung des Lebesgue-Mafles auf das zu (z, K) gehorende
Korn, geschnitten mit der Menge A. Es ergibt sich

f(n_l/dz) /’L(T,Wn7 dZ)
Wh,

= Y Meawdyp™) > 1) [ 071z € (@ + w2, K)K)) dz
(va)GTIWn

= 1{card(nw,) > 2} Z f(n~Yi)1{z € (x + l(nw,, =, K)K)} dz. (5.45)
(2. K)emw, "™

Fiir beliebiges f kénnen wir diesen Ausdruck als gewichtetes Volumen interpretieren. Setzen wir
f =1, so kénnen wir (5.45) zu

MZ(nw,, ) N W) 1{nw, > 2}

umformen.
Ein weiteres Beispiel fiir g ist

glo,x, K, A) = HTY(0(z + I(p, 2, K)K)) N A), A e B(RY).

Fiir diese Wahl von p kann man die gleiche Rechnung wie eben anstellen. Fordern wir von
T (nw, ), dass die Schnittmengen von je zwei Kérnern hichstens die Dimension d — 2 aufweisen,
so erhalten wir eine gewichtete Oberfldche. Fiir f = 1 ergibt sich der Schnitt der Oberfliche von
Z(nw,,) mit Wy, sofern ny, mehr als zwei Punkte enthélt. Ansonsten ist das Funktional 0.



Kapitel 6

Offene Fragen und Ausblick

Als Erstes stellt sich die Frage, ob es moglich ist, einen Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir
das allgemeine wachstumsmaximale Modell anzugeben. Fiir endliche Konfigurationen ist dieses
naive Vorgehen (vgl. Ende von Abschnitt 2.2.1) selbstverstindlich immer moglich. Es bleibt
zu kldren, ob es Bedingungen gibt, unter denen auch zu unendlichen Punktmustern immer ein
wachstumsmaximales Modell existiert, und wenn ja, wie diese aussehen miissten. Eventuell lassen
sich Ideen aus Kapitel 2 verwenden, um einen allgemeinen Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis
fiir ein Modell mit beliebigen konvexen Kérnern und Startzeiten zu formulieren.

Auf dem Gebiet der Perkolation dringen sich zwei Fragestellungen auf. Zum einen ist un-
klar, ob das modifizierte Liniensegmentmodell perkoliert oder nicht. Moglich ist beides, wobei
der Autor eher davon ausgeht, dass keine Perkolation vorliegt. Fiir einen Beweis dieser Vermu-
tung scheint es notig, tiefergehende Resultate aus der Perkolationstheorie zu verwenden. Eine
direkte, modellspezifische Erkldrung, wie im kanonischen Fall, ist zumindest nicht offensichtlich.
Zum anderen kénnen wir uns wie in [16] die Frage stellen, wie das Perkolationsverhalten einer
Parallelmenge des wachstumsmaximalen Modells ist, also was passiert, wenn wir zu jedem Korn
mit Hilfe der Minkowski-Addition eine Kugel mit festem Radius addieren. Zumindest im Fall
von volldimensionalen Koérnern sollten sich die Ergebnisse aus [16] qualitativ iibertragen las-
sen. Wir vermuten also, dass ein kritischer Radius existiert, unter dem die Parallelmenge nicht
perkoliert. Mochte man der Argumentation aus [16] folgen, muss jedoch zunichst eine stirkere
Stabilisierungseigenschaft, die sogenannte externe Stabilisierung, nachgewiesen werden. Dieser
Nachweis wire schon fiir sich betrachtet eine wesentliche Erkenntnis iiber wachstumsmaximale
Modelle.

Des Weiteren lésst sich anmerken, dass iiber die probabilistischen Eigenschaften wachstums-
maximaler Modelle noch wenig bekannt ist. Im fiinften Kapitel konnten wir einige Gleichun-
gen angeben und auch Abschitzungen fiir den Tail der Verteilung der wachstumsmaximalen
Funktion zeigen. Dariiber hinaus ware es allerdings wiinschenswert, Momente oder gar explizi-
te Verteilungsaussagen herzuleiten. Die zahlreichen Abhéngigkeiten zwischen den verschiedenen
Koérnern in den Griff zu bekommen, scheint der Schliissel zu diesem Problem zu sein. Das Fehlen
erkennbarer Monotonien innerhalb der wachstumsmaximalen Modelle erschwert dieses Vorha-
ben zusétzlich. In diesem Zusammenhang steht auch die Frage nach der Intensitdt der Kérner
mit positivem Radius in dynamischen Modellen. Wir haben mit Hilfe von Simulationen (siehe
Abschnitt 5.1.6) erkannt, dass eine Vergréferung des Trigers der Startzeitenverteilung eine Re-
duktion der Intensitat des Prozesses der echt positiven Kérner zur Folge hat. Eine mathematische
Erklarung dieses Phéinomens wére wiinschenswert.

Eine weitere Frage ist, wie wachstumsmaximale Modelle Anwendung in der Praxis finden.
In [1] werden Anwendungen im Bereich der Materialwissenschaften vorgeschlagen. Insbeson-
dere Polymere, Keramiken und Kristalle werden dort genannt. Auflerdem wird ein Einsatz in
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biologischen Systemen in Aussicht gestellt. Hier sind insbesondere die Modellierung von Seifen-
schaum und Glas sowie die Beschreibung des Revierverhaltens von Tieren als Beispiele genannt.
Vor allem aus der Ahnlichkeit wachstumsmaximaler Modelle mit dem in der Physik ebenfalls
diskutierten ,random-Apollonian-packing“ (siehe [7] und [8]) sollten sich Einsatzmdoglichkeiten
ergeben.



Anhang A

Stabilisierung

Lemma A.l. Sei n ein unabhingig markierter Poissonprozess auf R? mit Markenraum K5
und Intensitit 1, dessen Markenverteilung Q Bedingung (5.24) erfille. Weiter seien Zy und Z;
voneinander und von 1 unabhingige, nach Q verteilte Zufallsvariablen. Fir alle x € R* und
0 <~ < 1 existieren Konstanten a, 8 > 0, so dass die Abschitzung

P(R(n\™%1) 0, Zy) > t) < aexp(—Bt7), t>0,
gilt.
Beweis: Der Beweis verlduft shnlich wie der von Lemma 5.2.3. Sei € R? fest gewihlt.
Wir definieren R’ := R(n®%1),0, Zy) und D’ := D(n\®%1),0, Zy). Weiter sei 0 < & < 1/(d + 1).
0.B.d.A kénnen wir ¢ > 1 annehmen. Es gilt die Abschétzung

ta t&
/ < s "< — R . .
P(R >t)_]P’<D >4C>+]P’<D _4C,R >t> (A.1)

Aus Definition (5.25) erhalten wir D(¢®%) 0, L) < D(,0, L) und somit

P D'>E <P D>E
dc ) — 4c )’

wobei D := D(n,0, Zy) wie im Beweis von Lemma 5.2.3. Also kénnen wir die Abschétzung fiir
P(D > t°/(4c)) aus dem Beweis von Lemma 5.2.3 verwenden und erhalten

3
P (D' > %) < exp(—c5t™) (A.2)

mit der dort eingefiihrten Konstante c5. Den zweiten Teil von (A.1) schitzen wir folgendermaflen
ab. Es sei E’ die Menge aller ¢ € M!, die eine absteigende Kette (0, Kg), ..., (z,, K,) enthalten,
fiir die a(0, Ko, z1, K1) < D(o®) 0, Ky) und n > t175/2 sowie x € ¢ gelten. Fiir jedes ¢ € M!
mit (0, Koy) € ¢ und (z, K) € ¢ fiir Ko, K € Kjj, d.h. B(0,1) C Ko, K C B(0,¢) mit
€

R(p@H) 0, Ko) >t und D(e®5) 0, Ky) < %
gilt p € E’. Denn falls aus den Voraussetzungen ¢ ¢ E’ folgen wiirde, so bestiinde jede abstei-
gende Kette mit a(0, Ko, 1, K1) < D(o®5) 0, Kqy) < t°/(4c) aus weniger als t'~¢/2 Punkten.
Damit erhalten wir

B(0,2eD(0"5),0,Ko)) U | Blx,2ery)| C B(0,2¢(n + 1)D(5),0, Ky)),

1<i<n
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wobei r; := a(x;—1, K;—1,z;, K;). Es gilt daher nach (5.31) die Ungleichung
R(e®) 0, Ko) < 2¢(n +1)D( ™) 0, Ky).

Wegen n < t17¢/2 ist

l—¢

2¢(n +1)D(p™5) 0, Ky) < 2¢ (t 5

+ 1) D(p™5) 0, Kq)

= Ctl_sD((p(m’K)v 07 KO) + ZCD(SD(LK)) 07 KO)
- ctl=ete N 2ct®

I 7 4c

t n ¢
4 2

und aufgrund von ¢t > 1 und 0 < € < 1/(d + 1) somit R(¢®5),0, Ky) < (3/4)t. Damit miisste
R(gp(””’K ), Ky) <t gelten, was ein Widerspruch ist. Wir erhalten daher

&€
P(R >t) <P (D’ > t—) + P(n0%0) @) ¢ BYY < et 4 P02 @2 ¢ B'Y. (A.3)
C

Sei k := [(cl(zcl))fd] und s; := (i/(c1 4+ 1))?, i € Ny, wobei ¢; := A(B(0,2¢)) und [-] die obere
GauBklammer bezeichnet. Es gilt s > t°/(4c). Weiter sei m := [t!7¢/2k] und ng := [t17¢/2].
Aufgrund der Definition von € und k gilt m — oo fiir t — oco. Wir nehmen daher weiter an,
dass t so gross gewihlt ist, dass m > 4. Fiir ¢ € F’ betrachten wir nun eine absteigende Kette
(9, Ko), ..., (zn, Ky,). Es gilt insbesondere n > t'7¢/2 und somit n > ng. Dann existiert ein
je{l,...,k} undeinl =0,...,n9 — m, so dass die Folge (z¢, Ko), ..., (zn, K,) mindestens m
aufeinanderfolgende Absténde a(z;, K, Tit1, Kiv1), | < ¢ < I+m—1im Intervall ; := [s;_1, 5]
enthiilt, da ansonsten die Gesamtzahl n der Abstiinde der Kette kleiner als [+!7 /2] sein miisste.
Des Weiteren gilt

il < ti—e 1 2ttt N 2ctt - t
XT; _ — —
=02 de 4 4e 4

Wir erhalten also E' C Ué‘?zlE}, wobei E als die Menge aller ¢ € M! definiert sei, so dass = € ¢
ist und eine absteigende Kette (z1, K1), ..., (Tm, Kn) € @ mit ||z1]| < tund a(z;, K;, zi41, Kit1) €
I fir 1 <7 < m — 2 existiert. Es folgt

k
( (0,20),(z,Z1) 6Ev/ SZ (le GE/) (A4)

Wir zerlegen E’ nun weiter. Fiir ¢ = 1,...,m sei E; der Teil der Elemente von E’ die eine
absteigende Kette mit (z, K) = (x4, K;) enthalten und £, . der Teil der Elemente von B sei,
fiir die « ¢ {z1,..., 2 }. Damit gilt

m~+1
]P)(T](le EE, Z]p (z,21) EE,) 7=1,... k. (A5)

Aufgrund der Tatsache, dass n ein unabhéngig markierter, von Z; unabhéngiger Poissonprozess
ist, gilt mit Hilfe der multivariaten Campbellschen Formel (Satz 1.1.15) und Bemerkung 1.1.17
fir 1 <i <m — 1 sowie x € R? mit x; = (x5, K;) und

Aji={(x1,...,Xm) : a(@n, Kp, Tpi1, Knp1) €1, 1<n<m, n#i—1}
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die Abschéitzung
P(n™#) e Ej;)

— [P € E},) Qi)

§/E Z 1{1‘1€B(O,t),a(1'i7Ki71'i+17Ki+1)ejj}1{(xivKi):(xvK)} QdK)

(X215 Xim1,Xif 1, Xm ) EN(M D)
é / o / 1{{21GB(O,t),a(wi,Ki,wi+1,Ki+1)€Ij}1{(.’Ei,Ki):(£E,K)}
Mit einer zu den Ausfithrungen in Abschnitt 2.2.2 analogen Rechnung erhalten wir
. i1 m—2 " m—2
P(n@Z1) ¢ Bl ) < (qm—2pd(gd _ (d ym=2 _ ;m-2,d J _J - 1
(77 € ],z) > G (S_] 83—1) G o+ 1 o1 + 1 e+ 1 9

mit ¢; = A\(B(0,2¢)) fiir 1 <i < m. Den Fall i = m + 1 kénnen wir wie im Beweis von Lemma
5.2.3 behandeln. Setzen wir ¢z := —In(c1/(c1 + 1)) sowie ¢z := ((c1 + 1)/e1)?, erhalten wir

Py € Bj) < est’exp(—cam), 1<j<k 1<i<m+1.
Wegen t¢ > 1 folgt t°¢ > 1. Mit ¢ > 1 ergibt sich

(co + 1)t=d
o= [

Insgesamt erhalten wir daraus mit (A.4) und (A.5)

w < {(CQ + 1)t5d1 < (eg + D% 4+ 1< (g + 1)t 4+ 59 = (g + 2)t°4.

k. m+1
PO ¢ By < 33 B0 € 1
1 =0

j=
< (e + 2)t°% (m + 2) et exp(—cam)

_I_
tl—e tl—e
< (eg + 2)t54 <% + 3> st exp <_022k >

2 d+Ed t1_€ 3 c2t1_€
< t S — B L—
< (e2+2)es <2(CQ oyl T > exp < 2(ca + 2)t€d>

< eqtdted exp <_65t1—5—5d> + cst2 exp (_cstl—e—ed) 7

mit Konstanten ¢4, c5,c¢ > 0. Dank (A.3) folgt mit der letzten Abschitzung die Ungleichung
P(R >t) < exp(—C7tEd) + eyt exp <—C5t1_8_8d) + cgt? exp (—C5t1_5_5d> )

wobei aufgrund der Annahme 0 < ¢ < 1/(d + 1) die Ungleichung 1 — ¢ — ed > 0 gilt. Damit
erhalten wir die Aussage des Lemmas. O

Lemma A.2. Sein ein unabhingig markierter Poissonprozess auf R® mit Markenraum K und
Intensitdit 1, dessen Markenverteilung Q Bedingung (5.24) erfille. Weiter sei Zy eine von n un-
abhingige, nach Q wverteilte Zufallsvariable und R der in (5.31) definierte Stabilisierungsradius.
Fiir alle 0 < v < 1 existieren Konstanten «, > 0, so dass fir alle n € N und alle x € W, die
Abschdtzung

P(R(nw, — 2,0, Zp) > t) < aexp(=fpt7), t=0,

gilt.
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Beweis: Sei n € N und z € W,,. Es gilt

]P’(R(T]Wn —x,0, ZO) > t)
€ €

<P <D(nwn 2,0, %) > fE) +P (D(nwn —2,0,20) < o, Rlw, — 2,0, %) > t> |
Die Wahrscheinlichkeit P(D(nw,, —z,0, Zy) > t°/(4c)) ldsst sich mit Ungleichung (2.10) aus [16]
wie im letzten Teil der Ungleichung (5.43) mit Hilfe einer Poissonschen Leerwahrscheinlichkeit
nach oben durch eine von n und x unabhéngige, exponentiell fallende Grofie abschéitzen. Fiir den
zweiten Summanden der Abschétzung definieren wir R, (¢ — z,0, K) analog zu R(¢ — z,0, K),
wobei wir in der Definition der zu R(¢ — z,0, K') gehérenden Grofie S(¢ — x,0, K) aus (5.26)
die GroBe D(¢ — x,0, K) durch D(¢w, — x,0, K) ersetzen. Damit erhalten wir

R(QOWn - ‘TaoyK) = Rn((an - ‘TaoyK) < Rn(gD - JZ‘,O,K),

wobei sich die Gleichung aus der Definition von R und R,, ergibt. Die Ungleichung folgt aus der
Konstruktion von R, da aufgrund von ¢y, C ¢ jede (endliche) absteigende Kette in ¢y, auch
eine absteigende Kette in ¢ ist. Somit erhalten wir

tE
{D((,DWn - .Z',O,K) < E7R(Q0Wn _‘TaoyK) > t}
tE
_ < _ )
< {Dlow, — 2,0, K) < = Rulp —2,0.K) > t}

Wir definieren nun das Ereignis F, , als die Menge aller ¢ € M!, die eine absteigende
Kette (z, K),..., (zk, K;) € ¢ enthalten, fiur die a(x, K,z1, K1) < D(pw,,z, K) < t°/(4c) und
k > t17¢/2 gelten. Wir erhalten wie in Lemma 5.2.3 die Inklusion

£

t
{cp e M : D(pw, — 2,0, Ky) < @,Rn(cp —z,0,K) > t} C Ep .

Ebenfalls analog zu Lemma 5.2.3 ergibt sich aber
k
E..C | JEj,
j=1

fiirein j € {1,...,k}, wobei es sich bei E;x um das Ereignis handelt, dass ¢ € M eine absteigende
Kette aus m Punkten (x1, K1),. .., (Zm, K;,) enthélt, fiir die ||z — 21| <t und

a(:Ei,KZ‘,:Ei+1,KZ’+1)EIj 1<j<k 1<i<m-—1,

gilt, wobei wir die Definitionen von m und k sowie I; aus Lemma 5.2.3 iibernehmen. Von hier
folgen wir dem Beweis von Lemma 5.2.3, wobei die Abhéngigkeit vom gewé#hlten z wiahrend der
Integration aufgrund der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles verschwindet. Insgesamt
erhalten wir

P(R(nw,, — 2,0, Zp,) > t) < avexp(—pt7)

mit von n und x unabhéngigen Konstanten «, 8 und ~.



Anhang B

Ein zentraler Grenzwertsatz

Wir geben hier Theorem 2.2 aus [21] fiir den von uns in den Abschitten 5.2 und 5.3 betrachteten
unabhéingig markierten Poissonprozess 1 an, wobei die dort eingefithrten Notationen p, p,, und
th, verwendet werden und p als translationsinvariant vorausgesetzt ist. Wir formulieren zunichst
zwei Momentenbedingungen (M1 und M2) sowie zwei Annahmen (A1 und A2). Diese entsprechen
den Bedingungen (2.7) und (2.8) und den Annahmen Al und A5 aus [21].

M1: Fiir p > 0 gilt

p
sup E |:pn ((”_1/d77)W17$7 Z(])Rd) ] < 00,
n>1, xeWy

wobei Zj ein von 7 unabhéingiges, nach Q verteiltes zufilliges Korn sei.

M2: Fiir p > 0 gilt

p
sup B pu (07 mw, UL, Z0)} . Zo, )| < o0,
n2l, z,yeWi

wobei Zy und Z; voneinander und von n unabhéngige, nach Q verteilte zufillige Kérner
sind.

Al: p(p,z,K,") ist ein PunktmaB in z fiir alle p € M, 2 € R? und K € K.

A2: Es existiert ein p > 3 derart, dass p die Momentenbedingungen M1 und M2 erfiillt und
power-law-stabilisierend von der Ordnung ¢ ist, wobei ¢ > d(150 + 6/p) gilt.

Definition B.1. Fiir v > 0 heifit p 1-homogen-stabilisierend, falls fiir alle z € R?
P(R(n,0, Zo) < 00) = P(R(n, U{(x, Z1)},0, Zp) < o0) =1 (B.1)

gilt, wobei Zy und Z; voneinander und von 7 unabhéngige, nach Q verteilte zufillige Korner
sind und 7, ein stationérer markierter Poissonprozess mit Intensitét - ist.

Diese Definition entspricht Gleichung (2.10) aus [21].

Definition B.2. Sei ¢ > 0 und

m(s):= sup PROYU(nViw, —x),x,Z) >s), s>0. (B.2)
n>1, z€W;

Dann heiit p power-law-stabilisierend von der Ordnung g, falls sup; s97(s) < oo gilt.
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Satz B.3. Es sei p 1-homogen-stabilisierend und erfiille Bedingung A2. Dann gibt es ein o,y
derart, dass

1
%< . fduf —E . fduﬁ)i/\/((),ffp,f)a n — 00,
1 1

fiir jede messbare, beschrinkte, fast iberall stetige Funktion f : W1 — R. Ferner gilt

op,f = lim b <fW1 d dﬂﬁ) )

n—oo n

Falls zusdtzlich Bedingung A1 erfillt ist, gelten die beiden Aussagen fiir jede messbare, beschrdank-
te Funktion f: W7 — R.
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