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�� ��#�������� �
$� �
���! ���

������ ��
� �� �� �� �
�� 
 ���
/ ��� �$���
/ ��������� 
� �

��� �������� ������� �� ������� =�6 ���� �
��� �
�#���� �� -� �$���
/ ���������
��� 
 ���� %����! ��� ��� ��������� �� ��� ��
�������/ �� ���
/ �������� 
 �-������
�� �
��� �
�#���� �� ������
�/� ��� ���� ��
���! ���

'(x) := (Ci)i=1...n (��� n ∈ N, 1 ≤ n ≤ NC 9=�8:

�-�� ��� ��C����� �� ��������$��/ ��
��� ���#������ ��� x� ����! �
�� θi ��

Θ(x) := (θi)i=1...n (��� θi ∈ (0, 1], n := |'(x)|,
n∑

i=1

θi
!
= 1 9=�6:

������ ��� #���
�����/ ��
� 
 ��� x �
�#��� 
� �$���
/ �������� ���� ��� 
�����$��/ ��
�� Ci �� '(x)� ����! Θ(x) ��
�
�������� ��� �
��� �
�#���� ��
��� x�� �$���
/ ��������� ���� ��� ��������$��/ ��
#�� �(� ������������ ��
Θ(x) = (θi)i=1...n ��� �
��� �
�#���� 
�� ��������2



� &� ��� ��� �
�! ��� ������� Θ ����������� �������� ��� ������� �
���
�
�#���� �� ���� ���� 
�� ��������$��/ ��
��� '(x) �� 
 ��� x! �� ��! θ1 =
. . . = θn = 1

n �
� &� ��� ����� �
�! ��� ����������� Θ ����������� �������� ��� �����������

�
��� �
�#���� (��� 
 #���
�����/ #��#������
� �� ��� ������ �� ���� ��

 ��������$��/ ��
��! �� ��! θ1 = |C1|

Nx
, . . . , θn = |Cn|

Nx
! (��� Nx =

∑
X∈�(x) |X|

����� ��� �� ��� ������ �� ���� �� 
�� ��������$��/ ��
��� ���#������
��� x� ���� ������� ���
/�! ����! Nx �
� �� ���
��� ��
� ��� ������ ��
���� N �

��� �����(��� �������� ��� (���� �
�� ����
��� 
� ���� ����� �� ��� ������ ��
���
���� ������ ��C���� ����� ��� �
��� �
�#���� 
##��
��� ��� ���$�������!
�
��� =�8 ����
����� ��� ���
����� ���� ������� �����

�������$��/! ���
/ �������� �� 
 ��� ���� �
��� �� ����� �� ��� ��C���� ������ ��
���
���� ������ ��� ���� ��������$��/ ��
��� ���#���� ��� ���� ���� �
��� ���
/
�������� �� 
 ��� �� �(� ��������$��/ ��
��� ��� (���� �
��� ��� �����(���
�
��� ���� ��������� ����
��/�

3�� x �� ��� ���/ ��� #������ �� n ≥ 2 ��������$��/ ��
��� '(x) 
� Θ(x) :=
(θi)i=1...n 
� 
�����
�/ Θ ������������ �����������! ��� p := �
BΘ(x) �� ���
�
B���� #���
�����/ �� �
��� �
�#���� 
� �$���
/ �������� ���� 
 ��������$��/
��
��� ����! ��� �
B���� #���
�����/ �� �
��� �
�#���� 
 #
�� �� �$���
/
��������� ���� ��4���� ��������$��/ ��
��� �� (1 − p2)� ) ���
���� ����� �
���
(��� ���� #���
�����/ 
� ��� ��� ������ �� �� 
 ���
/� p ����
��� ���������
��/
(��� 
 ���(��� ������ �� ��������$��/ ��
��� n ���
��� ��

∑n
i=1 θi

!
= 1! 
�!

θi 
= 0! ���! ���� 9=�6:� ���� (1 − p2) ���(� ���������
��/ (��� ���(��� ������
�� ��������$��/ ��
��� n 
� �
��� ���
/ �������� �� ��� ��� ���� �����/�
.����C�����/! ���
/ �������� �� 
 ��� �� �(� ��������$��/ ��
��� �� ��� (����
�
���

����$
�� �/ ��� (���� �
�� �� ���
/ ��������! ��� �����(��� �������� 
 ����
���
���#������ 
 ��� �� ���� N �� ���� N := |N | (���� 
�� 
� ��
�� �� ��� �� ��� �(�
��������$��/ ��
��� C1 
� C2� ��� ��� �� ���
/� R := C1∩C2 ������ ��� ���� ��
��� ������������ �� ���� ��������$��/ ��
���� ��� ������� ��������� ��� ��
� �� ��
������� ���� ����
��� (��� ���
��$� #
�
������� ����� ���
��$� #
�
������ �������
��� ��� ����������� d 
���� C1, C2 
� ��� ������ �� ���
/� �� R ����� ��� ����
����� r� ��� ���� ����� �-��� ��� ��
����� �� ���
/� �� ��������$��/ ��
��� C1

� C22

|R| = �r ·N�, r ∈ (0, 1), 1 ≤ |R| ≤ (N − 2) 9=�D:



��� ���� ������������� d ∈ (
0, 12

]
�-��� ��� ����������� �� ��� ���
/ ���� 
����

��� ��������$��/ ��
��� C1 
� C22
|C1\R| = �d · (1− r) ·N� 9=�=:
|C2\R| = �(1− d) · (1− r) ·N� 9=�E:

���� ��
��! �� ��! �� d �C�
�� 1
2 ��� �(� ��������$��/ ��
��� ���#���� 
� �C�
�

������ �� ��� ���
/ ����� ��� ��
���� d! ��� ���� ��� ���
/ ���� 
�� �� C1 
�
��� ���� 
�� �� C2� )��� �# 
�� ���
/ 
� ��� ���
/ ���� /���� ��� ������ ��

�� ���� N ! ���� #�������/2

|C1\R|+ |C2\R|+ |R| = N

⇔ �d · (1− r) ·N�+ �(1− d) · (1− r) ·N�+ �r ·N� = N

⇔ N = N

���� ���-��� ��
� ��� ��� ����������� d 
� ���
/ �
��� r 
�� �� �
�� �������
#
�
������ �� ������� ��� ����
��� �� �(� ��������$��/ ��
��� ���#������/
���� ��� ������� ������ �� ���� N �

)������� �� )����#���� =�D �� ������� =�8�D ����� ���� �� ���� ��� ���
/
���� ��
� ���
/�� ���� ��
��! ��� ������ �� ���
/� �� R ���� �� ����� �����
��(�� ��
� ��� ������ �� ��� ���
/ ���� �� C1\R� ���� #�������/!

|R| � |C1\R| ⇔ r ·N � d · (1− r) ·N ⇔ r � d · (1− r)

(���� 
���(� ��� ���$
���� �� ��� ������
����

r ≤ d

1 + d

� d ≥ r

1− r
9=�>:

�� ��� ��� ����������� d 
� ���
/ �
��� r�
������ =�E �������
��� ��� ���
/ �������� �� ��� �� 
 ����
��� (��� 
 ���

����������� �� d = 1
2 �� ��� ��������$��/ ��
��� C1 
� C2! 
� 
� �B��
����
�/

���� ���
/ �
��� �� r = 1
3 � ;�� #������� ���� ���
���� ������ ���(��� #
��� �� ���

�$���
/ ���������! ! ! ! 
� � ��� #������ �� ���
/ �������� �� ���
��! ��
� ���� �� ��� ����� �$���
/ ��������� 
�� ���
/�� ���������! ���
���� ������
������ 
����� ��������$��/ ��
�� ����
����� ���� �
��� ��� ���
/ ��������
���#��B� &��/ ��� ���
���� ����� ���(��� ���� 
� �
��� �� ��� �B
�#���
�� ���� �
��! ���� �$���
/ ��������� 
�� ��� ���
/� 
� �� �N����� ��������$��/
��
����

��� �B
�#�� �� ������ =�E ���(� ��
� 
 ���
���� ����� �����
�� �/ 
 ��� x ∈ R
�
��� �� ��� ��� ������� �(� �$���
/ ��������� �� �N����� ��������$��/ ��
���
(���� 
�� ��� �� ��� ��� �� ���
/�� '������ ���� �� �����
���/! ��� ��� �
���

�(������ ���� �� 	����
����& ��� ������������ ���
�� C1 �������� ���� ����� ��
� C2& �# �#& |C1| < |C2|#



� 0B��#�
�/ ����
��� ��� ���
/ �������� �� ��� ) (��� 
� �B��
��� 
�
�/ ���� ���
/ �
��� �� r = 1

3 
� 
 ��� ����������� �� d = 1
2

�
�#���� �� 
 ��� x ∈ R ���/ ��� ��� ������� Θ ����������� Θ(x) = (θ1, θ2) ���
��� ��������$��/ ��
��� '(x) = (C1, C2) #
�
������� (��� d 
� r2

θ1 :=
|C1|
Nx

=
N · (d · (1− r) + r)

Nx

θ2 :=
|C2|
Nx

=
N · ((1− d) · (1− r) + r)

Nx

Nx := |C1|+ |C2| = N · (1 + r)

����! ��� #���
�����/ ��
� 
 ���
���� ����� ���(��� �(� �
����/ �
�#�� �$���
/
��������� �� ��� x �
��� �
� �� 
##��B��
�� 
� �������� �� r 
� d2

P����(r, d) := 2 · |C1\R|
N

· |C2\R|
N

= 2 · d · (1− d) · (1− r)2� 9=�F:

��� ���� ���#����� ��� #���
�����/ ��
� �(� �
����/ �
�#�� �$���
/ ���������

�� ��� �� ��� ��� �� ���
/� (1−r)2 
� �� �N����� ��
��� 2·(1−d)·d� )�����
��/!
��� ���� 
���(� ��� ���$
���� �� ��� #���
�����/ ��
� �� ���� ��� �� Δ��� ���
����
������ (��� �
��� ��� ���� ��#������� ���/ 
 
##��B��
����� ��� ��
� #���
�����/
���� ���/ �� �
����
�� ����� ��� 
������� ������ �� ����2

P ′���� :=
|C1\R| · |C2\R|(

N−1
2

) .

%�(�$��! P����(r, d) �� 
 ��(�� ���� 
� P ′����(r, d) := ε ·P����(r, d) (��� ε := N2

2·(N−1
2 )
→

1 (��� N →∞ 
� ε ≤ 1�



P

r

Δ
Δ
Δ
Δ

P�����(Δ���, r,
1
2 )

P

d

Δ
Δ
Δ
Δ

P�����(Δ���, 0.1, d)

P

r

Δ
Δ
Δ
Δ

P�����(Δ���, r, 0.1)

P̂

r

Δ
Δ
Δ
Δ

2 · d

P̂�����(Δ���, r)

� ����
�����/ �� 
 $
�� ���
/ �������� �� 
 ���2 P����� 
� P̂������

P����(r, d) 
���(� �� �
����
�� ��� #���
�����/ �� ���
/ �������� 
 ���2

P�����(Δ���, r, d) := 1− (1− P���� (r, d))
Δ��� 9=�H:

+/ 
##�/��� ��� ������
���� �� 9=�>:! ���$� ���� )����#���� =�D! �� 9=�F: ��
�
�� 
 ��(�� ���� �� P�����2

P̂�����(Δ���, r) := P�����(Δ���, r,
r

1− r
) 9=�G:

⇔ P̂�����(Δ���, r) := 1− (
4 · r2 − 2 · r + 1

)Δ��� (��� r ∈ (0,
1

3
) 9=�87:

P̂����� ��#������� ��� (���� �
�� #���
�����/ �� ����� �� ��� ��� ����������� d 
�
)����#���� =�D� ���� #�������/! ��� ��� �� ���
/� R ���#����� ��� �
�� ������
�� ���
/� 
� ����� 
�� ��� ���
/ ���� �� ��� ��
����� �� ��� ��������$��/ ��
���
C1 �� C2� ���� ������� �� 
� ���
�
��� �� ��� ������ �� ��� ���
/ ���� �� ���
��������$��/ ��
��� C1 
� C2�

������ =�> ���(� ��$��
� ���$�� �� ��� #���
�������� �� ���
/ �������� 
� 
 ���� 
���� �� ��� ���
/ �
��� r 
� ��� ����������� d ��� 
� �����
���� 
����� �� ���
����
������ Δ��� ∈ {5, 10, 20, 40} ����� P����� 
� P̂������

������ =�>9
: ���(� P����� 
� �������� �� ��� ���
/ �
��� r (��� 
� �$�� ���
����������� �� d = 1

2 � ���� �� �C��$
���� �� 
 �
��� �
�#���� ��
� ���/� ���



������� Θ ������������ ��� #��� �������� ��
� 10 ≤ Δ��� ≤ 20 ���
���� ������ 
��
��@����� ��� ���
/ �������� �� 
 ��� �� 
 ����
��� (��� r ≤ 20Q ���
/� (��� ����
#���
�����/� ���� ���
/ �
��� �� (
/ ��/�� (�
� (
� �B#���� �� )����#���� =�D�

) �@����/ �� ���
/ �������� ����� �
��� �
�#����! �� ��� ��#
�� �� 
 ��
��
��� ����������� d (���� ������� �� 
 ��� ������� Θ ������������ ������ =�>9�:
���(� P����� 
� �������� �� ��� ��� ����������� d (��� 
 ���
/ �
��� r = 0.1� 0$��
(��� 
 ���� ������ �� ���
���� ������ ��� #���
�����/ �� ���
/ �������� ��#� ��
���� (��� ��� ��� ����������� �� ���
�
���� ���� �� �
���
�! 
� ���
�
��� ���
����������� �
��� �� ���� �����/ ��
� 
 ��� �
�#��� �(� �$���
/ ��������� ����
��� �
���� ��������$��/ ��
�� C2� ������ =�>9�: �������� ��� �
�� ���
$����� ��
���(� P����� 
� �������� �� ��� ���
/ �
��� r (��� 
 -B� ��� ����������� d = 0.1�
&��/ 
 ���� ������ �� ���
���� ������ Δ��� ≥ 40 �
��� ��� ���
/ �������� ��
�����
��$�� 
 ��� ����������� �� 0.1�

���
��/! -���� =�>9: ���(� ��� (���� �
�� 
����#���� �� ��� ��� �����������
�/ �������
���� P̂����� 
� �������� �� ��� ���
/ �
��� r� &��/ 
 ���
/ �
��� r 
��$� 0.1!

 ��������� (���� �
�� ��� ����������� d ≥ 0.1! 
� 
� ��
�� Δ��� ≥ 20 ���
����
������! �
�� ��� ���
/ �������� ��
������

�� ����
�/! ��� ���/ �� ��� �
��� �
�#���� 
##��
��! �
$� ��� �����(���
�������2

� ��� (���� �
�� ����
��� �� ��� ���
/ �������� �� 
 ��� �� �(� ��������$��/
��
���� ��� �(� ��������$��/ ��
��� �
� �� ������ ����� �(� #
�
�� 
����! ��� ���
/ �
��� r 
� ��� ��� ����������� d (���� 
�� ���#����� ��
��� 
������� ������ �� ���� N �

� ��� ������ ��� ���
/ �
��� r > 0 
�K�� ��� ���� ���
�
��� ��� ��� �� 
��������� d < 0.5! ��� �
��� ��� ���
/ ���������

� ) �
��� ������ �� ���
���� ������ Δ��� ≥ 10 �
� ���#���
�� 
 ���� ���
/
�
��� r > 0! 
� 
� ���
�
��� ��� ����������� d < 0.5�

��� �
��� �
�#���� 
##��
�� ��� ��� ������� ��� ����������� �$���
/� �� 4���
���� �
��� �
�#���� ��� ���
/ ��������� ����! ��� 
##��
�� �� ���� ��������

���� ������� �������� ���
/ �������� �/ ����� ��� �$���
/ ��������� �� ��� �� 
��������� �$���
/� ��� ���� ��
���! ��� A := (a0, . . . , ak′−1)T , k′ ≤ k �� ��� $�����
�� �
��� �
�#�� �$���
/ ��������� ai ∈ Γ(x;O) �� 
 ��� x �� ��� �����������
�$���
/� �����������! ����� ��� ����
��� �� �(� ��������$��/ ��
���! ��� A ��� 
#���� cj ∈ N �$���
/ ��������� ���� Cj\R, j ∈ {1, 2} 
� cr �$���
/ ��������� ����
R ���� ��
� c1 + c2 + cr = k′�

)����� ��
� ��� x ∈ R �� 
 ���
/� ����! �� ������� ��� (���� �
��! �� ��!
�
B��
� ���
�
��� ��� �
B��
� ���
/ �
���! c2 
� cr 
�� �
����
�� 
� �����(�2
-���! ��� c1 ����� ��� ������ �� �$���
/ ��������� �� C1\R� �����! 
�����
��
� ��� ������ �� ���
/� �C�
� ��� ������ �� ��� ���
/� �� C1� )������� ��
)����#���� =�D ���� �� �������/! ��� (��� ���#��� �� ��� #��$���� ������� �
���
���
/ �������� �@����� .����C�����/! ����� ��� x �� 
 ���
/! ��� cr := c1 − 1



����� ��� ������ �� �$���
/ ��������� �� R� ���
��/! ��� ���� �� ��� �$���
/
��������� ���� �� �� C2\R! ����! c2 := k′ − 2 · c1 + 1�

��� ���
/ �������� �� ��� x ����� ���
������ 
�� ��������2

��� ��� #������� Δ��� ���
���� ������ ���(��� �
����/ ������ �$���
/ ����� 
���� ai, aj (��� i 
= j�

��� ��� #������� Δ��� = k′ ���
���� ������ ���(��� ai! 
� a(i+1) ��� k′!
i = 0 . . . (Δ��� − 1)�

��� ��� #������� Δ��� = �k′2 � ���
���� ������ ���(��� a(2·i)! 
� a(2·i+1) ��� k′!
i = 0 . . . (Δ��� − 1)�
��� �$
��
���� �� ����� ���
������ 
 �����
���� ���� ����� �� ��� #���
�����/ ��

���
/ ��������� ��� �����
���� ��������� ��� #���
�����/ �� ��� �$���
##��� 
�
��� �$���
##��� ���
���/ �/ �������� ��� #�����
����� �� A ��
� ��
 �� 
 ���
����
����� �
����� �$�� �/ ��� ������ �� 
�� #�����
����� Ω� ��� #���
�����/ (���
����� ��� �
��� ���
���/ �� �
����
�� �����

P ′����� := 1−
(
1− 2 · c1

k′
· c2
k′
)Δ���


������� �� 9=�H:� ������ =�F ���(� ��� �����
���� ������� ��� ��� #���
�����/
�� 
 ���
/ �������� �� 
 ��� �� ��� ����������� �$���
/ 
� �������� �� $
�/���
#
�
������ k′ ∈ {10, 16, 20} 
� c1� ��� ��
��� ��� k′ ≤ 20 �� ���
��� ��� ������
�� #�����
����� ���(� (��� ��� �
�����
� �� k′? ���� ��
� k′ > 20 �$���
/ ���������
�
��� ��� ���� ���� �� �����
���

������� =�F9
:! 
� =�F9�: ���( ��� #���
�����/ �� ���
/ �������� ��� k′ = 10

� k′ = 16 
� �������� �� c1� +��� -����� ���( ��� ��#�������/ �� ��� �$���
##���
���
���/� �� �� ����� �� 1.0 �$�� (��� ��� ������ �� ���
/� cr �B���� ��� ��� 
��� �� ��� ���
/� c2� ��� �
��� 
� ��� �$���
##��� ���
������ ���( 
� ��
��/
#��#������
� #���
�����/? ��(�$��! ��� ��� �$���
##��� ���
���/ ���� �
�� �� ���
���
���� ������! ����! �
� 
 �������/ ��(�� #���
�����/� +��� �
��/ ���� ����� ��
1.0 (��� 
 ��( ������ �� ���� c1 (���� ��� �$���
##��� ���
���/ �
���/ ��
����

� ����
��� 
 #���
�����/ �� 1.0� ) ����(����/ 
�����
���/ �� ��� �����
� ��
�#
��# �� ��� ���$� �� ��� ��� �$���
##��� ���
���/� ���� �����(� (��� c1 = 1! ����!
cr �� ����! 
� c2 = k′ − 1! �����! �� 
�/ #�����
���� �� A 
 ��� �$���
##��� #
��
�� �$���
/ ��������� a2·i ∈ C1\R! 
� a(2·i+1) ��� k′ ∈ C2\R! i = 0 . . . (Δ��� − 1)
�
� �� ���� (���� �
���� ��� ���
���� ����� �� �
���

������ =�F9�: ���(� ��� #���
�����/ �� ���
/ �������� ��� k′ = 20 
� ��� 
��� =�F9: �������
��� ��� $
���� �� cr 
� c2 
� �������� �� c1� ������ =�F9�: 
����(� 
���� ��� ���� ���(� �/ ��� -����� =�F9
: 
� =�F9�:� ��� �$���
##��� ���
���/
#��$��� ��� ���� #���
�����/ �� ���
/ ��������� 0$�� (��� )����#���� =�D ��
$���
�� �/ 
 �
���� ������ �� ���
/� ��
� ��� ���
/ ����! �� ��! cr �B���� c2! ���
�$���
##��� ���
���/ 
���(� ���
/ �������� (��� 
 #���
�����/ ������ ��
� FEQ�
���� �� 
��� ��� �
�� (��� 
 ��(�� ������ �� �$���
/ ��������� k′ (��� ���#
����



c1 C1

Δ
Δ

Δ

cr = c1 − 1, c2 < cr cr > c2

k′ = 10

c1 C1

Δ
Δ

Δ

cr = c1 − 1, c2 < cr cr > c2

k′ = 16

c1 C1

cr = c1 − 1, c2 < cr cr > c2

Δ
Δ
Δ

k′ = 20

c1 C1

cr
c2

)
���� �� cr, c2 ���� k′ = 20

� ����
�����/ �� 
 ���
/ �������� �� 
 ��� �� ��� ����������� �$���
/�

��� ���$�� ���� ��� ����� -������ �� ����������! 
���� ��� �������� ���
������!
��� �$���
##��� ���
���/ ���#�������! ����! �
���! 
� #
��(��� ��� �$���
##���
���
���/�

;
���
��/! ���
/ �������� �� ���� �� ��� ����������� �$���
/ �
� ���/ �����
���
/� ��
� �
$� �� ���� ��� �$���
/ �������� �� �
�� ��������$��/ ��
�� Ci\R, i ∈
{1, 2}� )�����
��/! ��� ������ �� �$���
/ ��������� k′ �� 
 ��� x 
��� ������
��� ������ �� �����
��� ��������$��/ ��
���� %����! ��� ����������� �$���
/

##��
�� ���/ #��$��� 
 (�
� ���
/ ��������������� �� ��� ����������� �$���
/�
�� �����
��! ��� �
��� �
�#���� 
##��
�� #��$��� 
 ��
������ ��
� ��O���� ���
��
�������/ �� ���
/ �������� �� ��� ��������$��/ ��
#� G �� �����
��

���� ������� ������� ��� ��
�������/ �� �������� ���
/� (��� ��� ������
���� ��$��
�� ������� =�8� ��� ���� #��#���! (���� �
�� ����
���� �
$� ���� �������� ���
�N����� ���
/ �������� 
##��
����� ���� ������� �� ��� �������� 
� �����(�2

8� ) ��� �� �(� ��������$��/ ��
��� �� 
 (���� �
�� ��� ���
/ �������� 9���
������� =�D�D:�

6� ���
�
��� ��������$��/ ��
��� 
� 
 ���� ���
/ �
��� �
�� ���
/ ��������
�@���� �� ��� �
��� �
�#���� 
� ����������� �$���
/ 
##��
���

D� M��! ���
/ �������� �� ��� ����������� �$���
/ �� ��
����� ���� ��� 
����# 
����� ���� ������� =�8 
� �$�� ��/�� 9��� ������� =�D�E:�



=� ) ������� �� 10 ≤ Δ��� ≤ 20 ����� ��� �$���
##��� ���
���� ����� ���
���/
�� 
�C�
�� ��� 
 ���
/ �������� �� ��� ����������� �$���
/� ���� ��C�����

 ��� �� �
$� 10 ≤ k′ ≤ 20 �$���
/ ��������� �� #�������� �����������! ���
������ �� Δ��� 
� k′ 
��� #��$��� 
 ��� ��
��� �� ���
/ �������� �� ���
��������$��/ ��
#� G 9��� ������� =�D�=:�

)���� ��� ���
/ ��������! ��� ���
/� ���� 
���� �� 
� �����-�� ��� �
�� ��
���
��� ��B� ������� �������� ��$��
� �
��� ������ 
�������� ������� ��� ����
#��#����

)���� ��� ���� #������� ��� ���
/ ��������! ��� ��� ���
/ ���� ���( ��
� ���/

�� �� 
 ��������$��/ ��
�� (��� ����� �$���
/ ���������� �� ������/ 
 ������ 
��$��/ ��
��! ��� ���
/� 
���� �� 
 �
��� ������! ��� ������������ ������ ��
9	5
:! (��� ����� �$���
/ ���������� )� ��� �
�� ���� ���
/� (
�� ����� ����� ��� 
���
/ �$���
/ ��������� �
$� 
���� �� .�	�� ���� (
/! ���/ ������ 
(
�� �� ���
��� �� ��������$��/ ��
��� ���/ 
�� ���
/ ����

���� ������� �������� ��� ��C���������! 
 #������� �
��� ������ 
��������
�� 
���� �� 
 .�	 
� #��$��� 
 ��
�������/ ���/� ��� ���� #��#���! ��� ��� 
��(��� �������� 
� ����������� �$���
/ ��
#� ���#������ ��� ��� ���
/� �� 

��������$��/ ��
��� ����
��/! ��� O′ := (N ′, E ′′) ���#���� ��� ��� ���
/ ����
�� ��� ����������� �$���
/ ��
� 
�� �� 
 ��������$��/ ��
�� N ′ := C\R 
�
E ′′ := {{a, b} ∈ E ′ : a, b ∈ N ′}� ��� ��
� �� �� ��
�� 
� .�	 
�������� �� 
��
���� �� O′�

;
���
��/! ��� �
��� ������ 
�������� 
�������� ���� ���#�/ (��� ��� �� 
C��������� ���� ������� =�8�D� %����! ��� .�	 
�������� ���� �� ��
�
��� 
�
������
����� �����������! �� ���� ��� ��� ����������� �$���
/ �� ��� ��������
�� ������� =�6� �� 
����� �� ����� ��C���������! ��� .�	 
�������� �
� �(�

�����
� ��C���������2

� ��� .�	 
�������� ���� �� �����
�� (���
(�
� ���
/ �������� �
��� �� ���� ����� �� ���� �
��! ���� ����� 
���� �� 
 .�	
(���� 
�� �� �
�� �� ��$��
� ��������$��/ ��
���� ����! ��� .�	 
�������� �
�
���� �� ��$��
� ��������$��/ ��
���� �� �� ����
��� ��
� ��� .�	 
�������� ��
������ 
�
���� 
� ��
�� ���� �� ����� ��
���

� )���� ��� ��� ���
/ ���� 
���� �� 

.�	 ���� 
�������� ���� �� ������ ���� ��
��! 
 ������ 4������! ��
$���! �� �
�����
��� ���� ��� �� 
��� �� ��
��� ��� .�	 
��������� ��
��/! ���/ ��� �
4����/ ��
���� ����� ���� �� 
 ��( .�	 
���������

��� -���� 
 ��
����� �
��� ������ 
�������� 
�������� �� 
���� �� 
 .�	
��$��
� ���
�� (��� �� ��������� �����! ��� (
/ �� 
������� �� 
 .�	 �� �� �����

 ��
�� ��
� ������� 
 .�	� ��� $��/ -��� #���� �� ��������� �� I=8J! (���� ������
��� ��� 9�� #������: (��� ��� ���
���� �����-��� 5
���� ��� 
� I=HJ #��$���

 ��������� �� ��� ���$������� �� �����
� ��
�� �������� 
���������� ���� �� ���



��
�� �������� 
��������� 
����� 
 ���� ����! �� ��! 
�� ���� ���� �� 
�� ����� �����
���� �
��� ����� 
##��
���� ��
���
���$�� �����������! �������� 
 ��
�� (���
�������� 
 ������ #���� �� �
�����! �� ��! ��� ��
�� �
/ ������ 
 .�	 ��
� �� ���
���C���

����� .�� ���� 
 ����������� �$���
/! �����# �
�� ��������� #�������� �� 
���� ����������� �� ��� ����� #������� ��� �
��� ��
 �� �����#��� �� ���#��� �/
��� �#��
 �� �#������ ������� �/ 	����� ��� 
� I66J 
� ����� �#��
��� �����/
IFD! E=J� ���� �� �� 
 $
����/ �� �����# 
��������� I88J�

��� �
��� 
�������� �� 
 ��������� �� 
 �
��� ������ 
���� 
 ��� ��
����� *����
��/! 
 ��������� �
� ����
�� �����2 ������� ��� 
� ID8J ���( ���
��#���������/ �� 
 ��������� (��� ���/ ��� ������ �
���/ #������ 9�� ���:� ;�(��
(���! �� ��! IFFJ! ��� ����� �� ��� ��#���������/ �� ��������� (��� ����� �
�� ���(���
����� ����! �� .��! �� 
 ��� ��� ��� (
�� �� 

#� 
 ����
�� .�	! ����� �� ��
��������� �� 
 .�	 
���� 
�� ����� ���� �� 
 �/#��
� ����
�/�

�� ���-�� ��� ��C��������� ���� ������� =�=�8! ��� ���� 
##��#��
�� ����# �� #�� 
������ 
�� �����# �
�� ��������� 
��������� I88J� ����� 
��������� 
����� 
 �� 
��������� �$���
/ 
� ��� 
 �����#��� #������� �� 
����$� 
 ��������� ���(���
����� �� �� ���(� ��
� �����#��� #�������� 
�� ��
�
���! ������
����! �
$� ���
���$������� ����! 
� 
�� (��� �������� ���������
��/ IFDJ� ����! -� ��� ��C���� 
����� ���� ������� =�8�D (��� ��� �B��#����2 ��� ���� �����# �
�� ���������

��������� -� 
 ��������� �� 
� 
$��
�� $
���� ��� .�	 
�������� ���� ��

���� �� 
 �
��� ������� %�(�$��! ����� 
��������� #��$�� 
� ��
����� #����
��� 
 �����# �
�� �
��� ������ 
�������� 
���������

��� 
##��
�� ����� �����# �
�� 
��������� �� 
� �����(�2 0
�� T����� ������!
�� �
�� �����! 
 ��� �B��
���� 
 ����
�� �� ������ ���� ���#������ ������ (��� 

��� �� �
����/ ������ �$���
/ ���������� ���� ������� �� 
 �����
�� ��
� ����! �� ��!
������ �� ����
��� ����! 
� �����
�� ��
� ���! �� ��! ������ �� ����
��� �����$�
#�� ��� 
� ��� ������ �� �$���
/ ��������� k′ ≤ k �� ������� ��� �������� �� ���
�����# �#��� �� ��� ���������! �� ��! -���� 
 ��������� �� �
��� 
��������!
�� ��� �����# �
�� 
���������

)�������� =�8 �������� 
 �����# �
�� �
��� ������ 
�������� �� 
 ���
x (��� k′ := |Γ(x;O′)| �$���
/ ���������� �� ���� �
��! ��� �����# �B��
��� �/
��� 
�������� �� 
 �
��� ������� ��� 
�������� -��� ������� 
 �
��� ������
φ ∈ Np� ���� �
��� ������ �� ��� ����� -��� ������� ��� ��� �
��� ������

��������� �� ������ ��
� ��� #��#��
� �� ���C�� (��� ���� #���
�����/! ����9:
������� 
 �
��� ������ (����� ��� �����$
� Np := [1, 2128−1] ⊂ N! �� ��! 
 86H ���
$
���� ��� $
��� �� ���� ������ 
� ������ #��#��
�� )���� ��
�! ��� k′ ��#�� ��
�����$� #��#��
�� P := (p1, . . . , pk′) �� �����
���� (��� ������ ) �#���-� �������
pi ∈ Np∪{0} �� ��� k′ ��#�� ������ 
 �����$� #��#��
� ���� 
� �$���
/ �������� ��
�
� 
� ��$
�� $
���� ����! ��� 
�������� ���� ��� O
� 
� #������ (���
��� -��� ���� �� ��� (���� ���#�



�� ��� ���#! ��� x ���� ��� #��#��
� φ �� 
�� �� ��� �$���
/ ���������� .���� 
C�����/�! �� ��� ��B� ���#! ��� ��� �����$�� #��#��
�� 
� ��������� ��� #��#��
��
�� ��� �$���
/ ��������� �� ��� k′ ��#�� P (���� (
����� T����� ������� )���� (
�� 
���! ��� x ������� 
 ��( #��#��
� φ ���� ��� k′ ��#�� P ����� 
 ��������� ��������
D 
� ��
��� �$���

��� 
�
�/��� �� ��� 
���������� #��#������ ��C����� 
� ����
� $��( �� ��� #��#�� 

�� �� ��� ���� V (O′) �� O′� ��� ���� #��#���! ��� Φi :=

⋃
x∈V (O′) φx �� ��� ��� ��

#��#��
�� �� ��� ���� �� O′� φx ������ ��� #��#��
� φ ������ �/ )�������� =�8 ��
��� x ∈ V (O′) 
���� 
 �
B���� �� i ∈ N ������ +����� ��� 
�������� ������ ���
�
�� ���# Φ0 ���#����� |V (O′|) ������� #��#��
�� (��� ���� #���
�����/� '��� ���
���� �
$� ���� 
� 
��������! ΦRa = {p′} ����
��� �B
���/ ��� �
��� ������
p′ 
���� Ra ∈ N ������ Ra �� Ra · T����� 
�� ������� �� ��� ����������� ���� ��
��� �
��� ������ 
���������

�� ��
�� 
 �
��� ������ 
��������! )�������� =�8 ���� ��� 
 ����
��� ����� 
���� �������� D : Nk′

p → Np (���� ������ ��� �$���
/ (�� #��#��
�� �� Φi �� 

������ #��#��
� 
���� 
 -���� ������ �� ����� Ra� ��� ��B� ������� �������� ���
#��#������ �� ��$��
� ��������� ����������

��� ��������� �������� D : Nk′
p → Np ������� 
 ��( #��#��
� ���� #��#��
�� P ∈

Np
k′ �����$� ���� k′ �$���
/ ��������� �� ��� x� �� �
�� ��� ������
���� ��

��� ��������� ��������� ��� �����(��� �������� ��� ��� �B��#�
�/ $
���� �� P 2

P ′ := (75, 12, 45, 12, 45, 98)�

)�����
��/! ��� �-������ �� ��� ��������� ��������� ���� ��� �����(��� ���
����2

φ ← ����9:?
P ← (0, . . . , 0)?

← ����?

2*��� = ���� 	

3���$�* �$���
/ �������� ∈ Γ(x;O′:	 ����9φ! :?
T�����

������� ��� ����9P !T�����:?

φ ← D(P)

� *����# �
�� �
��� ������ 
�������� �� ��� x (��� k′ :=
|Γ(x;O′)| �$���
/ ���������

	*�� �����
� ���	����� ��� ��� �
�� 
�	������#



��� nu ��#�� UP := (u1, . . . , unu) ∈ N
nu
p (��� nu :=

∣∣∣⋃k′

i=1 pi

∣∣∣

� ui ∈

⋃k′

i=1 pi ������ ��� ������� #��#��
�� ���� P ����� ��������/ �/
��� ���C����/ 
� �/ ��� $
��� �� ��� #��#��
� �� ���
� ����� ����! u1 �� ��� ��
��� ���� �������� 
� unu ��� �� ��� ���� �������� #��#��
�� �� P � 0B
�#��2

UP
′
:= (45, 12, 98, 75)�

fP(p) ∈ N, p ∈ Np ������ ��� ���C����/ �� 
 #��#��
� p ��
P � 0B
�#��2

p =E 86 GH FE
fP

′
(p) 6 6 8 8

����� ����� ���
����� ��� �����(��� �������� ������ ��$��
� ��������� ����������

) $��/ ��$���� #���������/ �� 
���� �� 
 #��#��
�! �� �� ������ ��� �
����� �������

�� P � ��� �
B���� ��������� �������� D� ��#������� ���� ���
$����2

D�(P) := �
B
p∈P

p 9=�88:

��� 
���������� ���$������� ���� ����� ���� ��������� �������� �� �C��$
���� ��
����� �#��
��� IFDJ (���� �� (����� nr ∈ O(���N) 9N �� ��� ������ �� ����
�� O′: ������� ��� ��
$
��
�� ��! ��
� ��� �
��� ������ 
�������� 
�(
/�
���$����� �� ��� �
����� #��#��
�� �� �����C�����! ��� 
�������� ����� ��� �
���
C�
���/�

�� -B ����! ��� �
B���� �
�� 9�%: ��������� �������� D�	 ������� ��� �
���
������ #��#��
� �
$��� ��� �
B���� ��/#����
#��� �
�� $
���� ���� �������
��
� ��� ��������� �
��� ������ 
�������� ��� ��� ���� ��� �
��� C�
���/2

D�	(P) := 
�� �
B
p∈P

H(p) 9=�86:

%�(�$��! �� ��� ��� #��#���� 
 �
��� ������ ��
� �
� 
 ���
��� �
�� $
���
��
� ��� ������� 
��������! 
�� ���� (��� 
���� �� ���� #��#��
�� ���������! 

������ ��� �
� ��
��� ��� 
��������� ���� $���
��� ��� ��
�����/ ��C���������

�� �������� ��
�����/ 
���� ��� ���� �
$� 
���� �� 
 #��#��
�! ��� �
4����/
�
B���� �
�� 9��%: ��������� �������� D��	 ���� 
� 
������� �
4����/ $����
�� ������� ��� �
��� ������ ��
� E7Q �� �$���
/ ��������� #��#��� �� ��� �
���
������ (��� ��� ���
���� �
�� �� ���
� ����2

D��	(P) :=
{
u1, �� fP(u1) ≥ 1

2 · k′

�� �
Bx∈P H(x), �����(���

9=�8D:


*��� �� �����
� �� ��� ��
��� �������� 
�	������  +," �� ����� 
�	������
�����
���& ���� ������%��� �
� 
��� �� ������� ���� ����������	 -�����	 �� 
 �
���� 	�
��# ���
���

�
���� 	�
��� �
�� 
 ��	
������� ��
�����& 	�������
��� -�����	 �
.�� 
 ��	
������� ������ �� ������

� ����#



)� �-�� ������! u1 �� ��� ���� ���C���� #��#��
� �� P � ����! �
��� ������
u1 �� ������� �� 
� ��
�� k′

2 �$���
/ ��������� #��#��� u1�
����� D��	 ��� 
�������� �� 
 .�	 �
� �� ��
���� �
�� �� �� ��� �B#����

���
������� ������ �� ����� ���� �� ���$����! 
� ��
��� �� �� ��� ������� 

���� �� ��� 
������� �
4����/ $��� �� ��� ��������� ��������� %�(�$��! D��	 ��
��� ������ 
�
���� ��
��� �� ��� ���
/ �� ��� ������! 
�� ���� �� 
�� ��������$��/
��
��� ���#������ ��� �������� ���
/ (��� �����/ 
���� �� ��� �
�� .�	�

��� �
�� ��
��� ��� D��	�� �
����� �� ��� #������� �� ��
�� �� ��
� �� ������� 

#��#��
� �/ �����#������ ��� $
���! �� ��! ���#
���� ��
� ��� �
��� ��� ��B� �������
#������� ��� �
��� ��������� ��������� (���� ��
��� ���� ���
$�����

�� �����
�� �� ��� �
B���� ��������� ��������� ��� �
��� ��������� ��������� �
��� �����#��� ��� $
��� �� 
 #��#��
�� ���� �
��� �� ���� �����/ ��
� 
 ������ #��#��
�
�
� 
� ��O����� �� ��� �
��� ������ 
��������� ��� ���#���� �
��� ���������
�������� �� ��$�� �/ D� (���� ������� ��� #��#��
� ���� P �
����/� ����! ��
��� ��� �
�� 
�/ ������� �
�� �� ��� $
���� �� ��� #��#��
��� ���� #��$����
��
� 
 #
������
� #��#��
� �
� 
 ����
� ��#
�� �� ��� 
����������
�� #��#��
� ��
���
�� �C�
��/2

D�(P) := px ∈ P , x ∈ {1, . . . , k′} ������ �
����/ 9=�8=:

�������$��/! ���� �������� (��� �
��� ��
� ���� 
���� �B������/ ���(! ��! (����!
��$�� �� 
 ������ �
��� ������� �� 
������
�� ��� 
�������� 
� �� #��$��
��
�����/ ��� ��� 
�������� ��� ���
��$� �
4����/ �
��� 9A�A: ��������� ��������
D��� �������� ��� �
��� ��������� �������� (��� 
 ���
��$� �
4����/ $���2

D���(P) :=
{
u1, �� |UP | ≥ 2 ∧ fP(u1) > fP(u2)
D�(P), �����(���

9=�8E:

�� ��� #��#��
� �� P �� ���� ���C���� ��
� ������! �� ��! fP(u1) > fP(u2)! ����
D��� ������� ���� #��#��
�� &����(���! D��� ������� 
 �
��� ������ #��#��
�
�
����/� 3��� �� D��	 ��� �
4����/ $��� #��$��� ��� ��C���� ��
�����/ ��� ���

��������� �����������! �� ��� #��#��
� �
� ��� ���
��$� �
4����/! �� �� �����/ ��
�
����� ���� ������ ���� #��#��
� (���� 
������
��� ��� 
���������

��� ��
� �� D� �� ������� ��� ��#
�� �� ��
�� �� ��� �
��� ������ 
���� 
�������� #��$������ ��� �����������! ��� ���
��$� �
4����/ $��� �� D��� �
���

� 
�������� ���� �����/ 
� ��
���� ��� �
�� #������ �� ��
� ��� ������ ��
����� Ra ���� �� 
���� �� 
 �
��� ������ �� �����
�� A��
�� (��� ��� ���
��$� 
 
��(�� �� ���� �
��� �� ��� ��B� ������� )�������� =�8 ����� D� �� 
�
�/��
�� �
�� ��� ��������� (��� �
����

��� ��
� �� ���� ������� �� �� �
�� ������� �� ��� ������ �� ����� Ra ���� ���
)�������� =�8 (��� ��������� �������� D� �� N ���� �� 
� ��
#� O′ ����� 
�

�������� �� 
 ������ �
��� ������ �� ��
���� ��� 
�
�/��� �� �(����� �����!



3���
 =�F #��$��� �������� �� O′ �� 
 �/��� �� #
��� �����! ������� =�H �B����
��� ������� �� 3���
 =�F �� �
��� ��
#���

)�� �����(��� �������
����� 
����� ��
� )�������� =�8 �#��
��� �/����������/
�� 
�� ���� �� O′� ���� ��
�� 
�� ���� �����
��/ #��#��� 
 �
��� ������ φ

� ��� �
�� ����! ���������! |Φ0| ���#����� N �N����� #��#��
��� ����! �� �
��
����! 
�� ���� ��� ����� #��#��
�� φ �� ����� �$���
/ ��������� ����
���/ 
�
(
�� T����� ������� ;�B�! 
�� ���� ������ 
 ��( #��#��
� φ �
����/ 
##�/���
D� �� ��� �����$� #��#��
�� 
� ��
�� �$���

D � 3�� O′ �� 
 �/��� �� #
�� ��
#�
���#������ N ≥ 3 ����� ���� 
� ��
�� 
 C�
���� �� ��� �����
��/ ������� #��#��
��

�� �B#���� �� ��� ���� �� ��� -��� ���� �� )�������� =�8 ����� D�! �� ��! |Φ1| ≤
3
4 · |Φ0|� �����������! ��� ���������� ���
����

T0 := N

Ti+1 := Ti − 1
4 ·

(
Ti

N

)3 ·N
�������� 
 �##�� ���� �� ��� �B#���� ������ �� ������� #��#��
�� �� O′ 
����
i ∈ N0 ������ %����! |Φi| ≤ ε · Ti! ��� 
 -B� ε ≥ 1�

������ 3�� O′ �� 
 �/��� �� #
�� ���#������ N ���� 
� G := (V,E) ��� ��������
��
#� (��� V := V (O′) ��
� �������� ��� #��#��
� ����������� )� ��� e :=
(a, b) ∈ E := V × V �� G ������ ��
� ��� a ������� ��� #��#��
� �� ��� b!
�� ��! → � ����� 
�� ���� ������ 
 #��#��
� ��� �������� ��+(x) �� 
 ���
x ∈ V �� �B
���/ 1� ��� ������� ��−(x) ≤ 2 �#��� �� ��� ������ �� ��� x��
��������� Γ(x;V ) (���� ������ ��� x�� #��#��
�� �� ��−(x) �� ���� ��� #��#��
�
�� ���� ���
��� �� �������� ������� ��� #��#��
�� )����� ��� x �� 
� �� O′
���(��� ���� a 
� b �� ��� �/��� �� #
��! ���� ��� #������
� ���� �� G 
�� 
�
�����(�2

8 � →
6 → → →
D � ←
= → �

E ← ← → ⇒ φx ����
> ← → → ⇒ φx ����
F ← ← ←
H ← �

� ���#��
� �������� (��� ����� D�2 ��� x 
� ���(��� ���� a

� b

�
��� =�D ���(� ��
� �B
���/ 6 ��� �� H #������������ ��
 �� ���� �� ��� x��
#��#��
�� +/ ��������! ���� 
##���� �� 
�� ���� 
� �� 
 �/��� O′ (��� N ≥ 3

� 1

4 ·N #��#��
�� 
�� �B#���� �� ��� ����� '��� O′ �� 
 #
��! ���� ���� 
� ���
��� �� ��� #
�� �
$� �� ������ ��� �� ������ ��� #��#��
� �� ����� ���/ ���������
���� �
�� �
� �� �� ��$�����
�� ��#
�
���/�



8 � ← ⇒ φc ����
6 → � ⇒ φa ����

8 → → � ⇒ φa ����
6 → � ← ⇒ φa, φd ����
D � �
= � ← ← ⇒ φd ����

� �������� ���������� �� 
 #
�� ���#������ N = 3, 4 ����

�
��� =�= �������� ��� #������� ���������� �� 
 #
�� ���#������ N = 3, 4 �����
��� ���������� ���( ��
� (��� N = 3 ���� ��� #��#��
� ���� ���� ��� ����� '���
N = 4 ����! ��� #��#��
� ���� ���� (��� 
� ��
�� #���
�����/ 3

4 � ���� �
���-�� ���
�������� ��
���
��� ��� #
����

��� �������� �� �
��� =�D 
���(� �� ���$� ��� ���������� ���
���� Ti �� ���
����
� ) ��� #��#���� 
 ���C�� �
��� ������! �� ��! �� ����� ��� �� O′
#��#���� ��� �
�� �
��� ������! (��� #���
�����/ Ti

N � ��� �������� ���/ ����!
�� ���� ! ! 
� ! 
�� #��#��� ���C�� �
��� �������� ��� #���
�����/
��� ���� ��

(
Ti

N

)3� ����! ��� #���
�����/ ��
� ��� x�� ���C�� #��#��
� ���� ���� ��
1
4 ·

(
Ti

N

)3� )##�/��� ���� #���
�����/ �� 
�� ���� ��
� �� ��� ���������� ���
���� ��
Ti�

���� ����
 
���(� �� #���� ��
� ��� ���
$���� 
##���� �� �
��� ��
#�� 
� (���2
D � 3���
 =�F 
##���� 
��� ���

�������� �
��� ��
#�� G (��� 
� ��
�� D ���� 
� 
 ������� ��� ����� ��
k̂ ≥ 2! �� ��! V (G) ≥ 3 
� ∀v ∈ V (G) : ��(v;G) ≥ k̂! (��� ���� #���
�����/�

������ 3�� O′ �� 
 �������� �
��� ��
#� (��� 
� ��
�� D ���� 
� 
 �������
��� ����� �� k̂� ����! �� ���#
����� �� ��� #
�� 
� �/��� ��
#�! �
�� ���
�
� �� ������ 
 #��#��
� ���� ��
�� k̂ ���������� %����! ��� #���
�����/ ��
�


 �� �������� ������� 
 ����� #��#��
� �� f(k̂) :=
(
1− 1

̂k

)̂k

� f(x) �����
���
���������
��/ ���� f(2) = 1

4 �� f(x) → e−1 ��� x → ∞� %����! 
� ��
�� 1
4 �� 
��

#��#��
�� 
�� ���� 
� 3���
 =�F 
##���� ��� G 
� (����

��� ���������� ���
���� �� 3���
 =�F �� ��� ���$
��� �/ ����� 
 (��� ���(�
���������/ 9�� ��! �
���� �����:! �� ��! �� ����� ���� �� 
$
��
���� ����! ���
$
���� 
�� �
����
�� �� �
�� ������� �������� �� ��� ���
$���� �� ��� �
���
������ 
�������� ����� D�� ������ =�H9
: ���(� ��� ��
����� �� ������� #��#��
��

� �������� �� ����� �� ��� �����# �
�� �
��� ������ 
�������� 
���������
��� ������ ���(� ��
� ���$������� �� 
 ������ #��#��
� $
��� x ���� �
�/ �����

� ���� ��#���
��� 
� ��� ������ �� ����� �����
���� %�(�$��! �� ��� -���
�����! ��� ���#� �� $��/ ����#! ���������! ��� ������ �� ������� #��#��
�� �����
�
���$��/� ������ =�H9�: ���(� ��� ������ �� ����� ���� �� ���$���� �� 
 ������
���C�� #��#��
� 
� 
 �������� �� ��� 
����� �� ����� �� 
��� ���(� ��
� D� ��
�
��/ ��
�
���! ����� ���$������� ���� �� ��� ���(��� ��� ����
��/�



$�
����� �� �������� ������
�� ������	���� ����

� ��
����� �� ���C�� #��#��
�� 
� ���$������� �#�� ����� ��� ����� 
����� ���
���� �� D�

������� =�=�D #������� ��� ��������� ��������� D�, D���D�	, D��	 ��� ��� �����# 
�
�� �
��� ������ 
��������� ��� �
�� ��
� �� ���� ������� �� �� ���-�� ���
��������� -����� �� ������� =�=�6 (��� �B#��������� ����� �B#�������� ����� ���

� ����������� �$���
/ ��
#� 
� #��#��� �/ ������� =�6�

�� 
����$� ���� ��
�! 
 ������ �����
���� �
� ���� �$���#�� ���� �����
����

���(� �� �����
�� )�������� =�8 �� 
 �
��� ��
�� ����������� �$���
/ ��
#� (���
�N����� ��������� ���������� ��� ��
���� �� ��
�
�����/! ��� �����
���� �� ������
�� ��� 
���������� 
�#����� ���������! ������� ����
�� ���� ��� 
 ���(��� ��� 
�����
���� ��
���� �� �����
�� ���(��� ��� ����� &�� �����
���� ��� (���� 
�
�����(�2

� �����! 
� ����������� �$���
/ ��
#� ���#������ N ���� �� ���������� (���

 ������� ����� �� 1

2 · k 
� �
B���� ����� �� k� ��� �����
��� �����
���� ��
#� 
� �����(�� �����
��/! ��� �����
��� 
� N ���� �� ��� ��
#��
����! ��� �����
��� ����
��$��/ �������� ���� (��� ���� ��
� 1

2 · k ���������
(��� 
������ �
����/ ������ ���� ��� ������ �� 
� ����������� �$���
/
��
#� 
� #��#��� �� ������� =�6�

� �����! �� �
�� �����
���� ���� ��� �����
��� #������� ��� ���� �� ���

�������� �� 
�� �����

��� �����
���� ���#� ����� ��� ������ �� ������� #��#��
�� �� 
�� ���� ��
���� 1
�� ��� ������ �� �����
���� ����� ��
���� 100�

��� ������� �� �
��� 
� �
B���� ��������� ��������� ��� ��� )�������� =�8

�� �����
���� #
�
������� )�����
��/! ��� �����
���� ������������ ���(��� �(�
�����
���� ����2

�� �/��������� ���! ��� �����
���� ���� )�������� =�8 
� 
�������/ �/���������� ���� ��
��! �� �
�� �����
���� ����! ��� �����
��� ����

�� ���� ������ ����� #��#��
� 
� ��� �
�� ����� ����! 
�� ���� ��� �����
#��#��
� �� ����� ��������� 
� ��� �
�� ���� 
� (�����

�*�� 
�
����� �� D �� /������ +#+#+ 
������ ���� ����#



D
D
D

D

�������� ������
�� ���� ����	 D �� D�#

D
D
D

D

�������� ������
�� ���� ����	 D�� ��
D���#

� 	������� #��#�
�� ����� ��� �
��� ������ 
���������

�� 
�/��������� ���! ��� �����
���� ���� )�������� =�8

�/����������/� ���� ��
��! �� �
�� �����
���� ����! �
�� ��� ������� 
�
#��#��
� 
� ���� ��� ������� #��#��
� �� ��� ��������� �����
���/� ���� �
�

� ��O����� �� ��� #��#��
� ��������� �� ��� �
�� ����� ��� ��O����� �#���
�� ��� ���� �� (���� ��� 
�������� �� �����
�� �� ��� ���� �� �
�� �����
����
����� �� �����
�� 
�/��������� ���
$����! ��� �����
���� ���R�� ��� ����
�� �
�� �����
���� ����� ��� 
�/��������� ��� ������� �� 
 ���� ��
������
�����
���� ���
��� ����
�� ��
/� 
� 
�/��������� ������ �� ��
� ���(����
(��� �
$� 
 �����
� �N����

��� �����
��� ������ ��� #������
��� �� ��� �
��� ������ 
�������� �� �����
�� ��� �����(��� �������2

� ��
����� �� ������� #��#��
�� 
���� ��� ���� |Φi|
N 
���� �����
���� ���� i!

� ���$������� ����! �� ��! ��C���� ������ �� ����� Ra ��� ��� �
��� ������

��������! 
�

� ��
����� �� ���������� 
��������� �� ��� #������� �� ��
���
0
�� �����
���� ��� �� ��#�
�� 100 ����� (��� �N����� �����
���
���� ���� ��� ���
#���� �
��� ������ �����
���� (���� �� ��� �� ���� ��� ����������� �$���
/
��
#� 
� �����
� �
��� ������ #��#��
�� �� ��� ����� ��� �����
��� #��$���
��
�� 
� 95Q ���-���� �����$
�� ��� �
�� #������
��� ������� ��� �����(���
�������� ������� ��� �B#�������� 
� ������ ��� ��������

��� -��� �B#������� �$
��
��� ��� ��
����� �� ������� #��#��
��! �� ��! |Φi|
N �� �
��

���� �� )�������� =�8����� ��� ���� ��������� ��������� �� 
�/��������� 
� �/� 
�������� ���� ������ =�G9
: ���(� ��� ������� ��� ��� �
��� ��������� ���������
D� 
� D���� ��� ���$�� �� D�! ���� �� 
�/��������� 
� �/��������� ���!
��O��� ��� ���
$��� 
���
/ #������ 
� #��$�� �/ ������� =�H� D� ������ ���
������ �� ������� #��#��
�� ����������/ �� ��� -��� ����� ����
�� �/ 
 ����#
���#� ���(��� ����� 0 
� 5� ���� �
��� �� ���� �����/ ��
� ���� �
/ 
���� ��

�0�������� �������



R
a

D
D

D
D

������	���� ���� ���� 	�����	 ��# �� �����
1k = 202

R
a

k

������	���� ���� ���� 	�����	 ��# �� ���	��
���� 1D�, N = 10242

� .��$������� ���� �� ��� �
��� ������ 
���������


 ������� #��#��
�� ��
� �
� 
 ���
��$� �
4����/ 
���� 
�� #��#��
�� (��� �����
D���� ��� ���$�� �� D��� �������
�� ���� ���
$����� 	����� ��� -��� �����!
D��� �� 
����� �C�
� �� D� �� ����� �� ������� #��#��
�� �� ��� -��� ��( �����!
�� ��! 0 �� 10 �� ��� �/��������� ���! 
�! 0 �� 5 �� ��� 
�/��������� ���� '���
��� ��
����� �� ������� #��#��
�� �
��� ����( 0.1 ���� ��������� ��� ���
��$� �
4�� 
��/ �� 
 ����
�� #��#��
� 
� 
������
�� ��� ���$������� �� ��� 
��������! �� ��! ���
��
����� �� ������� #��#��
�� ��#� �� 1

N � �� ����
�/! ��� �B#�������� ���-��
��� ���������
� �������� �
��� �� ������� =�=�= 
� ������ =�H� �����������! ���/
���( ��� ��#
�� �� ��� ���
��$� �
4����/ $��� �� D����

������ =�G9�: ���(� ��� ������� ��� ��� �
B���� ��������� ��������� D�	 
�
D��	� �� �����
�� �� ��� �
��� ��������� ���������! ��� ��
����� �� �������
#��#��
�� ����
��� �
#��/! �� ��! ���� 0.3 
���� ��� -��� ����� ��� ��
��� ���
���� �� ��� O����� ��
�
���� �� ��� �
B���� ��������� ���������� ) ��� 4��� �
�
�� �����$� ��� #��#��
� (��� ��� ����
� �
B���� �
�� 
� �
� ���$���� 
���
/�
����� ��� �
4����/ $��� ���/ #��$��� ��
�����/! �� ��� ��� �
$� ���� ��O����� ��
��� ��
����� �� ������� #��#��
��� ��
� �� (�/ ��� ���$�� �� D�	 
� D��	 
��

����� ������
��

�� 
�� �
��� ��� 
�/��������� ��� ����
��� ��� ��
����� �� ������� #��#��
��
���� �
���� ��
� ��� �/��������� ���� ���� �� ���
��� �� 
�/��������� ���! ��
���� �����/ ��
� �(� 
4
���� ���� 4��� �B��
��� ����� #��#��
� 
� � ��� �����
��� ��
����� �� ������� #��#��
���

��� ��B� �B#������� ���� ����� �� ��� ������ �� ����� ���� ��� ���$�������!
�� ��! ��� ���$������� ���� 
� �������� �� ��� ������ �� ���� N 
� �
B����
������ �� ��������� k� ������ =�879
: ���(� ��� ���$������� ���� 
� �������� ��
��� ������ �� ���� N (��� ��� �
��� ��������� ��������� D� 
� D��� (���

 �
B���� ������ �� ��������� k = 20� ��� ���$�� ���( ��� �
 ���$�������
���� �� D� 
� D���� D� �B���� ��� �����
���� ���� ����� �� 100 (��� ���
������ �� ���� �B���� 64 �� �/���������! 
� 128 �� 
�/��������� ���� ����
���
$��� �
� ���� #������ ����� ��� ���������� ���
���� �� ������ =�H9�:� D���



R
a

D
D

D
D

������	���� ���� ���� 	�����	 ��# �� �����
1k = 202

R
a

k

������	���� ���� ���� 	�����	 ��# �� ���	��
���� 1D�, N = 10242

� .��$������� ���� �� ��� �
��� ������ 
���������

#������� ������! �� ��! �
� 
 ���� ��(�� ���$������� ���� (��� 
 ���(��� ������
�� ����� ���� �� ���
��� ��� ���
��$� �
4����/ $��� �� D��� 
������
��� ��� 
���� 
����� %�(�$��! ��� ���$��! (��� ����� D��� ���( 
 ��#�� ����
� ���� (��� 

���(��� ������ �� ����� ���� �
��� D����
������� �� �� ������ ��
� D��

�
 �
��
�� ��� 
� �
��� ������ 
�������� (��� 
 �
��� ������ �� ���� 
�
(����

������ =�879�: ���(� ��� ���$������� ���� 
� �������� �� ��� �
B���� ������
�� ��������� k 
� (��� -B� ������� �� ���� N = 1024 
� N = 8192 (���
����� D���� &�� ������� ���� ���� ������ �� ��
� ��� ���$������� ���� ����
���
(��� ��� �
B���� ������ �� ��������� ���(� ���� �� ���
��� ��� �
B����
������ �� ��������� ����� �� ��� 
�����/ �� 
 ��� �� ��������� ��
� ��� #��#��
�
�� �
$��� ��� ���(��� (�� ���
��$� �
4����/� ������
��/! ��� $��( �� 
 ��� �� ���
���(��� (�� ���
��$� �
4����/ ����
���� �� #��#��
�� ������� ��
�#�� ��� ����
��������� 
 ��� �
� �������� )������ ������� ��! ��
� ��� ��#
�� �� 
 ���(���
k �� ����
����� �� 
�/��������� ���! 
 �
B���� ������ �� ��������� 
��$�
k > 20 ��� ��� ����
�� ���$������� ���� �����-�
���/ �� �
�� �� �����
�� ������
�� ���� N = 1024 
� N = 8192�

������ =�889
: ���(� ��� ���$������� ���� 
� �������� �� ��� ������ �� ����
N (��� ��� �
B���� ��������� ��������� D�	 
� D��	 
� 
 �
B���� ������
�� ��������� k = 20� �� �����
�� �� ��� �
��� ��������� ���������! ��� �
B����
��������� ��������� ���$���� $��/ �
�� 
� �� 
 ��
�
��� �
����� ��� ���$�� ���(
��
� ��� ������ �� ����� ���� �� 
���� �� 
 �
��� ������ �����
��� (�����
���
������� ���#��B��/� )� ����������� #���� ��! ��
� D��	 �
��� ��� 
��������
�������/ �
���� ��
� D�	�
� ��
�� �� �/��������� ���� ��� ��
��� ��� ���� �� ��
�
��� 
������� �
4����/ $��� �� ��� ��
��� �� 
�� ����� ����! ��� #��#��
� ��#������ 
��� ��� 
������� �
4����/ �
/ O�# ��$��
� ����� 
� ��
/ ��� 
�������� �������/�
&�$�����/! �� 
�/��������� ���! ���� ���
$��� �� ���� �����/� �� ������
� ���
���#� �� ��� ���$��! ��� ���� ������
� ��
� ��� �
B���� ��������� ���������
�
���
��/ O�� ��� ���(��� ������ ����� ��� 
� 
��������� ������� ������
���
(��� ��� �
����� �� ��� ����������� �$���
/ ��
#�� ��� �
����� ������ �� 
�



D��� D�

� ��#
�� �� ��
�� �� ��� .�	 
�������� (��� ���(��� ������ �� ����
N (��� k = 20�

D��� D�

� ��#
�� �� ��
�� �� ��� .�	 
�������� (��� ���(��� ������ �� �
B�
�$���
/ ��������� k (��� N = 1024�

������� ���
��� �
�� ���� �
� 
 (����� �� 1 
� ��N��� ���� C�
����
���� �N����!
�� ��! ��$��
� ��
#�� �
$� ��� �
�� �
������ ���� �B#�
��� ��� ���#� �� ��� ���$���

������ =�879�: ���(� ��� ���$������� ���� 
� �������� �� ��� �
B���� ������
�� ��������� k 
� (��� -B� ������� �� ���� N = 1024 
� N = 8192 (��� �����
D��	� )� 
���
/ �����$� �� ��� �
��� ��������� ���������! 
 �
���� ������ ��
�
B���� �$���
/ ��������� ��� ��� �����-�
���/ ��#��$� ��� ���$������� ����
��� k > 20�

���
��/! ��� �
�� �B#������� 
������ ��� �
��� ������ 
�������� �� ��� #��� 
���� �� ��
��� ��� ���� #��#���! ��� �B#������� ���� 
 ����# �����
� �� ��� (���� 
�
�� #������� �� ������� =�D�D� �� ���#����� �(� ����������� �$���
/ ��
#��
�������� �/ ���
����� ���� �������� �� ���� ��
#��� ������� =�86 
� =�8D
���( ��� �B#�������� ���#
���� D��	 
� D��� �� ����
���� �� ���(��� ������
�� ����! ���������! 
� ��
��� '��� ���#
���� ������� =�869�: 
� =�869
: D���
�� ���� ������ 
�
���� ��
�� ��
� D��	 (��� 
 ���(��� ������ �� ����� ���#��� 
��� ��! ��(�$��! ��
� D��	 �� ������ 
�
���� ��
�� �� ���� �B���� ��� ��
��� ���
���� ���
$���� �� 
� �����(�2 (��� E7 #������ �� ��� ���� 
���� �� ��� #��#��
�
(��� ��� �
B���� �
�� �� �
�� ����������� �$���
/ ��
#� �
�� ������! ��
��



P
≥

−
−

r

k′ = 10
k′ = 20
k′ = 30

� ��
�������/ �� ��� .�	 
�������� ���4��� �� ��� ���
/ �
��� r 
�
������ �� �$���
/ ��������� k′

�
� ��� ��
��� ��� 
��������� ��� ���� ��������� ���������! D��� 
� D��	!
������� =�8D9�: 
� =�8D9
: ���( ��� ��( ��#
�� �� 
 ���(��� �
B���� ������
�� �$���
/ ��������� k �� ��� ���������� 
�
���� ��
���

&�� #������ ��� /�� ���� �������� �� ��� ��������/ �� ��� ��� ���
/ �
$��� ��� 
���
/ �$���
/ ��������� �� ���� �� 
���� �� 
 .�	� ���� #�������/! O′ ���� ��
�� �������� 
� ���#���� 
�� ��� ���
/ ���� �� 
 ��������$��/ ��
��� '���
�
���� ��� (���� �
�� ����
��� ���� 
������! ��� ������� =�D�D! �� �� #������� ��
�

�� �$���
/ ��������� �� 
 ��� ���
/ ��� 
�� ���
/� �� ��� ���
/ �
��� r �� ����� ��
���� �
��! 
 ��������$��/ ��
�� (�� .�	 
�������� �� ��#������� (��� O′ �� ���
���������

�������$��/! �
�� ��� ���
/ ��� ���� �
$� 
� ��
�� ��� ��� ���
/ �$���
/ ����� 
��� �� 
���� �� 
 .�	� �����������! O′ �� ���/ �������� (��� ���� #���
�����/!
�� �
�� ��� ���
/ ��� �
� 
� ��
�� D ��� ���
/ �$���
/ ���������� �� ���� �
��! O′
�� 
 �
��� ��
#� 
� ∀v ∈ V (O′) : ��(v) ≥ 3� ��� ��� (���� �
�� ����
���! ���
#���
�����/ ��
� 
 ��� ���
/ ��� �
� D ��� ���
/ �$���
/ ��������� �� �
����
�� 
�
�����(� (��� ���4��� �� ��� ���
/ �
��� r 
� ��� ����� ������ �� �$���
/ ���������
k′2

P≥	−���−�
���(k
′, r) :=

k′−3∑
i=0

(
k′

i

)
· ri · (1− r)

k′−i

��� P≥	−���−�
��� �
����
��� ��� #���
�����/ ��
� �
�� ��� ���
/ ��� �
� 
� ��
��
D ��� ���
/ ���������� ������ =�8= ���(� 
 #��� �� P≥	−���−�
��� 
� �������� ��
��� ���
/ �
��� r 
� ��� �N����� ������� �� �$���
/ ��������� k′ ∈ {10, 20, 30}�
&�� �
� ��� ��
� ��� #���
�����/ ��
� ��� .�	 
�������� �� ��
����� ����
��� (���

 ���(��� ���
/ �
��� r� ) �
���� ������ �� �$���
/ ��������� k′! ��(�$��! �
�
���#���
�� 
 ������ ���
/ �
���� ���� �� ���
��� ��� ���� �$���
/ ��������� 

��� ���
/ ��� �
� ��� ������ ��� #���
�����/ �� ��� �� ����� ��������� ����� 

��� ���
/� '��� ��� �
B���� ������ �� ��������� k = 20 ��� ��� ���
/ ����



�
$� 
� ��
�� k′ ≥ 10 �$���
/ ����������� ����! 
 ���
/ �
��� �� ≈ 0.4 �� �����

���#�
����

���� ������� ������� ��� #��#������ �� ��������� ��������� ��� 
 �����# �
�� �
� 
�� ������ 
�������� 
��������� �(� #��#��
� ��������� ��������� D 
�� #����� 
��� �
��
��� ��� ��� (��� ��� �����# �
�� �
��� 
�������� 
��������2 �� ���
��� �
�! D��� (���� �� ������ 
�
���� ��
��! ��� �
� ����
�� ���$������� �����
&� ��� ����� �
�! D��	! (���� �� $�����
��� 
�
���� ��
��! ��� �
� 
 �
�� ���$�� 
����� ����! �� ��! ���� 
 ������ �� ����� �#����� �� ��� ���
������� �
�����
�� ��� ����������� �$���
/ ��
#�� ��� �
4����/ ���������� ��� �� ���� ���������
��������� 
$��� 
 �
B���� �� �$���
/ ��������� �� 
���� k ≈ 20� ��� �����(���
�
��� ����
����� ��� �������2

A�C�������� D��� D��	
.��$������� ���� +
 ���/ ���
3�
� ���������� ���/ ��� ����
��K*��
��
�����/ ���/ ��� ���/ ���

�� ��� ��� ���� �� ���� (����! �� ��! D��� 
� D��	! )�������� =�8�
/ ��� D���
(��� ��� ��
�� 
�� ����� #���
���! �� ��! ����� ��� -��� R��� �����! 
� �(����
�� D��	 �� -�
��/ 
���� �� 
 .�	 �� 
 �����/ �
���� (��� ��
�� 
�� �������/�
����
��/! D	
��� ��#������� ���� ���
$����2

D	
���(P) :=
{
D���(P), ����� ≤ R���

D��	(P), �����(���
9=�8>:

��� ��B� ������� ���� ��� ������� ����
����� 
� 
��������� �� ����� ���
	����������� 2���������� ������� 9	2�:�

��� .�������$��/ ��
�������� �������� 9.��: ��������� 
����
�� ��������$��/
�����-��� 9.�	�: ��� �
�� ��������$��/ ��
�� 
� #��$��� ������
���� 
����
���
/�� ��� ���� #��#���! .�� ��#������� ��� �������� #��#��� �� ������� =�6 ��
���4������� (��� ��� ���
/ �������� ����� �� ������� =�D! 
� .�	 
��������

��������� �� ������� =�=�

������ =�8E ���(� 
 ����� �$��$��( �� .���� #�
������ �� ��� .	 ����(
��

� ��� ������
� ���������� �� �� #�
�� �#�� ��� ��������
���� 
� ����$��/ �
/��
��
� #��$��� ������ ��������
���� ��������
���/ ���(��� ���� �� �����������
���(���� 
� ��������
���/ �� ����$�� ���� 
���
/ ������� .��� .�� ���� ���
��������
���� �
/�� �� ���� 
� ����������� �$���
/! 
� #��#��� �� ������� =�6�
�����������! .�� ������ (������ 
 ��� �� 
 ���
/ ����� ��� ���
���� ������
������� �� ������� =�D� �� 
 ��� �� ��� 
 ���
/! .�� ���� ��� .�	 
��������

�������� 
� ������� �� ������� =�= �� 
���� �� 
 .�	 ��� �
�� ��������$��/
��
�� (��� ��� ����� �$���
/ ���������� .�� #��$��� ��� �������� .�	� ��

��������	 ��� ������ �� ����� �� 	��
��� ��
� k



� .���� #�
������ 
� ��� ������
��

� .���� �
�� ���#�

��� 	����������� 
����� 5�������������� ������� 9	
5�:! �� �� �
� ��� ���� ��
���(
� ����
��� ���(��� �N����� ��������$��/ ��
���� ��� ����$��/ �����
#��$��� #��� �
�#���� 
� �
��� (
��� ��������
���/ �� ���� ��� �����������
�$���
/ 
� �B��
��� ������
���� 
���� ���
/� �� �
�� ��������$��/ ��
���

���� ������� ��$�� 
 �����
� �$��$��( ��( .�� (����� ���� ������� ��� .����
�
�� ���#! ��� ����� ��
���! ��� �
��� �� �
�� �� .���� ��
��� ������� �� 
 -����
��
�� �
�����! 
� .���� #
�
������ (��� 
 #�������
�/ ����������

�� ������
� .��! �� �� ��#���
�� �� ��� 
 �����
� ��
 ��( .�� (����� .��
�� �����# �
�� #������� 
� �#��
��� �� ����� ��#������� �/ 
 ������ ���#�
) ���� �� ��
��� �$��/ T����� ������ 
� ���#����� ��� �
����� �� .����
����
������ ������ =�8> ��$�� 
 ����� �$��$��( �� .���� ���# ���������� �� ���
�����(��� ���#�2



�
�����(x) .������ ��
�� �� ��� ���2 ! ! ��! �
��6���(x) ���� �� ��� ������ �� �� 
 ���
/�
φ(x) .������ .�	 #��#��
��
�
Δ��
��
�(x) ���� �� �$���
/ �������� x �
� ���� ������ ����� 
 ���
���� ������

� .���� ��
��� ������
���� 
� 
�����
� ������
���� �� 
 ����� �$�� 
�
/ ���������� .���� ��
��� �� ���� �� �$���
/ ��������� �
�� T�����
������ �� ��
���� .�� ������ 
�����
� ������
���� ���
��/ �� �
��
����

� .���� -���� ��
�� �
������

8� .�� �� �����
�����
6� .�� �
���
��� ��� ����������� �
��� �$���
/! 
� ������� �� ������� =�E�6
D� .�� ���� ��� ����� ��
��� �� 
�� �$���
/ ���������! �� ��
����
=� .�� �����
��� ���
���� ������ ���(��� �$���
/ ��������� 
� ������� �� ��� 

���� =�E�D�
E� &� 
 ��� ���
/ ���! .�� 
����� �� 
 .�	 ����� ���� ��������� ��������! 
�

������� �� ������� =�E�=�
>� ���
��/! .�� (
��� T����� ������ 
� ��� ���# ��
��� �$���

��� ����� ��
��� ���#����� ����� -���2 ��� ����� ��
�� 
������� �� .����
-���� ��
�� �
�����! 
 O
� ����
���� (������ ��� ��� �� 
 ���
/! 
�! ��� �����



�
T����� 8� '
����� ���� ������ ��B� ����
�
k 67 �
B���� ������ �� �$���
/ ��������� #�� ���
���������6��� 6 ;����� �� ����$��/ 
����#�� #�� ����
T����−���
��� E� 3��� ���# 
��$� �������
�
TΔ−������� D� '
����� ���� ��� ���
���� ����� ����
��� �� ������
Δ�
���
� 6 ���
���� ����� ������� ����� 
 �
����� �� 
�����
�
D D��	 .�	 
�������� ��������� �������� ���2

D��	! D���! �� D	
���
R���������
� E ����� ;�� �� ����� 
 .�	 �� ��
������� 
���� ������ 

��$��/ ��
���
R��� 87 ����� ;�� �� ����� �� ��� D��� (��� ����� D :=

D	
���

� &$��$��( �� .���� #
�
������ 
� ��
��� $
�����

������� #��#��
� ��� ��� .�	 
��������� ��� ���$�������! �
��� =�E ����
�����
��� ��
���� ��� 
 ���
�/ ��#������
���� �� ��� ��
��� ����� �� ��� )##���B +�8�

.���� -���� ��
�� �
����� �� 
� 
����
�� $��( �� ��� �#��
����� .�� #�� 
����� �� ��� �
�� ���#� ��� ��
�� ����� (���� �#��
����� 
�� 
���
��/ #�������
�� .���� �
�� ���#� ��� -���� ��
�� �
����� �
� ����� ��
��� (���� �
$� ���
�����(��� ��
����2

� 2 .�� �� ����� ������� �# ��� ����������� �$���
/ �� #��������� ���
����
�������

� 2 .�� (
��� �� 
���� �� 
 .�	 �� ������ �� �� 
 ���
/ 
� (
���
��� ��� �$���
/ ��������� �� #
�� ���� 
  ��
���

� 2 .�� �
� ���$���� 
� �� ��
����

������ =�8F ���(� 
 ��
�� ��
������� �
��
� �� .���� -���� ��
�� �
������ ��
 ��
��! .�� ���� �# ��� ����������� �$���
/ 
� #������� ���
���� �������

'��� ��� ����������� �$���
/ �� ��
���! 
� 
�� �$���
/ ��������� �
$� ����
������ ����� ���
���� ������! �� 
 ���
���� ����� �
���! .�� #
���� �� ���

 ��
��� �� ���� ��
��! .�� ���� ��� φ ��
��� -�� �� 
���� �� 
 .�	 (��� ���
�$���
/ ���������! �� ��� ��� �
� ��� ������ �� �� 
 ���
/� �� .�� ������ ��
�
��� ��� �� 
 ���
/! .�� (
��� ����� 
�� �$���
/ ��������� 
�� ��  ��
���
'��� 
�� �$���
/ ��������� 
�� ��  ��
�� �� ��� 
�������� �� ��
��� ���
��� #
���� �� ���  ��
��� ���� ��
�� �� ���/ ����! (��� 
 ��������$��/
��
��� �
� ���� �������



.�� ���� ��$��
� #
�
������ ����
���� �� �
��� =�>� ����� 
�� = ����#� �� #
 
�
������2 #
�
������ ���������� .���� �����
� �#��
����! ����������� �$���
/!
���
���� ������! 
�! .�	 
��������� ��� �����(��� ���� �������� �
�� #
�
�����

� ��� �N��� �� .���� #������
��� �� ��
���
.���� �����
� #������� #
�
�����2
T����� ������ ��� (
����� ���� ������ ��� ��B� ���� �� ������� T����� �
�

��#
�� �� .���� ���$������� ���� 
� �
�(��� ������#����� ��� ��(��
T�����! ��� ������� �� ��� ���$������� ���� 
� ��� ������ �� ��� �
�(���
������#����� ���� �� ���
��� 
�� �� .���� �#��
����� 
�� #������� �� ���
�
�� ���#! �� ��! ����������� �$���
/ �
�����
���! ���
���� ������! 
�! .�	

��������� %�(�$��! �
�� �#��
���� #������ 
�����
� ��
@�� �� ����� ���
��
@� 
� �� �
�� ���� 
������ ��
� 
 ����
�� ���� ���� ���� ��� ���$��/!
.���� ��
��� $
��� �� ��� �� T����� = 1 ������

�������� #
�
������ ���������� ��� ����������� �$���
/2
k ������ ��� 9�B#����: �
B���� ������ �� �$���
/ ��������� #�� ���� ���

����������� �$���
/ �������� �� 
� ��
�� 1
2 ·k �$���
/ ���������! �� ������ ����


�� 
$
��
���� ��� ��#
�� �� .���� #������
��� �/ ���� #
�
����� �� �(����2
� �����! �� ��O������ ��� �
�(��� ������#���� �� �
�� ���! ���
��� ���

��� ���� ��
��� �#
��� �
�� T����� �����9�: �� ��� �$���
/ ����������
���������! ��� �##�� ���� �� ��� �
�(��� ������#���� ���(� �� #�� 
#������ �� k 
� ��� ��(�� ���� �� 1

2 · k�
� �����! �� ��O������ ��� .�	 
�������� 
�������� ���$������� ���� 
�

��
�����/� ��� ��������� ��������� D��� 
� D��	 ��� (����� ��� .�	

�������� ���� ��� �
4����/ ���������� 
���� ��� #��#��
�� �����$� ����
��� �$���
/ ���������� ����! ��� ��(�� ��� ������ �� ��������� #�� ��� ��!
��� ���� #��#��
�� 
�� 
$
��
��� �� ��� �
4����/ $���� )� ������� =�= #�����
��� ��� .�	 
�������� ���$������� ���� ����-�� ���� 
 �
���� ������ ��
�$���
/ ���������� �����������! ��� ���� �$���
/ ���������! ��� �
���� ��� 

��
�� ������ �� ���� �� ��O����� ��� �
4����/ ��������� �� 
 ����

��� ���������
� -����� �� �������� =�= 
� =�D 
���( ��� ��
�� ��
� k = 20 �� 


�C�
�� ��
��� $
��� ��� ���� #
�
������

���������6��� ������ ��� ������ �� ���
�� �� ����$�� ��( �$���
/ ��������� ���
��� ����������� �$���
/ #�� ����� ��� ������ ���� $
���! ��� �
���� ��� �� 
��������� �$���
/ (��� ���$���� ���
��� ��� �$���
/ ��������� ��� ����$���
���� C�����/� .������/! ��� ��
@� ���(� �� #��#������ �� ���������6���� ��
����� ��� ���$������� ���� �� .���� ����������� �$���
/ �� ���� ��
� 87 ������
(��� k = 20! ���������6��� ��
��� $
��� ��� �� 6�

T����−���
��� ������ ��� ������� �� 
 ����� ��� �
�� ��#
�� �� ���� #
�
����� ��
�
�(��� ������#���� 
� ���� �� ����� 
 ��������$��/ ��
���� ��� �������
��� �������! ��� ���� ���C�����/ ���# 
��$� ����
��� ��� �� �� ����������
����
�
�(��� ������#���� �� ��� �
�� #��#������� ;
���
��/! ��� ��
���� ���
������� �� ��� ����! ��� �
���� .�� ������ ��
��� �� ��������$��/! ���
���
.�� ������ ��������$��/ ��
���� �/ �����$��� ���� �
������� ��� ��
��� $
���



�� ��� �� T����−���
��� = 5 ������ �� �
$� �
�(��� 
� �� 
����$� 
 ��
���
���
��������$��/ �������� ��
/ 9�
B� T����−���
��� ������:�

�
�
������ ���������� ��� ���
���� ������2
TΔ−������� ������ ��� ������� (��� (
����� ��� ���
���� ����� ����
��� �� ������

�� ��� ������ ��� ��
��� $
��� �� ��� �� TΔ−������� = 3! ��
� ��
��! ��
� .��

������ ��
� ��� ����
�� ��
/ ��� ��� �B��� 8 ����� (���� �� ������ ��
��
/�� ���(�����

Δ�
���
� ������ ��� ������ �� ������� �� ��� ���
���� ����� (��� ��� ���
���� �����
����
��� ���� ��� ����� ��� ��� 
������ ��
� ��� ���
���� ����� �
� �
���� )
���� ������ �� ���
���� ����� ������� ���#���
��� ��� ���� �� ���
���� ����
����
��� ��
��� $
��� �� Δ�
���
� = 2 ���#���
��� ��� ���� �� �
B��
� ��� ���
����
����� ����
�� ��� �� =� ���� �� �C��$
���� �� 
 #
���� ���� ��
���� ��
� 25 #��
�����

�
�
������ ���������� ��� .�	 
��������2
D ������ ��� ��������� �������� ��� ��� ��� .�	 
�������� 
��������� �� ��# 

������� ��� �� ��� ��������� ��������� �������� �� ������� =�=! �� ��! D �����
D��	! D���! �� D	
����

R���������
� ������ ��� ������ �� ����� 
 .�	 �� ��
������� 
���� 
 .�� ������

 ��������$��/ ��
���� ��� �
�� #��#��� �� ���� $
��� �� �� #��$��� .�� ����
�� ���$������ �� ��� ������ .�	� R���������
� �� 
�����
�� (��� 
 ��
� �N2 �� ���
��� �
�! ��� ��� ���� �� (
�� ��� ��� ����� ���� �� ����� ��� ��������$��/
��
��� 
� ��#�
�� ��� �� .�	 
� 
�� ���� �/ 
 ��( .�	� &� ��� ����� �
�!
��� ��� ����� �� �� ��� �������/ �� ���� ��
� ������ 
 ��������$��/ ��
���!
�� ��! �� �� #���
��� ��
� ��� ������ ��������$��/ ��
��� �� 
 �
��� #�����$�� ��
���� �
��! ��� ��� ����� C�����/ �
�� �
�� ��� ��� �� .�	� .�� �������/
���� 
 ������$
��$� ������� �� R���������
� = 5 ����� �� ��$� ����� ���� ������
���� �� ����� ���� �
������ 
�! ���������! ��� ��������$��/ ��
��� 
� (����

R��� ������ ��� ������ �� #������� ����� .�� ���� ��� D��� ��������� ���� 
���� ��� 
������� �� 
 .�	� ���� #
�
����� #��$��� 
 ��
� �N ���(��� ������ 
���� 
�
���� �������� ���
/� 9��
��: 
� ���$������� ����� ) ������ ������
�� D��� #��$��� ���� ���������� (���� 
 ��
���� ������ #��$��� ����� ��� 
$������� ����� ��� ��
��� $
��� �� 87 ����� ������� ��
� ��� ����# ��# ��
������� #��#��
�� ���� �� ������� =�=�E �� ������ �� ��� #�����

.�� ����� 
� ����������� �$���
/ �/ ���
�������� 
 ������� ������ �� ����� ��
�
����/ ������� ����� )�������� =�6 �������� ��� �$���
/ ������������� +�����
.�� ��
���! .�� �����
����� ��� ����������� �$���
/ �� ����/�����9: 
� �������

 86H ��� ���� ��� �����-�� 9 : �
����/ �� �� �� ���C�� (��� ���� #���
�����/�

����! �� �
�� ����! .�� �B������ ��������/�����9:� ���� ����� ����� ��
����$�� ��( �$���
/ ��������� (��� ��� ������� ������ �� �$���
/ ��������� k′ ��
����( 1

2 ·k� �� 
���( ��
�����
���� �� ��� ����������� �$���
/ �� ���� ��
� 1
2 ·k ����

�B���! ��� ������ �� ����$��/ ���
�� �� ������ �/ k� ��� ����$��/ ������ �� ��� �/
��� ����$��/ ����� �B#�
��� �� ������� =�E�E� '��� ������ �$���
/ ���������




�� ����$���! ��� �$���
/ �� �������� �� �� ��
��� 
� .�� ��������� ���
������ �� �$���
/ ��������� k′′ �� ���� ��
��� '��� �
�� �� ��� k′′ ����� �
��! .�� �� 
��
������� ��� ����������� �$���
/ �/ ��������� ��� 
�
$
��
����� '��� 
 ��( ���� �� 
� �$���
/ �������� �
� ���� ���
������! .��
�B��
���� ��� ��� �����-��� 9 �: ����� 
 ���# 
��$� ����
�� 
� �����
����� ���
��
����

.�� ���#� ��
�� �� ��� �$���
/ ��������� ����� 
 �$���
/ �������� �
���� �
 
��� =�H �������
��� 
� �B
�#�� �� ���� �
���� &�� ����/ �� ��� �
��� ���#�����

� ��� ��� �����-��! �� ��! !
� ��� 
���� ��� �� ����
�� ��� �$���
/ ��������! �� ��! ����(x)!
� 
 O
� ����
���� �� ��� �$���
/ �������� �
� ���� ������! �� ��! Δ��
��
�(x)!

,��*�� ����&$���
/9:
k′ ← 7?

← ����? ← 7?
← ����9:?

,��*�� �
���
��&$���
/9:

�3 (k′ < 1
2 · k ∧ < k)	

3���$�* ∈ {1, . . . , ���������6���}	
��������6�����/�����1�������78?

← S8?

���� �3 (¬ )	
← ����?

k′′ ← k′?

�3 ( ∧ k′ ≤ 1
2 · k′′) 	← 7?

← ����?

,��*�� ��(&$���
/;�������9B:
����9���:���9:? �����/�����1�������)���9:?
Δ��
��
� 9B: ← ����?
����� 9B: ← ��?
k′ ← k′ + 1?

,��*�� ��##�3�����9B:
������
���*��	�����������	�����
��������9:?
k′ ← k′ − 1?

� .����������� �� .���� ����������� �$���
/�



i ���� Δ��
��
� ���− ���� ���� ����� ��6��� φ

7 ������ ����(A) ����  67��K 877�� ���� 7
8 ����	
 ����(B) ����  GH��K 8777�� ���� 7
6 ����� ����(C) ����  GG7��K FH>�� ���� �����

D ����� ����(D) ����  8H7��K GF6�� ���� �����

� 0B��#�
�/ .���� ����������� �$���
/ �������� �
���� ��� ������
��

�����/! ��� �����-��� 9 �: 
� #��#��
�� 9φ: �� ��� �
��� 
��
���/ 8> ��� �����
 �� 86H ����

� 
 ������
�# ��
� ������ ��� ����#���� ���� �� ��� �
�� ����
�� ���� ���
�$���
/ ��������� �� ��! ���− ���������! ���− ����! 
�!

� ��� ��
��� �� ��� �$���
/ ��������! �� ��! �����(x), ��6���(x)! 
�! φ! ���! �
 
��� =�E�

�� ���# ��� ������� �� ���� �
��� �# �� 
��! .�� ���� ���# 
��$� ����
���� �����
���# 
��$� ����
��� ����
�� ��� ����� �����-�� 9 : ���/� ��� -��� ���# 
��$�
����
�� ��
� �� �����$� ���� 
� �$���
/ �������� �� ��� �� �����
���� ���  -��
�� ��� 
������� ����/ �� ��� �$���
/ �������� �
����

�� .�� �����$��K���� 
 ����
�� ����K�� 
� �$���
/ �������� �� ��������� �� 
�#����$� ��� ������
�#� �� ��� ���− ����K���� -�� �� ��� �$���
/ �������� �
����
�� ��� �
�� ����
�� �� 
� �$���
/ �������� (
� ���� 1

2 · T����−���
��� ������ 
��!
.�� ���� 
 ���# 
��$� ����
�� �� ���# ��� ���� ��
�# �# �� 
��� �� ��� �
��
���� 
 ����
�� (
� �����$� ���� 
� �$���
/ �������� �� T����−���
��� ������ 
��!
.�� ��#� ��� ����� 	��##��� 
 ���� ��$��$�� ����$��� ��� ����/ ���� ��� �$���
/
�������� �
��� 
� ������ 
 ���� ��# ����-�
���� ����
�� �� ��� �$���
/ ���������

0
�� ���� .�� ���� ��� ��
��� ����� ��
��� �#
�� ����
��� �� 
�� �$���
/
��������� �� 
 ��� (��� ��
���� ;
���
��/! ��( �$���
/ ��������� ��� �������

���� ��� ������� ��
��� ����� 
(
/� '��� .�� �����$�� 
 ��
��� �#
��! ��
���-�� ��� ���#����$� ����/ �� ��� �$���
/ �������� �
���� ����� �� ��� �B��#����
�� ��� ��
��� ����� ���� �� 
� �$���
/ ��������� '��� ��� �$���
/ �������� �
� ���
/�� ���� ������! �� ��! Δ��
��
�(x) = ����! .�� 
�(
/� ���� 
 ��
��� ����
�����
���  ��
�� 
� 
� ��$
�� #��#��
�� ���� �� ��#���
��! ���
��� .�� ����
-��� ����� �� ��� ��� �� 
 ���
/ ��� ��� ��( �$���
/ ��������� &����(���! ��� ���
����� ������ 
 ���� ���� ��
� �� ��� .�	 
���������

.�� ������ ��
���� �� ��������$��/ #��#������ �/ �����
���/ ���������� ���� �
�� 
���� �� ��� ���
/ ����� �� k′′ ����� �
�� �� 
� �����$
� �� 2 · T����−���
��� ������!
.�� �
��� ���� 
� ����
���� ��� 
 ��������$��/ ��
����



.�� ���� ���
���� ������ �� ����� �� ��� ��� �� 
 ���
/� ��� ���� ��
���! ����
������� -��� �������� ��� ���
���� ����� ����
����! 
� ����! ������/! ��������
��� .���� ���
���� ����� ���
���/ ��� ���
/ ���������

)� 
���
/ �������� �� ������� =�D! .�� ���� ���
���� ����
��� �� �����
�� 

���
���� ������ ��� �����(��� ��-��� ��� ��#������
���� �� 
 ���
���� ������ ��
.��! ���
���� ����
��� ����
�� 
 ��# -��! 
 ����� -��! ��� ������ ��� �����-��

� 
 $�
 
����2

〈 , , , 〉
��� 
 ���
�/ ��#������
���� �� ��� ��
��� ����� �� ��� )##���B +�8� ���  -��
������ ��� ������ �� ���� ��� ����
�� #
���� ���  -�� �� 
 �
���
������ ������/��� ��� ���
���� ����� 
� ��#� ���
��/ ���C�� �/ ��� ������ ���

 -�� ������ ��� ��� �����-�� �� ��� ������ ���  -�� ����
��� ��� 
 
����� �� 
� �$���
/ �������� �� ��� � '��� .�� �����
��� 
 ���
���� ����� ��
��� ���(��� �(� �� ��� �$���
/ ��������� 
� ! .�� ���� �(� ���
����
����
���� �����! .�� ���� 
 ���
���� ����
�� �� �$���
/ �������� 
����
����
��� ��� -�� (��� 
���� addr(Y ) �� �$���
/ �������� 2

〈 = 0, = 10680, = , = ����(Y )〉
�����! .�� ���� 
 ���
���� ����
�� �� �$���
/ �������� 
����
���� ��� ��� 
-�� (��� 
���� addr(X) �� �$���
/ �������� 
� �
$��� �
�� , !

�!  -��� ��� �
��� .�� �
���� ��� �������� ����
�� �� ���
� �� ���

 -�� 
� �����(�2
� '��� .�� �����$�� 
 ���
���� ����
�� �� 
 ��� (��� 
  -�� �� 0 ��

�B��
��� ��� 
���� ����� �� ���  -�� 
� ����$�� ��� -�� ���� ���
����
��� ����! �� �����
��� ��� ��# -�� �/ ��� 
� ���(
�� ��� ����
��
����� ��� ��������
���� 
� ����$��/ �
/�� 
� ��� 
���� �B��
��� ����
���  -���

� '��� .�� �����$�� 
 ���
���� ����
�� �� 
 ��� (��� 
� ��# -�� �� $
���
1! �� �����
��� ��� ��# -�� 
�
��� ����! ��� ��� �B��
��� ��� ��� �����-��
�� ���  -�� 
� ����$�� ��� -�� ���� ��� ���
���� ����
��� ���
��/!
��� ��� ���(
�� ��� ���
���� ����
�� ����� ��� �B������ ���� �� ��� �$���
/
�������� (��� 
� ��� �����-�� �C�
� �� ��� �B��
��� ���� ���  -���

� '��� .�� �����$�� 
 ���
���� ����
�� �� 
 ��� (��� 
� ��# -�� �� $
���
2! �� ������ �� ��� ����� �� ���
���� ����
�� �
����� ��� ����� �� 
 ����
��
����� �� ���� �� ��� �
��! ��� ��� ���(� ��
� ��� ���
���� ����� (
� �����������

.�� �
���
��� 
 �
���! �������
�� �/ �
��� =�G! �� #����� ���
���� ����� ��� 
�
���� �� ����
��� ��� ����� ��� �� ��� ��� ���
���� ����
���! 
 ���� ��
�#! ��
�
������ ��� #���� �� ���� (��� ��� ���
���� ����
��� �
$� ���� ����! ��� ������
�� �������! 
� ��� ������ �� ���
���� ����
��� ��
� �
$� ������� 
���
/�

��� �������� �� ��� ��������
���� 
�� ��������� �
���



87>H7 8DD67F>FDG 7 8
6>HF> 8DD67F>F>G 7 7

� 0B
�#�� �� .���� �
��� �� #����� ���
���� �������

� ��C����� �
��
� �� 
 �B
�#�
�/! ���������� ���
���� ������

0
�� ����! .�� ������ ���� �
��� �� 
 ���
���� ����� ���� ���� �� 
 ���
����
����� ���� ���! .�� ��#�
�� ������ ��� ���
���� ����� ����
��� Δ�
���
� ������
'��� 
�� 
����#�� �
��! �� 
������ ��
� ��� ���
���� ����� �
� -�
��/ �
���! ��� 
����� ��
� ��� ��� �� 
 ���
/ 
� ���� ��� ��6��� ��
��� �� ����� &��/ �� .�� ��
��� ��� �����$�� 
 
�� ���
���� ����� ����
��� ��� ���
���� ����� �
� ���� ������� 
���� '��� 
 ���
���� ����� �
��� �� ������� .�� ����$� ��� ���#����$� ����/
�� ��� �
��� �� #����� ���
���� �������

������ =�8H ���(� 
 ��C����� �
��
� �� 
 ���������� ���
���� ����� ���(��� �(�
�$���
/ ��������� 
� ����� �/ 2

� �� ��� -��� ���# ! ��� ���� ���
���� ����
��� �� ���� 
� �
� �� ��� ����� ���# ����� ���� ��� ��� 
������ �� ���  -�� �� ���(
�

��� ���
���� ����
�� �� ��� 
� ��� ���#����$��/� ��� ���� ����$�
���  -�� ���
��� �� �� ��� ���� 
�/�����

� ���
��/! �� ���# ! ���� 
� ������ ��� ���
���� ����
��� �� ���
�����! �� ��! ��� ! ����� ��� �B������ ����� +����� ��
�! ��� ���� ����$�



���  -�� ���
��� �� �� ��� ���� 
�/����� '��� ��� �����$�� 

���
���� ����
�� �� ���#
��� ��� ����� �� ��� ����
�� �����$� (��� ���
#����� ������� )���� �����$��� ���� ���
���� ����
���� ;�� ���(� ��
�
��� ���
���� ����� (
� �����������

.�� �����
��� ���
���� ������ �
�� ���� �� �������� �$���
/ ���������� .��
���� 
 �������/ ���-� $������ �� ��� �$���
##��� ���
���/ �������� �� ��� 
���� =�D�E �� #������ ���
/ �������� �� 
 ��� �� ��� ����������� �$���
/� ����
#�������/! .�� �����
��� 
 ���
���� ����� ��� �$��/ �������� �$���
/ ��������
(��� ��� #��������� �� ��� ���� �� �$���
/ ���������� ��� -��� �$���
/ �������� ��
������ (��� ��� �
�� �$���
/ �������� �� ��� ����� )���� ��� ���
���� ����� �
� ����
���������� �� �
���! ��� Δ��
��
�(x) O
� �� ��� �� ����� )� 
���
/ #����� ��� ��
������� =�D�E ���� ���
���/ ��
� �� k′ ���
���� ������ �����
�� �/ �
�� ����

�� ����� ��� ������ �� ������
�/ ���
���� ������! .�� ���#� ���
���� ������
���(��� �$���
/ ��������� ��
� 
�� ��  ��
��! #��#��� ��� �
�� .�	! 
�

�� ��� ���
/�� ���� ������� �� 
 ���$������� ���� �C��$
���� �� ��� ���� ���� ��
4��� ��� ����������� �$���
/�

.�� ����� ��� .�	 
�������� 
������� �� ��� �����# �
�� �
��� 
��������

�������� ������� �� ������� =�= �/ ��������� �� ��� #��#��
� �� ��� ����� ��
���
�#
���� '��� .�� �� ��  ��
�� 
� �
� ��� ������ ��
� ��� ���
�� 
 ���
/ �� ������� 
 #��#��
� ����� ��� ��������� ��������� D��	! D���! ��!
D	
��� �
�� ����� ���� #��#��
� �� ���� ���� �� 
�� �$���
/ ��������� �/ 

��
��� �#
��� ��� ��������� �������� �
��� 
�� #��#��
�� ���� �$���
/ ���������
��
� 
�� ��� ���
/�! 
� (���� 
�� �� �� ��
��! 
� ��#��
#
�
����� P �

��� .�	 
�������� �� �������� �� �� ��
��� (��� 2
3 �� 
�� ���� ��  

��
�� #��#��� ��� �
�� .�	� ��� $
��� �� 2
3 �� ������ �� ��� �
4����/ �� �������/

������ ��
� ��� 
������� �
4����/ $��� ��� �� D��	� '��� 2
3 �� ��� ���� #��#�� 

��� ��� �
�� .�	 �� �� ���� �����/ ��
� ��� .�	 ��#������� ����
� 
������� �
4����/�

&� 
 ��������$��/ ��
��� 
 ��� ���
/ ��� ������ ��� ��
�� 
� �� ���$������ ��
#��$��� .�� ���� ���$������ �� ��� �
�� .�	! .�� ��
������� ��� ������ .�	
��� R���������
� ������ 	����� ���� ����! ��� .�	 
�������� 
�������� ������� ���
��
������� #��#��
�� (��� ��������� 
 ��( #��#��
� ����� ��� ��������� ��������
D�

.�� ���� �� ����$�� �$���
/ ��������� �� �
�� ��������$��/ ��
��9�:� 	����$ 
����� 
 ��� ��
�� ���(��� ��� �����
/ 
���� �� ���� �����B�� ��� ����$��/
����� #��$��� ���� ��������
���/ �/ ��#��������� �
��� (
��� 
� #��� �
� 
#���� ������C���� �(� �
��� 
�� ��������2



.�� ���� �
��� ��� ����$��/ �� ������� �� �
����/ ������� �$���
/ ����� 
���� ��� ��� ����������� �$���
/� ��� �������� ��������6�����/�����1�������
�� �
��� ��� ���� #��#���� �� ���� 
 ��C���� �� �
�! .�� �B������ ��� �����(���
���#�2

8� �� �� ���� �
� ���� ���
������! .�� ���� ��� ��������
���� 
� ����$��/
�� -� ���� ���� �� �������
# ��� �$���
/�

6� �� ���� ����� 
���
/ �B���! .�� ��#��/� 
 �
��� (
�� 
� �#���-� �� IHGJ ��
-� ������� �
��� ����� &� 
 ��� ���
/ ��� ��� �
��� (
�� �� ������
�� ��� ����� ��������$��/ ��
��� �� ������ ����! ��� �
��� (
�� ��$��
������� 
 ���
/�

D� ���
��/! �� .�� ����$��� 
 ���! �� ���� �# 
 ���� 
� ��#���� ���� �� ���
����������� �$���
/�

��� �
��� ���
/ ����$��/ .�� ��#������� 
 �����# �
�� #��� �
�#���� #�������
�����
� �� IE7J� .�� ���#� �(� �����2 
 #�����$�� 
� 
 ���
��$�� ����� ��� �����
����
�� ���#���! �
��� �����������! ����
����� ��� 
���� �� 
 ���
/! 
 ��C�����
������! 
� 
 O
� ����
���� �� ��� ���#�� �� #�����$� �� ���
��$�� ��� ��C�����
������ ������ ��� ��������� �� ��� ���
/ ���#��� ��� ������ ��� ��C����� ������
��� ������� �� ��� ��� #�����$�K���
��$� O
� ����
��� �� ��� ���
/ ���#�� ������ �� ���
���
/ �� 
��$�K�
� &� 
 ���
/! .�� #���/�
��� 
 #�����$� ���
/ ���#�� ����
�����
��� ���
/�� 
���� 
� ��C����� ������ �� �
�� �����#K���# 
��$� ����
�� ����
�� ��� �$���
/ ���������� �����������! �� ��� ��� �� ��� ���
/�� �$���
/ ���������
��
���� .�� �����
��� ��� ��C����� �������

�� .�� �����$�� 
 #���/�
��� ���
/ ���#�� ���� 
 ���
/ �� 
� ��� ���#�� �� ���
���#����$� ������ �� 
 ���� 
���
/ ����
��� 
 ���
/ ���#�� (��� ��� �
�� �����
/

����! �� ��#�
��� ��� ���
/ ���#�� (��� ��� ��C����� ������ �� ��� ���
/ ���#�� ��
��� ���� �� ��
����� �� ��� #�����$�� ���� ����
��� 
 ���
/ ���#�� (��� ��� �
�� 
����

� 
 ��
���� ��C����� ��
� ��� �����$� ���
��$� ���
/ ���#��! ��� ���
/ ���#�� ��
����$� ���� ��� ����� ���� ������� ��
� �
 ���
/� 
�� ����$� ���� ��� #�����$�
�����

&� ��� ���
/ ����! .�� ������� ��� #�����$�K���
��$� ���#�� ���� �
�� ��
��� ����� �
����/ 
� #���/�
��� ���� �� �
�� �����#K���# 
��$� ����
��� ����
(
/! ��� ���
/ ���#��� ��� �������
�� �� ��� ��������$��/ ��
��� �� 
 .��
�� 
 ��� ���
/ ������ ��
� 
 ���
/ �� 
���� ��� ����� �$���
/ ��������� �
���!
�� 
� 
 ���#����$� ���#�� �� ��� ���
��$� ����� ���� (
/ �
 ���
/ ���#��� 
��
����$� ���� ��� #�����$�� ������ ��� ���� �� ���� ����� �� ������ �� k� �� 
 ����/
��� ��� -� ��� ����! 
 ��
�� �������/ ���K���� ���
���/ �� ��� �� ��#�
�� 
� ����/�
.�� ��#������� 
 ���6�����6��� ����� ��
� ������� 
� 
���� �� 
 �
����/
������� ���
/ ���� ��� #�����$�� ����� ���� ����� �� ��� �/ .	�� �� ���� ���
����������� ���
/ �$���
/�

+��� ��������� ��� ��� ����$��/ ��#������ #������������ �� ��#������ ��� �
���
��� ����$��/� �
�/ ����� 
�����
��$�� �B��� �� ��#������ ���� �/#��
� �
�� ���



#��� �
�#����� ���� �
�#���� ������C��� �
$� ���� ��$�����
�� ���������/ ��
���
�� (���! �� ��! IG8J #��$��� 

#��$� #��� �
�#����! I=J ���#���
��� ����
�����! IEDJ #��$��� ������ �
���/� 	�#����� �� ��� 
##���
���� ����
���! ���

������������ ����
���� ���� �� ��#�
�� �/ ��� �� ����� ������C����

�� ���� ����
����! .�� �
� 
 �#���-� ���
$����! �� ��! ��� ������ 
� ���� �
��
����
���� �� .��! �� ����
���� (��� �����! 
� (��� ���
/� �
$� ���
/ �$���
/
��������� ���/�

��� ��������� ���������� �� ������� =�D! 
� ������� =�= ����� �� ��� (���� �
��
�� ���
/ �������� 
� ��� ���$������� ����! ��
�����/ 
� ���������� �� ��� .�	

��������� ��� �����(��� ���� ����� �� ��� ������ 
� ���� �
�� �� .���

�� ��� ���� �
�� �� .�� 
 ��� ���
/ ��� 4���� ��� ����������� �
��� �$���
/

� 
�� ��������� �
$� 
���
/ 
���� �� 
 .�	� �� ���� �
��! 
�� �$���
/ ���������
#��#��� ��� �
�� .�	 
� �� ���
���� ������ ���� �� #������� �/ ��� 
�
���� ��� ��� 4��� 
�#�� ��� .�	 �� ��� �$���
/ ��������� 
���� �� �
� ����
������ �/ ���
���� ������ ���� ��� �$���
/ ���������� )� ��� .�	 
�������� ��
��
��� 
���� ��� �$���
/ ���������! ��� 4��� �� ��(�� ��
� E7Q �� ��� C�
����/
�� ���� 
���
/ �� ��� ����������� �
��� �$���
/ �
� �� ��O����� �� ��� .�	

��������� ��� ������ �
�� �� 
 ���
/ 4������ ��� ���(��� �� �����
�� '���
�$���
/ ��������� #��#��� �N����� .�	�! .�� #������� 
 ���
���� ����� ���(���
����! ������ ��
� ��� ��� �� 
 ���
/! 
� ���$������

�� �����
�� �� �
�/ �6� 
##���
�����! ����� �
� 
 ��( ��O����� �� .��� ���
��
��� ��� ���� ���
$���� �� ��
� �$�� (��� ���� �����! ��� .�	 
�������� 
��� 
����� (��� ���$���� �� ��� �
B���� �
�� #��#��
� 
� ���� 
� ��� �����������
�
��� �$���
/ ��
#� �� �������� ��� 
 ����� #���� �� ����� 3����
����! �� ��!
I=GJ! ���-��� ���� ���
$���� ��� �����# �
�� #��������� ��� �
4����/ ��������� ��
D��	! �����������! �
���� ��
� 
 ��� C�����/ ���$����� �� 
 .�	 
� ���� 
� ����
��
� E7Q 4��� ��� ����������� �
��� �$���
/� ���� 
���(� .�� �� ��
/ ��
���
�$�� �� �
�� �� 
 ������
����� 4��� �� ��
$� �� 
 ���� 
����� �� �����

.�� �$��� ��������$��/ ��
�� �������� ���� �(� #
���2 ���
/ ��������! 
�

.�	 
�������� ���(��� ��� ���
/ ����� ����� ��� �
�� �� (���� ���� �������

 #������2 (��� 
 ���
/ �
� ���/ ���
/� 
� ��� �$���
/ ���������� ����! ����� ��
�� ��� ��
� 
����� �� 
 .�	� ������ =�8G �������
��� ���� 
 ����
���� A��
/

� ���/ �
$� �$���
/ ��������� ��
� 
�� ���
/� ���� %����! .	6 
� .	D 
��
��� ������� %�(�$��! �
�� ���
/ ���(� ��
� 
�� ��� �$���
/ ��������� 
�� ���
/��
%����! .�� (���� 
���� ���� #������ �/ #�
���� ��� ���
/ �� 
 ��#
�
�� �����
���� ������������ ������ 
� 
�������� 
 ���C�� �����-�� �� ��! �� ��! ��� ���
�����-�� �� ��� ���
/ �������






���� ��� �� ��� ���(����� 
���� �#
�� �� ��� ���� ���������! ���� �
�
��������
�� (��� 
�� ����� ���� �� ��� �
�� ���(��� ����� ����� 
������� ���
�������� ���(��� /�
���� �� ��� �B#��������! ��� �����
���� ����
��� ����
���(��� ��� ���(����� ��� �����
���� ����
��� 
 ��� �/ ����$��� ��� 
����
���� ��� ������� ���(��� 
� ����
��
������/ 
�������� 
� 
���� ���� ��� ��(
���(���� �� ������� �/��������
���� �N���� �� .��! ��� �����
���� ������ ��� 
�
�� ��
/ ��� �
�� ���(���� ��� �������� ����
�� ��
/! ��� �����
���� #�
���
�
�� ��� �
����/ �� 
 -���$� C�
�
��� 
��
� �� ���� 100 × 100 ��� ������
�
���
��� ���(��� ��� ���� �� ��� �� ���� 
 ����
�� ��
/ �� ����������� ��
������� �/��������
���� �N����� )�� �B#�������� ��� 
 (
����� ���� T����� �� ���
����� ������ ��
����� ��� ��B� ���� �� .��� ���������! ����
�� ��
/� ����( 8
����� � ��� �
$� 
 �����-�
�� �N��� �� .���� �#��
�����

.�� �� ��#������� 
������� �� ��� �����#���� �� ������� =�E� ��� �������
.���� ����������� �$���
/! ��� �����
���� ���� 
 ���#��-� ����$��/ ����
�����
���� ����
���� ����$��� 
� �$���
/ �������� �
����/ 
���� ��� ���(���� �� ���
����� �����
/� &�� ����
��� �� .�� ���� �� �
�� �� ��� N �����
�� ����� )��
�B#�������� ��� 
 ��������� �� �����
�� .���� (���� �
��� ��
� ��
��! 
�� ����
�� ��� ���(��� ��
�� 
����� 
� ����� �� 
$�� �/��������� ���
$��� 
���� ���
����! �
�� ��� ��
��� (��� 
 ��
/ ������ �
����/ ���(��� [0, T�����] �������
0
�� �B#������� ���� 87 �� 877 ��#�������� (��� �N����� �
��� ����� ���
�����
��� �
����
��� ��
�� �� .���� #������
��� ������� 
� GEQ ���-����
�����$
��� �� ��� �-�� �����(���! 
�� �B#�������� ��� ��� ��
��� #
�
������

������� �� ������� =�E�82

T����� 8�
k 67
���������6��� 6
T����−���
��� E�

TΔ−������� D�
Δ�
���
� 6

D D��	
R���������
� E �����
R��� 87 �����

��� �����
���� ������ �(� #���
�/ #������
��� �������2 
����
�/ �� ��� .�	

�������� 
� ����
�� �$����
 �� ����� �� C�
����/ 
� �
�(��� ������#�����

��� �������
���� �� ��� 
����
�/ �� ��� .�	 
�������� �� �@����� ��� �B 

�#��! �� ���� ���� �� 
 ��������$��/ ��
�� 
���� �� 
 .�	���� �����
����
��� ��� ���( �� ���� �� ��� ������� .�	� ����! ��� -��� #������ �� �� �-�� (����
.�	� 
�� �������� )������ ����� �� ��� #���������/ ��
� ��� ���� �� �(� �� ����
��������$��/ ��
��� 
���� �� ��� �
��! �� ��! 
��������! ������� .�	�

��� �����(��� �-������� ���$� ���� #������� 
� #��$��� 
� 
�C�
�� ���� 
���
���� �� ��� .�	 
�������� 
����
�/2

� ��� .�	 ������ �/ ��� �
4����/ �� ��� ���
/ ����
�� 
 ��������$��/ ��
�� �� �������� )�����
��/! ��� ������� .�	 �� ������� ��
���
� ���� (��� ����� �� �� �
4����/� ���� 
���(� �� �������� 
 ������� .�	 ���
�
�� ��������$��/ ��
���



� .������ .�	� 
� 
����
�/

'��� ��� ������� .�	� 
�� ��������! 
�������� ������� .�	� 
���� 
�� ��� 
�����$��/ ��
��� ��� �� �� ������
���

� ) ������� .�	 �� 
 ��������$��/ ��
�� �� 
����
��
�� �� ����� ��������$��/ ��
�� �
� ��� �
�� ������� .�	� �� ��$��
� ��������$��/
��
��� �
$� ��� �
��! 
��������! ������� .�	! ��� .�	 �� ��� ��������$��/ � 
�
�� (��� ��� ��
�� ������ �� ���� �� 
����
��� �� ��� ������ �� ���� 
�� �
� 

��� 
���� ��� ��������$��/ ��
���! ��� ��������$��/ ��
�� ������ �
����/
�
� 
� 
����
�� .�	�

��� 
����
�/ �� ��� .�	 
�������� �
� ��( �� �-�� 
� ��� C������� �� ���
������ �� ��� ���
/� ��
� 
���� �� 
� 
����
�� .�	! �� 
$
��
���! 
� ��� ���
�
������ �� ��� ���
/��

�� 
 ����
��� (��� �(� ��������$��/ ��
���! ���� ���#������ ��� �
�� ������
�� ����! 
� 
�� �
$��� 
���� �� 
 ������ .�	! ��� 
����
�/ �� 0.5� ������ =�67
�������
��� 
� 
�����
� �B
�#��� �� ���#����� �(� ��������$��/ ��
��� 9.	8

� .	6:! 87 ��� ���
/ ���� 9 !� � �! :! 
� ��� ���
/ 9 :� 0
�� ��� 
�����
�� 
� .�	 ��� ��� ��������$��/ ��
��� %�(�$��! �
�/ .�	� �B��� ����� 
 ������
.�	 �� ��������� �����! ����� ��� ���
/ ���� 9 ! ! : #��#��� .�	D! ����
�� ��� ������� .�	 ��� ��������$��/ ��
�� .	8� A��#����$��/! .�	= �� ��� �������
.�	 ��� ��������$��/ ��
�� .	6� .�	D �� ������ �/ D ��� ���
/ ����! .�	= ��
������ �/ D ��� ���
/ ����! 
� ����� 
�� 87 ��� ���
/ ���� �� ���
�� ��� ������
.�	� �/ ��� ��� ���
/ ���� 
�� 3+3

10 = 60Q 
����
���

)�����
��/ �� ��� .�	 
����
�/! .���� �
�(��� ������#���� �
/ �� ��� 
��
� �� ���� 
##���
������ ��� ���� ��
���! ��� �����
���� ������ ��� 
$��
�� 
�
�
B���� �$����
 �� ����� �� ��
@�! �
�(���! ������ �� ���
���� ������! 
�
������ �� �����# ����
��� #�� ����



k3'4 k3+4

� .���� 
����
�/ �� ��� (���� �
�� ����
��� (��� $
�/��� ���
/ �
���
r (��� D ����� D��	! D���! �� D	
��� ��� ��� .�	 
��������

�������� 
� �N����� �
B���� ������� �� �$���
/ ��������� k ∈
{20, 40} 
� N = 1024�

.3'4 .3+4

� .���� ���$������� ���� �� ��� (���� �
�� ����
��� (��� $
�/���
���
/ �
��� r (��� D ����� D��	 �� D��� ��� ��� .�	 
��������

���������

��� ���
/ �
��� r �� ��� �� ��� ���� ��#���
�� #
�
������ �� .���� (���� �
��
����
��� #������� �� ������� =�D� ��� (���� �
�� ����
��� ���#����� �(� ������ 
��$��/ ��
��� ���#������ ��� �
�� ������ �� ���� (��� r ·N ���
/� ����� �� ����
��������$��/ ��
���! (��� N ������ ��� ���
� ������ �� ����� ��� ������ ���
���
/ �
��� r ��! ��� ��(�� ��� #���
�����/ ��
� .�� �
� ����� �� 
 ��� �� 
 ���
/

� ��� ���� ���
/� 
�� ������! ��� ���� ��
�� ���
��� .����C�����/! ��� .�	

�������� ����� 
����
�/� �� ��� (���� �
�� ���� �� ���� ��������$��/ ��
���

���� �� ��� �
�� .�	� ���� /���� 
� 
����
�/ �� E7Q? ��� 
������� (���� �
��
�� ���� ����
���� ��� �B#�������� �� ���� ������� �B#���� ��� ��O����� �� ��� ���
/
�
��� �� ��� (���� �
�� ����
��� (��� �N����� ��������� ��������� D ����� D��	!
D���! �� D	
��� ��� ��� ��� .�	 
�������� 
� �N����� �
B���� �������
�� �$���
/ ���������� 0
�� �����
���� ��� ���� 877 �N����� ���� �� ������ 

��@����� ���-���� �� ��� $
�����



������ =�68 ���(� ��� 
����
�/ ����� ��� �B#������� (��� 
 $
�/��� ������
�� �
B���� �$���
/ ��������� k ∈ {20, 40} 
� N = 1024 ����� ������ =�689
:
���(� ��� 
����
�/ 
� �������� �� ��� ���
/ �
��� r� ��� ���$�� ��O��� ��� �B#����
���
$��� �� .�� �� ���� ����
���� ��� ������ ��� ���
/ �
��� �� ��� ���� #���
���
�� 
 
����
�� .�	 
��������� ��� ��� �� D��� �� ��� .�	 
�������� 
��������
���#���
��� ���� ��
�� �� �����
�� �� D��	 
� ��#��$�� ��� 
����
�/� D���
��
��/ ���#���
��� 
 ���
/ �
��� r ≤ 0.4 (���� D��	 ���/ ���#���
��� 
 ���
/
�
��� �� r ≤ 0.3� �����������! ��� ���#� �� 
����
�/ (��� ����� D��	 �� ����
����#��� ��� �/��� ��������� �������� D	
��� #��$��� ��� �
�� #������
��� ��
��� .�	 
�������� 
� D���� ���� �������� ��
� D	
��� ���$����� ����� D���
����� ��� -��� R��� = 10 ������ ������ =�689�: ���(� ��� �
�� �B#�������
(��� ��� �N������ ��
� �� ���� 
 �
B���� ������ �� �$���
/ ��������� �� k = 40�
)������� �� ��� ������� �� ������� =�=�>! 
 �
���� ������ �� �$���
/ ���������
�
��� 
 .�	 
�������� ���� �����/� ��� -���� ��O���� ���� ������� 
� ��� 
����
�/
��#��$�� ���#������/ �� ��� ��������� ���������

)� ����������� ���
$��� �� ���(� �/ ������ =�66� �� ���(� ��� ���$�������
���� �� ��� �B#�������� 
� �������� �� ��� ���
/ �
��� r ��� �N����� �
B����
������� �� �$���
/ ��������� k ∈ {20, 40}� .������ ��� ���� ������ =�669
: ��
��� �B#������� ��
� ���� 
 �
B���� �� k = 20 �$���
/ ���������2 ��� -����
���-��� ��� ������ ���$������� ���� (��� ����� ��� D��� 
� D	
��� ���������
���������� ������� =�= #����� ��� ��� �
��� '�
� �� ����������� �� ��� -��� ��
���!
�� ��� #�
� �� ���$������� ���� 
� 
 ���
/ �
��� �� ���(��� 0.5 < r < 0.6� ���
��
��� ��� ���� �� .���� ���
/ �������� 
��������� '��� 
 ���
���� ����� �
���!
.�� ������� ��� ���
���� ����� �(� ����� �/ ��
���� ��� ���� ���
���� ������ �
��!
��� ������ �� �
��� �� ���
���� ����� ��( �$���
/ ���������! 
�! �����! ��� ������
��� ���$������� ����� ��� #���
�����/ �� �������� 
 ���
/ �� ���� ��� ���$�������
���� ���(� (��� ��� ���
/ �
��� r� �� ��� #���
�����/ �� �������� 
 ���
/ ����
���
��� ���$������� ���� ����
��� 
� (���� ���������
� ������� �� ������� =�D ��
���
��
� 
 ���� ���
/ �
��� r �
��� ���
/ �������� ���� �����/� )� ���� #����! �� ��!

� 
 ���
/ �
��� r > 0.6! ��� 
����� �� �������� ���
/� ��#������ ��� 
�����
�� ������ ���
/�! (���� ������ ��� ���$������� ����� ������ =�669�: �������
���
���� ���
$��� �$�� ����� ����� 
 ������ ������ �� �
B���� �$���
/ ��������� k
��#��$� ��� ���
/ ��������! ��� ���$������� ���� ���(� (��� ��� ���
/ �
��� r�

��� ���$������� ���� �� .�� �#��� �� �(� #���
�/ �
������ �����! ��� ����
��� ����������� �$���
/ ���� ��� ��
�����
���� �������� ��� ���� ��� ����������
���
���� ������ ���� '������ 
�/ �����! ���� #���� �� (����� O(k)� �����! ���
#���� ��� .�	 
�������� ����� ���� ���� �� ������ �/ O(���N) (��� �����
��� D��	 �� D	
��� ��������� ��������� 
� �����(� ��� ���$������� ���� ���� 
���� ����� ��� ���������� ���
���� �� ������� =�=�=� ����� .�� �� 
 ���� �
��
#�������! ��� 
����� �� ��
@� �� #��#������
� �� ��� ���$������� ����� ��� ���
�$
��
���� �� .���� ���$�������! ��� �����
���� #������� 
� �B#������� ���#��� 
��� ��� ��������$��/ ��
�� (��� �N����� ������� �� ���� N � �����������! ���
�B#�������� ��� $
�/��� ������� �� �
B���� �$���
/ ��������� k� ��� ���� 
�
���� ���� �
�� �B#������� ��� E7 ������ 
� ������ ��� ���$������� ���� ��



�����
�� 
���� ������	���� *�
5� 	����
��� �� 64 �������

� .���� ���$������� 
� ��
@� ������#���� #�� ��� �� 
 ������
��������$��/ ��
�� (��� D ����� D��	! D���! �� D	
��� ���
��� .�	 
�������� 
��������� 0B#�������� ��� $
�/��� ������� ��
���� N ∈ {2i : i = 8, . . . , 14} 
� k = 20�

�
�� ���� ����! ���$������� �� 
�� ���� (����� E7 ������ �
� ���� ������
�
��
��/�

������ =�6D ���(� ��� ���$������� ���� 
� ��
@� �� 
� �B#������
��/ �����
� 
��� ������ �� ���� N (��� �N����� ��������� ��������� D ����� D��	! D���!
�� D	
��� 
� k = 20� ������ =�6D9
: ���(� ��� ���$������� ���� 
� �������� ��
��� ������ �� ���� N � �� #��$�� ��
� ��� ���$������� ���� �$���#� 
� �B#�����
'��� ��� ��� �� ��� D��	 
� D	
��� 
� ���������� ��������! ��� ���$�������
���� ���(� ����
��/ (��� ��� ������ �� ���� ���( �B#������
�����-����� ���
���
������� ���#��B��/� ��� ���$������� ���� (��� ����� D��� �������� 
� ��
�� 

�
������ ������ ���$������� ���� ��
� (��� D��	� )� ���(� ���� ������� =�=�=!
D��� �
� �
$� 
 $��/ ���� ���$������� ����� ������ =�6D9�: ���-��� ��� #�� 
#������
� ���(�� �� ��� �$����
 �� ����� �� ��
@� ���4��� �� ��� ���$�������
�����

������ =�6= ���(� ��� ���$������� ���� 
� ��
@� �� 
� �����
���� �
B����
������ �� �$���
/ ��������� k ∈ {10, 20, 30, 40} (��� �N����� ��������� ���������
D ����� D��	 �� D	
��� 
� N ∈ {256, 4096}� ������ =�6=9
: ���(� ��� ���$�� 
����� ���� 
� �������� �� ��� �
B���� ������ �� �$���
/ ��������� k� �(� �
�����
��O����� ��� ���$������� ���� (��� ��� �
B���� ������ �� �$���
/ ���������
���(�� &� ��� ��� �
�! ��� ���� �$���
/ ��������� �B��� ��� ��
���� �� ��� � 

����� �� ��� ����������� �$���
/� %����! ��� .�	 
�������� ���� ���� ����
(��� ����� D��	� &� ��� ����� �
�! (��� ��� �
B���� ������ �� �$���
/
��������� ���(�! ��� ����������� �$���
/ ���� ���� ���� ��� ��
�����
����� ���
�
����� ���O��� �
������� 
� ��
 �� 
� ��
��/ ����
� ���$������� ���� ���4��� ��
��� �
B���� ������ �� �$���
/ ��������� (��� ����� D��	� '��� ����� ���
D	
��� ��������� �������� ���� �� �N������ D	
��� ����-�� ���� 
 ������ �
B 
���� ������ �� �$���
/ ��������� ���� ���� ��
� D��	 ���
��� �� ��� ���
��$�
�
4����/ $��� �� D���� ���� ��
� �� 
 ����
�� �� ��� ���$������� ���� (��� ���
�
B���� ������ �� �$���
/ ��������� ���(�� ������ =�6=9�: ���-��� ��� #��#�� 
����
� ���(�� �� �$����
 ���4��� �� ��� �
B���� ������ �� �$���
/ ��������� ��



�����
�� 
���� ������	���� *�
5� 	����
��� �� 64 �������

� .���� ���$������� 
� ��
@� ������#���� #�� ��� �� 
 ������ ��� 
�����$��/ ��
�� ����� D ∈ {D��	, D	
���} ��������� ���������
��� .�	 
��������� 0B#�������� (��� $
�/��� ������ �� �
B����
�$���
/ ��������� k ∈ {10, 20, 30, 40} 
� N = {256, 4096}�

� �����
���� ����# ��� �$
��
���� .���� ��
���$��/�

����� �� ��
@�� ��� ��O����� �� ��� ���$������� ���� �� ��� ��
@� �� ��� ��
��
�� �� ���� �� ��� -�����

��� �B#�������� �� ���� ������� �B#���� .���� ��
���$��/ �� �
���$� ��������$��/
��
����� ��� �����
���� ����� �
���$� ��������$��/ ��
����! ��� �����
���� �� 
#��/� 
 ����
��� ���#������ �#���� 
� ������ �� ��������$��/ ��
���� ������ =�6E
�������
��� ���� ����
���� ��� �����
���� ��
��� 
� ���# (��� 
 ������ ��������$��/



�����
�� *��
�	�� ����.�

� .���� ���$������� ���� 
� 
$��
�� ������ �� ���
���� ������ ����� 

�� �/ 
 ��� �� ��������$��/ ��
���� (��� D ����� D��	! D���!
�� D	
��� ��� ��� .�	 
�������� 
��������! N ∈ {256, 16384}!

� k = 20�

��
�� .	8 �� N ����� ����! 
���� E7 ������! �� ���# ! 86�EQ �� ��� ����

�� ����
�� �� 
 ��( ��������$��/ ��
�� .	6� &�� �� ��� ����
�� ���� ��
/�
�� ��� ��������$��/ ��
��� .	8 
� .	6������! ���� ��� �� 
 ���
/ �� .	8 
�
.	6� )���� 
�����
� E7 ������! �� ���# ! 6EQ �� ��� ���� �� .	8 ����
��
�� 
 ��( ��������$��/ ��
�� .	D! ���� ������! ��� �� ��� ����
�� ���� ��
/� ��
.	8 
� .	D� ��� �
�� �#���! E7 ������ �
���! �� ���# ! ����
��� E7Q �� ���
���� �� .	8 �� 
 ��( ��������$��/ ��
�� .	= (��� ��� ��� ��
/��� �� .	8

� .	=� ��� �
�� ���# ! 
���� 
������ E7 ������! ��$����� ��� �
�� �#��� �/
����
���� ��� ���� �� .	= �
�� �� .	8� ���
��/ ��� �����
����� ���#� 
���� 6E7
������� �� 
�� ���#�! ��� ���� ����
�� ����
��
������/ �� ��� ����� ��������$��/
��
���

���� ����
��� ��
������� .�� �� �
�/ (
/� ����$
�� �/ .���� #������
�
(�
�������� �����! ��� ����
��� ���#����� ��������$��/ ��
���� ��$��$��� 
 ���(���
#������
�� �� ���� �� ��� �
�� ��������$��/ ��
�� �# �� E7Q� �� �
�� �� E7Q!
���� �� ��� �
4����/ �� 
�� ���� 
� �
/ �
$� 
� ��O����� �� .���� �
4����/
$��� �� ��� .�	 
��������� �����! ��� ����
��
����� ����
���� �� �C��$
���� �� 

�
���$� �
����� 
� 4��� �� ���� �� .���� ����������� �$���
/� ���� ��
�������
��� ��
�����/ �� ��� ����������� �$���
/ 
� �
B����� �����������! ��� .�	

�������� ���� C�����/ 
���� �� 
 ��( .�	 ��� ���$������� �� 
� 
����
�� ��
���

������ =�6> ���(� .���� ���$������� ���� 
� 
$��
�� ������ �� ���
����
������ �����
�� �/ 
 ��� �� ��������$��/ ��
���� (��� D ����� D��	 �� D���

� ��������� �������� ��� ��� .�	 
��������! N ∈ {256, 16384}! 
� k = 20� ������
=�6>9
: ���(� ��� 
����
�/ 
� �������� �� �����
���� ����� ��� �N����� ���$�� ��
��� -���� 
�� ��
��/ ������������
�����$�� (��� ��� �
4�� ���# ���� N = 256
�� N = 16384 ����� ���� ����
��� ��� �
�� ���$������� �� .�� 
� $��/ ���
��
�
�����/� &��/ ��� ���$� �� ��� �B#������� ����� ��� D��� ��������� �������� ��
����������
���� ���� �� �� �� ��� �
 ���$������� #��#���������� ������� =�=�=�
��� -���� ���(� ��� 
�������� �� 
 ������ .�	 ��� ��� ���/ ��������$��/ ��
��
.	8 ����� ��� -��� 8H �������



����
	� �
.

� .���� �
�(��� ������#���� �� ��������$��/ ��
���� (��� D �� 
��� D��	! D���! �� D	
��� ��� ��� .�	 
�������� 
���������

)���� E7 ������ ��� �����
���� #������� ��� -��� �#���� 86�EQ �� ��� ���� ����
��� ������ ��������$��/ ��
�� ��� 
��
��� �� 
 ��( ��������$��/ ��
�� .	6�
&�� ��� �� 
��
��� �� ���� ��������$��/ ��
��� .	8 
� .	6� .����C�����/!
��� 
����
�/ ���� ��# �/ 86�EQ ���
��� ��� ����
�� ���� ����� ���( ��� ��
.�	� .�� ������ ��� ��������$��/ ��
��� ������/ 
���� ��� ����
����! #��� ���
�� .�	 �� ��� ��
������! ��
������� ��� ����������� �$���
/! 
� 
����� �� 
� ��(
.�	 ��� ��� ��( ��������$��/ ��
��� .�� ��� ���� �� ���� ��
� 67 ������ 
�
����
�� �� ��� -����� ��� �
�� �
##��� 
� 877 
� 8E7 ������ �� �����
����
���� (��� 68�EQ 
� D6�8Q �� 
�� ���� ����
���� ���� ��������$��/ ��
�� .	8
�� ��( ��������$��/ ��
��� .	D 
� .	=� �� ���� �
���! ��� ���$�� �� ��� -����
���( 
 ��
�� �N������ �� ��� -��� �#���� )���� D ������ 
���� ��� �#��� ����� ��

� 
�����
� ��# �� 
����
�/ �/ �# �� 0.1� ��� �
��� �� ���� ��# 
�� ���� ��
.	8 ��
� 
������
��/ ����� 
 ��������$��/ ��
����
 �
��� #�����$�� �� ��� �
��
���#! ��� �����
���� ����
��� ��� ���� ���� ��������$��/ ��
�� .	= �
�� ��
.	8 
���� 677 ������ �� �����
���� ����� �� ���� �
�� ��� 
�����
� ��# �
����
�� �����$� ����� ����� �� ���� �� .	8 � ��� �
��� .����C�����/! ��� ���� ��
.	8 (��� ��� ����� 
 ��������$��/ ��
����

������ =�6>9�: ���(� ��� 
$��
�� ������ �� �����
�� ���
���� ������ ��� 
��
���� #�� ����� 
� ��� ����� ��� �B#������� 
� �������� �� �����
���� �����
.�� �����
��� 
 ���
���� ����� �� 
 ��� �� �$��/ ��( �$���
/ ��������� �� ���
-��� ������ �� ��� �B#������� 
�� ���� �����
�� ������ �� 
�� ����� ����������=
#�� ����� 
� ��� �� 
$��
��� ��� �����C���� �#���� 
� ������ ��C���� ���
����
�� ���� �� �����
�� ���
���� ������ �� ����� ��( �$���
/ ���������� �����
��� �����
���� C�
���-�� ��� ������ �� ���
���� ������ 
� 
$��
�� �$�� 
�� ����!
��� ������ �� ���
����� ������ .�� �����
��� �� #��#������
� �� ��� ������ ��
���� ��� �����
���� ����
���� ��� �
# ���(��� ��� 
���
� �#��� �� ������ 
�
��� -��� ���
���� ����� �����
�� 
���� ��� �#��� �� ������ �� ��� ��������$��/ ��
���
�������� �����

������ =�6F ���(� ��� �
�(��� ������#���� �� ��� ���� ����� ��� �B#��� 
������ ������ =�6F9
: ���(� ��� 
$��
�� �
�(��� ������#���� �� 
�� ���� 
�
�������� �� �����
���� ����� 3��� �� ������ =�6>9
:! ��� ���$�� �� ��� -����� 
��



N

)
����	 ������ �� ����� N ���� k = 20

k

)
����	 ������ �� �
%# ��# �� ���	�����

� .���� ���$������� ���� �� ��������$��/ ��
���� (��� D �����
D��	! D���! �� D	
��� ��� ��� .�	 
�������� 
���������

��
��/ ������������
���! �$�� (��� ��� �
4�� �����
�� �� ��� ������ �� ���� ����
N = 256 �� N = 16384� ���� �������� ��
� .�� ���� ��� �
�(��� �
���/ ���
���
���� ������� ��� ������ �� ���
���� ������ .�� �����
��� �#��� �� ��� ��� 
��� �� ��( �$���
/ ��������� .�� ����$��� �
�� ��������#������/ ���� ���
���
� ������ �� ����� %����! �� �� ��� ���#������ ��
�! ���� ��� ������ �� ���
����
������ �� ������ =�6>9�:! ��� �
�(��� ������#���� ������
��� (��� ��� ������
�� ���� ��� �����
���� ����
���� )���� ���$������� �� .�� ���/ ��� ���# 
��$�
����
��� ��C���� ���� �
�(���! ��� ���� ��
� 6E7 �/���K�� ��� �
B���� 
$ 
��
�� �
�(��� ������#���� ��
/� ����( = ��/���K�� �� �B#���� ��� (���� �
��!
������ =�6F9�: ���(� ��� #�
� �
�(��� ������#���� �� 
�� ���� 
� 
 ��������
�� �����
���� ����� �� ���(� ��
� ��� #�
� �
�(��� ������#���� �� ����( G
��/���K�� ����� ������� ������� ��
� .�� �� �����(����� �� ����� �� �
�(���
������#�����

)� �
�� �����$
����! ������ =�6H ���(� ��� 
$��
�� ���$������� ���� �� .��
�� ���� �B#�������� ;�� ���#�������/! ����� �����$
����� 
�� 
����� ��� �
�� 
�
����� �� ������� =�>�=� &��/ ������ =�6H9�:! (��� 
� ���(��� ������ �� �
B����
�$���
/ ���������! �N��� ���#
�� �� ��� -���� �� ������� =�>�=� ��� ���$�� ��
������ =�6H9�: ���( 
 ����
� ���(�� �� ���$������� ���� (��� ��� ���(�� �� ���
�
B���� ������ �� �$���
/ ���������� ��� ��
��� ��� ��
� �� ��
� ��� ��
�����
����
���� �� ��� ����������� �$���
/ �
� 
 �����-�
�� ��#
�� �� ���$������� �����
0
�� ���� 
 ��� ����
��� �� 
������ ���(���! �� ���� �� ����$�� ��( �$���
/
���������� �� ��� ��
��� �
�� ���� ���� �� �� ��� �B
���/ ����� ���� �B#�
��� ���
��#
�� �� ��� ���(��� �
B���� ������ �� �$���
/ ���������� �� ����
�/! �����
������� ���-�� .���� ��� ��
�
�����/�
��� �� �
�� �� ��������$��/ ��
�����

��� �B#�������� �� ���� ������� ���-�� ��� ���������
� -����� �� ������� =�D 
�
������� =�= �� ����� �� ���$������� ���� 
� �$����
� .�� ������ ��������$��/

� 

#�� �� ��������$��/ ��
���� �� 
 ��
���
��� ����! �� ��! ����( 67 �������
'��� ��� ��������$��/ ��
���� ���� �
� ��� ���� ��#
�� �� ��� ����
�� �����
��� ����
���� �� ���� ��
� 67Q �� ��� ���� �� 
 ��������$��/ ��
�� ���/ 
N����




 ��( ��� ����
���� ����� ��� 
����
�/ �� ��� �������� 
����$�� 877Q (�����
��� ������ ������� =�= 
� ������� =�D ������! �� ��! �� �
�� �� 
 ��( ���
/ �
����

.�� �� �����/ ��
�
��� 
� �����(����� �� ����� �� �
�(��� ������#����

� �� ��� �������� ����
����� �� ��$�� ��#������ G ��/��K�� �� �� ����( =
��/��� �� 
$��
�� ����� ���$�������� )���� ���$������� .�� �������� 
����
6E7 �/���K� ��� ���# 
��$� ����
���� .�� ���� ����� ���# 
��$� ����
��� �� �����
��������$��/ ��
����� ��� �
�� �
�(��� �$����
 �� �
��� �/ ���
���� �������
;��� ��
� �$���
/ ��������� �� ���� ���(���� ����� ��� ��� ���
���� ������!
�� ��! ���(���� (��� ���#�����/ �����#
����� 
���� ����
��� ���� (��� ����� ���
.���� �$����
 �����-�
���/�

.�� �� ��� -��� #������� �� ��� ��� ��
� #��$��� ������
���� 
���� ��������$��/
��� �6� 
##���
������ ���� ������� �������� ��$��
� �
��� ��� ������� (��� (���
.��� ������� =�F�8 �������� ���
�������� 
� �#�����
����� �� .��� ������� =�F�6
�������� ��( �6� 
##���
����� ��
� ���� ������ (��� .��� ���
��/! ������� =�F�D
�������� �������/ ������ �� .���

���� ������� �������� ��
� �� #������� �B�������� 
� �����
���
����� �� .���
�� 
������ ��� ������
���� �� ���(���� (��� ��
��� ���������! ��( ��������$��/
��
��� �
� �� ����-� �/ 
 �
���
� �
��! ��� �B
�#��! ����� ���(��� B� ��

�/ ����� �
��! 
� ��( ��( ���(��� #
�
���� �
� �� ��##�����

;�� 
�� ���� �
/ �
$� ��� �
�� ���������� ��� �B
�#��! 
 �6� 
##���
���� �
/
��� �� 
 ������ #����! �� �$�� �������� �� 
���� ����� �$���� .�� ����
��
�� (��� ��� ��������
���� 
� ���#��
����
� ���������� .�� �
� �� 

#��
�� -� �
�� #��#���� �����! �� �� #������� �� ����� ��� ��������
���� �$����

�������
��/ �/ ���-������ .�� ��
� 
 ��� �� ��� ���
/� ����! ��� ��� �� ���
#��������� 
 .�	 
�������� 
� ���
���� ������� �����! .�� �
� �������$��/
����� ��� �
B���� ������ �� �$���
/ ��������� k �� ����� ��� ��� �� �
�(����
���
��/! ����! �� �� #������� �� ���� ��� .�� ��
��
����� �� ��� ���� �� ����
�
��! ��� ��� ���#�/ 

#�� ��� �����-�� ������ �/ ��� �� ��� �$���
/ ����������
��� ���������� ���(���� (��� �B������/ ��
��� ���������! ���� 
� ������ ���(����!
���
/� �
� �� #�� ���-���� ��� ��� ���(��� �� 
 (
/ ��
� ��� .	 ����(
��
���� ��� �� ��� �� ��� ���
/ �����

.�� �����-�� ��������$��/ ��
��� (��� .�	�� .�	� 
�� ��� 
�����
�� (���

�/ ���
���� ������
����� %�(�$��! �� #�
�����! ���(���� ���
��/ �
$� �
���!
�� ��! ����� ���(���� �� �(������� 3); 8� 9��� ���	:� ��� ��##������ ��������$��/
�
��� 9.;�:! ��� ���
/ ���� ��� �� 
���� �� 
 ������ �
�� ��� �
�� ������ 
��$��/ ��
�� �����-��� 	�#����� �� ��� 
##���
���� ����
���! ���� �
�� ����
�� �� ����
��/ ���C�� 
� ����� ����� �� ���� ��
� ��� �
�� ��� ��� �
�� ��� 
�����$��/ ��
��� ���� ��������
���/ ���� �� #��$�� �/ 
 �
�� ���$��� �� ���
���
/ ����! �� ��! �6�;� I>J! 
���� .�� ������ ��������$��/� 0
�� ��� �����




 ��������$��/ ��
�� ���� #��#��� 
 �
�� �� ��� ���
/� ��� ��� ��������$��/
��
��� �����C�����/! ��� ���
/� ��/ �� �������� ��� �
�� (��� ��� �
�� ���$����
�����������! ���� ���� 
�� ���
/� ��� 
 .�	 �� 
 ��$�� �
���

;�( ���
� ��
�� ������ �������� ����
��� �����
��$�� �������/ �������� ������� ��
������
���� ������� ���(������� �� ����� ���(����! 
������ � ��� ���
�� �� 
�/����� ��� �������� ���������! �� �/����� � ��� �B��
��� ����
��� 
�/����!
��� #��$�� 
� ������$� �������� �� �B��� ��� ����� �� .�� ��� ���� ��� ��
���(����! ��� ���� �� ��������$��/ ���� �� �� ��
������� �� �������� %����!
������� ��
��� ��� �� �� ��������! (���� 
�� ���� �� 
 ������� ��
�� �
�
��
�����$��/ ������$� 
 ����
�� �������� ��� �B
�#��! (��� 
 ��� X �
� �����$�
������� A! 
� X ���������� ��� 
���� �� ������� A �� 
 ��� Y ! ���� Y �
� 
���
������$� ������� A� ���������! 
 �������� 
�����������/ ������ ��#�
��� ��� ���
����
������ �� ���� �
�� ���
/� ��������� 
�
 ���� ��� ������� ��
�� �� 
�������

���� �� 
 �/������� ����
���� A��
/� (��� ���� �����/ �
$� 
 ���$������
� 9�� 
�� ��: (
/ �� ��������
���� �� ����
�� ������� ���� ��� ��
�� �� 
�������
�����������! .�� ��C����� �� ���� 
� ����������� �
��� �$���
/� ���� �� 
�
������� �� 4��� ��
�� 
� �B
�#�� ��( .�� ���� �� 

#�� �� �N�����! ������
���(��� #�������� 
� #
�
�����

.�� �N��� ������
���� 
���� ��� ���(���� �� ��� �����
/ �� 
� �$���
/ ���(���

� ��������� ���
/� �� ��� �$���
/ ��
� 
�� 
��� �� ������� ����� ����� ���� �� 
����
���� ��( �6� 
##���
���� ����
���� ������� ��� �����(��� �������� 
�����
�

##���
���� ����
����2

)����� ��� .	 ����(
�� ������������� ��������$��/ ��
���� ���� ��
���� �6�

##���
���� �#��/���� ����� 
 ����
�����
� ������ 0
�� �
/�� ��#������� ��� �6�
���$��� #��$�� �/ 
� 
�����
�/ �6� 
##���
����� ��� ���
� ��������$��/ ��
��
���-��� ��� -���! �� ���
� �
/��� ��� �����! �� ����
� �
/��! �B���� ��� ���
� �
/��
�/ ��������������� ����� ������ =�6G �������
��� ���� 
##���
���� ����
��� �/
���������� 
 ���� ���� ����
���/� .��� ����� �
� �� ��� ��� �
�/ 
##���
�����!
��� �B
�#��! ��� ��#��������� 
 ��������� �
�� �
��� 9	%�: �� ���� �# �
��� ���
�������� ����#���/� ��� -���� ���(� = ��������$��/ ��
��� 9.	8 =: �������� �/
D ���
/� 9=!D! 
�! F: 
� E ��� ���
/ ����� �#�� ����� = ��
���! ��� 
##���
����
��
� ���� �� ��� ����! ���������� ���� �����2 
 ���
� ��� �� �
�� ��
�� 
� 

����
� ��� ��
� ���#����� 
�� ���� 
����� 
�� ��
���� ��� ������ ������
����!
��� -���� ���(� ��� �$���
/ �� ��� ����
� ����� ��� ��B� 
� ��� ����� �� ��� ����
�
���� ���( ��� ���
/� ��$��$� ��� ��������
���� 
����� ��������$��/ ��
���� 0
��
���� ���� #��$��� ��� ��������
���/ (����� ��� ��
��� �� 
� 	%� �6� 
##���
����!
���� #
�����#
���� �� ��� ���
� ���� #�� 
�
 �� ���
� ��� ���
� 
� ����
� �����
���� ��
� �� ����
��/ ���
���! �� ��! �� �
�� �� 
 	%�! �� ������ 
�
 ���
��/

� ����
��/� ��� 
$
��
�� �� ��
� �$�� (��� ��� �� ��� ���
/� 9=!D! �� F: �
��� 
��
���
� ����� 
�� ���
�� 
� ���� ��
����� ���� �����/ �����
��� �#��
�����/ �� ���
�6� 
##���
������ &�� ��
$
��
�� �� ��
� ���� 
##��
�� ���� ���� ����������



� 3��
� 
� ����
� ����� �� ���
��� �#��
�����/ �� �6� 
##���
�����

	��#��� ��� ����
�����
� ����� �� �6� 
##���
����� #������� �� ������� =�F�6! ���
��������$��/ ��
�� ������
���� �
� �� ��� �� ���#��� �6� �$���
/� ������� 
�
��/� ��� ������
���� 
���� ��������$��/ ��
��� �
� �� ������� (��� 
� 
����
� ����� �
/�� ������
����! �� ��! ��� ���(��� �/#� 9
 ���! (�������! ������!
� � �:� ����� ���� ������
����! �6� 
##���
����� �
� ��� ��#��/ �N����� �6� �$�� 
�
/� �� �
�� ��������$��/ ��
��� ��� �B
�#��! �� ��� ��������$��/ ��
�� �
�
�
��$� ������
�� ��##��� 
� 
������ ��� �� 
� 
 ��� ���(���! ���� ��
���� ���

##���
���� �� ��� ��� �
��$� ������
�� ������/! (���� ����� 
� �6� #������� ���
�$���
/ ������
�� ����� ��� 
 ��� ���(���! �� ��! ��)� IFJ� ����! ��� �����#� ��
��������$��/ ��
��� �� 
� ��
���� ��� ��������
� ���#�������� �� ��� ���#� �� �6�

##���
������

)������� ���� ������ ��� ��� 
���� �������/ 
� �
���/ �� ��� #������� �� 
 
$���
��
� ����! ���� ������� #��$��� 
 �������/ 
�
�/��� �� #������
� 
��
��� �� 
�

$���
�/ �� .��� ����� 
�� ��$��
� ������� ��
� �
� �� 
��
���� �����! ��� �6�

##���
���� ��
� ���� .�� �/ ������ 
 $����� �� 
� 
��
��� .����� 
��
���
������ ��� �/��� I6=J �� ����#�� 
��
�� IFGJ� �� �
�� �� ��� �/��� 
��
��! 
� 
$�� 
�
�/ �
� ��#�����
�� 
 �
��� ��
����� �� ���� ����� ��� �6� 
##���
���� 
� �
�!
���������! ������� #
��� ��! �� ��� ������! ���(���� ��� ����#�� 
��
�� �������� 

�������� 
��
�� �/ ��#�����
���� 
 ��
���� ��
����� �� ��� ���� 
� �
����� ����

�
�� �� 
 �#���-� �
����� +��� �
$� �� ������! ��
� 
 ��
����� �� 
$���
����!
#
�����#
���� �� 
 �6� 
##���
����! ��O������ ��� �����
�� �6� #������� �#��
�����
���� ������� #��$��� 
� 
�
�/��� �� 
� ����
��� (���� 
$���
���� ��O����� .��!
���� 
� 
��
��� �� ��� �
��� 
��������! �
� �� ��� ���� 9����: 
��
���! 
�
#��� �
�#���� #���������



)��
��� �� ��� .�	 
�������� 
�� #
������
��/ #������� ����� ��� -��� ���$�������
#�
�� �� ��� #�������� )������� ��� (���� �
�� (
� ��������! (���� 
�� ����
4��� �B
���/ ��� �
�� ���� 
� ��/ �� 
���� �� 
� �����-��! �� �
4����/ ��������
�
��� �� 
�� ����! �
�� 
��
���� �
� ��� �
�� ��O����� �� ��� .�	 
�������� 
�

 ��
� �
��� �/ 
� �������� ���
/� 	�#����� �� ��� ��� ��������� �������� ��
��� .�	 
�������� 
��������! �� ��� (���� �
��! 
 ������ 
$���
�/ �
� 
N��� ���
������� �� ��� .�	 
��������� %�(�$��! ���� .�� �
� ���$����! 
� 
$���
�/
���� �� ��#�����
�� 
���� E7Q #������ �� ���� �� ��
��� ��� �����-�� �� 

��������$��/ ��
��� ���� �� ���
��� .�� ���/ �� ������
��� 
 ��( �����-��
(��� E7 #������ �� ��� ���� �
�� �� ��� �
4����/ ���
��� 
 �N����� �����-���
%����! .�� �� ���
��
��/ ������ 
�
���� 
$���
����! 
�
���� 
 �
��� ��
����� ��

$���
��
� ���� 
���� ���$�������! ��� �����/ $�����
��� ����� ��� -��� #�
��
�� ���$��������

0$��/ ��� ����� ��� .	 ����(
�� �
� 
������� �� �� 
 ���
/� ���� �#��� ���
��� ��� �
� �� ��� ���� 
��
���� �� 
� 
$���
�/ 
�������� �� �� 
 ���
/ ���

 ��������$��/ ��
��! 
� ��
�� ���� ��
@� (��� �� ���(
�� �� ��� 
$���
�/!
�� �
��� �
� �� ��� ����� ���� �
� �� ���#���
�� �/ ����� �N����� ��4����
#
��� $�
 ����� ���
/�! �� �
�� ��� 
$���
�/ 4��� ��#� #
������ �����������!

 ��� �
� ��� ������ �� �� �� ����/#���� 
� 
��������
���� �� #��$��� 
�

��
���� ���� �
$����##����

����� 
�� ��$��
� ���(� 
��
��� �� #��� �
�#����! �� ��! ��� ���C���� 
��
�� IE6J!
(���� 
��
��� ��� �
������� �� ��� #��� ���������� %����! ��� 
$���
�/ �
�
#
������� ��� ����������� �
��� �$���
/ �� #����� ��� ���� �� #����� ��� �
����
��
�� ��
� 
�� �
������ ���� (��� ���/ ���( ���� ��#�����
�� �/ ��� 
$���
�/
�� ��� ��� ���� ��$�� ��� 
$���
�/ ���� ������� �$�� ��� ���(���� )� ��� .����
����$��/ ����� ���� #��� �
�#���� �B�����$��/ ����� �������
##��� #�
�� ���

$���
�/ �
� 
 �
���/ ��
�� (���( �� 
��
�� ��� ����������� �
��� �$���
/�
;�$���������! 
� �������� ������! ����� �B���� �� �������� �� #��$��� ��� 
$���
�/
�� ��
�� ��
� ��� ��#�����
�� ���� 
�� ���
/� 
� �� �����! ��#! ����/ ��
�
$����# �� ����
����

���� ��
#��� #������� .��! 
 #������� ��
� �����-�� ��
�����$� ��������$��/ ���
�6� ���(����� �� ���� ��! .�� ���$�� �(� �
�� #�������2 ���
/ �������� 
�
�����-�
���� �� ��������$��/ ��
���� +/ ���������
� 
�
�/���! �� �
� ���� ���(�
��
� 
 ��� ������ (������ �� �� 
 ���
/ (��� ���� #���
�����/ (��� 
 ���
���� �����
#�� �$���
/ �������� 
� 
 �
B���� �� �$���
/ ��������� k ≥ 20�

�����������! ����� ��������� ��������� ��� ��� .�	 
�������� 
�������� 
��
�������� �����! D��� (���� �� ��������� 
�
���� ��
��! ��� �
� ���( ���$�������
����� �����! D��	! (���� �� $�����
��� 
�
���� ��
��! ��� �
� 
� �B��#����
��/
����� ���$������� ���� (����� O(���N)! (��� N �� ��� ������ �� ���� �� 

��������$��/ ��
��� ����! D	
��� ���� ���� ��������� ����������



.�� �������� ��� ���
/ �������� 
� ��� .�	 
�������� 
��������� �� � 
���� ��������$��/ 
����������/� .�� �� ��
�
���! ���$����� �� 
����
�� .�	� ��
���� ��
� 20 ������ �� ��� �������� (���� �
�� ����
���� (���� ����� �
�(���
�$����
 �� 4 ��/��K����� #�� ��� �� 
$��
�� ����� ���$������� ����� .����
���$������� ���� 
� �
�(��� ������#���� ���(� ���
�������
��/ ���4��� �� ���
������ �� ����� )���� ���$�������! .�� ������ �� 
�����
� �$����
 ������
���# 
��$� ����
����



���� ��
#��� ��������� ��� .�������$��/ 	��
�� ��������������� �������� 9.	��:

� #
�� �� ��� .	 ����(
��� .	�� ������������� ������������� ���(���� �����
��� ������ ��������$��/ 
� #��$��� ��
����� ��������$��/ ��� �6� 
##���
������
���� 
���(� ��� �#��/���� �� �B������ �6� 
##���
����� �� ������������� ���(����
(��� ��
�� ���-�
����� ���/� ��� �
�� �N������ (��� �#��/��� 
 �6� 
##�� 
�
���� ��
� ���� ��� .	 ����(
�� �� ��� 
���� ����
�� �� �����
�� �� ���
�#��/���� �� ��� �������� ���/�! ��� .	 ����(
�� ��C����� ��� �6� 
##���
����
�� ��� 
 ��#�� �� 
 .�	 
� 
� �����
/ 
����! �
��� 	
5���������!

〈 (x), (x)〉
�� ��� 
 ����
�� 
����� ������������� ���(���� �� ��� x� ���������! ��� .	�� 

���� �
/ �� 
 ���������� ��� ��� �� 
���� 
� �	� #��� ��#�� ��� �� �������
�6� 
##���
������ ��� ������� 
����
����� �� ��� 
�������! �� ��! �����-�� �
��!
�� �
�� �
�� 
�������! �6� 
##���
����� �
/ ��� 
 ��/ �
�� ������� #�������
�� �
# ��� ����� �
�� �� �����-�� �� 
� .	�� 
����� &�� �B
�#�� �� �� ����

 �
##��� �� #��$�� �/ ��� +
�� &$���
/ �� ��� ����� ����(
�� ������� ��
.�
#��� D�

������ E�8 �������
��� ��� #�
������ �� .	�� �� ��� .	 ����(
��� .	�� ��
����
�� ����
�� ��� �6� 
##���
���� 
� #��$��� 
 �������
##��� 
� ����
�� 
�
�� ��������
���� ������
�� �� ��� �6� 
##���
����� ��� �������
##��� �� 
����
�� 
���(� �6� 
##���
����� �� ��C���� ��$��
� .	�� 
������ �� ���� ��
�

���
/ ��� ��� .	 ����(
��� ��� ����
�� �
�� ��������
���� ������
�� �� 

���� ��� �6� 
##���
���� �� ��� 
� �����$� ����
��� (��� .	�� 
��������

��� ��� 7������� ' 
�����
���� �������� ��� 
 ����� �� 7 
������ 
�� 8�



� .	��� #�
������ �� ��� ��������$��/ ��
�� ����(
���

.	�� ���� ��� ������
���� 
���� ��� ��������$��/ ��
��� ������ �/ ��� .�� 
�����$��/ ��
�������� �������� 9.��: (���� �� ����
�� ����
�� .	��� �����
��� ���
/ ����$��/ �����! .�� #��$��� ��� ��������$��/ �����-��� 9.�	�: 
�
�����
/ 
������ �� ���
/� �� ��� ����� ��������$��/ ��
��9�: �� .	���

'��� 
 �6� 
##���
���� ���� 
 ����
�� �� 
 ��� ����� ��� .	 ����(
��!
.	�� ���#
��� ��� .�	 �� ��� .	�� 
���� (��� ��� .�	9�: �� ��� ���� �� ���
.�	 �
����� ��� �� ��� ����� .�	�! .	�� ���$��� ��� ����
�� ������/ �����
��� �����
/ 
���� �� ��� .	�� 
����� �� ��� .�	 ��� ��� �
��� 
�/ �� ���
����� .�	�! .	�� 
� 
 ��
�� �� ��� ����
�� ����
����� ��� �����
���� 
�
������ .	�� 
����� ����! .	�� ���(
�� ��� ����
�� �� 
 ���
/� ��� ���
/�
�
�� �
�� �� ������� ����
��� 
����� ��������$��/ ��
���� ��� ���� #��#��� .	��
��#��/� �(� �
�� ����
����� �������
�� �/ �(� �
/��� �� ������ E�82

.	�� ����� 
� ����������� ���
/ �$���
/ �/ ���
�������� ����� �� ���
/� �������
�
����/� ��� ������������ �� ��� ����������� ���
/ �$���
/ ���� ��� �
�� ���� 

����� 
� .�� ��� ��� ����������� �$���
/� �� �����
�� �� ��� �����������
�$���
/ �� .��! ��� ����������� ���
/ �$���
/ ���#����� ���
/� ���/�

.	�� ��#��/� ��� �
����� A������ #������� 9�A���: �� ����� ����
��� 
�����
��������$��/ ��
��� �� ��� ����������� ���
/ �$���
/� �� 
 ��� ���
/ ��� (
���
�� ��� 
 ����
�� �� 
 ��� �� 
 �N����� ��������$��/ ��
��! �� ���� ��� ����
��
�� 
 ���(� ���
/ �� ��� ��������$��/ ��
��� ����! ��� ���
/� ����� ��� ����
�� �� 
(
�� ��� �����
���� ��������$��/ ��
�� �
�� �� ��� .�	 �� ��� .	�� 
����
������ �� ��� ����
�� ��
��� '��� ��� ����
�� ��
���� ��� �����
���� ��� 
�����$��/ ��
��! ��� ���
/ �� ��� �����
���� ��������$��/ ��
�� ���$��� ���
����
�� ����� ��� �����
/ 
���� �� ��� .	�� 
�����



� 0B
�#�� �� .	�� ����
��� ���#������ D ��������$��/ ��
���! D �� 
�
/� ������� ��� ����������� ���
/ �$���
/! 
� D ��� ���
/ �����
)�� ��� ���
/ ���� ���( 
� ��
�� ��� ���
/ ����� ����� ��������$��/
��
���

��� ����
��� �#���� �� ������ E�6 �������
��� ����� ��������$��/ ��
��� 9 1!
. . .! 3:! ����� ���
/�! ! � � �! ! 
� ����� ��� ���
/ ����! ! � � �! :� ���
���
/� ���� 
� ����������� ���
/ �$���
/ 
� ��� �A��� �� ����� ����
��� 
�����
��������$��/ ��
���� 0
�� �� ��� ����� ��� ���
/ ���� ���(� ��� .�	 
� ���� 
�
/ 
����� )�����
��/! �
�� ��� ���
/ ��� ���(� 
� ��
�� ��� �����
/ 
����
�� 
 ���
/ �� ��� ��������$��/ ��
���� )� �������� ������! 
 �6� 
##���
���� ����
.	�� 
������ �� ��� ����
��� �� ����� ����� '��� ��� (
��� �� ���

 ����
�� �� ��� ���� ��� ���������� ��
� �� �� 
 �N����� ������ 
��$��/ ��
�� �/ ���#
���� ��� .�	� �� ��� .	�� 
���� ��#��� ����! .	��

� ��� ������ 
� �����
���� .	�� 
���� �� ��� ����
�� 
� ���(
�� ���
����
�� �� ��� ���(� ���
/ � A��
/ ������ ��� ����
�� �$�� ��� ������� 
���� ���
/ �$���
/ �� ���
/ �� ��� �� ��������$��/ ��
��� ���
��/! ���
/

���$��� ��� ����
�� �� ��� ����� ��� �� �����
/ 
���� ������ ��
��� .	�� 
�����

��� .	 ����(
�� ���� �� �
��� 
 ���
 �
��� �� ������������� ���(�����
��� �$
��
���� �� .	�� �� ���� ���(����! ������� E�8 �������� ��
���
��� ������ 
��$��/ ��
�� ����
����� ����� ����
���� 
�� ����$
�� ��� ��
/�� 
� ���� �����/
��� ������ ���(����� �����������! ��� ������� �������� #������� ������� ����
�� ����� ����
����! 
� �-��� ��� ��C��������� �� 
 
##��#��
�� ������� #���� 
���� �� -� 
� 
##��#��
�� ������� #������� ������� E�6 �������� ���
�� (���

� �������� ��
� ��� �����
� A��� A������ 9�AA: #������� �
� �� ��������

� 
 ��
���
��� ��
����� #����� ������� E�D �������� ��� �
����� A������ #�������
9�A���:! ��
� ���-��� ��� ��C��������� �-�� �� ������� E�8� ������� E�= #��$���

� �$
��
���� �� �A��� ����� ��� ����������� ���
/ �$���
/� �B��
��� ���� ���
��������$��/ ��
�� ����
����� ���
��/! ������� E�E ����
����� ��� ��������

��0 �������� ���� ������
����#



�� �����
�� �� ��� ����
���� �������� (��� .��! ��� �$
��
���� �� 
 �������
#������� ��C����� ���� ��
������ 
� �
���� ����
���� ��
� ������� ��( ���
/� 
��
�#��/� �� ������������� ���(����� ������� E�8�8 #��$��� 
� �������� �����
����
����� ���/ ������� ��� 
����� �� ���
/� �� ��������$��/ ��
���� �����������!
������� E�8�6 �������� ��( ��� ����������� ���
/ �$���
/ ����� ���(��� ���
/��
��� ����
���� 
� ��� ����������� ���
/ �$���
/ ������������ 
���(� ��� ���$
����
�� ����������� ���
/ �$���
/ ��#�������� ����� ���$� 
� ����
���� �� �$
��
�� 
�
����� 
 ������� #������� ��
� �� 
��� �� ����� ����
��� 
����� ��������$��/ ��
���
�� ��� ���
/�� �(� ������� ���� �
/ �� ��� �� ����� ���(��� ��#�������2 ����
��

� 
�/�
��� ������� E�8�D �������� ��� ����� ���� �� ��� �����B� �� ��� ���(���
��#������� ���
��/! ������� E�8�= �-��� ��� ��C��������� �� 
 ������� #������� ���
��� �� .	���

�� �����
�! �� �� �@���� �� ���
�� ����
���� (���� ������� ���
/� �������� �� ��� 
�����$��/ ��
���� ��� ��
���� ��� ��
� 
�� �(����� �����! �����#�� �������������
���(���� �B��� ��
� �
$� ��� /�� ���� ������������� 
����������/! �� ��! +��� 
����� �
#
��� ������ #�����! $����
� #��$
�� ���(���� 9��;�:! �� ������ 
 ���
���(����� �����! �� �� �����
� ��( ��� �������� 
� ����� ���(���� (��� �$��$�!
�� ��! �� 
�� ���� ��� ��$> 
� �
$� ��
�����$� ��������$��/ �� ��� ������! ����
���/ ��� ��������$��/ ��
�� (��� �B���� 0$�� ���
�� (���! �� ��! ��� ���
�
���
�������� )����������� 9��): ID=J ��
� ��##���� �����
� ���(���� ��� ��� ��
��
������� ����
�����

��� ��
� �� ���� ������� �� �� �B��
#��
�� #������� ����
���� ��������� ��( ���
/�

�� �������� �� ��������$��/ ��
���� ����� ����
���� 
�� ���#��� �/ ��
/�� 
�
������ ������������� ���(����� ��� -��� ����
��� �� ���#��� �/ ��
/�� ����
���
�� �#��/� ;)�� 
� -��(
���� ��� ����� ����
��� �� ���#��� �/ ��� �$�������
�� ��� ��������� ����� ����
���� 
�� �����#����
�� A��
/� � ��� 
���
��/ �������
�� ��������$��/ ��
��� ��� �� ���
/� �� ����� ��������$��/ ��
���� �� -�� ����
�
# ������� E�8�6 #��$��� ������� ��( ���
/� ������� �� ����� ���
/� �� ��� �
��
��������$��/ ��
��9�: ����� 
� ����������� ���
/ �$���
/�

��� �
�� ��
���� �� ��
/�� $���
���� �� ��
�����$� ��������
���� #��#������ 
��
#�����
� -��(
��� 
� ���(��� 
���� ��
���
���� ������� 9;)��: IHDJ ��
� ��#
 
�
�� 
 #��$
�� 9���� :���(��� ���� ��� #����� ��������� )����� G7Q �� 
�� �6�

##���
����� ��� ����� 
 -��(
�� �� ;)� I68J� �� ��
�� �$���� �� ��� #��$
�� ��� 
(��� ����� 
 ;)� ������ ���� ��� ��������! ��� ;)� ������ ���� 
 $����
� ���$��
���� �� 
 �$��� �� ��� #��$
�� ���(��� �
� �� ��
��� ���� ��� ��������� �������� 
����! ���� ���$���
� ���� 
� ��
/ 9����: I8J ��
��� ��� 
����
��� ���-���
����
�� ���� ���(
���� ������

) �6� 
##���
���� �
� �� �
� (��� ����� ����
����� ���� �� ��� �6� 
##���
 
�����! �� ��! μ������� I6J! ��� ���� �� ��������
�� ��
�����$��/ (��� ����� �����
���� �
� �����-�
�� �
(�
���� �����! ��� ������ �� #������� $����
� ���$�� �����



� 0B
�#�� �� ��� ��
� ��������$��/ ��
�� ����
����

�� ���� ������� �� �������� �����! �
�/ #��#�� �� 
�������
���� ��
��� ����
�� ��� ������� ���
��� �� �������/ ������ IGDJ�

��� ��� �� .�� 
���(� 
 ���� �����
� 
� ��������
��� (
/ �� 
����$� ���(
����
���(��� #��$
�� ���(���� 
� ��� ��������� ����� ��� .	 ����(
�� ���/ ���
��� ���� �
$� 
 $����
� ���$�� ���� �� ��� #��$
�� ���(���� .�� ������ ��
� ����
��� �� 
 ���
/ (���� �������� ��� #��$
�� ���(��� (��� ��� #����� ��������� ;���
����� ��� #��$
�� ���(��� (��� 
����
���
��/ 
���� �� 
 .�	 ��� ��� ��������$��/
��
�� �#
��� �/ ��� #��$
�� ���(���� )�� ���
/� 
� ���� ������/ ��������
�� ��� �������� (��� 
���� �� 
 .�	 ��� ��� ��������$��/ ��
�� �#
��� �/ ���
��������� .����C�����/! ���� �� ��� #��$
�� ���(��� (��� ��� ��� ���
/ �� �B��
���
����
��� �� ����� #��$
�� ���(����� ���� ����# 
���(� ��� ���$
���� �� ��� ��
�
����
���� �� ���#����� ��� �
�� ��������$��/ ��
�� �#
��� �/ ��� ����
� ��������

� �����
�� �� �������� �� ��
�� ��������$��/ ��
��� �#
��� �/ ��� #��$
��
���(���� 
��
��� �� ��� ��������� ������ E�D ���(� 
� ���� �����
� $������
�� ���� ����
���� �� ���#����� 
 ������! �� ��! ��� ��������! 
� ��
�����! �� ��! ���
#��$
�� ���(���� �������� �� ��� �������� �/ ���
/�� ��� ��
����� �� ��� -����
���( ���� ��
� ��� #��$
�� ���(��� ��������� �� 
 ��� ��
� �
����� �� ds > 2�
���� �����
����� ��� ����
��� �������� ������ (��� ���#��� �� 
�����
� #��$
��
���(���� ����� ����� &�� �B
�#�� �� ���� 
� 
�����
� #��$
�� ���(��� (���
�� 
 +�������� ���(��� ���
�� �/ 
 ����

��� #��$���� ����
��� �� �
�� �� ��� �������
���� �� ������� �
��� �� ��� ����� 
���� )� ���(�! ��� �������� �� 
 ���(��� �� ���(����� 0
�� ���(��� ����� 
�
���������� ������ 9)�: �������� �/ ����� �
��(
/ 9+*�: �������� ���� ��
C���� �����
� �� ��������$��/ ��
���� &�� ���� ��
���� ��������$��/ ��
���
�������� �/ ���
/� 
� 
� 
�
��� �� )��� �������� �/ +*� �������� '��� �6�

	*�� ������ �� 
�
��
��� *� �� 8� ����� ������ ��� ������ �� �����
� ������ �����




##���
����� 
�� �#��/� �� ���� ������������� ���(���� �� ��� ������! �� �� �����/
��
� ��������$��/ ��
��� (��� �$��$� 
� ���� ���� ��� )��� �� ��� ���������

��� )� ��
#� �� 
 ���� �� ��� )��� �������� �� ��� ��������� 0
�� $����B
�� ��� ��
#� ��#������� 
� )� 
� �
�� ��� �(� +*� ������� ���������� ���
)���� A��
�� (��� ��
��� 
 ���� ���� �� ������! �� ��! I=F! FH! 6GJ! (���� ��������

� ������ ��� ��������� �� ��� )� ��
#�� ) �
��/ �����$
���� �� ��� )� ��
#�
����
��� ��
� ��� ����� ����������� �����(� ��� #�(�� �
(� ���� ��
��! �����
�B���� 
 �
4����/ �� )��� ��
� ������� �� 
 ������ ����� )�! (���� ���/ 
 ��( )���
������� �� 
 �
��� ������ �� ����� )����

��� +
�
�
́�� )����� �
��� ��
#� ���� 9+) ����: IEJ (��� #���������
� 
� 
�
������ �
� �� ��� �� �����
�� ��
#�� (��� ���� 
� #�(�� �
( ������������ ���
�����
���� ��
��� (��� 
 ��
��! �
����/ �������� ��
#�� ����! �� ����
��$��/ 
�
��( $����B�� 
� �������� ���� �� 
 $����B 
���
/ #������ �� ��� ��
#� (��� 
�
���� �� 
����$� 
 #�(�� �
( ����� ����������� �� ��� ��
#�! ��� +) ���� ���� 

#���������
� 
��
������ ���
���/� ���� ���
���/ �������� ��( $����B�� ���� �����/
�� $����B�� (��� 
 ���� ����� ��
� �� $����B�� (��� 
 ��( ������ ���� ����
��/!
��� #���
�����/ ��
� ��� +) ���� �������� 
 ��( $����B a �� 
 $����B b ��

P (�������� a (��� b�) := ��(b)∑
x∈V ��(x)

��� 
 ��
#� G := (V,E)! ��� �� $����B�� V ! 
� ��� �� ���� E ⊆ V × V �
��� ��
������ �� ��� ���$
���� �� 
 ����
��� ��� ��������$��/ ��
��� 
� 


���
/ ��
#� (��� �����
� #��#������� ) ���
���� ���(
� �������� �� �
���� (���
���� ��
������ �� �� ��� 
� )� ��
#� 
� ���� ��� $����B�� ����� ��� ��
#�

� ��������$��/ ��
��� 
� �
�� ��� 
� 
 ���
/ �������� �� �(� ��������$��/
��
���� ��� �
(�
�� �� ���� �� ��$����2 �
�� ���
/ �������� �� �(� ��������$��/
��
��� ���/� �� �� ������� �� ���� �� 
�(
/� ��� �
�� �� ��
���/�

)� ��� #�(�� �
( 
����#
���� �
�/ ��
#�� �����$� �� ��
� ����! �� �� #���
 
��� ��
� ���� �
( �
� �� 
##��� ��� ���
/� �������� �� ��������$��/ ��
��� 
�
(���� ���� ��
�� ��
� ���� �� ��� ���
/� 
�� �� �
�� �������� �� �B
���/ �(�
��������$��/ ��
��� ��� 
 ��
�� ��
����� �� ��� ���
/� �������� �� ���� ��
� �(�
��������$��/ ��
���� A��
�� (��� ��� ��� #��$�� �����$
����� �� ���� �
�����
%����! ���� ������ ��
��� ��
� ���� 
 ����
��� ��#������� 
 ��
���
��� �
�� �� ������
������������� ���(�����

��� �����(��� �
��� �������� 
 ���
���/ �� �����
�� 
 ����
��� �� ���
/� ��� 
����� �� ��$��
� ��������$��/ ��
���2

8� *����
�� 
 ��
#� G := (V,E) (��� |V | $����B�� �
�� �� ��� #���������
� 

��
������ ������ �� ��� +) ����� 3�� ��� $����B�� V ��#������ ��������$ 
��/ ��
��� ' 
� �
�� ��� {a, b} ∈ E ⊆ V ×V ��#������� 
 ���
/ ��������
�� �B
���/ �(� ��������$��/ ��
���� �� ��� �����(��� NC := |V | ������ ���
���
� ������ �� ��������$��/ ��
��� 
� N := |E| ��� ���
� ������ ��
���
/��

6� A�#�
�� �
�� ��� (��� 
 ���
/ $����B �������� �� ��� ��������$��/ ��
����



6 D = E >
0

0.2

0.4

0.6

� ��(�� �
( ����������� f ′(x) ��� m = 6, λ = 2.3

D� .��#��� 
 #�(�� �
( ����������� f(x) := c · x−λ ��
� �������� ��� ��
�����
�� ���
/� f(x) �������� �� m ≥ x ≥ 2 ��������$��/ ��
���� ��� #
�
�����
m ������ ��� �
B���� ������ �� ��������$��/ ��
��� 
 ���
/ �
/ �������
���

=� .������ ��� ���
/� �� 
�����
� ��������$��/ ��
��� �� -� ��� #�(�� �
(
����������� ��$�� �/ f(x) ����� #���������
� 
��
�������

&�� #������ �� ���� ���
���/ �� ��� �������
���� �� 
� 
##��#��
�� #�(�� �
(
����������� f(x)! ���� #�������/! ��� #
�
������ c 
� λ� ��$��
� ������
���� 
���(
��� �������
���� �� ����� #
�
������� �����! ��� ��� �� f(x) ���� ���(��� 2 
�
m ���� �� �C�
� �� 1! 
� ��� ����������� ����� ��$�� 
�� 
$
��
��� ���
/�� ����
�-��� #
�
����� c 
� 
 �������� �� ��� �
B���� ������ �� ��������$��/ ��
���
�������� �� 
 ���
/ m 
� ��� ����������� #
�
����� λ2

m∑
x=2

f(x) = 1⇔ c :=
1∑m

x=2 x
−λ 9E�8:

)##�/��� c �� f(x) /���� ��� ����������� �������� f ′(x)2

f ′(x) :=
x−λ∑m
u=2 u

−λ 9E�6:

��� ����������� #
�
����� λ > 0 �-��� ��� ����#���� �� ��� ���#� �� ��� #�(�� 
�
(�� ������������ ��� ����#�� ��� ���#� �� ��� #�(�� �
( �����������! ��� ����
���
/� 
�� �������� �� ��$��
� ��������$��/ ��
����

���� ��� ������� #���� �� $��(! 
� ���
�� ����� �� ��� �
B���� ������ ��
��������$��/ ��
���! 
 ���
/ �� �������� �� 
���� m ≈ 6 ��������$��/ ��
����
0����
���� ��
� 
 �#�(�� ������� ��� ����� ������� �� �����#�� #��$
�� 
� ���� 
���� ��; �� ���
� ���(���! 
 +�������� ���(���! 
� ��� #����� �������� (���
��$= 
�K�� ��$> ��������$��/� %�(�$��! ���� �����/ �#��� �� ��� �$������� ��
������ ������������� ���(�����



� 0B
�#�� �� ��� �������� ���#��� ��������$��/ ��
�� ����
���� ���
���� ��
#� ���(� ��� ���
/� �������� �� ���/ �(� ��������$��/ � 
�
��� �
�� ����� ��� +) ���� 9����:� ��� ����� ��
#� ���(� ���
/
�������� �� 
�����
� ��������$��/ ��
��� �����(��� ��� #�(�� 
�
(�

) ��������� #���� ��� ��� ������������� ����#���� �� ��� �����$
���� �� ��� �B 
#����� �� ��� #�(�� �
( ����������� �� ��� �������� I6GJ� ��� �����$
����� ��
��

 $
��� ���(��� 2.2 
� 2.5� ���������! �� �� ��
��� ��
� 
 $
��� �� λ = 2.3 ≈
1
2 ·(2.2+2.5) (��� ���� #���
��/ (��� ��� f ′(x) 
� (���� ������ E�= ���(� ��� #�(�� 
�
( ����������� �� f ′(x) (��� m = 6, λ = 2.3� ��� �
� ��
�� ���(� ��
� EE�E>Q ��
��� ���
/� ������� �� 2 ��������$��/ ��
���! (���� ���/ 
���� =�==Q ������� ��
��� �
B���� �� 6 ��������$��/ ��
���� ������ E�E �������
��� 
 �����
�� ������ 
��$��/ ��
�� ��
#� (��� ���
/�� &� ��� ���� ��� �
� ��� 
 +
�
�
́�� )����� �
���
��
#� �� ��������$��/ ��
��� (���� �
�� ��� �
� 
� ������� ���
/� &� ��� �����
��� ���
/� �
$� ���� �������� �� ���� ��
� �(� ��������$��/ ��
��� �����(���
��� #�(�� �
( (��� m = 6, λ = 2.3 
� #���������
� 
��
������� ��� ��B� �������
�������� ��( ���
/� 
�� �������� �� ���
/� 
����� ��������$��/ ��
��� �/ 
�
����������� ���
/ �$���
/�

.�� �B��
���� �����
/ 
������ �� ���
/� �� �
�� ��������$��/ ��
��� 0
��
��� ����� .�� ���(� 
 ��� �� �����
/ 
������ �� �
����/ �
�#�� ���
/�
(���� 
�� �� 
 ������ ��������$��/ ��
��� .	�� ���� ����� �����
/ 
������
�� ���� 
� ����������� ���
/ �$���
/ ��$����� 
�� ������ ��������$��/ ��
����
�� 
����$� �������� #
��� �� �
�� ��������$��/ ��
��! ��
��/! ���� �����������
���
/ �$���
/ ����� �
$� ���� ������ �� �
�� ��������$��/ ��
��� ��
� ��
��!



�
�� ���
/ �
���
��� ����� �� 
�� ����� ���
/ �� ��� �
�� ��������$��/ ��
��� ����
�� ����
����� ���
��� �� ��
�
�����/�

�� 
����$� 
 ��
� �N ���(��� #
�� ������ 
� ������ �� �$���
/ ���������!
.	�� ����� 
� ����������� ���
/ �$���
/ �� ��� �
�� (
/ 
� .�� ����� �� ���
�������� ��������$��/� 0
�� ���
/ ����� �� ���
����� ����� �� 
� ��
�� k

2 ����� ���
/�
�� ��� �
�� ��������$��/ ��
�� 
� ������
���/ 
���#�� ���� ��C����� ���� �����
����� ���� (
/! �� �� �B#���� ��
� ��� ������ �� ��������� ��� ��� �B��� k�
	��
��� ������
���� 
���� ��� #������ �
� �� ���
��� ���� ������� =�E�6�

)� �������� ������! ��� ������� 
 ���� ���� ���(��� ���
/� �� ��� �
�� ������ 
��$��/ ��
�� �
� �����C������ �� ��� #
�� ������� �� �
�� ��������$��/ ��
���
���� #�������/! �� �� ���(� ���� +�����
́� 
� ����
��� I87J 
� ��(�� �������
���� �������� 
� A
�
��
��
� ID7J! ��
� �
��� ��
#�� �
$� 
 �
����� (�����
O(���N)! (��� N ������ ��� ������ �� ����� ��� ���
/� �� ��� �
�� ������ 
��$��/ ��
�� ���� ���� 
� �
��� ��
#� �� ����������� ���
/ �$���
/�

���� ��
��! �� ��� ��� �
�! 
 �������� #
�� ��
$������ nc ��������$��/ ��
���
(��� ��
$���� �B
���/ nc − 1 ���
/� (��� ����� 
 ���#���� ����� &� ��� �����
�
�! (��� ����� ��� ����������� ���
/ �$���
/! ��� �������� #
�� �
��� O(nc ·
���NC) 
�����
� ��#� �� �
�� ��������$��/ ��
��� ��� ��� (
/ �� ��(�� ���
������ �� 
�����
� ��#� �� �� 
 
�����
� �$���
/ ���������� ���� �
� �� ���
�� �(� (
/�2

8� �/ �����
���� ��� �
B���� ������ �� �$���
/ ��������� k �� ��� �����������
���
/ �$���
/! 
�

6� �/ ������� 
�����
� ����� ���(��� ���
/� �� ��� �
�� ��������$��/ ��
��
�� ��
�! �� ��! ��� �#���
� ��
@��

'��� ��������� ��� ����������� ���
/ �$���
/ (��� ��� ��������$��/ ��
��
����
���� ���� ������� E�8�8! �
��� ��
�� ����������� ���
/ �$���
/� ��#������� �
�
�� �����
��� 0
�� ���
/ �� ����� ����������� ���
/ �$���
/� ���(� .�	� �� ���
��������$��/ ��
��� 
� �
���
��� ����� �� ����� ���
/� �� ��� �
�� ��������$��/
��
��� ��� ��B� ������� �������� �(� ������� ���� ��� ������� ����
��� 
�����
��������$��/ ��
����

&��� ��� ���
/� ����� 
� ����������� ���
/ �$���
/! ���/ 
�� 
��� �� ����� ����
���

����� ��������$��/ ��
���� ��� ��
�! ���
/� ��#��/ 
 ������� #�������� ����
������� #������� �
� ����� ����
��� 
����� ��������$��/ ��
��� ����� �(� �N�����
������� ����2

� '��� ����� 
�/�
�� �������! �
�� ���
/ 
�������� ��� .�	�
�� ��� ��������$��/ ��
��� �� �� �������� ��� ��� ������� #������� ����
������ ����
��� 
����� �� 
 .�	 �� ��� �� ��� ���
/� ��
� ��������� ���
.�	� ��
��/! ��� #
�� �� ���� ���
/ �� ������� ��
� 
�����
��$� ������ �� �����
���
/� ��
� 
������� ��� �
�� .�	�

� '��� ����� ����
�� �������! ���
/ �
���� 
������� ���
.�	� ����� ��� ������� #�������� ���������! �
�� ���
/ x ������� 
� �����-��

(x) �� ����� ����
��� ���� ��� ���
/ �� 
� ������ %����! .�	� 
�� ���/



��� �� �������� �� 
 ��� �� �� ��� �
�� ��������$��/ ��
��� �� ���(
�
����
��� ���(��� ��������$��/ ��
���! 
 ��� ���
/ ��� ���� ���( ���
�� 
 ���
/ �� ��� �����
������ ��� ��������$��/ ��
�� �� ��� 
 ����
���
���� ��C����� 
� 
�����
� �
##��� ����
�����

�� ���� ���� 
�� �������� ��#
�
���/! �
�� �
� ��� 
$
��
��� 
� ��
$
��
����
�����! 
�/�
�� ������� �
��� ��� ������� (���� ���
/ �� ��� �� ���$�� ��� ����
��
�� ��� �����
���� ��
�� �� ��� ������� #�������� ��� ����� �
���� ���� (����
���
/ �� ��� �� ��� �����
���� ��������$��/ ��
��� ����
�� ������� (��� 
���(
���� �/ �B#������/ 
������� 
 ���
/ �� ��� �����
���� ��������$��/ ��
��� �����!
����� 
�/�
�� �������! ��� ����� �
� ������/ ��� ��� .�	� �� ��� ����
��� ��
���� �� 
 �N����� ��������$��/ ��
��� ����
�� ������� (��� ��� 
� 
�����
�
���# �� �
##��� 
 �����
���� .�	 �� 
 � .����C�����/! �� �� ����
��� �� ��� 

������� #������� ��
� ��##���� ���� ����! �
���/! 
�/�
�� ��� ����
�� �������
��� ���� O�B������/�

��� ����
��� �� #��� �� #��� 
##���
����� 
���(� �� ����
���� ��� �����(��� �� 
C��������� ��� 
 ����
��� ������� #�������2

� &�� �� ��� ��/ #��#������ �� �
�/ �6� 
##���
�����
�� ��
�
�����/� ��
� ��
��! �
�� ��� ����������� 
 #��/ ���
������� 
����� ��
��������� (��� 
� �����
���� ������ �� ����� �� �� ��#���
�� ��
� ��� �������
#������� �� ��� ���
/� �� ��
�
��� 
� (���� 3����
���� �-��� ��
�
�����/ �� �������
#�������� �/ ��� ���(�� �� ��� ������� �
��� �#����� �� ��� ���(��� ����� )
������� #������� �� ������! (��� ��� ���� �� ��� ������� �
��� ���(� ��� ����
��/
(��� ��� ���(��� �����

� &�� �� ��� ��/ ��
����� �� �6� 
##�� 
�
����� �� ��
� �
�� ��� �
� 4���! ��
$�! �� �
�� 
� 
�/ ���� ��������� �� ���(���
��
����� ���� 
��� 
##���� �� ���
/�� %����! ��� ������� #������� ��� �� ��� ���
/�
���� 

#� C�����/ 
� (��� ��( �$����
 �� ����� ��
����� ) ������� #������� ��
�
��� 

#�
���� ��
�
��� �� ��� ��������
���� �$����
 ��� �� ��
�����
���� ���(�
#��/ ���
�������
��/ (��� ��� ������ �� ��
�����

� )� �������� �� ������� E�8�D 
�/�
��

� ����
�� ��##��� #��$��� ���� O�B������/ ��� ������� ����
��� ���(��� ������ 
��$��/ ��
����

� .�� ���� O
� �����-��� �
��� .�	� ��
������/ ��������$��/ ��
���� ���������! ��� ������� #������� ���� �� �
���
���
���� ���#����� �����-��� ��� 
��������
� ��
�� ��� ��� 
�/�
�� �������
9��� ������� E�8�D:

��� ��B� ������� �������� 
##��#��
�� ������� #�������� ��� ��� �� ��� ���
/� ��
��� ����������� ���
/ �$���
/�

��� ��
� �� ���� ������� �� �� -� 
 ����
��� ������� #������� ��� ������� 
�����
��������$��/ ��
��� $�
 ���
/�� �� ���� ��! ������� E�6�8 �-��� ���#��B��/




� #������
��� ������� �� ������� #��������� �����������! �� 
� �
#� ���� ��
��� ��C��������� ��
�� �� ������� E�8�=� ����! ��� #��#������ �� �B������ �������
#�������� 
�� ����
����� ���
��/! �
�� �� ��� ���#��B��/ �� ��� ������� #��������

� ��� ��C��������� ������� E�6�D �������� ��
� �����
� A��� A������ 9�AA: ��

 ��
����� #���� ��� 
 
##��#��
�� ������� #��������

���� ������� #��$��� 
� �$��$��( �� ���#��B��/K#������
��� ������� 
� ��
�����
���� �� ���#
�� ��� ������� #�������� �� ����� �� ��� ��C��������� ��
�� ��
������� E�8�=�

)����� 
�� ������� #�������� �
$� 
 ������ ������
���� ���/ ��� 
 ������� 
�
��� �� ����� ����
��� �� ����� ����� �����������! ���/ ��� ����
����� ����
���
�� ���� ����� ������� �
���� (���� ������ �� 
 ����
�� ����
�� �$����
� 0$��/
���� 
 ��� 4����! ��
$��! �� �
��� ����� ��� ���(���! ��� ������� #������� �
� ��


#� ���� �� ��� ������� �
����� ���� ��
� �� ����� �
�� ���#��B��/ �������2

� ��� ������������ ��;� 76��+�;�8 ������ ���
������ �� ������� �
��� ������� ���� �� �
�� ��� �� ����� ����
���� �� ���
������� #������� �� ��
�
��� ��� A� ���� ���(� ��� ����
��/ 9��� A�C�������� E�8:�

� ��� ����������� ����� ����� ��� ��
@�
#�� ��� ��� ������� #������� ��� ���$�������� ���� ������� ��� ��
@� ���� 

������
����� ��
�� ����� ���$������� �� ��� ������� #������� �� N �����

� ��� ���������� ����� ����� ��� ��
@� #�� ���
��
� ��� ������� #������� ���� �� ��
������ ��� ������� �
���� (��� |ΔN | ���� �
��!
��
$�! ����$��! �� 4���� �� ��� 

#�
���� ����� ���( ��� ����
��/ (��� |ΔN |! ���
#������� �� 

#�
���� ��
�
���! ��� A�C�������� E�6�

'��� ��� ������� �
���� 
�� -��� (��� ������� 
� ��� ������� #������� ���(
��
����
���! ��� ������� �� ��� �� ��� �
�� #������
��� ��
����� ��
� ����� �� ���
C�
���/ �� ��� ������� #�������2

� ��� 9�����#���
��$�: ������� ������ ��� �
���� α ���
������� #
�� �N��� ���� ��� #������� �������� #
��� 0� ��! 
 ������� 6 ��
�� ��
�
��� ������� #
�� �� �(��� 
� ���� 
� ��� �������� #
��� )������ $
��
�� �� ��������
������� β� �� ������ ��� 
������� $
��� β ��� ������� #
�� �N��� ���� ��� ��������
#
��� �� ��� �B#������/ ���� �N������/! ��� �����#���
��$� ������� �� �������� ��
���� �������

A������ #�������� ���� (��� �N����� ��
������ �� ���#�/ (��� ��� ��C���������
9��� ������� E�8�=:! ��� �����(��� �(� ��
����� 
�� ��������2

� '��� 
 ������� #������� ��##���� �������! ��$��
� ����

�� ��
��
��� ����� ��� �
�� ������� �������� '��� 
 ����
�� �� ���� �� 
�
������� ������� �� ���� �� �� �B
���/ ��� ���! �� ��! ��� ������� ����



� '��� 
 ������� #������� ��##���� �����-��� 9�	�: � 
�����/! �� ��� ��� ��� 
� 
�����
� ���������� ���# �� �
##��� 
� �����-��
�� 
 ���
���� �#����� ���
����

��� ��B� ������� ���� ����� ��
�����! ���#��B��/ 
� #������
��� ������� �� #�� 
$�� 
 ���#
����� �� ����
��� ������� #���������

�� ���� ������� ��$��
� #������� ������� #�������� 
�� ���#
�� �� -� 
 ����
���
��� ��� ��� �� ��� ���
/�� ��� #�� ��������� �� ��� ������� #�������� �
� ���� ���
�� �(� #���
�/ ��
����2

8� 5������������� �������( ����
��������� ���(���� ���
��/ �
$� ���� /�
����
��
� �6� 
##���
������ %�(�$��! ��� 
��������� �/����� 9)���: 
� ���
�����#� �� ��������$��/ ��
��� �
$� ���� �����
������� ����� ��� ��������
���� +*� �� ������������ )���! ��
����
� ������� 
���������! ���� ��� #
�� 
$�����! +*� ����! 
� ���
��� $����� 
���������! 
�� �������� .������
����
��� �� ���� -�� �������/ �������� #�
����
��� ���#
�� ������� �������
IDF! G7J �� #��$�� ��
�
�����/ ��� ����
��������� �������� ����� ��
�
�����/ ��
��C���� �� �6� 
##���
����� ��� ���� ������ 
##��
�� �
��� 	���� IH7J ��
���������

6� :����� �������( ) ��� ���(���� 
����� ���(��� /�
���� ����� �� �����
���� �� �6� 
##���
������ ���� �
��� 
 ��� ������� #�������� ������������
�(� #�������� 
�� �����/ ��
�
����
��� �� �
�� �� /�
����2 �����
� A���
A������ 9�AA: I8DJ #������� 677> �/ .
��
� �� 
�� 
� 	/�
��� )����
A������ 9	)A�: I6HJ -��� #������� 677= �/ 0������� �� 
�� ��� �
����
(
� ������� ���
��� ��� ���� ��
 �
� ���� #���� �# 
�
�� �/ �����
� �
A&����� 9��A&: IH8J �� ��� /�
� 6788 �/ 5
�� �� 
�� 
� 

#�� ��� ��� ��
����
��������� ���(����� �����
� A��� A������ 9�AA: �� �����
�� �� �����!
�����
� #��������! �� ��! ��� IDDJ! ����;�� I6FJ! ��A IDGJ! �� ������ ��������!
���� ���������
��/ 
� #�
����
��/ I8=! >DJ�

��� �����(��� ����O/ �������� ��� �
��� ��������
���/ 
� #��#������ �B��
��� ����
��� #������� �����#���� 
� �$
��
���� ������� �� �
�� #
#��� ����� #��#������ 
�
������� 
�� ��� ���#
�
��� ��� �/ ���? ��(�$��! ���/ 
���( �� ��� 
 ���� (����
���#� �������� 
 ����
��� ������� #��������

A������ #�������� �
�� �� ��� #
�� 
� ���
��� $����� 
��������� �������
��
����� ������
���� �� �
�� ��� �� ��� ���(��� 
� #��$�� 
 �������� #
�� �������
���� 
 ��� �� 
�/ ����� ���� ���� 
���(� ����� ������� #�������� �� �����
����
��� (��� 
 #������ ������� �� 1.0 (��� ����� 
 ������� �
��� (��� N �������

� N ����� ��� ���(��� ����� &� ��#����/ ��
����! ������� �#
��� �� �
�� 4������
�� �
����� ��� ��� �� �� ���� �� 
�� ����� ����� ���� ������ 

#�
���� ����� #��
��� ��
� ���( #��#������
� (��� ��� ���(��� ����� ����! ����� #�������� 
�� ���


#�
���� ��
�
���� %�(�$��! ���� �
�������� �� #�������� �
� ��##��� �����-���
������/� �����������! �� �� �
�/ �� ��##��� 
�/�
��? ��$��
� ���� 4��� 
�������
��� �
�� ������/ (���� ��� #������� ������� ��� ������� #
�� �� ��� �� �����



��� �
�� �
(�
�� �� �������� #
�� ������� �� ��� �
�� �� ��
�
�����/� �������� 
��� �� 
�� IDFJ 
� �����# �� 
�� IG7J �
$� #��$� ����� ��������� ��� ��
� �N�
���(��� �������! �� ��! ��� �$�
���� ���� ��� �������� #
��! 
� ������� �
��� �����
���� ��
 �� ��$��
� #������� ������� &�� �� ���� �� ��������� ���#
�� �������
9	����:�

	��������� .��#
�� A������ IH7J #��$��� ��
�
��� ������� �/ ���������� 
 �����
������� �� 7.0 ������! 
� 3.0 
���� ��� ��� 	���� ���� ��� -��� ����
�� �� 
������
���� ���� 
���(� 
 �
B��
� ���(�� �� ��� ������� �
��� (����� ��
�����
� #�(��!
�� ��! O(

√
N · ���N) ���#��B��/�

	���� ���� 
 6 ���#� ����
�����
� ����� �� ����� ��� ������� �
��� ����� ��
���
�� ��� ����
���/! 	���� �������

√
N · ���N �
��
��� �� ��� ���(��� �
� 

���/� ���� 	���� #��$��� �������� #
��� ���(��� ��� �
��
��� ����� 
 ��
� 

� 9��K	�: ������� #�������� �� ������! �
�� ��� ���(� ��� �������� #
��� ��

�� �
��
���� 0
�� �
��
�� ������� 
 ���C�� �����-��� �����������! �
�� ���
��
��� 
���� ��� �������� #
��� �� ���

√
N · ���N ��� ������� ���������� ���� ��� ��

�
��� $������/�
��� �������! �
�� ��� ������� 
� 
���� ���#������ ��� �����-�� �� ��� �������

�
��
�� 
� ��� �������� ������ ����� ���� ��� �
��
�� �� ��� ���� '��� 

��� ���� 
 ����
�� �� ���� 
���� 	���� -��� ������ ��� ����
�� �� ��� �
��
���
����! 	���� ���� ��� ������ ����� �� ���$�� ��� ����
�� �� ��� �����
���� ����
�� �� ��$���� ��
� ���� ����� �� ��� �
��
�� ������ �������� �� ����� ����
�������! 	���� ���� ��$��
� ����� ��� ����
������ ���
��/! �� �
� ���� ���(� ��
�
��� ������� �� ���(��� [1.05, 1.10] �� #�
����
� ���(��� ��#�������� ��� �$
��
����
������� ��
�� ���$������� ����� ��
� ���( (��� O(

√
N · ���N) 9��
�����
� #�(��:

���#��B��/� )
#�
���� ����� 
�� ��� �������� �� ��� #
#���
	������ 
������ 
�� ���
���� �#�����! �� ��! ���#������ ����� ������
�����

�� ��##��� ���
���� ���#����� 
������� 	���� ���� 
 �
##��� ������ ����

� 
�����
�/ �����-�� �� ���� 
����� ��� ���������� �� ��� �����-�� ������� ��
������� (��� 	���� ���$��� ��� -��� ����
��� �����������! ��� �
##��� ������
��� ��� 
���( 
�/�
���

&�� #������ �� 	���� 
� #
�� K���
��� $����� ������� �� ��
� ���/ 
�� �
���/
�$
��
�� �� ��
��� ���(���� �� �� ���(���� (��� ������ /�
����� ���� �
��� 

�
���� �� 

#�
���� ��
�
�����/ �@����� ��� �
�� ������� �� ��� �$
��
����� ��
����� #�������� 
�� ������� 
� ������� �
��� ���� �� ��������� ��
�
�����/� ) ��
��
�� #�������� ��
� ��##���� �����/ /�
��� ���(���� 
�� 
 ��� ������� #���������
��� �����(��� ��������� �(� #�#��
� ��#������
��$���

��� ����� �� 	/�
��� )���� A������ 9	)A�: I6HJ 
� �����
� � A&�����
9��A&: IH8J �� C���� �����
�� +��� #�������� ������� ���� �� ��� ���(��� ����
� 
����
��/� ��� ������ �� ���
�/ ����� �� ���� ���
�/ ����! ��� ���� ��#������� ���
������� ��$����� ��� (���� ���(��� 
� �������� ���� ��
���� �������� 
� �������
���� ��� #
���� �������� ��� ��
� �������� �� ��� ���
�/ ���� ����
�� 
 ������ ����
�����C�����/! ��� 
���� �� 
 ��� �� ����� ����� ��� #
�� ���� ��� ��
� �� ���



���
�/ ���� ����� ��� ������� �
��� �� 
 	)A�K��A& ��� ���#����� �� ���N �� 
����� �� ������� ���� �� ����� �������� 
� 
�� �������� ����� 
 ���
��� $�����
#��������

��� ������������ 
� �
���
����� ��� ������� �
����! ��� �$
��
���� ������� ���(
��
� ��� ���$������� 
� 

#�
���� ����� #�� ��� �����( ��� ���� �� 
� ��
��
#��/ ���
������� ���#��B��/� )���! �� �� ��� ��#����/ �#����� 
�������! ���
�$
��
���� ���(� 
 ������� �� 1.30 . . . 1.60 ��� ��
�� ���� ���(���� ���� 100 �� 1000
���� �� 
� 
 ��� ���(����

3��� 	����! 	)A� 
� ��A& ��� ���
����� �� �
� (��� �����-��� ���� #�� 
������ ��� 
 �
##��� ���$��� ��
� �
#� ��� �����-�� �� ��� ���#����$� ���
����
��� �
�� �N������ ���(��� 	)A� 
� ��A& �� ��
� ��A& �
� 
 ���� ��#��� 
���
�� �����-�� �
##��� ����
���� (���� �� ���� ��������� 
�
���� ��� �
�����
�� ��
$���� ��A& 
��� ���� ���� ����� �� ��� ���������
� #��#������ �� ��� �������
�������

&�� �
(�
�� �� 	)A� 
� ��A& �� ��� �����
� ���������� ������� '���� 	)A�
#��$��� 
 $��/ ���#�� #������� �� ������� ��� ����! ��A& ���/ �������� 

�����
���� ����������� &�� #������ �� ��� ���������� ������ �� ��� ���
�
���
�� ��� ��������� ���
�/ ����� ���� �
� �
���/ ��
 �� $��/ ���� 
������ �������
��/�� 86H ��� �� �
��� ���(����� )������� 	)A� ����� �# (��� ��$��
� ���������
�� ���� �� ����� #�������! 
 �����
� ������C�� �� �
� (��� ���� �� 
� �#�� #�������
)�����
��/! ���
����� 
� �
�
����� ��� ���
�/ ���� ��� �# �� �
��� ��
�� 
����
��
����! �� �
���! ������������ ���� ���� �
� �� �
� (��� �����-�� �� ���
���
�
##��� �#
��� 
� ��
� �� ���� �$����
� ���� (��� �
�� 
� �B������� ���

�/�
�� ��##��� $��/ ���#���
���

��� �����(��� ������� �������� �����
� A��� A������ 9�AA: #������� ��
� �
� 
��� �����-��� ������/�

��� �����
� A��� A������ 9�AA: (
� ��� �� ��� -��� ������� #�������� ��
� (
�
���#��� �/ 	%��� 	%�� ���#���� 
 ��/ �
�� ������� 9"+A: �
/��� "+A ���(
��

�
 ����� O
� �����-��� �� 
 $����
� ���(��� ���� �#�� ��� �B������ ����
���������!
�� ��! �� ��� 
##���
���� �
/��� &�� �� ��� #�#��
� "+A #�������� �� .��� IHFJ� ��
����� 
 $����
� ���� ����� �/ ��� ����� �����-���� 0
�� ��� �� ��� ���� �
� 

���������! �� ��! 
 ��� (��� 
 ���
��� �����-��! 
� #���������! �� ��! 
 ��� (���

 ��
���� �����-��� �� ����� ��� ����! ��� ��������� �� ��� ��� (��� ��� ���
����
�����-�� �� ��� ��� (��� ��� ��
����� �����-�� 
� $��� $���
� A������ �� ����

 ���� �� ���#��� ��� ���� ����� 
� ���$�B �����-�� �#
��� ��
� �� ��� ��
���
(�/ 
 ��� �
� ���(
� ����
��� ������/ 
���� ��� ���� (������ (���/��� 
����
������� ���� 
 ��
 ��� �� ��� 
���� �#
��� %�(�$��! ��� #
�� ������ �� ���
������ �
� �� $��/ ����! ���� #�������/! (����� O(N)� �� ����� ��� #
�� ������!
.��� 
� �� �
��� -�����! �� ��! 
�����
� ����� �� ����� ���� 
� ������ �����
������� ��� ����� ���� ������ ��� #
�� ������ �� O(���N)�

�AA #����� ��� ��
 �� .��� ��(� ��� ��
��� ���� ��� 
##���
���� �
/�� ��
��� ���(��� �
/��� �� -�� ��� ������� �
����! �
�� ��� ����� �� ����$�� ������ ��
������ ���������� �� #���������� ����� ��� ������� �
���� 
�� ��
���� �AA �
� ���



9���
� O(
√
N · ��	N) ������	#

9���
� O(
√
N · ��	N) ������	#

9���
� :�� ���������� ������	#
;�� :� ;��
;�� :� �����
��� ���
1.0 1.05 . . . 1.10 �����
��� ��
��

9�	
������� Ω(
2
√
N3) 1�� '��	���2 ������	#

������	# ������	# ������	#
������	# ������	# ������	#
:� :� ;��
:� ;�� �����
��� ���
1.30 . . . 1.60 9�	
������� �����
��� ��
��

� .��#
����� �� ����� �/ ���#��B��/ 
� #������
��� ������� 
� ��
 
����� �� ���
���K#
�� $����� 9	�K��: �������! ��������� ���#
��
������� 9	����: IH7J! /�
��� 
���� ������� 9	)A�: I6HJ! $����
� �	
������� 9��A&: IH8J! 
� $����
� ���� ������� 9�AA: I8DJ� )�����
�
�������2 ID! E>! EFJ

#

#������
� �� ����� ��� ��������/ �� O����� ������� �#
��� ���
��� �� ����� ��� 
��������! (��� ���� 4���! ��
$�! �� �
��! ���/ ������ �� ��� $����
� ���� ���������
��� �� �� ��#
���� ���� ��
� �� 
 #��/ ���
������� ���� �� ���$������� 
�


#�
���� ������ A����� ���������
� -����� �/ �
���� �� 
�� I>DJ ���( ��
� ���
������� �
��� ���� ���(� (����� ��
�����
� #�(��! �� ��! Ω( 2

√
N3)! ���#��B��/ (���

����� 
 �(� ��������
� ��� ���(��� ��#����/� ��� ��
�� ��
�� 
� ��� ����� ���
�� �����-��� �� ���� ��� ���� ��
� �� 
 ���
������� �������! �� ��! O(���N/

√
p) 9p

������ ��� #
�� ������������ ���@����� �� ��� ���(���:! 
������� �� I>DJ� �AA
������ ��� ��� ��##��� 
�/�
��� %�(�$��! �� �� ��� ����� ��� �� �����-��� ���
������� �� ����� �� #������� �� 
 ���� ��������
���/�

�
��� E�8 ����
����� ��� ���#��B��/K#������
��� ������� 
� ��
����� �� ���
#�������� �B��
��� ���� ��� ���#����$� ���
�� (���� ��� #�������� (��� �$
��
��
���� $
����� ���������! �� ��! ��$��
� ���(��� ��#������� 
� �N����� ���(���
����� (��� ��������� %����! ��� $
���� �� ��� �
��� ��#������ ����� ���/� '����
���#��B��/ �� ��� #������� 
�� C���� ���#
�
���! ��� ������� ������ ��� �#���-�
$
���� ���� ��� ���#����$� �B#���������

�� ����
�/! ��� �
�� ����������� �� ��� �����$� ������� #�������� �� ��� �
�� ��

�/�
�� ��������
���/� ��� ���/ �
�����/ #��$���� ���� ��������
���/ �� #
�� $�����
�������� ���� �
�����/ �� ��� �� ���#� �� �� ��
�
�����/ ������� 	���� �� 
� �B�������
������ ��� ��
��� ���(���� ��
� ��C���� ��
�
�����/ ��� �� 

#�
���� ��
�
�����/� ��
�� ��� ���
� ��( 	���� (��� #������ �� �
��� �� /�
�����

���� ��
$�� �(� �#�����2 �AA 
� ��A&K	)A�� +��� #�������� 
�� �
$� ���
#������
� �� �� 

#�
���� ��
�
���� %�(�$��! ��� ��� �� ���
���� 
� ��� �
##���



����
���� �� 
� �����-�� �� ��� ���
���� �
� ��� ���� �$
��
�� �� 	)A� 
� ���
#������
��� �� 
� �#�� ������ ��A& 
� ���� ���#�����! ��� ����� ��� ��� ��# 
#��� 
�/�
��� ���� ��
$�� �����
� A��� A������ 9�AA: 
� ��� 
##��#��
�� �#�����
�AA ��
��� (��� �����
�� �� ���� 
� (��� ���(��� ��
����� �����������!
�AA ���� �����-��� ��� ������� ������/ (������ 
� 
�����
� �
##��� ����
 
����� %�(�$��! ��� ���
������� ������� �� ��� #������ �� �AA� ���� #������ ��
���� ��� ������� (����

��� ��B� ������� ��������� �
����� A������ 9�A���:! 
 ������� #������� �� 
�#��� �/ �����
� A��� A������ 9�AA: 
� 	�����
���� ��C����� 	���
��� ��� 
��� 9	�	�: �������� �����������! �A��� ���� ����
���
���� 
� #
�
���� ����$��/
�� ���� ��� ������� �
���� ���� �@������/ ��
� �AA! 
� #��$��� 
�/�
�� ��# 
#����

���� ������� �������� ��� �
����� A������ 9�A���: #�������� �A��� �� ���#��� �/
��� (��� ���(� $����
� ���� ������� 9�AA:� %�(�$��! �� �����
�� �� �AA! �A���
�
� ���� ��#��$� 
� �����(�2

�� �A��� ����� �
�����
��� �� �#��� ���� $����
� ���� �
�����
����
���� �
��� �A��� ���� ��������
��� 
� �
���� �� ���� ��
� �AA� �����������!
��� ����� �
�����
��� ����� �
��� �
�� �� ����������/ �N���� 
� �
����
��� �
������ #��#���/�

�AA ���/ ���� 
 ����$��/ ����
���� ��� ������� ��� $�� 
��
� ����� �� �����
��! �A��� ���� ��� �����#� �� ��� ���� ��
�������� ����
���
����

�������� IF8J �� �$
��
�� ��� #�������� ��
����� �� ���� 
��������� ����� ��
 
����� ������ �
�� 
� ���������
��/ #��$�� �� ��
�����
����� �����������! �A���
���� 
 #
�
���� ����$��/ ����
���� ��� �
���� ���$�������� �����������! ��
�����
�� �� �AA! �A��� ��� ��� O�� 
�/ ������� ������
����� �� 
����$�
����! �A��� -��� ����� 
 $����
� #
�� 
� ���� �������� ���� $����
� #
�� �� 

$����
� �����

+
�� �� ��� $����
� ���� 
� �� ���4������� (��� ��� �����
�
�����
��� �����! �A��� �
� �
���/ ��##��� 
�/�
��� ��� ���� #��#���! ��
�� ���� ��� ������ �� ��� $����
� ���� 
� ����� 
� 
�/�
�� �����
+����� ��������� �A��� �� ������� ��
��! ������� E�D�8 ��
��� ���
����� ���

�� ������� �A���� ������� E�D�6 ��$�� 
� �$��$��( �� �A����� ������� ��� 
���� E�D�D �������� ��� ����
����� ��
� �
���
�� ������ 
� $����
� ����� ���(���
$����
� ���������� ������� E�D�= �������� ��� ����
����� ��� �� ���� ��� $����
�
#
��K����� ������� E�D�E #������� ��� 
�/�
�� �B������� �� ��� $����
� ����� ���
��/!
������� E�D�> #������� �A����� 
�����
� �#�����
����� 
� ����
�/ �� �A�����
#������� #
�
�������

�A��� ���� 
 $����
� �����-�� �#
�� ��� ������� ���� ��� �����
� A��� A������
�������� 9�AA: #������� �/ �
����( .
��
� �� 
�� I8DJ� ��� �����(��� ��������
���� $����
� �����-�� �#
��! ������! $����
� �����! �� ���
���� �� ��� �����������
���
/ �$���
/! ��� $����
� ����! 
� ��( ����
��� 
�� ����� �� ��� $����
� �����



� ��/���
� ���(��� 
� $����
� �����-�� �#
���

��� $����
� �����-�� �#
�� I := { x | 0 ≤ x ≤ 2128 − 1} ⊂ N �� 
 ������ �� ���
�
���
� �������� 0
�� $����
� �����-�� 9 : x ∈ I �� ����� 
� 
 86H ��� �������
�A��� ���� ����� $����
� �����-��� ��� ������� ����
��� ���(��� ����� ��� ����
��
��� �
�� ��� x ��������� 
 #���
���� $����
� �����-�� ������ �
����/� �
���
��� �����-�� (x)� ) ��� x �
/ 
��� ������� 
�����
� $����
� �����-���

(x) ⊂ I� ���� 
���(� �A��� �� ��� 
 ��� �� �����$� ����
��� 
����� �� 
�/
�� ��� � #������� �/ ��� ��� �� ��C����� ���� �� ��#���
�� 
� 
 ���
/ #��������
��$��
� � �
�� �C�
� �� ��� �� ��� � ��� 
�/�
�� �������! ��� �B
�#���

������ E�> ���(� 
 ���(��� �� ���� �������� �/ ����� 
� ��� $����
� �����-��
9 : �#
��� ��� $����
� �����-�� �#
�� ���#����� $����
� ���� (���� ��O��� ���

� ������ �/ �
�� ���� �����������! ��� -���� ���(� 
�����
� �! �� ��!

� ��������� �/ ��� ! �� ��� $����
� �����-�� �#
���

�A��� ������ ����
��� �� ���� (���� #������ 
 ����� 
 ������� �
��� 9A�:�
0
�� ����/ �� ���� ������� �
��� ����
��� ���� x 
� ��� ��B� ��# �� 
(
�� 
 ��� #��������� ��� x� ������ E�> �������
��� ���� �/ 
� 
���( (���
��� 
4
���� #������� �� ��(
�� ��� ��B� ��# ��������� �A��� ����� ��� 
��������
� ������ �� 
 ��� (��� 
 ��$�� �/ ������� �# ������� �
��� �������
9A� �������:� ��� -���� ���(� ��� �B��#�
�/ ������ ���� ����� ��
� ���� ���
$����
� ��� �� (���� #�������� � �(� A� ������� 
�� ���� ���
������� �# ���� �����2 ��� A� ����/ �� ��� #������� �� ��� �������� 
�
��� �� ��� #������� �� ��� �������� �


*��� ������� ��
� ��� �����
� ������<�� �� ���=�� ���� ��	� ����
������#



�(� ������ ��
��� ���� 
 ��� #��������� 
 �� 
 ��� #��������� 
 
� �����

� ��$���� ����� 
 ������ ��� ���(��� 
 #
�� �� �� ��� -���� ���(� ���

$����
� ���� ���(��� ��� $����
� ���� 
� ��������� �� A� ������� �� ����
! ! 
� � �(� $����
� ����! �� ��! $����
� ���� 
� ! �������� �/


 $����
� ���� 
�� ����� ������ ��������� �� ��� $����
� �����-�� �#
��� ���
#������ �� ������� �# $����
� ����� ����� A� ������� �� ���� 
 ����
�� ��#����/ ��
�
��� ���������� ��� #������ �� ������� �# ��� �� ���� ������ ��(
�� 
 ��� x
��
� #�������� 
 ����
�� �� �
��� �������������

�A��� ���� �� �
�� ��� �� ��� ����������� ���
/ �$���
/ 
�! ����! �A��� ��

��� �� ���(
� ����
��� ���(��� ��������$��/ ��
���� ��� ���� ��
���! �A�����
$����
� �����-�� �#
�� �� ���#
����� �� ��� ��� �� ��������$��/ �����-��� 9 �:
�-�� �� ������� =�=�6� ����! ���� �! ��� ��� �� � �� 
 ������ �� ��� $����
�
�����-�� �#
��� 0
�� ���
/ �� ��� ����������� ���
/ �$���
/ #�������� � �C�
�
�� ��� � �� ��� ��������$��/ ��
��� ���#������ ��� ���
/� �A��� ������ ���
��� ����/ ��� ����������� ���
/ �$���
/! �� ��! ��� ��� ���
����� ��( ������ ��
���� ��� ����������� ���
/ �$���
/ 
� ��� ���������! ��� �A��� ��� �����������
���
/ �$���
/ �� 
 ���(��� ���#������ ���� 
� ������ 0
�� ��� �� ���� ���(���
�
� 
 ������ �/ �A��� 
� ��$��
� 
�����
� � �C�
� �� ��� ���#����$�

� ���(� �/ ��� ���
/�

��� $����
� ���� ��
���� �A��� �� ����� ����
��� ���(��� ���� ����� ����� ��
��� $����
� ���� �� ����� �/ ���������� ��� $����
� ���� (��� $����
� ������ 0
��
$����
� ��� �� ��� $����
� ���� �
� 
 $����
� ���� �� 
 ��������� 
� 
 ������������
��� ��������� �� 
 $����
� ��� x �� ��� $����
� ��� s (���� (s) �� ���
���
��
� ��� (x) �� x 
� ������� �� x �� ����� �� ��� ������
� ���
��� ���(���
���� �! �� ��! | (x)− (s)|� �� ��� �
�� (
/! ��� #��������� �� ��� $����
�
��� p (���� (p) �� ����� ��
� ��� (x) �� x� �� ����� ��� ����! ��� $����
�
��� (��� ��� ���
���� ������� ��� #��������� �� �� ��� $����
� ��� (��� ���
��
����� 
� $��� $���
� �A����� ��
������ �� �� ���� ��� $����
� ����� ��� ���
$����
� ����! �� ��! �� -�� ��� ������� �
���� 
��������/�

������ E�F ���(� 
� �B��#�
�/ $����
� ���� ���#������ E ���� 9 ! � � �! :

� ����� ���#����$� $����
� ���� 9 ! � � �! : �������� �� 
 $����
� ���� �����
$����
� ������ �����������! �� ���(� ��� A� ������� �� ��� ������� �
���� ������
�/
�� ���� ��� $����
� ����� ��� -���� ����
��� ���������� (���� 
##�
� (��� �����

�� ��O���� �/ $����
� ����� �� ��� $����
� �����-�� �#
��� ��� ��B� ������� (���
��� ���� ����� �� ��� ��#
�� �� ����� ����� �����

'��� ��� $����
� ���� �� �����! 
 ��� �
� ��� ����
��� �� 
�/ ����� ��� �/
������� ����
��� 
���� ��� $����
� ����� ) $����
� ��� x (��� (x) ������ 

����
�� ��(
�� 
 $����
� ��� a (��� (a) �/ ������ ��� ����
�� ��(
��
��� $����
� �������� y (��� (y) ������� �� (a) �� ����� �� ��� ������
�
���
��� | (y) − (a)|� �������$��/! ���� (��� ��
 �� 
 �
B��
� #
�� ������
(����� O(N) 
� ���� ��O���� ��� �
B��
� ��# ����� �� ��� $����
� ����� %�(�$��!



� 0B
�#�� �� 
 $����
� ���� ����� ���� ��� ���(����

���� �AA! �A��� ���� ��� ���������� �� ��� $����
� ���� �� ����� ��� #
�� ������
�����-�
���/�

��� #������ (��� ��� $����
� ���� �� ��
� ��� $����
� ��� (��� ��� ���
����
���� �� (�
# 
���� ���� �� -� ��� ��������� �� ��� $����
� ����� ��� �
�� ����
��� ��� $����
� ��� (��� ��� ��
����� (��� ����$����� ��� #���������� ���
(�
# �� ��� $����
� ���� �
���� �AA �� ���$���� �� 
 �� �
��� ���#/ �/���� )
���#/ �/��� �������� �� ��$��
� ����
���
�� �����! �� ��! | 8�E�G | D�>�87 | 9��� �
�
| ������ ��� (�
# �� �
�� ����:� ��� �
�� ��� �� 
 ���#/ �/��� ��� #���������

� ��������� �� 
����
�� ���
��/� *���
��/! ��(�$��! ��� $����
� ���� �� ��� 
����
��
���
��� �� ����� ���� ���� ����2 | 8�D�E�>�G�87 |� ��� ���#/ �/��� �� ��� �B
�#��
������ �� ��� ��� (��� G �� ��� 
��� �� ����$�� ��� ��� (��� 87 
� ���
���� ���������� �AA -B�� ��� #������ �/ O����� ������ �� ���� ��
� 
�����
��
� ���/ �
$� ��� ��
����� �� ��� ���(��� 9�������:� ����� �������! ���
����� �� ��� (��� D (��� �� O��� �� ��� ���(���� .����C�����/! ��� ���
(��� 8 (��� ����$�� �� ��
� ���������! �� ��! ��� ��� (��� D� ���� (���
��#�
� ����� ��� ���#/ �/��� ���$����� �� 
� 
����
�� $����
� �����

&�� �����$
���� �� ������� �� ��� $����
� ���� �� ��
� 
 ���$�B ��#����/ �� ������
�� �����������/ ����� ����
��� �� 
 $����
� ���� �� �� ��$���� ��
� 
 $����
� #
��
�� 
��� ���$�B? �����! �� ��� ������
�/ �� ����� ��� ���� ��� ������� ����
���� ���
������ �� 
 $����
� #
�� ���#������ 
�� $����
� ���� ����� �/ ����� �� ���

$
��
�� �� ��� $����
� #
�� �� ��
� �� ���#��-�� ��� #������� 
� ��� ��� ���
�� O�� ��� ���(����

�� ���
�� 
 $����
� ���� 
����(
��! �A��� -��� ����� 
 $����
� #
�� 
� ����� 
C�����/ ������� ��� ��� �� ��� $����
� #
�� �� 
 $����
� ����� ������ E�H ���(� 
�
�B��#�
�/ $����
� #
�� ����� ���� ��� ���(���� ��� �N������ �� ��� $����
�



� 0B
�#�� �� 
 $����
� #
�� ����� ���� ��� ���(����

� )� �$��$��( �� �A����� 
������������

���� �� ��� ������� $����
� ���� ���(��� ��� $����
� ���� (��� ��
����� 
� ���
����
��

��� �����(��� �������� ������� ��( �A����� �N����$��/ ����� 
� �
���
��� ���
$����
� ����� �����������! ���/ ������� 
� 
�/�
�� �B������� ��
� ���� ��� $����
�
���� �� ���� 
� 
�/�
�� �����

���� ������� ��$�� 
 �����
� �$��$��( �� �A���� ������ E�G �������
��� ���� �$��$��(�
)� #
�� �� .	��! �A��� ������
��/ #��$��� 
 ������� ������
�� ��
� 
���(� ������
����
��� 
����� �� 
 ���(� � �����������! �� 
���(� �� �������� ��$��
�

�/�
�� �! �� ��! ��� � �� .��� +���( ��� ������
�� �(� �
�� ������ #��$��
��� ��������
���/ �� �A����



��� $����
� ���� �
�����
��� ����� ����� ��� $����
� ���� ����� ��� �� ���
�(� $����
� ���� ������������ ����
�����2 ����
���
���� 
� ����$��/� ����� �(�
����
����� ��� �(� #������$�� ��� ���
�������� 
� �
���
����� $����
� ����� �� ���
$����
� ����2 ����� �#
��� 
� ����� ���(
����� ��� ����� �
�����
��� �����
#��$��� ���� ��������
���/� ��� ����� �#
�� #������$� 
���(� 
��� ��( 
�
�#
���� �B������ A� �������� ��� ����� ���(
���� ����
���� 
���(� �� ����
��( ������ 
� $����
� ����� ����� �B������ �����

'��� $����
� ����� �� ������ ���(��� $����
� ���� �
$� ���� ���
������! ���
����� �
�����
��� ����� �
���� $����
� ���� �
������ 
� ����-�� ��� 
�/�
��!

� $����
� ���� �
�����
��� ����� 
���� ��(�/ 
� �� ����$� ������� �
���
�������� ��� ����������� ���
/ �$���
/ ����
�� ��� ����� �
�����
��� �����
#��$��� ��� ���(��� ��� �A��� 
� ��� ������
���� 
���� �
��� �� ��( ����������

+
�� �� ��� $����
� ���� ��� 
�/�
�� �B������� ����� #��$��� ��� ��C����

�/�
�� ��������
���/� ��� ���� #��#���! �� ���� ��� ��B� ��#� �� ��� $����
� ����
�� ����# 
�����
� A� ������� ����� ��� ����� �
�����
��� ������ ��� 
�/�
��
�B������� ���� �� 

#� �� ��� A� ������� �� ��� $����
� ����� ��� ���� #��#���!
��� $����
� ���� �
�����
��� ������� ��� 
�/�
�� �B������� ����� �� 
�/ ��
���
�� ��� ��������� �� #��������� �� ��� $����
� �����

�A��� ������ ���� �� 
 ������ ���# 
� �� ������������ �� ���� ���# �
�� �����
#������� ��� �
�����
��� ����
����� �$��/ T����� ������� ������ E�G �������
���
���� �
�����
��� ���# �� ��� �����

��� �����(��� �������� ��� ����
����� �� �A��� �� ��
��� ��� �����#����
��
��� (��� ��� ������ ��
� 
�� ���� ��#���
�� ��� �A���2 �
�����
��� �� ���
������� �
��� �� ������� E�D�D 
� �
�����
��� �� ��� $����
� ���� �� ������� E�D�=�
������� E�D�E �������� ��� 
�/�
�� �B������� (���� ���� ��� $����
� ���� 
� �����
�
�����
��� ������� )�����
��/! ������� E�D�> #������� ��$��
� �#�����
�����
�� �A��� 
� ����
����� ��� #
�
������� ��#������
���� ��
��� �� �A��� 
��

$
��
��� �� )##���B +�6�

��� ����� �
�����
��� ����� ���#� 
 ������� �
��� ���#������ ���� 
� ����
	
�� ������ 
� #��$��� �(� #������$��2

8� 6���� ������ (���� 
���(� 
��� ��( 
� �#
���� �B������ A� �������! 
�
6� 6���� ���������� (���� 
���(� ��� �B������� �� 
 ����� �� ���� ����� $����
�

����
�����������! �� �
���� ����� ��
��(�� �@������/ (��� �����K���� �
�� �� ������

�� ��� ���� 
�/����! �� ��! �� �
�� ���/ 
�� ��� #
�� �� ��� $����
� ���� 
�/�����
��� ���� #��#���! ��� ����� �
�����
��� ����� �
���
��� 
 ����� ��
�� �����
��� �
�� ������

��� ����� �
�����
��� ����� �� �
�� �� ��� �����
���� ��C����� ���
���
$����� 9	�	�: #�������� 	�	� ���� ��C����� ������� �� ���$� ��� #������� ��
����� �� ��-���/ 
� ������� ���#� ���� �� ���
��� $����� �������� ��� ��
����
��� ����� ���� #������� 
� �
��� 
�� �
������ �����! 	�	� 
���(� �� O�� ���
���(��� �� ��
� ��� 
 �������� #
�� ���(��� �(� ����� �����! 	�	� �
���



����� �
�����
��� 
� �
� ��� #������
� �� #��$�� ������� $����
� ����� ���
���
	�	� #������ �������� #
���� ���
��/! 	�	� �
� 
 ��(�� �
�(��� �$����

���#
�� �� #
�� $����� #�������� ���
��� ���/ � ��� �
$� �� ��
����� ���#����
#
�� $������� ��� �����(��� �������� ������� ��� #������$�� �� �#
���� ������ 
�
����� ���(
�����

) ������� �
��� ����/ 9A� ����/: �� �A����� ������� �
��� ���#����� F #���
�/
-���2

8� 6���� ����( ��
��� ��� ��� �� ��� �����! �� ��! �� ��� ����� �� #
�� �� ��� $����
�
���� 9����: �� #
�� �� ��� 
�/�
�� �B������� 9���	
��:�

6� 0����� ������ �� ( ������ ��� �����
���� �
D� /����� 7�������8( ������ ��� �(��� �� ��� ������ ��� -�� �� ��� ���/

�� ���4������� (��� 
 ���	
�� ����� �� �N�� 
� �C�
� #������� �/
��$��
� �����

=� 
�������( ������ ��� ������ �� ��#� �� ��� �����
�����
E� +������� ������( ������ ��� ������� ��C����� ������ �� ��� ������ ���

��C����� ������ �� 
 8> ��� ��������
>� 1�!�����( ������ ��� �� ��� ��B� ��# ��� ��(
�� ��� ��� #���������

��� �����
���� �
F� 6���� ����� ������( ������ 
 ��� �� � �� ��� ��������� ��
� ���/ �� ����

A� ����/�
��� ����� �#
�� ���$�� ������/ ���� ��� �������� �� 
 A� ����/� �� ���/ �N���
���� 
 A� ����/ �� ��� ��B� ��# -�� 
� ����� ��
�� ����� ��� �(� ��
����2 -���!
��� ��B� ��# -�� �� ��� ���� �/ 
 ����#���� ���
��� ��� ��� ���(� (���� ���
�#
�� ����
�� �
�� ����� �����! ��� ����� ��
�� ����� �� $
�� ���
��/ ���/�

'��� ��� ����� �
�����
��� ����� �����$�� 
 ����� �#
���! �� -��� ������
(������ �� �
� 
� �B������ A� ����/ �
������ ��� 
�! (��� 
##���
���! ���
�(��� � �� �� A� ����/ �
� ���� ����! ��� ����� �
�����
��� ����� 
���#��
��� ����� �#
��2 ��� ����� �#
�� �� ����� ���� 
 ��( ������� �
��� ����/� �/
��#/��� ��� �������� �� ��� ����� �#
�� �� ��� ��( A� ����/� �����������! ���
���
��� �� �����
�� �/ ��� ��� ��B� ��# -�� �� ��� �� �� ��� �� ��� ��� ���
����� �#
�� �
�� �����

�� 
� ����/ �
������ 
� �(��� 
���
/ �B����! ��� ����� �
�����
���
����� ���/ 
���#�� ����� �#
��� (��� ���
��� ��C����� ������ �� ��
���� �� 
�
���! �� ��!

8� ��� ��C����� ������ �� ��� �#
�� �� ���
��� ��
� ��� ��C����� ������ ��
��� A� ����/! ��

6� ��� ���
��� �� ��� �#
�� #��� ��� �� ��
���� ��
� ��� ���
��� �� ��� A� 
����/�

�� ����� ���
�� �����
��� �� ��� �����
� ���	 �
�����
��� �� 
�� 
 ��
����	 ����� �
�. �� ��� ������
�� 
 ��������� ����
	�& ��� �%
����#

������	 
 �*������ �� >��� 
 �����
� �
�� �� 
 ������	��
��� ���
��#



���� ���$�� ��� ����� �� ��-���/ #������ ������
��/ �� ��� 	�	� #�������� ��
��� ��#����/ ��
���� �� ������ ������ ������! ��� A� ����/ ���� �� �� �#
��
(��� 
 ��( ��C����� ������ �� ��� 
���#�� �/ ����� ��� ��C����� ������ ��
�����
���� (��� 1 
� �� �����
�� �� �
�� ��#����/ ��
���� �A��� ��������/ ���
��� �
��� 
 ��C����� ������ �$��O�(� %�(�$��! ���� �
� �� �
���! �� ��! �/

���#���� 
 ��(�� ��C����� ������ (��� ��� ������� ��C����� ������ 
##��
����
216 − 1�

��� ������� �
��� 
��� ����
��� ���� A� �������! �� ��! A� ������� �
$��� �
#������� �/ 
 ��� (��� 
 ���
��� �� ���� 
� ��� ������� ��C����� �������
��� ����
���
���� 
� ����$��/ ����
����� ��� ����� ���� A� ������� �� ���(
� 

����� �� ��� �� ��� ����� � �� ����� ����� �����������! ��� ���� A� �������
���# ��
�� �� ��� ��C����� ������� ��� �
�� ��� ��� #��������� �� �����
��
��

�����/! -����� �� ���� ������� ���/ ���( ���� A� ������� �� ���/ 
�� 
���
��/
�����

A���� ���(
���� 
���(� 
 $����
� ��� �� ���(
� 
 ����� �� 
������ $����
� ����
�� 
����$� ����! ��� ����� �
�����
��� ����� �B��
��� 
 ����� �#
�� ���� ���
������� �
���� 3�� ���� ����� ��
 �� $����
� ��� u� ����! �� ���(
�� ��� �����
�#
�� ����� 
 ����� ���(
���� ����
�� 
���� 
 ���(� ����� �� $����
� ���
v� 0
�� ��� �� ��� #
�� �� $����
� ��� v �#
��� ��� ������� �
��� (��� ���
����� �#
�� ������ �� ��� ����
��� %����! (��� ��� ����� ���(
���� ����
���
��
���� $����
� ��� v! ��� ��� ���(� 
 ����� �� $����
� ��� u� ���� #������$�
�
��� ��� ���
��������� �� ��( $����
� ����� ���(��� $����
� ����! �� ��! �����
����
���
���� 
� ����$��/�

������ E�87 �������
��� 
� �B
�#�� �� ��� ����� ���(
���� ����
����� ���
-���� ���#����� ��� E ���� 9 ! � � �! :! 
� ��� ���#����$� $����
� ���� 9 !
� � �! :! �� ��� $����
� �����-�� �#
��� �����
� ��� �����
��/ ���(� �(� ������2
��� �� $����
� ��� ! 
� ��� �� $����
� ��� � A���� ���(
���� 
���(�
$����
� ��� �� ���(
� ��� ���(� ����� �� $����
� ��� �� $����
� ��� �
)���� ���(
���� ��� �����! $����
� ��� 
��� ���(� 
 ����� �� $����
� ��� �
��� ���� #��#���! $����
� ��� ���� 
� ����� ���(
���� ����
�� 
���� ���
����� ��(
�� $����
� ��� � ���� ����
�� ����
��� ��� ����� �#
�� ��������
�� $����
� ����� A� ����/ ��
��� �� $����
� ��� �

�� ���# ! ��� �����$�� ��� ����� ���(
� ����
�� 
� 
� 
 A� ����/
��
��� �� $����
� ��� � ����! �� ���(
�� ��� ����� ���(
� ����
�� �� ���

� '��� ��� �����$�� ���� �#
�� �� ���# ! ��� ��� ��
����� �� 
���
/
���(� 
 ������� ����� �� $����
� ��� 
� �#
��� ��� ����� ���(
� ����
��
(��� ��� A� ����/ 
� ���(
�� �� �� ��� � �� ���# ! ��� 
� 
 ��(
A� ����/ ��
��� �� $����
� ��� � ���� ������� �� 
 ����� ���� $����
� ���

�� (��� ��� ����� ��� ���/ ��������
�� ���� ��� ����� �
� ����
�����������/ ���(
���

��� ����� ��
�� ������ 
�� ��#���
�� ��� ����� �
���� �����! ���/ 
���( �� �����/
���� ��
� 
������� 
 ����� ��
� �� �
� ���� #
���
��/ ���� �(�! �� ��! �� �
�� �� 




� 0B
�#�� �� ��� ����� ���(
���� ����
���� �� �A����� ����� �
�� 
���
��� ������

��� �
������ �����! ���/ 
���( �A��� �� #������ ����������/ ������ 
� #�������
�� ������� E�D�>� ����! ���/ 
���( ��� �@����� ����$
� ������ ��
� 
�� ��� #
�� ��
��� $����
� ����! �� ��! ������ ��
� 
�� ���/ ���� ����� ��� $����
� ���� �
� ����
��
�������

��� ����� ��
�� ����� �� �
�� A� ����/ ���#� 
 ��� �� ��������� (���� �����
���� ��� A� ����/� ��� ���� #��#���! �A��� ������� 
 ����� ��������� 
���� ���
����$� �� ��C���� A� �������� ���� #�������/! ��� �����(��� ��$
��
�� ��������
��� ����� ��
�� �����2 (��� 
 ��� u ���(� 
 ����� �� x (��� ��� ��B� ��#
����� ��� v! ���� ��� v ���� ���( 
 ����� �� x 
� (���� �����������! ���
v�� ����� ��
�� ����� �� ��� A� ����/ �� x ���#����� ��� u�� � ���
����� ��
�� ������ �
���� �A��� �� ��� ���� 
�����
� ��
@� (���� �� 
�����
#��#������
� �� ��� ����� �#
��� �����$�� ����! �� ��� ��� �
$� 
� ��O����� ��
��
�
�����/� �����������! �� �� #������� �� ���#���� ��� ��
�� ������
���� ����
��
�� ��� ��������� �/ ����� 
 ����� -����! �� ��C�����

������ E�88 ���(� ��� ����� ��
�� ������ �� 1 �� ��� ���� 
� � ��
��� �� ��� ����� ��������� ������ �� 1 ��
$����� 
 ��� ���� �� ��#� �� ��� �����



� 0B
�#�� �� 
 ����� ��
�� ����� �� �A����� ����� �
�����
��� ��

 $����
� ��� (��� 8�

��
�� ������ ;�� ���(� ��
� ��� �������� ���� ��� A� ����/ ��
��� ��
��� �� $����
� ��� � ;�� ���(� ��
� ���� 
� ��� ��� A� ����/
��
��� �� ��� �� $����
� ��� �

'��� 
 
 ���� ���(��� ���� �
���! ��$
�� ������ ����� ���� ���� ��� �� �� ����$�
���� ��� ������� �
����� ��� ����� �
�����
��� ����� �
��� �
�� �� ���� #������
�/ ���(
���� ��
��(� ����
��� �� ��� ��������� ��
� ��� ������ ����� ��� ����
�/ ����� ��� ����� ��
�� ������� '��� 
 ��� �����$�� 
 ��
��(� ����
�� ��� 

�#���-� �����! �� ���(
�� ���� ����
�� �� ����� ��������� ����� ���� ����� ����� 
��
��$
�� A� ������� 
�� ����$� ���� ��� ���(����

�����������! ��� �����
���� ���� 
�� ����-� ��
� ��� �� ����� ������ �
� ����
#
���
��/ �� ���#�����/ ���� �(�� ;���-� ���� 
� ��������� 
N���� �/ ���
�
����� �����
�� ��� ��C����� ������ �� 
�� ���� A� ������� �� ����� ������� �
��� 
�
�����/ 
�� ����� ������ �� ��
�� #��#���/! �� ��! -B��� ��� $����
� ����� )�� ������
����$� ���� ��� ������� �
��� (��� ��� ��
������� ��� R���
��� ����� �� #��$���
�� ������ ���� ��
##�
����� ��� ��
������ �������$� �� ��� ��C����� ������� ����
��
��! 
 ��( ����� (��� 
 ���
��� ��C����� ������ ��
� ��� ��� ��
������� ��

���#��� ��� ��
������ �� ��#���
�� 
� ��� $����
� ���� ��
�����
���� ��� ��� �
��

���� ���� �(� ������ 
�! �����! �
/ �� ���
����� #
���
��/ ������ ������� ���
��
������ �N����$��/ �������� �����

������ E�86 ���(� 
 ���� �
����� ���(��� ��� ���� 
� � �� �����C�����!
�A��� ������ ��� ����� ��
�� ����� �� 
�� A� ������� �� ���� 
� 
�
���� ����-�
����� �� 
�� ���� (���� ����� �
� ���� 
N���� �/ ��� �
������ ��
���� �
��! ���� 
 ����-�
���� �� $����
� ��� ! 
� ��� �� $����
� ���



� 0B
�#�� �� 
 ����� ��
��(� �/ �A����� ����� �
�����
����

� )�����
��/! ���� 
� ��� ��
��(� ����
��� �� ���� ��
� ��� 

����� ��
$������ ��� �
��� ����! �� ��! �� $����
� ���� 
� �

������� E�D�8 ��
��� ��
� ��� $����
� ���� �
� �� ���� ����� �(� ���#�2 -���! ����

 $����
� #
��! 
� �����! ������� ��� ��� �� 
 $����
� ����� �A��� ��� ����
�B
���/ ���� (
/� �� ���� �(� ����
����� ������ ����$��/ �� ����
���
���� �� ����

 $����
� #
��� ����! �A��� �������� ���� ��� �� ���� 
 $����
� �����

+��� ����
�����! -���! 
 ��� ����� �(� �� ��� ������� �
���! �� ��! 
 ���� 
A� ����/� �����! �A��� ������� ��� ����� ��������� 
���� ��� $����
� ��� �����

 ����� �#
�� �� ��� ����� �
�����
��� ������ ���� (
/! ��� ���(��� ��#����/
�� ��O���� �/ $����
� ���� 
� $����
� ����� �� ��� $����
� �����-�� �#
��� +���
����
����� ��� ��� �����
� $����
� ��������� �� �����C�����/ ���� ��� $����
� #
���
��� �����(��� �������� ���� ����
����� �� ������� ��
���

��� ����$��/ ����
���� �� �A��� �� 
����� ������
� �� ��� ��� ��� �� �AA�
�A���! ��(�$��! ���/ ����� 
 $����
� #
�� �����
 �� 
 $����
� ����� ��� 
$
��
��
�� ��� $����
� #
�� ��! ��
� �� ��� ��� ���$���� �� ���#/ �/��� 
� �������� ��
������� E�D�8� ��� �AA #������� ��� 
� 
�������� ��
� O��� ������ �� ��� ���
(��� ��� ��
����� �� -B ���� #������� ���� �
� 
 �����-�
�� �
(�
��� '���
��� ��� (��� ��� ��
����� �
���! ��� ���(��� ���� �� O��� 
�
�������
������ ��� 

#�
���� ��
�
�����/�



� �A����� $����
� ���� �
�����
���2 �B
�#�� �� ��� ����$��/ ��� 
�
���

��
����� (��� ��� �����
� $����
� ���������! ��� ����$��/ ����
���� ��������$��/

����#�� �� -� 
 ������ #��������� 
� 
 ������ ���������� ��� ����$��/ ����
 
���� ��� ���� ����� �(� ����$��/ ����
�� �/#��� &�� ����
���� ��
� �� �� ����$��

 ������ #���������! ��� ����� ���� ��
� �� �� ����$�� 
 ������ ���������� +���
����
�� �/#�� ������ ��� ����� �#
�� ������
���� �� ��� ����� ���� A� ����/ ��
��
��� ����� ���� �� 
 
 A� ����/ ��(
�� ��� ����� �� 
 ����$��/ ����
���

0
�� ��� x ���� �(� ����
��� �� �
�� �/#� �� ��� �
�� �������� ������ �
� 
���/ �
�� ����� ��� ����#���� �� 
 ����$��/ ����
�� ��������� 
 ����� �
��
�� ��� ����� �� ��� ����
�� �/ 
��� 
 A� ����/ ����� ��� �#
�� ������
����
����� ��� ����$��/ ����
��� ���� (
/ �
�� ����$��/ ����
�� ��
$�� 
 ��
�����
����� ������ ����! ��� ����#���� ������ ��� ����
�� ��(
�� ��� ������� #������ 
���K��������� ����� 
$
��
��� �� ��� ������� �
���� �� ��� ����#���� �� ��� ����$��/
����
�� �� ��� ������� #���������K��������� ������! �� ���
������� 
 $����
� ���� ��
$����
� ��� x �/ ���(
���� ��� ���� A� ����/ ����� ��(
�� ��� ������ ;
�� 



� �A����� $����
� ���� �
�����
���2 �B
�#�� �� ��� ����
���
���� ���#�

�
��/! $����
� ���� ��
� 
�� 
���
/ 
 ��������� �� #��������� � ��� ���
����� 

��( $����
� ����� ��� #������ 
����#�� �� �
�� $����
� ��� �� ����$�� 
 ������
#���������K��������� ��
� �� ��� $����
� #
�� 
���� 
 -���� 
����� �� ����� ���
#���� �� ����������� 
� �##�� ����� �� ���� ���#��B��/ �
� �� ���$� ���� I8EJ

� I8GJ�

������ E�8D �������
��� 
� �B
�#�� �� ��� ����$��/ ���#� �� ���#����� E ����
9 ! � � �! : (��� ����� ���#����$� $����
� ���� 9 ! � � �! :� �����
� ��� �
�
4��� ��
��� ������
���� ������ ���� ��� $����
� #
��� ��� ���� #��#���! �� ���� �(�
����$��/ ����
��� �� ��� �� ���# � ;�� �� 
 #��������� �� � �����
$����
� ��� 
���
/ �
� 
 $����
� ���� �� �� ������� 
����� �� ��C����� ��
���# ! $����
� ��� ������ ��� #��������� ����$��/ ����
�� �� $����
� ���

� ���� �� ��� #��������� �� $����
� ��� � ���������! �� ���# ! ���
���(
�� ��� ����� �� ������ �
�� �� $����
� ��� � ���� ������� �� 
� $����
� ����
���(��� ���� 
� � ��! ��� �� ��������/ ������
�� �� ��� $����
� #
���

3���
���
���� �� 
 ���� ��
�������� 
�������� �������� �/ �� &��� �� 
�� IF8J ��
677F� 3���
���
���� ����� 
 ��
#� ���#������ $����B�� 
����� �/ 
� ����� 
-�� �� 
 ���
���� ���� ����� �/ ��� �����-�� �� 
������� ����� ���� ��
��������
��
�� ��
� ��� 
�������� �
� ����$�� ���� 
�/ ��
��� �����������! IF8J ���(� ��
�
����
���
���� ���� O(���N) ����
��$� ���#� �� ���$����� 3���
���
���� �#���� ���
$����
� ��������� �� ��� (��� (x) ���� �(� ����2

� ��� ��� �� ���� ���������! �� ��! $����
� ��������� �
$��� 
 ��
���� ��
�
(x)! 
�

� ��� ��� �� ����� ���������! �� ��! $����
� ��������� �
$��� 
 ���
��� ��
�
(x)�

'������ ���� �� �����
���/! ��� a �� 
 ��( ���� �������� �� $����
� ��� x� ����!
�A��� ���
������� 
 $����
� ���� ���(��� (a) 
� ��� ������� $����
� ��������
z �� x �� ��� ����� �
� ��� �� a! �� ��! (a) < (z)� ��� $����
� ��� z ��
�
��� $����
� ��� a�� ����
���
���� ��������� ��� ���� �� ���
������ �/ ���(
����
��� ������ ���(��� ��� $����
� ���� a 
� z �� $����
� ��� x �� ���� ����������
3���
���
���� �� 
 ��( ����� �������� (���� �� ��� ������� (
/�



� �A����� 
�/�
�� �B�������2 
�����
� 
�/�
�� �������

'��� ����� ����
���
���� (��� �A���! �
�� ��� ���#� ����� ���� �� -� �����
������� #��������� 
� ���������� 3���
���
���� �� �������� �
�� ���� ��� �
��
��( $����
� �������� ��
� �
� ���� ���(
�� �� ��� $����
� ��� ����� ������ E�8=
�������
��� ��( ����
���
���� ����� ��� $����
� #
��� )� �������� ������! �� ���
���������! �
�� ��� ��
��� ������ �� � �� ��� ���������! �� ��! �� ���# ! $����
�
��� ��
��� 
���� ��� $����
� ���� ! ! ! 
� � �����
� ���� !

�� ��� ���� ��������� 
� #��������� $����
� ��� 
� ��� $����
� ��� �
�

 $����
� ���� �� ���� �� ����� ��� ������ �� $����
� ���� ! 
�� ��( 
�
��� �� �� ����
����� .����C�����/! ������ 
�� ���(
�� ���(��� $����
� ����

! ! 
�! ! ! �
�� #
�� �� ���� ���������! �� 
 $����
� ���� �� ���
������
��� �
�� #
���

&� ��� �
������! ���� ��� �� ����
���� ��� $����
� #
��� ��� ����� �
���� 
�
��� ���#� ��
�� �� �
��� $����
� ������� �� 
 ����� �
��� ��� $����
� ���� �
�� 
���
��� �� ����-� �� ��� �
������ �� �
�� �A��� ���� ����
���
����! �� �
��� ���
����
���
���� ��������� 
���� ��� �
��� $����
� ���� 
� ��(� ����� $����
� ����� 
���� (��� �� ����
���� �� ��� ��B� �����

��� ������� ��� $����
� ����! $����
� ���� (���� � ��� �
$� 
 #��������� ����

 ��� $����
� ��� (��� ��� ���
���� ����� 
 ����$��/ ����
�� �
�� �����
����! ��� ����$��� $����
� ��� ��
� ��� ��� �
$� 
� ��������� ���
������� 

����? ��� $����
� #
�� �
� ��
������� ���� 
 $����
� �����

��� 
�/�
�� �B������� ���� ��� $����
� ���� ������� �� 
 
�����
� ������ ��
���
�� 
�/�
�� �� 0
�� ��� �
/ 
������� ��$��
� �� ����� 
�/�
�� �� ���

������������ 
�� ���(
�� 
���� ��� ������� #
��� �� ��� $����
� ���� ����� ���/
��
�� ��� ��� (��� ��� ������� �� ��� 
������� � �����������! ���

������������ 
 
 ����� �� �(���! �� ��! ��� ��� ��
� #�������� ��� �
�� !
�� �
�� ��� �� #
����� �� ���������� ��� ������ ��� 
�/�
�� �B������� 
����
��� ���
����� -�� (��� ��� �� ��� 
��������� ���� ���� �
��� �
�� ����� ���C���



�� 
 ������ �� ���� 
������� ��� �
�� ��� ��������� ������ ��������� 
� 
 ����
���� �� ���� �
��! ��� 
����������� �� ���/ ���(
�� (��� ��� ���
��� �� ���
��� ��
� #�������� ��� �
�� �� ������� �� �
� 
 ��(�� �(��� �� ���
�
����� ��� ������ �� 
 
�/�
�� ����� '��� ������� �� 
� 
�/�
�� ! ��� $����
�
���� ������� �� ��� ����� 
� 
�/�
�� ����� �� ����� ����! ��� ����
�� �����(� ����
#
�� �� ��� 
��������� ����

������ E�8E �������
��� ��� ������ #��$�� �/ ��� 
�/�
�� �B�������� �� ���#�����
-$� ���� (��� ����� ���#����$� $����
� ����� �����
� ���� �� ! 
� $����
�
��� 
������� 
� 
�����
� 
�/�
�� >� ����� ���� 
������� ������
��(
�� ��� $����
� ��� ��
� �� ������� �� >! (���� �� �� ���� �
���� )�
�������� ������! ��� 
����������� �� 
 ����� ���#� �� 
 ��� ���(� 
 �������
����� �� ���� � ���� ������� �� 
� 
�/�
�� ���� 
� ���(� �/ ��� -�����

�A��� ��#������� ��$��
� �#�����
������ �����! �A��� ���
���� ���
����
���� �/ ����� 
 #
�
���� ����$��/ ����
����� �����������! �� 
����
�� 
�
��/ ������ ����
����� ��
@� (��� ��� $����
� ���� �� ��
���� ��� �#�����
����
�� ��� ����������/ �N���� �� ��� ����
���� �A��� ���#� ��
�� ��
��� ���� ���������� 
� #���������� ����
���� �� �
�� )����
��� ��
��(�� 
� 

����� ����������/ ����� ������ ��
� �A��� ��� ��� �
���
�� ��������
�/ �������
���
��/! �A��� �
� 
�����
�� ����� �#
�� ����
��� ���� �
���� ����
��� �� �����
��� ������ �� ����
��� ���� �/ �A���! �� ��C�����

�A��� 
 #
�
���� ����$��/ ����
���� �� �#�� �# ���$�������� �� ���� �
��! �� 
��$��/ ����
��� 
�� ���� �� Dα �
����/ ������ 
� #
��(��� �N����� ����������

������ (��� ����� ����
���
����! �A��� ���� ����$��/ 
� 
�/�
�� 
������� 
����� �
�� ���� �$�� (��� ��� $����
� ���� �� ��
��� 
� 
�� ������ 
�� ���
���
���� ������ ��������
�/ �$����
� �� ����� ���� �$����
! ��� 
�/�
�� 
�
����$��/ ����
���� ������ ��� ������ �� ����� ��� ��� � ��� �����$� 
�/
����-�
���� ����
�� 
� �� $����
� �������� �
� ���� 
� �� ����$�� �� ����
������� �B���� ������������ �����! ��� ��B� 
������������ 
�� ��
/� (���
�
�� ���� �/ 
 ����
��/ �����
���� ������ �� �����! #�� ����� �� 
�/ ��
���
������! ��� ������� �� ����� 
� ��� 
������������ 
�� ���� �
�� �����

��� ���������� ����
���
���� ����
���� �
� 
 �
 #������
��� I=7J 
� ��� 
��� 
����� (
� ������ ��� ����
��$� #��������� �� ��
#��� �� 
 ��������� �������! ��� 
�
���
���� �� #������� �� �
�/ ���� �����������/� ���� ��
� �� 
 ���� 
�����
�� ��������
�/ �$����
� �� ��(�� ��� ��������
�/ �$����
! �A��� ���� 
 ��� 
#�� �����2 �� ���/ ����
����� ��( ���� �� ��( ����� ��������� �� ��� ����
���
����
�������� �� ������ �� ��� ��
� ��� � ����
���� ������� ��� ���� #��#���!
�(� 
�����
� -��� 
�� 
� �� ��� ������� �
���2 ��� � �� ��� ���(
��
����� �� ��� ������� ��������� 
� #����������

�:��� ��
� ����	 ��� �������
� ������& ��� � �
� �� ����� �� 
 ��������& ���� �� ��	���
������
��� ���� ��� 
������ ��
�� �� �
�	�& �# �#& *���� �� ����	 ,'!����#



��� ����� ��
�� ����� 
���(� �A��� �� ����� (������ ��� ������� �� ��� ������� 
�
��� �� 
 ��� 
�� $
��� ��� ���� #��#��� �A��� ����-�� ��� ��������� �� ��� ��
��
�� ������ �$��/ R�������
�� ������ �� 
 ��� �����$�� 
 ����-�
���� �� 
 ����� ��
�
�� ��� ��� ���( 
����! �� ���� 
 ��
��(� ����
�� �� ��# ��� ������ ���� (
/!
��$
�� ������ 
�� ����$� ���� ��� ���(����

�����������! �A��� ����$�� ����� A� �������� �� 
 A� ����/ ��� ��� ��# 
������ 
 ����� ��� �� ��� $����
� ���� �� �� ��� ��� �/ ��� �� ��� ���������! ��
����$�� ���� A� ����/ 
���� R���
��� ������

�� ����� ��� 
����� �� ����
��� ���� �/ 
 ���! �A��� ��#������� 
 �����
�#
�� C����� ;���
��/! (��� �A��� #�������� 
� �������� ����
�� 
� ��� 
��C�����/ ���� ����
���! ����� ����
��� 
�� ���� �����
���/� ����� ����
���
�
/ ���#���� ���/ 
 ��
�� ������ �� ����� �#
���! ��
��� �� 
 �
��� ������ ��
��
�� ����
���� �� 
�����
�� ���� ���� �
���� ����
���! �A��� ���#� 
 ����
��
C���� ��� �$��/ ��������� ���� C���� �� ������ O����! �� ��! ����
��� �� ��� C����

�� ���� �� ��� ���#����$� ��������! �����
���/! <���,���� P ! ��
C���� ����� ��� ��B� ����! <���,���� P �

�A��� ���� ��$��
� #������� #
�
������ ��
� �
$� 
 �����-�
�� ��O����� �� ��� #�� 
����
���� �
��� E�6 ����
����� ����� #
�
������� ��� T����� #
�
����� ������
��� #���� �� ������ ����� ��� �A����� ��B� ���� ��
���� ��� ����� �
���� 
�
��� R�������
�� #
�
����� ������ ��� ������ �� ����� ����� �A��� ������ ���
������� �
��� �� ����������/! �� 
�� ������ �� ��� ������� �
��� 
�� $
��� ������� 
����! �A��� ���
�� �# ��#�
��! ����� A� ������� ��
� 
�� ��� ���� 
�/����

� ��� ����� ��
������ �
�� R���
��� ������ ��� $����
� ���� ����� �
� �(�
���� �� ������������ ��� ����2 9��
���:! �� � ���� � 
����� ��� ��� ���� �� ���! Dα ������ ��� ������ �� #
�
����
����$��/ ����
��� ���� �
�� ����� ��� ���
��� Dα! ��� �
���� �A��� ���$�����

� ��� �B#���� �� ���� ��
@� ����� �����
��� ���
��/! ��� <���,���� #
�
�����
������ (������ ��� ����� �#
�� C���� ����� �� O���� �����
���/ 
���� �A���
#������� ����� �#
��� ���� 
 ��������! �� (������ ��� ����� �#
��� ����� ��
C���� ����� ��� ��B� ����� �A��� �
� ���� ������ �� ���#�/ (��� ��� �� 
C��������� �� ������� E�8�= ��� ��
�
�����/ 
� 
�/�
�� ��##���� ��� ��B� �������
�$
��
��� ��� #��#������ �� �A��� ����� ��� ����
���� #������� �� ������� E�8�8�

��� �A��� #������� �
� ���� ��#������� �
� �� �
� (��� 
 ������� �����
����
��
��(���! �
��� A��������� IGFJ! �
�� �� ��� &�;��SS ������� �$��� �����
 
��� IG=J� ���� ��
��(��� #��$��� ���� �� ��
�������! 
����
�� ��
#� ��
���! 
� 

����
� ����� �� �
�� �
��� ��
�� ������
��� �� ������� #��������� ��� �����(���
�������� ��� �����
���� ���������/� ����! ��� �����C���� �������� #������ ���
�$
��
���� ������� �� �A����� ���$������� 
� ���
$��� ���� ���(��� /�
����
�� ������� E�=�=�



T����� 8� '
����� ���� ��� ��� ��B� ����
R�������
�� >7 A���� ������ ��� ��B� ����������/ �����
R���
��� D7 A���� ������ ��� ��B� ���
��# �� ��� ������� 

�
���
Dα = ;�� �� #
�
���� ����$��/ 
����#��
������������ E ;�� �� ����� ����� ��� ����$��/K
�/�
�� ���� 


���� ���(� �(�
���� 	��� ��� �� $����
� ���� ������������

9 9��
���:! �� :
<���,���� ���� ��� �� C���� O������

9 9��
���:! �� :

� �A��� #������� #
�
������ 
� ��
��� $
�����

��� ��
� �� ��� �����
���� �� �� $����/ �A����� 
���������� ��
�
�����/ �� ���(���
��#������� ��
� �
��� ��� ����������� ���
/ �$���
/� ������� 
� ����
�� ��
/

�� ��� ��� #���
�/ ����� �� ����� �����
�����? ��(�$��! ���� ������� 
�� ���(�
(��� 
##���
���� 0$
��
���� �� ��
�
�����/ ���
��/ ��C����� �� �����
�� 
 �
��� 
��
�� ���(���! �� ��! �� ���� �# �� ��$��
� �����
��� �� ��� ��� �$
��
���� �� 

��
���
��� ����! �� ��! �# �� ��$��
� 
/�! 
 ��
� �N ���(��� ���#��B��/ 
� 

��
������ �����
���� ���� �� ����� ��� �����(��� �������� ���� ��
� �N�

�� ����� ��� ���#��B��/ �� ��� �����
����� ��� �����(��� ���#��-�
����� �
$� ����
�
�2

.�������$��/ �������� �� ���/ ��
����� �� ��� ��������$��/ � 
�
��� ����
�� ��� �
������ ���� ��� ���
/ ���� ��
� ���
/�! ��� .�
#��� =�
%����! �����
���� .�� 
� �A��� �� 
 �
��� ��
�� ���(��� ��C����� �$�� ����
��� ���
/ ����� ���� �
��� ��� �$
��
���� ��������
���/ ���#��B! ����� ���
�������� ������ �
� �� ��O����� �� �A���� %����! ��� �����
���� ���� ��� �� 
��������� ���
/ �$���
/ ��#�������! ���� ������� E�8�8! �� �$
��
�� �A����

�� ��� ����������� ���
/ �$���
/ ��#�������! �
�� �� 
�
/ �
� 
 ���C�� ��� �����-�� 
� ��$��
� 
�/�
�� � �C�
� �� ��� .�	�
�� ��� ������ ��������$��/ ��
���� ��� 
� �$
��
���� �� ������� �������!
��� �����
��� #�� �
����
��� �������� #
��� ���(��� 
�� ���
/�� 	/�
���� �� ���
����������� ���
/ �$���
/ ��#����/! �� ��! �
����� �� ����$��/ �� ���
/�! ���
��� ��
��� ��� ��#����/� ���� �����$�� ��� �����
���� ���� �� �
����
���� ���
�������� #
����

��� �����
���� ��� ��� ������� ����
�� ���� �� ���
����������� ���
/ �$���
/ ��#����/ ����� ����
�� ���� �
� �� ���#���
�� �� 
��� 
� )AT ����
���� �� �A����� �#��/����� �����������! ����
�� ��
/
�
� 
 ��
�� �N��� �� ��� 
���������� ���
$��� �� �A���� �� (��� �����
�� ��� 
$������� ���� ��� ��� ��� #��$��� �A��� ���� ���$������ �� ��� ��� %����!



;��(��� ���� N +��� 6EE! E88! 876D! ���! =7GE! H8G8
;����� �� .	� NC +��� 6E>! E86! 876=! ��4! =7G>! H8G6
�
B� ������ �� ��������� k +��� 87! ��! D7
��
� �
����� ds ��
� 6
��(�� �
( ���@����� λ ���� ���#� 6�D
�
B� .	� #�� ���
/ c ���� ���#� >

� �A����� #
�
������ ��� ��� ����������� ���
/ �$���
/ ����
���� �
����
#����� �� ���� ����� ��
��� �����
���� #
�
�������

��� �����
���� ���� 
 ��������/ ��������� ����
�� ��
/ ���(��� E7 DE7 ��� 
�������� #�� ���� �� �����
�� C�������! 
� �� 
$�� �/��������
���� �N�����
��� $
��
��� �� ��� ��
/ ��O���� �/#��
� ��
/� ���� (��� 
 	�3 ���� �� �
����
�
���$��� 9≈ E7 �����������: 
� ��
��
��
���� ��
/� 9≈ DE7 �����������:�

��� �����
���� 
����
��� ���� ��� ��������
�� ��( ��������� 
� �������� �
������ ���� #�������/! ��� �����
���� �������
�A��� 
���� 
 �
����� �� ��( �������� ����
��
������/� �� ��
���/! ��� ��������
(��� �
�� ���� ���� 
� ������ �� 
 ��
�� �����
�� �� �A����� ���$�������
�����

)� 
������������! ��� �����
���� ���� ����������� ���
/ �$���
/ ��#�������� ���
�����(��� �������� ����� ����� ��#������� 
� ���(��� ��#��������

��� ���(��� ��
#�� ��� �A����� �$
��
����� 
�� �����
�� ����� ��� ��
� 
�
�������� ���#��� ����
���� #������� �� ������� E�8�8 
� ��� ����������� ���
/
�$���
/ ������������ ����
����� #������� �� ������� E�8�6� 	�#����� �� ���
����
���! ����� ���(��� ��
#�� �
$� ������ 
 ��
� �� 
 �������� ���#��� ��#����/�
�
��� E�D ����
����� ��� #
�
������
���� �� ��� ���(��� ��
#� �����
����� +���
��
� 
� �������� ���#��� ��#������� ������� NC ��������$��/ ��
��� 9.	�: (���
N = NC − 1 ���
/�� ���� �B#�
��� ��� ������
���� �� ��� $
���� �� NC 
� N �� ���
�
���� ��� �A���! N �� ��� ���(��� ����� �� ������ ��� ������ �� ���
/� �� ���
����������� ���
/ �$���
/� �����������! NC �� ��� ������ �� �N����� 
�/�
��

������ ��� �� ��� ���(���� ��� �
����� �� ��� ��
� ����
��� �� ��� �� ds = 2!
����! ��� ��
����� �� ��� ��
� ��#����/ ���#���� 
 ������ ��������$��/ ��
��� ����
�� �����/ �� ��
/�� ���(����� ��� #
�
������ �� ��� �������� ���#��� ����
��� 
��
��� $
���� #������� �� ������� E�8�8�

0
�� ���
/ �� ��� �����
�� ���(��� ��
#� �
� 
 ��� �����-�� 
� ��$��
�
� �� ��� ��������$��/ ��
��� ��� ���
/� ������� ��� ��� �����
���� ���� ���

� � �� #
�
������� �A��� �� �
�� ���
/ ��� 
 ��
������ �����
����� ���

�����(��� #
�
��
#�� ������� ��� #��#������ �� ��� ��������� ���(��� ��
#�� ��
������� ��
���

������ E�8> ���(� ����� ������������! �� ��! ��� ������������ �� ��� ������ ��
���������! �� ��� �����
�� ���(��� ��#������� �� ��� ��
� 
� �������� ���#���
����
����� ������ E�8>9
: (��� N = 255 
� k = 10� ������ E�8>9�: (��� N = 8191



NR k

N = 255, k = 10

NR k

N = 8191, k = 20

� 	����� ������������ �� ��� �����
�� ��
� 
� �������� ���#��� �� 
��������� ���
/ �$���
/�

k

N = 255, 511, 1023, 2047, 4095, 8191

k NR

k = 10, 20, 30

� .��������� ���@����� �� ��� �����
�� ��
� 
� �������� ���#��� �� 
��������� ���
/ �$���
/�


� k = 20� )� �B#���� ���� ���( 
 #�
� 
� k
2 ! 
� �
�� ���
/� ����� �� �������

�� 
� ��
�� k
2 ���
/� ������ �
����/� )���! ��� ����� �� ���� �/ k (��� ����

#���
�����/� �� ��� ��
� ��#����/ 
�� ���
/� �
� ������� �� �
�� �����? �����! ���
����� �� 
�(
/� ���
��� �� �C�
� ��
� k

2 � �� ��� �������� ���#��� ����
���! ��(�$��!
��������$��/ ��
��� ���#������ ���� ��
� k

2 ���
/� �
/ �B���� ���� �B#�
��� ��
�
���� ���
/� �
$� 
 ����� ��(�� ��
� k

2 �
������ E�8F ���(� ��� ����������� �� ��� ���������� ���@����� 
� 
 �������� ��

��� ���(��� ���� N 
� ��� �
B���� ������ �� ��������� k� ������
��/! ���
���������� ���@����� �������� ��� ������������ �� 
 ��
#�� ) ���#���� ��
#�
�
� 
 ���������� ���@����� �� 1! (���� 
 �#
����/ �������� ��
#� �
� 
 ����������
���@����� ����� �� 0� ��� 
 ����
� �-������ ����� �� ������� 6�8� ������ E�8F9
:
���(� ��� ���������� ���@����� �� ��� ��
� 
� �������� ���#��� ���(��� ��#����/
(��� 
� �B#������
��/ �����
���� ���(��� ���� N = 255, . . . , 8191� ��� -���� ���(�
��
� ��� ���������� ���@����� ����
��� ��� ����! ��
� 
� �������� ���#���! (���
��� �����
�� �� N � ���� �� �
���
�! 
� ��� ������ �� ��������� �� �����
�� (����
N �����
���� �� �����
��! ������ E�8F9�: ���(� ��( ��� �����
�� �� ��� ������
�� ��������� k �����
��� ��� ���������� ���@�����! ���
��� ��� ���(��� �������



k

7����
���	 ������. ��?�
k NR

7����
���	 �
%���� ������ �� ���	�����

� 	�
����� �� ��� ��
� 
� �������� ���#��� ����������� ���
/ �$�� 
�
/�

���� ����� +��� -����� ���( 
 ���
��� �N������ ���(��� ��� ��
� 
� �������� 
���#��� ����
���� ��� ��
��� ��� ���� �� ��
� 
 ���
/ �� �������� �� �B
���/ �(�
��������$��/ ��
��� �� �
�� �� ��� ��
� ����
���� �� ��� �������� ���#��� ����
���!

 ���
/ �������� �� 
 #�(�� �
( ��������� ������ �� �N����� ��������$��/ � 
�
���� ���� �����
��� ��� ���������� ���@������ �� �
��! ��� ���������� ���@�����
�� ����� �� ��� ��� �����$� �� ��� �������� IGEJ! �� ��! �� ≈ 0.2− 0.3�

������ E�8H ���(� ��� �
����� �� ��� ���(��� ��
#� 
� �������� �� 
� �����
����
���(��� ���� 
� 
� �����
���� �
B���� ������ �� ���������� ��� �
����� ��
��#���
�� ��� �A����� ���$�������� ��� �
���� ��� �
����� ��! ��� ���� ��#�
�A����� ����
����� ����
��� ���� ������ E�8H9
: �������� ��
� ��� �
����� �� 
���
��� (��� ��� ���(��� ���� 
� �����(� 
 ���
������� ����� ���� ���
�������
���� ��O�����
� �B#�������� ���������
� ����� �� ��� �
����� �� �
���
��
#��� ���� �
� 
���
/ ���� #����� ��� �� ������� E�8�6� ��� -���� 
��� ���(�
��
� ��� ��
� ��#����/ �
� 
 ��
���� �
����� ��
� ��� �������� ���#��� ��#����/�
���� �� ��$����! 
� ��� ��
� ��
#� �
� 
 ��
���� �
����� ��
� ��� +) ��
#��
������ E�8H9�: ���(� ��
� (��� 
� �����
���� �
B���� ������ �� ��������� ���
�
����� ����
���� ���� �� ��$���� ���
��� �
�� 
�����
� ��� ������ ��� � 

������

.���� 
� �
�
����#��� �
������ 
�� �/#��
� ����� ��� /�
���� �� �6� ���(�����

.���� �������� ���������� ��
��� �� ��� ���(���� ) �
�
����#��� �
����� 9.�:
�������� 
 ���� �
����� 
� ����$��/ �� ���
/� �� ��� ���(��� (������ #����
������� '���� 
 �
�
����#��� �
����� �� 
 ���#�� ����! ��
������ ����� ����� 
��
�
� �� ���
��� ��� ���� #�������� ����� ���� �� ��� )�������	���� ���� 93.
����:� �� ���� ����! 
 ��( ���
/ 4���� ��� ���(��� 
� ��
/� ��� t���
���
1 �������
)���� ���� ���� ��� ���
/ ��
$�� ��� ���(��� 
� ��
/� ��� �� �� ��� t�
�����
1� ����!
��� ���
/ 4���� 
�
�� 
� ��
/� ��� t���
���
2 ������! 
� �� ������ ��� 3. ����
�� #������� A��
/� 4��� 
� ��
$� (��� �N����� ���� 
� �
 ������ ������ IFEJ
���( ��
� ���� 
� �
 ����� $
�/ ���� ��$��
� ������ �� ��� ����� ����� ������

��� ������ ��$��
� #������������ �� ���� ����� �/ �����
���� �������� �������������



��� (��� �/ ������
�� �� 
�� IHHJ! 
� ���� �������/! �/ ������� �� 
�� IH=J ��
��
��
� 
 '������ �����������

f(x) :=
k

λ
·
(x
λ

)(−x/λ)k
, x ≥ 0

(��� ��� '������ #
�
����� k = 0.5 
� ��
� �������� ����)������� = λ ≈ 10000
������ -�� �����$
����� ���� ��� 9�� -����
���� ���(���� ��� �����
���� ����
���� ���� 
� ��������� 
� $
���� ��� ����)������� ���(��� 8777! E777! 87777!

� 67777 ������� ��� ���(��� /�
���� 
�� ��#������� 
� ���
/ �
����� 
�
���
/ ����$��/ �� ��� ���(��� ��
#�� ��� �
�
����#��� �
����� ���� ��� �����(���
#
�
������
����2 
���� t������
 = 100 ������! 
 ��
����� F ∈ {0.10, 0.20, 0.40} �� 
��
���
/� �
��� ����! 
���� t�
���
� = 100 ������! 
�� �
��� ���
/� ����$���

��� �����(��� �
��� ����
����� ��� #
�
������ �� ���� �����2

��
����� �� ���
/� ��
� �
�� F .� EQ! ��5! 67Q! =7Q
���� �� �
����� t������
 .� 877�
	��
���� �� �
����� t�
���
� .� 877�
����)������� 3. 8777�! E777�! ������! 67777�

� ���� #
�
������ �� ��� ���(��� /�
����� 3. ������ ��� ��������
����� ����! .� ��� �
�
����#��� �
����� ����� 	��
��� $
���� 
��
#����� �� �����

���� ���#����� ��� �����
������ ���(��� ��#����/ 
� /�
����� ��� ��B� ��� 
���� ��������� ��� �����
� �����
���� ����# 
� ��$���������

��� �����
���� �������� �� ��� �����(��� ���#�2
8� ��� ���(��� ��
#� 
� #�� �
����
�� �������� #
��� 
�� ��
�� ����� 

C�����/! ���
/� 
�� �������� �/ ������
6� ��� �����
��� ����
���
��� �A��� �� �
�� ���
/� �A��� �� ����-� 
����

��� #�/���
� ���������! �� ��! ��� ��������� �� ��� ����������� ���
/ �$���
/
��#����/� �����������! ��� �����
���� #
�
�������� �A��� (��� ��� ���
�����-�� 
� ��� 
�/�
�� � �� �
�� ���
/ 
� �-�� �/ ��� ���(���
��
#��

D� �� /�
���� 
�� ��
���2 
##�/ ���
/ �
������ 
� ����$����� �#����� �� ���
������ /�
���� ����! �� ��! ������ )�������	���� �� 	�����������*������
&� �
����� �� ����$��/ �� 
 ���
/! ��� �����
���� ����-�� ��� ���#����$� �A���
����
����

=� '��� T�
���
�� �����
�� ������ �
$� ���� #
���! �A��� ���� 
 ����
��
�� 
 �
����/ ������� ���
/ ��
� �
� ��� �
���! �
�� T����� ������� ��
������� ��������
���/ �� ��
��� �� �A���! �� ���� 
� 
�����
� ����
�� ��

� 
�/�
�� 
���� �
�� T����� �������



E� )���� T��� �����
�� ������! ��� �����
���� ����
	����� ��� �����
����! ��� �����
��� �
�#��� ��$��
� #������
��� ������� ���� 
��
���
/� �
�� ������ ����! ����� $
���� ��#������ 
 ��
#���� �� �A����� �������
���(��� (�� ��
���

0
�� �����! ��� �����
���� �
�#��� ��� #������
��� ������� ���� 
�� ���
/� �� ���
���(���� �����������! ��� �����
���� ��������� ��� ���#������
�/ �����
��$�
�����/ �������� 9..	�:! ��
�! 
� �N������ ��� �
�� ������� ��� #������
���
������� 
�� �-�� 
� �����(�2

�� ��� ���� �A��� ���� �� ���� 
� 
����
�� $����
� ����� ���
�����
���� ���
��� ���� ������ �/ �������� �� ��� $����
� ���� �� 
����
�� �
��
������ %����! (��� 
 �
�#���� �
�� �� 8K�����! ��� ���$������� ���� �� 
�
������� 
� ���4��� �� C�
����
���� �������

�� ��� 
������
�� �������� 
� �������� ����
����� ��
@� #�� ���
/ 
�

������� $
��� �� �/����

�� ��� �
�(��� ������#���� #�� ���
/ �� ��� ��������

� �������� ����
����� ��
@� �� �/��� #�� ������

! ��! 6����;�( �� ��� ������� �
��� ���� 
� ������ �� ��������
�� ��� ��
����� �� �����������/ 
� ��������/ ���$��� ����
����

�� ��� ������� �� ��� ������ ��� ���$��� ����
��� �����
A���� �� ������� E�6�8 ��� 
�����
� ������
���� �� ��� #������
��� �������! �� ��!

 �-������ �� ��������

�
��� E�E ����� ��� �����
���� #
�
������� ��� #
�
������ 
�� �
�������� ����
����� ����#�� ��� �����
���� �#���-� #
�
������ ���#���� ��� �����
�� ����
����� �� ������! ��� ��� ���(��� ��#����/ ����� ��� ��$�� ���(��� ���� 
� �
B 
���� ������ �� ���������� �����������! ��� T�
���
�� #
�
����� ������ ���
��
/ ����� ��� �����
���� ��
��� ������ #���� ����
��� ����� �A��� �� ���� 
���� ��� ���$��/ �
��� 
� �������� ����� #
�
������ 
�� �����(� �/ �A�����
�����
� #
�
������� ����� ������ ��� ��
���� �� 
 �A��� #������� ���� T�����

� 
 O
� �� ��� ����
�� C���� ����� �� O���� �����
���/ �� �� �
�� #���� 
��� ���� <���,����� ��� ������� ��� ��
��� (��
���� ��� 
�/�
�� ��
@� 
�
������� �� �����
�� ���������� �� ��� ����
�� �������� �����������! R�������
��
������ ��( ����� �A��� ������ ��� ������� �
��� ��� ����������/� R���
��� ������
��� ������ �� ����� ����� ����� ������� �
���� 
�� ����$�� ���
��/! ��� �A���
$����
� ���� ������������ #
�
������ ������� ��( �A��� �
���
��� ��� $����
�
����� ���� ������ ��� �
�����
��� ����
����! �� ��! ! �� �
��� ����
���� ���� ������� #
�
������
���� �/ Dα 
� �����������
��� Dα ������ ��� ������ �� ����$��/ 
����#�� ��� �� #
�
����� ������������
������ ��� ������ �� ����� ��� ��������� 
� #��������� ��� �� �� ��
��� �� 
��� ��� ����$��/ 
����#�� ���( �(� ���� �/ ���� �� ����� �$����
� �� ���
��
�� �����(���! ��� �����
����� ��� ��
��� $
����� ��� ��B� �������� #������ ���
�$
��
���� ��������



T��� �����
�� ���� ����� �� ������
��#����/ 9��
���:!
;��(��� ���� NKNC 255K256! � � �! ���/��4! � � �! 8191K8192
�
B� ������ �� ��������� k 10! ��! 30
T�
���
�� 1 �����
�
T����� 1 �����
<���,���� 9��
���:!
A������ ��� 9��
���:!
R�������
�� 60 �����
R���
��� 60 �����
�
���� 9��
���:! ��
Dα 1, . . . ,, . . . , 8
������������ 5 �����

� &$��$��( �� �A����� �����
���� #
�
������� 	��
��� $
���� 
�� #�����
�� �����

+/ �-������! �A��� ���$����� (��� ��� $����
� ���� �
� ���� ����� 
� �� ������� 
�
��� ��
���� 
�� #������ �� �$
��
�� ���$�������! ��� �����
��� #������� 

���� ��
���! �� ��! �A��� �� ��
��� �� 
�� ���
/� $����
��/ ������
������/� ��� ��� 
��
��� 
� 
 $
��
��� �� 1000ms �� 
$�� �/��������� ���
$����� ��� �����
���
�������� ��� ��
�� �� ��� $����
� ���� 
� ��� ��� �����
���� 
���� T��� = 60
������ �� �����
�� ����� ��� �����(��� #
�
��
#�� ������� �����
���� �������
���������� ��� ��#
�� ��

� Dα 
� ����
�� C����
� ���(��� ����! 
�
� �
B���� ������ �� ���������

�� ���$������� ���� 
� ��
@� ����� ��� ��#����/� �����������! ����� �� ���
�� �A����� ��������

Dα

'��� �A��� ���� ��� ����
���� �� �
���
�� ��� $����
� ����! �� ����
����$��/ ����
��� �� #
�
���� �� ��$��
� ���
/�� �A��� ��� ���� �� ����� ���$�� 
����� ����� ������ E�8G9
: ���(� ��� ���$������� ���� 
� �������� �� ��� ������
�� #
�
���� ����$��/ 
����#�� Dα� ��� ������� ���� ���� �B#�������� �����

� ��#������� 
� ���� <���,���� ���
������� �� 
�� �
���! ��� 
$������� ���� ����
��� (��� Dα �����
���� %�(�$��! (��� 
 Dα ���
��� ��
� =!
��� ���$������� ���� ���(� ���/ (�
� ��#��$������ ����! ��� ��
��� $
��� ��



Dα

������	���� ����

Dα = 1
Dα = 3
Dα = 5
Dα = 7

*�
5� 1 ������	�2

� ��#
�� �� #
�
���� ����$��/ 
����#�� 9����� k = 20! !
:�

������	���� ���� *�
5�

� .��$������� (��� �N����� ���(��� �����2 $��
9����� ��#����/! k = 20! :�

Dα = 4 �� 
�C�
��� ��� -���� 
��� ���(� ��
� ��� ����
�� C���� O��� ���
���/
�����
��� ���$������� ����� ���� �� �
���
�! ���
��� �
�� ����
����� ��� 

�
�� �� ��
/� �/ T	���

2 ������ �� 
$��
��� ��� O����
����� �� ���$������� ����


�� �
��� �/ C�
����
���� ������ �� ��� �
�#���� �� ��� ���� 
����
�/ �
�� ������
�
�
���� ����$��/ 
����#�� 
�� 
�����
�� (��� ����� �� ����� �� �����
�� ��
@��
������ E�8G9�: ���(� ��� ..	� �� ��� ��
@� (��� ����
��/ �����
���� ������ ��
#
�
���� ����$��/ 
����#�� Dα� )� �B#����! ��� ��
@� �����
��� #��#������
� ��
Dα�

.��$������� ���� (��� 
 ���(��� ���(��� ���� N �� 
� ��#���
�� ������ �� ��
� 

�����/� ������ E�67 ���(� �����
����� �� �A��� (��� 
� �B#������
��/ �����
����
���(��� ���� N ���� 6EE �� H8G8 ����� ��� 
� $����
� ����
�
�����
��� ����
������ ��� ��� ����
����! ��� ������ �� #
�
����
����$��/ 
����#�� Dα �� 4� ������ E�679
: ���(� ��� ���$������� ���� 
� ���� 
���� �� ��� ���(��� ����� ��� ���$������� ���� �����
��� ���
�������
��/ (��� ���
���(��� ���� (��� ���� ����
�����! �� ��! �� � ���� �� ��� 



������	���� ���� *�
5�

� .��$������� (��� 
 �N����� �
B���� ������ �� ��������� k �� 
��� 
� 9����� ��#����/! N = 2048!

:�

#������! 
� ��� ����
���� �� ����� �������� 
� ��� ������ 
�����
��$�
�� ��� ����
���� IEE! EHJ� %�(�$��! ����� ������� ���( ��
� #
�
����
����$��/ 
����#�� �
� ��
��/ 
����$� ��� ���$������� ���� �� �

������ E�679�: ���#
��� ��� ��
@� �����
�� ����� �A��� ���$������ ��� �������
���� ���� �B#�������� ����� ��� 
� ����
������ ���
-���� ���(� ��
�! (��� ��� ����
����! �A��� ���$����� (��� ��� 
����
� 9
����� ���
�������: ����
����� �$����
 ���4��� �� ��� ���(��� ����� ���

����
����! ��(�$��! ���� �A��� ��� ���� ��
@� (���� �� �
���
�/ ��� ���������� 
� #
���/ �$��#��$������ ��
�����
����� ��� #��� �������� 

#��/����
� �$���#�����

'��� ���#
���� ��� ����� �� ����� �� ��
@� ���� ��� �A��� �� ���$����! ���
����
���� �
� 
 ���$������� ���� 
����� 
� ��� 
� ���

����
���� ��� (��� ���� ��
@��

)� �������� �� ������� E�=�8 ��� �
B���� ������ �� ��������� k �
� 
� ��#
��
�� ��� �
����� �� ��� ���(��� ��#����/� ����! 
� �����
�� �� k �� �B#���� ��
����� ��� ���$������� ���� �� �A��� ����� #
�� ������� ����
��� ������ E�68
���(� ��� ���$������� ���� 
� ��
@� 
� �������� �� ��� �
B���� ������ ��
��������� k� ��� -����� ���-�� ��
� ���$������� ���� 
� ��
@� ����� (��� 
�
�����
�� �� k����#����� ���� ��� $����
� ���� �
�����
��� ����
�����

��� �����
���� ���� #���� ����
��� �
�� ����� �� 
 �
��� ���
/ �� ��� ��� 
(��� 
� ������ ��� �������� ������ E�66 ���(� ��� ..	� �� ��� ������� ��� 
�
�B#������
��/ �����
���� ���(��� ����� ��� ������� �� ������ E�669
: ���� ����
�B#�������� (����� ��� ��#����/� ��� ������� �� ������ E�669�: ���� ����
�B#�������� (��� �� ��� ��#����/� '��� ���#
���� ��� -�����!
��� ��#����/ �
� $����
��/ �� ��O����� �� ��� �������! �$�� ������ ��� ��#�������
�����/ �N�� �� ��� ���������� ���@�����! ��� ������� E�=�8� �����������! ��� �������



������	� ������	�

� ��#
�� �� ��� ���(��� ��#����/ �� 9�����#���
��$� :������� 9
��#����/! k = 20! ! :�

������	� ������	�

� A� ���� ����������� (��� �N����� ���(��� ����� ����� 
�
��#������� 9
� k = 20! ! :

�����
��� ���
�������
��/ ���4��� �� ��� ���(��� ����� ���� ���-��� ��� -����� ��
I>DJ�

)� �������� ������! ��
�
�����/ �� ������� #�������� �� �-�� �/ ��� ������ ��
������� �
��� ������� 9A� ����: ��C���� �� ����� ����
��� (����� 
 ���(��� �� ����
N � �� ��� �����
�� �� ��� ������ �� A� ������� �� ��� ����
� ���4��� �� ��� ���(���
����! 
 ������� #������� �� �������� ������� ��� �����(��� �������� ��� A� ����
(��� 
� (������ 
�/�
�� ������� �
��� ������� ���4��� �� ��� ���(��� �����

������ E�6D ���(� ��� ..	� �� ��� A� ���� �� 
�� ���
/� (��� 
� �B#������
��/
���(��� ���(��� ���� ��� ���� 
� ��#����/� �� ���� �
���
��� A� ���� ���(� #��/ ���
�������
��/ ���4��� �� ��� ���(��� ���������
�� �/
��� ��������
� ���
��� �� ��� ..	� ���$��� ���� ��
��! �A��� �� ��
�
��� �� ����
��#�������� %�(�$��! (��� ����� ��� ��#����/! 
 ������ 
�����
�� ���
/� �
$� 
 �
��� ������� �
��������
�� �/ ��� ����#�� ..	� ���$��� �� ��
�����/! ��
� ���� �� �
��� �/ ��� ������ ���������� ���@����� �� ���



)
����	 ������. ��?� )
����	 �
%���� ������ �� ���	�����

� A� ���� ����������� ����� 
� ! 
�
��#����/

��#����/� �� ����
�/! ��� ������� ������� ��
� �A��� �� ��
�
��� �� ��� ��������
����
�����

�A����� 
�/�
�� �B������� 
� 
�����
� ������� �
��� �������� ������ E�6= ���(�

 ���#
����� �� �A����� A� ���� ..	� (��� 
� (������ ��� ������� 
�
��� ������� ��� N = 511! N = 8191 (��� k = 20 
� k ∈ {10, 20, 30}! N = 2047�
������ E�6=9
: ���(� ��
� (��� 
 ���(��� ���� �����
�� �/ 
 �
���� �� 8>! N =
511 �� N = 8192! ��� ������ �� 
�����
� ������� �
��� ������� ���(� ���/ �/
E7Q� ���� �������� ��
� ��� ������ �� ������� �
��� ������� 
� �/ ��� 
�/�
��
�B������� �� ���
������� ���4��� �� ��� ���(��� ����� ��� �
�� 
##���� (��� ���
�
B���� ������ �� ��������� ���(� 9��� ������ E�6=9�::� �� ����
�/! ��� �������
������� ��
� ��� 
�/�
�� �B������� ��� ��� $���
�� �A����� ��
�
�����/�

�� ���( ��( �A��� �
���� ���(��� /�
����! ��� ���$��/ �
��� 
� ��� �
� 
(��� ������#���� 
� ��
@� ��C���� �� �
�� ���
/ �� ��#
�� ��� ������� �
���� ��
�� ��#���
���� ��� �����(��� �������� ��� �$
��
���� ������� ����� )�������	����
(��� ��� ��
� ��������� �� 8777! E777! 87777! 
� 67777 �������

������ E�6E ���(� ��� �
�(��� ������#���� #�� ���
/ 
� �������� �� ��� ��� 
(��� ���� ��� ! ! 
� �N����� ��
� ��������� ���� ���
)�������	���� ����� &� ��� ��� �
�! ������ E�6E9
: ���(� �� �� 
#������� ���
$���� ���� ������ 0$�� (��� 
 ��( ��
� ��������! 
� ���� ����
�����! ��� �
�(��� ������#���� #�� ���
/ ���(� ���/ ��� ����
��/ (��� ��� ��� 
(��� ����� ���� �� �
���
�! ���
��� ����$��/ ����
��� 
�� ���� ���� �
�� T�����
������ 
� �
B����! ���#������/ �� ��� ��
���� �� ��� ���(���� %����! �A���
�� 

#�
���� ��
�
��� (��� ����� � ������ E�6E9
: ���(� ��� �
 �� 
�
$���� �� ���� ������ ����� �� ����
���
���� �� �������� �� 
�/
��
��� �� ��� ���(��� ���� ��
� �� 
 �
�(��� ������#���� ��
� ���(� 
�����
����
��/ (��� ��� ���(��� ����� 0$�� ��
�� ��
���� �� ��� ���(��� �
��� 
 �
���



� +
�(��� ������#���� (��� �������� ����� �� ���(���� �� �����
� 
��� ���� 
� ��#����/ 9����� k = 20! :�

� 	���$��/ �
��� (��� �������� ����� �� ���(���� �� �����
���� ���� 9
��#����/! k = 20:�

������ �� ���������� ���#�� ���� �
��� 
 �
 �
�� 

�� ��� $����
� ���� �
�����
��� �� �
��� �� ������

�� ����
�/! ��� ������� ������� ��
� ��� ����
���� �
���� ��������
����� ������ ��
� ��� ����
����� '����! ��� ������� ������� ��
�
�A��� �� ���/ 

#�
���� ��
�
��� (��� ����� ��� ����
����� ���
������� ��������� ���/ ��$��� ��� ����
���� ���
��� �� ���� ��������

������ E�6> ���(� ��� ���$��/ �
��� 
� �������� �� ��� ���(��� ���� ���

� ����
��� ���� �N����� ��
� ���������� ������ E�6>9
: ���(� ��
�
��� ���$��/ �
��� ��
/� 
��$� GEQ �$�� �� �
��� �� ���� ����� 
� �# �� 

���(��� ���� �� 67=F� ��� -���� 
��� ���(� ��
� ��� 
����� �� ����� �A��� �
�
�
��� �#��� �� ��� ���� �A��� ���� �� ��#
�� ��� ������� �
����� ��� ������
���� �
��� ��� ���� ����
��� 
�� ���$���� ��� ���$�� ��
� ��#������ �B#��������
(��� 
 ��
� �������� �� 8777 ������ ���-�� ���� ����������? ��� ���$��/ �
���
�� ���
�������
��/ ����� (��� ��� ���(��� ���� ���(��� ���� ������
��� (���



�������� �
��� *�
5�

�������� �
���@ ���
���� �
����� �������� �
���@ ���
���� ��������

� 	���$��/ �
��� 
� ��
@� ����� 
 �
�
����#��� �
����� �� 
 ��
� 
���� �� F ∈ {0.05, 0.10, 0.20, 0.40} ���
/� ����� ���
��#����/ 9
� k = 20! N = 2047! :�

��� �
����� �� ��� ���(��� ��
#�� ��� ���
��� ��� �
����� ��! ��� ���� ��#�
����
����� ����
��� ���! 
� ��� ���(�� ��� ������� �
��� ��
�����
�����

�����������! ������ E�6>9�: ���(� ��� ���$��/ �
��� �� ����
��� ����� �����
��� ������� �
��� �������� �������/ ������ �� 
� ���
�� $����
�
����! �� ��! ����
��� ��� �� �� ���$��� ����
��/� ���� �B#�
��� (�/ ���

���$��/ �
��� �� (���� ��
� ��� ���$��/ �
���� �����$��! ���
-���� ���(� ��
� �
��� �� ���� �����! �� ��! 
 ��
� �������� �� 8777 ������! ��
 ��

 ���� ���� �� ����
����

�� ����
�/! ��� ������� ������� ��
� 
� ���$��/ �
���� 
��
�$�� G6Q (��� 
� ��
� �������� �� 87777 ������ (���� �� �B#���� �� �6� 
##���
 
����� 
� 
 ���(��� ���� ���� ��
� 67=H� ��� ������� ������� 
 ���
������� ��# ��
��� ���$��/ �
��� ���4��� �� ��� ���(��� ����� �� �� (���� ������ ��
� ��� ��
�����
�� �����$��� ����
��� ������ ����� ��
� (��� 
���
/ �� ��� (
/ �� �����
����
������ ��� ���
/ �
����

)������ �
�� �� /�
���� �� ��� �
�
����#��� �
������ �� ���� �
��! �A��� �
� ��
��#
�� ��� ������� �
���� �� ���#���
�� ��� �
��� ���
/� 
� �� ������
�� ����$���
���
/��



������ E�6F ���(� ��� ���$��/ �
��� 
� ��
@� 
� �������� �� �����
���� ����
����� ����� �$���� ����� ��� ����
����! ��� ��#����/
�� ���� N = 2047 
� 
 �
B���� ������ �� ��������� k = 20� ������ E�6F9
:
���(� ��
� �A��� ����$��� C�����/! �� ��! �� ���� ��
� H ������! ���� 
 �
����� ��
=7Q �� 
�� ���
/�� �����������! ��� ����$��� ���
/� 
�� ������
�� 
� ��� �
��
�#��� ��� -���� ���(� 
 ��# �� ��� ���$��/ �
��� �� �
�� 
 ��
����� �� ��� ���
/�
�
�� �� ����$��� �� �
�� �� 
 ���
/ �
����� �A��� ���� ��#
�� 
�� ������ ��
$������ ���
�
��� ���
/� �� �
�� �� 
 ���
/ ����$��/ �A��� ���� �� �� �����
�� ��� ����$���
���
/ ���� ��� $����
� ����� ���� �B#�
��� ��� ��
�# ��# �� ��� ���$��/ �
��� ��
���
/ �
������ ���#
�� �� ��� ���
/ ����$��/� ������ E�6F9�: ���(� ��� ��
���
���$��/ �
��� �� ��� �
������ ��� ���$�� ���( 
 ��
�# ��# �� ��� ���$��/ �
���

����� #��#������
��/ �� ��� ��
����� �� ���
/� ��
� �
��� ������ E�6F9: ���(� ���
��
��� ����$��/ �� ��� ���
/�� ����� 
�� ���
/� ��� 
 ����
�� �
�� ���� �$��
(��� ��� ���
/ �
� ��� /�� ���� �� ������
�� �� ��� $����
� ����! ��� ���$��/ �
���
��#� �� #��#������ �� ��� ��
����� �� ���
/� ��
� ����$����

������ E�6F9�: ���(� ��� ��
@� ������#���� #�� ���
/ ����� ��� �
�
����#���
�
������ ��� ����
���� ���(� �(� (��� ��� $����
� ���� �� ��
���?
�����C�����/ ��� ��
@� ���(� ���� 
���� D7 ������� '��� ���
/� �
��! ���
����
���� ������� �� ����
� �#�� �� ��#
�� ��� 
�
��� ��� �
�� ������ (���
���
/� ����$�� �� C�����/ �� ������
�� ��� ���
/��

�� ����
�/! ��� ������� ������� ��
� �A��� �
� �
��� 
 �
�
����#��� �
�����

� ����$��/ �� �# �� =7Q �� 
�� ���
/� 
� �� ��
������� �� ���� ��
� 87 ������ ��

� �B#������� (��� N = 2047 ���
/��

��� .	�� #������� ���#������ �A��� ������������� ������������� ���(����� ���
���� ��
���! ���� ��
#��� #��$��� 
� �� �#�� 
�
�/��� �� ��������$��/ ��
�� ��� 
�
���� (���� 
�� �����/ �� ��
/�� 
� ������ ���(����� ��� ��������������� ���
��������$��/ ��
���! ��$��
� ������� #�������� (��� ������� 
�! �����C�����/!
��� �
����� A������ 9�A���: �
� ���� #������� �� #��$�� 
�/�
�� 
� �����-�� 
�
�� ������� ��� .	���

�A��� �� ���#��� �/ ��� �����
� A��� A������ 9�AA: #�������� �� �����
��
�� �AA! �A��� �� ����
�! ��#������� ��#��$� ��
�����
���� ����
����� ��
���� ��� $����
� ����! 
� ��##���� 
�/�
��� �����������! �A��� ��� 
��� ���
��N�� ���� ���#/ �/���� ��
� ��C���� �AA �� O�� ��� ���(���� �A��� �
� ����
�$
��
�� �� ������� E�= ����� �����
������ &�� �� ��� ���� ���#������ ������ 
�
������� �� ��� ���
$��� �� ��� ����
���
���� ����
���� ��� ������� ��� $����
� �����
A��
�� (��� ��
�� ���� ����
���� 
� ��( 
� ������ (
/ �� �
���
����� ���
$����
� ���� (��� #��$�� ���
$���� '���� ���� ����� �� �� ���� ��� �������
##���

 $����
� ����! �� ��� �
�� �� �������� �����! ����
���
���� #������� ���� ��
� ���
����$��/ ����
������ ���� #�������/! ��� #
�
���� ����$��/ ����
���� 
���(� ���
�
�� #������
��� 
� ����
���
���� (��� ���� ����� �� ����� �� ��
@� 
� �
�(���
������#�����

��� �����
����� ������� ��
� �A��� �
� ����$�� ���� 
 �
�
����#��� �
����� ��
�# �� =7Q �� 
�� ���
/�� ���/ 
��� ������� ��
� ��� �
�(��� ���� �� �
���



�������� ����� ���(� ���
�������
��/ �� ��� ���(��� ���� (��� ����� #
�
���� �� 
��$������ ��� �B#�������� �����$��� ��� ������� �
��� ���� ������� ��
� �� �
� 

#��/ ���
������� ���(�� ���4��� �� ��� ���(��� ����� ���� ���-��� ��� ���������
�
-����� �� I>DJ 
� ��� ��� ��
�
�����/ �� �A���� �� ����
�/! ��� �$
��
�����
������� ��
� �A��� ��� ���#�/ (��� 
�� ��C��������� ��
�� �� ������� E�8�= ���
.	���� ����
�����



��� #�#��
���/ �� �6� 
##���
����� �� ��� �������� �� ���(���� ����#���/ �����
��/#�! ������
���� $�
 +���������! 
� $����
� #��$
�� ���(���� ��
�� ���� �B 

�#���� �����������! ����
��� #��4����! ���� ��� �#���
����� �����
� ;��(���
#��4��� 9�#��;��:! ��� �6� ������������ ��� #��$�������� ��( ���$����� %�(�$��!
��� ���(��� 
����� �� ������������� ���(���� ����� ��
�����/ �� �6� 
##���
�����
�� �� ��� ������ ��������$��/ ����� ���(���� #��$���

���� ������ #������� 
 ����(
�� ��
� ��
���� ��� �#��/���� �� �6� 
##���
�����
�� ������������� ���(����� ��� ���� #��#���! �� ��������� ��� .	 ����(
�� ��
�
#��$��� ��
����� ��������$��/ ��� �6� 
##���
����� �� ������������� ���(�����
��� .	 ����(
�� ���� 
� 
##��
�� ��
� �������� �� �(� �
�� 
����$������2

� 
��������� �������� �� ��������$��/! 
�
� ��������������� �� ������������� ���(�����

��� �@����� #��$�������� �� ��
����� ��������$��/! �� �� ��#���
��! �� ����� ����#�
�� ���� (��� �B������ ��
����� ��������$��/! �� �
��� .�������$��/ 	��
��� 9.	�:!
-���� ;��� �� ���� ��
� ��� ��������$��/ ��
��� 
�� ����� ���
/�� 	�� ��
��� #��#������ �� �6� 
##���
�����! �� �B#����� ���(���� 
���� ������������� ��� 
(���� 
� ��� �B������ ��������$��/ �� 
$
��
���� ���� �
��� �������� �� ������ 
��$��/ ��
��������� .�
#��� = ������� ���� #������ �� ������� ��
��� �� #��$���

� �� �#�� ���������
� 
�
�/��� �� ��� ��
�������/ �� ����� ��� �B������ ��������$ 
��/ �� ������������� ���(����� ���� 
�
�/��� ������� �� 
 ��������! ��
� �������
������� 
� ����������� �$���
/! �������� 
�� ���
/� �� ���� �$���
/! 
� ��� ���
/
���� 
������� �� 
 ��������$��/ �����-�� 9.�	:� ���� �������� ��� ��� (�
���




�/ �� ��� ��������� �� �6� 
##���
������ ��� �
�� -����� �� ��� 
�
�/��� ��
��������$��/ �������� ����� ��� �������� 
�� 
� �����(�2

� 	�������� ���
/� �� 
� �������
� ������� �� ��������$��/ �������� 
� ��� 
����� ���
/� �
/ ��
 �� 
 �
����� �� ��� .�	 
���������

� .�������$��/ �������� ��� �6� 
##���
����� �� ��
����� �� ��� ������ �� ����
�� ��$��
� ��������$��/ ��
��� �������� �� ���� ��
���� ��
� ��� ������ ��
���� �� 
 ������ ���� ���� �� ��� �
�� �� ���� �� ��
/�� ���(�����

� ��� (���� �
�� ��� ���
/ �������� �� 
 ��� (��� 
����� �� ����� ���� ��
�B
���/ �(� ��������$��/ ��
����

+
�� �� ��� ���������
� �������! ��� .�������$��/ ��
�������� �������� 9.��:
��#������� 
 #������� ��� ��������$��/ ��������� .���� �$
��
����� ���-�� ���
���������
� -����� 
� ���( 
�����
��/! ��
� .�� �� ��
���$� �� ��������$��/
��
����� �� ��� �������� (���� �
�� ����
����! .�� ������ ��������$��/ �� ����
��
� 67 ������ 
� �������� ���/ 
���� = ��/���K� �� 
$��
�� #�� ��� �����
���� ����� ��� #�
� �
�(��� #�� ��� ��
/� ����( G ��/���K�� �� ��� ���� �
��!
.�� ���$����� 
� ��� �
�� ���� ��� ����������� �$���
/ �� ��� �#! �� ��! (���

�� �$���
/ ��������� k′ ������ 
 ��( ��� ����� ���
���� ������� ���� ������ 

�$����
 ������ (����� O(k′)�

��� �����#� �� .�� 
� ��� �
��� �������� �
/ �
$� 
 #�����$� ��#
�� �� �����
-��� �� 
##���
����� 
� (���! �� ��! ��� �$
��
���� ����� 
##��
���� ��
� �
� (���
��� ��
�����$� ��������$��/! �� ��! IDH! D=J� )�����
��/! �
��� ������ 
���� 
����� 
�� 
##���
��� �� �
�/ ��������� �/�����! �� ��! ��� ��
�� �������� �� ��� 
������� ���������! �� �� �����/! ��
� ����� 
##���
����� (��� ����-� ���� ��� ������
������� �� ������� =�=�

��� ������ ��������$��/ ��
���� ��� �@����� ��������������� �� �������������
���(����� �� 
����$� ����! .�
#��� E ��������� ��� .�������$��/ 	��
�� ����� 
���������� �������� 9.	��:� .	�� ����� 
� ����������� ���
/ �$���
/ ����
�����

�� ���
/� 
� �#
����� ��� ������ ��������$��/ ��
���� �����������! .	��
���� 
 ������� #������� �
��� �
����� A������ 9�A���: �� ��� ���
/� �� �����
����
��� 
����� ������������� ���(���� �/ ����� ��� .�	�� ������� E�8 ��������

##��#��
�� ����
���� 
� ��C��������� (���� ������� E�6 ��$��(� ���
�� (��� ��
-� 
� 
##��#��
�� ��
����� #���� ��� �A����� ������ ���
��/! �������� E�D 
�
E�= ������� �A����� ����� 
� �$
��
�� �� ���������/� �A��� �
� ��� �����(���
��
�����2

�A��� ���� �����-��� ������/ ��� �������� ;� 
�����
�
�
##��� ����
���� �� ������
�/�

�A��� ��##���� 
�/�
�� (���� ��
���� ��$��
� ���� �� 
� 
������ ��� �
�� �����-��� �A��� (��� ����� ����
��� ���� �� ��� ������� ���
��
� 
������� ��� �����-����

�(��� ������� �� ��� �����
� ���	#



��� �$
��
���� �� �A��� �� �������� E�=�D 
� E�=�= ���(! ��
� �� �� ��
� 

��� �� ��
��� 
� /�
��� ���(����! �� ��! ��� �$����
 ��C���� ��� ��
�����
����
���(� �� #��#������ �� ��� ���(��� ��
����! ��#���
��/ (��� �������� ������

�A����� ����� �������� �� D ������2 ����� �
�����
���! $����
� ����
�
�����
���! 
� 
�/�
�� ��##���� ��� ����� �
�����
��� �
��� ��� �
�����
�� ����� �
������ 
� ����# �� ��( ������� ���� 
���(� �� ��� �A��� 
� �
�� ���
����� 	%� ���#��� #���������

�A��� ���� 
 #
�
���� ����$��/ ����
���� �� �
���
�� ���
$����
� ����� ��� �$
��
���� �� ������� E�=�= ���(� ��
� ��� #
�
���� ����$��/
����
���� �
� ������ #������
��� ��
� ��� ����
���
���� ����
���� #��#���
�������/�

����� ��
����� �
�� �A��� 
 ����
��� #������� ��� ��������������� �������������
���(���� ��� �6� 
##���
������ )�����
��/! (��� ���� ���-�
�����! �A��� �
�
�� ��� �� 
 ��� ���(���� ���� �AA� ���� ��
�����! �� ��! ��� ��
�
�����/ ��
��� �
�� �� /�
��� ���(����! �
�� �A��� 
��� 
 ��� �
��
�� ��� �������
��$�����
���� �� ��
�
��� ��������

��� .	 ����(
�� ���� .�� 
� .	�� �� #��$�� ��
����� ��������$��/ ���
�6� 
##���
������ �� 
����� �� ��� ��
����� ��������$��/! �6� 
##���
����� �
�
��� ��� .�	� �� ��##��� ������������� ���(���� �@������/! �� ��! ��� �
���� ������
������� ��������! �� ��� ���� ���������� (��� ���
/� �
��� ���� �#��� �# 
 ��(
-�� �� #������������ ��� �
������� �6� 
##���
����� �� ������������� ���(����� �� ��
�B#���� ��
� ������������/ (��� ���( �� ��� ������! �� ��! �/ ���(��� $����
���
����!

� ��( �#���
���� ���(��� �/#��� ���� ��
� �� �����/ ������������� ���(�����
���� ������ ����������� ��#���
�� ���#������ ��
� ���# �
����� ���� ���(���
������ �� ������������� ���(�����

���� ������� ��$��(� ��� ��
��� ��
�� �� .�
#��� 8 
� $���-�� �� (���� �B����
�
�� �� ����� ��
��� ���2

��� 	
 ��������� ���� ��� ������ ��� ������ ��������� �� ��� �����
��������
.�� 
� .	�� 
�� ������ �
������/ ��� �� (�
��� 
�/ �� ��� �/#��
� ���������
�� �6� 
##���
������ .�� �� ��
�
��� 
� ������ 
 ��( �$����
! �� ��! 
 #�
�
�
�(��� ����( G ��/���K���! ����� ��� ���$������� ����� �� 
��� �
���� 4��� 
���! ��
$��� �� �
����� ���� �������/! �� ���� ��
� 67 ������ �� ��� ��������
(���� �
�� ����
����! ��� ������� =�>�E� .	�� ���� �A��� ��� ������� ����
���

����� ��������$��/ ��
���� 3��� .��! �A��� �� ��
�
��� 9��� ������� E�=�D:!
�$�� �� �
��� �� �����! ��� ������� E�=�=� ��� ������� �����
����� �� ������� E�=
������� ��
� ��� �$����
 ����� �/ �A��� ���(� ��� ����
��/ (��� ��� ������
�� ���
/�! ��������$��/ ��
���! 
� ������

��� 	
 ��������� ��� ������ ��� ������������ �������� �� �������������
���������
)� ��
��� ��� .�������$��/ ��
�������� �������� �
� ����� ��� �B������ ��� 
�����$��/ �� ������������� ���(���� �� �/#��
� ����
����� %�(�$��! ����� 
��



���� �����
����� 
� ������� ���������
��/ �� �������� =�D 
� =�=! 
� �����
 
��$� �� ������� =�>�D� +���O/! ��������$��/ �������� �� �@���� �� ��� �������/
����
��� �� �
$��� ���� ���
/ ��
� ��� ���
/ �����

��� 	
 ��������� ��� ������� ������� ������������ ��� ��� �������
����� ��� �������� ��� ��� ���� ������� �� �!������ ������������
����� ��� .���� .�	 
�������� 
� ������ ���
/� .	�� #��$��� ��
�����
��������$��/ ����� ��� �A��� �������! ��
� #��$��� 
�/�
�� ��##���� �� �����
����
��� 
����� ������������� ���(����! �6� 
##���
����� 4��� ��� 
 �N�����

���� ����
�! �� ��! .	�� 
�������? �� ������� ��
���� 
�� ������
�/�

��� �����#�� #������� �� ���� ������ 4��� ���
���� ��� ����
�� �� #������� ��� 
�
��� �� .�� 
� .	��� ��� �����(��� �������� ������ ������� ����
��� �� �
��
������������2

.�� ������ ��������$��/ ����� 
� ����������� �$���
/� ���� �� ��� ���������
�
�������
����� 
����� ���� ����������� �$���
/ �� ���� 
 �
��� �$���
/ ��
#��
)�������! ��� #������� ����$��/ ����
����� �� ������� =�E�E ������ �
��� �
� 
#��� (��� ���� #���
�����/! ��� �B#���
���� �� .�� ����� 
�����
� 
##��
����
���� ���
�� (��� �� �� ��������� A��
�� (��� ���
��/ �������� �
��� �
�#����
(��� ������� 
� ����������� �$���
/ 
� ��� �
�� ����� ���������! ��� ����� ��
������� ����������� �$���
/ ���� �� ��$��� 
� ��� �
�� ���� (���� ���� �
��
.���� ����� ��������

.�� 
��� ��N��� ���� �
�/ �������/ ������ ��
�� �� ������� =�F�D� '���� ����
�� ����� ������ 
�� ���$��
���! ���� �
$� 
 ��� ��
��� �� ������� ���$�! �� ��!
#��$������ ��� ���C���� 
��
�� IE6J �� ��� ����������� �$���
/�

���
��/! �$�� ������ .���� ��
��� #
�
������ 
�� ������ �
������/! ���/ �����
��� 
�����
� 
4������� �� ���$� 
 �#���-� �6� 
##���
���� �� ��� ���� �B�����
.��! �����������! ��������� �����
���
����� 
� �B��������! �� ��!

� ��� ������
���� �� ���(���� (��� ��
��� ���������!
� �
���� ��������$��/ ��
���! 
�
� .���� ��##��� �� ��( ���(��� #
�
����!


� ������� �� ������� =�F�8 (���� �B#���
���� �� ���� ��� ������� ����
����

��� .�������$��/ 	��
�� ��������������� �������� 9.	��: ����� 
� �����������
���
/ �$���
/ 
� ���� �A��� �� ����� ����
��� 
����� ��������$��/ ��
���� )� 
������ ���� �� ������ �� #��$�� ��
����� ��������$��/ ��� �6� 
##���
�����! ��
��� ��� ��� ��� ������
���� #��$�� �/ .�� �� ��� ���� �B���� �� ���� ��$���2
��� ����������� ���
/ �$���
/ 
� ��������

��� ����������� ���
/ �$���
/ ��������/ ��� ��� ������� ��� ������������/
�� ��� ��������$��/ ��
���! �� ��! (��� 
 ���
/ ���(� ��
� 
 ����
�� ��������$��/



��
�� �
� ��(�� �
�(��� �
#
������ �� ���� ��������� �� �����
�! �� ���� ��� 
���� �� ���� ���
/� ����� ���� ��������$��/ ��
��� ������� ���� ��������� �� ���
����������� ���
/ �$���
/ (��� ����
���/ ���# �� ��� ��� ������������� ���������
���� �@������/ 
� �
�
��� ��
�

��� �
����� A������ 9�A���: ��� �/ .	�� �� ��� ����������� ���
/ �$���
/
�
� 
 #������
� �� �����
�� �@�����/� �����! �A��� �
� �� �B���� �� ��##���
������� �� ��� ������� #
���! �� ��! ��� �
�
����� ��
 �� ��� ����������� ���
/
�$���
/� �����! �� ���� ����� ������� �/ 
��� 
�����
� �$���
/ ��������� ��
���
/� �� ��� �
�� ��������$��/ ��
�� 
� ��
�� �� ������� E�8�6� &� ������ ���

����� �� 
�����
� �$���
/ ��������� ��� �� �� ������ �� ������ ��
�
�����/�

����! �A��� ���� 

#� ��� ��� �����-��� 9 �: �� ��� ����������� ���
/
�$���
/ ��#����/� ���� (��� ����� ������� �� ������! ��
/ �� ����
���! 
�
��� ������� �
��� ����� ;������� �����#�� ��( ���� �
� �� ��� 
�� �������
�� ���
�� (��� I=6J ��� ��/ �
�� ������� �������� )� �A��� �� �
�� �� ���
��/ �
�� �������! ����� �����#�� �
� 
��� �� 
##��� �� �A���� �� 
�����! ���
���(��� ������
��� �� I=6J! ��
���� ��� ���
/ ���� �� ������ ������ ���
/� �� �����
�� ����
�� ��
/� ���
��/! �A��� ���� 
��� �� ��#�
�� �/ ���#
�� ������� IH7J?
����! ��(�$��! (��� ��� 
 �
����� ����� �� ��� ���#
�� ������� ������ 
� ����
���#
�� ������� ������� 
�� ��� 

#�
���� ��
�
����





�6� 
##���
����� �������/ 
�� �#��/� �� ����������� ���(����! �����/ �� ���
��������� �� �B��� �6� 
##���
����� �� (��� (��� ������������� ���(����! �� ��!
���(���� ����� �N����� #��������! �
$��� �N����� 
���� �#
���! �6� 
##���
 
����� ��� 
 ���-� (
/ �� ��������
�� 
� ����$�� ����� ���(���� �$����! ��
�����! ������� ��� �6� 
##���
����� ��� ��������
���� 
� ����$��/ �
/�� �� ���
.��K.	�� ����(
�� #��$��� 
� ������
�� (���� ��#������� ���� ��������
���/�

��� ��������
���� 
� ����$��/ �
/�� ���#����� 
 ���#��! 
�/��������� ����
�� 
�
�� ��������
���� ������
�� 
� ����$��/ ������
�� �� ����$�� ���� 
���
/
������� ��� �6� 
##���
����� �����������! �N����� 
���� �/#��! �� ��! ��$=!
��$>! �.�K�	� �����! �� �). 
������ 
�� ���
#���
�� �� 
 ������� ���
�/
����
���� �
��� ������������

������ )�8 ���(� ��� #�
������ �� ��� ��������
���� 
� ����$��/ �
/��� ��
#��$��� �(� ������
���2 ��� ��� �B��
����� ����
��� ���(��� �6� ���� �� ��� 
���������� ���(���� 
� 
������ ��� ��� ����$����� ����� ���� 
� �
���� .�� 
��#��
��/! ��� ��������
���� ������
�� 9� :�����#��B�� ����
��� ��� �� �����$�
�� ������ ��
� #��$�� ��� ��������
���/ �� ��� ������
��� ��� -���� ���(� �����
�B��#�
�/ ��#������
����� ��� �.�! �	�! 
� +�������� 36.)�� ��� ����$��/
������
�� ���� ��$��
� ����
����� �� ����$�� ����� ���� �� ��� ���
� ���(���!
�� ��! ������
��� ����������� �� ���� #��� �
�#���� �� ��������� ���
��/ ����$���
���� �� ����� �����

���� ������� #��$��� ��������� �
��� 
�
 �/#�� ��� �/ ��� ��������
���� 
�
����$��/ �
/��2 
 
���� ��� ��� ������� ���
#���
���� �� 
�����
�/ 
������! 
�

 ���� �����B� ���#������ 
���� ���� 
�����
�� (��� 
 ��������
���� �����



� ��� ��������
���� 
� ����$��/ �
/�� �� ��� �6� ����(
��

) 
���� ���! �� 
 ����
���� ��� 
������ �� 
�/ ���� )� 
���� �� 
� 
���� ���
����� �� ������! �� ��! ��� 
���� �
� ��� �� ��#
�
�� ���� ��� 
������! �� ��!

 �.� ���$�� �
� 
� 
���� ��� ���#������ ��� �� 
���� 
� #��� 
� ��#
�
��

�������

)�� 
������ �� 
� 
���� ��� 
�� ����� 
� #��� ���
�/ 
�
 ����� 
 �/#� 
������ $
��� 9�3�: ������� ������2

��� �/#� 
� ������ -��� �
$� 8> ����� +��� -��� 
�� ������� 8> ��� ��������
����� �� ���(��� ���� 9��� ���
�:� ��� ������ -��� ����
��� ��� ������ �� ���
$
���! 
� ��� �/#� ���C���/ �����-�� ��� 
���� �/#�� ) 
���� ��� �� �����
����� 
 ��C����� �� #
��(��� �N����� �3�� 9��� #��#���/:� ���� 
 
���� ���
���#������ 
� ��$= 
���� 
� �.� #���! �� ��! �������	������! �� ����� 
�
�����(�2

�!���� �!���� �!�� �!�� �!�� �!��
�!���� �!���	 �!�� �!��

��� ���� �� ��� �3�� �� ��� �� ��#���
���� ��� ���
� ���� �� ���� 
���� ��� ��
8= �/���� .��#
�� �� ��� ������ �� ��� $
����! �� ��! > �/��� 
 ��� �� �$����
 ��
�������� �/ ��� �/#� 
� ������ -����

�� ����� ���� �$����
! ��� -��� ��� �� ��� �/#� -�� ����
��� ��
� ��� �/#� 
������ ��
�� �� ���#������ +��� ����
�� 
�� ����� 
� �����(�2



�����#�����2

� � � �� �� �	 �
 	�

.��#�����2

� �

�� ��� ���#����� ����! 32 
���� �/#�� �
� �� �-�� �� ���  -��� ���
���� ��� ���
������� ������ �� ��� $
��� �� 
 �
�� �� 2� ����! 
 ������

�� 8!6!=! 
� H �/��� �� #�������� )� ��$= 
���� #��� �.� #��� �
� 
 ���#�����
���� �� H �/���� �� ���� �
��� ��� 
���� �/#� -��� ��� �� ���C���/ ������/
��� 
���� �/#� ��� �� ��� �6� 
##���
������ ��� #������ ������� 
�� ���� 
�
��#������
���� �#���-���

	�� �� ��� �/#� ������ $
��� ����
� ��� �6� 
##���
���� �
� (��� (��� �����

���� ���� (������ ���(��� ��� ��
� 
������ ����� �� ����� ����! �
� ��
���
�� ���� 
 ��
�� ��B� %�(�$��! ��� �6� 
##���
���� �
� ��
����� ���� ��
����� ���� 
� #������ �#��
����� ���� ����� 
� ������������� ����! �� X, Y

�� 
���� ����! X

⋂
Y ������ ��� ������������! X

⋃
Y ������ ��� ����� �� X


� Y �

'��� 
 ��� �����$�� ����
���! 
 ��� ���
��� 
 ���� �����B� ��
� ������� ���
������ 
� ��� ��� �����
���� 
���� ��� �� ��� ��� -��� ����
��� �����

���� ���� 
�� �
��� ���
� 
� ������ �����
� 
���� ���� 9�)�:! 
� �����
�/ ����(x, y)! (���� x �� ��� ���
�! 
� y ��� ������ ���� )� �B
�#��! ��� 
�
�)�! 
�� �� 
������ 
� �.� #���� �� ��� ���
� 
� ������ ���$�� ������� ;���
�B��
��� ��� �)� �� 
���( ����� ���� �� ��� ����
��� �� ����� �����

�����������! �� ���#����� 
 
���� ��� ��� ��� ��������
���� (��� ��� ������
���� �� �
�� �� �.�! ��� 
���� ��� (��� ���#���� ��� ���
�K������ �.� #����

� �� 
������ 
���� ��� ���������� �
� ���� ���
������� ����� 
���� ���� 
��
����� �/ �����(x, y)! (���� x �� ��� ���
�! 
� y ��� ������ ���� ��� ������
���
�������� �� ��� �����(��� �������� ��� ����� 
�
 �/#�� ��� ����
�� �B��
��� 
�
��� ����$��/�

��� ��������
���� ������
�� #��$��� �������
�/ ��������� �� ��� 
� �����$�
����
��� ������
��/� ��� �N������ ��! �� ��! +������/ ������� �� ��
� ��� ���������
��� 
���� ���� �� ��� 
�
� �����������! (��� �����$��� ����
��� ��� ����� 
�
�� #��$��� 
� ���� �����B� �� ������ ����
��� 
� �
�
���� ��� 
����� ���
�����(��� �#���-�� ��� ������
�� �� ��
��2

���� �������� ���� 
 ��� 
�
�� �� 
������ ��� ����� ��� ��$�� ������� 
� ������������ ��� ���
�����
#
�
������ 
�� �#����
��
��� ��!
��� #
�
����� ������ ��
� ��� ����
�� ����� ��
$� ��� �$�����
���#�� ��N�� 
���� ��!
��� ������������ ��� �
�� ��� �� ��� #
�
����� �� ��



� 0��
�������� 
 ���� ���(��� ���� ����� ��� �����
� 
���� ����

#������� ����
��� 
��������/ �� ���
� ��N��� �� ��� �$���� �� ��� �$��� �
����
���#�/ (��� ��� �
B���� ��
/! ��� ����
�� �� ��##��
��� �������� #
�
����� ��
��� ��� ��������� �� ��� 
������ �� ��� 
���� ���
�� ��� ��� ����
��� �(� ���� 
�� �N������
��2

8� ������2 ��� �
��� ���
���/ ������� ��� #������� 
���� ���� ��� 
���� 
��� 
� ���� ��� ����
��� ����! ���/ ������ ����
�� �� �����

6� ��������2 ��� ������
�� ���
���/ ���� ��� ����
�� �� 
�� 
������ ��
�
�
� �� �B��
��� ���� ��� 
���� ���� ��� �B
�#��! (��� ��� 
���� ���
���#����� �(� �� 
������ 
� ��� �.� #���! ��� ����
�� (��� �� ����
�� ���� �� 
������ ����� ��� �
�� �.� #���� ����! �#���
��� �� ���
�
�� ����
��� 
�� ���� �� ��$��
� 
������� �� ��� �������� #
�
����� ��
������! ���� �� ��� ��
��� ���
���/�

��� �������� ���� ��� ����
�� ��������! �� ��! ��� ����
�� ����� ��� ��#
���
��/ �� �� ��� ���(���� �����������! ����� �� �� <�� ������� .���������
����� ��� ���(��� ��
� �� ���� �� ����
���� ��� �������� �
/ ��# 
 ����
��
(��� �� �B���� ��� �
B���� ��
����� ���� 9���: �� ��� �����/��� ���(����

���� �������� ���� 
 �
���
�� ��� �����$� ����
���� '��� 
�$�� 
 ����
�� �
� ���� �����$�! ��� �
���
�� �������� �� �
��� 
� ��� ���� 
�����B� 
� ��� ����
�� ������ �� #
���! �� ��!

9 �������! ���������!� :

T����−���
��� ���� �������� �������� 
 ���� �����
���# 
��$� ����
���� '��� �� ����
��� (��� �����$� T����−���
��� ������! ���
�
���
�� �� �
��� 
� ��� ���� �����B� �� #
���2

9 ���������!� :

�� 
 ���� �
� �� 
���$��/

) ��� �����$��� 
 ����
�� �
� ���#�� �� �� �/ ����� ��� ��������
���� 
���� 
��� ������ �� ��� ���� �����B�� ����� ���� ������
�� ���� �
� �B��
��� ����
���



����� �N����� ���(��� #��������! �� ��! �	�K�.� �$�� ��$=K>! +�������� A� 
.&��! 
�/ �
�/ �����

������ )�6 ���(� ��� ���
��������� �� 
 ���� ���(��� �(� ���� 
� �
�� ��� -��� ���#! ���� ���� ��� ��� �����
� 
���� ���� 9�)�: ����(A,B) 
�
����(B,A) �� ��� 
 ����
�� �� �
�� ������ �����C�����/! ���� ���� �����$� ���
����
�� (��� ��� 
##��#��
�� ���� �����B�� ���
��/! ��� ���� ��� ��� 
���� ����
�����(A,B) 
� �����(B,A) �� �B��
��� ����
��� �$�� ��� ��� ���(��� �����
��� �����(��� �������� #��$�� ��#������
���� ����� �� ���� ������
���

��� ��������
���� ������
�� �����#��B�� 
�� ��� ����� �� ��$��
� ��������
����
������! �� ��! ��#������
����� ��
� ��##��� ��$��
� #��������! �� ��! �.�! �	�!
�� +�������� 36.)�� ���� ������� #��$��� ���� ��#������
���� ����� ��( ��
��#������ ���� ������ �B��#�
�/ ��� 
 ������
��� 
�
��
� #�������! �� ��! �	�!

�! 
 ����
��� ����
� �
�� #�������! �� ��! �.�� ��� �
�� #������ �� ���$� ��
���� �
��� �� ��� ��
��������� �� ��� �����
� 
���� ���� 9�)�:� ����� 
���� ����

�� ���� �� #��$�� 
 $
�� ���� �����B��

�� #��$�� ��� ��������
���/ �� ��� ��������
���� ������
�� ��� 
 
�
��
� #���� 
���! �� ��! �	�! ��� ��#��������� ����� ���� �
�� �
�� �� ���
���� 
 ���� �����B��
3�� X 
� Y �� ����� '��� ��� X ���� 
 ����
�� �� ��� Y ! �� ���(� ��� �)�
����(X, Y ) �� ��� Y � �� ��� ��� Y ���( ��� �(� �)�! ��� X ���� �� ���� ���
�)� ����(X, Y ) �� Y �� ��� -��� ����
��� ���� �� ��#���
��! 
� ���� ��B��! ����
;)� �������! �
/ ��
��� ��� �����
���� 
����! �� ��� �)�! �
��� �� �B��
���
���� ��� #
����� �����������! ��� Y ���� �� ���( ��� �)� �� ��� X ��� ���
���� �����B�� �� ���� ��! X ������� 
�/ ������
���� ���� �� ���� ��� �)�
�� ��� -��� ����
��! �� ��! ��� ���$�� #��� �� ��������� ��� �)� �������� (��� ���
�� ������ 
����� '��� ��� -��� ����
�� �� �����$� �/ Y ! ��� ��������
����

������ �����(Y,X) �� ��� ���� �����B� �� Y ! �� �
�� �� �	�! �� ��� �
�� �
�
��� �)�! �� ��! �����(Y,X) = ����(Y,X)�

�� �����
�� �� ��� �	� 
�
��
� �����! ��� �.� ��������
���� ����� ���
��� �)� �� ���
����� 
 ��( �.� ���������� �� 
 ��� ��#��������� ��� ����� 3��
X 
� Y �� ����! ���� ��� X ���� ��� �)� ����(X, Y ) �� ���
����� 
 �.�
���������� �� ��� ����� 3��� ��� �	� �����! �� ������� �)� ����(X, Y )! 
�
���$�� #��� �� ��� X ��� ��� ���� �����B�� '��� ��� -��� ����
�� �� �����$�
�/ Y ! ��� ��������
���� 
������ �����(Y,X) �� 
 #������ �� ��� Y �����/
����
����� ��� ������ �����#���� �� ��� �.� ����������� �� ������� ��� ��!
���
#
�
����� �� ��� ��������! �� �� #������� �� ������� ����
��� �� 
� �
������ 
�
���� -��� 90	�: ������ ���� ��� �.� ���#�� ��N��! �� ��
/ ���� 
�� ����
)�����
��/! 
 ������ ������ �� ���������� �.� ����������� �� ��� �
�� ���
�
/ �� ���
������ �� �����������/ ��� ����
����

�� �������
# 
� �$���
/ ���(���! �� ��! -���� 
������ ��� ��
� �� �������
��� �6� ����(
��K
##���
����! ��� �����(��� �������� ��� ������
�/ ����$��/
��������
���/�



��� ����$��/ ������
�� #��$��� 
 ������� ������
�� �� ����$�� ����� ���� ��� 
���� ��� �6� ����(
��K
##���
����� �(� ��/ ����
����� 
�� #��$�� �� ���
������
��2 -���! 
 ��� �
� 
$������ ��
� �� (
��� �� �� ����$��� ��� 
 ����
��
����� �����! 
� 
$���������� �� 
 ��� �
/ �� ����$��� �/ 
������ ���� ���
��������
���� 
� ����$��/ �
/�� ���� 
 ���� �� 
$����������� �� ����� ����

� �������
��� ���� �
����/ 
���� ���(� ����� ����! ��� ����$��/ �� 
�

$���������� �� 
 ������ ������� ���� 
�� 
$������������

��� �����(��� �#���-�� ��� ����$��/ ������
�� �� ��
��2
���� �������� 
$������� ��
� ��� ��� (
���

�� �� ����$��� �/ ��� ��$�� �/#� ������ ��� 
 ����
�� ���� 9�����������: �����
��� ��$�� 
���� ���� ��� 
���� ��� �� �#����
�� �� ������! ��� �0 
���� ���
����$��� �/ ��� ��� ������ �� ����

���� �������� ����$��� 
���� ���� 
������� �/
����� ����� '��� 
� 
���� ��� �
� ���� ����$��� �/ ��� �������� �� �
���
��� �
���
�� �������� 
� #
���� ��� �/#� 
� ��� ����$��� 
���� ���! �� ��!

9 ����������� :

��� 
���� ��� �
� �� ��� �� ��� ����
��� �� 
 ��( �$���
/ ���������

��� ����$��/ ������
�� �
� �� ��#������� ����� 
 $
����/ �� ����
������ ����� ��

��! ���� �� ��� ���
� ���(��� �
� �� ����$��� ����� ������
�� #
�����! ��������
9�	;�: �� ��� +�������� ���$��� ����$��/ #������� 9�	�:� )�� ����� ����
�����
#��$�� 
���� ���� �� ���� ��
��/�



���� ��
#��� ����
��� 
�����
� ����� �� ��#������
���� �� ��� .�������$��/ 	� 
�
�� ��
�������� 9.��: 
� �B���� �����
� A��� A������ 9��AA: #���������

���� ������� ����
��� ��$��
� ��#������
���� �#����� ��
��� �� ��� .�������$��/
��
�������� �������� 9.��:�

���� ������� #��#���� 
 ���
�/ ����
�� ��� .���� ����
���� .�� ���� �(� ����
��
�/#��2 ��
��� �#
�� 
� ���
���� ����� ����
���� ��� �����(��� �������� �������
��� ����
���

.�� ����� ��
��� �#
��� �� �
�� �� ��� ���� (��� ��
���� ������ +�8 ���(�
��� ���
�/ ����
� �� ��� ��
�� �#
�� ����
��� ��� -��� D6 ��� �� ��� ����
��
����
��� .���� $������! ��
��! 
� O
��� ��� -��� = ���� ����� .���� $������!
��� ��� -��� $������ ��� -�� �� 
����
�� (��� 7778� ��� ��
�� -�� ������ .����
������� ��
��� ��� 
����
����� 
�� 
� �����(�2 P7777! P7778!

P7787� ��� ! .�	 ���#��
� )$
��������/ ��� �� ��� �� 1 �� ��� ����
��
����
��� 
 $
�� .�	 #��#��
�! 
� 0 �����(����

.�� ���� ���
���� ������ �� ����� �� 
 ��� �� 
 ���
/� �� � ����! .�� ����
���
���� ����� ����
��� ����
��� 
 ��# �����! 
 �����! 
 ������ ��� �����-��

� 
 $�
 �����
/ 
����� ������ +�6 ���(� ��� ���
�/ ����
� �� 
 ���
����
����� ����
��� ��� ��# -�� �� 
 H ��� ������� 
� ��#������� ��� ��# ����� 
�
��� ����� -�� ����
��� 
 6= ��� �������� ��� ��� -�� ����
��� 
 86H ��� ���
�����-��� ���
��/! ��� $�
 -�� ����
��� 
� �����
/ 
���� �� $
��
��� ����� ���
#������� �� ��� �#����
� -���! ��� 
� $�
! �� ����
�� �/ ��� ����
�� �������



� � � �� �� �	 �
 	�

$������ ��
�� A����$�

.�	 #��#��
�
986H ���! �#����
�:

� .���� ��
��� �#
�� ����
�� ����
��

� � � �� �� �	 �
 	�

��# �����
���

986H ���! �#����
�:
$�


9$
��
��� ����! �#����
�:

� .���� ���
���� ����� ����
�� ����
��

���� ������� ��$�� ����� ��� ��#������� �
����� A������ 9�A���:� �� �� ���
�������
� �������
���� ��� �
�� �� ��� ������ �A��� ���#����� 
� ���$�� 
�
�������� ��
� ���#� ��#��������� �A���� �� ������
� ���� �������
���� ���
�����/ ��������� �� ��
 ��� �����#���� �� �A����� ����
����� �� ������� E�D�

��� ����� �#
�� C���� �������� �#
��� �� �� ����� ��� ���� #��#��� ��� �����
�#
�� C���� ���#����� 
 ���� �� �#
��� ��� �
�� #�/���
� ��������� '��� ���
C���� �� O����! �� ��! ��� �#
��� ����� �� ����! �� 
�������� 
�� ����� �#
���
�� ��� ����
�� ��� �
�� #�/���
� ��������! ���� ��� ����
��! 
� ���
�� ��� �����
������ +�D ���(� ��� ���
�/ ����
� �� 
 ����� �#
��� 0
�� ����
�� ���� �� 

#�/���
� �������� ����
��� 
� ��
�� ��� �� ����� �#
���� ��� ����� �#
�� ��
���
(��� ��� �#
�� 
� ����� �/#�� ��� �#
�� �/#� �
/ ��� ��� �����(��� $
����!
�
��� �/ ��� ����� �
�����
��� �����2

� ��
�� "�!��# ������ 
 ����
�� ����� �#
��
� ��
����� "�!�	# ������ ��
� ��� ����� ����� �� ���� �(�
� ����
�� "�!��# ������ ��
� ��� ����� ����� �� ���(
�� �� ��� ���

(��� ��� �����
���� �
� ������ "�!��# ������ ��
� ��� �#
�� ����� �� ���$���� �� ��� ���

��
� 
������� ��� �����
���� �� �� ������� ���� ��� 
���� 
 ��
��� ��
��� ���(��� ��#����/�



� A���� �#
�� �����

� ��������� "�!��$�!�# ������ 
 ����-�
���� ��
� 
 ��� ��
� 
 �����
�� ���K��� ����

)�����
��/! ��� $����
� ���� ����� #�������� ��� �����(��� ����� �/#��2

� ���	������������		 "�!��$�!��# ������ ��
� ��� ����� �#
�� �����
�� ���(
�� ��(
�� 
 ������� #��������� �� ����������

���
��/! ��� 
�/�
�� �B������� ����� #�������� ��� �����(��� ����� �/#��2

� ���	
���������	����� "�!	�# ������ ��
� ��� �#
�� ����� �� ��� 
(
�� 
���� 
 #
�� ������� �� ��� $����
� �����-�� 9 : ����� �� -�� 

����� 
���
/ #������ (��� 
 ������� ������

��� �#
�� �/#� -�� �� �����(� �/ ��� ����� �/#�� �A��� ��������/ ���(� ���/
�(� �/#�� �� ������2 $����
� ���� 97B78: 
� 
�/�
�� ������ 97B76:� ��� ��B� (��
�� 8> ���� ����
��� O
��� ����� O
�� ����
�� (������ �#����
� -��� �B��� �� ���
����� �#
��� ���  ��� ����
��� (������ ��� ����� -�� �� 
$
��
����
���  ��� ����
��� (������ ��� ���� -�� �� 
$
��
���� ���  ��� ��� 
�
��� (������ ��� ���������K#��������� ��	� 
�� 
$
��
���� ���  ��� ����
���
(������ ��� ��C����� ������ ����� �� �����
�� �� �� 
� 1����� ����� �#
���
��� ��C����� ������ ��� �� ��� ����� 
� ��� ���
��� ���� �� ��� ��� ��
� 
� 
������ ��� ����� �����( 
���� ��� O
��� ��
���� �� ��� ���
��� �� ��� ��� ������
�� ��#�� ��� ��B� -��! ��� ������� $����
� �����-�� 9��	:! ������ ��� ������/
�� ��� ������ ���� ���#����� ��� �
�
���/ ������� �� ��� ����� �#
��� ���
#������� �� ��� ��B� -��� 
�� ����
�� �/ ��� O
�� �������� ������� ��� -���
-�� ����
��� ��� �(��� �� ��� �#
��! ��� ����� ��� �����-�� � ��� �����
�#����
� -�� ���� ��� �����
���� ����� �A��� ���� ���� -�� �� �B#������/
���(
� 
 ����� �� 
 �#���-� ���� ��� ���� �#����
� -��� 
�� ��������� 
�
#��������� -��� ����K����� ����� -��� ����
�� ��� ���� ���(� ��������� 




� #��������� ��	� �� ��� ����� � 3���
���
���� ���� ����� �(� -��� ���
�#�����
������

��� ����� �#
�� C���� ����� �
� D �
��� ������2
C����� 
 ����� ������ �� �� ���� �� ��� ��� (��� ���

��� �����-�� 9 : ����
���
�� ��� ����� �#
�� C���� �� ��� ��� (��� ��� ��� ����� 

-�� 9 : ����
#
��� ��� ����� �#
��� ��� ��� ��� (��� ��� ��� �����-��

9 : ��� ���� 
 ����
��! ����� �� �� ��� ���! 
� O����� ��� C�����
��� �������� �� 
 ����� �#
�� 
�����#
�� ���� �� ��� ������� ��������
���/� ��
��� �����(��� ��� ����
����� 
�� �B#�
��� �� ������� ��
���

��� ����� �
�����
��� ����� �
��� ����# 
� �
����� �
����� �� ������� �� �
(�
��� #���
�/ ��
 ���� ��� �����
���� ��C����� ���
��� $����� 9	�	�: #�������
9���� ������� 6�D�6:� ��� �
�� ��
 ����� 	�	� ��! ��
� �
�� ��� 
��������
������ �����-� �/ 
� �����-�� 9��	: 
� ���
��� �������� (��� 
 ��C�����
������� '��� 
 ��� �����$�� ���
��� $������ ���� ��� ��������� �� 

#�� ���
���
��� �� 
� ����/! �� ��� ���
��� �� ��
����! ��! ��� ��C����� ������ �� ���
����
���� #�����#�� ���$�� ��� #������� ��
� ���� (��� ���
��� $����� 9	�: #��������2
����� �� ��-���/ #������ 
� ������� ���#�� ���� �� ��� �
��! ���
��� 
 (���� �����
�� ���/ 
���#�� �/ ����� ���� (��� ��� ������ ��� �
� ������ 
 ��( ��C�����
������� +��
��� ������ ������ ���/ ������ (��� ��� ���(��� ��#����/ ��
�����
����! ��� ��C����� ������ ����� �� �����
�� 
� ��
�� �� �$��/ ��#����/ ��
���
�� ���$���� �� 
 ��
��� ��
���

��� ����� �
�����
��� ����� #��$��� ��������
� ����� �� ���� ������ ���(���
����2

8� 6���� ����������( ����� ���(
���� 
���(� 
 ��� A �� ���(
� 
 ����� ����
��� X �� ��� Y � ��� ���� #��#���! ��� A ���� �� ���( ��� ����� ��
Y 
� (��� ��� ���(
����� )���� ���(
���� ��� Y ���(� 
 ����� �� ���
X����� �����/ (��� ��� A 
� ��� ��������
�� ����

6� 6���� ����� ���������( 0
�� ��� ���#� 
 ����� �� ��� ������� �
��� �������
��������� �/ ��� #�/���
� ���������! �� ��! 
 ��� ���(� ��
� �� �� ��� ��B� ��#
�� ��� ������� �
��� ����/ �� 
 #�/���
� ��������� ���� 
���(� �@����� �����
����������

D� :�������� ����� ���������( +/ ����� ��� ����� ��
�� �����! 
 ��� �
�
�������� ������ �
���/ �/ �����/��� ��� #�/���
� ��������� 
���� 
 ��$
��
����� (��� 
 ���� �
���� ��� ����-� ���� �#��
� ��� ����
�� �� �����
���� ��
� ��� ��� �
�� ����� �� ����$� ��� ����/ 
� (���� ���� ���������
����� 
�� ������� �� ��� ����� 
�� ����$� ���� 
�� ������� �
����� )� ��� �
��
����! ��� �����
���� ��� �� ������� 
���� ��� �
�����! �� �� �
� �� ���
�����

 ��( ������

=� 6���� ���� �������( ����� ����-�
����� �����/ ���� ��
� 
������� 
 �����

���� ��#����/ ��
���� �� ����� �$�����



1$,� �����������
B���� �����-�� 9 :
B������ &(��� ��� �����-�� 9 ! �#����
�:
B����� A���� �/#� 9����! �� 
�/�
��:
B����� 	���
��� �� ��� ��
� 
������� ��� �����
B���� ��C����� ������
B���!���� ��� #�/���
� ��� ��� �#
�� �
�� ����
B������� ;�������� ����� ���� ����/
B������� ;����� �� ����� ��� ����/ (
� ��� ���
B��������� ��
�2 ����
��� 
 ����/ ���� 
 #�/���
� ��������
B�������� ��
�2 ����
��� 
 ��
���
B���������� ��
�2 ����
��� 
 ���(
�� ����/
B������������� ��
�2 ����
��� 
 ��(�/ ���(
�� ����/
B�����! B����� ���������� K ��������� � 9�#����
�:

� .������� �� 
 ������� �
��� ����/ B �� �A���

+����� ��������� ����� ����
����� �� ������� ��
��! ��� �����(��� �������� ��� 
����� �� 
 ������� �
��� ����/�

��� �������� �� �A����� ������� �
��� ������� 
�� 
 ������ ������
��� ��� 
��
������� �
��� ������������ ����
�����! �
���/! ����$��/! ����
���
����! 
� 
�/ 
�
�� �B������� ��#������� �� �A���� �
��� +�8 ����
����� ��� �������� �� 

������� �
��� ����/� �� ���#����� E ��������� ��� -��� ������� �������� ��� -���
�� 
 �/#��
� ���
��� $����� #�������2 ��� ��� -�� ������ ��� �����-�� �� ��� �����!
��� ���� -�� ������ ��� ����� �/#�! �� ��! �� ��� ����� �� #
�� �� ��� $����
� ����
�� ��� 
�/�
�� �B�������� ��� ���� -�� ������ ��� ������ �� ��#� �� ��� ���
��
� 
������� ��� ������ ��� ��� -�� ������ ��� ��C����� ������ �� ����� ��
��� 	�	� #�����#��! -�
��/! ��� ��!���� -�� ������ ��� �����-�� �� 
 #�/���
�
�������� ������ �� 
 ��� ��
� 
������� ��� ������

��� ����� ������� ������ 
 ��
�� ����� �� ��� ����/� ��� ���� #��#���! ���
������ -�� ������ ��� ������ �� #�/���
� ��������� �� 
 ��� X (���� ������� 
�
��� ����
��� ��� �
�� ����� (��� ��� X�� �� ��� ��!���� -��� ��� ������ -��
������ ��� ������ �� ����� ��� ������ ��� (
� ��#�/ ��� ��� ����/ �
� ��� ����
��
����

��� ���� ������� ������ ��$��
� O
��� ��� �������� O
� ������ (������ ���
����� (
� 
������� ���� 
 #�/���
� ��������! �� ��! (��� ���� = 1� ��� ������� 
O
� ����
��� 
 ��
��� �� ��� ����/ ����� 
 #������� ����� ��� ������� O
�
����
��� ��
� ��� ����� �
� ���� ���
������ ����� ����� ���(
����� ��� ��������
��� O
� ����
��� ��
� ��� ����/ �� ��( 
� �
� ���� ���������! 
� �� ��
/ ���
����
���
�����

��� ������ ������� ������ ��� ������� ��������� 
� #��������� �����-��� ��� ���
����� �����-��� ����� �(� -��� 
�� ���/ ��� ��� �#�������� ����
���
�����



��� ������� �
��� �
�
������! ��� ����� �
�����
��� ����� #��$��� ��$��
�
������ �� 
! 
� ����$� ��	� �(�� �/ ��� ��� �� ��� ������� �
���� ��� 
��������! �� �
� ������ ��
� 
���( ��� C���/ �� ������� �
��� ������� �/ 
�
�(��� � ��� �����(��� �������� ����� ������2

→ 
� 
 ��( ����/ ��� ������� �
��� �� ���
��$�� ! �/#�! �� ��! ���� �� 
�/�
��! 
� �(���� ��� #��#��� �� �� 
 ��( ������
�� �� 
������� �/ ��� ��� (��� ��� ��$�� �� ��� ������� �
���� )� ����
�� 
 ��( ����/! ��� �������! ���������! ������������ O
�� 
�� ��� �� ����! ���
���
��� ���� �� ��� �� 0� ��� ����� 
��� ������� ��������� 
���� ��� ��(�/

� ����/�

����$�� 
 ������� �
��� ����/ (��� ��� ��$�� !

� �(��� � ��� ����� 
��� ������� ��������� 
���� ��� ����$� ����/� ��
��� �� ��� #�/���
� ��������� ���� ��� ����� �� ���� ������� �
��� ����/! ��
��(�
����
��� 
�� ���� �� ���#�����/ ����$� ��� ����� ���� ��� ���(����

→ ������� ��� ������� �
��� ����/ ��� ���
���#����$� 
� �(��� ! �� �� (��� ��� ����/ �� ��� 
$
��
���� �� ������
�� ����! 
 ��( ������� �
��� �� 
����
�� 
� �������� �� ��� �(��� �� ��� ��$��!
�� ������� ��� ����/ ��
� �
� 
� ���#���-� �(��� 9��:�

→ {x ∈ |x. = ∧ x. = 0} ������� 
 ��� �� ������� �
���
������� (��� ��� ��$�� � ���� ������� ��	� (��� �N����� �(�����

����� ������ 
���( ������� �
��� 
����� ���� ��� ����� ������! �� ��! 
��� ��
����$��� ��( �! 
� C���/��� �#���-� ������� �
��� ��������

��� ����� �
�����
��� ���#� ��
�� �� #�/���
� ��������� 
� �
�
��� ��� ��
����
�� ��� ������� �
���� (��� ��� #�/���
� ����������� ��
����� �� �
�� �� ���

2P \{���}?
3���$�* x ∈ 2
�3 x.��!���� = ���2 ������9B:?

3���$�* x ∈ 2
�3 x.���� = 02 ��������?
�3 ¬ ��� �� B�������2 ��������?
������9B���! B������:?

C���������9���:?
��������+��9:?
������)��������9:?

� ��� �������������1�������9���: ������� #���� ���� � 
����� ��� ������� �
���� ��� ��� �� � �� ��� #�/���
�
����������



����������� ���
/ �$���
/! ���� �� ��� �
��! (��� 
 ��( �$���
/ ���� �� ���
������
�� �
����

������� ��� ����� �
�����
��� ����� ��
� ��� ���

� 
 ��( �������� (��� ��� ��$�� � �� �����C����� ��� ����� �
�����
���
�����
��� ��� ��C����� ������ �� 
�� ������� �
��� ������� 
� ������� ���������

���� ��� ��( ���������

������� ��� ����� �
�����
��� ����� ��
� 
 �����
�������� ���� ��� ���(��� �� �
���� .����C�����/! 
�� ������� �
��� ������� ��
�
��� ���� �������� 
� ��B� ��# 
�� ����$� ���� ��� ������� �
���� )�����
��/!
��� ���� ��
� 
������� ������ (���� ������ ��� �������� 
�� ����-� 
����
��� �
�����! �� ���/ �
� �#
�� ����� ��C����� ������ ��� ��� ����� �� ������� ��
�� ��C����� �����C�����/! 
�� ��C����� ������� �� ��� ��� 
�� �����
�� 
�
��� ��������� ������� 
���� ��� ����$� ��������� )�������� +�8 ��������
���� ����� �� ������� ��
���

→ { , . . . , } ������� ��� ��� �� ���(� � �� 
��
����������

����� ������ 
�� #���
���/ �
��� ���� ��� ����������� ���
/ �$���
/! (��� ��(
����� 
�� ���
������ �� �
���

��� ����� �
�����
��� ����� �
� 
 #���
�/ �������9���!�: ����� ��
� ����� 
#��B�� 
 �������� ����� �#
�� � ���� 
 ��� (��� 
 ��� �����-�� 9 : ����
��� �����(��� ���� ��� ���
���� �������x9���! �: ��� ��� ������#��B� �
����� ��

 ����� �#
�� u (��� �/#� x! �� ��! �.��������� = x� �����������! ��� ���
����
!y ← z ������ ��
� -�� y �� x ���� ��#�
�� (��� ��� $
��� �� z�

'��� ��� ����� �
�����
��� ����� �����$�� 
 ����
�� ����� �#
�� ���� 
������
���! �� �����! ��� ����� �
�����
��� ����� #�������� ��� ����� �#
�� 
�
�����(�2

��� �����! -��� ������ (������ ��� ����� �#
�� ��
�� ��� ��
������! �� ��! �
� ���� ����$� �������/� �� ���� �� ��� �
��! ��� �����
�#
�� �� ���
��� �� ��� �� ��� ��
������! ��� ����� ��
����� ��� 
� ����/ e
��� ��� ���#����$� ����� 
� �(��� �������� �� ��� 
$
��
���! ��� ������� 
�
��� ����/ e �� ���
�� ����� ��� ���������� ������ �����C�����/! ��� �����
�#
�� �� 

#�� �� ��� ������� �
��� ����/! ��� �� ��� �����(��� ��������� 
��
����2

8� ��� ������� �
��� ����/ �� ����
6� ��� ��C����� ������ ����� �� ��� ������� �
��� ����/ �� ����� ��
� ���

��C����� ������ ����� �� ��� ����� �#
���
D� ��� ��C����� ������� �� ������� �
��� ����/ 
� ����� �#
�� 
�� �C�
�!

��� ��� ���
��� ������=$ �� ��� ����� �#
�� �� ��
���� ��
� ��� ���
���
�� ��� ������� �
��� ����/�

��� 

#�
���� �� ��� ����� �#
�� �
���
��/ ��$��$�� ��#/��� ��� -��� ���� ���
����� �#
�� �� ������� �
��� ����/� %�(�$��! ���� -��� ��� �#���
� 
���������
�����! ����� 
������ ��� ���
��� -�� ������ �� ��� ������� �
��� ����/ (��� ���



���
��� �� ��� ����� �#
�� #��� 1! ���
��� ��� ����� �#
�� ��
$���� ��� ����
��#� ��� ���������� �� ��� ������� �
��� ����/ �� ��� ����! (��� u.���� �C�
�� 0!
�� ��! �� 
 #�/���
� ��������� ��� e.��!���� := ��� �� ��� �� ��� ��� �����-��
��� ����� �#
�� �
�� ����� ���
��/! ��� e.������� := ���� O
� �� ���! ���
���
��� ������� �
��� ����/ �
� ���� ��
���! 
�! ��� e.���������, e.������������ 
-��� 
�� ��� ����! (��� ��� ����� �#
�� �
�� ���� 
 #�/���
� ��������� ��
������ ��� #�/���
� ��������� 
���� ��� ��
�� �� ��� ����� �#
��! ��� �����
���� ��������� ����� �#
��� �� ��� ���#����$� #�/���
� ���������� ��� 
��������! �� ������� ��������� ������ 
���� ��� ��
��� �� ��( ����/� )��� 
����� +�D �������� ���� ����� �� ������� ��
���

��� ����� �#
�� #��������� 
���
/ ������� ����-�
����� 
���� ��� ��
�� �� ���
����� �#
��� �� ��� #�/���
� ���������� ����� ������ 
�� ��� �� ����$� �� 
#�
�� �� ������������ ������� �
��� ������� ���� ��� ���(���� ��� �����(��� �� 
������� ��� ������
�/ ����
����� �� � �����

'��� 
 ����� �#
�� �
� ���� 

#�� �/ 
 ���! �� ��! �#
�� ��� ������� �
���
����/ (��� ��� �#
��! �� ������� ��� #�/���
� �������� 
���� ���� ����� ��� 
�
����� ����� �#
���� ���� 
���(� 
 ����������/ ����� 
� ��� ����$
� �� �����
������� ���� ��� ���(���� �����������! ��� ����� �
�����
��� ���� 
 ��
������
�� �������/ ����$� ������� �� ������� ��� �� 
�#���� �� �� ������� �
��� �������

�3 ��.��������9������:2
C���������9���! �|�����
��
 ← �����:?
������?
← ���9�����!�������!����:?

�3 (�.��� > .���) ∨ ((�.����+ 1) < .��� ∧ �.��� = .���) ∨ ( �� ��()2

�3 �.��!���� 
= .��!����2
C���������9�����! �| �����
��
 ← �����:?

��#/ �������� ���� u �� e?
����� ← �.����+ 1?
�������� ← ����?
���!���� ← ���?
��������� ← 9�.���� = 0:?
���������� ← .��������� ∨ .��������?
������������� ← .������������ ∨ .��������?

C���������9���! �|�����
��
 ← ���:?
����2

C���������9���! �|�����
��
 ← �����:?

� ��� ����������������
��9���!�: ������� #���� ����



�� ����������������
��� ��� �����(��� ������ ��#������ ��� ��������
���/ �� ���
����� ��
�� ������ 
� ��
������2

C������ ��� ����/ 
������� �� ��� �#
�� � ���� ���
������� �
��� ����� ��� ���������� ������ '��� ����! �� 
� ��� �����
�����-�� ��� �� ��� #�/���
� �������� �� ��� ������ -�� �� ��� ������� �
���
����/� �� ��� ����! �� �����
��� 
 ��
��(� �� ��� ����� �� ��� ��������� ����
������� ��
� ��� �������� (�#�� ��$
�� ������ ���� ��� ������� �
����

#������ ���� �����������������! ��� ����$�� ��� ���
�����-�� � ��� ������ -�� �� ��� ������� �
��� ����/! 
� ��� ��� �����
�� 

��
��(��

�� ���� ��� �#
��� �� 
�� ������� �
��� ������� ��
��� ������#����� ��B� ��#! #�/���
� ���������� �� 
�/ ������������/ �� ������!
��� #�/���
� ��������� (��� ���#�� (��� 
 ��
��(� �� ��� ������ ���� �������
$
����/ �� ������ 
���� �������� ����������/�


� ������� �
��� ����/ �� ��� ��
������� �� 
 ����/
(��� ��� �
�� ��� 
� ����� �� 
���
/ ��
�������! �� �$��(����� ��� ����/ (���
����� �
� 
 ���
��� ��C����� ������ ����

������ (������ ��� ����� �#
�� �� �� ��� ��
������� ����
�� ��� �
��! (��� ��� ��
������ ����
��� 
 ����/ (��� ��� �
�� ���! �����! 
� 

������� ��C����� ������ ����

���
�� �# ��� ������� �
��� (��� ����� ������� 
�� �����
0$��/ �
�� �� ���� ����� �����
��� ��� ������ -�� �� �
�� ������� �
��� ����/
��
� �
� ��� ���� ��
��� 
� �� ��� ��� �/ 
�/ #�/���
� ��������� '��� �
���
�$��/ #������� ����! ��� ������ -�� ������ ��� ����� ��� ������� �
��� �� 
��/ �� ��� ���� �� �� �B���� ��� ���� �� ��$� ��! ���� ��� ����� 
��� �������
������! (������ ��� ����/ �� ����� ����� �� ���� �� ��� ��� �
��! �� ����$�� ���
����/� )� ��� �
�� ���� �� ���
�� ��� ��
������ ���� ������� ���� ��
� �� ������

A���� ��
��(�� 
�� ��� (��� ���� (����
( ����� 
������� ������! �� ��! �/
�
����� ������5� 
� (��� ���� ��
$� ��� ���(��� �� �
��� �� ������ ��� $
����/ ��
��� ������! ��� ��
��(� ����
���� ����$�� ������� �
��� ������� �� ��� ���(���
��
� ���/ �� 
 ����
�� ������� �
��� ����/ �� 
 ���� ���� ����
���� �����/ ������
�� ��� ����� ��
�� ����� �
���
��� (��� �
�� ������� �
��� ����/� �� �����/
���� 
���� 
 ��
��� �� ��� 
������� ������! �� ��! ��� �����
���� ��� ����/��
��C����� ������! ��� �����/ ����
���� ���(
�� 
 ����-�
���� ����� �#
�� ��
��� 
��������� ����

����$�� 
 ������� �
��� ����/� �� ��� ������� �
��� ����/
�� ����� #
�� �� 
 
���$� �����! ������ ��
� �#�� �� ���� ����/ 
�� ���� �(�
����� 
 ��
��(� ����� �#
��� �����������! �� ������� ��� ��B� ��# ��������
��
� ��� ������� �
��� ����/ �
� ���� ����$� ����� 
 ����� ����� �#
���
)�������� +�D �������� ���� ����� �� ������� ��
���

���� 
 �����/ ����� �#
�� �� ��� ��� ��
� 
� 
������ ��� ����� ��� ����/ ������� ��� ) ���#����$� ��������������������9���!�:



����� �
���� ��� �����/ ����� �#
��� 
� ���(
�� ���� ����� �� ��
���� ���

��������� ���� �� ���+��1� �� ��� ����! ��� ��C����� ������ �� ��� ������� 
�
��� ����/ �� ��� 
��������� ��� �� �����
���

���� 
 ��
��(� ����
�� �� 
 #�/���
� �������� (���
��� �����-�� ��� ��� ��� ������� �
��� ������ ) ���#����$� ����������������
�����9���!�:
�
���� ��� ��
��(� ����� �#
��� 
� ����$�� ��� ������� �
��� ����/ (���
��� ������ ������ ���� ����� �����C����/ �����
��� ������� ��
��(�� �����

�� 
N���� ���� ����$� ��� ������� �
��� ������� �� ��� ���� ���/��� �� ���
����/! �� ��! �� �� ��� ����� �� ��� 
�������� ���! ���� ��� ���(����

A���� ���(
���� �� 
� ��#���
�� ������� ����� ��� ��� ����
���
���� 
���������
+���O/! ����
���
���� ����� �� ���(
� �������� ������ �� ����� $����
� ����� ���
��������
���/ �� ��#������� ����� �(� ������2

��(
�� 
 ����� �#
�� �B��
��� ���� ��� ������� 
�
��� ����� 
���� ��� ����� �� ��� ��� ��
� 
������� ��-�����

�
��� ��� ����������������
�� ����� �� 
 ��� �����
�� ����� ������� �
��� 
� ���(
�� ��� ����� �#
�� ������� 
���� ��� #
�� ��
��-����� �� 
 ������� ����� �� ����! �� ��! 
 ������� �
��� ����/ ��
� �
� 
 ��
����
���
��� �� ��� �
�� �����
����! ��� ���(
� ����� �#
�� (��� �� ��#�
�� (���
��� 
�
 �B��
��� ���� ���� ������� �
��� ����/�

��� ����� �
�����
��� ����� ����-�� ��� $����
� ���� �
�����
��� 
� 
�/�
��
�B������� ����� 
���� ��(! ��
���! �� ����� ������� �
��� �������� ������� 
����! �� 
��� ��� ������ �� 
 �#���-� ������� �
��� ����/ �� �����

��������� 
 ����� ��
� ������� �� ������� �
���
��
�����

�� �
��� �/ ��� ����� �
�����
��� (��� 

������� �
��� ����/ �
� ���� 
� �� ��
����

�� �
��� �/ ��� ����� �
�����
��� (��� 
 ������� 
�
��� ����/ �
� ���� ����$��

�� �
��� (��� 
 �����/ ����� �#
�� �
� ���� �����$��

������ ���������?
3���$�* �� ��������������/2

��������9 !�����:?
C���������9������������B���#! �����|�����
��
 ← �����:?
�����.������9�����:?
A���$� ����/ (��� ��� 
� ����� ���� ������� �
���?

� ��� �������������9�����: 
�������� �� #���� ����



→ �� �
��� �� ����� (������ ��� ����/ �� �����
����� ��#��������� ������ ��� �� ������ ���� (��� ��� ����/ ����� ���
�� ����$��

��� ��B� ������� �������� ��� $����
� ���� �
�����
��� (���� ��#������� ����
������
�� 
� ��������� ������ �� ��� ����� �
�����
��� ������

��� $����
� ���� �
�����
��� ����� ����� 
 $����
� ���� ����� ��� ����� �
���� 
�
��� ������ �����! �� 
� 
 ������� �
��� ����/ (��� ��� �(� ��� �����-��
�� ��� ������� �
��� ����� ��� ����������5� ������ ���� �� ��#��/� �(� ����
 
����� �� ���
����� $����
� ����� �� ��� ���������2 ����$��/ 
� ����
���
����� ���
����
����� 
�� �������� �/ �A����� �
�� ���# �� $����������������2

�
���
��� ��� $����
� ���� ������� �
���� �A����� �
��� ����
����� �
�� T����� ������ ���� ��� �
�� ��##� �����! ��� ����� ���� ���
�(� � �� ��� #�/���
� ��������� �� ��
���� ���� (
/! #�/���
� ���������
��� �� ���( �
�� ������ �����C�����/! �� �
��� ��� �
�����
��� ������ �� ���
������� �A��� ��� ����! �� ��! ���	����� ��  ���
��!
����� ���
��/! ��
�����
��� ���  ������� 
� ������ ��� ��
��� O
�� �� ��� $����
� ���� �
���

� )�������� +�= �������� ���� ����� �� ������� ��
���
��� ����� ������� ������ ��� ������ �� �����! �� ��
���� 
N���� ��� $����
�
����� �� ��� $����
� ���� ���������� ��� ���	����� ��� ���� ���� ������� ��
����� ��� ������ �� ����$��/ ����
��� ���� �
�� �����

)� �������� ������! ��� $����
� ���� �
�����
��� ����� ��
��� �� ����-�
�����
���� ��� ����� �
�����
��� ������ ��� ���� #��#���! �� ��#������� ��� �������

3���$�* �� ����������1��������782

3���$�* �� 2
�3 9¬ .���� = 0 ∧ .�������:2 ��������?
.����.� ← .����.� ∪ { }?
.������ ← 0?

C���������9 !e|�����
��
 ← ��
��:?

�3 ���� = ���	�����2 $�������������
��������9:?
�3 ���� =  ���
��!
����2$�������������)������;�����9:?

← + 1?
�����*���9:?

� ����� ��� �� $����������������9:� ��� �
�� �
���
��
���
����� ��� ������������ ��� $����
� ����� .
��� �
�� T����� ��� 
��� �� �A����� �
�� ���#�



������
�� �� ��� ����� �
�����
��� ����� 
� ��������� ������ �� ��� ����-�
�����

���� ������� �
��� ��
����� ��� $����
� ���� �
�����
��� ����� ���#� 
 
���� 
���! ����� ���� �� ������� �
��� ������� ��
� ������ �� ��� ���� �� ! �� ��!
���������P����� ���� ���� �� ��#� �# �� 
�� ����� ��� ��#������
���� �� ��� ���
����� ������
��� �����������! �� ����� $����
� ����� �� $����
� ���� ���������� ����
����
��/! ��� $����
� ���� �
�����
��� ����� ��#������� ��� ������� ������
�� 
�
�����(�2

������� �����
���/ (��� �����.��������� 
=
����! �� ��! ��� 
 $����
� ���� ������� �
��� ����/! �� ���-���� = ����! �� ��! ���

 ��( ����/� &����(���! ��� ����� ������� ����� ���� ��� $����
� ���� ������� 
�
��� 
� ��� 
##��#��
�� #�������! �� ��� �
��� ��
/� �� 
�������
����� �� ��� ����� ������ 
 ����� �� 
 ��( $����
� ���� ��������! �� ���(
�� ���
�(� ������� �
��� ����/! �� ��! ���� = 0 
� ��� = �� ��� ��� �� ���� ����/� ����
(
/! ��� ��( $����
� ��������� ��
��� 
 ����� �� ��� ���� �����C�����/! ���
����� �
��� $�����������;�����1�����9: �� $��������������1�����9: �#����� ��
�A����� ����! �� �
��� ��� ��( $����
� ���������

��� 
����� ��� �
�� 
� ��������������>�����9�����!
���-����: ���/ ��� ����� (
/ ����� �� -��� �
��� $�����������;�����1�����9:
�� $��������������1�����9: �#����� �� �A����� ����! �� �
��� ��� ����$�
$����
� ��������� ����! �� ����$�� ��� ����/ ���� � +��
��� 
 ���
�� ���� �
����� ���
��/ �
���� ��� ����$
� �� 
 $����
� ��������! ��� �����
�����
��� 
�� ��C����� ������� �� $����
� ���� ������� �
��� ������� ����� ���
���������������+�� ������

������ ���  ������� (��� �����.��������� = �����
→ ������� ����! �� ��� ����� ������ ��
� �� 


$����
� �������� �� ����! �� ���! �� (��� �����.��������� 
= ����� ����! �����
������ �� ��� ��
��� �� 
 $����
� �������� 
�� ����$� ���� ��� ������� �
����

����� ����� #��#
�
����� ��
$�� 6 ������! �� ��! ��� �
�����
��� 
� �
�����
��
��� ����-������! ��� �
�� �� �A����� ����! �� ��! ���	����� 
�  ���
��!
�
���� �� ��#������� ����� �(� ����
����� � ��� ���� 
 $����
� ����! ��� 

$����
� ����� #
�� �� ���� ���������� 
�� $����
� ���� ��������� (��� ��� ��(���


� ����� (��� ��� ������� � ��� $����
� ���� �
� �� ������/ ����������
��� ��� �� ��� #
�� �� 
 �����

��� ����$��/ ����
���� -�� $����
� ���� ��������� �/ ����
��$��/ ��
������ 
�
����$����� ������ $����
� ���������! �� ��! ������ ��������� �� ��� ����! 
� #������ 
��� �� ��� ������ �(� ������ ��#������ ���� ��
������2

���� ����$��/ ����� �#
��� ��(
�� ��� Dα �
� 
��/ ������ ���������� �� �������� ��
� ����$��/ ����� �#
��� 
�� ���� �� 

#�/���
� �������� ���� ��
� ����! �� ���#� 
 ��� �� #�/���
� ��������� ��������

���
/ �� ��� #������� �����������! ���  ������� �� ��� �� ����
�/ � 
�
/ ������ ��( ����$��/ ������� �� ��
/� ��( ����$��/ ����� �#
��� �/ ���
������ �� ����� ��� $����
� ����������� �� ��
��� 
� �� ����-�
���� �
� ����



�����$�� ���� �����/ ������ ����
����� �$����
 (��� ����� 
�� �� ��
���� ��
��� ���(��� ��#����/� )�������� +�E �������� ���� ����� �� ������� ��
���

�
���� ��� ����$��/ ����� �#
��� ���� �/
��������
��������� �� 
� 
 ������� �
��� ����/ ��
� ��
� ��(
�� ��� 
� 
�������� ��� 
� ���(
�� ��� ����$��/ ����� �#
�� �� 
 ������ ���������! ��
#��������� �� #�������� �� ��� ��� �� ��� ������� ���! �� ���(
�� 
 ����� �� ������
�
�� �� ��� ��� ��
� ���� ��� ����$��/ ����
��� ����! 
 $����
� ���� �� ���
� 
����� ���(��� ����� ��� #���� ��� �� )�������� +�F ���(� ���� ����� ��
������� ��
���

��� ����$��/ ����
���� 

#��$��/ ������ ��� ������ �� �#
��� ���� �/
����� ���  �������� �� ������ ��
� �A��� 

#�� C�����/ �� �
�� �� ��� 
(��� ��
����! ���  ������� ���� 
 �����! (����$�� ��� $����
� �����������
��
����� �� ���� �
��! 
� �B#�
��� ������! ��� ������
�������� �� �
���2

������� $����
� ��������� 
���� ��
���� �� ��� ��� 
(���� ��� ���� #��#���! �� ���� ��� ������������� ������ �� ��� 
 ����-�
����
����� �#
�� �� ��� #��������� 
� ���������� ��� ����� �
�����
��� �����
���� �
��� ��� ��������������1����� ����� �� ��� $����
� ���� �
�����
��� (����
������ ���  ������� �� �����

���� ���#����� ��� �����#���� �� ��� $����
� ���� �
�����
��� (��� ��� ����$��/
����
����� ��� ��B� ������� �������� ��� ����
���
���� ����
���� �� ���� ���
$����
� �����

← + 1?
�3 ≤ stable

2 2 ������?
← 7?

3���$�* �� 2

�3 .���� 
= 02 ��������?
Dα

← ���1��������()?
3���$�* �� (1, . . . , Dα + 1)2
�3 |R| = 02 ���$6?
r ← ��
��� �������� ���� �?
R ← R\{r}?
C���������9 ���!�3��!e|�����
��
 ← ���	����������:?
C���������9 ���!�3��!e|�����
��
 ← ���	��������		:?

� ��� #���� ��� �� $�������������
��������9:�



3���
���
���� �� 
 ���� ��
�������� 
�������� �������� �/ �/ �� &��� �� 
�� IF8J
��
� ����� 
 ��
#� (���� �
�� $����B ���� 
� �����-�� �� 
 ���
���� ���� �����

��������/ �/ ��� �����-�������� ��
�������� ��
��! ��
� ��� 
�������� �
� ����$��
���� ��� ��
��� ) #������ �� ����� ����
���
���� �� ���� 
 $����
� #
�� �� ������ 
����/ I=7J� ��� ������
� 
�������� (
� ������ ��� ����
��$� #��������� �� ��
#���
�� 
 ��������� �������! ����
���
���� �� #������� �� #
�
���� �� �
�/ ����� ����
��
� �� 
 ���� 
����� �� ����
�� ���#� �� ��� (���� �
��� �� ��(�� ��� ���� 

��/! �A��� ���� 
 ���#�� �����2 �� ���/ ����
����� ���� 
� ����� ������ �� ���
����
���
���� �������� �� ������ �� ��� ��
� ��� � ����
���� ������� �A���
���� ��� ����! ���� -��� �� ��� ����� �#
�� ��� ���� #��#���� 3��� ��� ����$��/
��
�������! �(� ������ 
�� ���#������� ��� ����
���
����2

-���! -�� 
 #
�� 9 ! : �� ���(
�� ������� �
���
������� �� ! �� ��
� .��� < .���� �����! �� ������ (������ ��� ��
����� ������� �
� ���� ��
��� �� ���� #��-� ���� ���(��� ��� ����� ����� �/
�������� ��� ���#����$� ����K���� -���� �� ��� �
��! �� ���(
�� ������ (���
���� 
�� ���� ��������� 
� �� 
 ��(�/ ���(
�� ����/! �� (��� ���� 
�� �����
��������� 
� �� 
 ��(�/ ���(
�� ����/� ���� ��#������� ��� ����
���
����

��������� '��� ���(
��! ��� ����� 

#�� ��� ����K����! 
� ����������
1�� -���� ��� #���� ��� �� )�������� +�> ���(� ���� ����� �� �������
��
���

3���$�* �� (0, . . . , .��;�− 1)2

← I J?
�3 ¬ .��������� ∨ .���� = 02 ��������?
3���$�* �� ( + 1, . . . , .��;�− 1)2

← I J?

�3 ¬ .���������2 ��������?
�3 �� �
$� ��
���� 
� #��$�� 
 ��( ����K#�� �� �
�������2

← ����?

�3 .������������ ∧ (
 
� � 
�� ���� ������)2
������������� ← ����? ← ����?

�3 .������������ ∧ (
 
� � 
�� ����� ������)2
������������� ← ����? ← ����?

�3 2
+�� ��� �����������?��������� ������� ��� � ��� �?
��������������9
!�:? ��������������9�!
:?

� ��� 
�������� �� $�������������)������;�����9: �� #���� ����



�����
��� 
 �� ���
���
���� (��� ��� ����K����� �����
�#����� �� ��� ����/ ������ �� 
 ����� �� ���� ������ ���� �� ��� �/ ������� ���
�������1�� 
� ������� O
�� �� ��� ������� �
��� ����/ �� ����� �����C�����/!
$�������������)������;����� (��� �� ����
���� ��� ������� �
��� ����/ �� ��� ��B�
#������� �����

'��� ��� $����
� #
�� �� ���#����! ������� �
� �� ��� ������/! 
� ��� $����
�
#
�� ��#������� 
 ���$�B 
���� �#
��� ��� ��B� ��# �� 
 ��$�� �� 
�(
/�
����� �/ ��� ��!�3�� -�� �� ��� ������� �
��� ����/ �� ��
� �� �������
�� ��� ��$�� � +��
��� ��� 
��� ������� ������ ��
� � ��� ��
 �� 

$����
� ��������! ��� 
��� ������ ��
$������ ��� ���! ����� ���� 
�� �
��� �
���
��/�
��� ��B� ������� 
� 
�/�
�� ��##��� �� �A��� ����� ��� $����
� ���� �
���
����
������

����������������
��9���!u|�����
��
 ← ��
��:?

← ����!/� 9������$�:? ← ����!/� 9���������:?

�3 ∨ 2 ������?

← I J? ← I J?

�3 (�.���������� = ���	��������		) ∧ ( + 1) < .��;�2
�� ← I S8J?

�3 (�.���������� = ���	����������) ∧ ( − 1) ≥ 02
�� ← I  8J?

�3 .���� = 02
���������� ← ����?

��������������9 ����! ����:?
������
��������9���:?
������?

�3 .��!�3�� = ���2 ������?

← |�����
��
 ← �"�����
��
?
����� ← ����?

.����.� ← .����.� ∪ { .��!�3��}?
C���������9 ���!�3��! :?

� ��� $���������������	��������		����� 9���!�: 
�������� �� #���� 
����



��� 
�/�
�� �B������� ���� ��� $����
� ���� ������� �� 
 
�����
� ������ ��
�
��
 �� 
�/�
�� �� 0
�� ��� �
/ 
������� 
�����
�! 
�����
�/ 
�/�
�� ��
����� 
������������ 
�� ���(
�� 
���� ��� ������� #
��� �� ��� $����
� ���� �����
���/ ��� ��� ��� (��� ��� ������� �� ��� 
������ � �� �N������
�� ���
������ ��� 
�/�
�� �B������� 
������ ��� ����� -�� (��� ��� �� ��� 
���������
���� ���� �
��� �
�� ����� ���C��� �� 
 ������ �� ���� 
������ ��� �
��
��� ��������� ������ ��������� 
� 
 ����
�� #����� �� ���� �
��! ���/ ��� �������� 9��
��� ��� (��� ��� ��(��� �(��� �� ���
� ����: 
����������� �� ���(
�� ��
��� $����
� ��� (��� ��� ������� �

'��� ������� �� 
� 
�/�
�� ! ��� $����
� ���� ������� �� ���! ����� 
 
�/�
��
����� �� ����� ����! ��� ����
�� �����(� ���� #
�� �� ��� 
��������� ����
+��
��� ��� 
�/�
�� �B������� ���/ 
�������� ��� �������� ����� �� ��� �����
��� $����
� ���� �������! ����� ���� 
��������� ��� �
�� 
�� #�������� ����
������ ��������



I8J ��� ���$���
� #��� 
� #�
/ ������ ���#2KK�#�#����! 6788� 3
�� $���� �� 68�
;�$����� 6788�

I6J ��� �������� ��� ������� ������� ���#2KK������������! 6788�

IDJ M� )���! 0� *
���! 
� �� A������� �##�� 
� ��(�� ����� ��� �������
������� �� /�
��� ���(����� �� @"�� :���� +�������� �� *���������� ��
	������� +������ $A'A�! #
��� DF7�DFE� �000! &��� 8GHG�

I=J A� +
����! �� ��
�
��
! 3� T�������! 
� �� ���#����� ��
����
� �������
#��� �
�#���� ���� ������ �� ����������� �� ��� �"$" 1���� 5�����������
+�������� �� ����� ��� 
���������� 	��������! ���	. �87! #
��� GD�877!
'
��������! 	.! ��)! 6787� �000 .��#���� ������/�

IEJ )� 3� +
�
�
́�� 
� A� )������ 0�������� �� ��
���� �� �
��� ���(�����
+������! 6H>9E=DG:2E7G�E86! 8GGG�

I>J �� +
���
��� �6#��2 ) ������ ��������� �
�� ���$��� ��� #6#��#� �� ����
�������� �� ��� �""' +�!�� :���� 5--- 5����������� 	��������� �� ������
���� 	�������� ��� 	�������������! #
��� =H7�=HE! '
��������! 	.! ��)!
677H� �000 .��#���� ������/�

IFJ �� +
������ ��
�2 .���� �
/�� �@����� 
##���
���� �
/�� ������
�� �� ������

 ��� ���(����� �� B������ 	������������� ��� 1��������� 	���������C
�""&�B	1	 �""&� 5---! #
��� =7>G �=7FD! �
�� 677F�

IHJ +���������� ��� ���������� (������� ���#2KK(((���������������K! 5��� 6788�

IGJ A� +����! .� %�̈����! �� ����! 
� &� '
������� ��� �����
/ )����
�����
�� ��� �#���
����� �����
� ;��(���� 9�#��;��: )������������ �� ����� 1�!�
D��������� 5������� 1������� 71D58! #
��� 88E�866! "�
��(! ���
�! )#��
677H�

I87J +� +�����U� 
� '� �� � �
 ���
� ��� �
����� �� �
��� �����
� ��
#���
	������������! 696:286E�8D=! 8GH6� �#�������



I88J �� �� +�/! )� *����! +� ��
��
�
�! 
� 	� ��
�� *����# 
���������2 �����!

�
�/��� 
� 
##���
������ �� 51*/	/2 �""%� �E�� :���� F���� 	���������
�� ��� 5--- 	������� ��� 	������������� +��������C $@�$& 2���� �""%C
2����C *)C >+:! #
��� 8>ED�8>>=� �000! 677E�

I86J .� +��� 
� 5� "�������� )�������� =EF2 -���� 
�� ���C��� �� 
� ��������
��
#�� 	������������� :	2! 8>9G:2EFE�EFF! 8GFD�

I8DJ �� .
��
�! �� .
����! 0� +� ;�������
��! *� &����
! 
� )� A�(������ �����
�
A��� A������2 ;��(��� A������ ���#��� �/ 	%��� �� ����� :	2 +5D	/22
�""#! #
��� DE8�D>6! ���
! ��
�/! 677>�

I8=J �� .
��
�! �� .����! 5� "
��
�! "� 3
������
�
/
�
�! 
� �� �����
� A&�32
A������ �� ��
� 3
����� �� ����� :	2 +5D	/22 �""#! #
��� D>D�DF=! ���
!
��
�/! 677>�

I8EJ �� .� .
��
�� 5������������� �������� ��	 ������! 00.� 	�#
������! ���$�� 
���/ �� .
�������
! +������/! ��#�� 677F�

I8>J M� .�
(
���! �� A
��
�
�/! 3� +����
�! ;� 3
��
�! 
� �� �������� �
����
�������
 ���� �6� �/����� ��
�
���� �� ����������� �� +5D	/22 �""@! #
���
=7F�=8H� ).� �����! 677D�

I8FJ �� .���������� �#��;��2 )� )����������� ��� ��##������ ������ ��������
)##���
������ �� ����� &�� B�̈�;���� B������� �� 5�( F���� -���*D5 ���
5�D B������� �� 0������ �� *����� D��������� 1������� 7-���0��� �""&8!
'�̈������! *���
�/! 5��/ 677F�

I8HJ 3� .�����
! %� )��
��(���! �� 5�������! "� '������! 
� 5� ���$
� :�����
������� ��� 
����� ��� ��� *����� 5�������( EB:6
 -> ���G���� ����
�� 
�
.�������
���� ���������/� �#������! 6788�

I8GJ .� .�
��� 
� �� �����
��� ��#�#2 
 ����
�� �@����� #������� ��� �����
������
��������� #6# ���(����� �� ����������� �� ��� �E�� 5--- 5����������� ����
�������� 	�������� ��� 	������������� 	���������C 5�			 �""%C :���
&�AC �""%C ������!C :��;���C >+:! #
��� D>E�DF7! 677E�

I67J 5� .��(�����! �� %
�! A� �������! �� A�����! 
� )� '
�-��� ����
���2 )�
)������� ��� ;��(��� ����
����� �� ����� :	2 +5D	/22 B������� �� *��
���� 
��������� �� 1������ :�����������! #
��� 6EH�6>>! "
�������! *���
�/!
677D�

I68J 3� 	�)�����! 5� ���(����! 
� %� ��#�� ) ��
�������� �� �
� V -��(
��
��
�
���������� �� #��� �� #��� �/������ �� 3� '� ���� *�$���! %������ +��!
�����! ����� $%��� :+	5 	���������! #
��� 8�E! ��&� +�B E7D8! 6>77 *) 	����!
��� ;������
��! 5��� 677G� )$
��� ������ ��� .��#����� 
� ��
����
9)�.�:�

I66J )� 5� 	�����! 	� %� *�����! .� %
����! '� �����! 5� 3
����! �� �������! %� 0�
�������! 	� .� �(����
��! 
� 	� +� ����/� 0#����� 
��������� ��� ��#���
��




�
�
�� �
�����
���� /�������� +������ 6�����! 6698:2H�D6! 8GHH� ).�
������

I6DJ 0� '� 	�4����
� ) ���� �� �(� #������� �� �����B��� (��� ��
#��� 1���������
2���������! 826>G�6F8! 8GEG� 87�877FK+�78DH>DG7�

I6=J 5� A� 	������� ��� �/��� 
��
��� �� 6������ ������ ���� ��� *���� 5�����������
B������� �� ������������ +������! ����� �78! #
��� 6E8�6>7! 3����! �"!
6776� �#������ ����
��

I6EJ "� 0��$
�� 
� �� ��
����� ��� �� ;��(��� )���� ��
���
��� 9;)�:� A�.
8>D8 9������
����
�:! �
/ 8GG=� &������� �/ A�. D766�

I6>J 	� 0##�����! �� 3�R��! 
� 	� ���
��� 3������ 
�� �
B��
� ���C��� �� �#
���
��
#�� �� ��
� �#���
� ����� �� &� .�����! "� M� .�(
! 
� "� �
��! ������!
:�������� ��� 	����������C �$�� 5����������� +��������C 5+::	 �"$"C
F�G� 5����C 9����C 
������� $%�$&C �"$"C �����������C ���� 5! $����� >E7>
�� )������ 1���� �� 	������� +������! #
��� =7D�=8=� �#������! 6787�

I6FJ 5� 0�������! �� �
�������! 
� �� �� "�����
�����/� �������2 ������� #��� 
�� #��� �(� ��� ��
��� �� �� �� "

����� 
� �� �����
! ������! ��������
���� +������ 55C +����� 5����������� B�������C 5���+ �""@C .������C 	:C
>+:C *������� �$���C�""@C 6������ ������! $����� 6FDE �� )������ 1���� ��
	������� +������! #
��� 6>H�6FF� �#������! 677D�

I6HJ 5� 0�������! �� �
�������! 
� �� �� "�����
�����/� 	)A�2 	/�
��� )����
A������ ��� ��
�
��� 
 ��� 
� ���� ���(����� 5---?:	2 ������������
�� 1���������! 8E98:288G�8D6! 677F�

I6GJ �� �
�������! �� �
�������! 
� .� �
�������� &� #�(�� �
( ���
�������#�
�� ��� �������� ��#����/� +5D	/22 	������ 	������ 6���! 6G26E8�6>6!
)����� 8GGG�

ID7J 	� �������� 
� �� A
�
��
��
�� ��� �
����� �� �#
��� �
��� ��
#���
6����� +��������� ��� :��������! D89=:2=H6�E8>! 677F� '���/�

ID8J �� 5� �������! ;� )� 3/���! 
� �� �� �
������� ��#���������/ �� ���������
��������� (��� ��� �
���/ #������� F� :	2! D62DF=�DH6! )#��� 8GHE�

ID6J A� '� ���/� )�������� GF2 �������� #
��� :	2 	�������������! E9>:2D=E�!
5��� 8G>6�

IDDJ +� ���� ��
�
��� �������� A������ �� ��#����/ ���#����� ;�� ����������
�������
� A�#��� ��� 3.� �A G6>! �
��
�������� ��������� �� ���������/!
677D�

ID=J +� ���� >5:( : D��� 	����������� :����������� ��� 2���� ������� 
�������
��	 ������! �
��
�������� ��������� �� ���������/! ��#������ 677H�

IDEJ 3� A� ���� ;��(��� O�( �����/! �
� ���#��
����! �
��
 �����
! �
� 8GE>�



ID>J �� ��
���� 
� A� *���
�� ��;32 ) ;)� 0B���� �������� )������������
�� ����� :	2 +5D	/22 �""$! #
��� >G�H7! �
� 	����! .)! ��)! 6778�

IDFJ *� ;� ����������� 
� A� 5
�
�
�� 	�������� ���(���� (��� ���#
�� �������
�
����� :����������! D28F8�8G7! 8GHH� �#�������

IDHJ �� 5� �����
�! "� 3
������
�
/
�
�! �� A��
! 
� �� �����
� ;�� ��
�����$�
.�������$��/ 
� 	%��� �� B/6)
+�"%( ����������� �� ��� ��� ����������
�� 6��C )���� 
���������� +������! #
��� EE�>7! +������/! .)! ��)! 677E�
��0;�L )�����
�����

IDGJ �� �����
��� ��
�
��� ������� ��� �
��� ���� ���
������ ���(����� �� )� "�
+
�
�
 
� �� +������! ������! 5�����
����� 2���������C *���� 5�������
����� 	��������� �� :��������� 5�������������C 2��������� ��� +�������C
:52+ �""&C /��C 1�����C F��� �$���C �""&C �����������! $����� =E=D ��
)������ 1���� �� 	������� +������! #
�� 6D=� �#������! 677F�

I=7J 	� *
��! A� 5
���! )� '� A���
! .� ���������! �� �����! 
� %� �
̈����� ����
���#��B��/ �� ��������� ��#������
� ���� ��
�����
����2 ��� �
�� �� ��
#� ��� 
�
���
����� �� )� 3�́#�� &����! �����! ):�51 �"$"( ���������� 5����������C
A�� )���� :������� +��������C /�!���C 2�!���C :��� $A��@C �"$"� ����
��������! $����� >7D= �� )������ 1���� �� 	������� +������! #
��� 6G=�D7E�
�#������! 6787�

I=8J %� *
���
 �����
� 0�������� �� 
 ��������� ���#����� �/����� 5--- ������
������� �� 	��������! D898:2=H�EG! 8GH6�

I=6J +� %��#� -H;������ 6������ �� �������������� ��� /������� "�� �������-�
����������! ���� 6786�

I=DJ �� %������ 
� �� ���������� �������� .��#���
����� (��� ��� �� ;��(���
)���� ��
���
���� A�. D76F 9������
����
�:! 5
�� 6778�

I==J .� %�̈����! .� �
/��! �� ����! A� +����! &� '
������! 
� �� �������
���
A����������� ��� �������� (��� 
���
2 ���� &��
������ ���$�������� �� 0� 
�� 0� .�������$��/ �� %������������ ;��(����� �� +������� 
������������
�� :	2 +5D	/22 �""A! +
������
! �#
��! 677G�

I=EJ .� %�̈����! .� �
/��! �� ����! A� +����! &� '
������! 
� �� �������
���
����� 3��
�/ )##���
����� �� ������ %������������ ;��(���� (��� 
���
� ��
����������� �� 5--- 51*/	/2! �
� 	����! .)! ��)! �
/ 6787� 	����

I=>J .� %�̈����! .� �� �
/��! �� ����! A� +����! &� �� '
������! 
� �� �������
���
A����������� ��� �������� (��� 
���
2 ���� &��
������ ���$�������� �� 0� 
�� 0� .�������$��/ �� %������������ ;��(����� :	2 +5D	/22 	�������
	������������ 6�����! =798:28D8�8D6! 4
� 6787� �0���&;2 +��� #����� V
��� 
����
��� ���� ).� ��*.&�� 677G�

I=FJ �� 5
��(
�! )� 3� A��������! 
� 	� �� ��(���/� .��#
���� ��� ���������
�� #�(�� �
( ��
#�� 
� ��� �������� 
� ��
#�� �� $��� 5--- 5�����������



	��������� �� 1������ �������� 75	1� �""E8C %�' /������ �""EC .����C
D������! #
��� 6G=�D7D! 677=�

I=HJ �� 5
����! .� 3
$
���! 
� *� 3����
�� .��$������� �� ���� ��
�� ��������

���������� 	�������� 6������� 6��������� 7	�668! 
��K7H76�8DHG! 677H�

I=GJ �� 5��
���/! )� ���������! 
� &� +
�
����� *����# �
�� 
�����
���� �� �
���
/�
��� ���(����� :	2 ������������ �� 	������� +������! 6D268G�6E6!
)����� 677E�

IE7J �� 5��
���/! �� �����
���! A� *����
���! )� �� "���
����! 
� �� $
� ������
*����# �
�� #��� �
�#����� :	2 ������������ �� 	������� +������!
6E9D:2H! 677F�

IE8J 0� 5������� 
� 3� ���/���$
� ) ��������� 
�������� ��� -���� 
�� �
B��
�
���C��� �� 
 ���(��� ��
#�� �� ):�51 �A�C $�� )���� :������� +��������
�� ���������� 5����������C +�̃� ����C .��;�C :��� #�$"C $AA�C �����������!
$����� EHD �� )������ 1���� �� 	������� +������! #
��� 6H8�6GD� �#������!
8GG6�

IE6J *� �� 5��� 
� )� ���������� ������ #��� �
�#���� ���$���2 ��� ���C����

��
��� �� ����������� �� ��� �""A $'�� 5--- 5����������� B�������� �� -��
����� �����������( 5�������������� ��� 	���������� -����������! '0��.0
�7G! #
��� 8D=�8DG! '
��������! 	.! ��)! 677G� �000 .��#���� ������/�

IEDJ *� �� 5���! )� ���������! 
� �� $
� ������ ������ ���� �
�#����� 	�������
1���������! E=267H>�67GH! )����� 6787�

IE=J A� "
�#! .� ��������
���! �� �������! 
� +� �������� A
������ �����
�#��
���� �� ����������� �� ��� E$�� :���� +�������� �� *���������� ��
	������� +������! �&.� 6777! #
��� E>E�! '
��������! 	.! ��)! 6777�
�000 .��#���� ������/�

IEEJ �� "����������! )� "�����#�����! 
� .� ���������� A� ����2 
 ���� 
��
�������� ���� �$���
/ ���(���� �� ����������� �� ��� �@�� :	2 ���������
�� �������� �� ��������� ��� �������������! ��)) �88! #
��� 6DE�6==! ;�(
M���! ;M! ��)! 6788� ).��

IE>J )� "���
� 
� 	� ������ 	/�
��� ������� ������� ��� �����
� ��
#���
�� �� +�������! +� �������! �� �
�����! 
� �� '������! ������! :�������C
)�������� ��� �����������C @@�� 5����������� 	�������C 5	:)� �""#C
0�����C 5���C F�� $"�$EC �""#C �����������C ���� 5! $����� =7E8 �� )������
1���� �� 	������� +������! #
��� >8G�>D7� �#������! 677>�

IEFJ 	� �� "������$! "� .� .�
N/! "� A� �
��! 
� )� +�
/� &� ���#
�� ������� ���
��� ��������� 	�������� 6������� 6��������� 7	�668! 
��K7F7H�6D7G! 677F�

IEHJ "� "������ 
� �� �����
��� ����� ����
���
���� ��� ����
� ����������/ ��
���� �� ����� ��� 
���������� ���������� +��������C �""&� 5�
�+ �""&�!
#
��� 8�E! �
�� 677F�



IEGJ 3� �
�� ��� #6# ��B� ����
���� ������� ���#2KK(((���$����
����K! 5��� 6788�

I>7J �� ������� ��� ��/#� (������� ���#2KK(((���/#�����K! 5��� 6788�

I>8J 5� .� �� '� �� )����
�
�! +� %
��������� ��� �
��� ����#
���
���#2KK(((�##��4���������K 4��K����(
��K�
���K! �
/ 6788�

I>6J "� �
���� 
� �� ���� ;�( 
��������� ��� ������
���� 
�� �
B��
� ���C����
�� +B:� �""EC A�� +����������� B������� �� :������� ������C 3�������C

������C F�� '�$"! #
��� 6>7�6F6� �#������! 677=�

I>DJ 	� �
����! �� ���! "� �
�(
�! A� �� '������! 
� �� '����� �����
�
A��� A������ ������ �� ����������� �� ��� �@�� ������������ ����������
�� 
���������� ���������! 	��.�7G! #
��� DG6�=7>! +�����! %��������! 677G�
�#������ ����
��

I>=J .� �� �
/��! �� ����! .� %�̈����! 
� &� �� '
������� )���
 �����
� ;��(���
������
��� ���#2KK(((�
���
 �����
/����! 677G�

I>EJ �� �
/������$ 
� 	� �
���̀���� "
����
2 ) ���� �� ���� ������
���� �/� 
��� +
�� �� ��� L&A ������� �� ������������ +������( $�� 5�����������
B�������C 5���+ �""�� 6������ ������! $����� 6=6GK6776! #
��� ED�>E!
.
������!�)! ��)! �
�� 6776�

I>>J �� ����! &� '
������! 
� %� '�##��� ��(
�� 0� �� 0� .�������$��/ ���
&$���
/� 
����� %������������ ;��(����� �� ����� *������1�� �""AC ���������
���� 5--- 5		 �""A! 	�����! *���
�/! 5��� 677G�

I>FJ �� ���� 
� &� �� '
������� ;�B� ���#� �� &$���
/ .����������� �� 	/�
���
%������������ ;��(����� �������
���� 
� =�� *�K��* "��� '������# ��
��� ������ ��������! 	��� 677G�

I>HJ �� ���� 
� &� �� '
������� )��������� 	�������� �� .�������$��/� ��
����������� �� ��� $$�� 5����������� 	��������� �� ������������ 	��������
75--- ����$$8! #
��� ==�ED! ��#�� 6788�

I>GJ �� ���� 
� %� '�##��� ���$���� 0� �� 0� .�������$��/ )����� %����� 
������� ;��(����� �������
���� 
� H�� '�̈������ '������# �� ��2 5����
0����*� 
� ��* '������# �� ������� �� ������ *����
���� ;��(����! 5��/
677H�

IF7J %� ;
�
����� 
� �� ��
�
��� :��������� :������ �� D���� 	������������
.
������ ���$�����/ �����! ;�( M���! ;M! ��)! 677H�

IF8J �� &���! )� '� A���
! 
� .� ���������� 3���
���
����2 3��
��/ ���� 
��
�������� ������� �� ��
#��� �� ����������� �� ��� B������� �� :�������
-���������� ��� -!���������C :)-1-I �""&C 1�� /�����C )��������C >+:C
F������ #C �""&� ��)�! 677F�

IF6J .� 0� ������� 
� �� +�
�(
�� %����/ /�
��� �����
���� ��C�����
���
��� $����� ������� 9�$: ��� ������ ���#������ +5D	/22 	�������
	������������ 6�����! 6=26D=�6==! &��� 8GG=�



IFDJ +� ������� &� �#��
��� 
 ������ F����� �� :����� 2����������!
=F98:268D�66D! 8GHF� ��)��

IF=J �� �� �� #��4���� ��� #6# $#� (������� ���#2KK(((�#6#$#�����K! 5��� 6788�

IFEJ �� A��
! 	� *����! �� A�����! 
� 5� "���
��(���� %
����� ����� �� 
 ��� ��
����������� �� ��� ����� ���������� �� >+-15I :���� �������� 	������
����! )�0. �7=! #
��� 87�87! +������/! .)! ��)! 677=� ��0;�L )�����
�����

IF>J �� .� A��
! +� *����/! +� "
�#! 5� "���
��(���! �� A
��
�
�/! �� �������!
�� �����
! 
� %� M�� &#����2 
 #����� �� ���$��� 
� ��� ����� �� A� *��́���!
A� *�$��
�! 
� *� �����
��! ������! ����������� �� ��� :	2 +5D	/22
�""% 	��������� �� :����������C �����������C :������������C ��� ��������
��� 	������� 	�������������C ����������C �����������C >+:C :����� ���
�#C �""%! #
��� FD�H=� ).�! 677E�

IFFJ �� �����! +� '����! 
� �� "��
�� ��#���������/ ������� 
� ��(�� ����� ���
��������� ���� ���� �
������� +5:2 F����� �� 	��������! DH9E:28G86�8GE8!
677G�

IFHJ *� ���
���! �� �
�������! �� �
�������! 
� .� �
�������� ��(�� �
(� 
�
��� 
� ��$�� �������� ��#����/� 5---?:	2 ������������ �� 1���������!
889=:2E8=�E6=! 677D�

IFGJ )� �����! �� .
����! �� 	�������! 
� )� A�(������ 	������� 
�
���� ����#��

��
��� �� �$���
/ ���(����� �� ����������� �� ��� $$�� �������� �� :	2
+5D/�+ -������� ��������! 0' 88! ;�( M���! ;M! ��)! 677=� ).��

IH7J )� �����
! �� +� *����/! "� �
��! *� �
��
�����! 
� �� A
��
�
�/� ��
�
���
������� �� O
� �
���� �� ����������� �� ��� #�� 5����������� 	/��������!
.� ;0L� �87! #
��� 6728�67286! ;�( M���! ;M! ��)! 6787� ).��

IH8J �� 3� �� ����
�� 5
��! M���/��� .���� ����2 ) ��
�
���! ������ 
� �
���#
��
���#����� $����
� � ������� ��� ������ ���(����� �� ����������� �� ���
@"�� 5--- 5����������� 	��������� �� 	������� 	������������� 75---
51*/	/2 �"$$8! #
��� 6DH8�6DHG� �000! 6788�

IH6J �� +� �#���
� �������� ����#� +�������� #������� �#���-�
������
���#�2KK(((��������������K�������
�K�#���-�
�����K
�#������! 5���
6788�

IHDJ �� ��������� 
� �� %������� �� ;��(��� )���� ��
���
��� 9;)�: ����� 
�����/ 
� .������
������ A�. 6>>D 9������
����
�:! )��� 8GGG�

IH=J �� �������! �� 0� ;
44
�/! 
� 0� '� +����
��� 3��� ���� ���/ �� #��� �� 
�
$��� �� ��� �
 ��� 5---?:	2 ������������ �� 1���������! 8F28DF8�8DH=!
&������ 677G�

IHEJ '� A� ���$���� >15I 1������ �����������( 1��������� :�5�( +������ ���
I�5� �������� %
�� ��A! �##�� �
�� A�$��! ;5! ��)! 6� ������! 8GGF�



IH>J �� ���B� ������ 
�� �
B��
� ���C��� �� /�
��� ��
#��� 	����������� /��
����;����� ��� :����������C +�������! 6F28FD�8H>! 677=�

IHFJ �� �����
! A� ������! 	� "
����! �� �� "

�����! 
� %� +
�
������
�� .���2
) ��
�
��� ���� �� ���� 3����# ���$��� ��� �������� )##���
������ �� �����
:	2 +5D	/22 �""$! #
��� 8=G�8>7! �
� 	����! .)! ��)! 6778�

IHHJ 	� ������
�� 
� A� A�4
��� ������
���� ����� �� #��� �� #��� ���(����� ��
����������� �� ��� #�� :	2 +5D	/22 ���������� �� 5������� �����������!
��. �7>! #
��� 8HG�676! ;�( M���! ;M! ��)! 677>� ).��

IHGJ 	� ������
��! A� A�4
��! ;� 	�@��! �� ���! 
� '� '��������� &� ����
��
�
�#���� ��� ����������� #��� �� #��� ���(����� 5---?:	2 ������������
�� 1���������! 8F2DFF�DG7! )#��� 677G�

IG7J �� �����# 
� �� �(���� .��#
�� ������� �������� �� ����������� �� ���
���������� ����� :	2 ��������� �� ����� ��������� ��� �������������!
��)) �78! #
��� 8�87! ;�( M���! ;M! ��)! 6778� ).��

IG8J ;� ��̈��/��� 
� �� 5��
���/� )
#��$� #��� �
�#���� (��� ��(��
��� �� ����
�������� �� ��� $%�� 5����������� -������� 	��������� �� ����� ����������!
0��� �
� �7G! #
��� E6D�ED=! +�����! %��������! 677G� �#������ ����
��

IG6J 0� �����
! )� �
�
�
! 
� %� �
�
�
���� ��� (���� �
�� ���� ���#��B��/ ���
�����
���� 
�� �
B��
� ���C���� D87>28>8�8F7! 677=� �#������ +�����K%���� 
�����

IGDJ �� .0A�� ����� ��
��� .��#���� 0�������/ A�
����� ��
�� ������ 

�����/ ���� $� ��� D=FH862 �#�# ��
��� �/ ��
��� �� �����#�� �$�����
���#2KK(((������������K$���K�KD=FH86! 6788� 3
�� $���� �� 68� ;�$�����
6788�

IG=J )� �
��
 
� A� %������ )� &$��$��( �� ��� &�;��SS �����
���� 0� 
$��������� �� ����� $�� 5��� 	���� �� +�������� ���� ��� ���������� ���
	�������������C 1������� ��� +������ 7+������� �""'8 B��������! #
���
8�87! �
�������! ��
���! 677H�

IGEJ )� �
́�C���! A� �
���� �
����
�! 
� )� ���#���
��� 3
��� ��
�� ��#������
�

� /�
���
� #��#������ �� ��� ��������� ������� 6����� -! >E9>:2>>8D7!
6776�

IG>J 	� 5� '
��� 
� �� %� �����
��� .�������$� /�
���� �� ���
�� (���� ���(�����
1�����! DGD9>>H=:2==7�==6! 5��� 8GGH�

IGFJ .� '����! �� ����! 
� �� �������
��� &� +�����
����� A������ ����� 
����� �� ����������� �� ��� $&�� 5--- 5����������� 	��������� �� 1�������
75	/1�"$$8� �000! 	��� 6788�

IGHJ %� '�##��� &#��������� �� "�������$��
̈� $�� &$���
/� �� ����������� ;�� 
���� 	�#���
�����! �������� ��̈� �����
���! ���$�����
̈� "
������� 9�%:! 677H�


