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1. Einleitung

Die im Rahmen dieser Dissertation prasentierten Ergebnisse drehen sich um die drei
Eichkopplungen des Standardmodells der Teilchenphysik. Der Fokus liegt auf der Vor-
aussage der Energie- bzw. Skalenabhéngigkeit der Eichkopplungen.

Die Voraussage dieser Energieabhédngigkeit ist bereits an sich interessant, da sie
empirisch tiberpriift werden kann und so zur Verifizierung bzw. Falsifikation von teil-
chenphysikalischen Modellen und Theorien fithren kann. Ein herausragendes Beispiel
hierfiir ist der Vergleich von Messungen der starken Kopplungskonstante mit Vorher-
sagen der Quantenchromodynamik (QCD), s. Abbildung [Tl

In der Abbildung werden Messungen der starken Kopplungskonstanten an verschie-
denen Skalen mit ihrem theoretisch erwarteten Verhalten verglichen. Sémtliche Mess-
werte liegen dicht an der Vorhersage, eine glinzende Bestatigung der Quantenchromo-
dynamik!

Die theoretische Bestimmung der Skalenabhangigkeit von Kopplungen aus der Teil-
chenphysik wird schon seit Jahrzehnten betrieben. Dennoch ist es interessant geblie-
ben, die Prézision der entsprechenden Rechnungen weiter zu erhéhen, um so mit an-
deren Entwicklungen in der Teilchenphysik Schritt zu halten.

Im Rahmen dieser Dissertation wurde konkret ein neuer Meilenstein fiir die Voraus-
sage der Skalenabhéngigkeit der Eichkopplungen des Standardmodells erreicht. Diese
war bisher nur partiell bis zur Drei-Schleifen-Ordnung bekannt, wihrend des hier vor-
gestellten Promotionsvorhabens wurden alle noch fehlenden, numerisch bedeutenden
Terme ermittelt. In Kapitel B werden die Ergebnisse vorgestellt.

Kapitel B dreht sich ausschlieflich um die Physik des Standardmodells der Teil-
chenphysik. Es ist jedoch sicher, dass das Standardmodell keine finale physikalische
Theorie ist und in Zukunft einer Erweiterung weichen muss. Ungeloste Fragen, zu de-
ren Beantwortung auch das Standardmodell trotz tiberwéltigender empirischer Erfolge
nicht beitragt, kreisen (etwa) um

o das Verstandnis des Mechanismus, der zu Neutrionmassen und zur Neutrinomi-
schung fiihrt,

o die grofle Anzahl von freien Parametern des Standardmodells,
o die Natur der dunklen Materie und der dunklen Energie,

« das Verstédndnis von Effekten der Quantengravitation.

Vielversprechende Kandidaten, die das Standardmodell eines Tages ablosen konn-
ten, sind supersymmetrische Erweiterungen des Standardmodells sowie Grofie Ver-
einheitlichte Theorien (GUTs). Der Kern von GUTs ist die Behauptung, dass die
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Abbildung 1.1.: Messwerte der starken Kopplungskonstanten verglichen mit der theo-
retischen Vorhersage. Die Abbildung ist [I] entnommen.

drei Eichgruppen des Standardmodells durch die spontane Brechung einer einzelnen
Eichgruppe hervorgehen [2]. Zur Beschreibung von Phdnomenen oberhalb der Ener-
gieskala, an der die Brechung stattfindet, wire dann nur eine einzige Eichkopplung
notig. Ein klarer Hinweis auf das Vorliegen von GUTs ist daher das Phénomen der
,scheinbaren Eichkopplungsvereinigung”. Dieses Phdnomen wird in Kapitel Bl unter-
sucht. Dies geschieht unter Einbezug einer supersymmetrischen Erweiterung des Stan-
dardmodells, des Minimalen Supersymmetrischen Standardmodells (MSSM). Durch
den Einsatz aller im Rahmen der entsprechenden Analyse notigen Komponenten zur
derzeit hochstmoglichen Préazision wird die theoretische Untersuchung der scheinbaren
Eichkopplungsvereinigung auf den neuesten Stand gebracht.

Schon alleine die scheinbare Eichkopplungsvereinigung macht supersymmetrische
Erweiterungen des Standardmodells, wie das MSSM, attraktiv. Das MSSM hat ferner
die Eigenschaften, dass es Teilchen vorhersagt, die geeignet sind, die Dunkle Materie
zu formen. Weiterhin sind supersymmetrische Theorien auch interessant, da lokal su-
persymmetrische Theorien mit der Allgemeinen Relativitdtstheorie verwandt sind. Die
Supersymmetrie (SUSY) konnte also auch den Schliissel zum Verstandnis der Quan-
tengravitation bilden. In Kapitel 4 wird ein Aspekt des MSSM behandelt, der wieder
mit den Eichkopplungen des Standardmodells zu tun hat. Darin werden Ergebnis-
se zur Berechnung der Schwellenkorrektur der starken Kopplungskonstanten fiir den
Ubergang vom Standardmodell zum MSSM vorgestellt. Wihrend die Berechnung die-
ser Schwellenkorrektur bei der ausschliellichen Einbeziehung von QCD-Korrekturen
keine prinzipiellen Probleme bereitet, ist die in Kapitel [ betrachtete Einbeziehung
von elektroschwachen Effekten noch nicht vollstandig verstandenen. Daher sind die



1.1. Regularisierung von Divergenzen

in Kapitel @l vorgestellten Ergebnisse nur vorldufig. Das Kapitel ist dementsprechend
kurz gehalten und besteht im Wesentlichen aus einigen Kommentaren zu den be-
reits iiberwundenen Hiirden und zu noch unverstandenen Teilen der Berechnung der
Schwellenkorrektur.

Viele theoretische Vorhersagen im Rahmen der Teilchenphysik wéaren nicht moglich
gewesen, wenn wichtige Teile der zugehorigen Rechnungen nicht automatisiert erledigt
hatten werden kénnen. Auch fiir die hier dargelegten Resultate ist dies zutreffend. Fiir
die hier vorgestellten storungstheoretischen Rechnungen war es essentiell, Programme
zum Aufstellen und Berechnen von Feynmandiagrammen zur Verfiigung zu haben.
Dabei konnte hier auf zahlreiche Programme zuriickgegriffen werden, die bereits in
der Vergangenheit erstellt wurden. Allerdings waren diese Programme nicht in jeder
Hinsicht ausreichend. Daher wurden sie teilweise modifiziert. Teilweise wurden auch
neue geschrieben. Alle eingesetzten Programme werden in Kapitel 2] vorgestellt. Der
Schwerpunkt liegt dabei auf den neu geschriebenen Programmen sowie den Modifika-
tionen der bereits vorhandenen Programme.

Soweit zum Uberblick iiber die Ergebnisse, die in dieser Dissertation vorgestellt
werden. Bevor wir zum néchsten Kapitel kommen, findet der Leser im Folgenden noch
Kommentare zu einigen der in den folgenden Kapiteln haufig anzutreffenden Konzepte
und Begriffe, sofern sie weder weiter oben eingefiihrt noch im entsprechenden Kapitel
erlautert werden.

1.1. Regularisierung von Divergenzen

Viele Rechnungen in relativistischen Quantenfeldtheorien (QFTs) fithren, naiv durch-
gefiihrt, zu divergenten Ergebnissen. Diese Divergenzen kénnen jedoch umgangen wer-
den, wenn man die betrachtete QFT erst regularisiert bevor man eine Rechnung an-
geht. Die Regularisierung fithrt effektiv zur Unterdriickung von Energieskalen, die
weit oberhalb aller in der vorliegenden Rechnung auftretenden Skalen liegen. Da die-
se Energieskalen zum Auftreten von Divergenzen fithren, erhdlt man dann endliche
Ergebnisse.

Im Laufe der Zeit wurden einige Regularisierungsmethoden entwickelt. Die beiden
Regularisierungsmethoden der Wahl in dieser Dissertation sind die ,,Dimensionale Re-
gularisierung” (DREG) [3] 4] und die ,Regularisierung durch Dimensionale Redukti-
on“ (DRED) [5]. Diese beiden Regularisierungsmethoden haben den Vorteil, dass auch
nach der Regularisierung eichsymmetrische Wardidentitaten giiltig bleiben. DRED ist
dariiber hinaus von Bedeutung, da bei Verwendung dieser Regularisierung auch super-
symmetrische Wardidentitaten erfiillt bleiben. Damit ist DRED die bevorzugte Regu-
larisierungsmethode fiir das MSSM. Fiir das Standardmodell ist im Gegensatz dazu
der Einsatz von DREG besser. Der Einsatz von DRED im Standardmodell ist zwar
ebenfalls moglich und wurde insbesondere in der QCD schon ausfiihrlich untersucht.
Die Anwendung von DRED im Standardmodell fithrt jedoch dazu, dass etliche neuen
Kopplungen eingefiihrt werden miissen, die zwar physikalisch keine Bedeutung haben,
ohne die die Renormierbarkeit des Standardmodells jedoch verloren geht [6] [7, [8, [9].
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1.2. Renormierungsschemen

Die Regularisierung von QFTs fiihrt zwar zu endlichen Ergebnisse, aber um den Preis
der Nichtberiicksichtigung von hohen Energieskalen. Das wiirde damit das Ergebnis
einer teilchenphysikalischen Rechnung verfélschen.

Um korrekte, endliche Ergebnisse zu erhalten muss man alle Feldoperatoren und
alle Kopplungen der QFT noch renormieren, d. h., dass man auch aus ihnen die hohen
Energieskalen extrahiert. Ist das geschehen, konnen die hohen Energieskalen, die durch
die Regularisierung entfernt wurden, wieder eingefiihrt werden. Die Regularisierung
tragt dafiir sorge, dass dies in einer kontrollierten Weise passiert. Die Renormierung
sorgt dafiir, dass beim Wiedereinfiihren der hohen Energieskalen keine Divergenzen
auftauchen. Die Divergenzen in den unrenormierten Kopplungen und Feldoperatoren
und die Divergenzen in den betrachteten Feynmandiagrammen heben sich weg.

Wie bei der Regularisierung gibt es auch fiir die Renormierung verschiedene Mog-
lichkeiten. Nach der Wahl einer Regularisierungsmethode besteht zunachst die Mog-
lichkeit, dass die Renormierung ausschliefilich zum Verhindern von divergenten Ender-
gebnissen eingesetzt wird. Ein solches Renormierungsschema wird generisch als ,;mini-
males Renormierungsschema*“ bezeichnet. Wenn man mit DREG regularisiert, nennt
man das minimale Renormierungsschema MS-Schema [10]. Beim Einsatz von DRED
nennt man es DR-Schema.

Diese beiden Schemen fiihren einen dimensionsbehafteten Parameter ein, die Renor-
mierungsskala p. Durch das Ersetzen der Renormierungsskala

eve }

— — 1.1

7 “(m) (1.1)

werden die Ergebnisse in der Regel kiirzer. Die zugehorigen Renormierungsschemen
heiBen MS- [I1] und DR-Schema.

Eine andere Moglichkeit besteht darin, in die Renormierung auch noch endliche Ter-

me einzubringen. In dieser Dissertation kommt nur ein solches Renormierungschema

zum Einsatz: das Polmassen-Schema. Die endlichen Terme in der Renormierung wer-

den dabei so gewahlt, dass die im Polmassen-Schema renormierten Massen gleich der
Ruhemasse des zugehorigen Teilchens sind.

1.3. Effektive Theorien und Schwellenkorrekturen

Naiv konnte man erwarten, dass fiir die Berechnung eines Prozesses in der Teilchenphy-
sik nur Teilchen relevant sind, deren Erzeugung nicht wesentlich mehr Energie benotigt
als die Schwerpunktsenergie, die im betrachteten Prozess zur Verfiigung steht. Dies
gilt allerdings nur bedingt. Es ist richtig, dass in dem angesprochenen Sinne ,schwere
Teilchen“ zu keinen dynamischen Effekten bei niedrigen Energien fiithren. Allerdings
konnen sie wohl, je nach verwendetem Renormierungsschema, zu statischen Effekten
fithren! Wie man fiir Rechnungen bei niedrigen Energien diese statischen Effekte kor-
rekt beriicksichtigt, lehrt das ,, Entkopplungstheorem® [12] [13, [14], [15].
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Das Entkopplungstheorem. Gegeben sei eine Energieskala pigny, die ., Entkopp-
lungsskala“, die alle Teilchen einer Theorie in leichte und schwere Teilchen unterteilt.
Die betrachtete Theorie habe die Lagrangedichte L. Dann kann die Lagrangedichte L
in zwei Teile gespalten werden,

o in einen Teil Liicns, der nur Summanden enthdlt, die ausschlieflich Feldopera-
toren von leichten Teilchen beinhalten und

o in einen Teil Lgpwer, in dem jeder Summand mindestens einen zu einem schwe-
ren Teilchen gehérigen Feldoperator beinhaltet.

Die Aussage des Theorems ist, dass es eine Lagrangedichte L.g gibt, die ausschliefslich
die Feldoperatoren der leichten Teilchen beinhaltet, und die bei Energien unterhalb
der Entkopplungsskala zu FErgebnissen fiihrt, die sich im Wesentlichen nicht von den

Ergebnissen unterscheiden, die aus der Verwendung der urspringlichen Lagrangedichte

1
Mschwer

die Lagrangedichte L.g die gleiche Form wie Licicnt, jedoch sind in L g alle Kopplungen
und Feldoperatoren reskaliert.

. Ferner hat

L resultieren. Der Unterschied ist lediglich von der Ordnung O (

Die zur Lagrangedichte L. gehorige Theorie, ohne die schweren Teilchen, nennt man
die ,effektive Theorie”. Die Groflen, die die Skalierung der Kopplungen und Feldope-
ratoren parametrisieren, werden Schwellenkorrekturen oder Entkopplungskonstanten
genannt. Sie werden iiblicherweise mit ( bezeichnet. Sie sind Funktionen der Entkopp-
lungsskala, aller Kopplungskonstanten von £ und der Massen der schweren Teilchen.
Den Prozess der Entkopplung von Teilchen nennt man auch ,, Ausintegrieren*.
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2. Programme zum Aufstellen und
Berechnen von Schleifenintegralen

Der technische Teil der in dieser Arbeit prasentierten Ergebnisse basiert auf dem Auf-
stellen und dem Berechnen von Schleifenintegralen. Zur Durchfithrung dieser Aufgaben
wurden Computerprogramme verwendet, die einen Grofiteil dieser Aufgabe automa-
tisiert erledigten. Genauer wurde auf eine Zusammenstellung von Programmen zu-
riickgegriffen, die im Kern auf den vorhandenen Programmen QGRAF, q2e, exp und
FORM und den in FORM geschriebenen Programmpaketen MINCER und MATAD
basiertl]. Die Grundfunktionalitiit dieser Programmkollektion war jedoch nicht zur Lo-
sung aller Aufgaben ausreichend, weswegen die einzelnen Programme teils modifiziert
wurden und teils neue Programme geschrieben wurden. Zu den neu geschriebenen Pro-
grammen zdhlen die Programme MassDecomposition und FeynArtsToQ2E, die die in
unserer Arbeitsgruppe verwendete Zusammenstellung von Programmen bereichern.

Ziel dieses Kapitels ist es, zum einen die neu geschriebenen Programme ausfiihrlich
vorzustellen und zum anderen darzulegen, wie die verwendeten Programme als Ganzes
funktionieren. Einen Uberblick iiber die eingesetzten Programme und ihr Zusammen-
spiel gibt Abbildung 211

2.1. QGRAF

Der erste Schritt im Rahmen einer storungstheoretischen Rechnung in der Teilchenphy-
sik besteht aus dem Auffinden der zur Rechnung gehorenden Feynmandiagramme. Das
Programm QGRAF [I6] war im Rahmen dieser Dissertation das Programm der Wahl,
um diese Aufgabe zu losen. Es war fiir die betrachteten Prozesse hinreichend schnell.
Es benotigt fiir Zwei-Schleifen-Prozesse im MSSM und fiir Drei-Schleifen-Prozesse im
Standardmodell mit nicht mehr als drei externen Beinen lediglich einige Minuten auf
einem zeitgeméflen CPU-Kern.

QGRAF sind von Haus aus keine teilchenphysikalischen Modelle bekannt — die
Informationen tber Teilcheninhalt und Vertices eines Modells miissen QGRAF erst zur
Verfligung gestellt werden. Dies kann bei kleineren Modellen von Hand geschehen. Bei
grofleren Modellen ist es vorzuziehen, diese automatisch mit dem Programm FeynArts-
ToQ2E zu erzeugen.

QGRATF findet im Ubrigen auch den Symmetriefaktor der aufgestellten Diagramme.

! Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden in diesem Kapitel die Quellenverweise fiir die einzelnen
Programme nicht bei ihrer ersten Nennung angegeben, sondern in den Abschnitten, in denen sie
vorgestellt werden.
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Abbildung 2.1.: Die eingesetzten Programme im Uberblick. Das Durchlaufen der lin-
ken Programmkette fithrt zur Implementierung eines neuen teilchen-
physikalischen Modells in die rechte Programmkette. Die rechte Pro-
grammkette ermoglicht die Berechnung eines storungstheoretischen
Prozesses. Die neu geschriebenen Elemente der Programmketten sind
kursiv gesetzt. Einige Modelle sind schon in FeynArts implementiert.
Fiir diese beginnt die linke Programmkette erst bei diesem Programm.
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2.2. Majoranas

Das Programm Majoranas [17] ist fir das Berechnen der Fermionfaktoren aller von
QGRAF erzeugten Diagramme zustandig. Aulerdem wéhlt es fiir alle sich durch ein
Diagramm ziehenden Fermionlinien einen , Fermionischen Fluss® [18]. Die Einfithrung
von diesem ist notig, da sonst fiir Diagramme, die Majorana-Fermionen oder ladungs-
konjugierte Diracfelder beinhalten, kein einfacher Algorithmus zur Erzeugung der ent-
sprechenden Feynmanamplituden unter Einschluss des Fermionfaktors zur Verfiigung
steht. Beim Betrachten von Modellen, bei denen solche Diagramme nicht auftreten
kénnen (etwa dem Standardmodell), wird Majoranas nicht benotigt. QGRAF ist dann
selbst in der Lage den Fermionfaktor korrekt zu berechnen.

2.3. MassDecomposition

Das Programm MassDecomposition wurde im Rahmen des hier présentierten Promo-
tionsvorhabens kreiert. Es ist in der Programmiersprache Perl geschrieben und sorgt
dafiir, dass auch Prozesse in Modellen mit mehr als neun unterschiedlichen Massen
von den in den ndchsten Abschnitten beschriebenen Programmen behandelt werden
konnen. Es ermoglicht also, dass man mit diesen Programmen Rechnungen mit allge-
meinem Massenspektrum in Modellen mit vielen Massen, wie dem MSSM, durchfithren
kann.

Die Ausgangspunkte fiir das Schreiben dieses Programmes waren die Feststellungen,

1. dass insbesondere das Programm exp nicht fiir die Verarbeitung von Gruppen
von Feynmandiagrammen mit mehr als neun Massen ausgelegt ist,

2. dass allerdings in (heutigen) Rechnungen in der Teilchenphysik nicht mehr als
neun verschiedene Massen in einem Diagramm auftreten.

Um die Beschrénkung von exp zu umgehen, ordnet MassDecomposition alle Feynman-
diagramme, die von QGRAF erzeugt wurden, in Diagrammuntergruppen an. Diese
Diagrammuntergruppen werden derart erstellt, dass die zu ihnen gehorenden Feyn-
mandiagramme maximal neun verschiedene Massen beinhalten. Die so erzeugten Dia-
grammuntergruppen kénnen von den folgenden Programmen unabhéngig voneinan-
der verarbeitet werden. Nach dem Ausfithren des MINCER-MATAD-Setups werden
die Resultate der Diagrammuntergruppen zusammengefiigt, um das Endergebnis zu
erhalten. Dies geschieht mittels FORM-Routinen, die bei jedem Aufruf von MassDe-
composition fiir den jeweils betrachteten Prozess erstellt werden.

Im Folgenden wird MassDecomposition ausfiihrlich beschrieben. In den folgenden
Unterabschnitten wird auf den Aufruf von MassDecomposition eingegangen, die zu-
gehorige Konfigurationsdatei erlautert, der Programmablauf skizziert und einige Pro-
gramminterna werden naher betrachtet.
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2.3.1. Der Aufruf von MassDecomposition

MassDecomposition wird mittels
mass_decomposition.pl Problem Schleifenanzahl

aufgerufen. In dem Verzeichnis, in dem es aufgerufen wird, erwartet MassDecom-
position die Dateien problem.mass und problem.out. Die Datei problem.mass ist die
Konfigurationsdatei von MassDecomposition und wird im folgenden Unterabschnitt
beschrieben. Die Datei problem.out ist die (eventuell mittels Majoranas modifizierte)
Ausgabedatei von QGRAF.

Die Ausgabe von MassDecomposition fiir den Prozess ,problem® besteht aus den
Dateien

e problemp’i’.conf,
e problemp’i’.out,
e resultp’i’.frm,

e result.frm,

und den Verzeichnissen make ’i’, result_’i’, log_’i’ und src_’i’.

Die Variable ’i’ ist eine natiirliche Zahl und nummeriert die Diagrammuntergrup-
pen fortlaufend. Die Dateien problem’i’.conf und problem’i’.out sind diejeni-
gen Dateien, die von q2e zum Verarbeiten der entsprechenden Diagrammuntergrup-
pe erwartet werden. Die Dateien resultp’i’.frm sind FORM-Routinen. Sie werden
nach dem Durchlauf des MINCER-MATAD-Setups ausgefiihrt. Thre Ausfithrung er-
zeugt Dateien mit dem Namen resultp’i’. Diese Dateien stellen das Endergebnis
jeder Diagrammuntergruppe dar. Um das Gesamtergebnis zu erhalten, kann man sie
in einem FORM-Programm laden und einfach addieren. Um Tipparbeit zu sparen,
wird eine entsprechende Routine mit dem Namen result.frm bei jedem Aufruf von

MassDecomposition erstellt. Die erstellten Verzeichnisse werden von exp und dem
MINCER-MATAD-Setup benétigt.

2.3.2. Die Konfigurationsdatei von MassDecomposition

Betrachten wir einen (fiktiven) Prozess im MSSM. Eine typische Konfigurationsdatei
ist in den folgenden Zeilen aufgefiihrt.

* q2e.propagator_file ~/form3/calc3/problems/class/problem/MSSM.prop
* gq2e.vertex_file ~/form3/calc3/problems/class/problem/MSSM. vrtx

* gq2e.anti_fermion ft:fT

mass Z0t M2

10



2.3. MassDecomposition

mass Z01 M3
mass Wminust M4
mass Wminusl M5

mass esZ0 M7
mass esWminus M9

mass cz M12
mass cplus M14
mass cminus M14

mass fchiO1 M21
mass fchi02 M22
mass fchi03 M23
mass fchiO4 M24
mass fchil M26

mass fchilx M26
mass fchi2 M27

mass fchi2x M27
mass fg M29

mass hO M31
mass HO M32
mass AO M33
mass Hminus M34
mass GO M35
mass Gminus M36

mass snuel M41
mass snumu M42
mass snutau M43

mass sell M51
mass sel2 M52
mass smul M53
mass smu2 M54
mass staul M55
mass stau2 M56

mass sul M61
mass su2 M62
mass scl M63
mass sc2 M64
mass stl M65

11
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mass st2 M66
fixedmass ft M69
fixedmass ftx M69

mass sdl M71
mass sd2 M72
mass ssl M73
mass ss2 M74
mass sbl M75
mass sb2 M76

#expand_naive
scales M69,q1,M31

massnum 7
maxgroupsize 40

shuffle no

Zunéchst fallt ins Auge, dass die Schliisselworter in der Konfigurationsdatei eng an
diejenigen in q2e-Konfigurationsdateien angelehnt sind. Die Erklarung hierfir ist, das
g2e unmittelbar nach MassDecomposition gestartet wird — es ist also eine der Auf-
gaben von MassDecomposition, die q2e-Konfigurationsdateien fiir die zu erstellenden
Diagrammuntergruppen anzufertigen. Weiterhin ist zu beachten, dass alle Schliissel-
worter am Anfang der Zeile stehen miissen. Kommentare beginnen mit einer Raute.

Im Folgenden werden die Befehle im Einzelnen beschrieben:

g2e-Befehle

Anweisungen, die wortlich in jede zu erstellende q2e-Konfigurationsdatei geschrieben
werden sollen, haben die gleiche Form wie in solch einer Datei. Insbesondere beginnen
sie immer mit einem Stern. Die Anweisungen * q2e.propagator_file und

* q2e.vertex_file missen immer angegeben werden. Alle anderen q2e- Anweisungen
werden bei Bedarf verwendet. Zur Illustration wird in der Beispielkonfigurationsdatei
der Befehl * g2e.anti_fermion verwendet.

mass und fixedmass
Massenbehafteten Feldern wird mittels

[fixed]lmass Feld M’i’

der Bezeichner M’i’ fiir ihre Masse zugewiesen. Dabei darf i’ jede natiirliche Zahl
sein. Der Befehl mass ist hierfiir der Standardbefehl. Er weifit einem Feld in jeder
Diagrammuntergruppe potentiell einen anderen Massenbezeichner zu.
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2.3. MassDecomposition

Das ist manchmal unerwiinscht ist, deshalb kann man mittels fixedmass dafir
sorgen, dass ein Feld in allen Diagrammuntergruppen den selben Bezeichner hat. In
der angegeben Beispielkonfigurationsdatei wird mittels

fixedmass ft M69
fixedmass ftx M69

dafiir gesorgt, dass die Top-Quark-Masse in allen Diagrammuntergruppen den Bezeich-
ner M1 erhélt und dass dieser Bezeichner keinem anderen Feld zugewiesen wird. Gabe
es hier noch weitere Felder, die mit fixedmass gekennzeichnet wéren, so wiirden die so
gekennzeichneten Felder in der Reihenfolge ihres Auftretens in der Konfigurationsdatei
die Bezeichner M1,M2, ... erhalten.

Der Befehl fixedmass wird typischerweise verwendet, wenn ein Massenbezeichner in
einem der folgenden Programme fest einem bestimmten Feld zugewiesen ist. So konnte
zum Beispiel im Projektor eines Prozesses im GLOBAL-Fold (s. hierzu die Anleitung
von exp) im hier aufgefithrten Beispiel die Masse M1 fest fir die Top-Quark-Masse
stehen.

expand_naive und scales

Diese beiden Befehle funktionieren analog zu ihren q2e-Pendants * q2e.expand_naive
und * g2e.scales. Die Syntax ist dieselbe.

massnum

Das Programm exp kann mit bis zu neun verschiedenen Massen umgehen. Eine topsel-
Datei fiir exp, die eine Topologie mit beliebigen Massenkombinationen fiir alle neun
Massen enthalt, kann jedoch aufgrund ihrer Grofle umstéandlich zu handhaben sein.
Eine solch aufgeblihte topsel-Datei kann verkleinert werden, wenn man in den Dia-
grammuntergruppen weniger als neun Massen zulasst.

Die maximale Massenanzahl wird mittels des Befehls

massnum Maximale Massenanzahl

festgelegt. So verkleinert sich beispielsweise bei der Berechnung von Zwei-Schleifen-
Tadpolen mit beliebigen Massen die topsel-Datei von 1,4 MB bei neun unterschiedli-
chen Massen auf 0,44 MB bei sieben unterschiedlichen Massen.

Bei der Verwendung von massnum muss prinzipiell beachtet werden, dass man die-
se Variable in der Regel nicht kleiner als die Anzahl unterschiedlicher Massen in dem
Feynmandiagramm mit den meisten unterschiedlichen Massen plus die Anzahl der mit-
tels fixedmass reservierten Massen wéahlen kann. MassDecomposition achtet jedoch
selbsttatig darauf, dass diese Schranke nicht unterschritten wird, und bricht gegebe-
nenfalls ab. Im Zweifelsfall kann man mit massnum also gefahrlos experimentieren.

13



2. Programme zum Aufstellen und Berechnen von Schleifenintegralen

maxgroupsize

Mittels
maxgroupsize Maximale_Diagrammanzahl_ pro_Untergruppe

wird die maximale Anzahl an Diagrammen pro Diagrammuntergruppe festgelegt. Der
Befehl ist niitzlich, um alle Diagramme auf die einzelnen Diagrammuntergruppen aus-
gewogen zu verteilen. Andernfalls konnte bei einer parallelisierten Berechnung der
Diagrammuntergruppen auf einem Rechnerverbund eine vergleichsweise grofie Dia-
grammuntergruppe wesentlich ldnger benotigen als andere Diagrammuntergruppen.
Dies wiirde die Parallelisierung untergraben. (Wie MassDecomposition Diagramme
gruppiert, wird im folgenden Unterabschnitt geschildert.)

Bemerkenswert ist weiterhin, dass der Befehl maxgroupsize das Programm Mass-
Decomposition selbst dann attraktiv macht, wenn man einen massenlosen Prozess
oder einen Prozess mit wenigen Massen betrachtet. MassDecomposition erzeugt nam-
lich auch in solchen Fallen bei entsprechend gewéhlter maxgroupsize automatisch aus
allen zu berechnenden Diagrammen kleine Diagrammuntergruppen. Neben der einfa-
chen Moglichkeit diese Diagrammuntergruppen parallel zu berechnen, umgeht man mit
kleinen Diagrammuntergruppen auch diverse andere Beschriankungen der vorgestellten
Programmkette.

shuffle
Der Befehl

shuffle [yes|no]

kann bei einer parallelisierten Berechnung der Diagrammuntergruppen, auf yes ge-
setzt, zu einer weiteren Steigerung der Rechengeschwindigkeit fiihren. In diesem Fall
werden die Feynmandiagramme in der von MassDecomposition verarbeiteten QGRAF-
Ausgabedatei zunichst zufillig neu angeordnet und erst danach in Diagrammunter-
gruppen eingeteilt. Dies hat den Vorteil, dass komplizierte Diagramme, die in der ur-
spriinglichen QGRAF-Ausgabedatei hiaufig zusammenstehen, spéter nicht oder hochs-
tens zufillig zusammen in einer Diagrammuntergruppe auftauchen. Diese zufallige
Neuanordnung vor dem Einteilen der Diagramme in Diagrammuntergruppen hat al-
lerdings den Nachteil, dass es nach vollendeter Rechnung schwerer ist, die Beitrage der
einzelnen Diagramme zu identifizieren. Zur Fehlerbeseitigung kann daher shuffle no
von Vorteil sein.

2.3.3. Die Funktionsweise von MassDecomposition

In diesem Unterabschnitt werden einige wesentlichen Interna von MassDecomposition
skizzieren. Wir betrachten diese in der Reihenfolge, in der MassDecomposition sie
durchlauft.
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2.3. MassDecomposition

Zunéachst liest MassDecomposition die Dateien problem.mass und problem.out
ein. Dann folgt das Herzstiick des Programms: Die Gruppierung aller Diagramme in
Diagrammuntergruppen, deren Felder maximal massnum verschiedene Massen haben.

Die Gruppierung der Diagramme lauft wie im Folgenden beschrieben ab. Zur Bil-
dung einer Gruppe von Diagrammen sucht MassDecomposition zunéchst ein Dia-
gramm aus, dass bisher noch keiner Gruppe zugewiesen wurde. Dieses Diagramm
bildet den ,Keim“ der neu zu bildenden Gruppe. Darauf werden alle in diesem Dia-
gramm auftretenden Massen bestimmt. Nun findet MassDecomposition ein zweites
ungruppiertes Diagramm und bestimmt auch dessen Massen. Danach wird die Verei-
nigung der Menge der Massen

1. des ersten Diagramms,
2. des zweiten Diagramms
3. und der mittels des Befehls fixedmass deklarierten Massen

bestimmt. Ist die Méachtigkeit dieser Menge kleiner gleich dem Wert von massnum, wird
das zweite Diagramm ebenfalls Element der neu zu bildenden Gruppe. Ansonsten wird
es vorlaufig verworfen und Element einer anderen Diagrammuntergruppe. Nun geht
es analog weiter. Es wird ein neues Diagramm eingelesen, das bisher ungruppiert ist,
und dann wird die Vereinigung der Menge der Massen

1. aller Diagramme, die bereits fest Elemente der neuen Gruppe sind,
2. des neu eingelesenen Diagramms
3. und der mittels des Befehls fixedmass deklarierten Massen

gebildet. Erneut wird die Machtigkeit dieser Menge mit dem Wert von massnum vergli-
chen. Und erneut wird das Diagramm dem Vergleich entsprechend vorlaufig verworfen
oder Teil der neugebildeten Gruppe. Dass ganze wiederholt sich solange, bis entweder
die Anzahl der Diagramme in der neuen Gruppe gleich dem Wert von maxgroupsize
ist oder bis MassDecomposition durch alle ungruppierten Diagramme durchgegangen
ist. Dann ist die neue Gruppe fertig und MassDecomposition schreitet zur Bildung
einer neuen Gruppe voran, sofern es noch ungruppierte Diagramme gibt.

Die Reihenfolge, in der MassDecomposition die ungruppierten Diagramme durch-
geht, ist iibrigens grundsétzlich an der Reihenfolge der Diagramme in der Datei
problem.out ausgerichtet. Vergleiche jedoch auch die MassDecomposition- Anweisung
shuffle.

Das Resultat des Auffindens der Diagrammuntergruppen soll anhand des nichsten
Programmschrittes, ndmlich der Erzeugung der Dateien problemp’i’.conf und
problemp’i’.out, illustriert werden. Die q2e-Konfigurationsdatei problempl.conf
konnte in dem im vorherigen Unterabschnitt vorgestellten Beispiel wie in den folgenden
Zeilen aussehen.

15



2. Programme zum Aufstellen und Berechnen von Schleifenintegralen

* g2e.propagator_file ~/form3/calc3/problems/class/problem/MSSM.prop
* g2e.vertex_file ~/form3/calc3/problems/class/problem/MSSM. vrtx

g2e.mass
g2e.mass
g2e.mass
g2e.mass
.mass
g2e.mass
g2e.mass
g2e.mass

* K X X X X % X *
Q
N
®

ft:M1
ftx:M1
st1:M2
fg:M3
esZ0:M4
esWminus:M5
hO:M6
snuel : M7

g2e.scales M1,ql,M6

Durch Vergleich sieht man, dass die auftretenden Felder neue Massen, im Bereich
M1, ...,M7 zugewiesen bekommen haben. Die Masse des Top-Quarks ist M1, da sie mit-
tels fixedmass in unserer Beispielkonfigurationsdatei gekennzeichnet wurde. Die an-
deren Massen sind willkiirlich zugewiesen. Klar ist nur, dass die Datei problempl.out
keinesfalls massenbehaftete Felder enthélt, die nicht in problempl.conf auftreten.

Der Vergleich mit unserer Beispielkonfigurationsdatei zeigt weiterhin, dass die Mas-
sen im Befehl * g2e.scales ebenfalls angepasst wurden.

Der néchste Schritt nach jedem Programmaufruf von MassDecomposition besteht
in der Erzeugung der Dateien resultp’i’ . frm. Fir jede Diagrammuntergruppe bildet
MassDecomposition die Massen M1,M2, . . . injektiv auf die Massen M1, . . . ,M’massnum’
ab. Bevor die Teilergebnisse der Diagrammuntergruppen nach dem Aufruf des MINCER-
MATAD-Setups wieder zusammengefiigt werden kénnen, muss diese Abbildung noch
umgekehrt angewendet werden. Dies geschieht durch den Aufruf der resultp’i’.frm.
Im vorliegenden Beispiel konnte resultpl.frm wie in den folgenden Zeilen aussehen.

Load results_1/problem211to40.res;

.sort

Global resultl=problem211to40;

.sort

#include declare.problem

.sort

#include presqcdew.frm

.sort

Symbol taggroupl;

id M1 = MM69;
argument;
id M1 = MM69;
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endargument;

id 1/M1 = 1/MM69;

id 1nM1 = 1nMM69;

id 1/1nM1 = 1/1nMM69;
id eM1 = eMM69;

id 1/eM1 = 1/eMM69;

id M2 = MM65;
argument;

id M2 = MM65;
endargument;
id 1/M2 = 1/MM65;
id 1nM2 = 1nMM65;
id 1/1nM2 = 1/1nMM65;
id eM2 = eMM65;
id 1/eM2 = 1/eMM65;

id M3 = MM29;
argument;

id M3 = MM29;
endargument;
id 1/M3 = 1/MM29;
id 1nM3 = 1nMM29;
id 1/1nM3 = 1/1nMM29;
id eM3 = eMM29;
id 1/eM3 = 1/eMM29;

id M4 = MM7;
argument;

id M4 = MM7;
endargument;
id 1/M4 = 1/MM7;
id 1nM4 = 1nMM7;

id 1/1nM4 = 1/1nMM7;
id eM4 = eMM7;
id 1/eM4 = 1/eMM7;

id M5 = MM9;
argument;

id M5 = MM9;
endargument;
id 1/M5 = 1/MM9;
id 1nM5 = 1nMM9;
id 1/1nM5 = 1/1nMM9;

2.3. MassDecomposition
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2. Programme zum Aufstellen und Berechnen von Schleifenintegralen

id eMb = eMM9;
id 1/eM5 = 1/eMM9;

id M6 = MM31;
argument;

id M6 = MM31;
endargument;
id 1/M6 = 1/MM31;
id 1nM6 = 1nMM31;
id 1/1nM6 = 1/1nMM31;
id eM6 = eMM31;
id 1/eM6 = 1/eMM31;

id M7 = MM41;
argument;

id M7 = MM41;
endargument;
id 1/M7 = 1/MM41;
id 1nM7 = 1nMM41;
id 1/1nM7 = 1/1nMM41;
id eM7 = eMM41;
id 1/eM7 = 1/eMM41;

id [1-2] = [M69-M65];
id 1/[1-2] = 1/[M69-M65];
id [1-3] = [M69-M29];
id 1/[1-3] = 1/[M69-M29];
id [1-4] = [M69-MT7];
id 1/[1-4] = 1/[M69-M7];
id [1-5] = [M69-M9];
id 1/[1-5] = 1/[M69-M9];
id [1-6] = [M69-M31];
id 1/[1-6] = 1/[M69-M31];
id [1-7] = [M69-M41];
id 1/[1-7]1 = 1/[M69-M41];
id [2-1] = [M65-M69];
id 1/[2-1] = 1/[M65-M69];
id [2-3] = [M65-M29];
id 1/[2-3] = 1/[M65-M29];
id [2-4] = [M65-M7];
id 1/[2-4] = 1/[M65-MT7];
id [2-5] = [M65-M9];
id 1/[2-5] = 1/[M65-M9];
id [2-6] = [M65-M31];
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id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id
id

1/[2-6]
[2-7] =
1/[2-7]
[3-1] =
1/[3-1]
[3-2] =
1/[3-2]
[3-4] =
1/[3-4]
[3-5] =
1/[3-5]
[3-6] =
1/[3-6]
[3-7] =
1/1[3-71]
[4-1] =
1/[4-1]
[4-2] =
1/ [4-2]
[4-3] =
1/[4-3]
[4-5] =
1/[4-5]
[4-6] =
1/[4-6]
[4-7] =
1/[4-7]
[5-1] =
1/[5-1]
[5-2] =
1/[5-2]
[5-3] =
1/[5-3]
[5-4] =
1/[5-4]
[5-6] =
1/[5-6]
[5-7] =
1/[56-7]
[6-1] =
1/[6-1]
[6-2] =
1/[6-2]
[6-3] =

(M65-M41] ;
[M29-M69] ;
[M29-M65] ;
(M29-M7] ;

1/ [M29-M77;
[M29-M9] ;

= 1/[M29-M9];

[M29-M31] ;
[M29-M41] ;
[M7-M69] ;

1/ [M7-M69] ;
[M7-M65] ;

= 1/[M7-M65];

[M7-M29] ;

= 1/[M7-M29];

[M7-M9] ;

1/ [M7-M9];
[M7-M31];

1/ [M7-M31];
[M7-M41] ;

= 1/[M7-M41];

[M9-M69] ;

= 1/[M9-M69];

[M9-M65] ;
1/[M9-M65] ;
[M9-M29] ;
1/[M9-M29] ;
[M9-M7] ;

= 1/[M9-M7];

[M9-M31];

= 1/[M9-M31];

[M9-M41] ;
1/[M9-M41];
[M31-M69] ;
[M31-M65] ;

[M31-M29] ;

1/ [M65-M31] ;
1/[M65-M41] ;
1/ [M29-M69] ;

1/ [M29-M65] ;

1/[M29-M31];

1/[M29-M41];

1/[M31-M69] ;

1/[M31-M65] ;

2.3. MassDecomposition
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2. Programme zum Aufstellen und Berechnen von Schleifenintegralen

id 1/[6-3] = 1/[M31-M29];
id [6-4] = [M31-M7];

id 1/[6-4] = 1/[M31-MT7];

id [6-5] = [M31-M9];

id 1/[6-5] = 1/[M31-M9];

id [6-7] = [M31-M41];

id 1/[6-7] = 1/[M31-M41];
id [7-1] = [M41-M69];

id 1/[7-1]1 = 1/[M41-M69];
id [7-2] = [M41-M65];

id 1/[7-2] = 1/[M41-M65];
id [7-3] = [M41-M29];

id 1/[7-3] = 1/[M41-M29];
id [7-4] = [M41-M7];

id 1/[7-4] = 1/[M41-MT7];

id [7-5] = [M41-M9];

id 1/[7-5] = 1/[M41-M9];

id [7-6] = [M41-M31];

id 1/[7-6] = 1/[M41-M31];

multiply taggroupl;
.store

save resultl resultil;
.end

Der Vergleich der q2e- und MassDecomposition-Konfigurationsdateien unseres Bei-
spiel zeigt, dass resultpl.frm die Umkehrabbildung korrekt implementiert. Ubrigens
fiigen die Routinen resultp’i’.frm bei der Anwendung der entsprechenden Umkehr-
abbildungen allen Massenbezeichnern ein M’ hinzu. So wird hier etwa M1’ zu *MM69’
statt zu ’M69°’. Enthéalt das Endergebnis Massenbezeichner, bei denen das zusétzliche
’M’ fehlt, hat die resultp’i’.frm-Routinen nicht alle Massen korrekt zuriickverwan-
delt!

Erwéhnenswert ist im abgedruckten Code auch die Zeile #include presqcdew.frm.
Diese wird in alle Dateien resultp’i’ . frm eingefiigt. Die Datei presqcdew. frm kann
vom Anwender mit beliebigem Inhalt gefillt werden, insbesondere darf sie auch leer
sein.

SchlieBlich erzeugt MassDecomposition noch die Datei result.frm und die Ver-
zeichnisse make ’i’, result_’i’, log_’i’ und src_’i’.

2.4. q2e

Die bisher beschriebenen Programme erzeugen die zu einem Prozess gehorigen Feyn-
mandiagramme sowie deren Symmetrie- und Fermionfaktoren und gruppieren sie dann.
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2.5. closedloops

Das Programm q2e [19, 20] erzeugt aus den Feynmandiagrammen die zugehorigen
Feynmanamplituden. Es benotigt dazu die mathematischen Ausdriicke der Vertices
und der Propagatoren des betrachteten Modells. Diese werden q2e durch zwei ent-
sprechende Dateien zur Verfligung gestellt. Da es zeitraubend und fehleranfallig ist,
diese Dateien von Hand anzulegen, spielt hier das Programm FeynArtsToQ2E eine
besondere Rolle. Es automatisiert diese Aufgabe. Die Ausgabe von q2e ist iibrigens
FORM-Code.

Im Rahmen meiner Promotion wurde ein Teil von q2e verbessert. Beim Auffinden
des analytischen Ausdrucks eines Vertices in der entsprechenden Datei war die Zeit
zum Auffinden des Vertices proportional zum Quadrat der Gesamtanzahl an Vertices
in dieser Datei. Der Suchalgorithmus wurde dahingehend verdndert, das die Zeit nun
linear mit der Gesamtanzahl an Vertices geht.

Der alte Suchalgorithmus ging so vor: Zunéchst wurde der erste Vertex in der Ver-
texdatei gesucht, eingelesen und dann iiberpriift, ob es sich um den gesuchten handelt.
War das nicht der Fall, wurde in der Vertexdatei noch einmal der erste Vertex gesucht,
dann der zweite und erst dann verglichen, ob es sich beim zweiten um den gesuch-
ten handelt. War er es wiederum nicht, wurde in der Vertexdatei wiederum der erste
Vertex gesucht, dann der zweite, dann der dritte und nun verglichen, ob es sich beim
dritten um den gesuchten handelt, usw.

Der neue Suchalgorithmus ist insofern optimiert, dass er sich jedes Mal, wenn ein
Vertex verglichen wird, die Stelle in der Vertexdatei merkt, an der er sich gerade
befand. Handelt es sich bei dem verglichenen Vertex nicht um den gesuchten, wird der
nachste Vertex von dieser Stelle an gesucht.

Diese Optimierung zahlt sich insbesondere fiir Rechnungen im MSSM aus, da dieses
Modell mehrere tausend Vertices umfasst. Ohne die hier beschriebene Verbesserung
wiirde 2e einen betrachtlichen Anteil an der Gesamtzeit zur Berechnung eines Pro-
zesses im MSSM benotigen.

2.5. closedloops

Das Hilfsprogramm closedloops [21] kann die von q2e erzeugten Amplitude modifizie-
ren. Closedloops kann in den zu berechnenden Feynmandiagrammen Schleifen je nach
Teilcheninhalt mit benutzerdefinierten Faktoren multiplizieren.

2.6. exp

Das Programm exp [19, 20] bereitet den von q2e erzeugten FORM-Code auf die Berech-
nung durch das MINCER-MATAD-Setup vor. Es weist dazu jeder Feynmanamplitude
eine oder mehrere Integrationsroutinen zu, die spater im MINCER-MATAD-Setup auf-
gerufen werden. Die Integrationsroutinen, die verwendet werden sollen, werden mittels
einer Datei, der ,,topsel-Datei®, deklariert.
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2. Programme zum Aufstellen und Berechnen von Schleifenintegralen

Zusatzlich ist exp in der Lage, auf die ibergebenen Feynmanamplituden eine asym-
ptotische Entwicklung bzw. eine einfache Taylorentwicklung anzuwenden.

Der Suchalgorithmus zum Auffinden einer Integrationsroutine war urspriinglich mit
dem Suchalgorithmus zum Auffinden von Vertices in q2e vergleichbar. Er wurde auch
in exp optimiert, analog wie fiir q2e (vgl. Abschnitt [24]). Auch hier war dies sinnvoll,
da z.B. eine topsel-Datei mit Zwei-Schleifen-Tadpolen verschiedener Massen so um-
fangreich sein kann, dass der alte Suchalgorithmus unverhaltnismafig lange benotigt.

2.7. MINCER-MATAD-Setup

Das MINCER-MATAD-Setup ist eine Sammlung von Routinen zur Berechnung von
Feynmanamplituden bzw. Feynmanintegralen. Sie sind in der Sprache des Computer-
Algebra-Systems FORM [22] geschrieben. Alle zu berechnenden Feynmanintegrale
werden zundchst mit denselben Routinen vereinfacht. Danach werden die so entstehen-
den Ausdriicke je nach Integraltyp speziellen Routinen tiibergeben, die die jeweiligen
Integrale 16sen konnen. Das Endergebnis wird in FORM-lesbare Dateien ausgegeben.

Namensgebend fiir das Setup sind die MINCER-[23], 24] und die MATAD-Routinen
[25], die beliebige masselose Propagatorintegrale bzw. Tadpole mit einer Masse bis auf
Drei-Schleifen-Niveau auswerten konnen. Das Setup ist modular gestaltet; es kénnen
weitere Integrationsroutinen problemlos hinzugefiigt werden. Inzwischen wurden schon
etliche Integrationsroutinen neu hinzugefiigt.

2.8. FeynRules

FeynRules [26] extrahiert aus einer Lagrangedichte einer Quantenfeldtheorie u. a. alle
Vertices. FeynRules ist ein in der Sprache von Mathematica geschriebenes Programm-
paket. FeynRules stellt neue Mathematica-Befehle zur Verfiigung, um die Implemen-
tation von Lagrangedichten zu erleichtern. Die von FeynRules gewonnenen Vertices
konnen mittels in FeynRules implementierter Schnittstellen leicht in die Sprache einer
breiten Masse von Programmen tibersetzt werden. Zu diesen Programmen gehort auch
FeynArts.

2.9. FeynArts

FeynArts [27] ist ein in Mathematica geschriebenes Programmpaket, das sich zum
Zeichnen von Feynmandiagrammen und zum Aufstellen von Feynmanamplituden eig-
net. Eine Stérke von FeynArts ist die mitgelieferte Datenbank teilchenphysikalischer
Modelle, die bereits ausfiihrlich gepriift wurde. Zu den implementierten Modellen zéahlt
das MSSM [2§].
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2.10. FeynArtsToQ2E

2.10. FeynArtsToQ2E

Wenn in die Programmkette zur Berechnung eines Prozesses ein neues Modell imple-
mentiert werden soll, geschieht dies mittels der Erstellung modellspezifischer Datei-
en fir QGRAF und g2e. Das Programm q2e benétigt, wie auch im entsprechenden
Abschnitt geschildert, Dateien, die analytische Ausdriicke fiir alle Propagatoren und
Vertices des Modells beinhalten. Die Erstellung der Dateien geschah bisher manuell
oder halbautomatisch, war entsprechend zeitraubend und fehleranfallig.

Eine neue Losung stellt der Einsatz des Programms FeynArtsToQ2E dar. Es ist
eine in Perl geschriebene Schnittstelle, die modellspezifische Dateien aus FeynArts
iibernimmt und in die Syntax von QGRAF bzw. q2e iibersetzt. Die so gewonnene
Anbindung an die Modell-Datenbank von FeynArts und die Moglichkeit der (relativ)
einfachen Implementierung neuer Modelle in FeynArts via FeynRules ist ein entschei-
dender Fortschritt. Mittels FeynArtsToQ2E gelang es, das komplette MSSM mit seinen
tausenden Vertices in QGRAF und g2e einzubinden.

Im Folgenden werden wir einen genaueren Blick auf FeynArtsToQ2E werfen. In Un-
terabschnitt 22101 wird dargelegt, wie FeynArtsToQ2E angewendet wird. In Unterab-
schnitt wird das Herzstiick von FeynArtsToQ2E, die Ubersetzung der Vertices,
vorgestellt.

2.10.1. Die Anwendung von FeynArtsToQ2E

Die Anwendung von FeynArtsToQ2E werden wir anhand eines Beispiels kennenlernen.
Wir werden dazu das einfache Modell der (in FeynArts implementieren) Quantenelek-
trodynamik (QED) betrachten. Nattrlich kann die Quantenelektrodynamik problem-
los auch von Hand in QGRAF und q2e implementiert werden. Allerdings tritt alles,
was auch beim Umwandeln von komplexeren Modellen in die Syntax von QGRAF
und q2e zu beachten ist, hier bereits auf. Das, zusammen mit der Moglichkeit die auf-
tretenden (Zwischen-)Ergebnisse aufgrund ihrer Kiirze abdrucken zu kénnen, lie§ die
Wahl hier auf die QED fallen.

Wir gehen die Umwandlung der QED Schritt fiir Schritt durch. Jeder Schritt wird
einzeln erlautert.

Erzeugen einer kanonischen Modell-Datei mittels Mathematica

Zunéchst muss Mathematica gestartet werden. Dann wird der folgende Code ausge-
fithrt.

Needs ["FeynArts‘"];
LoadModel ["QED"];
DumpModel ["QEDdump .mod"] ;

Die erste Zeile verrat, dass FeynArts installiert sein muss. Die zweiten Zeile dient dem
Laden des gewiinschten Modells. Die dritte Zeile speichert das gewtinschte Modell in
einer kanonischen Form, die von FeynArtsToQ2E erwartet wird. Zu beachten ist, das
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der Name der so erzeugten Datei von der Form MODELLdump . mod sein muss. Diese Datei
wird nun in den Ordner, in dem das Programm FeynArtsToQ2E liegt, verschoben.
In unserem Beispiel sieht die Datei QEDdump.mod wie in den folgenden Zeilen aus.

IndexRange [Index [Generation]] := {1, 2, 3}

IndexRange [FeynArts‘Initialize‘error_] :=
(Message[InitializeModel: :norange, FeynArts‘Initialize‘error];
IndexRange [FeynArts‘Initialize ‘error] = {})

ViolatesQ[g__] := Plus[q]l =!=0

M$ClassesDescription := {F[1] == {SelfConjugate -> False,
Indices -> {Index[Generation]},
Mass -> MLE, QuantumNumbers -> -Charge,
PropagatorLabel -> ComposedChar(["e", Index[Generation]],
PropagatorType -> Straight, PropagatorArrow -> Forward},

V[1] == {SelfConjugate -> True,

Mass -> 0, PropagatorLabel -> "\\gamma",
PropagatorType -> Sine, PropagatorArrow -> Nonel}}

M$CouplingMatrices := {C[-F[1, {j1}], F[1, {j2}1] ==
{{0, I*(-Conjugatel[dZfL1[1, j1, j111/2 - dzfLi[1, j1, j11/2)*
IndexDeltal[j1, j2]}, {0, I*(ConjugateldZfR1[1, j1, j1]l/2 +
dZfR1[1, j1, j11/2)*IndexDeltalj1l, j21},
{0, I*IndexDeltal[j1l, j2l*(-dMfi[1, j1] -
((Conjugate[dZfR1[1, j1, j1]11 + dzZfL1i[1, j1, j1l)*
Mass[F[1, j111)/
2)}, {0, IxIndexDeltal[jl, j2]*(-dMfi[1, j1] -
((Conjugate[dZfL1[1, j1, j1l1] + dzZfR1i[1, j1, j1l)x
Mass[F[1, j111)/
2)}}, clv([1], v[1]] == {{0, I=xdZAA1}, {0, O},
{0, (-I)*dZAA1}},
C[-F[1, {j1}1, F[1, {j2}], V[1]] == {{I*EL*IndexDeltaljl, j2],
I*EL*(dZAA1/2 + dZel + Conjugate[dZfL1[1, j1, j111/2 +
dZfL1[1, j1, j11/2)*IndexDeltalj1, j21},
{I*EL*IndexDeltaljl, j2],
I*EL*(dZAA1/2 + dZel + Conjugate[dZfR1[1, j1, j111/2 +
dZfR1[1, j1, j11/2)*IndexDeltalj1l, j213}}}

M$LastModelRules := {}

Die Syntax der Datei MODELLdump.mod ist nicht immer exakt so wie von FeynArts-
ToQ2E gefordert. Bisher sind zwei solche Abweichungen bekannt:
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o FEin Feld in der Variable M$ClassesDescription hat keinen Eintrag Indices. In
dieser Situation muss der Eintrag Indices -> {} von Hand hinzugefiigt werden.
Der Eintrag muss irgendwo hinter den Eintrag SelfConjugate eingefiigt werden.
Im vorliegenden Beispiel ist diese Situation beim Feld V[1] eingetreten. Der
korrigierte Eintrag konnte

V[1] == {SelfConjugate -> True, Indices -> {}, [...]}
lauten.

« Die Variable M$CouplingMatrices beinhaltet die analytischen Ausdriicker aller
Vertices. FeynArtsToQ2E verlangt fiir die Vertices die Form
C[Felder] == {{ analytscher Ausdruck des Vertex }}.
Bei manchen Modellen wird der analytische Ausdruck des Vertex jedoch nur von
einem Paar geschweifter Klammern eingeschlossen. Dies muss manuell korrigiert
werden.

Es wére nattirlich vorteilhaft, FeynArtsToQ2E dahingehend zu dndern, dass es mit
obigen Situationen selbst umgehen kann. Allerdings treten die beiden Abweichungen
nur selten auf. Fir das umfangreiche MSSM und fiir viele andere Modelle etwa ist
keiner der obigen Schritte erforderlich.

Der Aufruf von FeynArtsToQ2E
Nun wird FeynArtsToQ2E ausgefiihrt. Die Befehlssyntax lautet:

FeynArtsToQ2E.pl Name_des_Modells [nobgl|bgl [noCKM|CKM]

Der erste Parameter Name _des Modells steht fiir ebendieses.

Der zweite Parameter teilt FeynArtsToQ2E mit, ob das umzuwandelnde Modell
in der Hintergrundfeld-Eichung vorliegt oder nicht [29, 30]. FeynArtsToQ2E kann
sowohl mit Modellen mit herkémmlichen Eichungen als auch mit Modellen in der
Hintergrundfeld-Eichung umgehen. Da die Lorentzstruktur der erzeugten Vertices sich
je nach Eichung unterscheidet, muss FeynArtsToQ2E beim Aufruf die Art der vorlie-
genden Eichung mitgeteilt werden.

Der dritte Parameter spielt nur fiir Modelle eine Rolle, die die Cabibbo-Kobayashi-
Maskawa-Matrix (CKM-Matrix) beinhalten. Wenn der dritte Parameter auf noCKM
gesetzt wird, setzt FeynArtsToQ2E die CKM-Matrix gleich der Einheitsmatrix. Dies
fithrt zu wesentlich kleineren q2e-Modelldateien, da viele Vertices im Endergebnis nicht
mehr auftauchen, sofern sie nur proportional zu Nebendiagonalelementen der CKM-
Matrix sind. Auflerdem haben andere Vertices mit CKM-Matrix dann eine einfachere
Struktur.

Kommen wir zu unserem Beispiel zurtick. Der Aufruf von FeynArtsToQ2E lautet
hier:

FeynArtsToQ2E.pl QED nobg noCKM
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Die beiden hinteren Parameter kann man auch weglassen, da sie der Standardeinstel-
lung entsprechen.
Die Bildschirmausgabe ist

Vertex-type unknown/not implemented: F,F

Vertex-type unknown/not implemented: V,V

Die folgenden Informationen iiber zu deklarierende Objekte\
ist nicht definitiv richtig/vollstéandig!

Die zu deklarierenden Symbole lauten:

EL,gb6,g7

Die zu deklarierenden kommutierenden Funktionen lauten:

Die ersten beiden Zeilen weisen darauf hin, dass FeynArtsToQ2E in QEDdump .mod auf
Vertextypen gestoflen ist, mit dem es nicht umgehen kann. Im beiden Féllen handelt
es sich um Zweiervertices. Zweiervertices sind in FeynArts-Modelldateien implemen-
tiert, um den Umgang mit Countertermen in FeynArts moglichst einfach zu machen.
QGRAF und qg2e benétigen jedoch diese Countertermvertices nicht. Daher kann man
so eine Warnung in der Regel ignorieren. Wenn eine solche Warnung jedoch einen
Vertex mit mehr als zwei externen Feldern enthélt, ist man wahrscheinlich auf ein
Problem gestoflen. Der entsprechende Vertextyp muss dann noch in FeynArtsToQ2E
implementiert werden.

Die andern Zeilen geben einen Uberblick iiber alle Variablen und Funktionen, die in
den von FeynArtsToQ2E erzeugten Dateien (s.u.) auftreten. Das ist niitzlich, um zu
sehen, welche neuen Deklarationen in FORM-Programmen benétigt werden. Die QED
fithrt keine zu deklarierenden Funktionen ein, daher ist die entsprechende Ausgabe hier
leer.

Der oben angegebene Aufruf von FeynArtsToQ2E erzeugt weiterhin drei neue Da-
teien:

1. QED.lag_F2qZ2e,
2. QED.prop_F2g2e und
3. QED.vrtx_F2q2e.

Diese drei Dateien entsprechen den Modell-Dateien fiir QGRAF und q2e. Sie sind
schon fast einsatzbereit. Um zu erlautern, was noch zu tun ist, werfen wir einen Blick
in QED.lag F2qgZ2e:

*——m Propagators --————--

[epsilonscalarl,epsilonscalarl,+]
[ffermioniGenerationl,fFermioniGenerationl,-]
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[ffermioniGeneration?,fFermionlGeneration2,-]
[ffermionlGeneration3,fFermioniGeneration3, -]
[vectorbosonlongitudinall,vectorbosonlongitudinall,+]
[vectorbosontransversall,vectorbosontransversall,+]

[fFermionlGenerationl,ffermionlGenerationl,vectorbosontransversall]
[fFermionlGenerationl,ffermioniGenerationl,vectorbosonlongitudinali]
[fFermionlGeneration2,ffermionlGeneration2,vectorbosontransversall]
[fFermionlGeneration2,ffermioniGeneration2,vectorbosonlongitudinali]
[fFermionlGeneration3,ffermionlGeneration3,vectorbosontransversall]
[fFermionlGeneration3,ffermioniGeneration3,vectorbosonlongitudinall]
[fFermionlGenerationl,ffermioniGenerationl,epsilonscalari]
[fFermionlGeneration2,ffermioniGeneration2,epsilonscalari]
[fFermionlGeneration3,ffermioniGeneration3,epsilonscalari]

Der mit QGRAF vertraute Leser erkennt, dass eine syntaktisch und inhaltlich (weit-

gehend) korrekte QGRAF-Modelldatei der QED vorliegt. Die Namen der Felder sind

allerdings noch ziemlich kryptisch. So heiflen etwa Elektron/Myon/Tauon hier
ffermionlGenerationl1/2/3.

AuBlerdem ist ein e-Skalar in der Datei enthalten. Dieses e-Skalar ist Teil des Photon-
feldes, wird aber benétigt, wenn man mittels Dimensionaler Reduktion regularisiert.
SchlieBlich scheint es zwei Photonen zu geben: vectorbosonlongitudinall und
vectorbosontransversall. Fiir massebehaftete Vektorbosonen ist es im MINCER-
MATAD-Setup obligatorisch, deren Propagator aufzuteilen und die Teile zwei unter-
schiedlichen Feldern zuzuordnen. Deswegen werden fiir jedes Vektorboson von Feyn-
ArtsToQ2E standardméBig zwei Felder erzeugt. Fiir masselose Vektorbosonen wie das

Photon ist dies jedoch unnotig.

Alles Angesprochene wird gelost, wenn FeynArtsToQ2E in seinem Verzeichnis eine
Datei mit Namen QED.fields_F2q2e und dem in den néchsten Zeilen abgedruckten
Inhalt vorfindet. Diese Datei muss von Hand erstellt werden.

* Leptonen

FIELD ffermionlGenerationl fnuel
FIELD fFermionlGenerationl fNuel
FIELD ffermionlGeneration2 fnumu
FIELD fFermionlGeneration2 fNumu
FIELD ffermionlGeneration3 fnutau
FIELD fFermionlGeneration3 fNutau
FIELD ffermion2Generationl fel
FIELD fFermion2Generationl fE1
FIELD ffermion2Generation2 fmu
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FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD
FIELD

fFermion2Generation2 fMu
ffermion2Generation3 ftau
fFermion2Generation3 fTau

ffermionxlGenerationl
fFermionx1Generationl
ffermionx1Generation?2
fFermionx1Generation?2
ffermionx1Generation3
fFermionx1Generation3
ffermionx2Generationl
fFermionx2Generationl
ffermionx2Generation?2
fFermionx2Generation?2
ffermionx2Generation3
fFermionx2Generation3

ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE
ELIMINATE

* Vektorbosonen

FIELD vectorbosonlongitudinall ELIMINATE
FIELD vectorbosontransversall gamma

* Epsilon-Skalare

FIELD epsilonscalarl ELIMINATE

In der Datei gibt es zwei Typen von Zeilen. Kommentarzeilen, die mit einem Stern ein-
geleitet werden und welche, die mit dem Schliisselwort FIELD beginnen. Letztere weisen
jedem Feld ein benutzerdefinierten Namen zu. Lautet der Name jedoch ELIMINATE,
taucht das entsprechende Feld im Endergebnis nicht mehr auf. Wie oben angespro-
chen, benotigt das masselose Photonfeld nicht beide ihm zugeordnete Felder, weswegen
eins von beiden eliminiert werden muss. Wenn man mit Dimensionaler Regularisierung
arbeitet, konnen obendrein alle e-Skalare entfernt werden, wie hier geschehen.

Weiterhin ist zu beachten, dass es zu jedem Feld und Antifeld bei den Fermionen
ebenfalls zwei Felder gibt. Das zweite Feld hat ein zusatzliches ’x’ in seinem kano-
nischen Bezeichner. Vertices mit diesen Feldern werden von ¢2e bendtigt, sofern ein
Fermionischer Fluss zur Bestimmung von Feynmanamplituden im zugehorigen Modell
eingefithrt werden muss. Dies ist in der QED nicht der Fall, deswegen kénnen die ent-
sprechenden Felder hier ebenfalls eliminiert werden. Fiir weitere Details hierzu wird
auf Unterabschnitt und die dort angegebenen Veroffentlichungen verwiesen.

Wenn FeynArtsToQ2E die oben abgedruckte Datei QED.fields_F2q2e zur Verfii-
gung steht, ist der Inhalt von QED.lag_F2q2e

Propagators
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[fnuel,fNuel, -]
[fnumu, fNumu, -]
[fnutau,fNutau, -]
[gamma, gamma, +]

*——— Vertices ————--—-
[fNuel,fnuel,gamma]
[fNumu, fnumu, gamma]
[fNutau, fnutau, gamma]

der Inhalt von QED.prop_F2q2e

{fnuel, fNuel:*FT<spin_line>(<momentum>) |||}
{fnumu, fNumu: *FT<spin_line>(<momentum>) |||}
{fnutau,fNutau:*FT<spin_line>(<momentum>) |||}
{gamma,gamma:BITTE VON HAND BEARBEITEN]| ||}

und der Inhalt von QED.vrtx_F2q2e

{fNuel, fnuel,gamma:*(-i_*(1/2%i_*EL
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
+1/2%1_*EL*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle 3>,g6))) |||}
{fNumu, fnumu, gamma: * (-i_*(1/2*%i_*EL
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
+1/2xi_*EL*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}
{fNutau,fnutau,gamma:*(-i_*(1/2%i_xEL
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
+1/2%1_*EL*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle 3>,g6))) |||}

Die Vertexdatei fiir q2e und die Modelldatei fiir QGRAF ist nun fertig. Lediglich in
der q2e-Propagatordatei ist noch der analytische Ausdruck fir das Photon von Hand
einzutragen. Dies muss aufgrund der oben geschilderten Probleme mit Vektorboso-
nen fiir alle Vektorbosonen durchgefiihrt werden. Dies wére auch der einzige noch zu
erledigende Schritt, wenn wir ein komplizierteres Modell betrachtet hatten!

2.10.2. Die Ubersetzung von Vertices mittels FeynArtsToQ2E

Der Quellcode von FeynArtsToQ2E birgt viele Zeilen, die mit regularen Ausdriicken
arbeiten. FeynArtsToQ2E ist schlieBlich dem Wesen nach ein Ubersetzer zwischen
formalen Sprachen. FeynArtsToQ2E wurde in Perl geschrieben, da diese Program-
miersprache sehr gut fiir den Umgang mit reguldren Ausdriicken geeignet ist.

In diesem Unterabschnitt werden die Schritte, die FeynArtsToQ2E beim Ubersetzen
von Vertices durchliuft, dargelegt. Die Ubersetzung von Vertices ist der komplizier-
teste Teil von FeynArtsToQ2E — seine Vorstellung soll dazu dienen, einen Einblick in
die Hiirden zu geben, die beim Schreiben von FeynArtsToQ2E zu tiberwinden waren.
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Die Ubersetzung von Vertices werden wir wieder anhand eines Beispiels diskutieren.
Wir betrachten dazu den (Isospin-Down-)Lepton-Z°-Vertex im Standardmodell.
In FeynArts hat der Vertex folgenden Ausdruck:

Cl-F[2, {j2}]1, F[2, {j1}], V[2]] ==
{{((-I)*EL*(-1/2 + SW™2)*IndexDeltalj1l, j21)/(CWxSW)},
{((-I)*EL*SW*IndexDelta[j1, j21)/CW}}

Links der Gleichheitszeichen ist zu erkennen, dass hier ein Vertex mit zwei Fermionen
und einem Vektorboson vorliegt. Rechts davon befindet sich der analytische Ausdruck
in Form einer Liste. Der erste Listeneintrag ist derjenige Teil des Vertices, der propor-
tional zu v* Py, ist. Der zweite Listeneintrag ist entsprechend proportional zu ~v* Py.

Man sieht also, dass die Lorentzstruktur eines Vertices in FeynArts-Modelldateien
nicht explizit aufgefiihrt ist. Das Programm q2e benotigt die Lorentzstruktur aller-
dings explizit. Deswegen sind in FeynArtsToQ2E die Lorentzstrukturen aller gingigen
Vertices implementiert. Indem FeynArtsToQ2E hierauf zurtickgreift, wandelt es obigen
Vertex zunédchst in den Ausdruck

-F[2,{j2}],F[2,{j1}],V[2]

(((-i_)*EL*(-1/2+SW~2)*IndexDeltal[j1,j2])/(CW*SW))
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2
+(((-i_)*EL*SW+IndexDeltal[j1,j2])/CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2

um. Die Lorentzstruktur findet sich jetzt explizit im Ausdruck des Vertices. FeynArts-
ToQ2E hat dariiber hinaus den Teilcheninhalt des Vertices vom analytischen Ausdruck
getrennt.

Im néchsten Schritt werden aus dem Vertex zwei Vertices gemacht — je einer fiir
jede mogliche Richtung des Fermionischen Flusses. Dieser Schritt ist (nattrlich) nur
erforderlich, wenn der Vertex Fermionen enthélt. Das Ergebnis schaut so aus:

-F[2,{j2}],F[2,{j1}],V[2]

(((-i_)*EL*(-1/2+SW~2)*IndexDeltal[j1,j2])/(CWxSW))
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2
+(((-i_)*EL*SW+IndexDeltal[j1,3j2])/CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2

-F(x) [2,{j1}] ,F(x) [2,{j2}],V[2]
(((-i_)*EL*(-1/2+SW~2)*IndexDeltal[j1,j2])/(CW*SW))
*(-FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))/2

+(((-i_)*EL*SW*IndexDeltalj1,j2])/CW)
*(-FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))/2
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Man beachte, dass sich der analytische Ausdruck bei umgekehrten Fermionischem
Fluss entsprechend verdndert hat.

In FeynArts sind in den Modelldateien in der Regel keine e-Skalare implementiert.
Mochte man Integrale jedoch mit DRED regularisieren, benétigt q2e entsprechende
Vertices explizit. Daher werden fiir jeden Vertex mit Vektorbosonen nun weitere Ver-
tices erzeugt. Im Zwischenergebnis

-F[2,{j2}],F[2,{j1}],V[2]

(((-1_)*EL*(-1/2+SW"2) *IndexDelta[j1,j2])/(CWxSW))
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2
+(((-i_)*EL*SWxIndexDeltal[j1,j2])/CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2

-F[2,{j2}],F[2,{j1}] ,ESV[2]

(((-i_)*EL*(-1/2+SW~2)*IndexDeltal[j1,j2])/(CWxSW))
*xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2

+(((-i_)*EL*SW*IndexDeltalj1,j2])/CW)
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2

-F(x) [2,{j1}] ,F(x) [2,{j2}],V[2]

(((-i_)*EL*(-1/2+SW~2)*IndexDeltal[j1,j2])/(CWxSW))
*(-FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))/2
+(((-1_)*EL*SWxIndexDeltal[j1,j2])/CW)
*(-FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))/2

-F(x) [2,{j1}],F(x) [2,{j2}] ,ESV[2]

(((-1_)*EL*(-1/2+SW"2) *IndexDelta[j1,j2])/(CWxSW))
*(-esFT<spin_line>(<lorentz_index_ particle_3>,g6))/2
+(((-i_)*EL*SWxIndexDeltal[j1,j2])/CW)
*x(-esFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))/2

erscheinen nun die neuen Vertices mit den Feldbezeichnern ESV und auch die Lorentz-
struktur wurde entsprechend angepasst.

Hinter dem Feldbezeichner F[2] verbergen sich in FeynArts alle Isospin-Down-Lep-
tonen, das Elektron, das Myon und das Tauon. QGRAF und q2e bendtigen fiir jedes
Teilchen aber einen eigenen Vertexd. Das fithrt dazu, dass FeynArtsToQ2FE die Vertices
nun erneut vervielfacht:

2Manchmal kann das umgangen werden, wenn das betrachtete Modell Felder beinhaltet, die sich bis
auf vernachldssighare Beitrage gleich verhalten. In so einem Fall muss man die Programmkette
zur Berechnung eines storungstheoretischen Prozesses aber an einer anderen Stelle entsprechend
anpassen.
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fFermion2Generation-1-,ffermion2Generation-1-,vectorboson2

(((-i_)*EL*(-1/2+SW~2)*IndexDeltal[1,1])/(CW*SW))
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2
+(((-i_)*EL*SWxIndexDeltal[1,1])/CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2

fFermion2Generation-2-,ffermion2Generation-1-,vectorboson2

(((-i_)*EL*(-1/2+SW"2)*IndexDeltal1,2])/(CWxSW))
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2
+(((-i_)*EL*SWxIndexDeltal[1,2])/CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2

fFermion2Generation-3-,ffermion2Generation-1-,vectorboson2

(((-i_)*EL*(-1/2+SW~2)*IndexDeltal1,3])/ (CW*SW))
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2
+(((-1_)*EL*SWxIndexDelta[1,3])/CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2

fFermion2Generation-1-,ffermion2Generation-2-,vectorboson?

(((-i_)*EL*(-1/2+SW~2)*IndexDelta[2,1])/(CW*SW))
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2

+(((-i_)*EL*SWxIndexDeltal[2,1])/CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2

[...]

Man erkennt, dass eigentlich zu viele Vertices erzeugt werden, da der betrachtete
Vertex keine Flavourverletzung zulédsst (der Vertex

fFermion2Generation-2-,ffermion2Generation-1-,vectorboson?
wiirde einem Elektron-Myon-Z°-Vertex entsprechen). Das ist kein prinzipielles Pro-
blem, da der analytische Ausdruck dieser Vertices automatisch Null ist. In diesem Fall
erkennt man das an den Funktionsargumenten der Funktionen IndexDelta, die dem
Kronecker-Delta entsprechen. Um das Endergebnis nicht unnétig aufzublahen, werden
diese Vertices im tibernéchsten Schritt aber ohnehin eliminiert.

Nun werden die Vektorbosonen zweigeteilt, wie im vorherigen Unterabschnitt be-
sprochen:

fFermion2Generationl,ffermion2Generationl,vectorbosontransversal?2

(=1_)*((((=i_)*EL*(-1/2+SW"2)*1) / (CW*SW) )
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2
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+(((=1i_)*EL*SW*1) /CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2) |

fFermion2Generationl,ffermion2Generationl,vectorbosonlongitudinal?2

(=1i_)*((((=i_)*EL*(-1/2+SW~2)*1) / (CW*SW))
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2
+(((-1i_)*EL*SWx1) /CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2) |

fFermion2Generation2,ffermion2Generationl,vectorbosontransversal?2

(=1_)*((((-i_)*ELx* (-1/2+3W~2)*0) / (CW*SW))
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)/2
+(((=i_)*EL*SW*0) /CW)
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)/2) |

[...]

Jetzt wird der analytische Ausdruck von Maple verarbeitet. Danach werden alle ver-

schwindenden Vertices herausgefiltert. Aulerdem wird der Teilcheninhalt der Vertices
mit seinem analytischen Ausdruck vereinigt:

{fFermion2Generationl,ffermion2Generationl,vectorbosontransversal?2:
*(=i_*(-1/2%i_xEL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2*%i *EL*SW/CW

*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fFermion2Generationl,ffermion2Generationl,vectorbosonlongitudinal?2:
*(-i_*(-1/2%i_*ELx(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2*%i *EL*SW/CW

*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fFermion2Generation2,ffermion2Generation2,vectorbosontransversal?2:
*(-1_*(-1/2xi_*EL*(-1/2+SW~2) /CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2*i_*EL*SW/CW

*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

[...]

Schlussendlich werden die Bezeichner der Felder durch benutzerdefinierte Namen
ersetzt, vgl. Unterabschnitt ZLI0.Jl Wahrend die Zwischenergebnisse in den letzten
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Schritten nur auszugsweise angegeben wurden, wird in den folgenden Zeilen das kom-
plette Endergebnis angegeben.

{fEl,fel,Z0t:*(-1i_*(-1/2*i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2*i_*EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fE1,fel,Z0Ll:*(-i % (-1/2%i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2*i_*EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fMu, fmu,Z0t:*(-i_*(-1/2*i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2*i_*EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fMu,fmu,Z01:*(-i_*(-1/2*i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2*i_*EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fTau,ftau,Z0t:*(-i_*(-1/2*i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2%i *EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fTau,ftau,Z0l:*(-i_*(-1/2*i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2%i *EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fE1,fel,esZ0:*(-i_x(-1/2%i *EL*x(-1/2+SW~2)/CW/SW
*xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2%i *EL*SW/CW
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fMu,fmu,esZ0:*x(-i_*(-1/2%i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2%i *EL*SW/CW
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fTau,ftau,esZ0:*(-i_x(-1/2%i_ *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
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xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7)
-1/2*i_*EL*SW/CW
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6))) |||}

{fElx,felx,Z0t:*(-i_*(1/2*i *ELx(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)
+1/2xi *EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))) |||}

{fElx,felx,Z0Ll:*(-i *(1/2%i *EL%(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)
+1/2%i_*EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))) |||}

{fMux,fmux,Z0t:*(-i_*(1/2*i *ELx(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)
+1/2%i_*EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))) |||}

{fMux,fmux,Z01:*(-i_*(1/2*i *ELx(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)
+1/2%i_*EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))) |||}

{fTaux,ftaux,Z0t:*(-i_*(1/2*i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)
+1/2%i_*EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))) |||}

{fTaux,ftaux,Z01l:*(-i_*(1/2%i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)
+1/2%i_*EL*SW/CW
*FT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))) |||}

{fElx,felx,esZ0:*(-i_*(1/2*i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)
+1/2%i_*EL*SW/CW
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))) |||}

{fMux,fmux,esZ0:*(-i_=»(1/2%i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)
+1/2%i_*EL*SW/CW
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g7))) |||}
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{fTaux,ftaux,esZ0:*(-i_*(1/2*i *EL*(-1/2+SW~2)/CW/SW
xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle_3>,g6)
+1/2%1 *EL*SW/CW
*xesFT<spin_line>(<lorentz_index_particle _3>,g7))) |||}
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3. Die Drei-Schleifen--Funktionen

der Eichkopplungen im
Standardmodell

Diese Kapitel handelt von den Renormierungsgruppengleichungen (RGEs) des Stan-
dardmodells. Im Zentrum stehen die neu gewonnenen Ergebnisse, namlich die (-
Funktionen der Standardmodell-Eichkopplungen zur Drei-Schleifen-Ordnung im MS-
Schema. Die hier vorgestellten Ergebnisse wurden in [31] von Luminita Mihaila, Jens
Salomon und Matthias Steinhauser veroffentlicht.

3.1. Ein Uberblick

Die Renormierungsgruppengleichungen der Kopplungen einer jeden QFT geben einen
Einblick in die Energieabhéngigkeit von Wirkungsquerschnitten, Hinweise auf Pha-
seniibergdnge und Anhaltspunkte fiir den Geltungsbereich der betrachteten Theorie.
Diese Informationen bergen diese RGEs aufgrund ihrer Definition: Sie bestimmen die
Skalenabhéngigkeit der in der betrachteten Theorie auftretenden Kopplungskonstan-
ten. Thre Kenntnis ist daher ein wichtiger Baustein fiir das Verstandnis einer Theorie.

RGEs haben auflerdem den Vorzug, dass ihre Berechnungen zu einer vorgegebenen
Ordnung vergleichsweise elementar sind (zumindest im MS-Schema). Die Berechnung
von Strahlungskorrekturen eines Streuprozesses zur selben Ordnung ist haufig deutlich
aufwindiger. Damit sind RGEs nicht nur geeignet, um einen groben Uberblick {iber
das Verhalten einer Theorie bei verschiedenen Energieskalen zu erhalten — sie eignen
sich auch bestens fiir prazise Vorhersagen.

Die Ausdriicke fiir die MS-RGEs dimensionsloser Kopplungen in einer beliebigen
relativistschen QFT sind in voller Allgemeinheit bis auf Zwei-Schleifen-Niveau be-
kannt [32] 33], 34, [35]. Bedeutende Schritte dahin waren

o die Berechnung der Ein-Schleifen-RGEs der Eichkopplungen in Eichtheorien [36,
37, B8] zusammen mit der Entdeckung der asymptotischen Freiheit,
o die Berechnung der entsprechenden Zwei-Schleifen-RGEs
— in Eichtheorien ohne Fermionen [39] 40)],
— in Eichtheorien mit Fermionen [41], [42] 43],

— in Eichtheorien mit Fermionen und der Beriicksichtigung von Yukawa-Kopp-
lungen, aber ohne Berticksichtigung der Fermionmischung [44],
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o die Berechnung der Ein-Schleifen-RGEs fiir die Yukawa-Kopplungen im Stan-
dardmodell ohne [44] und mit Fermionmischung [45] [46],

o die Berechnung der Zwei-Schleifen-RGEs fiir die Yukawa-Kopplungen im Stan-
dardmodell ohne Fermionmischung [47] und

o die Bestimmung der Ein-Schleifen-RGEs fiir die Higgs-Selbstwechselwirkung [46].

In diesem Zusammenhang sind auch noch die Veroffentlichungen [48],149] zu erwéhnen,
die erst einige Jahre nach den bereits aufgefithrten publiziert wurden. In der ersten
wurde u. a. die Zwei-Schleifen-RGE der Higgs-Selbstwechselwirkung erneut berechnet,
in der zweiten wurde das ebenfalls gemacht und obendrein wurden auch die Zwei-
Schleifen-RGEs der Yukawa-Kopplungen erneut bestimmt. Beide Veroffentlichungen
sind u.a. von Bedeutung, da sie aufzeigen, dass die Spezialisierung auf das Standard-
modell in den bereits oben erwahnten Veroffentlichungen [33, 34] nicht ganz korrekt
ist.
Zu héherer Ordnung sind

o die Beitrage der Higgs-Selbstwechselwirkung zur Drei-Schleifen-Ordnung [50} 5],
o die Drei- und Vier-Schleifen-RGEs der QCD [52, 53] und [54], 5],

o der Term zur O(ala;) in der RGE der starken Kopplungskonstante und die

Terme O(agaf/b> in der RGE der Top- und Bottom-Yukawa-Kopplung [56]
sowie

o die Drei-Schleifen-RGE in einer allgemeinen QF T mit nur einer Eichkopplung [57]

bekannt.

3.2. Die eingesetzte Software

Alle in diesem Kapitel vorgestellten Berechnungen wurden unter Einsatz der in Kapi-
tel 2 vorgestellten Programme vorgenommen. Zunéchst wurde die Lagrangedichte der
ungebrochenen Phase des Standardmodells ohne Beriicksichtigung der starken Wech-
selwirkung in FeynRules implementiert. FeynRules konnte damit aus der Lagrange-
dichte die entsprechenden Vertices bestimmen und in eine FeynArts-Datei ausgeben.
Diese Datei wurde dann FeynArtsToQ2E tibergeben. Das Resultat waren QGRAF-
und g2e-Modelldateien, die den elektroschwachen Teil des ungebrochenen Standard-
modells umfassten. Der die Quantenchromodynamik umfassende Teil des Standard-
modells wurde diesen nun einverleibt — dazu wurden entsprechende QGRAF- und
q2e-Modelldateien herangezogen, die bereits frither in unserer Arbeitsgruppe erstellt
wurden und als zuverlassig gelten. Die QCD wurde hier anders implementiert, da
so bereits vorhandene Routinen zum Berechnen von Farbfaktoren verwendet werden
konnten.
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Die gewahlte und implementierte Eichung fiir die drei Eichgruppen des Standard-
modells ist jeweils die Lorenz-Eichung. Fiir alle Eichgruppen wurde jeweils ein eigener
Eichparameter eingefiihrt.

An dieser Stelle mochte ich auf die Frage eingehen, warum das Standardmodell erst
eigens in FeynRules eingebaut wurde, schliellich ist es bereits in FeynArts implemen-
tiert. Die Antwort ist, dass das Standardmodell in FeynArts in der gebrochenen Phase
implementiert ist. Diese fithrt zu wesentlich mehr Vertices, Rechnungen in ihr sind
damit aufwandiger. Zudem sind RGEs von dimensionslosen Parametern unabhéngig
von der betrachteten Phase.

3.3. Berechnung der (3-Funktionen

Zur Bestimmung der S-Funktionen des Standardmodells wurden die zugehorigen Re-
normierungkonstanten berechnet. In diesem Abschnitt erinnern wir uns zunéchst an
den Zusammenhang zwischen diesen beiden mathematischen Objekten. Die folgenden
Abschnitte gehen dann auf die Bestimmung der Renormierungskonstanten detailliert
ein.
In Dimensionaler Regularisierung hangen eine unrenormierte Kopplung und ihr re-
normiertes Gegenstiick durch
ol = "7 (3.1)

T

zusammen. Die Konstante p ist dabei die Renormierungsskala, n, ist ein Parameter,
der bestimmt, wie die physikalische Dimension von «a, von der raumzeitlichen Dimen-
sion D = 4 — 2¢ abhingt. Da die unrenormierte Kopplung nicht von ) abhangt,
findet man durch Ableiten nach der Renormierungsskala

doy,

dp

d d
0= — (U™ Zpory) = npep™* Zyory + " (—ZJC) oy + p" 72, ) (3.2)

du dp

Im MS-Schema hingt die Renormierungkonstante nur von Kopplungskonstanten ab,
so dass

07, 0oy dov,
0 =ngel o, x Lp—— 3.3
S A
folgt. Durch Auflésen nach ,udd% ergibt sich
dam Ny €0y + ZZ7£$ ZLI aaij 'u%(zl Qg
1 =— o 97, . (3.4)
dp 14 g0
Im Folgenden sollen die g-Funktionen durch
d « 1 da
2 T T
e =W — | = p—— 3.5
Ba. Mdmﬂ( 2“d;m> (3.5)
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gegeben sein. Damit lautet der gesuchte Zusammenhang zwischen [-Funktionen und
Renormierungskonstanten

z Qg T 07y
G s PO Lo
T (36)
Zy Oy

Auf der rechten Seite der Gleichung tauchen zwar auch [-Funktionen auf — diese
miissen aber nur zu einer niedrigeren Ordnung als die gesuchte f-Funktion bekannt
sein!

Fiir alle im Folgenden auftretende Kopplungen, namentlich o /2/3/¢//> und oy = A,
gilt iibrigens n, = 2. Fiir die Eichkopplungen g,/2/3 und fiir die Yukawa-Kopplungen

Yiv/r gﬂt ng = 1.

3.4. Berechnung der Renormierungskonstanten

Um die Renormierungskonstante fiir eine Kopplung Zxopplung 20 bestimmen, wahlt man
einen Vertex, der die Kopplung auf Baumgraphen-Niveau enthalt, bestimmt dann die
Renormierungskonstante des Vertices Zyerex und die Wellenfunktions-Renormierungs-
konstanten aller externen Teilchen Zwenenfunktion; an diesem Vertex und benutzt dann
die Beziehung

ZVertex (37)

A Kopplung — .
Hi \V ZWeHenfunktion,i

Die Vertex- und Wellenfunktions-Renormierungskonstanten werden wiederum mittels
der hier schematisch angegebenen Formel

Z=1-K. (Z-(O}T{élq@g...}y@%m) (3.8)

bestimmt, vgl. [56]. Der Operator K, extrahiert den divergenten Teil seines Arguments.
Die auftretende Greensche Funktion ist diejenige, die der gesuchten Vertex- bzw. Wel-
lenfunktions-Renormierungskonstanten entspricht. Bevor man die Greensche Funktion
in obige Formel einsetzt, muss sie allerdings erst mittels eines Projektors zu einem Lor-
entzskalar gemacht werden. Der Index CA" weist darauf hin, dass bei der Berechnung
der zur Greenschen Funktion gehérigen Feynmandiagramme Diagramme mit Counter-
termen vernachlassigt werden. Der Index 1T1 steht fiir ,,Ein-Teilchen-Irreduzibel®. Er
weist darauf hin, dass nur Feynmandiagramme berticksichtigt werden, die durch das
Durchtrennen eines Propagators nicht zweigeteilt werden.

Fiir die Berechnung der Renormierungskonstanten fiir die Eichkopplungen des Stan-
dardmodells wurde fir die Gruppen SU(2) und SU(3) der Geist-Geist-Eichboson-
Vertex betrachtet. Dieser bietet sich an, da er zur geringsten Zahl an zu berechnenden
Feynmandiagrammen fithrt. Es ist natiirlich sinnvoll, obendrein andere Vertices zu be-
trachten bzw. zu berechnen, da so die Korrektheit des Ergebnisses verifiziert werden
kann. Dies wurde in unserer Arbeitsgruppe erfolgreich durchgefiihrt, mehr dazu findet
man in Abschnitt B.71
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Fiir die Gruppe U(1) musste kein konkreter Vertex untersucht werden — in diesem
Falle sorgt eine Ward-Identitédt dafiir, dass sich fast alle Faktoren in Gleichung (B.7))

aufheben. Ubrig bleibt

1
Ly = . 3.9
g1 ZBO ( )

Hier ist Zpo die Wellenfunktions-Renormierungskonstante des B°-Eichbosons und g¢;
ist die Eichkopplung der U(1).

Die Feynmandiagramme, die zu den Greenschen Funktionen in Gleichung (B.8)) ge-
hoéren, mussten nicht in voller Allgemeinheit berechnet werden. Da Renormierungs-
konstanten nicht von der Kinematik der d&ufleren Impulse abhéngen diirfen und da das
MS-Schema obendrein ein ,;massenloses“ Schema ist, konnen alle externen Impulse bis
auf zwei vernachléssigt und alle Massen auf Null gesetzt werden. Die in diesem Grenz-
fall zu berechnenden Feynmanintegrale werden mittels MINCER auf Masterintegrale
reduziert, die auch in MINCER implementiert sind. Die bendtigten Masterintegrale
wurden erstmalig in [58] [59] berechnet.

Bei Betrachtung dieses Grenzfalles ist allerdings dafiir Sorge zu tragen, dass kei-
ne Infrarotdivergenzen im Endergebnis auftreten. Dass das tatsachlich nicht der Fall
ist, kann man tiberpriifen, indem man in diesem Grenzfall alle Propagatoren mit der
gleichen Masse M versieht und die Feynmanintegrale dann erneut berechnet. Dabei
reicht es aus, die Masse viel kleiner als die d&ufleren Impulse zu wéahlen, so dass man
in der kleinen Masse asymptotisch entwickeln kann[60]. Existiert fiir das so erhaltene
Ergebnis der Grenzwert, der die eingefiithrte Masse gegen Null schickt, kann man da-
von ausgehen, dass keine Infrarotdivergenzen das urspriingliche Ergebnis verfdlschen.

Existiert der Grenzwert nicht, treten Terme der Form In (;2—22) im Endergebnis auﬂ.
Diese wiirden sich in massenlosen Rechnung dadurch bemerkbar machen, dass bei der
Berechnung der Renormierungskonstante félschlicherweise zusétzliche %—Pole auftre-
ten wiirden. Dass die hier vorgestellten Ergebnisse in der Tat durch keine Infrarotdi-
vergenzen verfilscht werden, wurde in unserer Arbeitsgruppe durch das angegebene
Verfahren tiberpriift.

In den berechneten Feynmandiagrammen wurden alle Beitrage, die proportional
zu Eichkopplungen, zur Kopplung der Higgs-Selbstwechselwirkung und/oder zu den
Yukawa-Kopplungen des Top-Quarks, des Bottom-Quarks sowie des Tauons sind, be-
riicksichtigt. Der Rest der Yukawa-Matrizen wurde auf Null gesetzt.

Alles in Allem mussten fiir die Berechnung tiber den Geist-Geist-Eichboson-Vertex
gut 10° Feynmandiagramme berechnet werden, was parallelisiert auf dem Rechnerver-
bund des Instituts fiir Theoretische Teilchenphysik weniger als 24 Stunden in Anspruch
nahm. Einige Beispieldiagramme findet man in Abbildung [3.11

2

ITerme der Form M™In (“—2) mit n > 0 diirfen auftreten, ihr Grenzwert fiir verschwindende Masse

existiert. Hier geht es explizit darum, dass keine solchen Terme mit n = 0 vorkommen.
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() (1)

Abbildung 3.1.: Einige Diagrammtypen, die bei der Bestimmung der Eichkopplungs-
B-Funktionen des Standardmodells zu berechnen sind. Durchgezogene
Linien stehen fiir Fermionen, wellenformige Linien fiir Eichbosonen,
gestrichelte Linien fiir skalaren Bosonen und gepunktete Linien fiir
Geister.
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3.5. Die Regularisierungsvorschrift fiir die v5-Matrix

Ein wichtiges Detail der Rechnung, welches bisher noch nicht angesprochen wurde,
ist die verwendete Regularisierungsvorschrift fiir die y5-Matrix. Bei Verwendung der
Dimensionalen Regularisierung muss man festlegen, welche Eigenschaften ~s fiir ei-
ne allgemeine Anzahl D an Dimensionen haben soll. Die in vier Dimensionen giiltige
Beziehung {7"*,75} = 0 spielt dabei eine besondere Rolle. Es ist naheliegend, die-
se Beziehung auch fiir D Dimensionen gelten zu lassen. Dies fiithrt jedoch zu einem
schwerwiegenden Problem fiir Spuren iiber eine gerade Anzahl von herkémmlichen -
Matrizen, die auch eine y5-Matrizen beinhaltend. So kann man namlich zeigen, dass
fiir eine auf die angesprochene Art ,naiv“ dimensional regularisierte vs-Matrix etwa

Tr (Y9 v y5) = 0 (D # 4) (3.10)

folgt. Der Grenzwert fiir D — 4 dieses Ausdrucks stimmt nicht mit dem tatséchlichen
Wert fiir D = 4 tiberein,

Tr (Y97~ 5) = —4ie™? (D = 4). (3.11)

Wenn der Regularisierungsparameter D gegen seinen physikalischen Wert 4 strebt,
stofit man also auf eine Unstetigkeit. Ein verniinftiges Regularisierungsschema darf
solch eine Unstetigkeit jedoch nicht aufweisen.

Nun gibt es fiir die Dimensionale Regularisierung von 5 konsistentere Vorschriften,
z.B. [3], es ist aber aufwandiger, diese in Software zum automatischen Auswerten von
Feynmanintegralen einzubauen.

Deswegen ist es niitzlich, dass man zeigen kann, dass alle Beitrage, die problemati-
sche Spuren mit vy5-Matrizen enthalten, in der hier prasentierten Rechnung verschwin-
den missen. Dazu stellen wir zunédchst fest, dass solche Spuren prinzipiell nur dann
Beitrage liefern konnen, wenn mindestens zwei solcher Spuren in einem Diagramm
vorhanden sind. Nur dann kénnen die e-Tensoren, die aus Gleichung (B.11]) stammen,
zu einer Lorentzstruktur kontrahieren, die zu den gesuchten Renormierungskonstanten
beitragt. Bei den hier zu berechnenden 1TI-Drei-Schleifen-Diagrammen, in denen alle-
samt keine dufleren Fermionen vorkommen, miissen potentiell problematische Beitrage
also aus Diagrammen kommen, die folgende Grundstruktur aufweisen:

Die beiden Schleifen an den Réndern sind dabei Fermionenschleifen, die gezackten Li-
nien konnen fir skalare Bosonen und Eichbosonen stehen. Die externen Linien wurden
hier zunachst weggelassen.

2Als ,herkémmliche y-Matrizen® sind hier und im Folgenden alle y-Matrizen mit Ausnahme von s
bezeichnet.
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3. Die Drei-Schleifen-f3-Funktionen der FEichkopplungen im Standardmodell

Man kann sich nun tiberlegen, dass die Berechnung der Geist-Feldrenormierungs-
konstante und die Geist-Geist-Gluon-Vertexrenormierungskonstante keine Feynman-
diagramme des besagten Typs hervorbringt, da Geistfelder nicht direkt an Fermionen
koppeln. (Offensichtlich kénnen die Geistfelder deswegen, wenn tiberhaupt, nur tiber
die gezackten Linien in das Diagramm einlaufen. Allerdings fiihrt auch diese Mog-
lichkeit unweigerlich zu einer Kopplung von Geistern an Fermionen.) Das heifit, wir
miissen im Folgenden nur Diagramme mit zwei externen Eichbosonen betrachten und
zeigen, dass auch diese keine problematischen Beitrage liefern konnen.

Eine weitere wichtige Beobachtung besteht darin, dass Diagramme des hier betrach-
teten Typs nur dann problematische Beitrage liefern kénnen, wenn in die Fermion-
Schleifen mindestens drei externe Felder einlaufen. Bei nur zwei externen Feldern ver-
schwindet namlich der ~s-Teil einer solchen Schleife fiir sich, es sind schlicht zu wenig
auflere Impulse und zu wenige offene Lorentzindizes vorhanden.

Damit sind die noch zu betrachtenden Diagramme weiterhin eingeengt, sie sind vom

Typ

Im Vergleich zur letzen Grafik sind zwei externe Eichbosonen hinzugekommen. Wenn
man nun die gezackten Linien ausdifferenziert, gibt es drei Moglichkeiten:

Das erste Diagrammgeriist macht keine Probleme, aus den gleichen Griinden, aus
denen Fermionschleifen mit nur zwei externen Feldern keine Probleme bereiten. Beim
zweiten Diagrammgertist enthalten alle Spuren genau fiinf herkdmmliche v-Matrizen
(da hier masselose Fermionen betrachtet werden), wenn hier also aus den Vertices noch
zusatzliche v5-Matrizen hinzukommen, sind problematische Spuren Null, da die Spur
iiber eine y5-Matrix und einer ungerader Zahl herkémmlicher v-Matrizen immer Null
ist. Das dritte Diagrammgeriist fiihrt ebenfalls zu keinen problematischen Beitragen.
Der Grund liegt hier darin, dass die Summe solcher Diagramme verschwinden muss,
ansonsten wére die Eichgruppe des Standardmodells durch eine Adler-Bell-Jackiw-
Anomalie gebrochen [61], 62].
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Insgesamt haben wir bis hierher gezeigt, dass man in den in diesem Kapitel vor-
gestellten Rechnungen die naive Regularisierung fiir die v5-Matrix anwenden darf, da
man potentiell problematische Beitrige einfach weglassen konnte. Ich mochte an dieser
Stelle betonen, dass der hier angefiihrte Beweis moglicherweise nicht vollkommen strin-
gent ist. Eine dhnliche Argumentation verwenden jedoch auch die Autoren von [57].
Dennoch haben wir in unserer Arbeitsgruppe die angefallenen Diagramme auch noch
mit einer nur halb-naiven Regularisierung von 75 berechnet. Sie ist der naiven Re-
gularisierung sehr ahnlich — sie unterscheidet sich von dieser allerdings darin, dass
in der halb-naiven Regularisierung Spuren tiber eine gerade Anzahl von y-Matrizen
sowie einer ~;-Matrix nicht wie in der naiven Regularisierung Null gesetzt wurden.
Stattdessen wurde in solchen Féllen der unregularisierte Wert fiir die Spur eingesetzt,
also etwa Gleichung (BI1)) statt Gleichung (B.I0) verwendet. Dieses Vorgehen ist in
Ordnung, solange Spuren mit einer ungeraden Anzahl von 75-Matrizen allenfalls zum
1_Pol beitragen, vgl. [I7]. Das Ergebnis beider Rechnungen stimmt iiberein.

€

3.6. Die Ergebnisse

In diesem Abschnitt finden sich die Ergebnisse. Es gelten folgende Konventionen:

g2 y?
;= ﬁ (1=1,2,3) und o; = ﬁ (1=t,b,T) (3.12)
Die Kopplungen g; sind die Eichkopplungen der drei Eichgruppen des Standardmo-
dells. Die Eichkopplung g, ist im Folgenden so normiert, wie es im Kontext von Groflen

Vereinheitlichten Theorien tiblich ist, d. h. dass

5 andaramoae
g1 = \/;glst dardmodell (313)

gilt. Die Yukawa-Kopplungen des Top-Quarks, des Bottom-Quarks und des Tauons,
Yi, Yb, Yo, wirden in der gebrochenen Phase des Standardmodells mittels

— (3.14)

yl - \/ﬁMw

mit ihren jeweiligen Fermionmassen zusammenhéinge. Myy ist dabei die Masse der
W-Bosonen in der gebrochenen Phase des Standardmodells. Die Kopplungskonstante
der Higgs-Selbstwechselwirkung, A, tritt im entsprechenden Teil der Lagrangedichte,
—A (H H )2, auf. Hier ist H das Higgsdublett des Standardmodells. Die Ergebnis-
se werden fiir eine allgemeine Anzahl n, an Standardmodellgenerationen aufgefiihrt.
Auch die Anzahl von Fermionen mit grofler Yukawa-Kopplung wurde freigelassen. Die

3An dieser Stelle sei noch einmal daran erinnert, dass die hier vorgestellten Ergebnisse zwar in der
ungebrochenen Phase des Standardmodells ermittelt wurden — sie aber auch fiir die gebrochene
Phase giiltig sind. RGEs von dimensionslosen Kopplungen héngen im MS-Schema schlieBlich nicht
von der betrachteten Phase ab.

45



3. Die Drei-Schleifen-f3-Funktionen der FEichkopplungen im Standardmodell

Terme, die hiervon abhéngen, sind durch Faktoren n;, markiert. Im Standardmodell mit
drei Generationen werden sie auf Eins gesetzt. Falls weitere schwere Fermionen auftau-
chen, signalisieren diese Faktoren, wie der Term mit ihnen markierte Term modifiziert
werden muss. So fithrt etwa das Vorliegen eines weiteren schweren Isospin-Up-Quarks
t’ zu den Ersetzungen (cyny)” — (o + ap)” (n =1, 2) und a?ny, — o + .

Die -Funktionen der Eichkopplungen lauten

2 2
o ai [2  16n, } aj { l 340%]
= — €— + . + ny | —6ar — 20y, —
) T (4r)’ {5 3 (4r)® L b5
18a;  18ay [76041 1205 176043} }

g

25+5 15+5+15

a? , [99a2  157acqn,  H5lad  199a.c;  177apoy
+(47T)4{”h{10+ 5 10 5 5
+303af] 48902 N 7831 (va N 34012 . {261043 N 18303

10 2000 200 80 20 20
n 3o,y n 339a? _ 252900 _ 1267 a0 _ 28270y

2 20 200 200 200

1629a:a9 1311l 471aias  68apas 116agas
40 40 8 5 5 ]
L2 l_ 836af 44aj 1936&%} [_ 23207 Tagoy N 16602

& 135 15 135 & 75 25 15

b48ayavs  4dopars 110004%
T 5 9 }

54y [ N 18ay [ ) 36 / A2
+ 95 <E)+ 5 <E)_€<E) }, (3.15)

2 2
Qs a3 86  16n, } as
y = — €— —— + ny |—20r — 6y, — 6o
o= = S g
60(1 5]_80(2 40(1 ].960[2
u e 16
+ 5 3 + ng [ 5 + 3 + ag]}
2 2 2 2
s 5 | Doz 450, 450
—— 15a; 15 45
+ (47r)4 {nh { 5 + 15a.ap + 2 + 15aa + 4ba,o + 5
16302 N 56lajay 66711103 N 1902 N 5703 N 27 vy N 5702
400 10 32 ™| 1 2 1
S5laca;  533apa; D93acv; 2430 729000 7290009
8 40 40 8 8 8
4402 166002 176032
_28 o 28 2| 1 2 3
apas o] + ng { 5 o7 5
2802  13ajas 256482 4dajas 50003
— — 52
T T s T 15 oses T
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3.6. Die Ergebnisse

+% (%) + 60y (%) —12 (%)2} (3.16)

und
5 o ol { a4+ 16ng} N ol (1 [-8 Sau] — 408
= — 6— — ny, [—8ay, — 8ay] — 408«
3 T (47‘(‘)2 3 (471’)3 h b t 3

22 304 2
+ny ! + 6 + as + a5 1 {nf1 [14aT0zb + 42(1% + 1oy
15 3 (4m)

89 101
+84anay + 4202] — 571402 + ny, {18@% — 12apa + 1802 — Sop® 22t

10 10

93, 93 24202 2202
_ 2b 2 _ 2t 2 160apas — 1600%043} +n§ [— 1351 -3 2

2600a§ 13&% 21D 241&% 308 a3
. o 28

27 } e [ 30 10 6 a5 Them

2013202

+Ta3] } (3.17)

Fiir die Berechnung der oben angegebenen (-Funktionen auf Drei-Schleifen-Niveau
ist nach Formel auBlerdem die Kenntnis der Ein-Schleifen-/3-Funktionen der auf-
tretenden Yukawa-Kopplungen erforderlich. Diese findet man zwar in der Literatur,
allerdings wurden diese 5-Funktionen im Rahmen der hier vorgestellten Arbeit erneut
bis zur Zwei-Schleifen-Ordnung berechnet. Sie lauten

Lo = — P + &2 {6c; + ny [dar + 120, + 1204 — 9y — 9 }
7 (i)
Qr 5la?  27ajan 9 4403 9 2\ 2 170104
—35 ——+4 24 | —
+(47r)3{50+ 5 R S R VT
45 5! 45
S 80agay — 27af + T + = 4 80agay, + 6o, — 2702
53Ty 16dasa, A
+ 201 + 42 — 48 (E) o — 27w — 2Tan 0 — 12a3} . (3.18)
ap (65N
Bay = —€— + —— {6, — 60 + 1y, [dar + 1200, + 120] — o — 9oy — 32003}
T (47)
ap —2904% 270009 o 124003 1616a§ 237Ta o,
— —35 —— + 36 —
Ty { 50 5 AT I T}
—4a? 32002 A\ 9y 990y
+ng[ 451+4a§+ 93]4_24(@) + 50 +— + 160y — o

22500,
4

1500  1baso
2 2

A
+ 144030y, — 48 (4—) ap — 1lagay, — 480412) +
s
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+ baor — Yap o — 9043} (3.19)
und
(67 O ]_7
fog = —€— + —— 3 =6, + 6ay + ny, [dor + 1200, + 1204] — —oq — 9 — 3203
T (4m) 5
a, [9aF  9ajan ,  T6ajaz 161603 11602
— —-35 36 —
Ty { 50 5 TR S B R
32002 AN 393 225050 A
402 424 — 144 —48 [ —
Rzt ] * (47r) Ty T e an )
T 99asax 15aq 15anan;
— 48@3 + 210 b + 42 b + 16azay, — 1lagay, — a% + 21 u 22
— Yoo + Hapa, — 9a$}. (3.20)

In den Formeln fiir die Yukawa-(-Funktionen ist n;, = 1 fiir die Zwei-Schleifen-Terme
gesetzt, da ny hier nicht eindeutig signalisiert, wie die entsprechenden Terme beim
Vorliegen weiterer Fermionen mit groffer Yukawakopplung modifiziert werden miissten.

Die erneute Berechnung von f3,, und f3,, ist schon allein deswegen von Interesse, da
sie die Ergebnisse aus der Veroffentlichung [49] bestéatigen, die eine Diskrepanz zu [33]
aufzeigt. Im Ubrigen ist die Berechnung der Yukawa-3-Funktionen und der erfolgreiche
Vergleich mit den einschlagigen Veroffentlichungen ein guter Check der eingesetzten
Software.

Ein weiterer kleiner Check der eingesetzten Software ist die Berechnung der Ein-
Schleifen-3-Funktion fir die Higgs-Selbstwechselwirkung. Der Vollstandigkeit halber
ist sie hier auch angegeben, sie lautet

8, = —ei—i—(l ) {27a%+9a1a2+9a§

p Am 100 10 4
18ay [ ) A A\ 2
B (E) ~ 8 (E) e (E)
) ) ) A A A
+ny | —4a; — 1204 — 1207 + 8ar o + 24ay, o + 240y o .

(3.21)

Fiir diese Berechnung kann man (selbst auf Ein-Schleifen-Niveau) nicht wie bei den
Rechnungen fiir die Eich- und Yukawa-Kopplungen vorgehen. Vernachlissigt man in
den zugehorigen Ein-Schleifen-Diagrammen alle Massen und alle bis auf zwei duflere
Impulse, treten unweigerlich Infrarot-Divergenzen auf. Um das zu umgehen, gibt es
zwei Moglichkeiten, die hier beide umgesetzt wurden.

Entweder man lasst mehr als zwei nicht-verschwindende &duflere Impulse zu. Auf
Ein-Schleifen-Niveau konnten hier alle vier moglichen aufleren Impulse ungleich Null
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gesetzt werden. Diese wurden dann hierarchisch angeordnet, so dass in ihren Quoti-
enten asymptotisch entwickelt werden konnte. Die entwickelten Diagramme konnten
dann wieder mit MINCER ausgewertet werden. Prinzipiell kann dieses Verfahren im-
mer noch Infrarot-Divergenzen hervorbringen. Dass das nicht der Fall ist wurde mittels
des weiter oben beschriebenen Verfahrens tiberpriift.

Oder man weist allen auftretenden Propagatoren ein und dieselbe Masse zu und ver-
nachléssigt alle &uleren Impulse. Die Massen treten im Endergebnis nicht in den Polen
auf (zur Ein-Schleifen-Ordnung), sie verhindern lediglich das Auftreten von Infrarot-
Divergenzen. Die Diagramme konnten dann mit MATAD berechnet werden. Dieses
Verfahren kann nie zu Infrarot-Divergenzen fiihren.

Die Renormierungskonstanten zu obigen S-Funktionen koénnen tibrigens in Anhang/[Al
gefunden werden.

3.7. Uberpriifung der Ergebnisse

Die Ergebnisse wurden erfolgreich einer Reihe von Konsistenzchecks unterzogen und
haben einem Vergleich mit den in der Literatur bereits vorhandenen Formeln stand-
gehalten.

Die durchgefiihrten Konsistenzchecks haben gezeigt, dass die berechneten Renormier-
ungskonstanten fir die Eichkopplungen eichparameterunabhéngig und lokal sind. Au-
Berdem sind die aus ihnen abgeleiteten S-Funktionen endlich.

Weiterhin wurden die S-Funktionen in unserer Arbeitsgruppe auch mittels der Be-
trachtung anderer Vertices hergeleitet. Konkret wurde der Dreier-Eichbosonvertex fiir
alle drei Eichgruppen betrachtet. Im Falle der SU(2) gab es auflerdem eine weitere
Berechnung iiber den ¢t¢~Ws-Vertex, wobei ¢~ dem geladenen Goldstoneboson in
der gebrochenen Phase des Standardmodells entspricht. Alle Rechnungen fithren zum
selben Ergebnis.

Die zum Vergleich herangezogenen Veroffentlichungen waren zunachst [32] fir die
Eichkopplungen und [49] fiir die Yukawa-Kopplungen. Diese beinhalten alle angege-
benen Terme bis zum Zwei-Schleifen-Niveau.

Auf Drei-Schleifen-Niveau war der Vergleich mit der Veroffentlichung [57] mafigeb-
lich. Wie bereits in Abschnitt B.1] angegeben, findet sich in ihr die S-Funktion der
einzigen Eichkopplung in einer ansonsten allgemeinen relativistischen QFT. Aufgrund
der erzielten Allgemeinheit der Veroffentlichung beinhaltet diese jedoch eine etwas ver-
wickelte Notation, die zundchst auf die Eichgruppen U(1), SU(2) und SU(3) und auf
die Multipletts des Standardmodells spezialisiert werden musste.

Die so gefunden Ausdriicke werden im Folgenden angegeben. Die Yukawa-Kopp-
lungen des Bottom-Quarks und des Tauons sind allerdings vernachlédssigt worden;
auflerdem ist ny = 3 und n,, = 1 gesetzt.

Einige der angegebenen Ausdriicke sind 45 x 45-Matrizen, da die Lagrangedichte
des Standardmodells 45 verschiedene Weylspinoren enthélt. Die Zeilen bzw. Spalten
der Matrizen entsprechen dabei jeweils einem linkshéndigen Weylfermion. Sie sind den
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3. Die Drei-Schleifen-f3-Funktionen der FEichkopplungen im Standardmodell

Weylfermionen, von der ersten bis zur 45. Zeile und Spalte, in der Reihenfolge

tLu tR7 bL7 bR7 CL7 CR7 SL7 SR7 UL, U‘R7 dL7 dR7 TL7 TR7 ,ML, MR? eL7 €R, yT? VI»U Ve (322>
zugeordnet. Die Quarkspinoren belegen aufgrund ihrer Farbe jeweils drei Zeilen bzw.
Spalten.

Im Folgenden werden zunéchst die Ausdriicke angegeben, die allen drei Eichgruppen
gemeinsam sind, ndmlich die Ausdriicke fir die Yukawa-Kopplungen und fiir die Higgs-
Selbstwechselwirkung.

Die Lagrangedichte fiir die Yukawa-Kopplungen ist in der Notation von [57]

- % (Y o™ty + Yijo ') . (3.23)

Y? und Y sind die (komplex konjugierten) Yukawa-Matrizen, ¢ sind reelle skalare
Felder, ¥ bzw. ¢ sind (hermitesch konjugierte) Spinorfelder. Im Standardmodell gibt
es vier reelle skalare Felder, entsprechend haben wir vier Yukawa-Matrizen. Sie lauten

O3><3 Il3><3 03><3
Jl3><3 03><3 03><3

1 v3 Y
Yi=-ir'= V2 O3x3 O3xz Osxz -+ |~ (3.24)
O3x3 0O3x3  0O3x3
Vi iyt Y Osx3 Osxz  Lsxs (3.25)

\/5 O3x3 l3xg Osx3

Y! bzw. Y? sind die Yukawamatrizen des Realteils bzw. Imaginirteils der Isospin-
Down-Komponente des Higgsdubletts, Y2 bzw. Y* sind die Yukawamatrizen des Real-
teils bzw. Imaginarteils der Isospin-Up-Komponente des Higgsdubletts. Wenn H fiir
das Higgsdublett des Standardmodells steht, gilt also

1 (¢*+ip*
H=— . . 3.26

V2 <¢1 +i¢” (320
Die angegeben Matrizen sind 45 x 45-Matrizen. Alle ausgelassenen Matrixelemente

sind Null.
Die Lagrangedichte fiir die Higgs-Selbstwechselwirkung lautet in der Notation von [57]

— a6 (327
Im Standardmodell gilt

Agaga = OA,

Aaavp = 2\ (a #b),

Aabab = 2X (a #b),

Aavba = 2A (a # b),

Aavea = 0 (sonst). (3.28)
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3.7. Uberpriifung der Ergebnisse

Als Néachstes schreiten wir zur Angabe derjenigen Ausdriicke, die je nach betrach-
teter Eichgruppe des Standardmodells unterschiedlich ausfallen. Angegeben werden
zunachst die Generatoren fiir die jeweiligen Fichtransformationen der skalaren Felder,
S4, und der Weylspinoren, R4. AuBerdem werden hier die spezifizierten Ausdriicke
fir die Symbole T'(S), C(S),T(R), C(R),C(G), r aufgefihrt. Diese sind tiber

Tr (SASP) = 647T(S), SaeSip = C(S)ab,
Tr (RARP) = *BT(R), R* R’ = C(RY],
FACD pBCD _ 5ABC<G)’ 544 — (3.29)

definiert. f4P¢ sind die Strukturkonstanten der betrachteten Eichgruppe. Die Indices
A, B, C laufen iiber 1,... 7.

3.7.1. U(1)

Es gilt
0 0O 10
, ifo 0 01
S =31-1 0 0o (3.30)
0 -1 0 0
111 2 2 2111111 1 1 1 1 1 1
Rl:Diag _7_7_7__7__7__7_7_7_7_7_7_7"'7__7]-7__7]-7__7]-7__7__7__ )
666 3 3 3666333 2 2 2 20 2 2
(3.31)

wobei an Stelle der Auslassungszeichen die ersten zwolf Eintrage zweimal wiederholt
werden. Die Herleitung der Matrix S wird weiter unten vorgestellt. Die Eintrige in
R! sind die Hyperladungen Y der zugehérigen Spinoren. Sie wurden iiber die Relation
Y = @ — I5 aus der Ladung @ und der dritten Komponente des schwachen Isospins I3
bestimmt.

Weiterhin gilt

T(S) =1, C(S) = iﬂ4><47
T(R) = 10, C(R) = (R")?,
C(G) =0, r=1 (3.32)

Zur Herleitung von S

Gesucht wird diejenige Darstellung der U(1), die die vier reellen Anteile des Higgsdu-
bletts im Standardmodell transformiert, vgl. Gleichung (3.26]). Die Matrix S* ist der
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Generator dieser Transformation,

ol b1 03}
<Z5/2 _ iwS?t ®2 _ . 1 2 ®2
o | = ¢ 6 | = (1+iwS'+ O(w?)) 6 | (3.33)
o on o

wobei w der Transformationsparameter ist.
Um S! zu bestimmen, nutzen wir aus, dass die Transformation des Higgsdubletts
bekannt ist. Es gilt, da dass Higgsdublett die Hyperladung 1/2 hat,

1 ¢/2+i¢l4 _ 1w o iw% 1 ¢2+1¢4
V2 <¢’1+i¢’3> = H' =5 H = o H)E <¢1+i¢3)

- (e 5t) rou) 5 (5 13%)
_ Hywi <:¢4 N @2) + O(w?). (3.34)

=

2.2
Anhand dieser Gleichungskette kann man herausfinden, wie die einzelnen Komponen-
ten des Higgsdubletts transformieren, so gilt beispielsweise ¢} = ¢ — L3 + O(w?).

Wenn man diese Relationen in Gleichung (3.33)) einsetzt, konnen die Matrixelemente
von S' bestimmt werden.

3.7.2. SU(2)
Hier gilt
00 0 -1 0 -1 0 0 0 01 0
p_ ifo0o -1 0 o i1 0 0 0 5 i1 0 00 —1
S=2lo1 0 o] T30 0 01" T 2100 0
10 0 0 00 1 0 0 10 0
(3.35)
und
oy 0 0 000 oy 0 0
0 ofy 0 000 0 oy O
0 0 off, 000 0 0 ofy
0 0 0 000 0O 0 0
L, 1o o o o000 0 o0 o0
EFP=510 0o 0 000 0 0 0 (3.36)
ofy 0 0 000 o3y 0 O
0 o, 0 000 0 o5y O
0 0 o8y 000 0 0 o3
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3.7. Uberpriifung der Ergebnisse

Dabei sind die 04 die Pauli-Matrizen. Die ausgelassenen Terme in R* verschwinden
zwar nicht alle, allerdings spielen sie fiir den Vergleich mit [57] keine Rolle. Die Herlei-
tung der Generatoren S* funktioniert analog wie im vorhergehenden Unterabschnitt
beschrieben. Dazu muss in Gleichung (834) lediglich der Generator der U(1), 11,
durch die Generatoren der SU(2), $04, ersetzt werden.

Weiterhin gilt hier

TS)=1, C(S)= Zﬂ4x47 (3.37)
T(R)=6, C(R)= ZDiag(1,1,1,0,0,0,1,1,1,0,0,0, 10,0 1,11),  (3.38)
C(G) =2, r=3. (3.39)

Die Auslassungzeichen in C'(R) wiederholen dabei die vorangegangen Eintréige je zwei-
mal.

3.7.3. SU(3)

Fiir die Gruppe SU(3) verschwinden die Matrizen S# im Standardmodell. Die Matrizen
R sind blockdiagonal, sie lauten

1
R* = S BlockDiag (X", — (V)" ....0,0,0,0,0,00,00) . (3.40)

Die Eintrige mit den Gell-Mann-Matrizen A\* wiederholen sich noch fiinfmal.
Weiterhin gilt hier

T(S) =0, C(S) = Oaxa,
4
T(R) =6, C(R) = 3 BlockDiag (136x36,09x9) ,
C(G) =3, r=238. (3.41)

3.7.4. Diskussion des Vergleichs

Nachdem obige Ausdriicke gefunden sind, kann man

Bal (O[l,OZQ = 0,0[3 = 0,0ét,ab = 0,0[»[ = 07)\)7
ﬁag (al = 0,0[2,0&3 = 07Oétuoéb = 07&’( = 07)\)7
Bag (al — 07 Qo = 07 Qasg, O, O = 07 Qp = 07 )‘) (342)

mittels der in [57] angegebenen Formel (33) bestimmen und die entsprechenden Terme
in Abschnitt vergleichen. Der Vergleich fithrt zu einer Diskrepanz beider Ergebnis-
se. Eine genauere Betrachtung der Formel (33) ergab, dass der Term

50 Tr (C(R)*Y YY)

3.4
12r ( 3)
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eigentlich
50 Tr (C(R)*YY?)
12r
lauten muss, da er sonst offene Indices beinhaltet und deswegen die Einsteinsche Sum-
menkonvention nicht angewendet werden kann. Eine Kontaktaufnahme mit den Au-
toren von [57] hat weiterhin ergeben, dass die Terme in Gleichung (33) aus [57]

(3.44)

79> Tr (Y°Y?) Tr (YPY°C(R))
a 12r

GPTr (YV?) Tr (YY) C(S)ea
* 12r

,Symmetrisiert” werden miissen, d. h. sie sollten

(3.45)

1 7¢2Tr (YY" Tr (YPY°C(R)) 7¢*Tr (Y°Y?) Tr (Y*Y°C(R))
2\ 12r B 12r

2 12r 12r

1 T (YY) Tr (YY) C(S)ew  ¢*Tr (YY) Tt (YY) C(S)ca
4 _ (3.46)
lauten.
Mit diesen Termen war der Vergleich mit den in dieser Arbeit vorgestellten [-Funk-
tionen erfolgreich.

3.8. Numerische Analyse

In diesem Abschnitt wollen wir die numerischen Auswirkungen der Drei-Schleifen-
Korrekturen auf das Laufen der Eichkopplungen untersuchen. Dazu betrachten wir
die numerischen Losungen der RGEs der Eichkopplungen zusammen mit den Zwei-
Schleifen-RGEs der drei grofiten Yukawa-Kopplungen und der Zwei-Schleifen-RGE der
Higgs-Selbstwechselwirkung. (Auch die Drei-Schleifen-Korrekturen zu den Yukawa-
Kopplungen der Top- und Bottom-Quarks sind implementiert [56], vgl. Abschnitt B11)
Als Anfangsbedingungen an der elektroschwachen Skala verwenden wir

oS (M) = 0,0169225 + 0,0000039,

o (M) = 0,033735 + 0,000020,

o) (M) = 0,1173 4 0,00069,

oS (M) = 0,07514,

oS (M) = 0,00002064,

oS (My) = 8,077 - 1075, (3.47)

Das sind dieselben Werte, die auch in Kapitel B zum FEinsatz kommen, vgl. zu de-
ren Bestimmung die Herleitung von Gleichung (B5.11]). (Fir ag wurde hier allerdings
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3.8. Numerische Analyse

der Fehler 0,0007 aus [I] zugrunde gelegt.) Angegeben sind auch die experimentellen
Fehler der Eichkopplungen, da wir sie im Folgenden benétigen. Alle angegeben Werte
gelten fiir das volle Standardmodell einschliefilich Top-Quark. Die Analyse in diesem
Abschnitt beriicksichtigt ferner keine Schwellenkorrekturen, sondern verbleibt immer
im vollen Standardmodell.

Wihrend die Groflen in Gleichung (3.47) gemessenen Werten entsprechen, ist die
Messung der Kopplungskonstante der Higgs-Selbstwechselwirkung noch nicht erfolgt.
Das Higgs-Boson ist derzeit schliefSlich noch unentdeckt. Zum Zeitpunkt der Erstellung
dieser Dissertation gab es jedoch einige empirische Indizien, die auf ein Higgs-Boson
der Masse 125 GeV hinweisen [63] [64], [65]. Damit konnen wir die gesuchte Kopplung
mittels der Baumgraphenrelation

NN 1252 GeV?
20° 2. (2.174)" GeV?

~ 0,13, (3.48)

gliltig in der gebrochenen Phase des Standardmodells, abschatzen. Diesen Wert ver-
wenden wir als Anfangsbedingung fir A an der Skala p = My.

Abbildung zeigt die numerische Losung der RGEs im Standardmodell mit der
nun moglichen Drei-Schleifen-Prézision. Zu sehen ist das Laufen der Eichkopplungen
von der elektroschwache Skala bis zur Planckskala. Wenn man in dieses Diagramm die
Losungen der RGEs zur Ein- oder Zwei-Schleifen-Ordnung einzeichnen wiirde, wiren
die Kurven nur schwer auseinanderzuhalten.

Betrachten wir nun Abbildung B3l Die durchgezogenen Kurven sind wieder die Lo-
sungen der Standardmodell-RGEs auf Drei-Schleifen-Niveau. Die gestrichelten Kur-
ven sind ihre Pendants zur Ein-Schleifen-Ordnung. Die Losungen zur Zwei-Schleifen-
Ordnung sind nicht dargestellt, sie wiirden die Drei-Schleifen-Kurven im Wesentlichen
tiberdecken, obwohl wir nur noch einen kleinen Ausschnitt aus Abbildung betrach-
ten.

Um den Unterschied zwischen den Zwei- und Drei-Schleifen-Kurven sichtbar zu ma-
chen, vergroflern wir den betrachteten Diagrammausschnitt weiter. Wir schauen uns
dazu in Abbildung[3.4lden Energiebereich an, in dem sich die beiden elektroschwachen
Eichkopplungen scheinbar vereinigen. Die Kurve der starken Kopplungskonstante ist
hier nicht abgebildet, ihre Diskussion wird erst weiter unten wieder aufgenommen.

Ein von Abbildung 3.4 vermitteltes wichtiges Ergebnis ist, dass die experimentellen
Fehler der elektroschwachen Fichkopplungen von der gleichen Groflenordnung sind wie
die entsprechenden Drei-Schleifen-Korrekturen der RGFEs des Standardmodells.

Dies wird durch die Abbildungen und noch untermauert. In ihnen sind die
Betrige der relativen theoretischen und experimentellen Fehler fiir die elektroschwa-
chen Eichkopplungen in Abhéngigkeit von der betrachteten Renormierungsskala auf-
getragen. Die Betrage der theoretischen Fehler verschwinden bei y = My, da die
Anfangsbedingungen der Standardmodell-RGEs hier festgelegt sind.

Weiterhin machen wir uns ein Bild von der Konvergenz der Korrekturen zu den
RGEs des Standardmodells. Wie in Abbildung B.7] dargestellt, liegt augenscheinlich
ein exzellentes Konvergenzverhalten bei den elektroschwachen Eichkopplungen vor.
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Abbildung 3.2.: Das Laufen der Eichkopplungen auf Drei-Schleifen-Niveau. Die unten
startende, blaue Kurve gehort zu a4, die mittlere, griine Kurve zu as,
die obere, rote Kurve zu as.
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Abbildung 3.3.: Das Laufen der Eichkopplungen im Standardmodell. Die durchgezo-
genen Kurven entsprechen den Losungen der Standardmodell-RGEs

auf Drei-Schleifen-Niveau, die gestrichelten Kurven sind die entspre-
chenden Losungen auf Ein-Schleifen-Niveau.
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Abbildung 3.4.: Das Laufen der Eichkopplungen im Standardmodell. Die durchgezoge-
nen Kurven entsprechen den Losungen der Standardmodell-RGEs auf
Drei-Schleifen-Niveau, die gestrichelten Kurven sind die entsprechen-
den Losungen auf Zwei-Schleifen-Niveau. Die Bénder um die Drei-
Schleifen-Kurven veranschaulichen den experimentellen Fehler der je-
weiligen Eichkopplung.

o7
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Abbildung 3.5.: Vergleich der (Betriage der) relativen theoretischen und experimentel-
len Fehler auf die Eichkopplung a; in Abhéngigkeit von der Renor-
mierungsskala. Der theoretische Fehler wird durch die durchgezogenen
Kurve veranschaulicht, der experimentelle durch die gestrichelte.
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Abbildung 3.6.: Vergleich der (Betrdge der) relativen theoretischen und experimentel-
len Fehler auf die Eichkopplung as in Abhéngigkeit von der Renor-
mierungsskala. Der theoretische Fehler wird durch die durchgezogenen
Kurve veranschaulicht, der experimentelle durch die gestrichelte.
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Abbildung 3.7.: Das Laufen der Eichkopplungen im Standardmodell. Die durchgezo-
genen Kurven entsprechen den Losungen der Standardmodell-RGEs
auf Drei-Schleifen-Niveau, die gestrichelten Kurven sind die entspre-
chenden Losungen auf Zwei-Schleifen-Niveau, die gepunkteten Kurven
veranschaulichen die Losungen der Standardmodell-RGEs auf Ein-
Schleifen-Niveau. Die Bander um die Drei-Schleifen-Kurven sind die
experimentellen Fehler der Eichkopplungen.

Anhand dieses Schaubildes kann man die Relevanz der Bestimmung der Drei-Schleifen-
RGEs der Eichkopplungen auch wie folgt begriinden: Schatzt man den alten theoreti-
schen Fehler fiir das Laufen der elektroschwachen Eichkopplungen durch den Abstand
der Ein- und der Zwei-Schleifen-Kurven ab, so war dieser offenbar wesentlich grofer
als der experimentelle Fehler!

Betrachten wir nun die starken Wechselwirkung. Der experimentelle Fehler der
QCD-Eichkopplung ist viel grofler als der Effekt der Drei-Schleifen-Korrekturen auf
die RGEs. Das ist nicht sonderlich iiberraschend, da der relative experimentelle Fehler
dieser Eichkopplung vergleichsweise grofi ausféllt. Der Vergleich der relativen theo-
retischen und experimentellen Fehler auf die QCD-Eichkopplung kann deswegen nur
bei Verwendung einer logarithmischen Ordinatenachse graphisch dargestellt werden,
s. Abbildung Wir sehen, dass die experimentelle Unsicherheit durchweg zwei Gro-
Benordnungen iiber der theoretischen Unsicherheit liegt. Eine Eigenschaft der zum
relativen theoretischen Fehler gehorigen Kurve kann tibrigens gegebenenfalls von In-
teresse sein: Die Kurve hat ein Maximum bei etwa 10° GeV.

Was das Konvergenzverhalten betrifft, machen die Korrekturen zu den Standard-
modell-RGEs auch bei der starken Wechselwirkung einen guten Eindruck, wie Abbil-
dung vermittelt.
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Abbildung 3.8.: Vergleich der relativen theoretischen und experimentellen Fehler auf
die Eichkopplung a3 in Abhéngigkeit von der Renormierungsskala.
Der theoretische Fehler wird durch die durchgezogenen Kurve veran-
schaulicht, der experimentelle durch die gestrichelte.

Nach obigen Analysen, die mit Hilfe von Schaubildern durchgefiihrt wurden, wollen
wir uns zum Schluss noch einmal den analytischen Ergebnissen zuwenden. Wie wir
gesehen haben, spielen die Drei-Schleifen-Korrekturen fiir die RGEs des Standardmo-
dells nur fiir die beiden elektroschwachen Kopplungen eine Rolld]. Da die numerische
Auswirkung auch bei diesen nicht besonders grof ist, stellt sich die Frage, welche
Drei-Schleifen-Beitrage in den Gleichungen (BI5]) und (8:I6]) im Rahmen einer nume-
rischen Analyse ganz vernachléssigt werden konnen. Eine numerische Untersuchung
zeigt, dass 90% der Drei-Schleifen-Effekte im Falle von f3,, durch die Terme O(afa2)
verursacht werden, im Falle von f3,, sind die Terme O(a3), O(ajas) und O(a3a3) fir
90% der Drei-Schleifen-Korrekturen verantwortlich. Abgesehen vom Term O(aj) sind
diese Terme alle im Rahmen dieser Arbeit erstmalig berechnet worden.

4Das gilt so fiir die numerische Analyse, in anderen Fillen kénnen sie durchaus interessant sein, wie
z.B. bei der konsistenten Zwei-Schleifen-Entkopplung von Eichkopplungen.

60



3.8. Numerische Analyse

104

10-6L |M |

1078;

Aoz3

10—10 L

é 1‘0 1‘5
l0g;4(1/GeV)

Abbildung 3.9.: Die gestrichelte Kurve ist die betragsméflige Differenz zwischen g, er-
mittelt mit den Ein-Schleifen-RGEs, und ag, ermittelt mit den Zwei-
Schleifen-RGEs. Die durchgezogene Kurve veranschaulicht analog den
Vergleich zwischen den Zwei- und den Drei-Schleifen-RGEs. Die Null-
stellen bei p = My tauchen auf, da dort die Anfangsbedingungen fiir
das Losen der Standardmodell-RGEs gegeben sind.
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4. MSSM-Schwellenkorrekturen
einschlieBlich elektroschwacher
Effekte

Schwellenkorrekturen, die das Standardmodell mit dem MSSM verbinden, sind teil-
weise schon auf Zwei-Schleifen-Niveau bekannt. Im Rahmen der supersymmetrischen
QCD (SQCD), das ist der stark wechselwirkende Teil des MSSMs, sind Schwellenkor-
rekturen fiir die starke Kopplungskonstante [66, [67], fir die Bottom-Quark-Masse [68]
67] und fir die Top-Quark-Masse [69] zur Zwei-Schleifen-Ordnung bekannt. Fir die
Bottom-Quark- und die Tauon-Masse sind zu dieser Ordnung auch Korrekturen be-
kannt, in die Yukawa-Kopplungskonstanten eingehen [70)].

Es zeigt sich, dass die Beitrage von Yukawa-Kopplungen, je nach Massenspektrum
des MSSMs, dhnlich grof3 sein konnen, wie die Beitrage, die allein auf die starke Wech-
selwirkung zuriickzufithren sind. Allerdings fithrt die Beriicksichtigung von Yukawa-
Kopplungen zu Komplikationen in der Berechnung der Schwellenkorrekturen. In die-
sem kurzen Kapitel wird der Versuch einer Berechnung der Schwellenkorrektur der
starken Kopplungskonstante unter Berticksichtigung von Yukawa-Kopplungen vorge-
stellt.

Diese Berechnung wurde vor der Erstellung von FeynArtsToQ2E durchgefiihrt. Das
heiflt, dass die benotigten Feynmanregeln manuell in die im vorhergehenden Kapitel
vorgestellte Programmkette zur Berechnung von stérungstheoretischen Prozessen im-
plementiert werden mussten. Wahrend die SQCD schon implementiert gewesen war,
mussten alle Vertices mit grofien Yukawa-Kopplungen eingegeben werden. Die ver-
wendeten Vertices, samt verwendeter Notation, finden sich in [71]. Implementiert
wurden alle Terme, die proportional zu Yukawa-Kopplungen des Bottom- und Top-
Quarks sind. Ebenfalls implementiert wurden die entsprechenden trilinearen Kopp-
lungen. Diese koppeln Squarks an Higgsfelder und brechen die Supersymmetrie sanft.
Zusatzlich mussten auch noch Vertices implementiert werden, die keine Yukawa-Kopp-
lungen beinhalten, in denen aber schwere Eichbosonen auftreten. Der longitudinale
Teil des Propagators dieser Eichbosonen kann bei der Berechnung eines entsprechen-
den Feynmandiagramms zu Beitragen fithren, die eine Form haben, als stammten sie
aus einem Diagramm mit Yukawa-Kopplungen. Wenn man diese Beitrage der schweren
Eichbosonen vernachléassigt, kann das zu Endergebnissen fithren, die falschlicherweise
eichparameterabhéngig sind.

! Eine aktuelle Version dieser Veroffentlichung findet man unter
http://www.fuw.edu.pl/ rosiek/physics/prd41.html
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Die Wahl der Eichung wurde auch an [71] angelehnt (vgl. den fiinften Abschnitt
n [71]). Jedoch wurden hier anstatt einem drei Eichparameter verwendet. Der fiir die
folgende Diskussion wesentliche Teil der Eichfixierungs-Lagrangedichte lautet

1 2 ]_ 2 ]. —
; ; = —— H e - H — /J'M/+ /JIM/'
EElchﬁxlerung 2§ (a GH) 252 (8 Z“> 2§ (8 1 ) (8 " )
—%ézMﬁ (G°)° — EwM2,GTG™ + ... (4.1)

Um die eingegebenen Vertices zu verifizieren, wurden einige Ein-Schleifen-Prozesse
aus [72] nachgerechnet. Dabei stellte sich eine Diskrepanz bei der Berechnung des Ein-
Schleifen-Counterterms zur Gluinomasse ein. Eine Kontaktaufnahme mit den Autoren
von [72] ergab, dass Gleichung (D.44) in [72] wohl eigentlich

2 2
Zg(p2) 93 {—mg (15+91n Q ) +ZZm§Bl (mg, mg,)
q =1

2
~ 1672 mge
—> " mgsag, [Bo(mg, mg) — Bo(my, qu)]} (4.2)

q

lauten miisste, wobei das Vorzeichen vor dem letzten Summenzeichen gedreht wurde.
Damit war die Diskrepanz behoben.

Nun kommen wir zu Berechnung der Schwellenkorrektur der starken Kopplungs-
konstante an sich. Das entsprechende Verfahren wird ausfiihrlich in [I5] erlautert. Die
zugehorige Entkopplungskonstante ist durch

ZMSSM,W{ ~(0)
g3 1 (43)

5),DR -
2" GO

gegeben. Auf der rechten Seite findet man die Renormierungskonstanten der starken
Kopplungskonstanten im MSSM und in der gewahlten effektiven Theorie. Die effektive
Theorie ist hier die QCD mit fiinf Quarks — alle schweren supersymmetrischen Teil-
chen, alle Higgs-Bosonen und das Top-Quarks sind ausintegriert. Auflerdem tauchen
die unrenormierten Entkopplungskonstanten des Geist-Geist-Gluon-Vertices ((\”), der
Geisterfelder (5§0)> und der Gluonfelder (C?EO)) auf. Auf Zwei-Schleifen-Niveau tragen
nur zu letzterer Entkopplungskonstante Diagramme bei, die zu Yukawa-Termen fiih-
ren. Einige interessante Diagramme, die fir die Auswertung von Céo) betrachtet werden,
sind in Abbildung .1l dargestellt. Allen dort abgebildeten Diagrammen ist gemeinsam,
dass ihre entsprechende Amplitude entweder &y oder &5 enthélt. Wenn man tiber alle
derartigen Diagramme summiert, muss die Eichparameterabhangigkeit verschwinden,
was tatsdchlich der Fall ist. Dies ist ein wertvoller Check der neu implementierten
Vertices, da die Eichparameterunabhéingigkeit des Endergebnisses nichttriviale Um-
formungen bei der Addition von unterschiedlichsten Diagrammen erfordert.

CgS =
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Abbildung 4.1.: Einige Diagramme, die zur Entkopplungskonstante der Gluonfelder
beitragen. Durchgezogene Linien stehen fiir Quarks, gepunktete fiir
Squarks, gewellte Linien fiir W- und Z-Bosonen, gestrichelte Linien
fiir Goldstonebosonen. Die dufleren Linien sind Gluonen.

Eine wichtige Beobachtung in diesem Zusammenhang ist, dass sich die Diagramme,
die entweder &y oder £ beinhalten, sogar wvollstindig Weghebe. Kein eichparame-
terunabhéngiger Rest bleibt iiber, die Summe der Diagramme ist exakt Null.

An dieser Stelle zeichnet sich nun das Problem ab, dass fiir die Berechnung der
Schwellenkorrektur der starken Kopplungskonstanten bisher noch ungelost ist. Wie
wir festgestellt haben, tragen alle Diagramme mit longitudinalen Eichbosonen und
alle Diagramme mit Goldstonebosonen in Summe nicht zur betrachteten Schwellen-
korrektur bei. Damit fithren diese Diagramme auch zu keinen Divergenzen in C?EO).
Wenn man jedoch die Renormierungskonstante Z;gSSM’DR berechnet, wiirde man nicht
erwarten, dass die Goldstonebosonen sich hier qualitativ anders als die Higgsbosonen
verhalten. Man wiirde erwarten, dass die Goldstonebosonen zu dhnlichen Poltermen
wie die Higgsbosonen fithren. Immerhin kénnte man Z%SSMDR in der ungebrochenen
Phase des MSSMs bestimmen, in der man nicht zwischen Goldstone- und Higgsbo-
sonen unterscheidet. Wenn also die Goldstonebosonen in Q?EO) zu keinen Divergenzen
fiihren, wéihrend sie dies in Z%SSMW{ tun, diirften sich in Gleichung (3] nicht alle
Divergenzen wegheben. Wenn man das explizit iiberpriift, indem man etwa Z%SSM’DR
aus [73] entnimmt, ist dies tatsiachlich der Fall, das Endergebnis ist divergent!

Da die Entkopplungskonstante der starken Kopplungskonstante nicht wirklich di-
vergent sein kann, fiihrt das zu folgenden Moglichkeiten:

2Das gilt mit der Einschrinkung, dass Diagramme, die entweder den longitudinalen oder den trans-
versalen Teil des Propagators der schweren Eichbosonen beinhalten, als unterschiedliche Diagram-
me angesehen werden.
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1. Die Berechnung der Entkopplungskonstanten ist fehlerhaft, da die neu implemen-
tierten Vertices noch Fehler beinhalten. Dagegen spricht, dass einige Checks der Ver-
tices erfolgreich absolviert wurden. Auflerdem wére es beim Vorliegen von fehlerhaften
Vertices tiberraschend, dass die Entkopplungskonstante dann immer noch als eichpa-
rameterunabhéngig herauskommt. Wie schon erwahnt, heben sich die entsprechenden
Terme namlich auf eine relativ nichttriviale Weise gegenseitig auf. Nichtsdestotrotz be-
steht diese Moglichkeit aber. Eine Rechnung mit automatisch erstellen Vertices mittels
FeynArtsToQ2E konnte im Falle von fehlerhaften Vertices weiterhelfen.

2. Eine andere Moglichkeit besteht darin, dass Z%SSM’DR hier nicht aus [73] entnom-
men werden darf, da etwa die gewéhlte Eichfixierung sich dort entscheidend von der
hier verwendeten unterscheidet. In diesem Falle miisste Z}){*M PR eigens fir die hier
betrachtete Situation berechnet werden. Ein erster Schritt in diese Richtung ist be-
reits durchgefithrt worden. Mittels der MINCER-Routinen wurde Z%SSM’DR mit den
hier verwendeten Vertices berechnet. Dabei wurden alle Diagramme mit longitudina-
len Eichbosonen und Goldstonebosonen vernachlassigt, was erlaubt ist, da wir bereits
wissen dass sie zur Schwellenkorrektur nicht beitragen und deswegen hier auch nicht
beitragen konnen. Das so gewonnene Resultat unterscheidet sich tatsachlich von der
Renormierungskonstante aus [73] und fithrt zu einer endlichen Entkopplungskonstante.
Es lautet

MSSM,DR __ as 1 3 ag\? [ 127 22
ng _1+EE {QngT—§CA}+<E> {6—2 gCA—gngCAT—F(STLgT

1 3
+E {_50‘2* + 2ngCAT + 4ngCFT] }

az oy [3,., . agap |3 9
+ yyy {4Tsm (B) QT} + pyy {4Tcos (B) QT} . (4.4)
Die Parameter T' = %, Cx = n., Cr = (n2 — 1)/(2n,) sind Farbfaktoren die mit der
betrachteten Eichgruppe SU(n.) variieren. Im Falle der QCD gilt (selbstverstandlich)
n. = 3. In der Gleichung (£4) taucht auBerdem der Winkel 5 auf. Seine Definition
ist in Gleichung (5.20) zu finden. Er tritt hier auf, da dieser Winkel die Mischung
der Goldstonebosonfelder mit ,echten“ Higgsfeldern parametrisiert. Wenn man die
Summanden, die 3 enthalten, weglasst, erhalt man das Ergebnis aus [73]. Wie bereits
gesagt, erhdlt man mit der Renormierungskonstante aus Gleichung (£4]) ein endli-
ches und parameterunabhéngiges Ergebnis. Allerdings ist damit noch nicht klar, ob
dieses Ergebnis korrekt ist, da das Auftauchen eines Mischungswinkels in Z)[35MPR
unerwartet ist.
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5. Eichkopplungsvereinigung im
MSSM auf Drei-Schleifen-Niveau

Einer der gewichtigsten Griinde, weshalb das MSSM und ahnliche supersymmetrische
Erweiterungen des Standardmodells als aussichtsreiche Kandidaten zur Beschreibung
der Physik jenseits der elektroschwachen Skala gelten, ist die ,scheinbare Eichkopp-
lungsvereinigung® im Rahmen dieser Modelle. Darunter versteht man die Beobach-
tung, dass die drei Eichkopplungen des Standardmodells, aufgetragen iiber der Renor-
mierungsskala, sich bei einer grofien Skala sehr nahe kommen.

Diese scheinbare Eichkopplungsvereinigung ist aber die wichtigste Voraussage der
,Groflen Vereinheitlichten Theorien® (GUTs). Diese nehmen an, dass alle Phanome-
ne der Teilchenphysik durch eine Lagrangedichte beschrieben werden kénnen, die nur
eine Eichkopplung beinhaltet. Das Auftreten dreier Eichkopplungen bei den derzeit
experimentell zugénglichen Skalen lieffe sich unter der Annahme erkldren, dass die
jeweils betrachtete GUT bei einer hohen Energieskala spontan gebrochen wére, die
derzeit noch experimentell unzuganglich ist. Die spontane Brechung wiirde die Bre-
chung der Eichgruppe der GUT unterhalb dieser Skala implizieren, die verbleibende
Eichsymmetrie ware die des Standardmodells.

Eine wichtige Probe, ob GUTs tatsachlich erfolgreiche Theorien der Teilchenphysik
sein konnen, besteht daher darin, die Eichkopplungen des Standardmodells experi-
mentell zu bestimmen und dann mittels der zugehorigen RGEs laufen zu lassen. Wenn
sich die Eichkopplungen an keiner Skala vereinigen, kann man die Hypothese, dass
eine GUT vorliegt, verwerfen. Unter der Annahme, dass das Standardmodell bis zur
Brechungsskala der GUT giiltig ist, scheitert dieser Test augenscheinlich [74], s.a. Ab-
bildung B2l Unter der Annahme, dass das Standardmodell bei einer Skala von etwa
1 TeV durch das MSSM abgelost wird, ist das Resultat dieses Tests vielversprechender.
Das wurde erstmals in [75], [76, [77] festgestellt.

Ein Wort zur storungstheoretischen Prézision. Ein-Schleifen-Analysen wéren nur
relativ qualitative Analysen. Sie fiihren zu schwer abschitzbaren und zudem rela-
tiv groflen theoretischen Fehlern. Sie haben aber noch einen graviererenden Mangel:
die Nichtberticksichtigung von Schwellenkorrekturen. Berechnet man das Laufen der
Kopplungen néamlich in einem massenlosen Renormierungsschem, wiirde man ohne-
hin nicht erwarten, dass sich die Kurven der Eichkopplungen irgendwo exakt treffen —
selbst wenn eine Grofle Vereinheitlichte Theorie vorliegt. Der Grund liegt darin, dass
an der Skala, an der die GUT gebrochen ist, erst noch die Schwellenkorrekturen in die

!Ein physikalisches, d. h. nicht-masseloses Schema kommt in der Regel nicht in Frage, da die Rech-
nungen dann wesentlich aufwendiger werden.

67



5. Eichkopplungsvereinigung im MSSM auf Drei-Schleifen-Niveau

dort berechneten Werte der Eichkopplungen einfliefen miissen. Erst die so korrigierten
Werte miissen in einer GUT iibereinstimmen. In Ein-Schleifen-Analysen werden diese
Effekte aber tiblicherweise vernachlassigt, da man normalerweise N-Schleifen-RGEs
mit (N — 1)-Scheifen-Schwellenkorrekturen verbindet. In diesem Falle sind die theore-
tischen Fehler beider Beitrage nédmlich von der selben Groflenordnung, vgl. Unterab-
schnitt 8.5.2 in [78]. Wenn sich die Eichkopplungen aber nicht exakt treffen miissen,
muss man einen maximalen Abstand definieren, in dem sich die Eichkopplungen bei
ihrer groffiten Anndherung befinden diirfen. Wird der maximale Abstand tiberschritten,
spricht das gegen das Vorliegen einer GUT und umgekehrt. Eine verniinftige Abschét-
zung dieses maximalen Abstandes lduft jedoch darauf hinaus, die maximal erwartete
Grofle von Schwellenkorrekturen abzuschéatzen.

Diese Abschatzungen kénnen vermieden werden, indem man Schwellenkorrekturen
in die Analyse miteinbezieht, was normalerweise mit der Verwendung von RGEs hohe-
rer Ordnung einhergeht. Das Finbeziehen der Schwellenkorrekturen fiihrt tibrigens zu
einer weiteren entscheidenden Verbesserung der Analyse. Da die Schwellenkorrekturen
namlich von den Massen der GUTs abhingen und sie schliellich so gewahlt werden
miussen, dass die drei Eichkopplungen in der GUT exakt gleich grofl sind, versetzt
einen das in die Lage, GUT-Massen vorhersagen zu konnen.

Seit den ersten Analysen gab es einige Analysen, in denen Korrekturen immer ho-
herer Ordnung mitgenommen wurden [79, 80, 81]. Seit der Veroffentlichung dieser Er-
gebnisse ist die Prézision mancher Komponenten der Analyse noch weiter gesteigert
worden. Ziel der in diesem Kapitel vorgestellten Ergebnisse ist es, alle Komponenten zu
grofiter bekannter Prézision zu verwenden, um die Analyse so auf den neuesten Stand
zu bringen. Im Folgenden wird genau geschildert, welche Komponenten mit welcher
Prézision verwendet wurden, wie die Komponenten verkniipft wurden, und welche
physikalischen Folgerungen daraus gezogen werden konnten. Wahrend die Routine,
in der die im Folgenden beschriebene Analyse implementiert wurde relativ leicht an
unterschiedlichste GUTs adaptiert werden kann, liegt der Fokus hier auf zwei spezielle
GUTs: der minimalen SUSY-SU(5) [82, 83] und der ,GUT des fehlenden Dubletts*
(MDM) [84], 85].

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass die hier vorgestellten Ergebnisse dhnlich in
der Veroffentlichung [86] von Waldemar Martens, Luminita Mihaila, Jens Salomon und
Matthias Steinhauser und in der Dissertation von Waldemar Martens [87] publiziert
wurden. Neu ist hier die Beriicksichtigung der in Kapitel Bl vorgestellten Drei-Schleifen-
RGESs des Standardmodells. AuBlerdem wurden die benétigten experimentellen Gréfien
aktualisiert. Der Einfluss dieser beiden Verdanderungen der in [86] vorgestellten Analyse
wird am Ende von Abschnitt B.11] kommentiert.
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5.1. Benotigte experimentelle GroBen

Die nédchsten Abschnitte schildern, wie man ausgehend von empirisch bestimmten
Groflen des Standardmodells die Werte der Eichkopplungen an der Brechungsskala
der betrachteten GUT voraussagen kann.

Die relevanten empirischen Groflen des Standardmodells sind zunéchst mal dieje-
nigen MeBgroflen, die direkt zu den Eichkopplungen korrespondieren. Konkret sind
das die Feinstrukturkonstante der QED im Thomson-Limes [88], der elektroschwa-
che Mischungswinkel im MS-Schema an der Skala des Z°-Bosons [88] und die Kopp-
lungskonstante der starken Wechselwirkung an der gleichen Skala, ebenfalls im MS-
Renormierungsschema [1]. Die Messwerte lauten

a = 1/(137,035999679),
sin (9<5 ) — 0,23116 + 0,00013,
( 2) = 0,1184 + 0,0020, (5.1)

Der Index ® weiit darauf hin, dass die entsprechende Grofe in der effektiven Theorie
mit entkoppeltem Top-Quark angegeben ist. Der Index (53) weiBt darauf ebenfalls hin,
allerdings ist hier das Top-Quark nur teilweise entkoppelt. Eine vollstandige Entkopp-
lung ist beim elektroschwachen Mischungswinkel problematisch, da dass die SU(2)-
Symmetrie bricht (das Bottom-Quark verbliebe in der effektiven Theorie, damit hétte
man in der effektiven Theorie ein zerstiickeltes SU(2)-Dublett.) Im Einzelnen ist diese
teilweise Entkopplung so definiert, dass die a/ln(m/Myz)-Terme von der Photon-Z-
Mischung entkoppelt werden. Néaheres hierzu findet sich in [89] und in [90].

Hier und im Folgenden werden die experimentellen Fehler iibrigens nur angegeben,
sofern sie fiir die weiteren Analyse relevant sind. Die Feinstrukturkonstante ist bei-
spielsweise so genau bekannt, dass ihr Fehler hier einen vernachlassigbaren Einfluss
hat.

Ein Wort noch zum experimentellen Fehler der starken Kopplungskonstante: Obwohl
der Fehler in [I] mit lediglich 0,0007 angegeben ist, wird in den folgenden Analysen
der konservativere Fehler 0,0020 verwendet, sofern nicht anders vermerkt.

Die RGEs der Eichkopplungen im Standardmodell sind mit den RGEs der Yukawa-
Kopplungen sowie mit der RGE der Higgs-Selbstwechselwirkung gekoppelt. Die Effekte
der Yukawa-Kopplungen wurden beriicksichtigt, wobei nur die drei grofiten Yukawa-
Kopplungen des Standardmodells mitgenommen wurden. Die zugehorigen empirischen
Werte sind die Polmassen des Top- Quarksg 91] und des Tauons [88] sowie die laufende

2Eigentlich handelt es sich bei der gemessenen Masse des Top-Quarks um eine kinematisch ermit-
telte Masse. Es ist iiblich, die Polmasse des Top-Quarks ndherungsweise mit diesem Wert zu
identifizieren.
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Masse des Bottom-Quarks [92, [93]. Thre Messwerte lauten

moS = 1,77682 GeV,
m&MS (1) = 4,163 GeV,
mS = 173,2 GeV. (5.2)

Zur Higgs-Selbstwechselwirkung: Man kann nicht wie in Abschnitt 3.8 vorgehen
und den dort angegebenen Wert als Abschétzung verwenden. Die im dortigen Ab-
schnitt angegebene Baumgraphenrelation zur Abschétzung der Kopplungskonstanten
der Higgs-Selbstwechselwirkung ist nur im Standardmodell giiltig; im MSSM ist die
Higgs-Selbstwechselwirkung kein unabhéngiger Parameter. Da die Higgs-Selbstwech-
selwirkung obendrein nur einen vernachlassighbaren Einfluss auf die hier vorgestellte
Analyse hat, wurde sie hier daher auf Null gesetzt.

Die Liste der benotigten experimentellen Gréflen wird durch die Polmassen der W-
und Z-Bosonen sowie der Fermikonstante vervollstdndigt (alle aus [88]). Die entspre-
chenden Werte sind

My = 80,399 GeV,
My, = 91,1876 GeV,
Gr = 1,16637 - 107° GeV?. (5.3)

5.2. Fiur das Laufen im Standardmodell benétigte
GrofBBen

Die im letzten Abschnitt aufgefithrten Grofien konnen noch nicht als Anfangswerte
fir die RGEs des Standardmodells benutzt werden. Sie miissen dazu nédmlich alle an
der Skala My im MS-Schema vorliegen. AuBerdem muss die Entkopplung des Top-
Quarks bei den entsprechenden Grofien noch riickgangig gemacht werden. Zudem sind
die Massen des Top-Quarks, des Bottom-Quarks und Tauons noch in die zugehorigen
Yukawa-Kopplungen umzuwandeln.

Betrachten wir zunéichst die Feinstrukturkonstante der QED. Der erste Schritt be-
steht in der Anwendung der Formel [89]

(0%

L= AO‘S}Z - Aa}(lz)d — A — (Aa(5)7M78 _ Aa(5),os)

top

a®MS (f,) = . (5.4)

Die in der Gleichung auftretenden Korrekturen befinden sich in [94] [95] 96, [88]. Thre
Werte belaufen sich auf

Aot = 0,031497686,
Aal?) = 0,02759 + 0,00015,
Aal® = —0,000070 (5.5)

top T
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bzw.
— 2
Aq®IS _ Ay (08 _ & <@ R %)
~ 0,0072. (5.6)

Nun muss noch die Entkopplung des Top-Quarks riickgéngig gemacht werden [89], was
auch beim elektroschwachen Mischungswinkel noch gemacht werden muss [88]. Es gilt

_ _ 4 o5)MS M2 g5)7M_S (5),MS
o OMS — ((5)MS {1 +-2 In—2 | 1+ c + 2
Mg, s 3T

P o M 1500 5.1
n—t _— — )
s M2 4 & ’

wobei hier alle Groflen bei y = My ausgewertet werden.

Nun betrachten wir die Eichkopplung der starken Wechselwirkung, die Top- und
Bottom-Quark-Masse und die Masse des Tauons. Bei der Eichkopplung der starken
Wechselwirkung und bei der Bottom-Quark-Masse muss die Entkopplung des Top-
Quarks riickgdngig gemacht werden. Die Bottom-Quark-Masse muss auflerdem noch
an der Skala p = My ausgewertet werten. Die Top-Quark- und die Tau-Masse miissen
ins MS-Schema umgerechnet werden.

All diese Aufgaben leistet das Programm RunDed? [97]. Es fithrt den Wechsel des
Renormierungsschemas sowie die Entkopplungen auf Drei-Schleifen-Niveau durch. Das
Laufen ist sogar auf Vier-Schleifen-Niveau implementiert. In RunDec sind allerdings
nur QCD-Korrekturen implementiert.

Nun liegen die drei zu den Eichkopplungen des Standardmodells korrespondierenden
GroBen im MS-Schema, an der Skala des Z-Bosons, im vollen Standardmodell mit
Top-Quark vor. Um die tatsdchlichen Anfangswerte fiir die Eichkopplungs-RGEs des
Standardmodells zu erhalten, miissen die Beziehungen

(68 (My) = 5 a©MS (Ar,)
1 3 cos? (9(6) MS (MZ)) 5
— (6),MS M.
o™ (1) — o (M) (5.35)

3Bis auf den Schemenwechsel fiir die Tau-Masse. Hier setzen wir einfach m9S = mMS (M), die
Korrekturen hierzu spielen keine grofie Rolle und wurden vernachléssigt.
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ausgenutzt werden. Der Faktor g entspricht der SU(5)-Normierung von «;. Die starke
Eichkopplung ist fiir die RGEs schon ,einsatzbereit .

Um auch die Effekte der Yukawa-Kopplungen im Laufen der Eichkopplungs-RGEs
berticksichtigen zu konnen, muss aus den in Gleichung (5.2)) angegebenen Massen noch
der Vakuumerwartungswert v an der Skala u = My extrahiert werden. Das geschieht
iiber die Formel, die Yukawa-Kopplungen und Massen verkniift,

2
(6).M5
©) 75 (e (142))
t/b/T (Mz) = 2"
2 (vOMS (My))

(5.9)

Die Berechnung des Vakuumerwartungswertes erfolgt mittels Gleichung (D.17) in [72].
Es gilt

2 — . (5.10)
2017 (M) + 0 (M)
Die Selbstenergie des Z-Bosons IT%, im MSSM findet man in Gleichung (D.4) von [72]
zur Ein-Schleifen-Ordnung. Hier benétigen wir nur die Terme, die auch im Standard-
modell auftreten, was durch den Index ) an der Selbstenergie verdeutlicht wird.
Nachdem alle in diesem Abschnitt beschriebenen Korrekturen vorgenommen wur-

den, lauten die Startwerte

Vi > 1 MZ+Rell[) (M
(v(ﬁ)’MS(MZ)> = 2+ Relly ;" (My)

MS (M) = 0,0169225 + 0,0000039,
)5 (My) = 0,033735 + 0,000020,

MS (My) = 0,1173 £ 0,0020,
(Mz)
(Mz) =
(Mz) =

MS

oS (M) = 0,07514,
oS (M) = 0,00002064,
oS (M) = 8,077 - 107°. (5.11)

Auch die Effekte der fortgepflanzten experimentellen Fehler sind hier fiir die Eich-
kopplungen angegeben, da diese fiir die numerische Analyse weiter unten Verwendung
finden.

5.3. Korrektur des elektroschwachen Mischungswinkels

Damit sind wir scheinbar bereit, die RGEs des Standardmodells zu 16sen. Ein Detail
ist aber vorher noch zu beachten. Der bis hierher verwendete elektroschwache Mi-
schungswinkel wurde aus dem Experiment extrahiert unter der Annahme, dass das
Standardmodell auch bei Skalen deutlich diber der elektroschwachen Skala giiltig ist!
Zumindest bei der Prézision, die in der hier vorgestellten Analyse angestrebt wurde,
musste dieser Mangel noch korrigiert werden.
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Die benctigte Korrektur ist durch
sin? (9<6>’M787k°mgieft (MZ)> — (1 — A+ Ca — gag) sin? (e@m (MZ)> (5.12)

gegeben. Der Beitrag Al%f [98] verkntipft den experimentell bestimmten elektroschwa-
chen Mischungswinkel im Standardmodell mit demjenigen im MSSM. Falls wir aus-
schlieBlich diese Korrektur in obiger Gleichung mitnehmen wiirden, hatten wir nun den
elektroschwachen Mischungswinkel, unter der Annahme, dass das MSSM eine giiltige
Theorie ist, in der effektiven Theorie des MSSMs. Durch Formeln ausgedriickt gilt
also

sin? (eMSSMﬁ‘ (MZ)> — (1 - Ai%f) sin? (9<6%M_S (MZ)> . (5.13)

Was wir benotigen, ist aber der elektroschwache Mischungswinkel, unter der Annahme,
dass das MSSM eine giiltige Theorie ist, in der effektiven Theorie des Standardmodells.
Um dahin zu gelangen, miissen die schweren supersymmetrischen Teilchen entkoppelt
werden. Dies bewerkstelligen die anderen Korrekturterme in Gleichung (5.12)). Sie sind
iiber qStandardmodell _ ¢ (MSSM ypq qStandardmodell — ¢ (MSSM (ofiniert [99] [72]. Sie
spielen auch in Abschnitt eine Rolle und werden dort ausfithrlicher diskutiert.

Im Ubrigen miisste man fiir die Anwendung obiger Korrekturen den elektroschwa-
chen Mischungswinkel eigentlich erst ins DR-Schema umwandeln sowie nach dem letz-
ten Schritt wieder zuriick ins MS-Schema. Man kann jedoch zeigen, dass sich diese
beiden Schritte auf Ein-Schleifen-Niveau in Gleichung (5.12]) herausheben. Und die
darin vorkommenden Korrekturen sind tatsachlich nur auf Ein-Schleifen-Niveau gege-
ben.

Hier bietet sich noch eine weitere Bemerkung an. Die hier eingefiihrten Korrektu-
ren hingen namlich von den Massen und anderen Parametern des MSSMs ab. Das
gleiche gilt fiir die weiter unten diskutierten Schwellenkorrekturen, die zwischen Stan-
dardmodell und MSSM vermitteln. Da das MSSM noch nicht experimentell verifiziert
wurde, geschweige denn Parameter des MSSMs gemessen wurden, stellen diese Kor-
rekturen also einen blinden Fleck unserer Analyse dar. Wir konnten hier lediglich
versuchen, mogliche Beispielszenarien fiir die Parameter des MSSMs zu untersuchen.
Solche Szenarien werden durch ,,Spektrumsgeneratoren® erzeugt. Wir verwenden hier
den Generator SOFTSUSY [100]. In den numerischen Analysen weiter unten wird
jeweils spezifiziert, welches MSSM-Szenario verwendet wurde.

5.4. Das Laufen der Eichkopplungen im
Standardmodell

Nun steht die Losung der RGEs des Standardmodells an. Die Drei-Schleifen-RGEs
fiir die Eichkopplungen wurden implementiert sowie die Zwei-Schleifen-RGEs fiir die
drei groBten Yukawa-Kopplungen des Standardmodells (einschliefllich bekannter Drei-
Schleifen-Korrekturen [56]). Die Anfangsbedingungen fiir die RGEs sind fir p = My
gegeben.
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Die aus der Losung der RGEs des Standardmodells bestimmten Grofien sind
ozllvg /3 (ususy) und af//lg e (ususy)- Die Skala psusy kann frei gewéhlt werden. An dieser
Skala werden die folgenden Schritte durchgefiihrt, insbesondere die Entkopplung der
schweren MSSM-Teilchen.

5.5. Wechsel der Regularisierung und Entkopplung
schwerer MSSM-Teilchen

Bevor wir zur Losung der RGEs des MSSM schreiten konnen, sind zwei Schritte zu
bewaltigen.

1. Die Eich- und Yukawa-Kopplungen an der Entkopplungsskala sind bis hierher
im MS-Schema bekannt, d.h. sie sind dimensional regularisiert. Diese Regu-
larisierung ist fir Rechnungen im MSSM ungeeignet, sie fithrt zur Brechung
von supersymmetrischen Wardidentitaten. Man regularisiert daher im MSSM
iiblicherweise mittels DRED, dass eng mit DREG verwandt ist, jedoch die su-
persymmetrischen Wardidentitaten intakt ldsst. An dieser Stelle muss daher ein
Wechsel des Regularisierungschemas vollzogen werden.

2. Die Eich- und Yukawa-Kopplungen sind hier in der effektiven Theorie des Stan-
dardmodells gegeben. Sie miissen in die effektive Theorie des MSSMs umgerech-
net werden. Dazu muss die Entkopplung der schweren MSSM-Teilchen riickgéan-
gig gemacht werden.

Fir die elektroschwachen Eichkopplungen sowie fiir die Top- und Tau-Yukawa-Kopp-
lung werden diese Schritte zur Ein-Schleifen-Ordnung durchgefiihrt. Fiir die starke
Eichkopplung sowie fiir die Bottom-Yukawa-Kopplung sind auch die Zwei-Schleifen-
QCD-Korrekturen bekannt und wurden ebenfalls beriicksichtigt.

Bei allen Kopplungen in diesem Abschnitt wird die Renormierungsskala nicht ex-
plizit angegeben. Es gilt in diesem Abschnitt grundsétzlich p = psusy-

5.5.1. Umwandlung der Eichkopplungen
Wechsel des Regularisierungsschemas bei den Eichkopplungen

Fiir die starke Kopplungskonstante lautet die verwendete Formel zum Wechsel des
Regularisierungsschemas [101], [7]

JE— JE— 2 JE—
(nf)7ﬁ (nf)7M78 O[énf),MS CA . <(){§TLf),MS> 11 Oéz(snf),MS aénf) 1

Qs = Qg 1+ 13 — O3 — —CyTng

T 72 T T 8

(5.14)
Die Variablen Cy,Cg, T sind Farbfaktoren, in der QCD gilt C'y = 3,Cf = %, T = %
Die Variable n; steht hier fiir die Anzahl der Quarks in der betrachteten effektiven
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Theorie, hier gilt ny = 6. Weiterhin taucht eine neue Kopplungskonstante auf, die
yevaneszente“ Kopplungskonstante .. Es ist die Kopplung der e-Skalare an Fermionen

im DR-Schema. Thr Wert ist hier a{™ = a§6)’m. Das sieht man so: Im MSSM gilt

fiir alle Renormierungsskalen oM = q; S8M, R da die evaneszente Kopplung im

MSSM durch supersymmetrische Wardidentitaten geschiitzt ist. Weiterhin gilt auf
Baumgraphen-Niveau an der Entkopplungsskala

a‘(gnf) — OZS/ISSM,
aéﬁxﬁ = QMSSM,
a{PMS = o{O-PR. (5.15)

Die ersten beiden Gleichung spiegeln die Tatsache wieder, dass fiir a, und as Ent-
kopplungseffekte erst auf Ein-Schleifen-Niveau auftreten. Die dritte Gleichung ist die
fithrende Ordnung von Gleichung (5.I4]). Zusammen ergeben die drei Formeln auf

Baumgraphen-Niveau o = oz:(f)’MS. Ein Blick in Gleichung (5.I4]) verrdt, dass wir
hier auch keine hohere Préazision bendotigen.

Fir die elektroschwachen Eichkopplungen konnen wir Gleichung (5.14]) mit (offen-
sichtlichen Modifikationen) ebenfalls verwenden. Wir benétigen nur die Ein-Schleifen-
Korrektur; der Farbfaktor Cs verschwindet im Falle der U(1), fiir die SU(2) betrégt
er Cy = 2.

Schwellenkorrekturen der Eichkopplungen

Die Schwellenkorrekturen fiir die elektroschwachen Kopplungen wurden schon in Ab-
schnitt verwendet. Es gilt

o o 6),DR

MSSM,DR _ ~—1 (6),DR __ ol?
« - O’ema o Q(G)vﬁ ’

1 — “——04 (psusy)
o L (6),DR,

QMSSMDPR _ 1, (6)DR _ %2 (5.16)

2  Sag 2 - ,(6).DR ’ ’

2

1-— p 604W (MSUSY)

wobei d, und dg,, in den Gleichungen (3.9) und (3.10) von [99] (fir psusy = Mz) zu
finden sind. Zur Entkopplungskonstante (,_, siehe auch [72].

Die Schwellenkorrektur der starken Kopplungskonstanten mit Zwei-Schleifen-QCD-
Korrekturen findet sich in [67].

5.5.2. Umwandlung der Yukawa-Kopplungen

Die Ausdriicke zum Wechseln der Regularisierung und zum Entkoppeln sind hier fiir die
zu den Yukawa-Kopplungen gehorigen Massen gegeben. Daher miissen die Yukawa-
Kopplungen zunédchst mittels den Gleichungen (5.9) und (5.I0) in die zugehorigen
Massen umgewandelt werden, wobei die Renormierungsskala hier allerdings auf p =
Hsusy gesetzt wird.
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Wechsel des Regularisierungsschemas bei den Massen

Beim Wechsel des Regularisierungsschema werden hier nur QCD-Korrekturen bertick-
sichtigt. Das bedeutet, dass die Tau-Masse hier nicht modifiziert wird. Fiir die Top-
und die Bottom-Quark-Masse verwenden wir

- _ () | () MS 19
mf)nf)yDR :m]gnf)’MS [1 _ Qe —CFf + (% ) —C\Cr

T 4 T 192
(nf)vM_S (nf) (nf) 2
&3 Qe 1 2 3 Qle 3 2 1
- -C —Cp\C} —C —CrT
T 7w (4 F+32AF>+(W><32 Pt ey Crlng ) +
(ng),DR _m(nf),M78 Oéénf) 1

(5.17)

entsprechend der Ordnung zu dem die Schwellenkorrekturen der Massen bekannt
sind [101] [7]. Alle in der Gleichung auftretenden Gréfien wurden bereits weiter oben
eingefiihrt, vgl. den Text nach der Gleichung (5.14).

Augenscheinlich muss hier ny = 6 gesetzt werden, da die Top- und Bottom-Quark-
Masse im vollen Standardmodell gegeben sind. Fiir die Top-Quark-Masse gehen wir
so tatsdchlich vor. Fiir die Bottom-Quark-Masse setzen wir jedoch ng = 5! Der Grund
dafir wird weiter unten genannt. Um die Gleichung (5.I7) fir nf = 5 anwenden zu
konnen, wird vorher das Top-Quark aus der Bottom-Quark-Masse entkoppelt. Dies
wird mit RunDec durchgefiihrt.

Auch in diesen Gleichungen tritt wieder die evaneszente Kopplung o™ auf. Bei
der Top-Quark-Masse geniigt es wieder, die Beziehung ol = a§6)’MS anzuwenden. Bei
der Bottom-Quark-Masse benotigen wir jedoch auch Ein-Schleifen-Korrekturen hierzu,
um den Wechsel des Regularisierungsschemas konsequent auf Zwei-Schleifen-Niveau
durchzufithren. Da uns ag/[SSM’DR an dieser Stelle zur Verfligung steht, konnen wir e
durch Entkopplung der schweren SUSY-Teilchen und des Top-Quarks bestimmen,

a® = (,a}SSMPR, (5.18)
Die Entkopplungskonstante (. findet sich in Gleichung (14) von [67] auf Ein-Schleifen-
Niveau.

Schwellenkorrekturen der Massen

Die Ein-Schleifen-Schwellenkorrekturen fiir die Top-Quark-, die Bottom-Quark- und
fir die Tau-Masse sind einschlielich elektroschwacher Korrekturen bekannt [72]. Im
Falle der Bottom-Quark-Masse sind auch die Zwei-Schleifen-QCD-Korrekturen berech-
net worden [67]. Diese sind explizit jedoch nur fiir den Ubergang von der QCD ohne
das Top-Quark zum MSSM gegeben. Das ist der Grund, warum wir weiter oben aus
der Bottom-Quark-Masse das Top-Quark ausintegriert haben.
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Riickumwandlung der Massen in die Yukawa-Kopplungen

Da nicht die Massen, sondern die zugehorigen Yukawa-Kopplungen die Anfangsbedin-
gungen zum Losen der RGEs des MSSMs darstellen, miissen wir letztere nun noch
bestimmen. Dazu verwenden wir abgewandelte Formen der Gleichung (5.9), ndmlich

MSSM,DR 2
(mt ’ (MSUSY))

MSSM,DR
Q " (psusy) = — ;
t 2m (UMSSM’DR (MSUSY))2 sin® 3
- 2
MSSM,DR
MSSM,DR _ (mb/T <’LLSUSY)>
Qp/ (Hsusy) = — 5 : (5.19)
2m (UMSSM’DR (NSUSY)) cos? 3
Der Winkel 3 ist tiber
tan § = B (5.20)

UVd
gegeben, wobei v, bzw. vq die Vakuumerwartungswerte der Higgsfelder im MSSM sind,
die den Isospin-Up- bzw. Isospin-Down-Fermionen ihre Massen verleihen. Der Winkel
B wird von SOFTSUSY geliefert. Der Vakuumerwartungswert v™MSSMDR (1q6v), fiir
den im Ubrigen v? = v2 + v gilt, wird hier wieder iiber Gleichung (5.I0) bestimmt,
in der diesmal alle Groflen an der Skala p = psusy und im MSSM gegeben sind.

5.6. Das Laufen der Eichkopplungen im MSSM

An dieser Stelle liegen samtliche Eichkopplungen sowie die Yukawa-Kopplungen des
Top-Quarks, des Bottom-Quarks und des Tauons vor. Genauer liegen diese Grofien in
der effektiven Theorie des MSSMs im DR-Schema an der in dieser Analyse frei wihlba-
ren Entkopplungsskala psysy vor. Diese Groflen machen alle bendtigten Anfangswerte
zur Losung der RGEs des MSSM aus. Die MSSM-RGESs fiir alle sechs Kopplungen
sind auf Drei-Schleifen-Niveau bekannt [102, 103, [73] [17].

Das Ergebnis der numerischen Auswertung der MSSM-RGEs sind diese sechs Kopp-
lungen an der Skala p = ugur, genauer

MSSM,DR
@1/2/3/t /b (heur) -

An der Skala pugyr werden wir die Entkopplung der schweren GUT-Teilchen vollziehen.
Die Skala pugur war in der hier vorgestellten Analyse ein variabler Parameter.

5.7. Schwellenkorrekturen an der GUT-Skala

Wie bereits in den ersten Absétzen dieses Kapitels geschildert, gilt selbst beim Vor-
liegen von GUT-Theorien in der Regel

all\/[SSM (tcur) # 0f12w SSM (Hcut) # 0}:24 SSM (haut) # Oéll\ASSM (naur) , (5.21)
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5. Eichkopplungsvereinigung im MSSM auf Drei-Schleifen-Niveau

unabhéngig von der Renormierungsskala ,LLGUTH.
Erst wenn auch die Schwellenkorrekturen der GUT eingerechnet werden, fiihrt das
zur Gleichheit der Eichkopplungen. Beim Vorliegen einer GUT gilt

aUt (1eur) = C;ll (0%3%4 (tcur) s - - s Maur,, Maur,, - - ) Oéll\ASSM (1cur)
= ¢ (@53 (naur) + - - - Maur,, Maur,, - - - ) 05> (naur)

= (;31 (Ozllngil,’v[ (,uGUT) Sy MGUTla MGUTg, .. ) Ozg/[SSM (HGUT) . (522)
Die Entkopplungskonstanten (g, ,, hingen von den drei Eichkopplungen, anderen
Kopplungen wie Yukawa-Kopplungen und den grofien Massen der GUT-Teilchen ab.
Die Massen der GUT-Teilchen sind natiirlich unbekannt, daher kann man sie nicht
einfach in Gleichung (5.22)) einsetzen und tiberpriifen, ob die Gleichung erfullt ist.
Um weiterzukommen, gehen wir nun einfach davon aus, dass Gleichung (5.22) er-
fillt ist. Das heifit, dass wir zugleich davon ausgehen, dass eine GUT vorliegt. Um
die Giltigkeit der Gleichung zu gewéhrleisten, konnen die GUT-Massen offensichtlich
nicht beliebig sein. Vielmehr miissen sie so angepasst werden, dass die Gleichung gilt!
Damit kommen wir jetzt zur Essenz, wie man aus der Kenntnis der Eichkopplungen

all\/g%/[ an der Skala ugyur das mutmaflliche Vorliegen einer GUT untersuchen kann:

1. Zundchst geht man davon aus, dass eine GUT wvorliegt.
2. Daraus folgt, dass Gleichung (5.22) erfillt sein muss.
3. Damit konnen GUT-Massen bestimmt werden.

4. Die so bestimmten GUT-Massen kann man mit anders gewonnen Werten der
GUT-Massen vergleichen. Ein Beispiel wiren GUT-Massen, die mittels unteren
Schranken an die Lebensdauer des Protons ermittelt wurden.

5. Sind diese Werte fiir die GUT-Massen inkompatibel, ist die untersuchte GUT
falsifiziert.

Die Entkopplungskonstanten (,, ,, , héingen natirlich von der konkreten GUT ab, die
man untersuchen mochte. An dieser Stelle der Analyse miissen wir folglich spezifizieren,
iiber welche GUTs wir konkret etwas lernen mochten. Wir beschréinken uns hier, wie
schon in der Einleitung des Kapitels erwihnt, auf zwei GUTs: auf die minimale SUSY-
SU(5) und auf die ,GUT des fehlenden Dubletts*.

Dafiir benotigen wir auch die jeweiligen Ausdriicke der Entkopplungskonstanten
Cajay3- Zur Ein-Schleifen-Ordnung sind diese fiir eine beliebige Eichgruppe bekannt [104]
13), 105, 106].

Im Folgenden werden die Entkopplungskonstanten fiir die beiden néher betrachteten
GUTs angegeben. Dabei werden zugleich einige zentrale Eigenschaften dieser GUTs
skizziert.

4Alle GroBen, die in diesem und allen restlichen Abschnitten dieses Kapitels auftauchen, sind grund-
sétzlich im DR-Schema. Der hochgestellte Index, der dies in den vorherigen Abschnitten explizit
kennzeichnet, wird daher hier und im Folgenden weggelassen.
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5.8. Die minimale SUSY-SU(5)

Wie der Name schon andeutet, hat diese GUT eine vergleichsweise einfache Struktur.
Das Superpotential der minimalen SUSY-SU(5) lautet

W =M; Tt (2%) + A\ T (2%) + Ny HXH + MoHH
. _ 1. ..
+V2Y W, H + SV, (5.23)

Die Fermionfelder ¥; und ¢; mit dem Generationenindex ¢ = 1, 2, 3 sind 10- bzw.
5-dimensionale Darstellungen der SU(5). Die Felder H und H transformieren in den
Darstellung 5 und 5. Das Feld X gehort zur adjungierten Darstellung der SU(5).
Dieses Feld sorgt fiir die spontane Symmetriebrechung der SU(5) zur Eichgruppe des
Standardmodells, sobald es den Vakuumerwartungswert

(¥) = — — Diag(—2, —2, -2, 3, 3) (5.24)

annimmt. Es gilt V = —4v/30M;/(3)\;). Unter den Bedingungen, dass
(H) = (H) < V gilt und dass zugleich die (Baumgraphen-)Feinabstimmungsbedingung

My = —V/3X,V/V/40 (5.25)

erfiillt ist, bleiben die SU(2)-Dubletts innerhalb von H und H bei der Brechung der
minimalen SUSY-SU(5) masselos. Das ist wichtig, da diese Dubletts den beiden SU(2)-
Higgsdubletts des MSSM entsprechen.

Das Massenspektrum der GUT schaut so aus:

5 5
M2 = 2 2V2 M2 — 222
X 129 V ) Hc 24 2V Y
15

ME = Mg ) = M g = 25M{, ) = ﬁ)\f\/? (5.26)

Die Indizes in Klammern kennzeichnen die jeweiligen Darstellungen der SU(3) und
der SU(2). My ist die Masse des SU(3)-Oktetts des Feldes X'. My, ist die Masse der
SU(3)-Tripletts der Felder H und H. Die Massen der schweren Eichbosonen lautet
M. Die SU(5)-Eichkopplung lautet g. Die Beziehung M1y = My ) gilt iibrigens
nur in der ,,renormierbaren minimalen SUSY-SU(5)“ Die folgende Diskussion konzen-
triert sich auf diese. Da jedoch auch die ,nicht-renormierbare minimale SUSY-SU(5)“
von Interesse ist, fiir die die angesprochene Beziehung nur bis auf Korrekturen der
O (1/Mpianck) gilt, wird diese weiter unten auch noch einmal aufgegriffen.
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5. Eichkopplungsvereinigung im MSSM auf Drei-Schleifen-Niveau

Die Schwellenkorrekturen der Eichkopplungen, die hier zum Einsatz kommen, lau-
ten [107, 10§]

GUT [ Q¥BSMV 2 MSSM
« =|1-— A <_6LHC + 1OL)():| oy s
T MSSM
VT = |1 — 2ﬂ_ (—QLE—%6LX)}a¥$”Q
QMSSM
VT = |1 — 34 (~Ly, — 3Ly + 4LX)} atSSM (5.27)
T

wobei L, = In(u?/M%) ist. Die Renormierungsskala aller Kopplungen ist hier unter-
driickt, sie betragt 4 = pgur.
Durch Auflésen dieser Gleichungen nach den GUT-Massen erhélt man

1 1 1 12 MéUT
47T — +3 -2 ):__ln 9
( Q¥SSM(MGUT) OQBSM(MGUT) OQBSM(MGUT) 5 Aﬁ%
1 1 %
47 (5 -3 -2 = —24n —SUT_
( oM (Lgur) adSM (Laur) &y%MOKMﬂ) M3 My,
(5.28)

Da die Gleichungen (5.27)) nur zwei unabhingige Gleichungen darstellen, kann man
nur zwei Kombinationen von GUT-Massen bestimmen: die Masse My, an sich und
das Produkt Mg := {/M?% Mjy.. Dies gelingt, wenn man die Entkopplungsskala pgur
fixiert. Wenn man sie variiert, variieren auch die Vorhersagen fiir My, und M¢. Sofern
man die Entkopplungsskala nur leicht variiert, kann man so einen Einblick in die Grofie
des theoretischen Fehlers erhalten, der daher rithrt, dass die Schwellenkorrekturen nur
auf Ein-Schleifen-Niveau bekannt sind.

5.9. Die GUT des fehlenden Dubletts

Um keine Feinabstimmung wie bei der minimalen SUSY-SU(5) fordern zu miissen (vgl.
Gleichung (5.29)), wurde die ,,GUT des fehlenden Dubletts* aufgestellt. Sie beinhaltet
weitere Higgsfelder, © und 6. Diese transformieren wie die Darstellungen 50 und 50
der SU(5). Um die SU(5) in dieser GUT spontan zu brechen, wird ein 75-dimensionales
Feld X' verwendet. Das Superpotential dieser GUT lautet

W =M; Tr (£2) + A\ Tr (2°) + M HXO + A\ HYO

_ iy _ 1. ...
+ MO0 + V2V W6, H + LY H. (5.29)

Das Massenspektrum dieser GUT besteht aus den Massen Mx, My, , My, My, und
M, [108]. Wir gehen hier davon aus, dass My von der O(Mpjanek) ist und damit erst
bei der Planckskala entkoppelt werden muss. Diese Annahme ist wichtig, um zu ver-
meiden, dass die Darstellungen 50 und 50 zum Laufen zwischen der GUT- und der
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Planckskala beitragen. Wenn sie es doch taten, wiirden die groflen Farbfaktoren, die
mit diesen Darstellung einhergehen, leicht die Perturbativitat der GUT zwischen GUT-
und Planckskala aufheben. (Ubrigens fithrt auch die Darstellung 75 zu grofien Farbfak-
toren. Das fithrt, wie die phanomenologische Analyse weiter unten zeigt, zu erheblich
grofleren theoretischen Fehlern als bei der minimalen SUSY-SU(5).)

Die Schwellenkorrekturen fiir die GUT des fehlenden Dubletts lauten [107]

[ MSSM 2 9 64
QCUT — |1 N (——LHC = =L 4+ 10Lx — 20Ls 4 10In @ﬂ a9 M

A 5 ’
cur _ | 043/[SSM 4 MSSM
VT = |1 — yp <—22L2+6LX+6IH%)} a, ,
T MSSM 64
QCUT — |1 - =3 <—LHC — Ly — 23Ly +4Lx +41n —)} ay™SM - (5.30)

dr 78125

Die Renormierungsskala aller Kopplungen ist hier unterdriickt, sie betragt u = pgur.
Durch Auflésen dieser Gleichungen nach den GUT-Massen erhélt man

1 1 1
A | — +3 —2 )
< 0411\/[SSM (tcur) 0412\/[ S5M (LGur) 0413}/[ SSM (tGur)
12 4 64
) g UL M
5 MHCMHé 3125

1 1 1
47 | 5 -3 —9
" < ™M (pgur) ay™ M () agtSsM (MGUT))
o 262144

— 241 by
"azas - C 1953125

(5.31)

Wieder kann man zwei Kombinationen von GUT-Massen bestimmen. Es handelt sich
zum einen um My, - Mpg,. Auerdem kann man hier wieder Mg = +/ M?% Ms; voraus-
sagen.

5.10. GUT-RGEs

Im Rahmen der hier durchgefiihrten Analyse wurden auch noch RGEs der beiden be-
trachteten GUTs implementiert. Das Laufen der GUT-Eichkopplung wurde auf Drei-
Schleifen-Niveau implementiert [103], dass Laufen der Yukawa-Kopplungen und der
Kopplungen der Higgs-Selbstwechselwirkungen auf Ein-Schleifen-Niveau [109, [T08].
Damit konnte iiberpriift werden, ob die in der betrachteten GUT auftretenden Kopp-
lungen bis zur Planckskala perturbativ bleiben.

5.11. Einschrankungen an das GUT-Massenspektrum

Zunachst betrachten wir ausschliefllich die minimale SUSY-SU(5).
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5. Eichkopplungsvereinigung im MSSM auf Drei-Schleifen-Niveau

Um GUT-Massen mittels der oben beschriebenen Prozedur vorhersagen zu kénnen,
muss ein konkretes Massenspektrum des MSSMs gewéhlt werden. Wir wéhlen fiir
dieses im Folgenden in der Regel ein mittels SOFTSUSY erzeugtes Spektrum, dass
einem mSUGRA-Szenario [110] mit den Parametern

moy = My/2 = —AQ = 1000 GeV,
tanf =3, pu>0 (5.32)

entspricht. Die Squarkmassen dieses Massenspektrums liegen bei etwa 2 TeV, damit
sind sie am LHC noch detektierbar. Dieses Szenario hat die Eigenschaft, dass die
Vorhersage fiir die Higgs-Triplett-Masse vergleichsweise hoch ausfallt, was fiir den
nachsten Abschnitt bedeutend ist.

Die Prozedur zur Vorhersage von GUT-Massen beinhaltet dariiber hinaus noch
zwei weitere, unphysikalische Parameter: die Entkopplungsskalen psysy und pgur.
Um die Perturbativitdt durch das Auftreten grofier Logarithmen nicht zu gefdhren,
missen sie von der gleichen GroBlenordnung wie die an den jeweiligen Skalen zu ent-
koppelnden Massen sein. Innerhalb dieses Rahmens sind sie allerdings frei wéhlbar.
Im Folgenden wird vorerst pugur = 109 GeV gesetzt und die Abhingigkeit der GUT-
Massenbestimmung von der Skala psysy untersucht.

Betrachten wir dazu die Abbildungen B.Tlund 5.2l Wir sehen, dass die pusysy-Abhéan-
gigkeit der Vorhersagen fiir My, und Mg beim Einsatz hoherer Korrekturen deutlich
abnimmt. Das ist so auch zu erwarten, da die Abhéngigkeit von der Entkopplungsska-
la tiberhaupt nur deswegen auftritt, weil die Analyse hier nur zu endlicher Ordnung
durchgefiithrt wird. Waren alle Komponenten der Analyse ezakt bekannt, wiren die
Ergebnisse nicht von den unphysikalischen Entkopplungsskalen abhédngig. Nimmt man
héhere Ordnungen hinzu und néhert sich damit diesem Fall, sollte sich das in einer
geringeren Abhéangigkeit von den Entkopplungsskalen niederschlagen.

Anhand der beiden Abbildungen kann man auch etwas tiber die (verbliebenen) theo-
retischen Unsicherheiten lernen. Zunéchst sieht man, dass der Ubergang von der Ein-
Schleifen- zur Zwei-Schleifen- Analyse zumindest fiir My, mehr als eine Groflenordnung
betragt — und das unabhéngig von ugusy. Lage nur das Zwei-Schleifen-Ergebnis vor,
ware man folglich dartiiber im Unklaren, ob die nachsten Korrekturen nicht ahnlich
grof3 sind. Nach Einbeziehung der Drei-Schleifen-Korrekturen sieht es aber so aus, als
wiirde die Storungsreihe schnell konvergieren. Dies wir noch durch die Flachheit der
Drei-Schleifen-Kurve bestétigt. Thre Amplitude iiber das ganze Schaubild ist gerade
mal 5- 10" GeV. Fiir M, ist sie noch kleiner, 3 - 10 GeV.

Halten wir nun pgusy = 103 GeV fest, konnen wir den Effekt der Variation von
peur veranschaulichen, s. Abbildung B3] Die Masse My, variiert im Schaubild um
1,5-10' GeV, wesentlich mehr als bei der Variation von pgusy. Das ist nicht sonderlich
tiberraschend, die Schwellenkorrekturen fir die minimale SUSY-SU(5) sind schlieflich
bisher nur zur Ein-Schleifen-Ordnung bekannt, wahrend einige wichtige Schwellen-
korrekturen an der Skala pugysy schon einschliellich Zwei-Schleifen-QCD-Korrekturen
bekannt sind.
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Abbildung 5.1.: Die Masse My, gegen ususy aufgetragen. Die gepunktete Kurve ent-
spricht der Ein-Schleifen-Analyse, die gestrichelte der Zwei-Schleifen-
Analyse und die durchgezogene Kurve entspricht der Analyse, bei der
alle Komponenten der Analyse zur hochsten bekannten Ordnung be-
riicksichtigt wurden.
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Abbildung 5.2.: Die Parameter Mg gegen ususy aufgetragen. Die gepunktete Kur-
ve entspricht der Ein-Schleifen-Analyse, die gestrichelte der Zwei-
Schleifen-Analyse und die durchgezogene Kurve entspricht der Ana-
lyse, bei der alle Komponenten der Analyse zur hochsten bekannten
Ordnung berticksichtigt wurden.
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Abbildung 5.3.: Die Abhéngigkeit der Vorhersage von My, von der Skala pgur.

Nun setzen wir psusy = 103 GeV und pugur = 106 GeV fest und betrachten, wie die
GUT-Parameter vom MSSM-Massenspektrum abhédngen. Ein beeindruckendes Bei-
spiel fir die Leistungsfahigkeit der implementierten Routinen zur Untersuchung der
scheinbaren Eichkopplungsvereiningung ist in Abbildung [5.4]illustriert. Die im Schau-
bild abgedruckten Markierungen der Form ,SPSx“ korrespondieren zu den entspre-
chenden SPS-Punkten [I11], (SPS = Snowmass Points and Slopes). Von manchen
dieser Punkte gehen Graphen aus, diese gehéren zu den SPS-Kurve Bl

Wenden wir uns nun noch mal dem Szenario von Gleichung (B.I1) zu. Es zeigt
sich, dass die GUT-Parameter My, und Mg stark von m;/, abhingen, wiahrend die
Abhéangigkeit von den anderen mSUGRA-Parametern gering ist. Die GUT-Parameter
sind in Abbildung tiber my o aufgetragen.

Bis hierher haben wir die Abhéngigkeit der Vorhersagen der GUT-Parameter vom
Massenspektrum des MSSM betrachtet und die theoretischen Unsicherheiten quan-
tifiziert. Ein wichtige Fehlerquelle, die die Vorhersagen der GUT-Parameter eben-
falls beeintrachtigt, sind aber auch die experimentellen Fehler. Deren Einfluss wird
in Abbildung vorgestellt. Das MSSM-Massenspektrum ist wieder das zu Glei-
chung (B.IT]) gehorige. Weiterhin sind die Entkopplungsskalen als pusysy = Mz und
pgur = 106 GeV gewihlt. Dass die Entkopplungsskala gleich der Masse des Z-Bosons
gesetzt wird, ist eigentlich ungeschickt. Es bote sich vielmehr an, sie auf etwa 103 GeV
zu setzen, da dieser Wert nahe bei den Werten der grolen MSSM-Massen im betrachte-
ten Szenario liegt. Der Grund fir die Wahl pusysy = Mz liegt einzig darin, dass dies eine
typische Wahl in fritheren Analysen war (s. beispielsweise [112]). Die Schaubilder sollen

®Die SPS-Szenarien beinhalten neben mSUGRA-Szenarien auch ,AMSB“-[113] und ,,GMSB*-[114]
Szenarien.
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Abbildung 5.4.: Vorhersage der GUT-Parameter My, und Mg fir die zu den SPS-
Szenarien gehorigen MSSM-Massenspektren.
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Abbildung 5.5.: Vorhergesagte GUT-Parameter aufgetragen iiber dem mSUGRA-
Parameter m; /. Die gestrichelte Kurve entspricht My, die durch-

gezogene gehort zu Mg.
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veranschaulichen, dass diese Wahl gefihrlich ist, solange keine Drei-Schleifen-Effekte
beriicksichtigt werden. Bei der Verwendung des Zwei-Schleifen-Ergebnisses liegt man
mit usysy = My bei der Vorhersage der GUT-Parameter bis zu einer Groflenordnung
daneben!

Derzeit liegen Analysen vor, die aus Messdaten o3 (My) ~ 0,113 gewinnen. Ein
Beispiel hierfiir ist o} (M) = 0,1135 [115]. Abbildung liefert auch fiir diesen
Wert der starken Kopplungskonstanten die entsprechenden Ergebnisse.

Bis hierher ging die Analyse immer von Messwerten bei niedrigen Skalen aus, um
dann Parameter bei groflen Skalen vorherzusagen. Allerdings kann man auch in der
umgekehrten Richtung vorgehen. Man nimmt Werte fiir GUT-Parameter an und sagt
dann die Eichkopplungen an der elektroschwachen Skala voraus.

Auch diese Richtung der Analyse wurde implementiert. Im Wesentlichen miissen
die in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen Schritte dazu einfach in umge-
kehrter Reihenfolge durchlaufen werden. Legt man die GUT-Parameter der minimalen

SUSY-SU(5) etwa wie folgt fest,

My, = 3,67-10"GeV, My =2-10"GeV,
My =158-10"GeV, %" (10" GeV) = 0,03986, (5.33)

wahlt ferner psusy = 500 GeV und verwendet das zum SPS1a-Szenario gehorige MSSM-
Massenspektrum, kann man die Eichkopplungen an der elektroschwachen Skala in
Abhéangigkeit von pugyr vorhersagen, s. Abbildung 5.7, oberes Schaubild.

Nun vergleichen wir mit der GUT des fehlenden Dubletts. Wir setzen

My, =6-10"GeV, My =1-10"GeV,
Ms =2-10"GeV, Mx =3-10"GeV,
a®UT (10" GeV) = 0,1504 (5.34)

und verwenden ansonsten dieselben Parameter, die hier bei der minimalen SUSY-
SU(5) zum Einsatz kommen. Das Ergebnis kann man im unteren Schaubild der Ab-
bildung [5.7] betrachten.

Der Vergleich zeigt, dass die Vorhersage der Eichkopplungen in der GUT des feh-
lenden Dubletts viel starker von der Skala ugur abhingt als dies fiir die minimale
SUSY-SU(5) der Fall ist. Dies ist, wie schon in Abschnitt (5.9 angesprochen, mit dem
Auftreten grofler Farbfaktoren in der GUT des fehlenden Dubletts zu verstehen. Ein
Fazit davon ist, dass es insbesondere fiir GUTs mit fehlendem Dublett wichtig wére, die
Schwellen-Korrekturen auf Zwei-Schleifen-Niveau zu kennen, da dies die Abhédngigkeit
von der Entkopplungsskale reduzieren sollte.

Die Analyse rund um die Abbildung B.7] ist iibrigens direkt unserer Veroffent-
lichung [86] entnommen worden, bei der die Standardmodell-RGEs nur auf Zwei-
Schleifen-Niveau bekannt gewesen waren. Das ist allerdings unproblematisch, da eine
kleine numerische Untersuchung zu Tage gefordert hat, dass die fehlenden Korrektu-
ren nur zu vergleichsweise kleinen Anderungen fithren. Der grofite Beitrag zu diesen
Anderungen stammt vom neuen Wert fiir den elektroschwachen Mischungswinkel an
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Abbildung 5.6.: Der Einfluss der experimentellen Unsicherheiten auf die Vorhersage
von GUT-Parametern. Der Messfehler der starken Kopplungskonstan-
te ist im oberen Schaubild konservativ auf 0,0020 gesetzt, im unte-
ren auf den ,offiziellen® Wert 0,0007 [I]. Die durchgezogenen Ellip-
sen gehoren zum Drei-Schleifen-Ergebnis, die gestrichelten zum Zwei-
Schleifen-Ergebnis. Die gepunkteten, grauen Ellipsen ergeben sich bei
einem Wert von 0,1135 fiir die starke Kopplungskonstante an der elek-
troschwachen Skala, die oberen gepunkteten Ellipsen gehéren zum
Drei-, die anderen gepunkteten Ellipsen zum Zwei-Schleifen-Ergebnis.
Die inneren Ellipsen entsprechen jeweils einem Konfidenzniveau von
68%, die duBerem einem Konfidenzniveau von 90%.
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Abbildung 5.7.: Vorhersage der Eichkopplungen an der elektroschwachen Skala. Die
gepunkteten Kurven entsprechen der Analyse zur Ein-Schleifen-
Ordnung, die gestrichelten der Zwei-Schleifen-Ordnung, die durchge-
zogenen der Drei-Schleifen-Ordnung. Die Messwerte samt experimen-
teller Fehler sind durch die eingezeichneten Bénder illustriert. Das
obere Schaubild gehort zur minimalen SUSY-SU(5), das untere zur
GUT des fehlenden Dubletts. Im unteren Schaubild sind die Ein-
Schleifen-Kurven nur in einem Teil des Schaubildes eingezeichnet, im
anderen Teil ist die starke Kopplungskonstante ziemlich grof.
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5.12. Anmerkungen zum Protonenzerfall

der Skala p = Myz. Fir [86] hatten wir ihn auf 0,23119 gesetzt [I16], hier betrdgt
er nun 0,23116, vgl. Gleichung (5.1]). Dieser Unterschied im elektroschwachen Mi-
schungswinkel fiithrt zur Verschiebung der GUT-Parameter um bis zu einige Prozent.
Die Aktualisierung andere Messwerte im Vergleich zu [86] verédndert die Vorhersa-
ge der GUT-Parameter allenfalls im Promillebereich. Auch der Unterschied zwischen
der Einsatz der Zwei-Schleifen-RGEs des Standardmodells, wie in [86], und der hier
verwendeten Drei-Schleifen-RGEs soll quantifiziert werden. Er belauft sich bei der Vor-
hersage von GUT-Parametern auf relative Anderungen von bis zu etwa 1%. Verglichen
mit den experimentellen Fehlern, die, wie wir gesehen haben, zu Unsicherheiten von
bis zu einer Groflenordnung fithren kénnen, sind diese Korrekturen klein.

5.12. Anmerkungen zum Protonenzerfall

An dieser Stelle ist es interessant, die weiter oben vorgestellten Vorhersagen der Higgs-
Triplett-Masse My, der minimalen SUSY-SU(5) mit den unteren Schranken dieser
Masse zu kombinieren, die tiber die Nichtbeobachtung des Protonzerfalls aufgestellt
werden. Wir ziehen hier die aktuelle obere Schranke an die Zerfallsbreite des Protons
im Kanal p — K*v zu Rate. Sie betriagt I' = 4,35 - 10734 /a [I17]. Um hieraus eine
untere Schranke an die Higgs-Triplett-Masse zu erhalten, muss eine Annahme tiber die
Yukawa-Kopplungen getroffen werden, die bei der Berechnung des erwahnten Zerfalls-
kanals auftreten. Diese Annahme ist notwendig, da sich die Yukawa-Kopplungen in der
renormierbaren minimalen SUSY-SU(5) nicht vereinigen. Daher kann keine in jeder
Hinsicht konsistente Analyse dieser GUT durchgefiihrt werden [118]. Die beiden Mog-
lichkeiten bestehen entweder in der Annahme der Gleichung (i) Y, = Y,,q = Yy oder in
der Annahme der Gleichung (ii) Yy = Yua = Yﬁ. (Wenn man zur nichtrenormierbaren
minimalen SUSY-SU(5) iibergeht kénnen tibrigens beide Annahmen gerechtfertigt wer-
den. Der Ubergang zur nichtrenormierbaren minimalen SUSY-SU(5) sorgt dafiir, dass
die in diesem Absatz weiter unten aufgestellten Schranken noch weiter abgeschwécht
werden, wie im folgenden Absatz beschrieben wird. Zunéchst einmal bleiben wir aber
bei der renormierbaren minimalen SUSY-SU(5).) Unter der Annahme, dass Gleichung
(i) zutrifft und dass die schweren MSSM-Teilchen Massen der GroBenordnung 1 TeV
haben, kann eine untere Schranke an die Higgs-Triplett-Masse aus der Abbildung 2
der Veréffentlichung [T18] abgeleitet werden. Sie lautet My, > 1,05 - 10'” GeV. Unter
der Annahme, dass Gleichung (ii) zutrifft, lautet die untere Schranke entsprechend
My, > 5,25 - 10" GeV. Wie aus Abbildung hervorgeht, liegt die aus der Eich-
kopplungsvereinigung bestimmte obere Schranke an die Higgs-Triplett-Masse bei etwa
10 GeV. Damit kann die minimale SUSY-SU(5) nicht ausgeschlossen werden, wie
etwa in [I12] behauptet wurde. Diese Aussage wird mit uns von den Verdffentlichun-
gen [IT9] 118, [120] geteilt.

Wie schon erwédhnt, sorgt die Annahme einer unrenormierbaren minimalen SUSY-
SU(5), die auch Operatoren beinhaltet, die mit 1/Mpjane unterdriickt sind, zu einem

Y, ist die Yukawa-Kopplung des Quark- und Lepton-Dubletts an das SU(3)-Higgstriplett. Yyq ist
die entsprechende Kopplung fiir das Up- und Down-Singlett.
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5. Eichkopplungsvereinigung im MSSM auf Drei-Schleifen-Niveau

weiteren Auseinanderdriften der angegeben unteren und oberen Schranke. Damit ist
auch die unrenormierbare Version der minimalen SUSY-SU(5) weiterhin ein mit der
bisherigen Nichtbeobachtung des Protonenzerfalls kompatibler GUT-Kandidat. Dies
wird hier betont, da die renormierbare minimale SUSY-SU(5) mangels Yukawa-Kopp-
lungsvereinigung tiblicherweise nicht als guter GUT-Kandidat gehandelt wird. In der
unrenormierbaren Version kann dieser Makel im Gegensatz dazu ausgemerzt werden.
Das Auseinanderdriften der unteren und oberen Schranke wird dadurch hervorgerufen,
dass in der unrenormierbaren Version im Allgemeinen

5
M, 2
M(S,l) # M(1,3) und MHc = MI({OC) (#) (535)
(8,1)

gilt. Es tritt damit ein neuer freier Parameter auf. In der Gleichung ist M I(fc) die Higgs-
Triplett-Masse in der renormierbaren Version der minimalen SUSY-SU(5).
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6. Zusammenfassung

Abschlieend wollen wir die Hauptergebnisse des Promotionsvorhabens, die im Rah-
men dieser Dissertation geschildert werden, noch einmal Revue passieren lassen.

Zwei neue Programme wurden geschrieben, MassDecomposition und FeynArtsTo-
Q2E. Diese Programme bereichern die zahlreichen Routinen, die heutzutage zum au-
tomatisierten Berechnen von storungstheoretischen Prozessen in der Teilchenphysik
Verwendung finden. Insbesondere FeynArtsToQ2E birgt interessante Verwendungs-
moglichkeiten. FeynArtsToQ2E vereinfacht die Implementierung beliebiger neuer Mo-
delle in die méchtige Programmkette zur Berechnung von teilchenphysikalischen Pro-
zessen, die sich von QGRAF bis zum MINCER-MATAD-Setup erstreckt. Damit ist es
nun beispielsweise moglich, Drei-Schleifen-RGEs vieler relativistischer QFTs hochau-
tomatisiert zu berechnen. Aber auch fiir Modelle, die bereits mittels FeynArtsToQ2E
in die Programmkette implementiert wurden, sind noch nicht alle Moglichkeiten aus-
geschopft. Beispielsweise hat die Implementierung des MSSMs in eine Umgebung, die
fiir Mehr-Schleifen-Rechnungen geeignet ist, neue Perspektiven eroffnet.

Eine erste erfolgreiche Anwendung, in der u.a. FeynArtsToQ2E zum Einsatz kam,
war die Berechnung der Drei-Schleifen-RGEs fiir die Eichkopplungen des Standard-
modells. Wie im entsprechenden Kapitel geschildert, sind die numerischen Effekte fiir
die elektroschwachen Eichkopplungen, die beim Ubergang von den Zwei-Schleifen- zu
den Drei-Schleifen-RGEs auftreten, mit den experimentellen Unsicherheiten der elek-
troschwachen Eichkopplungen vergleichbar.

Teil des hier vorgestellten Promotionsvorhabens war es auch, Schwellenkorrekturen
an der supersymmetrischen Skala unter Berticksichtigung elektroschwacher Korrektu-
ren zu bestimmen. Zwar konnten einige Erkenntnisse gewonnen werden, welche Hiirden
bei der Bestimmung solcher Schwellenkorrekturen zu tiberwinden sind. Aber noch ver-
bleiben offene Fragen. Hier konnte die bereits oben angesprochene Implementierung
des MSSMs weiter helfen, schliefilich wurde die Berechnung dieser Schwellenkorrektu-
ren bisher nur mit manuell implementierten Feynmanregeln angegangen, die nur ein
Teil der Feynmanregeln des MSSMs umfassten.

Abschlieend wurden auch neue Ergebnisse zum Phénomen der scheinbaren Eich-
kopplungsvereinigung im MSSM erzielt. Die scheinbare Eichkopplungsvereinigung wur-
de zur derzeit hochstmoglichen Prazision untersucht. Die Analyse umfasst das Lau-
fen der Eichkopplungen auf Drei-Schleifen-Niveau und, soweit vorhanden, Schwel-
lenkorrekturen zur Zwei-Schleifen-Ordnung. Die Skalenabhéngigkeit von der MSSM-
Entkopplungsskala wird damit erheblich reduziert. Ein weiteres Ergebnis der Analyse
ist die erneute Bestatigung, dass die minimale SUSY-SU(5) immer noch ein potenti-
eller GUT-Kandidat ist.
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A. Renormierungskonstanten des
Standardmodells

Im Folgenden werden die Renormierungskonstanten angegeben, aus denen die in Ab-
schnitt gegebenen RGEs hergeleitet worden sind. Die Definitionen aller hier auf-
tretenden Variablen kénnen ebenfalls im angegebenen Abschnitt gefunden werden.

A.1. Renormierungskonstanten der Eichkopplungen im
Standardmodell

Die Renormierungskonstanten fiir die drei Eichkopplungen des Standardmodells lauten
bis zur Drei-Schleifen-Ordnung (wobei «; in der Standardmodellkonvention gegeben
ist)
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A. Renormierungskonstanten des Standardmodells
A.2. Renormierungskonstanten von Yukawa-

Kopplungen im Standardmodell

Die Renormierungskonstanten der drei grofiten Yukawa-Kopplungen des Standards-
modells lauten bis auf Zwei-Schleifen-Ordnung
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A.3. Die Renormierungskonstante der Higgs-Selbstwechselwirkung
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Wie in Abschnitt wurde n, = 1 in den Zwei-Schleifen-Termen gesetzt.

A.3. Die Renormierungskonstante der
Higgs-Selbstwechselwirkung

Die Kopplung der Higgs-Selbstwechelwirkung A renormiert additiv im Standardmodell.
Mit A = X+ 6 ist

1 270  9ajas 902 9aq [\ 9ay [ A A\ 2
SA= (- L 2 _ SAR) I (A T e
(e) { 200 © 40 16 10 \ar) 2 \@) T \&m
A A A
+ny, [—ai —30f — 3aZ + 20, (E) + 6ay, (E) + 6ay <E)} } (A.7)

auf Ein-Schleifen-Niveau.
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