Parameteridentifikation und
Optimale Versuchsplanung bei
instationaren partiellen
Differentialgleichungen

Zur Erlangung des akademischen Grades eines
DOKTORS DER NATURWISSENSCHAFTEN
von der Fakultat fiir Mathematik des
Karlsruher Instituts fiir Technologie (KIT)
genehmigte
DISSERTATION
von
Dipl.-Math. Andrea Nestler
aus

Neubrandenburg

Tag der miindlichen Prifung: 28. November 2012

Referent: Prof. Dr. Vincent Heuveline
Korreferent: Prof. em. Dr. Gotz Alefeld






Danksagung

Ich méchte mich an dieser Stelle bei allen herzlich bedanken, die mich bei der Erstellung
der vorliegenden Arbeit unterstiitzt haben.

Mein Dank gilt insbesondere Herrn Professor Dr. Vincent Heuveline, der das Thema
dieser Dissertation anregte und es mir ermoglichte, im Rahmen meiner Tatigkeit an
seinem Lehrstuhl zu promovieren. Ich danke ihm dafiir, dass er die wissenschaftliche
Betreuung meiner Arbeit iibernommen hat und diese durch kritische und inspirierende
Fachdiskussionen bereicherte. Herrn Professor Dr. Gotz Alefeld danke ich fiir die vielen
wertvollen und hilfreichen Anregungen bei der Fertigstellung dieser Arbeit. Vielen Dank
fiir die Unterstiitzung!

Ein besonderer Dank gilt Herrn Professor Dr. Jiirgen Hubbuch und Frau Dipl.-Math.
Anna Osberghaus vom Institut fiir Bio- und Lebensmitteltechnik (KIT) fir die Bereit-
stellung eines mathematischen Modells zur Beschreibung eines préparativen Saulenchro-
matographieprozesses. Dieses Modell wurde verwendet um die in dieser Arbeit beschrie-
benen Verfahren der Parameteridentifikation und Optimalen Versuchsplanung numerisch
umzusetzen.

Bei meinen Kollegen am Institut fir Angewandte und Numerische Mathematik 4
bedanke ich mich fiir die angenehme und freundschaftliche Arbeitsatmosphére. Sowohl
bei inhaltlichen als auch methodischen Fragen standen diese mir immer mit Rat und
Tat zur Seite und wussten mich in den richtigen Momenten zu motivieren. Insbesondere
mochte ich mich an dieser Stelle bei Frau PD Gudrun Thater bedanken!

SchlieBlich danke ich von ganzem Herzen meinem Ehemann Martin Nestler und
meiner Mutter Roswitha Otzen sehr dafiir, dass sie immer fir mich da waren. Vielen
Dank fiir die seelische und moralische Unterstiitzung und die unendliche Geduld, die ihr
fir mich aufgebracht habt. Euch beiden widme ich diese Arbeit!






Inhaltsverzeichnis

Einleitung und Motivation

1.1 Einfihrung . . . . . . . .. 1
1.2 Inhalt. . . . . . . 1
Modellkalibrierung bei instationdren partiellen Differentialgleichungen 5
2.1 Einfihrung . . . . . . . . 6
2.1.1 Schatzmethoden . . . . . . . . .. ... 7
2.1.2  Optimale Versuchsplanung zur Erhéhung der Zuverlassigkeit von
Schatzmethoden . . . . . . . . ... 8
2.2 Parameteridentifikation . . . . .. ... 10
2.2.1 Umsetzung einer Parameteridentifikationsmethode . . . . . . . . 11
2.2.2  Schwache Formulierung der Zustandsgleichung . . . . . . . .. 13
2.2.3 Optimalitatsbedingungen erster Ordnung . . . . . . . . . .. .. 16
2.2.4  Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung . . . . . . . . . . .. 19
2.3 Optimierungsverfahren zur Parameteridentifikation . . . . . .. . . .. 21
2.3.1 Abstiegsverfahren . . . . . .. ..o 21
2.3.2 Newton-Verfahren . . . . . . . ... ... ... ... 23
2.3.3 Gauss-Newton-Verfahren . . . . . . ... .. ... .. ..... 24
Optimale Versuchsplanung bei instationdren partiellen Differentialgleichun-
gen 27
3.1 Fisher-Informationsmatrix . . . . . . . .. ... L. 28
3.2 Sequentielle Versuchsplanung . . . . . . . . ... 31
3.3 Losungsverfahren zur Bestimmung eines D-optimalen Designs . . . . . . 32
3.3.1 Vom exakten zum stetigen Design . . . . . . . . .. .. .. .. 34
3.3.2 Eigenschaften eines D-optimalen Designs . . . . . . .. .. .. 37
3.3.3 Algorithmus zur Bestimmung eines D-optimalen Designs . . . . 39
334 Komplexitat . . . . . . .. 41
Primal-dualer Ansatz zur Bestimmung eines D-optimalen Designs 43
4.1 Das kontinuierliche Optimierungsproblem . . . . . . . . .. ... .. .. 43
4.1.1 Regularitdtsbedingung . . . . . . . ... ... ... 44
412 Existenz einer Lésung . . . . . .. ... 46
4.1.3 Optimalitatsbedingungen erster Ordnung . . . . . . . . . .. .. 46
4.1.4 Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung . . . . . . . . . . .. 48

4.2 Innere-Punkte-Verfahren . . . . . . . . . . . .. ... 49



iv INHALTSVERZEICHNIS
4.2.1 Die primal-duale Newtonmethode . . . . .. ... ... .... 56
422 Konvergenz . . . . . ... 59
4.3 Active-Set-Methode . . . . . . . ... 62
431 Algorithmus . . . . . . .. o 65
432 Konvergenz . . . . . ... 67
4.4 Verfahren bei schwacher Differenzierbarkeit . . . . . . .. .. ... .. 67
4.4.1 Gradientenverfahren . . . . . . . .. ... L. 68
442 Algorithmus . . . . ... ... . 71
443 Komplexitat . . . . ... ... ... 72
5 Vergleich zweier Verfahren zur numerischen Bestimmung eines D-optimalen
Designs am Beispiel eines instationaren Problems 73
5.1 Beschreibung des zweidimensionalen Warmeleitungsexperimentes . . . . 74
5.2 Schwache Formulierung und Diskretisierung . . . . . . . . . . ... .. 76
5.2.1 Finite-Elemente-Diskretisierung im Ort . . . . . . . . .. .. .. 7
5.2.2 Zeitliche Diskretisierung . . . . . . . .. ... 79
5.3 Sensitivitdtsgleichungen . . . . . . ..o 80
5.4 Numerische Ergebnisse . . . . . . .. ... 82
5.4.1 Darstellung der numerischen Lésung der Zustands- und Sensiti-
vitatsgleichungen . . . . . . . ..o 83
5.4.2 Numerisch ermittelte D-optimale Designs . . . . . . .. .. .. 84
5.4.3 Relativer Fehler . . . . . . . ..o oo 89
5.4.4 Zeit- und lterationsaufwand . . . . . .. ... 92
55 Fazit . . . .. 94
6 Parameteridentifikation und optimale Versuchsplanung in der praparativen

Saulenchromatographie 97
6.1 Herleitung des Systems zur Beschreibung eines praparativen Chromato-

graphieprozesses . . . . . . ... 99

6.1.1 Hauptmodell . . . . . . . .. ... ... 101

6.1.2 SMA-Modell . . . . . . . ... 104

6.2 Schwache Formulierung der Modellgleichungen . . . . . . . . ... .. 104

6.3 Schatzung der SMA-Parameter . . . . . . . . ... L. 107

6.3.1 Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung . . . . . . . . . . . .. 108

6.3.2 Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung . . . . . . . . . . .. 114

6.4 Diskretisierung . . . . . .. 115

6.4.1 Finite-Elemente-Diskretisierung im Ort . . . . . . . . .. .. .. 115

6.4.2 Zeitliche Diskretisierung . . . . . . .. ... ... L. 117

6.5 Numerische Ildentifizierung des Proteins Lysozym bei pH 7 . . . . . .. 118

6.5.1 Beschreibung des Experiments zur Bestimmung von Messdaten . 119

6.5.2 Darstellung des Parametergebietes . . . . . . . . .. .. .. .. 120
6.5.3 Numerische Bestimmung des Desorbtionskoeffizienten und der

Charakteristischen Ladung . . . . . . .. .. ... ... .... 122

6.5.4 Numerische Schatzung der vier SMA-Parameter . . . . . . . .. 124

6.6 Bestimmung eines D-optimalen Designs . . . . . . . ... ... .. .. 126

6.6.1 Die Sensitivitdten erster Ordnung beim Lysozym beipH 7 . . . 126



INHALTSVERZEICHNIS v

6.6.2 Die Fisher-Information beim Messen am Séulenausgang . . . . . 128
6.6.3 Die Fisher-Information eines D-optimalen Designs . . . . . . .. 129
6.7 Parameterschitzung auf Basis des D-optimalen Designs . . . . . . . .. 131
7 Zusammenfassung und Ausblick 135
A Hessematrix 139
B Tabellen und Abbildungen 141
B.1 Unzuldssige Lésungen des Problems (5.2) . . . .. ... .. ...... 141
B.2 Numerische Lésung von (5.2) mit Algorithmus 3.3.1 bei fest gewahltem
h>0. . 141
B.3 Numerische Lésungen eines praparativen Chromatographieprozesses . . 142
B.4 Eigenvektoren zur Darstellung eines Konfidenzellipsoids . . . . . . . .. 144
B.4.1 Messdatenerhebung am Saulenausgang . . . . . . . .. ... .. 144
B.4.2 Messdatenerhebung an den Designpunkten des D-optimalen De-

SIENS . . . e 144
Notationsverzeichnis 145
Tabellenverzeichnis 145
Abbildungsverzeichnis 148

Literaturverzeichnis 149



Vi

INHALTSVERZEICHNIS




Notationsverzeichnis

Mengen, Raume und Parameter

(u,0?)

NS DISOND

2@z »x

=3

Ortsgebiet © C IRE .. 6
Zeitintervall ... .. 6
O C IR™ und heiBt Parameterraum ........ ... ... .. 6
Vektor der unbekannten Parameter ............. .. ... ... ... .. 6
Anzahl der zu schatzenden Parameter .............. ... ... .. ... ........ 7
Parameterschatzer ......... ... 7
Normalverteilung mit Erwartungswert ;1 und Standartabweichung o ... ... 8
Anzahl der Messstellen ....... ... ... . 10
Indexmenge Ip:={i € IN: 1 < </l}. ... i, 10
Indexmenge Kg:={keIN: 1 <Ek<d}. ..., 44
Zuldssiger Bereich ... ... 44
Menge der zuldssigen KKT-Punkte ........ ... .. ... . . .. 46
Striktes Inneres der Menge S . ... . 50
Striktes Inneres der Menge W ... .. . 52
Sobolevraum V := HY(Q) ... ... 76
Sobolevraum Vo := HZ(2) ...oooo i 76
Endlichdimensionaler Teilraum von V' ... ... ... ... ... ... ... . ..., 77
Dimension von V), ... 78
Aquidistant gewahlte Schrittweite h > 0im Ort ........................ 78
Anzahl der diskret gewdhlten Zeitpunkte t, € T ............ ... ... .... 79
Aquidistant gewahlte Schrittweite At > 0 in der Zeit ................... 79

Darstellung numerischer Losungen

Wh At

Wi At*
Wh* At
Wz,At*
W?L*,At

Numerische Lésung, die von den Schrittweiten h und At abhangt........ 85
Numerische Lésung wy, o; bei fest gewdhltem At* >0 ................. 85
Numerische Lésung wy, A; bei fest gewdhltem h* >0 ................... 85
Numerische Losung wj, r. := limp_g w(h, At*) ... 85
Numerische Lésung wj. A, := lima¢ o w(h* AL o 85



viii

INHALTSVERZEICHNIS

Darstellung von Vektoren, skalaren GroBen und Iterierten

Vektoren werden fett gedruckt dargestellt........... ... .. ... ... . ..., 6
Mit x = (21,...,2q)  istzp €IR ... 7
Ist x* € R? mit d > 1, dann ist x = (xlT7 e ,xﬂ)T .................. 10
Die n-te lterierte eines Vektors X ........ .. ... ..o i 22
Die n-te lterierte eines Vektors X' ... ... ... ... ... ... ... ..., 32
Die n-te lterierte einer skalaren GréBe xp, ............ ... .. ... ... 40
Die n-te lterierte einer skalaren GroBe a:}g .............................. 65

Differentialoperatoren

-
Mit x € IR? ist Vyu := (5;<X)”$(X)> eRY 6
. . 0*u 0u
Mit x € IR ist Axu := 8737%()(>+”'+873%(X) ........................ 6
ou

Mit 1, € R,k € Kq ist Oy, u := —
oxy,

d* ™
Mit x € IR? und a € IN ist Dgu;:< “(x),...,afj(x)> eRY™ .6

ox¢ g
; d . 2 dxd . 0%u
Mitx €c R%ist Viu=H c¢ IR " mit H;jj; = ——— .................. 19
8951-8%
d Gvi
Mit v : R? — IR ist Vy - v(x) := (X) o 75
i=1 Owi



Kapitel 1

Einleitung und Motivation

1.1 Einfiihrung

In vielen wissenschaftlichen Bereichen, wie z. B. in der Physik, Chemie, Biologie oder
Sozialwissenschaften, sind mathematische Modelle zur Beschreibung von Systemen oder
Prozessen von groBer Bedeutung [19]. Da man daran interessiert ist mit solchen Modellen
moglichst realititsnahe Ergebnisse zu erzielen, wird oft eine Modellkalibrierung eingesetzt
[64]. Bei einer Modellkalibrierung handelt es sich um eine Methode, mit der die Parameter
eines mathematischen Modells mithilfe experimentell ermittelter Messdaten geschatzt
werden um anschlieBend ein Modell zu erhalten, mit dem ein realer Prozess bestmoglich
approximiert werden kann [64].

Wie in [17] erlautert, wird zur Schatzung von Modellparametern tblicherweise eine
Parameteridentifikationsmethode genutzt. Da allerdings die Qualitat der Parameteriden-
tifikation stark davon abhdngt, dass moglichst viele Experimente durchgefiihrt werden
um Messfehler klein zu halten und zudem nicht jedes Experiment geeignete Messda-
ten liefert, ist es oft unabdingbar die Experimente im Vorhinein optimal zu planen.
Dieses Vorgehen wird Optimale Versuchsplanung genannt. Mit ihr kénnen Experimente
konstruiert werden, mit denen Messdaten mit maximaler Information fiir die Parameter-
identifikation gewonnen werden kénnen. So kann die Genauigkeit beim Identifizieren der
Parameter erhoht werden [7].

1.2 Inhalt

In Kapitel 2 dieser Arbeit wird anhand einer instationaren partiellen Differentialgleichung
(PDG) in allgemeiner Form beschrieben, wie ein unbekannter Modellparameter mit der
Maximum-Likelihood-Methode geschatzt werden kann. Hierfiir wird vorausgesetzt, dass
die zur Parameterschatzung erforderlichen Messdaten einen Messfehler aufweisen, der
normalverteilt mit Erwartungswert Null ist. Dann ermittelt der Maximum-Likelihood-
Schéatzer einen Modellparameter, fiir den die zugehdrige Lésung einer instationaren PDG
minimalen Abstand zu den gemittelten Messreihen besitzt. Somit kann ein unbekannter
Parameter durch Lésen eines nichtlinearen Optimierungsproblems geschatzt werden. Als
Losungsverfahren wird

e die Methode des steilsten Abstiegs,
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e das Newton-Verfahren und
e das Gauss-Newton-Verfahren

beschrieben. Diese drei Verfahren werden in Kapitel 6 dieser Arbeit anhand eines nicht-
linearen, instationdren Problems eingesetzt um unbekannte Modellparameter numerisch
zu ermitteln. Auf diese Weise kann gezeigt werden, dass alle drei Methoden zur Schat-
zung dieser Parameter ungeeignet sind, allerdings eine Kopplung dieser Verfahren eine
gute Moglichkeit zur Parameterschitzung bieten.

In Kapitel 3 dieser Arbeit wird beschrieben, wie die Maximum-Likelihood-Schatz-
methode durch Bestimmung einer optimalen Messstellenkonstellation optimiert werden
kann: Es wird untersucht, wieviele Messstellen maximal benétigt werden und wo diese zu
platzieren sind um eine Parameteridentifikation mit hochster Zuverlassigkeit durchfiih-
ren zu kdnnen. Wie in [85] beschrieben, kann eine Optimierung dieser Schatzgenauigkeit
durch eine Maximierung der Determinante der Fisher-Informationsmatrix erreicht wer-
den. Eine auf diese Weise optimierte Messstellenkonfiguration wird D-optimales Design
[85] genannt. Es wird untersucht, wie ein D-optimales Design mit minimaler Anzahl an
Messstellen numerisch ermittelt werden kann. Da derzeitige Verfahren zur Bestimmung
eines Designs diskret hergeleitet wurden und die Messstellen oft nur auf vorher festge-
legten Diskretisierungspunkten liegen kénnen, konnten nach dem derzeitigen Stand der
Forschung noch keine Konvergenzaussagen getétigt werden. Aufgrund der Abhangigkeit
des D-optimalen Designs von den Diskretisierungspunkten kann zudem nicht gewahrleis-
tet werden, dass eine globale Lésung gefunden werden kann. Viele Verfahren basieren
zudem darauf, dass in jedem lterationsschritt jeder Gitterpunkt ,abgesucht” wird, so
dass das Abspeichern aller Lésungen in Raum und Zeit erforderlich ist und ein sehr ho-
her Rechenaufwand erwartet werden kann. Ein derartiges Losungsverfahren zur iterativen
Bestimmung eines D-optimalen Designs wurde in [85] hergeleitet und wird in Kapitel 3
wiedergegeben.

Da insbesondere die Konvergenz gegen eine kontinuierliche Lésung der zur Zeit ver-
wendeten Losungsverfahren bei einer , h-Verfeinerung” nicht gewéhrleistet werden kann,
wird in Kapitel 4 dieser Arbeit eine neuartige Vorgehensweise zur Bestimmung eines D-
optimalen Designs vorgestellt, so dass Konvergenzaussagen getroffen werden kdénnen.
Es werden diesbeziiglich zwei Verfahren beschrieben, mit denen diese Vorgehensweise
numerisch umgesetzt werden kann:

e ein primal-duales Innere-Punkte-Verfahren und
e cine Active-Set-Methode.

Fir beide Verfahren werden Konvergenzaussagen formuliert. Dabei wird sich heraus-
stellen, dass die Active-Set-Methode dem Innere-Punkte-Verfahren bei der Bestimmung
eines D-optimalen Designs vorzuziehen ist, da neben einer gleichen Konvergenzordnung
das zu I6sende System wesentlich kleiner ausfallt.

Fur die Berechnung eines D-optimalen Designs mit dem Innere-Punkte-Verfahren
oder der Active-Set-Methode wird der Ortsgradient der Sensitivititen bendtigt. Da die
Sensitivitaten als Finite-Elemente-Losung einer partiellen Differentialgleichung tblicher-
weise H'-Funktionen darstellen und folglich nur einmal schwach differenzierbar sind,
ist dieser Gradient als L2-Funktion auf Nullmengen nicht eindeutig definiert. So kann
eine Punktauswertung des Gradienten nicht ohne Regularisierung durchgefiihrt werden,
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obgleich dieses fiir die Umsetzung der Active-Set-Methode unabdingbar ist. Daher wird
in Kapitel 4 gezeigt, wie eine solche Regularisierung mit der §-Distribution durchgefiihrt
werden kann. Das in Kapitel 3 beschriebene Standardverfahren und die in Kapitel 4
hergeleitete Active-Set-Methode werden dann in Kapitel 5 am Beispiel einer zweidimen-
sionalen Warmeleitungsgleichung numerisch umgesetzt und anschlieBend miteinander
verglichen.

Nachdem beschrieben wurde, wie ein unbekannter Modellparameter bei einer insta-
tionaren partiellen Differentialgleichung geschatzt und wie eine solche Schatzung durch
Bestimmung einer D-optimalen Messstellenkonstellation optimiert werden kann, wird in
Kapitel 6 dieser Arbeit eine Parameterschatzung und Optimale Versuchsplanung nume-
risch umgesetzt. Hierfiir wird das mathematische Modell zur Beschreibung eines pra-
parativen Saulenchromatographieprozesses zum Aufreinigen von Proteingemischen be-
trachtet. Wie in [29] und [65] erldutert, kann ein solches Modell durch ein nichtlineares
System parabolischer und gewdhnlicher Differentialgleichungen dargestellt werden. Die-
ses System enthalt Modellparameter wie zum Beispiel den Diffusionskoeffizienten, die
Saulenkapazitat, die Geschwindigkeit des Gemisches sowie die SMA-Parameter (steric-
mass-action) mit

e dem Adsorbtionskoeffizienten,

e dem Desorbtionskoeffizienten,

e der Charakteristischen Ladung

e und dem Schirmungskoeffizienten

eines Proteins [13], [29]. Da insbesondere die SMA-Parameter fiir die ldentifizierung von
Proteinen genutzt werden, miissen diese besonders exakt ermittelt werden. Ublicher-
weise werden diese getrennt voneinander durch Vereinfachung der SMA-Gleichungen
(die zeitliche Anderung wird Null gesetzt) geschatzt [29]. Da allerdings auf diese Weise
Fehler beim Schatzen verursacht werden, wird in Kapitel 6 dieser Arbeit beschrieben,
wie die SMA-Parameter ohne Vereinfachung durch Losen eines nichtlinearen Optimie-
rungsproblems mit der Maximum-Likelihood-Methode bestimmt werden kénnen. Um die
SMA-Parameter zusatzlich bestmdglich schatzen zu kénnen wird anschlieBend erlautert,
wie mit der Bestimmung eines D-optimalen Designs das Volumen des Konfidenzellipsoids
eines Schatzers minimiert werden kann um die Zuverlassigkeit des Schatzers zu erhéhen.

In Vorbereitung dessen wird zunachst beschrieben, wie das gekoppelte System von
gewdhnlichen und parabolischen Differentialgleichungen zur Beschreibung eines solchen
Prozesses mit der Methode der Finiten-Elemente numerisch gelést werden kann. An-
schlieBend werden am Beispiel des Proteins Lysozym bei pH 7 die SMA-Parameter mit
den in Kapitel 2 beschriebenen Lésungsverfahren geschatzt. Die auf diese Weise ermittel-
ten Schatzwerte resultieren allerdings aus keiner guten Schatzung der SMA-Parameter:
Einer der vier unbekannten Parameter konnte auf diese Weise gar nicht und die iibrigen
drei nicht besonders gut geschétzt werden. Da in der préparativen Sdulenchromatogra-
phie die Messwerte (iblicherweise am Ausgang der Saule erhoben werden, wird daher im
Anschluss mit der in Kapitel 4 beschriebenen Active-Set-Methode ein D-optimales De-
sign ermittelt um zu Gberpriifen, ob durch Verwendung dieses Designs die Zuverlassigkeit
der Parameterschatzung erhoht werden kann. Diesbeziiglich werden auf Basis dieses D-
optimalen Designs neue Messdaten generiert um anschlieBend die SMA-Parameter neu
zu schatzen.
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Kapitel 2

Modellkalibrierung bei
instationaren partiellen
Differentialgleichungen

In diesem Kapitel wird beschrieben, wie unbekannte Modellparameter bei instationéren
partiellen Differentialgleichungen geschatzt werden kénnen. In Vorbereitung dessen wird
eine allgemeine Form von instationaren partiellen Differentialgleichung eingefiihrt, die
einen Modellparameter 8 € IR™ enthalten. Das Ziel ist, diesen Parameter mithilfe von
experimentell ermittelten Messdaten zu schatzen, falls der Messfehler normalverteilt mit
Erwartungswert Null ist. In diesem Fall sind die drei Schatzverfahren

e Methode der kleinsten Quadrate,
e Momentenmethode,

e Maximum-Likelihood-Schatzung

identisch [17]. Wie in [17] zudem beschrieben ist, sind diese Verfahren die am haufigst
verwendeten um Parameter aus Messdaten zu approximieren.

Ist der Messfehler normalverteilt mit Erwartungswert Null, kann zudem mithilfe der
sogenannten Fisher-Informationsmatrix [85] die Qualitat dieser Schatzmethoden iiber-
prift werden, da die Inverse der Fisher-Informationsmatrix die Kovarianzmatrix eines
Schitzers approximiert [85]. Dieser Zusammenhang wird in Abschnitt 2.1.2 erlautert. An-
schlieBend wird anhand der instationaren partiellen Differentialgleichung in allgemeiner
Form detailliert beschrieben, wie ein unbekannter Modellparameter 8 geschatzt werden
kann.

Dieses und die folgenden Kapitel dienen zur Vorbereitung des Kapitels 6, in dem ein
praparativer Sadulenchromatographieprozess zur Aufreinigung von Proteingemischen be-
trachtet wird. Ein solcher Prozess kann durch ein gekoppeltes System von instationaren
partiellen und gewohnlichen Differentialgleichungen dargestellt werden. Diese Gleichun-
gen enthalten proteinspezifische Eigenschaften in Form von Parametern, die in Kapitel
6 mit der in diesem Kapitel beschriebenen Vorgehensweise geschatzt werden.
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2.1 Einfiihrung

In dieser Arbeit wird vorausgesetzt, dass Q  IR? fir d € {1,2,3} ein beschranktes,
einfach zusammenhéngendes, offenes Gebiet mit geniigend glattem Rand 0f2 ist. Dann
stellt

du(t,x,0) = F(t,x,u(t,x,0), Vxu(t,x,0), Axu(t,x,0),0) (2.1)
= F(t7x70)’ .

eine allgemeine Form einer instationaren partiellen Differentialgleichung dar, wobei
u(t,x,0) € C'(T;C*(2:C*(6;R)))

den Zustand darstellt mitx € Q CIR%, t € T = (0,%4),00 >ty € Rund 8 € © C R™.
Der Zustand u(t, x, 0) erfiillt zudem die Randbedingung

r(t,x,0) = r(t,x, u(t,x,0), Vxu(t,x,0),0) = 0, xe09Q, (2.2)
sowie die Anfangsbedingung
u(0,x,0) = wup(x), xe€. (2.3)

Um den Banachraum CY(T;C%(Q;C%(0;1R))) definieren zu kénnen, wird zunichst der
Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen beschrieben:

Definition 2.1.1. (Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen)
Sei (X, || - |lx) ein Banachraum. Mit k € INy wird der Banachraum

CH(X) = {v:X — R:wv ist k-mal stetig differenzierbar in X}

versehen mit der Norm

—— (0%
lollexcxy = maxID%vlleo

als Raum der k-mal stetig differenzierbaren Funktionen bezeichnet.
Der Raum C1(T;C?(;C%(0;1R))) kann nun aus folgender Definition abgeleitet werden:

Definition 2.1.2.
Sei T c RY und Q € R mit dy,ds € {1,2,3}. Dann ist

CUT;C?(uR)) = {velHQxT): v(t) € C*N) fiir jedes fest gewdhltet € T} .

Bemerkung 2.1.1.
Sei T ¢ R™ und Q@ C R%® mit dy,dy € {1,2,3}. Versehen mit der Norm

C2(0): = Do Dg*?
””HCl(T,CQ(Q,IR)) ‘al‘gﬁ@lgl“ 2 D2 v]loo

ist C1(T;C%*(Q;R)) ein Banachraum.
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Wie man sieht ist u(t,x,0) € C1(T;C*(;C?(0;1R))) abhingig von einem Modellpara-
meter @ € ©. Falls dieser Parameter unbekannt ist, kann dieser mithilfe einer Parame-
teridentifikation geschatzt werden. Was den Parameterraum © anbelangt, kann dieser
wie folgt gewahlt werden:

(1) Konstante Parameter:
Or:={0=(,....0m) € R™: a; <O; <b;,i=1,...,m}, (2.4)
mit den Schranken a;,b; € IR,
(2) Parameter, die von x € Q,¢ € T und dem Zustand u := u(t,x, 8) abhédngen:
Oy := {0 = (b1(t,x,u),...,.0n(t,x,u) €R™: a; <O; <bj,i=1,...,m},
mit den Schranken a;,b; € IR,
(3) Parameter, die von x € Q,t € T, u := u(t,x,0) und den 6; abhingen:
O3:={0=(01,...,0,,)  €R™:0; = g(t,x,u,01,...,0m)}
In dieser Arbeit wird der erste Fall betrachtet. Es ist © := O;.
Es wird nun ein kurzer Uberblick tiber bekannte Schiatzmethoden gegeben, die in [17]

detailliert erlautert wurden. AnschlieBend wird beschrieben, dass mithilfe einer Optimalen
Versuchsplanung die Genauigkeit dieser Schatzmethoden erhéht werden kann.

2.1.1 Schatzmethoden

Um einen Parameter 6 € © schatzen zu kénnen, wird eine Parameteridentifikationsme-
thode eingesetzt. Wie in [17] beschrieben sind drei der wichtigsten Vertreter:

Die Methode der kleinsten Quadrate

Die Methode der kleinsten Quadrate wird insbesondere im Bereich der Regressions-
analyse eingesetzt [17]. Bei dieser Methode werden die unbekannten Modellparameter
6 € IR™ durch einen Schatzer 6 = 0(z) mittels Losen eines Optimierungsproblems

A

O(z) = argmin} (2 — gi(6))’ (2.3)
=1

approximiert [17], wobei der Vektor z = (21,...,2,)' die beobachteten Daten darstellt
und g¢;(0) die Lésung einer Zustandsgleichung, die z; approximieren soll. Eine Losung
0(z) von (2.5) wird Kleinste-Quadrate-Schatzer (KQS) genannt.

Die Momentenmethode

Wie in [17] erldutert wird bei der Momentenmethode die Abhangigkeit zwischen dem
Modellparameter @ € IR und den Momenten m;(0) ermittelt und in Form eines Glei-
chungssystems dargestellt. Seien m;(0) := E(Y?), i = 1,...,r die ersten 7 Momente
einer generischen Zufallsvariablen Y. Dann kann @ durch eine stetige Funktion g mittels
0 = g(m1(0),...,m,.(0)) dargestellt werden. Bei der Momentenmethode hat der Schit-
zer O die Form § = g(mma,...,m,), wobei 1y, das k-te Stichprobenmoment darstellt.
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Die Maximume-Likelihood-Schatzung

Die Maximum-Likelihood-Methode ist eine haufig verwendete Methode zur Bestimmung
von Schatzern [17]. Angenommen, E = {Z = z} sei ein beobachtetes Ereignis mit der
Wabhrscheinlichkeit Pg(E). Da E theoretisch unter allen Modellparametern 6 moglich
ist, wird bei der Maximum-Likelihood-Methode der Parameter ermittelt, fiir den die
Wabhrscheinlichkeit Pg(E) maximal ist, d. h.

L(O(2),2) = max{L(0,2): 6O} VzeZ, (2.6)

wobei L : © x Z — IR' mit L(0, z) = Pg(E) die Likelihood-Funktion von @ fiir die
Beobachtung z darstellt mit dem Stichprobenraum Z. Eine Lésung 6(z) von (2.6) wird
Maximum-Likelihood-Schatzer (MLS) genannt.

Bemerkung 2.1.2. Wie in [17] erldutert, sind die beschriebenen Schitzmethoden iden-
tisch, wenn bei der Stichprobenerhebung fiir den Messfehler ¢ ~ N'(0,0?) gilt.

2.1.2 Optimale Versuchsplanung zur Erhohung der Zuverldssigkeit von
Schatzmethoden

In [85] wurde beschrieben, dass ein unbekannter Modellparameter umso genauer durch
einen Schitzer 6 approximiert werden kann, wenn die zugehérige Kovarianzmatrix cov(0)
minimal beziiglich eines Optimalitatskriteriums G : R™*" — IR ist. Die am haufigsten
verwendeten Kriterien sind nach [85]

(1) das D-Optimalitatskriterium (2.7)
G(cov{f}) = Indet(cov{f}) := In|cov{B}],
(2) das E-Optimalitatskriterium (2.8)
G(cov{B}) = Amax(cov{B}),
wobei Apax den gréBten Eigenwert von cov{8} darstellt, (2.9)

(3) das A-Optimalitatskriterium

G(cov{f}) = tr(cov{})

mit der Spur tr : R™*™ — IR.

Dass die Minimierung der Kovarianzmatrix cov{@} beziiglich eines der Kriterien (2.7)
- (2.9) die Zuverlassigkeit eines Schitzers 6 erhéht, kann am zugehérigen Konfiden-
zellipsoid KC erlautert werden. Ein Konfidenzellipsoid K ist ein MaB fiir die Prazision
eines Schatzverfahrens [17]. Je kleiner das Ellipsoid ist, desto besser kann ein gesuchter
Modellparameter geschatzt werden:

Das D-Optimalitatskriterium (2.7)

Die Minimierung der Determinante der Kovarianzmatrix ist dquivalent zur Minimierung
des Volumens des Konfidenzellipsoids K. Es gilt mit den Eigenwerten A; > 0 der Matrix
cov{0} der Zusammenhang

lcov{B} = [N = ] ed?, (2.10)
=1 i=1
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wobei a; fir ¢ = 1,...,m die Lange der i-ten Hauptachse des Konfidenzellipsoids XC
darstellt und ¢; > 0 konstant ist [89]. Fiir das Volumen von K gilt

vol(K) = %WHaZ—.
i=1

Das E-Optimalitatskriterium (2.8)

Die Minimierung des groBten Eigenwertes A der Kovarianzmatrix cov{é} ist dquiva-
lent zur Minimierung der langsten Hauptachse des Konfidenzellipsoids. Mit den Haupt-
achsenlangen a; und den Eigenwerten \; von cov{6} gilt der Zusammenhang [89]

/ .
a; = c;\V/ Ay 1=1,...,m,

wobei ¢, = % mit ¢; aus (2.10).

Das A-Optimalitatskriterium (2.9)

Die Minimierung der Spur von der Kovarianzmatrix cov{é} ist aquivalent zur Minimie-
rung der durchschnittlichen Lange der Hauptachsen des Konfidenzellipsoids (in Abbil-
dung 2.1 durch den Radius eines Kreises dargestellt).

Bemerkung 2.1.3. Der Eigenvektor vi € IR™ zum Eigenwert )\; fiir i = 1,...,m
definiert die Richtung der i-ten Hauptachse des Konfidenzellipsoids IC.

Der Zusammenhang zwischen der Kovarianzmatrix cov{@} und dem zugehérigen
Konfidenzellipsoid X kann wie folgt grafisch veranschaulicht werden:

Konfidenzellipsoid K mit den Optimalitatskriterien (2.7) - (2.9)
30

25 |
D-Optimalitat
20 |
Oy 15
10 ¢

51 A-Optimalitat E-Optimalitat

0

0 5 10 15 20 25 30

61
Abbildung 2.1: Das Konfidenzellipsoid K um einen Schatzwert 8 = (15,15)". In dessen
Volumen befindet sich mit hoher Wahrscheinlichkeit der gesuchte Modellparameter 8* €
O. Je kleiner das Konfidenzellipsoid, desto genauer kann 8* durch 8 approximiert werden.
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In dieser Arbeit wird insbesondere das D-Optimalitatskriterium (2.7) untersucht und
verwendet. In Kapitel 3 wird hierfiir ein Losungsverfahren aus dem Jahre 2005 vorge-
stellt, mit dem die Determinate der Kovarianzmatrix durch Bestimmung einer optimalen
Messstellenkonstellation x* = (xl’*T, .. ,XZ’*T)T minimiert wird. Die an den Messpo-
sitionen x“*, i € I, erhobenen Messdaten enthalten dann maximale Information, so dass
eine Parameteridentifikation bestmoglich durchgefiihrt werden kann.

Ausgehend von der Bestimmung einer optimalen Messstellenkonstellation zur Mini-
mierung der Kovarianzmatrix beziiglich (2.7) wird anschlieBend in Kapitel 4 eine neue
Vorgehensweise vorgestellt um x* zu bestimmen. Die Verfahren aus Kapitel 3 und 4
werden dann in Kapitel 5 am Beispiel einer zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung
miteinander verglichen.

2.2 Parameteridentifikation

Eine Losung u(t,x,0) der instationdren partiellen Differentialgleichung (2.1) - (2.3)
hangt von einem Parameter 8 € © ab, der mithilfe einer Parameteridentifikation durch
einen Schitzer ndherungsweise ermittelt werden kann. Wie eine solche Schatzung
realisiert werden kann, wird im folgenden Abschnitt beschrieben. Zur lbersichtlichen
Darstellung sei

I; = {ielN:1<i</{}

die Indexmenge der Messpositionen, an denen die fir die Parameterschatzung erforder-
lichen Messdaten erhoben werden. In dieser Arbeit werden Parameterschatzmethoden
betrachtet fiir die die folgenden zwei Voraussetzungen gelten:

Voraussetzung 2.2.1.

1. Fiir den Messfehler £(t,x) = (t, x, @) wird vorausgesetzt, dass £(t,x) ~ N (0, 02)
mit den Erwartungswerten

Ele(t,x)} =0 und E{e(t,x")e(t’,x))} = q(t,x", x))(t —t') (2.11)
fiir alle i, j € I, mit der Dirac-delta-Funktion 9.

2. Zudem wird vorausgesetzt, dass der Messfehler raumlich unkorreliert ist, somit
vereinfacht sich

q(t,Xi,Xj) = Uzdij, (212)
so dass A .
E{e(t,x")e(t',x))} = o256t — 1)
mit der Kronecker-Delta-Funktion d;; gilt.

Wie in [17] beschrieben, sind die Schatzverfahren Methode der kleinsten Quadrate,
Momentenmethode und Maximum-Likelihood-Schatzung unter der Voraussetzung 2.2.1
identisch. Der besseren Ubersicht wegen wird in dieser Arbeit aber immer bei einem
Schatzer von einem Maximum-Likelihood-Schatzer gesprochen um hervorzuheben, dass
die Vorgehensweise der Maximum-Likelihood-Schatzung verfolgt wird. Trotzdem kann
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gezeigt werden, dass die Vorgehensweisen der Methode der kleinsten Quadrate und der
Momentenmethode auf das selbe zu 16sende Optimierungsproblem fiihren.

Wie man unter der Voraussetzung 2.2.1 einen unbekannten Parameter 6 mit der
Maximum-Likelihood-Methode schitzen kann, wird im folgenden Abschnitt zunichst
allgemein und anschlieBend am Beispiel der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung
erldutert.

2.2.1 Umsetzung einer Parameteridentifikationsmethode

Unter der Voraussetzung 2.2.1 kann ein Modellparameter € aus (2.1) - (2.3) wie folgt
geschatzt werden:

Schritt 1: Experimentelle Bestimmung von Messdaten

Mithilfe von ¢ Sensoren werden zunachst an zuvor festgelegten Messpositionen x' €
Q, i € I insgesamt M Messungen unternommen. Die Messwerte werden durch 2/ (¢), i €

Iy, j = 1,..., M dargestellt. Die gemittelten Messwerte an der Messstelle x* werden
mit
1 &
zi(t) = MZzg(t), i€ Iy, (2.13)
j=1
bezeichnet.

Schritt 2: Parameterschiatzung durch Losen eines Optimierungsproblems

Nachdem die Messreihen z;(t) an den Messpositionen x’ erhoben wurden, kann der
unbekannte Parameter 8" durch Lésen eines Optimierungsproblems geschatzt werden:
Fiir den Maximum-Likelihood-Schatzer 6 gilt [17]

6 = argminJ(0) 2/ 12() — Pu(O)|%1 (2.14)

wobei u(0) := u(t,
Die Matrix Q(¢
definit und es gilt

x,0) eine Lésung der Zustandsgleichung (2.1) - (2.3) darstellt.
) = [q(t,x", %))} -, € IR in (2.14) ist mit ¢ aus (2.12) positiv

_ (212) 1
||V‘|2Q—1(t) = v Qlt)v = U—VTV, Vv e R

Der Vektor
zZ(t) = (Zl(t),...,Zg(t))T

stellt mit z;(¢) aus (2.13) die gemittelten Messreihen dar und es gilt
Pu(B) = (u(t,x',0),...,u(t,x,8))".

Der Operator P ist demnach wie folgt definiert:
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Definition 2.2.1. Mit den fest gewdhlten Messpositionen X := (xlT, . ,XZT)—r ist
P+ CH(T;C*(;C*(6;R))) — CH(T)f
eine Abbildung definiert durch
Pu() = Pu(t,x,0) = (u(t,x,0),...,u(t,x" 0))".

Da 02 > 0 ist, kann 0. B. d. A. 02 := 1 gesetzt werden. Auf diese Weise erhilt man das
zu (2.14) aquivalente Optimierungsproblem

min () = % /T 1(t) — Pu(8)|2 dt. (2.15)

Parameteridentifikation am Beispiel der eindimensionalen Warmeleitungsglei-
chung

Anhand der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung wird in diesem Abschnitt gezeigt,
wie die zuvor beschriebene Parameteridentifikation unter der Voraussetzung 2.2.1 durch-
gefiihrt werden kann. Dieses Beispiel ist dem Buch [85] entnommen.

Beispiel 2.2.1. (Die 1D-Warmeleitungsgleichung)
Wie in [85] erldutert, beschreibt die parabolische Differentialgleichung

Owu(t,z) = 0Azu(t,z), xe€Q:=(0,1), teT:=(0,ty), (2.16)

die zeitliche Anderung der Temperatur in einem Metalldraht. Ein solcher Draht kann
liber seinen Diffusionskoeffizienten 8 > 0 identifiziert werden. Es wird nun beschrieben,
wie mithilfe einer Parameteridentifikation ein solcher Diffusionskoeffizient mithilfe von
Messdaten geschatzt werden kann. Fiir die Datenerhebung werden die Experimente wie
folgt durchgefiihrt:

Schritt 1: Experimentelle Bestimmung von Messdaten

Zu Beginn der Messungen hat der Metalldraht die Anfangstemperatur
u(0,z) = sin(wz) [in °C] firz € Q. (2.17)

Was die Temperatur am Rand betrifft, wird diese wihrend des gesamten Experimentes
so gesteuert, dass

u(t,0) = wu(t,1) = 0[in°C] firteT, (2.18)

gilt. Fiir die Datenerhebung wird als Messposition x := 0.5 gewahlt. (In Kapitel 3.3 wird
gezeigt, dass z* = 0.5 die optimale Messstelle darstellt.) An der Position x = 0.5 wird
mit einem Sensor die Temperatur 30 Sekunden lang gemessen. Nach der Durchfiihrung
von M Messungen, werden diese gemittelt und durch folgende Grafik dargestellt:
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Experimentell ermittelte Messreihe

1

0.8
0.6

0.4

Temperatur in °C

0.2

0 5 10 15 20 25 30
Zeit in sec.

Abbildung 2.2: Durchschnitt der experimentell ermittelten Temperatur Z(t) eines Me-
talldrahtes an der Messposition x = 0.5.

Schritt 2: Parameterschiatzung durch Losen eines Optimierungsproblems

Die Wérmeleitungsgleichung (2.16) ist mit der Anfangsbedingung (2.17) und der Rand-
bedingung (2.18) fiir jedes feste 6 eindeutig Iésbar [85]. Die analytische Lésung ist
bekannt und lautet

u(t,z,0) = exp(—6Or2t)sin(rz). (2.19)

Diese wird in das Optimierungssystem (2.14) eingesetzt. Dann gilt fiir den Schatzer 0
mit der gemittelten Messreihe Z(t)

A

0 = argmén J(0) = %/ 12() — exp(—07*t) sin(mz) ||3 dt.
T

In Kapitel 2.3 werden Verfahren beschrieben, mit denen eine optimale Lésung eines
solchen Optimierungsproblems ermittelt werden kann. Es gilt: 6 ~ 0.025.

Da im allgemeinen die analytische Lésung einer partiellen Differentialgleichung nicht
ermittelt werden kann, wird die Gleichung (2.1) - (2.3) in dieser Arbeit numerisch be-
trachtet und mithilfe der Finiten-Elemente-Methode und dem Crank-Nicolson-Verfahren
geldst. In Vorbereitung dessen wird im folgenden Abschnitt die schwache Formulierung
der Zustandsgleichung (2.1) - (2.3) aufgestellt.

2.2.2 Schwache Formulierung der Zustandsgleichung

Um einen unbekannten Modellparameter 8 € © mit der Maximum-Likelihood-Methode
numerisch bestimmen zu kénnen, wird eine Lésung der Zustandsgleichung (2.1) - (2.3)
benétigt. Da im allgemeinen die analytische Lésung nicht ermittelt werden kann, wird
diese in dieser Arbeit mit der Methode der finiten Elemente und mit dem Crank-Nicolson-
Verfahren numerisch berechnet.
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Die schwache Formulierung der Zustandsgleichung (2.1) - (2.3) erhalt man, indem
(2.1) - (2.3) zunachst mit einer beliebigen, aber festen Testfunktion ¢ € C°(Q2) multi-
pliziert und anschlieBend iiber Q integriert wird. Der Raum der Testfunktionen ist dabei
wie folgt definiert:

Definition 2.2.2. (Testfunktionen)
Sei Q  IRY offen. Dann ist

CP(Q) = {velC>®(Q):supp(v) ={x:v(x)# 0} C Q ist kompakt}

die Menge aller Funktionen v € C*°(f2), deren Trager kompakte Teilmengen von ) sind.
Die Elemente von C2°(2) heiBen Testfunktionen.

In diesem Abschnitt wird vorausgesetzt, dass fiir jedes fest gewdhlte 8 € ©
u(t,x,0) € CHT;C*H(R))
und mit u(t)(x) := u(t,x,0) fir jedes t € T
u(t) € C*(2;R)

ist. Wie in [69] beschrieben, gilt dann fiir jedes fest gewéhlte @ € O und jedes t € T' mit
F(t)(x) := F(t,x,0) aus (2.1) und r(t)(x) := r(t,x,0) aus (2.2) der Zusammenhang

(8tu(t)7F(t)790)L2(Q) = 0, (220)
(r(®), ) 200y = 0 (2.21)
(w(0) = u0,0) 2y = O, (2.22)

Vi € C2°(2) mit den Skalarprodukten

(v,cp)Lz(Q) = /Qvgodx und (v,gp)LQ(aﬂ) = /mvgoda.

Insbesondere muss demnach gefordert werden, dass
du(t) — F(t) € L*(Q), r(t) € L*(09) und u(0) —ug € L*(Q)
gilt, wobei L?(2) und L2(952) wie folgt definiert sind:

Definition 2.2.3.
Sei Q c R? offen. Dann ist mit 0 < p < oo

LP(Q) := {v:Q — R: v ist messbar und / |v(z)[Pdz < oo}
Q

Eine Losung von (2.20) - (2.22) wird schwache Lésung von (2.1) - (2.3) genannt. Die
Zustandsgleichung in schwacher Form besitzt den Vorteil, dass mithilfe der ersten Green-
schen Identitat (durch partielle Integration) die zweite Ableitung in (2.20) verschwindet
und nur noch die erste schwache Ableitung gefordert werden muss.
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Definition 2.2.4. (Schwache Ableitung)
Sei  c R? offen. Mit der Menge aller lokal integrierbaren Funktionen

Ll

loc

Q) = {u:Q—IK: 1lgue LY(K) VK CQ ist kompakt}

ist fiiru € L},.() die Funktion v € L}, (Q) die a-te schwache Ableitung von u, wenn
(u, Vap) = (=1)%(v,) Vo €C(Q)

mit o € INg gilt. Man schreibt V u := v.

Wendet man die erste Greensche ldentitdt in Gleichung (2.20) an um die zweite
partielle Ableitung verschwinden zu lassen und setzt man anschlieBend (2.21) in die auf-
tretenden Randintegrale ein, erhalt man eine partielle Differentialgleichung in schwacher
Form. Diese wird im folgenden mit der Abbildung a : V x V — IR dargestellt durch

at(“(ﬂﬂ@)]}(g) = G(U(t),cp), (2.23)

mit der Anfangsbedingung
(U(O) — Uo, ¢)L2(Q) = 07

Vo € C°(Q2). Da die Existenz der zweiten Ableitung nicht mehr gefordert werden muss,
kann
vV = HY(Q)

gesetzt werden, wobei der Sobolevraum H' () wie folgt definiert ist:

Definition 2.2.5. (Sobolevraum)
Sei Q c RY offen. Dann ist mit k € INg

HEQ) = {v:Q—=TK:3I Vel (Q) Vol <k}

loc

der Raum, fiir den v alle schwachen Ableitungen der Ordnung || < k besitzt.
Versehen mit der Norm

ol gre = (Z(VQU,VQU))

la|<k
ist H*(Q)) ein Banachraum.

Besitzt das Gebiet {2 zudem die sogenannte 1-Fortsetzungseigenschaft, kann als
Testraum der Sobolevraum V' gewahlt werden. Die 1-Fortsetzungseigenschaft ist wie
folgt definiert:

Definition 2.2.6. (m-Fortsetzungseigenschaft)
Eine offene Menge @ C IR? hat die m-Fortsetzungseigenschaft (m € IN), wenn es fiir
alle k € {1,...,m} einen stetig linearen Fortsetzungsoperator

Fy : H*(Q) — H*(RY)

gibt mit Fi.fiq = f, f € H*(IRY).
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Da der Raum der Testfunktionen C3°(IR?) dicht in H'(IRY) liegt [12], d. h.

H'(R?) = C2(IRY)

und in dieser Arbeit die 1-Fortsetzungseigenschaft gefordert wird, kann V' C C°(Q) als
Raum der Testfunktionen gewahlt werden.
Die schwache Formulierung der Zustandsgleichung (2.20) - (2.22) lautet dann:

Sei 0 € O fest gewahlt. Gesucht ist u(t) € V, so dass
at(u(t),go)LQ(Q) = a(u(t),¢), (2.24)

mit der Anfangsbedingung

(’U,(O), @) L2(Q) = (u07 30) L2(Q)’ (225)

VoeV.
Es wird nun erlautert, wie das Parameteridentifikationsproblem (2.14) mit der klas-
sischen Optimierungstheorie gelost werden kann. Hierfiir werden zunichst die Optima-

litatsbedingungen erster und zweiter Ordnung wiedergegeben. Im Anschluss werden die
Verfahren

e Methode des steilsten Abstiegs,
o Newton-Verfahren,
e Gauss-Newton-Verfahren

vorgestellt, mit denen das Optimierungsproblem (2.14) gelost werden kann.

2.2.3 Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Wie in Kapitel 2.2.1 beschrieben, kann ein unbekannter Parameter 8* € © durch Ldsen
des Optimierungsproblems (2.15) geschatzt werden. Da im Vorhinein allerdings nicht be-
kannt ist, ob es sich bei (2.15) um ein konvexes Optimierungsproblem handelt, werden
in diesem und im nachsten Abschnitt die notwendigen und hinreichenden Bedingungen
dafiir angegeben, dass eine Lésung 6 von (2.15) ein lokales Minimum darstellt. Anschlie-
Bend werden in Kapitel 2.3 Verfahren vorgestellt, mit denen das Parameterschatzproblem
(2.15) gelost werden kann.

Um die Optimalitatsbedingungen erster Ordnung (notwendige Bedingungen) zu er-
halten, wird das zum Problem (2.15) zugehorige Lagrangefunktional £ : © x R™ x
IR™ — IR bendtigt [43]. Dieses lautet mit dem Parametergebiet O aus (2.4) und dem
euklidischen Skalarprodukt (-, -),

1
L6, A, X)) = §/T||Z(t)—Pu(t,x,O)]\%dt+(a—O,)\a)Q—i—(a—b,}\b)Q. (2.26)

Im Lagrangefunktional (2.26) ist der Operator P definiert wie in Definition 2.2.1. Da
die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems (2.15) lediglich aus der oberen und
unteren Abschatzung

a—-60 <0 und 06-b <0
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aus (2.4) bestehen, ist nach [43] das Problem (2.15) in jedem Punkt 8 € © regular.
Daher ist das Optimierungsproblem insbesondere in jedem lokalen Minimum 8 € ©
reguldr, so dass folgender Satz gilt:

Satz 2.2.1. (Satz von Kuhn-Tucker, [43]) B
Sei 6 € © ein lokales Minimum von (2.15). Da (2.15) in @ reguldr ist, existiert ein
(Aa, Ap) € R™ x IR™ mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Aa, Ap >0,
(ii) (ai — éi)/_\ayi =0 und (éz — bi)j\bﬁ' =0 fir alle i = 1, uz
(Bedingungen vom komplementéren Schlupf),
(iii) VoL(0,Xa, Xp) = O.

Die Gleichungen VgE(O_, Xa,_ib_) = 0 und die Bedingungen vom komplementaren Schlupf
aus Satz 2.2.1 stellen mit (6, Ay, Ap) € © x R x IR’ die Optimalitatsbedingungen
erster Ordnung dar und werden KKT-Bedingungen genannt [43]. Mit dem Gradienten

VeJ(0) = —/ [PaVau(t,x,0)] (Z(t) — Pu(t,x,0)) dt (2.27)
T
lauten diese
VoLl(0,Xa; Xp) = —/ [P2Vou(t,x, 0)] (Z(t) — Pu(t,x,0)) dt — Ag + Xp
T
— 0, (2.28)
(a_e_axa)z = 07 (e__buxb)z = 07 agégby xlhbeO)

wobei der Operator P wie folgt definiert ist:

Definition 2.2.7. Sei 8 € © fest gewihlt. Mit den fest gewihlten Messpositionen
X = (xlT, e ,Xﬂ)—r ist

Py Cl(T; V)mxl N Cl<T)m><€
definiert durch

Op,u(t,x',0) ... 0Opu(t,x"0)
PQVQU(t,X, 0) =
Op,, u(t,x',0) ... 0Oy, u(t,x’ 0)

Ein Punkt (6, Xa, ) € © x R x IR der die Bedingungen (2.28) erfiillt, wird
KKT-Punkt genannt [43].

Da das Optimierungsproblem (2.15) in jedem Punkt regular ist, stellt jeder lokale
Minimalpunkt @ € © mit der zugehdrigen dualen Lésung (Aq, Ap) € R x IR'" einen
KKT-Punkt von (2.28) dar. Allerdings ist nicht jeder KKT-Punkt ein lokaler Minimal-
punkt.

In diesem Kapitel werden Verfahren beschrieben, mit denen ein lokales Minimum von
(2.15) durch Lésen der KKT-Bedingungen (2.28) numerisch ermittelt werden kann. Um
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sicher zu stellen, dass der primale Anteil eines ermittelten KKT-Punktes eine lokale Mi-
nimallésung von (2.15) darstellt, werden zusatzlich die Optimalitatsbedingungen zweiter
Ordnung benétigt. Diese werden im nachsten Unterkapitel wiedergegeben.

Zunachst wird beschrieben, wie man die Sensitivitaten

w;(t,x,0) = Og,u(t,x,0) (2.29)

fur i = 1,...,m berechnen kann, da diese zum Lésen der KKT-Bedingungen (2.28)
bendtigt werden. Diese erhalt man als Losung der sogenannten Sensitivitdtsgleichun-
gen erster Ordnung, die durch partielle Ableitung der Zustandsgleichung (2.1) - (2.3)
aufgestellt werden kdnnen.

Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung fiir das allgemeine Modell (2.1) - (2.3)

Leitet man die instationére partielle Differentialgleichung (2.1) - (2.3) partiell nach den
Modellparametern 6; fiir ¢ = 1,...,m ab, erhidlt man die i-te Sensitivitatsgleichung
erster Ordnung

Orwi(t) = 0, F(t,x,0)w;(t)+ 0p,F(t,x,0), z€Q, teT, (2.30)
mit der Randbedingung

Our(t,x,0)w;(t) + 0p,r(t,x,0) = 0, (2.31)
fir x € 010, t € T und der Anfangsbedingung
w;(0) = 0, (2.32)

wobei zur tbersichtlichen Darstellung
u(t) :=u(t,x,0) und w;(t) = w(t,x,0)

gesetzt wurde.

Die Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung stellen fiir jedes i = 1,...,m jeweils
selbst eine instationdre partielle Differentialgleichung dar, die in dieser Arbeit analog zur
Zustandsgleichung (2.1) - (2.3) mit der Methode der Finiten Elemente gel6st werden.
Um auch hier die Existenz der zweiten Ableitung nicht fordern zu miissen, werden die
zugehorigen schwachen Formulierungen benétigt. Diese erhalt man, indem die Zustands-
gleichung in schwacher Form (2.24) - (2.25) nach 6;,7 = 1, ..., m partiell abgeleitet wird.
Mit der Abbildung a : V x V' — IR aus (2.23) gilt:

Sei 8 € O fest gewadhlt und u(t) € V eine Losung von (2.24) - (2.25). Gesucht ist
wi(t) € V furi=1,...,m, so dass die Gleichung
8t(wi(t),<p)L2(Q) = Jya(u(t), p)w;(t) + dg,au(t), @), (2.33)

mit der Anfangsbedingung

(w;(0), @)LQ(Q) = 0, (2.34)
VeV erfillt ist.

Bemerkung 2.2.2. Die Gleichungen (2.33) héngen fiir allei = 1,...,m linear von den
Sensitivitdten w;(t) ab und sind bei fest gewdhltem 6@ € © und bekannter Lésung u(t)
voneinander unabhéangig I6sbar.
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2.2.4 Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung

Im Kapitel 2.3 werden Verfahren vorgestellt, mit denen das Optimierungsproblem (2.15)
durch Bestimmung eines KKT-Punktes W := (0,Aq,Xp) € © x R x IR geldst
werden kann. Der primale Anteil 6 eines ermittelten KKT-Punktes w entspricht dann
entweder einem Minimal-, einem Maximal- oder einem Sattelpunkt des Parameterschatz-
problems (2.15). Da die Optimalitadtsbedingungen erster Ordnung notwendig, aber nicht
hinreichend dafiir sind, dass @ eine Minimallésung von (2.15) entspricht, wird in diesem
Abschnitt zusatzlich die notwendige und hinreichende Optimalitatsbedingung zweiter
Ordnung wiedergegeben. Diese sind dem Buch [43] entnommen.

Folgender Satz gibt die notwendige Bedingung zweiter Ordnung fiir das Optimie-
rungsproblem (2.15) wieder.

Satz 2.2.3. (Notwendige Bedingung zweiter Ordnung, [43])
Sei 8 € O ein lokales Minimum von Problem (2.15) und (8, Aq, Ap) € © x R x R
ein KKT-Punkt von (2.28). Dann gilt mit dem Lagrangefunktional aus (2.26)

s'V2L(0, X, Xp)s > 0 VseL(S;0),
wobei L(Sy;0) den linearisierten Kegel [43] von © in @ darstellt mit

S = {92(01,...,0m)T€@2 0; = a; Vizl,...,mmitﬂa,i>0,
0; =b; Vi:1,...,mmit5\b7i>0}.

Der Satz 2.2.3 besagt, dass die Hessematrix der Lagrangefunktion auf dem linea-
risierten Kegel L(S1;0) positiv semidefinit ist, wenn @ € © ein lokales Minimum von
Problem (2.15) darstellt.

Die hinreichende Bedingung zweiter Ordnung lautet:

Satz 2.2.4. (Hinreichende Bedingung zweiter Ordnung, [43])
Sei (0, Aa; Ap) € © x RT" x IR} ein KKT-Punkt von (2.28) und sei

s'VZLO,Xa,Xp)s > 0 Vs L(S1;0) mits #0. (2.35)
Dann ist @ € © ein strikt lokales Minimum von (2.15).

Die Hessematrix des Lagrangefunktionals aus (2.26) entspricht der Hessematrix des

Zielfunktionals J(0). Es gilt

V300,20 X)) = — / [PsV3u(t, x, )] (2(t) — Pult,x,8)) dt
T
+ / [PaVoult, x,0)] [PaVeult,x,0)] dt  (2.36)
T
= Vz J(é)v
wobei der Operator P3 wie folgt definiert ist:

Definition 2.2.8. Sei 8 € © fest gewihlt. Mit den fest gewihlten Messpositionen
X = (XlT, . ,xﬁ—r)—r ist

733 . CI(T; V)mxm N CI(T)meXE
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ein Operator definiert durch

[PsVau(t,x,0)] = Op,0p,u(t,x",0).

.5,k
Fiir die Berechnung der Hessematrix des Lagrangefunktionals werden die Sensitivi-

taten zweiter Ordnung
vij(t,x,0) = 0p,0p,u(t,x,0)

firi,j =1,...,m bendtigt. Diese erhilt man als Lésung der sogenannten Sensitivitats-
gleichungen zweiter Ordnung.

Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung fiir das allgemeine Modell (2.1) - (2.3)

In diesem Abschnitt werden die Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung aufgestellt. Die
Losungen dieser Gleichungen werden bendtigt um die Hessematrix des Lagrangefunktio-
nals berechnen zu kénnen. Die Sensitivititsgleichungen zweiter Ordnung in starker Form
erhalt man durch partielle Ableitung der Gleichungen (2.30) - (2.32). Leitet man die i-te
Sensitivitdtsgleichung erster Ordnung nach 6; fir j € {1,...,m} ab, gilt die partielle
Differentialgleichung

Oig(t) = (O2F(t)w;(t) + 0, 0,F (1) )wi(t) + DuF (Hvig(t)  (237)
+ 0p,0uF (t)w;(t) + Op, 0, F (1)
mit der Randbedingung
0 = (02r()w;(t) + Og,Bur(t) )wit) + Our ()i (t) (2.38)
+ Op,Our(t)w;(t) + g, 0,7 (1)

fir x € 99) und der Anfangsbedingung
v;;(0) = 0. (2.39)

Zur Ubersichtlichen Darstellung wurde

u(t) == u(t,x,0), w;i(t):=w;(t,x,0) und v;(t) :=v(t,x,0)

gesetzt.

Wie die Zustandsgleichung und die Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung werden
die Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung in dieser Arbeit mit der Methode der Fini-
ten Elemente gelost. Um auch hier die zweite Ableitung beziiglich der Ortsvariablen x
nicht fordern zu miissen, wird die schwache Formulierung benétigt. Diese lautet mit der
Abbildung a : V x V — R aus (2.23):

Sei O € O fest gewahlt, u(t) € V eine Lésung von (2.24) - (2.25) und w;(t) € V die
i-te Lésung von (2.33) - (2.34). Gesucht ist v;;(t) € V fird,j =1,...,m, so dass die
Gleichungen

O(vij(1),0) oy = (P2alult), 9)w;(#)wilt) + O, Dua(u(t), ¢) Jwi(t)
+ Oya(u(t), p)vi;(t) + Og,0ual(u(t), ¢)w;(t) (2.40)
+ 69‘7- aeia(u(t)v 80)7
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mit den Anfangsbedingungen
(vij(0),0) 2y = O, (2.41)
VeV erfillt ist.

Bemerkung 2.2.5. Die Gleichungen (2.40) hingen fiir alle i = 1,...,m und j =
1,...,m linear von den Sensitivititen v;;(t) ab und sind bei fest gewihltem 8 € © und
bekannten Lésungen u(t) und w;(t) fir i = 1,...,m voneinander unabhingig lésbar.

2.3 Optimierungsverfahren zur Parameteridentifikation

In Kapitel 2.2.1 wurde beschrieben, wie ein unbekannter Modellparameter 8* € © mit
der Maximume-Likelihood-Methode geschatzt werden kann, wenn die Voraussetzung 2.2.1
erfillt ist: Dann kann 8* durch Lésen eines Optimierungsproblems (2.14) approximiert
werden. Es werden nun die Verfahren

e die Methode des steilsten Abstiegs,
e das Newton-Verfahren und
e das Gauss-Newton-Verfahren

betrachtet, mit denen das Optimierungsproblem (2.14) gelést werden kann (siehe z. B.
[43).

Bei Parameteridentifikationsproblemen kann im allgemeinen die Menge O so gewahlt
werden, dass der gesuchte Modellparameter 8* im strikten Inneren ©° von © liegt. Dann
gilt fiir die Lésung 0

VoJ(6) = 0, (2.42)

mit dem Zielfunktional J : ©® — IR aus (2.14). In dieser Arbeit wird vorausgesetzt,
dass der unbekannte Parameter 8* derart eingegrenzt werden kann, dass 8* € ©° und
folglich fiir den Schatzer 0 (2.42) gilt.

2.3.1 Abstiegsverfahren
Wie in [43] beschrieben, ist der Gradient

VoJ(0) = — /T [PaVau(t,x,0)] (2(t) — Pu(t,x, ) dt (2.43)

ein Vektor, der in die Richtung des steilsten Anstiegs des Zielfunktionals J aus (2.14) im
Punkt 6 zeigt. Somit zeigt der Vektor —Vg.J (@) im Punkt 0 in die Richtung des steilsten
Abstiegs. Ist der Gradient VgJ(0) # 0, dann existiert folglich immer eine Schrittweite
a > 0, so dass

J(O —aVeJ(8)) < J(0O).

Aufgrund dieser Eigenschaft kann durch sukzessives Ermitteln der Abstiegsrichtung s :=
—VJ(0)) ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (2.14) wie folgt ermittelt
werden:
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Algorithmus 2.3.1. (Methode des steilsten Abstiegs, [43])
(5.0) Initialisierung:
Wihle ein 8° € ©, 0 < ¢ < 1 und setze n := 0.
Wahle ein o € (0,1) und 5 € (0,0.5) fiir die Schrittweitenbestimmung.
(5.1) Lésen der Zustandsgleichung:
Bestimme u"(t) = u(t;0") € V, so dass (2.24) - (2.25) fir alle p € V
erfiillt ist.

(5.2) Lésen der Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung:

Setze u™(t) in (2.33) ein und bestimme fiir jedes i =1,...,m
wi(t) = Opu(t;0") €V,
so dass (2.33) - (2.34) fiir alle ¢ € V erfiillt ist.
(5.3) Berechnung der Suchrichtung:
Bestimme den Gradienten
VoI(0") = [ [Powr )] @(0) ~ Pur(v) di
und setze s := —VgJ(0").
(5.4) Abbruchbedingung:
Ist ||s™||2 < €, dann ist 8" ein stationdrer Punkt von J(@). Stop.

(5.5) Schrittweitenbestimmung (Armijo) und setzen der neuen lterierten:

Bestimme das kleinste k € INy, so dass
J(O" + oFs™) < J(0") — par||s” 3.
Setze 0" := 0" 4 aFs™, n:=n + 1 und gehe zu (S.1).

In Schritt (S.5) erzwingt der Summand —3a*||s”||2 < 0 mit 3 > 0 und o > 0 eine
echte Verkleinerung von J. Es wird bewirkt, dass die Minimierung des Zielfunktionals
im n-ten lterationsschritt nicht zu klein ausfallt.

Wie in [43] beschrieben, fehlen Aussagen iiber die Konvergenzgeschwindigkeit der
J(0™) und der ™. Zudem kommt es bei der Methode des steilsten Abstiegs vor, dass
der Gradient s = —V.J(0) und eine ideale Suchrichtung im Punkt € in der Nahe eines
Minimums einen Winkel von nahezu 90° einschlieBen, so dass man sich in Richtung s nur
sehr geringfligig dem gesuchten Minimum nahert. Diese Eigenschaft wird in Kapitel 6
bestatigt, wo numerisch die Methode des steilsten Abstiegs flir ein Parameteridentifika-
tionsproblem in der praparativen Saulenchromatographie umgesetzt wird: Sobald sich 8"
in einer lokalen Umgebung des gesuchten Minimums befindet, miissen die Schrittweiten
sehr klein gewahlt werden um eine Reduktion im Zielfunktional zu erreichen.

Es stellt sich heraus, dass sich Algorithmus 2.3.1 gut eignet um in eine Nahe eines
Minimums zu gelangen, fiir ein lokales Losen allerdings zu viele lterationsschritte be-
ndtigt werden. Um lokal einen Schitzer des Optimierungsproblems (2.14) numerisch zu
ermitteln, bietet sich das Newton- und das Gauss-Newton-Verfahren an.
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2.3.2 Newton-Verfahren

Befindet sich die Minimallésung 0 des Optimierungsproblems (2.14) im strikten Inneren
der Menge O, dann ist

VeJ(B) = 0. (2.44)

In diesem Fall kann (2.44) als ein Nullstellenproblem aufgefasst werden, welches mit
dem Newton-Verfahren [43] gelost werden kann. Folgender Algorithmus beschreibt die
Umsetzung dieser Methode um einen unbekannten Modellparameter durch Lésen des
Optimierungsproblems (2.14) zu ermitteln.

Algorithmus 2.3.2. (Newton-Verfahren, [43])
(5.0) Initialisierung:
Wihle ein 8° € ©, 0 < & < 1 und setze n := 0.
Wihle ein o € (0,1) und 8 € (0,0.5) fiir die Schrittweitenbestimmung.
(5.1) Lésen der Zustandsgleichung:
Bestimme u"(t) = wu(t;0") € V, so dass (2.24) - (2.25) fiir alle p € V
erfiillt ist.

(5.2) Lésen der Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung:

Setze u"(t) in (2.33) ein und bestimme fiir jedesi =1,...,m
wi(t) = Op,u(t;0") €V,
so dass (2.33) - (2.34) fiir alle p € V erfiillt ist.
(5.3) Lésen der Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung:
Setze u™(t) und w}'(t) firi=1,...,m in (2.33) ein.
Bestimme fiir jedesi=1,...,mund j=1,...,m
v (t) = Op,wi(t;0") €V,
so dass (2.40) - (2.41) fiir alle ¢ € V erfiillt ist.
(5.4) Berechnung der Suchrichtung:
Bestimme den Gradienten VoJ(0") mit (2.27) und die Hessematrix
V2J(0™) mit (2.36).
(5.5) Abbruchbedingung:
Ist |V J(0")|2 < e:
Ist V3.J(60™) positiv definit, dann ist 8™ ein lokales Minimum. Stop.

Wihle sonst ein neues 8° € ©, setze n := 0 und gehe zu (S.1).
Sonst: Bestimme die Richtung s™ als Lésung des Systems
V2J(0™)s" = —VguJ(0").

(5.6) Schrittweitenbestimmung (Armijo) und setzen der neuen lterierten:

Bestimme das kleinste k € INy, so dass
J(O" 4 oFs™) < J(0") — par||s” 3.
Setze "' := 0" 4 aFs™, n :=n + 1 und gehe zu (S.1).
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Bei der Realisierung von Algorithmus 2.3.2 muss beachtet werden, dass das Newton-
Verfahren gegen ein Maximum oder einen Sattelpunkt 6 des Optimierungsproblems
(2.14) konvergieren kann [43]. Die Richtung

s = —(V2J(0™) Ve (")
stellt allerdings immer eine geeignete Abstiegsrichtung dar, wenn die Hessematrix
H(O") = V3J(0")

positiv definit ist [43]. Daher kann das Parameterschatzproblem (2.14) numerisch ge-
l6st werden, indem zunéchst der Algorithmus 2.3.1 (Methode des steilsten Abstiegs)
umgesetzt wird, bis die Hessematrix H(0") positiv definit ist. Da 6™ sich nun in einer
konvexen Umgebung einer lokalen Minimallésung 6 von (2.14) befindet, konvergiert das
in Algorithmus 2.3.2 dargestellte Newton-Verfahren gegen 6.

Bemerkung 2.3.1. Wie in [43] beschrieben, ist im allgemeinen die in Schritt (5.6) be-
schriebene Schrittweitensteuerung notwendig um die globale Konvergenz des Verfahrens
zu gewdhrleisten, auch wenn die Hessematrix H(0™) positiv definit ist.

2.3.3 Gauss-Newton-Verfahren

Es wird nun beschrieben, wie mit dem Gauss-Newton-Verfahren das Parameterschatz-
problem

. 1
min J(6) (2.5 5 / 1Z(t) — Pult, x, 0)|2 dt (2.45)
T

gelost werden kann. Hierfiir wird der folgende Satz von Taylor bendtigt:

Satz 2.3.2. (Satz von Taylor im IR", [43])

Sei M C IR™ offen und g : M — IR¥ zweimal stetig differenzierbar. Seien ferner @ € M
und § > 0 gegeben mit {6 : ||@ — 0| < 3} C M. Dann gibt es ein C = C(6) > 0, so
dass fiir alle h € M mit ||h|o < d die Abschatzung

90 +h) = g(0) +Veg(8) 'h+ R(h) mit [R(h)]e < O3,
gilt.

Wie in [43] erlautert, wird beim Gauss-Newton-Verfahren zunichst die Funktion
Z(t) — Pu(t,x,0) in (2.45) durch die zugehdrige Linearisierung approximiert. Da nach
Satz 2.3.2 ein C' > 0 existiert, so dass

Z(t) — Pult,x,8) = %(t) — Pu(t,x,0 +h) + [PaVu(t,x,0 +h)] 'h + R(h)
mit |R(h)|s < C||h||%, gilt, kann fiir jedes h € © mit ||h||%, <4

#(t) — Pu(t,x,0) := #(t) — Pu(t,x,0+h) + [PoVeu(t,x,0 +h)] h,
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gesetzt werden, wenn § > 0 hinreichend klein gewahlt ist. Dadurch erhalt man fir fest
gewahltes 8" € © mit ||@" — 6*|| < § das Schatzproblem

glean (6,0") = / |Z(t) — Pu(t,x,0") + [P2Voul(t, x, 0”)}T(0—9”)||§dt, (2.46)

wobei 8% € © eine optimale Lésung von (2.45) darstellt.
Das Gauss-Newton-Verfahren 16st (2.45) durch Anwendung der Newton-Methode
auf das linearisierte Schatzproblem (2.46). Mit dem Gradienten
Ve J(6,0") =

[ PoVoultx,67) ((t) — Pult,x,6") + [PoVoultx,6™)] " (6~ 6")) d
T
und der Hessematrix
V3J(6,0") = / [PaVou(t,x,0™)] [PaVoul(t, x,0™)] " dt (2.47)
T

kann das Gauss-Newton-Verfahren wie folgt umgesetzt werden.

Algorithmus 2.3.3. (Gauss-Newtonverfahren, [43])
(5.0) Initialisierung:
Wihle ein 8° € ©, € > 0 und setze n := 0.
Wihle ein o € (0,1) und 3 € (0,0.5) fiir die Schrittweitenbestimmung.

(5.1) Lésen der Zustandsgleichung:

Bestimme
u(t) = u(t;0") eV,
so dass (2.24) - (2.25) fiir alle p € V erfiillt ist.
(5.2) Lésen der Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung:

Setze u"™(t) in (2.33) ein und bestimme fiir jedesi =1,...,m
wi(t) == Opu(t;0") €V,

so dass (2.33) - (2.34) fiir alle p € V erfiillt ist.

(5.3) Berechnung des Gradienten und der Fisher-Informationsmatrix:

Bestimme den Gradienten
Vol (6".6") = [ [Paw(e)] (3(t) - Pun(t) d
und die modifizierte Hessemgtrix
V2j(om,0") = / [Paw™ (£)] [Pow"(£)] " dt.
(5.4) Berechnung der Suchrichtung:

Bestimme die Richtung s™ als Lésung des Systems
V3J(0",0™)s" = —VaJ(6",0m).
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(5.5) Schrittweitenbestimmung (Armijo) und setzen der neuen lterierten:

Bestimme das kleinste k € INg, so dass
J(O™ + aFs™, 0™) < J(0™,0™) — Bak|s™|3.
Setze "1 := 0" + o¥s", n:=n + 1 und gehe zu (S.1).
Bemerkung 2.3.3. Im folgenden Kapitel 3 wird beschrieben, dass die Kovarianzma-
trix eines Schatzers 0 durch die Inverse der sogenannten Fisher-Informationsmatrix M

approximiert werden kann. An dieser Stelle sei zu erwdhnen, dass fiir die modifizierte
Hessematrix V3.J(6) aus Schritt (S.3)

M = V3J(6,6™)

gilt.



Kapitel 3

Optimale Versuchsplanung bei
instationaren partiellen
Differentialgleichungen

In Kapitel 2 wurde beschrieben, wie man mit einer Parameteridentifikationsmethode
einen unbekannten Parameter & € © durch einen Schatzer 8 := 6(6) numerisch be-
stimmen kann. Hierfiir wurde vorausgesetzt, dass @ erwartungstreu ist, d. h. es gilt

E{6} =6.

In diesem Kapitel wird nun untersucht, wie gut der Schatzer 0 den unbekannten Pa-
rameter approximiert. Ein MaB fiir die Genauigkeit eines Schitzers liefert dessen Ko-
varianzmatrix cov{@} (siehe z. B. [85]): Ein Parameter  kann durch  umso genauer
approximiert werden, wenn die zugehérige Kovarianzmatrix cov{é} minimal beziiglich
eines Optimalitatskriteriums G : IR™*™ — IR ist. Bewahrt haben sich die Optimalitats-
kriterien:

(1) D-Optimalitatskriterium (Determinante) mit (3.1)
G(cov{0}) = Indet(cov{f}) := In|cov{B}|,

(2) E-Optimalitétskriterium (groBter Eigenwert von cov{#}) mit (3.2)
G(cov{0}) = Amax(cov{8}),

(3) A-Optimalitatskriterium (Spur) mit (3.3)

G(cov{B}) = tr(cov{B}).

Wie in Kapitel 2.1.2 beschrieben, ist die Minimierung von In |cov{8}| aquivalent zur
Minimierung des Volumens des Konfidenzellipsoids K des Schatzers 6. Ein Konfidenzel-
lipsoid ist eine Menge die beschreibt, in welchen Bereichen der unbekannte Parameter
0 mit , groBer” Wahrscheinlichkeit liegt. Je kleiner diese Bereiche sind, desto genau-
er kann @ bestimmt werden. Was das E-Optimalitatskriterium anbelangt, bewirkt eine
Minimierung von Apax(cov{8}) eine Minimierung der lingsten Achse des Konfidenzel-
lipsoids. Eine Minimierung mittels A-Optimalitatskriteriums minimiert den Durchschnitt
der Varianzen des Schatzers 6.
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In dieser Arbeit werden wir uns auf das D-Optimalitatskriterium (3.1) konzentrieren.
Das Ziel ist somit die Minimierung des Volumens des zu 0 zugehorigen Konfidenz-
ellipsoids. Zur Realisierung dessen wird die sogenannte Fisher-Informationsmatrix M (X)
verwendet, die unter der Voraussetzung 2.2.1 die Inverse der Kovarianzmatrix cov{é}
approximiert [33]. In diesem Kapitel gelte die Voraussetzung 2.2.1, so dass

M(R) ~ cov{f}!

gilt.

Folglich ist eine Minimierung von G(cov{8}) = In |cov{8}| dquivalent zur Maximie-
rung von G(M (X)) = In|M(X)|. Wie in [33] beschrieben, ist M (X) generell einfacher
zu bestimmen als die Kovarianzmatrix von . Daher wird in dieser Arbeit die Fisher-
Informationsmatrix verwendet und es wird gezeigt, wie diese mithilfe der Sensitivitaten
erster Ordnung (2.29) berechnet werden kann.

Der Fokus dieser Arbeit liegt insbesondere auf der Bestimmung einer fiir die Para-
meteridentifikation benétigten optimalen Messstellenkonstellation
X' =(x T,...,xe’*T)T,
unter der die Fisher-Informationsmatrix M (X*) maximal beziiglich (3.1) ist. Eine sol-
che Konstellation kann durch Lésen eines nichtlinearen Optimierungsproblems ermittelt
werden. Darius Ucinski [85] hat bereits 2005 eine Lésungsmethode beschrieben, mit der
man

X* = argmax{In | M (X)|}

ermitteln kann. Diese Methode wird in diesem Kapitel vorgestellt. Die hierfiir bendtigten
mathematischen Hintergriinde sind weitestgehend dem Buch [85] entnommen.

Bevor in diesem Kapitel eine Losungsmethode zur Bestimmung einer optimalen Mess-
stellenkonstellation X* beschrieben wird, wird zunichst im folgenden Abschnitt auf die
Fisher-Informationsmatrix M (X) eingegangen.

3.1 Fisher-Informationsmatrix

Wie in [85] beschrieben, ist die Fisher-Informationsmatrix zum Parameteridentifikations-
problem (2.14) eine Abbildung M : Qf — IR™*™ definiert durch

> RS i i
ME) = 53 /T Voult,x',0)Vou(t, ', 0) T dt (3.4)
i=1
mit den Messstellen X = (XIT, . ,xﬂ)—r € QF, wobei fiir jedes fest gewshlte 8 € ©

u(t,x,0) € CHT;V)
eine Losung der Zustandsgleichung (2.24) - (2.25) und

Vou(t,x,0) € CH(T;V)™
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die zugehdrige Sensitivitat erster Ordnung als Losung von (2.33) - (2.34) darstellt. Hierfir
wurde vorausgesetzt, dass fiir den Messfehler e(¢,x) bei der Parameteridentifikation

e(t,x) ~ N(0,02)

gilt mit
E{e(t,x)} =0, E{e(t,x")e(t',x))} = 0?5;;6(t — 1),

wobei 0;; die Kronecker-Delta- und ¢ die Dirac-Delta-Funktion darstellt (Voraussetzung
2.2.1). Die Standardabweichung wird mit o bezeichnet.
Wie in [33] beschrieben, gilt unter der Voraussetzung 2.2.1 die Cramér-Rao Schranke

cov{f} = M(%)7!, (3.5)
mit der Kovarianzmatrix des Schitzers @
cov{f} = E{(O—-6")(0—6%T)}

und der Fisher-Informationsmatrix M (X) aus (3.4). Der gesuchte, unbekannte Modell-
parameter wird mit 6 bezeichnet. Die Léwner-Halbordnung [73] > fir symmetrische
Matrizen aus (3.5) ist wie folgt definiert.

Definition 3.1.1. (Léwner-Halbordnung fiir symmetrische Matrizen)
Sein € IN. Dann gilt fiir die symmetrischen Matrizen A € R™*"™ und B € IR™*"

A > B,

wenn d" Ad > d' Bd fiir alle d € IR™ gilt. In diesem Fall sind alle Eigenwerte von
A — B nicht negativ.

Unter gewissen Voraussetzungen gilt sogar Gleichheit, so dass
cov{f} = M) (3.6)

ist. Dieser Fall tritt zum Beispiel ein, wenn die Sensitivititen Vgu(t,x, @) linear vom
Parameter @ abhingen. Dann existiert eine Funktion y(t,x) € C*(T; V)™, so dass

u(t,x,0) = y(t,x)"6

und folglich
VQU(t,X, 0) = y(t,x)

gilt. Fiir diesen Fall wird nun gezeigt, dass der Maximum-Likelihood-Schatzer aus (2.14)
erwartungstreu ist und (3.6) gilt.

Wie in Kapitel 2.2.1 beschrieben, kann ein unbekannter Modellparameter 8* durch
einen Schatzer O durch Lésen des Optimierungsproblems

A s _ . 1 ~ 2
0 = argmemJ(B) = argménﬁ/THz(t) Pu(t,x,0)|5dt, (3.7)

mit dem Operator P aus Definition (2.2.1) approximiert werden, wobei

a(t) = (21(t),..., 2(1)"
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den Vektor der gemittelten Messreihen darstellt und Z;(¢) fir i € I, die gemittelten
Messreihen sind, die an der Messposition xt € 0 ermittelt wurden. Der Parameterraum
© aus (2.4) sei so gewahlt, dass sowohl 6* als auch @ im strikten Inneren von © liegen,
d. h.esgilt a; < 07 < b; und a; < 9} < b; fur alle ¢ = 1,...,m. Dann gilt mit dem
euklidischen Skalarprodukt (-, -)2 fiir den Schatzer 0 aus (3.7) die Optimalitatsbedingung
erster Ordnung

Vel0) = - ;[732Y(t,x)](i(t)—Pu(t,x,é))dt
_ 0122/ y(t, x) (Gi(t) — ult,x', ) dt
=1
1 ¢ .
= 2 [y - yex) 8 d = o,
=1

mit dem Operator P; aus Definition (2.2.7) und folglich

M (X 022/ tx thdtOZ 22/ zfxzZ

Ist die Fisher-Informationsmatrix regular, dann gilt fiir den Maximum-Likelihood-Schatzer

A 1 £ o
0 — M) ;/Ty(t,x)zi(t) dt

Dieser Schatzer ist erwartungstreu, da fiir seinen Erwartungswert

Y/ l
E{0) = M(i)_l;/Ty(t,xi)E{zi(t)}dt _ M(i)—l;/Ty(t,xi)y(t,xifédt
= MR MO =6

gilt. Zudem ist die Kovarianzmatrix cov{é} gleich der Inversen der Fisher-Informations-
matrix. Es gilt

cov{é}—E{(é 9*)(é 6*)"}
Z / / (1) B{[P=(t)] [Pe(r)] by (r.x") didr ) M (%)™
= M(%)~ M( = M)

Da im allgemeinen allerdings die Lésung wu(t,x, @) der Zustandsgleichung (2.24) - (2.25)
nicht linear von @ abhangt, wird in dieser Arbeit folgendes vorausgesetzt:

N
Voraussetzung 3.1.1. Es st bereits eine Ndherung @ € © des unbekannten Parameters
N
0* € © bekannt mit hinreichend kleiner Differenz |0 — 6*||%,.
Unter der Voraussetzung 3.1.1 und mit Satz 2.3.2 existiert ein C > 0, so dass

ult,x,0%) = u(t,x,0') + Vou(t,x,0 )T (0" —8") + R(6* — "),
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mit [|R(0" — él)||Oo < C'Hé1 — 6*||%,. Da Voraussetzung 3.1.1 erfiillt ist, ist folglich
R(6" — él) ~ 0, so dass
u(t,x,0%) ~ wu(t,x, él) + Vou(t, x, él)T(G* - él)

gilt und somit eine Funktion y(t,x) € CL(T; V)™ existiert mit Vou(t,x, ) ~ y(t,x)0.
Dann gilt

cov{f} ~ M(R)". (3.8)
Bemerkung 3.1.1.
e Die Zuordnung ,~" zwischen zwei Funktionen g : R™ — IR und f : R™ — R
9(x) ~ f(x)

bedeutet in dieser Arbeit, dass die Differenz zwischen beiden Funktionen vernach-
lassigbar klein ist und g(x) durch f(x) approximiert werden kann.

e Die Zuordnung ,~" zwischen zwei Matrizen A € R™*™ und B € R™*™
A=~ B
bedeutet in dieser Arbeit, dass A;; ~ B;j fiir allei,j € {1,...,m} gilt.

Bemerkung 3.1.2. Wie man eine gute Niherung él € © von 0" € © bestimmen kann,
wird im folgenden Kapitel 3.2 erliutert.

Um eine optimale Messstellenkonstellation X* = (xlv*T, e ,va*T)T € QF mit dem
D-Optimalitatskriterium (3.1) zu erhalten, 16st man das Optimierungsproblem
X* = argmin{—In|M(X)|} (3.9)

mit der Fisher-Informationsmatrix
1 ¢ N Al
ME) = 72/ Voult,x', 0 \Vou(t,x',0") T dt. (3.10)
e

Im Kapitel 3.3.3 wird ein Lésungsverfahren vorgestellt, mit dem das Optimierungs-
problem (3.9) gel6st werden kann. Dieses ist dem Buch [85] entnommen. Zuvor wird im

N
folgenden Abschnitt erlautert, wie man eine gute Naherung 8 € © des unbekannten
Parameters 8 € © bestimmen kann, so dass Voraussetzung 3.1.1 gilt.

3.2 Sequentielle Versuchsplanung

In Kapitel 2.2 wurde beschrieben wie mithilfe von Messreihen ein unbekannter Modellpa-
rameter * € © geschatzt werden kann. Diese Messreihen erhalt man, indem zunachst
Messpositionen X = (XIT,...,XN)—r € QO festgelegt werden, an denen mithilfe von
Sensoren experimentell die erforderlichen Daten erhoben werden. Da allerdings nicht je-
de Messreihe geeignet ist um einen Modellparameter 8" zu schitzen, sollte X so gewahlt
werden, dass der Modellparameter 8" € © bestmdglich geschatzt werden kann. Dieses
kann durch Losen des Optimierungsproblems (3.9) realisiert werden. Das Problem ist

allerdings:



32 3.3 Losungsverfahren zur Bestimmung eines D-optimalen Designs

e Um einen Modellparameter 8" € © mit der Maximum-Likelihood-Methode (2.14)
schatzen zu kdénnen, missen die zur Datenerhebung erforderlichen Messstellen X
a priori festgelegt werden.

e Um eine optimale Messstellenkonstellation X* (3.9) ermitteln zu kdnnen, wird eine
gute Schatzung 6 des Parameters 8* € © benétigt.

Da die Parameteridentifikationsmethode (2.14) von einer optimalen Messstellenkonstel-
lation X¥* € Qf abhangt, eine optimale Messstellenbestimmung allerdings nur mithilfe
einer ndherungsweisen, optimalen Schatzung des Parameters 6* realisiert werden kann,
wird eine Umsetzung beider Optimierungsprobleme mittels einer duBeren Schleife vor-
genommen. Dieses Vorgehen wird Sequentielle Versuchsplanung genannt und wird wie
folgt realisiert.

Das Ziel ist eine optimale Schatzung eines Modellparameters 8* € ©. Um diesen zu
bestimmen, wird mit n := 0 wie folgt vorgegangen:

" . = T =
(S.1) Zunichst werden 0 < ¢ Messpositionen X0 = (x10" ... x%0 )T € O festgelegt,
an denen experimentell Messdaten erhoben werden.

(S.2) Auf Basis dieser Messreihen X" wird nun durch Lésen des Optimierungsproblems
(3.9) eine n-te Schatzung 8" des Parameters 8* € © vorgenommen.

(S.3) Der Schatzwert 8" wird nun in die Fisher-Informationsmatrix M (X) aus (3.10) ein-
gesetzt um anschlieBend eine optimale Messstellenkonstellation X! durch Lésen

des Problems (3.9) zu ermitteln.

(S.4) Falls " noch keine gute Schatzung darstellt, wird n := n + 1 gesetzt und mit
Schritt (S.2) fortgefahren.

Mithilfe einer solchen Schleife kann nach endlich vielen Schritten eine optimale Lésung
0 des Schatzproblems (3.9) erwartet werden.

3.3 Losungsverfahren zur Bestimmung eines D-optimalen
Designs

Das Ziel ist die Minimierung der Kovarianzmatrix eines Schétzers 0 beziiglich des D-
Optimalitatskriteriums (3.1) um einen unbekannten Parameter 8" mit einer Parameter-
identifikationsmethode so genau wie moglich approximieren zu koénnen. In Kapitel 2
wurde bereits beschrieben, dass ein unbekannter Parameter durch Lésen eines Optimie-
rungsproblems der Form

) 11 - 2
minJ(6) = 5 /T |(t) — Pult, x, 0)||2dt

approximiert werden kann, wobei u(t,x,8) eine Losung von (2.33) - (2.34) darstellt.
Es ist Z(t) = (%1(t),..., Z(t)) " der Vektor der gemittelten Messreihen, wobei Z;(t) die
gemittelten Messwerte an der Messstelle x* fiir i € I, darstellen.

Unter der Voraussetzung 3.1.1 gilt (3.8), d. h.

cov{f} ~ M)
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Infolgedessen kann die Kovarianzmatrix eines Schatzers  beziiglich (3.1) minimiert wer-
den, indem die Fisher-Informationsmatrix M (X) beziglich (3.1) maximiert wird. In dieser
Arbeit wird die Fisher-Informationsmatrix durch Bestimmung einer optimalen Messstel-
lenkonfiguration X* ,, maximiert". Eine derartige Konfiguration X* € QF erhalt man durch
Losen eines Optimierungsproblems der Form

X* = arg min U(M(X)) (3.11)
xeQ!

mit der Fisher-Informationsmatrix
1 ¢ N i AL T
ME) = 72/ Voult, x', 0 ) Vau(t,x', 0 dt (3.12)
0" i=dT

und der Abbildung ¥ : R"*™ — IR definiert durch
U(M(X)) = —In|M(x)|. (3.13)

Anhand der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung aus Beispiel 2.2.1, bei der eine
Parameteridentifikation bereits durchgefiihrt wurde, wird nun eine optimale Messstel-
lenkonfiguration %* € Qf bestimmt. Dieses Beispiel ist dem Buch [85] entnommen und
enthalt genau einen unbekannten, zu schitzenden Parameter 0, so dass m = 1 gilt. In
diesem Kapitel wird in Satz 3.3.2 ausgesagt, dass eine optimale Messstellenkonfiguration
x* € Qf aus hochstens % Messstellen besteht. Da fiir die Warmeleitungsgleichung
aus Beispiel 2.2.1 m = 1 gilt, ist folglich £ := 1, so dass lediglich eine Messposition
gesucht wird.

Beispiel 3.3.1. (Die 1D-Warmeleitungsgleichung)

Anhand der eindimensionalen Warmeleitungsgleichung aus Beispiel (2.2.1) wird gezeigt,
wie eine optimale Messstelle x* € ) bestimmt werden kann. Mit Q := (0,1) und
T :=(0,tf),0 <ty < oo ist die Warmeleitungsgleichung gegeben durch

ou(t,z,0) = 0Au(t,xz,0), ze€Q, teT,
mit der homogenen Randbedingung
u(t,0,0) = u(t,1,0) = 0, firteT,
und der Anfangsbedingung
u(0,z,0) = sin(wz), firz e Q.
Die analytische Lésung fiir diese Gleichung ist bekannt und lautet
u(t,z,0) = exp(—6On?t)sin(rz).

Um eine optimale Messstelle z* € ) zu finden, wird die Fisher-Informationsmatrix M (x)
benétigt. Mit der partiellen Ableitung dpu(t,x,0) = —n*t exp(—0n>t)sin(rx) gilt

1 t
M) = /0 " (—rtexp(—0r2t) sin(rx)) dt
7.‘.4 ty

= - (teXp(—GT&'Qt))thSiHQ(ﬂ'x) = C'sin’(nz),
g=Jo
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. 7t [t 2,0\ 2 . .
mit der Konstanten C' = —2/ (texp(—67°t))"dt > 0. Das Zielfunktional
g% Jo
U(M(z)) = —In(Csin®(rz))
ist genau dann minimal, wenn W(z) = —sin?(wx) minimal ist und W ist genau in

x* = 0.5 € Q minimal. Folgende Abbildung zeigt die Funktion \i/(x) mit dem Minimum
z* =0.5:

X

|
<
N

Zielfunktionswerte U(x)

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
T

Abbildung 3.1: Die Funktion ¥ (z). Die Fisher-Information W(M (z)) ist genau dann
minimal, wenn W(x) minimal ist. Man sieht, dass sich das Minimum in z* = 0.5 befindet.

Es wird nun ein Verfahren vorgestellt, mit dem eine optimale Messstellenkonstellation
X* € O numerisch ermittelt werden kann. In Vorbereitung dessen werden zunichst die
Begriffe eines exakten Designs, approximativen Designs und stetigen Designs definiert.

3.3.1 Vom exakten zum stetigen Design

Die Fisher-Informationsmatrix M (x) € IR™*™ aus (3.12) kann in die Summe von Teil-
matrizen zerlegt werden. Es gilt

1 s - SN
MR = —2Z/Tv.gu(t,xz,Ol)Vgu(t,xl,Ol)Tdt = Y T(x),
i=1

g i=1
mit
i 1 i pl i pINT
T(x') = o TVgu(t,x ,0 ) Vou(t,x',0 ) dt.
Die Matrix M (X) ist demnach die Summe der Informationsmatrizen fiir individuelle
Messstellen. Bevor beschrieben wird, wie man eine optimale Messstellenkonstellation X*
numerisch ermitteln kann, werden die Begriffe exaktes Design, approximatives Design

und stetiges Design eingefiihrt. Ein Design ist eine Matrixdarstellung eines optimalen X*
und wird als Hilfsmittel fiir die Optimierung von (3.11) verwendet.

Exaktes Design
Das Ziel ist die Bestimmung einer optimalen Konfiguration von Messstellen

. T T -
= (x xNer )T e Ve
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so dass das Zielfunktional ¥ (M (X)) in X* minimal ist. ErfahrungsgemaB kann ein solches
X* mehrfach gleiche Messstellen beinhalten, d. h. x’ = xJ fiir i # j. Um dieses zu
vermeiden, fasst ein exaktes Design mehrfache Messstellen zusammen und gewichtet
diese entsprechend:

Ein exaktes Design &, ist eine Matrix

£€ _ { Xl7 X2, ey XE }7 (314)

b1, P2, ---5 D¢

mit x’ # x/ fiir i # j, wobei die prozentuale Gewichtung von x' fiir i € I, in (3.14)

durch p; = Tie 0,1] mit 7; € IN und Y°¢_; r; = Ny dargestellt wird.

Ny
Definition 3.3.1. (Designpunkt)
Eine Messstelle x* € Q aus einem Design &, wird Designpunkt genannt.

Das exakte Design (3.14) kann interpretiert werden als eine diskrete Wahrschein-
lichkeitsverteilung fiir die Designpunkte x!, ..., x’. Die Fisher-Informationsmatrix kann
nun mit (3.14) umformuliert werden zu

M) = Zpl/ Voul(t,x', 6' ) Vou(t,x", 6' yldt = sz

Um ein optimales exaktes Design &; beziiglich (3.1) zu ermitteln, I6st man das Opti-
mierungsproblem

& = argmin ¥ (M(&))), (3.15)
unter den Nebenbedingungen

L
xi £ xJ fiir i # j, pizj% mit r; € N und 3 r; = NV,. (3.16)

i=1
Hierbei handelt es sich um ein gemischt-ganzzahliges Optimierungsproblem, welches zum
Beispiel mit einem Branch-and-Bound-Verfahren [62] gelést werden kann. Da das Lo-
sen gemischt-ganzzahliger Probleme sehr kostspielig ist, wird das Optimierungsproblem
(3.15) mit (3.16) in dieser Arbeit nicht gelést. Um die Forderung an ganzzahlige Losun-

gen vermeiden zu kdnnen, wird nun das sogenannte approximative Design eingefiihrt.

Approximatives Design

Bei einem approximativen Design werden die Gewichte p; fiir ¢ € I, als reellwertige
GroBen aus dem Intervall [0, 1] betrachtet mit der Forderung, dass Zle p; = 1 gilt. Ein
approximatives Design £ hat die Darstellung

Xl X2 e )(Z ¢
¢ = T e N =1y, (3.17)
=1

b1, D2, .-y D¢

wobei x* # x/ fir i # j gilt. Die Zahl p; € [0,1] gibt wie beim exakten Design die
prozentuale Gewichtung einer Messstelle x € Q) an.
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Um ein optimales approximatives Design &* beziiglich (3.1) zu ermitteln, wird das
Optimierungsproblem

& = argmin U (M(¢&))),

unter den Nebenbedingungen
X’LEQ? Xl#xj fUFZ;’éJ, pie[071]7 szzl
i=1

gelbst.

Bemerkung 3.3.1. /Im Vergleich zu den exakten Designs ist die Menge aller approxima-
tiven Designs konvex. Somit gilt fiir zwei beliebige approximative Designs &' und &* der
Form (3.17), dass € = (1 — a)€&' + a&? fiir jedes o € [0,1] wieder ein approximatives
Design ist.

Mit
2 V4
1 X5, X5, , X 2 X, X7, , X
= und =
£ { pi p%) Y p% } £ { p%v p%7 9 p[ }
ist
= xl, x2, RN xt
§ = 1— 1 2 (1_ 1 2 1— 1 2 (-
( a)py + api, ( a)py +aps, ..., ( a)py + ap;

Fasst man die approximativen Designs als ein WahrscheinlichkeitsmaB Gber € auf,
erhalt man das stetige Design.
Stetiges Design

Wie in [85] beschrieben, kann die Klasse der approximativen Designs zur Klasse der
sogenannten stetigen Designs erweitert werden. Hierfiir wird & aufgefasst als ein Wahr-
scheinlichkeitsmaB lber €2, welches absolut stetig beziiglich des LebesguemaBes ist und
die Bedingung

/ §(dx) =1 (3.18)
Q

erfillt (Lebesgue-Stieltjes-Integral [85]). Mit dem stetigen Design (3.18) kann nun die
Fisher-Informationsmatrix umformuliert werden zu

ME = [ 1e08x) (319)
mit
T(x) = ;AVeu(t,x,él)Vgu(t,x,O )T dt.

Definition 3.3.2. (D-optimales Design)
Ein stetiges Design £* fiir dass

£ = argmin ¥ (M(£))

mit M (&) aus (3.19) gilt, wird D-optimales Design genannt.
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Auf Basis der Klasse von stetigen Designs wird in diesem Kapitel gezeigt, wie man
ein D-optimales Design £&* numerisch ermitteln kann. Die hierfir bendtigte Theorie ist
weitestgehend dem Buch [85] entnommen. Folgende Notationen werden benétigt. Es ist

e =(Q) die Menge aller WahrscheinlichkeitsmaBe & auf €2,
o M(2) die Menge aller zulassigen Informationsmatrizen
M) = {M(§): £ € E)},

I arggmi(rgz)‘ll(M(g)) ein D-optimales Design.
€=

3.3.2 Eigenschaften eines D-optimalen Designs

In Kapitel 3.3.3 wird ein Verfahren vorgestellt, mit dem ein D-optimales Design £* €
Z(€) numerisch ermittelt werden kann. In Vorbereitung dessen werden in diesem Ab-
schnitt wichtige Eigenschaften eines D-optimalen Designs £* € Z(2) wiedergegeben,
die fir dieses Verfahren bendtigt werden. Die hierfiir verwendeten Satze sind dem Buch
[85] entnommen.

Das Ziel ist die Bestimmung eines D-optimalen Designs £€* € Z(2), so dass mit der
Fisher-Informationsmatrix M (£) aus (3.19) und der Abbildung ¥ : R"™*™ — IR aus
(3.13)

¢ = arg min, U(M(E)) (3.20)

gilt. In diesem Kapitel gelten folgende Voraussetzungen:
Voraussetzung 3.3.1.
(V1) Die Menge Q) ist kompakt.
(V2) Fiir jedes fest gewihlte @ € © gilt fiir die Sensitivititen erster Ordnung
Vou(t,x,0) € CHT;V)™.
Um das Optimierungsproblem (3.20) Iésen zu kénnen, ist es sinnvoll im Vorhinein zu
wissen, wieviele Designpunkte x’ in einem gesuchten D-optimalen Design £* enthalten

sind. Das die Anzahl ¢ der D-optimalen Designpunkte nach oben beschrankt ist, wird
im folgenden Abschnitt erlautert.

Obere Schranke fiir die Anzahl der D-optimalen Designpunkte

*

In [85] wurde bewiesen, dass die Anzahl 0 < ¢ der D-optimalen Designpunkte x"* nach
oben beschrankt ist und von der Anzahl 0 < m der zu schitzenden Modellparameter 6;
abhingt. Folgender Satz gibt diesen Zusammenhang wieder:

Satz 3.3.2. ([85))

Unter der Vioraussetzung 3.3.1 beinhaltet ein D-optimales Design £&* héchstens
Designpunkte x*, d. h. es ist

m(m+1)
2

¢ < m(m + 1)’

2
wobei 0 < m € IN die Anzahl der unbekannten, zu schitzenden Parameter 0; fiir
1=1,...,m darstellt.
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Wie in [85] beschrieben, kann der Satz 3.3.2 mit dem Satz von Carathéodory bewie-
sen werden.

An dieser Stelle sei zu erwdhnen, dass es stetige Designs & € Z(€) gibt, die mehr als
¢ Designpunkte beinhaltet, fiir die aber M (&) = M (&") gilt, d. h. sie besitzen die selbe
Fisher-Information wie ein D-optimales Design £*. Ein D-optimales Design ist demnach
ein Design mit minimaler Anzahl an Designpunkten bei minimaler Fisher-Information.

Richtungsableitung

Das Verfahren zur Bestimmung eines D-optimalen Designs, welches in Kapitel 3.3.3 vor-
gestellt wird, ist ein iteratives Verfahren, welches ein Optimum von (3.20) mithilfe der
einseitigen Richtungsableitung ermittelt. Die einseitige Richtungsableitung einer Funkti-
on ¥ : IR™™ — IR an der Stelle M (&) € M(Q) in Richtung H € M(NQ) ist definiert
durch

DTU(M(&)H = £1%W(M(€)+az)_ql(M(£))

Mit W aus (3.13) und der Richtung H = M (&) — M (&) mit den Designs £ € 9(€2) und
& € M(Q) erhalt man als einseitig Richtungsableitung

DHYME) M@ - M) — i L F OO MIE)) =~ WIME)

= /Q (x, €) E(dx), (3.21)

mit dem Funktional
t.
V(%€ = m— ti/’v,,u(t,x, 0)TM(¢) " 'Voult,x,0)dt.  (3.22)
fJo

Die ausfiihrliche Herleitung dieser Richtungsableitung fiir das D-Optimalitatskriterium
(3.1) kann in [85] nachgelesen werden.

Mit dem Funktional 1 (x, &) aus (3.22) wird nun das sogenannte Aquivalenztheorem
fir D-Optimale Designs wiedergegeben.

Aquivalenztheorem fiir D-Optimale Designs

Folgendes Aquivalenztheorem fiir D-Optimale Designs ist von groBer Relevanz bei der
Bestimmung von £&* mit dem Algorithmus 3.3.1, der im folgenden Kapitel 3.3.3 vorge-
stellt wird. Es gilt mit

B(x,8) = tlf /Othgu(t,X,G)TM(g)1Vgu(t,x,9)dt (3.23)

und demnach 9 (x, &) = m — ®(x, &) das folgende Theorem:

Theorem 3.3.1. (Aquivalenztheorem fiir D-Optimale Designs, [85])
Unter der Voraussetzung 3.3.1 sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(i) Das Design &* minimiert W (M (&)) = —In|M ().
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(ii) Das Design £ minimiert max d(x,&).
xXE

(7i1) Es ist max ®(x,&") = m.
xeN

Mithilfe dieser Aquivalenzbedingungen fiir D-Optimale Designs wird nun ein Verfah-
ren beschrieben, mit dem numerisch eine Losung £* des Optimierungsproblems (3.20)
ermittelt werden kann.

3.3.3 Algorithmus zur Bestimmung eines D-optimalen Designs

In diesem Abschnitt wird ein numerisches Verfahren zur Bestimmung eines D-optimalen
Designs £* € E(Q) vorgestellt, welches im Buch [85] ausfiihrlich hergeleitet wurde.
Hierbei handelt es sich um ein Verfahren, welches ausgehend von einem Startdesign
€0 € 2(Q) mit [ := W Designpunkten sukzessive in jedem lterationsschritt einen
weiteren Designpunkt X sucht, so dass mit dem Zielfunktional ¥ aus (3.13), dem
Einpunkt-Design

und einer Schrittweite o € (0,1)
U(M((1 - a)f" +adg)) < T(M(E"))

gilt. Das Design nach dem n-ten Iterationsschritt ist dann £"7! := (1 — a)&" + adx.
Folgender Algorithmus beschreibt, wie mithilfe der Funktion ¢ (x, &) aus (3.22) fiir
ein Design & ein Designpunkt X ermittelt werden kann, so dass mit

EJF = (1 — a)£ +Oé(553
das Design £€* — £ die Richtung des steilsten Abstiegs im Zielfunktional darstellt.

Algorithmus 3.3.1. (Iterative Bestimmung eines D-optimalen Designs, [85])
(5.0) Initialisierung:
Wahle ein €° € Z(Q) mit 1 := m(";rl), so dass U(M(£")) < oo.
Wahle ein 0 < ¢ < 1 und setze n := 0.

(5.1) Berechnung der Suchrichtung:

Bestimme X := arg max ®(x, £").
x€

(5.2) Abbruchbedingung:
Ist ®(X,£") < m+¢, dann ist £ das gesuchte D-optimale Design. Stop.
Sonst gehe zu (S.3).

(5.3) Schrittweitenbestimmung:

Bestimme
a":=arg min ¥((1 - a)M(E")+ aY (X))

ac(0,

und setze €™ := (1 — a™)€" + a™%, n:=n + 1 und gehe zu (S.1).
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Ist der in Schritt (S.1) ermittelte Designpunkt % € Q noch nicht im Design £" enthalten,
wird dieser in das neue Design £€""! so hinzugefiigt, dass £"! genau einen Designpunkt
mehr enthalt als £". Mit

1,n 2.n In S
b GUANEED QUL ol X
g = , 0z = und €' = (1 — a™)€" + a0z
Py, Dy, -5 DY 1
ist
En-i-l _ XLn? X27n7 ) Xf,n’ X
(1 - an)p?7 (1 - a”)pg, R (1 - an)p?, a™ ,

falls % # x* fiir alle i € I, gilt.

Folglich kann es vorkommen, dass ein Design £" in Algorithmus 3.3.1 mehr als [ =
% Designpunkte enthalt. Da in Algorithmus 3.3.1 zu keinem Zeitpunkt wieder ein
Designpunkt aus einem Design £" herausgenommen wird, scheint dieses ein Widerspruch
zu Satz 3.3.2 zu sein, da dann &" mehr als ¢ Designpunkte enthalt. Tatsichlich kann
man aber beobachten, dass die Gewichte pj* fiir n — oo gegen Null konvergieren, wenn
der zugehorige Designpunkt x’ nicht im D-optimalen Design £* enthalten ist. Daher
kann bei der Umsetzung von Algorithmus 3.3.1 ein Designpunkt x’ jederzeit entfernt
werden, wenn das Gewicht p;’ unter eine vorgegebene Schranke 0 < ¢, < 1 fallt. Auf
diese Weise kann ein D-optimales Design £* in kleinerer Anzahl an Iterationsschritten
ermittelt werden [85].

Cluster-Problem

Wie in [85] beschrieben, kann bei der Realisierung von Algorithmus 3.3.1 zur Bestim-
mung eines D-optimalen Designs das sogenannte Cluster-Problem erwartet werden. Das
Cluster-Problem tritt in Schritt (S1) von Algorithmus 3.3.1 auf, wo durch Bestimmung
von

X = argmax ®(x,£")
x€e)

der Designpunkt X ermittelt wird, der eine Minimierung im Zielfunktional W(M(&))
bewirkt. Ein solcher Punkt wird entweder in das Design £" hinzugenommen (falls dieser
noch nicht enthalten ist) oder das zugehdrige Gewicht p* in £€" wird vergroBert.
ErfahrungsgemaB kommt es allerdings vor, dass ein in Schritt (S.1) ermittelter De-
signpunkt X zwar noch nicht in einem Design £" enthalten ist, es aber einen Designpunkt
x! gibt mit ||x* — %||3 < e;, 0 < e, < 1, d. h. % liegt in einer kleinen Umgebung von

x°.
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Q

Abbildung 3.2: Befindet sich ein mit Algorithmus 3.3.1 ermittelter Designpunkt X in
einer kleinen Umgebung um einen bereits existierenden Designpunktes x?, dann muss
% := x’ gesetzt werden um die Abbruchbedingung (S.2) zu erreichen.

In diesem Fall miissen nach [85] alle Designpunkte in einer Umgebung von x’ ag-
gregiert und gleich x’ gesetzt werden, da sich sonst in einer Umgebung von x' viele
Designpunkte hiufen konnen, was zur Folge hat, dass die Abbruchbedingung (S.2) nie
erreicht werden kénnte.

3.3.4 Komplexitat

In diesem Abschnitt wird die Komplexitdt von Algorithmus 3.3.1 wiedergegeben, wenn
fur ein fest gewahltes 8 € © die Fisher-Informationsmatrix M (&) mithilfe der Finite-
Elemente-Losung der Zustandsgleichung (2.24) - (2.25)

u(t,x,0) € HYT;V)
und den Sensitivitaten erster Ordnung als Finite-Elemente-Lésung von (2.33) - (2.34)
Vou(t,x,0) ¢ HY(T;V)™

berechnet wird. Die fir die Diskretisierung verwendete zeitliche Schrittweite wird mit
At und die rdumliche Schrittweite mit i bezeichnet. In diesem Fall liegt ein D-optimaler
Designpunkt x“* fiir i € I,, der mit Algorithmus 3.3.1 ermittelt wurde, immer auf einem
Gitterpunkt der diskreten Menge 2, (siehe z. B. [85]).

Folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Komplexitit der Schritte (S.0) - (S.3)
von Algorithmus 3.3.1 in Abhangigkeit von

e der Anzahl der unbekannten, zu schatzenden Parameter m > 0,
o der Schrittweite in der Zeit At > 0,

e der Schrittweite im Ort h > 0,

e der Dimension d > 0 von 2,

e und der Schrittweite Aa > 0,

wieder. Es ist
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Anzahl der
erforderlichen Operationen | Speicheraufwand
(5.0) o) O(m?)
(S1) | OmiAnth) O(m?)
(52) o) o(1)
(53) O(m?(Aa)™) (1)

Tabelle 3.1: Komplexitat der Lésungsmethode zur Bestimmung eines D-optimalen De-
signs.



Kapitel 4

Primal-dualer Ansatz zur
Bestimmung eines D-optimalen
Designs

In diesem Kapitel wird eine neue Vorgehensweise zur Bestimmung eines D-optimalen
Designs hergeleitet, die darin besteht, das zu l6sende Problem aus Kapitel 3 als ein
kontinuierliches Optimierungsproblem aufzufassen. Dieses kann zum Beispiel mit einem
primal-dualen Innere-Punkte-Verfahren oder einer Active-Set-Methode gelost werden.

In diesem Abschnitt wird zunachst vorausgesetzt, dass fiir jedes fest gewadhlte 8 € ©
die Sensitivitaten Vgu(t,x, ) in der Ortsvariablen x einmal stetig differenzierbar sind,
d. h.

Vou(t,x,0) € CH(T;C QL R™)). (4.1)

4.1 Das kontinuierliche Optimierungsproblem

Wie in Kapitel 3 beschrieben, hat ein stetiges Design die Darstellung

£ = xb x2, ..., x'
b1, D2, -.--5 Pr
Von dieser Darstellung werden wir uns in diesem Kapitel trennen und betrachten von
. ) T T
nun an die gesuchten GroBen x = (x!',...,x* )T und p = (p1,...,pr)" separat

voneinander. Somit erhdlt man das zu Iésende, nichtlineare Optimierungsproblem

min J(x,p) = —In[M(x,p)| (4.2)

)

mit der Fisher-Informationsmatrix

/
M(x,p) = S /T Vou(t,x', 0)Voul(t,x', )T dt, (4.3)
=1
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unter den Nebenbedingungen

0
-
p = (p1,....p) €RY, pi>0, Y pi=1,
i=1
T T ’ :
x = (x! oo xt )TEIRCM, a<x'<b, a,b,x'eR%

Zur ibersichtlicheren Darstellung sei im folgenden
I, = {ielN:1<i</}. (4.4)

Mit dieser Notation kann der zul3ssige Bereich des Optimierungsproblems (4.2) folgen-
dermaBen dargestellt werden.

Definition 4.1.1. (Zul&ssiger Bereich) Der zulissige Bereich des Optimierungspro-
blems (4.2) wird im folgenden durch die Menge

S = {(x,p) € R(@HDE fi(x,p) =a—x'<0 firiecl,
fé+i(x p):=x' —b <0 fir i € I,

gi(x,p) := —p; <0 fiir i € Iy,

l
ger1(x,p) =Y pj —1 =0}
j=1

l
= {xp) e x[0,1): > pi=1}
=1

beschrieben, wobei die Menge Q das durch die Vektoren a € R% und b € R¢ begrenzte
Hyperrechteck darstellt.

Da die konvexe Menge Qf x [0,1]° abgeschlossen und die Gleichheitsbedingung
S pi = 1 affin ist, ist der zulassige Bereich S abgeschlossen und konvex [43]. Das
Zielfunktional J(x,p) ist im allgemeinen nicht konvex. Daher kann die Theorie der
konvexen Optimierung nicht verwendet werden.

4.1.1 Regularitatsbedingung

Ein D-optimales Design kann ermittelt werden, indem das zum Optimierungsproblem
(4.2) zugehorige KKT-System aufgestellt und geldst wird. Ein auf diese Weise ermittelter
KKT-Punkt enthélt dann sowohl den primalen, als auch den dualen Anteil einer lokalen
Loésung von (4.2). Um das Optimierungsproblem mithilfe der KKT-Bedingungen lésen zu
kénnen, muss zunichst iberpriift werden, ob (4.2) in jedem lokalen Minimum regular ist.
Wie in [43] beschrieben, kann eine solche Regularitdt mit der Bedingung von Robinson
nachgewiesen werden. Die Regularitdtsbedingung von Robinson ist nach [43] erfilllt,
wenn die Gradienten

o VA, P)firje{icl: fi(x,p) =0}, k€ Ky,

o V(. p) firje{icl: fUTNR,P) =0}, k€ Ky,
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und
e Vyg;(x,p) firje{ie LU{f+1}: g(X,p) =0}
linear unabhangig sind. Dann kann der Satz von Kuhn-Tucker fiir nichtkonvexe Opti-

mierungsprobleme angewendet werden.

Satz 4.1.1. Unter der Vooraussetzung (4.1) ist das Optimierungsproblem (4.2) in jedem
lokalen Minimum (X,p) € S regular.

Beweis:

Um die Regularitat in einem lokalen Optimum mit der Bedingung von Robinson zu zeigen
wird der Vektor e € IR(“t1¢ mit den Komponenten el := ;5 eingefihrt. Dann gilt far
alle k € Kgund (x,p) €S

Vii(x,p) = —edl(-D+k fur i € Ip,
Vfg”i(x, p) = edl-D+k fur i € I,
Vgi(x,p) = -—e?t fir i € Iy, (4.6)
Vgri1(x,p) = (0,...,0,1,...,1)".
dal J4

Fiir die Vektoren aus (4.6) gilt

e Die Gradienten V fi(x,p) miti € I, k € K4 und Vg;(x,p) mit j € [,U{l+ 1}
sind stets linear unabhangig.

e Die Gradienten VfgeJri(x,p) miti € Iy, k € Kqund Vg;(x,p) mit j € [,U{{+1}
sind stets linear unabhangig.

e Die Gradienten V fi(x,p) und Vfng“i(x,p) sind fir alle i € Ip,k € Kgy linear
abhangig, allerdings ist stets fi(x,p) # 0 oder g”l(x,p) # 0, da ax < by fir

alle k € K4 vorausgesetzt wurde.

e Als einzige Gleichheitsbedingung ist g,11(x,p) = 0. Mit

4

> (~Vgi(x,p)) = Vges1(x,p)
=1

ist folglich die Regularitatsbedingung von Robinson erfiillt, wenn mindestens ein
1 € Iy existiert mit p; # 0. Da Z§:1 pj = 1 gilt, existiert immer ein solches ¢ € 1.

Somit ist die Regularitatsbedingung von Robinson in jedem Punkt (x,p) € S erfiillt, so
dass folglich die Regularitat in jedem lokalen Optimum (X,p) € S gewahrleistet ist.

O
Da die Regularitdtsbedingung von Robinson erfillt ist, kann der Satz von Kuhn-Tucker
angewendet werden.

Satz 4.1.2. (Satz von Kuhn-Tucker fiir das Optimierungsproblem (4.2), [43])
Unter der Voraussetzung (4.1) sei (X,p) € S eine lokale Optimallésung von (4.2).
Da das Problem (4.2) in (X,p) regular ist, existiert ein (A, i) € R x R mit

A= (S\GT,X,,T, XPT)T e R¥ x R x RY, so dass
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(’) 5\(1, S\ba S\p >0,

(ii) Moo FLEB) =0, Ay (%, D) =0, A gi(X,D) =0, [~ ge41(X, D) =0
firie Iy, ke Kqg ( Bed/ngungen vom komplementéren Schlupf),

(i) Vxp L(X, D, A, t) =0, wobei

¢ d
Loep A = = IMGep)] + 3230 (N iGep) + X i 0x.p)
e ~ =
+ Z)\p,i gi(X7 p) + :ugﬁJrl(X?p) (47)
=1

die Lagrangefunktion von (4.2) darstellt.

4.1.2 Existenz einer Losung

Satz 4.1.3. Unter der Voraussetzung (4.1) besitzt das Optimierungsproblem (4.2) eine
globale Lésung (x*,p*) € S.

Beweis:

e Mit (4.1) sind die Sensitivitaten dp,u(t, x, 0) fiir jedes feste @ € © in x stetig. Da
die Komposition von stetigen Funktionen ebenfalls stetig ist, folgt die Stetigkeit
der Fisher-Informationsmatrix M (x,p) aus (4.3) beziglich x.

e Da M(x,p) linear von p abhingt, folgt die Stetigkeit von p — M (x, p).

Da die Determinante eine stetige Abbildung darstellt, folgt die Stetigkeit von M (x, p)
J(x,p) = —In|M(x,p)|. Da der zuléssige Bereich S kompakt ist, folgt die Beschrankt-
heit des Zielfunktionals J(x,p) auf S, so dass r}r{ugl J(x,p) = Cj > —oo mit einer

Konstanten C; € IR gilt.
0
4.1.3 Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Die Gleichungen Vy , /J()‘(,f),j\, ) = 0 und die Bedingungen vom komplementdren
Schlupf aus Satz 4.1.2 stellen mit (X,p, A, 1) € W die Optimalitatsbedingungen erster
Ordnung dar und werden KKT-Bedingungen genannt, wobei

W o= Q%01 x REYV xR (4.8)

den Raum der zuldssigen KKT-Punkte darstellt. Mit den Gradienten aus (4.6) lauten die
KKT-Bedingungen fiir alle i € Iy, k € K4 und dem euklidischen Skalarprodukt (-, -)

0, LR, DA, i) = 8¢J(>‘<,1‘))—/_\;,k+5\§;7k =0

I L DAL) = OpJ(XB) = Npi+ i = O,
(Mg M Apii)s (ak — T, T, — br, —pi)) = 0
ar ST, <by, P20, Yigbi=1, MM >0, GeR.
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Die im KKT-System (4.9) auftretenden partiellen Ableitungen 8x2J(x, p) und 0, J (x, p)

werden mithilfe der Kettenregel wie folgt bestimmt.

Satz 4.1.4. Unter der Vooraussetzung (4.1) ist

. T .
() 0,4 7(x.p) = ~2p: [ 0,y [Vou(t.x',0)] M(x.p) "' Voult,x', 6)dt,
T

(i) Op; J(x,p) = —/ Vou(t,x*,0)" M (x,p) 'Vou(t,x', 8)dt,
T
Viely,keK,g.

Beweis:
Fiir den Beweis sei w(t,x") := Vou(t,x’, ), wobei 8 € © als fest gewahlt wird.

(i) Esist
4.2 85 _
0,1 J(x.p) ‘= 0, | M(x,p)| = —tr {M(x,p) " 0, M(x.p)}.

7
k

Vie I, und k € K4 Mit M(x,p) € R™*™ ist Bx}-cM(x,p) € R™*™_ Dabei gilt

firr,s=1,...,m

|0, M(x.p)|

8

= Di (/ 8z7;'€w7‘(tuxi) wS(tvxi) + w"‘(t7xi) 8xzw5(tﬂxi) dt) ?
T
also

amZM(x,p) = p </ Oxiw(t,xi)w(t,xi)T—k w(t,xi)ax};w(t,xi)Tdt) . (4.10)
T

Somit ist
0., 0p) = ([ Dugultx)” Mex.p) wlex) de
+/Tw(t,xi)T M(x,p)~" 8miw(t,xi)dt) ,
Vie lpund k € K.
(i) Es ist
o dxp) 2 o, M) Bt {M(x.p) 0, M(x.p)}

= —tr{M(X,p)_l/Tw(t,xi)w(t,xi)Tdt}

= —/w(t,xi)TM(x,p)_lw(t,xi)dt
T

Vie I
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4.1.4 Optimalitatsbedingungen zweiter Ordnung

Da die Konvexitat des Optimierungsproblems (4.2) im allgemeinen nicht erfillt ist, sind
die Optimalitdtsbedingungen erster Ordnung notwendig, aber nicht hinreichend: Es ist
zwar jeder lokale Minimalpunkt vom Optimierungsproblem (4.2) ein KKT-Punkt, es
konnen aber KKT-Punkte auftreten, die ein lokales Maximum oder einen Sattelpunkt
darstellen. Mit der Optimalitatsbedingung zweiter Ordnung erhilt man notwendige und
hinreichende Bedingungen fiir ein lokales Minimum. Diese werden im folgenden Ab-
schnitt erlautert. Da die Existenz der zweiten Ableitung des Zielfunktionals nachfolgend
gefordert wird, wird nun vorausgesetzt, dass fiir jedes feste 8 € © die Sensitivitaten
Vou(t,x,0) in der Ortsvariablen x zweimal stetig differenzierbar sind, d. h.

Vou(t,x,0) € CH(T;C*(;R™)). (4.11)

Folgender Satz gibt die notwendigen Bedingungen zweiter Ordnung fiir das Optimie-
rungsproblem (4.2) wieder.

Satz 4.1.5. (Notwendige Bedingungen zweiter Ordnung, [43])
Unter der Voraussetzung (4.11) sei (X,p) € S ein lokales Minimum von Problem (4.2)

und (X,p, A, 1) € W ein KKT-Punkt von (4.9). Dann gilt
s' V2, LE DA I)s > 0 VseT(S;(X D)),
wobei T'(S1; (X,p)) den Tangentialkegel [43] von Sy in (X,p) darstellt mit

S = {(x,p)€S: fi(x,p)=0Viel undke Ky mit A;k > 0,
fiH(x,p) =0 Vi€ I, und k € Kq mit Xy ), > 0,
gi(x,p) =0 Vi€ I, mit \p; > 0}.

Bemerkung 4.1.6. Die Menge S beschreibt die Punkte (x,p) € S, fiir die

L(x,p, A\ 1) = J(x,p)

gilt, da mit ¢ € I, und k € K, entweder

%2,/{: =0 fzk(xv p) =0
Moy =0 { oder { f41(x,p) = 0
)\p,i =0 gi(xa p) =0

gilt.

Da die Nebenbedingungen des Optimierungsproblems (4.2) affin sind, ist der Tan-
gentialkegel T'(S1; (X, Pp)) gleich dem linearisierten Kegel L(Sy; (X,p)) [43] von S in
(X,p). Da der linearisierte Kegel L(S1; (X, p)) ein Polyeder darstellt, ist dieser konvex,
wenn (X, p) ein lokales Minimum von (4.2) darstellt. Die Hessematrix ist dann in (X, p)
auf 81 positiv semidefinit.

Die hinreichenden Bedingungen zweiter Ordnung werden durch den folgenden Satz
wiedergegeben.
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Satz 4.1.7. (Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung, [43])

Unter der Vooraussetzung (4.11) sei (X, P, A, i) € W ein KKT-Punkt von (4.9) und es
gelte

s' V2 LXK, D,A)s > 0 VseT(S;(X,P)) mits#0. (4.12)

Dann ist (X,p) € S ein strikt lokales Minimum von (4.2).

Der primale Anteil des KKT-Punktes (X,

, A, 1) € W ist ein strikt lokales Minimum
(X,p) € S, wenn die Hessematrix Vivpﬁ(i,f),

A
X, f1) auf Wy positiv definit ist.

In den folgenden beiden Abschnitten wird beschrieben, wie man einen KKT-Punkt
des Optimierungsproblems (4.2) durch numerisches Losen des KKT-Systems (4.9) be-
stimmen kann, wenn (4.11) erfillt ist und somit die Sensitivitdten beziiglich des Ortes
zweimal stetig differenzierbar sind.

Das System (4.9) enthalt sowohl Gleichungen, als auch Ungleichungen. Waren nur
Gleichungen gegeben, kénnte man dieses System als ein Nullstellenproblem auffassen und
zum Beispiel mit der Newtonmethode I6sen. Da dieses aber nicht der Fall ist, werden nun
zwei Moglichkeiten vorgestellt, mit denen ein KKT-Punkt des Systems (4.9) bestimmt
werden kann. Diese beiden Verfahren lauten

e Primal-duales Innere-Punkte-Verfahren,

e Active-Set-Methode.

4.2 Innere-Punkte-Verfahren

Eine Methode mit der ein lokales Minimum des Optimierungsproblems (4.2) unter
der Voraussetzung (4.11) bestimmt werden kann, ist das primal-duale Innere-Punkte-
Verfahren [43], [88]. In diesem Abschnitt wird ein solches Verfahren hergeleitet, welches
global linear gegen eine lokale Minimallésung von (4.2) konvergiert.

Ein Innere-Punkte-Verfahren wird dadurch charakterisiert, dass eine Optimallésung
ausgehend vom strikten Inneren des zuldssigen Bereichs gesucht wird. Um dieses im
folgenden zu gewahrleisten, wird das sogenannte Logarithmische-Barriere-Verfahren ver-
wendet. Es handelt sich hierbei um ein Innere-Punkte-Verfahren, bei dem das Zielfunk-
tional J(x,p) = —In|M(x,p)| durch gewichtete Strafterme erweitert wird. Anstelle
des Ursprungsproblems (4.2) wird eine Folge von Barriereproblemen der Form

)

J4
(B-Pa) I}I{llglja(x,p) = J(va)+a'B(Xap) u.d.N. szzlv
=1

gelost, wobei
‘

d ¢ d ¢
B(x,p) =— Y Y In(zj —ar) — Y > In(bp —x}) — Y In(p;)
k=1 i=1 k=1 i=1

=1

die logarithmische Barrierefunktion darstellt, & € R, a > 0. Zusammengefasst erhilt
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man die durch o > 0 parametrisierte Schar von Optimierungsproblemen

min Jo(x,p) = —In|M(x,p)| (4.13)
d ¢ ‘ d /¢ ' l
—a- <Z Zln(x}f —ag) + Z Z In(by — z3,) + Zln(pﬁ)
k=11i=1 k=11i=1 =1

¢
u.d.N. Zpi =1, a<x'<b, p;>0 Viel,
i=1
die fir o — 0 gegen das Ursprungsproblem (4.2) konvergiert.

Bemerkung 4.2.1. Der zulissige Bereich der Barriereprobleme (4.13) entspricht fiir
beliebige a > 0 dem strikten Inneren von S aus (4.5) und wird im folgenden durch die
Menge
' ¢
S’ = {(x,p)€S: a<XZ<b,pi>O,Zpi:1} (4.14)
i=1
beschrieben. Barriere-Verfahren bestrafen die (x,p) € S, die sich dem Rand 9S° ni-
hern. Daher sind fiir jedes o > 0 alle Lésungen von (4.13) strikt innere Punkte des
zuldssigen Bereichs S aus (4.5).

Folgender Satz besagt, unter welcher Voraussetzung die Optimierungsprobleme (4.13)
eine globale Minimallésung besitzen.

Satz 4.2.2. Unter der Voraussetzung (4.11) besitzt das Optimierungsproblem (4.13)
fiir jedes a > 0 eine globale Minimallésung.

Beweis:

Nach Satz 4.1.3 besitzt das Optimierungsproblem (4.2) unter der Voraussetzung (4.1)
eine globale Lésung (x*,p*) € S, folglich auch unter der Voraussetzung (4.11). Somit
existiert eine Konstante C; € IR, so dass I)I{llgl J(x,p)=Cj > —c0.

Das Problem (4.13) besitzt genau dann eine globale Minimallésung, wenn die Barrie-
reanteile der logarithmischen Barrierefunktion B(x,p) ebenfalls nach unten beschrankt
sind:

Mit a < x' < b ist ay < 2}, < by, fir alle i € Iy und k € K4. Daraus folgt, dass

In(zt — az) < In(by — ag) < In(||b — al|s)
und '

In(by — z},) < In(by — ag) < In(||b — al|so)-
Somit gilt

L d

—az Z (ln(gr,*;C —ag) — In(bg — x%)) > —2aldn(||b — al|s)-
i=1k=1

Mit p; € (0,1) ist zudem In(p;) < In(1) = 0 fir alle i € I,. Daraus folgt

¢

—« Z In(p;) > 0.

i=1
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Somit ist
Jo(x,p) > J(x,p) —2ldaln(||b —alle) = —Co > —0

mit einer Konstanten C, > 0. Das Zielfunktional J,(x,p) ist demnach nach unten
beschrankt. O

Regularitdt in einer lokalen Losung

Bei einem primal-dualen Innere-Punkte-Verfahren werden zur Bestimmung einer lokalen
Lésung die zu den Barriereproblemen (4.13) zugehorigen KKT-Systeme geldst. Um die
Existenz eines KKT-Punktes zu gewahrleisten muss zunachst iiberpriift werden, ob fir
jedes a > 0 die Barriereprobleme in einem lokalen Minimum regulér sind. Wie in Kapitel
4.1.1 kann auch hier die Regularitdt mit der Bedingung von Robinson iiberpriift werden.
Da S € S mit S aus (4.5), kann analog zu Kapitel 4.1.1 gezeigt werden, dass die
Barriereprobleme (4.13) fiir jedes o > 0 in jedem Punkt (x,p) € S° regular sind,
insbesondere also in jedem lokalen Minimum (X, p) [43].

Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Da die Regularitatsbedingung von Robinson erfillt ist, kann der Satz von Kuhn-Tucker
angewendet werden. Er besagt:

Satz 4.2.3. (Satz von Kuhn-Tucker fiir das Optimierungsproblem (4.13), [43])
Unter der Voraussetzung (4.1) sei (X,p) € S fiir festes o > 0 eine lokale Optimallésung
von (4.13). Da das Problem (4.13) in (X,p) reguldr ist, existiert ein ji € IR, so dass

¢
(i) - (Z Di — 1) =0 (Bedingung vom komplementéren Schlupf),
i=1

(ii) Vxp La(X, D, 1) =0, wobei

£a(X7 p, :u) = —1In |M(X7 p)|
d } d 1 o
— - (Z Zln(w% — ak) + Z Z ln(bk — 1’2) + Z ln(pi))
k=1i=1 k=1i=1 i=1

die Lagrangefunktion von (4.13) darstellt.

Die Gleichungen Vxp L4(X,P, 1) = 0 und die Bedingung vom komplementaren
Schlupf aus Satz 4.2.3 stellen mit (X,p, 1) € S x IR die zu den Barriereproblemen
(4.13) zugehorigen KKT-Bedingungen dar. Ausformuliert lauten diese

0iLo(X,p, 1) = 0.:J(X,p) — = — = 0,
2 Lo (X, P, 11) 2 J (X, P) T —an b=zl
- - _ — — (0% _
8pi£a(x)pnu) = 8Pi=](x’p) - 5 + = 0 (4'15)
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Eine Losung (%,P, i) € S° x IR des KKT-Systems (4.15) wird KKT-Punkt genannt.
Durch Einsetzen der Variablen

—i (6% — « _ «
2 m ———— Z g im e Zp = —
ak T gy T p g :
furi € Iy und k € K; in (4.15) erhidlt man mit
=i _ (=i Zi \T =i _ (=i i \T
Zy = (Za,h R Za,d) y 2y = (Zb,l? AR Zb,d)
und
za Zb Zp71
_ i _ . i i d _ i _
Za=| 1|, Zo=| |, ZazZ, €RY, Zp= : . Zpi € Ry
_Z _é —
Za Zb ij

sowie z = (ZZ,ZE,Z;)T die sogenannten gestérten KKT-Bedingungen: Fiir alle ¢ € I,

und k € Ky gilt

(T, —ar)Zlp = a, (b —T})Z, =, PiZpi = a,

Zh, >0,z >0, 2 >0,

wobei der primale Anteil (X,p) € S” entweder ein lokales Minimum, lokales Maximum
oder einen Sattelpunkt von (4.13) darstellt. Fir eine Lésung von (4.16) gilt (X, p, 2z, i) €
WP, wobei WY das strikte Innere der Menge W aus (4.8) darstellt mit

WO = 0l x (0,1)! x R xR, (4.17)
Definition 4.2.1. Die durch oo > 0 parametrisierte Lésungsmenge

w(a) = (X(a),p(a),z(a),p(a)) € Wy (4.18)
von (4.16) heiBt zentraler Pfad.

Stetigkeit des zentralen Pfades

Bei einem Innere-Punkte-Verfahren wird die Losung eines Optimierungsproblems aus
dem strikten Inneren des zuldssigen Bereichs S heraus iterativ bestimmt. Zur Realisierung
dessen 16st man eine Folge von Optimierungsproblemen der Gestalt (4.13), wobei o > 0
einen Barriereparameter darstellt. Je groBer «v ist, umso weiter liegt die Losung w(a) €
WY vom Rand 0S8 entfernt. Um zu gewihrleisten, dass die durch o > 0 parametrisierten
Losungen w(a) € WY von (4.13) fiir a — 0 gegen eine Lésung des Ursprungsproblems
(4.2) konvergieren, wird die Stetigkeit des zentralen Pfades (4.18) gefordert.



4.2 Innere-Punkte-Verfahren 53

Satz 4.2.4. (Stetigkeit des zentralen Pfades)
Unter der Voraussetzung (4.1) sei (X(«),p(),z(«), i(er)) € Wy eine Lésung von
(4.16). Wenn (X(a),p(ar)) — (X(&), p(&)) fiir « — &, dann

(%(a), p(a),Z(a), i) == (X(a), p(a), 7(a), i(&))
in WO.
Beweis:

Fiir den Beweis sei w(t,x%) := Vgu(t,x’, 0), wobei 8 € O als fest gewahlt vorausgesetzt
wird.

(i) Zunachst wird gezeigt, dass mit (X(a), p(«@)) a=¢ (x(&),p(a)) fur alle i € I, und
ke Ky gilt
0,1 J(%(0), (@) =% 0, J(R(a), B(d))- (4.19)
Nach Satz 4.1.4 gilt fir alle i € Iy und k € Ky
0, 9(x,p) = ~2p; | Dyw(t.x) M (x,p) w(t, Xt
T

Da w(t,x%) € CH(T;CHQ;R™)) gilt, folgt 8xzw(t,xi) € CH(T;C°(2;IR™)). Die
Elemente der Fisher-Informationsmatrix M (x, p) sind in (x, p) stetig, so dass die
Stetigkeit der Minoren von M (x, p) [27] und somit auch die Stetigkeit der Inversen
M(x,p)~! in (x,p) gewahrleistet ist. Als Komposition von stetigen Funktionen
ist somit 0, J(x,p) stetig in (x,p).

Es gilt fir a,&@ >0 und alle i € I, und k € Ky

(4.16) .. = ; ;

0 = olzl—% (a%‘](x(a)’ P(a)) — zg (@) + 2 4 ()

0,1 J(%(a), P(@)) + 74,4(@) — 2},4(a))
(4.19) . i i i [ i (=~
= C{{% (—Za,k(@) + 2 () + 2g (&) — Zb,k(a))
= lim 2l () - 2,(@) = lim 2, (a) - 24,(@) (4.20)
i ' - ; by, — ag ; by — ax
Mit a;, < x}(a) < by, ist entweder (o) — ay, > , by — a2y (a) > —5
oder .CC%(O[) —ar = bk — gc';f(a) = bk ; ak:

b, —a

(1) Ist 2t (o) — ag > " existiert immer ein dg > 0, so dass T4 (&) — ay >

b, — ay,

furallea € {#>0: |a — | < |a—ap|}. Dann ist

(4.16)

IN
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a—a

Mit (4.20) folgt |z};7k(oz) - zi7k(d)| — 0.

4 by, —
(2) Ist by — 2t (a) > = e
b, — ag

, existiert immer ein &g > 0, so dass b, — x}(&) >

fur alle @ > 0 mit |o — @] < |a — @p|. Dann ist

(4.16) a a

|Zz§,k(a) - Zg,k(&)| =

b — zh(a) by — 2t (@)

4(azi(a) —azi(@) dap(a—al a—a
< 2 2 0
(b — ak) (b, — ak)
Mit (4.20) folgt |z} ;.(@) — 2} ,.(a)] e,
, by —
(3) Mit 2 (a) — aj, = -~ 5 U st
o) — ) 20 |2 ] o
— = — — — 0,
a,k a.k bk — Qg 1‘%(5&) — Qg
da mit z(&) iy x(a)
lim o _ o _ 2a
a—a zi(a)—ar  Ti(a)—ar by —ag

jol}

— o

gilt. Mit (4.20) folgt |2} (@) — 2} ,(@)] = 0.

(ii) Analog zu (4.19) kann gezeigt werden, dass mit (X(a), p(«)) 2=¢ (%(&),p(a))
fur alle ¢ € I, gilt
Op, I (%(01), B(a)) *=% 0y, T (%(@), B(4). (4.21)
Mit a, & > 0 und alle 7 € I, gilt dann

0 "= 1im (8, 7(%(a), B(a)) — zpi(a) + (o)

a—x

=7 tim (—zpi(a) + pl@) + 2,4(d) — (@)
= limz(a) — 24(a) = lim pla) - p(a). (4.22)

Zudem ist

(4.16)

|2p,i(@) = 2pi(@))|

pi?a) pi?d)’ _ ’Oépi(o?)dp-(a)’ aoa ()

Mit (4.22) folgt |u() — u(@)] =5 0. O

Es wird nun gezeigt, dass fiir jedes fest gewihlte x € Qf das Optimierungsproblem (4.2)
beziiglich p konvex ist. Dann kann gezeigt werden, dass aus X(«) — X(&) folgt, dass

p(a) — p(a) gilt.
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Satz 4.2.5. Unter der Voraussetzung (4.1) ist das Optimierungsproblem (4.2) fiir jedes
feste X € Q' konvex.

Beweis:
Nach [66] ist die Abbildung M (x,p) — —In|M(x, p)| stetig und konvex.
Sei

f(x9 ::/ Vou(t,x',0) Vou(t,x',0) " dt,
T

dann gilt fiir fest gewahltes % € Q und beliebigem 3 € [0, 1]
Z .
M(x,Bp' +(1-0) Zﬁpz - B)p}) f(X)

l
=B> pi fE)+(1-0) Zp?f(ii) = BM(x,p')+ (1-p) M(%,p).
i=1 =1

Da die Komposition zweier konvexer Funktionen wieder konvex ist, folgt die Konvexitat
von

Satz 4.2.6. Unter der Voraussetzung (4.1) sei (X(a),p(a),z(w), i(e)) € Wy eine
Lésung von (4.16). Wenn X(a) — X(&) fiir « — &, dann

(%(a), p(a),Z(a), i) == (X(a), p(a), 7(a), 4(&))
in WO.

Beweis:
Nach Satz 4.2.5 ist das Optimierungsproblem (4.2) fiir jedes fest gewahlte X € QF
konvex, d. h. es existiert genau ein p € [0, l]e, so dass

4
p = argmgnJ(fc,p) udN. p; >0 Viel, ;pj:1

ist.

Die logarithmische Barrierefunktion B(x,p) aus (4.13) ist fiir jedes a > 0 konvex
und somit insbesondere fiir jedes fest gewahlte X € Q. Daraus folgt die Konvexitit des
Optimierungsproblems

¢
min Jo(%,p) = J(X,p) +a-B&p) udN. p>0Viel, > opi=1
Somit existiert fiir jedes X(a) genau ein p(a), so dass

L
pla) = argmpinJ(i(a),p(a)) ud.N. pi(a) >0 Viel, ij(a) =
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a—a a—a

Aufgrund der Stetigkeit der Bedingungen (4.16) folgt aus X(«) — X(&), dass p(«a) —
p(&). Mit Satz 4.2.4 folgt die Behauptung.

O
Nachdem die Stetigkeit des zentralen Pfades gezeigt wurde, wird nun das primal-duale
Newtonsystem aufgestellt mit dem die gestorten KKT-Bedingungen (4.16) geldst werden
kénnen. AnschlieBend wird beschrieben, wie mithilfe einer Pfadverfolgungsmethode ein
lokales Minimum des Optimierungsproblems (4.2) bestimmt werden kann.

4.2.1 Die primal-duale Newtonmethode

Die Barriereterme stellen sicher, dass a < x* < b und p; > 0 gewiahrleistet ist. Und
da a > 0 ist, sind zwangslaufig auch Zi,k > 0, Zg,k > 0 und z,; > 0. Daher sind
die Ungleichungen in (4.16) automatisch erfillt. Um eine Lésung (X, P, z, iz) von (4.16)
zu finden, werden im folgenden nur noch die Gleichungen betrachtet. Somit kann das
Gleichungssystem (4.16) mithilfe einer primal-dualen Newtonmethode geldst werden.
Hierfiir wird es auf das Nullstellenproblem

Vi £(w) 0

Vp £(w) 0

_ Zf:l pi—1 110
Fa(w) = Zo I3(x—uy)—ce || O
zp | I3 (up — X) — e 0

szlg p—ae 0

umformuliert, wobei w = (x,p,z, 1) € WP, I3 € R¥*¥*d¢ die (d¢)3-Einheitsmatrix
und e = (1,...,1)" den Einsvektor darstellt,

u=(a,...,a)  eR¥ wup:=(',...,b")T e R

gilt. Die Anwendung der Newtonmethode auf dieses System liefert mit den Diagonal-
matrizen

Za = Igza, Zb = Igzb, Zp = Igzp, Ua = Ig(x—ua), Ub = ]3(ub—x), Up = Igp

das primal-duale Newtonsystem DF,(w)s = —F,(w) mit DF,(w) := VF, (W), also

Vi &(w) Vi, &(w) 0 -1 I 0 S Vx £(w)

V2, &(w) VE L(w)e 0 0 —T Sp Vp £(w)
0 el 00 00 sy | | Siiipi—1 (4.23)
Z, 0 0U, 0 0 Sza | Za Ug—ae |7 V7
~Z 0 00U 0 Su, zp ' Uy — ae
0 Z, 00 00U, Sz, zp Uy — ae

Wie in [47] beschrieben, konvergiert fiir jedes fest gewahlte o > 0
e das klassische Newtonverfahren lokal quadratisch und

e ein geddmpftes Newtonverfahren global linear
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gegen eine Losung
(Xa; Pa) = argmin Ja(x, p).

Der Punkt (X4, Pa) € S° liegt auf einem zentralen Pfad (4.18), der nach Satz 4.2.4
stetig ist. Daher ,miindet” dieser Pfad fiir « — 0 in einem lokalen Minimum des
Optimierungsproblems (4.2).

Ein Innere-Punkte-Verfahren kann demnach umgesetzt werden, indem eine Nullfol-
ge {a"}2, mit "™t < o™ n € INy gewahlt wird und sukzessive fiir jedes o™ das
zugehorige Barriereproblem (4.13) geldst wird. Fir das n-te Barriereproblem (n > 1)
wahlt man als Startiterierte den Optimalwert des (n — 1)-ten Barriereproblems, d. h.

((x”)o, (p”)o) = ((x”_l)*, (p”_l)*). Wihlt man die Differenz o™ — a”*! hinreichend

klein, liegen ((x”)*, (p")*) und ((x”“)*,(p”“)*) auf dem selben Pfad und fiir hin-

reichend kleines o ist eine lokale Minimallésung des Ursprungsproblems (4.2) gefunden.

Fir o™ > 0 ist es allerdings nicht notwendig, die Barriereprobleme exakt zu l6sen.
Daher bietet sich eine sogenannte Pfadverfolgungsmethode an. Pfadverfolgungsmetho-
den sind lterationsverfahren, die sich am zentralen Pfad (4.18) orientieren. Da mehr als
ein zentraler Pfad existieren kann, wird bei einer Pfadverfolgungsmethode ein lokales
Minimum von (4.2) innerhalb einer Umgebung des zentralen Pfades gesucht. Dadurch
wird gewahrleistet, dass die Iterierten (x",p",z", u") € W entlang eines zentralen
Pfades bestimmt werden.

Definition 4.2.2 (Umgebung des zentralen Pfades). Die Menge

N(OL) = {(X,p,za,Zb,Zp,/,L) S WO .

(#h — an)zl g, > va, (b — x})2h ) > Va0, Pizpi > Y,
2a i 2a¢

Zi - (b a Siz - (b a Si 424
okl g s uten)y T— bkl s < Catan) a4

Zp7i’{pi>%} < 2e,

. i 2c
mln{Za’k|{I2:(bk;ak) }7 Zb7k‘{x2:(bk;ak> }} S bk —ay

€ (0,1), k € Ky, i € I; heiBt Umgebung des zentralen Pfades. Jede Lésung von
(4.16) liegt in N(«).
Um zu gewibhrleisten, dass stets (x", p"™,z", u") € N(«) ist, wird nach jedem Ite-
rationsschritt eine Projektion auf die Menge N(«) vorgenommen, d. h.
(x",p", 2", p") = Po(x",p", 2", u")
mit
Pa(xn7pn)zn7,un) = arg min H(xn7pn7znaun) - (X, p,Z,H)”%,
(x,p,2,1) WO
udN. (x,p,z,u) € N(a).

Ist & > 0 hinreichend klein, ist aufgrund der Stetigkeit des zentralen Pfades eine gena-
herte lokale Minimallésung des Ursprungsproblems (4.2) gefunden. In Algorithmus 4.2.1
wird beschrieben, wie eine Minimallésung gefunden werden kann.
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Bevor Algorithmus 4.2.1 vorgestellt wird, wird zunachst gezeigt, dass die Operator-
norm ||-|| der Inversen von DF,(w) durch eine positive Konstante nach oben beschrankt
ist, die vom Barriereparameter oo > 0 abhangt. Die Beweisidee ist der Veroffentlichung
[88] entnommen und wurde in dieser Arbeit fiir optimale Designprobleme erweitert.

Satz 4.2.7. Unter der Vooraussetzung (4.1) gilt fiir die Inverse von DF,(w) mit o > 0
und w € N(a)

C
DFE,(w)™ ! < —,
B
mit einer Konstanten C' > 0.
Beweis:
Sei
I
I
I
(Up + Zp)~!

(Up + Zp) ™!

dann ist die Matrix S(w)DF, (w) unabhéngig von «. Aufgrund der Stetigkeit von S(w)
und DF,(w), ist S(w)DF,(w) ebenfalls stetig. Da sich die Inverse einer Matrix mittels
ihrer Minoren [27] berechnen lasst, die fiir S(w)DF,(w) wiederum stetig sind, folgt die
Stetigkeit von (S(w)DF,(w))~!. Daher ist

I(S(W)DFa(w)7H| < C

mit einer Konstanten C > 0.
Laut Definition 4.2.2 gilt mit v € (0, 1)

(zh —ar) + 20, > 2¢/(z) —ap)zl, > 2\7a,
(br —ap) + 2, = 2y —a})z, = 270,
Di+2pi = 2\/DiZps > 2\/a.
Daher gilt fir die Diagonalmatrix S(w)
(IR ) [ p——
~ min{l,2,/ya}
und folglich
IDFo(w)~Hl = [[(S(W)DFa(w))"'S(w)| < [[(S(w)DFa(w))~H[I|S(w)]]
< c _C (4.26)
~ min{l,2,/7a}  a’
mit einer Konstanten C' > 0.
O

Folgender Algorithmus basiert auf eine Pfadverfolgungsmethode und entstand in Anleh-
nung eines Innere-Punkte-Verfahrens aus [88].
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Algorithmus 4.2.1. (Primal-duales Innere-Punkte-Verfahren zur Bestimmung ei-
nes lokalen D-optimalen Designs)

(5.0) Initialisierung:
Wihle ein a® > 0, omin € (0,1), Co > 0 und & > 0 hinreichend klein.
Wahle ein v € (0,1) fiir N(«) aus (4.24) und setze n := 0.
Wihle ein w® € N(a®), so dass || F.o(wY)||2 < Coal.

(5.1) Berechnung einer Suchrichtung:

Bestimme die Lésung s™ des Newtonsystems
DFgn(w™)s™ = —Fyn(w").
(5.2) Berechnung der neuen lterierten:
Setze w"T! := P, (w" +s").
Wihle ein 0™ € [omin, 1] und setze o™ ! := o™a™.
(5.3) Abbruchbedingung:
Ist o™ < e: Ein KKT-Punkt von (4.2) ist gefunden. Stop.
Sonst setze n :=n + 1 und gehe zu (S.1).

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, dass Algorithmus 4.2.1 global linear gegen einen
KKT-Punkt von (4.2) konvergiert.

4.2.2 Konvergenz

In diesem Abschnitt wird angenommen, dass fiir den Barriereparameter o’ > 0 aus

Algorithmus 4.2.1 bereits eine Niherung einer globalen Lésung w*(a") € W° des Bar-
riereproblems (4.13) naherungsweise ermittelt wurde. Auf dem zentralen Pfad, auf dem
w*(a”) liegt, befindet sich fiir jedes o € (0,a"] eine globale Lésung des zugehdrigen
Barriereproblems (4.13). Dieser Pfad wird im folgenden durch w*(a), a > 0, dargestellt.
Es gilt

lim w*(a) = w*

a—0
mit einer globalen Lésung w* € W des Optimierungsproblems (4.2).

Fiir fest gewdhltes o > 0 konvergiert das Newtonverfahren lokal quadratisch gegen

den zentralen Pfad w*(«).

Bemerkung 4.2.8. Die fiir dieses Unterkapitel verwendeten Beweisideen lehnen sich
an die Veréffentlichung [88] und wurden in dieser Arbeit fiir optimale Designprobleme
erweitert.

Satz 4.2.9. Unter der Voraussetzung (4.11) sei o® > 0 und e > 0 fest. Dann gilt fiir
alle a € (0,a"] und w" € {w € N(a) : ||w — w*(a)|]2 < €}

2
21

(i) W = w*(a)ll2 < %HW” - wi(a)

(ii) || Pa(w" ) — w*(a)l2 < ?/%IIW” - w(@)l3,
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wobei w1 € WO die Lésung des Newtonsystems

DFE,(w")(w" ™! — w") = —F,(w") (4.27)
aus (4.23) und P,(w™T') dessen Projektion auf die Umgebung N («) darstellt.
Beweis:

(i) Es gilt mit w}, := w*(«)

Fa(wg) = Fa(w") + DFo(W")(wg, — w") + %(WZ —w") T H(€)(w;, —w")

«

mit einem & = w) + B(w" —w}), 5 € [-1,1].
Mit

DE,(w")(w"™ —w") = —F,(w") und DF,(w")(w} —w})=—F,(w})

ist
DF,(w") (W't —w) = Fo(wh) — Fo(w") — DFa(W")(w), — w")
1 * n * n
= i(wa_w )TH(é)(Wa_W )
Somit ist
W' —whlla < CIDFE(w") 7 |[|w), — w"3
(4.26) "
< oWl (4.28)

mit den Konstanten C' > 0 und C" > 0.

(i) Aus
[Po(w'h) —w"Hly < flwh, —w"
folgt

1Pa(w" ™) = willa < [[Pa(w™ ) = w4 | W' — Wi

(4.28) 2¢"
2wt —willa < —=lwh —w"[l3.

T W

IN

Satz 4.2.10. (Global lineare Konvergenz)

Unter der Voraussetzung (4.11) sei o > 0 und & > 0 fest. Dann existiert ein & > 0, so
dass der Algorithmus 4.2.1 fiir jeden Startwert w® € {w € N(a°) : |w—w*(a)||2 < &}
eine Folge w" € N(a™) generiert mit den Eigenschaften

(i) W™ —w*(a")]l2 < CVar,
(ii) |[w" — w|2 < CVam + La™,

mit C,L > 0 und w* = lirrlow*(a).
oa—
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Beweis:
(i) Sei o € (0,a”] fest, aber beliebig. Dann gibt es nach Satz 4.2.9 eine Konstante
C > 0, so dass fir jedes w" € {w € N(a) : ||[w—w*(a)||2 < £} die Abschatzung

1Pl = wi@lls < 2w = w (@)l

gilt, wobei w"*! € W0 die Lésung des Newtonsystems (4.27) und P,(w"*!)
dessen Projektion auf die Umgebung N(«) darstellt.
Es wird nun 7 € (0,1) derart gewahlt, so dass

T\/a
s = <
15 50 < ¢

gilt. Dann gilt fur alle w” € {w € N(«) : |[w —w*(a)|2 <&}

2/a
2C

1Pa(w™h) —wi(@)2 < 7[w" —w (a)ll2 < & =

Mit o € (0,1) ist

|Pa(w"™ ) —w*(0a)2 < [|Pa(w") —wH(a)]l2 + [Ww*(a) — w* (o)
2
< 7Y% 4 Do ool
2/
= L(1— .
50 +L(1—-0)x
Um zu gewahrleisten, dass wiederum || P, (w™ 1) — w*(0a)|2 < & erfilllt ist, wird
2/ T oo
o € (0,1) derart gewahlt, dass +L(1—-0)a < , beziehungsweise
2C 2C
T Ll -o)a < VO (4.29)
2C IIVE = 90 '
gilt. Diese Abschatzung ist erfiillt fir alle o € [Gyin, 1) mit
2
T 72 72
Omin ‘= | — — — +1 4.30
Omin ( 4CL a0+\/1602L2C¥0+2CL a0+ ) ) ( )
wobei oin aus (4.30) die Losung der Gleichung
72 _ — TV Omin
% + L(l - Umin) al = 20
72
darstellt mit opin € (0,1). Da in (4.30) die Abschatzung ——— + 1 > 0 gilt,
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ist stets omin > 0 und

2

Omin

LR S R LA
4C LV a0 16C2L2a% © 2CLV a0

2

T —— L
4C LV a0 16C2L%a" 20 L\/ad
( 2
1.

4CLT\/@ " \/<4CLT\/@ - 1>2)

Somit bestimmt der Algorithmus 4.2.1 mit oyin € [Omin, 1) eine Folge w™ mit
wtl = P,(w" +s") und

v/ nt+1
[wt —wr @ e < TEa— < = (4.31)
(i) Mit der Lésung w* = lir%w*(a) gilt
a—

n * n x/.n X/ .n * (431) 7y/an
Iw* =il < [w" —w (@)l + lW*(a") =]z < —5

+ La™,

mit der Lipschitzkonstanten L > 0, die aufgrund der Stetigkeit des zentralen
Pfades w*(«) fiir a € (0, V] existiert.

4.3 Active-Set-Methode

In diesem Unterkapitel wird ein weiteres Verfahren vorgestellt, mit dem das Optimie-
rungsproblem (4.2) gel6st werden kann, wenn die Voraussetzung (4.11) erfillt ist. Bei
diesem Verfahren handelt es sich um eine Active-Set-Methode, die beim iterativen Lo-
sen des Problems (4.2) lokal quadratische und global lineare Konvergenz aufweist. Diese
Methode ist einem primal-dualen Innere-Punkte-Verfahren vorzuziehen, da neben der
gleichen Konvergenzordnung die Dimension des zu I6senden Newtonsystems wesentlich
kleiner ist.

Eine Active-Set-Methode bietet sich insbesondere wegen der ,einfachen” Form der
Ungleichungsnebenbedingungen, die durch

ap <z <by, 0<p;, i€l, kekK,y (4.32)

gegeben sind, an. Zum Herleiten dieses Verfahrens werden die Begriffe aktiv bzw. inaktiv
bendtigt.

Definition 4.3.1. (aktive und inaktive Komponenten) Sei (x,p) € S mit x =

(xlT,...,xéT)T, p = (p1,...,p¢)" und S aus (4.5). Mit 3r:}C € [ag,bk] und p; > 0
Vi€ Iy, k € K4 sagt man, dass
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° xﬁﬁ aktiv ist, wenn 752; = ay, oder x}c = by, gilt,
° x}g inaktiv ist, wenn ai < a:%C < by gilt,

e p; aktiv ist, wenn p; = 0 gilt,

e p; inaktiv ist, wenn p; > 0 gilt.

Bei einer Active-Set-Methode nutzt man die Abhdngigkeit zwischen der primalen X und
der dualen Lésung A des Problems (4.2) aus, die durch die Komplementarititsbedingung

Nog(ap —Z3) =0, M- (Zi—b)=0, i Di=0, (4.33)

Vi€ Iy, k € K4 gegeben ist. Man sieht, dass entweder der Lagrangemultiplikator j‘iJc
(bzw. S\zvk, Ap.i), die Nebenbedingung ay, — #% (bzw. &} — by, p;) oder beide gleich Null
sind. Diese Eigenschaft erlaubt es der Active-Set-Methode in jedem lterationsschritt auf
die Ungleichungsnebenbedingungen (4.32) zu verzichtet, wobei nach jedem Schritt eine
Projektion auf den zulassigen Bereich S notwendig ist. Da S lediglich durch die Box
Constraints (4.32) beschrankt ist, ist eine solche Projektion fiir Problem (4.2) einfach
umzusetzen.

Durch Weglassen der Ungleichungsnebenbedingungen in (4.2) erhalt man das Opti-
mierungsproblem

Ig(nglJ(x,p) = —IH‘M(X,p)‘,

mit der Fisher-Informationsmatrix
4

M(x,p) = Zpi/TVOU(t,xZ,G)Vgu(t,xZ,O)Tdt, (4.34)
i=1

unter den Nebenbedingungen

¢
T T
Zpl - 1) p = (pla”'apf)—rE]R'ea X = (Xl )"'axe )TGIRdga
i=1
sowie das zugehérige Lagrangefunktional £ : R* x R x R — IR mit

J4
L(x,p,pn) = J(x,p) + p <Zp¢ - 1) :

=1

Regularitidt in einer lokalen Losung

Da das Optimierungsproblem (4.34) nur eine Nebenbedingung beinhaltet, die zudem
affin ist, ist nach [43] die Regularitatsbedingung von Robinson in jedem Punkt (x,p) €
IR x IR? erfiillt, insbesondere also in jedem lokalen Minimum (X, p) € R% x R’

Optimalitatsbedingungen erster Ordnung

Da die Regularitatsbedingung von Robinson erfiillt ist, kann der Satz von Kuhn-Tucker
angewendet werden.
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Satz 4.3.1. (Satz von Kuhn-Tucker fiir das Optimierungsproblem (4.34), [43])
Unter der Voraussetzung (4.1) sei (X,p) € RY x IR’ eine lokale Optimallésung von
(4.34). Da das Problem (4.34) in (X, D) regulr ist, existiert ein i1 € IR, so dass

l
(i) - (Z Di — 1) =0 (Bedingung vom komplementaren Schlupf),
i=1

(ii) Vsp L(X, D, 1) = 0.

Die Gleichungen Vy , L(x, p,it) = 0 und die Bedingung vom komplementaren
Schlupf aus Satz 4.3.1 stellen mit (%X,p, i) € R x R x R die reduzierten KKT-
Bedingungen

0, L(X, P, 1) = 0, J(X,B) = 0,

Op L% P, 1) = 0pJ(%D)+1 = 0, (4.35)

¢
i- (Zﬁi — 1)
i=1
fur i € I, und k € K, dar.

Folgender Satz gibt einen Zusammenhang zwischen den KKT-Bedingungen des Ur-
sprungsproblems (4.9) und den Bedingungen (4.35) wieder.

I
o

Satz 4.3.2. Sei (X,p) € S eine lokale Minimallésung des Optimierungsproblems (4.2)
und (X,p, A, 1) € W der zugehérige KKT-Punkt, der die Bedingung (4.9) erfiillt. Dann
ist

¢ 0 LI, P, JI) = 8%5()'(,;"),;2) = 0, wenn Z%, inaktiv ist,

o 0,,L(X, P\ i) = 0, L(X,D,ji) = 0, wenn p; inaktiv ist,

e 0 L(X,p,i) € IR, wenn T\ aktiv ist,

° Opiﬁ(i,f),ﬁ) € IR, wenn p; aktiv ist,
mit dem Lagrangefunktional £ : W — IR aus (4.7).

Beweis:
Da (X,p) € S eine lokale Minimallésung des Optimierungsproblems (4.2) darstellt, exis-
tiert nach Satz 4.1.2 ein (X, i) € IRSﬁlH)e x IR, so dass die KKT-Bedingungen (4.9) er-
fullt sind. Da die Komplementaritatsbedingungen (4.33) erfillt sind, ist )\27,€ = )‘Z,k =0,
wenn i}c inaktiv ist und A\, ; = 0, wenn p; inaktiv ist.

O

Mit einer optimalen Lésung (X, p) sind somit nur die Gleichungen aus (4.35) von
(4.2) erfillt, fur die die zugehdrigen Komponenten a_:}€ bzw. p; inaktiv sind. Da im
Vorhinein nicht bekannt ist, welche Komponenten der optimalen Lésung (X,p) € S
aktiv und welche inaktiv sind, wird bei der Active-Set-Methode in jedem Iterationsschritt
auf diese Eigenschaft gepriift.
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4.3.1 Algorithmus

Das Nullstellenproblem (4.35), dargestellt durch F(X,p, 1) = 0, kann mit dem in [26]
beschriebenen Newton-artigen Verfahren gelost werden. Es handelt sich um eine Active-
Set-Methode, bei der in jedem lterationsschritt mit einer reduzierten Hessematrix das
zugehorige Newtonsystem gelost wird. Falls die Losung eine zuldssige Richtung darstellt,
kann durch Schrittweitensteuerung die neue lterierte bestimmt werden. Wenn diese L&-
sung allerdings keine zulassige Richtung ist, wird stattdessen ein Gradientenprojektions-
schritt angewendet um das Zielfunktional zu verkleinern. Der fiir den Gradientenpro-
jektionsschritt bendtigte Projektionsoperator Ps : RV x IR — S x IR ist definiert
durch

_ . 112
Ps(w) = arg_min_[w -y (4.36)

Zur ibersichtlichen Darstellung sei im folgenden mit n € Ny

DF(Xn7pna:un) s" = _F(XTL?pnnun) (437)

T T T T T T
(Xn-l—l ,pn+1 ,'un-i-l)'l' _ (Xn ’pn >Mn)T+(SZ 752 ?SZ)T

das nichtreduzierte Newtonsystem, wobei DF'(x,p, ;1) = Vx,p . F (%, P, 1) die Jacobi-

matrix darstellt und s™ := (s?',s”",s”)T. Fiir den folgenden Algorithmus sei

z Pp 9
DE(Xnvpn7/J’n)sn - _FZ(Xnapnnu’n)

die i—te Zeile des Newtonsystems (4.37) mit i = 1,...,(d+ 1)+ 1 und

Fep(w) = (Fi(w),..., F(dﬂ)e(w))T.

Algorithmus 4.3.1. (Active-Set Newton-artige Methode zur Bestimmung eines
D-optimalen Designs)

(5.0) Initialisierung:
Wihle ein w® = (x°,p, %) € S° x IR und setze n := 0.
Wahle ein o > 0, ¢ > 0 und ein € > 0 hinreichend klein.
(5.1) Setzen der aktiven und inaktiven Menge:

Setze
A" = {k+ (i—1)d: xzn :ak\/mzn:bk}u{df%—i: plr <4},
"= {1,...,(d+ 1)} \ A™
(5.2) Berechnung einer Suchrichtung:

Bestimme die Lésung s™ des Systems
DF;(w")s" = —F;(w"), fiirie 1",
st =0, fiir i € A",
(5.3) Schrittweitenbestimmung:

Bestimme das gréBte o € [0, 1], so dass w" + a”s" € S x IR.
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(5.4) Berechnung der neuen lterierten:
Ist J(x" +asy,p" + asy) < J(x",p"), dann:
setze w" ! := w" + a"s" und gehe zu (S.6).
Sonst gehe zu (S.5).
(5.5) Gradientenprojektion:
Setze w"(t) := Ps(w" — tF(w™)) mit Ps aus (4.36).
Bestimme das gréBte « € [0, 1], so dass mit t" := ¢ - «

T (), 7 (7)) < T P") = Py (W) T (X: ) X:“:))
p" —p"(t")

gilt und setze w1 .= w"(t").

(5.6) Abbruchbedingung:
Hwn—i—l

— w2

Ist < e: Ein lokales Minimum von (4.2) ist gefunden. Stop.

[[wOll2
Sonst gehe zu (S.1).

Die Aktiv- bzw. Inaktivsetzung in Algorithmus 4.3.1 wird demnach wie folgt durchge-
fuhrt: Sei (x",p™, 1) € S x IR gegeben. Setzt man (x",p", u™) in System (4.37) ein
und |dst dieses, dann

(1) reprisentiert die Lésung (s, ',s,',s,)" entweder eine Abstiegsrichtung beziiglich
des Zielfunktionals

(2) oder (s, ",s,",5,)" ist keine Abstiegsrichtung beziiglich des Zielfunktionals,

Fall (1): Sei (s;',sp',s,)" eine Abstiegsrichtung, dann existiert ein & € [0, 1], so dass
mit

(X"+1(a), p”+1(a), ,u"“(oz)) = (X" 4 as,, p" + asp, pu" + asy)

die Ungleichung
J(x"(a), p"t(a)) < J(x",p")

fur alle Schrittweiten « € [0, @] erfillt ist. Insbesondere existiert ein

amax = max{a € [0,1] : (x"*}(a),p" (@), " (a)) € S},
Ist amax < 1, dann existiert mindestens ein Punkt a:;;’nﬂ(amax) oder p?“(amax), der
auf dem Rand des zuldssigen Bereichs S liegt. Diese Punkte werden aktiv gesetzt.

Fall (2): Ist (s, ',s,',s,) " keine Abstiegsrichtung, dann wird als Richtung der Gradient
s = —F(w") verwendet, da dieser immer in Richtung des steilsten Abstiegs beziiglich
des Zielfunktionals zeigt. Um die Iterierte w”*! € S x IR zu erhalten, wird nun das
maximale a € [0, 1] derart bestimmt, so dass mit der Schrittweite t* = c-« und w"*! :=
Ps (W” —|—t”s) das Zielfunktional wie in Algorithmus 4.3.1 beschrieben verkleinert wird.

Es werden nun alle i, aktiv gesetzt, fiir die entweder z% = aj, oder zi = by, gilt und es
werden alle p; aktiv gesetzt mit p; = 0,7 € I,.
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4.3.2 Konvergenz
Die folgenden Konvergenzaussagen sind der Verdffentlichung [26] entnommen.

Satz 4.3.3. (Konvergenz, [26])

Unter der Voraussetzung (4.11) sei (x*,p*) € S eine optimale Lésung des Optimie-
rungsproblems (4.2). Dann generiert der Algorithmus 4.3.1 mit dem Startwert w° :=
(x%,p°, %) € S° x IR eine Folge (w™)5%_ mit:

(i) Die Folge (W), konvergiert gegen w* := (x*,p*, u*) € S xR, wobei * € R
die duale Lésung darstellt.

(ii) Die Konvergenzgeschwindigkeit ist global g-superlinear, d. h. es gilt global

n+1 _W*||2

nooe flwn—wrlly

(i) Die Konvergenzgeschwindigkeit ist lokal g-quadratisch, d. h. es gilt lokal mit einer
Konstanten C > 0

W' —wl < Cllw" - w|5.

4.4 Verfahren bei schwacher Differenzierbarkeit

In den Kapiteln 4.2 und 4.3 wurden zwei Verfahren vorgestellt, mit denen das Optimie-
rungsproblem (4.2) geldst werden kann, wenn die Losungen der Sensitivitatsgleichungen
erster Ordnung (2.33) beziglich der Ortsvariablen x zweimal stetig differenzierbar sind,
d. h. es wurde vorausgesetzt, dass fiir jedes feste £ € T'und 8 € © mit u(x) := u(t, x, 0)

Vou(x) € C3(Q;R™) (4.38)

gilt. Diese Verfahren kénnen allerdings nicht angewendet werden, wenn die Vorausset-
zung (4.38) nicht erfillt ist.

Da die Sensitivitaten Vgu(x) als Finite-Element-Lsung im allgemeinen H*-Funktio-
nen sind und daraus resultiert, dass das zu minimierende Zielfunktional J(x,p) im Ort
ebenfalls eine H!'-Funktion ist, wird in diesem Abschnitt eine Methode vorgestellt, mit
der das Optimierungsproblem (4.2) gelost werden kann, obwohl die erste schwache Ab-
leitung von J(x, p) beziiglich x eine L?-Funktion darstellt und somit unstetig sein kann.

Ferner wird angenommen, dass die Sensitivititen im Ort genau einmal schwach
differenzierbar sind, da im Fall einer héheren Regularitat auf ein Newtonartiges Verfahren
(wie in Kapitel 4.2 und 4.3 beschrieben) zuriickgegriffen werden kann. Somit ist

Vou(x) € HY(Q,IR™), Vau(x) ¢ H*(Q,R™),
und folglich gilt fiir fest gewshltes p € IR’ mit p; > 0,i € I
J(x,p) € H'(Q,R™), J(x,p) ¢ H*(Q,R™). (4.39)

Um eine Lésung von (4.2) numerisch berechnen zu kénnen, kann ein Gradien-
tenverfahren genutzt werden. Da allerdings das Zielfunktional beziiglich der Gewichte
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p; > 0, 1 € I; weiterhin zweimal stetig differenzierbar ist, werden die Variablen x und p
getrennt voneinander betrachtet um das Optimierungsproblem (4.2) zweistufig l6sen zu
konnen. Dann kann iterativ das optimale p mit dem Newtonverfahren und das optimale
X mit der Methode des steilsten Abstiegs bestimmt werden. Dadurch erhalt man zwar
ein Verfahren von der selben Konvergenzordnung wie beim klassischen Gradientenver-
fahren, dafiir I6st man zwei wesentlich kleinere Probleme, von denen eines sogar global
quadratisch konvergiert.

Um ein zweistufiges Optimierungsproblem zu erhalten, wird der zuldssige Bereich S
aus (4.5) zunachst in die Teilbereiche Qf mit

U={x=x',.. x*VTeR¥* a<x <beR'Vie L}

und
V4

Sp={p=(p1.-...p0) ER": p; >0Viel, Y p=1}
=1

zerlegt. So kann das Optimierungsproblem (4.2) umgeschrieben werden zu
min J(x,p) = —In|M(x,p)| udN. xcQf pes, (4.40)
Es gilt:
e Nach Satz 4.2.5 ist fiir jedes fest gewshlte X € Q¢ das Optimierungsproblem
min J(X,p) = —In|M(X,p)| udN. pecS, (4.41)

konvex. Da J(X,p) € C?(S,;IR) ist, kann das Problem (4.41) mit dem Innere-
Punkte-Verfahren aus Kapitel 4.2 oder mit der Active-Set-Methode aus Kapitel 4.3
gelost werden. Da bei der Active-Set-Methode ein kleineres System als beim Innere-
Punkte-Verfahren zu l6sen ist und beide Verfahren die selbe Konvergenzordnung
aufweisen, ist die Active-Set-Methode dem Innere-Punkte-Verfahren vorzuziehen.

o Fiir fest gewahltes p € S}, kann das Optimierungsproblem
minJ(x,p) = —In|M(x,p)] udN. xecQf (4.42)

nicht konvex sein. Da nach (4.39) J(x,p) € H'(Q%1R) ist, kann das Problem
(4.42) weder mit dem Innere-Punkte-Verfahren aus Kapitel 4.2, noch mit der
Active-Set-Methode aus Kapitel 4.3 gelost werden. Daher wird nun ein Gradien-
tenverfahren vorgestellt, welches das Problem (4.42) numerisch 16sen kann.

4.4.1 Gradientenverfahren

Fir fest gewahltes p € S, kann das Optimierungsproblem (4.42) mit der Methode des
steilsten Abstiegs gelost werden. Hierbei handelt es sich um ein Gradientenverfahren,
welches iterativ eine optimale Lésung X € Q¢ bestimmen kann. Der Algorithmus lautet:
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Algorithmus 4.4.1. (Methode des steilsten Abstiegs)

(5.0) Setzen := 0. Wihle ein x° € Q° und € > 0 hinreichend klein.

(5.1) Solange [|[VxJ(x",D)|2 > e:
Bestimme eine geeignete Schrittweite o™ € (0, 1), so dass
x"H = X" — oV J(x™, p) € Q° und
J(x"tp) < J(x",P) gilt.
Setze n :=n+ 1.

(5.2) st [|[VxJ(x",D)|2 < e: Eine optimale Lésung ist gefunden. Stop.

Der Gradient V,.J(x,p) € L?(Q; IR‘M) ist auf Nullmengen allerdings nicht definiert

und kann in einem Punkt % € Qf nicht ohne weiteres ausgewertet werden. Daher werden
die Komponenten

. 1T .
0, J(2.5) = 2 / 0, [Vou(t, )] M(%,p)'Voult, %)dr, (4.43)
T

Vi € Iy, k € K4 mithilfe der Delta-Distribution d(y) [45] berechnet.

Definition 4.4.1. (Delta-Distribution, Dirac-Folge)
Die Delta-Distribution ist eine stetig lineare Abbildung ¢ : IR — IR(T mit der Eigenschaft

00 = b a
o={ 5= 120 L w [ama={ S5 ),
Es git stets | f(2)0(a — z0) di = { TR

Die Delta-Distribution kann als Grenzwert einer schwach konvergenten Funktionalfolge
iiber symmetrische Verteilungsfunktionen d.(x) definiert werden, die Dirac-Folge ge-
nannt wird. Eine typische Dirac-Folge ist die Gaussverteilung

2
0c(y) == \/21% exp (—g€> , (4.44)

die fiir e — 0% gegen die Delta-Distribution konvergiert. Der Triger der Gaussverteilung
kann durch supp (0:(y)) ~ [—3+/€, 3\/€] beschrieben werden.

Die Gaussverteilung als Dirac-Folge

5s(y) 1+
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Um den Gradienten VxJ(x,p) in X = (ilT,...,f{ﬁT)T € QFf bei fest gewahltem

D € S, auszuwerten, wird zunachst die L*-Funktion 8, [Vou(t,X')] Vi € Iy in X' € Q
im distributionellen Sinn bestimmt und anschlieBend in (4.43) eingesetzt. Da die Inverse
der Fisher-Informationsmatrix M (%, p)~! und die Finite-Element Lésung Vgu(t, ') wie
iiblich ausgewertet werden kdnnen, erhalt man dann die gesuchte GroBe.

Zur (bersichtlichen Darstellung werden im folgenden die Sensitivitaten durch

wj(t,x) := Jp,u(t,x), j=1,...,m
dargestellt. Dann gilt mit der Gauss-Verteilung 0.(y) aus (4.44) und der Menge
B(xi,e) i= {y € Q: [x — ylls < 3V5}

die Approximation

d
diwi(t,x) ~ lim Oy w; (t p — xt) dy, 4.45
i i (t,x") =0 J(an o) ity kl;[l e(y k)Y (4.45)
fur¢ € I, und k € K.

Fir die Berechnung des Funktionswertes 8x2wj(t,xi) werden nun zwei Falle un-

terschieden. Zundchst wird angenommen, dass der Punkt x’ im strikten Inneren ei-
ner Zelle T, C 73 liegt. Da in diesem Fall immer ein ¢y > 0 existiert, so dass
B(x',e) C T,, Ve € (0,¢0) gilt, hangt der gesuchte Funktionswert ausschlieBlich von
der Sensitivitat wj(t,xi)|Tm ab. Um den gesuchten Funktionswert zu erhalten, wird

w;(t,x?) |1, als Linearkombination

ITm Z 'LU] T Qor |Tm Z w] T SOT ]IS ﬂTm( Z)

mit der Indikatorfunktion 1 beschrieben, wobei (¢,(x))Y_; die Ansatzfunktionen sind
und S, := supp(py,) ist. Da ¢, (x) Vr =1,..., N stiickweise linear ist, gilt folglich

N

Dyt w; (t, X)), Zwﬂ i or (X1, = D wir(t)emrpls,nr, (X7), (4.46)
r=1

so dass mit den Konstanten ¢, ;. := 8$Z¢T(Xi)‘Tm die Gleichung (4.45) umformuliert
werden kann zu

iy (4.46) ..
8x2wj(t,x) =" lim (Zwﬂ 1g07« )Hé (yp — %) d

e—0 B(x,¢)

4.46) .
(:)hm <ijr )Cmrkﬂsme )H(S yk—x'k

e—0 B(xl,e)

raumlich konstant

N
(Z Wy, r )Cm r k]ISme > lim / Yk — xk) dy .
xl,a

r=1 e=0

=1 Ve>0

37;, ist die Menge aller Zellen T; mit Ufil T; = Q und T; NT; fir i # j ist eine Nullmenge.
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Wenn x? im strikten Inneren der Zelle T}, liegt kann der gewiinschte Funktionswert
demnach wie folgt berechnet werden:

N

Oy wi(t,x") = Y wjp(t)emrpls,am, (x1). (4.47)
r=1

Jetzt wird abschlieBend gezeigt, wie axzwj(t,xi) bestimmt werden kann, wenn der

Punkt x’ auf dem Rand mindestens einer Zelle T;, C 7 liegt. In diesem Fall wird
wiederum ausgenutzt, dass die partielle Ableitung der Sensitivitaten in Richtung x}c als
Linearkombination (4.46) geschrieben werden kann. Da in diesem Fall immer ein ¢g > 0
existiert, so dass B(x',e) C U{T\m € 7, : x* € Ty} fiir alle € € (0,&¢] ist, kann
Gleichung (4.45) umformuliert werden zu

3x2wj(t,xi) 429 1y (Z wj(t i or(x > H Sc(yp — k) d
B(xte)

e=0 r=1

d

hm Z /mﬂB(x o (Z wj’r’ )Cmrk]ls me ) H (55 Yk — ,%'k

e—0

Tm€Th

raumlich konstant

N d
= lim - (Zwj,r(t)cm,r,k]lSrﬂTm(Xl)>/T B 11 8- (v — ) dy

e—0 TmETh xz7€) k‘:1

v %
(444) ;13% Z (Z wj,r(t)cm,r,knsrme(Xi)> M(fL?;(ift);E))’

Tm€Ty
wobei (T, N B(x%,¢)) das Volumen von T, N B(x%, &) und u(B(x%,¢)) das Volumen
der Menge B(x’,¢) darstellt. Fiir die Gaussverteilung (4.44) ist das Verhaltnis p(T}, N

B(x%,¢)) : u(B(x%,¢)) fiir jedes ¢ € (0, o] gleich und stellt somit eine positive Konstante
dar. Somit kann der gesuchte Funktionswert bestimmt werden durch

N A
. ,u(Tm N B(Xl,€0))

0,i wj(t,x") = wjr(t)em,r, . ) 4.48

et ) Tgfh; i) n(B(x*,€0)) (4.48)

Gleichung (4.47) ist ein Spezialfall von Gleichung (4.48), denn falls x* im Inneren einer
Zelle T,,, € T}, liegt, gilt

(T N B(x%,€0)) L B(x%,&0) C Tpn,
p(B(x', €0)) 0, B(x',e0) ¢ T
4.4.2 Algorithmus
Nachdem beschrieben wurde, wie man den Gradienten F'(x,p) := VxJ(x,p) mit
Fi(x,p) € L>(QY Vi=1,...,dL,

in einem Punkt x € Qf auswerten kann, wird nun der Algorithmus der zweistufigen
Active-Set-Methode (ZASM) angegeben, mit dem man das Optimierungsproblem (4.2)
im H'-konformen Fall Iésen kann.
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Algorithmus 4.4.2. (Zweistufige Active-Set-Methode zur Bestimmung eines D-
optimalen Designs)

(5.0) Initialisierung:
Wihle ein x° € QF und ein p° € Sp und setze n := 0.
Wéhle ein o > 0, ¢ > 0 und ein € > 0 hinreichend klein.
(5.1) Lésen des konvexen Teilproblems (4.41):

Bestimme mit dem Algorithmus 4.3.1 die optimalen Gewichte

ntl— min J(x", p).
p min (x",p)

(5.2) Setzen der aktiven und inaktiven Menge fiir das Teilproblem (4.42):
Setze
A" = {k+ (i—1)d: mzn = ag \/xzn = by},
Ir = {1,...,de}\ A™.
(5.3)  Berechnung der Suchrichtung:
Bestimme die Richtung s™ mithilfe von (4.43) und (4.48):
st = —Fi(x,p), firieI™,
st =0, fiiri € A",
Ist ||s"™||2 < e: Eine optimale Lésung ist gefunden. Stop.
Sonst gehe zu (S.4).
(5.4)  Schrittweitenbestimmung und setzen der neuen lterierten:

Bestimme das gréBte a € [0, 1], so dass x™ + as™ € Q.
Setze x" ! := x" 4+ as™, n :=n + 1 und gehe zu (S.1).

4.4.3 Komplexitat

Folgende Tabelle gibt einen Uberblick iiber die Komplexitat der einzelnen Schritte von
Algorithmus 4.4.2 in Abhangigkeit von
e der Anzahl der unbekannten, zu schatzenden Parameter m > 0,

e der Schrittweite in der Zeit At >0
e und der Schrittweite Aa > 0.

Anzahl der
erforderlichen Operationen | Speicheraufwand
(S.0) O(1) O(m?)
(S.1) O(m*(At)~h) O(m?)
(S5.2) O(1) O(m?)
(S.3) O(m*(At)~h) O(m?)
(S.4) O(m?(Aa)™t) O(1)

Tabelle 4.1: Komplexitidt der zweistufigen Active-Set-Methode zur Bestimmung eines
D-optimalen Designs.



Kapitel 5

Vergleich zweier Verfahren zur
numerischen Bestimmung eines
D-optimalen Designs am Beispiel
eines instationaren Problems

Nachdem in den Kapiteln 3 und 4 zwei Moglichkeiten zur Bestimmung eines D-op-
timalen Designs vorgestellt wurden, werden diese in diesem Kapitel am Beispiel einer
zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung angewendet und anschlieBend miteinander
verglichen. Dieses Beispiel ist dem Buch [85] entnommen.

Das in Kapitel 3 beschriebene Losungsverfahren [85] basiert auf einer Exchange-type
Methode [82], wohingegen das in Kapitel 4.2 hergeleitete Innere-Punkte-Verfahren und
die in Kapitel 4.3 beschriebene Active-Set-Methode das Optimierungsproblem klassisch
|6sen. Da - wie bereits in Kapitel 4 erwdhnt - die Active-Set-Methode dem Innere-Punkte-
Verfahren vorzuziehen ist, wird in dieser Arbeit ein D-optimales Design am Beispiel einer
zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung mit der Exchange-type Methode und der
Active-Set-Methode gelost.

Dieses Kapitel gliedert sich wie folgt: Nachdem zunichst das Beispiel einer zwei-
dimensionalen Warmeleitungsgleichung vorgestellt wird, wird anschlieBend beschrieben,
wie diese mit der Methode der finiten Elemente und dem Crank-Nicolson Verfahren
geldst werden kann. Die zur Bestimmung eines optimalen Designs bendtigten Sensiti-
vitdten werden durch Lésen der sogenannten Sensitivititsgleichungen bestimmt. Diese
Gleichungen, die selbst parabolische Differentialgleichungen darstellen, werden in diesem
Kapitel aufgestellt und numerisch gelost. AbschlieBend wird die Exchange-type Methode
mit der Active-Set-Methode verglichen, indem fiir unterschiedliche Anzahl von Freiheits-
graden sowohl im Raum als auch in der Zeit jeweils ein D-optimales Design bestimmt
wird. Dann kénnen durch Bestimmung des relativen Fehlers in der Lésung und dem
benétigten Zeitaufwand beide Methoden miteinander verglichen werden.
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5.1 Beschreibung des zweidimensionalen Warmeleitungsex-
perimentes

Gegeben sei eine dinne, quadratische Metallplatte mit warmeisolierter Oberflache, die
im folgenden durch die abgeschlossene Menge Q = [0, 1]? dargestellt wird:

0.25 0.5 0.75

Abbildung 5.1: Temperaturverteilung einer quadratischen Metallplatte.

Es soll herausgefunden werden, um welches Metall es sich handelt. Wie in [85] beschrie-
ben kann zur Realisierung dessen eine Parameteridentifikation genutzt werden, die den
Diffusionskoeffizienten

H(X, 0) = 01+ 2169 + 2203, (5.1)

mit x = (21,22)" € Q und @ := (61,6,63)" > 0 ermittelt und auf diese Weise das
Material identifizieren kann.

Um den Diffusionskoeffizienten schatzen zu kdénnen, werden im vorhinein M > 0
Experimente durchgefiihrt. Diese werden wie folgt bewerkstelligt:

(1) Die Metallplatte wird zunachst auf konstant 5°C' in ganz ) heruntergekiihlt.

(2) Hat die gesamte Metallplatte die konstante Temperatur von 5°C' erreicht, be-
ginnt das eigentliche Experiment: Es werden ¢ € IN Sensoren auf der Metallplatte
angebracht um die Temperatur an diesen Stellen ermitteln zu kdnnen.

(3) Eine Minute lang - dargestellt durch das Intervall T':= (0,1) - wird nun der Rand
der Metallplatte konstant von 5°C' zu 0°C' heruntergekiihlt. In dieser Zeit wird
mit den Sensoren die Temperatur gemessen.

Notation: Die im k-ten Experiment ermittelten Messdaten werden mit z¥(¢),i € I,
bezeichnet. Nach M Versuchen erhdlt man die gemittelten Messreihen

Zi(t) = L f: PAG)
Z M k=1 ' .

Zweidimensionale Warmeleitungsgleichung als parabolische Differentialgleichung
Das beschriebene Experiment kann durch die parabolische Differentialgleichung

Owu(t,x,0) = Vx - [k(x,0)Vxu(t,x,0)], x€Q, teT (5.2)
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mit der Anfangsbedingung
u(0,x,0) =5, x€Q (5.3)
und der Randbedingung
u(t,x,0) =5(1—t), x€9dQ, teT (5.4)

dargestellt werden [85].

Parameteridentifikation

Wie in Kapitel 2.2 beschrieben, kénnen die unbekannten Parameter 8* := (65, 63,0%)"
mithilfe eines Maximum-Likelihood-Schatzers 6 := (01, 62,603)" niherungsweise ermit-
telt werden, indem das Optimierungsproblem

A

1
0 — argminJ(0) — f/ 17(t) — Pult, x, 0)||2 dt
e) 2 Jr
gelost wird, wobei u(t, x, ) eine Losung der parabolischen Differentialgleichung

ou(t,x,0) = Vx-[k(x,0)Vxu(t,x,0)], xe€Q, teT,
u(0,x,0) = 5, x€Q,
u(t,x,0) = 5(1—t), xe€0dQ, teT,

und
2(t) = (21(t),..., ()"

den Vektor der gemittelten Messreihen darstellt und
Pu(t,x,0) = (u(t,xl,e),...,u(t,xg,e))T

mit dem Projektionsoperator P aus Definition 2.2.1. Das Ergebnis 0 liefert dann eine
Schatzung des exakten Wertes 6*.

Optimales Design

Wie in Kapitel 3 beschrieben kann die Genauigkeit des Schatzers 6 maximiert werden,
indem die zugehdrige Kovarianzmatrix cov(0) beziglich des D-Optimalitatskriteriums
(3.1) minimiert wird. Hierfir wird vorausgesetzt, dass der Messfehler (¢, x,0") normal-

verteilt ist mit

E{e(t,x,0%)} =0, E{e(t,x,0%)e(t',x',0%)} = 0%6;;0(t —t').
Dann kann die Kovarianzmatrix cov(é) durch die Inverse der Fisher-Informationsmatrix
approximiert werden. In diesem Kapitel wird die Fisher-Informationsmatrix beziiglich
(3.1) minimiert um eine optimale Messstellenkonstellation zu ermitteln. In Vorbereitung
dessen wird zunachst beschrieben, wie die parabolische Differentialgleichung (5.2) mit
(5.3) - (5.4) mit der Methode der finiten Elemente und dem Crank-Nicolson Verfahren
geldst werden kann.
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5.2 Schwache Formulierung und Diskretisierung

Wie in Kapitel 2.2.2 erlautert, wird die parabolische Differentialgleichung (5.2) fiir jedes
fest gewahlte t € T' mit der Methode der finiten Elemente [12] gelost. Um die Existenz
der zweiten Ableitung nicht fordern zu missen, wird hierfiir die Zustandsgleichung (5.2)
in schwacher Form bendtigt. Analog zur Vorgehensweise in Kapitel 2.2.2 wird die Glei-
chung (5.2) mit einer beliebigen, aber festen Testfunktion ¢ € H'(2) multipliziert und
anschlieBend iiber €2 integriert. Fiir eine lbersichtliche Darstellung ist im folgenden

L:=I1%Q), V:=HY Q) und V;:=H}(Q).
In diesem Kapitel wird vorausgesetzt, dass
u(t,x,0) € CH(T; H(Q;C*(0;R))) (5.5)
und mit u(t)(x) := u(t, x,0) fir jedes fest gewahlte 8 € ©
u(t) e V (5.6)

gilt. Dann gilt fur jedes ¢t € T' mit k(x) := K(x,0), 0 € O fest gewahlt:
/Q (atu(t) — Vi - (&(X)qu(t)» pdr = (Qyu(t) — Vx - (R(x)Vxu(®), @), (5.7)

O D u(t), ), — (50 Axuu(t), ) , — 0a(Dnyu(t), 9), — O3(Oyult), ), = O

VoeV.
Mit der ersten Greenschen Identitat folgt

(r(x)Axu(t), ), = ((61 + 102 + 2203) Axult), ¢)
= 01(Axu(t), ), + O2(Axu(t), z1 ), + 03(Axult),z20)
= —01(Vxu(t), Vxp) , +01(Vxu(t) -n, @), 6Q)
—02(Vxu(t), Vx(219)) , + 02(Vxt(t) - 0,219) 15 50
= 03(Vxu(t), Vx(x20)) | + 03(Vxu(t) - 1, 220) 290
O u(t), ), = —(u(t), 02, 0(t) ;, + (u(t): ©) 12050 »
(Oryut), ), = —(u(t), Ony (1)) + (u(t), ) 1250 -

Wie in [21] beschrieben, lautet die schwache Formulierung des inhomogenen Dirichlet-
problems (5.2) mit der Bilinearform o : V' x V' — IR, definiert durch

a((t),p) = 01(Vxv(t), Vap)  +02(Vxv(t), Vx(z19)) , + 03(Vxv(t), Vx(z20)) |

+ (v(t), 0ny0) , + (v(F), Oaap) (5.8)

folgendermaBen:
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Sei 0 € O fest gewahlt. Gesucht ist fir fest gewahltes t € T' die Losung u(t) € V,
so dass

u(t) = ug(t)+v(t), v(t)eW, (5.9)
A(v(t), ), +a(w(t),p) = [flug(t),p) Yo eV,
mit der rechten Seite
flug(t),0) = =0 (ug(t), ), — aluy(t),¢) (5.10)

gilt, wobei u4(t) € V so definiert ist, dass uq(t) = 1 —t auf dem Rand 0 ist.
Im folgenden Abschnitt wird beschrieben, wie eine schwache Lésung von (5.9) mit
der Methode der Finiten Elemente ermittelt werden kann.

5.2.1 Finite-Elemente-Diskretisierung im Ort

Um Gleichung (5.9) fiir jedes fest gewahlte ¢t € T' mit der Methode der finiten Elemente
numerisch [6sen zu kénnen, wird zunachst der Lésungsraum V; auf einen endlichdi-
mensionalen Teilraum Vp ;, eingeschrankt. Man erhdlt dann das zu lésende, diskrete
Variationsproblem:

Sei 6 € O fest gewahlt. Gesucht ist uy(t) € V}, so dass

up(t) = ugn(t) +vn(t), on(t) € Vo, (5.11)
Oc(vn(t),n), +alvn(t),on) = flugn(t),pn) Yon € Vo, '

wobei ug 1 (t) € V, so gewahlt wird, dass ug 5 (t) = 1 — ¢ auf dem Rand 052 ist.
Im folgenden sei

Vi = {vec(Q): v, ePLVT; €Ty}
mit dem Raum der Polynome vom Grad kleiner gleich 1
Py = {v(x) = ap + @121 + agzy mit ag, a1, a2 € R},

und
Vo == {veVy:ux)=0Vxe N}
Um das diskrete Variationsproblem (5.11) zu lésen, wird das abgeschlossene Gebiet

Q = [0,1]% in kongruente Dreieckselemente 7;, = {1}, T,..., T} - wie in Abbildung
5.2 dargestellt - zerlegt.
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(0,1) (1,1)
T
h
|
(0,00 = A (1,0)

Abbildung 5.2: Triangulierung des Einheitsquadrates

Da Vp 5, endlich dimensional ist, gilt
N(h) :==dim(Vp ) < oo.

Eine Basis von V{5 wird mit {\Ill}f\;(lh) bezeichnet. Dann kann jedes Element v, € V},
dargestellt werden als Linearkombination
N(h)
vp(x) = Z v W5(x).

=1

Insbesondere kann jede Testfunktion ¢ € V; 5, durch eine solche Linearkombination dar-
gestellt werden. Dadurch vereinfacht sich das Variationsproblem zu:

Sei 6 € O fest gewahlt. Gesucht ist uy(t) € V},, so dass

up(t) = ugn(t) +on(t), vnlt) € Von, (5.12)
8t(vh(t), \I’Z')L + a(vh(t), \I’l) = f(u%h(t), \IJZ) Vi=1,... ,N(h), .

wobei ug 1, (t) € Vj, so gewahlt wird, dass ug(t) = 1 — ¢ auf dem Rand 02 ist.
Im folgenden wird

e N(h) derart gewshlt, dass /N (h) € IN gilt,
e das diskrete Gebiet €}, dargestellt durch
Q= {x = (z1,22)" € Y ay = kh, 2y = lh mit k,1 € {1,...,\/N(R)}},
wobei fiir die Schrittweite h := (/N (h) — 1)~! gilt.

e eine Basis {\Ill(x)}ii(lh) des Raumes V}, derart gewahlt, dass ¥;(x?) = §;; Vx/ €
Qpund Vi,j e {1,...,N(h)} erfillt ist.
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5.2.2 Zeitliche Diskretisierung

Mit fest gewahltem wg(t) € V3, so dass ugp(t) = 1 —t auf dem Rand 09 ist, stellt
die Gleichung

Oe(vn(t), Wi), +a(vn(t), V) = flugn(t), ;) Vi=1,...,N(h)
aus (5.12) mit der Anfangsbedingung
(vr(0),93), = (5,9;), Vi=1,...,N(h),

eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung dar. Diese Differentialgleichung
kann durch Trennung der Variablen und anschlieBender Integration geldst werden. Man
erhilt

(va(t), ¥3) = (v (0), W), + /Ot —a(vn(s), ¥i) + f(ugn(s), ¥i) ds,

20 (9, ~ [ alon(s). W) + alug ) ds

—(ug,ns Wi) p + (n(0), 5)

t

= (n(0) — g (t) + g (0), W), — /0 a(vn(s) + ugn(s), ;) ds

Up=Vp+Ug, '
TETIT (un(0) — uga(t), Ui) _/0 a(un(s), ¥s) ds,
Da das Integral

/Ot a(up(s), ¥;)ds

im allgemeinen nicht analytisch berechnet werden kann, wird eine numerische Integra-
tionsmethode verwendet. Zur Realisierung einer solchen Methode wird in dieser Arbeit
zunichst das Zeitintervall T = [0,1] in N(At) — 1 &quidistante Intervalle der Form
[tn, tnt1] mit At := t,, 11 — ty, zerlegt, wobei 0 < N(At) € IN, ¢t; = 0 und tnan = 1
ist. Dann gilt firn=1,..., N(At) — 1

(Uh(tn+1)7 \I/Z')L = (uh(tn) — ug’h(tn+1)7 \Ili)L _ /ttn+1 CL(Uh(S)7 \I/Z) dS,

Vi=1,...,N(h).
Die Integrale werden mit der Trapezregel numerisch berechnet. Wie in [76] dargestellt
gilt mit At =t —t,

[ o), wds = 5 (o w0+ atu, w)) +O(AP). (.13

n

Mithilfe der Trapezregel konnen dann die Naherungen mit Ug p, R ug h(tn)

vp R up(tn) und  up = vy +ugy & up(ts)
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mit dem Crank-Nicolson-Verfahren [76] sukzessive bestimmt werden, indem fir n =
1,...,N(At) — 1 die Variationsprobleme

At
(UZH, \I’i)L + 7@(1},?“, U,) =

At
(UZ - u;zlj \IIZ)L + 7 (CL(UZ, \I/Z) — a(ug:}tl’ ‘;[Iz))
Vi=1,...,N(h) gelost werden.

Bemerkung 5.2.1. Wie in [76] beschrieben ist der Fehler ||v}; — vy (t5)|v;, des Crank-
Nicolson-Verfahrens von der GréBenordnung O((At)?).

5.3 Sensitivitatsgleichungen

Um die Fisher-Informationsmatrix
E . .
M(X,p) = Zp,-/ Vou(t,x',0)Veu(t,x,0)Tdt € R>3, (5.14)
i1 T

A T ; . .. . .
mit X = (xlT, ...,x* )T und x* € Q Vi € I, berechnen zu kénnen, werden die Sensi-

tivitaten T
Vou(t,x,0) = (891u(t,x,0),892u(t,x,0),893u(t,x,9)) ,

bendtigt. Da (5.5) vorausgesetzt wurde, ist fiir jedes fest gewahlte 6
dp,u(t,x,0) € CH(T; V)

fur alle i € {1,2,3}.

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie der Gradient Vgu(t,x,80) durch Lésen
der zugehorigen Sensitivitdtsgleichungen numerisch ermittelt werden kann: Wie beim
Zustand u(t,x, @) werden die Sensitivitdten dg, u(t,x, @) als schwache Lésung eines Va-
riationsproblems mit der Methode der finiten Elemente ermittelt, wobei beziiglich der
Zeit auf das Crank-Nicolson-Verfahren zuriickgegriffen wird. Die Herleitung der kon-
tinuierlichen sowie der diskreten schwachen Formulierung der Sensitivitatsgleichungen
erfolgt analog zur Variationsformulierung in Abschnitt 5.2.

Zunichst werden die Sensitivitidtsgleichungen aufgestellt. Diese erhilt man, indem
die Zustandsgleichung (5.2) jeweils nach 61,62 und 05 partiell abgeleitet wird. Es ergibt
sich fiir i € {1,2,3} und dem euklidischen Skalarprodukt (-, -)

O, (Otu(t, x,0) — Vy - [k(z,0)Vyu(t, x, 0)])
= 0;[0p,u(t,x,0)] — Oy, (m(w, 0)Axu(t,x,0) + <<zz> , Vxu(t, x, 0)>>
= 0,[0p,u(t,x,0)] — dp,k(z,0)Axu(t,x,0) — r(x,0)Ax 99, u(t, %, 0)]

— [00,05) 00, u(t, x, 0) — [39,05) Dy ult, x, 0) — <<Z§> Vi[o,u(t,x, 0)]> — 0.
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Somit lauten die drei Sensitivititsgleichungen mit u := u(¢,x, 6)

Oy [aglu] = Ayu-+ (91 + x1609 + $293) Ay (991 + < , Vx 891 (5.15)

Oy [(992u] = Axu+ (01 + 2102 + x203) Ax 892 < ) , Vx 392 —|— Oz, u, (5.16)

Ot [Op,u]l = Axu + (01 + 21602 + x203) Ax [Opsu] + <<Z§> , Vx [893u]> + Op,u. (5.17)

Die Losungen der Sensitivitatsgleichungen besitzen fiir i € {1,2,3} die Anfangswerte
Op,u(0,x,0) = 0 VxeQ, 0¢€0,
sowie die Randwerte
Og,u(t,x,0) = 0 VteT, xe€d, 0¢c0O.

Sei w;(t)(x) := Op,u(t,x,0), @ € © fest. Dann ist w;(t) € Vp, t € T. Mit der Bilinear-
form o : V x V — IR aus Gleichung (5.8) erhalt man dann die schwache Formulierung
der Sensitivitatsgleichungen:

Sei u(t) € V eine schwache Losung des Variationsproblems (5.9). Gesucht sind
wi(t), wa(t), ws(t) € Vo, so dass

O (wi(t), ), +alwi(t),p) = —(Vxu(t),Vxp),,
=t fi(u(t), p),

O (wa(t), p), +alwa(t),p) = —(Vxu(t),Vxp), — (ult), 0z, ¢)
= fa(u(t), ¥),

O (w3(t), p), +alws(t),p) = —(Vxu(t),Vxp), — (u(t), 0s,¢)
=t f3(u(t), p),

Vo el.

Analog zu Abschnitt 5.2 wird der Sobolevraum Vj auf den Teilraum V; ), einge-
schrankt. Mit der Triangulierung 7, und der Basis {\Ill}fi(lh) aus Abschnitt 5.2 kann das
diskrete Variationsproblem formuliert werden:

Sei up(t) € Vj, eine schwache Losung des diskreten Variationsproblems (5.9). Ge-
sucht sind w1 (t), wp2(t), wn 3(t) € Vo, so dass fiir j =1,2,3

O (wnj (), Ui), +a(wn;(t), Ui) = fi(un(t), i),

Vi=1,...,N(h) erfillt ist.
Mit dem Crank-Nicolson-Verfahren gilt dann fiir j =1,2,3

At

S (alwh w0+ £ (up = ufl, )

At
(w1 W)+ 5 ol ) = (wf ) 5

2
Vi=1,...,N(h).
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5.4 Numerische Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird das in Kapitel 3.3.3 beschriebene Standardverfahren und die
in Kapitel 4.4 beschriebene zweistufige Active-Set Newton-artige Methode am Beispiel
der Warmeleitungsgleichung (5.2) angewendet um ein D-optimales Design (X*, p*) nu-
merisch zu ermitteln. AnschlieBend werden beide Verfahren anhand der numerischen
Ergebnisse miteinander verglichen. Das Ziel ist die Bestimmung einer optimalen Mess-
stellenkonstellation (X*,p*), so dass bei einer Parameteridentifikation die Parameter
(61,02,05) " aus (5.1) bestméglich geschatzt werden konnen.

Wie in Kapitel 3.2 erldutert, wird fiir die Bestimmung eines D-optimalen Designs

Al Al A1 A
eine erste gute Schatzung @ = (0},03,01)7 des exakten Modellparameters 6* =
(60%,05,05)7 benétigt. In [85] wurde beschrieben, dass hierfiir der Schatzer

6 = (0.1,0.3,0.3)7 (5.18)

gewdhlt werden kann.
Da insgesamt m = 3 Parameter geschatzt werden, existiert nach Satz 3.3.2 eine
optimale Messstellenkonfiguration mit maximal % = 6 Designpunkten. Fiir die

numerischen Experimente wird als Startdesign

T
pO

01
{xo }_ {(0.1,10.1) (0.1,10.5) (0.1,10.9) (0.9,10.1) (0.9,10.5) (0.9,10.9)} (5.10)
6 6 6 6 6 6

mit (X%, p?) € Q5 x [0,1]% gewahlt.
0.8

0.6

0.4

0.2

00 0.2 04 06 0.8 1

Abbildung 5.3: Losung u(t, x, él) der Warmeleitungsgleichung (5.2) zum Zeitpunkt ¢t =

1 mit den Designpunkten X°. Diese Punkte erhalten die Startgewichte p) = ¢ fiir
i=1,...,6.
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5.4.1 Darstellung der numerischen Losung der Zustands- und Sensitivi-
tatsgleichungen

Bevor im folgenden Abschnitt ein D-optimales Design (X*, p*) ermittelt wird, werden
zunachst die hierfiir erforderlichen numerischen Losungen der Warmeleitungsgleichung
(5.2) und der Sensitivitatsgleichungen (5.15), (5.16) und (5.17) abgebildet.

Folgende Abbildungen zeigen die numerische Lésung der Warmeleitungsgleichung
(5.2) zu den Zeitpunkten ¢ = 0.00 sec, ¢t = 0.24 sec und ¢ = 1.00 sec.

t = 0.00 sec t =0.24 sec S t = 1.00 sec S
lA I4
~ \ - 3

5
4
83 o
*
32
2 1 //ﬁ\f—r 2
ol
1 1 1
0.75 0.75
05 °78 05 o5 °78
0.25 0.25 0.25 0.25
00 1 0 z2 00 1 0

Abbildung 5.4: Die Losung u(t, x, él) zu den Zeitpunkten ¢ = 0.00 sec, ¢t = 0.24 sec
und ¢t = 1.00 sec.

Nachdem eine Losung u(t, x, él) der Warmeleitungsgleichung (5.2) ermittelt wurde,
wird diese in die Gleichungen (5.15), (5.16) und (5.17) eingesetzt um die Sensitivitaten
g, u(t, x, él) Op,u(t,x, él) und 893u(t,x,él) ermitteln zu kdnnen.

Folgende Abbildungen zeigen die numerischen Lésungen der Sensitivitatsgleichungen
zu den Zeitpunkten ¢t = 0.00 sec, t = 0.24 sec und ¢t = 1.00 sec:

t = 0.00 sec

t = 1.00 sec

1 25
1 ;
075 - 3
o 0.75

- 05
025 0.25 X
T2 00 T1 85

Abbildung 5.5: Die Sensitivitat d, u(t, x, él) zu den Zeitpunkten ¢t = 0.00 sec, t = 0.24
sec und ¢t = 1.00 sec.

t = 0.00 sec t =0.24 sec t =1.00 sec

p,u(t,x)
p,u(t,x)

05
z2 0o T1 T2 0o T1 2 oo Tz

025 0.25 025 ~_— o5 Zo.zs' "0.25

Abbildung 5.6: Die Sensitivitat dg,u(t, x, él) zu den Zeitpunkten ¢t = 0.00 sec, t = 0.24
sec und t = 1.00 sec.



84 5.4 Numerische Ergebnisse

t =0.00 sec 0
o 0.2
= -0.4
$-0.5
06
-1 0.8

Opgu(t,z
Op,u(t,x)
o,u(t,x)

4
©

1 -1 1 -1
075 < 7s 0.75 -
X y . 1.2 . y . .
0.25 0.25 0.25
22 — 025 > — 025 > 025

05
0o 1 2 0o 1 2 00 T1

Abbildung 5.7: Die Sensitivitat dg,u(t, x, él) zu den Zeitpunkten ¢ = 0.00 sec, t = 0.24
sec und ¢t = 1.00 sec.

Da die Lésung u(t, x, él) zum Zeitpunkt ¢ = 0 und fiir jedes t € T' am Rand des
Gebietes ) unabhangig von den Modellparametern 6; fiir ¢ = 1,2, 3 ist, sind in diesen
Bereichen die Sensitivitaten Null.

Im folgenden Kapitel 5.4.2 werden in Abhéngigkeit von den gewahlten Schrittweiten
h > 0 und At > 0 die zugehdrigen D-optimalen Designs ermittelt. Hierfir wird sowohl
das in Kapitel 3 beschriebene Ldsungsverfahren als auch die in Kapitel 4 erlduterte
Active-Set-Methode verwendet. Auf Basis dieser numerischen Ergebnisse werden dann
diese beiden Verfahren in Abhangigkeit von h und At miteinander verglichen.

5.4.2 Numerisch ermittelte D-optimale Designs

In Kapitel 5.2 wurde beschrieben, dass in dieser Arbeit sowohl die Warmeleitungsglei-
chung (5.2) als auch die Sensitivitatsgleichungen (5.15), (5.16) und (5.17) mit der
Methode der finiten Elemente und dem Crank-Nicolson-Verfahren gelést werden. Die
diesbeziiglich gewdhlte rdumliche Schrittweite wird mit A > 0 und die zeitliche Schritt-
weite mit At > 0 bezeichnet.

In Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade

N(h) == h?eNN

und
N(At) == (At 'eN

werden in diesem Abschnitt Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) und Algorithmus 4.4.2
(active-set) zur Bestimmung eines D-optimalen Designs w* = (X*, p*) verwendet. An-
schlieBend werden diese numerischen Ergebnisse anhand des relativen Fehlers im D-
optimalen Design und im Zielfunktional miteinander verglichen. Die rdumliche Schritt-
weite h > 0 und die zeitliche Schrittweite At > 0 werden dabei so gewihlt, dass stets
N(h) € N und N(At) € IN gilt.

Um den relativen Fehler in der h- und At-abhdngigen Losung

wiar = w(h,At) = (R(h,At),p(h, A1) € O x [0,1)f

zu bestimmen, wird

1. zunichst bei fest gewahlter Schrittweite At = 1073 im Raum verfeinert
(,,h-Verfeinerung")
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2. und anschlieBend bei fest gewahlter Schrittweite h = 640~! in der Zeit verfeinert
(,At-Verfeinerung")

um jeweils ein D-optimales Design wj, A; mit den Algorithmen 3.3.1 und 4.4.2 numerisch
zu ermitteln.

Bemerkung 5.4.1. Aus [85] ist bekannt, dass fiir das Designproblem (5.2) mit (5.1)
¢t =3

gilt und somit das zugehdrige D-optimale Design genau 3 Messstellen beinhaltet.

Notation

e Im folgenden wird ein h-abhidngiges Design bei fest gewdhlter, zeitlicher Schritt-
weite At* := 1073 mit

wp A = w(h,At") (5.20)
bezeichnet. Fiir den Grenzwert gilt
WhAp = %%W(h, AtY). (5.21)
e Ein At-abhingiges Design wird bei fest gewdahlter, rdumlicher Schrittweite h* :=
640~ mit
Wi ar = W(R",At) (5.22)
bezeichnet. Fiir den Grenzwert gilt

im w(h*, At). (5.23)

*
W7« = 1
h* At A0

e Fiir fest gewahltes At* := 107% und groB gewahltem N (h) wurde der Grenzwert
W?L,At* = (X27At*7p2’At*) dUFCh

(0.63792,0.27316) 0.33
Xj A = [ (0.27316,0.63792) " | und pj A= (033 ], (5.24)
(0.15364, 0.15364) " 0.34

approximiert. Flr den Zielfunktionswert gilt

J(Wiap) = 3.31284.

e Fiir fest gewahltes h* := 640~ und groB gewihltem N (At) wurde der Grenzwert
WZ*At = (XZ*,AtvPZ*,At) durch

(0.63752,0.27331) T 0.33
Xhe g = | (0.27331,0.63752)T | und pj.n, = [033],  (5.25)
(0.15314,0.15314) T 0.34

approximiert. Fiir den Zielfunktionswert gilt

J(Whe ar) = 3.30051.
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D-optimale Designpunkte bei At* := 1073 fest gewihlt

Zunachst werden die ermittelten Designpunkte X;, o+ eines D-optimalen Designs wj, a ¢
abgebildet, die bei fest gewdhltem At* := 1072 und unterschiedlicher Anzahl an Frei-
heitsgraden N (h) mit den Algorithmen 3.3.1 und 4.4.2 berechnet wurden. Die Messstel-

len aus (5.24), die fir At* := 1072 als optimal angenommen werden, sind jeweils rot
dargestellt.

L A= 1() 3 fest gewahlt L At = 1() 3 fest gewahlt
Ty~ : Lo :
—-—actlve set —-—actlve set
0.645+ —e—exchange-type [| 029 [ —e—exchange-type ||
— ) — ()"
0.64| 0.28)
St 0.27+ \/\\/\/\A
0.635
0.26
10 06 10 0° 106
N(h) N(h)

Abbildung 5.8: Die mit Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) und Algorithmus 4.4.2 (ac-
tive-set) berechnete Messstelle x! = (2}, 23) " in Abhingigkeit von N(h).

. Atf = 10 3 fest gewahlt 5  AtF = 10 3 fest gewahlt
t 3
‘ ——active-set ‘ ‘ ——active-set ‘
0.29¢ —e—exchange-type [ 0.655F —e—exchange-type ||
G ’ — (a3)*

0.28¢
{ > 0.645

0.27¢ / A=

X

[~ _—

0635 \ V gl

0.26 ‘ ‘ . | | | |

103 104N(h) 10° 10° 103 104N(h) 10° 106

Abbildung 5.9: Die mit Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) und Algorithmus 4.4.2 (ac-
tive-set) berechnete Messstelle x> = (27, 22) " in Abhingigkeit von N (h).

5 AT = 10 3 fest gewahlt At* = 10 3 fest gewahlt

—— actlve set —— actlve set
—e—exchange-type 0.16+ +exz:hange type H

— () — ()

0.155¢ /\/\ N

0.155¢ V‘\/ b
A A VAL
il
0.15¢ 5 ‘ ‘ ‘ ‘
6 3 4 5 N6
10 1 N(h) 10 10 10 N(h) 10 10
Abbildung 5.10: Die mit Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) und Algorithmus 4.4.2 (ac-
tive-set) berechnete Messstelle x> = (23, 23) " in Abhingigkeit von N (h).

0.16
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D-optimale Desigpunkte bei h* := 640! fest gewihlt

Nun werden die ermittelten Designpunkte X« o; eines D-optimalen Designs wy« o in
Abhingigkeit von N(At) bei fest gewdhltem h* := 640! abgebildet. Die Messstellen
aus (5.25), die fiir h* := 640~! als optimal angenommen werden, sind rot dargestellt.

1
T

0.64

0.638

0.636

h* = 640 1 fest gewahlt

—— actlve set

— (b

—e—exchange-type ||

\_

1
)

0.28

0.275

0.27

0.265

h* = 640 ! fest gewahlt
‘ —-—actlve set
[ —e—exchange-type ||
— (ab)*
s T

0 200 400600 800 1,000 0 200 400600 800 1,000
N(At) N(At)

Abbildung 5.11: Die mit Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) und Algorithmus 4.4.2 (ac-
tive-set) berechnete Messstelle x! = (z},23) " in Abhingigkeit von N(At).

5, h*i= 640 ! fest gewahlt 5 h*i= 640 ! fest gewahlt
0285 I —~—act|ve set —~—act|ve set
—e—exchange-type L —e—exchange-type ||
i) 0.655 )
0.28}
-
0.645|
0.275} 1 _
[ 0.635|
0.27| e
0 800 1,000 0

Abbildung 5.12: Die mit Algorithmus 3.3.1 (exchange—type) und Algorithmus 4.4.2 (ac-

200 400600
N(At)

tive-set) berechnete Messstelle x* =

l’%, 172)

200 400600 800 1,000
N(At)

in Abhangigkeit von N (At).

23 h* = 640 ! fest gewahlt h* = 640 ! fest gewahlt
T 3 T
: —-—actlve set T2 —-—actlve set
| —e—exchange-type || —e—exchange-type
0.16 — G — @
I_ 0.1535¢
0.156F 1
VAN VAN
0.153}
0.152F 1
0 0

Abbildung 5.13: Die mit Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) und Algorithmus 4.4.2 (ac-

200 400600 800 1,000
N(At)

tive-set) berechnete Messstelle x3 =

CL':%,:L'Q)

200 400600 800 1,000
N(At)

in Abhangigkeit von N (At).
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Darstellung der lterierten der zweistufigen Active-Set-Methode

Ausgehend vom Startdesign (%°,p°) € Q6 x [0,1]% aus (5.19) werden in folgender
Abbildung 5.14 die Iterierten der zweistufigen Active-Set-Methode dargestellt. Fir die
numerische Berechnung der Losung der Warmeleitungsgleichung (5.2) und der Lésungen
der Sensitivititsgleichungen (5.15) - (5.17) wurden die Schrittweiten h = 640~! und
At = 1073 gewahlt.

1

I1

08 08

06 106

0.4 0.4

02 0.2
% 02 04 06 08 1

Abbildung 5.14: Loésung der Warmeleitungsgleichung (5.2) zum Zeitpunkt ¢ = 1. Zu
sehen sind die lterierten der zweistufigen Active-Set-Methode bei der Bestimmung eines
D-optimalen Designs.

Wie in Kapitel 4.4 beschrieben, verladuft die Umsetzung der Active-Set-Methode zur
Bestimmung eines D-optimalen Designs zweistufig:

(1) In jedem lterationsschritt werden zunichst die Gewichte p™ € [0,1]% als fest ge-
wiahlt angenommen um mithilfe eines Gradientenverfahrens eine Messstellenkon-
stellation X"+ € Q6 zu ermitteln, so dass der Zielfunktionswert reduziert wird.

(2) AnschlieBend werden fiir die Messstellen "' € Q6 mit dem Newtonverfahren die
zugehdrigen, optimalen Gewichte p™*! € [0,1]5 ermittelt.

Man erkennt in Abbildung 5.14, dass die Gewichte der Designpunkte x’ fiir i € {2,4,6}
nach einem lterationsschritt aktiv gesetzt wurden und auch aktiv bleiben, d.h. p!* = 0
furi € {2,4,6} und n > 1. Es wurden folgende D-optimale Designs mit der zweistufigen
Active-Set-Methode berechnet:

1T 0.33 0 0.33 0 0.33 0

{ilT} _{(0.39,0.29) (0.47,0.53) (0.32,0.63) (0.45,0.46) (0.50, 0.46) (0.85,0.85)}
p b

59T 0.33 0 0.33 0 0.33 0

{i59T}_{(0.15,0.15) (0.47,0.53) (0.27,0.64) (0.45,0.46) (0.64,0.27) (0.85,0.85)}
P
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5.4.3 Relativer Fehler in der L6sung w;, o; und im Zielfunktional J(wj A;)
Relativer Fehler in den Losungen wy aA¢+ und Wi« At

Nachdem mit Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) und Algorithmus 4.4.2 (active-set)
fur unterschiedliche Anzahl an Freiheitsgraden N(h) und N(At) jeweils ein D-optimales
Design ermittelt wurde, wird in diesem Abschnitt sowohl der relative Fehler in der Losung

Wh, At*

HWZ At — Wh At |2
Rl (Wh,At*) = : - 5 (526)
W, aee 12

als auch der relative Fehler in der Losung wp« a¢

HWZ* At T Wh*,AtHQ
R2 (Wh*,At) = |’| * || ) (527)
W Atll2

in Abhéngigkeit von N(h) und N(At) dargestellt. Fir die Berechnung des relativen
Fehlers werden die Grenzwerte wj, 5, und wj. A, aus (5.24) und (5.25) gewahlt.

Fiir Ry (wp,ae+) aus (5.26) und dem in (5.27) definierten Ro(wp,= a¢) gilt in Abhén-
gigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade N(h) und N(At):

At := 1073 fest gewahlt h* := 640! fest gewahlt

R e T
10_1 E —e—exchange-type —e—exchange-type ||
— ? 1072}
3 ol <1
< 10 o3
E E 1073
1073} = 101
| | ‘ ‘ L 107 %k I L
102 10®  10* 105 106 10! 10? 103
N(h) N(At)

Abbildung 5.15: Darstellung des relativen Fehlers Ri(wj, a¢+) und des relativen Fehlers
Ry(wp« A¢) in Abhéngigkeit von der Anzahl der Freiheitsgrade im Ort N(h) € IN und
in der Zeit N(At) € IN.

Der relative Fehler Ri(wj, A¢+)

Man sieht in Abbildung 5.15, dass bei der Bestimmung eines D-optimalen Designs mit
dem Algorithmus 4.4.2 (zweistufigen Active-Set-Methode) der relative Fehler bei einer
h-Verfeinerung eine Konvergenz gegen Null mit der Ordnung % aufweist.

Bei der Bestimmung eines D-optimalen Designs mit dem Algorithmus 3.3.1 (ex-
change-type) ist hingegen der relative Fehler Ry(wj, a4+) nahezu konstant &~ 1072, Der
Grund hierfiir liegt im Problems des ,, Clusterings”, welches in Kapitel 3.3.3 und in [85]
erliutert wurde: Befindet sich ein Designpunkt x’ in einem aktuellen Design

e — x', x%, ..., x¢
b1, D2, .-y D¢ ’
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dann werden alle potentiell neuen Designpunkte X, die in einer gewissen Umgebung von
x" liegen, nicht in das neue Design £€"*! aufgenommen um das beschriebene Cluster-
Problem zu vermeiden. Dadurch kann die einmal gesetzte Messstelle x* in einer Umge-
bung von x’ nicht korrigiert werden. Somit kann generell nicht erwartet werden, dass
bei einer h-Verfeinerung der relative Fehler gegen Null konvergiert.

Q

Abbildung 5.16: Befindet sich ein mit Algorithmus 3.3.1 ermittelter Designpunkt X in
einer kleinen Umgebung um einen bereits existierenden Designpunkt x', dann muss
X := X" gesetzt werden (siehe Kapitel 3.3.3).

Bemerkung 5.4.2. Fiir h < 50~ erhilt man mit dem Algorithmus 3.3.1 ein Design mit
mehr als drei Designpunkten (siehe Anhang B.1) und liegt daher nicht im Lésungsraum

Q3 x [0, 1]3. Hier kann kein relativer Fehler Ri(wj, ny+) berechnet werden.

Der relative Fehler Ry(wp,- a¢)

Bei der Bestimmung eines D-optimalen Designs mit dem Algorithmus 4.4.2 (zwei-
stufige Active-Set-Methode) konvergiert der relative Fehler Ry(wp« A;) bei einer At-
Verfeinerung mit der Ordnung 1 gegen Null.

Ermittelt man hingegen ein D-optimales Design mit dem Algorithmus 3.3.1 (ex-
change-type), so bleibt der relative Fehler Ry(wp» a;) auch hier nahezu konstant ~
1072, Das der relative Fehler trotz At-Verfeinerung nicht kleiner wird liegt daran, dass
die mit dem Algorithmus 3.3.1 ermittelten Designpunkte stets auf einem Gitterpunkt
der diskreten Menge €, liegen und € bei At-Verfeinerung stets gleich bleibt. Der
Algorithmus 3.3.1 liefert bei gleichem Startdesign w?ﬁ A¢ hier immer das gleiche D-
optimale Design (siehe Anhang B.2). 7

Bemerkung 5.4.3. Fiir At < 15~ ! erhilt man mit dem Algorithmus 3.3.1 ein Design
mit mehr als drei Designpunkten (siehe Anhang B.1) und liegt daher nicht im Lésungs-

raum Q3 x [0,1]3. Hier kann kein relativer Fehler Ro(wp+« ;) berechnet werden.

Nachdem der relative Fehler im D-optimalen Design wj» o; und wy a4« dargestellt
wurde, wird nun der relative Fehler im Zielfunktional abgebildet. Mit J(w} A.) =
3.31284 und J(wWj. ;) = 3.30951 kann dann der relative Fehler im Zielfunktional
J(Wp ap) mittels 7

’J(WZ,At*) — J(Wpat)
|J(W27At* )| ,

Ry(wWh,at+) (5.28)
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und der relative Fehler im Zielfunktional J(w,» o¢) durch

| J(Whe at) = J(Was ad)]

, 5.2
T a) (5.29)

Ry(Wh= At)
berechnet werden.

Relativer Fehler im Zielfunktional J(w, ;) bei fest gewdhltem At* := 1073

Die folgende Abbildung zeigt auf der linken Seite den relativen Fehler im Zielfunktional
J(Wp, ar) bei fest gewdhlter, zeitlicher Schrittweite At* := 1072 in Abhangigkeit von
N(h), wobei die numerische Lésung wy, ¢+ jeweils mit dem Algorithmus 4.4.2 (zweistufi-
gen Active-Set-Methode) und dem Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) berechnet wurde.
Die rechte Abbildung zeigt den jeweiligen Zielfunktionswert J(wy, a¢+) in Abhéngigkeit
von der Anzahl der Freiheitsgrade N (h).

At = 1073 fest gewahlt At* = 1073 fest gewahlt
- —e—exch - B —e—exch _

10 exchange-type 333 exchange-type |
= —2 | —_
5 10 53.325
2 103 =3
E:CS Z 3.32

1071 3.315

1077k  — T 3.31 ‘ ~ ‘

10?2 10®  10* 105 106 103 10* 10° 106
N(h) N(h)

Abbildung 5.17: links: Der relative Fehler R3(wy, as+) in Abhangigkeit von der Anzahl
der Freiheitsgrade im Ort N (h). rechts: Der Zielfunktionswert J(wp, az+).

Bei der Bestimmung eines D-optimalen Designs mit dem Algorithmus 4.4.2 (zweistufige
Active-Set-Methode) konvergiert der relative Fehler bei einer h-Verfeinerung mit der
Ordnung 1 gegen Null.

Nutzt man hingegen den Algorithmus 3.3.1 (exchange-type), dann sieht man, dass
der relative Fehler R3(wy, a4+) in etwa konstant ~ 1073 ist. Wie beim relativen Fehler
Ry (W a¢+), der ebenfalls fast konstant ist, kann dieses mit der Strategie zur Vermeidung
von ,,Clusterings” begriindet werden.

Was den Zielfunktionswert J(wy, as+) anbelangt, erhdlt man mit Algorithmus 4.4.2
stets ein D-optimales Design mit kleinerem, zugehérigem Zielfunktionswert, als mit den
mit Algorithmus 3.3.1 ermittelten Lésungen wy, a¢x.

Relativer Fehler im Zielfunktional J(wj. ;) bei fest gewdhltem 1* := 6401

Folgende Abbildung 5.18 zeigt den relativen Fehler Ry (W« a;) bei einer At-Verfeinerung,
wobei h* := 640! fest gewahlt wurde. Man sieht, dass der relative Fehler sowohl beim
Standardverfahren (exchange-type), als auch bei der zweistufigen Active-Set-Methode
(active-set) linear gegen Null konvergiert, wobei die Active-Set-Methode stets einen
kleineren Zielfunktionswert liefert.
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h* := 640! fest gewahlt h* := 6407 fest gewahlt
‘ ‘ : 3.35 -
1 —— active-set | —— active-set
10 i
. 1 3.34¢ .
B 1072 § 3.33|
= ~
3.32¢
1073 L ]
: — = 3.31"= —
10! 102 103 102 103
N(AL) N(AL)

Abbildung 5.18: links: Der relative Fehler Ry(wp+ a;) in Abhangigkeit von der Anzahl
der Freiheitsgrade N(At). rechts: Das Zielfunktionswert J(wp,« aA¢).

Wie bereits beschrieben erhidlt man mit Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) bei fest
vorgegebener Schrittweite h* := 640! fiir jedes At < 157! stets das gleiche D-optimale
Design (siehe Anhang B.2). Da sich demnach die Lésung wy,» A, beim Standardverfahren
nicht verandert, wird in Abbildung (5.18) die Fehlerordnung dargestellt, die aus dem
Crank-Nicolson Verfahren resultiert: Es gilt mit den Fisher-Informationsmatrizen

M (Xp Aty Phe at) = Mpe ar und - M (Xpx Ags Pre,at) = Mps At

die Abschatzung

(Wi ag) = I (Wieao)| = ‘lndet(Mh*’At)—lndet(M;f*At)‘

0 det (Mp-at) | _ ‘ln det (M- a¢) — det (M. A,) + det (M. A,)
det (M;*,At) det (M;:*,At)
1 9 ) )] 0
det(M;Z*,At)
O((At)?) + det(Mj. A;)
det (M;:*,At)

Bem. 5.2.1

= Clmo((Aaty?)| = ¢mo(at)| = o(aw),

mit Konstanten C' > 0 und C’ = 2C > 0.

Nachdem die relativen Fehler im D-optimalen Design und im Zielfunktional abgebil-
det wurden, wird nun ein Uberblick tiber die bendtigte Rechenzeit und die Anzahl an
Iterationsschritten in Abhangigkeit von N(h) und N(At) gegeben.

5.4.4 Zeit- und lterationsaufwand in Abhdngigkeit von N () und N(At)

In diesem Abschnitt wird der jeweilige Zeit- und lterationsaufwand angegeben, der zur
Berechnung eines D-optimalen Designs mit der zweistufigen Active-Set-Methode aus
Kapitel 4.4 und dem Standardverfahren aus Kapitel 3.3.3 bei unterschiedlicher Wahl
von Freiheitsgraden N (h) und N(At) ermittelt wurden.
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Ubersicht Zeitaufwand

Die folgende Abbildung 5.19 gibt einen Uberblick iiber den benétigten Zeitaufwand (in
Sekunden) in Abhéangigkeit von N(h) und N(At) an:

At* 1= 1073 fest gewahlt h* := 6407! fest gewahlt

105 ‘ ‘ ‘ ive- 1 5[] [ —=— active-se ]

y Tom.] L 107
3 Zq 3 4l i
e e W //\/‘/\‘
-] o 3L |
ER 1 5107
= 10°% E = 1
101 & : : = 100 L2 : ]

102 103 10  10° 106 10! 102 103

N(h) N(At)

Abbildung 5.19: Der gemessene Zeitaufwand in Abhangigkeit von der Anzahl der Frei-
heitsgrade N (h) und N(At).

Zeitaufwand in Abhangigkeit von N (h)

Da der Algorithmus 4.4.2 (active-set) unabhangig von der Anzahl der Freiheitsgrade
im Raum N(h) € IN ist und die Lésung iterativ mittels einem Gradientenverfahren im
Raum Qf ,frei" gesucht wird (wobei ¢ € IN fest vorgegeben ist), bendtigt man beim
Bestimmen der Losung wy, a4+ flir jedes b > 0 in etwa die selbe Rechenzeit.

Im Unterschied dazu werden beim Algorithmus 3.3.1 (exchange-type) in jedem lte-
rationsschritt alle Gitterpunkte ,abgesucht”, so dass der Rechenaufwand mit der Anzahl
an Freiheitsgraden N(h) wachst. Insgesamt steigt der Rechen- und folglich der Zeit-
aufwand beim Standardverfahren linear mit der Erhéhung der Anzahl der Freiheitsgrade
N(h).

Zeitaufwand in Abhangigkeit von N (At)

Sowohl beim Algorithmus 4.4.2 (active-set) als auch beim Algorithmus 3.3.1 (exchange-
type) missen in jedem lterationsschritt Zeitintegrale berechnet werden. Bei einer At-
Verfeinerung, wo folglich die Anzahl an Freiheitsgraden in der Zeit N(At) erhoht wird,
steigt dabei der Rechenaufwand linear an. Dieser lineare Anstieg ist in Abbildung 5.19
deutlich zu erkennen.

Ubersicht lterationsaufwand

Folgende Tabellen zeigen die Anzahl der bendétigten lterationsschritte bei der Bestim-
mung eines D-optimalen Designs mit dem Algorithmus 4.4.2 (active-set) und dem Al-
gorithmus 3.3.1 (exchange-type) in Abhangigkeit von der Anzahl an Freiheitsgraden im
Raum N(h) und in der Zeit N(At). Man sieht, dass bei beiden Verfahren in etwa die
selbe Anzahl an lterationsschritten benétigt werden:
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N(h) le2 4e2 9e2 1.6e3 25e3 3.6e3 4.9e3 6.4e3 8.1e3 1le4

active-set 71 44 53 41 65 55 62 68 72 56
exchange-type 59 52 56 87 62 59 61 62 62 61

N(h) 2.25e4  4ded4 6.25e4 9ed 1.225e5 1.6e5 2.025e5 2.5e5
active-set 53 91 47 58 62 57 83 67
exchange-type 62 62 62 62 62 62 62 62
N(h) 3.025e5 3.6e5 4.225e5 4.9e5 5.625e5 7.225e5 8.1e5 1leb
active-set 60 64 65 77 72 64 63 81
exchange-type 60 62

Tabelle 5.1: Anzahl der Iterationen in Abhdngigkeit von den Freiheitsgraden im Raum
N (h), wobei At := 1073 fest gewahlt wurde.

N(At) 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550

active-set 54 62 63 70 62 68 67 56 67 63 48
exchange-type 62 62 62 62 62 62 61 61 61 61

N(At) 600 650 700 750 800 850 900 950 1000 1100

active-set 67 61 73 61 56 73 44 57 59 68
exchange-type 61 61 61 61 61 61 61

Tabelle 5.2: Anzahl der Iterationen in Abhangigkeit von den Freiheitsgraden in der Zeit
N(At), wobei h := 640" fest gewahlt wurde.

5.5 Fazit

In diesem Kapitel wurden zwei Verfahren zur Bestimmung eines D-optimalen Designs
am Beispiel einer zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung umgesetzt:

e cin Standardverfahren aus dem Jahre 2005 (exchange-type), welches in [85] her-
geleitet wurde,

e cine zweistufige Active-Set-Methode (active-set) , mit der die in Kapitel 4 hergelei-
tete, neue Vorgehensweise zur Bestimmung eines D-optimalen Designs numerisch
umgesetzt werden kann.

Um diese Verfahren miteinander vergleichen zu kénnen, wurde die Warmeleitungsglei-
chung (5.2) mit den zugehdrigen Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung (5.15) - (5.17)
fur unterschiedliche Anzahl an Freiheitsgraden sowohl im Raum (N (h) € IN), als auch in
der Zeit (N(At) € IN) numerisch berechnet. Diese Lésungen werden zur numerischen
Bestimmung eines D-optimalen Designs benétigt. Auf diese Weise konnte untersucht
werden, wie sich der relative Fehler im D-optimalen Design und der relative Fehler im
Zielfunktional in Abhangigkeit von N(h) und N(At) bei Anwendung der beiden L6-
sungsverfahren verhilt.
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Es stellte sich heraus, dass die Active-Set-Methode zwar in etwa die selbe Anzahl an
Iterationsschritten benétigte, wie das Standardverfahren, allerdings viel weniger Rechen-
zeit in Anspruch nimmt. Zudem ermittelte die Active-Set-Methode stets ein D-optimales
Design mit kleinerem Zielfunktionswert, als das Standardverfahren.

Was die relativen Fehler im D-optimalen Design und im Zielfunktional anbelangte,
sah man sehr deutlich, dass die relativen Fehler bei der Active-Set-Methode in allen
Fallen gegen Null konvergieren. Bei der Standardmethode sah man allerdings, dass sich
die relativen Fehler in Abbildung 5.15 und Abbildung 5.17 in Abhéngigkeit von N(h)
und N(At) nahezu konstant verhielten. Einzig der relative Fehler im Zielfunktional bei
fest gewahltem R* in Abbildung 5.18 zeigte lineare Konvergenz gegen Null. Wie aber
beschrieben wurde, zeigte sich in dieser Abbildung das Verhalten des Diskretisierungs-
fehlers in der Fisher-Informationsmatrix, der bei kleiner werdender Schrittweite At linear
gegen Null konvergiert.

Aufgrund der guten Konvergenzeigenschaften der Active-Set-Methode bietet sich
dieses Verfahren an, wenn ein D-optimales Design so exakt wie moglich ermittelt werden
soll. Da - wie in Kapitel 3.3.3 beschrieben - bei der Standardmethode das sogenann-
te Cluster-Problems auftritt, kann bei diesem Verfahren ndmlich im allgemeinen keine
Konvergenz bei h- und At-Verfeinerung erwartet werden.

Ist man hingegen lediglich daran interessiert herauszufinden, wo sich in etwa die
D-optimalen Messstellen befinden, kann die Standardmethode angewendet werden. Da
bei dieser Methode keine Ableitungen erforderlich sind, sondern lediglich die Fisher-
Informationsmatrix berechnet werden muss, kann die Implementation dieses Verfahrens
schnell und einfach umgesetzt werden.
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Kapitel 6

Parameteridentifikation und
optimale Versuchsplanung in der
praparativen
Saulenchromatographie

Die Chromatographie ist ein Separationsverfahren, bei dem Stoffgemische zur anschlie-
Benden Untersuchung in ihre Bestandteile aufgereinigt werden. Man unterscheidet zwi-
schen der analytischen und der priparativen Chromatographie. Bei der analytischen
Chromatographie ist das Ziel, das Vorhandensein von Stoffen nachzuweisen und ihre
Konzentration zu bestimmen. Dagegen werden bei der praparativen Chromatographie
die einzelne Bestandteile eines Stoffgemisches zur weiteren Verwendung separiert. Ge-
genstand dieses Kapitels ist die praparative Sdulenchromatographie zur Aufreinigung von
Proteingemischen.

Eine chromatographische Aufreinigung erfolgt immer mithilfe zweier nicht miteinan-
der mischbaren Phasen: die mobilen Phase (einem beweglichen Medium) und stationére
Phase (einem unbeweglichen Trennmedium). Je nach Beschaffenheit der mobilen und
stationdren Phase unterscheidet man zwischen verschiedenen Chromatographiearten. Die
wichtigste Vertreter sind:

Trennmechanismus stationdre Phase mobile Phase
Papierchromatographie  Cellulose Wasser und/oder organisches

Losungsmittel
Gaschromatographie porbéses Saulenmaterial, Gas (z.B. Wasserstoff,
(Saule) Film auf Saulenwand Stickstoff)

Siulenchromatographie  Granulat (@74 - 140um)  Flussigkeit
aus z.B. Cellulose, Kiesel-
gel oder Aluminiumoxid

Hochdruckfliissigkeits-  Granulat @ < 10um Flussigkeit (wird durch
chromatographie aus z.B. Cellulose, Kiesel- Hochdruckpumpe in
gel oder Aluminiumoxid Bewegung versetzt)

Tabelle 6.1: Die stationdre und mobile Phase verschiedener Chromatographiearten.
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Die unterschiedlichen Chromatographiearten haben gemeinsam, dass stets die mo-
bile Phase an einer unbeweglichen stationdren Phase vorbeistromt. Dabei werden die
Komponenten, die schwacher an die stationdre Phase gebunden werden, von der mobi-
len Phase starker mitgerissen und verlassen somit die stationdre Phase frither. Auf der
anderen Seite verlassen die Bestandteile, die stirker an die stationdre Phase gebunden
werden, spater die Saule. Durch diese Eigenschaft konnen unterschiedliche Komponenten
voneinander getrennt werden.

Eine bewdhrte Methode zum Aufreinigen von Proteingemischen ist die praparative
Saulenchromatographie [75]. Wie in Abbildung 6.1 dargestellt werden hier Proteine von-
einander getrennt, indem sie durch eine Saule gedriickt werden, die mit einer stationaren

Phase gepackt ist.
\ Chromatography Column >/ AN
<

Protein / \Separated

NI Y

@,
S
“
.‘“

Mixture Proteins

Adsorption
Process

Abbildung 6.1: Praparative Saulenchromatographie zum Aufreinigen von Proteingemi-
schen.*

Die einzelnen Proteine weisen abhangig vom pH-Wert der Losung unterschiedliche
Adsorbtions- und Desorbtionseigenschaften auf. Dieses wird bei der Sdulenchromatogra-
phie ausgenutzt indem die stationdre Phase als ein Adsorbent gewahlt wird. Da Salz
generell starker adsorbiert als Proteine kann ein Chromatographieprozess wie folgt be-
schrieben werden: Zunachst wird ein Proteingemisch in die Siule gedriickt, so dass eine
Bindung zwischen der stationdren Phase und den Proteinen entsteht. Jetzt kann durch
kontrolliertes Hinzufligen einer Salzkonzentration erreicht werden, dass die Proteine wie-
derholt adsorbieren und desorbieren. Bei geeigneter Steuerung der Salzkonzentration
konnen die Proteine auf diese Weise voneinander getrennt werden.

Da es von groBer Relevanz ist, die Proteine nach einem Trennprozess identifizieren zu
konnen, wird in diesem Kapitel gezeigt, wie dieses mit der in Kapitel 2.2 beschriebenen
Parameteridentifikation realisiert werden kann. Eine bewahrte Vorgehensweise zur Iden-
tifizierung von Proteinen ist die Schitzung der sogenannten steric-mass action (SMA)
Parameter [13]. Bei den SMA-Parametern handelt es sich um insgesamt vier Modellpa-
rameter, die ein Protein eindeutig bestimmen. Dazu zahlt man

(1) die Charakteristische Ladung v > 0,
(2) den Adsorbtionskoeffizienten k, > 0,
(3) den Desorbtionskoeffizienten kg > 0 und

(4) den Schirmungskoeffizienten v > 0

“Bild: Tobias Hahn, EMCL, Karlsruher Institut fiir Technologie
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eines Proteins. Clayton A. Brooks und Steven M. Cramer haben untersucht und gezeigt
[13], wie Proteine nichtlinear von ihnen abhangen.

In diesem Kapitel wird beschrieben, wie die SMA-Parameter eines Proteins durch
die in Kapitel 2.2 beschriebene Parameteridentifikationsmethode geschatzt werden kén-
nen. In Vorbereitung dessen wird im folgenden Abschnitt zunachst das Konvektions-
Diffusions-Gleichungssystem zur Beschreibung eines préparativen Sdulenchromatogra-
phieprozesses vorgestellt, in dem die SMA-Parameter als Modellparameter vorkommen.
Da zur Schatzung dieser Parameter eine numerische Losung dieses Modells erforderlich
ist, wird zudem gezeigt, wie diese mithilfe der Methode der finiten Elemente und dem
Crank-Nicolson-Verfahren ermittelt werden kann.

In Kapitel 2.3 wurden drei Verfahren beschrieben, mit denen die SMA-Parameter
aus ermittelten Messdaten geschatzt werden kénnen. Diese Verfahren werden in diesem
Kapitel am Beispiel des Proteins Lysozym bei pH 7 angewendet und miteinander vergli-
chen. Fir die Umsetzung dieser Verfahren werden die Sensitivitaten erster Ordnung und
fiir ein Verfahren sogar die Sensitivitaten zweiter Ordnung benétigt. Wie diese als Finite-
Elemente-Losung ermittelt werden kénnen, wird in dieser Arbeit detailliert beschrieben.

Da im allgemeinen die zur Parameterschatzung benétigten Messdaten lediglich am
Ausgang einer Chromatographiesdule erhoben werden, wird anschlieBend anhand des
Proteins Lysozym eine optimale Versuchsplanung durchgefiihrt um zu iberpriifen, in-
wieweit diese Messposition sinnvoll gewahlt ist und wo die D-optimalen Messstellen
liegen.

6.1 Herleitung des Systems zur Beschreibung eines prapa-
rativen Chromatographieprozesses

Ein praparativer Chromatographieprozess zum Aufreinigen von Proteinen kann durch ein
gekoppeltes System von parabolischen und gewdhnlichen Differentialgleichungen darge-
stellt werden. Dieses System besteht aus einem Haupt- und einem SMA-Modell, wobei
beide Modelle zusammen die zeitliche Anderung der Protein- und der Salzkonzentrati-
on in einer Chromatographiesiule beschreiben. Hierflir unterteilt man die Saule in die
Bereiche stationare Phase, Poren und mobile Phase.

Abbildung 6.2: Das Gesamtvolumen Vy,; der stationdren Phase mit den Poren.

Die Konzentration einer Komponente (Protein oder Salz) in der stationdren Phase wird
mit ¢;(¢, z), in den Poren mit ¢, ;(¢, ) und in der mobilen Phase mit ¢;(t, z) bezeichnet.
Als Index fir die Salzkonzentration wird im folgenden i := 0 gewéhlt. Da vorausgesetzt
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wird, dass das Proteingemisch aus insgesamt 0 < K € IN Proteinen besteht, ist mit
IK = {1,,K}

die Menge
Ixo = Ix U{0}
die Indexmenge aller Komponenten.

Abbildung 6.3: Das Volumen der gesamten Chromatographiesaule abziiglich Vg, ist das
Innere der Siule und wird mit V},,; bezeichnet. Durch diesen Bereich strémt die mobile
Phase.

Das Hauptmodell beschreibt die zeitliche Anderung der Protein- und der Salzkonzentra-
tion in der mobilen Phase und in den Poren. Zusammen mit dem Diffusionskoeffizienten
D,z > 0 und der als konstant gewdhlten Geschwindigkeit g, > 0 besagt das Haupt-
modell

atci(ta -75) = DamAzci(ta m) — Uqx Vmci(ta l’) — Ky [Ci(tv .%') - c}hi(tv .’E)], (61)
1= 6p8tqi(t,x), (6.2)

Orcpi(t,x) = milei(t,z) — cpolt,x)] — 8
p

fir ¢ € I o. Die Konstanten x; > 0 und n; > 0 werden im folgenden noch beschrieben.
Die Packungsdichte

Vstat
e=——"7"-—->0 6.3
(Vitat + Vint) (63)

beschreibt das Verhaltnis zwischen der stationdaren Phase mit Poren und dem Gesamt-
volumen der Siule. Die PorengroBe

‘/pore
= _pore 6.4
51) %tat ( )

beschreibt das Verhaltnis vom Volumen der Poren Vjore zu Vias.

Abbildung 6.4: Die Poren haben ein Gesamtvolumen von V.
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Das Hauptmodell wird nun beschrieben. Die hierfiir benétigte Theorie ist weitestgehend
dem Buch [75], der Arbeit [13] und dem Skript [53] entnommen.

6.1.1 Hauptmodell

Fir die Herleitung werden folgende Voraussetzungen gewahlt:

Voraussetzung 6.1.1.

(V1) Die stationdre Phase besteht aus kugelférmigen Partikeln mit gleichem Radius,
welche homogen angeordnet sind.

(V2) Sowohl die Dichte, als auch die Geschwindigkeit der Fluide sind konstant.
(V3) Der Prozess ist isothermisch.

(V4) Keine Konvektion in den Partikeln. Der flissige Zustand in den Poren wird als
stationar angenommen und wird nicht durch die Bewegung der mobilen Phase
beeintrachtigt.

(V5) Es werden keine Gelpermeationseffekte (GréBenausschlusseffekte) in Betracht ge-
zogen. Somit wird vorausgesetzt, dass alle gelésten Stoffe den gesamten Poren-
raum durchdringen.

Sei K die Anzahl der Proteinkomponenten, die voneinander getrennt werden sollen. Dann
sind zusammen mit der Salzkonzentration insgesamt K 4+ 1 Komponenten am Chroma-
tographieprozess beteiligt. Fiir jede Komponente ¢ € I gilt genau eine Konvektions-
Diffusionsgleichung. Die Herleitung dieser Gleichung verlauft fiir jede Komponente ana-
log.

Als Grundlage der Konvektions-Diffusions-Gleichung gilt das Prinzip der Massener-
haltung. Dieses besagt, dass fiir jedes feste Kontrollvolumen V' C Q2

(;lt/vé’(t,w)dx = —Avj(t,x)-nda—i—/‘/f(t,x)dx YV cQ, (6.5)

gilt, wobei o(t, x) die Dichte des Fluids, j(t,z) die Teilchenstromdichte und f(t,x) die
Quelldichte darstellt. Zusammen mit der Geschwindigkeit v(t, z) gilt der Zusammenhang

j(t,x) = o(t,z)v(t,x).

Gleichung (6.5) besagt, dass die zeitliche Massenanderung sich aus dem Massenabfluss
am Rand und dem Massenzufluss der Quelle ergibt. Nach dem Divergenztheorem [53]
gilt ferner

[ Veittayde = [ jt.a) ndo
JV ov

so dass (6.5) umformuliert werden kann zu

d

f/ olt,z) de = —/Vx-j(t,a:)d:c+/ fte)de YV CQ  (66)
dt Jv \% 1%

Wie in [53] beschrieben, lasst sich die Teilchenstromdichte j(t,z) zerlegen in einen
Diffusionsstromdichtenanteil jp(t,z) und einen Transportstromdichtenanteil jr(¢,x),
d. h.

j(tvx) = jD(t7x)+jT(t’$)'
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Was den Diffusionsanteil anbelangt besagt das erste Fick'sche Gesetz [53], dass sich der
Diffusionsstrom in Richtung des groBten Konzentrationsgefilles bewegt. Daher ist

jp(t,x) = —DVc(t, )

mit dem Diffusionskoeffizienten D > 0 und der Konzentration ¢(¢,z). Es wird nun
vorausgesetzt, dass die Dichte o(¢, z) proportional zur Konzentration ¢(¢, x) ist, d. h.

Q(ta $) = 00 C(tv J}),

mit oo > 0 konstant.
Fir den Transportanteil gilt mit der Geschwindigkeit vp(t, ) nach [53]

Jr(t,z) = vr(t,x)o(t,z) = oovr(t,x)c(t,z),

so dass fiir Gleichung (6.6) gilt (Argumente werden weggelassen)

d
Qo—/cdaﬁ = —/Vx-(jp—i-j:r)dx—i—/fdm
dt Jv \% \%

_ —/Vg;-dex—/Vm-dem—i—/fdm (6.7)
1% 1% 1%

= D/ Azcdw—go/vx-(vTc)dm—i-/fdm
1% 1% 1%

= D/ Azcdx—go/(vw-vT)cdx—Qo/ vTchdw+/ fdx,
1% 1% 1% 1%

Y V C Q, wobei zur besseren Ubersicht

¢ = c(t,z), jp:=jp(t,x), jr:=jr(t,z) und f:= f(t,x)
gesetzt wurde. Folglich ist

d 1
—/ cdr = Dax/ Azcdx—/(vx-vzp)cdx—/ vTVrch:—i—f/ fdx,
dt Jv v 14 v 00 JvV

VVCQmitDm::Q.

0
Da die Voraussetzung 6.1.1 erfiillt ist, ist die Transportgeschwindigkeit des Fluids
vr(t,x) in jedem Kontrollvolumen V' C  konstant und wird im folgenden durch

Uge = vp(t,x) >0

dargestellt. Dann ist V, - v = 0 und es gilt

d 1
—/ cdr = Dax/ Azcdm—uaz/ Vmcdac—i——/ fdz, (6.8)
dt Jv Vv 1% 00 JV

vV ca.
Nun wird der Quellterm / f(t, x) dz betrachtet. Wie in [75] beschrieben ist die Kraft
1%

f(t,x) bei der praparativen Saulenchromatographie proportional zur Differenz c(t,z) —
¢cp(t,x), wobei ¢(t,z) die Konzentration einer Komponente in der mobilen Phase und
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¢p(t, z) die Konzentration der selben Komponente in den Poren darstellt. Somit existiert
eine Konstante k > 0, so dass

f(t,z) = —ook (c(t,z) — ¢p(t, 2))

ist. Somit gilt

d
—/ cdr = Dam/ Axcdx—uw/ chdflf—li/ c—cpdu. (6.9)
dt Jv Vv 1% 1%

Es wird nun vorausgesetzt, dass %c(t,x) auf jedem Kontrollvolumen V' C 2 gleichméaBig
stetig ist, so dass die Vertauschung von Differentiation und Integration erlaubt ist [53]
und

/atc—DaxAxc—l—quIc—i-/ﬁ(c—cp)da::0
1%

vV V C Q gilt. Wie in [53] beschrieben, folgt
O0r¢c = Day Ay — Ugy Ve — K (€ — ¢p).

Fir die Salz- und Proteinkonzentrationen in der mobilen Phase gelten somit die Konvektions-
Diffusionsgleichungen

Oei(t,x) = Daglyci(t,x) — ugeVaci(t,x) — ki(ci(t,x) — ¢pi(t, z)) (6.10)
fir i € I . Die gewdhnlichen Differentialgleichungen

1—¢p

Oicpi(t,x) = milci(t,x) — cpi(t,x)) — 0rqi(t, ) (6.11)

€p

beschreiben die zeitliche Anderung der Konzentrationen in den Poren fiir i € I .
Anfangsbedingung:

Die Funktionen ¢;(0,x),¢pi(0,2) und ¢;(0,x) werden als konstant angenommen.
Ublicherweise ist ¢;(0,z) = 0 fiir i € Ik.
Randbedingung:

Fur die Stelle z = 0 wird fiir die Konzentration der n + 1 Komponenten eine Robin-
sche Randbedingung angenommen

Dax

axr

Ci(t, 0) = Cmﬂ'(t) + chi(t,()), Cm,i(t) = g(t) fur i € IK,O

und fir x = L. gilt Neumann-Null-Randbedingung
chi(t, Lc) =0firie IK,O‘

kepri (1 — korr: 1
Esistn; =g rerta =8y gherra L
p € Ty €p
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6.1.2 SMA-Modell

Das SMA-Modell fiir einen praparativen Chromatographieprozess beschreibt das Massen-
gleichgewicht beim lonenaustausch in der stationdren Phase und wurde unter anderem
in den Arbeiten [13] und [65] hergeleitet. Hierbei handelt es sich um ein gekoppeltes
System von K + 1 gewdhnlichen Differentialgleichungen, die jeweils die zeitliche Ande-
rung einer Komponenten in der stationdren Phase ¢;(t,x),i € I beschreibt. Es gilt fur
jedes i € I

Oqi(t, ) = Kaicp,i(t, x) (A - i(l/r + %)%(R@) — kaiqi(t, x)cpo(t, )", (6.12)
r=1
wobei
® k,; > 0 den Adsorbtionskoeffizienten,
® kq; > 0 den Desorbtionskoeffizienten,
e v; > 0 die Charakteristische Ladung und
e +; > 0 den Schirmungskoeffizienten

des i-ten Proteins darstellt. Diese Modellparameter werden SMA-Parameter genannt.
Zwischen der Salzkonzentration qo(¢, ) und den Proteinen ¢;(t, z) in der stationéren
Phase gilt zudem der Zusammenhang

K
Oqo(t,x) = —ZVZ' Oqi(t, ). (6.13)
=1

6.2 Schwache Formulierung der Modellgleichungen

Das Konvektions-Diffusionsgleichungssystem zur Beschreibung eines préparativen Chro-
matographieprozesses wurde in Kapitel 6.1 vorgestellt und besteht aus den untereinander
gekoppelten Gleichungen

Orci(t,x) = DapAgci(t, ) — uazVaci(t, z) — ki(ci(t, ) — ¢pi(t, x)),
1—¢
Oecpi(t,x) = milcilt,x) — cpilt,z)) — L0vqi(t, ),
P

K
Oqo(t,x) = =D vy Oige(t, ), (6.14)

- K vj
atQJ (t’ x) = ka,jcp,j (t7 :U) <A N Z(VT + ’yT‘)qT (t7 :B)> - kd,]q] (t’ m)cp,()(ta x)yj,

r=1

mit der Robinschen-Randbedingungen

Dy
Ci(o, t) = Cinﬂ'(t) + chi(O, t) (615)

ax
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und der homogenen Neumann-Randbedingung
Veei(t,L:) = 0, (6.16)

furi € Ik ound j € Ik, wobei c;y, ;(t) die Konzentration der i-ten Komponente darstellt,
die von auBen in die Chromatographiesaule gedriickt wird.
Die Anfangsbedingungen

¢i(0,2) = gi, ¢pi(0,2) =gp; und  ¢(0,2) = f; (6.17)

werden fiir ¢ € Ix o in €2 als konstant angenommen.

Da dieses gekoppelte System im allgemeinen nicht analytisch gelést werden kann,
wird dieses numerisch gelést. Die Ortsdiskretisierung erfolgt - wie in Kapitel 5.2.1 am
Beispiel der zweidimensionalen Warmeleitungsgleichung beschrieben - mithilfe der Me-
thode der finiten Elemente. Man erhilt ein System von gewdhnlichen Differentialglei-
chungen erster Ordnung, welches numerisch mit dem Crank-Nicolson-Verfahren analog
zur Vorgehensweise in Kapitel 5.2.2 gelost wird.

Eine numerische Lésung des Systems (6.14) mit (6.15) - (6.17) wird bendtigt um

(1) die unbekannten, proteinspezifischen SMA-Parameter

T .
0= (6 ... 05 )T mit 0" = (ki ki vEa0) T €RY (6.18)
aus Gleichung (6.14) mithilfe eines Parameterschatzers 6 naherungsweise ermitteln
zu kénnen. Der Parameterschatzers 6 := 6(z(t)) hangt von Messdaten

z(t) = (a(t,z1),..., Zl(t737€))T

ab, die an den fest gewahlten Messpositionen X = (z1,...,2¢)" € Qf erhoben
wurden.

(2) ein D-optimales Design numerisch ermitteln zu kénnen. Ein D-optimales Design
gibt an, wie die Messstellen X = (1,...,2¢)" zu wahlen sind, damit die Kovari-

A

anzmatrix cov(6) des Schatzers

beziiglich des D-Optimalitatskriteriums (2.7) minimal ist. Dadurch kann der un-
bekannte Modellparameter 8" durch 6 bestméglich geschatzt werden.

Das Konvektions-Diffusionsgleichungssystem (6.14) mit (6.15) - (6.17) wird raumlich
mit der Methode der finiten Elemente gelost. In Vorbereitung dessen wird zunachst die
zugehorige schwache Formulierung analog zu Kapitel 5.2 aufgestellt.

Zur ibersichtlichen Darstellung ist im folgenden

L:=L*Q) und V:=HY(Q),

wobei
Q:=(0,L.)
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gilt und 0 < L. € IR die Lange der Chromatographiesaule darstellt.
In diesem Kapitel wird vorausgesetzt, dass fiir die Konzentrationen der Komponenten
t € I o firr jedes fest gewahlte 8 € ©

ci(t,z,0) € CYT;V), (6.19)
cpi(t,,0) € CHT;V), (6.20)
q(t,z,0) € CYT;V (6.21)

)
ist und mit ¢;(t)(z) 1= ci(t,x,0), cpi(t)(x) := cpi(t, z,0) und ¢;(t)(x) := ¢;(t, x, 0) fur
jedest €T

ci(t) eV, ¢pit)eV und ¢i(t) eV (6.22)

gilt.

Um die schwache Formulierung zu erhalten, wird wie in Kapitel 5.2 die Differenti-
algleichungen (6.14) mit einer beliebigen, aber festen Testfunktion ¢ € V' multipliziert
und anschlieBend iiber € integriert. Fiir die erste Gleichung aus (6.14) gilt dann fur
1 € Ik, 0 € O fest gewahlt

A(ci(t), ), — Dax(Bzci(t), ), + tax(Vaci(t), 9), + rilci(t) — cpi(t), ), = 0,

YV € V. Nach der ersten Greenschen Identitét gilt zudem

Bacilt)0), = [VelO@e@)] = (Vo). Vo),

= Veal®EIpLe) — Vae ) 0)pl0) — (Ve V),

2 Ve (0)90)  (Vaci(0). Var),
(e

(6.15) _ Uax
ci(t = Cini(1))0(0) = (Vaci(t), Vo) ;-

)
)

@

Somit lautet die erste Gleichung aus (6.14) in schwacher Form mit der Abbildung a; :
V3 SR firi e IK,O
815 (Ci(t)a QO)L = —Du (Vzci(t)a v:ccp) - uaa:( :ccz(t)7 SO)L (623)
—hi (Ci(t) — cpilt), ‘P)L Uz Ci(t)(0) 9(0) + Uaz cini(t) ¢(0)
=: ai(ci(t), ¢p,i(t), ) + Uaz Cin,i(t) #(0),
YVoeV.

Fir die dbrigen Gleichungen aus (6.14) gilt mit den Abbildungen ay; : Vi - 1R,
bo: VETL 5 TR und b; : VET3 S R fiiri € I und j € I

1—-¢,

O(cpi(t), )y, = mileilt) — cpilt), ), — :, O(a:(t), 0) (6.24)

= Qp; ( ( ) Cp,i (t)>Q1( ) )

K
O(ao(t), ), = —0hy vilalt (6.25)
=1

= (q1(t), --7QK(t)790),
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K vy
A(qi(t), ), = Fkajlcp;(t) <A - (+ %)%(ﬂ) 0) (6.26)

r=1
—ka,j(q;(t) cpo ()7, 0)
= bj(cpyo(wv Cp,j (t)7 q1 (t)7 ) QK(t)7 gp)’

V¢ € V. Somit lautet das zu l6sende Problem in der variationellen Formulierung:
Sei 0 fest gewahlt. Gesucht sind die Konzentrationen ¢;(t), ¢, (t), gi(t) € V fir alle
i € Ik, so dass

Olci(t),0), = ailci(t), cpit), ) + taa cini(t) ©(0),
Oy (Cp,i (1), (p)L = ap,z‘(cz' (), cp,i(t), i (), ), (6.27)
A bo(qi(t), ..., qx(t), ), fir i =0,
A (qi(t), <P)L {bi(cp,O(t)v cpi(t),qu(t), ..., qr(t), ), sonst,

mit
(Ci(0)7¢)L = (giu ('O)L’ (Cp,i(o)a QO)L = (gp,ia QO)L’ (Qi(o),SD)L = (fi)@)La (628)

Vo € V erfiillt sind.

Das System (6.27) besteht aus K + 1 parabolischen und 2(K + 1) gewohnlichen
Differentialgleichungen. Wie dieses gekoppelte System raumlich mit der Methode der
finiten Elemente und zeitlich mit dem Crank-Nicolson-Verfahren gelost werden kann,
wird in den Kapiteln 6.4.1 und 6.4.2 beschrieben.

Zunichst werden die Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung hergeleitet. Diese wer-
den fiir die Schatzung der SMA-Parameter 8" und zur Bestimmung eines D-optimalen
Designs benétigt. Da in dieser Arbeit neben einem Gradientenverfahren und dem Gauss-
Newtonverfahren auch das klassische Newtonverfahren zur Schatzung der SMA-Parame-
ter verwendet wird, werden zudem die hierfiir bendtigten Sensitivitatsgleichungen zweiter
Ordnung aufgestellt.

6.3 Schatzung der SMA-Parameter

Wie in Kapitel 2.3 erldutert, kdnnen die unbekannten SMA-Parameter

o = (6%, 0% )T mit 0% = (ki ki), (629)

a,n’

die in dem System (6.14) enthalten sind, durch Lésen eines Optimierungsproblems

5 . 1 = :
0 = argm@mJ(G) = argrrgnz/THz(t)—P(izlci(t,x,e)>H2dt, (6.30)

geschatzt werden, wobei ¢;(t, z, ) fiir i € I eine Lésung von (6.27) - (6.28) ist,
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den Vektor der gemittelten Messreihen darstellt und
K K -
P(Z ¢i(t, x, 0)) = Z(ci(t, 21,0),...,¢i(t,x¢,0))
i=1 i=1

den Projektionsoperator P aus Definition 2.2.1. Die gemittelte Messreihe Z;(t) an einer
Messposition z; € € fiir ¢ € I; erhdlt man nach M > 0 Experimenten durch

(1) = 57 2 2 0,
k=1

wobei z¥(t) die Messreihe an der Stelle z; im k-ten Experiment darstellt. Das Ergebnis
0 liefert dann eine Schatzung des exakten Wertes 8* aus (6.29).
6.3.1 Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung

In diesem Abschnitt werden die Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung aufgestellt, die
durch partielle Ableitung der Zustandsgleichungen (6.14) nach den SMA-Parametern 6
gebildet werden.

Sensitivitaten erster Ordnung in der mobilen Phase

In der mobilen Phase gilt mit der Salzkonzentration ¢ (t) := co(t, 2, 8) und den Protein-
konzentrationen ¢;(t) := ¢;(t, x, @) fir jedes i € Ik die Konvektions-Diffusionsgleichung

Orci(t) = DazAgci(t) — uapVaci(t) — ki(ci(t) — ¢pi(t)) (6.31)

mit den Randbedingungen

D
e Voci(t,0,0) —¢;i(t,0,0) + cini(t) = 0,
o, Vci(t:0,0) = ci(t,0,8) + cins(t) (6.32)

vxci(tvLCaa) = Oa

und der Anfangsbedingung

Leitet man die Differentialgleichungen (6.31) partiell nach den SMA-Parametern ab,
erhalt man fiir : € I und j € I

01 [0k, ;1 (1)] = DaaDa [O, ;i (1)) = 0 Ve [k, ,ei(t)] = £i Dk, i(t) = e 0i8) ).

Ot [0k, ¢i(t)] = DawDa Oy ;¢i(1)] — taz Vi Oy ci(t)] — i (8kd]c,(t) Oy ;Cpii (t)),
O1[0,€:(8)] = D [0, €i()] = 10 Voo [0, 0i(1)] = bis (Ouy5(8) = Duypa())
1[0y, ()] = Daw A [03,0:(8)] = 0z Vo [05,¢4(8)] = 1 (D1, c4(8) = Doy epi(1))-

Dieses System besteht aus insgesamt 4K (K + 1) Konvektions-Diffusions-Gleichungen
und wird mit

07 = (09,63,00,00)7 = (kaj, kaj>vj, )" (6.34)
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im folgenden durch
[0y ¢s(8)] = Daalde Dy (1)) — eV [0y ()] — i (59;; ci(t) = 9, cpi(t)) (6.35)

firi e Ixp, j € Ixk und k =1,...,4 dargestellt.
Die Eingangskonzentration c;y, ;(t) der i-ten Komponente ist unabhangig von 8 € O,
sodass firi € Ixg, j€ Ixund k=1,...,4

89£Cin,i(t) =0
gilt. Somit erhalt man fiir die Sensitivitatsgleichungen (6.35) die Robinschen-Randbe-
dingungen
DCLI
(%j ¢i(t,0,0) = Va [893' Ci(t,o,e)} (6.36)
k k

Uqx

und die homogenen Neumann-Randbedingungen
Ve Opici(t,Le,0)] = 0 (6.37)
k

furallei € Ixo,j € Ixundk =1,...,4. Da (6.33) ebenfalls unabhangig von den SMA-
Parametern 6 ist, erhilt man fiir die Sensitivitaten in der mobilen Phase die homogenen
Anfangsbedingungen

89ici(0,x,0) = O, (638)

furallei=0,....,.K,j=1,..., Kund k=1,...,4.

Um die Sensitivitatsgleichungen in der mobilen Phase in schwacher Form zu erhalten,
werden die Gleichungen (6.35) mit einer beliebigen, aber festen Testfunktion ¢ € V
multipliziert und iiber €2 integriert. Es gilt dann fir i € Ixo, j € Ix und k=1,...,4

O (60J Cz( ) SO)L — Dy (A [8% & (t)] ) cP)L + Ugx (vz [8% Ci (t)] ) LP)L
+K; (8%01-(15) — agicp,i(t), (p)L = 0,

VoeV.
Nach der ersten Greenschen Ildentitit gilt

(Aeloye®]iw), = |Valdet)@)]e ()]ijcf(Vx[é‘@ak-Ci(t)]viso)L
= Va[0pci(t)(Le)]p(Le) = Va 0y ci(t)(0)] £ (0)

- (VJ: [8% Ci (t)} ) szo)[,

=V [0 ¢i(£)(0)]0(0) — (V[0 ci(t)], Vo)

2 [0y i) 9(0) — (ValOyyei(0)], Vi) .

ax

(6:36)

(6:37)

Somit lauten die ersten 4K (K +1) Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung in schwacher
Form mit der Abbildung a; : V3 — IR aus (6.23) fiir i € Iko, jelgundk=1,...,4

O (a% ci(t), SO)L = ai(a‘gi ci(t), agﬂk Cp,i ), ), (639)
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mit der Anfangsbedingung
(Oggci(0), ), = 0 (6.40)
Vo eV.

Sensitivititen erster Ordnung in den Poren

In den Poren gilt mit der Salzkonzentration ¢, o(t) := ¢p0(t, z,0) und den Proteinkon-
zentrationen ¢, j(t) := ¢p j(t, x,0) fiir j € Ik die gewohnliche Differentialgleichung

L S gat), (6.41)

hepilt) = mi(eilt) — cpit)) -

Ep
mit der Anfangsbedingung
Cpﬂ'(O) = Gp (642)

fur ¢ € Ik . Leitet man die Gleichungen (6.41) partiell nach @ ab, erhdlt man fiir
i€ Igpound j e I die 4K (K + 1) Sensitivitatsgleichungen

0[O0y pi 0] = (O, i(0) = Ok (1)) — +— 04[Ok, (1),
O [Oka, i) = 1Ok, i(t) = Onyycpilt)) — . _:apat [Oka,;3i (1))
Ol cps®)] = i (Buyest) ~ Bycpult)) - AL, 0 (0],
Al eps] = (D) ~ 0y pu) A1),

wobei diese Gleichungen mit 67 aus (6.34) fiir k = 1,...,4 im folgenden durch

1—-¢

O[Oy cpalt)] = m(@eici(t)—({)%cp,i(t))— K[0ya(t)]  (6.43)

p
dargestellt wird.

Wie in der mobilen Phase sind auch die Anfangsbedingungen der Konzentrationen in
den Poren aus (6.42) unabhangig von den SMA-Parametern 6. Somit gilt zum Zeitpunkt
t=0

Dyicpi(0) = 0, (6.44)
k

ﬂ]riGIKp,jEIK und k=1,...,4.

Analog zu den Sensitivitatsgleichungen in der mobilen Phase werden die Gleichungen
(6.43) + (6.44) mit einer beliebigen, aber festen Testfunktion ¢ € V' multipliziert und
anschlieBend iiber €2 integriert. Auf diese Weise erhalt man die Sensitivitatsgleichungen
erster Ordnung in den Poren in schwacher Form. Es gilt fir i € Ik, j € Ik und
k=1,...,4

1-—
at (89{6 Cp,i (t), QO)L — (8% C; (t) — 89?@ cp,i (t), QD)L + at (801 qz( ) SO)L = 07
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VoeV.

Somit lauten die 4K (K + 1) Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung in den Poren
in schwacher Form mit der Abbildung a,; : V4 — IR aus (6.24) fiir i € Ik, j €Ik
und k=1,...,4

0t(Ogycpi(t) ) = api(Fygcilt): Oy cpa(t): Oy as(1), ), (6.45)
mit der Anfangsbedingung
(01 9i(0), ), = 0, (6.46)

Vo eV.

Sensitivititen erster Ordnung der Salzkonzentration in der stationdren Phase

In der stationadren Phase gilt fiir die Salzkonzentration go(t) die gewdhnliche Differen-
tialgleichung

atQO Z Up 825(]7”

mit der Anfangsbedingung

20(0) = fo.
Leitet man diese Gleichung nach den SMA-Parametern 6 ab, gilt mit 67 aus (6.34) fiir
J€elk

0 [0pia0()] = 71 0504 [050- (1),
O [89%'(10@)] = Zr 1630 [693 qr(t )]7 (6.47)
Oy [agéﬂm(t)] = —3tCIj( )= YK 050:[0 9]‘17‘ )]s
0:[0g90(t)] = w050, [0gsar(1)]
mit der Anfangsbedingung fir k=1,...,4
3%([0(0) = 0. (6.48)

Multipliziert man (6.47) mit einer beliebigen, aber festen Testfunktion ¢ € V und
integriert iiber ), gilt mit der Abbildung Q; : V2 — IR fiir k = 1,...,4 definiert durch

=0 (v(t), ), fir k=3,
0, sonst,

Qk(v(t)a ()D) = {

und mit der Abbildung by : VE+! — IR aus (6.25)

0Oy a0(t), 2) = bo(Fgan(t)s -, Fgraxc (), ) + Qulgj(1), ), (6.49)
mit der Anfangsbedingung fiir j € Ix und k=1,...,4

Vo eV.
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Sensitivitdaten erster Ordnung der Proteine in der stationiren Phase

Fir die i-te Proteinkonzentration ¢;(t) gilt die Gleichung

K vj
Orqi(t) = ka,icpi (A = (vt %)%(ﬂ) = kaiqi(t)cpa ()™ (6.51)

r=1
mit der Anfangsbedingung
%(0) = fi

Leitet man diese Gleichungen partiell nach den SMA-Parametern 8 ab, erhilt man die
4K? Sensitivitatsgleichungen in der stationaren Phase. Um diese Gleichungen in schwa-
cher Form zu erhalten, werden diese wiederum mit einer beliebigen, aber festen Test-
funktion ¢ € V' multipliziert und tber €2 integriert. Zusammen mit

e der Abbildung A4; : V2E+5 S IR fiir i € I definiert durch

Ai(cp,()(t), Cp,i(t), ql(t), ey qK(t),vl(t), Ug(t), wl(t), . ,wK(t), QO) =

K »
kai (Ul (t) (A - Z(Vr + 'W)%"(ﬂ) ) SO)L
r=1
K vie1 K
haailen® (A= X0+ e ) S 4w (0.6,
r=1 r=1

—ka,i(wi(t)epo(t), ) — kaivi(ai(t)epo(t)  va(t), ),

e der Abbildung F;l : V2E+3 R definiert durch

&

Ff(cpo(t), -5 e (1), qo(t), - - qre (D),
(cp,i(t) (A -
1

0, sonst,

(e +)ar(t)) ), fallsi=j

M=

r

e der Abbildung szg : V2EE3 R definiert durch

F;}Q(cpp(t), cen Gk (t),qo(t), . ak(t), ) =
—(qi(t)epo(t)i, ), fallsi=j,

L
0, sonst,
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e der Abbildung F}, : V253 — IR definiert durch

Fja(epo(); - epi(t),qo(t), .- ax(t), ) =

K Vi K
kai(epa(®) (A = Y0 +)ar(®) (A =Y +90)a (1))
r=1 r=1
K v
—ka,ivi(cp,i(t) (A - (w+ %«)qr(t)) 1Qj(t)v ©);
r=1
—ka,i(ai(t)epo(t)" In(cpo(t)), ) falls i = 7,
K l/i—l
~kavi(epa®) (A= D +9)ar () (1), 0),, sonst,
r=1

e der Abbildung F;A : V2E+3 S R definiert durch
F;74(cp,0(t)7 s 7Cp7K(t)7 QO(t) cee 7QK(t) ()0)
K l/i—l
kazl/z sz ( Z Vr 4 %) qr (1 ) Qj(t);<P)L;

erhdlt man die Sensitivitatsgleichungen in der stationdren Phase in schwacher Form:
Es gilt mit 67 aus (6.34) furi € Ix, j€ Ix und k=1,...,4

at<89i%(t)a (p)L = F;7k(cp,0(t)a s 7cp,K(t)7 QO(t)7 R QK(t)a 90)
+Al (CILO (t)’ Cpyi (t)a q1 (t)7 - 4K (t)7 a@i Cp,0 (t)7 89% q1 (t)v ceey 8% qK (t)v ()0)7

Vo € V. Da die Anfangsbedingungen der Proteinkonzentrationen in der stationaren
Phase unabhingig von den SMA-Parametern 6 sind, gilt zum Zeitpunkt ¢ = 0 fir
1€lg,je€lgundk=1,...,4

O (3%'(]@'(0)7 ¢) =0,
Vo eV.
Berechnung der Sensitivitdten erster Ordnung
Sei 0 € O fest gewahlt. Um die Sensitivitdten erster Ordnung fiir ¢ € I
Voci(t) € VI Vgc,i(t) € VE  und  Vgg(t) € VE
in @ € © zu bestimmen, werden zunichst die Zustande
ci(t) €V, cpi(t) €V und ¢(t) €V

als Lésung des Zustandssystems (6.27) fiir ¢ € I o numerisch ermittelt. Mithilfe dieser
Loésungen und den Abbildungen

e Qr(p) = Qrlqi(t), ),
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o A (8% Cp,0 (t)? a@i q1 (t)v R 0% adK (t)v (P) =
A; (Cp,(] (t)7 Cp,i (t)a q1 (t)a - 4K (t)a agi Cp,0 (t)> 89; q1 (t)7 SRR a@i aK (t>7 90)1
o Pj;,k(@) = FZ (cp7 (t) . 7cp,K(t)7 QO(t)a e 7QK(t)7 Sp)v

firi € Ixp, j € Ix und k = 1,...,4 kénnen dann die Sensitivitaten erster Ordnung
sukzessive durch Loésen des Systems

(9t(8gjcz(t)7‘:0>L = ai((‘)eici(t),aeicp,i(t)aCP),

0 Dgcni(t) ), = api(Oyici(t), Oys cpi(t), gy ai(t), ), (6.52)
8t(aQJQO(t)7SD>L = (equ(t), e 9JqK(t) ?) + Qi)

0(0g 4 (1), 0) = AilOgrcpo(t), Dgrar (1), -, Dgrarc(t), ) + Fjy(e),

mit den Anfangsbedingungen
(a%-ci(o),@)L = 0, (89£cp,i(0),<p)L =0 und (8%%(0),4,0)1: = 0, (6.53)

V¢ € V numerisch ermittelt werden.

In dieser Arbeit werden das Zustandssystem (6.27) + (6.28) und die Sensitivitatsglei-
chungen erster Ordnung (6.52) + (6.53) raumlich mit der Methode der finiten Elemente
und in der Zeit mit dem Crank-Nicolson-Verfahren geldst. In Kapitel 6.4.1 und 6.4.2
wird diese Vorgehensweise beschrieben.

Zunichst werden die Sensitivitdtsgleichungen zweiter Ordnung in schwacher Form
aufgestellt. Eine Losung dieser Gleichungen wird benétigt, falls die Schatzung der SMA-
Parameter mit dem Newtonverfahren erfolgt.

6.3.2 Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung

In diesem Abschnitt werden die Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung in schwacher
Form aufgestellt. Diese Gleichungen erhilt man, indem die Sensitivitatsgleichungen ers-
ter Ordnung wiederum partiell nach den SMA-Parametern abgeleitet werden. Um die
schwache Form zu erhalten, werden anschlieBend diese Gleichungen mit eine beliebigen,
aber festen Testfunktion ¢ € V multipliziert und lber ) integriert. Da die Vorgehenswei-
se analog zu Kapitel 6.3.1 ist, werden hier die Sensitivititsgleichungen zweiter Ordnung
in schwacher Form lediglich aufgelistet.
Sei 8 € O fest gewahlt. Mit einer Lésung

c(t)eV, c¢pi(t) eV und ¢(t)eV
des Zustandssystems (6.27) + (6.28) und eine L6sung
Voci(t) € VI Vac,i(t) e VIE  und  Vag(t) € VK

der Sensitivititsgleichungen erster Ordnung (6.52) + (6.53), erhalt man die Sensi-
tivitaten zweiter Ordnung durch Losen des Systems fiir i@ € Ik, j,jo € Ix und
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kkg=1,....4
0t (0yia [Opici(t)], ), = ai(Opiz [0 ci()], Dygsn [Oys cpi(t)], )
ko ko k ko k
8t (89i2 [89i Cp Z(t)] ) SD)L = Qp, (69? [89i Ci (t)} ) 80;3 [80i Cp,i (t)] ) 80?3 [aei i (t>] ’ (‘0)
O (3%'2 [Ogiao(t)], ), = bO(aggg [ao-licpﬂ(t)]?aei? Weiql'(m"p) + Qk(%) (6.54)
at (aeﬂé [891 qi (t)] ) ‘P)L =

Ai(8ys2 (991 cpo ()], sz [0y a1 (D], -, Oz [Bg axc (D], 0) + Fjp(0)

mit den Anfangsbedingungen

(891?2 [8% 01(0)} ) SD)L = 0,
(%g [Og;¢0:(0)]. ), = 0, (6.55)
(39122 [agi%(oﬂ ,0);, = 0,

Vo eV.

6.4 Diskretisierung

6.4.1 Finite-Elemente-Diskretisierung im Ort

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie fiir jedes feste ¢t € T' eine schwache Lésung des
Systems (6.27) + (6.28) mit der Methode der finiten Elemente bestimmt werden kann.
Analog zu Kapitel 5.2.1 wird hierfiir zunachst der Losungsraum V' auf einen endlich-
dimensionalen Teilraum V}, eingeschrankt. Man erhalt dann das zu losende, diskrete
Variationsproblem:

Sei 6 fest gewahlt. Gesucht sind ¢; 5, (%), ¢p,in(t), gin(t) € V3, fir i € Ik, so dass

A (cin(t), ), = ai(cin(t), cpin(t), ©),

Oi(cpin(t), @), = apilcin(t), cpin(t), qin(t), ), (6.56)
_ Jbolqua(®), - arn(t), @), fir i = 0,
O (Qi,h (t)7 QD)L -
bi(cp,0,n (1), cpin(t), quu(t), ..., ax,n(t), ), sonst,

mit
(Ci,h(o)v (P)L = (gi7 QO)L7 (Cp,i,h(o)v SO)L = (gi,pv SO)La (Qi,h(o)v (P)L = (fza (P)Lv (6'57)

Yo €V, erfiillt sind.
Im folgenden sei

Vi, = {’U S C(Q) S e P VT; € ,Tn}

mit
7)1 = {U(CL‘) = + a1x, 0o, ] € R}
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den Raum der Polynome vom Grad kleiner gleich 1.
Um das diskrete Variationsproblem (6.56) zu lésen, wird das abgeschlossene Gebiet
Q = [0, L.] in die dquidistanten Intervalle T} := [x;, xi+1] unterteilt, so dass
0=x1 < x2 < ... <xv-1 < xnvw = Le

L. .
und Xi+1 — Xi = h>0mith := W Ist.

Da V}, endlich dimensional ist, gilt
N(h) :=dim(V}) < oc.

Eine Basis von V}, wird mit {\IJZ}ZA;(Ih) bezeichnet. Dann konnen fiir jedes feste t € T die
Funktionen ¢; ,(t), ¢pin(t), ¢in(t) € V}, dargestellt werden als Linearkombinationen

(@) = SNV t)w,(a),

pin(t)(@) = TN d ()W), (6.58)
an®)(@) = YNV g, (),

Vi€ IK’O.
Insbesondere kann jede Testfunktion ¢ € V} durch eine solche Linearkombination
dargestellt werden. Dadurch vereinfacht sich das Variationsproblem zu:

Sei 6 fest gewahlt. Gesucht sind ¢; 1, (%), c¢pin(t), ¢in(t) € V3 fir alle i € I, so dass

De(cin(t), i), = ai(cin(t), cpin(t), ),

e (cpin(t), Ur), = apilcin(t), cpin(t), qin(t), Ur), (6.59)
A ~ fbo(quu(t), .-, qxn(t), Vi), fir i =0,
Oclain(®), ¥e), = { bi(pon(t), cpin(), qrn(t),- ., qrn(t), Ur), sonst,
mit
(cin(0), %), = (9 %),,
(ijiyh(O),\I/k)L = (gp,'i7\I/k?)L7 (660)
(@ip(0),%k), = (fis i)y,

Vk=1,...,N(h) erfullt sind.

Bemerkung 6.4.1. Mithilfe der Linearkombinationen aus (6.58) lauten die Gleichungen
(6.59) ausformuliert:

N(h)
(9t Z C;-(t) (\Ifj,\lfk)L =
=1
’ N(h N(h)
—Dgs )(Va¥j, Vali), —taz » () (Valy, W),
7j=1 Jj=1
N(h) N(h)
Z (W5, W), + ki y cha(t) (W), 0),
j=1

—Uaz 00( )W (0) + taz ¢ (£) W1 (0),
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N(h) N(h) N(h)
O > i) (W, W), = m > (W5, W), —n Y b () (W, 0),

j=1 j=1 J=1

1—¢ Ne -
+ 2O, Y () (9, W),
p j=1

N(h)
O Y () (U, W), = —Zm(z ) (L5, W) )

j=1 —1 i

N(h)

O Z q;'(t) (‘Pjv‘l’k:)L =

j=1
NG K N(h)
ka,i Z C;;J' (t) (\II] Z(Vr + ’VT‘ Z Qp ) ; \Ijk)L

7=1 r=1 p=1
N(h) . n ) Vi

—ka > €(t)(¥; (Z C;),'r(t)qu> k) s
j=1 r=0

Im folgenden wird eine Basis {\Ifz(x)}fi(lh) des Raumes V}, derart gewahlt, dass

U;(xj) =0;; Yoy € Qpund Vi, j € {1,...,N(h)} erfillt ist, wobei

= {zeQia=kh ke{0,...,N(h)—1}}

6.4.2 Zeitliche Diskretisierung

In Kapitel 5.2.2 wurde beschrieben, wie man eine gewohnliche Differentialgleichung ers-
ter Ordnung mit dem Crank-Nicolson-Verfahren I6sen kann. Da das Variationsproblem
(6.59) fir alle i € Ixp und k =1,...,N(h) mit den Anfangsbedingungen (6.60) ein
System von gewohnlichen Differentialgleichungen erster Ordnung darstellt, kann dieses
ebenfalls mit dem Crank-Nicolson-Verfahren geldst werden.

Analog zu Kapitel 5.2.2 wird zunichst das abgeschlossene Zeitintervall T = [0, ¢ ]
in N(At) — 1 aquidistante Intervalle der Form [t,,t,,4+1] mit At := t,11 — t,, zerlegt,
wobei 0 < N(At) € IN und

0=t <t < ... <inap-1 < tnan = by

ist. Dann gilt fiir das diskrete Variationsproblem (6.59) nach Trennung der Variablen
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und anschlieBender Integration fiir i € Ix o, j € Ix undn=1,..., N(At) —

() ), = (et ), — [ aein (o) pan(s). m ds
(pan(tne) W)y, = (Gint) 2, — [ ans(cin(s): 009 (), 00) s,
(@0t ¥y = (ot 00), = [ (a0 a0, 92) s,
(@jn(tns1), W), = (gin(tn), i)

tn+1
- /t bj(cp.0.n(t), cpin(t), a1 n(t), ... qrn(t), ) ds,

Vk=1,...,N(h).
Die Integrale werden (wie in Kapitel (6.59)) mit der Trapezregel numerisch berech-
net, so dass man mit den Naherungen

cin @ cin(tn) sCpin @ pin(tn) und gy = gin(tn)

die Variationsprobleme fiir ¢ € Ixo und 5 € I

At t
(C%a‘pk) - *az‘(cﬁl’ Zﬂn‘l’k) ( Zha‘l’k)L + —-ai(cf, Ci ks pzh"llk)

L 2 2
At

n+1 (.n+l n+l  n+l o

(Cp,i,lw )L— 7ap,z(ci,h 1 Cpiho in V) =

t
(Cg,z‘,hv‘l’k)L + 7ap,i(6§fh702,i,h,q{fh,\Pk),

At n+1

(qg—itl7\pk>L 9 —bo (qlh (t)7""q?(+hl(t) \I/k) =

At
(a8 1), + 5 b0(ain (D), - R (), W),
At
(a5 We) = S0 0n (D R0 603 (1), dicy (6, W) =

At
(5> i), + 505 (o n () () ain(0): - ae (8 i),
erhalt. Beginnend mit n = 1 erhélt man durch sukzessives Losen dieser Variationsproble-

me eine numerische Losung eines praparativen Chromatographieprozesses, welcher durch
die Gleichungen (6.14) mit (6.15) - (6.17) dargestellt wird.

6.5 Numerische Identifizierung des Proteins Lysozym bei
pH 7

Das Lysozym ist ein Protein, welches in Sekreten des Atmungs- und Verdauungstrak-
tes sowie in Tranen und Gewebsfliissigkeiten des Menschen vorkommt. Seine Aufgabe
ist die Abwehr bakterieller Infektionen. Lysozym verursacht die Auflésung von Bakteri-
enzellen indem es wichtige strukturelle Polysaccharid-Komponenten der Zellwdnde von
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Bakterien abbaut. Es wird daher im medizinischen Bereich eingesetzt - zum Beispiel
bei der Behandlung entziindlicher Erkrankungen im Mund und Rachenraum in Form
von Lutschtabletten. Ublicherweise wird Lysozym fiir den kommerziellen Gebrauch aus
Eiklar gewonnen, da es hier in besonders hoher Konzentration vorkommt und das am
bestuntersuchte Lysozym darstellt [41].

Es ist bekannt, dass das aus HilhnereiweiB gewonnene Lysozym bei einem pH-Wert
von 7 die SMA-Parameter

Orys = (ka,ka,v,7) = (5.0,25.0,3.29,44.7)" (6.61)

besitzt. Da diese Parameter bekannt sind, bietet sich das Beispiel eines Lysozyms bei
pH 7 gut an um numerisch die in Kapitel 2.3 beschriebenen Verfahren zur Parameter-
schatzung zu untersuchen.

Wie in 2.2 beschrieben, werden bei einer Parameteridentifikation Messdaten benétigt.
Diese erhilt man, indem mehrfach experimentell ein Chromatographieprozess mit einem
Lysozym bei pH 7 durchgefiihrt wird und am Ausgang der S3ule die heraustretende
Proteinkonzentration gemessen wird. Das Experiment zur Erhebung der Messdaten fiir
die in dieser Arbeit geplanten numerischen Experimente wird in folgendem Unterkapitel
beschrieben.

AnschlieBend wird untersucht, inwieweit man mit den in Kapitel 2.3 beschriebenen
Verfahren die gesuchten vier SMA-Parameter aus (6.61) schatzen kann. In Vorbereitung
dessen werden diese Verfahren zundchst am vereinfachten, zweidimensionalen Problem
getestet, bei dem die Parameter k, = 5.0 und v = 44.7 als bekannt vorausgesetzt
werden und lediglich k4 und v geschatzt werden sollen.

6.5.1 Beschreibung des Experiments zur Bestimmung von Messdaten

Um die in Kapitel 2.2 beschriebene Parameteridentifikation zur Bestimmung der SMA-
Parameter (6.61) durchfiihren zu kénnen, werden Messdaten benétigt. Diese erhalt man
experimentell, indem am Beispiel einer Lysozymlésung die Sdulenchromatographie durch-
gefithrt und die Konzentration am Ausgang der Siule gemessen wird.

Fir diese Arbeit wurde eine Saule der Linge L. = 25 mm gewdhlt und mit einer
stationdren Phase bestehend aus kugelférmiger Cellulose mit einer PorengréBe (6.4) von
ep = 0.9 gefillt. Hierbei entstand eine Packungsdichte (6.3) von ¢ = 0.35. Bevor das
Experiment startet, wird die Chromatographiesdule zundchst mit einer Salzkonzentration
so gefiillt, dass zum Zeitpunkt ¢ = 0 in der mobilen Phase ¢y(0,z) = 0.02 mol Vx €
[0, 25] gilt.

Das Experiment wird 1157 s lang wie folgt durchgefiihrt:

(1) In den ersten 2.4 s werden konstant 0.0002 mol Lysozym pro Sekunde in die Saule
0.0002, t € [0,2.4],
gedriickt, so dass ¢, 1(t) = { ]

0, t € (2.4,1157],

(2) In den ersten 233.3 s werden konstant 0.02 mol Salzkonzentration pro Sekunde
hinzugefligt. AnschlieBend wird die Konzentration dieser Salzlésung linear bis auf
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0.5 mol erhoht, wie in Abbildung 6.5 dargestellt. Es gilt

0.02, t € [0,233.3],
48
Cino(t) = TEEl 0.95, t <€ (233.3,348.75)],
0.5, t € (348.75, 1557).
" o]
5 |

0 200 400 600 800 1,000 1,200
Zeit in sec.

Abbildung 6.5: Die fiir das Experiment gewahlte Salzkonzentration c;, o(%).

Fir die in dieser Arbeit durchzufiihrenden numerischen Berechnungen werden syntheti-
sche Messdaten verwendet. In Vorbereitung dessen wurden zwei Messreihen numerisch
generiert, indem zunichst fir die exakten SMA-Parameter das zugehérige Chromato-
gramm bestimmt wurde und anschlieBend die Werte mit einem Fehler gestort wurden,
fir den eine Normalverteilung N(0,02) mit der Standardabweichung o = 1076 ange-
nommen wurde.

5 15
x 10
z(t) ]
15 10
5
10
0
380 400 420 440 460
5 Zeittins i
0
0 200 400 600 800 1000 1200

Zeittins

Abbildung 6.6: Die fiir die Parameteridentifikation verwendeten Messreihen, wobei der
Messfehler als normalverteilt mit NV'(0,0%), ¢ = 1076 gewihlt wurde.

6.5.2 Darstellung des Parametergebietes

Fiir die Parameterschatzung wird das Parametergebiet © := (1,10)x(20,30) % (2, 5) x
(30,60) gewahlt. In diesem Abschnitt wird zunéchst untersucht, wie die einzelnen Pa-
rameter von Zielfunktional abhdngen. Hierfiir werden nacheinander jeweils zwei der vier
gesuchten Parameter als bekannt vorausgesetzt.
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Parametergebiet 1: v* := 3.29 und v* := 44.7 fest gewahlt

s
-
R 6
3
= 4
<
52
0N - '730

5 25
ka 10 20 ka

Abbildung 6.7: Das Zielfunktional J(kg, kg, v*,7*) bei fest gewdhltem v* := 3.29 und
~v* := 44.7 mit zugehorigem Konturdiagramm.

Parametergebiet 2: kj} := 25.0 und ~* := 44.7 fest gewdhlt

x 10
=10
A
I::S ’ v
S5
3
~

0 T . . -

ka5 . W4 5
10 2 v

Abbildung 6.8: Das Zielfunktional J(k,, k), v,v*) bei fest gewahltem k) := 25.0 und
~* := 44.7 mit zugehorigem Konturdiagramm.

Parametergebiet 3: k} := 5.0 und ~* := 44.7 fest gewdhlt

v 3 —_— 25 ke

Abbildung 6.9: Das Zielfunktional J(k},kq,v,v*) bei fest gewdhltem &k’ := 5.0 und
~* := 44.7 mit zugehoérigem Konturdiagramm.



122 6.5 Numerische ldentifizierung des Proteins Lysozym bei pH 7

Parametergebiet 4: k; := 5.0 und kj := 25.0 fest gewahlt

\
-

8 3 4w C
v 5 30 v

Abbildung 6.10: Das Zielfunktional J(k},k},v,v) bei fest gewéhltem £} := 5.0 und
k% = 25.0 mit zugehorigem Konturdiagramm.

60

5
x 10

J(k*7 k:i? l/’ Fy)

v

Parametergebiet 5: k} := 5.0 und v* := 3.29 fest gewdhlt

T IR
s W Hu]‘ \\ R
*:" 50%\‘\“““““‘ i 1 “‘\U\\“\
S T R L
: off
- f i Jii
7 - 50 60 Wh b L

i g 0 22 24 2 28 30

Abbildung 6.11: Das Zielfunktional J(k}, k4, v*,~y) bei fest gewahltem k} := 5.0 und
v* := 3.29 mit zugehorigem Konturdiagramm.

Parametergebiet 6: kj; := 25.0 und v* := 3.29 fest gewahlit

x 10 60 ““ | H‘”{‘\‘
§ 6- 50 H
£ ! | H\
S2 * ‘ H /
0 \ka5 — ;1'0'”‘753 60 30 Al HH 10

Abbildung 6.12: Das Zielfunktional J(k,, k), v*,~y) bei fest gewédhltem k}; := 25.0 und
v* := 3.29 mit zugehorigem Konturdiagramm.

6.5.3 Numerische Bestimmung des Desorbtionskoeffizienten und der Cha-
rakteristischen Ladung

In diesem Abschnitt wird an einem vereinfachten, zweidimensionalen Schatzproblem un-
tersucht, inwieweit man

e den Desorbtionskoeffizienten k4 € [20, 30] und

e den Schirmungskoeffizienten v € [2, 5]
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aus (6.61) mit den in Kapitel 2.3 beschriebenen Verfahren schatzen kann, wenn der
Adsorbtionskoeffizient k) := 5.0 und die Charakteristische Ladung v* := 3.29 bereits
bekannt sind. Es werden folgende Verfahren umgesetzt:

(V1) Methode des steilsten Abstiegs mit Armijo-Schrittweitensteuerung aus Kapitel
2.3.1.

(V2) Gedampftes Newton-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung (Kapitel 2.3.2).

(V3) Ein hybrides Verfahren aus (V1) und (V2). Bei diesem Verfahren wird solange
das Verfahren (V1) verwendet, bis die Hessematrix V3.J(8") positiv definit ist.
Ausgehend von 6" wird dann Verfahren (V2) angewendet.

(V4) Gedampftes Gauss-Newton-Verfahren mit Armijo-Schrittweitensteuerung aus Ka-
pitel 2.3.3.

(V5) Ein hybrides Verfahren aus (V1) und (V4). Da bei Parameteridentifikationen das
Verfahren (V1) lokal sehr viele Iterationsschritte benétigt, wird das Verfahren (V1)
solange verwendet, bis |07 —07 | < ¢, V4. Ausgehend von 8" wird dann Verfahren
(V4) angewendet.

Als Startwert wird
(k9,10 = (27.0,2.5)

mit dem Zielfunktionswert
J(E9, 1Y) = 525133.71

gewahlt.

Die Verfahren (V1) - (V5) bendétigen pro lterationsschritt jeweils eine Losung des
Zustandssystems (6.27) - (6.28) und eine Lésung der Sensitivitatsgleichungen erster
Ordnung (6.52) - (6.53). Die Verfahren (V2) - (V3) bendtigen zudem pro Iteration eine
Losung der Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung (6.54) - (6.55). Wie in Kapitel 6.4.1
und 6.4.2 beschrieben, werden diese Gleichungen mit der Methode der finiten Elemente
[12] und dem Crank-Nicolson-Verfahren [76] gel6st. Hierfiir werden die Schrittweiten
h := 0.05 und At := 1 gewahlt, so dass im Raum N(h) = 501 und in der Zeit
N (At) = 1157 Freiheitsgrade vorhanden sind.

Das globale Minimum liegt bei

(ki,v*) = (21.1762,3.0733)

mit dem Zielfunktionswert
J(kj,v*) = 298.57.

Verfahren — # Tterationen durchn. Zeit pro Tterationsschritt Zeit gesamt
(V1) > 9000 275 s > 1 Monat
(V2) - - -
(V3) 10+ 11 238 s bzw. 213 s 39.71 min 4 39.11 min
(V4) - - -
(V5) 10411 180 s bzw. 160 s 29.96 min 4 26.68 min

Tabelle 6.2: Anzahl der Iterationen und durchschnittlicher Zeitaufwand pro Iterations-
schritt bei Verwendung der Verfahren (V1) - (V5).
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3.4/~ Verfahren (1) - ,(k;;’@*) . -=Verfahren (2)

-=-Verfahren (3) = 45 -a-Verfahren (4)
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Abbildung 6.13: Losen eines Parameteridentifikationsproblems mit Startwert (kq,v) =
(21.0,2.5) mit den Verfahren (1) - (5).

6.5.4 Numerische Schitzung der vier SMA-Parameter

Nachdem im vorherigen Abschnitt die Verfahren (V1) - (V5) zur numerischen Schatzung
des Desorbtionskoeffizienten k4 € [20,30] und der Charakteristischen Ladung v € [2, 5]
eines Proteins Lysozym bei pH 7 verwendet wurden, wird in diesem Abschnitt iiber-
prift, inwieweit alle vier SMA-Parameter gleichzeitig geschatzt werden kdénnen. Fiir die
Parameteridentifikation werden zunichst die Messreihen verwendet, die fiir die Para-
meterschatzung in Kapitel 6.5.3 genutzt wurden. Diese Daten wurden am Ausgang der
Chromatographiesdule erhoben.
Als Startwert wird

(K2, k9,00, 4%) = (4.5,23.0,3.7,41)
gewdhlt, wobei fiir den zugehorigen Zielfunktionswert
J(EO K9, 1Y 4% = 129230.02
gilt. Wie in Kapitel 6.5.3 beschrieben, wird fiir die Realisierung der Verfahren (V1) -
(V5) pro lterationsschritt jeweils eine Losung des Zustandssystems (6.27) - (6.28) und
fir jeden Parameter jeweils eine Losung der Sensitivitidtsgleichungen erster Ordnung
(6.52) - (6.53) benétigt. Fir die Verfahren (V2) - (V3) sind zudem pro Iteration die

Losungen der Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung (6.54) - (6.55) erforderlich. Die
Anwendung der Verfahren (V1) - (V5) ergab, dass sich das globale Minimum bei

(ki k3, v™,7") = (4.6185,23.0473,3.2506, 100.0)
befindet und den Zielfunktionswert

J(k kg, v, y") = 290.90

besitzt.
Verfahren — # Tterationen durchn. Zeit pro Iterationsschritt Zeit gesamt
(V1) > 9000 300 s > 1 Monat
(V2) - - -
(V3) T+7 265 s bzw. 278 s 30.94 min 4 32.48 min
(V4) - - -
(V5) 7+ 17 114 s bzw. 128 s 13.33 min + 36.18 min

Tabelle 6.3: Anzahl der Iterationen und durchschnittlicher Zeitaufwand pro Iterations-
schritt bei Verwendung der Verfahren (V1) - (V5).
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Wie in Abschnitt 6.5.3 erkennt man hier sehr deutlich, dass die Verfahren (V2) und
(V4) fir die Schatzung der SMA-Parameter ungeeignet sind. Bei der Verwendung des
gedampften Newton-Verfahrens (V2) muss beachtet werden, dass dieses Verfahren gegen
ein lokales Minimum, lokales Maximum oder einen Sattelpunkt konvergieren kann. Nur
wenn sich die Startiterierte in einer lokalen Umgebung des gesuchten Minimums befindet
kann die Konvergenz von (V2) erwartet werden. Dass das geddmpfte Gauss-Newton-
Verfahren (V4) das gesuchte Minimum nicht ermittelt hat, liegt ebenfalls daran, dass sich
die Startiterierte nicht nah genug an der optimalen Losung befindet. Da beim Verfahren
(V4) quasi das Newtonverfahren (V2) umgesetzt wird, bei dem die Hessematrix durch
die Fisher-Informationsmatrix M (X, p) approximiert wird, kann auch keine Konvergenz
gegen die optimale Losung erwartet werden, wenn (V2) dieses ebenfalls nicht ermitteln
kann.

Die Methode des steilsten Abstiegs (V1) konvergiert zwar gegen die gesuchte opti-
male Losung, dieses allerdings sehr langsam: Befinden sich die Iterierten in einer lokalen
Umgebung der gesuchten optimalen Loésung, dann betragt der Winkel zwischen dem
negativen Gradienten des Zielfunktionals und einer optimalen Abstiegsrichtung nahe-
zu 90°, so dass in jedem lIterationsschritt die Schrittweitensteuerung sehr klein gewahlt
werden muss um eine Minimierung im Zielfunktional zu bewirken. Daher dauert es sehr
lange, bis mit dem Verfahren (V1) eine Losung ermittelt wird. Da allerdings (V1) sich
sehr gut dafiir eignet in wenigen Schritten in einer lokalen Umgebung der gesuchten
Minimallésung zu gelangen, haben sich (V3) und (V5) als geeignete Verfahren erwiesen
um das Parameteridentifikationsproblem zu I6sen. Da (V5) im Gegensatz zu (V3) keine
Losung der Sensitivitatsgleichungen zweiter Ordnung (6.54) - (6.55) benétigt, ist das
Verfahren (V5) dem Verfahren (V3) vorzuziehen.

Die optimale Losung

0" = (kX ki v 7)) = (4.6185,23.0473,3.2506,100.0) "
ist allerdings keine gute Schétzung des exakten Modellparameters
0rys = (5.0,25.0,3.29,44.7)"

aus (6.61). Fur den relativen Fehler gilt

R(6*) := [62ys =672 _ 4 731,
16 2ys |2

Insbesondere konnte der Schirmungskoeffizient v € [10, 100] eines Lysozyms nicht ge-
schitzt werden. Im folgenden Unterkapitel wird daher durch Bestimmung eines D-
optimalen Designs iiberpriift, ob die schlechte Schatzung aus einer falschen Wahl der
Messposition resultiert. Bei der numerischen Ermittlung eines D-optimalen Designs wird
eine Messstellenkonstellation ermittelt, fir die die Determinante der Kovarianzmatrix ei-
nes Schatzers minimal ist. Auf diese Weise kann ein unbekannter Parameter bestméglich
geschatzt werden.

Nachdem im folgenden Abschnitt die D-optimalen Messpositionen ¥ € Qf ermittelt
werden, wird im Anschluss erneut eine Parameterschatzung mithilfe der an X erhobenen
Messdaten durchgefiihrt.
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6.6 Bestimmung eines D-optimalen Designs

Da im allgemeinen am Ausgang einer Chromatographiesdule gemessen wird um die fiir die
Parameteridentifikation erforderlichen Messdaten zu erheben, wird in diesem Abschnitt
am Beispiel des Proteins Lysozym bei pH 7 untersucht, inwieweit diese Messposition fiir
die Schatzung der vier SMA-Parameter (6.61) geeignet ist. Wie in Kapitel 3 beschrieben,
liefert die Fisher-Informationsmatrix

1< ~ N
M()E’ p) = ; sz /Tveu(t)xival)veu(taxiaOl)Tdt’ (662)
=1

mit den Messpositionen X = (z1,...,2,) € Q° und den zugehérigen Gewichten p €
[0, 1] ein MaB fiir die Genauigkeit eines Schatzers, da M (%, p) die Inverse der Kovari-

A N
anzmatrix des Schatzers 6 approximiert, falls 8 ~ 01,5 mit 01, aus (6.61) gilt und
somit die Voraussetzung 3.1.1 erfiillt ist. Da die exakten Modellparameter 6, bekannt
N
sind, wird in diesem Kapitel 8 := 6, gewahlt.
Im folgenden Abschnitt werden zunichst die fiir die Berechnung der Fisher-Informa-
tionsmatrix M (X, p) erforderlichen Sensitivitaten erster Ordnung

Vou(t,z,0r,s) € L*(T;Hy(Q))

numerisch ermittelt und abgebildet. Auf Basis dieser Sensitivitdten wird anschlieBend die
Fisher-Information ¥; (M (X, p)) beziiglich der drei Optimalitatskriterien

(1) D-Optimalitatskriterium (Determinante) mit (6.63)
U (M(X,p)) = —Indet(M(X,p)) = —In|]M(X,p)],

(2) E-Optimalitatskriterium (gréBter Eigenwert von cov{#}) mit (6.64)
Uy (M(Z.p)) = Amax(M(Z,p)7),

(3) A-Optimalitatskriterium (Spur) mit (6.65)

U3(M(X,p)) = tr(M(X,p)"),

berechnet, falls lediglich am Ausgang der Saule gemessen wird, d. h. (X,p) = (L., 1).
Danach wird mit der in Kapitel (4.4) beschriebenen zweistufigen Active-Set-Methode
ein D-optimales Design (X*, p*) numerisch ermittelt, welches (6.63) minimiert um eine
D-optimale Messstellenkonstellation zu erhalten. An diesen Messstellen werden erneut
Messdaten generiert um im Anschluss wiederum eine Parameteridentifikation durchzu-
fuhren.

6.6.1 Die Sensitivitaten erster Ordnung beim Lysozym bei pH 7

Um die Fisher-Informationsmatrix M (X, p) berechnen zu kénnen, werden die Sensiti-

vititen erster Ordnung Vgu(t,x;,0rys) bendtigt. Diese erhdlt man durch Lésen der

Sensitivitatsgleichungen erster Ordnung (6.52) mit den Anfangsbedingungen (6.53).
Die folgenden Abbildungen zeigen die Sensitivitdten erster Ordnung:
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Abbildung 6.14: Die Sensitivitat Oy, c1(t, z, Orys).
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Abbildung 6.15: Die Sensitivitat Oy, c1(t, z, Orys).
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Abbildung 6.16: Die Sensitivitat 0,c1(t,x,0rys).
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Abbildung 6.17: Die Sensitivitat Oyci(t,x, O rys).
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Mithilfe dieser Sensitivitdten konnen nun die Fisher-Informationen beziiglich (6.63) -
(6.65) berechnet werden, wenn

(1) lediglich am Ausgang einer Chromatographiesaule gemessen wird oder

(2) an den Designpunkten eines D-optimalen Designs die zur Parameterschatzung
erforderlichen Messdaten erhoben werden.

Auf diese Weise kann die Qualitdt eines Maximum-Likelihood-Schatzers ] quantifiziert
und fir die Falle (1) und (2) miteinander verglichen werden.
6.6.2 Die Fisher-Information beim Messen am Saulenausgang

Misst man, wie in Kapitel 6.5.1 beschrieben, am Beispiel eines Lysozyms bei pH 7
lediglich am Ausgang einer Chromatographiesdule, dann hat das zugehorige Design mit
x:= L. =25 und p := 1 die Darstellung

w3

Mit den in Kapitel 6.6.1 ermittelten Sensitivitdten erster Ordnung wird zunichst die
Fisher-Informationsmatrix M (z,p) € IR*** berechnet: Es ist

M(z,p) = /T Vou(t, Le, 01,45) Vou(t, Le, 01y) | dt

3.83-107! —7.58-1072 1.51 —2.53-1074
| —758-1072 150-1072 -2.98-10"! 5.00-107°
- 1.51 —2.98-107! 5.92 -9.95-1074 |’

—2.53-107*  5.00-107° —-9.95-107* 1.67-107"7
mit den Eigenwerten
M =4.73-107°, X =5.16-10"%, X3=6.32, X\, =2.51-10"".

Da die Voraussetzung 3.1.1 erfiillt ist, kann die Kovarianzmatrix des Maximum-Likeli-
hood-Schatzers 6 durch die Inverse der Fisher-Informationsmatrix approximiert werden.
Somit gilt

1.96-10° 2.75-10* —6.13-10* —7.68-107
2.75-10* 1.74-10° 4.89-10° 1.86-107
—6.13-10* 4.89-10% 2.04-10* 2.72-107 |’
—7.68-107 1.86-107 2.72-10" 3.98-10'

cov(@) ~ M(z,p)~' =

mit den Eigenwerten
k1 =212-10%, ko =1.94-10°, k3=158-10"1, k4 =3.98-10'".

Wie in Kapitel 2.1.2 beschrieben, liefert die Kovarianzmatrix cov(#) ein MaB fiir die
Genauigkeit eines Schatzers 6:
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e Je kleiner die Determinante von cov(é), desto kleiner ist das Volumen des zuge-
horigen Konfidenzellipsoids K.

e Je kleiner der groBte Eigenwert von cov(é), desto kleiner ist die langste Hauptachse
von K.

e Je kleiner die Spur von cov(#), desto kleiner ist der Durchschnitt aller Hauptachsen
von KC

Firr das D-, E- und A-Optimalitatskriterium aus (6.63) - (6.65) ergeben sich folgende
Fisher-Informationen:

\I/1<M(x,p)> qu(M(x,p)) \I/3<M(x,p)>
44.69805 3.98091 - 1010 3.98093 - 1010

Tabelle 6.4: Die Fisher-Information fiir das D-, E- und A-Optimalitatskriterium aus (6.63)
- (6.65) des Einpunkt-Designs &, .

Da der zum Schirmungskoeffizienten v € [10, 100] zugehérige Eigenwert x4 = 3.98 -
10'9 sehr groB ist und der zu x4 gehérende Eigenvektor

-1.92.1073
4 4.68-1074
6.83-10~*
0.999998

nahezu den Einsvektor darstellt, ist folglich das Konfidenzintervall beziiglich v ebenfalls
sehr groB, so dass es nicht weiter verwunderlich ist, dass der SMA-Parameter vy mit
der im vorherigen Unterkapitel durchgefiihrten Parameteridentifikation nicht geschatzt
werden konnte.

Bemerkung 6.6.1. Wie in Kapitel 2.1.2 erliutert, definiert der Eigenvektor v' die Rich-
tung der i-ten Hauptachse des Konfidenzellipsoids. Im Anhang B.4.1 sind die Eigenvek-

toren v' fiiri = 1,...,4 aufgelistet.

In Abbildung 6.17 wurde die Sensitivitat 0yci(t,x,01ys) dargestellt. Man erkennt
anhand dieser Darstellung sehr deutlich, dass die zur Schitzung des SMA-Parameters
~ benétigten Messdaten nicht am Ausgang der Chromatographiesdule erhoben werden
sollten, da hier die Sensitivitdt nahezu Null ist. Es ware sinnvoller an den Positionen zu
messen, an denen die Sensitivitdt maximal ist. Solche Positionen kdnnen durch Bestim-
mung eines D-optimalen Designs ermittelt werden.

Im folgenden Abschnitt wird mit der in Kapitel 4.4 beschriebenen Active-Set-Methode
ein D-optimales Design (X*, p*) numerisch ermittelt, fir welches ¥ (M (x, p)) minimal
ist. Auf Basis dieses Designs werden dann die zugehorigen Fisher-Informationen berech-
net und mit den Werten aus Tabelle 6.4 verglichen.

6.6.3 Die Fisher-Information eines D-optimalen Designs

In Kapitel 4.4 wurde eine zweistufige Active-Set-Methode beschrieben, mit der ein D-
optimales Design ermittelt werden kann. Mit dieser Methode wird in diesem Abschnitt
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ein solches Design (X*,p*) € QFf x [0,1]° ermittelt, fiir das die zugehorige Fisher-
Informationsmatrix minimal beziiglich des D-Optimalitatskriteriums (6.63) ist. Fur die
numerische Berechnung der Sensitivitaten erster Ordnung werden die Schrittweiten

h = 125-107% und At = 1

gewahlt. Nach Umsetzung der Active-Set-Methode mit Algorithmus 4.4.2 erhalt man
auf diese Weise das D-optimale Design

ox T
. X 065 215 25
&= {p*T} B {0.4284 0.3476 0.2239} (6.66)

mit der Fisher-Informationsmatrix

1.497 —0.140 3.926 —9.29-1073
ME . p") = ~0.140 0.020 —1.014 7.94.-10"%
P = 3.926 ~1.014 37436  —0.023

-9.29-107% 7.94-107* —0.023 6.52-107°
Die Eigenwerte von M (X*,p*) sind
M =107, X =0568-10"% A3=37.89, A\ =3.37-107.

Da die Fisher-Informationsmatrix die Inverse der Kovarianzmatrix approximiert gilt fiir
die Kovarianzmatrix des Schatzers 6, dass

26.35 280.85 6.48 2641.26
280.85 3918.18 92.22  25140.56

6.48 92.22 2.21 586.17 ’
2641.26 25140.56 586.17 294256.87

cov(f) ~ M(z,p)~*

mit den Eigenwerten
K1 =9.31-107Y, ky=1.76-10%, k3=2.64-10"2, k4 =2.96-10°.

Mit x; firi =1,...,4 kdnnen nun wiederum die Fisher-Informationen bezliglich des D-,
E- und A-Optimalitatskriteriums berechnet werden. Bei Verwendung des D-optimalen
Designs aus (6.66) gilt:

Uy (M (X, p*)) Uy (M (%, p*)) U3 (M (%, p))
16.36638 2.96443 - 105 2.98204 - 10°

Tabelle 6.5: Die Fisher-Information fiir das D-, E- und A-Optimalitatskriterium aus (6.63)
- (6.65) bei Verwendung des D-optimalen Designs £*.

Man sieht sehr deutlich, dass bei der Verwendung des D-optimalen Designs £* alle
vier Eigenwerte um mindestens eine GroBenordnung kleiner sind als die Eigenwerte der
Kovarianzmatrix aus Kapitel 6.6.2. Was das E- und das A-Optimalitdtskriterium anbe-
langt verringert sich die Fisher-Information in beiden Fallen sogar in etwa um den Faktor
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10°, wenn man nicht nur am Siulenausgang misst, sondern auch an den Designpunk-
ten z} und z5. Die Fisher-Information beim D-Optimalitatskriterium (6.63) reduziert
sich von Wy (M(z,p)) = 44.69805 in Kapitel 6.6.2 auf Wy (M (X*,p*)) = 16.36638
in diesem Kapitel. Eine solche Minimierung sieht im ersten Moment nicht sonderlich
spektakuldr aus. An dieser Stelle muss allerdings beachtet werden, dass die Anwendung
des Logarithmus in Wy das eigentliche Resultat verfdlscht. Betrachtet man namlich die
Determinanten der jeweiligen Kovarianzmatrizen erhalt man folgende Werte. Es ist

|cov(@)] = 2.58295 - 107,
falls das Einpunkt-Design &, und
lcov(@)] = 1.28182- 107,

falls das D-optimale Design &* verwendet wird. Somit wurde die Determinante der Ko-
varianzmatrix in etwa um den Faktor 10'2 minimiert.

Da in Kapitel 6.5.4 die SMA-Parameter k,, kq und - nicht gut und der Parameter
~ gar nicht geschatzt werden konnte, wird im folgenden Abschnitt erneut eine Parame-
teridentifikation mithilfe eines Maximum-Likelihood-Schétzers durchgefiihrt, wobei nun
zu den bereits genutzten Messdaten weitere Messreihen hinzugenommen werden, die an
den Positionen z} und x5 des D-optimalen Designs aus (6.66) erhoben wurden. Da fiir
diese Arbeit keine realen Messdaten zur Verfiigung stehen, werden, wie in Kapitel 6.5.1
beschrieben, synthetische Daten verwendet.

6.7 Parameterschiatzung auf Basis des D-optimalen Designs

Nachdem in Kapitel 6.6.3 das D-optimale Design
e =" [ 065 215 25
Tl p*' [ T 04284 0.3476 0.2239
numerisch ermittelt wurde, welches die Fisher-Informationsmatrix beziiglich des D-Opti-
malitatskriteriums (6.63) minimiert, wird in diesem Abschnitt auf Basis dieses Designs
erneut eine Schatzung der vier SMA-Parameter des Proteins Lysozym bei pH 7 durch-
gefiihrt. Fir die Messposition x5 = 25 werden die selben beiden Messreihen verwendet,
wie bei der Parameterschatzung in Kapitel 6.5.4. Fir die Designpunkte 2] = 0.65 und
x5 = 2.15 werden, wie in Kapitel 6.5.1 beschrieben, jeweils zwei Messreihen generiert.

Diese werden gemittelt und fiir die i-te Messposition x; durch Z;(¢) dargestellt.
Die SMA-Parameter kénnen nun durch Lésen des Optimierungsproblems

* : 1 > * = *
6* = argménJ(O) = W;pi/THzi(t)cl(t,:vi,O)H%dt (6.67)

geschatzt werden, wobei ¢; (¢, 7, 6) die Proteinkonzentration des Lysozyms an der Mess-
position z} darstellt. Die Konzentration ¢; (¢, z, 8) kann fiir jedes fest gewahlte @ durch
numerisches Losen des Konvektions-Diffusions-Gleichungssystems (6.27) mit den An-

fangsbedingungen (6.27) in schwacher Form ermittelt werden.
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Das Optimierungsproblem (6.67) wird mit dem Verfahren (V5) aus Kapitel 6.5.4
iterativ geldst. Als Startwert wird erneut der Vektor

0° = (K9,k9,0°,4"T = (4.5,23.0,3.7,41)"
gewahlt, wobei fiir den zugehorigen Zielfunktionswert
J(0°) = 55462.31

gilt. Das nach 43 Iterationsschritten mit dem Verfahren (V5) ermittelte globale Minimum
lautet

0 = (k:,k;,u*,’y*)T = (4.8278,25.6012,3.2840,20.4461)T (6.68)
mit dem Zielfunktionswert
J(k, ky,v*,y") = 130.49.

Die folgende Tabelle 6.6 gibt einen Uberblick iiber die Anzahl der Iterationen und dem
Zeitaufwand bei der Schatzung der SMA-Parameter wieder.

Verfahren # Iterationen durchn. Zeit pro Iterationsschritt Zeit gesamt

(V5) 38+5 219 s bzw. 176 s 138.76 min + 14.63 min

Tabelle 6.6: Anzahl der lterationen und durchschnittlicher Zeitaufwand pro Iterations-
schritt bei Verwendung des Verfahrens (V5).

Wie in Kapitel 6.5.3 erldutert, wird beim Verfahren (V5) solange die Methode des
steilsten Abstiegs umgesetzt, bis sich die lterierte in einer lokalen Umgebung des ge-
suchten Minimums befindet. AnschlieBend wird das Gauss-Newton-Verfahren verwendet.
Fir die Schatzung der SMA-Parameter wurde in diesem Abschnitt mit der Methode des
steilsten Abstiegs eine lokale Umgebung des Minimums nach 38 Schritten erreicht. Nach
weiteren 5 lterationsschritten ermittelte das Gauss-Newton-Verfahren die Néherung 6*
aus (6.68) des globalen Minimums.

Anhand der Tabelle 6.7 sieht man deutlich, dass die Schatzwerte 8* aus (6.68)
die exakten SMA-Parameter besser approximieren, als die geschiatzten Parameter aus
Kapitel 6.5.4, wo lediglich am Ausgang der Chromatographiesdule gemessen wurde.

SMA-Parameter erste Schatzung verbesserte Schatzung exakter Wert

kq 4.6185 4.8278 5.0
kq 23.0473 25.6012 25.0
v 3.2506 3.2840 3.29
¥ - 20.4461 44.7

Tabelle 6.7: Ubersicht der geschitzten SMA-Parameter, wenn nur am Siulenausgang
(erste Schatzung) und wenn an den Designpunkten des D-optimalen Designs (verbesserte
Schatzung) gemessen wurde.
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Der geschatzte Schirmungskoeffizient v+ = 20.4461 approximiert zwar den exakten
Parameter «y7,,s = 44.7 noch nicht gut, dennoch konnte liberhaupt einmal der Parameter
geschitzt werden, was vorher nicht moglich war. Fiir den relativen Fehler gilt

R(0") = [62ys =072 _ 5 4705
16Lysll2
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Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurde beschrieben, wie ein unbekannter Modellparameter einer instatio-
naren partiellen Differentialgleichung mit der Maximum-Likelihood-Methode geschatzt
werden kann, wenn die zur Schitzung verwendeten Messdaten einen normalverteilten
Messfehler aufweisen mit Erwartungswert Null. In diesem Fall kann die Kovarianzma-
trix des Maximum-Likelihood-Schatzers durch die Inverse der Fisher-Informationsmatrix
approximiert werden, welche als MaB fir die Zuverlassigkeit eines Schatzers verwendet
werden kann.

Der Fokus dieser Arbeit lag neben der numerischen Schatzung von Modellparame-
tern auf der Erhdhung der Zuverladssigkeit eines Schatzers durch Bestimmung eines D-
optimalen Designs. Ein D-optimales Design ist die Menge der Messstellen mit zugeho-
rigen Gewichten, fiir die die Determinante der Fisher-Informationsmatrix maximal ist.
Es wurde beschrieben, dass die Zuverlassigkeit einer Parameterschatzung erhoht wer-
den kann, wenn die fiir die Schatzung erforderlichen Messdaten an den Positionen eines
solchen Designs erhoben werden.

In dieser Arbeit wurde eine neue Vorgehensweise hergeleitet, mit der ein D-optimales
Design durch Maximierung der Determinante der Fisher-Informationsmatrix mithilfe der
klassischen Optimierungstheorie bestimmt werden kann. In diesem Zusammenhang wur-
den die Losungsverfahren

e primal-duales Innere-Punkte-Verfahren und
e Active-Set-Methode

beschrieben, mit denen eine D-optimale Lésung numerisch ermittelt werden kann. Dies-
beziiglich wurde in dieser Arbeit bewiesen, dass das Innere-Punkte-Verfahren global
lineare Konvergenz aufweist und es wurde beschrieben, dass die Iterierten der Active-
Set-Methode global linear und lokal quadratisch gegen eine D-optimale Lésung konver-
gieren. Da bei der Active-Set-Methode in jedem lterationsschritt ein wesentlich kleineres
System zu losen ist als beim Innere-Punkte-Verfahren, wird die Active-Set-Methode zur
Bestimmung eines D-optimalen Designs empfohlen. Die in dieser Arbeit beschriebene
neue Vorgehensweise zur Bestimmung eines D-optimalen Designs mit der Active-Set-
Methode besitzt im Vergleich zu bisherigen Standardmethoden die Vorteile, dass

e die Komplexitat der Active-Set-Methode unabhangig von einer rdumlichen Diskre-
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tisierung ist,

e kein komplettes Abspeichern der numerischen Lésung des Zustandes und der Sen-
sitivitaten erforderlich ist.

Die Active-Set-Methode zur Bestimmung eines D-optimalen Designs wurde in dieser
Arbeit am Beispiel eines praparativen Sdulenchromatographieprozesses zur Aufreinigung
von Proteingemischen umgesetzt. Das Ziel war die Verbesserung der Zuverlassigkeit des
Maximum-Likelihood-Schatzers, der die SMA-Parameter von Proteinen schatzen kann.
Da ublicherweise am Ausgang einer Chromatographiesaule die erforderlichen Messdaten
erhoben werden, wurde durch Bestimmung eines D-optimalen Designs am Beispiel des
Proteins Lysozym bei pH 7 untersucht, wie sinnvoll diese klassische Messdatenerhebung
fur die Parameterschitzung ist. Durch numerische Berechnung der jeweiligen Fisher-
Informationsmatrizen stellte sich heraus, dass die Fisher-Information bei Verwendung
eines D-optimalen Designs in etwa 10'2 mal kleiner ist, als wenn die Daten lediglich am
Ausgang einer Saule erhoben werden wiirden, was eine enorme Verbesserung der Zuver-
|assigkeit des Schatzers bedeutet. Da die exakten SMA-Parameter eines Lysozyms bei
pH 7 bekannt sind, konnte die klassische Schatzung mit der Schitzung bei Verwendung
eines D-optimalen Designs verglichen werden: Es stellte sich heraus, dass einer der vier
SMA-Parameter gar nicht geschatzt werden konnte und die anderen drei Parameter nicht
besonders gut, wenn lediglich am Ausgang der Chromatographiesdule gemessen wurde.
Bei Verwendung eines D-optimalen Designs konnten hingegen alle vier SMA-Parameter
geschatzt werden, wobei die auf diese Weise ermittelten Schitzwerte die exakten SMA-
Parameter genauer approximierten, als die bei der klassischen Parameterschatzung.

Ausblick

Die numerischen Ergebnisse am Beispiel des Proteins Lysozym bei pH 7 haben gezeigt,
dass eine Parameterschatzung verbessert werden kann, wenn die fiir die Schatzung bené-
tigten Messdaten an den Positionen eines D-optimalen Designs erhoben werden. Die Zu-
verldssigkeit des Maximum-Likelihood-Schatzers zur Approximation der SMA-Parameter
kann allerdings noch weiter erhéht werden: Zusatzlich zur Bestimmung einer D-optimalen
Messstellenkonstellation kann die Determinante der Fisher-Informationsmatrix weiter
vergroBert werden, indem zum Beispiel die

optimale Packungsdichte £ > 0 aus (6.3),

optimale PorengroBe ¢, > 0 aus (6.4),

optimale Saulenldnge L. > 0 aus Kapitel 6.2,

e optimale Salzkonzentration am Eingang der Saule ¢;;, o(t) aus (6.15)

durch Losen eines Optimierungsproblems ermittelt wird. Die Bestimmung dieser GroBen
wurde in dieser Arbeit nicht betrachtet, sollte aber zukiinftig fiir eine optimale Schéatzung
der SMA-Parameter in Betracht gezogen werden.

In dieser Arbeit wurde beschrieben, wie im allgemeinen eine optimale Messstellenkon-
stellation beziiglich des D-Optimalitatskriteriums (2.7) mithilfe der klassischen Optimie-
rungstheorie ermittelt werden kann. Je nach Anwendung kann allerdings die Bestimmung
einer optimalen Messstellenkonstellation beziiglich
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e des E-Optimalitatskriteriums aus (2.8) oder
e des A-Optimalitatskriteriums aus (2.9)

sinnvoller sein. So bewirkt zum Beispiel die Maximierung der Fisher-Informationsmatrix
beziiglich (2.8) eine Minimierung der langsten Hauptachse des Konfidenzellipsoids. Eine
auf diese Weise verbesserte Zuverldssigkeit eines Schitzers ist zum Beispiel dann zu
wahlen, wenn genau ein Parameter von mehreren schlecht geschatzt werden kann. Fir
anschlieBende Arbeiten ware die Untersuchung der Bestimmung eines optimalen Designs
beziiglich (2.8) und (2.9) analog zur Vorgehensweise in Kapitel 4 mithilfe der klassichen
Optimierungstheorie von Interesse. Wie in Kapitel 4 kdnnten dann Losungsverfahren
zur Bestimmung eines optimalen Designs beschrieben und Konvergenzaussagen getatigt
werden.

Interessant ware auBerdem eine Erweiterung dieser Arbeit auf den Bereich der soge-
nannten Multiphysik, wenn mehrere untereinander gekoppelte, mathematische Modelle
fir die Schatzung von Modellparametern verwendet werden. Aufgrund der Kopplung
dieser Modelle kann eine Parameterschatzung und die Bestimmung eines D-optimalen
Designs zur Erhéhung der Zuverlassigkeit einer solchen Schatzung sehr komplex sein.
Daher ware es interessant, wenn anhand von gekoppelten Modellen untersucht wird, un-
ter welchen Voraussetzungen ein D-optimales Design zur Verbesserung der Schazung von
Modellparametern existiert und mit welchen Lésungsmethoden ein D-optimales Design
numerisch ermittelt werden kann.
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Anhang A

Hessematrix

Mit J(x,p) = — In|M(x,p)|, x € QF, p € [0,1]" gilt fiir die Hessematrix V2 J(x,p) :

e Berechnung der Diagonalelemente der Hessematrix V2 .J(x, p):

0%J(z,p) 0 T 1 0y(t,x;)
B Nk B o/ s i NT 129\
a(a7)2 Piger UT y(t, @) Da” dt}

3 7

0?y(t, z;) OM =t Oy(t, ;)
= —2p tiTM_li’ldt—Qi/ tyxy) L dt
b f .m0 o} T

K3

T
72p1/ 8y(t,l'z) M71 ay(t;xl) dt
T

Oxf ox]
(4.10) T 0%yt z;)
- -2 i t, i M a7 o t
p/Ty( ;) D)2 d
L OM 0yt x;)
2p? ta) M~V = M gy
-
_2pi/ Oyt,zi) ) -1 Oy(t.zi) o,

Py(t, i)
= —2p toa) T MY Y gy

K3

.
2p2 t 4TM*1/ ; dt M1 t
w2 [ e T2t [ yte) 2 o)
t i — ta 7
+2p$/y(t,xi)TM*1/ My(t,xi)TdtM 10yt z)
T T 33;4 63:{
.
_2pz/ ay(tvxl) M—l ay(taxz) dt

e Berechnung der Nichtdiagonalelemente der Hessematrix A, J(x,p).

Sei i # j:
0%J(z,p) _ 0 T O0y(t,x;)
W = —QPi%; {/T y(@%‘) M Txf dt
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OM =t dy(t, z;)
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Die Hessematrix A, J(z,p) ist demnach symmetrisch.



Anhang B
Tabellen und Abbildungen

B.1 Unzuldssige Losungen des Problems (5.2)

Fir h > 50! mit At* := 1073 fest und At > 157! mit h* := 640! fest, liegen die
mit dem Algorithmus 3.3.1 ermittelten Losungen (x*(h, At), p*(h, At)) des Problems
(5.2) nicht im Lésungsraum Q3 x [0, 1]3. Mit

i} | xrhan”
£ (h,At) = {p*(h,At)T}

wurden folgende D-optimale Designs mit dem Algorithmus 3.3.1 ermittelt:

L e (0.6,0.3) (0.3,0.7) (0.2,0.2) (0.7,0.3) (0.3,0.6)
€107, A7) = { 0.08 0.25 0.33 0.25 0.08
£ (151, ArY) (0.27,0.6) (0.13,0.13) (0.67,0.27) (0.27,0.67) (0.6,0.27)
’ 0.21 0.33 0.12 0.12 0.21
5*(20_1 At (0.3,0.65) (0.15,0.15) (0.65,0.25) (0.25,0.65) (0.65,0.3)
’ 0.21 0.33 0.12 0.12 0.21
_ (0.27,0.63) (0.17,0.17) (0.63,0.27) (0.3,0.63)
* 1 * ) ’ ’
£1(307, A7) { 0.29 0.33 0.33 0.04
_ (0.27,0.65) (0.15,0.15) (0.63,0.25) (0.65,0.3)
* 1 * ) ’ ’
€407, At { 0.33 0.33 0.19 0.15
£ (h*.10°1) — (0.53,0.3) (0.28,0.65) (0.16,0.15) (0.64,0.27)
’ a 0.02 0.33 0.34 0.32

B.2 Numerische Losung von (5.2) mit Algorithmus 3.3.1 bei
fest gewahltem h* > 0

Bei fest gewahlter Schrittweite h* := (/N (h*) —1)~! > 0, wobei N(h*) € IN derart
gewahlt wird, dass /N (h*) € IN gilt, erhdlt man das Gitter Qp« durch

Qe = {x=(x1,29)" €Q: xy = kh*, zo = Ih* mit k,1 € {1,...,\/N(h*)}}.
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Wendet man den Algorithmus 3.3.1 auf das Designproblem (5.2) mit (5.1) an und nutzt
dabei das Gitter 2, mit der Schrittweite A* := 640!, dann erhilt man mit jeder Wahl
At < 1571 das D-optimale Design

¢(h*, At) = (0.2781,0.6500) (0.1578,0.1531) (0.6359,0.2672)
’ N 0.333 0.334 0.333

B.3 Numerische Losungen eines praparativen Chromatogra-
phieprozesses

In Kapitel 6.5 wurde beschrieben, wie die SMA-Parameter eines Lysozyms bei pH 7 mit-
hilfe der praparativen Sdulenchromatographie geschatzt werden kénnen. Zur Realisierung
dessen werden die numerischen Losungen der Gleichungen (6.59) mit den Anfangsbe-
dingungen (6.60) benétigt, die einen solchen Prozess beschreiben.

Folgende Abbildungen zeigen die mit der Methode der finiten Elemente ermittelten
numerischen Lésungen dieser Gleichungen.

Die numerische Losung co(t,x) (Salzkonzentration in der mobilen Phase)

tin sec

1000

800

600

400

1000
500 -

200

o >
1

. T 0
t in sec 00 2 in mm 0 0.5 17’ in mll].s 2 25

Abbildung B.1: Die Salzkonzentration in der mobilen Phase ¢((¢, x).
Die numerische Losung cp, o(t,x) (Salzkonzentration in den Poren)
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1000
800
600
400

‘ 200

500 N

%

0.5 1 15 2 25

t in sec 0o 2 in mm 2 in mm

Abbildung B.2: Die Salzkonzentration in den Poren ¢, o(t, z).



B.3 Numerische Ldsungen eines préparativen Chromatographieprozesses 143

Die numerische Losung c;(t,x) (Lysozymkonzentration in der mobilen Phase)
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. ) 1000,
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Abbildung B.3: Die Lysozymkonzentration in der mobilen Phase ¢;(t, ).

Die numerische Losung cp, 1(t,x) (Lysozymkonzentration in den Poren)
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Abbildung B.4: Die Lysozymkonzentration in den Poren ¢, 1(t, z).

Die numerische Losung q; (t, x) (Lysozymkonzentration in der stationdren Phase)
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Abbildung B.5: Die Lysozymkonzentration in der stationaren Phase ¢ (t, ).
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B.4 Eigenvektoren zur Darstellung eines Konfidenzellipsoids

B.4.1 Messdatenerhebung am Saulenausgang

Die zu den Eigenwerten
k1 =212-10%, ko =1.94-10°, k3 =158-10"1, k,=3.98-10'.

der Kovarianzmatrix cov(é) aus Kapitel 6.6.2 zugehorigen Eigenvektoren sind

0.882 —0.401 0.246 -1.9-.1073

S| 0402 | | —0914 G| 0049 |y | AT 1074
—0.245 |’ 0.056 ’ 0.968 |’ 6.8-1074
2.1-1073 -3.8-107* 1.6-1074 0.999998

B.4.2 Messdatenerhebung an den Designpunkten des D-optimalen De-
signs

Die zu den Eigenwerten
k1 =9.31-1071, ke =1.76-10%, k3=2.64-10"2, k4 =2.96-10°.

der Kovarianzmatrix cov(é) aus Kapitel 6.6.3 zugehorigen Eigenvektoren sind

—0.994 0.031 0.107 9.0-10°3
1 0.028 V2 0.996 V= —0.027 Wi 0.086
- 0.108 ’ 10024 |7 0.994 Y T 1201073

6.3-1073 —0.086 6.4-10"% 0.996
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