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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird ein Ansatz zur Modellierung und Simulation vorge-
mischter Flammen entwickelt. Die Modellierung basiert auf einer integralen Beschrei-
bung der Reaktionszone der Flamme und kommt einer stromungsmechanischen Betrach-
tungsweise entgegen, bei der nur sekundéres Interesse an lokalen reaktionskinetischen
Informationen besteht. Der physikalische Modellparameter ist der integrale Verbrauch
der limitierenden Spezies.

Zur numerischen Simulation von Flammen basierend auf der integralen Reaktions-
zonenmodellierung wird eine Beziehung zwischen dem chemisch definierten integralen
Verbrauch der limitierenden Spezies und der hydrodynamischen Massenstromdichte in
der Reaktionszone hergeleitet. Die Herleitung geht von der Transportgleichung der li-
mitierenden Spezies in einem krummlinigen Koordinatensystem aus, das sich mit der
Reaktionszone der Flamme bewegt. Eine Integration dieser Transportgleichung iiber die
Reaktionszone liefert die Beziehung fiir die Massenstromdichte als Funktion des integra-
len Verbrauchs der limitierenden Spezies, der Kriitmmung und Streckung der Reaktions-
zone, der zeitlichen Akkumulation der limitierenden Spezies innerhalb der Reaktionszone
und dem integralen diffusiven Transport quer zur Reaktionszone.

Fiir die Anwendung des integralen Modells wird eine modifizierte Level-Set-Methode
verwendet, bei der die Level-Set-Funktion den physikalischen Charakter einer Phasen-
Feld-Funktion besitzt. Das Modell wird in OpenFOAM®) implementiert. Hierbei wird
eine Formulierung vorgestellt, die es erlaubt géngige Diskretisierungsverfahren aus Pro-
grammen fiir numerische Strémungssimulation zu verwenden.

Ein erster Validierungsschritt der Beziehung zwischen integralem Verbrauch und Mas-
senstromdichte erfolgt anhand der Analyse von Daten einer direkten numerischen Si-
mulation einer turbulenten vorgemischten Methan/Luft-Flamme. Eindimensionale Si-
mulationen von Methan /Luft-Flammen unter Beriicksichtigung detaillierter Transport-
prozesse und Chemie motivieren die Modellierung der Massenstromdichte in der Reak-
tionszone anstatt an der unverbrannten Seite der Flammenstruktur. In einem weiteren
Validierungsschritt wird eine akustisch angeregte Bunsenflamme simuliert und mit ex-
perimentellen Ergebnissen aus der Literatur verglichen. Die numerische Umsetzung der
Level-Set-Methode wird anhand einer kinematischen Analyse der Isoflichen des Level-
Set-Felds verifiziert.

Fine Erweiterung des Modells zur qualitativen Beschreibung zellulérer Flammenstruk-
turen, die aus einer thermisch-diffusiven Instabilitit der Flammenfront resultieren, wird
vorgestellt und anhand von Simulationsergebnissen einer Wasserstoff /Luft-Flamme eva-
luiert.






Abstract

Simulation of premixed flames by integral modeling of the reaction zone

In the present work a modeling and simulation approach for premixed flames is developed.
The modeling is based on an integral description of the reaction zone of the flame. It
follows a fluid mechanical approach where interest in local information about reaction
kinetics is secondary. The physical model parameter is the integral consumption of the
deficient species.

For the numerical simulation of flames based on the integral reaction zone modeling,
a relation between the chemically defined integral consumption of the deficient species
and the hydrodynamic mass burning rate in the reaction zone is derived. The derivation
starts from the transport equation of the deficient species in a curvilinear coordinate
system moving with the reaction zone of the flame. An integration of this transport
equation over the reaction zone yields the relation for the mass burning rate as a function
of the integral consumption of the deficient species, the curvature and stretch of the
reaction zone, the temporal accumulation of the deficient species within the reaction
zone and the integral diffusive transport along the reaction zone.

For the application of the integral model, a modified level set method is used with
the level set function having the physical character of a phase field function. The
model is implemented in OpenFOAM@). Thereby, a formulation is presented that allows
using discretization schemes commonly available in programs for computational fluid
dynamics.

A first validation step of the relation between the integral consumption and the
mass burning rate is performed by analyzing data of a direct numerical simulation
of a turbulent premixed methane air flame. One-dimensional simulations accounting for
detailed transport and chemical processes justify the modeling of the mass burning rate
within the reaction zone instead at the unburnt side of the flame structure. In a further
validation step, an acoustically perturbed Bunsen flame is simulated and compared
to experimental results from literature. The numerical implementation of the level set
method is verified by a kinematical analysis of the isosurfaces of the level set field.

An extension of the model for the qualitative description of cellular flame structures
resulting from a thermo-diffusive instability of the flame front is presented and evaluated
with simulation results of a hydrogen air flame.
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1 Einleitung

1.1 Hintergrund und Motivation

Die Versorgung mit mechanischer und elektrischer Energie wird in iiberschaubarer Zu-
kunft weiterhin hauptséchlich durch Verbrennungsprozesse stattfinden [35]. Hierbei spielt
die Optimierung von Verbrennungsprozessen in Hinsicht auf Effizienz und geringen
Schadstoffausstofl eine wichtige Rolle. Ein essentieller Aspekt bei der Energieumwand-
lung durch Verbrennung ist die Ausbreitung von Flammenfronten in Verbrennungsriu-
men. Nach wie vor stellt die numerische Simulation von Flammenausbreitungsprozessen
mit Computerprogrammen eine aufwendige und anspruchsvolle Aufgabe dar. Der Grund
hierfiir liegt in der Natur des Flammenausbreitungsprozesses selbst. Dieser resultiert in
der Regel aus einer Wechselwirkung mehrerer einzelner Prozesse: Konvektion, molekula-
re Transportprozesse (Diffusion und Warmeleitung) und insbesondere chemische Reak-
tionen. Zur Unterstiitzung des Entwicklungsprozesses verbrennungstechnischer Anlagen
sind kurze Simulationszeiten wiinschenswert. Dies gilt insbesondere fiir Optimierungs-
probleme, bei denen moglichst viele Konfigurationen in einem iiberschaubaren Zeitraum
simuliert werden sollen.

Diese Arbeit widmet sich der Simulation vorgemischter Flammenfronten mit Com-
puterprogrammen fiir numerische Stromungsmechanik (CFD, computational fluid dy-
namics). Hierbei wird sich auf die deterministische Simulation von Flammenfronten
beschrankt, ohne Verwendung von rdumlichen und zeitlichen Mittelungen. Eine direk-
te vollstdndige Auflésung der fiir den Flammenausbreitungsprozess relevanten Léngen-
und Zeitskalen ist nur mit sehr hohem numerischen Aufwand méglich. In technischen
Anlagen kann die Dicke der Flammenstruktur um bis zu einige Groflenordnungen klei-
ner sein kann als die charakteristische Léngenskalen der Stromung, die hauptséchlich
durch die Geometrie der Anlage vorgegeben sind (z.B. in Haushaltsbrennern). Neben
der rdumlichen Auflésung muss bei der Simulation eines Flammenausbreitungsprozes-
ses auch die zeitliche Auflésung hoch genug sein, um den instationdren Charakter der
Flammenausbreitung und die kleinsten Zeitskalen der beteiligten chemischen Reaktio-
nen aufzulésen. Zuséatzlich zu den hydrodynamischen Erhaltungsgleichungen muss in
der Regel fiir jede Spezies eine Transportgleichung gelost werden. Fiir eine genaue Be-
schreibung der Oxidation von Kohlenwasserstoffen (bis einschliefilich Propan) miissen
ca. 100 Elementarreaktionen zwischen ca. 30 chemischen Spezies beriicksichtigt wer-
den [107]. Der numerische Aufwand zur Losung der Transportgleichungen der Spezies
iberwiegt dann gegeniiber dem Aufwand zur Behandlung der hydrodynamischen Er-
haltungsgleichungen. Zur Reduzierung des Simulationsaufwands wurden verschiedene
Ansitze vorgeschlagen und umgesetzt. Im Folgenden wird eine kurze Ubersicht hiervon
gegeben.
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Adaptive Verfeinerung

Eine Moglichkeit zur Reduzierung des Rechenaufwands besteht in der Minimierung der
Gesamtanzahl an Gitterpunkten oder Zellen in der Simulation. Hierbei wird eine lo-
kale Verfeinerung des Rechennetzes in der Ndhe der Flammenfront durchgefiihrt. In
instationdren Simulationen sind adaptive Verfeinerungsstrategien notwendig, weil sich
die Position der Flammenfront in der Zeit dndert. Adaptive Verfahren bendtigen in der
Regel komplexe Programmierungskonzepte zur Verwaltung der unterschiedlichen Ver-
feinerungsstufen [9], [37], [67]. Nach wie vor bleibt die Notwendigkeit einer lokal hohen
rdumlichen und zeitlichen Auflésung bestehen. Um den Ausbreitungsprozess mit lokal
geringerer Auflésung beschreiben zu konnen, sind Ansétze erforderlich, die die physika-
lischen und chemischen Prozesse geeignet modellieren.

Manuelle chemische Reduktionsverfahren

Eine Klasse von Ansétzen beinhaltet die Vereinfachung der chemischen Kinetik. Hierzu
zéhlen Methoden bei denen Quasi-Stationaritit einiger Spezies sowie partielles Gleich-
gewicht bestimmter Reaktionen angenommen wird. Aus diesen Annahmen lassen sich
reduzierte globale Reaktionsmechanismen ableiten [107]. Die Verwendung solcher Re-
duktionsansétze in Simulationen erlaubt es quantitative Vorhersagen zu treffen, mit
einer relativ (zum Ausgangsmechanismus) geringen Anzahl an chemischen Reaktionen.
Ein Nachteil besteht darin, dass ein grundlegendes Versténdnis der Kinetik eines Brenn-
stoffs oder einer Brennstoffklasse sowie eine ausreichende Erfahrung notwendig sind, um
sinnvolle und effektive reduzierte Mechanismen abzuleiten [109].

Automatische chemische Reduktionsverfahren

Ein automatisches Reduktionsverfahren ist das ILDM-Konzept von Maas und Pope [87]
(1992) (Intrinsic Low-Dimensional Manifolds ILDM). Bei der ILDM-Methode wird mit
Hilfe der mathematischen Theorie dynamischer Systeme eine Zeitskalenanalyse der che-
mischen Prozesse durchgefithrt. Somit kénnen Prozesse identifiziert werden, die schnell
auf eine niedrig-dimensionale Mannigfaltigkeit im Zustandsraum relaxieren. Die Ent-
wicklung des chemischen Zustands wird nach Ablauf dieser schnellen Prozesse durch
die Bewegung entlang der niedrig-dimensionalen Mannigfaltigkeit beschrieben. Der Zu-
stand auf der Mannigfaltigkeit wird dabei durch reduzierte Variablen definiert. In der
Anwendung in einer Simulation missen zur Beschreibung der Chemie nur Gleichungen
flir die reduzierten Variablen gelost werden. Die restlichen thermokinetischen Zustands-
groBen sind als Funktion der reduzierten Variablen tabelliert und werden wahrend der
Laufzeit mit geeigneten Routinen und Interpolationsverfahren ausgelesen. Neben der
ILDM-Methode wurden dhnliche Ansétze entwickelt, wie z.B. die CSP-Methode (fiir
Computational Singular Perturbation) von Lam und Goussis [80] (1988). Die ILDM-
Methode sowie die CSP-Methode werden mathematisch fiir Systeme gewthnlicher Dif-
ferentialgleichungen entwickelt, die nur den Einfluss chemischer Reaktionen auf den
Zustand eines reaktiven Systems beschreiben, wie z.B. in der Modellvorstellung eines
homogenen Reaktors. Eine Erweiterung der ILDM-Methode auf Systeme in denen che-
mische Prozesse und Transportprozesse gekoppelt sind, stellt die REDIM-Methode von
Bykov und Maas [23] (2007) dar (Reaction Diffusion Manifolds). Alternative Anséat-
ze zu REDIM sind die Verfahren der Flamelet-Generated Manifolds (FGM) von van
Oijen [132] (2002) und der Flame Prolongation of ILDM (FPI) von Gicquel et al. [58]
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(2000). Die Entwicklung des REDIM-Konzepts basiert auf der mathematischen Theo-
rie singular gestorter Vektorfelder, wihrend die FGM-Methode ihren Ursprung in der
Flamelet-Theorie von De Goey und ten Thije Boonkkamp [40] (1999) hat. Eine adap-
tive Tabellierung wéhrend einer Simulation wird mit dem Verfahren in situ adaptive
tabulation (ISAT) von Pope [110] (1997) vorgeschlagen. Eine aktuelle Ubersicht {iber den
Stand chemischer Reduktionstrategien kann in Goussis und Maas [60] (2011) gefunden
werden.

Eine weitere Moglichkeit zur Vereinfachung der chemischen Kinetik besteht in der
Beschreibung eines Verbrennungsvorgangs mit einer globalen Einschritt- oder Zweisch-
rittreaktion zwischen Brennstoff und Oxidationsmittel [140]. Die Reaktionsrate wird in
Arrhenius-Form angesetzt und die Parameter werden an experimentell gemessenen oder
numerisch ermittelten Flammeneigenschaften (wie z.B. die laminare Flammengeschwin-
digkeit oder die adiabatische Flammentemperatur) angepasst.

Hydrodynamische Flammenmodellierung

Eine andere Klasse von Ansétzen zur Beschreibung eines Flammenausbreitungsprozes-
ses modelliert die Dynamik der Flammenfront aus strémungsmechanischer Sicht. Hierzu
zéhlen Methoden, die von der Theorie der Gasdynamik inspiriert sind und die Flam-
menfront als eine gasdynamische Diskontinuitit beschreiben, die das Frischgasgemisch
von den Rauchgasen trennt. Die Bewegung der gasdynamischen Diskontinuitat rela-
tiv zum Brenngas erfolgt mit der laminaren Flammengeschwindigkeit der modellierten
Flammenfront. Die ersten Ansétze in diese Richtung von Darrieus [36] (1938, 1945) und
Landau [81] (1944) waren phénomenologisch. Sie stiitzten sich auf die Beobachtung,
dass eine laminare Flammenfront in der Regel viel diinner ist als die charakteristi-
sche Léangenskala des Stromungsfelds. Der Einfluss des Stromungsfelds auf die innere
Flammenstruktur wurde vernachléssigt und somit wurde eine konstante Ausbreitungs-
geschwindigkeit der gasdynamischen Diskontinuitit angenommen. Aus stabilitdtstheo-
retischer Sicht resultierte eine inhérente Instabilitat einer planaren Flammenfront. Diese
Stabilitdtsaussage war jedoch im Widerspruch zu experimentellen Beobachtungen pla-
narer stabiler Flammenfronten. In spateren Arbeiten u.a. von Markstein [89] (1951),
Eckhaus [50] (1961) und Markstein [90] (1964) wurde der Einfluss der Verformung der
Flammenfront durch das Stromungsfeld auf die Flammengeschwindigkeit postuliert, um
damit ein realistischeres Stabilitdatsverhalten der planaren Flammenfront zu erhalten. In
der Arbeit von Barenblatt et al. [6] (1962) wurde das sogenannte diffusive thermische
Flammenmodell eingefithrt, das die Flammenausbreitung durch chemische Reaktionen
und Transportprozesse in der Flammenstruktur beschreibt, jedoch die thermische Ex-
pansion des Gases vernachléssigt. Die chemischen Reaktionen in der Flamme sind iiber
das vereinfachte Konzept einer irreversiblen Einschrittreaktion zwischen Brennstoff und
Oxidationsmittel beschrieben worden. Hierbei wird eine sehr hohe Aktivierungsener-
gie der Einschrittreaktion angenommen, so dass die Reaktionszone im Vergleich zur
Flammendicke sehr diinn ist und am verbrannten Ende der Flammenstruktur liegt.
Mathematisch wird diese Annahme beim Verfahren der high activation energy asympto-
tics ausgenutzt. Weitere Flammenmodelle, die wie das Modell von Barenblatt et al. [6]
(1962) aus Erhaltungsprinzipien hergeleitet sind und auf dem Konzept der high activati-
on energy asymptotics beruhen, stammen u.a. von Sivashinsky [120] (1976), Matkowsky
und Sivashinsky [95] (1979) und Clavin und Williams [33] (1982).

In den Arbeiten von Matalon und Matkowsky [91] (1982) und Clavin und Joulin [32]
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(1983) wird das Modell einer vorgemischten Flamme als gasdynamische Diskontinuitét
fiir beliebige Amplituden der Auslenkung der Flammenfront von der planaren Form
hergeleitet (solange die Flammendicke diinn ist relativ zu den Léngenskalen der Stro-
mung). In Klimenko und Class [73] (2000) werden die Formalismen der Tensorrechnung
verwendet, um in einer mathematisch iibersichtlichen und eleganten Art und Weise die
Ergebnisse aus [120] und [91] herzuleiten. In Class et al. [30] (2003) wird das Modell ei-
ner vorgemischten Flamme als gasdynamische Diskontinuitét fiir beliebige Lewis-Zahlen
(Verhéltnis der thermischen Diffusivitiat des Gasgemischs zu Diffusivitét der Spezies) der
limitierenden Spezies erweitert und in der Stabilitdtsanalyse in Class et al. [31] (2003)
angewendet. In Matalon et al. [92] (2003) erfolgt die Beschreibung als gasdynamische
Diskontinuitat fir eine Einschrittreaktion mit zwei Spezies als Edukte und beliebigen
Reaktionsordnungen. Bei den Modellen, die mathematisch die hohe Aktivierungsener-
gie der angenommenen Einschrittreaktion ausnutzen, schrumpft auf der Léngenskala
der Flammendicke die Reaktionszone auf eine Reaktionsfliche und der Reaktionsquell-
term wird iiber eine Delta-Funktion beschrieben. In Realitét verlaufen die chemischen
Reaktionen der Verbrennung in der Regel in mehreren Schritten. Die resultierende Flam-
menstruktur besteht aus verschiedenen reaktiven Schichten unterschiedlicher Dicke, in
denen verschiedene Reaktionen in signifikantem Mafle ablaufen. Das Konzept der rate
ratio asymptotics basiert mathematisch auf der Gréflenordnung der Verhaltnisse von
Geschwindigkeitskonstanten der dominierenden Reaktionen in den einzelnen Schichten.
Die Anwendung asymptotischer Methoden in Flammenstrukturen mit Mehrschrittche-
mie kann in Klimenko und Class [74] (2002) und Seshadri [116] (1996) nachgelesen
werden.

Sonderforschungsbereich SFB 606: Instationire Verbrennung

Die vorliegende Arbeit ist im Rahmen des Sonderforschungsbereichs SFB-606 (2002-
2012) mit dem Titel: Instationéire Verbrennung: Transportphinomene, Chemi-
sche Reaktion, Technische Systeme am Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT)
entstanden. Die Forschungsaktivitdten im SFB-606 erfolgen sowohl im Bereich der Ver-
brennungsgrundlagen (Flammenmodellentwicklung, kinetische Untersuchung elementa-
rer Reaktionen, ...) wie auch im Bereich technischer Verbrennungssysteme (Untersu-
chung von Gasturbinenbrenner oder Verbrennungsmotoren). Der Schwerpunkt liegt in
der Erforschung und Beschreibung der komplexen Interaktion instationérer Verbren-
nungsprozesse auf einer groflen Bandbreite von Zeitskalen. Aus den gewonnenen Er-
kenntnissen sollen physikalische Modelle abgeleitet werden, die in Computerprogram-
men zur Simulation von Verbrennungsprozessen eingesetzt werden koénnen [35].
Innerhalb des SFB-606 wird im Teilprojekt A5 mit dem Titel Hierarchische Mo-
dellierung turbulenter, vorgemischter Verbrennung ein mehrstufiges Flammen-
modell vorgemischter Flammen entwickelt. Die einzelnen Modellstufen sind physikalisch
motiviert und haben ein integrales Modellierungsprinzip gemeinsam. Eine Veranschauli-
chung der Stufen anhand des Temperaturprofils einer vorgemischten Flamme ist in Abb.
1.1 gezeigt. Dargestellt ist eine charakteristische Struktur einer Kohlenwasserstoffflamme
mit einer inerten Vorheizzone, der Brennstoffabbauzone in der die brennstoffspezifischen
chemischen Reaktionen ablaufen und die breite Oxidationszone. Die abstrakteste Hier-
archiestufe H1 basiert auf dem Modell von Class et al. [30] (2003) und beschreibt die
gesamte vorgemischte Flammenstruktur als gasdynamische Diskontinuitét. In der Stufe
H2 werden die Vorheizzone und die Brennstoffabbauzone als Diskontinuitat modelliert,
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wahrend die langsame und in einer breiten Schicht ablaufende CO-Oxidation aufgeldst
wird. Die Stufe H2 wurde im Rahmen der Dissertation von Bronner [13] (2006) entwi-
ckelt. Die Stufe H3 ist Gegenstand der vorliegenden Arbeit. Die integrale Modellierungs-
idee soll dabei auf die reaktive Brennstoffabbauzone angewendet werden. In der Stufe
H4 werden chemische Prozesse sowie deren Kopplung mit Diffusionsprozessen mit Hilfe
des Konzepts der Reaktions-Diffusions-Mannigfaltigkeiten (REDIM) [23] beschrieben.

Zunehmende Anzahl aufgeléster Vorgange = m ———

U’M

T T

—

H1: Flamme als H2: Vorheiz- und H3: Brennstoffabbauzone als  H4: Reaktions-Diffusions-
gasdynamische Diskontinuitat Brennstoffabbauzone als gasdynamische Diskontinuitat Mannigfaltigkeiten

gasdynamische Diskontinuitat

e = = Zunehmende Modellierung/Abstraktion

Abbildung 1.1: Stufen des hierarchischen Flammenmodells im SFB 606, nach Vorlage
aus [35].

1.2 Zielsetzung und Gliederung der Arbeit

In der vorliegenden Arbeit wird das grundlegende integrale Modellierungskonzept, das in
den Modellstufen H1-H2 Anwendung findet, auf die Reaktionszone einer vorgemischten
Flamme tibertragen. Die Vorgénge innerhalb der Reaktionszone sollen integral beschrie-
ben werden. Hierbei ist eine Formulierung zu entwickeln, die es erlaubt das gewonnene
integrale Reaktionszonenmodell in einen CFD-Code zu implementieren. Um eine uni-
verselle Einsetzbarkeit des Modells zu ermdglichen, soll auf Standarddiskretisierungs-
verfahren zuriickgegriffen werden. Der hier verwendete CFD-Code ist das quelloffene
Programm OpenFOAM®) [144].

Der Inhalt der vorliegenden Arbeit gliedert sich folgendermaflen:

Kapitel 2: Die physikalischen und mathematischen Grundlagen, die zur Modellher-
leitung und Entwicklung der Implementierungsstrategie benotigt werden, werden einge-
fiihrt.

Kapitel 3: Der Stand der Forschung im Bereich der Modellierung vorgemischter
Flammen wird vorgestellt. Dabei wird sich auf die deterministische Modellierung be-
schrankt, bei der keine raumlichen oder zeitlichen Mittelungen vorgenommen werden.

Kapitel 4: Die Motivation fiir eine integrale Modellierung der Reaktionszone einer
vorgemischten Flamme wird formuliert. Das Modell wird aufgestellt und eine allgemeine
Beziehung fiir die Massenstromdichte durch die Reaktionszone wird hergeleitet. Am
Ende des Kapitels wird auf die Bestimmung des Modellparameters eingegangen.

Kapitel 5: Die Implementierung des Modells in OpenFOAM@) unter Verwendung der
Level-Set-Methode wird vorgestellt. Dabei wird auf Implementierungskonzepte einge-
gangen, welche die Anwendung des Modells mit Diskretisierungsverfahren erméglichen,
die in Programmen fiir numerische Strémungssimulation eine konservative Diskretisie-
rung der Erhaltungsgleichungen erméglichen.
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Kapitel 6: Die integrale Modellierungsstrategie der Reaktionszone wird anhand der
Analyse einer Direkten Numerischen Simulation untersucht und bewertet. Simulationen
vorgemischter Flammen unter Beriicksichtigung detaillierter Chemie werden mit dem
Programm INSFLA durchgefiihrt. Die Ergebnisse werden hinsichtlich der Modellierung
der Massenstromdichte ausgewertet. Das integrale Reaktionszonenmodell wird vorhan-
denen Modellen und Simulationsstrategien gegeniibergestellt.

Kapitel 7: Das Kapitel umfasst die Validierung des Flammenmodells sowie die
Verifikation der Implementierungsmethodik und des verwendeten Stromungslésers in
OpenFOAM®).

Kapitel 8: Eine qualitative Erweiterung des Modells zur Beschreibung thermisch-
diffusiv instabiler Flammenfronten wird vorgestellt und anhand der Simulation einer
Flamme mit einer zelluldren Struktur diskutiert.

Kapitel 9: Der Inhalt der Arbeit wird zusammengefasst und ein Ausblick fiir weiter-
fiihrende Arbeiten und Untersuchungen formuliert.



2 Grundlagen zur Beschreibung
vorgemischter Flammen

In diesem Kapitel werden die fiir diese Arbeit relevanten physikalischen Grundlagen zur
Beschreibung und Modellierung vorgemischter Flammen vorgestellt. Auflerdem werden
die mathematischen Grundlagen zur Formulierung der Erhaltungsgleichungen in einem
krummlinigen bewegten Koordinatensystem eingefiihrt.
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2.1 Physikalische Grundlagen

2.1.1 Eingrenzung des relevanten Stromungsregimes

In dieser Arbeit werden ausschliellich Verbrennungsprozesse von Gemischen mehrerer
chemischer Spezies in der Gasphase behandelt. Die Beschreibungsgrundlage bilden Er-
haltungsprinzipien der einzelnen Teilchensorten, der Gesamtenergie sowie des Impulses.
Diese werden nicht auf molekularer Basis formuliert, sondern es wird eine kontinuums-
mechanische Betrachtungsweise herangezogen. Diese ist giiltig wenn die Knudsen-Zahl
Kn, welche als das Verhéltnis zwischen der mittleren freien Wegldnge der Molekiile und
der kleinsten Léngenskala der Stromung definiert ist, ausreichend klein ist [82]. Es wird
sich hier auf Strémungen bei kleiner Mach-Zahl Ma beschrénkt, welche als Verhéltnis
der charakteristischen Stréomungsgeschwindigkeit zu der Schallgeschwindigkeit definiert
ist. Da die relativen Druckéinderungen in einem strémenden Fluid mit Ma? skalieren
[143], [56], konnen bei Stromungen mit kleiner Mach-Zahl Ma << 1 die Auswirkungen
der stromungsbedingten Druckdnderungen auf die Thermodynamik und die chemische
Kinetik vernachléssigt werden [56].

Weiterhin wird sich hier auf die Betrachtung von Flammen in einer offenen Um-
gebung beschrankt, bei der der thermodynamische Druck konstant und gleich dem
Umgebungsdruck bleibt. Schallwellen werden vernachléssigt und Dichtednderungen wer-
den nur aufgrund von Temperaturdnderung und Konzentrationsdnderung berticksichtigt
(dynamisch inkompressibles Fluid [56], [145]).

2.1.2 Charakterisierung des Fluids

Betrachtet wird ein Gasgemisch N unterschiedlicher Spezies. Es wird angenommen,
dass die einzelnen Spezies in der Gasphase sowie das (Gasgemisch selbst als ideales
Gas beschrieben werden kénnen. Die Annahme eines idealen Gases ist in der Regel bei
Verbrennungsprozessen erlaubt, solange der Druck wesentlich niedriger als der kritische
Druck ist und die Temperatur hoher als die kritische Temperatur [137]. Der Partialdruck
einer Spezies k in der Mischung kann folgendermafien definiert werden [5]:

ng

Pk = —p =P, (2.1)

n
mit der Stoffmenge n; der Spezies k, der Gesamtstoffmenge n und dem Druck p. Das
Verhéltnis ng/n in (2.1) wird als Molenbruch ). der k-ten Spezies im Gemisch bezeich-
net. Nach dem Gesetz von Dalton gilt, dass der Partialdruck p, der Spezies k gleich
dem Druck des reinen Gases der Spezies k ist, wenn es das Volumen Vj, des Gemischs
annimmt und dessen Temperatur besitzt [5]. Mit der Zustandsgleichung idealer Gase
gilt somit fiir den Partialdruck

__HERT
=y
mit der universellen Gaskonstante R (8,314 J mol~! K=!) und der Temperatur T [5].

Der Druck p des Gemischs ist die Summe der Partialdriicke der einzelnen Komponenten
[5] und somit folgt mit (2.2):

N N RT N
p=Zpk=Zn'§/ =>
k=1 m

k=1 k=1

Pk (2.2)

mRT iv: pRT
MV [ My

N
=Y mRiT (2.3)
k=1
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mit der Masse my, der molaren Masse M}, der Dichte p, und der individuellen Gas-
konstante Ry = R /M, der Spezies k. Die Dichte p; kann folgendermafien ausgedriickt

werden:
mg mgp
=2 =" _V,p, 2.4
== kP (2.4)
wobei die auf die Gesamtmasse bezogene Masse der Spezies k als Massenbruch Y be-

zeichnet wird. Fiir den Gesamtdruck folgt nach Einsetzen von (2.4) in (2.3):

N
pYiRT — pRT
_ _ , 25
p kzzl M, M (2.5)

mit der mittleren molaren Masse der Mischung [137]

-1

N
M = (Z %) . (2.6)

k=1

Im Rahmen einer kontinuumsmechanischen Betrachtung der Gasmischung als ein ein-
phasiges Fluid das jedoch aus mehreren Komponenten besteht, wird die Stromungsge-
schwindigkeit v der Gasmischung als massengemittelte Geschwindigkeit des Gemischs
[10], [18] bzw. als mittlere Massengeschwindigkeit des Schwerpunkts [137] des Gemischs
folgendermaflen definiert:

N
v = Z Yk’ljk . (27)
k=1

In (2.7) ist v; die Geschwindigkeit der k-ten Spezies, welche nicht die Geschwindigkeit
eines einzelnen Molekiils der k-ten Spezies ist, sondern die Summe der Geschwindigkeiten
der Molekiile der k-ten Spezies in einem kleinen Volumenelement bezogen auf deren
Anzahl im Volumenelement [10]. Die Geschwindigkeit vy der k-ten Spezies kann so
interpretiert werden, als ldge nur ein einziges Kontinuum dieser Spezies vor [4].

In dieser Arbeit erfolgt die Charakterisierung des reaktiven Fluids im Rahmen der
hier behandelten vorgemischten Verbrennung in der Gasphase mit Hilfe des Aquivalenz-
verhéltnis [137] des Frischgases:

-1
Yox \Yox stoch

mit dem Massenbruch Yg, des Brennstoffs und Yo, des Oxidationsmittels. In denen hier
betrachteten Flammen dient Luft als Oxidationsmittel. Der Ausdruck (Ys:/Yox)sen
bezeichnet das Massenbruchverhéltnis (oder das direkte Verhéltnis der Massen) von
Brennstoff und Oxidationsmittel in einem Gemisch das stochiometrisch brennen kann.
Dabei reagieren Brennstoff und Oxidationsmittel vollstdndig miteinander und als Ver-
brennungsprodukte werden nur Kohlendioxid und Wasser gebildet [137].

2.1.3 Erhaltungsgleichungen

Die Erhaltungsgleichungen werden in diesem Abschnitt zunéchst in einem ruhenden
Bezugssystem in koordinatenunabhéngiger Schreibweise formuliert.
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Massenerhaltung

Die Erhaltung der Gesamtmasse wird differentiell durch die Kontinuitatsgleichung [106]

dp

r . =0 2.9
LV (pv) (29)
beschrieben, die hier in kompressibler Form formuliert ist um die Dichtednderung des
Fluids zu beriicksichtigen.

Impulserhaltung

Die Impulserhaltung wird hier nicht fiir jede einzelne Spezies getrennt formuliert, son-
dern fiir das Gemisch als ein einziges Kontinuum. Mit Ausnahme der Schwerkraft werden
duBere Volumenkrifte vernachlissigt (z.B. elektrische Krifte). Die differentielle Formu-
lierung der Impulserhaltung lautet dann [106]

9(pv)
ot

+V-(pv®v)=-Vp+pg+V -7, (2.10)

mit der Divergenz des viskosen Spannungstensors V - 7, dem dyadischen Produkt pv®wv
der Vektoren pv und v, und dem Gravitationsvektor g. Es wird angenommen, dass das
Gemisch ein Newtonsches Medium ist, so dass der Tensor der viskosen Spannungen 7
lautet [106]:

T = ,u(Vv + (V)T — %(V-v)l) , (2.11)

mit dem Gradienten des Geschwindigkeitsvektors Vv, der dynamischen Viskositét pu
und der Identitatsmatrix I. In (2.11) ist die Volumenviskositat des Fluids vernachléssigt,
eine Annahme die nur fiir monoatomische Gase exakt erfiillt ist, jedoch bei Verbren-
nungsprozessen tiblicherweise getroffen wird [143], [79]. In [4] wird eine verschwindende
Volumenviskositiat bei kompressiblen Fluiden als eine Art Kompatibilitdtsbedingung
zwischen dem thermodynamischen Druck und dem Druck aus dem Mittelwert der Nor-
malspannungen formuliert.

In dieser Arbeit werden ausschlielich vorgemischte Flammen in einem Gemisch aus
Brennstoff und Luft behandelt. Die Viskositét des Gemischs wird durch die Viskositét
von Luft angendhert. Dazu wird fiir die dynamische Viskositit ein empirischer Ansatz
von Sutherland verwendet [129]:

Tref + TS T )3/2

T) = L 2.12
H(T) = st (Tref (2.12)

mit dem Wert g bei der Referenztemperatur Tef. (2.12) kann auch in folgender Form
angegeben werden
Crof T3/2

p(T) = S (2.13)

mit Cret = pirer(Tref + 15) (1/Tref)3/ 2. Parameterwerte fiir Luft aus [69] sind Cier =
1,458 -100kgm~'s ' K~Y2 und Ts = 110,4 K fiir x in Pas.
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2.1 Physikalische Grundlagen

Speziesmassenerhaltung

Die Erhaltungsgleichung fiir die Masse einer Spezies k wird in dieser Arbeit mit Hilfe
des Massenbruchs Y} formuliert und lautet [57]:

9(pYk)
ot

wobei wy, der volumetrische Produktionsterm (positiv bei Produktion, negativ bei Ver-
brauch) aufgrund von chemischer Reaktion ist. Die Geschwindigkeit vy der Spezies k
kann als Uberlagerung der Stromungsgeschwindigkeit v und einer zusitzlichen Diffusi-
onsgeschwindigkeit Vi beschrieben werden [57]. Mit dem diffusiven Massenfluss

+ V- (p’UkYk) = Wk , (2.14)

Jk = pYi Vi (2.15)

schreibt sich (2.14):
9(pYk)
ot

Zur numerischen Losung der Spezieserhaltungsbedingung muss die diffusive Massen-
stromdichte j; oder die Diffusionsgeschwindigkeit V}, bekannt sein. Die grundlegenden
Gleichungen zur Beschreibung der Diffusion von Spezies in einem Gasgemisch sind die
Maxwell-Stefan Gleichungen, die in einem Gleichungssystem alle Diffusionsgeschwindig-
keiten mit allen Massen- und Molenbriichen, mit deren Gradienten sowie mit den Druck-
gradienten, den Temperaturgradienten und allen spezifischen Kréften koppeln [57]. Die
Losung der Maxwell-Stefan Gleichungen ist dadurch sehr rechenintensiv und fiir den
Detaillierungsgrad der Beschreibung vorgemischter Flammen in dieser Arbeit zu auf-
wendig.

Fiir den hier vorgestellten Modellierungsansatz wird die einfachste Beschreibung der
Diffusionsgeschwindigkeit gewahlt. Dabei wird die Diffusion einer Spezies aufgrund des
Temperaturgradienten (Soret-Effekt, Thermodiffusion), der Warmetransport aufgrund
von Konzentrationsgradienten (Dufour-Effekt) und die Diffusion aufgrund von Druck-
gradienten (Druckdiffusion) vernachléssigt. Diese Vereinfachungen sind bei Verbren-
nungsprozessen iiblich [137]. Bei Flammen in Gemischen aus Brennstoff und Luft liegen
alle Spezies mit Ausnahme von Stickstoff in der Regel in geringen Konzentrationen vor.
Die Diffusion einer Spezies kann somit relativ zum Gemisch betrachtet werden, dessen
Eigenschaften mafigeblich durch die Komponente Stickstoff festgelegt sind.

Mit den getroffenen Annahmen und Vereinfachungen resultiert fiir die Beschreibung
des Diffusionsflusses das Ficksche Gesetz [57]:

+ V- (pvYy) = =V gk + wg . (2.16)

gr = —pDy' VY, (2.17)
mit dem Diffusionskoeffizient D der Spezies k im Gemisch. Mit (2.17) folgt aus (2.16):

I(pYk)
ot

+ V- (pvYy) = V- (pDYVY) 4wy - (2.18)

Die Berechnung des Diffusionskoeffizienten DM fiir eine Spezies k kann iiber die Lewis-
Zahl Ley, erfolgen, welche die Diffusivitat D,JCV[ der Spezies mit der thermischen Diffusi-
vitdt (Temperaturleitfahigkeit) xp verbindet [123]:

A KT

Lep = ——— = — , (2.19)
pch,iV[ D,JQV[

11



2 Grundlagen zur Beschreibung vorgemischter Flammen

mit der Warmeleitfahigkeit A und der spezifischen Wérmekapazitdt bei konstantem
Druck ¢,. Mit der Definition (2.19) und der Annahme einer konstanten Lewis-Zahl folgt
aus (2.18):
9(pY)
ot

1 A
P

Chemischer Quellterm

Der Quellterm wy in der Transportgleichung einer Spezies beschreibt die Produktion
der Spezies (negativ bei Verbrauch) aufgrund chemischer Reaktionen. Die Gesamtmas-
se aller Spezies kann durch chemische Reaktionen nicht verédndert werden, woraus die
Bedingung [56]

N
Y wk=0 (2.21)
k=1

folgt. Der chemische Quellterm wy einer Spezies k setzt sich aus den Anteilen sémtlicher
Reaktionen eines Reaktionsmechanismus zusammen, in denen die Spezies k eingeht.
Allgemein kann der Quellterm folgendermafien formuliert werden [56], [137]:

R /

N N i
v, . v
wi = My, E [(Vllf/,z‘ ) (k‘zf H ;" - K H & k’z)
j=1 j=1

i=1

(2.22)

In (2.22) ist M}, die molare Masse der Spezies k, R die Anzahl an chemischen Reak-
tionen des gesamten Reaktionsmechanismus, I/;m- bzw. I/]/;Z- sind die stochiometrischen

Koeffizienten der Spezies k als Edukt bzw. als Produkt der Reaktion 4, k:{ bzw. k? sind
die Geschwindigkeitskoeffizienten der Hin- bzw. Riickreaktion ¢ und C; = pY;/M; ist
die Konzentration der Spezies j. Der Geschwindigkeitskoeffizient einer Reaktion wird im
Allgemeinen mit einem Arrhenius-Ansatz mit temperaturabhidngigem préexponentiellen
Term ausgedriickt [137]:

—E .
ki = AP <J> , 2.23
exp { — (2.23)

mit den Koeffizienten A;, 3; und der Aktivierungsenergie Fj ;.

Energieerhaltung

In dieser Arbeit werden Flammen in offenen Gebieten bei niedrigen Mach-Zahlen be-
trachtet. Es werden keine externen Energiequellen (z.B. Strahlung) berticksichtigt. Bei
der in Kapitel 4 durchgefithrten Modellierung wird keine detaillierte Zusammensetzung
des Gemischs betrachtet werden, sondern lediglich eine Spezies. Mit diesen Vereinfachun-
gen und Annahmen wird hier die Energieerhaltung in Form einer Transportgleichung
fiir die Temperatur formuliert [106]:

‘o <a ((;’tT) 4V (va)> _ V- \VT) fwr (2.24)

mit dem Quellterm der Warmefreisetzung durch chemische Reaktion wrp.
Zur Simulation von Methan/Luft-Flammen wird in dieser Arbeit eine von Smooke
[123] vorgeschlagene Korrelation fiir den Ausdruck A\/¢, des Gemischs verwendet:

A T 0,7
2 =258-10° [ —— 2.2
¢ 9810 (298K> ’ (2.25)

12



2.2 Formulierung in krummlinigen, bewegten Koordinaten

mit der Temperatur 7" in K und dem Ergebnis A/c, in kg m~'s~!. Fiir vorgemischte

Flammen wurde (2.25) in [123] unter stéchiometrischen Bedingungen bei einem Druck
von 1 atm und 30 atm sowie mit einem Aquivalenzverhiltnis von ® = 0,6 bei einem
Druck von 1 atm validiert.

Durch den Uberschuss an Stickstoff bei den hier betrachteten Flammen in Gemischen
von Brennstoff und Luft wird die spezifische Warmekapazitat c, der Mischung durch
Stickstoff dominiert [74]. In dieser Arbeit wird eine Temperaturabhéingigkeit des cp-
Werts berticksichtigt.

2.2 Formulierung in krummlinigen, bewegten Koordinaten

Die in 2.1 angegebenen Transportgleichungen zur Beschreibung einer reaktiven gasfor-
migen Stréomung sind durch Verwendung des Nabla-Operators V in einer koordinate-
nunabhéngigen Darstellung. Die Herleitung des Reaktionszonenmodells in dieser Arbeit
wird in einem Koordinatensystem durchgefiihrt, das sich mit der Reaktionszone be-
wegt. In diesem Abschnitt wird dafir die Formulierung der Transportgleichungen in
einem bewegten, krummlinigen Koordinatensystem vorgenommen.

Zunéchst wird folgende Summationskonvention festgelegt: Es wird eine Summation
iiber den Wertebereich eines Index durchgefiihrt, wenn dieser einmal in der oberen
Position und einmal in der unteren Position innerhalb eines Terms oder innerhalb eines
Produkts von Termen vorkommt. Dabei z&éhlt ein oberer Index im Nenner als unterer
Index im Zéahler. Lateinische Indizes (i, j) besitzen einen Wertebereich von 1 bis 3 und
griechische Indizes (a, 5) einen Wertebereich von 2 bis 3 [4], [30].

Bevor auf die Formulierung von Differentialoperatoren in krummlinigen Koordina-
ten eingegangen wird, miissen noch einige Grundbegriffe eingefithrt werden. Weitere
ausfiihrliche Erlauterungen und Herleitungen zur Tensorrechung und zu krummlinigen
Koordinaten konnen in den Referenzen [4], [76], [128] oder [138] nachgelesen werden.
Grundlage fiir die Formulierungen in dieser Arbeit sind im Wesentlichen die Referenzen
[4] und [128].

2.2.1 Basisvektoren

Als Koordinatenfliche wird eine Flache im Raum bezeichnet, auf der eine Koordina-
te einen konstanten Wert besitzt. Die Schnittmenge zweier Koordinatenflichen ist eine
Koordinatenlinie. Entlang einer Koordinatenlinie &ndert sich der Wert nur einer Koordi-
nate. Die hier verwendeten krummlinigen Koordinaten werden mit (z', 22, 23) bezeich-
net. Die kartesischen Koordinaten eines ruhenden Bezugssystems werden mit (z,y, 2)
bezeichnet.

Es wird ein allgemeiner Punkt P im Raum betrachtet. Beziiglich der festen Basisvek-
toren (e, €y, e, ) besitzt P die kartesischen Koordinaten (x,y, z), so dass sein Ortsvektor
lautet:

r=a(zt 2%, 2%)e, +y(zt, 22, 2%)e, + 2(zh, 2%, 2%)e, . (2.26)

Im Punkt P schneiden sich drei Koordinatenlinien des krummlinigen Koordinatensys-
tems. Die drei Vektoren 5
r ..
9i= 5 fir:=1,2,3 (2.27)
sind tangential an den Koordinatenlinien der jeweiligen Koordinate z*. g; sind die kova-
rianten Basisvektoren des krummlinigen Koordinatensystems im Punkt P. Es ist hier
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2 Grundlagen zur Beschreibung vorgemischter Flammen

wichtig zu erwéhnen, dass die Basisvektoren g; nicht normiert sind und keine feste Rich-
tung im Raum besitzen. Ihre Lange und Richtung hiangt im Allgemeinen von der Lage
des Punkts P ab.

Ein zweiter Satz von Basisvektoren ist durch Vektoren gegeben, die normal zu den
drei Koordinatenflichen x’ = konst. sind:

g' =V firi=1,2,3. (2.28)
g’ sind die kontravarianten Basisvektoren des krummlinigen Koordinatensystems. Sie
besitzen genauso wie die kovarianten Basisvektoren weder eine konstante Lénge noch
eine konstante Richtung im Raum. Die Richtungen beider Satze von Basisvektoren stim-
men im Allgemeinen auch nicht {iberein. Ein Vektor a kann mit Hilfe beider Satze von
Basisvektoren dargestellt werden

a=adyg;= (a-gi)gi =a;g' = (a-gi)gi , (2.29)

wobei a' die kontravarianten Komponenten und a; die kovarianten Komponenten des
Vektors a sind.

2.2.2 Metrik im krummlinigen Koordinatensystem

Um rédumliche Differentialoperatoren in den krummlinigen Koordinaten formulieren zu
konnen, muss ein Maf3 eingefithrt werden, das es erlaubt rdumliche Distanzen mit Hilfe
der krummlinigen Koordinaten auszudriicken. Hierzu wird das Differential eines allge-
meinen Ortsvektors r betrachtet:

or

dr = ozt

dz! = g;dat | (2.30)

wobei (2.27) eingesetzt wurde. Die Lénge eines differentiellen Wegstreckeninkremenents
ds in Richtung von dr ist gegeben durch ds? = dr-dr und durch Einsetzen von (2.30)
folgt daraus

ds? = g; -g; dzida’ = Gij datda’. (2.31)

Die 9 Skalarprodukte der kovarianten Basisvektoren in (2.31) sind die kovarianten Kom-
ponenten eines symmetrischen Tensors g;; = g;;, welcher als Metriktensor bezeichnet
wird [128]. Der Metriktensor stellt nach (2.31) die Beziehung zwischen infinitesimalen
Inkrementen von Koordinaten zu der Distanz der dazugehoérigen rédumlichen Verschie-
bung her [4], [138]. Fiir ein orthogonales Koordinatensystem ist g;; = 0 fiir 4 # j und
fiir die Terme auf der Diagonalen des Metriktensors kénnen die Skalierungsfaktoren h;
eingefiihrt werden, wobei g;; = h? [4]. Das Volumeninkrement des krummlinigen Koor-
dinatensystems lautet

dV = /g dx'de?dx® | (2.32)
mit dem Volumenelement /g = det(g;;), das der Determinante der Jacobi-Matrix der

Koordinatentransformation von den kartesischen in die krummlinigen Koordinaten ent-
spricht.
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2.2 Formulierung in krummlinigen, bewegten Koordinaten

2.2.3 Differentialoperatoren im krummlinigen Koordinatensystem
Zeitliche Ableitung

Es wird die Zeitableitung 0W /0t eines allgemeinen skalaren Felds ¥ betrachtet. Im
bewegten System wird die Zeit mit 7 bezeichnet. Es gibt in dieser Arbeit keinen Un-
terschied zwischen der Zeit im bewegten System und der Zeit in einem raumfesten
kartesischen System, 7 = t. Die zeitliche Anderungsrate eines Skalarfelds aus der Sicht
eines Beobachter der sich fest im bewegten System befindet (konstante Koordinaten x?)
ist jedoch im Allgemeinen verschieden von der Zeitableitung aus der Sicht eines ruhen-
den Beobachters im kartesischen Koordinatensystem. Im bewegten Koordinatensystem
lautet die Zeitableitung [128]

or  ov  Or
5= T V. (2.33)

Hierbei sind bei einer partiellen Ableitung nach 7 die Koordinaten ! konstant gehalten.
Or /0t ist die Geschwindigkeit von Punkten mit konstanten Koordinaten x! relativ zum
ruhenden Bezugssystem und wird mit w bezeichnet. Im Rahmen numerischer Simula-
tionen auf bewegten Gittern wird u auch Gittergeschwindigkeit genannt. Im bewegten
Koordinatensystem wirkt sich die Geschwindigkeit w wie ein zusétzlicher konvektiver
Term aus. Die Beziehung (2.33) gilt nur fiir skalare GroBen V. Hier wird nicht néher
auf die Zeitableitung von Tensorfeldern der Stufe hoher als 0 eingegangen, da bei der
Herleitung der integralen Formulierung der Reaktionszone nur eine skalare Transport-
gleichung verwendet wird.

Divergenz und Gradient in krummlinigen Koordinaten

In [128] werden Ausdriicke fiir rdumliche Differentialoperatoren durch Anwendung des
Gauflschen Integralsatzes hergeleitet. In [4] und [138] dagegen werden die Operatoren
iiber das Konzept der kovarianten Ableitung eingefithrt. Der Gradient eines Skalars

lautet 4
vyo LoWI9Y)
NG ox*

und fiir die Divergenz eines Vektors in kontravarianten Komponenten gilt

(2.34)

L 0(Volagl) _ 1 0(/ou) (2.35)
NG dx’ NI '
In den Ausdriicken in (2.34) und in (2.35) ist zu erkennen, dass neben der Variation

(beziiglich der krummlinigen Koordinaten) des Skalarfelds und der Vektorkomponenten
auch die Variation der lokalen metrischen Gegebenheiten (ausgedriickt iiber ,/g) eingeht.

a =

2.2.4 Generische skalare Transportgleichung

Die generische Transportgleichung fiir das Skalarfeld W:

%—‘f+v-(v\p)+v-(1)v\lf)+5:0, (2.36)
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2 Grundlagen zur Beschreibung vorgemischter Flammen

kann jetzt in das bewegte krummlinige Koordinatensystem transformiert werden. Zu-
néchst wird nur der konvektive Anteil

ov

otV () =0 (2.37)

berticksichtigt. Mit der Beziehung fiir die Zeitableitung (2.33) sowie (2.34) und (2.35)
folgt aus (2.37) die Formulierung [128]

1 oGvgY) | 1 9(/a( —u)Y)

wobei u’ die kontravariante Komponente der Ausbreitungsgeschwindigkeit des beweg-
ten Systems ist. In der konservativen Formulierung (2.38) taucht die Bewegung des
Koordinatensystems somit in natiirlicher Weise im Konvektionsterm auf, in Form einer
Relativgeschwindigkeit v¢ — u’.

Fiir die gesamte generische Transportgleichung (2.36) folgt [128]:

=0, (2.38)

1 0(ya¥) | 1 0(/al' —u)¥) | 1 9(/GDg"(0¥/da))

Vg or V9 oxt V9 oxt

Der Term g% (0¥ /dx7) im Diffusionsterm in (2.39) ist bei nicht-orthogonalen Basisvek-
toren wichtig. Demnach kénnen Ableitungen des Felds ¥ nach allen Koordinaten 27 zu
einem diffusiven Fluss in Richtung von g’ beitragen.

Eine elementare Beziehung bei der Formulierung mittels eines bewegten Koordina-
tensystems ist die sogenannte geometric conservation law [138], [73], [30]:

0vg  0(=\ow') _
+ =) o,
or oxt

+S=0. (239

(2.40)

die mit ¥ =1, v =0, D =0 und S = 0 aus (2.39) folgt.

2.3 Relevante Aspekte fiir die Flammenmodellierung

2.3.1 Geschwindigkeiten, Langen und Zeiten

Zur mathematischen Beschreibung eines Flammenausbreitungsprozesses wird eine Nor-
malenrichtung durch den Normalenvektor n definiert. Der Normalenvektor n zeigt vom
unverbrannten Gemisch aus in Richtung der Rauchgase. Diese Richtungskonvention
wird in der gesamten vorliegenden Arbeit beibehalten. Die absolute Ausbreitungsge-
schwindigkeit u der Flammenfront bezeichnet die Geschwindigkeit, mit der sich Punkte
innerhalb der Front relativ zu einem ruhenden Bezugssystem bewegen. Bei einer gleich-
méafigen Flammenausbreitung breiten sich alle Punkte entlang der Normalenrichtung
mit derselben Geschwindigkeit aus. Die Dicke der Flamme bleibt dann konstant.

Eine weitere Beschreibung der Geschwindigkeit, mit der sich eine Flammenfront aus-
breitet, erfolgt iiber ihre Brenngeschwindigkeit s, die als Relativgeschwindigkeit zwi-
schen der Flammenfront und der Strémung folgendermaflen definiert ist [109]:

sm=v—u. (2.41)
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2.3 Relevante Aspekte fiir die Flammenmodellierung

Die Brenngeschwindigkeit s ist ein Skalarfeld das im gesamten Raum definiert ist, der
von der Flammenstruktur eingenommen wird. Dahingegen ist die laminare Flammen-
geschwindigkeit s1, der spezielle Wert der Brenngeschwindigkeit s an der unverbrannten
Seite der Flammenstruktur.

Eine Moglichkeit zur Definition der Ausbreitungsgeschwindikeit w erfolgt tiber Iso-
flachen eines reaktiven Skalarfelds, z.B. der Temperatur T oder des Massenbruchs Y
einer Spezies. In dem Fall stellt w die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Isoflichen dar.
Uber den Gradienten des Skalarfelds lisst sich auch die Normalenrichtung festlegen. Ein
in Richtung der verbrannten Gase zeigender normierter Normalenvektor schreibt sich

dann:
vT VY

== od - _ Y
n VT oder n VY
wenn Y in der Flamme verbraucht wird.

Die Flammenstruktur einer vorgemischten Flamme besitzt eine bestimmte normale
Ausdehnung im Raum, die als Flammendicke Iy bezeichnet wird. Eine mogliche Definiti-
on der Flammendicke basiert auf einer geometrischen Betrachung des Temperaturprofils
normal zur Flamme und schreibt sich [109]:

Tb - Tu
lp=————7—, 2.43
"7 max (joT/on]) (243)
wobei 0T /0n die Richtungsableitung des Temperaturfelds normal zur Flamme ist.
Eine andere Abschétzung der Flammendicke lautet [143]

(2.42)

Ip =21 (2.44)
SL
mit der thermischen Diffusivitidt oder Temperaturleitfihigkeit xp. Die Abschétzung
(2.44) gilt fur die diffusive Léngenskala eines Skalars bei einer gegebenen Geschwin-
digkeitsskala [106].
Aus der charakteristischen Flammendicke Iy und der laminaren Flammengeschwin-
digkeit sy, kann eine charakteristische Flammenzeit
tp = li (2.45)
SL
gebildet werden, welche néherungsweise die Zeit darstellt, die ein Stromungspartikel
benotigt um die Flamme zu durchstrémen (aufgrund der thermischen Expansion nimmt
in Realitdt die Brenngeschwindigkeit durch die Flamme hindurch zu). Aus (2.45) ist
ersichtlich, dass die Flammenzeit tg die Zeit ist, die die Flamme benotigt, um iiber eine
Strecke zu brennen, die gleich ihrer Flammendicke ist [109]. Auflerdem kann mit der

Beziehung (2.44) die Flammenzeit
tp = 2 | (2.46)
SL

als eine diffusive Zeitskala interpretiert werden [109].

2.3.2 Aspekte der Kinematik und Geometrie einer Oberfliche

Eine Méglichkeit zur Beschreibung einer Oberfléche im Raum besteht darin, sie implizit
als eine Isoflache eines Skalarfelds W(x,t) zu definieren [117]. Hier wird eine Oberfléche
zunachst durch die spezielle Wahl

v =0 (2.47)
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definiert. Der normierte Normalenvektor der Oberfliche ist dann gegeben durch

a4
nNy=0 = <W>\p_0 ) (2.48)

und zeigt in Richtung zunehmender W-Werte [117]. Die kinematische Bedingung, dass
sich ein Punkt der Oberfliche mit der Geschwindigkeit u bewegt, kann anhand des
W-Felds durch folgende Beziehung ausgedriickt werden:

dv oV

=g TuVr=0. (2.49)

Die Bedingung (2.49) besagt, dass ein Beobachter der sich mit der Geschwindigkeit u
auf einer Isofliche des Skalarfelds ¥ mitbewegt, keine zeitliche Anderung des Skalarfelds
sieht. Die mit u gebildete substantielle Ableitung von ¥ muss gleich Null sein. (2.49)
ist eine rein kinematische Bedingung und gilt fiir ein beliebiges Geschwindigkeitsfeld
u(x, t) und fir jede Isofliche von ¥. Wenn sich die Isoflichen von ¥ nur mit der lokalen
Stromungsgeschwindigkeit v eines Stromungsfelds bewegen, dann gilt w = v und die
Isoflachen sind materielle Flachen der Stromung, da sie stets von denselben Fluidpar-
tikeln gebildet werden [4]. Bei einer Flamme hingegen wirken Diffusionsvorgénge und
chemische Quellterme auf das Skalarfeld ¥, so dass Isoflichen ¥ = konst. eine eigene
Ausbreitungsgeschwindigkeit relativ zur lokalen Strémungsgeschwindigkeit v besitzen.
Die absolute Ausbreitungsgeschwindigkeit w setzt sich dann aus einer Uberlagerung der
Bewegung durch die Strémung v und der Relativbewegung —sn in Normalenrichtung
zusammen [109]:

u=v—sn, (2.50)
wobel der normierte Normalenvektor
AVA'/J
- 2.51
"= (2.51)

fir jede Isofliche von W definiert ist. Die Festlegung der Richtung von m und somit
des Vorzeichens des Terms sn in (2.50) ist willkiirlich, muss jedoch konsistent beibehal-
ten werden. In dieser Dissertation wird durchgehend die Definition (2.50) verwendet.
Einsetzen von (2.50) mit (2.51) in (2.49) liefert die Beziehung
8—\Ij+'v-V\IJ:s|V\IJ| . (2.52)
ot
(2.52) ist die Level-Set-Formulierung der Bewegung einer Oberfliche ¥ = konst., die
durch die Stromung konvektiv transportiert wird und sich in Richtung von —n mit der
Geschwindigkeit s relativ zur Stromung bewegt [101].

Eine wichtige geometrische Eigenschaft einer Oberfliche im Raum ist ihre lokale
Krimmung 2c. Der Faktor 2 ist hier konventionsbedingt eingefiihrt und wird in die-
ser Arbeit konsequent beibehalten. Demnach steht ¢ fiir die mittlere Krimmung, die
iiber die lokalen Hauptkriimmungskreisradien R; und Ry definiert werden kann [4],[14]:

_1 < = + = > (2.53)
“T2\R "Ry ‘
und sich auf natiirliche Weise aus der Divergenz des Normalenvektorfelds bestimmen
l&sst:

c= —%V-n , (2.54)
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wobei [93, 24, 109]:
V-n=—+—. (2.55)

Das Vorzeichen in (2.54) ist auch als Konvention festgelegt und wird in dieser Form in
der ganzen Arbeit verwendet. Fiir eine Zylinderfliche mit dem Radius r* ist V-n =
1/r* und fir eine Kugelfiche mit dem Radius r* ergibt sich V-n = 2/r*, wenn n
jeweils in Richtung des zunehmenden Radius zeigt und die Fléche tiber das Skalarfeld
U = r—7r* definiert ist [109]. Mit der Definition (2.51) fiir n wird (2.54) folgendermafien

ausgewertet:
vy
2c=—-V:-|—=——1. 2.56

(2.56) liefert ein Skalarfeld von Kriimmungswerten, die an jedem Ort die lokale Kriim-
mung der sich dort befindlichen Isofliche von ¥ darstellen.

2.3.3 Streckung einer Flamme

Bei der Definition der Flammenstreckung gibt es zwei verschiedene Betrachtungswei-
sen. KEinerseits kann die Flammenstreckung integral {iber die Flammenzone definiert
werden, welche eine rdumliche Zone endlicher Dicke ist. Andererseits kann bei einer rein
geometrischen Beschreibung die Flammenstreckung anhand der Streckung einer mathe-
matischen Oberfliche ausgedriickt werden, welche die Flamme bzw. eine ausgewéhlte
Fléche innerhalb der Flammenstruktur darstellt.

Betrachtung einer Flammenflache

Die Streckung x einer Oberfliche ist definiert als die relative zeitliche Anderung der
Fléche A eines Flachenelements [142, 93, 19, 27):

~_1dA
=Tar
Die Eckpunkte des Flachenelements bleiben fiir alle Zeiten auf der Oberfliche und be-
wegen sich dabei entlang der Oberfliche mit der lokalen tangentialen Geschwindigkeits-
komponente der Strémung.

Wenn die Oberfliche durchstromt wird, was bei einer Flamme der Fall ist, dann
wird sie stets von neuen Fluidpartikeln gebildet und A ist keine materielle Flache der
Stromung. Die Zeitableitung in (2.57) ist somit im Allgemeinen keine substantielle oder
materielle Zeitableitung [19]. Nur bei einer passiven Oberflache, bei der sich jeder Punkt
der Oberfliche mit der lokalen Stromungsgeschwindigkeit bewegt, ist die Zeitableitung
in (2.57) per Definition eine materielle Ableitung.

Die Streckung besitzt die physikalische Dimension des Kehrwerts einer Zeit. Der Kehr-
wert der Streckung definiert eine charakteristische Zeit

X (2.57)

Aus der Definition (2.57) folgt nach einer Integration durch Trennung der Verénderli-
chen, dass sich A fiir eine gegebene Streckung x exponentiell in der Zeit verdndert und
dabei 7, die Zeitkonstante der exponentiellen Variation ist: A(t) oc exp (t/7y).
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2 Grundlagen zur Beschreibung vorgemischter Flammen

Abbildung 2.1: Prinzipbild zur Definition der Streckung einer Oberfliche: Das Fla-
chenelement bleibt auf der Oberfliche und bewegt sich entlang der
Oberflaiche mit der lokalen tangentialen Geschwindigkeitskomponente
v;. In Normalenrichtung n bewegt es sich mit der Geschwindigkeit
v,n—sn = (v-n)n — sn.

Die Definitionsformel (2.57) ist anschaulich, aber in der Praxis bei der Berechnung
der Streckung von Flammen nicht einfach umzusetzen. Auf einer beliebig geformten
Oberflache in einem allgemeinen dreidimensionalen und instationdren Strémungsfeld
variiert die Streckung entlang der Oberfliche und in der Zeit. Aus diesem Grund wur-
den von mehreren Autoren, u.a. von Buckmaster [16] (1979), Matalon [93] (1983), Chung
und Law [27] (1984), Candel und Poinsot [24] (1990) und Class et al. [30] (2003) For-
meln fiir die Streckung hergeleitet, die einfacher geometrisch interpretierbar sind und
insbesondere die Berechnung der Flammenstreckung anhand von lokalen Groen (Stro-
mungsgeschwindigkeit, Kriimmung, Geschwindigkeit der Flammenfront) erlauben.

In der Arbeit von Candel und Poinsot [24] wird eine Formel fiur die Streckung an-
hand eines Transporttheorems hergeleitet, welcher die Anderungsrate des Flusses eines
Vektorfelds durch eine sich beliebig bewegende und beliebig geformte Oberfliche be-
schreibt!. Wird die Geschwindigkeit der Punkte auf der Oberfliche mit u bezeichnet,
dann resultiert aus der Herleitung mit dem Transporttheorem fiir die Streckung [24]:

x=-nn:Vu+V-u. (2.59)

Der Ausdruck —mmn : V stellt den Gradientenoperator normal zur Oberfliche dar und
der Term —nn : Vu kann in kartesischen Koordinaten folgendermaflen ausgedriickt
werden [24], [109]:
3 3 O,
—nn:Vu=-Y Y T (2.60)

i=1j=1

'Das in [24] benutzte Transporttheorem lautet:

4 G~ndA:/ (a—G+u~VG—G~Vu+GV~u)-ndA,
dt At) At) ot

wobei A(t) eine sich mit einer Geschwindigkeit u bewegende Oberflache ist und G ein allgemeines
Vektorfeld darstellt.
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2.3 Relevante Aspekte fiir die Flammenmodellierung

Nach einigen Zwischenrechnungen ergibt sich aus (2.59) die Beziehung
x=-nn:Vvo+V-v—-sV-n. (2.61)

Der letzte Term in (2.61) beinhaltet den Einfluss der raumlichen Form der Oberfléche
und somit der Kriimmung iiber den Ausdruck V -n.

In Class et al. [30] (2003) wird eine Formel fiir die Streckung aus der Betrachtung der
zeitlichen Anderung des Oberflichenelements einer Koordinatenfliche eines krummlini-
gen bewegten Koordinatensystems hergeleitet. Mit der absoluten Geschwindigkeit u der
Koordinatenflache lautet dessen Streckung:

(2.62)

Bei der Bestimmung der Flammenstreckung mit den Formeln (2.59) oder (2.62) miis-
sen die eingehenden Gréflen an der Oberfliche, deren Streckung ermittelt werden soll,
bekannt sein. Werden die Formeln in einer Simulation mit Hilfe der lokalen Groéfien
verwendet, dann liefern sie die Streckung der lokalen Isoflache von W.

Integrale Definition der Streckung

De Goey und Ten Thije Boonkkamp [39] (1997) fiihren eine integrale Definition der
Flammenstreckung fiir Flammenstrukturen endlicher Dicke ein. Die Streckung K ist
dabei definiert als die relative zeitliche Anderung

1 dM
=3 (2.63)
der Masse
M= / pdV (2.64)

V()

die sich in einem infinitesimalen Volumen V' (t) befindet, das sich mit der Geschwindigkeit
u von Flammenflachen bewegt. Die Formulierung von De Goey und Ten Thije Boonk-
kamp [39] erweitert die klassische Streckungsformulierung iiber eine einzelne Flammen-
flache, indem sie den Effekt einer variierenden Flammendicke (rdumlich und zeitlich)
sowie einer Variation der Dichte entlang der Flamme beriicksichtigt. Eine Beschreibung
des Konzepts der Streckung fiir Flammen endlicher Dicke und dessen Einfluss auf die
Flammengeschwindigkeit wurde bereits von Buckmaster [16] (1979) veroffentlicht. Da-
bei wird die zeitliche Anderung des Volumens betrachtet, das einem Flichenelement der
Flamme bei einer bestimmten Flammendicke zugeordnet werden kann.

In Class et al. [30] (2003) wird ebenfalls eine Definition der Streckung eingefiihrt,
welche fir Flammenstrukturen endlicher Dicke benutzt werden kann. Die Streckung ist
als die relative zeitliche Anderung eines Flichenelements auf einer Flammenfliche defi-
niert. Die Transversalgeschwindigkeit dieser Flammenflache wird jedoch aus einer, iiber
die Vorheizzone integrierten, Bedingung des Enthalpieflusses entlang der Flammenflache
definiert.
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2 Grundlagen zur Beschreibung vorgemischter Flammen

2.3.4 Regimes turbulenter vorgemischter Verbrennung

Die Interaktion einer vorgemischten Flamme mit einem Stromungsfeld kann in ver-
schiedenen Regimes ablaufen. Zur Charakterisierung eines Regimes werden neben den
Figenschaften der Flamme selbst auch die charakteristischen Grofien des instationéren
Stromungsfelds bendtigt. Die verschiedenen Formen, die die Interaktion der Flamme
mit dem Stromungsfeld annehmen kann, werden in einem Regime-Diagramm der tur-
bulenten vorgemischten Verbrennung zusammengefasst. In dieser Arbeit wird sich auf
das Regime-Diagramm aus Peters [104] (1986) und Peters [105] (1999) (bzw. aus [106])
bezogen. Die im Folgenden beschriebenen Konzepte stammen aus diesen Referenzen.
Historisch bedingt wird ein solches Regime-Diagramm auch als Borghi-Diagramm be-
zeichnet [11].

Das instationédre Stromungsfeld wird iiber die Betrachtungsweise von Turbulenz als
eine Vielzahl von Wirbeln (eddies) beschrieben. Es wird angenommen, dass das tur-
bulente Stromungsfeld isotrop und homogen ist. Den Wirbeln, die den tiberwiegenden
Teil der turbulenten kinetischen Energie beinhalten, wird die integrale Langenskala Iy
zugeordnet. Diese kann aus der normierten Zwei-Punkt-Korrelation der Stromungsge-
schwindigkeit ermittelt werden und héngt sehr stark von den Randbedingungen (z.B.
Geometrie) des Stromungsproblems [137] sowie vom Mechanismus der die Turbulenz er-
zeugt ab [98]. Die Stérke der turbulenten Schwankungen kann bei isotroper homogener
Turbulenz durch eine einzige Grofie v/ quantifiziert werden, die dem RMS-Wert (root
mean square) der turbulenten Schwankungsgeschwindigkeit entspricht. Einem Wirbel
der Grofe I; mit der turbulenten Fluktuationsgeschwindigkeit v' kann eine charakteris-
tische Zeit I

teddy = U_I, (265)
zugeordnet werden, welche als eddy time oder eddy turnover time bezeichnet wird.

Das Regime-Diagramm turbulenter vorgemischter Verbrennung ist ein doppeltloga-
rithmisches Diagramm. Auf der Ordinate wird das Verhéltnis der turbulenten Schwan-
kungsgeschwindigkeit v’ zu der laminaren Flammengeschwindigkeit sy, aufgetragen und
auf der Abszisse das Léngenskalenverhéltnis aus integralem Léngenmafl i1 und Flam-
mendicke lp. Je grofer die Ordinate v’/sp,, umso schneller wird eine Flammenfront
gegeniiber ihrer eigenen Ausbreitungsgeschwindigkeit gestort. Die einzelnen Verbren-
nungsregimes werden als Gebiete im Diagramm durch Geraden getrennt, die aufgrund
spezifischer Werte charakteristischer dimensionsloser Kennzahlen definiert sind.

Eine Kennzahl ist die turbulente Reynolds-Zahl, die mit dem integralen Langemaf I;
und der turbulenten Schwankungsgeschwindigkeit v" gebildet wird [137], [109]:

/
ReT = U—lI s (266)

v
mit einer charakteristischen kinematischen Viskositit v. Eine physikalische Betrach-
tungsweise turbulenter Stromungen basiert auf dem Bild einer Energiekaskade, bei
der eine Ubertragung turbulenter kinetischer Energie von Wirbeln der Lingenskala It
bis hin zu den kleinsten Wirbeln der Kolmogorov-Léngenskala [k stattfindet. Auf der
Kolmogorov-Langenskala sind Trégheitskrifte der turbulenten Wirbel und Reibungs-
krifte aufgrund der molekularen Viskositdt von gleicher Gréflenordnung. Demzufolge
ist auf dieser kleinsten Langenskala Rep = 1 [109]. Die Kolmogorov-Léngenskala stellt
die kleinste Wirbelgroie dar, bei der ein Wirbel eine charakteristische eddy turnover ti-
me existieren kann, bevor er durch viskose Kréfte vollstdndig abgebremst wird und seine
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2.3 Relevante Aspekte fiir die Flammenmodellierung

kinetische Energie vollstindig zu Warmeenergie dissipiert wird. Fiir homogene isotrope
Turbulenz ist die Kolmogorov-Langenskala gegeben durch [106]:

3\ 1/4
Ik = (”—) , (2.67)

€

mit der Dissipationsrate e turbulenter kinetischer Energie. Mit der Annahme gleicher
Diffusivitdten des Temperaturfelds (k7) und des Impulsfelds () kann die turbulente
Reynolds-Zahl (2.66) mit (2.44) folgendermafien geschrieben werden [106]:

Rer = 2.68
er= (2.68)
Eine weitere Kennzahl ist die turbulente Damkohler-Zahl
te l
Dar = —ddy _ 151 (2.69)

tc ’U/lF ’

die das Verhéltnis aus turbulentem Zeitmafl t.qqy zu einem charakteristischen chemi-
schen Zeitmaf t. angibt, fur das die Flammenzeit (2.45) verwendet wird [109].
Fine weiteres Zeitskalenverhéltnis ist durch die turbulente Karlovitz-Zahl
le
Kar = — (2.70)

3%
gegeben, mit dem chemischen Zeitmaf t., fiir das wiederum die Flammenzeit (2.45)
verwendet werden kann und der Kolmogorov-Zeit tk, die einer Wirbelumlaufzeit tx =
Ik /vg mit einer charakteristischen Geschwindigkeit vk auf der Kolmogorov-Skala ent-
spricht [109]. Die Kolmogorov-Zeit ¢k entspricht der maximalen Lebensdauer eines tur-
bulenten Wirbels. Diese kann als eine mit der kinematischen Z&higkeit gebildeten Dif-
fusionszeit iiber eine Léngenskala interpretiert werden, die der Wirbelabmessung und
somit der Kolmogorov-Langenskala Ik entspricht [137]. Die turbulente Karlovitz-Zahl
kann auch in folgende Formen umgeschrieben werden [109]:

I\ Y2 /32 Ip\ 2
Kar — [ L - = (=) . 2.71
o (lF) (3L> (ZK> @7)
Neben der Karlovitz-Zahl Kar, in der die Flammendicke [r eingeht, kann eine Karlovitz-
Zahl Kas mit einer charakteristischen Reaktionszonendicke l5 definiert werden [106]:

Kag = (;—i)z . (2.72)

In Abb. 2.2 ist das Regime-Diagramm dargestellt. Die Ordinate v’/sy, lasst sich nach
(2.68), (2.69) und (2.71) anhand der eingefiithrten Kennzahlen als Funktion der Abszisse
l1/lp ausdriicken:

/ l —1 l l 1/3
v Rer <—I) = DaT_l <—I> = KaT2/3 (—I) . (2.73)
SL, Ip lp lg

Mit den Beziehungen (2.73) koénnen physikalisch unterschiedliche Verbrennungsregimes
im Diagramm identifiziert und eingetragen werden. Durch die doppeltlogarithmische
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2 Grundlagen zur Beschreibung vorgemischter Flammen

Auftragung erscheinen die Grenzkurven als Geraden. Im Bereich Rer < 1 (Bereich links
unten im Regime-Diagramm) findet eine Verbrennung in einem laminaren Stromungs-
feld statt. Im Bereich Kap < 1 (zwei Bereiche unten rechts im Regime-Diagramm)
ist die chemische Zeitskala kleiner als die Kolmogorov-Zeitskala und die Flammendicke
ist kleiner als die Kolmogorov-Langenskala. Die Struktur der vorgemischten Flamme
bleibt intakt. Turbulenz stort die reaktiv-diffusiven Prozesse in der Flammenstruktur
nur durch Streckung und Kriimmung der Flammenfront. Dieses Regime wird als fla-
melet-Regime bezeichnet, nach der Beschreibung einer turbulenten Flammenfront als
Aneinanderreihung kleiner laminarer Flammenstrukturen im Stromungsfeld entlang der
turbulenten Flammenfront [109]. Das Flamelet-Regime wird abhéngig vom Verhaltnis
v' /sy, in zwei weitere Regimes unterteilt. Fiir v'/sp, < 1 ist die Flammenausbreitung
schneller als die Auffaltung der Flammenfront durch turbulente Wirbel [106]. In die-
sem Regime existieren gewellte Flammenfronten (wrinkled flamelets). Im Fall v'/sp, > 1
sind die turbulenten Geschwindigkeitsfluktuationen hoher als die laminare Flammenge-
schwindigkeit. Die Auffaltung der Flammenfront kann demnach so stark ausgeprégt sein,
dass eine Bildung von Inseln mit verbranntem oder unverbranntem Gas moglich ist (und
demnach mehrfache verbundene Reaktionszonen wihrend des Inselbildungsprozesses).
Es kommt zu einer sogenannten kinematischen Interaktion zwischen den Wirbeln und
der propagierenden Flammenfront [106]. Dieses Regime wird als Regime der gefalteten
Flammenfronten (corrugated flamelets) bezeichnet.

In der Formulierung [104] (1986) des Regime-Diagramms hat Peters das Regime ober-
halb der Linie Kap = 1 und unterhalb Dap = 1 betrachtet. In diesem Gebiet gilt
Kat > 1 und Dat > 1. Die Kolmogorov-Zeitskala tx ist nach (2.70) kiirzer als die che-
mische Zeitskala t., die iber die Flammenzeit tr definiert ist. Turbulente Wirbel kénnen
die interne Flammenstruktur direkt beeinflussen. Dies ist auch aus (2.71) ersichtlich, wo-
nach in diesem Regime die Kolmogorov-Langenskala [k kleiner als die Flammendicke
lp ist. Die Grenze Kap = 1, bei der Kolmogorov-Skalen identisch mit Flammenskalen
sind (auch die Geschwindigkeit) wird als Klimov-Williams Kriterium bezeichnet [106].
Die starke Streckung der Reaktionszone die durch Kolmogorov-Wirbel verursacht wird,
kann in diesem Regime zu lokalen Loschvorgéingen fithren [109]. Das Regime wird als
Regime der verteilten Reaktionszonen (distributed reaction zones) bezeichnet [104]. Im
Gebiet oberhalb der Linie Dap = 1 (in dem Dar < 1 gilt) ist nach (2.69) die Wirbe-
lumlaufzeit teqqy kiirzer als die chemische Zeitskala ¢.. Turbulente Austauschprozesse
sind somit schneller als chemische Prozesse. Dieser Bereich wird als idealer Riihrreaktor
(well-stirred reactor) bezeichnet.

In [105] (1999) hat Peters eine neue Regimedefinition eingefiihrt, bei der turbulente
Wirbel der Kolmogorov-Léngenskala in die Flammenstruktur (Vorheizzone) eindringen
koénnen, aber nicht in die Reaktionszone innerhalb der Flammenstruktur. Im Regime-
Diagramm liegt dieses Regime der diinnen Reaktionszonen (mit Kas < 1) zwischen den
Geraden Kap = 1 und Kas = 1. Durch die starke Wechselwirkung der Wirbel mit der
Vorheizzone wird die Flamelet-Struktur der Flamme zerstért und es kann keine laminare
Flammengeschwindigkeit mehr angegeben werden.
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V‘/SL
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Abbildung 2.2: Regime-Diagramm turbulenter vorgemischter Verbrennung von Peters,
nach Vorlage aus [104, 105, 106] und [137].
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3 Stand der Forschung im Gebiet der
Flammenmodellierung

In diesem Kapitel wird eine Ubersicht der wichtigsten theoretischen und numerischen
Ansétze zur Modellierung und Simulation vorgemischter Flammen gegeben, die fiir diese
Arbeit relevant sind. Auf Modelle fiir turbulente Flammen wird nicht eingegangen.

27



3 Stand der Forschung im Gebiet der Flammenmodellierung

3.1 Flamme als gasdynamische Diskontinuitat, Klassische
G-Gleichung

Die Beschreibung einer Flamme als gasdynamische Diskontinuitdt wurde erstmals von
Darrieus (1938 & 1945) [36] und Landau (1944) [81] vorgenommen. Im Bereich nicht-
vorgemischter Flammen wurden &hnliche Anséatze verfolgt, bei denen die Flamme als
eine Oberfliche definiert wird, an der chemische Prozesse nach erfolgter Mischung von
Oxidationsmittel und Brennstoff auf molekularer Ebene, unendlich schnell (instantan)
ablaufen (Burke & Schumann 1928 [22]). Im Flammenmodell von Darrieus und Landau
wird eine vorgemischte Flammenfront als eine Oberfliche beschrieben, die sich mit einer
konstanten Brenngeschwindigkeit (der laminaren Flammengeschwindigkeit) relativ zum
Frischgasgemisch bewegt. Das Stromungsfeld auf beiden Seite der Flammenflache wird
als inert, inkompressibel und reibungsfrei (ohne Viskositdt des Fluids) angenommen.
Die Sprungbedingungen an der Flammenfront sind die Rankine-Hugoniot Bedingun-
gen, nach denen die normale Massenstromdichte und Impulsflussdichte kontinuierlich
an der Front sind. Laut einer linearen Stabilitdtsanalyse ist eine Flammenfront die sich
mit konstanter Brenngeschwindigkeit ausbreitet fiir jede Wellenzahl der Stérung der
planaren Front instabil. Insbesondere ist die zeitliche Anfachungsrate der Stoérung di-
rekt proportional zu ihrer Wellenzahl [31, 91]. Diese Stabilitétseigenschaften stehen im
Widerspruch zu experimentellen Beobachtungen stabiler planarer Flammenfronten.

Erste Versuche diesen Widerspruch im Modell einer Flamme als gasdynamische Dis-
kontinuitit zu beheben stammen u.a. von Markstein [89, 90], der phédnomenologisch eine
lineare Abhéngigkeit der Flammengeschwindigkeit von der Flammenkriimmung postu-
liert. Der Proportionalitdtsfaktor ist die Markstein-Lange [y, die von der Groéfienord-
nung der Flammendicke Ig ist. Die Markstein-Lange fasst den Einfluss der Kriimmung
auf die Transportprozesse in der Flammenfront und die daraus resultierende Anderung
der Flammengeschwindigkeit zusammen. Bereits in Markstein [89] wird darauf hingewie-
sen, dass die Markstein-Lange auch den Effekt der differentiellen Diffusion berticksichtigt
(in [90] als selective-diffusion effect bezeichnet).

Markstein hat die allgemeine kinematische Beziehung einer mathematischen Ober-
fliche hergeleitet, die eine vorgemischte Flamme als gasdynamische Diskontinuitit be-
schreibt. Die Oberfliche wird implizit als Isofliche f = 0 des Skalarfelds f definiert.
Mit Hilfe der Kinematik eines Punkts auf der Oberfléche, der sich mit der Stromungsge-
schwindigkeit v der Gasmischung und einer {iberlagerten Brenngeschwindigkeit s normal
zur Oberflache in Richtung des Frischgases bewegt, leitet Markstein folgende Gleichun-
gen fiir durchstrémte Oberflichen her:

0
a—{+vu-Vf:su|Vf|, (3.1)
0
a—{—i—vb-Vf:sb\Vf\, (3.2)

wobei (3.1) die Position im unverbrannten Gemisch vor der Flamme als Referenz benutzt
wahrend (3.2) die Position unmittelbar hinter der Flamme im verbrannten Gemisch ver-
wendet. Laut der Angabe in [121] hat Markstein diese kinematischen Beziehungen (3.1)
bzw. (3.2) bereits in [89] (1951) vorgestellt. Die Beziehung (3.1) ist eine Formulierung
einer Flamme als gasdynamische Diskontinuitét, die der von Williams [141] (1985) ein-
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gefiihrten G-Gleichung

%—f—l—v-VG:sL\VG\ (3.3)

entspricht. Physikalisch resultiert s;, aus der Interaktion des Strémungsfelds mit der
inneren Flammenstruktur, welche in einer Simulation basierend auf der G-Gleichung
jedoch nicht aufgelost wird. Die Brenngeschwindigkeit kann nur als Funktion von Gréfien
modelliert werden, die auf der aufgelésten Langenskala berechnet werden kénnen, wie
z.B. die Kriimmung oder die Streckung der gasdynamischen Diskontinuitét.

Die Herleitung eines Modells einer Flamme als gasdynamische Diskontinuitit aus Er-
haltungsprinzipien und unter Beriicksichtigung von Transportprozessen, Chemie und
thermischer Expansion wird u.a. von Sivashinsky [120] (1976), Clavin und Williams [33]
(1982), Matalon und Matkowsky [91] (1982), Clavin und Joulin [32] (1983), Class et al.
[30] (2003) und Matalon et al. [92] (2003) vorgenommen. Erst die Herleitungen von Ma-
talon und Matkowsky [91], Clavin und Joulin [32], Class et al. [30] und Matalon et al.
[92] gelten jedoch fiir Flammenfronten mit einer groflen Amplitude der Auslenkung der
Front in einem allgemeinen Stromungsfeld (unter der Voraussetzung, dass die Flam-
me diinn gegeniiber den Langenskalen der Stromung ist). Ein wichtiges Ergebnis aus
[91] und [92] ist die Beziehung der Brenngeschwindigkeit s, der Diskontinuitétsflache
relativ zum unverbrannten Gemisch. IThre Abweichung von der laminaren Flammenge-
schwindigkeit si, einer planaren ungestreckten Flamme ist nur von der Streckung x der
Diskontinuitatsfliche abhéngig. In dimensionsbehafteter Form lautet die Beziehung:

sy =sL(1 —Ma x) , (3.4)

mit der Markstein-Zahl Ma, welche von den physikalisch-chemischen Eigenschaften des
Brenngases abhéngt (Wérmefreisetzung, Transportkoeffizienten). Die Herleitung in [92]
erweitert die hydrodynamische Theorie vorgemischter Flammen um Transportkoeffizi-
enten mit beliebiger Temperaturabhéngigkeit sowie einer Beschreibung der Chemie (zur
Herleitung des Modells) mit zwei reagierenden Spezies mit beliebigen Reaktionsordnun-
gen.

3.1.1 Das Modell von Class et al.

Im Gegensatz zum Modell von Matalon und Matkowsky [91] (1982) sowie Matalon
et al. [92] (2003) wird in Class et al. [30, 31] (2003) nur indirekt die Methode der
matched asymptotic expansion verwendet. Die Grundidee der Herleitung besteht in der
Finfithrung zweier getrennter Variablensétze. Der erste Satz beinhaltet Variablen eines
physikalischen Modells, das alle zu modellierenden Effekte beriicksichtigt, insbesonde-
re chemische Quellterme und Transportvorgédnge. Dieses Modell wird als das reaktive
Modell bezeichnet und stellt die Grundlage zur Herleitung eines Modells einer Flam-
me als gasdynamische Diskontinuitiat dar. Im Rahmen der getroffenen Annahmen zur
Beschreibung von Transportvorgéngen, chemischen Reaktionen und Stoffeigenschaften,
stellt das reaktive Modell die Realitiat dar, die es zu vereinfachen gilt. Demzufolge sind
die Variablen des reaktiven Modells kontinuierlich im Raum. Sie werden mit groflen
Buchstaben dargestellt.

Der zweite Satz von Variablen gehort zum physikalischen Modell, das hergeleitet
werden soll, hier ein hydrodynamisches Modell einer vorgemischten Flamme als gasdy-
namische Diskontinuitdt. Die Variablen des hydrodynamischen Modells springen an der
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3 Stand der Forschung im Gebiet der Flammenmodellierung

Diskontinuitatsfliche, welche die vorgemischte Flamme darstellt. Diese Variablen wer-
den mit kleinen Buchstaben gekennzeichnet. Die Bezeichnung hydrodynamisches Modell
soll verdeutlichen, dass die Flamme bei dieser Modellierung als Diskontinuitét im Stro-
mungsfeld angesehen wird und ihre Brenngeschwindigkeit modelliert wird.

Zur Herleitung der Sprungbedingungen des hydrodynamischen Modells wird die Dif-
ferenz der entsprechenden Erhaltungsgleichungen des reaktiven und des hydrodynami-
schen Modells gebildet. Die Sprungbedingungen ergeben sich aus der Forderung, dass
die Differenz der Erhaltungsgleichungen im integralen Mittel {iber die Flammenfront
verschwindet. Bei der Herleitung wird somit zunéchst keine lokale Ubereinstimmung
der Variablenverldufe beider Modelle gefordert. Das hydrodynamische Modell soll das
reaktive Modell nur im integralen Mittel beschreiben.

Zur Vereinfachung der Herleitung werden die Erhaltungsgleichungen beider Modelle in
einem krummlinigen bewegten Koordinatensystem formuliert, das bereits in Klimenko
und Class [73] (2000) eingefiihrt wurde. Dabei definiert eine Koordinatenfliche ! = 0
die gasdynamische Diskontinuitét des hydrodynamischen Modells. Die Anpassung (mat-
ching) des hydrodynamischen Modells an das reaktive Modell vor und hinter Flamme
erfolgt durch einfaches Gleichsetzen der entsprechenden Variablen an diesen Positionen.
An der gasdynamischen Diskontinuitit sind die Variablen des reaktiven Modells kon-
tinuierlich. Der Sprung einer hydrodynamischen Variable an der Diskontinuitétsfliche
resultiert aus dem Integral der normalen Ableitung des normalen Flusses der Variable
auf der Koordinatenlinie z'. Die resultierenden Sprungbedingungen sind fiir beliebige
vorgemischte Flammenfronten giiltig. Sie bestehen aus Integralen tiber der Flammen-
front, die Effekte von transversalen Transportprozessen entlang der Diskontinuitét sowie
von chemischen Prozessen innerhalb der Flammenstruktur des reaktiven Modells bein-
halten.

Um eine geschlossene Formulierung der Sprungbedingungen (zu denen insbesondere
auch die Flammengeschwindigkeitsbeziehung gehort) herzuleiten, werden die Integrale
mit Hilfe eines asymptotischen Naherungsverfahrens ausgewertet. Dazu wird eine Rei-
henentwicklung aller Variablen (des reaktiven und des hydrodynamischen Modells) in
Potenzen des Langenskalenverhéltnisses lp /I durchgefiihrt, wobei [ eine charakteristische
hydrodynamische Langenskala der Stromung ist.

Eine Besonderheit des Modells von Class et al. ist die Definition der Position der
Diskontinuitatsfliche der hydrodynamischen Variablen innerhalb der Flammenstruktur
des reaktiven Modells. Im Modell von Matalon und Matkowsky [91] wird die Positi-
on der Diskontinuitdt in der Reaktionszone der Flamme gewéhlt und somit bei einer
Temperatur, die nahe an der Rauchgastemperatur liegt. Beim Modellierungsansatz von
Class resultiert die Position der Diskontinuitéit in natiirlicher Weise als Ergebnis der
Auswertung der Sprungbedingungen. In der ersten Korrekturordnung der Auswertung
beinhaltet die Sprungbedingung der Massenstromdichte m das folgende Integral auf
einem Pfad normal zu 2! = 0:

0~ +o0o
In = / (R = pu) da* + / (R — py) da! (3.5)
—00 o+

mit der Dichte R des reaktiven Modells und der Dichte p, des unverbrannten bzw. der
Dichte py, des verbrannten Gemischs. Das Integral I stellt physikalisch die sogenannte
excess surface mass der Diskontinuitétsfliche dar, eine auf der Fliche konzentrierte
Masse. Die Position der Diskontinuitét wird implizit aus der Forderung Ir = 0 definiert.
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3.1 Flamme als gasdynamische Diskontinuitét, Klassische G-Gleichung

Dadurch bleibt die Massenstromdichte m an der Flammenflache kontinuierlich:
[m]=0. (3.6)

Die eckigen Klammern in (3.6) stehen fiir den Sprung der Variable zwischen den Klam-
mern.

Mit dieser Wahl der Position vereinfachen sich die Sprungbedingungen fiir die Impuls-
flussdichte durch die Diskontinuitatsfliche erheblich. Sie lauten fiir die Impulsflussdichte
in normaler (Index n) und in tangentialer (Index L) Richtung:

[muy, + p — Thn] = —2¢"mli, | (3.7)
[m'UJ_—TnJ_] :_vl(m[o') s ’

mit der mittleren Kriimmung c¢* der Diskontinuitéitsfliche und einem Integral I,, das
mit der thermischen Expansion des Fluids durch die Flammenfront wéchst. Die erste
Sprungbedingung in (3.7) kann analog zu der Bedingung

[muy, + p — Thn| = 2¢%0g (3.8)

an der gekriimmten Grenzfliche zweier unmischbarer Fluide mit Massentransfer (z.B.
durch Verdampfung) interpretiert werden. og ist dabei die Oberflaichenspannung der
Grenzflache. Aus der Betrachtung des Vorzeichens des Terms —ml, in (3.7) kann der
Diskontinuitatsflache, die eine vorgemischte Flammenfront ersetzt, eine negative Ober-
flachenspannung zugeordnet werden (—ml, < 0), die als surface compression bezeichnet
wird. Eine quantitative Auswertung der integralen Impulsbilanz in Normalenrichtung
fir gekriimmte Flammenfronten wurde in Dirks [44] (2009) und Bruzzese et al. [15]
(2009) durchgefiihrt. Die zweite Sprungbedingung in (3.7) beschreibt die Existenz von
tangential wirkenden Kréften auf der Diskontinuitatsflache, die von der tangentialen Ab-
leitung der Oberflachenspannung abhéngig sind und somit analog zu Marangoni-Kréaften
wirken.

Neben den Sprungbedingungen ist die Flammengeschwindigkeitsbeziehung ein Haupt-
ergebnis der Herleitung. Sie wird in Form einer Beziehung fiir die mass burning rate m,
also der Massenstromdichte durch die Diskontinuitatsfliche angegeben. Die Beziehung
ist eine nichtlineare partielle Differentialgleichung fiir m, die sich durch eine Kopplung
benachbarter Punkte auf der Diskontinuitéitsfliche {iber tangentiale réumliche Diffe-
rentialoperatoren auszeichnet. Zusétzlich sorgt die zeitliche Ableitung in der Beziehung
dafiir, dass sich die Massenstromdichte m nicht instantan an neue Bedingungen anpasst,
sondern mit einer gewissen Zeitkonstante. Durch die besondere Wahl der Referenzpo-
sition der Diskontinuitit resultiert (im Gegensatz zu den Modellen von Matalon und
Matkowsky [91] und Matalon et al. [92]) nicht nur eine Abhéngigkeit der Massenstrom-
dichte von der Flammenstreckung vy, in der die Kriimmung der Diskontinuitdtsflache
mit eingeht, sondern auch eine explizite Abhéngigkeit von der mittleren Kriimmung c*
selbst.

In Klimenko und Class [74] (2002) wird die Flammengeschwindigkeitsbeziehung ei-
ner dinnen Flamme in einem allgemeinen instationdren Stromungsfeld hergeleitet. Die
Reaktionszone wird dabei als eine diinne Zone innerhalb der Flammenstruktur ange-
nommen, in der chemische Reaktionen in mehreren Schritten ablaufen kénnen.
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3.2 Das Konzept der High Activation Energy
Asymptotics und das Delta-Funktion Modell

Beim klassischen Konzept der High Activation Energy Asymptotics werden die chemi-
schen Reaktionen innerhalb der Flammenstruktur in der Regel durch eine einzige ir-
reversible globale Einschritt-Reaktion mit einer Reaktionsrate vom Arrhenius-Typ und
einer einzigen limitierenden Spezies Y beschrieben [19, 17]:

AY exp <—%) = AY exp <—%> , (3.9)

mit dem Frequenzfaktor A, der Aktivierungsenergie F, und der Aktivierungstemperatur
T,. Die Grundidee der Methode besteht darin, einen hohen Wert fir die Aktivierungs-
energie bzw. Aktivierungstemperatur T, anzunehmen. Dies bedeutet, dass die chemische
Reaktionsrate eine sehr starke Temperaturabhangigkeit aufweist. Der rdaumliche Bereich
in dem die chemische Reaktion in signifikantem Mafle stattfindet, ist dann auf eine sehr
diinne Zone beschrénkt, bei einer Temperatur nahe an der Rauchgastemperatur. Durch
die Beschrankung der Reaktion auf eine diinne Zone kann der Reaktionsterm in der
restlichen Flammenstruktur vernachléssigt werden. Die Erhaltungsgleichungen kénnen
somit in diesem inerten Gebiet analytisch leicht gelost werden. Zur mathematischen Lo-
sung der Erhaltungsgleichungen innerhalb der diinnen Reaktionszone wird ausgenutzt,
dass die Zone im Vergleich zu der Langenskala der Variablen in der inerten Vorheizzone
(Streckung der normalen Koordinate) diinn ist und dass die Temperatur nur geringfiigig
von der Rauchgastemperatur abweicht (Storansatz durch Entwicklung der Temperatur
um die Rauchgastemperatur). Die Integrationskonstanten, die bei der Losung der Er-
haltungsgleichungen auftreten, werden durch Anpassen der Losungen (oder deren Ab-
leitungen) zwischen der inerten Vorheizzone und der diinnen Reaktionszone gewonnen.

Fiir eine Aktivierungsenergie F, (oder eine Aktivierungstemperatur 7},) die gegen un-
endlich strebt (dimensionslos nach entsprechender Skalierung) kann die chemische Reak-
tionsrate auf der Langenskala der Vorheizzone durch eine Diracsche Delta-Distribution
ausgedriickt werden, die auf einer Reaktionsfliche konzentriert ist. In den Variablenpro-
filen (Temperatur 7', Konzentration bzw. Massenbruch Y) bewirkt die Reaktionsflache
einen Sprung der normalen Ableitung. Das Delta-Funktion Modell stellt den asym-
ptotischen Grenzfall der getrennten Behandlung von Vorheiz- und Reaktionszone mit
anschliefender Anpassung der Integrationskonstanten fiir eine unendlich hohe Aktivie-
rungsenergie dar. Alternativ dazu kann das Delta-Funktion Modell als eigener Model-
lierungsansatz angesehen werden, bei dem der chemische Quellterm fiir eine endliche
Aktivierungsenergie durch eine Delta-Funktion mit einer gegebenen Stérke modelliert
wird, die u.a. von der Temperatur in der Reaktionszone und der Aktivierungsenergie
abhéngt [18, 20].

3.3 Integrale Analyse von Chung & Law und von Sun et
al.

In der Arbeit von Chung und Law [28] (1988) und in verallgemeinerter Form in Sun
et al. [126] (1999) werden gestreckte vorgemischte Flammen durch Anwendung einer in-
tegralen Analyse untersucht. Durch integrale quasi-eindimensionale Bilanzierungen iiber
gekriimmte Flammenstrukturen bzw. iiber die Reaktionszone werden Ausdriicke fiir die
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Rauchgastemperatur, sowie fiir die Brenngeschwindigkeiten und Massenstromdichten
an verschiedenen Flachen in der Flammenstruktur hergeleitet. Insbesondere wird in
[126] hierzu ein krummliniges Koordinatensystem verwendet, das sich mit der Flammen-
front bewegt. Die Abweichungen der Brenngeschwindigkeiten und Massenstromdichten
von den entsprechenden Werten einer planaren ungestreckten Flammenstruktur sind als
Funktion physikalischer und chemischer Parameter hergeleitet.

3.4 Das Modell von Echekki

Echekki [47] (1997) stellt ein differentielles, quasi-eindimensionales Flammenmodell auf.
Zur Herleitung des Flammenmodells wird eine Stromréhre durch eine gekrimmte Flam-
menfront betrachtet. Die Koordinate entlang der Stromréhre wird mit x bezeichnet. Ein
in Stromungsrichtung von der Position x bis zur Position x + dx infinitesimal ausge-
dehnter Stromréhrenabschnitt dient als differentielles Kontrollvolumen, iiber das eine
Erhaltungsbedingung fiir die Gesamtmasse, die Speziesmassen und die Energie formu-
liert wird. Der Stromrohrenquerschnitt ist iiber dx variabel und &ndert sich dabei von
A auf A + 0A. Der diffusive Transport von Spezies und Energie iiber den seitlichen
Rand (gebildet durch Stromlinien) des Stromrohrenabschnitts wird beriicksichtigt und
mit cross-stream diffusion bezeichnet. Die Ursache fiir diesen diffusiven Transport ist
der Unterschied zwischen der Richtung des konvektiven Flusses und der des diffusi-
ven Flusses der entsprechenden Gréfle an der Stromrohrengrenze. Die Richtung des
diffusiven Flusses definiert eine Diffusionsrohre (diffusion tube). Der Unterschied der
Querschnittsfliche der Diffusionsréhre und der Stromrohre an der Stelle x + dx wird
mit A’ angegeben und als effektive Querdiffusionsfliche bezeichnet (effective area of
cross-stream diffusion).

Durch Integration der differentiellen Erhaltungsbedingungen entlang der Stromréhre
von einer Position auf der unverbrannten Seite der Flamme bis zu einer Position im ver-
brannten Gemisch kénnen Ausdriicke fiir den Massenstrom 7 innerhalb der Stromréhre
angegeben werden, woraus die Brenngeschwindigkeit bestimmt werden kann. Die aus
einer Erhaltungsbedingung der Spezies k resultierende Formel fiir die Brenngeschwin-
digkeit der Flamme im unverbrannten Gemisch lautet:

J wipAdx B J g gigd A’
pudu (Yib —Yiuw)  pudu Yep — Yiu)

Sy =

(3.10)

In (3.10) ist wg(x) der chemische Quellterm der Spezies k, A die Querschnittsflache der
Stromrohre an einer beliebigen Stelle x, Y3, bzw. Y} }, die Massenbriiche der Spezies
k im unverbrannten bzw. im verbrannten Gemisch und my gi¢ der diffusive Fluss der
Spezies k. Im zweiten Integral in (3.10) wird iiber die resultierende Querdiffusionsflé-
che zwischen dem unverbrannten und dem verbrannten Zustand integriert. Aus jeder
Spezieserhaltungsgleichung sowie aus der Energieerhaltungsgleichung lésst sich ein ent-
sprechender Ausdruck (wie (3.10)) fir die Brenngeschwindigkeit herleiten.

Aus der integralen Bilanz (3.10) werden 3 Mechanismen identifiziert, die die Brenn-
geschwindigkeit beeinflussen und im Allgemeinen stark untereinander gekoppelt sind:

1. Ein chemischer Mechanismus, der sich iiber das Integral des Quelltermprofils wy ()
in (3.10) auswirkt. Bei einer Erh6hung des Werts des integralen Quellterms inner-
halb der Stromréhre kann bei gegebenen Werten Y}, , und Y} 3, ein groflerer Strom
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der Spezies k in das unverbrannte Ende der Stromrohre gelangen. Dies entspricht
fiir ein gegebenes Y} ,, einer hoheren Brenngeschwindigkeit s,. Eine Erhohung des
integralen chemischen Umsatzes kann einerseits durch einen starkeren lokalen Um-
satz verursacht werden, was grofieren Werten von wy(z) entspricht. Andererseits
fiihrt auch eine Vergréflerung der Dicke der reaktiven Zone in z-Richtung zu einem
hoheren integralen Verbrauch.

2. Ein auf lateraler Expansion der Stromrohre basierender Mechanismus, der durch
den Term A im Integranden des ersten Integrals in (3.10) beschrieben wird. Bei ei-
ner Veranderung von A in z-Richtung der Stromrohre verdndert sich das Volumen
in dem der integrale chemische Umsatz stattfindet. Bei einer Vergroflerung des
Stromréhrenquerschnitts A in z-Richtung der Stromrohre verteilt sich der Strom
der Spezies k auf eine groflere Fliche. Demnach kann fiir gegebene Werte Y}, , und
Yy b ein groBerer Strom der Spezies k£ in das unverbrannte Ende der Stromroéhre
gelangen. Ein hoherer Strom der Spezies k£ am unverbrannten Ende der Stromroh-
re fithrt somit zu einer héheren Brenngeschwindigkeit s,.

3. Ein Mechanismus der Querdiffusion iiber die Stromrohrengrenze, der durch das
zweite Integral in (3.10) berticksichtigt wird. Dieser Mechanismus beschreibt den
effektiven diffusiven Fluss der Spezies k iber die Grenze des betrachteten Strom-
rohrenabschnitts. Die Brenngeschwindigkeit sndert sich, wenn die Anderungsraten
der Querschnitte der Diffusionsrohre und der Stromrohre in z-Richtung verschie-
den sind.

In Poinsot et al. [108] wird die Flammenspitze einer laminaren Bunsenflamme simu-
liert und dessen Brenngeschwindigkeit mit dem Modell von Echekki [47]! interpretiert.
Eine &hnliche Beziehung wie (3.10) ist in [79] fiir eine planare Flamme vorgestellt.

3.5 Flamelet-Modell von de Goey und ten Thije
Boonkkamp

De Goey und ten Thije Boonkkamp [40] (1999) leiten zum ersten Mal eine Beschreibung
vorgemischter Flammen als flamelets systematisch aus den Erhaltungsgleichungen drei-
dimensionaler und instationdrer Flammen her. Die Herleitung beinhaltet 3 Sétze von
Gleichungen. Der erste Satz beschreibt die inerte Stromung mit Mischungsprozessen der
einzelnen Komponenten in der Gasphase ohne chemische Reaktion. Der zweite Satz be-
steht aus der G-Gleichung und beschreibt die Kinematik der vorgemischten Flamme im
Stromungsfeld. Der dritte und letzte Satz besteht in einer quasi-eindimensionalen For-
mulierung der Erhaltungsgleichungen innerhalb der reaktiven Flammenstruktur. Die-
ser Satz liefert die Massenstromdichte, welche die Kinematik der Flamme tber die G-
Gleichung vorgibt.

In der Herleitung wird das Skalarfeld G eingefiihrt und eine vorgemischte Flamme
wird als ein Gebiet im Raum definiert, in dem G zwischen dem unverbrannten Wert

Tn [108] wird auf das Modell von Echekki verwiesen, dessen Veréffentlichung zu dem Zeitpunkt in
Bearbeitung ist.
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Gy und dem verbrannten Wert Gy, liegt. G kann somit als eine Art Fortschrittsvariable
der Verbrennung angesehen werden. Isoflichen von G werden als Flammenflichen be-
zeichnet (flame surfaces). Mit Hilfe der Flammenflachen wird ein orthogonales, krumm-
liniges Koordinatensystem (&, (,n) definiert. Die Koordinate, die sich nur normal zu
den Flammenfldchen &ndert, wird mit 1 bezeichnet. Die Erhaltungsgleichungen werden
in dem krummlinigen Koordinatensystem formuliert, wobei nur Ableitungen in n ver-
wendet werden. Die Abweichung von einer rein eindimensionalen Beschreibung (in 7)
beinhaltet Terme, die proportional zu einem Streckungsfeld K sind, sowie Terme die den
Transport entlang der zwei anderen Koordinatenrichtungen des krummlinigen Systems
und somit entlang der Flammenflichen beschreiben. Fiir Flammen, die diinn sind ge-
geniiber den Langenskalen von transversalen rdumlichen Stérungen, kann der Transport
entlang von Flammenflachen vernachléssigt werden. Die Definition und Herleitung des
Skalarfelds der Streckung K stammt aus [39] (siehe (2.63)). Die quasi-eindimensionale
Flamelet-Formulierung der Erhaltungsgleichung fiir G

0 (pG) A B
5 + V- (pvG) - V- (Legcpvg> —Qg=0 (3.11)
schreibt sich
0 (omgG) 0 A 0G _
s a_< Legc@) Qg = —0pKG . (8.12)

wobei s die Bogenldnge der Koordinatenlinie von n normal zu Flammenflichen G =
konst. o ist ein Maf fiir die Fliche durch die der Transport von G stattfindet.

(3.12) ist der Ausgangspunkt zur Herleitung von Beziehungen fiir die Massenstrom-
dichte. Es wird zunéchst der Fall einer ungestreckten Flamme mit K = 0 betrachtet.
Dazu wird (3.12) mit verschwindender rechter Seite iiber die gesamte Flammendicke vom
unverbrannten Zustand bei s, bis zum verbrannten Zustand bei s}, integriert. Dabei wird
ausgenutzt, dass der diffusive Fluss von G an den Integrationsgrenzen verschwindet. Der
chemische Term g ist in der Vorheizzone gegeniiber dem konvektiven Term d(omgG)/0s
vernachléssigbar. In der Vorheizzone lasst sich somit der Diffusionsfluss iiber den kon-
vektiven Fluss ausdriicken. Fiir die Massenstromdichte an der verbrannten Seite der
Flamme folgt:

0

mim~ 2f(0>2 A Qg dg . (3.13)

|g8 — Gy U_b Legey

u

Je dinner die Reaktionszone (in Form des Quelltermprofils Qg) im Raum ist, umso ge-
nauer ist die Formel (3.13). Fiir eine unendlich diinne Reaktionszone wird der Quellterm
zu einer Delta-Funktion und (3.13) ist exakt. Da der chemische Quellterm explizit als
Integrand in (3.13) vorkommt, ist das Integral effektiv nur tiber die Reaktionszone zu
bilden, dort wo Qg # 0. Die Massenstromdichte nach (3.13) héngt einerseits vom unver-
brannten Zustand (aufgrund des Terms G,,) ab. Auflerdem héngt die Massenstromdichte
von der Enthalpie und Elementzusammensetzung des Gemischs im verbrannten Zustand
ab, da bei einer diinnen Reaktionszone der Zustand im Rauchgas nahezu identisch mit
dem Zustand in der Reaktionszone ist.

Zur Bestimmung der Massenstromdichte bei gestreckten Flammen wird eine dhnliche
Integration wie im ungestreckten Fall durchgefiihrt, wobei der Term opK G beriicksich-
tigt wird. In der Beziehung fiir die Massenstromdichte (3.13) kommt ein Korrekturterm
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—1/oy fssub opKGds aufgrund der Streckung hinzu. Zusétzlich gehen Variationen von
Enthalpie und Gemischzusammensetzung ein, die durch differentielle Diffusion entste-
hen. In [41] wird der Flamelet-Ansatz mit der Methode der Large Activation Energy
Asymptotics verglichen.

In [64] und [65] werden, basierend auf der Theorie von de Goey und ten Thije Boonk-
kamp, explizite Ausdriicke fiir die Markstein-Zahl beziiglich der Streckung sowie fiir
die getrennten Markstein-Zahlen beziiglich Streckung und Kriimmung hergeleitet. Die
Markstein-Zahlen beziehen sich dabei auf die Massenstromdichte in der Brennstoffab-
bauzone der Flammenstruktur. Hierbei werden die Félle einer unendlich diinnen so-
wie einer endlich dicken Reaktionszone getrennt behandelt. In die Ausdriicke fiir die
Markstein-Zahlen gehen Werte aus der Flammenstruktur (Profile und integrale Werte
wie Flammengeschwindigkeit oder Verbrennungstemperatur) einer ungestreckten plana-
ren Flamme ein.

3.6 Reaction-Diffusion Manifolds

Es wird hier kurz erlautert, wie das Konzept der Reaction-Diffusion Manifolds (RE-
DIM) in einer Simulation einer vorgemischten Flamme angewendet werden kann. Fiir
die detaillierte theoretische Herleitung des Modells wird auf Bykov und Maas [23] (2007)
verwiesen. Zur Anwendung des REDIM-Konzepts werden Transportgleichungen fiir die
reduzierten Variablen gelost, in denen die niedrig-dimensionale Mannigfaltigkeit pa-
rametrisiert ist. Im Regelfall dient eine reduzierte Variable als Fortschrittsvariable der
Verbrennung. Hierfiir kommt die Konzentration einer einzelnen Spezies oder einer Kom-
bination mehrerer Spezies in Frage. Um einen eindeutigen Zusammenhang zwischen der
reduzierten Variable und dem Reaktionsfortschritt zu gewéhrleisten ist es wichtig, dass
die reduzierte Variable sich monoton mit dem Fortschritt des Verbrennungsprozesses
andert, z.B. die spezifische Molzahl von CO,, [86]. Die zweite reduzierte Variable soll die
lokale Zusammensetzung beschreiben. Die niedrig-dimensionale Mannigfaltigkeit wird
aus detaillierten reaktiven Simulation berechnet und in Tabellenform abgelegt. Im Lau-
fe einer Simulation die das REDIM-Konzept verwendet, lassen sich aus den Werten
der reduzierten Variablen durch Interpolation in der Tabelle die restlichen Variablen
des Verbrennungsvorgangs (thermokinetischer Zustand) sowie die Quellterme der re-
duzierten Variablen bestimmen. Gegebenfalls kénnen auch vorintegrierte (in der Zeit)
Quellterme mit in der Tabelle abgelegt werden.

3.7 Modelle basierend auf einer Erweiterung der
G-Gleichung

3.7.1 Der Ansatz von Aldredge

In Aldredge [3] (1997) wird ein vereinfachtes analytisches Flammenmodell und dessen
numerische Umsetzung anhand der G-Gleichung? formuliert. Die Flamme wird als eine
diinne Zone betrachtet, in der sich die Dichte des Fluids durch thermische Expansi-
on dndert. Es wird eine asymptotische Analyse durchgefithrt, mit dem Verhéltnis von
Flammendicke zur Léngenskala des Stromungsfelds als kleiner Parameter. Im Gegen-
satz zu Matalon und Matkowsky [91] oder Clavin und Joulin [32] wird die asymptotische

2Die G-Gleichung wird in [3] als Eikonal-Gleichung bezeichnet.
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Analyse nur in der fiihrenden Ordnung durchgefiihrt. Aus der Massenerhaltung folgt ei-
ne konstante Massenstromdichte normal zur Flamme. Mit diesem Ergebnis folgt aus
der Analyse der Temperaturgleichung das Temperaturprofil fiihrender Ordnung in der
Vorheizzone. Uber die Zustandsgleichung und der Annahme einer kleinen Mach-Zahl
der Stromung lasst sich aus dem Temperaturprofil das Dichteprofil ausdriicken. Durch
die Beschrankung auf die asymptotische Analyse fithrender Ordnung wird die Stérung
der Flammenstruktur durch das Stromungsfeld vernachlassigt. Die Isoflache G = 0 be-
schreibt in diesem Modell die Reaktionszone der Flamme und das Dichtefeld wird als
Funktion von GG ausgedriickt. Die Brenngeschwindigkeit s ist auf einer Isofliche von G
konstant. Fiir die Variation der Brenngeschwindigkeit in Normalenrichtung zur Flamme
aufgrund der thermischen Expansion wird die Kriimmung und Streckung der Flammen-
flaiche vernachlassigt. Die Flamme brennt somit iberall unabhéngig vom Stromungsfeld,
so als ware sie planar und ungestreckt. In der numerischen Umsetzung wird das Dichte-
feld bei der Simulation des Stromungsfelds aufgelost und das Brennverhalten wird mit
Hilfe der G-Gleichung simuliert.

3.7.2 Der Ansatz von Peters

In Peters [105] (1999) sowie im Buch [106] geht Peters von der kinematischen G-
Gleichung
G

Por + pv - VG = psi,|VG| (3.14)
fiir die Isofliche G = (G aus und leitet eine Formulierung der G-Gleichung her, die
im Regime der diinnen Reaktionszonen giiltig ist. Dazu wird die Spezies Y betrachtet,
welche die chemische Reaktion in der Reaktionszone limitiert (in [106] wird das Tempe-
raturfeld verwendet). Der Wert von Y unmittelbar vor der Reaktionszone wird mit Yj
bezeichnet und fir die Isofliche Y = Yy wird die kinematische Beziehung

%—};+(v—sdn)-VY:0 (3.15)

betrachtet, mit der Brenngeschwindigkeit sy (d fiir displacement speed) aus der Erhal-
tungsgleichung von Y [48] (siche Erkldrung in 6.1):

V. (pDVY> + wy
pIVY|

Durch Einsetzen der Brenngeschwindigkeit (3.16) in die G-Gleichung (3.14) leitet Pe-
ters eine Formulierung her, bei der die Isofliche Y = Yj zu jedem Zeitpunkt mit der
Isofliche G = G zusammenfallt. Der Diffusionsterm in (3.16) kann in einen normalen
und einen tangentialen Anteil aufgeteilt werden, wobei der tangentiale Anteil explizit
mit der Krimmung 2¢ der Isofliche Y = Yj ausgedriickt werden kann [49, 61]. Durch
Einsetzen des resultierenden Ausdrucks fiir die Brenngeschwindigkeit sy in (3.14) folgt

Sd = (316)

G
Por + pv-VG = —pD2c|VG| + p(sn, + s:)| VG| , (3.17)
mit den Beitrigen zur Brenngeschwindigkeit aus normaler Diffusion
n-V(pDn- -VY
pPSn = — (]VY] ) (3.18)
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3 Stand der Forschung im Gebiet der Flammenmodellierung

und chemischer Reaktion
wy

Die Brenngeschwindigkeiten s, und s, koppeln das G-Feld mit der Lésung der Erhal-
tungsgleichungen reaktiver Skalare. (3.17) ist im Regime der diinnen Reaktionszonen
giiltig und wird von Peters [105] als diffusive G-Gleichung bezeichnet.

Bei einer in [105] hergeleiteten G-Gleichung fiir Flammen im Flamelet-Regime wird
die Brenngeschwindigkeit explizit als Funktion der Streckung der Fliche G = G formu-
liert (klassisches Modell einer Flamme als gasdynamische Diskontinuitét). In der daraus
resultierenden G-Gleichung steht wie in (3.17) eine Korrektur der Brenngeschwindigkeit
mit der Kriimmung, wobei die Diffusivitat aus der Markstein-Lange gebildet wird. Diese
kinematische G-Gleichung kann im Gegensatz zu der diffusiven G-Gleichung (3.17) nicht
zur Beschreibung thermisch-diffusiv instabiler Flammen verwendet werden, bei denen
die Markstein-Lange negativ ist und somit die numerische Lésung der G-Gleichung zu
Instabilitdten neigt [105, 106].

3.7.3 Der Ansatz von Schmidt und Klein

In Schmidt und Klein [114] (2003) wird ein numerisches Verfahren zur Simulation diinner
reaktiver Fronten vorgestellt. Auf der Léngenskala der Stromung (der dueren Skala)
wird die Front als eine mathematische Oberfliche mit Hilfe der G-Gleichung simuliert. In
den Zellen, die von der reaktiven Front geschnitten werden, findet eine Rekonstruktion
der diskontinuierlichen Front statt. Mit Hilfe der rekonstruierten Front werden die Fliisse
iiber die Grenzfliche der Zellen ermittelt, die in dem jeweiligen Zeitschritt von der Front
geschnitten werden.

Die in [114] geloste G-Gleichung lautet (mit umgedrehter Richtung des Normalenvek-
tors):

oG 1.
En + (v —sn)-VG = ZSlgH(G) (1-1VaG) |G| . (3.20)

Der Term auf der rechten Seite von (3.20) ist ein Quellterm, der das G-Feld auf ein
vorzeichenbehaftetes Abstandsfeld mit der Eigenschaft |VG| = 1 reinitialisiert. Der
Parameter ( steuert die Dicke der Zone um die Isofliche G = 0, in der die G-Funktion
zu einer Abstandsfunktion reinitialisiert wird (¢ wirkt wie eine Relaxationszeitskala).

Die Sprungbedingungen der d&ufieren Gréflen werden fiir eine instationére innere Struk-
tur der reaktiven (nicht aufgelosten) Front formuliert. Dafiir werden die klassischen
Rankine-Hugoniot Sprungbedingungen um einen Term erweitert, der aus einem réum-
lichen Integral iiber die Zeitableitung der jeweiligen Erhaltungsgrofie besteht. Die Be-
stimmung des Integrals erfolgt mittels einer instationédren eindimensionalen Simulation
in einem sogenannten Modul. Ein Modul stellt dabei eine Simulation dar, die innerhalb
eines Zeitschritts fir jede Zelle durchgefiihrt wird, die von der Flammenfront geschnitten
wird. Die Randbedingungen fiir die detaillierte Modul-Simulation stammen von der Si-
mulation mit der G-Gleichung. Eine Modul-Simulation liefert als Ergebnis das Integral
iiber den Zeitableitungsterm sowie eine Massenstromdichte. Das Integral wird in den
erweiterten Rankine-Hugoniot Sprungbedingungen bei der lokalen Rekonstruktion in-
nerhalb der Zelle verwendet, die von der Front geschnitten wird. Die Massenstromdichte
geht in die Bewegung der Flammenfront mit der G-Gleichung ein.
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3.7 Modelle basierend auf einer Erweiterung der G-Gleichung

3.7.4 Die Modelle von Moureau et al. und Hartmann et al.

In Moureau et al. [96] (2009) sowie in Hartmann [66] (2010) und Hartmann et al. [67]

(2011) wird das Konzept der G-Gleichung um den Effekt der Warmefreisetzung durch die

Verbrennung erweitert. Die Kinematik der Flammenfront wird durch die G-Gleichung;:
oG + |v+ &(SL — D2c")n VG =0 (3.21)
ot p G=Co

beschrieben, mit einer Kriitmmungskorrektur der Brenngeschwindigkeit. Der Faktor p,/p

in (3.21) berticksichtigt die Variation der Brenngeschwindigkeit in Normalenrichtung der

Flammenfront aufgrund der thermischen Expansion.

Zur Beschreibung der Wéarmefreisetzung wird die Reaktionsrate einer globalen Ein-
schrittreaktion als Funktion des G-Felds und einer Reaktionsfortschrittsvariable ¢ formu-
liert, die den Wert 0 im unverbrannten Bereich und den Wert 1 im verbrannten Bereich
annimmt. Die Fortschrittsvariable ¢ kann als reduzierte Temperatur interpretiert wer-
den. Der speziellen Isofliche G = Gy wird somit eine Reaktionszone angehdngt. Thre
Reaktionsrate stammt aus dem Modell von Ferziger und Echekki [52] (1993). Sie besitzt
die qualitativen Eigenschaften eines Arrhenius-Terms mit hoher Aktivierungsenergie.
Sie nimmt erst ab einer Temperatur T, nahe der Rauchgastemperatur einen signifikan-
ten Wert an. Im Gegensatz zu einem Arrhenius-Ansatz besitzt die Reaktionsrate jedoch
keine exponentielle Temperaturabhéngigkeit sondern einen expliziten Schalter:

We = puRr(1 = c)H(c — "), (3.22)

mit der Heaviside-Funktion H(c — °), die die Reaktionsrate erst ab dem Wert ¥ (ent-
spricht der Temperatur T;) der Fortschrittsvariable anschaltet. R, ist eine Modellkon-
stante. Diese wird aus der Betrachtung einer stationér brennenden planaren Flamme in
einem mitbewegten Koordinatensystem (mit der normalen Koordinate x™)

Oc 0 Oc
usu = uD Je 3.23
Pusugn = Gan (p 83:") e (3.23)
gewonnen. Mit der Reaktionsrate (3.22) folgt aus der Losung von (3.23) fiir die Modell-
konstante: )
1 1 sy
B =1—% (ﬁ - 1) D (3:24)

Mit dieser Modellkonstante bewegt sich das Profil von ¢ mit der Brenngeschwindigkeit
sy in Normalenrichtung relativ zum Frischgasgemisch.

Eine Besonderheit in [66] und [67] liegt in der Verwendung von zwei getrennten, dyna-
misch adaptiven numerischen Gittern. Ein hoch aufgelostes gleichméfiges kartesisches
Gitter wird fiir die Diskretisierung der G-Gleichung in einem schmalen Band um die
Isoflache G = Gg verwendet. Auf dem zweiten Gitter werden die restlichen Erhaltungs-
gleichungen (Stromung und Reaktionsfortschrittsvariable) gelost. Beide Gitter konnen
unabhéngig voneinander dynamisch lokal verfeinert werden. In der numerischen Imple-
mentierung des Modells wird der Quellterm (3.22) durch eine Formulierung

e = pZ—uRr(l — O)W(G,0) (3.25)
b

ersetzt, die es erlaubt die rdumliche Ausdehnung des Profils des Quellterms zu vari-
ieren, ohne die Brenngeschwindigkeit zu verédndern. Die Funktion ¥(G, o) steuert das
Quelltermprofil iiber den Parameter o.
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In Moureau et al. [96] (2009) wird die Formulierung des Quellterms in der Trans-
portgleichung der Reaktionsfortschrittsvariable im Kontext der Large Eddy Simulati-
on (LES) turbulenter vorgemischter Flammen verwendet. Dabei wird ein (im Sinne
der LES) gefiltertes G-Feld betrachtet, das die Bewegung der turbulenten Flammen-
front beschreibt. Das Feld der Reaktionsfortschrittsvariable wird ebenfalls als gefiltert
angesehen. Das gefilterte Quelltermprofil und die Feinstrukturdiffusivitdt der Reakti-
onsfortschrittsvariable (und somit ihr resultierendes rdumliches Profil) passen sich der
gegebenen Netzauflosung an. Dadurch ist es moglich die Interaktion des Strémungs-
felds mit der aufgelosten Flammenstruktur bei ausreichender Auflésung direkt durch
die Simulation zu berticksichtigen (und nicht zu modellieren). Dies gilt insbesondere fiir
die Vorheizzone im Regime der diinnen Reaktionszonen. Im Fall eines hochauflésenden
Netzes geht das Model in eine deterministische Beschreibung einer laminaren Flamme
mittels G-Gleichung und Reaktionsfortschrittsvariable wie in [66, 67] tiber.

In Paravento [103] (2010) wird ebenfalls ein Quellterm zur Wérmefreisetzung an die
Bewegung einer Flammenfront gekoppelt, deren Kinematik iiber eine G-Gleichung be-
schrieben wird.

3.7.5 Das Modell von Duwig

In Duwig [46] (2009) wird ein Modellierungskonzept vorgemischter Flammen vorgestellt,
das seinen Ursprung in LES hat. Das Flammenmodell wird zur Simulation auf nume-
rischen Gittern verwendet, deren charakteristische Zellgrofie oder Gitterabstand grofler
als die Flammendicke ist. Das urspriinglich fiir LES entwickelte Flammenmodell wird
in [46] zur Simulation laminarer vorgemischter Flammen modifiziert und eingesetzt.
Ausgangspunkt fiir die Modellierung sind die gefilterten Erhaltungsgleichungen einer
reaktiven Stromung bei niedriger Mach-Zahl. Die Feinstrukturgréfien stellen nicht mehr
Transportterme von Energie, Spezies und Impuls aufgrund nicht aufgeléster turbulenter
Skalen dar, sondern sie stehen fiir molekulare Transportterme und chemische Quellterme
die auf dem verwendeten Netz nicht aufgelost werden.

Die Flammenausbreitung wird mittels einer Reaktionsfortschrittsvariable ¢ beschrie-
ben, fiir die folgende Transportgleichung angesetzt wird:

o(5¢)
ot

wobei der Querstrich fiir eine gefiltere Grofie steht und die Tilde fiir eine mit der Dichte
gewichtete Filterung. Das Ziel der Modellierung ist die Formulierung der beiden Terme
auf der rechten Seite von (3.26) zur korrekten Beschreibung eines Flammenausbreitungs-
prozesses. Eine Bedingung fiir den Quellterm 7(¢) folgt aus der integralen Beziehung in
Normalenrichtung x tiber die Flammenfront

/ﬂamz/@@Mm (3.27)

mit dem gemittelten Quellterm w, der Reaktionsfortschrittsvariable. Fiir 7(¢) wird eine
Gauf3-Funktion

+ V- (p08) = V- (pDVE) + 7(€) , (3.26)

62
m(¢) = aexp (%) (3.28)

gewahlt, mit der Konstante a und der Filterweite A. Die Konstante o und die Dif-
fusivitat pD werden als Funktion der Filterweite und einer Markstein-Linge beziig-
lich Krimmung so gewéhlt, dass sich das Profil der Reaktionsfortschrittsvariable mit
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einer gegebenen Brenngeschwindigkeit relativ zur Stromung bewegt. Dabei wird eine
Kriimmungsabhéangigkeit der Flammengeschwindigkeit durch Vorgabe der entsprechen-
den Markstein-Lange berticksichtigt. Da durch das alleinige Losen der Transportglei-
chung fiir die Reaktionsfortschrittsvariable die normale Koordinate x nicht bekannt ist,
wird der Quellterm 7 als Funktion von ¢ und « tabelliert. Das Modell von Duwig er-
moglicht somit die Simulation von Flammenausbreitungsprozessen mit einer kiinstlichen
Verdickung der Flammenfront.
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4 Herleitung eines integralen Modells
der Reaktionszone

Dieses Kapitel widmet sich der integralen Modellierung der Reaktionszone einer vorge-
mischten Flamme. Die Motivation fiir das Modellierungskonzept wird vorgestellt. An-
schlieffend wird im Detail auf die Herleitung der Beziehung fiir die Massenstromdichte
durch die Reaktionszone eingegangen. Am Ende des Kapitels werden Moglichkeiten zur
Bestimmung des Modellparameters diskutiert.
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4 Herleitung eines integralen Modells der Reaktionszone

4.1 Einleitung und Motivation

In der vorliegenden Arbeit wird ein Ansatz entwickelt, der eine Kombination aus der
klassischen G-Gleichung und einer reaktiven Simulation mit direkter Beriicksichtung
(durch Simulation) von Transportprozessen und Chemie darstellt. Es wird bei der Her-
leitung davon ausgegangen, dass eine Spezies die chemischen Vorgénge innerhalb der
Reaktionszone limitiert und somit die chemische Reaktion endet, wenn die Spezies ver-
braucht ist. In der weiteren Herleitung wird die limitierende Spezies allgemein mit Y
bezeichnet. Bei einer mageren vorgemischten Flamme steht Y fiir den Massenbruch
des Brennstoffs. Bei der Anwendung des hier vorgestellten Modells in einer Simulation
wird zusétzlich zu der Level-Set-Gleichung eine Transportgleichung fiir die limitierende
Spezies Y gelost. Die Grundidee besteht darin, den Wert dieses Skalarfelds Y zu nut-
zen, um die Brenngeschwindigkeit oder die Massenstromdichte zu berechnen, die in die
Level-Set-Gleichung eingeht.

In einer realen Flamme ist der lokale Verbrauch der limitierenden Spezies Y von den
Konzentrationen mehrerer Spezies, der Temperatur und dem Druck abhéngig [137]. Die
Konzentrationen dieser Spezies resultieren ihrerseits aus Transportprozessen und aus
weiteren chemischen Reaktionen. Die hohe Anzahl an beteiligten chemischen Reaktionen
mit ihren in der Regel stark temperaturabhéngigen Reaktionsraten macht die detaillierte
realistische Beschreibung aller Vorgénge in der Reaktionszone numerisch sehr aufwendig.
Insbesondere das breite Spektrum an Zeitskalen der chemischen Prozesse erschwert eine
effiziente Simulation [137].

Bei dem vorgestellten Modellierungskonzept wird die lokale detaillierte Auflésung der
chemischen Prozesse innerhalb der Reaktionszone vermieden. Der Quellterm, der die
limitierende Spezies Y verbraucht, soll nur den integralen Verbrauch tber die Reakti-
onszone hinweg beschreiben. Dazu wird fiir den Quellterm wy folgender Ansatz gewahlt:

Wy = Iy 5(%1) s (4.1)

wobei Iy den integralen Verbrauch von Y in der Reaktionszone darstellt. Iy berechnet
sich aus dem Integral des realen Quellterms von Y auf einem Pfad senkrecht zur Reak-
tionszone durch die gesamte Zone hindurch. Wird die Reaktionszone als eine Oberflache
im Raum angesehen, dann gibt der Zahlenwert von Iy die Menge von Y an, die pro Zeit-
einheit und pro Flécheneinheit dieser Oberflache durch chemische Reaktion verbraucht
wird. Der Term §(x!) in (4.1) legt den rdumlichen Verlauf des modellierten Quellterms
fest und sollte folgende Eigenschaften besitzen:

(i) §(z!) liefert nur in der Umgebung von z! = 0 (zwischen 2! = —I5/2 und 2! =

+15/2) einen Beitrag.

(ii) Das Integral von §(z!) iiber die Reaktionszone ist bekannt. Hier wird der Wert 1
dafiir gewahlt.

x! bezeichnet die Koordinate normal zur Reaktionszone eines krummlinigen bewegten
Koordinatensystems, das sich mit der Reaktionszone bewegt. Die Koordinatenflache
x! = 0 soll dabei zu jedem Zeitpunkt innerhalb der Reaktionszone liegen. In Abb. 4.1
ist eine Skizze einer Flammenstruktur mit der Lage der Koordinatenfliche 2! = 0 ange-
geben. Die Flammenstruktur wird durch ein Stréomungsfeld mit einer charakteristischen
Langenskala [ gestort. Die Wahl des krummlinigen Koordinatensystems in dieser Arbeit
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ist analog zu der in Klimenko und Class [73] sowie in Class et al. [30]. Ahnliche Koordi-
natensysteme werden u.a. in den Arbeiten von De Goey und ten Thije Boonkkamp [40]
sowie von Matalon et al. [92] verwendet. Die Metrik des Koordinatensytems wird hier
wie in [73] und [30] gewéhlt: g11 = g"* =1, g1, = 0 und g'* = 0. Die Koordinatenlinien
von z' sind somit orthogonal zu den Koordinatenflichen z! = konst. AuBerdem ent-
spricht der Wert von z! direkt dem normalen Abstand zu der Koordinatenfliche z! = 0.

Die Eigenschaft (i) begrenzt die normale Ausdehnung der rdumlichen Zone innerhalb

Abbildung 4.1: Illustration des bewegten Koordinatensystems in einer gestérten Flam-
menstruktur.

derer Y abgebaut wird auf 5. Die Eigenschaft (ii) ermoglicht es {iber den Ansatz (4.1)
eine Entkopplung des integralen Beitrags des chemischen Quellterms von seinem réum-
lichen Verlauf zu erzielen. Die §-Funktion dient somit nur als Trdger der chemischen
Wirkung mit integralem Wert Iy

Eine Moglichkeit der Umsetzung dieser Modellierungsstrategie besteht darin, die che-
mischen Vorgénge innerhalb der Reaktionszone als unendlich schnell zu betrachten. Die
5-Funktion ist dann iiberall Null auer auf der Oberfliche ' = 0. Die Profile der Va-
riablen besitzen an der Stelle 2! = 0 eine diskontinuierliche erste Ableitung normal zur
Fliche 2! = 0. An diesem Knick der Profile ist die Konzentration der limitierenden
Spezies Y = 0. Die Bewegung der Oberfliche 2! = 0 folgt implizit aus den Spriingen
der Steigung am Knick und den Werten der Steigungen unmittelbar vor und hinter dem
Knick. Hinter dem Knick ist die Steigung des Y-Profils Null. Diese Betrachtungsweise
erméglicht es nicht, der Fliche 2! = 0 explizit eine Brenngeschwindigkeit zuzuordnen.
Fiir die Umsetzung des Modells in einem CFD-Programm ist es jedoch vorteilhaft, ex-
plizit eine Brenngeschwindigkeit ausrechnen zu kénnen und damit die Bewegung der
Oberfliche 2! = 0 vorzugeben. Es wird hier deshalb ein Modell mit einer endlichen
Dicke der Reaktionszone und somit der d-Funktion formuliert, die in einer Simulation
rdumlich aufgelost wird. Der integrale Abbau Iy geht dabei als Parameter ein. Zur Im-
plementierung in einen CFD-Code wird eine Formulierung fiir die Brenngeschwindigkeit
bzw. Massenstromdichte durch die Reaktionszone benotigt. Diese wird in 4.2 hergeleitet.

Im Folgenden wird eine Motivation fiir die Modellierung der Brenngeschwindigkeit
bzw. Massenstromdichte in der Reaktionszone vorgestellt. In Ansatzen die auf der klas-
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4 Herleitung eines integralen Modells der Reaktionszone

sischen G-Gleichung basieren wird die laminare Flammengeschwindigkeit sy, die der
Brenngeschwindigkeit s, an der unverbrannten Grenze der Flammenstruktur entspricht,
modelliert. Bei der in dieser Arbeit vorgestellten Modellierungsstrategie geht jedoch das
Integral Iy und somit die Verbrauchsgeschwindigkeit s. (fuel consumption speed) in die
Modellierung ein. Die Verbrauchsgeschwindigkeit ist integral auf einer chemischen Basis
definiert [109]:

+oo
1
Se = oy / wydn , (4.2)

wobei das Integral in Normalrichtung der Reaktionszone gebildet wird. Theoretische
Untersuchungen vorgemischter Flammen mit Hilfe asymptotischer Ndherungsverfahren
zeigen, dass bei kleinen Kriimmungen und Streckungen der Flammenfront die interne
Flammenstruktur nur von der Streckung abhéngt und die Variation von s, und s. kann
durch folgende lineare Beziehungen ausgedriickt werden [109]:

ld
oMy (4.3)
SL SL

lC
sL sL

mit der Markstein-Linge lg/{ fiir die Brenngeschwindigkeit s, und der Markstein-Lange
I5; fir die Verbrauchsgeschwindigkeit s.. Die auf die Flammendicke (2.44) bezogenen
Markstein-Léngen werden als Markstein-Zahlen bezeichnet:
ld
Mag = M (4.5)
I’

Ma, = B . (4.6)

Iy
Im Buch von Poinsot und Veynante [109] (2005) werden fiir kleine Streckungsraten, bei
denen xip/sp, < 1 gilt, folgende Ausdriicke aus der theoretischen Arbeit von Clavin und
Joulin [32] (1983) fur die Markstein-Zahlen angegeben (unter der Annahme von Ein-
schrittchemie mit einer limitierenden Spezies und konstanter thermischer Diffusivitét):

-
Ty <T2) T = (14 z)
May = In + Ley — 1 — dzx, 4.7
= T 5( % )T2—T1 . (4.7)
Ty At (1+xz)
Ma, = B(Ley “Dp—h ———dz, (4.8)

mit der Frischgastemperatur 77, der Rauchgastemperatur T5, der Lewis-Zahl Ley der
limitierenden Spezies Y und der skalierten Aktivierungsenergie f = (Ty — T1)T, /T4
mit der Aktivierungstemperatur T, der Einschrittreaktion vom Arrhenius-Typ. Die
Markstein-Zahlen unterscheiden sich nur im ersten Term in (4.7). Der gemeinsame Term,
in den die Lewis-Zahl und die Aktivierungstemperatur eingehen, resultiert aus der Va-
riation der Reaktionsrate durch die Anderung der Enthalpie in der Reaktionszone bei
einer Streckung der Flammenfront. Die Herleitung in [32] basiert auf einer asymptoti-
schen Entwicklung fiir  — +oo und somit auf dem Konzept der high activation energy
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asymptotics. Fiir diesen Grenzfall wird die Reaktionszone durch eine Reaktionsfliche am
verbrannten Ende der Flammenstruktur beschrieben, bei einer Temperatur die nahe an
der adiabatischen Flammentemperatur liegt. Bei einer Lewis-Zahl Ley = 1 &ndert sich
die Enthalpie in der Reaktionszone nicht aufgrund von Streckung und der gemeinsame
Term verschwindet. In dem Fall ist die Verbrauchsgeschwindigkeit unabhéangig von der
Streckung. Bei gegebener thermischer Expansion des Gases durch die Flammenfront
(bei festen Werten von T; und T5) ist die Abhéngigkeit beider Markstein-Zahlen von
der skalierten Aktivierungstemperatur 8 und der Lewis-Zahl Ley identisch.

In Abb. 4.2 ist die Abhéngigkeit der Markstein-Zahlen Magq und Ma, nach (4.7) und
(4.8) sowie deren Groflenverhaltnis |Mac|/|Mag| von der Lewis-Zahl Ley dargestellt.
Hierzu sind fiir die Parameter in den Beziehungen (4.7) und (4.8) realistische Werte
typischer Kohlenwasserstoff-Flammen berticksichtigt [109]: 77 = 300K, To = 7-T) =
2100 K und T, = 150- 77 = 45000 K. Der Wertebereich der Lewis-Zahl ist um den Wert
1 gewéhlt, weil in der Herleitung in [32] die Annahme Ley — 1 = O(1/f3) verwendet
wird. Wie aus der Abb. 4.2 entnommen werden kann, ist fiir Lewis-Zahlen nahe 1
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Abbildung 4.2: Variation der Markstein-Zahlen Magq und Ma,. mit der Lewis-Zahl Ley .

das Verhéltnis [Ma.|/|Magq| sehr klein. Dementsprechend reagiert in diesem Bereich die
Brenngeschwindigkeit s, wesentlich stédrker auf die Streckung der Flammenfront als
die Verbrauchsgeschwindigkeit s.. Dies liefert die Motivation ein Flammenmodell zu
formulieren, bei dem die Verbrauchsgeschwindigkeit s. als konstanter Parameter eingeht
und als Ergebnis die Brenngeschwindigkeit berechnet wird. Die Ergebnisse detaillierter
Simulationen von Methan /Luft-Flammen sowie der Analyse einer Direkten Numerischen
Simulation in Kapitel 6 bekréftigen diese Motivation. Fiir Lewis-Zahlen deutlich kleiner
als 1 kann jedoch die Anderung der Verbrauchsgeschwindigkeit nicht mehr vernachléssigt
werden. Eine qualitative Erweiterung des Flammenmodells fiir Lewis-Zahlen kleiner als
1 wird in Kapitel 8 vorgestellt.
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4 Herleitung eines integralen Modells der Reaktionszone

4.2 Herleitung

Der Ausbreitungsmechanismus einer vorgemischten Flamme beruht auf diffusiven Pro-
zessen in der Vorheizzone. Kaltes Gemisch vor der Flamme wird innerhalb der Vor-
heizzone aufgeheizt und reagiert chemisch in der Reaktionszone zu den Produkten. In
der Vorheizzone existiert ein diffusiver Warmefluss vom Rauchgas zum Brenngas. Die
Waiérmefreisetzung in der Reaktionszone bewirkt, dass das Temperaturprofil am ver-
brannten Ende den Wert der Rauchgastemperatur erreicht. Das gesamte Temperatur-
profil bewegt sich somit relativ zur Strémung in Richtung des unverbrannten Gemischs.
Auflerdem findet in der Vorheizzone ein diffusiver Fluss von Brennstoff in die Reakti-
onszone statt. Durch den Verbrauch des Brennstoffs in der Reaktionszone verschiebt
sich das Brennstoffprofil analog zum Temperaturprofil in Richtung des unverbrannten
Gemischs. Die Flammenausbreitung erfolgt somit durch diffusive Vorgénge, wofiir die
notwendigen rdumlichen Gradienten durch Quellterme aufgrund chemischer Reaktionen
(Warmefreisetzung und Brennstoffverbrauch) aufrecht erhalten werden [137].

Um eine Flammenausbreitung beschreiben zu konnen, muss sich das Quelltermprofil
von Y im Raum bewegen. Bei der Formulierung des Quellterms als eine feste Funktion
der normalen Koordinaten z! eines bewegten krummlinigen Koordinatensystems sorgt
die Bewegung des Koordinatensystems selbst fiir die Flammenausbreitung. Die Koordi-
natenflichen x! = konst. miissen sich dabei mit einer bestimmten Geschwindigkeit im
Raum bewegen, so dass Y — 0 fiir ! — oo. Bei der Herleitung wird angenommen,
dass sich das Koordinatensystem in der Richtung tangential zu den Koordinatenflichen
2! = konst. mit der lokalen tangentialen Komponente der Strémungsgeschwindigkeit
bewegt. Aus [30] ist bekannt, dass fiir Flammen deren Dicke klein im Vergleich zu
den kleinsten Léangenskalen der Stromung ist, die tangentialen Geschwindigkeitskompo-
nenten der Strémung in erster Niherung keine Anderung in Normalenrichtung durch
die Flammenstruktur erfahren. Der einzige verbleibende Freiheitsgrad bei der Bewe-
gung des Koordinatensystems ist somit die normale Ausbreitungsgeschwindigkeit '
der Koordinatenflachen, wobei mit dem Begriff Ausbreitungsgeschwindigkeit die abso-
lute Geschwindigkeit relativ zu einem ruhenden Bezugssystems gemeint ist. Hier wird
die formale Herleitung fiir die Bewegung von Koordinatenflichen x! = konst. durchge-
fihrt. Die Formulierung fiir eine Implementierung in einen CFD-Code wird in Kapitel
5 diskutiert.

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Geschwindigkeit u!' mit der sich das krummli-
nige Koordinatensystem bewegen muss, ist die Transportgleichung fir Y [137],[57]:

9 (pY)
ot

wobei die Diffusionsgeschwindigkeit V4 noch nicht néher spezifiziert ist. Ausgedriickt in
bewegten krummlinigen Koordinaten lautet die Transportgleichung (4.9) [73],[30],[128]:

L o(vgpY) 1 0(vgp (v —ul)Y) 1 9(/gp (" —u?)Y)
N NG Ozt NG dxe (4.10)
L LoGverWY) 1 9(vgrWyY) '
N/ ! VI oz
In (4.10) ist zu beachten, dass die kontravarianten Komponenten v’, u/ und V}z der

Geschwindigkeiten v, w und Vy tensorielle Groflen und im Allgemeinen nicht iden-
tisch mit den physikalischen Komponenten v(j), u(j) und Vy(j) sind. Aufgrund der

+V-(pv+W)Y)=wy, (4.9)
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gleichméfigen Skalierung der normalen Koordinate x! durch die Wahl ¢g;; = 1 sind
die physikalischen und die kontravarianten tensoriellen Komponenten in Richtung des
Basisvektors g; identisch [30].

Die Modellierungsidee spiegelt sich in der Formulierung des Quellterms in (4.10) wie-
der, der wie in (4.1) formuliert wird. Aufgrund der Bewegung des Koordinatensystems
mit der Stromungsgeschwindigkeit in tangentialer Richtung der Reaktionszone ist der
Term v® —u® in (4.10) vernachlassigbar. In der folgenden Herleitung wird der Term wei-
terhin mitberiicksichtigt. Sie ist somit auch fiir eine andere Definition der tangentialen
Geschwindigkeit des Koordinatensystems giiltig.

Da der Quellterm nur eine integrale Formulierung der realen Vorgéinge innerhalb
der Reaktionszone sein soll, braucht (4.10) nicht lokal, sondern nur integral tiber die
Reaktionszone hinweg erfiillt zu sein. Dazu wird (4.10) tiber die normale Koordinate
x! integriert. Die hintere Integrationsgrenze muss so gewihlt werden, dass die Wirkung
des Quellterms dort vernachléssigt werden kann. Bei der integralen Formulierung des
Quellterms (4.1) wird der raumliche Bereich, in dem der Quellterm wirkt, allein durch die
Funktion 6(z') bestimmt. Die untere Integrationsgrenze wird allgemein als 2! formuliert
um die Ausbreitungsgeschwindigkeit als Funktion von z! bestimmen zu koénnen. Die
Integration liefert (nach Multiplikation mit ,/g):

Jr/(\/_PYdAl_i_/ (vgp (v

Y)Y TG (0 —ut)Y)
5 da:l—i—/ da!

ozt oz~

zl

“+oo
743 )%
+ / \/_p Y dA1+ / \/épay dAl :[Y / \/gé(i,l)di,l
X
zl

(4.11)

In (4.11) bezeichnet #! die Integrationsvariable. Diese wird formal eingefiihrt, weil die
untere Integrationsgrenze bereits mit 2! bezeichnet wird. Die hier angewendete Vorge-
hensweise ist analog zu der Integration der Erhaltungsgleichungen in Class et al. [30]
iiber die ganze Flamme hinweg. Durch die Integration in Normalenrichtung (iiber x!)
liefern die Ableitungen der Fliisse nach ' direkte Beitrige der Fliisse.

Das Integral iiber den konvektiven Term in Normalenrichtung liefert

+008 vl —ul)Y 1 1 1
/ (\/gp(a:ﬁl P = (var (v = u')Y)

rl

— vl—ul
oo \@p( )Y (4.12)

=—\/gp (vl —ul)Y.

In (4.12) verschwindet die Auswertung des normalen Flusses an der hinteren Integrati-
onsgrenze +00, da hinter der Reaktionszone die limitierende Spezies verbraucht ist. Das
Produkt

m = p(v! —ul) (4.13)

ist die Massenstromdichte durch Koordinatenflichen z! = konst. und wird auch als
mass burning rate bezeichnet [30].
Das Integral tiber die normale Ableitung des normalen diffusiven Flusses in (4.11)
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liefert

“+oo
9 (VarWY) .
/ VTf)dwl = VIPVRY | = VapWRY = —/gpIRY . (4.14)
—+00

zl
Die Auswertung des diffusiven Flusses an der hinteren Integrationsgrenze +oo verschwin-
det, da dort Y = 0. Dies gilt auch bei einer Modellierung des diffusiven Flusses iiber
einen Gradientenansatz (z.B. Fickscher Ansatz).
Mit (4.12) und (4.14) folgt aus der integralen Formulierung (4.11) folgende Formel
fiir die Massenstromdichte:

+o0o
1 A1\ 1A
m = MTY){_[YJ Vg §(@h)dat (4.15a)

— JapWY (4.15b)
e

N / (\ac PY) st (4.15¢)
+OO (0% (0%

+ / 9 (/ap (gxa_u )Y) 41 (4.15d)

+oo
0 VY
+ / %dil}. (4.15¢)

2l

Die Gleichung (4.15) ist eine allgemeine Beziehung fiir das Skalarfeld der Massenstrom-
dichte m durch Flichen z! = konst., wenn hinter der Reaktionszone die Bedingungen
Y =0 und V; = 0 erfiillt sind. Das Produkt mY ist die Massenstromdichte der Spezies
Y durch Koordinatenflichen z' = konst. Durch Multiplikation von (4.15) mit ¥ und
Umstellen des diffusiven Flusses lasst sich folgende Form anschreiben:

mY—irpVyY—\/_{ Iy/\/_é )da! / \/_deAl

N [ a(ﬁp(gza— UQ)Y)CWJF / wdzl}.

(4.16)

oz

rl

(4.16) beschreibt mathematisch folgenden physikalischen Zusammenhang: Der gesam-
te Massenfluss der limitierenden Spezies Y durch eine Koordinatenfliche 2! = konst.
(linke Seite von (4.16)) wird innerhalb der restlichen (Integral von x! bis +00) rdumli-
chen Ausdehnung der Reaktionszone verbraucht, akkumuliert sich dort oder wird quer
zur Koordinatenfliche o' = konst. transportiert (siehe Abb. 4.3). Die Terme (4.15a)
und (4.15b) miissen zur Beschreibung der Flammenausbreitung beriicksichtigt werden.
Die restlichen Terme sind Korrekturterme, welche die Abweichung von einer sich sta-
tionar ausbreitenden, planaren und ungestreckten Reaktionszone beschreiben. Die hier
vorgestellte integrale Formulierung ist ahnlich zu den Erhaltungsbedingungen an einer
Grenzflache, die in [143] hergeleitet werden.
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Chemische Reaktion

~«—> Konvektiver Fluss
. »Diffusiver Fluss

Abbildung 4.3: Mllustration des integralen Erhaltungsprinzips in der Reaktionszone.

Die Formel (4.15) ist eine integral exakte Vorschrift, um eine auf chemischer Basis
definierte Verbrauchsgeschwindigkeit (fuel consumption speed) in eine hydrodynamische
Geschwindigkeit (displacement speed) umzuwandeln. Das Integral Iy stellt den einzi-
gen Modellparameter dar und muss zur Verwendung des integralen Modellansatzes be-
kannt sein. Der Modellierungsansatz geht von einer intakten diinnen Reaktionszone im
Raum aus. Bei lokalen Loéschvorgidngen sowie beim Aufeinandertreffen mehrerer Reak-
tionszonen (z.B. beim Verschmelzen zweier Flammenfronten) verliert das Modell seine
Giiltigkeit. In Williams [143] (1985) wird argumentiert, dass der auf die Flammenfléche
bezogene Verbrauch (oder die Warmefreisetzung) in den meisten Fillen eine bessere
Charakterisierung des Einflusses von Streckung (strain-Anteil) auf die Flamme ist, als
die Brenngeschwindigkeit.

4.3 Bestimmung des Parameters [y

Iy kann durch numerische Integration direkt aus den Daten einer reaktiven Simula-
tion gewonnen werden [109]. Dazu muss der Quellterm wy der limitierenden Spezies
auf einem Schnitt normal zur Reaktionszone integriert werden. Die detaillierte Vorge-
hensweise wird fiir eine zweidimensionale Simulation in 6.1 vorgestellt und diskutiert.
Bei dieser Methode der direkten Integration des simulierten Quellterms wy kann Iy
instantan an jedem Punkt entlang der Reaktionszone bestimmt werden. Eine lokale Be-
stimmung der Verbrauchsgeschwindigkeit direkt tiber den lokalen Brennstoffverbrauch
ist experimentell jedoch nicht moglich [8].

Fine experimentelle Bestimmung eines mittleren Werts von Iy iiber die gesamte Flam-
menflache ist bei einer stationdren vorgemischten laminaren Bunsenflamme méoglich. Der
zugefithrte Massenstrom des Frischgases kann dabei mittels Massendurchflussmesser ge-
messen werden. Bei bekannter Zusammensetzung des Frischgases lasst sich daraus der
Massenstrom mhy der limitierenden Spezies berechnen. Unter der Annahme eines voll-
stdndigen Verbrauchs der limitierenden Spezies durch die Verbrennung in der Flamme ist
der zugefiihrte Massenstrom der limitierenden Spezies gleich dem integralen Verbrauch
iiber die gesamte Flammenflache Ay:

my = Af IY,m ’ (417)
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4 Herleitung eines integralen Modells der Reaktionszone

wobei Iy, ein iiber die Flammenfléche gemittelter Wert ist. Die Flammenfliche Ar muss
dabei eine Flache innerhalb der Reaktionszone sein und kann mittels laser-diagnostischer
Methoden ermittelt werden. Ein aufgefiacherter Laserstrahl kann zentral durch die Mit-
telachse der Bunsenflamme positioniert werden. Durch die Wahl einer geeigneten Wel-
lenlédnge des Laserlichts lassen sich Molekiile von Reaktionszonenmarker elektronisch
anregen. Dies sind Spezies die bei brennstoffspezifischen chemischen Reaktionen in der
Reaktionszone entstehen [137]. Die elektromagnetische Strahlung, die bei Riickfall der
angeregten Molekiile in ihren Grundzustand emittiert wird, kann gefiltert und mittels
einer digitalen Kamera aufgenommen werden. Aus der Aufnahme ldsst sich mit einer
Auswertesoftware die Flammenfliche A berechnen. Die hier beschriebene Vorgehens-
weise mit der Flamme eines Bunsenbrenners wird in [145] und [72] zur Bestimmung der
Flammengeschwindigkeit vorgeschlagen.

Eine andere Moglichkeit um Iy zu bestimmen, ohne den detaillierten rdumlichen
Verlauf des Quellterms wy zu kennen, liefert die integrierte Transportgleichung (4.16)
von Y selbst. Es wird eine flache Flammenfront betrachtet, die sich in einem réumlich
homogenen und stationdren Geschwindigkeitsfeld ausbreitet. Aus der Sicht eines mit
der Flammenfront mitbewegten Koordinatensystems verschwindet der Zeitableitungs-
term sowie die Terme, welche rdumliche Ableitungen in Querrichtung beinhalten. Aus
der Bedingung, dass die Flammenfront flach ist, folgt \/g = 1. Das bewegte Koordina-
tensystem ist in dem Fall identisch mit einem kartesischen Koordinatensystem, das sich
translatorisch mit konstanter Geschwindigkeit entlang einer festen Richtung bewegt, die
mit der Flammenausbreitungsrichtung tibereinstimmt. Die allgemeine Integrationsgren-
ze x' wird so gewihlt, dass sie weit vor der Flammenfront liegt, dort wo der diffusive
Fluss von Y verschwindet und die Dichte und der Massenbruch Y die Werte im un-
verbrannten Gemisch annehmen. Aus der Beziehung (4.16) folgt mit der Normierung
[ o) = 1

myYy = pusuYu = — Iy . (4.18)

Aus (4.18) lésst sich das Integral Iy aus der Dichte p, und der Brenngeschwindigkeit
sy im unverbrannten Gemisch bestimmen. Bei den getroffenen Annahmen entspricht
sy der laminaren Flammengeschwindigkeit sy, einer planaren, sich mit konstanter Ge-
schwindigkeit ausbreitenden, ungestreckten Flamme. Eine integrale Beziehung iiber eine
planare Flammenfront wie (4.18) wird auch in [109] formuliert, wobei daraus zusétzlich
ein Ausdruck fiir die adiabatische Flammentemperatur hergeleitet wird. Zahlenwerte der
laminaren Flammengeschwindigkeit fiir verschiedene Gemische kénnen in der Literatur
gefunden werden, z.B. in der Zusammenstellung in [83].
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5 Implementierung des integralen
Modells in OpenFOAM®)

In Kapitel 4 wurde ein Modell fiir die Massenstromdichte durch die Reaktionszone aus
integralen Erhaltungsprinzipien hergeleitet. In diesem Kapitel wird auf die Implemen-
tierung des Modells in einen CFD-Code eingegangen. Die hier verwendete Software
OpenFOAM@®) wird vorgestellt und es werden numerische und fiir die Implementierung
relevante physikalische Aspekte des Modells diskutiert.
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5 Implementierung des integralen Modells in OpenFOAM®)

5.1 Phasen-Feld/Level-Set-Formulierung

Die integrale Modellierung der Reaktionszone liefert die Massenstromdichte m durch
Koordinatenflichen von z!' in der Reaktionszone. Um das Modell in einer Software fiir
numerische Stromungsmechanik einzusetzen, bedarf es einer Methode um die Bewe-
gung der Koordinatenflichen von z!' zu simulieren. Eine natiirliche Methode, die sich
hierfiir anbietet ist die Level-Set-Methode, die von Osher und Sethian entwickelt wur-
de [101], [117]. Im Rahmen der Verbrennungsforschung wird die Level-Set-Methode als
Methode der G-Gleichung bezeichnet. Die in der Verbrennung iibliche Formulierung der
G-Gleichung lautet [106]

%—i-v*-VG:s*\VG\ . (5.1)
ot

Der Stern als Index an einer Grofle bedeutet, dass die Grofle auf der Flache G = 0 und
x' = 0 (bzw. spiter in der Arbeit auf der Fliche ¢ = 0,5) ausgewertet wird. In der
klassischen Formulierung einer vorgemischten Flamme als gasdynamische Diskontinuitét
haben die Gréflen v* und s* in (5.1) nur auf der Fliche G = 0 eine physikalische Bedeu-
tung. Wird der Zustand unmittelbar vor der Fliache G = 0 als Referenz benutzt, dann
ist v* die Stromungsgeschwindigkeit des Fluids mit der Dichte p, des unverbrannten
Gemischs und s* ist die laminare Flammengeschwindigkeit. Bei der Wahl des Zustands
unmittelbar hinter G = 0 ist v* die Stromungsgeschwindigkeit des verbrannten Gemischs
mit der Dichte pp, und s* die entsprechende Brenngeschwindigkeit. Die Gleichung (5.1)
entspricht den von Markstein angegebenen Gleichungen (3.1) und (3.2).

Die Gleichung (5.1) besitzt keinen Diffusionsterm und kann nicht in einem CFD-
Code mit klassischen rédumlichen und zeitlichen Diskretisierungsverfahren gelést werden.
Durch den Quellterm, der eine Bewegung der Isoflichen von G normal zu sich selbst
und relativ zur Strémung beschreibt, konnen die Flachen G = konst. im Laufe einer
Simulation Knicke bilden. Dies kann anhand der lokalen Néherung der Isofliche durch
eine Kugelfiache anschaulich erklart werden. Wenn sich zwei benachbarte Punkte auf
der gekriimmten Isofléche um eine Strecke normal zur Isofliche bewegen die gleich dem
lokalen Kriimmungsradius der Kugelflache ist, dann treffen sie sich am Kriimmungsmit-
telpunkt, an dem der Gradient VG diskontinuierlich ist. Zur Diskretisierung von (5.1)
sind spezielle Diskretisierungsverfahren notwendig, welche die Diskontinuititen von VG
korrekt behandeln [101], [117]. Eine Ubersicht zu Theorie und Anwendung der Level-
Set-Methode findet sich in [102] und [118].

5.1.1 Die Formulierung von Olsson et al.

Eine konservative Level-Set-Formulierung zur numerischen Behandlung des Problems
einer bewegten Oberflache wurde von Olsson und Kreiss [99] (2005) vorgeschlagen. Ein
Grund fiir die Entwicklungsarbeit in [99] ist die Verletzung der globalen Massenerhaltung
bei der Anwendung der Level-Set-Methode zur Simulation von Mehrphasenstréomungen.
Wenn die Flache G = 0 die Phasengrenzfliche darstellt, z.B. einer gasférmigen Blase in
einer Fliissigkeit, dann garantiert die Losung der Level-Set-Gleichung

0G
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nicht die Erhaltung der Masse des Gases in der Blase. Zur Losung dieses Problems kann
wie in [99] eine Funktion

W(x,t) = % (1 + tanh (%)) (5.3)

eingefithrt werden. Im Gegensatz zu der klassischen Level-Set-Funktion G, die iibli-
cherweise den vorzeichenbehafteten Abstand zur Isofliche G = 0 darstellt, nimmt die
Funktion % iiberall im Raum nur Werte zwischen 0 und 1 ein. Der Ubergang von 0 auf
1 erfolgt in einem rdumlichen Bereich dessen Dicke durch den Parameter € gesteuert
wird. Die Isofliche G = 0 wird zur Isoflache ¥ = 0,5. Daher hat ¢ den Charakter einer
Phasen-Feld-Funktion. Hier wird fiir ¢ der Begriff Phasen-Feld /Level-Set-Funktion ver-
wendet um die Verkniipfung beider Modellierungsansétze zu unterstreichen [118]. Das
1-Feld wird hier von seiner Kinematik her wie ein Level-Set-Feld behandelt.

In Abb. 5.1 sind Profile von ¢ fiir 7 verschiedene skalierte Werte /It entsprechend

der Beziehung
1 G/lrof
=1 h({—— 4
¢ 2 ( +tan <2€/lrof>) (5 )

iiber der skalierten Variable G/l gezeigt. Durch die Skalierung kénnen die Verlaufe
unabhéngig von der Gréflenordnung des normalen Abstands G diskutiert werden. Die
Referenzlénge [, kann z.B. als charakteristische Zellgréfle in der numerischen Simula-
tion aufgefasst werden. Zusétzlich sind in Abb. 5.1 die Punkte eingezeichnet, an denen
¥ = Ylim und ¥ = 1 — Wy, gilt. In Abb. 5.2 sind fiir die 3 Werte von i, die Absténde
dy/lret = (G/lvet) |l p=1—vnyy — (G/lret)|p=py;, Uber €/lier aufgetragen. Die Dicke dy/lref
nimmt dabei mit steigendem Parameter € linear zu. Dies ist ersichtlich, wenn erkannt
wird, dass der Faktor 1/(2¢) eine Streckung der normalen Koordinate G darstellt, die
als Argument der tanh-Funktion dient. Aus Abb. 5.2 ist zu erkennen, dass bei gegebe-
nem ¢/l,r die Dicke dy umso grofer ist, je kleiner ¢y, gewéhlt wird. Fiir die folgende
praktische Umsetzung des Ansatzes der Phasen-Feld Funktion in einem Code fiir nu-
merische Stromungsmechanik wird fiir ¢y, der Wert 0,01 gewéhlt. Aus den Daten der
entsprechenden Gerade in Abb. 5.2 kann dafiir folgender Zusammenhang entnommen
werden:

Ay /lret = 9,19 /lrer ,  bzw. dy ~9,19¢ . (5.5)

In [99] wird die Formulierung (5.3) zur Simulation von Zweiphasenstréomungen inkom-
pressibler Fluide ohne Durchstrémung der Phasengrenzfliche verwendet. Die Bewegung
der Isoflichen des Feldes v wird durch die kinematische Beziehung

N
il Vi =0 5.6
5 TV VY (5.6)
beschrieben, die im Gegensatz zur Beschreibung vorgemischter Flammen keinen Quell-
term enthélt. Aufgrund der Divergenzfreiheit des Stromungsfelds inkompressibler Fluide
kann (5.6) in konservativer Formulierung angegeben werden:
o
- . =0. 5.7
4V () (57)

Im Laufe einer Simulation wird durch alleiniges Losen von (5.7) das tanh-Profil von
nicht erhalten bleiben. Die Normalkomponente von v ist im Allgemeinen nicht konstant
iiber die Dicke des Ubergangsbereichs von 1. Dadurch bewegen sich die Isoflichen von
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¥ []
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Abbildung 5.1: Ubergangsbereich der Phasenfeld-Funktion v fiir /I, = 0,05 — 1,0,
Piim = 0,001 (rote Kreuze), 1y, = 0,01 (blaue Kreise) und ¢y, = 0,05
(griine Punkte).

14 T T T
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Abbildung 5.2: Skalierte Dicke dy/lef des Ubergangsbereichs von 1 als Funktion von
€ /lyet fiir verschiedene Werte iy, .
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1 mit unterschiedlicher Geschwindigkeit in Normalenrichtung, was zu einer Verzerrung
des tanh-Profils fiihrt. Zur Erhaltung der Dicke und Form des Profils (5.3) wird in
[99] vorgeschlagen, folgende Gleichung in regelméfigen Zeitabstinden wéhrend einer
Simulation zu l6sen: 5

8—1/} + V- (1 —¢)n) =cAy . (5.8)

P

Die Benutzung des Symbols 7p fiir die Zeit weist darauf hin, dass (5.8) nicht in der
realen Simulationszeit gelost wird. Wenn eine Korrektur des Profils erforderlich ist, z.B.
nachdem das -Feld durch Losen von (5.7) zum Zeitpunkt ¢" bekannt ist, wird (5.8)
bis zu einer festgesetzten Stationaritéitsbedingung in der Pseudo-Zeit mp gelost. Die
stationdre Losung von (5.8) ist ein 1-Feld, dessen Verlauf in der durch den Norma-
lenvektor n = V/|V| gegebenen Richtung, ein tanh-Profil exakt nach (5.3) besitzt.
Dies lésst sich in einer eindimensionalen Formulierung leicht iiberpriifen. Die Funktion
1 =1/2(1 + tanh (G/(2¢)) ist ndmlich eine Losung der Gleichung

QW0 —) _ &
dG CdG?
In einer physikalischen Interpretation der Gleichung (5.8) wird das -Feld durch einen
diffusiven Fluss —eV1) transportiert und spiirt einen Quellterm —V - (¢(1 — ¢)n). Im
Bereich ¢ < 0,5 ist der Quellterm negativ und fiir ¢ > 0,5 ist er positiv. Der Quell-
term allein wiirde somit eine Kompression des Ubergangsbereichs von 1) bewirken. Dem
entgegen wirkt der diffusive Fluss, der umso stérker ist, je hoher der Gradient von
in Richtung von n ist. Das Gleichgewicht beider Effekte liefert die stationére Losung
mit dem tanh-Profil. Eine Kompression der Phasen-Feld-Funktion durch Einfiihrung des
kompressiv wirkenden Terms in der Transportgleichung (5.8) wird auch in Rusche [112]
(2002) verwendet!. Zusitzliche Untersuchungen und Entwicklungen zum Kompressions-
verfahren werden von Olsson et al. in [100] weitergefiihrt.

(5.9)

5.1.2 Formulierung in dieser Arbeit

In der vorliegenden Arbeit wird eine Formulierung fiir die Phasen-Feld/Level-Set-
Funktion verwendet, die fiir den Einbau in CFD-Software geeignet ist. Hierbei wird
versucht die Implementierung des Flammenmodells durch eine geeignete Formulierung
der zu losenden Gleichungen mit einfachen Diskretisierungsverfahren umzusetzen, an-
statt neue oder spezielle Diskretisierungsverfahren zu entwickeln. Ausgangspunkt fiir
die Formulierung ist die kinematische Beziehung von durchstromten Isoflachen von
(2.52):

%—f+v-v¢:s|w| . (5.10)
In (5.10) wird die Brenngeschwindigkeit s modelliert und besitzt deshalb nicht den raum-
lichen Verlauf des Brenngeschwindigkeitsfelds einer realen vorgemischten Flamme. Das
Profil von ¢ wird somit im Laufe der Simulation vom Profil in (5.3) immer stérker ab-
weichen. Um das tanh-Profil zu erhalten, wird das Konzept der Kompressionsgleichung
(5.8) aus [99] und [100] verwendet. In der vorliegenden Arbeit wird die kinematische
Beziehung (5.10) jedoch gleichzeitig mit der Kompressionsgleichung gelost:

o

S 0V = sVl V- ({1 - $)n) +9=A0 (5.11)

"Der Ansatz wird in [112] als private Mitteilung von H. G. Weller referenziert.
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Der Faktor « in (5.11) ist ein Maf fiir den Kehrwert der Zeitskala der Relaxation
eines 1-Profils auf das tanh-Profil nach (5.3). Je hoher sein Wert ist, umso schneller
erfolgt die Relaxation auf das tanh-Profil. Die gleichzeitige Losung der Kompression
und des Transports von % in einer Gleichung verletzt streng genommen die kinematische
Beziehung (5.10). Dieser Aspekt wird in dieser Arbeit noch behandelt und untersucht
(siehe 7.3). Durch den vorhandenen Diffusionsterm kann (5.11) numerisch stabil mit
Standarddiskretisierungsverfahren gelost werden, da sich keine scharfen Knicke im /-
Feld bilden kénnen [117].

In der Implementierung der G-Gleichung (3.20) durch Schmidt und Klein (siehe 3.7.3)
werden ebenfalls die Terme fiir die Bewegung der Isoflichen aufgrund der Strémung und
der Verbrennung mit dem Reinitialisierungsterm in derselben Gleichung gelost. Der Pa-
rameter ¢ in (3.20) entspricht dem Faktor v in der Formulierung (5.11). In Ganguli und
Kenig [55] (2011) wird die Phasen-Feld/Level-Set-Formulierung zur Simulation von Gas-
blasen in einer Fliissigkeit verwendet, bei denen ein Massentransfer an der Grenzflache
zwischen gasférmiger und fliissiger Phase stattfindet. Die Behandlung des Ubergangs-
bereichs von ¢ wird dabei auch gleichzeitig mit dem Transport gelost:

o B vy
SV (w0) =V (o V) +eV) | (5.12)

wobei nach [55] der Parameter v den Wert der maximal zu erwartenden Stromungsge-
schwindigkeit annehmen soll.

In (5.11) ist der Konvektionsterm in nicht-konservativer Form formuliert. In dieser
Arbeit wird das Flammenmodell in OpenFOAM@®) eingebaut, der wie die meisten CFD-
Codes die Finite-Volumen-Methode verwendet. Die Finite-Volumen-Diskretisierung be-
sitzt die positive Eigenschaft, dass die Erhaltung von Gréflen in konservativer Formu-
lierung, also deren Fliisse unter einem Divergenzoperator in den Erhaltungsgleichungen
stehen, automatisch iiber eine Zelle (Kontrollvolumen) des Rechengebiets erfiillt ist. Bei
konsistenter Behandlung der Fliisse an den Zellflichen zwischen benachbarten Zellen ist
somit auch eine globale Erhaltung tiber das gesamte Rechengebiet automatisch erfiillt
[53]. Aus diesem Grund ist es vorteilhaft eine konservative Formulierung fiir moglichst
viele Terme in den zu diskretisierenden Gleichungen zu benutzen. Insbesondere bei der
Verwendung relativ grober Netze mit grolen Zellen ist die natiirliche Erhaltungseigen-
schaft der Finite-Volumen-Methode von Vorteil, da sich mit grober werdender Auflésung
nur die Genauigkeit der Losung verschlechtert, jedoch nicht ihre globale Erhaltung.

Der Kompressionsterm auf der rechten Seite von (5.11) besitzt bereits eine geeig-
nete konservative Formulierung wenn (1 — ¢)n als Fluss interpretiert wird. Um den
Konvektionsterm in eine konservative Formulierung zu tiberfithren, wird (5.11) mit dem
Dichtefeld p multipliziert und auf der linken Seite mit dem Produkt aus Kontinuitéts-
gleichung (2.9) und v erweitert. Unter Ausnutzung der Produktregel folgt daraus die
Transportgleichung

Ipy

K00 15 (pov) = mIVol ~ 9V (W1~ ) +pets, (519
welche in dieser Arbeit als Grundlage zur Implementierung verwendet wird. Eine kon-
servative Behandlung des konvektiven Terms wird z.B. auch bei der Verwendung der
G-Gleichung zur LES (Large Eddy Simulation) vorgemischter Verbrennung in [45] durch-

gefiihrt.
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Eine alternative Formulierung der Phasen-Feld /Level-Set-Gleichung besteht darin, die
GroBle my = m-Y zu verwenden. my ist die Massenstromdichte der Spezies Y durch
Isoflichen v = konst. Der Wert von my ist hinter der Reaktionszone im Rauchgasgebiet
auf natiirliche Weise gegeben: my = 0. Das Feld my wiirde in eine mit der Erhaltungs-
gleichung von Y erweiterte Phasen-Feld/Level-Set-Gleichung eingehen. Dieser Ansatz
wird in der vorliegenden Arbeit jedoch nicht weiter verfolgt.

5.2 Formulierung der integralen Beziehung fiir die
Massenstromdichte

5.2.1 Numerische Formulierung der §-Funktion

In der Modellierung des Quellterms von Y wird die Funktion §(x') verwendet. Eine
mogliche Formulierung fiir die 6-Funktion ist d(x') = 01 /dz', was mit der Definition
(5.3) mit G = x' die Beziehung
1
5(zh) = 5 (5.14)
4e (cosh (21 /(2¢)))

liefert, wofiir die vorzeichenbehaftete Abstandsfunktion z! = G als Argument benétigt
wird. In einer Simulation ist jedoch aus der Losung der Phasen-Feld /Level-Set-Gleichung
nur das Feld 1 bekannt. Durch direkte Umkehrung der Beziehung (5.3) kann x! aus 1
im Ubergangsbereich 0 < 9 < 1 eindeutig berechnet werden:

a! = 2¢ artanh (2¢) — 1) . (5.15)

Ein Nachteil der Formulierung (5.14) mit (5.15) besteht darin, dass sie nur giiltig ist
solange 1) exakt ein tanh-Profil besitzt.

Eine alternative Methode besteht darin, die §-Funktion nicht tber die theoretische
Funktion der Normalableitung von 1 wie in (5.14) zu formulieren, sondern tiber die
Beziehung

6(v) =V, (5.16)

wobei Vi numerisch im Simulationscode ermittelt wird. (5.16) liefert unabhéngig vom
Verlauf von ¢ den korrekten integralen Wert von 1 in Normalenrichtung, solange
zwischen 0 und 1 variiert. Die Formulierung (5.16) ist &hnlich zu der Formulierung der
Oberflachenspannung einer Grenzfliche durch Einfithrung einer verschmierten Oberfla-
chenkraft nach Brackbill et al. [12] (1992). Numerische Experimente in [84] bestétigen
die Wahl von (5.16) zur numerischen Beschreibung einer J-Funktion.

5.2.2 Formulierung des Volumenelements /g

Das Volumenelement /g folgt aus der Transformation von kartesischen Koordinaten
x,y, z in das bewegte, krummlinige Koordinatensystem mit den Koordinaten 2!, 22, 3.
In einer Simulation kann die z'-Koordinate iiber die Bezichung (5.15) aus ¢ bestimmt
werden. Um eine aufwendige Rekonstruktion der Felder 2 und 22 in jedem Zeitschritt
der Simulation zu umgehen, wird hier eine vereinfachte Bestimmung von /g durchge-
fithrt. Dazu wird die Koordinatenfliche 2! lokal mittels einer Kugelfliche im dreidimen-
sionalen Raum und mittels einer Zylinderfliche im zweidimensionalen Raum approxi-

miert. Das Volumenelement wird somit folgendermaflen ausgedriickt:

\/g =1 2@*331 , (517)
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mit der lokalen Kritmmung 2¢* = —V -n* der Koordinatenfliche 2 = 0. Im zweidimen-
sionalen Fall ist (5.17) exakt. Im dreidimensionalen Raum stellt (5.17) eine Linearisie-
rung um z' = 0 dar, fiir kleine Werte von 2! bezogen auf den lokalen Kriimmungsradius.

5.2.3 Formulierung des chemischen Integrals

Das in der integralen Bezichung (4.15) vorkommende Integral tiber die §-Funktion wird
mit der Formulierung (5.17) fiir \/g folgendermafien behandelt:

—+00

+o0o
/ V7 8(2Y) da' = / (1—2¢°3) §(21) di!
5[71

SCl

+oo +oo (5.18)
_ / 5(31) di! + / (—2¢")3'6(8Y) dit .

21 21

I Ic

Das Integral I; stellt fiir einen gegebenen Wert x! den restlichen Beitrag des Quellterms
bis zum Ende einer als planar angenommenen Reaktionszone dar. Das zweite Integral I,
beschreibt die Korrektur von I; aufgrund der Krimmung der Reaktionszone. Der Term
/9 im Integral spielt eine dhnliche Rolle wie der Term o/oy, in der integralen Beziehung
(3.13) von de Goey und ten Thije Boonkkamp. Fiir die numerische Berechnung von I
und I, in einer Simulation wird angenommen, dass 1) den Tangenshyperbolikusverlauf
nach (5.3) besitzt und die §-Funktion demnach tber die Beziehung (5.14) ausgedriickt
werden kann. Es folgt hiermit (Berechnung mit der Software Wolfram Mathematica):
L—— 1 (5.19)
' 1+exp (%1) ’

woraus aufgrund der Eigenschaft [14]

_ exp (@) — exp(—a)
tanh (z) = oxp (z) + exp (—2) (5.20)

die einfache Beziehung
L=1—1 (5.21)

resultiert. Fiir das Integral I, folgt (Berechnung mit der Software Wolfram Mathemati-

ca):
r r
I=2" 2! - ————<—cln (1 + exp (—)) , (5.22)
1+ exp (%) €

woraus eindeutig erkennbar ist, dass I, fiir eine planare Reaktionszone mit ¢* = 0
verschwindet. In den Abbildungen 5.3 und 5.4 sind die Verldufe der chemischen Integrale
iiber die skalierte Normalkoordinate G aufgetragen. Das Vorzeichen der Kriimmung
bestimmt auch das Vorzeichen des Beitrags I.. Die gezeigten Verldufe sind bei einer
relativ starken Kriimmung der Reaktionszone berechnet, bei der der Kriimmungsradius
der Dicke der Reaktionszone entspricht. Selbst bei diesem hohen Kriimmungswert ist
der Beitrag von I, klein im Vergleich zu I;. Bei einer negativ gekriimmten Reaktionszone
ist das Integral I. > 0. Ausgehend von einer Position in der Reaktionszone vergroflert
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sich in Richtung des hinteren (verbrannten) Endes der Reaktionszone die Flache, auf
der der chemische Quellterm wirksam ist. Bei einer positiv gekriimmten Reaktionszone
ist dieser Effekt umgekehrt.

2¢* =-1/d
v

Abbildung 5.3: Illustration der Beitrage im chemischen Integral bei einer negativen mitt-
leren Kriitmmung. Der Kriimmungsradius entspricht der Dicke des Uber-
gangsbereichs der Phasen-Feld /Level-Set-Funktion.

5.2.4 Formulierung des normalen Diffusionsflusses von Y

Der diffusive Fluss von Y wird in dieser Arbeit mit Hilfe eines Fickschen Ansatzes wie
in (2.20) modelliert. Dementsprechend schreibt sich der Normaldiffusionsterm (4.15b)
in der integralen Beziehung der Massenstromdichte:

vy = e b (A9
VIRV = Vg <Cp AT (5.23)

5.2.5 Formulierung des Integrals iiber die Zeitableitung

Hier wird die Formulierung des Zeitableitungsterms (4.15c) aus der integralen Bezie-
hung (4.15) fiir die Isofliche 2! = 0 dargestellt. Eine fiir die Implementierung des Mo-
dells geeignete Formulierung fiir allgemeine Positionen 2! wird in 5.6.3 vorgestellt. Der
Zeitableitungsterm kann durch Anwendung der Produktregel folgendermafien aufgeteilt

werden:
/ (\f”y di! /f ) a4z +/ oY \/_dAl (5.24)

z1=0

Die partielle Ableitung d(pY") /07 im ersten Integral auf der rechten Seite von (5.24) wird
vernachlassigt. Dies entspricht der physikalischen Vorstellung, dass turbulente Wirbel im
Regime der diinnen Reaktionszonen nicht in die Reaktionszone eindringen kénnen [106].
Somit werden die Profile in der Reaktionszone im Gegensatz zu der Vorheizzone nur sehr
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2c* =+ 1/d
v

G/lrey [-]

Abbildung 5.4: Illustration der Beitrige im chemischen Integral bei einer positiven mitt-
leren Kriimmung. Der Kriimmungsradius entspricht der Dicke des Uber-
gangsbereichs der Phasen-Feld /Level-Set-Funktion.

schwach gestért. Die Zeitableitung 0,/g/07 im zweiten Integral auf der rechten Seite
von (5.24) kann als Produkt von ,/g mit der Streckung x von z'-Koordinatenflichen
aufgefasst werden [30] (x = 1/\/g 0/g/07). Das Integral wird dann folgendermafien
approximiert:

+o0
- 1 K,y * ok lé
| oY Vi dit = oY T St (5.25)

z1=0

mit /g" = 1 (siehe (5.17)). Dabei wird angenommen, dass der Integrand pY',/gx einen
Verlauf iiber 2! mit konstanter Steigung besitzt (siehe Abb. 5.5). Das Integral ist die
Flache eines Dreiecks, mit einer Hohe gleich dem Wert des Integranden an der Stelle
x! = 0 und einer Basis, die der riiumlichen Ausdehnung l5/2 der Reaktionszone von der
Stelle ' = 0 bis zum Ende der Reaktionszone entspricht. Der Faktor S wird einge-
fiihrt um das Integral unter der Dreiecksfliche zu korrigieren und stellt das Verhéltnis
zwischen dem Integral der realen Kurve zu dem Integral des angenéherten (linearen)
Verlaufs dar. In der Anwendung des Modells in Simulationen wird ein konstanter Wert
von 0,5 fiir den Korrekturfaktor S.or verwendet. Die Wahl dieses Werts wird durch
die Analyse von DNS-Daten in 6.1 bestéatigt. Eine dhnliche Vereinfachungsstrategie, bei
der lineare rdumliche Profile innerhalb der Flammenstruktur angenommen werden, ist
in der integralen Analyse von Chung und Law [28] zu finden. Bei kleinen Streckungs-
raten x kann davon ausgegangen werden, dass das Feld x ndherungsweise konstant in
Normalenrichtung der Flammenstruktur ist [65].
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gl/szX

TN Néherun
Realer Verlauf’ e g

A

Abbildung 5.5: Darstellung der vereinfachten Beschreibung des Integranden in (5.25).

Aus der Beziehung (4.16) ist zu erkennen, dass fiir einen gegebenen Parameter Iy
sowie fiir gegebene Felder von Y und /g, die Stromdichte von Y (linke Seite von (4.16))
mit dem Wert des Integrals (5.24) und somit, bei der hier getroffenen Annahme fiir Flam-
men im Regime der diinnen Reaktionszonen, mit dem Integral (5.25) wéchst. Bei einem
positiven Streckungswert vergréfert sich die Fliche von x!-Koordinatenflichen auf de-
nen Y abgebaut wird. Dadurch kann bei einer positiven Streckung und fiir einen gegebe-
nen integralen Verbrauch Iy eine héhere Stromdichte von Y durch z'-Koordinatenflichen
innerhalb der Reaktionszone transportiert werden. Dieser Mechanismus stellt einen rein
geometrischen Effekt von Flammenstreckung dar. Er entspricht dem zweiten Mechanis-
mus in der Theorie von Echekki [47] (siehe 3.4). Zusétzlich dazu bewirkt die Streckung
bei Flammen mit Lewis-Zahlen verschieden von 1 eine Variation der Enthalpie in der
Reaktionszone, wodurch sich der integrale Verbrauch Iy &ndert [29]. Dieser zweite Stre-
ckungseffekt wirkt sich auf die Chemie innerhalb der Reaktionszone aus und entspricht
dem ersten Mechanismus von Echekki [47]. Bei den hier vorgestellten Simulationen von
Methan /Luft-Flammen wird dieser chemische Streckungseffekt vernachlissigt. Erst bei
der Erweiterung des Modells in Kapitel 8 zur Simulation thermisch-diffusiv instabiler
Wasserstofflammen wird dieser Effekt durch eine Parametrisierung von Iy beriicksich-
tigt.

5.2.6 Behandlung des Felds der Massenstromdichte m
Einleitung und Hintergrund

Im Laufe der Entwicklung und Implementierung des integralen Reaktionszonenmo-
dells in dieser Arbeit hat sich herausgestellt, dass das aus der integralen Beziehung
(4.15) berechnete Feld der Massenstromdichte nicht direkt in der Phasen-Feld /Level-
Set-Gleichung verwendet werden kann. Der Grund hierfiir liegt im Nenner Y in der
Beziehung (4.15), der am hinteren Ende der Reaktionszone beim Rauchgasgebiet Wer-
te nahe 0 annimmt. Die Beziehung (4.15) verliert dort ihre physikalische Giiltigkeit.
Es gibt keine Bedingung mehr an die Kinematik der z'-Koordinatenflichen, da kein
Brennstoff Y mehr vorhanden ist. In einer Simulation mit einer begrenzten rédumlichen
Auflésung der Reaktionszone liefert die Beziehung (4.15) nur in der vorderen Halfte des
Ubergangsbereichs von 1, dort wo Y noch grofi genug ist, einen verwertbaren Wert fiir
die Massenstromdichte m. Im hinteren Bereich in dem Y & 0 ist und auch, je nach
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Auflésung und Kriimmung der Reaktionszone, negativ werden kann, muss somit eine
kiinstliche Erweiterung von m durchgefithrt werden. Ein natiirlicher Ansatz fiir das dort
unbekannte m-Feld ist ein konstanter Verlauf in Normalenrichtung zur Reaktionszone.
Bei einer ungestreckten und planaren Flamme entspricht ein konstanter Wert von m
dem physikalischen exakten Verlauf [30]. Der konstante Wert von m im hinteren Teil
der Reaktionszone sollte dabei dem Wert im vorderen Teil entsprechen.

Die Erweiterung des m-Felds in Normalenrichtung ins hintere Ende der Reaktionszone
ist analog zu der Erweiterung des Geschwindigkeitsfelds F' (building extension velocity
fields) [117] einer Oberfliche G = 0 im Rahmen der klassischen Level-Set-Gleichung

0G
E—FF\VG\ =0, (5.26)
wenn die Geschwindigkeit F' nur auf der Oberfliche G = 0 physikalisch definiert ist. Zum
Losen der Level-Set-Gleichung (5.26) muss die Oberflichengeschwindigkeit auf die be-
nachbarten Gitterpunkte oder Zellen iibertragen werden. Dazu muss Information ausge-
hend von G = 0 in Normalenrichtung transportiert werden (extrapolation in the normal
direction [101]). Das erweiterte Geschwindigkeitsfeld Fiy soll auf der Oberfliche G = 0
dem Wert der dort definierten Ausbreitungsgeschwindigkeit entsprechen und maoglichst
den Charakter einer vorzeichenbehafteten Abstandsfunktion des Level-Set-Felds bei der
Losung der Level-Set-Gleichung beibehalten [1]. In dieser Arbeit wird die Bezeichnung
ext an eine Grofle angehéngt, die in Normalenrichtung erweitert wird (fiir eztended). Ein
Geschwindigkeitsfeld Foy, das die Abstandsfunktion beibehélt, erfiillt die Bedingung [1],
[26], [118]:
VFet - VG =0. (5.27)

Eine Methode um Information normal zur modellierten Oberflache zu transportieren
besteht darin, nach einem bestimmten Algorithmus Information ausgehend von den
Werten auf der Oberfliche auf benachbarte Zellen oder Gitterpunkte zu iibertragen.
Ein solches Verfahren ist die fast marching method [117], [101], welche in der Regel zur
Reinitialisierung einer Level-Set-Funktion auf eine Abstandsfunktion eingesetzt wird.
Die fast marching method kann jedoch auch zur Erweiterung eines Geschwindigkeitsfelds
und somit zum Transport von Information in Normalenrichtung verwendet werden [1],
[26]. Der Ansatz besteht in der Losung einer stationdren Form der Level-Set-Gleichung
[117]

IVU|F =1, (5.28)

fir das Feld ¥, mit der normalen Ausbreitungsgeschwindigkeit F'. Wenn F' nur eine
Funktion des Ortes ist, wird eine Gleichung vom Typ (5.28) als Eikonal-Gleichung be-
zeichnet [117]. Mit der Bedingung ¥ = 0 auf G = 0 kann fiir jede Zelle oder fiir jeden
Gitterpunkt der aus (5.28) resultierende Wert des U-Feldes als die Ankunftszeit des
Oberflache G = 0 interpretiert werden, die sich mit der Geschwindigkeit F' bewegt. Fiir
die spezielle Wahl F' = 1 entspricht der Zahlenwert dieser Ankunftszeit dem Abstand
zur Anfangsposition von G = 0. Die Erweiterung eines Geschwindigkeitsfelds mittels
der fast marching method und der Losung einer Eikonal-Gleichung wird in [111] zur
Simulation vorgemischter Flammen als gasdynamische Diskontinuitét angewandt.

Eine Mafinahme zur Reduzierung des numerischen Aufwands bei der normalen Erwei-
terung eines Felds besteht in der Beschréankung der numerischen Operationen auf ein
schmales Band in der Umgebung der Oberfliche (narrow band method) [2], [117]. Die
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Umsetzung der fast marching method und der narrow band method bedarf einer spezi-
ellen Implementierung des verwendeten Algorithmus zur Ubertragung von Information
und zur Verwaltung der geometrischen Information des schmalen Bands.

Fine weitere Moglichkeit zur Erweiterung des m-Felds in Normalenrichtung ins hintere
Ende der Reaktionszone besteht in der Losung der Transportgleichung (angelehnt an
die Transportgleichung in [101])

om 0 _
Brg THW =¥ n-Vm =0, (5.29)

in der Pseudozeit 75 zwischen zwei Zeitschritten. Die Heaviside-Funktion H (¢ — v°)
in (5.29) schaltet das kiinstliche Geschwindigkeitsfeld n erst ab dem Wert 1° an. Die
Werte des Felds m werden somit in Normalenrichtung von der Isofliche v = 4° aus
konvektiv mit n transportiert. Das Losen einer hyperbolischen Gleichung zum Trans-
port von Information mit Hilfe des Normalenvektorfeldes wie in (5.29) wurde auch in
[25] vorgeschlagen. Ein dhnlicher Ansatz zu (5.29) wird auch in der Dissertation von
Terhoeven [127] zur Aufprigung der Flammengeschwindigkeit einer modellierten Flam-
menfront G = 0 auf benachbarte Rechenzellen verwendet. Diese Prozedur wird in [127]
als Sweeping-Schritt bezeichnet. Dabei erfolgt der Transport im Gegensatz zu (5.29)
in beide Richtungen normal zur Flammenfront. Ein zusétzlicher Diffusionsterm sorgt
dabei fir eine Glattung der Losung und eine bessere Konditionierung der aus der Dis-
kretisierung resultierenden Gleichungsmatrix.

Die Erweiterung der absoluten Ausbreitungsgeschwindigkeit F' ist aus kinematischer
Sicht universeller als die Erweiterung des Massenstromdichtefelds. Die Massenstrom-
dichte ist nur fir den speziellen Fall einer planaren, ungestreckten und sich stationér
ausbreitenden Flammenfront (ohne zeitliche Anderung der Flammendicke) in Norma-
lenrichtung konstant [30].

Erweiterung der absoluten Ausbreitungsgeschwindigkeit

In dieser Arbeit wird das Geschwindigkeitsfeld F' vom Beginn des Ubergangsbereichs
bei 1) &~ 0 aus in den hinteren Bereich erweitert. Dabei stellt F' = u - n die Normalkom-
ponente der absoluten Ausbreitungsgeschwindigkeit u der Isoflichen von 1 dar. Mit der
Definition der Ausbreitungsgeschwindigkeit u = v — sn als iiberlagerte Bewegung des
advektiven Transports durch das Stréomungsfeld v und des Brennverhaltens relativ zur
Stréomung mit der Brenngeschwindigkeit s, resultiert wie in der klassichen Level-Set-
Formulierung (5.26):
oy + F|Vy|=0. (5.30)
ot
Die Erweiterung des Werts von F' am Anfang des Transitionsbereichs von ¢ in den
hinteren Bereich liefert ein Geschwindigkeitsfeld Fiyt, das sich ndherungsweise nur in
Querrichtung zu Isoflichen von 1 dndert und somit die Bedingung (5.27) erfiillt. In der
Implementierung in dieser Arbeit ist ¢ keine Abstandsfunktion, sondern iiber (5.3) mit
der Abstandsfunktion G verkniipft. Ein in Normalenrichtung konstantes Geschwindig-
keitsfeld Fuy; bewirkt, dass sich die Isoflachen von 4 nicht relativ zueinander bewegen
und das tanh-Profil von ¢ in Normalenrichtung erhalten bleibt.
In der hier vorgestellten Implementierung wird in einer Simulation zunéchst das Ge-
schwindigkeitsfeld F' aus dem Massenstromdichtefeld m berechnet, das die integrale
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Beziehung der Reaktionszone liefert (Skalarprodukt von (2.50) mit n = Vv /|Vi)|):

F=uv- <%) —% . (5.31)

Fiir die Bewegung des -Felds im néchsten Zeitschritt muss aus F' ein neues Feld Feyy
ermittelt werden. Dieses Feld soll fiir den Bereich 0 < 1) < 4° gleich dem F-Feld sein
und fiir den hinteren Bereich ¢° < 1 < 1 soll F. der Verlingerung des F-Felds in
Normalenrichtung, ausgehend von der Isofliche 1) = 9" mit dem Wert Fo = F(¢°)
entsprechen. Dazu wird folgende Transportgleichung gelGst:

8—Fext

T + Vext * VFxt = V- (D™(1 = Qi) VFext) + QT (F — Fext) (5.32)
mit
Vot = (1 — Qm)%% (5.33)
und .
Tm = A7 - (5.34)

Das Geschwindigkeitsfeld veyt transportiert den Wert von F' innerhalb der Zeit At eines
Zeitschritts iiber eine Distanz von dy in Richtung von Vi /|V4|. Das Quelltermprofil
Q) wird als eine skalare Funktion formuliert, die Werte zwischen 0 und 1 annehmen
kann. In dem Bereich 0 < 9 < ¥° in dem das m-Feld und somit das entsprechende
F-Feld aus der integralen Beziehung (4.15) verwendet wird, soll @Q,, = 1 gelten. Im
restlichen Bereich 1" < 1 < 1 soll Q,, = 0 sein. In der numerischen Implementierung
wird ein kontinuierlicher Ubergang von @Q,,, gewihlt. Eine mogliche Formulierung fiir
Q. ist die Funktion

welche mit zunehmendem Abstand vom Anfang des Ubergangsbereichs schneller auf 0
zugeht als die Funktion 1 — 1. Der Term 1 — @Q,, wirkt als Schalter der die Konvektion
und Diffusion in (5.32) erst im hinteren Teil des Ubergangsbereichs von 1 anschaltet.
Das Losen von (5.32) bewirkt durch den zweiten Term auf der rechten Seite eine Re-
laxation des Feldes Fey auf das Feld F' mit der Zeitkonstante 7,,. Damit das Feld Fiy
innerhalb der Zeitschrittweite At der Simulation vollstédndig bis an den Wert des F-
Felds relaxiert, wird fir die Zeitkonstante 7,,, = 1/At gewéhlt. Der Faktor 7, spielt eine
ahnliche Rolle wie der Parameter ¢ im Reinitialisierungsterm der G-Gleichung (3.20)
im Ansatz von Schmidt und Klein (siehe 3.7.3). Der Diffusionsterm in (5.32) sorgt fiir
eine zusitzliche Glattung der Losung Foy (dhnlich wie in [127]) im hinteren Bereich
¥ < 1) < 1. Das Prinzip der Erweiterung von F ist in Abb. 5.6 anhand der raumlichen
Verldaufe der verwendeten Felder dargestellt. Aus dem Feld FALT resultiert durch Losen

ext

der Transportgleichung (5.32) das Feld FXFY. Fiir alle Felder die mit einer Gleichung
vom Typ (5.32) in Normalenrichtung erweitert werden (auch Kriimmungsfeld und Pa-
rameter von Iy, sieche 5.2.7), wird bei der numerischen Formulierung des Modells eine
verschwindende normale Ableitung an den Réndern des Rechengebiets gefordert.

Der Diffusionsterm in (5.32) beinhaltet eine Diffusionsmatrix D™, die folgendermafien
formuliert wird:

D™ = D™D"™, (5.36)
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Abbildung 5.6: Veranschaulichung des Prinzips der normalen Erweiterung von F'.

wobei der Skalar D™ die Stdrke des Diffusionsterms bestimmt und die Matrix D™ die
Richtung des diffusiven Transports. Damit durch die Diffusion kein Ausgleich von Fey
entlang der Reaktionszone stattfindet (in tangentialer Richtung), wird D™ so formu-
liert, dass diffusiver Transport von Fuy nur in Normalenrichtung n = Vi /|V| erfolgt.
Dazu miissen die Eintrége in der Diffusionsmatrix D™ geeignet gewihlt werden. Hierzu
wird folgende Uberlegung fiir einen zweidimensionalen Fall in kartesischen Koordinaten

durchgefiihrt.
Betrachtet wird der Diffusionsterm
n n F, D% F, + DTV F,
V. 11 12 ext,r . v 11+ ext,x 1247 ext,y 5.37
(( 5"1 51’2 Foxt,y DgllFoxt,m + D?QFext,y ( )

mit ausgeschriebenen Komponenten der Diffusionsmatrix und des Gradienten von Fiyy.
Damit diffusiver Transport nur in Normalenrichtung n erfolgt, wird der Gradient von
Foyt innerhalb der Divergenz auf die Normalenrichtung n projiziert:

V. ((VFoxt : n)n) =V <(Foxt,mn:c + Fext,yny) <Zx>>
Yy

_v. nmanext,m + nmnyFext,y
nmnyFext,m + nynyFoxt,y

(5.38)

Die Komponenten der Diffusionsmatrix kénnen aus einem Vergleich zwischen (5.37) und

(5.38) abgelesen werden:
fi D) _ (mene nany) 5.39
(Dg‘l 5‘2> <nxny nyny> ( )

Die rechte Seite von (5.39) ist in Komponentenform geschrieben und entspricht dem
dyadischen Produkt von m = (n; n,)” mit sich selbst. Die Diffusionsmatrix D™ wird
somit folgendermaflen implementiert:

D"=n®n. (5.40)

Aus dem erweiterten Geschwindigkeitsfeld Fy kann nach (5.31) ein korrigiertes Mas-
senstromdichtefeld m,, berechnet werden, das in die Phasen-Feld/Level-Set-Gleichung

eingeht:
\%
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Mit diesem Feld m,, bewegen sich die Isoflichen von 1) nahezu nicht mehr relativ zuein-
ander.

5.2.7 Normale Erweiterung des Kriimmungsfelds und der Parameter
von Iy

Zur Berechnung des Integrals I. nach (5.22) muss der Kriimmungswert ¢* der Isoflache
G = 0 bzw. ¢ = 0,5 in den Zellen innerhalb des Ubergangsbereichs von 1) bekannt
sein. Bei einer Parametrisierung des integralen Verbrauchs [y (in Kapitel 8) miissen
die Werte des Arguments der Parametrisierung auf der Isofliche ¢ = 0,5 (z.B. die
Temperatur) ebenfalls in benachbarten Zellen im Ubergangsbereich bekannt sein. In
diesem Abschnitt wird die Erweiterung des Kriimmungsfelds beschrieben. Der normale
Transport des Arguments der Parametrisierung von Iy erfolgt in analoger Weise.

Zur Erweiterung des Kriitmmungsfelds wird eine Gleichung gelost, die analog zu (5.32)

aufgebaut ist:
aCext

ot

mit 7. = 1/At. Der Unterschied zu der Erweiterung von F liegt darin, dass in diesem
Fall ein Feld ausgehend von der Flache 1) = 0,5 normal in beide Richtungen transpor-
tiert werden muss. Dazu muss das Quelltermprofil ). eine Form besitzen, die in der
Umgebung von ¢ = 0,5 den Wert 1 besitzt und mit zunehmendem Abstand auf 0
abklingt. Eine mogliche Formulierung hierfir ist:

=V (20(1 - Qc)vcext) + QCTC(C - Coxt) s (5.42)

Qe = 4"p"(1 — )" ;n>1. (5.43)

Der Transport von ¢ erfolgt nur durch Diffusion in beide Richtung zur Fléiche ¢ = 0,5
und nicht mehr wie bei F' hauptséchlich durch Konvektion mit der Geschwindigkeit veyt.
Die Distanz, tiber die das Kriimmungsfeld innerhalb eines Zeitschritts At transportiert
werden muss, entspricht mindestens der halben Dicke dy des Ubergangsbereichs. Die
Starke D¢ der Diffusionsmatrix D = D°D™ muss hierfiir geeignet gewihlt werden. Es
muss somit untersucht werden, wie die Distanz, iiber die Information diffusiv transpor-
tiert wird, vom Diffusionskoeffizienten und von der Zeit abhéngt.

Diese Untersuchung kann anhand eines instationiren eindimensionalen Diffusions-
problems (mit konstantem Diffusionskoeffizienten D) auf dem Gebiet 0 < x < +o0
durchgefiihrt werden [113]:

o _ 0

ot Ox?
Fir t < 0 gilt ¥ = 0. Zum Zeitpunkt ¢ = ¢ wird am Rand z = 0 die Randbe-
dingung auf ¥ = Wy gesetzt. In [113] wird (5.44) zur Beschreibung der instationéren
Geschwindigkeitsverteilung an einer plétzlich in Gang gesetzten ebenen Wand verwendet
(erstes Stokessches Problem). Dabei steht ¥ fiir die Stromungsgeschwindigkeit parallel
zur Wand, der Diffusionskoeffizient D fiir die kinematische Zahigkeit v des Fluids und y
fiir die réumliche Koordinate normal zur Wand. Die getroffenen Aussagen gelten jedoch
fur jedes physikalische Problem, das mathematisch durch eine instationére Diffusions-
gleichung vom Typ (5.44) beschrieben werden kann (wie z.B. das 2. Ficksche Gesetz
oder das 2. Fouriersche Gesetz [137]). Die partielle Differentialgleichung (5.44) kann mit
der Variablentransformation

(5.44)

Wi (5.45)
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in die gewohnliche Differentialgleichung fiir W(n):

A2 dw

o— = A
8772—|— nd?? 0, (5.46)

mit den Randbedingungen ¥(0) = Wi und ¥(+oo) = 0 transformiert werden. Die
Losung von (5.46) lautet [113]:

v erfe(n) , (5.47)

YR

mit der komplementéiren Fehlerfunktion (siehe Abb. 5.7) erfc(n) = 1 — erf(n) und der
Fehlerfunktion erf(n) = 2/y/7 [ exp (—/?)df). Die Eindringtiefe der Information der
Randbedingung kann als die Distanz vom Rand interpretiert werden, in der ein gege-
bener Zustand ¥ = ¥ nach einer bestimmten Zeit vorliegt. Ein Beobachter sieht nach
(5.46) einen konstanten Zustand ¥ = W’ wenn die Variable 1 konstant gehalten wird
(bei einem festen Wert der unabhéngigen Variable besitzt die Losung einer gewohnlichen
Differentialgleichung einen festen Wert). Fiir ein konstantes 7 folgt somit aus (5.45), dass
die Position z des Beobachters proportional zu /Dt sein muss. Die diffusive Eindring-
tiefe wichst somit proportional zu v/ Dt. Je nachdem welcher Wert WO verfolgt wird,
variiert die genaue Angabe der Eindringtiefe.

1

09FN
08 N
07f T
06F N
05FNU

erfc(m)

04 NG
03 N
02 N L
O1F N

O 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

Abbildung 5.7: Verlauf der komplementéren Fehlerfunktion.

Fiir den Wert ¥0/WRr = 0,1 resultiert aus (5.47) ein Wert 1 ~ 1,2 (siche Abb. 5.7)
und aus (5.45) somit eine Eindringtiefe

x0,1 ~ 2,4V Dt~ /5,76 Dt . (5.48)
Der Zustand W°/URr = 0,9 dringt wesentlich langsamer in das Gebiet ein:
x0,9 ~ 0,2V Dt ~ /0,04 Dt . (5.49)

In [137] wird die Eindringtiefe nach der Einsteinschen Gleichung mit v/2Dt angegeben,
was einem Zustand W°/Wg ~ 0,3 entspricht.
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In dieser Arbeit resultiert aus der Formulierung des Quellterms (5.43) eine Distanz
von etwa dy, /2, iiber die das Skalarfeld c¢ innerhalb der zur Verfiigung stehenden Zeit At
transportiert werden muss. Es wird hier in der Implementierung ein Diffusionskoeffizient

D° = 7(%/;2 o (5.50)

gewdhlt, der nach (5.45) mit z = dy/2 und t = At einem Wert 1 = 0,375 entspricht
und somit einem Zustand ¥ /YR ~ 0,6. Ubertragen auf das Feld cey bei der Losung
der Gleichung (5.42) entspricht der durch die Randbedingung aufgepriagte Wert Wy
naherungsweise dem Unterschied ¢ — cexy an der Stelle v = 0,5.

Eine direkte Ubertragung des Kriimmungswerts ¢* auf benachbarte Zellen in Norma-
lenrichtung ist prinzipiell auch ohne das Loésen einer Transportgleichung moglich. Da-
zu muss angenommen werden, dass die Geometrie der z'-Koordinatenflichen zwischen
2t = —dy/2 und ' = +dy/2 lokal durch Kugelfichen mit gleichem Kriimmungsmit-
telpunkt approximiert werden kann. Fiir diese Kugelflachen ist die normale Variation
der Kriimmung 2¢ = 2/r eindeutig als Funktion des Kriimmungsradius r gegeben. Der
Kriimmungsradius der Kugelfliche 2! = 0 sei * und der einer benachbarten allgemei-
nen kugelfésrmigen Koordinatenfliche von z! sei . Der Kriimmungsradius besitzt ein
negatives Vorzeichen, wenn der Kriimmungsmittelpunkt auf der Seite mit 2! < 0 liegt,
und ein positives Vorzeichen wenn sich der Krimmungsmittelpunkt auf der Seite mit
x! > 0 befindet. Es gilt dann folgende geometrische Beziehung

r=r*—gz', (5.51)

die mit 2¢ = 2/r und 2¢* = 2/r* folgendermaflen umgeschrieben werden kann:

e
Cl4cxl

*

c (5.52)

Mit der Bezichung (5.52) kann aus dem lokalen Wert ¢, der in einer Zelle mit dem
lokalen Vektor n nach (2.54) berechnet wird, der Wert ¢* der Koordinatenfliiche 2! = 0
rekonstruiert werden.

5.3 Die CFD-Software OpenFOAM®)

OpenFOAM®) (Open Source Field Operation and Manipulation) ist eine Bibliothek
von C++ Klassen, die es erlaubt kontinuumsmechanische Probleme, die durch partielle
Differentialgleichungen von Tensorfeldern beschrieben werden, numerisch zu l6sen [139],
[144]. Im Allgemeinen koénnen Felder von Tensoren der Stufe 0 bis 2 benutzt werden,
wobei die Tensoren Funktionen des Orts und der Zeit sein kénnen. Alle Felder wer-
den rédumlich als dreidimensional behandelt. Der Raum wird diskretisiert indem er in
dreidimensionale Zellen aufgeteilt wird. Jede Zelle wird von Zellflichen begrenzt, deren
Anzahl beliebig ist. Der dreidimensionale Raum muss vollsténdig durch Zellen ausgefiillt
sein, wobei sich die Zellen nicht {iberlappen diirfen. Mit der Aufteilung des Raums ist es
moglich die rdumlichen Differentialoperatoren in den partiellen Differentialgleichungen
zu diskretisieren.
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5.4 Die Finite-Volumen-Methode

In OpenFOAM®) basiert die Diskretisierung der rdumlichen Differentialoperatoren in
den Erhaltungsgleichungen auf der Finite-Volumen-Methode. Im Folgenden werden die
relevanten Aspekte dieser Methode und deren Umsetzung in OpenFOAM®) erldutert.
Als Grundlage hierzu und als Quelle fiir die verwendeten Konventionen und Bezeich-
nungen dienen die Dissertationen von Jasak [71] (1996) und Rusche [112] (2002), die
Dokumentation von OpenFOAM®) 1.5 (User Guide und Programmer’s Guide [144])
sowie das Buch von Ferziger und Perié¢ [53] (2002).

Alle in dieser Arbeit vorgestellten Simulationen wurden mit der Version 1.5 von
OpenFOAM@®) durchgefiihrt. Dabei wurden lediglich die Bibliotheken zur Verwaltung
der Eingabe und Ausgabe von Daten, zur Anwendung der zeitlichen und raumlichen
Diskretisierungsoperatoren sowie zur Losung der resultierenden linearen Gleichungs-
systeme verwendet. Es wurden keine vorimplementierten Bibliotheken zur Berechnung
von Stoffwerten oder zur Integration chemischer Quellterme benutzt. Das Verfahren zur
Kopplung des Geschwindigkeitsfelds mit dem Druckfeld bei inkompressiblen Stromungen
wurde vom vorhandenen Loser fiir reaktive Stromungen (reactingFoam) tibernommen.

5.4.1 Integrale Erhaltungsformulierung

Betrachtet wird die allgemeine Formulierung der Transportgleichung einer skalaren Gro-
Be ¥ (in koordinatenfreier Form):

9 (p¥)
ot

+ V- (p’v\p\l’) = Q\p s (5.53)

wobei vy die resultierende Geschwindigkeit aus Stromungsgeschwindigkeit v und tiber-
lagerter Diffusionsgeschwindigkeit Viy darstellt. Qy ist der Quellterm von W. (5.53) stellt
die Erhaltung von ¥ in differentieller Form dar und muss an jedem Ort im Rechenge-
biet und fiir jeden Zeitpunkt erfiillt sein. Die Grundidee der Finite-Volumen-Methode
besteht darin, dass (5.53) nicht lokal an jedem Punkt im Raum erfiillt sein soll, son-
dern nur integral iiber ein bestimmtes Kontrollvolumen V. Dazu wird (5.53) iiber das
Kontrollvolumen V' integriert:

V/a(aptqj)d‘/*V/V' (pwxy)dvzv/cgq,dv. (5.54)

Das Kontrollvolumen kann eine beliebige Grofle und rdumliche Form besitzen. In dieser
Arbeit wird sich bei der Verwendung der Finite-Volumen-Methode in OpenFOAM®) auf
nicht-bewegte Rechennetze beschrinkt. Die Zellen welche den Raum in einzelne finite
Volumina unterteilen bewegen sich nicht.

Der zweite Term auf der linken Seite von (5.54) ist die iiber das Kontrollvolumen
integrierte Divergenz des Flusses pvgW. Dieses Integral kann mit Hilfe des Gauflschen
Integralsatzes (z.B. in [4], [14]) in ein Oberflachenintegral {iber die Oberfléche S formu-
liert werden, die das Volumen V umschlieft:

/v- (pog¥)dV = /pv\p\l’-n s . (5.55)
\% S
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Aus (5.54) folgt somit mit (5.55) und nach Vertauschung von Zeitableitung und Integral
(beides sind lineare Operationen):

%/qudwr/p\m-n ds = /Qq,dV . (5.56)
\4 S \4

Die Diffusionsgeschwindigkeit Vi wird in dieser Arbeit mit einem Fickschen Ansatz
pVeVU = —pDgy V¥ modelliert (siehe 2.1.3). Die Form der integralen Erhaltungsglei-
chungen, die in der numerischen Umsetzung des Reaktionszonenmodells diskretisiert
werden, schreibt sich somit:

ot
v

2/p\I'dV+/p\va-n ds = /qu,V\I’-n dS—I—/Q\pdV. (5.57)
S S \%

In einer numerischen Simulation wird die zeitliche Entwicklung der Losung durch den
Zustand der Losung an diskreten aufeinanderfolgenden Zeitpunkten beschrieben. Die
Zeitkoordinate wird in finite Zeitintervalle unterteilt. Die Losung wird an den Anfangs-
und Endzeitpunkten der finiten Zeitintervalle gesucht. Dazu wird (5.57) tiber das Zeit-

intervall At integriert:
t+At t+At

/(%V/pxydv>dt+ / (S/p\yv.nds>dt=

t t
t+At t+At

/(/qu,V\I/-ﬂdS)dt—l— / (/Qq,dv>dt.

t S t Vv

(5.58)

(5.58) ist eine integrale Erhaltungsbedingung tiber das Kontrollvolumen V' im Zeitinter-
vall At und ist der Ausgangspunkt fiir die Diskretisierung der rdumlichen und zeitlichen
Ableitungen. Bis zu dieser Formulierung wurde noch keine Approximation eingefiihrt.
Durch die Integration wurde lediglich die differentielle Bedingung (5.53) in eine inte-
grale Bedingung oder schwache Formulierung [82] umgewandelt. Zu ihrer numerischen
Losung miissen die Flachenintegrale der Fliisse, die Volumenintegrale und die zeitliche
Ableitung approximiert werden.

Die Umwandlung eines Volumenintegrals der Divergenz eines Flusses in ein Flachen-
integral mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes ist ein Kernpunkt der Finite-Volumen
Methode. Die integrale Bedingung (5.58) wird fiir jedes Kontrollvolumen im Stromungs-
feld formuliert. Bei konsistenter Formulierung der Fliisse und deren Flachenintegrale auf
der Zellfliche zwischen zwei benachbarten Zellen, ist eine globale Erhaltung {iber den
gesamten diskretisierten Raum gegeben, unabhéngig von der Groflie der verwendeten
Zellen. Eine konsistente Formulierung der Fliisse bedeutet hierbei, dass in den integra-
len Bilanzen benachbarter Zellen, derselbe Fluss auf der gemeinsamen Zellfliche mit
jeweils nur entgegengesetztem Vorzeichen verwendet wird [53].

5.4.2 Numerische Formulierung der integralen Erhaltung

Es wird hier zundchst nur die numerische Behandlung von (5.58) zur Bestimmung des
Felds ¥ als Losung beschrieben. Dabei wird angenommen, dass das Stromungsfeld v
sowie die Stoffgréflen p und Dy bekannt sind. Die Bestimmung des Stromungsfelds
sowie die Kopplung aller Erhaltungsgleichungen im implementierten Code wird in 5.5
bzw. 5.6 beschrieben.
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Unterteilung des Raums und der Zeit

Die kontinuierliche Zeitkoordinate wird in finite Zeitintervalle At = t"*1 — " unterteilt
und die Losung der diskretisierten Gleichungen wird an den Grenzen . .. ¢" 1 ¢7 ¢+l
des Zeitintervalls bestimmt. Das Kontrollvolumen V in (5.58) steht fiir jeweils eine
einzelne Zelle im Rechengebiet. Eine Zelle hat ein Volumen Vp und wird durch N
Flachen umrandet. In der Zelle befindet sich der Punkt P an dem Ort, an dem

/(r —rp)dV =0 (5.59)
Vp

gilt, mit dem allgemeinen Ortsvektor » und dem Ortsvektor rp des Punkts P. Der Punkt
P ist somit der Schwerpunkt des Kontrollvolumens. Im Schwerpunkt jeder Flache f; der
Zelle befindet sich ein Punkt f;., mit der Definition:

/(r ) dS=0. (5.60)

fi
In Abb. 5.8 sind die Bezeichnungen der Punkte, Flachen und Vektoren einer Zelle
mit angrenzender Nachbarzelle dargestellt. Die Losungsvariablen werden im Punkt P
jeder Zelle berechnet. Die auf den Punkten f;. definierten Groéflen werden mit dem
Index ic gekennzeichnet. Der Schwerpunkt einer Nachbarzelle wird mit N bezeichnet.
Der Verbindungsvektor beider Schwerpunkte ist d = ry — rp. Der Normalenvektor
der Zellfliche f; wird mit s; bezeichnet. Sein Betrag ist gleich dem Flacheninhalt S; der
Zellfldche f;. Der normierte Normalenvektor der Zellflache f; lautet somit n; = s;/|s;| =

<z

VV
o

Abbildung 5.8: Bezeichnungen von Gréflen an einer Zelle und der angrenzenden Nach-
barzelle, nach Vorlage aus [71], [112].

e\

Approximation von Flachen- und Volumenintegralen

Nach der Unterteilung des Raums und der Zeit miissen die einzelnen Volumen- und
Flachenintegrale in (5.58) approximiert werden. Das Flidchenintegral des konvektiven
Flusses tiber die gesamte Fléche einer Zelle wird als Summe von Flachenintegralen iiber
die einzelnen Flachen der Zelle formuliert:

Nt
/p\I/v'n dsS = Z( /p\I/v-ni dS) . (5.61)
s PR
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Die Formulierung (5.61) ist exakt und beinhaltet noch keine Approximation. Der Inte-
grand pWv -n; ist jedoch nicht tiberall auf der Zellfliche f; bekannt. Zur Berechnung
des Fléachenintegrals iiber die Zellfliche f; wird eine Approximation zur numerischen
Berechnung des Integrals, eine sogenannte Quadraturformel benotigt. Eine Moglichkeit
besteht darin, das Fléchenintegral iiber das Produkt des Werts des Integranden am
Flachenschwerpunkt f;. mit dem Flécheninhalt S; der Zellfliche f; zu approximieren:

fi

Die Quadraturformel (5.62) besitzt eine Genauigkeit zweiter Ordnung [53]. Bei einem
linearen oder konstanten Verlauf des Integranden tiber der Zellflache entspricht der Wert
des Integranden am Punkt f;. dem exakten Mittelwert tiber der Zellfliche und (5.62)
liefert das exakte Flachenintegral. Mit der Bezeichnung F; = (pv - 8;)ic = (pv - n;);S; fiir
den approximierten Massenstrom durch die Zellflache f; lautet die diskrete Formulierung
des Oberflachenintegrals des konvektiven Flusses:

Ny
/p\I/v ndS~Y Fv, . (5.63)
ks i

Die Bestimmung der Flichenmittelpunktswerte U;. aus Zellmittelpunktswerten kann
durch Interpolation erfolgen.

Bei der Formulierung des Volumenintegrals iiber den Quellterm Qg wird zunéchst
eine Linearisierung Qg = @1V + Qr durchgefithrt. Der Grund hierfiir wird bei der
Behandlung der zeitlichen Diskretisierung beschrieben. Das Volumenintegral kann an-
schlieflend analog zur Naherung des Flachenintegrals {iber eine Zellfliche mit folgender
Quadraturformel 2. Ordnung approximiert werden:

/qu dV =~ Qi¥pVp + QeVp . (5.64)
\%

Die in (5.64) verwendete Quadraturformel ist exakt, wenn der Integrand einen konstan-
ten oder linearen Verlauf innerhalb des Volumens besitzt iiber das integriert wird.

Die Behandlung des Flachenintegrals des diffusiven Flusses erfolgt analog zur Appro-
ximation des Flachenintegrals des konvektiven Flusses:

Ny
/(pmwf) n dS~ Y (pDe)ic(V)ic- s (5.65)
S 7

In (5.65) muss der Gradient (VU);. bzw. seine Projektion auf n; auf der Zellfliche
bestimmt werden. Eine Moglichkeit hierzu besteht darin, den Gradienten zunéchst in
den Zellmittelpunkten zu bestimmen und ihn anschliefend auf die Zellflichen zu in-
terpolieren. Dazu wird das Volumenintegral des Gradienten unter Verwendung einer
Quadraturformel wie in (5.64) als Produkt des Gradienten im Zellmittelpunkt und dem
Zellvolumen Vp approximiert. Dabei wird ausgenutzt, dass die Projektion VWV -1 des
Gradienten auf eine feste Richtung 4 (konstantes Vektorfeld ¢) der Divergenz des Vek-
torfelds W4 entspricht. Mit Hilfe des Gauflschen Integralsatzes folgt somit:

Nt
/w-i qv — /v- (U5) dV = /\Ifi-n A8 ~ S Wie(i m)ieS; | (5.66)
v v s g
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wobei die Bestimmung von V¥,. wie beim Konvektionsterm durch Interpolation erfolgt.
Fine andere Moglichkeit zur Bestimmung der normalen Projektion des Gradienten
auf einer Zellfliche geht vom Mittelpunktswert von W in der benachbarten Zelle aus:

(Uy —p)

VU)ic-si=5;
(V) d

(5.67)

(5.67) kann nur in orthogonalen Netzen verwendet werden, bei denen die Vektoren
s; und d parallel sind. Bei nicht-orthogonalen Netzen miissen zusétzliche Korrekturen
eingefithrt werden [71].

Interpolationsverfahren

Bei der Approximation von Flachenintegralen werden die Werte von Variablen an den
Zellflichenmittelpunkten bendtigt. Die Losungsvariablen sind jedoch nur in den Zell-
mittelpunkten bekannt und miissen somit durch geeignete Verfahren auf die Zellflichen
interpoliert werden. Hierzu gibt es eine Vielzahl von Verfahren deren Wahl u.a. von der
Physik des simulierten Problems und von der Geometrie und Topologie des verwendeten
Netzes abhéngt. Hier wird nur auf grundlegende Verfahren eingegangen. Fiir spezielle
Verfahren wird auf weiterfithrende Literatur verwiesen [53], [135], [71].

Ein einfaches Verfahren verwendet nur die Zellmittelpunktswerte ¥p und V. Zwi-
schen ¥p und ¥y wird ein linearer Verlauf angenommen und der Zellflachenwert ldsst
sich somit leicht durch Interpolation ermitteln:

\I/ZC(CD) = fo¥p+ (1 - fx)\I/N ) (568)

mit dem Interpolationsfaktor f, der als Léngenverhéltnis aus der Netzgeometrie be-
rechnet wird. Dieses Verfahren besitzt einen Fehler zweiter Ordnung (auch auf nicht-
aquidistanten Gittern [53], [71]) und wird als Central Differencing Scheme (CD) oder
lineares Interpolationsverfahren bezeichnet. Bei konvektionsdominierten Problemen (bei
hoher Peclet-Zahl, die die relative Stirke von Konvektionsterm zu Diffusionsterm an-
gibt) kann das CD-Verfahren zu Oszillationen der Losung fithren [71].

Das Auftreten von Oszillationen kann durch Verwendung des Upwind-Verfahrens
(UD) verhindert werden. Bei diesem Verfahren wird der Zellflachenwert gleich dem Wert
des Zellmittelpunkts gesetzt, aus dessen Richtung der Fluss durch die Zellfliche statt-
findet:

Up wenn F; >0

(5.69)
Uy wenn F; <O0.

U,.(UD) = {
Der Zellflichenwert wird aus dem stromauf liegenden Zellmittelpunktswert ermittelt.
Das UD-Verfahren verursacht einen hohen Eintrag an numerischer Diffusion. Auflerdem
nimmt aufgrund seines Fehlers 1. Ordnung die Genauigkeit der Losung nur langsam mit
der Auflésung zu [53].
Ein Verfahren welches die Vorteile des CD- und des UD-Verfahrens kombiniert ist das
sogenannte Blended Differencing Scheme (BD), das eine Linearkombination von CD
und UD verwendet:

\I’iC(BD) = 'VBD\I’Z'C(CD) + (1 — ’}/BD)\I’Z'C(UD) , (5.70)

mit dem Uberblendungsfaktor 0 < vgp < 1 [71].
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Approximation der Zeitableitung

Fiir ein Kontrollvolumen V' das sich nicht in der Zeit &ndert, kann der Zeitableitungsterm
in (5.58) folgendermaflen approximiert werden [71]:

9 _ (9(p?)
Ev/p\yde < L >Pvp. (5.71)

Die zeitliche Ableitung 0(p¥)/0t muss ebenfalls approximiert werden. Zur Vereinfa-
chung der Schreibweise wird die Losung zum diskreten Zeitpunkt ¢ = ¢ mit ¥” be-
zeichnet. Die Losung zum vorherigen diskreten Zeitpunkt t"~! = t" — At schreibt sich
U1 yund zum darauffolgenden Zeitpunkt t"*1 = ¢" 4+ At lautet sie ¥"! (konstan-
tes At angenommen). Die einfachste Approximation fiir die Zeitableitung liefert das
Euler-Verfahren [71], [53]:

a(p\I/) B pn+1\I/n+1 _ pn\I,n
ot At
welches ein Verfahren 1. Ordnung ist und aus einer Taylor-Entwicklung von W(t) her-
geleitet werden kann.

Ein anderes Verfahren geht von einer Anpassung des zeitlichen Verlaufs von W(t)
an den 3 Zeitpunkten t"*t! ¢" und t"~! durch ein Polynom 2. Grades aus. Fiir die
Zeitableitung folgt dann [71], [53]:

8(/)\1’) 3pn+1\1,n+1 _ 4pn\I,n + pn—I\I/n—l

5 ~ AL . (5.73)

Die Approximation (5.73) ist 2. Ordnung genau.

(5.72)

Behandlung des Zeitintegrals

Mit der Diskretisierung von Raum und Zeit, der numerischen Formulierung von Volumen-
und Oberflachenintegralen sowie der Approximation der zeitlichen Ableitung folgt aus
der allgemeinen integralen Transportgleichung (5.58) (mit den Beziehungen (5.63), (5.64),
(5.65) und (5.71)) eine sogenannte semi-diskrete Formulierung [71], [112]:

t+At

/ [(a(g’?)P Vi + gjw] dat

AL -
- / lZ(PD\P)ic(V‘I’)ic -8+ Q1¥pVp + QEVP] dt .

t K3

(5.74)

Um eine vollsténdig diskretisierte Formulierung von (5.58) zu erhalten, muss die zeitli-
che Integration in (5.74) approximiert werden. Je nach getroffener Annahme tiber den
zeitlichen Verlauf des Integranden im Zeitintegral, resultiert ein unterschiedliches Ver-
fahren.

Wird der Integrand als konstant iiber das Zeitintervall At angenommen, dann resul-
tiert ein Euler-Verfahren. Eine Approximation mit den Werten des Integranden zum
alten Zeitpunkt t”, was der Ndherung

t At
F()dt ~ f(t")At (5.75)

tn
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5.4 Die Finite-Volumen-Methode

entspricht, fithrt auf das explizite Euler-Verfahren [53]. Die Anwendung der Néherung
(5.75) auf (5.74) fithrt mit der Approximation (5.72) der Zeitableitung und unter der
Annahme einer zeitlich konstanten Dichte, Diffusivitidt und Linearisierung des Quell-
terms zu:
(\IerLD—l—l yn ) N¢
PPTVP + Z FUR = (pDe)ie(V)i -5 + QuUBVp + QeVp ,  (5.76)

7

woraus sich fiir jede Zelle der unbekannte Wert \I/;LDJrl zum neuen Zeitpunkt ¢! explizit

aus bekannten Zellmittelpunktswerten W% und daraus interpolierten Zellflichenwerten
U und (V¥)? berechnen lasst.
FEine andere Variante ordnet dem Integranden den noch unbekannten Wert zum neuen

Zeitpunkt zu:
AL

FO)dt ~ F(t" + ADAE . (5.77)
Pe

Aus (5.74) folgt somit mit (5.72) und (5.77):

(\I,n—l—l \I’n Ng
PPTTAL e+ ZF W =3 (pDa)ie( V)L -5 + QrUE Ve + QuVp -

i

(5.78)

Nach der Diskretisierung liegt fiir jede Zelle des Rechengebiets eine Gleichung fiir die
gesuchte Grofe \I'?DH der Form (5.78) vor. In diese Gleichung gehen iiber die interpolier-
ten Zellflichenwerte auch die Werte \I/;‘DH der benachbarten Zellen ein. Die Gleichung
flr \I/y'l hat die allgemeine Struktur

apVUE™ +> any Ui = Rp | (5.79)
N

welche einer Zeile des algebraischen Gleichungssystems
AVt =p (5.80)

entspricht. Die Koeffizienten ap stehen auf der Hauptdiagonale und die Koeffizienten a
auf den Nebendiagonalen der Koeffizientenmatrix A. Der Spaltenvektor i%“ enthélt
die unbekannten Zellmittelpunktswerte \IJ’}DH und die Terme Rp stehen im Spaltenvek-
tor b. Die Approximation des zeitlichen Verlaufs nach (5.77) fithrt auf das implizite
Euler-Verfahren [53]. Sowohl das explizite als auch das implizite Euler-Verfahren sind
Verfahren 1. Ordnung.

Fin Diskretisierungsverfahren das unbekannte Werte zum neuen Zeitpunkt in die
Formulierung des zeitlichen Integrals einbezieht wird als implizites Verfahren bezeichnet
und fiihrt auf ein Gleichungssystem (5.80) fiir die gesuchte GroBe zum Zeitpunkt ¢"+1.
Dadurch, dass in dem hier beschriebenen Fall das Stromungsfeld v (und somit die Mas-
senfliisse F;) sowie die Dichte p und der Diffusionskoeffizient Dy bekannt sind, hingen
die Koeffizienten ap und apy nicht von \If’]ﬁl ab. Das resultierende Gleichungssystem
(5.80) fur \I/}‘)H ist somit linear. Die Matrix A ist bei der Diskretisierung von partiellen
Differentialgleichungen mit der Finite-Volumen-Methode nur schwach besetzt, da die
rdumlichen Operatoren in der Regel nur iiber unmittelbar benachbarte Zellen appro-
ximiert werden. Zur Losung grofler Gleichungssysteme, wie sie bei CFD-Anwendungen

tn+l
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iiblicherweise vorkommen, werden in der Regel iterative Losungsverfahren verwendet.
Uber die Methoden zur iterativen Losung von Gleichungssystemen wird hier nicht niher
eingegangen sondern auf [53] und [135] verwiesen.

Ein implizites Verfahren mit einem zeitlichen Diskretisierungsfehler 2. Ordnung kann
durch Verwendung der Approximation (5.73) fur die Zeitableitung formuliert werden,
trotz konstanter Behandlung des Integranden im Zeitintegral:

(BUR — 497 + p
pr 2AL

N¢
Z(qu;),-c(V\I/)?jl -8+ QU Ve + QrVp .

)

Ny
Ve + Y R =
‘ (5.81)

Eine alternative Methode zur Approximation des Zeitintegrals geht von der Annahme
eines linearen zeitlichen Verlaufs des Integranden aus und approximiert das Zeitintegral
mit Hilfe der Trapezformel [14]:

th At

Flode ~ ST+ ()

2

At . (5.82)
t'n/
Die Anwendung der Approximation (5.82) auf (5.74) fithrt mit der Approximation (5.72)

der Zeitableitung und unter der Annahme einer zeitlich konstanten Dichte, Diffusivitat
und Linearisierung des Quellterms zu [71]:

LN FOIE o R NSITIR
pp— Vet | DRV + Y R | =
% 7

7

Ng N;
% (Z(Ppm)ic(v\l’)?cﬂ -8 + Z‘(pp\l,)ic(vqj)lnc . Si) (5.83)

1
+5 (QI\II%-HVP + QI‘II?DVP) +QeVp .

Dies ist ein zeitliches Diskretisierungsverfahren 2 . Ordnung und wird als Crank-Nicholson
Verfahren bezeichnet [53], [71].

Numerische Stabilitat

Neben dem unterschiedlichen numerischen Aufwand zur Ausfiihrung eines Zeitschritts
besitzen explizite und implizite Verfahren auch unterschiedliche numerische Stabilitéts-
eigenschaften, die mit Hilfe der von Neumannschen Stabilitdtstheorie [53], [82] unter-
sucht werden konnen. Die Grundidee dabei besteht in der Analyse der zeitlichen Ent-
wicklung der Amplitude einer numerischen Stérung der Losung der Differentialgleichung.
Die von Neumannsche Stabilitétstheorie liefert Abschétzungen fiir den groiten erlaub-
ten Zeitschritt At, der die numerische Stabilitit der Losung gewihrleistet. Sie wird
meistens fiir einfache Gleichungen durchgefiihrt, z.B. eindimensionale partielle Differen-
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten. Eine allgemeine Ubertragung der Ergeb-
nisse auf mehrdimensionale Transportgleichungen mit variablen StoffgréBen (wie z.B. die
Navier-Stokes Gleichungen) ist schwierig. Trotzdem kann die von Neumannsche Stabili-
tétstheorie eine allgemeine Einsicht in das Stabilitdtsverhalten eines Verfahrens liefern
[53].
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Bei der Verwendung eines linearen Interpolationsverfahrens auf einem Netz mit kon-
stanter Gitterweite Ax resultiert fiir eine instationdre Konvektions-Diffusions-Gleichung
(ohne Quellterm, mit konstanter Dichte p, mit konstanter Stromungsgeschwindigkeit u
und einem konstanten Diffusionskoeffizienten Dy ) fir das explizite Euler-Verfahren ein
Zeitschrittkriterium [53]
pAx?
2Dy
zusammen mit der Bedingung fiir die lokale, auf der Zellen- oder Gitterskala definierte
Peclet-Zahl

At < (5.84)

puldzx
Dy
Vereinfacht ausgedriickt besagt die Bedingung (5.84), dass innerhalb eines Zeitschritts
At die Distanz /2Dy At/p tiber die Information durch Diffusion transportiert wird
[63], kleiner als die Zellweite Az sein muss. (5.84) ist somit ein Diffusionszeitschritt-
kriterium und stellt bei Problemen mit ausgeprigtem diffusiven Transport eine starke
Restriktion der Zeitschrittweite dar. Dies gilt insbesondere bei feinen Gittern wegen der
quadratischen Abhéngigkeit von der Gitterweite Az [135].

Bei der Verwendung des Upwind-Verfahrens resultiert als Bedingung fiir den Zeit-
schritt [53]:

Pezee = <2. (5.85)

2Dy | u >_1 (5.86)

At — + —
< < oA T Az
Ohne Konvektion (u = 0) entspricht (5.86) der Restriktion (5.84). Bei einem rein kon-
vektiven Transport ohne Diffusion (Dy = 0) geht (5.86) in das Courant-Kriterium:

A
At < 79“ , (5.87)

mit der Courant-Zahl uAt/Az iiber [53].

Dahingegen existiert bei der Verwendung eines impliziten Euler-Zeitschrittverfahrens
keine Zeitschrittrestriktion beziiglich der Stabilitdt der Losung [53], [135]. Auf Gittern
mit groflen Zellen kann jedoch bei der Verwendung des linearen Interpolationsschemas in
Gebieten starker Gradienten der Losung und hoher lokaler Peclet-Zahl eine oszillierende
Losung entstehen [53].

Das implizite Verfahren (5.81) sowie das Crank-Nicholson Verfahren (5.83) sind wie
das implizite Euler-Verfahren unabhéngig vom gewéhlten Zeitschritt stabil. Beide Ver-
fahren kénnen oszillatorische Losungen bei groflen Zeitschritten produzieren, wobei das
Verfahren (5.81) weniger stark dazu neigt als das Crank-Nicholson Verfahren [53].

Formulierung von Anfangsbedingungen
Die Anfangsbedingungen des Felds W gehen direkt in die Zellmittelpunktswerte ¥ p zum
Anfangszeitpunkt ¢t = t° der Simulation ein.

Einbau von Randbedingungen

Der Einbau von Randbedingungen betrifft nur die Terme in einer partiellen Differential-
gleichung, die eine rdumliche Kopplung benachbarter Punkte im Rechengebiet erzeugen.
In dieser Arbeit sind dies nur Konvektionsterme und Diffusionsterme. Quellterme und
Zeitableitungsterme wirken im Gegensatz dazu lokal. In diesem Abschnitt wird der
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Einbau von Dirichlet- und Neumann-Randbedingungen des Skalarfeldes ¥ behandelt.
Randbedingungen gehen bei der Finite-Volumen-Diskretisierung in die Formulierung
der Fliisse iiber die Zellflichen ein, die auf dem Rand des Rechengebiets liegen [53].

Eine Dirichlet-Randbedingung setzt einen bestimmten Wert ¥y, auf dem Rand fest.
Bei der Diskretisierung des Konvektionsterms nach (5.63) wird dabei der Zellflachenmit-
telpunktwert W,;. der Zellfliche auf dem Rand gleich Wy, gesetzt. Der Fluss F; = Fj, auf
dem Rand kann aus dem Strémungsfeld berechnet werden. In der Diskretisierung des
Diffusionsterms nach (5.65) wird der Gradient (V¥);. auf der Randzellfldiche mit Hilfe
des Zellmittelpunktwerts der an den Rand angrenzenden Zelle, des Abstands des Mit-
telpunkts dieser Zelle zum Rand und des vorgeschriebenen Randwerts Wy, ausgedriickt
[71].

Eine Neumann-Randbedingung setzt die Ableitung von ¥ normal zum Rand fest. Bei
der Diskretisierung des Konvektionsterms wird hierzu in (5.63) der Zellflichenwert Wy,
auf dem Rand mit Hilfe der vorgegebenen normalen Komponente des Gradienten von
W, des Zellmittelpunktwerts der angrenzenden Zelle und des Abstands des Mittelpunkts
der Zelle zum Rand berechnet. In der Diskretisierung des Diffusionsterms kann auf der
Randfléche einer Zelle die vorgegebene normale Komponente des Gradienten direkt in
die Bilanzierung (5.65) eingehen [71].

5.5 Stromungsloser

Die in 5.4 vorgestellten numerischen Methoden eignen sich zur Losung skalarer Trans-
portgleichungen mit einem bekannten Stromungsfeld. In diesem Abschnitt wird die
Behandlung der Impulserhaltungsgleichungen und der Kontinuitédtsgleichung kurz er-
ldutert. In inkompressiblen Stromungen ist die Kontinuitatsgleichung eher eine kine-
matische Bedingung fir das Stromungsfeld als eine Transportgleichung fir das Dichte-
feld [53]. Dabei besteht das Problem, dass zunéchst keine Gleichung fiir das Druck-
feld existiert, das in die Impulserhaltungsgleichungen eingeht. Zur Behandlung der
Geschwindigkeits-Druck-Kopplung wird in dieser Arbeit das in OpenFOAM®) imple-
mentierte PISO-Algorithmus (Pressure-Implicit with Splitting of Operators) von Issa
[70] (1985) verwendet. Die Grundidee der Methode besteht darin, zunéchst die Im-
pulserhaltungsgleichungen mit dem Druckgradienten des vorherigen Zeitschritts zu 16-
sen. Daraus resultiert ein vorlaufiges Geschwindigkeitsfeld das die Kontinuitétsgleichung
nicht erfiillt. Aus der Kontinuitétsgleichung wird eine Gleichung fiir das Druckfeld her-
geleitet. Dieses Druckfeld liefert ein korrigiertes Stromungsfeld welches die diskretisierte
Kontinuitatsgleichung erfiillt. Die Kopplung zwischen Druck- und Geschwindigkeitsfeld
erfolgt iterativ iiber mehrfache Losung der Druckkorrekturgleichung mit anschlieSender
Korrektur des Geschwindigkeitsfelds. Fiir eine ausfiihrliche Beschreibungen des PISO-
Verfahrens sowie weiterer Verfahren zur Geschwindigkeits-Druck-Kopplung wird auf [53]
verwiesen.

5.6 Implementierter Code in OpenFOAM®)

5.6.1 Zusammenfassung der relevanten Gleichungen

In diesem Abschnitt sind alle Transportgleichungen und Korrelationen zusammenge-
fasst, die zur Anwendung des Flammenmodells in OpenFOAM®) implementiert wurden:
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dp

o TV () =0, (5.88)
_ poM
p= M (5.89)
a(gtv)+V-(pv®v)=—Vp+Pg+V'T= (5.90)
2
T = M(VU + (Vo)' — g(v : ”)I> , (5.91)
ot T%/2
wu(T) = %fi, Crot = 1,458 -10%kgm's 'K~ V/2, Ts = 110,4K, (5.92)
+ 715
d(pY) _ 1 A
) T 07
2 = Fipiex - 2,58 - 107 <—> : 5.94
'~ Fusa o (5.99
o (pT
o ( (8pt ) +V- (va)) =V-(\VT) +wr, (5.95)
B A . T \OT
= Cp . (;) = Cp . Ehlck . 2,58 -10 (m) ) (596)
cp I/ (kg K)] = cpn, (T) = —1,161822 - 10~* (T[K]/100)* (5.97)
—4,598306- 10~ (T[K]/100) + 2,619825- 10 (T[K]/100) + 9,476402- 102 ,
a .
(g;b) + V- (poyp) = my|Vip| —vpV - (¥(1 — )n) + ypelAip , (siche (5.104)) (5.98)
FeX
a(‘)t ¢ + Vext * VFeXt =V- (Qm(l - Qm)VFext) + Qme(F - Fext) ) (599)
82015Xt =V (20(1 — Qc)Veext) + QcTe(c — Coxt) - (5.100)

Fiir die molare Masse M der Mischung in (5.89) wird die molare Masse von Stickstoff
eingesetzt. Der Faktor Fipick in (5.94) wird zur kiinstlichen Verbreiterung der normalen
Profile von Y und T eingefiihrt (siehe 5.6.2). Mit Fipjx = 1 erfolgt keine Verbreite-
rung. Die Korrelation in (5.97) resultiert aus einer Anpassung der Warmekapazitat als
Funktion der Temperatur nach dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate. Die Referenz-
werte von ¢p N, = f(7') sind mit den Polynomkoeffizienten aus [21] berechnet. Hierbei
wechseln die Koeffizientensétze bei einer Temperatur von 1000 K. Um eine einfache
Programmierung in OpenFOAM@®) zu ermdglichen, wird der ¢p,-Wert in (5.97) im Tem-
peraturbereich von 250 K bis 3000 K, der fiir diese Arbeit relevant ist, mit einem einzigen
Polynom dritten Grades approximiert. Der Skalierungsfaktor 1/100 im Argument dient
der Konditionierung der Korrelationskoeffizienten. Die maximale relative Abweichung
der Warmekapazitiat zwischen (5.97) und den Referenzwerten betragt 2,8 %.
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5.6.2 Kiinstliche Verbreiterung der aufzulosenden Felder

Eine Strategie zur Reduzierung des Rechenaufwands bei der Anwendung des Modells
besteht darin, die Profile der aufzuloésenden Felder Y, T und 1 kiinstlich dicker zu wéh-
len, als sie in einer entsprechenden vorgemischten Flamme sind. Diese Vorgehensweise
ist analog zum thickened flame model von Colin et al. [34] (2000). Die Dicke des Uber-
gangsbereichs der Phasen-Feld/Level-Set-Funktion wird direkt durch den Wert von &
bestimmt. Bei gegebenen Quelltermen sowie einem gegebenen Stromungsfeld hangt die
Dicke der Profile von Y und T vom Betrag der Diffusivitdt in deren Diffusionstermen
ab. Durch Multiplikation des Ausdrucks fiir A/c, mit einem Faktor Fipicx > 1 kénnen
die Profile in der Simulation kiinstlich verbreitert werden. Der integrale Parameter Iy
und somit der integrale Verbrauch von Y durch die gesamte reaktive Front bleiben un-
verdndert. Die modellierte Massenstromdichte m passt sich den gegebenen Feldern von
Y und T (iiber das Dichtefeld) an.

5.6.3 Implementierung einzelner Terme und Gleichungen
Terme bei der normalen Erweiterung von F'

Der konvektive Term in der Transportgleichung (5.32) wird im Code folgendermaflen
formuliert:

Vext - VF1ext =V- (vextFext) - F1extV * Vext (5101)

wobei der erste Term implizit und der zweite Term explizit diskretisiert wird. Das als
Schalter dienende Quelltermprofil wird in der Form

Qm = (1—1)* (5.102)

implementiert.

Quelltermprofil bei der normalen Erweiterung des Kriimmungsfelds

Bei einer geringen riumlichen Auflésungen des Ubergangsbereichs von ¢ hat sich fol-
gende, an (5.43) angelehnte Formulierung des Quelltermprofils bewéhrt:

Q=160*(1 —)? +1,3 (1 — 16¢*(1 — 9)?) 16¢*(1 — 1p)* . (5.103)

Formulierung der Diffusionskoeffizienten und der Diffusionsmatrizen

Dem diffusiven Transport in Richtung des Normalenvektorfelds n durch die Diffusions-
matrix D = D D™ = D n ® n wird ein geringer isotroper Anteil hinzugefiigt, mit
einem Diffusionskoeffizienten, der 5% des Werts von D entspricht. Fiir die Erweite-
rung des Temperaturfelds wird ein isotroper Anteil von nur 0,5 % gewahlt. Der isotrope
Diffusionsterm in der Transportgleichung fiir Fiy; wird nicht mit dem Faktor 1 — Q,,
multipliziert. Fiir den Wert D™ in (5.36) wird (dy/4)?/At gewihlt. Das Produkt n ®n
wird mit Hilfe der in OpenFOAM®) vorhandenen Implementierung des dyadischen Pro-
dukts behandelt (outer product) [144]. Der mogliche Fall eines resultierenden negativen
Diffusionskoeffizienten wird abgefangen. Dies kann dann auftreten, wenn der Term 1—Q),
mit dem die Diffusionsmatrix (oder der Diffusionskoeffizient) multipliziert wird, negativ
wird. In diesem Fall werden mit dem Befehl max(1 — @, 0) negative Werte zu 0 gesetzt.
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Implementierung der Phasen-Feld/Level-Set-Gleichung

Die implementierte Transportgleichung fiir die Phasen-Feld /Level-Set-Funktion lautet:

Q00 L (o) = my V011V - (01~ )m) 439241V - (S, Dy VW) , (5104
wobei zur Stabilisierung ein zusétzlicher Diffusionsterm (letzter Term auf der rechten
Seite) eingefiihrt ist. Die Funktion Sy wird so formuliert, dass der Diffusionsterm nur
in dem Bereich wirksam ist, in dem 1 nahe am Wert 0 oder am Wert 1 liegt. Innerhalb
des Ubergangs von 0 auf 1 soll Sy verschwinden und auflerhalb den Wert 1 besitzen.
Hierfiir wird folgende Formulierung gewéhlt:

Sy = % (1 + tanh (10"( — 0,999)) ) + (1 - % (1 + tanh (10" (v 0,001)))) . (5.105)

Fiir den Diffusionskoeffizienten Dy, wird der Wert 0,001 m? /s gewithlt. Der Term p' in
(5.104) wird aus Dimensionsgriinden der Gleichung mit 1kg/m? eingefiihrt. Der stabi-
lisierende Diffusionsterm und der Konvektionsterm V - (pv1)) werden implizit diskreti-
siert. Der Quellterm m.,| V)| sowie die zwei Terme —ypV - (1(1 — ¢)n) und ype Ay wer-
den explizit diskretisiert. Hierbei wird der kompressiv wirkende Term V- (¢(1 — ¢)n)
wie ein Flussterm mit der Geschwindigkeit (1 — ¢)n diskretisiert, was eine konservati-
ve Diskretisierung beziiglich des v-Felds darstellt. Die Werte des Geschwindigkeitsfelds
(1 —¢)n auf den Mittelpunkten der Zellflachen werden durch lineare Interpolation aus
den Zellmittelpunktswerten bestimmt. Fiir den Parameter « wird der feste Wert 2 ver-
wendet.

Abfangen von unphysikalischen und numerisch ungiinstigen Zustinden

Das vorgeschlagene Flammenmodell geht von einer gegebenen Verbrauchsgeschwindig-
keit der limitierenden Spezies Y aus (Iy') und bestimmt daraus die Bewegung der Flam-
menfront. Das lokale Verloschen der Reaktionszone sowie das Verschmelzen mehrerer
Reaktionszonen (Abweichung von der Topologie einer einzigen diinnen Reaktionsflache)
koénnen nicht physikalisch korrekt beschrieben werden. Zur Erhéhung der Robustheit
des implementierten Codes bei solchen Ereignissen sind einige Schalter bzw. Begrenzer
im Code eingebaut.

Ein solcher Begrenzer, der direkt in das Feld der Phasen-Feld /Level-Set-Funktion ein-
greift, limitiert die Werte von ¢ zwischen -0,05 und 1,05 durch die Befehle max(v); —0, 05)
und min(¢; 1,05). AuBerdem werden die zuldssigen Werte von m und my, zwischen
0kg/(m?s) und 4 kg/(m?s) sowie die Werte von F und Fuy zwischen -25m /s und 25m/s
begrenzt. Die hier gewéhlten Grenzwerte fiir m, my,, F' und Fy sind problemspezifisch
und miissen gegebenfalls angepasst werden (hohere Stromungsgeschwindigkeiten fithren
zu hoheren Werten von F' und Feyy).

Berechnung der Streckung und des Streckungsanteils in der
Massenstromdichte

Die implementierten Formeln zur Berechnung der Flammenstreckung basieren auf der
Beziehung (2.61) von Candel und Poinsot [24]:

x=-nn:Vv+V-v—-sV-n. (5.106)
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Zur Berechnung des ersten Terms in (5.106) werden die Implementierungen elementarer
Tensoroperationen in OpenFOAM@®) verwendet. Hierzu gehort das dyadische Produkt
oder Tensorprodukt des Vektors n mit sich selbst (outer product). Anschlieflend wird das
Produkt der Tensoren 2. Stufe nn und Vv durch die Summe ihrer 9 entsprechenden
Komponentenprodukte ausgerechnet (double inner product) [144]. Der letzte Term in
(5.106) wird mit dem erweiterten Kriimmungsfeld ceyy berechnet:

—sV-n =~ —s(—2Cext) = — <v-n + ﬁa> (—2Cext) - (5.107)
Die Verwendung des Kriimmungsfeldes ceyt stellt eine leichte Inkonsistenz dar, weil zur
Bestimmung der lokalen Streckungswerte auch die lokalen Kriimmungswerte ¢ verwen-
det werden sollten. Die Berechnung der Kriimmung der Isoflichen von v beinhaltet
die Bestimmung der zweiten raumlichen Ableitungen des y-Feldes durch explizite Dis-
kretisierung der Operation V - (V1)/|V|). In Bereichen niedriger Auflsung kann diese
Berechnung stark oszillierende Werte des Kriimmungsfeldes liefern. Bei stark verformten
Reaktionszonen, die einen Kriimmungsradius besitzen der in der Gréflenordnung ihrer
Dicke liegt, kommt erschwerend hinzu, dass die Krimmung am Kriimmungsmittelpunkt
singuldr wird. Das Feld ceyt ist das Ergebnis eines diffusiven Prozesses und sollte somit
frei von rdumlichen Oszillationen kleiner Wellenldnge (in der Gréfienordnung der Zell-
grofie oder Gitterweite) sein. In dieser Arbeit wird die Inkonsistenz der Verwendung von
Cext zUr Streckungsberechnung in Kauf genommen. Aus der DNS-Analyse in 6.1 geht
hervor, dass in der vorgeschlagenen Formulierung der Massenstromdichte der explizite
Beitrag durch den Streckungsterm klein im Vergleich zu den Termen der Normaldiffusion
und des chemischen Verbrauchs ist (siche Abb. 6.14).

Der Ausdruck des Streckungsbeitrags zur Massenstromdichte in (5.25) ist fiir die
Isofliche ' = 0 bzw. ¢ = 0, 5 formuliert. In der Implementierung in OpenFOAM®) wird
folgende Feldformulierung des gesamten Streckungsbeitrags fir allgemeine Isoflachen
von z! bzw. 1) gewihlt:

SSeomx (G2t | (5.108)

mit Seorr = 0, 5. Hierbei werden lokale Werte fiir p und y eingesetzt. Die lokalen Werte
von Y und /g kiirzen sich heraus (vergleiche Formel (4.15) und (5.25)). Der Faktor
dy/2 — x! stellt die restliche normale rdumliche Ausdehnung der modellierten Reakti-
onszone in Richtung der Rauchgase dar, ausgehend von einer allgemeinen Position z'
bzw. ¢. Wie in 5.2.5 beschrieben ist, besteht die Annahme in der hier implementierten
Formulierung darin, dass der Integrand des Streckungsintegrals von jeder Position x!
aus in Richtung der Rauchgase als lineares und auf Null zugehendes Profil approximiert
werden kann. Die Abweichung des realen Profils zum angenommenen linearen Verlauf
wird durch den Faktor S.o beriicksichtigt, dessen Wert aus der DNS-Analyse in 6.1
stammt.

Volumenelement des krummlinigen Koordinatensystems

Das Volumenelement ,/g wird mit dem erweiterten Kriimmungsfeld berechnet:
VG =1-2cexqa’ (5.109)

mit 2! aus (5.15).
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Normaldiffusionsanteil der Massenstromdichte
Die normale Ableitung 0Y/dz! in (5.23) wird {iber die Richtungsableitung
Y /0x' =VY -n (5.110)

implementiert, mit n = Va'/|Va!| = Vi/|V|. Der Faktor /g hebt sich bei der For-
mulierung des Anteils der Normaldiffusion an der Massenstromdichte auf (siehe (4.15)
und (5.23)).

Quellterme von Y und T

Der Quellterm in der Transportgleichung (5.93) der limitierenden Spezies wird folgen-
dermaflen formuliert:
wy = min (Iy[Vy|,0kgm~2s7") (5.111)

wobei die min-Funktion verhindert, dass positive Werte des Quellterms aufgrund einer
ungenauen Berechnung des Gradienten von 1 in die Transportgleichung eingehen. Der
Quellterm in der Temperaturgleichung (5.95) wird anhand des Quellterms wy formuliert:

wy Hy

wr = (5.112)

Myvy ’
mit der molaren Masse My der limitierenden Spezies, dem molaren Heizwert Hr des
Brennstoffs (f steht fiir fuel) und dem Koeffizienten vy der limitierenden Spezies. Der
Koeffizient vy gibt die Stoffmenge der limitierenden Spezies an, die bezogen auf die
Stoffmenge des Brennstoffs verbraucht wird. Der molare Heizwert Hy von Methan be-
triagt 802,3kJ/mol und der von Wasserstoff 241,83kJ/mol [5].

5.6.4 Ablauf eines Zeitschritts, Kopplung der Erhaltungsgleichungen

Bei der Implementierung des Flammenmodells in OpenFOAM@E) ist das Stromungsfeld
(Stromungsgeschwindigkeit v und hydrodynamischer Druckanteil p in der Impulserhal-
tungsgleichung) tber die Stoffgrofien Dichte p und dynamische Viskositdt p mit dem
Temperaturfeld 7" und somit auch indirekt mit dem Massenbruchfeld Y der limitieren-
den Spezies und der Phasen-Feld /Level-Set-Funktion v gekoppelt. In dieser Arbeit wer-
den die Transportgleichungen innerhalb eines Zeitschritts At sequentiell in der folgen-
den Reihenfolge geldst: Impulserhaltung, Spezies- und Temperaturtransport, Druckglei-
chung (PISO) und Phasen-Feld/Level-Set-Gleichung. Die Losung der Impulserhaltungs-
gleichung stellt ein momentum predictor Schritt dar. Bei der darauffolgenden Losung der
Spezies- und Temperaturtransportgleichung geht das aus der Impulserhaltungsgleichung
neu ermittelte, nur die Impulsbilanz erfiillende Geschwindigkeitsfeld, nicht ein. Der Fluss
der die Speziesfelder und das Temperaturfeld konvektiv transportiert, resultiert aus dem
PISO-Verfahren des vorherigen Zeitschritts und erfiillt die Kontinuitatsbedingung.

In dieser Arbeit wird somit beim Losen einer diskretisierten Gleichung einer Variable,
fiir die restlichen Groflen (z.B. die in Stoffgrofien oder Quellterme eingehen) deren jeweils
aktuellster Zustand benutzt. Die Kopplung zwischen den Gleichungen ist somit nicht
vollstdndig aufgelost. Da jedoch instationdre Vorgénge zeitgenau simuliert werden, sind
die gewihlten Zeitschritte kleiner als die charakteristischen Zeitskalen der Anderung
der einzelnen Felder. Aus diesem Grund stellt die Vernachlassigung der vollen Kopplung
zwischen den einzelnen Gleichungen eine zuléssige Vereinfachung dar. Die zeitgenauen
Simulationen in Kapitel 7 bestétigen diese Annahme.
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5.6.5 Wahl des Diskretisierungsverfahrens

Fiir alle durchgefiihrten Simulationen werden die Diskretisierungsverfahren verwendet,
die in diesem Abschnitt angegeben sind. Falls davon abweichende Verfahren eingesetzt
werden, wird bei der Diskussion der jeweiligen Ergebnisse darauf hingewiesen. Bei der
raumlichen Diskretisierung mit der Finite-Volumen-Methode wird das lineare Interpo-
lationsverfahren (5.68) zur Bestimmung der Zellflichengrofien verwendet. Es ist das
einfachste Verfahren, das eine quadratische Fehlerordnung besitzt. Auflerdem erzeugt
es nicht die hohe numerische Diffusion des Upwind-Verfahrens (5.69). Aufgrund seiner
einfachen und natiirlichen Konstruktion wird das lineare Interpolationsverfahren oft
verwendet [53]. Es kann somit davon ausgegangen werden, dass die in dieser Arbeit
entwickelte und angewandte numerische Formulierung des integralen Flammenmodells
in der Regel auch in eine Vielzahl anderer Codes oder Programmpakete implementiert
werden kann?.

Fir die Approximation des instationdren Terms in den Erhaltungsgleichungen wird
die Riickwérts-Formulierung (5.73) mit 3 Zeitschichten verwendet. Zusammen mit ei-
ner impliziten zeitlichen Diskretisierung resultiert eine quadratische Fehlerordnung, die
konsistent mit der Ordnung der rdumlichen Diskretisierung ist.

Bei den hier durchgefithrten instationdren Simulationen wird der Zeitschritt klein
genug gewahlt, um den instationdren Verlauf der Losung zeitgenau simulieren zu kon-
nen. Obwohl bei diesen kleinen Zeitschritten die lokalen Courant-Zahlen in der Regel
unterhalb von 1 liegen, kann es lokal z.B. durch kurzzeitig erhéhte Stromungsgeschwin-
digkeiten, zu hoheren Courant-Zahlen kommen. Um daraus resultierende numerische
Instabilitdten zu vermeiden wird in dieser Arbeit fiir alle gelosten Transportgleichungen
die implizite zeitliche Diskretisierung (5.81) verwendet. Bei den kleinen Zeitschrittweiten
zur Auflésung der instationdren Entwicklung der Losung bleibt die Anzahl der erfor-
derlichen Iterationen zur Losung der Gleichungssysteme relativ gering. Die Losung des
Gleichungssystems fiir das Druckfeld im PISO-Verfahren erfordert die héchste Anzahl
an Iterationen.

Beim Verfahren zur normalen Erweiterung des Kriimmungsfelds (und gegebenfalls des
Arguments von Iy ) wird das Diffusionszeitschrittkriterium (5.84) zwangslaufig verletzt.
Der diffusive Transport muss innerhalb eines Zeitschritts iiber eine Distanz erfolgen, die
ein Vielfaches der Zellgrofle oder Gitterweite ist. Fiir diese Transportgleichung ist somit
eine implizite zeitliche Diskretisierung notwendig.

2Eine Implementierung der Phasen-Feld/Level-Set-Gleichung (in etwas abweichender Form als hier
beschrieben) in den akademischen CFD-Code LESOCC2C (Prof. Jochen Frohlich, Institut fir Stro-
mungsmechanik, Technische Universitdt Dresden) hat im Rahmen des Sonderforschungsbereichs
SFB 606 in zwei betreuten Diplomarbeiten [54], [78] stattgefunden.
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In diesem Kapitel wird der integrale Modellierungsansatz sowohl von seiner physika-
lisch/theoretischen als auch von der numerischen Seite aus untersucht und diskutiert.

Dazu werden die Ergebnisse einer direkten numerischen Simulation einer vorgemisch-
ten Methan/Luft-Flamme in einem turbulenten Strémungsfeld analysiert. Die Verbren-
nung findet im Regime der diinnen Reaktionszonen statt. Diese Untersuchung soll die
Genauigkeit der integralen Formel fiir die Massenstromdichte bewerten.

In einer néchsten Untersuchung werden eindimensionale Methan/Luft-Flammen un-
ter Berticksichtigung eines detaillierten chemischen Mechanismus mit dem Programm
INSFLA simuliert. Mit den Ergebnissen wird die Modellierung der Massenstromdichte
in der Reaktionszone der Flamme motiviert.

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels wird der hier vorgestellte Modellierungsansatz
mit existierenden Modellen und Ansétzen verglichen.
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6.1 Analyse einer Direkten Numerischen Simulation einer
turbulenten Flamme

Die Giiltigkeit und Genauigkeit der Formel (4.15) fiir die Massenstromdichte wird an-
hand der Analyse der Daten einer direkten numerischen Simulation untersucht. Dabei
soll geklért werden, welche Terme fiir eine ausreichend genaue Vorhersage der Massen-
stromdichte wichtig sind. Im Folgenden wird fiir Aussagen und Bezeichnungen, die sich
auf die direkte numerische Simulation beziehen, der Begriff DNS verwendet. Aus den
Daten der DNS werden die Grofien, die in die Berechnung der Massenstromdichte mit
der integralen Beziehung (4.15) eingehen, auf Linien (Schnitte) extrahiert, die normal
zur Reaktionszone liegen. Die damit berechnete Massenstromdichte wird mit der kine-
matischen Massenstromdichte verglichen, die aus der Kinematik einer Fldche innerhalb
der Reaktionszone der simulierten Flamme resultiert.

Die DNS-Daten stammen von der Abteilung und Forschungsgruppe Verbrennungs-
technologie der technischen Universitdt Eindhoven unter der Leitung von Professor Dr.
Philip de Goey. Die Daten wurden von Dr. Jeroen van Oijen zur Verfiigung gestellt.
In [130] wird der Datensatz zur Untersuchung von Effekten préferentieller Diffusion in
turbulenten vorgemischten Flammen verwendet. In der Dissertation von Delhaye [43]
werden anhand der DNS-Daten die Gréflenordnungen der Beitrdge aus Chemie, Trans-
port in Normalenrichtung eines Flamelets, instationdrer Term, Kriimmung, Streckung
und Diffusion in Tangentialrichtung untersucht. Insbesondere wird die Beriicksichtigung
des instationdren Terms im Kontext der Flamelet-Generated Manifolds [132] untersucht.

6.1.1 Setup der Simulation

In der DNS wird die Interaktion einer vorgemischten mageren Methan/Luft-Flamme
mit einem turbulenten Stromungsfeld simuliert. Die Simulation ist zweidimensional und
erfolgt auf einem quadratischen Rechengebiet der Kantenlinge 12mm. Als Anfangs-
bedingung liegt eine zylinderférmige Flamme vor, die das Rauchgasgebiet umschlief3t.
Das Stromungsfeld ist ein homogenes und isotropes turbulentes Geschwindigkeitsfeld.
Das Aquivalenzverhéltnis ® im unverbrannten Gemisch betriagt den Wert ® = 0,7 und
die Frischgastemperatur betrdgt 7' = 300 K. Im Laufe der Simulation interagiert die
Flamme mit dem turbulenten Stromungsfeld. Der Turbulenzgrad des Stromungsfeldes
wird wéihrend der Simulation nicht kiinstlich von aufien beeinflusst. Flamme und Stro-
mungsfeld entwickeln sich frei nach den zugrundeliegenden Erhaltungsgleichungen. Die
Chemie der Methanverbrennung ist in der DNS detailliert beriicksichtigt. Der verwen-
dete Reaktionsmechanismus ist der GRI-Mech 3.0 Mechanismus [122] des Gas Research
Institute, unter Vernachléssigung chemischer Reaktionen von Stickstoff [131], [43]. Die
Speziesdiffusion wird iiber einen Fickschen Ansatz mit konstanten, aber voneinander
unterschiedlichen Lewis-Zahlen fiir die einzelnen Spezies modelliert. Das Rechengitter
der DNS ist ein kartesisches Gitter mit 449 x 449 Gitterpunkten. Details und wei-
terfithrende Referenzen zu den Diskretisierungsverfahren und der Implementierung der
Randbedingungen kénnen in [65], [7] und [43] gefunden werden.

Die Turbulenzintensitit und das integrale Langenmaf} sind gegeben durch u'/sp, = 4
und /1/lp = 2 [130], [43]. Die turbulente Reynolds-Zahl betragt Rer = (v/l1)/(sLlp) = 8
und der expandierende Flammenkern brennt demzufolge im Regime der diinnen Reak-
tionszonen [130], [106]. Die simulierte physikalische Zeit, in der die Interaktion zwi-
schen der Vormischflamme und dem turbulenten Strémungsfeld stattfindet, betragt
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tsim = 0,735 ms.

6.1.2 Auswahl eines Auswertungszeitfensters

Im Folgenden wird untersucht, ab welchem Zeitpunkt die Auswertung der DNS erfol-
gen kann. Dazu miissen charakteristische Groflen der Flamme bestimmt werden. Als
Referenz- und Skalierungsgréflen bei der Analyse werden die Eigenschaften einer pla-
naren ungestreckten vorgemischten Flamme unter denselben Frischgasbedingungen wie
in der DNS ausgewertet. Aus diesen Daten (Flammenprofile erhalten von Dr. Jero-
en van Oijen [131]) folgt eine laminare Flammengeschwindigkeit sy, = 0,19m/s, eine
Flammendicke lp = 0,66 mm nach (2.43) und daraus eine charakteristische Flammen-
zeit tp = lp/sp, = 3,5ms. Die gesamte Simulationszeit tg,, = 0,735 ms ist somit deut-
lich kiirzer als die charakteristische Flammenzeit tp. Die aus dem Turbulenzgrad und
der integralen Léngenskala abgeschitzte Wirbelumlaufzeit (eddy turnover time) betrégt
teddy = li/u/ = 1,7ms. Die Zeit in der die Wechselwirkung der Flamme mit dem Stré-
mungsfeld simuliert wird, ist somit kiirzer als die charakteristische Zeit der Stromung
welche mit der Bewegung der energietragenden Wirbel des integralen Langemafes Ig
verkniipft ist. Die DNS-Daten eignen sich somit nicht fiir eine von den Anfangsbe-
dingungen unabhéngige Untersuchung der Ausbreitung der gesamten Flammenfront in
einem turbulenten Stromungsfeld. Die DNS-Daten sind auch nicht dazu geeignet, statis-
tische Auswertungen der mittleren turbulenten Flammenfront durchzufithren (z.B. um
eine turbulente Flammengeschwindigkeit zu ermitteln) oder um SchlieBungsterme bei
der momentenbasierten Modellierung turbulenter vorgemischter Verbrennung zu unter-
suchen. Aufgrund der kurzen simulierten Zeitspanne héngt die Statistik noch von den
gewdhlten Anfangsbedingungen der Simulation ab.

In der vorliegenden Arbeit wird jedoch eine deterministische Auswertung der Reak-
tionszone durchgefiihrt. Die Berechnung der Massenstromdichte erfolgt zu jedem Zeit-
punkt anhand der vorliegenden Felder von Brennstoff, Dichte und Geschwindigkeit.
Diese Felder entwickeln sich in der simulierten Zeitspanne als Losung der differentiellen
Erhaltungsgleichungen. Dementsprechend eignen sich die DNS-Daten prinzipiell fiir die
hier vorgestellten Untersuchungen. Die Analyse darf jedoch erst dann begonnen werden,
wenn die Felder in der Reaktionszone von den Anfangsbedingungen unabhéngig sind.

Um ein geeignetes Auswertungszeitfenster zu bestimmen, wird die charakteristische
Durchstromungszeit ts = ls5/sg mit der Dicke l5 der Brennstoffabbauzone und der cha-
rakteristischen Brenngeschwindigkeit s in der Brennstoffabbauzone abgeschatzt (fc
steht fiir fuel consumption layer). Die Profile der planaren Referenzflamme [131] ent-
halten keine Quellterme. Deswegen wird die Dicke der Brennstoffabbauzone anhand der
Zylinderflamme zum Anfangszeitpunkt der DNS bestimmt und betréigt s = 0,447 mm.
Der Wert [5 wird als Basis eines gleichschenkligen Dreiecks ermittelt, der das radiale
Profil des Quellterms wy approximiert. Fir die limitierende Spezies Y wird der Brenn-
stoff Methan verwendet. Die Spitze des Dreiecks besitzt eine Hohe die dem maximalen
Brennstoffabbau entspricht und sein Flacheninhalt ist gleich dem numerisch ermittelten
Integral iiber wy. Durch die Kriimmung der Zylinderflamme (und der Reaktionszone)
entspricht die somit ermittelte Dicke [5 nicht genau der Dicke im Fall der planaren Flam-
me. Aufgrund des grofien Kriitmmungsradius der Zylinderflamme (maximaler Brennstof-
fabbau bei einem Radius von 3 mm) relativ zur Dicke [p der planaren Referenzflamme,
ist diese Abweichung jedoch gering und fiir die hier vorgenommene Abschétzung nicht
relevant. Der Massenbruch des Brennstoffs an der Stelle des stérksten Brennstoffver-
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brauchs in der Zylinderflamme wird mit Yz, = Yy bezeichnet. Die Brenngeschwindigkeit
in der Brennstoffabbauzone wird aus den Gréflen sy, und py der planaren Referenzflam-
me iber die integrale Formulierung der Massenerhaltung s¢. = sppu/pre = 0,957 m/s
bestimmt, wobei pg. die Dichte der planaren Referenzflamme an der Stelle ist, an der
Y = Y gilt. Fir die charakteristische Durchstréomungszeit der Brennstoffabbauzone
folgt t5 = 0,47 ms.

Eine andere charakteristische Zeit der Brennstoffabbauzone kann als Zeitskala 5 g
diffusiver Prozesse interpretiert werden. Bei gegebener Diffusivitdt D und Langenskala
ls kann die Zeitskala durch die Beziehung (siehe Diskussion in 5.2.7)

l2

tsdgiff = > 1
5diff = 75 (6.1)

abgeschétzt werden. Als Diffusivitat wird hier die Temperaturleitfdhigkeit A/(pcp) ver-
wendet (berechnet wie in der DNS). Fiir die Temperatur und die Dichte werden die
Werte an der Stelle der planaren Referenzflamme eingesetzt, an der Y = Yi. gilt. Es
ergibt sich eine Zeitskala ¢5qig = 0,58 ms. Fiir Spezies mit Lewis-Zahlen kleiner als 1
wird die abgeschétzte diffusive Zeitskala kleiner sein. Eine mit der kinematischen Zahig-
keit v = p/p (mit p nach der Sutherland-Formel) und den Referenzwerten der planaren
Flamme) abgeschétzte Zeitskala liefert ein ldngere Zeitspanne von 54 = 0,87 ms. Da
in dieser Analyse jedoch die Effekte der Stromung auf die Vorgange in der Brennstof-
fabbauzone untersucht werden sollen (und nicht der umgekehrte Fall), kann die Analyse
vor Ablauf der mit der Zahigkeiten gebildeten Zeitskala beginnen. Aus der charakteris-
tischen Durchstromungszeit der Brennstoffabbauzone und der diffusiven Zeitskala folgt
somit, dass die Analyse erst ab ¢t = 0,58 ms begonnen werden kann.

In den Abbildungen 6.1, 6.2 und 6.3 sind das Temperaturfeld, das Geschwindigkeits-
feld sowie das Quelltermfeld des Brennstoffs zum selben Zeitpunkt dargestellt. In den
Abbildungen 6.1 und 6.3 ist in der oberen linken Ecke der Darstellungen eine starke
Auffaltung der Flamme zu erkennen. Im weiteren Verlauf der Simulation kommt es in
diesem Bereich zu einer Verschmelzung der zwei aufeinander brennenden Flammenfron-
ten, wobei sich ein kleiner Ballen verbrannten Gemischs in Richtung der Frischgase
ablost. Bei diesem Vorgang tritt lokal ein Loschvorgang auf. Die Brennstoffabbauzone
ist nicht mehr eine intakte diinnen Zone im Raum und die Beschreibung im Rahmen des
Regimes der dinnen Reaktionszonen verliert ihre Giltigkeit. Der Loschvorgang findet
im Zeitraum t =~ 0,495 ms bis ¢ ~ 0,555 ms statt. Nach dem Loschvorgang ist die Brenn-
stoffabbauzone wieder geschlossen, wenn auch mit lokal geringerer Quelltermstéarke.

Die Analyse der DNS-Daten wird ab dem Zeitpunkt ¢t = 0,585 ms begonnen und bis
zum Endzeitpunkt ¢ = 0,735 ms durchgefithrt. Zur numerischen Berechnung von Ab-
leitungen werden die Finite-Differenzen-Formeln aus [85] fiir dquidistante Stiitzstellen
verwendet. Fiir eine Funktion y = f(z), die iiber Datenpunkte (zy,y;) mit k =1... N
gegeben ist, wird fiir die Datenpunkte von & = 3 bis K = N — 2 ein symmetrischer Stern
(stencil) benutzt. Fiir die Datenpunkte neben den Réndern des Datensatzes (fir k = 2
und £ = N — 1) ist der Stern asymmetrisch und an den Réndern selbst (fir k£ = 1
und k = N) ist er einseitig. In der Analyse werden nur die symmetrischen Differen-
zenformeln verwendet. Von den k& = 1... N gewéahlten Zeitschichten der DNS werden
nur die Schichten von & = 3... N — 2 analysiert. Somit ist gewéhrleistet, dass alle
numerisch berechneten Ableitungen mit demselben Stern gebildet werden. Die Rand-
schichten kK =1, 2, N —1, N gehen nur in die Berechnung der Zeitableitung fiir k = 3
und £k = N — 2 ein. Der Zeitpunkt, ab dem die Berechnung von Massenstromdichten
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6.1 Analyse einer Direkten Numerischen Simulation einer turbulenten Flamme

erfolgt, liegt also zwei Zeitschichten hinter dem Beginn des Analysefensters und betragt

t = 0,615 ms. Die Abbildungen 6.4, 6.5 und 6.6 zeigen das Quelltermfeld des Brennstoffs,
das Brennstofffeld und das Temperaturfeld zu diesem Zeitpunkt.
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Abbildung 6.1: Temperaturfeld nach einer simulierten Zeitspanne Atgy, = 0,45 ms
0,26 teddy -
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Abbildung 6.2: Betrag der Stromungsgeschwindigkeit mit tberlagerten Geschwindig-
keitsvektoren nach einer simulierten Zeitspanne Atgyn = 0,45ms =
0,26 teqdy (Pfeile sind nur an jedem 10. Gitterpunkt dargestellt).
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Abbildung 6.3: Feld des Quellterms WCH, des Brennstoffs nach einer simulierten Zeit-
spanne Atgm = 0,45ms = 0,26 teqqy -
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Abbildung 6.4: Feld des Quellterms WCH, des Brennstoffs nach einer simulierten Zeit-
spanne Atgy = 0,615 ms = 0,36 teqdy -
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Abbildung 6.5: Feld des Massenbruchs YCH4 nach einer simulierten Zeitspanne Atgy, =
0,615 ms = 0,36 teady-
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Abbildung 6.6: Temperaturfeld nach einer simulierten Zeitspanne Atg,, = 0,615ms =
0,36 teddy -

6.1.3 Durchfiihrung der Analyse

Die Analyse wird mit der Software Matlab® durchgefiihrt [94]. Die Massenstromdichten
aus der Kinematik von Isoflichen Y = Y;. werden mit den Massenstromdichten aus einer
integralen Formulierung der Brennstoffabbauzone verglichen. Die Massenstromdichte
durch eine Isofliche Y = Y kann direkt aus den DNS-Daten zu jedem Zeitpunkt
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ermittelt werden (aus dem Stromungsgeschwindigkeitsfeld und dem Skalarfeld Y'). Aus
der in 2.3.2 eingefithrten Beziehung (2.52) folgt nach Multiplikation mit der Dichte p
(wobei im Gegensatz zu (2.51) fir Y gilt: n = —VY/|VY|) das Massenstromdichtefeld:

P (% +v- VY)
VY|

My = — (6.2)
(6.2) ist eine Feldgleichung, mit der die Massenstromdichte durch Isoflachen des Skalar-
felds Y auf dem gesamten Rechengebiet bestimmt werden kann. Hierzu miissen an jedem
Gitterpunkt der Gradient VY und die zeitliche Ableitung 0Y /0t berechnet werden. Eine
andere Formel fiir die Massenstromdichte kann gewonnen werden, wenn 0Y /0t +v - VY
in (6.2) mit Hilfe der Transportgleichung fiir Y ausgedriickt wird, die in der Simulation
gelost wird [48]:

V- (%VY) + wy
VY|

Die Beziehung (6.3) wird in einer Form fiir die Brenngeschwindigkeit (mit Faktor 1/p)
in zahlreichen Analysen oder Herleitungen verwendet, z.B. in [48], [49] oder in [106]
(anhand des Temperaturfelds).

Theoretisch liefern die Ausdriicke (6.2) und (6.3) dieselben Werte fiir die Massen-
stromdichte. Praktisch kénnen sich die berechneten Werte jedoch unterscheiden. (6.2)
bestimmt das Massenstromdichtefeld direkt aus der kinematischen Beziehung (2.52).
(6.3) basiert hingegen darauf, dass die substantielle Ableitung von Y gleich den Beitré-
gen aus Diffusionsterm und Quellterm (mit dem Faktor 1/p) in der gelosten Transport-
gleichung fiir Y ist. Dies héngt jedoch von der Genauigkeit des eingesetzten numerischen
Verfahrens zur Losung der Transportgleichungen ab. Bei einer DNS ist die rdumliche
und zeitliche Auflésung in der Regel sehr hoch. Es kann also davon ausgegangen werden,
dass es von der Genauigkeit der DNS-Datenbasis her keinen Unterschied macht, ob das
Massenstromdichtefeld mit (6.2) oder mit (6.3) berechnet wird.

Fir die Genauigkeit der Auswertung kann es jedoch einen Unterschied geben zwi-
schen (6.2) und (6.3). Die verwendeten Finite-Differenzen-Formeln der ersten und zwei-
ten Ableitung besitzen auf einem dquidistanten Gitter einen Abbruchfehler 4. Ordnung
beziiglich der Gitterweite (mit Ausnahme der 2 ersten und 2 letzten Stiitzpunkte am
Gitterrand, an denen der Abbruchfehler fir die zweite Ableitung 3. Ordnung ist). Fir
die Auswertung mit (6.3) miissen nur raumliche Ableitungen approximiert werden, dafiir
jedoch eine zweite Ableitung aufgrund des Diffusionsterms. Bei Verwendung der Formel
(6.2) bestimmt die zeitliche Auflésung der Datenbasis die Genauigkeit der Approxi-
mation der Zeitableitung. Die Losungsfelder liegen mit einer zeitlichen Auflésung von
0,015 ms vor. Diese Zeitspanne ist wesentlich kleiner als die abgeschéitzten Zeitskalen
ts (in 6.1.2) der Reaktionszone. In der folgenden Auswertung wird deshalb die Formel
(6.2) verwendet.

Die Auswertung der Massenstromdichte erfolgt auf der Isoflache Y = Y, die in der
Brennstoffabbauzone liegt. Der Wert Yy = 0,003179 wird so gewéhlt, dass er dem Mas-
senbruch von CH, an der Position maximalen Brennstoffverbrauchs in der Zylinderflam-
me bei Simulationsbeginn der DNS entspricht. Die Massenstromdichten nach (6.2) und
(6.3) werden auf jedem Gitterpunkt bestimmt. Anschlieend werden die Werte auf die
Koordinaten der Kontur Y = Yj interpoliert. Fiir einen festen Zeitpunkt liegen somit
Werte fiir m, und myp an jedem Punkt im Raum vor, an dem die Kontur Y = Y| die

my = — (6.3)
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Gitterlinien des DNS-Rechennetzes schneidet. Die somit ermittelten Massenstromdich-
ten stellen die Referenzdaten dar, mit denen die Auswertungen der Massenstromdichte
in integraler Formulierung (4.15) verglichen werden.

Zur Auswertung der integralen Formeln miissen fiir jeden Zeitpunkt Schnitte normal
zur Isofliche Y = Yj gelegt werden. Die Schnitte werden auf jedem Punkt (zy,yx) der
Isoflache konstruiert, an dem auch die Massenstromdichten m, und my, ermittelt wur-
den. Auf dem jeweiligen Schnitt stellt der Punkt (zy, ) den Ursprung 2! = 0 der z'-
Koordinate dar. Aufgrund der Festlegung ¢g1; = ¢g'' = 1 entspricht die 2'-Koordinate auf
dem Schnitt dem vorzeichenbehafteten Abstand (signed distance) zum Punkt (zy,yx),
wobei die z'-Werte positiv in Richtung des verbrannten Gemischs sind. Die Inkremente
in 2! auf einem Schnitt werden mit Az! = 0,02 mm gewihlt. Die Gitterweite des DNS-
Rechengitters betrigt Az = Ay = 0,02679 mm. Die numerische Integration auf den
Schnitten erfolgt mit der Trapezformel. Auf den Punkten entlang eines Schnitts wer-
den sdmtliche bendtigte Felddaten ausgehend vom DNS-Datensatz interpoliert. Hierzu
gehdren neben den Werten von Stromungsgeschwindigkeit v, Massenbruch Yop,, Tem-
peratur T und Dichte p, auch die lokale Kriimmung 2¢ und Streckung x der Isofldche
Y =Y.

Die Analyse der DNS soll reprisentativ fur turbulente vorgemischte Flammen im
Regime der diinnen Reaktionszonen sein. In diesem Regime bleibt die Reaktionszone
der Flamme intakt und reagiert auf Stérungen in der Vorheizzone und im Rauchgas-
gebiet. Das integrale Langenmaf 1 ist von der Groflienordnung der Flammendicke [p.
Die Krimmungsradien der Kontur Y = Y} in der Brennstoffabbauzone sollten maximal
in der Gréflenordnung von Is sein. Wird dieses physikalische Betrachtungsbild auf die
Analyse mit den normalen Schnitten tibertragen, dann bedeutet dies, dass die Schnitte,
die das Profil des chemischen Quellterms vollsténdig enthalten, sich nicht schneiden diir-
fen. Um die integrale Beziehung (4.15) der Massenstromdichte anhand der DNS Daten
iberpriifen zu konnen, muss fiir jeden Schnitt die numerische Bestimmung von Iy ein-
deutig durchfithrbar sein. Bei zu starker Auffaltung der Flammenfront kann das Ende
eines Schnitts in der Vorheiz- oder Reaktionszone eines anderen Abschnitts der Flam-
menfront liegen. In dem Fall ist kein eindeutiger integraler Verbrauch Iy mehr fiir den
Schnitt definierbar. Solche Schnitte werden hier bei der Analyse ausgeschlossen. Folgen-
de Kriterien werden zur Auswahl eines Schnitts fiir die Analyse festgelegt: 1) Abnahme
der Quelltermstérke von wy an den Réandern des Schnittes mit zunehmendem Abstand
|zt|, 2) der Betrag der Quelltermstiirke von wy an den Riindern des Schnitts muss kleiner
sein als 1% des maximalen Betrags der Quelltermstéarke der Zylinderflamme zu Beginn
der DNS. In Abb. 6.7 sind die Schnitte fiir den letzten analysierten Zeitpunkt der DNS
dargestellt.

Der Diffusionsfluss von Y in (4.15) wird wie im Diffusionsmodell der DNS folgender-
maflen ausgedriickt:

1 A9Y

VY = —— = .
PYY Ley ¢p Ox!

(6.4)
Aufgrund der Orthogonalitit der Basisvektoren g, und g® beziiglich g; = g' trigt nur
die Ableitung von Y nach 2! zur Komponente des Gradienten von Y normal zu z! =
konst. bei. AuBerdem ist durch die Festlegung g1 = g'! = 1 die partielle Ableitung nach
x!' in (6.4) gleich der Richtungsableitung VY - n mit dem normierten Normalenvektor

n = —VY/|VY], der die Rolle von g; = g! {ibernimmt. Die physikalische Komponente
des diffusiven Flusses in Normalenrichtung stimmt mit der tensoriellen Komponente
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Abbildung 6.7: Darstellung der Schnitte normal zur Brennstoffabbauzone fiir den letzten

analysierten Zeitpunkt der DNS (nur jeder 4. Schnitt ist eingezeichnet).
Die Kontur Y = Yj ist durch die dicke schwarze Kurve dargestellt. Von
der Analyse ausgeschlossene Schnitte sind rot markiert.

pVi+Y iiberein.

Systematische Untersuchung verschiedener Varianten der integralen
Beziehung fiir die Massenstromdichte

Zur Diskussion der unterschiedlichen Einflussgrofien wird die integrale Formulierung
(4.15) mit verschiedenen Annahmen und Vereinfachungen ausgewertet:
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1. In einer ersten Auswertung werden die stdrksten Annahmen getroffen. Es wird

angenommen, dass die Brennstoffabbauzone planar ist, was zu /g = 1 fiihrt.
Auflerdem werden der zeitliche Akkumulationseffekt, die Streckung von Fléchen
Y = konst. sowie der Quertransport (Terme in (4.15d) und (4.15e)) vernach-
lassigt. Das Integral Iy wird als konstant angenommen, mit dem Wert Iy =
-0,008512kg/(m?s) aus der integralen Beziehung (4.18) fiir eine planare Flamme
mit den Frischgasbedingungen wie in der DNS (Daten von [131]). Der Wert des
Integrals iiber §(x!) wird gleich 1/2 gesetzt. Es wird somit angenommen, dass die
gewdhlte Isofliche Y = Y[ genau am Ort des maximalen Brennstoffverbrauchs
liegt und das Quelltermprofil symmetrisch um 2! = 0 ist. Aus den getroffenen
Annahmen folgt die Beziehung;:

1 1 1 A oY
| —ch+— (2 . :
M=y < 2 Y+ Le (cp 8x1>x1:0> (6:5)

Im ersten Faktor 1/Y™* auf der rechten Seite von (6.5) wurde der Beitrag von
V9" = 1 (siehe (5.17)) weggelassen. Diese Vereinfachung der Schreibweise gilt
auch fiir die restlichen Auswertevarianten.
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2. In der zweiten Auswertung werden die Annahmen aus Punkt 1 iibernommen, mit
der einzigen Ausnahme, dass das Integral Iy auf jedem Schnitt einzeln numerisch
ausgerechnet wird:

—+00

1 a1 (Aey
mg—w (-5/00}/ dz +E<aw>m1:0> . (66)

— 00

3. In der dritten Auswertung bleiben die Annahmen wie unter Punkt 1 & 2 be-
stehen, mit der Ausnahme, dass der integrale Verbrauch von Y in der restlichen
Reaktionszone hinter 2! = 0 numerisch fiir jeden Schnitt einzeln ermittelt wird:

“+oo
1 a1 (ray
msg = W (— / WYdZE + L_e <g@>xl:0) . (67)

In dieser Auswertung wird die Chemie unter der Annahme einer planaren unge-
streckten Reaktionszone und bei Vernachléssigung instationérer Effekte innerhalb
der Reaktionszone integral exakt behandelt.

4. In der vierten Auswertung wird, zusétzlich zu der vorherigen dritten Auswertung,
die Kriimmung der Reaktionszone im chemischen Quellterm berticksichtigt:

“+oo
1 L1 (xay
my = 3o ( 1/ Vg wydZ® + Lo <cp 8:131> 1_0) . (6.8)
z1=0 =

Das Volumenelement /g wird aus einer lokalen Approximation der Isofldche z! =
0 durch einen Kreisbogen bestimmt: /g =1 — 2c*x!.

5. In der fiinften Auswertung wird der Zeitableitungsterm (4.15c) entsprechend der
Behandlung in 5.2.5 beriicksichtigt. Bei der Bestimmung der Massenstromdichte
der Isoflichen Y = Y aus den Ergebnissen der DNS ist der Term 0Y /07 per
Definition auf den Isoflichen gleich Null. Die Beziehung fiir die Massenstromdichte
schreibt sich somit:

+00 +oo
1 1 (A0Y
ms=— | — / Vg wydd' + — | === + / pY gx di' | . (6.9)
Y* Le g
r = z1=0

a1
cp Ox

Zur getrennten Untersuchung des Einflusses von Chemie, Normaldiffusion und
Streckung in (6.9), werden die Beitrige einzeln ausgewertet:

“+oo
msc = % (— / N wydil) (Chemie), (6.10a)

z1=0
1 1 Y
M5 = 3 (L_e <%%>x1:0> (Normaldiffusion), (6.10b)

+00

1

Mss = v ( / pY \/9x d(f?l) (Streckung). (6.10c)
z1=0
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6. In einer sechsten Auswertungsvariante wird das Integral iiber pY',/gx in (6.9)

vereinfacht ausgewertet. Dazu wird ein linearer Verlauf des Integranden iiber x!
angenommen (siehe 5.2.5). Es folgt somit fiir die Massenstromdichte:

+oo
1 1 [ AOY 1 ls
T dAl el B - *Y* * *S “o
e (- [ e L (28) ).
=0 -

(6.11)
wobei /g* = 1 (siehe 5.17).

. In der siebten Auswertung wird die Streckung wie in der Auswertung Nr. 5 integral

exakt behandelt. Der chemische Term wird jedoch vereinfacht. Es wird ein integra-
ler Verbrauch Iy verwendet, der fiir jeden Schnitt aus einer numerischen Integra-
tion des Quelltermprofils wy gewonnen wird. Die Kriimmung der Reaktionszone
wird in einem Integral iiber ein vorgegebenes rédumliches Profil des Quellterms
beriicksichtigt (siehe (4.1)), in dem auch das Volumenelement ,/g eingeht:

Iy
—_——~
1 7 i 1 ()oY e
— | _ ~1 A1 £1, - [ AYD % ~1 '
my Y*< /wydaz 1/ Vg (2 dz +15 <cp8x1> 1_0+1/ pY \/gx dz
—0o0 z'=0 o= x1=0

(6.12)
Mit der Wahl ! = 0 fiir die untere Integrationsgrenze des chemischen Integrals
folgt (siehe 5.2.3):

+o0
/ V7 6(@Y) dit = % ~2c¢*eln(2) . (6.13)
z1=0

Der Wert fiir € wird so gewahlt, dass die normale Ausdehnung des modellierten
Quellterms, einer mittleren Ausdehnung der Quellterme auf allen durchgefiithrten
Schnitten entspricht.

. In der achten Auswertung wird im Gegensatz zu (6.12) fiir jeden Schnitt dersel-

be integrale Verbrauch Iy = -0,008512kg/(m?s) der planaren Referenzflamme
verwendet (wie in der ersten Auswertung (6.5)):

“+oo
1 1 1 (A0OY
=— | -7 — —2c"eIn (2 — | —= Y il
mg Y*( Y,k<2 Cen())—l_Le(cp@xl) 1 0+1/p \/§Xd:n)
= x1=0

(6.14)

. In der neunten Auswertung wird die Kriimmung vernachléssigt und die Streckung

integral exakt behandelt:

+oo +0o0o
1 ~1 1 )\ aY A1
_ 1 2 (A0 Y . 1
mo = 3 ( / wydz" + o (cp8x1> 1_0-1- 1/ pY \/gx di ) (6.15)
= z1=0

Hierbei ist jedoch zu beachten, dass die Krimmung von Isoflichen Y =Y} in die
Berechnung der Streckung x in (6.15) eingeht.
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10. Die zehnte Auswertung wird wie die achte Auswertung durchgefiihrt, jedoch mit
der vereinfachten Beschreibung des Streckungsterms:

1 1 1 A OY 1 ls
=—|-T — —2c*eIn (2 |\ T35 7 —pY* X" corr 5 | »
mio Y*( Y,k(2 c*eln ( )>+Le <Cp8$1>x1:0+2/7 VI XS, 2)
(6.16)

mit ,/g" = 1.

6.1.4 Diskussion der Ergebnisse der Analyse

Die Auswertung wird fiur das Zeitfenster zwischen ¢ = 0,615 ms und ¢ = 0,705 ms vorge-
nommen (wobei jeweils 2 Zeitschichten davor und 2 danach in die Berechnung der zeit-
lichen Ableitung eingehen). Von den insgesamt durchgefithrten 10171 Schnitten bleiben
nach Aussortierung der Schnitte, welche die Kriterien fiir den Quellterm wy nicht erfal-
len, Ny = 8074 Schnitte iibrig. Auf diesen werden die Massenstromdichten berechnet
und analysiert.

In Abb. 6.8 ist der integrale Brennstoffverbrauch Iy iiber der Massenstromdichte m,,
aufgetragen. Zusétzlich sind die Mittelwerte von Iy und m, aller Ny Schnitte sowie die
Referenzwerte der planaren Flamme eingetragen. Auch bei der relativ groflen Streuung
der Datenpunkte ist der physikalisch anschauliche Zusammenhang zu erkennen, dass
die Massenstromdichte umso hoher ist, je mehr Brennstoff verbraucht wird. In Abb. 6.9
sind die Abweichungen der Datenpunkte aus Abb. 6.8 relativ zu den Mittelwerten und
zu den Referenzwerten der planaren Flamme aufgetragen. Hier ist zu erkennen, dass
trotz einer Variationsbreite von Iy die kleiner als 10 % ist, die Massenstromdichte um
bis zu 220 % variieren kann. Insbesondere kann die Massenstromdichte, wie in Abb.
6.8 zu erkennen ist, negativ werden. Die Isofliche Y = Y wird in dem Fall aus der
Richtung der Rauchgase aus durchstrémt. Negative Brenngeschwindigkeiten wurden in
der Analyse der DNS einer vorgemischten stochiometrischen Methan /Luft-Flamme von
Gran et al. [61] gefunden, wonach sie in Bereichen starker positiver Kriimmung der
Flamme (konvexe Kontur in Richtung der unverbrannten Seite) auftreten. In diesen
Bereichen spielt nach [61] die Diffusion tangential zur Flammenfront eine dominante
Rolle.

Im Folgenden werden die Ergebnisse der Auswertungsformeln m;j bis mqyg mit den
Ergebnissen der kinematischen Beziehung (6.2) fiir die Massenstromdichte verglichen.
Fine quantitative Bewertung der Vorhersagekraft der Varianten mj bis mi¢ mit Hilfe
eines relativen Fehlers ist nicht praktikabel, da die Massenstromdichten auch kleine
Werte um 0 kg/(m?s) annehmen kénnen und somit die relativen Abweichungen sehr grof§
werden konnen. Eine andere Bewertungsmoglichkeit folgt jedoch aus der Auftragung
der Massenstromdichten mq bis myg tiber der kinematisch exakten Massenstromdichte.
Eine Variante mj zur Berechnung von m ist umso genauer, je ndher die Werte auf der
Geraden m = m, liegen. Wenn fiir eine Variante my die Datenbasis aller ausgewerteten
Ny Schnitte my, ; und die dazugehorigen kinematischen Werte m,, ; als Realisationen y;
und z; von Zufallsvariablen Y und X betrachtet werden, dann kann fiir die Variante
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my, der Pearsonsche Korrelationskoeffizient [68]

Ny -
> (wy;) — Nyzy

Ry = =1 (6.17)

Ny Ny
$ <z-§1(””’2) - Nyﬂ‘c2> <,-§1(y"2) — Ny§2>

ausgerechnet werden, wobei T und y die Mittelwerte von x; und y; sind. Je ndher R
am Wert 1 liegt, desto stérker ist die Korrelation. Ein Koeffizient nach (6.17) ist streng
genommen eine Schitzung fiir die Korrelation zweier normalverteilter Zufallsvariablen.
Aus diesem Grund wird hier in der Auswertung ein einzelner Wert Ry nicht absolut
betrachtet. Die Werte Rj werden miteinander verglichen und qualitativ bewertet. Die
Korrelationskoeffizienten Ry, aller Varianten sind in Tab. 6.1 eingetragen. Der Korrelati-
onskoeffizient zwischen den Werten m, und m; betragt 0,999988 . Die Auswerteformeln
(6.2) und (6.3) liefern nahezu identische Werte fiir die Massenstromdichte. Im Folgenden
wird m, als Referenz verwendet.

mi ma ms my ms me mr ms my mio
Ry, [—] -0,27 045 0,07 0,99 098 098 098 095 -0,06 0,95

Tabelle 6.1: Pearsonsche Korrelationskoeffizienten der einzelnen Schétzungen mq bis
mqo der kinematischen Massenstromdichte m, (gerundet auf 10_2).

In Abb. 6.10a sind die geschétzten Massenstromdichten mq und mo iiber der kinema-
tischen Massenstromdichte m, aufgetragen. Je ndher die Datenpunkte auf der schwarzen
Geraden m = m, liegen, desto besser sind die Schéitzungen der Massenstromdichten.
Als Referenz ist auch die Massenstromdichte m® der planaren Referenzflamme einge-
zeichnet. Es ist zu erkennen, dass my und ms sehr schlechte Vorhersagen fiir m, sind.
Die Korrelationskoeffizienten Rq und Ry sind weit entfernt von 1. Es ist kein systema-
tischer Zusammenhang zwischen den Abweichungen m; — m, bzw. ms — m, und der
Massenstromdichte m = m, erkennbar. Lediglich eine schwache Tendenz ist erkenn-
bar, dass die Formeln von m; und my die exakte Massenstromdichte fiir grole Werte
unterschétzen und fiir kleine Werte iiberschétzen. In Abb. 6.10b werden mg und my
mit m, verglichen. mg stellt eine unzureichende Naherung fiir m, dar, obwohl der inte-
grale Verbrauch in mg bei Vernachliassigung der Krimmung exakt berticksichtigt wird.
Erst bei Beriicksichtigung der Kriimmung iiber das Volumenelement /g im Integral des
chemischen Verbrauchsterms wird eine quantitative Vorhersage der Massenstromdichte
moglich, wie die aufgetragenen Datenpunkte von my zeigen. Mit Ausnahme der Mas-
senstromdichten die negativ sind und in der Nihe von 0kg/(m?s) liegen, stellt my eine
sehr gute Approximation fiir m, dar. Fiir kleine und negative Werte wird der Zahlen-
wert von m, durch m,4 unterschétzt. Qualitativ liefert my4 jedoch richtige Ergebnisse
(negative Werte) in diesem Bereich. Aus Tab. 6.1 kann entnommen werden, dass sich
der Korrelationskoeffizient mit Beriicksichtigung der Kriimmung in der Formel fir my
stark gegeniiber den Werten fiir mq bis mg verbessert.

In Abb. 6.11a sind my4 und ms aufgetragen. Die Formel fiir ms beriicksichtigt die
Streckung integral exakt (bei Vernachlissigung instationarer Effekte in der Brennstof-
fabbauzone). Die Beriicksichtigung der Streckung fiithrt zu einer besseren Vorhersage
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der Massenstromdichte, hauptsichlich im Bereich hoher Massenstromdichten. Die Dis-
krepanz im Bereich niedriger und negativer Massenstromdichten bleibt bestehen. Der
Unterschied zwischen der integralen Formulierung und der kinematisch exakten Mas-
senstromdichte im Bereich niedriger und negativer Massenstromdichten kann nur vom
Mechanismus des diffusiven Quertransports stammen, der in dieser Analyse nicht be-
riicksichtigt wird. Diese Schlussfolgerung ist konsistent mit den Ergebnissen in [61],
bei denen diffusiver Transport tangential zur Flammenfront als Ursache fiir negative
Brenngeschwindigkeiten identifiziert wurde. In Abb. 6.12 ist der Fehler der modellierten
Massenstromdichten iiber der dimensionslosen Kriimmung 2¢*ly der Isofliche 2! = 0
aufgetragen. Filir die Varianten my bis mg, bei denen die Kriimmung vernachlassigt
wird, korreliert der Fehler eindeutig mit der Kriimmung. Der Fehler von my4 und ms
bleibt bei hohen positiven Kriitmmungswerten bestehen und ist im Mittel dabei negativ.
Zusammen mit der Erkenntnis aus Abb. 6.11a resultiert daraus, dass diese Datenpunkte
mit negativem Fehler m — m, im Bereich niedriger und negativer Massenstromdichten
liegen.

Die vereinfachte Auswertung des Streckungsterms in der Formel fiir mg liefert dhn-
liche Ergebnisse wie bei der integral exakten Behandlung der Streckung in ms. Dies
geht aus Abb. 6.11b sowie aus Tab. 6.1 hervor. In Abb. 6.13 ist der Streckungsbeitrag
iiber die dimensionslose Streckung y*tr der Isofliche Y = Y, aufgetragen. Der Stre-
ckungsbeitrag korreliert direkt mit x*tp. Somit stellt die vereinfachte Auswertung mg
des Streckungsintegrals nach (6.11) einen sinnvollen Ansatz dar. Die Datenpunkte von
mg sind mit dem Korrekturfaktor Scorr = 0,5 ebenfalls in Abb. 6.13 eingetragen.

In Abbildung 6.14 sind die einzelnen Beitrédge der Formel mjs iiber der dimensionslo-
sen Kriimmung aufgetragen. Im Vergleich zum resultierenden Beitrag aus Chemie und
normaler Diffusion ist der Beitrag des Streckungsterms relativ klein. Die Beitrége aus
normaler Diffusion und Chemie sind von derselben Gréflenordnung, besitzen jedoch ein
entgegengesetztes Vorzeichen. Die Variation der Massenstromdichte ms . + msq mit
der Kriitmmung resultiert aus leicht unterschiedlich starken Korrelationen der einzelnen
Beitriage ms . und msq mit der Kriimmung. Der Beitrag der Normaldiffusion ist in sei-
ner Formulierung unabhéngig von der Kriimmung (die nicht explizit im Beitrag steht).
Die Kriimmung der Reaktionszone geht nur indirekt iiber die Steigung des Y-Profils
in Normalenrichtung ein, welche sich fiir ein gegebenes Stromungsfeld lokal einstellt.
Bei der Auswertung der DNS-Ergebnisse ist diese Steigung somit fest und der Beitrag
des Normaldiffusionsterms ist unabhéngig davon, ob in der modellierten Massenstrom-
dichte die Kriimmung bertiicksichtigt wird oder nicht. Daraus lasst sich erkldren, warum
nur mit den Formulierungen der Massenstromdichte, die die Kriimmung im chemischen
Verbrauchsterm berticksichtigen, eine quantitative Vorhersage der Massenstromdichte a
posteriori aus gegebenen Simulationsergebnissen moglich ist. Bei Vernachléssigung der
Kriimmung im chemischen Term ist der Zusammenhang zwischen normaler Ableitung
von Y und integralem chemischen Verbrauch nicht mehr konsistent. Eine quantitative
Bestimmung des isolierten Einflusses der Kriimmung auf die Massenstromdichte aus den
DNS-Ergebnissen ist somit nicht moglich (im Rahmen der hier durchgefithrten integra-
len Analyse). In Abb. 6.14 ist zusétzlich das Ergebnis der vereinfachten Auswertung des
chemischen Terms mg . mit Beriicksichtigung der Kriimmung aus (6.14) aufgetragen. Die
Auswertung stimmt, mit Ausnahme von Bereichen starker positiver Krimmung, gut mit
der detaillierten Berechnung iiberein. Zusammen mit der guten Ubereinstimmung der
Massenstromdichte mg mit m, in 6.15a lasst sich die Folgerung ziehen, dass fiir die be-
trachtete Methan/Luft-Flamme, die Annahme eines konstanten integralen Verbrauchs
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Iy gerechtfertigt ist. Dies stimmt mit der Erkenntnis iiberein, dass fiir Flammen mit
einer Lewis-Zahl der limitierenden Spezies nahe am Wert 1, der Streckungseffekt nur zu
einer geringfiigigen Anderung der Enthalpie und Zusammensetzung in der Brennstof-
fabbauzone fithrt und somit die Brennrate in der Reaktionszone nur leicht variiert [40],
[42].

In Abb. 6.15b sind die Datenpunkte von m3 und mg eingetragen, fir die eine planare
Flamme angenommen wird. Die Streckung wird in mg jedoch integral beriicksichtigt.
Beide Varianten liefern keine verwertbare Vorhersage der Massenstromdichte, wie auch
aus den Korrelationskoeffizienten aus Tab. 6.1 zu sehen ist. Dies unterstreicht die starke
Kopplung zwischen Kriimmung und normaler Diffusion, die in beiden Varianten nicht
korrekt beschrieben wird.

In Abb. 6.16 ist die Massenstromdichte my aufgetragen. Aufgrund der guten ver-
einfachten Approximation des Streckungsterms und des chemischen Integrals (mit Be-
riicksichtigung der Kriimmung) besitzt mio eine &hnliche Genauigkeit wie die Formel
mg, in der die Streckung integral exakt behandelt wird. Der Ausdruck fiir die Massen-
stromdichte mig kann somit in dieser Arbeit als Grundlage zur Implementierung des
Reaktionszonenmodells in OpenFOAM®) verwendet werden.
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Abbildung 6.10: Massenstromdichten m; und ms (a) sowie mg und my (b) tber m,.

Ein letzter Diskussionspunkt betrifft die Vorhersagekraft der integralen Modellierung
fiir negative Massenstromdichten. In Abb. 6.17 sind die kinematische Massenstromdich-
te m, sowie die modellierten Werte ms und m1g tiiber der entdimensionierten Streckung
aufgetragen. Fiir die untersuchte Flamme im Regime der diinnen Reaktionszonen ist ein
einfacher linearer Zusammenhang zwischen Massenstromdichte und Streckung iiber eine
Markstein-Lénge nicht giiltig. Eine lineare Abhéngigkeit gilt nur fiir kleine Streckungen
und fiir Flammen im Flamelet-Regime [109]. Auflerdem ist die simulierte Interaktion
zwischen Flammenstruktur und Stromungsfeld in der DNS zu kurz um unabhéngig von
den Anfangsbedingungen zu sein. Die Ndherungen ms und mqy kénnen jedoch die kom-
plexe Abhingigkeit der Massenstromdichte von der Streckung prinzipiell beschreiben.
Die Vorhersage ist fiir negative Massenstromdichten nur qualitativ korrekt. Dennoch

103



6 Diskussion des integralen Modells

1 T 1 T
| |
| |
| |
| |
Al Al
[} [}
g ! g !
g : g
s - - - = e A e w — — — — — —
=, Sy d = 4
g K g N
of BE of F
‘ m : ‘ m
- . <
| x mg b : | mz
| m=myg | — m=m,
— = =0 — = 0
-0.5 ‘ : : -0.5 ‘ : :
-0.5 0 0.5 1 -0.5 0 0.5 1
mg [kg/(m?s)] mg [kg/(m?s)]
(a) (b)
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Abbildung 6.12: Fehler der modellierten Massenstromdichten m; bis ms tiber entdimen-
sionierter Kritmmung 2¢*I der Isofliche 2! = 0.
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Abbildung 6.13: Detaillierter und vereinfachter integraler Streckungsterm (Sco;r = 0,5)
iiber entdimensionierter Streckung der Isofliiche ! = 0. (Ausgleichsge-
rade nach dem Prinzip der kleinsten Fehlerquadrate)
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Abbildung 6.14: Beitridge von Chemie ms ¢, normaler Diffusion ms 4 (mit Faktor (—1)
multipliziert) und Streckung ms ¢ zur Massenstromdichte mj tiber ent-
dimensionierter Kritmmung 2¢*Ip der Isofliche ! = 0. Zusétzlich ein-
getragen sind der resultierende Beitrag von Chemie und normaler Dif-
fusion sowie der modellierte Chemie-Anteil mg ..
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stellt die vorgeschlagene integrale Formulierung eine physikalisch sinnvolle Erweiterung
gegeniiber der einfachen linearen Abhéngigkeit von der Streckung dar.
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Abbildung 6.17: Abhéngigkeit der kinematischen und modellierten Massenstromdichte
von der entdimensionierten Streckung der Isofliche z! = 0.

6.1.5 Zusammenfassung der DNS-Analyse

Die Analyse der DNS hat gezeigt, dass fiir eine Flamme im Regime der diinnen Reakti-
onszonen (wenn auch hier bei einer kleinen turbulenten Reynolds-Zahl) eine Vorhersage
der Massenstromdichte iiber die in Kapitel 4 hergeleitete integrale Beziehung moglich
ist. Die vorgeschlagene vereinfachte Auswertung des Streckungsintegrals wurde fiir das
betrachtete Regime validiert. Der Streckungsbeitrag zur gesamten Massenstromdichte
ist im Allgemeinen kleiner als der resultierende Beitrag aus normaler Diffusion und Che-
mie. Die vereinfachte Behandlung des chemischen Quellterms mittels eines konstanten
integralen Verbrauchs und unter Beriicksichtigung der Kriimmung der Reaktionszone
wurde ebenfalls erfolgreich validiert.

6.2 Eindimensionale Simulationen mit INSFLA

6.2.1 Einfiihrung

Mit Hilfe des Computerprogamms INSFLA werden gekriimmte und gestreckte statio-
nére Methan/Luft-Flammen unter Verwendung eines detaillierten Reaktionsmechanis-
mus [137] simuliert. Die Variation der Massenstromdichte als Funktion der Kriimmung
und Streckung der Flammenfront wird an zwei verschiedenen Positionen innerhalb der
Flammenstruktur untersucht. Die erste Position ist die Grenze der Flammenstruktur
zum Frischgasgemisch. Die hier bestimmte Massenstromdichte entspricht dem Wert,
der mit der laminaren Flammengeschwindigkeit und der Dichte des Frischgases gebildet
wird. Die zweite Auswerteposition liegt an dem Ort innerhalb der Flammenstruktur
an dem die Abbaurate des Brennstoffs ihren héchsten Wert erreicht. Diese Position
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liegt somit in der charakteristischen Zone, in der Brennstoff abgebaut wird (hier als
Brennstoffabbauzone bezeichnet) und die als fuel consumption layer oder inner layer
bezeichnet wird [106].

Ziel der Auswertung ist es, zu untersuchen, wie unterschiedlich stark die Massenstrom-
dichte mit einer der Flammenstruktur aufgepriagten Stérung variieren kann, je nachdem
welche Referenzposition innerhalb der Flammenstruktur gewéhlt wird. Die Auswahl der
Referenzposition ist auch fiir die Angabe von Kriimmung und Streckung wichtig, da
sich diese Gréfen in Normalenrichtung der Flammenfront ebenfalls &ndern. Als Stérung
wird jede Abweichung der Flammenstruktur von der Struktur einer planaren, adiaba-
tischen, ungestreckten und sich stationdr ausbreitenden Flammenfront verstanden. Es
wird eine magere Methan/Luft Flamme mit dem Aquivalenzverhiltnis ® = 0,8 gewiihlt.
Die Lewis-Zahl des Methans, das in diesem Fall die limitierende Spezies darstellt, liegt
nahe am Wert 1 (LeCH4 = 0,97 aus [123]). Dadurch ist eine geringe Abhéngigkeit der
Temperatur in der Reaktionszone und somit der Reaktionsrate von der Kriimmung und
Streckung der Flammenfront zu erwarten. Es kann somit untersucht werden, wie stark
die Variation der Massenstromdichte hauptséchlich aufgrund von geometrischen und
stromungsmechanischen Effekten sein kann. Bei Brenngasgemischen mit einer Lewis-
Zahl der limitierenden Spezies die deutlich vom Wert 1 abweicht (siehe Diskussion in
Kapitel 8), ist eine stérkere Variation der Reaktionsrate mit der Stérung der Flammen-
struktur zu erwarten.

INSFLA (INstationary FLAmes) ist ein in Fortran programmiertes akademisches
Computerprogramm zur Simulation instationérer, ein- und zweidimensionaler Verbren-
nungsprozesse. Die Urspriinge des Programms gehen auf die Dissertation von Maas [88]
zuriick, in der instationére Verbrennungsprozesse unter Verwendung detaillierter Reak-
tionsmechanismen simuliert werden. Rezente Weiterentwicklungen und Anwendungen
von INSFLA beinhalten die Erweiterung fiir zweidimensionale Probleme zur Simulation
von Verbrennungsvorgéngen in Mehrphasensystemen [125], die Verwendung hierarchi-
scher Implementierungsstrategien fiir ILDMs und die Simulation periodisch gestorter
Vormischflammen in einer Gegenstromanordnung [77].

Die in dieser Arbeit verwendete Version von INSFLA wurde von Dr.-Ing. Karin Kénig
aus dem Institut flir Technische Thermodynamik am Karlsruher Institut fir Technologie
unter der Leitung von Prof. Dr. rer. nat. habil. Ulrich Maas iibergeben. Mit Ausnah-
me einer Modifizierung des Programms zur Ausgabe von Quelltermprofilen wurde die
iibergebene Version unveréndert iibernommen.

In INSFLA werden die Erhaltungsgleichungen unter Verwendung der Method of Lines
in ein System gewohnlicher Differentialgleichungen umgewandelt. Dabei werden raumli-
che Ableitungen mittels finiter Differenzen diskretisiert. Das somit entstandene System
gewohnlicher Differentialgleichungen wird in der Zeit unter Verwendung des linearen
Extrapolationsverfahrens LIMEX diskretisiert und gelost. Die zeitliche Diskretisierung
erfolgt dabei aufgrund der chemisch bedingten hohen Steifheit des Systems implizit.
INSFLA beinhaltet eine Funktionalitdt zur Verfeinerung des rédumlichen Gitters in Be-
reichen starker Gradienten, z.B. innerhalb der Flammenfront. Eine weitere Besonder-
heit von INSFLA ist die Transformation der unabhéngigen Ortskoordinate auf eine
Lagrange-Koordinate der Stromung. Dadurch entfallt die Behandlung der konvektiven
Terme in den Erhaltungsgleichungen. Detaillierte Informationen iiber die verwendete
Koordinatentransformation sowie iiber die angewandten numerischen Verfahren kénnen
in [88] und [125] nachgelesen werden. Im Folgenden werden die gelosten Erhaltungs-
gleichungen in einer Eulerschen Betrachtungsweise angegeben. Diese entspricht nicht
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der exakten numerischen Formulierung in INSFLA, beinhaltet jedoch die relevanten
physikalischen Terme.

In dieser Arbeit werden 3 verschiedene Flammenkonfigurationen untersucht: Zylin-
derflammen, Kugelflammen und planare gestreckte Flammen in einer Gegenstroman-
ordnung. Zur Bestimmung von Referenzgréfien (Flammengeschwindigkeit, Flammenzeit
und Flammendicke) wird eine ungestreckte planare Flammenfront simuliert. Bei den hier
untersuchten Flammen handelt es sich um Deflagrationen bei niedrigen Mach-Zahlen.
Die durch die Stromung bedingten Druckgradienten im Raum sind gegeniiber dem ther-
modynamischen Druck vernachléssigbar. In die Zustandsgleichung geht ein konstanter
Druck ein. Die Dichte hingt demzufolge nur von der Temperatur und der Gemischzu-
sammensetzung ab. In allen hier durchgefithrten Simulationen betrégt die Temperatur
des Frischgases 298 K bei einem Druck von 1 bar.

6.2.2 Planare Flammen, Zylinder- und Kugelflammen

Planare Flammen sowie Zylinder- und Kugelflammen sind eindimensional als Funktion
einer einzigen unabhéngigen Raumkoordinate r beschreibbar. In einem solchen eindi-
mensionalen Stréomungsfeld kann die Stromungsgeschwindigkeit direkt aus dem Dich-
tefeld unter Beriicksichtigung der Kontinuitatsgleichung berechnet werden. Die Losung
der Impulserhaltungsgleichung ist nicht erforderlich (sie kann jedoch fiir die Berechnung
der kleinen rdumlichen Variation des hydrodynamischen Druckfelds bei eingefrorenem
Stromungs-, Dichte- und Viskositéatsfeld integriert werden [143]).

Die zu lésenden FErhaltungsgleichungen fiir die planaren Flammen sowie fiir die
Zylinder- und Kugelflammen unterscheiden sich lediglich in einem Geometriefaktor a.
Dieser beschreibt den Einfluss der Geometrie des verwendeten krummlinigen Koordi-
natensystems auf die Formulierung der Divergenz und des Gradienten. Fiir planare
Flammen ist a = 0, fiir Zylinderflammen gilt « = 1 und fiir Kugelflammen o = 2.
Die geltenden Erhaltungsgleichungen bei konstantem Druck p® und kleinen Strémungs-
geschwindigkeiten (niedrige Mach-Zahl) sowie bei Vernachlédssigung von Warmequellen,
Volumenkréften und Druckdiffusion schreiben sich folgendermafien [88]:

Op | 1 0(r%pur)

o T a0 (618)
oY}, oYy, 1 0(rry)  wi
TR i el (6.19)

or or 1 8(7‘ jq
- R T — E = —— E wih 6.20
ot "or " pepre pcp = 1Cp ok jkr pep £ Wk (6:20)

mit dem diffusiven Fluss ji , der Spezies k und dem Warmefluss j, aufgrund von War-
meleitung. Unter der Annahme eines ideales Gases fiir die Mischung sowie eines kon-
stanten Drucks p® (Vernachliissigung von riumlichen Druckgradienten) schreibt sich die

Zustandsgleichung;:
0
p M
= 21
P~ RT (6.21)
Die Simulation vorgemischter Zylinderflammen in INSFLA erfolgt fiir ein zentrales

Stromungsfeld. Die mathematische Modellierung des Stréomungsfelds beinhaltet eine
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Massenquelle von Frischgas auf einer Geraden. In einem Koordinatensystem mit Zy-
linderkoordinaten befindet sich die Quelle auf der z-Achse. Von der Quelle aus stromt
Frischgas in radialer Richtung. Die Stéirke Q7 der Massenquelle gibt an wie viel Masse
an Frischgas pro Zeiteinheit und pro Léngeneinheit der Linienquelle produziert wird.
Durch eine Kontinuitédtsbetrachtung lasst sich bei Kenntnis von @0z das Strémungsfeld
eindeutig rekonstruieren. Die Masse an Frischgas, die von der Quelle freigesetzt wird,
muss durch Zylinderflichen r = konst. stromen. Eine integrale Formulierung der Konti-
nuitatsgleichung in Zylinderkoordinaten iiber die azimuthale und die radiale Koordinate
bei Berticksichtigung von Homogenitét in Richtung der axialen Koordinate z liefert die
Beziehung Q)7 = 27rpv,., woraus die radiale Geschwindigkeitskomponente eindeutig von
der Stéarke der Massenquelle und der Dichte bestimmt werden kann:

_ Qz
2rp

Up (6.22)
Bei der Simulation einer Kugelflamme befindet sich im Ursprung » = 0 eine Massen-
punktquelle Qg von Frischgas mit der Dimension Masse pro Zeiteinheit. Eine integrale
Kontinuitatsbetrachtung fiir eine Kugel mit Radius r fithrt in analoger Weise auf die
Beziehung Qg = 4mr?pv,, woraus fiir die radiale Geschwindigkeitskomponente folgt:

Qs

= . 6.23
" dmr2p (6.23)

Bei beiden numerischen Konfigurationen bewegt sich eine nach innen brennende Flam-
me auf ein radiales Geschwindigkeitsgefélle zu. Eine stationire Losung der Erhaltungs-
gleichungen stellt sich dann ein, wenn die Flammengeschwindigkeit der radialen Stro-
mungsgeschwindigkeitskomponente entspricht. Da die Stromungsgeschwindigkeit mit
zunehmendem Radius abnimmt ist die stationéire Position der Flammenfront stabil.
Die Flammenfront bewegt sich in dem Fall nicht mehr im Raum. Eine solche Flammen-
front ist gekriitmmt, wird jedoch nicht gestreckt [109]. Benachbarte Punkte auf Flam-
menflachen (z.B. Isoflichen der Temperatur) bewegen sich nicht voneinander weg oder
aufeinander zu.

Aus den Ergebnissen der planaren Flamme werden als Referenzgréfien die Massen-
stromdichte an der unverbrannten Seite und in der Reaktionszone, die Flammendicke
Ip und die Flammenzeit tp = lp/sp, ermittelt. Die Flammendicke [p wird hierbei als die
Ausdehnung der rdumlichen Zone definiert, in der das reduzierte Dichteprofil

P = Pb
Pu — Pb

Pred = (6.24)
zwischen den Werten 0,01 und 0,99 liegt. Die somit ermittelte Flammendicke ist um
den Faktor 3,4 grofler als die iiber den Temperaturgradienten nach (2.43) ermittelte
Dicke. Sie gibt die Ausdehnung der rdumlichen Zone an, in der die Dichtednderung
stattfindet und somit das Stromungsfeld mafigeblich durch die Flammenfront beein-
flusst wird. Die Zunahme der Viskositdt des Gemischs durch die Flammenfront erfolgt
hauptséichlich auf derselben Langenskala wie die Temperaturzunahme, welche in der
Oxidationszone hinter der Brennstoffabbauzone nur langsam und somit iiber einer aus-
gedehnten rédumlichen Zone stattfindet. Bei den betrachteten Methan/Luft-Flammen
ist die Dichteabnahme in der Oxidationszone sehr gering. Die Dichte unmittelbar hinter
der Brennstoffabbauzone ist nahezu gleich der Dichte des verbrannten Gemischs. Da-
her findet die Temperatur- und Viskositdtsinderung tiber eine dickere Zone statt als
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6.2 Eindimensionale Simulationen mit INSFLA

die Dichteinderung. Die Anderung der Viskositit wirkt sich bei den eindimensionalen
Konfigurationen einer inkompressiblen Stromung jedoch nicht auf das Stromungsfeld
aus.

In Abb. 6.18 ist die Variation der Massenstromdichte m, an der unverbrannten Seite
der Flamme und der Massenstromdichte mg. in der Brennstoffabbauzone iiber den ent-
dimensionierten Krimmungsradius r. aufgetragen. Die prozentuale Variation ist relativ
zum Wert von my, bzw. mg der planaren Referenzflamme mit denselben Frischgasbe-
dingungen angegeben. Die radiale Geschwindigkeitskomponente nimmt im Frischgasge-
misch (konstante Dichte p,) nach (6.22) bzw. (6.23) als Funktion von 7~! bzw. r~2 mit
dem Radius ab. Durch die thermische Expansion in der Flamme wird das Gasgemisch be-
schleunigt. Der Kriimmungsradius 7. wird als die radiale Koordinate am unverbrannten
Rand der Flammenstruktur gewéhlt, an der die radiale Geschwindigkeitskomponente
ein lokales Minimum aufweist. Je kleiner das Verhéltnis r./lp ist, umso stirker wird
die Flammenstruktur relativ zu dem entsprechenden planaren Fall gestort. Die in die
Abszisse eingehende Flammendicke [p wird von der planaren Flamme iiber das redu-
zierte Dichteprofil ausgewertet. Die Position der Brennstoffabbauzone wird als die Stelle
maximaler Abbaurate des Brennstoffs gewéhlt.

Aus den Kurvenverldufen in Abb. 6.18 ist erkennbar, dass die Variation fiir beide
Flammengeometrien und fiir beide Auswertepositionen wie erwartet umso starker ist,
je kleiner das Verhéltnis r./lp ist. Bei der Kugelgeometrie ist die Flammenfront in
zwei Hauptkrimmungsrichtungen gekriimmt wéihrend bei der Zylinderflamme nur eine
Hauptkrimmungsrichtung existiert. Wie in 2.3.2 beschrieben ist, betragt die mittlere
Kriimmung einer Kugelflamme den doppelten Wert der Kriimmung einer entsprechen-
den Zylinderflamme mit demselben Flammenradius. In den Erhaltungsgleichungen in
radialer Richtung geht bei der Kugel die radiale Koordinate quadratisch ein und bei der
Zylindergeometrie linear. Die radiale Anderungsrate der Fliche, durch die konvektiver
und diffusiver Transport stattfindet, ist bei der Kugelgeometrie starker. Die Variati-
on der Massenstromdichte ist daher bei den Kugelflammen und den Zylinderflammen
qualitativ gleich, jedoch vom Betrag her aufgrund der stirkeren Kriimmung bei den Ku-
gelflammen gréfler als bei den Zylinderflammen. Fiir eine gegebene Flammengeometrie
andert sich die Massenstromdichte m,, deutlich stiarker mit der Kriimmung als die Mas-
senstromdichte mg. in der Brennstoffabbauzone. Das Vorzeichen der Variation ist hierbei
sogar entgegengesetzt. Bei den betrachteten Flammen variiert der integrale Verbrauch
Iy und somit die Verbrauchsgeschwindigkeit nur sehr leicht mit der Kriimmung. Bei den
am starksten gekriimmten Flammen betragt die Variation des integralen Verbrauchs Iy
-1,2% fiir die Zylindergeometrie und -2,1 % fiir die Kugelgeometrie.

In Groot und de Goey [63] sowie in der Dissertation von Groot [65] wird von einem
dhnlichen Ergebnis einer nahezu konstanten Massenstromdichte in der Brennstoffab-
bauzone stationdrer Zylinder- und Kugelflammen berichtet, die nach aussen brennen
und bei denen sich das Rauchgasgebiet im Zentrum befindet. In diesen Arbeiten wird
das Flamelet-Modell von De Goey und ten Thije Boonkkamp [40] fiir die Zylinder- und
Kugelgeometrie formuliert und in Simulationen verwendet.

6.2.3 Vorgemischte Flamme in Gegenstromanordnung

Bei der vorgemischten Flamme in Gegenstromanordnung handelt es sich um einen ex-
perimentellen Aufbau oder eine mathematische Formulierung zur Untersuchung pla-
narer vorgemischter und gestreckter Flammen. Zwei Strome von Frischgas treffen auf
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Abbildung 6.18: Variation der Massenstromdichte my. (fuel consumption layer) und m,,
(an der unverbrannten Seite) bei stationédren zylindrischen (zyl) und
kugelformigen (kug) Methan/Luft-Flammen.

einer Stauebene zusammen. Bei identischen Bedingungen der aufeinander stromenden
Frischgasgemische bildet sich ein symmetrisches Stromungsfeld mit zwei identischen
planaren Zwillingsflammen aus. Aufgrund der Symmetrie kann die Simulation auf ei-
ne Seite der Stauebene beschrinkt werden. Eine weitere Reduzierung des Rechenauf-
wands wird durch Anwendung einer Grenzschichtnéherung im Bereich der Stauebene
erreicht. Hierbei entfallen tangentiale Gradienten (entlang der Flamme) der Massenbrii-
che, der Temperatur und der Geschwindigkeitskomponente normal zur Flamme [124].
Auflerdem wird, wie aus einer Gréfenordnungsabschitzung der Grenzschichtgleichun-
gen bekannt ist [97], der Druckgradient normal zur Grenzschicht vernachlassigt. Durch
die beschriebenen Vereinfachungen koénnen die Erhaltungsgleichungen in eindimensio-
naler Form entlang der Staupunktstromlinie formuliert werden. Die Vereinfachungen
kénnen im Detail in [124] nachgelesen werden. Unter der Annahme einer reibungsfreien
Stromung (Potentialstromung) ohne thermische Expansion &ndert sich die Geschwin-
digkeitskomponente normal zur Flammenfront linear mit dem Abstand zur Stauebene
[113] (ebene Staupunktstromung). Aus Kontinuitétsgriinden muss die tangentiale Ge-
schwindigkeitskomponente ebenfalls linear mit derselben Anderungsrate in tangentialer
Richtung (entlang der Flammenfront) variieren. Diese Anderungsrate entspricht der
Streckung von Flammenflachen [109]. Durch die thermische Expansion éndert sich die
Streckung jedoch innerhalb der Flammenfront. Deswegen muss die Position definiert
werden, an der der Streckungswert angegeben wird. Hier wird der Streckungswert xy am
unverbrannten Ende des Rechengebiets verwendet, der auch dem Wert unmittelbar vor
der Flammenfront entspricht. Der Kehrwert der Streckung ist eine charakteristische Zeit
Ty = 1/x (siehe 2.3.3).

In Abbildung 6.19 ist die Variation der Massenstromdichte m, und ms. iiber der mit
der Flammenzeit ¢t entdimensionierten charakteristischen Zeit 7, dargestellt. Je kleiner
das Verhaltnis 7, /ty ist, umso stérker ist der Effekt der Streckung. Die Flammenzeit
tr ist iiber das reduzierte Dichteprofil der planaren Referenzflamme bestimmt. Wie bei
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den gekriimmten Flammenfronten ist die Anderung der Massenstromdichte an der un-
verbrannten Seite stérker als in der Brennstoffabbauzone. Auch hier ist das Vorzeichen
der Variation entgegengesetzt. Bei der am stérksten gestreckten Flamme betrégt die
Variation des integralen Verbrauchs Iy -4,7%. Hierbei ist jedoch zu beachten, dass
mit zunehmender Streckung sich die stationére Position der Flamme immer nédher an
der Staupunktebene befindet. Fiir die 3 am stérksten gestreckten Flammen (hier fir
Ty/tr < 2) ragt die Oxidationszone der Flamme in die Staupunktebene hinein. Die
Flammenstruktur wird daher von der numerischen Randbedingung an der Staupunk-
tebene beeinflusst.
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Abbildung 6.19: Variation der Massenstromdichte my. (fuel consumption layer) und my,
(an der unverbrannten Seite) bei stationdren Methan/Luft-Flammen
in Gegenstromanordnung.

6.2.4 Schlussfolgerung

Die Untersuchung der gekriimmten und gestreckten Methan/Luft-Flammen motiviert
die in dieser Arbeit vorgestellte Modellierungsstrategie, bei der die Massenstromdichte
in der Brennstoffabbauzone modelliert wird, anstatt auf der unverbrannten Seite der
Flammenstruktur. Als Eingangsgrofie zur Bestimmung der Massenstromdichte in der
Brennstoffabbauzone wird der integrale Verbrauch Iy benétigt, welcher als Verbrauchs-
geschwindigkeit (consumption speed) integral auf einer chemischen Basis definiert ist und
somit unabhéngig von der Wahl einer Referenzposition innerhalb der Flammenstruktur
ist.

6.3 Diskussion zur rdumlichen Auflosung und Vergleich

mit anderen Modellierungsansatzen

Bei der Anwendung des hier vorgestellten integralen Reaktionszonenmodells fiir lami-
nare Flammen, fiir Flammen im Regime der gewellten Flammenfronten (wrinkled fla-
melets) und im Regime der gefalteten Flammenfronten (corrugated flamelets) kann die
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Dicke des Ubergangsbereichs von 1) so eingestellt werden, dass sie in derselben Gro-
Benordnung liegt wie die normale Ausdehnung der Flammenstruktur. Die erforderliche
raumliche Auflssung des Ubergangsbereichs von v entspricht dann etwa der Auflésung,
die zur Beschreibung der Prozesse in der konvektiv-diffusiven Vorheizzone erforderlich
ist. Zusammen mit einer Verbreiterung der Vorheizzone iiber den Faktor Fipicx besteht
somit ein grofles Potential zur Reduzierung der erforderlichen rdumlichen Auflésung ge-
geniiber einer reaktiven Simulation mit lokaler Beschreibung realistischer chemischer
Quellterme. Dies gilt insbesondere fiir dreidimensionale Simulationen mit gleichméfBiger
Vernetzung, bei denen die Gesamtanzahl an Gitterpunkten oder Zellen mit der dritten
Potenz der Auflésung einer einzelnen rdumlichen Richtung steigt. Fiir Flammen im Re-
gime der diinnen Reaktionszonen sollte zur korrekten Beschreibung der Interaktion der
Wirbel im Stromungsfeld mit der Flammenstruktur die Dicke des Ubergangsbereichs
von 9 kleiner als die Flammendicke gewéhlt werden. Die Flammenstruktur selbst sollte
dabei nicht kiinstlich verbreitert werden.

Die in dieser Arbeit vorgestellte Vorgehensweise zur Herleitung des integralen Reakti-
onszonenmodells besitzt Gemeinsamkeiten mit den integralen Ansétzen von Chung und
Law [28], Echekki [47], De Goey und ten Thije Boonkkamp [40] und Sun et al. [126]. In
deren Arbeiten werden u.a. gestreckte bzw. gekriimmte Flammen analysiert und Aus-
driicke fir Markstein-Zahlen hergeleitet. In der vorliegenden Arbeit wird das integrale
Konzept zur Herleitung der Massenstromdichte direkt in einer geeigneten Formulierung
in einem CFD-Code zur Simulation von Flammen verwendet. Die aus der integralen
Analyse resultierende Beziehung fiir die Massenstromdichte wird im Laufe der Simu-
lation zu jedem Zeitschritt neu ausgewertet und als Input fiir die Level-Set-Methodik
verwendet. Die Variation der Massenstromdichte mit der Kriimmung und Streckung der
Reaktionszone resultiert somit direkt aus den restlichen Feldern, die in der Simulation
beriicksichtigt werden.

In den Ansétzen von Moureau et al. [96], Duwig [46], Hartmann [66] und Hartmann
et al. [67] erfolgt eine Korrektur der Massenstromdichte als Funktion der Kriimmung.
Dabei wird die Markstein-Lénge wie in der sogenannten diffusiven G-Gleichung (3.17)
von Peters direkt aus der Diffusivitét eines zusétzlichen Skalarfelds formuliert. In der
vorliegenden Arbeit geht die Kriimmung der Reaktionszone indirekt iiber die normale
Ableitung von Y und in direkter Weise durch die Formulierung des Volumenelements
/9 (insbesondere iiber den integralen chemischen Quellterm) in die Massenstromdichte
ein.

Im Gegensatz zum klassischen Delta-Funktion Modell der Reaktionszone, bei dem
mathematisch eine hohe Aktivierungsenergie ausgenutzt wird, lisst die hier vorgestellte
Formulierung eine endliche Dicke der Reaktionszone zu. Effekte die aus der endlichen Di-
cke der Reaktionszone und ihrer Kriimmung resultieren werden zum Teil beriicksichtigt,
wie auch in Klimenko et al. [75].
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Festlegung der Begriffe Validierung und Verifikation

Die Begriffe Validierung und Verifikation werden hier im Sinne der Definition aus
dem Lehrbuch von Laurien und Oertel [82] (2011) verwendet. Demnach steht der Be-
griff Validierung fiir eine Prozedur die sicherstellt, dass das verwendete mathematisch-
physikalische Modell mit seinen Gleichungen die Realitét (oder in dem vorliegenden Fall
den Ausgangsdetaillierungsgrad der Modellierung) richtig beschreibt. Bei der Verifika-
tion dagegen wird sichergestellt, dass die Gleichungen des verwendeten Modells richtig
gelost werden.

In der vorliegenden Arbeit wird die integrale Modellierung der Reaktionszone und
insbesondere die Beziehung fiir die Massenstromdichte validiert. Ein erster Validie-
rungsschritt wurde bereits mit der Auswertung und Diskussion der DNS-Daten in 6.1
durchgefiihrt. Zur weiteren Validierung des integralen Modellierungskonzepts gehort die
Verifikation der Implementierung in OpenFOAM@®). Erst mit einem verifizierten Stro-
mungsloser und einer verifizierten Implementierung der Modellgleichungen kann das
integrale Modell anhand der Nachrechnung einer experimentell untersuchten Flamme
validiert werden. Als Verifikationsbeispiel fiir den Stromungsloser wird die periodische
Wirbelablosung einer Luftstromung an einem beheizten Zylinder verwendet. Anschlie-
Bend wird die Implementierung des Flammenmodells in OpenFOAMG@) verifiziert. Hierzu
gehort auch eine Validierung der Modellgleichungen (Erweiterung von Feldern in Nor-
malenrichtung), in der iiberpriift wird, ob die gelosten Gleichungen die Kinematik der
Isoflachen der Phasen-Feld/Level-Set-Funktion korrekt widerspiegeln. In einer letzten
Untersuchung werden Simulationsergebnisse des Flammenmodells mit den Messungen
einer instationdren Flammenfront aus der Literatur verglichen.
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7.1 Periodische Wirbelablosung am beheizten Zylinder

7.1.1 Einleitung

Die periodische Wirbelablosung an einem Zylinder gehért zu den klassischen Problemen
der Stromungsmechanik. Ein Zylinder mit einer unendlichen Ausdehnung in seiner axia-
len Richtung und einem Durchmesser d,, wird von einer Stréomung mit der konstanten
Geschwindigkeit Uy, der Dichte po, und der dynamischen Viskositét poo senkrecht zu
seiner Léngsachse angestromt. Mit den stromungsmechanisch relevanten Grofien kann
die Reynolds-Zahl
Reoo d= (7.1)
o0
gebildet werden. Die Umstromung des Zylinders ist bis zu einer kritischen Reynolds-Zahl
Rex,q =~ 40 stationdr und symmetrisch. Ab Rey, ¢ ~ 40 wird die Umstromung instatio-
nar und es kommt im Reynolds-Zahl-Bereich Rey 4 ~ 40—200 zu einer periodischen Ab-
l6sung von Wirbeln am Zylinder, die im Nachlauf eine Karmansche Wirbelstrafle bilden
[97]. Diese periodisch instationdre und laminare Stromungsform wird im vorliegenden
Verifikationsbeispiel mit OpenFOAM®) simuliert. Als Referenz dient die experimentelle
Untersuchung in Wang et al. [136], in der u.a. der Einfluss der Aufheizung des Zylinders
auf die Wirbelablosefrequenz untersucht wird. In der hier durchgefiithrten Verifikation
wird die Variation der Ablosefrequenz mit der Aufheizung des Zylinders bei einer festen
Reynolds-Zahl simuliert.
Die Aufheizung des Zylinders wird durch den Parameter T™* quantifiziert, welcher
als Verhéltnis von Zylinderwandtemperatur 7, zu der Temperatur T, der Strémung

gebildet wird:
TZ 1
T = 2 2- 7.2
Too ’ ( )
wobei beide Temperaturen in der Einheit Kelvin einzusetzen sind. Die Wirbelablosefre-
quenz fy wird in dimensionsloser Form durch die Strouhal-Zahl

St = % (7.3)

angegeben [97].

7.1.2 Numerisches Setup

In Abb. 7.1 ist die Blockstruktur des zweidimensionalen Rechengebiets mit relevanten
geometrischen Gréflen und numerischen Randbedingungen dargestellt. Das Rechennetz
besteht aus 4 Blocken und bildet ein blockstrukturiertes O-grid um den Zylinderquer-
schnitt. Der Zylinderdurchmesser wird wie im Experiment [136] gewéhlt: d,y = 1,07mm.
Jeder Block ist mit Hexaederzellen vernetzt. Die Auflésung der Zellen in Umfangsrich-
tung ist gleichméBig. In radialer Richtung wird eine Verfeinerung des Netzes in der Ndhe
der Zylinderoberfliche vorgenommen. Die Zellschicht unmittelbar am Zylinder besitzt
die kleinste radiale Ausdehnung, die mit r; bezeichnet wird. An der Zylinderwand gilt
die Haftbedingung v = v, = 0. Dem Temperaturfeld wird an der Zylinderwand eine
konstante Temperatur Ty zugewiesen. Am Einlassrand (durchgezogene Kurve) wird
eine parallele Stromung mit der konstanten Geschwindigkeit Uy, und der Temperatur
T, vorgegeben. Am Auslassrand (gestrichelte Kurve) wird fiir den Druck die Bedingung
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p = 0Pa gewéhlt und fiir alle restlichen Variablen eine Neumannsche Randbedingung
(verschwindende normale Ableitung) gesetzt. Am Einlassrand sowie auf der Zylinder-
wand wird ebenfalls eine verschwindende normale Ableitung des Drucks vorgegeben.
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Abbildung 7.1: Geometrie, Blockstruktur und Randbedingungen bei der Simulation der
zweidimensionalen Wirbelablésung am beheizten Zylinder.

7.1.3 Stromungsregime und relevante Gleichungen

Die experimentelle Untersuchung von [136] fand in einem Windkanal bei niedrigen Stré-
mungsgeschwindigkeiten statt. Die maximale Turbulenzintensitit in der Messstrecke
betrégt 0,2 %. Insofern kann die Simulation hier laminar (ohne Turbulenzmodell) er-
folgen. In [136] ist keine direkte Angabe fir die Temperatur T,, des anstrémenden
Fluids vorhanden. Es wird hier angenommen, dass die Versuche im Windkanal mit
Luft bei Raumtemperatur stattfanden. Es wird somit fiir alle Simulationen der Wert
Too = 20°C = 293,15 K gewéhlt. Die hochste Stromungsgeschwindigkeit im Experi-
ment betragt 2,4m/s. Dieser Wert liegt deutlich unterhalb der Schallgeschwindigkeit
in Luft, die bei Umgebungstemperatur T,,, = 293,15K den Wert a = 343,20m /s [97]
besitzt. Aufgrund der kleinen resultierenden Mach-Zahl Ma = 0,007 spielen Kompres-
sibilitdtseffekte eine untergeordnete Rolle und die Stromung kann als inkompressibel
betrachtet werden kann. In [82] wird als Grenzwert zwischen inkompressibler und kom-
pressibler Stromung der Wert 0,3 fiir die Mach-Zahl angegeben. Aus einer Abschétzung
der Richardson-Zahl in [136] folgt, dass die experimentellen Untersuchungen im Regime
erzwungener Konvektion durchgefithrt wurden. In den hier vorgestellten Simulationen
wird somit der Auftrieb vernachléssigt. Die fiir die Simulationen in OpenFOAM@E®) im-
plementierten und gelosten Gleichungen sind die Erhaltungsgleichungen fiir ein inertes
einkomponentiges Fluid (Luft) mit variablen Stoffeigenschaften Dichte, Viskositéit, Wér-
meleitfahigkeit und spezifische Warmekapazitdt bei konstantem Druck. Aufgrund der
niedrigen Mach-Zahl sind Druckvariationen (dp/dt) und Dissipationseffekte in der Ener-
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gieerhaltungsgleichung vernachlassigbar [109]. Die gelosten Gleichungen lauten:

dp
E—FV- (pv) =0, (7.4)
8gjfv)+v-(pv®’v):—Vp+V'T, (7.5)
mit
T = u(w + (Vo)l — g(v - v)I) , (7.6)
und
p (8(8ptT) +V- (va)) =V (A\VT) . (7.7)

Der Wert fiir Uy, der als Randbedingung vorgegeben wird, folgt aus der Definition (7.1)
mit der Dichte und der dynamischen Viskositéit bei T' = T. Die simulierte Zeitspanne
betragt fiir alle berechneten Fille 0,3s. In dieser Zeit stellt sich fiir alle betrachteten
Félle eine periodische Wirbelablésung ein.

7.1.4 Stoffdaten

Die Dichte p, die dynamische Viskositédt p, die Warmeleitfahigkeit A und die spezifische
Wiarmekapazitét bei konstantem Druck ¢, werden in den Simulationen anhand von
quadratischen Polynomen als Funktion der Temperatur T' vorgegeben:

f(T) =co+ 1T + cT?, mit T in °C . (7.8)

Die Koeffizienten ¢y, ¢1, c2 der Polynome sind aus Shi et al. [119] entnommen. Sie wurden
aus tabellierten Daten von Luft aus dem VDI-Wérmeatlas [134] ermittelt. Laut der An-
gabe in [119] beschreiben die Polynomkoeffizienten die Stoffwerte im Temperaturbereich
von 0°C bis 200°C. In der vorliegenden Arbeit wird eine Aufheizung bis zu T = 1,8
simuliert, was mit dem gewéhlten Wert fir T, = 293,15 K einer Temperatur des be-
heizten Zylinders von T, = 527,67 K = 254,52 °C entspricht. Diese liegt iiber dem in
[119] angegebenen Giiltigkeitsbereich, weswegen die Koeffizienten aus (7.8) iiberpriift
werden.

Die Korrelationskoeffizienten fiir die Dichte miissen neu bestimmt werden. In Abb.
7.2 ist der Dichteverlauf iiber der Temperatur aufgetragen. Die schwarzen senkrechten
Linien kennzeichnen den Temperaturbereich 293,15 K — 527,67 K. Als Referenzwerte
dienen die Datenpunkte aus dem VDI-Wérmeatlas [134] sowie aus dem Tabellenbuch
von Vargaftik et al. [133]. Die Korrelation von Shi zeigt ab ca. 500K eine deutliche
Abweichung von den Referenzdaten. Fiir T' = 527,67 K betragt die relative Abweichung
zwischen der Korrelation von Shi und den VDI-Daten ca. 5,9 %. Aus diesem Grund wird
eine eigene Korrelation mit einer zusétzlichen dritten Potenz der Temperatur

p(T) =co+ 1T+ T + ¢3T° (mit T in °C) , (7.9)

anhand der VDI-Daten im Temperaturbereich 283,15 K — 573,15 K aufgestellt. Die Ko-
effizienten sind anhand der Methode der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt. Die ma-
ximale relative Abweichung zwischen der eigenen Korrelation und den VDI-Daten im
Temperaturbereich 283,15 K — 573,15 K betragt ca. 0,34 % und liegt somit in derselben
Groflenordnung wie die Abweichungen der Korrelationen der restlichen Stoffwerte.
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Abbildung 7.2: Dichteverlauf von Luft als Funktion der Temperatur (Referenzwerte und
Korrelationen).

7.1.5 Ergebnisse

Fiir eine erfolgreiche Verifikation des Stromungslosers muss die in [136] gemessene Ab-
nahme der Strouhal-Zahl mit der Auftheizung des Zylinders quantitativ in den Simula-
tionen nachgerechnet werden. Bevor eine Variation der Aufheizung durchgefithrt wird,
muss jedoch die Abhéngigkeit der Strouhal-Zahl von geometrischen und numerischen
Faktoren der Simulation untersucht werden. Hierzu gehoren neben der Auflésung des
Netzes auch die Grofle des Rechengebiets sowie numerische Parameter, wie z.B. die
gewahlten Abbruchresiduen bei der Losung der linearen Gleichungssysteme.

Die Untersuchung der Netzabhéngigkeit der Strouhal-Zahl ist fiir den Fall maxima-
ler Aufheizung 7" = 1,8 bei Rey 4 = 100 durchgefiihrt. Die Auflésung des Netzes in
Umfangsrichtung des Zylinders ist gleichméfiig mit N, Zellen in jedem Block. In ra-
dialer Richtung ist das Netz in der Nahe der Zylinderwand verfeinert. Dazu wird in
OpenFOAM@®) ein sogenanntes grading in radialer Richtung mit einem gegebenen gra-
ding-Faktor durchgefiihrt. Dieser Faktor gibt das Verhéltnis der radialen Ausdehnung
der letzten zu der ersten Zelle in radialer Richtung an, wobei das Wachstum der Zellgro-
Ben in radialer Richtung einer geometrischen Reihe entspricht [144]. Neben der Anzahl
N; an Zellen in radialer Richtung wird die radiale Auflésung in der Néhe des Zylinders
hauptséachlich durch die Wahl des grading-Faktors bestimmt. Die radiale Ausdehnung
der ersten Zellschicht an der Zylinderwand wird mit 1 bezeichnet. Die Anzahl an Zellen
in einem Block wird mit Ng = N, x N, bezeichnet. Die Griéfle des Rechengebiets wird
durch den Faktor Ny quantifiziert.

In Abb. 7.3 sind die Ergebnisse einer Sensitivitdtsstudie zusammengefasst. Aufgetra-
gen ist die Strouhal-Zahl St iiber den geometrischen Faktor NV;. Alle dargestellten Daten-
punkte stammen aus Simulationen mit identischen Einstellungen des PISO-Algorithmus,
der Residuen des linearen Gleichungslosers sowie der numerischen Verfahren fiir die
raumliche (zentrale Differenzen bzw. lineare Interpolation) und zeitliche Diskretisierung
(implizit 2. Ordnung). Die aufgetragenen Datenpunkte sind nach Zeitschrittweite At,
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relativer Ausdehnung r1/d,y der ersten Zellschicht und Anzahl Ny an Zellen in einem
Block markiert. Die Strouhal-Zahlen sind durch eine Auswertung von Zeitreihen (Be-
stimmung der Periodendauer zwischen Nulldurchgéngen) der Temperatur 7" und der
Geschwindigkeitskomponente U, an 2 festen Orten im Nachlauf des Zylinders ermit-
telt. Die Position eines dieser fest gewéhlten Orte ist identisch mit dem Messpunkt im
Experiment an dem Frequenzspektren mit einer Hitzdrahtsonde gemessen wurden.

Die Auftragung der Datenpunkte in Abb. 7.3 zeigt eindeutig eine starke Abhéngig-
keit der Strouhal-Zahl vom Faktor N; und somit von der Gréfle des Rechengebiets. Die
Variation der gewéhlten Zeitschrittweite von At = 3,125 ns bis 5 s spielt eine unterge-
ordnete Rolle. Bei einer Strouhal-Zahl St = 0,15 und einer Reynolds-Zahl Re,, 4 = 100
betragt die Periodendauer der Wirbelablosung ca. 5ms. Dieser Wert ist um etwa 3
Groflenordnungen grofler als die Zeitschrittweiten. Die instationdre Strémung um den
Zylinder ist somit in den Simulationen ausreichend fein in der Zeit aufgelost. Fir die
Simulationen bei denen die Aufheizung variiert wird, wird ein Faktor Ng = 100, ein
Verhaltnis 71 /d,1 = 0,0094 und eine Zellenanzahl pro Block von N, x N, = 120 x 60
gewéahlt. Diese Auswahl entspricht den Einstellungen des Datenpunkts, durch den eine
schwarze Gerade in Abb. 7.3 eingezeichnet ist (schwarzer Kreis bei Ny = 100 ). Aus dem
Diagramm der Messwerte in [136] kann die Strouhal-Zahl bis auf die dritte Nachkom-
mastelle genau abgelesen werden. Der entsprechende Bereich von £0,0005 ist in Abb.
7.3 durch zwei gestrichelte schwarze Geraden angedeutet. Im Bereich des gewéahlten Fak-
tors INg = 100 ist die Ableseungenauigkeit grofler als die Variation der Strouhal-Zahl
mit Ng.

T* =1,8; Resoq =100

0.151 \ \ \ \
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Abbildung 7.3: Sensitivitatsstudie der Strouhal-Zahl aus Simulationen der Umstrémung
des beheizten Zylinders.

Alle Simulationen deren Ergebnisse in Abb. 7.3 zusammengefasst sind, sind mit einem
Abbruchresiduum des Gleichungssystemlosers von 5-107 fiir alle Variablen und einer
sehr hohen Anzahl von 7 PISO-Korrekturschritten durchgefithrt. Um die Abhangigkeit
der simulierten Strouhal-Zahl von diesen Einstellungen zu untersuchen, wurden drei zu-
sétzliche Simulationen durchgefiihrt. Das dabei verwendete Rechennetz entspricht den
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7.1 Periodische Wirbelablésung am beheizten Zylinder

gewdhlten Einstellungen aus der Untersuchung in Abb. 7.3. Bei der ersten zusétzli-
chen Simulation wurde das Abbruchresiduum auf 2,5-107 halbiert. Bei der zweiten
Simulation wurde das Abbruchresiduum auf 1-10 verdoppelt und die Anzahl der
PISO-Korrekturschritte auf 2 reduziert. In der dritten Simulation wurde nur die Anzahl
der PISO-Schritte von 7 auf 2 verdndert. Die aus diesen Simulationen resultierenden
Strouhal-Zahlen unterscheiden sich nur ab der 5. Nachkommastelle von der Referenz
(schwarzer Kreis bei Ny = 100 in Abb. 7.3). Der Einfluss der variierten Parameter
ist somit kleiner als die Ungenauigkeit beim Ablesen der Strouhal-Zahl aus der Arbeit
von [136]. Die numerischen Einstellungen der Ergebnisse in Abb. 7.3 (Abbruchresidu-
um 5-107 fiir alle Variablen) wurden somit fiir die Simulationen mit Variation der
Aufheizung des Zylinders beibehalten.

0.17 \ \
‘ ‘ ‘ ‘ ‘ X  Wang et al.
< —e— OpenFOAM
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Abbildung 7.4: Abnahme der Strouhal-Zahl mit der Aufheizung des Zylinders. Die Da-
tenpunkte bei 7% = 1, 7% = 1,1 und 7™ = 1,5 sind fiir Re, 4 = 101
gegeben, wihrend die Werte bei T* = 1,8 fiir eine Reynolds-Zahl
Ress,¢ = 100 bestimmt sind.

In Abb. 7.4 ist der Vergleich zwischen dem experimentell ermittelten Verlauf der
Strouhal-Zahlen aus [136] und den hier ermittelten Werten tiber T aufgetragen. Hierbei
wurden fiir alle 4 Simulationen 7 Korrekturschritte des PISO-Algorithmus verwendet.
Bei der bestmoglichen Ablesegenauigkeit aus dem Diagramm in [136] liegt der Daten-
punkt fiir 7* = 1,8 bei einer Reynolds-Zahl Re, 4 = 100, wahrend fiir die restlichen
3 Datenpunkte Re, 4 = 101 gilt. In den Simulationen sind diese unterschiedlichen
Reynolds-Zahlen berticksichtigt. Wie in Abb. 7.4 zu erkennen ist, stimmen die Simulati-
onsergebnisse gut mit den experimentell ermittelten Strouhal-Zahlen iiberein. Die ma-
ximale relative Abweichung liegt bei 1,18 % fiir T* = 1,5 . Diese Abweichung ist deutlich
kleiner als die gesamte prozentuale Variation der Strouhal-Zahl durch die Aufheizung im
Experiment, welche ca. 12,7 % betragt. 4 weitere Simulationen unter Verwendung von
nur 2 PISO-Korrekturschritten liefern, bis auf die vierte Nachkommastelle, dieselben
Ergebnisse fiir die Strouhal-Zahlen wie in Abb. 7.4, mit Ausnahme des Falls T* = 1
bei dem die Strouhal-Zahlen um einen Betrag von 1-10* voneinander abweichen. Mit
Hilfe dieser erfolgreichen quantitativen Vorhersage der Strouhal-Zahlen bei einer Ver-
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dnderung der Aufheizung des Zylinders ist ein Verifizierungsschritt des Stromungslosers
erfolgreich abgeschlossen.

7.2 Planare Flammenausbreitung

7.2.1 Einleitung und numerisches Setup

Fine erste Validierung des integralen Reaktionszonenmodells erfolgt mit der Simulation
einer planaren Methan/Luft-Flamme, die sich stationér ausbreitet. Das Problem kann
eindimensional beschrieben werden, hier in Richtung der Koordinate x. Das Rechen-
gebiet der Lange L = 4cm besteht aus Ny Zellen der Zellgrofle Axz. Die Ausdehnung
der Zellen in den zwei verbleibenden Raumrichtungen ist beliebig. Das dreidimensionale
Netz wird zur Losung eines eindimensionalen Problems verwendet. Dabei wird keine
Bilanzierung der Fliisse iiber die Zellflichen durchgefiihrt, deren Normalenvektoren in
y— oder z—Richtung zeigen.

Am Einlass des Rechengebiets werden die Einstromgeschwindigkeit Uey, und die Be-
dingungen des unverbrannten Gemischs vorgegeben. Auflerdem wird am Einlassrand
ein verschwindender Druckgradient gefordert. Am Auslassrand wird fiir jede Variable
eine verschwindende normale Ableitung gesetzt, mit Ausnahme des Drucks, der mit
p = 0Pa vorgegeben wird. Aus der resultierenden absoluten Ausbreitungsgeschwindig-
keit der Flammenfront wird die Flammengeschwindigkeit ermittelt. Die Einstromge-
schwindigkeit Ugn und die simulierte physikalische Zeit Aty werden so gewahlt, dass
Atgim der doppelten mittleren Durchstromungszeit L /U, des Rechengebiets entspricht
und sich die Flammenfront dabei um eine Distanz L/2 bewegt. Damit ist gewéahrleistet,
dass die Flammenausbreitung bei der Auswertung am Ende der Simulationszeit nicht
mehr von den Anfangsbedingungen abhéngt.

Die simulierten Flammen sind Methan/Luft-Flammen bei einem Druck von p? =
1,0132 bar. Die Flammenausbreitung wird iiber einen Bereich des Aquivalenzverhiltnis-
ses des Frischgases von 0,6 bis 1,4 untersucht. Der Modellparameter Iy wird aus der
integralen Beziehung Iy = —p,spY, berechnet (siche Kapitel 4). Die Werte der lamina-
ren Flammengeschwindigkeit s;, stammen aus der Sammlung experimentell ermittelter
Flammengeschwindigkeiten von C. K. Law [83]. Fiir die Flammen mit einem Aquiva-
lenzverhéltnis ® > 1 wird der Sauerstoff O, als limitierende Spezies benutzt. Vor der
Variation des Aquivalenzverhiltnisses wird die Abhingigkeit der Simulationsergebnisse
von numerischen und physikalischen Parametern bei einem festen Aquivalenzverhilt-
nis von ® = 0,8 untersucht. Die Parameter und Ergebnisse dieser Untersuchung sind in
Tab. 7.1 zusammengefasst. Hierin sind eingetragen: die rdumliche Auflésung anhand der
Zellenanzahl Ny, die Zeitschrittweite At, der Parameter ¢ in der Phasen-Feld /Level-Set-
Gleichung, das Abbruchresiduum Res. des Losers des linearen Gleichungssystems, der
Faktor Fipick zur Verbreiterung des Y- und T-Profils, die resultierende laminare Flam-
mengeschwindigkeit s1,, die Verbrennungstemperatur 7T}, sowie der prozentuale Restan-
teil von Y am Auslass des Rechengebiets (bezogen auf Y, am Einlass). Das angegebene
Residuum gilt fiir die diskretisierten Gleichungen aller Variablen, mit Ausnahme des
Drucks p, fiir den im Fall A das Residuum den fiinffachen Wert und fiir die restlichen
Félle den doppelten Wert des Eintrags in der Tabelle besitzt.

Zur Verifikation des Stromungslosers (zusétzlich zu 7.1) wird der Drucksprung tiber
die Flammenfront (direkter Vergleich der Druckwerte aus der Simulation) mit dem theo-
retischen Wert verglichen, der aus einer integralen Impulsbilanz resultiert. Dabei wird
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7.2 Planare Flammenausbreitung

zunachst von den Impulserhaltungsgleichungen in einem krummlinigen bewegten Ko-
ordinatensystem aus [30] ausgegangen. Diese werden fiir den Spezialfall einer planaren
ungestreckten, sich mit konstanter Geschwindigkeit ausbreitenden Flammenfront ver-
einfacht. In Richtung der Koordinatenlinie ! senkrecht zur Flammenfront resultiert:

2 (p(v* —ut)vt +p—oth)
Ozt

=0, (7.10)

mit der Normalkomponente o' = 4/3 p Ov'/0x' des viskosen Spannungstensors. Eine
Integration von (7.10) iiber die gesamte Flammenfront liefert die Sprungbedingung

[p(v1 —ul)o! +p] =0, (7.11)
aus der sich der Drucksprung
p] = — [p(v1 - ul)vl} =-m [vl} , (7.12)

ergibt, mit der konstanten Massenstromdichte m = p(v! —u'). Aufgrund der verschwin-
denden Geschwindigkeitsgradienten vor und hinter der Flamme liefert der viskose An-
teil in der Impulserhaltungsbedingung (7.10) keinen integralen Beitrag. Die Bedingung
(7.11) ist die normale Rankine-Hugoniot Sprungbedingung des Impulsfelds [143]. Aus
den Simulationsergebnissen wird der Sprung der Geschwindigkeitskomponente v! so-
wie die Massenstromdichte m ausgewertet. Mit der Beziehung (7.12) wird daraus der
erwartete Druckabfall {iber die Flammenfront berechnet. Der Vergleich mit dem di-
rekt ermittelten Druckabfall (Druckwerte aus der Simulation) trégt zur Verifikation des
Stromungslosers bei, insbesondere des PISO-Verfahrens.

7.2.2 Auswertung und Diskussion

Fall Ny At (s) e (m?/s) Res. Finick  sL (m/s) Ty (K)  Yaus/Ya

A 1000 2,0-10°% 5,0-10° 1-107 1 0,29 2167 0,8%
B 500 5,0-106 50-10° 5-107 1 0,29 2119 3,7%
C 500 5,0-10% 50-10° 5.-107 3 0,29 2124 3,3%
D 100 2,5-10° 25.-10% 5-107 3 0,30 2110 4,2%

Tabelle 7.1: Parameter und Ergebnisse der Untersuchung planarer Flammenausbreitung
bei einem festen Aquivalenzverhilnis ® = 0,8 .

Aus den Eintrdgen in Tab. 7.1 ist zu erkennen, dass sich die globalen Kennwerte
der Flammenausbreitung wie Flammengeschwindigkeit und Verbrennungstemperatur
bei den durchgefiihrten Variationen nur geringfiigig #indern. Die maximale Anderung
der Verbrennungstemperatur betriagt 2,7 % (zwischen Fall A und D). Der Fall A ist der
am hochsten aufgeloste Fall, mit dem kleinsten zuléssigen Residuum bei der iterativen
Losung der Gleichungssysteme, die aus der impliziten Diskretisierung resultieren. Au-
Berdem ist fiir den Fall A die Anzahl an Druckkorrekturschritten im PISO-Algorithmus
auf 3 gesetzt. In den tbrigen Fillen werden nur 2 Korrekturschritte durchgefithrt. Der
Abbau der limitierenden Spezies Y erfolgt fiir alle Félle im Einklang mit der integralen
Modellierungsstrategie der Reaktionszone. Die Restanteile von Y hinter der Flamme
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sind gering. Sie nehmen mit abnehmender Auflésung der Flammenfront und somit mit
zunehmendem Diskretisierungsfehler zu.

In den Féllen C und D ist die Diffusivitidt von Y und T um den Faktor Fipjq erhoht,
was zu einer Verbreiterung der Profile von Y und T fithrt. Die kiinstliche Verbrei-
terung der Profile beeinflusst nicht die resultierende Flammengeschwindigkeit (leichte
Abweichung bei Fall D aufgrund der niedrigen Auflosung). Dies bestétigt die Modell-
vorstellung, dass bei einer stationdr brennenden, planaren und ungestreckten Flamme,
die Flammengeschwindigkeit durch die Vorgabe von Iy (und somit der Verbrauchsge-
schwindigkeit) eindeutig festgelegt ist. Der Fall D ist mit einer moglichst geringen raum-
lichen und zeitlichen Auflésung simuliert. Dazu ist die Dicke des Ubergangsbereichs der
Phasen-Feld /Level-Set-Funktion erhéht (siehe e-Wert). Der Ubergangsbereich wird in
C und D mit derselben Anzahl von Zellen (ca. 5 — 6) aufgelost. Die maximale Courant-
Zahl liegt in beiden Simulation bei ca. 0,25 . Der Fall D stellt somit eine numerisch hoch
effiziente Simulation dar.

Im Folgenden werden die Ergebnisse einer Serie eindimensionaler Simulationen mit
variierender Frischgaszusammensetzung vorgestellt. Die Simulationen sind mit densel-
ben Einstellungen wie beim Fall D in Tab. 7.1 durchgefithrt. In Abb. 7.5 ist die resul-
tierende laminare Flammengeschwindigkeit zusammen mit den Referenzwerten aufge-
tragen. Hierbei ist eine sehr gute Uberstimmung zu erkennen. Die maximale relative
Abweichung betragt 5% fiir den Wert bei ® = 0,8. In Abbildung 7.6 ist die Rauch-
gastemperatur aus den Simulationen mit Referenzwerten verglichen. Die Referenzwerte
der adiabatischen Flammentemperaturen wurden anhand der Online-Version CEARUN
(http://cearun.grc.nasa.gov/) des NASA Computer Programms CEA (Chemical
Equilibrium with Applications) [59] berechnet. In einer ersten Reihe von Simulationen
wird ein konstanter molarer Heizwert Hy = 802,4kJ/mol von Methan im Quellterm
der Temperaturgleichung verwendet [51]. Hiermit resultieren sowohl fiir die mageren als
auch fiir die fetten Gemische erhéhte Werte der Rauchgastemperatur im Vergleich zu den
Referenzwerten. Der Unterschied wiichst mit zunehmendem Aquivalenzverhéltnis. Um
die Ursache fir diese Diskrepanz zu identifizieren, werden die einzelnen Einflussgréfien
auf die adiabatische Verbrennungstemperatur untersucht. In den Simulationen und den
Referenzberechnungen mit CEA sind der Brennstoffmassenbruch sowie die Temperatur
und der Druck des Frischgasgemischs gleich. Der Unterschied in der Flammentemperatur
kann daher nur von einer abweichenden spezifischen Warmekapazitit oder einer unge-
nauen Modellierung der Wéarmefreisetzung stammen. In [51] wird bei der Beschreibung
der Warmefreisetzung im Rahmen einer Einschrittmodellierung von Kohlenwasserstoff-
verbrennung darauf hingewiesen, dass auch bei fetter Verbrennung ein nahezu vollstan-
diger Abbau des Brennstoffs stattfindet. Im Rauchgas befindet sich neben Kohlendioxid
CO, und Wasser Hy,O auch ein signifikanter Anteil an Kohlenmonoxid CO und Was-
serstoff H,. Unter Beriicksichtigung dieser Tatsache wird in [51] folgender modifizierter
Ausdruck der Reaktionswérme fiir & > 1 vorgeschlagen:

qg=qo(1-a(®-1)), (7.13)

mit der Reaktionswérme gg = 802,4kJ/mol und der Konstante «, die fiir Methan den
Wert 0,21 besitzt. Simulationsergebnisse unter Verwendung von (7.13) sind fiir den fet-
ten Gemischbereich in Abbildung 7.6 eingetragen. Die Abweichung der resultierenden
Flammentemperatur zu den Referenzwerten nimmt durch die Modifizierung leicht ab.
Die Anderungsrate der Flammentemperatur mit dem Aquivalenzverhéltnis verbessert
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sich. Die verbleibende Abweichung zeigt jedoch, dass fiir eine genauere Vorhersage der
Rauchgastemperatur die Formulierung der spezifischen Warmekapazitat im Modell mo-
difiziert werden miisste. In der Implementierung des Modells wird die Warmekapazitét
des Gemischs durch die temperaturabhéngige Warmekapazitét des tiberschiissigen Stick-
stoffs approximiert. Diese Annahme unterschétzt die Warmekapazitét. Der Vergleich in
Abb. 7.5 zeigt jedoch ein positives Merkmal der hier vorgeschlagenen Modellierungs-
strategie. Auch wenn die Flammentemperatur durch das implementierte Flammenmo-
dell iiberschatzt wird, resultiert eine genaue Vorhersage der Flammengeschwindigkeit.
Dies ist eine logische Konsequenz des Modellierungskonzepts, bei dem ein integraler
Verbrauch Iy vorgegeben wird. Bei der hier betrachteten eindimensionalen Konfigura-
tion muss somit fiir einen gegebenen Wert von Y im Frischgasgemisch und bei einer
korrekten Implementierung der Modellgleichungen, die Flammengeschwindigkeit sy, re-
sultieren, mit der Iy berechnet wurde. Bei reaktiven Modellen in denen die Temperatur
explizit als Argument der Reaktionsrate dient (z.B. bei einer globalen Einschrittmo-
dellierung) wiirde eine tiberschétzte Flammentemperatur auch zu einer erhohten Flam-
mengeschwindigkeit fiihren.

In Abb. 7.7 ist der Druckabfall durch die Flammenfront aufgetragen. Die analy-
tisch ermittelten Datenpunkte resultieren aus der Beziehung (7.12), ausgewertet mit
den Simulationsergebnissen (Flammengeschwindigkeit und Strémungsgeschwindigkeit).
Die zweite Datenpunktreihe stammt direkt aus dem verwendeten PISO-Verfahren. Bei-
de Kurven stimmen sehr gut iiberein. Der Betrag des Drucksprungs liegt lediglich in der
Groflenordnung von einigen Pascal und nimmt mit der thermischen Expansion durch
die Flammenfront zu (proportional zu [v!]). In der vorliegenden planaren Konfiguration
beeinflusst das hydrodynamische Druckfeld nicht das Strémungsfeld. Der analytische
Druckabfall kann als Referenzwert zur Verifikation des PISO-Verfahrens (im eindimen-
sionalen Fall) betrachtet werden.
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Abbildung 7.5: Laminare Flammengeschwindigkeit als Funktion des Aquivalenzverhélt-
nisses. Referenzwerte aus [83].
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Abbildung 7.6: Rauchgastemperatur als Funktion des Aquivalenzverhiltnisses. Refe-
renzwerte mit CEARUN [59] berechnet.
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Abbildung 7.7: Druckabfall durch die Flammenfront als Funktion des Aquivalenzver-
héltnisses.
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7.3 Kinematische Analyse der
Phasen-Feld /Level-Set-Formulierung

7.3.1 Einleitung und numerisches Setup

In der implementierten Version des Modells mit einer Phasen-Feld/Level-Set-
Formulierung werden die Bewegung der Isoflichen der Phasen-Feld /Level-Set-Funktion
aufgrund von Stromung und Brenngeschwindigkeit sowie das Kompressionsverfahren
von Olsson [99, 100] mit einer einzigen Transportgleichung realisiert. Auflerdem muss
das Massenstromdichtefeld m vor dem Einbau in die Phasen-Feld/Level-Set-Gleichung
modifiziert werden (normale Erweiterung der absoluten Ausbreitungsgeschwindigkeit).
Im Folgenden wird eine quantitative Untersuchung der Kinematik der Isoflichen der
Phasen-Feld /Level-Set-Funktion durchgefiihrt. Dabei wird ermittelt, wie die Behand-
lung und Formulierung des Felds der Massenstromdichte m sowie die Terme des Kom-
pressionsverfahrens die Kinematik beeinflussen.

Die Untersuchung erfolgt durch eine Analyse der Simulationsergebnisse einer instatio-
néren Flammenausbreitung in einem Strémungsfeld. Die aus den Simulationsergebnissen
resultierende Massenstromdichte durch Isoflichen von 1 kann aus folgender kinemati-
scher Beziehung ermittelt werden (siehe (5.10)):

Mpost = 6(521}) +V(p'UT/J)
’ V)|

(7.14)

Diese Massenstromdichte mypos (durch post-processing gewonnen) wird mit der Massen-
stromdichte m,, verglichen, die in die geloste Transportgleichung

% +V - (po)) = my| VY| =ypV - ((1 = ¢)n) +ypeAip+ p'V - (S, Dy V) (7.15)
von 1 eingeht und somit als Soll-Wert fiir die Bewegung der Isoflichen der Phasen-
Feld /Level-Set-Funktion dient.

Die simulierte Flamme ist eine Zylinderflamme in einem turbulenten Stréomungsfeld,
wie in der untersuchten DNS in 6.1. Aus der DNS werden nur die Anfangsbedingungen
flir das Stromungsfeld ibernommen. Das quadratische Rechengebiet ist gegeniiber der
DNS vergroflert. In der hinzugefiigten Schicht um das DNS-Rechengebiet ist ein ruhen-
des Geschwindigkeitsfeld als Anfangsbedingung gesetzt. Dadurch besitzt die Anfangsbe-
dingung der Simulation einen Sprung in den Geschwindigkeitskomponenten, der jedoch
im Laufe der Simulation aufgrund der Viskositéat des Fluids schnell abgebaut wird. Am
Rand des Rechengebiets wird ein konstanter Druck von p = 0 Pa vorgegeben. Auflerdem
werden am Rand verschwindende normale Ableitungen der Geschwindigkeitskomponen-
ten und aller anderen Felder gefordert. Diese Formulierung der Randbedingungen fiir
das Stromungsfeld und insbesondere fiir das Druckfeld entspricht nicht der Formulie-
rung der DNS mit nichtreflektierenden Réndern (fiir Druckwellen). Im Gegensatz zur
DNS wird in dieser Simulation das Fluid als inkompressibel betrachtet. Eine realistische
Formulierung der Randbedingungen ist jedoch in der hier vorgestellten Simulation von
untergeordneter Bedeutung. Aus den Ergebnissen werden keine physikalischen Aussagen
getroffen (z.B. Auswertung der Flammengeschwindigkeit als Funktion von Kriimmung
und Streckung). Es wird eine rein kinematische Analyse der Phasen-Feld/Level-Set-
Funktion bei einem gegebenen, moglichst sinnvollen Stromungsfeld durchgefiihrt.
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Die Flamme wird zylinderférmig innerhalb des Rechengebiets initialisiert. Das Frisch-
gasgemisch befindet sich im Innern der Zylinderflamme und besteht aus einer homogenen
Methan /Luft-Mischung mit einem Aquivalenzverhiltnis von ® = 0,8 und einer Tem-
peratur von 300K bei einem Druck von p = 1,0132bar. Der rdumliche Verlauf der
Komponenten des Geschwindigkeitsfelds wird aus den Anfangsbedingungen der DNS
iibernommen. Das integrale Léingenmaf} betrégt demnach /1 =~ 1,3 mm. Die Komponen-
ten werden mit einem Faktor 0,7 skaliert, um die Stédrke der turbulenten Schwankun-
gen fiir die Analyse zu reduzieren. Der Anfangsradius der Zylinderflamme wird mit ca.
5,5mm initialisiert und ist somit grofier als die radiale Ausdehnung des turbulenten
Kerns des Stromungsfelds (siche Abb. 6.2 in Abschnitt 6.1). Erst nach einer gewissen
simulierten Zeit hat sich der Radius der Zylinderflamme so stark verkleinert, dass die In-
teraktion mit dem turbulenten Geschwindigkeitsfeld in bedeutendem Mafle beginnt und
somit die kinematische Analyse begonnen werden kann. Diese Zeitspanne bis zu Be-
ginn der Auswertung soll eine Abhéngigkeit der Ergebnisse von den Anfangsbedingun-
gen verhindern. Thre Mindestdauer wird aus der charakteristischen Durchstrémungszeit
des Ubergangsbereichs der Phasen-Feld /Level-Set-Funktion bestimmt. Dazu wird eine
eindimensionale Simulation mit dem Flammenmodell durchgefiihrt. Bei den gewéahlten
Frischgasbedingungen betrigt die laminare Flammengeschwindigkeit sy, = 0,28 m /s und
die Flammendicke nach (2.43) lp ~ 0,51 mm. Die Brenngeschwindigkeit an der Stelle
¥ = 0,5 betrigt ca. 1,8m/s. Die Dicke des Ubergangsbereichs wird durch die Wahl des
Parameters ¢ (hier 7,5-107°m?/s) bestimmt und betrigt nach (5.5) ca. 0,69 mm. Dar-
aus folgt eine Durchstréomungszeit des Ubergangsbereichs von ca. 0,38 ms. Die Analyse
beginnt ab einer Zeit von 1,5ms, was ungefihr 4 Durchstromungszeiten des Ubergangs-
bereichs entspricht. Zum Anfangszeitpunkt der Analyse betriagt die Schwankungsgrofie
des turbulenten Geschwindigkeitsfelds im Innern des von der Flammenfront umschlosse-
nen Gebiets v' &~ 1,20m/s. Es folgt demnach fiir die Skalenverhéltnisse v’/sp, &~ 4,3 und
li/lp ~ 2,5. Daraus resultiert eine turbulente Reynolds-Zahl Rep ~ 11. Die Verbren-
nung findet demnach am Anfang der Interaktion im Regime der diinnen Reaktionszonen
statt. Die Analyse wird fiir einen Zeitraum von 1,75 ms durchgefiihrt, was ca. 4,6 Durch-
stromungszeiten des Ubergangsbereichs von 1 entspricht.

Die Simulation wird mit einer rdumlichen und zeitlichen Auflésung durchgefiihrt, die
eine numerisch effiziente Anwendung des Flammenmodells ermdoglicht. Die Dicke des
Ubergangsbereichs von v (von 0 auf 1) und somit der Reaktionszone wird in dersel-
ben Groéflenordnung gewihlt, wie die Dicke des Profils der limitierenden Spezies Y. Der
Ubergangsbereich wird mit ca. 7 Zellen aufgelost. Die Simulation wird auf einem aqui-
distanten kartesischen Gitter durchgefiihrt, unter Verwendung eines linearen Interpola-
tionsschemas fiir die Fliisse und einer impliziten Zeitdiskretisierung 2. Ordnung. Es wird
ein fester Zeitschritt von At = 5-10%s gewihlt. Im Zeitfenster der Analyse resultiert
eine gemittelte Courant-Zahl (iiber alle Zellen) von 0,06 . Die maximale Courant-Zahl
betragt 0,42 .

7.3.2 Analyse und Diskussion der Ergebnisse

In Abb. 7.8a ist die Massenstromdichte mpost nach (7.14) tiber der Massenstromdichte
my, nach (5.41) aufgetragen. Mit Ausnahme der Datenpunkte bei kleiner Massenstrom-
dichte ist eine gute Ubereinstimmung zwischen Ist-Wert Mpost und Soll-Wert m,;, zu er-
kennen. Der RMS-Wert der Abweichung mpest — my fiir alle gesammelten Datenpunkte
(insgesamt 20682 ) betrigt 0,0088kg/(m?s). Bezogen auf den Mittelwert des Referenz-
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werts (Soll-Wert) my, betragt der RMS-Wert der Abweichung 2,5 %. Der Mittelwert und
die Standardabweichung des relativen Fehlers (mpost — my)/my, betragen -0,16 % und
3,4 %. Der Mittelwert des relativen Fehlers ist zur Diskussion der Abweichung zwischen
Ist-Wert und Soll-Wert jedoch ungeeignet, da sich positive und negative Abweichungen
im Mittel autheben kénnen. Der Wert der Standardabweichung weist jedoch darauf hin,
dass fiir die Mehrzahl der Datenpunkte der Betrag des relativen Fehlers gering sein
sollte. Eine Auswertung der Fehlerverteilung zeigt, dass 95,8 % der Datenpunkte einen
relativen Fehler besitzen der im Betrag kleiner als 5% ist. Der Pearsonsche Korrelati-
onskoeffizient nach (6.17) der Auftragung mpest = f(my,) betrégt 0,98 .

Vergleichbare Aussagen gelten auch fiir die Datenpunkte in Abb. 7.8b, in der die
Werte von mpes liber der Massenstromdichte m aufgetragen sind, die aus der integralen
Modellierung der Reaktionszone stammt. Der RMS-Wert der Abweichung mpest — m
betrigt 0,014 kg/(m?s). Bezogen auf den Mittelwert von m betrigt der RMS-Wert der
Abweichung 3,9 %. Der mittlere relative Fehler (mpost —m)/m liegt bei 1,04 % und seine
Standardabweichung betrégt 4,39 %. Fiir die Auftragung mypest = f(m) resultiert ein
Korrelationskoeffizient von 0,96 . Ein Anteil von 88,5% der Datenpunkte besitzt einen
relativen Fehler, der im Betrag kleiner als 5% ist. Einen relativen Fehler unter 7,5 %
weisen 94,9 % der Datenpunkte auf. Erwartungsgeméaf sind die Abweichungen zwischen
Mpost Und m,, im Mittel geringer als die Abweichungen zwischen mpos; und m. Letztere
beinhalten noch zusétzliche Anteile, die aus der normalen Erweiterung von F' resultieren.

Die Auswertung der Datenpunkte in Abb. 7.8a zeigt, dass die in dieser Arbeit im-
plementierte Formulierung (5.104) die Kinematik der Isoflichen der Phasen-Feld/Level-
Set-Funktion mit ausreichender Genauigkeit beschreibt. Zusammen mit dem Vergleich
in Abb. 7.8b wird somit die vorgeschlagene Behandlung des Felds m (normale Erwei-
terung von F' innerhalb eines Zeitschritts) validiert. Eine Verifikation des numerischen
Losungsverfahrens der Gleichungen ist durch die Simulation der instationdren Stréomung
um einen beheizten Zylinder in 7.1 durchgefiihrt worden.

Die Abb. 7.9 zeigt die Auftragung des relativen Fehlers (mpost — my)/my, iiber der
entdimensionierten Kriimmung der Isoflache v = 0,05. Hierbei ist zu erkennen, dass
der Fehler fiir positive dimensionslose Kriimmungswerte ab etwa 0,5 signifikante Werte
annimmt. Bei diesen Flammenelementen mit einer hohen positiven Krimmung liegt der
Kriimmungsradius einer Oberfliche innerhalb der Reaktionszone in derselben Gréfen-
ordnung wie die Dicke der Reaktionszone selbst. In diesem Fall nimmt die Genauigkeit
der vorgeschlagenen integralen Modellierung der Reaktionszone erwartungsgemafl ab.
Querdiffusionseffekte, die in dieser Arbeit nicht implementiert sind, werden bei zuneh-
mend positiver Kriitmmung stérker (siche Diskussion der DNS-Analyse in 6.1).

Die Abb. 7.10a und 7.10b zeigen den Vergleich der erweiterten normalen Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit F.y; an verschiedenen Positionen innerhalb des tanh-Profils. Fir
diese Auswertungen werden Schnitte normal zur Kontur 1) = 0,5 gelegt, dhnlich wie bei
der DNS-Analyse. Der jeweils auf der Abszisse dargestellte Wert von Fi fiir ¢» = 0,05
stellt den Referenzwert dar, der in Normalenrichtung nach (5.32) erweitert wird. Die
Werte an der Stelle ¥ = 0,5 stimmen sehr gut mit den Referenzwerten iiberein. Dies
gilt auch fiir die Werte an der Stelle ) = 0,9, wenn auch eine leicht héhere Abweichung
einzelner Datenpunkte zu erkennen ist. Dies liegt an der grofleren Distanz iiber die
innerhalb eines Zeitschritts der Wert von F transportiert werden muss. Die gute Uber-
einstimmung der Werte von Fiy an verschiedenen Stellen innerhalb des tanh-Profils
wird durch die Korrelationskoeffizienten R = 0,99979 (a) bzw. R = 0,99878 (b) der
Auftragung y = f(x) in den Diagrammen in Abb. 7.10 bestétigt.
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In Abb. 7.11a sind Datenpunkte des erweiterten Krimmungsfelds 2cext an der Kontur
¥ = 0,5 tber der Krimmung 2¢* (ebenfalls auf der Kontur ¢) = 0,5 ) aufgetragen. Das
Ziel der normalen Erweiterung des Kriimmungsfelds ist es, an jeder Position entlang
der Normalenrichtung des tanh-Profils (insbesondere im vorderen Teil ) — 0), auf den
Krimmungswert 2¢* der Stelle ¢y = 0,5 zugreifen zu kénnen. Auf der Isofléche ) = 0,5
ist eine gute Ubereinstimmung beider Werte 2¢* und 2cey zu erkennen, mit Ausnahme
von Datenpunkten bei starker positiver Kriimmung. Eine qualitativ dhnliche Aussage
gilt fiir die Datenpunkte in Abb. 7.11b. Die Abweichungen 2cey (1) = 0,05) — 2¢* sind
flir positive Krimmungswerte grofier als beim Vergleich der Kriimmungswerte an der
Stelle ¢» = 0,5 . Sie weisen jedoch eine relativ geringe Streuung auf und somit eine Korre-
lation mit den Kriimmungswerten selbst. Zur Korrektur des Fehlers konnte fiir positive
Kriimmungen die Abweichung 2cext (¢ = 0,05) — 2¢* als Funktion der Kriimmung (2cext
oder 2¢*) parametrisiert werden.

0.8 SN 0.8
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06F ] 06}
%05 “05)
> >
= 04 S 04]
£03 203}
02 02}
01f e 0.1}
0 e 0 e
0 01 02 03 04 05 06 07 08 0 01 02 03 04 05 06 07 08
my [kg/(m?s)] m [kg/(m?s)]

(a) (b)

Abbildung 7.8: Aus Ergebnissen ermittelte kinematische Massenstromdichte iiber: (a)
Massenstromdichte m.,, die in die Phasen-Feld /Level-Set-Gleichung ein-
geht, (b) modellierte Massenstromdichte m aus dem integralen Modell.
Die Datenpunkte stammen von der Kontur ¢ = 0,05.
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Abbildung 7.9: Relativer Fehler (mpost — my)/my als Funktion der entdimensionierten
Kriimmung der Isofliche ¢ = 0,05.
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Abbildung 7.10: Auswertung der normalen Erweiterung der absoluten normalen Aus-
breitungsgeschwindigkeit durch Vergleich der resultierenden Werte von
Fext: (a) zwischen der Mitte des tanh-Profils (¢» = 0,5) und dem vorde-
ren Teil (¢ = 0,05), (b) zwischen dem hinteren Ende des tanh-Profils
(¢» =0,9) und dem vorderen Teil (¢ = 0,05 ).
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Abbildung 7.11: Auswertung der normalen Erweiterung des Kriimmungsfelds der Iso-
flache 1 = 0,5 durch Vergleich der Werte: (a) an der Mitte des tanh-
Profils () = 0,5), (b) zwischen dem vorderen Ende (¢ = 0,05) und der
Mitte des tanh-Profils (¢ = 0,5).

7.4 Akustisch angeregte Bunsenflamme

7.4.1 Einleitung

Zur Validierung des Flammenmodells wird eine Simulation einer vorgemischten Bun-
senflamme durchgefiihrt, die einer periodisch variierenden Anstromgeschwindigkeit des
Frischgasgemischs ausgesetzt ist. Die Simulationsergebnisse werden mit den experimen-
tellen Untersuchungen von Schuller et al. [115] verglichen. In dem experimentellen Auf-
bau ist eine vorgemischte Bunsenflamme auf dem Rand eines zylindrischen Brenners sta-
bilisiert. Die Ausstromgeschwindigkeit des Frischgases aus dem Brenner wird iiber eine
akustische Anregung mittels eines Lautsprechers an der Basis des Brenners zeitlich mo-
duliert. Bei der Flamme handelt es sich um eine vorgemischte Methan /Luft-Flamme mit
einem Aquivalenzverhiltnis von ® = 1,05. Als zeitliches Referenzsignal zur Triggerung
der Bildaufnahmen dient die vertikale Geschwindigkeitskomponente der Stromung auf
der Symmetrieachse in einer Hohe von 1,5 mm iiber dem Brennerrand. Diese Geschwin-
digkeit wird mit Hilfe des Verfahrens der Laser Doppler Velocimetry (LDV) gemessen.
Das Geschwindigkeitssignal erlaubt es einen zeitgenauen Vergleich der simulierten und
der detektierten Flammenfront zu vorgegebenen Phasenwinkeln der Anregung durchzu-
fihren.

7.4.2 Numerisches Modell und Parameter

In Abb. 7.12 ist eine Skizze der Geometrie des Rechengebiets mit Angaben zu den
Randbedingungen gezeigt. Das physikalische Problem ist achsensymmetrisch. Dement-
sprechend ist das Rechengebiet zweidimensional, mit nur einer Zellschicht in azimuthaler
Richtung. Am Einlass 1 wird eine instationére vertikale Geschwindigkeitskomponente
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w(t) = w + Wwsin (27 ft) vorgegeben. Die Geschwindigkeitsmodulation am Einlass er-
folgt mit einer Frequenz von f = 62,5Hz. Der RMS-Wert w’ der vertikalen Geschwin-
digkeitskomponente am LDV-Messpunkt betridgt 0,19 m/s. Fiir diese Bedingungen sind
zeitlich aufgeloste Aufnahmen der Flammenfront in [115] vorhanden. Die Amplitude @
am Einlass 1 wird so gewéhlt, dass der simulierte RMS-Wert an der Messposition des
LDV-Verfahrens mit dem experimentellen Wert tibereinstimmt. Am Einlass/Auslass 2
wird der Massenbruch von Sauerstoff in Luft sowie die Umgebungstemperatur Ty, als
Randbedingung vorgegeben. Die Flammenfront wird numerisch an der ersten Zellfliche
(in Richtung Symmetrieachse) der Brennerkante durch die Dirichlet-Randbedingung
1 = 0,5 fixiert. Zur Berechnung des Parameters Iy nach (4.18) wird der in [115] ange-
gebene Wert sp, = 0,39 m /s verwendet. Die limitierende Spezies Y ist der Luftsauerstoff
O,. Dessen Lewis-Zahl wird mit Ley = 1,11 vorgegeben [123]. Der Auftrieb wird in
der Simulation beriicksichtigt. Die Abmessungen der Geometrie des Rechengebiets sind:
rg = 11mm, tg = 1mm, ro = 2,2mm, tg = 1,8 mm und L, = 36 mm.
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Abbildung 7.12: Geometrie und Randbedingungen fiir die Simulation der akustisch an-
geregten Bunsenflamme aus Schuller et al. [115].

Bei der Diskussion der eindimensionalen Simulationsergebnisse in 7.2 wird die Uber-
schitzung der Rauchgastemperatur durch das Flammenmodell beschrieben. Zum Ver-
gleich mit experimentellen Daten sollte die Wéarmefreisetzung und somit die thermi-
sche Expansion durch die Flammenfront einen realistischen Wert besitzen. Hierfiir wird
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der Quellterm in der gelosten Transportgleichung (5.95) fiir die Temperatur mit einem
Faktor 0,833 multipliziert. Mit dieser Korrektur resultiert in einer eindimensionalen Si-
mulation eine realistische Rauchgastemperatur von 2214 K, die sehr gut mit dem Wert
2231 K aus Berechnungen mit CEA [59] tibereinstimmt. Fir die mittlere Geschwindig-
keit w am Einlass 1 wird der Wert 1,1m/s verwendet. Dieser Wert wird auch in der
begleitenden Simulation mit der G-Gleichung in [115] gewéhlt. Er liegt etwas hoher als
die mittlere Geschwindigkeit 0,97 m/s, die im Experiment durch Messung des Brenn-
gasmassenstroms ermittelt wurde. In der Simulation in [115] wird der erhéhte Wert
1,1m/s so gewéhlt, dass bei ausgeschalteter Anregung die Hohe des simulierten statio-
niren Flammenkegels der realen Flammenkegelhche entspricht. Dadurch wird der in der
Simulation vernachlassigte Effekt der Grenzschicht an der Innenseite des Brennerrohrs
kompensiert (slip-Bedingung).

Im Folgenden wird eine Abschétzung des Verbrennungsregimes durchgefithrt. Mit
einer laminaren Flammengeschwindigkeit von s;, = 0,39m/s resultiert ein Verhéltnis
w'(LDV)/s1, =~ 0,49 . Die konvektive Wellenldnge der vertikalen Geschwindigkeitskom-
ponente aufgrund der Anregung betriagt A = w/f = 0,0176 m. Aus einer mit INSFLA
durchgefiihrten detaillierten eindimensionalen Flammensimulation resultiert eine Flam-
mendicke nach (2.43) von I = 0,38 mm. Wenn die konvektive Wellenldnge A\ zur Ab-
schétzung des Verbrennungsregimes als integrales Langenmaf I interpretiert wird, dann
resultiert ein Verhéltnis 1 /lp &~ 46 . Es folgt somit fiir die turbulente Reynolds-Zahl nach
(2.68) Rer ~ 23. Die Verbrennung findet nach dieser Abschitzung im Regime der ge-
wellten Flammenfronten (wrinkled flamelets) statt.

Zur effizienten Simulation der angeregten Flammenfront werden die normalen Profile
von Y und 7T durch die Wahl des Faktors Finick = 2,5 in (5.94) kiinstlich verbrei-
tert. Fiir die Phasen-Feld/Level-Set-Funktion wird der Parameter ¢ = 2,25-10%m?/s
gewihlt. Das Netz ist dquidistant mit einer Gitterweite Ar = Az = 0,2mm. Der Uber-
gangsbereich von ¢ wird dabei durch ca. 8 Zellen aufgelost. Seine Dicke ist nahezu gleich
der Profildicke von Y und T. Der Zeitschritt betrigt At = 1 -10°s. Damit resultiert
(im eingeschwungenen Zustand der Losung) eine maximale Courant-Zahl von ca. 0,19.
Zur Vermeidung von Ostzillationen im Y- und T-Feld wird als Interpolationsverfahren
das blended differencing scheme (5.70) verwendet. In einer zusétzlichen Simulation mit
groferem Rechengebiet (ro = 13,8 mm, L, = 75mm) hat sich in den Ergebnissen keine
signifikante Anderung der entsprechenden Flammenfronten gezeigt.

7.4.3 Diskussion der Ergebnisse

In Abb. 7.13 werden die simulierten Flammenfronten fiir 4 verschiedene Phasenwinkel
der Anregung mit den experimentell aufgenommenen Fronten aus [115] verglichen. Hier-
bei sind die Simulationsergebnisse an der Symmetrieachse gespiegelt worden. Die Pha-
senwinkel sind anhand des zeitlichen Verlaufs der vertikalen Geschwindigkeitskomponen-
te am LDV-Messpunkt definiert. Der Phasenwinkel 7r/2 entspricht dabei dem Zeitpunkt
maximaler Amplitude. Die Zeit zur Simulation einer Periode der Anregung (wall-clock
time) betrégt ca. 11 Minuten auf einem Prozessor (Intel i7).

Die Simulation kann die zeitliche Anderung der Form und Position der Flammen-
front gut wiedergeben, mit Ausnahme der Flammenfront bei ¢ = 7. Kurz nach ¢ = 7/2
liegt eine nahezu zylinderférmige Flamme in der Ndhe der Symmetrieachse vor. Bei der
Verbrennung des Frischgasgemischs nahe der Symmetrieachse unterhalb der Flammen-
spitze nimmt die Krimmung der Reaktionszone hohe Werte an. Die Modellierungsan-
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nahme einer diinnen Reaktionszone relativ zum Kriimmungsradius ist nicht mehr er-
fillt. Zusammen mit dem physikalischen Modellierungsfehler kommt es in der Nahe der
Symmetrieachse unter der Flammenspitze zu einem numerischen Fehler bei der Losung
der Phasen-Feld/Level-Set-Gleichung. Im Bild zu ¢ = 7/2 ist bereits ein kleiner hell-
blauer Punkt (im dunkelblauen Bereich) unter der Flammenspitze zu erkennen. Dieser
Punkt wichst im Laufe der Simulationszeit an und der Ubergangsbereich der Phasen-
Feld /Level-Set-Funktion bricht an der Flammenspitze kurzzeitig auf. Die Dynamik der
Flammenspitze und der Abbau von Y werden dabei nicht mehr realistisch beschrieben.
Die Flammenspitze bewegt sich aufgrund des beschriebenen physikalischen und nume-
rischen Fehlers zu schnell nach unten in Richtung des Brenners. Auch in Simulationen
mit hoherer rdumlicher und zeitlicher Auflésung bleibt dieser Fehler bestehen. In [115]
wird von einem Flackern (flickering) der Flammenspitze berichtet, der zu der unschar-
fen Front an der Flammenspitze im experimentellen Bild zu ¢ = 7/2 in Abb. 7.13 fiihrt.
Ob dieses physikalische Flackern der Grund fiir den numerischen Fehler bei der Losung
der Phasen-Feld /Level-Set-Gleichung an der Flammenspitze ist, konnte nicht geklért
werden. Die restlichen gezeigten Flammenfronten stimmen zeitlich gut mit dem Expe-
riment {iberein, weil die Triggerung zur Bildaufnahme und somit zur Bildauswahl aus
den Simulationsergebnissen durch das LDV-Signal erfolgt. Somit wird die Auswahl der
Vergleichszeitpunkte zwischen Simulation und Experiment nicht durch den Fehler an
der Spitze der zylinderférmigen Flamme beeinflusst.
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Abbildung 7.13: Vergleich zwischen der simulierten Flammenfront (linke Bildhélften,

Blau: ¢ = 0, Rot: ¢ = 1) und der experimentell detektierten Flam-
menfront (rechte Bildhélften) aus [115] zu 4 verschiedenen Phasenwin-
keln ¢ der Anregung.
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8 Erweiterung des Modells zur
Beschreibung thermisch-diffusiver
Instabilitaten

In diesem Kapitel wird die Erweiterung des Modells zur Simulation von Flammen vor-
gestellt, bei denen der integrale Parameter Iy nicht mehr als anndhernd konstant be-
trachtet werden kann. Dies ist z.B. der Fall wenn die Lewis-Zahl der limitierenden Spe-
zies deutlich kleiner als 1 ist. Solche Flammenfronten neigen zur Ausbildung zellularer
Strukturen aufgrund der thermisch-diffusiven Instabilitat. Am Ende des Kapitels wird

die Simulation einer vorgemischten mageren Wasserstoff/Luft-Flamme vorgestellt und
diskutiert.
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8 Erweiterung des Modells zur Beschreibung thermisch-diffusiver Instabilitdten

8.1 Einfiihrung

Im Folgenden wird das integrale Reaktionszonenmodell zur Simulation einer
Wasserstoff /Luft-Flamme verwendet, die eine zellulire Struktur aufweist. Die Zellen bil-
den sich aufgrund der thermisch-diffusiven Instabilitdt der Flammenfront. Vorgemischte
Flammen sind thermisch-diffusiv instabil, wenn die Lewis-Zahl der limitierenden Spezies
unterhalb einer kritischen Lewis-Zahl liegt, die in der Regel kleiner als 1 ist [143, 29].
Der thermisch-diffusive Instabilitdtsmechanismus kann erklart werden, wenn eine starke
Abhéngigkeit der Flammengeschwindigkeit von der Reaktionsrate und der Temperatur
in der Reaktionszone angenommen wird. Bei einer Flamme mit Le < 1 ist die charakte-
ristische Dicke des Profils der limitierenden Spezies grofler als die des Temperaturprofils.
Bei einer Auslenkung einer planaren Flammenfront in Richtung des Frischgases (posi-
tive Krimmung) wird der diffusive Transport der limitierenden Spezies in Richtung
der Reaktionszone wie auch der Warmetransport durch Warmeleitung vom Rauchgas
in Richtung des Frischgases verstiarkt. Dieser Verstarkungseffekt ist umso grofer, je di-
cker die Schicht ist, iiber die diffusiver Transport stattfindet. Bei Le < 1 vergroflert
sich der diffusive Fluss der limitierenden Spezies in die Reaktionszone in starkerem Ma-
Be als die Warmeleitung in Richtung des Frischgases. Letzter Einfluss wiirde zu einer
Verringerung der Temperatur in der Reaktionszone fithren. Die hohere Konzentration
der limitierenden Spezies in der Reaktionszone erhéht jedoch die Reaktionsrate und
Warmefreisetzung, und somit die Temperatur. In der Summe tiberwiegt dieser Effekt
und die Temperatur in der Reaktionszone ist hoher als in einer entsprechenden pla-
naren Flammenfront. Durch die resultierende hohere Flammengeschwindigkeit wéchst
die Auslenkung der Flammenfront weiterhin in Richtung des Frischgasgemischs an. Bei
einer entsprechenden Auslenkung in Richtung des Rauchgases nimmt die Flammenge-
schwindigkeit ab und die Auslenkung wéchst ebenfalls an.

Bei einer zellularen Flamme ist jedoch der dominante Instabilitdtsmechanismus, der
anfinglich an der planaren Flammenfront wirkt, in der Regel die hydrodynamische oder
Darrieus-Landau Instabilitdt aufgrund der thermischen Expansion. Dieser Instabilitats-
mechanismus ist immer vorhanden, wenn eine diinne rdumliche Zone durchstrémt wird,
in der die Dichte abnimmt. Die Form und Gréfle der entstandenen Zellen in der Flam-
menfront resultiert jedoch hauptsichlich aus der thermisch-diffusiven Instabilitéat [143]
und somit aus physikalischen und chemischen Eigenschaften des Brenngasgemischs [120].

Die hier vorgestellte Simulation soll in qualitativer Weise die Fahigkeit des Modells zur
Beschreibung typischer zelluldrer Strukturen bei thermisch-diffusiv instabilen Flammen
zeigen. Hierzu gehort neben der Form der Zellen auch die charakteristische Tempera-
turverteilung mit kélteren Gebieten in den Zellrdndern, die in Richtung der Rauch-
gase ausgelenkt sind. Die heissen Zellkerne oder Zellzentren sind zum Frischgas hin
gekriimmt [29]. Simulationen mit detaillierten chemischen Mechanismen zeigen, dass an
den Zellrdndern eine lokale Verléschung der Flammenfront stattfinden kann [38]. In die-
ser Arbeit wird eine magere Wasserstoff/Luft-Flamme bei einem Aquivalenzverhéltnis
von ® = 0,37, einem atmosphéarischen Umgebungsdruck von p = 1,0132 bar und einer
Frischgastemperatur von T' = 298 K betrachtet. Die niedrige Lewis-Zahl der limitieren-
den Spezies H, in dieser Flamme resultiert aus der hohen Diffusivitit des Wasserstoffs.
Fiir die Lewis-Zahl wird der Wert Ley = 0,3 gewéhlt [123].

Um den thermisch-diffusiven Charakter mit dem Flammenmodell beschreiben zu kon-
nen, muss das Integral Iy als Funktion der Temperatur in der Reaktionszone parame-
trisiert werden. Da die Simulationsergebnisse nur qualitativ diskutiert und bewertet

138



8.2 Numerisches Setup

werden, wird die Parametrisierung von Iy vereinfacht durchgefithrt. Die Modellierung
der diffusiven Fliisse iiber konstante Lewis-Zahlen stellt ebenfalls eine Vereinfachung
dar. Dies gilt insbesondere fiir das sehr mobile Wasserstoffmolekiil, das auch mafigeb-
lich durch Thermodiffusion beeinflusst werden kann [38], [62]. Dieser Effekt wird hier
nicht im Modell beriicksichtigt.

8.2 Numerisches Setup

Die Simulation findet auf einem zweidimensionalen quadratischen Gebiet mit einer Kan-
tenldnge von 6cm statt. Am unteren Rand des Rechengebiets werden als Randbedin-
gung die Frischgaszusammensetzung, eine feste Einstromgeschwindigkeit von 0,25m/s
sowie ein verschwindender Druckgradient in Normalenrichtung zum Rand vorgegeben.
Die Einstrémgeschwindigkeit ist kleiner als die Flammengeschwindigkeit. Die Flammen-
front wandert somit (auch in ihrer planaren Form) im Laufe der Simulation nach unten.
Am oberen Rand werden fur alle Variablen verschwindende normale Gradientenkompo-
nenten gesetzt und der hydrodynamische Druck wird mit p = 0 Pa fest vorgegeben. An
den seitlichen Réndern werden zyklische Randbedingungen fiir alle Variablen gewéhlt.
Fiir die Variablen die in Normalenrichtung der Flamme erweitert werden (Kriimmung
und Temperaturfeld zur Parametrisierung von Iy ), werden am oberen und am unteren
Rand verschwindende normale Ableitungen als Randbedingung gesetzt. Die Gravitati-
on wird nicht berticksichtigt. Dadurch werden Auftriebseffekte vernachléssigt, die bei
Flammen die nach unten brennen, eine stabilisierende Wirkung haben koénnen [143].

8.3 Parametrisierung des Integrals Iy

Zur Parametrisierung des Integrals Iy wird hier vereinfachend angenommen, dass das
Integral nur von der Temperatur in der Reaktionszone abhéngt. Diese Temperaturab-
héngigkeit der Reaktionsrate ist notwendig, um den thermisch-diffusiv instabilen Cha-
rakter beschreiben zu konnen. In der Realitdt hingt die Reaktionsrate wy, und somit
auch das Integral Iy, von der Temperatur, von der Konzentration beteiligter chemischer
Spezies und vom thermodynamischen Druck ab [137].

Bei Wasserstoffflammen ist im Gegensatz zu Kohlenwasserstofflammen keine CO-
Oxidationszone in der Flammenstruktur vorhanden. Aufierdem ist, wegen der starken
Abhéngigkeit der globalen Reaktionsrate von der Temperatur, die Reaktionszone in der
Regel diinn. Daher liegt die Temperatur in der Reaktionszone nahe an der Rauchga-
stemperatur. Dies entspricht der Annahme beim Konzept der high activation energy
asymptotics (siche 3.2). Mit dieser Vereinfachung kann das Integral Iy als Funktion der
adiabatischen Verbrennungstemperatur 7}, parametrisiert werden.

Fiir eine bestimmte Frischgaszusammensetzung kann Iy tiber die integrale Beziehung
(siehe (4.18))

Iy = —sppuYa (8.1)

aus Literaturwerten der laminaren Flammengeschwindigkeit sy, berechnet werden. Einer
bestimmten Frischgaszusammensetzung entspricht eine adiabatische Flammentempera-
tur, die als Parameter fiir das Integral Iy = f(T3,) dient. Hierbei wird angenommen,
dass die Rauchgastemperatur einer gekriimmten und gestreckten Flamme der adiaba-
tischen Flammentemperatur entspricht. Dies ist im Allgemeinen nicht erfiillt [28] und
stellt ebenfalls eine Vereinfachung dar.
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8 Erweiterung des Modells zur Beschreibung thermisch-diffusiver Instabilitdten

Die Parametrisierung des Integrals erfolgt mit einem Arrhenius-Ansatz:

P2 _

Iy = —p <1T—Ib(> exp <T—pb3> . (8.2)
Die Parameter werden mit Hilfe der curve fitting toolbox der Software MATLAB®) er-
mittelt [94]. Die adiabatische Verbrennungstemperatur 73, wird fiir Wasserstoff/Luft Ge-
mische bei atmospharischem Druck p = 1atm und der Frischgastemperatur T = 298 K
anhand der Online-Version CEARUN (http://cearun.grc.nasa.gov/, Stand April
2012) des NASA Computer Codes CEA (Chemical Equilibrium with Applications) [59]
berechnet. Die Werte der laminaren Flammengeschwindigkeit stammen aus [83]. In Abb.
8.1 sind die Werte des Integrals [y iiber der Rauchgastemperatur fiir 8 verschiedene
Flammen mit dem Aquivalenzverhltnis ® = 0,3 bis ® = 1,0 aufgetragen. Die angepasste
Korrelation besitzt die Parameter p; = 0,2725kgm 257!, pp = 0,2702 und p3 = 9070 K.

0 ‘ ‘
| | | ‘ X Datenpunkte

-0.01F - - B - o N o Korrelation | 1

. -0.02F ]
N(I)
g

5, 0.03¢ 1
=
>

-0.04 - 1

-0.051 - : : : : . ! } ) } ] ] 7 \d

_0.06 1 1 1 1 1 1
1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400
T [K]

b
Abbildung 8.1: Abhéngigkeit des integralen Verbrauchs Iy von der adiabatischen Ver-
brennungstemperatur 7i,.

In der Simulation sollte die Temperatur in der Reaktionszone, die als Parameter fiir
Iy dient, einen konstanten Verlauf in Normalenrichtung innerhalb des Ubergangsbe-
reichs von ¢ besitzen. Dazu muss das Temperaturfeld in Normalenrichtung zu einem
Temperaturfeld Teyt erweitert werden. Dies erfolgt analog zu der Erweiterung des Kriim-
mungsfelds mit einer Gleichung vom Typ (5.42). Der Diffusionskoeffizient wird dabei zu
D= di /At gesetzt. Aufgrund der endlichen Dicke der Reaktionszone in der numerischen
Modellumsetzung (und auch in Realitét) ist die charakteristische Temperatur innerhalb
der Reaktionszone niedriger als die Rauchgastemperatur. Aus diesem Grund wird eine
einfache Korrektur der Parametrisierung vorgenommen. Der Temperatur Ty, die né-
herungsweise konstant innerhalb der Reaktionszone ist, wird ein konstanter Wert Ty,
hinzuaddiert. Die Summe geht als Argument in die Korrelation (8.2) ein. Da hier nur eine
qualitative Simulation einer zelluldren Flamme durchgefiihrt wird, wird eine konstan-
te Warmeleitfiahigkeit des Gemischs von A = 0,097 W/(mK) verwendet. Dieser Wert
entspricht der Warmeleitfdhigkeit der Verbrennungsprodukte einer Wasserstoff/Luft-
Flamme unter den hier vorhandenen Bedingungen (berechnet mit CEARUN [59]).
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8.4 Simulationsergebnisse

Eindimensionale Simulationen mit der vorgeschlagenen Parametrisierung und den ge-
wahlten Stoffdaten zeigen, dass die resultierende laminare Flammengeschwindigkeit und
die Rauchgastemperatur von der Wahl des Parameters € abhéngig sind. Dies ist zu
erwarten, da sich mit der Dicke der Reaktionszone auch die charakteristische Tem-
peratur Tpy dndert und somit der Wert des Integrals Iy. Fiir ¢ = 2-10%m? /s und
Tiorr = 200 K resultiert ein laminare Flammengeschwindigkeit s;, = 0,27m/s (zum Ver-
gleich, s;, = 0,29m/s aus Referenz [83]). Aufgrund der vereinfachten Beschreibung des
Integrals Iy und der spezifischen Warmekapazitit ¢, (als die von Stickstoff) liegt die
resultierende Rauchgastemperatur mit einem Wert von T3, ~ 1820K allerdings hoher
als der Referenzwert Ti, = 1356 K aus der Berechnung mit CEARUN.

In der zweidimensionalen Simulation wird eine relativ niedrige rdumliche Auflésung
verwendet, bei der der Ubergangsbereich der Phasen-Feld /Level-Set-Funktion mit ca. 5
Zellen aufgelost wird. In Abb. 8.2 ist das resultierende Temperaturfeld dargestellt. Die
typische Zellenstruktur ist gut zu erkennen. Die warmeren Zellkerne sind in Richtung
des Frischgasgemischs ausgelenkt und die kélteren Rénder ragen ins Rauchgasgebiet
hinein. In Abb. 8.3 ist das entsprechende Massenbruchfeld der limitierenden Spezies
H, gezeigt. Aufgrund der kleinen Lewis-Zahl von Wasserstoff ist das Y-Profil durch die
Flammenfront dicker als das Temperaturprofil. Da die vorgestellte Parametrisierung von
Iy und die eingefiihrte Korrektur der Temperatur nur eine qualitative Beschreibung der
Flammenfront ermoglichen, wird auf eine Studie zur Untersuchung der Abhéngigkeit
der Losung vom Rechennetz und von numerischen Parametern verzichtet.

In Abb. 8.4 ist das parametrisierte Integral Iy auf der Isofliche ¢ = 0,05 darge-
stellt. Diese Isofldche liegt am vorderen Ende der modellierten Reaktionszone. In den
Zellrandern (ins Rauchgasgebiet ausgelenkt) ist der integrale Verbrauch Iy wesentlich
geringer als in den Zellkernen. Dies resultiert aus der Parametrisierung von Iy anhand
der Temperatur. Die Massenstromdichte m aus dem integralen Reaktionszonenmodell
ist in Abb. 8.5 auf derselben Kontur gezeigt. Die Massenstromdichte ist in den gekriimm-
ten wiarmeren Zellkernen grofier als in den flacheren Zellflanken (die Farbe der Kontur
verlauft von Griin auf Blau). Dies entspricht einer negativen Markstein-Zahl, wenn eine
Abhéngigkeit der Massenstromdichte von der Kriimmung angenommen wird [38]. Mit
der klassischen G-Gleichung wire diese Simulation numerisch nur schwer umsetzbar
[105],[106]. In [62] werden detaillierte Simulationen magerer Wasserstoff/Luft-Flammen
unter Berticksichtigung eines Multikomponentenansatzes fiir die Diffusion einschlieflich
des Soret- und Dufour-Effekts durchgefiihrt. Die Auswertungen zeigen, dass die lineare
Beziehung zwischen Flammengeschwindigkeit und Streckung, die aus der asymptoti-
schen Theorie stammt, bei der Beschreibung der zelluldren Flammenstrukturen versagt.
Von den Zellflanken zu den Zellspitzen hin nimmt die Massenstromdichte zu und besitzt
in den stark gekriimmten Zellspitzen die hochsten Werte. Diese hohen Werte in den Zell-
spitzen stimmen nicht mit den Erkenntnissen aus detaillierten Simulationen [8, 38, 62]
iiberein, nach denen eine geringere Brenngeschwindigkeit in den Zellspitzen vorliegt. Die
Ursache dieses Unterschieds liegt in der Herleitung der Beziehung fiir die Massenstrom-
dichte. Dabei wird angenommen, dass die limitierende Spezies hinter der Reaktionszone
vollstéindig verbraucht ist. Eine lokale Verloschung, bei der die limitierende Spezies
hinter der Reaktionszone noch vorhanden ist, kann das Modell nicht vorhersagen und
versagt demnach in den Zellspitzen. Aus der Sicht des Modells bleibt die Reaktionszone
in den Zellspitzen intakt, jedoch sehr stark gekriimmt. Aus dieser starken Kriimmung
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resultiert der hohe Wert der Massenstromdichte.

1683
1336.8
990.52
644.26
2098

Abbildung 8.2: Temperaturfeld mit der charakteristischen zelluldren Struktur.

0.010\;4
0.0079446
0.0051493
0.0023539
-0.00044143

Abbildung 8.3: Massenbruchfeld von H,.
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LY (kg/(mA2*s))
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-0.0036915

Abbildung 8.4: Integral Iy auf der Kontur ¢ = 0,05.

m (lagﬁ(g&’%‘s))
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Abbildung 8.5: Massenstromdichte m aus dem integralen Reaktionszonenmodell auf der
Kontur ¢ = 0,05.
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9 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde eine neuartige Strategie zur Modellierung und Si-
mulation vorgemischter Flammen basierend auf der Level-Set-Methode vorgestellt. Die
integrale Modellierungsweise von diinnen Flammen, die historisch aus der stromungsme-
chanischen Sichtweise der Flammenausbreitung stammt, wird hier auf die Reaktionszone
innerhalb der Flammenstruktur {ibertragen. Dabei wird eine integrale Formulierung der
chemischen Vorgénge innerhalb der Reaktionszone vorgenommen. Anstatt die gesamte
Flammenbewegung mittels einer Level-Set-Gleichung zu beschreiben wird hier lediglich
die Bewegung der reaktiven rdumlichen Struktur simuliert.

Die normale Ausbreitungsgeschwindigkeit der modellierten Reaktionszone resultiert
aus einer integralen Beziehung der Konzentration der limitierenden Spezies. Die Erhal-
tungsgleichung dieser Spezies wird in einem krummlinigen und bewegten Koordinaten-
system formuliert, das sich mit der modellierten Reaktionszone bewegt. Insbesondere
verlaufen die Koordinatenflichen einer Koordinate dieses Systems entlang der Reak-
tionszone. Die integrale Beziehung der Erhaltungsgleichung der limitierenden Spezies
bilanziert ihre konvektiven und diffusiven Fliisse in Normal- und Tangentialrichtung,
den integralen chemischen Abbau durch den modellierten Quellterm sowie die zeitliche
Akkumulation innerhalb der reaktiven rdumlichen Zone. Aus dem konvektiven Fluss
(formuliert im bewegten System) in Normalenrichtung resultiert die Massenstromdichte
durch die Koordinatenflichen entlang der Reaktionszone. Der physikalische Modellpara-
meter ist der integrale Verbrauch der limitierenden Spezies, welcher fiir einen gegebenen
Brennstoff aus der laminaren Flammengeschwindigkeit abgeschétzt werden kann. Fiir
Brenngasgemische mit einer Lewis-Zahl der limitierenden Spezies nahe an 1 kann der
Modellparameter als anndhernd konstant angenommen werden. Bei einer Lewis-Zahl
deutlich kleiner als 1 wird eine Parametrisierung des integralen Verbrauchs als Funktion
der charakteristischen Temperatur in der Reaktionszone vorgeschlagen. Hiermit ist eine
qualitative Simulation zelluldrer Flammenstrukturen méglich.

Die aus der Modellierung resultierende Massenstromdichte geht in die numerische Um-
setzung des Modells mittels einer Level-Set-Methode ein. Hier wird eine Formulierung
der Level-Set-Methode gewahlt, die auf klassische Diskretisierungsverfahren zuriickgrei-
fen kann. Die integrale Modellierung der Massenstromdichte wird durch Einfiihrung
physikalisch motivierter Vereinfachungen in eine Form {iiberfiihrt, die eine direkte Im-
plementierung in OpenFOAM®) ermoglicht. Die verwendete Level-Set-Funktion besitzt
den Charakter einer Phasen-Feld-Funktion. Die Dicke des Ubergangs der Phasen-Feld-
Funktion zwischen ihren Werten 0 und 1 wird durch den Einbau zweier zusétzlicher
Terme (1 Konvektions- und 1 Diffusionsterm) in die Phasen-Feld/Level-Set-Gleichung
im Laufe einer Simulation konstant gehalten. Zur Erhohung der numerischen Effizienz
des Verfahrens kénnen die aufzulésenden Felder kiinstlich verbreitert werden.

Die Implementierung des Modells wird durch eine Auswertung der Kinematik der Iso-
flachen der Phasen-Feld /Level-Set-Funktion verifiziert. Die physikalische Giiltigkeit des
Modells wird in einem ersten Schritt durch Auswertung von DNS-Daten validiert. In
einem zweiten Schritt erfolgt eine Validierung anhand der Simulation einer periodisch
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gestorten Bunsenflamme und dem Vergleich mit entsprechenden experimentellen Auf-
nahmen. Der Stromungsloser wird durch Simulation der periodischen Wirbelablosung
an einem beheizten Zylinder verifiziert.

Zusammenfassend kann das vorgestellte Flammenmodell als ein auf der Level-Set-
Methode basierendes Modell vorgemischter Flammen beschrieben werden, das bei Vor-
gabe des integralen Verbrauchs der limitierenden Spezies die Massenstromdichte durch
die Reaktionszone als Funktion der Felder berechnet, die in der Simulation aufgelost
werden. Die Variation des Brennverhaltens der Flamme resultiert somit im Laufe der
Simulation und wird nicht in Form einer Markstein-Zahl vorgegeben. Ein integrales
Modellierungskonzept, auf das theoretische/analytische Untersuchungen zur Flammen-
dynamik beruhen, ist mit der vorliegenden Arbeit in einer modernen Stromungssimula-
tionsumgebung anwendbar.

Die hier vorgeschlagene Parametrisierung des integralen Verbrauchs als Funktion
der Temperatur in der Reaktionszone erlaubt es, die zelluldre Struktur von thermisch-
diffusiv instabilen Flammenfronten qualitativ zu simulieren. Diese Art von Flammen-
fronten kénnen aus numerischen Stabilitdtsgriinden nur schwer mit der klassischen G-
Gleichung simuliert werden.

Sowohl fur das physikalisch motivierte integrale Flammenmodell wie auch fir die
Implementierungsmethodik mittels der Phasen-Feld /Level-Set-Funktion kénnen weiter-
fiihrende Arbeiten durchgefithrt werden. Die vernachléssigten Terme des diffusiven Tan-
gentialtransports sowie der zeitlichen Akkumulation innerhalb der Reaktionszone kénn-
ten nach geeigneter Formulierung fiir den verwendeten Code beriicksichtigt werden.
Der diffusive Tangentialtransport wiirde den Modellfehler in Bereichen starker positiver
Krimmung der Reaktionszone reduzieren. Der zeitliche Akkumulationsterm ist fiir hoch-
frequent gestorte Flammenfronten relevant, bei denen die Zeitskalen der Stérung direkt
mit den charakteristischen Zeitskalen der Reaktionszone koppeln. Das Modell konnte
mit dem REDIM-Verfahren gekoppelt werden, um eine universelle Formulierung des
integralen Modellparameters zu ermoglichen. Die Parametrisierung des integralen Ver-
brauchs wiirde durch eine Tabellierung seines Werts im Rahmen des REDIM-Verfahrens
ersetzt werden. Zur genaueren Vorhersage der Rauchgastemperatur mit dem Flammen-
modell ist eine verbesserte Formulierung der Warmekapazitit des Gemischs nétig. Die
Parametrisierung des Integrals Iy konnte mit der Enthalpie in der Reaktionszone durch-
gefithrt werden, anstatt mit der Temperatur.

Beziiglich der numerischen Implementierung des Modells besteht ein Verbesserungs-
potential bei der Berechnung des Kriitmmungsfelds (z.B. mit geeigneten Glattungsver-
fahren) sowie bei der normalen Erweiterung des Krimmungswerts und der charakte-
ristischen Reaktionszonentemperatur. Das Verfahren der Erweiterung in Normalenrich-
tung konnte durch Losen der entsprechenden Transportgleichungen innerhalb eines Zeit-
schritts in einer von der Simulationszeit entkoppelten Zeitvariable (kiinstliche Zeit [99])
verbessert werden.
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