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Zusammenfassung

Diese Arbeit beschéftigt sich mit der theoretischen Analyse zweier Wartesituationen, wie sie in
medizinischen Einrichtungen vorkommen.

Aufgrund immer hoherer Ausgaben fiir das Gesundheitswesen und des hierdurch bedingten Kos-
tendrucks auf die Anbieter medizinischer Leistungen sehen sich die Betreiber medizinischer Ein-
richtungen immer mehr der Aufgabe gegeniiber, ihre knappen Ressourcen moglichst effizient einzu-
setzen. Dies bedeutet zum einen, diese Ressourcen moglichst hoch auszulasten, aber zum anderen
auch, die Ressourcen so zuzuteilen, dass damit moglichst hohe Einnahmen erwirtschaftet werden.
Gleichzeitig sind die Anspriiche der Bevolkerung an die Qualitdt medizinischer Behandlungen und
deren Verfiigbarkeit gestiegen. Dariiber hinaus sind die Einrichtungen verpflichtet, Notfille stets
zu behandeln. Als Konsequenz aus dem resultierenden Zielkonflikt zwischen effizienter Auslastung
und qualitativ hochwertiger, schnell verfiigharer medizinischer Leistungen miissen die Betreiber
dieser Einrichtungen neben den langfristigen, strategischen Entscheidungen, wie der Planung von
Krankenhausbetten und der Anschaffung von medizinischen hochspezialisierten Geréten, auch kurz-
fristige, operative Entscheidungen iiber die Steuerung ihrer Ressourcenkapazitat treffen. Neben der
Terminplanung gehort hierzu insbesondere die dynamische Kapazitatssteuerung, bei der unter an-
derem Entscheidungen iiber die Aufnahme zusétzlicher Patienten, also die Ressourcenauslastung,
sowie liber die Behandlungsabfolge der Patienten, also die Ressourcenzuweisung, getroffen werden.

Waihrend auf operativer Ebene vor allem die Terminplanung im Fokus wissenschaftlicher Untersu-
chungen steht, existieren nur wenige Veroffentlichungen, die sich mit der dynamischen Kapazitéts-
steuerung beschéaftigen. Insbesondere dem Zusammenspiel zwischen dieser und der Terminplanung
wurde kaum Aufmerksamkeit geschenkt.

In der vorliegenden Arbeit wird die dynamische Kapazitéitssteuerung medizinischer Einrichtun-
gen untersucht und die beiden Probleme der Ressourcenauslastung durch Aufnahmesteuerung und
der Ressourcenzuweisung auf verschiedene Patienten betrachtet. Hierzu werden zwei Modelle als
Markovsche Entscheidungsprozesse mit dynamischer Umwelt formuliert, welche unterschiedliche
Situationen in medizinischen Einrichtungen abbilden. Im ersten Modell wird eine ambulante Ge-
sundheitseinrichtung, die mit dem open-access Konzept arbeitet, betrachtet und Strategien zur op-
timalen Ressourcensteuerung durch Aufnahmekontrolle nicht angemeldeter Patienten entwickelt.
Im zweiten Modell wird eine Einrichtung betrachtet, in der sowohl ambulante als auch stationére
Patienten behandelt werden. Ziel in diesem Modell ist die Entwicklung einer optimalen Strategie
zur Ressourcenzuweisung. Theoretische Analysen ergeben unter bestimmten, nicht sehr restriktiven
Annahmen fiir beide Modelle einfach strukturierte Politiken - zum einen eine sogenannte Control-
Limit-Rule, zum anderen eine sogenannte monotone Switching-Curve -, mit denen der erwartete
Gewinn der Einrichtung unter Beriicksichtigung der Patientenzufriedenheit in Form von Warte-
zeiten maximiert werden kann. Weitere Analysen unter zu Hilfenahme verschiedener Annahmen
ergeben weitere Strukturaussagen iiber die optimalen Politiken. In beiden Modellen wird zudem
eine Untersuchung des Einflusses der Terminplanung auf die optimalen Politiken vorgenommen.
Abschlieend wird ein drittes Modell vorgestellt, dass die Situationen der ersten beiden Modelle
vereint.
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1 Einleitung

1.1 Hintergrund

In den letzten Jahrzehnten sind die Ausgaben fiir das Gesundheitssystem in den meisten OECD-
Léndern stark gestiegen. So nahmen die Gesundheitsausgaben dieser Lander in den Jahren 2000
bis 2009 im Schnitt um 4%, das Bruttoinlandsprodukt (BIP) jedoch nur um 1,6% zu. Wahrend der
Anteil der Gesundheitsausgaben am BIP 1990 noch 7,3% betrug, waren es im Jahr 2009 bereits
9,6%. In Deutschland lag der Anteil 2009 sogar bei 11,6%, womit es den USA (17,4%) sowie den
Niederlanden und Frankreich (12% bzw. 11,8%) auf Platz 4 folgt.

Die Hauptgriinde fiir diesen Anstieg liegen laut OECD (2003) vorwiegend in der Entwicklung
und der Verbreitung neuer Medikamente und Technologien, wie z.B. der Computer- und Magnet-
resonanztomographie (CT bzw. MRT). So stiegen die Ausgaben fiir Medizintechnik im Zeitraum
von 1995 bis 2002 in Deutschland jihrlich um 4,2%.2 Aber auch das rapide Wachstum der Anzahl
chirurgischer Eingriffe fiihrte zu steigenden Kosten, wobei das Angebot nicht mit der Nachfrage
mithalten konnte und daher in vielen Léndern, wie z.B. Grofibritannien, skandinavische Staaten
und Spanien, erhebliche Wartezeiten fiir bestimmte Operationen bestehen.? Ausschlaggebend fiir
diese Entwicklung ist vor allem die gestiegene Lebenserwartung der Bevolkerung dieser Lander.

Ein grofler Anteil der Ausgaben im deutschen Gesundheitssystem fallt im Bereich der Kranken-
hausbehandlungen an. So gaben die Gesetzlichen Krankenversicherungen im Jahr 2010 ca. 35%
fiir diesen Bereich aus.* Um den steigenden Ausgaben entgegenzuwirken, miissen daher vor allem
in den Bereichen der stationaren Versorgung und solchen Einrichtungen, in denen kostenintensive
Gerédte zum Einsatz kommen, Mainahmen zur Kosteneinsparung getroffen werden.

Im stationdren Sektor kann dies zum einen durch eine erh6hte Anzahl ambulanter Eingriffe und
zum anderen durch eine Verringerung der Linge der Aufenthaltszeit (ALOS) in Krankenh&dusern
erreicht werden. Die Aufenthaltsdauer in Krankenh&dusern wird oft als Maf§ der Effizienz herange-
zogen, da eine kiirzere Dauer die Kosten der Behandlung reduziert. Der Aufenthalt sollte jedoch
auch nicht zu kurz sein, da dies schiadliche Auswirkungen auf die Gesundheit und die Genesung der
Patienten haben kann. Auch kann dies zu hoheren Wiedereinlieferungsquoten fiihren.?

Um die Lénge der Aufenthaltszeit zu senken, wird in Deutschland seit dem 1. Januar 2004
die Vergiitung fiir stationédre oder teilstationdre Aufnahmen nach dem Diagnostic Related Group
(DRG) Fallpauschalensystem vorgenommen. Dies bedeutet, dass Krankenhéuser je nach Diagno-
se pauschalisierte Kosten erstattet bekommen, die weitestgehend unabhéngig vom tatséchlichen
Verlauf der Krankheit und der Genesung des Patienten sind. Identische Diagnosen werden also zu
einem festen Preis abgerechnet, wobei allerdings Abschldge vorgenommen werden, wenn die Aufent-
haltsdauer im Krankenhaus unter einer bestimmten Grenze (untere Grenzverweildauer) liegt, und
geringe Zuschlige, falls die Aufenthaltsdauer eine bestimmte Grenze (obere Grenzverweildauer)

!Siehe OECD (2011) S.150-151.

2Siche Bundesministerium fiir Bildung und Forschung (2005) S.673.
3Siehe OECD (2003).

“Siehe Bundesministerium fiir Gesundheit (2005) Tabelle 9.6.
®Siehe OECD (2003).
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iibersteigt. Fiir die meisten Krankenhéuser ist es damit besonders wirtschaftlich, wenn die Dauer
einer stationdren Behandlung knapp oberhalb der unteren Grenze liegt. Hierbei ist zu beachten,
dass bei Wiederaufnahme eines Patienten aufgrund derselben Fallpauschale die Aufenthalte zusam-
mengefasst werden, weshalb ein Patient auch nicht zu frith entlassen werden sollte.’ Im Zuge dieser
Neuregelung der Vergiitung fiel die ALOS von durchschnittlich 10,1 Tagen im Jahr 1998 auf 8 Tage
im Jahr 2009.7

FEine weitere Mafinahme zur Kosteneinsparung in Krankenh&usern ist die erhéhte Auslastung der
Kapazitdten. Da die Medizintechnik in einigen Féllen als eigenstandige Leistung abgegolten werden
kann, besteht ein starker Anreiz, die drztliche Leistungserbringung in diesem Bereich auszuweiten.®
Daher werden die medizinischen Diagnosegeréite in Krankenh&usern zunehmend auch ambulanten
Patienten zur Verfiigung gestellt, die sich nur fiir eine Untersuchung an diesen Geréten in das
Krankenhaus begeben.

Auch in der ambulanten Gesundheitsfiirsorge, gerade in Einrichtungen mit kostenintensiver Aus-
stattung, ist eine héhere Auslastung wichtig. Ambulante Behandlungen werden durch ein separates
Finanzierungssystem abgedeckt, bei dem keine Fallpauschalen existieren. Hierbei ist die Gesamt-
vergiitung eines Arztes durch eine bestimmte Leistungsgrenze beschriankt, die in Abhéngigkeit der
Anzahl der behandelten Patienten bzw. der Schwere ihrer Erkrankungen festgelegt wird. Die Ge-
samtvergiitung aller Kassenirzte ist zusétzlich durch ein festes Gesamtbudget beschrinkt.”

Durch eine steigende Anzahl ambulanter Arzte und zunehmende Fallzahlen sowie kosteninten-
sivere Behandlungen nimmt die Vergiitung in diesem System fiir einen Patienten kontinuierlich
ab.'? Da nun die Gesamtvergiitung eines Arztes fiir einen einzelnen Patienten, vereinfacht gesehen,
beschréankt ist, kann ein Arzt seinen Verdienst durch Ausdehnung seiner Leistungen bei gleichblei-
bender Patientenzahl nur geringfiigig erhéhen und muss, um eine Finanzierung seiner Ausstattung
zu gewéhrleisten, eine erhohte Praxisauslastung anstreben.

Neben den steigenden Kosten fiir das Gesundheitswesen hat sich in den letzten Jahren der An-
spruch der Bevolkerung auf eine qualitativ gute und schnell zugéngliche medizinische Versorgung
erhoht. !

1.2 Motivation

Aufgrund der in Abschnitt 1.1 dargestellten Entwicklungen im Gesundheitswesen stehen medizi-
nische Einrichtungen immer stiarker unter dem Druck, ihr Kapazitdtsmanagement zu verbessern
und damit kostengiinstig zu arbeiten und die medizinischen Ressourcen nicht nur effektiv, sondern
auch effizient einzusetzen. Daher muss sowohl die Planung der Kapazititen verbessert als auch die
Ablaufe in der Einrichtung effizienter gestaltet werden. Hierzu gehort eine verbesserte Auslastung
und Zuteilung der Ressourcen. Um diese Ziele zu erreichen, gehen stationdre Einrichtungen immer
mehr dazu iiber, ihre Ressourcen, wie z.B. CT- oder MRT-Geréte, auch ambulanten Patienten zur
Verfiigung zu stellen. Aber auch ambulante Einrichtungen suchen nach Wegen, ihre Auslastung zu
erhohen. Gleichzeitig miissen jedoch hohe Qualitdtsstandards erhalten bzw. erreicht und kunden-
orientiert gearbeitet werden. Dabei wird als zentrales Kriterium fiir die Kundenzufriedenheit laut
Perez et al. (2011) in der Regel die Wartezeit der Patienten verwendet, wobei zwischen direkter und

SSiehe Fallpauschalenvereinbarung 2012 (2011) §1 Absatz 1-3 sowie §2.
"Siehe Bundesministerium fiir Gesundheit (2005) Tabelle 11.4.

8Siche Bundesministerium fiir Bildung und Forschung (2005) S.655.
?Siehe Hajen et al. (2008) 143fF.

98iehe von der Schulenburg und Greiner (2007) 59f.

"Siche Hajen et al. (2008) S. 96.



1.2 Motivation

indirekter Wartezeit unterschieden wird. Die direkte Wartezeit umfasst die Wartezeit eines Pati-
enten zwischen der Ankunft in der medizinischen Einrichtung und dem Beginn seiner Behandlung.
Als indirekte Wartezeit wird dagegen die Dauer zwischen der Behandlungsanfrage eines Patienten
und dem Beginn seiner Behandlung bezeichnet. Angemerkt sei jedoch, dass Anbieter medizinischer
Leistungen unabhéngig von der Wartezeit ihrer regulidren Patienten stets verpflichtet sind, Notfélle
zu behandeln und ggf. Vorrang zu gewéhren.

Nach Patrick und Puterman (2008) sind Methoden des Operations Researchs ein vielverspre-
chendes Instrument zur Reduzierung von Kosten und zur Verbesserung des Zugangs zu Leistungen
des Gesundheitssystems. Um das Gebiet der Planung und Kontrolle medizinischer Einrichtungen
zu strukturieren, entwickelten Hans et al. (2012) einen theoretischen Rahmen, der drei Ebenen
unterscheidet: Die strategische, die taktische sowie die operative Ebene.

Auf strategischer Ebene werden Entscheidungen getroffen, welche die Ziele unternehmenspoli-
tischer Rahmenplanungen umsetzen sollen. Diese Entscheidungen sind langfristig ausgelegt, d.h.,
sie werden mindestens ein Jahr im Voraus getroffen und basieren im Allgemeinen auf aggregierten
Informationen und Prognosen. In Hinblick auf das Kapazitdtsmanagement medizinischer Einrich-
tungen gehoren hierzu Entscheidungen iiber die Planung und Einrichtung von Operationssélen oder
die Anschaffung hochpreisiger medizinischer Geréte.

Die taktische Ebene des Kapazitdtsmanagements beinhaltet Entscheidungen iiber den Einsatz
der zur Verfiigung stehenden Ressourcen iiber einen mittelfristigen Planungshorizont, der von meh-
reren Wochen bis zu einigen Monaten reicht. Beispiele fiir solche Entscheidungen sind die Zuteilung
der vorhandenen Ressourcen auf bestimmte Bereiche (z.B. die Zuweisung von Personal auf die ver-
schiedenen Stationen) und deren Verwendung innerhalb dieser (z.B. Gestaltung des Terminplanes
oder Gestaltung von Schichtplénen).

Auf der operativen Ebene werden kurzfristige Entscheidungen getroffen, die den Ablauf einer
Gesundheitseinrichtung unmittelbar beeinflussen. Im Bereich des Kapazitdtsmanagements bedeutet
dies, die vorhandenen Ressourcen optimal auszulasten.

Die operative Ebene wird in zwei Bereiche unterteilt: die offline-Ebene und die online-Ebene.
Auf der offline-Ebene werden Entscheidungen fiir einen bestimmten Zeitraum im Voraus getroffen.
Hierzu gehoren die Terminplanung von ambulanten Patienten oder Operationen sowie die Schicht-
planung des Personals, wobei nicht wie auf der taktischen Ebene die Gestalt der Termin- bzw.
Schichtpléne im Vordergrund steht, sondern die Zuteilung der Patienten bzw. des Personals auf
die freien Termine bzw. die Schichten. Die online-Ebene verlduft dagegen in ,Echtzeit®. Bei die-
ser werden die Ablaufprozesse in der Gesundheitseinrichtung iiberwacht und ggf. gesteuert. Hierzu
gehoren unter anderem die Koordinierung von Notfallpatienten und Patienten ohne Termin sowie
die Reaktion auf unplanméflige Ereignisse. Die konkreten Aufgaben der Entscheidungstrager um-
fassen damit die Aufnahme von Patienten, also die Ressourcenauslastung, sowie die Steuerung der
Behandlungsabfolge der verschiedenen Patienten, also die Ressourcenzuweisung.'?

Vor allem auf der operativen Ebene und hier besonders in den Bereichen der Terminplanung und
der Steuerung der Ablaufprozesse besteht in vielen Einrichtungen noch ein hohes Verbesserungspo-
tenzial.!'® Diese beiden Steuerungsmoglichkeiten sind eng miteinander verwoben und beeinflussen
sich gegenseitig. Durch die Terminplanung wird bestimmt, wann ein Patient welche Behandlung

12Finige Arbeiten unterscheiden die Terminplanung von der Steuerung der Ablaufprozesse auch durch die Begriffe
sadvance scheduling® bzw. ,allocation scheduling®, siehe z.B. Magerlein und Martin (1978).

13Djes liegt unter anderem daran, dass mathematisch fundierte Methoden zur Losung des Problems von vielen
Anbietern medizinischer Leistungen und dem verantwortlichen Personal als zu kompliziert abgelehnt werden.
Bisweilen herrscht aber auch die Uberzeugung, dass die praktische Erfahrung in diesen Bereichen mathematischen
Methoden tiberlegen ist. Siehe z.B. Ayvaz und Huh (2010).
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erhalten soll. Jedoch wird eine optimale Planung durch den sequentiellen Buchungsprozess, die zu-
falligen Patientenankiinfte, Stornierungen, die Variabilitdt der Behandlungszeiten, unterschiedliche
Dringlichkeiten sowie Patienten, die zu ihrem Termin nicht erscheinen (sogenannte no-shows) oder
zu spét erscheinen, gestort.'* Dariiber hinaus werden in Einrichtungen, in denen sowohl stationire
als auch ambulante Patienten behandelt werden, meist nur ambulanten Patienten Termine zuge-
wiesen, nicht jedoch Patienten, die sich stationdr in der Einrichtung befinden. Auch der Bedarf,
der von Notfallpatienten generiert wird, entsteht zuféllig. Durch all diese Einflussfaktoren kénnen
grofle Unsicherheiten in der geplanten Auslastung entstehen. Um die Auswirkungen moglichst gut
handzuhaben, bietet sich die dynamische Kapazitatssteuerung an.

Sowohl in ambulanten Einrichtungen als auch solchen, die sowohl stationére und ambulante Pati-
enten behandeln, kann eine erhéhte Ressourcenauslastung dadurch erreicht werden, dass Patienten
ohne Vergabe eines Termines noch am gleichen Tag, an dem sie eine Behandlung anfragen, behan-
delt werden. Dieses Konzept wird als open-access bezeichnet. Bei der Umsetzung dieses Konzeptes
ist es gerade in Hinblick auf die direkten Wartezeiten, die auch fiir Patienten ohne Termin relevant
sind, von grofler Bedeutung, den Zufluss von Patienten iiber den Tag hinweg zu steuern.

In Einrichtungen, die sowohl ambulante als auch stationire Patienten behandeln, ist in Hinblick
auf die Wartezeiten der ambulanten und die Aufenthaltszeiten der stationdren Patienten neben
der Ressourcenauslastung die Ressourcenzuweisung auf die einzelnen Patientenklassen von grofler
Bedeutung. So sollte bei der Aufteilung der Ressourcen beachtet werden, dass die direkte Warte-
zeit ambulanter Patienten nicht zu hoch ausfillt, da dies zu Unzufriedenheit der Patienten fiihrt,
was wiederum ggf. mit einem Verlust zukiinftiger Patienten verbunden ist. Andererseits kann eine
verschobene bzw. zu spéat erfolgte Behandlung stationirer Patienten zu einer verldngerten Aufent-
haltszeit fithren.

Im Folgenden gehen wir kurz ndher auf die drei Bereiche Terminplanung ambulanter Patienten,
Ressourcenauslastung durch open-access sowie die Ressourcenzuweisung auf verschiedene Patienten
ein.

Terminplanung

Im Kontext des Gesundheitswesens gibt ein Terminplan an, wann die Behandlungen welcher Pa-
tienten beginnen sollen. Bei der Terminplanung wird demnach Patienten, die eine Behandlung
bendétigen, ein Zeitpunkt oder aber auch ein Zeitraum zugewiesen, zu dem bzw. innerhalb dessen
diese Behandlung beginnen soll. Die Terminplanung verfolgt nach Liu et al. (2010) zwei Ziele: Zum
einen soll den Patienten ein besserer Service geboten werden, da mit Hilfe der Terminplanung die
direkte Wartezeit verkiirzt werden kann. Zum anderen soll die medizinische Einrichtung vor einer
hohen Fluktuation in der Auslastung geschiitzt werden. Durch eine geringe Fluktuation erhélt die
Einrichtung eine gewisse Planungssicherheit sowie eine gleichméfige Auslastung und kann den Be-
darf an Ressourcen, wie z.B. den Personalbedarf, besser abschitzen. Kaandorp und Koole (2007)
merken zudem an, dass durch die Terminplanung die Leerlaufzeit der Ressourcen verkiirzt werden
soll. Um diese Ziele zu erreichen, wird in der Literatur meist eine Linearkombination aus direkter
Wartezeit der Patienten, Leerzeit der Behandlungsressourcen sowie Anzahl der Uberstunden als das
durch die Terminplanung zu optimierende Leistungsmaf gewihlt.'® Je nach Priferenzen der me-
dizinischen Einrichtung werden dann die verschiedenen Gréfien unterschiedlich stark gewichtet. In
einigen wenigen Arbeiten wird statt der direkten auch die indirekte Wartezeit bei der Optimierung

1Siche Gupta und Wang (2012) S. 65.
5Siche z.B. Cayirli und Veral (2003) S. 525



1.2 Motivation

einbezogen.'6

Bei der Gestaltung von Terminpldnen miissen verschiedene Einflussfaktoren beriicksichtigt wer-
den. Nach Cayirli und Veral (2003) sind die wichtigsten Einflussfaktoren die Anzahl der zur Ver-
fiigung stehenden Behandlungsressourcen (z.B. Arzte, CT-Gerite, etc.), die Anzahl der Dienstleis-
tungen, die ein Patient benétigt, die Anzahl der Patienten, die in einer Behandlungsperiode (z.B.
Tag) behandelt werden konnen, der Ankunftsprozess der Patienten, die Verteilung der Behand-
lungszeiten, die Reihenfolge, in der wartende Patienten behandelt werden, sowie die Mdoglichkeit
zur Unterbrechung einer Behandlung. Sieht sich die medizinische Einrichtung mit verschiedenen
Patientenklassen konfrontiert, so miissen auch diese beriicksichtigt werden.

Nach der Gestaltung von Terminplénen und der Zuweisung von Patienten auf diesen ergibt sich
der Terminplan dann meist als eine Unterteilung eines Tages in Abschnitte gleicher oder unter-
schiedlicher Lénge, in denen jeweils eine bestimmte Anzahl von Patienten eingeplant sind.'”

Open-Access

Die Idee des open-access Konzeptes besteht darin, Patienten die Moglichkeit zu geben, sich sowohl
im Voraus zu einer Behandlung anzumelden, als auch ohne vorherige Anmeldung eine solche zu
erhalten. Dieses Konzept wird seit den frithen 90er Jahren vermehrt in Einrichtungen eingesetzt, die
urspriinglich nur nach Terminvergabe behandelt haben. Nach Virji (1990) erhalten mit diesem Kon-
zept sozial schwéichere Bevolkerungsgruppen einen besseren Zugang zu medizinischen Leistungen,
da ein System, welches auf strikter Terminplanung beruht, diese Patienten benachteiligt. Murray
und Tantau (2000) schlagen das open-access Konzept aber auch vor, um lange indirekte Warte-
zeiten zu vermeiden. Dabei ist dieses Konzept vorwiegend fiir ambulante Einrichtungen geeignet.
Da die Anzahl der no-shows und der Stornierungen mit der indirekten Wartezeit steigt, kann ei-
ne Behandlungspolitik rein durch Terminvergabe zu einer unausgelasteten Einrichtung fithren und
damit zu einer Verschwendung von Ressourcen sowie Gewinneinbufien. So ergaben sich nach einer
Studie von Gallucci et al. (2005) in einer psychiatrischen Ambulanz no-show- und Stornierungs-
wahrscheinlichkeiten in Hohe von 0,12 bis 0,44 bei einer Terminvergabe von 0 bis 13 Tage vor dem
eigentlichen Termin. Moore et al. (2001) beobachteten in einer allgemeinmedizinischen Praxis einen
Anteil von no-shows und Stornierungen in Hohe von 31% und schétzte die dadurch entstandenen
jahrlichen Gewinneinbuflen zwischen 3% und 14% ein. Ein weiterer Nachteil langer indirekter War-
tezeiten liegt nach Murray und Berwick (2003) aber auch in einer moglichen Verschlechterung des
Gesundheitszustandes der Patienten.

Um sowohl eine niedrigere Stornierungs- bzw. no-show-Rate als auch eine hohe Auslastung zu
erreichen, wird beim open-access nur ein Teil der Ressourcen durch Terminvergabe belegt und die
restlichen fiir die Nachfrage unangemeldeter Patienten reserviert. Murray und Tantau (2000) emp-
fehlen z.B., nur ca. ein Drittel der Ressourcen im Voraus zu vergeben. Dies fiihrt in der Regel zu
geringeren indirekten Wartezeiten bei den Patienten mit Termin und damit zu einem niedrigeren
Anteil von no-shows und Stornierungen. Gleichzeitig miissen aber auch fiir Patienten ohne Termin
die direkten Wartezeiten beriicksichtigt werden. Aus dem Ziel, sowohl niedrige direkte Wartezeiten
als auch eine hohe Auslastung zu erreichen, ergibt sich neben der Terminplanung, die eine geeig-
nete Anzahl freier Termine bereithélt, eine besondere Bedeutung fiir die Aufnahmekontrolle der
Patienten. Hier stellt die dynamische Kapazititssteuerung Konzepte zur Losung des Problems der
Ressourcenauslastung bereit.

6Sieche Gupta und Denton (2008) S. 809.
"Das bedeutet, dass einigen Abschnitten auch keine Patienten zugewiesen sein kénnen.
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Ressourcenzuweisung

Die dynamische Ressourcenzuweisung ist vor allem in medizinischen Einrichtungen von grofler Be-
deutung, in denen verschiedene Patiententypen behandelt werden. In diesen Einrichtungen ist es
oftmals sinnvoll, die Patienten abweichend von ihren Terminen zu behandeln. So treten in Einrich-
tungen, in denen sowohl stationare als auch ambulante Patienten behandelt werden, Situationen
auf, in denen die ambulanten Patienten trotz ihres Termines nicht oder erst spater behandelt wer-
den. Dies ist zumeist dadurch begriindet, dass stationdr aufgenommene Patienten hohe Kosten
verursachen, sollten sie aufgrund einer verzégerten Behandlung ldnger in der Einrichtung verblei-
ben als vorgesehen, und, dass diese durch das Fallpauschalensystem nicht oder nur zum Teil er-
stattet werden. Die Entscheidungstrager miissen daher abwégen, ob eine Priorisierung stationérer
Patienten eine langere direkte Wartezeit oder sogar die Nichtbehandlung eines ambulanten Patien-
ten rechtfertigt oder ob das Risiko eingegangen werden soll, einen stationdren Patienten langer in
der Einrichtung zu behalten. Auch hier bietet die dynamische Kapazitidtssteuerung Konzepte zur
Losung des Problems der Ressourcenzuweisung.

1.3 Problembeschreibung und Ziel dieser Arbeit

In der vorliegenden Arbeit beschéftigen wir uns mit der dynamischen Kapazititssteuerung einer
medizinischen Einrichtung iiber einen Tag hinweg. Dabei konzentrieren wir uns auf die online-Ebene
des Kapazitdtsmanagements und setzen voraus, dass die Terminplanung bereits abgeschlossen ist.
Ziel unserer Arbeit ist es, Strategien zu ermitteln, die eine gewinnoptimale Auslastung bzw. eine
gewinnoptimale Zuweisung von Behandlungsressourcen sicherstellen. Erstrebenswert sind hierbei
vor allem einfach strukturierte, dynamische Entscheidungsregeln. Zur Untersuchung der beiden
Probleme der Ressourcenauslastung und Ressourcensteuerung formulieren wir zwei Modelle, die
entsprechende Situationen in medizinischen Einrichtungen abbilden.

Im ersten Modell untersuchen wir die Ressourcenauslastung durch Aufnahmesteuerung in einer
ambulanten medizinischen Einrichtung, die mit dem open-access Konzept arbeitet. In einer sol-
chen Einrichtung kénnen sich Patienten sowohl im Voraus einen Termin zuweisen lassen als auch
unangemeldet eine Behandlung nachfragen. Unter der Bedingung, dass angemeldete Patienten mit
Termin sowie unangemeldete Patienten, die als Notfille klassifiziert werden, bei Ankunft in der
Einrichtung nicht abgelehnt werden diirfen, stehen die Entscheidungstriager dieser Einrichtung vor
dem Problem zu entscheiden, ob ein nicht angemeldeter Patient, der nicht als Notfall klassifiziert
wurde, abgelehnt oder in den Warteraum gefiihrt werden soll und somit auf eine Behandlung wartet.
Damit muss abgewogen werden zwischen der Annahme eines Patienten, um zusétzliche Gewinne
zu realisieren, und der Ablehnung eines solchen, um die Kapazitit zugunsten zukiinftiger Patienten
freizuhalten bzw. eventuelle Verluste durch Wartezeiten oder Uberstunden zu vermeiden.

Im zweiten Modell betrachten wir die Ressourcenzuweisung auf mehrere Patientenklassen in einer
medizinischen Einrichtung. Ambulante, stationdre und Notfallpatienten teilen sich dabei eine oder
mehrere identische Ressourcen. Wahrend Notfallpatienten stets priorisiert werden miissen, stellt
sich fir die Entscheidungstréager der Einrichtung die Frage, ob die verbliebenen Behandlungsres-
sourcen ambulanten oder stationdren Patienten zugewiesen werden sollten. Die Behandlungszeit ist
dabei deterministisch und die Patientenklassen werden durch unterschiedliche Gewinne, die durch
eine Behandlung generiert werden, Wartekosten pro Zeiteinheit und Strafkosten, die bei Nichtbe-
handlung am Ende des Behandlungstages realisiert werden, charakterisiert.

Die aus den beschriebenen Entscheidungssituationen resultierenden Optimierungsprobleme for-
mulieren wir jeweils als Markovsche Entscheidungsprozesse mit dynamischer Umwelt. Dies ermog-
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licht uns, zum einen zuféllige Entwicklungen iiber den betrachteten Planungshorizont und zum
anderen Abhéangigkeiten von dufleren Faktoren zu berticksichtigen. Als zu optimierendes Leistungs-
mafl verwenden wir dabei jeweils den erwarteten Gesamtgewinn eines Tages, wobei sich dieser
aus Gewinnen fiir aufgenommene Patienten bzw. abgeschlossenen Behandlungen, Kosten fiir die
Wartezeiten der einzelnen Patienten sowie Kosten fiir Uberstunden oder eine Nichtbehandlung am
Tagesende zusammensetzt. Da fiir diese Entscheidungsprobleme in der Praxis einfach strukturierte
Regeln leichter zu vermitteln und umzusetzen sind, konzentrieren wir uns bei der Analyse beider
Modelle vor allem darauf, die Struktur optimaler Entscheidungsregeln zu untersuchen.

1.4 Gliederung

Diese Arbeit ist in folgender Weise aufgebaut:

Zunichst wird in Kapitel 2 die fiir unsere Arbeit relevante Literatur vorgestellt. Dabei konzentrie-
ren wir uns insbesondere auf die Terminplanung, das open-access Konzept und die dynamische Ka-
pazitatssteuerung im Gesundheitswesen. Zudem gehen wir kurz auf verwandte Problemstellungen
aus den Bereichen der Warteschlangen, des Revenue Managements sowie der Produktionssysteme
und der Lagerhaltung ein.

In Kapitel 3 fithren wir die fiir diese Arbeit notwendigen theoretischen Grundlagen ein. Da wir
die in Abschnitt 1.3 beschriebenen Probleme als Markovsche Entscheidungsprozesse mit endlichem
Horizont und dynamischer Umwelt formulieren, fithren wir diese in Abschnitt 3.1 zunéchst ohne
und dann mit dynamischer Umwelt ein. Fiir die Analyse der Modelle benétigen wir die Konzepte
der Konkavitdt und Multimodularitat, welche in Abschnitt 3.2 eingefiihrt werden. Hier werden
zudem zwei zentrale und fiir die Arbeit duflerst wichtige Satze formuliert und bewiesen.

Im darauffolgenden Kapitel widmen wir uns der Problemstellung der Ressourcenauslastung. Da-
zu wird in Abschnitt 4.1 die zugrunde liegende Situation beschrieben und diese in Abschnitt 4.2 als
Markovscher Entscheidungsprozess formuliert. Anschliefend wird das Modell in Abschnitt 4.3 auf
Strukturaussagen untersucht. Als zentrales Ergebnis erhalten wir die Optimalitidt einer sogenann-
ten Control-Limit-Rule, welche die optimale Anzahl der Patienten angibt, die zu jedem Zeitpunkt
und in jedem Zustand aufgenommen werden sollen. Daraufhin werden Untersuchungen iiber die
Abhéngigkeit der optimalen Politiken von dem Zeitpunkt und dem Umweltzustand unternommen.
In Abschnitt 4.4 gehen wir auf die Verflechtung von Terminplanung und Ressourcenauslastung
ein. Hierzu wird dem Modell ein expliziter Terminplan zugrunde gelegt und gepriift, inwiefern
die Control-Limit-Rule vom Terminplan abhéngt. AbschlieBend werden in 4.5 spezielle Behand-
lungszeitverteilungen und Kostenfunktionen untersucht und in 4.6 einige Beispiele fiir die Umwelt
vorgestellt.

In Kapitel 5 beschéftigen wir uns mit der Ressourcenzuweisung auf verschiedene Patientenklassen.
Die Vorgehensweise erfolgt hier analog zu Kapitel 4. Zunéchst wird in 5.1 die Situation beschrie-
ben und in 5.2 als Markovscher Entscheidungsprozess formuliert. Es folgen Strukturaussagen in 5.3
mit dem zentralen Resultat der Optimalitit einer monotonen Switching-Curve fiir den Fall einer
Behandlungseinheit. Fiir den Fall mehrerer Behandlungseinheiten kénnen wir anschlieend eine
dhnliche Struktur ermitteln. In 5.4 erfolgt erneut eine Untersuchung der Verflechtung von Termin-
planung und Ressourcenzuweisung. In Abschnitt 5.5 setzen wir uns wiederum mit verschiedenen
Kostenfunktionen und Ankunftsverteilungen auseinander und in 5.6 prasentieren wir Beispiele fiir
die Umwelt.

Kapitel 6 fasst unsere Ergebnisse zusammen und gibt einen Ausblick auf mogliche Erweiterungen
der Modelle.
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Abschlieflend findet sich im Anhang dieser Arbeit die Formulierung eines erweiterten Modells,
welches die Probleme der Ressourcenauslastung und Ressourcenzuweisung simultan betrachtet. Auf
eine ndhere Untersuchung oder Strukturaussagen wird jedoch verzichtet.
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In diesem Kapitel stellen wir einen Uberblick iiber die fiir unsere Modelle relevante Literatur vor.
Hierbei versuchen wir, die aufgefiihrten Arbeiten verschiedenen Kategorien zuzuordnen. Gehort
eine Arbeit zu mehreren dieser Kategorien, so erfolgt eine Einordnung der Veréffentlichung in Ab-
héangigkeit ihres Einflusses auf unsere Arbeit. Auch wenn in unserer Arbeit die Terminplanung von
ambulanten Patienten nicht betrachtet und ein gegebener Terminplan vorausgesetzt wird, so ge-
ben wir aufgrund der engen Verflechtung mit der dynamischen Kapazitéitssteuerung dennoch einen
kurzen Uberblick iiber einige wichtige Arbeiten dieses Gebiets. AnschlieBend gehen wir auf zentrale
Veroffentlichungen aus den Gebieten des open-access und der dynamischen Kapazitatssteuerung
ein. Zuletzt stellen wir relevante Arbeiten verwandter Anwendungsgebiete sowie einige fiir uns
grundlegende Veroffentlichungen aus dem Bereich der Steuerung von Warteschlangen vor. Bis auf
den Abschnitt zur Terminplanung stellen wir dabei jeweils auch die Unterschiede zu den von uns
betrachteten Modellen vor.

2.1 Terminplanung im Gesundheitswesen

Die Terminplanung von ambulanten Patienten ist der Forschungsbereich, der innerhalb der ope-
rativen Steuerung medizinischer Einrichtungen die gréfite Aufmerksamkeit erfahrt. Umfangreiche
Ubersichten iiber die Literatur zur Terminplanung finden sich in Cayirli und Veral (2003), Mond-
schein und Weintraub (2003) und Gupta und Denton (2008). Mondschein und Weintraub (2003)
bieten dabei einen allgemein gehaltenen Uberblick, wihrend sich Gupta und Denton (2008) mit
der Terminplanung von OP-Sélen beschéftigen. Cayirli und Veral (2003) konzentrieren sich auf die
Terminplanung von ambulanten Patienten.

Zu unterscheiden sind die statische und die dynamische Terminplanung. Bei der statischen Ter-
minplanung wird der endgiiltige Terminplan bereits vor dem zu planenden Behandlungstag festge-
legt, Anderungen nach Tagesbeginn werden nicht mehr beriicksichtigt. Bei der dynamischen Ter-
minplanung hingegen kann der vorhandene Terminplan wahrend des Tages durch neue Termine
erganzt bzw. durch Terminverlegungen verdndert werden. Wir betrachten hier nur die statische Ter-
minplanung, da in unseren Modellen aus den Kapiteln 4 und 5 zwar Stornierungen und no-shows,
jedoch keine Einplanung neuer Termine sowie Terminverlegungen zugelassen werden. Unabhéngig
von einer statischen oder dynamischen Betrachtungsweise, kann die Terminplanung hinsichtlich des
Buchungsprozesses in die nicht-sequentielle Planung und die sequentielle Planung eingeteilt wer-
den. Bei der nicht-sequentiellen Planung ist die Anzahl der Patienten, die an einem bestimmten
Tag behandelt werden sollen, fest vorgegeben und es muss auf Grundlage dieser Zahl jedem dieser
Patienten ein Termin zugewiesen werden. Bei der sequentiellen Planung hingegen erfolgen die Pa-
tientenankiinfte einzeln iiber einen gewissen Buchungszeitraum hinweg. Fiir einen Patienten, der
an einem bestimmten Tag behandelt werden méchte, muss dann entschieden werden, ob und wann
ihm ein Termin zugewiesen wird, ohne Sicherheit dariiber zu besitzen, wann und wieviele weitere
Anfragen fiir diesen Tag eintreffen. Neben der Vergabe von Terminen gehort zur Terminplanung im
weiteren Sinne auch die Festlegung der Anzahl innerhalb eines Tages zu behandelnden Patienten,
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wobei auch hier wieder die statische von der dynamischen Planung unterschieden werden kann. Die
Literatur zur statischen Terminplanung ist dabei deutlich umfangreicher als die zur dynamischen
Terminplanung. Dabei liegt der Fokus generell auf zwei Methoden, die bei der Terminplanung an-
gewendet werden. Bei der ersten wird die Leistungsfahigkeit vorgegebener Terminplanungsregeln
- vorwiegend durch Simulation - beurteilt und verglichen. Bei der zweiten werden Algorithmen
entwickelt, mit deren Hilfe moglichst gute Terminplane bestimmt werden kénnen.

Die ersten Arbeiten, die sich mit der statischen Terminplanung beschéaftigten, sind Bailey (1952),
Lindley (1952) sowie Welch und Bailey (1952).

In Welch und Bailey (1952) wurde die bekannte Bailey-Welch-Regel entwickelt. Bei dieser wer-
den N + 1 an einem Tag zu behandelnde Patienten so {iber den Tag hinweg aufgeteilt, dass dieser
in N gleich lange Teilabschnitte zerlegt wird. Im ersten Abschnitt werden dann zwei Patienten
und in den dbrigen Abschnitten genau ein Patient eingeplant. Mit dieser Vorgehensweise soll der
Effekt von no-shows und Verspéatungen ausgeglichen werden. Ho und Lau (1992) konnten in einer
Simulationsstudie die Leistungsfahigkeit dieser Regel zeigen. In den von Ho und Lau (1992) unter-
suchten Situationen hat die Regel verglichen mit anderen Terminplanungsregeln zwar selten den
besten Terminplan erzeugt, jedoch hat sie in den verschiedenen Situationen gleichbleibend gute
Ergebnisse geliefert.

Die Arbeit von Cayirli et al. (2006) betrachtet die statische Terminplanung fiir den Fall zwei-
er verschiedener Klassen ambulanter Patienten, die sich in der Lange ihrer Untersuchungszeiten
unterscheiden. Zudem werden no-shows und Patienten, die ohne einen Termin in der Einrichtung
eintreffen, beriicksichtigt. Die Autoren fiihren eine Simulationsstudie durch, in der sie den Einfluss
verschiedener Terminplanungsregeln, die die Behandlungszeitpunkte sowie die Anzahl der zu be-
handelnden Patienten festlegen, sowie den Einfluss von Sequenzierungsregeln, die die Reihenfolge,
in der die beiden Patientenklassen behandelt werden sollen, festlegen, untersuchen. Cayirli et al.
(2006) zeigen zum einen, dass die Bailey-Welch-Regel in den von ihnen untersuchten Situationen
eine der besten Terminplanungsregeln ist, und zum anderen, dass die Sequenzierungsregel einen
starkeren Einfluss auf die Leistung des Systems hat. Dariiber hinaus kommen sie zu dem Ergebnis,
dass bei einer starken Gewichtung der Wartezeiten und einer geringen Gewichtung von ggf. notwen-
digen Uberstunden Patienten mit lingerer Behandlungszeit am Ende des Tages eingeplant werden
sollten, wiahrend andersrum diese am Anfang des Tages eingeplant werden sollten. Bei einer ausge-
glichenen Gewichtung ist stattdessen eine alternierende Sequenzierung zu bevorzugen. Die Arbeit
von Cayirli et al. (2006) wird von Cayirli et al. (2008) erweitert, indem im Zuge der Sequenzierung
auch die Zeit zwischen zwei Terminen angepasst wird.

Sickinger und Kolisch (2009) untersuchen mittels Simulation eine Erweiterung der Bailey-Welch-
Regel zur Terminplanung ambulanter Patienten und beriicksichtigen dabei auch die Nachfrage
stationdrer Patienten und Notféllen. LaGanga und Lawrence (2007) ermitteln auf Basis einer Si-
mulationsstudie, inwiefern no-shows durch Uberbuchungen kompensiert werden kénnen. Sie kénnen
dabei zeigen, dass der Zugang zu medizinischen Leistungen und auch die Produktivitiat medizini-
scher Einrichtungen durch Uberbuchung deutlich verbessert werden. Sie zeigen aber auch, dass die
Uberbuchung lingere Wartezeiten und Uberstunden zur Folge haben kann. Diesen Konflikt zwi-
schen den positiven und negativen Effekten der Uberbuchung versuchen LaGanga und Lawrence
(2007) mit Hilfe von Nutzenfunktionen zu erfassen. Ihre Simulationsstudie verdeutlicht diesbe-
ziiglich, dass Uberbuchung vor allem in Einrichtungen mit einer grofien Patientenanzahl, hohen
no-show Raten und geringer Variabilitit in der Behandlungszeit sinnvoll ist.

Zu den Arbeiten, die sich mit der Bestimmung optimaler Terminpléne beschéftigen, gehért Kaan-
dorp und Koole (2007). In dieser wird ein nicht-sequentieller Buchungsprozess und fiir die einzel-
nen Patienten exponentialverteilte Behandlungszeiten unterstellt. Es werden keine Verspéatungen,
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jedoch no-shows berticksichtigt. Kaandorp und Koole (2007) kénnen zeigen, dass das zu optimieren-
de Leistungsmaf} ihres Optimierungsproblems eine multimodulare Funktion darstellt. Mit Hilfe von
Ergebnissen aus Koole und van der Sluis (2003) stellen sie dann einen Local-Search Algorithmus
vor, mit dem ein optimaler Terminplan bestimmt werden kann.

Weitere Arbeiten, die sich mit der Bestimmung optimaler Terminplédne befassen, sind z.B. Koele-
man und Koole (2012) und den Boer et al. (2009). In diesen werden neben ambulanten Patienten
weitere Patientenklassen beriicksichtigt. Koeleman und Koole (2012) erweitern dabei die Arbeit von
Kaandorp und Koole (2007), indem sie beliebige, aber unabhéngig und identisch verteilte Behand-
lungszeiten zulassen und zusétzlich die Ankunft von Notféllen, die méglichst ohne Verzug behandelt
werden sollten, berticksichtigen. Analog zu Kaandorp und Koole (2007) weisen die Autoren nach,
dass das zugrunde liegende Leistungsmafl multimodular ist, und ermitteln einen optimalen Termin-
plan mittels eines Local-Search Algorithmus’.

In den Boer et al. (2009) wird hingegen ein analytischer Ansatz zur Bestimmung eines optima-
len Terminplanes gewéhlt. In dieser Arbeit wird eine radiologische Abteilung eines Krankenhauses
betrachtet, in der sowohl ambulante, stationédre als auch Notfallpatienten behandelt werden. Fiir
die Behandlung dieser Patienten stehen c¢ identische diagnostische Geréte zur Verfiigung, wobei die
Dauer einer Untersuchung genau eine Zeiteinheit umfasst. Ambulante Patienten treffen nun gemés
eines Terminplans ein, wobei eine konstante no-show Wahrscheinlichkeit angenommen wird, wohin-
gegen Notfille und stationdre Patienten zu zufélligen Zeitpunkten eine Untersuchung nachfragen.
Liegen mehrere Anfragen vor, so besitzen Notfille die hochste Prioritét, wihrend ambulante Pa-
tienten stationédren vorgezogen werden. den Boer et al. (2009) konnen nun fiir das resultierende
Optimierungsproblem zeigen, dass ein optimaler Terminplan existiert, der den ersten n Zeiteinhei-
ten genau ¢ ambulanten Patienten zuweist.

Muthuraman und Lawley (2008) entwickelten ein Modell zur sequentiellen Buchung von Pati-
enten. Dabei unterstellen sie exponentialverteilte Behandlungszeiten sowie verschiedene Patienten-
klassen, die jeweils durch unterschiedliche no-show Wahrscheinlichkeiten charakterisiert werden. Ziel
der Untersuchung ist es, den wéhrend eines Behandlungstages erzielten erwarteten Gesamtgewinn
zu maximieren, der sich als Linearkombination der einzelnen Behandlungserlése, der Wartekosten
sowie der Aufwendungen fiir Uberstunden ermitteln lisst. Unter Vernachlissigung der unterschied-
lichen no-show-Wahrscheinlichkeiten schlagen Muthuraman und Lawley (2008) vor, ankommende
Kunden solange in den Terminplan dieses Tages aufzunehmen, bis der erwartete Gewinn dieses
Tages durch die Aufnahme eines zusétzlichen Patienten fallen wiirde. Ein angenommener Patient
wird dabei immer genau dem Termin zugewiesen, der die groftmogliche Gewinnsteigerung ver-
spricht. Da Muthuraman und Lawley (2008) zeigen konnen, dass die Zielfunktion unimodal ist, ist
dabei sichergestellt, dass diese Stoppregel in Bezug auf den verwendeten Algorithmus optimal ist.
Zeng et al. (2010) gelingt es zudem, zu zeigen, dass die in Muthuraman und Lawley (2008) zugrun-
de liegende Zielfunktion zwar unimodal, nicht jedoch multimodular ist. Dies bedeutet wiederum,
dass innerhalb des korrespondierenden nicht-sequentiellen Problems bei Durchfithrung eines Local-
Search Algorithmus’ nicht zwangslaufig ein optimaler Terminplan gefunden werden kann. Dariiber
hinaus entwickeln sie die Regel von Muthuraman und Lawley (2008) insofern weiter, dass die un-
terschiedlichen no-show Wahrscheinlichkeiten beriicksichtigt werden und sie kénnen zeigen, dass
ihre Methode bessere Ergebnisse liefert. Weitere Erweiterungen bieten Chakraborty et al. (2010)
und Lin et al. (2011), indem in Chakraborty et al. (2010) beliebige Behandlungszeiten zugelassen
werden und Lin et al. (2011) das Problem als Markovschen Entscheidungsprozess formulieren und
fiir grofle Zustandsrdume das Problem mit Hilfe eines Approximate Dynamic Programming Ansat-
zes losen. Ein &hnliches Problem betrachten auch Schitz und Kolisch (2010). In dieser Arbeit wird
ebenfalls ein sequentieller Buchungsprozess unter Beriicksichtigung verschiedener Patientenklassen
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bzgl. eines Tages untersucht. Dabei werden die Patienten jedoch auf Basis einer fest vorgegebe-
nen Terminplanungsregel eingeplant und es soll lediglich entschieden werden, ob die Anfrage eines
Patienten einer bestimmten Klasse fiir den Tag angenommen oder abgelehnt werden soll.

Die Mehrzahl der Ver6ffentlichungen vernachléssigt bei der Terminplanung indirekte Wartezeiten,
da nur die Terminplanung eines einzigen Tages betrachtet wird. Einige wenige Arbeiten beschéf-
tigen sich jedoch mit dem Thema der indirekten Wartezeiten, da diese sowohl die Gesundheit der
Patienten als auch die Patientenzufriedenheit mafigeblich beeinflussen kénnen. Als ein Beispiel fiir
ein solches Terminplanungsmodell ist Patrick et al. (2008) zu nennen. Dabei betrachten die Auto-
ren dhnlich zu Schiitz und Kolisch (2010) verschiedene Patientenklassen, die sich allerdings nicht
durch ihre no-show Wahrscheinlichkeiten unterscheiden, sondern durch eine maximale indirekte
Wartezeit, die nicht iiberschritten werden sollte. Uber einen rollierenden Zeithorizont hinweg soll
dann fiir zu Beginn jeden Tages eintreffende Behandlungsanfragen entschieden werden, ob und an
welchen Tag diese eingeplant werden sollten. Die Anfragen kénnen aber auch zunéchst in einen
Wartestatus zuriickgestellt oder an andere medizinische Einrichtungen verwiesen werden. Wird
ein Patient auf diese Weise umgeleitet oder muss er linger auf den Beginn seiner Untersuchung
warten, als die maximale indirekte Wartezeit es erlauben wiirde, so entstehen zusétzliche Kosten.
Mit dem Ziel, die diskontierten Gesamtkosten zu minimieren, formulieren Patrick et al. (2008) das
resultierende Optimierungsproblem als Markovschen Entscheidungsprozess und greifen auf einen
Approximate Dynamic Programming Ansatz zuriick, um dieses zu 16sen. Eine weitere Arbeit, die
die indirekten Wartezeiten explizit beriicksichtigt, ist z.B. Liu et al. (2010), die wir im Abschnitt
iiber open-access-Systeme genauer vorstellen, da diese auch dieses Thema betreffen.

2.2 Open-Access Systeme im Gesundheitswesen

Das Konzept des open-access wurde in den frithen 90er Jahren zunehmend von medizinischen Ein-
richtungen eingefiihrt, die ihre Kapazitdten zuvor ausschliefSlich durch Terminvergabe gesteuert
haben. Die Vorteile eines solchen Systems hinsichtlich des Zugangs zum Gesundheitswesen fiir sozi-
al schwache Bevolkerungsschichten wurden bereits von Virji (1990) untersucht und dargelegt. Eine
Untersuchung des Einflusses des open-access Konzeptes auf die Produktivitidt sowie Patienten- und
Mitarbeiterzufriedenheit erfolgte in Herriott (1999). Eine der ersten Veroffentlichungen, die sich sys-
tematisch mit diesem Konzept in Bezug auf indirekte Wartezeit und Auslastung von medizinischen
Einrichtungen auseinander gesetzt hat, ist Murray und Tantau (2000).

Mit der Einfithrung des open-access Konzeptes geht die Notwendigkeit einher, die Gestalt der
Terminpldne und die Vergabepraxis von Terminen zu verdndern. In diesem Sinne untersuchen Qu
et al. (2007) mit Hilfe eines analytischen Ansatzes den optimalen Zeit- bzw. Ressourcenanteil, der
fiir unangemeldete Patienten reserviert werden sollte. Ziel dieses Ansatzes ist es, die erwartete
Anzahl behandelter Patienten zu maximieren. Die optimale Losung wird dann einer Sensitivitéts-
analyse hinsichtlich der Kapazitdten einer medizinischen Einrichtung, der no-show Raten und der
Verteilung der Nachfrage unterzogen. Huarng (2003) untersuchen mittels einer Simulationsstudie,
wie sich unterschiedlich hohe Anteile von Patienten ohne Termin auf die Leistung typischer Ter-
minplanungsregeln auswirken. In Robinson und Chen (2003) wird die Leistung des open-access
Konzeptes mit der Leistung traditioneller Terminplanungssysteme verglichen. Die Autoren kom-
men dabei zu dem Ergebnis, dass das Konzept des open-access zu bevorzugen ist, solange die
no-show-Wahrscheinlichkeiten hinldnglich hoch sind und die Wartezeiten der Patienten mit ausrei-
chendem Gewicht beriicksichtigt werden. Liu et al. (2010) untersuchen ein Terminplanungsmodells
mittels eines Markovsches Entscheidungsprozesses, bei dem unter Beriicksichtigung von no-shows
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und Stornierungen abgewogen wird, ob nach einer Behandlung nachfragende Patienten noch am
gleichen oder an einem spéateren Tag behandelt werden sollen. Die Autoren vergleichen dabei ver-
schiedene Heuristiken und erhalten als Ergebnis, dass die Einfiihrung eines open-access Systems
nur dann sinnvoll ist, wenn die Patientennachfrage in der betroffenen medizinischen Einrichtungen
nicht allzu hoch ist und zuséatzlich auch Termine vergeben werden konnen.

Neben diesen Einfliissen existieren weitere Faktoren, die die Leistung eines open-access Systems
beeinflussen und deren optimale Konfiguration entscheidend fiir den Erfolg eines solchen Systems
ist. Um die Bedeutung dieser Faktoren zu untersuchen, fithren Kopach et al. (2007) eine Simulati-
onsstudie durch. Als relevante Einflussfaktoren identifizieren sie neben dem Anteil der Patienten, die
ohne Termin behandelt werden, vor allem auch den Zeitraum iiber den Termine vergeben werden.
Sie weisen nach, dass ein hoher Anteil an Patienten ohne Termin sowie ein kurzer Vergabezeitraum
von Terminen die Leistung von open-access Systemen positiv beeinflussen. Thre Ergebnisse verdeut-
lichen aber auch, dass eine vollstdndige Abkehr von der Terminplanung sowohl die Kontinuitdt in
der medizinischen Versorgung als auch den Gewinn einer Einrichtung negativ beeinflusst. Zu einem
ahnlichen Schluss kommt auch Patrick (2012), der in seiner Arbeit den Gewinn einer Einrichtung
unter zwei verschiedenen Behandlungspolitiken mit Hilfe eines Markovschen Entscheidungsprozes-
ses vergleicht. Bei der ersten Behandlungspolitik muss die Einrichtung allen Behandlungsanfragen
noch am Tag ihres Eintreffens nachkommen, bei der zweiten Politik hat die medizinische Ein-
richtung die Wahl zwischen einer Behandlung noch am Tag des Eintreffens der Anfrage und dem
Verschieben dieser auf einen spéteren, jedoch nicht allzu weit in der Zukunft liegenden Tag.

Wie bereits erwahnt folgern Liu et al. (2010), dass open-access Systeme nur dann sinnvoll sind,
wenn die Patientennachfrage in einer medizinischen Einrichtung nicht allzu hoch ist, d.h., wenn
zwischen der Nachfrage nach medizinischen Leistungen und der verfiigbaren Kapazitdt der medizi-
nischen Einrichtung ein gewisses Gleichgewicht besteht. Um das Gleichgewicht, in dem Nachfrage
und Kapazitdt zueinander stehen sollten, genauer zu untersuchen, formulieren Green und Savin
(2008) ein Warteschlangenmodell. Mit Hilfe dieses Modells bestimmen sie die maximale Grofle des
Patientenstammes, die eine medizinische Einrichtung, die mit dem open-access Konzept arbeitet,
bewéltigen kann.

Abgrenzung zu dieser Arbeit

Nur wenige Arbeiten haben sich bisher mit dem Konzept des open-access beschéftigt. Diese haben
vorwiegend der Frage Aufmerksamkeit geschenkt, wie die no-show- und Stornierungsraten beschaf-
fen sein miissen bzw. welche Zeitanteile fiir unangemeldete Patienten reserviert werden sollten, um
ein open-access Systems erfolgreich betreiben zu kénnen. In unserer Arbeit liegt das Augenmerk
hingegen auf der operativen Steuerung eines bereits implementierten Systems. In den Arbeiten, in
denen gleichermaflen die Steuerung eines solchen Systems untersucht wird, wird im Allgemeinen
unterstellt, dass alle Patienten am Tag ihres Eintreffens behandelt werden miissen. Lediglich Pa-
trick (2012) und Liu et al. (2010) beriicksichtigen die Moglichkeit, die Behandlung eines Patienten
auf einen anderen Tag zu verschieben. In unserer Arbeit besteht nun anstelle des Aufnahmezwangs
bzw. der Moglichkeit der Behandlungsverschiebung eine Wahl, ob die ankommenden Patienten an-
genommen oder vollstdndig abgelehnt werden sollen. In der vorgestellten Literatur zur Steuerung
von open-access Systemen wird dariiber hinaus die Dynamik der Patientenankiinfte {iber einen Tag
hinweg vollstandig ausgeblendet. Es wird stattdessen angenommen, dass die vollstdndige Nachfrage
zu Beginn des Behandlungstages bekannt ist. Nach Lee und Yih (2010) erfolgen die Patientenan-
kiinfte jedoch iiber den Tag verteilt, wobei unterschiedliche Ankunftsraten fiir die verschiedenen
Tageszeiten zu berticksichtigen sind. Daher modellieren wir in unserem Modell insbesondere die
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Dynamik der Patientenankiinfte als Einflussgréfie auf die Systemsteuerung. Zudem wird in der
aufgefiihrten Literatur die direkte Wartezeit der Patienten vernachlissigt. Dies wird damit begriin-
det, dass open-access Patienten bei kurzfristiger telefonischer Anfrage den néchsten freien Termin
erhalten und von einer direkten Wartezeit erst nach Beginn dieses zugewiesenen Behandlungszeit-
punkts gesprochen werden kann. Tatséchlich fragen open-access Patienten jedoch oftmals nicht
vor ihrer Ankunft telefonisch an, sondern treffen unangemeldet in der Arztpraxis ein und warten
dort auf den Beginn ihrer Behandlung. In diesen Féllen ist die direkte Wartezeit der Patienten
auch in open-access Einrichtungen von Bedeutung, weshalb wir dieser in unserem Modell explizit
Rechnung tragen. Zuletzt besteht das vorrangige Ziel unserer Arbeit im Gegensatz zu vielen ande-
ren Veroffentlichungen darin, eine strukturierte optimale Entscheidungsvorschrift zu ermitteln, die
wesentliche Zusammenhénge verstédndlich macht und somit leichter zu implementieren ist.

2.3 Dynamische Kapazitatssteuerung im Gesundheitswesen

Die dynamische Kapazititssteuerung kénnen wir fiir unsere Zwecke in die Problemstellung der
Ressourcenzuweisung auf mehrere Patientenklassen sowie die Ressourcenauslastung durch Aufnah-
mesteuerung unterteilen. Selten finden sich jedoch Arbeiten, die sich ausschliellich mit einem dieser
Probleme beschéftigen. Daher ist eine eindeutige Einteilung der Literatur zumeist nicht moglich,
wobei wir dennoch versuchen, die nachfolgenden Arbeiten mdglichst sinnvoll zuzuordnen.

Im Bereich der Aufnahmesteuerung sind vor allem die Arbeiten von Kolesar (1970) und Nunes
et al. (2009) hervorzuheben. Kolesar (1970) formuliert einen Markovschen Entscheidungsprozess,
um den Zugang in eine medizinische Einrichtung zu steuern. Die Aufnahmekontrolle erfolgt dabei
in Abhéngigkeit der Anzahl der aktuell in der Einrichtung vorhandenen Patienten. Dabei verén-
dert sich diese durch einen stochastischen Ankunftsprozess nicht eingeplanter Patienten, die an-
genommen werden miissen, und einem stochastischen Abgangsprozess. Es soll dann entschieden
werden, wieviele zusétzliche Patienten zum jeweiligen Entscheidungszeitpunkt planméfig aufge-
nommen werden sollen. Ziel ist es unter anderem, die durchschnittliche Belegung unter Einhaltung
einer maximalen Patientenanzahl zu maximieren. Kolesar (1970) erweitert dieses Modell zudem,
indem nicht nur iiber die Aufnahme entschieden werden soll, sondern auch, wann ein Patient in die
medizinische Einrichtung aufgenommen wird. Nunes et al. (2009) erweitern das Modell von Kolesar
(1970) in verschiedener Hinsicht. Zum einen berticksichtigen sie bei der Aufnahmesteuerung nicht
nur eine Patientenklasse, sondern unterteilen die ankommenden Patienten, indem sie ihnen ver-
schiedene Fallpauschalen zuordnen. Wird ein Patient in einer dieser Fallpauschalen aufgenommen,
durchléuft er eine bestimmte Sequenz von Behandlungsstationen, auch klinischer Pfad genannt, die
durch eine Markov-Kette beschrieben wird. Die Belegung jeder Station ist dabei mit einem unter-
schiedlichen Verbrauch verschiedener Ressourcen verbunden. Wird nun zu einem Zeitpunkt mehr
Kapazitét einer Ressource bendtigt, als vorhanden ist, so fallen Strafkosten an. In Abhéngigkeit der
Anzahl der Patienten, die sich im Krankenhaus an den einzelnen Behandlungsstationen aufhalten
und den unterschiedlichen Fallpauschalen zugeordnet sind, soll dann entschieden werden, wieviele
neue Patienten jeweils in die verschiedenen Fallpauschalen aufgenommen werden sollen. Nicht auf-
genommene Patienten gehen der medizinischen Einrichtung dabei verloren. Dazu formulieren Nunes
et al. (2009) einen Markovschen Entscheidungsprozess mit dem Ziel, sowohl die Ressourcenauslas-
tung auf einem bestimmten Niveau zu halten als auch die Strafkosten durch Kapazitatsiiberschrei-
tungen zu minimieren. Nachteil dieser Formulierung ist eine hohe Loésungskomplexitdt aufgrund
des groBen Zustandsraums und das Fehlen von strukturierten Politiken. Gocgun und Ghate (2012)
erweitern dieses Modell ohne Bezug auf das Gesundheitswesen und zeigen Losungsmethoden fiir
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dieses auf.

Im Bereich der dynamischen Ressourcenzuweisung auf verschiedene Patientenklassen existieren
bisher nur wenige Arbeiten. Eine der ersten Arbeiten auf diesem Gebiet ist Green et al. (2006).
Hier wird eine Situation betrachtet, in der sich ambulante, stationidre sowie Notfallpatienten eine
radiologische Ressource mit deterministischer Bedienzeit teilen. Die Patientenklassen werden durch
unterschiedliche Gewinne, die durch eine Behandlung generiert werden, Wartekosten pro Zeitein-
heit und Strafkosten, die bei Nichtbehandlung am Ende des Behandlungstages realisiert werden,
charakterisiert. Die Entscheidungstriger der Einrichtung miissen entscheiden, welcher Patiententyp
als néchstes untersucht werden soll. Unter der Annahme bernoulliverteilter Ankiinfte sowie linearer
Warte- und Strafkosten konnen Green et al. (2006) fiir das entsprechende stochastische dynamische
Optimierungsproblem zeigen, dass die optimale Entscheidungsregel eine monotone Switching-Curve
darstellt. Als zu optimierendes Leistungsmafl wurde dabei der erwartete Gesamtgewinn eines Tages
gewahlt. Im zweiten Teil der Arbeit widmen sich die Autoren der Untersuchung heuristischer Zuwei-
sungspolitiken und fiithren eine numerische Studie durch, in der sie insbesondere die Auswirkungen
verschiedener Terminplanungsstrukturen auf die Ressourcenzuweisung untersuchen. Kolisch und
Sickinger (2008) erweitern die Arbeit von Green et al. (2006) auf zwei Behandlungsressourcen und
formulieren das zugrunde liegende Optimierungsproblem als Markovschen Entscheidungsprozess.
Diesen verwenden sie, um verschiedene heuristische Entscheidungsvorschriften, wie z. B. die aus
Green et al. (2006) bekannte Grenzwertregel, zu bewerten und zu vergleichen. Auf die Ermittlung
von Strukturaussagen iiber die optimale Kontrollpolitik verzichten Kolisch und Sickinger (2008)
vollstédndig. Gocgun et al. (2011) erweitern das beschriebene Problem um eine Patientenklasse und
untersuchen die Aufteilung medizinischer Ressourcen zwischen ambulanten Patienten ohne Termin,
ambulanten Patienten, die kurzfristig zu einer Behandlung gerufen werden kénnen, stationidren Pa-
tienten und Notfallpatienten. Sie formulieren das Entscheidungsproblem erneut als Markovschen
Entscheidungsprozess und zeigen fiir den Fall zweier Behandlungsressourcen numerisch, dass die
optimale Entscheidungsregel fiir die verwendeten Werte eine dhnliche Form wie die einer monotonen
Switching-Curve annimmt. Weiterhin schlagen die Autoren fiinf Heuristiken vor und vergleichen
verschiedene Leistungsmafle in einer numerischen Studie auf Basis von Krankenhausdaten mit der
optimalen Vorgehensweise hinsichtlich des erwarteten Gesamtgewinns.

Neben der Ressourcenzuweisung und der Ressourcenauslastung durch Aufnahmekontrolle existie-
ren weitere Problemstellungen, die starke Ahnlichkeiten zu diesen aufweisen, jedoch nicht eindeutig
einem dieser Gebiete zugeordnet werden koénnen. So wird z.B. in Gerchak et al. (1996) sowie Min
und Yih (2010) eine medizinische Einrichtung betrachtet, in der unter Beriicksichtigung von War-
tezeiten der Patienten und moglichen Uberstunden entschieden werden muss, wieviele Patienten
behandelt werden sollen.

Gerchak et al. (1996) formuliert z.B. einen Markovschen Entscheidungsprozess iiber einen unend-
lichen Zeithorizont, um die Zuweisung von Behandlungsressourcen auf Patienten zu steuern. Dabei
melden sich Patienten geméf eines stochastischen Ankunftsprozesses in der Einrichtung an und ver-
lassen das System erst nach ihrer Behandlung, deren Dauer zufillig ist. Es ist nun zu Beginn jeden
Tages festzulegen, wieviele Patienten an diesem Tag behandelt werden sollen. Die Entscheidung
héngt dabei von der Anzahl der aktuell wartenden Patienten ab und es ist zu beriicksichtigen, dass
moglicherweise Notfallpatienten eintreffen, die unbedingt behandelt werden miissen. Die Behand-
lung jedes Patienten erbringt dabei einen bestimmten Gewinn, eventuell anfallende Uberstunden
fihren jedoch zu Strafkosten. Zudem ist zu beriicksichtigen, dass fir die nichtbehandelten Pati-
enten Wartekosten entstehen. Fiir diesen Markovschen Entscheidungsprozess leiten die Autoren
verschiedene Strukturaussagen her, wie z. B. eine Monotonie der optimalen Entscheidungsregel in
der Anzahl der wartenden Patienten. Dabei handelt es sich jedoch nicht um eine Control-Limit
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Rule. Zuletzt schlagen Gerchak et al. (1996) einen adaptierten Wertiterationsalgorithmus zur Lo-
sung des Entscheidungsprozesses vor und illustrieren ihre Ergebnisse anhand eines numerischen
Beispiels.

Min und Yih (2010) betrachten ein zu Gerchak et al. (1996) dhnliches Problem. Es wird die Zu-
weisung von OP-Slots auf beliebig viele Patientenklassen, die durch einen stochastischen Ankunfts-
prozess und eine zufillige Behandlungsdauer charakterisiert werden, mittels eines Markovschen
Entscheidungsprozesses untersucht. Es muss zu jedem Zeitpunkt, meist zu Beginn eines Tages, in
Abhéngigkeit der aktuellen Anzahl der Patienten der einzelnen Klassen, die auf eine Operation
warten, entschieden werden, wieviele Patienten welcher Klasse behandelt werden sollen. Ziel ist es
bei dieser Entscheidung, die resultierenden Kosten zu minimieren. Dabei fallen fiir jeden Patienten,
der nicht operiert wird, klassenabhidngige Wartekosten an. Sollte die vorhandene OP-Kapazitéit
iiberzogen werden, kommt es zudem zu Uberziehungskosten. Fiir den resultierenden Markovschen
Entscheidungsprozess zeigen Min und Yih (2010) verschiedene Strukturaussagen, wie z.B. Schran-
ken fiir die zu wiahlenden Aktionen. Auf Basis dieser Ergebnisse wird ein modifizierter Wertite-
rationsalgorithmus entworfen, dessen Effizienz in einem numerischen Experiment untersucht wird.
Eine generalisierte Variante der Problemstellung von Min und Yih (2010) findet sich bei Gocgun
und Ghate (2010).

Abgrenzung zu dieser Arbeit

Das in Kapitel 4 vorgestellte Modell zur Ressourcenauslastung behandelt ein dhnliches Problem
wie Kolesar (1970). Ein Unterschied zum Grundproblem von Kolesar (1970) besteht darin, dass in
seinem Modell nichteingeplante Patienten aufgenommen werden miissen und entschieden werden
soll, wieviele Patienten zusédtzlich planméfig aufgenommen werden sollen, wahrend in unserem
Modell die eingeplanten Patienten aufgenommen werden miissen und nichteingeplante abgelehnt
werden konnen. Dies fiihrt auch dazu, dass die moglichen Aktionen in unserem Modell davon
abhingen, wieviele nichteingeplante Patienten eine Anfrage fiir eine Behandlung stellen. Im Modell
von Kolesar (1970) dagegen konnen unbegrenzt viele Patienten planméfig aufgenommen werden.
Dartiber hinaus besteht ein grofier Unterschied in den Arbeiten darin, dass Kolesar (1970) nur
das Modell fiir dieses Problem formuliert, nicht jedoch Lésungsanséitze oder Strukturaussagen fiir
dieses bietet. Das Modell von Nunes et al. (2009) unterscheidet sich insofern, dass es beliebig
viele Patiententypen zuldsst und den klinischen Pfad dieser bei der Entscheidungsfindung iiber die
Aufnahme berticksichtigt. Dieses ist jedoch nur bei stationdren Patienten sinnvoll. Das in Kapitel 4
untersuchte Problem bezieht sich jedoch auf ambulante Einrichtungen, so dass solche Pfade nicht
beriicksichtigt werden miissen. Stattdessen kénnen wir die Struktur optimaler Politiken herleiten,
was aufgrund der Komplexitiat des Modells von Nunes et al. (2009) dort nicht méoglich ist.

Dariiber hinaus besitzt das Modell aus Kapitel 4 verschiedene Analogien zu den Arbeiten von
Gerchak et al. (1996) und Min und Yih (2010). In diesen Arbeiten ist es jedoch im Gegensatz zu
unserer Modellierung nicht mdoglich, die Aufnahme eines ankommenden Patienten génzlich abzu-
lehnen. Es muss nur dariiber entschieden werden, wieviele der Patienten in der néchsten Periode
behandelt werden sollen. Die Entscheidungen werden zudem zumeist zu Beginn des Tages getroffen.
Damit werden weder direkte Wartekosten noch Entscheidungen iiber den Tag hinweg berticksichtigt.
Dariiber hinaus legen die Arbeiten einen unendlichen Zeithorizont zugrunde und verzichten damit
auf die Beriicksichtigung von Strafkosten, die fiir die Nichtbehandlung eines Patienten anfallen.

Zuséatzlich betrachten wir in Kapitel 4 eine dynamische Umwelt, in den genannten Arbeiten
jedoch nicht.

Das Modell zur Ressourcenzuweisung auf unterschiedliche Patientenklassen, welches wir in Ka-
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pitel 5 vorstellen, weist starke Verbindungen zu den Arbeiten von Green et al. (2006), Kolisch und
Sickinger (2008) sowie Gocgun et al. (2011) auf. In der konkreten Ausgestaltung der Modellie-
rung hebt sich dieses jedoch in verschiedener Hinsicht ab bzw. erweitert die genannten Arbeiten.
Wiéhrend in den aufgefiihrten Verdffentlichungen lineare Warte- und terminale Kosten unterstellt
werden, verwenden wir die iibergeordnete Klasse der multimodularen Funktionen. Dariiber hinaus
bilden Green et al. (2006) und Kolisch und Sickinger (2008) die Anzahl der Ankiinfte der Notfall-
und stationdren Patienten durch eine Bernoulliverteilung ab, wihrend Gocgun et al. (2011) so-
gar fiir die Ankiinfte aller Patientenklassen eine Bernoulliverteilung unterstellt. Zusétzlich ist in
Green et al. (2006) die Anzahl ambulanter Patienten, die in jeder Zeiteinheit eingeplant werden
konnen, auf eins beschrankt. Gocgun et al. (2011) verzichtet sogar vollstindig auf die Verwen-
dung eines Terminplans. Im Gegensatz hierzu erlauben wir fiir die Modellierung der Ankiinfte eine
deutlich umfangreiche Klasse von Verteilungen und verwenden in Abschnitt 5.4 einen Terminplan,
der analog zu Kolisch und Sickinger (2008) in jeder Zeiteinheit eine beliebige Anzahl eingeplanter
Patienten zuldsst. Obwohl wir mit diesen Annahmen einen deutlich allgemeineren Modellrahmen
geschaffen haben, kénnen wir dennoch analog zu Green et al. (2006) im Falle einer Behandlungs-
einheit eine monotone Switching-Curve nachweisen. Dariiber hinaus kénnen wir auch fiir beliebig
viele Behandlungseinheiten eine strukturierte optimale Politik nachweisen, die auf eine monoto-
ne Switching-Curve zuriickgefiihrt werden kann. Zwar haben Kolisch und Sickinger (2008) sowie
Gocgun et al. (2011) das Modell von Green et al. (2006) bereits auf zwei Behandlungseinheiten er-
weitert, jedoch wurden fiir diesen Fall keine Strukturaussagen bzgl. der optimalen Politik bewiesen.
Wir hingegen koénnen nachweisen, dass sich die Struktur einer optimalen Politik fiir beliebig viele
Ressourcen auf den Fall einer Ressource reduzieren ldsst und damit nur dieser fiir die Untersuchung
von Strukturaussagen und der Bestimmung optimaler Politiken interessant ist.

Neben den genannten Erweiterungen der vorhandenen Modellierungsanséitze beziehen wir in un-
serem Modell eine dynamische Umwelt in den Entscheidungsprozess ein, mit deren Hilfe wir zuféllige
Einfliisse, wie z.B. variierende Ankunftsraten oder eine variierende Anzahl von Behandlungsressour-
cen, abbilden und zusétzliche Strukturaussagen bzgl. dieser Einfliisse treffen knnen. Vor allem aber
eroffnet uns der Umweltprozess die Moglichkeit, einen Terminplan explizit zu modellieren und den
Einfluss eines solchen auf die Entscheidungsstruktur zu analysieren.

2.4 Andere Anwendungsbereiche

Die dynamische Kapazitiatssteuerung spielt sowohl in Form der Ressourcenzuweisung als auch in
Form der Ressourcenauslastung in verschiedenen Anwendungsgebieten auflerhalb des Gesundheits-
wesens eine Rolle. Insbesondere die Abwégung zwischen der sofortigen Annahme eines neuen Kun-
den, um sofort zusétzliche Gewinne zu generieren, und der Ablehnung eines solchen, um die Ka-
pazitat zugunsten zukiinftiger Gewinne bzw. Vermeidung zukiinftiger Verluste freizuhalten, stellt
eine zentrale Fragestellung vieler Untersuchungen dar, insbesondere im Bereich des Revenue Ma-
nagements. Beispiele fiir spezifische Anwendungsbereiche dieser Problemstellung sind vor allem
die Luftfahrtbranche, aber auch das Hotel- und Gastronomiegewerbe. In der Luftfahrt betrifft
dies insbesondere die Frage, wieviele Sitze eines bestimmten Fluges fiir die verschiedenen Kun-
denklassen reserviert bzw. wieviele Anfragen einer Kundenklasse akzeptiert werden sollten, wobei
die zukiinftige Nachfrage fiir evtl. zahlungsbereitere Fluggéste nicht bekannt ist. Es muss also fiir
jede Buchungsanfrage der verschiedenen Kundenklassen entschieden werden, ob diese angenommen
oder abgelehnt wird. Littlewood (1972) entwickelte das erste Modell, dass diese Fragestellung auf-
greift. In diesem werden zwei Kundenklassen betrachtet. Belobaba (1989) und Brumelle und McGill
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(1993) erweiterten das Modell auf mehrere Kundenklassen, wobei Belobaba (1989) eine Heuristik
zur Losung des Problems entwickelte und Brumelle und McGill (1993) optimale Politiken bei ge-
ordneten Ankiinften herleiten konnten. Hervorzuheben sind aber vor allem die Arbeiten von Lee
und Hersh (1993) sowie Lautenbacher und Stidham (1999), die das Kapazitédtssteuerungsproblem
als Markovsche Entscheidungsprozesse formulieren und die resultierenden Entscheidungsregeln hin-
sichtlich Strukturen untersuchen. Sie konnen dabei die Optimalitit einer Control-Limit-Rule zeigen.
Eine Erweiterung dieser Modelle liefern z.B. Subramanian et al. (1999), die beriicksichtigen, dass
Buchungen storniert werden kénnen bzw. einige Kunden nicht zum Abflug erscheinen, und daher
das Konzept der Uberbuchung in ihre Uberlegungen einbeziehen. Im Hotel- bzw. Gastronomiege-
werbe stellt sich ebenfalls die Frage, ob ein Kunde, der ein Zimmer oder einen Tisch nachfragt, bei
unbekannter zukiinftiger Nachfrage akzeptiert werden sollte. Zu erwdhnen sind in diesem Zusam-
menhang z.B. Bitran und Gilbert (1996) fiir das Hotel Revenue Management sowie Kimes (1999)
und Bertsimas und Shioda (2003) fiir das Revenue Management im Gastronomiebereich. Weitere
Beispiele fiir eine analoge Problemstellung finden sich bei Autovermietungen, wie z.B. in Geraghty
und Johnson (1997) und Savin et al. (2005), der Vergabe von Anzeigen in Medien (wie z.B. in
Araman und Popescu (2010)), bei Internetprovidern (z.B. in Nair und Bapna (2001)) und bei der
Annahme von Frachtcontainern (z.B. Lee et al. (2007)).

Neben dem Revenue Management ist die dynamische Kapazitatssteuerung auch in der Lager-
haltung sowie in der Produktionsplanung von grofler Bedeutung. So betrachtet beispielsweise Ha
(1997a) ein Produktionssystem mit zwei Produkten, die mit unterschiedlichen Ankunftsraten nach-
gefragt werden und bei Nachfrage einen unterschiedlich hohen Gewinn einbringen. Anfragen fiir
jedes Produkt kommen dabei gemaf eines Poisson-Prozesses an und jeder Kunde fragt genau eine
Einheit nach. Wird eine Nachfrage nicht befriedigt, so bleibt diese bestehen und es entstehen Warte-
kosten. Zudem fallen fiir einen Bestand der Produkte Lagerkosten an. In Abhéngigkeit des jeweiligen
Bestandes der beiden Produkte soll nun entschieden werden, ob bzw. welches Produkt produziert
werden soll. Die Dauer der Produktion einer Einheit der jeweiligen Produkte ist dabei exponenti-
alverteilt mit unterschiedlichen Parametern. Fiir den resultierenden Markovschen Entscheidungs-
prozess, der tiber einen unendlichen Zeithorizont betrachtet wird, weist Ha (1997a) unter anderem
die Existenz einer optimalen Entscheidungsregel nach, die aus zwei monotonen Switching-Curves
zusammengesetzt ist. Ein dhnliches Problem formuliert Ha (1997b). Hier wird anstelle zweier Pro-
duktklassen nur ein Produkt mit jedoch zwei Kundenklassen, die unterschiedliche Wartekosten bis
zur Erfiilllung ihrer Nachfrage verursachen, betrachtet. Das Produkt kann dabei auf Lager gehalten
werden und nicht sofort befriedigte Nachfrage geht nicht verloren. Analog zu Ha (1997a) kommen
die Ankiinfte geméafl zweier Poisson-Prozesse an und die Dauer der Produktion einer Einheit ist
exponentialverteilt. Es soll nun entschieden werden, ob produziert werden soll bzw. an welche Kun-
denklasse die Produkte verkauft werden soll. Auch hier resultiert fiir den zugehorigen Markovschen
Entscheidungsprozess eine optimale Entscheidungsregel, die aus zwei monotonen Switching-Curves
zusammengesetzt ist. Sowohl in Ha (1997a) als auch in Ha (1997b) sollen dabei die erwarteten
diskontierten Gesamtkosten minimiert werden.

Zuletzt ist im Kontext der Lagerhaltung die Arbeit von Zhao et al. (2008) hervorzuheben. Zhao
et al. (2008) betrachten zwei Produktions- bzw. Lagerhaltungsstandorte, an denen Nachfragen ge-
méf eines Poisson-Prozesses ankommen. Unter Berticksichtigung der aktuellen Lagerbestinde, der
Haltekosten fiir die Bestdnde und der Wartekosten, die bei nicht sofortiger Erfiillung der Nachfra-
gen entstehen, soll dann entschieden werden, ob in den einzelnen Standorten produziert werden
soll bzw. ob und durch welchen Standort eine Nachfrage erfiillt wird, wobei zusétzliche Logistik-
kosten auftreten, wenn die Nachfrage an einem Standort durch den anderen erfiillt wird. Fiir das
resultierende Optimierungsproblem leiten Zhao et al. (2008) verschiedene Strukturen der optimalen
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Entscheidungsregel ab und zeigen insbesondere, dass sowohl die optimale Produktionsentscheidung
als auch die optimale Entscheidung {iber den Standort, von dem aus die Nachfrage erfiillt wird,
durch eine monotone Switching-Curve bestimmt werden kann.

Abgrenzung zu dieser Arbeit

Die in dieser Arbeit untersuchten Modelle weisen Ahnlichkeiten zu den Optimierungsansitzen an-
derer Anwendungsgebiete auf. So wigt unser Modell zur Ressourcenauslastung in Kapitel 4 dhnlich
zu vielen Modellen im Revenue Management ab, ob ein zusétzlicher Patient (bzw. im Kontext des
Revenue Managements ein zusitzlicher Kunde) angenommen oder auf evtl. spiter ankommende
Nachfrage gewartet werden sollte. Im Gegensatz zu der klassischen Problemstellung des Revenue
Managements von Luftverkehrsgesellschaften, innerhalb derer die Kapazitéten erst am Ende des
Planungshorizontes, mit dem Start des betrachteten Fluges, verfallen, kénnen in unserem Modell
in jeder Zeitperiode Kapazitdten ungenutzt bleiben und somit verfallen. Andererseits konnen die
Kunden in unserem Modell bis zum Ende des Tages, unter Einbeziehung von Wartekosten, auf
eine Behandlung warten. Sind daher nicht sofort geniigend Kapazitidten frei um die Nachfrage zu
bedienen, kann auf spétere freie Kapazitdten verwiesen werden. Dagegen wird die Nachfrage im
klassischen Revenue Management entweder durch den Flug erfiillt oder nicht. Bei Annahme von
Kunden kann es im Bereich der Luftfahrt wiederum zu no-shows kommen, wiahrend in unseren
Modellen akzeptierte Patienten ihre Behandlung stets in Anspruch nehmen. Es sind no-shows nur
fiir eingeplante Patienten mit Termin zu beriicksichtigen. Zudem ist es in unserem Kontext mog-
lich, die Anzahl der wartenden Patienten durch eine entsprechende Behandlung zu reduzieren. In
welchem Mafle dies moglich ist, hingt unter anderem von den Behandlungszeitverteilungen ab, die
sich gef. mit der Anzahl wartender Patienten verdndern kénnen. Eine Bedienzeitverteilung spielt
in der Luftfahrt jedoch keine Rolle. Zuletzt besteht ein grundsétzlicher Unterschied zwischen der
Kapazitatssteuerung in der Luftfahrt und dem Gesundheitswesen darin, dass in der Luftfahrt die
Auslastung eines Fluges tiber einen endlichen Horizont geplant wird, wiahrend im Gesundheitswesen
trotz der jeweiligen Betrachtung eines einzelnen Behandlungstages in unseren Modellen implizit ein
unendlicher Planungshorizont vorliegt, da Patienten, die keine Notfélle sind, auch fiir einen spéteren
Tag eingeplant werden kénnen. Aufgrund der unterschiedlichen Rahmenbedingungen unterscheidet
sich unser Modell aus Kapitel 4 von der Kapazitiatssteuerung in der Luftfahrt also deutlich.

Grofere Ahnlichkeiten bestehen hingegen zum Revenue Management im Gastronomie- und Ho-
telgewerbe. Hier ist es analog zu unserer Problemstellung iiblich, dass die Kapazitidten {iber den
gesamten Planungszeitraum abgebaut werden und die Anzahl vorhandener Kunden damit wieder-
um reduziert wird. Im Gegensatz zum Gesundheitswesen sind die Kunden jedoch im Hotelgewerbe
fast génzlich und im Gastronomiebereich nur in beschrénktem Mafle bereit, auf eine Erfiilllung ihrer
Nachfrage zu warten, denn Kunden fragen fast ausschlielich einen bestimmten Tag bzw. Termin
an. Dadurch geht nicht bediente Nachfrage im Hotelgewerbe fast ganz und im Gastronomiebereich
relativ schnell verloren. Im Gesundheitswesen sind stattdessen Wartezeiten und damit eine gewisse
Bereitschaft zu diesen iiblich und missen entsprechend abgebildet werden.

Dariiber hinaus wird bei der Kapazititssteuerung im Revenue Managements - bis auf wenige Aus-
nahmen im Gastronomiekontext - kein Terminplan verwendet, wihrend unser Modell die Ankiinfte
der Patienten auch iiber einen solchen reguliert.

Das in Kapitel 5 entwickelte Modell zur Ressourcenzuweisung ldsst sich mit den Arbeiten aus
den Bereichen der Produktionsplanung und Lagerhaltung vergleichen. So betrachten wir in unserem
Modell analog zu Ha (1997b) verschiedene Kundenklassen und entscheiden, welche Klasse dabei
priorisiert werden sollte, wobei in unserem Modell Notfille stets vorrangig zu behandeln sind. Im
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Gegensatz zu den Arbeiten von Ha (1997b) betrachten wir anstelle eines unendlichen jedoch einen
endlichen Zeithorizont und beziehen terminale Strafkosten bei Nichtbedienung eines Patienten in
unsere Uberlegungen ein. Dariiber hinaus muss in unserem Modell keine Produktionsentscheidung
getroffen werden, da die zu verteilenden Ressourcen zu jeder Zeitperiode bedingungslos zur Verfii-
gung stehen, gleichzeitig aber - im Gegensatz zu den Modellen von Ha - nicht auf einen spéteren
Zeitpunkt tibertragen werden koénnen. Andererseits bleiben die Patientennachfragen in unserem
Modellen bis zum Ende des Planungshorizontes bestehen, wohingegen bei Ha (1997b) diese fiir eine
der beiden Kundenklassen bei Nichtbedienung verfallen. Zudem wird in Ha (1997b) aufgrund der
Modellierung als M /M /1-System zu jedem Entscheidungszeitpunkt eine Entscheidung nur tiber
eine Produkteinheit getroffen. In unserem Modell hingegen stehen zu jedem Zeitpunkt mehrere
Behandlungseinheiten zur Verfiigung. Es ist daher nicht nur dariiber zu entscheiden, welcher Pa-
tient bedient werden soll, sondern auch dariiber, wieviele Kunden der einzelnen Klassen zu jedem
Zeitpunkt zu bedienen sind. Dementsprechend erhalten wir als optimale Losung unseres Opti-
mierungsproblems eine Politik, die eine komplexere Struktur als eine Switching-Curve aufweist.
Ahnliche Unterschiede finden sich auch zum Modell von Zhao et al. (2008). Zuletzt kénnen wir
im Unterschied zu den Arbeiten von Ha (1997a), Ha (1997b) und Zhao et al. (2008) durch die
Integration einer dynamischen Umwelt zuféllige Einflussfaktoren einbinden und insbesondere dem
Einfluss eingeplanter Ankiinfte Rechnung tragen.

2.5 Steuerung von Warteschlangen

Die Literatur zur Steuerung von Warteschlangen ist sehr umfangreich, weshalb wir uns in diesem
Abschnitt auf die Darstellung einiger fiir unsere Arbeit besonders relevanter Veroffentlichungen
beschranken.

Dazu wenden wir uns zundchst der Literatur iiber die Zulassungskontrolle von Warteschlangen
zu. Einen Uberblick iiber verschiedene Modelle zur Zulassungskontrolle von Warteschlangen bzw.
Netzwerken von Warteschlangen liefert Stidham (1985). Besonders relevant ist fiir uns die Ar-
beit von Stidham (1978). Hier wird die optimale Zulassungskontrolle in ein GI/M /1-Wartesystem
sowohl iiber einen unendlichen Zeithorizont als auch iiber einen Zeithorizont von n Ankiinften
untersucht. In dem System ankommende Kunden generieren einen zufélligen Gewinn sowie War-
tekosten, die fiir die Zeit, die die Kunden im System verbringen, entstehen und deren Hoéhe von
der Lénge der Warteschlange abhéngt. Fiir den Fall eines Zeithorizonts von n Ankiinften werden
zusatzlich terminale Kosten berticksichtigt, die fiir eventuell nicht bediente Kunden am Ende des
Zeithorizonts realisiert werden. Die Ankiinfte von Kunden erfolgen dabei zunéchst einzeln. In einer
Erweiterung des Modells werden auch Gruppenankiinfte zufalliger Grofle zugelassen. Es soll nun
bei jeder Ankunft entschieden werden, ob ein ankommender Kunde angenommen oder abgelehnt
werden soll, bzw. im Fall von Gruppenankiinften, wieviele Kunden in das System aufgenommen
werden sollen. Fiir das resultierende Optimierungsproblem kann Stidham (1978) unter der An-
nahme konvexer und nichtfallender Kostenfunktionen unter anderem zeigen, dass eine Politik in
der Form einer Control-Limit-Rule existiert, die den erwarteten diskontierten Gesamtgewinn des
Wartesystems maximiert. Die Ergebnisse von Stidham (1978) werden von Johansen (1977) auf
GI/M /c-Wartesysteme erweitert.

Helm und Waldmann (1984) erweitern das Modell von Johansen (1977) wiederum um einen
dynamischen Umweltprozess, dessen Zustandsentwicklung zwischen den Kundenankiinften durch
einen Markov-Prozess beschrieben wird. Die Umwelt kann dabei sowohl den Ankunftsprozess als
auch die Bedienzeiten sowie die Gewinn- und Kostenstrukturen beeinflussen. Zusétzlich konnen mit
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Hilfe dieser Umwelt auch Spezialfille wie verschiedene Kundenklassen, ein endlicher Zeithorizont,
abhangige Zwischenankunftszeiten sowie nichtstationire Ankunftsprozesse modelliert werden. Ins-
besondere werden in Helm und Waldmann (1984) auch zustandsabhéngige Bedienraten zugelassen.

Eine der ersten Arbeiten, die sich mit der Zulassungssteuerung in Netzwerken von Warteschlan-
gen beschiftigt, ist die von Davis (1977). Dieser betrachtet ein zweidimensionales Analogon des
GI/M /1-Wartesystems aus Stidham (1978) in Form zweier paralleler Bedienstationen, die jeweils
iiber eine eigene Warteschlange verfiigen. Ankommende Kunden generieren bei Eintritt in das Sys-
tem einen bestimmten Gewinn. Zudem entstehen fiir jede Warteschlange Wartekosten, deren Hohe
von der aktuellen Kundenanzahl innerhalb der jeweiligen Warteschlange abhéngt und die als konvex
angenommen werden. Zu jedem Zeitpunkt soll nun dariiber entschieden werden, ob ein ankommen-
der Kunde aufgenommen und welcher Bedienstation er zugewiesen werden soll. Gruppenankiinfte
werden dabei nicht zugelassen. Das Ziel ist die Maximierung des erwarteten diskontierten Gesamt-
gewinns. Davis (1977) kann nun fiir das resultierende Optimierungsproblem zeigen, dass es im
Falle identischer Wartekosten und Bedienraten an den beiden Warteschlangen optimal ist, einen
ankommenden Kunden stets der Bedienstation mit der kiirzeren Warteschlange zuzuweisen. Abdel-
Gawad (1984) gelingt es dariiber hinaus, im Falle nicht identischer Kosten und Bedienraten die
Optimalitdt einer sogenannten monotonen Switching-Curve nachzuweisen. Zu den Modellen von
Davis (1977) und Abdel-Gawad (1984) existieren zahlreiche Erweiterungen. Hier sei nur auf Hajek
(1984) hingewiesen, der eine kombinierte Routing- und Prioritdtssteuerung in einem Netzwerk von
zwei Bedienstationen untersucht. Er kann sowohl im Fall eines endlichen als auch im Fall eines un-
endlichen Planungshorizontes mit Durchschnittskostenkriterium zeigen, dass eine optimale Politik
existiert, die die Form einer Switching-Curve aufweist.

Im Bereich der Prioritdtssteuerung von Warteschlangen bzw. Zuweisungssteuerung bei mehre-
ren Kundenklassen ist als Ausgangspunkt fiir diverse weitere Arbeiten Harrison (1975) zu nennen.
Dieser betrachtet iiber einen unendlichen Zeithorizont ein M/GI/1-Wartesystem, an der Kunden
verschiedener Kundenklassen ankommen. Die Kunden generieren in Folge ihrer Bedienung einen
klassenabhéngigen Gewinn. Zudem entstehen klassenabhéngige Wartekosten fiir die auf eine Bedie-
nung wartenden Kunden. Mit dem Ziel, den erwarteten diskontierten Gesamtgewinn zu maximieren,
muss nun zu Beginn jeder neuen Bedienung entschieden werden, welcher Kundentyp priorisiert wird.
Harrison (1975) zeigt fir dieses Entscheidungsproblem die Optimalitdt einer Indexregel, d.h., dass
die Kundenklassen in Abhingigkeit ihres bei Behandlung resultierenden Gewinns, der Wartekosten
sowie der Bedienzeitverteilung in eine Reihenfolge gebracht werden kénnen, die eine optimale Prio-
risierung ermoglicht. Hierbei konnen auch Kundentypen identifiziert werden, die niemals bedient
werden sollten.

Die vorgestellten Arbeiten betrachten die Steuerung von Wartesystemen ausschliellich in stetiger
Zeit. Fiir einen Einblick in die Steuerung von Wartesystemen in diskreter Zeit sei auf Sennott (1999)
verwiesen.

Abgrenzung zu dieser Arbeit

Unser Modell zur Ressourcenauslastung, das wir in Kapitel 4 beschreiben, weist einige Verbindun-
gen zu der Arbeit von Stidham (1978) auf. So kann unser Modell als Wartesystem in diskreter
Zeit betrachtet werden, in dem ebenfalls Gruppenankiinfte vorliegen. Analog zu Stidham (1978)
soll dariiber entschieden werden, wieviele Kunden in das System aufgenommen werden sollen. In
Anlehnung an Helm und Waldmann (1984) modellieren wir erweiternd zudem einen dynamischen
Umweltprozess, der das Systemverhalten beeinflusst. Ein Beispiel fiir eine solche Umwelt ist der Ter-
minplan der Einrichtung. Zudem betrachten auch wir die Moglichkeit mehrerer Bedienstationen.
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Fiir das resultierende Optimierungsproblem kénnen wir analog zu den vorgestellten Veroffentli-
chungen die Optimalitédt einer Control-Limit-Rule beweisen. Hier ergénzen wir die Ergebnisse von
Stidham (1978) und Johansen (1977), indem wir den Einfluss der Umwelt auf die Kontrollgrenzen
der optimalen Politik untersuchen. Dabei bestimmen wir insbesondere den Einfluss des Terminplans
der Einrichtung auf diese.

Unabhéngig von den Unterschieden der zugrunde liegenden Problemstellungen sind die Arbeiten
von Davis (1977), Abdel-Gawad (1984) sowie Hajek (1984) fiir uns aufgrund der resultierenden
Strukturen der optimalen Politiken von grofier Bedeutung. Analog zu diesen Arbeiten erhalten wir
fiir unser Modell zur Ressourcenzuweisung, das wir in Kapitel 5 untersuchen, fiir den Fall nur einer
Bedienstation eine monotone Switching-Curve als optimale Politik. Wahrend in den dargestellten
Arbeiten jedoch iiber die Zuweisung eines Kunden auf verschiedene Bedienstationen entschieden
wird, soll in unserem Modell iiber die Zuweisung einer Bedienstation auf zwei verschiedene Kun-
denklassen entschieden werden. Das Problem von Harrison (1975) ist daher ein ahnliches Grund-
problem. Da in dieser Arbeit jedoch keine terminalen Kosten beriicksichtigt werden, kann hier,
im Gegensatz zu unserem Problem, keine Indexregel als optimale Politik nachgewiesen werden.
Erweiternd untersuchen wir das Problem der Zuweisung mehrerer Bedienstationen auf diese zwei
Kundenklassen und koénnen eine optimale Politik bestimmen, die eine &hnliche Struktur wie die
einer monotonen Switching-Curve aufweist und auf eine solche zuriickgefithrt werden kann. Wie
im Modell aus Kapitel 4 modellieren wir erweiternd zudem einen dynamischen Umweltprozess, der
das Systemverhalten beeinflusst und untersuchen den Einfluss eines Terminplans auf die optimale
Politik.
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3 Theoretische Grundlagen

3.1 Stochastische dynamische Entscheidungsprozesse

Ein dynamischer Entscheidungsprozess ist ein System, welches einen gewissen Zeithorizont, auch
Planungshorizont oder kurz Horizont genannt, aktiv ist und von einem Entscheidungstriger ge-
steuert werden kann, der damit dieses in gewissem Ausmafle in seiner zeitlichen Entwicklung und
damit die vom System erbrachte Leistung beeinflussen kann. Die Aufgabe des Entscheidungstriagers
besteht darin, eine Sequenz von Entscheidungen, den Aktionen, so zu wéhlen, dass die Leistung
des Systems iiber den betrachteten Zeithorizont optimiert wird. Die Entscheidungen werden dabei
sequentiell getroffen und oftmals muss vor allem abgewogen werden, ob die Entscheidung fiir eine
sofortige ,gute Leistung des Systems eine spéater evtl. dadurch bedingte ,schlechtere” Leistung
rechtfertigt.

Bei stochastischen dynamischen Entscheidungsprozessen ist die Entwicklung des Systems nicht
eindeutig festgelegt, sondern unterliegt zufélligen Einfliissen.

Um solche Systeme zu untersuchen, ist das Konzept der dynamischen Programmierung von zen-
traler Bedeutung.!® Mit diesem Konzept lassen sich diese sequentiellen Entscheidungsprobleme
rekursiv 16sen, d.h., es kann die optimale Leistung sowie die optimale Sequenz von Aktionen be-
stimmt werden.

Man unterscheidet verschiedene Varianten stochastischer dynamischer Entscheidungsprozesse.
Wir beschréanken uns auf die fiir uns relevanten Markovschen Entscheidungsprozesse in diskreter
Zeit sowie die Semi-Markovschen Entscheidungsprozesse in stetiger Zeit, jeweils mit endlichem
Planungshorizont.

Bei einem Markovschen Entscheidungsprozess in diskreter Zeit wird das System zu fest vorgege-
benen, meist dquidistanten Zeitpunkten betrachtet, zu denen jeweils eine Aktion gewéhlt wird. Die
zukiinftige Entwicklung des Systems ist dabei nur vom gegenwértigen Zustand und der in diesem
Zustand gewéhlten Aktion abhéngig, nicht aber von der Vorgeschichte des Prozesses.

Bei einem Semi-Markovschen Entscheidungsprozess in stetiger Zeit wird angenommen, dass sich
das System kontinuierlich entwickelt und iiber die gesamte Zeit hinweg betrachtet wird. Die Aktio-
nen werden dabei zu zufélligen Zeitpunkten getroffen, zu denen bestimmte Ereignisse stattfinden.
Die zukiinftige Entwicklung des Systems héngt bei diesen Prozessen sowohl vom beobachteten
Zustand zum letzten Entscheidungszeitpunkt als auch von der Zeit, die seit dem letztem Entschei-
dungszeitpunkt vergangen ist, ab.

Dariiber hinaus betrachten wir sowohl im Kontext der Markovschen als auch der Semi-Mar-
kovschen Entscheidungsprozesse solche, die zusétzlich von einer dynamischen Umwelt beeinflusst
werden, welche nicht steuerbar ist. Solche Prozesse nennt man auch Entscheidungsprozesse mit
dynamischer Umuwelt.

18Vgl. Bellman (1957), eine allgemeine Grundlage findet man z.B. in Hinderer (1970).
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3.1.1 Markovsche Entscheidungsprozesse

In diesem Abschnitt werden Markovsche Entscheidungsprozesse (MEPs) mit endlichem Planungs-
horizont in diskreter Zeit betrachtet.'® Bei Markovschen Entscheidungsprozessen handelt es sich
um einen Spezialfall der stochastischen dynamischen Entscheidungsprozesse, fiir die angenommen
wird, dass die zukiinftige Entwicklung des Prozesses nur vom aktuellen Zustand, dem momentanen
Zeitpunkt und der gerade gewédhlten Aktion abhingen, nicht jedoch von dessen Vorgeschichte vor
diesem Zeitpunkt. Mit Hilfe dieser Annahme ist es moglich, Entscheidungsregeln zu entwickeln,
die ebenfalls nur vom aktuellen Zustand und der Zeit abhingen und damit unabhéngig von der
Geschichte des Systems sind. Dieses ist der grofie Vorteil von Markov-Modellen. Im Mittelpunkt
der Theorie Markovscher Entscheidungsprozesse steht die sogenannte Bellmansche Optimalitéts-
gleichung?’, durch die solche Entscheidungsprobleme mit dem Konzept der dynamischen Program-
mierung gelost werden konnen.

Wir beschrinken uns in diesem Kapitel nur auf MEPs, die einen endlichen Planungshorizont
besitzen und in diskreter Zeit verlaufen. Des Weiteren beschréanken wir uns auf Prozesse mit einem
diskreten Zustands- und Aktionenraum. Dieser Abschnitt stellt also nur einen Teil der Theorie
Markovscher Entscheidungsprozesse dar.

Fin solcher MEP verléduft wie folgt: Wir betrachten den Prozess zu den Zeitpunkten 0,1,..., N.
Zum Zeitpunkt n befindet sich der Prozess in einem Zustand s, und es wird eine Entscheidung a,
aus einer Menge von moglichen Aktionen gewéhlt. Diese hingt vom momentanen Zustand s, und
vom Zeitpunkt n der Entscheidung ab.2! Durch die Wahl der Aktion wird ein Gewinn r (s, a,) ge-
neriert. Der Prozess wechselt zum néichsten Zeitpunkt n 4+ 1 mit Wahrscheinlichkeit p(sy, an, Snt1)
in den Zustand s, startet zum Zeitpunkt 0 in einem festen Startzustand und endet zum Zeit-
punkt N, zu dem ein terminaler Gewinn Vi (sy) vereinnahmt wird. Eine Aktion wird zu diesem
Zeitpunkt nicht mehr getroffen. Gewinne kénnen dabei auf den Startzeitpunkt 0 diskontiert werden.
Zusammenfassend kann man einen MEP also in der folgenden Definition beschreiben:

Definition 3.1 Ein Markovscher Entscheidungsprozess mit endlichem Zeithorizont in diskreter
Zeit (MEP) wird beschrieben durch ein Tupel (S, A, N, D, p,r, Vy, ) mit:

(1) dem Zustandsraum S, einer endlichen oder abzéhlbar unendlichen Menge von Zustéanden;

2) dem Aktionenraum A, einer endlichen oder abzéhlbar unendlichen Menge von Aktionen;

(2)
(3) dem Planungshorizont N € N;
(4)

der endlichen Menge D(s) der im Zustand s € S moglichen Aktionen; weiter sei D := {(s,a) €
S x Ala € D(s)};

(5) der Zihldichte p : D x S — [0,1] der Ubergangswahrscheinlichkeiten; p(s,a, s') beschreibe
dabei die Wahrscheinlichkeit, dass bei Wahl von Aktion a € D(s) in Zustand s € S im
nichsten Schritt der Zustand s’ € S angenommen wird;

(6) der einstufigen Gewinnfunktion r : D — R; r(s,a) beschreibe dabei den sofortigen Gewinn,
wenn im Zustand s € S die Aktion a € D(s) gewdhlt wird;

19 Ausfithrliche Einfithrungen Markovscher Entscheidungsprozesse kénnen in Puterman (1994), White (1993), Bert-
sekas (1995a) oder Bertsekas (1995b) nachgelesen werden. Eine Ubersicht iiber die verschiedenen Varianten Mar-
kovscher Entscheidungsprozesse findet sich in Feinberg und Shwartz (2002).

20Vgl. Bellman (1957).

2IMoglich ist im Allgemeinen auch, dass die Wahl der Aktionen vom gesamten Verlauf des Prozesses abhangt, jedoch
kénnen wir dies in unserem Fall von der Betrachtung ausschliefien.
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(7) der terminalen Gewinnfunktion Viy : S — R; Vn(s) beschreibe dabei den Gewinn zum Zeit-
punkt N, wenn sich der Zustand am Ende des Planungshorizontes im Zustand s € S befindet;

(8) dem Diskontierungsfaktor o > 0; ein Gewinn r zum Zeitpunkt n wird mit dem Faktor o™ auf
den Zeitpunkt 0 diskontiert.

Es werden nun Vorschriften benotigt, nach denen die Aktionen in den einzelnen Zustdnden und
zu den unterschiedlichen Zeitpunkten gewéhlt werden. Dazu fithren wir den Begriff einer Entschei-
dungsregel und den einer Politik ein. Eine Entscheidungsregel gibt abhéingig vom aktuellen Zustand
des Prozesses die Aktion an, die zur Kontrolle des Systems gewihlt werden soll. Eine Politik ist eine
Sequenz von Entscheidungsregeln und gibt damit an, welche Entscheidungsregeln zu den einzelnen
Zeitpunkten gewahlt werden sollen.

Formal definieren wir Entscheidungsregeln und Politiken wie folgt:

Definition 3.2 (1) Eine (deterministische Markovsche) Entscheidungsregel ist eine Abbildung
f:S — A, die jedem Zustand s € S eine Aktion a € D(s) zuordnet. Wir bezeichnen mit
F:={f:5 — A|f(s) € D(s),s € S} die Menge aller (deterministischen Markovschen)

Entscheidungsregeln.

(2) Eine (deterministische Markovsche) Politik ist eine Sequenz 7™ = (fo, f1,-.., fnv—1) von Ent-
scheidungsregeln, durch die die zu wahlende Entscheidungsregel f,, zum Zeitpunkt n bestimmt
wird, n = 0,1,..., N — 1. Wir bezeichnen mit IT = F'V die Menge aller (deterministischen
Markovschen) Politiken.

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir den durch die gewéhlte Politik induzierten stochastischen
Prozess beschreiben. Sei dazu Q = {Sx A}V =1 x S und P(R) die Potenzmenge von .22 Weiter seien
S, und A,, Zufallsvariablen, die den Zustand bzw. die Aktion zum Zeitpunkt n beschreiben. Da die
Aktion im Zustand S,, zur Zeit n durch die gewédhlte Politik = = (fo, f1,..., fn—1) € II bestimmt
wird, gilt A, = f,(Sn). Sei weiter Z,, = (Sp, Ao, ..., Sy) die Zufallsvariable, die die Entwicklung
des Systems bis zum Zeitpunkt n beschreibt und z, = (sg, ag, - . ., s,) eine Realisierung dieser. Eine
Politik 7 € II induziert nun ein (bedingtes) Wahrscheinlichkeitsmafl P, auf (€2, P(€2)) durch

Pﬂ'(Sn—H = sn—i-l’Zn = vaAn = an) = Pﬂ(Sn-l—l = Sp+1 |Sn = SnvAn = an)
:p(snafn(Sn)>5n+l)-

Da die Markov-Eigenschaft erfiillt ist, ist der induzierte stochastische Prozess damit eine Markov-
Kette in diskreter Zeit. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen bestimmten Verlauf (so,ag,...,s,) der
Markov-Kette bis zum Zeitpunkt n unter Politik 7 bei Start in sq l&sst sich dann bestimmen durch

Pr((Ao, S1, A1, ..., 5,) = (ao, 1,01, .-,5,)|S0 = 50) = p(50, fo(50),51) - -P(Sn—1, fn=1(8n—1), Sn)-

Wir wollen nun die Leistung des Systems optimieren. Um die Leistung des Systems zu messen, haben
wir in der Definition eines MEPs einstufige und terminale Gewinnfunktionen eingefiihrt, welche den
Nutzen der Leistung fiir den Entscheidungstrager zu den jeweiligen Zeitpunkten widerspiegeln. Als
Gesamtleistung des Systems betrachten wir den (ggf. diskontierten) Gesamtgewinn des MEPs.?

22Durch Wahl der Potenzmenge als o-Algebra sind alle Abbildungen auf (€, P(£)) messbar.
23Im Folgenden sprechen wir kurz von Gesamtgewinn, unabhéngig davon, ob dieser, im Fall o # 1, diskontiert ist
oder nicht (Fall @ = 1).
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Definition 3.3 Der Gesamtgewinn des MEPs unter Verwendung von Politik 7w € II sei definiert
durch

N—-1
Ry = Z anr(sna fn(sn)) + aNVN(SN)'

n=0

R, ist sowohl vom Verlauf des Prozesses als auch von der gewédhlten Politik @ € II abhéngig
und damit eine Zufallsvariable auf (Q2,P(Q2), Pr). Um den Gesamtgewinn unter den verschiedenen
Politiken zu vergleichen, verwenden wir den erwarteten Gesamtgewinn. Dazu bezeichne E; den
Erwartungswert bzgl. des Wahrscheinlichkeitsmafes P auf (€2, P(£2)):

S() = So)

N-1
=2 (Z a”r(sn,fn(sn)HaNVN(sN))

S1ES syeS \n=0

N-1
EW(RW’SO = 80) = E7r (Z Oén’f’(Sn, fn(Sn)) + aNVN(SN)

n=0

- p(so, fo(so),s1) - .. - p(sn—1, [N—1(SN=1), SN),

sofern E;(R;|So = so) wohldefiniert ist.
Um die Wohldefiniertheit des erwarteten Gesamtgewinns sicherzustellen, treffen wir folgende zwei
Voraussetzungen, welche in der gesamten Arbeit Giiltigkeit haben werden:

Voraussetzung:
Es existiert eine Funktion b : S — Ry und eine Konstante R € R, so dass fiir alle (s,a) € D gilt:

(B1) 9l < R < oo;

(82) ¥l < R <.

Es sei dann By, := {v : s = R|||v]| := sup,cg ‘28‘ < oo} die Menge der bzgl. der Funktion b
beschrinkten Funktionen auf S.

Gesucht ist nun eine Politik 7#* € II, die den erwarteten Gesamtgewinn bei Start in s € S
maximiert. Dazu fithren wir die folgende Definition ein:

Definition 3.4 Sei V(so) := Er(R|So = s0),50 € S, 7 € IL.
(1) Eine Politik 7* € II heifit optimal, falls

Ve (s) > Vi(s), Vr e Il,Vs € S.

(2) Die Funktion V : S — R, definiert durch

V(s) :=sup Vi(s), s € S,
well

heifit Wertfunktion des MEPs.

Die Wertfunktion gibt also den optimalen erwarteten Gesamtgewinn in Abhéngigkeit vom Start-
zustand an. Nach Puterman (1994) gilt folgender Satz.
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Satz 3.5 Sind fir einen MEP die Voraussetzungen (B1) und (B2) erfillt, so ist die Wertfunktion
V' die (in der Menge By eindeutige) Losung Vi der sogenannten Optimalitatsgleichung

Vi(s) = max {r(s,a) + Z p(s,a, s’)VnH(s')} , SES, (3.1)

a€D(s) e

n=20,...,N—1. Jede Politik 7 = (fo, f1,..., fn—1) mit fr(s) = a, € D(s), wobei a, so gewdhlit
ist, dass die rechte Seite der Gleichung mazimiert wird, ist optimal.

Eine verkiirzte Schreibweise der Wertfunktion ergibt sich mit der Definition folgender Abbildungen
auf der Menge By, auf sich selbst:

Definition 3.6 Es sei

(1) fur alle v € By, s € S,

Hyv(s) ==« Z p(s,a,s)v(s"), a € D(s),
s’'eS

(2) fur alle v € By, s € S,

Uv(s) := anga();) {r(s,a) + Hyv(s))} .

Mit Hilfe dieser Definition kann die Optimalitétsgleichung (3.1) auch in der folgenden, kompakteren
Form geschrieben werden:

Vi, = UV (3.2)

3.1.2 Markovsche Entscheidungsprozesse mit dynamischer Umwelt

In diesem Abschnitt wird eine spezielle Klasse Markovscher Entscheidungsprozesse betrachtet, und
zwar solche mit einer dynamischen Umwelt. Bei diesen nehmen wir an, dass zusitzlich zu einem
Markovschen Entscheidungsprozess, wie er im vorherigen Abschnitt definiert wurde, ein zweiter,
sogenannter Umweltprozess lduft. Dieser sei durch eine homogene Markov-Kette beschreibbar. Der
Zustand i,, dieser Markov-Kette zum Zeitpunkt n beeinflusst die Ubergangswahrscheinlichkeiten
und die Gewinne des Markovschen Entscheidungsprozesses. Der Zustand des Umweltprozesses ist
dabei fiir den Entscheidungstriiger beobachtbar und die Ubergangswahrscheinlichkeiten sind be-
kannt. Im Gegensatz dazu hat der Markovsche Entscheidungsprozess selbst keinen Einfluss auf den
Umweltprozess und dieser kann vom Entscheidungstriiger nicht kontrolliert werden.?*

FEin MEP mit dynamischer Umwelt verlauft nun wie folgt: Wir betrachten sowohl den zu kon-
trollierenden MEP als auch den Umweltprozess zu den Zeitpunkten 0,1,..., N. Zum Zeitpunkt n
befindet sich der MEP in Zustand s,,, der Umweltprozess in Zustand i,,. Es wird nun eine Entschei-
dung a, getroffen, welche von diesen beiden Zustdnden abhéngt. Bei Wahl der Aktion wird ein
Gewinn 7, (8p, in, an) generiert. Der MEP wechselt zum néchsten Zeitpunkt n + 1 in den Zustand
Sp+1 mit Wahrscheinlichkeit p(sy,in, an, sp+1). Der Umweltprozess wechselt zum néchsten Zeit-
punkt n + 1 in den Zustand 4,41 mit Wahrscheinlichkeit q(i,,i,41), also sowohl unabhingig vom
Zustand des MEPs als auch der gewéhlten Aktion. Sowohl der MEP als auch der Umweltprozess

24Eine ausfiihrliche Darstellung von Entscheidungsprozessen mit zufilligen Einfliissen findet sich in Waldmann (1981).
Erweiterungen und Anwendungen finden sich in Waldmann (1983), Waldmann (1984), Helm und Waldmann (1984)
und Hinderer und Waldmann (2001).
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starten zum Zeitpunkt 0 in festen Zustéinden oder geméfl voneinander unabhéngiger Startverteilun-
gen. Beide enden zum Zeitpunkt N, zu dem ein terminaler Gewinn Vy(sy,iy) vereinnahmt wird.
Zusammenfassend kann man einen MEP mit dynamischer Umwelt in der folgenden Definition be-
schreiben:

Definition 3.7 Ein Markovscher Entscheidungsprozess mit dynamischer Umwelt und endlichem
Zeithorizont in diskreter Zeit wird beschrieben durch ein Tupel (S, 1, A, N, D,p,q,r, Vy, ) mit:

1) dem Zustandsraum S, einer endlichen oder abzéhlbar unendlichen Menge von Zusténden;

2) dem Zustandsraum I, einer endlichen oder abzahlbar unendlichen Menge von Zustanden;

4

(1)
(2)
(3) dem Aktionenraum A, einer endlichen oder abzéhlbar unendlichen Menge;
(4) dem Planungshorizont N € N;

()

5) der endlichen Menge D(s,i) der im Zustand (s,i) € S x I moglichen Aktionen; weiter sei
D :={(s,i,a)|(s,i) € S x I,a € D(s,i)}.

(6) den Dichten p : D x S — [0,1] der Ubergangswahrscheinlichkeiten des MEP zum Zeitpunkt
1; P(Sn, in, Gn, Spt+1) beschreibe dabei die Wahrscheinlichkeit, dass bei Wahl von Aktion a,, €
D(sp,ip) im (verallgemeinerten) Zustand (sy,%,) im ndchsten Schritt der Zustand s,4; € S
angenommen wird;

er Dichte q : I x I — |0, er Ubergangswahrscheinlichkeiten des Umwellprozesses;
7) der Dich I x1 0,1] der Ub hrscheinlichk des Umuwel
q(in, int+1) beschreibe dabei die Wahrscheinlichkeit, dass sich der Umweltprozess im Zustand
in+1 befindet, wenn er sich eine Zeiteinheit zuvor im Zustand i, befand;

(8) der einstufigen Gewinnfunktion r : D — R; r(sp,in,an) beschreibe dabei den sofortigen
Gewinn zum Zeitpunkt n, wenn sich der MEP im Zustand s, € S und der Umweltprozess im
Zustand i,, € I zur Zeit n befinden und Aktion a,, € D(sy, i,) gewahlt wird, n = 0,1,..., N —
L

(9) der terminalen Gewinnfunktion Vy : S x I — R; Vy(sn,in) beschreibe dabei den Gewinn
zum Zeitpunkt N, wenn sich der MEP am Ende des Planungshorizontes im Zustand sy € S
und der Umweltprozess im Zustand iy € I befindet;

(10) dem Diskontierungsfaktor o > 0; ein Gewinn in Hohe von 1 zum Zeitpunkt n wird mit dem
Faktor o™ auf den Zeitpunkt 0 diskontiert.

Definiert man S := .S x I und 5 : D,, x S — [0, 1] durch

ﬁ(gnaanagnJrl) = p(snainaan33n+1)Q(in7in+1), Sp = (Snain)a Sp41 = (5n+1a7;n+1) € S’v

so kann man einen MEP mit dynamischer Umwelt auf einen MEP wie in Abschnitt 3.1.1 definiert
zuriickfiihren.
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3.1.3 Semi-Markovsche Entscheidungsprozesse

In diesem Abschnitt werden Semi-Markovschen Entscheidungsprozesse (SMEPs) mit endlichem
Planungshorizont in stetiger Zeit betrachtet.?> SMEPs in stetiger Zeit werden nicht zu diskreten
Zeitpunkten beobachtet, sondern kontinuierlich. Die Entscheidungszeitpunkte sind dabei zufillig
und die Zeit zwischen zwei aufeinanderfolgenden Entscheidungszeitpunkten folgt einer beliebigen
stetigen Verteilung. Die zukiinftige Entwicklung des Prozesses hdngt nur vom Zustand zum letz-
ten Entscheidungszeitpunkt sowie der Zeit, die seit diesem Zeitpunkt vergangen ist, ab. Der Name
Semi-Markovsche Entscheidungsprozesse lésst sich also dariiber motivieren, dass die Vorgeschichte
des Prozesses nur durch die Zeit, die seit der letzten Entscheidung vergangen ist, und dem Zustand
zu diesem Zeitpunkt in die Weiterentwicklung des Systems einfliefft. Da damit die zukiinftige Ent-
wicklung des Systems zum Zeitpunkt der Entscheidung nur vom momentanen Zustand abhéngt,
reicht es aus, den Prozess auch nur zu diesen Zeitpunkten zu betrachten. Die nachfolgenden Erlau-
terungen und Ergebnisse folgen Schellhaas (1980).

Ein SMEP verlauft wie folgt: Wir betrachten ein unter der Kontrolle eines Entscheidungstragers
stehendes System tiber einen gewissen, begrenzten Zeitraum, der zum Zeitpunkt ¢y = 0 beginnt und
zum Zeitpunkt 7' € [0, 00) endet. Die Entscheidungen werden zu zufélligen Zeitpunkten ¢,, € [0,7T)
getroffen, die Anzahl der Entscheidungen in diesem Zeitraum ist ebenfalls zufillig. Zum Entschei-
dungszeitpunkt £, befindet sich der Prozess in einem Zustand s, und es wird eine Entscheidung
a, aus einer Menge von moglichen Aktionen gewéhlt. Diese hangt von s, ab und ¢, ab. Durch
die Wahl der Aktion wird die Weiterentwicklung des Systems in der Art beeinflusst, dass sowohl
der Zeitpunkt t,1 der nichsten Entscheidung, als auch der Zustand s,41 zu diesem von dieser
Entscheidung abhéngen. Des Weiteren wird ein Gewinn g(sn, an, Sn+1,tnt+1 — tn) generiert, der im
Intervall [t,,, t,4+1) zustande kommt. Dabei kann auch ¢, 11 > T gelten, jedoch wird die Beobachtung
des Systems zum Zeitpunkt 7" abgebrochen und die Leistung des Systems nach T ist irrelevant.
In diesem Fall wird im Intervall [t,,T) ein Gewinn g(Sy, an, Sn+1,T — t,) erzeugt. Bei Erreichen
des Ende des Planungshorizontes, d.h., gilt ¢, < T < t,,4+1, wird zusédtzlich ein terminaler Gewinn
in Héhe von h(sy, an, Spt1, T — tn, tn+1 — tn) vereinnahmt. Mit Erreichen des Zeitpunktes 7" wird
die Beobachtung des Prozesses abgebrochen und es werden dementsprechend zum Zeitpunkt ¢,
und auch danach keine Entscheidungen mehr getroffen. Alle entstandenen Gewinne werden auf
den Startzeitpunkt mit der Rate a diskontiert. Die Entwicklung der Systemzusténde selbst, also
der Ubergang vom Zustand s, zum Entscheidungszeitpunkt ¢, in den Zustand s,y ; zum Zeit-
punkt ¢,4+1 bei Wahl von Aktion a,, geschieht mit der Wahrscheinlichkeit k(sy,, an, Spt1, tn+1 — tn)-
Zusammenfassend kann man einen SMEP also in der folgenden Definition beschreiben:2

Definition 3.8 Ein Semi-Markovscher Entscheidungsprozess mit endlichem Zeithorizont in steti-
ger Zeit wird beschrieben durch ein Tupel (S, A, T, D, k, g, h, «) mit:

(1) dem Zustandsraum S, einer endlichen oder abzdhlbar unendlichen Menge von Zusténden;
(2) dem Aktionenraum A, einer endlichen oder abzahlbar unendlichen Menge von Aktionen;

(3) dem Planungshorizont T' € Ry;

#Behandelt wurden diese Prozese unter anderem in Jewell (1963), Schellhaas (1980), Waldmann (1985) und Hinderer
und Waldmann (1999). Eine Anwendung findet sich z.B. in Mamer (1986).

26Im Folgenden bezeichnet B(M) stets die Borel-o-Algebra von einer Menge M. Weiter setzen wir voraus, dass iiberall
dort, wo erforderlich, die Messbarkeit erfillt ist, wobei der betreffende Messraum aus dem Definitionsbereich
versehen mit der Borel-o-Algebra besteht.
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(4) der endlichen Menge D(s) der im Zustand s € S moglichen Aktionen; weiter sei D :=
{(s,a),s € S,a € D(s)};

(5) dem Ubergangsgesetz xk von D nach S x Ry; k(s,a,s’,2) sei dabei gerade die Wahrschein-
lichkeit eines Uberganges von s nach s’ innerhalb der nichsten z Zeiteinheiten bei Wahl von
Aktion a € D(s);

(6) der Gewinnfunktion g : D x S x Ry — R; g(spn, an, Snt+1,2) beschreibe dabei den Gewinn
der entsteht, wenn im Zustand s, die Aktion a, gewéhlt wird, der nachfolgende Entschei-
dungszeitpunkt x Zeiteinheiten spéter eintritt und sich der Prozess dann im Zustand s,4+1
befindet;

(7) der terminalen Gewinnfunktion h : D x S x Ry x Ry — R; h(sn,an, spt1,T — t,x) be-
schreibe dabei den Gewinn der entsteht, wenn im Zustand s, die Aktion a, gewahlt wird,
der nachfolgende Entscheidungszeitpunkt = Zeiteinheiten spéter eintritt, dieses jedoch genau
x — (T'—t) > 0 Zeiteinheiten nach dem Ende des Planungshorizontes 7" stattfindet.

(8) der Diskontierungsrate o € R; ein Gewinn in Hohe von 1 zum Zeitpunkt ¢ hat damit zum
Zeitpunkt 0 einen Wert von e,

Wie auch bei den MEPs werden Vorschriften benétigt, nach denen die Aktionen in den einzelnen
Zusténden und zu den unterschiedlichen Zeitpunkten gewdhlt werden sollen. Dazu kénnen wir
auch im Kontext der SMEPs die Begriffe Entscheidungsregel und Politik einfiihren. Auch hier kann
gezeigt werden, dass stets eine deterministische Markovsche Politik existiert, die den Verlauf des
Prozesses fiir den Entscheidungstrager optimal beeinflusst. Es kann sogar gezeigt werden, dass stets
eine optimale stationdre Politik existiert und zwar in dem Sinne, dass die Entscheidungen nur vom
aktuellen Zustand und der verbleibenden Zeit bis zum Ende des Planungshorizontes abhéngt, nicht
aber von der Anzahl der bisher getroffenen Entscheidungen.?”

Definition 3.9 (1) Eine (deterministische Markovsche) Entscheidungsregel ist eine Abbildung
f:8x%x][0,T) - A, die jedem Zustand s € S zur Zeit t € [0,7) eine Aktion a € D(s)
zuordnet. Wir bezeichnen mit F := {f : S x [0,T) — A|f(s,t) € D(s), (s,t) € S x [0,T)} die
Menge aller Entscheidungsregeln.

(2) Eine (deterministische Markovsche) Politik ist eine Sequenz m = (fo, f1,...) von Entschei-
dungsregeln, durch die die zu wéhlende Entscheidungsregel f, zum n-ten Entscheidungs-
zeitpunkt bestimmt wird. Wir bezeichnen mit IT := F'> die Menge aller (deterministischen
Markovschen) Politiken.

(3) Eine stationdre Politik ist eine deterministische Markovsche Politik 7 mit = = (f, f,...). Wir
bezeichnen mit II° die Menge aller stationéren Politiken.?®

Mit diesen Vorbereitungen kénnen wir den durch die gewahlte Politik induzierten stochastischen
Prozess beschreiben. Es geniigt, sich auf die Betrachtung stationédrer Politiken zu beschrinken. Sei
dazu Q = {S xR x A}* und B(f2). Weiter seien S,,, A,, und T,, Zufallsvariablen, die den Zustand,
die Aktion sowie den Zeitpunkt der n-ten Entscheidung beschreiben. Da die Aktion im Zustand .S,
zur Zeit T, durch die gewdhlte Politik 7 = (f, f,...) € II¥ bestimmt wird, gilt A, = f(Sp, T},). Sei

?"Den Beweis findet man z.B. in Rieder (1976), Theorem 4.2.
28Es sei darauf hingewiesen, dass auch bei stationdren Politiken die Entscheidung basierend auf Zustand und Zeit-
punkt der Entscheidung getroffen werden.
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weiter Z, = (S0, 10, Ao, - .., Sn,T,) die Zufallsvariable, die die Entwicklung des Systems bis zum
n-ten Entscheidungszeitpunkt beschreibt und z, = (s0,to,a0,--.,Sn,tn) eine Realisierung dieser.
Eine Politik 7 € II¥ induziert nun ein (bedingtes) Wahrscheinlichkeitsma$ auf (€2, B(R)) durch

Pﬂ’(Sn+1 = 3n+1,Tn+1 -7, < x|Zn = ZnyAn = an)
= PTr(SnJrl = 5n+1aTn+l -1, < -T|Sn = SnaTn = tnaAn = an)

0, x <0
B ff(Snaf(Snytn),Sn-l—lax)? x 2 0.

Analog zu Abschnitt 3.1.1 wird die Gesamtleistung des betrachteten Systems durch den (ggf. dis-
kontierten) Gesamtgewinn des SMEPs gemessen.?® Dazu haben wir sowohl die Gewinnfunktion g,
die den Gewinn zu den Entscheidungszeitpunkten beschreibt, als auch die terminale Gewinnfunkti-
on h eingefiihrt. Der Gesamtgewinn setzt sich also zusammen aus den sofortigen Gewinnen zu den
einzelnen Entscheidungszeitpunkten vor dem Ende des Planungshorizontes T' und dem terminalen
Gewinn zum Zeitpunkt 7" selbst, der entsteht, sobald der néchste Entscheidungszeitpunkt nach T'
liegt.

Definition 3.10 Sei 7 : D x § x Ry x Ry — R definiert durch

#(s, 0,8t + @) = 1p1(t) [1[0,T} (t+2)g(s,a,s,x)e”*
+ (100 (t + )5, 0,8, T = t, w)e 1),

falls > 0 und 7(s,a,s',t,t + x) := 0 sonst. Weiter definieren wir die Funktion r : D x R, — R
durch
r(s,a,t) Z/ k(s,a,s,dx)P(s,a,8 t,t +x),

s'eS
und bezeichnen r(s,a,t) als den erwarteten Gewinn bei Wahl der Aktion a € D(s) in Zustand
s € S zum Zeitpunkt ¢ € [0,T). Der Gesamtgewinn des SMEPs unter der Verwendung von Politik
7 € I1¥ sei dann definiert durch

o

R, := Z eI (S, F(Sn, Tn), Snet1, T Tt 1)
n=0

R, ist vom Verlauf des Prozesses abhéngig und damit eine Zufallsvariable. Wir verwenden den
erwarteten Gesamtgewinn, um verschiedene Politiken zu vergleichen. Dazu nehmen wir an, dass ein
fester Startzustand sg € S und die Startzeit tg = 0 gegeben ist und F, den Erwartungswert bzgl.
des Wahrscheinlichkeitsmafles P, auf (€2, B(£2)) bezeichnet:

Er(Rz|So = s0,T0 = 0) (Z e T3S, £(Sn, Tn), Sntts Ty Trg1) | So = 50, Th = to)

sofern Er(R;|So = so, Ty = to) wohldefiniert ist.
Um die Wohldefiniertheit des erwarteten Gesamtgewinns sicherzustellen, treffen wir folgende
Voraussetzungen, welche in der gesamten Arbeit Giiltigkeit haben werden.30

2°Tm Folgenden sprechen wir kurz von Gesamtgewinn, unabhingig davon, ob dieser, im Fall o # 0, diskontiert ist
oder nicht (Fall o = 0).
30Den Beweis der Wohldefiniertheit findet man z.B. in Schellhaas (1980) unter Verwendung von Schil (1975).
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Voraussetzung:
Es existiert eine Funktion b: S — Ry, so dass fiir alle (s,a) € D gilt:

(BS1) Es existiert ein ¢ € R, so dass
Z/ (s,a,s,dx)e”*"b(s") < c-b(s);
s'esS
(BS2) Es existiert ein d € Ry, so dass
Ir(s,a,t)] <d-b(s), Vt € [0,T);

(BS3) Es existieren 7 > 0, § < 1, so dass

Z/ (s,a,s,dx)e”*"b(s') <6 - b(s).

s'es

Gesucht ist nun eine Politik 7* € II°, die den erwarteten Gesamtgewinn bei Start in Zustand
S0 € Sy zum Zeitpunkt ¢y € [0,7) maximiert. Dazu fithren wir folgende Definition ein:

Definition 3.11 Sei Vi (so,to) := Ex(Rx|So = so,To = to), (s0,t0) € S x [0,T), 7 € s .
(1) Eine Politik 7* € T1° heifit optimal, falls gilt:
Ve (s0,t0) > Vie(s0, t0), ¥ € 11°.
(2) Die Funktion V : S x Ry — R, definiert durch

V(So,to) = sup Vi (Sg,to) (So,to) ISR [O,T),
rells

heilt Wertfunktion des SMEPs.

Anders als bei den MEPs lésst sich aufgrund des iiberabzdhlbaren Zustandsraumes die Wert-
funktion nicht durch Riickwértsinduktion berechnen. Jedoch ist sie ebenfalls Losung einer Opti-
malitatsgleichung und man kann sie durch sukzessive Approximation annidhern. Dazu fithren wir
zunéchst die folgenden Definitionen ein.

Definition 3.12 Essei B, := {v: §x[0,T) — R|v messbar mit sup, ycgxjo,7) [v(s,¢)|/b(s) < oo}
die Menge aller bzgl. der Gewichtsfunktion b beschréankten Funktionen auf S x [0,7). Dann sei fiir
alle v € By, (s,t) € S x [0,T)

Uv(s,t) := max {r(s,a,t) + Z/ k(s,a,s dr)e (s’ t + x)}.

a€D(s)

Nach Schellhaas (1980) folgt dann der folgende Satz.

Satz 3.13 Sind fir einen SMEP die Voraussetzungen (BS1)-(BS3) erfillt, so ist die Wertfunktion
die (in der Menge By eindeutige) Lisung der Optimalititsgleichung

V=UV.
Dariiber hinaus gilt mit vg = 0 und v, := Uvy—1
V= nh_)rgo Un,
und es existiert eine optimale stationdre Politik.

Im Gegensatz zu den MEPs mit endlichem Horizont kann die Wertfunktion i.A. also nicht nach
endlich vielen Iterationsschritten bestimmt werden.
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3.2 Konvexitat und Multimodularitat

Wir befassen uns in diesem Abschnitt mit den Konzepten der Konvexitdt und Multimodularitét
von Funktionen. Um in den beiden Modellen, die wir in den Kapiteln 4 und 5 als Markovsche
Entscheidungsprozesse formulieren und anschlieBend untersuchen, optimale Politiken zu erhalten,
die eine gewisse Struktur aufweisen, miissen wir unter anderem Kostenfunktionen voraussetzen, die
selbst gewisse Eigenschaften erfiillen. Das Modell, welches in Kapitel 4 untersucht wird, besitzt die
Menge der natiirlichen Zahlen als Zustandsraum, weswegen wir das Konzept der Konvexitéit auf
dieser Menge zu Hilfe ziehen kénnen. Das in Kapitel 5 untersuchte Modell besitzt jedoch einen
mehrdimensionalen diskreten Zustandsraum, weswegen das Konzept der Konvexitdt nicht mehr
ausreicht und wir hier die Multimodularitat verwenden.

3.2.1 Konvexitat
Definition 3.14 Sei f : Ny — R, dann definieren wir Af(z) und A2f(z) fiir alle x € Ny durch

Af(x):= f(x+1) — f(z) und A%f(z) = A(Af(z)) = Af(z+1) — Af(x).
Fir f : Ng x M — R, wobei M eine beliebige endliche oder abzdhlbar unendliche Menge ist,
definieren wir fiir alle (x,m) € Ny x M

Af(z,m) = f(x+1,m) — f(x,m) und A%f(z,m):= A(Af(z,m)) = Af(z+1,m) — Af(z,m).

Definition 3.15 Eine Funktion f : Ny — R heifit
(1) monoton steigend (monoton fallend), falls Af(x) > 0 (Af(x) < 0) fiir alle z € Ny;

(2) konvex (konkav), falls A%f(x) >0 (A%f(x) < 0) fiir alle z € Nj.

Von &uflerst grofler Bedeutung ist der néchste Satz, der in der Untersuchung des ersten Modells
zum Einsatz kommt und in Anlehnung an Lemma 1’ aus Stidham (1978) formuliert und bewiesen
ist.
Lemma 3.16 (Siehe Stidham (1978)) Seien h : Ny — R,r € Ry sowie b € Ny und seien ¢,§ :
No — R definiert durch
= h N
o(w) = max {ar +h(o)}, = € No
g(x) :=g(x) —xr, z € Ng, = € Np.

Dann gilt:
(1) Ist h konkav, so auch g.

(2) Ist h fallend, so auch §.

Beweis: (Siehe Stidham (1978)) Wir unterscheiden die folgenden zwei Félle:

1.Fall: b =0

Es gilt g(x) = xr + h(x) sowie g(x) = h(z) und damit die Aussagen.

2.Fall: 5> 0

Wir definieren die Funktion h : Ng U {co} — R durch h(z) := zr + h(x) und zeigen zuniichst die
erste Aussage. Daher nehmen wir an, dass h konkav ist. Dann ist auch h konkav und a* sei die
grofte Maximalstelle von . Damit ist & monoton steigend fiir z < a* und fallend fiir > a*. Zu
zeigen ist nun, dass A2g(x) < 0 fiir alle # € Ny gilt. Dazu unterscheiden wir die folgenden Fille:
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(1) z+24+b<a™
Da h monoton steigend fiir alle x < a™* ist, gilt:

g(x) = max {ar+ h(a)} = h(z +b)

r<a<z+b
glx+1)= z+1£r£lg;(+1+b{a7“ +h(a)} =h(x+1+0b)
2) = =h(z+2
g(x +2) z+2§t£1§1§+2+b{ar +h(a)} = h(x +2+0b)

und damit A2g(z) = A?h(z 4 b) < 0 aufgrund der Konkavitit von h.

(2) a* <
Da h monoton fallend fiir alle x > a* ist, gilt:

g(z) = max {ar+h(a)} = B(x)

r<a<z+b
g(l‘ + 1) m+1<121<x+1+b{a’r + h( )} - h($ + 1)
g+ = max for+h(@) =h(z+2)

und damit A%g(x) = A%h(x) < 0 aufgrund der Konkavitit von h.

3) a*=x+1: )
Da a* Maximalstelle und A monoton fallend fiir alle x > a™* ist, gilt:

g(x) = max {ar+h(a)} = fz(az +1)

r<a<z+b
glx+1) = xHSr(rllg;(Jer{ar +h(a)} =h(z+1)
g(x+2) = x+2§rgg§+2+b{ar + h(a)} = h(xz + 2)

und damit A2g(z) = Ah(z+ 1) <O0.

(4) a* =z+1+0b: )
Da a* Maximalstelle und h monoton steigend fiir alle z < a* ist, gilt:

g(x) = max {ar + h(a)} = h(z +b)

r<a<z+b
g(x + 1) m+1<a<m+1+b{ar * h( )} - h(l’ +1+ b)
glx+2) = m+2<a<x+2+b{ar +h(a)} =h(x+1+0)

und damit A%g(z) = —Ah(z 4+ b) < 0.

(5) a* €lx+2,...,z+ b

Es gilt
o) = max_ {ar+ h(a)} = (")
glz+1) = nggg;{Jer{ar +hla)} = hia’)
9(z+2) = x+2<a<x+2+b{aT +hla)} = hia’)
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und damit A%g(x) = 0.3

Nun zeigen wir die zweite Aussage. Sei dazu h fallend und a* sei eine Maximalstelle von h auf dem
diskreten Intervall {z +1,...,x 4+ 1+ b}. Wir unterscheiden nun die folgenden zwei Félle:

(1) a* <z +0b:
Es gilt

Ag(a) = g(z +1) = g(x)
= max  {h(a)} — max {h(a)}

z+1<a<z+1+4b r<a<z+b
= h(a*) — max{h(z), h(a*)}
<0.

(2) a*=x+1+0:
Es gilt

Ag(z) = g(z +1) = g(z)

- a:+1§r£2§+1+b{h(a)} - xggg;&}){h(@}

=h(z+1+0b)— xgr;lg;b{h(a)}

< h(z+1+b) — h(z +b)
=r+h(x+1+0b)—h(z+Db)
<r

und damit Ag(z) = Ag(z) —r <0.

3.2.2 Multimodularitat

Wir befassen und nun mit dem Konzept der Multimodularitdt von Funktionen. Dieses wurde von
Hajek (1985) fiir Funktionen auf Z"™ eingefiihrt. Wir beschrénken uns hier auf die Multimodularitat
von Funktionen auf N3 und orientieren uns dabei an Zhuang und Li (2010). Fiir eine ausfiihrliche Un-
tersuchung der Eigenschaften multimodularer Funktionen auf Z™, siehe z.B. Altman et al. (2000).
Im Folgenden hat ein Element z € Nj stets die Gestalt x = (z1,...,z,). Fir je zwei Elemente
z,y € Nj schreiben wir x > y, falls z; > y; fiur alle7 = 1,...,n und = > y, falls z; > y; fiir alle
i1=1,...,n,und x; > y; fiir mindestens ein 7 = 1,...,n. Weiter bezeichne e; den i-ten kanonischen
Einheitsvektor des Nij, i = 1,...,n. Wir fithren zunéchst folgende Definitionen ein, bevor wir die
Multimodularitét selbst einfiihren:

Definition 3.17 Sei f : Nj — R. Dann definieren wir fiir alle z € Njj

Aif(z) = flz+e)— flz), Vi=1,...,n,

31Dieser Fall ist nur im Fall b > 2 relevant.
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und
Ajjf(x):=flz+e)— flz+e), Vi,j=1,...,n.

Fiir Ay f(z) schreiben wir kurz Af(z) und fiir A;(A;f(z)) schreiben wir kurz A? f(z).
Fir Funktionen f : Nj x M — R, wobei M eine beliebige endliche oder abzéhlbar unendliche
Menge ist, definieren wir fiir alle (x,m) € Ng x M

Nif (z,m) i= f(z + eiym) — flz,m), Vi=1,...,n,
und

A'L]f(mam) = f(x+ei,m)—f(a:+ej,m), Vi,j=1,...,n.

Bemerkung 3.18 Es gilt A;; f(z) = —Aj; f(x).

Damit fiihren wir nun die Definition der Multimodularitit auf N3 ein

Definition 3.19 Eine Funktion f : N2 — R heiBt multimodular (im konkaven Sinn), falls
A1Asf(z) <0

sowie

AjAf(z) < A1Asf(2),
Ao Ao f(x) < AjAsf(z).

Definition 3.20 Eine Funktion f : NZ — R heifit
(1) submodular, falls Ay Aqf(x) < 0;
(2) subkonkav, falls A1f(x 4+ e1) < Ajf(z+e2) und Agf(z +e2) < Agf(x +e1);
(3) komponentenweise konkav, falls A? f(z) < 0 fiir i = 1,2;

fiir alle z € N2.

Bemerkung 3.21 Drehen wir die Ungleichungen in Definition 3.19 bzw. 3.20 um, so erhéilt man
die Definitionen von Multimodularitat im konvexen Sinn, Supermodularitat, Superkonvexitit so-
wie komponentenweise Konvexitdt . Sprechen wir von Multimodularitit, meinen wir jedoch stets
Multimodularitdt im konkaven Sinne, da wir spater nur dieses benétigen.

Satz 3.22 Eine Funktion f : N3 — R ist genau dann multimodular, wenn f submodular und
subkonkav ist. Dartiber hinaus ist jede multimodulare Funktion komponentenweise konkav.

Beweis: Lemma 1 aus Zhuang und Li (2010). O

40



3.2 Konvexitdt und Multimodularitat

Lemma 3.23 Eine Funktion f : N2 — R ist genau dann subkonkav, wenn gilt
Agi f(x) < Aoy f(x+er1) und
Aoy f(x) > Ag1 f(x + e2)
Beweis: Die Subkonkavitidt von f bedeutet, dass
flx+2e)— f(z+e) < flx+e+ex) — f(z+e2) und
flx+2e) — f(z+e2) < flx+er+ex)— flz+er).
Die erste Ungleichung ist dquivalent zu
flx+e) = flz+e) < flar+e1+e2) — fz+ 2e1),
also Ag; f(x) < Agyf(z + e1). Die zweite Ungleichung ist dquivalent zu
flx+e) - flz+e) < flar+e1+e2) — fz+ 2e2),

also Apaf(z) < Ajaf(x + ea). Letzteres ist gemédfl Bemerkung 3.18 dquivalent zu Aoy f(z) >
Aglf(aj—{—eg). (]

Lemma 3.24 Seih : N2 — R multimodular, ¢ € Ng mit ¢ < min{zy, 29} und A° := {a = (a1,a2) €
NZ|a1 + az = c}. Dann ist auch die Punktion g¢ : N3 — R, definiert durch

§°(x) = max{ar” + h(z - a)},
acAc

mit r = (r1,72) € R? multimodular.

Beweis: Fiir ¢ = 0 ist die Aussage offensichtlich. Fiir ¢ > 1 erfolgt der Beweis durch vollsténdige
Induktion.

Induktionsanfang: ¢ = 1

In diesem Fall muss nur gezeigt werden, dass g'(z) = max{r; + h(x; — 1,22),72 + h(xy, 2 — 1)}
multimodular ist. Siehe dazu Lemma 3 in Zhuang und Li (2010) oder Lemma 4.3 in Topkis (1978).
Induktionsschluss: ¢ — ¢+ 1

Eine Aktion a € A°t! hat die Gestalt (¢ +1 —1i,i),i=0,1,...,c+ 1. Damit erhalten wir

c+1 _ T —_
g (x) = agzza(l {ar + h(z a)}

= max {(c+1—-d)ri+ira+h(z1—(c+1—1i),x2—1)}

1=0,1,...,c+1

:max{ ‘max {(c+1—i)r +irs+ h(z1 — (c+1—14),22 — i)},

1=0,1,...,c

- max {(c+1—d)ri+ire+h(x; — (c+1—1), 20 — z)}
i=1,...,c+1

= max {’I“l + max {(c—i)ry +irg+h(z1 —1— (c —1i),z2 — )},

i=0,1,...,c

r2+ max {(c—i)ry +irz + h(z1 — (c —i), 29 — 1 — z)}}

1=0,1,...,c

= max {rl + mag({arT +h(z1—1—ai,z2 —a2)},
acA.

ro + ma~x{arT + h(xy —ay,x0 — 1 — ag)}}
G,EAC

=max {r; + ¢°(x1 — 1, 22), 72 + 9°(x1,22 — 1) }.
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Da ¢¢ nach Induktionsannahme multimodular ist, ist zusammen mit dem Induktionsanfang auch
¢“1 multimodular. O

Wie am Anfang dieses Abschnittes geschrieben, werden wir nicht nédher auf das Konzept der mehr-
dimensionalen Multimodularitdt eingehen. Wir werden jedoch das Konzept der 2-dimensionalen
Multimodularitiat auf mehrdimensionale Funktionen iibertragen und nennen diese Multimodula-
ritdt in © und j . Es sei aber ausdriicklich drauf hingewiesen, dass dies nicht identisch mit der
mehrdimensionalen Multimodularitat ist.

Definition 3.25 Seien 4,j € {1,...,n} mit i # j. Eine Funktion f : Nj — R heifit multimodular
in © und j, falls fir alle x € Njj gilt

AjAjf(z) <0
sowie

A f(z) < NA f(z),
AjA;f(z) < N f ().

Definition 3.26 Seien i,5 € {1,...,n} mit i # j. Eine Funktion f : Nj — R heifit
(1) submodular in i und j, falls A;A; f(x) <0;
(2) subkonkav in i und j, falls A;f(z +€;) < Ajf(x +e;j) und Ajf(x +ej) < A f(z+ €);
(3) konkav in Komponente i, falls A? f(z) < 0;

fiir alle x € Nj.

Bemerkung 3.27 Der Satz 3.22 und die Lemmata 3.23 sowie 3.24 kénnen auch auf Funktionen
h: Nj — R, die multimodular in ¢ und j, 4,5 = 1,...,n mit ¢ # j, sind, verallgemeinert werden.
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4 Ressourcenauslastung in medizinischen
Einrichtungen

4.1 Situationsbeschreibung

In diesem Kapitel betrachten wir eine ambulante Einrichtung, die mit dem open-access Konzept
arbeitet. Es soll den Patienten dieser Einrichtung daher sowohl die Moglichkeit gegeben werden,
sich im Voraus zu einer Behandlung anzumelden, als auch, ohne vorherige Anmeldung eine solche
zu erhalten. Unvorangemeldete Patienten kommen demnach zu beliebigen Zeitpunkten in der Ein-
richtung an und fragen eine Behandlung nach. Handelt es sich bei einem unangemeldeten Patienten
um einen Notfall, so ist eine Behandlung am selben Tag und somit eine Aufnahme in den Warte-
raum unabdingbar. Jeder Notfall sowie auch jeder Patient mit Termin, der die Einrichtung betritt,
muss folglich angenommen und in den Warteraum gefithrt werden. Unangemeldete Patienten, bei
denen es aus medizinischer Sicht vertretbar ist, wenn diese nicht mehr am selben Tag behandelt
werden, konnen hingegen in Abhéngigkeit von der aktuellen Auslastung der Einrichtung sowohl an-
genommen als auch abgelehnt werden. Nach der Aufnahme in die Einrichtung warten alle Patienten
im Warteraum auf ihre Behandlung und es entstehen fiir all diese Patienten Wartekosten. Werden
Patienten bis zum Ende des Tages nicht behandelt, so entstehen zusétzlich terminale Kosten fiir
Uberstunden oder eine erhthte Unzufriedenheit der Patienten, da diese trotz Wartens in der Praxis
oder sogar trotz Termines keine Behandlung erhalten haben und an einem anderen Tag wiederkom-
men miissen. Die medizinische Einrichtung muss daher abwégen, ob ein Patient ohne Termin, der
die Einrichtung betritt und eine Behandlung oder Untersuchung nachfragt, akzeptiert und in den
Warteraum gefiihrt werden soll, oder ob es besser ist, diesen abzulehnen, da die Wahrscheinlichkeit,
dass dieser in adaquater Zeit oder sogar iiberhaupt noch am selben Tag diese Behandlung erhalt,
zu gering ist. Erschwerend bei der Entscheidungsfindung ist hierbei, dass diese Situation zufélligen
FEinfliissen unterliegt. So gilt es zu beriicksichtigen, dass Patienten, die einen Termin erhalten haben,
moglicherweise gar nicht oder unpiinktlich erscheinen (was bedeuten kann, dass diese Patienten zu
frith, aber auch zu spét in der Einrichtung eintreffen konnen). Auch die Anzahl der Patienten ohne
Termin sowie die Dauer der Behandlungen einzelner Patienten unterliegen zufélligen Einfliissen und
kénnen daher nicht mit Sicherheit bestimmt werden.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Terminplanung bereits durchgefithrt wurde. D.h.,
das Ankunftsverhalten der eingeplanten Patienten in der medizinischen Einrichtung ist fir den
betrachteten Tag bereits festgelegt und kann von der Einrichtung nicht mehr beeinflusst werden.
Wir untersuchen daher nur die Frage, wieviele Patienten ohne Termin, die eine Behandlung an-
fragen, zu jedem Entscheidungszeitpunkt in der medizinischen Einrichtung aufgenommen werden
sollen. Ziel dabei ist es, den erwarteten Gesamtgewinn dieser Einrichtung zu maximieren. Das re-
sultierende Optimierungsproblem formulieren wir als einen Markovschen Entscheidungsprozess mit
dynamischer Umwelt in diskreter Zeit.
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4.2 Modellierung als Markovscher Entscheidungsprozess

Wir betrachten einen Behandlungstag in einer medizinischen Einrichtung, in der drei Patienten-
typen behandelt werden: Patienten mit Termin, Notfélle, d.h. Patienten, die zwar keinen Termin
besitzen, jedoch auf jeden Fall am selben Tag untersucht oder behandelt werden miissen, sowie
Patienten, die keinen Termin besitzen, jedoch auch keine Notfélle sind. Der Tag ist in N Zeit-
abschnitte gleicher Lange unterteilt. Er beginnt zum Zeitpunkt 0 und endet zum Zeitpunkt N.
Wir betrachten den Zustand der medizinischen Einrichtung zu Beginn jedes Intervalls, also zu den
Zeitpunkten n = 0,1,...,N — 1, sowie am Ende des Tages zum Zeitpunkt N. Die Anzahl der
Patienten mit Termin, die zwischen den Zeitpunkten n — 1 und n in der Einrichtung erscheinen,
bezeichnen wir mit w,. Die Anzahl der nicht eingeplanten Patienten, die keine Notfalle sind und
zwischen den Zeitpunkten n — 1 und n ankommen, bezeichnen wir mit b, und die Anzahl der
Notfélle, die in diesem Zeitraum ankommen, mit e,. Bei der Betrachtung des Zeitpunktes 0 sei-
en wy, by und ey die Anzahl Patienten der verschiedenen Typen, die bis zu diesem Zeitpunkte
angekommen sind. Zusétzlich zu der Anzahl der angekommenen Patienten lésst sich zu diesen Zeit-
punkten ein Umweltzustand beobachten.?? Diesen bezeichnen wir mit m,,. All diese Gréfen fassen
wir im sogenannten erweiterten Umweltzustand i,, = (my,, Wy, ey, by,) zusammen. Ein Ubergang
vom erweiterten Umweltzustand i, zum Zeitpunkt n in den erweiterten Umweltzustand i,41 zum
Zeitpunkt n + 1 erfolgt mit Wahrscheinlichkeit g(iy, i5+1). Es soll nun entschieden werden, wieviele
der Patienten ohne Termin in den Warteraum der Einrichtung aufgenommen werden sollen. Alle
anderen Patienten miissen aufgenommen werden. Die Menge der moglichen Aktionen hingt daher
vom erweiterten Umweltzustand i,, ab und ist D(iy,) := {w, + en, ..., wy + €y + by }.

Nachdem Patienten in den Warteraum der Einrichtung aufgenommen worden sind, werden sie
nicht mehr in ihrem Typus unterschieden. Die Anzahl der bereits wartenden Patienten, die sich zu
Beginn eines Intervalls, also vor der Annahme neuer Patienten, in der Praxis befinden, bezeichnen
wir daher mit z,. Die Wahrscheinlichkeit, dass im anschlieenden Intervall genau y Patienten
untersucht und entlassen werden, wenn der erweiterte Umweltzustand 4, beobachtet wurde, x,
Patienten sich bereits in der Praxis befinden und a, zusitzlich aufgenommen wurden, betragt
Di, (Ty, + an, Ty + an — y) und wir bezeichnen p; als Behandlungszeitverteilung.

Fiir jeden Patienten, der in die Praxis aufgenommen wird, erhalten die Betreiber einen Gewinn,
der sowohl vom erweiterten Umweltzustand i, als auch vom Patiententyp abhéngt. Er betragt r;”
fiir eingeplante, rfn fiir nicht eingeplante und rf fiir Notfallpatienten. Fiir Patienten, die bereits
in der medizinischen Einrichtung aufgenommen wurden, entstehen pro Zeitintervall Wartekosten
in Hohe von ¢;, (), welche abhéngig sind von der Anzahl der wartenden Patienten x,, und dem
erweiterten Umweltzustand i,,. Am Ende des Tages entstehen fiir jeden nicht behandelten Patienten
Kosten, die sich sowohl aus Uberstunden, die das Personal der Einrichtung evtl. leisten muss, als
auch aus Strafkosten fiir nicht behandelte und nach Hause entlassene Patienten ergeben kénnen.
Diese Kosten haben in Abhéngigkeit von der Anzahl der noch verbliebenen Patienten und dem
erweiterten Umweltzustand eine Hohe von Vy(zn,in).

Das Ziel des Managements der medizinischen Einrichtung ist nun die Maximierung des erwarteten
Gesamtgewinnes eines Tages. Das Problem kann als endlich-stufiger Markovscher Entscheidungs-
prozess mit dynamischer Umwelt in diskreter Zeit formuliert werden mit den folgenden Groéflen:

(1) Dem Planungshorizont N

(2) dem Zustandsraum X x I mit X := Ny und I = M x Ny x Ny x Ny und M einer endlichen

32Vgl. Abschnitt 4.4 und 4.6 fiir Beispiele fiir solche Umweltzusténde.
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oder abzéahlbar unendlichen Menge;

(3) dem Aktionenraum A := Ny und der Menge der im Zustand (z,4) zuldssigen Aktionen
D(z,i) = D(i) :={w+e,...,w+ e+ b}, wobei w,e und b endlich sind;

(4) der Zéahldichte p: X x I x Ax X x I — [0, 1], definiert durch p((z,1), a, (2, 7)) := q(4, j)pi(x+
a,z');

(5) der einstufigen Gewinnfunktion r : X x I x A — R, definiert durch
r((z,4),a) == wr¥ 4+ erf + (a —w — e)r? — ci(x + a),
mit ¢; : X = R.
(6) der terminalen Gewinnfunktion Vi : X x I — R.

Da sich der betrachtete Zeithorizont auf einen einzigen Tag beschrinkt, verzichten wir auf eine
Diskontierung.33

Nach Satz 3.5 in Abschnitt 3.1.1 kénnen der optimale erwartete Gesamtgewinn V[ sowie die op-
timalen Aktionen zu den einzelnen Zeitpunkten bestimmt werden durch die Optimalitdtsgleichung

Vo(x,i) = max {r((x, i),a)+ Z Z q(i, j)pi(z + a,x')VnH(x',j)}

a€D(i) jelx’'eX

= max {wrf’ +erf + (a—w—e)r? — ci(x + a)
a€D(7)

+ ZQ(%]) Z pi(.CC + avx/)vn-i-l(xlvj)}

jel r'eX

= (r}’ = r)w+ (rf —r})e

+ max {arf—ci(a:+a) +Zq(i,j) Z pi(x+a7$/)vn+1(xl>j)}7

aeD(®) jel o'eX
n=20,1,..., N — 1. Wir definieren nun die folgenden Operatoren:

Definition 4.1 Es seien HV,,: X x I - Rund LV, : X xI - R, n=1,..., N, definiert durch

HVo(a,i) ==Y q(i,5) Y pi(a,2")Vala',5), (a,i) € X x I,
jel r'eX

und
LV, (a,i) == —ci(a) + HVy(a,i), (a,i) € X x I.

33Die Einbeziehung eines Diskontierungsfaktors wiirde jedoch keinen Einfluss auf die im Folgenden entwickelten
Strukturaussagen haben.
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Mit dieser Definition und D(z,i) := {z +w +e, ...,z +w + e + b} kénnen wir die Optimalitéits-
gleichung wie folgt schreiben:

Va(z,i) = (r)" — rf)w + (ry — rf)e + mgz;){arf —ci(z+a)+ HVpj1(x +a,j)}
ac 1

= (r} — rf)w + (rf — Tf)e + max {arﬁ’ + LVyq1(z +a,i)}
a€D(i)
= (r}" — r?)w + (r{ — r?)e — :m"f + max {arf’ + LV, 11(a,i)} (4.1)
a€D(x,i)

Ist a* € D(z,i) mit a*r; + LV, 11 (a*,i) = maxX,e p, y1ari + LVari(a, i)}, so folgt a* —a € D(i) und
a* — x ist eine optimale Aktion. Mit Hilfe dieser Darstellung der Optimalitdtsgleichung beginnen
wir im néchsten Abschnitt die Untersuchung unseres Modells.

4.3 Strukturaussagen

Wir wollen uns nun der ersten und wichtigsten Strukturaussage zuwenden: Die Optimalitdt ei-
ner sogenannten Control-Limit-Rule. Bei solchen existieren sogenannte Kontrollgrenzen, die den
Zustandsraum in verschiedene Mengen, innerhalb derer bestimmte Aktionen optimal sind, unter-
teilen. Optimale Entscheidungsregeln konnen durch diese Kontrollgrenzen zu den einzelnen Zeit-
punkten und in den einzelnen erweiterten Umweltzusténden vollsténdig bestimmt werden. Solche
Politiken sind einfach zu bestimmen und leicht anzuwenden: Ein Entscheidungstrager muss ledig-
lich die Kontrollgrenzen kennen, um daraus eine optimale Aktion abzuleiten, was insbesondere
im Gesundheitswesen, wo viele Mitarbeiter komplizierten Regeln oder auch computergestiitzten
Entscheidungen skeptisch gegeniiber stehen, sinnvoll ist. Da es sich hier um einen endlich-stufigen
Markovschen Entscheidungsprozess mit dynamischer Umwelt handelt, sind diese Grenzen vom er-
weiterten Umweltzustand und dem betrachteten Zeitpunkt abhéngig.

Die Optimalitdt einer Control-Limit-Rule kann aber nicht ohne weitere Annahmen sicherge-
stellt werden: Sowohl die terminalen Kosten als auch die Wartekosten miissen konkav und monoton
fallend sein. Diese Voraussetzung ist jedoch nicht sehr restriktiv und wird von vielen Kostenfunktio-
nen erfiillt. Des Weiteren benétigen wir eine Behandlungszeitverteilung, unter der Konkavitat und
Monotonie erhalten bleiben. Eine kurze Ubersicht iiber Kostenfunktionen und Behandlungszeitver-
teilungen, die diese und weitere Annahmen erfillen, findet sich in Abschnitt 4.5. Wir formulieren
die Annahmen nun formal:

Annahmen:

(Al.1) Fiir die Behandlungszeitverteilung p; gilt fiir alle i € I:
Fir jede konkave und fallende Funktion h : Ny — R ist auch die Funktion g; : Ng — R,
definiert durch

gi(x) = Z pi(z, 2" )h(z"), = € Ny,

z'€Ng

konkav und fallend.

(Al1.2) Die Kostenfunktionen —¢; und Vy (-, %) sind konkav und fallend fiir alle i € I.

Mit Hilfe von Lemma 3.16 kénnen wir nun zeigen, dass unter diesen Annahmen auch HV,,, LV,
sowie die Wertfunktion V,, selbst konkav und fallend in der Anzahl der wartenden Patienten fiir
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alle betrachteten Zeitpunkte n sind. Hieraus folgt dann schliellich die Optimalitdt einer Control-
Limit-Rule.

Satz 4.2 Sind die Annahmen (A1.1) und (A1.2) erfillt, so sind die Funktionen HV,(-,i), LV, (-, 1)
sowie Vy,—1(+,1) fallend und konkav fir allen=1,...,N undi € I.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: n = N
Nach (A1.2) ist Viy(+,7) fallend und konkav fiir alle ¢ € I. Mit (Al.1) ist dann

Z pi(‘,xl)VN(l',,j), .] € I?
z'eX

fallend und konkav und damit auch HVx(-,7) als Mischung von fallenden und konkaven Funktio-
nen. LVy(-,¢) und Vi_1(-, ) sind dann aufgrund (A1.2) bzw. mit Lemma 3.16 konkav und fallend.
Induktionsschritt: n —n —1

Der Induktionsschritt erfolgt auf die gleiche Art und Weise wie der Induktionsanfang. O

Wir definieren nun die folgenden zwei Groflien und zeigen anschlieend, dass es sich hierbei um
die bereits erwdhnten Kontrollgrenzen sowie um obere Schranken fiir diese handelt.

Definition 4.3 Die Funktionen z : I — Ng U {oco} und ¢, : I — NoU {0}, n =0,1,...,N — 1,
seien definiert durch
2(i) := inf{a € X|Aci(a) > b}

sowie

to(i) == inf{a € X|ALV,11(a,i) < —rb}. (4.2)

Wir nennen die t,,(i) Kontrollgrenzen (zur Zeit n in Umweltzustand 7).

Satz 4.4 Sind die Annahmen (A1.1) und (A1.2) erfiillt, so ist die Politik = € FN definiert durch
die Entscheidungsfunktionen

Fol,d) = {min{w +e+b,t,(i) —z}, x+w+e<ty(i),

w + e, r+w+e>ty(i),
mit i = (m,w,e,b), n=0,1,..., N — 1, optimal. Dariiber hinaus gilt t, (i) < z(i).

Beweis: Nach Abschnitt 3.1.1 wissen wir, dass, wenn a* die rechte Seite von Gleichung (4.1)
maximiert, a* —x eine optimale Aktion zur Zeit n im Zustand (x, ) ist. Da nach Satz 4.2 LV, 41 (-, %)
konkav ist, ist auch Ay (a,i) := ar® + LV, 1(a,i) konkav und ALV, 1(a,i) monoton fallend. Damit
folgt mit der Definition von %, (7)

—r? > ALV,y1(tn(i), 1) > ALVyi1(a,i), Ya > t,(i),
—r? < ALVi1(tn (i) — 1,i) < ALVyi1(a, i), Ya < ty(i).

t,(i) ist also die groBte Maximalstelle dieser Funktion. hy,(a,i) ist damit monoton steigend fiir
a < t,(i) und fallend fiir a > t,, (7). Wir unterscheiden nun folgende Fille:
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(1) th(i) <z+w+e:
In diesem Fall gilt

(x4+w+e)rt+ LV (z+w+ei) = max {ar! + LV,1(a,i)}
a€D(x,i)

und w + e ist eine optimale Aktion im Zustand (x,7) € X x I.
2 z+tw+e<ty,(i) <zx+w+e+b:

tn(i)rf + LVpi1(tn(i),1) = n%a(tx ){arf + LVyi1(a,i)}
a€D(x,t

und ¢, (i) — = ist eine optimale Aktion im Zustand (z,i) € X x I.

(3) th(i) >x4+w+e+b:
In diesem Fall gilt

(x4+w+e+b)r?+LVpi(z+w+e+bi)= max ){arf + LVpii(a,i)}
a€D(z,i

und w + e + b ist eine optimale Aktion im Zustand (z,i) € X x I.

Damit folgt, dass die Politik 7 € FV, definiert durch die Entscheidungsfunktionen

w+ e, T+ w+e>ty(i),
folz,i) =< t,(i) —2, x+wt+e+b>t,(i) >z +w+e,
wHe+b, x+w+e+b<t,(i),

_Jw e, T +w+ e >ty (i),
min{t, (i) —z,w+e+ b}, x+w+e <t,(i),

optimal ist.
Wir zeigen nun, dass z(i) eine obere Schranke fiir ¢,,(7) ist. Da HV,,11(+, ) monoton fallend ist, gilt

ALV, i1(a,i) = —Aci(a) + AHV,11(a,i) < —Aci(a)

und daher fiir alle a > z(4)
ALV, i1(a,i) < —Aci(a) < —rb.

7

g

Wir haben also gezeigt, dass durch die Kontrollgrenzen t,(i) eine optimale Politik vollstandig
bestimmt wird und daher nur die Bestimmung dieser notwendig ist, um eine optimale Politik
zu erhalten. Weiterhin haben wir mit z(7) eine Schranke fiir die Kontrollgrenzen ermittelt. Im
Folgenden wollen wir untersuchen, ob die Bestimmung dieser Grenzen vereinfacht werden kann
und welche Konsequenzen sich daraus fiir die Wertfunktionen V,, ergeben. Um zufriedenstellende
Ergebnisse zu erzielen, sind jedoch weitere Annahmen notwendig, die wir an den jeweiligen Stellen
einfiihren.

Zunéchst konzentrieren wir uns auf Abhéngigkeiten der Kontrollgrenzen vom Zeitpunkt. Dazu
bendtigen wir zunéchst folgendes Lemma und formulieren die néchsten bendtigten Annahmen:
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Lemma 4.5 Fiirallen=1,...,N,a € X undi €I gilt

= q(i,j)

jeI

Oj—l—ZZplalAV )]

/' >1 1>

Beweis: Es ist

=Y q(i,5) > pila, 2" )Vu(a', )

Jel z’'eX
= qli, ) > | D pila,)Va — Y pila, V(' 5)
jel r'eX |I1>x 1>z'+1
—Zng ZZplal Zszal w2’ —1,9)
jel z'=01>x' ’'=11>x'
_quj szal 0] +Zzpzal ) Vn(l'/—l,j)]
jel 1>0 o' =11>a'
—ZQZJ Oj—l—ZszalAV |-
jel '=11>x'
O
Annahmen:
(A1.3) Die Behandlungszeitverteilung p;(-,-) ist stochastisch monoton, d.h. fiir alle 7 € I gilt:
Zpi(w,a;') < Zpi(:c+ 1,2, Vz,l € X.
x'>1 x'>1
(Al.4) Fir die terminale Gewinnfunktion Vi gilt:
AVN(.%',i) < AVN_l(ac,i), V(x,z) e X x 1.
Diese Bedingung ist z.B. fiir AVy = —k und ¢; = 0 unabhéngig von der Behandlungszeitver-

teilung erfiillt.?*

(A1.4) hat die anschauliche Interpretation, dass ein zusétzlicher Patient im Warteraum zum Zeit-
punkt N weniger Gewinn erbringt als ein zusétzlicher Patient im Warteraum zum Zeitpunkt N —1.
Unter diesen Annahmen kann nun eine Monotonie in der Zeit bewiesen werden:

Satz 4.6 Unter (A1.1)-(A1.4) gilt fir allen=1,...,N —1 und i€ I:

(1) tn(z) < tn—l(i);

31Fiir weitere Behandlungszeitverteilungen und Kostenfunktionen unter denen Annahmen (A1.3) und (A1.4) erfiillt
ist, siche Abschnit 4.5.
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Beweis: Sei i = (m,w, e, b). Der Beweis erfolgt durch vollstandige Induktion.

Induktionsanfang: n = N — 1

Wir zeigen zunéchst ty_1(i) < tny_2(i). Mit Lemma 4.5 und den Annahmen (A1.3) sowie (A1.4)
gilt

jel |2/ >1 1>’

A]JVN(‘L Z) = ZQ(Zaj) Z Z(pi<a + 17l) _pi(avl))AVN(m/ - 17j)]

<> qi,9) | D D pila+1,1) — pia, 1)) AV 1 (2’ — 17j)]

jel L' >1 1>’

= AHVy_y(a,i)

und damit auch ALVy(a,i) < ALVN_1(a,i). Aufgrund der Definition der ¢, (i) und da ALV, (1)
monoton fallend fiir alle Zeitpunkte n ist, folgt dann ty_1(i) < ty_2(i). Wir zeigen nun
AVN_1(z,i) < AVN_o(z,i). Sei dazu z € X und Z :== 2+ w +e.

1.Fall: b =0

Es gilt
AVy_1(z,i) = =12 + ae{i+?.&?§+l+b}{ar§ + LVy(a,i)} — ae{g@?};%}{arf + LVy(a,i)}
= ALVN(Z,1)
< ALVy_1(,1)
= AVN_Q(.%', Z)

2.Fall: 5> 0
Um die Behauptung zu zeigen, unterscheiden wir die folgenden sechs Fille

(1) z+b<ty_1(9):
Damit gilt auch & + b < ty_2(7) und es folgt

AVy_1(z,i) = V_1(z + 1,7) — V_1(z,17)
= —(z4+ D)+ @+ 1)+ — (7 b)Y
+ LVN(Z 4+ 14 b,i) — LVN(Z + b, s)
= ALVy(Z + b, 1)
< ALVn_1(& + b, i)
= AVy_o(x,1).

(2) T <tn-1(1) <T+b<tn_2(i):
Es gilt einerseits
AVN71($, Z) = VNfl(I +1, Z) - VNfl(x, Z)
= —(@+ D)+t ()t + ar? —ty_q (i)r?
+ LVN(tn—1(2),0) LVN(tn—1(i),1)
b
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und andererseits

AVN_2(x,i) = Vy_a(z + 1,i) — VN _a(w,1)

= —(z+ )P+ max {ar’+ LVy_1(a,i)}
a€D(z+1,0)

+ar? — (F+ bl — LVN_1(Z + b,19)
> P 4 (F+ b0+ LVn_1(Z +b,4) — (2 + b)r? — LV _1(Z + b, 1)
b

— _Ti'

Es folgt daher insgesamt AVn_1(z,i) < AVn_o(z,1).

T < tN_l(i) < tN_Q(i) < IT+b:
Es gilt

AVy_1(z,9) = —(x + )12 + ty_1()r + ar? — ty_1 (i)r?
+ LVn(tn—1(i),i) — LVN(tn—1(i), 1)
b

= —’r’Z.

und analog AVy_o(z,i) = —rf’ und damit AVy_i(x,i) = AVN_o(z,1).

IN_1(1) ST <TH+b<ty_2(i):
Es gilt einerseits
AVn_i(z,i) = —(z 4+ D)r? + (@ + Dr? + arb — 20
+ LVN(Z + 1,i) — LVN(Z,1)
= ALVN(Z,1)

b
< -1y

und andererseits
AVy_o(z,i) = —(x + )12 + (Z + 1+ b)r? + 21l — (2 + b)r?
+ LVN_1(Z+1+40b,i) — LVN_1(Z + b,1)
= ALVy_1(Z + b,4)
> —7“5-’.
Es folgt daher insgesamt AVy_i(z,i) < AVy_o(z,1).

tN_l(i) <z < tN_z(i) <z+b:
Wie im vorherigen Fall gilt AVy_1(z,1) = ALVy(x,i) < —r?. Weiter gilt
AVn_g(x,i) = —(x 4+ )r? + ty_o(i)r? + +ar? — ty_o(i)r?
+ LVN-1(tn—2(i), i) — LVN_1(tn—2(7), )

= _Ti

und damit AVy_q(z,7) < AVN_a(x,1).
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(6) tn—1(i) <tn—2(i) < Z:
Wie im vorherigen Fall gilt AVy_i(z,i) = ALVy(z,i) und analog dazu AVy_o(z,i) =
ALVN_l(JJ, i), also AVN_1($,i> = ALVN(JZ, 7,) S ALVN_1<$, Z) = AVN_Q(l',i).

Induktionsschritt: n +1 —n
Der Beweis erfolgt mit den gleichen Argumenten wie im Induktionsanfang. O

Es konnte gezeigt werden, dass bei gleichem erweiterten Umweltzustand die Kontrollgrenzen zu
spateren Zeitpunkten niedriger sind als zu fritheren. Dies ist intuitiv nachvollziehbar: Je ndher das
Ende des Tages riickt, desto weniger Patienten kénnen von der medizinischen Einrichtung noch be-
handelt werden. Dementsprechend sollte die Aufnahme zuséatzlicher Patienten geringer sein, um das
Risiko zu vermeiden, (zu viele) Patienten nicht mehr behandeln zu kénnen. Die Monotonie der Kon-
trollgrenzen in der Zeit bietet den Vorteil, dass die Berechnung der Kontrollgrenzen vereinfacht wird
und die Politik den Entscheidungstriagern in der medizinischen Einrichtung leichter zu vermitteln
ist. Es ist jedoch zu beachten, dass diese Monotonie nur bei gleichen erweiterten Umweltzustdnden
gilt. Liegt zu einem spéteren Zeitpunkt ein anderer erweiterter Umweltzustand vor, so kann es auch
zu einem spéteren Zeitpunkt sinnvoll sein, mehr Patienten zusétzlich aufzunehmen. Dies ist z.B.
der Fall, wenn die erweiterte Umwelt Einfluss auf die Behandlungszeitverteilung oder die Ankiinfte
von Patienten mit Termin oder Notfallpatienten hat.?® Daher reduziert die Monotonie in der Zeit
den Aufwand fiir die Bestimmung der Kontrollgrenzen nur in beschriankten Mafle. Vor allem die
Abhéngigkeit von der Anzahl angekommener Patienten der einzelnen Typen, also (w,e,b), macht
die Bestimmung der Kontrollgrenzen sehr komplex. Daher untersuchen wir nun Abhéngigkeiten der
Kontrollgrenzen sowohl von den erweiterten Umweltzustdnden als auch von den Umweltzustdnden
selbst. Auch hier werden weitere Annahmen benétigt. Zunéchst fiihren wir die folgende Annahme
ein:

Annahme:

(AL.5) v ¢, 7% q(i,5), pi, c; sowie Vi(-,i) hidngen von i € I nur iiber den Umweltzustand selbst
ab, d.h., es gilt fiir i = (m,w,e,b),7 = (m/,w', e v):

q(t,7) = q(m, j)
pi(x,2") = pm(z, 7)), z,2/ € X
-
re =rp
i =ry

ci(r) = cm(z), v e X
Vn(z,i) = Vn(z,m), x € X.

Unter dieser Annahme kénnen wir zeigen, dass die Kontrollgrenzen nur vom Umweltzustand selbst
abhéngen. Des Weiteren kénnen wir noch Aussagen iiber die Abhéngigkeit der Wertfunktion von
der erweiterten Umwelt treffen.

3% Allerdings erhalten wir mit dem auf Seite 57 hergeleiteten Satz 4.9 mit Hilfe von weiteren Annahmen Aussagen
iber die Monotonie in der Zeit, wenn unterschiedliche Umweltzustédnde vorliegen. Siehe dazu Korollar 4.10 auf
Seite 59.
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Satz 4.7 Unter (A1.1), (A1.2) und (A1.5) gilt fir allen =0,1,...,N—1 und i = (m,w,e,b) € I
(1) t,(i) hingt von i nur iber m ab;
(2) Vo(, (myw, e, b)) < Vi (-, (m,w, e, b)) firb<V;
(8) Gilt rp =g, so hingt V,(-,1) von w und e nur dber w + e ab.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: n = N — 1
Wir zeigen zunéchst die erste Aussage. Es gilt

HVy(a,i) = q(i,5) > pi(z,2") V(2 j)

Jel r'eX
= q(m,j) > pmlz, 2" )Vn(a',j)
Jel r'eX

und damit héangt HVx(-,4) von ¢ nur iiber m ab. Mit ¢;(a) = ¢, (a) gilt dies auch fir LVy(-,4) und
wir setzen HVy(-,m) := HVn(-,i) sowie LVy(-,m) := LVn(-,1).
Da nun ty_1(i) ein Maximum der Funktion ar®, + LV (a,m) ist, ist dies ebenfalls nur von m selbst
abhéngig und wir setzen ty_1(m) :=tn_1(%).
Nun wird die zweite Aussage gezeigt. Es muss nur
max {ar® + LVy(a,m)} < max {ar® + LVy(a,m)}

ac{zt+w+e,....x+w+e+b} ac{ztw+te,....x+w+e+b'}
gezeigt werden, was unmittelbar folgt, da ar?, + LVy(a, m) monoton steigend fiir a < ty_1(m) ist.
Die dritte Aussage ist mit der zusétzlichen Bedingung 7% = r¢, sofort ersichtlich, wegen

Vn_i(z,i) = (rp) — T,l’n)w + (ry, — rfn)e — :crfn + max {arﬁl + LVn(a,m)}
ac{z+w+e,...,x+w+e+b}
= (% — b)) (w+e)—ard + max {ar?, + LV (a,m)}.

ae{z+w+e,...,s+w+e+b}

Induktionsschritt: n +1 —n
Der Beweis erfolgt mit den gleichen Argumenten wie im Induktionsanfang. |

Die Aussage (2) ist intuitiv nachvollziehbar: Kommen mehr zusétzliche Patienten ohne Termin
an, so hat die medizinische Praxis mehr Moglichkeiten zur Auswahl, eine bestimmte Anzahl von
Patienten zusétzlich aufzunehmen. Das vergrofiert auch die Wahrscheinlichkeit, dass eine bessere
Aktion gewédhlt werden kann. Aussage (3) ist auch leicht nachvollziehbar: Notfallpatienten und
Patienten mit Termin miissen in den Warteraum aufgenommen werden. Unterscheiden diese sich
nicht in den Gewinnen, so ist es gleichgiiltig, wie sich die Anzahl der Patienten dieser beider Typen
zusammensetzt. Auf den Gewinn der medizinischen Einrichtung hat dies keinen Einfluss.

Wir kénnen nun mit Hilfe der ndchsten Annahme eine Aussage iiber die Beziehung der Kontroll-
grenzen hinsichtlich verschiedener Umweltzustdnde untereinander treffen.

Annahme:

(A1.6) Sei v die maximale Anzahl an Patienten, die in einer Periode untersucht werden kénnen.
Dann gilt fiir alle (z,i) € X x I:

41+
Z ( Z pi(il?—l-l—i-%l‘,)—Zpi(x—l—'y,:nl)) > 0.

l=z+1 \z'>I+1 x'>1
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Annahme (A1.6) hat die anschauliche Interpretation, dass sofern zu Beginn einer Zeiteinheit
mindestens so viele Patienten anwesend sind, wie innerhalb einer Zeiteinheit maximal behandelt
werden konnen (d.h. mindestens v Patienten), durch die Erhohung der Patientenzahl um 1 am Be-
ginn der Zeiteinheit im Mittel die Anzahl der anwesenden Patienten am Ende dieser um mindestens
1 erhoht wird.

Satz 4.8 Seien (A1.1)-(A1.3) sowie (A1.5) und (A1.6) erfillt und sei v € N die mazimale Anzahl
an Patienten, die in einer Periode untersucht werden kénnen. Ist zusdtzlich 2, = r° unabhingig
von m, so gilt maxmen{tn—1(m)} < tp(m)+~ fir alle m € M undn =1,...,N — 1, sofern
maxXmen{tn_1(m)} existiert.

Beweis: Seien i = (m,w,e,b),j = (m/,w',e,b') € I. Wegen (Al.5) sind die Grofen ¥, r¢,
%, q(i,7), pi, ¢; und t,(i) unabhingig von (w,e,b) und wir schreiben 7%, ¢ 1% q(m,7), pm,cm
sowie t,(m). Nach dem Beweis von Satz 4.7 sind zusétzlich HV,(-,i), LV,(-,4) und ¢,(i) un-
abhéngig von (w,e, b) und wir schreiben HV,(-,m), LV, (-,m) bzw. t,(m). Weiter setzen wir

t} = maxpmen{tn—1(m)}.Wegen (A1.6) gilt

= t*+1 z'>1

m)
t*+v+1
> oty +v+1,2") — pu(ty +7,2)

£+
= Z Z pm(t:JF'VWLlax/)*me(t;iﬂL’%x,) +1

I=tx+1 \a’'>l+1 x'>1
> 1

Fir o’ > t¥ gilt 2’ + w' + ¢’ > t,(m) fiir alle m € M und damit
AV (2, 5) = ALV (2 + o' + €,m').

Wegen ALV, (a,m) < —rl genau dann, wenn a > t, 1(m) ist die Aussage gezeigt, wenn

ALV, (t: +7) < —rfn. Mit Lemma 4.5 erhalten wir
AHV,(th4+vm) =Y q(m,§) > > (pm(ty, +7+1,2") — pm(ty +7,2") AV, (I — 1, )
jer I>1a/>1
th+y+1
= ZQ(mJ) Z Z(pm(tjz + v+ 1735/) _pm(t:L + ’Y:xl))AVn(l - 1’j)
jel I=t+1 2>l
th+y+1
- Zq(m,j) Z Z(Pm(t; +y+1,2") —pn(th + 7,2 )ALV, (I — 1+ w' + €' ,m')
jel I=t+1 2>l
th+y+1
ST (omty +y+ 13" — pa(t + 7, )b .
I=t+1 />l
< b
< —rp..
und daher auch ALV, (¢ +v,m) = —Ac(t; + ) + AHV,(t5 +v,m) < —rl,. O

Wir konnten die Ermittlungskomplexitéit der Kontrollgrenzen durch Satz 4.8 deutlich reduzieren.
Fine weitere Reduktion ist moglich, wenn kein Umweltzustand vorliegt. Dann sind die Kontroll-
grenzen zusammen mit Annahme (A1.5) vollstandig von der erweiterten Umwelt unabhéngig.
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4.3 Strukturaussagen

Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass Annahme (A1.5) nicht erfiillt ist. Wir wollen dennoch
Abhéngigkeiten der Kontrollgrenzen von den Umweltzustdnden untersuchen und konzentrieren uns
dabei auf Monotonien. Dazu miissen wir eine Partialordnung auf der Menge I der erweiterten Um-
weltzustidnde einfiilhren und bendtigen zusétzlich einige Annahmen.

Annahme:

(A1.7) Auf der Menge M sei eine Partialordnung <j; definiert und <; sei die Partialordnung auf
I definiert durch

i<rj = m<pym undi= (m,w,e,b),j=(m' w,eb).

Dann sei fir ¢ <; j und = € Ny Folgendes erfiillt:

(1) XwsiApi(z,2’) > X s Apj(z,a’), 1=1,... x4+ 1;
(ii) Aci(z) > Acj(z);

(iii) 7r; und g(4,-) hdngen von ¢ = (m, w, e, b) nur iber (w,e,b) ab.

Die Annahme (A1.7)(i) hat zur Konsequenz, dass die erwartete Anzahl behandelter Patienten mit
der Anzahl wartender Patienten umso stérker steigt, je grofier der Umweltzustand ist. (A1.7)(ii)
bedeutet, dass der Anstieg der Wartekosten durch einen zusétzlichen Patienten im Warteraum
unter einem grofleren Umweltzustand gréfler ist als unter einem kleineren. Wir kénnen nun die
oben erwihnte Monotonieaussage formulieren.

Satz 4.9 Unter (A1.1)-(A1.8) sowie (A1.7) gilt firn=0,1,...,N =1 und i,j € I miti <y j:

(1) tn(i) < tn(4);

Beweis: Seien ¢,j € I mit i« <; j und a € X. Mit Lemma 4.5 erhalten wir mit (A1.7)(i) und
q(i,-) = q(j,-) ((AL.7)(iii))

AHVn(a’i) = Z Q(i’ k) Z Z(pi(a +1, l) - pi((l, l))AVn(x/ -1, k)]

kel z'>11>x'

= Z q(i, k) Z Z Api(a, ) AV, (2" — 1,k)
kel L' >11>a’

= q(.k) | D] D Api(a, )AV, (2 — 1,k)

kel L2/ >1 1>’ l
<> q( k) [ D0 D Apj(a, DAV, (2" — 1,k)
kel L2/ >11>a’
= AHVn(CL,j)

fir alle n =1,..., N und mit (A1.7)(ii) gilt ALV, (a,i) < ALV,(a,j). Mit der Definition von ¢,_;
folgt dann t,—1(7) < t,—1(J).
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4 Ressourcenauslastung

Wir zeigen nun die zweite Aussage des Satzes. Wir unterscheiden dazu die folgenden Félle:
1. Fall: b=0
Es gilt
AVy_1(x,i) = ALV, (Z,1) < ALV, (Z,7) = AV,—1(x, j).
Damit ist die Behauptung gezeigt.

2. Fall: b >0
Um die Behauptung zu zeigen, unterscheiden wir die folgenden sechs Fille

(1) Z+b<tp_1(3):
Damit gilt auch & + b < t,—1(j) und es folgt

AVy_i(x,i) = Vpoi(x +1,0) — Vo1 (2, 1)
= —(z4+ D)+ @+ 1)+ — (T +b)r?
4 LVp(& + 14 b,4) — LV (7 + b, 1)
= ALV, (Z + b,1)
<ALV, (Z+b,7)
=AV,_1(z, 7).

(2) & <ty 1(i) <Z+b<ty 1(4):
Es gilt einerseits

AVn,l(x,i) = Vn,1($ + 1,i) — anl(x,i)

= —(x+ D)+t 1())r? + LV (tn_1(),7) + xr? — ty_1(i)r? — LVN(tn_1(3),1)

_ b
= -

und andererseits

AV,_1(x,j) = —(x + 1)7”? + fr)r(lax ){ar? + LV, (a,j)} + :m“g —(z+ b)r? — LV (Z+b,))
a€D(z+1,j
b ~ b ~ . ~ b ~ .
> —rj + (T +b)r] + LV, (2 +b,7) — (2 +b)rj — LV, (T + b, j)
= —rj.

Es folgt daher wegen rf = r;? insgesamt

AVn,1($, 7!) < AVn,1($,j).

(3) T < tn_l(i) < tn_1(j) <IT+b:
Es gilt

AVp_y(z,3) = —(x + )10 + o1 ()12 + LV (tn1(3), 1) + 2r? — ty_1 (i) — LV, (tn-1(i),9)

_ b
= —r;

sowie analog AV,,_i(x,j) = —r? und wegen ¢ = 7";? damit AV,_1(z,i) = AV,—1(x, j).
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4.3 Strukturaussagen

(4)

tn_l(i) <I<IT+b< tn_1<j):
Es gilt einerseits

AVp y(z,i) = —(z + D)0 + (@ 4+ Db + LV (4 1,4) + 21l — &rb — LV, (%,19)
= ALV, (Z,1)

< —r?

und andererseits

AVioi(z,) = —(z+ Drd + @+ 1+ b)rl + ard — (2 4+ b)r?
+ LV (2 +1+4b,5) — LV, (& + b, )
= ALV, (% + b, j)

b
> Ty

Es folgt daher wegen 7? =

J insgesamt

Aanfl (:Ca ]) > AVn,1($, Z)

tn_l(i) <z < tn_1(j) <z+b
Wie im vorherigen Fall gilt AV,,_1(z,1) = ALV, (i) < —r?. Weiter gilt

AVi1(z,§) = = (@ + 11§ + tu_1 ()1} + LV (ta-1(5), 5) + @1} — ta—1(j)r§ — LV (ta-1, )

_ b
= /)“j

und wegen ¢ = 7"? damit AV, _1(z,7) < AVy_1(z, ).

T =

tn—l(i) < tn—l(j) <
Wie im vorherigen Fall gilt AV,_i(x,i) = ALV,(z,i) und analog dazu AV,_i(z,j) =
ALV, (z,7), also

AVn—l(x7i) = ALVn—l(xa 7’) S ALVn—l('rvj) = AVn—l(x7j)‘

g

Korollar 4.10 Unter (A1.1)-(A1.4) sowie (A1.7) gilt fir n = 0,1,...,N —1 und i,j € I mit
1 <rj:
(1) tn(i) < tn-1(j);

Beweis: Folgt mit den Sétzen 4.6 und 4.9. |
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4 Ressourcenauslastung

4.4 Terminplan als Umwelt

Im Grundmodell hatten wir die Abhéngigkeit der Ankiinfte der einzelnen Patientenklassen vom
erweiterten Umweltzustand i = (m, w, e, b) sehr allgemein gehalten. Insbesondere haben wir damit
keinen expliziten Terminplan fiir die angemeldeten Patienten angegeben. In der Regel ist aber
durch einen Terminplan genau festgelegt, zu welchem Zeitpunkt wieviele Patienten ankommen
sollen. Wir wollen daher in diesem Abschnitt einen expliziten Terminplan zugrunde legen, indem
wir einen solchen als Umweltzustand einfiihren.

Fiir den betrachteten Tag liege ein Terminplan s = (sg, $1,...,Sn-1) € Név vor, wobei s, die An-
zahl der Patienten sei, die fiir das Zeitintervall [n,n+ 1) eingeplant sind. Die Wahrscheinlichkeiten,
dass eingeplante Patienten ankommen, seien unabhingig voneinander. Jeder eingeplante Patient
erscheint mit Wahrscheinlichkeit ¢ ptnktlich zu seinem Termin und mit Wahrscheinlichkeit 1 — g%
iiberhaupt nicht.?® Die Anzahl der tatsichlich erschienenen eingeplanten Patienten zur Zeit n ist
damit binomialverteilt mit den Parametern s,, und g%.

Dariiber hinaus werden noch einige Vereinfachungen in diesem Modell vorgenommen. So neh-
men wir an, dass die Ankiinfte von Notféllen und Patienten ohne Termin unabhéingig vom (er-
weiterten) Umweltzustand sind und bezeichnen die Wahrscheinlichkeit, dass genau ¢ Notfille
und & unangemeldete Patienten ankommen mit g(e’,b'). Des Weiteren seien die einstufige Kos-
tenfunktion ¢;, die terminale Kostenfunktion Vy(-,i) und die Gewinne r*,r¢ und r? unabhin-

(R
gig von ¢. Da zum Zeitpunkt n die zukiinftige Entwicklung des Systems vom Terminplan nur

noch von s,,...,sy—1 abhingt, sei der Umweltzustand m zur Zeit n dann gegeben durch m =
(m1,...,my) = (8p,...,5N-1,0,...,0) € N)Y und es gelte M = N}’ .37 Liegt zur Zeit n also ein
Umweltzustand m = (mq,...,my) vor, so ist der Umweltzustand zum Zeitpunkt n + 1 gerade
m = (Mmy,...,my) := (ms,...,my,0). Fir die Ubergangswahrscheinlichkeit q(i,j) vom erwei-
terten Umweltzustand ¢ = (m,w,e,b) in den erweiterten Umweltzustand j = (m/,w’, e, b') gilt
damit

. P (Y, g0 = w')q(e,), falls m' =m,
q(i, j) =
0, sonst,

wobei Yy, g eine binomial(my, ¢*)verteilte Zufallsvariable sei. Zunéchst halten wir fest, dass An-
nahme (A1.5) erfillt ist und daher analog zum Beweis von Satz 4.7 fiir a € X und i = (m,w,e,b) € I
firallen=1,..., N gilt

HV,(a,i) = HV,(a,m)

o) mi e’}
= > a(e V) Y PV g =w') Y pla,2')Vo(2, (m,w', ¢, b))
w’'=0 z'=0

e/ ,b'=0
00 ma 00
= > ale V) D P(Ympqe = ') Y pla,a)Va(a!, (i, w', € b))
e/ ,b'=0 w’'=0 /=0

und
LV, (a,i) = LV,(a,m) = —c(a) + HV,(a,m).

36Das bedeutet, dass wir in diesem Modell weder Stornierungen noch Verspitungen betrachten. Siehe dazu Abschnitt
4.6.
37 Auf die gleiche Weise kénnte man auch m = (m1,...,mnx) = (Sn,...,8N-1,2, ..., 2) fiir beliebiges z setzen.
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4.4 Terminplan als Umwelt

Zunéchst wollen wir priifen, welche Strukturaussagen sich aus dem allgemeinen Modell iibertra-
gen lassen. Bei geeigneter Wahl der Behandlungszeitverteilung und Kostenfunktionen sind auch in
diesem Modell die Annahmen (A1.1)-(A1.2) erfiillt, so dass auch hier eine optimale Politik in der
Gestalt einer Control-Limit-Rule existiert. Bei starkerer Einschriankung der Behandlungszeitver-
teilungen und Kostenfunktionen sind auch (A1.3) und (A1.4) erfiillt, so dass die Voraussetzungen
fiir die Anwendbarkeit von Satz 4.6, der eine Monotonie in der Zeit beweist, gegeben sind. Jedoch
gilt die Aussage nur bei identischen (erweiterten) Umweltzustdnden. Daher hat Satz 4.6 zunéchst
nur Aussagekraft bei solchen Terminplédnen, bei denen zu jedem Zeitpunkt gleich viele Patienten
eingeplant sind.?® Der in diesem Abschnitt hergeleitete Satz 4.14 erméglicht aber die Verwendung
von Satz 4.6 auf weitere Terminpline.??

Weiterhin ist Annahme (A1.5) erfiillt. Damit lassen sich die Aussagen (1) und (2) von Satz 4.7
anwenden, d.h., die Kontrollgrenzen héngen nur vom Umweltzustand selbst ab. Fiir (A1.6) muss
wieder eine geeignete Behandlungszeitverteilung gewahlt werden. Unter dieser konnte dann Satz
4.8 angewendet werden.

Fiir die Untersuchung des Einflusses des Terminplanes auf die Kontrollgrenzen und die Wert-
funktion wére die Anwendbarkeit von Satz 4.9 wiinschenswert, da dieser eine Monotonie im Um-
weltzustand beweist. Allerdings ist die hierfiir notwendige Annahme (A1.7) nicht erfiillt, da die
Ubergangswahrscheinlichkeiten g(m, ) vom zugrunde liegenden Terminplan abhingen. (A1.7) hat
jedoch die Unabhéngigkeit dieser vom Umweltzustand m gefordert. Damit kénnen wir den entspre-
chenden Satz nicht mehr anwenden.

Um dennoch Strukturaussagen in Abhéngigkeit des Terminplanes zu erhalten, untersuchen wir
nun, inwiefern sich die Kontrollgrenzen fndern, wenn wir eine Anderung an einer ,,Stelle* des Ter-
minplanes vornehmen, d.h., wenn statt des Terminplanes s = (sq, ..., si,...,Sy—1) der Terminplan
s = (80,---,8i,...,8n—1) zugrunde liegt. Hierzu untersuchen wir die Kontrollgrenzen zum Zeit-
punkt n, wenn statt des Umweltzustandes m der Umweltzustand m + e; vorliegt, wobei e; der
k-te kanonische Einheitsvektor des N2 sei. Zunichst kénnen wir zeigen, dass t,,(m), HV,,(-,m) und
LV, (-,m) unabhéngig von m; sind:

Lemma 4.11 Die Kontrollgrenzen t,, sowie HV,, und LV,, hingen von m nur iber mo,..., my ab.
D.h., es gilt

HV,(a,m) = HV,(a,m+ ey),
LV, (a,m) = LV, (a,m + ey),

tn(a,m) = ty(a,m + ey).

Wir erinnern uns, dass D(z, (m,w,e, b))~: {z +w+e,... T+ w4 e+ b} gilt und damit
D(z,(m,w,e, b)) = D(z,(w,e,b)) sowie D(z,(w + 1,e,b)) = D(z + 1,(w,e,b)). Es ergibt sich
folgendes

Korollar 4.12 Fir V,, n=0,1,...,N — 1, gilt fir alle x € X und i = (m,w,e,b) € I:
(1) Vp(x,(m+ e, w, e, b)) = V,(x,(m,w,e,b));
(2) Vi(z,(m,w+1,¢e,b)) = Vi(x + 1, (m,w, e, b)) + r°.

Beweis: Es gilt

3In diesem Fall setzt man dann auch den Umweltzustand zum Zeitpunkt n als (ma,...,my) =
(Sny+.-y8N=1,%,...,%), wobei z gerade die Anzahl eingeplanter Patienten zu den einzelnen Zeitpunkten sei.
39Giehe Seite 64.
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4 Ressourcenauslastung

(1)

Vilz, (m + e, w,e,b) = (r* —rPw + (r¢ — r)e — ar®

+  max {ar®+ LVpii(a,m+ep)}
a€D(z,(w,e,b))

= —rYw+ (*—re—azr®+  max  {ar’+ LV, 1(a,m)}
a€D(z,(w,e,b))

= Vu(z, (m,w, e, b));

(2)

Viu(z, (m,w +1,e,0)) = (rY —r)w + (r —1%)e — xr® + max {ar® + LV, 11 (a,m)}

a€D(z,(w+1,e,b))
= (" —rw + (r* — rP)e — zr® + max {ar® + LV, 1(a,m)}

a€D(z+1,(w,e,b))
= (" —w+ (r* —1)e— (z + 1)r°

+ _ max {ar® + LV, i1 (a,m)} +1°
a€D(z+1,(w,e,b))

= Vo(z + 1, (m,w, e, b)) + 0. O

Wir konnen nun untersuchen, in welchem Zusammenhang die Kontrollgrenzen t,(m) und
tn(m+e), k=2,..., N —n, stehen. Dazu benotigen wir zunéchst das folgende Lemma:

Lemma 4.13 Firn=1,...,N,a€e X undm € M gilt:

AHV,(a,m+ e3)
= AHV,(a,m)

oo ma
+q¥ Y g V) Y PVmpge =w') | DY Ap(a, DAV, (2" — 1, (m, ', /b)) | .
w’'=0

e/ . b'=0 z/>11>2
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4.4 Terminplan als Umwelt

Beweis: Sei a € X und m € M. Dann gilt mit Lemma 4.5 und Korollar 4.12 firn=1,..., N:

AHV,(a,m+ e3)

mao+1
= Z q(e’, V) Z P(Yiyt1,qv = w') [Z ZApalAV 1, (m+ep,w, € b’))]

e/ ,b'= >11>a!
mo—+1
= Z a(e',0) 37 (a" P (Vs = 0’ = 1) + (1= ") P(Vnz g = ')
/b/ / 0
ZZApalAV 1, (m,w', ', b))
' >1 1>
mo—+1
:“’Z eblz Py =w' —1) ZZApalAV 1, (m,w', e, b))
e b w' =1 ' >11>a!
00 mo
+(1—¢") Z q(e’, V) Z P(Y,qw =w') Z Z Ap(a, ) AV, (2" — 1, (m,w', € b’))]
e’/ ,b'=0 w’'=0 /' >11>x’

0o mo i

=q" Y q(e V) Y P(Yopqe = ') | D0 > Ap(a, AV, (2! = 1, (m,w' +1,¢, 1))
e/ b'=0 w’'=0 lz’'>11>2’

+ (1 —-q“)AHV,(a,m)

=q¥ Z q(e’, V) 22: P(Yi,qw = w') Z Z Ap(a, ) AV, (2, (m,w’,e’,b'))]

e/ b'=0 w’'=0 |/ >11>2’
+ (1= ¢")AHVyp(a,m)
= AHV,(a,m)

+q" i q(e',b) % P(Y, g =) Z Z Ap(a, 1) A2V, (z' — 1, (rn, w',e',b’))} .

e/ ,b'=0 w’'=0 ' >11>x"

Satz 4.14 Unter (A1.1)-(A1.3) gilt fir allen=0,....N—1,me M undk=2,...,N —n -

(1) tp(m+eg) < tn(m);
(2) AV, (-, (m + eg,w,e,b)) < AV, (-, (m,w,e,b)).

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion.

Induktionsanfang: k = 2

Wir zeigen zunéchst die erste Aussage. Wegen (A1.3) gilt >/~ Ap(a,l) > 0. Daher folgt zusammen
mit der Konkavitét von V,(-,1) -

q" qu V) ZP o qw = W) ZZApalAV( L, (m,w', €' b)) | <O0.

e b /' >1 1>

Somit gilt mit Lemma 4.13

AHV,(a,m+ e2) < AHV,(a,m).
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4 Ressourcenauslastung

Damit folgt auch ALV, (a, m + e2) < ALV, (a, m) und somit t,(m + ez) < t,(m).

Die zweite Aussage folgt analog den zweiten Teil des Beweises von Satz 4.9 mit m + eo und m statt
7 und j.

Induktionsschritt: £ — k + 1

Wir zeigen die erste Aussage, die zweite erfolgt analog zum Induktionsanfang. Nach Induktionsan-
nahme gilt

AVy(a, (m+ e, w,e, b)) < AV, (a, (m,w,e,b))
und daher zusammen mit (A1.3)

AHV,(a,m+ ej1)

00 mo+1
- Z q(e',v) Z P(Yiyt1,q0 = ') Z Z Ap(a, ) AV, (2" — 1, (m + ex, w', €', b))
e ,b'=0 w’'=0 L' >1 1>’
o) mo—+1 i
< 0 qle V) Y P(Vimggrge =w') | Y > Ap(a, DAV, (2! — 1, (m, w', €', b'))
e/ ,b’'=0 w’'=0 L' >1 1>’
= AHV,(a,m).
Daraus folgt auch ALV,,(a,m + ex+1) < ALV, (a,m) und somit ¢, (m + egxt1) < tn(m). O

Obwohl also Annahme (A1.7) nicht erfiillt ist, konnten wir eine Monotonie der Kontrollgrenzen
sowie AV, im Umweltzustand zeigen. Der Satz kann daher als Aquivalent von Satz 4.9 angesehen
werden. Mit Hilfe von Satz 4.6 erhalten wir noch die folgenden Korollare:

Korollar 4.15 Unter (A1.1)-(A1.4) gilt fir allen=1,...,.N -1, me M und k=2,...,N —n:

(1) tn(m+er) < tn_1(m);

(2) AV,(-, (m+ ek, w,e,b)) < AV,_1(-, (m,w,e,b)).

Korollar 4.16 Seien (A1.1)-(A1.4) erfillt und s ein Terminplan mit s, < sp+1 und m bzw. m
die daraus resultierenden Umweltzustinde zu den Zeitpunkten n—1 bzw. n,n=1,..., N —1. Dann
gilt

(1) tn(m) < tp1(m);

(2) AV, (-, (m,w,e, b)) < AV, (-, (m,w,e,b)).

Beweis: Folgt mit Korollar 4.15 und m := (ma,...,my, 2), 2 := my. d

4.5 Behandlungszeitverteilungen und Kostenfunktionen

Zentral fir unsere Strukturaussagen sind einige Annahmen an die Kostenfunktionen sowie an die
Behandlungszeitverteilung. Von besonderer Bedeutung sind (A1.1) und (A1.2). Diese benétigen
wir fiir die Optimalitdt einer Control-Limit-Rule und sollten daher immer erfiillt sein. Alle im
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4.5 Behandlungszeitverteilungen und Kostenfunktionen

Folgenden betrachteten Kostenfunktionen erfiillen daher Annahme (A1.2). Ob eine Behandlungs-
zeitverteilung Annahme (A1.1) erfiillt, ist jedoch nicht sofort ersichtlich und wir untersuchen daher
zwei verschiedene Verteilungen, die geometrische und die exponentielle, auf die Erfiillung dieser.
Um zusétzliche Strukturaussagen zu erhalten, forderten die Annahmen (A1.3) und (A1.6) jeweils
eine weitere Eigenschaft der Behandlungszeitverteilung und Annahme (A1.4) weitere Eigenschaf-
ten der Kostenfunktionen und Behandlungszeitverteilungen. Auch in (A1.7) sind Anforderungen
an die Behandlungszeitverteilung enthalten, die jedoch vom erweiterten Umweltzustand abhangen.
Da dieser recht unterschiedlich sein kann, untersuchen wir die Erfiillung dieser Annahme nicht. Zur
Vereinfachung nehmen wir im Folgenden p; = p an.*°

Geometrische Behandlungszeitverteilung

Wir betrachten den Fall, dass in der medizinischen Einrichtung insgesamt k¥ € N Arzte vorhanden
sind. Diese konnen gleichzeitig Patienten behandeln und jeder (einzelne) Arzt bendétigt eine geo-
metrisch verteilte Zeit fiir eine Untersuchung bzw. Behandlung. Diese geometrische Behandlungs-
zeitverteilung besitzt dabei fiir jeden Arzt den gleichen Parameter. Anschaulich bedeutet dies, dass
jeder Arzt, sofern er einen Patienten behandelt, die Behandlung mit Wahrscheinlichkeit o € [0, 1]
nach genau einer Zeiteinheit abgeschlossen hat. Hat er die Behandlung nicht nach einer Zeiteinheit
abgeschlossen (mit Wahrscheinlichkeit 1 — p), so benétigt er wieder mit Wahrscheinlichkeit o genau
eine weitere Zeiteinheit, mit Wahrscheinlichkeit 1 — ¢ hat er diese nach einer weiteren Zeiteinheit
erneut nicht abgeschlossen. Die Wahrscheinlichkeit, eine Behandlung in genau [ Zeiteinheiten zu
beenden, ist daher o(1 — Q)lfl,l € N. Sei nun x die Anzahl der wartenden Patienten. Dann ist die
Anzahl der Patienten deren Untersuchung bis zum Ende der Zeiteinheit abgeschlossen ist binomial-
verteilt mit den Parameter ¢ und min{x, k}, da ein Arzt einerseits nur einen Patienten gleichzeitig
behandeln kann, aber ein Patient auch nur von maximal einem Arzt behandelt wird.

Sei nun Y; , eine binomialverteilte Zufallsvariable mit den Parametern min{x, k} und p. Dann
gilt p(z,2’) = P(Yy, = x — 2'). Wir zeigen zunéchst, dass fiir diese Behandlungszeitverteilung
die Annahmen (A1.1) und (A1.3) sowie zusammen mit geeigneten Kostenfunktionen auch (A1.4)
erfillt sind.

Satz 4.17 Die Behandlungszeitverteilung erfillt Annahme (A1.1).

Beweis: Seii € I, h: Ny — R konkav und fallend und ¢ : Ny — R definiert durch

g(z) = Z P(Yy,=1z—2")h(z)
=0

8 8

=S P(Y,, = Dh(z — ).
=0

Zu zeigen ist dann Ag(z) < 0 und A2?g(z) < 0. Wir miissen nun die folgenden Félle unterscheiden:

(1) z > k:
Es gilt Yyq1,0 = Y2, = Y, und damit P(Y, , =1) = 0 fur [ > k. Es folgt
k
g(@) =Y P(Yie=Oh(z —1)
=0

40Giehe Abschnitt 4.6 fiir zwei kurze Beispiele, in denen die Behandlungszeitverteilung von der Umwelt abhéngt.
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4 Ressourcenauslastung

und ¢ ist fiir x > k& monoton fallend und konkav als Mischung monoton fallender und konkaver

Funktionen.
(2) z<k—2:
Es gilt Y41, =Yy + Y1, und es folgt mit Ah(z —1) <0
x+1 x
Ag(z) =Y P(Yao+Yio=Dh(z+1-1)=> P(Ya,=10h(z—1)
=0 =0

=0) P(Yoo=0Dh(x—1) =) P(Ya,=Uh(z 1)

+(1-0))) P(Yao=0Dh(z+1-1)
=0

= (1-p) ZP )Ah(z —1)
<0

Auf dieselbe Art und Weise erhalten wir mit A2h(x —1) < 0

x

A?g(z) 1*Q2ZP A2h(z —1)
=0
<0.

3) x=k—-1:
Analog zu (2) erhalten wir
k—1
Aglk—1)=(1-0)> PYi-1,=0DARk—1-1)<0
=0

und damit schliefllich die Monotonie von g. Nach (1) gilt

k
=Y P(Yio=1)Ah(k—1).
=0
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4.5 Behandlungszeitverteilungen und Kostenfunktionen

Damit folgt mit analogem Vorgehen wie in (2):

A’g(x) = Ag(k) — Ag(k —1)

= Xk:P(Yk,g =D)ALk —1)—(1-0) ki:lP(Yk—Lg =10Ah(k—1-1)
=0 =0
= i P(Yy., = )Ah(k —1) — kf P(Yi_1,=0)Ah(k—1-1)
=0 =0
k—1
+0)  P(Yio1,0=)Ah(k —1 1)
lzok—l k—1
=(1=0)> P(Yie1,=0Ah(k—1-1)+0Y P(Yy1,=0)Ah(k—1-1)
=0 =0

< 0.

und damit die Konkavitat von g.

g

Da wir nun bewiesen haben, dass mit der geometrischen Behandlungszeitverteilung Annahme
(Al.1) erfillt ist, erhalten wir mit dieser zusammen mit allen Kostenfunktionen, die monoton
fallend und konkav sind, eine Control-Limit-Rule als optimale Politik. Sollen jedoch weitere Struk-
turen vorhanden sein, wie z.B. die Monotonie in der Zeit, miissen auch weitere Annahmen erfiillt
sein. Daher zeigen wir zunéchst, dass die geometrische Behandlungszeitverteilung Annahme (A1.3)
erfillt.

Satz 4.18 Die Behandlungszeitverteilung erfillt die Annahme (A1.3).

Beweis: Es ist

Z p(x,2) = Z P(Yyo=x— 7)) = P(Y,,<xz-—1).

Fir = > k ist wegen
PYyo<ao—l)=PY,o<2—-1)<PYo<2z+1-1)=PYop1o<a+1-1)
(A1.3) sofort erfiillt. Fir = < k gilt

Z plx+1,2") = PYyr1,<z+1-1)

@' >l
=(1-oPYyo<z+1—-10)+0P(Yy,<z—1)
> (1=0)P(Yop <z —1)+0P(Yoo <z —1)
=PY,,<z—1)
= p(z,2)
>l
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4 Ressourcenauslastung

Fiir die Monotonie in der Zeit wird zusétzlich Annahme (A1.4) benétigt. In dieser spielen sowohl
Kostenfunktionen als auch Behandlungszeitverteilungen eine Rolle. Es gibt Kostenfunktionen, die
(A1.4) nur in Verbindung mit bestimmten Behandlungszeitverteilungen erfiillen und umgekehrt.
Von besonderer Bedeutung sind lineare Kostenfunktionen. Nehmen wir fiir terminale und Warte-
kosten Linearitét an, so ist (Al.4) bei geometrischer Behandlungszeitverteilung im Allgemeinen
nicht erfiillt, es sei denn, die Wartekosten sind identisch Null. Die folgenden Kostenfunktionen
erfiilllen Annahme (A1.2) und wir kénnen zeigen, dass diese zusammen mit einer geometrischen
Behandlungszeitverteilung und unter einigen Nebenbedingungen auch (A1.4) erfiillen:

Vn(x,i) := —(k* — 1) und ¢;(z) := kg — 1, (4.3)
mit k. € [1, k).

Satz 4.19 FEs seien qu, o, und ap die mazimale Anzahl maoglicher in einer Zeiteinheit neu ange-
kommener Patienten der einzelnen Patiententypen und 5 die maximale Anzahl mdglicher wartender
Patienten. Gilt

K21 — k) < —rb,

und

k
Kw—i—e—i—b <’%>I I — ke + (Q+ (1 — Q)K) Kw+e+b <1
¢ K 1-—k K -

fir allew =0,...,04,e =0,...,0e,b=0,...,0p,2 =0,...,0, so ist Annahme (A1.4) mit den in
(4.3) definierten Kostenfunktionen erfillt.
Beweis: Es sei i = (m,w,e,b), a,x € X und & = x + w + e. Wir halten zunéchst fest, dass
AVy(z,i) = (1 — K).
Es gilt
HVy(a,i) = _q(i.5) > pla,a)Vx(2', )

jel r’'eX

=- Y P(Yap,=a—2)(x" 1)
r'eX

=1- Y P(Yao=a—2a)k".
r’'eX
Mit 37 ($) o' (1 — 0)* 'k = (0 + (1 — 0)r)* folgt

1—(o+ (1 —0)k)*, a<k,

HVy(a,i) = {1_ (0+ (1 —0)k)*, a>k.

Damit folgt

2 — K — 1— a
LVx(a,i) = 42~ e~ (et (l=or)®, a <k,
—Kkl—(o+(1—0r)* a>k,
und somit
all — c 1— a(1 — 1 ’ k’
ALVy(a,i) = KZ( ke) + (0+( Q)H)k(a_k(Q-F( 0)K)), a<
KA1 —ke) + (0+ (1 — 0)r)"kYF(1 — k), a> k.

Wir berechnen nun AVy_;(x,i) und zeigen AVn_1(z,i) > AVy(z,7), Dazu unterscheiden wir die
folgenden Fille:
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4.5 Behandlungszeitverteilungen und Kostenfunktionen

(1) T+1<tnq1(i) <T+0b:
Es gilt AVy_1(z,i) = —r? und AVy(z,i) < —r?.

(2) k<tny_1(i) <z und ty_1(i) < k < 7:
Es gilt

AVy_1(2,§) = ALV (&, 1)
= k(1 — ko) + (0 + (1 — 0)r)"K™F(1 — k),

d.h., die Annahme (A1.4) ist erfiillt, wenn
g (1= ke) + (0 + (1= 0)r)* w™ (1 — k) = £7(1 — k),

was dquivalent zu

z 1 o k
K 11—k K

ist.

(3) tn—1(2) < T < k:
Es gilt

AVn_1(z,i) = ALVN(Z,1)
= fg(1 = ke) + (0 + (1= 0)r)*(1 = (0 + (1 — o)),
d.h. die Annahme (A1.4) ist erfiillt, wenn
ke (L—tc) + (0 + (1= 0r)* (1= (e+ (1= 0)r)) = "(1 = )

was aquivalent zu

v (5) 4 1 g (- o (20 S0R) <

1—k K

ist. Wegen (1 — 0)(0+ (1 — 0)k)¥“te < k1€ ist die Aussage erfiillt.

(4) ty—1()) > T +b+1>k:
Ahnlich wie im Fall (2) ist die Aussage erfiillt, wenn

k
K 11—« K

(5) k>ty_1()) > F+b+1und ty_1(i) > k> F+b+ 1:
Ahnlich wie im Fall (3) ist die Aussage erfiillt, wenn

11— 1-— *
/i,LCU+€+b </;c> : _’;c +(1—0)(o+(1- Q)K/)w+e+b (Q+ ( . Q)FL) <1
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4 Ressourcenauslastung

Satz 4.20 Die Behandlungszeitverteilung erfillt Annahme (A1.6).

Beweis: Die maximale Anzahl Patienten, die in einer Zeiteinheit behandelt werden kénnen, ist k.
Wegen

z+1+k
> (Z p(w—i—l—i—k,:c')—Zp(x—l—k,x’))

l=z+1 \z'>l+1 z'>1

z+1+k
= > | > PMrp=a+1+k-2)= > PNVpo=a+k—2)

r'=z+1 \x'/>I+1 x'>1
z+1+k
= Y (D PMip=a+k—2)=> PWVro=x+k—2a)
'=z+1 \z'>l x>l
=0
fiir alle z € X ist die Aussage daher gezeigt. O

Exponentialverteilte Behandlungszeitverteilung

Wir betrachten - wie auch schon bei der geometrischen Behandlungszeitverteilung - den Fall, dass
in der medizinischen Einrichtung insgesamt k € N Arzte vorhanden sind, die gleichzeitig Pati-
enten behandeln. Jeder Arzt kann jedoch stets nur einen Patienten gleichzeitig behandeln kann.
Die Behandlungszeit jedes Arztes sei nun exponentialverteilt mit Parameter \. Hat der Arzt ei-
ne Behandlung abgeschlossen, so fingt er unmittelbar darauf mit der eines neuen, noch nicht in
Behandlung befindlichen Patienten an, sofern ein solcher vorhanden ist. Ist kein solcher Patient
vorhanden, so wartet der Arzt ab, bis mit dem Beginn der nichsten Zeiteinheit evtl. neue Patien-
ten eintreffen. Sind zu diesem Zeitpunkt mehr freie Arzte vorhanden als Patienten zur Verfiigung
stehen, so spielt es fiir unsere Betrachtungen keine Rolle, welche dieser Arzte eine Behandlung be-
ginnen und welche nicht, da wir von gleicher Behandlungszeitverteilung ausgehen. Die Verteilung
der Anzahl behandelter Patienten in einer Zeiteinheit bei unendlich vielen Patienten im Warteraum
folgt mit diesen Annahmen einer Poisson-Verteilung mit Parameter kA. Bei begrenzter Anzahl war-
tender Patienten im Warteraum gilt daher Folgendes:

Sei Y}, eine poisson-verteilte Zufallsvariable mit Parameter kXA und x die Anzahl wartender Kunden
im Warteraum, dann gilt p(z,2') = P(Ygy = = — 2'), falls 2/ > 0, und p(z,0) = P(Yiy > z). Wie
wir wissen, gilt

P(Yk,\ = gc) = (k/\)gc e kA

z!

Wir kénnen nun - wie auch bei der geometrischen Behandlungszeitverteilung - zeigen, dass fiir
diese Behandlungszeitverteilung die Annahmen (A1.1) und (A1.3) sowie zusammen mit geeigneten
Kostenfunktionen auch Annahme (A1.4) erfiillt sind.

Satz 4.21 Die Behandlungszeitverteilung erfillt Annahme (A1.1).

70



4.5 Behandlungszeitverteilungen und Kostenfunktionen

Beweis: Sei i € I und h : Ng — R konkav und fallend und g : Ng — R definiert durch

g(x):= Y plx,a")h(z")
r’eX

= P(Yin > 2)h(0) + Y P(Yir = 2 — 2')h(a)

x'=1
o9 r—1
=Y P(Yix =Dh(0) + > P(Yin = Dh(z - 1)
l=x =0
= i (kA) e M h(max{0,z —1}).

!

g ist monoton fallend und konkav als Mischung monoton fallender und konkaver Funktionen. [J

Satz 4.22 Die Behandlungszeitverteilung erfillt Annahme (A1.3).

Beweis: Fiir [ > 1 gilt

Zp(x,:r’) =PYin<z—-l)<PYixn<z+1-1)= Zp(x—i— 1,2")
x'>1 x/>1

und fir [ =0

>op@a) =3 ple+1a)=1

/>0 z'>0

g

Wir tiberpriifen nun (A1.4). Die Erfiillung dieser Annahme ist sowohl von der Behandlungszeitver-
teilung als auch von den Kostenfunktionen Vi (-,i) und ¢; abhéngig. Wir zeigen (A1.4) zunéchst
fiir die in (4.3) definierten Kostenfunktionen.

Satz 4.23 FEs seien qy, a. und ap die mazimale Anzahl moglicher in einer Zeiteinheit neu ange-
kommener Patienten der einzelnen Patiententypen und B die mazximale Anzahl mdéglicher wartender
Patienten. Gilt

K21 — k) < —rb

1

und

T r+w—+e+b 1
wtetb [ Fe 1 — ke w+e+b (EA/K)"
Ke (Ii) 71_K+/i l:EO Il (& <1

fir alle w = 0,..., 04,6 = 0,...,0e,b =0,...,0p und x = 0,...,0, so ist Annahme (A1.4) mit
den in (4.3) definierten Kostenfunktionen erfillt.

Beweis: Es sei i = (m,w,e,b), a,z € X und & = =+ w + e. Aus dem Beweis von Satz 4.19 wissen
wir, dass AVy(z,1) = *(1 — k).
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4 Ressourcenauslastung

Es gilt
HVN(avi) = Zq(zaj) Z p(a,:c’)VN(:):’,j)
jel z'eX
= > qi,§) |[P(Yaa = a)Vn(0,5) + Y P(Yix = a—2')Vn (2, j)
jel =1
a—1
= q(i,§) Y P(Yer = D)Vn(a—1,j)
jel =0
a—1 1
(BN _kx/ a—
= — I e "k 1).
1=0

Damit folgt
a—1 1
kA
LVy(a,i) =1—KS — E ue_k/\(na_l - 1)

und somit

ALVy(a,i) = kg(1 — ke) + (1 — k)R Za: (k/\l{H)le_kA.

=0

Wir berechnen nun AVy_1(z,7) und unterscheiden die folgenden Félle:

(1) 2+1<tna(i) <2+ b
Es gilt AVy_1(z,i) = —r? und AVy(z,i) < —r?.

(2) ty—1(i) < 2
Es gilt

AVN_1($, Z) = ALVN(J?, 7,)

= KZ(1 — ke) + (1 — k)K"

d.h., die Annahme (A1.4) ist erfiillt, wenn

= (kA/R)!
T

K21 — ke) + (1 — k)K" e RN > k71 — k),
1=0

was dquivalent ist zu

x rt+w-+e l
w-e Ry 1- KRe w-e (k‘lA/"{) —kX <
T - ¢ 1.
e ( K ) 1—«k T ; nc -

(3) T4+b+1<tn_1(i):
Ahnlich wie im Fall (2) ist die Annahme erfiillt, wenn

+uwtetb
gutetd (’%y L=t | wretrs” wze (kA/8)! <1

¢ — |
K 11—k = [!
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4.6 Weitere Umweltzustande

Da wir nun wissen, dass unter bestimmten Nebenbedingungen (A1.4) erfiillt ist, wissen wir auch,
dass mit dieser Kostenfunktion und dieser Behandlungszeitverteilung die Kontrollgrenzen monoton
fallend in der Zeit sind.

Da die maximale Anzahl Patienten, die in einer Zeiteinheit behandelt werden kénnen, theoretisch
bei unendlich liegen kann, ist es nicht sinnvoll, Satz 4.8 anzuwenden. Auch untersuchen wir die
Erfillung von Annahme (A1.6) nicht.

4.6 Weitere Umweltzustande

Wir wollen nun kurz weitere Beispiele fiir den Umweltzustand vorstellen. Wegen der grofien Anzahl
an Moglichkeiten und des groflien Aufwandes, diese zu untersuchen, beschrinken wir uns auf nur
wenige Beispiele und beschreiben diese nur im Ansatz. Moéglich sind nattirlich auch Kombinationen
der verschiedenen Umweltbeispiele.

Variierende Ankunftswahrscheinlichkeiten ambulanter Patienten

Im Modell mit Terminplan im Abschnitt 4.4 war die Ankunftswahrscheinlichkeit fiir jeden einzelnen
Patienten fest. Diese Wahrscheinlichkeiten kénnen jedoch Schwankungen unterliegen. Nehmen wir
an, dass diese z verschiedene Werte annehmen kénnen, so wiirden wir fir die Menge der Umwelt-
zustinde im Modell mit Terminplan M = {¢%,...,q"} x N}’ erhalten.

Variierende Parameter der Behandlungszeitverteilung

In Abschnitt 4.5 haben wir zwei Behandlungszeitverteilungen vorgestellt und dabei jeweils ange-
nommen, dass der Parameter der Verteilungen jeweils konstant ist. Der Parameter kann sich jedoch
auch dndern und durch den Umweltprozess beschrieben werden. Fiir die in 4.5 vorgestellte geome-
trische sowie exponentielle Behandlungszeitverteilung bedeutet dies also, dass sich der Parameter o
bzw. A dndert. Nehmen wir eine endliche Anzahl z moglicher Parameter an, so besteht fiir die geo-
metrische Behandlungszeitverteilung die Menge der Umweltzustédnde somit aus M = {1, ..., 0.},
fiir die exponentielle Behandlungszeitverteilung aus M = {Ai,...,A;}. Annahme (A1.7) ist mit
diesen Umweltmengen jedoch nicht erfillt

Mehrere Arzte, zeitabhingige Verfiigbarkeit

Ahnlich dazu, dass sich der Parameter der Behandlungszeitverteilungen dndern kann, kann auch die
Anzahl der Arzte, die einer medizinischen Einrichtung zur Verfiigung stehen, variieren. Vor allem
durch Schichtpldne und Pausen steht in der Praxis nicht immer eine konstante Anzahl von Be-
handlern zur Verfiigung. Der Umweltzustand m,, zur Zeit n kann daher z.B. die Anzahl von Arzten
beschreiben, die fiir das Intervall [n,n + 1) zur Verfiigung stehen. Die Menge der Umweltzustande
wire bei maximal k Arzten daher M = {0,...,k}. Dies kann auch auf andere Behandlungszeit-
verteilungen als in Abschnitt 4.5 angewendet werden. Wie auch bei variierenden Parameter ist bei
variierender Anzahl der zur Verfiigung stehenden Arzte Annahme (A1.7) nicht erfiillt.

Terminplan mit Stornierungen

Im Modell mit Terminplan sind Patienten entweder piinktlich zu ihrem Termin angekommen oder
iiberhaupt nicht erschienen. Es ist aber moglich, dass Patienten ihren Termin im Verlaufe des Tages
absagen. Diese Situation kann mit der gleichen Menge der Umweltzustinde wie in Abschnitt 4.4
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4 Ressourcenauslastung

modelliert werden, also mit M = Név . Jedoch miissen die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen
zwei Umweltzustdnden angepasst werden. Dazu nehmen wir an, dass jeder zukiinftig eingeplan-
te Patient in jeder Zeiteinheit seinen Termin mit Wahrscheinlichkeit A storniert. Liegt zu einem
Zeitpunkt der Umweltzustand m = (mq,..., my) vor, so ist die Anzahl der Stornierungen fur die
einzelnen Zeitintervalle binomialverteilt mit den Parametern m; und A. Ein Ubergang von m in
den Umweltzustand (mg — ko, ...,my — kn,0) geschieht mit Wahrscheinlichkeit

N

H P(Ymi)\ = Hi)a
=2

wobei Y;,,, \ eine binomialverteilte Zufallsvariable sei mit den Parametern m; und \. Fiir die Uber-
gangswahrscheinlichkeit vom erweiterten Umweltzustand i = (m,w,e,b) in den erweiterten Um-
weltzustand j = (m/,w’, €', b’) ergibt sich daher

a(id) = f\iz P(Yi,x = ki) P(Yimg—noqw = w')q(e, V), falls m' = (mg — ko,...,my — kN, 0)
’ 0, sonst.

Die Stornierungswahrscheinlichkeiten kénnen auch vom aktuellen Zeitpunkt abhéngen und fiir die
einzelnen Zeiteinheiten variieren. In diesem Fall muss zusétzlich noch die Zeit in den Umweltzustand
aufgenommen werden.

Terminplan mit Verspatungen

Im Modell mit Terminplan haben wir keine Verspatungen betrachtet. Wir nehmen nun an, dass Pa-
tienten zu spat zu ihrem Termin ankommen kénnen, maximal aber eine Zeiteinheit. D.h., Patienten
kommen entweder piinktlich, eine Zeiteinheit spater oder gar nicht in der medizinischen Einrichtung
an. Ein Patient kommt nun mit Wahrscheinlichkeit ¢* pilinktlich zu seinen Termin. Die medizinische
FEinrichtung hat jedoch vorerst keine Information dariiber, ob ein nicht erschienener Patient {iber-
haupt nicht mehr oder eine Zeiteinheit spater ankommt. Jeder zu seinem Termin nicht erschienene
Patient kommt mit Wahrscheinlichkeit A\ eine Zeiteinheit spéiter an und mit Wahrscheinlichkeit

1 — X iiberhaupt nicht mehr. Dann definieren wir die Menge der Umweltzustdnde durch M = Név +1
und ein Umweltzustand hat die Gestalt (m,v), wobei m = (mq,...,my) wie in Abschnitt 4.4 die

restlichen Termine des Tages beschreibe und v die Anzahl der im vorherigen Zeitabschnitt nicht
erschienenen Patienten sei. Es ergibt sich damit als Ubergangswahrscheinlichkeit vom erweiterten
Umweltzustand ¢ = ((m,v),w, e, b) in den erweiterten Umweltzustand j = ((m/,v"),w’, €', b")

(i) P(Y,qv = w)P(Y, \ =0)q(e,V), falls m' =m,v" =my —w und v’ = w + v,
i,j) =
n-J 0, sonst,

wobei Y;, , binomial(n, p)-verteilte Zufallsvariablen seien.
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5 Ressourcenzuweisung in medizinischen
Einrichtungen

5.1 Situationsbeschreibung

In diesem Kapitel betrachten wir eine medizinische Einrichtung, in der ambulante, stationére und
Notfallpatienten behandelt werden und die sich alle eine bestimmte medizinische Ressource teilen.
Beispiele fir solche Situationen sind radiologische Abteilungen in Krankenh&dusern. Insbesondere
zéhlen hierzu Untersuchungen mit Hilfe von CT- oder MRT-Geréten. Alle ambulanten Patienten
sind fiir eine spezielle Untersuchung mit Hilfe dieser Ressource stets vorangemeldet. Die statio-
nédren Patienten, die sich in der medizinischen Einrichtung befinden, halten sich dort in der Regel
mehrere Tage auf. Ob diese Patienten diese spezielle Ressource ebenfalls bendtigen und zu welchen
Zeitpunkten, ist im Allgemeinen ungewiss und somit nicht festgelegt. Die Nachfrage stationdrer Pa-
tienten nach einer Untersuchung mittels dieser Ressource trifft daher meist unvorangemeldet ein.
Zusétzlich treffen unvorangemeldet Notfallpatienten, die eine moglichst schnelle Untersuchung mit
Hilfe dieser Ressource benétigen, in der Einrichtung ein. Werden ambulante Patienten nicht zu ihren
Terminen untersucht und miissen stattdessen warten, so entstehen Wartekosten. Werden ambulante
Patienten bis zum Ende des Tages nicht behandelt, so entstehen zusétzlich terminale Kosten fiir
Uberstunden bzw. eine erhéhte Unzufriedenheit der Patienten, da diese trotz Wartens und Ter-
mines keine Untersuchung erhalten haben und an einem anderen Tag wiederkommen miissen. Bei
stationdren Patienten treten in der Regel keine oder zumindest geringere Wartekosten auf, da sich
diese bereits in der Einrichtung befinden. Werden stationédre Patienten jedoch bis zum Ende des
Tages nicht untersucht, so entstehen meist hohere terminale Kosten als bei ambulanten Patienten,
da dies den geplanten Aufenthalt des Patienten oftmals um einen Tag verldngert. Dies ist wiederum
mit sehr hohen Kosten fiir die Belegung von Betten verbunden. Die medizinische Einrichtung muss
daher abwagen, welcher Patiententyp zu den einzelnen Zeitpunkten, an denen neue Untersuchun-
gen beginnen kénnen, priorisiert behandelt werden soll. Erschwerend bei der Entscheidungsfindung
ist dabei, dass diese Situation zufélligen Einfliissen unterliegt. So gilt es zu beriicksichtigen, dass
Patienten, die einen Termin erhalten haben, moglicherweise gar nicht oder unpiinktlich erscheinen
(was bedeuten kann, dass diese Patienten zu friih, oder zu spét in der Einrichtung eintreffen). Auch
die Ankunfte stationiarer und Notfallpatienten ist zuféllig.

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Terminplanung bereits durchgefithrt wurde. D.h.,
das Ankunftsverhalten der eingeplanten ambulanten Patienten in der medizinischen Einrichtung
ist fiir den betrachteten Tag bereits festgelegt und kann von der Einrichtung nicht mehr beeinflusst
werden. Wir untersuchen daher nur die Frage, wieviele ambulante Patienten und wieviele stationére
Patienten in der ndchsten Zeiteinheit untersucht werden sollen und welche Patienten daher warten
miissen. Dabei hingt die Gesamtzahl der stationiren und ambulanten Patienten, die behandelt
werden konnen, von der Anzahl der Notfallpatienten in der Einrichtung ab, da diese stets Vorrang
haben. Ziel der Untersuchung ist es, den erwarteten Gesamtgewinn der Einrichtung zu maximieren.
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5 Ressourcenzuweisung

Das resultierende Optimierungsproblem formulieren wir als einen Markovschen Entscheidungspro-
zess mit dynamischer Umwelt in diskreter Zeit.

5.2 Modellierung als Markovscher Entscheidungsprozess

Wir betrachten einen Behandlungstag in einer medizinischen Einrichtung, in der drei Patiententy-
pen behandelt werden: ambulante Patienten, Notfalle und stationdre Patienten. Ambulante Pati-
enten sind stets eingeplant, d.h., die Einrichtung ist iber ihr Erscheinen informiert. Notfélle und
stationdre Patienten sind nicht eingeplant und die Einrichtung hat keine Information dariiber, ob
und wann einzelne Patienten dieser Typen ankommen. Dabei miissen Notfélle moglichst schnell be-
handelt werden, wogegen die stationdren Patienten aus medizinischer Sicht nicht sofort behandelt
werden miissen und einen ldngeren Aufenthalt in der Einrichtung vor oder hinter sich haben. Der
Tag ist in N Zeitabschnitte gleicher Lénge unterteilt. Er beginnt zum Zeitpunkt 0 und endet zum
Zeitpunkt N. Wir betrachten den Zustand der medizinischen Einrichtung zu Beginn jedes Intervalls,
also zu den Zeitpunktenn = 0,1,..., N —1, sowie am Ende des Tages zum Zeitpunkt N. Die Anzahl
der ambulanten Patienten, die sich zum Zeitpunkt n in der Einrichtung befinden, bezeichnen wir
mit wy,. Die Anzahl stationirer Patienten, die sich zu diesem Zeitpunkt in der Einrichtung befinden
und auf eine Untersuchung warten, bezeichnen wir mit b, und die Anzahl wartender Notfélle mit
en- Zusatzlich zu der Anzahl der wartenden Patienten ldsst sich zu diesen Zeitpunkten ein Umwelt-
zustand beobachten.?! Diesen bezeichnen wir mit 4,. Ein Ubergang vom Umweltzustand 4,, zur Zeit
n in den Umweltzustand 4,11 zum Zeitpunkt n + 1 erfolgt mit Wahrscheinlichkeit q(iy,,ip+1). Es
soll nun entschieden werden, wieviele Patienten welchen Typs in der néchsten Zeiteinheit behandelt
werden sollen. Der Einrichtung stehen hierfiir K > 0 Behandlungseinheiten zur Verfiigung.

Der Zustand x,, zum Zeitpunkt n wird durch die Anzahl wartender Patienten der einzelnen T'y-
pen beschrieben, es ist also z,, = (wp, ey, by). Sofern Patienten vorhanden sind, soll eine Behand-
lungseinheit auch genutzt werden. Notfallpatienten haben gegeniiber ambulanten und stationéren
Patienten stets Vorrang. Eine Aktion a = (a, a., ap) zur Zeit n beschreibt, wieviele ambulante Pa-
tienten, wieviele Notfille und wieviele stationidre Patienten zu diesem Zeitpunkt behandelt werden,
niamlich a,,, a. bzw. a,. Die Menge der méglichen Aktionen ist daher DX (z,,) = {a = (ay, ac, ap) €
N|ay < wp,a. = min{K, e, },ap < bp,ay + ae + ap = min{w,, + e, + by, K}}. Jede Behandlung
eines Patienten dauert genau eine Zeiteinheit. Bis zum néchsten Entscheidungszeitpunkt kénnen
neue ambulante Patienten oder Notfille in der medizinischen Einrichtung eintreffen bzw. stationére
Patienten eine Behandlung nachfragen. Die Wahrscheinlichkeit, dass zum Zeitpunkt n 4 1 Zustand
Tpy1 vorliegt, wenn zum Zeitpunkt n Zustand z, vorlag und Aktion a gewéhlt wurde, betrigt
gerade p;(x, — a,xy41) und wir bezeichnen p; als die Ankunftsverteilung.

Fiir jeden Patienten, der behandelt wird, erhalten die Betreiber der medizinischen Einrichtung
einen Gewinn, der sowohl vom Umweltzustand i,, als auch vom Patiententyp abhéngt. Der Gewinn
betragt r’ fiir ambulante, rfn fiir stationédre und r{ fiir Notfallpatienten. Fiir Patienten, die sich in
der medizinischen Einrichtung befinden und auf eine Behandlung warten, entstehen pro Zeiteinheit
Wartekosten in Hohe von ¢;, (x,,), welche abhéngig sind von der Anzahl wartender Patienten der
einzelnen Typen und dem Umweltzustand i,,. Am Ende des Tages entstehen fiir jeden nicht be-
handelten Patienten Kosten, die sich sowohl aus Uberstunden, die das Personal in der Einrichtung
evtl. leisten muss, der Belegung von Krankenhausbetten durch stationdre und Notfallpatienten
und aus Strafkosten fiir am Tagesende nach Hause entlassene ambulante Patienten ergeben kon-
nen. Diese Kosten haben in Abhéngigkeit von der Anzahl Patienten der einzelnen Typen und dem

41ygl. Abschnitt 5.4 und 5.6 fiir Beispiele fiir solche Umweltzustéande.
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5.2 Modellierung

Umweltzustand eine Hohe von Vi (zn,in).

Das Ziel des Managements der medizinischen Einrichtung ist nun die Maximierung des erwar-
teten Gesamtgewinnes eines Tages. Das Problem kann abhéngig von der Anzahl K > 0 der zur
Verfiigung stehenden Behandlungseinheiten als endlich-stufiger Markovscher Entscheidungsprozess
mit dynamischer Umwelt in diskreter Zeit formuliert werden mit den folgenden Groéfien:

(1) Dem Planungshorizont N;

2) dem Zustandsraum X x I mit X = N2 und I einer endlichen oder abziahlbar unendlichen
0
Menge;

(3) dem Aktionenraum AX := {a = (a¥,a% a’) € X|a¥ + a® + a® < K} und der Menge der
im Zustand (x,7) = ((w,e,b),i) zulissigen Aktionen DX (z,i) = D¥(z) := {a € AK|a® <
w,a® = min{K,e},a’ < b,a” + a® + a® = min{ K, w + e + b} };

(4) der Zahldichte p: X x I x Ax X x I — [0, 1], definiert durch p((x, 1), a, (2, 7)) := q(i, j)pi(x —
a,z');

(5) der einstufigen Gewinnfunktion r: X x I x A — R, definiert durch

r((x,i),a) :== arl

mit r; = (r¥,r ceRPund ¢ : X —» R;
( r?)

l’l”L

—¢i(z —a),

(6) der terminalen Gewinnfunktion Vi : X x I — R.

Da sich der betrachtete Zeithorizont auf einen einzigen Tag beschréankt, verzichten wir auf eine
Diskontierung.*?

Nach Satz 3.5 in Abschnitt 3.1.1 kénnen der optimale erwartete Gesamtgewinn V{* sowie die op-
timalen Aktionen zu den einzelnen Zeitpunkten bestimmt werden durch die Optimalitatsgleichung

VE(z,i) = max {r((:c, i),a) + Z Z q(i,7)pi(x — a, x')anil(gc’,j)} ,

aeDE (x) Jel vex
n=20,1,..., N — 1, wobei wir fiir Viy auch V]\If schreiben. Wir definieren nun die folgenden Opera-
toren:
Definition 5.1 Es seien HVK : X x I — R und LVK X xI—>R,n=1,...,N, definiert durch

HVE(a,i) : Zqzy Zplax WE@ 5), (a,i) € X x 1,
Jel z'eX

und

LVE(a,i) :== —ci(a) + HVE (a,1), (a,i) € X x I.

Mit dieser Definition kénnen wir die Optimalitédtsgleichung wie folgt schreiben:

VK ) ) = — U - + HVnK - W, )
Ko = s forl — e —a) + HVS (7 — 0.0}
= aergz}(}gx){m‘ + LVn—H( —a, ’L)} (5.1)

Mit Hilfe dieser Darstellung der Optimalitdtsgleichung beginnen wir im néchsten Abschnitt die
Untersuchung unseres Modells.

4?Dje Einbeziehung eines Diskontierungsfaktors wiirde jedoch keinen Einfluss auf die im Folgenden entwickelten
Strukturaussagen haben.
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5 Ressourcenzuweisung

5.3 Strukturaussagen

Wir wollen uns nun der ersten und wichtigsten Strukturaussage zuwenden: Die Optimalitit ei-
ner sogenannten monotonen Switching-Curve. Bei solchen existieren sogenannte Kontrollgrenzen,
die den Zustandsraum in verschiedene Mengen, innerhalb derer bestimmte Aktionen optimal sind,
unterteilen. Optimale Entscheidungsregeln kénnen durch diese Kontrollgrenzen zu den einzelnen
Zeitpunkten und in den einzelnen Umweltzustinden vollstdndig bestimmt werden. Solche Politi-
ken sind einfach zu bestimmen und leicht anzuwenden: Ein Entscheidungstriager muss lediglich die
Kontrollgrenzen kennen, um daraus eine optimale Aktion abzuleiten, was insbesondere im Gesund-
heitswesen, wo viele Mitarbeiter komplizierten Regeln oder auch computergestiitzten Entscheidun-
gen skeptisch gegeniiber stehen, sinnvoll ist. Da es sich hier um einen endlich-stufigen Markovschen
Entscheidungsprozess mit dynamischer Umwelt handelt, sind diese Grenzen vom Umweltzustand
und dem betrachteten Zeitpunkt abhangig.

Die Optimalitit einer monotonen Switching-Curve kann aber nicht ohne weitere Annahmen
sichergestellt werden: Sowohl die terminalen Kosten als auch die Wartekosten miissen multimo-
dular in der Anzahl ambulanter und stationdrer Patienten sein. Diese Voraussetzung ist jedoch
nicht sehr restriktiv und wird von vielen Kostenfunktionen erfiillt. Des Weiteren bendtigen wir ei-
ne Ankunftsverteilung, unter der die Multimodularitit erhalten bleibt. Eine kurze Ubersicht iiber
Kostenfunktionen, die die erwdhnte und noch weitere Annahmen erfiillen, findet sich in Abschnitt
5.5. Wir formulieren die Annahmen nun formal:

Annahmen:

(A2.1) Fiir die Ankunftsverteilung p; gilt fiir alle ¢ € I:
Fiir jede in 1 und 3 multimodulare Funktion h : N3 — R ist auch die Funktion g; : N3 — R,
definiert durch
gi(x) = Z pi(x, 2" )h(z)), € N},

x’ENg
multimodular in 1 und 3.

(A2.2) Die Funktionen —¢; und V(- %) sind multimodular in 1 und 3 fiir alle ¢ € 1.

Statt Multimodularitit in 1 und 3 bzw. multimodular in 1 und 3 schreiben wir im Folgenden stets
Multimodularitdt bzw. multimodular und meinen damit diese in den Komponenten 1 und 3.

Mit Hilfe von Lemma 3.24 kénnen wir nun zeigen, dass unter diesen Annahmen auch HV,X LV X
sowie die Wertfunktion VX fiir jedes K selbst multimodular fiir alle betrachteten Zeitpunkte n sind.
Hieraus folgt schlieflich die Optimalitédt einer monotonen Switching-Curve.

Satz 5.2 Sind die Annahmen (A2.1) und (A2.2) erfiillt, so sind die Funktionen HV,X(-4),
LVE(.,4) sowie VX (-, 1) multimodular fir allen =1,...,N undi € I.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: n = N
Nach (A2.2) ist V& (-,4) multimodular fiir alle i € I. Mit (A2.1) ist dann

Z pi("m/)VNK(xlaj)a je Ia
z'eX
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5.3 Strukturaussagen

multimodular und damit auch HV{E(-,) als Mischung von multimodularen Funktionen. LVy (-, 1)
ist dann aufgrund von (A2.2) multimodular.

Es bleibt zu zeigen, dass Vi |(-,i) multimodular ist. Sei dazu x = (w,e,b) € X. Fiir e > K
besteht die Menge aller zuldssigen Aktionen nur aus einem einzigen Element, es gilt also Dk (z) =
{(0, K,0)}. Wegen

VNKfl(x7Z‘> = CT? +LVZ\If<(x - (OaKa 0)72)

ist damit die Aussage bereits gezeigt. Fiir e < K miissen zunéchst alle e Notfallpatienten behandelt
werden. Es verbleiben daher K — e Behandlungseinheiten fir die ambulanten und stationéren
Patienten. Es gilt dann

VK 7. = r LVK ) 7b - 7'
i = farl + LV (@, e.0) — 0.0}

=er{ + ma arl + LVE ((w,0,b) — a,i)}.
i aEDK*eEKw,O,b){ i N (( ) )}
Mit Lemma 3.24 ist die Aussage dann gezeigt.

Induktionsschritt: n —n — 1

Der Induktionsschritt erfolgt auf die gleiche Art und Weise wie der Induktionsanfang. O

Wir definieren nun die folgende Grofie und zeigen in Satz 5.5, dass es sich hierbei um die bereits
erwihnten Kontrollgrenzen fiir den Fall K = 1 handelt.

Definition 5.3 Die Funktionen ¢, : Ng x I - NU{oco}, n=0,1,..., N — 1, seien definiert durch
tn(w,i) := inf{b € NJAz; LV,L ; (w — 1,0,b — 1),i) < r? — ¥}, w > 1,

und
tn(0,7) := 1.

Wir nennen die t,(w, i) Kontrollgrenzen.
Lemma 5.4 Es gilt t,(w,i) < t,(w+ 1,7) fir allew € No,i € I undn=0,1,...,N — 1.

Beweis: Da t,(w,i) > 1 fir alle w € N und ¢,(0,7) = 1, gilt ¢,(1,7) > ¢,(0,7). Es bleibt die
Ungleichung fiir w > 1 zu zeigen. Da LV, 11(-,7) multimodular ist, gilt mit Lemma 3.23

Ag1 LV, ((w,0,b — 1),4) > Ag1 LV,L 4 ((w — 1,0,b — 1),4), Yw,b €N,
und damit folgt
to(w +1,4) = inf{b € N|Ag; LV,} 1 ((w,0,b — 1),i) < r? — ¥}
> inf{b € N|Ag; LV, ((w —1,0,b—1),4) < v} —r¥}
= tp(w,1).
0

Wir untersuchen nun die Struktur einer optimalen Politik unseres Entscheidungsproblems abhén-
gig von der Anzahl zur Verfiigung stehender Behandlungseinheiten. Im Fall K = 0 ist keine Behand-
lungseinheit vorhanden und die Menge der zulédssigen Aktionen besteht nur aus der Aktion (0,0, 0).
Damit ist die Politik 7 € F¥ definiert durch die Entscheidungsfunktionen fJ(x,i) = (0,0,0),
optimal. Wir betrachten nun den Fall K = 1.
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5 Ressourcenzuweisung

Satz 5.5 Sei K =1 und (z,i) € X x I mit x = (w, e, b). Sind die Annahmen (A2.1) und (A2.2)
erfiillt, so ist die Politik m € F'N, definiert durch die Entscheidungsfunktionen

( ), falls e >0,

(0,0,1), fallse=0,b> t,(w,i),
(1,0,0), fallse=0,w>0,b< t,(w,i),
(0,0,0), fallse=0,w=0,b=0,

n=0,1,...,N — 1, optimal.4®

Beweis: Wir unterscheiden die folgenden Fille:

(1)

(2)

e>0:
In diesem Fall ist mindestens ein Notfallpatient vorhanden und somit gilt D*(z) = {(0,1,0)}.

e=0und b > t,(w,i):

Da t,(w,i) > 1 ist auch b > 1 und es folgt (0,0,1) € D*(z). Fiir den Fall w = 0 ist somit
alles gezeigt. Da eine Behandlungseinheit immer ausgelastet werden muss, sofern Patienten
vorhanden sind, muss im Fall w > 0 nur gezeigt werden, dass Aktion (0,0,1) der Aktion
(1,0,0) vorzuziehen ist. Nach der Definition von ¢, (w, 1) gilt

AglLan_H((w —1,0,tp(w,i) — 1),4) < rb— v,

Da LV,! (-,i) subkonkav ist, gilt wegen Lemma 3.23
Ag1 LV, ((w—1,0,b—1),4) > Ag1 LV,L 1 ((w — 1,0,b),9).
Daraus folgt
Az LV ((w = 1,0,b = 1),4) < Azt LV, (w — 1,0, 8, (w,4) — 1),4) <78 — 7
fir alle b > t,(w,4). Es gilt also
r + LV, ((w —1,0,b),4) < 72 + LV ((w,0,b — 1),4)
und damit

Vi) = max {ar] +LVYa(e —a)} = o+ LVl (0.5 1))

Somit ist (0,0,1) optimal.

e=0,w>0und b < t,(w,i):

Da w > 0 gilt (1,0,0) € D!(z). Fiir den Fall b = 0 ist somit alles gezeigt. Im Fall b > 0 muss
nur gezeigt werden, dass Aktion (1,0,0) der Aktion (0,0, 1) vorzuziehen ist. Mit b < ¢, (w, 7)
gilt nach der Definition von ¢, (w, )

ALV, (w—1,0,b—1),4) > 70 — ¥,

also
rZLU + Lan-i-l((w - l,O,b),Z) > T? + Lvnl-‘rl((waoab - 1)71)7

“3Ts sei darauf hingewiesen, dass der Fall e = 0,w = 0 und b < ¢,(0, i) dem Fall e = w = b = 0 entspricht.
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und damit

Vi) = max {ar] + LVL(e — a)} = i+ LV ] ((w ~ 1,0,).).

Somit ist (1,0,0) optimal.

(4) e=0,w=0und b=0:
In diesem Fall ist kein Patient vorhanden und somit gilt D!(x) = {(0,0,0)}.

g

Wir haben also gezeigt, dass im Fall K = 1 durch die Kontrollgrenzen t,(w,?) eine optimale
Politik vollstdndig bestimmt wird und daher nur die Bestimmung dieser notwendig ist, um eine
optimale Politik zu erhalten. Wir untersuchen nun, ob sich ein solches Resultat auch fiir den Fall
K > 1 erhalten ldsst. Dazu formulieren wir zunéchst folgenden Satz:

Satz 5.6 Sei K > 1. Sind die Annahmen (A2.1) und (A2.2) erfiillt, so ist die Politik 7 € F,
definiert durch die Entscheidungsfunktionen

Fl(,4) = fo @, d) + fu5 7 = fulw,4),
optimal.

Beweis: Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: K =1
Es gilt mit f0(z,4) = (0,0,0) fiir alle (z,7) € X x I

frlL($7Z) = f%(xﬂ) + fr(z)(w - frll(x’l)7z)
= fi(z,i) +(0,0,0)

Damit ist die Aussage bewiesen.

Induktionsschluss: K — K + 1

Wiére zum Zeitpunkt n im Zustand (z,7) nur eine Behandlungseinheit vorhanden, so wiirden wir
die Aktion fl(x,i) wihlen. Wir weisen daher der ersten Behandlungseinheit einen Patienten ge-
miB dieser Aktion zu. Wegen fl(x,i) < z gilt * — f}(x,7) € X und die Anzahl der jetzt noch
verbliebenen Patienten wird durch diesen Zustand beschrieben. Es sind dann noch K — 1 Behand-
lungseinheiten vorhanden. Nach Induktionsannahme ist fX—!(z — f!(z,)) eine optimale Aktion
im Zustand x — f}(z,i) bei K — 1 Behandlungseinheiten. O

Wir haben nun eine Méglichkeit gefunden optimale Entscheidungsregeln fiir alle K > 1 rekursiv
zu bestimmen. Wiinschenswert wére jedoch eine explizite Darstellung mit Hilfe der Kontrollgrenzen.
Wir kénnen uns dabei auf den Fall e = 0 und w+b > K beschrinken, da fiir e > K bzw. e = 0 und
w + b < K die Aktionen (0, K,0) bzw. (w,0,b) die einzig zuléssigen sind und der Fall 0 < e < K
sich auf den Fall e = 0 mit K — e Behandlungseinheiten zuriickfiihren lésst. Innerhalb des Falls
e =0und w+ b > K koénnen wir zusétzlich b = 0 sowie w = 0 ausschliefien, da in diesen Féllen
(K,0,0) bzw. (0,0, K) die einzig zuldssigen Aktionen sind. Wir erhalten folgenden Satz.
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5 Ressourcenzuweisung

Satz 5.7 Sei K > 1 und (z,1) € X xI mitx = (w,0,b) und w+b > K. Weiter sei by := min{b, K}
und wy := min{w, K}. Dann gilt (K —bx + k,0,bx — k) € DE(x,7) fiir k =0,... , min{bg,wg +
b — K} — 1 und

(K —bg,0,bk), falls b >ty (w— K +bg,i)+ (bg — 1),
falls  tp(w— K +bx —k+1,9)+ (bxk — k) > b

@) = (K —bx +k,0,b5 — k), und  b> tp(w— K + b — ki) + (bg — k — 1),
fiir k::1,...,min{bK,wK—|—bK—K}—1,

(wr,0, K —wg), falls tp(w—wg +1,i) + K —wg > b.

Beweis: Wegen w + b > K miissen allen K Behandlungseinheiten Patienten zugewiesen werden
und es gilt wxg > K —bx und bg > K — wg. Da b stationdre Patienten vorhanden sind, miissen,
damit alle K Behandlungseinheiten ausgelastet sind, mindestens K — bx Behandlungseinheiten
mit ambulanten Patienten belegt werden, hochstens kénnen aber wg stationédre behandelt werden.
Andererseits miissen mindestens K — wx Behandlungseinheiten mit stationdren Patienten belegt
werden, hochstens aber kénnen ambulante bx behandelt werden. Wir unterscheiden nun die fol-
genden drei Félle:

1.Fall: b > t,,(w — K 4+ bk, 1) + (bg — 1):

Da mindestens K — bg ambulante Patienten behandelt werden miissen, weisen wir diesen eine
Behandlungseinheit zu. Es verbleiben w — K + bg ambulante Patienten. Wir miissen nun zeigen,
dass die restlichen bx Behandlungseinheiten stationdren Patienten zugewiesen werden, also Aktion
(K — bk,0,br) gewédhlt wird. Wir wissen, dass b — b + 1 > t,(w — K + bg,i) gilt und damit
b—d>t,(w— K +bg,i) fird=0,1,...,bx — 1. Damit folgt f!(z — (K —bg,0,d)) = (0,0, 1) fiir
alled =0,...,bxg — 1. Also ist (K — bg,0,bg) optimal.

2.Fall: t,(w — K +bx — k+ 1,i) + (bx — k) > b > to(w — K + bxg — k,i) + (bx — k — 1),
E=1,..., min{bg,wx + bxg — K} — 1:

Wie im vorherigen Fall werden K — by Behandlungseinheiten jeweils ein ambulanter Patient zuge-
wiesen. Es verbleiben w — K + bx ambulante Patienten, b stationidre und bx Behandlungseinheiten.
(K — bg + k,0,bg — k) ist genau dann optimal, wenn nun die Behandlung von k + 1 oder mehr
ambulanten Patienten sowie die Behandlung von bx —k+1 oder mehr stationaren Patienten jeweils
suboptimal ist.

(1) Wir weisen k Behandlungseinheiten jeweils einen ambulanten Patienten zu. Wir befinden
uns nun im Zustand (w — K + b — k,0,b). Zu zeigen bleibt, dass es nun optimal ist, allen
verbliebenen bx — k Behandlungseinheiten einen stationédren Patienten zuzuweisen. Wegen
b>ty(w—K+bg —k,i)+ (bg —k—1), folgt b—bxg +k+1>t,(w— K+ bg — k,i) und
damit b —d > tp(w — K + bg — k,i) fir d=0,...,bg — k — 1.

(2) Wir weisen bg — k Behandlungseinheiten einen stationdren Patienten zu. Wir befinden uns
nun im Zustand (w — K 4 bg,0,b — bx + k). Zu zeigen bleibt, dass es nun optimal ist, allen
verbliebenen k Behandlungseinheiten einen ambulanten Patienten zuzuweisen. Da ¢, (w, )
monoton steigend in w ist folgt wegen t,(w — K + bx — k + 1,i) + (bx — k) > b auch
tn(w—K+bg —d,i) >b—bx +kfird=0,...,k—1.

3.Fall: t,,(w —wg + 1,1) + K —wg > b:
Da mindestens K — wg stationdre Patienten behandelt werden miissen, weisen wir diesen einem
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Abbildung 5.1: Schematische Darstellung der in den Sétzen 5.6 und 5.7 beschriebenen Ent-
scheidungsregel fiir K = 3 und nicht vorhandenen Notféllen.

Behandlungseinheiten zu. Es verbleiben b — K + wg stationire Patienten. Wir miissen nun zei-
gen, dass die restlichen wg Behandlungseinheiten ambulante Patienten behandeln, also Aktion
(wi,0, K — wg) gewdhlt wird. Wir wissen, dass t,(w — wg + 1,i) > b — K + wg gilt und, da
tn(w, 7) monoton steigend in w ist, folgt ¢, (w —d+1,i) > b— K +wk fir d=0,1,...,wg. Damit
folgt fl(x—(d,0, K—wg)) = (1,0,0) fiiralled = 0,1,. .., wg. Also ist (wk,0, K —wg) optimal. [

Wir koénnen also fiir jedes K € Ny eine optimale Politik vollstdndig durch die Kontrollgrenzen
bestimmen und explizit angeben. Die Kontrollgrenzen lassen sich dabei im Fall K = 1 berechnen.
Fiir die weiteren Untersuchungen kénnen wir uns daher auf diesen Fall beschrdnken und schreiben
HV,, LV, und V,,_1 statt HV,}, LVl sowie V! |, n=1,... N.

Wir wollen nun untersuchen, ob die Bestimmung dieser Grenzen vereinfacht werden kann und
welche Konsequenzen sich daraus fiir die Wertfunktionen V,, ergeben. Um zufriedenstellende Er-
gebnisse zu erzielen, sind jedoch weitere Annahmen notwendig. Zunéchst konzentrieren wir uns auf
Abhéngigkeiten der Kontrollgrenzen vom Zeitpunkt. Dazu bendtigen wir die folgenden Annahmen:

Annahmen:
(A2.3) Fiir die Ankunftsverteilung p; gilt fir alle ¢ € I und z,2’ € X:
pi(z,2") = pi(a’ — ),
falls 2/ — z > (0,0,0) und 0 sonst.

(A2.4) Fir die terminale Gewinnfunktion Vi gilt:

A31VN(.%',i) < A31VN_1($,i), V(x,z) e X x 1.
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Anschaulich bedeutet (A2.3), dass die Anzahl neu ankommender Patienten innerhalb einer Zeitein-
heit unabhéngig von der aktuellen Anzahl der auf eine Behandlung wartenden Patienten ist. (A2.4)
hat die anschauliche Interpretation, dass ein zusétzlicher stationdrer Patient im Vergleich zu einem
zusdtzlichen ambulanten Patienten zum Zeitpunkt N weniger Gewinn erbringt als zum Zeitpunkt
N —1.

Nun kann eine Monotonie in der Zeit bewiesen werden. Wir zeigen jedoch zunéchst, dass An-
nahme (A2.1) aus Annahme (A2.3) folgt und formulieren das nachfolgende Lemma:
Satz 5.8 Ist Annahme (A2.3) erfiillt, so auch (A2.1).

Beweis: Sei i : N3 — R multimodular und g : N3 — R definiert durch

= Z pi(z, 2" )h(z))

z' €N}
Dann folgt mit (A2.3)

gi(x) = Z pi(x, 2" )h(z'

z'eN}
= > Bl = @)h()
' >x
= Y bk, L, m)h(z + (k,1,m)).
(k,l,m)eN?
g; ist dann als Mischung von multimodularen Funktionen selbst multimodular. O

Lemma 5.9 Ist (A2.3) erfillt und (x,i) € X x I, so gilt

Azt HV(x,0) =Y q(i,5) Y Pi(a") AsiVa(z + 2/, 5)
jel z'eX

fir allen=1,...,N.

Beweis: Es gilt

A3 HV, (z,1) = Zq(i,j) Z Agyp(z, 2 )V (2, 5)

jel r'eX
= ZQ(Z7]) Z (pz(l' + 63,$/) _p@(l' + elax,)) Vn(:E/’.])
jJel z'eX
=Y q(i,4) > (Bi(@’ —x —e3) — Pi(a’ —x —e1)) Va(a', )
j€el z'eX
Z ZJ sz x—l—a? +€37J) Vn(x"i_w/"i‘elvj))
j€el z'eX
= q(i,5) > pi(a)AnVo(z + 2/, ).
jelI r'eX
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Satz 5.10 Unter (A2.2)-(A2.4) gilt fir allen=1,...,.N—1, w e Ny und i € I:
(1) tn(w,i) < tp_1(w,i);
(2) Az31Vi(-,1) < Az Vi_1(-,1).

Beweis: Sei (z,i) € X x I mit x = (w, e,b). Der Beweis erfolgt durch vollstdndige Induktion.
Induktionsanfang: n = N — 1
Wir zeigen zunéchst ty_1(w,7) < ty_2(w,q). Es folgt mit Lemma 5.9

Az HVy (i) = Z q(i,5) Y (") AV (z + 2, )

r'eX
Z (i,5) > pi(a") Az V1 (z + 2/, 5)
J€el z’eX

= A31HVN_1(x,1)
und damit auch Ag; LVy(x,i) < As1LVN_1(z,4). Aufgrund der Definition der t,(w,?) folgt dann
tn—1(w,i) < ty_o(w,i). Wir zeigen nun AsyVy_1(z,1) < Az1Vy_a(z,1).
1. Fall: e > 0
Es gilt
A31V_1(z,i) = Vy_1((w,e,b+1),i) — VN_1((w + 1,€,b),17)
=+ LVn((w,e — 1,b+1),i) — ¢ — LVy((w 4 1,e — 1,b),4)
<r{+ LVn_1((w,e—1,b+1),i) —r{ — LVN_1((w + 1,e — 1,b),1)
= A1 Vy_ao(z,1).
2. Fall: e=0,w>0und b >0
Wir unterscheiden die folgenden drei Félle
(1) b+1>ty_1(w,i) und b > ty_o(w + 1,4):
In diesem Fall gilt auch b > tny_1(w + 1,1). Es folgt
As1Vn_1(z,1) = VN_1((w,0,04+ 1),7) — V_1((w + 1,0, b),1%)
=2+ LVn((w,0,0),1) — 7 — LV ((w +1,0,b — 1),4)
<7l 4+ LVy_1((w,0,b),) — —LVN 1((w+1,0,b—1),4)
=P 4+ LVy_1((w,0,b),i) — Vy_o((w + 1,0,b),4)
< Vy—o((w,0,b+1),i) — VN_z((w +1,0,b),1)
= A3y Vy_o(z,1).
(2) b+1>tn_1(w,i) und b < ty_o(w + 1,4):
Es folgt
A Vy_1(z,1) = Vy_1((w,0,0+1),i) — VN_1((w + 1,0,b),1)
=7 + LVn((w,0,b),1) — Vy_1((w + 1,0,b), )
< r? -y’
=’ + LVy_1((w,0,b),i) — 7 — LViy_1((w,0,b),)
< Vn_o((w,0,b+1),i) —r" — LVN_1((w,0,b),1)
= Vv—2((w,0,b+1),i) — Viy_a((w + 1,0,b),4)
= Az Vn_ao(z,1).
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(3) b+1<tn_i1(w,i):
In diesem Fall gilt auch b+ 1 < tx_a(w,7) sowie b < tn_1(w+1,i) < ty_o(w+1,7). Es folgt

A Vy_1(x,i) = Vy_1((w,0,b+1),i) — Vv_1((w + 1,0,b), %)
=7 + LVy((w —1,0,b+1),4) — r* — LVxN((w,0,b),1)
<r’+ LVN_1((w—1,0,b+1),i) —r;" — LVNy_1((w,0,b),1)
= Vy_o((w,0,b+1),4) — Vy_a((w + 1,0,b),1)
= A1 Vy_o(z,1).

3.Fall: e=0,w=0und b > 0:
Wir unterscheiden die folgenden zwei Félle

(1) b < ty_o(1,i):
Es folgt

A31VN_1(.’B,i) = VN_l((0,0,b—i- 1),i) — VN_l((l,O, b),’L)
= 7P+ LVn((0,0,0),7) — V_1((1,0,b),7)
<r? Y
=12+ LVn_1((0,0,b),4) — ™ — LVn_1((0,0,b),4)
= V_2((0,0,b+1),i) — Vy_2((1,0,b),1)
= A31VN_2($,i)

(2) b>tn_2(1,9):
In diesem Fall gilt auch b > tx_1(1,47) und b > 1. Es folgt
A31VN71(IE,Z') = VNfl((O, 0,b+ 1),i) — VNfl((l, 0, b), Z)
=70+ LVn((0,0,b),3) — 2 — LVN((1,0,b — 1),4)
<P+ LVN_1((0,0,b),4) — r? — LVN_1((1,0,b — 1),4)
= Vn_2((0,0,b4+1),7) — Vn_2((1,0,b),1%)
= A1 Vn_o(x,1).

Induktionsschritt: n —n — 1
Der Induktionsschritt erfolgt auf die gleiche Art und Weise wie der Induktionsanfang. O

Wir haben also gezeigt, dass bei gleichem Umweltzustand und gleicher Anzahl wartender ambu-
lanter Patienten die Kontrollgrenzen zu spéteren Zeitpunkten niedriger sind als zu fritheren. Dies
ist intuitiv nachvollziehbar: Je ndher das Ende des Tages riickt, desto geringer fallen die Wartezei-
ten ambulanter Patienten und desto mehr fallen die hohen Strafkosten fiir stationire Patienten ins
Gewicht. Die Monotonie der Kontrollgrenzen bietet den Vorteil, dass die Berechnung der Kontroll-
grenzen vereinfacht wird und die Politik den Entscheidungstrigern in der medizinischen Einrichtung
leichter zu vermitteln ist. Jedoch ist zu beachten, dass diese Monotonie nur bei gleichem Umwelt-
zustand gilt. Liegt zu einem spéteren Zeitpunkt ein anderer Umweltzustand vor, so kann es auch
zu einem spéteren Zeitpunkt sinnvoll sein, ambulanten Patienten den Vorzug zu gewédhren. Dies
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ist z.B. der Fall, wenn die Umwelt einen Einfluss auf die Ankiinfte von Patienten hat.** Daher
reduziert die Monotonie in der Zeit nur in beschranktem Mafle den Aufwand fiir die Bestimmung
der Kontrollgrenzen. Zwar haben wir in Satz 5.10 die Monotonie nur bei gleicher Anzahl wartender
Patienten gezeigt, doch mit Lemma 5.4 lasst sich das Resultat verallgemeinern:

Korollar 5.11 Unter (A2.2)-(A2.4) gilt fir allen=1,...,N —1, (z,i) € X x I und w € Ny:
(1) tn(w,i) < tp_1(w+1,i);
(2) Az1Vi(w,i) < Ag1V—1(z +e1,1).

Wir kénnen nun mit Hilfe der ndchsten Annahme eine Aussage iiber die Beziehung der Kontroll-
grenzen hinsichtlich verschiedener Umweltzusténde untereinander treffen.

Annahme:

(A2.5) (A2.3) sei erfiillt und auf der Menge I sei eine Partialordnung <; definiert. Sei weiter die
Funktion ¢; : Ng — R, € I, definiert durch

@i(k,l,m) == > pi(z,1,m), k,I,m € Ny,
z>k

und 1(7) := {j € I|q(i,7) > 0} die Menge der vom Umweltzustand ¢ aus mit positiver Wahr-
scheinlichkeit in einem Schritt erreichbaren Umweltzustdande. Dann sei fiir i <; j, (k,l,m) €
N} sowie x € X Folgendes erfiillt:

e

(i) @i(0,1,m) = ©;(0,1,m) sowie p;(k,l,m) < @j(k,l,m), k > 1;
(ii A316i(x) > Aglcj(x);
zw7ri

)
)
) q(i,r) < q(j,r) fur alle r € I(j) und r <j 7 fir alle r € I(¢)\I(j) und 7 € I(j);
(v) As1Vn(z,1) < As1Vn(z,j).

(iii) r sowie ¢ sind unabhingig von i;

(iv

Anschaulich bedeutet (A2.5)(i) zum einen, dass die Wahrscheinlichkeit, dass genau [ Notfélle und
m stationdre Patienten ankommen, unabhéngig vom Umweltzustand ist und zum anderen, dass die
Wahrscheinlichkeit, dass genau [ Notfille, m stationdre und mindestens & > 0 ambulante Patienten
ankommen, in einem kleineren Umweltzustand geringer ist. (A2.5)(ii) und (v) driicken aus, dass ein
zuséatzlicher stationédrer Patient im Vergleich zu einem zusédtzlichen ambulanten Patienten in Um-
weltzustand ¢ hohere Wartekosten bzw. hohere terminale Kosten verursacht als in einem gréfieren
Umweltzustand. (A2.5)(iv) hat die anschauliche Interpretation, dass ausgehend von einem kleineren
Umweltzustand mit gréfSerer Wahrscheinlichkeit in einem Schritt in einen kleineren gelangt wird als
ausgehend von einem groferen Umweltzustand. Um nun eine Aussage iiber die Abhédngigkeit der
Kontrollgrenzen vom Umweltzustand treffen zu kénnen, benétigen wir zunéchst noch das folgende
Lemma:

4 Allerdings erhalten wir mit dem auf Seite 88 hergeleiteten Satz 5.13 mit Hilfe der nichsten Annahme Aussagen
iiber die Monotonie in der Zeit, wenn unterschiedliche Umweltzusténde vorliegen. Siehe dazu Korollar 5.14 auf
Seite 92.
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Lemma 5.12 Seix € X, undn=0,1,...,N.Ist (A2.5)(iv) erfillt und gilt zusdtzlich
Agan(JI,i) < Agan($,j), vzv] €I mit SI j?
so folgt

Z q(i,7)Az1 Vi (z, 1) < Z q(j,r)Az1 Vi (z, 7).

rel rel

Beweis: Seien i,j € I mit i <7 j. Wegen ¢(i,7) < q(j,r) fir alle r € I(j) existieren s;;(r) > 0 mit
q(i,7) + sij(r) = q(j,r) und

Z sii(r) = Z q(i,r).

rel(j) rel(D\I(7)

Sei nun 7 € I(j) so, dass Az Vy(z,7) < As1Vy(z,7) fir alle r € I(j). Dann folgt

Y a4l r)AnVale,r) = Y q(j,r)An Va(z,r)

rel rel(y)

:ZqerglV(wr+st VA3, Vi (2, 1)
rel(j) rel(j)

> Y (i, r)AsValz,r) + > sii(r)AsiVi(z,7)
rel(j) rel(j)

= Z q(i,7)As1 Vi (z, 1) + Z q(i,7)Ag1 Vo (2, 7)
rel(5) rel(i\I(j)

> Z Q(i7T)A31Vn($7T)+ Z q(i,’l")Aglvn(l‘,’l“)
rel(y) rel(@\I(j)

= Z q(i,7)Az1 Vi (2, 7)
rel(i)

= ali,r) A Valz, 7). O
rel

Satz 5.13 Unter (A2.2) und (A2.5) gilt fir alle n = 0,1,...,N — 1, w € Ny und i,j € I mit
1 <r3j:

(1) tn(w, i) < tn(w,j);

(2) AzVa(1) < AsiVal(,4)-
Beweis: Sei (z,i) € X x I mit x = (w, e,b). Der Beweis erfolgt durch Induktion:

Induktionsanfang: n = N — 1
Wir zeigen zunéchst die erste Aussage. Mit den Lemmata 3.23, 5.9 und 5.12 sowie (A2.5) erhalten
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wir
A31HVN(33 Z)
Z (i,7) Zpl VA3 V(2 + 2, 7)

rel z’'eX
<> alir) Y pi@)AnVn(z +a',r)
rel z’'eX
= Zq(j, T) Z (pi(k,l,m) — pi(k+ 1,1,m))As1Vn(z + (k,I,m),r)
rel (k,lym)eX
=2 G D | (wilk lm) = gj(k,1,m) A1V (a + (k,1,m),7)
rel (1,;m)>(0,0) | k>0
+ Z(gpj(kz, I,m) —@i(k+1,1,m))Az1 VN (z + (k, l,m)ﬂ‘)]
k>0
=> qG.r) D D (wilk,l,m) — pj(k,1,m)As Vi (z + (k,1,m), )
rel (I,m)>(0,0) [k>1
+ Z(cpj(k, I,m) —pi(k+1,1,m))As1Vy(z + (k, l,m),r)]
k>0
<> qr) > Do (wilk Lm) — @k, 1,m)) A1 Vi (z + (k — 1,1,m),r)
rel (I,m)>(0,0) [k>1
+ Z(gpj(k, I,m) —@i(k+1,1,m))As1 Vn(z + (k:,l,m),r)]
k>0
=> qG:r) D Do (pilk+1,0,m) — @j(k+1,1,m)) Az V(2 + (k,1,m), )
rel (I,m)>(0,0) | k=0
+ Z(cpj(k, I,m) —@i(k+1,1,m))As1 Vy(x + (k,l,m),r)]
k>0
:Zq(jar) Z (@j(k,l,m)—SOJ‘(]C—F1,l,m))A31VN(J?+(k‘,l,m),’l”)
rel (k,I,m)eX
=Y q(G.r) Y. p@)AnVy(z+a'r)
rel (k,lm)ex

= A1 HVn(z, j).

Mit (A2.5)(ii) folgt dann AgiLVy(x,i) < A31LVn(z,j) und somit ty_1(w,i) < ty_i(w,j). Zu
zeigen bleibt nun Az Vy_1(x,i) < Ag1Vn_1(z,j). Wir unterscheiden dazu die folgenden Félle:
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1. Fall: e > 0
Es gilt

A Vn_1(z,1) = V_1((w,e,b+1),7) — Vy_1((w + 1,€,b),1)
=r°+ LVN((w,e — 1,0+ 1),i) —r® — LVx((w + 1,e — 1,b),1)
<r®+ LVy((w,e —1,b+1),j) —7r° = LVy((w + 1,e — 1,b), j)
= Vn-1((w,e,b+1),5) = Vn-1((w + 1,€,0), j)
= Az1Vy-1(z, 7).
2.Fall: e=0,w >0und b >0

Wir unterscheiden die folgenden drei Félle:

(1) b4+1>ty_1(w,i) und b < ty_1(w+1,7):

Es gilt
A Vn_1(z,1) = V_1((w,e,b+1),7) — Vy_1((w + 1,€,b),1)
=7+ LVn((w,e,b),i) — Viv_1((w + 1,e,b),1)
<+ LVn((w,e,b),i) — ¥ — LVy((w, e,b), 1)
=+ LVn((w,e,b),7) — " — LV ((w, e,b),5)
< Vn-i((w,e,b+1),5) =7 = LVn((w, €,b), j)
=Vn_1((w,e,b+1),7) — Vy_1((w + 1,e,b), j)

= As1Vn_1(z, j).

(2) b+1>tn_1(w,i) und b > tn_1(w+1,75):
Damit gilt auch b > tny_1(w + 1,4) und es folgt

A3 Vn_i(z,1) = Vv_1((w, e, b+ 1),4) — V1 ((w + 1,e,b), 1)
=7+ LVn((w,e,b),i) —r® — LVN((w 4 1,e,b — 1), 1)
<+ LVn((w,e,b),§) =1 — LVn((w + 1,e,b — 1), §)
=7 + LVn((w,e,b),7) — Vn_1((w + 1,¢,b), §)
< Vno1((w,e,b4+1),7) — Vy—1((w + 1,e,b), )
= As1Vn_1(z,j).

J
J
J

(3) b+ 1 <tn_1(w,i):
Damit gilt auch b+ 1 < ty_;1(w,j) und b < txy_1(w + 1,7) < tn_1(w + 1,7) und es folgt

As1Vy_i1(z,1) = Vy_1((w,e,b+1),i) — VN_1((w + 1,€e,b),4
=rY+ LVy((w—1,e,b+1),i) — 1 — LVn(
<rY+ LVN((w—1,e,b+1),j) —r” — LVy((w,e,b), j)
=Vn_1((w,e,b+1),5) — Vy_1((w + 1,e,b),5)
= Az1Vn_1(z, 7).
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3.Fall: e=0,w=0und b>0
Wir unterscheiden die folgenden zwei Félle

(1) b>tn-1(1,5):
Damit gilt auch b > tny_1(1,4) und es folgt
A Vy_1(z,1) = Vn-1((0,0,b+ 1),4) — VN_1((1,0,b),17)
="+ LVN((0,0,b),3) — * — LVi((1,0,b — 1),4)
< ¥+ LVn-1((0,0,b),4) — r” = LVN—1((1,0,b — 1), )
= Vn-1((0,0,b+ 1), j) = Vn-1((1,0,0), j)
= Az1Vn_1(z,J).

(2) b<tn-1(1,7):
Es gilt

A31VN_1($,i) = VN_l((O, 0,b+ 1),i) — VN_l((l, 0, b), Z)
=P + LVn((0,0,b),7) — V_1((1,0,b),4)
S T‘b . ,rw
=%+ LVn((0,0,b),7) — r* — LVx((0,0,b), 5)
= VN—I((Ovoab_‘_ 1)7j) - VN—I((LO’ b)v])
= Az1Vn_1(z, j).

4.Fall: e =0,6 =0 und w > 1:
Wir unterscheiden die folgenden zwei Falle

(1) 1= tN_l(w,i):
Es gilt

A3 V_1(z,1) = V_1((w,0,1),7) — Vi_1((w + 1,0,0),1)
— b w
=7’ + LV ((w,0,0), ) — ¥ — LVN((w,0,0), 5)
< Vn-1((w,0,1),5) —r* — LVN((w,0,0), 5)
= Vy-1((w,0,1),j) — Vy—1((w + 1,0,0), 5)

= A1 Vn_1(z, j).

(2) 1 <tn_1(w,i):
Damit gilt auch 1 < ty_1(w,7) und es folgt

As1Vn_1(x,i) = Vy_1((w,0,1),i) — Vy_1((w + 1,0,0),4)
=rY+ LVy((w—1,0,1),i) — ¥ — LVy
<r*+ LVN((w—1,0,1),5) —r¥ — LVy
= Vn-1((w,0,1),5) = Vn-1((w + 1,0,0), 5)
= A1 Vn_1(z, 7).
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Induktionsschritt: n —n — 1
Der Induktionsschritt erfolgt auf die gleiche Art und Weise wie der Induktionsanfang. U

Korollar 5.14 Unter (A2.2), (A2.4) sowie (A2.5) gilt fir allen = 0,1,...,N —1, w € Ny und
ijel miti<pj:

(1) tn(wvi) < tn—l(w’j);
(2) AziVi(-,1) < AsiVi—1(-, ).

Beweis: Folgt mit den Sétzen 5.10 sowie 5.13. |

Bemerkung 5.15 Gilt q(i,r) = q(j,7) fir alle i,j,r € I, so gelten die Aussagen von Satz 5.13
und Korollar 5.14 auch ohne Annahme (A2.5)(v).

5.4 Terminplan als Umwelt

Im Grundmodell wurde die Anzahl der Ankiinfte der einzelnen Patientenklassen durch p; beschrie-
ben und war damit abhingig vom Umweltzustand i. Da der Umweltzustand nicht weiter beschrie-
ben wurde, ist dies sehr allgemein. Insbesondere haben wir damit keinen expliziten Terminplan
fiir die ambulanten Patienten angegeben. In der Regel ist aber durch einen Terminplan festgelegt,
zu welchem Zeitpunkt wieviele Patienten ankommen sollen. Wir wollen daher in diesem Abschnitt
das Modell so gestalten, dass ein expliziter Terminplan zugrunde liegt, indem wir einen solchen
als Umweltzustand einfithren. Um die Notation aus Abschnitt 4.4 beizubehalten, schreiben wir im
folgenden fiir den Umweltzustand m statt i.

Fiir den betrachteten Tag liege ein Terminplan s = (s, s1,...,5y_1) € N}’ vor, wobei s, die
Anzahl ambulanter Patienten bezeichne, die fiir das Zeitintervall [n,n + 1) eingeplant sind. Die
Wahrscheinlichkeiten, dass ambulante Patienten ankommen, seien unabhéngig voneinander. Je-
der ambulante Patient erscheint mit Wahrscheinlichkeit ¢* pilinktlich zu seinem Termin und mit
Wahrscheinlichkeit 1 — ¢% iiberhaupt nicht.*> Die Anzahl der tatséchlich erschienenen ambulanten
Patienten zum Zeitpunkt n ist damit binomialverteilt mit den Parametern s,, und ¢“.

Dariiber hinaus werden noch einige Vereinfachungen in diesem Modell vorgenommen. So neh-
men wir an, dass die Ankiinfte von Notfillen und stationiren Patienten unabhingig vom Um-
weltzustand (also vom Terminplan), von der Anzahl angekommener ambulanter Patienten sowie
unabhéngig von der Anzahl der wartenden Patienten sind. Die Wahrscheinlichkeit, dass genau ¢’
Notfille und b stationére Patienten ankommen, bezeichnen wir mit p(e’,b’). Des Weiteren seien
die einstufige Kostenfunktion ¢, die terminale Kostenfunktion —Vx(-,m) und die Gewinne r%, ¢,
und r? unabhingig von m. Da zum Zeitpunkt n die zukiinftige Entwicklung des Systems vom
Terminplan nur noch von s,,...,sy_1 abhéngt, sei der Umweltzustand m zum Zeitpunkt n dann
gegeben durch m = (my,...,my) = (8n,...,5N8-1,0,...,0) € N} und es gelte I = N})'.6 Liegt zur
Zeit n also Umweltzustand m = (myq, ..., my) vor, so ist der Umweltzustand zum Zeitpunkt n + 1

“Das bedeutet, dass wir in diesem Modell weder Stornierungen noch Verspitungen betrachten. Siehe dazu Abschnitt
5.6.
46 Auf die gleiche Weise kénnte man auch m = (m1,...,mn) = (Sn,...,5N-1,2, ..., 2) fiir beliebiges z setzen.
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gerade m = (Mmy,...,my) = (ma,...,my,0). Fiir die Ubergangswahrscheinlichkeiten von einem
Umweltzustand m in einen Umweltzustand m’ gilt damit

( ,) 1, falls m' =m,

m,m’) =

1 0, sonst.

Fiir die Ubergangswahrscheinlichlieiten pm (2, 2") von einem Zustand x = (w, e, b) in einen Zustand
' = (', e, b) gilt mit & = (0, €,b)

P(Yi, qv = W)p(&,b), falls & =2’ —
pm(x7$/) :{ ( mi,q w)p(ev )7 alls x x x,

0, sonst,
wobei Yy, g eine binomial(mmy, ¢)-verteilte Zufallsvariable sei. Zunéchst halten wir fest, dass die
Annahme (A2.3) erfiillt ist, also py,(z,2") = p(2’ — ) gilt. Fir die Funktionen HV,, sowie LV,
gilt mit 2’ = (w', €, b)

') mi
HVn(x7m) = Z p(€,7b/) Z P(Yﬁll,q“’ = w/)Vn(x + :L',,Th)
e/ ,b'=0 w’'=0

(o) mao
= Z p(e/,b) Z P(Yimyqv = w)Vy(z +2',m)
e/ . b'=0 w’'=0

und
LV, (z,m) = —c(zx) + HV,(z,m).

Zunachst wollen wir priifen, welche Strukturaussagen sich aus dem allgemeinen Modell iibertragen
lassen. Annahme (A2.1) ist erfiillt, da (A2.3) erfiillt ist. Bei geeigneter Wahl der Kostenfunktio-
nen ist auch (A2.2) erfiillt, so dass auch hier eine optimale Politik in Gestalt einer monotonen
Switching-Curve gefunden werden kann. Bei weiteren Einschrénkungen an die Ankunftsverteilun-
gen sowie die Kostenfunktionen ist auch (A2.4) erfiillt, so dass dann die Voraussetzungen fiir die
Anwendbarkeit von Satz 5.10, der eine Monotonie in der Zeit beweist, erfiillt sind. Jedoch gilt die
Aussage nur bei identischen Umweltzustdnden. Daher hat Satz 5.10 zunéchst nur Aussagekraft fiir
Terminpléne, bei denen zu jedem Zeitpunkt gleich viele Patienten eingeplant sind.*” Das in diesem
Abschnitt hergeleitete Korollar 5.18 ermdoglicht jedoch die Verwendung von Satz 5.10 auf weitere
Terminpléne.*8

Es bleibt Annahme (A2.5) zu iiberpriifen. Die Giiltigkeit dieser Annahme wére wiinschenswert,
da damit eine Monotonie im Umweltzustand erfiillt ist. Damit kann wiederum untersucht werden,
inwiefern sich die Kontrollgrenzen éndern, wenn wir eine Anderung an einer Stelle des Termin-
plans vornehmen, d.h., wenn statt des Terminplans s = (sg,...,S;,...,sy—1) der Terminplan s =
(S0y--+48iy...,Sn—1) zugrunde liegt. Zunéchst konnen wir zeigen, dass t(-,m), HV,,(-,m), LV, (-,m)
und V;,(-, m) unabhéngig von m; sind.

“"In diesem Fall setzt man dann auch den Umweltzustand zur Zeit n als (m1,...,mn) = (Sn,...,SN—1,%,...,2),
wobei z gerade die Anzahl eingeplanter Patienten zu den einzelnen Zeitpunkten sei.
48Giche Seite 95.
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5 Ressourcenzuweisung

Lemma 5.16 Die Kontrollgrenzen t,, sowie HV,, und LV,, hingen von m nur iber mo, ..., my ab.
D.h. es gilt
HV,(x,m) = HV,(z,m + e1),
LV, (z,m) =LV, (x m+ey),
Vi(z,m) =V (z,m + e1),
tn(w,m) = t,(w,m + ey).

Um Satz 5.13 anwenden zu kénnen, definieren wir zunéchst eine Partialordnung auf I durch
m>m' ey m; >m, Yi=1,...,N, m,m’ €1. (5.2)

Nun zeigen wir, dass die fiir die Anwendung des Satzes 5.13 notwendige Bedingung (A2.5) erfiillt ist.

Lemma 5.17 Fir das Modell mit Terminplan und der in (5.2) definierten Partialordnung ist
Annahme (A2.5) erfillt.

Beweis: (A2.3) ist nach Modellbeschreibung erfiillt. (A2.5) (ii), (iii) sowie (v) sind laut Modellbe-
schreibung erfiillt, da Wartekosten, terminale Kosten sowie Gewinne unabhéngig vom Terminplan
sind. Wir zeigen noch (i) und (iv). Seien dazu m,m’ € I mit m > m':

(i) Es gilt om(k, A\, 1) = p(A, u) P ( ma,qw > k) und damit folgt sofort v, (K, A, ) = @m (K, A, 1)
fir alle £ > 0 und solche m, m’ fiir die mg = m}, gilt. Fiir m, m' mit mg > m/, reicht es, die
Aussage fiir mg = mf, + 1 zu zeigen. Es gilt

P(Yp,qv > k) = P(Ym’g,qw + Y40 > K)
= (1= )P (Vg o = 1) + 4" P (Vg g = 1 — 1)
> P(Y / w > K/)

wobei fir k = 0 die Gleichheit gilt. Damit ist die Aussage bewiesen.

(iv) Fiur einen Umweltzustand m besteht die Menge der von diesem in einem Schritt erreichbaren
Umweltzustdnde nur aus m. Damit gilt g(m,r) =1 > g(m/,r) fir r € I(m). Da m; > m] fur

allei=1,...,N gilt auch m; > m/ firallei=1,...,N —1 und my = mly = 0.
O
Korollar 5.18 Unter (A2.2) gilt fir allen=0,1,....N—1, me M und k=2,....N —n
(1) tp(w,m) < t,(w,m+ eg);
(2) AgiVi(-,m) < A1 Vi (-, m + e).
Beweis: Folgt sofort aus Satz 5.13 und Lemma 5.17. O
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Korollar 5.19 Unter (A2.2) und (A2.4) gilt fir alle n = 0,1,...,.N —1, m € M und k =
2,...,N—n

(1) tp(w,m) <tp_1(w,m+eg);

(2) AziVu(-,m) < AziVio1(-,m + eg).
Beweis: Folgt mit Satz 5.10 und Korollar 5.18. U

Mit diesen beiden Korollaren folgt nun das folgende Korollar:

Korollar 5.20 Seien (A2.2) und (A2.4) erfillt und s ein Terminplan mit s, > spy1 und m bzw.

m die daraus resultierenden Umweltzustinde zu den Zeitpunkten n — 1 bzw. n, n=1,...,N — 1.
Dann gilt

(1) tn(m) < tn1(m);

(2) Az Vi(-,m) < Az Vi (-, m).

5.5 Ankunftsverteilungen und Kostenfunktionen

Zentral fir unsere Strukturaussagen sind einige Annahmen an die Kostenfunktionen sowie an die
Ankunftsverteilung. Von besonderer Bedeutung sind (A2.1) und (A2.2). Diese benétigen wir fiir
die Optimalitdt einer monotonen Switching-Curve und sollten daher immer erfiillt sein. Alle im
Folgenden betrachteten Kostenfunktionen erfiillen daher Annahme (A2.2). Um zusétzliche Struk-
turaussagen zu erhalten, forderte (A2.3) die Unabhéngigkeit der Ankiinfte neuer Patienten von der
momentanen Anzahl wartender Patienten. Ist dies erfillt, so ist (A2.1) erfillt. Annahme (A2.4)
enthélt Bedingungen an die Ankunftsverteilung und die Kostenfunktionen. Auch in (A2.5) sind
Anforderungen an die Ankunftsverteilung enthalten, die jedoch vom Umweltzustand abhéngen.
Da dieser recht unterschiedlich sein kann, untersuchen wir die Erfiilllung dieser Annahme nicht.
Zur Vereinfachung nehmen wir im Folgenden rﬁ-’ T rf und p; unabhéngig von ¢ an und schreiben
. re,rb sowie p.4

Lineare Kostenfunktionen

Im Folgenden nehmen wir einer besseren Ubersicht wegen an, dass die terminalen Kosten, die War-
tekosten sowie die Gewinne alle unabhéngig von der Umwelt sind. Die Ergebnisse dieses Abschnittes
konnen aber analog auf den Fall der Abhéngigkeit erweitert werden. Des Weiteren nehmen wir an,
dass (A2.3) erfiillt ist und dass die Kostenfunktionen wie folgt definiert sind:

Vn(z,i) = —zn? und ¢(z) == zcl, (5.3)

mit 7 = (7w, Te, M), ¢ = (Cw), Ce, cp) € R3. Wir zeigen zuniichst, dass (A2.4) erfiillt ist, bevor wir
eine weitere Aussage tiber die Kontrollgrenze herleiten.

Satz 5.21 Unter (A2.3) ist Annahme (A2.4) mit den in (5.3) definierten Kostenfunktionen sowie
den Nebenbedingungen c,, > ¢, und r° — r > 7, — m, erfillt.

49Neben Abschnitt 5.4 finden sich auch in Abschnitt 5.6 Beispiele, in denen die Ankunftsverteilung von der Umwelt
abhéngt.
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5 Ressourcenzuweisung

Beweis: Zunéichst halten wir fest, dass As;Vy(z,i) = 7y — 7 und —Agic(z) = ¢y — ¢p. Wir
bestimmen nun AsyVy_1(z,7). Mit Lemma 5.9 gilt

Azt HVy(z,i) = > q(i,§) D pi(a") AV (z + 2/, )

Jel z’'eX

= q(i,5) > pila)(mw — m)
jel r’'eX

= Ty — Tp.

Es folgt
A1 LV (2,1) = ¢y — b + Ty — Tp.

Da Agi LVy(z,1) konstant ist, gilt ty_1(w,i) = ty—1(¢) und txy_1(7) ist entweder 1 oder co. Mit
den Nebenbedingungen gilt nun Az; LV (2',4) > Az Vi(x,i) und ° — ¥ > Az Vy(z,4) fiir alle
z,2’ € X. Wir zeigen nun AVy_;(x,i) > AVy(z,4). Dazu unterscheiden wir die folgenden Fille:
1.Fall: e >0
Es gilt
A31VN_1(£L‘, Z) = VN_l((w, e, b+ 1), Z) — VN_1((’LU + 1,¢, b), Z)

=r°+ LVy((w,e — 1,0+ 1),i) = r® = LVy((w + 1,e — 1,b),4)

= A31LVN((1,U, e — 1, b), Z)

Z A31VN($, ’L)

2.Fall: e=0,w>0und b > 0
Wir miissen die folgenden zwei weiteren Félle unterscheiden

(1) b>tn—1(7):
Unabhéngig von der Anzahl wartender ambulanter Patienten ist es optimal, einen stationdren
zu behandeln. Weiter gilt b > 1. Es folgt
Az1Vn_1(z,i) = Vy_1((w,0,b+1),i) = Vy_1((w + 1,0,b), 1)
=7’ + LVN((w,0,b),3) = — LVyN((w + 1,0,b — 1), 1)
> Az Vn(x,1).

(2) b < tN_l(i):
Unabhéngig von der Anzahl wartender ambulanter Patienten ist es optimal, einen ambulanten
zu behandeln. Es folgt

Az Vy_1(z,4) = Viv_1((w,0,b+1),i) — Vy_1((w + 1,0,b),7)
= Vn_1((w,0,b41),4) — ¥ — LVx((w,0,b), 1)
Z rb — W
> A3 Vn(x,1).

g

Wir kénnen nun noch eine weitere Aussage iiber die Werte treffen, die die Kontrollgrenzen an-
nehmen konnen.
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Satz 5.22 Unter (A2.83) gilt fir allen =0,1,...,N — 1 und (w,i) € Nx I
tn(w,i) < N —n oder tp(w,i)= oo.

Dariiber hinaus existieren ou,; € R3, Bni € R sowie h,; : No — R, so dass fir alle
n=0,1,...,.N—1und z = (w,e,b) € X mitb> N —n gilt

Vn(.%', Z) = xagﬂ- + 6n,i + hn,i(e)'

Beweis: Wir beweisen die Aussagen durch Induktion. Seien dazu x = (w,e,b) € X und i € I.
Induktionsanfang: n = N — 1
Nach dem Beweis von Satz 5.21 ist ty_1(w, %) entweder 1 oder oo. Weiterhin gilt

LVy(z,1) = —xc —i—Zng Zp Wiz + ', j)
]GI z’'eX

c+7T Zp

z'eX

= 2oy 1+ BN-1,-
Damit folgt

. re + (z —ex)ak .+ Bn_14, €>0,
VNl(.T,Z):{ b ( 2) N—-1, 6]\/ 1,4

r’+ (z — 63)0&%717i +BN-14,, b>1unde=0.
Mit
hn-1,(e) = 1{0}(6) {Tb - 6304%71,1} + In(e) [Te - @2@%71,1}
folgt dann fiir b > 1
Vn_1(z,i) = xa%_u + BN-1,i+hn-1,i(e).

Induktionsschritt: n - n —1
Wir wissen, dass fiir b > N —n gilt

Va(@,4) = 20} ; + Bni + hni(e)
und erhalten somit auf dhnliche Weise wie im Induktionsanfang fiir b > N —n
LVn($, l) = .’EO&Z_LZ» + anl,i + anl’i(e).
Damit ist As;LVy(z,i) konstant fir b > N — n. Im Fall As;LV,(z,4) > r° — r* gilt damit
tn_1(w,i) = oo fiir alle w € N und im Fall Ag;LV,(z,i) < r° — r¥ gilt t,_1(w,i) < N —n + 1.
Weiter folgt dhnlich zum Induktionsanfang fir b > N —n +1

Vi-1(z,i) = $Oé77;_17i + Bn—1,i + hn—1i(e).

97
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Exponentielle Kostenfunktion, poisson- bzw. binomialverteilte Ankiinfte

Wir iiberpriifen nun eine dhnliche Kostenfunktion wie in Abschnitt 4.5. Dazu seien
Vn((w,e,b),i) := —(m)¥ — (1) — (m)° + 3 sowie c(w, e,b) := (cyu)®” + (ce)® + (cp)? =3 (5.4)

mit ¢, € [1,7y), ce € [1,7) und ¢ € [1,m,).°° Im Gegensatz zum Fall linearer Kosten kann Annah-
me (A2.4) auch bei Erfiillung von (A2.3) nicht ohne genauere Beschreibung der Ankunftsverteilung
und zusétzliche Annahme gezeigt werden. Wir betrachten daher fiir die einzelnen Patiententypen
verschiedene Ankunftsverteilungen und nehmen an, dass diese unabhingig voneinander sind, sowie
unabhéngig von der Anzahl wartender Patienten. Damit ist dann (A2.3) erfiillt. Wie bereits im
Abschnitt 5.4 dargestellt, ist es sinnvoll, fiir die ambulanten Patienten binomialverteilte Ankiinfte
anzunehmen. Fiir Notfallpatienten und stationdre Patienten nehmen wir poissonverteilte Ankinf-
te an. Es konnen allerdings nicht mehr stationére Patienten eine Behandlung nachfragen als in
der medizinischen Einrichtung vorhanden sind, so dass maximal B stationdre Patienten in einer
Zeiteinheit eine Behandlung nachfragen konnen. Damit gilt fir z, 2’ € X

p(x, ") = P(Ym 0, = w — w)P(Y), = e — e)P(Y/)\b =V —b),

mit P(Yy, = b) = P(Yy, = b) fir 0 < b < B—1und P(Yy, = B) = P(Yy, > B) und Null
sonst. Y, ,,, sei dabei eine binomialverteilte und Y), bzw. Y), poissonverteilte Zufallsvariable mit
m und g, und A bzw. Ay als Parameter. Wir kénnen nun zeigen, dass die gewéhlte Kostenfunktion
zusammen mit diesen Ankunftsverteilungen Annahme (A2.4) unter bestimmten Nebenbedingungen
erfillt.

Satz 5.23 FEs seien oy, und ap die mazimale Anzahl méglicher wartender ambulanter bzw. statio-
ndrer Patienten. Gilt
0 — > ¥ (my — 1) — wh(m, — 1)

und
cilew = 1)+ (mw = Dme (14 o(me — 1) = 1]

> ey — 1) + (my — Dp [P VPV, < B—1) + 7 P(Vy, > B) - 1]

fir alle w = 0,...,0q und b = 0,..., a4, so ist Annahme (A2.4) mit den in (5.4) definierten
Kostenfunktionen erfiillt.

Beweis: Es sei (z,i) € X x I mit z = (w, e, b). Wir halten zunéchst fest, dass
Az Vi (z,1) = 7% (mp — 1) — 72 (m — 1)
und

Aziei(x) = Aley — 1) — ¥y — 1).

0Fiir eine kiirzere Schreibweise verwenden wir anstelle von ()", ()¢, (m)° auch w2, 7&, wp.
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Mit Lemma 5.9 gilt

Azt HVy(z,i) = > q(i,§) > B )AnVa(a',j)

jelI r'eX
s ~ i !
= Y P(Yimg, = w)P(Ya, = )P(Va, =)@ (mw — 1) = ™ (m — 1)
w’ e’ b'=0
s ! i ~ /
= Z P(Yip = W)TEt (1 — 1) — Z PY,, = b/)7r2+b (mp— 1)
w’=0 b'=0
m m / ’
= (mw — Dy > (w,> 0 (1= 00)™ " 7y
w’=0
Bl ,
— (mp — )7} Z b—/b'e_)"’ﬁb — (m, — 1)t P(Yy, > B)n
b=0 "

— (m — b M VP(Yy, < B—1) + 7 P(Yy, > B)|
und damit

Az LVn(x,1) = ¢¥(cw — 1) = (e — 1) + (m — D72 (1 4 o(7my — 1))™
— (my — Dmp [P VPV, < B—1) + 7P P(Ya, > B)|.
Wir berechnen nun AgyVy_1(z, 7). Dazu unterscheiden wir die folgenden Fille:

1.Fall: e >0
Es gilt

A31VN—1(x7i) = VN—l((wvevb + 1)71) - VN—I((w + 1,€,b),i)
= A31LVN((’LU,€— 1,b),Z)

Die Ungleichung ist also gezeigt, wenn gilt

70 (1 — 1) — wl(mp — 1) < ¢®(cw — 1) — A(ep — 1) + (M — D721 + (1 — 1))™

— (m,— Dmp [N UP(Y,, < B-1) + 7 P(Yy, > B)|.

2.Fall: e=0,w>0und b > 0
Wir unterscheiden die folgenden weiteren Félle

(1) b>tn_1(w+1,4)
Damit gilt auch b4+ 1 > ty_1(w,i) und b > 1. Es folgt

AziVv_i(z,i) = Vy_1((w,e,b+1),4) — Viv_1((w+1,€,b),1)
= LVn(w,e,b),i) — LVN((w + 1,e,b — 1),1)
= A3 LVN((w,e,b—1),1)
= ciplcw = 1) = ¢ oo — 1) + (1w — D (1 + o(my — 1))
= (my— Dy M UP(Y, < B 1) + 7 P(Yy, > B)]
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5 Ressourcenzuweisung

Die Ungleichung ist also gezeigt, wenn

7 (T — 1) — mh(my — 1) < ¢%(cw — 1) — 2 (cp — 1) + (0 — DT(1 + o(my — 1))
— (my = Dy ™D P(Y, < B 1) + 7PV, > B)|.

(2) b < tN_l(w + 1,i) Es gilt

A31VN71(1‘7Z.) = VN*l((U)?eab + 1)71) - VN*l((w + 17€7b)7i)
=VWn_1(w,e,b+1),i) — 1 — LVy((w, e, b), 1)

> b,
Die Ungleichung ist also gezeigt, wenn

Pt — > T (T — 1) — Wg(m, —1).

5.6 Weitere Umweltzustande

Wir wollen nun kurz weitere Beispiele fiir den Umweltzustand vorstellen. Wegen der grofien Anzahl
an Moglichkeiten und des grofien Aufwandes, diese zu untersuchen, beschrdnken wir uns auf nur
wenige Beispiele und beschreiben diese nur im Ansatz. Moglich sind natiirlich auch Kombinationen
der verschiedenen Umweltbeispiele. Stornierungen im Modell mit Terminplan wie in Abschnitt 4.6
einzubeziehen ist in diesem Modell nicht iiber die Menge der Umweltzustédnde moglich. Stattdessen
miisste der Zustandsraum sowie die Ubergangswahrscheinlichkeiten angepasst werden. Daher gehen
wir hier nicht ndher auf diese ein.

Variierende Parameter bei poissonverteilten Ankiinften

In Abschnitt 5.5 haben wir die Poissonverteilung als Ankunftsverteilung sowohl fiir Notfélle als auch
fir stationdre Patienten vorgestellt und dabei angenommen, dass die Parameter fiir die einzelnen
Patiententypen konstant sind. Es liegt jedoch nahe, dass die Ankunftsrate sowohl fiir Notfille als
auch stationdre Patienten tiber den Tag hinweg variieren bzw. von anderen Faktoren beeinflusst
werden konnen. Dies konnen wir durch den Umweltprozess beschreiben.

Die Menge der Umweltzusténde besteht dann aus I = {\y1,..., Ap .}, falls wir ausschlielich bei
stationdren Patienten insgesamt z variierende Parameter zulassen und I = {Ac1,..., A2}, falls wir
ausschliefilich bei Notfillen insgesamt y variierende Parameter zulassen. Variieren die Parameter
beider Verteilungen, so wiirden wir 1 = {A\y1,..., A2} X {Ae;1,..., Aey} erhalten. Annahme (A2.6)
ist damit im Allgemeinen nicht erfiillt.

Variierende Ankunftswahrscheinlichkeiten ambulanter Patienten

Genau wie im Modell zur Ressourcenauslastung kénnen wir auch hier variierende Ankunftswahr-
scheinlichkeiten im Modell mit Terminplan zulassen. Dieses geschieht auf die gleiche Weise wie in
Abschnitt 4.6.
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Zeitabhadngige Verfiigbarkeit der Behandlungseinheiten

In unserem Modell sind wir von ¢ € Ny Behandlungseinheiten ausgegangen, die der medizinischen
Einrichtung zu Verfiigung stehen. Auch in dem Fall, dass es sich hierbei um medizinische Diagno-
segerdte handelt, konnen diese meist nur von speziell geschulten Personal behandelt werden. Durch
Schichtpléne und Pausen unterliegt die Verfiigbarkeit der Ressourcen daher zeitlichen Schwankun-
gen. Als Menge der Umweltzustédnde kénnen wir daher die Anzahl verfiigbarer Behandlungseinhei-
ten definieren und Umweltzustand i, beschreibt die verfiigbaren Einheiten im Intervall [n,n + 1).
Es wiirde sich damit I = {0,1,...,c} ergeben. Je nach gewihlten Ubergangswahrscheinlichkeiten
kann Annahme (A2.6) dann erfiillt sein.

Terminplan mit Stornierungen

Genau wie im Modell zur Ressourcenauslastung kénnen wir auch hier Stornierungen im Modell mit
Terminplan zulassen. Dieses geschieht auf die gleiche Weise wie in Abschnitt 4.6.
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6 Schlussbetrachtung

6.1 Zusammenfassung

In Anbetracht steigender Ausgaben im Gesundheitswesen und des damit einhergehenden Kosten-
drucks auf Amnbieter medizinischer Einrichtungen hat die Bedeutung der optimalen Auslastung
und dadurch bedingt die optimale Steuerung von Wartesituationen in medizinischen Einrichtun-
gen stark zugenommen. In der vorliegenden Arbeit haben wir uns daher mit der theoretischen
Analyse zweier Wartesituationen in Gesundheitseinrichtungen beschéftigt und die diesen Situatio-
nen zugrunde liegenden Optimierungsprobleme als Markovsche Entscheidungsprozesse formuliert.
Bei der Ermittlung entsprechender Entscheidungsregeln fiir die Probleme ist zu beachten, dass die
Entscheidungstriger medizinischer Einrichtungen komplizierten Regeln im Allgemeinen skeptisch
gegeniiberstehen. Bei der Analyse der beiden Situationen haben wir uns daher auf strukturelle
Eigenschaften optimaler Politiken und deren Abhédngigkeiten von dufleren Faktoren, wie z.B. der
Terminplanung konzentriert. Hierdurch kénnen wir einerseits einen Einblick in die Steuerungsmaog-
lichkeiten gewéhren sowie die Akzeptanz der ermittelten Entscheidungsregeln erhéhen.

In der ersten Wartesituation sollte fiir eine ambulante Gesundheitseinrichtung tiber die Aufnah-
me zusatzlicher nicht angemeldeter Patienten entschieden werden. Die Entscheidung erfolgte dabei
in Abhéngigkeit der Anzahl vorhandener Patienten, der Tageszeit und des Umweltzustandes. Zu-
sétzlich wurden noch Patienten mit Termin sowie Notfille beriicksichtigt, die beide aufgenommen
werden mussten. Unter der Annahme monoton fallender und konkaver Gewinnfunktionen sowie
einer weiteren Annahme an die Ubergangswahrscheinlichkeiten, konnten wir fiir die Entscheidung
iiber die Aufnahme zusétzlicher Patienten die Optimalitéit einer Control-Limit-Rule beweisen.

Das zweite Modell widmete sich der optimalen Zuteilung von medizinischen Ressourcen auf sta-
tiondre und ambulante Patienten, wobei auch hier Notfallpatienten berticksichtigt wurden. fiir den
Fall nur einer Ressource konnten wir zeigen, dass unter der Annahme multimodularer Gewinnfunk-
tionen sowie einer weiteren Annahme an die Ubergangswahrscheinlichkeiten eine Politik in Form
einer monotonen Switching-Curve optimal ist. Somit konnte die optimale Zuweisung der Ressource
auf die Bestimmung der entsprechenden Kontrollgrenzen reduziert werden. Anschlieend konnten
wir nachweisen, dass mit Hilfe dieser Kontrollgrenzen auch Zuweisungspolitiken fiir den Fall von
K > 2 Ressourcen vollstdndig bestimmt werden kénnen.

In beiden Modellen erfolgte im Anschluss an die Bestimmung der Strukturen optimaler Politiken
eine Analyse der Abhéngigkeiten der Politiken und Wertfunktionen vom Entscheidungszeitpunkt
sowie des Umweltzustandes. Dabei konnten wir in beiden Modellen unter bestimmten Annahmen
an Ubergangswahrscheinlichkeiten und Gewinnfunktionen eine Monotonie in der Zeit nachweisen.
Gleichermaflen gelang es uns in beiden Modellen, eine Abhéngigkeit der optimalen Politik vom
Umweltzustand herzuleiten.

Da in beiden Modellen der Terminplan der eingeplanten Patienten eine wichtige Rolle spielt, ha-
ben wir einen solchen als Umweltprozess modelliert. Dies ermoglichte uns, den Einfluss der Termin-
planung auf die dynamische Kapazitédtssteuerung zu untersuchen. Dabei konnten wir insbesondere
nachweisen, dass die Kontrollgrenzen der jeweiligen Entscheidungsfunktion monoton in der Anzahl
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der zu den einzelnen Zeitpunkten eingeplanten Patienten verlduft.

Um das Verstdndnis fiir die bei der strukturellen Analyse getroffenen Annahmen zu erhéhen,
haben wir in beiden Modellen konkrete Beispiele fiir Behandlungszeit- bzw. Ankunftsverteilung
und Kostenfunktionen betrachtet, unter denen eine strukturierte Entscheidungsregel sichergestellt
ist. Zum Schluss haben wir zur Veranschaulichung der Modellierungsmoglichkeiten, die uns der
Umweltprozess bietet, weitere Beispiele fiir diesen vorgestellt.

6.2 Ausblick

Aus beiden Modellen ergeben sich zahlreiche weitere Fragestellungen, die verschiedene Forschungs-
bereiche betreffen.

Einer dieser Bereiche ist eine noch umfangreichere und detailliertere Untersuchung der Abhén-
gigkeiten der Kontrollgrenzen vom zugrunde liegenden Terminplan. In beiden Modellen liegt die
Vermutung nahe, dass unter der Annahme linearer Kosten sich die Kontrollgrenzen maximal um eins
verschieben, wenn ein zusétzlicher Patient im Terminplan einplant wird. Numerische Berechnun-
gen haben diese Vermutung unterstiitzt, so dass eine genauere Untersuchung lohnenswert erscheint.
Im Modell zur Ressourcenzuweisung gilt dies auch fiir die Abhéngigkeit der Kontrollgrenzen von
der Anzahl wartender ambulanter Patienten: Auch hier haben sich in numerischen Studien bei
linearen Kosten die Kontrollgrenzen um maximal eins verschoben, wenn sich die Anzahl warten-
der ambulanter Patienten um eins verdndert. Eine weitere Vermutung tiber die Abhéngigkeit der
Kontrollgrenzen vom Terminplan im Modell zur Ressourcenzuweisung konnte in numerischen Un-
tersuchungen ebenfalls nicht widerlegt werden: Die Kontrollgrenzen hingen vom Terminplan nur
iiber die Anzahl der eingeplanten ambulanten Patienten ab, nicht aber davon, wann sie eingeplant
sind. Ein solches Ergebnis wiirde die Berechnung optimaler Politiken stark vereinfachen. Bisher
konnten allerdings all diese Vermutungen jedoch weder bewiesen noch widerlegt werden, so dass
sich uns eine Untersuchung dieser als lohnenswert erscheint.

Ein zweiter Bereich betrifft die Behandlungszeitverteilung, insbesondere im Modell zur Ressour-
cenzuweisung. Die Annahme deterministischer Behandlungszeiten ist sehr restriktiv. Eine Formu-
lierung des Modells als Semi-Markovsches Entscheidungsmodell mit beliebigen Behandlungszeiten
und poissonverteilten Ankiinften erscheint daher sinnvoll. Ein grofier Nachteil dieser Modellierung
besteht jedoch darin, dass entweder eine Beschriankung auf eine Behandlungseinheit oder auf ex-
ponentialverteile Behandlungszeiten notwendig ist oder der Zustandsraum sehr groff werden kann.
Auch im ersten Modell erscheint eine Formulierung des Modells als Semi-Markovscher Entschei-
dungsprozess sinnvoll, auch wenn wir hier ein wenig flexibler in der Wahl unserer Behandlungszeit
waren.

Als néchstes liegt die Zusammenfithrung der beiden Modelle nahe, indem ein Modell entwickelt
und untersucht wird, in dem, wie im Modell zur Ressourcenzuweisung, ambulante und statio-
nére Patienten sowie Notfélle vorhanden sind, ambulante Patienten aber sowohl mit als auch ohne
Termin in der Einrichtung eintreffen. Eine Aktion wiirde nun nicht nur eine Entscheidung iiber
den Typ des als néchsten zu behandelnden Patienten beinhalten, sondern auch eine Entscheidung
iiber die Aufnahme von Patienten ohne Termin. Im Anhang dieser Arbeit findet sich bereits eine
Formulierung solch eines integrierten Modells, jedoch haben wir dieses Modell bislang nicht auf
Strukturaussagen untersucht.

Dariiber hinaus sind weitere Variationen des Modells denkbar, wie z.B. die Verlingerung des
Planungszeitraums oder, im Modell zur Ressourcenauslastung, die Erweiterung des Aktionenraumes
um solche Aktionen, die nicht angemeldeten Patienten einen Termin in naher Zukunft zuweisen,
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anstatt diese nur aufzunehmen oder abzulehnen.

Die Akzeptanz einfach strukturierter Entscheidungsregeln ist bei den Entscheidungstriagern in
medizinischen Einrichtungen hoéher als die komplizierter Regeln. Eine Moglichkeit, die Akzeptanz
weiter zu erhohen, wére daher die Verwendung stationdrer Politiken. Das bedeutet, es wird nur
eine Politik fiir den gesamten Tag, alternativ auch zwei Politiken, eine fiir den Vormittag, eine fiir
den Nachmittag, entwickelt und verwendet. Da solche stationdren Politiken aufgrund des endli-
chen Zeithorizontes naturgemaf schlechtere Ergebnisse liefern wiirden, wiren Untersuchungen des
Gewinnverlustes sinnvoll und ein Bereich fiir weitere Forschungen zu diesem Thema.

Ein wichtiger Forschungsbereich wurde in dieser Arbeit bisher komplett vernachléssigt: Die Ge-
staltung optimaler Terminpléne. Dieses ist ein sehr aktives Thema, welches in der Literatur eine
grofle Aufmerksamkeit erhalt. Im Kontext verschiedener Patientenklassen und der Berticksichtigung
von Prioritatsregeln existieren bislang allerdings nur wenige Untersuchungen. Da der optimale Ter-
minplan durch die angewendeten Prioritdtsregeln beeinflusst wird, ist daher eine speziell auf unser
Modell ausgelegte Untersuchung von Terminpldnen sinnvoll. Insbesondere eine Untersuchung der
Wertfunktion auf Unimodalitat und Multimodularitit in Bezug auf den Terminplan erscheint loh-
nenswert.
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A Integrierte dynamische
Kapazitatssteuerung in medizinischen
Einrichtungen

A.1 Situationsbeschreibung

In diesem Kapitel betrachten wir ahnlich zu Kapitel 5 eine medizinische Einrichtung, in der am-
bulante, stationdre und Notfallpatienten untersucht werden, die alle eine bestimmte medizinische
Ressource benodtigen. Auch hier sind Beispiele fiir solche Situationen radiologische Untersuchungen
in Krankenh&usern, insbesondere Untersuchungen mit Hilfe von CT- oder MRT-Gerdten. Neben
ambulanten Patienten, die fiir eine bestimmte Untersuchung mit Hilfe einer bestimmten beschrénk-
ten Ressource angemeldet sind, soll diesen auch die Moglichkeit gegeben werden, eine Untersuchung
ohne vorherige Anmeldung zu erhalten. Die stationdren Patienten, die sich in der medizinischen
Einrichtung befinden, halten sich dort in der Regel mehrere Tage auf. Ob diese Patienten diese
spezielle Ressource ebenfalls bendtigen und zu welchen Zeitpunkten, ist ebenfalls wie in Kapitel
5 nicht festgelegt. Die Nachfrage stationdrer Patienten nach einer solchen Untersuchung trifft da-
her meist unvorangemeldet ein und auch die nicht angemeldeten ambulanten Patienten treffen zu
zufélligen Zeitpunkten in der Einrichtung ein. Ebenfalls wie in den Kapiteln 4 und 5 werden in
der Einrichtung auch unvorangemeldete Notfallpatienten untersucht. Die medizinische Einrichtung
sieht sich nun zwei Entscheidungen gegeniiber: Zum einen, wieviele ambulante Patienten zu jedem
Entscheidungszeitpunkt zusétzlich in den Warteraum der Einrichtung aufgenommen werden sollen
und zum anderen, welcher Patiententyp - ambulant oder stationér - als niachstes behandelt werden
soll. Werden Patienten nicht sofort nach ihrer Ankunft in der Einrichtung bzw. bis zum Ende des
Tages nicht untersucht, so entstehen analog zu Kapitel 5 Warte- und terminale Kosten.

Wie auch in den Kapiteln 4 und 5 gehen wir davon aus, dass die Terminplanung bereits durch-
gefithrt wurde. Wir untersuchen daher nur die Frage, wieviele ambulante Patienten ohne Termin
zu jedem Entscheidungszeitpunkt in der medizinischen Einrichtung aufgenommen werden sollen
und wieviele ambulante bzw. stationédre Patienten in der néchsten Zeiteinheit untersucht werden
sollen, um den erwarteten Gesamtgewinn dieser Einrichtung zu maximieren. Da auch hier Notfall-
patienten stets Vorrang haben, héngt die Gesamtzahl der stationdren und ambulanten Patienten,
die behandelt werden kénnen, wieder von der Anzahl der Notfille ab. Wir formulieren die Situation
im néchsten Abschnitt als einen Markovschen Entscheidungsprozess mit dynamischer Umwelt in
diskreter Zeit.

A.2 Modellierung als Markovscher Entscheidungsprozess

Wir betrachten einen Behandlungstag in einer medizinischen Einrichtung, in der drei Patienten-
typen behandelt werden: ambulante Patienten, Notfille und stationdre Patienten. Notfélle und
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stationdre Patienten sind dabei nicht eingeplant und die Einrichtung hat keine Information dar-
iiber, ob und wann einzelne Patienten dieser Typen ankommen. Dabei miissen Notfille moglichst
schnell behandelt werden, wogegen stationére Patienten aus medizinischer Sicht nicht sofort behan-
delt werden miissen und einen ldngeren Aufenthalt in der Einrichtung vor oder hinter sich haben.
Ambulante Patienten werden zunéchst in zwei Gruppen unterteilt: in angemeldete mit Termin und
nicht angemeldete ohne Termin. Bei angemeldeten ambulanten Patienten ist die Einrichtung tiber
ihr Erscheinen informiert, nicht angemeldete kommen zuféllig an. Der Tag ist in N Zeitabschnitte
gleicher Lange unterteilt. Er beginnt zum Zeitpunkt 0 und endet zum Zeitpunkt N. Wir betrach-
ten den Zustand der medizinischen Einrichtung zu Beginn jedes Intervalls, also zu den Zeitpunkten
n=0,1,...,N — 1, sowie am Ende des Tages zum Zeitpunkt N. Die Anzahl der ambulanten Pa-
tienten, die sich zum Zeitpunkt n in der Einrichtung befinden, bezeichnen wir mit w,,. Die Anzahl
stationdrer Patienten, die sich zu diesem Zeitpunkt in der Einrichtung befinden und auf eine Un-
tersuchung warten, bezeichnen wir mit b, und die Anzahl wartender Notfille mit e,. Die Anzahl
ambulanter Patienten ohne Termin, die im Zeitintervall [n — 1,n) in der Einrichtung ankommen
und eine Behandlung nachfragen, bezeichnen wir mit v,. Zusatzlich zu der Anzahl wartender Pati-
enten lédsst sich zu diesen Zeitpunkten ein Umweltzustand beobachten. Diesen bezeichnen wir mit
my,. Die GroBen m,, und v, fassen wir im sogenannten erweiterten Umweltzustand i,, = (1, vy,)
zusammen. Ein Ubergang vom Umweltzustand i, zur Zeit n in den Umweltzustand ¢,,41 zum Zeit-
punkt n + 1 erfolgt mit Wahrscheinlichkeit q(iy,i,41). Es soll nun entschieden werden, wieviele
nicht angemeldete ambulante Patienten in den Warteraum der Einrichtung aufgenommen werden
und wieviele Patienten welchen Typs in der nichsten Zeiteinheit behandelt werden. Ambulante Pa-
tienten mit Anmeldung miissen in den Warteraum aufgenommen werden. Zur Behandlung stehen
der Einrichtung K > 0 Behandlungseinheiten zur Verfiigung.

Nachdem ambulante Patienten in den Warteraum aufgenommen wurden, werden angemeldete
und nicht angemeldete Patienten nicht mehr voneinander unterschieden. Der Zustand x,, zur Zeit
n wird durch die Anzahl in der Einrichtung wartender Patienten der einzelnen Typen beschrieben,
es ist also x, = (wp,en,by). Sofern Patienten vorhanden sind, soll eine Behandlungseinheit auch
genutzt werden. Notfallpatienten haben gegeniiber ambulanten und stationéren Patienten stets Vor-
rang. Eine Aktion a = (a!, a®) zur Zeit n beschreibt zum einen durch a' die Anzahl aufgenommener
ambulanter Patienten ohne Termin und zum anderen durch a? = (G, e, ap) wieviele ambulante
Patienten, wieviele Notfélle und wieviele stationére Patienten zu diesem Zeitpunkt behandelt wer-
den. Die Menge der moglichen Aktionen hingt fiir a! daher vom erweiterten Umweltzustand i,
ab und ist D(i,) := {0,...,v,}. Fiir a® hiingt die Aktion der Menge der moglichen Aktionen von
der ersten Aktion ab und ist DX (w, + a',en,bn) = {a = (aw,ae,ap) € N3|aw < w + al,a. =
min{K, e}, ay < b,ay + ae +ap = min{w +a' +e+b, K}}. Jede Behandlung eines Patienten dauert
genau eine Zeiteinheit und es kénnen bis zum néchsten Entscheidungszeitpunkt neue ambulante
Patienten mit und ohne Termin oder Notfille in der medizinischen Einrichtung eintreffen bzw. sta-
tiondre Patienten eine Behandlung nachfragen. Sei nun e der k-te kanonische Einheitsvektor des
N§, dann betriigt die Wahrscheinlichkeit, dass zum Zeitpunkt n + 1 Zustand z,1 vorliegt, wenn
zum Zeitpunkt n Zustand x, vorlag und Aktion (a',a?) gewihlt wurde, gerade p;(x, + ale; — a?)
und wir bezeichnen p; als Ankunftsverteilung.

Fiir jeden Patienten, der behandelt wird, erhalten die Betreiber der medizinischen Einrichtung
einen Gewinn, der sowohl vom Umweltzustand i, als auch vom Patiententyp abhéngt. Die Hoéhe
betragt 7}’ fiir ambulante, rfn fir stationdre und 7§ fir Notfallpatienten. Fiir Patienten, die sich
in der medizinischen Einrichtung befinden und auf eine Behandlung warten, entstehen pro Zeitein-
heit Wartekosten in Hohe von ¢;, (zy,), welche abhéngig sind von der Anzahl wartender Patienten
der einzelnen Typen und dem Umweltzustand ,. Am Ende des Tages entstehen fiir die nicht be-
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handelten Patienten Kosten, die sich aus Uberstunden, die das Personal in der Einrichtung evtl.
leisten muss, der Belegung von Krankenhausbetten durch stationdre und Notfallpatienten und aus
Strafkosten fiir am Tagesende unbehandelt nach Hause entlassene ambulante Patienten ergeben
konnen. Diese Kosten haben in Abhéngigkeit von der Anzahl Patienten der einzelnen Typen und
dem Umweltzustand eine Hohe von Vi (zn,in).

Das Ziel des Managements der medizinischen Einrichtung ist nun die Maximierung des erwar-
teten Gesamtgewinnes eines Tages. Das Problem kann abhéngig von der Anzahl K > 0 der zur
Verfiigung stehenden Behandlungseinheiten als endlich-stufiger Markovscher Entscheidungsprozess
mit dynamischer Umwelt in diskreter Zeit formuliert werden mit den folgenden Groéfien:

(1) Dem Planungshorizont N;

(2) dem Zustandsraum X x I mit X := N3 und I = M x Ny und M einer endlichen oder abzihlbar
unendlichen Menge;

(3) dem Aktionenraum AX = A; x ALK mit A; := Ny und ALY = {a® = (aw, ae,ap) € N3|ay, +
ae + ap < K} und der Menge der im Zustand (z,i) = ((w, e, b), (m,v)) zuldssigen Aktionen
DE(z,i) := {a = (a',a?)|a’ € Di(i),a®> € DX (x + ale;)} wobei D;(i) := {0,...,v} und
DE(z +ater) := {a® = (aw, ac, ap) € Af|ay, < w+al,a. = min{K,e},ap < b,ay, +ae+ap =
min{K,w + a' + e+ b} };

(4) der Zéahldichte p: X x I x Ax X x I — [0, 1], definiert durch p((z,1), a, (2, 7)) := q(4, j)pi(x+

ate; —a?,2');

(5) der einstufigen Gewinnfunktion r : X x I x A — R, definiert durch
r((x,),a) == a*rl — ¢;(z 4 ate; — a?),

w
7

ré,r?) € R® und ¢; : X — R;

mit r; = (1, ¢, 7]

(6) der terminalen Gewinnfunktion Vi : X x I — R.

Da sich der betrachtete Zeithorizont auf einen einzigen Tag beschréinkt, verzichten wir auf eine
Diskontierung.®!

Nach Satz 3.5 in Abschnitt 3.1.1 kénnen der optimale erwartete Gesamtgewinn V¥ fiir die
medizinische Einrichtung sowie die optimalen Aktionen zu den einzelnen Zeitpunkten bestimmt
werden durch die Optimalitétsgleichung

Vi (2,1) = max {TGx,O,a)+-§: > qwhﬁpxw-%a}et—<f’$ﬁvﬁiﬂ$ﬁj)},

€D (x,i) jel z'ex
n=20,1,..., N —1, wobei wir fiir V auch Vﬁ schreiben. Wir definieren nun die folgenden Opera-
toren:

Definition A.1 Esseien HV,X : X x I - Rund LV.X : X xI -+ R, n=1,..., N definiert durch

HVE(a,i) = q(i,5) Y pila, 2" )\V,E(@,5), (a,i) € X x I,
jelI r’'eX

und

LVE(a,i) :== —ci(a) + HVE (a,1), (a,i) € X x I.

51Die Einbeziehung eines Diskontierungsfaktors wiirde jedoch keinen Einfluss auf die im Folgenden entwickelten
Strukturaussagen haben.
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Mit dieser Definition kénnen wir die Optimalitédtsgleichung wie folgt schreiben:

VE(z,i) = Ggl%?; ‘){azrlT —ci(z +ate; —a®) + HVE | (z + a'e; — a?%,i)}
a T,i
= aeglf&}é i){GQTiT + LVE (z +a'e; — a?)}.
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