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Teil |.

Einleitung



In der vorliegenden Dissertation untersuchen wir nichtlineare Schrédingersysteme der Form

2q-2

“Au+ w= w2+ blulT o,

0.1
~Av + w?v = |U|2q72v + b|u|q|v|q722) (0.1)

fiir Parameter w > 0,b € R und Exponenten 1 < g < n_Lh Im ersten Teil dieser Arbeit
beweisen wir die Existenz von Losungen endlicher Energie, d.h. wir finden schwache Lo-
sungen (u,v) des obigen Systems mit u,v € H'(R"). Es ist bekannt, dass solche Lésungen
zweifach stetig differenzierbar sind und eine exponentielle Abfallrate besitzen. Zunéchst
wenden wir Resultate der lokalen und globalen Verzweigungstheorie auf drei verschie-
dene einparametrige Losungsscharen 71,72, 73 von (0.1) an und weisen fiir jede dieser
Losungsscharen die Existenz unendlich vieler Verzweigungsstellen nach, an denen unbe-
schrinkte zusammenhingende Mengen von radialsymmetrischen Lésungen Cgy,C1,Co, . ..
entspringen. Die Losungsscharen 71,7z, 73 sind hierbei gegeben durch

T ={(u0,0,b):beR},  T5={(0,v0,b): beR},
wobei ug bzw. vy die positiven Losungen des zugehorigen skalaren Problems
“Au+u=u*T" inR", “Av+w?v=021 @ R"
bezeichnet. In unserer Analyse zu der im Fall w = 1 existierenden Lésungsschar
To = {((1+0) %7, (1+0) % 2ug,b) :b> -1}

verallgemeinern wir ein fiir ¢ = 2 aufgestelltes Verzweigungsresultat von Bartsch, Dan-
cer und Wang [6] auf den Fall ¢ > 2. Insbesondere zeigen wir, dass jede in C; liegen-
de Losung (u,v,b) die charakterisierende Eigenschaft besitzt, dass u — v genau j no-
dale Gebiete besitzt. Darliberhinaus beweisen wir das Nichtauftreten von Verzweigung
von weiteren einparametrigen Losungsscharen Ty, Ts. Zum Abschluss des ersten Kapi-
tels untersuchen wir im Fall ¢ = 2,b = 1 die Losungen des Systems (0.1) der Form
(tas Vo) = (cos(a)ug, sin(a)ug) fiir « € [0, 27).

Im zweiten Kapitel des ersten Teils gewinnen wir Losungen endlicher Energie von (0.1)
mit variationellen Methoden. Wir betrachten drei verschiedene Varianten von Nehari-
Mannigfaltigkeiten N, Mp und M, um positive Losungen von (0.1) durch Minimierung
iiber diese Mengen zu erhalten. Es gilt die Inklusion M; c M; c N, wobei N al-
le nichttrivialen Losungen endlicher Energie des Systems (0.1) enthélt. Minimierer des
Funktionals I|y; bezeichnen wir als Grundzustinde - es handelt sich um diejenigen
Lésungen von (0.1) mit minimaler "Energie” unter allen nichttrivialen Losungen. Im ers-
ten Abschnitt dieses Kapitels untersuchen wir dieses Minimierungsproblem genauer und
verbessern bestehende Kriterien zur Existenz von sogenannten Vektorgrundzusténden,
d.h. Grundzustinden (u,v) mit v # 0 und v # 0. Da uns die Minimierung iiber A}, nur
fiir Kopplungsparamter b > b(w,q,n) > 0 Vektorgrundzusténde liefert, untersuchen wir
im zweiten Kapitel das Minimierungsproblem inf a4, I fiir (quantifizierbar) kleine positive



Kopplungsparamter b. Fiir solche b konnen wir die Existenz von Minimierern beweisen
und erhalten die Existenz von positiven Losungen. Der Nachweis von Losungen “mini-
maler Energie” im Fall b < 0 erfordert die Betrachtung der Menge

M; = {(u,v) e My : (u,v) ist radialsymmetrisch},

um bessere Kompaktheitseigenschaften der radialsymmetrischen Funktionen in H'(R")
nutzen zu konnen. Im Fall n > 2 weisen wir die Existenz von Minimierern des Problems
inf 7| M nach. Dariiberhinaus zeigen wir, dass das Produkt der beiden Komponenten
up, vp dieser Minimierer fiir b - —oo bis auf Auswahl einer Teilfolge in LI(R™) gegen
0 konvergiert und (up,vp) gegen eine Losung eines "Problems der besten Aufteilung”
konvergiert. Ferner zeigen wir, dass im Fall n =1 kein solches Ergebnis gelten kann.

Im zweiten Teil dieser Arbeit beweisen wir die Existenz von Lésungen unendlicher Ener-
n

gie des Systems (0.1) im Fall n > 3 und p > -"5. Hierzu betrachten wir die grékere
Klasse der distributionellen Lsungen von (0.1). Von einer gegebenen distributionellen
Naherungslosung wg mit einer Punktsingularitdt ausgehend bestimmen wir eine glattere
Korrekturfunktion w € H'(R™), so dass die Funktion W := wq + v eine singulire distribu-
tionelle Losung des nichtlinearen Schrédingersystems mit exponentieller Abfallrate ist.
Es kommen Fixpunktmethoden und variationelle Methoden zum Einsatz. Zunéchst be-
trachten wir den skalaren Fall und stellen die Argumente fiir den Nachweis von singuléren

distributionellen Lésungen der nichtlinearen Schrédingergleichung
~Au+V(z)u=T(z)uf 'y inR"

bereit. Verhalten sich die Funktionen V und I' in der N&he eines Punktes xg € R" gutartig,
so kénnen wir eine distributionelle Losung dieser Gleichung mit einer einzigen Singularitit
an der Stelle g fiir Exponenten p € (%5, -5 +¢) nachweisen. Die Zahl £ > 0 ist hierbei
eine hinreichend klein gewdhlte Zahl. Im Modellfall V =T" =1 ist unser Resultat fiir die
Raumdimensionen n = 3,4, 5 anwendbar. Anschliefsend verallgemeinern wir die Resultate

des skalaren Falls auf nichtlineare Schrodingersysteme der Art

~Au+Vi(z)u=T1(2)uf v+ Dy(z)[uf ufoff?  in R,
~Av + Va(x)v = Do(z) )P o + Ty () [ufP*lofP*'v  in R", (0.2)
P1,P2,P3,P4 21, p1+p2=p3+ps=p,

wobei wir sowohl den variationellen Fall p; = py = p%l, P2 = p3 = 1%1 als auch den nicht-
variationellen Fall behandeln. Fiir n = 3 erhalten wir die Existenz zweier verschiedener
singuldrer distributionellen Losungen des variationellen Systems mit Hilfe des Fixpunkt-
satzes von Banach und des Mountain Pass Theorems. Ausgangspunkt fiir die Ergebnis-
se dieses Kapitels sind die Resultate der gemeinsam mit W. Reichel verfassten Arbeit
"Distributional solutions of the stationary nonlinear Schrédinger equation: singularities,
regularity and exponential decay” [54].






Teil II.

Grundzustande und
Verzweigungen
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1. Einleitung

Im ersten Teil dieser Arbeit betrachten wir das semilineare elliptische Schrodingersystem

“Au+  u=|[u %+ bl 2 ulvlY,

(1.1)

~Av +w?v = [v]27 20 + blu|?|v]| T

fiir Exponeten ¢ mit 1 < ¢ < ( % und Parametern w > 0,b € R. Angesichts der varia-

n-2).
tionellen Struktur von (1.1) ist es natiirlich, die Existenz nichttrivialer Losungen dieses
Systems mit variationellen Methoden zu beweisen. Es sind daher nichttriviale kritische
Punkte des zugehorigen Euler-Funktionals I : H*(R™) x H'(R") - R zu finden, das fiir

u,v € HY(R™) durch die Vorschrift

1 1 o 2
I(u,v) = S (Jul+ J0l5) - Q_Q(HUHQZ + [vllg + 26 uv]§)

gegeben ist. Hierbei sind die Normen || - |, [ - | auf H'(R™) gegeben durch

Jul = /{w ) fiit (u,0) = [ Vuvo+upds  (6¢ H'R")),
[v]lw = V{v,v)o fir (v,v¢)w = fR" Vovy +wivhdr (e HY(R™)).

Ferner bezeichnet || := || or(mny fiir 7 € [1, 0o] stets die iibliche Norm auf L"(R"), so dass
I aufgrund der Sobolev-Einbettung H*(R™) — L?¢(R"™) wohldefiniert ist. Der Parameter
w wird an keiner Stelle dieser Arbeit als Exponent eines Lebesgueraumes L (R™) (r > 1)
auftreten, so dass die Norm || - [, stets wie in der obigen Gleichung verstehen ist. Ferner

schreiben wir ((u,v), (#,1)) = (u, #) + (v, ) fiir u,v, ¢, € HY(R™).

Zahlreiche Autoren konnten die Existenz schwacher Losungen (u,v) von (1.1) mit u, v €
H'(R™) beweisen. Wir bezeichnen solche Losungen im Folgenden als Losungen endlicher
Energie. Von besonderer physikalischer Bedeutung sind die sogenannten Grundzusténde
von (1.1). Hierbei handelt es sich um nichttriviale Losungen (u,v) von (1.1) mit der
geringsten Energie I(u,v) unter allen nichttrivialen Losungen endlicher Energie. Eine
prizise Definition des Begriffs und einen Hinweis auf alternative Definitionen liefern wir
zu Beginn von Kapitel 3. Die Existenz eines Grundzustands des Schrédingersystems (1.1)
wurde fiir > 0 von Maia, Montefusco und Pellacci in [51] bewiesen und es ist eine span-
nende mathematische Frage, fiir welche Parameterwerte von w,b > 0 ein Grundzustand
(u,v) positiv ist, d.h. u > 0,v > 0 in R™ erfillt. Dieser Frage werden wir in Kapitel 3
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nachgehen und dariiberhinaus die Existenz weiterer positiver Losungen zeigen, die im
Allgemeinen keine Grundzusténde geméf der hier gew#hlten Definition sind. In Kapitel
2 untersuchen wir verschiedene Familien positiver Losungen von (1.1) auf Verzweigung.

Physikalische Motivation von (1.1) 1m Fall ¢ = 2

Im physikalisch bedeutendsten Fall g = 2 lautet die obige Gleichung

“Au+ u=u’+bu? in R",

, (1.2)

~Av +w?v =03 + buv in R™.
Seit den 1970er Jahren wird dieses System zur Beschreibung interagierender optischer
Wellen verwendet, siehe etwa [53], [57]. Wir folgen der Darstellung von Dohnal und Ue-
cker [29], um das Auftreten dieser Gleichung bei der Beschreibung der Wellenausbreitung
in photonoischen Kristallen zu motivieren, siehe auch [70] fiir eine dhnliche Herleitung.
Unter einem photonischen Kristall versteht man eine periodische Anordnung von Ma-
terialien verschiedener Brechungsindizes. In gewissen photonischen Kristallen kann die
Existenz sogenannter stationfrer optischer Solitonen nachgewiesen werden. Ein solches
Soliton wird durch eine stehende Welle E : Ryg x R™ — C der Form E(x,t) = ¢(x)e ™
und eine hinreichend glatte exponentiell fallende Funktion ¢ : R™ — R modelliert, so dass
E' die kubische nichtlineare Schrodingergleichung

iOE = -AE+V(2)E+|E*E  in R,y xR", (1.3)

erfiillt. Die Gleichung (1.3) wird auch Gross-Pitaevski-Gleichung genannt. Das periodi-
sche Potential V trigt hierbei die Information {iber die Anordnung des photonischen
Kristalls. Der Materialeffekt wird idealisiert durch den Term |E|?E modelliert. Setzen
wir in (1.3) den Ansatz E(xz,t) = ¢(x)e ™! ein, so erhalten wir die folgende Gleichung
fiir die zu bestimmende Funktion ¢:

—“Ap+(V(z)-w)p=|¢’¢  inR™ (1.4)
Es bietet sich an, Losungen von (1.4) in H*(R™, C) zu suchen.

Das Auftreten stationérer Solitonen ist nur fiir gewisse von der periodischen Struktur des
Kristalls abhéngige Frequenzen w € R moglich, was wir im Folgenden begriinden wollen.
Der Einfachheit zuliebe nehmen wir an, dass V' beziiglich jeder der Variablen z1,...,x,
2m—periodisch ist. Sei L die eindeutige! selbstadjungierte Realisierung von —A + V() in
L?(R™) mit Spektrum o(L). Aufgrund der Periodizitit des Potentials sind qualitative
Aussagen iiber o(L) moglich. Aus Satz 6.5.1. und dem Beweis von Lemma 6.5.2 in [31]

! Aufgrund der Periodizitit von V erfiillen in der Praxis relevante Potentiale die Bedingung V e L= (R™).
In diesem Fall ist der in L?(R™) definierte symmetrische Operator ~A + V(z) : C5°(R™) — L*(R™)
nach Satz X.29 in [69] wesentlich selbstadjungiert, so dass L als die Abschliefung dieses Operators
zu wihlen ist.
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folgt die Existenz abzéhlbar vieler nichtleerer abgeschlossener Intervalle (sogenannter
”Béinder”) Al = [Oél, ,31], A2 = |:O£2, ﬁz], ... mit

o(L)=J A, undog<ar<...<aj—>+o0. (1.5)
meN

Das Spektrum des Operators weist eine sogenannte Bandstruktur auf, sieche Abbildung
1.1. Insbesondere gilt nach Satz 6.10.1 in [31] 0ess(L) = o(L) sowie o4(L) = @&, wobei
o4(L) das diskrete Spektrum? und o.ss(L) = 0(L)~0oq(L) das wesentliche Spektrum von
L bezeichnet. Eine nichttriviale exponentiell fallende Losung ¢ € H'(R™, C) der Gleichung
(1.4) erfiillt (L —w)¢ = |$?|¢ und damit (L - |¢|?)¢ = we. Es folgt w € o4(L — ¢*) und die
Invarianz des wesentlichen Spektrums unter relativkompakten Stérungen (vgl. [86], Satz
9.9) liefert

wé Uess(L - |¢|2) = Uess(L) = U(L)

Daher konnen Solitonen nur in den durch die Bandstruktur (1.5) gegebenen Band-
liicken (—o0, ), (81, 2),... auftreten. In der physikalischen Literatur spricht man von
Bandliicken-Solitonen®. Die experimentelle Beobachtung von Bandliickensolitonen und
speziell von Solitonen kleiner Amplituden nahe der Bandriander wird beispielsweise in
[65] berichtet. Wir wollen die von Dohnal und Uecker vorgeschlagene Modellierung sol-
cher Solitonen kleiner Amplitude nahe der Bandrédnder mit Hilfe der Gleichung (1.2) in
einem zweidimensionalen Beispiel vorstellen. Eine Beschreibung von Bandliickensolito-
nen in der Ndhe von mino (L) mit Hilfe von Verzweigungstheorie findet sich bei Stuart,
vgl. Satz 7.2 in [75]. Weitere Existenzresultate von Solitonen in spektralen Liicken von
Schrédinger-Operatoren mit periodischen Potentialen sind in Pankovs Arbeit [63] zu fin-
den.

Bandliicke
[ 1 / -1 o ___ [ [ I I
C ] — [ R —b
a1 1 a2 By Qj QG+l BB
1.Band 2.Band

Abbildung 1.1.: Bandstruktur

Die Motivation des von Dohnal und Uecker in [29] verfolgten Ansatzes erfordert mehr
Informationen iiber die Intervalle A4,, in (1.5). Nach Satz 6.5.1. in [31] sind Intervalle
Aj, Ay, ... abgeschlossen und gegeben durch

A = wm(k) (m eN),
keB

wobei B := —%, %]2 die Brillouin-Zone ist und w,, (k) fir k = (k1,k2) € B den m-ten Ei-

genwert des Eigenwertproblems

Lo=wep,  ¢(2m,32) = ™M ¢(0,32), ¢(1,27) = ™" ¢(21,0)

*Die Menge o4(L) besteht aus allen isolierten Elementen von (L), die Eigenwerte endlicher Vielfach-
heit sind. Es handelt sich um eine Teilmenge des Punktspektrums o, (L).
3engl.: band gap solitons
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bezeichnet. Die zugehorigen Eigenfunktionen ¢,, (k;-) fiir m € N werden Bloch-Funktionen
oder Bloch-Moden genannt. Eine Anwendung des Min-Max-Prinzips auf das Eigenwert-
problem fiir die Funktionen p,,(k;z) := e ., (k; x), vgl. (2.3) in [29], liefert die Ste-
tigkeit der Funktionen w,,(-), so dass die folgende Charakterisierung der Bandrénder
gilt
A, = [om, B ] fir ay, = minwy,(k),  On = maxwy, (k). (1.6)
keB keB

Aus technischen Griinden nehmen wir an, dass die Funktionen wy,(-) und py,(-;x) zwei-
fach stetig differenzierbar sind. Sei nun w, € 0o (L) gegeben, d.h. w, = ay, oder w, = B,
fiir ein m € N. Wir betrachten den Fall w, = wy, (M) = wy,, (K@) fiir kMW k2 ¢ B, d.h.
nach (1.6) wird das Minimum bzw. das Maximum der m-ten Bandfunktion w,,(-) an zwei
Stellen in der Brillouin-Zone angenommen. In diesem Fall lautet der Ansatz von Dohnal
und Uecker zur Lésung der nichtlinearen Schrédingergleichung (1.4) im Fall w = w, + oe?
fir o € {1} wie folgt:

p(x) = edi () + 73 (w) + % p3(x) + O(e?) (1.7)

fur
05 () = Ay(ex)vr () + Ag(ex)va(z),  vj(x) = om(kP;2) (5=1,2).

Die Funktionen vy, vs werden Resonanten (bei w.) genannt. Der Faktor € vor ¢] model-
liert die Kleinheit der Amplitude des Solitons und die zu bestimmenden glatten Funk-
tionen Aj, Ao sind exponentiell fallende Kopplungskoeffizienten. Fiir die Herleitung der
Differentialgleichungen fiir Ay, Ay wird die Multiple-Skalen-Methoden* verwendet. Hier-
bei wird der Ansatz (1.7) in die zu l6sende Gleichung nichtlineare Schrodingergleichung
(1.4) eingesetzt und die Funktionen ¢, ¢5 werden so gewihlt, dass die Terme der Ordnung
O(e),0(e?) verschwinden. Durch Nullsetzen des Terms der Ordnung O(e3) ergeben sich
die sogenannten Gekoppelte-Moden-Gleichungen, die sich durch Reskalierung in das Sys-
tem (1.2) transformieren lassen. Auf die mathematische Rechtfertigung dieser Methode
gehen wir spéter ein.

Wir folgen nun skizzenhaft der in [29] beschriebenen Herleitung der Gleichung (1.2). Fiir
die Beweise der folgenden Aussagen verweisen wir auf die Originalarbeit. Die aus dem
Ansatz (1.7) und der nichtlinearen Schrédinger-Gleichung (1.4) resultierende Gleichung
zur Ordnung O(¢) ist aufgrund des Ansatzes fiir ¢S und w, = wp, (K1) = w,, (k3)) erfiillt.
In |29] finden die Autoren eine Funktion ¢35, so dass dariiberhinaus der Taylor-Koeffizient
zur Ordnung O(e?) verschwindet. Schlieflich ist ¢3 so zu wihlen, dass die Approximation
besser als O(e3) ist. Durch Nullsetzen des entsprechenden Koeffizienten ergibt sich eine
lineare Differentialgleichung der Form (-A + V(x) — w.)p3 = F (A1, Az). Eine formale
Anwendung der Fredholmschen Alternative im Raum L2([-2m,27]?) zeigt, dass eine
solche Funktion ¢3 genau dann existiert, wenn F(Aj, Ag) orthogonal zum Unterraum
ker(—A+V(z)—w,) = span{vy, vy} ist. Hierbei werden diverse Symmetrie-Eigenschaften

“engl.: method of multiple scales
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der Bloch-Funktionen vy,ve verwendet. Dohnal und Uecker erhalten die sogenannten
Gekoppelte-Moden-Gleichungen

—UA1 - oqamAl — OégayyAl = 71|A1|2A1 + 72(2|A2|2A1 + A%fil)
—O'AQ — agé?mAl — alayyAQ = 71|A2|2A2 + ’72(2|A1|2A2 + A%Az) (18)
7,72 >0, aj,azeR

als hinreichende Bedingung fiir F'(Aj, Ay) L span{vy, v}, wobei 41,72, 1,2 aus In-
tegraltermen der Funktionen vi,vs gewonnen werden, vgl. Gleichung (3.4) in [29]. In
numerischen Beispielen finden die Autoren ag, a9 > 0 und o < 0, so dass (1.8) ein semi-
lineares System elliptischer Differentialgleichung ist. Nach Reskalierung finden wir, dass
die Gekoppelte-Moden-Gleichungen dquivalent zu (1.2) sind.

Unter zusdtzlichen Annahmen koénnen Dohnal und Uecker die obige Herleitung recht-
fertigen. Liegt das periodische Potential in V € Hj (R?) fiir ein s > 1 und besitzt die
Gleichung (1.8) eine nichtdegenerierte reversible Losung Ay, Ao € H'(R"), dann existiert
nach Korollar 4.11 in [29] eine Losung ¢. € H*(R?) der urspriinglichen Gleichung (1.4)
fiir w=w, + 052, die der Abschéitzung

||¢5 - Qb; HHS(RQ) < 063/5

fiir eine von € unabhingige positive Zahl C' > 0 geniigt. Die Nichtdegeneriertheit und
Reversibilitit einer Losung ist im Allgemeinen theoretisch kaum iiberpriifbar, sodass diese
Eigenschaften fiir jede numerische Losung einzeln nachzuweisen sind. Die komplizierte
Definition einer reversiblen Losung ist Definition 4.8 in [29] zu entnehmen.

Der Vollstéandigkeit der Darstellung zuliebe folgt eine Auflistung einiger in der physika-
lischen Literatur diskutierter expliziter Losungen des Systems (1.2).

Ezplizite Lésungen von (1.1) im Falln =1

Das Interesse an einem besseren Versténdnis des Schrodingersystems (1.1) hat viele Phy-
siker dazu motiviert, explizite Losungen von (1.1) zu finden. Nahezu alle in physikalischen
Publikationen auftretenden Lésungen wurden fiir das eindimensionale Schrodingersystem
gefunden. Die einzigen dem Autor bekannten Resultate iiber explizite Losungen im ho-
herdimensionalen Fall n = 2 stammen aus [90]. Fiir n > 3 sind dem Autor keine Resultate
in dieser Richtung bekannt. Die fiir unsere Zwecke wichtigste Klasse von Lésungen sind
die positiven Losungen von (1.1). Beispiele hierfiir liefern die Losungen

(ur (), v1(x)) = V2(1 +b) "2 (sech(x), sech(z)),
(u2(x),v2(x)) = \/5( cos(#) sech(z), sin(6) sech(z))

fir w = 1,b > -1 bzw. w = b = 1. Hierbei ist # € R ein Parameter und sech = ﬁ In
[92] (2.15),(2.16) sind die folgenden fiir xp # 0 nicht radialsymmetrischen Losungen fiir
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w=1,b=23 zu finden:

uz(x) := %( sech(x — zp) + sech(z + xo)),

vg(z) = L( sech(z — z¢) — sech(x + 560));

S

Von Interesse sind die Losungen (u4,vs) aus (3.17) in [79] fir w > 0,0 =1

2\/§e:v—:vo(1+ i_erw(x—xl))

U\ T ) = )
4( ) 1 + e2(z-20) 4 g2w(z-71) 4 %QQ(x—xoﬂu(gﬁ—xﬂ)
2/ 2wew(@-11) (1 = L=w o2(z-20)
'L)4($) - \/_ ( 1+w )

1 + e2(z-w0) 4 e2w(z-71) 4 8;5;; e2(z—zo+w(z-z1)) ’

wobei xg, 1 € R reelle Parameter sind. Die Funktion w4 besitzt im Fall w > 1 genau eine
Nullstelle, wohingegen v, positiv ist. Die Losung (ug4,vs) ist endlicher Energie und erfiillt
fR uqvgdr = 0; wir kommen beim Beweis von Lemma C.15 auf diese Lisung zuriick.
Loésungen fiir w > 1,b =1 und ¢ € R mit dhnlichen Eigenschaften findet sich in [1] (11):

() = V2(w? - 1) sinh(w(z - x0))
wcosh(w(z - xp)) cosh(z) - sinh(w(x - x¢)) sinh(z)’

vs(z) = wy/2(w? - 1) cosh(z)

T L cosh(w(z — w0)) cosh(z) — sinh(w(z — z0)) sinh(z)

Dartiberhinaus existieren periodische Losungen von (1.1) (unendlicher Energie), die aus
den Jacobischen elliptischen Funktionen sn, cn, dn aufgebaut werden. Eine Familie solcher
Losungen fiir b= 1,w > 1 ist gegeben durch k € [0,1], ka? = w? - 1

(ug(x),v6(x)) := (Va2 +2 - w?sn(az, k), Vw? + a2 cn(az, k))
siehe [44] (33),(34). Eine weitere Losung dieser Art fiir b = w =1 ist gegeben durch
(U7(l’), ’U7($)) = (CCH((J,Q}, k)v dCH(CLQZ, k))a

wobei die Parameter a, b, ¢, d durch die drei Nebenbedingungen ¢?+d? > 2, a?(2k>-1)%2 = 1
und 2k?(c?+d*-1) = c*+d? miteinander verbunden sind, siehe [44] (25),(26). Die Losungen
(ug,v6), (u7,v7) sehen qualitativ wie (sin,cos) aus. FEine andere Art von periodischen
Losung fiir b= 1 und 1 < w? < 4 ist durch

ug(z) =1/ ;(4102 -1)dn(az, k) sn(ax, k),
vg(z) =1/ ;(4w2 -1)dn(ax, k) cn(az, k)



und k%(4w?-1) = 5(w?-1),15a® = 4w? — 1 gegeben, siehe [32] (5),(6). Diese Losung unter-
scheidet sich dahingehend von (ug,vs), (u7,v7), dass ug ein positives lokales Minimium
und ein negatives lokales Maximum pro Periodizitétsintervall aufweist. Die Losung fiir
b=1,w? >4 aus (37,38) in [44] dhnelt ebenfalls (sin,cos), doch die zweite Komponente
ist fiir geeignete Parameterwerte positiv:

(ug(x),v9(x)) = (ca2k2 en(az, k) sn(az, k), ca® dn(az, k)* + d).

Hierbei erfiillen die Parameter c,a, k,d das Gleichungssystem

/5 /5 18
2 2 _ 2 _

k:( g(w4—1)+2w —3)—2 g(w4—1), =
10a” = y /g(w‘l D) +2w%-3, 50d*(w?-1) = (4-w?)2

Wegen cn(-,1) = dn(-,1) = sech handelt es sich um Fortsetzungen der durch (us,vs)
gegebenen Losungen in den Parameterbereich w? > 4. Weitere explizite Losungen sind in
Gleichung (3),(4) in [19] sowie in [66] zu finden.

Bekannte Lésungen und Losungsmethoden

Wir wollen an dieser Stelle die wichtigsten bekannten Resultate {iber Losungen endli-
cher Energie des Schrodingersystems (1.1) auflisten. Eine detaillierte Darstellung dieser
Ergebnisse liefern wir in den jeweiligen Kapiteln.

Wir betrachten zunéchst semitriviale Losungen von (1.1), wobei wir uns ohne Beschran-
kung der Allgemeinheit auf Losungen der Form (u,0) mit u € H'(R™) beschriinken. Diese
geniigen der Differentialgleichung

“Au+u=u%u inR" (1.9)

fir 1 <gq< ﬁ Nehari bewies in [58] die Existenz einer positiven Losung von (1.9)
im Fall n = 3,1 < ¢ < g; die Existenz Fall n € N,1 < ¢ < ﬁ konnte von Strauss,
Berestycki, Lions in [73],[10] gezeigt werden. Die Eindeutigkeit dieser positiven Losung
geht im Fall ¢ = 2 auf Coffman [20] und im allgemeinen Fall auf Kwong [45] zuriick.
In [73], [11] bewiesen Strauss, Berestycki, Lions mit Ljusternik-Schnirelman-Theorie die
Existenz unendlich vieler Losungen von (1.9) fiir n > 3. Die Existenz radialsymmetrischer
L&sungen mit beliebig vorgegebenem nodalen Muster wurde mit variationellen Methoden
von Bartsch und Willem in [9] fiir Raumdimensionen n > 2 bewiesen. Im Fall n =4 oder
n > 6 existieren dariiberhinaus unendlich viele nichtradialsymmetrische Losungen, wie
Bartsch und Willem in [8] zeigen konnten.

Die Ergebnisse zu vollstdndig nichttrivialen Losungen von (1.1) sind bedeutend jiinger
und fallen zumeist in die Jahre 2005 - 2010. In [3] konnten Ambrosetti, Colorado fiir
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q = 2,n € {2,3} unter Verwendung des Mountain Pass Theorems in H!(R™) x H!(R")
bzw. durch Minimierung des Funktionals [ iiber der Nehari-Mannigfaltigkeit

Ny = {(u,0) e H'(R") x H'(R") : (u,v) # (0,0), (I'(u,v), (u,v)) = 0}

die Existenz positiver Losungen sowohl fiir hinreichend kleine positive als auch fiir hin-
reichend grofie positive Werte der Kopplungskonstanten b zeigen. Ahnliche auch im Fall
n = 1,q = 2 giiltige Resultate zeigten de Figueiredo und Lopes in [26]. Maia, Monte-
fusco, Pellacci bewiesen in der Arbeit [51] die Existenz positiver Lésungen fiir grofe b
und alle Exponenten 1 < g < ﬁ Einen verwandten Zugang wihlten Sirakov [72] und
Lin, Wei [48],[49]. Sie fanden positive Losungen von (1.1) fiir ¢ = 2 und kleine positive
Kopplungskonstanten durch Minimierung des Funktionals I iiber der Menge

My = {(u,v) € Hl(Rn) x Hl(Rn) fu,v # 0, (I’(U>U)7 (ua0)> = <I,(uvv)v (O’U» = 0}'
Dariiberhinaus wurde in |72] die Menge
My = {(u,v) € Hﬁ(R") x Hﬁ(R”) cu,v %0, (I'(u,v), (u,0)) = (I'(u,v),(0,v)) = 0}.

betrachtet, um die Existenz positiver Lésungen fiir negative Kopplungsparameter b zu zei-
gen. Wei und Yao konnten im Fall w = 1, ¢ = 2 fiir bestimmte Werte von b die Eindeutigkeit
der positiven Losung von (1.1) beweisen, siehe [85]. Unbeschriankte zusammenhéngende
Mengen positiver Losungen fiir b > 0 konnten von Bartsch, Wang und Wei nachgewie-
sen werden, vgl. |7]. Losungen mit vorgegebener nodaler Charakterisierung fanden Maia,
Montefusco, Pellacci in [52] fiir n = 2,3 und hinreichend grofe Kopplungskonstanten b.
Die Existenz unendlich vieler disjunkter zusammenhéngender Familien von positiven ra-
dialsymmetrischen Losungen fiir b < 0 konnte mit globaler Verzweigungstheorie in [6]
bewiesen werden.

Losungen mit anderen Symmetrien wurden von Wei und Weth im Fall n € {2,3},¢ = 2
nachgewiesen, siehe [82]. Ein weiteres Resultat in diese Richtung fiir n = 3 und kleine
positive Werte von b findet sich in [37]. Verwandte Resultate in beschriankten Gebieten
und fiir nichtlineare Schrédingersysteme mit mehr als zwei Gleichungen finden sich unter
anderem in [48],]49],|60],[65],|83],|84].

Ein Ausblick

Im ersten Kapitel untersuchen wir verschiedene einparametrige Losungsscharen des Schro-
dingersystems (1.1) auf lokale und globale Verzweigung. Diese Losungsfamilien bestehen
aus Funktionen der Form (sug,tvg,b) mit s,t > 0, wobei ug die nach dem Resultat von
Kwong (vgl. Satz 1.1) eindeutige positive Losung endlicher Energie des skalaren Problems
—Au+u = u?7! auf R” bezeichnet. Um von der Nichtdegeneriertheit dieser Losung zu pro-
fitieren, betrachten wir das Verzweigungsproblem im Hilbertraum H!(R"™)x H!(R"), wo-
bei H}(R™) ¢ H'(R") den Unterraum der radialsymmetrischen Funktionen bezeichnet.
Dies wird uns erlauben, die lokalen und globalen Verzweigungsresultate von Crandall-
Rabinowitz [24] und Rabinowitz [68] anzuwenden. Unter anderem erhalten wir im Fall
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q = 2 aus der Verzweigungsanalyse zur Losungsfamilie 71 = {(u0,0,b) : b € R} die Exis-
tenz abzdhlbar unendlich vieler Verzweigungsstellen by, < b2, < ... < bj,, — oo mit
abzweigenden Asten Ci,Ca,..., so dass die Losungen aus C; eine von j abhéngige no-
dale Charakterisierung besitzen. Dariiberhinaus finden wir eine Verallgemeinerung eines
Resultats von Bartsch, Dancer und Wang [6] zur Verzweigung von der Lisungsfamilie

T3 = {(ubvvb’b) 1b> —1} mit up = vp = (1 +b)_2q%2u0,

Im zweiten Kapitel verfolgen wir das Ziel, mit Hilfe von variationellen Methoden die
Existenz bislang unentdeckter positiver Losungen von (1.1) zu beweisen. Jede dieser Lo-
sungen wird sich als radialsymmetrisch erweisen, was im Fall ¢ > 2,b > 0 intrinsisch ist
und auf Symmetrie- und Monotonieresultate von Busca,Sirakov und Ikoma zuriickzufiih-
ren ist, vgl. [16], [40] oder Satz C.10 in Appendix C. In den anderen Féllen wird die
Radialsymmetrie der Losung der Konstruktionsmethode geschuldet sein. Eine Methode
zum Nachweis der Existenz positiver Losungen ist die Minimierung des Funktionals [
tiber der Nehari-Mannigfaltigkeit Nj. Die Existenz eines Minimierers von I|y;, und da-
mit eines Grundzustands wurde von Maia, Montefusco, Pellacci in [51] bewiesen. Wir
beweisen in Abschnitt 3.1 zum Teil optimale Bedingungen an b,w fiir die Existenz eines
positiven Grundzustands. Unsere Methode wird uns die Existenz positiver Grundzustin-
de fiir b > b(w,q,n) und eine geeignet definierte Zahl b(w,q,n) > 0 liefern, wohingegen
wir fiir b < b(w, ¢, n) die Nichtexistenz solcher Grundzustinde beweisen. Dariiberhinaus
untersuchen wir in Abschnitt 3.2 bzw. Abschnitt 3.3 das Minimierungsproblem fiir I|ay,
bzw. I| M, um verbesserte Kriterien fiir die Existenz positiver Losungen im Fall kleiner
positiver bzw. negativer Kopplungsparameter b zu erhalten. Schlieklich verallgemeinern
wir in Abschnitt 3.4 die Eindeutigkeitsresultate von Wei und Yao [85] auf den Fall ¢ # 2.

Notation und Konventionen

Im Folgenden bezeichnet n € N stets die Raumdimension. Wir betrachten stets den Fall
Sobolev-subkritischer Exponenten ¢ mit 1 < g < ﬁ, was dadurch gerechtfertigt ist,

dass im Fall n > 3,q > %5 nur die triviale Losung physikalisch ist. Einen Beweis dieser
Tatsache liefern wir in Satz C.1. Es ist zu bemerken, dass der Exponent ﬁ nicht als
2n

Gidas-Spruck-Exponent sondern als Transformation des Sobolevexponenten 2* = (=N
zu verstehen ist. Im Folgenden bezeichnen wir eine Funktion (u,v) oder auch (u,v,b)
als Losung von (1.1), wenn (u,v) in H'(R") x H'(R") liegt und eine schwache Losung
von (1.1) ist. Da wir Losungen mit Hilfe von variationellen Methoden im Hilbertraum
HY(R"™) x H(R™) gewinnen wollen, werden wir nur iiber fast iiberall bestehende Eigen-
schaften von Losungen sprechen kénnen. Zur besseren Lesbarkeit verzichten wir jedoch
auf das Attribut "fast iiberall”. Ferner sind Aussagen wie w € C2(R™) stets dahingehend
zu interpretieren, dass die Funktion w fast iiberall einer Funktion aus C?(R™) gleicht.
Fiir eine moglicherweise unbeschréinkte Menge 2 ¢ R™ und k € Ny bezeichnet Ck(Q) die
Menge der auf 0 k-fach stetig differenzierbaren Funktionen, deren partielle Ableitung
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der Ordnung kleiner oder gleich k£ beschréinkt sind, d.h.
CE(Q) = {we C*(Q) : D w ist beschriinkt fiir |6 <k},  Cp(Q):=CH(Q).
Die fiir w e C%(Q2) erkléirte Abbildung

lwllen )= 2. sup| D w(z)|.
|Blsk w2

definiert eine Norm auf C%(Q). Fiir k € Ny und beschriinkte Mengen Q2 c R" gilt daher
C*(Q) = CE(Q2). Die Menge C*(Q) bestehe aus denjenigen Elementen w e Ck(1Q),
deren k-te partielle Ableitungen a-Holderstetig in 2 sind. Die Abbildung

|DPw(x) - D w(y)|
|z — y|*

lwllcrag) = lwleg @+ Do sup
|8|=k z,yeQz+y

definiert eine Norm auf C*®(Q). Mit — bezeichnen wir die schwache Konvergenz und
mit — die Konvergenz in H'(R") x H!(R") bzw. H'(R"), sofern kein anderer Konver-
genzbegriff explizit erwdhnt wird. Ferner bezeichnen wir Teilfolgen einer gegebenen Folge
wie die Folge selbst. Eine Funktion (u,v) € H'(R") x H*(R™) nennen wir im Folgenden
nichtnegativ bzw. positiv, wenn u,v > 0 bzw. u,v > 0 in R" gilt. Wir nennen ferner eine
Losung trivial im Fall v = v = 0 und semitrivial im Fall v = 0,v # 0 oder v = 0,u # O,
sonst vollstindig nichttrivial. Sie heift radialsymmetrisch im Fall u,v € H!(R"), wobei
der abgeschlossene Unterraum H!(R"™) von H!(R™) durch

HYR") = {w e HY(R") : w(z) = w(|z|) fiir eine messbare Funktion 0 : [0, 00) — R}

definiert ist. Ist w € H!(R™) eine gegebene Funktion, so bezeichnen wir stets mit  sein
radiales Profil, d.h. es gilt w(x) = w(|z|) fiur alle x € R™. Ferner gilt in diesem Fall

e sy =wn [ @00+ (1)) d,

wobei w,, den (n — 1)-dimensionalen Hausdorf-Inhalt der in R™ eingebetteten Einheits-
sphire bezeichnet. Der auf nichtnegative Funktionen w ¢ H'(R") wirkende Operator
*: HY(R™) - H}(R") bezeichnet die Schwarzsymmetrisierung® von w, die durch

w”(0) := esssupgn w, w”(z) :=inf{t > 0:vol({w > t}) <wy|z|"}.

definiert ist. Wir verwenden die in Proposition C.8 zusammengefassten Kompaktheitsei-
genschaften der radialsymmetrischen bzw. radial monoton fallenden Funktionen. Insbe-
sondere nutzen wir die Kompaktheit der Einbettung H!(R™) - L*(R") im Fall n > 2 und
1<qg«< ﬁ Wir sagen, dass eine Funktion (u,v) € H'(R")xH!(R™) bis auf Translation
radialsymmetrisch ist, wenn ein zy € R” existiert, so dass die Funktion (u(xzg+-),v(xg+))
radialsymmetrisch ist.

Sengl.: spherical rearrangement, Schwarz symmetrization
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Wir schliefsen dieses Kapitel mit einigen Informationen {iber den Grundzustand der zu-
gehorigen skalaren Gleichung —Awu+u = 29! in R™. Die Existenz einer positiven Losung
minimaler Energie wird mit Walter Strauss in Verbindung gebracht (vgl. Satz 1.29 in
[89]). Die Eindeutigkeit dieser Losung geht im allgemeinen Fall auf Kwong [45] zuriick.
Der Fall g = 2 wurde zuvor von Coffman [20] untersucht.

Satz 1.1. Es gibt genau eine nichinegative nichttriviale Losung von
“Au+u=v*" in R, ue H'(R™). (1.10)

Diese Lésung ist glatt, positiv, radialsymmetrisch und radial exponentiell fallend.

Wir bezeichnen diese Losung im Folgenden mit ug. Reskalierung der Gleichung liefert,
dass die Funktion

vo(x) =wﬁuo(wx) (1.11)

die einzige positive Losung endlicher Energie der Gleichung —Awv + w?v = v?47! in R ist.
In Lemma 1.2 stellen wir weitere Eigenschaften der Funktionen ug, vy bereit. Wir werden
diese Eigenschaften sowie die an dieser Stelle eingefiihrten Bezeichnungen sehr hiufig
verwenden. Fiir einen Beweis verweisen wir auf das Ende von Appendix C.

Lemma 1.2.

(i) Fiir u,v e H*(R™) mit u,v # 0 gilt

Jul - Juol [vle . lvole

> > (1.12)
lull2g ~ uoll2g’ [vli2g — lvoll2g

und Gleichheit genau dann wenn u(- + xg) € span{ug} bzw. v(-+yo) € span{vy} fir
ein xo,yo € R™. Ferner gilt

lvo || _ Qq%((ﬂ)éo fiir ¢ = | uol ‘
[0l 24 o2
.. . 2 . -1 2q— -1
(i1) Bs gilt |uo| = [uoll5¢ sowie [Vuo[3 = "G fuo|?, Juo[3 = 25 fug 2.
2¢-n(gq-1) 2g-n(q-1)

(i) Es ist |vol> = w™ o |ug|? und I(0,v9) = w™ a1 I(0,ug) > I(up,0) im Fall

w>1. Ferner ist )

4=1
2q 0

-1
co = I(up, 0) = q2—qHu0H2 - (1.13)

(iv) Es gilt
ker p1 (g ( -A+1-(2q- l)ugq_Q) = span{d1ug, . . . , Opup },

d.h. ug ist nichtdegenerierte Losung von (1.10).
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(v) Sei L, : HY(R") - HY(R™) fiir w > 0 gegeben durch Lou = (-A + wz)‘l(ugq_zu).
Dann ist Ly, (-,-),-symmetrisch und kompakt. Es ezistiert eine Orthonormalbasis
beztiglich (-,-)., aus glatten Eigenfunktionen (¢;w)jen, mit ©;,(0) >0 zu Eigenwer-
ten (b]_',ij)jeNo- Die Funktion ¢;., hat genau j einfache Nullstellen® in Ryg. Es gilt
bow < b1 <...<bj, = +oo fiir j — oo und die Funktionen b;. sind fiir alle j € Ny
streng monoton wachsend mit bo1 =1 und by 1 >2q—1.

Wir verwenden die aus Lemma 1.2 resultierende Eigenschaft, dass alle Losungen (b, @)
von —A¢ + w2 = bugq_qu mit ¢ € H!(R™) durch die Eigenpaare (b; ., ;) gegeben ist.
Insbesondere gilt

~Apjw+ WP 0jw = bjwug e (j €No). (1.14)
Bemerkung 1.3.

a) Im Fall n =1 sind die skalaren Grundzustinde ug, vy gegeben durch

up(2) = (asech((q- 1)), wy(x) = (Vawsech((q - Dwa))T,  (L15)

wobei sech durch sech(z) = m definiert ist. Im Fall ¢ = 2 sind diese Formeln in
(2.4),(2.5) [91] zu finden.

b) Wegen vo(z) = wﬁuo(wx) sind die Eigenwerte und die zugehorigen beziiglich | - |
normierten Eigenfunktionen des Problems —A¢+ ¢ = bvgq_2¢ durch die Funktionen

2-n
(b',l/wvw 2 Spj,l/w(w')) gegeben.

®Wir erinnern daran, dass ¢;. durch ;. () = @;.(|Jz|) gegeben ist.
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2. Verzweigungsresultate

In diesem Kapitel untersuchen wir Verzweigungen von einparametrigen Losungsscharen
des Systems

“Au+ w= w0+ blulT v,

~Av +w?v = [v]27 20 + blu|?|v|T 2, (2.0.1)
w>0,beR, 1<q< it u,v e H'(R™).

Als Kandidaten fiir solche Lésungsscharen bieten sich Familien von Lésungen der Form
(spuo, tyvo, b) fiir sp, tp € R an, wobei wir uns auf den Fall sy, ¢, > 0 beschrénken konnen, da
mit (u,v) auch (xu,+v) eine Losung von (2.0.1) ist. Ein Beispiel fiir eine solche Familie
ist im Fall w =1 durch

{(spuo, tpup,b) : b> -1} und sp=1p = (1+b)_Tl-2

gegeben. Fiir ¢ = 2 wiesen Bartsch, Dancer und Wang in [6] globale Verzweigung von
abzdhlbar unendlich vielen Verzweigungspunkten auf dieser Losungskurve nach. Unser
Ziel ist es, die dort verwendeten Techniken auf weitere Losungsfamilien der oben be-
schriebenen Form anzuwenden. In Abschnitt 2.1 zeigen wir beispielsweise, dass unend-
lich viele Verzweigungspunkte auf der Losungskurve {(ug,0,b0) : b € R} existieren, an de-
nen unbeschrinkte zusammenhingende Mengen von Lésungen Cy,Cq,Ca,... abzweigen.
Wir bezeichnen solche zusammenhingenden Mengen von Losungen als Lésungskontinua.
Als eine wichtige Eigenschaft der zu C; gehérenden Losungen (u,v,b) erweist sich ihre
von j abhédngige nodale Charakterisierung, d.h. die Anzahl und Art der Nullstellen ih-
rer Komponentenfunktionen wu,v. Beispielsweise konnen wir nachweisen, dass die ersten
Komponentenfunktionen der bei (ug,0,b;.,) verzweigenden Losungen aus C; in der Nahe
des Verzweigungspunkts positiv sind und die zweiten Komponentenfunktionen genau j
Nullstellen besitzen.

In Proposition 2.0.2 bestimmen wir alle Losungen von (2.0.1) der Form (sug,tvo,b) fiir
s,t > 0. Hierzu bendtigen wir das folgende Hilfsresultat.

Proposition 2.0.1. Es gelte entweder 1 < g <2,be (0,q—1) oder ¢ > 2,b€ (¢—1,00).
Dann ezistiert genau eine Losung k = ky € (0,1) der Gleichung

1+0k?—bk?72 - k*2=0  (ke(0,1)). (2.0.2)

Im Fall1<g<2 g’ilt limy_,g+ kp = 0, limb_,(q_l)- ky = 1, im Fall g>2 g’ilt limbq(q_l)‘* ky=1.
Im Fall 1< q<2,b¢(0,g—1) oder ¢>2,b¢ (q—1,00) existiert keine Losung von (2.0.2).
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Der Beweis der Propositionen 2.0.1 und 2.0.2 sind Appendix A zu entnehmen.

Proposition 2.0.2. Alle Losungen (u,v,b) von (2.0.1) der Form
(U,’U,b) = (S'LLo,t’Ug,b) fUT S7t207(37t) # (070)
sind im Fall w # 1 gegeben durch

(1) Ti:={(u0,0,b): beR}
(2) Ts:={(0,v0,0):beR}

und im Fall w =1 gegeben durch die Familien T1,...,Tg mit

(3) Tai={((1+b) % 2ug, (1+b) 2 2ug,b) :b>—1)

(4)  Ta={(upuo, mokpuo, b) : 0 <b< q—1} U {(mkyuo, pyuo,b) : 0<b<g-1} (1<g<2)
(5) T :={(puo, ko, b) : b > q -1} U{(ppkpuo, pyue,b) : b>q—1} (¢>2)
(6) To:={(cos(a)ug,sin(a)ug,1): 0 < a< g} (¢=2,b=1)

In (4),(5) gilt hierbei py = (1 + bk:g)*?q#-2 fiir ky, wie in Proposition 2.0.1.

Das folgende Bild skizziert im Fall w = 1 die Familien 71, ..., 7g anhand ihrer "Energie”,
d.h. fiir jede Losung (u,v,b) € Ty uU...uU Tg wird auf der vertikalen Achse I(u,v,b) auf-
getragen. Die Familien 7; und 72 sind daher in Abbildung 2.1 ununterscheidbar und die
Familie 7g wird im mittleren Bild durch einen einzigen Punkt dargestellt. Im Fall ¢ = 2
sind die Losungen der Familien 71,75, T3, 7g bei b = 1 miteinander verbunden.

T
Ts T 3

7.7 o
~— T, 7T T5

T, T2

%\

1 b ;
q-1 0 1 q

(a) 1<g<2 (b) g=2 (c) g>2

Abbildung 2.1.: T1,..., 76 firw=1
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Die Losungsschar {(0,0,b) : b € R} wurde in die Liste aus Proposition 2.0.2 nicht auf-
genommen, da von der trivialen Losung keine Losungen verzweigen. Dies folgt aus den
Ungleichungen von Hélder und Sobolev, denn es gilt fiir jede nichttriviale Losung (u, v, b)
von (2.0.1)
2 2
[ull® + [ol5 = Tulog + vl + 26l
2 2
< Jlullzg + 0l2g + 20+ [ulZ,lv]3
<O +be)(Jul*+ o))
<CL+by)(Jul?+ v]2)?
und damit |u[?+|v[|? > ¢ > 0. Beim Nachweis lokaler Verzweigung von den Losungsfami-
lien 71, 72, T3 kommt der Satz von Crandall-Rabinowitz [24] in der Version von Satz I.5.1.
in [42| zum Einsatz.

Satz 2.0.3 (Crandall-Rabinowitz). Seien X,Z Banachrdume, sei U ¢ X offene Um-
gebung von 0 und sei I c R offene Umgebung von \g. Ferner gelte F e C*(U x I,2),
F(0,)) =0 fiir alle A € I sowie
dim(ker(F;(0,X))) = codim(ran(F, (0, ))) =1
mit
ker(F;(0, o)) = span{¢}, Fux(0,X0)[¢] ¢ ran(F5(0, Ao)).
Dann ezistiert ein € > 0 und eine stetig differenzierbare Kurve (, A):(—e,e) > UxI mit
A(0) = X, 2(0) =0,2(0) = ¢, 2(s) #0 fir 0< |s| <& und
F(&(s),A\(s)) =0  fiir |s| <e.
Ferner gilt:

(i) Es existiert eine Umgebung U x I c U x I von (0,\y), so dass alle in U xI liegenden
nichitrivialen Lésungen von F(x,\) =0 dieser Form sind.

(i) Fiir ¢' € ran(F,(0,\))* mit ||¢'|z = 1 gilt!

E(wa(07)‘0)[¢7¢]7 ,>
2 (o0 M) 0] &) (203)

X(0) = -

(iii) Im Fall F € C3(U x 1,Z) und N'(0) =0 gilt
5\//(0) _ _1 <FCMC1‘(07 >‘0)|:¢) ¢v gb] B BFCMC(Ov >‘0)|:¢’ C]v qb,)
3 <Fx)\(07)‘0)[¢]a¢,> 7
¢ = ((Id = Q)Fu(0,20) han(ra-p)) (Id = Q) Fy(0, A0)[ 6, 6]

fiir ¢ wie in (i), fir einen stetigen Projektor P : X — ker(F,(0,)\p)) und Qz =
(z,0")o" fiir z € Z, wobei ¢* € Z mit (¢*,¢") = 1.
"Hier bezeichnet ran(F,(0,\0))* den Annihilator des Unterraums ran(F,(0, X)) in Z. Jedes Element

¢’ € Z' erfiillt ker(¢') = ran(F, (0, \o)). Ist Z ein Hilbertraum, so ist der Annihilator eines Unterraums
zum orthogonalen Komplement desselben isomorph, sodass die Notation konsistent ist.

(2.0.4)
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Bemerkung 2.0.4. Ist X = Z ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (-,-) und ist der lineare
Operator F,(0,\g) symmetrisch, dann kénnen wir im obigen Satz @ als die Orthogonal-
projektion auf ker(F,(0, o)) = span{¢} wihlen. Im Fall |¢| =1 gilt daher Qx = (z, p)¢p
fiir x € X und wir erhalten unter den Glattheitsvoraussetzungen des obigen Satzes die
Formeln

YO G
/\//(0) _ 3< :mm(o AO)[( (O]Aoifzjﬁ(()) AO)[¢>C]?¢> (falls 5\/(0) _ 0)

Die Verzweigungsformeln (2.0.3),(2.0.4) sowie 2'(0) = ¢ ergeben sich aus (1.6.3),(1.6.11)
und (L.5.17) in [42]. Hierbei wird wie tiblich F)(z, A\)[-] als stetige lineare Abbildung von
X nach Z aufgefasst. Wir verwenden Satz 2.0.3 sowie eine in Appendix A prisentierte
Verschirfung dieses Resultats, um lokale Verzweigung von 71, 72,73 in Form einer ste-
tig differenzierbaren Kurve nachzuweisen. Die Analyse der Familien T4, 75, Tg zeigt, dass
von diesen Kurven keine Losungen bzw. nur explizit bekannte Losungen abzweigen. Um
globale Verzweigung von 71, T2, T3 nachweisen zu kdnnen, nutzen wir den Satz iiber glo-
bale Verzweigung von Rabinowitz, vgl. Satz 1.3 in [68]. Zur Formulierung dieses Satzes
verwenden wir den Begriff des Leray-Schauder-Indexes ind(I/d — K,0) € {-1,1}, wobei
Id: X - X die Identitatsabbildung und K : X - X kompakt ist. Die Leray-Schauder-
Formel zur Berechnung dieser Zahl ist nach Gleichung (I1.2.11) in [42| gegeben durch

ind(Id - K,0) = (=1)™ "+, (2.0.5)
wobei myq, ..., my die algebraischen Vielfachheiten aller Eigenwerte pq, ..., ux von K mit
Wi,k > 1 bezeichnet. Wir verwenden den Satz von Rabinowitz in der Version aus

Satz I1.3.3 in [42].

Satz 2.0.5 (Rabinowitz). Sei X ein Banachraum, F € C(XxR, X), F(z,\) =z + f(x,\)
fiir eine kompakte Abbildung f: X xR — X mit F(0,\) =0 fir alle A € R und sei F,(0,-)
stetig. Sei S der Abschluss der nichttrivialen Lésungen von F(x,\) =0 in X xR. Wechselt
ind(F;(0,X),0) an der Stelle A = \g das Vorzeichen, so gilt (0, o) € S. Bezeichnet C die
mazimale Zusammenhangskomponente von (0,Xg) in S, so ist

(i) C unbeschrinkt oder

(1) C enthdlt einen Punkt (0,A1) mit Ao # \1.

Bemerkung 2.0.6.

a) Der Nachweis globaler Verzweigung von 73 mit Hilfe von Satz 2.0.5 ist problema-
tisch, da die Funktion F(u,v,b) := F(up + u,vp + v,b) nur fiir b > —1 definiert ist
und damit nicht den formalen Voraussetzungen des Satzes geniigt. Ein Blick in den
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Beweis von Satz 11.3.3 in [42] zeigt hingegen, dass unter entsprechend modifizierten
Voraussetzungen globale Verzweigung von beliebigen stetig parametrisierten Lo-
sungsscharen (zy), ¢(Ax) Dachgewiesen werden kann. Wir skizzieren kurz, wie die

neuen Voraussetzungen lauten und welche Anderungen im Beweis von Satz I1.3.3
vorzunehmen sind: Wir setzen erneut F' € C'(X xR, X) sowie F(z,\) =x + f(z,\)
fiir eine kompakte Abbildung f: X xR — X voraus. Ferner sei A := (A, \) ein nicht-
leeres offenes Intervall und () ) eine von A stetig abhéngige Schar von Losungen
mit der Eigenschaft

lim (e, A)] = linn (22, 0) | = oo,
Statt "F'(0,\) = 0 fiir alle X\ € R” fordern wir daher ”F'(zy,A) = 0 fur alle A € A und
die Voraussetzung ”F;(0,-) stetig” wird durch die Forderung nach der Stetigkeit
der Abbildung A — Fy(xx, ) auf A ersetzt. Aus (0, \g) wird ferner (xy,, Ao) mit
Ap € A. Die Menge S wird in diesem Fall definiert durch

S:{(x,)\)eXxA:F(:E,)\):O,w#a:A}.

Der Argumentation des Satzes 11.3.3 in [42] ist dann mit textuellen Anderungen
auf diesen Fall zu iibertragen. Die Unbeschranktheit der betrachteten Lésungsschar
(zx, N)aea wird hierbei dafiir bendtigt, die Aussage F(x,\) # 0 auf OW auf Sei-
te 206 oben zu gewihrleisten, wobei die Mengen V und W := U \ V offen und
beschrinkt sind. Um das Scheitern der Rabinowitz-Alternative fiir beschrinkte L6-
sungsscharen nachzuweisen, betrachten wir das folgende Beispiel: A = (-1,1),2, =0
und F(x,)) := A(4 - \?)x — 22 = 0. Die maximale bei A = 0 verzweigende Zusam-
menhangskomponente in § ist durch

C={(A(A4-X),\):0< A <2}u{0}x([-2,-1]U[1,2])

gegeben. Wegen 2, -2 ¢ A gilt weder (i) noch (ii).

Beim Nachweis lokaler Verzweigung von nichttrivialen Losungsscharen (zy) wie in
a) mit Hilfe von Satz 2.0.3 ist statt F,)(xx, A\)[¢] # 0 die Bedingung

0% O\(Fr(2x, N)) = Fog(2x, \)[Ox(22), ] + Fpr(za, A)

zu fordern, wobei F,,(xx, ) als Fréchet-Ableitung existieren muss. Dies muss bei
der Verzweigungsanalyse zu T3 beriicksichtigt werden. Die Existenz der erwihnten
Fréchet-Ableitung wird durch Proposition A.6 garantiert.

Im Fall g € N, g > 2 liefert analytische Bifurkationstheorie wie in [15] stérkere Resul-
tate als die oben genannten. Zum Beispiel besitzen in diesem Fall die nach Crandall-
Rabinowitz lokal existierenden abzweigenden Losungen globale Fortsetzungen als
stetige Kurven. Die Existenz einer geschlossenen Schleife von Losungen wie 7T ist
in diesem Kontext typisch, vgl. Satz 9.1.1 in [15].
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Im Fall n > 2 sei die Funktion F': H}(R") x H}(R") xR - H}(R") x H}(R") durch

w— (A + 1) (Juf20 20 + blu|?2ulv|?) ) (2.0.6)

F(u,v,b) = (v — (=A +w?) L ([[292v + blv|7-20[u|?)

gegeben. Aus zweierlei Griinden ist der Funktionenraum H!(R") x H!}(R™) dem Raum
H'(R™) x HY(R™) vorzuziehen. Zum einen erfiillt F aufgrund der Kompaktheit der Ein-
bettung H}!(R") » L*(R") fiir 1 < ¢ < ﬁ die Kompaktheitsvoraussetzung aus Satz
2.0.5. Zum anderen ist in H'(R™) x H'(R") jede nichttriviale Losung (u,v,b) Verzwei-
gungspunkt, denn es gilt (u(-—tey),v(-—tey),b) = (u,v,b) fiir t - 0. Jedes nichttriviale
Verzweigungsresultat in H'(R™) x H'(R™) miisste daher zusétzlich sicherstellen, dass die

Verzweigung nicht dieser Art ist.

Im Fall n =1 ist H}(R) x H}(R) als Definitionsgebiet der Funktion I im Hinblick auf
den globalen Verzweigungssatz von Rabinowitz ungeeignet, da F’ sich nicht als kompakte
Storung der Identitdt schreiben ldsst. Wir untersuchen daher F' im Fall n = 1 auf einem

Funktionenraum, in dem diese Voraussetzung erfiillt ist. Wir betrachten den Hilbertraum
(Eo,(-,")E, ), der fiir o = (01,02) € (0,1) x (0,1) durch

Ecr = EO'1,1 X EUQ,UJ? <(U,U), (a’ {]))Ea = (U, a)Eol,l + (U’ {]>E02,w' (207)
gegeben ist. Hierbei gelte

Eg 1= {u € Hﬂ(R) Hu,u)p, | < oo}, Egy = {v € Hﬂ(R) : (U,U)E%M < oo}

o1,1

fiir
< 2 * 2 2
(u,0) g, , = [ e (u't’ + ut) de, (v,0)g,,, = f e“ 72" (00" + wvd) da.
’ 0 ‘ 0

Die Parameter o1, 09 sind in Abhéngigkeit von w und g so wihlbar, dass die Abbildung
F: E, xR — E, wohldefiniert und eine kompakte Stérung der Identitit ist. Finen Beweis
dieser Aussage liefern wir in Appendix A, siche Lemma A.4 (iii).

Grundlage fiir die folgenden Untersuchungen sind die spektralen Eigenschaften des kom-
pakten und beziiglich (-,-),, symmetrischen Operators

Lo HYR™) > HER™), urs (A +w?) 7 (120 %0).

Die Eigenfunktionen (¢ );en, des Operators L, bilden eine Orthonormalbasis des Hil-
bertraums H;}(R™) und fiir die zugehorigen Eigenwerte (b;i) )jeNg gilt bow < b1 < ... mit
bj. — oo fiir j — oo. Im Fall w = 1 verwenden wir die kiirzere Schreibweise b; := b; 1,
@; = ;1. Fiir weitere Eigenschaften der Eigenpaare verweisen wir auf Lemma 1.2 (v).
Ferner benotigen wir die Formeln fiir die ersten Fréchet-Ableitungen der Funktion F
beziiglich = (u,v) und b. Im Fall ¢ > 2 ist F' = (F', F?) stetig differenzierbar und
fir u,v € HY(R"), b € R sowie ¢ = (¢1,¢2) € HY(R™) x H}(R"™) gelten die folgenden

Formeln:

28



F} (u,0,b)[6] = 61 - (-A + 1) (20 = D1 +b(qg = 1] [v] 61

+bglul" 2ol uvgs), (2.0.8)
F2(u,0,0)[6] = 62 = (A + )7 (24 = D62 + b(g ~ Dol ul?g:

+ gl 2fulT 2vugy ), (2.0.9)
Ely(u,0,0)[6] = (=2 + )7 (g = Dl fol?61 + glul ol Puvgs),  (2.0.10)
F2y(u,0,0)[@] = =(=A + &) ((g = DI *[ul"és + gl 2Jul* Pvugr).  (2.0.11)
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2.1. Verzweigung von 7; und 7

In diesem Abschnitt weisen wir fiir ¢ = 2 globale Verzweigung von den L&sungsfamilien
T1 = {(up,0,b) : be R} und T3 = {(0,v0,b) : b € R} nach. Zunéchst kliren wir, warum eine
Einschrinkung auf den Fall ¢ = 2 sinnvoll ist.

Lemma 2.1.1. Im Fuall g > 2 tritt keine Verzweigung von T1 und Ty auf.

Beweis:
Aus den Formeln (2.0.8),(2.0.9) folgt ker(F%(uo,0,b)) = ker(F;(0,vp,b)) = {0} fiir alle
b € R und damit die Behauptung nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen. O

Im Fall 1 < g < 2 ist F nicht stetig differenzierbar, sodass eine Argumentation wie im
Beweis von Lemma 2.1.1 nicht méglich ist. Fiir Losungen (u,v,b) von (2.0.1) mit b <0
gilt aufgrund der Sobolev-Einbettung die Ungleichung

2 2
[ul® = Jullyg + bluv]§ < Clul®, vl = [v]5 + bluv]§ < ClvfE.

Insbesondere erhalten wir |u| > ¢ > 0 im Fall w # 0 und |v], > ¢ > 0 im Fall v # 0,
sodass Verzweigung von (ug,0,b) bzw. (0, v, b) fiir negative b nicht auftreten kann. Aus
demselben Grund ist "Verzweigung nach links” fiir b = 0 ausgeschlossen, wohingegen die
Existenz der Losungsfamilie 74 aus Proposition 2.0.2 eine "Verzweigung nach rechts”
belegt, vgl. Abbildung 2.1(a). Unsere einzige den Fall 1 < g < 2,b > 0 betreffende Aussage
ist die folgende. Wére (ug, 0,b) ein Verzweigungspunkt mit b > 0 (analog fiir (0, vg,b)), so
gibe es eine Folge (ug, vk, b ) von nichttrivialen Losungen mit (ug, vk, bg) = (ug,0,b) und
jede solche Folge wiirde oy, = vg|lvg ;! — O erfiillen, denn aus vy |2 = Hvkﬂgg + b | ugvg | &
folgt fiir £ — oo

o(1) = [orlZ = [0 1%, |19, + bkl De & = o(1) + blluoTe 2.

Dem Autor ist unklar, ob ein solches Szenario méglich ist.

Sei im Folgenden ¢ = 2. Verzweigungen von 7; und 73 wurden nach Wissensstand des
Autors bislang nur in einer Arbeit von Bartsch, Wang und Wei untersucht, vgl. Satz 1.1
in [7]. Die Autoren zeigen mit Hilfe eines Verzweigungssatzes von Alexander und Ant-
man [2]| die Existenz zusammenhéngender Mengen Sp,Ss nichtnegativer nichttrivialer
Losungen des Systems

-Au+ \ju = M1U3 + Buv?,
—AV + \v = 190> + Bou?,
Ay Ao, g1, 2, 3> 0, nef{l,2,3}, w,veH(R").
Die Mengen Si,Ss haben Uberdeckungsdimension gréfer oder gleich 5 und enthalten

sdmtliche semitrivialen Losungen zu den Parameterwerten Aq, Ao, p1, p2 > 0. Dariiber-
hinaus zeigen die Autoren, dass S U Sy fiir alle festen Parameter pq, pa, A1, A2 > 0 den
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Parameterbereich 0 < 5 < min{u1 8o (A2/A1), p2fBo(A1/A2)} iiberdeckt, wobei an den Stel-
len B = pu1Bo(A2/A1) bzw. B = pafo(A1/A2) positive Losungen von den semitrivialen
Losungen (Uy,0),(0,Us) mit —AU; + MUy = M1U13 und —AUs + M\ Us = /@UQO’ verzwei-
gen. Unser globales Verzweigungsresultat aus Satz 2.1.6 kann mit diesem Ergebnis in-
sofern in Zusammenhang gebracht werden, dass die bei b = by, = Bo(w?) von 71 und
bei b =bg 1y, = Bo(w™2) von Tz verzweigenden positiven Losungen als Teilmenge einer
héherdimensionalen Fléche von positiven Losungen aufgefasst werden kénnen.

Da die Verzweigungen von der Losungsschar T in Satz 2.1.8 mittels einer einfachen Trans-
formation aus den Verzweigungen von 7; gewonnen werden kénnen, betrachten wir im
Folgenden nur 77. Wir untersuchen 77 zunéchst auf lokale Verzweigung und iiberpriifen
daher die Voraussetzungen von Satz 2.0.3. Wir zeigen, dass an den Stellen b = b; ., (j € Np)
lokale Verzweigung in Form einer stetig differenzierbaren Kurve auftritt und dass die
abzweigenden Losungen das eingangs beschriebene von j abhéngige nodale Muster besit-
zen. Fiir die Definition der Zahlen b;, verweisen wir auf Lemma 1.2 (v). Dieses Muster
ausnutzend konnen wir mit der Alternative des Satzes von Rabinowitz (Satz 2.0.5) die
Unbeschrinktheit der bei b = b;,, abzweigenden Losungskontinua C; beweisen. Anders
als bei {iblichen Anwendungen des Satzes konnen wir die Alternative (ii) und damit die
Riickkehr von C; zu 77 an einer Stelle b # bj,, im Allgemeinen nicht ausschliefen und miis-
sen die Unbeschréinktheit dieser Mengen daher iiber einen Umweg herleiten. Bezeichnen
wir mit €y, €y, ... die entsprechenden von 73 verzweigenden Losungskontinua, so werden
die Aussagen der Sétze 2.1.6 und 2.1.8 durch die folgende Abbildung veranschaulicht.

"Energie”
¢ |
: Q:] Q:Q Q:S
oo
T l l
0 R b
bO,l/w 1

Abbildung 2.2.: Verzweigungen von 71,73 fiir w > 1
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Die Fille n = 1 und n € {2,3} sind im Folgenden zu unterscheiden; wir betrachten
zunéchst den Fall n > 2. Im Hinblick auf den Satz von Crandall-Rabinowitz bestimmen
wir zunichst F, und Fj; in den Elementen von 77. Fiir ¢ = (¢1,¢2) € H}(R™) x H}(R")
gilt aufgrund der Formeln (2.0.8)-(2.0.11)

F(u0,0,0)[¢] = ¢1 - (-A +1) "' (3uf 1), (2.1.1)
F2(u0,0,0)[¢] = ¢2 — (-A +w?) ! (bugs) (2.1.2)
F:nlb(u()’oab)[qb] =0, Fbe(UO’Ovb)[¢] = _(_A+w2)_1(u(2)¢2)' (2'1'3)

In der folgenden Proposition zeigen wir, dass alle potentiellen Verzweigungspunkte durch
bo ;b1 w, - .. gegeben sind.

Proposition 2.1.2. Sei n € {2,3},q = 2. Fir b € R ist ker(F;(uo,0,b)) genau dann
nichttrivial wenn b= bj ., fiir ein j € No. Ferner gilt

ker(Fx(u(Jv 0, bj,w)) = Span{(07 SOj,w)}p ran(Fx(uo, 0, b]}w)) = Span{(o, ()ij)}l'

Beweis:
Fiir b € R und (¢1,¢2) € ker(F,(ug,0,b)) gilt

AL+ ¢y =3uddr,  —Ady + Wi = bules.

Nach Lemma 1.2 (v) gilt by = 1 < 3 < by und somit ¢; = 0. Ferner ist ¢2 # 0 genau
dann moglich wenn b = b;,, fiir ein j € Ny. In diesem Fall erhalten wir ¢o € span{y; .}
und damit ker(F,(uo,0,bj.)) =span{(0, v;w)}. Da Fy(uo,0,b;.,) symmetrisch ist, folgt
ran(F (uo,0,bj.)) =span{(0, ;) }*- |

Um die Anwendbarkeit des Satzes von Crandall-Rabinowitz zu priifen, geniigt es, die Be-
dingung Fyp(uo,0,0;,)[(0,¢5w)] ¢ ran(Fy(uo,0,b;,,)) nachzupriifen. Diese ist wegen
(Fup (0,0, b5,0)[(0,05) ], (0,05,0)) = (=(=A + &) (ugpj0), Pjw)e
- luogsul3 <0 (2.1.4)

erfiillt und wir erhalten fiir alle j € Ny lokale Verzweigung von (uo,0,b;.) in Form
einer stetig differenzierbaren Kurve (i;,9;,b;) ¢ (~¢,¢) -» HYR"™) x H}(R") x R mit
(u;(s),0;(s)) = (u0,0)+5(0,pj.)+0(s) fiir s > 0. Da ¢;,, genau j einfache Nullstellen in
R.¢ besitzt?, ist die Vermutung naheliegend, dass die bei b = b; . abzweigenden Losungen
in S; U S;_ liegen, wobei S . definiert ist durch

Sje= {(u,v,b) e H'(R™) x H'(R™) xR : (u,v,b) ist Losung von (2.0.1),
u>0,+v(0) >0, hat genau j einfache Nullstellen in R, }.

Wegen v;(s)s™! — ;,, fiir s — 0 liefert Proposition 2.1.3 die nodale Charakterisierung
der abzweigenden Losungen in einer Umgebung des Verzweigungspunkts (uo, 0,b;.).

*Fiir w € H} (R™) bezeichnet 1 : Ry — R die Funktion mit w(x) = w(|z|) fiir = € R™.
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Proposition 2.1.3. Sei n € {2,3},q = 2 und j € Ng. Ist (ug,vk,by) eine Folge von
Lésungen von (2.0.1) mit (ug, vy, by) = (u0,0,b;,) und ist (xs;) positive Nullfolge mit
vks,gl = Qjw, dann gilt (ug, vy, by) € Sj . fir fast alle k e N.

Beweis:
Sei Uy, := vkslgl. Wie in Satz C.4 erhalten wir aus der schwachen Differentialungleichung

—A|og] + w?|og] < |f1k|(v,% + |bk|ui) < C|ﬁk|(vz + uz) (k eN).

und der Beschriinktheit der Folgen (ug), (vi), (%) in H}(R™) eine Abschitzung der Form
IOk ] c2.0(mny < C fiir alle k& € N und ein @ > 0. Aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt
O = @jw in CF (R™). Wegen ;,(0) >0 erhalten wir ©(0) >0 und damit v;(0) > 0 fiir
fast alle k. Um zu zeigen, dass 0y genau j einfache Nullstellen besitzt, geniigt es wegen

U = Pjw in CZQOC(R”) zu zeigen, dass alle Nullstellen von o bzw. v, in einem festen

Kompaktum enthalten sind?.

Sei daher & € (0,00) eine Nullstelle von 0. Dann wird ein positives Maximum oder
ein negatives Minimum von ¥, in (i € (&, 0) angenommen. Aus 0;((;) = 0 und der
Differentialgleichung (2.0.1) folgt

0 (Gk)

ok (Ck)
_ On(Gi)? + Dp 0 (G ) e (G ) — w? 0k ()
or(Ck)

< max{1, by} (g (Ck)* + 01(G)?) — w0

Wegen by, — bj,, erhalten wir G5 (Ce)? + 0, ()% > ¢ > 0. Andererseits existiert nach dem
Radial Lemma 1 aus [73] ein C' > 0 mit |a(r)| + |0k(7)] < Cr'3" fiir alle r > 0. Folglich
ist (¢x) und damit (&) durch eine von der gew#hlten Folge unabhénge Zahl nach oben
beschrénkt. Es folgt (ug,vk,by) € S; . fiir fast alle k e N. O

0<

Proposition 2.1.3 nutzen wir im Beweis von Satz 2.1.6, um die nodale Charakterisierung
der bei (uo,0,b;,,) abzweigenden Losungen zu beweisen. Als nichstes wenden wir uns der
Frage zu, ob das nodale Muster entlang der abzweigenden Losungskontinua (d.h. "global”)
erhalten bleibt. In Proposition 2.1.4 zeigen wir sinngemaf, dass dies genau so lange der
Fall ist, wie keine semitrivialen Losungen der Form (0,v) auftreten. In Anlehnung an die
Notation von Satz 2.0.5 definieren wir die Mengen S,S’j wie folgt:

S ={(u,v,b) e H}(R") x HY(R") x R : (u,v,b) ist Losung von (2.0.1), (u,v) # (uo,0)},
S;=8~ {(0,v,b) € HYNR™) x H}(R™) x R:v #0,-Av + w?v = v® in R,

© hat genau j einfache Nullstellen in R>0}.

*Nullstellen & von v kdnnen nicht "gegeneinander konvergieren”, da in diesem Fall die Grenzfunktion
¢j,w eine doppelte Nullstelle hétte und nach Picard-Lindel6f trivial wire.
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Aus dieser Definition ergibt sich S;, c Sj c &S fir alle j € Ny.

Proposition 2.1.4. Sein € {2,3},q = 2. Fir jedes j € Ny ist die Menge S; . offen und
abgeschlossen in S; ~ {(uo,0,bj.,).

Beweis:

Wir betrachten nur S; , und zeigen zuniichst, dass S;, offen in S; \ {(uo,0,b;,,) ist. An-
nahme: Es gibt ein (u,v,b) € S+ und eine Folge (uy, vx, by) in S~j NS+ mit (ug, vy, b) =
(u,v,b). Nach Lemma C.9 gilt ux — u,v, - v in C3(R™). Aus v(0) > 0 folgt v(0) > 0
fiir fast alle k € N. Ferner erhalten wir wie in Proposition 2.1.3, dass die Nullstellen von
(ug), (vg) in einem festen Kompaktum liegen, so dass fiir hinreichend grofe k auch uy > 0
gilt und vy, genau j einfache Nullstellen in R,¢ besitzt. Wir erhalten (uy, vg,by) € S; 4 fur
fast alle k € N, Widerspruch.

Wir zeigen nun, dass S;, abgeschlossen in S;~ {(uo,0,b;.)} ist. Sei (uy, vy, bg) ein Folge
in S;, mit (up, vk, br) = (u,v,b) € Sj ~ {(ug,0,bj,)}. Wieder sind die Nullstellenfolgen
von (ug), (vg) beschrinkt. Aus Lemma C.9 folgt erneut uy — u, vy — v in C%(R™), ins-
besondere gilt zudem u > 0 und v ist entweder trivial oder es gilt v # 0 und ¢ hat genau
j einfache Nullstellen in Ro. Per Definition der Menge Sj gilt u # 0 und es folgt u > 0.
Im Fall v = 0 wire nach dem Eindeutigkeitsresultat von Kwong (Satz 1.1) (u,v) = (ug,0)
und somit b € {bow,b1w,...}. Wegen (ug,vg,by) € Sj+ und (ug, vg,bg) = (u,v,b) ergébe
sich b = b, aus Proposition 2.1.3 und damit (u,v,b) = (uo,0,b;.), Widerspruch. Daher
gilt v # 0 und v hat genau j einfache Nullstellen in R.q. Es folgt (u,v,b) € S+, was zu
zelgen war. m|

Proposition 2.1.5 zeigt, dass die Index-Bedingung des Satzes von Rabinowitz erfiillt ist.
Proposition 2.1.5. Sein e {2,3},q=2 und b ¢ {byw, b1, }. Dann gilt
ind(Fy(uo,0,b),0) = (~1)"*7  wobei 8= #{j e Ng:bj,, <b}.

Beweis:

Wir verwenden die Indexformel (2.0.5) und bestimmen die Eigenwerte der kompakten
Abbildung Id - Fy(uo,0,b) : HY(R™) x H}(R") - H}(R™) x H}(R"). Fiir A\ # 0 und
e HY(R") x HY(R™) gilt (Id — Fy(up,0,b))(¢) = A\¢ genau dann wenn

3 b
~Ag1+¢1 = Xu%cin, ~Agy +wey = XU(2)<I527
vgl. (2.1.1),(2.1.2). Daher ist das Spektrum von Id — Fy(ugp,0,b) gegeben durch
3 b
o(Id = Fy(u0,0,0)) = {A e R~ {0} : e {bo.b,..} oder T e (b, b, 3
3 b .
:{—'.jENQ}U{b—.‘]ENQ}.

b] Jw
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Aus by =1 <3< by und der Indexformel (2.0.5) folgt
lnd(Fm(u[), 0’ b), O) — (_1)#{)\ea(ldsz(uo,O,b)):)\>1}
_ (_1)#{jeNO:bj<3}+#{jsN0:bj7w<b}

- (-1

Wir kommen schliefflich zum zentralen Resultat dieses Abschnitts. Mit dem Satz von
Rabinowitz finden wir fiir alle j € Ng unbeschrinkte bei b = b; ., von 7; abzweigende
Loésungkontinua C; ¢ S. Mit Hilfe von A-Priori-Abschétzungen fiir positive Losungen
von (2.0.1) aus Satz C.13 konnen wir dariiberhinaus im Fall w > 1 zeigen, dass die Kon-
tinua positiver bzw. negativer Losungen Cp . beziiglich des Parameters b unbeschrénkt
sind. Fiir Teilmengen C von H!(R") x H}(R™) x R verwenden wir die Bezeichnung

pr(C) := {b eR:(u,v,b) € C}.
Satz 2.1.6. Sein € {2,3},q=2. Fir jedes j € Ny existieren zusammenhdngende Mengen
Cj+,Cj— c S~ {(up,0,bj.)} mit den folgenden Eigenschaften:
(i) Es ewistiert eine offene Umgebung U wvon (ug,0,bj.), € > 0 und C*-Funktionen
(ﬂj,@j,bj) : (—8,6) U mitUnS~ {(UO,O,bjM)} = (U I"IC]H.) u (U I"IC]‘,_) und
U ﬁCj7i = {(ﬂj(s),@j(s),i)j(s)) :0<+s< 8}.

Ferner g¢ilt

((5),0;(5),(5)) = (u0,0,bj ) + 5(0,950,0) +0(s) (s =>0)  (2.1.5)

sowie (i;(s),0;(s),bj(s)) €S;. fiir 0< £s<e.
(it) Cj:=Cj_uU{(uo,0,bjw)} UCj ist mazimale Zusammenhangskomponente in S.
(iii) Cj- ={(u,v,b) e H}(R™) x H}(R™) xR (u,~v,b) € Cj 1}, pr(Co.+) = pr(Co-).
() Die Mengen C;. sind unbeschrdnkt.

Im Fallw # 1 gilt dariberhinaus Co . ¢ Sp +. Im Fallw > 1 gilt (by ., 00) c pr(Co ) c (1, 00),
im Fall 0 <w <1 gilt [0,bg1/,) € pr(Co) € (=00, 1).

Beweis:

Wir weisen zunéchst lokale Verzweigung mit Satz 2.0.3 nach. Aus Proposition 2.1.2 folgt
ker(F(uo,0,bj.)) =span{(0, ¢;j.)} sowie ran(Fy(uo,0,b;.)) = span{(0, ¢;.)}*. Ferner
gilt wegen (2.1.4)

2<0.

<Facb(u0> O) bj,W)[(()? SDJ}UJ)]? (07 90]'70.))) = —H’U/O@j,w
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Nach dem Satz von Crandall-Rabinowitz existiert eine Umgebung U von (ug, 0, b;,) und

ein € > 0 sowie C*°-Funktionen (@;,v;,b;) : (-¢,€) - U mit der Eigenschaft (2.1.5) und

UnS= {(Hj(s),ﬁj(s),éj(s)) ts| < 5}.

Der Beweis von l_);»(O) =0 ist im Appendix zu diesem Kapitel zu finden. Wegen Proposi-
tion 2.1.3 und (2.1.5) ist hierbei € > 0 so klein withlbar, dass (i;(s),7;(s),b;(s)) € Sj.+
fiir 0 < +s < ¢ gilt. Sei

Cjtoc = {(0;(s),0;(s),bj(s)) : 0 < £s < £}.

Bezeichnen wir mit C;. die in S\ {(uo,0,b;.,)} maximale Zusammenhangskomponente
von Cj . joc, 50 ergibt sich (i) und (ii). Da die Nullstellenmenge von F' invariant unter
der Transformation (u,v) = (u,-v) ist und (u,v) € S+ dquivalent zu (u,-v) € S _ ist,
erhalten wir (iii).

Wir zeigen nun, dass die Mengen C; . unbeschrénkt sind. Hierzu betrachten wir eine Teil-
menge von Cj 4, in der die durch S . gegebene nodale Charakterisierung gilt. Sei C~j7i die
in Sj N {(u0,0,bj,)} maximale Zusammenhangskomponente von Cj . jo.. Wegen Sj cS
gilt C~j,i c Cj. und CNJ-,i ist nichtleer, denn C; . jo. C C~’j7i. Nach Proposition 2.1.4 gilt in
éj,i dieselbe nodale Charakterisierung der Losungen wie in der Néihe des Verzweigungs-
punktes, d.h. es gilt

éj,Jr = Sj,Jr N C~j7+, C~j7, = Sj7, N éj,,. (2.1.6)
Die Unbeschrianktheit von C; ergibt sich nun auf zwei mdogliche Arten.

1.Fall: (fj,J, =Cj+. In diesem Fall folgt aus (2.1.6) C; , = C~j7+ =S5+ ﬂéj,+ und entsprechend
fur C; _. Insbesondere ist (ug,0,b) ¢ C; = C;+ UCj - U {(uo,0,b;,) fiir alle b # bj,,. Nach
Rabinowitz folgt die Unbeschrinktheit von C;.

2.Fall: Cj . # Cj.. Wie in Proposition 2.1.4 folgt, dass Cj . offen in Cj, ist. Da C; . zu-
dem nichtleer ist, kann C~j7i nicht abgeschlossen in C; . sein. Daher existiert eine Folge
(ug, Vg, b) in C~j7+ mit (ug, vk, by) = (u,v,b) € Cj 4 N C~j7+. Da (fj per Konstruktion maxi-
male Zusammenhangskomponente in Sj ist, folgt w = 0,v # 0 und v hat genau j einfache
Nullstellen in Rsg, denn sonst wire C; . U {(u,v,b)} eine grofere Zusammenhangskom-
ponente in S’j. Wir erhalten (0,v,b) € C; . und somit

{(O,U,i)) :BGR} cCj+
und wir erhalten die Unbeschranktheit von C;, und damit (iv).

Wir kommen zum Beweis der Eigenschaften von Cp .. Im Fall w > 1 gilt bg, > bo1 = 1, vgl.
Lemma 1.2 (v). Ferner existieren nach Lemma C.15 keine positiven Losungen von (2.0.1)
fur b = 1. Da Cp . zusammenhéngend ist, folgt pr(Cop.) c (1,00). Der oben beschriebe-
ne 2.Fall kann nicht eintreten, denn dann gébe es eine gegen (0,v,b) konvergente Folge
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von positiven Losungen. Nach dem Eindeutigkeitsresultat von Kwong wire v = vg und
damit b = b/, Wegen by 1/, <1 und pr(Co.) c (1,00) ist dies aber unmdglich, da Co .
zusammenhéngend ist. Es folgt Cp. c Sp .. Ferner liefern die A-Priori-Abschitzungen
aus Satz C.13, dass die Unbeschranktheit von Cp . nur aus der Unbeschrénktheit der b-
Komponente resultieren kann, d.h. es gilt pr(Cp ) 2 (o, o0). Die analogen Argumente
fiir den Fall 0 < w < 1 liefern schlieflich (iv). ]

Bemerkung 2.1.7. Es bleibt im Fall 5 > 1 ungeklért, ob im obigen Beweis der ers-
te Fall oder der zweite Fall eintritt. Im ersten Fall wéren alle Losungen in C;,C; -
vollstédndig nichttrivial und die nodale Charakterisierung wére in der Menge C; . gege-
ben. Insbesondere wéren die Mengen C;.,C; - disjunkt. Im zweiten Fall gibe es eine
Losung v von —Av + w?v = v mit v(0) > 0 und genau j Nullstellen in R,q sowie ein
b € R mit (0,v,b) € C;4. Aufgrund der zahlreichen weiteren moglichen Verzweigungen
von {(0,v,b) : b e R} konnen wir in diesem Fall nicht auf die Disjunktheit von C;.,C; -
schliefsen.

Fiir die Verzweigung von 73 erhalten wir durch eine einfache Transformation ein analoges
Resultat. Beschreibt (u;,9;,b;) die aus 7; an der Stelle bj1/w verzweigende Losungen
des Systems (2.0.1) zum Parameter %, dann ist (w?;(w-),wt;(w-),b;) die entsprechende
aus T an der Stelle b;,/,, verzweigende Kurve von Losungen des Systems (2.0.1) zum
Parameter w. Eine Ubertragung der Ergebnisse aus Satz 2.1.6 liefert daher ein analoges
Resultat. Die Mengen &, .S, . in diese Kontext gegeben durch

S = {(u,v,b) e H}(R") x H}(R") xR : (u,v,b) ist Losung von (2.0.1), (u,v) # (0,v0)},
Sje = {(u,v,b) € H(R™) x H} (R™) xR : (u,v,b) ist Losung von (2.0.1),
v>0,2u(0) > 0,4 hat genau j einfache Nullstellen in R>0}.

Satz 2.1.8. Sein € {2,3},q =2,w > 0. Fiir jedes j € Ny existieren zusammenhdngende
Mengen €; ., €;_ c &~ {(0,v0,bj1,,)} mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Es existiert eine offene Umgebung U von (0,v0,b; 1)), ein e > 0 und C*-Funktionen
(ﬂj,@j,bj) : (—6,6) U mitUnG~ {(O,Uo,b]ﬂ/w)} = (U N Q:j7+) U (U N Q:j’_) und

Un Q:j,:t = {(ﬂj(S%’Dj(S),Bj(S)) :0<xs< 8}.
Ferner gilt
(aj($)> @j(s)v l_)j(s)) = (07 Vo, bj,l/w) + s(wwj,l/w(w')a 0, O) + 0(5) (8 - 0)
sowie (u;(5),;(s),b;j(s)) €S; . fiir 0 < +s<e.
(ii) € =& u{(0,v0,b51/,)} U &)+ ist mazimale Zusammenhangskomponente in &.

(iii) €j- = {(u,v,b) e H}(R™) x H}(R") x R: (~u,v,b) € € }, pr(¢;) = pr(¢;-).
() Die Mengen €; . sind unbeschrinkt.
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Im Fall w # 1 gilt ferner €1 c Sox. Im Fall w > 1 gilt [0,bg1/,) < pr(€o.s) c (=00, 1),
im Fall 0 <w <1 gilt (bg 1/, 0) c pr(€o,s) c (1,00).

Wir kommen schlieblich zur Diskussion des Falls n = 1. Sei 0 = (01,02) € (0,1) x (0,1)
beliebig und sei F' : E, x R - E,; erneut gegeben durch (2.0.6). Wir legen kurz dar,
warum dieselbe Argumentation wie fiir n € {2,3} das zu den obigen Sdtzen analoge
Verzweigungsresultat liefert. Wegen (0, ;) € E, erhalten wir wie in Proposition 2.1.2
ker(F(uo,0,bj.)) =span{(0,¢;j.)} und ran(F;(uog,0,b)) = span{(0, ;. )}*, wobei bj,
nach Lemma A.3 durch

(W 2))(w+1+29)
- 2

bj,w fiir w > O,j € No

gegeben ist. Aus (2.1.4) folgt, dass die Bedingungen des Satzes von Crandall-Rabinowitz
erfiillt sind. Wir erhalten lokale Verzweigung von (ug,0,b;.,) in Form einer stetig diffe-
renzierbaren Kurve. Ferner besitzen die abzweigenden Losungen ebenfalls das durch S .
beschriebene nodale Muster. Im Beweis der zu Proposition 2.1.3 analogen Aussage wird
das Radial Lemma 1 durch Lemma A.4 (ii) ersetzt. Das lokale Verzweigungsresultat ist
daher dasselbe wie im Fall n € {2,3}. Der Beweis von Proposition 2.1.4 gilt wortlich im
Fall n =1, wobei die Mengen S ,Sj, S;+ in diesem Fall durch

S ={(u,v,b) € E; xR: (u,v,b) ist Losung von (2.0.1), (u,v) # (uo,0)},
Sj =S~ {(O,U,b) €E,xR:v%0,-Av+w?v =0 in R,
¥ hat genau j einfache Nullstellen in ]R>0},
Sje ={(u,v,b) € E; xR (u,v,b) ist Losung von (2.0.1),
u>0,+v(0) > 0,0 hat genau j einfache Nullstellen in R>o}

definiert sind. Wie in Proposition 2.1.5 folgt, dass der beziiglich F, gebildete Leray-
Schauder-Index ind (F; (uo,0,b)) bei b = b; ., das Vorzeichen wechselt. Da F'in Ej fiir alle
01,09 € (0,1) nach Lemma A.4 (iii) eine kompakte Stérung der Identitét ist, erhalten
wir dasselbe globale Verzweigungsresultat fiir 77 wie in Satz 2.1.6. Es folgt mit den
entsprechenden Anderungen fiir 75:

Satz 2.1.9. Sein=1,q=2,0 = (01,02) fir 0<oy1,09 < 1. Fiir jedes j € Ny existieren zu-
sammenhdingende Mengen C; 4,C;j— ¢ SN{(u0,0,b;,)} bzw. €; 4, &; < &~{(0,v0,b51/,)}
mit den Eigenschaften (i)-(iw) aus Satz 2.1.6 bzw. 2.1.8.
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2.2. Verzweigung von 7T

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Lésungsschar 73 auf Verzweigung. Im Folgenden
gelte daher 1 < ¢ < ﬁ und w = 1. Die zu 73 gehorenden Losungen (up,vp,b) sind
gegeben durch

(up,vp) = (1+b)7ﬁ(uo,uo) (b>-1).

Wie im letzten Abschnitt ist unser Ziel, die Sétze von Crandall-Rabinowitz (Satz 2.0.3)
und Rabinowitz (Satz 2.0.5) anzuwenden, um globale Verzweigung von T3 nachzuwei-
sen. Da fiir 2 < ¢ < 3 die in (2.0.6) definierte Funktion F' nicht zweifach stetig dif-
ferenzierbar ist, verwenden wir in diesem Fall eine verschérfte Version des Satzes von
Crandall-Rabinowitz. Eine Formulierung dieses Resultats ist in Appendix A zu finden,
siehe Satz A.7.

Im Fall n € {2,3},q = 2 wurde Verzweigung von T3 von Bartsch, Dancer und Wang
in [6] untersucht. In Satz 2.3 zeigen die Autoren unter anderem, dass unendlich viele
Stellen b = b7 € (-1,0) mit b -~ -1 (j — oo) existieren, an denen unbeschrinkte und
paarweise disjunkte Losungskontinua C; von T3 abzweigen. Ferner wird gezeigt, dass alle
zu C;j gehorenden Losungen eine von j abhéngige nodale Charakterisierung besitzen: Fiir
alle (u,v,b) € C; gilt u,v > 0 und @ — ¥ hat genau j verschiedene einfache Nullstellen
in Ryp. Den Ideen der genannten Arbeit folgend, verallgemeinern wir dieses Resultat
in zweierlei Hinsicht. Zum einen beweisen wir in Satz 2.2.6 ein entsprechendes Resultat
fiir n > 2 und alle Exponenten ¢ mit 2 < ¢ < ﬁ Zum anderen weisen wir globale
Verzweigung im Fall n = 1,q > 2 nach, indem wir wie in Abschnit 2.1 die Gleichung
F(u,v,b) =0 im Hilbertraum E, betrachten. Im Fall n = 1,q = 2 ergibt sich hierbei die
bemerkenswerte Aussage, dass die bei b = b abzweigenden Losungskontinua C; beziiglich
der b-Komponente beschrinkt sind. Dies resultiert aus einem Nichtexistenzresultat fiir
vollstdndig nichttriviale Losungen endlicher Energie im Fall n = 1,q = 2,b < -1, siehe

Satz 3.3.10.

Der Argumentation des letzten Abschnitts folgend {iberpriifen wir zunéchst die Voraus-
setzungen des Satzes von Crandall-Rabinowitz, um das Auftreten lokaler Verzweigung
an Stellen b = b7 (j € Np) in Form einer stetig differenzierbaren Kurve nachzuweisen.
Anschliefsend zeigen wir, dass die bei b; (j > 1) abzweigenden Losungskontinua C; das
von Bartsch, Dancer und Wang gefundene von j abhéngige nodale Muster besitzen und
zusitzlich im Parameterbereich {b < 0} bleiben. In Proposition 2.2.5 zeigen wir, dass
ind(F,(up, vp,b)) an allen Stellen b = b; das Vorzeichen wechselt. Schlieflich erhalten
wir in Satz 2.2.6 globale Verzweigung von 73 mit Hilfe des Satzes von Rabinowitz bzw.
dessen Modifikation gem&f Bemerkung 2.0.6. Die folgende Abbildung stellt schematisch
die Verzweigungen von T3 dar. Obgleich nicht vollstdndig geklirt ist, ob die Behauptung
pr(Cj) > (-o0,b7) aus Satz 2.3 in [6] stimmt, haben wir entschieden, die verzweigenden

Aste C; wie in Abbildung 1 in [6] darzustellen.
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Abbildung 2.3.: Verzweigungen von 73

Wir beginnen mit dem Fall n > 2 und untersuchen zunéchst die Linearisierung von F' in
den Elementen von T3. Fiir ¢ = (¢1,¢2) € HY(R™) x H}(R™) und b > -1 gilt

0(2¢-1+b(g-1 b
Fy (up,v6,b)[¢] = 1 — (A + 1)‘1(u(2)q 2( a 1++ I()q )gbl 1 qubQ)), (2.2.1)
0(2¢-1+b(g-1 b
F2(up, 03, 0)[6] = 62 — (A + 1) (g (= 1++ (()q ) o + 1+qb¢1)) (2.2.2)
sowie
aq-1
FL (up, vy, b)[6] = (A + 1)—1(ugq 2(§_+b¢1 + %}@)), (2.2.3)
aq-1
F2y (v 0)[6] = ~(-A + )M a2 ({ o2+ g 1) (2.2.4)

vgl. (2.0.8)-(2.0.11). Die Formeln fiir F.!(up,vp,b) und F2(up, vp,b) zeigen, dass die Ab-
bildung b — F, (up, vy, b) stetig ist, sodass diese Voraussetzung von Satz 2.0.5 erfiillt ist,
siehe hierzu Bemerkung 2.0.6. Fiir j € Ng sei b definiert durch

2q—1—b;f

2q-1-10;
1+b;

=b; bzw. b;— T o,
j

(2.2.5)
Da (b;) streng monoton gegen unendlich wiéichst, ist die Folge (b}) streng monoton fallend
und konvergiert fiir j - oo gegen —1. Ferner gilt by = ¢ — 1 wegen bp = 1 und b <0 wegen
by > 2¢ - 1, vgl. Lemma 1.2 (v). Die Motivation fiir diese Definition von b} liefert die
folgende Proposition.
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Proposition 2.2.1. Sein >2,q > 2. Fiir b € R ist ker(F,(up,vp,b)) genau dann nicht-
trivial wenn b= 07 fir ein j € No. Im Fall b="b gilt
ker(Fy (up, vb, b)) = span{(¢;,~¢;)},  ran(Fy(us,vp, b)) =span{(p;,~¢;)}"

Beweis:

Da F,(up,vp,b) symmetrisch ist, geniigt es, die Darstellung von ker(F,(up,vp,b)) zu
beweisen. Sei (¢1,p2) € ker(F,(up,vp,b)). Dann liefern die Formeln fiir Fy(up, vy, b) aus
(2.2.1),(2.2.2)

(A +1)(d1 + 2) + (d1 + d2) = (2q - Duy’ (b1 + p2).
Aus by =1<2q—1< by folgt ¢1 + ¢ = 0. Einsetzen von ¢o = —¢p1 in (2.2.1) liefert

2q -1-b 2q—2
~Apy+¢1 = ﬁuoq o1
Da 2q1_—+1b_b = b; dquivalent zu b = b; ist, erhalten wir die Behauptung. O

Daher sind alle potentiellen Verzweigungspunkte auf 73 durch bg,b7,b5, ... gegeben. Es
bleibt gem#f Bemerkung 2.0.6 b) die Bedingung

(Fxb(ub, Uy, b) + Frp(up, vp, b)[Op(up, vp), -])[(wj, —¢;i)] ¢ ran(F(up, vp, b))

fir b = b; zu iiberpriifen. Dies wird nach Proposition 2.2.1 aufgrund der Formeln fiir
F.o(up,vp,b) von Seite 130 gewihrleistet durch

((Fop (w03, b) + Fo (i, v, b) [0 (i, v3),-1) [ (05, =23) 1, (05, —5))

2 “1(,2q-2 2(2¢-1-10) 1, 2g-2
= 1+b((_A+1) (UO ¢])7@]>+W<(—A+l) (UD @])7@])
4q 2g-2 2
= “dx > 0. 2.2.6
(1+b)2fRn“0 vier> (2-2.6)
Wir erhalten aus Satz 2.0.3 lokale Verzweigung von 73 an den Stellen bj,b7,.... In

Satz A.7 stellen wir das entsprechende Resultat fiir den Fall 2 < ¢ < 3 bereit. Zur
Kennzeichnung der in [6] gefundenen nodalen Charakterisierung der an der Stelle b = b}
abzweigenden Losungen definieren wir die folgenden Mengen:

Sje={(u,v,b) € HYR™) x H'(R™) xR : (u,v,b) ist Losung von (2.0.1),u,v > 0,
£ (u—v)(0) >0 und @ — v hat genau j einfache Nullstellen in R>0}.

Die folgende Proposition liefert uns im Beweis von Satz 2.2.6, dass die sich in einer
Umgebung des Verzweigungspunkts (uy+,vp+,b7) befindenden Losungen in Sj . liegen.
J J

Proposition 2.2.2. Sein > 2,q > 2,b = bj fiir ein j € No. Sei (ug, vk, br) Folge von
Lésungen von (2.0.1) mit (ug, vk, bg) = (up,vp,0). Ist (xsy) eine positive Nullfolge mit
(up —vi)(25%) "1 = @i, dann gilt (ug,vg,by) € Sj+ fir fast alle k € N.
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Beweis:

Wie im Beweis von Proposition 2.1.3 geniigt es zu zeigen, dass alle Nullstellen von 4y, — 0,
in einem von k unabhéngigen kompakten Intervall I c [0,00) enthalten sind. Ist & > 0
eine Nullstelle von 4y — v und (i € (&, 00) Stelle eines positiven Maximums oder eines
negativen Minimums von 4y — O, so gilt (g — 0k)'(¢x) = 0 und damit

(g = )" (k)
(g, = 0% ) (Cr)

- 2¢-1 _ & 2¢-1
_ uk(%:ék) - 22523 (G () - 1

< C(k(Gr) +0(C))*7% - 1

0<

fiir eine von k unabhingige Zahl C' > 0. Da (ug,vy) als konvergente Folge beschrankt
in H}(R™) x H}(R™) ist, existiert eine positive Zahl C' > 0 mit g (r) + () < Criat
fiir r > 0, vgl. Radial Lemma 1 in [73]. Insbesondere ist die Folge () und damit (&)
durch eine von ((x), (§x) unabhéngige positive Zahl nach oben beschréinkt und es folgt
die Behauptung. |

In Anlehnung an die Formulierung des globalen Verzweigungssatzes von Rabinowitz aus
Satz 2.0.5 definieren wir die Menge S wie folgt:

S ={(u,v,b) e HY(R") x H}(R") x R : (u,v,b) ist Losung von (2.0.1), (u,v) # (up,vp)}

Wir wollen zeigen, dass die von 73 an der Stelle b = b7 abzweigenden Lésungen fiir j > 1 im
Parameterbereich {b <0} bleiben und global das durch ;. beschriebene nodale Muster
aufweisen. Hierzu bendtigen wir das folgende Resultat:

Proposition 2.2.3. Sein > 2,q > 2,j € N. Dann ist {(u,v,b) € Sj. :b <0} offen und
abgeschlossen in S {(ub;,vb*_,b;)},
J

Beweis:

Wir zeigen nur die Abgeschlossenheit der Menge {(u,v,b) € Sj, : b < 0}, da sich die
Offfenheit wie in Proposition 2.1.4 beweisen lasst. Sei (ug, vy, b) Folge in S; . mit by, <0
und (ug,vg,br) = (u,v,b) fir (u,v,b) € S~ {(ub;_,vb;,b;)}. Die Sobolev-Ungleichung
liefert

2 2 2 2
lun]” = Tuklog + br lurvrld < Jurlzg < Clug|™,

; (2.2.7)

2 2
lowll? = Tokll5q + b lurvi g < lorlzg < Clloe]*
und damit |ugl|, |vg]| > ¢ > 0. Aus (ug,vg, bg) € Sj+ fur alle k erhalten wir u,v > 0 und
das Minimumprinzip (vgl. Lemma C.6) liefert u,v > 0. Ferner gilt b < 0, denn sonst
ware b = 0 und damit (u,v) = (up,up) nach Satz 1.1. Die lokal eindeutige Losbarkeit
der Gleichung (2.0.1) in einer Umgebung der nichtdegenerierten Losung (ug,up) hétte
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(ug, vk, br) = (upy,, v, ,br) € T3 fiir fast alle k zur Folge. Insbesondere wére uy = vy im
Widerspruch zu (ug, vk, by) € Sj+. Es gilt daher w,v >0 und b<0.

Wir zeigen u(0) > v(0). Sonst ware u(0) = v(0) und ergébe sich 4 = 0 und damit u = v
aus der eindeutigen Losbarkeit des entsprechenden Anfangswertproblems auf [0, o) fiir
u,0. Daher wére w = u = v eine positive Losung von

“Aw+w=(1+b)w* !, weH(RM).

Aus |w|? = (1 + b)||w|| ergébe sich -1 < b < 0 und somit (u,v) = (up,vp) nach Satz 1.1.
Wegen (uk, v, b) € Sj+ und (up,vg, br) = (up, vp, b) miisste nach Proposition 2.2.2 b = b;
und damit (up,vp) = (ub; Ub;) gelten, was im Widerspruch zu (u,v,b) # (ub; vb* )
steht. Wie in Proposition 2.2.2 erhalten wir zudem, dass 4 — 9 genau j einfache Nullstel—
len in R, besitzt. Es folgt (u,v,b) € S; ., was zu zeigen war. O

Bemerkung 2.2.4. Die Betrachtung der Menge {(u,v,b) € S; : b < 0} statt ;. ist
durch zwei Gedanken motiviert. Zum einen liefert uns das obige Resultat spéter, dass die
von by (j > 1) abzweigenden Losungskontinua C; im Parameterbereich {b < 0} bleiben.
Zum anderen wird durch die wegen by < 0 giiltige Abschéitzung (2.2.7) die Konvergenz
gegen semitriviale Elemente verhindert. Die Existenz der Menge Tg belegt, dass dies im
Fall ¢ = 2 ohne die Einschrénkung an b nicht verhindert werden kann, da an der Stelle b = 1
positive Losungen (cos(a)ug,sin(a)ug, 1) aus Tg N Sp 4+ fiir o > 07 gegen (uo,0,1) ¢ So +
konvergieren. Im Fall ¢ > 2 hingegen ist die stirkere Aussage richtig, da by |ugvi|d gegen
Clug|?|ve]|? abgeschdtzt werden kann und dies nach kurzer Rechnung wegen ¢ > 2 die
Abschétzung |ug|, [|vgll > ¢ > 0 liefert.

Wir {iberpriifen schlieflich die Index-Bedingung aus dem Satz von Rabinowitz.

Proposition 2.2.5. Sein >2 und b ¢ {b;,b],...} und b>-1. Dann gilt
ind(Fy (up, v6,b),0) = (1) wobei 8= #{j e Ny : b} > b}.

Beweis:
In Anbetracht der Indexformel (2.0.5) bestimmen wir die Eigenwerte der kompakten
Abbildung Id — F,(up,vp, ). Es gilt (Id — Fy(up,vp,v))¢p = A fiir A € R genau dann

wenn

~A(¢1+P2) + (P11 + ¢2) = _ ut 2 (B + ),

A1~ 62) + (61~ 62) = 2(q1—1b)f w2261 - 62).

Daher ist das Spektrum von Id — F(up,vp, b) gegeben durch

2 -1
a(Id—FI(ub,vb,b)):{)\GR\{O}: 971 by, ) oder 24170 e{bo,bl,...}}

-1-
(1 bYA
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2g-1 2g-1-b .
_{ qu jENo} {—bj(1+b) :]GNQ}.

Es folgt wegen by =1 < 2q — 1 < by aus der Indexformel
ind(Fw(ub, Vb, b), 0) _ (_1)#{)\€U(Id—Fw(ub,vb,b)):)\>1}

(_1)1+#{]€N0 (q 1= b>1}

1+b)b
- (-1)
- (1)

A “1-b,
1+#{jeNp: quj L>b}

O

Im folgenden Satz nutzen wir die obigen Ergebnisse und wenden den Satz von Crandall-
Rabinowitz (Satz 2.0.3) sowie den Satz von Rabinowitz (Satz 2.0.5) an, um die Existenz
abzihlbar unendlich vieler disjunkter von 73 verzweigender Aste von Losungen nachzu-
weisen. Wir gehen analog zum Beweis von Satz 2.1.6 vor. Zunichst weisen wir lokale
Verzweigung bei b = b; nach und zeigen, dass die bei b = b; (7 > 1) abzweigenden Lo-
sungen in S;. N {b <0} liegen. Mit Proposition 2.2.3 zeigen wir, dass alle Elemente des
entsprechenden Losungskontinuums C; dieses nodale Muster besitzen und damit insbe-
sondere eine Riickkehr zu 73 an einer Stelle b # b7 ausgeschlossen ist. Der Satz von
Rabinowitz liefert die Unbeschrénktheit der Menge C;.

Satz 2.2.6. Sein>22<q< ICEIN ) = 1. Fir jedes j € N existieren zusammenhdngende
Mengen Cj . c Sj . mit den folgenden Eigenschaften:

(i) Es existiert eine Umgebung U wvon (ub;,vb;,bj), e > 0 und stetig differenzierbare
Funktionen (1;,v;,b;) : (-e,€) = U mit UmS\{(ub;,vb;,b;)} =(UnCj+)u(UNC;-)
und B

U ﬂCj7i = {(ﬂj(s),ﬁj(s),bj(s)) :0<+s< 8}.

Ferner gilt
((5),5(5),b;(5)) = (ups, vpr,07) + 5(5,~5,0) +0(s) (s —>0). (2.2.8)
(it) Cj:=Cj_U {(ub;,vb;,b;)} UCj+ ist mazimale Zusammenhangskomponente in S.

(iii) Cj-={(u,v,b) € H}(R™) x H}(R™) xR : (v,u,b) € Cj+}, pr(Cj+) =pr(Cj-).
() Die Mengen C; sind unbeschrinkt und paarweise disjunkt mit pr(C;.) c Reo.

Beweis:
Sei j € Nund b:=b;. Nach Proposition 2.2.1 ist ker(Fy (up, vy, b)) = span{(p;, —¢;)} und
ran(Fy(up, vp, b)) = span{(p;, —¢;)}*+. Aus (2.2.6) folgt

(Fun 0,025 =21 (15 =01)) = T sl > 0,
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sodass die Voraussetzungen der verschirften Version des Satzes von Crandall-Rabinowitz
aus Satz A.7 wegen ¢ > 2 erfiillt sind. Daher existiert eine offene Umgebung U von
(up, vp,b), € > 0 und stetig differenzierbare Funktionen (uj,;,b;) : (=¢,¢) — U mit der
Eigenschaft (2.2.8) sowie

UnS = {(aj(s),@j(s),bj(s)) ts| < e}.
Den Beweis von l_);-(O) = 0 in (2.2.8) liefern wir im Appendix zu diesem Abschnitt.
Aus u;j(s) - vj(s) = 2s¢; + o(s) fiir s - 0 folgt mit Proposition 2.2.2 die Aussage
(1 (s),05(s),bj(s)) € Sju fiir 0 < +s < & nach eventueller Verkleinerung von ¢ > 0.
Ebenso gilt b;(s) < 0 fiir |s| < & und hinreichend kleines & > 0, denn b;(0) = by < 0. Wir
erhalten
Cj,i,loc = {(aj(s)vz_}j(s)75j(3)) 0<+s< 6} c Sj’i n {b < 0}'

Sei nun C;. die maximale Zusammenhangskomponente von Cj . joc in S N {(up, vp,b)}.
Mit diesen Bezeichnungen ergeben sich (i) und (ii). Die Invarianz der Losungsmenge

von (2.0.1) unter der Transformation (u,v) = (v,u) und die Aquivalenz der Aussagen
(u,v) € Sj+ und (v,u) € S _ liefert (iii). Aus Proposition 2.2.3 folgt

Cje = 8,2 NCjo € HY(R™) x H}(R™) x Reg,

insbesondere pr(C;.) c Re. Aufgrund dieser nodalen Charakterisierung ist eine Riick-
kehr von Cj. zu T3 an einer anderen Stelle als b unmdglich, d.h. es gilt (up, vp,b) ¢ C;
fiir alle b # b;. Aus dem Satz von Rabinowitz folgt die Unbeschranktheit der Mengen C;
fur alle j € Ng. Wegen C; . c S . sind die Mengen C; disjunkt und wir erhalten (iv). O

Bemerkung 2.2.7.

(a) Im obigen Satz wurde die Verzweigung von 73 an der Stelle b = ¢ — 1 nicht be-
trachtet. Im Fall ¢ > 2 gilt Cp 4 = T5, vgl. Lemma 2.3.2. Im Fall ¢ = 2 ist 73 an der
Stelle b = by = 1 mit 71,72, 76 verbunden. Insbesondere enthélt Cp , alle weiteren
von 71,72 verzweigenden Losungen. Dies zeigt, dass im Fall ¢ = 2 das bei b5 = 1
abzweigende Losungskontinuum keine globale nodale Charakterisierung besitzt.

(b) Der Beweis von Satz 2.3 in [6] liefert dariiberhinaus, dass fiir alle j € N und alle
kompakten Mengen B c R eine positive Zahl C; > 0 existiert, so dass die Unglei-
chung u(z) +v(z) < Cj fiir alle (u,v,b) € S;US; _ mit b e B gilt. Es ist unklar, ob
hieraus A-priori-Schranken fiir Losungen aus S;, uS; _ im zugrundeliegenden Hil-
bertraum H}(R"™) x H!(R™) resultieren. Daher ist nach Wissensstand des Autors
ungeklirt, ob die in [6] formulierte Aussage pr(Cj ) 2 (o0, b}) richtig ist.

Im Fall n > 2,1 < ¢ < 2 ist die nodale Charakterisierung der von T3 abzweigenden Losun-
gen unklar, da wir die durch den Satz von Crandall-Rabinowitz gestiitzten Vorausset-
zungen von Proposition 2.2.2 nicht verifizieren kénnen. Mit dem Satz von Rabinowitz*
erhalten wir immerhin das folgende Resultat.

“Die Glattheitsvoraussetzungen des Satzes von Rabinowitz sind bedeutend weniger restriktiv als die
Voraussetzungen des Satzes von Crandall-Rabinowitz.
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Satz 2.2.8. Sein >2,1<q<2. Fiir jedes j € N existieren nichtleere zusammenhdngende

Mengen Cj ¢ S mit (ups, vy, b3) € Cj, u,v >0 fir alle (u,v) € Cj. Ferner gilt (u,v) € C;
J J

genau dann wenn (v,u) € C; und C; erfillt die Alternative (i) oder (ii) aus Satz 2.0.5.

Wie im Abschnitt zuvor gelten die obigen Resultate sinngemif fiir n = 1, wobei

S= {(u,v,b) € Ex xR : (u,v,b) ist Losung von (2.0.1), (u,v) # (ub,vb)},
Sjx = {(u,v,b) € B, xR : (u,v,b) ist Losung von (2.0.1),u>0,v >0,
£ (u—-v)(0) >0 und @ — v hat genau j einfache Nullstellen in R>0}

und o = (01,02) so gewahlt ist, dass Id — F kompakt ist, vgl. Proposition 4.8. Im Fall
n = 1,q € (1,2] liefert das Nichtexistenzresultat aus Satz 3.3.10, dass alle vollstindig
nichttrivialen Losungen und insbesondere alle Losungen aus C; im Parameterbereich
{-1 < b < 0} liegen miissen. Ferner sind im Fall n = 1 die Eigenwerte b; und damit auch
b; bekannt. Aus (2.2.5) und Lemma A.3 folgt

. ¢

T @) 2 )2

Wir erhalten das folgende Resultat.

(J € No).

Satz 2.2.9. Sein=1,w=1,0=(01,02) mit 01,02 € (0,1) und
qo1 + (q - 2)&10’2 >0, (q - 2)0‘1 + qwoy > 0.

Fiir jedes j € N emistieren zusammenhdingende Mengen C; . ¢ S; . mit den Eigenschaften
(i)-(iv) in Satz 2.2.6 bzw. Satz 2.2.8. Im Fall q € (1,2] gilt zudem C; . c E; x [-1,0).
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2.3. Verzweigung von 7; und 7T;

In diesem Abschnitt weisen wir nach, dass von den Loésungsfamilien 73 und 75 keine
Losungen abzweigen. Da die durch (2.0.6) gegebene Funktion F' im Fall 1 < ¢ < 2 auf
keiner nichtleeren offenen Menge stetig differenzierbar ist®, konnen wir diese Aussage nur
im Fall ¢ > 2 und damit nur fiir 75 mit Hilfe des Satzes iiber implizit definierte Funktionen
beweisen. Im Fall 1 < g < 2 schlieften wir Verzweigung von Ty direkt aus, d.h. wir zeigen,
dass keine gegen (0,0) konvergente Folge (ug,vy) mit F'(up + ug, vp + vk, b) = 0 existiert.
Wir betrachten im Folgenden die Losungen (up, vp,b) aus Ty bzw. T5 der Form
(up, vp) = (ouo, tokpuo)

firO<b<g-1imFall 1 <¢g<2undb>g-11im Fall ¢ > 2. Vollkommen analoge
Aussagen ergeben sich fiir die Losungen (upkpuo, ppuo). Die Zahlen py > 0 und Ay, € (0,1)
seien hierbei wie in den Propositionen 2.0.1 und 2.0.2 gegeben.

Wie oben erwihnt, ist F' im Fall ¢ > 2 stetig differenzierbar. Im Fall 1 < ¢ < 2 ist F
zwar in keiner offenenen Menge differenzierbar, doch die Fréchet-Ableitung in (up, vy, b)
existiert. Wir beweisen hierzu analoge Resultate in den Propositionen A.5 und A.6. Die
Formeln fiir die Fréchet-Ableitung in (up, vp, v) lauten

Fy (up, vp, b)[¢]
=1 - (-A+ 1)_1((2q - l)uiq_2¢1 +b(q- l)uz_Qvgqﬁl + bquz_lvg_l@)
=61 -1 (-A+ 1) (ug (20 - 1+ blg - Dk + bak{ ' 62)), (2.3.1)
Fi(ubv Ub, b)[(b]
=¢o— (-A+ 1)_1((2(] - 1)v§q_2¢2 +b(q - 1)vg_2ugd>2 + bqug_lvg_lgf)l)
= 6o = 1 P (A 1) (g (20 - DR+ blg - D)k ) go + bak{ 1)) (23.2)
Fiir die Zahlen py, und k; gelten nach Proposition 2.0.1 die folgenden Gleichungen:

2q-2
1- k2

1 : - -
pp = (1+0ky) 22 sowie 1+ bk - bky 2_k2q T2 0 e b:m.

(2.3.3)

Der Beweis der folgenden Abschitzungen sind in Appendix A zu finden.
Proposition 2.3.1. Fiir alle k € (0,1) gilt die Ungleichung

4= 1 - qk® + qk®T2% - (¢ - 1)k

qg-1 15 <1 falls 1 < q <2,
—1-qk? +qk?72 - (¢ - 1)k
1<4 a +1q 2 (g-1) <g-1 falls g > 2.

®Eine entsprechende Argumentation findet sich im Beweis von Proposition A.5.
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Lemma 2.3.2. FEs tritt keine Verzweigung von Ty und Ts auf.

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass ker(F, (up, vp, b)) sowohl im Fall 1 < ¢ < 2 als auch im Fall ¢ > 2
trivial ist. Sei (¢1, ¢2) € ker(Fy (up,vp,b)). Dann gilt nach

(A +1)(61 + kd2) = 1,7 *ug 2 ((2g = 1+ (g = 1)kf) 1 + baki ™ 62
+hy- (20 - D2+ b(a = DR )62+ bak{ 1))
= (20 - D) Pug > (1 + bk g1 + k- (k2 + bk ) )

i (2q l)u (¢1 + kb .

(233)

k0% + bk )
1okl 77
(2 - Dug'(¢1 + ko).

Aus by =1 <2g—1<by folgt ¢1 + kpop2 = 0 und damit ¢o = —k; ' ¢1. Einsetzen in (2.3.1)
und Substitution des Parameters b mit Hilfe von (2.3.3) liefert

~Ag1+ 61 = " (20 -1+ b(g - 1KY - baki ™ up? ey
_2¢-1+b(g -1k - bk~ -2

1+ bk! to o
(23.3) 4 — 1- qkb + qkzq_Q -(g- 1)k§q u2q—2¢1
2 5 0 .
1- kbq
=:g(kp)

Im Fall ¢ > 2 liefert Proposition 2.3.1 die Ungleichung 1 < g(kp) < ¢ — 1. Insbesondere gilt
bp=1<g(ky) <2g—1<by und es folgt ¢ = p2 = 0. Im Fall 1 < ¢ <2 folgt ¢ = 2 =0 aus
g(ky) <1 =0bo. Wir erhalten ker(Fy(up,vp,b)) = {(0,0)}. Insbesondere kann im Fall ¢ > 2
nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen keine Verzweigung von 75 auftreten.

Wir betrachten nun 7y, sei daher 1 < ¢ < 2 und sei Ly := F,(up,vp,b). Nach obigem ist
Ly stetig invertierbar. Die Gleichung F'(up + u,vp + v,b) = 0 ist wegen F'(up,vp,b) = 0
aquivalent zu Ly[(u,v)] = Gp(u,v) fiir

Gy(u,v) = F(up +u,vp +v,0) — F(up, vy, b) = F(up, vp, b)[(u,v)]
Wegen v, = kyuyp erhalten wir fir @, 0 mit v = uptt, v = vp0
Gi(u,v) = —(-A+ 1)_1(|ub + 272 (uy + w) + blug + u|T 2 (up + u)|vp + 0|7
iq ! —buz_ - (2q - 1)u2q 2u-b(q- 1)ug viu - bqui” lvg lv),

= —(-A+ 1)*1(u§q-1(h1(a, %) - h'(0,0) - VA (0,0)(4, @)))
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GR(u,v) = (A + 1) (4 (h2(5,5) - h(0,0) - VA*(0,0)(@, B) ) ),
wobei die Funktionen h', h?:R? - R folgendermafen definiert sind:
hl(s,t) = |1+ s[*T2(1+5) + b1 + 5|77 2(1 + 5)|ky + t|7,
B2 (s,t) == |1+ tPT2(1+ 1) + b1 +t|72(1 + )|k ' + 5|7
Sei
hi(s,t) = hl(s,t) = h'(0,0) - VAL(0,0)(s,t),
h?(s,t) == h*(s,t) = h*(0,0) = VA*(0,0)(s,1).
Aus der beziiglich b lokal gleichméifligen Abschéitzung
W (s, t)| +|R%(s, 1) < C(s* +1?)
1
<O(s2+ 2+ s 4 [P0 (Il + ¢l < 5)
A1 (s, )] + 12 (s, 1)) < C(L+ || + [¢]) %77 + 1+ |s] +[¢]
<O(1+|s| + [t))2r
<O(|sl +[¢)*™
1
< O(s2+ 2+ |52 + [t297) (Isl+ 11> 5)

erhalten wir Gp(u,v) = o(|(u,v)|), denn 2¢g—1 > 1. Insbesondere ist F(up+u,vp+v,b) =0
dquivalent zu

(u,v) = Ly Gy (u,v) = o (u, v))

und es folgt, dass keine Verzweigung von Ty auftreten kann. O

2.4. Verzweigung von 7T

Fiir g=2,w =1 und b =1 sind die Lésungen der Familie 74 gegeben durch
(tas Vo) = (cos(a)ug, sin(a)ug) (e [0,2m)).

Wir zeigen mit Hilfe eines Satzes von Qrandall—Rabinowitzﬁ, dass Verzweigung von dieser
Losungsfamilie nur an den Stellen o = ZF fiir j € {0,..., 7} auftritt. Die an diesen 8 Stellen
abzweigenden Losungsfamilien bestehen aus den Losungen (u,v,b) mit (|ul,|v],b) € T3 U
T2 U T3, siehe Abbildung 2.4.

®Es handelt sich nicht um Satz 2.0.3, sondern um Satz 1.4.1 in [42]. Die originale Version des Satzes ist
in Satz 3.2 in [25] zu finden.
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(_u070)

Abbildung 2.4.: Verzweigung von T

Um das Nichtauftreten von Verzweigung an den anderen Stellen nachzuweisen, ist nach

Satz 1.4.1 in [42] ist zu zeigen, dass fiir o ¢ {0,7,5,...} die Bedingung Fy(ua,vq,1) ¢

ran( F,(uq, vq, 1)) erfiillt ist. Daher untersuchen wir in der folgenden Proposition Fy (uq, Ve, 1)
genauer.

Proposition 2.4.1. Fir alle a € [0,27) gilt

ker(Fy(ta, v, 1)) = span{(sin(a)ug, — cos(a)ug) },
ran(Fy (ta, va, 1)) = span{(sin(a)ug, — cos(a)ug) }*.

Beweis:
Da F,(uq,vq,1) symmetrisch ist, geniigt es die Darstellung fiir ker(F,(uq,vq,1)) zu
beweisen. Es gilt fiir ¢ € H!(R")x H!(R™) gemiif der Formeln fiir F}, aus (2.0.8),(2.0.9)

F} (g, Vo, 1)[0] = 61 — (A + 1)_1((1 +2cos? () )udpy + 2sin(a) cos(a)ugdu),
F2 (g, Vo, 1)[0] = ¢o — (A + 1)71((1 +2sin?(a) )udds + 2sin(a) cos(a)ugqﬁl).
Fiir (¢1, ¢2) € ker(Fy(uq,va, 1)) gilt daher

Ay + ¢1 = (1 +2cos’(a))udpr + 2sin(a) cos(a)udeps,

o 9 ] 9 (2.4.1)
—A¢po + ¢p2 = (1 +2sin”(a) )ujez + 2sin(a) cos(a)ugp:.
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Aus by =1<3 < by und

(-A+1)(cos(a)gr +sin(a)gs) = 3ug( cos(a) ¢y +sin(a)ps)

erhalten wir cos(a)¢; +sin(a)gs = 0. Folglich existiert eine Funktion ¢g € H}!(R™) mit
¢ = (sin(a) g, — cos(a)pp). Einsetzen in (2.4.1) liefert

(-A+1)(sin(a)go) = u%( sin(a) o), (A +1)( cos(a)gbg) = ug( cos(a)gbg).

Da wug bis auf skalare Vielfache die einzige Eigenfunktion zum Eigenwert 1 ist, erhalten
wir ¢g € span{ug} und es folgt ¢ € span{(sin(a)ug, - cos(a)ug)}, was zu zeigen war. O

Wir erhalten das folgende Resultat.

Satz 2.4.2. Sei a€[0,27) mit o # jf fir alle j €{0,...,7}. Dann ezistiert eine Umge-
bung U von (ug,va,1), so dass alle in U liegenden Losungen von (2.0.1) zu Tg gehiren.

Beweis:
Es gilt fur « € [0,27)
Fy(tta, Ve, 1) = = sin(a) cos(a) - (sin(a) (=2 + 1) 7 (uf), cos(a) (-2 + 1) (u))
= —sin(a) cos(a) - ( sin(a)ug, cos(a)uo)
und somit
(f*},(uoé,fua,b)7 (sin(a)uy, —cos(a)u0)>

= —sin(a) cos(a) - {(sin(a)ug, cos(a)ug), (sin(a)ug, — cos(a)ug))
= —sin(a) cos(a)(sin(a)? - cos?(a)) |uo >

Aus Proposition 2.4.1 erhalten wir, dass Fp(uq,va,1) € ran(F;(uq, v, 1)) genau dann
der Fall ist, wenn o die Gleichung sin(a) cos(a)(sin(a)? = cos?(a)) = 0 erfiillt. Dies ist
per Voraussetzung ausgeschlossen und wir erhalten aus Satz .4.1 in [42] die Behauptung.
i

2.5. Fortsetzungen von Losungen der Familien 73 und 7;

Wir betrachten nun die Gleichung (2.0.1) fiir feste b € R in Abhéngigkeit vom Parame-
ter w. Wir nutzen die Nichtdegeneriertheit von wug, um verschiedene zu den Familien T3
und 75 gehorende Losungen in den Parameterbereich {w # 1} fortzusetzen. Da hierbei
der Satz iiber implizit definierte Funktionen zum Einsatz kommt, ist die durch

(v (A D) (P + bl 2ufu])
G(u,v,w) = (v — (A + W) (Jv]27 20 + blv]? v |ul?)
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definierte Funktion G : H}(R™) x H}(R™) x Ryg — H}(R™) x H}(R™) auf stetige Diffe-
renzierbarkeit zu iiberpriifen. Im Fall ¢ > 2 ist G stetig differenzierbar’, im Fall 1 < ¢ <2
hingegen nicht. Es bleibt daher ungeklart, ob im Fall 1 < g < 2 Fortsetzungen der Ldsun-
gen aus 74 in den Parameterbereich {w # 1} existieren.

Satz 2.5.1.
(i) Sei2<q< ﬁ sowie (up,vp,b) € T3 mit b ¢ {by,b7,...}. Dann ezistiert ein £ >0
und eine Umgebung U c H}(R™) x HY(R™) von (uy,vy), so dass Gleichung (2.0.1)
fiirwe (1—e,1+¢) genau eine Losung in U besitzt.

(ii) Sei q > 2 sowie (up,vp,b) € T5. Dann ezistiert ein € > 0 und eine Umgebung
Uc HYR™) x HY(R™) von (uy,vp), so dass Gleichung (2.0.1) fir we (1-¢,1+¢)
genau eine Losung in U besitzt.

Beweis:

Nach dem Satz iiber implizit definierte Funktionen ist ker(Gg(up,vp,1)) = {(0,0)} zu
zeigen. Daher folgt (i) aus Proposition 2.2.1 und (ii) aus dem ersten Teil des Beweises
von Lemma 2.3.2. |

Insbesondere existiert nach Satz 2.5.1 fiir Exponenten 2 < ¢ < ﬁ und alle b > ¢—1 eine
von b und ¢ abhéngige positive Zahl ¢, so dass fiir w € (1-¢,1+¢) mindestens drei positive

Losungen des Schrodingersystems (2.0.1) existieren. Es handelt sich um Fortsetzungen

1
der Losungen (1+b) 242 (ug, ug) aus T3 bzw. (upuo, ppkpuo) und (upkyuo, upug) aus Ts.
Die positiven Zahlen py, ky sind hierbei wie in den Proposition 2.0.1, 2.0.2 definiert.

"Die Differenzierbarkeit beziiglich w folgt aus der Analytizitit der Resolventenabbildung, siehe Satz
VI.1.3 (b) in [88].
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3. Grundzustande und positive Losungen

3.1. Minimierung iiber N,

In diesem Abschnitt beweisen wir hinreichende und notwendige Bedingungen fiir die Exis-
tenz vollstdndig nichttrivialer Grundzustinde des nichtlinearen Schrédingersystems

“Au+ w= w2 %+ blult o],
~Av + v = [0 20 + blul?|v|T 2, (3.1.1)
w>1,beR, 1<q<ﬁ, u,v e HY(R").

Das Wort Grundzustand bezeichnet eine nichttriviale Losung von (3.1.1) mit kleinster
Energie unter allen nichttrivialen Lésungen. In Proposition 3.1.2 zeigen wir, dass Grund-
zustdnde durch Minimierung des Funktionals

1 1 9 9
I(u,v) = 5(\\UHQ +ol2) - 2—q(\|UH2Z + [vl5g + 2b[uv ) (3.1.2)
iiber der Nehari-Mannigfaltigkeit N}, gewonnen werden kénnen. Wir betrachten daher im
Folgenden das Minimierungsproblem

e =inf 1. (3.1.3)

Wir verwenden in diesem Abschnitt die folgende Sprechweise.

Definition 3.1.1. Eine nichttriviale Losung (u,v) von (3.1.1) heifit Grundzustand, wenn
fiir alle nichttrivialen Losungen (4,0) von (3.1.1) die Ungleichung I(u,v) < I(a,0) gilt.
Im Fall u=0,v+0 oder v=0,u#0 heifit (u,v) skalarer Grundzustand, im Fall u,v # 0
heifit (u,v) Vektorgrundzustand.

Da (u,v) genau dann eine Losung von (3.1.1) zum Parameter % ist, wenn die Funktion

(wq%lv(w-), wq%lu(w)) eine Losung von (3.1.1) zum Parameter w ist, beschrianken wir uns
in diesem Kapitel auf die Untersuchung des Fall w > 1. Die Existenz eines Minimierers des
Funktionals I|x; konnten Maia, Montefusco, Pellacci in [51], Satz 2.3 unter Verwendung
des Ekelandschen Variationsprinzips und des Konzentrations-Kompaktheitsprinzips fiir
b > 0 beweisen. In Satz 3.1.6 prisentieren wir einen alternativen Beweis dieses Resultats,
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der auch den Fall b < 0 abdeckt. Anschliefend untersuchen wir, fiir welche Parameterwer-
te von b,w, q,n der gefundene Minimierer vollstdndig nichttrivial und damit ein Vektor-
grundzustand ist. Unser Resultat ist das folgende: Es existiert eine Zahl b(w, g, n) > 0 mit
der Eigenschaft, dass fiir b > b(w, q,n) nur Vektorgrundzustinde existieren, wohingegen
fiir b < b(w,q,n) nur semitriviale Grundzustinde existieren. Die Zahl b(w,q,n) besitzt
eine variationelle Charakterisierung und ist damit analytisch approximierbar. Durch Ab-
schitzungen dieser Zahl nach unten bzw. oben gewinnen wir explizite notwendige bzw.
hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines Vektorgrundzustands und kénnen dabei
bestehende Resultate signifikant verbessern. Wie in [51] wird sich zeigen, dass die gewon-
nenen Resultate fiir w =1 optimal sind. Einen Vergleich unserer Resultate zu bekannten
hinreichenden bzw. notwendigen Bedingungen fiir die Existenz von Vektorgrundzustin-
den ziehen wir am Ende dieses Abschnitts.

Wir beginnen mit dem Nachweis der Behauptung, dass Minimierer des Funktionals I {iber
Ny Grundzustéinde sind. Die Nehari-Mannigfaltigkeit N, ist wegen (ug,0) € N}, nichtleer
und sie ist wie folgt definiert:

2 2
Ny ={(u,v) € H'(R™) x H'(R") : (u,v) # (0,0), Jul® + ol = [ulg + [v]5 + 26 uv|E}.

Proposition 3.1.2. Jeder Minimierer von I|p;, ist ein Grundzustand von (3.1.1).

Beweis:
Sei H(u,v) = |ul*+ |v]? - ||u||§g - HU||§Z —2b|uv||g und sei (u,v) € N ein Minimierer von
I|n;,- Wegen

H' (u,0)[(u,0)] = 2(Jul® + [0]3) = 2a(lul5 + [v]50 + 2b[uv]2)
= (2= 2¢)(Jul® + Jo]Z) <0

existiert nach der Lagrangeschen Multiplikatorenregel (Satz 26.1 in [27]) ein L € R mit
I'(u,v) + L- H'(u,v) =0. Wegen H(u,v) =1"(u,v)[(u,v)] =0 erhalten wir

0=L-H'(u,0)[(u,0)] = L (2= 2q)(Jul® + Jv]2).

Es folgt L = 0 und damit I'(u,v) = 0, d.h. (u,v) ist kritischer Punkt von I und damit Lo-
sung von (3.1.1). Ist (@, ) eine weitere nichttriviale Losung von (3.1.1), so gilt (u,v) € N
und damit
I(,0) >min I = I(u,v).
Ny

Folglich ist (u,v) Grundzustand von (3.1.1). o

Es folgt der Beweis der Existenz von Grundzustdnden. Die Kernidee besteht darin, die
Minimierung iiber N} in ein dquivalentes freies Minimierungsproblem zu iiberfiihren und
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Schwarz-Symmetrisierung zu nutzen. Fiir u,v € H*(R™) mit (u,v) # (0,0) definieren wir
die Faserabbildung! 3, : [0,00) - R durch

2 2q
T T 2 2
Bugw(r) :=1(ru,mv) = 3(\\%”2 +[v]3) - 2—q(HUHQZ + [vl5g + 2buv]F) (3.1.4)

Eine Skalierung von (u,v) auf N, wird durch (u,v) = (ru,rv) realisiert, wenn r > 0
ein kritischer Punkt von 3, ist. Fiir die Existenz solcher kritischen Punkte muss die
Giiltigkeit der Bedingung

Juul5g + [0l + 20l vl > 0 (3.15)

gefordert werden. Wir erhalten durch eine Kurvendiskussion der Abbildung (3, ,:

Proposition 3.1.3. Sei u,v € HY(R™) mit (u,v) # (0,0). Fiir r >0 gilt (ru,mv) € Ny
genau dann wenn (3.1.5) gilt und r kritischer Punkt von [y, ist. In diesem Fall ist r
Stelle eines strengen globalen Maximums und eindeutig gegeben durch r =r(u,v) fir

2 2
’I"(’U,,’U)2q72 _ 5 HU” ;q”v”w . (316)
[ulag + vl + 2b]uvlg
Wegen
-1 2 2\q L
I(r(u,v)u,r(u,v)v) = a ( 2§||u|| J;JU”“’) q)q ! (3.1.7)
2q Mufzq + lvlzg + 2bluv]g
ist es naheliegend, das durch (3.1.8) definierte Funktional J zu untersuchen:
2 2\q
J(u,v) = QSHUH ZJUHW) 7 (3.1.8)
[ullag + [vl5g +2b]uvlg
Proposition 3.1.4. FEs gilt
. q-1 L 1/mn ..
cp = 1nf{2—J(u,U)q-1 su,v e HY(R™), (u,v) erfiillt (3.1.5)}. (3.1.9)
q

Erfillt (u,v) die Bedingung (3.1.5) und ist (4,0) ein Minimierer von J, so ist die Funk-
tion (u,v) = (r(a,v)u,r(a,0)0) ein Minimierer von I|u; .

Beweis:
Aus Proposition 3.1.3 erhalten wir

cp = inf{I(u,v): (u,v) € Ny}
= inf { I(r(u,v)u, r(u,v)v) : u,v € H'(R™), (u,v) erfiillt (3.1.5)}

-1 1
= inf{q2—J(u,U)qE1 cu,v e HY(R™), (u,v) erfiillt (3.1.5)}.
q

Der Zusammenhang zwischen den Minimierern folgt ebenfalls aus Proposition 3.1.3. O

'Da B, gerade ist, geniigt es die Faserabbildung fiir nichtnegative Argumente zu betrachten.
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Bemerkung 3.1.5. Proposition 3.1.4 liefert eine Min-Max-Charakterisierung des Wer-
tes ¢p. In Lemma 3.2 in [51] wird gezeigt, dass ¢, dem Mountain-Pass-Niveau des Funk-
tionals I gleicht. Fine Anwendung des Mountain-Pass-Theorems scheitert jedoch am
Nachweis der Palais-Smale-Bedingung, da die géngigen Argumente die Giiltigkeit der
Palais-Smale-Bedingung lediglich fiir n > 2 und nur in H}(R") x H!(R") garantieren.

Eine wichtige Eigenschaft des Funktionals J besteht darin, dass fiir alle b > 0 und
alle u,v € HY(R™) mit (u,v) # 0 die Ungleichung J(|u|*,[v]*) < J(u,v) gilt, wobei
w* € HY(R™) die Schwarz-Symmetrisierung einer nichtnegativen Funktion w € H!(R™)
bezeichnet. Insbesondere konnen in diesem Fall ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
Schwarz-symmetrische minimierende Folgen von J betrachtet werden. Der hieraus resul-
tierende Kompaktheitsgewinn, vgl. Proposition C.8, liefert die Existenz eines Minimierers
von J im Fall b > 0. Fiir b < 0 beweisen wir direkt, dass jeder Grundzustand semitrivial
sein muss.

Satz 3.1.6. Set b e R. Der Wert ¢, wird in einem nichtnegativen radialsymmetrischen
und radial fallenden Grundzustand von (3.1.1) angenommen. Jeder Grundzustand von
(3.1.1) erfillt bis auf Translation eine der Bedingungen

(i) lul>0,v]| >0 oder (ii) |u|=up,v=0 oder (ii) w=1,u=0,|v]=up. (3.1.10)

Beweis:
Wir betrachten zuniichst den Fall b < 0. Fiir alle u,v € H'(R™) mit (u,v) # (0,0) gelten
nach Lemma 1.2 (i) die Ungleichungen

2g-n(g-1)
lull 2 éolluf2g, vl 2w™ 20 Gofv]ag.

Wegen buv|f <0 und w > 1 folgt insbesondere vy, > éofv]2q sowie

(ul® + Jv]2) Azq(H“”2q+||””2q)q > &
2 €

J(u,v) 2

J( 070)
Jul 32+ [vl3E

lullzg + ol

Der Gleichheitsfall tritt nach Lemma 1.2 (i) nur im Fall u € span{ug(xg +-)},v = 0 oder
w=1,u=0,vespan{ug(yo +-)} fiir xo,yo € R" ein. Daher sind die Minimierer von J bis
auf Translation skalare Vielfache von (ug,0) oder im Fall w = 1 skalare Vielfache von
(0,up). Daher sind nach Proposition 3.1.4 die Minimierer von I|y; der Form (+ug,0)
oder (0,+up) im Fall w = 1. Wir erhalten die Alternative (ii) oder (iii) und damit die
Aussage des Satzes fiir den Fall b <0.

Sei nun b > 0. Sei (u;,v;) eine Schwarz-symmetrische minimierende Folge von J mit
|, H2q+ |v; ||2q+2b||u]11] |& = 1. Dann ist die Folge (u;,v;) beschriinkt in H'(R")x H'(R™),
vgl. (3.1.8). Daher existiert eine Funktion (%, 7) € H'(R™)x H*(R™) und eine mit (u;,v;)
bezeichnete Teilfolge mit (uj,v;) — (@,9) und (uj,vj) = (@,9) in L2 (R™) x L?(R™)
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sowie punktweise, vgl. Lemma C.9. Die Funktion (u,?) ist radialsymmetrisch, radial
fallend, nichttrivial wegen [ + |5]32 + 2b] @4 = 1 und es gilt

J (@, ) <liminf J(uj,v;) = inf {J(u,v) 1 u,v e HY(R"), (u,v) erfiillt (3.1.5)}.
j—o0

Insbesondere ist (@,?) ein Minimierer von J. Nach Proposition 3.1.4 ist die Funktion
(u,v) = (r(a,0)a,r(4,0)0) ein Minimierer von I|y;, und aufgrund der entsprechenden
Eigenschaften von @, v radialsymmetrisch und radial fallend. Nach Proposition 3.1.2 ist
(u,v) ein Grundzustand von (3.1.1).

Ist nun (@, 0) € Ny ein beliebiger Minimierer von I|y;, so auch (|ul,|0]). Insbesondere ist
(|al,|9]) nichtnegative nichttriviale Lésung von (3.1.1). Nach dem Minimumprinzip (Lem-
ma C.6) ist (|al,|v]) positiv oder semitrivial. Im ersten Fall erhalten wir (i), im zweiten Fall
folgt aus dem Eindeutigkeitsresultat von Kwong |u| = ug,v = 0 oder |0] = v, u = 0 bis auf
Translation, siche Satz 1.1. Letzteres ist hingegen nur im Fall 7(0,vg) = min;, I < I(up,0)
und damit nur fiir w = 1 méglich. Es folgt die Behauptung. O

Bemerkung 3.1.7.

(a) Der erste Teil des obigen Beweises zeigt, dass jeder Vektorgrundzustand (u,v) die
Ungleichung bJuv|§ > 0 erfiillen muss. Insbesondere kann fiir b < 0 kein Vektor-
grundzustand existieren und es gilt ¢o = infp, I = I(uo,0), sodass die Definition
co = I(ug,0) aus (1.13) zur Definition des Wertes ¢, in (3.1.3) konsistent ist.

(b) Aus der Alternative des obigen Satzes folgt, dass jeder Minimierer von I|y; ein
festes Vorzeichen hat. Es geniigt daher, Minimierer (u,v) mit u > 0,v > 0 und
(u,v) = (up,0) oder (u,v) = (0,up),w =1 oder u>0,v>0 zu betrachten.

(c¢) Eine interessante Frage ist, ob im Fall b > 0 jeder positive Vektorgrundzustand
bis auf Verschiebung radialsymmetrisch und radial fallend ist. Die Antwort lautet
”Ja”. Im Fall ¢ > 2 folgt dies aus den Symmetrieresultaten von Busca, Sirakov und
Tkoma, siehe Satz C.10. Fiir Exponenten 1 < ¢ < 2 liefert der genannte Satz keine
Aussage, obgleich dies am Ende des Beweises von Satz 2.3 in [51| behauptet wird.
Ein korrektes Argument liefert Satz 1.1 in [14]. Ist (u,v) ein Minimierer von J,
dann auch (Jul*, |v]*) und es folgt |u*| = |u], |[v*|lw = |v|w- Folglich ist die Funktion
(u*,v*) eine glatte radialsymmetrische radial fallende Losung von (3.1.1). Daher
sind die Mengen

{z:vu*(z)=0,0<u”(x) <esssupu}, {x:Vv*'(z)=0,0<v"(z)<esssupv}

Nullmengen? und aus Satz 1.1 in [14] folgt u = u*,v = v* bis auf Translation.

*Wire etwa die erste Menge keine Nullmenge, dann giibe es aufgrund der Regularitiit des Lebesgue-
Mafies eine nichtleere offene Menge © ¢ R"™ mit Vu*(z) = 0 und 0 < u*(x) < esssupu fir z € Q.
Folglich wiire u* konstant grofer als 0 in Q. Wegen —Au* +u* = v* > +bu* 9 v*? wiire damit auch v*
konstant in 2. Die lokal eindeutige Losbarkeit der entsprechenden gewdhnlichen Differentialgleichung
(Satz von Picard-Lindelsf) hitte zur Folge, dass v*,v”* in R™ konstant sind mit «* > 0. Dies steht im
Widerspruch zu u,v € H' (R™).
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Da wir an positiven Losungen von (3.1.1) interessiert sind, stellt sich die Frage, unter
welchen Bedingungen an b und w in Satz 3.1.6 die Alternative (i) zutrifft. Aus Bemer-
kung 3.1.7 (a) folgt, dass hierfiir b > 0 notwendig ist. Aus der Alternative in Satz 3.1.6
folgt, dass ein Vektorgrundzustand von (3.1.1) genau dann existiert, wenn eine Funk-
tion (u,v) € Ny mit u,v # 0 und I(u,v) < I(up,0) existiert. Nach Proposition 3.1.4
und Bemerkung 3.1.7 (a) ist dies genau dann der Fall wenn b > 0 ist und eine Funktion
(u,v) € HY(R™) x HY(R™) mit uv # 0 und

J(u,v) < J(up,0) = &7 (3.1.11)

existiert. Aus elementaren Umformungen folgt anhand der Definition von J aus (3.1.8),
dass dies genau dann der Fall ist, wenn uv # 0 ist und die folgende Ungleichung gilt:

-2 2 2
Co "(Jul® + I2)7 — lulyg - vl

b>K,(u,v) fir K,(u,v):= 2ac]?
q

(3.1.12)

Sei daher

b(w,q,n) = inf { K, (u,v) : u,v e H (R"),uv # 0}. (3.1.13)
Wir erhalten das folgende Kriterium:
Satz 3.1.8.

(i) Im Fallb < b(w,q,n) gilt ¢, = co und es existiert kein Vektorgrundzustand von (3.1.1).

(ii) Im Fall b =0b(w,q,n) gilt ¢, = co. Existiert ein Vektorgrundzustand von (3.1.1), so
ist dieser Minimierer des Funktionals K,,.

(#5i) Im Fallb>b(w,q,n) gilt ¢, < co und es existiert ein Vektorgrundzustand von (3.1.1).

Beweis:
Wir nutzen, dass fiir u,v € H'(R") mit uv # 0 die Ungleichungen K, (u,v) < b und
J(u,v) < J(ug,0) aquivalent sind. Analoges gilt fiir 7> oder ”=" statt "<”.

Im Fall b < b(w, q,n) gilt fiir alle u,v € H*(R™) mit uv # 0 die Ungleichung K, (u,v) > b
und damit J(u,v) > J(ug,0). Folglich muss nach Proposition 3.1.4 der nichtnegative
Minimierer von I|y;, der Form (ug,0) oder (0,up) im Fall w = 1 sein. Insbesondere gilt
¢p = I(up,0) = ¢ und wir erhalten (i).

Im Fall b > b(w,q,n) existieren Funktionen u,v € H*(R™) mit uv # 0 und K, (u,v) < b,
insbesondere gilt u,v # 0 und J(u,v) < J(ugp,0). Folglich ist nach Proposition 3.1.4 kein
Minimierer von I|y; der Form (ug,0) oder (0,up). Daher gilt die Alternative (i) in Satz
3.1.6 und es folgt die Existenz eines Vektorgrundzustands von (3.1.1). Es folgt (iii).

In Lemma 3.1.10 (i) zeigen wir ¢, = ¢ fiir b = b(w, q,n). Ist (u,v) ein Vektorgrundzu-

stand, dann gilt J(u,v) = J(ug,0) und damit K, (u,v) = b = b(w,q,n), d.h. (u,v) ist
Minimierer von K,,. Wir erhalten (ii). ]
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Bemerkung 3.1.9. Ein Blick auf die Formel fiir b(w,q,n) aus (3.1.13) zeigt, dass
b(-, ¢,n) monoton wachsend ist. Insbesondere gelten fiir grofer werdende w immer restrik-
tivere hinreichende und notwendige Bedingungen fiir die FExistenz eines Vektorgrundzu-
stands. Dies konnte bisher nur anhand expliziter Kriterien vermutet werden.

Wir zeigen in Lemma 3.1.10, dass die Funktion b ~ ¢, qualitativ durch die folgende
Abbildung beschrieben wird.

Cp = inf/\/b I

[
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
!
|
|
|
1

0 b(w,q,n)
Abbildung 3.1.: ¢
Lemma 3.1.10. Es gilt:

(Z) Cp = Co fUT be (—oo,b(w,q,n)],
1+w? \ =%

(i1) b ¢y ist auf [b(w,q,n),00) streng monoton fallend mit ¢, < (2(1+b))‘1}100.

(#ii) b ¢y ist Lipschitzstetig.

Beweis:

Wir beginnen mit dem Beweis von (ii). Aus der variationellen Charakterisierung von ¢
aus (3.1.9) und der Formel fiir J aus (3.1.8) folgt die Monotonie der Abbildung b — c¢.
Da ¢, nach Satz 3.1.8 fiir alle b > b(w,q,n) in einer vollstindig nichttrivialen Funkti-
on angenommen wird, liegt auf [b(w,q,n), 00) strenge Monotonie vor. Die Abschitzung
aus (i) erhalten wir aus |ug|? < w?|ug|? und

-1 1 -1 24 2yq, Lo 14+w? 1
Cp < q—J(Uo,UO)q’l = 4 ((HUOH ”uO”(gq) )(1 1 < ( w )q—l
2q 2q N (2+2b)]ug|3] 2(1+b)

co.

Wir zeigen nun (iii). Sei by > by und sei (%, 0) ein Minimierer von .J;,. Dann gilt ¢, > ¢,
qg-1 oL q-1 oL
Cb, < ijl(u’v)q—lj Chy = 2_(] b2(u71))q—17
wobei Jy, , Jp, das in (3.1.8) definierte Funktional fiir b = b;, j = 1,2 bezeichnet. Es folgt
-1 -1 Cphy \q-1 -1
e, =((Z5)" -1)d,

(&
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IN

Jbl(avﬁ) 1 q-1
( o) )bz
Jp, (0, D)
~12 ~112 o~
(UHQZ + 9] + 2bo @0l )Cq,l
bo

IN

~ 12 ~12 ~~
li]5g + 1915 + 201 @0 [1g
2(bp b)) |adllg g1

T2 ~12 ~~ b
5 + 19l + 2bs o] g ™

b —b1 g1
<S———¢ -
1+ bl 2
Wir erhalten mit dem Mittelwertsatz
q-1 q-1 2—q
o = ool oy o=y Gy falls 1 < g < 2
br=bo| ~1+by ot T Ik g-1 ’ -
q-1 qg-1 2—-q
|Cb1 - Cb2| by Cby — Chy by by
< . < . falls ¢ > 2.
b1 —ba| ~ 1+by cg;l —cg;l 1+by q-1 ’

Der letzte Term lésst sich jeweils wegen cp,,cp, < co und by > 0 durch -*% nach oben ab-
schitzen. Nach Satz 3.1.8 (i) gilt ¢ = ¢g auf (—o0,b(w, ¢, n)) und die (Lipschitz-)Stetigkeit
der Funktion b ~ ¢, liefert (i). ]

Bevor wir den allgemeinen Fall w > 1 untersuchen, betrachten wir in Lemma 3.1.11 das
Minimierungsproblem iiber N, fiir w = 1. In diesem Fall kénnen wir die Werte ¢, und
b(1,q,n) explizit angeben und alle Minimierer von I|y; bestimmen. Da alle semitrivia-
len Minimierer nach der Alternative von Satz 3.1.6 bekannt sind, geben wir in Lemma
3.1.11 nur die positiven Vektorgrundzustinde der Gleichung (3.1.1) fiir b > b(1,¢q,n) bzw.
b>b(1,q,n) an. Die Formel b(1,q,n) = 2971 — 1 fiir ¢ > 2 ist bekannt®, siehe Korollar
2.6 in [51]. Die Aussage b(1,q,n) = 0 fir ¢ € (1,2) ist neu. Die Zahl k; € (0,1) und

wp = (1+ bkg)_Tl-? sei wie in Proposition 2.0.1 definiert.
Lemma 3.1.11. Sei w=1.
(i) Im Fall 1 < q<2 gilt b(1,q,n) =0, ¢, =co fiir b<0 sowie
o= (L+k)(1+bk)) @1 (0<b<g-1), c=2(1+b) 71 (b2q-1).
Alle positiven Vektorgrundzlustdnde lauten (upkpuo, ppuo) und (pupuo, upkyuo) fir
0<b<q—-1 sowie (1+0b) 202 (ug,ug) fiir b>q—-1 bis auf Translation.

i) Im Fall ¢ =2 gilt b(1,q,n) = 1, ¢ = co fiir b< 1 sowie ¢y = 2(1+b) 71 fir b> 1
(1) Im Fall q =2 gilt b(1,q,n) =1, fiir b (1+0)
bis auf Translation. Alle positiven Vektorgrundzustinde lauten (cos(a)ug,sin(a)ug)
1
(0<a<3) firb=1 und (1+b) 292 (ug,up) fiir b>1.

$Maia, Montefusco und Pellacci zeigen, dass im Fall w = 1,q > 2 genau dann ein Vektorgrundzustand
existiert, wenn b > 297! — 1 gilt. Die Zahl b(w,q,n) bzw. b(1,¢,n) wurde vom Autor eingefiihrt und
konnte daher nicht von Maia, Montefusco und Pellacci berechnet werden.
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1

(i) Im Fall ¢ > 2 gilt b(1,q,n) =291~ 1, ¢, =co fiir b <2971~ 1 sowie c;, = 2(1 +b) a1

1
fiir b> 2971 — 1. Alle positiven Vektorgrundzustinde lauten (1 +b)™ 242 (ug,ug) fiir
b>2971 — 1 bis auf Translation.

Beweis:
Nach Bemerkung 3.1.7 (a) geniigt es, den Fall b > 0 zu betrachten. Fiir u,v € H'(R™) mit
u,v # 0 sel kyy = \|U||2q||u||§;. Nach Lemma 1.2 (i) gilt die Ungleichung

(lul® + Jv]*)?

J(u,v) = . .

2 2
lullzg + [vl5g + 26l uvg

(€ llull3, + &lvI3,)”

= 2 2
g + 012 + 26]ull3, [vl3,

- (1 + k?},,v)q é2(1
1+ k29, + 20k2,
(1+E2)7 o
M ———m 0
k>0 1 + k29 + 2bk4
=inf J k
inf (uo, kuo)

> inf J.

Daher ist (u,v) genau dann Minimierer von J, wenn in jeder der obigen Ungleichungen
Gleichheit gilt. Aus der Gleichheit in der ersten Ungleichung folgt nach Lemma 1.2 (i)
u,v € span{ug} bis auf Translation. Gleichheit in der zweiten Ungleichung verlangt, dass
ky» > 0 ein Minimierer der Funktion

2y\q

Fk) = 1(1;—]‘7)

+ k%4 + 2bk4
ist. Eine Kurvendiskussion der Funktion f zeigt im Fall 1 <¢<2,0<b<g—1, dass das
Minimum genau bei k, und k; 1 angenommen wird. Im Fall 1 < ¢ < 2,b > ¢ — 1 lautet
der einzige Minimierer 1. Im Fall ¢ > 2 existiert nur fiir b > 297! — 1 ein Minimum von f
iiber £ und der Minimierer lautet 1 im Fall ¢ >2 oder ¢ =2,b6> 1. Im Fall ¢ =2,b=1
ist jede positive Zahl Minimierer von f. Reskalierung dieser Minimierer von J liefert mit
Proposition 3.1.4 die Minimierer (up,vp) von I|y;, und die Werte ¢, ergeben sich durch
Auswertung von ¢, = I (up, vp).- O

(k>0)

Wir wenden uns nun dem Fall w > 1 zu. Zur Verbesserung der bestehenden notwendigen
Kriterien fiir die Existenz eines Vektorgrundzustands schiatzen wir b(w,q,n) in Proposi-
tion 3.1.12 nach unten ab.

Proposition 3.1.12. Es gilt

2g-n(g-1)
(1+wq . 52)1 -1 - 5%

254

b(w,q,n) > in(f] (3.1.14)
5>

Insbesondere:
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(i) Im Fall 1 < q<2 gilt b(w,q,n) > 0.

2g-n(g-1)

(i) Im Fall ¢ >2 gilt b(w,q,n) >w™ 2 (2971 -1).

Beweis:
Sei u,v e HY(R™) mit uv # 0, sei s := ||U||2q||u||§q1. Aus den Ungleichungen

2g-n(g-1)
lull > éollul2q,  [vfw>w™ 20 éofv]ag,

vgl. Lemma 1.2 (i), folgt

~A—2 2 2
Co ! (Jull? + [012)7 - Julsg - vz

2]uvlg

2q-n(g-1) 2 2
(Jul3g +o™ o I3 = lulzg - vl

K, (u,v) =

2]ul3l013,

2g-n(g-1)

B CLUN kol s (3.1.15)
- 254 o
und damit (3.1.14). Im Fall 1 < ¢ <2 folgt (i) aus
2q-n(g-1) 2q-n(g-1)
g 4HY T s)1-1-s% i LY A el - 0.
>0 254 s—=0 254
2g9-n(g-1)
Seinun ¢ >2und sei w:=w  2¢ . Dann gilt wegen © > 1 die Abschéitzung
14+ 02s2)9 1 - g2 1 55)2) — 1 = ($s)?4
inf( +w7s%) s Zd}qinf( + (ws) )A (ws)
s>0 254 s>0 2(ws)4
2yq _ 1 _ 24
_ inf (1+t)1-1-¢
t>0 2t4
2g-n(g-1)
w2 (207 - 1), (3.1.16)
O

Bemerkung 3.1.13. Im Fall ¢ = 2 ist die durch (ii) gegebene Schranke identisch mit
(3.1.14), denn

. f(1+w%82)2—1—84 , an 1
in =
5>0 252 5>0 2

Im Fall g > 2 liefert (ii) dieselbe Asymptotik fiir w - co wie (3.1.14), denn aus @ > 1 folgt

1+02%s2)1-1-s% 2g-n(q-1) 1+¢2)4 — 1 — o 2a¢2q
inf ( ) _ e ( )
5>0 2s4 t>0 2td
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2q-n(q-1) 1+t2)7 -1 - 292
—woe inf( )

t>1 2t4
" 2\q _
Sw2q 2(ql) nf(l-i-t) 1
t>1 2tq
2 n( 1)
=W =t (2(1 1——)

Zur Verbesserung der hinreichenden Kriterien fiir die Existenz eines Vektorgrundzustands
schitzen wir die Zahl b(w,q,n) nach oben ab. Hierzu verwenden wir in der Definition
von b(w,q,n), siehe (3.1.13), die Testfunktionen (uo(k-),auo(ks-)) fiir a > 0,5 > 1 und
ein optimal gewédhltes k > 0. Dariiberhinaus erhalten wir im Fall ¢ = 2 die Ungleichung
b(w,2,n) < by, wobei ba}u gemif Lemma 1.2 (v) der grokte Eigenwert des kompakten

Operators (A +w?)71(u2) ist. Es gilt daher

2
Do, = min {ﬂ? ¢ H'(R"),¢#0}. (3.1.17)

Wir kommen spéater auf die besondere Bedeutung dieser oberen Schranke zuriick.

Proposition 3.1.14.

(i) Im Fall 1< q<2 gilt b(w,q,n) <0.
(i) Im Fall q = 2 gilt b(w,2,n) < by, und insbesondere b(w,2,n) < T wie 1 Jirn=1,2
und n=3,w < /5. Im Fall n=3,w?>5 gilt dariberhinaus

w(1+w2—m)%(—1+3w2—m)%
402 (-1 + w2 = V1 + 3w?)
—5w —w? -2+ 2(w? - 1)V1+3w?
2 (r? Vi)

b(w,2,n) <

(#3) Im Fall ¢ > 2 gilt

1
bwrg,n) < (2171 - D )'s - Lt (n=1),
2q n(g-1) n(g-1)-2

bw,gn)<(1+wh))™ 2 272 -1  (n=23).

Beweis:
Wir beweisen zunichst die erste Schranke in (ii) fiir ¢ = 2. Fiir alle ¢ € H'(R™) mit ¢ # 0
gilt wegen |ug|? = [uo|*|uo]z? = &3 die Ungleichung

b(w,2,n) < ing K, (ug, ag)
a>

o 80" (ol + 0102 ~ ol - o

a>0 2a2[uod|3
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ing 260 o P1915 - 0 + (G591 ~ 161D)
0 20 ugd}

1912

~uodl3”

Insbesondere folgt aus (3.1.17) die Abschétzung b(w,2,n) < bg,,. Eine explizite obere
Schranke fiir by, erhalten wir aus (3.1.17)

Cuold _4-n 5 n
b(w,2,n) < by < ” i Tw2+ T (3.1.18)

Hierbei haben wir |uo[3 = 452 [uo|?, [ Vuo |3 = %|luo|* verwendet, siehe Lemma 1.2 (ii).
Zur Herleitung der anderen Schranken sei 1 < ¢ < ﬁ Fiir u,v € HY(R™) mit uv # 0 gilt
b(wa q, n) < }ﬁng Kw(u(k)v /U(k))

>

A=2q( .- _ a 2 _ 2
(Rl WP ol3) + B2V ul3 + [ Vol3)) - B ulsd - kol
" k0 ke uv]?

Er(l-9) s=24 2 2012 + k2 2 21\9 _ 2q _ 2q
o & (lull3 + w? vl + k2| vul3 + [Vol3) = Jull32 - v]3]

k>0 2|uvl|

Das Minimum beziiglich £ wird in

[ul3 +w?vl3  n(g-1) )1/2

k =
e ( IVul3 + Vo3 2¢-n(g-1)

angenommen. Einsetzen von kg, liefert

~—2 29— ’ﬂ(‘l 1) 2 2
b(w.q.n) < Crgly  (Jul3 +w?[v]3) — Julyg = Ivlsg
e 2wl
fiir B o 2
C ‘_( 2q )Q( n(g-1) )% _ Juo
n,qg *— -
7\ -n(qg-1)" “2¢-n(qg-1) HU0H2q n(q- 1)HV ”n(q 1)’

vgl. Lemma 1.2 (ii). Sei nun « > 0,4 > 1 und (u,v) = (ug, aug(3-)). Durch Einsetzen
dieser Testfunktion in die obige Abschétzung erhalten wir

b(w’q’n) ) 211”uOH2‘1(1 +w2a2l6 n)2q n(q-1) (1 + QQBZ—n)"( “u0”2q _ a2qﬁ—nHuOH§g
20 uouo () g
L () T e a2 1ot ol
R 201 Juouo(B)
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-n(g-1) n(g-1)
D € ) N i) W Ut 2
1n

= 50,821 2043 " ’

(3.1.19)

wobei sich die letzte Ungleichung aus der folgenden Abschiitzung ergibt*:

luouo (B2 > Juo(B-)uo(B) 2 = B o352

Die verbliebenen Abschitzungen aus (i)-(iii) resultieren aus der Wahl spezieller Werte
fir « >0,8>11in (3.1.19). Im Fall 1 < ¢ < 2 folgt (i) aus der Wahl =1 und o - 0,
denn

2q-n(g-1) n(g-1)
(1+w2a?) 3 (1+a2)" 5 —1- a2

204

=0.

Im Fall ¢ = 2 wihlen wir § = 1. Minimierung der oberen Schranke in (3.1.19) liefert
im Fall n = 1,2 oder n = 3,1 < w? < 5 den optimalen Wert fiir & - 0 und wir er-
halten die oberen Schranken aus (3.1.18). Im Fall n = 3,w? > 5 wird das Minimum

in a= %\/ -2+ 2w? - 2v/1 + 3w? angenommen und Einsetzen dieses Werts liefert die
-1/2
)

Schranke aus (ii). Im Fall ¢ > 2,n = 1 erhalten wir die genannten Schranken fir o = w
0 =w und im Fall ¢ > 2 n =2, 3 liefert die Wahl o« = 8 = 1 die Behauptung. O

Bemerkung 3.1.15. Die Parameter «,  wurden im Beweis des obigen Satzes so gewihlt,
dass asymptotisch die beste Grofsenordnung fiir die obere Schranke fiir b(w, g,n) erzielt
wird. Hitten wir im Fall ¢ > 2,n = 1 beispielsweise @ = 8 = 1 gewihlt, so hétte sich
die Abschiitzung b(w,q,1) = O(w?™) ergeben. Unsere Wahl liefert hingegen das bessere

q+2

Resultat b(w,q,1) = O(w 2 ).

Satz 3.1.16. SeineN,1<¢g< ﬁ und w > 1, sei b(w,q,n) gegeben durch (3.1.13).

(i) Im Fall 1 < q < 2 existiert genau dann ein Vektorgrundzustand von (3.1.1) wenn
b>0.

(ii) Im Fall g =2 ezistiert fir b>b(w,2,n) ein Vektorgrundzustand von (3.1.1).
Fiir b < b(w,2,n) existiert kein Vektorgrundzustand von (3.1.1).

(i1i) Im Fall ¢ > 2 existiert ein Vektorgrundzustand von (3.1.1) genau wenn b > b(w,q,n).

Fiir b(w,q,n) gelten die Abschditzungen der Propositionen 3.1.12 und 3.1.14.

Beweis:

Aus den Propositionen 3.1.12 und 3.1.14 folgt b(w,q,n) = 0 im Fall 1 < ¢ < 2. Fer-
ner existiert fiir b = 0 nach Bemerkung 3.1.7 (a) kein Vektorgrundzustand und wir er-
halten Aussage (i) aus Satz 3.1.8. Teil (ii) folgt unmittelbar aus Satz 3.1.8. Im Fall

“Die Funktion uo ist radialsymmetrisch und radial fallend. Insbesondere gilt uo > uo(3-) fiir 8> 1.
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q > 2 ist gemik Satz 3.1.8 lediglich zu {iberpriifen, dass K, einen Minimierer besitzt.
Sei (U, vy eine Schwarz-symmetrische minimierende Folge von K, mit tyy,, vy, > 0 und
HumHgg + vaHgg =1, sel s, := ||va2qHum||§;. Aus w? > 1 und (3.1.15) folgt
(1+52)7-1-s20

25,

b(w,q,n) +0(1) = Ky (tm,vm) >

Wegen ¢ > 2 gilt

lim (1+52)9-1-5% - tim (1+s%)1-1-5%
s—0 254 $—00 254

= +o00,

sodass eine von m unabhiingige positive Zahl C mit C~! < s, < C existiert. Es folgt
2 2 2 . 2 2
1= L 30+ Jom |32 < (C20 4 1) min 3, o |20 (31.20)
Die Folge (t,,vy,) ist beschrinkt in HY(R™) x H'(R") wegen

b(w,q,n) +0(1) = Ky (tm,vm)
~ luml + [om]2) = Jtm 52 = [oml52
2HUmvm“g
(a1 + Jom 22 = [t |52 = v |5
||UmH§Z + vangg

= (lum [ + om[2)* - 1.

Da (tp,vm) Schwarz-symmetrisch ist, konvergiert eine geeignete Teilfolge schwach, in
L24(R™)x L4 (R™) und punktweise fast iiberall gegen eine Funktion (u,v) mit u,v € H*(R")
und u,v # 0, vgl. Proposition C.8. Es folgt

K, (u,v) <liminf K, (ty, vm) = b(w, q,n).

Daher ist (u,v) Minimierer von K, und es folgt die Behauptung. o

Wir kommen nun zur Einordnung der Resultate aus Satz 3.1.16. Im Fall 1 < ¢ < 2 ist
unser Resultat optimal. Insbesondere verbessern wir das bisher einzige (hinreichende)
Kriterium fiir die Existenz eines Vektorgrundzustands aus Satz 2.3 in [51] signifikant. Im
Fall ¢ > 2,n = 1 stellt unsere obere Schranke fiir b(w, ¢,n) aus Proposition 3.1.14 wegen
% < q+ 1 eine qualitative Verbesserung zu den Ergebnissen von Maia, Montefusco und
Pellacci dar, denn die genannten Autoren bewiesen in [51] (fiir alle ¢ € (1, ﬁ)) die

Abschétzung

2¢+n(q-1)+(2¢-n(qg-1))w> )qw2q—n(q—1)‘

b(w,q,n) < ( >
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Des weiteren folgt aus Proposition 3.1.12, dass b(-,¢,n) auch im Fall ¢ > 2 durch eine
beziiglich w koerzive Funktion nach unten beschrinkt ist. Das bislang einzige Resultat
in diese Richtung aus Satz 2.5 in [51] lautet b(w, g, n) > 2971 — 1 fiir ¢ > 2.

Wir kommen nun zur Diskussion des Falls ¢ = 2. Die Existenz eines Minimierers des
Funktionals I iiber N, zeigten Maia, Montefusco und Pellacci in [51], Satz 2.8 unter der
Bedingung b > %oﬂ + 7. Ambrosetti und Colorado zeigten die Existenz eines Grundzu-
stands mit Hilfe des Mountain-Pass-Theorems in H!(R™)xH!(R™) fiir Raumdimensionen
n = 2,3 und fiir Parameter b > bo,, vgl. Satz 2 in [3]|. De Figueiredo und Lopes erhielten
in Satz 1.4 [26] die Existenz einer positiven Losung fiir b > bg, = @ im Fall n = 1.
Ob es sich bei dieser Losung um einen Vektorgrundzustand handelt, geht es aus der Dar-
stellung nicht hervor. Vergleichen wir diese Ergebnisse mit unseren, so ist zu erkennen,
dass im Fall n = 1,2 keine signifikant besseren Ergebnisse erzielt werden konnten. Es ist
nicht ausgeschlossen, dass dies auf b(w, 2,n) = by, zuriickzufithren ist und Vektorgrund-
zusténde an der Stelle b = by, von der Losungsschar 71 = {(uo,0,b) : b € R} verzweigen.
Im Fall n = 3 ist die Situation ein wenig anders. Einerseits folgt aus Proposition 3.1.14
(ii) die Abschitzung b(w,q,n) = O(w). Andererseits gilt die Abschétzung

e -] n
b07w—m1n{m.¢eH1(R ),qﬁiO}

- min{fR" IVO|? da +w? [on ¢% da

(g H'(R"), 6+ 0}

[RnugqﬁQdaz
. % dx .
> i fﬂﬁ—ﬂfug—mg 9 H'(R"), 670}
2 dx
> 2 . fR"¢ . Hl Rn #:0
2 min { g gy 0 MR, 02 0
= 1 . 2
[uolZ.

Hieraus folgt, dass fiir n = 3 und grofe w > 0 die Ungleichung b(w, ¢,3) < by, gilt. Ins-
besondere existieren Vektorgrundzustinde fiir Kopplungsparameter b vor der ersten Ver-
zweigungsstelle by .. Es wére interessant zu wissen, ob diese Vektorgrundzustinde den-
noch mit den semitrivialen Losungen topologisch verbunden sind.
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3.2. Minimierung iiber M,

Das Existenzresultat aus Satz 3.1.8 wirft die Frage auf, ob fiir b < b(w, ¢,n) positive Lo-
sungen des Systems (3.1.1) existieren. Im Fall ¢ = 2 gewannen Lin/Wei [48],[49] und
Sirakov [72] positive Losungen von (3.1.1) fiir kleine positive Werte von b durch Mini-
mierung des Funktionals [ iiber My, wobei

My = {(u,v) e HY(R™) x HY(R™) : u,v % 0,
. ; (3.2.1)

2 2
Jal® = Jullog + bluwold, ol = ol + b||uv||3}-
Diese Menge enthélt alle vollstéindig nichttrivialen Lésungen von (3.1.1) und erfiillt
M, ¢ N,. Insbesondere gilt

Kp > Cp (beR), fir Ky := i/\I/llfI, Cb:i/{}ff- (3.2.2)
b b

Wir analysieren das Minimierungsproblem (3.2.2) fiir alle Exponenten q € (1,#),
wobei sich das Problem fiir 1 < ¢ < 2 als trivial erweisen wird. Im Fall ¢ > 2 zeigen wir, dass
fiir alle b € [0, ¢—1) ein positiver Minimierer von Iy, und damit eine positive Losung von
(3.1.1) existiert. Es handelt sich um ein génzlich neues Resultat. Im Fall ¢ = 2 erhalten wir
fiir b € [0,1) genau im Fall b < by ;,, einen positiven Minimierer von |4, . Dariiberhinaus
zeigen wir, dass die positiven Minimierer fiir b — b671 10 Begen die semitriviale Losung
(0,v0) konvergieren und damit an der Stelle by, Verzweigung von der Losungsschar
T2 = {(0,v9,b) : b € R} in die negative b-Richtung auftritt. Dies steht in Einklang mit
den Resultaten aus Satz 2.1.8. Die in diesem Abschnitt gewonnenen Lésungen sind keine
Vektorgrundzustinde und insbesondere nicht die Lésungen aus Abschnitt 3.1. Dies ergibt
sich aus den Ungleichungen ¢ — 1 < 2971 =1 = b(1,¢,n) < b(w,q,n) im Fall ¢ > 2 und
bo,1jw <1=0(1,2,n) <b(w,2,n) im Fall ¢ =2,w > 1.

Wir zeigen zunéchst, dass im Fall b < 0 kein Minimierer von I|y, existiert. Im Fall ¢ = 2
ist dieses Resultat Satz 1 in [48]| zu entnehmen. Die wesentliche Beobachtung ist, dass
minimierende Folgen (uy,v) wegen b <0 eine Verkleinerung und nicht wie im Fall b > 0
eine Vergroferung des Terms |ujvk|e anstreben. Eine solche Verkleinerung kann durch
das "Auseinanderzerren” der Komponenten realisiert werden. Wir zeigen, dass eine Folge
(ug,vg) mit (ug,vg) ~ (uo(-+ ker),vo(- — kep)) minimierend ist.

2g-n(g-1)
Lemma 3.2.1. Seib< 0. Dann gilt kp = (14w~ =1 )co und Kp wird nicht angenommen.

Beweis:
Sei b < 0. Fiir (u,v) € M, gilt

2q
2q°

q

2 2
[ull™ = [ulz

2 2
+blluv]g < fu] 0[5 = Tvlzg + bluv]§ < ol
q q

Es folgt aus Lemma 1.2 (i)

qg-1
I(u,v) = Q—q(HUH2 +[v]2)
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> S (g (R )™ oz (L))

2 2
Jull2g [v]5g
Jastll (el g2y
2q N ullzg [v]l2g
2g-n(g-1) 29

-1
Zq—(1+w 1 )ed!
2q

29-n(g-1)
= (1 +w el )Co.

Der Gleichheitsfall tritt genau dann ein, wenn uv = 0 gilt und xg, yo € R™ existieren mit
u(-+xg) € span{ug},v(- + yo) € span{vg}. Da dies unméglich ist, erhalten wir

2g-n(q-1)

I(u,v) > (1+w 1 e fiir alle (u,v) € M.

2g-n(g-1)
Es geniigt, die Ungleichung s < (1 + w ot )co zu zeigen. Sei x € Cg°(R™) mit

supp(x) € B, X|B,, =1, sei g () = uo(2)x (%), 0 (x) = vo(2)x(§) und

1

uee) = (1L )T Gy (ot e,
i3,
~ 1
vg(z) = ( ||7ikH‘:; )q_l <O (x - kep).
[9k]12

Dann gilt supp(ux) ¢ Br(—ke1),supp(vi) c Bi(ker) und insbesondere ujvg = 0. Ferner
zeigt eine kurze Rechnung (ug,vy) € My. Es folgt aus dem Satz von der dominierten
Konvergenz

kp < lim I (ug, vk)
k—o00

g-1.
khm (HukH2 + “UkHZ;)
— 00
2q

2q
_a-1 ((Hﬂkll )fql+(|?7k||w )rl)
2q  k—oo \ | U 2q |9k 124
2q

_ E(( || )% N (M)p)

2q 1 uoll2q [voll2q

— 2g-n(g-1) 24
_ q2 1(1 +w%)@§_l
q

2g9-n(q-1)
=(1+w <1 e,

was zZu zeigen war. |
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Die von b unabhiingige Konstruktion® der Folge (uy,vy) beweist dariiberhinaus, dass die
Menge M,, fiir kein b € R leer ist. In Anbetracht des obigen Lemmas konnen wir uns im
Folgenden auf die Untersuchung des Falls b > 0 beschrinken, um vollstdndig nichttriviale
Losungen des Systems

“Au+ w= w7+ blul o),

—Av +w?v = [v]27 20 + blu|?|v| T2, (3.2.3)
w>1,beR, 1<g< ﬁ, u,v e HY(R")

zu gewinnen. Das folgende Lemma besagt, dass auch fiir groffe Werte von b keine "neu-
en” Losungen von (3.2.3) durch Minimierung iiber M} gewonnen werden kénnen. Fiir
b>b(w,q,n) existiert nach den Resultaten des letzten Abschnitts ein Vektorgrundzu-
stand von (3.2.3) und damit ein natiirlicher Kandidat fiir den Minimierer von I|a4,, vgl.
Satz 3.1.8.

Lemma 3.2.2. Sei b > b(w,q,n). Dann gilt Ky = ¢, und Ky, wird genau in den Vektor-
grundzustanden von (3.2.3) angenommen.

Beweis:

Nach Satz 3.1.8 existiert fiir b > b(w,q,n) ein Vektorgrundzustand (u,v) von (3.2.3).
Insbesondere ist (u,v) vollstindig nichttriviale Losung von (3.2.3) mit I(u,v) = ¢p. Es
folgt (u,v) € Mj und aus (3.2.2) folgt

cp < kp < I(u,v) = cp.

Daher ist (u,v) Minimierer von I|rq, und wir erhalten die Behauptung. Ferner ist jeder
Minimierer (u,v) von I|aq, vollstandig nichttrivial und, wie wir in Lemma 3.2.3 zeigen,
eine Losung von (3.2.3). Aus ¢, = Ky (siehe oben) und I(u,v) = k; folgt I(u,v) = ¢, d.h.
(u,v) ist Vektorgrundzustand. m]

Aus den beiden obigen Lemmata folgt, dass im Fall 1 < ¢ < 2 wegen b(w,q,n) = 0
nur im Fall b = 0 eine Chance besteht, durch Minimierung von I|p, neue Losungen zu
erhalten. Eine kurze Rechnung zeigt, dass in diesem Fall der positive Minimierer von
I|pm, die bereits bekannte Losung (ug,vp) ist. Wir betrachten daher im Folgenden stets
den Fall ¢ > 2. Als nichstes zeigen wir, dass fiir b € [0,¢q — 1) die durch M, gegebene
Nebenbedingung natiirlich® ist bzw. dass Minimierer von I| M, kritische Punkte von [
sind. Das entsprechende Resultat fiir ¢ = 2 ist Proposition 1.1 in [72] zu entnehmen.

Da die nichttrivialen Funktionen wuy, vy, disjunkte Triger besitzen und |ux|? = |ux Hgg, o2 = |vk Hgg
gilt, erhalten wir (ug,vi) € My fiir alle b e R.

6Spiter zeigen wir ohne es explizit zu erwihnen, dass im Fall 0 < b < ¢ — 1 die Menge M, iiber der
offenen Menge (H'(R™) \ {0}) x (H*(R™) \ {0}) glatt parametrisiert werden kann, d.h. dass M,
eine C'”-Hilbertmannigfaltigkeit ist. Ein kritischer Punkt (u,v) € My von I|aq, erfiillt dann per
Definition I'(u,v) + L1 Hi(u,v) + LoH5(u,v) = 0 fiir reelle Zahlen L1, Lo und Hi, H> wie im Beweis
von Lemma 3.2.3. Die durch Hi, H> gegebene Nebenbedingung heifit natiirlich, wenn aus dieser
Gleichung I'(u,v) = 0 folgt.
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Lemma 3.2.3. Sei ¢ >2 und 0 < b < qg—-1. Dann ist jeder Minimierer von I|p, eine
Lésung von (3.2.3).

Beweis:
. 2 2 .
Sei Hy(u,v) := |u|®~|ul 5 - bluv|§ und Ha(u,v) = |v]3 - [v]5 - blluv]g. Fiir (u,v) € My
gilt wegen b(q—2) >0
2 2
Hi(u,v)[u,0] = 2[u|? - 2q|ul 3¢ - gbluv| = =2(q - 1)[ul5) = (g~ 2)bJuv] <0,
2 2
Hy(u,0)[0,0] = 2]v[ = 2q]v]50 — abuv|§ = -2(g = 1) Jv]5 — (g = 2)bJluv]d <0

und damit ran(H](u,v), Hy(u,v)) = R%. Nach der Lagrangeschen Multiplikatorenregel,
vgl. Satz 26.1 in [27], existieren L, Lo € R mit

I'(u,v) + Ly Hy (u,v) + Lo H)(u,v) = 0.
Wegen I'(u,v)[(u,0)] = Hi(u,v) = 0 und I'(u,v)[(0,v)] = Ha(u,v) = 0 erhalten wir
wegen (u,v) € My durch Testen mit (u,0) bzw. (0,v) die folgenden Gleichungen:
0=((2-29)ul3? + 2 - Q)bluv|?) L1 - gbuv]LLs,
0=((2-20) ]3¢ + (2 - Q)buv])Ls - gbluv|ILy.

Wir nehmen nun (L1, La) # (0,0) an. Dann verschwindet die Determinante dieses linearen
Gleichungssystems und es folgt

0=((2-2g)ul3! + (2 - q)bluv]d) - (2 - 20) 0[5 + (2 - @)bluv]}) - (gb]uv]2)*
q-2
= 41 = ) (bluv]$)?* ~ T bluvl(ulzg + [ol55) - (= Dlulzgvl3;)-

Auflsen der quadratischen Gleichung liefert wegen b >0

2 2 2 2 2 2
abuv]d = (g - 2)(Jul32 + 0132 +/(a - 2)2(Jul32 + 01302 + 16(g - 1) Jul 3¢ v]32,

Wegen [[ul 37+ v]52 > 2|u[§ | v]3, ist die rechte Seite nach unten durch 4(q—1)[u|3, o[,

beschrankt. Aus b < ¢—1 und der Holderschen Ungleichung ergibt sich ein Widerspruch.
Also gilt Ly = Ly = 0, was zu zeigen war. |

Wie im Abschnitt zuvor nutzen wir eine Faserabbildung, um das Minimierungsproblem
iiber M, in eine angenehmere Form zu bringen. Fiir u,v € H'(R™) mit u,v # 0 sei
Buw : Ry x Ryg = R gegeben durch

A 1 1 9
Buw(s,t) = 1(su,tv) = §(S2IIUHQ+t2HvHi) —2—q(82qIIUIIQZ+t2qIIUII2q+2Sqtqb||uv|\3) (3.2.4)
Aus
5 - 2
OsBuw(s,t) = s~ (|sul® = | sul32 - o] (su) (tv)[2),

OuBuw(s:t) =t ([tv]5 = [t0ll50 = bl (su) (to) )

erhalten wir die folgende Proposition.

(3.2.5)
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Proposition 3.2.4. Sei u,v e H! (]R”)Amz’t u,v 0. Fir s,t >0 gilt (su,tv) € M, genau
dann wenn (s,t) kritischer Punkt von (3, ist.

Die Diskussion der Eigenschaften der Faserabbildung BW} erfordert eine separate Unter-
suchung der Fille ¢ = 2 und ¢ > 2. Bevor wir mit der Analyse des Falls ¢ > 2 fortfahren,
untersuchen wir im folgenden Lemma den elementar behandelbaren Fall w = 1. Wie in
Lemma 3.1.11 bestimmen wir alle positiven Minimierer von I|y, und die zugehorigen
Energieniveaus.

Lemma 3.2.5. Sei q¢>2,w=1. Dann g¢ilt
Ky = 2¢o (b<0), I€b=2(1+b)_‘1%100 (bZO)

Alle positiven Minimierer von I|pq, sind fiir ¢ > 2,0 > 0 oder ¢ = 2,b # 1,b > 0 durch
1
(1+b) 202 (ug,up), im Fall ¢ =2,b=1 durch (cos(a)uo,sin(a)up) (0<a< ) gegeben.
Beweis:
Im Fall b < 0 folgt kp = 2¢9 sowie die Nichtexistenz von Minimierern aus Lemma 3.2.1.
1
Fiir b > 0 sei nun (up,vp) := (1 +b) 2072 (ug,up) und sei (u,v) € My ein Minimierer von

I|pm,- Daher gilt

2q

L
Jull® + 0] < Jup | + [op]? = 2(1 +b) 77 fug|® = 2(1 + b) 7
Aus Jul® = Jul3] + bluv]§ und Jof?

fiir 7 := HszqHUHQq >0

= Hv|| +b|uv||g sowie der Holder-Ungleichung folgt

B (lul3, + 1013,) < lul? + Jv]?
TSP (1 L o R RY =
< (ful® + o)) (2 min { 1
[ulg, Tol3,
. 2 R =
<2631+ 0 7 (min )
1
2q-2 2q-2 q-1
< 263(1+0) @7 (min{ul32? + blul4, o), o[22 + blo ]2, ||uu2q})
s L 2 2 min{1 + br?, 72972 4 bra=2}\ 5
=26(1+0) T (Jull, + 1ol (e )

A 2 2
< E(lulzg + lvl2g),
wobei wir in der letzten Abschitzung die Ungleichung

min{1 + br?, r2a-2 4 brq_Q} 1+
(1+7r2)a1 - 201

(b>0,r>0)

verwendet haben. Fiir einen Beweis dieser Ungleichung siehe Proposition B.1 in Ap-
pendix B. Folglich gilt in jeder der obigen Ungleichungen Gleichheit und die genannte
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Proposition liefert » = 1 im Fall ¢ > 2,6 > 0 oder ¢ = 2,b # 1,b > 0. Dariiberhinaus
ist aufgrund der Gleichheit in der ersten Ungleichung nach Lemma 1.2 (i) sowohl u als

auch v skalares Vielfache von ug. Mit [u]? = ||qug +blluv|§ und |v|? = Hngg + blluv|

erhalten wir (u,v) = (1 + b)_ﬁ(uo,uo) im Fall ¢ >2,b>0 oder ¢ =2,b# 1,b>0 bzw.
(u,v) = (cos(a)uo,sin(a)ug) (0 << §) im Fall ¢ =2,b=1. Es folgt die Behauptung. D

Es ist zu beachten, dass die Werte von ¢, und x; sowie die entsprechenden positiven
Minimierer fiir b > b(1, ¢, n) = 24971 -1 iibereinstimmen, siche Lemma 3.1.11. Dies bestétigt
Lemma 3.2.2. Wir sehen spéter, dass die obigen Resultate zumindest im Fall ¢ = 2 nur
bedingt auf den Fall w > 1 iibertragbar sind. Lemma 3.2.5 kénnte beispielsweise dazu
verleiten, die Existenz von Minimierern des Funktionals |, fiir alle b> 0 zu vermuten.
Dies ist im Fall ¢ = 2 falsch, wie wir in Satz 3.2.12 (ii) zeigen.

3.2.1. Der Fall g>2

In diesem Abschnitt zeigen wir, dass fiir Parameterwerte ¢ > 2,0 < b < ¢ — 1 ein positiver
Minimierer von I|y, existiert. Die Bedeutung des Schwellenwerts g—1 besteht darin, dass
fiir 0 < b < ¢— 1 und eine vollstindig nichttriviale Funktion (u,v)e H'(R™) x H!(R")
die Faserabbildung ﬂAu,U genau einen kritischen Punkt besitzt und dieser einem globalen
Maximum entspricht. Die Projizierung einer Funktion (u,v) auf M; durch Maximie-
rung der Faserabbildung ist daher naheliegend und die hieraus resultierende Min-Max-
Charakterisierung von sy = inf aq, I erweist sich als giinstig.

Im Fall b > g -1 hingt die Anzahl der kritischen Punkte der Faserabbildung 3,, im
Allgemeinen von u,v ab und es konnen degenerierte kritische Punkte von 3, , auftre-
ten. Um dies zu belegen, betrachten wir den einfachsten Fall w = 1 und u = v. Da die
Darstellung der auf Rgo definierten Funktion (3, , schwierig ist, betrachten wir statt
Buu(s,t) = I(su,tu) die Abbildung” f,(a) = max,o I (ru,aru), d.h.

1 1

g-1 L=l (1+a®)? Nomoful yaw
— J , -1 = ’
fu(@) ETE (u, u) 2q (1+a2q+260¢q) (||U||2q)

Wir erhalten qualitativ das in Abbildung 3.2 illustierte Ergebnis: Fiir b < ¢ — 1 nimmt
fp im Punkt a =1 das eindeutige strenge globale Maximum an. Sobald b den Wert ¢ -1
passiert, degeneriert das globale Maximum zu zwei globalen Maxima und einem lokalen
Minimum. Fiir b> 297! — 1 ist das lokale Minimum von f, ein globales Minimum.

T . . 2¢-2 _ lul? 1+a2 . . coa . .
Die Abbildung a ~ (r(u,au),r(u, cu)a) fir r(u,v) = P Tra?1:20a7 ist eine Bijektion zwischen
q

den kritischen Punkten von f, und den kritischen Punkten von [, ..
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% @ ; o
1 1
() fufir0O<b<qg-1 (qg=4,b=1) (b) fufirb=¢-1 (¢=4,b=3)
% } %1 (0% % | o
ky 1 ky ky 1
(c) fufiirqg-1<b<29'-1 (g=4,b=5) (d) fu fiir b>297" -1 (g=4,b=8)

Abbildung 3.2.: Graphen der Funktionen f, fiir verschiedene b >0

Proposition 3.2.6. Sei ¢>2,0<b<q-1 und u,v e HY(R™) mit u,v # 0. Dann besitzt
Buw genau einen kritischen Punkt (s,t) = (s(u,v),t(u,v)), der in RygxR,o angenommen
wird. Es handelt sich um ein strenges globales Maximum.

Beweis:
Sei u,v € H'(R™) mit u,v # 0 und

- A 1 1 2 2 a4
B, ) = Buo(V5,VE) = S (sllull® + tvl5) - 2—q(SqIIUH23 + t1vll5g + 2s2t2bfuv]).

Dann ist -3 stetig differenzierbar auf Rsg x Rso und koerziv. Insbesondere besitzt 3 ein
globales Maximum iiber Rsg x Ry, das in (3,%) angenommen wird. Wegen 9;3(0,%) > 0
gilt 5> 0 und aus 9;3(5,0) > 0 folgt > 0. Dasselbe Argument zeigt, dass alle kritischen
Punkte von 3 in R.oxRsq liegen miissen. Die Funktion 3 ist zweifach stetig differenzierbar
in R.g x Ryg und erfillt fiir s,£>0

-1 g-4

- q _ b(q—2) 9 o
0usBls 1) =~ Lt 22t - M2
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-1
Ouf(s,t) = =192 |v] 3¢

Stﬁ(syt) = _Z(St)Tb”’LL’U”Z

7 Jluvlg,

_bg-2) g 00
4

Aus b(q -2) >0 folgt 9ssB(s,t),0u8(s,t) < 0 sowie
4det(D?B(s,t))
=4+ (9ssB(5,) - 0uB(s,1) = (9B, t))z)
=~ (g- 1)(st)*((bluv])? - L5 2(( V¥ 1ol3e + (3) 2 lul3)bliuv]d - (a = 1) Jul3210l3:)
~(q=1)(st)"2((bluv]$)? - (- 2) Julld, I3 bluv]g - (a = D)ul3e|v]5:)
= ~(g=1)(st)**(bluv]g = (q = 1)]ul, I0]5,) (bluv]] + |uld,|v]E,)
>0,

wobei die letzte Ungleichung aus b < ¢ — 1 und der Hoélder-Ungleichung folgt. Folglich
ist die Hesse-Matrix von 3 in jedem Punkt (s,t) € Ryo x Rsg negativ definit. Daher ist
das globale Maximum der einzige kritische Punkt, denn ist (5,f) ein weiterer kritischer
Punkt, so gilt fiir einen Punkt (£,7) zwischen (s,t) und (3,) die Gleichung

0= (S - §,t - t~) : (vﬁu,v(&t) - vﬁu,v(gvg)) = (S - §7t _g)D2ﬁu,U(§77])(s - gvt - f)

und die negative Definitheit der Matrix D?83, ,(&,n) liefert s = §,¢ = . Es folgt die Be-
hauptung. O

Fiir Parameterwerte b € [0,q — 1) erfolgt daher die Skalierung auf M einer Funktion
(u,v) € HY(R™) x H'(R™) mit u,v # 0 durch Maximierung der Faserabbildung 3,,. Da-
her betrachten wir fortan

max [ (su,tv) = maxmax[(ru row)
5,t>0 a>0 >0

= max](r(u7 av)u,r(u, av)awv)

1
= q—max J(u a@)q 1 (326)
2q a>0

wobei r und J die in (3.1.6) und (3.1.8) definierten Funktionen bezeichnet. Sei daher

J(u,v) := ma(?(J(u,ow). (3.2.7)
a>

Aus der Existenz und Eindeutigkeit des kritischen Punktes der Faserabbildung nach Pro-
position 3.2.6 ergibt sich die folgende variationelle Charakterisierung von kjp = inf oq, I

Proposition 3.2.7. Sei ¢>2,0<b<q-1. Dann gilt

Kb —1nf{2—qJ(u v)i1 u,v e HY(R™),u,v th}.
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Ist (4,0) € HY(R™)x HY(R") ein Minimierer von J mit @, v % 0, so ist (s(@,0)a, t(@,)0)
ein Minimierer von I|p, .

Aus dieser Proposition folgt unmittelbar:

Proposition 3.2.8. Die Funktion b — ry ist auf [0,q—1) monoton fallend und Lipschitz-
29-n(q-1)

stetig. Ferner gilt ky >w™ a1 ¢o fiir be[0,q—1).

Beweis:

Die Monotonie der Abbildung b ~ x; folgt unmittelbar aus Proposition 3.2.7 und der
Definition von J in (3.2.7). Wir beweisen die Lipschitz-Stetigkeit. Fiir alle u,v € H*(R")
und alle o > 0 gilt wegen b > 0 die Ungleichung

1
20 uv]§ < 7= - (20 ful3, V], + 2ba®|uv]f)

2 2 2
< (Jul3e+ a® o3 + 260 fun]9).

Fiir alle u,v € H'(R"™) mit u,v # 0 folgt daher

b+l e L (ulP+aold)
b+1+e™ " e g Jul3+ a2 o]3 + 2090 uv]f
(Jul® + 02 [o3)"

= 2 2 2 2
[ulza + a2a]v]5 + 2a9b|uv|g + 553 (lul5 + @ v] 5 + 2a9b]uv|§)

(Jul® + o [v]2)?

ST 2
[ull3g + o®av]5g + 209(b + £) Juv]g
< J(u, av).

Da dies fiir alle a > 0 und alle u, v # 0 gilt, erhalten wir aus der variationellen Charakte-
risierung von kp aus Proposition 3.2.7 die Ungleichung

b+1 (L ..
( )q’llibSKbJraSnb fir0<b<b+e<q-1.
b+1+¢
Eine kurze Rechnung liefert wegen b > 0 und s < ko die Ungleichung

|I€b+5 - I{b| < i -e< 0 £
(q-1)(b+1) "~ q¢-1

und damit die Lipschitz-Stetigkeit. Ferner gilt

J(u,v) = max J (u, ow)
a>0

> max { lirgl J(u,av), lim J(u,ov)}
a—0* a—>00

2
— max{ ||u||2q ||U||U-)q} (3 9 8)
2q° 2 e
lullzg vl
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und wir erhalten mit Lemma 1.2 (i) die Abschitzung
J(u,v) > max {égq, w2q7"(q71)63q} = w2q7"(q71)égq.

Es folgt aus Proposition 3.2.7

— A~ 1
Kp = inf{uJ(u,v)ﬁ cu,v € HY(R™), u, v # O}
2q
a1 (wzq-n(q—1)é2q)ﬁ
2q 0
2g-n(q-1)
=w 9« .

Ko
2g-n(g-1)
w 1 ¢
€o
i b
T
0

qg-1

Wir kommen zum zentralen Resultat dieses Abschnitts. Wir beweisen fiir b € [0,q — 1)
die Existenz eines positiven Minimierers von I|xq,. Hierfiir nutzen wir die variationelle
Charakterisierung von kp aus Proposition 3.2.7 und zeigen, dass das Funktional J einen
nichtnegativen vollstéindig nichttrivialen Minimierer besitzt. Wegen J(|u|*, |[v]*) < J(u, )
J(Au, pw) = J(u,v) fiir alle A\, # 0 und alle nichttrivialen Funktionen u,v € H'(R")
diirfen wir Schwarz-symmetrische minimierende Folgen (u;,v;) fiir J mit der Eigenschaft
lujll2q = lvjll2q = 1 whihlen.
2q-n(g-1)

Satz 3.2.9. Sei q > 2,0<b<qg-1. Dann gilt kp > w 1 ¢y und K, wird in einer
positiven Losung (u,v) von (3.2.3) angenommen.

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass ein nichtnegativer Minimierer (a,v) von J mit @,0 >0, @,0 # 0
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existiert. Sei (uj,v;) eine Schwarz-symmetrische minimierende Folge zu J, die ohne Be-
schrankung der Allgemeinheit |u;|2q = [|vj]l24 = 1 erfiille. Dann ist (u;,v;) wegen (3.2.8)
beschrinkt in H(R") x H1(R™). Daher existiert ein (,7) € H*(R™) x H'(R™) und eine
Teilfolge von (u;,v;) mit (uj,v;) -~ (@,9), (uj,vj) = (@,9) in L*(R™) x L?1(R™) sowie
(uj,vj) - (@, 0) fast {iberall. Insbesondere gilt @, > 0 und ||@l2q = [|0]24 = 1. Fiir jedes
a > 0 gilt daher die Ungleichung

inf J = lim magcJ(uj,avj) > lim J(uj,av;) > J (@, av).
J—>00 Q> J—0o0

Da & > 0 beliebig war, erhalten wir
inf J > max J (@, ) = J (@, 7).
a>0

Folglich ist (@,?) ein Minimierer von J mit @,% >0 und @, # 0. Nach Proposition 3.2.7
ist (u,v) := (s(@,?)u,t(q,v)0) Minimierer von I|rq, und nach Lemma 3.2.3 ist (u,v)
Lésung von (3.2.3). Aus Lemma C.6 folgt u > 0,v >0 und wir erhalten die Behauptung.
O

3.2.2. Der Fall g =2

Im Fall ¢ = 2 ist das System (3.2.3) gegeben durch

“Au+  u=ud+buv?,
~Av +w?v = v + buv, (3.2.9)
w>1,beRne{l,2,3}, uveH (R").
Nach Satz 2 in Sirakovs Arbeit [72] ist bekannt, dass die Bedingung 0 < b < bg;,(w) fiir
2

bSlr(w) = 4-n n—4 (CU > 1)

n
w2 +w 4 +\/w4—”+w"—4+2—4w‘2

hinreichend fiir die Existenz eines Minimierers von I|p4, ist. In Satz 3.2.12 verbessern
wir dieses Resultat und zeigen, dass fiir b € [0,1) genau dann ein Minimierer von I|aq,
existiert, wenn b < by 1 Jw gilt. Hierbei bezeichnet b6,11 J den gréfsten Figenwert des kom-
pakten Operators (-A + 1)7!(v3:) in H}(R™), vgl. Lemma 1.3. Dariiberhinaus zeigen
wir, dass die positiven Minimierer von I|y, fiir b — by.1/., egen (0,vp) konvergieren und
damit an der Stelle by 1, Verzweigung in die negative b-Richtung von der Losungsschar
T2 = {(0,v9,b) : b € R} auftritt.

Im Fall n =1 ist by, explizit bekannt. Aus Lemma A.3 folgt by 1/, = ;’T*% und ein Ver-
gleich mit Sirakovs Kriterium ist moglich, siehe Abbildung 3.3. Es zeigt sich, dass die

78



durch bg;,- gegebene Naherung sehr prézise ist. Im Fall n = 3 ist hingegen ein qualitativer
Unterschied zwischen den beiden Kurven zu erkennen, da in diesem Fall by 1/, fiir w — oo
gegen eine positive Zahl konvergiert, wohingegen bg;,(w) gegen 0 konvergiert. Eine Be-
griindung hierfiir liefern die aus dem Birman-Schwinger-Prinzip abgeleiteten Schranken
fiir die Anzahl von negativen Eigenwerten E eines Schrodingeroperators —A + V (x) mit
Rollnik-Potential® V. Die Eigenwertgleichung —~A¢+ ¢ = bo 1 /wvgqb in R? ist dquivalent zu
(-A+ V) = By fiir V(z) = ~bg 1/,u0(2)? und E = -w™2. Wegen V € L¥?(R") ist V ein
Rollnik-Potential und die Anzahl Ng(V') der Eigenwerte von —A + V kleiner oder gleich
E kann durch die Ungleichung

1 (V(@)-(V(®))- 2By
NE(V)ng T 2Bl gy gy

nach oben abgeschétzt werden, siehe Seite 6 in [39]. Da fiir die Existenz eines Eigenwerts
Ng (V') > 1 gefordert werden muss, erhalten wir durch Einsetzen der Parameter

UO x)zuo(y) 77\mfy| -2 _
b0,1/w 2477 /RS fRS P da:dy) (n=3),

insbesondere liminfy,c0 bg,1/, > 0.

bO,l/w
bSir (w)

(a) bo,1/w und bsir(w) fir n=1 (b) bo,1/ und bgir(w) fiir n =3
Abbildung 3.3.: Vergleich zwischen bs;,(w) und by 1/,

Analog zum Fall 2 < ¢ < (= 2) nutzen wir zunichst Proposition 3.2.4 um das Minimie-
rungsproblem auf My in ein angenehmeres Minimierungsproblem zu transformieren. Die
Skalierung von vollstindig nichttrivialen Funktionen (u,v) € H*(R™) x H'(R") auf M,
erfolgt fiir 0 < b < 1 erneut durch Maximierung der in (3.2.4) definierten Faserabbildung

®Eine Funktion V heift Rollnik-Potential und wir schreiben V € R im Fall [,5 [, w dr dy < oo,

siche [69], Seite 170. Die Hardy-Littlewood-Sobolev-Ungleichung liefert L>/?(R®) c R.
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BAW}. Im Gegensatz zum Fall ¢ > 2 sind die qualitativen Figenschaften der Faserabbildung
BW) jedoch von u,v abhéngig. Im Fall 0 < b <1 kénnen genau zwei Fille eintreten. Ent-
weder ist BW, streng monoton oder die Funktion einen eindeutigen kritischen Punkt, der
einem strengen globalen Maximum entspricht. Insbesondere sind nur gewisse Funktionen
(u,v) € HY(R™) x H*(R™) mit u,v # 0 auf M skalierbar. Dies ist dafiir verantwortlich,
dass wir spiter nur fir 0 < b < by 1/, und nicht fiir by, < b < 1 die Existenz eines

Minimierers von I|aq, nachweisen kénnen. Wir beschrénken uns im Folgenden auf den
Fall w > 1.

Proposition 3.2.10. Sei ¢=2,0<b<1 und u,v e H*(R™) mit u,v #+ 0. Dann hat Bu,v
genau dann einen kritischen Punkt in R.g x Ry wenn gilt

bluv|2 {uQUZ u?wfj} (3.2.10)
| _ 2.

Julilol? ulZl002” Tul?lvi3

In diesem Fall handelt es sich um ein strenges globales Maximum und der Maximierer
(s,t) € Ryg x Ryq 4st gegeben durch (s,t) = (s(u,v),t(u,v)) fir

4 2 2 2 4 2 2 2
-b -b
S(U,U)2 - HUHZLHSH : ||1év||2||1j|w’ t(u,v)2 - HUH4HIHW : HZUHZHZH ) (3211)
HUH4HUH4_b HUUHQ HUH4HUH4_b HUUHQ

Beweis:
Nach (3.2.5) existiert genau dann ein kritischer Punkt von Bu,v in Ryg x Ryg, wenn eine
nichttriviale Losung (s,t) der Gleichung

Jul® = s*[uld + E0luv]3, o] = ol + s*bluvl3 (3.2.12)

existiert. Die eindeutige Losrbarkeit des linearen Gleichungssystems in (s2,t2) ist we-
gen bluv|3 < blul|v|3 < |u|3|v]? erfiillt und die Losung (s(u,v)?, t(u,v)?) ist (formal)
durch (3.2.11) gegeben. Aufgrund der Forderung s2,t? > 0 ist diese Losungen nur im Fall
(3.2.10) zuliissig. Eine Auswertung der Hesse-Matrix von (s,t) = 3y.,(v/3, V1) zeigt, dass
(s(u,v),t(u,v)) einem strengen globalen Maximierer entspricht. ]

Bezeichnet J das in (3.1.8) definierte Funktional, so erhalten wir wie in (3.2.6) die folgen-
de Gleichung fiir alle Funktionen (u,v) € HY(R") x H'(R"), die der Bedingung (3.2.10)
genlgen:

1 1 (Ju]® +o?|v]3)?
I =7 T : '
(s(u, v)u, t(u, v)v) = 7 max J (u, av) = - max Julf + a*vl} +202buv]3

Es erweist sich als hilfreich, ein entsprechendes Funktional fiir alle Funktionen u,v € H(R™)
mit u,v # 0 zu definieren. Wir betrachten das Funktional

J(u,v) = sup J (u, av). (3.2.13)

a>0
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Bevor wir in Satz 3.2.12 die optimalen Bedingungen fiir die Existenz eines Minimierers
von I|p, beweisen kénnn, bendtigen einige Hilfsresultate. In Proposition 3.2.11 bezeich-

net die Zahl b611 Jo wie in Lemma 1.2 (v) den grokten Eigenwert des kompakten Operators

(-A+ 1)’1(118-) mit der variationellen Charakterisierung
el 1/
bo’l/w‘mm{HmOH% tge H'(R"), 6% 0}. (3.2.14)

Die zugehorige Eigenfunktion ¢ mit den Eigenschaften ¢(0) > 0 und [¢| = 1 lautet
n-2

Y =w 2 g1/, vgl. Bemerkung 1.3. Bei by 1/, handelt es sich nach Satz 2.1.8 um die
erste Verzweigungsstelle von T3 = {(0,vg,b) : b € R}.

Proposition 3.2.11. Seig=2,w > 1.
(i) Fiir be[0,1) und alle (u,v) € My gilt I(u,v) >w* "¢y,
(11) Fiir be[0,1) gilt Ky = inf{%j(u,v) tu,v € HY(R™),u,v # 0}.
(115) Die Funktion b~ ky, ist monoton fallend und Lipschitz-stetig auf [0,1).
(iv) Fiir beR gilt (0,v9) € My, genau dann wenn b > b0,1 /-
(v) Sei b e [0,by1,). Ist (@) vollstindig nichttrivialer nichtnegativer Minimierer
von J, dann erfillt (4,v) die Bedingung (3.2.10).

Es folgt der Beweis des zu Beginn formulierten Kriteriums fiir die Existenz eines Mini-
mierers von I|py,. Die folgende Abbildung illustriert die Aussagen von Satz 3.2.12.

Ko Verzweigung
w4—nCO 7-2
C :
| | b
0 bo,1/w 1
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Satz 3.2.12. Seig=2,w> 1.

(i) Im Fall 0 < b < bo,1jw gt Ky > wi ey und Ky wird in einer positiven Lisung
von (3.2.3) angenommen.

(ii) Im Fall by 1), <b<1 gilt Ky = w* ey und Ky wird nicht angenommen.

(ii) Fiir jede Folge (b;) mit bj — by 1/ und jede Folge von positiven Minimierern von

I\Mbj gilt (uj,v;) = (0,v9) und ”Zﬁ - Q.
Beweis:
Es gelte zunéchst 0 < b < b/, Wie im Beweis von Satz 3.2.9 folgt, dass 4k = inf J
in einer Funktion (%,?) mit 4,0 > 0 und @,0 # 0 angenommen wird. Nach Proposi-
tion 3.2.11 (v) erfiillt (a,0) die Bedingung (3.2.10) und Proposition 3.2.10 liefert die
Existenz eines nichtnegativen Minimierers von I|a,. Dieser ist nach Lemma 3.2.3 Lo-
sung von (3.2.3) und positiv nach Lemma C.6.

Im Fall by, < b < 1 gilt nach Proposition 3.2.11 (iv) (0,v0) € M. Da I stetig ist,
erhalten wir x; < 1(0,v0) = w¥ "¢, vgl. Lemma 1.2 (iii). Nach Proposition 3.2.11 (i)
gilt zudem I(u,v) > w* "¢ fiir alle (u,v) € My, sodass kp nicht angenommen wird. Es
folgt (ii).

Wir kommen zum Beweis von (iii). Es geniigt zu zeigen, dass jede Folge (uj,vj,b;)
der geforderten Art eine Teilfolge besitzt, die gegen (uo,0,bg1/,) konvergiert. Sei da-
her (b;) eine Folge mit b; — by 1/, und seien (uy,v;,b;) positive Losungen von (3.2.3) mit
I(uj,v;) = Kp;. Dann ist (u;,v;) nach Satz C.10 radialsymmetrisch und radial fallend. Die
Folge (uj,v;) ist beschrénkt und besitzt eine schwach konvergente Teilfolge, die wir wie-
der mit (uj,v;) bezeichnen. Nach Lemma C.9 gilt (uj,v;) - (u,v) in H'(R™) x H'(R™)
fiir eine Losung (u,v,b) von (3.2.3) mit der Eigenschaft

I(u,v) = im I(uj,v;) = lim rp, = Wy,
j—)oo ]—)00

Insbesondere gilt (u,v) # (0,0) und (u,v) ¢ M} nach Proposition 3.2.11 (i). Daher ist
(u,v) semitriviale nichtnegative Losung von (3.2.3) und es folgt (u,v) = (0,v9) aus dem
Eindeutigkeitsresultat von Kwong, siehe Satz 1.1.

uj
lusll

¢; = ¢ besitzt. Die Folgenglieder ¢; sind radialsymmetrisch und radial fallend und die
Folge (¢;) ist beschrénkt in H L(R™). Daher existiert eine schwach konvergente Teilfolge
(¢;) mit Grenzwert ¢ € H(R™), fiir die zusitzlich ¢; - ¢ in L*(R™) gilt, vgl. Proposition
C.8. Aus [u;|? = Juyll] + bj|ujv;)3 und (uj,v;) - (0,v0) folgt zudem

Sei nun ¢; = fiir j € N. Wie oben geniigt es zu zeigen, dass (¢;) eine Teilfolge mit

Lo 15+ b5 ujv;i3

DAE = |51 luil 3051050513 = boajwlévol3+o(1)  (j —+ o0). (3.2.15)
J

Insbesondere erhalten wir ¢ # 0. Mit [¢;| = 1, ¢; = ¢ und ¢; - ¢ in L*(R™) folgt aus
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der variationellen Charakterisierung (3.2.14) von by y/,,die Ungleichung

(32.14) |¢|?

> l65l> _ 1 @2
0,1/w =

el
< liminf < limsup = = " by1/w-
[¢wol3 = e To00l3 = oo Ié5uol3 ~ Touol3 e

Insbesondere erhalten wir |¢;| — |¢| und damit ¢; — ¢, ||¢| = 1. Ferner folgt aus

bo,1/w = 9P dass ¢ die durch |¢] =1 und ¢(0) > 0 eindeutig bestimmte erste Eigen-

l¢vol3”

funktion des Operators (-A +1)71(vZ:) ist, d.h. es gilt ¢ = ¢, was zu zeigen war. ]

Wir kommen zur Einordnung unserer Resultate, wobei wir uns auf die Diskussion des
Falls ¢ = 2 beschrénken. Satz 3.2.12 16st das Minimierungsproblem inf x4, I fiir alle Para-
meter b € [0,1). Wir wissen nun, dass fiir die Existenz eines Minimierers die Bedingung
b < by, hinreichend und notwendig ist. Wie in der Einleitung zu diesem Abschnitt er-
wahnt verbessern wir insbesondere Sirakovs Resultate. Die Existenz positiver Losungen
fiir 0 <b<by ), ist hingegen nicht neu. Ambrosetti und Colorado zeigten mit Hilfe des
Mountain Pass-Theorems im Raum H}(R") x H}(R"), dass im Fall n = 2,3 positive Lo-
sungen von (3.2.3) existieren, vgl. Satz 1 in [3]. Es ist zu erwarten, dass diese Losungen den
in Satz 3.2.12 fiir 0 < b < by 1, gewonnen Minimierern der Funktionale I|r4, entsprechen.
De Figueiredo und Lopes beweisen dariiberhinaus in [26]|, Satz 1.4 das entsprechende
Resultat im Fall n =1 durch ein Approximationsargument. Der Erkenntnisgewinn durch
Satz 3.2.12 besteht daher aus drei Aspekten: Zum einen liefert unsere Vorgehensweise
einen einheitlichen Existenzbeweis. Zum zweiten kénnen wir zeigen, dass fiir b € [by 1., 1)
keine Minimierer von I|uq, existieren. Ein solches Resultat existierte bislang nicht. Zum
dritten ist die entstandene Verbindung zwischen Minimierung iiber Mj und Verzweigung
von der Lésungsschar T2 = {(0,v9,b) : b€ R} an der Stelle b = by /., zu nennen.

Schlieflich beweisen wir Proposition 3.2.11. Hierzu verwenden wir, dass wegen ¢ = 2 der
Funktionalwert J(u,v) = maxaso J(u, av) explizit bestimmt werden kann. Fiir Funktio-
nen u,v € H'(R™) mit u,v # 0 gilt

2
Fue) = (L Lo bl

lald Tol? " lwlilol:

fiir
z2+y>-2zay

f($7y7z) = { 1=z

max{z? y?} ,z> min{%,% .

,z<m1n{§,5 ,

(3.2.16)
Die Fallunterscheidung z < min{%, %} bzw. z > min{ %, £} in der Definition reflektiert die
y'x Yy’ x

unterschiedlichen Werte von J(u,v) fiir Funktionen (u,v), die der Bedingung (3.2.10)
geniigen bzw. nicht geniigen. Im zweiten Fall zeigt eine Kurvendiskussion, dass die Ab-
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bildung « — J(u,av) monoton ist und es folgt

4 4
J(u,v) = max{%, ””'j} falls (u,v) Bedingung (3.2.10) nicht erfiillt. (3.2.17)
Ully 1IV4

Im anderen Fall ist die Funktion o ~ J(u,av) streng monoton wachsend auf (0, apqz),
streng monoton fallend auf (@qz, 00) und nimmt ihr globales Maximum in

D 00 N B 11 il 5 0 P
max = =
s(u,v) [vldul? = bluv]3]v]2
an. Es gilt
Jul? | [ _9 bluvl? |ul? [v[2
’ 1_( blluv] 2 )2 ’ e )
lul3lvl3

Bewets von Proposition 3.2.11

Wir beweisen zunéchst (i). Fiir 0 <b < 1 und alle (u,v) € M, ist die Bedingung (3.2.10)
erfiillt. Nach den obigen Vorbemerkungen gilt max,-o J(u, av) > limgeo J(u, @v) und
es folgt

1. 1 1 1|l
I = — = — 1 — = —
(u,v) 4J(u,v) 412138<J(u,av) > lim 4J(u,ow) 1ol

€~

Llvols _ an
o3

2

W |

wobei in den letzten beiden (Un-)gleichungen Lemma 1.2 (i) und (iii) verwendet wurde.
Es folgt (i).

Wir kommen zum Beweis von (ii). Es gilt

kp = inf{I(u,v): (u,v) € My}
= inf{I(s(u,v)u,t(u,v)v): (u,v) € My}

_ inf{ij(u,v) (u,0) € My)

1.
> inf{ZJ(u,v) cu,v e HY (R™), u,v # 0}.

Zum Beweis von "< sei u,v € H'(R™) mit u,v # 0. Erfiillt (u,v) die Bedingung (3.2.10),
dann gilt nach Proposition 3.2.10 (s(u,v)u,t(u,v)v) € M} und somit

kp < T(s(u,v)u, t(u,v)v) = ij(u, v).
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Erfiillt (u,v) die Bedingung (3.2.10) nicht, dann existiert aufgrund der Stetigkeit der
Translation in L*(R™) eine Folge (2;) in R™, so dass (uj,v) := (u(--z;),v) die Bedingung
(3.2.10) erfiillt und die Gleichung

bluvl3 . (lulPlvli Julilv]2 91
lim —=—=% = min TR YT (3.2.18)
g~ [lul vl lulZlvl2 " lul?vlf

gilt. Fir alle j gilt dann (s(uj,v)u;,t(uj,v)v) € My und der Grenziibergang j — oo
liefert mit Hilfe der Formeln aus (3.2.11)

, ‘ 1wl 2 e
t(uj,v) = 0 und s(uj,v) » —5, falls —>
Jull3 Juli ™ ol
[v]l Jul® _ vl
s(uj,v) = 0 und t(uj,v) — — £,
g g vl Juli ol

Hierbei ist der Fall Ll _ % wegen b < 1 und (3.2.18) ausgeschlossen. Wir erhalten

S
lullz Il

wegen [u;|® = |uf?
kp < lim I(s(uj,v)uj,t(uj,v)v)
]*)00

1
= lim ~ = (sCuz, 0)? s * + t(uj, 0)0]13)

. {Ilul4 vi}
= X1, 1
Jula™ Jollg

= J(u,v),

vgl. (3.2.17). Es folgt (ii). Der Beweis der Monotonie und der Lipschitzstetigkeit folgt
aus (i) wie im Fall ¢ > 2, siehe Proposition 3.2.8.

Es folgt der Beweis von Aussage (iv). Sei b > by 1, und sei ¢ = ¢q/,. Aufgrund der
Charakterisierung von by 1/, aus (3.2.14) und der Stetigkeit der Translation in L*(R™)
existiert eine Folge (z;) in R", so dass fiir u; = ¢(- - 2;) das folgende gilt:

12
b firjeNund 190 b fir o oo, (3.2.19)
. 2 . 2
Jujvolz Jusvollz

5]

Aus der Hélder-Ungleichung, (3.2.14) und |vg| < |vol|. ergibt sich die Ungleichung

luil? _ Jel*lvold _ [el®lvoli . lwol®lwold _ lwoll2

= < < ) (3.2.20)
luil  lelilvoli = lvol3 Jvol3 lvoll3
Wir erhalten
blujuold 219 Jui|®  Jug|*Jeoff 82200 {”W”QUOZ Ujllillvolli}
w13 lvoll3 luilZlvol  luslZlvol2 JuillZlvoll2” usl?lvol3
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Daher erfiillt (uj,v9) die Bedingung (3.2.10) und es folgt (s(u;,vo)u;,t(uj,vo)vy) € My
nach Proposition 3.2.10. Aus den Formeln fiir s(u;,vo), t(u;,vo) sowie (3.2.19) ergibt sich
s(uj,v0) = 0 sowie t(uj,v9) - 1 und damit (s(uj,vo)u;,t(uj,vo)vg) = (0,v0). Es folgt
(0, Uo) € Wb

Sei nun (0,vp) € My, und (uj,v;) Folge in My mit (uj,v;) = (0,vp). Dann ist die durch
¢j = ujfuj|;' gegebene Folge beschriinkt in H'(R™), denn

|u; ||4 +bllujv; ”2

;1% = = [uj | $+0l 650513 < bl sl il li+o(1) = bluoli+o(1)  (j — co)

;1
Eine Teilfolge (¢;) konvergiert daher schwach gegen eine Funktion ¢ € H'(R"). Wegen
¢j ~ ¢ und (uj,v;) - (0,vp) folgt

[651% = luj | + bl éju513 = blgjuol3 +0(1) = blgwol3 +o(1) (5 —>o0).  (3.2.21)

Nach Sobolevs Einbettungssatz gilt zudem | ;|| = |u;||luj];! > ¢ fiir eine positive Zahl ¢,
insbesondere folgt aus (3.2.21) ¢ # 0. Wir erhalten

2 2 (3.2.14)
T 1 v
i |puol3 ~ lowol3

(3.2.21)

b bO,l/w'

Schlieblich beweisen wir Aussage (v). Sei b € [0,bg 1/,,) und (@, ?) vollstindig nichttrivialer
Minimierer von J. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte %, 0 > 0. Wir nehmen an,

dass (@,0) die Bedingung (3.2.10) nicht erfiillt. Dann gilt “Z“"“ H denn sonst gélte
nach der Héder-Ungleichung
blavls . { lal?[o)F HﬁHi\l@Hi} “ 15 by
f — — = ~ ~ 9 ~ ~ - JA/wo
lal31o13 lal1o12 " lal?o]3

was per Voraussetzung unmoglich ist. Aus der Differenzierbarkeit der in (3.2.16) defi-
nierten Funktion f (siehe Proposition B.2) in Punkten (z,y,z) mit  # y und z € [0,1)

folgt, dass J differenzierbar in (@,?) ist. Aus den Formeln fiir die Ableitungen von f
[l

>
[ols = Tala

erhalten wir im Fall

aus der Euler Lagrange-Gleichung J'(, ) = 0, dass © ein

kritischer Punkt des Funktionals w — H \|2 ist. Folglich existiert ein A > 0, so dass v := \v
2

eine nichtnegative nichttriviale Losung der Gleichung —Av +w?v = v® in R™ ist. Aus dem
eindeutigkeitsresultat von Kwong (Satz 1.1) folgt v = vp und damit ¢ € span{vg}. Es
folgt

y = Olavols Jalilvols | lal*fvoli lalifeold _ Jal* _
[allwl?  Tavol3 = TalZleol? ™ Tavol} ~ Javol3 ="'
im Widerspruch zu b < by 1, Im Fall ‘{ﬂu ‘||‘ ‘h“ liefern analoge Argumente u € span{ug}
und damit
19w _ el _ Juol
I9a fals Juola
im Widerspruch zu Lemma 1.2 (i). O

86



3.3. Minimierung iiber M;

In diesem Abschnitt untersuchen wir, unter welchen Bedingungen positive Lésungen von
(1.1) fiir Parameterwerte b < 0 existieren. Im Fall w = 1 liefert die Lésungsschar 73 aus
Proposition 2.0.2 Beispiele fiir solche Losungen. Aus der Nichtdegeneriertheit der Lésung
(u0,v0,0), sieche Lemma 1.2 (iii), und dem Satz iiber implizit definierte Funktionen folgt
dariiberhinaus, dass auch im Fall w > 1 fiir betragsméfig kleine negative Werte von b
positive radialsymmetrische Losungen von (1.1) existieren. Sirakovs in [72| gew&dhltem
Ansatz folgend zeigen wir, dass sich positive Losungen fiir b < 0 durch Minimierung
iiber die Teilmenge der radialsymmmetrischen Funktionen aus Mj gewinnen lassen. Wir
betrachten daher fiir b <0 das Minimierungsproblem

Ky = ﬁg I, My = {(u,v) e My : (u,v) ist radialsymmetrisch}, (3.3.1)
b

um die Existenz positiver Losungen des Problems

“Au+ u=|[u %+ bl v,
~Av +w?v = [v]27 20 + blu|?|v|7 2, (3.3.2)
w>1,b<0, 1<q<ﬁ, u,v e HH(R™).

zu beweisen. Im Fall n > 2, g = 2 zeigte Sirakov fiir alle b < 0 die Existenz eines Minimierers
iiber M, vgl. Satz 2 (i) in [72]°. Der Beweis des Satzes ist hierbei nicht auf den Fall n = 1
iibertragbar, da die Kompaktheit der Einbettung H}(R") - L*(R") verwendet wird. Zu-
néchst verallgemeinern wir Sirakovs Resultat auf den Fall ¢ # 2 und erhalten in Satz 3.3.5
firn>2,1<¢q< ﬁ und fiir alle b < 0 nichtnegative vollstdndig nichttriviale Losungen
von (3.3.2). Anschliefiend zeigen wir in Satz 3.3.7, dass die Minimierer fiir b - —oo bis auf
Auswahl einer Teilfolge konvergieren und die vollstdndig nichttriviale Grenzfunktion ein
Minimierungsproblem 16st, das in der Literatur als "Problem der optimalen Aufteilung”!®
bezeichnet wird. Ferner zeigt sich, dass jede dieser konvergenten Teilfolgen (up,v,) die
Eigenschaft buyv, — 0 in LY(R™) fiir b — —oo besitzt. Dies ist dahingehend zu deuten,
dass sich fir zunehmend negative Kopplungskonstanten b die Komponenten wuyp, vy ver-
meiden und fiir b - —oo gegen vollstdndig nichttriviale Funktionen @, % mit disjunkten
Tragern konvergieren, die eine "optimale Aufteilung” bei optimaler Energie £*_, model-
lieren. Fiir eine physikalische Interpretation des entstehenden variationellen Problems
sei auf die Arbeit von Conti, Terracini,Verzini [23] und die darin enthaltenen Referenzen
verwiesen. In glatt berandeten beschrinkten Gebieten €2 ¢ R™ bei homogenen Dirichlet-
Randdaten wurde fiir ¢ = 2 ein solches asymptotisches Verhalten der Minimierer von
Wei,Weth und Noris, Tavares, Terracini, Verzini nachgewiesen, vgl. Abschitt 4 in [84] bzw.

Satz 1.2 in [61]. Unsere Resultate liefern die Analoga zu den Ergebnissen der genannten

?Die Formulierung in [72] ist nicht vollstindig, da nicht auf die unabdingbare Forderung n > 2 hinge-
wiesen wird.
0engl.: optimal partition problem
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Autoren fiir = R™ und fiir alle Exponenten ¢ € (1, ﬁ) Der qualitative Verlauf der
Funktion b+ r; ist der folgenden Abbildung zu entnehmen.

Abbildung 3.4.: k;

Es stellt sich die Frage, inwieweit das oben erwéhnte Existenzresultat an die Kompaktheit
der Einbettung H}(R") —» L?¢(R™) fiir 1 < q < ﬁ und damit an die Bedingung n > 2
gebunden ist. In Satz 3.3.10 beweisen wir, dass fiir n = 1, ¢ € (1, 2] und betragsméakig grofe
negative Werte von b keine vollstdndig nichttrivialen Losungen von (3.3.2) existieren. Die
oben beschriebenen Resultate fiir n > 2 sind daher zumindest fiir ¢ € (1,2] nicht auf den
Fall n = 1 iibertragbar, d.h. die Nichtkompaktheit der Einbettung H!(R) - L?¢(R) ist
spiirbar. Andererseits beweisen wir, dass fiir betragsméafig kleine negative Werte von b
ein Minimierer des Funktionals I| M und damit eine radialsymmmetrische vollstindig
nichttriviale Losung existiert. Dieses Resultat ist Lemma 3.2.1 gegeniiberzustellen, wo
bewiesen wurde, dass I|prq, fiir negative b keinen Minimierer besitzt. Eine Erklarung
fiir die besseren Kompaktheitseigenschaften der radialsymmetrischen Funktionen im Fall
n = 1 liefert der Beweis von Lemma 3.2.1. Um die Nichtexistenz eines Minimierers von
I|pm, im Fall b < 0 zu zeigen, wurde dort eine minimierende Folge (uy,vg) mit (ug,vx) »
(uo(-+ker),vo(-—key)) gewihlt. Eine solche Konstruktion ist in Mj moglich, nicht jedoch
in Mj, da die angegebene Folge nicht radialsymmetrisch ist. Eine entsprechende Folge
(tg, D) in M miisste, salopp formuliert, auf beiden Seiten der 0 eine Energieportion
ins Unendliche tragen. Sie hitte die Gestalt (ug,vg) » (up(- — ke1) + uop(- + key),vp), vgl.
Abbildung 3.5(a), 3.5(b). In anderen Worten: Dichotomie ist in H}(R) x H}(R) erst bei
héheren Energieniveaus moglich, da sich Energieportionen auf beiden Seiten der reellen
Achse voneinander entfernen miissen.
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Uk Uk
Uk
Uk
(a) Dichotomie in H'(R) x H*(R) (b) Dichotomie in H; (R) x H}(R)
Im Folgenden gelte stets n e N;1 < g < ﬁ und w > 1. Wir benétigen das folgende
Hilfsresultat.

Proposition 3.3.1. Sei b <0. Dann existiert eine positive Zahl ¢ mit |u]aq, |v]2q > ¢ fiir
alle (u,v) e M.

Beweis:
Fiir (u,v) € Mj gilt wegen b <0 nach der Sobolevschen Ungleichung

2 2
[ul® = Julyg + bluv]d < ulzg < Clul,
2 2
[0]5 = 1ol + bluvld < vlyg < CllofE.

Insbesondere gilt wegen w,v # 0 die Ungleichung |u|, ||v]. > ¢ fiir eine von w, v unabhén-

gige Zahl ¢ > 0. Die Behauptung folgt aus ||u||gg > |lul? > ¢ und ||U||§Z > |lv])2 > 2. |

Mit den Methoden aus Lemma 3.3.2 zeigen wir, dass Minimierer des Funktionals I| M
Losungen des Schrodingersystems (3.3.2) sind.

Lemma 3.3.2. Sei b<0. Dann ist jeder Minimierer von I|y: eine Lisung von (3.3.2).

Beweis:

Sei Hi(u,v) = [ul® - July - bluv]§ und Ha(u,v) = [v]3 = vl - bluv|g und sei
(u,v) € My ein Minimierer des Funktionals I| . Im Fall g < 2 folgt H{(u,v)[u,0] <0
und H)(u,v)[0,v] <0 wie in Lemma 3.2.3. Im Fall ¢ > 2 folgt diese Aussage aus

2 2
Hi (u,v)[u, 0] = 2|ul* - 2 ullyg - gbluv|d = (2 - q) Jul* - q]ul5 <0,
2 2
Hj(u,0)[0,0] = 2[v[5 ~ 2q] vl 5§ ~ abluv[d = (2= @)|[v[5 ~ allv]5q <O.

Wir erhalten ran(H/ (u,v), Hj(u,v)) = R?. Nach der Lagrangeschen Multiplikatorenregel,
vgl. Satz 26.1 in [27], existieren L1, Lo € R mit

I'(u,v) + LiH{(u,v) + LoHj(u,v) = 0
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und analog zu Lemma 3.2.3 erhalten wir aus der Annahme L1, Lo # 0 wegen b <0

2 2 2 2 2 2
abluv]d = (g = 2)(Jul32 + 0132 - \/(a - 2)2(Jul38 + 101302 +16(a — 1) [ul 32032

Nun seien A, B >0 gegeben durch [uf3! = A« [bl|uv]d, [v]57 = B+ [b||uv]. Wegen

2 2
lulzg = 1Blluvld = Jul® >0, Jolyg = [bl|uv]f = [v]Z > 0. (3.3.3)

gilt A, B > 1. Wir erhalten

~4=(g-2)(A+B)-\/(¢-2)2(A+ B)2+16(q-1)AB.
Auflésen dieser Gleichung nach B liefert wegen A > 1
B- 2+(¢g-2)A ‘1,
2(¢-1)A-(q-2)

Widerspruch. Also gilt L; = L = 0 und wir erhalten, dass (u,v) kritischer Punkt des
Funktionals I : H}(R") x H}(R™) - R ist. Aus Palais’ Prinzip der symmetrischen Kriti-
kalitdt (vgl. Satz 1.28 in [|89]) folgt I'(u,v) = 0 und damit die Behauptung. o

3.3.1. Der Fall n>2

Analog zu Proposition 3.2.4 erfolgt die Skalierung einer vollstéindig nichttrivialen Funk-
tion (u,v) € H}(R") x H}(R™) auf M; durch Auswertung der Faserabbildung f,, in
ihren kritischen Punkten. Die folgende Proposition zeigt, dass im Fall

[ul3glvl3, + luv]g >0 (3.3.4)

die Abbildung Buw genau einen kritischen Punkt besitzt und dieser einem strengen glo-
balen Maximum von ﬁu,v entspricht. Die Bedingung (3.3.4) ist in dem Sinne natiirlich,
dass jedes Element von M; und insbesondere jede vollstandig nichttriviale Losung (u, v)
von (3.3.2) sie erfiillt, denn

2 2 2 2
lullzq +bluv]§ =lu]” >0 und fol +bfuv]f=[v]Z > 0.

Proposition 3.3.3. Sei b <0 und (u,v) € H}(R")x H(R™) erfiille (3.3.4). Dann besitzt
Buw genau einen kritischen Punkt (s,t) = (s(u,v),t(u,v)) in Ryg x Ryo. Es handelt sich
um ein strenges globales Maximum.

Beweis:
Sei (u,v) € H} (R") x HX(R™) mit |ul],|v|3, +bluv]§>0. Fiir s, >0 sei

_ R 11 1, 1 1 1 2 2
Bls,t) = Puw(s,827) = S (s Jul® + tafv]2) - Q—q(sHuHQZ + o] + 207/ st|uv|?).
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Sei 6 > 0 gegeben durch (1 - (5)||ququ|| +bluv|f = 0. Dann gilt die Ungleichung

sllulzg + tlollog + 2bV/stluv]d = 8lulzgs + 6vl5et + (1= 6)(Julzgs + [v]56t) + 263/t |uvg
> §|ulags + dlollogt + 2v/st((1 - 8) fulg, [vlg, + bluv]2)

2
= 8llullzgs + 8llvlgt

Folglich ist —3 koerziv und wie in Proposition 3.2.6 folgt die Existenz eines globalen
Maximums von (3 iiber Rsg x Rsq. Sei (5,%) € Rsg x Ry ein zugehdriger Maximierer.
Wegen b < 0 gilt Bs(s,t) >0 sowie 3¢(5,t) > 0 fiir hinreichende kleine positive s,¢. Daher
ist 5 =0 ebenso wie £ = 0 unmoglich und es folgt 5,¢ > 0. Fiir den Beweis der Eindeutigkeit
des kritischen Punkts geniigt es wie in Proposition 3.2.6 zu zeigen, dass die IHesse-Matrix
von 3 in Ryg x Ryg negativ definit ist. Es gelten die Formeln

_ 1-
8ssﬁ(svt) = 2q

1-2q b
s qquu||2+—s-%t%||uv||g,
4q
1-2¢ b 1 _3
Di(5,t) = Lt 0 [o]2 + —s773 Juo]?,
4q
= _1
OstB(s,t) = ——(St) 2 Juv|.
4q
Es folgt 0ss3(s,t), 01 3(s,t) <0 sowie

det(D2B(s, 1)) = DssB(s, ) - 0uB (s, 1) — (01 B(s5,1))°

= (Y2 ) 2] + b“ 0

1
ta)||uv|? > 0.
= o Il

SO (s + ol

Daher ist D?3(s,t) fiir alle (s,t) € Ryg x Rso negativ definit, was zu zeigen war. ]

Die variationelle Charaktisierung von x; ldsst sich wie in Proposition 3.2.7 beweisen. Das
Funktional J sei wieder durch die Formel (3.2.7) gegeben, d.h. es gilt

A -1 1
J(u,v) = 9= max J(u,av)qil
2q a>0

-1 2 4 o?|lv]?)e =
Q_max( - (||u2|| 042q||U||w) q)q T (3.3.5)
2q >0 Myl + a?|u]5) + 2bad|uv|g

Die positiven Zahlen s(u,v),t(u,v) seien wie in Proposition 3.3.3 definiert.

Proposition 3.3.4. Sei b<0. Dann gilt

-1 1
Ky = inf{qz—J(u,v)qh bu,v € HY(R™), (u,v) enfillt (3.3.4)} (3.3.6)
q

und ist (u,0) mit der Eigenschaft (3.3.4) ein Minimierer von J, so ist (s(i, 0)a, t(@, 0)0)
ein Minimierer von I|pys .
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Satz 3.3.5. Sein >2,b<0. Dann wird x;, in einer vollstindig nichttrivialen nichtnega-
tiven Lésung (u,v) von (3.3.2) angenommen. Im Fall g > 2 gilt u,v >0 in R™, im Fall
1<q<2gilt u+v>0 in R™

Beweis:

Geméf Proposition 3.3.4 zeigen wir, dass J einen vollstandig nichttrivialen nichtnegativen
Minimierer besitzt. Sei (u;,v;) minimierende Folge zu J, die ohne Beschrénkung der All-
gemeinheit nichtnegativ sei und ||u;| 24 = [|vj]l24 = 1 erfiille. Dann ist (uj,v;) wegen (3.2.8)
beschrénkt in H} (R™)xH}(R"). Es existiert eine wieder mit (u;,v;) bezeichnete Teilfolge
sowie eine Funktion (@,?) € HYN(R™) x H}(R™) mit (uj,v;) - (@,9) und (uj,v;) - (i@,d)
in L29(R™) x L?4(R") sowie fast {iberall. Inshesondere gilt ||ii2q = |72, = 1 und @, > 0.
Dann gilt

kg, o1, + blaolg = 1+ blaslg > o,

denn sonst wire lim;_, o blujv;|§ = b|a0|§ = -1 und es ergébe sich

(g + w512 _ g+ Jos12)°

g 152 + oz l52 + 2bluju; |G 2+ 2b[wjv;(

I (uj,v5) 2 J(uj,05) = - +00.

Folglich ist (@, ) nichnegativer vollstandig nichttrivialer Minimierer von J mit der Ei-
genschaft (3.3.4) und aus Proposition 3.3.4 folgt die Existenz eines Minimierers (u,v)
von I|pq:. Dieser ist nach Lemma 3.3.2 eine Lésung von (3.3.2). Aus Proposition C.6
folgt u,v >0 im Fall ¢ > 2 sowie u+v >0 im Fall 1 < ¢ < 2. O

Wir kommen zur Definition des Grenzproblems fiir b - —oo. Sei
-1- -
Rl i= inf{QQ—J(u,v)qil cu,v e HHR™), u,v # 0,uv = 0} (3.3.7)
q

fiirt!
Hu) o e QL B)_ Ll 25 ol 2y 535
V) = = . 3.
>0 (50 + a2 v 5 ]2 |v]12g

Es handelt sich bei (3.3.7) um ein Problem der optimalen Aufteilung, das unter anderem
in 21],]22],]23],|78] in beschrankten Gebieten € ¢ R™ untersucht wurde.

Lemma 3.3.6. Sein >2. Dann wird £*, in einer Funktion (4,v) € HY(R™) x H}(R™)
mit u,v 2 0,uv =0,u,v # 0 sowie

“Au+a=a2" in{a>0}, -Av+w*5=0" in{5>0} (3.3.9)

angenommen. Ist (,0) eine weitere Losung des Minimierungsproblems (3.3.7), so besitzt
(lal,|0]) die genannten Eigenschaften.

"' Das zweite Gleichheitszeichen in (3.3.8) ergibt sich durch explizite Bestimmung des Maximums. Dieses
vl lll3,

TullTol2,

1
wird bei o = ( )‘1’1 angenommen.
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Beweis:

Die Existenz eines Minimierers (@,7) € H}!(R") x H}(R™) des Minimierungsproblems
(3.3.7) mit @, v > 0,uv =0, u,? # 0 folgt wie in Satz 3.3.5 mit Hilfe der kompakten Einbet-
tung H!(R") - L?(R"). Nach eventueller Reskalierung des Minimierers gilt |a]? = HTLH;Z
und ||7)? = H17||§Z Wegen @, 7 € H!(R™) sei zudem ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
u, v stetig auf R™ \ {0}. Daher sind die Mengen {u > 0}, {v > 0} offen und es folgt (3.3.9)
aus der Darstellung (3.3.8). ]

Im folgenden Satz stellen wir unter anderem den Zusammenhang zwischen dem Minimie-
rungsproblem (3.3.7) und der Folge der durch Satz 3.3.5 gegebenen Losungen von (3.3.2)
fiir b > —oo her. Insbesondere rechtfertigen wir die durch Abbildung 3.4 gegebene quali-
tative Beschreibung der Funktion b = k. Anhand der Charakterisierungen von x; und
KXo aus (3.3.6) und (3.3.7) ergibt sich durch Betrachtung der speziellen Testfunktionen
(u,v) € HY(R™) x H}(R™) mit uv = 0 die Ungleichung

ki <K . (b<O). (3.3.10)

Satz 3.3.7. Sein > 2.

(i) Die Funktion b k; ist stetig und monoton fallend auf (—oo,0].
(it) Fiir b— 0" gilt k;, - ko und jede Folge von nichtnegativen Minimierern des Funk-
tionals I|pq; konvergiert gegen (uo,vo).
(i) Fiir b — —oo gilt k; - Kk*, und jede Folge von Minimierern des Funktionals I|M;
besitzt eine Teilfolge (up,vy) mit |b|Y%uyvy - 0 in LI(R™), die gegen einen Mini-
mierer (4,v) des Problems (3.3.7) konvergiert.

Beweis:

Wir zeigen zunichst (i). Die Formel fiir .J aus (3.3.5) und (3.3.6) liefern die Monotonie
der Abbildung b ~ k; auf (—oo,0]. Sei nun b < 0 beliebig und sei (u,v) ein Minimie-
rer von J = .J, mit Julg,lvl3, > [Blluv]g. Fiir alle hinreichend kleinen e > 0 gilt dann
lul3,llvl5, > b~ elluv|g und nach Proposition 3.3.3 existiert ein eindeutig definiertes
strenges globales Maximum «.(u,v) > 0 der Abbildung o ~ J,_-(u,av). Aus der Ein-
deutigkeit des kritischen Punkts folgt a.(u,v) - ag(u,v) fiir € - 0 und damit

-1 2+ 2 2\q %
< i (el e
0t =207 20 N uf5g + ae(u,v)2v] 5 + 2(b - €) e (u, v)7|uv]g
_ q‘l( (Ju]* + ao(u, v)?[0]2)* )qll
- 2 2
2 M uf3q + a0 (u, v)2|v] 54 + 2bag (u, v)9|uvg

q-1 ( (ul® + o?[v]2)? )qll
20 >0 Mul5 + a2 v]54 + 2bat|uv]

*
:Iib.
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Aus kj < Ky fiir alle € > 0 folgt die Stetigkeit der Abbildung.

Zum Beweis von (ii) sei (b;) eine beliebige Folge mit b; — 0~ und sei (u;,v;,b;) eine Folge
von nichtnegativen Lésungen von (3.3.2) mit I(uj,v;) = I{,Zj. Da (b;) beliebig ist, gentigt
es zu zeigen, dass eine Teilfolge von (u;,v;) gegen (ug,vo) konvergiert. Die Folge (uj,v;)
ist beschrankt in H!(R") x H!(R") und es existiert ein (u,v) € H}(R") x H!(R") sowie
eine Teilfolge von (uj,v;) mit (uj,vj) = (u,v). Aus Lemma C.9 erhalten wir (u;,v;,b;) -
(u,v,0) in H}(R")x H}(R™) xR fiir eine nichtnegative Lésung (u,v,0) von (3.3.2). Nach
Proposition 3.3.1 ist (u,v) vollstdndig nichttrivial und das Eindeutigkeitsresultat von
Kwong (Satz 1.1) liefert (u,v) = (ug, vp), was zu zeigen war.

Wir kommen zum Beweis von (iii). Sei (b;) eine Folge mit b; - —oco und sei (uj,v;,b;)
eine Folge von nichtnegativen Losungen von (3.3.2) mit I(u;,v;) = nzj. Dann ist (u;,v;)
wegen (3.3.10) in H}(R")x H!(R™) beschriinkt, so dass eine Teilfolge von (u;,v;) schwach
in H'(R") x H}(R™), in L*(R") x L?4(R™) und fast iiberall gegen eine Funktion (u, )
aus H}(R™)x H}(R™) konvergiert. Nach Proposition 3.3.1 gilt @, # 0. Aus (uj,v;) € ./\/lgj
und b; <0 erhalten wir zudem

2 2 2 2
lug® = w52+ bjlujoid < Juglzd, o2 = lojll58 + bjllujo < o |52
und somit
_ _n2 _ _ 12
lal? < falsd,  19]2 < |o)52. (3.3.11)

Ferner gilt uv = 0, denn Sobolevs Einbettungssatz und die Beschrinktheit der Folge
(uj,v;) liefern

2q 2
lao)? = lim Jujo;|? = lim 512, s <liminf — = 0.
j—o0 = |bj| J—>o0 |b]|

Zudem erhalten wir

q-1, _ q-1
o0 (Jal®+Jo)2) <
q

liminf ([l |* + [ v;]3)
j—o0

= Hm

(33.10)

<K'

(3.3.7)é(3.3.8)q—1( HQ:LH = ”Tj”w )ﬁ)
2q g 19124

(33.11) g -1, _ 9 2
< —_— + .
o (lal”+1212)
Es folgt @] = |al50, [0]2 = o[58 sowie rj — K*u, (uj,0;) > (@,0) fiir b - —oo.

Schlieflich erhalten wir die Behauptung aus

. . 2 _12q =
lim sup [b] ;1§ = limsup Ju; |5  Ju;|* = a5 - Ja]* = 0.

j‘)oo ]*)OO
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Bemerkung 3.3.8.

(a) Aus (ii) und der Nichtdegeneriertheit der Losung (ug,vo,0) folgt mit dem Satz
{iber implizit definierte Funktionen in H!(R™) x H}(R™), dass die Minimierer von
I M fiir b nahe bei 0 eindeutig bestimmt sind. Insbesondere sind fiir w = 1 und

1
betragsméfig kleine Kopplungsparameter b die Minimierer durch (1+b) ™ 24-2 (ug, ug)
gegeben. Im Gegensatz zum Fall b > 0 ist im Allgemeinen offen, wie die Minimierer
im Fall w =1 lauten.

(b) In (iii) ist zumindest im Fall w = 1 ohne weitere Voraussetzung nicht die Konvergenz
der gesamten Folge zu erwarten. Ist (up,vp) ein nichtnegativer Minimierer von J| x4,
so auch (vp,up). Nach Satz 3.3.7 (iii) existiert eine positive Folge (b;) mit b; - +o0
und (up,,vp,) = (4, ) fiir 4, € H}(R™) mit 40 =0 und @, v # 0. Insbesondere gilt
@+ v und damit (u,v) # (v,a). Die Folge

(tj,05) = (up;,vp;) falls j ungerade, (tj,05) = (vp;,up;) falls j gerade

ist daher eine divergente Folge von Minimierern des Funktionals [ iiber ng. Wiire
im Fall w > 1 der Minimierer (u,?) von (3.3.7) eindeutig, so wiirde jede Folge von
Minimierern gegen (u,v) konvergieren.

3.3.2. Der Fall n=1

Schlieklich untersuchen wir Losungen des Systems (3.3.2) fiir n = 1. In Satz 3.3.10 zeigen
wir, dass zumindest im Fall 1 < ¢ < 2 unter gewissen Bedingungen an b < 0 und w keine
vollstdndig nichttrivialen Losungen von (3.3.2) existieren. Es handelt sich in Anbetracht
von Satz 3.3.5 um ein eindimensionales Phinomen und ist auf die Nichtkompaktheit der
Einbettung H}(R) - L??(R) zuriickzufiihren. Im Beweis dieses Satzes bendtigen wir das
folgende Hilfsresultat.

Proposition 3.3.9. Sein =1. Jede Lisung (u,v,b) von (3.3.2) erfillt

1
—u? =0 +u® + w0 = =(Juf? + |27+ 20)u|?w]?) = 0 in R. (3.3.12)
q
Beweis:
Die Ableitung der linken Seite in (3.3.12) veschwindet fiir jede Losung der Differential-
gleichung (3.3.2). Daher existiert eine reelle Zahl « mit

2

1
—u? =0 + 0 + 0?0 = = (Juf? + |2+ 20)u|?w]?) = o in R.
q

Im Fall a # 0 existiert ein 6 > 0 mit max{u'? + v'?,u? + v?} > § in R. Andererseits lie-

fern die ersten beiden Schritte des Beweises von Satz C.12 (i) bzw. (ii), dass die Terme
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u(r),v(r),u (r),v'(r) fiir r - oo gegen 0 streben'?, Widerspruch. Daher gilt a = 0 und
es folgt die Behauptung. O

Satz 3.3.10. Sein=1,1<g<2 und es gelte

bz + (WP - (- 1)w)2* - 2% + (2 - ¢)(W* + w) 21
—qui227? — (W (g -1) - w) - bgu32972 > 0 fiir alle z > 0. (3.3.13)
Dann existiert keine vollstindig nichttriviale Losung von (3.3.2). Insbesondere existiert

firqg=2,b< —“’;;1 sowie fir g€ (1,2),w =1,b< -1 keine vollstindig nichttriviale Losung
von (3.3.2).

Beweis:

Wir nehmen an, es gibe eine vollstindig nichttriviale Losung (u,v) € H(R) x H(R)
von (3.3.2)13. Da die Funktionen (~u,v), (u,-v), (~u,—v) ebenfalls Lésungen von (3.3.2)
sind, diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass das maximale
offene Intervall A c {z e R:u(x) > 0,v(x) >0} mit 0 € A nicht leer ist. Wir zeigen weiter
unten, dass jeder kritische Punkt der Funktion «*v in A ein strenger lokaler Minimierer
ist. Haben wir dies gezeigt, so folgt die Behauptung aus folgender Argumentation.

1.Fall: Es existiert kein kritischer Punkt von u“v in A}.
Dann ist u“v auf A streng monoton. Folglich ist A ein unbeschrinktes Intervall und
(u“v)(x) konvergiert fiir |z| - oo nicht gegen 0. Daher gilt u,v ¢ H*(R), Widerspruch.

2.Fall: Es existiert ein kriltischer Punkt xo e A von u“v.

Dann ist zp Stelle eines strengen lokalen Minimums. Jeder weitere kritische Punkt von
u“v entspriche ebenfalls einem strengen lokalen Minimum, was unméglich ist. Folglich
ist u¥v auf (zg,00) N A streng monoton wachsend und auf (—oo, z9) N A streng monoton
fallend. Insbesondere ist A = R und (u“v)(x) konvergiert fiir |x| - oo nicht gegen 0. Es
folgt u,v ¢ H'(R), Widerspruch.

Wir kommen zum Beweis der Behauptung, dass jeder kritische Punkt von «“v in A unter
Voraussetzung (3.3.13) einem strengen lokalen Minimum entspricht. Sei x ein kritischer
Punkt von u“v mit u(x),v(x) > 0. Dann gilt

wu'(z)v(z) = —u(z)v'(2) (3.3.14)
und somit nach kurzer Rechnung

o' (x)? + ' (x)?
w(r)? +w?v(r)?’

o' (z)v'(z) = ~wu(x)v(x) - (3.3.15)

2Da n =1 ist, muss die Radialsymmetrie der Losungen hierfiir nicht vorausgesetzt werden.
13Wir zeigen die stirkere Aussage, dass keine H'(R)x H' (R)-Losung des Problems existiert. Wir miissen
daher nicht voraussetzen, dass die Losung radialsymmetrisch ist.
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Aus Proposition 3.3.9 folgt zudem
1
L ~ (W + 0% + 20uT07) = 0 in R. (3.3.16)
q

Im Punkt z gilt daher

1", w-1

(1) = w(w - 1)u?2u?v + wu' v v + 2wu’ v’

"
v +u“v

/

i u
=u” l(w— (w=Du'v+wu v+ 20u'v" + uv")

u

3.3.14)
(BL1) 1( —(w-1D)u'v +wu"v + +2wu’v" + uv")

= u‘”_l((w +D)u'v" +wu'v + uv")

2 2

+
u? + w?

2
v
+wuv(l - u?7% — but™207) + uv(w?® - 0?72 - bvq_2uq))

(3.3.15),(3.3.2) u'

2 u“’_l(—w(w+1)uv-

(3-3.16) uwv( —w(w+1)- (1 -

u?d + 0% + 2buqvq)
q(u? + w?v?)
+w—wu?l? — poud 2 + W — 212 - bvqﬂuq)
u“v
q(u? + w?v?)

—q(u*+ w202)(wu2q_2 + bwu? 20 + %72 4 bvq_zuq))

(w(w + 1) (u? + 0% + 2bude?)

~ u“v
q(u? + w?)

+5(2 - q)(w? + w)ulv? - qu?%? - (WP (g-1) - w)v? - bqw3uq_2vq+2).

( —bqui™ T2 + (W? - (g - Dw)u? — qu?v?7?

Aus (3.3.13) fiir z = Zgg erhalten wir (u“v)”(x) > 0, d.h. z ist Stelle eines strengen

lokalen Minimums, was zu zeigen war.

Wir betrachten den Fall ¢ = 2. Die Bedingung (3.3.13) ist in diesem Fall d&quivalent zu
(W? —w-2b)z1 =23 +1)22 + (w-w? - 2bw°) > 0 fiir alle z > 0.
Diese Aussage ist genau dann richtig, wenn die folgenden drei Ungleichungen gelten:
W —w-20>0, w-w?-20*>0, (W?-w-2b)(w-w?-20") - (w*+1)?>0.
Auflésen nach b liefert nach kurzer Rechnung die Bedingung

b<_w2+1

2w
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Im Fall 1 < ¢<2,w=1,b< -1 erhalten wir fiir alle z >0

- quq+2 +(2- q)zzq - q22 +2b(2-q)27 - qzzq_2 -(¢-2)- quq_2

= (=b) - (27 -2(2- q)27 +q27?) + (2 - q)2° - qz° = 2?7 = (¢ - 2)
>1- (2" - 2(2- )2 +qz77) + (2- )" - q2° - ¢2* 7 - (¢ - 2)
>(2-q)(z7-1)* +q(z* - 297%) (27 - 1)

>0

und es folgt die Nichtexistenz positiver Losungen fiir Parameterwerte b < —1. O

Bemerkung 3.3.11. Im Beweis von Satz 3.3.10 wird die Voraussetzung 1 < ¢ < 2 nicht
benotigt. Dennoch haben wir den Fall ¢ > 2 ausgeschlossen, da in diesem Fall die Bedin-
gung (3.3.13) fiir kleine positive z wegen w > 1 > %1 niemals erfiillt ist. Beispielsweise
erhalten wir mit Hilfe von Satz 3.3.10 die Nichtexistenz von Losungen fiir w = 2 in den
Fillen

g=2,w=2:b<-125  g=15w=2:b<-1.18, ¢=1.01,w=2:b<—-1.58

Wir zeigen nun, dass fiir betragsméfig kleine negative Parameterwerte b auch im Fall
n =1 ein Minimierer des Funktionals I| M existiert. Hierzu konstruieren wir eine ge-
eignete minimierende Folge (ug,vr), deren Konvergenz fiir b hinreichend nahe bei 0
gewahrleistet ist. Die Idee ist, (ug,vg) als vollstindig nichttriviale radialsymmetrische
Lésung des zu (3.3.2) analogen Dirichlet-Problems auf dem Intervall Bg = (-R, R) zu
definieren. Fiir R > 0 sei

H&,.(BR) = {u € Hy(BR) : u ist radialsymmetrisch}.
Alle Losungen (u,v) € H&T(BR) X H&T(BR) des Randwertproblems

2q-2

"+ w=|u/*u+ bju|uv|?  in Bg,

0" +w = P70 + blv|T%vlu|?!  in Bg, (3.3.17)

w>1, g¢g>1, u,veH&r(BR)

erfiillen die Gleichungen
f WP+ ulde= f a2 + blul|o]? de, (3.3.18)
BR BR

f W' + w20 da = / 10[27 + blul?|of? d. (3.3.19)
BR BR
In Anlehnung an (3.3.1) definieren wir

Mi(R) = { (u,v) € Hy . (BR) x H} ,(Br) :u,v #0, (u,v) exfiillt (3.3.18), (3.3.19) .
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Wie zuvor folgt mit .J wie in (3.3.5)

1.
ki (R) = A}&%)I:inf{%J(u,v)qil cu,ve H,(Br), (3.34) gilt.  (33.20)

Mit dieser Charakterisierung fiir s (R) erhalten wir das folgende Resultat:

Proposition 3.3.12. Sein =1,b<0. Dann wird x; (R) in einer nichtnegativen vollstin-
dig nichttrivialen Losung (ug,vr) von (3.3.17) angenommen. Ferner gilt k;(R) — r; fir
R — oo.

Beweis:

Die Existenz eines Minimierers von I iiber M; (R) fiir R > 0 folgt wie im Beweis von
Satz 3.3.5 aus der variationellen Charakterisierung von s;(R)) in (3.3.20) und der Kom-
paktheit der Einbettung Hj,(Bg) — L*(Bgr). Wegen M;(R1) ¢ M;(Ry) ¢ M; fiir
0 < Ry < Ry < oo durch triviale Fortsetzung gilt die Ungleichung

Ky (R1) > Ky, (R2) 2 Ky - (3.3.21)

Sei nun x eine glatte Abschneidefunktion mit x(z) = 1 fiir || < § und x(z) = 0 fiir |z[ > 1,
sei xr(z) = x(R'z) fiir R > 0. Fiir alle u,v € H}(R) gilt uxg,vXr € H&T(BR). Erfiillt
(u,v) zudem die Bedingung (3.3.4), dann gilt dies auch fiir (uxg,vxg) fiir hinreichend
grofie R >0 und es folgt

-1 A -1 1
limsup k; (R) < g limsup J(uxr,vxr)? = q—J(u,v)q*I.
R0 2¢  R-oo 2q

Dies gilt fiir alle u,v € Hy (R) mit [u]], [v]3, +bluv|§ >0 und die variationelle Charak-
terisierung von r; aus (3.3.6) liefert

limsup x; (R) < Ky - (3.3.22)
R—o0
Aus (3.3.21) und (3.3.22) folgt schlieklich s (R) — ry fiir R - oo. ]

Wir kommen zum Existenzresultat im Fall n = 1 fiir betragsmifhig kleine negative Kopp-
lungsparameter b. Um die Existenz eines Minimierers von | nachzuweisen, untersu-
chen wir das Verhalten der Losungen (ug,vg) := (ur,,vr,) aus Proposition 3.3.12 fiir
Ry, — oo (k — 00). Um die Konvergenz der minimierenden Folge (ux,vy) gegen ein nicht-
triviales Element (u,v) aus H!(R) x H}(R) zu beweisen, gehen wir vom Gegenteil aus
und nehmen zunéchst u = 0 an. Wir zeigen, dass dann v — vy gilt und dass eine Folge
(z) mit xp - +oo existiert, so dass die Folgen uy(- + zx) und ug(- — z) jeweils eine
Energieportion groker oder gleich I(ug,0) nach unendlich tragen. Wir folgern hieraus,
dass die gesamte Folge eine Mindestenergie von

+1
1(0,v0) + 21 (ug, 0) = (2 +w1)co

besitzen muss, was wir durch die Bedingung (3.3.23) im folgenden Satz ausschliefen
kénnen.
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Satz 3.3.13. Sein =1 und fir b<0 gelte

g+l

Ky < (2+waT)cp. (3.3.23)

Dann wird k; in einer nichtnegativen vollstindig nichttrivialen Losung (u,v) von (3.3.2)
angenommen. Im Fall ¢ > 2 gilt u,v >0, im Fall 1 <q<2 gilt u+v>0.

Beweis:

Sei (Ry) eine positive Folge mit Ry — oo fiir k — oo. Fiir k € N sei (ug,vx) eine nichtne-
gative vollstandig nichttriviale Lésung von (3.3.17) mit I(ug,vx) = k; (Ry), vgl. Proposi-
tion 3.3.12. Die trivialen Fortsetzungen auf R dieser Funktionen bezeichnen wir ebenfalls
mit (ug,vy). Wegen (ug,vy) € My und I(ug,vi) - k; fiir k - oo handelt es sich um eine
minimierende Folge von I|M;. Wie in Proposition 3.3.9 folgt

1
~uf — v +ul + w0 - — (I + 0+ 2bulvl) = oy in (~Ry, Ry) (3.3.24)
q

fiir ein a € R. Aus ug(Rg) = vg(Ry) = 0 folgt ay < 0. Die Folge (ug, vy ) ist beschrénkt in
H!(R)x H!(R), so dass eine Teilfolge (u,v;) und eine Funktion (u,v) € H}(R)x H}(R)
mit (ug,vg) = (u,v) existieren. Wegen Rj — oo ist (u,v) nichtnegative Losung von
(3.3.2) mit I(u,v) < Ky. Es bleibt u,v # 0 zu zeigen.

Wir nehmen u = 0 an. Da uy, vy, radialsymmetrisch sind, gilt u;(0) = v;.(0) = 0. Ferner
folgt aus (3.3.24) wegen b < 0 die Abschétzung

0> a2 1 (0)2(q = s (0)*7%) + 1 (0)(g” - i (0)2).

Wegen ui(0) - u(0) = 0 erhalten wir v (0) > (qwz)%%? fiir fast alle & und damit v(0) > 0.
Daher ist (u,v) = (0,v) Losung von (3.3.2) mit v(0) >0 und v > 0. Satz 1.1 liefert v = vy
und wir erhalten

(ug,vg) = (0,vp), (ug,vx) = (0,v9) in C2.(R). (3.3.25)

Sei nun zy, € [0, Ry) gegeben mit

max ur = ug(xg) =up(—xr) > 0.

Wegen b < 0 folgt aus der Differentialgleichung (3.3.17)

Cug (@) ug (@) ® T+ bug () o () T = u ()

O ) wr (1)

<ug(x)? -1

und somit

uk(:ck) = uk(—xk) >1. (3326)
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Aus (3.3.25) und (3.3.26) folgt xj, — +oo. Seien nun (&, }), (i, ;) € H'(R) x H'(R)
gegeben durch

(t, 0g) = (up (- + 2), v (- + 7)), (g, 0y, ) = (ug (- = 1), v (- — 1))

Da die Folgen (i, %}), (g, ;) beschriinkt in H'(R) x H'(R) sind, existieren wieder
mit (a;,v;), (4,7, ) bezeichnete Teilfolgen, die schwach und aufgrund der Kompaktheit
der Einbettung H'(R) — Cjo.(R) auch lokal gleichmiifig gegen nichtnegative Funktionen
(a*, o), (a",97) e HY(R)x HY(R) konvergieren. Wegen (3.3.26) gilt @*(0), @ (0) > 0. Sei
nun a := limy_, 0 (Rx — 2k ) € [0, 00]. Dann gilt a* = 0" =0 auf (a,o0) und (a*,0") ist eine
Hg(-00,a)-Losung des zu (3.3.2) analogen Randwertproblems mit %" # 0. Entsprechend
folgt 4~ = o~ = 0 auf (—oco0,—a) und (@ ,9”) ist eine nichttriviale H}(-a,o0)-Losung
des zu (3.3.2) analogen Randwertproblems mit @~ # 0. Insbesondere liefert Testen mit
(a*,0*) die Aussage (a*,0*) € N,. Es folgt wegen Satz 3.1.8 (i)
q-1

(@ +5*2) = 1(@*,7*) 2 min T = ¢, = co. (3.3.27)
2q Ny

Sei nun x eine glatte Abschneidefunktion mit x(z) = 1 fir |z| < 1 und x(x) = 0 fiir
|z| > 2, sei xr(x) := x(R'z) fiir R > 0. Fiir ein hinreichend grof gewihltes ko(R) € N
und k > ko(R) gilt 25 > 2R. Insbesondere sind die Mengen supp(xg), supp(xr(- — z1)),
supp(xr (- + zx)) in diesem Fall paarweise disjunkt und es folgt

| (u, vr) |2
> [ (uexrs vexr)|® + (kX r(- = k), vixr( = 2)) |2 + [ (urx (- + z1), viX R (- + 1)) |2
= [ (urxr, vexr)|? + | (@ xR, O xR) |2 + | (G5 X R, 05 XR)| (k>Fko(R)).

Aus (ug,vi) = (0,v0), (4, 0)) = (a*,0") und (ay,v;) = (@~ ,0") erhalten wir

I”

lim inf [ Cars 0) 7 2 (0, 00xR) |* + 1 (@ xR, 0 XR)|* + | (@7 xR, 07 XR) [

1+ (@ xR, 7 xR)[*.

= Jvoxrl? + (@ xR, 7 XR)
Da diese Ungleichung fiir alle R > 0 gilt, ergibt sich die Ungleichung

liminf [ (g, ve) [ 2 ool + @, 07) % + (a7, )|
—00

und es folgt mit der Abschitzung aus (3.3.27)

i = lim 17 ()

qg-1 . 2
lim || (ug,v
2 k Oo||( i Uk) |

-1
> 5= (ol + 1@ 00 P+ 1, 20))?)
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g+l
> (2+waT)c,

was per Voraussetzung des Satzes unmoglich ist. Daher war die Annahme falsch und es
gilt u # 0. Analog ergibt sich aus der Annahme v = 0 wegen w > 1 die Ungleichung!*

. a+l a+l
Ky 2 (1+2waT)ep > (2+waT )y,

die ebenfalls zum Widerspruch fiihrt. Es folgt u,v # 0,u,v > 0 und die Behauptung folgt
aus Lemma C.6. O

Eine Wiederholung des Arguments aus Satz 3.3.7 (i) liefert'®, dass die Abbildung b —~ r;

stetig und monoton ist. Insbesondere folgt aus k; = (1 + w%)co und Satz 3.3.13, dass
fiir alle w > 1 ein b(w) < 0 derart existiert, dass fiir b € (b(w),0) ein Minimierer von
I M; existiert. Mit der variationellen Charakterisierung von sy aus (3.3.6) lésst sich
dariiberhinaus ein praktisch tiberpriifbares hinreichendes Kriterium fiir die Existenz eines

+1
Minimierers gewinnen. Nach (3.3.6) gilt x; < (2 +wgi)co genau dann, wenn Funktionen
u,v € HY (R™) mit u,v # 0 und [ul§, |v]9, > [bluv]§ existieren, so dass die Ungleichung

2, 21,112 \¢q 9
(Jul” + a=v]3) <( q

(2 P ) ! (2 Py ya-le2a
(2 +war Co) =(2+wa é
2 2 0
0 ul3q + a®fv]5g + 2bat|uv]g  tq-1

gilt, vgl. (1.13). Umordnen der Terme liefert die dquivalente hinreichende Bedingung

oL g2 2 2
(2 +we )9 (Jul? + o [0)2) 7 = July) - o5

b> 3.3.28
g 2t Juvl] (3329
Waéhlen wir in (3.3.28) u = ug, v = ug(w-), so erhalten wir das folgende Resultat:
Korollar 3.3.14. Sein =1 und es gelte
q+1
92 Tll—ql 2 q_1- 2q, -1
05 b> max 2r@ ) I+ a’w) “w (3.3.29)
a>0 20(‘1@)—1/2

Dann wird k; in einer nichtnegativen vollstindig nichttrivialen Losung (u,v) von (3.3.2)
angenommen. Insbesondere existiert im Fall ¢ =2 eine positive Losung von (3.3.2) fiir

0>b> - ! (¢=2).

w32 +/2(1 + w3)

Im Fall ¢ >2 gilt u,v >0, im Fall 1 <q<2 gilt u+v>0.

'In diesem Fall werden zwei Energieportionen der MindestgroRe 21 (0,v0) nach unendlich getragen, denn
aus (4*,0%) € M, und © # 0 gilt wegen b < 0 die zu (3.3.27) analoge Abschitzung ‘%;(Hﬁi 12+ 9%)?) 2
I(O7 Vo ) .

'5Bei der Herleitung der Stetigkeit ist, salopp formuliert, statt eines Minimierers von J eine Funktion
(u,v) zu wahlen, fiir die j(u, v) hinreichend den Wert x; bis auf ein vorgegebenes ¢ > 0 approximiert.
Ausgehend von dieser Funktion ist die Stetigkeit mit Hilfe der Funktionen a. wie im Beweis von
Satz 3.3.7 (i) nachzuweisen.
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Beweis:
Wiéhlen wir u = ug, v = up(w-) in (3.3.28), so erhalten wir

A TR 2 2
(2 +wa )96 (uo|* + @ luo(w)2) = [uol5g — @ uo(w-) |5

2q
sup
50 204 [uguo(w-)[1§
g+l 2
(2+wgt1)1_q(1 +a’w)i-1-a?y! ||U0HQZ
= sup . .
>0 20 |uouo(w-) [

1
Das Maximum der Zahlerfunktion ist 2'79-1 < 0 und wird in a = 271/2w37T angenommen,

d.h. der Wert der rechten Seite ist fiir alle a > 0 negativ. Wir erhalten aus der Ungleichung
|luouo(w-)[g < Juol3,llwo(w-)]5, = w2 ||ug ”gg die Abschitzung

1/2

ol 2 2 2
(2 +ws 1) 96" (ug|* + ®[luo(w)[2)7 = [uol5f - @®uo(w-)] 5

sup
>0 204 uguo(w-)
1
c (2+w%)1‘q(1+a2w)q—1—a2qw_1
<su .
250 209w71/2

Ist daher die Bedingung (3.3.29) erfiillt, so folgt aus Satz 3.3.13 die Existenz eines nichtne-
gativen vollstdndig nichttrivialen Minimierers, dessen Positivitatseigenschaften aus Lem-
ma C.6 folgen.

Im Fall ¢ = 2 erhalten wir durch explizite Berechnung

2+wd) N (1+02w)?-1-aw? W32 -\/2(1+w?) 1

ma. = = — ,
oz>8( 20200112 2+ w3 w32 + /2(1 T w3)
wobei das Maximum im Punkt o = (%)U * angenommen wird. O

Bemerkung 3.3.15. Ist man an optimalen Existenz-Schranken interessiert, so legt der
Beweis von Satz 3.3.13 nahe, fiir ein hinreichend grofes R > 0 zunéchst positive Losungen
(ugr,vr) wie in Proposition 3.3.12 numerisch zu bestimmen und diese als Testfunktion
(u,v) in (3.3.28) zu verwenden.
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3.4. Eindeutigkeitsresultate

In diesem Abschnitt wollen wir untersuchen, unter welchen Bedingungen die positiven
Losungen des Systems

129724, + blu| T uv|? in R",

2972 4 pluf?ol” 20 in R”

~Au+u=|u
—Av+v=|v

fiir Parameterwerte b >0 und 1< ¢ < ﬁ eindeutig bestimmt sind. Im Fall ¢ > 2 sind

positive Losungen dieser Gleichung nach Satz C.10 radialsymmetrisch und radial fallend.
Obgleich ein entsprechendes Resultat fiir 1 < ¢ < 2 nur zu vermuten ist, beschrinken wir
uns im Folgenden auf die Untersuchung des zugehorigen Systems gewdhnlicher Differen-
tialgleichung

" n-1 2q

- — u +u=u? 4yt in R,
I 11)' +v =020 4 ppt in R, (3.4.1)
u'(0) =v'(0) 7; 0, u,v>0, u(r),v(r)—=>0 (r—>o0).
Eine positive Losung von (3.4.1) ist gegeben durch
(up, 0p) = (1+b) 772 (i, o), (3.4.2)

wobei ug die Losung aus Satz 1.1 bezeichnet und ug(x) = 4(|z|) gilt. Um die Eindeu-
tigkeit der positiven Losung von (3.4.1) zu beweisen, geniigt es daher, u = v zu zeigen
und im Anschluss das Eindeutigkeitsresultat von Kwong aus Satz 1.1 anzuwenden. Dieser
Idee folgend fanden Wei und Yao in [85] Bedingungen an b, die die eindeutige Losbarkeit
des Problems (3.4.1) im Fall g = 2 garantieren. Sie zeigten weiterhin (stets fiir ¢ = 2), dass
in den Féllen b > 1 oder n=1,0 < b < 1 die einzige positive Losung durch (uy,vp) gegeben
ist. Ferner zeigten sie in Satz 1.2 [85], dass im Fall b = 1 alle positiven Losungen durch
(cos(a)ug,sin(a)ug) fiir 0 < a < § gegeben sind. Dariiberhinaus ist bekannt, dass die po-
sitive Losung von (3.4.1) auch im Fall n = 2,3 und 0 < b < bg(n) eindeutig ist, wobei by(n)
eine hinreichend kleine ausschlieflich von n abhéngige Zahl ist, vgl. Satz 1.1 in [40]. Es
ist ein offenes Problem, ob im Fall n = 2,3 und bg(n) < b < 1 eine Eindeutigkeitsaussage
moglich ist.
Unser Ziel ist es, die beschriebenen Ergebnisse von Wei und Yao auf den Fall 1 < ¢ < ﬁ
zu verallgemeinern. Hierzu untersuchen wir Systeme der Form

n nN-

1
u' = f(r,u,v) in R,

-1
—’U” _ n 'U, _ f(?”, v, u) in R>0, (3.4.3)
r
u'(0)=0"(0)=0, w,v>0, u(r),v(r)=0 (r—>o0)
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und finden in den Sétzen 3.4.1 und 3.4.3 Bedingungen an die Nichlinearitat f, die hinrei-
chend dafiir sind, dass jede Losung (u,v) von (3.4.1) u = v erfiillt. In Korollar 3.4.5
wenden wir dieses Ergebnis auf das urspriingliche Problem (3.4.1) an. Die Funktion
f:Ryo x REO — R ist in diesem Fall gegeben durch

f(ryz1,29) = =21 + z%ﬁl + bzgflzg (r, 21,22 >0). (3.4.4)

In Anbetracht der Losungsfamilien Ty, 75 aus Proposition 2.0.2 ist die Eindeutigkeit der
positiven Losung im Fall 1 < ¢ < 2 nur fiir b > ¢—1 und im Fall ¢ > 2 nur flir 0 < b < g—-1 zu
erwarten. Wir zeigen fiir n = 1, dass in genau diesen Fallen die positive Losung eindeutig
und damit durch (3.4.2) gegeben ist. Wie Wei und Yao miissen wir uns im Fall n > 2
mit einem suboptimalen Eindeutigkeitsresultat begniigen. Wir beweisen zunéchst eine
Verallgemeinerung von Satz 1.3 (b) in [85] auf das System (3.4.3).

Satz 3.4.1. Sei f : Ryg % RZO — R lokal Lipschitz-stetig und sei (u,v) eine Lésung von
(3.4.3). Die Funktion f erfille die folgenden Bedingungen:

(i) Es existieren positive Zahlen pa > p1 >0 und C' >0 mit
|f(r,21,22)] < C(Jz1|P* + |22|P* + |21]P? + |22/P?)  fiir alle r, 21, 22 > 0.

(ii) Es existieren positive Zahlen m,rg,e > 0, so dass die folgenden Ungleichungen fiir
alle v > ro und alle 21,22 € (0,¢) gelten:

f(r,z1,22) = f(r, 22, 21) <m, fryz1,22) + f(r 22, 21) <-m
Z1 — 29 z1+ 29

(1i3) f(r,z1,29)20 < f(r,22,21)21 fir alle z1 > zo >0 und alle r > 0.

Dann gilt u =v und es existiert eine positive Zahl ¢ mit
u(r) + [u'(r)] < ceVmr (r>0).

Beweis:
Sei (u,v) eine Losung von (3.4.3), sel wy = u — v,wsy := u +v. Wir nehmen v # v an, so
dass wi # 0 gilt. Die Funktionen wy, wy erfiillen die Differentialgleichungen

n-1 n-1
" wy + c1(r)wy =0, —wy —

1

wy + ca(r)wy =0 (3.4.5)

fir

flrou(r),v(r)) = f(r,v(r),u(r))
u(r) —o(r) ’

_flrou(r),v(r)) + f(r,o(r),u(r))

u(r) +v(r) '

Cl(T):: -

CQ(T)::
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Wegen u(r),v(r) - 0 fiir r - oo folgt aus (ii) fiir ein hinreichend grof gewéhltes ry die
Ungleichung
ci(r),ca(r) >m  fiir r >ry. (3.4.6)

Wie in Satz C.12 folgt, dass wq,ws ein festes Vorzeichen aus [r1, c0) haben. Wir nehmen
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit w; > 0 auf [ry, co) an. Ferner existiert ein ¢ >0

(u+v)(r)+|(u +0")(r)| < cefmr, (u—-v)(r)+|(u =v")(r)| < ce™Vr (r>0).
Insbesondere erhalten wir

w(r) +v(r) + [ ()] + ' ()| <ce ™ (1> 0). (3.4.7)

Aus (3.4.3) folgt

0= /Ooo (r”_l(u'v - v'u)),dr
= fooo r”‘l((u" + nT_lu')v - (v" + nT_lv')u) dr

= [0 = u,v)v + f(r,v,u)u) dr.
Die auftretenden Integrale sind wegen (3.4.7) und (i) wohldefiniert. Voraussetzung (iii)
liefert die Existenz einer Stelle r, > 0 mit u(r.) = v(r.), d.h. wi(r.) = 0. Wegen
(3.4.5),(3.4.6) besitzt w; auf [r1,00) weder positive lokale Maxima noch negative lo-
kale Minima. Folglich ist w; monoton auf [r1,c0) und die Nullstelle r, erfiillt wegen
wy # 0 und wi(r) = 0 fiir r > oo die Ungleichung 7, < 1. Die letzte Nullstelle »* von
wy erfiillt aus demselben Grund die Ungleichung . <r* <ry. Da f lokal Lipschitz-stetig
ist, folgt aus wy # 0 und dem Satz von Picard-Lindel6f wi(r*) # 0. Wir nehmen ohne
Beschrankung der Allgemeinheit w{(r*) > 0 an. Dann gilt u(r)—v(r) = wi(r) > 0 fiir alle
r>7r* sowie

0> —(r*)" tu(r*)wl(r*)
_ —(T*)nil(ul(T*)U(T*) _ U,(T*)U(T*))
- /7:0 (r"_l(u'v - v'u))/dr
= [T:)o r"_l((u" + nT_lu')v - (v" + nT_lv')u) dr

_ /“’ "= f(rou,v)o + f(r,0,u)u) dr

r*

>0,

Widerspruch. Die letzte Ungleichung folgt hierbei aus (iii) und u > v auf (r*,00). Daher
gilt w; = 0 und somit u = v, was zu zeigen war. O
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Bemerkung 3.4.2.

(a)

Wenden wir Satz 3.4.1 auf Gleichung (3.4.1) an, so ist die durch (3.4.4) gegebene
Funktion f auf die Eigenschaften (i)-(iii) zu tberpriifen. Wir zeigen in Korollar
3.4.5, dass Satz 3.4.1 die Eindeutigkeit der positiven Losung von (3.4.1) in den
Féllen 1<g<2,b>¢g—-1und ¢=2,b>1 liefert.

Im Allgemeinen stellt sich im Anschluss an Satz 3.4.1 die Frage, unter welchen
zusétzlichen Bedingungen das zugehorige skalare Problem

B ,,_n—l

u =g(r,u in Ry,
r g(r,u) >0 (3.4.8)

u'(0)=0, u>0, u(r)—0(r—o0)

fiir g(r,u) := f(r,u,u) eindeutig losbar ist. Im autonomen Fall sind hinreichende
Bedingungen fiir die Eindeutigkeit der positiven Losung von (3.4.8) beispielsweise
in [64] zu finden, siehe auch [41] und die darin enthaltenen Referenzen.

Wir betrachten nun den Fall f(r,27,23)25 = f(r,25,2])z} fiir ein (2},23) € R?,
mit 2] > z5. Im Allgemeinen kann in diesem Fall keine Eindeutigkeit der positiven
Losung von (3.4.3) erwartet werden, wie das folgende Beispiel zeigt. Die Nichtli-
nearitit f sei der Form f(r,u,v) = =V (r)u + f(r,u,v) und erfiille die folgenden
Bedingungen:

(i) Es existiert ein p > 0 mit f(r tu, tv) =t f(r,u,v) fiir alle ¢ > 0.
(ii) Es existiert eine Losung wo von (3.4.8) fiir g(r,u) = f(r,u,u).

(iii) Es existiert eine Losung wy von (3.4.8) fiir g(r,u) = Z%f(r, Ziu, Z5u).
1

Unter diesen Bedingungen existieren mindestens drei verschiedene positive Losun-
gen von (3.4.3), namlich (wo,wp), (27w, z5w1) und (z5w1, 27w ). Die Funktion f
aus (3.4.4) geniigt diesen Voraussetzungen und bei den drei verschiedenen positiven
Lésungen handelt es sich fiir 1 < ¢ < 2,b < ¢—1 um die Elemente der Lésungsscharen
T3, T4 und im Fall ¢ > 2,b > ¢—1 um die Elemente von 73, 75, siehe Proposition 2.0.2.

Ma und Zhao beweisen in [50], Satz 2 die Existenz einer positiven Losung (u,v)
des nichtlinearen Schrédingersystems

gy n—1
_u p—

u = pu 4 Bt h? in R.q,

n n-1 (3.4.9)

v +v= ,ugv2q_1 + Boudvd! in Ry,
u'(0) =0"(0) =0, w,v>0, u(r),v(r)—=0 (r—o0)
fiir Parameterwerte 1 < ¢ < ﬁ und p1, p2 <0, 1,82 >0, Mlﬂiﬁl = ,u25§71 sowie

9=2 g =2 g
By u1+Bs >0, 8y pe+pB7 > 0. Dariiberhinaus zeigen die Autoren, dass die Losung
von (3.4.9) eindeutig bestimmt ist und die Gleichung

q q
2 1 2 -1
w=(p + 632)2“ (12 + ﬁqg) 2y (3.4.10)
By 6
2 1
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erfiillt. Dieses Findeutigkeitsresultat folgt aus Satz 3.4.1, denn die positive Funktion
1 1
(@,0) = (|p1|?92 u, |u2]29-2v) erfiillt die Differentialgleichung

~ n-1_ _ ~2g-1 ~g-1~ -
T W +a=-u"T + Bul o in R,
r
~y N 1 ~l |~ ~2q-1 ~q~q—1 :
U +0=-0 + pulv in Ryg

r

fiir g = ﬁl|u1|72€1;—22|u2|7fq-2 = B2|u1|7%%2|u2|72€1%22. Eine kurze Rechnung zeigt, dass
die Voraussetzungen (i),(ii),(iii) erfiillt sind. Aus Satz 3.4.1 folgt 4 = 0, was wegen
,ulﬁ‘f_l = ,ugﬂg_l aquivalent zu (3.4.10) ist. Daher ist das Eindeutigkeitsresultat von
Ma und Zhao aus Satz 3.4.1 herleitbar.

Im folgenden Satz finden wir unter zusatzlichen Bedingungen ein Eindeutigkeitsresultat
fiir Nichtlinearitaten f mit der zu (iii) komplementéiren Eigenschaft

f(r,z1,22)20 > f(r,22,21)21 flir 21> 29 >0

unter der zusétzlichen Voraussetzung, dass (u,v) monoton fallend ist. In der Untersu-
chung von Gleichung (3.4.1) liefert dieses Resultat in Korollar 3.4.5 die Eindeutigkeit der
positiven Losung fiirn=1,¢=2,0<b< 1 sowien=1,¢>2,0<b<q-1.

Satz 3.4.3. Sei f : Ry x R2, — R lokal Lipschitz-stetig und sei (u,v) eine monoton
fallende Losung von (3.4.3). Neben (i),(ii) aus Satz 3.4.1 erfille f die folgenden Bedin-
gungen:

(iii) f(r,z1,22) =g(r,z1)+h(r, 21, 22) 22 fiir r,z1, 29 >0 und Funktionen g € Cl(REO,R),
he C(R3,,R) mit h(r,z1,22) = h(r,22,21) >0 fiir v, 21,22 > 0 und

rg-(r,z) + (2n—-2)g(r,2) <0 (r,z>0), (3.4.11)

(w) f(r,z1,22)z2 > f(r,22,21)21 fiir alle 21 > 29 >0 und alle r > 0.

Dann gilt u =v und es existiert eine positive Zahl ¢ mit
w(r) +|u' (r)| < ce™¥™  fiir alle r > 0.

Beweis:

Wie in Satz 3.4.1 erhalten wir den exponentiellen Abfall der Funktionen u,v,u’,v" aus
(3.4.7). Aus der Annahme u—v # 0 ergibt sich ebenfalls wie in Satz 3.4.1 die Existenz der
letzten Nullstelle 7* > 0 von u—v mit (u—v)’'(r*) # 0 und wir nehmen ohne Beschrénkung
der Allgemeinheit v —v > 0 auf (r*,00) und damit (v —v)'(r*) > 0 an. Sei G(r,z) :=
[ g(r, s)ds. Die Differentialgleichung (3.4.3) liefert

(2= S+ 0 - Gl + G ) )
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(- gtr) - (<o - P )

+ T2n—1((2n -2)(-G(r,u) + G(r,v)) + r(-G.(r,u) + G, (r, v)))

v

u(r)
=22 (r u,0) (vu’ - ') - 2 f( : (2n-2)g(r,s) +rg,(r,s) ds.
Aus (3.4.11) folgt fiir r > r* wegen u(r) > v(r)

d 1 1
(7 ( - g 5 - Gl + G 0) ) ) 2 P () (o — ).
»

Aus (u—-v)'(r*) > 0,4/ (r*),v"(r*) <0 und u(r*) = v(r*) erhalten wir durch Integration

dieser Ungleichung iiber (r*, o)

f 220 (r, u,v) (vu — wv’) dr

r*

< 7“*2”_2(%7/(7"*)2 - %v'(r*)2 +G(r*u(r®)) - G(r", v(r*)))
= IR ) W) 4 ()
<0. (3.4.12)

Folglich existiert eine Stelle r; € (r*, 00) mit (vu'—uv")(r1) = 0, denn sonst hitte vu'—uv’
auf (r*, 00) dasselbe Vorzeichen wie (vu' —uv’)(r*) = u(r*)(uv'-v")(r*) > 0, d-h. vu' —uv’
ware positiv auf (7, o). Dies ist wegen h(r,u,v) >0 und (3.4.12) unmdéglich. Es folgt

0= [oo (r”_l(uv' - vu'))’dr
r1
= /Tloo r”fl(u(v" + n; 11)') - v(u" + n; 1u')) dr

= foorn_l(_uf(rvvvu) +Uf(r7u,v))d7”-

Wegen Voraussetzung (iv) existiert eine weitere Stelle r9 € (1, 00) mit u(ry) = v(ry) im
Widerspruch zu u —v > 0 auf (r1,00) c (r*,00). Es folgt u = v, was zu zeigen war. ]

Bemerkung 3.4.4.

a) Verzichten wir in Satz 3.4.3 auf Voraussetzung (iii), so ist die Existenz einer Stelle
r1 > r* mit (vu’ - wv')(r1) = 0 unklar. In diesem Fall erhalten wir die folgende
Alternative: Entweder gilt u = v oder es gibt eine Stelle r* > 0 mit u(r*) = v(r*)
und ¥ ist streng monoton auf (1%, c0).

b) Die Bedingung (3.4.11) ist im Fall n > 2 unangenehm restriktiv und es wére von
grofiem Interesse, diese Voraussetzung abschwichen zu kénnen.
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¢) Zu den Voraussetzungen von Satz 3.4.3 gehort die Monotonie der Funktionen u, v.
Auf der Moving-Plane-Methode basierende Resultate zur Radialsymmetrie positi-
ver Losungen wie in [16] liefern stets die Monotonie der entsprechenden Funktionen
beziiglich der radialen Variable, so dass Satz 3.4.3 in diesen Féllen anwendbar ist.
Es ist zu beachten, dass der Satz auch unter der schwiicheren Annahme (u+v)" <0
richtig bleibt, da die Monotonie nur fiir die letzte Abschétzung in (3.4.12) benétigt
wird.

Nun wenden wir die obigen Satze auf die Differentialgleichung (3.4.1) an und verallge-
meinern die Resultate von Wei und Yao.

Korollar 3.4.5.
(i) Sein=1und 1<q<2,b>q-1oder q=2,b+1,b>0 oder ¢>2,0<b<q-1. Dann
ist (up,vp) die einzige positive Losung von (3.4.1).

(1) Sein >2 und 1 <q<2,b>qg-1 oder ¢ =2,b>1. Dann ist (up,vp) die einzige
positive Lisung von (3.4.1).

Beweis:
Sei f(r,21,22) = =21+ 2297 40287 22 fiir 7, 21, 29 > 0 gegeben wie in (3.4.4). Die Funktion
f erfiillt die Voraussetzung (ii) aus Satz 3.4.1, denn es gilt

_ 2¢-1 q-1_gq 2¢-1 q-1_q
f(r,z1,22) = f(r,20,21) = =21+ 217 +b2 2] + 20— 257 —bzy 2
ZZq—l 2q-1
- 1 g1
:(zl—zz)-(—l+%—bzf zd )
z1 — 22
_ 2¢-1 q-1_gq 2¢-1 q-1_q
f(riz1,22) + f(r,20,21) = =21 + 217 +bz{ 25 —20+ 25" +bzg  z])
2q-1 2q-1
A tR a1 gl

:(21+22)'(—1+ +bz] 23 )

21+ 29
Nun sei z1 > z2 >0 und k := 2 € (0,1). Dann gilt
2¢-2 2 2¢-2 )
f(r z1,29)20 — f(r,29,21)21 = leg(zlq + bz‘f zg - z2q - bzg zi’)

= 229k (1 + bR - k2972 — pk172),
=4(k)

Im Fall ¢ =2,b> 1 gilt (k) <0 fiir alle & > 0, fiir 1 < ¢ < 2,b > ¢—1 folgt dies aus Proposi-
tion 2.0.1. Nach Satz 3.4.1 erhalten wir in diesen Féllen u = v und damit (u,v) = (up, vp)
und es folgt (i). Wieder nach Proposition 2.0.1 gilt (k) > 0 in den Fillen ¢ = 2,b < 1
und ¢ > 2,6<g—1. Im Fall b >0 und n = 1 gentigt die in (3.4.4) definierte Funktion f
den Vorausetzungen von Satz 3.4.3. Da in diesem Fall alle positiven Lésungen von (3.4.1)
nach Satz C.10 monoton fallend sind, folgt erneut (u,v) = (up, vp), was zu zeigen war. O
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4. Appendix

A. Erganzende Resultate zu Kapitel 2

A.1. Die Beweise der Propositionen 2.0.1,2.0.2 und 2.3.1

Proposition A.1. Firg>1,q+2 gilt

1-—L g2y L 202 p250  fir ke (0,1)
q-2 q-2

Beweis:
Es gilt fiir k€ (0,1)

1- 4 g2y 9 p20-2 2
q-2 q-2

L, 2 2 -1
:[ ( a . q(q )32‘1‘3+2q52q‘1)ds
E \g—2 q-2
9 1
=qfq2[k s(l—(q—l)qu_4+(q—2)52q_2)ds
9 1 1
:—q2fk sf (g 1)(2q - 4)£29°5 = (2q - 2)(q - 2)¢*43 dt ds
q-— s

Sdgq-1) [ s [ 2512 ded
=4q(q )ksst (1-t*)dtds > 0.

Beweis von Proposition 2.0.1

Sei ¢ > 1,q # 2 und sei die Funktion f:(0,1) - R gegeben durch

1- 22
F(R) = o

Dann gilt fiir alle k € (0,1) nach Proposition A.1

(ke(0,1))

/ _(Q—Q)Qk‘l_q q 2 4 292 12
(2-q)f'(k) = Ty (1—q_2k e Ll )>0.
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Im Fall 1 < g < 2 ist die Funktion f daher streng monoton wachsend auf (0,1). Wegen
f(0*)=0,f(17)=qg-1ist f:(0,1) - (0,q — 1) bijektiv. Insbesondere ist die Gleichung
f(k) =0 fiir k€ (0,1) genau dann lésbar wenn 0 < b < ¢g—1. In diesem Fall ist die Losung
ky dieser Gleichung aufgrund der strengen Monotonie von f eindeutig bestimmt und die
Abbildung b — ky, ist auf (0,q — 1) streng monoton wachsend mit

limk, =0 lim kp=1 1 2).

blir(} b ) bﬁl{]{ll b ) ( <g< )
Im Fall ¢ > 2 ist f streng monoton fallend auf (0,1) und wegen f(0") =00, f(17)=¢-1
ist f:(0,1) > (g—1, 00) bijektiv. Wir erhalten die Existenz und Eindeutigkeit der Losung
ky € (0,1) von f(k) =b genau fiir b > ¢ — 1 sowie

lim k=1 lim k; =0 > 2).
i Ky =1, Jim Ky =0, (¢>2)

Beweis von Proposition 2.0.2

Sei zunédchst w # 1. Eine kurze Rechnung zeigt, dass in diesem Fall jede Losung von
(2.0.1) der Form (sug,tvo,b) die Bedingung s = 0 oder ¢ = 0 erfiillen muss. Es ergeben
sich die Losungsfamilien 77 und 7s.

Sei nun w =1 und sei (sug, tug, b) fiir s,t > 0 eine Losung von (2.0.1). Fiir ¢ = 0 bzw. s =0
erhalten wir erneut die semitrivialen Losungen aus 71 bzw. T2, es gelte daher s,t > 0.
Dann erfiillt (s,t) die Gleichungen

s =21 4 pstla t =201yt

Definieren wir k := st™' > 0 und dividieren wir diese Gleichungen durch s bzw. durch ¢,
so erhalten wir 1 = t2972(k29-2 4+ bk9°2) = t24-2(1 + bk?). Daher ist k eine positive Losung
der Gleichung (2.0.2), d.h. es gilt

1+0bk?—bk?2 - k272 = 0. (4.1)

Die Losung k = 1 liefert b > -1 und s =t = (1 + b)_%%?; wir erhalten die Losungen der
Schar 73. Da mit k auch k™! Losung von (4.1) ist, erhalten wir aus Proposition 2.0.1 im
Fall 1 < g <2,be(0,g—1) bzw. ¢ > 2,b € (¢ - 1) die Lésungen kp, k;* und damit die
Losungsscharen Ty bzw. T5. In den Fallen 1< ¢<2,0¢ (0,q—1) bzw. ¢>2,b¢ (¢—1,00)
existieren nach Proposition 2.0.1 keine Losungen von (4.1). Im Fall ¢ = 2 existieren
Losungen k # 1 von (4.1) nur fiir b =1 und es ergeben sich die Losungen aus 7g. O

Beweis von Proposition 2.3.1

Fiir ¢ > 1 sei die Funktion g: (0,1) = R gegeben durch

q-1-qk?+qk®2 - (¢g-1)k*
1- k2 '

g(k) =
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Dann ist g(k) < ¢ — 1 dquivalent zu k292 < k? und damit zu ¢ > 2. Ferner ist g(k) < 1
dquivalent zu
(q-2) - qk* + gk = (¢ - 2)k*1 <0

und damit nach Proposition A.1 dquivalent zu 1 < ¢ < 2. Es folgt die Behauptung. O

A.2. Bestimmung der Eigenpaare im Fall n =1

In diesem Abschnitt bestimmen wir im Fall n = 1 die Losungen des Eigenwertproblems
~¢" +Pp=bui ¢ inR, ¢eHN(R), beR, (4.2)

wobei ug die nach Satz 1.1 eindeutige positive Losung der Gleichung —u” +u = u?¢~! in R
bezeichnet. Sie ist gegeben durch

uo(x) = (Vaseeh((g- D)) (n=1),

vgl. (1.15). In Proposition A.2 bestimmen wir zunichst simtliche H'(R) x R-Eigenpaare
(¢, 1) des Eigenwertproblems —¢" (z)+r2¢(z) = psech(pz)?¢(x) fiir gegebene Parameter
k,p > 0. Durch Aussonderung der radialsymmetrischen Eigenfunktionen und entsprechen-
de Wahl der Parameter , p > 0 erhalten wir in Lemma A.3 alle Eigenpaare des Problems
(4.2). Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind nicht neu; die Eigenwerte des Problems (4.2)
sind beispielsweise in Gleichung (2.15),(2.16) in [91] zu finden, siche auch Lemma 5.1
in [26]. Fiir den Beweis wird auf ein Buch von Landau und Lifshitz [46] verwiesen, das
dem Autor lange Zeit nicht zur Verfiigung stand. Aus diesem Grund geben wir hier einen
neuen ausfiihrlicheren Beweis. Das Symbol o F} bezeichnet in der folgenden Proposition
die hypergeometrische Funktion. Die Gegenbauerpolynome CJ, von Grad m € Ny sind fiir
o> —% definiert durch

2a+m-1)!

On(2) = (2a-1)!'m!

1 1-
o F (—m,2a +m; o+ 3 Tz), (4.3)

siehe etwa (6.3.5) und (6.4.9) in [4].

Proposition A.2. Seien x,p>0. Alle Losungen des Eigenwertproblems
—¢"(x) + K*¢(x) = psech(pr)®d(x) inR,  ¢pe H'(R), peR (4.4)
sind gegeben durch (= i, @ € span{ oy, } fir ein m € Ng mit

fon = (k4 pm) (5 + p(m+ 1)), ém(e) = sech(pt) S CATP (tanh(pr)).

Die Funktion ¢n, hat genau m reelle einfache Nullstellen in R und ist ungerade fiir un-
gerades m und gerade fiir gerades m. Fiir alle m € N liegt zwischen zwei Nullstellen von
Om genau eine Nullstelle von ¢my1-
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Beweis:
Sei (u, ) eine Losung des Eigenwertproblems (4.4). Die Transformation v(x) = e™u(x)
liefert —v”(2) + 2k (x) = psech(pz)?v(x) auf R und fiir w(z) = v(%plog(lg’ﬁ—x)) gilt

z(z-1Dw”(z) + 2z -1-rp ' (z) - ppw(z) =0 auf (0,1)
Dies ist eine hypergeometrische Differentialgleichung der Form
0=z(z-1w"(z) +((a+b+ 1)z -c)w'(z) + abw(z) auf (0,1) (4.5)

fur die Parameter

1+/1+4up=2 1-+/1+4up=2 1
a= 5 , b= 5 , c=14+rp ", (4.6)

wobei ¢ eindeutig und a, b bis auf Vertauschung eindeutig bestimmt sind.

1.Fall: ¢ ¢ N. Die zwei linear unabhéngigen Losungen von (4.5) sind gegeben durch
oF1(a,b;c;xz) und 2% Fi(a+1-c¢,b+1-¢;2-c;x), vgl. S.81 in [4]. Die zwei linear
unabhéngigen Losungen der Differentialgleichung aus (4.4) lauten daher

ui (@) = e "5 Fy(a, b c; (1+ €)™,

ug(z) = (eP* + e_pm)%gFl(a +1-cb+1-c2-c(1+e)™)
mit a, b, c wie in (4.6). Es folgt
u(x) = auy () + Pua(z) (x eR) (4.7)
fiir Koeffizienten «, 3 € R. Wegen
(2-¢)-(a+1-¢)-(b+1-c)=c-a-b=rp '>0
gilt ug(x) — oo fiir x — oo, denn aus Satz Satz 2.1.2 in [4] folgt

lim 2F1((L+1—C,b+1—C;2—C;(1+62p$)_1) =1.
T—> 00

Ferner gilt u;(z) — 0 fiir £ - oo und die Bedingung u € H'(R) liefert daher 3 = 0 in
(4.7), d.h. u=auy. Aus ue H'(R),u # 0 ergibt sich daher die notwendige Bedingung

0= lim oF(a,b;c; (1+e2™)7™h).
T——00

Aus Satz 2.2.2 in [4] folgt, dass dies genau im Fall ¢ —a € —-Nj oder ¢ - b € -Nj gilt.
Letzteres ist wegen ¢ > b unmoglich und wir erhalten ¢ —a = —m fiir ein m € Ng. Mit den
Formeln aus (4.6) ergibt sich

o V1+dpp

gthp 5 —=m bzw. p=pm=(k+pm)(k+p(m+1))
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und wir erhalten
| _ -1 _ -1 —
a=kp +m+1, b=-kp  -m, c=1+Kp ", WU=lm (m € Np).
Aus o Fy(a,b;¢;2) = (1 - 2) % P Fy (¢~ b,c - a;¢;x) und (4.3) erhalten wir

u(z) = auy(x)

= ae—NIQFl(,k,;p—l +m+ 1,-/41]?_1 -m;1 +/€p—1; (1 +€2px)—1)

€2p1’

1+ e2pr

1,k

= & sech(px) » C,?ﬁ (tanh(pz))

=ae™( )P oFi(1+26p~ " +m,—m; 1+ mp s (1+e7)7)

fiir eine Zahl & > 0. Es folgt u € span{¢,, } und damit die Behauptung im Fall ¢ ¢ N.

2.Fall: ¢ € N. Die beiden linear unabhéngigen Losungen auf (0,1) von (4.5) sind fiir
b ¢ —N nach (2.3.18) in [4] gegeben durch 2Fi(a,b;c;z) und

2F) (a,bs ;) log(a) + 3 M(@Z)(a +k) + b+ k) = p(1+ k) = e+ k) )2k
i K

+(C—1)!(§(—1)k_1 (k_l)! F(a—k)F(b—k) “k
k=1

(c—k-1) T(a) T =~

wobei (a)x, (b)x, (¢)r Pochhammer-Symbole bezeichnen und (z) = I'(2)['(2)~! die
Digamma-Funktion ist. Im Fall b € -N ist die zweite Losung durch (2.3.20) in [4] ge-
geben. Fine kurze Rechnung zeigt, dass wie im Fall ¢ € N die sich hieraus ergebende
zweite linear unabhéngige Losung ug die Eigenschaft ug(z) — oo fiir  — oo besitzt. Wie
zuvor folgt u € span{ ¢, } und p = pu, fiir ein m e N.

Aufgrund der Rekursionsgleichung der Gegenbauer-Polynome

o 2m+a-1) m+2a-2 _, o o
Oy = 0D on e - "2 200 ), Ca) =1, OF () = 200,

vgl. (6.4.16) in [4], ist C, fiir gerade m eine gerade Funktion und fiir ungerade m eine
ungerade Funktion. Da tanh eine ungerade und sech eine gerade Funktion ist, erhalten
wir die entsprechende Aussage fiir ¢,,. Ferner besitzt C genau m reelle einfache Null-
stellen auf (-1, 1) und zwischen je zwei Nullstellen von C, liegt eine Nullstelle von CY, 1,

siehe S.253 in [4]. o
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Wir kommen zur Anwendung der obigen Proposition auf das Eigenwertproblem (4.2).
Lemma A.3. Sein=1,w>0. Alle Losungen des Eigenwertproblems

~¢" +o=bu)%¢ inR,  peH(R), beR
sind gegeben durch b=0b;,,, ¢ € span{yp; .} fir ein j € Ng, wobei

_(W+2i(g-1)(w+(2j+1)(¢-1))
q

jw(x) =csech((q- 1)x)ﬁ6’22j ! (tanh((q - 1)33)),

bjw

und ¢ > 0 so gewdhlt ist, dass | ;.| =1 gilt. Die Funktion ¢; ., hat genau j reelle einfache
Nullstellen im Intervall Rso und zwischen zwei Nullstellen von ¢; ., in Rso liegt genau
eine Nullstelle von @ji1.-

Beweis:

Es gilt ug(2)?972 = ¢ sech((q - 1)x)? fiir = € R. Nach Proposition A.2 sind alle H'(R)-
Eigenwerte durch bg = (w+m(g-1))(w+(m+1)(g-1)) (m € Np) gegeben. Fiir ungerades
m ist die zugehorige Eigenfunktion ungerade, fiir gerades m ist die Eigenfunktion gerade
und damit radialsymmetrisch. Die Eigenwerte des Eigenwertproblems (4.2) sind daher
durch bg = (w+2j(¢—1))(w+(2j+1)(g-1)) fiir j € Ny gegeben. Die zugehorigen Eigen-
funktionen und deren Eigenschaften ergeben sich aus Proposition A.2. O

A.3. Eigenschaften des Raumes FE,

Wir zeigen, dass im Fall n =1 die Funktion

_( “1(),, [20-2 -2, 1a
F:E, xR — E, (u,v,b)»—>(u (A + 1) (Jul*"u + blu| u|v|))

v— (A +w?) (o220 + blv]|? 2 |ul?)

den "Kompaktheitsvoraussetzungen” des globalen Verzweigungssatzes von Rabinowitz
geniigt, d.h. dass I - F': £, x R - E, wohldefiniert und kompakt ist. Der Raum FE, mit
Skalarprodukt (-,-)g, ist hierbei wie in (2.0.7) definiert. Wir verwenden, dass fiir k > 0
der Operator (-A + x2)~! durch

((-A+m) ) @) =5 [ erlp(ydy = [ D0, ry)f () dy

fiir T'(z,y) = %(e"‘r—y| + e~ 1*+ul) gegeben ist.
Lemma A.4. Sein=1,w>0,9>1 und sei o = (01,02) mit 01,09 € (0,1) und

qo1+ (¢ —2)woy > 0, (¢g-2)o1 + quos > 0. (4.8)
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(i) Ey ist Hilbertraum und Cg5.(R) x CF5.(R) st ein dichter Unterraum! .
(ii) Fir alle (u,v) € E, gilt

()l < |(u,0)[ 5, e”", Jo(r)[ < [(w,0) [, e (r20).

(#ii) Die Abbildung Id - F ist kompakt.

Beweis:

(i) Dies folgt aus Satz 2.5 in [43].
(ii) Fiir ue Cg5.(R) gilt die Ungleichung

o0 (o]
u(r)2 <2 [ Juu'| dx < g 2o f 62‘7”(@/2 + u2) dz < ||(u,v)|\]25ge_20”.
T T

Analog folgt v(r)? < H(u,v)||2Eae_2"2°‘”. Aus einem Dichtheitsargument folgt die

Ungleichung fiir alle (u,v) € E,.
(iii) Fiir den Nachweis der Kompaktheit beweisen wir zunéchst eine niitzliche Abschét-
zung. Fiir u € C§5.(R) und 7 > 0 gilt wegen u'(0) = 0 die Ungleichung

o0 oo
f 6201:6(’11,2 + u'Q) dx = f (eQUlqu')' — 20127y + eQleu(—u" +u)dr
0 0
e 2 ! e 2 "
=201 f e“uu’ dx + [ e“ M u(-u" +u)dz
0 0

oo [ee]
<oy f 2% (u? + u'?) dx + f 2%y (" + ) dz
0 0

Eine entsprechende Ungleichung fiir v und ein Dichtheitsargument liefert fiir alle
(u,v) € E, die Abschitzung

1 o0 1 oo
l(u, )| < 2%y (—u" +u) dx + 22Ty (" + W) da.
Es 1-01 Jo 1-09 Jo

Hieraus folgt fiir alle (f,g) € E,

2
H((—A+1)‘1f,(—A+w2)‘1g)‘Ea
<t [Oooegalx((—A+1)_1f)(x)f(x)da:

T 1-04

+ 102 fo‘x’ezazm((_A +W2)7lg)($)g(x)dx

[T [T e @) ) dedy

0
'[OooAm6202me(W$,wy)g($)g(y) dx dy. (49)

O3 (R) = {9 CF (R) : ¢() = ¢(-)}
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Wir kommen nun zum Beweis der Kompaktheit.

Sei (tm,vm ) beschrinkte Folge in E,. Dann gilt nach Ubergang zu einer Teilfolge
(tmyVm) = (u,v) € E, und damit u,, - u, v, - v punktweise. Sei nun

fm = ‘uqu_zum + b‘umlq_Qumyvaa f = ’u|2q—2u + b‘u‘q—2u‘0’q7

Gm = [vm[*77?

U + b|m |7 20 [um|?, g := [P0 + blv| T 20|ul?.
Dann gilt f,,, = f,gm — ¢g punktweise und aus (ii) folgt

2g-1 -1 2g-1 -1
[ frl + 1] < (L+ ) (|7 + [T o] T + [ + [u| |o]?)
< C(e—(Qq—l)m n e—((q—l)aﬁqwaz)x), (4.10)
2g-1 -1 2g-1 -1
|gml| + gl < (1 +[B]) ([or ™" + [om | Jum|? + [0[777 + o] [ul?)

< C(e—(Qq—l)wogx " e—((q—l)w02+q01)x). (411)

Insbesondere gilt (fm — f, 9m — g) € Es wegen (4.8). Die Abschétzung (4.9) liefert
|(Id = F)(tm, vm) = (Id = F)(u,v) |7,

= [(Ca+ D) (- ), A+ Hgm - 9)))] ‘;
< 1_101]000/Oooe2ale(x,y)|fm(3:)—f(w)||fm(y)—f(y)|dxdy
+1iUO'2/O ./0 22T (wa, wy) gm (2) = 9(2)llgm (y) = 9(y)| dz dy

Aus den Ungleichungen
eQUlaT(x,y) < et ey, 6202"J$F(waj,wy) < e72W2T 7292y
sowie (4.10),(4.11) erhalten wir die folgenden Abschétzungen fiir z,y >0
M (@, )| fin () = F@) fin(y) = F(9)]

< C(e—(2q—2)01x " e—((Q—2)01+qw02)x)(e—(2q—2)01y " e—((q—2)0'1+qw0'2)y),

eZUgwa(wx,wyNgm(x) = 9(2)llgm(y) - 9(y)|
. 0(67(2%2)020‘& N 67((q,2)w02+qo‘1)$)(67(2(]*2)02141@/ + e*((q*Q)waerqal)y).

Per Wahl von 01,09 in (4.8) ist diese Majorante integrierbar und es folgt mit dem
Satz von der dominierten Konvergenz

1(Id = F)(tm,vm) - (Id_F)(va)”]_?(7 - 0.

Wir erhalten die Kompaktheit von Id — F.
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A.4. Eine Verschiarfung des Satzes von Crandall-Rabinowitz

In diesem Abschnitt beweisen wir den Satz von Crandall-Rabinowitz unter abgeschwich-
ten Voraussetzungen. Um die Existenz einer stetig differenzierbaren Kurve von Lésungen
zu zeigen, wird iiblicherweise verlangt?, dass die Funktion F, in unserem Fall

w= (=2 )7 (Jul %+ bl 2ufe]?) ) (1.12)

F(u,v,b) = (v — (~A +w?) (o272 + blv]I2o[ul)

zweifach stetig differenzierbar in einer offenen Umgebung des potentiellen Verzweigungs-
punkts ist. Dies stellt beim Nachweis lokaler Verzweigung von 73 ein Problem dar, da
im Fall 1 < ¢ <2 oder 2 < g < 3 die durch (4.12) gegebene Funktion F diese Voraus-
setzung nicht erfiillt. Finen Beweis dieser Behauptung liefern wir in Proposition A.5.
Der Beweis des Satzes von Crandall-Rabinowitz basiert auf einer klassischen Lyapunov-
Schmidt-Reduktion und damit auf einer Anwendung des Satzes iiber implizit definierte
Funktionen. Die einfache stetige Differenzierbarkeit F' ist daher eine fundamentale Vor-
aussetzung, die wir auch in der in diesem Abschnitt prisentierten verschirften Form des
Satzes bendtigen. Unser Ziel ist zu zeigen, dass die Forderung nach zweifacher stetiger
Differenzierbarkeit in einer offenen Umgebung des potentiellen Vezweigungspunkts hin-
gegen durch eine schwichere Differenzierbarkeitsbedingung ersetzbar ist. Die folgende
Proposition zeigt, dass eine Modifikation des Satzes von Crandall-Rabinowitz bei der
Verzweigungsanalyse zu T3 fiir Exponenten ¢ mit 1 < ¢ < 2 oder 2 < ¢ < 3 unumgénglich
ist.

Proposition A.5. Im Foll 1 < g <2 oder 2 < q <3 ist F' in keiner nichtleeren offenen
Teilmenge von H}(R™) x HY(R™) x R zweifach Gateaus-differenzierbar.

Beweis:
Sei W ¢ HY(R™) x H}(R") xR eine nichtleere offene Menge. Da die radialsymmetrischen
Testfunktionen dicht in H!(R™) liegen, existiert ein (u,v,b) € W und eine Kugel B c R"
mit

u = 0 auf B¢, v #0 auf B, b+0.

Sei nun x € C§°(R™) eine nichtnegative Testfunktion mit supp(x) ¢ B und xv # 0. Wir
zeigen, dass F)} in (u,v,b) nicht Gateaux-differenzierbar in Richtung (x,0,0) ist. Da die
Funktion (u,v) v EFl(u,v,b) - b(q - 1)h(u,v) fiir h(u,v)[d] = (=A + 1) (Jul?72|v]7¢1)
wegen der Formeln (2.0.8),(2.0.9) Fréchet-differenzierbar ist, geniigt es zu zeigen, dass
h nicht Gateaux-differenzierbar in Richtung (,0) ist. In der Tat folgt aus supp(u) n
supp(x) = @ fiir t # 0 die Gleichung |u + tx|972 = [u|?72 + [t|72x9"2 und somit

h t -h
(SR SDRICDN sup I+, 0)[6] - A, 0)[]]
t 1,026 HE(R™), [ (#1,62) =1
H sup (A ) (e el — [l 2ol

preH (R™),[¢1]=1

’vgl. Satz 1.3 in [24], Satz 1.3.3 in [17] oder Satz 1.5.1. in [42]
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= [t|7° sup [(=A+1)7 (X" ?[v]1)
preH L (R™), |1 =1

£ (AN D G/ R P

Wegen limy_q [t|77 = +o0 ist h nicht Gateaux-differenzierbar. o

Daher ist der klassische Satz von Crandall-Rabinowitz beim Nachweis der lokalen Ver-
zweigung von T3 fiir Exponenten ¢ € (2,3) nicht anwendbar. Wir ersetzen die Vorausset-
zung F e C*(U x I, Z) in Satz 2.0.3 durch die folgende Bedingung:

(V) Esgilt F e CY(U x1I,Z), die Abbildungen Fj(0,-) = F5.(0,-) und F,,(0,-) mégen
existieren und seien stetig in I und es gelte fiir alle kompakten Teilmengen Iy c

sup | Fo(, M[] = F2 (0, )] = Foa (0, M) [, ]| = o([|z]),

sup [ Fx(z,A) = Fxg (0, A)[z] = o(]|z]).

Aelg
Die Voraussetzung (V) ist erfiillt, wenn F* der Form F(x,\) = X7 Fj(2)A;()) ist, wobei
fur alle j € {1,...,m} die Funktionen Aj, F; stetig differenzierbar auf I bzw. auf U sind
und F; zweifach differenzierbar im Punkt 0 ist. Die bei der lokalen Verzweigung von 73 zu
untersuchende Funktion F'(u,v,b) := F(uy+u,vp+v,b) ist dieser Form. Hierbei bezeichnen
(up,vp) die Losungen der Familie T3, d.h. up = v, = (1+b)72q%2u0 fir b> —1. Der Satz von
Crandall-Rabinowitz ist daher in seiner verschirften Form anwendbar, wenn wir zeigen
konnen, dass F' zweifach differenzierbar in (uy, vy, d) ist. In Proposition A.6 zeigen wir,
dass dies fiir 2 < g < 3 der Falls ist.

Proposition A.6. Sei 2 < q<3. Dann ist F' zweifach differenzierbar in (up, vp,b).

Beweis:
Wir zeigen nur die entsprechende Aussage fiir die erste Komponente F! von F = (F'!, F?).
In Anbetracht der stetigen Differenzierbarkeit von F! und der Formeln fiir F! aus (2.0.8)
geniigt es zu zeigen, dass die Abbildung h(u,v)[#] == (A + 1)~ (Ju|?72|v|?¢; ) differenzier-
bar in (up,vp) ist. Fiir ¢,9 € H(R™) x H!(R") zeigen wir daher die Ungleichung

[P, + b1, 05+ 1b2) [9] = h(up, vp) [0]] < Cllo([4])-

Seien hierzu 1;1,1;2 gegeben durch 1, = ubdl,w = vpio. Wegen wu = v geniigt es, die
Ungleichung

(a4 1) (w272 (J1+ 0|21+ Bl — 1~ (g = 2)idn - aihn) )| < Clllo(l])
zu zeigen. Wegen 2 < g < 3 gilt die folgende Ungleichung fiir s,z e R

[+ 821+ 8l -1 (g-2)5 - g
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= [t sl g -1 qt) + (L) ([ 872 = 1= (g 2)s) + (g - 2)st)
<O(L+[s)T2 ([t + [t]7) + O (1 + [t)) (1 1
<O+ 1)+ |s]7282 + |s|72[H9) + C( + [t]s]) + C (s> + £2)
<C(s%+1% + s+ [t972).

1} |8|1{‘8‘>1})+C|3||t|

2n2

Wegen 1< g< (= 2) existiert ein p € [-=%,2] N (2q2_1, (n_2)2+7(12q_1) ). Es folgt

|2+ D (@ 2 0n (JL+ L+ ol - 1= (g - 2)d - g )|
< C)(-a+ 1) (127261 (63 + 53 + [0 2172 + [gaf?172) )|
<l 201 (08 + BB+ (a2 w dofr2) |
< Oflon (w0t + g + n P2 + o))

Aus der Holder-Ungleichung |wiwa]p < w1 | (2g-1)p | w2l 2e-1p folgt
2q-2

Jon(b 0t " d P s ) |
2q-4 2q—4 - —
<Cllérlay- 1>p(uu 9 e + 5" U3 e + 1P e + 10202 e )
q- 9= q-

<Clé, u@q_l)p(uuuﬁgq;p(wl agoryp * [2lngnyp) + 21222+ a2l 282, ).

Wegen 2 < (2g-1)p < @ 2") ist die Einbettung H}(R™) — L(2¢~DP(R") stetig und wir

erhalten aus den beiden obigen Abschétzungen

[ A+ D) (@ 2o ([L+ a1+ ol = 1= (g - 2)1 - qia ) )|

< Cllorl(onl® + Ial® + o 2472 + 42 472)
<[ gleClvl);

was zu zeigen war. m|

Wir kommen schliefslich zum Beweis des Crandall-Rabinowitz unter abgeschwachten Vor-
aussetzungen.

Satz A.7. Der Satz von Crandall-Rabinowitz (Satz 2.0.3) gilt bis auf Aussage (i11) unter
der schwicheren Voraussetzung (V) statt F e C*(U x 1,Z). Gilt e C*(Ux1,7Z) und ist
F in (0,X0) dreifach differenzierbar, so gilt im Falle A'(0) =0 die Formel (2.0.4).

Beweis:
Wir beginnen mit einer Lyapunov-Schmidt-Reduktion und definieren hierzu die Unter-
rdume X; ¢ X, Z1 ¢ Z durch

X1 :=ker(F,(0,\g)) = span{¢}, Zy :=ran(F,(0,)\)).
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Seien X9 ¢ X, Zy ¢ Z Unterrdume mit X = X1 & X9, Z =21 ® Zy und sei Q: Z — Z5 ein
stetiger Projektor. Fiir s € R, x5 € X9, A € R mit s¢p + x9 € U\ € I gilt F(s¢+x2,\) =0
genau dann, wenn die Gleichungen

QF(s¢p+x2,\) =0, (I-Q)F(sp+x2,A)=0

erfiillt sind. Da (I — Q)F(0,\o)|x, : X2 — Z; stetig und per Definition von Xy inver-
tierbar ist, liefert der Satz {iber implizit definierte Funktionen eine offene Umgebung
W c Rx I von (0,\p) und eine eindeutig bestimmte stetig differenzierbare Funktion
w: W — Xo mit der Eigenschaft

(I-Q)F(sp+w(s,\),\)=0 fiir (s,\) e W. (4.13)

Es bleibt daher eine stetig differenzierbare Kurve A (-&,e) = I so zu bestimmen, dass
QF(s¢+w(s,\(s)),A(s)) =0 fiir |s| < e gilt. Seien g,h: W — Z3 gegeben durch

9(s,A)
h(s,\) = {98507 N z i 8 fiir g(s,\) = QF (56 + w(s,\), \)

Wir zeigen im ersten bis dritten Schritt, dass h stetig differenzierbar in W ist und
hx(0, ) = QF;2(0,X0)[¢#] gilt. Aus der Voraussetzung F,.x(0,\o)[¢] ¢ ran(F;(0,\y))
folgt dann hy (0, Ag) # 0 und wir erhalten im vierten Schritt die Existenz einer stetig dif-
ferenzierbaren Kurve A mit (s, A\(s)) = 0 fiir |s| < € und damit die zentrale Behauptung
des Satzes. Im fiinften Schritt beweisen wir die Verzweigungsformeln (2.0.3),(2.0.4).

Wir schreiben im Folgenden Fj, (z,\) : X1 - Z, F,(z,\) : Xo - Z fiir die Fréchet-
Ableitungen beziiglich X; und Xs. Entsprechend sind Fyz, (0, A), Fiz, (0, A) zu interpre-
tieren. Im Folgenden verwenden wir Abschitzungen der Form f(s,\) = o(s), wobei dies
stets mit im Sinne sup,.z, f(s,A) = o(s) zu verstehen ist, wobei Iy c I eine beliebige aber
feste kompakten Teilmenge von I bezeichnet. Wegen w € C*(W) gilt w(0, \) = 0 fiir alle
A € I sowie s¢ +w(s,A) = s(¢+ws(0,X)) + o(s) fiir s - 0. Insbesondere verwenden wir
f(s,A) =o(sp+w(s,\)) = f(s,A\)=o0(s) fir s> 0.

1.5chritt: Eigenschaften von w. Wir zeigen zunichst die Existenz und Stetigkeit der
Funktionen wss(0,-), wsy(0,-) = wys(0,-) sowie

ws(0,Ag) =0, w(0,\) =wy(0,\) =0. (4.14)
Ferner zeigen wir fiir kompakte Mengen Iy c I die in A € Iy gleichméafige Abschétzung
wa(5,3) = wa(0,N) + 510ss (0, 0) + 0(s),  wa(s, ) = swarn(0,0) +0(s).  (4.15)

Sei L(s,\) :== (I = Q)Fy,(s¢ +w(s,\),\) fur (s,A\) € W. Da L(0, ) invertierbar ist,
ist auch L(s, ) fiir (s, ) in einer kleinen Umgebung von (0, Ag) und damit in W nach
eventueller Verkleinerung der Menge invertierbar. Aus Voraussetzung (V) folgt

L(s,\)=L(0,\)+s-Ls(0,\) +0(s) fir Ls(0,A)[-] = (1 = Q) Fyzy (0, \) [+ ws(0,A), ]
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Ferner erhalten wir
L(s,\) ™ = L(0,\) "  +5- L(0,A) " Lg(0, \)L(0, )}
= L(5,\) (1= L(s, VL0, A) ™" + 5+ L(5, A)L(0,\) " Lo (0, ) L(0, 1) ")
= L(s, A)*l(I — (L(0,\) + Ly (0, \)L(0,\) " + - Ly (0, \)L(0, )" + 0(3))
=o(s).
Differenzieren der Gleichung (4.13) liefert
ws(5,A) = =L(s, )7 (I = Q) Fu(5¢ + w(s,A), A)[¢],
wx(5,A) = =L (s, )7 (I = Q) Fa(s¢ +w(s,A), A).

Wegen ¢ € ker(F,(0,\)) erhalten wir ws(0,Ao) = 0 und aus F(0,\) = F(0,\) = 0 folgt
w(0,\) = wx(0,\) = 0. Wir erhalten (4.14). Aus der asymptotischen Entwicklung fiir
L(s,\), L(s,\)7! fiir s - 0 sowie Voraussetzung (V) erhalten wir

ws(5,X) = =L(5,) (I = Q) Fy, (56 + w(s,A), ) [¢]
== L(5,2) " (1 = Q)(F (0, M)[6] + Fu, (0, )56+ w(s, 1), 6] + o(s))
=-L(s: ) (1 - Q)
= =L(0,2) (1 = Q)(F2y (0, V) [@] + 5Fuar, (0, )6 + ws (0, 1), 6])
+5L(0,\) " Lg(0, \)L(0,\) (I = Q) F, (0, \)[p] + o(s).
Ebenso folgt

wx(8,A) = =L(8,\) (I = Q) Fa(s¢ + w(s, A), \)

=—L(5, ) (1 = Q)(Far (0, V)56 + w(5,\)] + o()

= =L(5,\) (I = Q)(5Fur (0, )6 + ws(0, )] + o(5) )

= =5 L(0,\) (I = Q) Fur (0, \)[¢ +w; (0, X)] + o(s)

Fi (0, 0)[@] + 5Fp, (0, M)[6 + w3 (0, 1), 6] + o(5) )

und wir erhalten (4.15). Insbesondere ergeben sich die Formeln
wea(0,3) = =L(0, ) (I = Q) Faa (0, M)[¢ +ws (0, 1), ¢]
+ L(0,A) " Ly (0, \)L(0,\) (I - Q) F,, (0, \)[¢], (4.16)
wn (0,2) = =L(0, )71 (1 = Q) Fax (0, V)¢ + ws (0, )],

2.5chritt: Figenschaften von g. Aus der Definition von g erhalten wir

9s(5,)) = QF,(sp +w(s,A), N[ +ws(s,\)]

aA(8,) = QFu(s¢ +w(s,A))[wr(s, )] + QFx(s5¢ +w(s,\))

9ss(0,2) = QFup (0,\)[6 + w(0, 1), & +ws (0, \)] + QF5(0, M) [wys (0, 1],
952 (0,X) = QFx (0, )6 + ws (0, M)] + QFo (0, M) [wer (0, N)].

(4.17)
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Insbesondere gilt wegen F;,(0, Ag)[wss(0,A0)], F(0, M) [wsa(0, Ao)] € ran(F, (0, Ag))
gss(oa)\(]) = Qsz(Ov)\O)[qba ¢]7 gs)\(ov)\O) = QFI)\(O>)‘0)[¢] (418)

Es folgt aus Voraussetzung (V) und (4.15)

9s(8,A) = QFL(0,\) [0+ ws(s,A)] + QF (0, A\)[s0 + w(s,A), &+ ws(s,\)] +0(s)
= QF,(0,\)[¢ +ws(0,\) + swss(0, ) + 0(s)]
+ QF,:(0,\)[s¢ + sws(0,\) +0(s),d+ws(0,A) +0(1)] + o(s)
= QFm(O7 )‘)[¢ + ws(ov )‘)]
45 (QFL(0, ) [wss(0, )] + QFa (0, )6 + ws(0, 1), 6 + w(0, 1)]) + o(s)
= gs(0, ) + 5955(0, ) + o(s). (4.19)

Ferner gilt wegen w(0,\) = wy(0,\) =0 und Voraussetzung (V)

g,\(S, )‘) = QFx(Sd) + ’LU(S, )‘)> )‘) [w/\(sv )‘)] + QF)\(8¢ + w(s, )‘)7 )‘)
=QF,(0,\)[wx(s,\)] + QF,(0,\)[sd + w(s,\),wr(s,A\)] +o(s)
+ QFpx (0, \)[s¢ +w(s,A)] +o(s)

= 5+ (QF(0, )[wer (0, )] + QFx (0, )6 + w3 (0, 1)]) + o((5)
= gx(5,A) = 5952(0, A) = o(s). (4.20)

38.Schritt: h e CY(W). Es gilt

9(87 )\) B Sg(07 A) — hm 95(87 A) B g(o’ )\) — lgss(o’ )\) (421)
52 50 2s 2

hs(0,A) = lim
5—0
und wir erhalten aus (4.19)-(4.20)

1 1 1
hS(S, >‘) - hS(Ov)‘) = _8_29(8’ )‘) + ;gs(sv)‘) - 5985(07 )‘)
1 52
= _8—2(9(0, A) +595(0,\) + Egss((), )+ 0(32))

+ é(gs(o, A) +5gs5(0,A) + 0(8)) - %gss(o’ A)
=o(1),

1
(5, ) = B (0,0) =+ (92(5,3) 53922 (0, 1)) =0(1).
Aufgrund der Formeln fiir wss(0, ), gss(0, ) ist die Abbildung hs(0,-) = %gss(O,-) nach
Voraussetzung (V) stetig. Dasselbe gilt fiir hy(0,-) = gsx(0,-). Aus der soeben gezeigten

beziiglich A gleichméfigen Konvergenz hgs(s,\) = hs(0,A) und hy(s,\) = h)(0, ) sind
die partiellen Ableitungen von h stetig. Es folgt h e C*(W).
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4.Schritt: Folgerungen. Wegen (4.18) gilt

hx(0,X0) = gsa(0, Ao) = QF;x(0, Xo)[@] # 0. (4.22)

Da h stetig differenzierbar ist, folgt aus dem Satz iiber implizit definierte Funktionen die
Existenz einer Kurve \ : (=¢,¢) — I mit der Eigenschaft h(s, A(s)) = 0 fiir |s| < . Es
ergeben sich die Aussagen des Satzes von Crandall-Rabinowitz (Satz 2.0.3) mit Ausnahme
der Verzweigungsformeln aus (ii) und (iii).

5.Schritt: Beweis der Verzweigungsformeln. Sei ¢' € ran(F,(0,\p))* mit [¢'|z =1 und
sei Q: Z — Zy gegeben durch Qz = (z,¢')¢* mit ¢* € Zy, |¢*| =1 und (¢*,¢') = 1. Aus
(4.21) und (4.18) folgt

hs(Oa )\0) = %gss(oa )\0) = %QF:E:E(Ov )‘0)[9255 ¢] (423)

Sei m: Zy - R, A¢* = X der kanonische Isomorphismus zwischen den eindimensionalen
Raumen Z; und R. Mit (4.22),(4.23) und h(s, A(s)) =0 fiir |s| < € erhalten wir (ii):

5\/(0) _ _ﬂ-(hs(oa AO)) 7T(QFM:(O )\0)[(;5 ¢D _ _1 (Fxx(ov)\o)[qba ¢]a ¢,>
7(ha(0,20)) 2 m(QFA(0,20)[4]) 2 (Fun(0,20)[0],¢")

Zum Beweis von (iii) sei '€ C*(U x I, Z) und sei F dreifach in (0, \g) differenzierbar.
Dann gilt w,g € C*(W) und die dritten Ableitungen wsss(0, Xo), gsss(0, Ag) existieren.
Fiir |s| < e erhalten wir

9ss(8,A) = QF (s + w(s,A), A)[@ + ws(s,A), &+ ws(s, )]
+QF,(s¢p+w(s,\),\)[wss(s,A)]

und somit wegen ws(0, A\g) =0 und QF, (0, ) =0

gsss(oa >\0) = QFCC$J?(07 /\0)[¢ + ws(07 )\0)7 ¢ + ws(07 /\0)7 d’ + ws(07 )\0)]
+ 3QFJ:JJ(07 AO)l:¢ + 'lUS(O, )\0),11}55(0, A0):| + QF:L’(O7 )\0)[’[1)555(0, )\0)]
= Qancx(oa )‘0)[¢7 ¢7 Qﬂ + 3QFJ}J}(07 )\0)[¢a wss(oa A0)]

Eine kurze Rechnung wie in (4.21) zeigt hss(0, \o) = %9838(0,/\0) und wir erhalten wie

zuvor 7 (hss(0,0)) 7(har(0,A0))

M) = = (0. 0)) 7 (x(0,30))

+X(0) -
Im Fall \'(0) = 0 folgt (iii) aus

’/T(hss(o7 )\0))
m(haA(0,A0))
_1 W(gsss(ov /\0))
3 m(gsx(0,20))

MN(0) = -
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_l W(QFxx;t(Ov A0)|:¢7 d)a ¢] + BQFCULE(O: A0)|:¢7 wSS(Ov A0):|)

3 T(QF2A(0,20)[0])
= _1 <szx(0, )\0)[¢’ ¢a ¢] B 3F3€I(Oa )‘0)[¢> C]v ¢,>
3 (Fx)\(oa)‘(])[d)]’qb,)

fir ¢ = —wss(0, Ng). Wegen ws(0,Ao) = 0 und der Formel fiir wss(0, \g) aus (4.16) gilt

¢=((I - QFa(0,20)lx,) " (I = Q) Fua(0,20)[6, 6]-
Es folgt die Behauptung. O

A.5. Weiteres zur lokalen Verzweigung von 7, 75,73

In diesem Abschnitt untersuchen wir die in den Sétzen 2.1.6,2.1.8,2.1.9,2.2.6,2.2.9 nach-
gewiesenen lokalen Verzweigungen von den Losungsscharen 7y, 72, T3 genauer. Die an den
jeweiligen Verzweigungsstellen abzweigenden Losungen sind in den genannten Sitzen lo-
kal durch stetig differenzierbare Kurven (@;,0;,b;) : (~¢,¢) -» HYR") x H}(R") x R
gegeben. Unser erstes Ziel ist es, fiir jede dieser Kurven die Aussage Z_);(O) =0 zu be-
weisen. Anschliefend leiten wir Formeln fiir B;-’ (0) her. Grundlage fiir die anstehenden
Berechnungen sind die Formeln fiir die Fréchet-Ableitungen von F' in den Verzweigungs-
stellen. Die Funktion F': H}(R") x H}(R™) x R - HY(R") x H!(R") ist hierbei erneut
gegeben durch

(= (A 1) (P bl
Flwwb)= ( (A @) (0P + Blel2olul) )

Im Fall ¢ > 2 ist F stetig differenzierbar und F,, F,; sind durch die Formeln (2.0.8)-
(2.0.11) gegeben. Im Fall g = 2 oder ¢ > 3 sind die zweiten Ableitungen gegeben durch

Fl,(u,0,0)[6,0] = ~(-A + 1) (20 - 1) (2¢ - 2)uP *ugiv
+b(g = 1) (g - 2)[ul ulv?p1e1 +ba(g - 1)|ul?2[v]*2ve1ebs
+ba(q = 1)[ul ol Pvgaipr +ba(q — Dlul*ulv"g2152),
F2,(u,0,0)[6,0] = ~(-A +w?) (20 - 1) (24 - 2) " o
+b(q = 1)(q = 2)[v|" *olulgvba + bg(q - 1)[v|* *[ulugary
+bg(g = D)ol 2|ul"2ugribs + ba(q - Dlul" ol 2vé1yn )

fiir ¢,1,¢ € HY(R™) x HY(R™). Im Fall ¢ = 2, = 3 oder q > 4 ist F dreifach stetig
differenzierbar und die dritten Ableitungen lauten

Floo(u,0,0)[6,0,¢] = =(a = 1) (A + 1) 7 (220 = 1) (20 = 3)[u 6101y
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+0(q - 2)(q = 3) |l [v]9G131.¢1 + baq - 2)ul ol 2uvdiir G
+bg(q — 2)ul"* | PuvdithaCy + ba(q — 1)|ulT™H o2 drepale
+bg(g - 2)ul" |7 Puvgarpi €1+ bg(q — 1)[u|?2[v]9 7 patb1 o
+bg(q — D)ul o] P12l + ba(q - 2)|u|q‘2\v|‘1‘4uv¢2¢2§2),
B2 (u,0,0)[6,0,¢] = ~(g = 1) (-A +w”) ™ (2(20 - 1)(2q = 3) 0" 616G

+b(g - 2)(q - 3)[v|" *ularp2ls + ba(q — 2)w|"ul" P uvdarpaty
+bg(g - 2)[v|" Ul Puvdarp1 & + ba(q — 1)[v]9%|ulI? patpr &1
+bq(gq - 2)[ulT? | *uvdraCs + ba(q — 1)ul"*[v]" > $1ep2Gy
+bg(q = 1)[ulT?[v|" 2 ¢11p12 + by(q - 2)|vlq‘2|ulq‘4uv¢1¢1<1)-

Hierbei sind im Fall ¢ = 2 die Terme der Form (¢ -2)-... als 0 und (...)% 2 als 1 zu
interpretieren. Dasselbe gilt fiir Terme der Form (¢-3)-... und (...)?™3 im Fall ¢ = 3.

Lokale Verzweigung von Ty

Lokale Verzweigung von 71 = {(u,0,b) : b € R} wurde fiir ¢ = 2 in den S#tzen 2.1.6
und 2.1.9 nachgewiesen. Daher sind die obigen Formeln fiir F,, F,;, Fyzo gerechtfertigt.
Zur Beschreibung der an der Stelle b = b;,, abzweigenden Lésungen durch die Kurve
(t;,9;,bj) sind die Ableitungen von F im Punkt (ug,0,b;,) auszuwerten. Die Formeln
fur Fy(uo,0,b;.) und Fyp(uo,0,bj,.) sind (2.1.1),(2.1.2),(2.1.3) zu entnehmen. Ferner
gilt fiir b e R und ¢, v, ¢ € H(R™) x H!(R")

—(=A + 1) (6ugp1py + 2bugdaths)

(A + W) N (2bugparhy + 2bugdiids)

Fppo(0,0,0)[0,0,¢] = =(=A + 1) 1 (6¢1901C1 + 2bg110aCa + 2bdarh1 o + 2bp2tba(r)
F2 o (0,0,0)[6,1,¢] = —(-A +w?) 1 (6¢2102Co + 2bd21h1 (1 + 2bP1102(1 + 2bd11G2).

(20,0,b5,)[(0,95w),(0,9;,)] =0 und der Formel fiir B;(O) aus (2.0.3) folgt

F},(u0,0,b)[¢,]
F2(u0,0,b)[¢,]
]
]

Aus F?

T

1 <sz(u07 07 b]}bd)[(ov Spj,w)a (07 (pj}cu)]v (07 Spj,w»

2 (Fun(0. 0, by ) (0 0)] (O i)y

b5(0) = -

Wir berechnen nun l_);-’ (0) mit Hilfe der Formel (2.0.4). Hierzu sei @ die Orthogonalpro-
jektion auf ker(Fj(uo,0,b;)) =span{(0, p;.)}, d.h. wegen ¢l =1

Q : Hr% (Rn) X H}(Rn) - keI‘(Fx(Uo, 0, bj,u)))a (uv 1)) = (07 <1), @j,w)wcpj,w)'

Da die Funktion (u,v) := ((—A+1—3u%)_1(uocpiw),0) die einzige auf (0, ;) orthogonal
stehende Losung der Gleichung (I-Q)Fy(uo,0,bj.)[(u,v)] = ((—A+1)_1(uoapiw), 0) ist,
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erhalten wir die folgende Formel fiir die Funktion ¢ aus (2.0.4):

Ci= (1= Q) Fe (10,0, b )l ((0.0,03) ™ (I = Q) Faa (10,0, 1) [(0, 050, (0, 25.)]
-1
= (1= Q) F(10,0,b50)l(0.0,010) (= 2b50(T = Q)((=A + 1) (u065,,), 0))

-1
= _ijyw((l - Q)FI(UO’ 0, bj,w)l{(O,cpj,w)}i) ((_A + 1)_1(U09032',w)7 O)
= —2bj7w((—A +1- ?)u(%)_l(uogpiw)7 O).

Zur Berechnung von 5;’ (0) brauchen wir ferner

Frze(u0,0,050)[(0,950), (0,950), (0,00)] = _6(0» (-A+ WQ)_I(‘P?,OJ))
Fyz(10,0,0;0)[(0,9j0),¢] = =200 (0, (-A + w?) ™ (uopj (1))

Wir erhalten aus (2.1.4)

1{-6(-A+w?)™(¢,) =3 (-2)bjw(-A +w?) " (u0p;wl); Pjw),

5(0) = -~
J ? (Fup(10,0,05,0)[(0, 9501, (0,50))
2 - —_
TN (((—A +w?) () = bjw (A + W) (uopswi), %yw)w)
7w 2
— 2 4 2
gy il =t [ vl )
2

e e 2 2 o 2\-1 9
= ~Tanors %(H%,wll4+2bj,w fRn up? ,(-A +1 - 3uf) (uogoj,w)dx). (4.24)

Wir erhalten eine alternative Darstellung dieser Formel, wenn wir die Funktion
V= (—A+1—3u%)_1(u0¢iw) als Fourierreihe beziiglich der Orthonormalbasis () schrei-
ben. Aus —Agpy, + ¢ = brudey, folgt nach kurzer Rechnung

_ 2 : _ 2 2
= 7 = "
(v, oK) = by fRn ugprv de sowie (v, oK) /Rn UOPT Pk da:+3fRn U dx

und damit . N
v= Z(%@k)s% = Z b (f uogoiwgok dx)cpk.
k=0 k=0 bk -3 R ’
Wir erhalten
b’!(o) =—— 7| |l¢; 4 + 2b2 f uo(p? VK dx . 4.25
’ IIUO%‘,WIIE(H el ]’“,;)bk-g( o 0P )) (4.25)
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Bemerkung A.8.

a)

Im Fall w=1,7 =0 ist die in bg,; = bp = 1 von T3 abzweigende Kurve durch
Te = {(cos(a)ug, sin(a)ug,1) : 0 < < 27}
gegeben. Daher gilt b (0) = 0. Die Formel (4.24) bestitigt dies wegen ¢g 1 = uo und
(-A+1- 3u3)_1(ug) = —%uo.
Die Formel (4.25) ist zumindest im Fall n = 1 einer naiven numerischen Approxi-

mation zugénglich. Da b; ., ¢;, bk, pr bekannt sind, siche Lemma A.3, erhdlt man
unter Verwendung von

10 10
4 4
ngij ‘4 ~ 2 A‘ Pjw dz, ”’LL()ngW ”3 ~ 2 \/(; u(2)90?,w dz,
= by [ 2 2 & b flo 2 2
UQY5 dr) = 2 UYP5 dzx
k;) bk _ 3( R 09037“;90]9 ) kz:%) bk _ 3( 0 Otpj,w@k )

eine Niherung fiir 13;’ (0). Im Fall n = 1,w = 1 deuten die Naherungswerte darauf
hin, dass die Verzweigungen von (uo,0,b;.,) fiir j > 1 nach links verlaufen. Es ist
ferner zu beobachten, dass eine wachsende Funktion j : [1,00) - N existiert, so
dass die Verzweigungen zu j=0,1,2,...,j(w) € Ny nach rechts verlaufen und fiir
j=jw)+1,j(w)+2,... Verzweigung nach links auftritt. Im Fall w = 10 beispiels-
weise deuten die Werte auf j(10) = 9 hin. Die Summation iiber eine grofere Menge
von Eigenfunktionen liefert dasselbe Resultat.

Aus den obigen Formeln lassen sich die entsprechenden Formeln fiir die Verzwei-
gungen von T3 herleiten. Beschreibt (i, v;,b;) die von 77 an der Stelle bj1/w ab-
zweigende Kurve von Losungen zum Parameter %, dann ist (wv;(w-),wii;(w-),b;)
die von 75 abzweigende Kurve zum Parameter w. Wir erhalten daher in diesem Fall
b’(0) = 0 und

b 2 ad bk 2
b/!(O) == Qi w||4+2b2' w G L [ uogpz WPk dx )
J ||u090j,1/w ”% (H Ji1/wli4 J,1/ I;] bk _ 3( n 7,1/ ) )

Lokale Verzweigung von T3

Wir kommen zur Untersuchung der lokalen Verzweigungen von 73 = {(up, vp,0) : b > -1)},

wobei (up,vp) durch (up,vp) == (1 + b)_l’q%(uo,uo) gegeben sind. Wie in Satz 2.2.6 und
Satz 2.2.9 setzen wir ¢ > 2 voraus, so dass die Formeln fiir Fy;(uy, vy, b) nach Proposition
A6 gerechtfertigt sind. Zur Bestimmung von l_);’(O) muss die Abbildung Fyu, (up, vy, b) im
Verzweigungspunkt b = b; definiert sein, sodass wir hierfiir ¢ = 2 oder ¢ > 3 voraussetzen

miissen, vgl. Proposition A.6. Fiir Exponenten 2 < g < 3 ist die Formel fiir 5;»’(0) nicht
gerechtfertigt und daher formal zu verstehen. Wie in der Untersuchung von 77 zeigen
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wir B;(O) =0 und bestimmen 13;’(0). Die Abbildungen F(up,vp,b) und Fyp(up, vy, b) sind
durch die Formeln (2.2.1)-(2.2.4) gegeben. Fiir ¢,1,( € H}(R™) x HY(R") gilt

FL (05, D)[6,6] = ~(g - 1)(1+5) 7302 (~A+ 1) (1207 ((2(29 - 1) + (g - 2)) drte
+bag1ths + bagathy + badatin) ),

E2, (w05, 5)[6.0] = ~(q - D(1+5) 73 (-4 + 1) (u213((2(20 - 1) + b(q - 2)) iy
+ bty +baons + bgdii ) )

und im Fall ¢ =2 oder ¢ > 3

Fl (a0, b) (6,40, €] = (g~ 1)(1+ )7 (<A + 1) (u20((2(2 - 1) (24 - 3)

+b(q-2)(g-3))p191G1 +ba(q - 2)p191C + bg(q — 2) 112G
+bq(q - 1) 192G + bq(q — 2) 2101 (1 + bg(q — 1) p2vh1(2

+bq(q —1)p212C1 + bg(q - 2)¢2¢2§2)),
F2, (a0, b) 6,40, C] = ~(q = 1)(1+ ) (~A+ 1) (u20((2(2 - 1) (24 - 3)

+b(q-2)(q - 3))p212Ca + bq(q — 2) P2y + bg(q — 2)hath1 (o
+bq(q —1)pa101C1 + bq(q — 2)p192C2 + bg(q — 1) 192G

+bg(g = 1)¢191G + ba(g - 2)$111Gr ).
Wir kommen zur Berechnung von 6;-(0), 5;’(0) fiir j € No, sei stets b:=b7. Aus
F:}a:(uba Up, b)[(¢]7 _(pj)7 (@j? _90])] = Fﬁ?x(“b? Up, b)[(@]? _()Oj)7 (Soja _90])]
und der Verzweigungsformel (2.0.3) folgt

B’-(O) _ _1 <Fmﬁ(ubvvb7 b)[(@j’ _Soj)v (Sajv _@j)]a (onv _@j»
! 2 ((Fup (tp, vy, b) + Fioa (w06, 0) [0 (s, v6), 1) [(05. —0) ], (05, =5))

(4.26)

Fiir die Berechnung von 5;’(0) sei ¢ = 2 oder ¢ > 3, so dass Fy..(up,vp,b) existiert. Sei
ferner

U=V,
Q: HI(®") x HARY) » ker(E(up.)). (o) 0P )
die Orthogonalprojektion auf ker(Fy (up, vp,b)). Aus den Formeln
F, (up, 05, 0) [ (05, =05), (95, —05)] = =2(g = 1)(2¢ = 1 = b) (1 + b)~ i 2( A+1) (g D),
F2, (v D) (9525, (95— 0)] = =2(q = 1) (2q = 1 = b) (1 +b) 2072 (<A + 1) (u2” 37
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erhalten wir

= ((I—Q)F (ubs Vb, 0)| (5, —%)}i)_l(f—Q)Fm(Ub,vb,b)[(S%—%),(9%‘%’)]
=-2(qg-1)(2¢-1-0b)(1+b)" 2.
-1
((7= QP v0,B) 14y =y ) ((FA+ D@ 0)), (~A + 1) (g *0) )
Mit einer &hnlichen Rechnung wie im Fall von 7; erhalten wir
Gi=Co==2(g-1)(2q - 1= b)(1+b) 272 (<A + 1= (2g - D)u2? %) (a2
und somit
Fp (e, 0, D) [ (05, =25) (05, =05), (05, —05)]
= -2(g-1)((2¢-1)(2¢ - 3) +3b)(1+b) & (A +1) Hup )
Fo (i, 00, D) [ (05, —05), (05, —05), (05, —05)]
=2(q—1)((2q—1)(2q—3)+3b)(1+b)_3%§(—A+1) Hupt o)
Fg}z(ubWbab)[((Pja_SOj)?C]
=-2(qg-1)(2¢-1-b)(1 + b)’%(—A + 1) (WP 0i¢1)
ng(ub,vb,b)[(cpj,—goj) C]
= 2(q-1)(2g- 1~ b)(L+b) 22 (<A + 1) (w20 )

Sei nun
v 1= ((Fab(up, vo, ) + Fra (up, v, 0) [0 (us, v6), 1) [(05, =051, (05, =¢5))-

Aus der Verzweigungsformel (2.0.4) erhalten wir fiir ¢ = 2 oder ¢ >3
B/0) = 5 (2 (D0 D20 - 1) -3) + 3)(1+ ) F (A4 )7 0 ). o)

~3-2- (-2)(g-1)(2g - 1-B)(1+b) 52 ((-A + 1) (2" %0iC1),¢5))

:4(q‘1)§y+b)‘H(((zq—1)(2q—3)+3b)f W2 da

-3C2q-1-0)(1+b) 72 [ P da)

:4(q‘1)§y+b)‘H(((zq—1)(2q—3)+3b)f 2044 4y

6(q—1)(2q—1—b)2 2¢-3 2 2¢-2 2¢-3
+ o [P A 1= (20 - ™) (uh ) dx).

[
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Aus b=0b} und v = (1?:—%)2[1&” (2)‘1 2 -da?, siehe (2.2.6), folgt

(- D)(1+b)7t
3¢ [gn u(2)q7280? dx

6(q-1)(2¢-1-1b})? 29-3 20-2\-1,. 2¢-3 2
+ s . fRnqu 2-A+1-(2g - Dug™ ) (ug! gpj)dx).

b/(0) = (((2q-1)(2q-3)+3b;)[ w2 da

Wie zuvor ergibt sich die alternative Darstellung

(g-1)(1+b))71

b (0) = 2q-1)(2q - 3) + 3b; / 20454 4y
i (0) 3q/Rnugq-2¢§dx((( )(2q-3)+3b7) [
- DCa- 10 & by 2032 )
L+b; gbk—2q+l([{gnu0 vjrr dx) ) (4.27)

Bemerkung A.9. Im Fall j = 0 gilt bj = ¢ — 1 sowie ¢g = up. Ferner zeigt eine kurze

Rechnung (-A +1-(2¢g - 1)u2q %" ! (ug 2071y - —2(1%2110 Wir erhalten daher

1(0) = 5077 (g~ 1(a-2)

Dies liefert (im Fall 1 < g < 2 bzw. 2 < ¢ < 3 formal) das richtige Ergebnis, da fiir
Exponenten 1 < g < 2 die Existenz der Losungsfamilie T, "Verzweigung nach links” und
fiir ¢ > 2 die Losungsfamilie 75 ”"Verzweigung nach rechts” belegt. Im Fall ¢ = 2 ist die
Verzweigung von T3 durch die Losungen aus Tg = {(cos(a)ug, sin(a)ug,1) : 0 < o < 27}
gegeben und es gilt in Ubereinstimmung mit der obigen Formel 56’ (0) = 0. Auch in diesem
Fall sind numerische Auswertungen der Formel (4.27) im Fall n = 1 mdglich. Da die
Berechnung der Terme aus (4.27) mit Maple viel Rechenzeit benétigt ist, stiitzen wir
unsere Vermutungen auf wenige Daten. Es hat den Anschein, als wiirden im Fall 1 < ¢ <2
der erste Zweig nach links (bj(0) < 0) und der j-te Zweig fiir kleine j > 1 nach rechts
verzweigen. Im Fall ¢ > 2 sind die Verhéltnisse genau umgekehrt. Im Fall ¢ = 2 ist B;-’ (0)>0
zu beobachten.

B. Erganzende Resultate zu Kapitel 3

Proposition B.1. Sei¢>2,0>0 und sei h: Ryg = R gegeben durch

min{1 + br?, r2a-2 4 brq_Q}
(1+b)(1+r2)a-t

h(r) = (r>0).

Dann gilt h(r) < 2179 fiir alle r > 0 und alle Mazimierer sind im Fall ¢ > 2 oder ¢ =2,b # 1
durch v =1 und im Fall g=2,b=1 durch r >0 gegeben.

132



Beweis:
Sei zunéchst ¢ = 2. Dann gilt

h(r)_min{1+br2,b+r2}<%(1+b7"2+b+7’2)_1
b+ D)@ +72) T (b+1D)(1+72) 2

und Gleichheit genau dann im Fall 1+br2 = b+72, was wiederum #quivalent zu b # 1,7 = 1
oder b=1,r >0 ist. Es folgt die Behauptung fiir ¢ = 2.

Sei nun ¢ > 2. Wir zeigen die Ungleichung h(r) < 2'7% ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit fiir 0 <7 < 1, denn sonst betrachte 2. Die Ungleichung h(r) < 2'7% ist dquivalent zu
der Bedingung

b((1+ r)at - 2‘1_17"‘1_2) > 9071p2072 _ (1 4 )0t oder
b((1+7)7t —2071p9) > 2071 — (14 2)97!
Wegen r € (0, 1) ist die rechte Seite der ersten Ungleichung negativ, die linke und rechte
Seite in der ersten Ungleichung sind positiv. Daher ist hierzu die Bedingung
(1+ 7“2)‘1’1 — 2471292
(20 1ra2 — (1 +r2)a 1),

207t — (14 %)t
(1+72)a-t —2a-1pq Blr)

b<

= a(r) oder

dquivalent. Es ist daher a(r) > (r) fiir alle r € (0,1) zu zeigen. Eine kurze Rechnung
zeigt, dass dies dquivalent ist zu g(r) > 297! fiir

()T (14 r0?)
9(r) = ra=2(1 +rq)

Die Funktion g ist streng monoton fallend auf (0,1), denn nach Proposition A.1 gilt

_ 7,,3 7,,2 q-1
()= (2(7’3)2(1(1;)))2 '(1 g o o _rzq) <0

Insbesondere gilt g(r) > g(1) = 297! und es folgt die Behauptung. ]

Proposition B.2. Sei die Funktion f:RsoxRsg x[0,1) gegeben durch (3.2.16). Dann
ist f differenzierbar in allen Punkten (xo,yo,20) mit xo # yo. In diesem Fall gilt

(07 290, O) ,fa”S o < Yo, 20 = %

(2x07 07 0) ,fa/lls o > Yo,20 = ?;_2

v f (0,0, 20) :{
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Beweis:
Wir betrachten nur den ersten Fall, sei also zg = yo < 1. Dann gilt f(xo,y0,20) = CL‘O Fiir
(z,y,2) mit z > mm{ ist die Abschitzung

|f(3? y,2) = f(20,30, 20) - 220(x — 20)| = O(|z - x0|*)

offensichtlich. Fiir (z,y, z) in einer kleinen Umgebung von (o, yo, 20) und z < £ gilt

\f(z,y,2) = f(x0,50, 20) — 2z0(x — 30)|

2
- zx
= ‘932 + % — x5 —2z0(x —xg)‘
1
= (z—m0)” + 1_22(y—zx—y0+20330)2
2 1 2
< (e 20)? + =y ol + Iz ~ 20+ fzollz ~ )
(1 + 2] +]z0)?

<(z-m9)*+ (ly = yol + |2 = 20| + |z — 20])?

1-22
1+ |z +|20])?
SC(1+%)(W—%Fﬂy—y(ﬂ%f|Z—Zo|2)
-z
= O(|z = zol” + |y — yol* + |2 - 20[*)

fiir (x,y,2) = (x0,Y0,20). Dies war zu zeigen. ]

C. Weitere Ergebnisse

In diesem Abschnitt beweisen wir einige grundlegende Eigenschaften von Lésungen des
Systems (1.1). Zur Motlvatlon der Bedingung 1 < ¢ < 7 2) beweisen wir in Satz C.1, dass
im Fall n > 3,¢ > = keine lokal beschrénkten Losungen endlicher Energie existieren. Der
Beweis basiert auf der Pohozaev-Identitat und geht in der hier prisentierten Fassung auf
Berestycki und Lions zuriick, vgl. Proposition 1 in [10]. Unser Beweis ist eine Anpassung
der dort verwendeten Argumente.

Satz C.1. Sein 2 3,q > -5 und sei (u,v) eine Losung von (1.1) mit u,v € L5 (R™)

und u,v € H'(R™) n L?*¢(R™). Dann gilt u =v = 0.

Beweis:
Wegen u,v € L2 (R™) und Satz 8.22 in [35] sind die Funktionen u, v lokal Hélder-stetig.
Aus Satz 6.13. in [35] erhalten wir u,v € C?(R™). Sei nun

1 1
F(u,v):= —§(u2 + w2v2) + 2—q(|u|2q + |v|2q + 2b|u|?|v|?).
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Aus der Differentialgleichung (1.1) folgt (-Au,-Av) = VF(u,v) und damit

div (9U(|Vu|2 +|vo?) - 2(zVu) Vu - 2(xVo) Vo - 22 F (u, v))

= n(|vul> + |Vu|?) + 22 D*uvVu + 22 D*vVv

= 2(|vul? + Au(zVu) + 2D*uvu)

- 2(|vo? + Av(zvv) + xD%Vv)

- 2(nF(u,v) + VF(u,v) - (xVu, zVv))

= (n-2)(|vul® +|vv[*) - 2nF (u,v).
Der Satz von Gauk liefert fiir alle R >0

fBR(n -2)(|vul* + |vu|?) - 2nF (u,v) dz = R /833 G(u,v)do. (4.1)
fiir
G(u,v) = |vul? +|vv]? - 2|0, ul? - 2/0,v)* - 2F (u,v).

Wegen u,v € HY(R™) n L?¢(R") ist die Abbildung R + faB G(u,v)do nach dem Satz
von Fubini und dem Transformationssatz iiber [0, co) mtegrlerbar Daher existiert eine
Folge (Ry) mit Ry — oo und Ry, [z G(u,v)do — 0. Aus (4.1) folgt

'k

(n-2) fR \Vul® + |V dz = 2n fR F(u,v)dx
und somit

(n=2)(|vull3 + Vo) +n(lul3 +w?|v]3) = E(HUHQQ +lolg + 20fuvld).  (42)

Testen der Differentialgleichung (1.1) mit (u,v) liefert andererseits
[Val3 + 1Vol3 + [ul3 +w?vl3 = [ul5t + [v]5 + 26| uv] . (4.3)
Aus (4.2),(4.3) folgt

2
ul2 + w2l = w

2
(lul3g + [vlzg + 2b]uv]d). (4.4)
Im Fall [u]52+|v]50+2b]uv]§ < 0 folgt u = v = 0 aus (4.3). Im Fall [u[32+|v]57+2b]uv]§ > 0
ist die rechte Seite in (4.4) wegen n > 3,¢(n—2) > n kleiner oder gleich 0 und wir erhalten
ebenfalls u=v =0. O

Von nun an betrachten wir Losungen von (1.1) im subkritischen Fall 1 < g < (=) 2) Da
wir uns auf den Fall w > 1 beschrinken kénnen, lautet das zu untersuchende System

2024, 4 blu|™2ulvlY,

-Au+  u=|ul
~Av +w?v = [v]*7 2 + blu|?|v|7 2, (4.5)

beR,w>1, 1<g< u,v e H'(R").

(n=2)+ 2)’
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In Satz C.4 und Korollar C.5 kldren wir die Regularitit von Losungen dieses Systems
mit Hilfe klassischer Resultate der Regularitédtstheorie elliptischer Differentialgleichun-
gen. Mit den Ergebnissen von deGiorgi/Nash/Moser aus den 1960er Jahren fiir Unterl6-
sungen linearer elliptischer Differentialgleichungen der Form —Aw + ¢(z)w = 0 zeigen wir
die globale Beschranktheit und Holderstetigkeit von Losungen des Systems (4.5). Schau-
derabschitzungen liefern die C*®(R")-Regularitiit dieser Losungen. Eine Losung (u,v)
von (4.5) erfiillt die Differentialgleichungen —Awu+¢q(2)u = 0 und —Av + co(2)v = 0 fiir

cr(@) = Ju(@) P77 + blu(@)| (@), ea(2) = o(@) 7+ bu(@)| o (@)|"2 (4.6)

Im Fall ¢ > 2 gilt ¢1,¢p € L] (R™) fiir alle p e (3, W’M) und es folgt u,v € L7 (R™)

loc
aus Satz 4.1 in [36]. Um auch den Fall 1 < ¢ < 2 abzudecken, verfolgen wir im Beweis von

Satz C.4 eine andere Argumentation. Die Betrachtung der Funktion |u| + |v| erweist sich
in diesem Fall als hilfreich. Wir nutzen Katos Ungleichung, vgl. Satz X.27 in [69].

Proposition C.2 (Katos Ungleichung). Sei w € L} (R™) und es gelte Aw e L, (R™)

im distributionellen Sinne. Dann gilt Alw| > sign(w)Aw im distributionellen Sinne’.

Bemerkung C.3. Im Fall w e C%(R") folgt Katos Ungleichung aus dem Satz von Gauf
und J,w < 0 auf dem Rand der Menge {x € R™ : w(z) > 0} sowie d,w > 0 auf dem Rand
der Menge {x € R" : w(x) <0}, wobei 0, jeweils das dufere Normalenfeld bezeichnet.

Satz C.4. Sei by > 0 und E > 0. Es existieren nur von n,q,by, X abhdngige Zahlen
a € (0,1) und C > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Ist (u,v,b) eine Losung von (4.5)
mit b < by und |[u| + |v|., < E, dann gilt u,v e C*>*(R™) sowie

”u”C’Z,a(Rn) + HUHC2,(¥(R7L) S C (4:7)

Beweis:
Da (u,v) schwache Losung von (4.5) ist, gilt u,v, Au, Av e Li _(R™). Aus Katos Unglei-

loc
chung erhalten wir die folgende distributionelle Differentialungleichung

~Alu| + |u| < sign(u) (~-Au + ) = [ufT +bu|T )7 in R™
Analog ergibt sich
~A| + o] € —Alv| + w?o] < [0 + blw]? ul? in R™.
Es folgt
=A(ful + ol) + (ful + [o]) < (7™ + 0lul ™ ol?) + (Jo*7" + bfo|*"[u]?)
juPo + oot
(el + 1D (S

< C(ful + [o]) (1 + bo) (Jul**™ + [v]**2),

+bful? o)

3Fiir Distributionen S, T € D’(R™) ist S > T per Definition dquivalent zu S(¢) > T(¢) fiir alle ¢ € D(R™)
mit ¢ > 0. Hierbei bezeichnet D(R™) = C5°(R™) den Raum der Testfunktionen.
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wobei die positive Zahl C' nur von ¢ abhiingt. Die Funktion w := |u| + [v| € H1(R™) erfiillt
daher im schwachen Sinne

“Aw+ce(z)w<0 auf R™ fir  ¢(x) =1-C(1+bo)(Ju(x)[*72 + ju(z)P772).

Wihle nun p € ( in Abhéngigkeit von n,q. Aus Sobolevs Einbettungs-

n n

3 D)D)
satz folgt fiir alle zo € R™ die Abschitzung |c|r(B, (29)) < C(n,¢,bo, E). Hieraus folgt
mit Satz 4.1 in [36] w € L*=(Byj2(z0)) mitsamt der Abschitzung ”w”L‘”(Bl/Q(xo)) <
C(n,q,bo, E). Da die rechte Seite von xg unabhéngig ist, erhalten wir aus der Ungleichung

lul,|v| < w die globale Abschiitzung
||u||L°°(R") + ”vHL""(R”) < C(”? q,bo, E)

Nach Satz 8.24 in [35] existieren nur von n,q,bg, E abhingige Zahlen « € (0,1) und
C > 0, so dass fiir alle 29 € R™ die Funktionen u,v in C%®(B;(zg)) liegen und die
Abschétzung ”“”co,%m) + HU”CO’(’(M) < C erfiillen. Da auch hier die rechte Seite
von xg unabhéngig ist, erhalten wir

||U\|cova(Rn) + ”UHCO’O‘(R”) <C(n,q,bo, E).

Schauder-Abschéitzungen aus Satz 6.2 in [35] liefern schlieflich (4.7). ]

Korollar C.5. Sei (u,v) eine Lisung von (4.5). Dann gilt u,v € C>*(R™) fiir ein a €
(0,1). Im Fall u,v >0 oder q €N gilt u,v e C*(R").

Beweis:

Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus Satz C.4. Im Fall w,v > 0 oder ¢q € N liefert
Satz 6.17. in [35] dariiberhinaus u,v € C*(R™), da die beiden rechten Seiten in (4.5) in
diesem Fall glatte Funktionen von u,v sind. O

Lemma C.6.

(i) Sei 1 < g < 2,b>0 oder ¢ > 2,b € R. Dann ist jede nichinegative vollstindig
nichttriviale Losung von (4.5) positiv.

(1) Sei 1< q<2,b<0. Dann erfillt jede nichinegative nichttriviale Losung (u,v) von
(4.5) die Ungleichung u+v >0 in R™.

Beweis:
Sei (u,v,b) Losung von (4.5). Nach Satz C.4 gilt u,v € C2(R™). Im Fall b > 0 erhalten
wir

~Au+u ="+ bud ™l >0, ~Av+w? = 0?7 F bt > 0

und die Positivitdt von (u,v) folgt aus dem starken Minimumprinzip fiir nichtnegative
Funktionen. Im Fall ¢ > 2 sei ¢1, c2 wie in (4.6) definiert. Die Funktionen ¢, ¢o sind dann
beschréankt und es gilt —Au + ¢1(x)u = 0 sowie —Av + ca(x)v = 0 in R™. Es folgt erneut
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u,v >0 aus dem Minimumprinzip. Im Fall 1 < g < 2 erfiillt eine nichtnegative Lésung von
(4.5) auf R™ die Differentialungleichung
“A(u+0) +w(u+v) 2 (-Au + u) + (-Av + w?v)
= (W 4 bu M) + (027 + T )
> but T (u + v).

Fiir die beschriinkte Funktion ¢(z) = w? —bu(z)? tv(z)? ! gilt ~A(u+v)+c(z)(u+v) >0
auf R™ und es folgt erneut v +v >0 in R™. O

Aus Satz C.4 und dem Satz von Arzeld-Ascoli resultieren Konvergenzeigenschaften be-
schriankter Folgen von Lésungen.

Lemma C.7.

(i) Sei (ug,vy,by) eine in HY(R™)x H(R™)xR beschrdnkte Folge von Lésungen. Dann
konvergiert eine Teilfolge von (uk,vg, by) in Cf, (R™) x C'IQOC(R") gegen eine Losung
von (4.5).

(i4) Es gelte (uy, vy, by) = (u,v,b) in HY(R™) x HY(R™) xR. Dann gilt (ug,vy) = (u,v)
in C2 (R™) x C2 (R™) und (u,v,b) ist eine Lisung von (4.5).

loc loc

loc

Beweis:

Sei (ug, vi, by ) eine in H*(R™)x H!'(R™)xR beschrinkte Folge von Losungen. Sei (uy, vy, by, )
eine Teilfolge mit (uy, vy, br) = (u,v,b) € HY(R™) x H'(R") xR, es gelte by, — b. Dann ist
die Familie {(ug, vk, Vg, Vog, D?uy, D?v;,) : k € N} nach Satz C.4 gleichgradig stetig und
aus dem Satz von Arzela-Ascoli folgt (uk,vk,bx) = (u,v,b) in C?_(R™) x CZ _(R™) x R.
Wir erhalten (i).

Nun gelte (ug, vy, b)) = (u,v,b) in HY(R™) x H'(R™) xR fiir Losungen (ug, v, by, ). Nach
(i) besitzt jede Teilfolge von (uy,v;) eine Teilfolge, die in C? _(R™) x C? (R™) gegen
eine Funktion (,9,b) konvergiert. Insbesondere konvergiert diese Teilfolge in L7 (R™)
gegen (u,v) und (u,v), so dass (u,v) = (@,0) folgt. Wir erhalten (uy,vg) = (u,v) in
(R") x C2 (R™) und damit (ii). m

loc loc

Nun kommen wir zu einer Reihe von Resultaten iiber radialsymmetrische Lésungen
von (4.5). Wir beginnen mit einer Verschirfung von Lemma C.7. Hierzu bendtigen wir
die Kompaktheitseigenschaften radialsymmetrischer Funktionen.

Proposition C.8.

(i) Seimn>2,1<q< Dann ist die Einbettung H(R™) — L?¢(R™) kompakt.

(n-2)+ )

(ii) Sein>1,1<q< und sei (w;) eine in H}(R™) beschrinkte Folge von radial

(n-2)+ 2)
monoton fallenden Funktionen. Dann ewistiert eine Funktion w € HX(R™) und eine

Teilfolge (wj) mit w; ~w und w; - w in L*1(R").
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Beweis:

Behauptung (i) ist in Willems Buch zu finden, vgl. Korollar 1.26 in [89]. Die Kompakt-
heitseigenschaften radial monoton fallender Funktionen sind mit den Argumenten auf
Seite 326 in [10] zu beweisen?. O

Lemma C.9.

(i) Sei (ug, vk, bg) eine Folge von radialsymmetrischen radial fallenden Losungen von (4.5)
mit (ug, vk, br) = (u,v,b) in HX(R™) x H}(R™) x R. Dann gilt (ug,vg) — (u,v) in
H}R™) x HY(R™) und in C%(R") x C%(R™).

(ii) Sei n > 2 und sei (ug,vg,bg) eine Folge von radialsymmetrischen Losungen von
(4.5) mit (ug, vg, bx) = (u,v,b) in HX(R™)x H}(R™)xR. Dann gilt (uy,vi,) - (u,v)
in HY(R™) x HY(R™) und in C%(R™) x C%(R").

In beiden Fdllen ist (u,v,b) eine Losung von (4.5).

Beweis:
Wir zeigen zunichst, dass die Folgen in H}(R™) x H}(R™) konvergieren. Die Funktion
(u,v,b) ist wegen (ug,vg,bg) = (u,v,b) eine Losung von (4.5). Insbesondere gilt

q

2 2
g Folwld, IS =Nl + bluvl. (4.8)

ol = ul3 :
Sei nun (ug, v, by) eine Folge wie in (ii). Nach Proposition C.8 (i) gilt ux — u,vx — v in
L*(R™). Aus (4.8) folgt damit |ug| — |u| und |vg|w = || fiir k& — co. Zusammen mit
u = u,vp — v folgt (up,vp) = (u,v) in H}(R™) x HX(R™). Im Fall n = 1 erhalten wir
up = u, v — v in L?9(R™) fiir radialsymmetrische radial fallende aus Proposition C.8 (ii)
und dasselbe Argument wie oben liefert (ug,vg) = (u,v).

Wir kommen zur Konvergenz in C%(R™) x C3(R™). Aus Lemma C.7 (ii) erhalten wir
(up, Vg, b)) = (u,v,b) in C%(B1(0)). Ferner gilt fiir |z| > 1

2 ~ 2 ~ 2
Jur () = u(x)|* = lag(|2])* - a(l2])?|
<2 |y, — Gd'| ds
x

32[1 Y (Jaglla, - '] + | |a - ag]) ds
o0 1/2, oo 1/2
n-1y~ |2 n=1ly.7 _ 02
<2 (/1 s"7 g ds) (fl " g, — O ds)
o0 12, oo 1/2
n—172 n—1|» ~ 12
+2 (/1- sV ds) (fl s G — g ds)
< O(flurl k= ul + Julu - ug]) -0
und wir erhalten ux — u in C(R"™). Analog folgt vy, — v in Cg(R™). Sei nun
|2q—2

Fr(y) = Jug] 2 ug + bylug] T 2ug|vg|?, gr(y) = |vk Vg, + b |uge 9 or ]I,

*Man nutzt eine gleichgradige Abfallrate und Strauss’ "Compactness Lemma”.
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F(y) = P+ blul*ulo]?, () 3= [o*" v + blu| o]

und bezeichne Gy, G2 die Greensche Funktion von —A + 1 bzw. —A + w? auf R”, siche
(3.2) in [54]. Nach Proposition 16 in [54] gelten die Darstellungsformeln

Vue(e)= [ VGi@-phi@dy. o) = [ VGl -y dy.
vu@) = [ VGi@-pfWdy. V@) = [ VG.a(a-y)e(y)dy.

Aus |[VGy|,|VG,2| € LY(R™) und fi — f,gr — g in L°(R") folgt uj — u,vp — v in
CL(R™). Aus der Differentialgleichung folgt schlieRlich ug — u, vy, — v in C%(R™). ]

Es folgen die Resultate von Busca, Sirakov [16] und Ikoma [40] zu Symmetrieeigenschaften
positiver Losungen von (4.5).

Satz C.10 (Busca, Sirakov, Tkoma). Sei ¢ > 2,b > 0 und sei (u,v) positive Lisung von
(4.5). Dann existiert ein xg € R"™ so, dass (u,v) radialsymmetrisch und radial fallend um
To sind.

Beweis:
Im Fall n > 2 folgt die Radialsymmetrie und Monotonie der positiven Losungen von (4.5)
aus Satz 1 in [16], im Fall n =1 aus Satz 4.1 in [40]. ]

Die Resultate von Busca, Sirakov und Ikoma lassen sich nicht auf den Fall 1 < ¢ < 2
anwenden, da in diesem Fall die Bedingung (H4) bei Busca, Sirakov und (f3) bei Ikoma
nicht erfiillt ist.

In Satz C.12 bestimmen wir die Abfallraten radialsymmetrischer Losungen von (4.5)
mit Hilfe eines Resultats von Gidas, Ni, Nirenberg. Eine Anpassung von Proposition
4.2 (i) in [33] auf den radialsymmetrischen Kontext ist in der folgenden Proposition
zusammengefasst. Hier bezeichne I, die entsprechende modifizierte Besselfunktion erster
Art. Wir schreiben w(z) = w(|z|) fiir € R" und eine radialsymmetrische Funktion w.

Proposition C.11 (Gidas, Ni, Nirenberg). Sei x > 0, sei f stetig auf Ry stetig und
es gebe ein o« > 1 mit f(r) = O(e™") fiir r — oo. Dann ist w = (-A + &2 f(|-])
radialsymmetrisch und es gilt

n-1

lim w(r)r 2z " = [Ooo Y (1) f(r) dr far n () = ir%I%z(/ﬁr).

T —>00

Beweis:

Wir zeigen zunichst, dass es geniigt, die Behauptung fiir k = 1 zu beweisen. Im Fall
~Aw+r2w = f(|]) in R™ erfiillt w(x) := w(x'z) die Differentialgleichung —Aw+w = f(|-])
fiir f(r) = &k 2f(s~'r). Gilt daher das Resultat fiir x = 1, so folgt

lim zf)(r)r%ler = fooofyn,l(r)f(r) dr.

T —>00

140



Reskalierung dieser Gleichung liefert
.. n=l . l-n *° -2 -1
lim w(r)r 2z e =k2 f ni(s) -k “f(k " s)ds
T—>00 0
_1l+n
[ k) () ds

()1 (5) s

[ee)

Sei daher im Folgenden = 1.

Nach Proposition 4.2 (i) in [33] gilt® fiir eine Folge (z™) in R mit [2™| - oo

1 ‘. 2
= [ ey falls Tose (49)
2(2m) s JR" ||

Fiir k e N7 >0 sei B¥ := {x e R¥ : |2| < 7}. Wegen [¢] = 1 folgt aus dem Satz von Gauf

L s ay= [T p@yt [ e do(z) dr

1

s s
) [0 f(r)?"”_l [B? e (n+rz)dzdr
- /0°° fQryr™t _[11 e (n+rz) vol (B a2 ) e dr

% 1 ne
= vol(BI™1) [) f(ryrmt /:1 et (n+rz)(1- zf)Tl dzy dr

lim w(|z™))|z™|"7 el =
m—00

= Wz fooo f(r)r"_1 [://22 ersjn(¢)(n+rsin(d)))cos(qb)n dodr.
(4.10)
Sei daher s
h () = [ ¢S (1 1 1 sin(8)) cos(¢)™ db.

/2

. . . .. _2y/An(2E) .
Die Funktion h,, ist glatt auf [0, o) und erfiillt h,(0) = — Ty sowie
2

) = TR () + ()

= /W/Q "5 cog ()" - ( — (n+2+rsin(¢))sin(¢)?

/2

Die Formel (4.13) in [33] ist nicht korrekt. Die rechte Seite in (4.13) muss mit dem Faktor (27)~"/2
multipliziert werden, wie sich anhand der Beispiele u(r) = sech(r)r "2 und f(r) := —u" (r) -2t/ (r)+
u(r) mit Hilfe eines Rechners nachvollziehen lisst.
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_ n_—l(n +1+7rsin(¢@))sin(¢) + (n+ rsin(gf)))) d¢
/ﬂ/2 rsin(¢) cos(¢)" - (n 4 (r + 1-

/2

n2)sm(¢) (2n + 1) sin(¢)? —Tsm(qb))

)

_ /ﬂ/z 7 rsm(d)) cos(¢)"+1(sm(¢)

=0.
Aus der eindeutigen Losbarkeit des entsprechenden Anfangswertproblems folgt
1 -n
h (1) = 2”/27r1/2r(%)r22 Lua(r)  (r>0). (4.11)
2
Definieren wir fiir £ € R™ mit |§ | =1 die Folge 2™ := m&, so folgt
lim @(r)r'z Tl = hm w(\xm|)]mm\7 "]
r—00
(4.9) 1 .
= / F(lyl)e dy
2(2m) 2 JR?
. 1 00
O e [ ) ) dr
GO

1 \/g'/owf(r)rgf%z(r) dr

- [Ty

Mit Hilfe des obigen vorbereitenden Resultats bestimmen wir nun die Abfallraten von
radialsymmetrischen Losungen des Systems (4.5). Zur Vereinfachung der Notation im Be-
weis des Satzes heifst eine Abbildung P : R’jo — R verallgemeinertes Polynom des Homoge-

nititsgrades p € R, falls eine endliche Indexmenge I c {(s1,...,s;) €R* 151 +... + 5, = p}
und Koeffizienten as € R fiir s = (s1,...,s;) € I existieren mit
P(z)=) a2 ..ok (21,2 >0).
sel
Satz C.12.
(i) Sei q>2 und sei (u,v) eine radialsymmetrische Losung von (4.5). Dann gilt
lim @ (7)r" T e" = (=1)%ar, (4.12)
r—>00
lim f)(k)(r)rn?—lew = (-w)¥oy (4.13)
7 —>00

fir alle k € No, wobei 01,02 (fir Yn,1,Vnw wie in Proposition C.11) gegeben sind
durch

oo
glzfo 1 () (1812720 + bla)?2alo]9) ds,
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oo
oy = [O o (8) (1624720 + bla|7]920) ds.

(ii) Sei 1< q<2 und sei (u,v) eine radialsymmetrische Losung von (4.5), so dass 1,0
nur endlich viele Nullstellen besitzt.

(a) Im Fall 1 <w < %q gilt (4.12),(4.13) fiir alle k € Ny.

(b) Im Fall w > 5% o gilt (4.12) fir k = 0,1,2,3 sowie [0 (r)| = O(e™*") fiir alle
a<y L undk:=0,1,2.

Beweis:

Wir nehmen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit u,v # 0 an. Nach Korollar C.5 gilt
u,v € C?(R™) und aus u = a(|-|),v = 9(|-|) folgt @, € C*([0,00)). Aus dem Satz von
der dominierten Konvergenz folgt @(r),o(r) — 0 fiir r - oo, denn aus der Dichtheit der
C& (R™)-Funktionen in H}(R") folgt w(r)? = - [Z w(s)w'(s)ds fiir alle w € H}(R")
und damit

11(7")2 + f)(r)2 <optm [ s"_1(|22(5)||22'(3)| + |@(s)||{)'(s)|) ds >0 (r— o0).
Im Folgenden seien die Funktionen f,g:[0,00) - R gegeben durch

F(r) = la(r)P2atr) +ofa(r)[*ar) o),
g(r) = [o(r)PT20(r) + bla(r)|*o(r)[* 0 (r)

Zum Beweis von (i) betrachten wir zunéchst den Fall ¢ > 2 und beweisen im ersten
Schritt, dass die Funktionen u,v exponentiell abfallen. Im zweiten Schritt zeigen wir,
dass f bzw. g die Voraussetzungen von Proposition C.11 geniigt, so dass die Formeln
(4.12),(4.13) fiir k£ = 0 aus Proposition C.11 folgen. Ausnutzen der Differentialgleichung
liefert die Formel fiir k = 1. In dritten Schritt beweisen wir die Formel induktiv fiir alle
k € Ny durch Differentiation der Differentialgleichung. Schlieflich behandeln wir den Fall
1 < ¢ < 2 mit dhnlichen Methoden.

Beweis von (i)

1.Schritt (q>2): Fir alle a <1 gilt |u(r)| = O(e™"), |v(r)| = O(e™ ") fiir r - oo.
Sei a < 1. Wegen u(r),0(r) — 0 fir r - co und ¢ > 2 existiert ein r; > 0 mit

f(r)

2 g(r) <w2(1—a2)

<1- >71).
a) ST W) (rzn)
Aus der Differentialgleichung erhalten wir
gy n—1
(-0 - u+au)<0 auf [r1,00) N {zxu >0},
r
-1
i(—”’— o' +a’w?0) <0 auf [ry,00) N {zv>0}.
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Insbesondere besitzt weder u noch ¢ ein positives lokales Maximum oder ein negatives
lokales Minimum auf [r1,00), d.h. beide Funktionen sind monoton auf [ri,o0). Ohne
Beschrankung der Allgemeinheit gelte 4,0 > 0 auf [r1,00), so dass beide Funktionen
monoton fallend gegen 0 konvergieren. Es folgt 4’ < 0 auf [r1, 00) und somit

2(n—-1
(-0 + o*0?) = 20/ (0" + o*a) > Ma& >0  auf [ry,00).
r

242

Also ist —a"? + o242 monoton wachsend gegen 0 und es folgt —i'% + o242 < 0 auf [ry, o).
~ 1

Aus -4’ + at > -4’ > 0 erhalten wir @' + at < 0 und damit (e*"@)" < 0 auf [rq,00).
Insbesondere folgt

[a(r)|=0(e™)  (r—o0).
Analog ergibt sich |v(r)| = O(e™®*") fiir r — oo.

2.Schritt (q > 2): Beweis der Formeln (4.12),(4.13) fiir k=0, 1.
Fiir alle o < 1 gilt nach dem ersten Schritt

F(r)[ = 0Py, g(r)] = O(e @Dt my (1 oo). (4.14)
Wegen ¢ > 2 und insbesondere 2g—1> 1, (¢ - 1)w + ¢ > w existiert ein a < 1 mit
a(2g-1)>1, a((g-1Dw+q) >w. (4.15)

Wegen (4.14) sind die Voraussetzungen von Proposition C.11 erfiillt und die Formeln
(4.12),(4.13) gelten fiir £ =0. Aus

P ) = [T Y ds = [T Gs) - ) ds,
r"_lﬁ'(r)=/Tm(—s”_1@')'d3=frmsn_l(g(s)—w%(s))ds (4.16)

und den soeben bewiesenen exakten Abfallraten von w,v aus (4.12),(4.13) folgt nach
einmaliger Anwendung der Regel von de 'Hopital

— _ (o)
lim /()5 e = lim 73 [ (f(s) —(s) ds = o,
. N nl o : wr, i=n ® n-1 2
TILIEIOU (r)yr'z e :7«113?06 r2 /; s" 7 (g(s) —w i(s)) ds = —wos,

d.h. (4.12),(4.13) gilt auch fiir k£ = 1.

3.Schritt (q >2): Beweis der Formeln (4.12),(4.13) fir alle k € No.
Da (@, 0) auf (r1,00) positiv ist, gilt 4,0 € C*(ry, 00) nach Korollar C.5. Induktiv folgt
auf (71, 00) durch Differentiation der Differentialgleichung

. (k+2) (k) al a(k+1) . mp . .
u = u +lk<’r'k+17”" . )+pk(Jku)+ quj(Jku)Tkj(JkU)
j=1
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(k42) _2(k) b o) R X .
0] =wd +lk(rk+1""’ " )+pk(ka)+ > qij (Jk0) 1 (Jitd)
j=1

fiir eine natiirliche Zahl mj; und verallgemeinerte Polynome Iy, py,qxj,rx; der Homo-
genititsgrade 1,2¢ - 1,¢ - 1,¢, wobei Jyi(r) = (w(r),..., 0% (1)) fiir w e C®(ry, ).
Sind die exakten Abfallraten fiir @, 0,4, 0, ..., a1 5+ aus (4.12),(4.13) bekannt, so
erhalten wir aus der Homogenitdt der Funktionen [y, py, qx;, 7; nach kurzer Rechnung

A(k+2)( ) A(k+2)( )
.U r) .0 r)_ 2
T M OTrs M 1)

Daher gelten die Formeln (4.12),(4.13) fur alle £ € N und der Beweis von (i) ist vollstan-
dig.

Beweis von (i)

Sei nun 1 < g < 2. Da die Funktionen 4,0 per Voraussetzung nur endlich viele Nullstellen
besitzen, gelte ohne Beschrinkung der Allgemeinheit @, 9 > 0 auf (rg, o).

1.8chritt (1< q<2): Fir alle a <1 gilt |a(r)|,|0(r)| = O(e™ ") fiir r - oo.
Sei a < 1. Wegen u(r),0(r) — 0 fiir r — oo existiert ein r; > rg mit

~2q-1 | ~2q-1
u + v ng—1 ~o—

- bt <1 -2 auf [rq, c0).
u+v

Wegen ¥ < w?0 erhalten wir auf [r, c0) die Differentialungleichung (4.5)

-1

~(a+9)" -2 (@+0) +aP(@+9) <0 auf [ry,00).

Die Argumentation wie im 1.Schritt fiir ¢ > 2 liefert (4 +0)(r) = O(e™®") und damit

a(r),o(r)=0(e™ ") (r—>o0) fiiralle a<1. (4.18)

2.Schritt (1 < q<2): Bessere Abfallrate von v durch Bootstrap-Verfahren
Sei wp € (0,1). Dann gilt wy < w,wp < ﬁ und (4.18) liefert 0(r) = O(e™°"). Ist w; mit
q

wj <w und wj < g1 sowie [0(r)| = O(e™") gegeben, wihle wj,1 := min{w, dwj+2}>w;.

Aus wjy1 <w folgt
o] < (A +w?) Mg(|- DI < (A +wi ) Hg(l- DI

Aus g(r) = O(e”((a=Dwi+adr) fiir alle a < 1 und der Ungleichung (q—1)w; +¢ > w;41 folgt
mit Proposition C.11 9(r) = O(e™7+1"). Induktiv folgt 0(r) = O(e™4") fiir alle j € N.

Im Fall w > ﬁ konvergiert (w;) streng monoton wachsend gegen Q%q und es ergibt sich

o(r)=0(e®") (1 - o0) fiir alle a < QL (4.19)
—-q
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Im Fall 1 <w < ﬁ existiert ein j € N mit w; = w und wir erhalten 0(r) = O(e™"). Aus

g(r) = O(e@aD+a)m) fiir alle o < 1 und w(q - 1) + ¢ > w folgt mit Proposition C.11

lim @(r)rnT_lew = 09. (4.20)

T—>00

3.Schritt (1<q<2): Abfallraten der Ableitungen von 4,0
Im Fall w > QL_Q folgt aus (4.16) und der Differentialgleichung

[o(r)], |0 ()], [8" (r)| = O(e™*") (r - o0) fiir alle a < 2L
—-q
Insbesondere ergibt sich aus der Definition von f die Abschitzung f(r) = O(e™*") fiir
ein a > 1 und die exakten Abfallraten fiir 4,4/, 4" ergeben sich wie im 2.Schritt fiir ¢ > 2.
Ferner gilt

~ 11 ~1
u

a® =i — (n-1)(%= - ) - (2¢ - 1)a27%0 ~ b(q - 1)@ 20%’ - bgat 09 ¢!
r r

und aus (4.19) und den exakten Abfallraten fiir 4, a’ folgt® (4.12) fiir k = 3.

Im Fall 1 w < ﬁ gilt (4.20) und insbesondere (4.14). Wegen (¢ — 1)w + g > w existiert
ein < 1 mit der Eigenschaft (4.15). Der Beweis von (4.12),(4.13) fiir alle k € Ny erfolgt
induktiv wie im zweiten und dritten Schritt des Falls ¢ > 2. Dies beweist (ii). ]

Fiir positive radial fallende Losungen von (4.5) in einem Parameterbereich der Form
[0, bo] fiir by > 0 finden wir eine universelle exponentielle Abfallrate, aus der sich A-priori-
Schranken in H}!(R") x H!(R™) ergeben. Aus Satz C.4 folgen dann A-priori-Schranken
in C%%(R"™) x C*%(R") fiir ein geeignetes o > 0. Der Beweis ist eine geringfiigige Modi-
fikation der Argumente Ikomas, siehe Abschnitt 2 in [40].

Satz C.13. Sei g > 2 und by >0 . Dann existieren nur von n,w,q,bg abhdngige Zahlen
a€(0,1),¢,C >0 mit der folgenden Eigenschaft: Fir alle positiven radialsymmetrischen
Lésungen (u,v,b) von (4.5) mit be [0,bg] gelten die Ungleichungen

u(@),v(z) <Ce ™ (@eR"),  Julcramn) + [Vlcza@n + Jul +v]o <C (421

Beweis:
Wir zeigen zunéchst, dass eine nur von n, q,w, by abhingige Zahl C > 0 existiert, so dass
fiir alle positiven Losungen von (4.5) die Abschétzung

u(z)+v(z)<C (zeR"™) (4.22)

®Fiir k= 4,5,... konnen wir keine Aussage treffen, da der "zu bju|??ulv|? gehérende” Term der rechten
Seite mit einer Abschitzung der Form |[v(r)| = O(e”™®") nicht zu kontrollieren ist: Ein bei der Berech-
nung von u*) auftretender Term ist bq(q — 1)u|? |v|9"%v"?, dessen asymptotisches Verhalten wegen
1 < g < 2 und einer fehlenden unteren Schranke fiir |v| a priori unklar ist. Aus demselben Grund
erhalten wir keine zusatzliche Information iiber v fiir k = 3,4, ...
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gilt. Wegen b > 0 ist nach Satz C.10 jede positive radialsymmetrische Losung radial
monoton fallend. Nach den klassischen Blow-Up-Argumenten von Gidas und Spruck (vgl.
[34], siehe auch [6]) geniigt es zu zeigen, dass fiir b € [0, by ] keine nichtnegative nichttriviale
beschrénkte radialsymmetrische Lésung des Systems

~Au = [u* %y + blu|T2ufp]?  in R"

~Av = v 20 + blu|?v]? %0 in R

firl<g< ﬁ existiert. Dieses Resultat ist dem Liouville-Satz Proposition 5 (i) in [67]
zu entnehmen.

Sei daher Cy eine nur von n,w, q, by abhingige positive Zahl mit
a(r) +0(r) < Cy (r>0) (4.23)

fiir alle positiven radialsymmetrischen Losungen (u,v,b) von (4.5) mit b € [0,bp]. Wir
zeigen zunichst, dass die erste Abschitzung in (4.21) fiir geeignete von der positiven
Losung unabhéngige Zahlen ¢,C > 0 gilt. Hierzu nehmen wir an, es gibe eine Folge
(ug, vg, by) positiver Losungen und eine Folge (71) positiver Zahlen mit

p(ri) + 0 (rg) > ke ™% fiir alle k € N. (4.24)

Nach Satz 8.24 in [35] ist die Folge (ug,vi) wegen (4.23) gleichgradig stetig auf kom-
pakten Teilmengen von R". Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert eine Teilfolge mit
(ug, v, br) = (u,v,b) in C’lQOC(R”) x Cfoc(]R”) x [0,bo]. Wir zeigen, dass 4,9 monoton
fallend gegen 0 konvergiert.

Da (g, vy ) fallend ist, gilt dies ebenso fiir (u,0), so dass nichtnegative Zahlen e, Voo
mit (4(r),9(r)) = (Uoo, Vo) flir 7 — oo existieren. Insbesondere gilt @'(r),d'(r) — 0.
Aufgrund der Differentialgleichung konvergiert auch 4" (r), 0" (r) und dieser Grenzwert
kann nur 0 sein. Daher erfiillen ue, Voo die Gleichungen

Uoo = w207 + buS ol W = 2071 + bd ty . (4.25)
Sel nun
1
Ey(r) = (r)* + 04 (r)® = G (r)? = 0oy, (1) + a(ﬁk("”)Qq + D (r)0 + Qbkﬁk(r)q@k("”)q),

E(r) =/ (r)? +'(r)? —a(r)? - w?d(r)? + é(a(r)%f +0(r)* + 260(r) 5 (r)?).

Aus der Differentialgleichung (4.5) folgt

_2(n—1) N

By (r) = (0 (r)? +04(r)?) <0

und damit die Monotonie der Funktion Ej. Aus t(r), 0x(r), 4y (1), 0, (r) — 0 fiir r - oo
nach Satz C.12 folgt Ey(r) - 0 fiir 7 - oo und insbesondere E(r) > 0 fur alle » > 0.
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Wegen Ej, — E punktweise fir k — oo gilt F > 0. Aus 4/(r),d'(r) - 0 fiir 7 - oo und
(4.25) folgt zudem

1 1-
0< lim E(r) = —(u?, +w*02) + = (62 + 027 + 2bud vl) = —q(uzo +wo?
T —>00 q q
Es folgt oo = Voo = 0 und damit

a(r),o(r) =0 (r— o). (4.26)

Wiéhle nun € € (0,1) so klein, dass die folgende Ungleichung gilt:

LAy p2ad 1
L 2 +boz! 12371 <— fiir 21,29 € (0,¢). (4.27)
Z21 + 22 2

Wegen (4.26) existiert ein ro mit a(r) + 0(r) < § fiir 7 > ro. Da (4,0;) punktweise
gegen (u,0) konvergiert, existiert ein kg € N mit g (rg) + 0x(ro) < e fiir k > kg. Da die
Funktionen 4y, 0 monoton fallend sind, folgt 0 < @ (r) + 0x(r) < e fur alle r > 7o,k > ko
und aus 9y, < w20y, der Differentialgleichung (4.5) sowie (4.27) erhalten wir

n-1

1
—(ﬁk + @k)/,(T) — (ka + f}k),(r) + §(ﬂk + f)k)(?”) <0 fir k> kg, r > 1. (4.28)

Sei nun R > rg, k > ko beliebig. Fiir wr(r) := e 2(r=10) 4 e=3(R) erhalten wir
(ﬁk + @k)(ro) <e<l« wR(?”o), (ﬁk + @k)(R) <e<l< wR(R).
Wegen 4 +0;, < 0 und (4.28) ist wr—1u,—0) Oberlosung des linearen Randwertproblems
1
2"+ 3% = 0, z(rg) = z(R) = 0.

Aus dem Vergleichsprinzip fiir lineare elliptische Randwertprobleme (vgl. Satz XVIII in
[80]) folgt ug + O < wg auf [ro, R]. Fiir R - oo erhalten wir

(G + 0g) (1) < e"2(r=0) fiir alle k > kg, 7 > 1o
und (4.23) liefert
(g +0g) (1) < Ce 2" fiir alle k > ko, 7 >0

im Widerspruch zu (4.24). Es folgt die erste Abschétzung in (4.21).

Insbesondere erfiillen alle positiven Losungen (u,v,b) von (4.5) mit b € [0,by] die Ab-
schiatzung

2 2 2 2 2 2
Jull ™ + [wl5 = lulzg + lvlsg + 2b[uv]§ < uly + [vl2g + 2bo|uv]§ < C(n, q,w, bo).

Aus Satz C.4 folgt die Behauptung. O

148



Bemerkung C.14. Der zu Beginn des Beweises verwendete Liouville-Satz von Quittner
und Souplet liefert A-priori-Schranken in L (R™)x L* (R™) nicht nur fiir positive Lsun-
gen (u,v,b) mit b€ [0,bg], sondern auch fiir positive Losungen (u,v,b) mit b e [-1+¢,bg]
und € > 0, wie eine Uberpriifung der Bedingung (2.4) in [67] zeigt. Vor diesem Hintergrund
ist die Frage natiirlich, ob A-priori-Schranken in H}!(R™)x H}(R") fiir b e [~1+¢,bg] gel-
ten. Im obigen Beweis ben&tigen wir die Voraussetzung b > 0, um die radiale Monotonie
der Losung (u,v) zu gewéhrleisten, sodass eine Folge (ry) mit r; — oo und

fL,,(Tk),f},,(rk)’a,(rk)’@,(rk) -0, (ﬁ(rk)7@(rk)) — (uoo,voo), Uoos Voo = 0 (4.29)

existiert. Schwiichere hinreichende Bedingungen fiir die Existenz einer solchen Folge (r)
sind denkbar, etwa die Beschrinktheit aller Stellen lokaler Maxima von 4 und .

Eine Folgerung aus Satz C.13 ist das folgende Nichtexistenzresultat fiir positive Losungen
von (4.5) im Fall ¢=2,w > 1.

Lemma C.15. Sei g =2,w > 1. Dann existiert eine Zahl 6 = 6(w,n) >0, so dass im Fall
|b—1| <0 keine positive Losung (u,v,b) von (4.5) existiert.

Beweis:

Nach Satz C.13 existiert ein dg > 0, so dass fiir alle positive radialsymmetrischen Losungen
(u,v,b) mit b € [0,2] die Abschitzung |v(z)? — u(z)?| < 6 auf R™ gilt. Setze dann
§ == min{1,(w? - 1)} > 0.

Wir nehmen an, es gibe eine positive Losung (u,v,b) von (4.5) mit |b - 1| < 6. Wegen
d <1 gilt b > 0, insbesondere ist (u,v) nach Satz C.10 radialsymmetrisch. Es folgt
lv(x)? —u(z)?| < 55" auf R™. Testen der Differentialgleichung mit (v, u) liefert

. VuVv + uvdx:fR’ uv(u® + bv?) da,

= Vuvo + w?uw de = [R wv(v? + bu?) da
und wir erhalten durch Subtraktion der Gleichungen

0= [ uv((w2 ~1D)+(b-1)(* - u2)) dx

Rn
Wegen uv > 0 in R™ und
b-1]jv* —u?| < |b- 15" < 665" <w? -1

ist der Integrand der rechten Seite positiv, Widerspruch. |
Bemerkung C.16. Lemma C.15 ist zumindest im Fall n = 1 fiir Losungen mit einem

Vorzeichenwechsel falsch. Fiir w > 1 und b = 1 sind explizite Losungen (u,v) von (4.5)
gegeben durch

2\/_exl+lw2wz 2\/_(,06“)561 1w2x
u(zx) = ( , v(x) = (- :
1+ e2z 4 2wz 4 El "J; e2(w+l)z 1+ 2z 4 2wz 4 El W) e2(w+l)x

Die Funktion u besitzt genau eine Nullstelle, wohingegen v positiv ist.

149



Wir schliefsen Appendix C mit dem Beweis von Lemma 1.2:

Das Minimierungsproblem

inf {M ‘e HY(R™),u+ o}
w2
besitzt einen Schwarz-symmetrischen nichttrivialen Minimierer 4. Ein skalares Vielfache
von 4 ist eine radialsymmetrische Losung von —Au + u = |u|?772
tigkeitsresultat von Kwong (Satz 1.1) folgt @ € span{ug}. Insbesondere gilt (1.12). Ferner
ist jeder Minimierer der Form Aug fiir ein A # 0, denn ist @ ein weiterer Minimierer, so
auch || und das obige Argument liefert |G| = Aug fiir ein A > 0. Da ug nullstellenfrei ist,
erhalten wir @ = +\ug. SchlieRlich erhalten wir (i) aus

v und aus dem Eindeu-

1
ool _ o)l _ @ wol?) e

[vollzg — uo(@)log (o fug 202

Da ug eine Losung von (1.10) ist, liefert Testen mit ug die Gleichung
2
[Vuol3 + luol3 = luol® = Juol5g. (4.30)
Ferner erfiillt ug die Pohozaev-Identitéat aus (4.14) in [51], d.h. es gilt
n-2

2 N 2 M 2q
ol + 5 ol = 5ol (4:31)

Aus (4.30),(4.31) ergeben sich die Gleichungen aus (ii) durch elementare Umformungen.
Wegen (1.11) gilt

2 29-n(q-1)

2 -
lvol2 = waT fuo(w) 5 = waT - w* ™ fugl* =w™ " Jug|*.

Insbesondere folgt fiir w > 1 und ¢ < ﬁ die Ungleichung
q-1 q-1
1(0,v0) = 2—q||U0HEJ > WHUOH2 = I(uo,0).

Aussage (iv) ist Lemma 4.1 in [81] oder alternativ Lemma 4.2 in [59] zu entnehmen. In
(v) folgt die Symmetrie des Operators L, beziiglich des Skalarprodukts (-, )., aus

() W 20) 0 = [ ! Povdr = (0, (<A +) (W 0))

fiir alle ¢, € H(R™). Die Kompaktheit von L, folgt aus ug € L°°(R™) und uo(z) - 0
fiir |z| - co. Nach dem Spektralsatz fiir kompakte selbstadjungierte Operatoren folgt die
Existenz einer Orthonormalbasis beziiglich (-,-), aus Eigenfunktionen, wobei die Folge
der Eigenwerte (bj_tlu) jeN, monoton gegen 0 konvergiert. Die Einfachheit der Eigenwerte er-
gibt sich aus der eindeutigen Losbarkeit des zugehorigen Anfangswertproblems Die nodale
Charakterisierung der Eigenfunktionen ¢; , folgt aus Satz 14.10 in [87]. Die strenge Mo-
notonie der Funktionen b; . fiir j € Ny ergibt sich aus dem Min-Max-Prinzip von Courant-
Fischer. Aus Lemma 4.1 in [81] erhalten wir zudem bp; =1 und by ; > 2¢ - 1. O
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Teil 111,

Singulare Losungen nichtlinearer
Schrodingergleichungen
und -systeme
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5. Einleitung

In diesem Kapitel konstruieren wir singulére distributionelle Lésungen der nichtlinearen
Schrédingergleichung

~Au+V(z)u=T(z)[uf u in R", u(x) >0 (|z| > o0) (5.1)

unter geeigneten Voraussetzungen an die Funktionen V,I'. Es ist bekannt, dass schwache
Losungen u € H (R™) von (5.1) im Fall V,T € L° (R™) lokal beschriinkt sind und daher
keine Singularitéten besitzen. Wir zeigen, dass fiir n > 3 und p € (%5, "5 + €) unbe-
schrinkte distributionelle Losungen von (5.1) existieren, wenn € > 0 hinreichend klein
gewahlt wird. Sdmtliche dem Autor bekannten Existenzresultate zu unbeschrinkten Lo-
sungen nichtlinearer elliptischer Randwertprobleme behandeln den Fall eines beschrink-
ten Gebiets Q2 ¢ R™. Pacard bewies in [62] die Existenz unbeschrénkter distributioneller

Losungen des Randwertproblems
~Au=|uff'uin Q, wu=0 auf 99, (5.2)

fiir ein glatt berandetes Gebiet (2 und Exponenten p € (5, %5 +¢) fiir ein hinreichend
klein gew#hltes € > 0. Hierbei sind die Randbedingungen im klassischen Sinn zu verstehen,
da die konstruierte Losung stetig in der Néhe des Randes von (2 ist. Der Beweis basiert auf
dem Gedanken, zu einer bekannten singuldren Niherungsldsung ug eine glattere Korrek-
turfunktion u mit variationellen Methoden so zu bestimmen, dass die Funktion U := ug+u
eine nichttriviale distributionelle Lésung des Problems ist. Spéter konnten Mazzeo und
Pacard dieses Existenzresultat auf Exponenten p € [ -5, ng) erweitern, siche [56]. An-
dere Arten singuldrer Losungen konnten del Pino, Musoo, Pacard in [28] nachweisen. Sie
zeigten, dass fiir glatt berandete Gebiete 2 ¢ R” und Exponenten p € (%, Z—j +¢) un-
beschrénkte sehr schwache Losungen von (5.2) mit singuldrem Verhalten auf dem Rand
von § existieren. Unter einer sehr schwachen Lisung w ist hierbei in erster Ndherung eine
distributionelle Losung mit |ufP dist(z, Q) € L'(Q) zu verstehen. Horak, McKenna und
Reichel verallgemeinerten dieses Resultat in [38] auf Gebiete mit einer konischen Ecke.
In Abhingigkeit vom Offnungswinkel des Kegels konnte ein Wert € [0,1] bestimmt
werden, so dass fiir Exponenten p € (n"_—;zw ”n_—?? +¢) eine sehr schwache Losung von
(5.2) existiert. Im Fall eines degenerierten Kegels ohne Spitze gilt v = 1, so dass es sich
um eine Verallgemeinerung des Resultats von del Pino, Musso, Pacard handelt. Weitere
Resultate zur Existenz singuldrer Losungen semilinearer elliptischer Randwertprobleme

sind in [5] oder [12]| zu finden.
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In der Untersuchung der Gleichung (5.1) verwenden wir die Methode von Mazzeo und
Pacard, d.h. wir gehen von einer singuléren Niherungslosung ug aus und bestimmen eine
glattere Korrekturfunktion u mit der Eigenschaft, dass die Funktion U := ug + u eine
nichttriviale distributionelle Lésung des Problems ist. Hierzu definieren wir zunéchst
einen Hilbertraum H, der alle Kandidaten fiir die Korrekturfunktion u enthilt. Um die
Existenz einer solchen Losung mit Fixpunktargumenten und variationellen Techniken
beweisen zu kénnen, wihlen wir einen zum Schrédingeroperator —A + V' (z) passenden
stetig eingebetteten Unterraum H von H'(R™). Anschliekend konstruieren wir fiir p > s
eine positive singuldre Naherungslosung ug : R™ ~ {0} — R, mit der Eigenschaft

o e (2o 2 e
w(@)=englel FT (O<lal<p)  enp= (Eon-2--20))
fiir eine positive Zahl p. Die Zahl ¢, , ist so gewéhlt, dass —Aug(z) = ug(x)P fiir 0 < |z < p
gilt. Wir setzen ug derart auf {|z| > p} fort, dass ug(z) exponentiell fiir |z| > co gegen 0
fillt und eine Differentialgleichung der Form —Aug(x) + w?ug(x) = ug(x)P fiir |z| > p
erfiillt. Unsere weiter unten definierten Bedingungen (A;),(Az2) an das Verhalten der
Funktionen V,T' garantieren, dass ug als Naherungslosung des Problems (5.1) betrachtet
werden kann. Mit Hilfe dieser singuldren Naherungslosung ug konnen wir das variationelle
Problem fiir die Korrekturfunktion w € H bestimmen und es anschliefend unter geeig-
neten Voraussetzungen zunichst mit Fixpunktmethoden und anschliefend mit variatio-
nellen Methoden 16sen. Es kommen der Banachsche Fixpunktsatz und das Mountain-
Pass-Theorem zum Einsatz. Im Modellfall V' = T" = 1 erhalten wir auf diese Weise fiir
n=3,4,5und p € (;%5, -5 +¢) zwei verschiedene singulére distributionelle Losungen der
Form U = up + v mit v € H, wobei € > 0 hinreichend klein gew&hlt ist. Die Unterschei-
dung der Losungen bzw. der Korrekturfunktionen gelingt dadurch, dass der Banachsche
Fixpunktsatz eine beziiglich der Norm in H kleine Storung u € H liefert, wohingegen
das Mountain-Pass-Theorem eine Korrekturfunktion v € H "auf Passhohe” produziert.
Anschlieend behandeln wir mit denselben Methoden nichtlineare Schrédingersysteme.
Wir verallgemeinern das in Zusammenarbeit mit Reichel eingereichte Ergebnis aus [54]
in folgender Hinsicht:

(i) Die spéter in (A1), (A2) zusammengefassten Bedingungen an V,T" sind weniger re-
striktiv als die in [54] geforderten Bedingungen (Hp), (Hz2). Insbesondere erhalten
wir in Satz 6.3 die Existenz singuldrer Losungen der nichtlinearen Schrédingerglei-
chung —~Au+V (x)u = |JufP~u in R™ fiir n = 3,4, 5 und lokal beschriinkte Potentiale V/
mit V(x) - +oo (|z| - o0).

(ii) Eine wichtige Voraussetzung in [54] war die Positivitdt des Spektrums des Schro-
dingeroperators —A + V' (z). Mit Fixpunktmethoden konnen wir die Existenz einer
singuléren Losung von (5.1) in einer beliebigen spektralen Liicke zeigen.

(iii) Fiir Schrédingeroperatoren mit positivem Spektrum beweisen wir in Satz 6.7 die
Existenz zweier verschiedener singuldrer Losungen von (5.1) mit Hilfe des Mountain
Pass Theorems.
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(iv) Eine Verallgemeinerung des Zugangs auf variationelle und nichtvariationelle nicht-
lineare Schrédingersysteme wird vorgestellt.

Aus unseren Existenzresultaten ergeben sich zwei iiberraschende Konsequenzen, die den
Unterschied zwischen unbeschriankten distributionellen Lésungen von (5.1) auf der einen
Seite und Losungen endlicher Energie auf der anderen Seite verdeutlichen. Zum einen er-
halten wir im Fall n = 3,4, 5 die Existenz einer nichttrivialen distributionellen Lésung der
Gleichung —~Au+V (x)u = [u[P~tu in R™ fiir Potentiale V mit V € W1 (R™), essinfgn V > 0
und 1V <0 in R™. Ein Beispiel fiir ein solches Potential ist gegeben durch V(z) = 7 +
arctan(z; ). Dieses Existenzresultat ist insofern erstaunlich, dass keine H'(R")-Lésungen
dieser Gleichung existieren. In der Tat liegt jede solche Lésung u in H?(R™) und Testen
der Differentialgleichung mit 0ju ergibt

- Pt
0= fRn (VuV(@lu) + Vudiu — |ul u@lu) dx

_ 1 2 1 p+1 1 2

_'A;N 81(§|VU| _EM )d:l]+§'[l;n Val(’U’ )d.’E
1

-2 An(81V)|u|2dx

und damit v = 0 wegen 01V < 0 in R™. Der Autor dankt Professor Kazunaga Tanaka
fiir die Erwdhnung dieses Nichtexistenzresultats. Eine zweite iiberraschende Tatsache
betrifft Symmetrieeigenschaften positiver distributioneller Losungen. Es ist bekannt, dass
positive Losungen endlicher Energie der Gleichung

-Au+ Vo(Jz])u =To(Jz|)u? in R™ (5.3)

radialsymmetrisch sind, sofern die Funktionen Vp, I'g auf Ryg positiv und stetig sind und
Vo monoton wéchst sowie I'g monoton fillt, vgl. Satz 1 in [47]. Wir betrachten nun den
Fall n = 3,4,5 und I'g = 1 auf einem Intervall (R —¢, R +¢), vgl. Abbildung 5.1. Dann
erfiillen die Funktionen Vi(|- +Re1|),To(] - +Req|) die Bedingungen von Satz 6.3 und
wir erhalten die Existenz einer positiven auf R™ \ {0} glatten Losung w der Gleichung
~Aw+Vy(|-+Re1|)w = To(|-+Re1|)|wP~tw in R™ mit einer Punktsingularitiit bei 2 = 0. Da
die Funktion u := w(-— Rey) genau eine Punktsingularitat bei Re; besitzt, handelt es sich
um eine positive und nicht radialsymmetrische Losung der Gleichung (5.3). Dies zeigt,
dass die Symmetrieresultate von Gidas, Ni und Nirenberg [33] fiir klassische Losungen
keine Entsprechung fiir distributionelle Lésungen besitzen.

Vo(r

Abbildung 5.1.: Beispiele fiir V,T'g
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Wir beginnen mit der Konstruktion des Hilbertraums H. Die im Folgenden erwdhnten
Definitionen und Sitze entstammen dem Buch von Dunford und Schwartz [30]. Die spé-
ter in (A;) zusammengefassten Bedingungen an das Potential V' garantieren, dass der
in L?(R™) definierte symmetrische Operator —A + V (z) : C¢°(R"™) - L*(R™) wesentlich
selbstadjungiert ist. Daher existiert eine eindeutige selbstadjungierte Erweiterung dieses
Operators, die wir mit L : D(L) - L?(R") bezeichnen. Die Abbildung L ist eine stetige li-
neare Abbildung zwischen den Hilbertrdumen (D (L), (-,) p(r)) und (L*(R™), (-, Vr2(Rn));
wobei das Skalarprodukt in D(L) durch

(u,v) p(ry = (Lu, Lv) p2(mny + (U, V) £2(Rn) (u,v e D(L))

definiert ist. Nach Satz XII.6 in [30] ist dem selbstadjungierten Operator L ein eindeutiges
auf den Borelmengen B(R) definiertes Spektralmaf E : B(R) - P(L?*(R")) zugeordnet,
so dass fiir die durch E) := F(-o0, A] definierte Spektralschar (F))xer gilt

D(L) = {ue *R"): /R)\Qd(E,\u,u)Lg(Rn) <ool,
(u,v)D(L):fR()\2+1)d(E)\u,v)Lz(Rn) (u,v € D(L)).

Hierbei bezeichnet P(L?*(R"™)) den Raum der Orthogonalprojektion von L?(R™). Der
fiir die Variationsrechnung geeignete Raum ist dann durch den Definitionsbereich des
nach Satz XIL.9 selbstadjungierten Operators |L|'/? gegeben, d.h. H := D(|L|*/?). Diese
in XII.5 definierte Menge erfiillt nach Satz XI1.6

H = {ue L*(R"): [R|)\|d(E>\u,u)Lz(Rn) < ool (5.4)
Im Fall 0 ¢ 0(L) definiert
(wod = [ WdByu )y, ol =Viwwn  (woeH)  (55)

wegen |u|g > dist(0,0(L)) - |u]2(rny ein Skalarprodukt bzw. eine Norm in H. Wegen
lw| g = |||L|1/2UHL2(RW,) nach Satz XII.6 und der Abgeschlossenheit des selbstadjungier-

ten Operators |L|'/? folgt mit dem Satz von abgeschlossenen Graphen, dass (H, (-,-)z)
ein Hilbertraum ist. Er wird in der Literatur auch Formdoméne von L genannt, vgl.
Abschnitt 3 in [76].

Wir kommen zur Zusammenfassung der Eigenschaften des Hilbertraums H. Geméf der
obigen Darstellung setzen wir voraus, dass das Potential V' die auf 157 definierten Be-
dingungen (A1), (As) erfiillt. Sei dann das Potential V gegeben durch V(z) := V(z), +1
und H‘%(R”) bezeichne die Vervollstandigung von Cg°(R™) beziiglich der Norm | - | HY

mit
lull gy =\ /{us u) o fiir  (u,v) g1 ey = / vuvo + V(z)uvda.
v v v R™

Der Beweis von Proposition 5.1 ist in Appendix C zu finden.
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Proposition 5.1. Sein >3 und es gelte (A1), (A3). Dann ist der in L*>(R™) definierte
symmetrische Operator —A + V (x) : C°(R™) — L?(R™) wesentlich selbstadjungiert. Fiir
den durch (5.4),(5.5) gegebenen Hilbertraum (H,(-,-)g) gilt:

(i) H = H%/(R”) c HY(R™) und es ewistiert eine positive Zahl C mit

[ul ey < Cllulm,  Jula < Clulgy @ny |ulmy @ey < Clule (uwe H)
(11) Fir alle u,v e H gilt
((P* =P )u,v)g = fR VuVov + V(z)uv dz
Hierbei sind die Orthogonalprojektionen P*, P~ : H - H durch P* := E(0,00) und

P~ = E(-c0,0] definiert, wobei E : B(R) - P(L*(R™)) das eindeutige Spektralmaf
der selbstadjungierten Abschlieffung L von —A +V (z) bezeichnet.

Wir verwenden die folgenden Annahmen an V und I', mit deren Hilfe wir die von der
Néherungslosung ug abhéngigen Integralterme des Fixpunktoperators bzw. des Euler-
Funktionals in der Ndhe der Singularitat von ug bei x = 0 kontrollieren und die Existenz
einer singuldren Losung von (5.1) beweisen kénnen:

(A1) Es existieren C,v >0 und o > %59 mit

2
V(z)| <Clz[* (lz]<1), -C<V(z)<Ce (jz]21).
As) Es existieren C,v >0 und 3> %2 mit
2
() -1<Claf’ (al<1),  [T(@)|<Ce™ (Jz]2 1),

(43) 0¢o(L).
(A4) Es existiert ein C' >0 und 0 < % mit |['(z)] < C(1+ V. (z))° fiir alle 2 € R".

Fiir den Nachweis einer singuldren Losung von (5.1) mit dem Mountain Pass Theorem
benétigen wir die folgenden Annahmen:

(43) (L) c (0,00) .

(A}) Es existiert ein C >0 und ein § < § mit

D)< CU+Vi(@)’ (zeR), T [D()|(1+Vi()7 =0,
(Af) T >0.
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Die Bedingungen (Ay) bzw. (A}) garantieren, dass fiir p € (;5,-5 +¢) und € > 0

hinreichend klein eine stetige bzw. kompakte Einbettung H — L +1(R”) existiert. Hierbei
ist der Banachraum (LL(R™), || (Rn)) fiir g € [1, 00) definiert durch

LE(R™) = {u € Ligo(R") « [lul g ny < 00}, [ulZa ey = [1;” [UlJul? dz < o0

Die Kompaktheit der genannten Einbettung bendtigen wir beim Nachweis der Palais-
Smale-Bedingung fiir I,. Der Beweis der folgenden Proposition ist in Appendix C zu
finden.

Proposition 5.2.

(1) Sein >3 und es gelte (A1), (A2),(As),(A4). Dann existieren €,C > 0 so, dass fir
alle p e [ 25, =25 +¢] die Einbettung H — Lfi“(R”) stetig ist und fir alle uw € H die

n-27 n— 2
Ungleichung |ul| ; pr <Cllu|g gilt.
r

(R™)
(1) Sein >3 und es gelte (A1), (As2), (Ag) (A)). Dann ist die durch (i) gegebene Fin-
bettung H — Lp+1 (R™) fiir pe (=25 +¢) kompakt.

n— 2’n2

Die Abbildung
viH—-H', g~{9,)n

bezeichne im Folgenden den durch den Rieszschen Darstellungssatz vermittelten isome-
trischen Isomorphismus von H in seinen Dualraum H'. Es gilt |¢|| == |¢| g = 1. Aus
Griinden der Darstellung behandeln wir die beiden Rdume als unterschiedliche Objekte.
Der Begriff der distributionellen Losung ist wie folgt definiert.

Definition 5.3. Fs gelte (Al) (A2). Eine Funktion u € L} (R™) heift distributionelle
Lésung von (5.1), falls Vue L}, (R"™) und

fRn w(=A + V(2)d) da = fR () ufP e dz

fiir alle ¢ € C5°(R™) gilt.

Wir kommen zur Konstruktion der Néherungslésung ug. Dabei verwenden die folgende
Bezeichnungen fiir die Normalenableitung einer Funktion u auf 0B,, wann immer diese
existiert

u(z) —u(z £ tv(x))

" , v(z)=—

]

Die aufwindige Konstruktion von up und damit der Beweis der folgenden Proposition ist
in Appendix D zu finden.

+ s
O5u(a) =

Proposition 5.4. Sein >3 und es gelte (A1), (A2). Dann existieren w > 1,p,C >0, so
dass fiir alle p € (", Z%) eine positive radialsymmetrische Funktion ug : R™ \ {0} - Ryo
mit den folgenden Eigenschaften existiert:
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(i) ug e C=(B,~ {0}) ist gegeben durch
w0(@) = engle 7T (7<p)s  enp=(—m(n-2-—)T1.  (5.6)
0 —Cnp P), n,p = p—l p—l . .

Insbesondere ist uy klassische Losung von —Au =uP in B,~\{0} und distributionelle
Losung auf B,.

(7) ug € CQ(EZ) ist klassische Losung von —Au +w?u = u? in E;.

(tit) ug ist stetig in R™ ~ {0} und ug ist von beiden Seiten stetig differenzierbar auf 0B,
fortsetzbar. Zudem gilt ug € Hl(Bg) fiir alle 6 > 0.

(1v) limg_oup(x) = +o0.
(v) Fiir alle x € 9B, gilt |0;uo(x) — 0, uo(x)| < C cpyp.
(vi) Es gilt die Abschitzung

2
o () < Cepplx| P 1 fir x € B,
Ccn7p6‘|z‘ fiir x € By,

Insbesondere uy € LY(R™) fir alle q € [1, %)
Ferner gilt fiir 0<|z|<p
(vii) |T(x) - 1|ug(z)P < Ccﬁ7p|x|57", (viii) |V (x)|ug(x) < C’cn7p|x|a%+2
sowie fiir |z| > p
(ir) [T(2)[uo(x)? < C'ch e, (x) [T(@)uo(x)?™" <C e,
(zi) |V (2)|uo(z) < Cenpe .
Zudem gilt fir alle u,v e H
i) [ I0G@) = il do < O Jul, (wiii) [V (@)uoluldz < C cuplul .
(wio) [ I ulll do < Ot bullol
Wir bestimmen nun die Gleichung fiir die Korrekturfunktion v € H so, dass die durch
U = ug +u gegebene Funktion eine distributionelle Losung U von (5.1) auf R™ und eine

schwache Losung auf B fiir alle 6 > 0 ist. Wir gehen daher von folgender Gleichung fiir
Testfunktionen ¢ € C5°(R™ \ {0}) aus:

fRn VUVS+ V(2)Udx = fRn T (2)|UP U dz. (5.7)

Wegen ¢ =0 in einer Umgebung von 0 folgt aus Proposition 5.4 (i) und (ii)

/Rn VuoVe + V(x)ugd de = [R" ubpdx + yng (O uo — 0 ug)pdo
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+prV(x)u0¢d:U+fBg(V(x)—wZ)uo¢da:. (5.8)

Durch Subtraktion der Gleichung (5.8) von (5.7) erhalten wir fiir u=U —ug

S TV V@b = [ (o + P (g + ) - ) da
_ pr V(z)uppdx - /J;;(V(w) — WP dar

- yng(a;uo -0 up)pdo.

Mit Proposition 5.1 (ii) erhalten wir die Gleichung

fir

((P" =P )u,¢)u = Fp(u)[¢] + Tp[¢] (5.9)
Fy(u)[¢] = /Rn (F(x)\uo +ulP ™ (ug +u) - u‘g)qb dx, (5.10)
T,[¢] :—fBC(V(x)—wz)ugqbdx—fB V(2)upd dz (5.11)

- [8Bp(8;uo -9y up)¢do.

Unser Ziel ist es von nun an, die Existenz einer Funktion u € H zu beweisen, die der
Gleichung (5.9) fiir alle ¢ € H und insbesondere fiir alle ¢ € C5°(R™ \ {0}) geniigt.

Bemerkung 5.5.

a)

Im Fall T' > 0 zeigen wir, dass eine positive singuldre distributionelle Losung
von (5.1) existiert. Zu diesem Zweck betrachten wir statt (5.1) die Gleichung

~Au+V(x)u=T(z)ul in R", u(z) >0 (|z] > o) (5.12)

Das Funktional Fj, ist in diesem Fall dahingehend zu modifizieren, dass der Term
lug + ulP~*(ug + u) im Integranden durch (ug + u)¥ ersetzt wird. Wir verwenden
in den Sétzen 6.3 und 6.9 ohne Beweis, dass fiir diese Nichtlinearitdt dieselben
Abschétzungen gelten und vollkommen analog die Existenz einer distributionellen
Losung von (5.12) mit Fixpunktmehtoden bzw. variationellen Methoden gezeigt
werden kann.

Mit einer Naherungslosung der Form ug(-—z1)+. . .+ug(-—xy) 1dsst sich die Existenz
einer singuldren Losung von (5.1) mit genau k Punktsingularititen an k paarweise
verschiedenen Punkten x1,...,x; € R™ beweisen. Hierzu ist zu verlangen, dass fiir
alle j =1,...,k die Funktionen V(- —x;),I'(- —x;) den Voraussetzungen (A1), (A2)
geniigen.
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Die Fizpunktformulierung von (5.9)

Die Gleichung (5.9) fiir die Korrekturfunktion ldsst sich folgendermafen als Gleichung in
H' schreiben
L(PT = P )u=F,(u)+T).

Verwenden wir die Invertierbarkeit der Operatoren ¢: H - H' und P* - P~ : H - H, so
erhalten wir wegen (Pt — P~)~! = P* — P~ die folgende Fixpunktgleichung

u=Ay(u),  wobei Ay(u):= (P =P ) (Fy(u)+Tp). (5.13)

In Abschnitt 1 ist unser Ziel, den Fixpunktsatz von Banach auf diese Gleichung anzu-
wenden. Hierzu ist zuéchst Fj,(u), T}, € H' zu tiberpriifen. Aus Abschitzungen der Terme
| Ep(u) | mr, | Tp | 5 und | Fp(u) — Fp(v)|| g fiir u,v € H folgt, dass fiir p € (ﬁ, s +e)
und € > 0 hinreichend klein der Operator A, : B - B eine Kontraktion auf einer hinrei-
chend kleinen um 0 zentrierten abgeschlossenen Kugel B ist. Wir erhalten in Satz 6.3 die
Existenz eines Fixpunkts und damit einer singuléren distributionellen Lésung von (5.1)

unter den Voraussetzungen (A1) — (A44).

Die variationelle Formulierung von (5.9)

Anschlieffend beweisen wir mit variationellen Methoden die Existenz einer zweiten sin-
guldren distributionellen Losung von (5.1). Hierbei setzen wir (L) c (0, 00) voraus, um
die zweite Losung mit Hilfe des Mountain-Pass-Theorems zu gewinnen. Eine Anwendung
des Linking-Theorems (vgl. Satz 6.10 in [89]) im allgemeinen Fall 0 ¢ o(L) gelang nicht.
Wir zeigen, dass das durch

() = 3l = T3] 1/ L) (fu+ up* L ™) = (p+ Vb dee. (5.14)

definierte Funktional I, : H - R ein zu (5.9) gehorendes Euler-Funktional ist. Es ist
zu bemerken, dass der Term I‘(au)ugJr1 keinen Effekt auf die Euler-Lagrange-Gleichung
von I, hat und nur eingefiigt wird, um die bei = 0 durch die Naherungslosung ug er-
zeugte Singularitdt im Integranden zu korrigieren. Zunéchst ist I, auf Wohldefiniertheit
und stetige Fréchet-Differenzierbarkeit zu iiberpriifen, wobei zu beachten ist, dass wegen
uo(x) ~ ‘x“% bei = 0 im Allgemeinen keiner der drei Summanden im oben stehen-
den Integral fiir sich allein integrierbar ist. Anschliefend weisen wir die Mountain Pass-
Geometrie und die Giiltigkeit der Palais-Smale-Bedingung fiir I, im Fall p € (-5, -"5 +¢)
fir ein kleines € > 0 nach. Hierbei machen wir von den starkeren Voraussetzungen
(A5), (A)), (AL) (siehe Seite 157) und insbesondere von der Kompaktheit der Einbet-
tung H — LIEH (R™) Gebrauch. Schlieflich zeigen wir in Satz 6.7 fiir solche Exponenten p
die Existenz eines kritischen Punkts von I, und damit einer weiteren singuldren Losung
von (5.1) mit Hilfe des Mountain-Pass-Theorems.
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Singuldre Lisungen nichtlinearer Schrédingersysteme

Schlieflich beweisen wir zu den soeben beschriebenen Ergebnissen analoge Resultate fiir
nichtlineare Schrodingersysteme. Fiir Raumdimensionen n = 3 oder n = 4 beweisen wir
die Existenz singulérer distributioneller Losungen des Systems

~Au+Vi(2)u =T (2)|uf o+ Dy(2)|[uf tufpP?  in R,
~Av + Va(z)v = Do(z) P v + Ty () [ufP?lufP* v in R, (5.15)
u(z),v(x) >0 (|z] - oo).

mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes. Hierbei setzen wir

n n
,——F +€)
n-2n-2

P1,D2,P3,p4>1 mit p1 +p2=p3+ps=pund pe(

fiir ein hinreichend klein gewéhltes € > 0 voraus. Die Einschrinkung an die Raumdi-
mension ergibt sich daraus, dass eine Zahl p ~» -5 nur fiir n = 3 oder n = 4 als
Summe zweier Zahlen grofser oder gleich 1 geschrieben werden kann. Wie im skala-
ren Fall verlangen wir unter anderem, dass 0 in einer spektralen Liicke der zu Vi, V5
gehorenden selbstadjungierten Schrodinger-Operatoren L, Lo liegt. Die Existenz die-
ser Operatoren ergibt sich wie im skalaren Fall aus den Bedingungen an Vi, Vs. Insbe-
sondere beweisen wir im Fall n = 3 die Existenz einer Losung im "variationellen” Fall
D1 =p4 = p%l,pg =p3 = 7%1,1“3 = T'y unter der Voraussetzung 0 ¢ o(L1),0 ¢ o(Lg). Die
verwendeten Voraussetzungen (Bi), (B2), (Bs), (By) lauten

(B1) Es existieren C,v >0 und a > ”776 mit

Vi@l <Clal* (lz]<1), -C<Vj(a) <O (la]21),  (j=1,2).
(B2) Es existieren C,y >0 und 3> "T’Q mit
IDj(@) -1 <Clz)” (l2]<1), [Pj(@)|<C (la]21),  (5=1,2,3,4).

(Bs) 0¢0(L1),0¢0(La).
(By) Es existiert ein C' >0 und ein § < 1 mit

Di(z)| < C(1+Vi(2).)®  (zeR" i=1,34),
ID;(z)| < C(1+Va(z),)®  (zeR™, j=23,4).

Unter der stérkeren Voraussetzung o(L1),0(L2) c (0,00) beweisen wir im oben ange-
sprochenen variationellen Fall die Existenz einer singuldren distributionellen Losung des
Systems (5.15) fiir alle Raumdimensionen n € N,n > 3 und p € (%5, "5 +¢) fiir ein
hinreichend kleines € > 0. Der kritische Punkt des Euler-Funktionals zur Bestimmung

der Korrekturfunktion ist in diesem Fall ein lokaler Minimierer auf einer kleinen um 0
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zentrierten Kugel. Im Fall n = 3 handelt es sich aufgrund der Eindeutigkeitsaussage des
Banachschen Fixpunktsatzes um dieselbe Losung wie die oben beschriebene Lsung, im
Fall n >4 handelt es sich um eine neue Lésung. Das System lautet in diesem Fall

~Au+Vi(z)u =T (2)|uf " u+ I’g(a:)|u|§u|v|% in R",

—~Av + Va(x)v = Dy (z)|v]P~ o + Fg(m)|u|p7+l|v|%v in R",
u(z),v(z) >0 (Jz] > o).

Wir verwenden die Voraussetzungen (Bi), (B2), (BS), (B)), (B) fir

(BZ,S) U(L1)7U(L2) c (07 oo),

(B}) Es existiert ein C >0 und ein 6 < & mit

IDi(2)| < C(L+Vi(2):)" (zeR™), |xl|ifloo|1“i($)l(1+V1($)+)_5=0 (i=1,3),

IDj(x)| < C(L+Va(x),)’ (zeR™), |$1|i—r>noo‘rj(x)’(1 @) =0 (j=2.3).
(Bé) I'1,I'9,I'3 > 0.

Da die meisten Abschétzungen wie im skalaren Fall bewiesen werden kénnen, konzen-
trieren wir uns auf die Darstellung der neuen Aspekte. Vor allem beweisen wir die Ab-
schidtzungen der auftretenden Kopplungsterme.

Konventionen

die Naherungslosung aus Proposition 5.4 fiir entsprechende Parameter w > 1,p > 0 und
(H,(-,-)m) ist der durch (5.4),(5.5) gegebene Hilbertraum mit den Eigenschaften aus
Proposition 5.1. Die Menge B, = {x € R" : |z| < r} bezeichnet die offene Kugel mit Radius
r. Wir nehmen stets an, dass € > 0 mindestens so klein gewihlt ist, dass die Einbettungs-
sdtze aus Proposition 5.2 fiir p € (-5, "5 + ¢) gelten. Die Buchstaben ¢, C' bezeichnen
positive Zahlen, die sich im Allgemeinen von Zeile zu Zeile dndern und unabhéngig von
p sind.

Im Folgenden gilt stets n € N und n > 3. In den Abschnitten 1 und 2 bezeichnet wg

In den Beweisen der folgenden drei Abschnitte verwenden wir hiufig die in Proposition 5.6
zusammengefassten Ungleichungen, deren Beweis in Appendix C gegeben wird.

Proposition 5.6. Sein > 3. Dann existiert ein C >0 so, dass fir alle k € [0,1] und alle
n_ n+2

pe (-5, 75),p1,p2 2 1,p1 +p2 = p und s,1,5,1 e R die folgenden Ungleichungen gelten:

(i) Hl +tP (1 +t) - 1’ <C(|t] +[tP),
(11) Hl +tP -1 (p+ 1)t‘ < C(12 + [tjP),
(iii) |[L+tP~H(1+¢) = [1+ s (1+s)| <O+ s+ [t )|s - ¢,

(iv) |1+t 21+ 1) =1+ P71 (1 5) = p(t = 5)| < C(Isl + [ + |2+ |52+ )]t - o,
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(v)
(vi)
(vii)
(viii)

(ix)

(z)

o 1P D 1P (am -2 <CE (a= 2,

[+ 8Pt (1 )[4t = 1| < O]+ [t]+ [sf? + [£7),

|1 el 2L p+l 2,42 o+l o 1pprl
L4t [1+8]F = 1= PR (s + 1) < O( 4 2 + |5 + ),
|1+ 8P =1 (1 )[4 P2 = [+ 5P (14 81+ 2
<O(L+ s+ (371 + [Pt + [EP~1) (s = 8] + [t - 2]),

Falls p<3: |[1+s"2 (L+s)| 1+t —[1+3% (L+3)1+7"%

p+1 p+1

< Ol 3P L [FP 1) =T (1 |s| 5 4515 + 15 41 %) 537,
Fallsp>3: |[1+s"2 (L+s)| 1+t —[1+3% (L+5)1+1"
<SC+[sPt+ (3P0 + [t + [P (e~ 1] + |s - 3),

Fallsp>3: |[L+s"5 (1+8)[1+ % —[1+5)F (1+3)[1+1]"% - 25 (5-5) - 55 (¢-1)|

<CO(Is"Z +[5°% + "2 + 71" + |sPt + 3P0+ (1Pt + 7P - (s — 5]+ |t ).
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6. Existenz singularer Losungen

1. Existenz einer singuldren Losung in spektralen Liicken

In diesem Abschnitt weisen wir die Existenz einer singuldren distributionellen Lsung
von (5.1) mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes nach. Hierzu zeigen wir im Hinblick
auf (5.13), dass eine hinreichend kleine um 0 zentrierte abgeschlossene Kugel B ¢ H
existiert, so dass der durch

Ap(u) = (P+_P7)L71(Fp(u)+Tp) (ue H)

definierte Operator A, : B - B eine Kontraktion ist. In den folgenden zwei Propositionen
beweisen wir die hierfiir nétigen Abschétzungen mit Hilfe von Proposition 5.4.

Proposition 6.1. Sein >3 und es gelte (A1), (As2), (Ag) (Ay). Dann existiert ein e >0
mit Fy(u) € H' fir alle w € H und alle p € (%5, "5 +¢€). Ferner existicren von p
unabhdngige Zahlen C1,Cs > 0, so dass die folgenden Abschitzungen fiir u,v e H gelten:
-1
1. | Fp(u) | < Cr(enp + chip lulla + [ulf)
-1 -1 -1
2. | Fp(u) = Fp(v) | < Colenp + lully ™ + ol ) lu-vla

Beweis:
Es gilt fir ue H

1Ep()lr = sup | [ (T@)hu+ o™ (u+ o) = ) da

Il =1
<C sup |F(9:) - 1|ub|¢| dz
lél =1
+C sup |F :L‘)|||u0+u|p_1(u0+u)—u8||qb|d;r
Il er=1
+C sup [ |0@)|luo + ulP ! (uo + u) - u|¢] da (6.1)
|l =1B5

Aus Proposition 5.4 (xii) folgt

sup |F($) — ugloldz < C, ,,. (6.2)
H¢HH
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Mit der Ungleichung

H1+t]p’1(1 +t)—1‘§c(|t\+]t|p) (teR),

u

aus Proposition 5.6 (i) folgt fiir ¢ = j= mit Proposition 5.4 (xiv)

sup [ 0@ |luo + ™ (o + w) - ¢l do
l¢llg=1+Be

<C sup IF(m)I( ul + |uf?)|¢| dz

lpl =1

< C( n,p “u“H + sup ||u||Lp+l(B )HQS”LI;H(BP))

Il =1

< C(ehp lulla + ulf). (6.3)
Ebenso folgt mit Proposition 5.4 (ix) die Abschitzung

sup IT( x)|’\uo+u\p 1(ug+u) uo‘\¢|daj
l| =155

<C sup IF(w)I(UO [ul”)|¢| dae

lollm=1

<Cct sup [ e lglde+C sup [ul?,. o [0 0o e
ol JB5 lolg=1  LE @R
<O+ Jully) (6.4)

Aus den Ungleichungen (6.1)-(6.4) erhalten wir die Abschétzung fir | F,(u)|g. Nun
nutzen wir die Ungleichung

[t ety =1+ 5P (L s)| < CA+ [P+ P Dls—t] (s,teR)

aus Proposition 5.6 (iii). Fiir ¢ = -, s = 7= erhalten wir mit Proposition 5.4 (xiv)

IEp() = By}l < sup [ I0G)lu+ o™ (o) o+ ol ™ (04 ) 0] e

[#] =1

< CH s”up |F(a;)\(u |u’p—1 + |U‘p—1)|u_v”¢‘ "
=1
<C sup |F(x)|u |U—U||¢| d
Il =1
+Cu<fu12p (Hu“L"”(R") v ”men M=ol gyt gny 101 pper gy

—1 -1 _
<Oy + Jullf + ol D lu—ola

fiir u,v € H. Es folgt die Behauptung. O
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Proposition 6.2. Sein >3 und es gelte (A1), (As2),(As), (A4). Dann existiert ein € >0
mit T, € H' fiir alle p € (%55 755 +€). Dariiberhinaus ezistiert eine von p unabhdngige
positive Zahl C3 mit

| Tyl 22 < Cs -

Beweis:
Aus der Definition von T, in (5.11) folgt

[Tyl < sup [ V() - Wluglglda + sup | |V (@)|uolp|dx
¢l -1 loln=17Bo
+ sup f 10 o — O uo||¢| do (6.5)
folat

Aus Proposition 5.4 (vi) und (xi) erhalten wir

sup |V(:B) w?|up|d| dx < C ¢y sup e ¢ da < Cenp. (6.6)
lélm=1 I¢l =155
Aus Proposition 5.4 (xiii) folgt
sup [V (z)|uo|p| dx < C cpyp. (6.7)
lelr=1
Mit dem Spursatz und Proposition 5.4 (v) und erhalten wir die Ungleichung
sup |0 ug — 0, up||p|do < Cepp sup || dor
lolu=1/08, " " I6l=1 /9By

<C%mﬂmﬂﬂmmﬂ
ot

<Cepp. (6.8)

Aus den Ungleichungen (6.5)-(6.8) folgt die Abschéatzung fiir 7). o

Wir wenden nun den Banachschen Fixpunktsatz auf das Fixpunktproblem (5.13) an

Satz 6.3. Sein > 3 und es gelte (A1), (A2), (As), (As). Dann ezistiert ein e > 0 so, dass
fiir alle p € (25, -5 +¢€) eine distributionelle Losung U der Gleichung

“Au+V(x)u=T(x)uf u inR", u(x) >0 (|z] - o0)
mit den folgenden Eigenschaften existiert:

be(Bs) fir alle q € [1, @) und alle 6 > 0.
(i1) Fiir alle 6 >0 ist U € H'(BS§) eine schwache Lésung von (5.1) auf Bs.

(i) Im Fall inf oo6s(L) > ¥ > 0,7, € L®(R™) eistiert fir alle pn € (0,v/%) ein C,>0
mit |U(x)| < Ce ™l fiir alle 2| > 1.

(i) esssupp, U = +o0o und U € L]
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(1) Im Fall (L) c (0,00),T' >0 kann U positiv gewdhlt werden.
(v) U—-upeH und |U—-uo|g <\ /Cnp-

Beweis:
Es gilt |P* - P7||g—p = 1 sowie |¢|g-pmr = 1. Mit der Definition von A, aus (5.13) und
den Abschétzungen der Propositionen 6.1 und 6.2 erhalten wir fiir u e H

[ Ap () [ < [ Fp(w) + Tyl < Co(h 4 by fullr + [uly) + Cacng
Aus Proposition 6.1 folgt dariiberhinaus fiir u,v € H
- -1 -1
[Ap(w) = Ap(0) |1 = | Ep(u) = Ep(0) |1r < Calehy + |ully™ + [0l ) [u— o] .

Sei nun 7y, p =\ /Cnp- Wegen Cnp = 0 fiir p - 25 existiert ein hinreichend kleines € > 0,

2
so dass fiir alle pe (-5 + ¢) die Ungleichungen

n-2’ n— 2
-1 1
Ci(ch ,+ e ynp +7h ) + Cscnp < Tp, Cao (b + 2rp ) <1

gelten. Fiir B :={ue H : |ul|g <ryp} ist dann A, : B - B eine Kontraktion und besitzt
nach dem Banachschen Fixpunktsatz einen Fixpunkt v € B. In Appendix E zeigen wir,
dass dann U := u + ug distributionelle Losung von (5.1) ist und die Eigenschaften (i)-(iv)
besitzt. Wegen |U —uo|u = |u|z < 7np = \/Cnyp erfiillt U auch die Eigenschaft (v) und
der Beweis ist erbracht. O

2. Existenz zweier singuldrer Losungen

Um die Existenz einer zweiten unbeschrankten distributionellen Losung mit Hilfe des
Mountain-Pass-Theorems zu beweisen, bendtigen wir die Voraussetzungen (Ajp), (Az),
(A5), (A}), (AL). Aus (A35),(Af) erhalten wir in Proposition 6.4 die Mountain-Pass-
Geometrie des in (5.14) definierten Funktionals

() = Shully = Tylu) - —— [ (D) uP™ = ™) - o+ D) de. (6.1

p+1

Aus Voraussetzung (A)) folgt wegen Proposition 5.2 (ii) die Kompaktheit der Einbettung
H— L1’1+1 (R™). Diese ist mafsgeblich fiir den Nachweis der Palais-Smale-Bedingung fiir I,
in Proposition 6.6. Die Existenz eines kritischen Punkts von I, und damit einer singuldren
distributionellen Losung von (5.1) folgt schlieflich in Satz 6.7 aus dem Mountain-Pass-
Theorem. Wir kommen zur Definition der Mountain-Pass-Geometrie.

Definition 6.1 (Mountain-Pass-Geometrie). Sei (X, |- |x) ein normierter Raum. Ein
Funktional I € C(X,R) besitzt die Mountain-Pass-Geometrie, falls r >0 und e € X mit
re(0,|e|x) ezistieren, so dass gilt

inf{I(u):|ul|x =r}>1I1(0)>1I(e).
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Der Wert

= inf max I(y(t)), P:={yeC([0,1],H):v(0)=0,7(1)=e}
veP te[0,1]

heifst Mountain-Pass- Niveau.

Es folgt das Mountain-Pass-Theorem in der Version von Satz 2.10 in [89]. Wir sagen, dass
I € C'(X,R) die Palais-Smale-Bedingung erfiillt, wenn jede Palais-Smale-Folge eine in
X konvergente Teilfolge besitzt. Eine Folge (u,,) in X heikt hierbei Palais-Smale-Folge
von I, falls die Folge (I(uy,)) in R beschrankt ist und I’ (u,,) in X' gegen 0 konvergiert.

Satz 6.2 (Mountain Pass Theorem). Sei (X, |- |x) ein Banachraum und I ¢ C*(X,R)
besitze die Mountain-Pass-Geometrie. Erfillt I die Palais-Smale-Bedingung, dann ist das
Mountain-Pass-Niveau m von I ein kritischer Wert von I, d.h. es existiert ein u e X mat
I(u) =m und I'(u) = 0.

Wir wenden uns nun der Gleichung (5.1) zu. Zunéchst zeigen wir, dass das durch (6.1)
gegebene Funktional I, : H — R wohldefiniert und stetig differenzierbar ist und ferner
die "richtige” Euler-Lagrange-Gleichung liefert.

Proposition 6.3. Sei n > 3 und es gelte (A1), (A2), (A45),(A}), (AL). Dann ist das

Funktional I, fiir alle p € (25, Zf;) wohldefiniert und stetig Fréchet-differenzierbar mat
I (u) = = Fp(u) = Tp. (6.2)

Beweis:
Wir kldren zunéchst die Wohldefiniertheit von I,,. Wegen Proposition 6.2 geniigt es, das
in (6.1) auftretende Integral abzuschitzen. Es folgt aus Proposition 5.4 (xii)

[Rn ‘F(x)(|u+u0|p+1 uP™y — (p+ Dudu |
< C/n IT(x) - 1juf|u| dz + fRn F(x)“u + Pt - ugH -(p+ 1)ugu| dx
<CeJulu+ [ D@+ uof™ ~uf™ = (p+ D] da
Es gilt nach Proposition 5.6 (ii) die Ungleichung
[+t = 1= (p+ Dt <CE + ) (teR). (6.3)
Zusammen mit Proposition 5.4 (xiv) folgt

[ F($)|]u+u0’]ﬂ+l p+1 - (p+1)ugu |d:(:<Cf T () (ul)” 1u2+’u’p+1)dm

+1
< C( n,p ”u”H + HUHZ;;J(RTL))

169



<Oy luly + lulfy™)

und damit die Wohldefiniertheit von I,. Die Fréchet-Differenzierbarkeit von I, und die
Formel (6.2) fiir die Fréchet-Ableitung erhalten wir ebenfalls aus (6.3) und Propositi-
on 5.4 (xiv), denn

| (u+ 6) = L (u) = (1w = Bp(u) - T,) [¢]]

1 1 _
S_M%+EATLP($)||U+¢+UOIP+1_’U+U0’p+1—(p+ 1)|u + wol? 1(u+u0)¢‘d:c

1 _
< SlI6l%+C [ T(@)(ju+ ol 6? + o) da
1
<Slolf+C [ @)l o? v ol 2+|¢|p“)dw
1
< S0+ C(IulZhs g 1912 gy + S 0 + 191 )
1 . 1
< 1ol + O (lull; \\¢rrH+cz,1\\¢\\%+\\¢rr’;)
=0(l¢l%)-
Die Stetigkeit der durch (6.2) gegebenen Fréchet-Ableitung folgt aus den Propositio-
nen 6.1 und 6.2. O

Nach obiger Proposition wissen wir, dass I, die Glattheitsvoraussetzungen des Mountain-
Pass-Theorems erfiillt. Dariiberhinaus ist w € H nach (6.2) genau dann ein kritischer
Punkt von I, wenn u ein Fixpunkt des Operators A, ist, denn wegen o(L) c (0, 00) gilt
P*— P~ =id, vgl. (5.13). In Appendix E zeigen wir, dass in diesem Fall U := ug + u eine
singulédre distributionelle Losung von (5.1) mit den Eigenschaften (i)-(iv) aus Satz 6.3 ist.
Daher erfiillt ein kritischer Punkt von I, die "richtige” Euler-Lagrange-Gleichung. Wir
kommen zum Nachweis der Mountain-Pass-Geometrie fiir Ip,.

Proposition 6.4. Es gelte n >3 und (A1), (A2), (A43), (A}), (A5). Dann existieren e,m >
0, so dass fiir alle p € (%5, -2 +¢) das Funktional I, die Mountain-Pass-Geometrie besitzt
und das Mountain-Pass-Niwveau my, die Unglezchung my > m erfillt.

Beweis:

Zunéchst zeigen wir geméf Definition 6.1, dass ein e € H mit [,(e) < I,(0) existiert.
Wegen Voraussetzung® (AL) existiert ein é € H mit [p, D'(2)|e[P* dx > ¢ > 0 fiir alle
pe (55, Z—J_’g) Seien e, Uy definiert durch e = té, ug = %uo fiir ein zu wihlendes t € R. Es

folgt

tp+1
Iy(e) = O(P)

o Rn(F(x)(|é+fLo\p+1 afthy — (p+ 1)ahe) de (6.4)

! An dieser Stelle verwenden wir lediglich T'* # 0. Die stérkere Forderung I' > 0 aus (A%5) bendtigen wir
erst spater beim Nachweis der Beschrénktheit einer geeigneten Palais-Smale-Folge in Proposition 6.6.
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Nach Proposition 5.6 (ii) gilt die Ungleichung

1+ [P —1— (p+1)s| <C(s* + [s]P*) (seR). (6.5)
Somit erhalten wir fiir ¢ > 1 die Abschétzung

D) (& + a0 - @™ - (p+ 1)abe]

< (p+D|0(w) - 1aplel + T (x)|Jé + ol - @™ - (p+ 1)ale]

< C(|T () - 1/afle] + T(x)ah e + D(w)|el)

<C(I0(x) - juplel + D (x)uf 'e® + T(x)le!),
denn iy = tlug < up. Aus Proposition 5.4 (xii) und (xiv) folgt, dass diese Majoran-

te integrierbar ist. Wegen dig(z) = t ug(xz) — 0 liefert der Satz von der dominierten
Konvergenz

[Rn(f‘(x)(|é+%|p+1 (“O)p“) (p+1)(2 )é)dxafRnF(:n)|é|p+1dx>0 (t - o).

Wegen (6.4) gilt fiir ein hinreichend grof gewihltes von p abhéngiges ¢ > 0 die Unglei-

chung
I,(e) = I,(te) <0 =1,(0).

Hierbei diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit ¢ > 1 annehmen, so dass die
Ungleichung |e||g > |€]| g gilt. Diese untere Schranke fiir |e||z ist unabhéngig von p, da
€ unabhéngig von p gewihlt wurde.

Wir kommen zum Nachweis der "Berge” in der Mountain-Pass-Geometrie. Sei u € H. Mit
der Ungleichung (6.5) und Proposition 5.6 (xii) und (xiv) folgt

1
Ip(w) 2 S lulfy = Tyl - fRn IT(x) = Luglu| da

fn T'(2)|ju +uo[P*" - 8“ (p+ L)ubu|dx

_p+1

1

2 5Ll = Cleny )l =C [, D)0l + ™) da
1 —
25\\u!!H Clenp + chp)lulm = (e Tullfy + ulfyls )

2( C &N ul} - Clenp + ) ula - Clulyy, (6.6)

wobel wir die Abschétzung fiir |7,| 5 aus Proposition 6.2 verwendet haben. Seien nun
r,m > 0 definiert durch

ri= min{”éTH,min{(%)qll : n2 <g< n+§}}7 m = —r2,
n-— n-—
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Wihle nun ¢ > 0 so klein, dass fiir p € (%5, -5 +¢) die Ungleichungen
1 g1 r
5—6’027;0 21, Cn7p+cgjp§m

gelten. Wir erhalten fiir v € H mit ||u| g = r die Abschitzung 0 <r < |||z < |e]| g sowie
1 1 1 1
2 - - -
Ip(U)ZT (Z_C(C”vp+cfb,p)7" 1_C,rp 1)27,2(_____):777”

Es folgt die Behauptung. O

Fiir den Nachweis der Palais-Smale-Bedingung benétigen wir die Aussage, dass der schwa-
che Grenzwert einer beschréinkten Palais-Smale-Folge ein kritischer Punkt von I, ist. Dies
wird durch die folgende Proposition gewéhrleistet.

Proposition 6.5. Es gelte n >3 und (A1), (A2), (A%), (A}), (AL). Fir Folgen (uy,) mit
Upy, = w in H gilt T, (upy,) =" I (u) in H'.

Beweis:
Es gelte u,, — u in H und sei M := sup,,ey |um| g < co. Ferner sei ¢ € Cj°(R™) und
K :=supp(¢). Aus der Formel fiir [, aus (6.2) folgt fiir m — oo

I{,(um)[qﬂ - Izl)(u)[d)] = (Um —u, O — Tp[um - u]
= [ G (Jtm + 07 (i + 00) = s+ w0l () ) e

=o(1) - /KI‘(x)(|um + P (U + o) — |u + uoP (u + uo))qﬁ dx

Die Folge (uyy,) ist in H und damit auch in H!'(R") beschrinkt, vgl. Proposition 5.1 (i).
Aus der kompakten Einbettung H*(R") - LP*1(K) folgt aus dem Satz von Riesz-Fischer
(vgl. Lemma A.1 in [89]) die Existenz einer Funktion w € LP*(K) mit |uyp|, [u| < w. Mit
der Ungleichung

[+t (et =[P (1) < C(L+P 7+ [t=s] < C (s +tl++[s1P) (¢ € R)

ergibt sich fiir ¢ = <=, s = = die folgende Abschiitzung auf K
0 u

0
T ()t + 0]~ (1t + 100) [t + o™ (1 + o) | ]

< 1ol a0y I a (il el + ]+ 7 e
<C(uwP + ug_lw)

<C(1+wP*! +ug_1w).
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Wegen uo(x)P™! ~ |2[2 auf K und - 2(p+1) +n >0 gilt ul ™ e L (K), sodass es sich

wegen w € LP*1(K) um eine integrlerbare Majorante handelt. Nach dem Satz von der
dominierten Konvergenz folgt fiir m — oo

[Kr(iﬁ)(Wm + [P (um +uo) = [u+uolP™! (u+ Uo))¢df€ -0

und damit
L(um)[o] = L(u)[¢] Vo e 5 (R™). (6.7)

Ferner ist (I, (um,)) beschrankt, denn aus der Formel fiir 7, in (6.2), aus den Propositionen
6.1 und 6.2 und |um, | g < M fiir m e N folgt

125w ) 7 = || 17 + 1 Fp () [ + | T | 17
<M+ Cl(C%p + CZTle + Mp) + (3 Cn.p-

Da C§°(R™) dicht in H liegt, erhalten wir somit aus (6.7) fiir m — oo
L(um)[¢] = I(w)[¢]  VoeH,

was zu zeigen war. O

Es folgt der Nachweis der Palais-Smale-Bedingung, wofiir wir zum ersten Mal die gesamte
Kraft der Voraussetzungen (A}), (Af) einbringen. Insbesondere verwenden wir die durch
Proposition 5.2 (ii) gewihrleistete Kompaktheit der Einbettung H — L +1(R”)

Proposition 6.6. Es gelte n > 3 und (A1), (A2),(A5),(A}), (A5). Dann existiert ein
€ >0, so dass fiir alle p € (-5, "5 +¢) das Funktional I,, die Palais-Smale-Bedingung
erfillt.

Beweis:
Sei (uy, ) eine Palais-Smale-Folge von I,,, d.h. die Folge (I,(u,)) sei beschrénkt es gelte

I (tm) =ty = Fp(um) =T, - 0 (m — o0).

Es ist zu zeigen, dass ein € > 0 existiert, so dass fiir alle p € (
abhéngige Folge (uy,) eine in H konvergente Teilfolge besitzt.

s, -5 +¢) die von p

1.5chritt: Beschrinktheit von ().
2(n 1)

Seloz—M Dann gilt 2<a < <p+1 fir alle p e ng,Z—fg) sowie
adp(tm) _I,(um)[um]
1 p+1 p+1
= (3 luml - Tylm] - 7 o (D@ + ol )= (p+ Dufu,) dz)

= (Jum 3y = Tylwm] = [ (D@l + 1™t +110) = i)
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- O‘Tﬁuumnfg (=) um] + A‘W(F(x) 1) Bt d - fR () - (}%mm gl
= |, + u0|p_1(um +UQ ) U — (= l)ugum - ﬁugﬂ) dz.
Wir nutzen die Ungleichung
]%n AP D+ 1P = (- 1)t - Z% <Ct*  (teR) (6.8)

aus Proposition 5.6 (v). Wegen (Af) gilt I' > 0. Verwenden wir (6.8) fiir ¢ = T, S0
erhalten wir aus Proposition 5.4 (xii) und (xiv) sowie Proposition 6.2

alp(um) = Iy (um ) [n]

_9 _
> @ 5 ||umH%I —(a-1)Tplum] + /R (T'(z) - 1)u€um dr -C [R F(x)ug 1u$n dx

a-—2 -1
> = Junlh ~ C(I Tl + [ (@) = el da+ [ D(ayuf o, do)
oa-2 -
2 5 ”umH%{ -~ Clenp + cfz,pl + cﬁ,p)(”umHH + HumHJ%I)
Wegen ¢, —» 0 fiir p - -5 existiert ein € > 0 mit

a—2

Clenp+ cfl_pl +ch ) <

fiir alle p € (%5, -5 +¢). Da die Folgen (I,(u,)) und (I,(um)) in R bzw. H' beschrénkt
sind, erhalten wir die Beschrinktheit der Folge (uy,) fiir p € (%5, -5 +¢) aus einer
Ungleichung der Form

C|umlm +1) 2 |um|F-

Da (u,,) in H und damit auch in H'(R™) beschrinkt ist, existiert ein v € H und eine
Teilfolge von (uyy, ), wieder (u,,) genannt, mit

D up o uin LEFH(R™).

Up =u in H, up—>u in L] (R") fir 1<q< 5
n—

Hierbei wurde die Kompaktheit der Einbettung H — lefrl(]R") verwendet, sieche Propo-
sition 5.2 (ii). Wegen g, —u und I,(um) — 0 folgt I,(u) = 0 aus Proposition 6.5. Wegen
Tpltm] = Tp[u] fiir m — oo erhalten wir

o(1) = I(um) — I,(u)
= (L(um —u) - Gp(um - u)) - (Fp(um) - Fy(u) - Gp(um - u)), (6.9)

wobei Gp(v) fiir v e H definiert ist durch

Gy (v)[6] ::p/RnF(a:)ug_lvqﬁdx (¢ ¢ H). (6.10)
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Nach Proposition 5.4 (xiv) gilt Gp(v) € H' fiir alle v € H sowie
|Gp()|ar < C ol (6.11)
2.8chritt: Fp(um) — Fp(u) — Gp(tm —u) >0 in H'.
Per Definition von F,, G,, vgl. (5.10),(6.10), gilt
| Ep(um) = Fp(u) = Gp(um = u) | mr
<C sup F(az)“uo + U [P (g + ) — |uo + ufP ™ (ug + ) —pugfl(um - u)’|¢| dz.

Il =1 7R

Sei nun k = ﬁ € (0,1]. Wir schitzen den Integranden auf B, bzw. By mit Hilfe der

folgenden Ungleichungen fiir s,¢ € R ab, vgl. Proposition 5.6 (iv):

[t () = [ sl (L s) = p(t = )| < COP o+ [sP o+ [sl + 1) £ - o],

‘|1 +tPH L+ t) =1+ sPH 1+ s) - p(t - s)‘ <C(1+ it~ + |s|p_1)|t - s|. (6.12)
Wir erhalten wegen I' e L*(B,)

[ Fp (um) = Fp(u) = Gp(um = u) | mr

<C sup T(2) (Jum P~ + ™ + ™ | + a7l |, — ul|¢] dae
lél=1Bo

+C sup I‘(a:)(|um]7”71 + |u]7”71 + ug_1)|um - ul|¢| dx
l6|m=1B5

<C sup W (| + [l e, — ul|p| dae
|l =1~ Bp

+C sup | (@) (Juml”™" + [P~ — ull] do

8] z=1
+C sup ()l [t - ul|¢| da. (6.13)
Il =1~ B5

Nach Proposition 5.4 (vi) ldsst sich der dritte Summand folgendermafen abschétzen:

sup F(m)ug_lwm - ul|¢| dx < C’cﬁ’l’_p1 sup e, — ul|@] da
lolm=155 l¢lm=1Y55

< C'Cﬁ,};l le ! (- w)lr2(Bg)
< C’cﬁjpl [, — u”L{Z”(R")
=o(1). (6.14)

Die Konvergenz des zweiten Summanden gegen 0 folgt aus ||uy, | g, |u]|x < M und

sup | T(@) (Jum [P~ + [ul”™ ) ~ ulld| do
Iglm=1 7R
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(Hum ”Lp+1(Rn) H HLml(Rn )”um - u”LI’Z”(R") ’ 6 SHUP ”(bHLpH(R")
- -1
< Clumlly + Ll Y em = 0l o1
-1
<20 MP™ ug, — u||L?+1(Rn)

= o(1). (6.15)

Wir kommen zur Abschitzung des ersten Summanden in (6.13). Wegen

n 1 1
p-1-rk> -1- = >0
n-—2 n-2 n-2
und Proposition 5.4 (vi) gilt die Abschéitzung
p-1-K 1-k| |- _}_N) - —1-r)
up () <Ccp "l » T <Clﬂﬁl U (=] < p).

Das Integral des ersten Summanden schitzen wir mit Hilfe der verallgemeinerten Holder-
Ungleichung zu den Exponenten si, So, 53,4 > 1 mit

5 2n ‘1 2n 1 1
= ) Sq = y SS9 = -_— =
T2 8P 2 (n-2)k So 83

ab. Aus der Beschranktheit von (u,,) und Sobolevs Einbettungssatz folgt

S e (T e o e
H= P

<C sup 5, ]J: + [ul®) |, — ul|p| dx

H¢>HH 1

<Cllal” (Nl 28,y + Wul® Lo (5,) ) [wm = wlpss (5,
<Cllal” (e V5 ey + et ey ) | =l L3 ,)
<Cllal” D um —ulpss(s,)- (6.16)
Fiir p » 15 gilt M — —1 sowie s; — % Wegen
2 -1
R P Un) S
2n—-1 2n—-1
existiert ein € > 0 mit
n
+€).
ot~ D

Aus (6.16) und w,, - u in LP*1(B,) folgt daher

s [l "+ fuf Dl - ] d = (1), (6.17)
H= P
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Die Abschitzungen (6.13)-(6.17) liefern schlieflich

Fp(um) = Fp(u) = Gp(um —u) - 0 (m — o0). (6.18)

3.Schritt: w, — u in H.
Aus (6.9) und (6.18) folgt

t(um —u) — Gp(ty, —u) -0 (m — o0).
Wegen (6.11) gilt

o(1) = [[e(um —u) _Gp(um —u)|a
> um —ullg = |Gp(um —u) | a
> (1-Ch ) um = ul &

Wihlen wir € > 0 hinreichend klein, so erhalten wir u,, -« in H, was zu zeigen war. O

In den obigen Propositionen haben wir nachgewiesen, dass die Voraussetzungen des
Mountain-Pass-Theorems erfiillt sind. Wir erhalten daher einen kritischen Punkt zum
Mountain-Pass-Niveau m, mit m, > m > 0 fiir eine von p unabhéngige positive Zahl m.
Es ist zu zeigen, dass die in Satz 6.3 gewonnene Losung eine solche Ungleichung nicht
erfiillen kann, sodass die Existenz zweier verschiedener Lisungen gezeigt ist.

Satz 6.7. Es gelte n >3 und (A1), (A2), (A5), (A}), (AL). Dann existiert ein € > 0 so,

dass fiir alle p € (-5, -5 +¢€) zwei verschiedene distributionelle Losungen von

“Au+V(x)u=T(x)uf u inR", u(x) >0 (|z] - o0)
mit den Eigenschaften (i)-(iv) aus Satz 6.3 existieren.

Beweis:

Nach den Propositionen 6.4 und 6.6 existiert ein 1 > 0, so dass fiir p € (-5, -5 +¢€1)
das Funktional I, die Mountain-Pass-Geometrie besitzt und die Palais-Smale-Bedingung
erfiillt. Nach dem Mountain-Pass-Theorem (Satz 6.2) besitzt I, einen kritischen Punkt u €

H mit I,(u) = mp Nach Proposition 6.4 existiert eine positive Zahl m mit I,(u) = m, > m > 0
fiir alle p € (n 59 e 2 +¢1). Insbesondere ist Uy := ug + u singuldre distributionelle Losung
von (5.1) (siehe Appendix E) mit U; —ug € H und

Ip(Ul—uo) =mp2fn. (6.19)
Andererseits ergibt sich wie in (6.6) fiir alle v € H die Ungleichung
1
1) = Sl - Tolv) - o+ 1) [ (P(@) = Do da

- L@ (o wl*t =™ = (p+ Do) da
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1 _
< (5 +CA)olr +Clenp + b ol +Clolly’

1
<C([lvlz + ol + ol

Daher existiert eine von p € (%5, -5 +£1) unabhéngige Zahl r > 0 mit I,(u) < 7 fiir
[u] g < r. Nach Satz 6.3 existiert ein 9 € (0,e1), so dass die Gleichung (5 1) fur alle
p € (15, 75 + €2) eine distributionelle Losung Uy mit Uz —ug € H und [|Uz —ug|m < 7

besitzt. Insbesondere gilt per Definition von r

I (U2 —U()) <

m
= 6.20
> (620
Fiir p € (%5, -5 +€2) existieren daher distributionelle Lésungen Uy, Uz von (5.1), die den
Ungleichungen (6.19) bzw. (6.20) gentigen. Insbesondere gilt U; # Uz und die Existenz

zweier distributioneller Losungen von (5.1) ist gezeigt. Der Beweis der Eigenschaften (i)-
(iv) von Uy, U, sind Appendix E zu entnehmen. ]

Bemerkung 6.8.

a) Eine Kernforderung in Satz 6.7 an das Funktional I, ist die Giiltigkeit der Palais-
Smale-Bedingung, die hier im Wesentlichen durch (A}) bzw. durch die Kompaktheit
der Einbettung H — LIQH(R”) gewahrleistet wird. Im Spezialfall I' € L*°(R") ist
gemif (A}) die Bedingung V (z) — oo fiir |z| - oo hinreichend. Im Fall V' € L= (R")
ist (A}) fiir Funktionen I' mit I'(z) — 0 fiir |z| - oo erfiillt. Stdrkere Kompakt-
heitskriterien sind Satz 2 in [18] zu entnehmen.

b) Eine interessante Frage ist, ob die Existenz zweier singulirer distributioneller Lo-
sungen auch bei Verwendung der schwécheren Bedingung (As) statt (A5) gezeigt
werden kann. Statt des Mountain-Pass-Theorems wiirde das Linking-Theorem zum
FEinsatz kommen. Die Hauptschwierigkeit besteht darin, die Existenz einer be-
schrinkten Palais-Smale-Folge zum "Linking-Niveau” zu zeigen.

Schliefklich diskutieren wir den radialsymmetrischen Fall. Wir nehmen daher an, dass
messbare Funktionen Vj, Ty : [0,00) - R™ mit V(z) = Vp(|z|),['(x) = To(|z|) existieren.
In diesem Fall ist statt L?(R™) der Raum

LER") = {u € L*(R") : u ist radialsymmetrisch}

als "Hintegrund-Hilbertraum” zu wéahlen. Den analog zu H konstruierten Hilbertraum
radialsymmetrischer Funktionen bezeichnen wir mit H,.. Wie in Proposition 5.1 (i) folgt
H, H‘I/T(R”), wobei H‘l/r(R”) die Vervollstandigung der radialsymmetrischen Test-

funktionen beziiglich der Norm | - | Y bezeichnet. Aus dieser Wahl des Hilbertraums er-

geben sich bessere Existenzresultate, da die Kompaktheit der Einbettung H, — L% +1(R")
unter bedeutend weniger restriktiven Bedingungen gegeben ist. Dies lasst sich anhand des
Modellfalls V = 1,T = 1 veranschaulichen. In diesem Fall gilt H = H'(R"), H, = H}(R")
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und L1]1+1(R”) = LP*Y(R"), sodass die Einbettung H, — L’I'lH(R”) fiir alle p € (1,242

und die Einbettung H — L{f’l(R") fiir kein p € (1, Z—fg) kompakt ist. Satz 1 in [77] liefert
hinreichende Bedingungen fiir die Kompaktheit der Einbettung H‘l/m(R”) - LL(R™) in
Abhéngigkeit des asymptotischen Verhaltens der Funktionen Vy,I'g bei 0 und oo. Die

Autoren nehmen an, dass reelle Zahlen a,ag, b, by mit der Eigenschaft

liminf M >0, liminf

r—0 rao r—00

To(r)

> 0.
rb

, limsup

r—>00

, limsup
r—0

—VO(T) >0 —FO(T) >0
ra ’r‘bO
existieren. In unserem Fall miissen wegen (A1), (A2) und Vo(r) = Vo(r),+1 die Parameter
ap, by gemak ap > min{a,0},by > 0 gewdhlt werden. Wegen I'o(r) — 1 fiir » — 0 ist jedes
bo > 0 wihlbar, sodass wir bg = 0 setzen, um die besten Einbettungseigenschaften mit dem
angesprochenen Satz zu erhalten. Nach einigen Rechnungen erhalten wir mit Hilfe von
Satz 1 in [77] eine stetige und kompakte Einbettung H, — L?H(R”) fiir pe (25, 25 +¢)

n-2'n-2
in den Fillen
2n-2-a

a<-2<b<-1 oder -2<a<b<
2n -4

3. Existenz singuldrer Lésungen nichtlinearer
Schrodingersysteme

In diesem Abschnitt verallgemeinern wir die Existenzresultate des letzten Abschnitts auf
den Fall eines nichtlinearen Schrodingersystems der Form

-Au+Vi(z)u= Fl(x)|u|p_lu + () [ufPr uv[P? in R,
~Av + Va(z)v = Ta(z) v to + F4(x)|u|p3|v|p4_lv in R™,
u(z),v(z) >0 (|z| = o0),
P1,P2,P3,P4 21, p1+p2=p3+ps=p.

(6.1)

Im Fall n = 3 oder n = 4 beweisen wir fiir p € (-5, -"5 + ¢) und hinreichend kleines

€ > 0 die Existenz einer singuléren distributionellen Losungen (U, V') von (6.1) der Form
(U, V) = (up,vo) + (u,v), wobei erneut (ug,vg) eine geeignete Naherungslosung ist und
(u,v) in einem Hilbertraum H zu suchen ist. Die natiirliche Wahl fiir (H,(-,-)p) ist
durch

H:=Hy x Hy, ((u,v),(a,0))q = (u,@)g, +{(v,0)m,,

gegeben, wobei Hp, Ho die jeweilige Formdoméne des zu —A + Vi bzw. —A + V5 gehd-
renden selbstadjungierten Schrodinger-Operators Ly bzw. Ly bezeichnet. Die Voraus-
setzung p1,p2,ps3,p4 = 1 bendtigen wir, um die Kontraktionseigenschaft des Fixpunkt-
operators nachzuweisen. Es ist zu beachten, dass (6.1) nicht notwendig variationell ist.
Als distributionelle Lésung von (6.1) muss (U, V) den Bedingungen U,V € L? (R"),
ViU, VLV e L, (R™) sowie

fR u(-Ag+ Vi(2)¢) da = fR (Ta @)+ Ty (@)l ufof?? ) g de,
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fRn V(=A + Va(x)d) da = fR (Pa(@) o o + Da(a)ul* o~ o ) de
fir alle ¢,7 € C3°(R"™) geniigen. Wie im skalaren Fall folgt unter den Voraussetzun-
gen (Bj) — (By) (siehe Seite 162), dass die Existenz der selbstadjungierten Operatoren
L1, Ly und der stetigen Einbettungen H; — Lp+1(]R"),H2 - L{fl(R”) fir i =1,3,4 und
7 = 2,3,4 gewahrleistet ist. Ferner existiert unter den genanntén Bedingung die Nahe-
rungslosung wy aus Proposition 5.4, wobei die Abschatzungen (xii)-(xiv) fiir Elemente aus

H{,H,und I'1,T',T'3, T4, V3, Va statt T', V gelten. Wir konzentrieren uns in der folgenden
Darstellung auf die wichtigsten neuen Aspekte im Vergleich zum skalaren Fall.

Wir beginnen mit der Herleitung der Gleichung fiir die Korrekturfunktion (u,v) € H. Als
1
Naherungslésung wéhlen wir (ug,vo) = 2" 71 (wo, wp). So gilt fir ¢, € C°(R™ ~ {0})

‘/Rn(Vrogb + Vi(x)upep) dx = []R” (uo + uo U02)¢dx + fB Vi(z)ugd dz
P
+ /BC(Vl(J:) — w)ugd dx + '[63/)(8;110 -0, up)pdo,
fR"(Vvovw + Va(x)vop) do = fR"(UO +ubPob* ) da + L Vo (z)voth do
P
+ fB;(VQ(aj) - w? vt da + faBP(a;rUO -0, vp)Y do.
Aus der zu erfiillenden Gleichung fiir (U, V)
fR VUV + Vi(x)U¢dx = fR (D1 @)U + Dy(@) U UV ) da,
fR VVVY + Vo(x)Vepdr = fR (r2(x)|V|P-1V + F4(x)|U|p3|V|p4‘1V)z/z da
ergeben sich die folgenden Gleichungen fir (u,v):
fR Vuve + Vi(z)uddr = 'é (Fl (x)|ug + ulP ™ (ug +u) - ug)(;ﬁ dx
+ fRn (Fg(:c)]u + P (u + ug) v + volP? - uplvgz)¢ dx
- [ Vi@uode- [ (@) -w)ugdda
B, Bg
- /83p(3;u0 -0, up)pdo,
/R VoV + Vao(z)vyp da = /R (Fg(x)]vo + o (v +v) - Ug)w dx
+ []R“ (F4(l’)|’U +00[P2 7 (v + v [u + ugP* - Ug3ug4)1j) dz
- f Va(z)voth do - / (Va(z) - w?) ot da
B, B
- /(;Bp(a;vg - 8;1)0)de.
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Die zu (5.13) analoge Fixpunktgleichung lautet daher
(u7 U) = Ap(ua U)v
wobei der Fixpunktoperator Ap(u,v) = (Al(u,v), A%(u,v)) durch
Ay (u,0) = (PP = PL) (B (u) + By (u,0) + T,,),
Ab(u,0) = (Py = Py)ig' (Fp (v) + Fy (u,0) + )

definiert ist. Hierbei bezeichnen P;", P; : Hy - Hy bzw. Py, Py : Hy — Hy die zu P*, P~
analogen Orthogonalprojektionen und ¢y : Hy - Hy, 12 : Hy — HJ ist wie im skalaren Fall
die jeweilige duale Abbildung. Die Funktionale ), F2, 3, F) T, T? sind fiir (¢,v) € H
gegeben durch

F, (u)[¢

\

i Ty (x)|uo + ufP ™ (ug +u) — uo)gbdx

FZ)[w]= [ (Do) + o™ (v +v) - of ) da,
Ds(z)|u + uglP* ™ (u + ug) v + vo[P? - up1v82)¢dx

Fy (o) L@l + ol o + volf* (v +vo) — wof ) dar,

(
fn(
F3(u,v)[¢] :fR(
= [

_[aBp(a;uo—ayuo)¢da—[Bp Vl(a:)uocbda;—fBS(Vl(gg)_WQ)umdm,
_ABp(a;vo—G;vo)de—/];p Vg(:):)vgwdac—fBg(Vg(x)_wQ)UOwdx.

Setzen wir P* := (P}, Py), P~ = (P[,Py), ¢ := (11,02), Ty := (T, T7) und schlieflich

Fp(u,v) := (Fpl (u) + F}f’(u,v),Fﬁ(v) + F;l(u,v)), so lautet die Fixpunktgleichung
(u,v) = Ap(u,v), wobei A, (u,v) = (P = P ) (Fp(u,v) +Tp). (6.2)

Es folgen die Abschitzungen fiir F,(u,v).

Proposition 6.1. Sein >3 und es gelte (B1),(B2),(Bs3), (B4) Dann existiert ein € >0
mit Fp(u,v) € H" fiir alle (u,v) € H und alle p € (-5, %5 +€). Dariiberhinaus exis-
tieren von p unabhdingige Zahlen C1,Cy > 0, so dass die folgenden Abschdtzungen fiir
(u,v), (u,v) € H gelten:

L B 0) e < Cr (o + et (v + 1 (u0) )
2. | Bp(u,v) = By, ) | < Co ) + 1w v) 5+ 1 8) )| (u = @ v = )|

Beweis:

Es sind die Terme ||FI} ()| ||}<}§’(u,v)||1ﬂ7 ||F§(v)||Hé, ||F§(u,v)||Hé abzuschatzen. Die
Behandlung der Terme HFpl(u)H "I, ||Fp2 (v)[ zy ist dieselbe wie im skalaren Fall und wir
iiberspringen den Beweis. Ferner verlaufen die Abschitzungen von ||F;(u,v)|| gy und
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HF;(U, v) |, analog, sodass wir uns darauf beschréinken, nur die Abschitzung fiir ||F£’(u7 V)| g
zu zeigen. Hierzu nutzen wir zunéchst die Ungleichungen (vi) aus Proposition 5.6: Fiir
5,5, t,teReR gilt

||1 + 5P (1 4+ 8)|1 + P2 - 1‘ <C(|s| +[t] + |sP +|tP)
Es folgt wegen p1 + p2 = p und ug = vg analog zu den Abschitzungen im skalaren Fall

||F (u, )7 <C sup f ‘P3($)|U+UO|p1 Yu +ug)[v + volP? — ubtvb?||¢| dae

Il e, =1

<C sup |T3($) - 1ug|o| dz
H(b”Hl_l

+C sup Fg(x)“u +uoP 7 (u + ug) v + uglP? - uﬁ“qﬂ dz
Il g, =1 JR"

< Cc” +C sup Fg(az)(ug*l|u| + “0 |v| lulP + |U|p)|¢)| dx

I¢l e, =1 R
<+ C( ey Ul + [olm) + [ully, + [olh,)
<C(ehp+ g ) i+ 1w 0) [ )

Hierbei haben wir die Abschétzung (xiv) aus Proposition 5.4 sowie die Stetigkeit der
Einbettungen H; — Lp+1(R") Hy — Lp+1(R”) verwendet, vgl. Proposition 5.2 (i). Zum
Nachweis von (ii) nutzen wir die Unglelchung

[+ 8P (1 )[4t = 14 5P (14 5) 1+
<O +|sPr+ 5P+ )Pt + 1 EP Y (|s - 8]+ [t - 1))
fiir s,3,t, € R. Wir erhalten wir fiir (u,v), (%, ) € H die Abschitzung
3 30~
| £ (u,v) = (@, 0) | g

<C sup i I‘g(a:)(|u+u0|p1_1(u+u0)|v+u0|p2

12,1
— i+ ol 7 (i + wo)|@ + w0l ) 6] da
<C sup | Ty () (™ + [uP ™ @+ ol o 57 ) (u = ] + o = 7)) || da
Il =1 VB

- -1 -1 ~p—-1 ~1p—1 ~ ~
< C (b + ully + ol + Jalh + 1915, ) (e = @l + o - ]m,)

< (e + [ o) [t + 1@ ) ) =i v = 8)

Der Beweis der Abschétzungen fiir 7}, erfolgt vollkommen analog zu Proposition 6.2.
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Proposition 6.2. Sein >3 und es gelte (B1),(B2),(Bs), (B4). Dann existiert ein € > 0
mit T, € H' fiir alle p € (%55 755 +€). Dariiberhinaus ezistiert eine von p unabhdngige
positive Zahl C3 mit

| Tyl 22 < Cs -

Wie im skalaren Fall folgt die Existenz einer singuléren distributionellen Losung von (6.1)
aus dem Banachschen Fixpunktsatz.

Satz 6.3. Sein =3 oder n =4 und es gelte (B1),(B2),(Bs),(Bs). Dann existiert ein

€ >0 so, dass fiir alle p € (%5, =25 +¢) eine distributionelle Losung (U, V') der Gleichung

~Au+Vi(z)u =T (2)uff u+ Da(2)|ufP tulvfP?  in R,
~Av + Va(z)v = Do(2)|ofP o + Ty (@) |ufP?lofP*to  in R,
u(z),v(z) >0 (|z[ > o0),
P1,P2,P3,P4 21, p1+p2=p3+ps=p.

mit den folgenden Eigenschaften existiert:

(i) esssupp U = esssupp, V = +oo sowie U,V € L] (Bs) fir alle q € [1, n(p2—1)),5 > 0.
(i1) Fiir alle 6 >0 ist (U, V) e H'(B§) x H'(B§) schwache Lésung von (5.1) auf BS.
(tit) Im Fall inf ooss(L1),inf 0ees(L2) > ¥ > 0 und (I';)y € L¥(R") fir j = 1,...,4

existiert fir alle e (0,/3) ein C, >0 mit [U(z)|,|V ()| < Cpe ™ fir |z > 1.
() Im Fall o(L1),0(L2) c (0,00) und I'; > 0 fir j =1
gewdhlt werden.

(v) (U-up,V—-wvg)eH und |(U-uo,V —vo)llgr </Cnp-

yo. 4 konnen U,V positiv

Nun wenden wir uns dem variationellen Fall py = ps = 2%17172 =p3 = %1 und I's =T’y in
(6.1) zu. In diesem Fall lautet das System

~Au+Vi(x)u=T1(z)uff tu+ I‘g(a:)|u|?u|v|% in R",
+1 -
~Av + Va(z)v = Do (z)|vfP o + I’g(a:)|u|p7|v]¥v in R", (6.3)
u(z),v(z) >0 (Jz] > o).

Wir setzen zunédchst (B1), (B2), (Bg), (Bs) und anschliefsend fiir den Existenzbeweis ei-
ner zweiten singuléren distributionellen Losung im Fall n = 3 (B1), (B2), (B5), (BY), (Bf)
voraus. Insbesondere gilt im Folgenden o(L1),0(L2) c (0,00). Satz 6.3 liefert wegen der
Einschréankung p1, p2, p3,p4 > 1 nur im Fall n = 3 die Existenz einer singuldren distributio-
nellen Losung. Wir zeigen, dass die Ausnutzung der variationellen Struktur fiir alle n > 3
singuldre Losungen existieren und im Fall n = 3 zwei verschiedene singuldre Losungen
von (6.3) existieren. Die eine Korrekturfunktion aus H wird einem lokalen Minimierer des
Euler-Funktionals I,,, die andere einem Mountain-Pass-Sattelpunkt von I, entsprechen.
Hierbei ist das Funktional I, : H — R gegeben durch

Iy(u,v) = I;(u) + I;(v) - Jp(u,v)
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fiir Funktionale I; cHy — R,Iz :Hy - R, J,: H— R mit

1 1

1) = gl = Tylul = = L (Ta(@) o+ wol™ = ™) = (o4 Dufu) da
1 1

Ip2(v):§HU||%I2—T§[v]——1 Rn(rg(x)(|1}+1}0’p+l oy - (p+1)vo)

pl pl

Jp(u,v) = x)(|u+u0| 2 |v+vo| Ey —uy® vy )

p+1

Die Wohldefiniertheit und stetige Differenzierbarkeit von I;, Ig folgt wie im skalaren Fall.
Die Wohldefiniertheit des Funktionals J), folgt wegen ug = vg aus der Ungleichung

+1 +1 ]_
[+ sl 1= Pr s+ B <O+ 24 [P+ 1) (6.4)

fiir s,t € R, vgl Proposition 5.6 (vii). Wir beginnen mit der Existenz eines lokalen Mini-
mierers von I,,.

Proposition 6.4. Sei n > 3 und es gelte (By),(Bs),(B3),(Bs1). Dann ezistiert eine
positive Zahl e >0, so dass fir alle (u,v) € H mit \/Cnp < [(u,0) | < 2\/Cnp und alle
pe (5, %5 +¢e) die Ungleichung I(u,v) 2 cnp gilt.

Beweis:
Fiir (u,v) € H folgen wie in (6.6) die Abschétzungen

1 -

Iy (u) 2 (5 = Ceiy ) uly, = C (enp + ) ulm, - Clully,,
1 .

L) 2 (5= Cay) ol - C(enp + vl - Clo 1%,

Ferner erhalten wir aus (6.4) die Ungleichung
Jp(u,v)gf T3(z) - L|uplu + v| d
+C’f Fg(x)(|u+u0| 2 |v+u0| 2 —up+l p;-lug(u+v))d:v
<Cd (lula +[olm) +of Ty () (uh "o+ uf 0?4 [u L+ o) da
<O I (u, )+ O(chyluly, + by ol + Julfy + ol

<O Iy 0) 1 + e | (s 0) [ + [ s ) [37)

Es folgt aus Ip(u,v) = I; (u) + Ig(v) - Jp(u,v) die Abschétzung

1 .
Ip(u,0) 2 (5 - C e (w03 = C (e + e ) [ (wv) |1 = Cll (u,0) I (6.5)
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Fiir ein hinreichend kleines € > 0 und p € (%5, -"5 +¢) gilt die Ungleichung
L ot a0 (e s g ]
E—CC%},—QC( CnptCnp )—2 C'Cmp 21>0.

Fir (u,v) € H mit \ /¢, < |[(u,v)|m <2,/Cnp folgt mit (6.5) die Abschitzung

p+1

1 _ pxl
Ip(u,v) 2 (5 - Ccfz,pl) “Cnp = CCnp+¢hp) /enp—Ccnlp
1 -1 = o B
=Cnp- (5 —Ccp —20(enp+enp ) =27 Ceny )
2 Zcmp,

was zu zeigen war. O

Nun suchen wir einen lokalen Minimierer von I, in {(u,v) € H : ||(u,v)| g < \/Cnp}. Wir
verwenden dazu Ekelands Prinzip, siche Satz 5.1 in [74].

Satz 6.5 (Ekelands Prinzip). Sei (M,d) ein vollstindiger metrischer Raum und sei
I: M - Ru{+oco} unterhalbstelig, nach unten beschrinkt und # co. Dann existiert
fiir jedes m,6 > 0 und jedes w € M mit I(u) < infpr I +n ein Element w € M, welches
Minimierer des Funktionals

19(2) = I(2) + gd(w, 2)

ist. Ferner gilt I(w) < I(u) und d(w,u) <4.

Das Ekelandsche Prinzip garantiert die Existenz einer geeigneten minimierenden Palais-
Smale-Folge, deren schwacher Grenzwert der natiirliche Kandidat fiir den lokalen Mini-
mierer ist. Im Unterschied zum skalaren Fall kénnen wir nur fiir p > 3 und damit wegen
p =~ =25 nur im Fall n = 3 mit der Methode aus Appendix E den exponentiellen Abfall
der distributionellen Losungen (U, V') beweisen.

Satz 6.6. Sein >3 und es gelte (By),(Bz2),(Bj), (Bs). Dann ezistiert ein € >0 so, dass
fir alle p e (25, 25 + ¢) eine distributionelle Losung (U, V') der Gleichung

n-2’n-2

“Au+Vi(z)u =Ty (2)|uf~ u + Ty ()| T uo|=  in R™,
+ -1
—Av + Va(z)v = Ta(z)|vfPto + Fg(ac)|u|pi21 |v|pTU in R",
u(x),v(z) >0 (Ja| = o0).

mit den Eigenschaften (i),(11),(iv),(v) aus Satz 6.3 existiert. Im Fall n = 3 besitzt (U, V)
auch FEigenschaft (iii).
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Beweis:

Wir zeigen fiir ein hinreichend klein gewéhltes ¢ > 0 und alle p € (5, %5 +¢) die Existenz
eines lokalen Minimierers (u,v) € H von I, iiber By, := {(@,?) € H : [ (%, 0)|n < 2,/Cnp}
mit der Eigenschaft |[(u,v)|x <\/Cnp. Ist dies gezeigt, so ist (u,v) kritischer Punkt von
I, und (U,V) := (up + u,vp + v) ist die gesuchte Lésung mit der Eigenschaft (v). Die
Eigenschaften (i)-(iv) ergeben sich aus den Resultaten in Appendix E.

1.Schritt: Existenz einer schwach konvergenten Palais-Smale-Folge.
Wir betrachten das Minimierungsproblem

inf I,.
1]131p »
Sei (7, ) eine positive Nullfolge und wahle (@, 0y, ) € Bp mit der Eigenschaft

Ly (T, ) < inf T, + 02,
BP

Aus Ekelands Prinzip mit 1 = n2,,6 = 1, erhalten wir eine Folge (t,,vy,) in B, mit

Ly (U, vm) < Ip(21,22) + 0 || (21 = U, 22 —vp) | fidr alle (21,22) € By,

Daher ist (wm,vn) ebenfalls eine minimierende Folge fiir Ip|p,. Wegen 0 € B, und

1,(0) = 0 < §./Cnp folgt die Ungleichung [ (wm,vm)|# < \/Cup < 2,/Cnp for grofe m aus
Proposition 6.4. Fiir alle (21, 22) € B, erhalten wir

Ip(zlv 2) = Ip(umvvm) + I{a(uma Um)[(zl —Um, 22 — Um)] + O(H(Zl —Um, 22 — Um)HH)
<Ip(z1,22) + L) (thm, m ) [(21 = s 22 = V) ] + N | (21 = tims 22 = ) | 1

+0([[(z1 = tm, 22 — vm) | )
Setzen wir (z1,22) = (Um, V) +t(h1, h2) mit [(h1, h2) | =1, so erhalten wir fiir ¢ - 0
”I],)(umavm)”H’ Snm—>0 fuI'WL—)OO7

d.h. (Um, v ) ist eine minimierende Palais-Smale-Folge von I|p, mit | (tm,vm)|r < \/Crp.
Insbesondere existiert eine schwach konvergente Teilfolge, wieder (uyy,, vy, ) genannt, mit
(Umy V) = (u,v), (Um, Vm) = (u,v) punktweise fast iiberall und

[ Cws 0) | < Vi inf | (ugm, vin) [ 1 < /-
2.Schritt: Der schwache Grenzwert (u,v) ist kritischer Punkt.
Wegen (tp,, vm) = (u,v) gilt Fpl(um) - Fpl(u) in H{ und Fp2(vm) —* F;(fu) in Hj, vgl.
Proposition 6.5. Es geniigt daher, Fg’(um,vm) ¥ Fg(u,v) in H{ zu beweisen, denn in

diesem Fall folgt fiir alle (¢,v) € H

<(U,U), (¢a w»H = ny_{%o((umavm)? (¢a Q;Z)»H
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= ’nlll_I}cl)o I};(um, 'Um)[(ba w] + Fp(uma 'Um)[(bv w] + Tp[¢7 ,l/}]
= Fp(u, U)[¢, ’(/}] + Tp[¢7 w]a
d.h. I},(u,v) = 0. Sei daher ¢ € Cg°(R"™) und K := supp(¢). Wegen I's, ¢ € L*°(K) gilt

|E (m, vm)[6] = F (u,0) [¢]

p-3 pil p-3 pil
=f]R I‘g(x)‘|um+uo| 2 (U, +uo)|vm +ug| 2 —|u+ug| 2 (u+wug)|v+ug| 2
n

6] dz

p=3 pt+l p=3 p+l
SC’[ ‘|um+u0| 2 (U +u0)|vm +uo| 2 —|u+ug| 2 (u+wug)lv+ug| 2 |de
K

Zur weiteren Abschitzung dieses Terms betrachten wir zunéchst den Fall p > 3. Unglei-
chung (ix) aus Proposition 5.6 liefert in diesem Fall

482 (e o)t + 8% — 148 (L+3)1+1]"F

<C(1+ |s|p_1 + |§|1”_1 + |t|p_1 + |f|p_1)(|t ~tl+|s-3])
fiir s,3,t,t € R. Insbesondere gilt

|Fy (s 0m) [9] = F) (u, 0)[¢]]

<C [K(ug_l + |um|p_1 + |u|p_1 + |vm|p_1 + |v|p_1)(|um —u| + vy, —v|) dx

Aufgrund der Stetigkeit der Einbettungen H; - H'(R"), Hy —» H'(R") und der Kom-
paktheit der Einbettung H'(R") —» LP*(K) folgt un, — u,v, — v in LPYY(K). Nach
dem Satz von Riesz-Fischer existiert eine Funktion w € LP*Y(K) mit |uy|, [u], |[vm], [v] < w.
Daher ist ein positives Vielfache der Funktion ug_lw + wP eine Majorante des obigen

+1
Integranden und diese Majorante ist wegen wug(z)P™! ~ |z|72 € LPT(K) fiir p ~ -5 inte-

grierbar. Wir erhalten daher Fg’(um,vm)[gb] - Fg(u,v)[gb] im Fall p > 3 aus dem Satz
von der dominierten Konvergenz.

Im Fall p < 3 folgt aus Proposition 5.6 (ix)

482 (e )1+ 8% — 143 (L+3)|1+1]"F
<O(L+|sPt+ 5P L+ Pt +EP D) -1

L+ s |3 T i) s -8

fiir s,5,¢t,t € R. Wiahlen wir w wie oben, so erhalten wir als Majorante ein positives

prl o,y _
Vielfache der Funktion u* w2 +u75 !

denn

w+w?. Fiir p » -5 ist diese Majorante integrierbar,

p+3 p—
2 1 2
L<1p(+[()) ”’LU ” L?H—l (K)

= el _ptl  p-1 _p+l 2(p+l)
Jug” w'% | qaey < Cllal 530" 2y < Cllal 57555 |
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und

_p+1'2(p+1)+nN n-2 n n

N >0 fiir pe +¢).
p-1 p+3 -3 irpe( =5 5%9

Nach dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt Fg(um, Um)[@] > F;(u, v)[¢], was
7ZU zeigen war. O

Wir kommen zum Nachweis einer zweiten singuldaren Losung mit Hilfe des Mountain-
Pass-Theorems unter den Voraussetzungen (B1),(Bz2),(B3),(B}), (Bg). Daiiberhinaus
verlangen wir n = 3, da wir die nur fiir p > 3 giiltige Ungleichung (x) aus Proposition 5.6
verwenden. Wir beginnen mit dem Nachweis der Mountain-Pass-Geometrie.

Proposition 6.7. Es gelte n > 3 und (B1),(B2),(B%),(BY}),(BL). Dann ezistiert ein

g,m >0, so dass fir alle p € (-5, "5 +¢) das Funktional I, die Mountain-Pass-Geometrie

besitzt und das Mountain-Pass-Niveau m,, die Ungleichung m, >m erfillt.

Beweis:

Die Existenz einer Funktion e € H mit I,,(e) < I,(0) kann wie im skalaren Fall gezeigt
werden. Mit Hilfe der Ungleichung (6.5) erhalten wir

1 - +
Iy(u,0) 2 (5 - C e s 0) 3 = C (enp + ) (s v) i = Cll(uv) [

fiir alle (u,v) € H. Wie in Proposition 6.4 ergibt sich fiir alle p € (-5, "5 +¢) und € > 0
hinreichend klein die Mountain-Pass-Geometrie des Funktionals Ij,. O

Wir kommen zum Nachweis der Palais-Smale-Bedingung im Fall n = 3.

Proposition 6.8. Es gelte n = 3 und (By),(B2),(B5),(By}), (B). Dann existiert ein
e >0, so dass fir alle p € (%5, 25 +¢) das Funktional I, die Palais-Smale-Bedingung

n-2’n-2
erfillt.

Beweis:
Sei (U, v ) eine Palais-Smale-Folge von I,,. Die Beschranktheit von (w,,,vy,) folgt wie
im skalaren Fall, sodass eine Teilfolge (wy,, vy, ) mit

(tms Vm) = (u,v) in H

.. 2n
(R") x L, (R") fiir 1<q < —.

(umﬂvm) e (/U/”U) in L;]OC

U = win LET(R™), L2 (R™),
m = vin LESH(R™), L2 (R™).

existiert. Aus Ij(um,vm) = 0 und (um,vm) = (u,v) folgt I,(u,v) = 0 wie im zweiten
Schritt des Beweises von Satz 6.6. Damit gilt fiir m — oo

o(1) = I(tm, vm) = I (u,v)
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= (L(um — U, Uy = V) = Gp (U, — U, Uy — v))
— (Fp(tm, vm) = Fp(u,v) = Gp(tim = u, vy — v)), (6.6)

wobei Gy (21, 22) = (G (21, ZQ),GZQ)(Z:[,ZQ)) € H' fiir (21, 292) € H definiert ist durch

-1 1
G} (21,22) p/ Fl(x)uo zlqbderfR Fg(x)ugfl(p 21+p+ 22)¢dx,

2 2
_ 1 -1
G? (2’1,22) pf Fg(x)vo Z2¢dx+_/R Fg(x)ug 1(p;- 21+p2 z2)¢dx.

fiir ¢ € Hy,v € Ho. Hierbei ist zu beachten, dass die Terme
[R Fg(x)ug_lzlgbdx, fR Fg(ar)ug_IZQw dx

wegen der stetigen Einbettungen Hy, Hy — L{Z;l(R”) und Hy, Hy - H*(R™) Funktionale
aus H{ bzw. H} definieren?. Ferner ergibt sich wie in (6.11) die Abschitzung

|G (21, 22) [ < O [ (21, 22) [ (6.7)

Nun ist Fp(tm, Um) — Fp(u,v) = Gp(tm — u, vy —v) - 0 in H' zu zeigen. Wegen I's = I'y
und p; = pa,p3 = ps gilt Fg’(u,v) = F;l(v,u), sodass wir uns darauf beschranken, die fiir
den Kopplungsterm FE relevanten Abschitzungen zu zeigen. Fiir ¢ € H gilt

3 o) 91 = 3,08~ [ TaCa)u™ (P G = 0) + 2 (o = 0) )

-3 -3 1
SC{é'Fxmﬂmm+ud%wum+u@wm+vdﬁf—m+ud%1u+u@W+vd%f
n

pil(p;l m—u)+

p+1
—uf (55 5 (v =) |19l e
Die wegen p > -5 = 3 giiltige Ungleichung (x) aus Proposition 5.6 lautet

p+1

1+ (L )1+t =1+ 37 (1 3)[1+8F - (s-)--——@ D)

-3 -3 -3 ~
<O(Isl" +[3)% + [ + " +|sp~ + |5 + |t|P-1 |- (s = 8l + ¢~ 7))

fiir s, 3,t,¢ € R. Wir setzen &, = ’%3 > 0. Es folgt

[ o) 6] = E3 G, 0)[8] = [ TaC)u™ (P G =) 4 2 (o = 0) )
<C fRn Fg(x)ug_l_ﬁpﬂumf” + |l + o™ + 0| (Jum, — u| + |vm - v|)|é| dz

+C fR L3() (fum P~ + [ulf ™ + o~ + [0~ (Jum = ul + Jom — v])|¢] dz (6.8)

*Hierzu ist der Beweis der Abschitzung (xiv) aus Proposition 5.4 mit Hilfe der angegebenen Einbet-
tungen neu aufzuschreiben.
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Die Kompaktheit der Einbettungen H; — L’fﬁ;l(R”), Hy — L{Z;l(R”) liefert w,, — u, v, —-v
in L2 (R") und damit

fRn L3 () (fum P~ + [ulf ™ + o P~ + [0 (Jum = ul + Jom — ]Il dz = o(1) ],

Wir schiitzen nun das erste Integral in (6.8) iiber By ab. Aus Proposition 5.4 (vi) und

(ix) folgt F3u€+1 € LI(B;). Aus der Beschrinktheit der Folge (um,vy,) in H und der

_p+l  ptl

Holder-Ungleichung zu den Exponenten s e

p+ 1,p+1 erhalten wir daher die
Abschétzung

—1—
ch La(@)ug " (fum[™ + [ul™ + [om|™? + [o]"®) (Jum = ul + vy = v])|$] dz
P

<Ol

Llf’;I"‘P(Bg)
(M) o 4l o1+ loml™ ] o +lol] s )
Lng (Rn) LF3p (Rn) Ll"3p (Rn) LF3p (R")

(”um - u”L{Z?(Rn) + [um ~ UHLI;?(RTL))H‘b”L{:;l(Rn)
< C(Hum - UHngl(Rn) + [ um — u||le:;1(Rn))||¢HH1
=o(1)[ o[ a,

Es folgt die Abschatzung des Integrals iiber B,. Wegen (By) gilt I's € L*°(B,,) und wir
erhalten die folgende Abschéitzung

2(p-1-rp) 2(p-1-rp)

Ty(z)ug(z)?" " < Oy ™|~ »1 <Cla[~ »1 (Jz| < p),
vgl. Proposition 5.4 (vi). Wegen 3 < p <5 gilt % < 6. Wihle daher g, im Intervall
(%,6) so grok, dass die durch
2n 2n 6 11 1.,
= —_— = 67 = R e —, = 1 ————— J— .
M2 3= dpy 52 (n-2)kp Ky s1= S S3 54)

definierten Zahlen grofer als 1 sind. Aus der verallgemeinerten Hélder-Ungleichung zu
diesen Exponenten erhalten wir mit der Beschrénktheit von (uy,), (v;) und Sobolevs
Einbettungssatz

sup w7 (7 [l + [0+ [0 ([t — 1] + [0, = 0])| ] dee
lpl =1+ Bo
- 2(pil—Tp) Kp Kp Kp Kp _ _
<C sup [ 7 ([P + [ul™ + [om[ ™+ [0 *) (Ju, — ul + [om = v])|¢] do
lola=1+ B

_2piorp) K K K K
<Cllal™ 7 por () (Huml™ + [ul™ + [om]™® + [0 s2(5,))-

(Jum = UHLSs(Bp) + |om = UHLSs(BP))
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< Ol 77 es () (5 gy + [ ey * P ey *+ 100 )
(= UHLS3(BP) +[lom, - UHLSB(BP))

717
<Cfx —lps3 B,y + [vm —vlLss(s,))

,1, Kp)

= CH|9U|_ ”L*l(B,J)(“um u”LqP(Bp) + | om - U||Lqp(Bp)) (6.9)

Eine Rechnung liefert wegen n =3
21 ovp) 2(p—1-rp)

lps1(B,) <00 < —T-31+3>0 < >

12(p-1)

Ed m7

was per Definition von g, erfiillt ist. Ferner gilt 1 < g, <6 = % und somit wy, = U, Uy = v
in L% (B,). Aus (6.9) folgt fiir m — oo

s [ i #1000 (610
ola=1

Wir erhalten schlieflich fiir m — oo

¢jgp1|F (o) [91-F3u,0) 61 [ Py (B () + o (o =0) ) da] 0

Die analoge Abschétzung fiir die zweite Komponente liefert
Fy(tm,vm) = Fp(u,v) = Gp(tm — u, v —v) = 0 (m — o0).

Wie im dritten Schritt des Beweises von Proposition 6.4 folgt (wm,vm) = (u,v) in H. O

Wir erhalten ein zu Satz 6.7 analoges Existenzesultat.

Satz 6.9. Sein =3 und es gelte (B1),(B2),(B5),(B)),(Bt). Dann ezistiert ein € > 0,

so dass fiir alle p € (-5, -5 +¢) eine distributionelle Losung (U, V') von

—Au+V1(x)u=1“1(1:)|u|p_1u+I‘g,(:n)|u|1%u|v|L in R",
“Aw + Va(2)v = Do(@) ]P0 + Ta(2)[ul Z o] T v in R™.
mit den Eigenschaften (i)-(v) aus Satz 6.5.

Bemerkung 6.10. Wir halten eine Ubertragung des in Satz 6.3 erhaltenen Existenzre-
sultats auf Schrodingersysteme der Form

k

~Au+ Vi(z)u=T1()|uf u+ Y Tyi(z)|uffluo]®  in R,
i=1
k

~Av+ Va(z)v =To(z)wf v+ > Toi(z)|u o] v in R",
i=1

u(z),v(z) >0 (|z] = o0),
PisisTissi 21, pitgi=ritsi=p (i=1,....k).
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fiir unproblematisch. Entsprechendes gilt fiir den variationellen Fall und die Sétze 6.6
und 6.9. Auch die Behandlung von Systemen mit mehr als zwei unbekannten Funktionen
ist denkbar.

Wir schliefsen mit einer Auflistung der offenen Probleme:

(1)

Unsere Methode liefert die Existenz einer singularen distributionellen Losung der
jeweiligen nichtlinearen Schrodingergleichung fiir p € (%5, -5 + ¢) und ein hinrei-
n

chend klein gewiéhltes ¢ > 0. Die Existenz singuldrer Losungen fiir p = —%5 oder
n

p> %5 +¢€p fiir ein fest vorgegebenes g¢ bleibt hingegen ungeklért.

FEine weitere Frage ist, ob die mit dem Banachschen Fixpunktsatz gewonnene Kor-
rekturfunktion u € H mit |u|y < /cnp auch im allgemeinen Fall 0 ¢ o(L) mit
variationellen Methoden bestimmt werden kann. Im Fall o(L) c (0, 00) entspricht
der kritische Punkt einem lokalen Minimierer des Euler-Funktionals. Es stellt sich
die Frage, welche variationelle Charakterisierung die mit Fixpunktmethoden ge-
wonnene Losung im Fall 0 ¢ o(L) besitzt und ob in diesem Fall auch singuldre
Lésungen fiir Raumdimensionen n > 4 nachgewiesen werden kénnen.

Es bleibt unklar, ob die Bedingung n = 3 fiir den Nachweis zweier distributioneller
Lésungen des Systems (6.3) intrinsisch ist oder ob sie der Beweismethode geschuldet
ist.

Im Fall 0 ¢ o(L) konnte die Existenz einer Korrekturfunktion u € H auf "Linking-
Niveau” nicht gezeigt werden. Wiirde eine beschrinkte Palais-Smale-Folge (u,,) zu
diesem Niveau existieren, so ergibe sich aus der Argumentation aus Abschnitt 6.5
in Willems Buch [89] die Existenz einer singuléren Losung. Das Problem besteht
darin, dass der Term Ip(uy,) - %Ii’,(um)[um] nicht wie in Gleichung (6.8) auf Seite
105 in [89] abgeschétzt werden kann.
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7. Appendix

D. Beweis der Propositionen 5.1, 5.2 und 5.6

Wir beginnen mit dem Beweis von Proposition 5.1.

Beweis von Proposition 5.1

Wir zeigen zuniichst, dass der symmetrische Operator —A +V : CF(R™) - L?(R™)
wesentlich selbstadjungiert ist. Aus der Voraussetzung (A;) folgt Vi e L2 (R™) und
Vo e L=(R™) + LP(R™) fiir p = 2 im Fall n = 3, fur ein p > 2 im Fall n = 4 und fiir
p = 5 im Fall n > 5. Nach Satz X.29 in [69] ist dies hinreichend fiir die wesentliche
Selbstadjungiertheit des symmetrischen Operators ~A +V : C§°(R™) - L2(R™).

Insbesondere liegt Cg°(R™) dicht in (D(L), {-,")p(r)), wenn L die selbstadjungierte Ab-
schliefung des Operators —A + V : C§°(R™) - L*(R™) bezeichnet. Wir setzen 0 ¢ (L)
voraus. Bezeichnet (E))aer eine zugehorige Spektralschar, dann gilt nach Satz 6 (a)
in [30]

DQA:{ueL%R%:%@AFﬂE&mvnqwg<w}
D(LI2) = {ue LAR™) : [ P d{Exu, v} g2 < oo}
Insbesondere H = D(|L|"/?) c D(|L]) mit
nm@amm)=j£1+uquﬂhuﬁqwggzﬁéquQaEy%unqwg=2m4%@,

Da C3°(R") in (D(L), (,") p(r)) dicht liegt, liegt Cg°(R™) auch dicht in (H, (-,-) ). Daher
geniigt es fiir den Beweis von (i) die Ungleichungen

lul ey < Clulm,  lulm < Clulgy @ey, lulay @y < Clula

fiir alle uw € C§°(R™) zu beweisen.

Sei u € C§°(R™). Nach Voraussetzung (A;) existiert ein Exponent p > 1 mit V_ €
=10 . .

L= (By). Sei § > 0 mit 5-C§H|V,|“HL%(B,1)) < 3

zeichne. Nach Voraussetzung (A;) existiert ein Cy > 0 mit

V| <8|V_|"+Cs auf Bi, |V.|<C; auf BS.

wobei C'g die Sobolev-Konstante be-
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Wihlen wir m > Cs + 1, so erhalten wir

lalr = (L1720, [ L 20) 2oy + (0, ) 2y
= (|Lu, u) p2 ey + (u, u) L2(rn)

m ™ ((|Lfu, w) 2 gy + mu, u) 2 gny)

m_l((Lu,u)L2(Rn) + m(u,u)Lz(Rn))

m

*1/1; Vul? + (V(x) + m)u? da

v

v

m™! fBg |Vul]? + (V(x)s +m - C5)u® da
+m! [81 [Vu]? + (V(x)s +m - C5)u? - 0|V_|u? da
>m! /BC [Vul? + (V(z), + 1)u? dz

;
e (19Ul (V@) D= SV g gl )
7 (9l (V@) 10 da = SCEIV- - [l )
> ([ 9l (V@) s Dutdo = 3l any)

1
> — / [Vl + (V(z), + 1u? dz
2m Jrn

I\

1 2
“om HUHH‘E/(Rn)

Dariiberhinaus liefert diese Ungleichungskette

1 1 1
E(<LU7U>L2(RH) + m(u,u)Lz(Rn)) 2 %HUH%I%/(R") > %”u”%ﬂ(Rn)

und damit

1
(Lu,u) 2 (mny 2 (5 - m)(u, U) 12 ()

Es folgt o (L) c [-m, 00). Somit folgt
Julfr = [, N, u) s ey
= fJ(L) N d{Exu, u) r2(mn)
= fJ(L) Ad(Exu, u) 2 (gny = 2./0(L)m(—m,0) Ad(Ex\u, u) r2(gny
< (L, u) paggeny +2m fo ooy LA ) 1)

< fR |Vul? + V (z)u? dav+2m/]]-g u® dx

< (2m+1).Hu”§{é(Rn).
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Ferner gilt

il oy = [ VUl Vo) s Pdaz [ ul e do = fulfpgeoy (79
Aus den Ungleichungen (7.1),(7.3),(7.2) folgt (i).

Fiir den Beweis von (ii) sei P~ := Ey, P* := 1 - Ey. Mit den Rechenregeln fiir Spektral-
scharen folgt fiir u,v € C§°(R™)

(P =P )uv)i = [ IN(EAP™ = PI)usv)2geny
= [ (B - 2E0)u, )2 ey
= /R AN d{(Ex = 2Emin{r,0)) U, V) £2(rn)
_ f(_oo,o] SN d(~Exu,v) 2 gy + f(&w) Nd((Ex - 2E0)u, v) 2z
= A‘{AﬂEAUaU)L?(Rn)
= /Rn(—Au+V(x)u)vdx
= .[]R" VuVv + V(z)uvde.

Aus der Dichtheit von C§°(R™) in H folgt (ii). O

Wir kommen zum Beweis der Einbettungen H — LIQH(R”) fiir p ~ %5 aus Propositi-

on 5.2. Dabei verwenden wir das folgende Resultat von Bonheure und van Schaftingen.

Satz D.1 ([13], Satz 4). Seien T': R™ - Ryg und V : R" — Roq messbar, sei

—2n+q(n-2)

W(z):=1(z)V(z)~ ¢
(i) Falls W e L*(R"™) und 2<q< fT", dann ist die Einbettung H‘l/ - L%(R") stetig.

(i) Ist zusitzlich T' e L2 (R™) und 2 < q < % und ist vol ({z € R" : W(x) > e}) fiir

loc

alle € > 0 endlich, dann ist die Einbettung Hxl/ - L%(R”) kompakt.

Wir wenden dieses Resultat auf '=T und V =V = V. +1 an.
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Beweis von Proposition 5.2

2n+(p+1)(n 2)

Sei W(z) = T'(z)V(x) fiir p > 5. Nach Proposition 5.1 (i) geniigt es die
Existenz einer stetigen bzw. kompakten Embettung H -(R") - Lp+1(R”) zu zeigen.
Wegen Voraussetzung (As) existiert ein § < 3 mit |['(z)] < V(z)? fiir alle z € R”. Wihle

0<5<24‘5

—5, 50 dass fiir alle p € [ "5, -5 + €] die Ungleichung

-2’7 n-2

40 -2n+(p+1)(n-2)<0 (7.4)

gilt. Aus V > 1 und [T'(z)| < V()° folgt wegen (7.4)

+(p+1)(n 46-2n+(p+1)(n-2)

W ()| = D@V () <CV(a) i <O (zeRY).

Nach Satz D.1 (i) ist die Einbettung H. (R") - erl(]R”) fir alle p € [ 25, -2 +¢] stetig.
14 n-27 n— 2
Es folgt (i). Gilt zusfitzlich die Voraussetzung (Aj5), so erhalten wir die Kompaktheit

dieser Einbettung fiir p € +e¢) aus limjy o W(x) =0 und Satz D.1 (ii). O

n2’n2

Bemerkung D.2. Eine alternative Referenz fiir kompakte Einbettungen zwischen ge-
wichteten Sobolevraumen ist [18]. In Satz 2 beweist Chiappinelli, dass die Bedingung

lim w dy=0
RNy - (y)dy

an die im obigen Beweis definierte Funktion W ebenfalls hinreichend fiir die Existenz

und Kompaktheit Einbettung H1 - LPH(R”) und p € (25, -5 +¢) ist.

Bewetis von Proposition 5.6

n_ n+2

Seien n > 3 und « € [0, 1]. Ferner seien p € (%5, -5

nutzen die Ungleichung

) und p1,p2 > 1 mit py +py = p. Wir

(1+2)7<Cy(1+27) (220)  fiir Cy = max{2'", 1},

(i) Die Abschitzung folgt aus (iii) fiir s = 0.
(ii) Fiir fo(t) := |1 +t[P*1 — 1~ (p+ 1)t gilt nach dem Satz von Taylor fiir ein £ zwischen
0 und ¢

|fa(t)| = |f2(t) — f2(0) = f5(0)¢|
| £ (O
< (p+ D)p(1+[¢])P [
<(p+ 1)p2C'p_1(t2 + |t|p+1).
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(iil) Sei f3(t):=|1+¢P71(1+t). Dann gilt

50~ Fo() < [ 1fis 4 (e s)ldr-Jt~ s
<p(1+ 5|+ i)t~ o
<pCya(L+ (s + ) Dt~ o

<O (L P+ P e~ o

n_ n+2
n-2’n-2/"

(iv) Sei fa(t) =1+t~ (1 +t) —1-pt, sei A,:=p(p-1)2P~2 und B, := p(3P~1 +2°71),
Wir erhalten | f{'(¢)] < A, fiir |t| < 5 und damit

und es folgt (iii) aus p € (

1
O Al < Al (tl< 5).
Fiir |t] > % erhalten wir hingegen die Ungleichung

AT <p(L+ )P+ p<p- GNP +p- QD = Bl (2 5).
Insgesamt erhalten wir fiir D), = A, + B,
[f1] < Dyt +1t7)  (teR).

Es folgt

1
1)) = fa( < [ IfiCs+r(t=9)ldr-lt=s]
<D, f01(|s +r(t-8)F+|s+r(t-s)P ) dr-|t -5
< Dy((Is] + [t1)" + (|s] + [t~ )t = 5|
< Dp([s]" + [t + Cp-r (Isf~ + t1~1)) It - 5|

< DpCpor (| + []7 + s~ + [t~ 1) [t - 8-

(v) Sei o = % und

[0
t) = ——t+ 1P —t(t+ Dt + 1P = (= 1)t -
f5(t) p+1| | (t+1)[t+1] (a—1) orl

o

Seien A, B > 0 positive von p unabhéngige Zahlen mit
1 1
AZmax{f5(s):]s|2§}, BZmax{fg'(s):]s\éé}
Damit folgt (v) aus

1
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(vi) Folgt aus (viii) fiir § = = 0.

(vii) Sei f7(s,t) =1+ s| |1 + t| -1- p”(s +t) und sei h(t) = |1 +t|% -1- I%It.
Nach dem Satz von Taylor folgt wie in (ii)

p+l
[h(1)] SC(t21{|t|§%}+|t| 2 1{\t|z§})

und damit

1t)—1—p;1(s+t)‘
p+1
2

Fr(s. 0] = |(hs) + 1+ 222
= |[n(s)h(t) + h(s) + (t) + £

< C(s2 24 |s|1"+1 + |t|p+1).

s)(h(t) +1+ b
Ltn(s) + sh(t)) + (

)<t

Es folgt (vii).

(viil) Fiir fg(s,t) := |1+ s[Pr=1(1 + s)|1 + t[P2 — 1 gilt wegen py,ps > 1 und py + po = p fiir
fast fast alle s, € R

[V fs(s. 0] € O+ [P @+ [172) + (1 [sP) (1 + [
<C(1+]sfP7t+ [t
Es folgt (viii) aus

Ifs(s,t) - f3(5,1)| < /01|Vf8(§+r(s—5),t+r(t~—t))|dr-|(s—.§,t—t~)|
<O +|sPr+ 5P+ Pt + 2PN (|s - 8]+ [t - 1))

(ix) Sei hy(t):=|1+ t|p%1 und ho(s) =11+ s|¥(1 +5). Es gelten die Ungleichungen®

~p1

ha(8) = (D) < COL+ 1)+ |72t -1,

73 -
i) iy < ¢ [ AT+ EF =3 @23,
- p
s 3|2 (p<3)
Sei nun
fo(s,t) = |1+s| (1+s)|1+t|
Es folgt

[Fo(5,1) = Fo(5,D)] = |Pa(s)h (t) - ha(5)ha (F)]
< |h1(t) = b (D)|h2(s)] + |h1<f>||hz<s> ~ ha(3))|
<O+l +187)(L+]s|7 )t -1

'Die Ungleichung fiir p < 3 ist #quivalent zur Aussage, dass die Funktion x +~ z® fiir 0 < a < 1 global
a-Holderstetig ist.
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~ pt+1
+ O+ [82)[ha(s) - ha(3)]
<O(L+|sfPt + 5P+ [Pt + [EP Yt -1
~ p+1
+ O(L+ ]2 ) ha(s) - ha(3)|
Im Fall p > 3 erhalten wir
[fo(s,t) = fo(5,D)| < C(L+[sP~t + 3P~ + P~ + [P )|t - 1]
~ p+1 p-3 . p=3 ~
+C(L+]t] 2 )(1+[s] 2 +]3]72 )]s - 3]
<O+ s+ 5P+ [Pt + 7P ) (-2 + |s — &)
Im Fall p < 3 gilt
1fo(s,8) = fo(3, D) < C(L+|s|P~ + 5P~ + [t~ + [FP )|t -
FO+ ) s 8"T
<O(L+|sPt+ 5P L+ Pt + [Pt -1
L+ s |3 T i) s -8

n+2

(x) Es gelte p > 3. Wegen p < 75 und n > 3 gilt p <5. Sei

p=3 p+1
hi(s):=1+s|2 (1+s), ho(t) =1+t 2z

und

_ . . )
Fro(s,t) = [1+5]"7 (1+8)[1+¢]"2) —st—p;

= ha(s)ha(t) = h1(0)h2(0)s — h1(0)hy(0)t.

t

Es ist die Differenz |f10(s,t) — fi0(3,%)| fiir s,3,¢,t € R abzuschétzen. Es gilt
|f10(s,t) = fr0(5,1)|

= [P1()ha(t) = ha(8)ha(F) = B (0)ha(0) (s - 5) = ha (0)h5(0) (¢ - )|
< [(ha(s) = ha(5))ha(t) - By (0)ha(0) (s - 5)|
# P (@) (ha (1) = ha(B)) = b (0)5(0) (¢ - )|

Wir schétzen die beiden Summanden separat ab. Zum einen gilt

|(h1(s) = 71 (8))ha(t) = B (0)ha(0) (s - )|
- | [01 By (5 -+ (s~ §)ha(t) dr - 5 (0)ha(0)| - |s - 3

<( fol (1} (3 +7(s = 5)) = B (0)] dr - [ha ()] + |15 (0) |ha(t) = ha(0)]) - |s -
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p23 i\ P=3 p+l -
< O(Iha @I +Is+ 13D = 1) + 1+ 117 [)ls - 5]
3<p<H p+l i\ P=3 ptl -
< O( ) sl + 13D+ Jel + [ [ )]s - 5

-3 -3 1 -3 -3 1 1
<C(Is|Z +1sl"= [t + 312 + 152 (0% + el + [ [)]s - 5

3<p<H p-3 p—3
2

-3
CIsl" + 15" + "7 +|sp 5P + 17" )Is - 5]

Auf dhnliche Weise erhalten wir
[ (3 (a(t) = ha(£)) = i (0) 3 (0) (¢ = )
1 - - ~
=] [ (= )ha(3) dr = by 0)15(0)] |t ~
1 ! 17 n ! ~ A ~ 7
<( [ s+ r(t =) = 15O dr- s ()] + 15Ol (3) = ha (0)]) - ¢ ~
~ . p-1 _ b1 -
<C(Iha G+ +[H) = = 1)+ |5] + [5]7 [)le - 4
<O+ 18" ) - (e + [+ 17 + 712 ) + 131+ J51 "% |l - 7
>3 ~ - ~
P O(I+ 17+ [+ [+ P f5) -]

p-3
2

3<p<h —: ~ D=t ~ ~
el (e R s s LR L

E. Beweis von Proposition 5.4

Wir verwenden das folgende Lemma.

Lemma E.1. Sei p>0 und 0 < co < 1. Dann existiert fiir alle p>1 eine positive Lésung
z2eC®([p,00)) mit

2" 2 +z=2" in(p,00), z(p) = co,
r

sowie
0<z(r)<z(r)<z(r) firaller>p

fiir

z(r) = “7"2? Knoa(r), zZ(r) = Coe‘@(r—p).
2

Hierbei bezeichnet Kno die modifizierte Besselfunktion zweiter Art und k > 0 ist so

2
gewdhlt, dass z(p) = co gilt.
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Beweis:
Sei zunéchst R > p beliebig. Mit der Methode der Unter-und Oberlésungen (vgl. [80], §26)
finden wir eine Lésung zr des Randwertproblems

g n—1

zr(p) =co, zr(R)=2z(R).

Hierbei ist die konstante Funktion ¢y wegen cg > cg und ¢g > z(R) als Oberlésung und z
wegen z(p) = ¢p und

Zp+ 2R = z% in (p, R), (7.1)

n-1

-2"(r) - Z(r)+z(r)=0  in(p,R)

T

als Unterlosung fiir (7.1) wéhlbar. Zusétzlich erhalten wir
0<z(r)<zr(r)<c<1 fiir r € (p, R). (7.2)

Wir zeigen, dass zr monoton fallend ist. Die Funktion zgr besitzt keine lokalen Maxi-
ma in (p,R), denn im Falle 25, (r*) = 0 gilt zr(r*) < 1 aufgrund von (7.2) und damit
Zh(r*) = zp(r*) (1= 2zp(r*)P™') > 0 wegen (7.1). Wiire zg nicht monoton fallend, so giibe
es 11,72 € [p, R] mit r; <re und zr(r1) < zgr(rz2). Da zg kein inneres Maximum besitzt,
wiirde zg(r2) < zr(R) folgen und damit zr(r1) < zg(r2) < zr(R) = z(R) < z(r1) im
Widerspruch zu (7.2), d.h. zg ist monoton fallend. Insbesondere gilt 25 < 0 und aus (7.1)
folgt wegen zp < 1 die Ungleichung 2, > 0 auf (p, R) und damit

0> zRp(r)>25(p) >2'(p) fiir alle r € [p, R]. (7.3)

Aus (7.1)-(7.3) folgt, dass fiir alle Ry > p die Familien (23)r>ry, (235)r>R, gleichgra-
dig beschréinkt sind. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli existiert eine Teilfolge (zg;) mit
limjeo Rj =00 und 2, > z € CL.([p, o)), insbesondere folgt aus (7.2) 0 <z <z < ¢ < 1.
Unter Verwendung von

2r(r) =co +

(Ey=2=1)shto)+ [ [ Tentt) =zt deds

erhalten wir, dass z in C*([p, o)) liegt und das Anfangswertproblem

p
2-n

n on-1

_ P

Z'+2=2P in (p,00), z(p)=co (7.4)
,

16st. Es bleibt z <z zu zeigen.

Wir beweisen zunéchst z(r) — 0 fiir r - oo. Aus der punktweisen Konvergenz zg(r) — 2(r)
fiir alle r > p und der Monotonie der Funktionen zg folgt, dass z(r) fiir » - oo monoton
gegen einen Wert 2o € [0,¢g) c [0,1) fallt. Testen wir die Differentialgleichung (7.4) mit
Funktionen ¢y (r) := ¢(r — k) fiir k>0 und ¢ € C§°(p, ), so folgt aus dem Satz von der
dominierten Konvergenz

0= lim fp ") (- 6 (r) - "T‘lqs;(r) + dr(r) = 2(r)P " g(r)) dr
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- ]}1_)11;10 poo 2(r+k)(-¢"(r)- ?T;Qb'(r) +¢(r) = 2(r+ k)P g(r)) dr

[p e 8" (r) + 6(r) - 2 (r)) dr
—z_l ~ r)dr.
zoo(1-2251) f 6(r)d

Da dies fiir alle Testfunktionen ¢ gilt, erhalten wir ze = 0. Aus z"(r) = (1 - cgfl)z(r),
0<z<c¢ound 2’ <0 folgt

n-1

(2-2)"(r) = ———2"(r) + 2(r) (1= 2(r)""") = (1= f7)2(r)
r
> (1 —cg_l)(z -z)(r) fiir alle r > p.
Daher hat z —Z keine inneren positiven lokalen Maxima und es folgt

(z=2)(r) <max{0,(z-2)(p),(2—=Z)(o0)} =0 fiir alle r > p,

was zu zeigen war. m|

Beweis von Proposition 5.4:

Per Voraussetzung gelten die Bedingungen (A1), (A2),(As). Insbesondere existiert ein
~v >0, so dass fiir alle p > 0 die Abschitzung

V(@) +|F(2)| < Coe™ (2] 2 p) (7.5)

gilt. Wir nutzen diese Ungleichung im weiteren Verlauf nur fiir die in Gleichung (7.7)
definierte Zahl p > 0.

1.8chritt: Definition von w, p und ug
Fiir v wie in (7.5) wihlen wir w gemif

w>n(y+1). (7.6)
Definiere dann p > 0 durch
ol n n+2 n?(y+1)2\-1/2
— P . — 7
p._max{cmq .n_2§q§n_2} (1 2 ) , (7.7)

wobei die Zahl ¢, 4 durch (5.6) definiert ist. Zur Definition einer Ndherungslosung der

n_ nt+2

2
Gleichung (5.1) sei nun p € (%5, 75) fest. Wir setzen co(p) = cnpp »1. Wegen (7.7) gilt
0 < co(p) < 1 sowie per Definition von p

o2n(y+1) fir ©:=w\/1-co(p)rt. (7.8)

202



Sei nun z die durch Lemma E.1 gegebene Funktion und

2
anp|$| Pt ’ |'/E| < p

z(Jl) |zl 2 p

2

up(z) = wrlig(wr) fir ao(z):= { (7.9)

2.Schritt: Nachweis der Figenschaften (1)-(vi)

Die Funktion ug ist per Konstruktion radialsymmetrisch und positiv aufgrund der Po-
sitivitat von z. Eine kurze Rechnung zeigt, dass es sich um eine distributionelle Losung
der Gleichung —Auwg = uf) auf B, handelt. Die hierfiir notigen Argumente sind Gleichung
(7.2) in zu entnehmen. Ferner erfiillt die Funktion @ die Differentialgleichungen aus (ii)
und (iii) fiir w = 1, so dass ug die Differentialgleichungen aus (ii) und (iii) fiir das in (7.6)
gewahlte w erfiillt. Die Aussage (iv) folgt unmittelbar aus der Definition von wug. Fiir die
Funktion z aus aus Lemma E.1 gilt wegen z(p) = z(p) = Z(p) und z < z < Z auf (p, o)
die Ungleichung

2" (p)] < max{|2'(p)],[Z(p)[} < Cco(p) < C cnp.
Es folgt

00 (x) ~ o ()| < [ o) + |8 io(2)] € Ccnpp 1 + [/ (p)] < C

2
Aus up(z) = wrTug(wx) folgt die entsprechende Abschétzung fiir ug und wir erhalten (v).
Fiir die Abschitzung (vi) verwenden wir erneut die EinschlieRung fiir z aus Lemma E.1.
Fiir |z| > p erhalten wir aus (7.8) die Abschitzung

up(z) < C z(wlz|) < Ceppe Vim0 lal=r) < o emelal (2] > p), (7.10)
insbesondere gilt wegen @ > 1

up(z) < Cenpe™™  (Jz] 2 p). (7.11)

3.Schritt: Nachweis der Abschédtzungen (vii)-(xi)
Sei zundchst 0 < |z| < p. Fiir p > 25 folgt aus (As2)

2
IP(2) - Luo(@)? < Clal® - & Jal T < Ok Jaf?"

und wir erhalten (vii). Ebenso folgt (viii) aus

2

V(z)|uo(z) < Olz|® - cpplz| 7T < Ceyyplz|® 2.
7p 7p

Sei nun [z] > p. Wegen p > -5 gilt p—1> % Aus vy - %UNJ < -1 sowie (7.5) und (7.10)
folgt

ID(2)|uo ()" < chjple’ylx\e—(P—l)@\wl < Ccﬁ;e(V_%‘:’)x‘ < Ccf;]}e"x‘
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und wir erhalten (x). Mit (x) und (7.11) folgt (ix) aus
IT(2)|ug(2)? < ug(z) - C b te ™ < Ceppe - e lemlMl < O e,
Die Abschatzung (xi) folgt aus (7.5),(7.10) und -@ +y < -1, denn
IV (2)|uo(x) < Ceol. cmpe_‘:"x‘ < Ccn,pe_k’:'.

4.Schritt: Nachweis der Abschdtzungen (zii)-(ziv)
Wir verwenden die Stetigkeit der Einbettungen H — H'(R™) nach Proposition 5.2. Aus
(7.11) sowie den Abschétzungen (vii) und (ix) aus Proposition 5.4 folgt

ID(2) - ug(z)? < Cck (|x|ﬁ*"1B +e Py (zeRM)

Hardys Ungleichung liefert wegen 3> "2 fiir u ¢ H die Abschiitzung (xii):

I(2) - 1ubJul dz < O fﬁ"“df—‘w'd
[0 = bl do o ot fy el dz)

_n U
SCﬁmﬂWW‘”h%m>

||

poiyy Il

< Ccpplul mrrny
<Ccpplulm-
Aus (viii) und (xi) folgt
V(o) < Cnp(lal™™215, + B (2 cRY)

Gn

Wegen « > %5 erhalten wir (xiii) aus Hardy’s Ungleichung

.[Rn |V (x)|uo|u| dz < C’cn’p(v/;B |x|0‘"+1: : dx + f ey d$)
P

u

|

< Cenp(11™™ Hzao | ] oy ) + i)
P
<Ceh vl g mny
<Ccpplula
Zum Beweis von (xiv) nutzen wir

T (@) [uo()’™ < C e} (IT Lo (s, l2l 21, + ) <O J (2 *1p, +1)  (weR™).
Es folgt fiir u,v e H

fR F(a:)ug_1|u||v|d:c£C'cZ7—p1([ :u: ||v||d +/ |u||v|d:1:
p

<ce (I

< Ccp Nl ey 0] 11 e
<Ceylulmlv)a

+ [ul oy V] 2y

L2(B, )H |z|1L2(B,)

Der Beweis ist vollstandig. O
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F. Eigenschaften der konstruierten LGsungen

In diesem Abschnitt kliren wir die Eigenschaften der in den Sétzen 6.3 und 6.7 gefun-
denen Ldsungen. In beiden Sdtzen ist die konstruierte Funktion U der Form U = ug + u
fiir ein w € H, wobei ug die durch Proposition 5.4 gegebene Niherungslosung ist. Die
Funktion u erfiillt hierbei eine der dquivalenten Bedingungen I,(u) = 0 oder u = A,(u),
d.h. es gilt

0=u(P" =P )u-Fy(u)-T, (7.1)

Distributionelle Losungseigenschaft und U(x) — 0 fiir |z| - oo

Nach Proposition 5.4 (i) gilt fiir alle 0 < ¢ < p die Abschétzung
2
f [uo (@) dx = O(é_p%m)v / luo(z) [P dz = 0(5_1%1”)7
Bjs B,

2 e,
§, lwo(@)dr =06 =T, f (0@ de = O,

Jedes dieser Integrale konvergiert fiir 6 — 0 gegen 0, denn p > -5 > Z—J_’} > "TJ’Q Fiir

2
¢ € C5°(R™) folgt aus Proposition 5.4 (i)

./;?p ug(—A¢) dmz(lsl_r)% 5,5, uo(—A¢) dx
=1 _ _ o o+
=t [ (Do) da ing(uo@,,qﬁ 6% ) do
_ P _ + 4 +
_/Bp uypdx faBP(uoﬁygb $0, up) do. (7.2)

Ferner folgt aus Proposition 5.4 (ii)

[ o(-A0)d - [ Bu)sdos yng(uoam—«wyuo)da

c
p
_‘/B

Da ¢ glatt ist, gilt 0,¢ = 05¢ auf 0B,. Wegen Proposition 5.4 (viii) und (xi) gilt
Vug € L. (R™). Aufsummieren der Gleichungen (7.2) und (7.3) liefert

loc

(ubh - w?ug)pdx + quBp (upd, ¢ — ¢, ug) do. (7.3)

C
p

[Rn ug(-A¢p+V(x)p)dx = /Rn ubdx + fBz(V(az) - w)ugop dx
+ /B V(x)upp dr + 5503 (O uo — 0, up)d do. (7.4)
Aus (7.1) folgt fiir alle ¢ e C°(R™) c H

fRn u(-A¢p+V(x)p)dr = /Rn Vuve + V(z)édx
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= («(P" = PT)u)[¢]
= Fp(u)[o] + Tp[¢]

- f (F(x)|u0 + P (ug + ) - ug)(;ﬁdx - [ V(x)uop dz
Rn B,
- [ (V () - w?)uod dz - f (0t uo - O ug)ddo.  (7.5)
Bg 0B,
Wegen U = u + ug erhalten wir durch Aufsummieren der Gleichungen (7.4) und (7.5)
fR U(-Ad + V(2)) da = fR D) UPUgdz fiir alle ¢ € C(R™). (7.6)

Daher ist U distributionelle Losung von (5.1). Fiir einen Beweis von U(z) — 0 fiir |z| — oo
verweisen wir auf den Beweis von (iii) bzw. (7.12)2.

Beweis von (i): Unbeschranktheit und Integrierbarkeit

Wir nehmen an, es gibe 0,Cs5 > 0 mit U < Cs5 < oo auf Bs. Wihle dann ¢" € (0,6)
mit ug(z) > 2C5 auf By, was aufgrund der Unbeschrinktheit von wuy moglich ist, vgl.
Proposition 5.4 (iv). Es folgt u = U —ug < - < 0 auf By und damit

Lol v
— U n = o0
o 17017

lull 20, 02 20,
L7n=2(Bgr) L7n-2 (Bgr)

im Widerspruch zu u € H ¢ H'(R"). Es folgt ess suppg, U = +oo fiir alle 6 > 0. Ferner gilt
ug € LY(R™) fiir alle g € [1, %) nach Proposition 5.4 (vi) sowie u € L] (R™) fiir alle
qel, @) wegen u € H c H(R").

Beweis von (ii): Schwache Losungseigenschaft auf B§ fir 6 >0

Es gilt up € C*(R™ ~ {0}) sowie 0 < ug(x) < C cppe” fiir |z) > 1. Aus ue H c H'(R")
folgt daher U = ug +u € H'(B§) fiir alle § > 0. Aus (7.6) folgt fiir ein beliebiges ¢ €
C5(R™ ~ {0}) durch partielle Integration

fR (VU +V(2)Ud) da = fR T (@)|UP U d,
was zu zeigen war.

Beweis von (iii): Exponentieller Abfall

Zunichst definieren wir die Kato-Klasse K, fiir n € N. Fiir n > 3 sei hy,(z,y) = |z - y|*™,
ferner sei hao(x,y) = —log|x — y| und hy(x,y) = 1. Eine messbare Funktion W : R" - R

’Die Voraussetzung I'* € L™ (R™) aus (iii) wird fiir den Nachweis der Behauptung U () — 0 fiir || - oo
nicht bendtigt.
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ist Element von K, im Fall
lim sup ho(z,y)[W(y)|dy =0, n>2,
p=0 gern J{|z-yl<p}

sup W (y)|dy < oo, mn=1.
zeRn J{|z-yl<1}

Eine Norm auf K, ist nach [71], S.453, (A15) gegeben durch

W]k, := sup hon(z = Y)W (y)| dy.
zeRn J{|z-yl<1}

Fiir Teilmengen € ¢ R™ bezeichnen wir mit K, (2) die Menge aller messbaren Funktionen
W :R" > R, so dass Wlg in K, liegt. Die Abbildung |W| g, (o) = [Wla|k, definiert
eine Seminorm auf K, (2) und fiir jedes ¢ € (5, co] existiert eine positive Zahl C; mit

n
Wik, <Cq sup Wleesiy — (a> 5)» (7.7)
'yE

vgl. (A21) in [71].

Proposition F.1. Sei Q = R" \ By fiir ein R > 0 sowie W, € Ko 10c(82), W € K, ().
Ferner gelte im distributionellen Sinne —Au+Wwu =0 in Q fiir eine Funktion u € L}OC(Q)
mit Wu € L}OC(Q). Dann ist u bis auf Abinderung auf einer Nullmenge stetig in Q). Gilt
zusdtzlich uw e LY(Q) fiir ein q € [1,00), dann gilt u(z) - 0 as |x| - oo.

Beweis:
Die Stetigkeit von u folgt aus [71], Satz C.1.1. Zudem erhalten wir aus [71], Satz C.1.2.
fiir fast alle z € Q mit dist(z,09) > 1 die folgende Ungleichung:

()| < CUW-Licuqaon) [, M@y < CAW-icy) [ u@ldy. (7.)

Aus u e LI(Q2) folgt lim,, e /Bl(x) |u(y)|?dy = 0 und aus der Holderschen Ungleichung
folgt limy|_e0 fBl(x) |u(y)|dy = 0. Die Behauptung folgt aus der Abschétzung (7.8). O

Proposition F.2. Sei Q = R" \ By fir ein R >0 sowie W, € K 10c(Q), W_ € K, (Q).
Ferner sei X == inf oess(-A+ W) > 0 und uw e HL (Q) n LY(Q) fiir ein q € [2, (n%—g%) sei
schwache Losung von —Au +Wu =0 in Q. Dann existiert fir alle p e (0,/3) eine Zahl
Cu >0 mit

lu(x)| < Cue_“k”| fiir alle © € Q mit dist(z,00) > 1.

Beweis:

Wir zeigen zunichst ue?l € L2(Q) fiir alle € (0,+/%). Sei daher p € (0,/%) beliebig,
wihle x € C*°(R") mit x|p, =0 und x|ps = 1, sei xs(v) = x(s712) fiir £ € R™ und s > 0.
Fiir Ry > Ry > R sei die Testfunktion x g, r, gegeben durch

XR1,Ry = XRy * (1 - XRg)v
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so dass supp(XRr,,r,) C §2R2 \ Bpg, sowie xR, R, = XR, auf ERQ gilt. Fiir o > 0 definieren
Wir
||

¢ =€, wobei &(x)= xR, Rr,(z)eTw.
Wegen supp(Xr,.r,) € Bar, ~ Br, gilt ¢ € H} () und

0= [Q VuVe + W(x)ugpdx = /Q IV (Ew)|? + W (2)|€u)? - |VEP ul? da.

Fiir ein beliebiges aber festes « € (0, %(E — ?)) erhalten wir aus

plz|
V€| < T (VX Ry Ro| + X R Ro|)
die Ungleichung

2 2 2 iﬂﬁl\ 2 -1 2 12:;\‘&6;'
[VEI" < (W + K) xRy Ry " + (14 pK77) [V xRy Ry €T+

Somit
0> [Q IV (Ew)|? + W (z)|€u)? de
2px|
= (24 w) [ Do PlaPet o da (79)
2p|z|
- [ 19 Pl da

Wegen ¥ = inf o.55(-A + W) folgt aus dem Satz von Persson (siche [71], S.508 ) fiir alle
hinreichend grofs gewéhlten Ry >0 und alle Ry > Ry, 0 >0 die Ungleichung

22|
[IvEP +WiguP do> (2= k) [ e do=(S-r) [ iy mPlulet= do.

Zusammen mit (7.9) folgt

1+ %k 2ula
| b Pl dx<% [ oxm e, (710)

Fiir Ry — oo konvergiert die linke Seite in (7.10) nach dem Satz von der monotonen
Konvergenz. Fiir ¢ = 2, d.h. im Fall v € L?(R") konvergiert die rechte Seite in (7.10) nach
dem Satz von der dominierten Konvergenz, im Fall 2 < ¢ < ( ) konvergiert die rechte
Seite wegen

2 2\ L 29
v S\ -2 dx = f \Y 2 dx
09X =190, N 7

2q

<CVxlloo -ij -0 fir Ry — oo.

Daher gilt die Abschitzung (7.10) fiir xg, statt xr, r,. Fiir o - 0 erhalten wir aus dem
Satz von der dominierten Konvergenz

1+ p2rt
/;2 |XR1‘2|U‘2€2“|1| dz < m _/Q ‘VXRI|2|U|262M$| dx < oco.
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Die rechte Seite ist hierbei endlich, da Vxpg, einen kompakten Triger hat. Es folgt
xr, uet™ € L2(Q) und damit uet® e L2(Q).

Wir kommen nun zum Beweis der punktweisen Abschitzung. Aus (7.8) folgt

“u”L“’(Bl(z)) < C(HW—HKn(Q))”u||L2(Bg(z))'

fir alle z € R™ mit dist(B1(z),0) > 1, insbesondere wegen 2 = R" \ Bp, fiir alle z ¢ R”
mit |z| > R+ 2. Wir erhalten fiir solche z

||u€'“"|||L°°(B1(z)) < Hu||L°°(Bl(Z))”e'u‘.|||L°°(B1(7;))
< Ol gy ()
< Cllue| 2 gy ayye MDD
< Ce¥ fuet| 12 gy = C.

Somit |u(z)| < Cj el fiir alle x € R mit || > R+2. Nach Proposition F.1 ist u auRerhalb
jeder Umgebung von 92 wesentlich beschrinkt, so dass fiir ein C,, > 0 folgt

lu(z)| < C’He_”‘x| fiir alle x € Q mit dist(x,00Q) > 1.

Wir kommen zum Beweis von (iii). Sei daher U = ug + u eine distributionelle Losung von
(5.1) mit w e H und p € (%5, 5 +¢), d.h. es gilt ~AU + V(2)U = T'(z)|[UP"'U auf R”
im distributionellen Sinne. Insbesondere gilt im distributionellen Sinne

~AU +W(z)U =0 auf Q=R"\ By fiir W (z) := V(z) - T'(2)|U(2)[P  1g(x).

Weiter unten zeigen wir fiir £ > 0 hinreichend klein

Wi € Kppoo(Q),  WoeKn(Q),  fiirpe(——, —
’ n-2n-2

+e). (7.11)
Eine Anwendung der Proposition F.1 liefert die Stetigkeit von U auf 2 sowie
U(x) >0 fir |z| - oo. (7.12)

Aufgrund der Voraussetzung I'y € L°(R™) folgt T'(z),|U(x)P™! - 0 fiir |z| - co. Mit
dem Satz von Persson folgt?
inf Oess (A + W) = inf 0pss (A + V + T_[UPE =T, [UP)
= inf oess (A + V + T_|UJP)

3Sowohl die zweite Gleichung als auch die darauffolgende Ungleichung ergeben sich aus der Formel
(C35) in [71] fiir das Infimum des wesentlichen Spektrums.
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>infoess(-A+V)
>3

Proposition F.2 liefert daher fiir s = (71_22)% und ¢ = 2 die Abschitzung |U (z)] < C’Le‘“'””'
fiir [z| > 3 und alle y < /3. Die entsprechende Abschitzung fiir U(z) und 1 < |z| < 3 folgt

aus elliptischer Regularitétstheorie, siehe Eigenschaft (ii).

Es bleibt, die Aussage (7.11) zu zeigen. Wir zeigen zunéchst W, € K, ,.(92). Nach Vor-
aussetzung (A4) existiert ein 6 < 3 mit [I'(2)] < (1+ Vi (z))% auf R". Wihle nun € > 0 so

klein, dass - + ¢ < 22510 19 gilt, dh e< 45 . Fiir pe (2

5 +¢) existiert dann ein ¢

n27n2

2 1 1
() ., .p+l
n+2-p(n-2) 20

mit

Wegen @ <1 folgt

W<V, +|T||UP?
_2 +1 p-1
= Ve |Dlest - ([TJU7) 7
< C (Vi + [T + (U)o
=299 +1 _gq_.p-1
<O (Vi (Vi + ) 4 (P )
-1
<C (V. +1+(|Upyavm)
Es gilt Tu p” e LY(R™ \ B;) wegen Proposition 5.4 (vi) und (ix). Aus u e H c Lp+1(R")
folgt zudem DlufP™ € LY(R™). Wir erhalten T|U[P*! = Tlug + ulP*! € L*(R™ \ By). Per

g . p-1
Wahl von ¢ gilt %3 - £ < 2 und (7.7) liefert (JT[|UP™) 71771 € K, (R \ By) = K, ().

Wir erhalten aus Voraussetzung (A;) und (7.7) die Aussage V. € K, 1,.(2) und die obige
Abschétzung liefert W, € Ky, 100(€2).

Zum Beweis von W_ € K,,(2) seien nun §, ¢ wie oben gewéhlt. Wir nutzen die Abschét-
20
zung (1 + x)rg <ex + C; fiir alle € > 0. Es folgt
W2V, -V - U
> Vi = Vo - O[T + (U )

,_.

1)
>V, Vo = C(eVi + e+ (IT[UP)7T557)
> (1-Ce)V, - Vo - CC. - O(ID|[U Ly 5

>V, V.- C((1+V3) ot + (DUt
49 .
-1
Wihlen wir € < 5, so folgt aus V_ € L=(2)
_q_. p 1
-1

+1

W-<C+(Tjup)s
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und damit erneut W_ € K,,(R").

Beweis von (iv): Positivitat im Fall o(L) c (0,00) und T' >0

Sei o(L) c (0, 00) und es gelte I' > 0. Nach Bemerkung 5.5 existiert neben der Losung U
auch eine distributionelle Losung U der Gleichung

-Aw+V(z)w=T(x)w} in R".

mit U = ug + @ und den Eigenschaften (i)-(iii). Es gilt daher
fRn U(-Ad + V(2)é) da = /Rnr(x)ﬁfwx fiir alle ¢ € C2°(R™).
Wie im Beweis von (ii) folgt
fRn(VUW’* V(2)é) d = fR T(2)0P¢dz fiir alle ¢ € C°(R™ ~ {0}).
Es ist zu zeigen, dass U positiv ist.

Sei daher ¢ € C§°(R™),1 > 0 beliebig, sei K := supp(¢). Ferner sei w € H die eindeu-
tige schwache Losung von —Aw + V(z)w = 9, die zugleich Minimierer des Funktionals
L[2] = [gn|V2]* + V(2)2? - 2¢pzdz iiber H ist. Wegen ¢ > 0 gilt w > 0, denn mit w
ist auch |w| der eindeutige Minimierer von L. Die Funktion w ist schwache Losung der
Differentialgleichung —Aw = f fir f = - Vw.

2n
Wir betrachten zunéchst den Fall n = 3,4,5. Aus (By) folgt V e L™ (R"). Aus w e H
und H c HY(R") c L%(R”) folgt f € Ln/2(R”) und Caldéron-Zygmund-Abschitzungen

loc
(vgl. Kapitel 9 in [35]) liefern w € I/Vli’:/2 (R™). Sobolevs Einbettungssatz gibt f € Lj, (R™)
fir alle ¢ € [1, 62_—”n) Damit w € VV;E(R”) fiir alle ¢ € [1, 2%;) wieder durch Caldéron-

Zygmund-Abschétzungen. Insbesondere ist w wegen 62_—"n > 5 fast {iberall identisch mit
einer lokal gleichméifkig stetigen Funktion und erfiillt —Aw + Vw = ¢ punktweise in R".
Im Fall n > 6 folgt aus (B;) die Beschrénktheit des Potentials und die soeben gezeigten
Glattheitseigenschaften von w lassen sich analog beweisen.

Wegen p > -5 existiert ein s € (%, (62—2%) Wegen (i) gilt U e LY(K) fiir alle g €

(1, @), insbesondere U € L51(K). Sei nun (¢y,) eine Folge nichtnegativer C5? (R™)-
Funktionen, die auf K gleichmifig und in W?*(K) gegen w konvergiert. Dann gilt
UV e LY(K) und

[ 0@ dr= [ 0)(- 2w+ V(@) de

- i, [ D@~ 20n V@) do
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:éiTo/;(F(x)U(m)%k(fﬂ)df
:/Kf‘(x)ﬁ(x)fw(x)dxzo.

Da ¢ € C3°(R"), 9 > 0 beliebig gewihlt war, erhalten wir U > 0 fast iiberall. Ferner gilt
im schwachen Sinne ~AU + V(2)U > 0 auf R™ \ {0}, also U > 0 fast iiberall nach dem

starken Minimumprinzip. O

Bemerkung F.3. Im Systemfall kénnen wir das exponentielle Abklingverhalten der kon-
struierten singuldren Losung nicht fiir alle diskutierten Systeme beweisen. Insbesondere
bendtigen wir in Satz 6.6 die Voraussetzung n = 3, damit die Exponenten p € (-5, -5 +¢)
grofer als 3 sind. Das Schrodingersystem (6.3) ldsst sich in der Form —AU + Wi (x)U =0
und —AV + Wa(z)V =0 schreiben, wobei die Potentiale Wy, Wy wie folgt definiert sind:

Wi(2) = Vi(w) = 1 (2)|U (2) P! = D (@)U ()] Z |V (2)] %
Wa () i= Va(a) = Ta(@) |V (@) P = T () |U ()| 5 |V ()]

Unter der Voraussetzung n > 3 erhalten wir daher wie im Beweis von (iii) die Aussagen
Oess(—A+Wj(z)) = 0ess(=A + Vj(z)) fiir j = 1,2 und damit das exponentielle Abfallver-
halten. Eine Verallgemeinerung dieses Arguments auf den Fall n > 4 ist derzeit unklar.

212



Literaturverzeichnis

[1] N. N. Akhmediev, A. V. Buryak, J. M. Soto-Crespo, and D. R. Andersen. Phase-
locked stationary soliton states in birefringent nonlinear optical fibers. J. Opt. Soc.
Am. B, 12(3):434-439, 1995.

[2] J. C. Alexander and S. S. Antman. Global and local behavior of bifurcating multidi-
mensional continua of solutions for multiparameter nonlinear eigenvalue problems.

Arch. Rational Mech. Anal., 76(4):339-354, 1981.

[3] A. Ambrosetti and E. Colorado. Bound and ground states of coupled nonlinear
Schrodinger equations. C. R. Math. Acad. Sci. Paris, 342(7):453-458, 2006.

[4] G. E. Andrews, R. Askey, and R. Roy. Special functions. Encyclopedia of mathema-
tics and its applications ; 71. Cambridge University Press, Cambridge, UK, 1. publ.
edition, 1999.

[5] P. Aviles. On isolated singularities in some nonlinear partial differential equations.
Indiana Univ. Math. J., 32(5):773-791, 1983.

[6] T. Bartsch, N. Dancer, and Z.-Q. Wang. A Liouville theorem, a-priori bounds, and
bifurcating branches of positive solutions for a nonlinear elliptic system. Calc. Var.

Partial Differential Equations, 37(3-4):345-361, 2010.

[7] T. Bartsch, Z.-Q. Wang, and J. Wei. Bound states for a coupled Schrédinger system.
J. Fized Point Theory Appl., 2(2):353-367, 2007.

[8] T. Bartsch and M. Willem. Infinitely many nonradial solutions of a Euclidean scalar
field equation. J. Funct. Anal., 117(2):447-460, 1993.

[9] T. Bartsch and M. Willem. Infinitely many radial solutions of a semilinear elliptic
problem on RY. Arch. Rational Mech. Anal., 124(3):261-276, 1993.

[10] H. Berestycki and P.-L. Lions. Nonlinear scalar field equations. I. Existence of a
ground state. Arch. Rational Mech. Anal., 82(4):313-345, 1983.

213



[11]

[12]

[21]

[22]

[23]

[24]

H. Berestycki and P.-L. Lions. Nonlinear scalar field equations. II. Existence of
infinitely many solutions. Arch. Rational Mech. Anal., 82(4):347-375, 1983.

M.-F. Bidaut-Véron, A. C. Ponce, and L. Véron. Boundary singularities of posi-
tive solutions of some nonlinear elliptic equations. C. R. Math. Acad. Sci. Paris,
344(2):83-88, 2007.

D. Bonheure and J. Van Schaftingen. Groundstates for the nonlinear Schrédinger
equation with potential vanishing at infinity. Ann. Mat. Pura Appl. (4), 189(2):273~
301, 2010.

J. E. Brothers and W. P. Ziemer. Minimal rearrangements of Sobolev functions. J.
Reine Angew. Math., 384:153-179, 1988.

B. Buffoni and J. Toland. Analytic theory of global bifurcation. Princeton Series in
Applied Mathematics. Princeton University Press, Princeton, NJ, 2003.

J. Busca and B. Sirakov. Symmetry results for semilinear elliptic systems in the
whole space. J. Differential Equations, 163(1):41-56, 2000.

K.-C. Chang. Methods in nonlinear analysis. Springer Monographs in Mathematics.
Springer-Verlag, Berlin, 2005.

R. Chiappinelli. Compact embeddings of some weighted Sobolev spaces on R¥Y.
Math. Proc. Cambridge Philos. Soc., 117(2):333-338, 1995.

D. N. Christodoulides. Black and white vector solitons in weakly birefringent optical
fibers. Physics Letters A, 132(8-9):451-452, 1988.

C. V. Coffman. Uniqueness of the ground state solution for Au —u + v = 0 and a
variational characterization of other solutions. Arch. Rational Mech. Anal., 46:81-95,

1972.

M. Conti and V. Felli. Minimal coexistence configurations for multispecies systems.
Nonlinear Anal., 71(7-8):3163-3175, 2009.

M. Conti and V. Felli. Global minimizers of coexistence for competing species. J.
Lond. Math. Soc. (2), 83(3):606-618, 2011.

M. Conti, S. Terracini, and G. Verzini. A variational problem for the spatial segre-
gation of reaction-diffusion systems. Indiana Univ. Math. J., 54(3):779-815, 2005.

M. G. Crandall and P. H. Rabinowitz. Bifurcation from simple eigenvalues. J.
Functional Analysis, 8:321-340, 1971.

214



[25]

[26]

[27]

[28]

[32]

[33]

M. G. Crandall and P. H. Rabinowitz. Bifurcation, perturbation of simple eigenva-
lues and linearized stability. Arch. Rational Mech. Anal., 52:161-180, 1973.

D. G. de Figueiredo and O. Lopes. Solitary waves for some nonlinear Schrédinger
systems. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire, 25(1):149-161, 2008.

K. Deimling. Nonlinear functional analysis. Springer-Verlag, Berlin, 1985.

M. del Pino, M. Musso, and F. Pacard. Boundary singularities for weak solutions
of semilinear elliptic problems. J. Funct. Anal., 253(1):241-272, 2007.

T. Dohnal and H. Uecker. Coupled mode equations and gap solitons for the 2D
Gross-Pitaevskii equation with a non-separable periodic potential. Physica D Non-
linear Phenomena, 238:860-879, 2009.

N. Dunford and J. T. Schwartz. Linear operators. Part II. Wiley Classics Library.
John Wiley & Sons Inc., New York, 1988.

M. S. P. Eastham. The spectral theory of periodic differential equations. Texts in
mathematics. Scottish Acad. Pr., Edinburgh [u.a.], 1973.

M. Florjanczyk and R. Tremblay. Periodic and solitary waves in bimodal optical
fibres. Physics Letters A, 141(1-2):34-36, 1989.

B. Gidas, W. M. Ni, and L. Nirenberg. Symmetry of positive solutions of nonlinear
elliptic equations in R™. In Mathematical analysis and applications, Part A, volume 7
of Adv. in Math. Suppl. Stud., pages 369-402. Academic Press, New York, 1981.

B. Gidas and J. Spruck. A priori bounds for positive solutions of nonlinear elliptic
equations. Comm. Partial Differential Equations, 6(8):883-901, 1981.

D. Gilbarg and N. S. Trudinger. Elliptic partial differential equations of second order.
Springer, Berlin ; Heidelberg [u.a.], repr. of the 1998 ed. edition, 2001,

Q. Han and F. Lin. Elliptic partial differential equations, volume 1 of Courant
Lecture Notes in Mathematics. Courant Institute of Mathematical Sciences, New
York, second edition, 2011.

N. Hirano and N. Shioji. Multiple existence of solutions for coupled nonlinear Schro-
dinger equations. Nonlinear Anal., 68(12):3845-3859, 2008.

J. Horak, P. J. McKenna, and W. Reichel. Very weak solutions with boundary sin-

gularities for semilinear elliptic Dirichlet problems in domains with conical corners.
J. Math. Anal. Appl., 352(1):496-514, 2009.

215



[39]

[40]

[41]

[42]

D. Hundertmark. Some bound state problems in quantum mechanics. In Spectral
theory and mathematical physics: a Festschrift in honor of Barry Simon’s 60th bir-
thday, volume 76 of Proc. Sympos. Pure Math., pages 463-496. Amer. Math. Soc.,
Providence, RI, 2007.

N. Ikoma. Uniqueness of positive solutions for a nonlinear elliptic system. NoDFEA
Nonlinear Differential Equations Appl., 16(5):555-567, 2009.

J. Jang. Uniqueness of positive radial solutions of Au+ f(u)=0 in RY, N > 2.
Nonlinear Analysis: Theory, Methods and Applications, 73(7):2189 — 2198, 2010.

Hansjorg Kielhéfer.  Bifurcation theory, volume 156 of Applied Mathematical
Sciences. Springer, New York, second edition, 2012.

T. Kilpeldinen. Weighted Sobolev spaces and capacity. Ann. Acad. Sci. Fenn. Ser.
A T Math., 19(1):95-113, 1994.

N. A. Kostov, R. Dandoloff, V. S. Gerdjikov, and G. G. Grahovski. The Manakov
system as two moving interacting curves. In Topics in contemporary differential
geometry, complexr analysis and mathematical physics, pages 168-178. World Sci.
Publ., Hackensack, NJ, 2007.

M. K. Kwong. Uniqueness of positive solutions of Au —u+uP = 0 in R™. Arch.
Rational Mech. Anal., 105(3):243-266, 1989.

L. D. Landau and E. M. Lifshitz. Quantum mechanics: non-relativistic theory. Cour-
se of Theoretical Physics, Vol. 8. Addison-Wesley Series in Advanced Physics. Per-
gamon Press Ltd., London-Paris, 1958. (Translated from the Russian by J. B. Sykes
and J. S. Bell).

C. Li. Monotonicity and symmetry of solutions of fully nonlinear elliptic equations
on unbounded domains. Comm. Partial Differential Equations, 16(4-5):585-615,
1991.

T.-C. Lin and J. Wei. Ground state of N coupled nonlinear Schrédinger equations
in R", n<3. Comm. Math. Phys., 255(3):629-653, 2005.

T.-C. Lin and J. Wei. Erratum: “Ground state of N coupled nonlinear Schrédinger
equations in R™, n < 3” [Comm. Math. Phys. 255 (2005), no. 3, 629-653; mr2135447].
Comm. Math. Phys., 277(2):573-576, 2008.

L. Ma and L. Zhao. Uniqueness of ground states of some coupled nonlinear Schro-
dinger systems and their application. J. Differential Equations, 245(9):2551-2565,
2008.

216



[51]

[62]

[63]

L. A. Maia, E. Montefusco, and B. Pellacci. Positive solutions for a weakly coupled
nonlinear Schrédinger system. J. Differential Equations, 229(2):743-767, 2006.

L. A. Maia, E. Montefusco, and B. Pellacci. Infinitely many nodal solutions
for a weakly coupled nonlinear Schrédinger system. Commun. Contemp. Math.,
10(5):651-669, 2008.

S. V. Manakov. On the theory of two-dimensional stationary self-focusing of elec-
tromagnetic waves. Soviet Journal of FExzperimental and Theoretical Physics, 38,
1974.

R. Mandel and W. Reichel. Distributional solutions of the stationary nonlinear
Schrodinger equation: singularities, regularity and exponential decay. ArXiv e-prints,
October 2011.

D. Mandelik, R. Morandotti, J. S. Aitchison, and Y. Silberberg. Gap solitons in
waveguide arrays. Phys. Rev. Lett., 92:093904, 2004.

R. Mazzeo and F. Pacard. A construction of singular solutions for a semilinear
elliptic equation using asymptotic analysis. J. Differential Geom., 44(2):331-370,
1996.

C. Menyuk. Nonlinear pulse propagation in birefringent optical fibers. IEEE Journal
of Quantum Electronics, 23(2):174 — 176, 1987.

Z. Nehari. On a nonlinear differential equation arising in nuclear physics. Proc. Roy.
Irish Acad. Sect. A, 62:117-135, 1963.

W.-M. Ni and I. Takagi. Locating the peaks of least-energy solutions to a semilinear
Neumann problem. Duke Math. J., 70(2):247-281, 1993.

B. Noris and M. Ramos. Existence and bounds of positive solutions for a nonlinear
Schrodinger system. Proc. Amer. Math. Soc., 138(5):1681-1692, 2010.

B. Noris, H. Tavares, S. Terracini, and G. Verzini. Uniform Holder bounds for
nonlinear Schrédinger systems with strong competition. Comm. Pure Appl. Math.,

63(3):267-302, 2010.

F. Pacard. Existence de solutions faibles positives de —Au = u® dans des ouverts
bornés de R", n>3. C. R. Acad. Sci. Paris Sér. I Math., 315(7):793-798, 1992.

A. Pankov. Periodic nonlinear Schrédinger equation with application to photonic
crystals. Milan J. Math., 73:259-287, 2005.

217



[64]

[65]

[66]

L. A. Peletier and J. Serrin. Uniqueness of positive solutions of semilinear equations
in R™. Arch. Rational Mech. Anal., 81(2):181-197, 1983.

A. Pomponio. Ground states for a system of nonlinear Schrédinger equations with
three wave interaction. J. Math. Phys., 51(9):093513, 2010.

A.V. Porubov and D.F. Parker. Some general periodic solutions to coupled nonlinear
schrodinger equations. Wave Motion, 29(2):97-109, 1999.

P. Quittner and P. Souplet. Optimal Liouville-type theorems for noncooperative
elliptic Schrodinger systems and applications. Comm. Math. Phys., 311(1):1-19,
2012.

P. H. Rabinowitz. Some global results for nonlinear eigenvalue problems. J. Func-
tional Analysis, 7:487-513, 1971.

M. Reed and B. Simon. Methods of modern mathematical physics. 1l. Fourier analy-
sis, self-adjointness. Academic Press [Harcourt Brace Jovanovich Publishers|, New
York, 1975.

Z. Shi and J. Yang. Solitary waves bifurcated from bloch-band edges in two-
dimensional periodic media. Phys. Rev. E, 75:056602, 2007.

B. Simon. Schrodinger semigroups. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.), 7(3):447-526,
1982.

B. Sirakov. Least energy solitary waves for a system of nonlinear Schréodinger equa-
tions in R™. Comm. Math. Phys., 271(1):199-221, 2007.

W. A. Strauss. Existence of solitary waves in higher dimensions. Comm. Math.
Phys., 55(2):149-162, 1977.

M. Struwe. Variational methods, volume 34 of Ergebnisse der Mathematik und ih-
rer Grenzgebiete. 3. Folge. A Series of Modern Surveys in Mathematics [Results in
Mathematics and Related Areas. 3rd Series. A Series of Modern Surveys in Mathe-
matics]. Springer-Verlag, Berlin, fourth edition, 2008.

C. A. Stuart. Bifurcation into spectral gaps. Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin,
(suppl.):59, 1995.

C. A. Stuart. Spectrum of a self-adjoint operator and Palais-Smale conditions. J.
London Math. Soc. (2), 61(2):581-592, 2000.

218



[77]

[83]

[84]

[85]

[90]

J. Su, Z.-Q. Wang, and M. Willem. Nonlinear Schrédinger equations with unbounded
and decaying radial potentials. Commun. Contemp. Math., 9(4):571-583, 2007.

H. Tavares and S. Terracini. Sign-changing solutions of competition-diffusion elliptic
systems and optimal partition problems. Ann. Inst. H. Poincaré Anal. Non Linéaire,
29(2):279-300, 2012.

M. V. Tratnik and J. E. Sipe. Bound solitary waves in a birefringent optical fiber.
Phys. Rev. A, 38:2011-2017, 1988.

W. Walter. Ordinary differential equations, volume 182 of Graduate Texts in Ma-
thematics. Springer-Verlag, New York, 1998. (Translated from the sixth German
(1996) edition by Russell Thompson).

J. Wei. On the construction of single-peaked solutions to a singularly perturbed
semilinear Dirichlet problem. J. Differential Equations, 129(2):315-333, 1996.

J. Wei and T. Weth. Nonradial symmetric bound states for a system of coupled
Schrodinger equations. Atti Accad. Naz. Lincer Cl. Sci. Fis. Mat. Natur. Rend.
Lincei (9) Mat. Appl., 18(3):279-293, 2007.

J. Wei and T. Weth. Asymptotic behaviour of solutions of planar elliptic systems
with strong competition. Nonlinearity, 21(2):305-317, 2008.

J. Wei and T. Weth. Radial solutions and phase separation in a system of two
coupled Schrédinger equations. Arch. Ration. Mech. Anal., 190(1):83-106, 2008.

J. Wei and W. Yao. Uniqueness of positive solutions to some coupled nonlinear
Schrodinger equations. Commun. Pure Appl. Anal., 11(3):1003-1011, 2012.

J. Weidmann. Linear operators in Hilbert spaces, volume 68 of Graduate Texls in
Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1980. (Translated from the German by
Joseph Sziics).

J. Weidmann. Spectral theory of ordinary differential operators, volume 1258 of
Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 1987.

D. Werner. Funktionalanalysis. Springer-Verlag, Berlin, extended edition, 2000.

M. Willem. Minimaz theorems. Progress in Nonlinear Differential Equations and
their Applications, 24. Birkhduser Boston Inc., Boston, MA, 1996.

X. Xu. Quadratic-argument approach to nonlinear Schrédinger equation and coupled
ones. Acta Appl. Math., 110(2):749-769, 2010.

219



[91] J. Yang. Classification of the solitary waves in coupled nonlinear Schrédinger equa-
tions. Phys. D, 108(1-2):92-112, 1997.

[92] J. Yang and D. J. Benney. Some properties of nonlinear wave systems. Stud. Appl.
Math, pages 111-139, 1996.

220



Danksagung

An dieser Stelle méchte ich mich bei den Personen bedanken, die mich bei der Anferti-
gung meiner Dissertation unterstiitzt haben. An erster Stelle ist Herr Prof. Dr. Wolfgang
Reichel zu nennen. Die Betreuung meiner Doktorarbeit empfand ich als hervorragend.
Viele inspirierende Gespriche in den letzten vier Jahre haben mir geholfen, neue mathe-
matische Gedanken zu entwickeln und bereits gezeigte Resultate besser zu strukturieren.
Herr Prof. Dr. Reichel war stets, auch zu spéater Stunde, bereit, mir bei der Lésung di-
verser mathematischen Probleme zu helfen. Ich bin fiir diese grofartige Zusammenarbeit
sehr dankbar.

Ich danke Herrn Prof. Dr. Michael Plum fiir die Ubernahme der Rolle des ersten Korre-
ferenten dieser Arbeit. Die Wahl der Analysis als Schwerpunkt meines Studiums, meiner
Diplomarbeit und meiner Dissertation ist in makgeblicher Weise von meinen positiven
Eindriicken der Vorlesungen Analysis I-IIT und "Boundary and Eigenvalue problems” der
akademischen Jahre 2003-2005 geprégt, die Herr Prof. Dr. Plum als Dozent leitete. Ich
danke fiir interessante Gespréche und neue Impulse wihrend der Anfertigung dieser Ar-
beit. Dariiberhinaus danke ich Prof. Dr. Thomas Bartsch fiir die Ubernahme der Aufgabe
des Korreferenten dieser Dissertation. Das Thema Verzweigung bei Schrédingersystemen
riickte durch Herrn Prof. Dr. Bartschs Vortrag im Karlsruher PDE-Seminar in den Fo-
kus meines Interesses und ich bin dankbar dafiir, die Gelegenheit bekommen zu haben,
meine Ideen zu diesem Thema wihrend eines Besuchs in Giefien besprechen zu kénnen.
Fiir die Erméglichung eines Aufenthalts in Besancon und eine herzliche Betreuung danke
ich Prof. Dr. Louis Jeanjean und Prof. Dr. Kazunaga Tanaka. Dr. Témas Dohnal danke
ich fiir Hilfestellungen bei der Anfertigung meiner Einleitung.

Ganz besonderer Dank gilt meiner Familie, die mich in meiner Arbeit stets unterstiitzt
hat. Zahllos sind die Wochenenden, an denen meine Mutter und meine Schwiegereltern
bereitwillig die Betreuung unseres Sohnes Thomas {ibernommen haben, damit sich seine
Eltern dem Studium bzw. der Promotion widmen konnten. Schlieflich danke ich meiner
Ehefrau Linda Mandel fiir die seelische und moralische Unterstiitzung der letzten Jahre
und fiir vieles mehr.

221



Eidesstattliche Erkldarung

Hiermit erkldre ich an Eides statt, dass ich die vorliegende Arbeit selbststdndig und nur
unter Zuhilfenahme der ausgewiesenen Hilfsmittel angefertigt habe. Sdmtliche Stellen der
Arbeit, die im Wortlaut oder dem Sinn nach anderen gedruckten oder im Internet ver-
Offentlichten Werken entnommen sind, habe ich durch genaue Quellenangaben kenntlich
gemacht.

Rainer Mandel
Karlsruhe, 26. Marz 2013

222





