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Motivation

Numerische Simulationen ermdglichen der Wissenschaft und Technik oftmals
grofse Einsparungen an Geld und Zeit. Sie ersetzen in vielen Fillen den Bau von Pro-
totypen, an denen ausgiebige Tests, wie zum Beispiel Belastungstests, Festigkeit und
Crash, durchgefiihrt werden miissen. Die Prototypen werden am Computer model-
liert, die Tests werden simuliert. Haufig eignen sich dazu Finite Elemente-Methoden
[Bra03]. Um eine gute, moglichst genaue Simulation zu erhalten, miissen dabei li-
neare Gleichungssysteme der Art Au = f mit mehreren Millionen Freiheitsgraden
gelost werden.

Die aus der Finiten Elemente-Methode entstehenden Gleichungssysteme sind in
der Regel sehr schwach besetzt. Diese konnen sowohl direkt als auch iterativ gelost
werden [Hac91]. Bei einem iterativen Verfahren wird der Algorithmus mehrfach
hintereinander angewandt, so dass sich die berechnete Losung der Originalldsung
immer weiter annédhert. Die Iteration wird abgebrochen, wenn bestimmte Voraus-
setzungen erfiillt sind, zum Beispiel, wenn das Residuum klein genug ist. Es kann
jedoch geschehen, dass das Verfahren sehr langsam oder auch gar nicht konvergiert.
Mit Hilfe eines Vorkonditionierers kann die Konvergenzgeschwindigkeit beschleunigt
werden. Allerdings sind viele iterativen Verfahren auf ihre Anwendungsklasse be-
schrankt. Zum Beispiel kann ein cg-Verfahren nur auf symmetrisch positiv definite
Systeme angewandt werden. Ein symmetrisch positive definites System erhélt man
bei einem Laplace-Problem oder in der linearen Elastizitdt. Viele Probleme fiih-
ren allerdings auf unsymmetrische (zum Beispiel Konvektions-Diffusions-Probleme)
und indefinite (Stokes- und Maxwell-Probleme [Mon03]) Gleichungssysteme. Hier-
fiir kénnen beispielsweise GMRES-Verfahren eingesetzt werden.

Als ein leistungsfdhiger und effizienter Vorkonditionierer haben sich Mehrgit-
terverfahren herausgestellt [Bra93, Hac03]. Dort wird ein guter Grobgitterloser
bendtigt, wobei sich ein direkter Loser hierbei dadurch eignet, da die gesuchte Lo-
sung nach einer festen Anzahl von Schritten feststeht! und nicht iterativ geldst
werden muss. Bei einer LR-Zerlegung einer Matrix A muss die Zerlegung selbst
nur einmal berechnet werden. Diese Zerlegung kann dann auf eine oder mehrere
rechte Seiten angewandt werden, wodurch die Lésung nach nur einem Schritt fest-
steht (sofern die Anwendung der Zerlegung als ein Schritt aufgefasst wird). In der

IDas cg-Verfahren bzw. GMRES-Verfahren ist eigentlich auch ein direktes Verfahren, da es nach N
Schritten theoretisch die exakte Losung liefert (bei einer Matrix A € RV*N), Eine approximativ
gute Losung wird jedoch meist schon fiir deutlich weniger Schritte erreicht

vii



viii MOTIVATION

Praxis muss jedoch beachtet werden, dass sich bei direkten Verfahren Rundungs-
fehler durch Gleitkommaberechnungen stérker auswirken kénnen, wenn die Groéfe
der Matrix A wéchst. Eine Einflihrung in die LR-Zerlegung mit Fehleranalyse wird
in Kapitel 1 dargestellt.

Nach dem Mooreschen Gesetz verdoppelt sich die Anzahl der Transistoren pro
Flécheneinheit auf einem Computerchip alle ein bis zwei Jahre [M T 98]. Damit stei-
gert sich auch die Rechenleistung der Computer. Bis Anfang dieses Jahrtausends
wurde die Verdoppelung meist noch innerhalb eines Hauptprozessors erreicht, ge-
genwartig wird die Leistungsfahigkeit durch Multicore-Prozessoren gesteigert. Ein
Programm kann jedoch ohne Parallelisierung nur von einem Prozessorkern abgear-
beitet werden. Eine Steigerung der Effektivitdt kann heutzutage also nur durch eine
parallele Verarbeitung erreicht werden. Somit miissen die Programme zum L&sen
der Probleme parallelisiert werden.

Durch einen Zusammenschluss mehrerer Rechner zu einem Cluster lassen sich
weiterhin grofse parallele Rechenmaschinen erstellen. Dies hat gleich mehrere Vor-
teile: Mehrere kleinere Rechner sind meist kostengilinstiger als ein gleichwertiger
“Superrechner”, der in der Summe die gleiche Rechenleistung besitzt. Durch Zu-
sammenfiigen der kleineren Rechner wird gleichzeitig auch der verfiighare Speicher
erh6ht. Auflerdem kénnen zusétzliche Rechner meist ohne grofsen Aufwand hinzu-
gefiigt werden, um die Rechenleistung weiter zu steigern.

Inzwischen existieren hochparallele Rechner mit mehreren Hunderttausend Ker-
nen, wie beispielsweise die Cray XE6 (Hermit) in Stuttgart [Her|, auf der die mei-
sten Tests in dieser Arbeit gerechnet wurden. Daher miissen parallele Algorithmen
entwickelt werden, die selbst bei einer grofen Prozessorzahl noch gut skalieren.

Im Bereich der Finite-Elemente-Verfahren wird zur Parallelisierung das Ge-
biet 2 auf alle zu verwendeten Prozessoren verteilt (Domain Decomposition). Eine
optimale Aufteilung des Gebiets auf die Prozessoren ist ein graphentheoretisches
Problem [KK98], eine einfache Aufteilung kann iiber die rekursive Koordinaten-
Bisektion (RCB) [KK95] oder fiir kleinere Probleme und wenige Prozessoren auch
iiber den Spektral-Bisektion-Algorithmus (RIB - recursive inertia bisection)
[PSLI0| erreicht werden. In unserem Fall verwenden wir neben dem RCB-
Algorithmus einen angeschlossenen Graphpartitionierer von Christian Schulz und
Peter Sanders namens Kaffpa® [SS11, OSS12], welcher am Karlsruher Institut fiir
Technologie im Rahmen der Dissertation von Christian Schulz geschrieben wurde
[Sch13]. Jeder Prozessor rechnet nun lokal auf dem ihm zugewiesenen Gebiet und
kommuniziert iiber MPI-Routinen (vergleiche Anhang B) mit den anderen Prozes-
soren.

Viele numerische Verfahren kénnen parallelisiert werden. Dies beginnt bei ei-
ner gewohnlichen Matrixmultiplikation [Fro90, OG96| und geht iiber Parallelisie-
rung von Jacobi- und Gauf-Seidel-Verfahren [ALOO02| sowie Mehrgitterverfahren
[ZumO03]. Weiterhin existieren bereits eine Vielzahl von parallelen (Sparse)-Matrix-
Losern, insbesondere zu nennen sind hierbei MUMPS? [ADLKO01], Pardiso*[SG02,
SGFS01, SWHO07|, SPIKE [PS07] fiir Bandmatrizen, PaStiX® [PPJ02] und

2Karlsruhe Fast Flow Partitioner

3a MUItifrontal Massively Parallel sparse direct Solver
4PArallel DIrect SOlver

5Parallel Sparse matriX package



AUFBAU DER ARBEIT ix

PETSc® [BGMS97|. Ein anderer Ansatz geht iiber die von Hackbusch eingefiihr-
ten H-Matrizen’[Hac09] und als Erweiterung die H2-Matrizen|[B509], wobei die
Ursprungsmatrix durch Niedrigrangmatrizen approximiert wird. Somit kénnen ins-
besondere Matrix-Matrix-Multiplikationen effizient berechnet werden.

Aufbau der Arbeit

In Teil 1 (Einfiihrung) wird in Kapitel 1 zunéchst eine allgemeine L R-Zerlegung
einer Matrix A mit einer Fehleranalyse fiir Gleichkommasysteme angegeben. Das
hier verwendete parallele Programmiermodell mit den parallelen Finiten Elemen-
te wird in Kapitel 2 eingefithrt. Dies ist die Grundlage der Implementierung der
parallelen Block-L R-Zerlegung.

Teil 2 (Die parallele Block-L R-Zerlegung) beschéftigt sich insbesondere mit
der Konstruktion des Algorithmus (Kapitel 3). Die Implementierung in das von uns
verwendete Programm M++ wird in Kapitel 4 vorgestellt. Den Abschluss dieses Teils
bildet eine Komplexitadtsanalyse fiir ein Laplace-Problem auf einem Einheitswiirfel
(Kapitel 5). Dort wird eine Vorhersage der Berechnungs- und Kommunikationszeit
angegeben und mit der tatséchlichen Zeit verglichen.

Im abschliefenden Teil 3 (Anwendung) formulieren wir zunéchst mehrere Mo-
dellprobleme (Kapitel 6) (Poisson, Stokes, Elastizitat, Maxwell) und untersuchen
in Kapitel 7 die Effizienz des Algorithmus aus Kapitel 3.

6Portable Extensible Toolkit for Scientific computing
"Hierarchical Matrix
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Teil 1

Einfiihrung






Eine LR-Zerlegung einer Matrix A

Um ein lineares Gleichungssystem Au = f zu 16sen, gibt es verschiedene Ansét-
ze [GL96, DHO02]|. Ein Standardlésungsverfahren ist dabei das Gaufsche Elimina-
tionsverfahren, mit dessen Hilfe eine L R-Zerlegung der Matrix A mit einer unteren
Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R berechnet werden kann. Als
symmetrische Variante wird weiterhin die LDLT-Zerlegung benutzt, wobei L ei-
ne untere Dreiecksmatrix ist und D eine Diagonalmatrix. Fiir die LR-Zerlegung
gibt es unterschiedliche Moglichkeiten, diese Zerlegungen zu berechnen. Auch die
Art der Einheitsdiagonale (ob in L oder R) ist prinzipiell frei wiahlbar. Wenn die
Zerlegung blockweise betrachtet wird, konnen sogar innerhalb eines Algorithmus
unterschiedliche Ansétze der Zerlegung gewéhlt werden.

In Kapitel 1.2 wird zunéchst dargestellt, wie ein triangulares System gelGst
wird, welches spéter auch in der Block-LR-Zerlegung benutzen werden wird. Im
darauf folgenden Kapitel 1.3 ist die Triangulierung beschrieben [GL96, Kan04].
Die Fehleranalyse in Bezug auf Rundungsfehler, welche sich in Computersystemen
generell ergeben [Hig96] ist in Kapitel 1.4 zu finden.

Allgemein gilt die Annahme, dass alle Operationen giiltig sind und insbesondere
bei einer Division nicht durch 0 geteilt wird. Dass dies in den betrachteten Matrizen
aus dem Finite Elemente Verfahren gegeben ist, wird in Kapitel 3.9 gezeigt.

Nach der Einfiihrung der Notation stellen wir in Kapitel 1.2 und 1.3 die Grun-
dalgorithmen einer LR-Zerlegung vor, wobei wir weitgehend [GL96| folgen. Fiir
die Parallelisierung wird spéater in Kapitel 3.2 eine Block-Variante betrachtet.

1.1. Notation

1.1.1. Matrixnotation.
Fiir eine Matrix A € RM*N njt

a1 -+ Q1N
A= (amn) =

ap1 o GMN
bezeichnet

A1k

Mk



4 1. EINE LR-ZERLEGUNG EINER MATRIX A

die k-te Spalte und

Alk, ] = (akl akN)
die k-te Zeile der Matrix A. Mit
ik 427]
Ali s 4,k 1] = (amn)m=i,....jin=k,.... = |
ajg - ag

wird eine Untermatrix von A bezeichnet.

1.1.2. Algorithmennotation.

Die Kosten eines Algorithmus werden in flops angegeben. Dabei bezeichnen
wir mit einem flop eine Gleitkomma-Operation im Rechner 4+, —, -, /. Gew6hnlich
beschrinken wir uns auf die hochste Ordnung, das heifst, wenn ein Algorithmus mit
2 N3 flops angegeben ist, so werden im Allgemeinen 2 N3 + O(N?) flops bendtigt.

1.2. Triangulare Systeme

In diesem Kapitel wird die Berechnung der Losung eines Gleichungssystems
mit einer triangularen Matrix betrachtet. Dabei muss zwischen einer unteren Drei-
ecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R unterschieden werden. Erstere
fithrt auf die sogenannte Vorwérts-Substitution (Kapitel 1.2.1), letztere auf die
Riickwérts-Substitution (Kapitel 1.2.2). In Kapitel 3.2.1 wird auf eine Block-Variante
eingegangen, hier exemplarisch fiir eine untere Block-Dreiecksmatrix.

1.2.1. Vorwirts-Substitution.
Gegeben sei ein reguldres lineares unteres triangulares Gleichungssystem
Lu= f,

i 0 o0 U1 f1
Iy lp o u || f2
: : . 0

Ivi vy - Iyn UN fn

mit Iy # 0, k =1,..., N. Mit Hilfe der ersten Zeile des Gleichungssystems ergibt
sich direkt u; = f1/l;1. Wir betrachten nun die k-te Zeile dieses Gleichungssystems

k
>l = fr.
m=1

Wenn die ersten k£ — 1 Komponenten von u bereits berechnet wurden, ergibt sich
fir die k-te Komponente

k1
up = (fk -y lkmum>/1kk-
m=1

Insgesamt kénnen wir nach und nach die Komponenten von u berechnen, ange-
fangen bei der ersten Komponente u; bis hin zur letzten Komponente wy. Daher
lautet der Name des Verfahrens auch Vorwirts-Substitution. Ublicherweise wird
zur Berechnung von u die rechte Seite direkt tiberschrieben, da die fi nur fiir den
aktuellen Schritt benétigt werden. Anstatt die komplette Summe erst im aktuellen
Schritt zu berechnen, kann diese auch in jedem Schritt fiir die spateren Komponen-
ten berechnet werden.



1.2. TRIANGULARE SYSTEME

wt

Algorithmus 1.1 (Vorwirts-Substitution).

Sei L € RV*N eine reguliire untere Dreiecksmatrix und f € RY die rechte Seite.
Dann iiberschreibt der folgende Algorithmus f mit der Losung des linearen Glei-
chungssystems Lu = f.

1 for k=1,...,N

2 flk] == f[k]/ L[k, k]
3 form=k+1,....N
4 flm] := flm] — Lim, k] f K]

Dieser Algorithmus benétigt O(N?) flops.

1.2.2. Riickwiarts-Substitution.
Ein analoger Algorithmus kann auch fiir eine obere Dreiecksmatrix angegeben
werden. Sei dabei ein reguléres lineares oberes triangulares Gleichungssystem Ru =

[

i1 T2 st TIN uy bil
0 722 -+ Ton Uo fa
0O - 0 ryn uN N

mit 7 £ 0, k =1,..., N. In diesem Fall ergibt die letzte Zeile des Gleichungssy-
stems uy = fy/rnny und die k-te Zeile

N
Z TemUk = [k -
m=k
Wenn nun die k 4 1-te bis N-te Komponente von u schon berechnet wurden, kann
die k-te Komponente berechnet werden mit

N
ue =\ fe— D Thmtk | / Tre-
m=k+1

Damit konnen die Komponenten von wu riickwérts berechnet werden, angefangen
bei der letzten Komponente uy bis hin zur ersten Komponente u1. Daher auch der
Name Riickwarts-Substitution. Auch hier kann die rechte Seite direkt iiberschrieben
werden, womit sich folgender Algorithmus ergibt:

Algorithmus 1.2 (Riickwérts-Substitution).
Sei R € RY*N eine regulire obere Dreiecksmatrix und f € RY die rechte Seite.
Dann {iberschreibt der folgende Algorithmus f mit der Losung des linearen Glei-
chungssystems Ru = f.

1 for k=N,...,1

fIk] := f[k]/R[k, k]

3 form=k—-1,...,1
flm] :== f[m] — R[m, k] f[k]

Fiir die Riickwérts-Substitution wurde die Spalten-Variante gewéhlt (Algorith-
mus 3.1.4 in [GL96]). Das hat den Grund, da in der parallelen LR-Zerlegung in
Kapitel 3 die Gesamtmatrix spaltenweise zerlegt wird und somit eine direkte Be-
rechnung mit Hilfe der Spalten erfolgen kann.

Wie die Vorwiirts-Substitution benétigt auch dieser Algorithmus O(N?) flops.
Wenn R[k, k] = 1 (vergleiche Definition 1.3 im néchsten Kapitel 1.3), so kann der
Schritt in Zeile 2 ignoriert werden.

\S)

B
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1.3. Die LR-Zerlegung

Ein Gleichungssystem mit einer Dreiecksmatrix kann nach Kapitel 1.2.1 und
1.2.2 schnell und einfach gelost werden. Wir betrachten nun eine Zerlegung einer
Matrix A € RY*N in zwei Dreiecksmatrizen L € RN und R € RVXN mit
A = LR. Ein Gleichungssystem Au = f kann nun in zwei Gleichungssysteme
Lv = f, Ru = v zerlegt werden, welche nacheinander mit Hilfe der Algorithmen 1.1
und 1.2 gelést werden konnen. Wenn eine solche Zerlegung gefunden ist, kann der
Aufwand zur Losung dieses Gleichungssystems mit O(N?) angegeben werden.

Definition 1.3 (normierte Dreiecksmatrix).
Eine obere normierte Dreiecksmatriz R € RN*N st definiert als eine obere Drei-

ecksmatriz mit Finsen auf der Diagonalen, d.h. rp, = 1, k= 1,..., N, gm = 0,
k>m.

Eine obere normierte Block-Dreiecksmatriz ist definiert als eine obere Block-Drei-
ecksmatrixz mit Einheitsmatrizen auf der Diagonalen, d.h. Ry, = Iy, , k=1,..., N,

R =0, k> m.
FEine untere normierte Dreiecksmatrixz bzw. untere normierte Block- Dreiecks-
matriz sind analog definiert.

Bemerkung 1.4.

a) Multiplikation zweier Dreiecksmatrizen gleicher Art ergibt wieder eine Dreiecks-
matrix dieser Art.

b) Multiplikation zweier normierter Dreiecksmatrizen gleicher Art ergibt wieder
eine normierte Dreiecksmatrix dieser Art.

Die LR-Zerlegung beruht auf dem Gaufischen Eliminationsverfahren. Es gibt
verschiedene Varianten, eine L R-Zerlegung zu definieren. In dem hier vorgestellten
Fall ist insbesondere diejenige Zerlegung interessant, bei der die Einheitsdiagonale
in der R-Matrix zu finden ist, da dies spéter in der Block-L R-Zerlegung angewandt
wird.

Definition 1.5 (LR-Zerlegung).
Bine LR-Zerlegung einer Matriz A € RN*N besteht aus einer unteren Dreiecksma-
trix L und einer oberen normierten Dreiecksmatriz R, so dass A = LR gilt.

Bemerkung 1.6.

a) In den meisten Beschreibungen einer LR-Zerlegung wird fiir gewohnlich L als
untere normierte Dreiecksmatrix gewéhlt, wihrend hier R als obere normierte
Dreiecksmatrix gewahlt wird.

b) Selbst fiir eine regulire Matrix A muss keine LR-Zerlegung existieren. Mit Hilfe
von Pivotisierung kann jedoch immer eine PLR-Zerlegung angegeben werden,
wobei P eine Permutationsmatrix beschreibt [GL96].

c¢) Fiir symmetrisch positiv definite Matrizen kann immer eine LR-Zerlegung an-
gegeben werden (siehe auch Kapitel 3.9.1).
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Eine L R-Zerlegung kann mit Hilfe von Gauf-Transformationen erreicht werden,
wobei die Gauf-Transformation wie folgt definiert ist:

Definition 1.7 (Gauf-Transformation).

Eine Gauf-Transformation zur Erstellung einer LR-Zerlegung im Sinne von 1.5 ist
eine Matriz der Form My = I — ep1T (mit ey, als k-tem Einheitsvektor), wobei die
ersten k Komponenten von 7 € RN Null sind, das heifst

1 ... 0 0 0

_ 0 1 7Tk+1 —TN
My =1y 0 1 0
0 --- 0 0 1

Lemma 1.8. Sei {M}: My =1—ex7", k=1,...,N —1} eine geordnete Menge
von Gauf-Transformationen.

a) Fir die Inverse einer Gauf$-Transformation My, gilt
M =T+er”.
b) Fiir zwei Gauf-Transformationen My, M; mit k > 1 gilt
Mle =1- ekaT — elTlT .
¢) Sei mit My --- Mn_1 ein Produkt von Gaufs-Transformationen gegeben. Fiir die
Inverse gilt
N—-1
Myt M =T venyath_y) (T +eri) =1+ Z exTi .
k=1
Fiir weitere Erlauterungen siehe [GL96]. Die hier verwendeten Gauk-Transfor-
mationen sind transponiert im Vergleich zu Gaufs-Transformationen aus der Lite-

ratur, da hier obere normierte Dreiecksmatrizen benutzt werden.
Anwendung einer Gauf-Transformation auf eine Matrix A von rechts ergibt

AM;, = A(I — ekTT) =A— (Aek)TT =A-Al: ,k]TT ,

da hier die ersten k Eintrage in 7 gleich 0 sind, wird nur A[:,k + 1 : N] geéndert.
Zur Elimination wird dabei in jedem Schritt 7[k +1: N] = Alk,k + 1 : N]/Alk, k]
gesetzt. Mit Hintereinanderausfithrungen von Gauf-Transformationen kann damit
eine Matrix A in eine untere Dreiecksmatrix transformiert werden.

Algorithmus 1.9 (Untere Triangulierung).
Sei A € RV*N eine gegebene regulire Matrix. Dann erzeugt folgender Algorithmus
eine untere Dreiecksmatrix.

1 for k=1,...,N—-1

2 form=k+1,....N
3 TIm] := A[k,m]/A[k, k]
4 Al:,m] = A[:,m] — Al:, k]r[m]

Hierbei wird angenommen, dass der betroffene Diagonaleintrag A[k, k] in jedem
Schritt & ungleich 0 ist®.

IDies ist fiir symmetrisch positiv definite Matrizen A immer erfillt, vergleiche auch Kapitel 3.9.1
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Im vorigen Algorithmus wird eine Hintereinanderausfithrung von Gaufs-Trans-
formationen M}, auf A angewandt, so dass

AM{Ms---My_1 =1L
eine untere Dreiecksmatrix ist. Mit
(1.1) R=My' - M

gilt somit A = LR und mit Bemerkung 1.4 und Lemma 1.8 folgt, dass R eine obere
normierte Dreiecksmatrix ist.

Damit ist die LR-Zerlegung einer Matrix A beschrieben. Ein Vorteil ist, dass
die Berechnung von R wegen Lemma 1.8.c) direkt gegeben ist und wir die beno-
tigten Koeffizienten von 74 direkt in der Matrix A speichern kénnen, da durch die
Transformation dort Nullen entstehen.

Somit kann die LR-Zerlegung einer Matrix A folgendermafsen beschrieben wer-
den, wobei die Matrix A mit Koeffizienten aus L und R so {iberschrieben wird, dass
L[k, m] = Alk,m], k > m und R[k,m] = A[k,m], k < m.

Algorithmus 1.10 (LR-Zerlegung).

1 for k=1,...,N
for m=k+1,....N
Alk,m] := Alk, m|/A[k, k]
forn=k+1,...,N
Aln,m] := A[n,m] — A[n, k] A[k, m]

S N VR N

Der Aufwand zur Berechnung der L R-Zerlegung ist in fithrender Ordnung %N 3
flops. Sei nun ein Gleichungssystem Au = f gegeben, sowie eine L R-Zerlegung von
A. Da A = LR, folgt mit v = Ru: Au = f < LRu = f & Lv = f. Um das
Gleichungssystem Au = f zu 16sen, muss zuerst das Gleichungssystem Lv = f mit
der Vorwiérts-Substitution 1.1 und danach das Gleichungssystem Ru = v mit der
Riickwérts-Substitution 1.2 gelést werden. Da die Diagonaleintrige in R gleich 1
sind, ergibt sich insgesamt folgender Algorithmus:

Algorithmus 1.11 (Lésen mit Hilfe der LR-Zerlegung).

Sei eine LR-Zerlegung der Matrix A € RV*Y durch Algorithmus 1.10, sowie eine
rechte Seite f € RY gegeben. Dann iiberschreibt folgender Algorithmus f mit der
Losung v des Gleichungssystems Au = f.

1 for k=1,...,N
2 fIk] == flk]/Alk, K]
3 form=k+1,...,N
4 flm] := flm] — A[m, k] f[k]
5 for k=N,...,2
form=k-1,...,1
fim] := fim] — A[m, k] f[K]
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1.4. Fehleranalyse

Fiir die Fehleranalyse folgen wir der Notation aus [Hig96]. Es gibt verschiedene
Griinde fiir aufkommende Fehler in einer numerischen Rechnung: Rundungsfehler
(da nur ein Teil der reellen Zahlen abgebildet werden kann), Datenunsicherheit
(zum Beispiel in der rechten Seite f oder Anfangsbedingungen) und Diskretisie-
rungsfehler (Wahl des Gitters bei den Finiten Elementen). Wéhrend die beiden
letzteren insbesondere in der Finite Elemente-Theorie Beachtung finden, treten bei
der Durchfiihrung der Zerlegung zur Losung der entstehenden linearen Gleichung
in erster Linie Rundungsfehler auf.

1.4.1. Gleitkomma-System.
Ein Gleitkomma-System F' C R ist eine Untermenge der reellen Zahlen, wobei
die Elemente die Form

y==xm- ¢

mit m € Ny, 8 € N und e € Z besitzen. Dieses System wird durch folgende Para-
meter bestimmt:

e die Basis 3,

e die Mantisse m mit Wortlinge p, wobei m reprasentiert wird durch eine
Zahlenkette dodids...d,—1 und 0 < d; < 3, das heifit m ist eine ganze
Zahl mit 0 <m < P — 1,

e dem FEzponenten e mit enin < e < emax-

Im IEEE-Standard [IEE08] gilt fiir das double-precision-Format

° B = 27

e p=>52,

® Chax = 1023, ey, = —1022.
Hier wird weiterhin die Mantisse normalisiert. Dabei wird fiir die Gleitkommazahl
y = £m,, - 2¢ die normalisierte Mantisse m,, = 1 + m/2? verwendet. Einfacher aus-
gedriickt wird vor das Mantissenbitmuster m eine “1.” angehéngt. Fiir die normali-
sierte Mantisse gilt somit 1 < m,, < 2. Die 1 in m,, = 1.m muss nicht abgespeichert
werden, so dass ein weiteres Bit Genauigkeit gewonnen werden kann?. In der IEEE-
Konvention gilt weiterhin enin = 1 — epmax. Der Exponent e wird mit Hilfe von 11
Bits abgespeichert. Damit lassen sich die Zahlen F = 0 bis ' = 2047 darstellen. e
wird mit Hilfe eines festen Biaswertes B = 1023 berechnet {iber e = E — B. Die Bit-
folge Epis = 11...1 und Epi; = 00...0 werden fiir Sonderfille (not a number bzw.
oo und Null) benétigt und werden somit nicht fiir die Darstellung eines Exponenten
verwendet.

Die Gleitkomma-Zahlen sind nicht gleichméfig verteilt, es kann jedoch eine
relative Genauigkeit angegeben werden. Diese wird als Maschinengenauigkeit u be-
zeichnet. Eine reelle Zahl ist also fiir gewShnlich nicht exakt darstellbar, so dass
auf die néchste darstellbare Zahl gerundet werden muss. Mit fI bezeichnen wir die
Rundung einer gegebenen Zahl auf Maschinenebene. Somit gilt nach [Hig96]

Lemma 1.12. Sei z € R innerhalb des Bereiches von F, dann gilt
fl(z) =2(149), [0 <u.

Auch bei der Durchfiihrung der arithmetischen Operationen muss zu jedem
Zeitpunkt gerundet werden:

fllz op y) = (w op y)(1+6), |3 <u.

2Daher wird fiir die Mantissenlédnge oft auch p = 53 angegeben.
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Dabei bezeichnet die Operation op = +, —, -,/ eine der moglichen arithmetischen
Operatoren. Im Fall der double-precision betrdgt u nach IEEE-Standard
u=2"%~10"16.

1.4.2. Fehleranalyse der Triangular-Systeme und der LR-Zerlegung,.

Im Folgenden wird eine Matrix mit einem Dach (z.B. f/) als eine Matrix be-
zeichnet, die im Gleitkomma-System berechnet wurde, das heifit jeder Berechnungs-
schritt muss auf eine Gleitkomma-Zahl gerundet werden. Im Allgemeinen sind die
Eingangsdaten schon auf das Gleitkomma-System bezogen und erhalten kein zu-
sétzliches Symbol. Mit AA wird die Differenz einer Berechnung zum urspriinglichen
System bezeichnet.

Zuerst geben wir ein Lemma aus [Hig96, Theorem 8.5] an, welches zeigt,
wie sich die Berechnung einer Losung Z iiber ein Triangularsystem aufgrund des
Gleitkomma-Systems auswirkt.

Lemma 1.13. Gegeben sei ein triangulares System Tx = b, mit T € RN*N regu-
ldre (obere oder untere) Dreiecksmatriz, welches tiber die Vorwdrts- (Algorithmus
1.1) bzw. Riickwarts-Substitution (Algorithmus 1.2) gelést wird. Dann gilt fir die
berechnete Lésung &
Nu
1—Nu
Hierbei ist der Betrag | - | einer Matrix komponentenweise zu verstehen. Das
heifst, berechnet wird die Losung eines schwach gestorten Systems, wobei die St6-
rungsmatrix AT komponentenweise gegeniiber der urspriinglichen Matrix 1" klein
ist. Fiir ein System der Grofe N = 107 ist der relative Fehler in den einzelnen
Komponenten also kleiner als etwa 10~ wenn man von double-precision ausgeht.

(T+AT)2 =b, |AT|< IT| + O(u?)

Satz 1.14. Sei A € RNXN cine Matriz, dessen LR-Zerlequng existiert. Die berech-
neten Matrizen L und R geniigen der Darstellung

(1.2) LR=A+AA
(1.3) AA] < 3(N = 1)u (J4] + |L]|R]) + O@?)

BeEwEIs. Wir folgen dem Beweis nach [GL96, Theorem 3.3.1] iiber vollstindige
Induktion?.

Der Satz gilt offensichtlich fiir N = 1 (da dort keine Rechenoperationen auf-
treten und nur l1; = aj1,711 = 1 gesetzt wird). Wir nehmen an, dass er fiir alle

(N —1) x (N — 1)-Matrizen gilt. Mit

a wt
a= (0 %)

a € R, B e RW-DX(N=1) folgt fiir den ersten Schritt der LR-Zerlegung

~ a 3T
A—<v Al)’

wobei 2 = fl(w/a) und A; = fI(B — vzT) berechnet werden. Dabei gilt:

1
F=—w+f, |f] Sum
o |al
und
(1.4) Ay =B—vzT + F, |F| <2u(|B|+ |v]|2T) + O(u?),

3Dort wird eine andere LR-Zerlegung verwendet. Wahrend hier R normiert ist, wird dort mit
einer normierten Dreiecksmatrix L gerechnet.
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wobei die 2 in der Abschétzung fiir |F| aus den beiden Operationen Multiplikation
und Addition hervorgeht.

Da A; € ROV-Dx(N=1) ksnnen wir dafiic nun die Induktionsvoraussetzung

(1.2), (1.3) verwenden mit

(1.5) LRy = A + AA,

(16) A4 <3N = 2)u (|4 + 14| | ) + 00
Damit gilt

sa (a0 (/1 2t
LR:(U m) (o Rl)

_ 0 af _
A+<0 AA1+F>A+AA'

Aus (1.4) folgt
(1.7) [Ar] < (1+20)(1B] + [ol12]T) + O(u?)
und mit (1.5) und (1.6) gilt
DAL+ FI < 3N = Du (1B + ol 2] + | Ll Rl ) + 0@

Mit |af| < uJw| kann man durch Ausmultiplizieren {iberpriifen, dass gilt:

ool (3 1)+ (120 6 1))+

was genau der Induktionsbehauptung entspricht. O






Parallele Finite Elemente

Eine Einfithrung in Finite Elemente findet sich in [Bra03]. Fiir die Realisierung des
parallelen direkten Losers wird das parallele Finite Elemente Programm M++ ver-
wendet. Das im Programm verwendete Programmiermodell geht auf Arbeiten der
UG-Gruppe [BBJ 97, BBJ 798, BJL 799, BJL 00, BJL"01]| zuriick. Um eine
einheitliche Darstellung zu gewéhrleisten, werden in diesem Abschnitt die Definitio-
nen aus [WielO] ibernommen und gegebenenfalls erweitert, vor allem mit einigen
Ausfithrungen aus eigenen Verdffentlichungen [MW11, MW12|. Dabei wird ins-
besondere der parallelen additiven Représentation der Steifigkeitsmatrix Beachtung
geschenkt, die Hauptbestandteil der parallelen Block-L R-Zerlegung ist. Aufgrund
der Notation ist es iibersichtlicher, im Folgenden anstatt von “Kernen” von “Pro-
zessoren” zu reden. Wenn etwas “auf einem Prozessor” geschieht, so ist dies dabei
ein Prozess in einer MPI-Routine.

2.1. Ein paralleles Gitter-Modell

Gegeben sei ein Gitter (C,V, £, F) mit Zellen C, Ecken V, Kanten £ und Seiten-
flichen F. Fiir eine Zelle ¢ € C werden mit V., &., F. die jeweiligen Ecken, Kanten
und Seitenflichen von ¢ bezeichnet. Insgesamt wird durch das Set der Zellen C die
Ecken V = (J.c¢ Ve, Kanten &€ = (J ¢ & und Seitenflichen F = J .o Fe defi-
niert. Jedes Element (Zelle, Ecke, Kante oder Seitenfldche) wird durch einen Punkt
z € R3 eindeutig definiert, wobei dieser Punkt als Schliissel in einer Hashtabelle
dient, worin diese Elemente gespeichert werden. Jede Kante e € &£, wird iiber ein
Paar (2.,9.) € Ve X V. und seinen Mittelpunkt z, € R3 beschrieben. Der Mittel-
punkt der Kante ist dabei der zugehorige Schliissel in der Hashtabelle. Genauso
dienen die Zellmittelpunkte z. einer Zelle ¢ € C und die Seitenflachenmittelpunkte
zy einer Seitenfliche f € F. als Schliissel. Insgesamt ergibt sich fiir eine Zelle ¢ € C
ein Schliissel-Set

Ze=V. U{zere€ &I U{zs: feFpU{z}.

Fiir eine gegebene Prozessormenge P = {1,..., P} wird iiber eine Abbildung
dest: C — P eine Lastverteilung der Zellen C definiert. Mit

CP = {c € C: dest(c) = p}

wird dabei die Menge der Zellen auf Prozessor p beschrieben, wobei wir insgesamt
eine disjunkte Zerlegung

c=c'u..-uck

13
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haben. Ausgehend von dieser Zerlegung werden weiterhin die Mengen
v=Jv., =& rP=Ur 2=z
ceCP ceCr ceCr ceCP

beschrieben, wobei die Zerlegungen
V=V'u-..upy’, E=&'U-uEr,
F=F'u---urf, Z2=z'u.-.uz”

im Allgemeinen nicht disjunkt sind. Fiir die Elemente der Hashschliissel Z kann
damit eine mengenwertige Abbildung

(2.1) 2 =27 m(z)={peP:ze€ ZF}

definiert werden, die jedem Hashschliissel eine Prozessormenge zuordnet.

2.2. Parallele Finite Elemente

2.2.1. Notation.
In diesem Kapitel wird eine lokale Notation eingefiihrt. So werden bis inklusive
Kapitel 2.2.5 Vektoren (v, f) und Matrizen (4), sowie deren zugehorigen Réume
(V, V') unterstrichen. Allgemeinere Riume und Operatoren werden “normal” (z.B.
Finite Elemente Raum V') oder “fett” (z.B. Hilbertraum V') dargestellt. Kalligra-
phische Buchstaben (Z,P,...) bezeichnen wie bisher Mengen aus dem parallelen
Gitter-Modell.

Aufgrund der Ubersichtlichkeit wechseln wir ab Kapitel 2.4 fiir Matrizen wieder
auf die “gewohnte” Darstellung (A4), wie sie in Kapitel 1 {iblich war.

2.2.2. Parallele Finite Elemente.
FEin Finite Elemente Gitter ist durch eine Zerlegung

a=[Ja
ceC

gegeben, wobei 2. C R3 das Innere der Zelle c¢ ist, mit Q. = conv{V.}'. Die
disjunkte Zerlegung der Zellen ergibt eine nichtiiberlappende Gebietszerlegung

(2.2) Qu--ua” =it | Q
cecrp
von (2 mit dem Interface
r= J I, IP9=00rnoQe.
p,q€EP
Sei Vz = span{¢; : i € I} ein Finite Elemente Raum mit Basis ¢;, wobei mit Z
die zugehorige Indexmenge bezeichnet wird. Jeder Basisfunktion ¢; wird eine duale
Basisfunktion ¢" € V7 zugeordnet, so dass (¢}, ¢;) = d;; gilt. Zu jedem Index i € T
existiert ein Knotenpunkt z; € Q und im Falle von mehrdimensionalen Systemen
eine Komponente k;. Aufgrund der Ubersichtlichkeit setzen wir k; = 1 und erlauben
“mehrfache” Knoten, die iiber den Index k; intern sortiert sind. Somit ergibt sich
mit ' = {z;: i € Z} die Menge der Knotenpunkte. In unserem Fall gelte N' C Z,

so dass die Abbildung 7 aus (2.1) auch direkt auf Z definiert werden kann: Wir
setzen 7(i) = m(z;) und definieren mit

(2.3) P={iel: e Y={iel:pen(i)}

die lokalen Indizes auf Prozessor p.

IMit conv{V.} wird die konvexe Hiille iiber alle Eckpunkte der Zelle ¢ bezeichnet.
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Somit ist iber
I=17'v...-uI?

eine (iiberlappende) Zerlegung der Indizes gegeben. Weiterhin bezeichnen wir mit
NP = #7P die Anzahl der Indizes auf Prozessor p und mit N = #Z = #N die
Anzahl der Unbekannten. Insgesamt wird hier keine globale Nummerierung der
Indizes benétigt, da die Indizes tiber den Knotenpunkt z; (beziehungsweise iiber
das Paar (z;, k;)) eindeutig identifiziert sind. Somit kann eine Interfacemenge

Ir={ie€Z: #n(i)> 1}
und die Menge der inneren Indizes auf Prozessor p
TP ={ieI:n(i)=p}
definiert werden, wobei die Gesamtmenge der inneren Indizes mit

To = |J I8 ={i € T: #n(i) =1}
peEP

gegeben ist.

Eine Finite Elemente Funktion v = Ziel’ v;¢; € Vz wird eindeutig durch den
Koeflizientenvektor (v;);ez mit v; = (¢}, v) représentiert. Analog ist ein diskre-
tes Funktional f = . ; fi¢; € V7 durch den Koeffizientenvektor (f;)icz mit
fi = (f, &) gegeben. Der Hauptgedanke der parallelen Finiten Elemente besteht
in der unterschiedlichen parallelen Représentation von Finite Elemente Funktio-
nen und diskreter Funktionale. Dazu werden zwei verschiedene Vektordarstellungen
eingefiihrt: die konsistente Darstellung fiir die Finite Elemente Funktionen und die
additive Darstellung fiir die diskreten Funktionale (und auch der Systemmatrizen).

2.2.3. Konsistente Darstellung von Vektoren.
Der Koeffizientenvektor (v[i]);cz einer Finite Elemente Funktion v € Vz wird im
parallelen Kontext durch seine lokalen Einschrinkungen v? = (v[i])iczr € RY"
reprasentiert, wodurch eine Abbildung

E:Vr—VE =[] RY
pEP
(2.4) v v = (0)pep

definiert ist. Eine konsistente Darstellung eines Koeffizientenvektors (v;);ez ist ge-
geben, wenn alle Koeffizienten auf den Interfaces (das heift fiir i € Zp) auf jedem
Prozessor iibereinstimmen. Wir definieren daher den Raum

Vy={veVy:vli] =[] fir g € 77 (i)}

wobei V. = E(Vz) gilt. Der Koeffizientenvektor einer Finiten Elemente Funktion
ist konsistent.

2.2.4. Additive Darstellung von Vektoren.
Im Parallelen werden die diskreten Funktionale f gew6hnlich auf jedem Prozessor
einzeln auf dem ihnen zugewiesenen Gebiet QP aufgebaut (dies gilt auch fiir die
Systemmatrix, siehe 2.2.5). Die Summe (fiir jeden Index betrachtet) der lokalen
Darstellung f? = (f7[i]);ez» € RY" ergibt den vollen Koeffizientenvektor (f[i])iez
mit

(2.5) flil= Y -

pem(i)
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Fiir die Darstellung von Funktionalen aus V' definieren wir den Quotientenraum
Vi =V7/V]
mit
Vi={feVvZ: > fl=0,ic1}.
pem (i)

Aufgrund der konsistenten Darstellung von v € V7 und der additiven Darstellung
von f € V/ ist die duale Paarung

y-i:Zyp.ip’ QEKz,jEK’Z
pEP

wohldefiniert auf V; x V7 und der adjungierte Operator beziiglich der Einbettung
E aus (2.4) ergibt sich zu

E: K’I — VI’
(2.6) =" frlild;.
pEP i€IP

Die Abbildung (2.6) ist nicht injektiv. Um einen eindeutigen parallelen Représen-
tanten f € V/ eines Funktionals f € VJ zu erhalten, setzen wir p = minn(i) als
Masterprozessor eines Index 7 und definieren die Menge

7° = {i € I”: p = min7(i)},
wodurch sich eine nichtiiberlappende Zerlegung der Indexmenge
(2.7) I=7'vu..-uzf
ergibt. Mit
Vi ={f=(per € Vi: f7[i] =0 fiix p # min (i)}
= {f = (")per € Vi: f71i] =0 fiir i ¢ 17}
ist die Einschrinkung von E’ auf EI injektiv.

2.2.5. Additive Darstellung von Operatoren.
Sei V ein Hilbertraum und a(-,-): V x V — R eine elliptische Bilinearform. Wir
definieren den Operator A: V — V' durch (Av,w) = a(v,w) fir v,w € V. Fiir
einen Finite Elemente Raum V7 C V bezeichnen wir die Galerkin-Approximation
mit A: Vz — V, definiert durch

(Av,w) = a(v,w), v,we Vr.
Im Zusammenhang mit Finite Elementen ist die Aufspaltung der Bilinearform iiber
die Zellen additiv gegeben, so dass
a(v,w) = Zac(mw), v,weV.
ceC

2.2.5.1. Gebrauchliche konforme Finite Elemente.
Im Fall gebriuchlicher konformer Finite Elemente? sind die Knotenpunkte z; der
zugehorigen Ansatzfunktionen ¢; entweder auf dem Rand einer Zelle ¢ gegeben oder
der Support ist auf die Zelle ¢ beschréankt, das heifst fiir eine Zelle ¢ gilt:

(2.8) supp ;i NQe A0 < 2 € Q..

2insbesondere Lagrange-Elemente, Taylor-Hood Serendipity, Nédélec-Elemente
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Somit kann a.(¢;, ;) # 0 nur dann auftreten, wenn ¢ € C; N C;. Daher kénnen wir
lokale Steifigkeitsmatrizen A" = (AP[4, j])i jezr einfiihren mit

(2.9) AP, 5] =) ac(di, 6) -

cecrp
Die Matrixdarstellung A: V; — V' des Operators A mit A = E' o Ao E ergibt
sich somit zu A = (AP),ecp, das heift, insgesamt erhalten wir

(2.10) Agi=> "> AP[i, j]¢) .
pEP jEIP
2.2.5.2. Discontinuous-Galerkin-Ansatz.
Im Fall des Discontinuous-Galerkin-Ansatz (vergleiche Kapitel 6.6) sind die Ba-
sisfunktionen ¢; den Zellmittelpunkten z, zugeordnet, das heifst fiir die Menge der
Knotenpunkte gilt

N ={z.:ceC}.

In diesem Fall konnen wir somit eine Zelle ¢ mit einer zugehérigen Basisfunktion
¢, — oder umgekehrt eine Basisfunktion ¢; mit einer Zelle ¢; — charakterisieren. Ein
Zellmittelpunkt befindet sich durch die disjunkte Zerlegung immer nur auf einem
Prozessor, die Basisfunktionen besitzen allerdings einen Support in eine benach-
barte Zelle, die sich auf einem anderen Prozessor befinden kann. Diejenigen Zellen
auf Prozessor p, die eine benachbarte Zelle auf einem anderen Prozessor ¢ besitzen,
bezeichnen wir als eine Interface-Zelle.

Allgemein gilt hier fiir einen Matrixeintrag a.(¢;, ¢;) 7 0 nur dann, wenn zur
Zelle ¢ eine weitere Zelle ¢ existiert, so dass z; € €, z; € o (oder umgekehrt)
und die Zellen ¢, ¢’ einen gemeinsamen Rand besitzen, das heilt

ac(¢i,¢j) 20 (2 € QAT €C, feFo: f € Fe,zj € Q)
V(z; €QeANI €C, fEFe: f € Fu,2i €0).

Fiir den spéteren Algorithmus der parallelen Block-L R-Zerlegung miissen fiir
diesen Fall die Prozessormengen 7 (i) abgedndert werden zu

(2.12) w(i1) =m(z) = Z m(zy)

FEFe,

(2.11)

(vergleiche auch Kapitel 7.4.2). Somit erhalten alle Zellmittelpunkte die Information
der Zugehorigkeit aller benachbarten Zellen. Fiir eine Interface-Zellen ¢ gilt nun
|m(2z¢)] > 1, so dass diese Elemente nun zur Interfacemenge Zr gehoren.

2.3. Nested Dissection

Die parallele L R-Zerlegung basiert in erster Linie darauf, wie das Gebiet €2 auf
die Prozessoren verteilt wird. Bereits in den 70er-Jahren wurde von Alan Geor-
ge eine Methode vorgeschlagen, die “Nested Dissection” (geschachtelte Zerlegung)
genannt wird [Geo73]. Aufgrund des lokalen Trigers der Basisfunktionen (verglei-
che (2.8)) ist es moglich, das Gebiet fiir die Finiten Elemente so zu zerlegen, dass
jeweils zwei Teilgebiete nur durch einen “Separator” miteinander verbunden sind,
so dass die beiden Teilgebiete komplett voneinander getrennt betrachtet werden
konnen. Dieser Separator ist eine Dimension kleiner als das Ursprungsgebiet (das
heifit, wenn wir ein 3-dimensionales Gebiet betrachten, so ist der Separator - also,
die Schnittfliche - 2-dimensional). Uber einen “Schnitt” kénnen wir uns die Tei-
lung auch vorstellen: Das Gebiet wird in zwei Teilgebiete zerschnitten, wobei der
Schnitt selbst der Separator ist und die entstehenden Teilgebiete voneinander un-
abhéngig betrachtet werden konnen. Wenn wir das rekursiv fortsetzen, so kénnen
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wir jedes Teilgebiet erneut zerschneiden, so dass wir zum Schluss viele Separato-
ren (die jeweils eine Dimension kleiner als das Ursprungsgebiet sind) erhalten, die
viele einzelne Teilgebiete miteinander verbinden — diese sind allerdings voneinander
unabhéngig und kénnen somit parallel betrachtet werden. Damit wird jedes Teilge-
biet einem Prozessor iibergeben. Mit Hilfe der Separatoren kénnen die Teilgebiete
wieder zusammengefiigt werden, so dass nach und nach das Gesamtgebiet wieder
erlangt werden kann.

Letztendlich beschreiben die Separatoren nach der ersten Zerlegung ein Schur-
Komplement, welches nach und nach parallel gelést werden kann. Da fiir jeden
“Schnitt” auch die Separatoren zerschnitten werden miissen, wird im néchsten Ka-
pitel von “Interfaces” gesprochen, wobei der erste Separator (aus dem ersten Schnitt)
zum Schluss aus mehreren Interfaces besteht.

2.4. Parallele Matrix- und Vektorblockstruktur

Wie in Kapitel 2.2.1 erwithnt, wird fiir Matrizen aufgrund der Ubersichtlichkeit
ab sofort wieder die “Normalschreibweise” verwendet. Des Weiteren wird auf die
parallele Darstellung der Gesamtsteifigkeitsmatrix A = (AP),cp verzichtet und die
globale Matrix A so definiert, als ob sie nur auf einem Prozessor erstellt werden
wiirde. Mit (2.10) gilt, dass jeder Matrixeintrag von A als Summe von lokalen
Matrixeintrigen von AP angesehen werden kann (vergleiche auch Bemerkung 2.6).

2.4.1. Matrixblockstruktur iiber Interfaces.
Mit Hilfe einer weiteren Zerlegung der Indexmenge Z fithren wir eine Blockstruktur
ein. Dazu sei II = 27 die Menge aller moglichen Prozessormengen. Mit
Iz ={n(i) el: i € T}

bezeichnen wir die Menge der aktiven Prozessormengen in Bezug zum entsprechen-
den Matrixgraphen. Eine geeignete Aufzdhlung dieser Menge

(2.13) Iz = {m,mo,..., 7K}
fihrt direkt zu einer nichtiiberlappenden Zerlegung
(214) IT=T1U---UZg mit Ik:{iEI:W(i):Wk}.

Es sollte beachtet werden, dass sich die Zerlegung (2.14) von der Zerlegung aus
(2.7) unterscheidet. Die Zerlegung der Steifigkeitsmatrix wird komplett iiber die
Zerlegung (2.14) erfolgen.

Bezeichnung 2.1.

Eine Indexmenge Z; bezeichnen wir als “ Interface” mit zugehoriger Prozessormen-
ge m. Wenn eine zugehorige Prozessormenge 7, = {p} nur aus einem Element
besteht, so bezeichnen wir die Indexmenge zusétzlich als das “Innere’ zu Prozessor
p, ansonsten als “echtes Interface’.

Wir nehmen an, dass jeder Prozessor mindestens ein Element in seinem Inneren
besitzt, das heifst, dass fiir jeden Prozessor p eine aktive Prozessormenge 7y, = {p}
existiert.

Bemerkung 2.2.

Auch wenn das Innere im iiblichen Sprachgebrauch eigentlich kein Interface dar-
stellen kann, bezeichnen wir dies im Folgenden trotzdem als Interface, da fiir die
meisten Definitionen kein Unterschied gemacht werden muss. Wenn eine Differen-
zierung zwischen einem “echten” Interface und dem Inneren gemacht werden muss,
so wird dies explizit deutlich gemacht. Da 7 und Zj einander eindeutig zuzuordnen
sind, wird auch vom Interface zu 7 gesprochen.
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Bezeichnung 2.3.

FEin “echtes” Interface 7 wird zu einem “Inneren” einer Prozessormenge P", wenn
mehrere Prozessoren pi, ..., p, zu einer Prozessormenge P™ = {p1,...,p,} zusam-
mengefasst werden, so dass mp C P".

Definition 2.4.
Mit Ny, = |Zx| definieren wir die Anzahl der Unbekannten auf dem Interface Iy,.

Die Gesamtanzahl von Unbekannten ist somit N = Zle Ni. Es gilt, dass
NP =3 cr. Ni (vergleiche Kapitel 2.2.2).

Definition 2.5 (Matrixblock iiber Indexmenge).
Der zu zwei Indexmengen Iy, und I,, auf Prozessor p zugehérige Matrixblock wird
definiert als

(215) Azm = (Ap[i7j])iezk,jelm S RNkXNm .

Bemerkung 2.6.
Aufgrund der Additivitdt gilt nach (2.10)

(2.16) Agm =Y AP

peP

so dass die Steifigkeitsmatrix dargestellt werden kann als

Ay e Arx
(2.17) A= (Agpm) = .

Ag1 - Agk
Lemma 2.7. Firp ¢ m, Ny, gilt
(2.18) AP =0,
und somit

Agm = > AP .
PETKENTm

Bemerkung 2.8.
Fiir den Discontinuous-Galerkin-Ansatz (siche Kapitel 2.2.5.2) miissen hier die er-
weiterten Prozessormengen 7 aus (2.12) verwendet werden.

BEWEIS. Mit (2.9) gilt

Azm = (Ap[i’j])iezk,jezm = (Z ac(¢i,¢j)> .
cece i€T%,j€Lm
Wir betrachten wir ein festes ¢ € Z, und j € Z,,. Sei p ¢ 7, N7, und ¢ € CP.
Angenommen, a.(¢;, ¢;) # 0.

Fiir die gebrauchlichen konformen Finiten Elemente aus 2.2.5.1 bedeutet dies
c € C;NCj. Mit (2.8) gilt damit 2;,2; € Q. und da ¢ € CP gilt nach (2.2) auch
ziyz; € QP. Mit (2.3) gilt damit 4,5 € ZP, bzw. p € 7(i) = 7y, p € 7(j) = 7. Das
ist widerspriichlich zu p ¢ w5, N Ty,

Fiir den Discontinuous-Galerkin-Ansatz sei oBdA z; € Q.. Damit gibt es nach
(2.11) eine Zelle ¢’ so dass z; € Q. und es existiert ein feF.:feF, Da
c € CP gilt p € w(i) = m, und es gilt fiir alle Seitenflaichen f € F.: p € w(zy),
insbesondere also auch fiir f. Wegen f € F. gilt nach (2.12) p € 7(j) = m,, und
somit p € 7 N 7,,, welches wieder einen Widerspruch darstellt. O
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Korollar 2.9. Fiir m;, N7, = 0 gilt Agp, = 0.

Definition 2.10. (globale Matrizen)
Eine Matriz Ay, heifit “global vorhanden”, wenn sie nicht mehr additiv verteilt ist,
also komplett auf einem Prozessor vorhanden ist.

2.4.2. Vektorblockstruktur iiber Interfaces.
Fiir die rechte Seite f aus Kapitel 2.2.4 sollen dieselben Definitionen gelten wir fiir
die Matrixblécke. Damit erben sie auch die Eigenschaften dieser. Hier soll daher
nur eine Ubersicht fiir die rechte Seite f angegeben werden.

Definition 2.11. (Vektorblocke iber Indezmenge)
Der zu einer Indexmenge Iy, auf Prozessor p zugehdrige Vektorblock wird definiert
als

(2.19) fi = (fPlil)ier, € R™.
Damit gilt fiir die globale rechte Seite f wegen (2.6) und (2.5)
bil
(2.20) f=1 | mitfi=>
fK pETE

Definition 2.12. (globale Vektoren)
Ein Vektor fi, heifit “global vorhanden”, wenn er nicht mehr additiv verteilt ist, also
komplett auf einem Prozessor vorhanden ist.

2.4.3. Beispiel.

Wir betrachten als Beispiel ein
zweidimensionales Gebiet, welches in
4 Teilgebiete zerlegt ist und jedes
Teilgebiet einem Prozessor zugewie-
sen wurde (vergleiche Abbildung 1).
Diese Zerlegung definiert eine akti-
ve Prozessormenge Iy = {m,..,m9}
mit

m ={1}, o = {2},

w3 = {3}, g = {4},
ms = {1,2}, e = {3,4},
mr = {1,3}, ,
o = {1,2,3,4}.

Die Indexmenge Z mit |Z| = 25 wird
iiber die “groffen Punkte” représentiert,
withrend die unterschiedliche Farbgebung ABBILDUNG 1. Ein Quadrat mit 16 Zel-
die verschiedenen aktiven Prozessormen- len zerlegt auf 4 Prozessoren
gen darstellen. In Kapitel 3.6.2 wird eine
Sortierung der aktiven Prozessormenge angegeben. Jeder Prozessor besitzt somit
NP = 9 Unbekannte, wobei jeweils 4 Elemente zum Inneren zu jedem Prozessor
gehoren und 5 Elemente zum echten Interface.

In Kapitel 7.4.2 findet sich auch ein Beispiel zum Discontinuous-Galerkin-
Ansatz, bei dem sich die Indizes in den Zellmittelpunkten befinden.
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Die parallele Block-L R-Zerlegung






Von der seriellen zur parallelen Block-L R-Zerlegung

Analog zu Kapitel 1 definieren wir eine Block-L R-Zerlegung einer Matrix A,
die nun in K x K Blocke unterteilt ist.

Auch in diesem Kapitel nehmen wir an, dass alle Operationen giiltig sind, also
insbesondere, dass die in jedem Schritt zu zerlegenden Diagonal-Block-Matrizen re-
gular sind. Die Grundidee zur parallelen Block-L R-Zerlegung wurde in einer ersten
Veroffentlichung [MW11, MW12] bereits beschrieben. In dieser Arbeit erweitern
wir die Grundidee, so dass eine weitaus verbesserte Parallelitdt im Algorithmus
vorhanden ist.

3.1. Notation

Eine K x K Block-Matrix A € RV*N ist gegeben als
All e AlK
A= (Akm) = :
AKI e AKK
K

mit Ay, € RN*>*Nm ynd N = Z Ny

Mit Kleinbuchstaben im l\/llc;tlrixeintrag wird wie in Kapitel 1 eine Nichtblock-
matrix bezeichnet:
apy -0 QIN
A= (amn) =
apmi - GMN

Zusétzlich zu Kapitel 1 wird mit A[k : m] eine Untermatrix von A bezeichnet, mit
allen Spalten N und den Zeilen k bis m:

Al k—1]
A= Alk : m]
Alm+1: N]

Die weiteren Notationen aus Kapitel 1 bleiben unverdndert.

23
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3.2. Eine serielle Block-L R-Zerlegung

3.2.1. Eine Block-Variante der Vorwiérts- bzw. Riickwarts-Substitution.

Gegeben sei eine untere K x K-Block-Dreiecksmatrix L € RN*N mit

Ly 0 - 0
Ly Ly

: : 0
Lgy Lgo -+ Lgk

Hierbei sind Ly, € RY#*Nm Matrizen mit Zﬁil Ny = N, wobei die Diagonalma-
trizen Lg, k = 1,..., K regulér sind. Eine Diagonalmatrix muss dabei keine untere
Dreiecksmatrix darstellen, so dass das L selbst keine untere Dreiecksmatrix bilden
muss.

Gelost werden soll das System Lu = f mit

Ly 0 0

UR fi

Loy Loy . : uz | fa
: ST ||

Lixi Lis - Lgg UK fr

Dabei ist die rechte Seite f und die gesuchte Lisung u in Vektoren unterteilt mit
Uk, fk € RVx,

Wir nehmen an, dass bereits eine Losungsroutine SOLVE(Lyy, fx) existiert, die
eine gegebene rechte Seite fi iiberschreibt in fj 1= Ll;kl fx. Die Zerlegung von Ly
kann zum Beispiel wieder iiber eine L R-Zerlegung geschehen, wie sie in Kapitel 1
vorgestellt wurde. Insbesondere soll dort Pivotisierung moglich sein.

Der Block-Algorithmus fiir eine untere Block-Dreiecksmatrix sieht dann wie
folgt aus.

Algorithmus 3.1 (Block-Vorwirts-Substitution).

Sei L € RNXN eine untere K x K-Block-Dreiecksmatrix und blockweise unterteilt
in Ly, € RV*Nm mit passender Unterteilung der rechten Seite f € RN mit
fr € RNt Dann iiberschreibt der folgende Algorithmus f mit der Losung des
linearen Gleichungssystems Lu = f.

1 for k=1,...,K

2 fr = SOWE(Lyr, fr.)
3 form=k+1,....K
4 fm = fm_Lmkfk

Der Algorithmus fiir die Riickwérts-Substitution wird analog zu Kapitel 1 auf-
gebaut.

Algorithmus 3.2 (Block-Riickwérts-Substitution).
Sei R € RV*¥ eine obere normierte K x K-Block-Dreiecksmatrix und blockweise
unterteilt in Ry, € RV**Nm mit passender Unterteilung der rechten Seite f € RV
mit f,, € RV¢. Dann {iberschreibt der folgende Algorithmus f mit der Losung des
linearen Gleichungssystems Ru = f.

1 for k=K,...,2

2 form=k—1,...,1

3 fm = fm_Rmkflc
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3.2.2. Block-LR-Zerlegung.
Die Matrix A € RN*N gei zerlegt in K x K Teilblocke, so dass
A = (Apm)km=t,.. & it A, € RNNm und S8 Ny = N. Mit dieser Par-
titionierung lasst sich nun entsprechend der LR-Zerlegung (Algorithmus 1.10) eine
Block-L R-Zerlegung angeben. Aufgrund der “Division” in Zeile 3, wird fiir die Dia-
gonalblocke Ay eine LR-Zerlegung benutzt (hierbei ist Pivotisierung moglich!) und
die Operation A,;klAkm darauthin mit Hilfe der Vorwérts-/Riickwarts-Substitution
gelost.
Wir bezeichnen die Funktionen folgendermafien:
o Akk = LR(Akk)
Mit Algorithmus 1.10 wird eine LR-Zerlegung der Matrix Ay erstellt, so
dass die Zerlegung wieder in Ay gespeichert wird.
o Ay, = SOLVE(A/C;C, Akm)
Mit Hilfe der vorigen Zerlegung und der Vorwérts-/Riickwirts-Substitution
wird A;;Akm berechnet und in Ay, gespeichert.

Somit kann die Block-L R-Zerlegung wie folgt geschrieben werden:

Algorithmus 3.3 (Block-L R-Zerlegung).
1 for k=1,....K

2 Ak = LR(Akx)

3 for m=k+1,.... K

4 Apm = SOWVE(Agk, Akm)
5 forn=k+1,....K

6 Apm = Apm — Ak Akm

3.3. Eine parallele Block-L R-Zerlegung mit verteilten Spalten

Algorithmus 3.3 soll nun parallelisiert werden, indem einzelne Block-Matrizen
auf verschiedenen Prozessoren aufgeteilt werden. Im finalen Algorithmus ist insbe-
sondere aufgrund von Kommunikation eine solche Aufteilung erst fiir mindestens
vier Prozessoren sinnvoll, das heifst, eine solche Aufteilung fiir die zu zerlegende
Matrix wird ab Schritt s = 2 stattfinden. Diese Matrix ist dort in jedem Fall voll-
besetzt, so dass der kommende

Es seien P Prozessoren in einer Prozessormenge P = {1,..., P}, sowie ei-
ne Matrix Z € RV*N gegeben!. Diese Matrix wird nun spaltenweise gleichmé-
Rig auf die Prozessoren verteilt. Sofern N durch P teilbar ist, erhalten alle Pro-
zessoren genau N/P Spalten, andererseits erhalten die ersten p Prozessoren mit
p < (N mod P) eine zusétzliche Spalte, die sich als Rest der Division ergibt. Somit
werden mit

_JIN/P|+1 p< (N mod P)
P |IN/P) p> (N mod P)

die Anzahl der Spalten auf Prozessor p definiert, so dass die Matrix Z so auf die
Prozessoren verteilt ist, dass jeder Prozessor p € P aufeinanderfolgende IV, Spalten
der Matrix Z erhélt, das heiftt, Prozessor 1 erhélt die ersten N7 Spalten, Prozessor
2 erhélt die nédchsten No Spalten und so weiter. Die lokalen Matrizen, welche auf
Prozessor p zu finden sind, werden mit Z,, bezeichnet, somit kann die globale Matrix

n der weiteren Parallelisierung werden Teilblockmatrizen Z der Gesamtmatrix A zerlegt, so dass
sich dieses N auf die jeweils gegebene Grofie bezieht
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Z geschrieben werden als
Z = Z Zs Zp

Um eine parallele Block-L R-Zerlegung von Algorithmus 3.3 angeben zu kénnen,
werden die Matrizen Z, weiter unterteilt. Dazu definieren wir einen Zeilenblock
Zyli : j] so, dass die Zeilen ¢ bis j von Z, zusammengefasst werden, das heifit es
gilt

Zp[l:i—1]
Zp = Zpli : ]
Zylj+1:N]

Weiterhin definieren wir Jy =0, J, = Y7 _| N,, und unterteilen die Matrix Z,
auf Prozessor p folgendermafien:

Zp[JO + 1: Jl]
Zp = ZplJp—1+1:Jy]
Zp[Jp,1 +1: JP]

Damit ist insbesondere Z,[J,—1 + 1 : J,] eine N, x N, Block-Matrix. Insgesamt
erhalten wir also die globale Block-Matrix

Z1[J0+1!J1} Zp[Jo-i-lZJﬂ ZP[J0+12J1]
Z = Zl[Jp,1 + 1: Jp] e Zp[Jp,1 + 1: Jp] ce Zp[Jp,1 + 1: Jp] 5
Zl[JP_1+1:Jp] Zp[JP_1+15JP] Zp[JP—l‘FlIJp]

auf die nun Algorithmus 3.3 angewandt werden soll. Es muss nun beachtet wer-
den, dass die Matrizen Z,, auf Prozessor p zu finden sind und fiir die Zerlegung
Kommunikation zu den anderen Prozessoren benotigt wird. Daher werden fiir die
Kommunikation zwischen zwei Prozessoren p und g zwei Routinen eingefiihrt:

e SENDE [p — ¢| (Zp)
Die Matrix Z, wird von Prozessor p zu Prozessor ¢ gesendet.
e EMPFANGE [g + p| (Z,)
Die Matrix Z, wird auf Prozessor ¢ von Prozessor p empfangen.

Wenn Prozessor ¢ eine Matrix Z, von Prozessor p erhélt, so befindet sich auf
Prozessor ¢ eine Kopie der Matrix Z,, das heift, es kénnen nun mit dieser Ma-
trix Operationen durchgefiihrt werden. Fiir die parallele Block-L R-Zerlegung wer-
den weiterhin folgende Matrix-Operationen benétigt (vergleiche die Funktionen aus
Kapitel 3.2.2).

e Zfi:j] = LR(Z[i : j))
Mit Algorithmus 1.10 wird eine LR-Zerlegung der Matrix Z,[i : j] erstellt,
so dass die Zerlegung wieder in Z,[i : j] gespeichert wird. Hierbei gilt
j—i+1=N, gilt, so dass Z,[i : j] eine quadratische Matrix beschreibt.
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o Z,li:j] :=SOLVE(Z,[i : j|, Z4[i : §])
Mit Hilfe der Zerlegung von Z,[i : j] und der Vorwérts-/Riickwértssubsti-
tution wird Z,[i : j]7'Z,[i : j] berechnet und in Z,[i : j] gespeichert.
Hierbei muss ¢ # p gelten.

Damit kann eine parallele Block-L R-Zerlegung fiir eine Matrix Z definiert wer-
den. Hierbei muss in jedem Schritt bekannt sein, auf welchem Prozessor eine Aktion
durchgefiihrt wird.

Algorithmus 3.4 (parallele Block-L R-Zerlegung mit verteilten Spalten).
1 forp=1,...,.P
setze i =K, 1+1, j=K,
auf p:
Zyli: §] = LR(Z,li : )
SENDE [p — ¢] (Zp) fiir g € P
auf g € P: EMPFANGE [q < p] (Z))
auf ¢ € P mit ¢ > p (parallel):
Zgli : §] == SOWE(Z,[i : j], Z4i : j])
Zalj + 15 N)i= ZyJj +1: N] = Zylj +1: NIZ,[i : ]

Hierbei wurde die Schleife in Zeile 5 aus Algorithmus 3.3 mit Hilfe der Definition

eines Zeilenblocks Z,;[j 4+ 1 : N] ersetzt.

© 2 N v AN L e

3.4. Das Schur-Komplement fiir additive Matrizen

Als Vorbereitung fiir die Parallelisierung betrachten wir Algorithmus 3.3 fiir
den Fall, dass die Matrizen Ay, additiv auf P Prozessoren verteilt sind, so dass
Apm = 2521 AV gilt (vergleiche Bemerkung 2.6 und Lemma 2.7). Insbesonde-
re sind wir am Schur-Komplement nach Schritt k interessiert. Zur Einfiihrung des
Schur-Komplements siche auch [Zha05].

Wir betrachten den ersten Schritt der sequentiellen LR-Zerlegung aus 1.10 und
zerlegen die Matrix A € RV*N in

z rt
=i %)

wobei z € R, 7,1 € RN"Lund S € RYN=1XN=1 Tm ersten Schritt wird nun Folgendes

berechnet:
z 21T
Al— (l S_lzfl,,,T .

Das Ganze kann auch blockweise betrachtet werden:

Definition 3.5 (Schur-Komplement).
Gegeben sei die Matriz
Z R
4=(Z %),

mit Z € RF** regulir, R € RF*™ L € R™** § ¢ R™*™. Die Matriz S — LZ 'R
heift das Schur-Komplement von A in Z beziehungsweise das Schur-Komplement
von Z beziglich A.

Bemerkung 3.6. Fiir das Schur-Komplement ist es irrelevant, wie die ersten k
Schritte durchgefiihrt werden - ob einzeln wie in Algorithmus 1.10 oder blockweise
wie in Algorithmus 3.3. Das Schur-Komplement selbst hat immer die gleiche Form.
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Um dies zu zeigen betrachten wir zuerst ein Problem der Art

B .. (Y B\ ., (R (X
ze-n wnz= (% B)ne (B)xr-(3).

Dabei sei Y invertierbar, weitere bendtigte Inversen sollen existieren. Gesucht ist
eine Losung X = Z7!R. Das System ZX = R ist dquivalent zu

(3.1) YX,+BX; =R,
CX,+ DXy =Ry.

Multiplikation von (3.1) mit —CY ~! und Addition zu (3.2) ergibt

(D—-CY 'B)Xy =Ry —CY 'R,
(3.3) = Xo=(D—-CY'B)" Ry —CY'Ry),

und somit aus (3.1)
(34) X, =Y YR -BXy)=Y YR, - B(D-CY 'B)"Y(Ry —CY'Ry)).

Sei nun A gegeben als

(3.5) A:(f ];f) mitZ:(g g),R:(gD,L:(h L),

also

Y B R
(3.6) A=|C D Ry
Ly Ly S

Wir betrachten nun die beiden (Block)-LR-Zerlegungen der Matrix A, indem
im ersten Fall die L R-Zerlegung auf die Matrix A aus (3.5) angewandt wird und im
zweiten Fall auf die Matrix A aus (3.6). Interessiert sind wir am Schur-Komplement
von A in Z.

(1) Zerlegung der Matrix A = 4 ]S% :

L
Algorithmus 3.3 liefert nach dem ersten Schritt

4= Z Z 'R
YY“\L S—LZ'R)"

vyobei Z die LR-Zerlegung von Z ist. Fiir das Schur-Komplement
S = 8§ — LZ~'R folgt also

-1
A Y B R
SW=8- (L1 L) (C D) (Rl)

_ Y~{(Ry = B(D ~ CY ' B)™ (R ~ CY ' Ry))
=8= (L1 Ly ( (D—CY'B) Ry —CY'Ry) )

=S—LiY YR, —B(D-CY 'B)" (R, - CY'Ry))
—Ly(D—-CY'B)"Y(Ry — CY'Ry)
=S—LiY 'R —(Ly — LY 'B)Y(D-CY 'B)" (R, - CY'Ry).

Die zweite Gleichung folgt dabei aus (3.4) und (3.3).
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Y B R
(2) Zerlegung der Matrix A= [ C D Ry
Ly Ly S

In diesem Fall miissen zwei Schritte von Algorithmus 3.3 durchgefiihrt
werden. Der erste Schritt liefert

Y Y-'B YR,
Ai=|lC D-CY'B Ry—CY 'R,
L1 Lg— L1Y_1B S — L1Y_1R1

Mit D; = D — CY !B folgt weiter

Y Y-'B YR,
A= | C D, DiY(Ry —CY'Ry) | ,
L, L,— LY 'B S2)

mit dem Schur-Komplement
8® =8 1Y 'Ry — (Ly — LiY 'B)D; Y (Ry — CY'Ry)
=S~ LY 'R — (L — LY 'B)(D—-CY'B) (R, — CY'Ry).

Es gilt S = 8@ ynd per Induktion kann dies auf beliebig viele Block-
Matrizen (bis zu 1 x 1-“Blécken”) erweitert werden. Beachte, dass nur das Schur-
Komplement gleich ist, die anderen Eintrage in der Matrix kénnen aufgrund der
unterschiedlichen Berechnungsweisen verschieden sein.

Wie in Definition 3.5 und in der obigen Ausfithrung der L R-Zerlegung zu sehen,
ist das Schur-Komplement additiv zusammengesetzt aus der urspriinglichen Matrix
S und einer Kombination der iiber die L R-Zerlegung schon zerlegten Matrizen. Wie
die Addition {iber die zerlegten Matrizen zu Stande kommt, ist dabei nebenséchlich.

Wir betrachten nun eine Matrix

A 0 Agg
Az Az Ass

in der die Matrix Ass (im einfachsten Fall) auf zwei Prozessoren verteilt ist mit
Ass = Als + A2;. Die oberen Indizes beschreiben dabei, auf welchen Prozessoren
die Matrix zu finden ist. Aufgrund der Diagonalstruktur von A im oberen Teil, kann
die LR-Zerlegung parallel geschehen, dazu sollen die Matrizen A1, Aj3, A3y auf
Prozessor 1 zu finden sein und die Matrizen Ass, Ass, Az auf Prozessor 2. Eine
solche Situation ist gegeben, wenn die Nested Dissection mit einem Schnitt auf das
Gebiet () angewandt wird und beide Gebiete je einem Prozessor zugeteilt werden.
Somit ergibt sich eine Aufteilung der Matrix A zu

Ay 0 Ajg
A= 0 A3 A3,
Ay A3 A+ A
Lokal betrachtet besitzen die Prozessoren folgende Matrixstruktur, wobei die
Nullzeilen und -spalten ignoriert werden:

Al Al
Al = < 1 13) auf Prozessor 1
Ay Al

2 2
A? = <A22 A23> auf Prozessor 2.



30 3. VON DER SERIELLEN ZUR PARALLELEN BLOCK-LR-ZERLEGUNG

Das Schur-Komplement von Al in A}, lautet

St = Azs — A (An) AL
und fiir A% in A%,

§% = A3y — A5y(A3,) 71 A3,

Fiir das Schur-Komplement von A in (ASI AO ) gilt
22

An 0\ /4
S = Az — (Asn A32)(61 A22> <A;§>

A0 A
= Asg — (As1  Asy) < (1)1 A—1> (A;z)
22

= Ass — As1 (A1) A1z — Aza(Azn) M Aos
= A(lgg + A;233 - A31(A11)71A13 - A32(A22)71A23
=S+ 52,
Das Schur-Komplement kann also — sofern der linke obere Teil eine Diagonal-

struktur aufweist — parallel berechnet werden und die lokalen Schur-Komplemente
ergeben additiv das globale Schur-Komplement.

Bemerkung 3.7. Da hier die Berechnung {iber eine Block-L R-Zerlegung geschieht,
miissen die zu zerlegenden Matrizen (im obigen Fall A;; und Agg) global vorhan-
den — also nicht mehr additiv verteilt — sein. Das (globale) Schur-Komplement
kann jedoch noch additiv verteilt sein. Allgemein gilt: Zur Berechnung des Schur-
Komplements einer Matrix

Zr 0 0 | Ry

A= o .0 :
0 0 Zr|Rr
L, ... LT‘ S

in diag(Zy, ..., Zr) miissen die Matrizen Z;, Ry und L;, t = 1,...,T global vorhan-
den sein und das Schur-Komplement S — ZtT:I LiZ; 'R, kann parallel berechnet
werden, da LtZt_lRt fiir t = 1,...,7T unabhéngig voneinander sind.

Das Schur-Komplement muss im Verlauf ebenso zerlegt werden. Daher miissen
die additiv verteilten Matrizen zusammengefasst werden. Dies kann aufgrund der
Struktur der Matrix, die aus der Nested Dissection folgt, nach und nach geschehen,
so dass auch das Schur-Komplement in mehreren Schritten weiter zerlegt werden
kann. Insgesamt erfordert dies allerdings Kommunikation zwischen den betroffenen
Prozessoren.

Bisher wurde gezeigt, dass das Schur-Komplement parallel berechnet werden
kann, wenn sich die betroffenen Matrizen auf verschiedenen Prozessoren befinden.
Nun miissen die Teilmatrizen auf den Prozessoren jedoch nicht in der gleichen Rei-
henfolge gegeben sein, das heift, die Spalten und Zeilen kénnten permutiert sein?.
Dass dies jedoch ebenso nur eine Permutation im Schur-Komplement verursacht,

wird nun gezeigt.

2Hierbei soll eine beidseitige Permutation in Betracht gezogen werden, so dass Diagonalelemente
wieder auf Diagonalelementen abgebildet werden.
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Dazu sei eine Matrix

(3.7) A= <f f;)

mit dem Schur-Komplement von A in Z mit
S=S—-LZ 'R

gegeben.

Definition 3.8 (Permutationsmatrix).
Fine Permutationsmatrizc P € RN*N besitzt in jeder Zeile und in jeder Spalte genau
einen Fintrag 1, ansonsten 0.

Bemerkung 3.9.

a) Eine Permutationsmatrix P € RM*N angewandt von links auf eine Matrix

A € RV*M (also PA) vertauscht die Zeilen von A.

b) Eine Permutationsmatrix P € RM*M angewandt von rechts auf eine Matrix
A € RV*M (also AP) vertauscht die Spalten von A.

c¢) Eine Permutationsmatrix ist orthogonal, das heifit es gilt P~! = PT.

d) Sei Z € RV*¥ invertierbar und P € RV*¥ eine Permutationsmatrix. Dann gilt
(PZPT)"t = PZ7'PT denn (PZPT)(PZ7'PT)=PZZ'PT = PPT =1,

Sei P eine Permutationsmatrix der Grofse von Z und ) eine Permutations-
matrix der Grofe von S. Nun werden die Zeilen und Spalten der Matrix (3.7) so
permutiert, dass die Diagonaleintrige von Z bzw. S wieder auf der Diagonalen
stehen, das heifst

i_(P 0\(Z R PT 0\ _(PzPT PRQT\ (Z R
“\o @/\z s)\o QF)\eLrt QsQT) \L §)°

Fiir das Schur-Komplement von A in Z gilt nun

Sperm =S — LZ7'R
=QSQT —QLPT(PZPT) 'PRQ"
=QSQT —QLPTPZ 'PTPRQT
=QSQ" —QLZ'RQ"
=Q(S-LZ'R)Q"
=Q8QT.

Somit gilt fiir das Schur-Komplement einer permutierten Matrix, dass dieses eine
Permutation des Schur-Komplements der urspriinglichen Matrix ist. Somit kénnen
die Zeilen und Spalten auf den Prozessoren unterschiedlich sortiert sein, bei der
additiven Zusammenfassung zweier Schur-Komplemente muss daher nur eine even-
tuelle Permutation beachtet werden.
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3.5. Motivation: Visuelle Darstellung der parallelen
Block-LR-Zerlegung

Zur Darstellung des zu konstruierenden Algorithmus betrachten wir ein Gebiet
Q im Zweidimensionalen und zeigen, welche Elemente nach und nach eliminiert
werden und wie die Matrizen auf den Prozessoren verteilt sind und aufgebaut wer-
den. Im Verlauf geniigt es fiir jeden Schritt jeweils eine Prozessormenge, welche
jeweils einen Cluster bildet, zu betrachten, fiir die anderen Prozessormengen gelten
entsprechende Aussagen.

Gebiet 2

Gegeben sei ein Gebiet Q C R2,
welches auf P = 8 Prozessoren
verteilt ist (farblich markierte

Gebiete).
ABBILDUNG 1. Gesamt-
gebiet € verteilt auf 8
Prozessoren
p1=1 p2 =2
Zelle c € C! Zelle c € C?
Das Gebiet ist aufgeteilt in Zellen . Interface
¢ € C, wobei sich eine Zelle auf je-
weils einem Prozessor p befindet.
ps =3 ps =4

ABBILDUNG 2. Zellen-
verteilung in der Néahe
eines Interfaces

Jede Zelle besitzt Indizes fiir das Fi-
nite Elemente Verfahren. Diese be-
finden sich entweder auf nur einem
Prozessor (zum Beispiel 71 = {1}) —
das sogenannte Innere — oder auf ei-
4} nem echten Interface (zum Beispiel
’ m = {1,3}). Elemente mit einem ge-
meinsamen Interface werden zu ei-
ner Interfacemenge zusammengefasst.
Insgesamt existieren 21 verschiedene
Interfacemengen, davon 8 mit |7| = 1,
ABBILDUNG 3. Knoten- 10 mit || = 2 und 3 mit |7r| = 4 (ver-
punkte in der Ndhe eines gleiche Tabelle 2).
Interfaces

| . Zelle ¢

7Ind1ZGS i€l
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Nun werden kombinierte Prozessormengen P** erstellt (nach Definition 3.10):
In Schritt s = 0 existieren insgesamt 8 Prozessormengen mit je einem Prozessor
POt = {p} = {t}, t = 1,...,8. In jedem folgenden Schritt werden jeweils zwei
Prozessormengen zusammengefasst. Jede kombinierte Prozessormenge beschreibt
dabei einen Cluster t. Fiir die Schritte gilt somit:

Schritt s Anzahl Cluster ¢ Prozessormengen P**

0 8 {1} {2} 3} {4 {5} {6} {7} {8}

1 4 {1,2} {3,4} {5.6} {7.8}
2 2 {1,2,3,4} {5,6,7,8}
3 1 {1,2,3,4,5,6,7,8}

TABELLE 1. kombinierte Prozessormengen

Jeder Interfacemenge wird nun seine zugehérige Schrittnummer s (nach (3.12))
und der jeweilige Cluster ¢ (nach (3.15)) zugewiesen. Als sortierte Interfaceliste
ergibt sich

Interface Inhalt Schritt s Cluster ¢ || Interface Inhalt Schritt s Cluster ¢
T 1 0 1 13 1,3 2 1
o 2 0 2 T14 2,4 2 1
T3 3 0 3 15 1,2,3.4 2 1
T4 4 0 4 T16 5,7 2 2
5 ) 0 5 17 6,8 2 2
Te 6 0 6 T8 5,6,7,8 2 2
7 7 0 7
T8 8 0 8 719 3,5 3 1

720 4,6 3 1
To 1,2 1 1 To1 3,4,5,6 3 1
10 3,4 1 2
11 5,6 1 3
T2 778 1 4

TABELLE 2. sortierte Interfaceliste

Der Tabelle 2 entnehmen wir, dass in Schritt s = 0 alle Elemente von 7 bis
7g auf 8 Clustern eliminiert werden. In Schritt s = 2 werden die Elemente von 13
bis w15 auf 2 Clustern eliminiert.

In Abbildung 4 sind Positionen k
der Interfaces m, beschrieben. Aus
Tabelle 2 konnen die zugehorigen
Schritte und Cluster eines Interfaces
7 entnommen werden.

Zum Beispiel gilt fur m = {1}:

8(’/T1) = 0, t(’/Tl) =1

beziehungsweise fiir w14 = {2,4}:
s(ma) =2, t(mg) =1,

das heilt, das Element w4 wird
in Schritt s = 2 innerhalb des
Clusters mit der Nummer 1 (dies
entspricht der Prozessormenge
ABBILDUNG 4. Position P21 = {1,2,3,4}) eliminiert.

und Nummern der Inter-

faces
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Auf jedem Prozessor p wird nun eine lokale Matrix iiber alle Indizes i € T
mit p € (i) aufgebaut. Die Indizes auf dem Interface beschreiben das Schur-
Komplement, wihrend die Indizes mit p = 7 (i) diejenigen Elemente beschreiben, die
im ersten Schritt eliminiert werden. Dies wird iiber eine zu zerlegende Operations-
menge ICi’ﬁ und der zugehdérigen Schur-Komplement-Menge IC;gH (nach Definition
3.18) beschrieben.

Allgemein wird eine lokale Matrix AL

loc

70
L(S)vt S(S)vt

! aufgeteilt in

loc loc

(vergleiche (3.18)), wobei jede einzelne Matrix zusétzlich auf die vorhandenen Pro-
zessoren im jeweiligen Cluster verteilt werden (nach (3.24)).

Wir betrachten ab jetzt den zufillig ausgewéhlten Prozessor py = 4 und die
jeweils zugehorige Prozessormenge. Die zu zerlegende Operationsmenge im ersten
Schritt ist hierbei K%’ﬁ = {4} und die zugehorige Schur-Komplement-Menge
,ng;H = {10, 14,15,20,21}. Das heiftt, diejenigen Elemente von 74 werden auf Pro-
zessor 4 in diesem Schritt eliminiert, wahrend sich die Elemente 71, 714, 715, 20, o1
im Schur-Komplement befinden.

Die Prozessormenge P%* = {4} besteht aus
nur einem Prozessor und die gesamte lokale
Matrix Al(gg’4 ist einem Prozessor zu finden.
In Schritt s = 0 gilt somit

0),4 0),4 0),4
AI(O)A = <Z§((J);j R%(8§)4> = (Z%(O;zx R§0;4> )
o Llocy Sloc) Ll ’ Sl '

wobei Z(©)4 aus den Elementen von 7, aufge-
stellt wird und Sl((? 2’4 aus den Elementen von
7, mit k € {10,14,15,20,21} (vergleiche Ab-
bildung 5 und 6). Alle Elemente in 74 werden
auf dem Prozessor py eliminiert® und das zu-
gehorige Schur-Komplement gebildet. Hierbei

ABBILDUNG 5. Ele-

ist Z(94 im Sparse-Format gegeben, so dass mfor)l:“f der Matrix
dafiir ein Sparse-Loser genutzt werden kann. Alge
0).,4 (O 4
| 7Z(7)7 H B Rloc 4
(0)74 — LN
Aloc -

10

£(0),4 L4 ||

lac loc 15

20

21

ABBILDUNG 6. Die Matrix A" aufgeteilt auf die Prozessormenge P%*

loc

3genauer: Auf der Prozessormenge P4 = {4}
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In Schritt s = 1 befindet sich Prozessor ps im Cluster ¢ = 2 mit der Prozessor-
menge P12 = {3,4}. Hier wird eine lokale Matrix
wa_ (702 RO\ (702 g2 g
loc Ll(ig,Q Sl(olc),Q Lgl),2 S§1)72 Sél),Q ’

aus den beiden Schur-Komplementen SI(C?C) “+ und Sl(c?c) 3 gebildet und auf die Prozes-
soren p3 und py verteilt (vergleiche Abbildung 8). In Schritt s = 1 ist dabei die
zu zerlegende Matrix Z auf nur einem Prozessor gegeben, da bei einer Verteilung
auf zwei Prozessoren die Zerlegung von Z(1)-2 sequentiell ablaufen wiirde und zu-
sdtzlich Kommunikation betrieben werden miisste, so dass sich eine Verteilung eher

nachteilig auswirkt*.

Die zugehorigen Operationsmengen sind
hierbei
1,2
Kigr = {10}
K& = {13,14,15,19,20,21},
das heifst, in diesem Schritt werden die
“inneren” Elemente mit der Interfacemen-

ge Mo = {3,4} zerlegt und das Schur-
Komplement auf dem “Rand” der Prozes-

sormenge P12 gebildet. ABBILDUNG 7. Elemen-
te der Matrix Al(;g’Q
Die Matrix Z(1)-2 und Ll(;2’2 befindet sich dabei komplett auf Prozessor ps, die
Matrizen Rl(;z’z und 51(012’2 sind jeweils zur Halfte aufgeteilt auf die Prozessoren ps
und py.
Z(1),2
oo
) 2 i
",

13

14
A(1)72 —

loc

15

19

20

R1

L(1)72

loc

ABBILDUNG 8. Die Matrix A1) aufgeteilt auf die Prozessormenge P12

loc

Auf Prozessor ps wird nun die komplette Matrix Z(1)-2 zerlegt und an Prozessor

p4 geschickt. Daraufhin berechnen beide Prozessoren ihren jeweiligen Teil des Schur-
Komplements 51(52’2.

Im néchsten Schritt s = 2 befinden sich 4 Prozessoren in der Prozessormenge
P21, Somit lohnt sich auch eine Verteilung der zu zerlegenden Matrix Z(2:! auf

alle Prozessoren. Fiir die zu zerlegende Operationsmenge gilt lCi’Fli = {13,14,15}
und fiir die Schur-Komplement-Menge ICéclH = {19,20,21}. Die Matrix Al(gz’l wird
wieder aus den beiden Schur-Komplementen Sl(olg 2 und 51(012,1 aufgebaut.

4Dies wird im spateren Algorithmus nicht ausdriicklich verlangt und soll hier als Zusatzinformation
angegeben werden
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13 -

A(2) 1

loc

bo ::::: ........

%T
ABBILDUNG 9. Die Matrix Al(gg’l aufgeteilt auf die Prozessormen-
ge P%! mit zugehorigen Elementen

1

Hierbei gilt 221 = (721 700 21 71). wobei sich 2 anf
Prozessor p; befindet etc. Fiir die anderen Matrizen gilt eine analoge Verteilung.
In dieser Prozessormenge zerlegt nun Prozessor p; seinen oberen Teil der Matrix

Z{Q)’l und schickt die gesamte Matrix Zfz)’l und L(12)’1 an alle anderen Prozes-
soren in der Prozessormenge P?!, das heifit an p,, ps und py. Diese aktualisie-
ren ihr Schur-Komplement, so dass danach Prozessor ps seinen Teil der Matrix

ZQ(Q)’1 zerlegen und wieder an die restlichen Prozessoren verschicken kann, und
so weiter. Am Ende des Schrittes gilt fiir das aktualisierte Schur-Komplement

~](022’1 = Sl(fc)’l - L1(02C)’1(Z(2)’1)_1R1(§2’1, welches auf 4 Prozessoren verteilt ist.

Im letzten Schritt s = 3 muss kein Schur-Komplement mehr berechnet werden,
so dass nur eine zu zerlegende Operationsmenge ICi’f,L = {19, 20,21} existiert (diese
ist im letzten Schritt immer gleich der Schur-Komplement-Menge des vorletzten
Schritts) und die Schur-Komplement-Menge IC%’CIH leer ist. Somit existiert die Matrix

3),1 .
Al(oz auch nur aus der Matrix Z®)! welche nun auf der gesamten Prozessormenge

P31 bestehend aus allen 8 Prozessoren p; bis pg verteilt ist.

aufgeteilt auf die Prozessor-

ABBILDUNG 10. Die Matrix Afg’z’l

menge P31 = P mit zugehdrigen Elementen

Hierauf wird eine parallele Block-L R-Zerlegung nach Algorithmus 3.4 ohne zu-
sitzliche Schur-Komplement-Berechnung angewandst.

3.6. Die parallele Block-LR-Zerlegung fiir P = 2° Prozessoren

Die parallele Block-L R-Zerlegung basiert in erster Linie auf dem Ansatz der
Nested Dissection (geschachtelte Zerlegung), welche in Kapitel 2.3 beschrieben wur-
de. Mit insgesamt P Prozessoren werden dabei einzeln (also komplett parallel) das
jeweilige Innere der zugeteilten Gebiete gelost und das Schur-Komplement auf dem
Rand erstellt. Darauthin werden jeweils zwei Prozessoren zu einer kombinierten
Prozessormenge zusammengefasst. Dabei ergibt sich auf einem Teil des Separators
ein neues “Inneres”, welches wiederum gelost werden kann, da dieses — wie wir zeigen
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werden — unabhéngig ist von den anderen "Inneren” der anderen Prozessormengen.
Rekursiv werden die neuen Prozessormengen zusammengefasst, bis zum Schluss nur
noch eine kombinierte Prozessormenge iibrig bleibt, auf der der letzte Separator ge-
16st werden kann. Dies beschreibt jedoch nur einen Teil der Parallelisierung. Die
zweite Parallelisierung erfolgt aus der Verteilung des jeweiligen “Inneren” auf alle
Prozessoren in der jeweiligen kombinierten Prozessormenge.

3.6.1. Reduzierung der Block-LR-Zerlegung.

Zur Vereinfachung wird angenommen, dass wir eine Zweierpotenz an Prozessoren
zur Verfiigung haben (also P = 2°), auf denen das Gebiet 2 fiir die Finite Elemente
Diskretisierung und damit die Matrizen aus Kapitel 2.4 verteilt sind. Dies ist fiir
die Praxis auch sinnvoll, wie wir spéter sehen werden. Allgemein kann aber eine
beliebige Anzahl an Prozessoren gewéahlt werden.

Wir starten mit einer geeigneten Nummerierung der Prozessoren in der Pro-
zessormenge

(38) PZ{plvaa"'aPQS}'

Die Reduzierung der Block-L R-Zerlegung basiert nun auf der rekursiven Definition
von “kombinierten Prozessormengen” P**. Dabei beschreibt s die aktuelle Schritt-
nummer (beginnend von s = 0) und ¢ € 7, eine Clusternummer. Innerhalb eines
Schrittes werden unterschiedliche Cluster jeweils parallel arbeiten kénnen. In jedem
Schritt s gilt dabei U PS5t =P, wobei die Zerlegungen in jedem Schritt disjunkt

teTs
sind. Der erste Schritt s = 0 beginnt mit

(3.9) PO ={p}, teTo=1{1,...25}.
Rekursiv werden kombinierte Prozessormengen fiir die néchsten Schritte definiert:
(3.10)  pet=psLA-lypsL2 g—1 .S teT,={1,...,25°%}.

Das heifst, fiir Schritt s werden je zwei Prozessormengen aus Schritt s — 1 zusam-
mengefasst. Da wir eine Zweierpotenz an Prozessoren zur Verfligung haben, sind
alle Mengen nichtleer und es gilt in jedem Schritt U Pt = P. Aufgrund der Ord-

teTs
nung in der Nummerierung der Prozessoren konnen wir die Prozessormengen auch

direkt definieren.

Definition 3.10 (kombinierte Prozessormenge).

Gegeben seien P = 2 Prozessoren in einer Prozessormenge P = {p1,...,pp}. Fiir
den Schritt s = 0,...,S definieren wir Ty = 257° Cluster in einer Clustermenge
Ts=A{1,...,Ts} mit

(3.11) POt ={p;: 2°(t—1)<j<2%}, t=1,...Ts.
Pt heift kombinierte Prozessormenge in Schritt s zum Cluster t.

Bemerkung 3.11.

Definition 3.10 setzt eine sinnvolle Nummerierung der Prozessoren voraus. Insbe-
sondere sollten bei der Zusammenfassung zweier kombinierter Prozessormengen die-
se jeweils ein gemeinsames Interface besitzen. Alle weiteren Definitionen und der
entwickelte Algorithmus gelten jedoch auch, wenn kein gemeinsames Interface vor-
handen ist. Dadurch geht allerdings etwas Parallelisierungsarbeit verloren.
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Uber die aktive Prozessormenge IT7 aus (2.13) wird nun bestimmt, welche Ele-
mente zu welchem Zeitpunkt eliminiert werden kénnen. Dazu wird fiir jedes 7w € Il
eine zugehorige Schrittnummer iiber

(3.12) s(m)=min{s | 3t € {1,..., T.}: 7 C P>'}

definiert. Somit erhalten wir eine Teilmenge der aktiven Prozessormenge fiir jeden
Schritt s

(3.13) II° = {w € IIz: s(w) = s}

und eine weitere Unterteilung fiir jeden Cluster

(3.14) %' = {r € II*: 7 C P>}

Bemerkung 3.12.
Ts

Fiir s =0,...,S gilt | JTI*" =1I°, sowie IT** NTI% = § fiir ¢ # .
t=1

Dies ergibt eine disjunkte Zerlegung der aktiven Prozessormenge

S Ts
Iy =1"u---un¥ = J | o
s=0t=1
Fiir ein Element 7 der aktiven Prozessormenge wird weiterhin der zugehorige
Eliminierungscluster ¢ definiert {iber

(3.15) t(r) =t mit 7 c I,
Da die Zerlegung der aktiven Prozessormenge disjunkt ist, ist dieses ¢ eindeutig.
Im Folgenden geben wir eine Sortierung der Elemente in der aktiven Prozessor-

menge iiber eine Totalordnung an. Mit Hilfe dieser Sortierung wird dann die globale
Matrix A erstellt, auf der die Block-L R-Zerlegung angewandt wird.

Definition 3.13 (Totalordnung der aktiven Prozessormenge).
Fir zwei Elemente my, m € Ilz mit m, # m gelte folgende Totalordnung:

(1) s(m) < s(m) (aus (3.12))

(2) t(m) < t(m) (aus (3.15))

(3) |m| <|m|

(4) min{p: p € mx \ m} < min{q: ¢ € m \ 7}

T < 7 <~

Dabei wird (2) bis (4) nur dann angewandt, wenn die jeweils vorige Ungleichung
mit einem Gleichheitszeichen gilt.

Die K = |lIz| Elemente der aktiven Prozessormenge erhalten somit eine eindeu-
tige Nummerierung Iz = {m, ..., 7k }. Da wir annehmen, dass fiir jeden Prozessor
innere Elemente existieren, gilt fiir die ersten 7 und insbesondere im Schritt s = 0:
T — {k} und Ho’k = {Wk}, k= 1,...,P.

Fiir den Algorithmus der ersten Block-LR-Zerlegung werden weiterhin Zahl-
variablen mit Hilfe der Clusterunterteilung I1*'* definiert. Dabei wird die Sortierung
der 7 € Ilz beriicksichtigt.

Definition 3.14 (Z&hlvariablen).
Fiir jeden Schritt s =0, ..., werden Zihlvariablen K4 definiert, so dass

I ={mp:k=Ks_1+1,...,Ks} (s=0,...,5)

gilt. Weiterhin werden fiir jeden Clustert =1,...,T zusdtzliche Zihlvariablen K
definiert, so dass

I ={m:k=Kss1+1,...,Ke1} (s=0,...,8, t=1,...,Ts)
gilt.
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Diese Definition ist wohldefiniert aufgrund der disjunkten Zerlegung der aktiven
Prozessormenge und der Nummerierung der Elemente von 71 bis mg.

Bemerkung 3.15.
Wegen (3.13) und (3.14) gilt folgende Eigenschaft der Zahlvariablen K, und K,
aus Definition 3.14:

K 1=0 Koo=0
Ks=K Ks1=K
Ks = KS,TS Ks,O = Ks—l,Ts,l .

Bemerkung 3.16.
Die Elemente 7 € II7 kénnen umsortiert werden, indem eine andere Sortierung der
Prozessoren in der Prozessormenge P = {p1,...,pss } angewandt wird.

Durch die Sortierung der aktiven Prozessormenge kann die globale Steifigkeits-
matrix nun wie in (2.17) dargestellt werden als
An o Ak
(3.16) A= (Agpm) = :
A1 - Agrk
wobei die Matrizen Ay, definiert sind iiber (2.16).
Mit den obigen Definitionen wenden wir nun die Block-L R-Zerlegung aus Al-
gorithmus 3.3 auf die Matrix (3.16) an.
Algorithmus 3.17 (erweiterte Block-L R-Zerlegung).
1 for s=0,...,8
fort=1,...,T;
for k=K, 1+1,..., Ky
Agr = LR(Agx)
for m=k+1,....K
Apm = SOWE(Agkk, Akm)
forn=k+1,.... K
Apm = Anm — Ank Akm

® XS e A e

Die Zeilen 1 bis 3 stimmen aufgrund der Definitionen von s, t und K,; mit
for k = 1,..., K {iberein, somit entspricht dieser Algorithmus genau dem Algo-
rithmus 3.3, bis auf die Zahlweise iiber s, ¢ und k.

Nach Lemma 2.7 und Korollar 2.9 sind viele Matrizen leer (also Ag,, = 0). Viele
dieser Matrizen bleiben auch nach der Durchfiihrung des Algorithmus 3.17 leer, so
dass nur der Teil berechnet werden muss, der sich auch dndert. Im Folgenden wird
untersucht, auf welche Berechnungen wir uns beschrénken konnen.

Definition 3.18 (Operationsmengen).
Die tatsdchliche Operationsmenge fir einen Clustert =1,...,Ts in einem Schritt
s =0,...,8 wird definiert iber

K:S,t = {k‘ € {KS,1+17...,K}Z Tk ﬁ'PS’t #@} .
Weiterhin sei
Kih ={Ksi1+1,...,Kss}

die zu zerlegende Operationsmenge,
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ICS,t

ScH

={ke{K,+1,....K}: m NP> £0}
die zugehdrige Schur-Komplement-Menge und
K ={ke{Ks1+1,...,K}: ;0P =0}

das Komplement zu K**.
Mit K =A{1,..., K} wird die gesamte Operationsmenge bezeichnet.

Lemma 3.19.

Fiir eine kombinierte Prozessormenge Pt in Schritt s, welche sich aus den beiden
kombinierten Prozessormengen P*~ bt und P52 wie in (3.10) ergibt (das heifst
es gilt P>t = Ps—Lti yPs—Liz2) giit fiir die Operationsmenge

Ics,t — ICS—l,t1 U ]Cs—l,tz )

ScH ScH

BEWEIS. Wir betrachten die Definitionen der Mengen:
Kt ={ke{K,1+1,...,K}: mpnP1h £}

ScH

Kol ={k e {K,1+1,...,K}: mp NP1t £}

ScH
Kot ={k e {Ks1+1,....K}: m NP £ 0} .
Somit gilt
Kén " UK ={k e {Ke1+1,... K} m NP0 £ 0}
U{ke{K,1+1,...,K}:mpnPshiz £
={ke{K,o1+1,... ., K}:mn (Pt ups—ii) £ 0}
={ke{K, 1+1,...,K}: m NP> £} = >,
O
Bemerkung 3.20.
Es gilt 1! = {m},: k € K}, } (vergleiche Definition 3.14) und somit 7, C P** fiir
k € K. Insbesondere gilt K € K£**. Nach Bemerkung 3.12 gilt 115 N st = ¢
fiir t # ¢, daher kann K%t auch definiert werden iiber
Kot ={ke{Ksi—1+1,...,K}: m NP>t £ 0}
— K UK,
Damit gilt fiir jeden Schritt s =0,...,S5
Kot Nkt =0 fiiet #1.

Wir kénnen K und II%! also miteinander identifizieren, somit ergibt sich
auch eine aufsteigende Nummerierung der Elemente in ’Ci%tv flir grofler werdende ¢
beziehungsweise s.

Die Hauptaussage, welche Matrizen in der Block-L R-Zerlegung berechnet wer-
den miissen, folgt nun aus folgendem Satz 3.21.

Satz 3.21.

In Algorithmus 8.17 gilt Agm = 0 und App = 0 wihrend der Durchfihrung von
Schritt s fir k € /C“Z’}t%, m € /Czt. Weiterhin werden die Matrizen Ay, flirn € /Czt
oder m € K" in Schritt s fir k € K%, nicht geindert.

BEWEIS. Wir zeigen zuerst die zweite Behauptung unter Annahme der ersten
Behauptung, dass also A, im Schritt s nicht geindert wird, wenn n € ICZt oder
m € K" und k € K. Die erste Behauptung besagt, dass Ay, = 0 und A, = 0
fiir m € K.
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In Algorithmus 3.17 existieren drei Operationen zur Anderung von Matrizen:

e In Zeile 4 wird eine LR-Zerlegung einer Diagonalmatrix berechnet
(Agr := LR(Agr)), es gilt allerdings k € K55 € K%, so dass die Voraus-
setzung k € ICZt nicht gegeben ist.

e Die zweite Operation lautet Ag,, = SOLVE(Agk, Arm) (Zeile 6), wobei
die Losungsroutine iiber die eben betrachtete LR-Zerlegung von Agx ge-
schieht. Wenn allerdings m € lCZ’t, 80 ist Ag,, = 0 und fiir die Operation
gilt ebenso A,;klAkm = 0. Diese Nullmatrix wird also nicht geéndert.

e Die dritte Operation findet sich in Zeile 8 mit A, := Anm — AnkArm.
Um die Matrix A, zu &ndern, miissen sowohl A, # 0, als auch Ay, # 0
sein. Falls nun jedoch n € K3', so gilt A, = 0 (bzw. falls m € K}', so gilt
Agm = 0), somit dndert eine Durchfiihrung dieser Operation die Matrix
A, nicht.

Insgesamt werden Matrizen A, fir n,m € ICZt nicht gedndert, wenn Ag,,, = 0
und A, = 0 fiir m € ICZt.

Fiir diese erste Behauptung zeigen wir per Induktion, dass Ay, = 0 und
Apx = 0 zu Beginn jeden Schrittes s fiir k € K%, m € KX'. Es ist offensicht-
lich, dass sich diese Matrizen nicht mehr &ndern, nachdem der k—te Schritt im
Algorithmus durchgefiihrt wurde, da alle folgenden Operationen fiir Matrizen A,,,
mit n,m > k gelten.

Sei s = 0. Nach (3.9) gilt P%! = {p;}, somit ergeben sich fiir t = 1,...,Tp

Kig = {t}
KOt = {k > t: m N {t} # 0}
K = {k: me 0 {t} = 0}.

Da nur ein Element in IC%& existiert, konnen wir dieses Element k € Kg’}t{ mit k =1¢
identifizieren. Sei m € K%', also insbesondere m,, N {t} = 0. Wegen 7, = {t} gilt
nach Korollar 2.9, dass Ag,, =0 und A, = O.

Fiir den Induktionsschritt betrachten wir nun s > 0. Sei k € K5, m € KX
Damit gilt 7, C P** und 7, N P** = @, also insbesondere auch m,, N7, = (). Zur
Ubersichtlichkeit betrachten wir hier nur die Matrix Ay, fiir die Matrix A, gelten
die gleichen Argumente. Es gilt A, = 0 am Anfang des Algorithmus nach Korollar
2.9. Wir zeigen, dass Ay, im bisherigen Verlauf bis zum Anfang von Schritt s nicht
gedndert wurde. Dazu reicht es, die Matrixoperation aus Zeile 8 zu betrachten, die
sich hier beschreiben ldsst als Ay, = Agm — ApiApy fiir [ < k. Die beiden anderen
Operationen kénnen nur Matrizen in der jeweiligen Zeile | < k geéindert haben.
Eine Anderung tritt nicht auf, wenn Az = 0 oder A, = 0, daher zeigen wir, dass
aus Ay # 0 folgt, dass A, = 0 fiir [ < k.

Sei dazu | € K{ mit 0 < s und 7 € {1,...,T,} so gewdhlt, dass Ay # 0 (an-
dererseits findet keine Anderung statt). Damit gilt & € K7 nach Induktionsan-
nahme und somit 7 NP7 # (. Es soll A, = 0 gezeigt werden. Wir zeigen dies
iiber Widerspruchsannahme. Sei also A;,,, # 0. Dann gilt nach Induktionsannahme
m € K%7 und somit m,, N P77 # (. Nach (3.10) gilt fiir die Definition der kom-
binierten Prozessormengen P*! = Ps~L71 U Ps~L72 fiir alle s > 0 mit geeigneten
11,72 € {1,...,Ts_1}. Da weiterhin Pt N Pt2 = () (das heilt, zwei Prozessor-
mengen innerhalb eines Schrittes sind disjunkt) gilt insbesondere P C P*¢, da
T NPTT # @ und 7, C Pt Damit gilt m,, NP # 0, dies ist ein Widerspruch zu
me KX O
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Somit kénnen fiir k € K% alle Operationen fiir m € K%' ignoriert werden.
Insgesamt kann Algorithmus 3.17 vereinfacht werden zu

Algorithmus 3.22 (reduzierte Block-L R-Zerlegung).
1 fors=0,...,8

2 fort=1,....T;

3 for k € K{'x

4 Ay = LR(Agz,)

5 for m e K&, m > k

6 Agm = SOWVE(Akk, Akm)
7 for nc Kt n>k

8 Apm = Ay — Api A

3.6.2. Erste Parallelisierung iiber Nested Dissection.
Im Folgenden setzen wir p; = ¢ (und zéhlen dabei von p = 1,..., P), da die eigent-
liche Nummerierung nebensichlich ist und somit ein Index zur Ubersichtlichkeit
gespart werden kann. i

In Schritt s gilt fiir verschiedene Cluster ¢ # £, dass ICE’IQ - ICZt. Wir bezeichnen

mit Agf,% eine Blockmatrix in A zu Beginn von Schritt s. Die Blockmatrizen
Zt = (AEfm)

bilden in Schritt s somit eine Diagonalstruktur im oberen linken Teil. Zur Verdeut-
lichung betrachten wir die Matrix A zu Beginn in Schritt s. Dabei ignorieren wir
die schon zerlegten Blockmatrizen, so dass die restliche Matrix (also das Schur-
Komplement nach Schritt s — 1) dargestellt werden kann als

mmElCi’Pi

VASIEEE| 0 R()1

(3.17) A = 0 0 : ’
0 0 Z6Ts | R(s)Ts
LT & [ g6
mit

(s)t —
R - (A"m)nE)Cz’é, m=Ks;+1,...,K

3 7t _
LW = (Anm)n:Kerl,..,,K, meK L
St = (Anm)mm:Ks-&-l,--wK :

Fiir s = 0 ergibt obige Definition die globale Matrix A vor Beginn der Zerlegung.
In Schritt s werden nun die Elemente k € /Ci’f{ fir t = 0,...,Ts zerlegt. Diese
Zerlegungen koénnen komplett parallel durchgefiihrt werden (vergleiche Kapitel 3.4)
und wir erhalten ein additives Schur-Komplement.

Bisher wurde die Block-L R-Zerlegung global betrachtet, in dem Sinne, dass alle
Blockmatrizen komplett gegeben sind. In unserem Fall ist die globale Matrix jedoch
additiv verteilt, so dass wiahrend der Zerlegung additive Matrizen zusammengefasst
werden miissen. Dies geschieht spéter iber Kommunikationsroutinen, wenn jeweils
zwei Prozessormengen zusammengefasst werden. Die additiven Matrizen befinden
sich dabei im jeweiligen Schur-Komplement S,

Weiterhin kénnen die Matrizen R(®)* und L(*)* reduziert werden, indem die
Nullblocke gestrichen werden. Dafiir definieren wir Restriktionsmatrizen P(): die

iiber die Elemente in ICg’gH gegeben sind.
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Definition 3.23 (Restriktionsmatrix).
Die Mengen

M= {m;:m; € Kgl,},
N:{mnle{Ks—i—l,,K}}

seien aufsteigend nummeriert (das heift m; > m; firi > j) und es gelte M = | M|,
N = |N|. Die M x N Blockmatriz

plent — (p,(;v),t)
v mieM,njEN

ist definiert tiber

pt _ JI mi=mn;
t 0 sonst

wobei I die Einheitsmatriz der entsprechenden Dimension Ny, X Np, (aus Defini-
tion 2.4) bezeichnet und 0 die Nullmatriz.

Beispiel 3.24. Fir M = {5,7,10} und N' = {5,6,7,8,9,10,11} hat die Restrikti-
onsmatrix P die Form

I 0 0 0 0 O O
P=({0 0 I 0 0 0 O
0 000 O0OTTO
Mit Hilfe dieser Restriktionen definieren wir die lokalen Blockmatrizen

Rl(osgt R(s),t(P(s),t) (AsLsm)nEICLR,meIC

SCH
s),t s s s

Ll(og P( )tL( (Aslm)nEKSCH,mEICS’rt{ .

Da durch diese Restriktionen nur Nullspalten (in R()*) bzw. Nullzeilen (in L(*):*)

gestrichen werden, gilt aufserdem

Rs)t R()t (s),t
s),t _ s), s),t
L = (PO L)

Die globalen Matrixblocke Ag,, (und damit die globale Matrix A selbst) sei
nun auf die Prozessoren verteilt wie in Definition 2.5. Wir betrachten nun fiir
Schritt s insbesondere die Blockdiagonalmatrizen Z(%)t, sowie die zugehdrigen Ma-
trizen R)* und L(*)*. Nach Bemerkung 3.7 miissen diese Matrizen global auf
einem Prozessor bzw. Cluster vorhanden sein, wéhrend das zu berechnende Schur-
Komplement additiv sein darf. Dann kann das Schur-Komplement

A(5+1) _ S(s ZL s),t Z(s 1R(S

TS
= 50 PO 7 RO

t=1

parallel auf T, Prozessoren bzw. Clustern berechnet werden. Damit L(*):t 7Z():t

und RG)t auf dem jeweiligen Cluster ¢ in Schritt s global vorhanden sind, treffen
wir folgende Vereinbarung.
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Vereinbarung 3.25. Bei der Zusammenfiihrung zweier Prozessor-Sets P$~ 1?1
Pps—Liz gy psit = ps—LtiyPps—Liz (nach (3.10)) werden alle Matrizen additiv {iber

A;‘s%,t :A(s—l),t1 +A£Lsr;1),t2

nm

zusammengefasst. Dies geschieht am Anfang jedes Schrittes s. Fiir Schritt s = 0
setzen wir

AR = AL,

Somit konnen wir lokale Matrizen im Schritt s auf einem Cluster ¢ definieren
uber

()t R
)t [ Z Rloc = (s),t
(318) Aloc - <L(5)7t S(S)7t> a (Anm

loc loc

wobel

(3.19)

Dabei ist Sl(os C)’t das lokale Schur-Komplement, so dass das globale Schur-Komplement
iiber
TS
S(s) — Zs(s),t mit S(s),t — (P(s),t)TSI(S),tP(s),t

t=1

berechnet werden kann (vergleiche (3.17)).

Lemma 3.26. Die lokalen Matrizen Z):t, R L ging global vorhanden.

loc 7 “loc

BEwWEIS. Wir betrachten zuerst s = (0. Hier kann ein Cluster ¢ mit einem
Prozessor p identifiziert werden. Wegen Lemma 2.7 sind alle Zeilen- und Spalten-
Blocke Ap,, von AP mit p # 7, oder p 2 T, nicht besetzt, somit betrachten wir
nur diejenigen lokalen Blécke, in denen Eintriige vorhanden sind. Da P%! = {t},
konnen die lokalen Matrizen auf Prozessor p beschrieben werden als

AP = (Ag,m)anEKZOW '
Weiterhin gilt IC%II{ = {p} (und fiir alle anderen ¢q € K%? gilt sogar ¢ > P, da lC%ﬁ C
K&t fir p#£t,t € {l,...,P}), somit wird die jeweils linke obere Blockmatrix auf
Prozessor p iiber AP beschrieben. Diese Blockmatrizen sind auf keinem anderen
Prozessor zu finden (das heikt A, = 0 fiir p # ¢), somit sind alle Blockmatrizen
App (p=1,..., P) nicht-additiv (also global) vorhanden. Global betrachtet hat die
Matrix die Form aus (3.17) fiir s = 0 und Z(O? = A, also

A11 0 0 R(O)’l

A0 — 0 - 0 :
0 0 App | RO-P
Lot LOF ] 5O

Zusitzlich sind alle Matrizen L(®? und R()P global auf Prozessor p vorhanden,
da fiir k € K&P, und p € K gilt mp N, = {p}. Damit ist nur S© additiv verteilt

ScH
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mit
P

SO = (A”m)n,mE{P-‘rl,...,K} - Z (Agbm)n,me{P+1...,K} :

p=1

Mit Hilfe der Restriktionen P(®)? gilt fiir eine lokale Matrix auf Prozessor p vor
Schritt s = 0 somit

(0),p
0),p _ A Rloc
Aloc (A?Lm)peﬂ-n Tom <L1(O)p S](O )

mit R? = RO»2(P©):2)T ynd [P = pO» )2, Fiir 597 gily

Sl((?(le (Ap )n mEICO LA

ScH

Alle anderen hier nicht betrachteten Matrizen sind auf Prozessor p nicht besetzt,
(das heifst A2 = 0) da diese tiber AP, mit p ¢ m, N, beschrieben werden.
Das lokale Schur-Komplement auf Prozessor p kann berechnet werden iiber

S(O N3 51(0),1J L(O ’pA 1R

loc
was zum globalen Schur-Komplement

To

AL = §00) — g(0) _ ZL(O)’p(Z 0)py=1 R(0):p
;

P(o P TL(O)J)A lR 0),pp(0)

p=1

P
(3.20) Z PpO).p TS(O)va 0),p
p=1

fiihrt.

Induktiv folgt nun, dass Z(%)-* R(S) *und Ll(sg global vorhanden sind, da auf
allen anderen Clustern £ # t die zugehorlgen Matrizen nicht belegt sein konnen:

Der Induktionsanfang fiir s = 0 ist oben gezeigt.

Wir betrachten die Prozessormenge P*%¢ in Schritt s > 0 auf einem Cluster ¢.
Diese wird aus zwei Prozessormengen P~ 1%t und P*~ 12 erstellt. Wegen Lemma

3.19 und der Vereinbarung 3.25 wird die lokale Matrix Al(jc aus (3.18) genau aus

den beiden Schur-Matrizen S (871)’“ und Sl(j . Dtz 4 qditiv erstellt. Fiir alle Matrizen
ARt aus der lokalen Matrix A(S)’t gilt m, NPt £ () # 7, NP5 Andererseits

loc

gilt ALY = 0 fiir 7, NP> = 0 oder 7, NP> = §. Wegen Bemerkung 3.20 gilt
e C Pt fiir k € ICi’ﬁ. Da die Blockmatrizen Agf,l;t in Z(S“7 Rl(jg * und Ll(jg
jedem Fall zu einem Index k € K}, gehoren, sind diese wegen mx N Pt = fiir

t # t global vorhanden. O

Somit ldsst sich Algorithmus 3.22 mit Hilfe der additiven Zerlegung der Teil-
matrizen wie folgt parallelisieren, wobei die Matrizen jetzt clusterweise betrachtet

werden und A;‘llg” = AP (p=1,...,P =Tpy) nach Vereinbarung 3.25 gesetzt wird:
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Algorithmus 3.27 (Block-LR-Zerlegung mit Nested Dissection (parallel)).
1 fors=0,...,8

2 for t =1,..., T, (parallel)

2 if (s > 0)

4 setze t1,ty € {1,...,Ts_1} so dass P>t = pPs—Lt yps—Liz
5 for n,m € K5*

6 AGR: = AR D"+ AR

7 for k € K’

8 AGE— LR(AV

9 for m e K, m > k

10 A,gin)’t = SOLVE(A}E;Z)’t,AI(CSm)’t)
11 for n € K%', n >k

1o PO OO XPIOX

nk km

Die globalen Matrizen sind in diesem Fall auf verschiedenen Clustern gegeben.

3.6.3. Zweite Parallelisierung iiber parallele Matrixverteilung.
Wie wir in (3.18) gesehen haben, konnen in jedem Schritt s fiir jeden Cluster ¢

lokale Matrizen
s s),t
AW _ (290 Ry
loc L(S),t S(S)at

loc loc

definiert werden, auf denen lokal eine Block-LR-Zerlegung zur Berechnung des
Schur-Komplements von Z(*)* angewandt werden kann (Schritte 7 bis 12 in Al-
gorithmus 3.27). Die Definition erfolgt dabei aus den Interfaces 7y, wobei sich die
Matrix Z(*):* {iber k € /Ci’ﬁ definiert. Im Folgenden betrachten wir alle Matrizen
aus (3.19) im Ganzen, das heift sie sollen nicht mehr blockweise iiber k € Ki'f, bzw.
ke IC;éH unterteilt sein. Dafiir erhalten sie eine neue Zerlegung auf die Prozessoren.
Zur Berechnung des Schur-Komplements Sl(osc)’t — LI(SZ’t(Z(S)’t)_lRSZ’t wird nun eine
Block-Zerlegung in Abhingigkeit der Anzahl vorhandener Prozessoren im Cluster
t erstellt, wie sie in Kapitel 3.3 eingefithrt wurde.
Dazu betrachten wir die Dimensionen der Matrizen:

(As)t

nm )n,melCi’Ft{

— Z(S),t c HQ]VSJ'X]VS’t

(s),t _ pls)t NStx Mot
(3 21) (Anm )nEICi‘l’;,meng’;H - Rloc €eR
’ s),t — (5)7t Ms'tXNS't
(Agzs;gz )nEIC;’(fH,mGICi’é =L eR
).t I ON Mt x M*?
(Assgl )n,mGKl;’gﬁ - Sloc €eR

mit Nt = E |Zx|, M5t = E |Z1|, sowie der zugehorigen Prozessormenge
keKh keKg)

ScH

P = (it}

mit Q%' = |P*!|. Die Matrizen werden nun spaltenweise auf die Prozessoren ver-
teilt, so dass jeder Prozessor pfl’t c psit

B {LNS’t/QS’tJ + 1 q S Ns,t mod Qs’t

3.22 N
( ) LNs’t/QS’tJ q > Ns,t mod Qs’t

s,t
Pq
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Spalten der Matrizen Z(*)** und iji’t, sowie

LMs,t/Qs,tJ +1 q S Ms,t mod Qs,t

3.23 M s =
( ) Pq {LMs,t/Qs,tJ q > Ms,t mod Qs,t

()t ind S'*)* besitzt. Fiir die lokale Matrix ergibt sich also

loc loc

Spalten der Matrizen R
folgendes Bild:

s),t s),t s),t S),
ZO 5k RO R
(3.24) At =
s),t s),t s),t s),t
L9 | s || s

Auf Z()t wird nun die parallele Block-LR-Zerlegung wie in Algorithmus 3.4

angewandt und das Schur-Komplement in Sl(jc)’t berechnet. Dafiir setzen wir wie in
Kapitel 3.3 (dort wurden diese Variablen mit J bezeichnet)

N, g’t =0,
(3.25) . 4 .
Npt=) Ny 1<¢<Q™
n=1
Damit ergibt sich als Erweiterung zu Algorithmus 3.4 der folgende Algorithmus.

Algorithmus 3.28 (lokale Block-L R-Zerlegung mit verteilten Spalten).
1 forg=1,... Q%

2 setze i = N;»_tl +1, j= N;,t

3 auf p3':

4 ZEi + j] = LR(Z$i - 4])

’ SENpE [py* — pr'] (Zés)yt) fiir p3! € P>

o SenpE [yt - pp'] (L§") fiir ppt € P

7 auf p € P*t: EMPFANGE [pi' « pg't] (Zés),t)

s auf pi' € P*': EMPFANGE [p' < pif] (LE,S”)

9 auf pS! € PS>t mit r > ¢ (parallel):

10 Zﬁs),t[i : j} = SOLVE(ZSS)i[Z :j], Zﬁs)’t[i . .]D

" 2 4+ N = 23+ N = 20 4 N 28 i)
12 LS-S)7t — Lgs),t _ L((Zs),tZ?t[i ]]

13 auf p3! € P! (parallel):

14 £S)7t[i ]] = SOLVE(Zés)’t [l . j], ,,(AS)’t[’[: . jD

. R+ 1N = RO+ 1N 280 m (+) VRSO i
16 S,ES)’t — Sﬁs),t . L((]s),th‘s),t[i ]]

Im Vergleich zu Algorithmus 3.4 miissen hier die Matrizen L&t RO yng

loc > loc
S’l(os C)’t zusétzlich beriicksichtigt werden, wobei die LR-Zerlegung nur fiir Z()* be-
rechnet wird.
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3.6.4. Zusammenfiihrung der beiden Parallelisierungen.

Algorithmus 3.28 kann nun in Algorithmus 3.27 anstelle den Zeilen 7 bis 12 benutzt
werden. Dabei werden die Matrixblocke A,,, aufgegeben und als Gesamtmatrix
wie in (3.24) betrachtet. Die Zusammenfassung der beiden Schur-Komplemente aus
Schritt s — 1 in den Zeilen 4 bis 6 geschieht im finalen Algorithmus im Prinzip
genauso, es muss hier nur beachtet werden, dass die Matrixblécke Agfﬁ Dt wegen
der gleichméfigen Spaltenzerlegung auf verschiedene Prozessoren verteilt sein kon-
nen und keine Ahnlichkeit mit der Zerlegung der Matrixblocke Aﬁf,);t im folgenden
Schritt haben miissen.

Dies ist jedoch nur eine programmiertechnische Einschrinkung, letztendlich
konnen aus der spaltenweise Zerlegung der Matrix Al(sg’t die Blockmatrizen ASij
wieder zusammengesetzt werden und somit fiir den néchsten Schritt zusammenge-
fasst werden. Im Programm selbst wird dies durch direkte Kommunikation zwischen
den betroffenen Prozessoren geschehen. Dies ist hier recht einfach méglich, da in
jedem Fall jeweils die gesamte Spalte auf einem Prozessor zu finden ist. Es ge-
niigt also, jede Spalte aus dem Schur-Komplement S’l(osc_ Dt ynd Sl(sc_ D2 gingeln
zu betrachten und herauszufinden, auf welchem Prozessor diese Spalte in der neuen

Matrix Al((fi’t zu finden ist.

Insgesamt ergibt sich der finale Algorithmus 3.30 auf Seite 7?7 zur Berechnung
der parallelen Block-L R-Zerlegung fiir Finite Elemente Matrizen.

Bemerkung 3.29.

(1) Algorithmus 3.30 entspricht Algorithmus 3.27 mit erweiterter Parallelisie-
rung iiber die Zerlegung der einzelnen Matrizen nach (3.24).

(2) In Schritt s = 0 ist in jedem Cluster ¢ nur ein Prozessor vorhanden. So-
mit existiert keine parallele Zerlegung nach (3.24), insbesondere sind die

Matrizen Z(©)t (welche der Matrix Ay, entspricht), ROt 1O 04 Sl(c?c)’t

loc ’loc
auf dem Prozessor ¢ komplett vorhanden. Damit kann dort direkt Algo-

rithmus 3.27 angewandt und auf die Kommunikationsroutinen verzichtet

werden.
(3) In Schritt s = 0 sind alle Matrizen diinnbesetzt, insbesondere Z(®)-* und
Ll(gz’t. Fiir die LR-Zerlegung der Matrix Z()t in Zeile 11 kann somit ein

Sparse-Loser verwendet werden®. Zur Berechnung des Schur-Komplements
Sl(c?g’t - Ll(gg’t(Z(O)’t)_lRl(gg’t kann die Diinnbesetztheit von Ll(gg’t ausge-
nutzt werden. Dabei miissen nur diejenigen Elemente mit Ll(gg’t[i, Jj1#0
betrachtet werden.

(4) Die Matrix AI(SZ’t wird iiber die Blockmatrizen A4 nach (3.21) defi-
niert und kann somit {iber diese Blockmatrizen identifiziert werden®. Die
Zusammenfassung des Schur-Komplements in Zeile 6 geschieht dabei spal-
tenweise. Fiir jede Spalte miissen nur jeweils zwei Prozessoren miteinan-
der kommunizieren. Diese Zusammenfassung wird also iiber Eins-zu-Eins-
Kommunikationen durchgefiihrt.

(5) Die Kommunikationsroutinen in Zeile 12 bis 15 finden iiber einen Broad-

cast (vergleiche Anhang A) statt.

5In unserem Fall verwenden wir SuperLU

6Die Blockmatrizen A;S,ll konnen sich nun auf verschiedenen Prozessoren befinden
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Algorithmus 3.30 (parallele Block-L R-Zerlegung).
1 for s=0,...,8

2 for t =1,...,Ts (parallel)
2 if (s > 0)
4 setze t1,ty € {1,...,Ts_1} so dass P*! = Ps—bh yps—Li
5 for n,m € K¢
6 AGH! = ATV 4 AR
Konstruiere Afz)c’t mit Zés)’t, R,(f)’t, L,(;)’t, Sés)’t nach (3.24)

8 forg=1,...,Q%¢
9 setze i=N_' +1, j=N;*
10 auf p3':
11 Z8Mi+ ) = LR(ZS i« 4)
12 SeNDE [yt - pt] (257) fiir ppt € P
13 SENDE [p5' — pp'] (L((]S)’t) fiir pSt € Pt
14 auf pi* € P*': EMPFANGE [p;' < pSf] (Zés)’t)
15 auf pi' € P*': EMPFANGE [p' < pSf] (Lfls)’t)
16 auf pSt € P! mit r > ¢ (parallel):
17 ZMi - ) = Sowe(Zy i« 4], 28 i+ )
18 ZSS)’t[j +1: N5t =

ZEM G 1 NS = 28+ 1 N 2B - )
19 L= L L 7 )
20 auf pS' € P! (parallel):
21 Ri: j] = Sowe(Z i« 4], R¥'i « 4])
22 Rﬁs)’t[j +1:N%:=

R4 1: N9t = Z0 [ +1: N R i« 5]
. S i 5 L RO )

3.7. Bemerkungen zur parallelen Block-LR-Zerlegung fiir P # 2°
Prozessoren

Algorithmus 3.30 kann in genau dieser Form auch fiir P # 2° Prozessoren an-
gewandt werden. Es dndern sich letztendlich nur die kombinierten Prozessormengen
aus Definition 3.10. Fiir die Anzahl der benétigten Schritte gilt

S = [logy(P)] (aufgerundeter Zweierlogarithmus) .
Der erste Schritt s = 0 beginnt wie (3.9) mit
(3.26) PO ={p}, teTo={1,...,Tv}

mit Tp = P. In den folgenden Schritten werden nun soweit moglich kombinierte
Prozessormengen wie in (3.10) erstellt. Insgesamt sind in Schritt s > 0

T, = ’VTS—l-‘
2

kombinierte Prozessormengen vorhanden.
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Aus je zwei kombinierten Prozessormengen P~ 1% und P*~ 1! aus Schritt s—1
entsteht eine neue kombinierte Prozessormenge

(3.27) pst =ps—blogps—bihi s 1.8 t=1,...,|Ts_1/2].

Wenn T,_; ungerade ist, bleibt eine kombinierte Prozessormenge P*~ 1" {ibrig, die
flir den néchsten Schritt einfach iibernommen wird, das heifit, es wird

PS,TS _ Ps—l,t*
gesetzt. In diesem Fall gilt
s,Ts
Kig =0,

da II%* = () (aus 3.14): Angenommen, es gibe ein 7 € I mit 7 € II¥ und
7w € P>, dann gilt aber auch 7 € P5~ 1" das heift s(7) < s — 1 und somit
7 ¢ TI°. Damit ist Z(*»'™* nicht besetzt und das Schur-Komplement bleibt aus dem
vorigen Schritt erhalten. Das heifst, auf diesem Cluster wird keine Zerlegung in
diesem Schritt stattfinden, dieser Cluster wird in die Parallelisierungsarbeit nicht
eingebunden. Um eine moglichst parallele Ausfithrung zu erhalten ist es daher sinn-
voll, eine Zweierpotenz an Prozessoren zu benutzen.

Weiterhin ist es auch moglich, mehr als zwei Prozessormengen zusammenzufii-
gen. Das heifst, es werden insgesamt weniger Schritte benttigt. Damit vergrofert
sich jedoch der Arbeitsaufwand fiir den einzelnen Cluster und die Parallelisierung
iiber die Idee der Nested Dissection geht zum Teil verloren.

3.8. Losen mit Hilfe der parallelen Block-L R-Zerlegung

Mit Hilfe von Algorithmus 3.30 wurde eine parallele LR-Zerlegung einer Ma-
trix A € RVXN erstellt. Dabei ist A eine Matrix eines Finite Elemente Problems
und additiv auf P Prozessoren verteilt. Die L R-Zerlegung selbst ist wiederum auf
diese Prozessoren verteilt. Die Losungsroutine ergibt sich aus der Block-Vorwarts-
Substitution (Algorithmus 3.1) und der entsprechenden Block-Riickwérts-Substitu-
tion. Dabei miissen die Block-Matrizen zugehorig zu Algorithmus 3.30 angepasst
werden.

Die rechte Seite f € RY aus (2.5) ist ebenso wie die Matrizen additiv gegeben.
Der Losungsvektor u zum zugehorigen Finite Elemente Problem Au = f soll kon-
sistent sein, das heift die Eintréage sollen auf den Interfaces iibereinstimmen (siehe
Kapitel 2.2.3).

In der Parallelisierung iiber die Nested Dissection werden nach Vereinbarung
3.25 die additiven Matrizen nach und nach zusammengefasst, so dass sie letztendlich
global vorhanden sind. Dieses Prinzip wird auch beim Losungsverfahren angewandst,
so dass auch der Losungsvektor am Ende global vorhanden ist und durch Kopieren
auf die entsprechenden Prozessoren somit konsistent ist.

Zur besseren Ubersicht und zum vereinfachten Nachvollziehen wird das Losungs-
verfahren entsprechend der konstruierten Algorithmen aufgebaut. Dabei beginnen
wir mit dem Losungsverfahren zur reduzierten Block-L R-Zerlegung (Algorithmus
3.22). Daraufhin wird das Losungsverfahren zu Algorithmus 3.27 (Block-LR-Zerle-
gung mit Nested Dissection) betrachtet, bevor das Verfahren zur parallelen Block-
LR-Zerlegung (Algorithmus 3.30) beschrieben wird.



3.8. LOSEN MIT HILFE DER PARALLELEN BLOCK-LR-ZERLEGUNG 51

Da sich Vorwiérts- und Riickwérts-Substitution im Verlauf teilweise deutlich
unterscheiden, wird jeder Algorithmus aufgeteilt in beide Verfahren. Das allgemeine
Losungsverfahren lautet

Algorithmus 3.31. (allgemeines Losungsverfahren)
1 Vorwirts-Substitution

2 Riickwirts-Substitution

Als Eingabeparameter dient dabei die rechte Seite f. Diese wird mit Hilfe der
beiden Substitutionen iiberschrieben zum Losungsvektor u des linearen Gleichungs-
systems Au = f.

3.8.1. Losungsverfahren zur reduzierten Block-L R-Zerlegung.

Wir betrachten Algorithmus 3.22 und geben dazu das Losungsverfahren zur Losung
von Au = f an. In diesem Fall sind die Matrixblécke iiber A,,, gegeben und global
definiert. Die rechte Seite f soll blockweise wie in (2.20) unterteilt und ebenso glo-
bal vorhanden sein. Die Vorwérts- und Riickwérts-Substitution ergibt sich damit
direkt aus den Standard-Block-Substitutionen 3.1 und 3.2, wobei nur die Opera-
tionsmengen K*! betrachtet werden miissen. Da hier die Reihenfolge wichtig ist,
wird fiir die Menge ICi’ﬁ ={K,i1+1,..., K} (vergleiche Definition 3.18) zusétz-
lich angegeben, ob die Elemente aufsteigend (K1 +1,..., K, ) oder absteigend
(Kst,-..,Ks1—1+ 1) betrachtet werden.

Algorithmus 3.32. (Vorwérts-Substitution zu Algorithmus 3.22)
1 for s=0,...,8

2 fort=1,...,T;

3 for k € K}, (aufsteigend)

4 fr = SOWVE(Akk, fr)

5 for m € Kt m > k

6 fm = fm — Amrfx

Bei der Riickwirts-Substitution muss von & = K, ..., 1 gezdhlt werden, wobei
wir hier iiber die Schritte s = S, ..., 0 und die Clusternummer ¢t = Ty, ..., 1 zahlen.

Insbesondere miissen die Elemente der Menge ICSL’; absteigend betrachtet werden.

Algorithmus 3.33. (Riickwiérts-Substitution zu Algorithmus 3.22)
1 for s=5,...,0

fort=1T,,...,1

for k € K}, (absteigend)

for m ¢ K%', m < k
Jm = fom — Ami fr

3.8.2. Losungsverfahren zur Block-LR-Zerlegung mit Nested Dissec-

tion. Fiir den ersten parallelen Algorithmus 3.27 mit Hilfe der Nested Dissection

werden die Teilvektoren wie in Definition 2.11 Prozessorweise betrachtet, das heifst
die globale Seite

[ N R S

f
r=1
I

fk:Zf}?

PETL

ist aufgeteilt in
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Wie fiir die Matrizen werden auch die Vektoren schrittweise betrachtet. Mit
fk(f) wird ein Teilvektor in f zu Beginn von Schritt s bezeichnet.

Damit die Vektoren nach und nach zusammengefasst werden, treffen wir fiir
die Vorwérts-Substitution die gleiche Vereinbarung wie fiir Matrizen:

Vereinbarung 3.34. Bei der Zusammenfiihrung zweier Prozessor-Sets P$~ 1t
Pps—Lite gy psit = ps—Ltr yPs—Li2 werden die Vektoren additiv iiber

f]is),t _ f]gs—l),tl +flgs—l),tz

zusammengefasst. Fiir Schritt s = 0 setzen wir

f]ES)JJ — f]f

Damit ist ein Teilvektor fj, im Schritt s global vorhanden, wenn 7, C P*. Wenn sich
ein globaler Teilvektor nicht mehr &ndert, wird er fiir die Riickwérts-Substitution
auf fi gesetzt (Zeile 11 in Algorithmus 3.35). Dieser Vektor ist dann auf allen
Prozessoren in der jeweiligen Clustermenge vorhanden und die Definition zeigt
das globale Vorhandensein auf allen entsprechenden Prozessoren. Die Vorwérts-
Substitution lautet dann

Algorithmus 3.35 (Vorwérts-Substitution zu Algorithmus 3.27).
1 for s=0,...,5

2 for t =1,...,Ts (parallel)
3 if (s> 0)
4 setze t1,to € {1,...,T,_1} so dass P*! = ps—Lh yps-Liz
5 for k € Kt
6 fks),t _ f£571)3t1 _"_fk(:sfl),tg
7 for k € K%, (aufsteigend)
(s),t g A(s),t (s8),t
8 f = SowE(A; T i)
9 for m € Kt m > k
y 504 — a1
11 fr= £

Am Ende der Vorwérts-Substitution sind alle Teilvektoren global vorhanden.
Somit miissen bei der Riickwérts-Substitution keine Vektoren mehr zusammenge-
fasst werden. Daher kann hier auf die Notation der Teilvektoren mit Zusatzin-
formation des Schrittes s und des Clusters ¢ verzichtet werden. In der Vorwérts-
Substitution wurde dies in Zeile 11 beriicksichtigt, so dass die Riickwarts-Substitu-
tion auf den Vektoren f; (anstatt f,gs)’t) arbeiten kann. Die Konsistenz der Vektoren
ergibt sich hier automatisch, da in diesem Algorithmus angenommen wird, dass je-
der Teilvektor auf der gesamten Clustermenge vorhanden ist.

Algorithmus 3.36 (Riickwiirts-Substitution zu Algorithmus 3.27).
1 for s=5,...,0

2 for t =1,...,Ts (parallel)
3 for k € K}, (absteigend)
4 for m e K%', m < k

N

fon = fm — AU 1
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3.8.3. Finales Losungsverfahren zur parallelen Block-LR-Zerlegung.
Fiir die finale parallele Block-LR-Zerlegung (Algorithmus 3.30) miissen die Teilvek-

toren f neu aufgestellt werden, so dass sie zu der lokalen Matrix Al(jg’t aus (3.24)
passen.
Dazu werden im ersten Schritt analog zu den Matrizen die lokalen rechten

Seiten zusammengefasst zu
(s)t
(s)t _ ( LSR >
loc (s),t
ScH

(8),t _ (p(s)st Net
e = (fx )kelCi’Ft{ eRr

s),t s),t st
on’ = (7 exys, €RM

ScH S

mit
(3.28)

mit Nt M wie in (3.21). Der zusammengefasste Vektor fﬁ‘}i’t ist theoretisch auf
dem Cluster ¢ global vorhanden. Wir betrachten zunéchst die globale Situation auf
dem Cluster ¢ in Schritt s: Wir erhalten das zu losende Gleichungssystem

(200 1) (58) - (1)
s),t s),t s),t - s),t .
Ll(oi Sl(oc) u(SC)H féC)H

Dabei beschreibt die Matrix Z(*):* eine Block-LR-Zerlegung. Weiterhin beschreibt
S’l(jc)’t einen Teil der zugehorigen Zerlegung in Schritt s+ 1 und wird somit in Schritt
s nicht beachtet. In der Vorwirts-Substitution in Schritt s werden nur die beiden
Matrizen Z()* (davon nur der linke untere Block-Teil inklusive Diagonale) und
Ll(jz’t benétigt. Die Matrix Rl((fg’t und der rechte obere Block-Teil von Z(*)* ohne
Diagonalanteil wird in der Riickwarts-Substitution benétigt.

Hier wird jedoch nicht mehr der Cluster als Ganzes gesehen, sondern jeder
Prozessor auf dem Cluster wird fiir sich betrachtet. Auf den Prozessoren sind die
lokalen Matrizen Al(jz’t nichtiiberlappend in Zz(,s)’t7 RI(,S)’t, L,(DS)’t und S,(,S)’t unter-
teilt. Die Rechnungen mit diesen Matrizen (oder einem Teil davon) kénnen immer
nur auf dem Prozessor stattfinden, auf dem diese Matrix auch vorhanden ist. Die
anderen Prozessoren erhalten das Ergebnis durch Kommunikation. Dies muss im
Losungsalgorithmus beriicksichtigt werden.

Algorithmus 3.37 (Vorwérts-Substitution zu Algorithmus 3.30).
1 for s=0,...,8

2 for t =1,...,Ts (parallel)

3 if (s > 0)

4 setze t1,ty € {1,...,Ts_1} so dass P*! = Ps—Lh yps—Li

5 for k € Kt

. flis),t _ flgs—l),tl n f’gs—l),tg
(s):t

7 konstruiere fl(ji’t = < %37t> nach (3.28)
ScH

8 forg=1,...,Q%¢

9 setze i = N, +1, j= N3t

10 auf p$':

11 G ] = Sowve(ZS i« 4], £ i < 4))
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12 (S) D+ 1: NoY =
LN = ZE G 1 N ]
5),t s s),t p(s),ty- .
13 éC)H = éC)H - L’(J) IEl% [7’ :]]
14 if ¢ < Q*%?
15 auf pfl’t: SENDE [pq —>pq+1 ( loe )
16 auf p)},: EMPFANGE [p)y;  pJ ( I )
17 else
18 auf pj': SENDE [p5' — pif ( 1«:(): t) fiir p2t € Pt
19 auf p&' € P*': EMPFANGE [pj' Py d ( l(jg’t)

Anstatt in der Vorwarts-Substitution in jedem Schritt den kompletten Vektor
auf alle anderen Prozessoren zu kopieren, wird der Vektor immer nur zum né#ch-
sten bearbeitenden Prozessor geschickt (Zeile 14 bis 16) und erst am Ende an alle
Prozessoren verteilt (Zeile 17 bis 19). Dabei geniigt es, nur die Prozessoren in der
jeweiligen Prozessormenge P** zu beriicksichtigen, da die anderen Prozessoren die
Information des Teilvektors nicht benétigt. Die Addition der Teilvektoren fj, aus
dem vorigen Schritt in Zeile 3 bis 6 ist wieder nur ein programmiertechnisches
Problem und soll hier nicht weiter betrachtet werden. Die Zuweisung in Zeile 7
entspricht einer Bijektion zu den Teilvektoren f,gs)’t, das heif’t, aus f£ und fss) ot
konnen die entsprechenden Teilvektoren f,gs)’t wieder entnommen werden, so dass

die Operationen in Zeile 11 bis 13 eigentlich auf Teilen der Vektoren f,gs)’t arbeiten.

Fiir die Riickwérts-Substitution bendtigen wir fiir die Anwendung der Matrix

Rl((ji t, welche auf die Prozessoren verteilt ist, die Information, welche Elemente von

(s)t

ScH
(S) mit N in (3.25) definiert. Dementsprechend werden die Spaltennummern

zZu dlesen Spalten gehoren. Fiir Z(*)* wurden die zugehérigen Elemente von

fur den rechten Matrixteil von A(S definiert:

Mg' =0,

(3.29) ot 4 o
MqVZZMpfn’," l<¢=@Q™.

Die Riickwérts-Substitution zur parallelen Block-LR-Zerlegung teilt sich im
Gegensatz zu den vorigen Riickwérts-Substitutionen in zwei Teile auf. In Schritt s

(s)t

wird zuerst die Matrix R, ;" in der Losungsroutine angewandt, danach der obere

Teil von Z()t, In fésc)}; ist schon die exakte Losung vorhanden (diese wurde in den
Schritten s + 1,...,5 erstellt). Der erste Schritt in dieser Substitution (Zeile 3 bis
7 in Algorithmus 3.38) liefert global auf dem Cluster gesehen

s),t s),t s),t p(s),t
R = SR RIS

Das heifst, es werden nur Eintrédge in fﬁ%’t gedndert. Da die Matrix Rl(sg’t spalten-
weise verteilt ist, kann diese Formulierung auch wie folgt geschrieben werden:

(s),t s ()75 s,
LR — LR ZR( M fson| L1 M.
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Die Summanden sind unabhéngig voneinander, diese kénnen also parallel berechnet
werden und miissen daraufhin nur noch zu fI(;){,t aufaddiert werden (Zeile 6 bis 7).
Dazu dient die Funktion
e SUMMIERE [P](h)
Der Vektor h wird mit Hilfe eines Allreduce (siche Anhang B) von allen
Prozessoren in der Prozessormenge P aufsummiert und in A gespeichert.

Algorithmus 3.38 (Riickwérts-Substitution zu Algorithmus 3.30).
1 for s=5,...,0

2 for t =1,...,T, (parallel)
3 for g =1,...,Q%" (parallel)
4 setze i = qufl +1, j= M;’t
5 auf pi':
6 h= RO )
7 FEt = fS_ ummierE [P (h)
8 for ¢ =Q%%,...,2
9 setze i = MY +1, j=DM*
10 auf p3':
s),t . s),t . s),t . s),tr- .
11 I(J% [1:i—1]:= ]EI){ [1:1—1]—Z(g)[1:z—1] [(‘1% [i: 7]
12 if (¢ > 2)
13 auf p3': SENDE [p‘;’t —>p2f1} ( I(j%’t)
14 auf p)’;: EMPFANGE [p!, « p3'] ( S{"t)
15 else if (¢ ==2)
16 auf p5': SENDE [p5t — pif] ( I(;){,t) fiir pot € Pt
17 auf pi'* € P*': EMPFANGE [p' < pSf] ( ﬁsl%’t>
18 if (s > 0)
19 setze ti,to € {1,...,Ts_1} so dass P*! = ps—Lh yps-Liz
20 for c=1,2
21 for k € ks~ Lte
29 k(;s_l),tc — fk(;S)’t
23 for k € K
24 fo = £

Der zweite Teil (Zeile 8 bis 17) ist dhnlich zur Vorwérts-Substitution aufge-
baut, da hier wieder die Matrix Z(5)t betrachtet werden muss. Dieser Teil er-
folgt wieder sequentiell, da die Prozessoren p1,...,p, das Ergebnis der Prozessoren
Dg+1,- - -,PQ++ bendtigen. Weiterhin muss auf Prozessor p; keine Berechnung erfol-

gen, da dort kein oberer Dreiecksanteil der Zerlegung von Zl(osc)’t zu finden ist (Zeile

8 bis 11). Darauthin wird wie in der Vorwérts-Substitution der aktualisierte Vektor

I(JSI){’t zum néchsten Prozessor — beziehungsweise nach Vollendung der Schleife in 8
an alle Prozessoren — geschickt (Zeile 12 bis 17). Zum Schluss werden in Zeile 18

bis 22 der Vektor fl(s_l)’tc (¢ = 1,2) fir den néchsten Schritt s — 1 auf den Clu-

ocC
stern ¢; und to gesetzt, sowie kenntlich gemacht, welche Vektoren fj ihr globales

Endergebnis erreicht haben (Zeile 23 bis 24).
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3.9. Wohldefiniertheit der parallelen Block-L R-Zerlegung

3.9.1. Symmetrisch positiv definite Matrizen.
In diesem Kapitel zeigen wir die Wohldefiniertheit der parallelen Block-L R-Zer-
legung fiir positiv definite Matrizen. Dafiir zitieren wir insbesondere aus [Pla04,
DRO08, DHO02], 4ndern dabei aber die Notation auf die Form unserer LR-Zerlegung
ab’.

Definition 3.39 (symmetrisch positiv definite Matrix).
Eine Matriz A € RN*N heifit symmetrisch positiv definit (spd), falls

AT = A (Symmetrie)
und
e Az >0 (positiv definit)
fiir alle x € RN, 2 # 0 gilt.

Symmetrisch positiv definite Matrizen entstehen beispielsweise bei der Finite
Elemente Diskretisierung eines Laplace- oder Elastizitat-Problems. Wir zeigen, dass
die parallele Block-L R-Zerlegung fiir positiv definite Matrizen ohne Pivotisierung
durchfiihrbar ist.

Satz 3.40. Sei A € RVXN symmetrisch positiv definit. Dann gilt
(i) A ist invertierbar.
(ii) Alk,k] >0 firk=1,...,N.
(i1i) Jede Hauptuntermatriz Alk : 1,k : 1] (k,1=1,...,N) von A ist symmetrisch
positiv definit.
(iv) Sei k € {1,...,N}. Das Schur-Komplement
Ak+1:N,k+1:N]— Ak +1: N, 1:kJA[1: k,1: k] A[l: k,k+1:N]
ist positiv definit.

Satz 3.40(iv) besagt, dass bei der Durchfiihrung der L R-Zerlegung ohne Pivoti-
sierung jede Restmatrix (also das Schur-Komplement) wieder symmetrisch positiv
definit ist.

BEWEIS. Die Invertierbarkeit von A folgt direkt aus der Eigenschaft 27 Az > 0
fiir alle 2 € RV, 2 # 0 (wenn A singuliir wiire, giibe es ein 2 € RV, 2 # 0, so dass
Az = 0). (ii) folgt, indem z = e, (k-ter Einheitsvektor) gewihlt wird:

0 < ef Aey, = Alk, k]

Fiir (iil) wahle z = (z[j])é:k € RIZF1 mit 2 # 0. Setze
ML)
a[j]

l N
Ak Lk )z = Z ;22 = Z Qi = 2T Az > 0.

ij=k ij=1

z[)] j=k,... 1
0 sonst .

Dann gilt

7Erinnerung: In unserem Fall ist die Matrix R eine obere normierte Dreiecksmatrix.
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Zum Beweis von (iv) betrachten wir die Matrix
An An
A =
(A1T2 Az
und das zugehorige Schur-Komplement
S = Ay — ALATM AL

Das Schur-Komplement ist wohldefiniert, da Aj;; nach (iii) symmetrisch positiv
definit und damit nach (i) invertierbar ist. Wir setzen

I 0
r= (AszAlf I) '

_ A 0\ 1
ar(ty D

T ist eine untere normierte Dreiecksmatrix und somit invertierbar. Insbesondere ist

Damit gilt

S symmetrisch und fiir y # 0 setze x = T~ 7 (2) # 0 und somit gilt

TSy =a2TAz > 0.
O

Fiir eine symmetrisch positiv definite Matrix gilt also insbesondere fiir das er-
ste Diagonalelement A[1,1] > 0. Somit ist auch der erste Diagonaleintrag in jedem
Schur-Komplement fl[k, k] > 0 und die gesamte LR-Zerlegung ist ohne Pivotisie-
rung durchfiihrbar. Weiterhin ist jede Hauptuntermatrix positiv definit.

In Algorithmus 3.30 ist das Schur-Komplement additiv auf den Prozessoren
verteilt, flir die jeweilige LR-Zerlegung in Schritt 11 wird aber nur die Matrix
ZG)t bendtigt. Diese ist nach Lemma 3.26 global auf den Prozessoren vorhanden,
aukerdem eine Hauptuntermatrix und somit positiv definit. Die Zerlegung jeder
dieser Blockmatrizen ist also ohne Pivotisierung durchfiihrbar. Fiir diese Matrix
wird wiederum eine Block-L R-Zerlegung auf p Prozessoren durchgefiihrt, jede ein-
zelne Zerlegung findet aber wieder auf einer Hauptuntermatrix statt. Somit ist der
gesamte Algorithmus wohldefiniert.

3.9.2. Erweiterung auf eine nichtsymmetrische Variante.
Wir erweitern die Aussage der Wohldefiniertheit auf regulédre Matrizen mit inver-
tierbaren Hauptuntermatrizen.

Satz 3.41. Sei A € RN*N mit reguliren Hauptuntermatrizen gegeben, das heifst
A[l: k,1: k] ist requldr. Dann existiert eine Block-LR-Zerlegung. Insbesondere ist
das Schur-Komplement

S=Ak+1:N,k+1:N]— Ak +1:N,1:kJA[1: k,1: k] A[l: k,k+1:N]
requldr und S besitzt requlire Hauptuntermatrizen.
BEWEIs. Fiir die Existenz der Block-L R-Zerlegung folgen wir der Beweisidee

aus [Pla04]. Es geniigt, die Regularitidt des Schur-Komplements zu zeigen. Dazu
sei

A= A11 Alg _ A[lk,lk] A[lk,k—FlN]
- A21 A22 - A[k+1N,1k] A[k+1N,k+1N] '

Aj;p ist nach Voraussetzung reguldr und das Schur-Komplement ldsst sich damit
beschreiben als

(3.30) Az — A1 AT Ags .
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Wir verwenden nun den Ansatz

wobei Ly Ry, eine LR-Zerlegung von A;; beschreibt und bestimmen X,Y € RExXN—k
und S € RN=kXN=k Wir erhalten die Gleichungen

(3.31) LY = Ay XTRy = Ay
(3.32) XTY +8=Ay.

Aus (3.31) erhalten wir Y = L,;lAlg und X7 = Alelzl und mit (3.32) folgt
S =Agp — XTY = Agy — A1 R 'Ly Avg = Aoy — Ay A Ara,

welches gerade dem Schur-Komplement (3.30) entspricht. Die Regularitét folgt nun
aus

Lk 0 Rk Y
det(A) = det det

Xt |s 0 I
= det(Ly) det(S) det(Ry) = det(A;1) det(S).

Wegen det(A) # 0 und det(A;;) # 0 folgt schlieflich det(S) # 0 und somit S
regulér.

Zum Beweis der reguldren Hauptuntermatrizen von S setze

- (A A\ All:k,1:k] All ik k+1: M]

n ([121 A22> N <A[k+1:M,1:k:} A[k+1:M,k+1:M])
fir M = k+ 1,..., N. Damit beschreibt Asy — 121211211711;112 die (M — k)-te Haupt-
untermatrix von S, welche nach dem vorigen Beweisabschnitt regulér ist, da A als
Hauptuntermatrix von A reguldr ist und zusétzlich reguldre Hauptuntermatrizen
aufweist. O

Die Matrix Z(*):* in der parallelen Block-LR-Zerlegung ist hierbei eine Haupt-
untermatrix des globalen Schur-Komplements aus Schritt s — 1. Diese ist somit
reguldr mit reguldren Hauptuntermatrizen, so dass hiervon eine LR-Zerlegung be-
rechnet werden kann (Zeile 11 in Algorithmus 3.30).

3.9.3. Bezug zu Finite Elemente und zugehorige Matrizen.

Wir zitieren in diesem Kapitel aus [Bra03] und zeigen, dass im Bereich der
Finiten Elemente Matrizen entstehen, die eine der Eigenschaften aus den vorigen
beiden Kapitel 3.9.1 und 3.9.2 besitzen, so dass die Block-L R-Zerlegung dort wohl-
definiert ist. Wir verzichten hier auf die zugehorigen Beweise, diese sind in [Bra03|
zu finden.

Fiir symmetrische Bilinearformen « ist der Satz von Lax-Milgram bedeutend.
Zuerst bendtigen wir die Definition einer elliptischen Bilinearform.
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Definition 3.42 (elliptische Bilinearform).
Sei H ein Hilbert-Raum. Eine Bilinearform a: H x H — R heifst stetig, wenn mit
einem C' > 0

la(u,v)| < Cllul - |Jv]]  fir alle u,v € H

gilt. Eine symmetrische, stetige Bilinearform a heifst elliptisch, wenn ein a > 0
ezistiert, so dass

a(v,v) > a|lv||*  fir allev e H

gilt.

Satz 3.43 (Satz von Lax-Milgram fiir konvexe Mengen).

Sei V' eine abgeschlossene, konvexe Menge in einem Hilbert-Raum H wund
a: Hx H — R eine elliptische Bilinearform. Fir jedes £ € H' hat das Variati-
onsproblem

1
(3.33) J(v) = §a(v7v) — (¢,v) — min!
genau eine Losung in V.

Sei nun a eine elliptische Bilinearform und V}, C V ein Finite Elemente Raum
mit Vj, = span{¢s,...,¢n}. Das Variationsproblem (3.33) eingeschrankt auf Vj
kann umformuliert werden zu einem linearen Gleichungssystem

Au=f

mit Afi, j] = a(¢;, ¢;) und f; = (¢, ¢;). Die Matrix A ist positiv definit.

Eine elliptische Bilinearform ist beim Poisson-Problem (vergleiche Kapitel 6.1)
und Elastizitats-Problem (vergleiche Kapitel 6.3) gegeben. Fiir diese kann das Er-
gebnis aus Kapitel 3.9.1 angewandt werden.

Fiir die nichtelliptischen Probleme betrachten wir die Hilbertrdume U und V,
sowie eine (nicht notwendig symmetrische) Bilinearform a: U x V' — R. Dieser wird
ein linearer Operator L: U — V' durch

(Lu,v) = a(u,v) firveV
zugeordnet. Es gilt folgender Satz:

Satz 3.44. Seien U und V Hilbert-Riume. FEine lineare Abbildung L: U — V' st
genau dann ein Isomorphismus, wenn die zugehdrige Bilinearform a: U xV — R
folgende Bedingungen erfillt:

(1) Stetigkeit: Es existiert ein C > 0 mit

la(u, )| < Cllufluv]v -

(2) inf-sup-Bedingung: Es existiert ein o > 0, so dass

(3.34) inf sup _alwv) > .
uel vev [[ullullvllv

(8) Zu jedem v €V, v #£0 gibt es ein u € U mit
a(u,v) #0.
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Fiir das Stokes-Problem aus Kapitel 6.2 betrachten wir die Hilbertraume
X =H}Q? und M =L(Q) ={qe Ly(Q): / q dz =0}
Q

und die Bilinearformen
a: X xX =R, b: X xM—R.

Fiir die Bilinearform b gelte nun folgende inf-sup-Bedingung®: Es existiert ein
B > 0 mit

: b(v,q)
(3.35) inf sup
aeM yex [[ollgl

Das Stokes-Problem wird als Sattelpunktproblem
Suche (u,p) € X x M, so dass

(3.36) a(u,v) +b(v,p) =1l(v) YveX
b(u,q) =0 Yge M

beschrieben. Hierdurch wird eine lineare Abbildung

L: XxM-—=X' xM

(v,q) = (f,9)
definiert. Der folgende Satz garantiert die Invertierbarkeit der zugehorigen Matrix

A BT : : o : S
(vergleiche Kapitel 6.2). Hierbei definieren wir mit

>B.

(3.37)

B 0
Xo:={veX:bv,q)=0 firqge M}
den Kern von B als abgeschlossenen Unterraum von X.

Satz 3.45. Durch das Sattelpunktproblem (3.36) wird mit (3.37) genau dann ein
Isomorphismus L: X x M — X' x M’ erklirt, wenn die beiden folgenden Bedin-
gungen erfillt sind:

(1) Die Bilinearform a ist Xo-elliptisch.
(2) Die Bilinearform b erfillt die inf-sup-Bedingung (3.35).

Nach [Bra03, §6| sind diese Bedingungen fiir das Stokes-Problem erfiillt.

Wir nehmen nun an, dass die Bedingungen aus Satz 3.44 fiir ein Finites Ele-
mente Problem mit zugehorigen Hilbertraumen U = V C Ly(2) auf einem Gebiet
Q C R? gelten. Weiterhin seien die diskreten Riume Uy, V}, so gewihlt, dass die
diskrete inf-sup-Bedingung gleichméfsig in h gilt, das heif’t

. a(“hv vh)

inf sup —————

un€Un v,ev;, unllullvallv

Satz 3.46. Seien U;, = V), Finite Elemente Raume mit
Vi, = span{¢1,..., 0N} .

Fiir die Bilinearform a: Vi, x Vi, — R seien die Voraussetzungen aus Satz 3.44 fiir
alle w C Q und

(3.38) Viw):={veV,:v=0 auf Q\ w}

erfillt. Dann sind die Block-Hauptuntermatrizen

>ap>a>0.

A= (Am)im=1,....k

8In diesem Zusammenhang wird die inf-sup-Bedingung auch als Brezzi- Bedingung bezeichnet
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der globalen Steifigkeitsmatriz A (vergleiche (3.16) aus Kapitel 3 auf Seite 39) fir
k=1,...,K reguldr.

BEWEIS. Sei Nj = |Zy| (vergleiche Definition 2.4). Damit hat der Matrixblock
Ay die Groke N; x N,,,. Mit Ny = ZZ:1 Ny hat die Block-Hauptuntermatrix A
die Gréfe Nj, x Ni. Sei

k
Ve = span{¢1,...,¢x } = span{¢;: i € UL’}~
i=1
Sei weiterhin
Ni,
W = U int(supp o) .
n=1
das Innere vom zu betrachtendem Gebiet und
wr = Wi U (862)]@ N 89)
das Gesamtgebiet. Die Definition {iber zwei Schritte ist notwendig, um eventuelle
Randbedingungen von € nicht zu vernachlissigen (diese Elemente befinden sich
innerhalb des Gebietes wy) und gleichzeitig diejenigen Interfaces, welche nicht be-
trachtet werden sollen, herauszunehmen (diese Elemente befinden sich nicht im
Gebiet wy, aber eventuell auf dem Rand von wy).

Wir betrachten das Finite Elemente Problem eingeschrénkt auf wy, mit Dirichlet-
Nullrandbedingungen auf dwy, \ 9. Das heift, die Nullrandbedingungen sind defi-
niert auf den Interfaces, welche nicht zu wy gehoren, aber am Rand von wy, liegen.
Somit gilt insbesondere V3, (wy) = V3,1 und als Steifigkeitsmatrix erhalten wir

A=a(¢i, ) :.6,Vnn »

was genau der Block-Hauptuntermatrix A entspricht (vergleiche Definition 2.5 und
Bemerkung 2.6) Nach Voraussetzung ist diese Matrix regulér. O

Mit Anwendung von Satz 3.41 ist damit jede Matrix Z()* im Schur-Komplement
invertierbar und die Block-L R-Zerlegung wohldefiniert.

Bemerkung 3.47.

Fiir das Stokes-Problem mit U = X x M verwenden wir zur Diskretisierung inf-sup-
stabile Taylor-Hood-Serendipity Q2/Q1-Elemente. Die Voraussetzungen fiir (3.38)
sind nach [BF91, Kapitel IV] gegeben, wenn jedes Dreieckselement hochstens eine
Kante mit Dirichlet-Randbedingungen besitzt.






Implementierung der parallelen Block-L R-Zerlegung

Fiir die Implementierung der parallelen Block-L R-Zerlegung (Algorithmus 3.30)
in M++! betrachten wir zuerst die gegebene Programmstruktur, insbesondere wie die
Gitterstruktur und die zugehorigen Matrizen aufgebaut sind. Das Programm ist
soweit undokumentiert, so dass keine allgemeine Referenzen zur Programmstruk-
tur angegeben werden konnen. In einigen Arbeiten (unter anderem in [NCMWO07,
Wie07, Wie08|) und Dissertationen [Mii09, Saul0| wurde M++ als Bearbeitungs-
programm eingesetzt, so dass dort teilweise auch einige Zeilen Code und Beschrei-
bungen zu finden sind. Allgemein beruht M++ auf dem parallelen Programmiermo-
dell aus [Wiel0], welches in Kapitel 2 vorgestellt wurde.

4.1. Knoten und Matrixerstellung

Die Implementierung des parallelen Programmiermodells in M++ ist in C++ ge-
schrieben und benutzt daher insbesondere objektorientierte Programmiertechniken.
Die zugrunde liegende Geometrie, sowie die zugehorigen Freiheitsgrade werden in
einem MatrixGraph abgespeichert, wobei alle Konstrukte (zum Beispiel Zellen, Sei-
tenflachen) tiber Gitterpunkte zugeordnet sind. Allgemein ist fiir Gitterpunkte eine
Hash-Funktion gegeben, so dass alle Konstrukte, welche die Gitterpunkte verwen-
den, iiber eine Hash-Map ihre Informationen speichern.

Der Programmablauf gestaltet sich wie folgt: Zuerst werden auf einem Pro-
zessor aus einer .geo-Datei alle benotigten Informationen des Gitters eingelesen.
Die Ecken V werden zuerst beschrieben, welche in einer Liste abgespeichert wer-
den, so dass eine Nummerierung dieser vorhanden ist. Diese sind ebenso als erste
Gitterpunkte gegeben. Die Zellen und Seitenflichen werden daraufhin mit Hilfe
der gegebenen Nummerierung der Ecken V angegeben, wobei die entsprechenden
Mittelpunkte dieser Konstrukte als neue Gitterpunkte definiert werden. Fiir die Sei-
tenflichen kénnen zusétzlich noch eventuelle Randbedingungen iiber einen Index
angegeben werden. Eine entsprechende .geo-Datei hat dabei zum Beispiel folgen-
den Inhalt:

POINTS

0.00 0.00 0.00 // 0
1.00 0.00 0.00 // 1
1.00 1.00 0.00 /]2
0.00 1.00 0.00 // 3
0.00 0.00 1.00 // 4

1Meshes7 Multigrid and More
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1.00 0.00 1.00 // 5
1.00 1.00 1.00 // 6
0.00 1.00 1.00 /T
CELLS

8001234567

FACES

414567 // oben

411265 // rechts
410154 // vorn
413047 // links
412376 // hinten
410123 // unten

Nach dem Schliisselwort POINTS werden nacheinander die Gitterpunkte definiert.
Eine Kombination der Gitterpunkte ergeben die Zellen (CELLS), wobei die erste Zahl
die Anzahl der Gitterpunkte der einzelnen Zelle angibt und die zweite Zahl einen
Index? zur Zelle anbietet. Die darauf folgenden Zahlen entsprechen den Eckpunk-
ten der Zelle, welche iiber die Liste der POINTS definiert wurden. Die Seitenflichen
und Kanten ergeben sich aus der Reihenfolge der angegebenen Gitterpunkte. Zum
Schluss werden die entsprechenden Seitenflichen an den Aufsenrdndern (FACES) de-
finiert, wobei die erste Zahl hier wieder die Anzahl der benétigten Gitterpunkte
angibt und die zweite Zahl eventuelle Randbedingungen beschreibt. In diesem spe-
ziellen Fall wird ein Einheitswiirfel mit Dirichlet-Randbedingungen (1 als zweite
Zahl bei den Seitenflichen) erzeugt. Da hier insgesamt nur ein Wiirfel gegeben ist,
existieren sechs Seitenflichen, die jeweils gleichzeitig auch Aufenflichen sind.

Dieses Gitter wird nun iiber eine Konfigurations-Variable plevel = k insge-
samt k-mal verfeinert und entsprechende Gitterpunkte, Zellen, Kanten und Seiten-
flichen erzeugt. Daraufhin werden mit Hilfe einer angegebenen distribution alle
Zellen auf die vorhandenen P Prozessoren verteilt®. Dabei wird jedem Gitterpunkt
z, welcher sich nun auf mehreren Prozessoren befinden kann, eine Prozessormen-
ge liber eine Abbildung n(z) C P in einer Klasse ProcSet zugeordnet (vergleiche
Kapitel 2.1). Uber die Konfiguration level = 1 wird nun auf jedem Prozessor wei-
ter verfeinert und entsprechende Gitterpunkte mit zugehdrigen Prozessormengen
erzeugt, bis insgesamt l-mal verfeinert wurde.

Die Diskretisierung mit zugehoriger Quadratur lauft iiber ausgewéhlte Gitter-
punkte, die als row bezeichnet werden. Dabei kann jede row eine bestimmte Anzahl
an Freiheitsgraden haben. Ein Eintrag in der Matrix ist definiert {iber jeweils zwei
rows mit zugehdrigem Freiheitsgrad. Eine Zeile in der Matrix A entspricht damit
jeweils einer zugehorigen row und einem Freiheitsgrad. Somit ist jede Zeile der
Matrix direkt einem Gitterpunkt zugeordnet, das heift, eine Sortierung der Ma-
trixzeilen bzw. -spalten kann iiber eine Sortierung der Gitterpunkte geschehen. Auf
jedem Prozessor wird die lokale Matrix AP erstellt, welche in der Summe die globale
Matrix A ergibt.

Die komplette Struktur, das heifit, insbesondere die Gitterpunkte der rows,
die zugehorige Prozessormenge und die Anzahl der Freiheitsgrade wird in einer
Klasse MatrixGraph abgespeichert, die fiir alle weiteren Konstrukte, wie Vektoren
(Vector) und Matrizen (Matrix) als Oberklasse dient. In der Klasse Matrix und
Vector werden die Matrix- bzw. Vektoreintrédge in einem BasicVector abgespei-
chert, wobei die Indizierung iiber die Oberklassen MatrixGraph und insbesondere

2zum Beispiel zur Definition verschiedener Materialien

3Hierbei benutzen wir i.A. entweder den RCB-Algorithmus [KK95], eine Bisektions-Algorithmus
[PSL9I0]| oder eine Verteilung tiber einen angeschlossenen Graphpartitionierer Kaffpa [SS11]



4.2. GRUNDSTRUKTUR DER PARALLELEN BLOCK-LR-ZERLEGUNG 65

row definiert wird. Somit kénnen die Eintrdge der Matrix (bzw. der Vektoren fiir
die rechte Seite) direkt iiber die row angesprochen und geindert werden.

Um mit einer Matrix A Rechnungen durchzufithren, kann diese in das CRS-
Format* transformiert werden, welche in der Klasse BasicSparseMatrix gegeben
ist. Diese Klasse benutzt folgende Speichereinheiten:
class BasicSparseMatrix {

Scalarx* a;

int* d;

int* col;

int n;

L}

Die Nicht-Null-Eintrédge der Matrix A mit Gesamtgrofie n werden dabei zei-
lenweise und von links nach rechts im Vektor a abgespeichert®, wihrend col die
zugehdrige Spalte zum passenden Element in a beschreibt. An der k-ten Stelle von
d wird die Anzahl der Nicht-Null-Elemente vor der k-ten Zeile abgespeichert, was
dem Beginn der Matrixzeile k in a entspricht. In Zeile k der Matrix A befinden sich
dementsprechend d[k+1]-d[k] Nicht-Null-Eintrage.

Beispiel 4.1. Gegeben sei die Matrix

1112 0 0
Ao |2t 22 0 2
o o0 33 34
4 0 0 44

Die Matrix A hat im CRS-Format folgende Form (wobei die Zahlweise der Vektoren
ab 0 beginnt):

a (11, 12, 22, 21, 24, 33, 34, 44, 41] // Inhalt

col=[0, 1, 1, O, 3, 2, 3, 3, 0] // zug. Spalte

d Lo, 2, 5, 7, 9]

Zusammenfassung:
Auf jedem Prozessor steht ein lokaler MatrixGraph und eine lokale Matrix AP zur
Verfiigung. Jeder Zeile bzw. Spalte einer Matrix ist einer row und einem geordneten
Freiheitsgrad zugeordnet. Eine row entspricht gleichzeitig einem Gitterpunkt Point.
Weiterhin besitzt jeder Gitterpunkt z eine zugehorige Prozessormenge 7(x) (welche
hier in der Klasse ProcSet gespeichert wird).

4.2. Grundstruktur der parallelen Block-L R-Zerlegung

Der parallele Loser ist sowohl fiir reelle als auch fiir komplexe Daten implemen-
tiert. Dafiir wurde der Datentyp Scalar gewihlt, welcher je nach Fall ein double
oder ein complex<double> beschreiben kann.

Fiir die Konstruktion des parallelen Block-L R-Losers werden — zusétzlich zur
lokalen Matrix AP im Sparse-Format — folgende Daten bendtigt:

vector<double>* coordinate
vector<short>* procsets

int* ind
short* dof
int numR
int P
int NP

4Compressed Row Storage
5In unserem Fall wird meist das Diagonalelement als erstes Element in der jeweiligen Zeile gesetzt,
wéahrend der Rest von links nach rechts folgt
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In allen *-Deklarationen sind dabei zusammengehorige Daten sortiert gegeben, das
heifit, das erste Element in coordinate gehort zum ersten Element in procsets
und so weiter. In coordinate sind dabei die Koordinaten der Gitterpunkte gege-
ben. Die zugehorigen Prozessormengen sind in procsets zu finden. In ind ist die
zugehorige Zeile in der Matrix AP definiert, wobei eventuell die jeweiligen Freiheits-
grade dof additiv hinzukommen (das heifit, wenn ind[0]=4 und dof [0]=3, so sind
den Zeilen 4, 5 und 6 der Gitterpunkt coordinate[0] zugeordnet, welcher auf den
Prozessoren procsets[0] zu finden ist). Mit numR werden die Anzahl der gegebe-
nen Gitterpunkte definiert. p und NP bezeichnen hier die eigene Prozessornummer
beziehungsweise die Gesamtzahl an Prozessoren.

Zur Erstellung der Matrixblocke mit gleichen Prozessormengen (vergleiche De-
finition 2.5) werden alle Elemente zuerst iiber die procsets als Einheit sortiert,
zusammengefasst und daraufhin nach Koordinaten geordnet. Dafiir sind insbeson-
dere folgende Klassen zustéindig:

class ProcSet: public vector<short> {

X
class vecps {

ProcSet ps;
int local_size;
int global_size;
vector<int> invIND;
int position;

ks

class vecProcSet {
vector<vecps*> vecPS;

.}

class vecprocset {
vecProcSet* vps;

.}

Die Klasse vecprocset dient nur als Referenz auf die Klasse vecProcSet. Dort
wird eine Liste aller aktiven Prozessormengen Iz (vecPS) (vergleiche (2.13)) er-
stellt. Eine Prozessormenge m; € II7 wird dabei in ProcSet definiert. Fiir jede aktive
Prozessormenge 7; existiert eine lokale Grofe (Local_size), sofern die eigene Pro-
zessornummer p in m; vorhanden ist, sowie eine globale Grofe (global_size). Da
die Elemente eine eigene Sortierung erhalten haben, wird in einem Vektor invIND
die jeweilige Position (sozusagen die Zeile) in der lokalen Matrix AP abgespeichert,
so dass hieriiber die Blockmatrizen Af, = definiert werden kénnen. In position wird
letztendlich die globale Position von 7, in der (fiktiven) globalen Matrix A definiert,
welches der Sortierung nach Definition 3.13 entspricht.

Da jeder Prozessor p nur seine eigenen Elemente und damit nur diejenigen
aktiven Prozessormengen 7; mit p € m; kennt, miissen die restlichen aktiven Pro-
zessormengen iiber alle Prozessoren kommuniziert werden. Dies geschieht iiber ein
MPI_Allgatherv (vergleiche Anhang B).

Nachdem die aktive Prozessormenge IIz = {m;} auf jedem Prozessor bekannt
ist, kénnen die Schritte s mit zugehérigen Operationsmengen K% fiir jede Pro-
zessormenge 7 € IIz nach (3.12) definiert werden. Dafiir werden die kombinierten
Prozessormengen nach Definition 3.10 erzeugt. Wir betrachten dazu folgende Klas-
sen:
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class ParSol_cluster_step {

vecprocset& vps; // reference
ProcSet combined_PS; // combined ProcSet
ParComm* CommunicationModule;
vector<int> Sol; // elements to solve
vector<int> Schur; // elements in Schur
1
class ParSol_one_step {
vecprocset& vps; // reference
int _t; // own cluster number

vector<ParSol_cluster_step* > cluster; // all clusters

.}

class ParSol_all_steps {

vecprocset* vps;

vector<ParSol_one_step* > s;

3

Die Hauptklasse ist in diesem Fall ParSol_all_steps, in denen alle Schritte
in einem Vektor s zusammengefasst werden. Hier wird auch die Klasse vecprocset
erzeugt, auf denen die jeweiligen Unterklassen eine Referenz besitzen. Fiir jeden
Schritt werden auf jedem Prozessor alle Cluster erzeugt und im Vektor cluster
abgespeichert. Jeder Prozessor besitzt in jedem Schritt nur einen zugehérigen Clu-
ster, welche durch die Variable _t beschrieben wird. Ein einzelner Cluster wird
innerhalb der Klasse ParSol_cluster_step beschrieben und definiert die jewei-
lige kombinierte Prozessormenge combined_PS (P! nach (3.11)), das zugehérige
Kommunikationsmodul CommunicationModule fiir die MPI-Routinen, sowie die zu
zerlegende Operationsmenge lCi’E in Sol und die zugehorige Schur-Komplement-
Menge K%', in Schur (vergleiche Definition 3.18).

Scu
Bez. | Variablenname | Typ in Klasse

II7 | vecPS vector<vecps*> | vecProcSet

Tk ps ProcSet vecps

Ni | global_size int vecps

local_size int vecps

t _t int ParSol_one_step
Pt | combined_PS ProcSet ParSol_cluster_step
lCi’{')\ Sol vector<int> ParSol_cluster_step
IC;gH Schur vector<int> ParSol_cluster_step

TABELLE 1. Bezeichnungen aus Kapitel 2 und 3 und entsprechen-
de Variablennamen im Programm fiir die Grundstruktur

4.3. Matrixklassen

Somit sind alle Vorbereitungen zur Definition der Schritte getroffen und die
jeweiligen Matrizen konnen erzeugt werden. In diesem Fall heifst das insbesondere,
dass der bendtigte Speicherplatz fiir alle lokalen Matrizen reserviert wird. Die ei-
gentliche Besetzung wird dann in jedem Schritt vorgenommen. Dazu betrachten wir
die lokale Matrix A\, welche wie in (3.18) in Teilmatrizen Z(*)*, R L) yng

loc loc *» loc
Sl(j 3’t aufgeteilt ist. Die Grofien der Teilmatrizen ergeben sich direkt aus den Einzel-
grofen der aktiven Prozessormengen, welche in Sol beziehungsweise Schur in der
Klasse ParSol_cluster_step gegeben sind. Diese Teilmatrizen miissen nun nach

(3.24) weiter aufgeteilt werden. Dafiir ist die Klasse ParallelMatrix zustindig:
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struct pardec {

int size;
int proc;
int shift;
};
class ParallelMatrix {
ParComm& C; // reference
Scalar* a; // local matrix
int* IPIV; // pivoting for Lapack
int local_col; // sum of all local_cols = col
int local_row; // could be 0, if no matrix is defined here
int row;
int col;

vector <pardec> dec; // distribution
ParComm* C_loc;

void Create_Decomposition(int MINSIZE, int maxP);

.}

In row bzw. col wird die globale Gréfie der Zeilen bzw. Spalten der parallel
verteilten Teilmatrix abgespeichert. Die Routine Create_Decomposition berech-
net daraufhin die Anzahl der Spalten local_col auf den jeweiligen Prozessoren, so
dass insgesamt ein Speicherbedarf von rowxlocal_col fiir die lokale Teilmatrix a
benétigt wird. Dabei kann zusétzlich eine Mindestgrofe der Teilmatrizen (MINSIZE)
beziehungsweise eine maximale Menge der beteiligten Prozessoren (maxP) angege-
ben werden. Der Vektor dec (definiert iiber pardec) dient dabei einer Aufzéhlung
aller Teilmatrizen innerhalb der Prozessormenge P**. Ein Prozessor proc (p;*)
besitzt in diesem Fall size Spalten (vergleiche (3.22) bzw. (3.23)) der lokalen Ma-
trix, welche ab shift (dies entspricht N;* aus (3.25)) beginnen. In der Klasse
ParallelMatrix konnen auch einzelne Eintrige von a gelesen oder geschrieben
werden.

Um die lokale Matrix Al(j():’t mit ihren Untermatrizen zu beschreiben, bedienen
wir uns der Klasse ParSol_Matrix, mit folgendem Inhalt:

class ParSol_Matrix { // Variablendeklaration
protected:
const ParSol_cluster_step& cluster; // reference
const ParSol_one_step& step; // reference
const vecprocset& vps; // reference
ParComm& C; // reference

ParComm* C_loc;

ParallelMatrix* A; // matrix Z
ParallelMatrix* Right; // matrix R
ParallelMatrix* Left; // matrix L
ParallelMatrix* Schur; // matrix S

Scalar* rhs;
int size_rhs;
int nrhs;

.}
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In cluster, step und C sind Referenzen zum aktuellen Cluster, Schritt bzw.
zur parallelen Schnittstelle zur Kommunikation fiir den aktuellen Schritt gegeben.
Die einzelnen Matrizen von Al(sg’t (das heikt Z()t, Ll(jz’t, Rl(sz’t und Sl(sc)’t) sind
definiert {iber die vorher beschriebene Klasse ParallelMatrix. In rhs wird im
Verlauf die zugehorige rechte Seite des Gleichungssystems gespeichert und mit der
Losung tiberschrieben. Dabei ist es moglich, direkt mehrere (nrhs) rechten Seiten
zu 16sen.

Fiir Schritt s = 0 wird zusétzlich ein Sparse-Matrix-Format zur Verfiigung

gestellt, so dass Zl(;)g’t und Ll(gg’t im Sparse-Format abgespeichert werden kénnen:

class ParSol_Matrix_Sparse: public ParSol_Matrix {
BasicSparseMatrix* Sparsel;
SparseSolver* S;
BasicSparseMatrix* Sparseleft;
R
Fiir den SparseSolver wird eine externe Routine benutzt, hier im Allgemeinen
SuperLU oder MUMPS.

Bez. | Variablenname | Typ in Klasse
pyt | proc int pardec
Npi't size int pardec
Nt | shift int pardec
AQREY ParallelMatrix* | ParSol_Matrix
R | Right ParallelMatrix* | ParSol_Matrix
Ll(sz’t Left ParallelMatrix* | ParSol_Matrix
Sl((;?t Schur ParallelMatrix* | ParSol_Matrix
f rhs Scalar* ParSol_Matrix

TABELLE 2. Bezeichnungen aus Kapitel 2 und 3 und entsprechen-
de Variablennamen im Programm fiir die Matrixklassen

4.4. Routinen der Matrixklasse

Die Hauptarbeit des Algorithmus erfolgt in der Klasse ParSol_Matrix, wobei
hier einige Routinen ndher beschrieben werden. Dazu betrachten wir zuerst die 6f-
fentlichen (public) Routinen, die zur Erstellung der parallelen Block-L R-Zerlegung
notwendig sind:

class ParSol_Matrix { // Zerlegungsroutinen
public:

virtual void Set(const BasicSparseMatrix&);

virtual void makeLU();

void SetNext_Matrix(ParSol_Matrix&);

ks

Die Routine Set(const BasicSparseMatrix&) ist nur fiir den ersten Schritt
s = 0 notwendig. Dort wird aus der vorhandenen lokalen Matrix AP auf jedem
Prozessor die zugehorige Matrix Al(gc)’p mit Hilfe der Klasse VecProcSet erstellt. In
dem Fall, dass ein externer Sparse-Loser angeschlossen ist, werden A und Left aus
der Oberklasse ParSol_Matrix nicht besetzt, sondern direkt die Matrizen SparseA
und SparseLeft im Sparse-Format erstellt.

In den beiden anderen Routinen makeLU und SetNext_Matrix wird die grund-
legende Zerlegung geleistet, so dass sich hier eine genauere Betrachtung lohnt. Im
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Fall s = 0 und dem Anschluss eines Sparse-Losers wird die Matrix SparseA mit Hil-
fe des SparseSolver zerlegt und auf Right angewandt. Daraufthin wird das lokale
Schur-Komplement Schur aktualisiert.

Fiir alle anderen Schritte s > 0 oder wenn kein zusétzlicher Sparse-Loser vor-
handen ist, wird folgende Routine benutzt, welche Algorithmus 3.28 beschreibt:

void ParSol_Matrix::makeLU() {
int decsize = A->get_dec_size();
for (int i=0; i<decsize; ++i) {
A->makeLU(1);
if (C_loc->proc() == C.proc())
A->Communicate_Column_intern(i,C_loc);
pardec dec = A->get_dec(i);

if (a && C.proc() > i) {
A->Solve_intern(i);
A->MMM_intern(i);
}
if (Schur->rows() != 0) {
if (C_loc->proc() == C.proc())
Left->Communicate_Column_intern(i, C_loc, false);
Scalar* Left_column = Left->get_other_column();
if (left && C.proc() > i)
Left->MMM_left(at+dec.shift,A->rows() ,dec);
if (right) {
A->Solve_right (Right->ref () ,Right->cols_loc() ,dec);
Right->MMM_right (A->get_other_column() ,dec);
Schur->MMM_schur (Left->get_other_column(),
Right->ref () ,dec.shift);

Verglichen mit Algorithmus 3.28 beschreibt hierbei decsize die Grofie Q*t. Die
Kommunikation geschieht {iber die Funktion Communicate_Column_intern, sowohl
fiir A (Zés)’t) als auch Left (Lés)’t). In den Funktionen MMM wird eine Matrix-Matrix-
Multiplikation mit zugehoriger Subtraktion analog zu Algorithmus 3.28 durchge-
flihrt.

Die in Kapitel 3.6.4 angekiindigte Betrachtung der Besetzung der Matrix Al(j():’t
durch die Addition zweier Matrizen aus dem vorigen Schritt s — 1 findet in der
Funktion SetNext_Matrix statt. Hier werden nacheinander die zwei Schur-Matrizen
S’l((f; Dt der beiden Cluster aus Schritt s — 1 in die lokale Matrix Al(jg’t zZusamimen-
gefasst. Welcher Cluster seine Matrix kopieren muss wird durch current_cluster
beschrieben. Die Variable wechselt im Verlauf die Referenz vom ersten zum zweiten
Cluster. Da jeder Prozessor nur Kenntnisse iiber die Zerlegung der Matrix S’l(osc_ L.t
in seinem eigenen Cluster hat, werden mit Hilfe von Communicate_other_dec die
notigen Informationen zwischen den Prozessoren der beiden Cluster ausgetauscht.
In der Funktion SetNext_Matrix_ LEFT_CLUSTERED werden die beiden Matrizen

7t und L) und in der Funktion SetNext_Matrix_RIGHT_CLUSTERED werden
die Matrizen Rl(j)’t und S](jg’t besetzt.

C
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void ParSol_Matrix::SetNext_Matrix(ParSol_Matrix& next) {

vector <pardec> other_dec;
Communicate_other_dec(next,other_dec,shift_own_proc,
shift_other_proc,other_cluster_number) ;

// set current_cluster #1 {...}

SetNext_Matrix_LEFT_CLUSTERED (next, current_cluster,
current_dec, current_proc_shift);
SetNext_Matrix_RIGHT_CLUSTERED (next, current_cluster,
current_dec, current_proc_shift) 5

// set current_cluster #2 {...}

SetNext_Matrix_LEFT_CLUSTERED (next, current_cluster,
current_dec, current_proc_shift);
SetNext_Matrix_RIGHT_CLUSTERED (next, current_cluster,
current_dec, current_proc_shift);
Schur->Clear(); // delete Schurmatrix

Die Funktion SetNext_Matrix_LEFT_CLUSTERED und die zugehorigen Folge-
funktionen gehen nun folgendermafien vor: Belegt werden sollen die Matrizen Z5*
und Lf(;i aus dem Schur-Komplement Slsozl’t (vergleiche dazu auch Lemma 3.19
und Bemerkung 3.20). Jede komplette Spalte der einzelnen Matrizen ist auf genau
einem Prozessor zu finden — verschiedene Spalten kénnen aber auf verschiedenen
Prozessoren gegeben sein. Weiterhin befindet sich die i-te Spalte der Matrix Z**
auf dem gleichen Prozessor wie die i-te Spalte der Matrix Lf(;i. Somit kann jeweils
lso_cl’t zum zugehorigen Prozessor von Schritt s kommu-
niziert werden. Die Spalten definieren sich iiber K% . Die Elemente k € K sind in
allen Mengen aufsteigend sortiert, aufserdem sind die Elemente der Indexmenge 7y,
welche durch 7y, definiert sind und jeweils einer Spalte der Gesamtmatrix zugehorig
sind, ebenso sortiert gegeben. Weiterhin sind alle Spalten einer Matrix, welche zu
einem Prozessor gehoren, aufeinanderfolgend gegeben. Somit kdnnen mehrere auf-
einanderfolgende Spalten zusammengefasst und versendet werden, sofern sie sich
jeweils auf dem gleichen Prozessor befinden. Damit reduziert sich der Kommunika-

tionsaufwand erheblich.

eine komplette Spalte von

void ParSol_Matrix::SetNext_Matrix_LEFT_CLUSTERED (
ParSol_Matrix& next,
const ParSol_cluster_step* current_cluster,
const vector<pardec>* current_dec,
int& current_proc_shift) {

// find consecutive active processor sets {...}
set_sr_dec_LEFT(next, current_cluster, current_dec,
current_proc_shift, shift_send, size,
shift_receive);

Hierbei werden zuerst aktive Prozessormengen 7 gesucht, die jeweils zusam-

menhéngend in Kgg;’t und K} zu finden sind. Diese Information erhilt die Funk-

tion set_sr_dec_LEFT, welche nun zusammenhéngende Spalten sucht, fiir die nur
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eine Kommunikation nétig ist. Die Informationen fiir alle bendtigten Kommuni-
kationen werden im Vektor sending_dec fiir die sendenden Prozessoren und im
Vektor receiving_dec fiir die empfangenden Prozessoren gespeichert. Falls der
Sender und Empfanger gleich sind, muss keine “echte” Kommunikation stattfinden,
so dass die entsprechenden Daten einfach iiber eine COPY-Funktion kopiert werden
kénnen. Ansonsten werden die betreffenden Daten iiber eine SEND-Funktion versen-
det und {iber eine RECEIVE-Funktion empfangen. Daraufhin miissen die Daten noch
richtig einsortiert werden. Dafiir ist die Funktion Set_LEFT zustédndig. Dort wer-
den die Zeilenpositionen der Spaltenelemente in den neuen Matrizen Z** (next.A)

beziehungsweise L;", (next.Left) bestimmt und addiert.

void ParSol_Matrix::set_sr_dec_LEFT(
ParSol_Matrix& next,
const ParSol_cluster_step* current_cluster,
const vector<pardec>* current_dec,
int& proc_shift,
int& shift_send,
int& size,
int& shift_receive) {

vector<pardec> sending_dec;
vector<pardec> receiving_dec;

// find consecutive columns for sending and receiving processors
// save the information in sending_dec and receiving dec. {...}

for (int i = 0; i < sr_size; ++i) {
if (sending_dec[i].proc == receiving_dec[i].proc &&
sending_dec[i] .proc == next.C.proc()) {
COPY(Schur->ref () +rows*sending_dec[i] .shift,
sending_dec[i] .size,rows,tmp);
Set_LEFT(next, current_cluster, tmp, rows,
receiving_dec[i] .size, receiving_dec[i].shift);
}
else if (next.C.proc() == sending_dec[i] .proc)
SEND (next .C,Schur->ref () +Schur->rows () *sending_dec[i] .shift,
sending_dec[i] .size,rows,receiving_dec[i] .proc);
else if (mext.C.proc() == receiving_dec[i].proc) {
RECEIVE (next.C,tmp,sending_dec[i].size,rows,
sending_dec[i] .proc);
Set_LEFT(next, current_cluster, tmp, rows,
receiving_dec[i] .size, receiving_dec[i].shift);

Fiir die Funktion SetNext_Matrix_RIGHT_CLUSTERED gilt Analoges, nur dass
fiir die Matrizen Rf(;tc und Slso’z nun die Elemente von K;CtH betrachtet werden.

Das Schurkomplement Slsozl’t wird im Folgenden nicht mehr benétigt — alle In-
formationen sind in der Matrix A"

e zu finden — und kann somit geldscht werden,
um Speicherplatz zu sparen.
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4.5. Loésungsroutinen

Fiir die Implementierung der Losungsroutinen betrachten wir zunéchst wieder
die zugehorigen Funktionen in der Klasse ParSol_Matrix.

Im Gegensatz zur Matrix-Verteilung sind die rechten Seiten nach jedem Schritt
innerhalb einer Prozessormenge konsistent, das heifit auf allen Prozessoren gleich.

class ParSol_Matrix { // Lésungsroutinen
public:

void Set_rhs(const Scalar* u);

void Set_rhs(const vector<const Scalar*> u);

void Write_rhs(Scalar* u);
void Write_rhs(vector<Scalar*> u);

virtual void SolveL();
virtual void SolveU();

void SetNext_rhs_LEFT(ParSol_Matrix& next);

void SetNext_rhs_RIGHT (ParSol_Matrix& next);
L}

Uber Set_rhs wird die rechte Seite in diesem Loser aufgebaut. Dies geschieht
ahnlich zur Besetzung der Matrix Al(gg"p mit Hilfe der Klasse VecProcSet. Mit
Write_rhs wird die gelGste rechte Seite wieder in das urspriingliche Format umsor-
tiert. Hierbei kbnnen auch mehrere rechte Seiten gleichzeitig gesetzt und geschrieben
werden (vector<Scalar*>).

SolveL beschreibt die Vorwérts-Substitution auf dem jeweiligen Cluster (Algo-

rithmus 3.37) ohne Besetzung der Teilvektoren fl(s)’t in Zeile 3-7.

oc
void ParSol_Matrix::SolveL() {
for (int i = 0; i < decsize; ++i) {
if (C.proc() == i) {
A->Solve(i,rhs,nrhs,size_rhs);
if (i !'= decsize-1)

A->MV_rhs(i, rhs, nrhs,size_rhs)
Left->MV_rhs_left(i, A->rows(), rhs, nrhs,size_rhs);
if (i < decsize-1)

SEND(C,rhs,nrhs,size_rhs,i+1);

}
if (i < decsize-1 && C.proc() == i+1)
RECEIVE(C,rhs,nrhs,size_rhs,i);
}
if (C.proc() == C_loc->proc())
C_loc->Broadcast(rhs,size_rhs*nrhs,SCALAR,decsize-1);

In den MV_rhs-Routinen werden dabei die Matrix-Vektor-Multiplikation mit
anschliefender Subtraktion durchgefiihrt (vergleiche Zeile 12,13 im Algorithmus
der Vorwiérts-Substitution).

In SolveU wird dementsprechend die Riickwérts-Substitution (Algorithmus
3.38) durchgefiihrt, wiederum ohne die Besetzung der Teilvektoren im nichsten
Schritt (Zeile 18-24). Um die Summation aus Zeile 7 zu verwirklichen, wird dabei
auf jedem bis auf einem Prozessor die rechte Seite gleich 0 gesetzt. Somit ist die ak-
tuelle rechte Seite auf genau einem Prozessor vorhanden. Daraufhin wird die Matrix-
Vektor-Multiplikation mit anschliefender Subtraktion durchgefiihrt und alle Daten
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mit  Hilfe einer MPI-Routine auf allen Prozessoren aufsummiert
(C.A11Sum(rhs,row) ;)

void ParSol_Matrix::SolveU() {
int decsize = Right->get_dec_size();
if (decsize > 0) {
if (C.proc() != decsize-1)
for (int K=0; K<nrhs; ++K)
for (int i=0; i< row; ++i)
rhs[K*size_rhs+i] = 0;
Right->MV_rhs_right (C.proc(),rhs,nrhs)
for (int K=0; K<nrhs; ++K)
C.Al11Sum(rhs+K*size_rhs,row) ;

}

decsize = A->get_dec_size();
if (decsize<=1) {
C.Broadcast (rhs,size_rhs*nrhs,LIB_PS_SCALAR,0);
return;
}
for (int i = decsize-1; i >=1; --1i) {
if (C.proc() == i) {
A->MV_rhs_Z(i,rhs,nrhs);
if (4 > 1)
SEND(C,rhs,nrhs,size_rhs,i-1);
}
if (1 > 1 & C.proc() == i-1)
RECEIVE(C,rhs,nrhs,size_rhs,i);
}
if (decsize > 1)
C.Broadcast(rhs,size_rhs*nrhs,SCALAR,1);

Die Besetzung der Teilvektoren findet in SetNext_rhs_LEFT fiir die Vorwérts-
Substitution beziehungsweise SetNext_rhs_RIGHT fiir die Riickwérts-Substitution
statt und wird dhnlich wie in SetNext_Matrix durchgefiihrt. Dabei miissen in
SetNext_rhs_LEFT wieder zwei Vektoren von verschiedenen Prozessormengen zu-
sammengefasst werden. Bei der Riickwérts-Substitution befinden sich die Eintrége
von f,gs)’t (Zeile 22 in Algorithmus 3.38) bereits auf allen beteiligten Prozessoren,
so dass diese fiir den néchsten Schritt nur richtig einsortiert werden miissen und
daher keine zuséatzliche Kommunikation benotigt wird.

Es existieren noch eine Vielzahl weiterer Klassen und Routinen®, die hier be-
schriebenen verrichten jedoch die Hauptarbeit der Zerlegung beziehungsweise der
Anwendung auf die rechten Seiten.

6Die Endversion der parallelen Block-L R-Zerlegung besitzt mehr als 3000 Zeilen Code



Komplexitdtsanalyse fiir ein Laplace-Problem

Im Allgemeinen bendtigt eine L R-Zerlegung einer N x N-Matrix O(N3) Ope-
rationen [GL96, Kapitel 3.2]. Im Finite Elemente-Fall ist die zugehorige Matrix
diinnbesetzt (sogenannte Sparse-Matrix), so dass hier — je nach Art des Problems
— weitaus weniger Operationen nétig sind. In diesem Fall wird ein Sparse-Loser
wie zum Beispiel SuperLU eingesetzt, der die Diinnbesetztheit beachtet [DEG 199,
GLA81]. Fiir eine Zerlegung einer N x N-Matrix mit Bandbreite b werden dabei
O(Nb?) Operationen benétigt. Weiterhin stehen hier P = 29 Prozessoren zur Ver-
fligung, auf denen das Gesamtproblem aufgeteilt wird, so dass mit Hilfe von Paral-
lelisierungen viele Operationen gleichzeitig durchgefiihrt werden, so dass insgesamt
weniger Zeit zur Berechnung benétigt wird.

Fiir eine Komplexitidtsanalyse von Algorithmus 3.30 betrachten wir ein ein-
faches Modell im Dreidimensionalen. Das Gebiet soll beschrieben werden durch
einen Wiirfel Q = (0,1)3, der in gleichmiiRige Hexaeder unterteilt ist. Diese sol-
len gleichmifig auf P = 29 Prozessoren verteilt sein. Auf diesem Wiirfel soll ein
Laplace-Problem

—Au=f inQ=(0,1)3

mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen auf 02 gelost werden (siehe auch Kapi-
tel 6.1). Dies geschieht mit linearen Ansatzfunktionen. Die Knotenpunkte befinden
sich dabei an den Ecken der Hexaeder. Fiir die Zerlegung selbst ist die rechte Seite
f nicht relevant. Im Prinzip ist auch die Art des Problems nicht von Bedeutung,
im Falle des Laplace-Problems erhalten wir jedoch eine symmetrisch positiv defi-
nite Matrix. Somit kann der gesamte Algorithmus ohne Pivotisierung durchgefiihrt
werden und die Existenz einer L R-Zerlegung ist gesichert (vergleiche auch Kapitel
3.9.1).

5.1. Ubersicht der Variablen und Aufwandsabschiitzungen

Da in diesem Kapitel viele Variablen eingefiihrt werden, stellen wir eine Kurz-
beschreibung fiir eine iibersichtliche Darstellung hier vor. Die Seitenangabe bezieht
sich hierbei auf das erstmalige Erscheinen der jeweiligen Variable. Dort findet sich
gewohnlich auch eine kurze Erklarung im Text zur Bedeutung.

I — Seite 77
Verfeinerungslevel; Anzahl der Verfeinerungen des Startgebiets
lg — Seite 79

Verfeinerungslevel fiir den ersten Schritt

75
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is

ms
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= (2! +1)% — Seite 77

Anzahl der Unbekannten im Gesamtgebiet; Matrixgrofe von A

— Seite 79

Anzahl der Unbekannten in Schritt s = 0 auf jedem Cluster

= VN =2 +1 — Seite 78

Anzahl der Unbekannten des Gesamtgebiets auf einer Kante

= 20+ 1 — Seite 78

Anzahl der Unbekannten auf einer Kante auf Level | oder nach einem
Schnitt (dabei ist [ als variabel anzusehen)

— Seite 79

Anzahl der Unbekannten auf einer Kante auf Level ly; Anzahl der Unbe-
kannten auf einer Kante in Schritt s = 0 auf jedem Cluster

. — Seite 87

Anzahl der flops fiir die Berechnungen in Schritt s

— 2575 — Seite 78

Anzahl der Gebiete bzw. Cluster in Schritt s

— Seite 87

Abschitzung der Berechnungszeit, fiir Schritt s

— Seite 87

Abschétzung der Broadcast-Zeit fiir Schritt s

— Seite 87

gemessene/ tatséchliche Berechnungszeit in Schritt s
— Seite 87

gemessene /tatséchliche Broadcast-Zeit in Schritt s
— Seite 77

GroRe der lokalen Matrix Z(*)t: Anzahl der in diesem Schritt zu 16senden
Unbekannten innerhalb eines Clusters

— Seite 77

Groke der lokalen Matrix Sl(os C)’t; Anzahl der in diesem Schritt auftretenden
Schurelemente innerhalb eines Clusters

= 25 — Seite 81

Anzahl der Prozessoren je Cluster in Schritt s

= l%i — Seite 81

Anzahl der Spalten von Z(*)* und Ll(ogg* auf einem Prozessor in Schritt s
= }7 — Seite 82

Anzahl der Spalten von R und S auf einem Prozessor in Schritt s

loc loc

Der Aufwand der Operationen wird in der O-Notation angegeben. Hierbei wer-
den die folgende Abschitzungen eingefiihrt. Die Zeilenzahl bezieht sich dabei auf
die Angabe der Zeile in Algorithmus 3.30.

Clr

0
CSOLVE:R
CymM:s

s
Cir

S
CSOLVE

(Zeile 11) — Seite 81

LR-Zerlegung mit Hilfe eines Sparse-Losers der Matrix Z(0)t

(Zeile 21) — Seite 81

Anwendung der mit Hilfe des Sparse-Losers zerlegten Matrix Z(©)-t auf
die Matrix R\

(Zeile 23) — Seite 81

Matrix-Matrix-Multiplikation mit Subtraktion zur Berechnung des Schur-
Komplements

(Zeile 11) — Seite 81

LR-Zerlegung eines Diagonalblocks von Z ()t fiir s > 0

(Zeile 17) — Seite 81

Anwendung der LR-Zerlegung des Diagonalblocks auf Z(%):*
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Céoer (Zeile 21) — Seite 82

Anwendung der LR-Zerlegung des Diagonalblocks auf Rl(j
Ciiv (Zeile 18) — Seite 82
Matrix-Matrix-Multiplikation mit Subtraktion zur Aktualisierung von Z (%)t
Sinmes (Zeile 23) — Seite 82
Matrix-Matrix-Multiplikation mit Subtraktion zur Aktualisierung von R
Ciiv:r (Zeile 22) — Seite 82
Matrix-Matrix-Multiplikation mit Subtraktion zur Aktualisierung von

).t

C

(s)t

loc

S(S)ﬂf

loc

Crer — Seite 83
asymptotische Gesamtkomplexitét des Rechenaufwands
Che — Seite 84
asymptotische Gesamtkomplexitéit der Broadcast-Kommunikation

5.2. Diskretisierung und Verteilung auf die Prozessoren

Zur Bestimmung der Gesamtfreiheitsgrade N betrachten wir die Diskretisie-
rung des Einheitswiirfels O = (0,1)® in Hexaeder. Der Feinheitsgrad der Diskre-
tisierung wird dabei iiber ein Verfeinerungslevel [ angegeben, wobei fiir [ = 0 das
Ursprungsproblem und damit der Einheitswiirfel selbst als Starthexaeder gegeben
ist. Eine Verfeinerung eines Hexaeders ergibt 8 neue Hexaeder, wobei die Knoten-
punkte auf den Ecken der Hexaeder gegeben sind. Somit ergibt sich folgende Anzahl
an Hexaedern auf Level [ mit gesamten Knotenpunkten N.

Level | | #Hexaeder N

81 (20 +1)3
0 1 8
1 8 27
2 64 125
3 512 729
4 4096 4913
5 32768 | 35937
6 262144 | 274625

7 2097152 | 2146689
TABELLE 1. Anzahl an Hexaedern und Freiheitsgraden N fiir
einen Wiirfel auf Verfeinerungslevel [

Um die Hexaeder auf die Prozessoren zu verteilen, verwenden wir den RCB-
Algorithmus (recursive coordinate bisection) [Wil91]. Dabei wird das Gebiet nach-
einander in -, y- und z-Richtung wiederholt halbiert und jeweils auf die Prozessoren
verteilt (siche auch Nested Dissection in Kapitel 2.3). Eine Halbierung in z-Richtung
definiert also einen Schnitt in der y/z-Ebene. Da eine Verfeinerung des Hexaeders
ebenso in allen drei Dimensionen halbiert, ergibt sich somit eine gleichméfige Ver-
teilung auf die Prozessoren. Wenn zudem die Anzahl der Prozessoren eine Potenz
von 8 ist, erhélt jeder Prozessor einen (kleinen) Wiirfel des Gesamtgebiets.

5.3. Bestimmung der Matrixgréfsen

Fiir die Komplexitatsanalyse ist es wichtig zu wissen, wie viele innere Elemente
2, (dies definiert die GroRe von Z(%)*) und Interface-Elemente i, (dies definiert die

Grofe von Sl(jgt) in jedem Schritt auf den Prozessoren auftreten. Dazu betrachten

wir die auftretenden Mengen durch die Schnitte des RCB-Algorithmus. Wahrend
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der Wiirfel dreidimensional ist, wird durch einen Schnitt ein zweidimensionales
Gebilde erzeugt. Das heifit, alle Interfaces sind eine Dimension niedriger als die
Ursprungsdimension. Es bietet sich an, die Anzahl der Unbekannten auf einer Kante
des Wiirfels mit n = n; = /N = 2! + 1 zu bezeichnen. Ein Schnitt einer Kante der
Linge n; = 2! + 1 ergibt n;_; = 2!~ + 1 Unbekannte fiir jeden Teilschnitt, wobei
ein Element als Interface auf beiden Teilschnitten zu finden ist.

Wir betrachten den Algorithmus aus zwei Richtungen. Die erste Richtung von
Schritt s = S abwérts zeigt die Zerlegung des Ursprungswiirfels in Teilgebiete
durch Schnitte des RCB-Algorithmus. Die zweite Richtung beginnt von s = 0 und
zeigt die Zusammenfiihrung der Teilgebiete in grokere Gebiete fiir den néchsten
Schritt s + 1. Die verschiedenen Betrachtungsweisen haben den Sinn, da am Ende
des Algorithmus der LR-Zerlegung keine Interface-Elemente am Rand des Wiirfels
existieren, wahrend es am Anfang Teilgebiete gibt, die am gesamten Rand auch
nach mehrfachem Zusammenfiihren Interface-Elemente besitzen.

Wir betrachten zuerst die letzten drei Schritte des Algorithmus von s = S ab-
warts. Dies entspricht der Darstellung des RCB-Algorithmus, da die LR-Zerlegung
den umgekehrten Weg nimmt. Mit 7, = 2°~° bezeichnen wir die Anzahl der Gebie-
te vor jedem Schnitt, das entspricht der Anzahl der Cluster in Schritt s. Weiterhin
wird mit Ny = n, X ny x n, die Anzahl der Unbekannten auf einem Cluster in -,
y- und z-Richtung angegeben.

Zu Beginn existieren Ts = 1 Cluster mit

NS:anannl

Unbekannten. Die erste Halbierung durch die Mitte des Wiirfels in z-Richtung
ergibt einen Schnitt durch 1 x n; x n; = n? Unbekannte. Diese werden im letzten
Schritt S gelost und beschreiben somit die Anzahl der Unbekannten der Matrix
Z5)0. Da im letzten Schritt keine Interface-Elemente auftreten ist die zugehdrige

Matrix S{°)0 nicht besetzt. Somit gilt in Schritt S

loc
25 =n?
g =0.
Durch diesen Schnitt entstehen Ts_; = 2 Cluster mit
Ns_ 1 =mn_1 xng xng =n>/2+0(n?)

Unbekannten. Im folgenden Schritt wird das gesamte Gebiet und somit jedes der
zwei Teilgebiete in y-Richtung halbiert. Somit wird der Schnitt durch die z/z-
Ebene beschrieben Die Unbekannten von Schritt S finden sich nun in den Interface-
Elementen wieder, das heifst

i5_1 = Tl2 .
Durch den Schnitt entstehen
2g-1=(ni_1 —1) x 1 xn; =n?/2+0(n)

“neue” innere Elemente. Die —1 im Ausdruck der z-Richtung folgt daher, dass
ein Teil dieser Elemente schon in den Interface-Elementen beriicksichtigt wurden.
Damit ergeben sich

Ts_o =22

Ns_o=mn_1 xnj_1 x g = n’/4+ O(n?)
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Cluster bzw. Unbekannte fiir Schritt S — 2. Eine Halbierung in z-Richtung ergibt
die inneren Elemente bzw. Interfaces

zs 9= (nj_1— 1) x (n_1 —1) x 1 =n?/4+ O(n)
is_g=n",
so dass sich
Tg_g =23
Ns_g=mni_1 X ni—1 x ii—1 = n*/8 + O(n?)

Cluster bzw. Unbekannte pro Cluster in Schritt .S — 3 befinden. Rekursiv kann das
Verfahren fortgefiihrt werden, wobei nun wieder in z-Richtung geteilt wird.

Im von uns spéter betrachteten Fall auf Level | = 7 erhalten wir somit fiir die
letzten drei Schritte die in Tabelle 2 angegebenen Grofien der Matrizen Z(5)t (z,)

beziehungsweise Sl(cfg’t (is).

Level [ =7 n=24+1=129

Schritt s Zs lg T

s=S8 16641 0 1
s=85—11 8256 | 16641 2
s=85—21 4096 | 16641 4

TABELLE 2. Matrixgrofen (zs bzw. i5) und Anzahl der Cluster
(Ts) der letzten drei Schritte auf Level 7

Bisher ergab jeder Schnitt eine gleichméfige Verteilung fiir jeden Cluster, da je-
der Cluster jeweils eine Ecke des Ursprungswiirfels besitzt. Eine weiterer Schnitt er-
gibt eine unterschiedliche Anzahl an inneren und Interface-Elementen, wobei letzt-
endlich nur die Maximalzahl jedes Clusters wichtig ist. Aus dem Grund betrachten
wir nun die ersten Schritte des Algorithmus, beginnend von Schritt s = 0. Der
Einfachheit halber nehmen wir an, dass wir eine Potenz von 8 an Prozessoren zur
Verfiigung haben (das heifit S ist durch 3 teilbar und es gilt P = 8%/3). Insbesonde-
re hat dann jeder Prozessor einen Wiirfel als Gebiet zugeteilt bekommen. Im ersten
Schritt ist die Anzahl der Cluster gleich der Anzahl der Prozessoren, also Ty = 2°.
Jeder Cluster besitzt somit

Ny = ny, x ngy X gy =n°/P + O(n?)
Unbekannte mit Iy = | — S/3*. Davon sind
20 = (nyy — 2) X (ngy — 2) x (ng, —2) = n*/P + O(n?)
innere Elemente und
io = No — 20 =6 - (n®/P)*? 4+ O(n)

Interface-Elemente, da wir davon ausgehen, dass die gesamte Oberfliche aus In-
terface-Elementen besteht. Dabei beschreibt der Term (n®/P)/3 eine Kante des
Teilwiirfels. Weiterhin beschreiben die inneren Elemente im ersten Schritt — im
Gegensatz zu allen weiteren Schritten — kein echtes Interface, so dass dieser Fall

IDies entspricht der Anzahl der Verfeinerungen, bevor das Gebiet auf die Prozessoren verteilt
wird, vergleiche Kapitel 4, dort lautet die zugehorige Konfigurationsvariable plevel
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gesondert betrachtet werden muss (Kapitel 5.4). Mit der Zusammenfiihrung zweier
in z-Richtung? nebeneinander liegenden Cluster, entsteht ein doppelter Wiirfel mit
Ny =ny, x gy x g, = 2n°/P + O(n?)
z1 = (n®/P)*? + O(n)
i1 =10 (n*/P)*® +0(n),
wobei [y = [y 4+ 1. Eine Erweiterung in y-Richtung ergibt
Ny =ny, x ng, x ny, = 4n®/P + O(n?)
2 =2-(n®/P)*® +0(n)
iy =16 - (n®/P)*® + O(n)
und eine letzte Erweiterung in z-Richtung
N3 =ny, xng, x ny, =8n*/P + 0(n?)
z3=4-(n®/P)*3 + O(n)
is = 24 - (n®/P)?3 + O(n).
Fiir die ersten drei Schritte erhalten wir mit I = 4 und [ = 7 (dies entspricht der
Aufteilung von € mit Verfeinerungslevel 7 auf 512 Prozessoren)® die Angaben in
Tabelle 3. Hierbei geben wir die gerundeten Berechnungen mit n in der am hochsten

vorkommenden Ordnung an (in diesem Fall also meist (n?/P)?/3 mit dem jeweiligen
Faktor).

N = 2146689
P=512 n=129
(n3/P)?/3 =~ 260
Schritt s Zs g
s=0 4193 1560
s=1 260 2600
§=2 520 4160
s=3 1040 6240
TABELLE 3. Matrixgrofen (zs bzw. is) der ersten vier Schritte auf
Level 7 auf 512 Prozessoren (nach der Abschéitzung)

5.4. Analyse fiir Schritt s =0

Der erste Schritt s = 0 muss gesondert betrachtet werden, da hier noch keine
Zerlegung erfolgt ist und somit die gesamte Matrix in diesem Fall diinnbesetzt ist.
Insbesondere gilt dies fiir die Matrix Z(®)? und Ll(gg’p in der lokalen Matrix (nach

(3.18))
Lo (200 ROR
loc L(O)’p S(O)J’

loc loc

Zur Berechnung des Schur-Komplements

S(O)J’ _ S(O)J? _ Ll(ggvp(Z(OLp)flRl(gzw

loc loc

2Es kann natiirlich auch jede beliebige andere Richtung zuerst gewahlt werden
3Die Angaben in Tabelle 8 unterscheiden sich geringfiigig, da dort viele Wiirfel auch am Rand
liegen
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wird die Matrix Z(©» mit Hilfe eines Sparse-Lisers zerlegt. Die Sparse-Matrix
Z©» hat Bandbreite O ((n®/P)?/3) und die Gesamtgréhe Ny = n®/P. Somit wer-
den wegen N = n3

(5.1) Yy =0 <<g>7/3>

Operationen zur Zerlegung dieser Matrix benétigt. Die Zerlegung von Z(©)? wird
daraufhin auf Rl(g)’p angewandt. Die Matrix Rl(gg’p besitzt die Grofe

20 X ig = N/P x 6- (N/P)*/3.

Es miissen also 6-(N/P)?/3 rechte Seiten mit Hilfe des Sparse-Losers gelost werden.
Dies benétigt ebenso

(5:2) o = O ((ﬁ)/>

Operationen. Um das Schur-Komplement zu berechnen, muss nun nur noch die
Matrix L% mit der gednderten Matrix RO multipliziert werden und von S’l(fc)’p

loc ) loc
0),p
abgezogen werden. Da L .

io X 20 =6-(N/P)*3 x N/P

ebenso eine Sparse-Matrix der Grofe

mit Bandbreite (N/P)?/3 ist, folgt fiir die Berechnung des Schur-Komplements ein
Aufwand von

(5.3) Ciivs = O ((g)m (];)4/3> =0 ((g)j .

Damit ist Schritt s = 0 abgeschlossen und die Gesamtoperationen aus (5.1),
(5.2), (5.3) betragen

N\ /3 N2
64) Ot Ol Ol = O ((P) ) +0 ((P) |

5.5. Analyse zur Zerlegung der Matrix Z(*)*

Fiir s > 1 sind alle Matrizen vollbesetzt, so dass ein Sparse-Loser wie in Schritt
s = 0 ausgeschlossen werden kann. Allerdings stehen hier Ps; Prozessoren zur Verfii-
gung, die die Zerlegung parallel bearbeiten. Wir betrachten zunéchst Algorithmus
3.4 (parallele Block-LR-Zerlegung mit verteilten Spalten), welcher einen Teil von
Algorithmus 3.30 beschreibt. Die Matrix Z ()t der GroRe z, X zs ist spaltenweise
auf Py Prozessoren verteilt, somit besitzt jeder Prozessor
Zs
P
Spalten. Der Algorithmus teilt sich auf in einen sequentiellen Teil (Zeile 1) und
einen parallelen Teil (Zeile 7). Durch den sequentiellen Teil erhalten wir in jeder
Abschétzung einen Faktor Ps. In Zeile 4 wird eine LR-Zerlegung einer mg X mg
Matrix berechnet. Dies bendtigt

(55) Gt =0 (R(m)) =0 (%)

Operationen. Diese Zerlegung wird — bis auf den letzten Schritt — in Zeile 8 parallel
auf mehreren Prozessoren auf eine mg X mg Matrix angewandt, so dass hier ebenso

mg 1=

Z,

(5.6) Clorvn = O (Pu(my)*) = O (;)
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Operationen notwendig sind. In Zeile 9 wird nun noch eine Matrix-Matrix-Multipli-
kation zur Aktualisierung des Schur-Komplements durchgefiihrt. Dabei berechnet
jeder Prozessor ¢ > p einen Teil der Schur-Komplements der Grofe

(5.7) (Ps—p—1)-mg X mg
(im Schnitt also (Ps/2) - ms X my), so dass hier insgesamt

(5.8) Ciina = O (P¥(m,)*) = O (P>

Operationen durchgefiihrt werden.

5.6. Analyse der weiteren Operationen

Fiir die weiteren Operationen betrachten wir wieder Algorithmus 3.30. Es fehlen

noch die Operationen fiir die Matrix L{*)* (Zeile 19), die Anwendung der LR-

loc
Zerlegung auf Rl(s():’t (Zeile 21), sowie die Aktualisierungen des Schur-Komplements

in R(*)" (Zeile 22) und in Sl (Zeile 23). Alle Matrizen sind spaltenweise auf P

loc loc

Prozessoren verteilt, insbesondere finden sich m; Spalten von Ll(jg’t und

is

Py

Tg 1=

Spalten von Rsz’t und Sl((fg’t auf den Prozessoren. Auch hier erhalten wir durch den
sequentiellen Teil in Zeile 8 einen Faktor P; fiir jede Abschétzung. Die Matrixope-

ration in LI(SZ’t aus Zeile 19 benétigt dabei

Q522

59 Cinna =0 1.1 =0 (')

Operationen, da mindestens ein Prozessor existiert, der seinen kompletten Anteil

von Ll(j():’t mit Grofe is X z5 aktualisieren muss. Fiir die Anwendung der zerlegten

Matrix in ZG)t auf Rl(jg’t in Zeile 21 werden

s 2
(5~10) C§OLVE:R =0 (PS (mgrS)) =0 (l;;;s)

Operationen benétigt. Zur Aktualisierung des Schur-Komplements in Rl(jg’t muss
entsprechend (5.7) im Schnitt eine Matrix der GroRe Ps/2 - mg x ry aktualisiert
werden, so dass hierfiir

2
(5.11) Cimr = O (Ps (Pam2r,)) = O (ZPZ>

Operationen nétig sind. Die letzte Operation aus Zeile 23 entspricht einer Matrix-
Matrix-Multiplikation einer ¢5 X mg-Matrix mit einer ms X rs-Matrix, so dass hier

2
(5.12) Chimes = O (Ps (ismrs)) = O (%)

Operationen bendtigt werden.

5.7. Asymptotisches Verhalten der Rechenoperationen

Zur genaueren Analyse wurden bisher die Teiloperationen einzeln betrachtet,
da ein asymptotisches Verhalten hier nur ungenau beobachtet werden kann. Die An-
zahl der sinnvoll benutzbaren Prozessoren (insbesondere aufgrund Speicherbedarf,
Zeitverbrauch und wie wir spéter sehen auch wegen der Kommunikation zwischen
den Prozessoren) ist im Vergleich zu asymptotischen Aussagen fiir einen Gesamt-
verbrauch sehr gering, jedoch kénnen die einzelnen Schritte mit Hilfe der bisherigen
Analyse sehr gut abgeschitzt werden. Fiir die globale Komplexitét fassen wir die
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einzelnen Operationen zusammen. Da Schritt s = 0 eine Sonderrolle einnimmt, be-
trachten wir zunéchst die Komplexitat fiir Schritt s > 0. In jedem dritten Schritt
werden die inneren Elemente und die Interface-Elemente vervierfacht, das heift, es
gilt 4
N\ 2/3
(5.13) 2o = (V4)* "1z = (V4)*! <P)
N

2/3
(5.14) i = (VA" =10 (VA (P)

Insgesamt erhalten wir also mit (5.5), (5.6), (5.8), (5.9), (5.10), (5.11), (5.12) eine
Komplexitat fiir Schritt s von

3 3 3 5.2 s .2 2 2
0 <zs I S T S ST zszs)
S

Pz p2 p, TP, P2 R P

4571 N2 4571 N 2
= —((14+1+10) | = 1+1 1 1 | =
0<P52(+ + 10) <P>+PS(+O+O+00) <P)>

= o((3)) (5 () o)) o))

Insgesamt werden S = log,(P) Schritte durchgefiihrt und wegen

Z 1< 1
277 =-%"2°=-(25"' 1) =O(P
; 452 7 ) = O(P)

erhalten wir mit (5.4) (Schritt s = 0) die asymptotische Gesamtkomplexitét fiir den
Rechenaufwand von

ao((3)) 0 () o (2 o)

5.8. Analyse des Kommunikationsaufwands

In der parallelen L R-Zerlegung werden nicht nur Berechnungen angestellt, son-
dern insbesondere zwischen Prozessoren kommuniziert. Eine Kommunikation ist
gewohnlich langsamer als ein Rechenschritt; vor allem wenn viele Prozessoren dar-
an beteiligt sind, wirkt sich mehr und mehr die zusétzliche Kommunikation auf
die Zerlegungszeit aus. Um eine optimale Zerlegungszeit zu erreichen, muss eine
gute Balance zwischen reinen Rechnungen und Kommunikation gefunden werden.
Daher betrachten wir in diesem Kapitel die verwendeten Kommunikationsschritte
in Algorithmus 3.30.

In unserem Fall existieren zwei Arten einer Kommunikation: Die Eins-zu-Eins-
Kommunikation, wobei ein Prozessor genau einem anderem eine Nachricht ibermit-
telt und das Broadcasting, wobei ein Prozessor seine Informationen an alle anderen
Prozessoren in der jeweiligen Prozessormenge sendet. Hierbei ist letztendlich die
Anzahl der Aufrufe und die Menge der zu kommunizierenden Daten entscheidend.
Dafiir definieren wir folgende Bezeichnungen fiir Schritt s:

4Hier wird nur die héchste Ordnung angegeben, da ein asymptotisches Verhalten untersucht wer-
den soll
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Bezeichnung 5.1 (Variablennamen fiir Kommunikationsaufwand).

None,s Anzahl der Eins-zu-Eins-Kommunikationsaufrufe

Done,s Gesamtzahl der Daten fiir eine Eins-zu-Eins-Kommunikation
Npe,s Anzahl der Broadcasts

Dy s Gesamtzahl der Daten fiir die Broadcasts

In Zeile 12 wird in Schritt s die gesamte Matrix Z):t der Grofe z, X zg tiber
insgesamt Ps Broadcasts verschickt, sowie in der néchsten Zeile 13 die gesamte

Matrix LI(SZ’t der Grofe z; X is. Ein weiterer Broadcast ist notwendig fiir jeden

Pivotvektor, der sich aus der Lapack-Routine zur Berechnung der einzelnen LR-
Zerlegungen ergibt. Somit gilt

2 .
Dbc,s =z + 25+ 15
Nbc,s = 3Ps .

Wir nehmen an, dass eine Broadcast-Operation in Abhéngigkeit der beteiligten
Prozessoren insgesamt O(log,(Ps)) = O(s) Zeitschritte bendtigt. Mit (5.13) und
(5.14) ergibt sich fiir den Kommunikationsaufwand eine Abschétzung von

Clic =0 (S . Dbc,s) =0 (3 : (Zf + Zsis))

ol {66 e (0 ()
o[ (1)) ol ()"

Wir setzen K = 2%/3, somit summiert sich der Gesamtaufwand auf

S S N 4/3
Cbc:ZC§CZO<ZSKS(P> >
s=0 s=0

o () el ()

wobei die Gleichung mit (x) mit K > 1 aus
K +2K?+3K%+ ...+ SK® = O(SK*)

folgt. Mit P = 29 folgt weiterhin

S
(5.16) Che = O <S~ (253) N4/3> -0 (1og2P : N4/3) .

Ein Vergleich zwischen Kommunikations- (Cy.) und Berechnungsaufwand (Ch.e,
aus (5.15)) ergibt, dass die Zeit fiir den Broadcast die Berechnungszeit im Verlauf
von mehr verwendeten Prozessoren iibersteigt.

Die Eins-zu-Eins-Kommunikationen sind in Algorithmus 3.30 nicht direkt er-
sichtlich. Diese treten in Zeile 5 bis 7 auf. Hierbei werden die zwei Schur-Kom-

plemente aus Schritt s — 1 zusammengefasst und die Matrix Al(jz’t erstellt. Ein zu

versendendes Schur-Komplement wird beschrieben durch die Matrix S’I(OS(: Dt der
Grobke is_1. Die Gesamtzahl an Daten, die kommuniziert werden muss, betrigt

somit

.2
None,s =2-15_1 .
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L —1)t . .
Da jeweils die gesamte Spalte von SI(OSC ) an einen neuen Prozessor versendet wird,
koénnen wir die Anzahl der Kommunikationsaufrufe fiir jeden Prozessor mit

Done,s = 0(1)

abschétzen aus folgendem Grund: Wir kénnen annehmen, dass die Spalten in Sl(cfc_ 1.t
so sortiert sind, dass sie auch aufsteigend in Al(jg"t zu finden sind, das heift, fiir ne-
beneinander stehende Spalten, die zu einem neuen Prozessor gehéren, wird nur eine
Kommunikation benétigt. Des Weiteren erhoht sich die Anzahl der Prozessoren nur

um den Faktor 2, wobei die Matrix Al((fg’t mindestens die Gréfe von Sl(cfc_l)’t be-
sitzt. Damit erh&lt jeder Prozessor in Schritt s mindestens die Halfte der Anzahl
der Spalten aus dem vorigen Schritt, die jeweils zusammenhéngend sind. Diese sind

auf maximal zwei Prozessoren im vorigen Schritt verteilt.

5.9. Vergleich zwischen Theorie und Praxis

Um eine Aussage zwischen Theorie und Praxis zu erhalten, miissen die zuge-
horigen Probleme grof genug sein, so dass eine gewisse Fluktuation in den Berech-
nungen (zum Beispiel durch giinstige Speicherbelegung) und in der Kommunikation
ausgeglichen werden kann. Dies ist fiir viele Prozessoren allerdings nicht mehr ge-
geben, da dort die Matrixgrofen recht klein werden kénnen.

Fiir die theoretische Berechnung der Rechenzeit in den einzelnen Schritten sollte
daher angenommen werden, dass die Berechnung zum Beispiel einer LR-Zerlegung
bis zu einer Mindestgrofe Npr konstant ist und erst dann in O(N3) wiichst. Dies
ist auch abhéngig von der jeweiligen Rechnerplattform, durch verschiedene Test-
ldufe kann jedoch eine solche Grenze bestédtigt werden. Fiir die Kommunikation
gilt Ahnliches - hier kommt es zusétzlich darauf an, wie die einzelnen Prozessoren
miteinander verbunden sind. Um eine gewisse Aussage treffen zu kénnen, miissen
wir die eingesetzten Routinen (in unserem Fall SuperLU, LAPACK) unterschiedlich
bewerten.

Fiir die Untersuchungen verwenden wir fiir die Zerlegung in Schritt s = 0 die
Routine SuperLU [DEG'99] als Sparse-Loser. Als Alternative wurde als zweiter
Sparse-Loser MUMPS [ADLKO1]| implementiert. Dieser Loser hatte zwar allgemein
bessere zeitliche Ergebnisse sowohl in der Zerlegung als auch zum Lésen erzielt, die
Anbindung von SuperLU war auf dem Parallelcluster HERMIT in Stuttgart jedoch
deutlich einfacher zu realisieren. Sofern die Matrixgréfien klein genug sind, das heifit,
wenn das Gesamtproblem auf geniigend Prozessoren verteilt sind, fallt der Unter-
schied insgesamt nicht mehr ins Gewicht. Andere Sparse-Loser, wie PaStiX [PPJ02]
oder ParDiSo [SWHO7] sind fiir diesen Schritt selbstverstandlich auch geeignet.

Die Berechnung des Schur-Komplements Sl(gg’p = Sl((?c) P Ll(gz’p (Z (0)’7")_1R1(22’p , al-
(0),p

so insbesondere die Anwendung von Ll((())g,p auf die gednderte Matrix ), /" wurde
direkt und ohne andere Hilfsmittel programmiert, da die Matrix Ll(gz’p als Sparse-

Matrix gegeben ist.

Fiir alle Berechnungen in den folgenden Schritten s > 0 werden LAPACK -
Routinen (vergleiche auch Anhang A) benutzt, insbesondere zur L R-Zerlegung der
Diagonalmatrizen (dgetrf), die Anwendung dieser auf die rechten Seiten Rl(sg’t
(dgetrs), sowie die Berechnung des Schur-Komplements iiber eine Matrix-Matrix-
Multiplikation (dgemm).

Mit Hilfe der obigen Komplexitatsangaben konnen wir die Berechnungs- und
Kommunikationszeit in jedem Schritt abschétzen. Fiir die Berechnungen reicht es
dabei aus anzugeben, wie lange in etwa eine Operation pro Berechnungsschritt



86 5. KOMPLEXITATSANALYSE

bendétigt. Aufgrund der guten Ausnutzung von Speicherzugriffen wird jedoch an-
genommen, dass diese nur fiir die Operationen in LAPACK gelten. Fiir die Berech-
nungen in Schritt s = 0 hat sich {iber Testkonfigurationen ein zusétzlicher Faktor
von fast 8 herausgestellt. Dies liegt allerdings vor allem daran, dass LAPACK opti-
mierte BLAS2 bzw. BLAS3-Routinen benutzt, wihrend SuperLU eigene Routinen
beinhaltet. Auflerdem miissen zusétzlich zu den eigentlichen Berechnungen auch
Vorkonfigurationen von SuperLU bestimmt werden, damit die Diinnbesetztheit der
Matrix moglichst gut ausgenutzt und moglichst wenig zusétzlicher Speicherplatz
benotigt wird. Da die Gesamtmatrix in dem untersuchten Fall sogar diagonaldo-
minant ist, bendtigen die Routinen in LAPACK keine Permutation, so dass dieser
Faktor durchaus nachvollziehbar ist.

Fiir die Kommunikationsuntersuchungen wurde eine Testkonfiguration erstellt,
wobei bestimmt wurde, wie viele Einheiten pro Sekunde iibertragen werden kénnen,
sowie um zu bestimmen, wie grofs die durchschnittliche Ansetzzeit ist. Weiterhin
muss zwischen einem Broadcast und einer Eins-zu-Eins-Kommunikation unterschie-
den werden. Die Eins-zu-Eins-Kommunikation findet in unserem Fall in der Bele-
gung der Matrix Al(jl’t aus den vorigen Schur-Komplementen statt. Dort werden
viele Vorgénge wiederum parallel ausgefiihrt (indem zum Beispiel Prozessor 1 und
2 miteinander kommunizieren und im gleichen Zeitraum auch Prozessor 3 und 4).
Dabei kénnen umso mehr Vorgénge parallelisiert durchgefiihrt werden, je mehr Pro-
zessoren zur Verfiigung stehen. Fiir die tatsdchliche Kommunikationsdauer fiithren
wir noch einen Faktor Fi ein, da die angegebene Bandbreite nur eine optimale
obere Grenze darstellt.

Damit definieren wir folgende Konstanten fiir den Parallelcluster HERMIT, dabei
wurde der Faktor Fy und Fx aus den entsprechenden Testkonfigurationen gewon-
nen, wahrend alle anderen Konstanten aus der Hardware-Konfiguration von HERMIT
direkt stammen (vergleiche auch Anhang C).

Name Wert Beschreibung

Thop | 43E —10 Zeit pro flop, entspricht 2.3 GHz.

Tsend | 3.-2FE — 09 | Sendezeit fiir 1 double (8 Byte), entspricht 20GBit/s
T 4.2F — 07 Ansetzzeit fiir eine Kommunikation
Fy 8 Faktor fiir Berechnungen in Schritt s =0
Fx 1.5 Faktor fiir tatsdchliche Kommunikationsdauer

TABELLE 4. Daten fiir den Parallelcluster HERMIT

Mit diesen Daten betrachten wir das Problem mit einer Verfeinerung auf Level
[ =7 (insgesamt 2246 689 Unbekannte) auf P = 512 Prozessoren (Tabelle 8) und
auf P = 2048 Prozessoren (Tabelle 9). Die Zeitmessung im Programm ist nicht
optimal, somit stellt die gemessene Zeit in den einzelnen Schritten nur eine unge-
fahre Zeit in den Berechnungen und in der Kommunikation dar. Es werden dabei
folgende Operationen betrachtet:

Nr. Name zugehorige Abschétzung Referenz
(1) LR Cin (5.1), (5.5)
(2) Solvein Z C§,,\p (5.6)

(3) MMinZ C{u (5.8)

(4) Solvein R C&,,pnr (5.2), (5.10)
(5) MMin L C{ivr (5.9)

(6) MMinS Cims (5.3), (5.12)

() MMin R C{wr (5.11)
TABELLE 5. Referenzen fiir die Operationen der parallelen Block-
LR-Zerlegung
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Die Berechnungsvorschriften mit zugehoérigen Vorkonstanten in Schritt s = 0
lauten:

aus (5.1): (1) = (2/3)%- 2/*
aus (5.2):  (4) =2-22%,
aus (5.3):  (6) = zg/gio,

und fiir die anderen Schritte s > 0 mit P, = 2°

aus (5.5): (1) =2/3-22/P?
aus (5.6): (2)=2-23/P?
aus (5.8):  (3)=2/P,
aus (5.10):  (4) =2 2%i,/P?
aus (5.9):  (5) = 22i,/ P,
aus (5.12):  (6) = z4i2/P;

aus (5.11):  (7) = 2%i, /P,

wobei fir die L R-Zerlegung der Faktor 2/3 als Standardzerlegung genommen wird,
sowie fiir die Losungsroutine der Faktor 2. Die Matrix-Matrix-Multiplikation ist
als Hauptaufwand zu sehen (siehe Tabellen 8,9). Dort werden optimierte BLAS3-
Routinen verwendet. Die Summe der Operationen (1),...,(7) in einem Schritt s
wird mit Ng o bezeichnet, also

Nﬂops = 2/327/3+2z5/3z + 2, a/3;
z3 3 223 224 202
Ni =8 3 Zs 4 ofsls 4 gZsls | Zals 0).
flops / + P + PQ + Ps + Ps <5> )

Die Zcitabschétzung fiir die Berechnungen wird dann {iber den Ausdruck
(517) Tber,s = Nﬂops . Tﬂop

angegeben, wobei fiir Ter,o zusdtzlich der Faktor Fj hinzukommt. Die gemessene
Zeit wird in den Tabellen mit Ter s bezeichnet.

Fiir die Kommunikation in Schritt s erhalten wir folgende Berechnung fiir den
Broadcast auf P, Prozessoren:

(5.18) Toe,s = Fic - (3Ps - Ta + (z + 25 is) - 10g(Ps) - Tsend)

und mit 7y, o wird die gemessene Zeit in den Tabellen angegeben.

Die Eins-zu-Eins-Kommunikationen sind nur sehr ungenau messbar, da die
Datenmenge sehr oft nur relativ klein ist. Vor allem kénnen dort innerhalb einer
Prozessormenge sehr viele Kommunikationen gleichzeitig geschehen, wobei andere
Kommunikationen eventuell erst spéater ausgefiihrt werden koénnen, zum Beispiel,
wenn ein Prozessor sehr lange warten muss, bis er seine ersten Daten senden be-
ziehungsweise empfangen kann. Beim Broadcast hingegen ist es sehr klar geregelt,
wann welcher Prozessor wie viele Daten senden muss. Insgesamt stellt sich auch
heraus, dass die Broadcast-Kommunikationen im Verlauf des Algorithmus deutlich
mehr Aufwand benétigen als die Eins-zu-Eins-Kommunikationen. Diese iiberwiegen
allerdings am Anfang der Zerlegung. In den Tabellen sollen daher fiir die Eins-zu-
Eins-Kommunikation nur die Ergebnisse aus den Testlaufen wiedergegeben werden
ohne diese explizit abzuschéitzen.
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In Kapitel 7.1 wird eine allgemeine Berechnungsvorhersage fiir das gesamte
Problem gegeben. Da dort die Eins-zu-Eins-Kommunikationen in der Gesamtzeit
nicht vernachléssigt werden kénnen, wird die Berechnungsdauer davon abgeschétzt
durch

(519) Tone,s = FoneNone,sTsend )

mit Fyn. = 5 als Strafterm fiir die Eins-zu-Eins-Kommunikation.

In den Tabellen 6 bis 9 werden gleichzeitig die Daten der Vorhersage mit der
tatsdchlichen Berechnungszeit angegeben. In Tabelle 8 und 9 sind diese zusétzlich
aufgeteilt in jeden einzelnen Schritt, wobei die Vorhersage nach (5.17) berechnet
wird und die zugehorigen flops einzeln aufgelistet sind nach Tabelle 5.

Insgesamt ergibt sich eine recht gute Vorhersage der Berechnungen und der
Broadcast-Zeiten auf dem Parallelcluster HERMIT. Es ist weiterhin auch deutlich zu
sehen, dass sowohl die Zeiten der Rechenoperationen als auch die Kommunikati-
onsdauer auf 2048 Prozessoren deutlich niedriger sind als auf 512 Prozessoren.

5.9.1. Bemerkungen zum Praxisvergleich auf 512 Prozessoren.

Ein Vergleich der berechneten Zeit The, s mit der gemessenen Zeit Ty, . in Tabel-
le 8 ergibt eine insgesamt sehr gute Vorhersage der Gesamtberechnungen. Auch
die vorhergesagten Broadcast-Zeiten entsprechen in einer sehr guten Toleranz den
gemessenen Daten, insbesondere in den hoheren Schritten. Allerdings muss hier
beachtet werden, dass die Teilzeiten nicht genau gemessen werden konnten, so be-
tragt die Differenz der einfach zu messenden Gesamtzeit zu den gemessenen Ein-
zelzeiten auf 512 Prozessoren 9.71s (Tabelle 6). Somit ist ein exakter Vergleich
natiirlich nicht machbar. Insgesamt wird jedoch deutlich, an welchen Stellen die
meiste Arbeit geleistet werden muss. Diese findet sich in den Berechnungen vor
allem in der Matrix-Matrix-Multiplikation zur Erstellung des Schur-Komplements
((6) MM in S). In den héheren Schritten muss weiterhin deutlich mehr kommu-
niziert werden, dies liegt insbesondere daran, dass die gesamte Matrix Z(*)* mit
Grofe zg X zg auf alle Prozessoren in der jeweiligen Prozessormenge geschickt werden
muss.

5.9.2. Bemerkungen zum Praxisvergleich auf 2048 Prozessoren.
Auch auf 2048 Prozessoren stimmen die berechneten Zeiten sehr gut mit den ge-
messenen Zeiten fiir die Berechnungen iiberein (Tabelle 9). Hierbei muss erwiahnt
werden, dass in den letzten drei Schritten die Anzahl der Spalten je Prozessor nur
etwa 8 betrigt. Lediglich in den héheren Schritten wird fiir die Berechnungen etwas
mehr Zeit benotigt als angegeben wird. Dies liegt jedoch daran, dass die Einzelma-
trizen auf den Prozessoren zu klein fiir eine optimale Berechnung von LAPACK sind.
Auf jedem Prozessor sind jeweils nur etwa 8 Spalten der Matrix Z, so dass eine
LR-Zerlegung, sowie die Anwendung mit dieser nicht effizient genug ist. Wie am
Anfang des Kapitels erwdhnt, muss fiir diesen Fall die theoretische Gesamtmatrix-
grofe von Z auf Py - Npr erhoht werden. Mit Npg = 10 erhalten wir in Schritt
s = 11 als Gesamtmatrixgréfe z; = 20480 und damit eine berechnete Gesamtzeit
von 1.81s, was insgesamt ein besseres Resultat liefert. Die theoretische Vorhersa-
ge der Broadcast-Kommunikation stimmt weitgehend mit den gemessenen Zeiten
iiberein. Insgesamt wird hier auch deutlich, dass die Einzelzeitmessungen in der
Summe wohl besser waren im Vergleich zu 512 Prozessoren. Hier betréigt die Diffe-
renz zur gemessenen Gesamtzeit nur 1.82s (Tabelle 7), obwohl insgesamt deutlich
mehr Messungen durchzufiithren waren als auf 512 Prozessoren.
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5.9.3. Gesamtbemerkungen.

Insgesamt stimmen die Abschétzungen des Berechnungs- und Kommunikationsauf-
wands im verwendeten Parallelisierungsmodell in beiden Untersuchungen sehr gut
mit den praktischen Resultaten iiberein. Sobald die Matrixgréfsen auf den einzel-
nen Prozessoren zu klein werden, wird ein zusétzlicher Faktor in der Berechnung
benétigt. Allgemein ist die Berechnung mit Hilfe von LAPACK insbesondere in den
ersten Schritten sehr gut. Fiir die Broadcast-Kommunikation konnte eine gute Ab-
schitzung angegeben werden, wihrend fiir die Eins-zu-Eins-Kommunikationen auf-
grund der Komplexitidt der einzelnen Routinen keine allgemein giiltige Aussage
getroffen werden konnte. Der Hauptaufwand liegt vor allem in der Matrix-Matrix-
Multiplikation zur Berechnung des Schur-Komplements, dort wird meist mehr als
die Hélfte der Gesamtzeit verbraucht.

Gesamtgrofse des berechneten Problems: 2146489
berechnete Gesamtzeit der Rechenoperationen (Summe Ther,s): | 51.57 sec.
(Vorhersage)

gemessene Gesamtzeit der Rechenoperationen T5: 41.47 sec.
gemessene Gesamtzeit aller Kommunikationsschritte 77 46.74 sec.
gemessene Gesamtzeit T: 78.50 sec.
Differenz (Tg —T% — T%) 9.71 sec.

TABELLE 6. Gesamtbetrachtung des Problems auf 512 Prozesso-
ren; Zeiten in Sekunden

Gesamtgrofse des berechneten Problems: 2146 489
berechnete Gesamtzeit der Rechenoperationen (Summe They,s): | 12.47 sec.
(Vorhersage)

gemessene Gesamtzeit der Rechenoperationen T3: 15.46 sec.
gemessene Gesamtzeit aller Kommunikationsschritte T : 34.61 sec.
gemessene Gesamtzeit T4: 51.89 sec.
Differenz (T& —T% — T%) 1.82 sec.

TABELLE 7. Gesamtbetrachtung des Problems auf 2048 Prozesso-
ren; Zeiten in Sekunden



Schritt s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Zs 4096 256 512 1024 1024 2048 4096 4096 8256 16641
is 1538 2562 4098 6146 9281 12449 12481 16641 16641 0
LR M 179m 2.8m 5.6m 11.2m 2.8m 5.6m 11.2m 2.8m 5.7m 11.7m
Solve in Z (@ 8.4m 16.7m 33.6m 8.4m 16.8m 33.6m 8.4m 17.2m 35.2m
MM in Z ® 8.3m 33.6m 134m 67.1m 268m 1074m 537m 2198m 9000m
Solve in R 3225m 84m 134m 201m 76m 102m 102m 34.1m 34.6m
MM in L ©® 84m 269m 806m 608m 1632m 3272m 2181m 4431m
MM in S ) 101m 840m 2150m  4835m  5513m  9919m  9970m  8862m  8931m
MM in R (7 84m 269m 806m 608m 1632m  3272m  2181m  4431m

Summe Nyops 3505m 1112m 2877 6826m 6884m  13575bm  17734m  13806m  20048m 9047m
ber. Zeit Tyer,s | 11.9 sec. | 0.48 sec. 1.24 sec. 2.94 sec. 2.96 sec. 5.84 sec. 7.63 sec. 5.94 sec. 8.62sec. 3.89 sec.

(Vorhersage)
gem. Zeit T, . ‘ 12.4 sec. | 0.38 sec. 1.02 sec. 2.40 sec. 2.14 sec. 4.16 sec. 4.97 sec. 4.98 sec. 6.98 sec. 2.14 sec.

ber. Zeit Tic s 0.25 sec. 0.10 sec. 0.59 sec. 1.03 sec. 1.90 sec. 2.95 sec. 4.37 sec. 8.29 sec. 11.96 sec.
(Vorhersage)
gem. Zeit T}, 0.01 sec. 0.19 sec. 0.80 sec. 0.37 sec. 1.16 sec. 2.79 sec. 3.34 sec. 8.45 sec. 11.23 sec.

gem. Zeit T . | 0.1sec. | 0.36 sec. 0.77 sec. 1.53 sec. 2.60 sec. 1.92 sec. 2.46 sec. 5.37 sec. 2.30 sec.
TABELLE 8. Anzahl der Rechenoperationen in Millionen (m; (1) — (7), sowie Summe Npops)), sowie berechnete und gemessene
Zeit der Berechnung und Kommunikation auf P = 512 Prozessoren in Sekunden (s)
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Schritt s 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Zs 1024 128 256 256 512 1024 1024 2048 4096 4096 8256 16641
g 642 1026 1538 2562 4098 6146 9281 12449 12481 16641 16641 0
LR 7.1m 0.4m 0.7m 0.2m 0.4m 0.7m 0.2m 0.4m 0.7m 0.2m 0.4m 0.7m
Solve in Z () 1.1m 2.1m 0.5m 1.1m 2.1m 0.5m 1.1m 2.1m 0.5m 1.1m 2.2m
MM in Z ® 1.1m 4.2m 2.1m 8.4m 33.6m 16.8m 67.1m 268m 134m 550m 2250m
Solve in R () 133m 8.4m 12.6m 5.3m 8.4m 12.6m 4.8m 6.4m 6.4m 2.1m 2.2m
MM in L ® 8.4m 25.2m 21.0m 67.1m 201m 152m 408m 818m 545m 1108m
MM in S © 6.6m 67.3m 151m 210m 537m  1209m  1378m  2480m  2492m  2215m  2233m
MM in R (D 8.4m 25.2m 21.0m 67.1m 201m 152m 408m 818m 545m 1108m
Summe Ngops 147m 95m 221m 260m 690m 1660m 1704m 3370m 4406m 3443m 5001m 2253m
ber. Zeit Tyer,s | 0.50 sec. | 0.04 sec. 0.10 sec. 0.11 sec. 0.30 sec. 0.71 sec. 0.73 sec. 2.41 sec. 2.96 sec. 1.48 sec. 2.15sec. 0.97 sec.
(Vorhersage)
gem. Zeit TP, . ‘ 0.42 sec. | 0.02 sec. 0.06 sec. 0.09 sec. 0.27 sec. 0.63 sec. 0.79 sec. 1.65 sec. 2.43 sec. 2.56 sec. 4.59 sec. 1.95 sec.
ber. Zeit Ti,c s 0.04 sec. 0.02 sec. 0.09 sec. 0.21 sec. 0.47 sec. 0.85 sec. 2.80 sec. 3.59 sec. 4.85 sec. 9.87 sec. 14.6 sec.
(Vorhersage)
gem. Zeit Ty, 0.00 sec. 0.01 sec. 0.03 sec. 0.07 sec. 0.19 sec. 0.34 sec. 0.92 sec. 2.50 sec. 3.23 sec. 9.15 sec. 10.77 sec.
gem. Zeit T . | 0.01 sec. | 0.03 sec. 0.07 sec. 0.19 sec. 0.52 sec. 0.93 sec. 1.58 sec. 1.75sec. 1.52sec. 2.38 sec. 0.11 sec.

TABELLE 9. Anzahl der Rechenoperationen in Millionen (m; (1)
Zeit der Berechnung und Kommunikation auf P = 2048 Prozessoren in Sekunden (s)

— (7), sowie Summe Nggps), sowie berechnete und gemessene
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Modellprobleme

Um die Effizienz der parallelen Block-L R-Zerlegung zu validieren, werden meh-
rere Modellprobleme aufgestellt, die sich in der Komplexitdt - sowohl in der Pro-
blemstellung selbst als auch in der Geometrie - deutlich unterscheiden. Dabei ist vor
allem die Aufteilung der Geometrie 2 auf die Prozessoren ausschlaggebend fiir die
Effizienz, insbesondere sollten die Grofe der Interfaces in den einzelnen Schritten
moglichst klein sein. Wir betrachten sowohl zweidimensionale als auch dreidimen-
sionale Probleme.

6.1. Poisson-Gleichung

Zur Einfiihrung und fiir die Analyse (vergleiche Kapitel 5) betrachten wir das
Poisson-Problem! im dreidimensionalen Einheitswiirfel Q = (0,1)% mit homogenen
Dirichlet-Randbedingungen.

—Au=f inQ=(01)3,
u=0 auf 0.

A bezeichnet hierbei den Laplace-Operator im dreidimensionalen Raum

0? 0? 02
a2 o T
Die Poisson-Gleichung als Prototyp einer elliptischen Differentialgleichung fin-
det in vielen Bereichen der Physik Anwendung, insbesondere zur Bestimmung von
Potentialen?.
Fiir die Finiten Elemente verwenden wir den Hilbertraum V = H}(Q) und die
Bilinearform

a(u,v) :/VU'VU dz.
Q

Als Diskretisierung des Gebietes verwenden wir eine regelméfige Zerlegung in
Hexaedern. Auf diesen betrachten wir trilineare Ansatzfunktionen [Bra03, Kap.
I1.85], das heifst, die Knotenpunkte sind an den Ecken der Hexaeder zu finden. Die
Steifigkeitsmatrix ist symmetrisch positiv definit.

IFiir die Zerlegung der entstehenden Matrix ist die rechte Seite nicht von Bedeutung
2Die Laplace-Gleichung —Awu = 0 wird auch Potentialgleichung genannt
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96 6. MODELLPROBLEME

6.2. Stokes-Gleichung (2D)

Im Bereich der Stromungsmechanik betrachten wir ein Stokes-Problem an ei-
nem zweidimensionalen Beispiel aus [ESW05, Beispiel 4.1.2]. Die Stokes-Gleichung
ist gegeben durch

—Au+Vp=0

(6.1) divu =0,

wobei u = (ug,uy): @ — R? die Geschwindigkeit des Fluids und p: @ — R den
Druck beschreibt. In diesem Fall ist die Geschwindigkeit des Fluids so gering, dass
Konvektionseffekte vernachlissigt werden konnen. Zusétzlich sind Dirichlet-Rand-
bedingungen

u=0 auf o

gegeben. Hier verwenden wir die Hilbertriume X = H}(Q)? und M = LE(Q), sowie
die Bilinearformen a: X x X =+ R und b: X x M — R mit

a(u,v)z/Vu:Vv dz

Q

b(v,q):—/qv-vdx.
)

Hierbei beschreibt Vu : Vv das komponentenweise definierte Skalarprodukt, hier
im Zweidimensionalen also Vug - Vv, + Vu,, - Vu,. Mit dem Funktional [: X — R

l(v):/FNsmdo

erhalten wir die schwache Formulierung

Suche (u,p) € X x M, so dass
a(u,v) +b(v,p) =1l(v) WweX
b(u,q) =0 Yqe M.

Eine Diskretisierung erfolgt nun iiber die beiden Rdume X, C X und M, C M.
Da diese Rédume unabhéngig voneinander sind, wird diese Approximationsmetho-
de auch als gemischte Finite Elemente Methode bezeichnet. Als Diskretisierung
verwenden wir inf-sup-stabile Taylor-Hood-Serendipity Q2/Q1-Elemente® [BF91].
Insgesamt erhalten wir somit ein lineares Gleichungssystem

(%) 6= ()

T
) ist symmetrisch, aber indefinit.

. . A B
Die Matrix ( B 0

3quadratisches 8-Knoten-Element /bi-linear
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6.3. Elastizitat

In der Elastizitéatstheorie wird die Deformation von Kérpern unter der Einwir-
kung von Kréften betrachtet. Dabei werden Verzerrungen und Spannungen, welche
durch Deformationen erzeugt werden, untersucht [Bra03]. Es wird davon ausgegan-
gen, dass flir den untersuchten Korper eine spannungsfreie Referenzkonfiguration
Q bekannt ist. Der Zustand zum Zeitpunkt ¢ wird durch eine Abbildung

x: [0,T] x Q —R3

beschrieben. Dabei beschreibt x(¢,x) den Ort des Punktes zum Zeitpunkt ¢, wobei
x € 2 den Ort des Punktes im Referenzzustand beschreibt. Mit

x =id +u

wird die Verschiebung u: [0,7] x  — R3 definiert. Die Verschiebungen werden als
klein angenommen, so dass héhere Terme in u vernachléssigt werden.
Mit dem Deformationsgradienten F' = Dy ist x eine Deformation, wenn

J = det(F) > 0

gilt, das heifst insbesondere, dass Teilmengen mit positiven Volumen wieder auf
Teilmengen mit positiven Volumen abgebildet werden.

Neben der lokalen Deformation wirken weiterhin Volumenkrifte f: Q — R3
und Flichenkriifte g: TV — R3. Dabei ist I'N C 99 der Teil des Randes von €,
auf dem diese Neumann-Randbedingung definiert ist. Dirichlet-Randbedingungen
werden auf ' C 9 definiert.

Hier betrachten wir ein quasi-inkompressibles Neo-Hooke-Material, so dass fiir
die Formanderungsenergie W gilt

W(F)=L5F.F+30)

2
mit
A, A Y

wobei A und p die Lamé-Konstanten beschreiben. Fiir hyperelastische Materialien
gilt fiir den Piola-Kirchhoffschen Spannungstensor

T(F) = ZL;/ — uF + JS/(NF~T = uF + %ﬁF‘T - (; + u) F T

Mit dem Satz von Cauchy [Bra03, Kapitel IV, Satz 1.3] ist der Gleichgewichts-
zustand eines elastischen Korpers durch die Gleichungen
—divT(t,z) = f(x) zeQ, tel0,T]
gegeben, mit den Randbedingungen
T(t,x) n=g(x) zeIV
u(t,z) =0 rell,
In einem Finite Elemente Raum V;, C {v € W% (Q,R3): v(x) = 0 Va € TP}

betrachten wir die folgende Variationsformulierung: Finde x, € V3, so dass

/T(DXh):Dvhdas—/fmhdac—/ g-v,da=0
Q Q N

flir alle v, € V}, erfiillt ist.
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Die Losung dieses Problems wird fiir festes ¢,, iiber ein Newton-Verfahren be-
stimmt?
S0 Wihle x° € Vj,, € > 0, setze k := 0. Berechne

g .f = .f(tn)

e g=g(tn)
S1 Berechne:

o FF= Dy*

o TF=DpW(F¥

o Tk(’v>=/TkZD’Ud:B—/f-’U—/ g-vda
Q Q v

Wenn |r*|| < e: STOP

S2  Berechne:
e CF=DLW(FF)
e w mit a(w,v) = —rF(v) Yv € V), mit

a(w,v) :/Dw: C*: Dv dx

Wiihle Schrittweite s, € (0,1] und setze xY*! := y* + s w.
Setze k := k + 1 und gehe zu S1.

Bei der Diskretisierung erhalten wir in S2 zur Berechnung von w in jedem
Schritt eine Matrix, die mit Hilfe des parallelen Block-L R-Verfahrens zerlegt wird.
Die Matrix ist symmetrisch und positiv definit.

Das FElastizitat-Problem wird auf eine Herz-Geometrie angewandt, die in
[Niel2] beschrieben wird.

6.4. Maxwell’sches Eigenwertproblem und elektromagnetische
Wellengleichung

6.4.1. Maxwell’sche Gleichungen.
Die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen werden iiber ein System der Max-
well’schen Gleichungen beschrieben.
Gesucht sind Vektorfelder D, E und H, B: [0,T] x Q — R3 so dass die Gleichungen

(MW 1) V-D=p
(MW 2) V-B=0

oB
MW E=_-_""
( 3) V x 5
(MW 4) VxH:J—kaa—?,

fiir gegebene J: Q — R, p: Q — R erfiillt sind. Dabei beschreibt E die elektrische

Feldstérke, D die elektrische Flussdichte, B die magnetische Flussdichte (Indukti-

on), H die magnetische Feldstéirke, J die Stromdichte und p die Ladungsdichte.
Wir betrachten lineare Materialien mit

(6.2) D(t,x) =cE(t,x)
(6.3) H(t,x) = iB(t,w),

mit Permittivitit € = egpe, (dielektrische Leitfahigkeit) und Permeabilitit p = pop,.

(magnetische Leitfahigkeit). Hierbei beschreibt ¢ = ,/—— die Lichtgeschwindig-

Ho€0

keit. Ohne dufere Einwirkungen ist die Stromdichte J und die Ladungsdichte p

4Der Diskretisierungsindex h wird hier zur Ubersichtlichkeit weggelassen
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gleich null. Aus (MW 1) bis (MW 4) und (6.2), (6.3) folgt somit direkt

(MW 1) V.-cE=0
(MW 27) V. uH =0

o0H
(MW 47) VXHZE%,

6.4.2. Herleitung des Eigenwertproblems und der Wellengleichung.
Wir betrachten die dritte Maxwell’sche Gleichung (MW 37)

lV><E:—a—H
I ot

und wenden darauf den Rotationsoperator Vx an:

1 0
— E)=—— H).
V x (MV x E) 8t(v x H)
Mit (MW 4’) und J = 0 folgt
1 O*E

Somit erhalten wir eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir E. Mit
Anwendung des Rotationsoperators Vx auf (MW 4’) und Einsetzen von (MW 37)
erhalten wir ebenso eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir H':

_ °H
TR

Somit geniigt es, eines der Felder E oder H zu betrachten.

6.4.2.1. Das Eigenwertproblem.
Mit dem Ansatz zeitharmonischer Losungen der Art u(z,t) = exp(iwt)u(z) und
ur = 1 folgt aus (6.5)

(6.5) V X (%VXH):

(6.6) V x (,'V x u) — (w/c)*u = 0.

Dies ist das Maxwell’sche Eigenwertproblem, das heifst, gesucht sind hier die Ei-
genfrequenzen w # 0.

6.4.2.2. Die Wellengleichung.
Allgemein gilt

Vx(VxA)=V(V-A)—AA
und mit (MW 1°) folgt
(6.7) Vx(VxE)=V(V-E)—AE = —AE.
Aus (6.4) und (6.7) ergibt sich somit die Wellengleichung

O*E
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6.5. Das diskrete Maxwell’sche Eigenwertproblem

Wir folgen [Mon03] und betrachten ein beschrdnktes polygonales Gebiet
Q) € R?, aufgeteilt in Tetraeder und Nédélec-Elemente niedrigster Ordnung®

Vi C Ho(curl, Q) = {u € Ly(Q,R?): V x u € Ly(,R?), u x n = 0 auf 90} .

Weiterhin seien Q;, C H}(Q) lineare Lagrange-Elemente. Damit lisst sich das dis-
krete Eigenwertproblem in schwacher Form schreiben als:
Finde Eigenfunktionen u;, € V, \ {0} und Eigenwerte A, € R, so dass

(5:1V X Uup, V X ’Uh>0 = )\h(uh,vh)o, vy, €V
(un, Van)o =0 an € Qn°.

Die curl-bilinear-Form ist symmetrisch und elliptisch in
X, = {'Uh € Vy: divey, = O},

somit sind alle Eigenwerte positiv. Mit den diskreten Operatoren Ay, M}, By, und
Ch, wobei

(Apup,vp) = (e teurl uy, curl vy)o, (Mpup,vp) = (up,vp)o,
(Brun, qn) = (un, Van)o , (Chpns an) = (Vpr, Van)o
mit up, vy € Vi und pp, qn € Qp, lasst sich das Eigenwertproblem schreiben als
Apup, = A\ Mpuy,
Bpup, =0.

Zur Losung dieses Eigenwertproblems verwenden wir eine modifizierte
LOBPCG"-Methode, welche von Knyazev [Kny01] beschrieben wurde. Diese Me-
thode beschreibt eine Dreiterm-Rekursion mit einer vorkonditionierten projizier-
ten Inversen Methode, welche in [Zag06] vorgestellt wird. In diesem Algorithmus
wird eine Zerlegung von C}, benétigt (sogenanntes Laplace-Problem in der Pro-
jektion fiir den Eigenwertloser), sowie eine Zerlegung der regularisierten Matrix
Afl = Ay + M, (sogenanntes Laplace-Problem). Beide Zerlegungen werden mit
Hilfe der parallelen Block-L R-Zerlegung berechnet, wobei fiir grofere Probleme ein
Mehrgitter-Vorkonditionierer vorgeschaltet und diese Zerlegung auf dem grobsten
Level vollzogen wird. Die zugehorigen Matrizen sind symmetrisch.

6.6. Elektromagnetische Wellengleichung mit einem Ansatz der
Discontinuous Galerkin Methode

Fiir ein aufwindigeres Problem betrachten wir die elektromagnetische Wellen-
gleichung (6.8) mit einem Discontinuous-Galerkin-Ansatz. Es soll hier hauptsichlich
die Problemstellung und die Losungsidee dargestellt werden, daher wird auf eine
genaue Herleitung und die Theorie dahinter verzichtet. Fiir weitere Informationen
siehe [HWO07, LeV02, LeV92, DPE11].

Der Unterschied zu den anderen Problemen liegt hier insbesondere in der Defi-
nition der Knotenpunkte. Diese sind im Zellmittelpunkt gegeben, wobei dieser theo-
retisch nur auf einem Prozessor vorhanden ist. Ein Eintrag in der Steifigkeitsmatrix
ergibt sich jedoch durch zwei benachbarte Zellen. Sofern diese auf verschiedenen
Prozessoren zu finden sind, werden beide Zellen als Interface-Zellen beschrieben.
Dadurch ergibt sich letztendlich ein insgesamt groferes Interface im Gegensatz zu

Sdie Freiheitsgrade beschreiben das Integral der Tangentialkomponente entlang der Kanten des
Tetraeders

6(.,-)o bezeichnet das Skalarprodukt in L (£2)3

7Locally Optimal Preconditioned Conjugate Gradient
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den bisherigen Problemstellungen. Dort befindet sich das Interface bei linearem
Ansatz jeweils auf dem Rand der Zellen.

6.6.1. Problemstellung.
Wir betrachten nun wieder die Maxwell’schen Gleichungen als System von linearen
partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung im Intervall [0, T7.

E
eoa——vXH:O

O
,LL087H + VX FE=
O
V- (poH) =0
v (EoE) =0

Mit
A(H,E) = (curl E,—curl H),

dem Definitionsbereich
D(A)={(H,E) € H(cur, Q) x Hy(curl,Q): div(eoE) =0, div(uoH) =0}

fiir A und dem Hilbertraum V = L(Q)3 x Ly(2)? mit D(A) C V und dem Skalar-
produkt (v, w)y = (Mv,w) l4sst sich das Problem auch schreiben als

Finde u € D(A), so dass
(6.9) Mo+ Au=0  in[0,7)

Hier kann A aufgrund der Energieerhaltung definiert werden iiber einen linearen
Fluss F', so dass

3
Au = div F(u) = Z Bioqu ,
d=1

mit symmetrischen Matrizen By € R6*6 gilt.8

6.6.2. Discontinuous Galerkin-Methode fiir die Wellengleichung.

Sei @ = ,ec e eine Diskretisierung des Gebietes € in Tetraeder mit
h = maxdiam(2.). Die zugehorigen Seitenflichen einer Zelle ¢ wird mit F,. be-
zeichnet und zu einer Seitenfliche f einer Zelle c sei die Nachbarzelle mit ¢y be-
zeichnet. Die dufiere Einheitsnormale von f wird mit n. ; bezeichnet und wir setzen
[v]e,f = ve; — v, als Sprung.

Die diskretisierte Gleichung von (6.9) ist gegeben als

(6.10) Moyup(t) + Apup(t) =0 t€0,T]
in Vi CV mit
Vi = {v), € Lo(Q,R%): vy € Vo i}
Hierbei bezeichnet V.5 = P,(c)® den zugehérigen Polynomraum und fiir vy, € V),

wird mit v, = vy|c € Vi, die Restriktion von v, auf die Zelle ¢ bezeichnet.

8es existieren jeweils 3 Freiheitsgrade in jede Richtung fir £ und H
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Der diskretisierte Operator Ay € L(V4, V) ist gegeben durch eine Disconti-
nuous Galerkin-Diskretisierung mit Upwind-Fluss [HW07, DPE11]. Fiir diesen
ergibt sich mit (Hp, Ey) € Vi, und (¢, 5, %) € Ven

(Ah(Hha Eh)a (‘Pc,h? Q/)c,h))QC = (Curl Ec,hv (Pc,h)(),C - (Cuﬂ Hc,h» ¢c,h)07c

Cep€ey
Y [ (o Bl v
f;c CcEc""CCfECf( C7f [ ]C,f ‘P(/’h)ovf
CCfp’Cf
- ———(n¢y x |H ,
CCMC+CCf/‘LCf( o [ h]C)f Iwc’h)ovf
1
+ —— (e X (N s X [E ,
Ccﬂc‘i‘ccfﬂcf( o ( of | h]c’f) wc’h)oyf
1

¢ e <UL )
CC€C+Ccf5cf (nc,f (nc,f [ h]c,f) Soc’h)o,f

Fiir die Randbedingungen an den Seitenflichen am Rand der Geometrie
f=00.Nn0Q wird
Ne,f X ch = N X EC
Ne,r X Hcf =N, 5 X Hc
gesetzt.

6.6.3. Zeitintegration iiber eine implizite Runge-Kutta-Methode.
Insgesamt ergibt sich ein lineares Problem

Moyu + Au =0 u(0) = ug

mit Matrizen M, A € R¥*N. Die Massenmatrix M = ((M¢,,,, $,,)0.0) ist symme-
trisch positiv definit und insbesondere eine Block-Diagonal-Matrix. Die Steifigkeits-
matrix A = ((¢,,, An¢,)o.0) ist nahezu schiefsymmetrisch.

Die Losung dieses Systems ist gegeben durch

u(t) = exp(—tM ' A)ug, t>0.

Fiir einen festen Zeitschritt 7 = T'/K setzen wir ¢, = n7 und eine Approximation
fiir den néchsten Zeitschritt ist durch

u(tny1) = exp(—TM ™ A)u(t,)
gegeben. Mit Hilfe der impliziten Mittelpunktsregel als Runge-Kutta-Methode set-
zen wir

u™ =" — (M 4 %A)*IAU" .

Um u(T) zu berechnen muss also K mal die Inverse von M + ZA angewandt
werden. Dazu geniigt jedoch eine einmalige Zerlegung, so dass es sich fiir viele
Zeitschritte lohnt, diese Zerlegung mit Hilfe der parallelen Block-L R-Zerlegung zu
berechnen.



Anwendung des parallelen direkten Losers

Wir betrachten nun die Anwendung des parallelen direkten Losers (Algorithmus
3.30) auf die Modellprobleme aus Kapitel 6. Sofern nicht anders angegeben, wurden
alle Rechnungen auf dem Parallelcluster HERMIT in Stuttgart (vergleiche Anhang
C) durchgefiihrt.

7.1. Poisson-Gleichung

Wir betrachten das Poisson-Problem aus Kapitel 6.1, angewandt auf einem
Wiirfel Q = (0,1)%. Aufgrund der einfachen Geometrie ergibt sich eine sehr gleich-
mékige Aufteilung auf die einzelnen Prozessoren (vergleiche auch Kapitel 5 und
Abbildung 1).

ABBILDUNG 1. Aufteilung des Wiirfels Q = (0,1)® auf 64 Prozessoren

Um eine gewisse Mindestgrofe fiir dieses Problem zu erhalten, betrachten wir
eine fiinffache Verfeinerung des Einheitswiirfels. Damit erhalten wir eine Gesamt-
grofe von N = 35937 Unbekannten (vergleiche Tabelle 1 aus Kapitel 5). Die Zer-
legung mit Hilfe des Sparse-Losers SuperLU auf einem Prozessor benétigt dabei
etwas mehr als eine Minute. Auf 32 Prozessoren wird ein Optimum erreicht, wobei
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die Zerlegung dort 0.55 Sekunden benétigt. Von da an pendelt sich die Zerlegung
bei etwa einer Sekunde ein. Die Mindestmatrixgréfse auf den einzelnen Prozessoren
wurde fiir alle Zerlegungen auf Npr = 17 gesetzt, um die Kommunikationsdauer
insbesondere bei kleinen Problemgrofen zu senken. Damit wurden fiir eine grofse
Prozessorzahl in den letzten Schritten nur relativ wenige Prozessoren zum Lésen
benstigt.

Fiir eine weitere Verfeinerung ergeben sich 274 625 Unbekannte. Der Sparse-
Loser SuperLU bendtigt auf einem Prozessor dabei etwas mehr als zwei Stunden.
Um eine rechte Seite zu 16sen, benotigt SuperLU mit der Zerlegung dieser Sparse-
Matrix etwa 5 Sekunden. Hier wird auch die Abhéngigkeit des Sparse-Losers fiir
eine Verteilung auf wenige Prozessoren deutlich: In Schritt s = 0 ist die Sparse-
Matrix relativ grofs, da nur wenige Prozessoren beteiligt sind. Zusétzlich muss die
Zerlegung der Sparse-Matrix auf viele rechte Seiten angewandt werden (nédmlich
auf alle Elemente, die auf dem Rand der Prozessormenge liegen). Insgesamt wird
bei einer kleinen Prozessorzahl die meiste Zeit im ersten Schritt benétigt. Um die
Berechnungszeit zu optimieren ist hier also ein “guter” Sparse-Loser notwendig. Erst
wenn genug Prozessoren zur Verfligung stehen, fallt der Sparse-Loser nicht mehr ins
Gewicht, jedoch erhdht sich die Kommunikationsdauer im Verlauf des Algorithmus
(vergleiche auch Tabelle 8 und 9 auf Seite 90 bzw. 91).

In Kapitel 5 wurde fiir dieses Poisson-Problem eine Komplexititsanalyse durch-
gefiihrt. Dort wurde jeder einzelne Schritt genau betrachtet, in Tabelle 1 wird fiir
jede Zerlegung die Gesamtzeit der Vorhersage angegeben. Die Berechnungen erfol-
gen dabei durch (5.17), (5.18) und (5.19) aus Kapitel 5.9:

s
(71) TVorhersage = Z Tber,s + Tbc,s + Tone,s .
s=0
Es ist ersichtlich, dass die Abschétzung ein guter Anhaltspunkt zur tatséchlichen
Berechnungsdauer ist.

o) —— =5
g ~ —y— -6
£ —y— 17

10 & k|

10° | 4

1 071 L L L L L

0 2 4 6 8 10 12
#oores (25)

ABBILDUNG 2. Zerlegungszeiten des Poisson-Problems

Insgesamt wird ein “Optimum” der Zerlegungszeit fiir eine bestimmte Prozes-
sorzahl in Abhéngigkeit der Problemgrofie erwartet. Diese optimale Prozessorzahl
ist umso hoher, je grofer das zu 16sende Problem ist. Fiir Level 5 mit 35937 Un-
bekannten ist das Optimum bei Pyest = 32 Prozessoren erreicht, wahrend fiir Level
6 mit 274625 Unbekannten ein Optimum erst bei etwa 128 Prozessoren erreicht
ist. Fiir mehr Prozessoren wird zwar noch eine kleine Verbesserung erzielt, diese ist
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jedoch nicht mehr allzu ausschlaggebend. Fiir das grofste betrachtete Problem mit
iiber 2 Millionen Unbekannten sind schon 1024 Prozessoren sinnvoll. Hierbei stand
fiir weniger als 256 Prozessoren nicht genug Speicher zur Verfiigung, so dass diese
Berechnungen nicht durchfiihrbar waren.

Level Unbekannte
5 35937
# Proc Zerlegungszeit  Vorhersage Losungszeit Speedup®
1 1:05.58 min. 1:05.19 min. 0.20 sec.
4 27.05 sec. 29.86 sec. 0.07 sec. 2.4
8 6.89 sec. 7.00 sec. 0.03 sec. 3.9
16 1.76 sec. 2.40 sec. 0.01 sec. 3.9
32 0.55 sec. 0.78 sec. 0.01 sec. 3.2
64 0.83 sec. 0.36 sec. 0.01 sec.
128 0.77 sec. 0.25 sec. 0.01 sec.
256 1.11 sec. 0.22 sec. 0.01 sec.
512 1.02 sec. 0.21 sec. 0.01 sec.
1024 0.93 sec. 0.21 sec. 0.01 sec.

Level Unbekannte

6 274625
# Proc Zerlegungszeit  Vorhersage Losungszeit Speedup
1 2:03:25 std.  2:04:54 std. 5.12 sec.
16 5:06.06 min. 4:21.65 min. 0.42 sec. 24.1
32 1:13.94 min. 1:08.05 min. 0.23 sec. 4.1
64 16.06 sec. 18.89 sec. 0.21 sec. 4.6
128 6.87 sec. 7.45 sec. 0.17 sec. 2.3
256 5.05 sec. 4.23 sec. 0.17 sec. 1.4
512 4.29 sec. 3.33 sec. 0.18 sec. 1.2
1024 3.73 sec. 3.01 sec. 0.18 sec. 1.2
2048 3.44 sec. 2.90 sec. 0.17 sec.
Level Unbekannte
7 2146 689
# Proc Zerlegungszeit  Vorhersage Losungszeit Speedup
256 2:45.30 min. 3:00.23 min. 2.09 sec.
512 1:19.11 min. 1:31.59 min. 2.04 sec. 2.0
1024 57.73 sec. 1:03.61 min. 2.01 sec. 1.4
2048 49.75 sec. 52.31 sec. 2.20 sec. 1.1
4096 49.55 sec. 48.31 sec. 2.20 sec.

TABELLE 1. Berechnungszeiten der parallelen Block-LR-
Zerlegung auf dem Parallelcluster HERMIT in Stuttgart fiir das
Poisson-Problem; Vorhersage nach (7.1) mit Zeitabschitzungen
aus Kapitel 5.9

Der Speedup bezieht sich auf die Zerlegung im Vergleich zur jeweils vorangegangenen Prozessor-
zahl
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7.2. Stokes-Gleichung (2D)

Wir betrachten das Stokes-Problem (6.1) auf das Beispiel 5.1.2 aus [ESWO05].
Gegeben ist das Gebiet € als liegendes L (vergleiche Abbildung 3). Am linken
Rand (x = —1,0 < y < 1) wird eine Einflussbedingung und am rechten Rand
(x =4,—1 <y < 1) eine Ausflussbedingung als Neumann-Randbedingung gestellt,
wobei der Druck p hier zu Null gesetzt wird. An den Wénden (oberer und unterer
Rand der Geometrie) wird eine Dirichlet-Nullrandbedingung gesetzt.

scalar{(vaiue
1.66 2.27 2.88

ABBILDUNG 3. Stromungslinien und Druck (farblicher Hinter-
grund) des Stokes-Problems

Da hier ein zweidimensionales Modell betrachtet wird, ergeben sich nur eindi-
mensionale Interfaces. Diese sind somit sehr klein im Vergleich zu dreidimensionalen
Problemen, wo sich zweidimensionale Interfaces ergeben. Zusétzlich ist die Matrix
noch diinner besetzt, so dass in Schritt s = 0 der Sparse-Loser eine weitaus bessere
Leistung liefern kann. Insgesamt erwarten wir eine sehr gute Performance in den
Zerlegungszeiten.

Fiir das Stokes-Problem ergeben sich auch ausgezeichnete Zeiten fiir die Zer-
legung, insbesondere wird eine Verbesserung der Zerlegungszeit auch fiir grofere
Prozessorzahlen selbst bei relativ kleinen Problemen erreicht. Fiir das grofite be-
rechnete Problem mit iiber 20 Millionen Unbekannten bendtigt der parallele direkte
Loser auf 4096 Prozessoren nur 24 Sekunden. Hierbei muss zusétzlich beachtet wer-
den, dass die Verteilung der Zellen auf die Prozessoren nicht immer optimal ist?.
Nichtsdestotrotz lohnen sich bei diesem Beispiel eine grofse Anzahl an verwendeten
Prozessoren. Wie im Beispiel des Poisson-Problems steigt die optimale Prozessor-
zahl an, wenn das Problem grofier wird. Fiir 317955 Unbekannte sind zwischen 512
und 1024 Prozessoren sinnvoll, fiir das grofite Problem mit 20 Millionen Unbekann-
ten sollten Ppest = 4096 Prozessoren genutzt werden. Weiterhin waren fiir gréfsere
Probleme auch eine Mindestgrofe an Prozessoren notwendig, da ansonsten nicht
genug Speicher zur Verfiigung stand.

2Dies liegt insbesondere an der ausgeschnittenen Ecke des Rechtecks
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level 5 6 7 8 9
Unbekannte 80131 317955 1266961 5056 515 20205571
# Proc
8 | 13.65 sec.

16 | 4.25 sec. | 53.86 sec.
32 | 1.31 sec. | 17.50 sec.
64 | 0.66 sec. | 5.88 sec. | 1:06.44 min.
128 | 0.43 sec. | 2.06 sec. 20.43 sec.

256 | 0.64 sec. 1.39 sec. 7.30 sec. | 1:18.91 min.

512 | 0.73 sec. 1.06 sec. 3.04 sec. 24.96 sec.
1024 | 0.61 sec. | 0.89 sec. 2.23 sec. 9.76 sec. | 1:38.87 min.
2048 0.78 sec. 1.99 sec. 6.63 sec. 40.10 sec.
4096 23.99 sec.

TABELLE 2. Berechnungszeiten der parallelen Block-LR-
Zerlegung auf dem Parallelcluster HERMIT in Stuttgart fiir
das Stokes-Problem

HH

time[s]

#oores (25)

ABBILDUNG 4. Zerlegungszeiten fiir das Stokes-Problem

7.3. Elastizitat

Wir betrachten nun das Modellproblem aus [Niel2| als Elastizitéts-Problem.
Es wird ein menschliches Herz modelliert und ein Teil des Herzschlags simuliert. Da-
zu wird ein Newton-Verfahren verwendet, wobei in jedem Schritt eine neue parallele
Block-L R-Zerlegung bendtigt wird. Die in Tabelle 3 angegebenen Zerlegungszeiten
beziehen sich dabei auf jeweils eine Zerlegung.
Da das Herzmodell eine relativ komplexe Geometrie beschreibt, ist eine optima-
le Verteilung auf die Prozessoren ausschlaggebend fiir die Zerlegungszeiten. Die
“Herzwand” ist relativ diinn (siehe Abbildung 5), somit lassen sich mit einer guten
Verteilung relativ kleine Interfaces erzeugen. Fiir solche Geometrien ist ein guter
Graphpartitionierer erforderlich, daher erfolgt die Verteilung der Zellen auf die Pro-
zessoren liber Kaffpa [SS11].
Fiir ein Problem mit iiber 1.4 Millionen Unbekannten werden auf 512 Prozessoren
nur 20 Sekunden bendétigt. Es tritt hier sogar noch eine weitere Verbesserung auf,
wenn noch mehr Prozessoren benutzt werden.
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ABBILDUNG 5. Herzmodell - Gitter mit Gebietszerlegung

Level Unbekannte # Proc Zerlegungszeit Losungszeit

1 205 884 16 1:06.62 min. 0.15 sec.
32 18.97 sec. 0.10 sec.

64 3.52 sec. 0.07 sec.

128 1.82 sec. 0.07 sec.

256 1.31 sec. 0.07 sec.

512 1.05 sec. 0.10 sec.

1024 1.15 sec. 0.11 sec.

2048 1.74 sec. 0.18 sec.

2 1424628 128 1:51.53 min. 0.70 sec.
256 40.00 sec. 0.58 sec.

512 20.50 sec. 0.60 sec.

1024 16.50 sec. 0.70 sec.

2048 13.50 sec. 0.80 sec.

TABELLE 3. Berechnungszeiten der parallelen Block-LR-
Zerlegung auf dem Parallelcluster HERMIT in Stuttgart fiir
das Elastizitats-Problem am Herz-Beispiel

7.4. Maxwell’sche Gleichungen

7.4.1. Eigenwertproblem.
Wir betrachten das Maxwell’sche Eigenwertproblem aus Kapitel 6.5 an einer Geo-
metrie eines Containers mit Liiftungsschlitz (vergleiche Abbildung 6). Diese Geo-
metrie wurde uns im Rahmen des ASIL-Projekts von CST zur Verfiigung gestellt.
Es handelt sich hierbei um ein Problem der elektromagnetischen Vertréglichkeit,
wobei durch den Liiftungsschlitz Felder in den Aufsenraum eindringen kénnen, wo
sie beispielsweise andere Geréte storen konnen. In der Regel werden diese Problem-
stellungen als angeregtes Problem simuliert, hierbei erfolgt die Anregung iiber eine
Koaxialleitung. Fiir die Anordnung gilt e, = 1, p, = 1 (Vakuum), im Koaxialkabel
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weichen die Materialparameter ab, dort gilt &, = 1.419 und u, = 1. Die Geometrie
ist in unstrukturierte Tetraeder unterteilt. Die Koaxialleitung selbst ist deutlich
feiner unterteilt als der Rest.

In diesem Fall wird der parallele direkte Loser als Grobgitterloser fiir ein Mehr-
gitterverfahren eingesetzt. Auferdem betrachten wir hier sowohl lineare als auch
quadratische Elemente. Da die Eigenwertiteration hdufig durchgefiihrt werden muss
um ein addquates Ergebnis zu erhalten, wird das Mehrgitterverfahren und damit
der parallele direkte Loser mehrfach angewendet. Jedoch muss insgesamt nur eine
Zerlegung durchgefiihrt werden.

In [MW12] findet sich die Vorgehensweise zur Losung des Maxwell’schen Ei-
genwertproblems, wobei das iterative LOBPCG-Verfahren verwendet wird. Dabei
wird in jedem Schritt das Mehrgitterverfahren aufgerufen und es kénnen mehrere
Eigenwerte gleichzeitig berechnet werden. Das heiftt fiir die parallele Block-LR-
Zerlegung, dass diese auch auf mehrere rechte Seiten gleichzeitig angewendet wer-
den kann. Fiir das Mehrgitterverfahren selbst verwenden wir eine “nested iteration”.
Hierbei wird das Problem zunichst auf dem grébsten Gitter gelost® und die Losung
als Initialwert fiir die néchstfeinere Zerlegung verwendet. Dies wird iterativ fortge-
fiihrt, bis die feinste Zerlegung erreicht ist?.

Der Vorteil ist, dass die parallele Block-LR-Zerlegung als Grobgitterldser in
diesem Fall nur einmal berechnet werden muss, weiterhin benétigt das Verfahren
auf dem feinsten Gitter durch den besseren Initialwert deutlich weniger Iterationen,
was sich auch in der Gesamtzeit auswirkt.

ABBILDUNG 6. Geometrie des Containers

Fiir die reine Zerlegung des Maxwell- beziehungsweise Laplace-Problems erge-
ben sich im Fall von linearen Elementen die Daten aus Tabelle 4. Es muss allerdings
bemerkt werden, dass die Erstellung der Datenstruktur (das heifft, insbesondere
die Belegung des Speichers der einzelnen Matrizen und vor allem die Erstellung
der Kommunikationsmodule) ab 2048 Prozessoren hier sehr viel Zeit in Anspruch
nimmt (fiir 2048 Prozessoren etwa 1 Minute, fiir 4096 Prozessoren knapp 10 Mi-
nuten). Woran dies liegt konnte nicht abschliefend gekldrt werden, vor allem, da
es bei anderen Problemklassen, wie zum Beispiel beim Poisson-Problem diese Dis-
krepanzen nicht gegeben hat®. Nichtsdestotrotz ergibt sich fiir die Zerlegung des
Maxwell-Problems mit quadratischen Ansatz-Elementen auf 4096 Prozessoren eine
bemerkenswerte Zerlegungszeit von 63 Sekunden fiir iiber 3.7 Millionen Unbekann-
te.

3Dabei findet noch kein wirkliches Mehrgitterverfahren statt

1Da das Grobgitter in diesem Beispiel schon relativ fein ist, kann hier nur maximal einmal verfei-
nert werden - fiir andere Testprobleme ergaben sich deutliche Geschwindigkeitsvorteile
SInsbesondere die Erstellung des ersten Schritts inklusive aller Kommunikationsmodule scheint
problematisch zu sein
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Maxwell | Laplace Maxwell | Laplace
# Proc | 698231 105629 # Proc | 3721946 | 803860

256 | 11.36 sec. | 0.83 sec. 512 | 2:31 min. | 14.31 sec.

512 | 7.62 sec. | 1.10 sec. 1024 | 1:27 min. | 13.91 sec.
1024 | 7.71 sec. | 1.68 sec. 2048 | 1:23 min. | 16.62 sec.
2048 | 8.88 sec. | 2.60 sec. 4096 | 1:03 min. | 23.02 sec.
TABELLE 4. Zerlegungs- TABELLE 5. Losung mit
zeit mit linearen Elemen- quadratischen Elemen-
ten ten

7.4.2. Wellengleichung.

Als abschlieftendes Problem betrachten wir einen impliziten Zeitschritt fiir die
Wellengleichung, welche sich aus den Maxwell’schen Gleichungen ergibt (vergleiche
Kapitel 6.6). Durch den Discontinuous-Galerkin-Ansatz befinden sich die Knoten-
punkte in den Zellmittelpunkten, welche theoretisch nur auf einem Prozessor ge-
geben sind, fiir die Anwendung der parallelen Block-L R-Zerlegung miissen diese
jedoch als echtes Interfaceelement betrachtet werden, sollte sich eine Nachbarzelle
auf einem anderen Prozessor befinden.

Wir betrachten zur Verein-
fachung ein Gebiet Q im
Zweidimensionalen, welches
in Dreiecke aufgeteilt und
auf 5 Prozessoren verteilt ist.

Die Interface-Elemente in

ABBILDUNG 7. Gebiet 2 verteilt Abbildung 8 sind farblich
auf 5 Prozessoren fiir die Discon- hervorgehoben, wobei sich
tinuous Galerkin-Methode die Zellmittelpunkte jeweils

nur auf einem Prozessor

befinden.

Fir den Algorithmus miis-
sen die Prozessormengen an-
gepasst werden, zu sehen ist
in Abbildung 9 eine Aus-
wahl, wie sich die zugeho-

ABBILDUNG 8. Interface-Elemente rigen Prozessormengen ein-
zelner Zellen ergeben. Zur

{2,4} Bestimmung der eigentlichen

{1,2,3} Prozessormenge des Index in-
nerhalb der Zelle geniigt es

{1,2} somit, die jeweiligen Prozes-

sormengen der Kanten (be-
ziehungsweise im vorliegen-

W den Fall des Dreidimensiona-

2,3,4
{Vl, 3} {2.3.4) len die Seitenflichen) zu ver-

einigen.
ABBILDUNG 9. Interface-
Elemente mit Prozessormengen
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Das heifst fiir eine Zelle ¢ und zugehorigen Seitenflichen f € F. wird die zuge-
horige Prozessormenge 7(c) zu

m(z) = |J w(zy)
feF.

gesetzt, wobei 7(f) die schon existierenden Prozessormengen der Seitenflichen be-
zeichnet.

Fiir das Zweidimensionale Beispiel ergeben sich die Berechnungszeiten aus Ta-
belle 6. Hier fillt auf, dass die Losungszeit fiir grofere Probleme recht ungiinstig
ist, vor allem, da der Léser in jedem Zeitschritt im Algorithmus genutzt wird.

ABBILDUNG 10. Anfangskonfiguration fiir die Zweidimensionale
Wellengleichung

Level Unbekannte # Proc Zerlegungszeit Losungszeit

4 1741824 256 44.27 sec. ~ 3 sec.
512 27.18 sec. ~ 2.2 sec.

1024 18.79 sec. ~ 2.5 sec.

2048 17.34 sec. =~ 2.4 sec.

5 6967296 1024 2:02.28 min. ~ 11 sec
2048 1:25.61 min. ~ 10 sec

4096 1:08.12 min. ~ 9 sec.

TABELLE 6. Berechnungszeiten der parallelen Block-LR-
Zerlegung auf dem Parallelcluster HERMIT in Stuttgart fiir
die Wellengleichung im Zweidimensionalen

ABBILDUNG 11. Wellenberge nach 32 Zeitschritten

Fiir das Beispiel im Dreidimensionalen traten Speicherprobleme auf der HERMIT
in Stuttgart auf, so dass diese Rechnungen auf dem Parallelcluster HC3 in Karlsru-
he durchgefiihrt wurden. Dort konnten jedoch maximal 1024 Prozessoren benutzt
werden (vergleiche Tabelle 7).
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ABBILDUNG 12. Anfangskonfiguration fiir die Dreidimensionale
Wellengleichung

Unbekannte # Proc Zerlegungszeit Losungszeit
783 804 512 3:24 min. ~ 1.5 sec.
1024 2:58 min. ~ 2.5 sec.
TABELLE 7. Berechnungszeiten der parallelen Block-LR-
Zerlegung auf dem Parallelcluster HC3 in Karlsruhe fiir die
Wellengleichung im Dreidimensionalen

ABBILDUNG 13. Konfiguration nach 100 Zeitschritten (Schnitt)

7.5. Anwendung auf P # 2° Prozessoren

In diesem Kapitel soll die Anwendbarkeit von Algorithmus 3.30 mit P # 2°
Prozessoren untersucht werden. Als Modellbeispiel verwenden wir hier das Poisson-
Problem aus Kapitel 7.1 und betrachten die Effizienz zwischen 60 und 131 Prozes-
soren auf Level 6 (vergleiche Tabelle 1). Dieses Spanne ist aus dem Grund gewéhlt,
da die Rechnungen eine annehmbare Zeit bendtigen und der Geschwindigkeitsvor-
teil zwischen 64 und 128 Prozessoren grofs genug ist. Es muss hier jedoch beachtet
werden, dass die Gebietsverteilung fiir P ¢ {64, 128} nicht optimal ist, da der RCB-
Algorithmus nur fiir eine Zweierpotenz Sinn macht. Zur Gebietszerlegung wurde der
Graphpartitionierer Kaffpa [SS11] verwendet. Hierbei ergibt sich jedoch hiufig ei-
ne Diskrepanz in der Verteilung der Zellen auf die Prozessoren.

In Tabelle 8 wird zusétzlich zu den Zerlegungszeiten auch das Minimum und
Maximum der auf die Prozessoren verteilten Zellen angegeben. Fiir 64 und 128
Prozessoren ist die Verteilung optimal, so dass diese Zeiten auch ein Optimum im
jeweiligen Bereich der verwendeten Prozessoren sind. Wir betrachtet zunéchst den
Bereich um P = 64. Der grofte Unterschied zwischen 64 und 65 Prozessoren liegt
neben der schlechteren Gebietszerlegung darin, dass ein zusétzlicher Schritt (ins-
gesamt S = 7) benotigt wird und jeweils eine Prozessormenge in Schritt s = 1
bis s = 6 wéhrend der aktuellen Zerlegung keine Arbeit verrichten muss. In einer
dhnlichen Weise setzt sich das auch fiir die darauf folgende Prozessoranzahl fort,
bis ein Maximum bei etwa P = 75 Prozessoren erreicht ist. Fiir eine grofsere Prozes-
sorzahl werden die Zerlegungszeiten nun immer besser, wobei hier noch mal darauf
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aufmerksam gemacht werden muss, dass wegen der ungleichméfigen Verteilung die
Zeiten etwas schwanken®. Insbesondere bei P = 117 Prozessoren ist der Unterschied
zwischen minimaler und maximaler Anzahl an Zellen je Prozessor sehr deutlich, so
dass hier auch eine recht lange Zeit benétigt wird. Erst kurz vor P = 128 Prozes-
soren ist eine Verbesserung in der Zerlegungszeit spiirbar, bei P = 128 Prozessoren
wird ein Minimum durch die optimale Verteilung sprunghaft erreicht. Ein solcher
Sprung ist auch zwischen P = 63 und P = 64 deutlich zu sehen.

Insgesamt ergibt sich — auch wenn die schlechtere Gebietsverteilung vernach-
lassigt wird — eine optimale Zerlegungszeit fiir P = 2° Prozessoren, so dass — wenn
moglich — diese Anzahl gewédhlt werden sollte.

30

251 -

5 i i i i i i i
60 70 80 90 100 110 120 130 140

#cores

ABBILDUNG 14. Zerlegungszeiten fiir das Laplace-Problem auf 60-
131 Prozessoren

6Es sollte daher sinnvollerweise die Durchschnittszeit iiber mehrere verwendete Prozessoren ge-
nommen werden
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Procs LR Sol min max || Procs LR Sol min max
60 29.93 sec. 0.31 sec. 64 70 96 19.25 sec.  0.40 sec. 41 44
61 27.68 sec. 0.29 sec. 63 70 97 18.07 sec.  0.37 sec. 37 44
62 25.40 sec. 0.27 sec. 60 68 98 19.96 sec. 0.44 sec. 38 44
63 23.12 sec. 0.25 sec. 64 67 99 20.16 sec. 0.44 sec. 36 43
64 16.18 sec. 0.16 sec. 64 64 100  20.34 sec. 0.42 sec. 34 43
65 19.04 sec. 0.20 sec. 48 64 101 21.00 sec. 0.43 sec. 36 42
66 25.45 sec. 0.31 sec. 50 64 102 18.74 sec. 0.37 sec. 36 42
67 25.11 sec. 0.30 sec. 50 63 103  16.40 sec. 0.33 sec. 36 41
68 26.93 sec. 0.35 sec. 50 63 104 15.78 sec. 0.33 sec. 36 41
69 24.74 sec. 0.32 sec. 49 62 105 15.50 sec. 0.32 sec. 33 41
70 24.89 sec. 0.35 sec. 48 70 106  16.68 sec. 0.33 sec. 35 40
71 27.50 sec. 0.35 sec. 51 60 107  18.64 sec. 0.37 sec. 32 40
72 25.14 sec. 0.34 sec. 54 59 108  16.70 sec. 0.34 sec. 31 40
73 25.79 sec. 0.39 sec. 50 58 109  17.61 sec. 0.37 sec. 32 39
74 22.31 sec. 0.32 sec. 48 57 110  16.38 sec.  0.35 sec. 32 39
75 27.83 sec. 0.39 sec. 45 57 111 14.90 sec. 0.31 sec. 32 39
76 24.23 sec. 0.36 sec. 50 56 112 17.48 sec. 0.37 sec. 35 38
7 24.38 sec. 0.39 sec. 48 55 113 17.63 sec. 0.38 sec. 32 38
78 22.90 sec. 0.38 sec. 48 55 114  15.59 sec. 0.32 sec. 32 38
79 23.32 sec. 0.37 sec. 48 54 115 16.13 sec. 0.33 sec. 32 37
80 22.81 sec. 0.37 sec. 48 53 116 15.46 sec. 0.33 sec. 32 37
81 21.54 sec. 0.37 sec. 45 53 117 17.46 sec. 0.34 sec. 24 36
82 22.73 sec. 0.39 sec. 48 52 118 13.85sec. 0.28 sec. 30 36
83 21.50 sec. 0.34 sec. 45 51 119  15.54 sec. 0.31 sec. 31 36
84 18.71 sec. 0.33 sec. 45 51 120  14.34 sec. 0.30 sec. 27 36
85 18.79 sec. 0.33 sec. 42 50 121 14.12 sec.  0.30 sec. 32 35
86 16.49 sec. 0.25 sec. 40 50 122 14.46 sec. 0.28 sec. 32 35
87 18.98 sec. 0.34 sec. 36 49 123 12.92 sec. 0.27 sec. 31 35
88 20.36 sec. 0.36 sec. 42 48 124 13.04 sec. 0.26 sec. 30 35
89 19.59 sec. 0.37 sec. 36 48 125 11.37 sec. 0.23 sec. 32 34
90 19.18 sec. 0.35 sec. 41 47 126 11.12 sec. 0.22 sec. 32 34
91 17.43 sec. 0.34 sec. 36 47 127  11.35 sec. 0.24 sec. 32 34
92 19.31 sec. 0.37 sec. 40 46 128 6.96 sec. 0.14 sec. 32 32
93 19.86 sec. 0.40 sec. 33 46 129 7.58 sec. 0.16 sec. 16 32
94 19.86 sec. 0.39 sec. 40 45 130  10.83 sec. 0.22 sec. 16 32
95 19.20 sec. 0.37 sec. 36 45 131 12.08 sec. 0.23 sec. 24 32

TABELLE 8. Berechnungszeiten des Laplace-Problems mit 274 625

Unbekannten auf 64-128 Prozessoren im Detail
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7.6. Zusammenfassung und Ausblick

Die parallele Block-LR-Zerlegung fiir Finite Elemente Diskretisierungen hat
sich als ein effizienter, hochskalierbarer Loser herausgestellt. Insbesondere ist er fiir
die unterschiedlichsten Problemklassen — angefangen von der Poisson-Gleichung
iiber Stokes, bis hin zu den Maxwell-Gleichungen — geeignet. Hervorzuheben ist
die beachtliche Zerlegungszeit des zweidimensionalen Stokes-Problems mit tiber 20
Millionen Unbekannten, welche auf 4096 Prozessoren nur 24 Sekunden bendtigt
hat. Auch das dreidimensionale Maxwell’sche Eigenwertproblem mit quadratischen
Elementen konnte in bemerkenswerten 63 Sekunden geldst werden. Dieses Problem
hatte immerhin eine Gréfe von 3.7 Millionen Unbekannten.

Wesentlich ist dabei eine gute und gleichméfige Verteilung des Gebietes auf
die Prozessoren, so dass sich insgesamt relativ kleine Interfacegréfen ergeben. In
den meisten Testfiallen wurde der Graphpartitionierer Kaffpa eingesetzt, wobei eine
recht grobe Schranke fiir die Verteilung angegeben wurde, so dass diese nicht immer
optimal war. Dies kann insbesondere in Tabelle 8 beobachtet werden. Dort wurde
der Einheitswiirfel auf die Prozessoren verteilt, wobei sich fiir eine Prozessorzahl
ungleich einer Zweierpotenz teilweise recht grofie Diskrepanzen in der Verteilung
ergaben. Nichtsdestotrotz war die Verteilung absolut ausreichend, wie sich in allen
getesteten Modellproblemen an den jeweiligen Zerlegungszeiten zeigt (siche Tabel-
len 1 bis 7). Dass der Algorithmus auch fiir beliebige Prozessorzahlen durchgefiihrt
werden kann wird in Kapitel 7.5 gezeigt. Tabelle 8 zeigt weiterhin, dass moglichst
eine Zweierpotenz an Prozessoren genutzt werden sollte. In diesem Fall sind in je-
dem Schritt alle verfiighbaren Prozessoren an der Zerlegung beteiligt, wiahrend in
den anderen Féllen manche Prozessoren gelegentlich nicht involviert sind. Aus dem
Grund wurden die Rechnungen jeweils fiir P = 2° durchgefiihrt.

Als zweiter Punkt fiir die Effizienz der Zerlegung ist die Geschwindigkeit der
Dateniibertragung zu nennen. In der aktuellen Rechnerentwicklung wird sich die
Geschwindigkeit der Prozessoren nicht mehr sehr stark steigern” — im Gegenteil:
Diese stagniert schon seit einigen Jahren — so dass zuséatzliche Rechenleistung nur
noch durch Multicore-Prozessoren und Cluster-Zusammenschliissen gewonnen wer-
den kann. Fiir Probleme, die auf groffen Rechenmaschinen mit mehreren Tausend
Prozessoren gerechnet werden, ist die Ubertragungsgeschwindigkeit ein aktueller
Engpass. Somit ergibt sich fiir jedes Problem eine bestmogliche Prozessorzahl Ppest,
fiir die die Zerlegung schnellstmoglich durchgefiihrt werden kann. Fiir grofere Pro-
bleme muss mehr Rechenleistung investiert werden, so dass Pyest umso héher wird,
je grofer das zu betrachtende Problem ist (vergleiche dazu insbesondere Tabelle 1
und 2).

Weiterhin spielt auch der zur Verfiigung stehende Speicher eine grofse Rolle. Da
die Block- L R-Zerlegung mit vollbesetzten Matrizen arbeitet®, steigt der Speicherbe-
darf bei gréfseren Problemen stark an. Beispielsweise wurden fiir das Stokes-Problem
mit 5 Millionen Unbekannten mindestens 256 Prozessoren bendtigt (vergleiche Ta-
belle 2), so dass fiir kleinere Prozessorzahlen keine Ergebnisse angegeben werden
konnten. Hierbei war die optimale Prozessorzahl Py, allerdings auch bei etwa 2048
Prozessoren, wie sich an den Zerlegungszeiten verifizieren ldsst. Somit ist es sinn-
voll, auch diese Anzahl an Prozessoren zu verwenden.

"zumindest bis zur Entwicklung der Quantencomputer
8Die Ausnahme bildet hier Schritt s = 0
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Sobald eine optimale Prozessorzahl P s erreicht ist, steigt die Zerlegungszeit
selbst fiir eine Vervielfachung der Prozessoren nicht mehr stark an (dies kann vor
allem in Tabelle 1 beobachtet werden). Dies kann dadurch erreicht werden, dass ei-
ne Mindestgrofie der Blockmatrizen auf den einzelnen Prozessoren angegeben wird.
Somit sind in den letzten Schritten nicht mehr alle Prozessoren an der Zerlegung
beteiligt, so dass der Kommunikationsaufwand — insbesondere in der Broadcast-
Kommunikation — verhéltnisméafig gering bleibt.

Damit ist die parallele Block-L R-Zerlegung insbesondere als Grobgitterloser in
einem Mehrgitterverfahren geeignet. Wenn das gesamte Problem auf dem feinsten
Level grofer wird, miissen hdufig mehr Prozessoren benutzt werden, damit sich der
Speicherbedarf pro Prozessor in Grenzen hélt. Das Grobgitter hat jedoch noch die
gleiche Grofse, so dass auch bei der Verwendung von deutlich mehr Prozessoren
die Zerlegungszeit durch die (zum Teil) “verhinderte” zusétzliche Kommunikation
nicht (stark) ansteigt. Selbstverstdandlich ist die Zerlegung auch ohne vorgeschalte-
tes Mehrgitterverfahren ein exzellenter Loser, da die gesuchte Losung nicht iterativ
gefunden werden muss. Insbesondere fiir mehrere rechte Seiten muss die Zerlegung
nur einmal durchgefiihrt werden. Sofern gleichzeitig mehrere rechte Seiten gelost
werden miissen, wird auch nur eine Durchfiihrung der Losungsroutine bendtigt.

Mit der Weiterentwicklung der Rechner — insbesondere iiber die Geschwindig-
keit der Dateniibertragung und des grofieren Speichers — werden auch weitaus gro-
fere Probleme auf noch mehr Prozessoren in einer akzeptablen Zeit berechenbar.
Im Vergleich zu iterativen Losern ist ein direkter Loser robust, somit ist der Ein-
satz dann sinnvoll, sofern sich die Zerlegungszeit im Rahmen hélt. In der Welt der
direkten parallelen direkten Loser basieren viele auf shared memory-Technologien.
Die in dieser Arbeit entwickelte parallele Block-L R-Zerlegung ist hierbei komplett
auf verteilten Speicher ausgelegt. Der Loser ist fiir mehrere tausend Prozessoren
sinnvoll einzusetzen — vor einigen Jahren stand die Entwicklung hochskalierbarer
paralleler Algorithmen fiir unterschiedliche Problemfille bei wenigen hundert Pro-
zessoren. Somit wird der unbedingte Einsatz von iterativen Losern erst fiir noch
grofere Maschinen mit mehreren Zehntausend Prozessoren notwendig. Neue Rech-
nergenerationen bieten die Herausforderung, diese Grenze noch weiter nach hinten
zu schieben, indem neuartige parallele Algorithmen entwickelt werden. Dabei wird
insbesondere auch die Struktur der Rechner Einfluss geben. Beispielsweise konnten
Teilprobleme auf Grafikprozessoren (GPU) ausgelagert werden, sofern die Program-
mierbarkeit dies zuldsst.

Eine interessante Fragestellung betrifft die Approximation iiber die Idee der
parallelen Block-LR-Zerlegung. Die ersten Schritte der Zerlegung sind mit einer
grofien Prozessorzahl sehr schnell erledigt’. Wenn das entstehende Schur-Komple-
ment billig und schnell approximiert werden kann, kann dieser Loser als ein ite-
rativer Loser eingesetzt werden, wobei die Konstruktion relativ schnell vonstatten
geht!0.

9Die meiste Zeit wird — sofern die einzelnen Problemgréfien auf den Prozessoren klein sind — in
den “hinteren Schritten” bendtigt

10Ein erster Ansatz einer approximativen Block-L R-Zerlegung wurde im Verlauf der Entstehung
dieser Arbeit gemacht, allerdings aufgrund schlechter Performancewerten wieder verworfen
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LAPACK

Im Allgemeinen werden mit A,B,C Matrizen beschrieben. Uber die Variable
transX (mit X {A,B, C}) wird dabei die Art der Operation im Verfahren beschrie-
ben, wobei

op(X)=X  transX =N’
op(X)=XT transX =T’ .

In der Variablen info werden dabei eventuelle Fehlermeldungen oder die Meldung
einer erfolgreichen Bearbeitung der Funktion zuriickgegeben.

Weiterhin wird beschrieben, an welcher Stelle in Algorithmus 3.30 die jeweilige
Operation benutzt wird. Die symmetrischen Funktionen sind der Vollstandigkeit
halber aufgefiihrt. In [MW12] wurde eine symmetrische Variante der parallelen
Block-L R-Zerlegung in einer ersten Version angegeben. Diese war jedoch (noch)
nicht optimal, so dass wir uns hier auf die generelle Block-L R-Zerlegung konzen-
triert haben.

Die Lapack-Funktionen sind Hardware-optimiert und verwendet BLAS!-Unter-
routinen. Insbesondere in der Matrix-Matrix-Multiplikation wird Level 3 BLAS
eingesetzt. Die Hauptarbeit der Algorithmus 3.30 liegt in diesen Matrix-Matrix-
Multiplikationen (siehe auch Tabelle 9). Somit ist ein systematischer Einsatz dieser
Funktionen sinnvoll und aus Performancegriinden erforderlich.

A.1. Allgemeine Funktionen

» dgemm(const char transA,
const char transB,
const int M,
const int N,
const int K,

const double alpha,
const double[] A,

const int 1dA,
const double[] B,
const int 1dB,

const double beta,
double[] C,
const int 140) ;

IBasic Linear Algebra Subprogram
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dgemm berechnet eine Matrix-Matrix-Operation
C:= alpha-op(A) - op(B) + beta-C.

Im Algorithmus wird diese Routine in den Zeilen 18, 19, 22 und 23 verwen-
det und ist als Hauptkomponente zu sehen. Ein Vergleich der Operationen in
Tabelle 8 bzw. 9 in Kapitel 5 zeigt, dass die Hauptarbeit in der Matrix-Matrix-
Multiplikation liegt.

dgetrf (const int M,
const int N,
double[] A,
const int 1dA,
const int[] ipiv,
int info);

dgetrf Funktion berechnet eine LR-Zerlegung der Form

A=P-L-R

wobei P eine Permutationsmatrix ist, L eine untere normierte Dreiecksmatrix
und R eine obere Dreiecksmatrix ist. Die Permutation wird dabei in ipiv ge-
speichert und A mit den Matrizen L und R iiberschrieben.

Diese Routine berechnet die LR-Zerlegung in Zeile 11 und ist Voraussetzung
fiir die Anwendung von dgetrs.

dgetri(const int N,
double[] A,
const int 1dA,
const int[] ipiv,
double[] work,
const int lwork,
int info);}

dgetri berechnet die Inverse einer Matrix A mit Hilfe der LR-Zerlegung, die
iiber dgetrf berechnet wurde.

In der Endversion der parallelen Block-L R-Zerlegung wurde keine Inversen-
Berechnung durchgefiihrt. Da insbesondere am Anfang viele rechte Seiten zu
16sen sind, kénnte eine Anwendung hiervon Sinn machen, sofern die Matrix-
Matrix-Multiplikation deutlich schneller durchgefiihrt wird als die Anwendung
der LR-Zerlegung auf die rechten Seiten.

dgetrs(const char transA,
const int N,
const int nrhs,
const double[] A,
const int 1dA,
const int ipiv,
double[] B,
const int 1dB,
int info);
dgetrs l6st ein Gleichungssystem der Art
op(A)X =B,

wobei die Matrix A {iber dgetrf LR-zerlegt ist.
Diese Routine wird in den Zeilen 17 und 21 zur Berechnung von

,t . —1 5),t . s),t . —1 5),t .
(ZMke e m]) P20 e m] bzw. (Z8) [k m]) ROk -
bendtigt.
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» dgemv(const
const
const
const
const
const
const
const
const

const

char
int

int
double
double[]
int
double[]
int
double
double[]
int

transA,
M,

N,
alpha,
A,
1dA,
X,
incX,
beta,
Y,
incY);

dgemv berechnet eine Matrix-Vektor-Operation

Y = alpha-op(A) - X+ beta Y.

Diese Operation wird im eigentlichen Algorithmus nicht bendtigt, kann al-
lerdings in den Losungsalgorithmen der Vorwérts- (Algorithmus 3.37) bzw.
Riickwérts-Substitution (Algorithmus 3.38) eingesetzt werden, sofern nur
eine rechte Seite gelost werden soll. Da allgemein jedoch mehrere rechte Seiten
zuléssig sind, wird dort auch direkt mit dgemm gearbeitet.

A.2. Funktionen fiir symmetrische Matrizen

In [MW12| wurde eine symmetrische Variante einer parallelen Block-LR-Zer-
legung angegeben?. Dabei wurde die Symmetrie der Matrizen ausgenutzt, wobei
sowohl eine Cholesky-Zerlegung fiir positiv definite Matrizen und eine LDL"-Zer-
legung moglich war. Insbesondere in den Block-Diagonal-Matrizen wurde nur ein
Dreiecksanteil abgespeichert, so dass die Routinen darauf abgestimmt werden mus-
sten. Der Vollstandigkeit halber sollen hier die damals verwendeten — sowie einige
weitere wichtige symmetrische — Lapack-Operationen vorgestellt werden.

» dsymm(const
const
const
const
const
const
const
const
const
const

const

char
char
int

int
double
double[]
int
double[]
int
double
double[]
int

side,
uplo,
M,

N,
alpha,
A,
1dA,
B,
1dB,
beta,
C,
1dC) ;

dsymm berechnet eine der Matrix-Matrix-Operationen

C=alpha-A-B-+beta:-C
C=alpha-B-A-+beta-C

fir side = ‘I

fir side = ‘r*.

Dabei ist A eine symmetrische Matrix, in der nur der obere (uplo = 'u’) bzw.
untere (uplo = 'l’) Dreiecksanteil abgespeichert ist.
Im Algorithmus selbst wird diese Funktion nicht bend&tigt.

2Diese war allerdings weit entfernt von optimaler Komplexitat im Vergleich zum aktuellen Algo-

rithmus
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» dpptrf(const char uplo,
const int N,
double[] A,

int info);

dpptrf berechnet die Cholesky-Faktorisierung einer symmetrisch positiv defi-
niten Matrix A im komprimierten Format.

Diese Routine wird anstelle der L R-Zerlegung fiir symmetrisch positiv definite
Matrizen in Zeile 11 verwendet.

» dsptrf(const char uplo,
const int N,
double[] A,

int[] ipiv,

int info);

dsptrf berechnet eine LDL”-Faktorisierung einer symmetrischen Matrix A
im komprimierten Format.

Diese Routine wird anstelle der L R-Zerlegung in Zeile 11 verwendet.

» dpotrf(const char uplo,
const int N,
double[] A,
const int 1dA,
int info);

dpotrf berechnet die Cholesky-Faktorisierung einer symmetrisch positiv defi-
niten Matrix A.

Sofern die Diagonal-Block-Matrix nicht im komprimierten Format gegeben ist,
wird diese Routine in Zeile 11 verwendet.

» dpptrs(const char uplo,
const int N,
const int nrhs,
const double[] A,

double[] B,
const int 1dB,
int info);

dpptrs 16st ein Gleichungssystem der Art

op(A)X =B,

wobei eine Cholesky-Zerlegung der symmetrisch positiv definiten Matrix A im
komprimierten Format iiber dpptrf gegeben ist.
Diese Routine ersetzt die dgetrs-Routine.

» dsptrs(const char uplo,
const int N,
const int nrhs,
const double[] A,
const int[] ipiv,

double[] B,
const int 1dB,
int info);

dsptrs 16st ein Gleichungssystem der Art

op(A)X =B,
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wobei eine LDLT-Zerlegung der Matrix A im komprimierten Format iiber
dpptrf gegeben ist.
Diese Routine ersetzt die dgetrs-Routine.

dpotrs(const char uplo,
const int N,
const int nrhs,
const double[] A,
const int 1dA,
double[] B,
const int 1dB,
int info);

dpotrs l6st ein Gleichungssystem der Art
op(A)X =B,

wobei eine Cholesky-Zerlegung der Matrix A iiber dpotrf gegeben ist.
Sofern die Matrix im Standard-Format abgespeichert ist, ersetzt diese Routine
die dgetrs-Routine.

dtrsm(const char side,
const char uplo,
const char transA,
const char diag,
const int M,
const int N,

const double alpha,
const double[] A,

const int 1dA,
double[] B,
const int 1dB) ;

dtrsm 16st ein Gleichungssystem der Art
op(A)X = alpha - B bzw. Xop(A) = alpha - B,

wobei A eine obere oder untere (uplo) (normierte (diag = ’u’)) Dreiecksmatrix
ist.

Im Algorithmus wird diese Funktion in den Zeilen 17 und 21 verwendet. Die
eigentliche Losungsroutinen dports ist hier nicht sinnvoll, da somit die Sym-
metrie verloren geht und die originalen rechten Seiten sonst zuséatzlich abge-
speichert werden miissen, um das Schur-Komplement zu erstellen.

» dsyrk(const char uplo,
const char trans,
const int N,
const int K,

const double alpha,
const double[] A,
const int 1dA,
const double beta,
double[] C,
const intx* 140) ;
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dsyrk berechnet die Matrix-Matrix-Operation
C:=alpha-A-AT 4+ beta-C bzw.
C:=alpha AT .- A+ Dbeta-C,

wobei C eine symmetrische Matrix ist.
Im Algorithmus wird diese Funktion zur Aktualisierung der Diagonalmatrizen
im aktuellen Schur-Komplement benétigt.



MPI-Routinen

B.1. Ausfiihrung von M++ mit MPI

Zur parallelen Durchfiihrung von M++ wird die MPI-Bibliothek angebunden
[GLS07, MPI]. Die wichtigsten Funktionen sollen hier vorgestellt werden. Zur
Berechnung der Zerlegungen werden weiterhin SuperLU fiir die Sparse-Matrix im
ersten Schritt und LAPACK fiir alle weiteren Schritte bendtigt. In Kapitel A finden
sich die genutzten Funktionen von LAPACK .

Das Programm M++ wird iiber den Befehl

mpirun -np <P> M++

gestartet, wobei <P> ein Platzhalter fiir die Anzahl der benétigten Prozesse ist.
Wenn mehrere Rechner zur Verfiigung stehen, die untereinander mit einem Switch
verbunden sind, kann iiber den Befehl

mpirun -np <P> -machinefile <mfile> M++

und einer entsprechenden Datei <mfile> bestimmt werden, wie viele Prozesse auf
den einzelnen Maschinen gestartet werden sollen.

Nachdem M++ mit dem obigen Befehl gestartet wurde, befinden sich insgesamt
<P> Prozesse auf den Prozessoren', die im machinefile angegeben wurden. Eine
Initialisierung der MPI-Umgebung findet zu Anfang des Programms {iber MPI_Init
statt und ein Kommunikator MPTI_COMM_WORLD wird erstellt. In diesem befinden sich
alle Prozesse, so dass eine Kommunikation iiber diesen Kommunikator zwischen be-
liebigen Prozessen stattfinden kann. Dieser Kommunikator wird also insbesondere
im letzten Schritt S benétigt. Mit Hilfe dieses Kommunikators werden rekursiv wei-
tere Kommunikatoren mit Hilfe von MPI_Comm_split erstellt, bis in Schritt s = 0
nur noch jeweils ein Prozess in einem Kommunikator zu finden ist. Die Erstel-
lung der Kommunikatoren ergibt sich also in der entgegengesetzten Reihenfolge zur
Erstellung der Schritte des parallelen direkten Losers. Eine Aktion iiber die kleine-
ren Kommunikatoren, insbesondere eine Broadcast-Operation wirkt sich damit nur
noch auf die beinhaltenden Prozesse aus.

Im Folgenden werden die wichtigsten im Programm M++ benutzten Funktio-
nen und Befehle der MPI-Bibliothek aufgelistet und kurz beschrieben [GLS07,
ALOO02]. Es existieren noch eine Vielzahl weiterer Funktionen. Eine Online-Doku-
mentation findet sich auf [MPI].

IIn diesem Kapitel muss zwischen Prozessen und Prozessoren unterschieden werden, da auch
mehrere Prozesse auf einem Prozessor stattfinden kénnen

i
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B.2. Datentypen, Datenobjekte, Variablen und Operationen

Im Folgenden werden die im Programm benutzten elementaren Datentypen von
MPI aufgelistet.
MPI_INT fiir den Datentyp signed int.
MPI_DQUBLE fiir den Datentyp double.
MPI_CHAR fiir den Datentyp char.
MPI_BYTE fiir einen Datentyp, der im Speicher genau ein Byte belegt.

Die meisten Kommunikationen geschehen auf Byte-Ebene, das heift, die Objekt-
grofsen werden auf diese Einheit zum Versenden zuriickgerechnet.

Weitere MPI-spezifische Datenobjekte sind unter anderem

e MPI_Datatype beschreibt einen der oben genannten elementaren Daten-
typen.

e MPI_Group definiert eine Gruppe.

e MPI_Comm definiert einen Kommunikationsverbund (Kommunikator).

e MPI_Request wird insbesondere fiir die Sende-/Empfangsroutinen bens-
tigt und kann zum Beispiel dafiir verwendet werden um zu testen, ob das
Versenden bereits beendet ist.

e MPI_Status wird fiir die Empfangsroutinen bendtigt und zeigt den aktu-
ellen Status an.

e MPI_Op beschreibt eine Operation.

Wichtige vordefinierte Konstanten und Variablen sind

e MPI_SUCCESS ist der Riickgabewert bei einer erfolgreichen Durchfiihrung
eines MPI-Kommandos.

e MPI_Error beschreibt als Integer-Variable einen Fehlercode.

e MPI_COMM_WORLD ist der Hauptkommunikator, in dem sich alle Prozesse
befinden.

Der Kommunikator MPI_COMM_WORLD wird im letzten Schritt s = S bendtigt. Alle
anderen Schritte davor sind in mehrere Cluster aufgeteilt, wobei jedem Cluster eine
Teilmenge dieses Kommunikators als Prozessmenge zugewiesen ist. Weiterhin kann
in unserem Fall eine Gruppe mit einem Kommunikator gleichgesetzt werden, da fiir
jeden Cluster ein eigener Kommunikator erstellt wird und das Programm in jedem
Schritt innerhalb des Kommunikators Daten versendet und empfingt.

Zusétzlich existieren vordefinierte Operationen, die fiir die Reduktionsoperationen
MPI_Reduce bzw. MPI_Allreduce (sieche B.5) bendtigt werden:

e MPI_MAX fiir die globale Maximumbildung.
e MPI_MIN fiir die globale Minimumbildung.
e MPI_SUM fiir die globale Summation.

B.3. Initialisierung und allgemeine Funktionen

Jede Funktion gibt standardmiifiig einen Fehlercode als Integer zuriick?, mit
dem der Erfolg einer Ausfithrung angegeben wird.

» MPI_Init(intx* argc,
char*x argv[ 1);
Initialisierung der MPI-Umgebung. argc und argv bezeichnen die Parame-
teranzahl bzw. die Parameter selbst, mit denen das C+-+-Programm gestartet
wurde.

2Ausnahme: Die Funktionen MPI_WTime und MPI_Wtick zur Zeitmessung geben ein double zuriick
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Diese Funktion wird ganz am Anfang im Programm aufgerufen, wobei insbe-
sondere der globale Kommunikator MPT_COMM_WORLD erstellt wird, tiber den
weitere Kommunikatoren erstellt werden.

MPI_Finalize(void);
Beenden der MPI-Umgebung.
Die Beendigung wird am Ende des Programms durchgefiihrt.

MPI_Comm_size(MPI_Comm comm, // input

int* size); // output
In size wird die Anzahl der beteiligten Prozesse im Kommunikationsverbund
comm zuriickgegeben. Fiir den Kommunikator MPI_COMM_WORLD entspricht dies
die Anzahl der Prozesse P und im Fall von P = 29 gilt fiir einen Kommunikator
in Schritt s, dass size= 2°.

MPI_Comm_rank(MPI_Comm comm, // input

intx* rank) ; // output
In rank wird die eigene Prozessnummer im Kommunikationsverbund comm zu-
riickgegeben.

Im globalen Kommunikator MPI_COMM_WORLD gibt diese Funktion die eigene
Prozessnummer p aus, der in den Algorithmen verwendet wird.

MPI_Group_size(MPI_Group group, // input

int* size); // output
In size wird die Anzahl der beteiligten Prozesse der Gruppe group zuriickge-
geben.

MPI_Group_rank (MPI_Group group, // input

int* rank) ; // output
In rank wird die eigene Prozessnummer innerhalb der Gruppe group zuriick-
gegeben.

MPI_Comm_split (MPI_Comm comm, // input
int color, // input
int key // input

MPI_Comm* newcomm); // output

Ausgehend vom Kommunikationsverband comm werden neue Kommunikations-
verbénde newcomm gebildet. Ein neuer Kommunikationsverband erhélt diejeni-
gen Prozesse mit dem gleichen Wert in color. Die Reihenfolge der Prozesse
innerhalb der neuen Kommunikationsverbénde wird iiber den Wert key gesteu-
ert.

Im Programm selbst wird ausgehend von MPI_COMM_WORLD und angefangen von
Schritt s = S jeweils zwei Teilkommunikatoren fiir Schritt s —1 gebildet, indem
jeweils die Halfte der Prozesse einen gemeinsamen Wert in color zugewiesen
bekommt.

MPI_Comm_free (MPI_Comm* comm) ; // input
Gibt den Kommunikationsverbund comm frei. Sobald alle Prozesse innerhalb
des Kommunikationsverbund diesen freigegeben haben, wird dieser geloscht.

MPI_Comm_group (MPI_Comm  comm, // input
MPI_Group* group); // output
Gibt die zum Kommunikationsverbund comm zugehorige Gruppe group zuriick.
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» double MPI_Wtime();
Diese Funktion dient der Zeitmessung. Zuriickgegeben wird ein Wert, der an-
gibt, wie viel Zeit in Sekunden seit einem (willkiirlich festgelegten) Zeitpunkt
vergangen ist. Im Gegensatz zu den anderen Funktionen wird hier ein double-
Wert zuriickgegeben. Uber

double starttime = MPI_Wtime();
. Programmteil, dessen Zeit gemessen werden soll
double used_time = WPI_Wtime()-starttime;

kann bestimmt werden, wie viel Zeit ein bestimmter Programmabschnitt be-
notigt.

Diese Funktion wurde insbesondere fiir Kapitel 5 benétigt, um die Zeitmessun-
gen fiir die Kommunikation durchzufiihren.

» double MPI_Wtick();
Gibt die Genauigkeit der Zeitmessung in Sekunden zuriick. Wenn zum Beispiel
die Systemuhr hardwareméfig so implementiert ist, dass ein Zahler jede Milli-
sekunde erhoht wird, gibt MPI_Wtick den Wert 0.001 zuriick. Auch hier wird
im Gegensatz zu den anderen Funktionen ein double-Wert zuriickgegeben.

B.4. Nichtblockierende Kommunikation

Bei einer nichtblockierenden Kommunikation wird der Programmablauf weiter
durchgefiihrt. Dabei wird fiir eine Sende- beziehungsweise Empfangsoperation ein
request-Objekt erstellt, welches aktiv bleibt, bis die Empfangsoperation beendet
ist. Uber MPI_Wait kann der Programmablauf gestoppt werden und es wird auf das
Beenden der Dateniibertragung gewartet.

Dient
» MPI_Isend(voidx buf, // input
int count, // input
MPI_Datatype datatype, // input
int dest, // input
int tag, // input
MPI_Comm comm, // input

MPI_Request* request); // output

Startet eine nichtblockierende Sendeoperation. Es werden insgesamt count Da-
tenmengen des Typs datatype, welche im Speicherplatz ab buf stehen an den
Prozess dest innerhalb des Kommunikationsverbunds comm gesendet. Zur Un-
terscheidung verschiedener Nachrichten wird zusétzlich ein tag angegeben. Als
Riickgabewert wird ein request erwartet, iiber den mit Hilfe der Funktion
MPI_Wait festgestellt werden kann, ob das Versenden beendet ist.

Diese Funktion wird zum Zusammenfiigen zweier Schur-Komplemente benotigt
(Zeilen 5 bis 7 in Algorithmus 3.30). Jeder Prozess p muss dort jedes seiner
Daten genau einem anderen Prozess g senden.

» MPI_Irecv(voidx buf, // output
int count, // input
MPI_Datatype datatype, // input
int source, // input
int tag, // input
MPI_Comm comm, // input

MPI_Request* request); // output
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Startet eine nichtblockierende Empfangsoperation. Es werden insgesamt count
Datenmengen des Typs datatype von Prozess source innerhalb des Kommu-
nikationsverbunds comm empfangen und in buf geschrieben. Zur Unterschei-
dung verschiedener Nachrichten wird zusétzlich ein tag angegeben. Ein weite-
rer Riickgabewert ist das request, iiber den mit Hilfe der Funktion MPI_Wait
festgestellt werden kann, ob das Versenden beendet ist.

Diese Funktion wird vom jeweils anderen Prozess ¢ (siche MPI_Isend) beim
Zusammenfiigen der Schur-Komplemente aufgerufen.

» MPI_Wait(MPI_Request* request, // input
MPI_Status* status); // output
Blockiert den zugehérigen Prozess so lange, bis die Sende- bzw. Empfangsope-
ration, welche sich iiber den request definiert, beendet ist. In status wird der
Status der Dateniibertragung angegeben.

B.5. Kollektive Kommunikation

Eine kollektive Kommunikation zeichnet sich dadurch aus, dass gleichzeitig alle
Prozesse innerhalb des Kommunikationsverbunds comm beteiligt sind. Das heifit
insbesondere, dass alle Prozesse in comm die jeweilige Funktion aufrufen miissen.

» MPI_Barrier (MPI_Comm comm) ;
Der Funktionsaufruf dient einer Synchronisation. Erst wenn alle Prozesse inner-
halb des Kommunikationsverbunds comm die Funktion MPI_Barrier aufgerufen
haben, geht die Programmausfiihrung auf allen Prozessen weiter.
Diese Funktion kann insbesondere auch fiir eine genauere Zeiterfassung der
einzelnen Schritte verwendet werden.

» MPI_Bcast(void* buf, // input/output
int count, // input
MPI_Datatype datatype, // input
int root, // input
MPI_Comm comm) ; // input

Die Broadcast-Operation versendet eine Nachricht der Léange count mit Daten-
typ datatype von root an alle anderen Prozesse innerhalb des Kommunikati-
onsverbunds comm. Die zu sendenden Daten beziehungsweise die empfangenen
Daten befinden sich im Speicher von buf.

MPI_Bcast ist die Hauptroutine fiir die Kommunikation in der parallelen Block-
LR-Zerlegung. Diese wird in den Zeilen 12 bis 15 verwendet.

» MPI_Reduce(voidx* sendbuf, // input
voidx recvbuf, // output
int count, // input
MPI_Datatype datatype, // input
MPI_Op op, // input
int root, // input
MPI_Comm comm) ; // input

Die Funktion fiihrt eine globale Operation op auf den Datentyp datatype
innerhalb des Kommunikationsverbunds comm aus. Dabei werden insgesamt
count (gleiche) Operationen komponentenweise auf der Datenmenge sendbuf
durchgefiihrt. Das Ergebnis erhélt der Prozess root in der Datenmenge recvbuf.
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Die folgenden Funktionen sind in der Endversion der parallelen Block-LR-
Zerlegung nicht mehr enthalten, wurden allerdings fiir einige Vorversionen verwen-
det und sollen der Vollstdndigkeit halber noch dargestellt werden.

» MPI_Allreduce(voidx* sendbuf, // input
void* recvbuf, // output
int count, // input
MPI_Datatype datatype, // input
MPI_Op op, // input
MPI_Comm comm) ; // input

Die Funktion fiihrt eine globale Operation wie in MPI_Reduce aus, wobei alle
Prozesse das Ergebnis in der Datenmenge recvbuf erhalten.

MPI_Gather (void* sendbuf, // input
int sendcount, // input
MPI_Datatype sendtype, // input
voidx recvbuf, // output
int recvcount, // input
MPI_Datatype recvtype, // input
int root, // input
MPI_Comm comm) ; // input

Die Funktion sammelt nacheinander — in der Reihenfolge der Rédnge der Pro-
zesse — sendcount Daten von jedem Prozess innerhalb des Kommunikations-
verbunds comm ein. Diese stehen jeweils im Speicher von sendbuf mit Datentyp
sendtype. Der Prozess mit dem Rang root erhélt alle Daten im Speicher von
recvbuf vom Datentyp recvtype, jeweils mit der Lénge von recvcount.

» MPI_Allgather(void*

sendbuf, // input

int sendcount, // input
MPI_Datatype sendtype, // input
void* recvbuf, // output
int recvcount, // input
MPI_Datatype recvtype, // input
MPI_Comm comm) ; // input

Die Funktion sammelt Daten wie in MPI_Gather ein und verteilt das Resultat
an alle Prozesse des Kommunikationsverbunds comm.

» MPI_Gatherv(void* sendbuf, // input
int sendcount, // input
MPI_Datatype sendtype, // input
void* recvbuf, // output
intx* recvcounts, // input
int* displs, // input
MPI_Datatype recvtype, // input
int root, // input
MPI_Comm comm) ; // input

Ahnlich wie MPI_Gather sammelt die Funktion in der Reihenfolge der Rénge
der Prozesse Daten von jedem Prozess innerhalb des Kommunikationsverbunds
comm ein. Der Unterschied besteht dabei, dass jeder Prozess unterschiedlich
viele Daten verschicken kann. Der Prozess root empfingt dabei vom Prozess
i insgesamt recvcounts[i] Daten, welche in recvbuf mit Shift displs[i]
geschrieben werden.
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» MPI_Allgatherv(void* sendbuf, // input
int sendcount, // input
MPI_Datatype sendtype, // input
voidx recvbuf, // output
intx* recvcounts, // input
int* displs, // input
MPI_Datatype recvtype, // input
MPI_Comm comm) ; // input

Wie in MPI_Gatherv werden Daten in der Reihenfolge der Réange der Prozes-
se eingesammelt, wobei jeder Prozess eine unterschiedliche Anzahl von Daten
verschicken kann. Das Resultat erhalten hier alle Prozesse des Kommunikati-
onsverbunds comm.

» MPI_Scatter(voidx* sendbuf, // input
int sendcount, // input
MPI_Datatype sendtype, // input
void* recvbuf, // output
int recvcount, // input
MPI_Datatype recvtype, // input
int root, // input
MPI_Comm comm) ; // input

Die zu versendenden Daten befinden sich im Speicher von sendbuf auf dem
Prozess root. Dieser Prozess sendet jedem Prozess im Kommunikationsver-
bund comm jeweils sendcount Daten vom Typ sendtype, wobei Prozess 0 die
ersten sendcount Daten in sendbuf erhélt, Prozess 1 die nidchsten sendcount
Daten und so weiter. Die jeweiligen Prozesse erhalten die Daten in recvbuf,
wobei hier wiederum die Anzahl recvcount und der Typ recvtype angegeben

werden muss.

MPI_Scatterv(void* sendbuf, // input
int* sendcnts, // input
int* displs, // input
MPI_Datatype sendtype, // input
voidx* recvbuf, // output
int recvent, // input
MPI_Datatype recvtype, // input
int root, // input
MPI_Comm comm) ; // input

Wie bei MPI_Scatter werden von einem Prozess root Daten zu allen anderen
Prozessen versendet. Hierbei konnen die Anzahl der zu versendeten Daten un-
terschiedlich sein: Prozess i erhélt vom Prozess root insgesamt sendcnts[i]
Daten, die sich im Speicher sendbuf mit Shift displs[i] befinden.






Hardware-Spezifikation

C.1. Parallelcluster Stuttgart (Hermit)

Zur Effizienzbestimmung der parallelen Block-L R-Zerlegung wurden die Rech-
nungen auf dem Parallelcluster HERMIT in Stuttgart durchgefiihrt®.

Der grofie Vorteil dieses Clusters liegt insbesondere an der hohen Prozessorzahl,
so dass auch Rechnungen auf bis zu 4096 Kernen durchgefiihrt werden konnten.
Die Wartezeit war zudem sehr gering, so dass jede Rechnung innerhalb eines Tages

durchgefiihrt werden konnte?.
Auf

https://wickie.hlrs.de/platforms/index.php/ ...
CRAY XE6 Hardware and Architecture
findet sich folgende Hardware-Spezifikation zu diesem Parallelcluster:

e 3552 compute nodes / 113.664 cores
— dual socket G34
% 2x AMD Opteron(tm) 6276 (Interlagos) processors with 16 Co-
res @ 2.3 GHz (with TurboCore up to 3.3 GHz)
x 32MB L2+L3 Cache, 16MB L3 Cache
*x HyperTransport HT3, 6.4GT/s=102.4 GB/s
x Peak performance: 2.3¥4*16=147.2 GFLOP/s per socket, 294.4
GFLOP/s per node, about 1 PFLOP/s (1045708.8 GFLOP//s)
for the whole system
— standard of 32GB RAM; 480 nodes equipped with 64GB memory
(total of 126TB)
96 service nodes (Network nodes, mom nodes, router nodes, DVS nodes,
boot, database, syslog)
High Speed Network CRAY Gemini
users HOME filesystem:
— 60TB (BLUEARC mercury 55)
e workspace filesystem:
— Lustre parallel filesystem
— capacity 2.7 PB realized with 16 DDN SFA10K controllers
— IO bandwith 150GB/s

IEine Ausnahme bildet die dreidimensionale Wellengleichung, welche aufgrund Speicherproblemen
auf der HERMIT auf dem Parallelcluster HC3 in Karlsruhe durchgefithrt wurde

2Auf der HC3 konnten maximal 1024 Kerne genutzt werden und die Wartezeit betrug teilweise
bis zu einer Woche


https://wickie.hlrs.de/platforms/index.php/CRAY_XE6_Hardware_and_Architecture
https://wickie.hlrs.de/platforms/index.php/CRAY_XE6_Hardware_and_Architecture

C. HARDWARE-SPEZIFIKATION

e special user nodes:
— external login servers
— pre-post processing and visualization nodes 128GB memory one node
comes with 1TB memory local disks Powerful Graphic Cards with
GP-GPU post processing support direct access to parallel filesytem
e infrastructure servers
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