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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Das Grenzflichenproblem fiir die nichtlineare
Schrodingergleichung

Diese Dissertation befasst sich mit der der zeitunabhdngigen nichtlinearen Schrodingergleichung
(NLS)
—Au+V(x)u=T(x)|ulPlu inR", (1.1)

deren Koeffizienten V,T' € L*(RR") durch

" n i n
Vix) = Vi(x), firx e R", und I(x) = I'1(x), firxeR?, 1.2)
Vo(x), fiirx € R™ I(x), firxeR"

gegeben sind. Dabei ist
Te={(x,...,xn) ER": x1 20}

und die Funktionen V;,T; € L®(IR") sind 1-periodisch in jeder Koordinatenrichtung x, ..., x, fiir
i = 1,2. Die zugehorigen Schrodingeroperatoren auf H?(R") C L?(R") bezeichnen wir mit

L:=—-A+V(x) und Li=-A+Vi(x) furi=1,2.

Die zeitabhangige nichtlineare Schrodingergleichung

i%—lf(x,t) = —AP(x, t) + V(x)p(x,t) = T(x)|p(x, ) [P Lgp(x,t) fiir (x,t) €ER" xR (1.3)
hat in der Physik grofle Bedeutung bei der Beschreibung der Lichtausbreitung in photonischen
Kristallen, einerseits als Reduktion der Maxwell-Gleichungen fiir monochromatische Wellen, ande-
rerseits als asymptotisches Modell fiir Einhiillendenfunktionen von Wellenpakten mit nur langsam
variierender Amplitude. Im Kontext von Bose-Einstein Kondensaten beschreibt (1.3) den Zustand
eines Kondensats mit Hilfe der Wellenfunktion ¢ eines Bosonteilchens. Dabei ist # = 1 und (1.3)
wird meist als Gross-Pitaevski-Gleichung bezeichnet. Auf den physikalischen Hintergrund im Kon-
text der nichtlinearen Optik — insbesondere photonischer Kristalle — gehen wir in Abschnitt 1.4
etwas genauer ein.
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Mit dem zeitharmonischen Ansatz (x,t) = e “!u(x) erhilt man aus (1.3) die zeitunabhéngige
Gleichung
—Au+ (V(x) —w)u =T(x)|ulP'u inR"

mit einem Frequenzparameter w € R. In (1.1) betrachten wir dann das Potenzial V (x) = V(x) — w.

Die Wahl der Koeffizienten V und I' gemdf3 (1.2) modelliert nun einen Wellenleiter, der aus zwei
verschiedenen periodischen Medien, etwa photonischen Kristallen, entlang einer Grenzfldche zu-
sammengesetzt ist. Wir sprechen deshalb von einem ,,Grenzflichenproblem™ und sagen, (1.1) sei eine
Gleichung vom ,,Grenzflichentyp”.

Die Arbeit widmet sich nun der Frage nach der Existenz lokalisierter Wellen, sogenannter ,Solito-
nen” in einem solchen Wellenleiter. Mathematisch gesprochen suchen wir Lésungen von u von (1.1)
mit u(x) — 0 fiir |x| — co. Diese Frage wird erstmals in der Arbeit [DP08] von Tomas$ Dohnal und
Dmitry Pelinovski diskutiert. Unter anderem zeigen Sie in einer Dimension, dass solche Losungen
nur existieren konnen, wenn w in einer Liicke des Spektrums ¢ (L) liegt. Deshalb spricht man auch
von ,Liickensolitonen”, in der englischsprachigen Literatur von ,,Gap Solitons” oder speziell bei
Grenzfldchenproblemen auch von ,Surface Gap Solitons”.

An (1.1) stellen wir in dieser Arbeit die folgenden Voraussetzungen:

Voraussetzungen.
(H1) essinfyecrn I'(x) >0,

(H2) 0 ¢ o(L),

n+2

(H3) 1<p < —rn—.
P=ni—2)

Nach (H2) liegt 0 in einer Liicke des Spektrums von L. Bisher wurden Grenzflichenprobleme nur
fur positiv definite Schrodingeroperatoren untersucht, also unter der schirferen Voraussetzung
0 < mino(L). Die Erweiterung von Arbeiten fiir den positiv definiten Fall auf indefinite Grenz-
lachenprobleme war Kernaufgabe dieser Dissertation. Fiir die rechte Seite von (1.1) fordern wir
gleichwohl in (H1) Positivitat. Die Voraussetzung (H3) benétigen wir, um (1.1) mit den Methoden
der Variationsrechnung untersuchen zu kénnen.

1.2 Grundzustinde und bekannte Resultate
Unter der Voraussetzung (H3) ist fiir ein beliebiges beschrianktes Potenzial V € L*(IR") die nicht-
lineare Schrodingergleichung der Form (1.1) eine partielle Differenzialgleichung von variationeller

Form. Thre schwachen Losungen im Raum H!(RR") entsprechen den kritischen Punkten des C!-
Funktionals

1 1
17l /pn = 2 2 _ p+1
I:H'(R") — R, u 5 /]R (|Vu| +V(x)u ) dx PE /R T(x)|ulP™! dx.
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Definition 1.2.1 (Grundzustinde). Essei V € L®(IR") ein beliebiges Potenzial.
(a) Eine schwache Losung u € H'(IR") von (1.1) heift gebundener Zustand.

(b) Eine schwache Losung u* € H'(R") \ {0} von (1.1) heift Grundzustand von (1.1), wenn

c:=I(u*) = min{I(u): u € H(R")\ {0} mit I'(u) = 0}.

Jeder gebundene Zustand von (1.1) besitzt nach [Sim82, Theorem C.3.4] eine exponenzielle Lokali-
sierung:

Satz 1.2.2. Unter den Voraussetzungen (H2) und (H3) sei u € H'(R") ein gebundener Zustand der
nichtlinearen Schrodingergleichung (1.1). Dann existiert «g > 0 und fiir jedes & € (0,aq) eine Konstante
Cy > 0 mit

u(x)| < Cpe™ ] fiir alle x € R".

Die Untersuchung des Grenzflachenproblems fiir (1.1) mit Koeffizienten der Form (1.2) baut nun
auf Resultaten tiber die zugehorigen nichtlinearen Schrodingergleichungen

—Au+ Vi(x)u =T;(x)|[u|P"'u in R" (1.4)

mit den periodischen Koeffizienten V; und T; auf. Uber diese Gleichung sind in den vergangenen
zwei Jahrzehnten zahlreiche Veroffentlichungen erschienen:

Im Falle eines positiv definiten Schrodinger-Operators, also fiir 0 < mino(L;), sind hier die Arbei-
ten [Rab91] von Paul H. Rabinowitz sowie [CZR92] von Vitorio Coti-Zelati und Paul H. Rabino-
witz zu nennen. Als wichtigste Hilfsmittel verwenden beide Arbeiten das Mountain-Pass-Theorem
und das Concentration-Compactness-Lemma von Pierre Louis Lions, siehe [Lio84, Lemma I.1]. Dieses
Lemma wird auch in allen weiteren Arbeiten tiber (1.4) benutzt und wird in dieser Dissertation
ebenfalls eine wichtige Rolle spielen, siehe Kapitel 2.4.

Die ersten Arbeiten, die sich mit (1.4) im indefiniten Fall befassen sind [AL92a, AL92b] von Stanley
Alama und Yanyan Li sowie [Jea94] von Louis Jeanjean. Sie verwenden dabei einen dualen Zugang,
der auch in dieser Arbeit verfolgt werden soll und auf den wir im néchsten Abschnitt genauer ein-
gehen werden. Direkte Zugange finden sich dann in den Arbeiten [TW96] von Christophe Troestler
und Michel Willem sowie in [K598] von Wojciech Kryszewski und Andrzej Szulkin mit Hilfe des
Linking-Theorems. Die Existenz von Grundzustinden wird im indefiniten periodischen Fall zuerst
von Alexander Pankov in [Pan05] sowie darauf aufbauend auch von Andrzej Szulkin und Tobias
Weth in [SW09] bewiesen:

Satz 1.2.3 (A. Pankov, 2005 / A. Szulkin, T. Weth, 2009). Unter den Voraussetzungen (H1) bis (H3)
besitzt die nichtlineare Schrodingergleichung (1.4) mit periodischen Koeffizienten V;,I'; € L™ einen Grund-
zustand u} € H'(R").

Wir wollen nun einige kurze Erlduterungen zu diesem Satz geben. Da 0 nach Voraussetzung (H2)
in einer spektralen Liicke der Operatoren L und L; liegt, existieren Zerlegungen

H'(@R")=H"®H =H ®@H, =Hy ®H, (1.5)

von H'(IR"), sodass L bzw. L; positiv definit sind auf H* bzw. H;" und negativ definit auf H~ bzw.
H;". Schwache Losungen von (1.4) im Raum H 1(R") entsprechen nun den kritischen Punkten des



6 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Cl-Funktionals

1 r 1 '
L:H(R") — R, urs E./]Rn (IVu + Vix)u?) dx— ﬁ/w T () )P+ dx.

In Satz 1.2.3 erhilt man den Grundzustand u} € H!(R") nun als Losung des Variationsproblems
¢; == min{l;(u) : u € M;} (1.6)
auf der sogenannten , verallgemeinerten Nehari-Mannigfaltigkeit”
M; = {ue H'(R")\ {0} : I/(u)u=0und I](u)p = 0 fiir alle ¢ € H; }.

Losungen von (1.6) nennt man auch starke Grundzustinde. Auf M; ist das indefinite Funktional I;
dann positiv, also insbesondere nach unten beschrankt. Die Eigenschaften von M; wurden in den
Arbeiten [SW09, SW10] von Andrzej Szulkin und Tobias Weth eingehend untersucht. Sie zeigen,
dass M; homdomorph ist zur Einheitssphére im Raum H;".

Es liegt nahe diesen Ansatz auch im Grenzflachenfall zu verfolgen. Im Falle eines positiv definiten
Schrodingeroperators L = —A + V(x) mit mino (L) > 0 fiir ein Grenzflachenproblem mit Koeffi-
zienten geméf (1.2) konnten Tomas Dohnal, Michael Plum und Wolfgang Reichel in [DPR11] auf
diese Weise das folgende abstrakte Existenzkriterium fiir starke duale Grundzustdnde von (1.1)
bewiesen, siehe [DPR11, Theorem 2]:

Satz 1.2.4 (T. Dohnal, M. Plum, W. Reichel, 2011). Unter den Voraussetzungen (H1) und (H3) gelte
0 < mino(L). Ist dann
¢ < min{cy, ¢},

so besitzt die nichtlineare Schrodingergleichung (1.1) einen starken Grundzustand u* € H'(R").

Im positiv definiten Fall ist nun H" = H L(R") und die verallgemeinerte Nehari-Mannigfaltigkeit
M, entspricht der klassischen Nehari-Mannigfaltigkeit

M; == {u € H'(R")\ {0} : I(u)u = 0}.

M; ist dann homoomorph zur Einheitssphére in H!(R"), d.h. jede Funktion u € H'(R")\ {0}
lasst sich durch Skalieren auf N; abbilden. Dies wird in den Beweisen von [DPR11] nun wesent-
lich benutzt um aus dem abstrakten Kriterium von Satz 1.2.4 das folgende praktisch verifizierbare
Kriterium zu entwickeln, siehe [DPR11, Theorem 4], nach dem die Existenz starker Grundzustinde
nur noch von den Potenzialen V; und V; abhéngt:

Satz 1.2.5 (T. Dohnal, M. Plum, W. Reichel, 2011). Unter den Voraussetzungen (H1) und (H3) gelte
0 < mino(L). Dann ist jede der folgenden Bedingungen (i) und (ii) hinreichend fiir die Existenz eines
starken Grundzustandes von (1.1):

(i) my < my und supg, (Vo — Vq) <O0.
(i1) my < my und supg. (V7 — V) <0.

Mit Hilfe von Satz 1.2.5 wird in [DPR11] dann in verschiedenen Modellen fiir Grenzflachenpro-
bleme die Existenz von Grundzustdnden nachgewiesen: so zeigen Sie die Existenz starker dualer
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Grundzustdnde, wenn die Koeffizienten von (1.4) der Skalierungsbedingung
Vi(x) = K> Vy(kx) und 1 (x) = m?Ty(kx)

und die Skalierungsparameter k,m € IN der Bedingung

n+2—p(n-2) 4
p—1 S m p—1

gentigen, siehe [DPR11, Theorem 5]. Ein weiteres Existenzresultat wird fiir den Fall eines zwischen
den Koeffizienten I'; und I'; bestehenden grofien Kontrastes gegeben, sieche [DPR11, Theorem 6]:

Satz 1.2.6 (T. Dohnal, M. Plum, W. Reichel, 2011). Unter den Voraussetzungen (H1) und (H3) sei 0 <
mino(L). Dann gilt

(i) Ist supga (Vo — V1) < 0, so existiert By = Bo(c2), sodass (1.1) einen starken dualen Grundzustand
besitzt, wenn I'1(x) > Py fiir fast alle x € R".

(ii) Ist supga (Vi — V2) < 0, so existiert By = Po(c1), sodass (1.1) einen starken dualen Grundzustand
besitzt, wenn T'p(x) > By fiir fast alle x € R".

Danach beschiftigt sich [DPR11] mit dem eindimensionalen Fall. Die Autoren ersetzen hier die
punktweise Bedingung von Satz 1.2.5 durch eine Integralbedingung. Dafiir verwenden sie die
(i)

Blochmoden u}’ von L;, zwei speziell gewédhlte linear unabhingige Losungen der homogenen li-
nearen Schrodingergleichung L;u = 0, siehe [DPR11, Theorem 7]:

Satz 1.2.7. Unter den Annahmen (H1) und (H3) sei 0 < mino(L). Dann ist jede der folgenden Bedin-
gungen (1) und (ii) hinreichend fiir die Existenz eines starken dualen Grundzustandes der eindimensionalen
nichtlineare Schrodingergleichung

—u" +V(x)u=T(x)|ulPtu inR" (1.7)
(i) Es gilt my < my sowie
0
/ (Va() - Vi(x))u' (x)? dx < 0. (1.8)
(ii) Es gilt my < my sowie
1
/0 (Vi(x) — Va(2))u'? (x)2 dx < 0. (1.9)

Gilt sowohl (1.8) als auch (1.9), so folgt die Existenz eine starken dualen Grundzustandes von (1.7) auch
ohne Kenntnis iiber my und ms.

Die Blochmoden u(il) lassen sich fiir gewisse Potenziale V; und V; explizit berechnen bis auf die
Losung einer transzendenten Gleichung. Dies ermoglichte die Verifikation der Ungleichungen in
Satz 1.2.7 in der Arbeit [DNPPR] von Tomd$ Dohnal, Kaori Nagatou-Plum, Michael Plum und
Wolfgang Reichel in verschiedenen Modellen fiir eindimensionale Grenzflichenprobleme. Mit Hilfe
des Kriteriums von Satz 1.2.7 konnte in diesen Modellen somit die Existenz von Grundzustidnden
nachgewiesen werden.
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1.3 Eigene Resultate: Duale Grundzustinde

Diese Dissertation folgt im Wesentlichen dem Aufbau von [DPR11]. Die Indefinitheit des Schrodin-
geroperators L erforderte allerdings die Einfiihrung eines neuen Losungsbegriffes, um ein Analo-
gon zu Satz 1.2.5 zu erhalten, den dualen Grundzustand. Dafiir folgen wir einem von Stanley Alama
und Yanyan Li in [AL92a, AL92b] und von Louis Jeanjean in [Jea94] vorgeschlagenen Zugang und
uberfiihren (1.1) folgendermafien in eine duale Gleichung:

Wir betrachten den Operator

1 1

K: LY R") — LPTY(R"Y), v T(x)7 L7 (x)7 0

auf dem Raum L7+1(IR"), wobei q% + ﬁ = 1, und suchen Losungen v € L1"!(R") der Gleichung

Ko =|o/7'v inR™ (1.10)

Jeder nichttrivialen Losung v € L9171 (IR") von (1.10) entspricht dann eine nichttriviale Losung

1
u="T(x) 7 |o|7 v € H*(R") (1.11)

von (1.1), vgl. Satz 2.2.3. Losungen der dualen Gleichung (1.10) entsprechen dann den kritischen
Punkten des C!-Funktionals ] : L1+ (R") — R mit

1

1
_ g+l 30 _
J(v) 741 Jo |07 dx 5 /]Rn vKvdx.

Da g+ 1 < 2, ist im Gegensatz zum Funktional I nun der positive Anteil [, |v]7+1 dx bestim-
mend fiir das Verhalten von | nahe der 0, sodass sich die Variationsmethoden aus dem positiv
definiten Fall auf | anwenden lassen. Auf diese Weise haben wir also die durch Voraussetzung (H2)
bestehende Indefinitheit des Problems umgangen. Die Positivitdt des Koeffizienten I' geméafs (H3)
wird dabei wesentlich benutzt. Insbesondere ist nun das Funktional | auf der klassischen Nehari-
Mannigfaltigkeit

N:={ve LITY(R")\ {0} : J'(v)v =0}

positiv und damit nach unten beschrénkt. Eine Losung v* € L7*!\ {0} des Variationsproblems
m:= J(v*) =min{J(v) : v € N} (1.12)

heif$t dann starker Grundzustand von (1.10). Die zugehorige Losung
1
u* =T(x) P |o*|71v* € H?\ {0}

von (1.1) nennen wir einen starken dualen Grundzustand. Jeder starke duale Grundzustand ist ein
nichttrivialer gebundener Zustand von (1.1). Analog erkldrt man starke duale Grundzustidnde fiir
die Gleichungen (1.4) mit peridischen Koeffizienten: man betrachtet fiir die zu (1.4) dualen Proble-
me

Kiv=|v/7'0 inR" (1.13)
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mit den Operatoren K; := F,«(x)Llfll"i(x) die Variationsprobleme

m; ;= min{J;(v) : v € N;} (1.14)
fiir die Funktionale
Ji : LTTHR") — R, 0+ q41—1 / . 0|7 dx — % /II.{” vKv dx

auf den Nehari-Mannigfaltigkeiten
N = {o € LTIR")\ {0} : J/(v)o = 0}.

firi=1,2.
In Kapitel 2.3 untersuchen wir fiir ein beliebiges beschrianktes Potenzial V' das Variationsproblem

(1.12) auf der Nehari-Mannigfaltigkeit N und zeigen in Proposition 2.3.12 dann die Existenz einer
sogenannten Palais-Smale-Folge fiir |, d.h. einer Folge (vy), fiir die

J(vg) = m und J'(vg) — 0 (1.15)

gilt. Hierftir verwenden wir dhnliche Argumente wie in der Arbeit [Jea94] von Louis Jeanjean,
die allerdings nur den Fall eines asymptotisch konstanten Koeffizienten I' behandelt. Dann un-
tersuchen wir in Kapitel 2.5 die periodischen Probleme (1.4) bzw. (1.13) und zeigen mit Hilfe
des Concentration-Compactness-Lemmas von Pierre Louis Lions, dass die gefundene Palais-Smale-
Folge (v) in der Nehari-Mannigfaltigkeit schwach in H'(IR") gegen eine nichttriviale Losung von
(1.13) konvergiert. Fiir die Probleme (1.4) ist damit die Existenz starker dualer Grundzustdnde in
jedem Fall gesichert, siehe Satz 2.5.3.

Danach betrachten wir in den Abschnitten 2.6 und 2.7 den Grenzflichenfall. Unser erstes Hauptre-
sultat ist dann das folgende Analogon zu Satz 1.2.4:

Satz 1.3.1. Ist m < {mq, my}, so besitzt die nichtlineare Schrodingergleichung
—Au+V(x)u=T(x)|uPtu in R
unter den Annahmen (H1) bis (H3) einen starken dualen Grundzustand u* € H?(R").

Fiir die Energieniveaus m, mj und mjy der starken Grundzustiande von (1.10) und (1.13) gilt dabei
stets m < {ml, mz}, siehe Proposition 2.6.5. Die Forderung der scharfen Ungleichung in Satz 1.3.1
benotigt man, um sicherzustellen, dass die Palais-Smale-Folge (vy) in der Nehari-Mannigfaltigkeit
fiir das Grenzflichenproblem nicht gegen die Nullldsung konvergiert, siehe Proposition 2.7.3. Bei
den Betrachtungen sind Argumente aus [DPR11] hilfreich, miissen aber auf die nun zugrunde
liegende Banachraumsituation angepasst werden.

Die im Existenzkriterium von Satz 1.3.1 auftretenden Groflen m, my und m; sind in aller Regel nicht
bekannt. Deshalb gilt es nun aus Satz 1.3.1 ein praktisch verifizierbares Kriterium analog zu Satz
1.2.5 aus der Arbeit [DPR11] von Tomas Dohnal, Michael Plum und Wolfgang Reichel zu gewinnen.
Dies leisten in Kapitel 2.8 dann der folgende Satz, in dem nun der Abstand «_ der 0 vom negativen
Spektrum des Operators L auftritt:
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Satz 1.3.2. Unter den Voraussetzungen (H1) bis (H3) ist jede der folgenden Bedingungen (i) und (ii) hin-
reichend fiir die Existenz eines starken dualen Grundzustandes von (1.1):

(i) Es gilt my < my sowie

sup <V2(x) —Vi(x) + (Va(x) ; 4 m)z) <0. (1.16)
xeR" -

(ii) Es gilt my < my sowie
sup <V1(x) — Va(x) + i(x) ; Vzm)z) <0. (1.17)
xeR" -

Gilt sowohl die Ungleichung (1.16) als auch (1.17) so folgt die Existenz eines starken dualen Grund-
zustandes auch Kenntnis iiber my und my.

Der Satz 1.2.5 aus dem positiv definiten Fall in [DPR11] folgt hieraus als Spezialfall im Grenzwert
a_ — oo, sieche Korollar 2.8.2. Durch die in Satz 1.3.2 auftretenden Korrekturterme

@ -V@? (4 =B
o o_

stellen wir allerdings eine stidrkere Bedingung an V; und V, als im positiv definitien Fall. Man
beachte ferner, dass dieses Existenzkriterium wie auch dasjenige von Satz 1.3.2 unabhingig ist von
den Koeffizienten I'; und I';. Mit Hilfe dieses Korollars betrachten wir zum Abschluss des Kapitels
tiber duale Grundzustinde in Abschnitt 2.9 dann als Beispiel das Grenzflachenproblem

—Au+V(x)u=T(x)|ul/Plu inR", (1.18)
mit den Koeffizienten
~ Vix), fii R%, ~ I'(x), fii R%,
Py =V arxe bzw,  T(x) =4 ) furxe (1.19)
V(x) —4d(x), firxeR", ul'(x), furxeR",

wobei V,T,6 € L®(R") periodische Funktionen, J eine positive Storung und y > 0 ein Skalierungs-
faktor sind. Mit Hilfe von Satz 1.3.2 kénnen wir dann explizite Schranken an y und ¢ angeben,
fiir die (1.18) einen starken dualen Grundzustand besitzt. Wir benétigen hierfiir eine hinreichende
Kleinheit der Stérung ¢ und einen grofien Kontrast zwischen I und uI'. So fiigt sich dieses Beispiel
in die Reihe der in [DPR11] gegebenen Beispiele ein. Durch den zu fordernden grofSen Kontrast in
I' kann man den folgenden Satz 1.3.3 als ein Analogon zu Satz 1.2.6 ansehen:

Satz 1.3.3. Die Funktionen V,T,8 € L®(R") seien periodisch sowie 0 ¢ o(—A + V(x)) und essinfgs T >
0. Die Konstanten e und C seien gegeben durch

_ g-1
ind Lyt L™ Z+1 g 41t — Py -1y -2
— 1 !
€ : m1n{2||L I ’41(( ) 1+2 IT]le” M IL 7Y )

K

o
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=" Ist dann y € (0,1) und gilt

Ferner sei vy := W

inf 5(x) >0, sowie [I6]|c < min {80,
x€R"

s (]_ _ ‘u'Y(‘H‘l))m
2 C ’

so besitzt die nichtlineare Schrodingergleichung (1.18) einen starken dualen Grundzustand.

In Kapitel 3 untersuchen wir dann (1.1) in einer Raumdimension. Mit Hilfe der Blochmoden ui)
von L; beweisen wir in Analogie zu Satz 1.2.7 den folgenden Satz:

Satz 1.3.4. Unter den Voraussetzungen (H1) bis (H3) seien die Blochmoden u(ii) des Schrodingeroperators
L;. Dann ist jede der folgenden Bedingungen (i) und (ii) hinreichend fiir die Existenz eines starken dualen
Grundzustandes der eindimensionalen nichtlinearen Schrodingergleichung

—u" +V(x)u =T(x)|ulPlu auf R (1.20)
vom Grenzflichentyp:

(i) Es gilt mqy < my sowie

o /_o1 (Vz(x) Vi) + (Va(x) (X_V1(X))2> uW(x)2dx <0 (1.21)
(ii) Es gilt my < my sowie
j2 _ /01 (Vl (x) B VQ(X) + (Vl (x) ;_VZ(X))2) uf) (x)Z dx < 0. (1’22)

Ist sowohl die Ungleichung (1.21) wie auch die Ungleichung (1.22) erfiillt, so folgt die Existenz eines starken
dualen Grundzustandes von (1.1) auch ohne Kenntnis iiber mq und mo.

Wiederum ergeben sich also die Korrekturterme

(V) - V@)? o (h) = )

im Vergleich zum positiv definiten Fall von Satz 1.2.7 und wir erhalten ein verschérftes Kriterium
fiir den indefiniten Fall.

Abschlieflend stellen wir in Kapitel 3.3 die Ergebnisse der in der Betreuung von Wolfgang Rei-
chel und Hans-Jiirgen Freisinger entstandenen Diplomarbeit , Beispicle fiir Interface-Modelle bei der
1-dimensionalen linearen und nichtlinearen Schrodingergleichung” von Marc Teschner vor, in der mit
Hilfe von Satz 1.3.4 die Existenz starker dualer Grundzustinde der eindimensionalen Gleichung
(1.20) mit den stiickweise konstanten Potenzialen

, fir0 <3, , fur0 < s
V() = a ur1<x 5 und V(x) = a ur1 x <3
by, fir;<x<l1 by, fir; <x<l1

fiir reelle Parameter a; < b; untersucht wird. Dieses Beispiel wurde in der Arbeit [DNPPR] von
Tomas Dohnal, Kaori Nagatou-Plum, Michael Plum und Wolfgang Reichel vorgeschlagen und fiir
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den positiv definiten Fall untersucht. Wie oben bereits erwéhnt, lassen sich die Blochmoden u(il) bis
auf die Losung einer transzendenten Gleichung explizit berechnen. Mit Hilfe von MATLAB- und
INTLAB-Programmen wurden dann die in (1.21) und (1.22) auftretenden Integrale in Abhangigkeit
von den Parameterwerten a1, 4z, by und by berechnet und so explizit die Existenz starker dualer
Grundzustdnde von (1.20) fiir geeignete Parameterwerte nachgewiesen. Die Berechnungen zeigen
im Vergleich mit den Resultaten aus [DNPPR] allerdings auch, dass das die Existenzkriterien fiir
den indefiniten Fall restriktiver sind als im positiv definiten Fall. Eine Abschwéachung dieser Krite-
rien sollte also das Ziel kiinftiger Forschungsarbeit zu diesem Thema sein.

Nun noch einige Worte tiber den direkten Zugang zum Grenzflichenproblem fiir (1.1): mit den Me-
thoden aus [Pan05] und [DPR11] war es auch moglich ein Existenzkriterium fiir (echte) Grundzu-
stinde zu zeigen durch Minimierung des Funktionals I auf der verallgemeinerten Nehari-Mannig-
faltigkeit

M= {uec H(R")\ {0} : I'(u)u =0 und I'(u)p = 0 fiir alle p € H },

wobei wir die Zerlegung H'(R") = H* @ H~ gema8 (1.5) verwenden. Dieses Kriterium entwickeln
wir im Anhang dieser Arbeit, siehe Satz A.5.1. Es gilt:

Satz 1.3.5. Unter den Voraussetzungen (H1) bis (H3) gelte ¢ < min{cy,cp}. Dann besitzt (1.1) einen
(echten) Grundzustand.

Die Entwicklung eines praktisch verifizierbaren Kriteriums hieraus hat sich jedoch als zu schwie-
rig erwiesen, weil die verallgemeinerte Nehari-Mannigfaltigkeit nun — im Gegensatz zum positiv
definiten Fall — nicht mehr homdomorph ist zur Einheitssphére in H'(IR") sondern nur noch zur
Einheitssphére im positiven Spektralhalbraum H™, siehe [SW09, SW10].

Mit Hilfe einer Variante des Satzes tiber implizit definierte Funktionen, siehe Satz A.2.1, konnte fiir
die verschobenen Grundzustinde u} (- — te;) der Probleme (1.4) mit peridischen Koeffizienten zwar
eine ,Projektion” p; auf M gefunden werden, siehe Abschnit A.3, doch lieferten die Rechnungen
keine hinreichend guten Abschétzungen fiir den Projektionsfehler |[p; — u} (- — te1)|| g1 (rr)-

So stehen am Ende dieser Dissertation die folgenden drei Fragen als moglicher Gegenstand weiterer
Forschungsarbeit zur variationellen Behandlung von Grenzflichenproblemen bei der nichtlinearen
Schrodingergleichung:

e Kann fiir die Suche nach Grundzustanden von (1.1) aus dem abstrakten Kriterium von Satz 1.3.5
ein in Beispielen verifizierbares Kriterium dhnlich den Satzen 1.2.5 und 1.3.2 entwickelt wer-
den?

o Welcher Zusammenhang besteht zwischen dualen Grundzustdnden und echten Grundzustan-
den von (1.1)? Gibt es Bedingungen, unter denen ein dualer Grundzustand von (1.1) ein echter
Grundzustand ist?

e Lassen sich die Existenzkriterien fiir duale Grundzustinde der Sitze 1.3.2 und 1.3.4 abschwi-
chen?



1.4. DIE NICHTLINEARE SCHRODINGERGLEICHUNG ALS PHYSIKALISCHES MODELL 13

1.4 Die nichtlineare Schrodingergleichung
als physikalisches Modell

In diesem Abschnitt geben wir eine kurze Motivation fiir das Auftreten der nichtlinearen Schro-
dingergleichung als phyiskalisches Modell. Dabei konzentrieren wir uns auf die nichtlineare Optik
und den Kontext photonischer Kristalle.

Photonische Kristalle sind ein viel untersuchter und diskutierter Gegenstand der aktuellen For-
schung im Bereich der nichtlinearen Optik. Man versteht darunter Strukturen, die durch im Raum
periodische Anordnung sog. ,dielektrischer Medien” mit unterschiedlichen Brechungsindizes entste-
hen und als Leiter optischer Signale, etwa Lichtwellen wie beispielsweise Laserstrahlen, dienen.
Durch ihre spezielle Struktur und die — oftmals ,nichtlineare” — Interaktion des Kristalls und der
durchgeleiteten Welle ergeben sich hierbei interessante physikalische Effekte und mathematische
Fragestellungen.

Es ist nicht Aufgabe dieser theoretischen mathematischen Arbeit, die physikalische Natur dieser
Fragen zu diskutieren. Wir wollen lediglich einen Uberblick iiber die fiir uns wichtigen Grundla-
gen dieses weitldufigen Forschungsgebietes geben. Im Mittelpunkt steht dabei die Frage nach dem
Aulftreten der nichtlinearen Schrodingergleichung im Kontext photonischer Kristalle. Die wichtigs-
te Referenz fiir die folgenden Ausfiihrungen ist das Buch [MNO04].

Das mathematische Modell fiir die Ausbreitung von Lichtwellen in dielektrischen Medien - z. B.
photonischen Kristallen — sind die Maxwell-Gleichungen. Wir betrachten sie hier in ihrer differen-
ziellen Form:

JoB

V XE = T (Induktionsgesetz),
VxH= %—IZ +j (Durchflutungsgesetz),
V-D=p (Coulomb’sches Gesetz),
V-B=0 (Gaufd’sches Gesetz fiir Magnetfelder).
Dabei bezeichnet
E:RxR®—R3 das elektrische Feld,
D:R xR} — R3 die elektrische Verschiebung,
B:RxR®— R3 das magnetische Feld,
H:RxR>— R® die magnetische Induktion,
j:RxR®— R3 den elektrischen Strom,
p:RxR?>— R die elektrische Ladungsdichte.

Nach dem Durchflutungsgesetz und dem Coulomb’schen Gesetz erzeugt jede Ladungsdnderung
einen elektrischen Strom, denn es gilt die Stetigkeitsgleichung
ap oD
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Weiterhin wird der Zusammenhang zwischen elektrischem Feld und elektrischer Verschiebung ei-
nerseits sowie zwischen magnetischem Feld und magnetischer Verschiebung andererseits durch die
sogenannten konstituierenden Gleichungen

D = ¢yE+ P = ¢pe,E sowie B = uoH +M = pou,H

beschrieben. Dabei sind ¢y ~ 8,85 - 10~ 2As/Vm die Dielektrizitiitszahl, yo = 4r- 10~7As/Vm die
Permeabilititszahl sowie ¢, : R®> — IR3*3 der Dielektrizititstensor und y, : R — R3>*3 der Permea-
bilititstensor.

Die Vektorfelder P : R x R3 — R bzw. M : R x R® — R heiflen Polarisierung bzw. Magnetisie-
rung. Mit ihnen — bzw. mit den Tensoren ¢, und y, — lassen sich nun die geometrischen Strukturen
und die optischen Eigenschaften eines dielektrischen Mediums modellieren. Im Allgemein werden
die Funktionen P und M allerdings mathematisch &dusserst kompliziert zu handhaben sein, sodass
wir die folgenden vereinfachenden Annahmen stellen:

e In dem als Lichtwellenleiter betrachteten Dielektrikum gebe es weder freien Ladungen noch
freie Strome. Es gelte also

p=0 und j=0.

o Der betrachtete Wellenleiter sei nicht magnetisch, d.h. es gelte u, = 1.
e Das Dielektrikum sei zentrosymmetrisch und isotrop. In diesem Fall ist &, ein Skalar.

Aus den Maxwell-Gleichungen folgt nun

oB ] 3’D 92E o’P
1 9%E 1 9%P
TR nl (123)

mit der Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ := (eopo) /% ~ 3,00 - 108m/s. Die zeitlichen und raumlichen
Ableitungen von E in (1.23) beschreiben die Ausbreitung des elektrischen Feldes E in dem betrachte-
ten Medium; der Term 832712)

auf E.

beschreibt dagegen die durch E angeregte , Antwort” des Dielektrikums

Wir wollen nun einige Ansitze fiir die Polarisierung P unseres photonischen Kristalls diskutieren

1. Antwortet ein isotroper Wellenleiter unmittelbar auf ein durchgeleitetes elektrisches Feld E, so
gilt
P = ¢pxE.

Dabei ist x eine skalare Konstante und heifdt elektrische Suszeptibilitit. In diesem Fall ist V - E =
eo(1+x)V-D = 0und damit V x V X E = AE— V(V - E) = AE. Aus (1.23) erhalten wir
somit die Wellengleichung

n?’E
Cczorr

wobei n := /1 + x der Brechungsindex des Wellenleiters ist.

AE

2. Im Allgemeinen wird ein Wellenleiter erst mit zeitlicher Verzogerung auf ein durchgeleitetes
Feld E antworten. In diesem Fall ist die elektrische Suszeptibilitdt x eine Funktion der Zeit,



1.4. DIE NICHTLINEARE SCHRODINGERGLEICHUNG ALS PHYSIKALISCHES MODELL 15

wobei x(t) = 0 fiir t < 0, und man setzt

P(t,x) = gox xE(-,x)(t) = € /Oo Xx(t—T)E(s,x) ds.

—00

Durch Fouriertransformation in der Zeit ¢ erhilt man daraus
P(w,x) = eof(w)E(w, )
und aus den konstituierenden Gleichungen weiter
D(w,x) = eo(1 + %(w))E(w,x). (1.24)

Wir hatten angenommen, dass p = 0. Das Coulomb’sche Gesetz liefert uns somit die Diver-
genzfreiheit von D und damit auch von D. Nach (1.24) ist dann auch E divergenzfrei und aus
(1.23) erhalten wir fiir E die Helmholtzgleichung

2,,2

ANE-TSE=o.
c
Der Brechungsindex n = /1 + {(w) ist nun eine Funktion der Frequenz w ist.

3. In den beiden vorangegangenen Beispielen bestand zwischen dem elektrischen Feld E =
(E1,Ez, E3) und der Polarisierung P = (Py, P», P3) stets ein linearer Zusammenhang. In ei-
nem solchen Fall sprechen wir von einem ,linearen” Wellenleiter. Nun betrachten wir einen
michtlinearen” Wellenleiter. Zu den linearen Polarisationseffekten P)(E) kommen dann nicht-
lineare Reaktionen P, (E), sodass

P(E) = Py(E) + Py (E).

Bevor wir allerdings Ansitze fiir P; und P, machen, vereinfachen wir noch das betrachtete
elektrische Feld E: im letzten Beispiel hatten wir eine Differenzialgleichung fiir die zeitliche
Fouriertransformierte E gewonnen. Analog dazu machen wir nun den zeitharmonischen Ansatz

E(t,x) = “'E(x) + e WE(x) (1.25)

mit einer Funktion £ : R®> — C. Fiir die Polarisationsterme P, und P, betrachten wir ferner
Funktionen X(l) :R® — R und )((3) :R? — R und setzen

Py(E,x) = eoxV (x)E(x) = e“eox ™ (x) € (x) + e “hegx D (x) E (x) (1.26)
sowie
Py (E,x) = eox'¥ (x)|E(x) | E(x)

= eox?) (x) (M€ ()7 + e HUE (x)° + Be £ (x) PE (x) + 3¢ [E (%) PE () )

In Py (E, x) vernachldssigen wir nun die sogenannten ,hoheren Harmonischen” & und &,
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treffen also die vereinfachende Annahme, dass
Po(E,x) = eox'™ (x) (37! £ (x) PE (x) + 3¢ [E (x) PE () ) . (1.27)

Insbesondere ist dann P, (E,x) € R. Die Ansitze (1.25), (1.26) und (1.27) setzen wir nun in
die Differenzialgleichung (1.23) ein. Auf diese Weise erhalten wir zwei entkoppelte Differen-
zialgleichungen, ndmlich

vaXs—“iz(H D (x) +3x0%) (x)|€)?) € 1.28
=2 X X (x)|€] (1.28)

und dieselbe Gleichung fiir £ statt £. Aufgrund der Isotropie des betrachteten Wellenleiters
koénnen wir nun annehmen, dass die Polarisationseffekte x(1) und x(® nicht von der Ausbrei-
tungsrichtung von £ abhingen. Es gelte also xV) (x) = x(V)(x1,x2) und x©®) (x) = x©® (x1, x2)

sowie
0
E(x) = ( 0 )
u(x1,x2)

mit einer Funktion u : R? — R. Dann ist V x V x £ = A€ und aus (1.28) erhalten wir fiir u
die nichtlineare Schrodingergleichung

2 2
w 1 . 3w 3 2
—Au — =z (1 +)(( )(xl,xz)) U= )(( )(x1,x2)|u| u.

Man beachte jedoch, dass das so entstehende mathematische Modell durch die Vernachléssi-
gung der hoheren Harmonischen von P in (1.27) nur asymptotischen Charakter besitzt.

1.5 Notationen

AbschlieSend kldren wir die wichtigsten in dieser Arbeit vorkommenden Schreibweisen:

Funktionalanalysis

Es seien X und Y Banachrdume. Normkonvergenz in X bezeichnen wir mit ,—* und schwache
Konvergenz mit ,—*. B,(xp) ist die offene Kugel um xy € X mit Radius r > 0. Mit .Z(X,Y) be-
zeichnen wir den Raum aller stetigen linearen Abbildungen von X nach Y und mit X* := .Z(X,R)
den Dualraum von X. Ferner sei .Z(X) := £ (X,X) und I € .Z(X) die identische Abbildung auf
X. Den Kern eines Operators A € Z(X,Y) bezeichnen wir mit Kern A, seinen Bildraum mit Bild A
oder manchmal auch mit A(X).

Fiir einen dicht definierten linearen Operator A : D(A) — X mit Definitionsbereich D(A) C X
auf einem Banachraum X, heifst die Menge

p(A):={AeC: (A-N)"le2(X)}

die Resolventenmenge von A. Dabei schreiben wir kurz A — A := A — Al. Das Komplement der
Resolventenmenge

o(A) :=C\p(A)
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heifsit Spektrum von A und wird gemdfs
O(A) = Up(A) ) Uess(A) U Ures(A)
in die drei disjunkten Teilmengen

0p(A) := {A: A ist Eigenwert von A},
Oess(A) := {A: A — A st injektiv, Bild (A — A) # X und Bild (A — A) = X},
Ores(A) 1= 0(A) \ (0p(A) Uess(A))

zerlegt. 0 (A) heiflt Punktspektrum, oess(A) wesentliches oder stetiges Spektrum und ores(A) Residual-
spektrum von A Ist X ein Hilbertraum und A selbstadjungiert, so gilt 0(A) C R und ores(A) = @,
siehe [HS96, Theorem 5.5].

Ist ) eine offene Teilmenge von X und f : (3 — Y, so bezeichnet wir die Gateaux-Ableitung von f
mit df und die Fréchet-Ableitung mit f’. Den Raum aller n-mal stetig differenzierbaren Abbildun-
gen von () nach Y bezeichnen wir mit C"((),Y).

Funktionenriume

Die Raumdimension bezeichnen wir mit #n € IN. In dieser Dissertation bewegen wir uns meist in den
Lebesgueraumen LP(Q) und in den Soblevraumen WX?(Q) der Integrierbarkeitsstufe p € [1, 0]
und der Differenzierbarkeitsordnung k € IN iiber einer offenen Menge () C R” mit in der {iblichen

Weise definierten Normen || - ||y (q) und || - || ykp (q)- Den Hilbertraumfall kennzeichnen wir durch
HK(Q) := WF2(Q). Ist O = R", so schreiben wir meist kurz L? := LP(R"), W&? .= WEP(R") und
H* := H*(R") sowie fiir die entsprechenden Normen || - ||s := || - [|zs bzw. || - [[xs := || - [| s Mit
. np _ J_pp, firn > p,
(n—p)+ 0, firn <p

bezeichnen wir den Sobolev-kritischen Exponenten zu p € [1,00). Ferner schreiben wir hiufig
*k

p** = (p*)* und p* := p* — 1.

Landau-Symbole

Die Landau-Symbole 0 und O verwenden wir in der tiblichen Schreibweise. Dafiir seien X und Y
normierte Rdume, M eine nichtleere Teilmenge von X sowie f : M — Yund g: M — R.

e Ist xy ein Haufungspunkt von M, so schreiben wir f(x) = o(g(x)) fiir x — x, wenn

) _,

A g(x)

Fir M € {IN,R} und X = R ist hierdurch auch die Schreibweise f(x) = o(g(x)) fiir x — oo
erklart, wenn wir xy = oo zulassen.
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e Ist xyp # oo ein Haufungspunkt von D, so schreiben wir f(x) = O(g(x)) fiir x — xo, wenn ein
¢ > 0 existiert, sodass

IIf(x)|l < Clg(x)] fiir alle x € Be(xp).

Ist M unbeschrénkt, so schreiben wir f(x) = O(g(x)) fiir x — oo, wenn ein y € R existiert,
sodass
Ilf ()|l < Clg(x)] fir alle x € M mit ||x|| > 7.



Kapitel 2

Duale Grundzustinde indefiniter
Grenzflaichenprobleme

In diesem Kapitel untersuchen wir die Existenz dualer Grundzustédnde der nichtlinearen Schroédin-
gergleichung.
—Au+V(x)u=T(x)|ul/Plu inR" 2.1)

vom Grenzflachentyp. Dabei sind die Koeffizienten V,I" € L* gegeben durch

Vi(x), fi R", Ty(x), fi RR”
V(x) _ 1(x) ur x € R4 und r(x) _ l(x) ur x € Ry (2.2)
W(x), firx e R™ Ip(x), firxeR™

und R} := {(x1,...,x4) € R: x; 2 0}. Ferner sind die Funktionen V;,I'; € L* 1-periodisch
in jeder Koordinatenrichtung xi,...,x, fir i = 1,2. Den zugehorigen Schrodingeroperator auf
H? C L? bezeichnen wir mit

L:=—-A+V(x).

Fiir unsere Betrachtungen treffen wir die folgenden Voraussetzungen:

Voraussetzungen.
(H1) essinfycrn I['(x) >0,

(H2) 0 ¢ o(L),

n+2

(H3) 1<p<2t = —"2
s (n—2)4

Fiir i = 1,2 betrachten wir zudem die nichtlinearen Schrodingergleichungen
—Au+ Vi(x)u = T;j(x)|u|P"lu in R" (2.3)

19
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mit den periodischen Koeffizienten V; und I'; und die entsprechenden Schrodingeroperatoren
Li=-A+Vi(x)

ebenfalls auf H2 C 2.

2.1 Der Schrodingeroperator L = —A 4V

Bevor wir mit der Diskussion von (2.1) beginnen, wollen wir einige Eigenschaften des Schrodinge-
roperators L = —A + V(x) zusammenstellen. Dabei sei V zundchst ein beliebiges Potenzial in L*
und es gelte stets die Voraussetzung (H2), also

0¢&o(L).
Wir beginnen mit einigen Uberlegungen zum Definitionsbereich von L:
Proposition 2.1.1. Essei s € (1,00). Dann besitzt L : W>* — LS eine stetige Inverse.

Der Vollstandigkeit halber wiederholen wir den in [DPR11, Lemma A.1] Beweis von Proposition
2.1.1. Er benutzt den folgenden Satz von Rainer Hempel und Jiirgen Voigt aus [HV86]:

Satz 2.1.2 (R. Hempel, J. Voigt, 1986). Fiir s € [1,00] und V € L™ bezeichne L) die Realisierung des
Schrodinger-Operators —A + V(x) auf L°. Dann ist

o(L®)) = o(L?),

In [HV86] wird dieser Satz nur unter der Voraussetzung essinfr» V > 0 bewiesen. Ist nun V € L*
beliebig und a := essinfr» V, so gilt jedoch (L + |a|) = o(L) + |a|] und wir konnen Satz 2.1.2 auf
L + |a| anwenden. Somit gilt dieser Satz fiir alle V € L*.

BEwEIs VON ProposTION 2.1.1: Nach der Voraussetzung (H2) und Satz 2.1.2 ist L™! ein stetiger
Endomorphismus von L°. Insbesondere gilt

llu]ls < ||Lulls fir alle u € L™Y(L*) = D(L).

Wir zeigen nun, dass D(L) = L~(L%) C W?5: dafiir sei u = L~'v € L7(L*) mit v € L*. Dann gilt
Lu,Vu € L® und damit auch Au € L°. Ferner erfiillt u die Differenzialgleichung

—AMu+u=(1-V(x)u+Lu inR".
Ist nun G : R" — R" die Greensche Funktion des Operators —A + 1, so folgt
u(x) = / Gx—y)[(1—=V(y))u(y) + Lu(y)] dy fur alle x € R"™.

In [Eva02, §4.3.1(b)] oder in [AH96, §1.2.5] finden sich explizite Formeln fiir G. Aus [AH96, Theorem
1.2.3] erhalten wir nun u € W25 und

lullzs < C (11 = Vleollulls + [ Luefls) < C'l|Luls
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mit Konstanten C,C’ > 0 und damit u € W?°. Also ist D(L) = L~!(L%) C W?°. Die umgekehrte
Inklusion gilt trivialerweise und wir haben somit insgesamt D(L) = L7I(L%) = W?* bewiesen.
Daraus folgt dann die Behauptung. n

Nach dem Sobolevschen Einbettungssatz gilt nun
W2 c W c LT fiir alle o € [s,s"] und alle T € [s,5™] (2.4)
und es ist t € [s,5**] genau dann, wenn 0 < % — % < % Aus (2.4) und Proposition 2.1.1 folgt dann
unmittelbar:
Proposition 2.1.3. Fiirs,t € (1,00) gelte 0 < 1 — 1 < 2. Dann gilt:
(@ L' e 2(Ls, L.

(b) Fiir % - % < % ist der Operator L~ lokal kompakt, d.h. der Operator

Lg:L*(R") — LY(B), v+ 1Lt
ist kompakt fiir jede beschrinkte Menge B C R".

Bewers: Teil (a) folgt unmittelbar aus den Uberlegungen vor Proposition 2.1.3. Teil (b) folgt dann
wiederum sofort aus Teil (a), weil der Einbettungsoperator W2*(R") — L°(B) nach dem Satz von
Rellich-Kondrachov kompakt ist. n

Nun zeigen wir Symmetrie und Selbstadjungiertheit von L:
Lemma 2.1.4.

(a) Sinds € (1,00), uy,up € W25 sowie v1,vy € L s0 gilt:
/ urLup dx = / (Luq )up dx bzw. / oL oy dx = / (L™'vq)vs dx.
]Rn RVI ]Rn RH

(b) Auf H? ist L selbstadjungiert beziiglich des L2-Skalarproduktes.

BEWEIS: Zu (a). Da V € L%, ist a := essinfgs V > —oco und damit V(x) := V(x) + |a| > 0 fiir fast alle
x € R™. Nach [HS96, Corollary 13.8] ist dann der Schrédingeroperator L := —A + V(x) wesentlich

selbstadjungiert auf Cg’. Fiir alle ¢, € Cy° gilt also

/]R” q)Lt/de+|a|/]Rn (pt[)dx:/]Rn Ly dx
= [ Lowpdr= [ (Lowdr+lal [ gpdx

R”
Da C§° dicht in W2# liegt folgt daraus zundchst die behauptete Symmetrieeigenschaft von L auf
W25, Setzen wir nun u; := L~ lv; fiir i = 1,2, so folgt mit Hilfe von Proposition 2.1.1 auch die
entsprechende Symmetrieeigenschaft von L~1 auf LS.
Zu (b). Wie in [HS96, Corollary 13.8] zeigt man, dass D(L*) = H? = D(L). Daraus folgt dann die
Selbstadjungiertheit, weil L nach Teil (a) symmetrisch ist. n

Nach Lemma 2.1.4 ist das Spektrum ¢(L) C R und nach dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte
Operatoren, siehe [Rud91, Theorem 13.30], besitzt L die folgende Spektraldarstellung:
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Satz 2.1.5. Es existiert eine eindeutig bestimmte Spektralzerlegung E : B(R) — Z(H") auf den Borel-
mengen B(RR), sodass L die Spektraldarstellung

fy = [ FdEQ) 5)
o(L)
fiir jede messbare und beschrinkte Funktion f : (L) — C besitzt.

Ist das Potenzial V eine periodische Funktioen, so gilt, besitzt c(L) die bekannte Bandstruktur, siehe
[Eas73, Kapitel 6.5 und Theorem 6.10.2]:

Satz 2.1.6. Das Potenzial V € L sei periodisch. Dann gilt

(a) L besitzt nur stetiges Spektrum, d.h. 0(L) = ess(L).

(b) Es existieren monoton wachsende Folgen (Ax) und (uy) in R mit Ay < pyy fiir alle k € N und
Ak, Uy — 00, sodass

o(L) = Sk wobei Sk = [Mk, -
k=1

Ebenso gilt fiir die Resolventenmenge von L:

o(L) = U Ry,
k=1

wobei Ry := (—oo, A1) und Ry := (px_1, Ax) fiir k > 2.

Definition 2.1.7. In Satz 2.1.6 heiflen die Intervalle Sy die Spektralbander von L und die Intervalle Ry

die Spektrallticken. Speziell nennt man Ry die semi-infinite Liicke von L und Ry fiir k > 2 die endlichen
Liicken des Spektrums von L.

2.2 Das duale Problem

In diesem Abschnitt sei V € L* zunichst ein beliebiges beschranktes Potenzial. Periodizitit oder
Grenzflachenstruktur gemaf (2.2) setzen wir zunichst nicht voraus. Es sei 27 := (2#)~1 und

1
==-e(27%1).
7= ( )

Dann ist g + 1 der zu p + 1 duale Exponent, d.h. es gilt ﬁ + q% = 1. Wegen p € (1,2*) ist ferner

1 1 p—1 2
0< - = <=
g+1 p+1 p+1 n

und aus Proposition 2.1.3 erhalten wir unmittelbar die folgende
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Proposition 2.2.1. L~! € Z(L9F1, Lr+1).

Nach Wahl der Exponenten p und g sind die Funktionen
fiR— R, s |sP"ls  und  f1:R-—TR, t—[t]17 (2.6)

zueinander invers. Aus Proposition 2.2.1 erhalten wir ferner:
Definition & Bemerkung 2.2.2. Der Operator K € £ (L1, LP*1) mit

_1

1
Ko =T(x)71 L71T(x) 7o 2.7)

heif$t Birmann-Schwinger Kern, siche [Sim82]. Nach Lemma 2.1.4 ist K ein symmetrischer Operator in
dem Sinne, dass

/ vKwdx = / wKvdx  fiiralle v,w € LI+,
n Rn
Mit Hilfe des Operators K betrachten wir nun die Gleichung
Ko = |00 inR" (2.8)

und suchen nichttriviale Lésungen von (2.8) im Raum L7*!. Im Sinne des folgenden Satzes nennen
wir (2.8) die zu (2.1) duale Gleichung. Dieser Satz ist der Arbeit [AL92a] von Stanley Alama und
Yanyan Li entnommen, siehe [AL92a, Theorem 2.1]. Weil er die Grundlage aller weiteren Betrach-
tungen in diesem Kapitel ist, wollen wir hier auch seinen Beweis ausfithren und zwar mit einem im
Vergleich zu [AL92a] leicht vereinfachten Argument:

Satz 2.2.3. Genau dann besitzt die nichtlineare Schrodingergleichung (2.1) eine Losung u € H?\ {0},
wenn die zugehirige duale Gleichung (2.8) eine Losung v € LiT1\ {0} besitzt. In diesem Fall ist

r 1

v =T(x)P 7 |ulP~1u bzw. u="T(x) 7o) 1. (2.9)
BewErs: Wir schreiben f(s) = [s|P~1s sowie f~1(t) = [t|771t.
,=":Ist u € H?\ {0} eine Losung von (2.1) und
1
0= T(x) 7 [u]P~lu Y F(T(x) 7).

so folgt aus dem Sobolevschen Einbettungssatz zunachst u € LPF1\ {0} und v € L7t1\ {0}.
Ferner gilt

o170 = f1(v) = T(x)7Tu (2.10)

und damit

d.h. v ist eine Losung von (2.8).
,<=":Nun sei v € L1771\ {0} eine Losung von (2.8) und

1= T(x) P o110 = (T (x)” PTo). 2.11)
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Dann ist
1 1
u=T(x) 7" Ko=L"! [F(x)”lv} (2.12)

und somit

(2.11)

T ul = D) f(u) 2 T ()70 2

Lu,

d.h. u € W*7*1 ist eine starke Losung von (2.1). Es bleibt zu zeigen, dass u € H2. Nach Proposition
2.1.1 gentigt es dafiir v € L? zu beweisen. Zunichst ist v € L% mit sy := g+ 1. Aus (2.8) folgt weiter

1 Kok
L)Y (PHy) = T(x) 771 0|7~ 1o € W C L%

und somit v € L% fiir s; = —2%_ Durch Iterieren folgt hieraus v € L% fiir alle k € IN, wobei die
(n—2s0)+ &

Folge (sy) iterativ gegeben ist durch s := g + 1 und

ngs n
M g <2

Sk+1 = n Sk
2, fur Si Z 2.

Durch vollstindige Induktion zeigt man nun, dass (sx) monoton wachsend ist: der Induktionsan-
fang sy < s; gilt wegen g > 2%, den Induktionsschritt erhdlt man dann unmittelbar aus der Defi-
nition von s; ;1. Wére nun s, < 2 fiir alle k € IN, so wire die Folge (sx) konvergent mit Grenzwert
§ <2 und es gilte

§(n —25) = ngs.

Da (si) monoton wichst ist § > 0 und somit

S n. no o) 2n 4 _
5—2(1 q)<2<1 2 )——n+2—2 +1<qg+1=sy,
ein Widerspruch! Also ist s, = 2 fiir fast alle k € IN und somit v € L2, -

Die Losungen von (2.8) in L97! entsprechen den kritischen Punkten des Funktionals

J:LTU SR, v qj—l/ [0 dx — %/ vKvdx.
n Rn

Wir beschliefsen diesen Abschnitt mit einigen technischen Hilfssétzen:
Lemma 2.2.4. Fiirallea,b € R gilt:

(@) |la+blP~L(a+0b)—|aP~la] < p2r~1 (JaP~1 + |b|P~1) |B],
(b) ||al7~"a — |b7~1b| < 2]a - bJ7,

(c) |a+b|TH — |a|7t! > (g4 1)|a|7 ab.
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Beweis: Zu (a). Da p > 1, erhalten wir aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
fur alle a,b € R:

1 1
[la+b]PHa+b)—|a]P'a| = ‘/0 %|a+tb|p’1(a+tb) dt’ <p (/0 |la + th|P~! dt) |b|
< p2~" (Jal' =" + ||~ [bl.

Zu (b). Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.

1. Schritt: Zunéchst sei h : [0,00) — R, t — 1. Nach dem Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung gilt dann fiir alle s,t > 0

s s o+t
h(s +t) — h(s) — h(t) :/ (W (o +1) —h’(a)da:/ / 1 (t)dtde < 0.
0 0 Jo
Daraus erhalten wir nun
la+ b7 —|al? < |b|T fur alle a,b > 0.

2. Schritt: Es seien a,b € R. Fiir a = 0 oder b = 0 ist die behauptete Ungleichung trivial. Es gelte
nun zundchst ab > 0. Aus dem 1. Schritt erhalten wir dann

laf"~1a — [6l7~15] < ||af? — [6l7] < |a — bl
Ist dagegen ab < 0, etwa a < 0 < b, so folgt

l|al7a—|b]7 b |a}9 4 b1 < 2max{|al|,b}7 < 2(b+ |a|)7 |aj=—a

= 2.
a0 b=y = (G-ay = (b-ay
Den Fall b < 0 < a erledigt man analog.
Zu (c). Diese Aussage folgt aus der Konvexitit der Abbildung ¢ — |¢[7F1. n

Fiir das folgende Lemma vergleiche man auch [RR04, Theorem 10.58]:
Lemma 2.2.5.

(a) Der Nemitsky-Operator f : LP*1 — LI+l y s |u|P~lu ist stetig und Lipschitz-stetig auf be-
schriinkten Teilmengen von LP*1.

(b) Die Nemitsky-Operator g : L1t — LPT1 v — |07~ v ist g-Holder-stetig.

BewErs: Zu (a). Es seien u,v € LP*1. Offensichtlich ist dann f(u) € L(P*1)/P = L9+1 und mit Hilfe
von Lemma 2.2.4 (a) sowie der Holderschen Ungleichung erhalten wir
1f () = f(@)llgr1 = sup

/ (|u|”_1u—|v|”_1v)<pdx
lpllpra=11"R"

< sup 2t [ (ju—ol ol ) fu— o g dx
lollp+1=1 R

_ -1 -1
< p2' 7 (Ju=ollh 3 + ollha) e —ollpa
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und damit die Behauptung.
Zu (b). Nach Lemma 2.2.4 (b) und der Hélderschen Ungleichung gilt fiir alle v, w € L17!:

180) = s@)lps1 = sup [ (oI to— [l w) pdx < sup 2 [ Jo—wly|dx
_1JIR" _ JIR?
[¥llg+1=1 l9llg+1=1
< 2o —wll’,. .

Bemerkung 2.2.6. Aus Lemma 2.2.5 (b) folgt nun wie in [Wil96, Lemma 3.10, Lemma 6.12] die stetige
Fréchet-Differenzierbarkeit des Funktionals | auf L1+1. Die Fréchet-Ableitung von | ist dabei gegeben durch

J'(v)p = / (|U]qflv(p - q)KU) dx  fiirallev,¢ € LT,
]Rﬂ
Da (L9*1)* = LPHL, konnen wir diese Gleichung gemdf3
J'(v) = [v|T Yo —Kv  fiirallev € L9711 (2.13)

auch als Gleichung in LP*! auffassen.

2.3 Duale Grundzustinde und die Nehari-Mannigfaltigkeit
Nun beginnen wir mit der Untersuchung des Variationsproblems fiir duale Grundzustande:
Definition 2.3.1 (Duale Grundzustinde).
(a) Jede Losung v € L1+ der dualen Gleichung (2.8) heifit ein gebundener Zustand von (2.8).
(b) Jede Losung v* € LT+1\ {0} des Variationsproblems
J(v*) = min{J(v) : v € LT\ {0} ist kritischer Punkt von J},
heif$t Grundzustand von (2.8). In diesem Fall heifst
W =T(x) 7T [o*]9 10" € H2\ {0}
ein dualer Grundzustand von (2.1).

(c) Ist v* € LT+ \ {0} eine Losung des Variationsproblems
m:= J(v*) =min{J(v) : v € N} (2.14)

auf der Nehari-Mannigfaltigkeit N, so heifit v* ein starker Grundzustand von (2.8). In diesem Fall
heifst
1
u* =T(x) 7 1|v* 110" € H?\ {0}
ein starker dualer Grundzustand von (2.1).

Zu dieser Definition nun zwei kurze Kommentare:

Bemerkung 2.3.2.
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(a) Die Nehari-Mannigfaltigkeit N enthiilt alle nichttrivialen gebundenen Zustinde von (2.8). Insbeson-
dere ist jeder starke Grundzustand von (2.8) auch ein Grundzustand.

(b) Jeder (starke) duale Grundzustand von (2.1) ist ein nichttrivialer gebundener Zustand von (2.1). Ob
oder unter welchen Bedingungen ein (starker) dualer Grundzustand auch ein (starker) Grundzustand
von (2.1) ist, wissen wir bislang nicht.

Wir nehmen zunéchst an, dass N # @. Diese Voraussetzung werden wir in den nachfolgenden
Abschnitten im Detail nachrechnen, wenn wir von den Koeffizienten V und I' zunéchst Periodizitit
und spéter dann Grenzfldchstruktur (2.2) fordern. In diesem Abschnitt lassen wir wie im vorange-
gangenen auch fiir V und I' zunéchst beliebige Funktionen in L® zu.

Die Betrachtungen fiir (2.14) finden sich in dhnlicher Form auch in der Arbeit [Jea94] von Louis
Jeanjean, deren Resultate allerdings die von uns im weiteren Verlauf dieser Arbeit betrachteten Falle
eines periodischen Koeffizienten I' und eines Koeffizienten I mit Grenzfldchenstruktur gemafs (2.2)
nicht abdecken.

Definition & Bemerkung 2.3.3. Das Funktional g € C'(L97,R) sei gegeben durch
g: LT R, v J'(v)0.
Dann ist N = {v € L171\ {0} : ¢(v) = 0}, und weil q < 1, gilt ferner

¢ (v)v= (q—l)||v||Zﬁ <0  fiirallev € N.

Den Zusammenhang zwischen dem Variationsproblem (2.14) und der Suche nach Losungen von
(2.1) stellt nun die folgende Proposition her:

Proposition 2.3.4. Jede Losung vy € N des Variationsproblems (2.14), ist eine Losung von (2.8).

Bewkrs: Nach Bemerkung 2.3.3 ist ¢(vg) surjektiv und mit Hilfe der Multiplikatorenregel von La-
grange, siehe Satz A.4.3, finden wir somit einen Lagrange-MultiplikatorA € R, sodass ['(vg) =
Ag'(vp). Insbesondere gilt

0= J'(vo)vo = Ag' (vo)vo.

Da g'(vp)vo < 0 nach Bemerkung 2.3.3, folgt hieraus A = 0 und somit J'(vg) = 0. n

Bemerkung 2.3.5. [m Sinne von Proposition 2.3.4 sagt man, die Nehari-Mannigfaltigkeit sei eine ,natiir-
liche Nebenbedingungsmenge” zur Minimierung von |.

Das folgende Lemma stellt nun einige ,Standard-Abschdtzungen” im Zusammenhang mit der
Nehari-Mannigfaltigkeit N zusammen, insbesondere die gleichméflige Beschranktheit des Funk-
tionals J(v) und der Normen ||v[|;41 nach unten. Die Aussagen folgen grofiteils aus der Identitat

, _ 1 _1 q+1 L_} / .
](v)—<q+1 5 Hv||q+1— 751 2 ande fiir alle v € N.

Lemma 2.3.6. Es existieren €1,e, > 0, so dass fiir allev € N gilt:

1

2(q+1
@ |ollge1 =61, B) J(0) e, (0 [[v]lg41 = (W)“{
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Beweis: Da v € N erhalten wir
1 1
||v\|2ﬁ = /]Rn vKvdx = / ) [F(x)l’“v} L7t [F(x)ﬁﬂv} dx.
Mit Proposition 2.2.1 folgt daraus

2
+1 - 1
lollg s < ILTHHITIE f1o]1741,

1

2\
woraus sich wegen g+ 1 < 2 mit &1 := (|L‘1 1T & ) zunichst die Behauptung von Teil (a)

ergibt. Wie bereits erwahnt, gilt ferner

1 1
10 = (5~ 3) 1ol @19)

und Auflésen nach Hv||q+1 liefert uns (c). Schliellich erhalten wir aus (2.15) und Teil (a):
1 1Y\ 441
>(—— — 2 ) =
](U)_<q+1 2)81 £2

Das nédchste Lemma beschéftigt sich mit der Gemometrie der Nehari-Mannigfaltigkeit:

Lemma 2.3.7. Esseiv € N und
Ty := T,N := Kern ¢’ (v) = {qo c LIt (q+1)/ 0|1 lopdx = 2/ (pKszx}.
Rn IR)’I
der Tangentialraum an N im Punkt v. Ferner sei S, := span{v}. Dann gilt

LT =T,&5,.

Bewers: Als Element der Nehari-Mannigfaltigkeit ist v # 0 und nach dem Homomorphiesatz fiir
Vektorraume, siehe [Heu06, Satz 37.2], gilt R = L9+l /Kern ¢'(v). Also ist codim T, = 1 fiir alle
v € N. Nach Bemerkung 2.3.3 ist ferner

g @o=(q-Dlell <0

und damit v ¢ Kern ¢’(v). Daraus folgt die Behauptung. n

Definition 2.3.8. Ist f € Cl(L‘7+1,IR) und v € N, so schreiben wir

orf(0) := f'(v)lr, — wnd  9sf(v) = f'(0)ls,
fiir die partiellen Fréchet-Ableitungen von f in Richtung T, bzw. S,

Damit konnen wir nun eine lokale Parametrisierung von N angeben:

Lemma 2.3.9. Fiir jeden Punkt vy € N existieren eine offene Umgebung U C Ty, von 0 und ein Funktional
T € CH(U,R) mit folgenden Eigenschaften:
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(i) t(0) =1,
(ii) g(t(w)vg+w) = 0 fiirallew € U,
(iii) 7'(0) = 0.
Insbesondere ist N eine C'-Mannigfaltigkeit.

Bewers: Wir schreiben kurz T := Ty, und S := S,,. Nach Bemerkung 2.3.3 ist dgg(vg) # 0 und
die Existenz einer Abbildung 7 € C(U,R) mit den Eigenschaften (i) und (ii) folgt aus dem Satz
tiber implizit definierte Funktionen, siehe [AE08, Theorem 8.2]. Insbesondere parametrisiert die
Abbildung ®,, € C}(U, N) mit

Dy, (w) = T(w)vg + W

eine auf N gelegene Umgebung von vy, d.h. &, ist eine lokale Karte von N. Da vy € N beliebig
gewihlt ist, folgt daraus, dass N eine C'-Mannigfaltigkeit ist.

Es bleibt zu zeigen, dass 7/ (0) = 0. Aus (i) folgt zunichst
(7' (0)2)vg = —dsg(vo) ~Lorg(vo)z fiir alle z € T. (2.16)
Nun betrachten wir die durch
Az := (7'(0)z)vg + z firalleze T
gegebene lineare Abbildung A : T — LI+1. Es gilt:

g (00) Az = g'(v0) [(T (0)2)vp + 2] "2 —d5g(09)dsg(v0) 1018 (v0)z + D78 (v9)z = 0

firallez € T,d.h. A(T) C T. Wére nun 7/(0)z¢ # O fiir ein zg € T, so wire (7/(0)z)vg + z9 € T und

damit (7/(0)zp)vg € TNS = {0}. Aus 7'(0)zg # 0 folgte also notwendig vy = 0, im Widerspruch
zur Definition von N. -

Lemma 2.3.10. Sind ¢ > 0 und vy € N mit
J(vo) < J(v) +ellvo — vl 441 fiirallev € N, (2.17)

so gilt [or](vo)|| < e.

Bewers: Wir verwenden weiterhin die Bezeichnungen des Beweises von Lemma 2.3.9. Fiir
v="1(w)vg+weN
mit beliebigem w € U erhalten wir dann durch Taylorentwicklung

v —1p = ((w) — 7(0))vo +w = [T'(0)w]oo + w + o([[w]lg+1) = w + o([[wllg+1) (2.18)
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ftr ||w]| 441 — 0. Damit folgt

J(@) = J(v0) + J'(v0) (v —v0) + o([[v — vollg+1)
(2.18)

=" J(v0) + 1] (vo)w + o([w]lg+1)

(2.17)

< J(v) +eéllo —vollg+1 + 7] (vo)w + o([|w|[g+1)
(2.18)

J(©) +elwllg+1 + ] (vo)w + o([|wllg41),
und somit
—or](vo)w < e||wl[g+1 + o([[wl|4+1)

far [[w;41 — 0, w € U. Ist nun wp € T so gilt +fwy € U fiir hinreichend kleine ¢ > 0 und wir
erhalten

—tar](vo)wo < tellwollg+1 + o(h).

sowie

tar] (vo)wo = —ar] (vo) [—two] < tellwo|lg1 +o(t).
Insgesamt gilt also |d7](vg)wo| < el[wpl[441 und damit die Behauptung. n
Bevor wir die ndchste Proposition und damit das Hauptresultat dieses Abschnitts beweisen konnen,
miissen wir noch die folgende Bemerkung einsehen:

Bemerkung 2.3.11.  Es seien X, Y normierte Riume sowie U, V Unterrdume von X mit X = U S V. Fiir
A€ Z(X,Y) seien Ay := Aly € L(U,Y) und Ay := Aly € Z(V,Y). Gibt es dann eine Konstante
o> 1 mit

lu|| + 0|l < ollu+ 2] fiirallew € Uundallev €V, (2.19)

so folgt
Al < emax{[|Aull, [[Av]]}-

BewEls: Man beachte: Ist (2.19) mit einer Konstanten ¢ > 0 erfiillt, so folgt aus der Dreiecksunglei-
chung automatisch ¢ > 1. Fiir x = u +v € X mit u € U und v € V erhalten wir mit Hilfe von (2.19)
nun

[Ax] = [Auu + Avol| < max{[[Aull, [[Av [} ([ull + [o])) < omax{||Aull, [[Av[}|x]-
und damit die Behauptung. n
Proposition 2.3.12. Ist m := inf{](v) : v € N}, so existiert eine Folge (vy) in N mit
J(vg) = m und J'(vp) =0 fiirk — oo.

Zum Beweis von Proposition 2.3.12 verwenden wir das Variationsprinzip von Ekeland, siehe [Zei95,
Abschnitt 2.15, Theorem 2.H]:

Satz 2.3.13 (Variationsprinzip von Ekeland). Es sei X ein Banachraum, M # O eine abgeschlossene
Teilmenge von X und f : M — IR ein unterhalbstetiges und nach unten beschrinktes Funktional. Dann
gibt es fiir alle e,6 > 0 und zu jedem vy € M mit

Floo) < inf f(o) +¢
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ein v1 € M mit folgenden Eigenschaften:
(i) f(v1) < f(vg) +ed Yoy — ol fiirallev € M\ {v1},

(ii) |lo1 —vo]| <6,

(lll) f(?)1) S f(?)o).

Den BEwEIs vON ProPosITION 2.3.12 fithren wir nun in drei Schritten:

1. Schritt: Nach Lemma 2.3.6 ist | auf N nach unten beschrankt. Ferner ist | stetig. Die Vorausset-
zungen des Variationsprinzips von Ekeland sind also erfiillt. Sind nun Folgen (wy) in N und (g)
in (0,00) gegeben mit g — 0 und J(wy) < m + ¢ fiir alle k € IN, so existiert demnach eine Folge
(vg) in N mit

J(vx) < J(v) +exllox — vllg41 fiir alle v € N und alle k € IN. (2.20)

Wir schreiben kurz Ty := T, N und Si := span{v;}. Nach Lemma 2.3.7 ist dann Lt = T, @ S,
Analog zu Definition 2.3.8 bezeichnen wir mit dy, bzw. dg, die partiellen Fréchet-Ableitungen in
Richtung Ty bzw. Sy. Aus (2.20) und Lemma 2.3.10 folgt dann ||d7, J(vg)|| < e fur alle k € N, d.h.
|07, J (vx) || — O ftir k — oo.

2. Schritt: Wir zeigen nun, dass auch |dg J(vg)|| — O fir k — co. Nach Bemerkung 2.3.3 ist
¢’ (vr)(Sk) = R. Also finden wir eine Folge (1) in R mit

85k](vk) = —Akaskg(vk) fiir alle k € IN. (2.21)
Da J' (v )vx = 0 erhalten wir weiter

O1J (k) vk = Ax9s,8(vi)vx = Ar(g — 1) ||Uk||ZE fiir alle k € IN. (2.22)

Nun ist (vy) nach (iii) in Satz 2.3.13 eine minimierende Folge in N fiir | und nach den Teilaussagen
(a) und (c) von Lemma 2.3.6 somit nach unten und oben beschrankt. Mit Hilfe des ersten Schrittes
liefert (2.22) also

|91, J (01) v < o7, ] (vr)
(=) loelZiy ~ (= a)lloelig.

[Ak] = —0 fiir k — oo. (2.23)

Nach Bemerkung 2.3.3 ist die Folge (ds,g(vx)) beschrankt. (2.21) und (2.23) liefern dann schlieflich
195, J(vg)|| — O ftr k — oco.
3. Schritt: Es seien v € N und w € T,. Die Behauptung von Proposition 2.3.12 folgt nun aus den

ersten beiden Schritten und der Bemerkung 2.3.11, wenn wir zeigen konnen, dass eine von v und
w unabhingige Konstante ¢ > 1 existiert, so dass

+1 +1
(Iollgs1 + llwllg+1)™ < ollo+w|f. (2.24)

Hierfiir gentigt es

+1 +1 +1
lollI% + llwllf?; < ello+w|iT (2.25)
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zu beweisen. Wir tun dies durch Widerspruch und nehmen an, dass (2.25) nicht gilt. Dann finden
wir zu jedem k € IN ein v € N und ein wy, € Ty, mit

+1 1 1 .
orllT 1y + g1y > Kllog +willf};  furallek € N, (2.26)

Nach Lemma 2.3.6 gilt 0 < &1 < [[vx][441 < C fiir alle k € IN mit einer Konstanten C > 0. Wir
nehmen fiir einen Widerspruchsbeweis nun weiter an, dass auch die Folge (wy) beschrankt sei.
Nach (2.26) erhielten wir dann zj := vy + wy — 0 fiir k — co. Da wy, € T,, = Kerng’(vy) wire ferner

2/ wiKop dx = (q+1)/ |0k |7~ Lopwy dx
R” R”
= —(@+1) [l dr+ (g 1) [ el ez dx
’UkEN g q_l
= —(q+1) /}Rn v Kopdx + (9 +1) /]R” |0 |7 vgzy dx
und damit
Z/IR”(Uk + wy)Kogdx = (1 —9q) /]R” v Kopdx + (g +1) /W 0|7~ Lo zy dax

oder
1-— / qldx:Z/ Ko, dx — +1/ -1 dx.
(1—q) | okl 2Kk (@+1) [ ol " oz

Aus der Holderschen Ungleichung und der Stetigkeit von K gemafS Bemerkung 2.2.2 folgte also
+1
(1= D)lloxllgiy < 20KIMzkllg+1loxllg+1 + (0 + 1) oel§ 1 l12llg+1
und somit nach Lemma 2.3.6:
-1 N,
A= loelllyy < (20K +€] ) kg =0 fiark — oo

Das aber ist ein Widerspruch zur Definition der Nehari-Mannigfaltigkeit! Die Folge (wy) kann dem-
nach nicht beschrankt sein. Entlang einer Teilfolge von (wy) gilt also ||wk|[;41 — o0. Andererseits
erhalten wir mit Hilfe von Lemma 2.2.4(c):

(2.26) 1 ||vk||Zﬂ
0 lim ¢ (1410 ) > lim [
k—o0 ”u%”q+1 k—oo JR?

g+1 q—-1

g+1

Wi Ok dx

lwkllg+r — llwillga

= 1 1
oo Jro | Yooy 1] oo 771
. w17 Ywv
=1+ (9+1) lim 7™ i q+’;’<
o SR gy 1]

:1,
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denn nach der Holderschen Ungleichung gilt
9-1 oo
/ |y | ;ﬁvk Xl < 1ok ll441 ko
ool 51 ool ]

Wir haben also einen Widerspruch zu unserer Annahme (2.26) und damit

q+1
g+1

q+1

g1 < ollv+ qu firallev € Nund allew € T,

[[ollg1 + llwll
bewiesen, so dass die ersten beiden Schritte zusammen mit Bemerkung 2.3.11 uns nun die Behaup-

tung von Proposition 2.3.12 liefern. n

Bemerkung 2.3.14. Die im 2. Schritt des Beweises von Proposition 2.3.12 verwendete Folge (Ay) in R,
kann man nach Gleichung (2.21) als eine Folge von approximativen Lagrange-Multiplikatoren bezeich-
nen.

Die Folge (vy) ist beschrankt nach Lemma 2.3.6, d.h. entlang einer Teilfolge konvergiert (vy) schwach
gegen eine Losung vy € L9171 von (2.8). Die Schwierigkeit besteht nun darin, zu zeigen, dass v, eine
nichttriviale Losung von (2.8) ist, d.h. dass vy # 0. Wir werden das in den folgenden Abschnitten mit
Hilfe von Concentration-Compactness Argumenten tun, zundchst im Falle periodischer Koeffizienten
V, I, danach im Falle von Koeffizienten mit Grenzflachenstruktur gemafl (2.2).

2.4 Das Lemma von Pierre Louis Lions

Als weiteres Hilfsmittel benutzen wir nun das ,,Concentration-Compactness” Lemma von Pierre Louis
Lions, vgl. [Lio84, Lemma I.1] in Banachraumversion. Den Beweis fithren wir aufbauend auf einer
Darstellung von Michel Willem [Wil96, Lemma 1.21]:

Lemma 2.4.1 (P. L. Lions, 1984). Es sei (uy) eine beschriinkte Folge in W**(R") fiir s € (1,00) und es
gebe einen Radius r > 0, sodass

lim sup |ug|® dx = 0. (2.27)
k—o0 yeR" I Br(y)

Dann gilt u — 0 in L! fiir alle t € (s,s**).

Bewers: Nach dem Einbettungssatz von Sobolev ist 1y € L! fiir alle t € [s,5**] und es gilt

. 1-9¢ 9 1
ol ) < Nkl g Ik gy WObRL  —— =

fir alle @ € (0,1) und alle y € R". Fiir beliebiges t € (s,5**) kénnen wir nun ¢ = § wiahlen und
erhalten dann mit Hilfe der Sobolevschen Ungleichung

il o,y < C el 146 s 5, )
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Jetzt tiberdecken wir R"” mit Kugeln vom Radius 7, sodass jeder Punkt in R" in hochstens n + 1
dieser Kugeln enthalten ist. Dann folgt

-9t

ull < e 0C sup ([ ) Tl
yeR" \/B:(y)

und die Beschranktheit von (1) in W2 sowie (2.27) liefern uns schlielich u; — 0 in L! fiir alle
t e (s,s%%). [

Damit beweisen wir nun eine Konzentrationseigenschaft fiir Folgen in der Nehari-Mannigfaltigkeit
N:

Proposition 2.4.2. Ist (vy) eine Folge in N und

1

up:=L71 {F(x)ﬂ“ vk} € Waitl, (2.28)
so gilt fiiraller > O und alles € [q+1,(q +1)**):

limsup sup |ug | dx > 0.
k—oo yeR" Y Br(y

Bewers: Nach Lemma 2.3.6 (c) ist (v) beschrankt in Li*!. Aus Proposition 2.1.3 folgt somit auch
die Beschranktheit der Folge (1) in W24+ und damit — nach dem Sobolev’schen Einbettungssatz
—in Lf fir alle s € [+ 1, (9 + 1)**]. Wire nun die Aussage von Proposition 2.4.2 falsch, so gibe es
ro >0und sy € [g+1, (g +1)**) mit

0 = limsup sup |ug|® dx = lim sup 1|0 dox
k—oco  yeRn /By (y k—ooyeR™ Y Bry (¥

und die Beschranktheit von (uy) sowie das Concentration-Compactness Lemma 2.4.1 von Pierre Louis
Lions lieferten dann u; — 0 in L°(R") fiir alles € (9 +1, (7 +1)**). Andererseits gilt wegen v € N

aber )

+1 +1
loel53 < [ oekoedx < ITIET ol el

und damit ||vk||g+1 < ||I’Hfo/<p+l) Huk||£+1 — 0 fiir k — oo, im Widerspruch zu vy € N. n

Im Existenzbeweis fiir duale Grundzustdnde des Grenzflichenproblems werden wir auch die fol-
gende modifizierte Varianten von Proposition 2.4.2 benutzen:

Proposition 2.4.3. Fiira > 0sei S, = (—a,a) x R"~! der Streifen in R™ um die Hyperebene x; = 0 mit
Weite 2a. Weiter seien r € (0,a), sg € (1,00) sowie (uy) eine beschriinkte Folge in W% (Sy,) mit

lim sup |ug % dx = 0.
k—00 yE€Sy, ¥ Br(y)

Dann gilt uy — 0 in L(S,) fiir alle s € (sg, s§*).
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BEwEIs: Es sei s € (sg,s5"). Wie im Beweis von Lemma 2.4.1 erhalten wir dann
ul*dx < c*|lu (1 195 ,
Sy ¢ otk o 10 e, 0

wobei & = 2 und ¢ > 0 die Sobolev-Konstante ist, und wihlen wiederum eine Uberdeckung
B = {B; : i € I} von R", wobei jedes B; eine Kugel vom Radius r ist und jeder Punkt in R" in
hochstens n + 1 Kugeln B; enthalten ist. Setzen wir nun B’ := {B € B: B = B,(y) mity € S,}, so
ist B’ eine Uberdeckung von S, und jeder Punkt in S, liegt in hochstens n + 1 Kugeln aus B’. Da

r < a, ist ferner Ugcp B C Sy, und damit

lim uel®dx < (n+1)c® im sup ||ugl] s . =0.
Jim, [ ol < 00 0 lim s a5 ol
Da s € (sg,s;") beliebig gewahlt war, folgt hieraus uy — 0 in L(S,) fur alle s € (sg, s§*). n

2.5 Existenz dualer Grundzustinde bei periodischen
Koeffizienten

In diesem Abschnitt nehmen wir nun an, dass die Koeffizienten V und I' von (2.1) in jeder Koordi-
natenrichtung xi, ..., x, 1-periodisch seien. Wir beweisen den folgenden Satz:

Bemerkung 2.5.1. Fiira € Z" und v € L7 sei 7,0(x) = v(x — a). Dann gilt:
(@) J(wo) =] (v) und J'(ta0) = J'(v).
(b) ,L7' = L1,

BEwEIs: (a) ist unmittelbar klar. Fiir (b) wihlen wir v € LIT! und u € W29t mit u = L~!v. Dann
ist zundchst 7,L 'v(x) = u(x — a) = T,u. Andererseits gilt

—Au(x—a)+V(x)u(x —a) = —Au(x —a)+ V(x —a)u(x —a) = v(x —a),
d.h. L(tu) = 1,0 und damit o, L7 v = t,u = L 11,0. -
Bevor wir das Variationsproblem (2.14) untersuchen, sollten wir folgendes sicherstellen:

Bemerkung 2.5.2. N # @.

Bewers: Nach Satz 1.2.3 besitzt die nichtlineare Schrodingergleichung (2.1) mit periodischen Koef-
fizienten V und T einen (echten) Grundzustand u* € H' \ {0}. Dann ist

0" = T(x)P/ P+ |y*|P~1y* e L7411\ {0}

nach Satz 2.2.3 eine Losung der dualen Gleichung (2.8), d.h. J'(v*) = 0. Insbesondere liegt v* in der
Nehari-Mannigfaltigkeit N. =

Nun kénnen wir also mit dem Beweis der Existenz auch dualer Grundzustidnde von (2.1) beginnen.
Dafiir untersuchen wir das Konvergenzverhalten der in Proposition 2.3.12 gefundenen Folge (vy)
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in N mit J(vx) — m und J'(vy) — 0 und zeigen, dass (v;) schwach gegen eine Losung von (2.8)
konvergiert. Argumente aus [AL92b] sind dabei hilfreich. Wir setzen

1

up:=L71 {1"(3{)1”l vk} € Witl,

Nach Voraussetzung (A3)ist p+1 € (4 +1, (9 +1)**) und nach Proposition 2.4.2 existieren p,é > 0
sowie eine Folge (yx) in R", sodass

/ P ldx > 6 firallek € N (2.29)
Bp(yk)

entlang einer Teilfolge von (uy). Nun sei (a®) eine Folge von Punkten in Z", sodass die Folge
(y® — a(k)) beschrankt ist, und

r > p 4+ sup |(y(k) - a(k))|.
keN

Dann gilt
/ lug [P > 6 fur alle k € IN.
B,(a(k))

1
Jetzt betrachten wir die Funktionen %y := vi(- +a®)) und @ := uy := L1 {I’(x)l’“vk} € Wa+L,
Nach Bemerkung 2.5.1(b) gilt dann

i = L [TV 0 (1 g00)] = Tg L1 [TV 0] = 7 g = (- + a)

und nach (2.29) somit
/ |dg [P dx > g fiir fast alle k € IN, (2.30)
B

wobei wir B := B,(0) gesetzt haben. Nun ist () eine Folge in N und somit beschrénkt. Entlang
einer weiteren Teilfolge (7x) konnen wir also annehmen, dass

O — g in Lt

U — ug in Wz’q+1,

i —upin L* furalles € [g+1, (g +1)*"],

iy = upin Lj  furalles € [g+1,(9+1)*)
fiir Funktionen vy € L7+! und ug € W27+1. Da L~ stetig ist, folgt

uy=L71 {F(x)l/(f’“)vo} .

Ferner folgt insbesondere u; — 1 in L?(B) und nach (2.30) somit 1y # 0 und vy # 0. Nach (2.13)
gilt ferner
J'(3) = |07 0 — Ko, firallek € N (2.31)

in (L7+1)* = [P*1 und damit

1
|5k|ﬁ—15k — Kovg =T(x)"1uy in Pt
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Als néchstes zeigen wir, dass

1

5|7 "5 — T(x)7Tug in LT (2.32)

entlang einer Teilfolge von (7y). Dafiir sei S, := B, (0) die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius
m € N und 6 > 0. Nach Proposition 2.1.3(b) ist K lokal kompakt, d.h. wir finden ky € IN mit

fur alle j, k > ko.

~ . 6
KO — Kj| 1ps1s,,) < 2

Weil J'(¢;) — 0 in LP*!, kénnen wir ko so wahlen, dass auch

N>,

1] (%) — ]I(ﬁj)HLP“(SM) < fiir alle j, k > ko.

Nach (2.31) ist dann
| (s 1917 "950) dx = [ (/(8) = 1'(3)) 9dx+ | pK( — 7)) dx

fir alle ¢ € L171(S,,) und damit

m

H§0||m+1(s,,,) = 1}

<" (8x) = T' (@) | p+1 + | KT = KGj| i1 s,y < 6

o a0, s (0 20010 200) 0]

1
fur alle j, k > ko, d-h. |67 16, — T(x) " Tug in LPT1(S,,). Schopfen wir nun R" aus durch die Folge
1
(Sm)men, so liefert ein Diagonalfolgenargument |6y |7~ 13, — T(x)7*Tug in Llp OJCrl und damit — unter
erneuter Auswahl einer Teilfolge — insbesondere fast tiberall auf R". Mit f(s) = |s|P~!s erhalten wir
also auch

Fe(x) = F(15x(x) [T Lo (x)) — F(x)% |ug () [P~ ug (x) =: wp(x) fiir fast alle x € R".

Wir zeigen nun, dass vg = wp. Dazu sei S eine beliebige kompakte Teilmenge des R". Da 7} €
LIt1(S) liefern (2.32) und [Wil96, Lemma A.1] die Existenz einer Funktion 1 € L@+1)/4(5) =
LPHY(S) mit |6y (x)|7 < h(x) fiir fast alle x € S. Dann gilt aber auch |5 (x)| < h(x)!/1 fiir fast alle
x € R" und h'/9 € LIT1(S). Fiir alle ¢ € LPT1(S) ist damit [h1/7¢| € L1(S) und aus dem Satz von
der dominierten Konvergenz folgt

lim [ Grpdx = / wog dx fiir alle ¢ € LPTL(S).
k—o0 JS S

Nun gilt aber 7 — v in L7+, woraus notwendig vg|s = wy folgt fiir jede kompakte Menge S C R".
Also ist ,
vo =T(x)7 ug|P'ug  bzw.  |vp|T Tvg = T(x)" Py,

e a1 1. 1
und es gilt insbesondere |5 |71, — |vg|71vg in Lfot .

Nun sei ¢ € C§°(R") und S := supp ¢. Mit der Holderschen Ungleichung erhalten wir dann
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7@g = T'wodgl = | [ (1010~ ool e0) s — | K(ei — ) i

< (waﬁk ~fool"ou] ., + 1Kok~ KUOHUM(S)) 19l a+15)-

Da Koy — Koy in LP1(S) nach Proposition 2.1.3(b) sowie |||7y |15 — |vo|q’lvo||m+1(s) — 0 nach
(2.32) folgt daraus
J (vo)p = klirn J' ()9 =0 fiir alle ¢ € Cf,
— 00

d.h. J'(vg) = 0. Also ist vy eine Losung von (2.8), d.h. vy € N. Da 9 — vy fast iiberall in R”,
erhalten wir mit dem Lemma von Fatou schliefSlich

1 1 1 1
_ 1 S\ T o1 ~ g+1 > (- _ = / g+1 —_ )
m = lim ](5¢) ]ggr;o(qﬂ 2)/}Rn|vk<x>| obc_(q+1 2) [ loo(x) |7+ dx = J(e0)

Also ist vg ein Minimierer von | auf N und somit ein starker Grundzustand von (2.8). Insgesamt
haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 2.5.3. Sind V,I' € L®(R") periodisch in jeder Raumuvariablen x; (i = 1,...,n) und gelten die
Voraussetzungen (H1)-(H3), so besitzt die nichtlineare Schrodingergleichung

—Au+V(x)u =T(x)|ulP'u inR"

einen starken dualen Grundzustand u* € H?(R") \ {0}.

2.6 Die Nehari-Mannigfaltigkeit im Grenzflichenfall

Nun untersuchen wir den Grenzflachenfall. Die Koeffizienten V und T in der nichtlinearen Schro-
dingergleichung (2.1) seien also gegeben durch

. " . .
Vix) = Vi(x), firxeRY, und I(x) = I'i(x), firxeRY,
Vo(x), fiirxeR" I'y(x), fiurxeR"

mit 1-periodischen Funktionen V;, T'; € L*(R). Die entsprechenden Schrédingeroperatoren bezeich-
nen wir wieder mit L und L;. Nach der Voraussetzung (H2) gilt 0 ¢ ¢(L1) Uo(Lp). Nach Satz 2.5.3
besitzt (2.3) somit fiir i = 1,2 einen starken dualen Grundzustand

__1
uj =Ti(x) 7 |of |10} € H?\ {0},

1

wobei vf € L7771\ {0} ein starker Grundzustand der zugehérigen dualen Gleichung
Kiv = [v|7 v in R" (2.33)

mit den Birmann-Schwinger Kernen

1 1

Ki = Ti(x) 7T LTy (x) PP

1
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ist. v/ minimiert das Euler-Funktional J; € C!(L7™!,R") mit

1 1
Ji(v) = qﬁ/ﬂ{” o971 dx — E/Rn vK;vdx

auf der Nehari-Mannigfaltigkeit
Nj = {v € L™\ {0} : Ji(v)0 = 0},

d.h. es gilt
m; := J;i(v) = min{J;(v) : v € N;}. (2.34)

Denselben variationellen Ansatz wollen wir nun verfolgen um die Existenz von Grundzustinden
auch im Grenzfldchenfall (2.1) nachzuweisen. Dafiir betrachten wir den Birmann-Schwinger Kern

_1

1
K=T(x)MI LT (x)r
auf L7971 und untersuchen die zu (2.1) duale Gleichung
Ko = |[o]" v inR" (2.35)

fiir Funktionen v € L1, Thre Losungen entsprechen den kritischen Punkten des Eulerfunktionals

J € CH(LT1,R") mit
J(0) = qi1 [ ol dx - %/}R oKodx

und starke Grundzustidnde von (2.35) entsprechen den Losungen des Variationsproblems
m := inf{J(v) : v € N}, wobei N :={vec L1\ {0} : ] (v)v = 0}. (2.36)

Die erste Aufgabe ist es nun nachzuweisen, dass N # @. Dies erfordert mehr Aufwand als im Fall
rein periodischer Koeffizienten, aber die hier zu fithrenden Rechnungen werden sich auch spéter
noch als niitzlich erweisen.

Einer Idee von David Arcoya, Silvia Cingolani und José Luis Gdmez aus [ACG99] folgend werden
wir u] und v] nun weit nach rechts und damit weg von der Grenzflache x; = 0 verschieben:

Definition & Bemerkung 2.6.1. Es sei der Einheitsvektor e := (1,0,...,0) € R". Wir betrachten die
Folgen (ut)ten in H' und (vt)senN in L7 mit

up(x) == uj(x —teg) und vr(x) := v} (x — teq) fiir alle x € R und alle t € IN.
Nach Satz 2.2.3 gilt dann
b 1
v = Tq ()P |ug| P~ Ly und v =T1(x) P Ly

sowie

1 1
up =T (x) 71|01 Loy und  up = L1 [Fl(x) P Ut}

fiiralle t € IN.
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Lemma 2.6.2. Es existieren ag > 0 und zu jedem o € (0, ) eine Konstante Cy > 0, sodass fiir alle t € N
die folgenden Abschitzungen gelten:

(@) |up(x)| < Cpe ™ fiir alle x € R,

(®) |Jut]|rrry < Cue™ fiiraller > 1.

BEweErs: Zu (a). Nach Satz 1.2.2 existieren ay > 0 und zu jedem a € (0,a0) eine Konstante C, > 0

mit
it (x)] < Cpe?¥ fir alle x € R"

und bekanntermafien gilt

n

1
n 2 n
1 Y lxl < x| = (Z |xk2> <Y fur alle x = (xq,...,x,) € R™.
Vi i k=1 k=1
Somit erhalten wir fiir alle t € IN und alle x € R":
n
e (x)| = [uf(x —ter)| < Caexp | —alxy —t] —a Y [x

k=2
n
=Cyexp | —a Y |xi| | e T
k=2

<1

< Cpe™ .

Zu (b). Wie in Teil (a) ergibt sich nun fiir alle r > 1:

||ut||zr(]RE) = /lR’l |uj (x —ter)| dx < C}, /IR'L e~ ralx—ter] gy

n
< C,;/ exp {—rtx <|x1 —t|+ Z |xk|> } d(x1,...,x,)
RZ k=2
0 n o0
=C (/ e ra(t—x1) dx1> <H/ o]k dxk>
—o k=2~

— on=1cr 0 —ra(t—xq) d L ~ —raxg 4 _ znflcg —rat
= o ooe X1 H 0 e Xk | = TN e .
- k=2

Lemma 2.6.3. Ist g € W21t1 gegeben durch

4 1

g =Ty (x)r#t (I‘(x)lﬂ‘l*1 — Fl(x)f’*l) |ut|p*1ut — (V(x) = V1 (x))uy, (2.37)
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so gilt
L 1 1 1
/ (K — Kl)vtdfo/ I1(x)pHt (I‘(JC)V+1 —T1(x)? 1) |ug [P dx
R"
_ / (V(x) = V3 (x))u dx + / ol lgdr.  (2.38)
R" R"

fiir alle t € IN und damit insbesondere

lim v(K — Ky)vs dx = 0. (2.39)

t—oo JIR"

Bewers: Nach Bemerkung 2.6.1 ist

1
pT
= e 1"1(x)r’7z11"(x)ﬁ|ut|p_1ut (L_l [F(x)r’}rlvt} - {1;1((;3)} " uy | dx. (2.40)
Wir setzen nun
oV (x) :== Vo(x) — Vi(x) sowie Spal(x) := Fz(x)ﬁ - Fl(x)ﬁ. (2.41)

Der besseren Ubersichtlichkeit halber werden wir bei den folgenden Rechnungen das Argument
von I und V auslassen. Die Funktionen z¢, hy € W2471 seien gegeben durch

1
Zy = =L 1 |:F]Ut:| und ht = Zt — Ug. (242)

Nach Bemerkung 2.6.1 gilt dann

Lz _r*1 =T/ P FP“\utV’ Ly (2.43)
und damit
ri1 P“|ut|p Yuy = Lug + Lhy = Lyus + Ly + (V. — Vi) uy
=T1|ue|P~tup + (V= Vi)ug + Lhy,
dh.,

L 1 1
Lhy =T]" (rwl — rf“) Py — (V= Vi) = g

Aus (2.40) erhalten wir also weiter

B 1 1 Fi
/ Ut(K—K1>Utdx=/ 1"1” FP+1|ut|p Uy 1-— us + hy
Rn n

L
_/ s P+1F|ut|p+1dx+/ 7T

— |

dx

1
p1 |ut|p_1ut L_lgt dx.
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Mit Hilfe der Definition von g¢¢ und der Symmetrie von L™}, siehe Lemma 2.1.4, folgt nun

v - 1
/n v (K —Ky)vpdx = /]Rn r (5p+11"|ut|1”+1 dx+'/]Rn gt L1 [1"1”+ FP+1|ut|p_1ut] dx

243 e
(:) /]R“ 1"1"“(5P+11"|ut|ﬁ+1 dx+/]Rngtztdx

(242) / 1"%(5 T|u [P dx + / grupdx + / gthy dx
ge 1P R” R”
A
:2/ 76,4 u pde—/ 5Vu2dx+/ L~ 'g;dx.
ge 1 Pl |14t - t e StE 8t
Damit ist (2.38) bewiesen. Nach Lemma 2.6.2 finden wir ferner Konstanten c¢1,c; > 0 mit

+1 _
< CIHutHiPH(IRﬁ) = Qe (pH1)aty

p
[ 17718, T ()1 kx
R"

sowie

_ O(e72at)

SV (x)uzd
[ V)t dx

fiir t — oo. Aufgrund der Stetigkeit von L™, siehe Proposition 2.1.3(a), gilt schlielich

< ||gtHLq+1(]Rn)|’L718t”LP“(R”)

L7 1¢o;d

(2.44)

(2.45)

und aus der Definition von g; sowie Lemma 2.6.2 erhalten wir ferner ||g¢||L7"!(R" ) = O(e*!) fiir
t — c0. Da g = 0 auf R” folgt somit insbesondere die Beschrinktheit der Folge (g);en in LI+
und aus der Stetigkeit von L~! somit auch die Beschranktheit der Folge (L~1g;);cn in LP*L. Die

Aussage von Lemma 2.6.3 ist somit vollstindig bewiesen.

Damit konnen wir die Funktionen v; fiir hinreichend grofie t € IN auf die Nehari-Mannigfaltigkeit

N projizieren:

Proposition 2.6.4. Es existieren tg € IN und s; > 0, sodass s;vy € N fiir alle t > tg. Insbesondere ist

damit N # Q.

Bewers: Fur alle t € IN ist v; € N und damit

/n vtKvtdx: /]R" vtKlvtdx—l— /]R” vt(K—Kl)vtdx: ||thZﬂ+ /]R" T)t(K—Kl)Utdx.

Da [|vt][441 > 0, existiert nach Lemma 2.6.3 somit ty € IN, sodass
/ viKodx > 0 fur alle t > tg.
]Rn

Fiir alle t > to konnen wir somit s; als die positive Losung der Gleichung

-1 Jirn VKo dx
t fIR" |vt|‘1+1dx

(2.46)
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wahlen. ™

Aus den obigen Rechnungen kénnen wir noch eine weitere wichtige Beobachtung tiber die mini-
malen Energieniveaus m, m, my der Variationsprobleme (2.36) und (2.34) festhalten:

Proposition 2.6.5. Es gilt stets m < min{mq,my}.

Bewers: Ist s; die positive Losung von (2.46), so lieftert (2.39) nun sy — 1 fiir t — oo. Da s;v; € N,
gilt ferner

1 1 1\ r 1 1 1
m I =t (55— 3) fo ol e = o) = ThieD) = of T, 247)

wobei wir die Periodizitiat der Koeffizienten V; und I'y verwendet haben. Im Grenzwert ¢t — oo
ergibt sich aus (2.47) somit m < m;.

Setzt man statt v; = v](- — te;) nun v; := v;(- — te;), wobei v} ein starker Grundzustand der
dualen Gleichung (2.33) mit Birman-Schwinger Kern Kj ist, so liefern die Rechnungen im Beweis
von Lemma 2.6.3

lim Ut(K — Kz)vt dx = 0,

t—oo JRM
wenn man {iberall die Indizes 1 und 2 vertauscht und die Integrale tiber R” durch Integrale tiber
R’ ersetzt. Wie in (2.47) folgt dann m < S?Hmz und s; — 1 fiir t — oo und damit auch m < m,. g

2.7 Existenz dualer Grundzustinde im Grenzflachenfall

Mit Proposition 2.6.4 kdnnen wir uns nun an die Untersuchung des Variationsproblems (2.36) ma-
chen. Unser Hauptresultat ist das folgende Existenzkriterium fiir duale Grundzustinde.

Satz 2.7.1. Ist m < {my, my}, so besitzt die nichtlineare Schrodingergleichung
—Au+V(x)u=T(x)|ulPu in R"

unter den Annahmen (H1) bis (H3) einen starken dualen Grundzustand u* € H?(R").

Dieser Satz wurde in der Arbeit [DPR11] bereits im positiv definiten Fall 0 < minco(L) als Exis-
tenzkriterium fiir starke Grundzustiande von (2.1) bewiesen, siehe Satz 1.2.4. Wir werden nun den
Argumenten dieser Arbeit folgen um das Kriterium auch im indefiniten Fall und fiir starke duale
Grundzustiande zu zeigen.

Dabei untersuchen wir wieder die in Proposition 2.3.12 gefundene Folge (vy) in der Nehari-Mannig-
faltigkeit N mit J(v;) — m und J'(vx) — 0. (v) ist beschrdnkt nach Lemma 2.3.6, d.h. entlang einer
Teilfolge konvergiert (v;) schwach gegen eine Losung v von (2.35).

Nach Proposition 2.6.5 gilt stets m < min{m;y, m,}. Die Bedingung m < min{my,m,} benotigen wir,
um sicherzustellen, dass vg # 0. Dies erfordert verglichen mit dem Fall periodischer Koeffizienten
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einiges an technischem Mehraufwand. Zunéchst setzen wir wieder

up = L1 {F(x)l"l*lvk} € Writl,
Nach Proposition 2.4.2 gilt dann

limsup sup |ug|® dx >0 firaller >0Oundalles € [g+1,(g+1)*). (2.48)
k—oo  yeR" Y Br(y)

Fiir § > 0 sei x5 : R — [0, 1] eine unendlich oft differenzierbare Funktion mit

(1) = 1, wennt >,
XoP) = 0, wennt <0.

Dann gilt | x(t)| < Csund |x}(t)| < Cs fiir alle t € R mit einer Konstanten Cs > 0. Mit x;s erkldren
wir nun die Abschneidefunktionen )((Si € C* durch

ng(xl,...,xn) = xs(Ex1).

Man beachte, dass supp th = R% und supp V)((si C S5, wobei
Sy :=(—6,6) x R"!

der Streifen in R” um die Hyperebene x; = 0 mit Weite 2 ist.

Lemma 2.7.2. Die Funktionen uki und vf seien gegeben durch

. E ; +._ Tt
Up = URXy, sowie v :=T(x) 7Ly

und es sei
kh—{?o H“k||w2,q+1(55) =0. (2.49)

Dann gelten fiir k — oo die folgenden Asymptotiken:

(@) we = ul +u; + Ry, wobei || Re|[,41 — 0,
v = v + v + 1y, wobei ||ricllg41 — 0,

(b) J(vk) = (o)) + (v ) +o0(1),
(©) J'(o) = Ji(v) + Ja(vg ) + 0(1).
In (c) ist die Konvergenz dabei im Sinne von (L1t1)* = LP*1 zu verstehen ist.

BewELs: Zunéchst ist supp uj” C R und damit Vi (x)u = V(x)u;| sowie Vo(x)u, = V(x)u, fiir
alle x € R". Also gilt

__1 __1
o =Tq(x) 7T Lyu, bzw. v =To(x) 7T Lyug .

Zu (a): Es ist uy = u +u, + Ry, wobei Ry = u(1 — x — x5). Da supp Ry C Sj, liefert (2.49)
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|Rk[lp+1 — O fiir k — co. Weiter gilt:

Lug = —Duy + Vi (x)uelry + Vo (x)ugdge
= —Auy 4+ Vi (x)u + Va(x)ue + Vi(x) (e — wd ) gy, 0,00 + V2 (3) (ur — ) Uiz e (—5,0))
= Lyu” + Lyuy + 7,

wobei
e = —=A(ug —uf —ug) + Vi(x) (e — u gy, 0.0 + V2 (%) (g — ) e (=500 (2.50)
Weiter ist Auki = (Auk))(o-i +2Vuy - Vx5 + uk(AX;E) und somit
Al —ut =) = (1= x5 — x5 )Aug =2V - V(x5 +x5) — we(Axy)-
Aus der Beschranktheit der Ableitungen von x; folgt dann
1A Qe — wf —w )l s,) < NlAullpges,) +Co (Hvuk||m+1(55) + ||”k||m+1(s5)>
< max{1, s} el e s,

fiir k — oo, sodass (2.49) und (2.50) schlieRlich 7 — 0 in LIT! liefern. Die Aussage fiir v erhalten
wir nun mit r == T(x) "1/ (P07,

Zu (b): Wie in Lemma 2.2.4 (a) zeigt man, dass
‘|a Fbjatl - |a|ﬂ+1’ <(g+1)27(|a)7+ |b|7)|b]  firallea,b € R.

Da die Trager von v und v, disjunkt sind, erhalten wir daraus mit Hilfe von Teil (a)

‘/IR" |01+ dx_/]{z" o |7+ dx_/]Rn o |7+ dx’
. ]
< [ o o5 +nd = o o o1
<(g+1)27 /R (lof + o7 |9+ [rel7) |rel dx
< @+ 1021 (o + o5 13,0+ Irell?y1 ) Irellgsa,

wobei wir im letzten Schritt die Holdersche Ungleichung verwendet haben. Weil die Folgen (vy)
und damit auch (v +v; ) in L7 beschrénkt sind und ||r¢[|4+1 — 0, folgt fiir k — oo:

/}Rn |07+ dx = /R oy |7+1 dx+/w o |7+ dx + (1),
. .
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Aus der Konstruktion der Folge (uy) und Teil (a) erhalten wir ferner

/kavkdxf/ uLuy dx
R”

—/ Lluk dx+/ u, Louy dx+/ Ry Luk+Luk+Luk)d
Nun gilt

”L”If”mH s,) < II( Aup)xy +2Vug - Vg + ue(Bxy) — V(x)ukXZEHLqH(s&)
< CH”kHwZHl(sé) —0

mit einer nur von § abhédngenden Konstante C > 0 und nach Teil (a) ferner Ry — 0 in LP*1(S;). Wir
erhalten also
lim Rk(Luk + Luf +Lu, )dx =0

k—o00 JSs

und somit

/ kavkdx—/ Ly dx+/ u, Louy, dx +o(1)
R"

= / v Ko dx+/ v, Kov, dx +o(1)

sodass Teil (b) bewiesen ist.

Zu (c): Nach Lemma 2.2.4 (b) gilt
‘|a+b|’4*1(a+b) - \a|‘7*1a‘ < 2|bJ1 fur allea, b € R.

Ist nun ¢ € L7171, so erhalten wir mit Hilfe von Teil (a), der Disjunktheit der Trdger von v;” und v,
und der Holderschen Ungleichung:

L (el o= 1o 1710 = [0 17710 ) dx

< [[loxl# =0 = lof + o 170 + 0| Nl

<2/l pll@llg+a

= 2|lrll7 1 ll@llg1-
Da r; — 0 in LI*! bedeutet dies
lok|T Yo = [0 |7 o + o |7 o, +o(1)  in P
flir k — oo. SchliefSlich liefern uns wiederum die Konstruktion von u; und Teil (a):

L
+1

/ quvkdx:/. goI’l(x)ﬁu,j'der/ (pfz(x)ﬁuk_dx+/ @T (x) TRy dx
R R R Ss
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und somit

/ (pl"(x)ﬁukdx—/]R (pl”l(x)ﬁu;rdx—/n (plﬂz(x)ﬁukf dx

/ @I'(x) ﬁRk dx
Ss

1
< ITIE Nl o s,) I Rell e s, )

und da [|Rg]| Lr+i(s,) — 0 nach Teil (a) folgt somit die Behauptung von Teil (c). =

Die Aussage der nédchsten Proposition ist nun die zentrale Beobachtung fiir den Beweis des Exis-
tenzkriteriums von Satz 2.7.1:

Proposition 2.7.3. Ist li;n inf [ug|| w2441 (s,) = 0, s0 gilt m > min{my, my}.
—00

Bewers: Weil g +1 < p+1 < (g + 1)**, finden wir nach Proposition 2.4.2 eine Teilfolge von (uy),
eine Folge (y*)) von Punkten in R” sowie ¢, p > 0, sodass

/ P ldx > e firallek € N.
Bp(y(k))

Wihlen wir weiterhin Punkte ak) € Z" und einen Radius r, sodass die Folge (a¥) — y(¥)) beschrankt
ist und
r > p+sup |a(k) - y(k>|,

keN
so erhalten wir daraus
lug|Pt1dx > ¢ fiiralle k € N. (2.51)
B,(a(k))
Wir schreiben a*) = (agk) Jees a,&”) und unterscheiden die folgenden drei Fille:

Fall 1: Die Folge (agk)) ist beschrénkt.

Fall 2: Langs einer Teilfolge gilt agk) — +o00.

Fall 3: Langs einer Teilfolge gilt agk) — —o0.

Zu Fall 1: Tst die Folge (agk)) beschrinkt, so betrachten wir die Vektoren %) = (0, agk), cee, a,(qk)) ezZ"
und setzen 7 := vp(- +a*)) sowie i@, := L~![[(x)V/(P+D5,]). Wir zeigen, dass die Folge (%)
schwach in L7*! gegen eine Losung von (2.35) konvergiert. Die Argumentation verlduft dabei ana-
log zum periodischen Fall. Da wir auf die Argumente in Fall 2 jedoch zuriickgreifen werden, fiihren
wir sie zur besseren Nachvollziehbarkeit des gesamten Beweises gleichwohl noch einmal aus.

Wie in Bemerkung 2.5.1 erhalten wir aus der Periodizitdt der Koeffizienten V,I" in den Variablen

X2,..., X%, dann i = wu(- + ﬁ(k)). Weiterhin finden wir wegen (2.51) und der Beschridnktheit der
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Folge (agk)) einen Radius R > 0 mit

(/|ﬁﬂp+ldx;3£ fiir alle k € N, (2.52)
B

wobei B := Bg(0). Wiederum aus der Periodizitdt von V und I in x,...,x, folgt, dass (d)) eine
Folge in der Nehari-Mannigfaltigkeit N ist mit J(7;) — m und J' () — 0 fiir k — co. Insbesondere
ist () somit beschrankt in L97! und wir finden Funktionen vy € L1+! sowie uy € W?471, sodass
entlang einer weiteren Teilfolge von (7y) gilt:

¥y — v in L1711,

il — up in WA+

iy —~upin L furalles € [g+1, (g +1)*"],
i — upin Lj  fiiralles € [g+1, (g +1)"").

Die Stetigkeit von L1 liefert uns dann ug = L1 {F(x)l/ (P+1)p, |, und da insbesondere i — ug in
LPHL(B), ist ug # 0 nach (2.52). Damit ist auch vy # 0. In LP! = (L7+1)* gilt nun
I/(ﬁk) = |f5k|q71ﬁk — K7y, (2.53)

und damit ferner )
9|71 — Kog = T(x)PTug in LV,

Als néchstes zeigen wir, dass

L
661718 — T(x)7Tug in LT (2.54)

lings einer Teilfolge von (). Dafiir sei S, := By, (0) die abgeschlossene Kugel um 0 mit Radius
m € IN und é > 0. Nach Proposition 2.1.3(b) ist K lokal kompakt, d.h. wir finden ky € IN mit

>,

||Kl7k — KﬁjHLpH(Sm) < — fiir alle ],k > ko.

N

Weil J'(¢;) — 0 in LP*!, kénnen wir ko so wahlen, dass auch

N N 3 ) .
11" @) =T (@) | o,y < 5 fir alle j, k > ko.

Nach (2.53) ist dann

. (e o~ lg1 oy9) dx = |

fiir alle ¢ € L1+1(S,,) und damit

(/'(0) = J'(3)) pdx + [ gK(5— ;) dx

m

||§0Hm+1(sm) = 1}

< |1J'(8k) = T' (@) | p1s,,) + I1KGk = KGjllppia g,y < 6

it~ g, up{ (10500 — 5,1 10,9) o] :
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fiir alle j,k > ko, d.h. |57 5 — T(x)Y P Duq in LPH1(S,,). Schopfen wir nun R” aus durch die
Folge (Sm)men, so liefert ein Diagonalfolgenargument schliefSlich (2.54). Insbesondere gilt entlang
einer weiteren Teilfolge dann

15, ()90, (x) — T(x)PTug(x)  fiir fast alle x € R” (2.55)

und mit f(s) = |s|P~!s erhalten wir daraus
Oe(x) = F(|5p(x) |7 Yo (x)) — F(x)% g () [P~ Lug (x) =: wy(x) fiir fast alle x € R".

Wir zeigen nun, dass vy = wp. Dazu sei S eine beliebige kompakte Teilmenge des IR". Nach (2.54)
und [Wil96, Lemma A.1] existiert eine Funktion h € LU+1/4(S) = LP+1(S) mit |5 (x)|7 < h(x) fiir
fast alle x € S. Dann gilt aber auch |7 (x)| < h(x)'/1 fiir fast alle x € R" und h'/9 € LI+1(S). Fiir
alle ¢ € LPT1(S) ist damit [h!/9¢| € L'(S) und aus dem Satz von der dominierten Konvergenz folgt

lim [ pdx = /Swoq) dx  firalle g € LPYL(S).

k—r00

Nun gilt aber 3, — v in L1171, woraus notwendig v|s = wy folgt fiir jede kompakte Menge S C R™.
Also ist ,
vg = T'(x) 7+ |”0|p_1uo bzw. \vo|‘7_1z;0 = F(x)l/(p"'l)uo

und es gilt insbesondere 7|77, — [vg|7 1vg in L} Otl. Istnun ¢ € C§° und S := supp ¢, so erhalten
wir mit Hilfe der Holderschen Ungleichung

@09 = 1'e0gl = | [ (1o 10— ool to0) g e — [ oK(oy — ) di

s(Wmlmwmq%mW@+Mw—mmw&)wmww (2.56)

p+1

Da Koy — Koy in LPT1(S) nach Proposition 2.1.3(b) und |75 — |vg|9 1vg in L], ",

folgt hieraus
J' (vo)p = klim J' (%) =0 fiir alle ¢ € C3°(R"),
— 00
d.h. J'(v9) = 0 und vy ist eine Lésung von
Ko = |0 lv in R".

Nach Satz 2.2.3 ist dann aber uy € W2>7*! eine starke Losung der nichtlinearen Schrodingerglei-
chung (2.1) mit Koeffizienten V und T. Nach Voraussetzung gilt nun iy — 0 in W27+1(S;) fiir
k — oo und damit uy = 0 auf S5. Aus dem Prinzip von der eindeutigen Fortsetzbarkeit (vgl. dafiir
[ABGS81] oder [SS80]) folgt somit 1y = 0 auf R"” und damit ein Widerspruch zu (2.52). Das beweist,

dass Fall 1 nicht auftreten, d.h. (agk)) nicht beschriankt sein kann.
Zu Fall 2: Es gelte a%k) — +o00. Wie in Lemma 2.7.2 setzen wir

1 1
+ = - _ i
up c=wxy,  op =T1(x) P Lt v i=To(x) P Lyug .
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Nach Lemma 2.7.2 (a) und (2.51) gilt dann
/ |u+\p+1dx+/ |u |PHldx +0(1) > ¢
B(a

fir k — oo und damit

+|p+1 dx E d / —|p+1 dx > €
/B,(a<k)) |, | 3 oder B (a®) uy | X2
fiir hinreichend grofie k € IN. Weiter seien
= uf (- +ak)),
_ 1
of = of (- +a®) =Ty (x) 7T Ly,
1
o = v, (- +aW) = Ty(x) 7 Loai,
Mit B := B,(0) erhalten wir dann
/ i, [P dx > > £ oder / la, [P dx > ¢
3 B K ~3
Da agk) — 400, ist B+ ak) R" fiir hinreichend grofse k € IN und damit
—p+1 — —|p+1 _
/B|uk [P d /B+a<k> lu, [P dx = 0.
In unserem Fall folgt also
/ | [P+ dx g fiir fast alle k € IN. (2.57)

Weil die Folgen (v;) und damit auch () und (3,") in L7"! beschrénkt sind, kénnen wir entlang
einer Teilfolge annehmen, dass

77;“ — 7 in L1711,
a]:r — U in W2’q+l,
i — ug inLj firalles e [g+1,(g+1)"),

@ (x) = up(x) fast tiberall in R”,

wobei vg € LI*! und up = L;? {Fl(x)l/(PH)vo} € W21 Nun gilt insbesondere Z — ug in

LPF1(B) und nach (2.57) somit ug # 0. Also ist auch vy # 0. Wenn wir nun zeigen konnen, dass

L5 =0 L]t (2.58)

loc
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fuir k — oo, so folgt mit denselben Argumenten wie in Fall 1

5117 0 — Joo|T og = Ty ()Y P Dug in LPFY,

g _ .t
519 1?7;? — |vo|T Ty = Ty (x)Y P+ D g in Lf;c )

Zum Beweis von (2.58) sei S eine kompakte Teilmenge des R" und ¢ € L1t1(S). Wir betrachten

zunéchst J5(3, ). Da suppv,. C R" und agk) — oo, gilt suppo, N(S+ a®) =@ firk >ky €N
und somit

Sl 15 pax = /swm o W17 1o (W)g(y —a)dy =0 (2.59)

fiir k > ko. Weil auch suppu,- C R” liefert dasselbe Argument zusammen mit Bemerkung 2.5.1(b)
auch

/(pKﬁ,; dx = /Sq)sz,:(-—i-a(k))dx
S

= [ 90— a1 [0 )] ay

= o oy — a(k)>1“2 (y) 7 ug (y)dy = 0. (2.60)

(2.59) und (2.60) liefern zusammen
J5(7; )@ = O fiir alle k > ko. (2.61)

Ist nun (@) eine beschrankte Folge in L7+1(IR"), so gilt nach Lemma 2.7.2(c):

0= lim J'(vx)px = lim (J3 (v ) + J2(0) ) x) (2.62)
= lim (7)) ge(- +a%) + 5 (0 ) gu(- +a'™)). (2.63)

Insbesondere erhalten wir fiir

x—a®), firxeS+ab,
prlx) = {g’ o)
, sonst.

aus (2.63) dann
0= lim /') = lim (11(57)¢ +12(%)9) (2:64)

Fiir k — oo gilt also:

1609l "2 11 (o) i — 1357 )il +0(1)

2.61
CE 1 (o) i + (1)
< ' @) lps1ll@l a1 s) +0(1).

Da J'(v) — 0 in LP*! erhalten wir daraus J;(7;) — 0in LP™1(S). (2.58) ist somit bewiesen. Wie in
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Fall 1 erhalten wir nun

|Z7k+|qil?71:r — ool vy = Fl(x)l/(pﬂ)uo in LPT! sowie
g1~ _ . 11
|Uk+|q 10; — oo Loy = Tl(X)l/(pH)uO in Lﬁc ,

woraus wie in (2.56) dann J{ (3, )¢ — J;(vo)¢ fiir k — oo folgt. Insgesamt ist somit J;(vg) = 0, d.h.
g ist eine nichttriviale Losung von

Kiv= o[ v inR"

und liegt insbesondere in der Nehari-Mannigfaltigkeit N;. Setzen wir in (2.62) nun ¢, = v ein, so
erhalten wir ferner

0= lim (Ji(of o+ Ja(v Joi) = lim (J1(o7)of + Ja(op )oy)

= lim (J3(9)9; + 20, )9;)-

Aus Lemma 2.7.2(b) und erhalten wir somit
o - L o ~ o 1 N N
m = liminf (J1(9;) + J2(5; ) = lim inf (h(v,‘:) +h(00) = 5 [1ED)F + 12 (95 ])

1 LYo S+ 19+1 5—19+1

Schliefllich liefert das Lemma von Fatou:
1 1 Vo EN
m>|———= / volT dx =" J1(vg) = my.
> (7-3) fo I Ji(o0) = s
Zu Fall 3: Verglichen mit Fall 2 miissen wir nun die Rollen von u;r und U vertauschen, d.h. statt
(2.57) gilt nunmehr

/ Py > £ fiir fastalle k € N.
B

Mit denselben Argumenten und Rechnungen wie in Fall 2 erhalten wir dann m > my. n

Zum Beweis der nachsten Proposition 2.7.7 werden uns nun die Lemmata 2.7.5 und 2.7.6 fithren. Zu-
vor bringen wir noch eine kurze Bemerkung tiber die Elemente des Dualraumes W~1% = (WL )*:

Bemerkung 2.7.4. Es seien s,s' € (1,0) so gewihlt, dass 1 + Sl, =1, sowie f € L5 und ¢ € (L*)". Wir
setzen dann

(f+V-9)¢] ::./]Rn(fgo—g.vwdx fiir alle g € W'

Mit Hilfe der Holderschen Ungleichung sieht man, dass auf diese Weise durch f + V - g ein Funktional im
Raum W=V erkliirt wird mit

1f+V-gll-1s < (I flls + llglls) -

Fiir das ndchste Lemma benétigen wir nun den Zusammenhang zwischen den Sobolev-Riaumen



2.7. EXISTENZ DUALER GRUNDZUSTANDE IM GRENZFLACHENFALL 53

W™ fiir m € NoU {—1} und s € (1, c0) und den Besselpotentialriumen
LY :={uel®: F11+|E)"°Fuc L}

fira € Rund s € (1,00). Dabei ist .# die Fouriertransformation auf dem Raum .#’ der temperierten
Distributionen. Auf L** wird durch

allpes = |7 (1 + [612)* 2 Fulls

eine Norm erklart. Nach [Ste86, Chapter V.3, Theorem 3] sowie [AF08, 7.63] ist L"* = W™ fiir m €
NoU{—1} und s € (1,0) und die entsprechenden Normen || - ||pns bzw. || - ||n,s sind dquivalent,
d.h. mit einer Konstanten ¢ > 0 gilt

v s < Jul

ms < y||lul|Lms (2.65)

Lemma 2.7.5. Der Operator (I — A)~1 : W= — WS ist stetig fiir alle s € (1, 00). Insbesondere gilt

lullns < c(Idull-vs+llulls) — fiir alle w € W'

mit einer Konstanten ¢ > 0.
Bewers: Es sei u € W5 = L%, Dann sind u, Au € W1 = L=15 und es gilt:
1Au = ullpas = 1771 A+ [EP) T2 (—Au + w5
= |77 A+ )2+ 2P Fuls

= |77 1+ g2 Fuls

= [lull1s

und nach (2.65) somit

18w — | s > v [ Aw = ul| s = 9l s > 772 fu

= 1s-
Daraus folgt die Stetigkeit von (I — A)~1: W=1¥ — WS und ferner
lell1s < 9® (lAull-ys + [l -16)
Nach Bemerkung 2.7.4 ist ||u||_1 s < ||u||s und wir erhalten die Behauptung. n

Damit zeigen wir nun das letzte Hilfsresultat fiir Proposition 2.7.7:

Lemma 2.7.6. Sind s € (1,c0) und 6 > 0, so gilt
[l was(s,) < C (||Au|\Ls(53§) + ||u||Ls(53§)> fiir alle u € W**

mit einer Konstanten C = C(J) > 0.

Bewers: Es sei u € W>* und —Au +u =: f in R” mit einer Funktion f € L°. Den Buchstaben C
verwenden wir als ein Symbol fiir - moglicherweise verschiedene — von u unabhingige positive
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Konstanten. Ferner sei x; € Cj° eine Abschneidefunktion mit

und  [Vxi(x)| <C

1, fur |x| <29,
xi(x) =

0, fiir |x| > 34,
sowie u1 := uxi. Dann gilt
—Auy +uy = (=Bu)x1 — (Ax1)u —2Vu - Vxi +uxr = fx1 —u(Ax1) =2V - (uVyy).

Mit Lemma 2.7.5 und Bemerkung 2.7.4 folgt daraus

llwissy) < Cllarlhs < € (If gy + Ils(s)) < € (I80ls(syy) + Nillirgsyy) - 2.66)

Ist nun x; € Cy° eine weitere Abschneidefunktion mit

1, fur x| <9,
xX) = und Vxa(x)| <C
22(%) {0, fiir |x| > 24, Vi)l <

sowie up := u)», so erhalten wir wie oben
—Aug +up = (—Au+u)x2 — (Ax2)u —2Vu - Vyo

und nach (2.66) damit

llwas(s) < Clluzllas < € (1880135, + Nl + 1 Vulisgsy) )
< C (180l x(sy5) + litlyrs(ssyy)

< C (180l s (s) + el ) -

Das letzte Zwischenresultat auf dem Weg zu Satz 2.7.1 ist nun die seit lingerem angekiindigte

Proposition 2.7.7. Istd > 0,s € [+ 1,(g+1)**) und m < min{my,my}, so gilt

liminf sup |ug|®dx >0 fiir alle p > 0.
k—oo yeSss 7 Boly

Bewers: Wir zeigen die Kontraposition von Proposition 2.7.7: dafiir seien sy € [+ 1, (g +1)**),
0> 0und p € (0,35) gegeben, sodass

lim sup lug)*dx =0
k—oc0 y6535 Bﬂ(y)

entlang einer Teilfolge von (uy). Das modifizierte Concentration-Compactness-Lemma von Pierre
Louis Lions in der Version von Proposition 2.4.3 liefert dann

ur — 01in L°(Sz5) furalles e (g+1,(g+1)"").
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Unser Ziel ist es nun einzusehen, dass auch u; — 0 in W>41(S5). Aus Proposition 2.7.3 folgt dann
m > {my, my}.
Zunichst sei i, € W2411 die Losung von

1

N
Lipe = Luy — T(x) [uge [P~ Ly = T(x) 7 {Uk —I(x)PH |uk|p*1uk} in R"™. (2.67)
Da J'(vy) — 0 in LP*1, erhalten wir

1
ok 7o — T(x) 7T ag

0= lim [[J'(@)llps1 = lim |[[ol?~ o — Kogl| = Jim
k—oo k—o0 k

— 00

p+1 p+1

Nach Lemma 2.2.5 (a) ist der Nemitsky-Operator f : LP*! — L9l f(u) = |u|P~'u Lipschitz-
stetig auf beschrankten Teilmengen von LP*!. Aufgrund der Beschranktheit der Folgen (v;) und
(uy) finden wir somit eine Konstante ¢ > 0 mit

= || (texl=10r) = £ (0 0wy )|

P
Hvk —I'(x)r T |Mk\p_1ukH

g+1 g+1
< c|||vg|T oy — l"(x)#uk %0 (2.68)
p+1
und (2.67) liefert uns ¢ — 0 in W27+1,
Weiter sei g € W29+1 die Losung von
Log = T(x)|ue|P1u in R™ (2.69)

Da die Folge (1) in LS beschrankt ist fiir s € [g + 1, (g + 1)**], ist die Folge (¢x) beschrankt in W2*
fiir alle s € [qy,43], wobei g1 := max{gq(qg +1),1} < g+ 1 und g3 := q(q+1)**. Da g > 27 # ist, gilt
g3 > g+1 > 1. Wahlen wir nun g, € (9 +1,43), so gilt

0 1-6 : _ n q2—(q+1)
H€0k||m+1(s35) = ||(Pk||m1(s35)||§9kHqu(53(5)r mit 0= g+1 ‘ r— €(0,1).  (270)

Da ¢ = ug — P, gilt ¢ — 0in L¥(S3) fiir alle s € (9 +1, (g +1)**) und damit insbesondere in
L%2(S3;). Nach (2.70) folgt dann aber @ — 0 in L971(S35) und damit aber auch

up = @+ — 0 in L71(S55).

Weiterhin ist Luy = I'(x)Y (?t1o, und damit

1 1

14
Mt = V(x)ug = T(x) 7o = V(x)ug = T(x) gl g = T(x) 7T [0 = T () 77 fug |~

Wir erhalten also
[ Aug ||Lq+1(s35)

1 P
+ ITIZT o — T P8 |

< IV lloolltill a1 555 + ITlleo 2 s, L (R
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Nun gilt uy — 0 in L(Szs) fiir alle s € [g+1,(g+1)**). Da p < 2%, gilt p(g +1) < (g + 1)**
und damit auch u,’; — 0 in LI+1(S35). Mit Hilfe von (2.68) erhalten wir nun insgesamt Auy — 0
in L7%1(S35) und mit Lemma 2.7.6 folgt dann u; — 0 in W>471(Ss). Proposition 2.7.3 liefert uns
schlieBlich m > min{m;j,m;}, was den Beweis von Proposition 2.7.7 beendet. n

BEWEIS VON SA1z 2.7.1: Es sei 6 > 0. Nach Voraussetzung gilt m < min{my, m,}. Nach Propositon
2.7.7 finden wir ¢ > 0, sodass

liminf sup lug|PTdx > e fiir alle p > 0
k—oo y€Sss Y Boly

Wir finden also einen Radius p > 0 und eine Folge (y¥)) in S35, sodass

/ lu [Pl dx > ¢ fir alle k € N
Bp(y<"))

entlang einer Teilfolge von (1 ). Jetzt wahlen wir Punkte alk) = (0, agk),. ., aslk)) € Z", sodass die
Folge (y*) — a(k)) beschrinkt ist, und einen Radius

r > p+sup |y —a®].
keN

Dann gilt
/ lug|Pdx > e
By (a®))

und fiir 7 == ug(- +a®) erhalten wir
/ G |Pldx > ¢ firalleke N @.71)
B

mit B := B,(0). Weiter setzen wir 5 = I'(x)~"/(P*1 L. Mit denselben Argumenten wie bei der
Betrachtung von Fall 1 im Beweis von Proposition 2.7.3 liefert die Periodizitdt unserer Koeffizienten
V und T in den Variablen xy, ..., x, nun die schwache Konvergenz einer Teilfolge von (7ix) gegen
eine Funktion ug € W47 und die schwache und fast iiberall punktweise Konvergenz der entspre-
chenden Teilfolge von () gegen eine Funktion vy € LIt?, wobei ug = T'(x)~V (#+1|yy|9- 10y, Da
insbesondere iy — 1o in LPT1(B), sind 19,09 # 0 nach (2.71) und vy ist eine nichttriviale Losung
von
Kv=|o/7'v inR".
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Insbesondere liegt vy somit in der Nehari-Mannigfaltigkeit N und wir erhalten:
m = lim J(v)
k—o0
— 1im (J(0) — 21/ (050
e k 2 k7 %k
. - 1., ...
S (COREEALY
k—o0 2

1 1
=(— = lim/ |57 dx
g+1 2/ k—eo/Rre
Fatou( 1 1

eEN
PR z) [ Jeol 7 ax =N g (0g) >

Also ist J(v9) = m und Satz 2.7.1 damit bewiesen. n

2.8 Praktische Existenzkriterien

Das Resultat von Satz 2.7.1 ist ein abstraktes Kriterium fiir die Existenz von Grundzustidnden. Die
Schwierigkeit der Uberpriifung des Kriteriums liegt darin, dass man die auftretenden Grossen
m,my, my in aller Regel nicht kennt. Also gilt es, daraus ein praktisch verifizierbares Kriterium zu
entwickeln, das die Bedingung m < min{my,my} sicherstellt.

Die folgende Proposition ist nun ein erster Schritt in diese Richtung. Sie ist das Analogon zu
[DPR11, Theorem 4] aus der Arbeit von Toma$ Dohnal, Michael Plum und Wolfgang Reichel iiber
den positiv definiten Fall. Wir erinnern dafiir noch einmal daran, dass wir mit (—a_,aq) firas >0
das maximale die 0 umfassende und in p(L) enthaltene Intervall bezeichnet hatten.

Proposition 2.8.1. Es sei u} € H?(IR") ein starker dualer Grundzustand der nichtlinearen Schrodinger-
gleichung
—Au+ Vi(x)u = T;j(x)|[u|Ptu auf R" (2.72)

mit periodischen Koeffizienten. Dann ist jede der folgenden Bedingungen (i) und (ii) hinreichend fiir die
Existenz eines starken dualen Grundzustandes der nichtlinearen Schrodingergleichung

—Au+V(x)u =T(x)|ulP'u auf R
vom Grenzflichen-Typ:
(i) Es gilt my < my sowie fiir hinreichend grofe t € IN

0> /]R” (Va(x) — Vi (%)) (a— + Va(x) — Vi (x))uf(x — te;)? dx

2 [ (e V() — Va ()T ()P (rzmph _ rl(x)ph> 8 e — tey) [P de

1 1\?

2
+ Fl(x)PTpl (Fz(x) P —Tq(x) pH) luj (x — teg)|? dx. (2.73)
JIR™
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(ii) Es gilt my < mq sowie fiir hinreichend grofie t € IN

0> [ (Val) = Valx)) (a- + VA(x) = Va())3 (x + ter ) dlx

1 1

_Z/M(oc +Vi(x) — Vz(x))l"z(x)p% (rl(x) P — Tp(x) p+l> |3 (x + tep) [P dx

2p 1

2
+ /Rn I (x) P+t (Fl(x)i“‘l*l - FZ(x)nH) |u5 (x + te)]? dx. (2.74)
n

Bewers: Der Beweis verlduft fiir die beiden Bedingungen (i) und (ii) jeweils analog. Wir behandeln
deshalb nur die Bedingung (i). Im Folgenden gelte also

my < ms.

v} € L7 sei der zu uj gehorende starke Grundzustand der dualen Gleichung (2.33) mit Birmann-
Schwinger-Kern K; und v; := v} (- — tey) sowie u; := uj (- — te;). Gemafl Proposition 2.6.4 konnen
wir dann ty € IN und s; > 0 so wahlen, dass s;v; € N fiir alle t > (. Nach (2.47) gilt dann

g+1

J(stvr) =s; ' my.

Die Behauptung von Proposition 2.8.1 folgt also, wenn wir zeigen koénnen, dass s; < 1 fiir hinrei-
chend grofies t € N. Da v; € Nj und s;v; € N gilt nun

1
Tt / o |97 dx = sf/ v1Kvp dx
Rn ]R'l'l

S%/ ZJtKllJt dx + S% / Ut(K — Kl)ZJt dx
R" R"

:s%/ |vt|q*1dx+sf/ vt (K — Ky)ordx
R” R”

und damit .
(s% — 5Tt ) /Rn |o¢) 7+t dx 4 57 /]R” vr(K— Ky)opdx =0 (2.75)

N 1
Wire nun s; > 1, so folgte s% — stq+

>0, da g+ 1 < 2. Notwendigerweise wire dann
/ Z)t(K—Kl)Ut dx S 0.
R”
Wenn wir also umgekehrt aus (2.73) folgern kénnen, dass

/ (K —Ky)vrdx >0 fiir hinreichend grofle t € N, (2.76)
IR]’I

so liefert (2.75) uns s; < 1 und damit die Behauptung von Proposition 2.8.1. Mit der in (2.37)
erklarten Funktion g; gilt nach Lemma 2.6.3 nun

v :
/n vi(K — Ky)vpdx = 2/]12" T8, 1T [P dx — /]Rn (SVu%der'/]Rn gL g dyx,
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wobei 6V und 6, 1" wieder gemafl (2.41) erklart sind. Eine hinreichende Bedingung fiir (2.76) ist
also zunichst die Ungleichung

/R1 [(SV(x)uf —2F1(X)%(5p+1f(x)\ut|’g+l} dx < /11'2" gL~ tgpdx (2.77)

ftir hinreichend grofie t+ € IN. Wir , bearbeiten” die rechte Seite von (2.77) noch etwas weiter. Dazu
verwenden wir die Spektraldarstellung

1
-1 _ 4
L f/(T(L)AdE(A)

von L~! gemiss (2.5). Ferner bezeichne im Folgenden (-, -), das Skalarprodukt in L2. Dann gilt fiir
alle g € L2

- 1
L7802 = [l dEWgn = [

o(L

3 (dEW)g dEW)g)s

>0
—_ 1 1 —K_
> [ SEWdEWg > —— [ T (dE(M)g dEQ)g):
1y 812
> —— dE(MA)g,g)r = ——21=,
> [ [@EWz g = T
Hinreichend fiir (2.77) ist somit
/n [5V(x)u%—2F1(x)7115p+1f(x)|ut|p+l} dx < —ai /]R" g7 dx. (2.78)

Nun ist

P

2 2 21, 12p p+1 2.2
&2 = T4 (x) P10 T ()2 1s[27 — 20 (x) 7718, T(x)8V () g [P+ 4 6V ()18,

sodass (2.78) die Form

0> /]R” (zx,éV(x)u%—l—(SV(x)zu%)

P 2,
- / 2(a + 6V (x)) (x) 718,417 (x) ||+ dx + / Ty (x) 7118, 1T (x)2 [ |2 dx
R" R"

hat. Daraus erhalten wir nun (2.73).

Die Aussage von Proposition 2.8.1 ist damit unter der Bedingung (i) bewiesen. Um sie auch unter
der Bedingung (ii) zu zeigen, vertausche man in den vorangegangenen Betrachtungen die Rollen
von Vi, V, bzw. Ty, T, und Ky, Kp. Zudem setze man u; := uj (- + tey) bzw. v; := v*(- + teg), wobei

.
v} 1= To () P s [P 1wl

und nehme {iberall dort, wo bislang iiber R" integriert wurde, das Integral nun iiber R’} . m
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Im Beweis von Proposition 2.8.1 beachte man, dass die ,,schwéchste” dort hergeleitete Bedingung
fur die Existenz eines schwachen dualen Grundzustandes die Ungleichung (2.77) ist. Aus ihr ergibt
sich im Falle eines positiv definiten Schrodingeroperators das bereits in der Arbeit von Tomas
Dohnal, Wolfgang Reichel und Michael Plum fiir starke Grundzustinde bewiesene Resultat aus
Satz 1.2.5 oder [DPR11, Theorem 4]:

Korollar 2.8.2. Unter den Voraussetzungen (A1) und (A3) sei 0 < min o (L). Dann gilt:

(a) Ist my < mp und supgn (Vi — Vo) <0, so besitzt (2.1) einen starken dualen Grundzustand.

(b) Ist my < mq und SUpRn (Vo — V1) <0, so besitzt (2.1) einen starken dualen Grundzustand.

Bewers: Wir fiihren den Beweis nur fiir Teil (a) des Korollars aus. Fiir Teil (b) vertausche man die
Rollen von Vi, V, bzw. T'1, T, und integriere entsprechend tiber R’ statt R” . Gilt 0 < minc (L), so
sind die Operatoren L und L~! positiv definit, d.h.

/ @l lgdx >0  firallete N.
Rn
Hinreichend fiir (2.77) ist somit

/}Rn u? [V (x) - 2r1(x)%5,,+1r(x)|ut|ﬁ—1] dx <0 2.79)

fiir hinreichend grofle t € IN. Nach Lemma 2.6.2(a) gilt fiir t — oo nun |u;(x)| — 0 gleichméfig in
x € R™. Ist also supx (V2 — V1) < 0, so folgt fiir hinreichend grofie t somit

SV/(x) — 2Ty (x) 718,41 T (x) s (x)|P1 <0 fiir alle x € R"
und damit (2.79). -

Fiir die Anwendung von Proposition 2.8.1 ist nun die Kenntnis der dualen Grundzustande u] und
u3 nicht erforderlich.

Satz 2.8.3. Jede der folgenden Bedingungen (i) und (ii) ist hinreichend fiir die Existenz eines starken
dualen Grundzustandes der nichtlinearen Schrodingergleichung

—Au+V(x)u=T(x)|ulPu in R

vom Grenzflichentyp:

(i) Es gilt my < my sowie

sup (Va(x) = Vi () (@ + Va(x) = V1 (x) <0 (2.80)

(ii) Es gilt my < my sowie

551151“/1 (x) = Va(x))(a— + Vi (x) — Va(x)) < 0. (2.81)
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Bewers: Auch diesen Satz beweisen wir nur unter der Bedingung (i), denn unter der Bedingung
(ii) kann man ganz analog argumentieren. Wie im Beweis von Korollar 2.8.2 sieht man, dass das
Integral in (2.73) fiir grofie ¢t € IN negativ wird, wenn

p

SV (x) (= + 6V (x)) = 2(a— + 8V (x))T1 (x) P71 84T (o) e (x) [P

+T (x)i’%él"(x)2|ut(x)|2p*2 <0 fiir alle x € R”.

Dies folgt jedoch aus (2.80), weil |u;(x)| — 0 fiir t — oo gleichmiss ig in x € R” nach Lemma
2.6.2(a). -

Bemerkung 2.8.4.
(a) Das Existenzkriterium von Satz 2.8.3 ist unabhingig von den Funktionen I', I'y und I'y.

(b) Mit 6V (x) = Va(x) — Vi(x) sind die Ungleichungen (2.80) bzw. (2.81) in Satz 2.8.3 dquivalent zu

sup ((SV(x) + W) <0 bzw. sup (—(5V(x) + 5V(x)2> <0

xeR" xeR"

Im Vergleich zum positiv definiten Fall in Korollar 2.8.2 steht unter dem Supremum also noch der
Korrekturterm
SV (x)?

o

Das fiir den indefiniten Fall gewonnene Existenzkriterium ist dadurch schwieriger zu etfiillen als im
positiv definiten Fall von Korollar 2.8.2.

Im Existenzkriterium von Satz 2.8.3 tauchen immer noch die Energieniveaus m; und my der Grund-
zustinde des dualen Problems auf. Auf ihre Kenntnis konnen wir verzichten, wenn wir zeigen
konnen, dass in Satz 2.8.3 beide Ungleichungen (2.80) sowie (2.81) erfiillt sind:

Korollar 2.8.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.8.3 seien sowohl die Ungleichung (2.80) wie auch
die Ungleichung (2.81) fiir hinreichend grofie t € IN erfiillt. Dann existiert ein starker dualer Grundzustand
der nichtlinearen Schrodingergleichung

—Au+V(x)u =T(x)|ulPtu in R".

2.9 Kontrastierende Koeffizienten

Das Existenzkriterium von Satz 2.8.3 wollen wir in diesem Abschnitt auf die nichtlineare Schrodin-
gergleichung N N
—Au+V(x)u=T(x)|ul/Plu inR" (2.82)

anwenden, deren Koeffizienten V,T € L®(R") durch

_ {V(x), fiir x € R", o {F(x), firxeRL oo

V(x)—6(x), fiirxeR" ul(x), firxeR™
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gegeben seien. Dabei seien V,I' € L* mit essinfI’ > 0, § € L™ eine positive Storung und y > 0 ein
Skalierungsfaktor. Unser Ziel ist es, explizite Schranken fiir ¢ und ¢ zu bestimmen, fiir die (2.82)
einen starken dualen Grundzustand besitzt. Wir werden sehen, dass wir dafiir die Stérung 6 in den
Potenzialen klein wéhlen miissen, wihrend wir zwischen den I' und uI' durch Wahl von u einen
grofser Kontrast zu erzeugen ist. Somit werden wir am Ende in Satz 2.9.7 ein vergleichbares Resultat
zu Satz 1.2.7 bzw. [DPR11, Theorem 6] erhalten.

Die zugehorigen Schrodingeroperatoren bezeichnen wir nun mit
Ls:=—-A+V(x), L:=-A+V(x), und  Ly:=L—4(x).

Wir nehmen an, dass _

0¢c(Ls) Do(L)Uo(Ls) (2.84)
und bezeichnen mit (—&; ,&;) C p(L;), (—a~,a™) C p(L) und (—a;,a;) C p(Ls) das maximale in
der Resolventenmenge des jeweiligen Schrodingeroperators enthaltene Intervall, das die 0 enthalt.
p(Ls) und damit auch o(Ls) hdngen dann in folgendem Sinn stetig von der Storung § ab:

Lemma 2.9.1. Ist 0 < ||6]|cc < min{a™,a™}, so gilt (—a™ + [|6]lco, & — [|6]|0) C p(Ls)-
BewErs: Es sei A € (—a™ + ||6]Jco, &7 — ||6]|0 ). Dann gilt:
Ls—A=(L—A)(I—(L-A)"15x)). (2.85)

Nach [RS10, Theorem VIL17] ist ||(L — A) "t < dist(A, o (L)) ~! und damit

(L= 1)@ < I =) 6]l < Aol

S Jst(r,o(n)) <

denn nach unserer Wahl von ||§||e ist dist(A, (L)) > ||6]|cc. Aus dem Satz von der Neumannschen
Reihe, vgl. [Heu06, 12.4], und (2.85) folgt nun die stetige Invertierbarkeit von L; — A und damit

A € p(Ls). n

Nach (2.84) existieren die Inversen L~! und L;'. Auch L; ! hingt stetig von [|6]|« ab:

ST g ol -1 — =1 L1219
Lemma 2.9.2. Ist |6 < [[L77]| 7" s0gilt L7 = Li* || € =7
1= [IL=H[lId]e
Beweis: Fiir A := L™1(L — Ls) = L™16(x) erhalten wir
1Asll < L)) < IL7H 18]l < 1, (2.86)

wobei wir § zundchst als Multiplikationsoperator auf L7*! und dann als Funktion in L* aufgefasst
haben. Ferner ist
Li=L—(L—Ls)=L(I—-L"YL-Ly))=L(I—- Ayp).
Nach (2.86) und dem Satz von der Neumannschen Reihe ist I — A; stetig invertierbar und wir
erhalten
oo [ee]
Lil=(I-A;) 'L =Y AlL ' =L+ ) AlL!

n=0 n=1
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und somit
1 - 3 1y o HASIIL T @89 JIL Y ]16]|eo
L7 =L < X 1AL < S < e
=y AT S Tl
|
Dieselben Rechnungen liefern die folgende Verscharfung von Lemma 2.9.2:
Korollar 2.9.3. In der Situation von Lemma 2.9.2 gelte ||6]|cc < 3||L1|| =Y. Dann folgt
L7 = L5 < 2L 218 eo- (2.87)

Von nun an seien V, I und ¢ periodisch. Unser Ziel ist es, explizite Schranken fiir ||d]|e und o
anzugeben, unter denen das Existenzkriterium von Satz 2.8.3 die Existenz starker Grundzustdnde
von (2.82) sicherstellt. Mit den Birman-Schwinger-Kernen

1 1 1 1

K =T(x)7 1L~ (x) 7 und  Kg =T (x)" LT (x)74
betrachten wir zu den nichtlinearen Schrodingergleichungen
Lu=T(x)|ulP'u bzw. Lyu =T(x)|ul/P"'u inR"
mit den periodischen Koeffizienten V bzw. V — é und I" die dualen Gleichungen
Kv=|v/7'v inR" (2.88)
sowie
Kso = 0|7 'v in R". (2.89)

Die jeweiligen Eulerfunktionale zu (2.88) bzw. (2.89) bezeichnen wir mit | bzw. 5, die zugehorigen
Nehari-Mannigfaltigkeiten mit N bzw. Ns. Die Energieniveaus fiir Grundzustinde von (2.88) und
(2.89) sind dann gegeben durch

m:=inf{J(v): v € N} und mg :=1inf{]Js(v) : v € Ns}.

Nach Satz 2.5.3 besitzen (2.88) und (2.89) starke Grundzustidnde v € N bzw. vs € Ny . SchliefSlich
sei K 1= qlﬁ — % Dann ist
n :/ |o|TH ! dx = / vKvdx und i) :/ o) dx :/ vsKs505 dx. (2.90)
K R" JR" K R" R”
Auch fiir m; ergibt sich nun eine stetige Abhingigkeit von ||5||co:

Lemma 2.9.4. Gegeben seien die folgenden Konstanten:

1 1

) .
R 1 “1p—1 1 m Zﬁ ¥q+1 s 7% C1io
g :=min{ L1 7Y, = (2)7 (142 )T o

2

3—q 2 1+g 1 2
C.moridt] (%)q“ (szm)q KT ST LY (2.92)
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Ist dann ||6]|ee < €0, s0 folgt |m — ms| < C||6|co-
Fiir den Beweis von Lemma 2.9.4 benotigen wir die folgende Bemerkung:

Bemerkung 2.9.5. Sind a,b > Ounds,t > 1mits—t =1, so gilt

t

a ,
@ br <a+2'sbx  fiirallex € [0, %].

BEwEIs: Aus dem Mittelwertsatz erhalten wir fiir die Funktion

at

f:[0,95] — (0,00), x> @—bxF

zunichst die Gleichung f(x) — f(0) = f'()x fur alle x € [0, 5;] mit einer Zwischenstelle & € (0, x)
und somit die Abschitzung

at vat
A +f(E)x=a+ (a_bgb)sﬂx < a+2'shx,

daégz”—b. ]

BEWEIS VON LEMMA 2.9.4: Es sei [|6[lcc < €. Aus Korollar 2.9.3 und der Stetigkeit von K — K;
erhalten wir dann

/UK,;de:/ vadx—l—/ v(Ks — K)vdx
R" R" R"
2
> [ oKodr— |TI&7 1L = LYol
2
Z/Rn vKvdx = 2||T & [ol741 1L 17]16]]eo
und mit (2.90) somit
2 2
m mN g+t P |7 =112
Ksvdx = ——2(— )" [[TII&"|IL 6lleo- 293
[, oKsods =2 =2 (2T r| LT L) (293)
Also konnen wir s; wihlen als positive Losung von

g1 _ Jrn vKsv dx
’ Jro 017 dx
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Dann ist s;uv € Ny und wir erhalten

+1 (2.90) +1
lesllf} 2" ms < Jo(sgo) = xs] ™ [ folt*1 dx
q+1

» 0Ksodx \ 7T
IK<IIR OKs0 x) / |v\‘7+1dx

Ui ol )™
(Jr ZJK(svdX)l ‘1
(223) K (%) o 2y (2.94)
(2 —2 () o E D L2 o)l )

K

H‘Q

Zur weiteren Abschédtzung von (2.94) verwenden wir nun Bemerkung 2.9.5 mit

M T T —112
a=— und b:2(;) [T& 1L

Lynd ¢ = [|9]lo- Nach (2.91) ist dann [|0]|ec = t < 5. Wir erhalten also:

sowiey:ﬁm:%
2
J M\ 71 _
sl = ms < m+ 255 5L (Y 2T 2y (2.95)
(2.91) 1
< m<1+ + ) =: M. (2.96)
1—q
Wie bei (2.93) erhalten wir aus der Stetigkeit von K — K; und Korollar 2.9.3 weiterhin
[ oskesde > [ auksosdx— IEIET L = 15 ool
> [ osksosdx 2 ET L e 2 61
2 2
290) ms_, (Ms\ 731 P —1)2
= 202 (Z2) ST I P 6 e 2.97)
Mit Hilfe von (2.96) folgt daraus
|, vakogdx = "2 1—2(””)M||r|f“nrln?nan
Rn ) ) x X (o) (o)
(2.96) M\ 2
%) m L
>0 (12 (30) g I R
= g g4 1 = (2.91)
_ms m 71 q P -2 :
=—|1-2(— 14279 ——— r L 1) 0.
o (1-2 ()™ (12 E ) ImET I Pl |
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Somit konnen wir r; als die positive Losung von

rq_l _ f]R" 05K05 dx
1) fIR" |U(5|q+l dx

wihlen und erhalten dann wie in (2.94):

+1
m < J(rs05) = xr} /an 0577 dx

2
T—

4+1 41\ T3
S K (fIRn |vé‘ dx)qﬂq
(Jn vsKovsdx) T

e ()

-

q+
1—

(e 2 () o L2 g )

K

Nun verwenden wir wieder Bemerkung 2.9.5, dieses Mal mit

Mg\ 721 2
a="8" und b=2 (J)"“ T IL=1)2
K K

Nach (2.91) gilt wiederum t = |4/ < 47 und es folgt

2

g g4+1 /ms\ 27 > _
m < mg+ 200 (B0) T RITIET LT

q
2
(2.96) 3qg41 (M)t AT,
<y + 25 (S RITIET L 6 2.98)

Aus den Ungleichungen (2.95) und (2.98) erhalten wir nun zusammen

g 41 <max{m, M}

T q% # 192
[m —ms| <2 1 p K|[Tllea™ [[L7 1716l o-

Nach (2.96) ist nun max{m, M} = M und die Behauptung von Lemma 2.9.4 folgt. n

Bisher haben wir die Auswirkungen der Storung des Potenzials auf die nichtlineare Schrodinger-
gleichung
—Au+V(x)u=T(x)|u/Plu inR" (2.99)

studiert. Als nédchstes untersuchen wir nun, welche Folgen die Einfithrung des Skalierungsparame-
ters u auf der rechten Seite von (2.99) hat. Dafiir betrachten wir die dualen Gleichungen

Ko =|v|7'v inR" (2.100)

sowie
K'v = |07 v inR", (2.101)

wobei K = T'(x)V/ P+ L1 (x)V/(P+1D) und K* = 42/ (P+DK. Die zu (2.100) und (2.101) gehorenden
Eulerfunktionale bezeichnen wir mit | bzw. J#, die entsprechenden Nehari-Mannigfaltig-keiten mit
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N bzw. N* und die jeweiligen Grundzustandsniveaus mit m bzw. m*.

Lemma 2.9.6. Esseiv e L1t1, = 2 y und vt € LI gegeben durch

(p+1)(1—
o (x) = uTo(x).
Dann gilt:

(a) v ist genau dann eine Losung von (2.100), wenn v* eine Losung von (2.101) ist. In diesem Fall gilt
JH(@") = =1V (o).

(b) v ist genau dann ein starker Grundzustand von (2.100), wenn v ein starker Grundzustand von (2.101)

ist. Insbesondere gilt
m]”l = yf(q+1)7m

BewEIs: Zu (a). Ist v eine Losung von (2.100), so erhalten wir:

Kb = KI(u o) = u~ Tpi Ko = 7 o]0~ 1o = p 7R o vpla -1y

= |o#|1" 1ok,

Also ist v# eine Losung von (2.101). Insbesondere ist v# € N# und damit

JH (o) = (1 - ;) /]Rn [0 |7t dx = =1+ (0).

Zu (b). Nun sei v ein starker Grundzustand von (2.100). Nach Teil (a) ist v dann eine Losung von
(2.101) und damit v* € N¥. Wéare v# kein starker Grundzustand von (2.101), so fanden wir w# € N#
mit J¥(wt) < J#(v"). Wie in Teil (a) erhielten wir dann, dass w := pYw! eine Losung von (2.100)
wiére und damit

J(w) = pr @D H (k) < Y@ (o) = (o).

Also wire v kein starker Grundzustand von (2.101), ein Widerspruch! Somit ist v# ein starker
Grundzustand von (2.101). Aus Teil (a) ergibt sich nun ferner der behauptete Zusammenhang zwi-
schen m und m#. -

Als Ergebnis dieses Abschnitts folgt nun der folgende Satz:

Satz 2.9.7. Die Funktionen V,T,6 € L®(IR") seien periodisch. Es gelte (2.84) sowie essinfga I' > 0.
Die Konstanten ey und C seien gemdifS Lemma 2.9.4 gegeben durch

-1

N 1. g1 1 ym Z+1 T q+ '”1 p+1 1)—2
g := min E”L I ,@(K) 14279 — . Tl 1LY 2 5,

2
3—q 1 7+1 _2
Cm 2L (myih (1+21 ﬂ*q) KlTIZT LY
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Ferner sei y := Wz(l—q) Ist dann p € (0,1) und gilt

- (1 — yr+D)
inf 5(x) >0, sowie |6]|c0 < min < €, lx—, A=pr )m , (2.102)
x€R" 2 C

so besitzt die nichtlineare Schrodingergleichung (2.82) einen starken dualen Grundzustand.

Bewels: Wir fithren den Beweis in zwei Schritten.
1. Schritt: Die Funktion § € L™ sei gegeben durch

. 0, furx € R",
o(x) =
d(x), firxeR".

Dann ist Ly = —A + V(x) = L — §(x). Auf Ly wenden wir nun Lemma 2.9.1 an und erhalten
(—=%-,0) € p(Ls). Insbesondere ist &; > % > ||6]|o und damit &; — 5(x) > 0. Da infé > 0 folgt
hieraus

sup { —d(x)(&; —d(x))} <O, (2.103)

xeR"

2. Schritt: Mit mf; bezeichnen wir nun das Energieniveau dualer Grundzustidnde der nichtlinearen
Schrodingergleichung
Ly = uT(x)|u[P'u in R",

mit den periodischen Koeffizienten V — § und pI'. Nach Satz 2.8.3 und (2.103) bleibt zu zeigen, dass
m < m?. Nach Lemma 2.9.6 (b) ist

m—mh =m—m"+m —mh =1 —p "Dy 4 0D (1 — ).
Nach Lemma 2.9.4 ist somit

m— m? <(1-— y—v(rﬁl))m + y—v(q+1)|m —mg| < (1— y—v(q+1))m + y‘V(q“)CH&Hw.

Nach (2.102) gilt nun =70+ C||6]|e < (1~7(@*+Y) — 1)m. Daraus folgt schlielich m < . n



Kapitel 3

Duale Grundzustinde in einer
Dimension

In diesem Kapitel wollen wir die bislang gewonnenen Ergebnisse auf die nichtlineare Schrodinger-
gleichung in einer Dimension

—u”" +V(x)u=T(x)|ulP'u auf R (3.1)

anwenden und in [DPR11] gewonnene Ergebnisse fiir starke Grundzustinde eindimensionaler
Grenzfldchenprobleme mit positiv definitien Schrodingeroperatoren auf unsere im vorangegange-
nen Kapitel entwickelte Theorie starker dualer Grundzustdnde bei indefiniten Schrédingeroperato-
ren verallgemeinern.

Im eindimensionalen Fall ldsst sich das Existenzkriterium von Satz 2.8.1 mit Hilfe der Blochmo-
den des Schrodingeroperators —A + V(x) weiter vereinfachen. Dazu benétigen wir zunéchst einige
Kenntnis tiber die lineare Schrodingergleichung in einer Dimension.

3.1 Blochmoden und die lineare Schréodingergleichung
Es sei V € L*(R) ein 1-periodisches Potential,

dZ

Li=——
dx?

+ V(x)

der zugehorige Schrodingeroperator auf H2(R) C L2(IR) und es gelte
0¢&o(L).
Nach [Eas73, Theorem 1.1.2] gilt dann:
Satz & Definition 3.1.1 (Blochmoden).
(a) Die homogene lineare Schrodingergleichung
—u"+V(x)u=0 aufR (3.2)

69
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besitzt zwei linear unabhingige Losungen uy und u_ von der Form
Uy (x) =ps(x)e™ fiir alle x € R. (3.3)
Dabei ist k > 0 und die Funktionen p+ : R — R sind 1-periodisch und beschriinkt mit ||p+|jeo = 1.
(b) Die Funktionen u+ heif$en die Blochmoden von L.

(¢) Die Wronski-Determinante
w = det ( Z,* - ) (3.4)
der Blochmoden von L ist eine von 0 verschiedene Konstante.

Im Folgenden untersuchen wir nun die inhomogene lineare Schrodingergleichung

—u"+V(x)u=f(x) aufRR,

lim u(x) =0. (3.5)
|x| =00
Dabei gentige die messbare Funktion f : R — R der Abschédtzung
If(x)| < Ce el fiir alle x € R (3.6)

mit einer Konstanten ¢ > 0. Den Buchstaben C verwenden wir in diesem Abschnitt stets als ein
Symbol fiir (moglicherweise unterschiedliche) postive und von x € R unabhédngige Konstanten.

Lemma 3.1.2. Die Inhomogenitiit f geniige der Abschitzung (3.6) fiir ein € > 0. Ferner sei u eine Losung
der linearen inhomogenen Schrodingergleichung (3.5). Dann gilt:

(a) u besitzt die Darstellung

w) =4 ([Lworoa)ums L ([Tnema)em.

w —0o0

(b) Ist 0 < v < min{e, k}, so existiert eine Konstante C, > 0 mit

|u(x)| < Ce M fiir alle x € R. (3.8)

(c) Ist € # x, so gilt (3.8) mit v = min{e, k}.
Dem Beweis von Lemma 3.1.2 schicken wir eine kurze Bemerkung voraus:
Bemerkung 3.1.3. Geniigt eine Funktion f : R — R der Abschitzung
If(x)] < |x]e ! fiir alle x € R
fiir ein ag > 0, so gibt es zu jedem a € (0,ag) eine Konstante C, > 0, sodass

f(x)] < Coe™] fiir alle x € R.
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Beweis voN LEMMmA 3.1.2:
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Zu (a). Die behauptete Darstellungsformel (3.7) fiir u ergibt sich aus der Formel von der Variati-
on der Konstanten, vgl. dafiir [Wal00, §19, VIL.]. Man beachte hierfiir, dass die Integrale in (3.7)

existieren; z. B. erhalten wir fiir a < x < 0:

(e(x+€)x _ e(K+€)a> a2 C e(KJrs)x_
K+E&

/axu_(s)f(s) ds

X
<C / el te)s gs =
- a K+ e

Die Existenz des anderen Integrals zeigt man analog.
Zu (b) und (c). Der Beweis der Abschitzung (3.8) ist nun eine langere Fallunterscheidung:
Fall 1.1: ¢ > x und x < 0. Dann ist zunédchst

([ @) ut)

—00

< Ce—*x /x e(5+K)s ds = C xs0 C
= oo e+ x e+«

KX

Weiter erhalten wir

0 0 o0
’(/ uy(s)f(s) ds) u_(x)| < Ce’”‘/ ele=X)s g + Ce’“‘/O e (etK)s gg

:er< C C ) C oY < 22C€2e"x.
e—K €4k CK & —K

>0

Fall 1.2: ¢ > x und x > 0. Dann gilt fiir den ersten Summanden

" 0
‘(/x u_(s)f(s) dS) u+(x) < Ce_;cx/ e(K+s)s ds 4+ Ce ™ /x e(K_s)s ds

— 0 0
— C C —KX C —E&X 2C€ —KX
_<£+K+£—K)e e x. 22t
——
>0
und fiir den zweiten Summanden ergibt sich
o0 o0 C x>0 C
B < Kx —(e+x)s — —ex —KX
’(/X u+(s)f(s)ds)u (x)| < Ce /x e ds L < L
Fall 2.1: x > € und x < 0. Wie in Fall 1.1 erhalten wir nun
/x u_(s)f(s)ds | uy(x)| < ¢ e
—00 B + T K+¢€
sowie c c c
d 2Ce
’ </x uy(s)f(s) ds)u(x) < — se” - ezer — Ees".

>0

(3.9)
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Fall 2.2: x > e und x > 0. Mit den Rechnungen aus Fall 1.2 folgt

R e O et
2Ce c

—KX
e ——
K2 — g2 K—¢

C
K—e€

e ¥ <

efex
| ——

>0

Fiir den zweiten Summanden hatten wir in Fall 1.2 schon gezeigt, dass

‘(/x u+(s)f(s)ds)u_(x) P
Fall 3.1: ¢ = x und x < 0. Nun sei v € (0,«). Wiederum folgt zunéchst wie in Fall 1.1

‘(/xoo u-(s)f(s) ds) uy(x)] <

<

—E&X

_C ol <« _C vl
T Kk+e T K+te
Weiterhin gilt nun

[JAECYCERPRE

0 oo
< Ce* / e dx + Ce™ / e 2% ds
X 0

— Clxfe* 4 Ceixi
2K

und nach Bemerkung 3.1.3 finden wir eine Konstante C, > 0, sodass

C|x|e7""‘| < Cpe vl

‘(/xw u+(s)f(s) ds) u—(x)| < (CV + ;{) —l

Fall 3.2: ¢ = x, x > 0. Nun erhalten wir
0 4
< Ce_Kx/ e ds + Ce ™™ / e¥dx =
—o0

’ (/: u-(E)f ) ds> ue(x) Jo = ﬂe_’”‘ + Cxe ™.
sodass

Fir v € (0,x) erhalten wir nun wie in Fall 3.1 mit Hilfe von Bemerkung 3.1.3 eine Konstante C, > 0,

( r u+(S)f(S)dS> v ()] < (C +Cy) -

- 2K
Wie in Fall 1.2 gilt schliefllich

([ weoreds)u-)

und Lemma 3.1.2 ist vollstandig bewiesen.

und erhalten somit

< Eefo < E
— 2K - 2
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Die asymptotische Darstellung (3.10) in der nun folgenden Proposition fiir die Losung der inhomo-
genen linearen Schrodingergleichung (3.5) findet sich im positiv definiten Fall bereits in der Arbeit
von Tomas Dohnal, Michael Plum und Wolfgang Reichel, siehe [DPR11, Lemma 17]:

Proposition 3.1.4. Ist € > x und u eine Losung der inhomogenen linearen Schrodingergleichung (3.5), so
gilt
1/ [
u(x) = — </ uz(s)f(s) ds) us(x) + O (e7) fiir x — +oo. (3.10)

w —00

Bewers: Wir beweisen nur die Aussage fiir x — +oco. Fiir x — —oo argumentiert man analog. Da
¢ > «x, erhalten wir zunichst fiir b > 0:

b
<C/ e*(efx)SdSZ_Lef(efx)b_i_LbH_o)o C ‘
- Jo e—K £—xK e«

/Obu(s)f(s)ds

Zusammen mit (3.9) folgt somit die Existenz des Integrals auf der rechten Seite von (3.10). Ohne
Einschrankung sei nun x > 0. Mit |[p_||cc = 1 folgt dann

‘ (/:’ uy(s)f(s) ds) u_(x)

und wir erhalten die Behauptung aus der Losungsformel (3.7). n

C
e+x

e*«‘:x

< Cer™ / ® e (e g —
X

3.2 Ein allgemeines Existenzresultat fiir den Grenzflichenfall
Wir kehren nun zur nichtlinearen Schrodingergleichung
—u" +V(x)u =T(x)|ulPlu auf R

vom Grenzflachentyp zuriick, deren Koeffizienten V,T € L®(IR) nun wieder gemif8 (2.2) gegeben
seien. Den zugehorigen Schrédingeroperator

d2
L=——
12 + V(x)

vom Grenzflichentyp und die zu den peridoischen Potenzialen V; und V, gehérenden Operatoren

d2

Li= 30

+Vi(x),

betrachten wir auf auf H2(R) C L?(R). Mit m bezeichnen wir das Energieniveau starker dualer
Grundzustdnde von (3.1), mit m; das Energieniveau starker dualer Grundzustdande der entsprechen-
den nichtlinearen Schrodingergleichung mit den periodischen Koeffizienten V; und T; fiir i = 1,2.
Es gelten die Voraussetzungen (H1) bis (H3). Man beachte, dass in einer Raumdimension durch
(H3) keine obere Schranke fiir den Exponenten p in (3.1) gefordert wird, d.h. wir lassen p € (1, )
zu.

Mit (—a_, a4 ) bezeichnen wir wieder das maximale in p(L) enthaltene Intervall, das die 0 umfasst.
Wir betrachten zunéchst den Fall
my < mp.
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Die Bloch-Moden u+ des Operators L; schreiben wir geméfs (3.3) in der Form
s (x) = px(x)e™,

mit « > 0 und 1-periodischen, beschriankten Funktionen p4 : R — R, die auf ||p+ |l = 1 normiert
seien. Mit w # 0 bezeichnen wir wie in (3.4) die zu den Bloch-Moden u4 gehtrende Wronski-
Determinante.

Die folgenden beiden Lemmata sind nun die Analoga zu den Lemmata 18 und 19 aus [DPR11].

Lemma 3.2.1. Unter den Annahmen (A1)-(A3) sei u € H'(R) eine Losung der nichtlinearen Schridin-
gergleichung mit periodischen Koeffizienten

—u"+Vi(x)u =T1(x)[ulP~'u  aufR,

lim u(x) = 0.
|x| =00

(3.11)

Weiterhin setzen wir 1 o
di(u) = 5/ Ty (s)|ulP~tuus ds.

Dann existiert § > x mit
u(x) =dy(w)us(x)+ 0O (e”x) fiir x — +oo.
BeEweis: Nach Satz 1.2.2 existiert « > 0, sodass
lu(x)| < Ce™** fiir alle x € R.
Setzen wir nun f(x) := Ty (x)|u|P~'u, so 16st u die inhomogene lineare Schrodingergleichung

—u"+Vi(x)u = f(x) aufR,

lim u(x) = 0.
|x|—o0

Ferner gilt | f(x)| < Ce~P**! fiir alle x € R. Wir unterscheiden die folgenden drei Fille:

Fall 1: px > x. Aus Lemma 3.1.2(c) erhalten wir dann |u(x)| < Ce */*l und somit ferner |f(x)| <
Ce Pl fiir alle x € R. Da p > 1, ist px > x und Proposition 3.1.4 liefert

M(X) = % (/o:o r1(5)|u|p_1uu7 dS) qu(x) +0 (e—PKx) fiir x — +o0.

Die Behauptung folgt also mit 6 = px.
L
p
lu(x)| < Ce~"l fiir alle x € R. Weiter erhalten wir somit |f(x)| < Ce P*l*l, und weil pyy < « ist,

liefert Lemma 3.1.2(c) dann |u(x)| < Ce P¥l*l. Dann ist aber

Fall 2: pa = x. Wir wahlen vy € (ﬁ, ). Insbesondere gilt also vy < « und aus Lemma 3.1.2(c) folgt

|f(x)] < Ce P vl fur alle x € R

und p?vp > k nach Wahl von vy, sodass wir nun wie im ersten Fall mit Hilfe von Proposition 3.1.4
mit § = p?vy die Behauptung erhalten.
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Fall 3: pa < x. Nun verwenden wir ein ,, Bootstrap”-Verfahren: nach Lemma 3.1.2(c) gilt zunéchst
lu(x)| < Ce~Pulxl und fiir f erhalten wir somit |f(x)| < Ce~P*all fiir alle x € R.

Ist nun p?a > «, so folgt die Behauptung wie in Fall 1. Fiir p?a = « folgt sie wie in Fall 2.

Ist dagegen p?a < «, so liefert Lemma 3.1.2(c) nun |u(x)| < Ce 7"l und fiir f dann [f(x)| <
Ce7’¢1*!. Durch Iteration finden wir fiir j € N also die Abschétzung

If(x)| < Ce Pl firalle x € R,
solange p/~la < x. Da p > 1, gilt p/ — oo fiir j — co. Wir setzen jy := min{j € N : p/a > «}

und pg := pl. Fiir poa > « folgt die Behauptung wie in Fall 1. Ist dagegen ppa = «, so folgt die
Behauptung wie in Fall 2 mit vy € (ﬁ, %) n
0

Lemma 3.2.2. Es sei u eine Losung der nichtlinearen Schrodingergleichung
—u" +Vi(x)u =Ty (x)|ulP1u auf R

mit periodischen Koeffizienten. Ferner sei v € [2,00), t € IN und h : R — R eine messbare, beschriinkte,
1-periodische Funktion. Dann gilt

0 WDIF 0
/700 h(x)|u(x — £)|" dx = e "™ <|1d‘(e_)r|;{ L h(x)|p— (x)]7e"™ dx + 0(1)> Filr t = oo,

Beweis: Fiir alle x < 0 und t — co gilt nach Lemma 3.2.1
u(x —t) =d_(u)u_(x —t) + O(e*1)
mit 6 > k. Da r > 2, liefert uns eine Taylorentwicklung fiir alle a € R ferner die Asymptotik
la4+b|" = |a|" +r|a|""2ab(1 4 o(1)) fir b — 0.
Wir erhalten also
lu(x — )| = |d_(u)u_(x — t) + O(*1) = |d_(u)u_(x —t)|" +E(x —t),
fiir alle x < 0 und alle t € IN. Dabei gilt
E(x—1t) = 0™ 1Y) firt — oo

mit 61 = (r — 1)k + & = rx + &y, wobei wir &y := d — k > 0 gesetzt haben. Nun ist
0
/ () |u(x — £)|" dx = [d_ ()|’ / (x = B)u_(x — 1) |rdx+/ (x—DE(x—f)dx (3.12)
Wir betrachten die beiden Integrale auf der rechten Seite von (3.12) getrennt. Zunichst gilt

0 0
/ h(x— HE(x — £)dx < C||h||oo/ 01 (1) gy — CL:”wef(rmo)t'
. . 1
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Weiterhin erhalten wir

/0 h(x —f)ju_(x—t)|"dx = /Ooo h(x)|p—(x— t)|fe”<(x*t) dx

—00 —

0 —m
— e—th Z / h(x)|p,(x)\’em dx
m=0 —m=1

= © 0
y x:er e Kt Z efr;cm/ h<y)|p_(y>|rerxy d]/
m=0 -1
= [ e e
1 e /), y)ip-y Y
und damit insgesamt

/7000h(x)|u(x —t)'dx =™ (|1d:(:_)r|,: /701 h(x)|p— (x))e™ dx + O(e50f)>

flir t — oo. n

Mit Hilfe von Lemma 3.2.2 konnen wir das Existenzkriterium von Satz 2.8.1 fiir starke duale Grund-
zustdnde von (3.1) im eindimensionalen Fall nun wesentlich vereinfachen:

Satz 3.2.3. Unter den Voraussetzungen (H1) bis (H3) seien die Blochmoden ui) des Schrodingeropera-

tors L;. Dann ist jede der folgenden Bedingungen (i) und (ii) hinreichend fiir die Existenz eines starken
dualen Grundzustandes u € H'(IR) der eindimensionalen nichtlinearen Schrodingergleichung

—u" +V(x)u =T(x)|ulPlu auf R
vom Grenzflichentyp:

(i) Es gilt mq < my sowie

/i(Vz(x) —Vi(x)) (a— + Vao(x) = V1 (x)) u(,l)(x)2 dx <0. (3.13)

(ii) Es gilt my < my sowie

/Ol(Vl(x) —Va(x)) (a— + Vi(x) — Va(x)) u® (x)2dx < 0. (3.14)

BewErs: Zunéchst zu (i): Es sei u] ein starker dualer Grundzustand von
—u” +Vi(x)u = T (x)|u|P"lu auf R

und d_ :=d_(u). Ferner schreiben wir kurz

_1 1

oV (x) := Vo(x) — Vi(x) sowie Op 1l (x) 1= Tp(x) PHT — Ty (x) P71,
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Nach Lemma 3.2.2 ergeben sich die in unserem Existenzkriterium (2.73) von Satz 2.8.1 auftretenden
Integrale fiir t — oo dann zu

a = /7000 SV (x)(a— + 6V (x))uf (x — t)>dx

e (1”12_2 /;Ol (- + 8V (x)) 6V (x)uD (x)2 dx + 0(1)> , (3.15)
b = [ Om(a_ +8V/(x))Ty (x) P18, 1 T(x) [u(x — £)]P+ da (3.16)

d_ p+1 0 _P_
= et (P [ v 08, ar )l ) o) )

0 2
c = /_ Ty (x) 7778, T (x)2[u(x — £)[2 dx

—2pxt d* 0 2 2, (1) N2
— o2 m/_l Ty () P18, T(x)2[ul) (x) P dx +0(1) |, (3.17)

und ein starker dualer Grundzustand existiert, wenn
ar —2bs+c¢: <0, (3.18)

fuir hinreichend groles t+ € IN gilt. Nach (3.15), (3.16) und (3.17) sind (a;), (b¢) und (c;) Nullfol-
gen, wobei (a;) ,am langsamsten”, d.h. mit der kleinsten Potenz von e, gegen Null konvergiert.
Hinreichend fiir (3.13) ist nach Satz 2.8.1(i) also a; < 0 fiir hinreichend grofses t und damit

0
/ 5V (x) (a_ + 6V(x)) u (x)2 dx < 0.
J-1

Fiir (ii) kann man nun analog argumentieren, wenn man in der Definition von 6V bzw. 6,11 die

Indizes 1 und 2 vertauscht und die Blochmode u@ an Stelle von u'") betrachtet. Die Behauptung

folgt dann aus Satz 2.8.1(ii). =

Bemerkung 3.2.4. Mit 6V (x) = Va(x) — Vi (x) ist (3.13) dquivalent zu

/i . <§V(x) + ‘W;x)z) WD (x2dx < 0,

Durch den Storterm 6V (x)/wa— erhalten wir also wiederum eine im Vergleich zu Satz 1.2.7 aus [DPR11]
schwieriger zu erfiillende Existenzbedingung.

Zwar tauchen in Satz 3.2.3 wieder die kritischen Energieniveaus m und m;, auf, wie in Korollar 2.8.5
ist ihre Kenntnis aber nicht vonnéten, wenn wir sicherstellen kénnen, dass beide Ungleichungen
(3.13) und (3.14) erftillt sind:

Korollar 3.2.5. Unter den Voraussetzungen (A1) bis (A3) gelte

[ ) = Vi) (0 + Vi) ~ Vi) e (2 <0
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und
/ (Vi) — Va(x) (ae + Vi(x) — Va(x)) u® (x)2dx < 0.

Dann besitzt die eindimensionale nichtlineare Schrodingergleichung
—u" +V(x)u =T(x)|ulP'u auf R
vom Grenzfliichentyp einen starken dualen Grundzustand u € H'(R).

Bemerkung 3.2.6. Man beachte wiederum, dass die Existenzkriterien von Satz 3.2.3 und Korollar 3.2.5
unabhingig von den Funktionen I', I'1 und T'5.

3.3 Stiickweise konstante Koeffizienten

Das Existenzkriterium von Korollar 3.2.5 fiir starke duale Grundzustdnde eines Grenzflachenpro-
blems fiir die eindimensionale nichtlineare Schrodingergleichung wollen wir nun auf eine Situation
anwenden, in der die Potentiale V; und V, stiickweise konstante Funktionen sind. V4, V, : R — R
seien also gegeben durch

a;, fir0<x< 3,
Vl(x) = l a1 2
b, fiur; <x<1.

und entsprechende periodische Fortsetzung auf ganz R mit reellen Parametern a; < b;. Wir be-
trachten die nichtlineare Schrodingergleichung

—u”" +(V(x) = Nu=T(x)|[ul’'u auf R (3.19)

vom Grenzflichen-Typ, deren Koeffizienten V,I" gegeben seien durch

V(x) = Vi(x), firx >0, bzw. I(x) = Ii(x), firx>0,
Vo(x), firx <O, Ir(x), firx <O.

I',Tp € L*®(R") seien dabei wieder beliebige, wesentlich positive und 1-periodische Funktionen.
Ferner seien ,
Ao(—5+V(x) (3.20)

ein spektraler Parameter sowie
ay:=min{fa >0: A—a€o(L)} >0

der ,nach links gemessene” Abstand von A zu ¢(L). Die zugehorigen Schrodingeroperatoren be-
zeichnen wir wie {iblich mit

d? d?

L:= —@+V(x) bzw. L= —@—i-vi(x) furi=1,2.

Mit ug? bezeichnen wir wieder die Blochmoden fiir den Schrodingeroperator L; — A geméf3 Satz 3.1.1,
d.h. es gelte

uf) () = o) (v,
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mit 1-periodischen Funktionen pi) € L®, die auf ||p$) lo = 1 normiert seien, und «; > 0. Dass pi)

und x; vom Parameterwert A abhdngen, bringen wir durch unsere Notation vorerst nicht explizit
zum Ausdruck.

Wir wollen in Abhidngigkeit von a; und b; untersuchen, wann das eindimensionale Existenzkri-
terium aus Korollar 3.2.5 fiir duale Grundzustdnde der nichtlinearen Schrodingergleichung (3.19)
erfiillt ist, d.h. wann die in Korollar 3.2.5 auftretenden Integrale
0
A = Fi(ar,a3,b1, b2, 1) = Ll(Vz(x) — Vi(x)) (an + Va(x) — Vi(2)) u (x)? dx

bzw. )
Ty = Fy(ar,a, by, by, A) 1= /0 (Vi(x) — Va(x)) (ar + Vi(x) — Va(x)) u? (x)? dx

gleichzeitig negativ sind und so die Existenz starker dualer Grundstédnde von (3.19) sichern, wenn A
in einer echten Spektralliicke von L liegt.

Dieses Beispiel eines Grenzflichenproblems mit stiickweise konstanten Koeffizienten wurde von
Tomas Dohnal, Kaori Nagatou-Plum, Michael Plum und Wolfgang Reichel in [DNPPR] vorgeschla-
gen und fiir Parameterwerte von A in der semi-infiniten Liicke von L untersucht.

Um # und % berechnen zu konnen, miissen nun wir einerseits die Blochmoden ug? bestimmen.
Andererseits miissen wir auch das Spektrum ¢ (L) berechnen um sicherzustellen, dass A ¢ (L),
und um den Abstand a_ zu bestimmen. Dabei gehen wir in den folgenden vier Schritten vor:

o 1. Schritt: Berechnung der Blochmoden ug?.

e 2. Schritt: Berechnung des stetigen Spektrums 0ess(L).
e 3. Schritt: Untersuchung des Punktspektrums o, (L).
e 4. Schritt: Berechnung der Integrale .#; und .%.

Der rechentechnische Aufwand in jedem dieser Schritte ist hoch. Deshalb wollen wir hier auf die
Darstellung von Details verzichten und das Vorgehen nur skizzieren sowie die entsprechenden
Ergebnisse angeben.

Alle hier dargestellten Untersuchungen und Rechnungen wurden von Herrn
Dipl.-Math. Marc Teschner

aus Bremen im Rahmen seiner in der Betreuung von Prof. Dr. Wolfgang Reichel und Hans-
Jiirgen Freisinger entstandenen Diplomarbeit mit dem Titel

,Beispiele fiir Interface-Modelle bei der 1-dimensionalen linearen und nichtlinearen
Schrodingergleichung”

durchgefiihrt. Auch die Abbildungen sind dieser Arbeit entnommen und wurden dort mit Hilfe
entsprechender MATLAB- und INTLAB-Programme erstellt.
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1. Schritt — Berechnung der Blochmoden ui)
(i)

Die Blochmoden u}
gleichungen

ergeben sich als stiickweise Losungen der homogenen linearen Differenzial-

—u!' + (a; —A)u; =0 in (0,}),
—u!' + (bj—A)u; =0 in (3,1).

~—

mit konstanten Koeffizienten und lassen sich mit den bekannten Losungsmethoden fiir gew6hnliche
Differenzialgleichungen berechnen. Dabei sind fiinf Fille zu unterscheiden, von denen Fall 1 bereits
in [DNPPR] behandelt wurde. Bis auf skalare Vielfache ergeben sich die Blochmoden dann wiefolgt:

. - i 1

in Fall 1 (A < a) ugé) (x) = 11 EEexp(xv/a; — A) + 512 exp(—xva; —A), fur(l) <x <3,
Eexp(xy/b— A) + &g exp(—xvb — A), fir l <x<1,

. ; + 3, fir0 < x < 1,
inFall 2 (a; = A ul) (x) = { it T o 2
(4 ) £ (%) { & exp( Vb —A) —I—(';’l4 exp(—xv/b; —A), fir % <x <1,

. / . l
inFall 3 (0, < A <b) ul(x)= i cos(xVA Zap + & sin(xy/A ), ﬁfr? Sre
ZSexp(xybi — A) + (;"14 exp(—xyb; —A), fir; <x<1,

j A— VA — fiir 0 < 1

in Fall 4 (b; = A) ul) (x) = i cos(x a;) + & sin(x ai), ur? Sr<y
x+§l4, fir 5 <x <1,

in Fall 5 (b; < A) ugé) (x) = Eeos(xy/A—a;) + 12 = sin(xv/A —4;), fﬁr? <x<3,
cos(x\/ —b;)+ sm(x A—b), fur ; <x <1,

wobei die Koeffizienten (’,‘?]-[ firi =1,2und j = 1,2, 3,4 so zu bestimmen sind, dass die Funktionen

ugé) : R — R stetig differenzierbar sind, d.h. dass die C!-Bedingungen

l. | ) o |

ui)(%—) = u(il)(%—i-) und dch (A-)= dyj: (3+) sowie (3.21)
P1-) = el (0 d ) () e 3.22
Wiy =eulon  wd P - S oy 62

erfiillt sind. Wir skizzieren das Vorgehen exemplarisch fiir den (aufwéndigsten) Fall 3, d.h. es gelte
a; < A <b;.

Dann liefern uns die Cl—Bedingungen (3.21) (3.22) tiir den Vektor g'fii = ( l.il, l.j;, f;, )T das lineare
Gleichungssystem

Ai(x)E =0, (3.23)

wobei wir mit A;(x;) die Matrix
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cos(Lv/A —a;) sin(1v/A —a;) —e2Vbi—A —e~zVAhi
—VA—asin(ivA—a) VA—acos(bvA—a) —bi—AerVhih me 3Vbi=h
—eTki 0 e\/bij e~ Vbi—A
0 — VA =g Vo —AeVhih p—Re Vi

bezeichnen. Das Gleichungssystem (3.23) besitzt genau dann eine nichttriviale Losung gli # 0,
wenn det A;(x;) = 0. Diese Bedingung wiederum ist genau dann erfiillt, wenn

A 27 % cosh bizi A + %sin \/A; % sinh \/bizi A,

L A—ai bi—)\
Cl T \/bi—)\ \/)\—{Ill"

Fiir a; < A < b; ergeben sich dann die Koeffizienten @ii, e, i bis auf ein reelles Vielfaches zu

g = _e 3VhiA 4 gtrity/himA < bi—A sin \/7\2— % L cos \/“i2_ A) ,

cosh(x;) = cos

wobei

i4 )L—{ll'

i3

al
/ bi—A /b, / bi—A /b,
+ :|: 1 :|: i
o = — al Ki— g Ki+ €l3/

ft=e i—\/?gﬂ + etrity/bi—A gig_

il

;l: — e*% bi,/\ _ e:‘:Kif bi,/\ (

2 2 )7

In Fall 1 (A < 4;) liefern dhnliche Rechnungen zunachst

1 JaizA o b A A b= A
cosh(k;) = = (\/Zl A+\/ i A) ﬁsnh\/j+cosh\/TC05h \/T
;— _
und dann
ZFZ — _etrit/bi +e%\/7cosh \/aizﬁ B b; — ﬁe% b2 ginh a; /\/
a; —
A

i3~ ¢ 2 4 — A 2

& ;( b’f_A+> (VAR

13’
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In Fall 2 (A = 4;) folgt zundchst

cosh(k;) = cosh ( \/b"zf i ) L Vb . % sinh (blz“z) _

und damit

64 iKz""\/ %\/ i ‘11
1

1
= —ai —2Vbi—a;
13 e l 1 —e 1 1,
Ci _ 2ei2K, eixif%\/b —a; :|:Ki+% bifai,
1 — <eiKl 5 11,' eiK,‘-i-% b,‘—u,‘)
l .

In Fall 4 (A = b;) erhalten wir zunéchst

\/ —a;sin = -_—

cosh(x;)
und damit
1 b —a; +x; /b — a:

== — = 4 e™icos i, ¢ sin VL%
! 2 2 \/bl' —a; 2
£ =1 e*" cos biz— ai

L_et

2 \/bf i3/

+ + +x; x+
Cll e K1€z4 t+e Klgl3

In Fall 5 (b; < A) erhalten wir schliefSlich

1 A —a; A=bi\ . VA—a; . /A= A —a; A —b;
h(x:) = = 1 ! 1 1 2 1 z'
cosh(x;) 5 <\//\—bi +\/)\—ﬂi> sin > sin > + 2 cos > cos >

und somit

A—bi A—a; A —b; X —a
EZ:—COS\/il—FeiK" <COSMCOS\/7—\/:SinMSm\/7>,
— 4

2

C% = —sin A —bi — et (sin\/ﬁbicos\/?— \/ﬁCOSMSin V?) )
—a;

2

. Afb' —b; .
giﬂ;:ei’ﬂ — I'COS\//\—bi(fi— S /\_a;sm\//\—bié’fg,
1 * — e*igin /A — 14+ei"i cos \/A—biéfg.
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2. Schritt — Bestimmung des stetigen Spektrums oess(L)

Wir haben im Verlauf dieser Arbeit bereits mehrfach erwéhnt, dass fiir einen Schrodingeroperator
vom Grenzflichentyp stets
(L) D o(L1) Uo(Ly)

gilt. Im Eindimensionalen gilt ein stdrkeres Resultat:
Proposition 3.3.1. (L) = Oess(L1) U Oess(L2) Uop(L).

Bewers: Nach [Eas73, Theorem 5.3.1] besitzen die Schrodingeroperatoren L; mit periodischen Koef-
fizienten nur stetiges Spektrum, d.h. 0(L;) = 0ess(L;). Dieses Spektrum besitzt die bekannte Band-
struktur Nach [Kor05] gilt ferner gess(L) = 0ess(L1) U 0ess(L2). In den Bandliicken von oess (L) kon-
nen nun nach [DPR09] Eigenwerte — so genannte , Liickeneigenwerte” — auftreten, d.h. im Gegensatz
zum rein periodischen Fall ist also 0, (L) # @ moglich. n

Auf das Phinomen der Liickeneigenwerte gehen wir im néchsten Schritt genauer ein, wenn wir
das Punktspektrum von L bestimmen. Zundchst beschiftigen wir uns aber mit der Berechnung des
stetigen Spektrums von L, d.h. mit der Berechnung der Spektralbander der Operatoren L; und L,
mit periodischen Koeffizienten. Hierfiir verwenden wir das folgende Resultat, vgl. [Eas73, § 1.2]:

Proposition 3.3.2. Essei W : R — R ein beschriinktes und 1-periodisches Potential und 1 5, » seien
Losungen der Eigenwertgleichung
— +W(x)p = Ay (3.24)

mit den Anfangswerten
Pra(0) =1, $1,(0)=0 bz $22(0) =0, 3,(0) =1,
Ferner sei die sogenannte , Diskriminantenfunktion” D : R — R gegeben durch
D(A) = 12(1) +5,(1)

Dann ist A € cT(—C‘li—;2 + W(x)) genau fiir |D(A)| < 2.

Mit D; : R — R bezeichnen wir nun die zum Potential W = V; gehorende die Diskriminanten-
funktion. Eine langere Rechnung liefert dann

@cosh@%— <\/bi)\+\/ai/\> sinh\/aii)‘sinh\/bii)\

D;(A) = 2cosh

Cli—/\ bi—)\ 2 2
fir A < a;,
- \/)\—ai \/bl’—/\ bi_)\ )t—{li . )\—111' . bi—/\
D;(A) = 2cos 5 cosh 7+ Aoa \n=a sin —— sinh 5

fiir A € (a;,b;) und

Di(A):ZCOS\/?COS\/m_(\/)\—h‘_._\/)\—ai>sin\/)\—aisin\//\—bi

2 )\—ai )\*bi 2 2
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fir A > b;. Ferner gilt

Vbi—a;  bi—a; . b; —a;
5 5 sinh

D;(a;) = 2cosh 7

sowie

Vbi—a;  bi—a; . /bi—a;
2 — 2 Sin 2 ,

D;(b;) = 2cos

sodass D; : R — R eine stetige Funktion ist. In Abbildung 3.1 ist ihr Graph fiir beispielhaften
Parameterwerte a; = 1 und by = 50 dargestellt.

-5 —

I I I I I
20 40 60 80 1 9»0 120 140 160 180 200

I I I I I |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
A

Abbildung 3.1:

Die Diskriminantenfunktion D7 zum Schrédingeroperator L; fir die Parameterwerte a; = 1 und by =
50. Alle A, fur die |[Dy(A)| < 2 liegen im Spektrum. Die sich auf diese Weise ergebende Bandstruktur
von o (Ly) ist — grau schraffiert — darunter abgebildet.

3. Schritt — Bestimmung des diskreten Spektrums o, (L)

Wir haben bisher die Abhingigkeit der Blochmoden ui) der Schrodingeroperatoren L; — A vom
spektralen Parameter A in unseren Notationen ignoriert. Wenn wir nun die Existenz von Eigenwer-
ten des Schrodingeroperators L untersuchen, so ist es notwendig, diese Abhdngigkeit zu beachten.
Deshalb schreiben wir im Folgenden

ul (x) = ul (v, 4) = pl (x, A)e N
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fur die Blochmoden von L; — A. Die folgenden Darstellungen halten sich an die Arbeit [DPR09] von
Tomas Dohnal, Michael Plum und Wolfgang Reichel, in der das Auftreten von Liickeneigenwerten
erstmals diskutiert wurde.

Hierbei ist zu beachten, dass die Blochmoden ui) nur bis auf skalare Vielfache eindeutig bestimmt
sind. Die Eigenwertgleichung Lu = Au besitzt somit genau dann ein Losungspaar (1, A) mit u # 0,
wenn reelle Zahlen 71 und v, existieren, sodass sich die Funktionen ’ylugrl) (-,A) und 'yzu(_z) (-,A) an
der Stelle x = 0 zu einer stetig differenzierbaren Funktion u : R — R zusammensetzen lassen,
d.h. wenn die C!-Bedingung

() 2) du'’ du®
YU (0/ )\) = T2uU_ (O/ A) und T dx (0/ A) =7 dx (Or /\) (325)

fiir ein A erfiillt ist.

Fir A € o(L;) istnun x;(A) € C\ R, vgl. [Eas73] und somit |u$) (x)| = |p$) (x)|. Setzen wir also eine

Funktion u(-,A) gemaf (3.25) aus 'ylugrl) (-,A) und 'yzu(_z) (-,A) zusammen, so kann die sich daraus

ergebende Funktion u#(-,A) nur dann eine bei +oco0 und —oo (exponenziell) abfallende, und damit
integrierbare, Funktion sein, wenn A € p(L1) N p(Ly) =: p. Eigenwerte von L kénnen somit nur in
den Liicken des Spektrums von L auftreten. Deshalb spricht man von sogenannten , Liickeneigen-
werten”.

Wir betrachten fiir i = 1,2 nun die Quotientenfunktion Rg? :p — R mit

dui)

RO Q) =ul 0,11

(0,1)

und die Differenzenfunktion G : p — R mit

Proposition 3.3.3. Genau dann ist A € p(L1) N p(Ly) ein Liickeneigenwert von L, wenn G(A) = 0.

Diese Proposition ergibt sich unmittelbar aus den obigen Uberlegungen. Durch eingehendere Un-
tersuchungen der Quotienten- und Differenzenfunktionen erhdlt man nun auch quantitative Aussa-
gen {liber das Vorkommen von Liickeneigenwerten. Darauf einzugehen ist nicht Gegenstand dieser
Arbeit. Fiir ndhere Details verweisen wir auf [DPR09].

(1)

In unserem Fall stiickweise konstanter Koeffizienten berechnen sich die Quotientenfunktionen R’
und R mit Hilfe der Blochmoden ui) zZu

Var=A (&-85) Var=A (83,-83)

S , fur A <aq, YA , fir A <ap,
n _
RQ)(A) = g%, fir A =a;, bzw. R@(/\) = g%, fir A = ay,
12 22
e —
vAay, fiir A > ay, VAimiy fiir A > ay.
C11 621
Ihre Graphen sind zu den Parameterwerten a; = 30, by = 40, ap = —84.25 und b, = —13.25 in

Abbildung 3.2 dargestellt.
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e . 20F
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-20F
-60
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—4? . _ . L L -1 L . L L .
-100 -50 0 50 100 150 200 ~100 -50 0 5}\0 100 150 200
A
. . . . 2 1
Abbildung 3.2: Die Quotientenfunktionen RE) und Ri).

(@) Ay = 42.0919 (b) A3 = 47.8670

Abbildung 3.3: Eigenfunktionen zu den Liickeneigenwerten A, und As.

Die Abbildung 3.4 zeigt dann die zugehorige Differenzenfunktion G bei dieser Parameterwahl.
Es ergeben sich die Liickeneigenwerte A1 = 5.6056, A, = 42.0919 und A3 = 47.8670. Die Eigen-
funktionen zu A; und A3 sind in Abbildung 3.3 dargestellt. Man beachte die starke Oszillation der
Eigenfunktion zu A3 auf der linken Seite der Grenzfldche x = 0.



3.3. STUCKWEISE KONSTANTE KOEFFIZIENTEN

87

100
20
50 10f —
g o = g o \
-50 10
-20
19?00 -50 0 -20 0 , 20 40
(a) (b)
6 N 6
4 1 \\\ 4
| \
2y \ 2
2 \ i 2 \\\\\\,\\
[C] | i 0] p—
0 v 0 =
\
2 \\ -2
|
|
41 42 \ 43 44, A5 46 47 48 49 44.75 47.8 47.85 47.9 47.95 48
(c) (d)
Abbildung 3.4:
(a) Die Differenzenfunktion G(A) fir A € (—100,200). Dabei ist ¢(L;) U oc(Ly) hellgrau und
o(L1) No(Ly) dunkelgrau schraffiert. (b)-(d) VergroBerungen in Bereichen, in den Liickeneigenwerte
vorliegen.
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4. Schritt — Die Integrale .#; und .%

Mit Hilfe der im ersten Schritt berechneten Blochmoden ui) konnen wir nun die Integrale

A= Sl b ) = [ (V) = Vi) (0 -+ V() — Vi) ) ()

und
P2 = Fafanany ) = [ (V) = Va(0) (0 + o) — Val) ) () e

in den einzelnen Fillen bestimmen.

In Fall 1 ergibt sich fiir A < a; das Integral .#; zu

— + —
g (ay Z;i(m _tzlz a [511 z(em )Jrz\/igncu

@ (1-e V) |

by —b +by—b _ — = o
+ ( 2 4;1(“% — b21 1) {((;‘13)2(3\/%7/\ (e‘/m — 1) + 2\/171j 613‘:14

+ (&) Pe VA (1 —_ e—m) ]

Im Fall A < a, erhalten wir ferner

jZ = (al — a2>(aA Rl S |: 621 2 (em - 1) +2\/m‘:;1§;2

day\/A—ap
F(Eh) (1—evET ]
(b1 —bp)(ap + by — bp) VB = A —
T [W (o757 1) 2Vl e

+ (éi)zefm (1 — e*\/m) ]

In Fall 2 erhalten wir fiir A = 41 dann

_ — 1 1 1
e2K1j1 _ (QZ al)(“/\‘f’ﬂ,'z ﬂl) {24(§1_1)2+4§1_1€1_2+2(§1_2)2:|

ap
(bp —b1)(ar +b2 —b1) [ 2 JBi=A (. VBi=A Y
) (1) 2T

(e I (1-e V)
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und im Fall A = a; weiterhin

— — 1 1 1
(a1 LIZ)(D;):\‘Fﬂl ) [2((:21) +4§£§£+2(€£)2}

(b1 —b2)(an +b1 = 02) [ o \2 VBy=h (Br=A + ot
e bl (o) 2 T

S =

(g e (1) |
In Fall 3 folgt fiir a1 < A < by:

i — + —
e g7 = (a2 Z;/)\% ! [611 (\/ —al—i—sm\/)\—a1)+2§11§12< cos\/)t—a1>
‘:12 (\/ —al—sm\/)\—al)}
by —b +by—b _ — - e
e s 1) 5T
+ (@)% VT (1- e Vi) ] .

Fiir ap < A < by ergibt sich

gy = o) (e (i ) 428 1 cos V)
+ (&) (\/_7512—5111\/)\—7412)}
by —by)(ap + b1 — o) [, - = oy
T N G R
e T (1-e VR |

In Fall 4 ist fiir A = by zunéchst
2 (a2 —a1)(ap +a — @)
e 7 = N [ &) (\/ — a1 +siny/A — al) + 2811815 ( —cos\/A— a1>
+ (@) (VA= a1 —sin /\—al)]

7 3. 1, _
{24(@13)2 + 1513514 + 2(514>2}

(by — by)(ap + by — by)
)

+
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und im Fall A = b, ferner
(a1 —a)(ay + a3 —an)
jz B 40@\” 52] (m ~+ sin m) + 2621622 ( cos m)
+ (&5,) (m— sin ﬂ) ]

517+ Sk + 5@

(by — by)(ap + by —by)
L9

_|_

In Fall 5 schlieflich ist fiir b; < A das Integral .#; gegeben durch

ap —ay)(ay +ax—a
eKljlz(Z 4;2\(\/)‘?;1 1 [gu (\/ —a1+sm\/)\—a1)

+281181 (1—cos M) (C10) (\/—7611—51n\/)x—a1 }
+ (b2 — 23% [ &) (m+51n (2\/)\ bl) —siny/A — bl)
+2813C14 (cos /A —by — cos (2\/)\ — bl))

+(E)? (\/A ~ b, —sin (2\/)\ - bl) +sin/A — bl) }

und fiir .%, erhalten wir im Fall b, < A dann

— +
/2:(‘11 Z;i% {(:21 («/ —a2+sm\//\—a2)

+2§;r1§2+2 (1—(:05\/)\—&2) §22 (\/ —az—smx/)x—az }
+ (b1 — 12‘3\(;%:21 [ &3s) (w/)\ by + sin (2m> —sin /A — b2>
+ 2(',’;3{5;4 (cos /A —by —cos (2\//\ — bg))

) (VA= —sin (23— Ba) +sin A ) |.

Nun gilt es zu untersuchen, ob Parameterwerte a1, ap, by, by, A existieren, sodass gleichzeitig .# (a1, a2, b1, b2, A) <
0 und #(aq,az,bq,b2,A) < 0sind und das Existenzkriterium von Korollar 3.2.5 die Existenz starker
dualer Grundzustinde von (3.19) sichert.

In den numerischen Berechnungen von Marc Teschner wurden hierfiir nun die Parameter ay,
by und b, fest gewdhlt und nur noch 4; und A variiert. Dann gilt es zundchst das Spektrum
o(L) = 0(L1) Uo(Ly) in Abhéngigkeit von a; zu berechnen. Dies ist in Abbildung 3.5 dargestellt.
Die Spektralbédnder des (nicht von a1 abhangenden) Operators L, liegen dann parallel zur a;-Achse,
wihrend die Spektralbander von L, nun geneigt verlaufen.

Auf den folgenden Seiten stellen wir nun die Ergebnisse der Berechnungen von Marc Teschner
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Abbildung 3.5:

Die Spektren von L; und L; fur ay = 30, by = 70, by = 100, a1 € [0,50] sowie A € [0,140]. Wiederum
ist o(L1) Uo(Ly) hellgrau und o(Ly) No(Ly) dunkelgrau schraffiert.

zusammen. Dabei galt anfangs die Parameterwahl
a; = 5, bl = 21, bz = 20.

Die Berechnungen wurden dann herkommlich mit MATLAB (Abbildung 3.6) und zusétzlich ergeb-
nisverifiziert, d.h. unter Verwendung von Intervallarithmetik, mit INTLAB (Abbildungen 3.7 und
3.8) durchgefiihrt. Tatsdchlich konnten so Bereiche in der ersten echten spektralen Liicke von L ge-
funden werden, in denen sowohl .# als auch .#, negativ sind, in denen also die Existenz starker
dualer Grundzustinde gesichert ist.

Weil aber diese Bereiche gleichwohl recht klein ausfallen, wurde danach die Frage untersucht, wie
sich diese Bereiche verdndern, wenn man nun die Parameter b; und b, weiter variiert und die Dif-
ferenz |b; — by| schrittweise vergrofert. Es hat sich dabei gezeigt, dass die Bereiche, in denen die
Berechnungen mit INTLAB die Existenz von starken dualen Grundzustidnden in der ersten ech-
ten spektralen Liicke garantieren konnen, mit wachsender Differenz von |b; — bp| abnehmen und
schliefllich ganz verschwinden (Abbildung 3.9).

Vergleicht man nun diese Ergebnisse mit den Resultaten fiir den positiv definiten Fall aus [DNPPR],
so erkennt man, dass die Bedingung .#; < 0 und .#, < 0 des Existenzkriteriums von Korollar 3.2.5
fiir starke duale Grundzustidnde im indefiniten Fall durch die Korrekturterme

Va(x) — Vi(x) und Vi(x) — Va(x)

®_ ®_

gemdfl Bemerkung 3.2.4 doch sehr scharf ist und eine Abschwédchung des Kriteriums somit wiin-
schenswert wire.

Abschliefend wurde untersucht, wie sich eine Erhéhung der Differenz |a; — b;| auf die Ergebnisse
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auswirkt, vgl. Abbildung 3.10. Hier lieferten die Berechnungen mit MATLAB sogar die Existenz
von starken dualen Grundzustianden in der zweiten Spektralliicke von L. Auf eine Verifizierung
der Ergebnisse mit INTLAB wurde wegen des hohen Rechenaufwandes hier jedoch verzichtet, d.h.
— ebenso wie fiir die in Abbildung 3.9 dargestellten Resultate — kann die Existenz eines starken
Grundzustandes in den entsprechenden Bereichen durch die numerischen Berechnungen nicht als
gesichert gelten!

30 30
25 25
<15 <15
10 10
5 I1 © 5 I2<O
% 1 2 3 4 5 [ % 1 2 3 4 5 6
a a

Abbildung 3.6:

Mit MATLAB berechnete Integrale in der semi-infiniten und der ersten echten spetralen Liicke von
L. Die weiB3en Bereiche entsprechen den Spektralliicken, die dunklen Bereiche den Spektralbéndern
von L, hellgrau schraffiert sind die Bereiche in denen (a) .#; < 0, (b) % < 0und (¢) %, % < 0.
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Abbildung 3.7: Berechnungen mit INTLAB firr die semiinfinite Liicke.
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18 |
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
a, a,
(@) (b)
b—f
26
I, & 1,<0
24
< 22
20
18 el

Abbildung 3.8:

Berechnungen mit INTLAB in der ersten echten spektralen Licke von L. Durch Verwendung von

Intervallarithmetik fallen die hellgrau schraffierten Bereiche im Vergleich zur mit MATLAB berechneten
Abbildung 3.6 nun kleiner aus.
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Abbildung 3.9:

b, =20.9.

Berechnungen mit MATLAB.

o
N}
©
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o

@

&
~
w
N
o
£

Weitere Parameter: a, = 5, b, =21, a1 € [0,6], A € [0,30].
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Linke Spalte: Bereiche fir .#; < 0. Mittlere Spalte: Bereiche fur .#, < 0.
Rechte Spalte: Bereiche fiir 71, .%, < 0.

Zeile 1: by = 15. Zeile 2: by, = 17. Zeile 3: by, = 18.5. Zeile 4: by, = 19.75. Zeile 5: b, = 20.5. Zeile 6:
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Abbildung 3.10:

Berechnungen mit MATLAB fiir die Parameterwerte a; € [0,6], 4o = 5, by = 151 und b, = 146.
Wiederum sind (a) die Bereiche mit .#; < 0, in (b) die Bereiche mit .#, < 0 und in (c) die Bereiche
mit 41, %, < 0 hellgrau schraffiert.




Anhang A

(Echte) Grundzustiande des
Grenzflaichenproblems

Im Anhang wollen wir nun das Problem der Suche nach echten Grundzustdnden der der nichtli-
nearen Schrodingergleichung

—Au+V(x)u=T(x)|u'u inR" (A1)

im Grenzflachenfall diskutieren und zeigen, wie man unter den Voraussetzungen (H1) bis (H3) ein
zu Satz 2.7.1 analoges Existenzkriterium auch fiir Grundzustinde erhilt.

A.1 Die verallgemeinerte Nehari-Mannigfaltigkeit

Wir betrachten den Schrodingeroperator
L=-A+V(x)
zum Grenzflichenpotenzial V sowie die Operatoren
Li=—-A+Vi(x) furi=1,2

mit den periodischen Potenzialen V; auf H2(R") C L?(IR") betrachten. Grundzustinde von (A.1)
suchen wir in H := H!(IR"). L und L; besitzen nach Satz 2.1.5 die Spektraldarstellungen

fL) = [ FOEEN)  baw f(L) = [ FNAEQ),
fiir jede messbare und beschréankte Funktion f : 0(L) — C bzw. f : 0(L;) — C. Wir setzen
cf:={Aeco(l): A =0} sowie o = {A€c(L;):A =0}
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und erkldren die Operatoren

Pt =1, (L) :/ E(dA)  sowie  PF:=1 .(L) :/i Ei(dA),

ot i
Schliefilich betrachten wir die Rdume

H* := P*(H) bzw. HF := PE(H).
Dann erhalten wir unmittelbar die folgende
Proposition A.1.1.

(a) Es gilt
H:=H'(R")=H"®H =H®H =H ®H,.

Insbesondere sind die Operatoren P* und PZ.i Orthogonalprojektionen.

(b) L ist positiv definit auf H und negativ definit auf H~; L; ist positiv definit auf H' und negativ

definit auf H; .
(c) Es existieren Skalarprodukte (-,-) bzw. (-,-); auf H, so dass die zugehorigen Normen || - || := /(-,-)
bzw. || - [|; := /-, -); dquivalent zur Standardnorm || - || g gny sind. Ferner gilt

l|lul|? = :I:/ (|Vu|2 + V(x)u2> dx fiirallew € HE  bzw.
IRH

ul|? = :I:/]Rn (|Vu|2 + Vi(x)u2> dx fiir alle u € HF.

Definition A.1.2. Fiir u € H schreiben wir kurz u* := P*u (wohlgemerkt fiir P*, nicht fiir Pl.i!).
Schwache Losungen u € H der nichtlinearen Schrodingergleichungen
Liu = T;(x)|u[P'u in R" (A.2)

mit den periodischen Koeffizienten V; und I'; entsprechen den kritischen Punkten der Funktionale
I; € C?(H,R) mit

1) = [, (5 (190P + Vi) = et ax
1

1 .
== +ull2 — 1P ull?) — ——
- 2 (||P1 u“l HPZ qu) p+1-]R”

T;(x) ulPt dx fiir alle u € H.

Analog entsprechen Losungen der nichtlinearen Schrédingergleichung (A.1) vom Grenzflichen-Typ
den kritischen Punkten des Funktionals I € C?(H,R) mit

I(u) = /n (; (|Vu|2 + V(x)u2> - p_li_ll"(x)uV?H) dx

1 _ 1 .
=5 (Il 12 =1 )12) - ST Jp TP furallew € H.
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Die Ableitungen von I erhalten wir mit den iiblichen Rechnungen zu

I’(u)(p:/]R (Vu Vo+ V(x)up —T(x )|u|”71u(p) dx
= (ut, @) — /]Rnl“ X)|ulPugdx (A.3)

fiir alle u, ¢ € H sowie

ip,gl = [ (Ve Vot Vix)pe—pL()lul’ g) dx

fur alle u, ¢, ¢ € H. Fiir I; ergeben sich die analogen Formeln. Nach dem auf Alexander Pankov
zurilickgehenden Satz 1.2.3 implizieren die Voraussetzungen (H1) bis (H3) die Existenz eines Grund-
zustandes u; der nichtlinearen Schrodingergleichung (A.2) mit den periodischen Koeffizienten V;
und T';. u} 16st das Variationsproblem

¢ :=min{L;(u): u e M;} (A4)
auf der verallgemeinerten Nehari-Mannigfaltigkeit
M;:={ueH\{0}: I(u)u =0und Ij(u)p =0 firralle ¢ € H; } firi=1,2.
Wir betrachten fiir das Grenzflichenproblem nun die verallgemeinerte Nehari-Mannigfaltigkeit
M:={ueH\{0}: I'(u)u=0und I'(u)p =0 fiir alle p € H™ }.

und das Variationsproblem
c:=min{I(u) :u € M}. (A.5)

Auf den Zusammenhang zwischen den Variationsproblem (A.5) und der Suche nach Grundzustéin-
den von (A.1) gehen wir im spiteren Verlauf dieses Anhangs ein. Als néchstes zeigen wir einige
wichtige Abschidtzungen fiir das Funktional I auf der verallgemeinerten Nehari-Mannigfaltigkeit
M, die sich in [Pan05] bereits im rein periodischen Fall fiir [; und M; finden.

Lemma A.1.3. Es existieren 111,12,13 > 0, sodass

p
+1

m < lul| < n2I(u)rt und I(u) > 13 fiir alle u € M.

Dieselbe Aussage gilt auch fiir die Funktionale I und Ip an der Stelle von I.

Beweis: Der in [Pan05] von Alexander Pankov gegebene Beweis verwendet keinerlei Periodizitéts-
eigenschaften. Wir wollen ihn der Vollstandigkeit halber wiederholen. Fiir alle u € M ist

1 1 1
) =100 - 3w = (5= 57 ) [, TP a2 el gy, A9

wobei x := (% - ﬁ) essinfycrn I'(x) > 0. Insbesondere, I > 0 auf M. Weiterhin gilt

0="1"(wu* =", u®) — (u",u*) - /]Rn T(x) |ulP uu*dx



100 ANHANG A. (ECHTE) GRUNDZUSTANDE DES GRENZFLACHENPROBLEMS
und damit

Holder
e L TSl PN N P e

< CIIT e [t s gy e (A7)

wobei wir im letzten Schritt den Sobolev’schen Einbettungssatz verwendet haben, aus dem sich
auch die Konstante C > 0 ergibt. (A.7) liefert nun

_P_

(A.6) I(u)\ P
] < Il < Il (247
und mit 7 := pT-fl und 77, := 2k~ V/"C||T'|| .~ erhalten wir
el < [l [+ Q™) < g2 () (A8)

Aus (A.7) und dem Sobolev’schen Einbettungssatz folgt ferner
=12 < CIIT oo a7 25

mit einer Konstanten C’ > 0 und damit

el = Nl 12 + a1 < C'IIT o laellP (1] + ) < 27T a7+
Also ist 1
Jul| > (2C'|[T||=) " =: 1. (A.9)
und aus (A.8) folgt schliefSlich
—r r(A'g) —r
I(u) =y "ull™ =y "1 =1
und damit die Behauptung. ]

Fiir Untersuchung des Variationsproblems (A.5) ist nun zuerst sicherzustellen, dass M # @. Ahn-
lich dem Vorgehen in Kapitel 2.6 werden wir dazu einen Grundzustand ] der nichtlinearen Schro-
dingergleichung mit den periodischen Koeffizienten V; und I'; einer Idee aus [ACG99] folgend weit
von Grenzfliche x; = 0 weg nach rechts verschieben, d.h. wir betrachten die Folge uy := uj (- — keq)
und wollen diese fiir grofie Werte von k € IN auf die verallgemeinerte Nehari-Mannigfaltigkeit ab-
bilden.

Dafiir ist eine einfache Skalierung siuj wie im Falle der klassischen Nehari-Mannigfaltigkeit in Ka-
pitel 2.6 nicht mehr ausreichend, weil auf diese Weise die Bedingung I’ (sxuy )¢ = 0 fiir alle ¢ € H™
nicht erfiillt werden kann.

Wir benotigen stattdessen eine spezielle Form des lokalen Umkehrsatzes in Banachrdumen, die wir
im folgenden Abschnitt beweisen wollen.
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A.2 Einschub: Der Satz iiber implizit definierte Funktionen

In diesem Abschnitt seien X, Y und Z Banachrdume. Wir beweisen den Satz {iber implizit definierte
Funktionen in der folgenden Fassung;:

Satz A.2.1 (Satz iiber implizit definierte Funktionen). Fiir (xo,y0) € X XY und r > 0 sei B :=
By (x0,y0) und f : B — Z eine stetige Abbildung. Ferner existieren die partiellen Fréchet-Ableitungen dx f
und dy f von f beziiglich X und Y und es gelte:

(i) dx f(x0,Yyo) ist bijektiv.

(ii) Es existieren Konstanten C1,a, B > 0, sodass
19xf (xo,y0) =dxf(x, )| < €1 (Ixo —xII* + lyo—ylIF) ~ firralle (x,y) € B.

(iii) Es gelte ||oy f(x,y)|| < C, fiir alle (x,y) € B mit einer Konstanten C, > 0.

(iv) f(x0,y0) = 0.

Weiter seien e < 30x f(xo,y0) ~1(| =1 und 5,p > 0 gegeben mit
o6+p <, o +p/5 < i, sowie o< S(S. (A.10)
C1 C2

Dann existiert eine stetige Abbildung & : By(yo) — Bs(xo) mit
¢(yo) =xo  und  f(E(y),y) =0 firalley € By(yo)-
Diese Abbildung ¢ ist in Bs(xo) X Bp(yo) eindeutig bestimmt.

Bewers: Die stetige Invertierbarkeit von A := dxf(xo,y0) € -Z(X, Z) folgt aus (i) und dem Satz
von der stetigen Inversen, siehe [Heu06, Nr. 39.4]. Da p + 6 < r, ist Bs(xg) x B,(y0) C B. Fiir festes

¥ € By(yo) betrachten wir nun die Abbildung

Ty : Bs(xo) — X, Ty(x) =x — A7 (x,y).

Ty ist Fréchet-differenzierbar mit Ty (x) = I — A~19xf(x,y) und es gilt

ITy ()l = 11— A "axf (o)
< |47 lxf (30, y0) — 3xf(x,v)]
C e B Ci o, py (AL0)
< 52 (lx=xoll* +ly = woll?) < S2(0"+0P) =< 12

fiir alle x € Bs(xp). Aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung erhalten wir dann
fiir alle xq, xp € Bs(xp):

1 1
1Ty (x1) = Ty(x2) || < [l21 = 22| /0 1Ty (x1 + t(x2 = x1) [ dt < S |2y — x2]]. (A.11)
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Also ist T, eine Kontraktion. Mit f(xo,yo) = 0 folgt weiterhin

Ty(xo) —x0 = =A™ f(x0,y) = A7 [f(x0,50) — f(x0,)]

= /01 A9y f(x0,y0 + t(yo — y)) (vo — y) dt

und aus der dritten Bedingung an p und ¢ in (A.10) erhalten wir

NI

_ @)
1Ty (x0) = xoll < [JATY| sup |9y f(x0,2) ]l lyo — yll < 5P <
z€By(yo)

Fiir alle x € Bs(xp) gilt dann (A.10):

1 1)
1Ty (x) = xoll < [Ty (x) = Ty(x0) [ + [Ty (x0) — 0]l < 5 [[x =0l + 7 = 0.

Also ist T, ist eine Selbstabbildung von Bj(xo) fiir jedes y € By(yp) und aus dem Banachschen
Fixpunktsatz folgt die Existenz eines eindeutig bestimmten Fixpunktes § = ¢(y) € Bs(xo) von T,
ftr jedes y € By(yo), d.h.

f(&(y),y) =0  furalley € By(yo)-

Es bleibt zu zeigen, dass die Abbildung & : B,(y0) — Bs(x0), vy +— {(y) stetig ist. Dazu seien
Y1,Y2 € By(yo). Dann gilt

181 = W)l = Ty (E(y1)) = Ty (§(w2))
< Ty, (€(y1) = Ty Cw2)) | + 1Ty, (€(y2)) = Ty (G (w2))

(A 11)

*IIC(%) Sy2) I+ 1Ty, (E(y2)) — Ty, (E(w2))

und aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung erhalten wir

I20) — 2201 < 20T, (0(62) ~ (@2 < 2047 1£(E ) 2) — FE ) )]
<2 A7 llg2 — [ 10w F (52D, 1 + Ky — )
< 2G[|A lly2 = wall,
was die Stetigkeit von & beweist. =

Aus dem Satz tiber implizit definierte Funktionen in der Version von Satz A.2.1 ergibt sich nun
ohne Miihe die folgende Version des lokalen Umkehrsatzes:

Korollar A.2.2 (Lokaler Umkehrsatz). Fiir xo € X und r > 0 sei B := B,(xo). Die Abbildung f €
C(B, Z) sei Gateaux-differenzierbar mit folgenden Eigenschaften:

(i) Die Gateaux-Ableitung df (xo) sei bijektiv.

(ii) Es existieren Konstanten C,« > 0, sodass

Ildf(xo) —df(x)] < C|lxg — x| fiir alle x € B.
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(iii) yo = f(xo).

Ferner seien ¢ < %||df (xo) ™|~

und p, 8 > 0 gegeben mit
o6+p <, M +p< %, sowie o < €. (A.12)

Dann gibt es eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung ¢ : By(yo) — Bs(xo) mit

f(&(y)) =y firalley € By(yo).

Bewers: Man wende Satz A.2.1 auf die Funktion ¢ : BxY — Y, (x,y) — f(x) —y an. n

A.3 Ein Projektionsproblem

Wir beginnen diesen Abschnitt mit einigen Bemerkungen zu Notationen, die wir im Folgenden
verwenden werden:

Bemerkung & Definition A.3.1. Es sei (X, (-,-)) ein beliebiger Hilbertraum, Q) eine offene Teilmenge
von X, f : Q3 — R ein Funktional und xo € Q).

(a) Besitzt f in xq eine Gateaux-Ableitung df(xg) € X*, so gibt es nach dem Darstellungssatz von
Fréchet-Riesz genau ein %9 € X, sodass

df(xo)y = (%0,v) fiir alle y € X.
Wir schreiben dann %y =: V f (xo) und nennen V f(xq) den Gradienten von f in x.

(b) Besitzt f in xq eine zweite Gateaux-Ableitung d?f(xg) : X x X — R, so existiert nach dem Satz
von Lax-Milgram ein eindeutig bestimmter Operator Ay € £ (X) mit

d?f(xo)(x,y) = (Agx,y) fiir alle x,y € X.

Wir bezeichnen Ag =: V> f(xg) als den zweiten Gradienten von f in xo. Nach [Zei95, Chapter 4]
ist V2 f(xo) symmetrisch.

Bemerkung A.3.2. Fiiralleu € M ist u™ # 0.

Bewers: Angenommen es wire ut = 0 fiir u € M. Da I'(u)u = 0, folgte dann aus (A.3)
=2 == [ T dx <o,
IR”

ein Widerspruch! -

Die verallgemeinerte Nehari-Mannigfaltigkeit kénnen wir nun als Nullstellenmenge einer C!-Abbildung

darstellen. Dafiir betrachten wir die Abbildung G : H\ H~ — H mit

ut

G(u) = (VI(u),u*}W +VI(u)~ firalleu € H\ H™. (A.13)
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Dann gilt
G(u) =0 <+ <Vl(u),u+>||5w =VI(u)~ € H NnH™ = {0}
< (VI(u),u™ (=0 und VI(u)” =0
<~ (VI(u),u(=0 und (VI(u),¢)=0firalle p € H-
<~ ueM.

Ferner ist G € C'(H\ H~, H) und es gilt

ut ut +
G/ (u)g = (V1)) s + (VI 9 ) s+ (V@) ) s
qu
- 2<u+,go+><v1(u),u+>W + (V2I(u)gp)~. (A.14)

firalleu € H\ H™ und alle ¢ € H.

Es sei nun u] € M; ein Grundzustand der nichtlinearen Schrodingergleichung
—Au+Vy(x)u =Ty(x)|ulPlu inR"

mit den periodischen Koeffizienten V; und I'y und
ug = uj (- —key) fur alle k € IN.

Dann ist uy € M, fiir alle t € IN. Ziel dieses Abschnitts ist es, uy in geeigneter Weise auf M zu
projizieren.

Bemerkung A.3.3. Nach Satz 1.2.2 existiert & > 0, sodass wir wie in Lemma 2.6.2 die Abschitzung
lurllpr ey < Cpe ™k fiiraller > 1 und alle k € IN (A.15)

mit einer Konstanten C, > 0 erhalten.
Das folgende Lemma besagt nun, dass die Funktionen u; fiir groSe k € IN nahe an M liegen:
Lemma A.3.4. G(uy) — 0 fiir k — oo.

Bevor wir mit dem Beweis von Lemma A.3.4 beginnen kldren wir noch einige Schreibweisen, die
im folgenden Kontext immer wieder auftauchen werden.

Notation.

(a) Ist X ein abgeschlossener Unterraum von H, so bezeichnen wir mit Px € £ (H) die Orthogonalpro-
jektion von H auf X.

(b) Wir schreiben 6V (x) = V(x) — Vq(x) und 6T (x) = T'(x) — T'1(x).
(c) Schlieflich setzen wir Xy := span{uy}.

BewEeis voN LEmMmA A.3.4: Aus (A.13) erhalten wir

G(ug) = Px, VI(uy) fur alle k € N
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und da ||Py, || = 1, gentiigt es somit zu zeigen, dass VI(uy) — 0 fiir k — co. Es gilt:

IV I(ug) || = prﬁgl /}Rn (Vuk Vo + V(X)Mk(l’—r(x)|uk|p’1ukcp) dx
= |\fpl|\1£1 /n (Vuk~qu—l—Vl(x)ukgo—l"(x)|uk\”*1ukq)) dx+/]Rri SV (x)upedx
e sup, L, (Ol g =Tl g dx+ [ oV (x)ueg dx
oll= "
= sup / 5F(x)|uk\p*1ukcpdx+/ SV (x)uppdx|.
lgll=1 /R~ RE

Mit den Ungleichungen von Holder und Sobolev folgt hieraus

ViG] < sup (1Tl ey + 16V e Dl )
gll=1 B

< (s e+ Tl
(A-:15) O(efock)
und damit die Behauptung. n

Unser Ziel ist es nun, den lokalen Umkehrsatz in der Version von Korollar A.2.2 auf G in der Stelle
uy anzuwenden. Dafiir sind seine Voraussetzungen (i) und (ii) zu priifen. Dafiir benétigen wir noch
das folgende Lemma:

Lemma A.3.5. Zu jedem & > 0, existiert ks € N, sodass |u;” || > 6 fiir alle k > k;.

Bewers: Andernfalls finden wir eine Teilfolge von (uy), entlang derer 1,” — 0 in H und damit

n

el = g 12 + e 1 = = [ (19 P+ V(@) 0 )2) v +o0(1)

fiir k — oo0. Da uy = u;” 4+ u, = u;_ +0(1), erhalten wir fiir k — oo weiterhin

il == [ (IVi + Vi) dx-+o(1)
M +1 2
= —/ Ty () [P dx—/ OV (x)ugdx +o(1)
R R"
(A.:15) _/ rl(x)|uk|p+l dx+o(1)
Rn

p+1 p+1

< —essinfga T [Jug |}, +0(1) = —essinfre T [[u7 ||} ,1 +0(1).

Fiir grole k € IN wire somit ||ux||? < 0, ein Widerspruch! n
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Als erstes zeigen wir in der folgenden Proposition die Invertierbarkeit der partiellen Fréchet-
Ableitung dx, G(uy):

Proposition A.3.6. Es existieren eine von k € IN unabhiingige Konstante a > 0 und ki € IN, sodass
(@) (0x,G(ux) g, ¢) < —all@|? fiir alle ¢ € X,
(b) E)XkG(uk)’l € L (Xy) und ||8XkG(uk)’1|| <al

fiir alle k > k.

Bewers: Die Aussage von Teil (b) folgt unmittelbar aus Teil (a) und dem Satz von Lax-Milgram,
siehe [Alt12, Satz 4.2]. Zum Beweis von Teil (a) sei nun k € N fest. Dann gilt:

dx, Gug) = [Px, VI(u)) 2 Py V21 (). (A.16)

Weiter sei ¢ = puy + 1 € Xj mit y € Rund ¢ € H™. Aus (A.16) erhalten wir dann
@x, G0, 9) = (V1)g,9) = [ (1V0P +V(x)g = pL()]u?"¢?) dx
= 12Ky + 2uK; + K3,
wobei
Ky = /]R (IVae? + V()1 — pT ()1 dlx,
Ko = [ (Vi T+ Ve = pr )l uy) dx,
Ko = [ (IV9P+V(0y? = pr()lm~y?) d

Wir betrachten diese Integrale getrennt. Es gilt zunéchst

Ki= [ (Vi +vi(oud) de—p [ Tl dx
+/ (5V(x)u%dx—p/ ST (x) [uye [P dx
R" R"

up €My

(I—p) / Ty (x) g [P dx + / SV (x)uz dx — p/ ST (x)|ue|P 1 dx.
R JRE R"
Weiter erhalten wir
Ky = /Rn (Vuy - Vi + Vi (x)up) dx — p /Rn I (x>|uk|p71ukl[) dx,
+/ (5V(x)uk1,bdx—p/ 5F(x)|uk|p_1uk1pdx
R™ R"

uEM;y

(A=p) [, D)l Mg+ [ oVmapdr—p [Tl T
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und schliefSlich, weil p € H™,

Ko = —l9l2=p [, Tx) el 'y dx.

Man beachte im Folgenden, dass

(p = DI'(x) + poT'(x) = (p — I (x) + 0T (x).
Wir setzen nun
Ag = [(p = DT (x) + 6T (x)] e[+,

By == pI (x)|ug[P 7,
G := [(p = DT (x) + 8T ()] | |P~ e

Dann ist
(0x, G(uk) @, @) = —|lp|* — / (W Ax + 2upCy + ¢ By) dx+/ SV (x) (Puf + 2pup) dx

Fiir die Menge {x € R" : uy(x) = 0} schreiben wir kurz {u; # 0} und analog {By # 0}. Da
{ur # 0} = {By # 0} erhalten wir dann

2AgF2upCy + ¢?By) dx = 2Ax +2upCr + ¢?By ) d
/]RH(V k+2ppCr + ¢°By) dx /{u#o}(# kt2uypCe + ¢ k> X

k
c? C
- 2( A — =k ) dx (\/ + k”) dx
furo) ( ¢ Bk> Au#} i

>0

Nun gilt
2
A — ;;; = [(p = DT (x) + 0T (x)] |y |p+1(,),f(§()
= R r (ol 0T (x) L P
und somit

/]Rn (1* Ap+2uyCr + ¢ By) dx

—1 2 Iy (x
=2t [ n@ln e B [ are T gt

upeMy —1/1 1 -1 2 r (x)
Map=1 (1 1 2 1), 9+
> u ” (2 . 1) L (ug) + b e OT(x) T (x) |ug [P dx
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SchliefSlich folgt daraus mit der Konstante #3 > 0 aus Lemma A.1.3:

/]Rn (W Ax+2uyCy + ¢*By) dx

+1 e T'y(x)
>,2P 2 7/ ST (x) =22 [y [P dx.
Z 2| p 773+ p Jrr (X) F(x) |”k‘ X

Insgesamt erhalten wir also

+1
(%, G ()9, @) < —[|9]2 —zy”’Tns

p (x)
+1 |||

< —|p|? — 2y P NHMIT Ok (),

< I 2P L et o)
wobei wir ()

X

e = [, (0V et - por(x) L el 1) i

und

o) =20 [ oV(x)upd

gesetzt haben. Wir erhalten somit

(0%, G(uK)p, 9) < —allp* +ex + 5 ()

mit
a:.= mln{llzrl‘%(p_'—*l)z} X
p(1+ [[ugl?)

Ferner gilt

. +1 (A.15) _
copte it m=C (Il g+ il ) 27 02

und einer Konstanten C > 0, in die nur essinfg: I, ||T'||«, [|0V ]|« und p eingehen, sowie

G < [ulllglbe - mit b = [|6V oo ltgll 2y = Oe™).
Aus (A.17) folgt dann:

(0x,G ()@, @) < =l pl|* + pPa + |p|||]|b
~ 2 b% 2 bl% 2
< =l + {ac+ o | o+ Syl

2
o Mty [ 6V () (2 + 2puy) dx
R™ R™

(A.17)



A.3. EIN PROJEKTIONSPROBLEM

Nach Lemma A.3.5 existiert zu & > 0 nun ein k; € N, sodass [|u;||* > & fiir alle k > ky
ergibt sich

. b2\ llpwl|* | b2 )
<anG(uk)(P/(P>§_a|¢”2+<ﬂk+2k> 5’5 +?k\|1p||2 fiir alle k > k;.

Da ay, by — 0 fiir k — oo, kénnen wir ki ferner so wihlen, dass

1 v? i )
— L)<z < = fiir alle k >
% <ak+ 2) <1 und bk_4 ur alle k > kq,

und erhalten somit .
i
(9x,G(u) e @) < = ol

fiir alle k > k.
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. Damit

Als néchstes miissen wir nun zeigen, dass G’ einer lokalen Holderbedingung geniigt. Wir betrach-

ten zunchst I’ und I":

Lemma A.3.7. Es seien u € H und r > 0. Dann existieren Konstanten L, M,« > 0, die nur von V, T,

|le|| und r anbhingen, sodass
(@) |[I'(u) = ()| < Lfju - w],
®) [[1"(u) = I"(w)]| < Ml|u — wl]*

fiir alle w € B, (u).

Bewers: Zu (a). Da I € C?(H,R) kann L := SUP e, (u) 11" (w)]| gewdhlt werden. Mit Hilfe der

Ungleichungen von Holder und Sobolev erhilt man fiir alle w € B, (u):

I"(w)[l =~ sup
lol=lpl=1
< 1+ [Vlleo + ClIT ooz~

<1+ [Vl + 277 2CIIT oo (770 + flfP1) .

L (T4 Yo+ Ve -yl y) dx

L hingt also nur von V, T, ||u|| und r ab.

Zu (b). Es sei w € B,(u). Dann gilt:

117 = 1"(@) | = sup | [ pr() (julP™! = ) ) gy
lgll=llp=1 "R
—plTle sup [ | (jul = ol T) gy v
loll=llyl=1
Im Folgenden seien ¢, ¢ € H mit ||¢|| = ||¢|| = 1. Wir unterscheiden zwei Félle:

1. Fall: p € (1,2]. Bekanntlich gilt [xP~1 —yP~1| < |x — y|P~! fiir alle x,y > 0. Damit erhalten wir
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fiir alle u,w € H:

e

(1l l ) g ax < [ [ful = fol]” "l
< [ Ju =l gyl ds

Holder
< lu

—w|?, Lp+1 R) H(P||LP+1 RR") ||¢||LP+1 (R")
Sobolev 1
< Cllu—wl||P.

2. Fall: p € (2,2%). Nun folgt fiir u € H und w € B,(u) mit dem Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung

1 d
Jo [t = ol gy ax = [ ([ G et gy
! 2
<=1 [, [ ot w)l = wllg|l|dt dx

. 1
Topelli (p—l)/o /m |w + t(u — w) P2 |u — wl| ||| dx dt

Holder 1

S o= 1) [ o+ 100 = 0) 5 g = 0l s 3 111 ey
SoboleV

20 (f ottt )2 gy ) o1, (A18)

Ferner gilt fiir alle ¢ € [0,1]:
o+t = w)|[P72 < 2072 (|2 + lu — w][P~2) < Cp (2l — w2+ [Ju]]P~2)
<Gy (27772 + flullP2). (A.19)

(A.18) und (A.19) liefern dann zusammen die Behauptung. n

Jetzt zeigen wir die lokale Bedingung fiir G

Proposition A.3.8. Es existieren Konstanten C,r,a > 0 und kg € IN, sodass

|G (uy) — G’ (u)|| < Cllug — ul|® fiir alle u € By (uy) und alle k > k.

Bewers: Nach (A.14) gilt fir alle ¢ € H:

G (w)g = (VI g,ut) o (VI(w), ¢ 1 (VI(u)ut ) O
SR e e e SR e e

ut

—2(u”, ¢+><VI(M)/M+>W +(V2I(u)g)™.
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Es sei § > 0. Nach Lemma A.3.5 finden wir dann k; € IN, sodass |lu} || > ¢ fiir alle k > ks. Wir
wiéhlen nun r € (0,). Dann gilt fiir alle u € B, (uy)

r> e —ull = flu” = ul = || = [fu™]

und damit
\|u+|| > |\u,j||—r>(5—r>0 fir alle k > k. (A.20)

Daraus folgt nun die Lipschitz-Stetigkeit von u — ﬁ auf B,(uy) fiir s € {2,4}. Die Lipschitz-
Stetigkeit von VI und die Holder-Stetigkeit von VI auf B, (uy) folgen aus Lemma A.3.7. Insbe-
sondere hingen die jeweiligen Lipschitz-Konstanten nur von r und ||u|| ab. Die Behauptung von
Proposition A.3.8 folgt nun, weil ¥ nur von ¢ aber nicht von k abhangt und ||u|| = [Juj|| fiir alle
k € N. u
,LOosung” des Projektionsproblems

Wir wéhlen a > 0 und ky € IN gemédfs Proposition A.3.6 sowie C,7, & > 0 und k; € IN gemaf3 Propo-
sition A.3.8 und setzen Ky := max{ko, k1 }. Dann sind alle Voraussetzungen des lokalen Umkehrs-
atzes in der Version von Korollar A.2.2 fiir G an der Stelle uy, erfiillt. Wir finden also p,d > 0 mit

04+p <, M +p< %, sowie o < da (A.21)
und fiir alle k > Ky eine stetige Abbildung ¢y : By (G (ux)) — Bj(ug) mit
G(&k(w)) =w fur alle w € B, (G(uy)). (A.22)

Man beachte, dass aus (A.21) und der k-Unabhéngigkeit der Konstanten C, 4, r und « auch die
k-Unabhéngigkeit der Radien p und ¢ folgt. Die Kugeln B,(G(uy)) werden fiir k — oo also nicht
beliebig klein, und da G(uy) — 0 fiir k — o0 nach Lemma A.3.4, konnen wir 0 € Bs(G(uy)) fiir
k > Kj erreichen, wobei K; € IN mit K; > Kj. Dann setzen wir

pr = & (0) fir alle k > Kj. (A.23)
Beachte, dass py € Bs(uy). Aus (A.22) folgt ferner
G(pk) = G(k(0)) =0, (A.24)

d.h. py € M. pj ist somit die gesuchte , Projektion” von uy auf M.

A.4 Palais-Smale Folgen in M

Im vorangegangenen Abschnitt haben wir gesehen, dass M # @. Wir kénnen also mit der Unter-
suchung des Variationsproblems (A.5) beginnen. Zunéchst notieren wir den folgenden Spezialfall
von Proposition A.3.6:

Lemma A.4.1. Ist (uy) eine beliebige beschriinkte Folge in M und Xy := span{uy} + H™, so existiert
eine von k € IN unabhingige Konstante a > 0 und ki € IN, sodass

(@) (0x,G(ur)g, @) < —al|g|? fiir alle ¢ € X,
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(b) anG(uk)71 S X(Xk) und ||anG(uk)71|| < a1
fiir alle k > k.

Bewers: In Proposition A.3.6 galt G(uy) — 0 fiir k — co. Nun gilt sogar G(uy) = 0 fiir alle k € IN.
Im Beweis von Proposition A.3.6 vereinfachen sich die Argumente dadurch, wie wir im Folgenden
skizzieren:

Fiir festes k € IN sei ¢ = puy + ¢ mit y € Rund ¢ € H™. Da uy nun in der Nehari-Mannigfaltigkeit
M liegt, ergeben sich die Integrale K;, K und K3 im Beweis von Proposition A.3.6 zu

Ki=(1=p) [ TG)u)*" dx,
Ko = (1=p) [ Tl ugpd,

Ko = =9l = [ TE)lul?9?dx

und mit Ay := (p — 1)T(x)|ug|PT, By := pI(x)|ug|P~! und Cy := (p — 1)T(x) |ug|P~uy erhilt man

2P+1

Ox,G0)9,9) = ~I9I7 = [ (W2 Ax+2pCo - 9B) dx < gl - 222

13,

mit der Konstanten 773 aus Lemma A.1.3. Nach Lemma A.3.5 finden wir ferner zu éy > 0 eine Zahl
ki € N, sodass ||u ||? > &y fiir alle k > k. Daraus folgt dann

+112

12
(0x,G(up)p, 9) < — |9l PR S

und Lemma A.4.1 ist gezeigt. n

Mit Hilfe dieses Lemmas zeigen wir nun zunichst die folgende wichtige Proposition, die uns den
Zusammenhang zwischen (A.5) und der Suche nach Grundzustinden von (A.1) liefert:

Proposition A.4.2. Jede Losung ug € H \ {0} des Variationsproblems (A.5) ist ein Grundzustand der
nichtlinearen Schrodingergleichung (A.1) vom Grenzflichentyp.

Der Beweis dieser Proposition benutzt die folgende Version der Multiplikatorenregel von Lagrange
in Banachraumen, vgl. [Dei85, Theorem 26.1]:

Satz A4.3. Es seien X und Y Banachriume, xo € X, r > 0 und B := B,(x). Ferner betrachten wir die
Abbildungen f € C'(B,R) sowie ® € C'(B,Y) mit den folgenden Eigenschaften

(i) ®(xp) =0.
(ii) Bild @' (xg) ist abgeschlossen.
(iii) f(xo) = min{f(x) : x € By(xo) and ®(xp) = 0}.
Dann existieren Lagrange-Multiplikatoren A € R und y* € Y*, sodass (A, y*) # (0,0) und
Af'(x0) + D' (x0)*y* = 0. (A.25)

Ferner gilt: ist ®'(xq) surjektiv, so ist A # 0.
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BEwEIs VON PROPOSITION A.4.2: Es sei 1y € M ein Minimierer von I| . Weiter setzen wir X :=
span{ug} + H~. Wir schreiben X* bzw. H* fiir die topologischen Dualrdume von X bzw. H sowie
(-,-)« fur das Skalarprodukt in H*. Weil M alle kritischen Punkte von I enthilt, gentigt es zu
zeigen, dass I'(uy) = 0. Nun ist Bild G'(ug)|x = X abgeschlossen und nach der Lagrange’schen
Multiplikatorenregel in der Fassung von Satz A.4.3 existiert ein Lagrange-Multiplikator v* € X*
mit

I'(ug) + G'(up)*v* =0 in X*. (A.26)

Da uy € M und v* € X*, ist (I'(ug),v*)« = 0. Bezeichnen wir nun mit v € H das Urbild von v*
unter dem Fréchet-Riesz-Isomorphismus H — H*, so erhalten wir aus (A.26) und Lemma A .4.1:
0 = (G'(uo)v*, ")« = (G'(0)v,v) < —allo|.

D.h. aber ||v*||« = ||v|| = 0 und die Behauptung folgt aus (A.26). m

Unser Ziel ist nun der Nachweis der Existenz einer Palais-Smale Folge fiir I zum Niveau ¢ in
der verallgemeinerten Nehari-Mannigfaltigkeit M. Dafiir zeigen wir zunachst, dass M eine C!-
Mannigfaltigkeit ist:

Lemma A.4.4. Fiir ug € M seien X := span{ug} + H~ und Y := X '. Ferner seien xo € X und yo € Y
so gewdihlt, dass uy = xq + yo. Dann gilt

(a) Es gibt eine Umgebung U C Y von yq und eine Abbildung x € C' (U, X) mit folgenden Eigenschaften:

(i) *(o) = %o.
(ii) G(x(y) +y) =0 fiiralley € U.
(i) x'(yo)y = —9xG(ug) "1 dyG(up)y fiiralley € Y.

Insbesondere ist M eine C'-Mannigfaltigkeit.
(b) Ist die lineare Abbildung A : Y — H gegeben durch

Ay =x'(yo)y +v,
so gilt fiir den Tangentialraum T, , M an M im Punkt ug:
TuyM = Kern G’ (up) = Bild A.

Bewers: Zu (a). Nach Lemma A.4.1 ist 9xG(ug) ™' € Z(X) und die Existenz der Abbildung x €
C'(U, X) mit den Eigenschaften (i) bis (iii) folgt aus dem Satz iiber implizit definierte Funktionen.
Durch

Py)=x(y)+y furalley € U

wird eine lokale Karte ® € C!(U, M) der Mannigfaltigkeit M fiir eine Umgebung des Punktes 1
definiert. Da ug € M beliebig gewahlt ist, ist M eine C!-Mannigfaltigkeit.

Zu (b). Fur alle y € Y gilt nach Teil (a):
G/ (ug) Ay = 9xG' (10)x' (yo)y + 9y G(ug)y = —3yG(uo)y + dyG(uo)y = 0,
d.h. Bild A C KernG'(ug) = Ty, M. Ferner ist A injektiv, da

Ay=0=x'(yo)y=-ye XnY={0} = y=0.
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Als nédchstes zeigen wir, dass A den Raum Y auf den Tangentialraum T,, M abbildet. Dafiir sei
u=uy +uy € Tyy M mit uy € X und uy € Y. Da

0= G (ugp)u = 9xG(up)ux + dyG(ug)uy,

erhalten wir dann
Uy = (—aXG(uo)fl 8yG(u0)> uy = x'(yo)uy

und somit
U=y +uy = x' (yo)uy + uy = Auy.

Alsoist A:Y — T,, M bijektiv und damit Teil (b) damit bewiesen. n
Nun zeigen wir das folgende Analogon zu Lemma 2.3.10:
Lemma A.4.5. Es seien € > 0 und ug € M gegeben, sodass
I(ug) < I(u) +elju — up|| fiir alle u € M. (A.27)
Ferner betrachten wir die Zerlegung
VI(ug) =s+t mits € (Tu[]/\/l)L und t € T,y M.
Dann ist ||[t|| < e.

BewErs: Wie in Lemma A.4.4 zerlegen wir 1y = xp + yo in x9 € X :=span{up}+ H und yp € Y :=
X . Ferner betrachten wir die Abbildung x € C!(U, X) aus Lemma A.4.4 (a) und den Punkt

u=x(y)+yeM
fiir beliebiges y € U. Fiir y — yo gilt dann:
u—uy=x(y)—x0+y—yvo

=x'(0)(y —yo) +y — Yo+ o(y — yo) (A.28)
= A(y —yo) +0(y — ¥o)- (A.29)

Weiterhin erhalten wir aus dem Satz von Taylor:

I(u) = I(ug) + (VI(uo), u — o) + o(u — up)
29 (ug) + (VI(u0), Aly — o) +0(y — yo)) + 0oy — ¥o)
2 L) + el — ol + (VI(0), Aly — o)) +oly —yo)  Fiiry — yo.

Zusammen ergibt sich fiir y — yg also

(VI(u0), Alyo — y)) < ell — ol +o(y — yo) “Z* el Ay — yo) || + oy — o)-

Firy=yottzmitz €Y, ||z]| =1 und t > 0 gilt nun fiir t — 0:

+H(VI(ug), Az) < ¢||A(tz)|| + o(t).
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Im Grenzwert t — 0 folgt somit
[(VI(ug), Az)| < ¢||Az|| fiir alle z € Y mit ||z]| =1,

sodass wir insgesamt
[(VI(up), Ay)| < €| Ay|| furalley € Y

erhalten. Nach Lemma A.4.4 (b) gilt nun Bild A = T,,; M und die Behauptung folgt. n
Damit zeigen wir nun die Existenz der gewiinschten Palais-Smale-Folge in M:
Proposition A.4.6. Es existiert eine Folge (uy) in M mit I(uy) — ¢ und I'(uy) — O fiir k — oo,

Bewers: Nach (A.6) ist ¢ = infyq I > 0. Nun sei (gx) eine Folge in (0, 00) mit ¢, — 0 fiir k — oo und
(vx) eine Folge in M mit I(vg) < c + ¢ fiir alle k € IN. Aus dem Variationsprinzip von Ekeland,
siehe Satz 2.3.13, erhalten wir dann eine Folge (1) in M, mit

Hug) < I(w) + k|| ux — w| fiir alle w € M und alle k € N.

Die Voraussetzung (A.27) von Lemma A.4.5 ist erfiillt. Zerlegen wir also VI(ux) = s; + t; in
sk € (Ty M)+ und t, € T, M, so folgt ||t|| < ¢ fiir alle k € N und damit t; — 0 as k — o.

Fiir beliebiges, aber festes k € IN schreiben wir X := span{u;} +H~. Nach (A.4.1) ist Bild G’ (uy) |x, =
Xy abgeschlossen und aus der Charakterisierung von Operatoren mit abgeschlossenem Bild, siehe
[Bré05, Théoreme I1.18], erhalten wir Bild G' (1) [%, = Kern G’ (ug)*. Nach (A.16) ist nun G’ (1) | x, =

Px, V2I(uy). Nach Bemerkung A.3.1 ist V2I(uy) symmetrisch. Fiir Px, gilt dies ebenfalls, denn Px,
ist eine Orthogonalprojektion. Also ist G’ (u)|x, ein symmetrischer Operator und es gilt

Bild G’(uk)|Xk = [Kern G/(le)]L = <TukM)L.
Dann existiert aber h; € X mit G'(uy)hy = —si. Insgesamt finden wir auf diese Weise eine Folge

(hy) in H mit
VI(ug) + G (up)hy = t fiir alle k € IN. (A.30)

Da t;, = o(1) , liefert (A.30):
o(llhll) = (VI(ux), hi) + (G'(we)hy, hy) - fiir k — oo.
Da uy € M und hy € X, ist (VI(ug), h;) = 0 und wir erhalten aus Lemma A.4.1
o(llel) = (@, Gl ) < —alliP fiir k = oo,
wobei a > 0 nicht von k abhéngt. D.h. aber ||| — 0 fiir k — co. Ferner gilt
G (ux)hy = V2I(uy)Px hy = V2I(ug) . (A.31)

und somit
IG' (i) hi || < IV21(wi) [l = 0 fiir k — oo,

Aus (A.30) folgt somit VI(u;) — 0. Nach dem Variationsprinzip von Ekeland gilt ferner I(uy) <
I(vy) fiir alle k € N und damit I(uy) — m as k — oo, d.h. (uy) ist eine Palais-Smale-Folge fiir I auf
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dem Niveau c. ™

Die im Beweis von Proposition A.4.6 gefundene Folge (/) in H kann man im Sinne von (A.30)
wieder eine Folge approximierter Lagrange-Multiplikatoren nennen. Proposition A.4.6 ist das Analogon
zu Proposition 2.3.12 aus dem Abschnitt {iber duale Grundzustiande. Man beachte ferner, dass wir
bislang nur die Beschranktheit der Koeffizienten V und I' verwendet haben.

A.5 Das abstrakte Existenzkriterium

Ziel ist nun der Beweis des folgenden Satzes:

Satz A.5.1. Unter den Voraussetzungen (A1) bis (A3) gelte ¢ < min{cy, cp}. Dann besitzt die nicht-
lineare Schrodingergleichung

—Au+V(x)u=T(x)|uPlu inR"

einen Grundzustand u* € H'(R") \ {0}.

Wie schon fiir den Beweis des Existenzkriteriums im dualen Fall benétigen wir auch hier mehre-
re Zwischenresultate. Fiir 6 > 0 betrachten wir zunédchst wieder eine Abschneidefunktion y; €
C*(R,[0,1]) mit

und IX5(t)] <C (t€R).

1, wennt >,
xs(t) =

0, wennt <0,
und erklaren damit die Abschneidefunktion 3 € C*®(IR") durch
)((Si(x) = )(fst(xl,...,xn) = xs(tx1) fiur alle x = (xq,...,%,) € R™.

Dann ist supp x; = R. und supp Vx3 C S;, wobei S5 := (—6,0) x R"~! C R" wieder den Streifen
um 0 in R mit Weite 26 bezeichnet. Dann gilt das Analogon zu Lemma 2.7.2:

Lemma A.5.2. Es sei (uy) eine beliebige beschrinkte Folge in H mit |[u| g s,y — O fiir k — oco. Setzen
wir dann 3 2
u,E =Xy und u,(c = WX

so gelten fiir k — oo die folgenden Asymptotiken:
@ Nl 2y = g 2y + 142 2y + (1),
®) il oy = 1 1o oy + 17 1y +0(1),
© I(we) = L) + L) +o(1),

@ () = L)+ 5) +o(1).

In Teil (d) ist die Konvergenz dabei im Sinne von H=1(R") = H'(R")* zu verstehen.



A.5. DAS ABSTRAKTE EXISTENZKRITERIUM 117

Beweis: Im Verlauf dieses Beweises verwenden wir C stets als Symbol fiir (moglicherweise verschie-
dene) positive Konstanten, die nicht von k abhédngen.

Zu (a). Diese Asymptotik folgt aus
(1) (2 — 2 —\2 2
o< [ (=M= ?)?) dr= [ [1- G = ()] dr < g,y — O

wenn wir beachten, dass supp[1 — (x7)* — (x;)?] C Ss.

Zu (b). Es gilt

1

IVl |2 = 2|V 1P+ 2ud V! Vi + [xf P Vi
2 — — — —

|vul(c )|2 = u%|vxé ‘2 +2ukX§ VX5 vuk + |X5 \2|Vuk|2

und damit

1 )
0< ’/]R" (\Vuk|2— |Vu](< )\2— |Vu, |2) dx

< [ 19 (1= 1xf P = x ) de [ (19 P+ IV ) de
Ss Ss

+ ‘/S 2uVuy - (x§ Vxi + x5 Vi ) dx
13

Da u; — 0 in H!(S;) folgt die Behauptung nun mit Hilfe von Teil (a) und der Holderschen Unglei-
chung.

Zu (c). Es gilt
/ T(x)|ug|PHdx = /Rn Fl(x)|ul((1)|p+1dx+/w I‘z(x)|u](<2)|p+1dx+lk,
- +

wobei
I = / r(x> (|uk|p+l . |u’((1)|p+l . |ul((2)|p+1> dx
Ss

und

1 2 +1 +1
1l < L TG [l = g g < ) < Cllusli,) =0

fiir k — oo. Ebenso erhalten wir

2 1
/}Rn V(x)u,%dxz/m vz(x)(u,i>)2dx+/]Rn+ Vi) ()2 dx+0(1)  ask oo,



118 ANHANG A. (ECHTE) GRUNDZUSTANDE DES GRENZFLACHENPROBLEMS
Zu (d). Fiir beliebiges ¢ € H gilt
1 2
[1n)g = 1) g = () gl

/n (1= xF = x5 ) Vug- Vg

— V(¢ +x5) - Vo+ (1= xf = x5 )V(x)ueg|d

- Rn(l—(X})”—(Xg)p)r(x)lukI’?’lukadx

Holder
< IWVukllezsy) IV @ll2(sy) + Cllull 2 (s,) IV @ll2(sy)

+ VI luell2esp) 1@l 2(s,) + HFHLc’oHulerLP*l(SJ)HQDHU’“(Sg)
< (1+CH [[VIleo) lugll g s,y 191l + CslITlloo [kl 1 s, @] = O,

mit der Sobolev-Konstante Cg > 0. n

Es sei nun (i) die Palais-Smale Folge fiir I zum Niveau m in der verallgemeinerten Nehari-
Mannigfaltigkeit M gemaf Proposition A.4.6. Nach Lemma A.1.3 ist (1) beschrankt in H, sodass
wir entlang einer Teilfolge annehmen konnen, dass u; — o mit einer Funktion uy € H, die dann
eine schwache Losung von (A.1) ist. Wir werden im Folgenden zeigen, dass wir wieder die Be-
dingung m < {c1,cp} bendtigen, um auszuschlieen, dass 1y = 0. Der technische Aufwand hierfiir
verlduft nun in weiten Teilen analog zum Beweis des abstrakten Existenkriteriums von Satz 2.7.1 fiir
duale Grundzustdnde, sodass wir die Argumente an der einen oder anderen Stelle etwas abkiirzen
werden.

Proposition A.5.3. liminf sup ufdx >0 firaler > 0.
k—oco ycR" B (y)

BeEwEls: Wir nehmen an, Proposition A.5.3 wire falsch. Entlang einer Teilfolge von () ist dann

lim sup utdx =0
k—soo yeR" ¥ Br(y)

und aus dem Concentration-Compactness Lemma 2.4.1 nach Pierre Louis Lions erhalten wir u; — 0
in L? fiir jedes p € (2,2%). Da I'(u;) — 0, finden wir Nullfolgen ((5,?) in (0,00) mit
+ + +2 -1, .+
SE It 2 11 = 2 = | [ TP i
und damit
e 1 < 0 Mo 1+ 1T e ot gy 125 | 1 ey
Der Einbettungssatz von Sobolev liefert dann
£12 « 5% (|,E
12 < Gl ]+ CITles ol

ol
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mit einer Konstanten C > 0. Mit & := max{4;, 6, } erhalten wir somit

ol = N 12+ [l |2

< Sellugll + CIIT ool 17 gy (el 1+ e 1)

< Ol el +2C\|T||oo||ukllzp+1(w)Hukll-

Daraus folgt schliefslich
gl < 8l + 20Tl 11 gy (A32)

Nach Lemma A.1.3 ist (uy) in H beschrénkt. Ferner gilt 6y — 0 und ||ug||; 11 (rny — 0- Nach (A.32)
folgt damit auch ||u|| — O fiir k — oo, im Widerspruch zu Lemma A.1.3. n

Nun zeigen wir das Analogon zu Proposition 2.7.3:

Proposition A.5.4. Gilt iminf [[uy|| y1(s,) = 0, so ist ¢ > min{cy, c2}.
k—o0 s

Beweis: Der Beweis verlduft vollstandig analog zu Proposition 2.7.3. Deshalb lassen wir hier die
technischen Details aus und wiederholen die Argumente nur skizzenhaft noch einmal.

Nach Lemma A.5.3 finden wir ¢, p > 0, eine Teilfolge von (1) und eine Folge (y¥)) in IR", sodass

/ wdx>e  firallek € N. (A.33)
Bp(y(k))

Wihlen wir dann eine Folge (a¥)) in Z", fiir die (a®) — y(X)) beschrinkt ist, sowie einen Radius

r > p+sup|a®) —y "),
keN

so folgt daraus
/ wdx>e  firallek e N. (A.34)
By (a'k)

k):

Wir schreiben a! (ggk) (k)

,...,ay ) und unterscheiden wieder die folgenden drei Félle:

Fall 1: Die Folge (agk)) ist beschrénkt.

Fall 2: Langs einer Teilfolge gilt agk) — +o0.

Fall 3: Léngs einer Teilfolge gilt agk) — —o0.

Zu Fall 1. Wir setzen %) = (0, agk), . ..,a,gk)) € Z" sowie 1y := u(- + a*)). Wegen der Periodizitit
von V und T in xy,...,x, ist (ilx) dann wieder eine Palais-Smale Folge fiir I auf dem Niveau m
in der verallgemeinerten Nehari-Mannigfaltigkeit M. Insbesondere ist (if;) beschrankt und es gilt
i — ug in H sowie iy — ug in LIZOC(]R”) fiir eine Funktion ug € H. Nach (A.33) folgt dann ug # 0.

Ist nun ¢ € CP(IR") eine beliebige Testfunktion und ¢y := ¢(- —a)), so folgt

0= lim I'(ux)px = lim I'(ii)p = I'(uo) @,
k—00 k—o0
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d.h. ug ist eine Losung von
Lu=T(x)|ulP'u inR".

Da il — 01in H!(Ss) liefert das Prinzip von der eindeutigen Fortsetzbarkeit nun uy = 0 auf R” und
damit einen Widerspruch. Fall 1 kann somit nicht auftreten.

(1) (1) 1)

Zu Fall 2. Nun setzt man u; /' := ugxs sowie iy =g (- a®)) und zeigt mit Hilfe von Lemma

A.52, dass die Folge (ﬂ,(cl)) dann in H schwach gegen eine nichttriviale schwache Losung von
Liu =T (x)|u|/P"tu inR"
konvergiert. Insbesondere ist dann ¢ > c;.

1) (2) (2) (2)

Zu Fall 3. Hier betrachtet man statt ul(cl) und ﬁ](( die Funktionen u;” := uyx, sowie i, 1= u;” (- —

aK)). Mit denselben Argumenten wie in Fall 2 folgt dann, dass die Folge (ﬁ,(cz)) schwach in H gegen

eine nichttriviale schwache Losung von
Lou =Tp(x)|u|/P~'u in R"

konvergiert, und erhélt daraus ¢ > c;. n

Proposition A.5.5. Unter der Voraussetung ¢ < min{cy,cp} sei 6 > 0. Dann gilt:

liminf sup u2dx >0  fiiralle p € (0,20).
k=00 y€Sys Y Bo(y)

BewEls: Wie bei Proposition 2.7.7 zeigen wir auch hier die Kontraposition und nehmen an, dass
d > 0und p € (0,20) existieren, sodass

0= lim sup uz dx
k—)ooy6525 BP(]/)

langs einer Teilfolge von (u). Nach Lemma 2.4.3 (b), gilt dann
up — 0 fiir k — oo in L°(Sys) fiir alle s € (2,2%). (A.35)
Nun gilt J'(u) — 0in H~!. Ist dann g die Losung von
Ly = J' () inR",
so folgt ¥ — 0 in H'. Setzen wir weiter ¢y := uy — P € H', so erhalten wir
Lo = Lug — Ly = T(x)|ug|Ptug in R™. (A.36)
Aus (A.35) folgt fiir k — oo ferner

U, P, x — 0 in L°(Sps) fur alle s € (2,2%). (A.37)
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Wiéhlen wir nun den Exponenten
2. 2%
qge {max{l, -}, ) =
pp
so folgt aus Proposition 2.1.1 und dem Sobolev’schen Einbettungssatz:

Sobolev
lpllwaa ey < IL7HIIT Nz g llzorey < CsILTHIIT Nz gl o - (A.38)

Die Beschrénktheit von uy in H 1(]R”) liefert also die Beschréanktheit von (@) in W27(IR") fiir alle
g€ A.Dapec (1,2%),ist AN (:2,2) # @. Im Folgenden seien nun die Exponenten r,7/,s,s" > 1
stets so gewahlt, dass

n+2+

1 1 1 1 § . 2n
;—F?— s+s’ =1, r,s € (2,2%) und r,s eAﬂ<n+2,2>. (A.39)

Dann gilt zunéchst
[ R < Nl s 19l sy < 1960 196w oy < Cllolirssy >0 (A0
fiir k — oo, da || @l (s,,) — 0 nach (A.37) und () in W2 (R™) beschrankt ist.

Nun sei ¢ : R — [0, 1] eine beliebig oft differenzierbare Funktion mit

1, fur |t <9, ,
t) = d Hl<C (teR
30 {0, G, wd EFWIEC (eR)

und §; € C{(R") gegeben durch §1(xy,...,x,) = {(x1). Wir testen die Gleichung (A.36) mit den
Funktionen (pg = @rC1 € H. Das liefert dann

[ IVoPdr< [ Vgedx
Ss Sas
B 9
= [ (T gt - g 5 - Vgt ) ax
S2s X1
9
STl Nl 5,0 19l L (55) + H‘:/HLD"||4’k||L5(SZ,,~)HTZZ(HU’(SZ(S)
VI,
< C|IT || oo [k ]I, (5, 1Pl (525) + 118 | Ml @kl s (5,0 | PNl 5,
VIl xllZ2 s, - (A41)

Fiir die letzte Abschidtzung des ersten Summanden haben wir dabei benutzt, dass ¥’ € A und
somit ||u,f|| sy S C Huk||1p_11 (55) mit einer Konstanten C > 0, die sich aus dem Sobolev’schen
0

Einbettungssatz ergibt. Die Wahl unserer Exponenten liefert uns fiir k — oo nun

|| kHHl ||(PkHL’(SZ(5) %0’

(S2s)
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denn (uy) ist in H'(R") beschrankt und ¢y — 0 in L"(Sy;) nach (A.37), da r € (2,2*). Weiter folgt
AP P

denn (¢y) ist in W% (S,5) beschrénkt, siehe (A.38), und ¢ — 0 in L¥(Sys), da s € (2,2*). Nach
(A.40) gilt schlieSlich ¢ — 0 in L?(Sp5) und wir erhalten aus (A.41) nun insgesamt ¢; — 0 in
H'(S5). Weiter oben hatten wir bereits gesehen, dass ¢, — 0 in H!(S,;5). Damit folgt nun insgesamt
auch

up =@+ —0  in H'(Ss)

und mit Proposition A.5.4 somit ¢ > min{cy, ¢ }. Damit ist Lemma A.5.5 bewiesen. ™

BEWEIS VON Satz A.5.1: Es sei 6 > 0. Da ¢ < min{cj,c;} finden wir nach Proposition A.5.5 nun
e,0 > 0 und eine Folge (y)) in S,5, sodass entlang einer Teilfolge von (uy) gilt

/ uzdx > ¢ for all k € IN.
Bp y(k)

Wie im Beweis von Satz 2.7.1 wihlen wir nun Vektoren a(k) = (0, aék),. .. ,aﬁ,")) € Z", sodass die

Folge (y%) — a(k)) beschrinkt ist, und einen Radius

r > p+sup |y —a®].
keN

Dann gilt
/ lue [Pl dx > e
By (ak))

und fiir 7 == ug(- +a®) erhalten wir
/ G |Pldx > ¢ firallek e N (A42)
B

mit B = B,(0). Dieselben Argumente wie im Beweis von Satz 2.7.1 liefern, dass eine Teilfolge von
(i) nun schwach gegen eine Losung ug € H' \ {0} von

Lu=T(x)ulP'u inR"

konvergiert. Insbesondere ist 1y € M und es gilt:
. . 1, . - 1,
¢ = lim J(ue) = lim (J(ue) = 5 (uiJux | = lim { J(d) — 5] () ik
—»00 k—o0 2 k—ro0 2
1 1 :
=1 - — T (x) | [P dx.
(3 ) o T
Mit dem Lemma von Fatou folgt dann

¢> G - p—1H> /IR T () g |P*1dx = J(ug) > c.

Also ist J(up) = c und Satz A.5.1 ist bewiesen. =
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