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1.
Einleitung

Diese Arbeit befasst sich mit der zeitabhidngigen Approximation von hochdimensionalen

Anfangswertproblemen der Form

Veu(t) = F(Yer(t)) , Yer(0) = Ype RNXNa 4> (1.1)

RNxxNa _y RN1XxNa  Geht das Anfangswertproblem aus der

mit einer Funktion F':
Diskretisierung einer partiellen Differentialgleichung hervor, so sind die Werte Ny, ..., Ny
ein Maf fiir die Feinheit der Raumdiskretisierung. Bekannte hochdimensionale partielle
Differentialgleichungen sind beispielsweise die Black-Scholes-Gleichung aus der Finanzma-
thematik, die Fokker-Planck-Gleichung aus der Wahrscheinlichkeitstheorie oder die Schro-
dingergleichung aus der Quantenmechanik. Setzen wir die Existenz einer Losung des An-
fangswertproblems voraus, so ist Y;(¢) zu jedem Zeitpunkt ein d-dimensionaler Tensor
mit insgesamt HZZI N, Eintragen. Fir N = ... = Ng; = N besitzt der Tensor also
insgesamt N¢ Eintrige. Obgleich viele Verfahren zur numerischen Losung eines Anfangs-
wertproblems bekannt sind, scheitert deren Anwendung in hohen Dimensionen aufgrund
der enormen Anzahl an Freiheitsgraden. Selbst wenn es moglich wére, den Tensor trotz
seiner vielen Eintrdge im Computer-Speicher abzulegen, so wiirde mit der Dimension auch
der numerische Aufwand fiir die Zeitintegration exponentiell steigen. Richard Bellman
bezeichnet in [Bel61] das exponentielle Ansteigen an Freiheitsgraden mit der Dimension
als ,,Fluch der Dimensionen”.

Da es schon fiir relativ kleine Werte von d € N nicht moglich ist, ein Standardverfahren auf
das Problem anzuwenden, besteht ein moglicher Ausweg darin, vor dem numerischen
Losen das urspriingliche Anfangswertproblem durch ein neues Anfangswertproblem zu ap-
proximieren, das weniger Unbekannte enthélt und daher mit klassischen ODE-Verfahren

gelost werden kann. Um ein reduziertes Problem zu erhalten, nimmt man an, dass die
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Losung des Ausgangsproblems durch Funktionen einer bestimmten Form hinreichend gut
approximiert werden kann. Diese Ansatzfunktionen sind dabei so gewéhlt, dass sie nur von
einer gewissen Anzahl an Parametern abhidngen und weitaus weniger Freiheitsgrade auf-
weisen als beliebige Tensoren. Mit Hilfe des Variationsprinzips von Dirac-Frenkel [Lub0§]
kénnen dann Bewegungsgleichungen fiir die Parameter der Ansatzfunktionen hergeleitet
werden. Nach dem Loésen der Bewegungsgleichungen ermoglichen die Ansatzfunktionen
die Darstellung eines zeitabhéingigen Tensors anhand der zeitabhéingigen Parameter. Mit
diesem Ansatz erhalten wir aus einem Anfangswertproblem immenser Grofie ein nichtli-
neares Problem moderater Grofie. Liegt ein lineares Anfangswertproblem vor, so wird die
Linearitat nicht an das neue Problem vererbt. Wahrend die Losung von ein zeitab-
hingiger Tensor mit einer betrichtlichen Anzahl an Eintrigen ist, besteht die Losung des
neuen Problems aus einer méffigen Anzahl an zeitabhingigen Parametern.

Die Frage ist nun, wie die Ansatzfunktionen in einer sinnvollen Weise gewihlt werden kon-
nen. Vielversprechende Kandidaten sind Tensorprodukte. Sie besitzen die Eigenschaft,
einen hochdimensionalen Tensor aus dem Produkt von niederdimensionalen Tensoren zu
erzeugen. Nehmen wir als Beispiel zwei Vektoren u € R™ und v € R™. Insgesamt besitzen
die beiden Vektoren m +n Freiheitsgrade. Betrachten wir nun aber die Matrix M = u vT,
so besitzt die Matrix m - n Eintrége und wird dabei vollstéindig durch die beiden Vektoren
beschrieben. Das Prinzip, eine Matrix aus dem Produkt zweier Vektoren zu erzeugen, lisst
sich auf hohere Dimensionen erweitern, indem man beispielsweise das Tensorprodukt von
d Vektoren verwendet, um einen d-dimensionalen Tensor zu erzeugen. Leider reicht ein
einziges solches Tensorprodukt fiir eine zufriendenstellende Approximation in den meisten
Fillen noch nicht aus. Aus diesem Grund betrachtet man in der Regel Linearkombina-
tionen von solchen Tensorprodukten. Dabei kann man verschiedene Ansétze verfolgen,
was auf verschiedene sogenannte Tensor-Formate fithrt. Das hierarchische Tucker-Format
[HKQ9] ist eines dieser Formate. Es zeichnet sich dadurch aus, dass ein hochdimensionaler
Tensor in einer rekursiven Weise durch niederdimensionale Objekte dargestellt wird. Die
Struktur des Formats fithrt dazu, dass die Anzahl an Freiheitsgraden formal nur linear
mit der Dimension wichst [GralQ], so dass die numerische Losung von weitaus hoherdi-
mensionalen Anfangswertproblemen mdoglich ist.

Ausgehend von dem Anfangswertproblem findet die numerische Losung in zwei Schrit-
ten statt: Als Erstes stellt man anhand des Anfangswertproblems die Bewegungs-
gleichungen fiir die Parameter eines Tensors im hierarchischen Tucker-Format auf. Dieser
Approximationsschritt ist als eine Reduktion des Modells zu verstehen. In einem zwei-
ten Schritt sind diese Bewegungsgleichungen mit einem numerischen Integrator zu l16sen.
Abbildung illustriert die Approximationsschritte dieser Vorgehensweise.
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Abbildung 1.1: Approximationsschritte

Diese Arbeit ist der Analyse der Modellreduktion, also des ersten Approximationsschritts,
gewidmet. Dabei orientiert sich unser Vorgehen an der Arbeit [KLO7] von Koch und Lu-
bich, wo mit Hilfe des Variationsprinzips eine zeitabhéingige Approximation der Losung
einer Matrix-Differentialgleichung bestimmt wird. Die dort entwickelten Methoden wer-
den in [KLIO] von den gleichen Autoren auf die Approximation von hochdimensionalen
Anfangswertproblemen im Tucker-Format [KB09] erweitert. In der vorliegenden Disser-
tationen iibertragen wir die Techniken von Koch und Lubich aus [KLO7] und [KL10] auf
das hierarchische Tucker-Format. Dabei leiten wir nicht nur die Bewegungsgleichungen
der Darstellung her, sondern entwickeln nach den Ideen von Koch und Lubich in [KL07]
beziehungsweise [KL10] eine a posteriori Fehleranalyse der Modellreduktion.

Die vorliegende Dissertation ist in folgender Weise gegliedert: In Kapitel [2] erldutern wir
die Vorgehensweise von Koch und Lubich in [KLO7]. Die Ideen und Konzepte dieses Ka-
pitels bilden die Grundlage fiir die Herleitung einer zeitabhingigen Approximation im
hierarchischen Tucker-Format in Kapitel [d] In Kapitel [3] stellen wir die drei wohl bekann-
testen Tensor-Formate vor: Das kanonische Format, das Tucker-Format und das hierar-
chische Tucker-Format. In Kapitel ] priisentieren wir ein Hauptresultat dieser Arbeit: Die
Formeln zur zeitabhédngigen Approximation eines Anfangswertproblems im hierarchischen
Tucker-Format. Zu diesem Zweck bestimmen wir mit Hilfe des Variationsprinzips die
Bewegungsgleichungen fiir die Parameter der Darstellung. Das Losen dieser Bewegungs-
gleichungen fithrt zu einem zeitabhéngigen Tensor, welcher die Losung des hochdimen-
sionalen Anfangswertproblems im hierarchischen Tucker-Format approximiert. In Kapitel

[] fithren wir einen Formalismus ein, welcher uns erlaubt, einen Tensor als eine Matrix
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oder als einen Vektor darzustellen. Dieser Formalismus hilft uns dabei, Rekursionen in
den Formeln aus Kapitel [4] aufzulésen. In Abschnitt [6.1] aus Kapitel [] greifen wir die
Resultate von Uschmajew und Vandereycken in [UV13] auf und zeigen, dass es sich bei
der Menge an Tensoren im hierarchischen Tucker-Format um eine Untermannigfaltigkeit
des RN1*-XNa handelt. Mit dem Formalismus aus Kapitel |5 sind wir dann in Abschnitt
in der Lage, eine Abschéitzung iiber die Kriimmung der Mannigfaltigkeit herzuleiten.
Nachdem wir in Kapitel [4 eine Moglichkeit vorstellen, ein hochdimensionales Anfangswert-
problem in der Menge der Tensoren im hierarchischen Tucker-Format zu approximieren,
untersuchen wir in Kapitel [7] die Genauigkeit dieser Approximation im Rahmen einer a
posteriori Fehleranalyse. In den Beweisen dieses Kapitels wird die Abschétzung iiber die
Kriimmung der Mannigfaltigkeit die wesentliche Ingrediens sein. In Kapitel [§] betrachten
wir ein numerisches Beispiel: Wir benutzen das hierarchische Tucker-Format zur Approxi-
mation der Losung einer vierdimensionalen Black-Scholes-Gleichung und untersuchen das

Approximationsverhalten.

Wir weisen darauf hin, dass zentrale Resultate der vorliegenden Arbeit in &hnlicher Form
auch in dem kiirzlich erschienenen Artikel [LRSV13] von Lubich, Rohwedder, Schneider
und Vandereycken zu finden sind. Die Bewegungsgleichungen der Niedrigrangapproxima-
tion werden dort mit etwas anderen Argumenten hergeleitet, doch sowohl die Abschét-
zungen der Kriimmung der Mannigfaltigkeit als auch die a posteriori Fehlerabschitzung
werden mit einer dhnlichen Strategie bewiesen. Wir méchten jedoch betonen, dass die
Resultate der vorliegenden Dissertation zeitgleich und véllig unabhéngig von der Arbeit
[LRSV13] erzielt wurden und bereits in dem Preprint [AJ12] dokumentiert sind.



2.
Niedrigrangapproximation der Losung

von Matrix-Differentialgleichungen

In diesem Kapitel stellen wir ein Verfahren zur dynamischen Approximation von Matrix-
Differentialgleichungen vor. Die Resultate dieses Kapitels beruhen auf der Arbeit [KLO7]
von Koch und Lubich. Zwar sind Matrizen lediglich zweidimensionale Objekte, jedoch
dienen die hier vorgestellten Konzepte als Grundlage fiir das hierarchische Vorgehen in
Kapitel

Als Modellproblem betrachten wir fiir eine Funktion F' : R™*™ — R™*™ das matrixwertige

Anfangswertproblem
Yer(t) = F(Yer(t)) , Yer(0) = Yo e R™™ | ¢ > 0. (2.1)

Wir nehmen im Folgenden stets an, dass das Anfangswertproblem eine eindeutige
Losung besitzt. Das ist beispielsweise dann erfiillt, wenn die Funktion F' : R™*" — R™*™
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, siehe [Wal00), Kapitel 2 §6]. Obgleich eine Losung Ye, (¢)
zu jedem Zeitpunkt stets eine Matrix wére, kann selbst in diesem Fall die Anzahl an Frei-
heitsgraden sehr grofl werden. Resultiert beispielsweise das zweidimensionale Anfangs-
wertproblem aus der Diskretisierung einer partiellen Differentialgleichung auf einem feinen
Gitter, so erhalten wir grofle Werte fiir m und n.

Um die Anzahl an Freiheitsgraden zu reduzieren, suchen wir eine zeitabhéngige Approxi-

mation von Ye,(t), welche in der Menge
M, = {Y e R™ " :rang(Y) = 'r}

verlduft. Ein solches Vorgehen ist sinnvoll, weil die Losung eines matrixwertigen Anfangs-

wertproblems oft einen niedrigen ,essentiellen“ Rang besitzt.
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Die folgenden Beispiel illustriert, wie eine Matrix, welche die Graustufenwerte der Pixel
einer Fotografie enthalten, fiir verschiedene Werte von r durch ein Element aus der Menge

M, approximiert wird.

(a) Bestapproximation in Mg (b) Bestapproximation in Mag

(c¢) Bestapproximation in Msg (d) Originalbild

Abbildung 2.1: Bestapproximation einer Graustufenmatrix in M,

Die Grafiken in Abbildung [2.1] zeigen die Bestapproximationen jener Graustufenmatrix in
den Mengen Mg, Moy und Mjsg. Dabei verstehen wir unter der Bestapproximation einer
Matrix M € R™*" in der Menge M, eine Matrix X € M, mit

X~ 8] = auin | = ]

Das Originalbild] aus Abbildung [2.1] besteht aus 512 x 512 Bildpunkten.

!University of Southern California. Signal and Image Processing Institute: Lena (Testbild).
Verfiigbar online: http://sipi.usc.edu/database/database.php?volume=misc&image=12




Ehe wir auf das Variationsprinzip eingehen, welches uns eine zeitabhéingige Approximation
der exakten Losung Y, () in der Menge M, liefert, méchten wir noch einige Eigenschaf-
ten der Menge M, anfithren. Zum Einen handelt es sich bei der Menge M, um eine
(m—7)(n—r)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R"™*", siehe [Lee03, Example 8.14].
Dariiber hinaus bietet die Menge M, den Vorteil, dass jede Matrix Y € M, eine Niedrig-
rangzerlegung der Form

Y =USvT (2.2)

besitzt mit U € R™*" und V' € R™™" als Matrizen mit orthonormalen Spalten und S €
GL(r,R), also
UTU =1, VIV =1 und rang(S) = (2.3)

Die Existenz einer solchen Zerlegung garantiert beispielsweise die Singuldrwertzerlegung,
siche [DHO8, Satz 5.15]. Wendet man die Singuldrwertzerlegung an, um Matrizen U, S
und V zu erhalten, welche erfiillen, so ist in diesem speziellen Fall die Matrix S
sogar eine Diagonalmatrix. Eine Zerlegung von der Form ist nicht eindeutig: Seien
M, M, € O(r) beliebige orthogonale Matrizen, so wire

Y = USVT mit U=UM!, S=M,SM' uwnd V=VM

ebenfalls eine Zerlegung mit den gewiinschten Eigenschaften. Der grofie Vorteil in der
Darstellung der Matrix Y durch die Matrizen U, S und V wird dann deutlich, wenn wir
den Speicheraufwand vergleichen: Setzen wir m = n voraus, so miissen fiir eine Matrix Y
insgesamt m? Zahlen gespeichert werden. Betrachten wir hingegen den Speicheraufwand
fir eine Darstellung durch die Matrizen U, S und V, so liegt dieser bei 2mr + r? Eintri-
gen. Wir erreichen also eine Situation, in welcher der Speicheraufwand nur noch linear
in m zu Buche schlagt. Der Nachteil dieser Darstellung liegt darin, dass zur Rekonstruk-
tion eines Eintrages der Matrix Y aus den Matrizen U, S und V insgesamt 2r2 4 r — 1

Rechenoperationen nétig sind.

Spalte Spalte

' 4
T W (1

Zeile = | | | H —  Zeile — HHEN

Y = U S yT

Abbildung 2.2: Rekonstruktion eines Eintrages aus der Matrix Y

Abbildung [2:2] zeigt schematisch, welche Eintréige aus den Matrizen U, S und V verrechnet

werden miissen, um einen Eintrag in der Matrix Y zu rekonstruieren.
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Es macht also nur dann Sinn, eine Matrix Y durch eine Zerlegung von der Form ({2.2))

darzustellen, wenn der Rang der Matrix Y moderat ist, also
r<m und r € n

erfiillt ist; dann ist der Speicheraufwand erheblich geringer und die Rekonstruktion ei-
nes Eintrages der Matrix Y mit méfBigem Rechenaufwand verbunden. Die Motivation,
eine zeitabhéingige Approximation des Anfangswertproblems in der Menge M, zu
suchen, besteht also in erster Linie darin, die Anzahl der Freiheitsgrade zu reduzieren.
Ein naives Vorgehen bestiinde darin, das Anfangswertproblem zu 16sen und zu jedem
Zeitschritt anhand der Singuldrwertzerlegung eine Bestapproximation X (¢) zu bestimmen,
siche [EY36] und [GHSS87]. Solch ein Vorgehen wiirde aber bedeuten, ein matrixwertiges
Anfangswertproblem immenser Grofie zu 16sen und hétte nicht zuletzt aufgrund der Singu-
larwertzerlegung erhebliche numerische Kosten zur Folge. Fiir m = n sind zur Berechnung
der Singuldrwertzerlegung O(%n?’) Rechenoperationen notig.

Ein alternatives Vorgehen liefert das Variationsprinzip von Dirac-Frenkel. Diese Formu-
lierung geht zuriick auf die Mathematiker Paul Adrien Maurice Dirac und Yakov Illich
Frenkel, siche [Dir30] und [Fre34], sowie [Lub08] fiir weitere Informationen. Das Ziel des
Variationsprinzips von Dirac-Frenkel besteht darin, ein neues Anfangswertproblem herzu-
leiten, dessen Losung auf einer Mannigfaltigkeit verlduft und die Losung des eigentlichen
Problems approximiert. Wir erkldren den Mechanismus des Variationsprinzips am Beispiel
der Mannigfaltigkeit M, und des Anfangswertproblems ([2.1)).

Angenommen, der Anfangswert Y[ ist ein Element der Mannigfaltigkeit M, und wir be-
finden uns zu einem Zeitpunkt ¢ in einem Punkt Y (¢) auf der Mannigfaltigkeit. Betrach-
ten wir nun unser Anfangswertproblem , so wire die Zeitableitung in diesem Punkt
F(Y(t)). Anstelle dieser Zeitableitung verwenden wir jedoch die Projektion davon in den

Tangentialraum und erhalten auf diese Weise das neue Anfangswertproblem
Y(t) = PY()F(Y (), Y(0) =YoeM,, t>0 (2.4)

mit P(Y(t)) als den orthogonalen Projektor in den Tangentialraum 7y M,. Dadurch,
dass die Zeitableitung zu jedem Zeitpunkt ein Element des Tangentialraumes ist, bewegt
sich die zeitabhéngige Approximation nur in Richtungen, in denen sie die Mannigfaltigkeit
M, nicht verlisst, sieche [HLWO0G, Theorem 5.2]. Wir nehmen im Folgenden an, dass das
Anfangswertproblem stets eine Losung besitzt.



F(Y)

/Y

Abbildung 2.3: Projektion in den Tangentialraum 7y M..

Abbildung illustriert das Vorgehen des Variationsprinzips, wobei wir aus Griinden der
Ubersichtlichkeit in der Abbildung auf das Zeitargument verzichtet haben. Eine zu (2.4)

dquivalente Formulierung ist das Minimierungsproblem

Y(t)rél%/lﬁ/lr HY(t) - F(Y(t))HF

oder die Variationsformulierung
(Y(t) - F(Y(t), 0Y) = 0 fiir alle Y € Ty M,, (2.5)
wobei wir als Skalarprodukt das Frobenius-Skalarprodukt
(A,B) = tr(A"B) fir A, B € R™"

wéhlen. Dadurch, dass die Approximation Y (¢) in der Menge M, verlduft, existieren zeit-
abhéngige Matrizen U (t), S(¢) und V (¢) mit den Eigenschaften ([2.3]), welche die Gleichung

Y(t) = Ut) St) VI(t)

erfiillen. Zur dynamischen Approximation der Losung von Matrix-Differentialgleichungen
ist es das Ziel dieses Kapitels, dhnlich wie in [KL07] Bewegungsgleichungen fiir die Matrizen
U(t), S(t) und V(t) herzuleiten. Diese Bewegungsgleichungen begiinstigen die Zeitintegra-
tion in der Hinsicht, dass zur Berechnung der Zeitableitung lediglich ein Gleichungssystem
mit r(r + m + n) Unbekannten gelost werden muss. Ehe wir in Theorem [2| die Bewe-
gungsgleichungen fiir die zeitabhéingigen Matrizen U (t), S(t) und V (t) vorstellen, ist es
notig, den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit zu bestimmen. Anschlieend nutzen wir
die Variationsformulierung , um Bewegungsgleichungen fiir die Matrizen U (t), S(t)
und V' (¢) herzuleiten. Fiir die Definition des Tangentialraumes greifen wir auf die Arbeit
von Koch und Lubich in [KLO7, Abschnitt 2.1] zuriick.
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Lemma 1. Sei M, 3 Y = USV7T cine Zerlegung wie in . Dann ist §Y genau dann
ein Element des Tangentialraumes Ty M., wenn Matrizen 6U € R™*" §S € R"™" und

OV € R™ " existieren, welche die Gauge-Bedingungen
UTSU =0 und VIV =0 (2.6)
erfiillen, so dass §Y die Darstellung
oY = sUSVT +UussvT +ussvt (2.7)

besitzt. Dariiber hinaus sind die Matrizen dU,5S und 8V durch und die Gauge-
Bedingungen (@ eindeutig bestimmt und erfillen mit

py=UvU", Py =VvVvl Py = (1-UU"), Py = (1-VvVT)
die Gleichungen

8S = UT sy v,
U = Py S
und V. = Py YT U ST

Beweis. Die Aussage des Lemmas wird in [KLO7, Abschnitt 2.1] bewiesen. [ |

Mit Lemma [T haben wir eine formale Beschreibung fiir die Elemente des Tangentialraumes
in einem Punkt der Mannigfaltigkeit gefunden. Eine interessante Eigenschaft des Tangen-
tialraumes besteht darin, dass fiir jedes Element §Y € Ty M,. eindeutige Matrizen 60U, §S

und §V existieren, welche den Gauge-Bedingungen geniigen und die Gleichung
§Y = sUSVT +UsSVT +USSVT

erfiillen. Mit der Charakterisierung des Tangentialraumes sind wir in der Lage, die Bewe-

gungsgleichungen der Niedrigrangdarstellung zu bestimmen.

Theorem 2. Fiirt € [0,T] sei Y (t) die Losung des Anfangswertproblems
Y(t) = P(Y@®)F(Y (1), Y(0) = YpeM,

mit Yo = Uy Sy VOT wie mn und rang(Y (t)) = r. Dann gilt

Y(t) = U)SHO VI +U@)SEH) V() +Ur)SEt) V1),

10
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wobei die zeitabhingigen Matrizen U(t),S(t) und V(t) fir alle t € [0,T] die Bewegungs-

gleichungen

S(t) = UT(t) F(Y (1) V(1)
U(t) = Py FY () V(1) S7H(),
und V(t) = Py FY(Y(8) Ut) S77(1)

erfillen (U(0) = Uy, S(0) = Sy und V(0) = Vp ist eine mégliche Wahl fiir Anfangswerte).

In den Bewegungsgleichungen von Theorem [2| erfordert die Berechnung der Zeitableitung
die Invertierung der zeitabhéngigen Matrix S(t), beziehungsweise das Losen eines linearen
Gleichungssystems.

Ehe wir Theorem [2| beweisen, zeigen wir, dass die Gleichungen des Theorems sowohl die

Gauge-Bedingungen, als auch die Orthogonalitét der Matrizen U(¢) und V' (t) erhalten.

Lemma 3. Seien U(t), S(t) und V(t) die Lisungen der Bewegungsgleichungen aus Theo-

rem[4 Dann gelten einerseits die Gauge-Bedingungen
Ur®U@#) =0 wund VI@®)V(E) =0
und andererseits die Orthogonalititsbedingungen
Uru@) =1 und VI)V(E) =1
fir alle t € [0, 7.

Beweis von Lemmal3. Wir zeigen zuniichst, dass die Orthogonalitéit erhalten bleibt. Die
Zeitableitung fiir den Term UT (¢t)U (t) erfiillt die Gleichung

%[U%) o)

07 (1) U + U7 () U
- [ FY () V() §70] U0 + U () Py FVE) V() 570
STV P ) Ry U0 + [Py UO) TRV () V(#) 57

Mit H(t) := S~T(t) VI(t) FT(Y(t)) P[}(t) U(t) folgt

H(t)+ HT(t) fiir UT(t) U(t) #
0 fir UT(t) U(t) =

d

1
ST U] = { . (23)

Das bedeutet, wenn die Gleichung

uroyuo) = I

11
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erfiillt ist, so gilt wegen fir alle ¢ € [0, 7] auch
urwu) = I
Die Gauge-Bedingung folgt unmittelbar aus der Orthogonalitét
Ut ut) = [Pr U(t)]TF(Y(t)) V(t) S7L(t) = o.

Analog erhalten wir V' (£)V (t) = I und VT (£)V (t) = 0 fiir alle ¢ € [0, T]. |

Beweis von Theorem [4. Dadurch, dass die Gleichungen des Theorems die Gauge-Bedin-

gungen erhalten, folgt mit Lemma
Y(t) € Ty M,.
Wir beweisen die Aussage des Theorems, indem wir nachweisen, dass die Gleichung

<Y(t)—F(Y(t)) , 5y> _ (2.9)

mit Y (t) wie aus Theorem [2| fiir alle §Y" € Ty M, erfiillt ist. In den folgenden Gleichungen
nutzen wir frequentiert die Zyklizitdt der Spur. Das bedeutet, dass die Spur fiir beliebige
Matrizen A € R™*" und B € R™*"™ die Gleichung

tr(AB) = tr(BA)
erfiillt. Wir beginnen mit der Variation
Y = 6U S(t) VI (t) (2.10)

mit einem beliebigen §U € R™*", das die Gauge-Bedingung U” (¢)6U = 0 erfiillt. Dann
gilt

<Y(t),5Y> -

VI +U@) SEt) VI ) +U(t) S1t) VT (t),8U S(t) VT(t)>
) S7H(1) S() VI (1),8U S(t) VT (1))
B V(1) 00 S(t) VT (1))

F(Y (1))

I
/\/\/\

V(

F(Y (1) V(
( () VI(t) FT(Y (1) Py 0U S(t) V(1))

= w(FT(Y (1) 6US@H) VI (1))

F(Y (1), 6U S(t) VT (1))

F(Y(1),6Y ).

=
<
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Demnach gilt die Variationsformulierung (2.9)) fiir Variationen (2.10)).

Betrachten wir nun die Variation
5Y = U(t) S(t) 6v7T (2.11)

mit einem beliebigen §V € R™*", welches ebenfalls der Gauge-Bedingung V7 (t)6V = 0
geniigt, so gilt

<Y(t),5Y> -

<U U(t) $(6) VT (1) + U (1) S(t) VT(2),U(1) S(t) 6VT)
<U )5()5VT>

<U [Pﬁt FT(y (1) U(t) S—T(t)}T,U(t) s(t) v

< PV() U(t) S(t) 5VT>

- tr( ) UT (1) U(t) S(t)éVT)
= tr ( 5VT>

- <F(Y(t)),U()S(t) 6VT>

- <F(Y(t)),5Y>.

Damit besitzt die Variationsformulierung (2.9)) auch fiir Variationen (2.11]) Giiltigkeit.

Zuletzt betrachten wir die Variation
Y = U(t) sS VT (1) (2.12)

mit einem beliebigen 45 € R"*". Dann gilt

(Y0),0v) = (U@ S@) V(1) +U) $@) V(1) + U(t) S@) VI(),U(1) 68 V(1) )
= (U sy v <>U<>6SVT<t>>
- tr(V U@t) 58 VIt ))
= tr([UT V() es)
- tr(FT 6SVT( ))

F(Y t) 68 V(¢ )>

(m
- {romno)

13



14 2. Niedrigrangapproximation der Losung von Matrix-Differentialgleichungen

Die Variationsformulierung ([2.9) ist also auch fiir Variationen (2.12)) giiltig.
Betrachten wir nun die Superposition der Variationen (2.10)), (2.11) und (2.12), so spannen

diese den gesamten Tangentialraum auf und wir erhalten

<Y(t) _F(Y (1)), 5Y> = 0 fir alle §Y € Ty M,.

Unser Vorgehen in dem Beweis von Theorem [2[ unterscheidet sich von dem Vorgehen von
Koch und Lubich in [KL07, Beweis von Proposition 2.1]. Wir haben uns fiir den Alterna-
tivweg entschieden, weil wir dieselben Techniken in Kapitel 4] anwenden.

Hinsichtlich der Giite der Approximation sei darauf hingewiesen, dass die zeitabhéngige
Approximation Y'(t) aus Theorem [2| nicht zwangsldufig einer Bestapproximation gleicht.
In [KLO7, Theorem 6.1] stellen Koch und Lubich eine a posteriori Analyse des Fehlers der

Niedrigrangapproximation vor.

Das Variationsprinzip offeriert nicht nur die Moglichkeit, die Losung eines Anfangswertpro-
blems im Niedrigrangformat anzunidhern, sondern auch eine zeitabhingige Matrix
M(t) € R™ ™ auf der Mannigfaltigkeit M, zu approximieren. Zu diesem Zweck beno-
tigen wir eine Formel fiir die Projektion in den Tangentialraum von M,., siehe [KLO7,

Proposition 2.1].
Korollar 4. Sei B R™"™ ynd M, >Y =USVT wie in . Ferner seien

S = UTBYV,
U = PyBV S
und 6V = PyrBTUS™T,

Dann erfillt die Projektion von B in den Tangentialraum Ty M., die Gleichung

P(Y)B = sUSVT +UsSVT +U S (5V)T.

Beweis. Betrachten wir den Beweis von Theorem [2 und vertauschen den Term Y (¢) mit
P(Y)B und F(Y(t)) mit B, so folgt, dass

PY)B = sUSVT +UsSVT +U S (5V)"

die Variationsformulierung

(B—P(Y)B,6Y) = 0

fiir alle Elemente des Tangentialraumes 0Y € Ty M, erfiillt. |

14
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Setzen wir voraus, dass M (t) eine zeitabhéngige Matrix ist, die sich glatt in der Zeit bewegt,
so konnen wir unter Verwendung der Zeitableitung der Matrix, sowie der Projektion in
den Tangentialraum durch das Anfangswertproblem

Y(t) = P(Y(®)M#), Y(0) =YyeM,, t>0 (2.13)

eine Approximation Y (t) ~ M (t) konstruieren, welche sich auf der Mannigfaltigkeit M,
bewegt.

Koch und Lubich untersuchen in [KLO7] die Approximation einer zeitabhingigen Matrix
durch die Losung des Anfangswertproblems eingehend. Dariiber hinaus illustrieren
Nonnenmacher und Lubich in [NLO8] anhand von numerischen Experimenten die zeit-
abhingige Approximation der Losung von matrixwertigen Anfangswertproblemen bezie-

hungsweise einer zeitabhéngigen Matrix.

15






3.
Ein Uberblick iiber Tensor-Formate

Ehe wir auf verschiedene Tensor-Formate eingehen, stellen wir vorab die dafiir notwendigen
Definitionen und Notationen vor. Ein Tensor T € RN1X-XNa jst ein d-dimensionales
Zahlenfeld mit insgesamt HZ:I N,, Eintragen. Eine dquivalente Darstellung eines Tensors

ist die Interpretation des Zahlenfeldes als multivariate Funktion. Mit den Indexmengen
I,={1,...N,}, we{l,..d},
interpretieren wir 71" als eine multivariate Funktion
T:I x...xIg—R, T="T(i1,...,1q).

Eine Matrix, also ein zweidimensionales Zahlenfeld, kann beispielsweise als eine bivariate
Funktion betrachtet werden; die Funktionsargumente sind die Zeile und die Spalte der
Matrix und die Auswertung der Funktion entspricht dem Eintrag, welcher die Matrix in der
betreffenden Zeilen- und Spaltenposition annimmt. Diese Darstellung ist vorteilhaft bei der
Konstruktion von hochdimensionalen Tensoren aus dem Produkt von niederdimensionalen

Tensoren. Als néchstes wollen wir die Multiplikation zweier Tensoren definieren. Seien
pw=Ap1, e i} C{1,...yd}, v ={v1,...,vn} C{1,...,d} und

U:l,—R, I,=1I,x..x1,,
Vil, >R, I,=1I, x..x1I,.

Da sich die Tensoren womoéglich in unterschiedliche Richtungen erstrecken, definieren wir
Hilfstensoren U und V, welche in den gemeinsamen Richtungen k = {K1,...,kp} = pUv

verlaufen, als

Ul =R, Ulingyoooring) = Ul s i,

17



18 3. Ein Uberblick iiber Tensor-Formate

bezichungsweise
Vil =R, V(e oing,) = Vi, i)

Damit definieren wir das Produkt von U und V als

U V)i L =R, (U V)linyoomsing) = Ulinys oooring )V (ieys ooy ).

Die Multiplikation zweier Tensoren kann also als die punktweise Multiplikation ihrer Hilfs-
tensoren interpretiert werden. Fiir Tensoren A = A(ig,i4,i5) und B = B(i1,14,15) lautet

das Produkt beispielsweise
(A - B)(i1,12,144,15) = A(ia,i4,15) B(i1, 14, 15).

Insbesondere in Kapitel 4] wird eine weitere Abbildung von Bedeutung sein. Mit den

Indexmengen

¢ = {u,..., 4} = pNy,
A = e = (UD) (en),

also &k = {u1,.., 5, A1, .., N1},
definieren wir die Abbildung

<_ ’ > ;RNulx---XNum % RNl,lx...xN,,n N RNAIX...XNM (3.1)

N, N, .

J
(U, Vingooin) = oo 3 (U V) (g oo ing, o in)-
J

iy i

Eine anschauliche Interpretation dieser Abbildung besteht darin, dass in den gemeinsa-
men Richtungen aufsummiert wird. Wenden wir beispielsweise Abbildung (3.1)) auf zwei

Tensoren A = A(ig,i4,i5) und B = B(i1,14,%5) an, so erhalten wir

N4 Nj N4 Ns
(A,B)(i1,ip) = Y > (A B)(ir,ig i is) = Y _ Y Alia,ia,i5) - B(i1,ia,i5).
ig=1145=1 ia=1i5=1

Erstrecken sich die Tensoren U und V in in identische Richtungen, also A = (), so
legen wir per Konvention R als Zielmenge von fest. In diesem speziellen Fall stimmt
die Abbildung mit dem Frobenius-Skalarprodukt iiberein; die Eintréige der zwei Tensoren
werden punktweise miteinander multipliziert und anschlieffend aufsummiert.

Setzen sich zwei Tensoren A und B aus dem Produkt von niederdimensionalen Tensoren

zusammen, zum Beispiel

A(il,ig,ig) = Al(il)A2(i2)A3(i3) und B(il,ig,ig) = Bl(il)BZ(ig)Bg(ig),

18



3.1. Kanonisches Format 19

so vereinfacht sich Abbildung (3.1]) hinsichtlich der Auswertung auf die folgende Weise
(A, B) = (A", BY) (4%, B*)(A°, BY). (3.2)

Wihrend auf der linken Seite von die Abbildung (-,-) dreidimensionale Tensoren
als Argumente besitzt, erscheint die Abbildung auf der rechten Seite lediglich mit eindi-
mensionalen Argumenten. Vergleichen wir den numerischen Aufwand zur Auswertung, so
betragt dieser auf der linken Seite 2IN1 No N3 — 1 Rechenoperationen und auf der rechten
Seite 2(N; + Ny + N3) — 1. Fiir N; &~ Ny &~ N3 wird der numerische Mehraufwand zur
Auswertung der linken Seite von deutlich.

Mit den zuvor vorgestellten Formalismen sind wir in der Lage, die wohl bekanntesten drei

Tensor-Formate vorzustellen.

3.1 Kanonisches Format

Das kanonische Format ist eines der ersten Tensor-Formate und geht zuriick auf den Ma-
thematiker Frank Lauren Hitchcock in [Hit27a] und [Hit27b].

Definition 1 (Kanonisches Format). Sei r € N eine ganze Zahl. Ein Tensor
Y € RNXXNa st genau dann im kanonischen Format, wenn fir alle w € {1,...,d}

und j € {1,...,m} univariate Funktionen
vl —-R - (UpeR™)

existieren, so dass 'Y der CP-Zerlegung

T d
Y(ila "'7id) = Z H U;U(ZW)
j=1w=1
gentigt. Dabei wird die Variable r als Darstellungsrang des kanonischen Formats bezeich-
net. Die Menge aller Tensoren im kanonischen Format mit Darstellungsrang r bezeichnen

wir als CP(r).

Der Begriff CP steht fiir Candecomp/Parafac und geht sowohl auf die Arbeit von Carroll
und Chang in [CCT0], als auch auf die Arbeit von Harshman in [Har70] zuriick, siehe
[KB09, Abschnitt 3].

Das kanonische Format bietet den grofien Vorteil, dass es fiir moderate Werte von r mog-
lich ist, einen hochdimensionalen Tensor mit sehr geringem Speicheraufwand darzustellen;
zur Rekonstruktion eines Tensors im kanonischen Format geniigt es, lediglich die Funktio-
nen beziehungsweise Vektoren U}’ abzuspeichern. Setzen wir N; = ... = Ny = N voraus,
so ist es auf diese Weise moglich, einen Tensor, welcher aus N¢ Eintrégen besteht, aus
lediglich 7d N Unbekannten zu rekonstruieren. Ungliicklicherweise ist das kanonische For-

mat fiir viele numerischen Anwendungen ungeeignet. Setzen wir voraus, dass ein Tensor

19



20 3. Ein Uberblick iiber Tensor-Formate

zu einer vorgegebenen Giite mindestens eine Approximation in der Menge CP(r) besitzt,
so ist kein stabiles Verfahren bekannt, welches die univariaten Basisfunktionen U j“’ einer
der Approximationen bestimmt [Gralll Conclusion 11]. Silva und Lim zeigen in [dSLOS8|,
Proposition 4.1 (a)], dass die Menge CP(r) fiir d > 2 nicht abgeschlossen ist. Dies fiihrt
dazu, dass ein Tensor A € RM>*Na picht notwendigerweise eine Bestapproximation in
der Menge CP(r) besitzt, das heifit

|4~ A, # wt{||A-T|, : TeCPr)}

fiir alle A € CP(r), siehe [dSLOR, Proposition 4.1 (d)].
Néhere Informationen zum kanonischen Format sind in [HacI2, Kapitel 7 und 9], [HK09,
Abschnitt 3.1] und [KB09, Abschnitt 3] zu finden.

3.2 Tucker-Format

Im Gegensatz zum kanonischen Format weist das Tucker-Format nicht die zuvor beschrie-
benen Defizite auf und eignet sich insbesondere zur Approximation von zeitabhidngigen

Problemen.

Definition 2 (Tucker-Format). Sei (rw)w€{17..,,d} eine Familie positiver ganzer Zahlen.
Ein Tensor Y € RN > XNa st genau dann im Tucker-Format, wenn ein Core-Tensor

A e R *XTd ynd fiir alle w € {1,...,d},j € {1,...,7w} univariate Basisfunktionen
vyl —-R (U2 eRY)

existieren, so dass 'Y die Tucker-Zerlegung
1 T4
Y(it,oia) = > oo Y AQs o da) Ujy(in) - oo - Ul (ia)
=1 ja=1
besitzt und die folgenden Eigenschaften erfillt sind:

(T1) Die univariaten Basisfunktionen Uy sind orthonormal, das heifit
{Ur,U57) = di

fir alle w € {1,...,d} und i,5 € {1,...,r,}.

(T2) Die Folge
(UF.Y),..(UL.Y)

ist fir alle w € {1, ...,d} linear unabhdngig.

Die Familie (rw)we{l,...,d} wird Tucker-Rang genannt. Die Menge aller Tensoren im

Tucker-Format mit Tucker-Rang (1y)weq1,....qy bezeichnen wir mit Tucker (11, ...,7q).

20



3.2. Tucker-Format 21

Eigenschaft (T1) bedeutet keine Einschrinkung an die Menge Tucker (71, ...,74). Wiirde
eine Darstellung vorliegen, in der Eigenschaft (T1) nicht erfiillt ist, so konnte man mittels
der QR-Zerlegung eine Darstellung mit orthonormalen Basisfunktionen konstruieren. Ei-
genschaft (T2) ist genau dann erfiillt, wenn die Darstellung minimalen Rang besitzt; das
bedeutet, dass fiir einen Tensor im Tucker-Format Y € Tucker (rq, ..., r4) keine Richtung
w* € {1,...,d} und keine Familie positiver Zahlen (7,),ef1,...q} existieren mit

ry, < 1y, firallew € {1, ...,d}

und  ri. < T,

so dass Y € Tucker (1], ...,75). Betrachten wir den Speicheraufwand der Darstellung und
setzen 1y = ... =rg =71 und N = Ny = ... = Ng = N voraus, so miissen fiir den Core-
Tensor und den Basisfunktionen insgesamt r? + rdN Unbekannte abgespeichert werden.
Vergleichen wir das mit der Anzahl an Eintrdgen eines hochdimensionalen Tensors, so
wichst der Speicheraufwand eines Tensors im Tucker-Format exponentiell mit der Anzahl
an Dimensionen, jedoch zu einer niedrigeren Basis. Das Tucker-Format erweist sich also

dann vorteilhaft, wenn ein Tensor moderaten Tucker-Rang besitzt, also

erfiillt ist. In [DLDMVO00] stellen Lathauwer, Moor und Vandewalle die Singulérwertzer-
legung hoherer Ordnung vor. Das ist eine Zerlegung, welche die bekannte Singuldrwert-
zerlegung auf Tensoren verallgemeinert. Liegt ein Tensor im Tucker-Format vor, so lassen
sich unter Verwendung der Singulérwertzerlegung hoherer Ordnung die Basisfunktionen,
sowie der Core-Tensor der Darstellung ermitteln. Dariiber hinaus ldsst sich mit Hilfe der
Singuldrwertzerlegung hoherer Ordnung fiir einen Tensoren Y € Tucker (r, ..., 7)) mit

> 1, firallewe {1,..,d}

Tw

und 7). > 7, fiireinw* € {1,...,d}

eine Approximation in der Menge Tucker (rq,...,74) bestimmen. Lathauwer, Moor und
Vandewalle geben in diesem Fall in [DLDMV00, Property 10] eine Abschéitzung iiber die
Giite der Approximation an.

Weitere Informationen, welche das Format betreffen, sind in [Hacl2, Kapitel 8 und 10],
[HK09, Abschnitt 3.2] und [KB09, Abschnitt 4] angefithrt. Wir weisen darauf hin, dass
das Tucker-Format in der Literatur héufig ohne der Bedingung (T2) zu finden ist. Wir
setzen diese Annahme jedoch voraus, weil die Menge Tucker (71, ..., 74) auf diese Weise auf

eine Teilmenge eingeschrinkt wird, welche eine Untermannigfaltigkeit des RN1X:xNa jgt

21



22 3. Ein Uberblick iiber Tensor-Formate

[KL10, Abschnitt 2.2 und 2.3]. Analog zum Vorgehen in Kapitel [2|ist es dadurch moglich,

Anfangswertprobleme von der Gestalt
Yer(t) = F(Yeu(t)) , Yer(0) = Yo e RM-Na ¢ > 0,

mit F : RM>Na  RNX-Na ppittels des Variationsprinzips von Dirac-Frenkel in der
Menge Tucker (ry, ...,74) zu approximieren. In [KLI0, Theorem 2.1] leiten Koch und Lu-
bich die daraus resultierenden Bewegungsgleichungen fiir die univariaten Basisfunktionen,
sowie fiir den Core-Tensor her. Dariiber hinaus entwickeln sie eine Analyse fiir den Feh-
ler der Approximation. In [JHO8|] nutzen Jahnke und Huisinga diese Vorgehensweise zur

Approximation der Losung der Chemischen Mastergleichung.

3.3 Hierarchisches Tucker-Format

In Abschnitt wurde mit dem kanonischen Format eine Darstellung eingefiihrt, wel-
che formal kein exponentielles Ansteigen in der Anzahl an Unbekannten besitzt, jedoch
Instabilitdten in vielen numerischen Anwendungen aufweist. Mit dem Tucker-Format hin-
gegen wurde in Abschnitt eine Darstellung eingefiihrt, welche sich insbesondere zur
zeitabhingigen Approximation von hoherdimensionalen Anfangswertproblemen eignet, je-
doch aufgrund des Core-Tensors mit einem exponentiellen Ansteigen an Unbekannten mit
der Anzahl an Dimensionen inhériert ist. Das Ziel des hierarchischen Tucker-Formats be-
steht darin, die Schwichen der zuvor vorgestellten Formate zu iiberwinden. Ehe wir das
hierarchische Tucker-Format definieren, ist es notig, den Begriff des Dimensionsbaumes

einzufiihren.

Definition 3 (Dimensionsbaum). Ein Dimensionsbaum ist ein Bindrbaum, welcher eine
rekursive Zerlequng der Menge {1, ...,d} darstellt. Jeder Knoten N € T besteht aus einer
Auswahl an Richtungen N C {1,...,d}. Die Wurzel des Baumes Ny = {1,...,d} enthdlt
stets alle Richtungen. Mit Ausnahme der Wurzel Ny besitzt jeder Knoten N einen Mutter-
knoten N' > N. Die Kindknoten N1 und Ny eines Knotens N werden auch als Sukzessoren
bezeichnet, (N1,N2) = succ(N), und erfiillen die Relation

N =NMUN; mit Ny NN; =0.

Jeder Knoten ist entweder ein innerer Knoten oder ein Blatt. FEin Knoten N liegt im

Inneren des Baumes, wenn
N € I(T) := {N € T : N hat Sukzessoren}.

Die Menge
L(T) :={N € T : N hat keine Sukzessoren}

bezeichnet die Bldtter des Baumes.
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3.3. Hierarchisches Tucker-Format 23

Abbildung illustriert wie ein Dimensionsbaum einen dreidimensionalen Raum aufspal-

tet. Mutter- und Kindknoten sind darin durch eine Kante verbunden.

Knoten des Baumes:
® Np=1{1,2,3}
/ o N ={1,2}
\ © Ny = {3}

O Nig = {1}
o Ny = {2}

\ Sukzessoren:

(N1, N2) = succ(Npy)
(N11,N12) = succ(N7)

Abbildung 3.1: Dimensionsbaum 7'

Die Wurzel Ny besteht aus der Menge {1,2,3} und enthélt somit alle Richtungen eines
dreidimensionalen Raumes. Diese Menge wird aufgespaltet zu den Knoten A7 und N5,
wobei N7 erneut ein innerer Knoten ist. Die Blitter des Baumes sind in Abbildung
durch das Symbol © dargestellt und enthalten nur noch ein einziges Element, welches eine
einzelne Richtung repréasentiert.

Der Abstand eines Knotens zu der Wurzel des Dimensionsbaumes wird auch als das Level
des Knotens bezeichnet. In unserem Beispiel ist das Level der Knoten A7 und N5 gleich
1, wahrend die Knoten A7y und N3 auf Level 2 sind.

Mit dem Dimensionsbaum sind wir in der Lage, das hierarchische Tucker-Format zu defi-

nieren. Zu diesem Zweck haben wir Definition 3.1 in |Gral(] angepasst.

Definition 4 (Hierarchisches Tucker-Format). Sei T' ein Dimensionsbaum und (rn/)ner
eine Familie positiver ganzer Zahlen mit vy, = 1. Ein Tensor Y € RN >X>Na st genay

dann im hierarchischen Tucker-Format, wenn Transfertensoren
BN e RNy fiir alle N € Z(T) mit (N1, Na) = suce(N)
und univariate Funktionen
Uf I, = R firalle { = {w} € L(T),i=1,....,7¢

existieren, so dass'Y die Zerlegung

TN TN
Y = ZZBNO UN1 UN2 (N1, N2) = succ(Ny)

1,5,
j=11=1

besitzt, wobei die sogenannten N -frames

UV Iy =R firale N € T\ {No},i=1,....rx

23



24 3. Ein Uberblick iiber Tensor-Formate

die Rekursion

TN TN,
UN = ZZB%Z UJM : UZN2 fir alle N € Z(T), (N1, Na) = succ(N)
j=11=1

erfillen. Die Familie (rnr)aner wird als hierarchischer Darstellungsrang bezeichnet.
Die Menge aller Tensoren im hierarchischen Tucker-Format mit hierarchischem Darstel-

lungsrang (ra)nver bezeichnen wir mit H-Tucker ((rar)aer)-

Die Transfertensoren sind stets dreidimensionale Objekte; deshalb interpretieren wir diese
Tensoren nicht als multivariate Funktionen. Wie aus der Definition deutlich wird, sind zur
Rekonstruktion eines Tensors im hierarchischen Tucker-Format Y € H-Tucker ((ra)aer)
lediglich die Transfertensoren und die A/-frames an den Blittern erforderlich. Sind die
N -frames der Sukzessoren eines Knotens bekannt, so kann mit dem entsprechenden Trans-
fertensor das N-frame des Mutterknotens rekonstruiert werden. Auf diese Weise kénnen

die N-frames sukzessive wiederhergestellt werden.

Greifen wir das vorhergehende Beispiel eines Dimensionsbaumes auf, so kénnte ein drei-
dimensionaler Tensor durch die Transfertensoren an den Knoten Ny und A und den

eindimensionalen N -frames an den Blittern A71, N2 und N5 rekonstruiert werden.

Uﬂ\[: o
/|

Yo B

N

UNHO

Abbildung 3.2: Rekonstruktionsschema eines Tensors im hierarchischen Tucker-Format

Die Wiederherstellung aus dem Tupel ((BN ) Nex(T)’ (U 2) 0c E(T)> ist auch ohne das Auf-

stellen der N-frames im Inneren des Dimensionsbaumes moglich.

Lemma 5 (Rekonstruktionsformel). Sei Y € H-Tucker((ra)ner) ein Tensor im hier-
archischen Tucker-Format, welcher durch das Tupel ((BN)NGI(T)’ (UZ)KEE(T)> dargestellt

wird. Dann besitzt die Rekonstruktion

Y o= ‘I]<<(BN)Nez(T)’(UK)ZGK(T)))
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3.3. Hierarchisches Tucker-Format 25

mit

v ( >< RTerlem\Q) X < X Rijr{j}> —>RN1X"'XNU’
NeZ(T),(N1,N2)=succ(N) GYer)

die Darstellung

(5 vezary ) ecer)

- Z H B%JNPJNQ H Uf}[. (3.3)
)

J<(rnv)nver \WNEZ(T),(N1,N2)=succ(N) LeL(T

In Gleichung stellt J einen Multi-Index dar, dessen Anzahl an Eintrdgen mit der
Anzahl an Knoten im Dimensionsbaum tbereinstimmt. Die Schreibweise J < (ry)ner
bedeutet, dass der Multi-Index fiir jeden Knoten N € T die Werte 1,...,rn annehmen
kann; die Summe in Gleichung reicht also diber insgesamt [[yeprar Summanden.
Die Bezeichnung Jyr gibt fiir einen Knoten N' € T die Auswertung des Multi-Index J an

jener Indexposition an, welche mit dem Knoten N assoziiert ist.

Beweis. Durch das Auflésen der Rekursion treten N-frames lediglich an den Blittern des
Dimensionsbaumes auf und wir erhalten insgesamt so viel Summen, wie der Dimensions-
baum Knoten besitzt. Anstelle eines formalen Beweises wollen wir den Sachverhalt an dem

Dimensionsbaum verdeutlichen, welcher uns zuvor bereits als Beispiel gedient hat, siehe
Abbildung [8.3] und Dort gilt

TNl T.NQ
Yy = Y > My, oM UM
71=11=1
N1 TN TN11 TN12
_ ZZBNOLN Z Z Bjj\,/j"l’,l’ Uj/u .Ul./,\/’m 'UlN2
=1 =1 j=11=1

TN1 TNa TN11 TN12

— ZZ Z Z (B'{\,/’;,l B;'\/,y'l’,l’) Uj’u .Ul-/l\/12 . Ulj\é.

j=11=1 j'=1 I'=1

Die Rekonstruktionsformel verdeutlicht, dass ein Tensor im hierarchischen Tucker-Format
vollstandig durch das Tupel ((BN ) Nez(T) (U Z) ‘e ﬁ(T)> beschrieben ist. Liegen anderer-
seits nicht die Transfertensoren und die N-frames an den Blittern des Dimensionsbaumes
vor, sondern der gesamte Tensor, also die insgesamt Hizl N, Eintréage des Zahlenfeldes,
so existieren Algorithmen, um daraus ein Tupel ((BN ) Nez(T)’ (U 4) vc £(T)) zu berechnen,
welches den Tensor geméf Definition [4 rekonstruiert. Einen dieser Algorithmen stellen wir

in Kapitel [5| vor, weitere Algorithmen zu diesem Zweck werden in [Gral0] angefiihrt.
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26 3. Ein Uberblick iiber Tensor-Formate

Lemma 6 (Speicheraufwand). Sei Y € H-Tucker ((rar)aer) ein Tensor im hierarchischen

Tucker-Format, so gentigen

Z TNTNLT N + Z T{j}Nj
NEZ(T) {sreL(T)
(N1,Ng)=succ(N)

Freiheitsgrade, um den Tensor darzustellen.

Beweis. Ein Tensor im hierarchischen Tucker-Format kann durch seine Transfertensoren,
sowie den N-frames an den Blittern des Dimensionsbaumes rekonstruiert werden, siehe
Rekonstruktionsformel. Die erste Summe in Lemma [0] zéhlt die Freiheitsgrade fiir die
Transfertensoren, wihrend die zweite Summe die Freiheitsgrade der N-frames an den

Bldttern des Dimensionsbaumes wiedergibt, siehe auch [Gral(, Lemma 3.7]. [

Der grofle Vorteil, den das hierarchische Tucker-Format bietet, ist der, dass die Anzahl an
Freiheitsgraden nicht ldnger exponentiell mit der Dimension wéchst. Wird ein Tensor im
hierarchischen Tucker-Format dazu verwendet, eine hochdimensionale Funktion an diskre-
ten Gitterpunkten darzustellen, so kann die Raumdiskretisierung erheblich feiner gew&hlt
werden. Dariiber hinaus ist bei gleicher Diskretisierung die numerische Ldsung von weitaus

hoherdimensionalen Problemen moglich.

Ein Spezialfall des hierarchischen Tucker-Formats ist das sogenannte Tensor-Train-Format.
Hierbei weist der Dimensionsbaum eine spezielle Struktur auf. Eine Verzweigung findet

nur entlang eines Astes des Baumes statt.

Definition 5 (Tensor-Train-Format). Ein Tensor Y € RM>*->XNa jst genau dann im
Tensor-Train-Format, wenn Y € H-Tucker((ry)xer) und fir alle N € Z(T) mit
(N1, N2) = suce(N) die Eigenschaft

N1 € L(T) oder Ny e L(T)

erfillt ist.
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3.3. Hierarchisches Tucker-Format 27

Abbildung illustriert einen moglichen Dimensionsbaum eines flinfdimensionalen Ten-

sors im Tensor-Train-Format.

O N = {1}
O Ny =1{2,3,4,5}
2221 e) N21 — {2}

/ \ O Ny = {3,4,5}
/ 221 o _N‘221 — {3}
\ O Noyg = {4, 5}

2772
/ Knoten des Baumes:
® No={1,2,3,4,5}

O Nogo1 = {4}
O Nagoo = {5}

Abbildung 3.3: Dimensionsbaum (Tensor-Train-Format)

Dadurch, dass das Tensor-Train-Format nur ein Spezialfall des hierarchischen Tucker-
Formats ist, gehen wir im Rahmen dieser Arbeit nicht n&her darauf ein. Stattdessen
verweisen wir auf Literatur, welche speziell das Tensor-Train-Format betrachtet: Oseledets
gibt in [Oseld] einen Uberblick iiber das Tensor-Train-Format. Dariiber hinaus stellt er in
[Osell] einen Algorithmus vor, welcher einen beliebigen Tensor im Tensor-Train-Format
approximiert und zeigt wie allgemeine Tensor-Operationen an Effizienz gewinnen kénnen,
wenn sie auf Tensoren im Tensor-Train-Format ausgefithrt werden. In [OT10] stellen Osele-
dets und Tyrtyshnikov einen Algorithmus vor, welcher einen hochdimensionalen Tensor im
Tensor-Train-Format interpoliert. Des Weiteren zeigen sie eine Methode zur Approxima-
tion von hochdimensionalen Integralen mit Hilfe des Tensor-Train-Formats. In [HRSI2]
zeigen Holtz, Rohwedder und Schneider, dass die Menge an Tensoren im Tensor-Train-
Format eine Untermannigfaltigkeit des RV **Na jst. Sie bestimmen den Tangentialraum

der Mannigfaltigkeit und weisen auf numerische Anwendungen hin.

Lemma 7 (Orthonormalitét der Transfertensoren). Sei Y € H-Tucker((ra)aer) ein
Tensor  im hierarchischen Tucker-Format, welcher durch das Tupel
((BN)NGI(T)’ (UK)EEE(T)) dargestellt wird. Dann sind die folgenden Aussagen dquiva-

lent:

(a) Die N-frames (UN)NGT\{NO} sind orthonormal beziiglich des Frobenius-Skalarpro-

dukts, also

(UNUNY = 6,5 fiir alle N € T\ {No}, 4,5 € {1, ...,rn}.
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28 3. Ein Uberblick iiber Tensor-Formate

(b) Die Gleichung

T_/\/'l T’_/\/’2
> BB = G (3.4)
j=11=1

gilt fiir alle N € Z(T) \ {No}, (N1, Na) = succ(N),i1,i2 € {1,...,rx}. Des Weiteren

sind die £-frames (U Z) orthonormal beziiglich des Frobenius-Skalarprodukts, also

teL(T)

(U}, U) = 6 fiir alle € € L(T),i,j € {1,...,r¢}.

Beweis. Sei (a)) erfiillt, N € Z(T) ein innerer Knoten, (A, N2) = succ(N) und
i1,72 € {1,...,7ar}. Dann folgt aus Definition

TNy TNg TNy TNa

<U£/’ U;/;[> = Z Z Z Z B%jl,h B’Z{;Cj2,lz<Uij1 'Uljl\&’Uj/;/l 'Uljg\[2>
J1=1lh=1j2=11l2=1
TNy TNa TNy TN3

= 33N BN BN (UL U (U U

J1=111=1j2=112=1

o~ N N
= > BB (3.5)
j=11=1

worauthin (b) folgt.
Sei nun (b)) erfiillt, N € Z(T') ein innerer Knoten mit (N7, N) = succ(N), so dass
N1, Ns € L(T). Dann folgt mit Gleichung ([3.5))

U U)) = G

Dieselbe Argumentation zeigt wiederum die Orthonormalitit des Mutterknotens von N.
Mittels Induktion {iber die Level des Dimensionsbaumes folgt @ |

Fiir die meisten numerischen Anwendungen ist das hierarchische Tucker-Format geméf3
Definition [4| ungeeignet. Betrachten wir beispielsweise einen Algorithmus, der zu vorgege-
benen N -frames die Transfertensoren der Darstellung bestimmt, so beséfie dieser Algorith-
mus eine schlechte Kondition. Wiren zwei der A-frames eines Knotens nahezu identisch,
so wiirde unter Umstéinden eine kleine Stérung zu einer grofien Anderung im Transferten-
sor des Mutterknotens fiithren.

Um diese Instabilitdt des Formats zu vermeiden, setzen wir fiir den Rest dieser Arbeit die

folgende Annahme voraus.

Annahme 1 (Orthonormalitit der NV -frames). Sei Y € H-Tucker ((ra)aer) ein Ten-

sor im hierarchischen Tucker-Format, welcher durch das Tupel <(BN)NeZ(T)’ (Ue)eeﬁ(T))

dargestellt wird, so setzen wir fortan die Orthonormalitit der N -frames voraus, also

(UNUNY = 6,5 fir alle N € T\ {No},i,j € {1,...,ra}.
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3.3. Hierarchisches Tucker-Format 29

Dadurch, dass zu jedem Tensor im hierarchischen Tucker-Format ein Tupel
((BN ) Nez(T)? (U 4) vc E(T)) gefunden werden kann, welches Annahme 1| erfiillt, bedeutet
diese Annahme keine Einschrinkung der Menge H-Tucker ((ra)aer)-

Lemma 8. Ist Y € H-Tucker((ry)ner) ein Tensor im hierarchischen Tucker-Format,
welcher durch das Tupel ((BN) ) dargestellt wird und N € T\ {No}, so
gilt

NeZ(T)’ (UE)ZGL(T)

TN
Y => (v,u})-UuV. (3.6)
=1

Beweis. Fir N € T\ {No}, (N1, Na) = succ(N) und i € {1,....,7xr}, 7 € {1,..ma7 } gilt

N 71N o N N Na 77N
<U’L ’U] 1> e <ZZB/L7]/’Z Uj,lUl 2,U]1>

j'=11=1

N1 TN

_ N N N N

= > > BN, U U UM
§'=11=1 h/m—"

= 0y
’I“_/\/’2
N N

= D BL U

=1
woraufhin wir fiir UiN die Darstellung
NG TN,
N N N1 77N-
o o= D) B U U

j=11=1
L% N2

_ N N N

- Yo ()
j=1 =1
TNI

N N 7N

= > UV (U, uM) (3.7)

j=1

erhalten. Wir zeigen nun (3.6) mittels Induktion {iber die Level des Dimensionsbaumes.
Fiir N € {N?, N9} mit (N, NY) = succ(Np) ist (3.6) erfiillt (Induktionsanfang). Nehmen
wir nun an, (3.6]) gilt fiir einen beliebigen Knoten N € Z(T)\{ Ny} mit (N1, N2) = succ(N).
Dann gilt

AN TN ] TN
oot = (S o) o

j=1 J=1 \i=1
TN TNy
= Y (vu) Y WMo\ ot
i=1 j=1

3.
UN

i
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30 3. Ein Uberblick iiber Tensor-Formate

Analog lisst sich fiir M die Gleichung

TN
S vuMy UM =y
=1

zeigen, wodurch der Induktionsschritt vollzogen wird und die Behauptung folgt. |

Lemma 9. Sei Y € H-Tucker((rny)ner) ein Tensor im hierarchischen Tucker-Format,
welcher durch das Tupel <(BN)NeI(T)7 (UZ)ZE[:(T)> dargestellt wird. Dann sind die fol-

genden Aussagen dquivalent:

(a) Die Funktionen
(Y, UV, .., (Y, U

sind linear unabhdngig fir alle N € T\ {No}.

(b) Y besitzt minimalen hierarchischen Darstellungsrang, das heifit, es existiert keine an-

dere Familie positiver ganzer Zahlen (ri)ner und keinen Knoten N* mit
i < fir alle N € T\ {No} und riye < rar-, (3.8)

50 dass Y € H-Tucker ((rx)nver)-

Beweis. An dieser Stelle zeigen wir lediglich @ = (]ED Die Riickrichtung des Beweises
wird in Kapitel [5| auf Seite nachgetragen, da die Formalismen in diesem Kapitel den
Beweisschritt erheblich verkiirzen.

Angenommen ist erfiillt und es gébe ein Tupel ((BN ) NET(T)’ (ﬁ z) tc E(T)), durch wel-
ches Y dargestellt wird, das den hierarchischen Darstellungsrang (r3)aer aufweist und
die Eigenschaften erfiillt. Mit Lemma [§| erhalten wir fiir Y die beiden Darstellungen

7'1/'* TN*
SO (o) =y =Y oM (v, uM).
i*=1 i=1

Setzen wir nun die eine Darstellung in die andere ein, so erhalten wir

TN* rj\f*

Y =Y UM (UM O (v, 0.
=1 i*=1

Daraus folgt
Th*
Y Uf) =3 (U OY) (v T,
i*=1
Die Funktionen <Y, U{v*>, e <Y, U{,)C;
derspruch zu Aussage @ |

> wéren demnach linear abhéngig. Dies ist ein Wi-
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3.3. Hierarchisches Tucker-Format 31

Lemma [9) bringt einen Makel in der Darstellung von Tensoren im hierarchischen Tucker-
Format zum Vorschein: In Ubereinstimmung mit Definition |4/ und Annahme (1] kann die
Darstellung mehr N-frames besitzen, als zur Rekonstruktion benotigt werden. Um diese

Redundanz in der Darstellung zu vermeiden, setzen wir eine weitere Annahme voraus.

Annahme 2. Sei Y ein Tensor im hierarchischen Tucker-Format. Fortan setzen wir die

lineare Unabhdngigkeit der Funktionen
(Y, UV, .., (Y, UA)

fiir alle N € T\ {No} voraus.

Im Gegensatz zu Annahme [I] bedeutet Annahme [2| eine Einschrinkung der Menge
‘H-Tucker ((ra)ner). So liegt beispielsweise ein Tensor, dessen Eintrége allesamt gleich
0 sind, nun nicht mehr in der Menge. Um nicht mehr Bezeichnungen einzufiihren, als
notig sind, sehen wir davon ab, der eingeschrinkten Menge einen neuen Namen zu verlei-
hen. Es sei darauf hingewiesen, dass wir fortan mit H-Tucker ((ry)ayer) die Menge der
Tensoren bezeichnen, welche Definition 4] und die Annahmen [I] und [2] erfiillen. Die Anpas-
sung des Formats bewirkt dariiber hinaus, dass es sich bei der Menge H-Tucker ((rx/)arer)
nun um eine Mannigfaltigkeit handelt, was von essentieller Bedeutung zur Herleitung der
Bewegungsgleichungen in Kapitel [ sein wird. Aufgrund der Anpassungen des Formats
bezeichnen wir den hierarchischen Darstellungsrang fortan als hierarchischer Rang und
die N-frames als Basisfunktionen.

In Kapitel [4] werden zwei weitere Definitionen eine wichtige Rolle spielen.

Definition 6 (Single-hole Operator). Sei Y € H-Tucker((ra)ner) ein Tensor im hier-
archischen Tucker-Format, dargestellt durch das Tupel <(BN)N61(T), (UZ)Keﬁ(T)). Frir
N eT\{No} undi € {1,...,rn} definieren wir den Single-hole Operator S(Y,N,i) als

S(Y,N,i) == (Y,UM).

Ubertragen wir den Formalismus des Single-hole Operators auf Lemma [8) so erhalten wir
fir ein N € T'\ {Ny} die Gleichung

TN
Y =Y S(Y,N,i)- UV

=1
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32 3. Ein Uberblick iiber Tensor-Formate

Definition 7 (Orthogonalprojektion). FirY € H-Tucker ((ra)ner),N € T\ {No} und
X € RNvxNa definieren wir die Orthogonalprojektion von X in den Raum, welcher
durch die Basisfunktionen U{v s ey U,{\A[f aufgespannt wird, als
TN
PvX => (X, UN) UV

=1

Die Projektion auf das orthogonale Komplement ist definiert durch ’P/%/X =X — PyX.
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4.

Niedrigrangapproximation der Losung
von hochdimensionalen
Differentialgleichungen im

hierarchischen Tucker-Format

Dieses Kapitel befasst sich mit der Approximation der Losung von hochdimensionalen

Anfangswertproblemen von der Gestalt
Yeo(t) = F(Yeu(t)) , Y(0) = Yp e RN ->Na ¢ >, (4.1)

Dabei sei F : RN1X-xNa _y RN1x.-xNa eipe beliebige, womdglich nichtlineare, Funktion,
welche Tensoren auf Tensoren abbildet. Im Folgenden setzen wir die Existenz und Eindeu-
tigkeit einer Losung Ye,(t) auf einem kompakten Zeitintervall [0, 7] voraus. Die Losung
Ye(t) ist zu jedem Zeitpunkt des Intervalls ein d-dimensionaler Tensor mit HZ:l N,, Ein-
trigen. Resultiert die gewohnliche Differentialgleichung aus der Diskretisierung einer par-
tiellen Differentialgleichung, beispielsweise mit finiten Differenzen, so sind die Werte N,
ein Maf fiir die Feinheit dieser Diskretisierung. Fiir Ni = ... = Ny wéchst die Anzahl an
Freiheitsgraden exponentiell mit der Dimension, wodurch Standardverfahren der Numerik
bereits fiir geringe Werte von d scheitern. Richard Bellman bezeichnet das rapide An-
steigen an Freiheitsgraden durch das Hinzufiigen weiterer Dimensionen in [Bel61] als den
»Fluch der Dimensionen”. Um diesen ,,Fluch” zu umgehen, suchen wir eine Approximation
Y (t) = Ye,(t) der exakten Losung, welche auf der Mannigfaltigkeit

M := H-Tucker ((rx)aer)
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34 4. Zeitabhdngige Approximation im hierarchischen Tucker-Format

verlduft. Dieser Ansatz wurde bereits in der Quantenchemie dazu verwendet, die Losung
einer hochdimensionalen Schrodinger-Gleichung zu approximieren, siehe [WT03], [Man08§],
[VMI1] und [Lub08]. Unser Vorgehen orientiert sich an der Arbeit von Koch und Lubich:
In [KLOT] betrachten Koch und Lubich die Niedrigrangapproximation der Lésung von ma-
trixwertigen Differentialgleichungen, siehe Kapitel 2 Des Weiteren beschéftigen sie sich in
[KL10] mit der Niedrigrangapproximation der Losung eines hochdimensionalen Anfangs-
wertproblems in der Menge Tucker (rq,...,74) und leiten Bewegungsgleichungen fiir den
Core-Tensor und die Basisfunktionen der Darstellung her.

Analog zum Vorgehen in Kapitel 2| wenden wir das Variationsprinzip von Dirac-Frenkel
an: Ausgehend von einem Punkt Y (¢), welcher auf der Mannigfaltigkeit liegt, projizieren
wir die rechte Seite der Differentialgleichung F'(Y(¢)) in den Tangentialraum der Mannig-
faltigkeit und erhalten auf diese Weise eine neue Zeitableitung, die uns ein neues Anfangs-
wertproblem definiert. Mit P(Y'(¢)) als den orthogonalen Projektor, welcher einen Tensor

in den Tangentialraum Ty M projiziert, lautet das neue Anfangswertproblem
V() = P(Y(®) F(Y(8) . Y(O)=YoeM , te0,T] (1.2)

Abbildung illustriert das Vorgehen des Variationsprinzips, wobei wir aus Griinden der

Ubersichtlichkeit auf das Zeitargument verzichtet haben.

nF(Y)

\ T M
P(Y)E(Y)
M

/Y
Abbildung 4.1: Orthogonalprojektion in den Tangentialraum

Ein zu (4.2) &dquivalentes Problem ist das Minimierungsproblem

_min ||V (1) - F(Y(#))]|
Y(t)eTy M

oder die Variationsformulierung
(F(Y(t))=Y(t), 0Y) =0 fiir alle Y € Ty M. (4.3)

Anhand der Variationsformulierung leiten wir in Theorem Bewegungsgleichungen fiir

die Transfertensoren und den Basisfunktionen an den Blittern des Dimensionsbaumes
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her. Die Losung der Bewegungsgleichungen, also die zeitabhingigen Transfertensoren

N(t), N € Z(T) und Basisfunktionen U'(t), £ € L(T), ermoglicht uns zu jedem Zeit-
punkt die Approximation Y (¢) zu rekonstruieren. Wihrend die Zeitableitung in ein
Tensor mit insgesamt Hizl N,, Eintrigen ist, fithrt die Variationsformulierung zu einem

System, dessen Zeitableitung aus lediglich

Z TNTNITN, T Z T{j}Nj
NEZ(T) {7}eL(T)
(N1,N2)=succ(N)

Freiheitsgraden besteht. Das neue Anfangswertproblem weist formal kein exponentielles
Ansteigen an Freiheitsgraden beziiglich der Dimension mehr auf.

Ehe wir in Theorem [1] auf Seite [36] die Bewegungsgleichungen vorstellen, nehmen wir ein
Resultat aus Kapitel [f] vorweg und geben an, aus welchen Elementen der Tangentialraum
der Mannigfaltigkeit besteht.

Lemma 10 (Tangentialraum). Sei Y € H-Tucker ((rn)ner) ein Tensor im hierarchischen
Tucker-Format, welcher durch das Tupel ((BN)NGI(T)’ (UE)ZGL(T)> dargestellt wird. Dann

ist 0Y genau dann ein Element des Tangentialraumes Ty M, wenn ein Tupel

<(6BN)NEI(T)’ (6Ue)£e£(T))

c < >< RTNXerer2> « ( >< RNer{w}>
N€EI(T),(N1,Na)=succ(N) {w}el(T)

existiert, so dass

TNOTANY

N NO

v = S m uto
7j=11=1

N TN1 TN

+ > SN N8N, SNy UM U

NeZ(T)\{Np} =hi=ti=t
(N1,N2)=succ(N)

+ ) Zde (Y, 0,4)

Lel(T
mit (NP, NY) = suce(Np).

Beweis. Der Beweis von Lemma [I0] wird in Kapitel [6] auf Seite [63] nachgetragen. |

Mit Lemma sind wir in der Lage, das Hauptresultat dieses Kapitels vorstellen, die
Bewegungsgleichungen der Transfertensoren und der Basisfunktionen an den Blattern des

Dimensionsbaumes. Wir weisen darauf hin, dass die Bewegungsgleichungen mit anderen
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36 4. Zeitabhdngige Approximation im hierarchischen Tucker-Format

Techniken von Lubich, Rohwedder, Schneider und Vandereycken in [LRSV13, Abschnitt
3.2] und von Uschmajew und Vandereycken in [UV13, Abschnitt 6.2] hergeleitet werden.

Theorem 11 (Bewegungsgleichungen). Fir t € [0,T] sei Y(t) € M die Lisung des
Anfangswertproblems

Y(t) = POY)FY () , Y(0)=YyeM (4.4)

mit ((B{)\/)NeZ(T), (Ug)ﬁeﬁ(T)) als ein Tupel, durch das Yy dargestellt werde. Des Weiteren
definieren wir fir N € T\ {No} die zeitabhingige Lastmatriz
MN(t) = (m/.\/.(t)>rN € RTV XN
ij=1

anhand der Eintrdge

m() = (SOY(),N,i), S(Y (1), N, j) )

und setzen auf dem gesamten Zeitintem}all die Regularitdt der Matriz voraus. Dariber
hinaus sei WN (t) = (MN(t)) die Inverse mit Eintrigen w{}f(t)
Dann erfillt die Lisung des Anfangswertproblems mit (ND,NS) = suce(Ny) die

Gleichung

Tﬁlo TAIO
NO

ZZBJ, )'Uz *(t) (4.5)
7j=11=1

TAfO rﬁfo TAfO rﬁfo

O .NO

£33 B O 3 WAROY I CRIl)

Jj=11=1 j=11=1

Die Basisfunktionen im Inneren des Dimensionsbaumes erfillen fir N € Z(T) mit

(N1, N2) = suce(N) die Rekursion

Tsy Tso
Nt = DD TBN) UN) - UM (1) (4.6)
7j=11=1
Tsy Tso Ts1 Tso .
+D D B0 U0 U0 + DD Bl U (1) U (1),
Jj=11=1 j=11=1

An den Bldttern des Dimensionsbaumes geniigen die Basisfunktionen der Gleichung
Te
= > wh () PE(F(Y (1), S(Y (1), 6,7)), (e L(T). (4.7)
i'=1

Die Ableitungen der Transfertensoren sind durch

SN
B’;l

0 = (Form).um-v'%m)

J
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und

Bt Zw,z ) (FOC(0), SOV (),N.1) - P (U (1) - U2 1) ),
fur/\/ € Z(T) \ {No} und (N1, N2) = succ(N)

beschrieben. Zusammen mit dem Tupel <(Bé\/)NeZ(T)’ (er)éeﬁ(T)> definieren die Diffe-
rentialgleichungen fiir die Transfertensoren und den Basisfunktionen an den Bldttern des

Dimensionsbaumes ein Anfangswertproblem.

Es sei darauf hingewiesen, dass die Zeitableitung in Gleichung lediglich an Bléttern
des Dimensionsbaumes gegeben ist. Fiir Basisfunktionen im Inneren des Dimensionsbau-
mes muss die Zeitableitung sukzessive mit Formel aus den Transfertensoren und
den Basisfunktionen aus dem darunterliegenden Level rekonstruiert werden. Ehe wir uns
dem Beweis der Bewegungsgleichungen widmen, zeigen wir in Lemma dass die Losung
der Bewegungsgleichungen die Orthonormalitéitsbedingungen, welche wir in Annahme

gefordert haben, erhalten.

Lemma 12 (Gauge-Bedingung). Sei ((BN(t))NeI(T)’ (Ue(t))feﬁ(T)) die Lésung der Be-
wegungsgleichungen aus Theorem . Dann erfiillen fir alle N € T \ {No} die Zeitablei-
tungen UZN(t) die Gauge-Bedingung

<U{V(t) , UJN(t)> ~0.

Dariiber hinaus wird durch die Gauge-Bedingung fir alle Zeiten t > 0 die Orthonormalitdt

der Basisfunktionen erhalten, also

(UMW, UMW) =6 (4.8)

Beweis von Lemma[I2. Einerseits gelten fiir alle N € Z(T') \ {No}, (N1, Na) = suce(N),
i1,12 € {1,...,mn} die Gleichungen

N1 TN
YN BN BY @)
11=1
" TNy TNy A
= 3> B> Wl (FO), SN0 - PR (UM (1) - U0 (1))
=1 1=1 i=1
] TNy TN
- Zwm< SO P S B0 U0 ) )
7j=11=1
=UN
=0 (4.9)
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38 4. Zeitabhdngige Approximation im hierarchischen Tucker-Format

Andererseits erhalten wir fiir ein Blatt £ € £(T), i1,i2 € {1,...,r¢} die Gleichungen
(UL (), UL®) = <Zwmm (F(Y),8(Y. i), UL(®)

_ <Zw“1 S(V,40)) , PEUL()
= 0.

Nehmen wir nun an, dass die Gauge-Bedingung (4.8) fiir alle Knoten eines Levels erfiillt
ist und N € Z(T') \ {Np} ein innerer Knoten des nichstkleineren Levels ist, so gilt

(@), U 1)
TN1 TN2 TN1 TN2 N N N "
DI IDIPIN A0 HRGICASORASORCARORASO)

J1=1l1=1j2=112=1
TNy TNg TNy TN3 N v v N

+ Z Z Z ZBZLJhll 12 J27l2 <U ( U (1), szl(t)'UZQQ(t»
J1=111=1jo=113=1
TNy TNa TNy TN3

FD NS BN (1) BY (U ) - TN ) U (1) U2 ()

J1=lli=1j2=11l3=1

TN TN,

= ZZBH,J, 2201( )
Jj=11=1

)

fiir alle iy,149 € {1,...,ra}. Mittels Induktion iiber die Level erhalten wir Bedingung (4.9))
fiir alle Knoten A" € T'\ {Np}. Mit

(UM, uNw) = (UM, U;\f(0)>+/0 (TN (s), UN(s)) + (UN(s), UN(s))ds
= 0,

)

folgt die Erhaltung der Orthonormalitidt der Basisfunktionen. |
Mit den Gauge-Bedingungen sind wir in der Lage Theorem [11| zu beweisen.

Beweis von Theorem[11. In diesem Beweis verzichten wir auf die Herleitung der Bewe-
gungsgleichungen aus Theorem 11} wir verifizieren jedoch die Richtigkeit, indem wir zeigen,

dass mit Y () wie aus Theorem [11{die Variationsformulierung

(F(Y(t)) = Y(t), 6Y)=0

fiir alle Elemente des Tangentialraumes dY € Ty M Giiltigkeit besitzt. Das Vorgehen

ist dhnlich wie im Beweis von Theorem [2] aus Kapitel [2] jedoch aufgrund der komplexen
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Struktur der Mannigfaltigkeit M = H-Tucker ((rn)arer) sehr viel technischer. Um die
Lesbarkeit zu erleichtern, verzichten wir deshalb in diesem Beweis auf das Zeitargument,
weisen jedoch darauf hin, dass sémtliche Transfertensoren und Basisfunktionen, sowie die
Lastmatrizen zeitabhéingige Objekte sind.

Verwenden wir fiir Y die Darstellung aus Lemma [§] auf Seite so folgt

TN TN
Y = D SN UM+ SN0 U (4.10)
=1 =1

Zusammen mit der Gauge-Bedingung, sowie der Orthonormalitidt der Basisfunktionen er-
halten wir fiir N € T\ {Np},i € {1,...,rn} die Gleichungen

(PY)F(Y), UNY = (Y, UN) = S(Y,N,i). (4.11)
Dariiber hinaus sind die Lastmatrizen M*, sowie deren Inverse symmetrisch, denn es gilt

ml = (S(,NLi), SN j)) = mi

Z?-] J?Z

fiir alle j € {1,...,rx}. Damit folgt

N
k=1

Zusammen mit den Gleichungen (4.10)), (4.11]) und (4.12f) konnen wir in den folgenden drei

Beweisabschnitten zeigen, dass die Variationsformulierung fiir verschiedene Variationen
0Y € Ty M Giiltigkeit besitzt:

i) Wir starten fiir beliebige 6BNo € R™1 X"z j € {1, ....,rn, 1,1 € {1,...,rp;,} mit der
1 2
Variation
oY =By, UM UM e oM. (4.13)

Mit (4.5)) erhalten wir die Gleichungen

TN TN
(Y,07) = <ZZBA§JZUN1 U2, B, UM UN2>

ji=11=1
TAY TN
+< Z ZB.{\/';l UN1 UNQ 58/1\[;)l UN1 UN2>
J=11=1
TAY TN
+< Z ZB./\LOI UN1 UN2 58.{\/']% UN1 UN2>
j'=1U=1
N SN
= 0Byj Biji

= 0B, (POVF(Y), UM - UM)
= (F(v), 0B, UM - U}
= (F(Y),0Y).
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40 4. Zeitabhdngige Approximation im hierarchischen Tucker-Format

Daraus folgt, dass die Variationsformulierung fiir alle 0Y wie aus (4.13) erfiillt ist.

(ii) Als niichsten Schritt betrachten wir fiir beliebige N € Z(T)\{Ny}, 6BY € R™ X"V X7,
und i € {1,....,7x},7 € {1,...,rar 1,1 € {1, .., 7} mit (N7, N2) = succ(N) die Va-
riation

Y = 0B8N, S(YV.N i) - UM - U2, (4.14)

Mit (4.10) und (4.11f) gelten die Gleichungen

TN
(Y,6Y) = <Z$(Y,N,i’). , 0B, (Y,N,i).Uyl.Uﬂ2>

=1

<ZSYN@) ) cA (Y,N,i)-U]J.vl-UlN?>

=1
_ 253”1< (Y, N,i'), (Y,N,z')> <Ui/’v’UJJ‘VI'UlN2>
S (s0ea, o) (o o)
_ Zazs,j& F(Y), SYA) - UX) BY,
+Z<53”lm,/,,- .

- 253%7, <P(Y)F( ), S(Y,N,i) - U, >Bz L

TN
+ Z 08N, (F(Y), SOANi") - PR (UM - 1) ) ( S ml; wl > .

=1 =1

@,
Dadurch, dass S(Y,N,i) - Ui/,v € Ty M ein Element des Tangentialraumes ist, folgt

<P(Y)F(Y) , S(Y, N, 4) - U{,V> - <F(Y) , P(Y)S(Y, N, i) - U{,V>
- <F(Y),S(Y,N,z').UZN>

und wir erhalten
(V,6Y) = 258”1 < , S(Y, N4 - UN> BY,, (4.15)

+0BY, (F(Y), SN0 - PR (U Ul)).
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Zugleich gilt

(F(Y),8Y) = (F(Y), BN, SC.Ni)- UM - U)
= 5szl< (Y)’S(Y’N’Z‘)‘PN<UJN1'UINQ>>
o (P, smw%%(Ua‘M'UZNQ»

- Z(SB i, < , S(Y,N i) - U; > Bz’]l (4.16)

i'=1

+5Bul < (Y), S(Y,Ni) 'P/J\_[(Uj\/l ‘ U]N2>>.

Offensichtlich stimmen (4.15)) und (4.16]) {iberein und es folgt, dass die Variationsfor-
mulierung fiir alle Variationen dY wie in (4.14) Giiltigkeit besitzt.

(iii) Zuletzt betrachten wir fiir beliebige ¢ € L£(T),i € {1,...,r,} und 6U} : I, — R die
Variation

§Y = S(Y,4,i) - UYL, (4.17)

Mit (4.10) und (4.11) erhalten wir die Gleichungen

Te

=1

Te
=1

(Y, dY)

e

= > . . é, f
Zl ($ov.e.ty. s(v.e.n) (Uh. oUf)
(st o) (0.
Te
- ) Ug) (U, sut
> (PV)E(Y), vy Ut (Uf, out)
* imz < i: wi wPE(F(Y), S(Y,4,")) 5Uf>
/=1 i =
Te
- )-ut) (Ul ou
g (PVIE(Y), vy Ut (Uf, out)
+§: <P#F(Y) L S(Y, 0, - ‘W><Zm"w' )
- 3, ,

1,1
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42 4. Zeitabhéngige Approximation im hierarchischen Tucker-Format

Da S(Y, ¢,1) - Uﬁ € Ty M ein Element des Tangentialraumes ist, folgt

e

v,5v) = Y <F(Y) L S(Y,6,7) Ufi> <U;i , 5Uf> (4.18)

i'=1

+ <F(Y) , S(Y, 0,4) -P;5U5>.
Andererseits gilt

(F(),8Y) = (F(Y), S(,£0)-oUf)
(P, S(:t,0) - P, 5Uf>

+<F(Y) , S(Y.4,1) .P;5U5>
T

= <F(Y) L S(Y, 0,4) - U§> <U§, 5Uf> (4.19)

=1

+<F(Y) , S(Y.4,1) .P;5U5>.

Aus der Gleichheit von (4.18) und (4.19)) folgt wiederum die Giiltigkeit der Variations-
formulierung fiir alle Variationen Y wie in (4.17]).

Betrachten wir nun die Superposition der Variationen (4.13)), (4.14) and (4.17)), so spannt

diese den gesamten Tangentialraum auf und es folgt

(F(Y)-Y,dY) = 0 fiir alle §Y € Ty M.

Analog zu dem Vorgehen in Kapitel [2| bietet das Variationsprinzip die Moglichkeit, einen
zeitabhiingigen Tensor A(t) € RN1XXNa in der Mannigfaltigkeit M = H-Tucker ((rn)xer)
zu approximieren. Zu diesem Zweck bendtigen wir eine Formel fiir die Projektion in den

Tangentialraum.
Korollar 13. Sei B € RN *Na ¢in beliebiger Tensor und Y € H-Tucker ((ra)axer) ein
Tensor  im hierarchischen Tucker-Format, welcher durch das Tupel
((BN)NGI(T)’ (UZ)ZGL(T)> dargestellt wird. Fir N € T\ {Ny} sei

MY = (mf\f.)w e RIVXTN (4.20)

eine symmetrische Lastmatriz mit Eintrdagen

ml, = (S(V,N,i),S(Y, N, j))
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und WN = (MN)f1 dessen Inverse. Dann erfiillt fiir (N?, NY) = succ(Ny) die Projektion
von B in den Tangentialraum Ty M die Gleichung

TNO TNO
N
PoB = 3> am, )"
j=11=1
TN TN TN TAY
0
DD WD WA
j=11=1 Jj=11=1

mit 0B, = (B,UM - UM).
Die Funktionen 5UZN : Iy — R sind fir N € Z(T),i € {1, ...,rar} und (N1, N2) = succ(N)

durch die Rekursion

TN TN
S 9 SRS
7j=11=1
TN TN, TN TN
N N N N
D) WOITIANIEES 9 LS
7j=11=1 Jj=11=1

beschrieben, wobei die Eintrige der Tensoren §BN € RINXTN1X"™Ny fijr j € {1,...;7n; } und
le{l,...,rn,} die Werte

’.7»

5BV, Tf:lwg\g <B,S(Y,N,i’) 'P/J\_f<Ujv1 'UlNQ)>

annehmen. Die Funktionen SU! : Iy — R erfiillen fir £ € L(T) und i € {1,..r;} die
Gleichung

T
SU{ = wh; Pl (B,S(Y, (1)),

=1

Beweis. Vertauschen wir im Beweis von Theorem [11| den Term Y mit P(Y)B und F(Y)

mit B, so folgt mit den Formeln aus Korollar dass die Variationsformulierung
(B—=P(Y)B,§Y) =0
fir alle §Y € Ty M erfiillt ist. [ |
Setzen wir voraus, dass sich A(t) glatt in der Zeit bewegt und das Anfangswertproblem
Y(t) = P(Y(t)A(t), Y(0) = Yy e H-Tucker ((ra)paer) , t >0 (4.21)

eine Losung besitzt, so stellt Y (¢) eine Approximation des zeitabhéngigen Tensors A(t) dar,
welche auf der Mannigfaltigkeit H-Tucker ((rn-)arer) verlduft. Falls der Tensor A(0) kein
Element der Mannigfaltigkeit ist, liefert Algorithmus[I]aus Kapitel [f] eine Moglichkeit, eine
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44 4. Zeitabhéngige Approximation im hierarchischen Tucker-Format

Approximation in der Menge H-Tucker ((rar)arer) zu berechnen, welche sich als Startwert
fiir das Anfangswertproblem (4.21)) eignet.
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5.
Matrix-Darstellung von Tensoren

Fiir die folgenden Kapitel wird eine weitere Darstellung von Tensoren eine bedeutende
Rolle spielen. Ein Tensor kann nicht nur als eine Funktion interpretiert werden, sondern
auch als eine Matrix, die man dadurch gewinnt, dass man alle Eintrége des hochdimensio-
nalen Zahlenfeldes in einer bestimmten Weise anordnet; die Eintréige &ndern sich nicht, nur
die Anordnung. Diese Darstellung erlaubt es uns, eine dquivalente Definition fiir Tensoren
im hierarchischen Tucker-Format zu formulieren; eine Definition, welche keine Rekursion
mehr beinhaltet. Wir stellen zudem einen Algorithmus vor, welcher aus einem beliebigen
EGE(T)) bestimmt,
durch welches dieser Tensor geméfl Definition [4] dargestellt werden kann und zugleich die
Annahmen [I] und [2] erfiillt. Nachdem wir anschliefend die Ergebnisse der letzten Kapitel

in diese Notation iibertragen haben, benutzen wir die Matrix-Darstellung, um fiir die Pro-

Tensor im hierarchischen Tucker-Format ein Tupel ((BN ) NET(T)! (Ue)

jektion eines Tensors in den Tangentialraum eine kompakte Darstellung zu finden; eine
Darstellung, welche im Gegensatz zu Korollar [13] in Kapitel [4] keine Rekursion benétigt.
Diese Darstellung dient als Grundlage fiir die Resultate in Kapitel [6] Zuletzt tragen wir
in diesem Kapitel den noch ausstehenden Rest des Beweises von Lemma [9] nach.

Fiir N € T definieren wir den Komplementknoten N¢ als
N = {1, ...,d} \N

Um einen Tensor als Matrix oder auch als einen Vektor zu interpretieren, betrachten wir
zwei Formalismen: Die Matrifizierung und die Vektorisierung. Fiir einen Knoten
N € T\ {Ny} verstehen wir unter der Matrifizierung eines Tensors Y € RN >X->xNa die
Matrix

Y(NvNC) c }Rﬂ'(-/\/')><7"(/\/'C')7 7-(-('/\/’) = H N#’ W(NC) = H Nl“
HEN weNc
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46 5. Matrix-Darstellung von Tensoren

welche daraus resultiert, dass alle Richtungen, welche im Knoten A enthalten sind, in
den Zeilen der Matrix angeordnet werden und alle Richtungen in N¢ in den Spalten der
Matrix. Welche Abbildung fiir die Anordnung verwendet wird, ist unerheblich; wichtig ist,

dass die Anordnung in den Zeilen und in den Spalten auf dieselbe Weise geschieht, also

yWNG) _ (Y(NC,M)T

erfiillt. Eine mogliche Wahl fiir eine Anordnung der Eintrége eines Tensors in einer Matrix
liefert beispielsweise der Befehl reshape in MATLAB. Fiir die Umkehrabbildung, also die

Abbildung, welche aus einer Matrix einen Tensor erzeugt, verwenden wir die Notation

Y= (Y(MNC)> WNe)

Die Vektorisierung ist ein Spezialfall der Matrifizierung und ordnet alle Eintrdge eines

Tensors in einem Vektor an. Wir verwenden fiir die Vektorisierung die Notation

Y(N07{}) 6 RNlNd

und bezeichnen die inverse Abbildung als

Y= <YWO’{})><NO m

Es sei darauf hingewiesen, dass es fiir die Frobeniusnorm unerheblich ist, ob das Argument

ein Tensor ist, dessen Matrifizierung, oder Vektorisierung, es gilt

o= o - oo,

In Lemma [8 aus Abschnitt haben wir mit der Formel
TN

Y =Y S(Y,N,i)-UY
i=1

fiir einen Knoten N € T'\ {Ny} eine Moglichkeit gefunden, einen Tensor im hierarchischen
Tucker-Format durch seine Basisfunktionen, sowie den Single-hole Operator darzustellen.
Diese Art der Darstellung wollen wir in Matrix-Schreibweise iibertragen. Zu diesem Zweck

definieren wir fiir N € T'\ {Ny} die orthonormale Basismatriz
sowie die Single-Hole-Matrix

SV i= (SN )N |(S(V N 1)) WD ) € RN,
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Der Begriff orthonormale Basismatrix soll dabei nicht andeuten, dass es sich um eine
quadratische Matrix handelt, sondern lediglich, dass die Spalten der Matrix orthonormal
zueinander sind. Die Orthonormalitdt der Basismatrizen, also (UN )TUN = I, folgt un-
mittelbar aus Annahme [I| Ubertragen wir nun Lemma [8] in Matrix-Schreibweise, so gilt
fiir jeden Knoten N € T'\ {Np} die Gleichung

T T
yWNe) — gV (SN) beziehungsweise SV = <Y(N’N0)) . (5.1)

Im Folgenden bezeichnen wir den i-ten Singuldrwert (der Gréfie nach absteigend) einer
Matrix M € R™*™ mit 0;(M). Setzen wir ferner voraus, dass die Matrix vollen Spalten-
rang besitzt, so bezeichnen wir mit M+ = (M Ty )_IM T die Pseudoinverse der Matrix.

Aus der Orthonormalitét der Basismatrizen und Gleichung (5.1]) folgt, dass die Singu-

larwerte der Single-Hole-Matrix SV mit den Singularwerten der Matrifizierung y WNe)

iibereinstimmen, also

a; (Y(N’NC)) = 0; (SN)

fir alle ¢ € {1,...,7a7}. Mit den Basismatrizen definieren wir in Analogie zu Definition
die Projektion

PN =1V (UN)T beziehungsweise (PN)l =7 -1V (UN)T.
Dariiber hinaus definieren wir fiir (N7, N2) = succ(N') den bindren Matrix-Operator

UNl @[UNQ N RW(N)X(TJ\HTNQ)
Mot = (vialvial . oL [vaal - Jvae [ | [org )

()
T (R v

Mit den vorgestellten Formalismen sind wir in der Lage, das erste Resultat dieses Ab-
schnitts vorzustellen: Eine dquivalente Definition der Menge der Tensoren im hierarchi-

schen Tucker-Format.

Lemma 14. Es gilt

H-Tucker ((ry)axer) = {X e RN1XxNa rang(X(N’NC)) =ry fir alle N € T\ {J\fo}} )

Eine #dquivalente Definition lasst sich ebenfalls fiir die Menge der Tensoren im Tucker-

Format finden.

Tucker (ry, ..., 7q) (5.2)
= {X e RN1x-xNa . rang(X({“’}’wC)) =7, fiirw e {1,....,d},we ={1,...,d} \ {w}}

47



48 5. Matrix-Darstellung von Tensoren

Die Menge H-Tucker ((ra)xer) ist demnach eine Teilmenge von Tucker (71, ..., 74), wenn
die Blétter des Dimensionsbaumes einelementig sind und der hierarchische Rang an den
Blattern mit dem Tucker-Rang iibereinstimmt. Da das Augenmerk dieser Arbeit auf Ten-
soren im hierarchischen Tucker-Format liegt, beweisen wir lediglich die Aquivalenz der
Mengen aus Lemma und weisen darauf hin, dass sich Gleichung mit dhnlichen

Argumenten zeigen l#sst.

Beweis von Lemma[I4} Wir definieren die Menge

/\7 — {X c RN1%--xNa . rang(X(N’NC)) = ry fiir alle N/ € T\ {NO}}

und zeigen zunéchst H-Tucker ((ra)ner) C M. Sei Y € H-Tucker ((ra)aer) ein Ten-
sor im hierarchischen Tucker-Format, welcher durch das Tupel ((BN ) NET(T)! (U e) vc E(T))
dargestellt wird. Nach Annahme [2]ist die Sequenz

(Y, UM, . (Y, UA)

linear unabhiingig fiir alle N' € T'\ {Ny}. Es folgt, dass die Spalten der Single-Hole-Matrix

SV linear unabhéngig sind, also
rang (SN> = rang (Y(N’NC)> =ry fiir alle N € T\ {No}

und damit Y € M.

Sei nun ¥ € M. Um zu zeigen, dass Y ein Tensor im hierarchischen Tucker-Format
ist, benotigen wir ein Tupel ((BN ) Nez(T)’ (Uﬁ) tc L(T))’ durch das Y gemif Definition
dargestellt wird und zugleich die Annahmen [1] und [ erfiillt. Zu diesem Zweck wen-
den wir fiir jeden Knoten NV € T \ {Np} die Singulirwertzerlegung auf die Matrifizie-

rung YNANE) an und erhalten auf diese Weise die Links-Singulérvektoren ujlv s ey u%, die
Rechts-Singuldrvektoren v{v ) s v{n\/N, sowie positive Skalare djlv d{)f\,, so dass

TNV NG) _ ZdN u (o

Anhand der Singuldrvektoren definieren wir fiir N € T \ {Np} und i € {1,...,rn} die

orthonormalen Funktionen

UM = (ul) und VY= () (g

WD

woraufhin die Gleichung

TN
Y => aluMvV
=1

48



49

folgt. Wir zeigen nun, dass es sich bei den Funktionen U3V ..., UA[/ fir N e T\ {Np} um
die Basisfunktionen der Darstellung handelt. Aufgrund der Orthonormalitdt ist Annahme

welche wir von den Basisfunktionen fordern, bereits erfiillt und wir erhalten zudem

TN
. . 1 N
Y=Y (WNY) 0¥ wd UN=— (VNY). 5.3
D (UNT) U md U = e (VY F) (5.3)
Mit <UZN,1A/> = dNVN fir N e T\ {No} und i € {1,...,rpr} folgt die lineare Unabhiingig-
keit der Funktionen
<U{v,f/>, o (UN }A/>,

TN

wodurch Annahme P ebenfalls erfiillt ist. Falls nun

span({UN i€ {1,...,rx}}) (5.4)
C span({Ujj»\/1 -UZN2 cje{l,..,ran b L e {1, ...,?”NQ}})

fir alle N € Z(T) \ {No} mit (N1, N2) = succ(N) gilt, erhalten wir mit

BYo, = d5; und BY,, = (UM, UM UM)
ein Tupel ((BN ) Nez(r) (Ue)eeﬁ(T)>’ durch welches der Tensor Y geméf Deﬁnition
dargestellt wird und zugleich die Annahmen [I] und [2] erfiillt.

Sei N € T\ {Ny} ein beliebiger Knoten und (N7, N3) = succ(N). Nach (5.3) besitzt ¥

die Darstellungen

TNy R R TN R
SHUMY) UM =Y = (U2 Y) - UM
j=1 =1

Setzen wir die eine Darstellung in die andere ein, so erhalten wir

TN
y = Y (y,uMmy.uM

j=1
TN TN

- S ) o
j=11=1
TN1 TN R

= Y@ uN) o
j=11=1
TN1 TN R

= Y > Y uM-utt) -t v (5.5)
j=1 I=1
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50 5. Matrix-Darstellung von Tensoren

Das Einsetzen von (5.5)) in (5.3]) liefert

(v, vV

1
d;
1 TNy TN R
= - ZZ<<Y,UJN1 'U1N2> . Ule 'UIN27V;N>
toj=11=1
1 TN TN ~
- S ) o o
j=1 1=1
1 TN TN R
- ZZ<Y’U;\/'1 _Ul./\/z VZN> -U;\/’l 'UZN’2
j=11=1

S8
S

und es folgt (5.4) und damit ¥ € #-Tucker ((ra)aer)- [ |

Im Beweis von Lemma [14] haben wir fiir ein

Y e {X e RN1xxNa . rang(X(N’NC)) =y fiir alle N € T\ {No}}

ein Tupel ((BN ) Nez(T)? (UE) vc C(T)) konstruiert, welches den Tensor geméfl Definition
[ darstellt und die Annahmen [I] und [2] erfiillt. Analog zu dem Vorgehen im Beweis
bestimmt Algorithmus [I] fiir einen Tensor im hierarchischen Tucker-Format ein Tupel
((BN )NEI Ty (Uf)geﬁ(T)), Dabei ist Algorithmus [1| eine Verkettung der Algorithmen
1 und 3 aus |Gral0].
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Algorithmus 1 : Finde Darstellung im hierarchischen Tucker-Format

Eingabe : Beliebiger Tensor Y, € RV *--*Na mit hierarchischem Rang (r)aer
und 7y, > ry fiir alle N e T

Ausgabe : Tupel ((BN)NEI(T)’ (UK)ZGE(T)>
Yeo ® W((BN)NGI(T)’ (UK)ZGE(T)) € H-Tucker ((ry)wver)
und Ye, = W((BN)NEZ(T)’ (UZ)ZGL’(T)) fiir Yo, € H-Tucker ((ry)wer)
for Jedes Blatt ¢ € £(T) do

Berechne die Singuldrwertzerlegung von Ye(gf’%) und definiere anhand der

Links-Singuldrvektoren u‘i, ...ufz fiir alle i € {1, ...,7¢} die Funktionen

mit den Eigenschaften

Uf = (uf

)w,{}) 4

for Level I = lnax, .-y 1 (Imax st mazimales Level) do

for Jeden Knoten N € Z(T) mit Level(N) =1 do

Ne)

Berechne die Singuldrwertzerlegung von Ye(év und definiere anhand der

Links-Singuldrvektoren ujlv, u% fiir alle i € {1,...,rnr} die Funktionen

UZN = (u{v)

W
Berechne fiir (N1, N2) = succ(N) die Eintrige des Transfertensors BN gemdafs

der Formel
N N 77N Nay .
Bijw = (U U U?)

Berechne fiir (N1, N2) = succ(Ny) die Eintrdige des Transfertensors BNo gemdfs der

Formel
B, = (Yoo, UM U2

if Yo, ¢ H-Tucker((ry)ner) then (Orthogonalisierung der Funktionen)
for Jeden Knoten N € Z(T) \ {No} mit

N als Mutterknoten und (N7, Na) = suce(N) als Kindknoten do
Assembliere die Matriz B € R™1"™V2X"™N mit den Eintrdgen

_pN .
B(j—l)rN2+k,i = Bz',j,k ’

Bestimme die QR-Zerleqgung, B := QR ;

Uberschreibe alle Eintrige der Transfertensoren

N . .
Bijr = Qu-1)rn,+ki 5

o il Bﬁg,kaj,j/ fir (N, +) = succ(N)
Bi,j,k = 5

~

220[:1 Bﬁ7k/Rk,k’ fdr (,N) = Succ(/\/)
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52 5. Matrix-Darstellung von Tensoren

Ubergibt man dem Algorithmus anstelle eines Tensors Y € H-Tucker ((ry)aer) einen
Tensor Y € H-Tucker ((y)Aer) mit héherem hierarchischen Rang, also mit

v > ry firalle N eT

und 7\ > A+ fiirein N* €T,

so liefert die Ausgabe ebenfalls ein Tupel ((BN ) Dann wird Y durch

14
NeZ(T)’ (U )éeL(T)>‘
die Rekonstruktion ¥ <<(BN ) NET(T) (U Z) tc L(T))) jedoch nur approximiert. Grasedyck
gibt in diesem Fall die Abschéitzung

Hi} B W((BN)NGZ(T)’ (UZ)ZGL(T)) HF < Z Z N./\/'c

NEI(T) i>rn

< V2d — 2 dist (Y, H-Tucker ( (T'N)NET))

fiir die Giite der Approximation an, siche [Gral(O, Theorem 3.11]. Wird dem Algorithmus

andererseits ein Tensor mit einem geringeren hierarchischen Rang iibergeben, also mit

v < ry firalle N eT

und 7\ < A+ fiirein N* €T,

so liefert die Ausgabe ein Tupel, welches den Tensor gemé&fl Definition [4] rekonstruiert,
jedoch ist in diesem Fall Annahme [2] nicht weiter giiltig.

Nachdem wir nun einen Algorithmus vorgestellt haben, welcher uns aus einem Tensor im
hierarchischen Tucker-Format ein Tupel ((BN ) Nez(T)’ (Ue) tc E(T)) bestimmt, durch das
der Tensor rekonstruiert wird, wenden wir uns erneut der Projektion in den Tangential-
raum Ty M der Mannigfaltigkeit M = H-Tucker ((ra)aer) zu

Korollar 15. Sei Y € H-Tucker ((ra)ner) ein Tensor im hierarchischen Tucker-Format,
welcher durch das Tupel ((BN)NGZ(T)’ (Ue)éeﬁ(T)) dargestellt wird und B € RN X--xNa
ein beliebiger Tensor, dann ezistiert unter den Bedingungen von Korollar [13 ein Tupel
((6BN)N€Z(T), (5U£)£e£(T)>’ so dass die Projektion von B in den Tangentialraum Ty M
fiir (N1, Na) = suce(Ny) die Gleichung

TN TNy TN TN, TN TN,
=D D 0BG U UM+ 30D B 0UN U+ 3 Y B, U7 - 8U
j=11=1 j=1 =1 j=1 I=1

erfillt. Fir das Tupel ((5BN)N€I(T), (5U£)£€£(T)> gelten die Gleichungen

58N, = (U2 ) o D) g
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und fir N € Z(T) \ {No} mit (N1, N2) = succ(N)

TN TN, TN TN, TN TN,

N _ NN e N SNy N N NG spe

OUN =3 D 0B U - U 4+ ) ) By SUS - UM+ )y Bl Ut - 0U; .
=1 1=1 J=11=1 =1 1=1

Firje{l,..,ran} und l € {1,...,7n,} sind die Eintrige des Tensors BN durch

(58%7Z...5BN ) _ ((Uj{\/l,Ul/\/Q)(Nv{}))T(PN)J-B(N,Nc)(SN+)T

TN G5

beschrieben. Dargestellt durch die Matrix
4, 4,
Ol ]Z = ((51}:{)( {})] o \(51]@)( {})>

erfiillen die Funktionen SUY, ...,0U. fir £ € L(T) die Gleichung

{4

sU’ = (P')*Bte) (S”)T.

Beweis. Die Gleichung fiir sBNo folgt unmittelbar aus Korollar Fiir die verbleibenden
Tensoren 6B mit N € Z(T)\ {Np} formulieren wir zunéichst die entsprechende Gleichung
aus Korollar [13] um und erhalten auf diese Weise

TN

BN, =

N B,S(Y, N, i) - P (UM - UZNQ)> wlY,

(
= Y ((BSEND)PLUN U1 i
(

i'=1

= > (PU(B SN, UM )
i'=1
TN

= <U]N1 'Ul'/\/2773/%/<375(x-/\/”i/)>> w%’
i'=1

firi € {1,....,7n} 7 € {1, ...,raq 11 € {1,...,7A5 }. Mit den Matrix-Formalismen gilt fiir
die Lastmatrix M* aus (4.20)
MN _ (SN)TSN,

so dass wir fiir die Inverse
1

wN — <(SN)TSN)7

erhalten. Sei nun
sii= (UM UM, PR(BS(Y, Vi) ) € R,

dann folgen aus

(31 5e) = (U U VD) (PY) BVAEIEY
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54 5. Matrix-Darstellung von Tensoren

und
SV SN( (SN)TSN)_l _ (SN"‘)T

die Gleichungen

(58{\271...58’\[ ) = (81"‘8,~N)WN

TA 5

- ((UJ,M : UlNg)W,{}))T(PN)LB(N,NC) (SAH)T‘

Fir ¢ € £(T) und ¢ € {1, ...,r¢} definieren wir
VA
Vi = (Pj(B,S(Y,/\/’, i))) e R™W),

Dann gilt
v = (P BNNS) (S(v, N, i) Nt

T
Zusammen mit S‘W¢ = (Sﬂr) erhalten wir

5UZ — (’U1| c. |UTN) — (PZ)LB(&EC) (Se_i_)T'

Mit den Vorbereitungen aus Korollar [15sind wir nun in der Lage, eine Formel zu beweisen,

welche die Projektion in den Tangentialraum ohne eine Rekursion angibt.

Korollar 16. Unter den Bedingungen von Korollar[15 erfillt die Projektion eines Tensors

B € RNXxNa in den Tangentialraum Ty M mit (ND,N3) = succ(No) die Gleichung

P(Y)B

(e AR (T o T (M{}))
((U Pou?) (LW o uM?) B -

+ 3 (WM eUr) (UM o Ut (PY)T B (SNSN+>T>
(NzNC)

NEeL(T)\{No}
(N1,N2)=succ(N)

- 3 () e (o))

(£7£C)
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Beweis. Nach Lemma [10] aus Kapitel [f] erhalten wir durch das Auflésen der Rekursion in
Korollar [T5] die Gleichung

TAO TAD

ZZU N2 ;2 B, (5.6)
7j=11=1
TN TN,

Py SIS oMo Zwm (Y, N, i) (5.7)

NeT(T)\{Np} =1 1=l
(N1,N2)=succ(N)

+ > ZaU‘f S(Y, 0,1). (5.8)

eL(T) =1

Wir betrachten nun die Terme aus Zeile (5.6) genauer, setzen fiir 6BNo die Formel aus
Korollar [15] ein und verwenden den binéiren Matrix-Operator ®, um die einzelnen Terme

der Summe zu einem Term zusammenzufassen.

TNOTNY

Sy oo,
j=11=1
AD A

- Yyt i (0 )W“{”)TBWO&D

7j=11=1
TND TN

_ ZZ ( e )(No A ((UJNIO ' UINS)WO,{D)TB(NO,{})
= (Vo))
= (({UNP @[UNS) ([UNP @UJ\@)TB(NU{}))
No.{})
Die Terme aus Zeile behandeln wir durch ein dhnliches Vorgehen und erhalten auf
diese Weise eine Darstellung, in der mit Ausnahme der Wurzel lediglich iiber die inneren

Knoten des Dimensionsbaumes aufsummiert wird.

TN1 TN,

> XUt Zéb’m (Y. M)

NeT(T)\{Np} =1 1=1
(N1,N2)=succ(N)

TNy TNy
- X (2o S (s )
NET(T)\{No} =1 I=L (N NG)
(N1,N2)=succ(N)
TN7 TNo " " (N,{}) " " T
DS b3 S (CARE M NU/ AT
NEeZ(T)\{No} \I=1I=L WNNE)

(N1, N2)=succ(N)
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56 5. Matrix-Darstellung von Tensoren

Setzen wir nun die Formel
N, T
(8,68 ;) = ((UM UNz)( {})) (PY)* g ()

aus Korollar [T5] ein, so erhalten wir

TN TN

> SN oMo Zérsm (Y, N, i)

NeZ(T\ N} =Lt
(N1,N2)=succ(N)

= > (UM o UA2) (UM o 1) (PV) " BWVAQ) (SNSN+)T>
NEL(T)\{No}
(N1,N2)=succ(N)

WNG)

Zuletzt iiberfithren wir Zeile (5.8) in Matrix-Schreibweise, setzen anschliefend fiir U¢ die

Formel aus Korollar [I5] ein und erhalten die gewiinschte Aussage

3y chUf S(Y,0,i) = ( (5U> {})( YE,@’)“C’{})>T>

ey i=1 veL(r) (etc)
-2 (W () >MC
ey,
G ( Pe)lB“c (&) )wc)

Als Abschluss dieses Kapitels beweisen wir den Beweisschritt (]E[) = @ von Lemma |§|
aus Abschnitt Durch die Ergebnisse dieses Kapitels verkiirzt sich dieser Beweisschritt
erheblich, deshalb hatten wir darauf hingewiesen, den Rest des Beweises an dieser Stelle

nachzutragen.

Beweis der Riickrichtung von Lemma[9 Angenommen (]ED ist erfiillt und es gibe einen
Knoten N* € T'\ {Np}, so dass die Funktionen

VU ), (VU)

TN *

linear abhéngig sind. Dann folgt aus der linearen Abhéngigkeit jedoch rang (SN *) < TA*
und daraus rang(Y(N Ne )) < ry=. Nach Lemmaware Y ¢ H-Tucker ((rn)aer). Dies
ist jedoch ein Widerspruch zu der Voraussetzung Y € H-Tucker ((ra)aer). Somit folgt

®) = ED. m
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6.
Differentialgeometrie von Tensoren im

hierarchischen Tucker-Format

6.1 Interpretation als Mannigfaltigkeit

Dieses Kapitel beruht auf der Arbeit [UV13] von Uschmajew und Vandereycken und hat
das Ziel, zu zeigen, dass es sich bei der Menge H-Tucker ((rar)aer) um eine Mannigfal-
tigkeit handelt. Dariiber hinaus bestimmen wir den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit
M = H-Tucker ((ra)ner)-

In Abschnitt 3.3] haben wir einen Tensor im hierarchischen Tucker-Format dadurch de-
finiert, dass ein Tupel ((BN ) NeT(T)’ (U e) tc E(T)> existiert, durch das der Tensor geméf3
Definition [4] dargestellt werden kann und welches den Annahmen [I] und [2] geniigt. Diese
Annahmen sind an die Basisfunktionen der Darstellung gerichtet und somit nur indirekt
an die Transfertensoren des Tupels. Das erste Theorem dieses Abschnitts gibt an, wel-
che Bedingungen an die Transfertensoren und an die Basisfunktionen an den Blattern des
Dimensionsbaumes zu stellen sind, so dass die Rekonstruktion einen Tensor im hierarchi-
schen Tucker-Format erzeugt. Als Vorbereitung fiir dieses Theorem definieren wir fiir einen
Transfertensor BV € R™VX™1X™V2 die Matrizen B) € R™VXvirae) | BV ¢ R X (Tvan)

und B € R™V2X('WTA1) anhand

IB%N) — (BN> _ (BN) _gN

Diese Matrizen bestehen allesamt aus den Eintrédgen des Transfertensors; sie werden nur

in unterschiedlicher Weise zu Matrizen angeordnet.

Theorem 17. Ein Tensor Y € RN>-xNa liegt genau dann in der Menge
H-Tucker ((rn)ner), wenn ein Tupel ((BN)NGI(T)’ (UZ)KGL(T)> existiert, durch das'Y
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58 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

gemdf Definition [{] dargestellt werden kann und welches die folgenden zwei Bedingungen
erfillt:

(B1) Die Transfertensoren BN haben fir alle N € Z(T) wvollen multilinearen Rang, das
heifit
rang(BY) =ry , rang(BY) =rwny , rang(BY) = ras.

(B2) Fir alle ¢ € L(T) gilt, dass die Sequenz UY, ..., Ufg linear unabhdngig ist.
Beweis. Siehe [UV13 Theorem 3.7]. [

Die Aussage des Theorems wirkt auf den ersten Anschein widerspriichlich, da sich die Be-
dingungen des Theorems von den Annahmen aus Abschnitt 3.3 unterscheiden. Tatséchlich
kann man sogar zeigen, dass ein Tupel, welches die Annahmen aus Abschnitt erfiillt,
ebenfalls die Bedingungen aus Theorem erfiillt, dass aber ein Tupel, welches den Be-
dingungen aus Theorem [17] geniigt, nicht notwendigerweise die Annahmen aus Abschnitt
[B-3] erfiillen muss. Dieser Sachverhalt begriindet jedoch keinen Widerspruch, da fiir einen
Tensor im hierarchischen Tucker-Format nicht nur ein Tupel existiert, durch welches dieser
Tensor entsprechend der Definition [4] dargestellt werden kann und den Annahmen [I] und
aus Abschnitt oder den Bedingungen (B1) und (B2) aus Theorem [17| geniigt, son-
dern gar eine ganze Familie. Liegt ein Tupel vor, welches den Bedingungen des Theorems
geniigt, so kann man daraus den vollstéindigen Tensor rekonstruieren, Algorithmus [1| aus
Kapitel [p| anwenden und bekommt auf diese Weise ein Tupel, welches sowohl den Annah-
men (1| und |2l aus Abschnitt als auch den Bedingungen (B1) und (B2) aus Theorem
geniigt. Der Grund, weshalb wir in den zuriickliegenden Kapiteln nur Tupel betrachtet
hatten, welche die Annahmen [I] und [2 erfiillen, ist, dass die Orthogonalitéit der Basisfunk-
tionen bei der Herleitung der Bewegungsgleichungen in Kapitel 4] eine essentielle Rolle
spielt.

Wir mo6chten nun eine formale Beschreibung fiir die Menge aller Tupel
((BN ) Nez(T) (U K) tc L(T)) finden, welche geméfl Definition 4| beziehungsweise anhand der
Rekonstruktionsformel aus Lemma 5l einen Tensor im hierarchischen Tucker-Format erzeu-

gen. Zu diesem Zweck definieren wir fiir einen Transfertensor BV die Menge
RV INITN {B € R'VX"™N1 X"z + B hat vollen multilinearen Rang}

mit N € Z(T') und (N7, N2) = succ(N). Diese Menge ist eine dichte und offene Teilmenge
des R™V*"™V1*"N2 und wird durch die Nebenbedingung zu einer rarras, 7a,-dimensionalen
Untermannigfaltigkeit, siche [UscI3, Satz 5.2]. Fiir eine Basismatrix U} mit {w} € £(T)

definieren wir die Menge

RYVXT {U € RMXTw} ; pang(U) = r{w}}’

58



6.1. Interpretation als Mannigfaltigkeit 59

welche eine glatte N, r(,)-dimensionale Untermannigfaltigkeit des RNwXT{w} igt, siche [Leel2

Example 1.28]. Als Kreuzprodukt iiber diese Mannigfaltigkeiten definieren wir die Menge

./\/l* ::< >< R:NXTNIXT/\/2> % ( >< Ri\]wxmw}>.
N€eI(T),(N1,Na)=suce(N) {w}eL(T)

Aufgrund der unterliegenden Produkttopologie ist auch die Menge M, eine glatte Man-

nigfaltigkeit der Dimension

d

D NN, D Norap,
NEL(T) w=1
(N1,N2)=succ(N)

siche [BG68, Abschnitt 1.2.(a)]. Definieren wir mit Hilfe von Abbildung ¥ aus Lemma
die Abbildung

U* . M, — H-Tucker ((ra)aer)
U () ez ©ieen)) =2 (B vezay @eeer))

so folgt mit Theorem [L7] einerseits die Wohldefiniertheit und andererseits die Surjektivitéit
der Abbildung. Die Injektivitdt der Abbildung liegt hingegen nicht vor; fiir einen fest
gewdhlten Tensor im hierarchischen Tucker-Format existiert kein eindeutiges Element
aus der Menge M., welches den Tensor gemif Definition [4] und unter Beriicksichtigung
der Bedingungen (B1) und (B2) aus Theorem [17)rekonstruiert, sondern eine ganze Familie.
Fiir ein x € M, lassen sich alle Elemente, welche denselben Tensor rekonstruieren, durch

die Aquivalenzklasse

o= {y e M. 2 W) = (@)}

beschreiben. Worin sich die Elemente einer Aquivalenzklasse unterscheiden diirfen, so dass
sie einen fest gewéhlten Tensor im hierarchischen Tucker-Format erzeugen, gibt die néchste

Proposition an.

Proposition 18. Seien

= ((BN)NeI(T)’ (UE)Zel:(T)> €M, und y= <(BN)N€I(T)’ (UE)Zel:(T)> € M.

Dann gilt

genau dann, wenn fir alle N € T\ {No} invertierbare Matrizen AN € R'NX'N it
FEintrigen
R Ny -1
a = (AN)M und af\g = ((AN) )

” , ij
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60 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

existieren, so dass

Te
Ui = ah,; U fiir alle £ € L(T)
=1
A TN TN
’U/ﬂd B.i/}‘/;,l = Z Z Z &'9/77, a;\’/]-l/ Cvl%% B,L-/J/JI fUT Clll@ N c I(T)
i'=1j'=11'=1
Beweis. Siehe [UV13] Proposition 3.9]. |

Wie die folgenden Argumente zeigen, resultiert die Aquivalenzklasse [x] als Orbit von z

unter der Aktion einer Lie-Gruppe. Dazu definieren wir die Gruppe (G, *) anhand der

Menge
g = {(AN)/\/GT\{/\/O} c AN € RN gt invertierbar}
= X  GL (7’/\/’, R),
NeT\{No}

sowie der zweistelligen Verkniipfung

x:Gx§G — @§

N N _ N N ANTN
(A )NGT\{N'O}*(B )NET\{NO} = (C )NET\{No} mit C* = AT BT

Aufgrund der Konstruktion iibertragen sich die Eigenschaften der Gruppe GL (T/\/’, ]R) fiir
N € T\ {Ny} komponentenweise auf (G, x). So ist es nicht verwunderlich, dass auch (G, *)
eine Lie-Gruppe ist; die Verkniipfung * erfiillt die Gruppenaxiome und als Kreuzprodukt

iiber differenzierbare Mannigfaltigkeiten ist auch die Menge G eine differenzierbare Man-

Y

NeT\{No}

nigfaltigkeit der Dimension

Des Weiteren definieren wir auf M, die Rechtsaktion

6: M, xG— M,

0 (((B") vezery (M) eeimy ) A ) xeranny) = (B weziry (0 erer)

mit <(BN)NGI(T)’ (UE)EGL(T)> wie aus Proposition Dann gilt fiir den Orbit G(x) von

x € M, unter G einerseits

G(z) = {0 (v, (M) yer) = () yer €6}

und als Konsequenz von Proposition [I§] andererseits
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6.1. Interpretation als Mannigfaltigkeit 61

Die Elemente aus dem Orbit G(x) sind also genau die Elemente aus M., welche geméis
Definition [4| und unter Beriicksichtigung der Bedingungen (B1) und (B2) aus Theorem

den Tensor ¥*(z) rekonstruieren. In dem Quotientenraum

M,/G = {[m] , xe/\/l*}

ist jedes Element eine Menge; alle Elemente aus M., welche einen fest gewihlten Ten-
sor rekonstruieren, definieren ein Element des Quotientenraumes. Wie das nachfolgende
Theorem zeigt, ist der Quotientenraum mit der Struktur einer glatten Mannigfaltigkeit

versehen.

Theorem 19. Der Quotientenraum M., /G ist eine topologische Mannigfaltigkeit, welche

eine eindeutige glatte Struktur aufweist und die Dimension

dlm(M*/g) = Z T{w}Nw + Z TN(TN1 TN2 — TN)
{w}eL(T) N€eZ(T)
(N1,N2)=succ(N)

besitzt. Dariiber hinaus ist die Quotientenabbildung

™o M* — M*/g

r — [x].

eine glatte Submersion.

Unter einer Submersion verstehen wir eine differenzierbare Abbildung zwischen zwei Man-
nigfaltigkeiten, deren totales Differential an jeder Stelle surjektiv ist, siehe [Leel2, Kapitel
4].

Beweis. Der Beweis ist in [UVI13] Theorem 4.3] zu finden und nutzt ein substanzielles
Resultat der Differentialgeometrie. Wir beschranken uns in dieser Arbeit darauf, die Be-
weisschritte zu skizzieren.

In [UVI3| Lemmma 4.2] zeigen Uschmajew und Vandereycken, dass die Rechtsaktion 6
eigentlich ist. Das bedeutet, dass das Urbild §~1(K) jeder kompakten Menge K C M.,
erneut kompakt ist. Dariiber hinaus ist die Rechtsaktion € frei; das einzige Element der
Gruppe, welches ein beliebiges Element aus M, unverdndert l&sst, ist das neutrale Element
(IT N) NeT\[No}' Da G eine Lie-Gruppe ist, welche frei, glatt und eigentlich auf M, wirkt,
sind wir in der Lage, ein bekanntes Theorem aus der Differentialgeometrie anzuwenden,
sieche Theorem 21.10 (Quotient Manifold Theorem) aus [Leel2]. Es folgt einerseits, dass

die Quotientenabbildung 7 eine Submersion ist und andererseits, dass der Quotientenraum
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62 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

M. /G eine topologische Mannigfaltigkeit ist, welche mit einer eindeutigen glatten Struktur

versehen ist und die Dimension
dim(M,/G) = dim(M.) — dim(G)

besitzt. Setzen wir fiir dim(M,) und dim(G) die Dimensionen ein, so folgt die Behauptung.
|

Bilden wir die Komposition von ¥* nach der Inversen der Quotientenabbildung, so erhalten

wir mit

U™ M, /G — M. — H-Tucker ((ry)nver) C RN1X.- XNy
U ([2]) =¥ or!

eine wohldefinierte und zugleich bijektive Abbildung. In [UVI3| Theorem 4.11] zeigen
Uschmajew und Vandereycken, dass die Menge H-Tucker ((rar)aer) eine zu M, /G diffeo-
morphe Untermannigfaltigkeit des RN1*-->*Na jgt,

Theorem 20. Die Menge der Tensoren im  hierarchischen  Tucker-Format
H-Tucker ((ry)ner) ist eine differenzierbare Untermannigfaltigkeit des RM*>*Na  Gie

besitzt die Dimension

Z T{w}Nw + Z T‘/\/’(T_/\/‘l TNy — TN).
{wheL(™) NEI(T)
(N1, N2)=succ(N)

Beweis. Der Beweis ist in [UV13| Theorem 4.11] gefiihrt, deshalb skizzieren wir lediglich
die Beweisschritte.

In dem Beweis von Theorem 4.11 aus [UVI3| zeigen Uschmajew und Vandereycken die
Homoomorphie von ¥**. Dariiber hinaus wird in [UV13] Lemma 4.10] nachgewiesen, dass
U** eine Immersion ist. Ohne genauer zu erkldren, was es mit einer Immersiorﬂ auf sich
hat, folgt unter diesen Bedingungen, dass ¥** eine glatte Einbettung ist. De facto ist das
Bild von U** eine Untermannigfaltigkeit des RV1**Na [[Leel2l, Proposition 5.2], welche

aufgrund der Bijektivitdt von U** dieselbe Dimension besitzt wie der Quotientenraum. H

Mit Theorem [20] haben wir eines der zwei Ziele dieses Kapitels erfiillt: Beruhend auf der
Arbeit von Uschmajew und Vandereycken haben wir nachgewiesen, dass es sich bei der
Menge H-Tucker ((rar)yer) um eine Untermannigfaltigkeit des RN **Na handelt. Wir
tragen nun den ausstehenden Beweis von Lemma nach und bestimmen die Elemente

des Tangentialraumes.

!Die Definition einer Immersion ist beispielsweise in [Leel2l Kapitel 4] zu finden
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6.1. Interpretation als Mannigfaltigkeit 63

Beweis von Lemma[I0. Als Voraussetzung fiir das Lemma ist mit Y € H-Tucker ((rn)aer)
ein Tensor im hierarchischen Tucker-Format gegeben, welcher durch das Tupel
((BN ) Nez(T) (U Z) tc L(T)) dargestellt werde. Mit den Resultaten dieses Kapitels gilt ei-

nerseits
N
ro= <(B )NGI(T)’(UE)ZGE(TQ € M.

und andererseits
U*(z) = Y.

Sowohl die Menge M, als auch die Menge H-Tucker ((rar)arer) sind mit der Struktur einer
glatten Mannigfaltigkeit versehen. Dariiber hinaus sind beide Mengen offene Teilmengen
euklidischer Rdume. Deshalb ist die Abbildung

DV« ToMi = Ty (zyH-Tucker ((ry)aver)

T AP0 T pr0
Nl NQ

* ov*
DU(0m) = Y. > 0BY, 5%
j=li=1 Lt (( )Nel(T)’(UZ)éeL(T)>=x
ry TN N2
+ Z Zzzé ’]’l 8BNl
NeT(T)\{No} ==l i=1 J ((BN>N61(T)’(UE)KL<T)):’“

(N1,N2)=succ(N)

ou*
+ ) Z&Uf o0

LeL(T) =1 i ((BN)NEI(T)’(Ul)zeL(T)):’“'

(sU*) und (VY NY) = succ(Np) das totale Differential

mit dx = ((5BN)NGZ(T)’ EEE(T))

von Abbildung ¥*.

Zusammen mit den Gleichungen

ov* g
B = U
l,j,l ((BN)Nel-(T)’(U[)ZELZ(T))ZI
ou* AR AR
BV = (Y\UY) U U

bt ((BN)NeI(T)’(Ue)zeﬂ(T)):Z
= ‘S'(Y,j\/’,i)-U]/-\[1 -UZN2 fiir (N1, N2) = succ(N)
und 8l = <Y, Uf> = S(Y,4,1),

out
! ((BN)NEI(T)’(UZ)ZEL:(T)>:I

erhalten wir fiir das totale Differential die Darstellung
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64 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

T'N() TN()
DU*(5z) = ZZ&Bf@lUN
j=11=1

ry TN TN

X XD B SN U U

NET(T)\{No} =1i=11=1
(N1,N2)=succ(N)

+ > Z&Uf (Y, ¢, 1).

LeL(T) =1
Somit folgt fiir den Tangentialraum

TTM = Ty(u HTucker((rN)NeT)
- {D\I';(éx) : &EenM*}.

Da M., eine dichte und offene Teilmenge von

M = >< RINXTNLXTNy 5 X RNMXT‘{W}
NEeI(T) {w}eLl(T)
(N1 ,N2)=succ(N)

ist, folgt M = T, M, und damit die Behauptung
M = {Dxp;;(ax) L oz € M},

siehe auch [UVI3l Abschnitt 4.3]. [ |

6.2 Kriimmung der Mannigfaltigkeit

In diesem Abschnitt leiten wir eine Abschitzung der Kriimmung der Mannigfaltigkeit
M = H-Tucker ((ra)aer) her. Unser Vorgehen orientiert sich dabei an den Techniken von
Koch und Lubich: In [KLO7, Lemma 4.2] bestimmen Koch und Lubich eine Abschitzung
der Kriimmung der Mannigfaltigkeit

M, = {Y e R™" :rang(Y) = r}.

Dartiber hinaus leiten sie in [KL10, Lemma 3.2] eine Abschitzung der Kriimmung der
Mannigfaltigkeit Tucker (71, ...,74) her.

Zu Beginn dieses Kapitels wollen wir zunéchst kldren, was wir unter der ,Kriimmung
einer Mannigfaltigkeit” verstehen. Anschlieflend stellen wir in Theorem [22| das Hauptre-
sultat dieses Kapitels vor, eine Abschitzung der Kriimmung der Mannigfaltigkeit M =
‘H-Tucker ((ra)aer). Da das Resultat in seiner Aussage und mit den Voraussetzungen sehr

technisch ist, stellen wir in Korollar 23] eine schwiichere aber eingéngigere Abschiitzung vor.

64



6.2. Kriimmung der Mannigfaltigkeit 65

Die Abschitzung der Kriimmung der Mannigfaltigkeit ist ein wesentlicher Bestandteil fiir
die a posteriori Fehleranalyse bei der Approximation von zeitabhéingigen Problemen durch
das hierarchische Tucker-Format.

Um ein MaB fiir die Kriilmmung einer Mannigfaltigkeit festzulegen, bedienen wir uns der
Orthogonalprojektion in den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit. Seien Y und Y Punkte
auf der Mannigfaltigkeit und B ein beliebiger Punkt. So kénnen wir aus dem Abstand
zwischen der Orthogonalprojektion von B in den Tangentialraum von Y und der Orthogo-
nalprojektion von B in den Tangentialraum von Y ableiten, inwieweit die Menge lokal von
einem linearen Raum abweicht. Diese Abweichung interpretieren wir als die Kriimmung

der Mannigfaltigkeit.

(a) Mannigfaltigkeit mit ,, groBer” Kriimmung

(b) Mannigfaltigkeit mit ,, geringer” Kriimmung

Abbildung 6.1: Mannigfaltigkeiten unterschiedlicher Kriimmung
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66 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

In Abbildung sind zwei Beispiele zu erkennen, worin jeweils die Mannigfaltigkeit in rot
und die Verbindungsstrecke zwischen den Projektionen als gestrichelte Linie aufgetragen
ist. Teilbild zeigt eine Mannigfaltigkeit mit grofler Kriimmung, wohingegen die
Mannigfaltigkeit in Teilbild geringer gekriimmt ist. Die Punkte Y, Y und B haben
in beiden Bildern dieselbe Position. Wie aus Teilbild zu entnehmen ist, folgt aus
einer grofien Kriimmung ein grofler Abstand zwischen den Orthogonalprojektionen P(Y')B
und P (?)B ; ist die Mannigfaltigkeit hingegen gering gekriimmt, wie in Teilbild SO
liegen die Projektionen von B nahe beieinander.

In unserem Fall ist die Mannigfaltigkeit die Menge der Tensoren im hierarchischen Tucker-
Format, Y,Y € H-Tucker ((rax)aer) und B € RN%--xNa Da der Abstand zwischen den
Orthogonalprojektionen nicht nur von der Mannigfaltigkeit abh#ngt, sondern auch davon,
wie die Tensoren Y, Y und B gewdhlt sind, ist es das Ziel dieses Kapitels, fiir gegebene Y

und Y eine Konstante CY,Y/ zu finden, welche die Abschétzung
(PO = PM) Bl < Cyz IV =Y 1Bllr

erfiillt.

Das néchste Lemma dient als Vorbereitung und zielt darauf ab, aus Informationen iiber
die Singuldrwerte der Matrifizierung eines Tensors Y € H-Tucker ((ra)aer), sowie dem
Abstand zu einem anderen Tensor Y € H-Tucker ((rn-)xer), Informationen iiber die Sin-
guldrwerte der Matrifizierung von Y zu erhalten. Ein shnliches Resultat wird von Koch
und Lubich im Beweis von [KL10, Lemma 3.2] fiir Tensoren im Tucker-Format gezeigt.
In Lemma [21] iibertragen wir die Vorgehensweise von Koch und Lubich auf Tensoren im

hierarchischen Tucker-Format.

Lemma 21. SeienY,Y € H-Tucker((rax)ner) Tensoren im hierarchischen Tucker-Format
und N € T\ {No} mit

U?"N(Y(MNC)) > p und HY_?HF <9

N,Nc))

wobei o\, (Y( den ra-ten Singuldrwert der Matrix Y NANC) bezeichnet (siehe Seite

. Dann gilt

N

Gilt ferner p > 9, so erfillt die Pseudoinverse SV der Single-Hole-Matriz SV von Y die
Abschdtzung
~ 1
SV < ——.
B, < L

Wir weisen darauf hin, dass Lubich, Rohwedder, Schneider und Vandereycken in dem

Beweis von [LRSV13, Lemma 4.5] &hnliche Abschitzungen beweisen.
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6.2. Kriimmung der Mannigfaltigkeit 67

Beweis von Lemma[Z1. Aus [HJ90, Seite 448] wissen wir, dass zwei Matrizen A, B € R™*™
stets die Abschitzung

min(m,n)

A= Blr > Y (0i(A) —ou(B))?

=1

erfiillen. Wenden wir diese Abschiitzung nun auf die Matrifizierungen Y W-N¢) und Yy W:Ne)
an einem Knoten N € T'\ {Ny} an, so erhalten wir

§=|Y —Y|p=|[yWNe) - yWNo)|| = > XN: (0: (YWNE)) — g (Y WNe)))?
i=1
> oy, (YN g (FWA)|.
Daraus folgt
Trpe (f/(N,Nc)) > oy (y(./\f,/\/c)) _ ‘UrN (Y(N,Nc)) o (?(N,Nc))l
> p—0.

Setzen wir nun p > & voraus, so kann die Pseudoinverse SV der Single-Hole-Matrix sV
durch

1890, = (50w BY) 7 = (ome (FV)) 7 < (- 0)!

abgeschétzt werden. |

Um die gewiinschte Abschétzung der Kriimmung der Mannigfaltigkeit zu erhalten, bent-

tigen wir eine Voraussetzung, fiir die wir einen eigenen Begriff definieren.

Definition 8 (Wegzusammenhang). Das geordnete Paar (Y, 17) € H-Tucker ((rn)aer) X
H-Tucker ((ra)nver) heifft wegzusammenhdngend beziglich der ODE , wenn das

Randwertproblem

X(7) = Y (P(X(r)) — PO) P(Y) (Y ~ V) (6.1)
k=0
Y

auf dem Intervall [0,1] eine Losung besitzt.

Mit Lemma [21] und Definition [§] sind wir in der Lage, das Hauptresultat dieses Kapitels

vorzustellen.

67



68 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

Theorem 22. Seien (Y,Y) € (H-Tucker ((rar)xer) )2 Tensoren im hierarchischen Tucker-
Format, welche wegzusammenhdngend beziglich der ODE sind. Des Weiteren seien

(pN)NeT\{/\/o} und (CN)NET\{N()} Familien positiver, reellwertiger Zahlen, so dass fir alle
N € T\ {No} die Relationen

UTN(Y(N’NC)) > >0 und §:=|Y —Y||p <cypn (6.2)
erfillt sind. Ferner sei ¢ eine Konstante, welche den Ungleichungen

> Ben(El—c—cn) <1 und Etey <1
NET\{No}

gentigt und

Cyy = Z 8 (pa(1—c— c/\/))fl.
NeT\{No}

Dann gelten fiir jeden Tensor B € RN1*XNa dije Abschitzungen

[P - PONBI, < g ¥ =T |5, (63
- C, s -
T | 6.4

Wir weisen darauf hin, dass Lubich, Rohwedder, Schneider und Vandereycken in [LRSVI3|,
Lemma 4.5] mit dhnlichen Argumenten eine Abschitzung der Kriitmmung der Mannigfal-
tigkeit M = H-Tucker ((ra)xver) herleiten.

Beweis von Theorem[22. Der Beweis zu Theorem ist lang und sehr technisch. Aus
diesem Grund haben wir den Beweis in sechs Teile untergliedert.
Teil 1: In diesem Teil zeigen wir, dass unter den Voraussetzungen des Theorems fiir alle
7 € [0, 1] stets

X (1) € H-Tucker ((rar)ayer) und Z(7) LTy M

existieren, so dass sich jeder Tensor auf der Verbindungsgerade zwischen Y und Y als
Summe von X (7) und Z(7) darstellen lasst, das heifit

Y+7(Y =Y) = X(1) + Z(). (6.5)

Dariiber hinaus finden wir eine Abschiitzung fiir X (7).

Wir nehmen zunéchst an, dass es X (1) € H-Tucker ((rar)aer) und Z(7) LTy M gibe,
welche erfiillen und leiten anhand dessen eine differential-algebraische Gleichung fiir
X(7) her. Dann weisen wir die Existenz einer Losung dieser Gleichung nach. Zuletzt
zeigen wir, dass aus der Existenz einer Losung der differential-algebraischen Gleichung
unmittelbar die Existenz von X (7) € H-Tucker ((ry)xer) und Z(7) LTy M folgt, welche

(6.5)) erfiillen.
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6.2. Kriimmung der Mannigfaltigkeit 69

Im Folgenden bezeichnen wir mit A die Projektion der Differenz von Y und Y in den

Tangentialraum von Y:

A:=PY)([Y -Y) e M.

Es gilt |Allp < |Y = Y||r = 4. Projizieren wir nun beide Seiten von (6.5) in den Tangen-

tialraum 7y M, so erhalten wir
PY)(X(r)-Y)=TA. (6.6)

Differenzieren nach 7 ergibt
P(Y)X (1) = A. (6.7)

Dadurch, dass die Ableitung X (7) ein Element des Tangentialraumes Tx ()M ist, gilt
X(r) = P(X()X(7) (6.8)
und zusammen mit (6.7)) erhalten wir die Gleichungen

X(r) = PX(1)X(r)+A-PY)(X(1))
=0
= A+ (P(X(1))—P(Y))X (7). (6.9)

Wie sich in Teil 6 des Beweises herausstellen wird, l&sst sich mit den Voraussetzungen des
Theorems die Operatornorm von P(X (7)) — P(Y) fiir alle 7 € [0, 1] stets durch

IP(X(7)) = P(Y)|r <¢ (6.10)

abschiitzen, so dass wir mit (6.9 fiir X (1) die Abschétzung

KOl = Al + [(PEE) = PAYX O]
< Al + P& E) = PO X
< Al +e Xl

erhalten und damit
|X ()|, <d6(1—2&)~" (6.11)

Um die Existenz von X (7) € H-Tucker ((ra)aer) und Z(7) LTy M zu zeigen, welche die
Gleichung
Y—FT(? —Y) =X(r)+ Z(1)

erfiillen, weisen wir zunéchst nach, dass die differential-algebraische Gleichung stets
eine Losung besitzt.
Mit (6.10) und der Voraussetzung ¢ < 1 folgt fiir alle 7 € [0,1] die Konvergenz der
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70 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

Neumann-Reihe zu dem Operator P(X (7)) — P(Y) und damit die Invertierbarkeit des
Operators
I—[P(X(r) = P))],

siche [Werlll Satz I1.1.11]. Definieren wir nun
Gx(r) = (1~ [PX(7) - PYV)]) A

so folgt einerseits
G(X(m)=A+> [P(X(r) - P(V)]" A
k=1
und andererseits aus ‘
X(r) = G(X(n)). (6.12)

Mit Abschitzung (6.11]), sowie Argumenten aus der Theorie der gewdhnliche Differenti-
algleichungen folgt die Existenz von mindestens einer Losung X (7), welche (6.12) bezie-
hungsweise die differential-algebraische Gleichung zum Anfangswert X (0) = Y lost.

Mit der Voraussetzung, dass das geordnete Paar (Y, 17) wegzusammenhingend beziiglich
der ODE (6.1)) ist, folgt dariiber hinaus

X(1) = Y.

Wir zeigen nun, dass X (7) sowohl (6.7)), als auch erfiillt. Die Projektion von in

den Tangentialraum von X (7) liefert
P(X(m)(P(Y)X(7) —A) = 0. (6.13)

Im Folgenden sei
T:= |PHX(m)(PY)X(7) - A) || r.

Wir zeigen nun die Ungleichung
T < ¢T,

woraufhin mit ¢ < 1 unmittelbar die Gleichungen
0 =T = [[PHX(n)(PY)X(7) = A)l|r (6.14)
folgen. Mit A = P(Y)A gelten die Abschétzungen

T = [[PHX(7)) (P(Y)X(r) — PY)A)|
= |[[I - P(X(r)] P(Y) (X(7) = D),
= |[[[P(Y) = PX ()] (PO X(7) = A)| 5
= |[[P(V) = P(X(7)] [P(X(7)) +PH(X(7))] (P(Y)X(7) = A)|

=I

(
)
)
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6.2. Kriimmung der Mannigfaltigkeit 71

|[P(Y) - P(X(r)] PHX (7)) (P(YV)X(r) - D),
|P(X(7) = PY)||,- | PHX (7)) (PYV)X(7) = A)
¢[|PH (X (7)) (POY)X(7) = &)

cT

IN A

und somit (6.14)). Zusammen mit (6.13)) erhalten wir
P(Y)X(r) = A. (6.7)

Setzen wir in die differential-algebraische Gleichung ein, so folgt unmittelbar
P(X)X(7) = X(7). Integrieren wir nun beide Seiten von (6.7)), so erhalten wir Gleichung

und mit
Z(r):=1P*(Y)(Y - Y) - PL(V)X(r) L TrM

folgt die Existenz der Zerlegung

X(r)+Z(r) = X(1)+7P*(Y)(Y —Y) - PH(Y)X (1)
= Y+PY)X(r)-Y)+7PHY)(Y -Y)
= Y+7rPY)(Y -Y)+7P-(Y)(Y -Y)
= Y+7(Y -Y).

Teil 2: Hier betrachten wir von X (7) € H-Tucker ((rar)aer) die Darstellung durch das
Tupel ((BN (1)) Nez(T) (U4(T)) Ie E(T)> und leiten einige Hilfsabschétzungen her.
Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und X (0) =Y erhalten wir

/OTX(S) ds .
[ 1) as

™ max [|X(s)][

X -vl, = |

IN

IN

Zusammen mit (6.11)) folgt fiir 7 € [0, 1] die Abschétzung
[X(r) =Y, <s(1-8)"

Im Folgenden sei UV (1) die orthonormale Basismatrix zu X (7) und SV (7) die Single-Hole-

Matrix, also
(X)) = V() (M (m)”

fir N € T\ {Np}. Dann erfiillt die Pseudoinverse von SV (7) nach Lemma [21] fiir alle
7 € [0,1] die Abschétzung
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72 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

1 1 1—¢
SN T + < — S — frd — . 615
O v e vy cum e rrvryviillyerspr e MU

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichten wir in Teil 2 des Beweises fortan auf das
Argument 7. Wir weisen jedoch darauf hin, dass es sich sowohl bei den Matrizen N
und SV um parameterabhingige Objekte handelt, als auch bei dem Tensor X. Mit der
Identitét (UN )TUN = I, der Projektion auf das orthogonale Komplement PNt =T -
v (UN )T, sowie der Gauge-Bedingung (UN ) TUW = 0 erhalten wir fiir den Term TVSV
die Darstellung

VsV — [UN(SN)T
+UV ()T oM ENT oV (V) TV )T
= UVEY)T oY)
V(M) eV ()T — oV (oY) TV (V)"
= (1-wV(E")7) (OVEN) TV EN)T)
—  pNt xWANe)

und damit

< 5(1—¢)

o, < [ ;

. H XWVANe)
2

Zusammen mit (6.15]) folgt fiir die Ableitung der orthonormalen Basismatrix
o, = o e 57
F F

= [T ),
)

< [, s
F ~2
< -9 pN(ll—_EC—CN)
5

pn(l—¢E—cn)
Mit dieser Ungleichung sind wir in der Lage, die Ableitung der Projektion auf das ortho-

gonale Komplement zu beschréanken:

[, = N5 v e,

- HIUN([UN)T +1UN(IUN)THF
2 o], 1oV,

20
pn(1—E—cn)

IN
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6.2. Kriimmung der Mannigfaltigkeit 73

Um eine Abschitzung fiir die Ableitung der Single-Hole-Matrix zu finden, nutzen wir
erneut die Identitat (UN ) TN = I und die Gauge-Bedingung (UN ) "N = 0 und erhalten

&7 = @) o e+ @) o)
= || @) oY)+ eV EM)T |
— (UN)Tx(NNc)
< o], e,
< d(1-¢) L (6.16)

Als letzte Abschéitzung in diesem Teil betrachten wir die Zeitableitung des Terms (SN ) Tgv+,

Mit den Hilfsmatrizen

T, = SVsVT
ma 12 o[ (1079 @

erhalten wir die Darstellung
d T AT T -1
MT | 4 (e TeN\ | e
+(sY) [dTR(S )'sV) ”S
+(SN)T[(SN)TSN}71SN
= T1+T2+T1T.

Um den Term (SN ) TSN u beschrianken, geniigt es also, Abschéitzungen fiir die Hilfsma-
trizen 77 und T3 zu finden. Fiir 77 gilt mit (6.15]) und (6.16)

1T, = 18V sV,
. +

< [ISM)x 15V, )

< s(1-0o)! 1-¢

pN(1—¢—cn)
)

pn(L—¢—cn)

Um die Hilfsmatrix T abzuschiitzen, benutzen wir die Substitution

S B I [y

und erhalten fiir 75 die Darstellung
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74 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

n = e ]” [F e =] e
S G CY R
S N Y
o e

— 7T sNgV* [SNSN*}TTl

und mit HSN SNT H2 =1 die Abschétzung

I, < 2|7, |5V R
pn(1—¢—cw)

I e | Iy <

Insgesamt erhalten wir also

46
pnN(1—¢—cn)

FACRIEN

< Tl Il e <

Teil 3: Um eine Abschitzung fiir die Kriitmmung der Mannigfaltigkeit herzuleiten, nutzen

wir den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und erhalten

[P(Y)-P(Y)|B = [P(X(1))- P(X(0)]B
1
_ /ddT [P(X(7))B] dr. (6.17)
0

In (6.17) setzen wir nun fiir die Projektion P(X(7))B die Darstellung aus Korollar {16 auf
Seite [64] ein und gelangen auf diese Weise zu der Abschéitzung

I(P(Y) = P(Y)) Br

d | (o N N? NN\ pVo.})
< max dT[<IU (r) @ T ()) (ru Y(r) o U z(T)) B NG
d G NIN2) (o DN (L RVNG) (N e+ )T
n max || WL () pN ()L pWiNe (S (r)S (T)) (6.19)
refo,1] || dT F
NEZ(T)\{No}
(N1,N2)=succ(N)
T
+ max || [P’f( )L Blte) (sf(f)sf*(f)) } , (6.20)
eeL(T)TG[O’l] dr »

wobei die Matrix WV1A2) (1) definiert ist als
WD) (7) o= (UM (1) © TV (7)) (UM (7) 0 UM (7)

und (NP, ND) = suce(No).
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6.2. Kriimmung der Mannigfaltigkeit 75

Teil 4: In diesem Teil des Beweises benutzen wir die Hilfsabschiatzungen aus Teil 2, um

die Terme (/6.18)), (6.19) und (6.20]) aus Teil 3 abzuschétzen.
Fiir einen inneren Knoten N € Z(T) mit (N1, N2) = succ(N) gilt

|

iw(/\fl Na2) (7.)

2 L0 (r) 0 () (U (7) 0 U (7))

dr

|
2 2| & [0V (r) 0 UM (7)) ‘ 2

W (r) 0 UM(r)| +2 UM () 0 0 ()|

2

IN

IN
D

2

IN
DO

W], +2 [0
20 N 20
pN1(1_E_CN1) pNQ(]‘_E_CNQ)‘

IN

(6.21)

Damit folgt fiir (6.18) mit einem beliebigen Tensor B € RN **Na die Abschitzung

dr

4 [(UNP (M eUM(@) (L@ o v e (r) Bwt»{ﬂ

F
20 20

— Blr+ -
pnp (L =€ =cpp) 7 pag(l—E—cpp)

I1BllF- (6.22)

Um den Term ([6.19)) abzuschétzen, nehmen wir nun N # Ny an und erhalten mit ([6.21)),

sowie den Abschitzungen aus Teil 2

% [W(Nh/\&)(T)PN(T)LB(N,Nc) (SN(T)SN(T)+)T}

S ‘

e

! s {

- 1Blr ||V (Y (7))

2

2

L]

Bl e s e
F

2 2
+[wesD @) Bl er (Y]

2

c t = + — Blr. (6.23
<PN1(1—C—CN1) o, (1= — cenp) p/\/(l—c—cN)> IBllr.  (6.23)

Zuletzt in diesem Teil des Beweises betrachten fiir ein Blatt £ € £(T') des Dimensionsbau-
mes den Term ([6.20) und nutzen erneut die Resultate aus Teil 2. Man erhélt

Hd |Pi(r) B (8(n)st(r) )|

dr
HddT [Py |(SZ(T)S’Z(T)+)T
Bl |5 |(Eoser)]
64

pe(l—c—cp) IBlle- (020

F

IN

1Bl
F

2

2
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76 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

Teil 5: Mit den vorhergehenden Beweisteilen sind wir nun in der Lage, (6.3) zu zeigen.

Das Einsetzen der Abschétzungen (6.22)), (6.23) und (6.24) aus Teil 4 in (6.18]), (6.19)

beziehungsweise ((6.20]) aus Teil 3 ergibt

I(P(Y) = P(Y)) Bl
24 26
T 1BllF +
pao(1—¢—=cpy) pag(l—¢—cpp)

20 20 60
+ — + - + - B
Z (/wl(l—c—wl) PN, (1 — ¢ —cnp) /w(l—c—c/v)> 15
NEeZ(T)\{No}

(M Nz):succ(./\/)

+ Z i —i—cp IBlF

LeL(T

1)
. fl L

NETNG} pn (1 —¢—cn)

= Cyy IY =Yl |BllF,

1Bl[r

mit (NP, NY) = succ(Np) als den Sukzessoren der Wurzel des Dimensionsbaumes.

Um die zweite Aussage des Theorems zu beweisen, benutzen wir erneut den Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung und erhalten zusammen mit P(X (7)) X () = X (7) die
Gleichungen

PV (Y -Y) = /1(1 — P(Y))Xdr
0
1
_ /0 (P(X (7)) — P(Y))Xdr. (6.25)

Mit (6.3]), sowie (6.11]) sind wir nun in der Lage, die rechte Seite von Gleichung ([6.25))

abzuschéitzen und erhalten auf diese Weise die zweite Aussage des Theorems:

|Pron @ -y < max IPG) = PO X ()

> i 51 —2)7!

NN} pn (1 —¢—cy)

B 862
N Z (1—-C—cpn)(1—=7¢)

NeT\{Nov} PN

C, o
Y)Y 112
= —— |lY —-Y]|%.
Y -V

I

IN

Teil 6: In Teil 1 des Beweises hatten wir angenommen, dass fiir alle 0 < 7 < 1 die
Ungleichung
|P(X(r)) - PY)|r < ¢ (6.10)
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6.2. Kriimmung der Mannigfaltigkeit 7

stets erfiillt ist. In dem letzten Teil des Beweises zeigen wir, dass diese Annahme mit den
Voraussetzungen des Theorems immer erfiillt ist. Um das zu zeigen, nehmen wir an, dass
nicht erfiillt ist und leiten damit einen Widerspruch her.

Dadurch, dass M = H-Tucker ((rar)ner) eine glatte Mannigfaltigkeit ist, existieren 0 <

7% < 1 und ein Tensor B* € RM>xNa o dass

[P(X(s)) = P(YV)|r < ¢ <1
und [|(P(X(77)) = P(Y)B*[|[r = ¢|[|B"||r (6.26)

fiir alle 0 < s < 7* erfiillt ist. Unter diesen Gegebenheiten behalten die Abschétzungen
aus Teil 2 und Teil 4 fiir 7 € [0, 7%] ihre Giiltigkeit. In Teil 3 betrachten wir dann anstelle
des Integrals iiber das Intervall [0,1] das Integral iiber das Intervall [0,7*] und erhalten

analog zum Vorgehen aus Teil 5 des Beweises die Abschétzung

I(P(X(r")) = P(Y)) Bl[r < /\/eTz\E/\fo}pN(l_é_CN) 1Bl

fiir einen beliebigen Tensor B € RN1 X xNa_ Dies ist fiir B = B* und den Voraussetzungen

> 1_8~67f§6 und & < cnpn
NeT\{No} —

ein Widerspruch zu (6.26)), da

85
I (P(X(7%)) = POY)B*|lp < ¢ > . |B*||
NemiNG) pn (1 —¢E—cn)
< ThE|BY|F
2
< ¢||BY||F-

Die Voraussetzung des Wegzusammenhangs beziiglich der ODE ist in Theorem [22|ein
Hilfsmittel, um zu zeigen, dass eine Kurve X (t) € H-Tucker ((ry)xver) existiert, welche die
Punkte Y und Y verbindet und deren Ableitung beschréinkt ist, siehe Abschéitzung .
Wir haben die Vermutung, dass das Theorem auch unter einer schwécheren Annahme Giil-
tigkeit besitzt. Es bleibt deshalb auch nach dieser Arbeit Gegenstand der Forschung, die
richtigen Argumente aus der Differentialgeometrie beziehungsweise die richtigen Annah-
men zu finden, so dass das Theorem auch ohne die Voraussetzung des Wegzusammenhangs

giiltig ist.
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78 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

Um Theorem [22| zu vereinfachen, nehmen wir
ey = cfiiralle N e T\ {No} (6.27)

an und versuchen diese Konstante zu maximieren, so dass das Theorem auf Tensoren Y
und Y anwendbar ist, welche einen groflen Abstand voneinander haben, jedoch noch immer
die Relation

Y =Y|r < cpx

fiir alle N € T'\ {Np} erfiillen. Weil ein Dimensionsbaum ein voller Bindrbaum ist, besitzt

dieser stets 2d —1 Knoten. Dadurch vereinfachen sich die Nebenbedingungen von Theorem

durch Annahme (6.27)) zu

ite < 1 (6.28a)
8c(2d — 2
md SA2d=2) (6.28b)
él—c¢—c)

Unter Beriicksichtigung von Nebenbedingung (6.28a]) vergréfiert sich der Wert des Terms

8c(2d — 2)
¢(l—¢—c)

fiir einen grofler werdenden Wert von ¢. Das Maximum, das wir suchen, wird also fiir

8c(2d — 2)

i (6.29)

angenommen. Wir betrachten nun den Wert von ¢ in Abhéngigkeit von ¢ und erhalten
mit (6.29) die Funktion
~2 ~
—c"+c

(@) = S (6.30)

Diese Funktion besitzt ein positives Maximum an der Stelle

&= —8(2d —2) +/82(2d — 2)2 + 8(2d — 2).

Gehen wir nun ferner davon aus, dass die Tensoren eine hohe Dimension besitzen und
betrachten den Grenzwert von ¢ fiir d — oo, so erhalten wir den Wert ¢ = % Setzen wir
diesen Wert wiederum in ein, so erhalten wir ¢ = (64d — 62)7L.

Mit der Parameterwahl

1
c=3 und ¢ = (64d —62)7!

sind beide Nebenbedingungen, (6.28a)) und (6.28b)), erfiillt und Theorem [22|l4sst sich wie

folgt vereinfachen.
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6.2. Kriimmung der Mannigfaltigkeit 79

Korollar 23. Seien (Y,Y) € (H-Tucker ((rar)xver) )2 Tensoren im hierarchischen Tucker-
Format, welche wegzusammenhdngend beziiglich der ODE sind. Ferner sei p > 0, so
dass fir alle N € T\ {No} die Ungleichungen

O (YNN) > p > 0 wnd ||V -V, < (64d—62)""p

erfiillt sind und 3 := (32d — 31) p~ 1.
Dann gelten fiir jeden Tensor B € RN1*Na die Abschitzungen

IN

|(P(Y) = P(Y)) B
|PH(Y)(Y - V)

Y =Y 1Bl

lp < 28 Y =YIl5

Beweis. Die Abschitzungen resultieren aus Theorem 22| durch das Einsetzen der Parame-
terwerte ¢ = $ und ¢ = (64d —62)1. [ |

In Teil 1 des Beweises von Theorem [22| haben wir gezeigt, dass unter gewissen Vorausset-

zungen zu zwei Tensoren Y,Y € H-Tucker ((ra)aer) fiir 7 € [0, 1] stets
X (1) € H-Tucker ((rar)yer) und Z(7)LTy M

existieren, so dass sich jeder Tensor auf der Verbindungsgerade zwischen Y und Y durch
die Gleichung
Y+7(Y=Y) = X(7)+ Z(7) (6.31)

darstellen ldsst. Mit der Annahme, dass das geordnete Paar (Y, 37) wegzusammenhangend
beziiglich der ODE ([6.1)) ist, konnten wir dann auf die Gleichungen

X(1) =Y (6.32a)
und Z(1) = 0 (6.32b)

schlieflen. Die Existenz von X (7) € H-Tucker ((rar)aer) und Z(7) LTy M, welche (6.31))
erfiillen, ldsst sich mit den Argumenten aus Teil 1 des Beweises von Theorem auch
ohne die Voraussetzung des Wegzusammenhangs beziiglich der ODE (6.1)) zeigen. Dann
besitzen die Gleichungen und jedoch nicht notwendigerweise Giiltigkeit.
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80 6. Differentialgeometrie von Tensoren im hierarchischen Tucker-Format

Korollar 24. Seien Y,Y € H-Tucker((ry)ner) Tensoren im hierarchischen Tucker-
Format und p > 0, so dass fiir alle N € T \ {Ny} die Ungleichungen

O (YVNO) > p >0 und 6:=|Y -V, < (64d—62)""p

erfillt sind. Dann existieren fir T € [0,1] parameterabhingige Tensoren Z(1)LTy M und
X (1) € H-Tucker ((ry)aer) mit

X(0) =Y und || X(7)|, <26

so dass
Y+7‘()7 —-Y) =X(7) + Z(7).

Beweis. Siehe Teil 1 des Beweises von Theoremmit ¢ = % und ¢ = (64d—62)"L. W

Abbildung [6.2]illustriert diesen Sachverhalt und zeigt zwei Beispiele, welche die Bedeutung
des Wegzusammenhangs beziiglich der ODE (/6.1 verdeutlichen.

LM

(a) Mit Wegzusammenhang

(b) Ohne Wegzusammenhang

Abbildung 6.2: Illustration des Wegzusammenhangs beziiglich der ODE 1'
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6.2. Kriimmung der Mannigfaltigkeit 81

Teilbild zeigt ein Beispiel, in dem das geordnete Paar (Y, 17) wegzusammenhingend
beziiglich der ODE (/6.1)) ist. In Teilbild hingegen besteht kein Wegzusammenhang
beziiglich der ODE , denn Y # X (1). Die Trajektorie, welche der parameterwertige
Tensor X (7) geméaf der zugrundeliegenden Differentialgleichung entlangléuft, ist in beiden

Teilbildern in griin dargestellt.
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7.
A posteriori Fehleranalyse der

Niedrigrangapproximation

In Kapitel |4 haben wir fiir eine Funktion F : RN1X-xNa _y RN1X--XNa dje Losung des

hochdimensionalen Anfangswertproblems
Veo(t) = F(Yer(t)) , Y(0) = Yp e RN>->Na 1> (7.1)

durch eine Niedrigrangapproximation Y (¢) approximiert, welche auf der Mannigfaltig-
keit M = H-Tucker ((ry)aer) verlduft. Zu diesem Zweck haben wir in Theorem
mittels des Variationsprinzips von Dirac-Frenkel Bewegungsgleichungen fiir das Tupel
((BN )NeI(T)’ (U Z)ZEE(T)) hergeleitet, durch welches Y (¢) geméf Definition |4| dargestellt
wird. Ziel dieses Vorgehens war, die Anzahl an Unbekannten des hochdimensionalen Sy-
stems zu reduzieren in der Hoffnung, dass der Fehler zwischen der exakten Losung Ye,(t)
und der Modellreduktion Y (¢) klein ist. In diesem Kapitel entwickeln wir fiir den Fehler
der Niedrigrangapproximation eine a posteriori Fehleranalyse.

Wir weisen darauf hin, dass Lubich, Rohwedder, Schneider und Vandereycken in [LRSV13]
mit dhnlichen Argumenten eine a posteriori Fehleranalyse der Niedrigrangapproximation
bestimmen. Die Forschungsarbeit dieser Ausarbeitung geschah jedoch unabhingig zu der
Arbeit von Lubich, Rohwedder, Schneider und Vandereycken. Das Vorgehen unserer Ar-
beit ist an den Techniken von Koch und Lubich in [KL10] angelehnt. In [KL10, Theorem
4.4] leiten Koch und Lubich eine Abschétzung fiir den Fehler der Niedrigrangapproxima-
tion der Losung eines hochdimensionalen Anfangswertproblems in der Mannigfaltigkeit
Tucker (71, ..., 7q) her. Wir iibertragen diese Vorgehensweise, um in Theorem [25| und Ko-
rollar eine Abschétzung fiir den Fehler der Niedrigrangapproximation in der Mannig-
faltigkeit M = H-Tucker ((ry)aer) zu bestimmen.

Im Folgenden bezeichnen wir mit X (¢) die Bestapproximation der exakten Losung Ye,(t)
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84 7. A posteriori Fehleranalyse der Niedrigrangapproximation

in der Mannigfaltigkeit M = H-Tucker ((rar)arer), das heiit zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, T
gilt
|X(t) — Yeu ()| < || X = Yeu(8)]|, fiir alle X € M.

Theorem 25. Wir setzen auf kompakten Zeitintervallen, also fiir t € [0,T], die folgenden

Annahmen voraus:

(A1) Die Abweichung zwischen Niedrigrangapprozimation und Bestapprozimation zum Zeit-

punkt t = 0 ist durch

1
Y (0) = X(O0)[|r < 25

beschrdnkt, wobei 3 = (32d — 31)p~! wie in Korollar auf Seite .
(A2) X (t) ist stetig differenzierbar.

(A3) Es existiert eine Konstante > 0, so dass die Abschdtzungen
[F(Yee)llr < g und [|[F(X(E)]F < p

erfillt sind.

(A4) Es existieren Konstanten ¢, \ > 0, so dass die Lipschitz-Bedingungen

[F(Yea(t)) = F(X@))lr < £fYea(t) = X (0|7
und [F(Y (1) = F(X()llr < MY (#) = X(O)llr

erfillt sind.

(A5) Die Singulirwerte der Matrifizierung X W-Ne) sind fir alle N € T\ {No} durch
ore (XNN0) = p > 0

nach unten beschrankt.

(A6) Der Abstand der exakten Lisung Yey(t) zur Bestapprozimation X (t) ist durch

5(t) = X (1) = Yealt)||p < 21/3

beschrdankt.
(A7) Des Weiteren sei die Abschdtzung
t
1
R(t) = [Y(0) = X(0)|r 6(’8"“)t+(€+2u5)/ 3(s) ePHENE=) gs < 35
0
gegeben.

(A8) Dariiber hinaus sei das geordnete Paar (Y (t), X (t)) fir alle t € [0,T] wegzusammen-
hdngend beziiglich der ODE .
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Dann gelten die Abschdtzungen

1Y (t) — X ()| r
und ||Y (t) — Yeu (t)||

IN

R(t) (7.2)
5(t) + R(t). (7.3)

N

Ehe wir den Beweis des Theorems présentieren, wollen wir auf die Bedeutung der An-
nahmen eingehen. Die Annahmen (A1), (A5), (A7) und (A8) gewéhrleisten, dass wir in
dem Beweis des Theorems die Abschitzung iiber die Kriimmung der Mannigfaltigkeit aus
Korollar 23| auf die Tensoren Y (¢) und X (¢) anwenden kénnen. Zu diesem Zweck miissen
beide Tensoren nah genug beieinander liegen. Annahme (A1) stellt sicher, dass die Ten-
soren Y (t) und X (¢) zum Zeitpunkt ¢ = 0 nicht bereits zu weit voneinander entfernt sind.
Mit Hilfe von Annahme (A7) schlieflen wir dann im Laufe des Beweises darauf, dass die
Tensoren Y (t) und X (¢) auf dem gesamten Zeitintervall nah genug beieinander liegen. Um
Korollar anwenden zu konnen, ist es ebenfalls erforderlich, dass die Singulérwerte der
Matrifizierung der Bestapproximation nach unten beschriankt sind und dass das geordnete
Paar (Y (t), X (t)) wegzusammenhéngend beziiglich der ODE (6.1)) ist. Diese Eigenschaften
setzen wir in den Annahmen (A5) und (A8) voraus. Dass die Bestapproximation stetig
differenzierbar ist, wie wir es in Annahme (A2) voraussetzen, bendtigen wir im Beweis des
Theorems, wenn wir die Ableitung der Bestapproximation betrachten. Geht das Anfangs-
wertproblem aus der Diskretisierung einer partiellen Differentialgleichung hervor, so
hiangt die Konstante p aus Annahme (A3) von den Operatoren der partiellen Differential-
gleichung, sowie von der gewéhlten Diskretisierung ab. Aus der Theorie der gewdhnlichen
Differentialgleichungen ist bekannt, dass Lipschitz-Bedingungen die Existenz und Eindeu-
tigkeit der Losung eines Anfangswertproblems sicherstellen [Wal00, Kapitel 2 §6], daher
ist es legitim, solche Bedingungen in Annahme (A4) vorauszusetzen. Annahme (A6) ver-

wenden wir im Beweis dazu, dass sich manche Terme auf eine sinnvolle Weise kiirzen.

Beweis von Theorem [25. Wir untergliedern den Beweis in drei Teile. Diese Unterteilung
fordert einerseits die Lesbarkeit des Beweises und andererseits sind wir dadurch in der
Lage, die Teile 1 und 3 im Beweis des néchsten Korollars wiederverwerten zu kénnen.

In den Teilen 1 und 2 beweisen wir die a posteriori Fehleranalyse zunéchst unter der
Annahme, dass die linke Seite von die Schranke

1

L) = Y1) - XWlr < 55 (7.4)

besitzt. In Teil 3 zeigen wir die Giiltigkeit von Ungleichung (7.4)), wenn die rechte Seite
von (|7.2))

t
R(t) = do BN 1 (04 28) / 5(s) eBrtN(E=s) g (7.5)
0

durch % nach oben beschrénkt ist, so wie es in Annahme (A7) gefordert ist.
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86 7. A posteriori Fehleranalyse der Niedrigrangapproximation

Teil 1: Im ersten Teil des Beweises leiten wir eine Abschétzung fiir den Term
D(t) = [P'(X(1) - (Yeult) — X (£))] X (1)

her und finden eine alternative Darstellung fiir den Term X (t).
Weil X () die Bestapproximation von Ye,(t) ist, liegt die Differenz Y, (t) — X (¢) orthogonal
zum Tangentialraum Tx M,

P(X(1))(Yee(t) — X(2)) = 0.

Differenzieren ergibt

d
7 [PX(0) (Yealt) = X (1))]

= [P(X(t) (Yealt) — X ()] X (1) +P(X (1)) (Yealt) — X (1)).

-~

=:H(t)

Dabei ist der Term H (t) als Grenzwert

H(t) = Jim = ([(POX(+ 1) ~ POX(0)] (Yer 1) — X(0)

zu verstehen. Mit X (£) = P(X(¢))X (t) erhalten wir die Gleichungen

X(t) = PX(t)Yer(t) + [P'(X (1)) - (Yeu(t) — X (2))] X (2)

= P(X(1))Yea(t) + D(2) (7.6)

und damit eine alternative Darstellung fiir X (t). Da es sich bei der Menge
H-Tucker ((ra)ayer) um eine glatte Mannigfaltigkeit handelt, besteht fiir hinreichend
kleines h > 0 ein Wegzusammenhang beziiglich der ODE fir das geordnete Paar
(X (t), X(t+ h)) und wir erhalten unter Verwendung von Korollar 23| fiir einen beliebigen
Tensor B € RNV1XxNa die Abschitzung

[P px@|, = %P

F F

1
= Jim =[(P(X(t+ h)) = P(X(1)) B

o1
< im 5 B[ X(t+ ) - X0 18] -

= BIXOI 18]

Setzen wir nun B = Y, (t) — X (t), so fithrt das auf die Ungleichung

D@, < 81X, Vel - X0 &

86



87

Durch das Einsetzen von Gleichung (7.6|) in (7.7) erhalten wir

IN

1D BIPX®)Yer &)+ D Ol p [Yeal®) = XD 5

< 580 (PO a0+ DO ):

An dieser Stelle nutzen wir Annahme (A6), d(t) < 216’ und bekommen

[P

A

(G

-

e = 850 [IPXOe )]+ 500)

Dies fiithrt wiederum zu der Ungleichung

D@ < 286() | P(X (1)) Yeu(t)

il -

Verwenden wir nun Annahme (A3), |Yer(t)||r = |F(Ye())||lF < p, so fithrt das zu der

gewiinschten Abschéitzung von Teil 1 des Beweises

ID@IF < 2pB6(t).

Teil 2: In diesem Beweisabschnitt zeigen wir, dass die Abschéitzungen des Theorems unter
der Annahme ([7.4) stets erfiillt sind.

Zu diesem Zweck betrachten wir die Differenz Y () — X (¢) und substituieren die Terme
durch

und (7.6)). Auf diese Weise erhalten wir

Y(t) - X(t)
= PY()F(Y(t) = P(X(t)Yeu(t) — D(1)
= [ (Y (1)) = P(X(1))]F(X (1) + P(X (1)) [F(X (1) = F(Yea(1))]
+P(Y (1) [F(Y () — F(X(¢))] — D(®).
Die folgenden Hilfsabschétzungen dienen dazu, eine obere Schranke fiir das Skalarprodukt

<Y(t) —X(t),Y(t) - X(t)) zu finden.
Als Erstes betrachten wir das Skalarprodukt ([P(Y (t)) — P(X(t))]F( (), Y (t) — X (t)).

An dieser und nur an dieser Stelle machen wir von der Annahme (|7 , L(t) < iﬂ Gebrauch
und sind somit in der Lage, Korollar [23| anzuwenden
([PY (1)) = P(X(1)]F(X (1), Y (t) — X(t))
< |[Pr®) = PXEIFX @) 1Y (1) = X O] 5
< BIve - Xl [P, (78)
(A3) 9
< Bu L)
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88 7. A posteriori Fehleranalyse der Niedrigrangapproximation

Bei der zweiten und dritten Hilfsabschétzung verwenden wir Annahme (A4) und erhalten

(P(X (1) [F(X(t) = F(Yex(t))], Y (1) — X (t))
< FX@) = F(Yea ()7 [[Y(8) = X (@) 7
< LXQE) = Yea(O)lF [Y() = X(O)]r
= (4(t) L(t)

und

(PY(O))[F(Y (1) - F(X(t)].Y (1) — X(1))
< [FE@) - FXO)r 1Y) = X@)llr
< MY (@) - XOlE

= MNL%(1).
Als letzte Hilfsabschitzung betrachten wir

(D), Y (t) = X(t))

IN

ID@IF 1Y () - XO)r
< 2upB4(t) L(¢).

A

Mit diesen Hilfsabschitzungen sind wir in der Lage, den Term L(t)L(t) auf die folgende

Weise abzuschatzen

L) = Y- x6le LIy - Xl

= SV - X0}

= (Y(t)—X(1),Y(t) - X(t))
< BuLP(t)+L6(t) L(t) + N L%(t) +2 u B 6(t) L(t)

und schliefen damit auf die Ungleichung
L(t) < (Bu+X) L) + (£ +2u8) 6(t).

Wenden wir nun das Lemma von Gronwall an, so erhalten wir ([7.2)),

t

L(t) < L(0)ePrNt L (04 2u8) / 5(s) eBrNE=5) g
0

Abschitzung (7.3) folgt unmittelbar aus (7.2) durch das Anwenden der Dreiecksunglei-

chung
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1Y (t) = Yeu (t) || P V' (#) = X(8) + X(t) = Yeu (8) ||~
[ X(t) = Yea ()| + IV (£) = X (B)[|

t
5(t) + L(0)ePrNE 1 (0 4 213) / 5(s) ePHFNE=s) g,
0

IN

IN

Teil 3: In den zuriickliegenden Beweisteilen haben wir gezeigt, dass die Abschitzung
L(t) < R(t), also 1) und damit auch so lang Giiltigkeit besitzen, wie L(t) < %
erfiillt ist. Dann ldsst sich Korollar [23] anwenden, welches in Teil 2 notig ist, um Unglei-
chung zu beweisen. Zum Zeitpunkt ¢ = 0 haben wir in Annahme (A1) vorausgesetzt,
dass die Abweichung zwischen Niedrigrangapproximation und Bestapproximation durch
1Y (0) — X (0)||r < % beschrénkt ist. Demnach gilt L(0) = R(0) < % Des Weiteren sind
wir in Annahme (A7) davon ausgegangen, dass R(t) fiir alle ¢ € [0, 7] durch % nach oben
beschrankt ist. Nun koénnte aber zu einem Zeitpunkt 0 < t* < T die folgende Situation

eintreten

1 1 d
L(t) < — firallet t*], L(t*) = "y = — d —[L(t 0.
(1) < 55 firallete 0.0), L) = R() = 55 wd S0 >
In dieser Situation wiirden die Abschatzungen ([7.2]) und (|7.3]) keine Giiltigkeit mehr be-
sitzen, obgleich R(t) fiir alle ¢ € [0,T] durch % nach oben beschrénkt ist. Es konnte also

zu einem hinreichend kleinen € > 0 ein 0 < § < T — t* existieren, so dass

1 1
L(t) < 25 +efiralete[0,t"+60] und L(t"+6) = 35 +e. (7.9)
Wir zeigen nun, dass ((7.9) nicht eintreten kann, indem wir anstelle von Korollar 23| das
allgemeinere Theorem verwenden. Zu diesem Zweck wahlen wir als Parameter fiir
Theorem

1
¢ = —8(2d—2)+/82(2d — 2)2 +8(2d — 2) < 5 (dad < o0),
1
e = §—E+(64d—62)_1
und pny = p.

Diese Parameter erfiillen die Nebenbedingungen des Theorems. Dariiber hinaus ldsst sich
das Theorem im Gegensatz zu Korollar fir e < (% — 6) p auf den Term
| [P(Y(t) — P(X(t))]F(X(t))HF anwenden, so dass wir fiir ¢ < ¢* 4 6 die Abschéitzung

I[P(Y (1)) — P(X(1)]F(X(1)]|,

3
NET%NO} S0 (e r@adoa YW - XOle IFXE)e

= (32d-31) p Y (1) - X F IF(X())llr
= BIY®) - XOlr [FXO)r

IN
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90 7. A posteriori Fehleranalyse der Niedrigrangapproximation

und damit Ungleichung (|7.8]) erhalten. Nun gilt aber gem&f Teil 2 des Beweises die Un-
gleichung L(t) < R(t) und damit L(t) < % Dies ist ein Widerspruch zu 1} [

Die a posteriori Fehleranalyse in Theorem [25] ldsst sich insbesondere fiir Anfangswertpro-
bleme modifizieren, welche von einem dissipativen Operator erzeugt werden. So gelangen
wir in Korollar [26] an eine Abschéatzung, welche unter bestimmten Umsténden stérker ist.
Die Fehlerabschétzung in Korollar unterscheidet sich in den Voraussetzungen gering-
fiigig von denen in Theorem Aus diesem Grund haben wir die Ergdnzung in den
Voraussetzungen in griin dargestellt und die Anderungen gegeniiber Theorem [25|in rot.

Korollar 26. Wir setzen auf kompakten Zeitintervallen, also fir t € [0,T], die folgenden

Annahmen voraus:

(A1) Die Abweichung zwischen Niedrigrangapprozimation und Bestapprozimation zum Zeit-

punkt t = 0 ist durch
1

< —
lF < 25
beschrdnkt, wobei 3 = (32d — 31)p~! wie in Korollar auf Seite .

1Y (0) - X (0)

(A2) X (t) ist stetig differenzierbar.
(A3) Es existiert eine Konstante > 0, so dass die Abschdtzungen
IFYex(®)llr < g ound [F(X(@0)|[r < p
erfillt sind.

(A4) Es existieren Konstanten £ >0 und \ € R, so dass die Lipschitz-Bedingungen

IF(Yeal®)) = FX@E)llr < £ Yeult) = X (@)
und (F(Y (1)) - F(X(),Y(0) - X(8) < MY () - X(0)]3

IN

erfillt sind.

(A5) Die Singulirwerte der Matrifizierung X W-Ne) sind fir alle N € T\ {No} durch
or (XNN0) = p > 0

nach unten beschrankt.

(A6) Der Abstand der exakten Lisung Yey(t) zur Bestapprozimation X (t) ist durch

5(t) = IX(H) = YeuB)||F < 21[3

beschrankt.
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(A7) Des Weiteren sei die Abschdtzung

't - 1
R(t) = [[Y(0) = X(0)| g e®PrFNE 4 (0 4 2u8) / §(s) ePPHHNE=s) gg < 25
0

gegeben.

(A8) Dariiber hinaus sei das geordnete Paar (Y (t), X (t)) fir alle t € [0,T] wegzusammen-
hdngend beziiglich der ODE .

Dann gelten die Abschdtzungen

VAN

IY(t) = XOllr < R(@) (7.10)
und Y (8) = Yeu(t)|F < 8(t) + R(2). (7.11)

Auf den ersten Anschein wirkt die Fehleranalyse von Korollar [26] pessimistischer als die
von Theorem jedoch kann in Korollar der Parameter A auch negative Werte an-
nehmen und somit in bestimmten Féllen erheblich bessere Abschétzungen liefern. Das ist
insbesondere dann der Fall, wenn das Anfangswertproblem von einem dissipativen
Operator erzeugt wird.

Wir weisen darauf hin, dass Lubich, Rohwedder, Schneider und Vandereycken in [LRSV13|

Theorem 5.3] identische Abschétzungen beweisen.

Beweis von Korollar[26. Auch dieser Beweis lisst sich in drei Teile untergliedern, wobei
Teil 1 und Teil 3 analog zu den entsprechenden Teilen aus dem Beweis von Theorem
sind und deswegen nicht extra ausformuliert werden. Stattdessen beginnen wir den Beweis
damit, lediglich die Resultate dieser Beweisteile anzufiihren.

Aus Teil 1 aus dem Beweis von Theorem 25 wissen wir

X(t) = P(X(t)Yeu(t) + D(t) (7.12)
mit D(t) = P/(X(1)) - (Yeu(t) = X(1)X(t) und [D(®)][r <2 5 (2).
Mit den Argumenten aus Teil 3 von Theorem [25]l4sst sich auch hier zeigen, dass es legitim
ist mit den Voraussetzungen des Korollars anzunehmen, dass die linke Seite von ([7.10))
durch )

L(t) = |Y(t) — X(¢ < —

0 = 1Y) - X0)lr < 5

beschrankt ist.
Subtrahieren wir (7.12) von Y (t) = P(Y (t))F(Y (t)), so erhalten wir
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92 7. A posteriori Fehleranalyse der Niedrigrangapproximation

Entgegen zu Teil 2 im Beweis von Theorem [25{ nutzen wir in ([7.13) die Identitét
P(Y (1)) =1 —PH(Y(t)).

Aus Teil 2 im Beweis von Theorem 23] wissen wir

([PY (1) = PCXO) F(X(0), Y (1) - X(0)) < B pLP(),
(POX(0) [F(X (1) ~ F(Yea0)]. Y (1) = X(8) < £6(t) L(t),
und (D(1), Y (1) = X(6) < 2pf6(t) (1)

Dariiber hinaus gilt mit Annahme (A4)
(F(Y(t)) - F(X(1),Y(t)— X)) < XLt

und mit Annahme (A3) und Korollar

Y @)Y () = X(O)llr
XW)lr) 28IV (1) - X(B)IF

IN AN IA
i
)~<
>

Damit erhalten wir die Ungleichung

L)L) = (Y(t) = X(1),Y(t) - X(1))
< BuLP)+06(t) L(t) + NL2(t)+4 8 L*(t) + 2 pu B 6(t) L(t)

und schliefen auf
L(t) < (5Bu+ N L(t) + (£ +2up) 6(t).

Wenden wir nun das Lemma von Gronwall an, so erhalten wir ((7.10]). Analog zu Teil 2 aus
dem Beweis von Theorem [25| folgt ([7.11)) aus (7.10) durch das Anwenden der Dreiecksun-
gleichung auf ||Y'(t) — X (¢) + X (¢t) — Yez (¢) || F- |
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In Kapitel [4] haben wir nicht nur Formeln entwickelt, um die Lésung von hochdimensio-
nalen Anfangswertproblemen im hierarchischen Tucker-Format anzundhern, sondern auch
eine Moglichkeit angefiihrt, einen zeitabhingigen Tensor A(t) € RN1*+Na in der Mannig-
faltigkeit M = H-Tucker ((rar)ayer) zu approximieren. Zu diesem Zweck haben wir die
Approximation Y (t) = A(t) als Losung des Anfangswertproblems

Y(t) = P(Y(t)A(t), Y(0) = YoeM, t>0

definiert. In Korollar leiten wir eine Abschéitzung fiir den Fehler der zeitabhingigen
Approximation her. Unser Vorgehen orientiert sich an den Techniken von Koch und Lu-
bich in [KLI0L Theorem 4.1].

Im Folgenden bezeichne X(t) die Bestapproximation von A(t) in der Menge
‘H-Tucker ((ra)ayer), das heiit zu jedem Zeitpunkt ¢ € [0, T gilt

~

X () — AD)||, < || X —A®)|, fir alle X € M.

Korollar 27. Wir setzen auf kompakten Zeitintervallen, also fiir t € [0,T], die folgenden

Annahmen voraus:

(A1) Die Abweichung zwischen Niedrigrangapprozimation und Bestapprozimation zum Zeit-
punkt t = 0 ist durch
do = [Y(0) - XOr <5
beschrdnkt, wobei 3 := (32d — 31)p~* wie in Korollar auf Seite .
(A2) X (t) ist stetig differenzierbar.
(A3) Es existiert eine Konstante pn > 0, so dass die Abschditzung HA(t)HF < p erfillt ist.

(A4) Die Singulirwerte der Matrifizierung X W-Ne) sind fir alle N € T\ {No} durch
oo (XNN0)) > p > 0

nach unten beschrankt.

(A5) Der Abstand des zeitabhingigen Tensors A(t) zur Bestapprozimation X (t) ist durch

5(t) = 1X(0) - AW)lr < 55
beschrdnkt.
Dann gelten die Abschdtzungen
VO - X0l < do e 4205 [ 550 (714

t
und [V () — A®)|r < 5(t)+doe’3’”+2u5/5(3)65“(t5)ds. (7.15)
0
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94 7. A posteriori Fehleranalyse der Niedrigrangapproximation

Ein identisches Resultat wird von Lubich, Rohwedder, Schneider und Vandereycken in
[LRSV13, Theorem 5.1] hergeleitet.

Beweis von Korollar[27. Der Beweis lidsst sich in zwei Teile untergliedern. Setzen wir
Yeo(t) = A(t), so ist Teil 1 analog zu Teil 1 des Beweises von Theorem [25| und es gilt

X(t) = P(X(t)A(t) + D(t) (7.16)

mit D(t) = P'(X(t)) - (A(t) = X()X(t) und [D(t)[r < 21 86(t).

Betrachten wir nun die Differenz zwischen (7.16) und Y'(t) = P(Y (t))A(t), so fiihrt das
auf die Gleichung

Y(t) - X(t) = P(Y(1)A@) - P(X(1)A(t) - D(t)
= (P(Y(t) — P(X(1))A(t) - D(2). (7.17)

Dartiber hinaus gelten unter Verwendung von Korollar [23| und Annahme (A3) die Ab-

schétzungen

(PO (1) — P(X () A®), Y (1) — X (1))
< (P @) ~ PECON) AW, 1Y (1)~ X (1)1
< BullY() - XOl} (7.18)

und

(D), Y(t) = X(#) < [[DO]r Y () - X(OllF
< 2uBo@) Y () = X (@) F- (7.19)

Mittels ((7.17]), sowie den Abschétzungen ([7.18) und ([7.19) schlieen wir auf

SNV~ XOlle| V() - Xl

(Y(t) - X(1),Y(t) - X(1))

([PY () = P(X()]A®), Y (£) = X(2)) + (D(1), Y () = X (1))
BullY ()= XWIF+2p850) Y () = X(@)|r

IN

und es folgt p
Y (O = XO)llF < BplY(t) - XO)F +2pB5().

Unter Gebrauch des Lemmas von Gronwall, erhalten wir Abschéitzung (7.14)). Ungleichung
(7.15)) folgt unmittelbar aus ((7.14]) durch das Anwenden der Dreiecksungleichung auf den
Term ||Y'(t) — A(t) + A(t) — X(t)|| F-
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8.
Zeitabhingige Approximation der

Black-Scholes-Gleichung im
‘H-Tucker-Format

Die Black-Scholes-Gleichung z&hlt zu den wohl berithmtesten Gleichungen in der Mathe-
matik und geht zuriick auf die Wirtschaftswissenschaftler Fischer Black und Myron Samuel
Scholes in [BS73]. Unabhéngig von Black und Scholes wurden zeitgleich &hnliche Resul-
tate von Robert Carhart Merton in [Mer73] veroffentlicht. Im Jahre 1997 wurden Scholes
und Merton fiir ihre Errungenschaften im Bereich der Wirtschaftswissenschaften durch

den Nobelpreis geehrt, Black starb zwei Jahre zuvor.

8.1 Die Black-Scholes-Gleichung

Die Black-Scholes-Gleichung ist eine partielle Differentialgleichung deren Lésung unter
idealisierten Annahmen den Wert einer Option angibt. Im Zuge dieser Arbeit beschrin-
ken wir uns auf sogenannte européische Put-Optionen. Eine Put-Option gibt dem Ké&ufer
der Option das Recht, aber nicht die Verpflichtung, einen Basiswert zu einem festgeleg-
ten Zeitpunkt T und zu einem festgelegten Preis K, dem sogenannten Ausiibungspreis,
zu verkaufen. Dabei kann ein Basiswert beispielsweise ein Rohstoff, eine Aktie oder eine
Waéhrung sein. Durch den Kauf einer solchen Option kann sich der K&ufer gegen Kurs-
schwankungen des Basiswerts absichern. Zur Herleitung der Gleichung haben Black und

Scholes die folgenden Modellannahmen vorausgesetzt:

e Der Kurs S des Basiswerts folgt einer geometrischen Brownschen Bewegung, das

heif3t
52
Sy = Spexp <<M— 2) t+UWt)

mit u € R als Driftparameter, o € R als Volatilitat und W; als ein Wiener-Prozess.
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96 8. Zeitabhéngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

e Fiir Kredite und Geldanlagen existiert ein einziger risikoneutraler Zinssatz r > 0.

Auf den Basiswert erfolgen keine Dividendenzahlungen.

Der Markt ist frei von Arbitrage, liquide und friktionslos.

Der Basiswert kann zu beliebigen Zeitpunkten gehandelt werden und ist beliebig
teilbar.

Leerverkéufe sind moglich.

Die Modellannahmen werden in [GJ10, Abschnitt 4.2.1], [Sey09, Abschnitt 1.2] und [KKO01],
Abschnitt I1.2] genauer erklért. Um eine Gleichung fiir den Wert der Option zu erhalten,
wandten Black und Scholes eine Duplikationsstrategie an. Diese Strategie sieht vor, dass
der Wert der Option dem Wert eines Portfolios gleichgesetzt wird; ein Portfolio, welches
aus Anteilen des Basiswerts, sowie aus Anteilen einer festverzinslichen Geldanlage besteht
und einer selbst-finanzierenden Handelsstrategie unterworfen ist. Unter diesen Vorausset-

zungen ist es unter Verwendung der It6-Formel moglich, die Black-Scholes-Gleichung
1
AV (t.8) = =3 028203V (t,S) —rSasV(t,S)+rV(t,S), tel0,T), S>0

herzuleitenlﬂ Die Losung V (¢, S) gibt den Wert der Option zur Zeit ¢ in Abhéngigkeit vom
Basiswert an. Am Verfallstag der Option, also zum Zeitpunkt ¢ = T, ist der Wert der

Option durch die sogenannte Auszahlungsfunktion

K-S firK>S
0 fir K < S

V(T,S) = (K - S)* =

gegeben. Zusammen mit der Auszahlungsfunktion definiert die Black-Scholes-Gleichung
ein Endwertproblem. Das bedeutet, dass die partielle Differentialgleichung , riickwérts” in

der Zeit gelost werden muss.

Neben Optionen mit einem einzigen Basiswert gibt es auch sogenannte Basket-Optionen,
deren Wert von den Kursen mehrerer Basiswerte abhéngt. Die Option gibt dann dem Kéu-
fer beispielsweise das Recht, aber nicht die Verpflichtung, ein Aktienpaket zu einem fest-
gelegten Preis zu verkaufen. Um den Preis einer européischen Basket-Put-Option anhand
der Losung einer partiellen Differentialgleichung zu bestimmen, ist es notig, die Modellan-
nahmen anzupassen. Liegen d Basiswerte vor, so setzen wir voraus, dass sich deren Kurse
gemif der multivariaten geometrischen Brownschen Bewegung entwickeln, siehe [Sey09|
Abschnitt 6.2]. Unter diesen Modellannahmen lésst sich das Vorgehen zur Herleitung einer

partiellen Differentialgleichung auf Basket-Optionen erweitern und es folgt, dass der Preis

'Nihere Informationen zur Herleitung der Gleichung sind in [KKOT), Abschnitt IT1.3] und [GJT10, Abschnitt
4.2] zu finden. Die It6-Formel, sowie dessen Herleitung werden in [@ks07, Abschnitt 4.1 und 4.2] erklért.

96



8.1. Die Black-Scholes-Gleichung 97

V(t,S1,...,S4) einer Basket-Option fiir alle (t,51,...,54) € [0,T) x [0,00)% der multiva-
riaten Black-Scholes-Gleichung

d
1
atV(t,Sh...,Sd) = _izzgzgj Pij SZ S] aSi aSjV(ta Sl,...,Sd)

i=1 j=1

d
—r Y Si0s,V(t, 81, .., Sa)
=1
+r V(t, STy eeny Sd)

geniigt, wobei p;; die Eintrége der sogenannten Korrelationsmatrix

Y = (pZ])Z]:1 c RdXd

sind. Die Korrelationsmatrix ist stets symmetrisch. Bei Basket-Optionen lautet die End-

bedingung nun

+
V(T S1, .00, 99 ( Zaz 1)

mit Koeffizienten «; > 0. Durch die Transformation 7 = T'—t erhalten wir fiir (¢, 51, ..., Sq) €
(0,T] x [0,00)? die partielle Differentialgleichung

d d
1
GTV(T, Sl,...,Sd) = 5220'07 pij Sl Sj 651. 85].V(T, Sl,...,Sd)
i=1 j=1
d
+TZS¢85iV(T,Sl,...,Sd)
= (CP)
—T’V(T, Sl,...,Sd)

mit Anfangsbedingung

d +
V(0,S51,...,5) = (K — ZaiSZ) fiir (Sy,...,5q) € [0, OO)d.

i=1

Auf dem Rand
o0 = {(51,...,Sd) € [0,00)¢ : S; = 0 fiir mindestens ein i € {1,...,d}}

geniigt die partielle Differentialgleichung in den sogenannten natiirlichen Randbedin-
gungen. Das bedeutet vereinfacht, dass es nicht notig ist, explizite Randbedingungen zu
setzen; die Raumableitungen, welche Randbedingungen erfordern wiirden, werden in der
Differentialgleichung fiir ein i € {1, ...,d} mit S; = 0 multipliziert und verschwinden somit
auf dem Rand. Genauere Informationen zum Losungsverhalten von auf dem Rand
sind in [PA05] zu finden.

Aus der Theorie iiber parabolische Differentialgleichungen folgt die Existenz und Eindeu-
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98 8. Zeitabhéngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

tigkeit einer Losung, welche fiir alle (¢, 571, ..., Sq) € (0,7T] x [0,00)¢ einmal stetig differen-
zierbar in der Zeit und zweimal stetig differenzierbar in den Variablen 57, ...,.5, ist, siehe
[ETi08] und [PAO5, Abschnitt 2.3]. Dartiber hinaus zeigen Pironneau und Achdou in [PA05|
Abschnitt 2.3.3] die Existenz und Eindeutigkeit einer schwachen Losung in einem dafiir
geeigneten Funktionenraum.

Eine ausfiihrliche Herleitung der multivariaten Black-Scholes-Gleichung findet man in
Sey09, Abschnitt 6.2] und [GJ10, Abschnitt 4.5.4].

8.2 Formulierung des diskreten Anfangswertproblems

Zur numerischen Losung von existieren verschiedene Verfahren. Unser Vorgehen
orientiert sich an der vertikalen Linienmethode, siche [HB09, Abschnitt 98]. Diese sieht
vor, dass erst der Ortsbereich diskretisiert wird und anschlieend die Zeit. Ausgehend von
der parabolischen Differentialgleichung dndern wir in verschiedenen Approximations-
schritten die Problemstellung derart, dass wir zuletzt ein diskretes Anfangswertproblem
erhalten.

Ehe wir eine diskrete Darstellung fiir den Ortsbereich finden, ist es notig, das Gebiet zu
beschrianken. Fiir 0 < Spqe < oo betrachten wir die parabolische Differentialgleichung
fortan in der halboffenen Menge

Q = [0, Spaz)®.

Durch die Restriktion entstehen kiinstliche Rdnder. Um die Eindeutigkeit einer Lésung
auf Q sicherzustellen, ist es erforderlich, die kiinstlichen Rénder mit Randbedingungen
zu versehen. Dadurch, dass die Losung von fir alle 7 > 0 und @ € {1,...,d} die
Gleichung
S}i_r)nooV(T, Si,...8) =0
erfiillt, siehe [Sey09, Abschnitt 4.4], fordern wir auf dem kiinstlichen Rand
o = {(Sl, .y S4) € [O,Smm]d : S = Spae fiir mindestens ein i € {1, ...,d}}

homogene Dirichlet-Randbedingungen und erhalten auf diese Weise das Anfangs- Rand-

wertproblem
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8.2. Formulierung des diskreten Anfangswertproblems 99

d d )
~ 1 ~
.V (1,51,...,584) = izzamjpij S; S; 9s, 9,V (7, 1, .., Sa)
i=1 j=1
d ~
+’I”ZSZ‘ 8SiV(T, Sl,...,Sd)
=1

- (ARP)
— TV(T, S1, ...,Sd) fir 7 > 0, (Sl, ...,Sd) € Q,

d +
‘7(0, Sl,...,Sd) = <K — ZaZSZ> fiir (Sl, ...,Sd) € Q,
=1

V(T, Sl,...,Sd) =0 fir - > 0, (51, ...,Sd) € 09.

Die Losung ‘7(7', S, ..., Sq) von ist eine Approximation der Losung V (7,51, ..., Sq)
von ([CP). Kangro und Nicolaides geben in [KNO1] in Abhéngigkeit von der Variable Spqp
und anderen Parametern eine Abschétzung fiir die Giite dieser Approximation an.

Als néchsten Approximationsschritt wihlen wir die Finite-Differenzen-Methode. Mit der
Finite-Differenzen-Methode sind wir in der Lage, die Lésung von durch die Losung
eines diskreten Anfangswertproblems zu approximieren, siehe [LT05, Kapitel 9]. Zu diesem
Zweck definieren wir fiir ein N € Nmit N > 1 und h = Smﬁ das Gitter

Qn = {(xl,...,md) X € {O,h, ceey (N — 1)h} fir i € {1, ,d}}

Wiéhrend die Variablen S; fiir i € {1, ..., d} beliebige Werte im Intervall [0, Sy,q,) annehmen
kann, nimmt die Variable z; nur diskrete Werte an. Fiir einen Tensor beziehungsweise eine

multivariate Funktion Y : Qn — R definieren wir die Differenzenoperatoren

§
0 fiir x; = 0,

Y(.ﬁlfl, ey Ty + h, ...,.%'d) - Y($1, vy Ty — h, ...,xd)

8Z‘Y(.CC1,...,CCd) = 2h
fiir z; € {h, ey (N = 2)h},

—Y(:Iil, ey Lj — h, ...,:L’d)
2h

fir z; = (N —1)h
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100 8. Zeitabhéngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

und

OFY (w1, .., wq)

(0 fiir z; = 0,

Y(l’l, e, T + h, ...,l’d) — 2Y(a:1, ey Ly aeny JId) + Y(le, e, Ty — h, ...,xd)
hQ

= fiir x; € {h, ..., (N — 2)h},

=2Y (21, ooy iy ooy ®g) + Y (21, oy — hy oy )
2
fir z; = (N — 1)h.

Die Differenzenoperatoren 9; und 53 approximieren die partielle Ableitungen 9; und 9?
auf dem diskreten Gebiet 2y, siche [KA00, Abschnitt 1.2].
Sei A : RVX XN _ RNX..XN @ip linearer Operator mit

d
1 ~
AY (x1,..,2q) = 3 Z G?CC?@?Y(SUL )
j=1
d j1—1
+ Z Z O O-jijlemjlxj28j18j2Y(xl7 e l'd)
J1=1j2=1

d
+7"Z:1:j<§jY(:B1, ey Tq)
j=1
—rY (21, ...,zq),

dann approximiert unter geeigneten Regularitdtsbedingungen die Losung des Anfangswert-

problems

O-Yawp (1) = AYawp(T)

" (AWP)

d
YAWP(O) = K- Zajmj
j=1

fir 7 > 0 die Losung von . Die Giite der Approximation Yawp(7) ist aus der Theo-
rie iiber die Numerik partieller Differentialgleichungen bekannt, siehe [LT05, Abschnitt
9.2]. Alternativ konnte man auch mit der Finite-Elemente-Methode aus dem Anfangs-
Randwertproblem ein Anfangswertproblem erhalten, siehe [HRSW13, Abschnitt
8.4.2).

Aus naiver Sicht wiirde man nun das Anfangswertproblem (AWP)) einem numerischen Lo-
ser fiir gewOhnliche Differentialgleichungen iibergeben, wie beispielsweise ode45 in Matlab.
Dadurch, dass die gewohnliche Differentialgleichung aus der Diskretisierung einer partiellen

Differentialgleichung hervorgeht, wichst die Anzahl an Unbekannten bei der Berechnung
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8.2. Formulierung des diskreten Anfangswertproblems 101

der Zeitableitung exponentiell mit der Dimension, so dass Standardverfahren bereits fiir
kleine Werte von d scheitern. Aus diesem Grund betrachten wir die Niedrigrangapproxi-
mation in der Menge M = H-Tucker ((ra)xer). Anstelle von (AWP)) betrachten wir auf

einem kompakten Zeitintervall das Anfangswertproblem
YHT(T) = P(YHT(T)) A YHT(T) , Y(O) = Yy e M. (LR)

Dabei ist P(Yyr) der orthogonale Projektor auf den Tangentialraum Ty; M. Um eine
Approximation der Auszahlungsfunktion in der Menge H-Tucker ((ra)xer) zu erhalten,
welche dem Anfangswertproblem als Startwert Yy dient, eignet sich Algorithmus
auf Seite Verwenden wir zur Berechnung der Zeitableitung in die Bewegungsglei-
chungen aus Theorem [11] auf Seite so ist ein Gleichungssystem mit

ST orvrnarae + Y. T
NET(T) {7teL(T)
(N1, Ng)=succ(N)

Unbekannten zu 16sen. Die Berechnung der Zeitableitung in erfordert das Aus-
werten einer Funktion, deren Argument ein Tensor mit N¢ Eintréigen ist. Ungeachtet der
Nichtlinearitét wird durch die Niedrigrangapproximation eine Situation erreicht, in der eine
numerische Losung mit gingiger Computer-Hardware moglich ist, wohingegen das numeri-
sche Lisen von durch das exponentielle Ansteigen an Unbekannten an mangelndem
Computer-Speicher in hohen Dimensionen scheitert. Selbst wenn ausreichend Computer-

Speicher vorhanden wére, so wiirde mit der Dimension auch der numerische Aufwand zur

Zeitintegration exponentiell steigen.
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102 8. Zeitabhéngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

Parabolische partielle . .
Differentialgleichung auf (CP) Ausgehend von der multivariaten Black-Scholes-
unbeschrianktem Gebiet

Gleichung haben wir in diesem Abschnitt in

[1 . . . . .
RestiRtion des Gebies (Orbereich) und verschiedenen Approximationsschritten die Pro-
Setzen von Randbedingungen . . . .
{} blemstellung so modifiziert, dass wir letztendlich

mit (LR]) ein diskretes Anfangswertproblem mo-

Parabolische partielle .. . . .
Differentialgleichung auf (ARP) derater Grofe erhalten. Abbildung[8.1] illustriert
beschrinktem Gebiet die einzelnen Schritte unserer Vorgehensweise.
Diskrefisierang des Orisbercichs Der néchste Abschnitt dieser Arbeit ist der nu-
via Finite Differenzen, Finite Elemente, etc. . . . . . .
{} merischen Losung einer vierdimensionalen Black-
Scholes-Gleichung gewidmet.

Gewohnliche
Differentialgleichung (AWP)

O

Niedrigrangapproximation im

Hierarchischen Tucker-Format
(Modellreduktion)

i

Gewohnliche
Differentialgleichung (LR)

(moderater Grofie)

-

Numerische Zeitintegration
(beispielsweise mit ode45 in Matlab)

\

Numerische Losung

Abbildung 8.1:
Approximationsschritte

8.3 Numerische Losung

Dieser Abschnitt befasst sich mit der numerischen Losung der Anfangswertprobleme
und aus Abschnitt Wir betrachten die Anfangswertprobleme in vier Dimensio-
nen auf dem Gitter Q59 mit Sy,q: = 50 und Gitterweite h = 1. Als Parameter verwenden
wir die Werte K =20, r =0.01, 01 =0.2, 00 =0.5,03=03,04=04, a1 = ... = a4 =1,

sowie die Korrelationsmatrix

1 08 07 05
0.8 1 06 0.7
0.7 06 1 08
05 07 08 1
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8.3. Numerische Losung 103

Fiir die Zeitintegration wurde in sédmtlichen Beispielen der Matlab-Integrator ode45 mit
einer absoluten Fehlertoleranz von 10~ und einer relativen Fehlertoleranz von 10~ ver-
wendet. Wir haben uns fiir den Matlab-Integrator entschieden, weil er aufgrund seiner
Schrittweitensteuerung die Genauigkeit der numerischen Approximation zu der vorgege-

benen Toleranz gewihrleistet.

Referenzl6sung

Um die Qualitit der Niedrigrangapproximation bewerten zu koénnen, bestimmen wir zu-
néichst eine Referenzlosung fiir das Anfangswertproblem . Zu diesem Zweck 16sen
wir das Anfangswertproblem numerisch und erhalten eine Approximation ?AWP (7).
Diese Approximation betrachten wir als Referenzlésung. Das Lésen von auf dem
Zeitintervall [0,3] nahm mit dem Matlab-Integrator insgesamt 2 Tage und 23 Minuten
in Anspruckﬂ Zur Berechnung der Zeitableitung wird eine lineare Funktion ausgewertet,

deren Argument ein Tensor mit 6’250’000 Eintrégen ist.

2Die numerischen Tests wurden auf einem Computer mit 32 Gigabyte Arbeitsspeicher und acht Prozes-
sorkernen durchgefiihrt. Die Prozessorkerne sind mit 2.3 Ghz getaktet.
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104 8. Zeitabhéngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

In Abbildung sind zu verschiedenen Zeitpunkten zwei Darstellungen der vierdimensio-

nalen numerischen Losung ?AWP(T) von (AWP)) zu sehen.

Vektorisierung von Y ,,,, Diagonaleintrige von Y .
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Abbildung 8.2: Numerische Losung von (AWP))

Die Bilder auf der linken Seite von Abbildung zeigen die Vektorisierung der Losung
zu verschiedenen Zeitpunkten. In den Plots auf der rechten Seite sind die ,,Diagonalein-

trage“ des Tensors, also die Eintrige
}N/AWP(T,xl,xQ,xg,x4) mit 1 = 29 = 3 =24 = x und z € {0, ..., 49},

eingezeichnet. Zum Zeitpunkt 7 = 0 kann man im Plot, welcher die Diagonaleintréige zeigt,
deutlich den ,, Knick“ der Auszahlungsfunktion erkennen. Die vektorisierte Darstellung des
Tensors zeigt, dass zu diesem Zeitpunkt die meisten Eintrédge des Tensors gleich 0 sind. Mit
voranschreitender Zeit ist in den Plots sowohl ein Abflachen als auch ein Ausschmieren der
Auszahlungsfunktion zu beobachten. Zum Zeitpunkt 7 = 3 zeigt der Plot auf der rechten
Seite, dass die meisten Diagonaleintriige des Tensors noch immer nahe der 0 sind. Wie in

vektorisierter Form zu erkennen ist, gilt dies jedoch nicht fiir alle Eintrage des Tensors.
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8.3. Numerische Losung 105

Niedrigrangapproximation in der Mannigfaltigkeit #H-Tucker ((7x)yer)

Fiir die Niedrigrangapproximation der Losung von im hierarchischen Tucker-Format,
ist es notig, die Parameter der Darstellung festzulegen. Dazu z&éhlt zum Einen der Dimensi-
onsbaum der Darstellung und zum Anderen der hierarchische Rang. Fiir die numerischen
Beispiele verwenden wir einen perfekten Bindrbaum als Dimensionsbaum, siehe [PDOS8,
Abschnitt 3.5.2].

o 9\[ » Innere Knoten des Baumes:
NO ® Ny={1,2,3,4}
’ o M ={1,2}
/ o A, O Ny = {3,4}
N, 0\
N ,0

/O le Blitter des Baumes:

° N ={1}
O Nig = {2}
© Nu © Noy = {3}
0 Nay = {4}

Abbildung 8.3: Dimensionsbaum
des numerischen Beispiels

Wie in Abbildung zu erkennen ist, liegen sdmtliche Blétter des Dimensionsbaumes auf
demselben Level. Vereinfachend nehmen wir fiir das numerische Beispiel an, dass jeder

Knoten des Dimensionsbaumes den gleichen Rang r; besitzt, also die Gleichung

N = Tur

fiir alle N' € T erfiillt. Diesem Rang weisen wir zuniichst den Wert r,, = 13 zu. Das

Tupel <(BN)NEI(T)’ (Ue)ﬁeﬁ(T)) besteht somit aus insgesamt 7’163 Eintragen.
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106 8. Zeitabhéngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

Abbildung zeigt schematisch die Eintrdge der Basisfunktionen und Transfertensoren
eines Tensors aus der Menge H-Tucker ((13)aer). Die Basisfunktionen an den Bléttern

des Dimensionsbaumes sind darin als die korrespondierenden Basismatrizen dargestellt.

"y
ey 2y 2t
-, Poog, Yy, 0, P,
e e g
ey P, 00, ey, 10,
o g, o, gy ":"'
w,,’:'«,/o,,’:«,';t,,,'a,,:'n"’,“o.
gy e i 0, o,'z,":,,‘% -

", o,
N 2, 0,

@9\[2

Abbildung 8.4: Tupel ((BY) y 7y, (U) e )

Wie in Abbildung zu erkennen ist, besteht die Darstellung aus insgesamt sieben Objek-
ten: Vier Basismatrizen, zwei dreidimensionale Transfertensoren und ein zweidimensiona-
ler Transfertensor an der Wurzel des Dimensionsbaumes. Dadurch, dass die meisten Ob-
jekte des Tupels ((BN ) NET(T)’ (UE) ‘e L(T)> lediglich zweidimensional sind, geniigen 7’163
Freiheitsgrade zur Darstellung eines vierdimensionalen Tensors mit insgesamt 6°250’000

Eintrdgen. Das entspricht einer Kompressionsrate von 99.89 %.

Das numerische Losen von auf dem Zeitintervall [0, 3] nahm mit dem Matlab-Integrator
2 Stunden und 12 Minuten in Anspruch. Im Vergleich zur numerischen Lésung von
bringt diese Berechnung eine Zeitersparnis von 95.45 %. In den numerischen Tests zeigt
sich, dass die Orthonormalitéit der Basisfunktionen zu der gewéhlten Fehlertoleranz in der
numerischen Approximation nahezu vollstdndig erhalten bleibt, vergleiche mit Lemma
auf Seite [37] Verwendet man ein Verfahren ohne Schrittweitensteuerung, so empfehlen wir
entweder nach jedem Zeitintegrationsschritt die Orthonormalisierung der Basisfunktionen
mit Algorithmus 3 aus [Gral0] oder ein Gauf-Runge-Kutta-Verfahren. Die numerische
Approximation eines Gaufl-Runge-Kutta-Verfahren erhélt per se die Orthonormalitét in
der numerischen Approximation, siche [HLWO0G6, Abschnitt IV.9.1] und [Coo87].

3 Abbildung [8.4| wurde unter Verwendung der htucker toolbox [TKI2] angefertigt, siche auch [KT12].
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8.3. Numerische Losung 107

Nachdem das numerische Losen von sowohl einen deutlich geringeren Speicherbedarf,
als auch eine deutlich geringere Rechenzeit mit sich bringt, stellt sich die Frage, wie gut die
numerische Losung Yy (7) von die Referenzlésung Yawp () approximiert. Abbildung
zeigt zu verschiedenen Zeitpunkten die Abweichung zwischen Y (7) und Yawp(7) im
Absolutbetrag.

Vektorisierung von |Y ,,,—Y

Diagonaleintrige von |Y ,,,—Y

HT‘ HT|

zum Zeitpunkt t=0:

\ b B
4 001
H“N Hl L L L L 0 Y L | . . | | |
B [ B 5

zum Zeitpunkt T=1:

umm..u. HHH HHHH[ELH“ . | 07’

zum Ze1tpunkt T=2:

L
.
b
.
L
.
L
.
L

Abbildung 8.5: Abweichung zwischen EN/HT(T) und Yawp (1)

Analog zu Abbildung zeigen die Plots auf der linken Seite von Abbildung die
Abweichungen in vektorisierter Form, wohingegen in den Plots auf der rechten Seite die
Abweichungen in den Diagonaleintréigen der Tensoren zu erkennen ist. Die Abweichung
zum Zeitpunkt 7 = 0 resultiert aus der Approximation der Auszahlungsfunktion durch
Algorithmus (1} auf Seite Unmittelbar nach Beginn der Zeitintegration ist ein rapides
Abfallen des Fehlers zu beobachten. Wie in der vektorisierten Darstellung zu erkennen ist,
liegt die maximale Abweichung zum Zeitpunkt 7 = 0 noch in der GroéBenordnung von 0.35,
wéhrend die maximale Abweichung fiir die anderen Zeitpunkte in der GroBlenordnung von
0.06 liegt. Betrachten wir die Differenz der Tensoren in den Diagonaleintrigen, so stellen

wir fest, dass der Fehler fiir smtliche Zeitpunkte im Bereich nahe des Ursprungs lokali-
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108 8. Zeitabhdngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

siert ist. Die Ursache hierfiir sehen wir darin, dass die Referenzlésung im Ursprung fiir
alle Zeitpunkte den grofiten Eintrag besitzt.

Weil sich durch das Erhohen des hierarchischen Rangs ebenfalls die Anzahl an Freiheitsgra-
den in der Darstellung erhoht, wiirde man annehmen, dass die Approximation zu einem
Rang ryr > 13 zu einer Approximation mit einer hoheren Giite fithren wiirde. In den
Simulationen stellen wir jedoch fest, dass fiir r5, = 14 im Intervall [0, 3] ein Zeitpunkt
7% auftritt, an dem die numerische Losung von instabil wird. Zu jenem Zeitpunkt
erniedrigt sich an einen Knoten N* der Rang der Single-Hole-Matrix sV (7*) und damit
der hierarchische Rang der Darstellung. Dies fithrt dazu, dass in den Bewegungsgleichun-
gen die Lastmatrix MN* (7*) singulér wird. Unter diesen Bedingungen ist es nicht mehr
moglich, die Zeitableitung anhand der Formeln aus Theorem [11|zu bestimmen. Um diese
Problematik zu vermeiden, empfiehlt es sich, den hierarchischen Rang zu einem geeigneten
Zeitpunkt 7 < 7* zu erniedrigen und damit die Instabilitéit zu umgehen. Ein Verfahren,
welches den hierarchischen Rang adaptiv steuert, setzt eine Strategie mit den folgenden

Komponenten voraus:

(K1) Die Strategie legt fest, an welchen Zeitpunkten eine Anderung des hierarchischen
Rangs stattfindet.

(K2) An jenen Zeitpunkten wird ebenfalls festgelegt, in welcher Weise sich der hierarchi-

sche Rang &ndert.

(K3) Zu einem Zeitpunkt, an dem sich der hierarchische Rang éndert, kann eine Approxi-
mation in der ,verdnderten” Mannigfaltigkeit bestimmt werden. Unter dieser Man-
nigfaltigkeit verstehen wir die Menge an Tensoren im hierarchischen Tucker-Format,

jedoch zum verdnderten hierarchischen Rang.

Zum gegenwéirtigen Stand sind uns keine Verfahren bekannt, welche den hierarchischen
Rang adaptiv steuern. Wihrend es fiir das Erniedrigen des hierarchischen Rangs einfach
zu sein scheint, eine Heuristik fiir (K1), (K2) und (K3) zu finden, wirft das Erhohen des
hierarchischen Rangs vor allem die Frage auf, wie die Komponente (K3) umzusetzen ist.
Im Rahmen dieser Arbeit betrachten wir die adaptive Steuerung des hierarchischen Rangs

nicht niher.

Niedrigrangapproximation in der Mannigfaltigkeit Tucker (ry,...,74)

Das Tucker-Format aus Abschnitt [3.2]ist ein Tensor-Format, welches in seiner Darstellung
dem hierarchischen Tucker-Format sehr dhnlich ist. Fiir d = 2 stimmen die beiden For-
mate sogar iiberein. Der wesentliche Unterschied zwischen den Formaten besteht darin,
dass die Basisfunktionen im hierarchischen Tucker-Format fiir Knoten im Inneren des Di-
mensionsbaumes erneut einer hierarchischen Zerlegung geniigen. Aufgrund der grofien
Ahnlichkeit der beiden Tensor-Formate wollen wir an dieser Stelle die numerischen Tests

durch die Niedrigrangapproximation in der Mannigfaltigkeit Tucker (71, ...,74) ergéinzen.

108



8.3. Numerische Losung 109

Mit P (Y1y) als den orthogonalen Projektor auf den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit

lautet das Anfangswertproblem der Niedrigrangapproximation
Vru(r) = P(Yru(r)) A Yru(7) , Y1u(0) = Yo € Tucker (71, ...,7q) , 7>0.  (8.1)

In [KL10, Lemma 3.1] leiten Koch und Lubich die Formel fiir die orthogonale Projek-
tion auf den Tangentialraum der Mannigfaltigkeit Tucker (71, ...,74) her. Um die Niedrig-
rangapproximation im Tucker-Format in addquater Weise mit der Niedrigrangapproxi-
mation im hierarchischen Tucker-Format zu vergleichen, verwenden wir den Tucker-Rang
ry =19 =13 = 14 = 13. Ehe wir eine numerische Loésung des Anfangswertproblems
bestimmen, ist es notig, eine Approximation der Auszahlungsfunktion in der Menge
Tucker (13,13, 13,13) zu bestimmen, welche dem Anfangswertproblem als Startwert
dient. Zu diesem Zweck verwenden wir die Funktion tucker_als der Matlab Tensor
Toolbox [BKT12] von Bader und Kolda, siehe auch [BK06]. Diese Funktion bestimmt
mittels einer kleinsten Quadrate Methode die Approximation eines Tensors in der Menge
der Tensoren im Tucker-Format, siche [KS08, Algorithmus 1]. Mit dem Matlab-Integrator
ode45 nahm das Losen des Anfangswertproblems auf dem Intervall [0,3] 15 Minu-
ten in Anspruch. Mit den Formeln aus [KL10, Lemma 3.1] besteht die Zeitableitung des
Core-Tensors und der univariaten Basisfunktionen aus insgesamt 31’161 Unbekannten. Im
Vergleich zum hierarchischen Tucker-Format resultiert die deutlich hohere Anzahl an Frei-
heitsgraden im Tucker-Format daraus, dass die Anzahl an Eintréigen des Core-Tensors
exponentiell mit der Dimension wéchst. Dies fiihrt dazu, dass das Tucker-Format in sehr
hohen Dimensionen keine Alternative zum hierarchischen Tucker-Format darstellt.

Auf den ersten Anschein wirkt die Zeit fiir die Berechnung der Niedrigrangapproxima-
tion in der Menge H-Tucker ((13)aer) nachteilig, obgleich die Zeitableitung in nur
7’163 Freiheitsgrade besitzt. Wir vermuten die Griinde hierfiir in der Programmiersprache
Matlab. Um Schleifen in der Implementierung der Zeitableitung von zu umgehen,
erzeugen wir bei der Berechnung der Zeitableitung eine Reihe von Hilfstensoren. Es ist
zu vermuten, dass das Assemblieren beziehungsweise das Reservieren und Freigeben von
Speicherbereich fiir diese Objekte der Grund fiir die schlechtere Laufzeit ist. Um diese
Effekte zu vermeiden, empfehlen wir, auf eine andere Programmiersprache wie C/C++

auszuweichen.
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110 8. Zeitabhéngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

Abbildung zeigt die Abweichung zwischen der numerischen Losung ?TH(T) von 1}
und der Referenzlésung Yawp (7) von (4.1)) im Absolutbetrag.
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Abbildung 8.6: Abweichung zwischen Yawp(7) und Yo, (7)

Analog zu Abbildung [8.5] zeigen die Plots auf der linken Seite von Abbildung die Ab-
weichung in vektorisierter Form, wihrend auf den Plots der rechten Seite die Abweichung
in den Diagonaleintrigen zu sehen ist. Vergleichen wir nun Abbildung mit Abbildung
so féllt zum Zeitpunkt 7 = 0 auf, dass die Approximation der Auszahlungsfunktion in
der Menge Tucker (13,13, 13,13) eine hohere Genauigkeit aufweist. Dariiber hinaus zeigt
die Abweichung zwischen Yawp(7) und Y, (7) qualitativ ein #hnliches Verhalten wie die
Abweichung zwischen ?AWP<T) und Yyr(7): Zu Beginn der Zeitintegration f&llt der Fehler
sehr schnell ab und beziiglich der Diagonaleintréige ist der Fehler fiir samtliche Zeitpunkte

im Bereich nahe des Ursprungs lokalisiert.

In Abbildung ist sowohl die Differenz zwischen Yawp(7) und Yru(7) als auch die Dif-

ferenz zwischen Yawp(7) und Yy (7) in der Frobeniusnorm eingezeichnet.
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Abbildung 8.7: Abweichung in der Frobeniusnorm

Es sei darauf hingewiesen, dass die Frobeniusnorm in unserem Beispiel iiber insgesamt
6’250’000 Eintrége aufsummiert. Vor diesem Hintergrund ist die Giite beider Niedrigrang-

approximationen als positiv zu bewerten. Aufgrund der Mengenrelation
‘H-Tucker ((13)arer) € Tucker (13,13,13,13)

iiberrascht es nicht, dass die Approximation }N/Tu(T) eine hohere Genauigkeit aufweist als
Yirr (7). Es sollte jedoch nicht vergessen werden, dass zur Darstellung eines Tensors in der

Menge H-Tucker ((13)arer) deutlich weniger Freiheitsgrade erforderlich sind.

R50%50x50%50
‘ (volle Darstellung) ‘ Tucker (13’ 13,13, 13) ‘ H-Tucker ((13)N€T)

# Freiheitsgrade | 6’250°000 | 31°161 | 7163

Auswirkungen von schwacher Korrelation

Das hierarchische Tucker-Format ist insbesondere dann zur Darstellung von hochdimensio-
nalen Tensoren geeignet, wenn gewisse Richtungen eine schwache Korrelation aufweisen.
In diesem Fall kann der Tensor beziehungsweise die Basisfunktion eines Knotens im In-
neren des Dimensionsbaumes durch wenige Basisfunktionen der Kindknoten dargestellt

werden. Bei der Black-Scholes-Gleichung liefert die Korrelationsmatrix 3 ein Maf fiir die
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112 8. Zeitabhéngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

Koppelung der einzelnen Richtungen in der Losung des Anfangswertproblems (AWP)). Die

in den bisherigen Beispielen gewéhlte Korrelationsmatrix

1 08 0.7 05
08 1 06 0.7
0.7 06 1 08
05 07 08 1

begiinstigt nicht wirklich die hierarchische Struktur. In unserem Beispiel verzweigt sich
die Wurzel des Dimensionsbaumes zu den Knoten A7 = {1,2} und Ny = {3,4}. Demnach
wére das hierarchische Tucker-Format dann zur Darstellung eines Tensors geeignet, wenn
der jeweilige Tensor zwischen den Dimensionen 1,2 und 3,4 eine schwache Korrelation

besitzt. Um das zu illustrieren wahlen wir nun die Korrelationsmatrix

1 0.8 0.01-0.7 0.01-0.5
B 0.8 1 0.01-0.6 0.01-0.7
~ 100107 0.01-0.6 1 0.8
0.01-0.5 0.01-0.7 0.8 1

und untersuchen vor diesem Hintergrund erneut die Giite der numerischen Approximatio-
nen Yirr(7) und Yo, (7). In der Modellierung kénnte eine solche Situation beispielsweise
dann auftreten, wenn die zugrundeliegenden Basiswerte in der multivariaten Black-Scholes-
Gleichung Aktien aus unterschiedlichen Branchen reprisentieren. Wire beispielsweise Ba-
siswert 1 und 2 jeweils eine Aktie aus dem Automobilbereich und Aktie 3 und 4 jeweils
eine Aktie aus dem Bereich der Telekommunikation, so wiirde man erwarten, dass die Ba-
siswerte 1 und 2 mit den Basiswerten 3 und 4 nur schwach korreliert sind.

In Abbildungist die Differenz zwischen Yawp (1) und 171\1(7) als auch zwischen Yawp (1)

und Yy (7) in der Frobeniusnorm eingezeichnet.
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Abbildung 8.8: Abweichung in der Frobeniusnorm

Wihrend die Abweichung von Yir(7) zur Referenzldsung Yawp (1) beziiglich der Frobeni-
usnorm durch die neue Korrelationsmatrix deutlich kleiner wird, dndert sich die Differenz
zwischen ?AWP(T) und ?TH(T) nur unwesentlich. Fiir wachsendes 7 beobachten wir in der
neuen Situation nun sogar eine leicht abnehmende Abweichung zwischen Yirr(7) und der
Referenzldsung Yawp (1) beziiglich der Frobeniusnorm.

Die Anderung in der vektorisierten Darstellung beziehungsweise in den Diagonaleintr-
gen der Abweichungen sind so gering, dass kein Unterschied zu den Abbildungen
und zu erkennen ist. Wir sehen deshalb davon ab, diese Abbildungen zu der neuen

Korrelationsmatrix erneut zu zeigen.

Ergebnis und Ausblick

Die Beispiele in diesem Kapitel unterstreichen die Vorziige der zeitabhéngigen Approxima-
tion im hierarchischen Tucker-Format. Im Fall der diskretisierten Black-Scholes-Gleichung
konnten wir auf diese Weise eine Situation erreichen, in welcher der Fehler trotz einer
Kompressionsrate von 99.98 % klein ist. Als Abschluss dieses Kapitels méchten wir auf
ein offenes Problem hinweisen. Betrachten wir ein hochdimensionales Anfangswertproblem
mit einem Anfangswert, der, wie im Fall der Black-Scholes-Gleichung, als eine Funktion
vorliegt. Mit den bekannten Verfahren bestiinde der erste Schritt zur zeitabhingigen
Approximation im hierarchischen Tucker-Format darin, die Funktion an jeder Position
auszuwerten und die Eintrége in einem Tensor abzuspeichern. Dieses Vorgehen koénnte
jedoch daran scheitern, dass der Tensor so viele Eintrége besitzt, dass er nicht mehr ge-
speichert werden kann. Und selbst wenn dies gelingen wiirde, so miisste in einem zweiten
Schritt ein Verfahren wie Algorithmus [1] auf Seite eine Approximation in der Menge
‘H-Tucker ((ra)aer) bestimmen. Algorithmus (1 verwendet zur Berechnung der Approxi-
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114 8. Zeitabhéngige Approximation der Black-Scholes-Gleichung im H-Tucker-Format

mation insgesamt 2d —2 Singulédrwertzerlegungen, welche allesamt auf Matrizen angewandt
werden, welche dieselbe Anzahl an Eintrigen besitzen, wie der hochdimensionale Tensor.
Die Durchfithrung solcher Zerlegungen wiirde folglich noch mehr Speicherbedarf erfordern
und immense numerische Kosten verursachen. Obgleich das Losen der Bewegungsgleichun-
gen aus Kapitel [] technisch moglich wére, wiirde das Vorhaben aufgrund der fehlenden
Approximation des Startwerts in der Mannigfaltigkeit H-Tucker ((rar)aer) scheitern. Es
sollte deshalb ein Gegenstand kiinftiger Forschung sein, einen Algorithmus zu entwerfen,
welcher zu einem Tensor, der ausschlieflich iiber eine Funktion definiert ist, eine Appro-
ximation in der Menge H-Tucker ((rax)aer) bestimmt und zwar auf eine Weise, welche es

nicht erfordert, den hochdimensionalen Tensor zu assemblieren.
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