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1  Einführung 
 

Der Titel des Artikels Mein Weg zum Strömungsmechanischen Modell leitet sich von einer 
Anekdote Heisenbergs über die Arbeitsweise Ludwig Prandtls anlässlich seiner Ernennung 
zum Ehrenmitglied der Deutschen Physikalischen Gesellschaft im Jahr 1947 ab. Heisenberg 
pries die besondere Fähigkeit Prandtls den Gleichungen ohne Rechnung anzusehen, welche 
Lösungen sie haben. Dies veranlasste Prandtl 1948 in den Physikalischen Blättern seinen Weg 
zu hydrodynamischen Theorien zu erläutern. 

Prandtl relativiert Heisenbergs Aussage und setzt an den Anfang der Entwicklung seiner hyd-
rodynamischen Theorien die Anschauung und das physikalisches Verständnis des jeweiligen 
strömungsmechanischen Problems. Erst in zweiter Linie erfolgt die Lösung der strömungsme-
chanischen Grundgleichungen, die über die Beobachtung hinausgehende quantitative Aussagen 
ermöglichen und die über die Anschauung alleine nicht zu gewinnen sind. 

Anhand von Strömungsbeispielen lassen sich die Wirkungsweise der einzelnen Terme der 
Grundgleichungen als Beschleunigungs-, Druck- und Reibungskräfte deuten. Das Erlernen 
dieser Fähigkeit bedarf einiger Übung, die den Studenten heute in den Grundvorlesungen der 
Strömungsmechanik vermittelt wird. So zeigen die Strömungsbeispiele der Abbildung 1.1 für 
die Navier-Stokes Gleichung der inkompressiblen Strömung, dass bei einer ausgebildeten 
Rohrströmung ausschließlich die Druck- und Reibungskraft wirksam sind. Bei der Platten-
grenzschicht sind es die Terme der konvektiven Beschleunigung und der Reibungskraft, wäh-
rend die stationäre Zylinderumströmung von konvektiver Beschleunigung, Druck- und Rei-
bungskraft bestimmt wird. Für die periodische Wirbelablösung der Kármánschen Wirbelstraße 
sowie für die instationäre Profilumströmung eines Tragflügels wirken alle vier Terme der Na-
vier-Stokes Gleichung. 

 

 
 

 

Abb. 1.1  Terme der Navier-Stokes Gleichung 
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Die Systematik der Entwicklung strömungsmechanischer Theorien und Modelle (siehe Abbil-
dung 1.2) hat sich in den vergangenen Jahrzehnten weiterentwickelt. Standen zu Prandtls Zei-
ten vorwiegend analytische Lösungsmethoden der Grundgleichungen zur Verfügung, sind es 
heute vorrangig numerische Lösungsmethoden, die die Behandlung dreidimensionaler und 
instationärer Strömungen komplexer Geometrien in Natur und Technik ermöglichen. Nach wie 
vor steht am Anfang der Entwicklung die Beobachtung und Anschauung im Experiment, die 
von der Weiterentwicklung insbesondere lokaler und globaler optischer Messmethoden profi-
tiert. Ergänzend werden zunehmend die Simulationsergebnisse der numerischen Lösung der 
strömungsmechanischen Grundgleichungen für die Beobachtung und Interpretation einer 
Strömung herangezogen. 

Die Entwicklung einer strömungsmechanischen Theorie setzt die mathematische Modellbil-
dung voraus, deren Ergebnis vereinfachte Modellgleichungen sind, die sich mit den jeweiligen 
Modellabstraktionen aus den strömungsmechanischen Grundgleichungen ableiten. Dies ist der 
wesentliche Schritt einer theoretischen Modellbildung, der viel Übung und Erfahrung bedarf. 
Waren es in der Vergangenheit aufgrund der begrenzten analytischen Lösungsmöglichkeiten 
vorwiegend zweidimensionale theoretische Modelle, so steht heute mit den numerischen Lö-
sungsmethoden die Entwicklung dreidimensionaler Modelle im Vordergrund. Ist die verein-
fachte Modellgleichung für ein gegebenes strömungsmechanisches Problem abgeleitet, folgt 
deren Validierung im Experiment und ergänzenden numerischen Lösung der vereinfachten 
Modellgleichung. Das Ergebnis ist im Allgemeinen eine Modellverfeinerung bezüglich der 
vorgegebenen Anfangs- und Randbedingungen und der von der Realität abgeleiteten Modell-
geometrie. 

 

 

 
 

 

Abb. 1.2  Strömungsmechanisches Modell 
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Aus dem breiten Spektrum der Forschungsarbeiten werden exemplarische Beispiele ausge-
wählt, die meinen Weg zu den strömungsmechanischen Theorien und Modellen aufzeigen.  

Als Beispiel einer reibungsfreien Strömung der Gasdynamik dient die schiefe Reflexion von 
Verdichtungsstößen, die zum Schallkriterium des Übergangs von der regulären zur Mach- 
Reflexion führt. 

Für die Modellentwicklung reibungsbehafteter Strömungen wird die Stabilitätstheorie lokaler 
Störungen abgeleitet und das stabilitätstheoretische Modell der konvektiven und absoluten 
Instabilität eingeführt. Deren Anwendung auf dreidimensionale Grenzschicht- und Nach-
laufströmungen führt zu Transitionskriterien des laminar turbulenten Übergangs und einer 
effizienten Strömungsbeeinflussung zur Widerstandsreduzierung. 

Ein klassisches Beispiel der Strömungen mit Wärmetransport ist die Rayleigh-Bénard Konvek-
tion. Es wird die Vielfalt der nichtlinearen Verzweigungslösungen analysiert und die Bereichs-
grenzen der stationären Zellularkonvektion, der oszillatorischen bis hin zur turbulenten Kon-
vektionsströmung angegeben. 

Die Bioströmungsmechanik befasst sich mit Strömungen, die von flexiblen biologischen Ober-
flächen aufgeprägt werden. Dies erfordert die mathematische Formulierung und theoretische 
Modellbildung der Strömung-Strukturkopplung. Es werden Modelle des Vogelfluges und der 
Strömung im menschlichen Herzen entwickelt und mit Modellexperimenten validiert. 
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2  Strömungsmechanik 

 
Die kontinuumsmechanische Formulierung der Strömungsmechanik setzt voraus, dass die 
molekulare Mikrostruktur der Fluide vernachlässigt wird und ein stetig differenzierbarer Zu-
sammenhang zwischen den charakteristischen physikalischen Größen besteht. 

Die kontinuumsmechanischen Grundgleichungen der Masse- Impuls- und Energieerhaltung 
lassen sich aus der mikroskopischen Boltzmann Gleichung durch Momentenbildung  ableiten. 
Diesen mühsamen Weg der Ableitungen sowie deren Voraussetzungen sollte jeder Strö-
mungsmechaniker einmal nachvollzogen haben, um sich selbst die Grundlage für die Entwick-
lung neuer strömungsmechanischer Theorien zu schaffen. 

Für diesen Artikel setzen wir die Kenntnis der strömungsmechanischen Grundgleichungen 
sowie deren analytische und numerische Lösungsmethoden entsprechend den Ausführungen in 
unseren Lehrbüchern voraus. Es werden lediglich die Grundgleichungen zusammengestellt, die 
als Grundlage für die daraus abgeleiteten strömungsmechanischen Modelle benötigt werden.  

 

2.1  Grundgleichungen 

 

Laminare Strömung 

 

Für inkompressible Strömungen schreiben sich die Masse- und Impulserhaltung: 

 

સ	 ∙ ࢜ ൌ 0			,       

(2.1) 
డ	࢜

డ	௧
൅	ሺ	સ	 ∙ ࢜	ሻ	࢜ ൌ 	െ	સ	݌ ൅	

ଵ

ோ௘
 ,  ࢜	∆	

 

mit der Reynolds-Zahl Re. 

Mit Wärmetransport ergeben die Erhaltungsgleichungen unter der Voraussetzung der Boussi-
nesq Approximation: 

  

સ	 ∙ ࢜ ൌ 0   , 

(2.2) 
ଵ

௉௥
	ቀ	

࢜	ࣔ

ࣔ	௧
൅	ሺ	࢜	 ∙ 	સ	ሻ	࢜	ቁ ൌ ࢋ	ܶ	ܴܽ െ 	સ	݌ ൅	∆	࢜  ,	  

 

   
డ	்	

డ	௧
൅ ሺ	࢜	 ∙ 	સ	ሻ	ܶ ൌ 	∆	ܶ  , 

 

mit den dimensionslosen Kennzahlen Prandtl- Zahl Pr und Rayleigh-Zahl Ra. 
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Für kompressible Strömungen erhält man die Masse-, Impuls- und Energieerhaltung: 

 
డ	ఘ	

డ	௧
൅ 	સ	 ∙ 	 ሺ	ߩ	࢜	ሻ ൌ 0  , 

(2.3) 

	ߩ ቀ	
࢜	ࣔ

డ	௧
൅ ሺ	࢜	 ∙ 	સ	ሻ	࢜	ቁ ൌ 	െ	સ	݌ ൅ 	સ	 ∙  , 	࣎	

 

	ߩ ቀ	
డ	௘

డ	௧
൅	ሺ	࢜	 ∙ સ	ሻ	݁	ቁ ൌ 	સ	 ∙ ሺ	ߣ	સ	ܶ	ሻ	– 	સ	ሺ	݌	 ∙  ,  ሻ	࢜

 

mit dem Schubspannungstensor ࣎ und bei Vernachlässigung der Dissipation in der Energieg-
leichung. Mit ݁ ൌ ܿᵖ	ܶ	 െ	݌ ⁄ߩ  ergibt sich die Energiegleichung eines kalorisch idealen Gases. 

 

Turbulente Strömung 

 

Es gibt keinen Hinweis gegen die Gültigkeit der Grundgleichungen (2.1) – (2.3) auch für turbu-
lente Strömungen, solange die turbulenten Längenskalen groß gegen die intermolekularen 
Abstände sind und der kontinuumsmechanische Ansatz gültig ist. Das Verhältnis der größten 
und kleinsten  turbulenten Längenskalen ݈⁰ ݈ᵏ⁄ 	schreibt sich näherungsweise: 

 

௟⁰

௟ᵏ
		ൎ 	ܴ݁ᵗ

య
ర  , 

 

wobei Reᵗ eine turbulente Reynolds-zahl ist, für die Reᵗ < Re gilt. 

Für eine turbulente Strömung der Reᵗ = 500 beträgt ݈⁰ ݈ᵏ	 ൎ 	2	 ∙ 	10ସ,⁄ 	so dass zur numerischen  
örtlichen Auflösung der kleinsten Turbulenzskalen mindestens 2	 ∙ 	10ହ Gitterpunkte  und für 
dreidimensionale Strömungsprobleme etwa 10ଵ଺ Punkte benötigt werden. Berücksichtigt man, 
dass die zeitliche Auflösung einer instationären Strömung mindestens 10ଷ Zeitschritte erfor-
dert, ergibt sich bei 100 Operationen pro Gitterpunkt eine Größenordnung von 10ଶଵ Rechen-
operationen. Berücksichtigt man weiterhin, dass die Zeitschritte für eine stabile numerische 
Lösung umgekehrt proportional zum Quadrat der Stützstellenabstände reduziert werden müs-
sen und damit die Rechenzeit mit der vierten Potenz der Reynolds-Zahl ansteigt, ist selbst der 
derzeit verfügbare leistungsfähigste Rechner mit 1.6	 ∙ 	10ଵ଺ Rechenoperationen pro Sekunde  
nicht in der Lage, mit einer direkten numerischen Lösungsmethode der strömungsmechani-
schen Grundgleichungen die kleinskaligen Turbulenzstrukturen aufzulösen. 

Da bis heute keine universelle Theorie der Turbulenz entwickelt wurde, verbleibt insbesondere 
für technische Anwendungen der klassische Weg der zeitlichen Mittelung der Grundgleichun-
gen mit dem massengemittelten Reynolds-Ansatz: 

 

࢜ ൌ ෥࢜ ൅ ݌			,ᇱᇱ࢜ ൌ ̅݌ ൅	݌ᇱ,			ܶ ൌ ܶ	෩ ൅	ܶᇱᇱ,		  
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der zu den Reynolds-Gleichungen kompressibler Strömungen führt: 

 

ߩ̅	߲
ݐ	߲

൅ 	સ	 ∙ ሺ	̅ߩ	࢜෥	ሻ ൌ 0		, 

(2.4) 
డ	ሺ	ఘഥ	࢜෥	ሻ

డ	௧
൅		 ෥࢜	ሺ	ߩ̅ 	 ∙ 	સ	ሻ		࢜෥ ൌ 	െ	સ	̅݌ ൅ 	સ	 ∙ ෤࣎	 ൅ 	સ	 ∙  ,  ᵗ࣎	

 
డ	ሺ	ఘഥ	௖ᵖ	 ෨் 	ሻ

డ	௧
൅	ሺ	࢜෥ 	 ∙ 	સ	ሻ	̅ߩ	ܿᵖ	 ෨ܶ ൌ 	સ	 ∙ ሺ	ࣅ	સ	T෩ ൅ ܶᇱᇱതതതതതത	સ	ߣ	 െ 	ܿᵖ	ߩ	ܶᇱᇱ࢜′′തതതതതതതതതത   

൅	
డ	௣̅

ࣔ	௧
൅	ሺ	࢜෥ 	 ∙ 	સ	ሻ	̅݌ ൅ ሺ	࢜ᇱᇱ ∙ 	સതതതതതതതത	ሻ	̅݌  , 

 

mit dem zeitlich gemittelten Schubspannungstensor ࣎෤ und den Reynolds-Spannungen ࣎ᵗ. Da 
keine universelle Theorie der Turbulenzmodelle entwickelt wurde, müssen die jeweiligen Ter-
me der turbulenten Schwankungsgrößen für jedes Strömungsproblem beziehungsweise bei 
technischen Anwendungen für jede Geometrieklasse gesondert modelliert und validiert wer-
den. 

Für die inkompressible Strömung erhält man mit dem Reynolds-Ansatz 	࢜ ൌ ഥ࢜	 ൅	࢜ᇱ,	 

݌ ൌ 	 ̅݌ ൅  :′݌	

 

સ	 ∙ ഥ࢜ ൌ 0  , 

(2.5) 

	ߩ ቀ	
డ	࢜ഥ

డ	௧
൅	ሺ	࢜ഥ 	 ∙ 	સ	ሻ	࢜	ഥቁ ൌ 	െ	સ	̅݌ ൅ 	સ	 ∙ ത࣎	 ൅ 	સ	 ∙  .  ᵗ࣎	

 

 

2.2  Strömung-Struktur Kopplung 

 

Die Bioströmungsmechanik bewegter biologischer Oberflächen erfordert die die Kopplung der 
Grundgleichungen der Strömungsmechanik mit denen der Strukturmechanik. Da im Allgemei-
nen die numerischen Lösungsmethoden der Strömungsmechanik mit den Lösungsmethoden der 
Strukturmechanik nicht übereinstimmen, erfolgt die Kopplung über die bewegte Oberfläche, 
die die Grenzfläche G zwischen dem Strömungsraum und der biologischen Struktur darstellt. 
Für die Lagrange-Euler Formulierung der Masse- und Impulserhaltung erhält man sowohl für 
die inkompressible Strömung als auch für die biologische Struktur: 

 

સ	 ∙ ሺ	࢜ െ ሻ	ᴳ࢜ ൌ 0  , 

(2.6) 

	ߩ ቀ
డ	࢜

డ	௧
ቚᴳ ൅ ൫ሺ	࢜ െ ሻ	ᴳ࢜ 	 ∙ 	સ	൯	࢜	ቁ ൌ 	સ	࣌  . 
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Dabei steht v sowohl für den Strömungsvektor als auch für die Deformationsgeschwindigkeit. 
Der Schubspannungstensor ࣎ der Strömung entspricht dem Spannungstensor ࣌ der Struktur. vᴳ 
ist die Referenzgeschwindigkeit der bewegten Oberfläche im Lagrange mit bewegtem Bezugs-
system. Relativ dazu sind die Grundgleichungen der Strömungsmechanik und Strukturmecha-
nik in Euler Formulierung dargestellt. Diese gemischte ALE (Arbitrary Lagrange-Euler) For-
mulierung bietet bezüglich der Kopplung der strömungs- und strukturmechanischen Lösungs-
methoden den Vorteil, dass die unterschiedlichen numerischen Rechennetze der jeweiligen 
Bereiche an der Grenzfläche G gekoppelt werden können. Die Abbildung 2.1 zeigt die Be-
reichseinteilung mit den charakteristischen Rechennetzen für die Strömung-Struktur gekoppel-
te Berechnung des menschlichen Herzventrikels und des Vogelflügels, die in Kapitel 3.4 be-
handelt werden. 

 

 
 

Abb. 2.1  Bereichseinteilung der Strömung-Struktur Kopplung 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 13 

3  Strömungsmechanische Modelle 

 
3.1  Reibungsfreie Strömung 

 

Für Strömungen großer Reynolds-Zahlen ܴ݁ ≫ 1 ergeben sich entsprechend der Abbildung 
3.1 die Bereiche der reibungsfreien Strömung und in Wandnähe die der reibungsbehafteten 
Grenzschichtströmung. In kompressiblen Strömungen kann es zur Ausbildung von Verdich-
tungsstößen kommen, deren eindimensionalen Grundgleichungen sich aus der Masse-, Impuls- 
und Energiegleichung (2.3) ableiten.  

 

 
 

Abb. 3.1  Bereiche der reibungsfreien und reibungsbehafteten Strömung 

 

3.1.1  Stoßreflexion 

 

Die Abbildung 3.2 zeigt jeweils zwei Momentaufnahmen der Stoßreflexion am Keil. Bei gro-
ßen Keilwinkeln stellt sich die reguläre Stoßreflexion mit dem einfallenden und reflektierten 
Verdichtungsstoß ein, während bei kleineren Keilwinkeln die Mach-Reflexion mit einer Drei-
stoßkonfiguration beobachtet wird. Einen ersten Ansatz für die Bestimmung des Grenzkeil-
winkels zwischen der regulären und Mach-Stoßreflexion liefert das mathematische Modell der 
eindimensionalen Stromfadentheorie. In einem mit dem Reflexionspunkt mit bewegtem Be-
zugssystem gelten die stationären Gleichungen des senkrechten Verdichtungsstoßes: 
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Abb. 3.2 Stoßreflexion am Keil 

 

ݒ	ߩ	 ൌ  ,  .ݐݏ݊݋݇

(3.1) 

݌ ൅ ²ݒ	ߩ	 ൌ  ,  .ݐݏ݊݋݇

 

݄ ൅	
ଵ

ଶ
²ݒ	 ൌ  ,  .ݐݏ݊݋݇

 

mit der Zustandsgleichung eines kalorisch idealen Gases ݄ ൌ ܿᵖ	ܶ. 

Die schiefen Verdichtungsstöße berechnen sich mit den Gleichungen des senkrechten Verdich-
tungsstoßes, sofern man diese auf die Normalkomponenten der Geschwindigkeiten anwendet. 
Für die reguläre Stoßreflexion gilt die Randbedingung, dass die vom einfallenden Verdich-
tungsstoßes verursachte Umlenkung des Geschwindigkeitsvektors von der Umlenkung des 
reflektierten Verdichtungsstoßes wieder rückgängig gemacht wird, so dass die wandparellele 
Abströmung zur Keiloberfläche gewährleistet ist. Die berechnete Stoßpolare des reflektierten 
Stoßes zeigt, dass oberhalb eines Grenzwinkels der Anströmung keine Lösung des Gleichungs-
systems existiert und die wandparallele Abströmung nicht mehr möglich ist. 

Das Experiment zeigt jedoch, dass die reguläre Stoßreflexion mit einem geraden reflektierten 
Verdichtungsstoß bereits bei einem kleineren Einfallswinkel nicht mehr beobachtet wird und 
sich ein im Reflexionspunkt gekrümmter reflektierter Verdichtungsstoß einstellt. Dies lässt 
sich damit erklären, dass die Abström-Machzahl hinter dem reflektierten Verdichtungsstoß 
	ܯ ൑ 1 wird und die an der Keilspitze verursachten Störungen bis zum Reflexionspunkt auf-
laufen können. Die Folge ist, dass die stationären Gleichungen der eindimensionalen Stromfa-
dentheorie (3.1) und damit auch der berechnete Grenzwinkel nicht mehr gültig sind und die 
Stoßreflexion instationär berechnet werden muss. Dies hat uns veranlasst, für den Übergang 
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der regulären zur Mach-Reflexion das physikalisch begründete Schallkriterium mit ܯ	 ൑ 1	hin-
ter dem reflektierten Stoß einzuführen, das sowohl im Experiment als auch bei der Berechnung 
mit der zweidimensionalen Euler-Gleichung bestätigt und validiert wurde. 

Der konstante thermodynamische Zustand hinter dem regulär reflektierten Stoß kann auch dazu 
benutzt werden, um bei hohen Temperaturen Relaxationskoeffizienten der Aerothermodyna-
mik chemisch reagierender Gase in einem Stoßrohr zu bestimmen. Stromab des reflektierten 
Stoßes der Abbildung 3.3 werden Temperaturen bis zu 7000 °K erreicht. Mit der Auswertung 
interferometrischer Messungen der Dichteprofile in den Relaxationszonen werden die Reakti-
onsgeschwindigkeitskomponenten der Luftmoleküle ermittelt, die beim Wiedereintritt eines 
Raumflugkörpers in die Erdatmosphäre auftreten (H. Oertel, Dissertation 1974). 

 

 
 

Abb. 3.3  Reguläre Stoßreflexion am Keil 
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3.2  Reibungsbehaftete Strömung 

 

3.2.1  Grenzschichtströmung 

 

Der Übergang von der laminaren zur turbulenten Grenzschichtströmungen wird bei überkriti-
schen Reynolds-Zahlen von einer Folge strömungsmechanischer Instabilitäten bestimmt. Die 
Abbildung 3.4 zeigt das Prinzipbild des Transitionsvorgangs und die numerischen Lösungen 
der Grundgleichungen (2.1). Dargestellt sind Isoflächen der dominanten Komponente des 
Schervektors. Bei der kritischen Reynolds-Zahl ܴ݁ᵏ ൌ 5 ∙ 10⁵ setzt die Transition mit stromab 
laufenden Tollmien-Schlichting Wellen ein, sofern eine ebene Störung kleiner Störamplitude 
vorgegeben wird. Weiter stromab überlagern sich den ebenen Wellenfronten dreidimensionale 
Störungen, die zur Ausbildung von λ-Strukturen führen, in deren Spitzen die höchsten Ge-
schwindigkeiten und Scherraten auftreten. Diese lokalen freien Scherschichten der transitionel-
len Grenzschichtströmung sind instabil und zerfallen stromab in kleinere Strukturen hoher 
Schubspannung. Diese bilden charakteristische Turbulenzflecken, die schließlich in die turbu-
lente Grenzschichtströmung übergehen. 

Bei kompressiblen Grenzschichten tritt im schallnahen Transitionsbereich eine Besonderheit 
auf, die in Abbildung 3.5 dargestellt ist. Die Isoflächen der Machzahl zeigen in den Simulati-
onslösungen der kompressiblen Grundgleichungen (2.3) rote Überschallbereiche in den Spitzen 
der λ-Strukturen. Deren Kopfwellen verursachen Resonanzen, die eine charakteristische 
Schallabstrahlung der transitionellen Grenzschichtströmung zur Folge haben. 

 

 

 
 

Abb. 3.4  Transition der zweidimensionalen Grenzschicht 

λ−Struktur

dreidimensionalTollmien−Schlichting−Welle
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Abb. 3.5  Transition der kompressiblen Grenzschicht 

 

Da im Allgemeinen in der Praxis keine ebenen Anfangsstörungen in der Grenzschicht vorlie-
gen sondern von Rauhigkeitselementen der Oberfläche verursachte lokale Störungen, haben 
wir die Stabilitätstheorie dreidimensionaler lokaler Störungen entwickelt, die sowohl eine Be-
reichseinteilung in absolute und konvektive strömungsmechanische Instabilitäten als auch die 
Bestimmung der charakteristischen Ausbreitungsbereiche der lokalen Störungen in der Grenz-
schicht ermöglicht (H. Oertel, Prandtl Gedächtnis Vorlesung 1994) 

Während entsprechend der Abbildung 3.6 Nachlaufströmungen einen absolut instabilen Be-
reich aufweisen, sind Grenzschichtströmungen konvektiv instabil. Lokale Störungen der 
Grenzschicht bewegen sich mit fortschreitender Zeit stromab, ohne dass sie den Ort der ur-
sprünglichen Störung weiter beeinflussen. Im Gegensatz dazu beeinflussen in einer Nach-
laufströmung die lokalen Störungen mit fortschreitender Zeit auch den ursprünglichen Ort ihrer 
Entstehung, weshalb man sie auch Resonanzbereiche nennt. So ist das Entstehen einer 
Kármánschen Wirbelstraße im Nachlauf eines Körpers ein Resonanzphänomen im absolut 
instabilen Bereich der Nachlaufströmung, die im nächsten Abschnitt beschrieben werden. 

Die Anwendung der Stabilitätstheorie lokaler Störungen auf kompressible Grenzschichtströ-
mungen eines transsonischen gepfeilten Tragflügels zeigt in Abbildung 3.7, dass die Transition  

 

 
 

Abb. 3.6  Absolut und konvektiv instabile Strömungsbereiche 
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Abb. 3.7  Transition der dreidimensionalen kompressiblen Grenzschicht 

 

entlang der Staulinie der dreidimensionalen Flügelgrenzschicht mit Querströmungsimstabilitä-
ten QS einsetzt. Diese Querströmungswellen verlaufen senkrecht zum Ausbreitungsbereich 
stromab und bilden mit ihren 0-Hertz Moden stationäre Längswirbel, die die Transition in der 
Flügelgrenzschicht einleiten. Weiter stromab setzt die Tollmien-Schlichting-Instabilität TS ein, 
die der Querströmungstransition überlagert wird. 

Die Diagramme zeigen die Gebiete relativer zeitlicher Anfachung ωᵢ der lokalen Störungen an 
zwei repräsentativen  Positionen des Pfeilflügels, die sich mit der Gruppengeschwindigkeit der 
Störwellen stromab bewegen. Das untere Diagramm zeigt die Neutralkurve ωᵢ = 0 für eine 
Position in der Nähe der Vorderkante im Bereich der Querströmungsinstabilität, während das 
obere Diagramm die entsprechende Neutralkurve an einer Flügelposition weiter stromab zeigt, 
an der Tollmien-Schlichting-Instabilitäten auftreten. Beide Instabilitäten besitzen konvektiven 
Charakter, da der Ursprung der jeweiligen lokalen Störungen nicht im Anfachungsgebiet mit  
ωᵢ > 0 enthalten sind. Die anwachsende Störungsenergie wird in beiden Fällen stromab trans-
portiert. Die Tangenten an die Neutralkurven bestimmen den Winkelbereich, innerhalb dessen 
die anwachsenden Störungen verbleiben. Im Falle der Querströmungsinstabilität ist der Aus-
breitungsbereich sehr eng und liegt im Wesentlichen stromab. Dabei laufen die instabilen 
Querströmungswellen praktisch senkrecht zum Ausbreitungsgebiet, während die Tollmien-
Schlichting-Wellen stromab verlaufen. 

Mit der linearen Stabilitätstheorie lokaler Störungen lässt sich lediglich das Einsetzen der In-
stabilitäten und damit der Beginn der Transition sowie die Ausbreitungsbereiche der Störwel-
len bestimmen. Die Simulation der nichtlinearen Störwellenentwicklung und deren strukturelle 
Veränderungen im Anfachungsbereich bleiben der direkten numerischen Lösung der kompres-
siblen Grundgleichungen (2.3) vorenthalten.  

In Abbildung 3.8 sind die Isoflächen der Drehung der Tollmien-Schlichting-Transition und der 
Transition der Querströmungswirbel an den jeweiligen Positionen der Tragflügelgrenzschicht 
dargestellt. Die Bereiche hoher Drehung und Scherung sind rot gekennzeichnet. Der Transiti-
onsprozess der Tollmien-Schlichting-Wellen beginnt wie bei der zweidimensionalen Grenz-
schicht mit ebenen stromablaufenden Wellen. Es folgt die Überlagerung dreidimensionaler 
Störungen und die Ausbildung der λ-Strukturen mit den Bereichen großer lokaler Scherung 
und den Übergeschwindigkeiten in den Spitzen. Im weiteren Verlauf der Transition zerfallen 
die lokalen Scherschichten innerhalb von wenigen Tollmien-Schlichting Wellenlänge in zu-
nehmend kleinere Strukturen bis schließlich der turbulente Endzustand erreicht wird. 

8
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Abb. 3.8  Transition der Tollmien-Schlichting und Querströmungs-Instabilitäten 

 

Die Mechanismen des Transitionsprozesses der Querströmungswirbel sind ähnlich. Es sind 
ebenfalls die Ausbildung der λ-Strukturen verbunden mit hohen Scherraten und Schwankungs-
größen zu erkennen. Im Endstadion der Transition bilden sich Längswirbel die innerhalb eines 
kurzen Abstandes in die turbulente Grenzschichtströmung zerfallen. 

Zu beachten ist, dass es sich um lokale Simulationsrechnungen der Transition an den jeweili-
gen Positionen der Instabilitäten in der Flügelgrenzschicht handelt. Da die Transition der 
Querströmungswirbel zur Turbulenz bereits im Bereich der Vorderkante des Flügels stattfindet, 
kommt die Tollmien-Schlichting-Transition stromab nicht mehr zum Tragen. Erst wenn man 
durch eine geeignete Strömungskontrolle zum Beispiel durch Absaugung der Querströmungs-
wirbel den Übergang zur Turbulenz im Bereich der Vorderkante verhindert, findet auch in 
einer dreidimensionalen Grenzschicht ein Tollmien-Schlichting-Transition statt. 

Das bisher gezeichnete Bild der Transition zur Turbulenz ist jedoch nicht einheitlich. Sowohl 
das Experiment als auch die numerischen Simulationsrechnungen zeigen, dass die Transitions-
bereiche nicht allein durch eine Folge von Instabilitäten erklärbar ist. Sondern dass die nichtli-



20  

neare Wechselwirkung mit Anfangsstörungen großer Störamplitude sowie Störungen der freien 
Anströmung den Transitionsprozess mit bestimmen. So können einzelne Stufen der Instabilitä-
ten übergangen und direkt turbulente Spots gebildet werden, die dann in die turbulente Grenz-
schichtströmung übergehen. 

Es gibt auch Strömungssituationen bei denen die lineare Stabilitätstheorie keinen geeigneten 
Einstieg in das Verständnis des Einsetzens der Turbulenz darstellt. In diesen Fällen beginnt die 
Turbulenz plötzlich und es erfolgt eine grundsätzliche Abfolge von Transitionsereignissen. 
Dabei erscheinen unterschiedliche Turbulenzskalen mehr oder weniger zur gleichen Zeit. 

 

 

3.2.2  Nachlaufströmung 

 

Die Klassifizierung von Strömungen in unterschiedliche Bereiche ist aus der Gasdynamik 
bekannt. Für die reibungsfreie Strömung führt dies zu Strömungsbereichen in denen elliptische, 
parabolische und hyperbolische Differentialgleichungen gelten. In Abbildung 3.9 ist darge-
stellt, dass der elliptische Unterschallbereich hinter der Kopfwelle einer Überschallströmung 
um einen Zylinder dem absolut instabilen Bereich der reibungsbehafteten Nachlaufströmung 
einer Kármánschen Wirbelstraße entspricht. In beiden Fällen beeinflussen lokal eingebrachte 
Störungen den gesamten Bereich. In den hyperbolischen Überschallbereichen laufen, wie in 
den konvektiv instabilen Bereichen der reibungsbehafteten Nachlaufströmung, lokale Störun-
gen entlang den Charakteristiken stromab und beeinflussen nicht den Ursprung der Störung mit   

 
Abb. 3.9  Bereiche der reibungsfreien und reibungsbehafteten Strömung 
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fortschreitender Zeit. Daraus resultiert, dass eine effiziente Strömungskontrolle der reibungs-
freien Strömung in den elliptischen und der reibungsbehafteten Strömung in den absolut insta-
bilen Bereichen erfolgen kann. 

Da das stabilitätstheoretische Modell der absoluten und konvektiven Instabilität im Experiment 
nur indirekt nachweisbar ist, erfolgt die Validierung der Modellvorstellung mit numerischen 
Simulationsrechnungen, in dem die zeitliche Entwicklung lokal eingebrachter Störwellen im 
Nachlauf einer längs angeströmten Platte verfolgt wird. Dabei ist der Grundzustand der  

 

 
 

 
Abb. 3.10  Numerische Simulation der zeitlichen Entwicklung lokaler Störungen im Nachlauf 
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Abb. 3.11  Absolut instabiler Bereich der Nachlaufströmung 

 

instationären Simulationsrechnungen die stationäre Lösung der Navier-Stokes Gleichung (2.1). 
Die an den lokalen Stellen 1 bis 5 eingebrachten periodischen Störwellen sind in den Amplitu-
dendiagrammen der Abbildung 3.10 gestrichelt gekennzeichnet. Die zeitlich anwachsenden 
Störwellen sind mit durchgezogenen Linien dargestellt. Im absolut instabilen Bereich 1 und 4 
der Nachlaufströmung wachsen die Amplituden der Störwellen, wie von der Stabilitätstheorie 
vorhergesagt, stark an. Im Übergangsbereich 2 zur konvektiv instabilen Nachlaufströmung 
wird die Anfangsstörung nach dem ersten Anwachsen wieder gedämpft bevor sie erneut an-
wächst. Im konvektiv instabilen Bereich 3 und 5 werden die ursprünglichen Anfangsstörwellen 
zeitlich nicht angefacht und bewegen sich räumlich stromab. 

Bei der unterkritischen Reynolds-Zahl des unteren Diagramms, bei der sich im Nachlauf keine 
periodische Wirbelablösung ausbildet, werden entsprechend der stabilitätstheoretischen Vor-
hersage die lokal eingebrachten Störungen in allen Bereichen exponentiell gedämpft. 

Die Abbildung 3.11 zeigt das zusammenfassende Ergebnis der Simulationsrechnungen für die 
Reynolds-Zahl Re = 200. Der gepunktete absolut instabile Bereich ist deutlich größer als das 
stationär berechnete Rückströmgebiet hinter der längs angeströmten Platte. Die Simulations-
rechnungen zeigen auch, dass sich bei Anfangsstörwellen mit großer Störamplitude der absolut 
instabile Bereich deutlich vergrößert. Denselben Effekt erreicht man mit einer zusätzlichen 
Wärmezufuhr über eine beheizte längs angeströmte Platte. Dabei geht die Vergrößerung des 
absolut instabilen Bereichs mit einer Verringerung der periodischen Ablösefrequenz einher. 

Das numerisch validierte stabilitätstheoretische Modell der absoluten Instabilität widerlegt die 
klassische Fernfeldtheorie der von Kármánschen Wirbelstraße. Die periodische Wirbelablö-
sung wird in Wirklichkeit durch eine Resonanz im absolut instabilen Bereich hinter dem Kör-
per im Nahfeld der Nachlaufströmung verursacht. Die stabilitätstheoretische Modellvorstellung 
bietet darüber hinaus die Grundlage für eine effiziente Strömungskontrolle reibungsbehafteter 
Strömungen. 

 

 

3.2.3  Strömungskontrolle 

 

Die Strömungsbeeinflussung der Nachlaufströmung kann auf vielfältige Weise durch Absau-
gen oder Ausblasen, durch eine Teilerplatte oder in einem engen Reynolds-Zahlbereich durch 
einen Störzylinder, durch Rotation des Zylinders oder durch eine geeignete Formgebung der  
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Schlitzabsaugung 

 
Störzylinder 

Abb. 3.12  Strömungskontrolle mit Schlitzabsaugung und Störzylinder 

 

Hinterkante des umströmten Körpers erfolgen. In Abbildung 3.12 sind die bekannten Experi-
mente von L. Prandtl 1905 mit Schlitzabsaugung an einem umströmten Zylinder und P.J. Stry-
kowski 1990 mit einem Störzylinder im Nachlauf des Zylinders gezeigt. In beiden Fällen wird 
die periodische Wirbelablösung durch die Strömungsbeeinflussung verhindert und der Wider-
stand des umströmten Zylinders  deutlich verringert. Den gleichen Effekt erzielt man entspre-
chend der Abbildung 3.13 durch Ausblasen an der Hinterkante einer längs angeströmten Platte. 

 

 
    Ausblasen                                                   Störzylinder 

Abb. 3.13  Numerische Simulation der Strömungskontrolle mit Ausblasen und Störzylinder 
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Die Stromlinien der numerischen Simulationsrechnungen zeigen, dass in allen Fällen der Strö-
mungskontrolle der absolut instabile Bereich der Nachlaufströmung abgesaugt beziehungswei-
se stromab geschwemmt wird, so dass in Übereinstimmung mit der Stabilitätstheorie ohne 
absolut instabilen Bereich keine periodische Wirbelablösung stattfindet. 

Die meisten technischen Strömungen sind turbulent. Dies erfordert die Erweiterung der Stabili-
tätstheorie lokaler Störungen auf der Basis der Reynolds-Gleichungen (2.4) für die kompressib-
le und (2.5) für die inkompressible Strömung (H. Oertel, Prandtl Gedächtnis Vorlesung 1994). 
Dabei wird der zeitlich gemittelte Grundzustand der Stabilitätsanalyse mit den Reynolds-
Gleichungen numerisch berechnet oder im Experiment gemessen. In den  Störungs-
Differenzialgleichungen der linearen Stabilitätstheorie werden die Störungen des turbulenten 
Schubspannungstensors vernachlässigt, so dass die charakteristischen Eigenschaften der Tur-
bulenz ausschließlich im Grundprofil der Stabilitätsanalyse enthalten sind. Als Beispiel für die 
Anwendung der auf turbulente Strömungen erweiterten Stabilitätstheorie lokaler Störungen 
dient die turbulente Nachlaufströmung eines Kraftfahrzeuges.  

Die Abbildung 3.14 zeigt das Prinzipbild der dreidimensionalen Nachlaufströmung eines 
Kraftfahrzeuges, die numerische Lösung der zeitlich gemittelten Reynolds-Gleichungen im    

 

 

 
                                            Prinzipbild 

 
                                            Simulation                                        Stabilitätsanalyse 

Abb. 3.14  Nachlaufströmung eines Kraftfahrzeuges 
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Abb. 3.15  Strömungskontrolle der Nachlaufströmung eines Kraftfahrzeuges 

 

Mittelschnitt, sowie die mit der Stabilitätsanalyse berechneten Anfachungsraten im absolut und 
konvektiv instabilen Bereich der Nachlaufströmung. Die Grenzschichtablösung an der Hinter-
kante des Kofferraums verursacht im Nachlauf des Kraftfahrzeuges einen Hufeisenwirbel und 
an der Unterseite ein Rückströmgebiet, die stromab des im Mittelschnitt gezeigten Sattelpunk-
tes in die konvektiv instabile Nachlaufströmung übergehen. Die mit der Stabilitätstheorie be-
rechneten Anfachungsraten ωᵢ ergeben im absolut instabilen Bereich der Nachlaufströmung 
positive und stromab im konvektiv instabilen Bereich negative Werte. 

Das Entwicklungsziel einer widerstandsvermindernden Formgebung des Kraftfahrzeughecks 
besteht entsprechend der Stabilitätstheorie darin, die Abreißkante an der Oberseite und die 
Diffusorströmung an der Unterseite des Kraftfahrzeuges so zu gestalten, dass das absolut insta-
bile Gebiet im Nachlauf und damit die periodischen Oszillationen des Hufeisenwirbels verhin-
dert werden. Dies gelingt mit einem in die Stoßstange integrierten Strömungskanal, der einen 
Teil der Diffusorluft von der Unterseite des Kraftfahrzeuges in die Nachlaufströmung leitet. 
Die Abbildung 3.15 zeigt die im Windkanal gemessenen Geschwindigkeitsprofile im Nachlauf 
ohne und mit Strömungskontrolle. Mit Ausblasen wird der gesamte Bereich der Nachlauströ-
mung konvektiv instabil und es wird eine Widerstandsverringerung der Kraftfahrzeugumströ-
mung von 10 % gemessen. 

Auch die turbulente Nachlaufströmung von Flugzeugen ist absolut instabil, wie die Abbildung 
3.16 eindrucksvoll zeigt. Der Nachlauf wird von den zwei Randwirbeln der Tragflügel gebil-
det, in die die Triebwerksfreistrahlen stromab einrollen. Die Nachlaufströmung wird durch die 
Kondensstreifen der Triebwerke in der Atmosphäre sichtbar, die von den Eiskristallen des bei 
der Verbrennung entstehenden Wassers gebildet werden. Im absolut instabilen Bereich des 
Nachlaufes werden die Randwirbel, wie von der Stabilitätstheorie vorhergesagt, instabil und 
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zerfallen stromab im konvektiv instabilen Bereich der Nachlaufströmung. Die Strömungsbeein-
flussung erfolgt beim Tragflügel durch Winglets an den Flügelspitzen, die die Wirbelstärke der 
Randwirbel verringern und eine Widerstandsreduzierung von 3 % möglich machen. Die Wing-
lets sind dem Vogelflügel nachempfunden, der die Verringerung des induzierten Widerstandes 
durch das Spreizen der Flügelendfedern erzielt, wie in Kapitel 3.4.1 näher ausgeführt wird. 

 

 
 

Abb. 3.16  Nachlaufströmung eines Verkehrsflugzeuges 
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3.3  Strömungen mit Wärmeübertragung 

 

Konvektionsströmungen mit Wärmeübertragung entstehen aufgrund von Dichteunterschieden, 
die einen Auftrieb zur Folge haben. In einer von unten beheizten horizontalen Schicht stellt 
sich eine thermisch instabile Schichtung ein, die bei einer kritischen Rayleigh-Zahl absolut 
instabil wird. Dabei wird der Wärmeleitungszustand durch räumlich periodische Konvektions-
zellen abgelöst, die die Wärmeübertragung  in der Schicht deutlich vergrößern. Bei weiterer 
Erhöhung der Temperaturdifferenz zwischen den horizontalen Berandungen der Schicht voll-
zieht sich mit steigender Rayleigh-Zahl der Übergang zur Turbulenz von der stationären Zellu-
larkonvektionsströmung über mehrere nichtlineare Verzweigungen der zeitlich periodischen 
Oszillationen der Konvektionszellen bis zur turbulenten Zellularkonvektion, bei der die großen 
Turbulenzstrukturen der ursprünglich stationären Konvektionszellen erhalten bleiben. Wie bei 
der konvektiv instabilen Grenzschicht ist der Transitionsprozess der Zellularkonvektion ent-
scheidend von den Anfangsstörungen und Randbedingungen des Stabilitätsproblems sowie von 
der Prandtl-Zahl des Mediums abhängig (H. Oertel, Habilitation 1979). 

 

3.3.1  Zellulare Konvektion 

 

Das klassische Beispiel einer thermischen Instabilität in einer von unten beheizten horizontalen 
Schicht ist die Rayleigh-Bénard Zellularkonvektion der Abbildung 3.17. Bei freien horizonta-
len Berandungen, wie sie in der Erdatmosphäre oder auf der Sonnenoberfläche vorkommen, 
setzt die Instabilität mit hexagonalen Konvektionszellen ein, in deren Zentrum Fluid aufsteigt 
und an deren Berandungen abwärts strömt. Bei festen horizontalen Berandungen bilden sich 
ohne Einfluss der Oberflächenspannung Konvektionsrollen. Die Ursache für die thermische 
Instabilität ist in beiden Fällen die gleiche. Kaltes also dichteres Medium ist über wärmerem 

 

 
 

Abb. 3.17  Thermische Zellularkonvektion 
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Medium geschichtet und tendiert dazu in tiefere Schichten zu fließen. Die Stabilitätstheorie 
und das Experiment zeigen, dass die zellulare Konvektionsströmung bei festen und isothermen 
horizontalen Berandungen unabhängig vom Medium bei der kritischen Rayleigh-Zahl Raᵏ = 
1708, bei einer freien Berandung bei Raᵏ = 1101 und bei zwei freien Berandungen bei Raᵏ = 
657 einsetzt. Die Konvektionszellen bilden sich schlagartig bei der kritischen Rayleigh-Zahl in 
der gesamten horizontalen Schicht, was die stabilitätstheoretische Vorhersage bestätigt, dass 
auch die Rayleigh-Bénard Zellularkonvektion wie die Nachlaufströmung absolut instabil ein-
setzt. 

Mit steigender Temperaturdifferenz zwischen den horizontalen Berandungen und damit stei-
gender Rayleigh-Zahl erhöht sich entsprechend der Abbildung 3.18 der dimensionslose Wär-
mestrom Nu kontinuierlich. Dabei ist der Anstieg der Nusselt-Zahl sowie der Transitionspro-
zess von der stationären Zellularkonvektion über mehrere zeitabhängige oszillatorische Zu-
stände bis hin zur turbulenten Konvektionsströmung stark abhängig von der Prandtl-Zahl des 
Mediums. Im Gegensatz zur Transition der Grenzschichtströmung bleibt bei der Zellularkon-
vektion die ursprünglich stationäre Zellstruktur bei großen Rayleigh-Zahlen als großräumige 
Turbulenzstruktur erhalten. 

In einem von unten beheizten Konvektionsbehälter erhöht sich die kritische Rayleigh-Zahl, da 
vertikale Berandungen der horizontalen Schicht aufgrund der zusätzlichen Reibung stabilisie-
rend wirken und das Einsetzen der Zellularkonvektion verzögern. Die Abbildung 3.19 zeigt  
Differenzialinterferogramme der stationären Konvektionsrollen in einem mit Silikonöl gefüll-
ten rechteckigen Konvektionsbehälter der dimensionslosen Längsausdehnung von 10 bei stei-
gender Rayleigh-Zahl. Bei der kritischen Rayleigh-Zahl setzt die Zellularkonvektion mit 10 
Konvektionsrollen ein, die sich entlang der kürzeren Seite des Konvektionsbehälters orientie-
ren. Dabei wirkt sich der Einfluss der vertikalen Berandungen lediglich auf die beiden Rand-
zellen aus. Mit steigender Rayleigh-Zahl werden den Konvektionsrollen periodische dreidi-
mensionale Störungen überlagert, die zu einer Verringerung der Zellzahl führen. So bilden sich 
in Silikonöl mit der Prandtl-Zahl 1800 bei den Rayleigh-Zahlen 2500, 5700, und 9000 zunächst 
9, dann 8 und schließlich 7 dreidimensionale Konvektionsrollen. Erhöht man die Temperatur-
differenz zwischen den horizontalen Berandungen weiter, setzen zeitlich periodische Oszillati-
onen entlang der Rollenachsen ein, deren Frequenz mit wachsender Rayleigh-Zahl ansteigt bis 
sich schließlich der Übergang zur turbulenten Konvektionsströmung über mehrere diskrete 
oszillatorische Verzweigungslösungen der Boussinesq-Gleichungen (2.2) vollzieht.    

 

 
 

Abb. 3.18  Dimensionsloser Wärmestrom 
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den Amplituden und Wellenzahlen der Anfangsstörungen. Sie werden von vertikalen und hori-
zontalen Temperaturgradienten oder der Neigung der horizontalen Schicht, den Zentrifugal- 
und Corioliskräften der Rotation und den Heizraten beeinflusst.  

Die Differenzialinterferogramme der Abbildung 3.21zeigen die thermische Zellularkonvektion 
in dem bisher beschriebenen horizontalen Konvektionsbehälter mit 10 Konvektionsrollen, den 
Einfluss eines überlagerten horizontalen Temperaturgradienten und den Einfluss der Rotation. 
Mit einem horizontalen Temperaturgradienten erhält man einen veränderten Grundzustand der 
thermischen Instabilität. Der Wärmeleitung wird eine Grundströmung überlagert. Es bildet sich 
an der vertikalen Berandung der kleineren Temperaturdifferenz zwischen den horizontalen 
Wänden eine Abtriebszone. An der gegenüberliegenden Berandung mit der größeren Tempera-
turdifferenz stellt sich die entsprechende Auftriebszone ein. Die Grundströmung hat eine de-
stabilisierende Wirkung und verringert die kritische Rayleigh-Zahl der thermischen Zellular-
konvektion. Die Amplituden der Konvektionsrollen wachsen in horizontaler Richtung entspre-
chend der lokalen Temperaturgradienten zwischen den horizontalen Berandungen des Konvek-
tionsbehälters. 

In einem um die Mittelachse rotierenden Konvektionsbehälter stellt sich aufgrund der Zentri-
fugalkraft und des inhomogenen vertikalen Dichtefeldes eine um die Rotationsachse symmetri-
sche dreidimensionale Grundströmung ein. Dem destabilisierenden Einfluss dieser Grundströ-
mung steht der stabilisierende Einfluss der Coriolis-Kraft entgegen, die senkrecht auf die Rela-
tivgeschwindigkeit wirkt. Zum anderen verursacht die Zentrifugalkraft bei großen Rayleigh-
Zahlen aufgrund der Scherung in den thermischen Grenzschichten der Grundströmung den 
Tollmien-Schlichting Wellen ähnliche thermische Welleninstabilitäten, die den zellularen os-
zillatorischen Instabilitäten überlagert werden und den Transitionsprozess zur thermischen 
Turbulenz wesentlich beeinflussen. 

	

	
	

Abb.	3.22		Stabilitätsbereiche	der	thermischen	Zellularkonvektion	
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Einfluss	von	Anfangsstörungen	

	

Bisher	 gingen	wir	 von	 kleinen	 zufälligen	 Anfangsstörungen	 bei	 quasistatischer	 Aufhei‐
zung	 aus.	 Gibt	 man	 jedoch	 beim	 quasistatischen	 Aufheizvorgang	 die	 Wellenlänge	 der	
Konvektionsrollen	 durch	 räumlich	 periodische	 Anfangsstörungen	 vor,	 werden	 weitere	
sekundäre	thermische	Instabilitäten	beobachtet.	Deren	Bereichsgrenzen	sind	in	den	Ra‐
yleigh‐Zahl	und	Wellenzahl	Stabilitätsdiagrammen	der	Abbildung	3.22	über	der	Prandtl‐
Zahl	für	die	unendlich	ausgedehnte	Schicht	mit	festen	horizontalen	Berandungen	darge‐
stellt.	Die	Gestalt	des	Bereichs,	in	dem	die	primären	Konvektionsrollen	auftreten	und	die	
sekundären	Instabilitäten	abklingen,	ist	anhand	von	sechs	Schnitten	bei	jeweils	konstan‐
ter	Prandtl‐Zahl	verdeutlicht.	Je	nachdem	wo	der	Stabilitätsbereich	verlassen	wird,	treten	
in	 Abhängigkeit	 der	 Prandtl‐Zahl	 unterschiedliche	 sekundäre	 Instabilitäten	 auf.	 Die	
Grenzlinien	 der	 Stabilitätsbereiche	 berühren	 dabei	 die	 Stabilitätsgrenze	 der	 primären	
Instabilität	mit	 der	 von	 der	 Prandtl‐Zahl	 unabhängigen	 kritischen	 Rayleigh‐Zahl	 Raᵏ	ൌ	
1708	und	der	kritischen	Wellenzahl	aᵏ	ൌ	3.12.		

Bei	Medien	kleiner	Prandtl‐Zahl	treten	die	bereits	beschriebenen	oszillatorischen	sekun‐
dären	Instabilitäten	auf.	Die	zeitabhängige	zick‐zack	Instabilität	zz	beobachtet	man,	wenn	
die	vorgegebene	Wellenlänge	der	Konvektionsrollen	bei	der	jeweiligen	Rayleigh‐Zahl	zu	
groß	ist	und	sich	durch	die	zick‐zack	Bildung	eine	Verkleinerung	der	Wellenlänge	ergibt.	
Die	 schief‐varikose	 Instabilität	 sv	 bildet	 eine	 räumlich	 periodische	 Variation	 in	 beiden	
horizontalen	Richtungen	mit	 einer	 periodischen	Versetzung	 der	 Konvektionsrollen	 von	
einer	Rolle	zur	anderen.	Die	Querrollen‐Instabilität	qr	führt	schließlich	zu	einer	vollstän‐
digen	 Versetzung	 der	 Konvektionsrollen,	 die	 im	 rechten	Winkel	 zueinander	mit	 unter‐
schiedlichen	Wellenlängen	orientiert	sind.	

Für	Flüssigkeiten	mit	Prandtl‐Zahlen	größer	als	7	ist	die	dreidimensionale	Konvektions‐
strömung	 bei	 Rayleigh‐Zahlen	 größer	 als	 2	 10⁴	 stationär.	 Diese	 Instabilität	 bezeichnet	
man	als	bimodale	Knoten‐Instabilität	kn.	In	Gasen	mit	der	Prandtl‐Zahl	0.71	beginnen	die	
Konvektionsrollen	bei	der	Rayleigh‐Zahl	1	10⁴	zu	oszillieren	und	es	werden	keine	statio‐
nären	Knoten‐Instabilitäten	beobachtet.	Ein	weiteres	anwachsen	der	Rayleigh‐Zahl	führt	
zu	einem	Anwachsen	der	Oszillationsamplitude	und	Oszillationsfrequenz.	Die	zeitabhän‐
gige	 Struktur	 der	 Konvektionszellen	wird	 zunehmend	 irregulär	 bis	 sich	 schließlich	 der	
Übergang	 zur	 turbulenten	 Konvektionsströmung	 einstellt.	 Bei	 flüssigen	 Metallen	 	 mit	
Prandtl‐Zahlen	der	Größenordnung	1	10⁻²	ist	der	Rayleigh‐Zahl	Bereich	stationären	Kon‐
vektionsströmung	 begrenzt	 und	 die	 turbulente	 Konvektionsströmung	 wird	 bereits	 bei	
einer	Rayleigh‐Zahl	von	2500	erreicht.	

	

Erhöht	man	die	Heizrate,	stellen	sich	statt	des	 linearen	Wärmeleitungsprofils	bei	quasi‐
statischer	Aufheizung	zeitabhängige	nichtlineare	Wärmeleitungsprofile	als	Grundzustand	
des	thermischen	Stabilitätsproblems	ein.	Dies	hat	zum	einen	zur	Folge,	dass	sich	die	kriti‐
sche	Rayleigh‐Zahl	der	Konvektionsrollen	mit	wachsender	Heizrate	deutlich	erhöht.	Zum	
anderen	braucht	das	Einsetzen	der	Konvektionszellen	abhängig	von	der	Prandtl‐Zahl	Zeit,	
um	sich	vollständig	auszubilden.	Je	größer	die	Prandtl‐Zahl	des	Mediums	ist,	umso	länger	
ist	die	Ausbildungszeit.	

Bei	sehr	starker	Heizung	und	damit	großen	Anfangsstörungen	bildet	sich	eine	thermische	
Welle	in	der	horizontalen	Schicht	aus,	die	sich	mit	einer	von	der	Prandtl‐Zahl	abhängigen	
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charakteristischen	Geschwindigkeit	in	vertikaler	Richtung	ausbreitet.	Die	zeitliche	Abfol‐
ge	der	Differenzialinterferogramme	der	Abbildung	3.23	zeigen,	dass	die	thermische	Welle	
zunächst	gegen	räumlich	periodische	Konvektionsrollen	in	der	Wellenfront	instabil	wird	
und	nach	einer	Verzögerungszeit	direkt	der	Übergang	zur	turbulenten	Konvektionsströ‐
mung	 folgt.	 Dabei	 bleibt	 die	 großräumige	 räumlich	 periodische	 Struktur	 der	 primären	
Welleninstabilität	 auch	 im	 turbulenten	Bereich	 erhalten	bis	 sich	 schließlich	 thermische	
Grenzschichten	an	den	unteren	und	oberen	horizontalen	Berandungen	einstellen.	

	

	
	

Abb.	3.23		Instabilitäten	einer	thermischen	Welle	
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3.4  Bioströmungsmechanik 

 

Die Bioströmungsmechanik befasst sich mit Strömungen, die von flexiblen biologi-
schen Oberflächen aufgeprägt werden. Dies erfordert die in Kapitel 2.2 eingeführte 
mathematische Formulierung und theoretische Modellbildung der Strömung-Struktur 
Kopplung. Diesbezüglich ist die Bioströmungsmechanik ein relativ junges Teilgebiet 
der Strömungsmechanik, deren vorrangiges Ziel in der technischen Umsetzung der 
von der natürlichen Evolution über Jahrmillionen entwickelten Methoden der Strö-
mungskontrolle und Widerstandsreduzierung besteht. 

Aus der Vielzahl der biologischen Strömungen haben wir den Vogelflug und die Strö-
mung im menschlichen Herzen und deren Anwendung in der Luftfahrt- und Medizin-
technik ausgewählt. Die neu entwickelten Strömung-Strukturmodelle werden mit ver-
einfachten Modellexperimenten des Flügelschlages und des Herzzyklus validiert. 

 

3.4.1  Vogelflug 

 

Der Vogelflug vereint im Flügelschlag den zum Fliegen erforderlichen Auftrieb mit dem Vor-
trieb. Entsprechend der Abbildung 3.24 ist der Flügel zu Beginn des Abwärtsschlages voll 
ausgestreckt und bewegt sich ohne Vorwärtskomponente relativ zum Vogel abwärts. In der   

 

 
 

Abb. 3.24  Flügelschlag der Möwe 
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Mitte des Abwärtsschlages wird die Flügelspitze leicht gedreht und erzeugt die Vortriebskom-
ponente. Am Ende des Abwärtsschlages ist der Flügel wieder gestreckt und erzeugt über die 
gesamte Flügelspannweite Auftrieb. Zu Beginn des Aufwärtsschlages wird der Flügel abge-
knickt bei gleichzeitiger Erhöhung des Anstellwinkels, um den Verlust des Auftriebes im äuße-
ren Teil des Flügels zu kompensieren. Dabei bewegt sich der Flügel nach hinten und die Flü-
gelspitzen werden gespreizt. Die Hauptfedern des Flügels befinden sich dabei in Ruhestellung. 
In der Mitte des Aufwärtsschlages sind die Federn übereinander gefaltet. Die Rückwärtsbewe-
gung wird fortgesetzt und der Anstellwinkel weiter erhöht. Am Ende des Aufwärtsschlages ist 
der Flügel wieder gestreckt und die Hauptfedern schwingen nach vorne, um den nächsten Ab-
wärtsschlag vorzubereiten. 

Die Stabilität des Vogelfluges wird mit den Schwanzfedern erreicht. Deren Spreizen ermög-
licht auch abrupte Flugmanöver und das Abbremsen des Vogels bei der Landung. Die Flügel 
der Vögel sind für das Fliegen bei größeren Reynolds-Zahlen ausgelegt. So wird durch geeig-
nete Grenzschichtkontrolle aufgrund der Beweglichkeit der Deckfedern, den Schlitzen in den 
Vorderflügeln und dem Spreizen der Flügelendfedern die Strömungsablösung vermieden und 
der induzierte Widerstand gering gehalten. Durch eine geeignete Oberflächenform wie Vorder-
kantenkämme und Federflaum wird der Reibungswiderstand reduziert und aerodynamische 
Geräusche vermindert. 

Mit dem transsonischen Verkehrsflugzeug hat die Technik mit der Trennung von Auftrieb und 
Vortrieb zwar die natürliche Evolution des Vogelfluges bezüglich der Fluggeschwindigkeit 
weit übertroffen, dennoch lassen sich insbesondere für Start und Landung im Unterschallflug 
wesentliche Komponenten des Vogelflügels entsprechend der Abbildung 3.25 auch für das 
Verkehrsflugzeug technisch umsetzen. So dient der Vorderflügel eines Bussards oder der Eule 
als Vorbild für die Hochauftriebsklappen des Flugzeuges, die mit Krüger-Vorderklappen und 
Fowler-Hinterklappen bei einer Start- und Landegeschwindigkeit von 350 km/h beziehungs-
weise 250 km/h den Auftrieb bei vergrößerter Flügelfläche und Anstellwinkel sicherstellen.  

Das Spreizen der Endfedern des Vogelflügels, das den induzierten Widerstand verringert, wird 
beim Verkehrsflugzeug mit Winglets nachempfunden. Dabei hat der abgeknickte Zusatzflügel 
eine geringere Tiefe als der Hauptflügel. Dadurch wird die auf der Unterseite des Flügels nach 
außen gerichtete Strömungsgeschwindigkeit durch die geringere Druckdifferenz zwischen  

 

 
                 Vorflügel                           Winglet                         adaptiver Flügel 

Abb. 3.25  Technische Umsetzung des Vogelflügels  
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Unter- und Oberseite des Winglets abgeschwächt und die Wirbelstärke des Randwirbels ver-
ringert. Damit lässt sich der induzierte Widerstand um bis zu 5% verringern. 

Die Technologie des transsonischen adaptiven Flügels wurde zunächst ohne Erkenntnisse der 
Flugeigenschaften des Vogels entwickelt. Der Verdichtungsstoß auf dem superkritischen Trag-
flügel wird mit einer kleinen Beule auf der Tragflügeloberfläche zum einen fixiert und zum 
anderen der Wellenwiderstand des Verdichtungsstoßes verringert. Mit dieser Stoßkontrolle 
lässt sich der Widerstand des Tragflügels um bis zu 9% verringern. Nutzt man die Erkenntnisse 
aus Kapitel 3.2.1 und vermeidet mit einer Absaugung die Querströmungsinstabilitäten an der 
Vorderkante des gepfeilten Tragflügels kann man durch die Laminarisierung der Flügelgrenz-
schicht eine weitere Verringerung des Gesamtwiderstands um 7% erzielen. 

Der Vogel optimiert durch flexible Veränderungen der Profil- und Flügelform seine Flugbe-
dingungen. Mit pneumatischen Flügelstrukturen kann man mit einem adaptiven transsonischen 
Tragflügel auch bei Verkehrsflugzeugen unterschiedliche Flügelwölbungen sowohl bei Start 
und Landung als auch im Reiseflug erzielen. In einem ersten Schritt werden die Hochauftriebs-
klappen an der Hinterkante des Flügels für eine Anpassung der Flügelform an die jeweiligen 
Flugbedingungen genutzt. Der adaptive Flügel passt sich elektronisch gesteuert den unter-
schiedlichen Flughöhen und Windverhältnissen an. 

Vögel verfügen in extremen Fluglagen über sich passiv aufrichtende Deckfedern, die als Rück-
strömklappen wirken und den Unterdruckbereich an der Flügelvorderkante gegen eine Rück-
strömung von der Hinterkante abschirmen. Damit wird ein plötzlicher Auftriebseinbruch auf 
dem Flügel bei hohen Anstellwinkeln verhindert. Je nach Größe der Klappen werden beim 
Flugzeug mit automatisch ausfahrenden Rückströmklappen Steigerungen des Anstellwinkels 
von bis zu 25% erreicht. Beim Wiederanlegen der Strömung bei geringeren Anstellwinkeln 
schließt die Klappe von selbst. Damit bleibt das Flugzeug auch bei extremen Fluglagen sicher 
steuerbar. 

 

Geometrie- und Strukturmodell des Vogelflügels 

 

Für die Modellierung der Strömung-Struktur Kopplung des Flügelschlages ist zunächst ein 
Strukturmodell des Federkleides des Vogelflügels erforderlich. Der Vogelflügel der Abbildung 
3.26 besteht aus den Primärfedern des Außenflügels und den Sekundärfedern des Innenflügels. 
Diesen überlagert sind unterschiedliche Arten von Deckfedern. Die Primärfedern können vom 
Vogel einzeln gesteuert und während des Schlagzyklus zur Reduzierung des induzierten Wi-
derstandes gespreizt werden. Die Sekundärfedern des inneren Teils des Flügels sind parallel 
angeordnet und werden vom Vogel in einzelnen Gruppen durch elastische Membranen kontrol-
liert. Die Deckfedern schließen die Spalte zwischen den Hauptfedern und den Übergang zum 
Vogelrumpf. Im mittleren Teil des Flügels haben sie die Funktion der passiven Rückström-
klappe, die bei hohen Anstellwinkeln die Strömungsablösung auf dem Flügel verhindert. Inso-
fern hat die Evolution mit dem flexibel steuerbaren Vogelflügel einen adaptiven Flügel entwi-
ckelt, der sich jeder Fluglage und jedem Flugmanöver in idealer Weise anpasst. 

Die Struktur einer Einzelfeder ist im rechten Bild der Abbildung 3.26 gezeigt. Sie besteht aus 
dem Federkiel und den Federhaaren, die miteinander verzahnt sind. Die Federn sind überlap-
pend angeordnet, so dass sie eine geschlossene Flügeloberfläche bilden. Die Flügeloberfläche 
ist während des Flügelaufschlages durch das Spreizen der Primärfederenden luftdurchlässig 
und beim Flügelabschlag zur Erzeugung des Vortriebs geschlossen. 
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Abb. 3.26  Federkleid einer Möwe 

 

Aus den Erkenntnissen des Aufbaus des Vogelflügels gilt es ein vereinfachtes Geometrie- und 
Strukturmodell in der Weise abzuleiten, dass alle charakteristischen aerodynamischen Merk-
male eines Flügelschlages mit einem abstrahierten elastischen Strukturmodell des Vogelflügels 
abgebildet werden. Dafür wird in Vogelflugversuchen im Windkanal die Oberflächengeometrie 
des fliegenden Vogels stereografisch gefilmt und ein dynamisches Geometriemodell abgeleitet. 
Die Abbildung 3.27 zeigt das dreidimensionale Geometriemodel zu sechs unterschiedlichen 
Zeitpunkten des Flügelschlages. 

Das vereinfachte Strukturmodell modelliert die Flügeloberfläche als zonale anisotrope elasti-
sche Membran. Dabei werden die unterschiedlichen Federgruppen des Vogelflügels gesondert 
betrachtet und anhand ihrer mechanischen und kinematischen Funktionalität zu einzelnen Be-
reichen zusammengefasst. Der Federkiel wird mit einem rechteckigen Kastenprofil abgebildet, 
das sich in Richtung der Hinterkante verjüngt und einen elliptischen Querschnitt annimmt. 
Entsprechend gemessener Werte wird ein linearer Verlauf des Elastizitätsmoduls mit einem 
mittleren Wert von E = 2.5 GPa angenommen. Die Federhaare zwischen den Spalten der 
Hauptfedern werden mit einer Membran modelliert, die zwischen den Federkielen aufgespannt 
ist und ebenfalls den konstanten mittleren Wert des Elastizitätsmoduls besitzt. Zwei weitere 
Membranen modellieren die Deckfedern des Vogelflügels. Das für den Flügelschlag charakte-
ristische Spreizen der Primärfedern wird vereinfacht durch die gestreiften Flächen in Abbil-
dung 3.27 abgebildet. Beim Flügelabschlag sind die Flächen luftundurchlässig und beim Flü-
gelaufschlag teilweise geöffnet. Die geometrische Form der drei Membranen sind dem zu mo-
dellierenden Flügel angepasst. Die Dicke der Membran der Deckfedern ist an der Flügelvor-
derkante zwei bis dreimal so groß wie die der Federhaare und verjüngt sich in Richtung der 
Hinterkante, was zu einer Verjüngung des Flügelprofils führt. Aufgrund der hohen Biegestei-
figkeit des Flügelknochens wird dieser im Strukturmodell als Festkörper angenommen. Die 
Kinematik des Auf- und Abschlags des Vogelfluges wird durch die Vorgabe einer orts- und   
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Abb. 3.27  Geometrie- und Strukturmodell des Vogelflügels 

 

zeitabhängige Bewegung der Flügelaußenkante in das Modell implementiert. Die Bewegung 
beinhaltet die gesamte komplexe Flügelschlagkinematik, die den stereografischen Aufnahmen 
des Vogelfluges im Windkanal entspricht. Dabei wird das Verhalten des Flügelbereiches in-
nerhalb der Außenkanten mit dem Strukturmodell berücksichtigt. 

 

Validierung  

 

Die Validierung des Strukturmodells des Vogelflügels und der mathematischen Strömung-
Struktur Kopplungsmodelle des Kapitels 2.2 erfolgt mit Experimenten im Windkanal an einer 
vereinfachten Referenzgeometrie des Flügelschlages. Es werden die Geschwindigkeitsvertei-
lungen in ausgewählten Laserschnitten im Nachlauf des Vogelmodells gemessen und mit 
Strömung-Struktur gekoppelten Simulationsrechnungen verglichen und bezüglich der mathe-
matischen und physikalischen Modelle bewertet. 

 

 
 

Abb. 3.28  Flügelschlagmodell 
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Grundlage der Validierung ist das vereinfachte Flügelschlagmodell der Abbildung 3.28. Es 
besteht aus einem steifen Modellkörper und einem elastischen Flügelpaar, das das zonale 
Strukturmodell der Abbildung 3.27 mit zwei Flügelmembranen abstrahiert. Die Flügelschlag-
bewegung des Modells basiert auf der vereinfachten Grundkinematik des Vogelfluges, wobei 
ein maximaler Schlagwinkel von 30° und ein maximaler Anstellwinkel von 20° bei einer 
Schlagfrequenz bis zu 12 Hz realisiert werden kann. 

Die Strömung-Struktur gekoppelte Simulation erfolgt mit den Grundgleichungen (2.6) wobei 
für die Strömungsberechnung die Reynolds-Gleichungen der inkompressiblen Strömung (2.5) 
mit einem der Nachlaufströmung des Vogelfluges angepasstem anisotropem Zweigleichungs-
Turbulenzmodell numerisch gelöst werden.  

 

             

 
Abb. 3.29  Stromlinienbilder im Nachlauf des Flügelschlagmodells 
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In Abbildung 3.29 sind die berechneten dreidimensionalen Isoflächen der Wirbelstärke im 
Nachlauf des Flügelschlagmodells bei der Reynolds-Zahl der Anströmung Re = 1.64 10⁴ und 
der Schlagfrequenz des Modelflügels f = 8 Hz sowie die berechneten und gemessenen Stromli-
nienbilder zu zwei Zeitpunkten in den Laserschnitten des Windkanalexperiments dargestellt. 
Für die Generierung der Stromlinienbilder aus den experimentellen Daten werden intervallge-
mittelte Geschwindigkeitsfelder der Geschwindigkeitskomponente u abzüglich der jeweiligen 
räumlichen Mittelwerte gebildet. Der Flügelschlag erzeugt zum Zeitpunkt t¹ einen entgegen 
dem Uhrzeigersinn drehenden Wirbel F¹. Dieser bewegt sich aufgrund der Anströmgeschwin-
digkeit von links nach rechts durch den Messbereich und wird zum Zeitpunkt t² aufgrund der 
nach unten gerichteten Stromlinien am rechten Rand des Messbereiches angedeutet. Ein weite-
rer Wirbel F² mit entgegengesetzter Drehrichtung ist am linken Rand des Messbereiches zu 
erkennen. Die Wirbel F¹ und F² repräsentieren den Start- und Stoppwirbel, die aufgrund der 
Flügelschlagbewegung periodisch in den Nachlauf abschwimmen und in Längs- und Querrich-
tung miteinander verbunden sind. 

Die quantitative Validierung des numerischen Modells erfolgt anhand des Vergleichs der  

 

 
Abb. 3.30  Geschwindigkeitsverläufe im Nachlauf des Flügelschlagmodells 
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experimentell und numerisch ermittelten Geschwindigkeitsverläufe an zwei Messpunkten im 
Nachlauf des Flügelschlagmodells. In Abbildung 3.30 ist die zeitliche Änderung des intervall-
gemittelten Geschwindigkeitsbetrages für einen Schlagzyklus dargestellt sowie die korrespon-
dierenden Amplitudenspektren abzüglich ihres Gleichanteils. Die gemittelten Messwerte sind 
durch das 5 % Fehlerintervall für jeden Zeitschritt sowie durch den 10 % Fehlerbereich der 
numerischen Ergebnisse ergänzt. Die zeitliche Entwicklung des Geschwindigkeitsbetrages 
zeigt eine gute Übereinstimmung zwischen dem Experiment und der Strömung-Struktur ge-
koppelten Berechnung. Die Abweichung der Werte entlang der Zeitachse liegt im Rahmen der 
Mess- und Berechnungsfehler. Auftretende lokale Schwankungen des experimentellen Ge-
schwindigkeitsbetrages sind auf das kontinuierliche Entstehen kleinskaliger Wirbelstrukturen 
in den Scherschichten der großräumigen Wirbel zurückzuführen, die von der numerischen 
Strömungsberechnung nicht aufgelöst werden. Diese entstehen aufgrund der Flügelbewegung 
durch das Auftreten der entgegengesetzt drehenden Wirbelstrukturen im Nachlauf. Die weite-
ren gekennzeichneten Amplituden sind die Harmonischen der Grundschwingung. Deren Werte 
fallen mit steigender Frequenz, wobei eine vergleichbare relative Abnahme zu erkennen ist. 

Trotz der hohen Komplexität der Experimente und der numerischen Berechnung zeigen die 
ermittelten Geschwindigkeitsverläufe und Strömungsstrukturen über weite Bereiche eine sehr 
gute Übereinstimmung. Die von der Flügelschlagbewegung induzierten Wirbelstrukturen 
stimmen hinsichtlich ihrer zeitlichen und räumlichen Entwicklung überein. Bis auf die ledig-
lich geringen Schwankungen der Geschwindigkeitsverläufe bezüglich der Maximal- und Mi-
nimalwerte sowie dem Auftreten höherfrequenter und kleinskaliger Wirbel ist damit das ma-
thematische Modell der Strömung-Strukturkopplung validiert und kann für die Berechnung des 
realen Vogelfluges mit dem zonalen Strukturmodell der Abbildung 3.27 eingesetzt werden. 

 

Vogelflug 

 
Abb. 3.31  Flugphasen des Vogels 

Schwebeflug

schneller Vorwärtsflug

Ringwirbelstruktur

kontinuierliche Wirbelstruktur

Beschleunigung

leiterartige Wirbelstruktur

langsamer  Vorwärts− und Steigflug



42  

Je nach Flugphase des Vogels stellen sich im Nachlauf entsprechend der Abbildung 3.31 unter-
schiedliche Wirbelstrukturen ein. Im Schwebe- und langsamen Steigflug verbinden sich der 
gebundene Wirbel des Flügels mit den beiden Randwirbeln der Flügelspitzen und dem Start-
wirbel zu einem geschlossenen Ringwirbel, der in den Nachlauf des Vogels abgeschwemmt 
wird. Bei hohen Fluggeschwindigkeiten erfolgt die Hubschlagbewegung bei nahezu konstanter 
Flügelfläche. Dabei bleibt Die Zirkulationsrichtung des gebundenen Wirbels am Flügel wäh-
rend des Aufschlags gleichgerichtet, was ein periodisches Ablösen von Querwirbelstrukturen 
in den Umkehrpunkten der Schlagbewegung unterdrückt. Die kontinuierliche Wirbelstruktur 
im Nachlauf wird von den Randwirbeln dominiert, die sich aufgrund des Druckunterschiedes 
zwischen der Flügeloberseite und Flügelunterseite ausbilden. Beschleunigt der Vogel bei mitt-
leren und hohen Fluggeschwindigkeiten, bleibt die Kinematik der Hubschlagbewegung erhal-
ten und es bildet sich eine leiterartige Wirbelstruktur im Nachlauf aus. Dabei führt die Erhö-
hung der Schlagfrequenz zu einer Zunahme des Vortriebs. Aufgrund der veränderten Schlagki-
nematik ändert sich die Drehrichtung des gebundenen Wirbels während des Auf- und Abschla-
ges. In den Umkehrpunkten der Schlagbewegung kommt es zum periodischen Ablösen von 
Wirbelstrukturen in Spannweitenrichtung, die die leiterartige Wirbelstruktur im Nachlauf zur 
Folge haben. 

In Abbildung 3.32 sind die berechneten Isoflächen der Wirbelstrukturen im Nachlauf eines 
Trauerschnäppers im schnellen Vorwärtsflug der Reynolds-Zahl Re = 1.8 10⁴ dargestellt. Da-
bei wird das dynamische Geometriemodell entsprechend der Abbildung 3.27 von stereografi-
schen Aufnahmen des Trauerschnäpper Fluges im Windkanal abgeleitet und der Strömung-
Struktur gekoppelten Simulationsrechnung vorgegeben. Es dominieren die an den Flügelspit-
zen entstehenden Randwirbel, die zu einer kontinuierlichen periodischen Wirbelstruktur mit 
unterschiedlichen alternierenden Zirkulationsrichtungen im Nachlauf des Vogels führen. 

 

 
 

Abb. 3.32  Strömungsberechnung des Trauerschnäpper Fluges 

 

 

 

 

 

 

Isoflächen der Wirbelstrukturen
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3.4.2  Strömung im Herzen 

 

Der Blutkreislauf des menschlichen Körpers wird vom periodisch pulsierenden Herzen ange-
trieben. Das Herz pumpt mit nur 1 W Leistung in jeder Minute etwa 5 l Blut in den Kreislauf. 
Der Blutkreislauf besteht aus zwei getrennten, über das Herz miteinander verbundenen, Teil-
kreisläufen. Man bezeichnet den einen als Körperkreislauf und den anderen als Lungenkreis-
lauf. Der Gesamtkreislauf sichert den Gasaustausch zwischen dem Stoffwechsel im menschli-
chen Körper und der Luft der Atmosphäre. 

Das Herz besteht aus zwei getrennten Pumpkammern, dem linken und rechten Ventrikel und 
den Vorhöfen, die entsprechend der Abbildung 3.33 vom Herzmuskel gebildet werden. Der 
rechte Vorhof erhält sauerstoffarmes Blut aus dem Körperkreislauf. Der rechte Ventrikel füllt 
sich ausschließlich mit dem Blut aus dem rechten Vorhof, um sich bei seiner Kontraktion in 
den Lungenkreislauf zu entleeren. Das dort reoxigenierte Blut erreicht den linken Vorhof und 
wird vom linken Ventrikel in den Körperkreislauf gefördert. Die Vorhöfe und Ventrikel sind 
durch die druckgesteuerten Atrioventrikularklappen getrennt, die die Füllung des Herzens 
regulieren. Die rechte Klappe weist drei Segel auf, weshalb sie Trikuspidalklappe genannt 
wird. Die linke Bikuspidalklappe verfügt über zwei Segel und wird Mitralklappe genannt. Die 
Segelklappen bewirken, dass sich die Vorhöfe zwischen den Herzschlägen mit Blut füllen 
können und verhindern die Blutrückströmung während der Ventrikelkontraktion. Während der 
Ventrikelrelaxation verhindert die Aortenklappe den Blutrückstrom aus der Aorta in den linken 
Ventrikel und die Pulmonalklappe den Rückstrom aus der Pulmonalarterie in den rechten 
Ventrikel. Die Ventrikel durchlaufen während der Herzzyklen eine periodische Kontraktion 
(Systole) und Relaxation (Diastole). 

 

 
Abb. 3.33  Strömung im Herzen 
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Beim Öffnen der Mitral- und Trikuspidalklappe stellen sich im linken und rechten Ventrikel 
während des Füllvorgangs zunächst Einströmjets ein, die nach einem Viertel des Herzzyklus 
jeweils von einem Ringwirbel begleitet werden. Die Abbildung 3.33 zeigt in der unteren Bild-
reihe die berechneten und in den Längsschnitt des Herzens projezierten Stromlinien. Die 
Ringwirbel entstehen als Ausgleichsbewegung für die im ruhenden Fluid des Ventrikels abge-
bremsten Einströmjets. Im weiteren Verlauf der Diastole nehmen aufgrund der Bewegung des 
Herzmyokards die Ringwirbel an Größe zu. Dabei erfolgt die Ausdehnung der Wirbel in axia-
ler Richtung gleichmäßig, in radialer Richtung wird jedoch im linken Ventrikel die linke Seite 
verstärkt. Beim Eindringen in die Ventrikel verringern sich die Geschwindigkeiten der Wirbel 
und die Wirbelspitzen werden zu diesem Zeitpunkt nicht durchströmt. Im weiteren Verlauf des 
Einströmvorganges kommt es im linken Ventrikel aufgrund der starken Deformation zu einer 
Neigung des Ringwirbels in Richtung der Wirbelspitze. Dabei verringert sich die Geschwin-
digkeit der dreidimensionalen Strömung weiter, bis schließlich der Einströmvorgang abge-
schlossen ist und die Mitralklappe schließt. Parallel induziert der obere Teil des Ringwirbels 
einen Sekundärwirbel im Aortenkanal. 

Mit dem Öffnen der Aortenklappe beginnt der Ausströmvorgang in die Aorta und den Körper-
kreislauf. Dabei wird der Bewegungsablauf der Wirbel fortgesetzt. Es wird zunächst der Wir-
bel im Aortenkanal und dann in zeitlicher Abfolge der Ringwirbel ausgespült. Das Geschwin-
digkeitsmaximum des Ausströmvorgangs wird im zentralen Bereich der Aortenklappe erreicht 
und nach 2/3 des Herzzyklus ist der Strömungspuls in der Aorta entsprechend der Abbildung 
3.34 ausgebildet. Am Ende der Systole hat sich die Wirbelstruktur im linken und rechten  

 

 
 

Abb. 3.34  Strömung in der Aorta 
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Ventrikel vollständig aufgelöst. Dabei werden vom gesunden menschlichen Herzen etwa 62 % 
des linken Ventrikelvolumens ausgestoßen. 

In der Aorta kommt es stromab der Aortenklappe nach einer Einlaufströmung des periodischen 
Strömungspulses aufgrund der Zentrifugalkraft in der Krümmung des Aortenbogens zu einer 
Sekundärströmung. Die Abbildung 3.34 zeigt das Prinzipbild der Sekundärströmung sowie 
Momentaufnahmen der berechneten Geschwindigkeitsprofile und Stromlinien nach dem Öff-
nen und kurz vor dem Schließen der Aortenklappe. Dabei entsteht eine Geschwindigkeitskom-
ponente senkrecht zu den Stromlinien, die eine Zirkulationsströmung in Richtung der Außen-
wand verursacht und sich in den Arterienabzweigungen fortsetzt. In der aufsteigenden Aorta 
überschreitet die Rohrströmung die kritische Reynolds-Zahl und der laminar turbulente Über-
gang setzt in der Nähe der Arterienwand während der Relaxationsphase des Herzens ein. Bevor 
sich jedoch die turbulente Strömung in der Aorta ausbilden kann, wirkt die Sekundärströmung 
in der Aortenkrümmung stabilisierend und verursacht damit eine Relaminarisierung der Strö-
mung, so dass die pulsierende Strömung in der Aorta wie auch die in den Herzventrikeln mit 
den laminaren Grundgleichungen (2.1) der inkompressiblen Blutströmung berechnet werden 
kann. Der Pulsschlag des Herzens ist zu kurz, um auch ohne Relaminarisierung einer Sekun-
därströmung in den instationären Wandgrenzschichten eine turbulente Grenzschicht ausbilden 
zu können. 

Die periodische Kontraktion und Relaxation während des Herzzyklus wird von den Herzmus-
kelsträngen der Abbildung 3.35 geleistet, die es mit einem Strukturmodell des Herzens zu 
modellieren gilt. Das Herz ist in einem Sack von Bindegewebe eingeschlossen Die muskuläre 
Herzwand bezeichnet man als Myokard, die innen vom Endokard und außen vom Epikard 
begrenzt wird. Drei Gruppen von Muskelfasern winden sich um beide Ventrikel während sich 
eine weitere Gruppe von Muskelfasern ausschließlich um den linken Herzventrikel schlingt. 

Der für die Modellierung des Strukturmodells erforderliche Spannungs σ – Dehnungsverlauf e 
der Muskelfasern ist in Abbildung 3.36 dargestellt. Es zeigt sich, dass für die innere Schicht 
des Myokards ein anderes anisotropes und nichtlineares Spannungs-Dehnungsgesetz als für die 
äußere Epikardschicht gilt. Im Myokard ergeben sich unterschiedliche Grenzwerte der Deh-
nung, je nachdem ob die Belastung entlang oder senkrecht zu den Muskelfasern erfolgt. Die 
äußere Muskelschicht des Herzventrikels zeigt zusätzlich eine Hysterese in der Belastungskur-
ve. 

 

 

 
 

Abb. 3.35  Orientierung der Muskelfasern 
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Abb. 3.36  Spannungs-Dehnungsverlauf der Muskelfasern  

 

Das Ventrikelvolumen des Herzens beträgt beim Mann annähernd 750 ml und bei der Frau 550 
ml. Unter dem Einfluss eines Ausdauertrainings und der damit verbundenen erhöhten Sauer-
stoffaufnahme während der Belastung des Herzens, kann das Herzvolumen auf bis zu 1700 ml 
ansteigen. Dies äußert sich im Druck-Volumen Diagramm der Abbildung 3.37. Mit steigender 
Arbeitsleistung der Ventrikel werden die p-V Kurven zu höheren Drücken und Auswurfvolu-
men verschoben. Sie werden begrenzt durch den enddiastolischen ED und endsystolischen ES 
Druck-Volumen Verlauf. Die Flächen der jeweiligen p-V Verläufe geben die Arbeitsleistung 
des Ventrikels an, die beim Normalpuls etwa 1 W beträgt. Die Arbeitsleistung steigt mit zu-
nehmenden Füllvolumen des Ventrikels an. Dies hat seine Ursache in den mechanischen Ei-
genschaften der Herzmuskeln und ermöglicht eine kontinuierliche Anpassung des Herzens an 
verschiedene Körperlagen, Belastungen und Atmungsfrequenzen. 

 

 
 

Abb. 3.37  Arbeitsleistung des linken Ventrikels 
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Geometrie- und Strukturmodell des Herzens 

 

Das dynamische Geometrie- und Strukturmodel des Herzens wird wie beim Vogelflügel vom 
realen menschlichen Herzen abgeleitet. Dazu dienen die Bilddaten der Magnet-Spin-Resonanz-
Tomographie (MRT) der Herzen von gesunden Probanden, die in Abbildung 3.38 dargestellt 
sind. Es werden zu jedem Zeitpunkt des Herzschlages 26 horizontale und vertikale Schnittebe-
nen von der Aorta und Vena Cava, über die Vorhöfe und Herzklappen bis zu den Ventrikel-
spitzen ausgewertet. Dabei werden mehrere Herzzyklen zu jeweils 25 Zeitpunkten aufgenom-
men und mit Bilderkennungssoftware in das dynamische Geometriemodell überführt. Die 
Triggerung der Bildaufnahmen erfolgt mit dem parallel aufgezeichneten EKG der Probanden. 

Der Volumenstrom der druckgesteuerten Herzklappen wird in den jeweiligen Projektionsebe-
nen entsprechend der Abbildung 3.39 modelliert. Dazu werden die Flüsse durch die Herzklap-
penebenen der Probanden zusätzlich zu den MRT- Flussdaten mit Ultraschall-Doppler-
Geschwindigkeitsmessungen ermittelt und die Öffnungsflächen in den Projektionsebenen der 
Klappen durch die Zuordnung eines variablen Widerstandes entsprechend angepasst. 

Die Druckrandbedingungen der Arterienabgänge und Venenzugänge werden von einem verein-
fachten Kreislaufmodell des menschlichen Körpers bereitgestellt. Das Kreislaufmodell berech-
net den Strömungswiderstand in den Gefäßen sowie verschiedene Einflussparameter auf den 
Strömungswiderstand. Es besteht aus 128 einzelnen Segmenten dünnwandiger elastischer und 
zylindrischen Rohrstücken, wobei jedem Rohrsegment entsprechend der menschlichen Anato-
mie eine spezifische Länge, Wandstärke, Durchmesser und Elastizitätsmodul zugeordnet wird. 
Periphere Verzweigungen der Arteriolen und Kapillaren mit einem Durchmesser kleiner als 2 
mm werden mit einem peripheren Widerstandsterm berücksichtigt. 

Das Strukturmodell des menschlichen Herzens knüpft an das Prinzipbild der Muskelfaserrich-
tungen der Abbildung 3.35 und den Spannungs- Dehnungsverteilungen der Abbildung 3.36 an. 
Es beruht auf Messungen mit der Magnet-Spin-Resonanz MRT- phase mapping Methode, mit  

 

 
Abb. 3.38  Geometriemodell des Herzens 
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Abb. 3.39  Modell der Mitral- und Aortenklappe des Herzens 

 

der die Faserrichtungen in den Muskelschichten von Probanden sichtbar gemacht werden kön-
nen. In Abbildung 3.40 sind die aus Geschwindigkeitsmessungen im Myokard des menschli-
chen Herzventrikels ausgewerteten Beschleunigungskurven des Herzmuskels gezeigt. Es bestä-
tigt sich, dass sich die Muskelfasern spiralförmig um den Ventrikel orientieren und eine radiale 
und longitudinale Kontraktion des Ventrikels verursachen.  

Diese Erkenntnisse über die sich ändernde Orientierung der Muskelfasern in den Muskel-
schichten werden mit dem Strukturmodell der Abbildung 3.41 abgebildet. Das Modell berück-
sichtigt die kontinuierliche Richtungsänderung der Muskelfasern im spannungsfreien Zustand     

 

 
 

Abb. 3.40  Orientierung der Muskelfasern im Herzventrikel 
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Abb. 3.41  Strukturmodell des Herzventrikels 

 

vom Endokard zum Epikard mit einer Winkeländerung von 35° bis -45°, die sich während des 
Herzzyklus entsprechend des jeweiligen Spannungszustandes verändert. Die Berechnung der 
Kontraktion und Relaxation der Muskelfaserschichten erfolgt mit einem vereinfachten Ansatz 
der Dehnungs-Energiefunktion, die eine isotrope und anisotrope Komponente der Materialei-
genschaften aufweist. Jeder einzelne Term der Dehnungs-Energiefunktion wird als Exponenti-
alfunktion in Abhängigkeit der Invarianten des Greenschen Dehnungstensors modelliert. 

 

Validierung 

 

Die Validierung des Strukturmodells und der Strömung-Struktur gekoppelten Berechnung des 
Herzens erfolgt in einer Druckkammer mit einem Modellventrikel und Vorhof die dem 
menschlichen Herzen nachgebildet sind. Die Abbildung 3.42 zeigt die Anordnung mit dem 
linken Ventrikel, dem Vorhof sowie den künstlichen Mitral- und Aorten Herzklappen. Die 
Pumpe der Druckkammer erzeugt ein periodisches Druckfeld, das den Pulsschlag des Herzens 
simuliert. Der Druckwiderstand des menschlichen Kreislaufs wird mit zwei Drosseln berück-
sichtigt.  

Modellventrikel und Vorhof bestehen aus einem elastischen und durchsichtigen Material, wel-
ches das Spannungs-Dehnungsverhalten des Myokards abbildet. Der Brechungsindex des Sili-
konmaterials entspricht dem der Flüssigkeit in der Druckkammer und im Ventrikel, so dass zur 
Messung der Geschwindigkeitsverteilungen wie beim Flügelschlagmodell die optische Particle 
Image Velocimetry PIV eingesetzt werden kann. Die Nicht-Newtonschen Eigenschaften des  
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Abb. 3.42  Modellventrikel und Vorhof 

 

Blutes werden dabei mit einer speziellen transparenten Flüssigkeit berücksichtigt. 

Das Ergebnis der Strömung-Struktur gekoppelten Berechnung der Verformungen des Ventri-
kels mit den Druckrandbedingungen des Experimentes ist in Abbildung 3.43 dargestellt. Beim  

 

 
            Anfang der Diastole                           Mitte                                      Ende 

Abb. 3.43  Ventrikeldeformation 
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Öffnen der Mitralklappe zu Beginn der Diastole bildet sich im Ventrikel der in Abbildung 3.33 
gezeigte Einströmjet mit der charakteristischen Ausgleichsströmung des Ringwirbels aus, die 
zu der Vergrößerung des Ventrikelvolumens führt. Im weiteren Verlauf der Diastole sorgt die 
Trägheit der Strömung dafür, dass sich der Ringwirbel axial weiter vergrößert, verbunden mit 
der Fortsetzung der Ventrikeldeformation während der Relaxationsphase. Am Ende der Diasto-
le kommt es dann zu der im einführenden Abschnitt beschriebenen Neigung des Ringwirbels in 
die Ventrikelspitze, die mit dem Schließen der Mitralklappe den Einströmvorgang und damit 
die Ventrikelvergrößerung abschließt. Es folgt mit dem Öffnen der Aortenklappe die aktive 
Kontraktion, die den Ausstoßvorgang des Blutes in den Kreislauf während der Systole einleitet. 

Die Abbildung 3.44 zeigt den quantitativen Vergleich der berechneten und gemessenen Strom-
linien und Geschwindigkeitsverteilungen im Längsschnitt des Modellventrikels und des Vorho-
fes sowie in zwei horizontalen Ebenen. Sowohl die Geschwindigkeitsverteilungen als auch die 

 

 
Abb. 3.44  Stromlinien und Geschwindigkeitsverteilungen im Mittelschnitt  
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Ausgangszustand vorgegeben, der sich während der Diastole und Systole des Herzzyklus ver-
ändert. Es sind jeweils die Längsachsenschnitte und ein mittlerer Horizontalschnitt des linken 
Ventrikels dargestellt. Während der Relaxationsphase der Diastole vergrößert sich das Ventri-
kelvolumen. Die Wandstärke des Herzmuskels nimmt ab und der Ventrikel dehnt sich in Um-
fangs- und Längsachsenrichtung aus. Aufgrund der helikalen Faseranordnung kommt es zu 
einer Drehung der Herzkammer. In der Austreibungsphase der Systole kontrahiert der Herz-
muskel und das Ventrikelvolumen nimmt aufgrund der Verkürzung der Längsachsen- und 
Umfangsrichtung ab. Gleichzeitig vergrößert sich die Wandstärke, was durch die Umordnung 
der Muskelphaserschichten begünstigt wird. Analog zur Diastole kommt es zu einer Ventrikel-
drehung. Die Drehrichtung ergibt sich aus dem Drehmoment der kontrahierenden Fasern und 
dem Abstand zwischen der Lage der Fasern und der Ventrikelmittelachse. Dabei hat die Vertei-
lung der Faserrichtungen im Myokard einen wesentlichen Einfluss auf die Bewegung des 
Ventrikels. 

Mit der Vergrößerung des Ventrikelvolumens während der Diastole wird der Herzmuskel 
durch den Kreislaufdruck gedehnt. Die höchsten Spannungen (schwarz) treten zum einen in der 
Mitte der Herzwand auf. An dieser Stelle verlaufen die Faserrichtungen nahezu in Umfangs-
richtung. Zum anderen sind die großen Spannungen auf dem Endokard in der oberen Hälfte des 
Ventrikels zu erkennen. Bei Erreichen des endsystolischen Volumens entwickelt der Muskel 
seine größten Spannungen in der Mitte der Herzwand und auf dem Endokard. Das hohe Span-
nungsniveau auf dem Endokard lässt sich einerseits mit den großen Ventrikeldrücken zu die-
sem Zeitpunkt und andererseits mit der großen Verformung des Endokards erklären. 

 

 

              
Abb. 3.46  Strömung im menschlichen Herzen 
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Das Ergebnis der Strömung-Struktur gekoppelten Strömungsberechnung des linken menschli-
chen Ventrikels im Längsachsenschnitt sowie die dreidimensionale Wirbelstruktur im Herzen 
ist in Abbildung 3.46 zu vier Zeitpunkten des Herzzyklus dargestellt. Die Stromlinien zeigen 
den bereits beschriebenen Einströmjet vom Vorhof in den Ventrikel mit dem Ringwirbel als 
Ausgleichsströmung, die Neigung des Ringwirbels in die Ventrikelspitze während der Diastole 
und die damit vorbereitete geordnete zeitliche Abfolge des Ausströmvorgangs der Systole. 

 

Herzoperation 

 

Herz-Kreislauferkrankungen gehören zu den häufigsten Erkrankungen der modernen Zivilisa-
tion. Die medizinischen Behandlungsmethoden von Herzerkrankungen reichen je nach Schwe-
re der Erkrankung von medikamentöser Behandlung über operative Eingriffe, sei es minimal-
invasiv mit Kathetern oder Herzoperationen am schlagenden Herzen bis hin zum Ersatz des 
erkrankten Herzens durch eine Transplantation. Allerdings stehen nicht genügend Spenderher-
zen zur Behandlung der Patienten zur Verfügung, so dass zur zeitlichen Überbrückung strö-
mungsmechanische Herzunterstützungssysteme erforderlich sind. Alternativ werden auch   

 

 
                                                                                           Shaper 

Abb. 3.47  Ventrikelrekonstruktion 
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organerhaltende Herzoperationen mit einer Ventrikelrekonstruktion durchgeführt. Dabei wird 
erstmals das validierte Herzmodell des menschlichen Herzens für die Therapieplanung sowie 
struktur- und strömungsmechanischen Bewertung von Herzoperationen eingesetzt.  

Ursache für eine Vergrößerung des linken menschlichen Ventrikels ist eine mangelnde Durch-
blutung der Herzkranzgefäße aufgrund von Ablagerungen insbesondere in den Verzweigungen  

 

 
Abb. 3.48  Strömung im Herzen zweier Patienten vor und nach einer Herzoperation 
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Der Koronararterien, die zu einem Herzinfarkt führen können. Dabei kommt es zu Vernarbun-
gen des Ventrikelmyokards, die eine Verringerung der Pumpleistung zur Folge haben. Um die 
Pumpleistung für die Versorgung des Kreislaufes dennoch aufrecht zu erhalten, reagiert das 
Herz mit einer Vergrößerung des Pumpvolumens. Im Laufe der Zeit verhindert das vorhandene 
Volumen des Brustkorbes jedoch eine weitere Vergrößerung des Herzens, so dass eine Opera-
tion zwangsläufig erforderlich wird. Dabei ist die gängige Operationsmethode eine Ventrikel-
rekonstruktion, die die ursprüngliche Größe des Herzens näherungsweise wieder herstellt. 

Die Abbildung 3.47 zeigt in Einzelbildern die einzelnen Phasen einer derartigen Ventrikelre-
konstruktion sowie die Geometrie des Herzens vor und nach der Operation. Ein Teil des is-
chämischen Gewebes der Ventrikelspitze wird nach dem Öffnen des Herzventrikels entfernt 
und danach wird der verkleinerte Ventrikel mit einem sogenannten Patch wieder verschlossen. 
Für den Herzchirurgen stellt sich vor jeder Ventrikelrekonstruktion die Frage, welche zu ope-
rierend Ventrikelgeometrie bei den vorgegebenen ischämischen und nekrotischen Bereichen 
des Myokards für die Aufrechterhaltung des Kreislaufes die geeignetste ist. Hier geben die 
Simulationsrechnungen mit dem Herzmodell auf der Basis der MRT- Bilddaten der Patienten 
vor und nach der Operation dem Herzchirurgen wesentliche Hinweise. 

In Abbildung 3.48 sind die Simulationsergebnisse im gesunden Referenzventrikel und den 
durch einen Herzinfarkt vergrößerten Ventrikeln von zwei Patienten vor und nach einer 
Ventrikelrekonstruktion und Bypass-Operation zu vier Zeitpunkten der Diastole und Systole 
dargestellt. Bei beiden Patienten stellt sich zwar zu Beginn der Diastole im Ventrikel der Ein-
strömjet stromab der Mitralklappe mit dem charakteristischen Ringwirbel der Ausgleichsströ-
mung ein, jedoch bildet sich im weiteren Verlauf der Diastole aufgrund der vergrößerten und 
nicht mehr konischen Ventrikelgeometrie ein stark asymmetrischer Ringwirbel aus, dessen 
Eindrehen in die Ventrikelspitze ausbleibt. Dadurch ist während der Systole die zeitliche Ab-
folge des Ausstoßvorgangs des Ringwirbels nicht mehr gewährleistet und es verbleibt eine 
größere Menge Blut im Ventrikel, was sich durch eine geringere Ejektionsfraktion E des 
Ventrikels bemerkbar macht.  

Mit einer Ventrikelrekonstruktion wurde das Ventrikelvolumen der Patienten um ein Viertel 
bis ein Drittel verkleinert. Beim Patienten 1 wurde die Ventrikelspitze entfernt und eine  

 

 
 

Abb. 3.49  Dimensionslose Pumparbeit 
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kugelsymmetrische Ventrikelgeometrie gewählt, während beim Patienten 2  zwar eine längli-
che Ventrikelgeometrie  aber ohne ausgebildete konische Ventrikelspitze realisiert wurde. Die 
Stromlinienbilder  nach der Operation zeigen, dass die kugelsymmetrische Ventrikelgeometrie 
eine Staupunktströmung an der unteren Ventrikelwand mit den größten Strömungsverlusten 
aufweist. Die längliche aber nicht konisch rekonstruierte Ventrikelgeometrie des zweiten Pati-
enten verbessert zwar während der Systole den Auswurf in den Blutkreislauf, dennoch machen 
die Stromlinien auch nach vier Monaten Regeneration deutlich, dass sich wie beim ersten Pati-
enten während der Diastole eine Staupunktströmung jedoch bei verringerter Geschwindigkeit 
einstellt und das charakteristische Eindrehen des Ringwirbels in die Ventrikelspitze entspre-
chend dem gesunden Referenzherzens nicht stattfindet. Daraus muss die Schlussfolgerung 
gezogen werden, dass bei einer Ventrikelrekonstruktion mit einer näherungsweisen konischen 
Geometrie die beste postoperative Pumpleistung erzielt werden kann. Als Hilfestellung dient 
dem Operateur ein während der Operation aufblasbarer Shaper, der in Abbildung 3.47 im unte-
ren Bild gezeigt ist. 

Die Dimensionsanalyse der Strömungsmechanik ermöglicht den Zugang zur quantitativen 
Bewertung von Herzoperationen. In Abbildung 3.49 ist die dimensionslose Pumparbeit O über 
der Ejektionsfraktion E des Ventrikels jeweils bezogen auf die Referenzwerte des gesunden 
Ventrikels Or und Er doppelt logarithmisch aufgetragen. Die dimensionslose Pumparbeit O =   
( Ap tᵇ ) / ( μ Vs ) ist definiert als Verhältnis von Pumparbeit Ap mal Verweilzeit des Blutes im 
Ventrikel tᵇ und Zähigkeit des Blutes μ mal Schlagvolumen Vs. Die Pumparbeit nimmt beim 
Herzpatienten verglichen mit dem gesunden Herzen ab und die Verweilzeit des Blutes im 
Ventrikel steigt verstärkt an, so dass die dimensionslose Pumparbeit größere Werte annimmt. 
Die Ejektionsfraktion E = Vs / Vd ist das Verhältnis von Schlagvolumen Vs und enddiastoli-
schem Volumen Vd. Beim gesunden Herzen beträgt E = 62 %. 

Die Abbildung 3.49 zeigt die mit dem Herzmodell berechneten Werte für drei Patienten vor 
und nach der Operation sowie die Referenzwerte von drei gesunden Probanden. Innerhalb der 
Fehlergrenzen liegen alle Werte im doppelt logarithmischen Maßstab auf einer Geraden und 
folgen dem Potenzgesetz O / Or = Er / E. Zum Beispiel verbessert sich beim zweiten Patienten 
nach der Ventrikelrekonstruktion und einer vier monatigen Regenerationsphase die dimensi-
onslose Pumparbeit etwa um den Faktor 2.5. Eine Herzoperation ist demnach umso erfolgrei-
cher je näher der Wert 1 des gesunden Herzens erreicht wird. 

 

Herzunterstützungssystem 

 

Ist eine operative  Ventrikelrekonstruktion nicht mehr möglich, verbleibt zum Überleben die 
Herztransplantation. Da nicht genügend Spenderherzen verfügbar sind, kann zur Überbrückung 
ein künstliches Herzunterstützungssystem eingesetzt werden, das in einem Bypass die verblie-
bene Pumpleistung des pathologischen Herzventrikels bis zum Zeitpunkt der Herztransplanta-
tion unterstützt. Dies sind derzeit Kreiselpumpen, deren Rotordrehzahl bis zu 14000 Umdre-
hungen pro Minute beträgt, um die erforderliche Druckdifferenz für die Aufrechterhaltung des 
Blutkreislaufes zu gewährleisten. Der große technische Nachteil dieser Kreiselpumpen ist die 
hohe Beanspruchung der Keramiklager des Rotors, der schlechte strömungsmechanische Wir-
kungsgrad der Axialpumpe und die Blutschädigung durch die entstehenden hohen Scherraten 
sowie die Thrombenbildung in Rückströmbereichen.  

Ein neuer Ansatz für ein Herzunterstützungssystem ist die neu entwickelte Schlauchwellen-
pumpe der Abbildung 3.50, die wie das natürliche Herz ohne rotierende Teile auskommt und 
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mit einer periodisch schwingenden Membran den erforderlichen Volumenstrom des Blutes 
erzeugt. Die Wellenpumpe besitzt einen besseren Wirkungsgrad als Radial- oder Axialpumpen 
und ein besseres Verhalten bezüglich der Blutschädigung durch Hämolyse sowie der Throm-
benbildung.  

In Abbildung 3.50 sind die Funktionsweise der Wellenpumpe und deren Bypass-Integration in 
den Herzventrikel dargestellt. Durch das elektromagnetische Aufbringen einer periodischen 
und axialsymmetrischen Kraft F(t) am äußeren Membranrand entsteht eine periodische Aus-
lenkung der Membran. Die Auslenkung pflanzt sich als longitudinale Welle entlang der Memb-
ran fort und beschleunigt das Blut auf die Geschwindigkeit u(t). Dabei wird bei einer Memb-
ranfrequenz von 120 Hz und einer Membranauslenkung von 2 mm ein Druck von 0.2 Bar auf-
gebaut, der den für den Kreislauf erforderlichen Volumenstrom erzeugt. 

Für die Auslegung und Optimierung der Wellenpumpe werden wie beim Herzmodell die Strö-
mung-Struktur gekoppelten Gleichungen (2.6) numerisch gelöst. Dabei müssen das Membran-
material und die Gehäusewand der Wellenpumpe im Hinblick auf die Hämolyse und  

 

 

 

              

 
Abb. 3.50  Wellenpumpe und Bypass-Integration in das Herzmodell 

Integration in das KAHMO−HerzmodellWellenpumpe
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Thrombenbildung bestimmte physiologische Eigenschaften erfüllen, was mit einer speziellen 
Beschichtung erreicht wird. 

Die Abbildung 3.51 zeigt die berechneten Stromlinien im Mittelschnitt der Wellenpumpe für 
eine Schwingungsperiode. Am Einlass in den Strömungskanal entsteht aufgrund der Verdrän-
gungswirkung der Membran ein Rückströmgebiet an der Gehäuseinnenseite. Die Einströmlippe 
ist so gestaltet, dass die Wirbelstärke der Rückströmung möglichst gering gehalten wird, um 
die Thrombenbildung und in den Scherströmungen des Wirbels die Hämolyse der roten Blut-
körperchen zu verhindern. Auch am Austrittsende der Membran entsteht ein Rückströmgebiet, 
das durch eine geeignete Kanalgeometrie und Steifigkeit der Membran mit einer kontinuierli-
chen fortlaufenden Welle ohne Reflexion an der Membranhinterkante vermieden werden kann. 

Um die Funktionsfähigkeit der Wellenpumpe als Herzergänzungssystem nachzuweisen, wird 
für das Geometriemodell des zweiten Patienten die Pumpe in das Herzmodell in einem Bypass 
integriert. In Abbildung 3.50 sind drei Ansichten der üblicherweise von Herzchirurgen benutz-
ten Bypassintegration des künstlichen Herzunterstützungssystems dargestellt. Der Wellenpum-
pen-Bypass wird an der defekten Ventrikelspitze angeschlossen und über eine gekrümmte 
flexible Anschlussleitung der Aorta zugeführt. Dabei ist die Krümmung der Anschlussleitung 
so zu wählen, dass die Sekundärströmung in den Krümmungen möglichst gering gehalten wird, 
um eine näherungsweise homogene Anströmung der Wellenpumpe und ablösefreies Einströ-
men in die Aorta zu gewährleisten. Die Wellenpumpe arbeitet entsprechend des Herzschlages 
pulsierend. Sie fördert während der Diastole des pathologischen Patientenventrikels, um mit 
ihrer Saugwirkung die eingeschränkte Elastizität des defekten Ventrikelmyokards zu unterstüt-
zen. Der Effekt der Unterstützung stellt sich durch eine homogene Durchströmung des Ventri-
kels während der Diastole ein. 

Die Abbildung 3.52 zeigt die berechneten in den Mittelschnitt des Herzens und des Bypasses 
projezierten Stromlinien. Die Durchströmung des Ventrikels mit dem begleitenden Ringwirbel 
der Ausgleichsströmung sowie die Bypasswirkung der Wellenpumpe mit dem ablösefreien 
Einströmen in die Aorta sind deutlich zu erkennen. Während der Systole fördert die Pumpe 
nicht und der Kreislauf des Patienten wird von der verbleibenden Pumpleistung des defekten  

 

 

 
 

Abb. 3.51  Stromlinien im Mittelschnitt der Wellenpumpe für eine Schwingungsperiode 
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Abb. 3.52  Strömung im Herzventrikel mit Wellenpumpen-Bypass 

 

Ventrikels versorgt. Dabei wird die linke Seite des verbleibenden Ringwirbels aus dem Ventri-
kel gespült. Mit der Wellenpumpenunterstützung wird zwar nicht das Strömungsmuster des 
gesunden menschlichen Herzens der Abbildung 3.46 erzielt, aber mit dem temporären Volu-
menstrom der Wellenpumpe wird der Blutkreislauf wie beim gesunden Herzen aufrecht erhal-
ten. 

Mit der Strömung-Struktur gekoppelten Neuentwicklung der Schlauchwellenpumpe und der 
Simulation der ablösefreien Bypassintegration in das Herzmodell werden dem Herzchirurgen 
neue strömungsmechanische Hinweise für die Implantation und Regelung von Herzunterstüt-
zungssystemen gegeben. 
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4  Ausblick 
 

Die Systematik der Entwicklung strömungsmechanischer Modelle und Theorien sowie deren 
technische Anwendungen wurden an ausgewählten Einzelbeispielen unserer Forschungsarbei-
ten der vergangenen vier Dekaden von der Gasdynamik über die vielfältigen Transitions-
zenarien strömungsmechanischer Instabilitäten der Turbulenzentstehung bis hin zur Strömung-
Struktur gekoppelten Modellbildung der Bioströmungsmechanik aufgezeigt. Dabei folgt die 
Modellentwicklung Prandtls Leitgedanken, die Anschauung und das physikalische Verständnis 
des jeweiligen strömungsmechanischen Problems in den Vordergrund zu stellen. Als Hilfsmit-
tel für die Entwicklung der strömungsphysikalischen Modelle und deren Validierung dienen 
neue Methoden der Stabilitätstheorie, der numerischen Strömungsmechanik und der optischen 
Strömungsmesstechnik. 

Es zeigt sich, dass mit der Stabilitätstheorie lokaler Störungen und der numerischen Strö-
mungssimulation zwar neue Erkenntnisse zum physikalischen Verständnis der vielfältigen 
Transitionsprozesse zur Turbulenz in Grenzschichten und Nachlaufströmungen erzielt werden 
können, dennoch ist es auch mit den ergänzenden mathematischen Methoden der Dynamik 
nichtlinear Systeme sowie der Strukturbildung turbulenter Strömungen und deren Wechselwir-
kungen insbesondere bei Strömungen großer Reynolds-Zahlen nicht gelungen, eine universelle 
Theorie der Turbulenz zu entwickeln. 

Unser physikalisches Verständnis der Turbulenz bleibt unvollkommen. Turbulente Strömungen 
beinhalten großräumige und kleinskalige Strukturen sowie große Schwankungen der Strö-
mungsgrößen, die gleichzeitig vorkommen und miteinander wechselwirken. Dabei führt die 
separate Behandlung jedes einzelnen Phänomens nicht zum Erfolg. Es fehlt ein neuer theoreti-
scher Ansatz, der die Dynamik der zeitlichen und räumlichen Strukturbildung in Abhängigkeit 
der Anfangs- und Randbedingungen mit den Beobachtungen im Experiment in Einklang bringt. 

Demzufolge gilt das Turbulenzproblem als das letzte ungelöste Problem der klassischen Phy-
sik. Es erscheint folgerichtig, die Methoden der theoretischen Physik anderer stark gekoppelter 
nichtlinearer Systeme der Physik auch für das grundsätzliche Problem der nichtlinearen Kopp-
lung der Turbulenzstrukturen anzuwenden. Dazu zählen die feldtheoretischen Methoden, die 
zum Beispiel die Berechnung der Skalierungsexponenten bei dreidimensionalen kritischen 
Phänomenen ermöglichen, wenngleich die kritische Temperatur sowohl in der Natur als auch 
im Laborexperiment nicht vorhergesagt werden kann. Unglücklicherweise hat bisher keine der 
Methoden, die bei der Theorie der kritischen Phänomene erfolgreich angewandt werden, für 
die Vorhersage turbulenter Strömungen einen signifikanten Beitrag leisten können. Trotzdem 
wurden mit der Anwendung feldtheoretischer Störungsmethoden Fortschritte bezüglich der 
Berechnung der turbulenten Skalierungsexponenten eines konvektiven passiven Skalars des 
weißen Rauschens gemacht. 

Man kennt zwar heute zahlreiche generelle Eigenschaften der Turbulenz, von denen auch eini-
ge berechnet werden können. Dennoch kann man für die Berechnung praktischer Strömungen 
in Natur und Technik nicht bis zum vollständigen theoretischen Verständnis der Turbulenz 
warten, so dass die problemspezifische Turbulenzmodellierung auf der Basis der Reynolds-
Gleichungen und die grundlegenden physikalischen Untersuchungen zu einer universellen 
Theorie der Turbulenz Seite an Seite weiterexistieren werden. Davon haben wir auch in diesem 
Artikel mit der direkten numerischen Simulation der Transitionsprozesse zur Turbulenz und 
der Berechnung der Tragflügel- und Kraftfahrzeugumströmung sowie der Strömung-Struktur 
gekoppelten Berechnung des Vogelfluges auf der Basis der Reynolds-Gleichungen Gebrauch 
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gemacht. Dabei kommt je nach Problemstellung eine Hierarchie von Turbulenzmodellen zum 
Einsatz. 

Bei der numerischen Simulation turbulenter Strömungen ist es üblich die großen und kleinen 
Turbulenzstrukturen sowie den dissipativen Bereich, unter der Voraussetzung einer schwachen 
Kopplung der unterschiedlichen Turbulenzstrukturen, getrennt zu betrachten. Dieses Bild der 
Turbulenz führt dazu, dass die kleineren Turbulenzstrukturen nahezu universell betrachtet 
werden und eine detaillierte Untersuchung der turbulenten Strömung nicht beachtet wird. Diese 
Modellvorstellung der turbulenten Strömung führt zur direkten numerischen Simulation der 
großen Turbulenzstrukturen und einer isotropen Modellierung der turbulenten Feinstruktur im 
dissipativen Bereich. Dabei verzichtet man insbesondere für technische Anwendungen auf 
Detailaussagen der nichtlinearen Wechselwirkungen der Turbulenzstrukturen. Parallel wurden 
auf der Basis der zeitlich gemittelten Reynold-Gleichungen problemspezifische anisotrope 
Reynolds-Spannungs- und Mehrgleichungs-Turbulenzmodelle entwickelt, die insbesondere die 
Berechnung gekoppelter Probleme wie den Einfluss der Rotation und  Magnetfelder sowie 
Mehrphasenströmungen von Tropfen, Blasen und Partikeln in der Meteorologie, Geo- und 
Astrophysik oder Strömungen mit Verbrennung in der Antriebs- und Energietechnik ermögli-
chen. 

Letztendlich bleibt die universelle theoretische Modellbildung der nichtlinearen Dynamik mul-
ti-skaliger Strukturen turbulenter Strömungen eine Herausforderung für die nachfolgende Ge-
neration von Physikern und Strömungsmechanikern. 
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