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1 Einleitung

Eine genaue Kenntnis des Erdschwerefeldes ist fiir viele Anwendungen erstrebenswert. Eine ak-
tuelle Thematik ist die Festlegung eines globalen vertikalen Datums. Das Schwerefeld bildet die
Grundlage fiir physikalisch definierte Hohensysteme. Wird die Hohenbezugsfliche, insbesondere
das Geoid, global zum Beispiel aus Satellitenbeobachtungen bestimmt, so geschieht dies un-
abhéngig von nationalen Datumsdefinitionen. Ein solches zentimetergenaues Geoid kann als Re-
ferenzflache fiir die Umrechnung zwischen verschiedenen Hohenbezugssystemen iiber Kontinente
und Ozeane hinweg dienen. Gerade fiir die Beschreibung des Meeresspiegels zum Beispiel im Zu-
sammenhang mit dem Klimawandel ist eine globale Hohenbezugsfliche von grofler Bedeutung.
Aktuelle Satellitenmissionen wie GOCE (Gravity Field and Steady-State Ocean Circulation Ex-
plorer) oder GRACE (Gravity Recovery and Climate Experiment) liefern Schwerefelddaten fiir
diese Zwecke.

Zur Berechnung von hochgenauen globalen und regionalen (Quasi-)Geoidmodellen werden im
Allgemeinen auch terrestrische Schweredaten hinzugezogen. In der Vergangenheit wurden dafiir
meist Schwereanomalien verwendet. Diese sind jedoch vom jeweiligen Hohenbezugssystem ab-
hingig und fithren somit zu systematischen Fehlereinfliissen (HECK, 1990). Kommen stattdes-
sen Schwerestérungen zum Einsatz, so entfillt diese Datumsabhéingigkeit. Zur Berechnung der
Schwerestorungen muss lediglich die ellipsoidische Hohe des Messpunktes bekannt sein, welche
heutzutage mithilfe von GNSS (Global Navigation Satellite System) bestimmt werden kann.

Langfristiges Ziel fiir die Geodisie ist die Ablosung zeit- und kostenintensiver Nivellements durch
das sog. GNSS-Levelling. Die dazu benotigte Hohenbezugsfliche muss millimetergenau bekannt
sein.

Doch selbst wenn sich die Datenlage immer weiter verbessert, ist die Genauigkeit des (Quasi-)
Geoids immer auch vom Berechnungsansatz und den dabei notwendigen Approximationen und
Vereinfachungen abhéngig. Gegenstand dieser Arbeit ist das Geodatische Randwertproblem. In
diesem Zusammenhang wurden in der Vergangenheit zahlreiche Approximationen eingefiihrt.
Sie werden in der ”klassischen” Literatur der Physikalischen Geodisie, allen voran HEISKANEN
UND MORITZ (1967) bzw. MORITZ (1980), beschrieben, welche im Allgemeinen auch heute
noch die Grundlage fiir die Schwerefeldbestimmung liefert. Damals wurde Dezimetergenauigkeit
angestrebt. Heutiges Ziel ist das Zentimeter- oder sogar Millimeter-Geoid. Die eingefiihrten
Né&herungen miissen also hinterfragt werden. Ist eine Vernachlidssigung dieser Fehlereinfliisse
angesichts der gestiegenen Genauigkeitsanspriiche auch heute noch gerechtfertigt?

Sowohl zur Linearisierung (siehe z. B. HECK, 1989, HECK UND SEITZ, 1993) als auch zur sphéri-
schen Approximation und damit vernachlissigten ellipsoidischen Effekten (u. a. JEKELI, 1981,
SEITZ, 1997) wurden in den letzten Jahrzehnten zahlreiche Arbeiten publiziert. Eine weitere ein-
gefithrte Vereinfachung ist die sog. planare Approximation (MORITZ, 1980). Diese wurde bisher
noch nicht ndher untersucht. Das ist somit das Hauptziel dieser Arbeit. Diese ist so aufgebaut,
dass in einem einfithrenden Kapitel zunéchst die wichtigsten Grundlagen zum Schwerefeld der
FErde zusammengestellt sind. Darauf aufbauend werden in Kapitel 3 die theoretischen Grund-
lagen und das Ziel der planaren Approximation im Geodétischen Randwertproblem ausfiihrlich
erliutert. Den Hauptteil der vorliegenden Arbeit bilden die globalen und regionalen numeri-
schen sowie analytischen Untersuchungen, anhand derer der Einfluss dieser Approximation auf
die Schwerefeldmodellierung bestimmt werden soll. Zum Schluss erfolgt eine Zusammenfassung
der wichtigsten Ergebnisse.
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2 Das Schwerefeld der Erde

Alle Korper fallen gleich schnell (im Vakuum) sagte schon Galileo Galilei, aber an jedem Ort
der Erde unterschiedlich. Die Schwerebeschleunigung eines Korpers auf der Erde setzt sich im
Wesentlichen aus der Gravitations- und der Zentrifugalbeschleunigung zusammen, wobei erstere
durch die Massenanziehung und letztere durch die Rotation der Erde hervorgerufen wird. Grofe
und Richtung der Schwerebeschleunigung kénnen an jedem Ort im Raum durch einen Vektor
beschrieben werden. Das Schwerefeld hat die Eigenschaft, dass es konservativ ist, d. h. die Arbeit,
die verrichtet wird, um von A nach B zu kommen, ist unabhéngig vom zuriickgelegten Weg. Ein
solches Vektorfeld besitzt ein Potential (siehe z. B. SiaL, 1989), also eine skalare Funktion, die
dieses Feld eindeutig beschreibt: das Schwerepotential W. Es gilt in kartesischen Koordinaten

B ow aw ow\ "
g(x,y,z) - grad W(J/‘?y) Z) - ( al' ’ ay ’ 82 ) (1)
Der Verlauf einer skalaren Funktion im Raum kann zum Beispiel durch ihre Niveauflichen veran-
schaulicht werden. Flichen konstanten Schwerepotentials werden auch als Aquipotentialfliichen
bezeichnet. Eine herausragende Aquipotentialfléiche ist das sog. Geoid. Der Begriff geht zuriick
auf LISTING (1873) und benennt die Niveaufliche W = W, die mit dem mittleren Meeresspie-
gel zusammenfillt und unter den Kontinenten gedanklich fortgesetzt werden kann. Sie spielt
vor allem als Hohenbezugsfliche eine wichtige Rolle und lag lange Zeit im Fokus der Physi-
kalischen Geodisie. Der Schwerevektor § steht in jedem Punkt einer Aquipotentialfliche senk-
recht auf dieser. Seine Grofle gibt Aufschluss dariiber, wie schnell sich das Schwerepotential in
der entsprechenden Richtung &dndert. Die zweiten Ableitungen des Schwerepotentials, die sog.

Schweregradienten, beschreiben die Kriimmungen der Niveauflichen (SiGL, 1989).

Das Schwerepotential der Erde setzt sich zusammen aus dem Gravitationspotential V' und dem
Zentrifugalpotential Z:

W(x,y,z)=V(z,y,2) + Z(z,y,2) . (2)

Nach dem Newton’schen Gravitationsgesetz ziehen sich Massen gegenseitig an. Das Gravitations-
potential eines ausgedehnten Korpers €2 folgt aus der Integration iiber sémtliche Massenelemente
(TORGE, 2003)

V(a:,y,z):G/Q//dZn:G/Q//'MéQ | (3)

Dabei bezeichnet G die Newton’sche Gravitationskonstante, p die Dichtefunktion und ¢ den Ab-
stand vom Aufpunkt (z,y, z) zum entsprechenden Massenpunkt (2,y/, z’). Das Gravitationspo-
tential ist reguldr im Unendlichen, d. h. es verschwindet fiir £ — oco. Im massefreien Auflenraum
der Erde stellt das Gravitationspotential eine harmonische Funktion dar, da die Laplace’sche
Differentialgleichung erfiillt wird (siehe z. B. SiGL, 1989):

v 0*V  9*V
AV(I‘,y,Z) - 8332 + ayz + 8252 _0 . (4)

Der Anteil des Zentrifugalpotentials am Schwerepotential ist auf der Erdoberfliche nur gering,
nimmt aber mit zunehmender Entfernung zur Rotationsachse zu. Es gilt (HEISKANEN UND
MoRriITZ, 1967)

1 1
Z($7y72) = 7w2p2 = 50&}2 (1172 +y2) ) (5)



wobei w die aktuelle Winkelgeschwindigkeit der Erde ist und p der senkrechte Abstand zur
Rotationsachse. Z ist keine harmonische Funktion:

0’z  0*z 9*Z 9
= =2w® . 6

Ox2 * Oy? + 022 (6)
Die Lage der Rotationsachse sowie die Winkelgeschwindigkeit der Erdrotation kénnen sehr genau
zum Beispiel durch Messungen mit Radioteleskopen bestimmt werden. Um das Gravitationspo-
tential der Erde nach Gleichung (3) zu berechnen, ist eine genaue Kenntnis der Dichteverteilung
im Erdinneren notwendig. Dariiber lassen sich jedoch nur eingeschrinkt Aussagen machen, so
dass auf andere Wege zuriickgegriffen werden muss.

AZ(z,y,2)

Vor allem die Potentialtheorie spielt hier eine wichtige Rolle. STOKES (1849) stellte den Zusam-
menhang her zwischen gemessenen Schwerewerten und der physikalischen Figur der Erde, dem
Geoid. Er zeigte zudem, dass die Bestimmung dieser Fliche ausreicht, um das Schwerefeld im
Auflenraum eindeutig beschreiben zu kénnen. Die Green’sche Darstellungsformel besagt, dass
eine in einem begrenzten Gebiet harmonische Funktion eindeutig berechenbar ist aus Funktions-
werten und Werten der Normalenableitung auf der Randfliche (SiGL, 1989). Diese und weitere
Sétze der Potentialtheorie bilden die Grundlage fiir die sog. Geoditische Randwertaufgabe (siehe
Kapitel 3).

Das Schwerefeld der Erde unterliegt zeitlichen Variationen, die zum Beispiel durch Massenver-
lagerungen und Schwankungen der Rotationsachse sowie der Winkelgeschwindigkeit der Erdro-
tation hervorgerufen werden. In der klassischen Physikalischen Geodésie wird das Schwerefeld
als stationéir angenommen (MORITZ, 1980). Geodynamische Effekte, insbesondere aufgrund der
Gezeitenwirkung, konnen als Korrekturen direkt an die gemessenen Funktionale des Schwere-
potentials angebracht werden. Da der Auflenraum der Erde als massefrei angenommen wird,
miissen die Messwerte zudem um die Wirkung der Atmosphérenmassen korrigiert werden. Die
wichtigsten Messverfahren und die jeweils gemessenen Funktionale sind:

e Satellitenaltimetrie: (Quasi-)Geoidhohen ((p, \) = N (¢, A) auf dem Meer
Die (Quasi-)Geoidhohen werden in der Einheit m angegeben und beziehen sich auf ein
Referenzellipsoid.

e Gravimetrie: Betrag des Schwerevektors g(z,y, z) = |grad W (z, y, 2)|
Schwerewerte werden in der SI-Einheit 73 angegeben. In dieser Arbeit wird die gebriduch-
lichere Bezeichnung 1 mgal = 10~° =7 verwendet.

e Nivellement 4+ Schweremessungen: Geopotentielle Koten C(p, \) = Wy — W (z,y, 2)
Die SI-Einheit fiir das Potential bzw. Potentialunterschiede lautet: T—;

e (Satelliten-)Gradiometrie: Marussi-Tensor der zweiten Ableitungen des Schwerepotentials
Wiz Wzy Wz
M(z,y,z) = | Wye Wyy Wy
Wz Wzy W..
Schweregradienten haben die SI-Einheit S% Ebenfalls gebriuchlich ist 1 Estvos = 107 S%

Im Rahmen der Schwerefeldbestimmung ist es iiblich, mit sog. Stérgréfen zu arbeiten. Dazu wird
ein sog. Normalschwerefeld eingefiihrt, welches das Schwerepotential der Erde in gendherter Form
darstellt. Gebrauchlich ist zum Beispiel ein Normalschwerefeld vom Typ SOMIGLIANA-PIZZETTI
(siehe z. B. TORGE, 2003), also ein Rotationsellipsoid, dessen Oberfliche auch gleichzeitig eine
Niveauflache bildet.

Das Schwerepotential W der Erde wird somit aufgeteilt in das Normalschwerepotential U, wel-
ches streng berechnet werden kann und das relativ kleine, aber unbekannte Stérpotential T':

W(z,y,2) =U(z,y,2) + T(z,y,2) . (7)
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Da die Rotationsgeschwindigkeit der Erde sehr genau bekannt ist und somit der Anteil des Zen-
trifugalpotentials am Schwere- und Normalschwerepotential als jeweils gleich grofi angenommen
werden kann, gilt fiir das Stérpotential T’

0*T  0*T  9*T
Ox? + Oy? + 922 0 (8)

AT(z,y,z) =
im gesamten massefreien Auflenraum der Erdoberfliche. Das Storpotential ist dort eine harmo-
nische Funktion, da die Laplace-Gleichung erfiillt wird. Des Weiteren gilt T" — 0 fiir r — oo.

Ausgehend vom eingefithrten Normalschwerefeld ergibt sich die sog. Normalschwere. Sie ist de-
finiert als der Betrag des Gradienten des Normalschwerepotentials

V(2,y,2) = |grad U(z, y, 2)| (9)

und kann fiir ein Niveauellipsoid streng berechnet werden (siehe z. B. TORGE, 2003). Analog
zum Schwerepotential lassen sich auch Schwerewerte g zerlegen in den Hauptanteil, den die
Normalschwere v bildet und den relativ kleinen Anteil der Schwerestérung dg:

g(.%',y,Z) :’}/(.%,y,Z)—F(Sg(.%',y,Z) : (10)

Der Ubergang auf die erlduterten StorgroBen erleichtert die Schwerefeldbestimmung mafgeblich.
Werden solch kleine Grofien verwendet, sind vielfache Vereinfachungen in den entsprechenden
Formeln zuléssig.

Anstelle der Funktion W muss nun nur noch das Storpotential T' bestimmt werden, um das
Schwerefeld der Erde vollstédndig beschreiben zu kénnen.



3 Randwertprobleme

Die Hauptaufgabe der Physikalischen Geodasie ist die Bestimmung der Figur der Erde und des
duBeren Schwerefeldes (TORGE, 2003). Dies ldsst sich mathematisch als sog. dufleres Randwert-
problem formulieren. Dabei geht es allgemein darum, eine Funktion 7', von welcher Funktions-
werte oder andere Funktionale auf einer geschlossenen Randfliche S gegeben sind, im gesam-
ten Auflenraum dieser Randfliche zu bestimmen (siehe z. B. SiGL, 1989). Beim Geodétischen
Randwertproblem (GRWP) ist die Funktion 7" das Storpotential der Erde. In der Potential-
theorie lassen sich verschiedene Randwertprobleme unterscheiden, je nachdem auf welcher Art
von Randwerten sie beruhen. Bei der Losung mithilfe von Integralformeln kann immer nur eine
einzige Art von Randwerten verarbeitet werden. In der Regel dienen Schweremessungen als Ein-
gangsgroflen, aus denen sich die entsprechenden Randwerte ableiten lassen. In diesem Fall wird
auch vom gravimetrischen Randwertproblem gesprochen. Daneben gibt es Randwertprobleme,
die unterschiedliche Randwerte in verschiedenen Teilbereichen der Randfliche zulassen. Her-
ausragend ist das Altimetrie-Gravimetrie-Problem (HoLoTA, 1983a, 1983b). Dies ist allerdings
nicht Gegenstand dieser Arbeit.

Fiir die Wahl der Randfliche im Geodétischen Randwertproblem gibt es zwei grundlegende
Theorien: Nach STOKES (1849) wird diese durch eine Aquipotentialfliche reprisentiert, also ins-
besondere dem Geoid. Der Vorteil des Geoids als Randfléche ist zum einen die konkrete physika-
lische Interpretierbarkeit als auch die mathematisch einfachere Berechnung einer Niveaufldche.
Dennoch sind mit dem Geoid auch einige Nachteile verbunden. Da es von der Meeresoberfliche
abgesehen grofitenteils innerhalb der Erdmassen verlduft, konnen dort nicht direkt Randwerte
gemessen werden. Stattdessen ist eine analytische Fortsetzung der auf oder auflerhalb der Erd-
oberfliche gegebenen Messwerte auf das Geoid notwendig. Dies erfordert eine genaue Kenntnis
des Dichteverlaufs im Erdinneren und ist somit nicht hypothesenfrei. Es ist jedoch zu erwarten,
dass in Zukunft zumindest regional immer bessere Dichtemodelle der oberen Erdkruste vorliegen,
so dass das Geoid durchaus auch zur hochgenauen Schwerefeldbestimmung in Betracht gezogen
werden kann (VANICEK ET AL., 2012).

Einen Quantensprung in der Genauigkeit ermoglichte die Theorie von Molodenskii (siehe Mo-
LODENSKII ET AL., 1962), die auch heutzutage die Grundlage fiir die Bestimmung des dufleren
Schwerefeldes bildet. Als Randfliche wird hier die Erdoberfliche selbst gew&hlt, so dass im
Wesentlichen keine Reduktion der Messwerte notig ist. Auf Dichtehypothesen kann prinzipiell
vollstandig verzichtet werden. Damit einher geht jedoch eine mathematisch wesentlich kompli-
ziertere Handhabung der unregelmifig geformten Randfliche. In der Praxis sind aus diesem
Grund weiterhin Reduktionen der Messwerte im Einsatz, um die raue Randfliche zu glitten.
Die Theorie von Molodenskii fithrt nicht auf das Geoid, sondern das sog. Quasigeoid, welches
auf dem Meer mit dem Geoid identisch ist, aber sonst um wenige Meter davon abweichen kann,
also insbesondere auch keine Aquipotentialfliiche darstellt. Es spielt als Bezugsfliche fiir die sog.
Normalhohen eine wichtige Rolle.

Je nachdem, was neben der Funktion 7T als Unbekannte in die Berechnungen eingeht, kénnen
verschiedene Formulierungen des Geoditischen Randwertproblems unterschieden werden. Als
wichtigste Beispiele sind das skalar freie sowie das fixe Geodétische Randwertproblem zu nennen.
Beim skalar freien Randwertproblem wird neben dem Storpotential die ellipsoidische Hohe der
Randfliache, also der Erdoberfliche, gesucht. Bei vollstédndig bekannter Geometrie der Randfldche
liegt ein sog. fixes Randwertproblem vor. Dabei ist das Storpotential T' der Erde die einzige zu
berechnende Unbekannte. Angesichts des heutzutage standardméfligen Einsatzes Globaler Sa-
tellitenpositionierungssysteme (GNSS) und zahlreicher hochaufgeloster digitaler Gelindemodel-
le zum Beispiel aus Satellitenmessungen wird dieses Randwertproblem zunehmend aktuell. In
MORITZ ET AL. (2000) wird auch der Name ” GPS-Randwertproblem” dafiir vorgeschlagen.
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3.1 Das fixe Geoditische Randwertproblem

Die Untersuchungen in dieser Arbeit werden am Beispiel des fixen Geodétischen Randwert-
problems durchgefiihrt, welches im Folgenden behandelt wird. Sie kénnen jedoch auf andere
Formulierungen des gravimetrischen Randwertproblems iibertragen werden (siche Abschnitt 7).

Viele Gravimetriemesskampagnen werden von GNSS-Messungen begleitet, so dass die dreidi-
mensionale Position der Schweremesspunkte auf der Erdoberfliche bekannt ist. Auf Grundlage
dieser Information lassen sich aus den Schweremessungen die Schwerestérungen ableiten, die als
Randwerte in das fixe Geodétische Randwertproblem eingehen. Daraus ergibt sich die Randbe-
dingung, welche mithilfe der in Kapitel 2 eingefiihrten Naherungsgrofien unter Anwendung der
binomischen Reihe (29) linearisiert werden kann (siehe z. B. HECK, 1989):

59 = gp—p =g -7 = |grad W| - |grad U| = |grad U + grad 7|  |grad U]
= |f‘y’—|—gradT\—fy:\/72—1—2<"y’,gradT>+\gradT|2—'y

2 vy 1
= 7\/14—7<:;,gradT>+72\gradT|2—7::7\/1+7a—'y (11)

(2)

1 9 1 R
1+—-< —,gradT > +— |grad T'|” +
<3 7ys grad TP+ >

n=2

= 7 -

—

1 &
'y{l+<7,gradT> —7:<l,gradT>
v Y

Q

Die somit erhaltene lineare Randbedingung stellt einen Zusammenhang zwischen den auf der
Erdoberfliiche ermittelten Schwerestérungen dg und dem gesuchten Stoérpotential T her. Mit
der skalaren Schwerestérung wird die Differenz zwischen dem Betrag g des aktuellen Schwere-
vektors und dem Betrag v des Normalschwerevektors im selben Punkt P(x,y, z) bezeichnet. In
linearer Néherung wird nur die Projektion des Vektors der Schwerestérung auf die Richtung
des Normalschwerevektors 5 betrachtet. Es wird somit angenommen, dass der Schwere- und
der Normalschwerevektor an jedem Ort der Erdoberfliche in die gleiche Richtung zeigen. Die
Lotabweichung wird vernachléssigt.

Zur Losung dieser linearisierten Randwertaufgabe sind weitere Approximationen gebrauchlich
(siehe z. B. MORITZ, 1980). Wird davon ausgegangen, dass der (Normal-)Schwerevektor in radia-
ler Richtung verlduft, so ergibt sich die sphérische Approximation. Die lineare Randbedingung
in sphérischer Approximation lautet

lgrad T'| ~ —ZZ? =dg , (12)
wobei zur Berechnung des Gradienten auf sphérische Koordinaten iibergegangen wird. Es han-
delt sich um ein schiefachsiges Randwertproblem, da der Normalenvektor zur Randfliche (Erd-
oberfliche) im Allgemeinen nicht in radialer Richtung verlduft, sondern um den Winkel der
Geléandeneigung davon abweicht.

Um das Geodétische Randwertproblem im Ortsbereich zu l6sen, wird die Randbedingung iibli-
cherweise in eine Integralgleichung umgeformt. Dazu gibt es verschiedene Vorgehensweisen, zum
Beispiel von MOLODENSKII ET AL. (1962) oder BROVAR (1964).

3.2 Ansatz nach Brovar

In dieser Arbeit wird nur der Ansatz von Brovar behandelt, da dieser auf deutlich kompaktere
Formeln fiihrt als Molodenskiis Ansatz. Analog zu HECK (2011) wird in diesem Kapitel die
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Herleitung fiir das fixe Geodétische Randwertproblem dargestellt:

Brovar beschreibt das Storpotential durch ein sog. verallgemeinertes Flichenschichtpotential
:/ A E(r,,r")dS (13)
S

mit der verallgemeinerten Flidchendichte A und der Erdoberfliche S als Integrationsgebiet.

Zur Definition der harmonischen Kernfunktion E wird im Falle des fixen Randwertproblems die
verallgemeinerte Hotine-Funktion eingefiihrt, bei der weder Aufpunkt (r, ¢, \) noch Quellpunkt
(r'¢’, X') auf eine Kugeloberfliche beschrénkt sind. Sie lautet (siehe z. B. HECK, 2011):

2 om+1 2 1 L+7r"—rcosy
(r,r) =) Py (cosy) = In —————=

: : — - 14
n+1 gpntl ‘7 . r (1 —cos) (14)

n=0

mit

0 = 124712 —2r1 cost
cost® = singsing’ + cosecosy’ cos (/\’ — )\)

Fiir » = ' = R = const. wiirde sich gerade die Hotinefunktion H(v)) (HOTINE, 1969) skaliert

mit dem Faktor % ergeben:
1 1
—In{1+ . (15)
sin ’é’ sin %

Die Kernfunktion F ist nun so definiert, dass gilt

E
R

H(r=R.y.r' = R) = 3 H(y) =

]' /
E:EH(TJ/J,T) . (16)

Da F nach Gleichung (14) durch eine Summe von Legendrepolynomen ausgedriickt werden kann,
ist ersichtlich, dass es sich um eine harmonische Funktion handelt. Damit ist auch das dadurch
dargestellte Storpotential harmonisch im Auflenraum der Erdoberfliche S.

In sphérischer Approximation gilt (siehe z. B. HECK, 2011)

//)\dS——// ot b.1) dS_—// S

Unter Beriicksichtigung der Unstetigkeit der Ableitung des verallgemeinerten Flichenschichtpo-
tentials auf der Randfliche selbst ergibt sich fiir eine Anndherung vom Auflenraum die Rand-
bedingung

1 22 2
Acosﬁ—h//rwf AdS = bg . (18)

Der Winkel 3 entspricht der Gelindeneigung (siche Abschnitt 4.3). Der Ubergang von der
Randflache S als Integrationsgebiet auf die Einheitskugel wird durch

dS = r"?sec B do
vollzogen. Zur Vereinfachung der Formeln wird weiterhin die Hilfsfunktion

= Asecf3
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eingefiihrt. Somit ergibt sich die endgiiltige Darstellung der Randbedingung in sphérischer Ap-
proximation zu (HECK, 2011)

1 /2_ 2
/,Lcos26—47r//71r€;r’2,udazég . (19)

Es handelt sich hier um eine lineare Integralgleichung 2. Art fiir die unbekannte Funktion pu.
Fine numerische Losung ldsst sich zum Beispiel iterativ berechnen:

po = dgsec®

1 /2_ 2
pis1 = sec’p 59-1-4//7“63717“'2%(&7 . i=0,1,... (20)
™ T

Die Iteration wird in HECK (2011) fiir die planare Randbedingung (22) vorgeschlagen, lisst sich
aber ebensogut auf die sphérische Gleichung (19) iibertragen. Das Prinzip ist in Gleichung (20)
dargestellt.

3.3 Planare Approximation

Fine andere Moglichkeit zur Losung der Randbedingung ist das sog. Molodenskii-Shrinking
(MOLODENSKII ET AL., 1962). Dabei handelt es sich um eine Reihenentwicklung nach einem
kleinen ”Storparameter” k. Das Molodenskii-Shrinking wird ausfiihrlich in Kapitel 3.4 erldautert.
Der Vorteil dieser Methode ist, dass sich ein analytischer Ausdruck fiir die Funktion p ergibt.
Die Voraussetzung fiir das Molodenskii-Shrinking ist allerdings die sog. planare Approximation
(siehe z. B. MORITZ, 1980). Der Integralkern vereinfacht sich hiermit zu (MoRrITZ, 1980)

T‘/Q—’r‘2 W —h

=2 R +dpc (21)

wobei fiir den Approximationsfehler die Bezeichnung dpc eingefiithrt wird (englisch: boundary
condition (BC) = Randbedingung). Es werden sédmtliche Terme der Gré8enordnung % bzw. %
vernachléssigt. Damit wird innerhalb der Formeln R — oo und somit % — 0 gesetzt, was einer
formalen Vereinfachung entspricht. Die planare Approximation ist nicht mit der Verwendung
einer ebenen Rand- oder Referenzfliche zu verwechseln. Die eingehenden Groflien beziehen sich

weiterhin auf die urspriingliche Randfldche, ndmlich die Erdoberfléche.

Damit ergibt sich die planare Randbedingung fiir das fixe Geodétische Randwertproblem (HECK,
2011)

R? R —h
,ucos26—27r//€3ud0:5g , (22)

auf welche das Molodenskii-Shrinking angewendet werden kann.

Mit der durch Losen der Randbedingung berechneten Funktion p lédsst sich schlieflich das
Storpotential direkt berechnen (siehe z. B. HECK, 2011):

T = ;//H(rﬂ/z,rl)ra,uda . (23)
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Alternativ kann auch auf diese Gleichung die planare Approximation und das Molodenskii-
Shrinking angewendet werden. Dadurch ergibt sich der Beitrag jedes einzelnen Reihengliedes
der Funktion p auf das Storpotential separat. Fiir den Integralkern gilt in diesem Fall

H(r,,r") - = [; H() + AH} -R? = [1 H(y) + 22 gy 5t . (24)

Analog zur Vorgehensweise in MORITZ (1980) fiir das skalar freie GRWP wird im Falle des fixen
GRWPs die verallgemeinerte Hotine-Funktion (14) ausgedriickt durch die Hotine-Funktion auf
der Kugeloberfliche (15) und einem Zusatzterm AH, der die Differenz der beiden Funktionen
approximiert (siehe z. B. HECK, 2011). Zur Berechnung des Zusatzterms wird fiir beide Funk-
tionen nur der dominierende Anteil beachtet. Der Summand mit dem natiirlichen Logarithmus
wird jeweils vernachléssigt. Des Weiteren nicht beachtet wird der Unterschied zwischen der Mul-
tiplikation mit dem Faktor r'? im urspriinglichen Integralkern und R? in der planaren Formel.
Dies ist im Rahmen der planaren Approximation mit der Annahme, dass R — oo gilt, vereinbar.
Der Approximationsfehler wird mit dt bezeichnet.

Die planare Gleichung fiir das Stérpotential lautet somit

R? 1 2 2
T:M//[RH@/;)JFE—KO pdo . (25)

Der Hauptgrund fiir die planare Approximation der Integralkerne ist es, das Molodenskii-Shrinking
zu ermoglichen. Dieser Form der Reihenentwicklung im Randwertproblem nach Molodenskii ist
das folgende Kapitel gewidmet.

3.4 Mbolodenskii-Shrinking

Gerade in fritheren Zeiten wurde angestrebt, nicht nur eine numerische Losung zum Beispiel fiir
das (Quasi-)Geoid, sondern auch einen analytischen Ausdruck dafiir zu erhalten. Die planare
Approximation gilt als Voraussetzung fiir das sog. Molodenskii-Shrinking (MOLODENSKII ET AL.,
1962). Darunter versteht man eine spezielle Reihenentwicklung séimtlicher in der Randbedingung
(22) und der Gleichung des Storpotentials (25) enthaltener Grofilen nach einem Parameter k, was
auf eine analytische Losung fiir beide Gleichungen fiihrt. Dieser Parameter £ mit 0 < k < 1 dient
zur Skalierung der Topographie fiir Berechnungen auf einer unregelmiflig geformten Randfléche:

r=R+k-h und =R+k-h . (26)

Im Falle einer glatten Randfliche wie dem Geoid gibt es Reihenentwicklungen zum Beispiel

. . o e 2_}2
nach dem Parameter der zweiten numerischen Exzentrizitit ¢/ = \/“bi;’, welche - ausgehend

von einer sphérischen Losung - in den weiteren Schritten sukzessive die Elliptizitdt der Erde
beriicksichtigen (siehe z. B. MOLODENSKII ET AL., 1962). Das Molodenskii-Shrinking beruht
auf einem dhnlichen Prinzip. Ausgangspunkt ist wiederum die Kugel. In den weiteren Schrit-
ten kommt nicht die Elliptizitdt der Erde ins Spiel, sondern die Abweichung der rauen, unre-
gelmiBig geformten Erdoberfliche, welche die Randfliche bildet, von der Kugel. Hintergrund
ist die Vermutung von POINCARE (1904), nach der sich, vereinfacht gesagt, jede geschlossene,
einfach zusammenhéingende Fliche im dreidimensionalen Raum zu einer Kugeloberfldche de-
formieren lisst. Fiir k¥ = 0 verschwindet die Topographie und sédmtliche Berechnungen werden
direkt auf der Kugeloberfliche durchgefiihrt. Fiir £ = 1 bleibt die Randfliche unverindert. Sinn
und Zweck dieser Methode ist es, Reihenentwicklungen zu erhalten, welche im Anfangsschritt
die sphérischen Formeln enthalten und diese sukzessive um weitere Terme zur Anpassung an
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die Topographie zu erweitern. Der Name ”Molodenskii-Shrinking” (englisch: shrinking = das
Schrumpfen, Stauchen) beschreibt das Grundprinzip anschaulich.

Alle in der Randbedingung bzw. der Gleichung fiir das Stérpotential auftretenden Groflen miissen
nach k entwickelt werden: Fiir die réumliche Distanz zwischen zwei Punkten gilt (MOLODENSKII
ET AL., 1962):

h+h hh
RN S + k% (W — h)? (27)

=02 |1+k-
o |t R R2

mit dem Abstand zweier auf der Kugeloberfliche gelegener Punkte

o = 2R sin %

Die Vernachlissigung sdmtlicher Terme der Groéflenordnung O (%) im Rahmen der planaren
Approximation vereinfacht obigen Ausdruck auf (MOLODENSKII ET AL., 1962)

Pk (W —h)?r=13- -

14 k2 (hlg_hf] =0 1+ 0] . (28)

Mithilfe der binomische Reihe (BRONSTEIN ET AL., 1999, S. 1011)
o~ (T r r |z <1,r>0
r o __ n __ 2 3 . =~ 1,
(1+2) —n§_0<n>x —1+T:C+<2>x +<3)x +... fir {|x<1,r<0 (29)

kann sowohl ¢ als auch % bzw. %3, wie es in der Randbedingung (22) vorkommt, entwickelt
werden. Fiir die ebenfalls in der Randbedingung enthaltene Geldndeneigung gilt die Beziehung

1
2
= — 30
cos™ 1+ tan? 8 (30)
Die Steigung tan 8 in einem Punkt ist gleich dem Grenzwert von n = %gh fir o — 0, so dass

auch die Geldndeneigung mit dem Parameter k in Beziehung gesetzt (MOLODENSKII ET AL.,
1962)

1 1

= 1
1+k%2tan?3 1—(—1)-k2tan?p (31)
und mithilfe der geometrischen Reihe (BRONSTEIN ET AL., 1999, S. 18)
1 - n __ 2 3 s
1_x:§:()x =l4+z+a*+2°+... fir |z/<]1 (32)

unter der Bedingung tan 8 < 1, d. h. f < 45° entwickelt werden kann.

Das Molodenskii-Shrinking bezeichnet nur die methodische Vorgehensweise der Reihenentwick-
lung mithilfe des Parameters k. Sie ist nicht an einen bestimmten Ansatz zur Losung der Geodéti-
schen Randwertaufgabe gekoppelt. Abwandlungen dieser Reihenentwicklung wie sie von MOLO-
DENSKII ET AL. (1962) eingefithrt wurde, wurden zum Beispiel von BROVAR (1964) auf den
in Abschnitt 3.2 vorgestellten Ansatz und gleichzeitig aber unabhingig voneinander von MA-
RYCH (1969) bzw. MORITZ (1969) auf die Losung der Geoditischen Randwertaufgabe durch
analytische Fortsetzung angewendet. Im Folgenden wird die Vorgehensweise fiir den Ansatz
nach Brovar vorgestellt. Es kann jedoch gezeigt werden, dass die Reihenenwicklungen der drei
erwihnten Ansitze dquivalent sind (siehe MORITZ, 1980).
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Die planare Randbedingung (22) des fixen Geodétischen Randwertproblems kann mit
p=> k" i (33)
n=0

sowie den Reihenentwicklungen von f% und (31) umgeschrieben werden zu

6g = [wo+kp +Epe+...][L -k tan® B+ k' tan' B — +...] (34)
R2 kn 2 3 2 9 15 4 4
- — 1= = — ——+...
%//% (o + kpa + K2 pg + ... ] Sk o K =+ do

Ausmultiplizieren und Zusammenfassen von Termen gleicher Potenz von k ergibt

0 = [uo—6g]+k —RQ//” d (35)
= [po — g m= g || Erodo

[

R2
+k? ,ug—,uotaHQﬁ—2//772,u1da + ...
T 4

Fiir £ = 1 wird die urspriingliche Topographie beibehalten. Eine sukzessive Losung der Rand-
bedingung ergibt sich aus der Tatsache, dass (35) genau dann erfiillt ist, wenn die Klammeraus-
driicke jeweils gleich null sind.

Daraus folgt (siehe z. B. auch HECK, 2011)

po = 49
R? n
po= 27T//E(Q)Moal(f (36)

R? n

2

p2 = potan 54—//#1610’
27 g 5(2)

und

W= o+ p1+pz+ ... . (37)

Das Storpotential ldsst sich entweder direkt durch Einsetzen von p in Gleichung (23) berechnen
oder kann konsistent zur Vorgehensweise bei der Randbedingung ebenfalls in eine Reihe entwi-
ckelt werden. Dies hat den Vorteil, dass zu jedem Approximationsschritt p; der entsprechende
Anteil T; angegeben werden kann.

Die planare Gleichung des Storpotentials (25) lautet in Reihendarstellung

R2 1 k22 3k,44
T:M// [Rﬂ(w)—"+”—+... o+ ks + Kua ... do . (38)
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Daraus folgt schliefilich (siehe z. B. auch HECK, 2011)

Ty = ﬁ//MOHW)dU

= i]/ p1 H () do (39)

R R2 ,,72
T, = M//“Qﬂ(w)da_zm//éouodg

und
T:T0+T1+T2+... . (40)

Obwohl sémtliche Gleichungen im Geodétischen Randwertproblem genauso gut auch numerisch
ausgewertet werden konnen, ist die Reihenentwicklung auch heute noch der Standardfall. Vorteil
ist, dass die einfache sphérische Stokes- bzw. Hotinefunktion im Integralkern steht. Die Konver-
genz der Reihe ist fiir £ = 1 jedoch nicht bewiesen (siehe auch MORITZ, 1980). In der Praxis wird
oft hochstens der lineare Fall angewendet, also die Terme nullter und erster Ordnung. Es stellt
sich die Frage, ob es sinnvoll ist, weitere Reihenglieder hinzuzunehmen, um die Genauigkeit zu
steigern, wenn andererseits in sédmtlichen Termen Fehler durch die planare Approximation und
damit vernachldssigte Terme in Kauf genommen werden.

3.5 Ubersicht iiber die weiteren Arbeiten

Die Genauigkeit der planaren Approximation wird in der Literatur mit % < 683070101{?1 =0.1% ab-
geschétzt (MORITZ, 1980). Diese Annahme beinhaltet einen maximalen Fehler von rund 0.5 mgal
in den Randwerten und etwa 10 ¢cm in den (Quasi-)Geoidhohen. Da heutzutage ein zentimeter-
oder sogar millimetergenaues (Quasi-)Geoid angestrebt wird, ist es sinnvoll, die genaue Gréfien-
ordnung dieses Fehlereinflusses zu kennen und ihn gegebenenfalls zu korrigieren. Die theore-
tischen Grundlagen und das Ziel dieser Approximation wurden in den vergangenen Abschnit-
ten erldutert. Hauptziel dieser Arbeit ist es, sédmtliche Effekte der planaren Approximation im
Geodétischen Randwertproblem ndher zu betrachten. Zu diesem Zweck werden umfangreiche
numerische Untersuchungen am Beispiel des fixen Geodétischen Randwertproblems vorgenom-
men. Sowohl die planare Approximation der Randbedingung als auch des Storpotentials und
die Auswirkung sémtlicher Fehler auf die berechneten Randwerte bzw. die Quasigeoidhthen
werden betrachtet. Um herauszufinden, inwiefern die Ergebnisse von der Auflésung der Da-
ten abhéngen, werden sowohl globale Untersuchungen als auch regionale Untersuchungen mit
verfeinerter Auflésung durchgefiihrt.

In einem weiteren Schritt werden analytische Betrachtungen der vernachléssigten Terme hohe-
rer Ordnung angestellt und mogliche Korrekturterme hergeleitet. Es wird gezeigt, dass sich auf
diese Korrekturterme ebenfalls das Molodenskii-Shrinking anwenden lésst und die entsprechen-
den Formeln hergeleitet. Numerische Untersuchungen zum Validieren dieser Korrekturterme
vervollstéindigen das Kapitel.

In einem abschlieenden Kapitel werden die wichtigsten Ergebnisse zusammengefasst und ein
Ausblick auf weitere interessante Fragestellungen gegeben.
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4 Datengrundlage

Ziel dieser Arbeit ist es, die Auswirkung der planaren Approximation auf die (Quasi-)Geoid-
berechnung zu untersuchen. Dazu werden verschiedene numerische Untersuchungen durchgefiihrt.
Gegenstand dieser Untersuchungen sind die fiir das fixe Geodétische Randwertproblem rele-
vanten Formeln: Die Randbedingung (19) sowie die Gleichung fiir das Stérpotential (23). Zur
Auswertung der Integralgleichungen werden folgende Daten benétigt:

e Topographische Hohen h in Form von Digitalen Geldndemodellen (DGMs)
e Schwerestorungen dg auf einem regelméfliigen Datengitter

e Geldndeneigungen [ ebenfalls auf einem regelméfigen Datengitter

Theoretisch miissen samtliche Eingangsgrofien in kontinuierlicher Form auf der Erdoberfliche
vorliegen. Zur praktischen Auswertung der Integralformeln wird das Integrationsgebiet durch
ein regelméfBiges Gitter aus Flidchenelementen diskretisiert, deren Einzelbeitrage aufsummiert
werden.

Vor allem geht es um den Vergleich der einander entsprechenden sphérischen und planaren
Integralkerne. Dalfiir ist es zweckmiiflig das Untersuchungsszenario so einfach wie moglich zu
gestalten. Als Referenzfliche fiir simtliche Berechnungen dient eine mittlere Erdkugel. Die to-
pographischen Hohen werden direkt auf diese Kugel aufgesetzt. Die Quasigeoidundulation wird
somit vernéchlissigt und die topographische Hohe H mit der ellipsoidischen Hohe h gleichge-
setzt. Folgende Konstanten werden verwendet:

R =6378136.3 m Radius der Erdkugel = Aquatorradius der Erde

m®
kg s?

G = 6.67259 - 10711

Newton’sche Gravitationskonstante (TORGE, 2003)

e GM = 3.986004415 - 1014 ?—; Geozentrische Gravitationskonstante

p = 2670 % Mittlere Dichte der oberen Erdkruste.

Globale Untersuchungen

Um einen Uberblick iiber die GréfSenordnung der Approximationsfehler zu bekommen werden
zunéchst globale numerische Untersuchungen vorgenommen. Das Integrationsgebiet erstreckt
sich hierbei iiber die gesamte Erde. Es stellt sich die Frage, wie stark die Ergebnisse von der
gewihlten Auflosung des Gitters abhingen. Deshalb erfolgen die globalen Berechnungen mit
verschiedenen Rasterweiten:

e 5 x5 < 9331200 Flichenelemente
e 15 x 15 <« 1036800 Flichenelemente

e 60’ x 60’ <+ 64800 Flichenelemente.

Die Aufpunkte liegen bei allen Auflosungsstufen auf einem identischen 5-Gitter vor. Damit
lassen sich die Ergebnisse der verschiedenen Rasterweiten direkt vergleichen.
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Regionale Untersuchungen

In einem weiteren Schritt werden regionale numerische Untersuchungen in zwei ausgewéahlten
Gebieten durchgefiihrt (Abbildung 1).

Abbildung 1: regionale Untersuchungsgebiete

Das erste Gebiet umfasst einen Teil Mitteleuropas. Es erstreckt sich vom Oberrheingraben im
Norden bis tiber die Alpen im Siiden. Das zweite Gebiet liegt in den Anden in Stidamerika und
soll als Extrembeispiel dienen. Fiir die regionalen Untersuchungen werden Daten unterschied-
licher Auflésung kombiniert. Es erfolgt eine Unterteilung in den sog. Nahbereich, welcher um
mindestens ein Grad iiber das Gebiet der Aufpunkte hinausreicht und den Fernbereich, welcher
die restliche Erdoberfliche umfasst. Die Unterteilung ist in Abbildung 2 fiir das Gebiet in den
Anden schematisch dargestellt.

A5° G Fernbereich

RTM-Gebiet J’

_0°
7

Abbildung 2: Unterteilung des Berechnungsgebietes ” Anden”
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Es wird angenommen, dass die Massen im nidheren Umfeld der Aufpunkte den grofiten Einfluss
auf die Integralwerte haben. Im Nahbereich wird deshalb mit hochaufgelosten Daten gerech-
net. Der Fernbereich dagegen kann mit einer groberen Auflésung modelliert werden. Folgende
Auflésungen werden verwendet:

e Nahbereich: 30" x 30"
e Fernbereich: 5 x 5

Die Aufpunkte liegen innerhalb des jeweiligen regionalen Gebiets auf einem Gitter von 30”7 x 30”.
Zum visuellen Vergleich wird den hochaufgelosten Daten auch immer der entsprechende Aus-
schnitt aus der globalen 5 x 5-Losung gegeniibergestellt.

4.1 Topographische Hohen
Globale Untersuchungen

Zur Auswertung der Integralgleichungen sind topographische Hohen auf einem regelméfligen
globalen Raster erforderlich. In dieser Arbeit wird das DTM2006.0 (PAVLIS ET AL., 2007) ver-
wendet, welches in einer Auflssung von 5’ x5’ vorliegt. Die Hohenwerte des Gitters repriisentieren
die mittlere Geléindehdhe in einem jeweils 5’ x 5" grofien Flichenelement. Auf dem Meer gelege-
ne Punkte haben eine Hohe von null Metern. Fiir die niedrigeren Auflésungsstufen werden aus
dem vorliegenden DGM Blockmittelwerte berechnet. Beispielsweise entsteht die Auflésung von
15’ x 15" durch Mittelbildung von Blécken aus jeweils 3 x 3 Hohenwerten.

Innerhalb des Textes sind die Daten und Ergebnisse fiir die Auflosung von 5" dargestellt. Fiir
die restlichen Auflosungsstufen wird auf den Anhang verwiesen.

h [m]

7000
6000
5000
4000
3000
2000
1000

Abbildung 3: Topographie: 5" x 5’

Zur graphischen Darstellung kommt das Programm GMT zum Einsatz (siehe: THE GENERIC
MAPPING TOOLS - Version 4.5.7 - Technical Reference and Cookbook). Mithilfe dieser Software
wird zwischen den auf einem regelméfligen Gitter vorliegenden Daten zweidimensional interpo-
liert. Es wird die standardméfig eingestellte bi-kubische Interpolation verwendet.

Samtliche Daten werden statistisch ausgewertet. Fiir die Topographie bei einer Auflésung von
5" x 5" ergeben sich die folgenden Kenngrofien:

Mittelwert 378 m
Standardabweichung 854 m
Maximum 6794 m bei ¢ =27°5730" , X=86°57 30"
Minimum -413m  bei ¢ =31°32"30" , X=235°27 30"

Betragsminimum Om bei ¢=289°5730" , A= 0° 230"
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Regionale Untersuchungen

Fiir die regionalen numerischen Untersuchungen werden Daten unterschiedlicher Auflésung kom-
biniert. Zur Modellierung des Fernbereichs dienen die mit einer Auflosung von 5’ x 5’ vorliegen-
den Hohenwerte des DTM2006.0 wie oben beschrieben. Im Nahbereich kommen hochaufgeloste
Geldandemodelle zum Einsatz. Zu diesem Zweck wird das SRTM3 genutzt, welches im Rah-
men der Shuttle Radar Topography Mission (FARR ET AL., 2007) erstellt wurde. Die absolu-
te vertikale Hohengenauigkeit wird in der genannten Publikation mit +£16 m angegeben. Die
SRTM3-Ho6hen liegen mit einer Auflosung von 3” x 3" zwischen 60° Nord und 56° Siid vor.
Sie werden vom CGIAR Consortium for Spatial Information zur Verfiigung gestellt. Die Daten
der aktuellen Version SRTM3 Version 4.1 kénnen unter folgendem Link heruntergeladen werden:
http://srtm.csi.cgiar.org. Die Geldndehohen werden durch Berechnen von Blockmittelwerten auf
30" x 30" gegléttet.

Im Text werden die Daten und Ergebnisse fiir das Testgebiet in den Anden graphisch dargestellt.
Die Graphiken des Gebietes in Mitteleuropa befinden sich im Anhang.

<M T h(m] mh[m

0 2000 4000 6000 2000 4000 6000
Abbildung 4: Topographie: a) 5 x 5 bzw. b) 30" x 30"

Mittelwert 1979 m Mittelwert 1980 m
Standardabweichung 1810 m Standardabweichung 1819 m
Maximum 5653 m Maximum 6569 m
Minimum 0m Minimum -8 m

Betragsminimum 0m Betragsminimum 0m
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4.2 Schwerestérungen

Als Randwerte fiir das fixe Geodétische Randwertproblem dienen Schwerestérungen. Damit
wird nach Gleichung (11) die Differenz zwischen dem aktuellen Schwerewert in einem Punkt
und einem Normalschwerewert im selben Punkt bezeichnet:

(5g($,y,2) :g(x,y,z)—’y(x,y,z) : (41>

Schwerestorungen geben ebenso wie Schwereanomalien Aufschluss iiber die Verteilung der Mas-
sen im Erdinneren. Positive Werte deuten auf einen Masseniiberschuss, negative Werte auf ein
Massendefizit im Untergrund hin.

Globale Untersuchungen

Die numerischen Untersuchungen werden mit synthetisch generierten Daten durchgefiihrt. So-
wohl das Storpotential als auch die nach Gleichung (12) funktional davon abhingigen Schwe-
restorungen sind auflerhalb der Erdmassen harmonische Funktionen. Jede harmonische Funktion
lasst sich nach Kugelfunktionen entwickeln (siehe z. B. HEISKANEN UND MORITZ, 1967). Die
Schwerestérungen konnen somit néherungsweise mithilfe eines Geopotentialmodells berechnet
werden. Dabei wird das Gravitationspotential spektral in seine einzelnen Frequenzanteile zerlegt,
wobei die Koeffizienten des Geopotentialmodells die Amplituden der entsprechenden Frequenzen
repréasentieren. In dieser Arbeit kommt das Earth Gravitational Model EGM2008 (PAVLIS ET
AL., 2008) zum Einsatz. Dabei handelt es sich um ein Potentialmodell, welches von der U.S. Na-
tional Geospatial-Intelligence Agency (NGA) im Jahre 2008 veroffentlicht wurde. Das EGM2008
enthilt die vollstindig normierten Koeffizienten C,,, und Sy, des Gravitationspotentials bis
zum Entwicklungsgrad Np,q, = 2160. Die Koeffizienten wurden durch harmonische Analyse aus
terrestrischen und satellitengestiitzten Schweremessungen sowie Altimeterdaten berechnet und
Offentlich zur Verfiigung gestellt.

Das Gravitationspotential der Erde kann mithilfe dieser Koeffizienten durch eine harmonische
Synthese berechnet werden (HEISKANEN UND MORITZ, 1967):

N, n
M max n - . -
Vir,e,\) = GT 1+ 5_2 (%) E_O (Crm cosmA + SpmsinmA) - Pry(sing) |, (42)

wobei die grofile Halbachse der Erde a mit dem Radius R der mittleren Erdkugel gleichgesetzt
wird, worauf simtliche Berechnungen in dieser Arbeit bezogen sind. Mit P, (sin¢) werden
die vollstindig normierten zugeordneten Legendre’schen Funktionen erster Art bezeichnet. Die
Koeflizienten ersten Grades verschwinden, wenn der Ursprung des Bezugskoordinatensystems
mit dem Massenmittelpunkt der Erde iibereinstimmt. Dies ist der Standardfall. Im EGM2008
sind keine Koeffizienten ersten Grades enthalten.

Der gravitative Anteil des Normalschwerepotentials eines Niveauellipsoids, welches als Normal-
schwerefeld dient, kann ebenfalls durch eine Kugelfunktionsentwicklung dargestellt werden, wo-
bei hier nur Koeffizienten 6710, Ref Mit geradem n auftreten. Alle anderen Koeffizienten verschwin-
den aufgrund der Rotations- sowie Aquatorsymmetrie. Somit lisst sich auch das Stérpotential
durch eine Kugelfunktionsentwicklung modellieren:

T(r,o,\) = V(r,o,AN)+ Z(r,¢) —U(r,¢) (43)

((énm — Cpm, Ref) cos mA + Sy sin m)\) - P (sin @)
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Die Masse des Niveauellipsoids wird der Erdmasse gleichgesetzt. Das Zentrifugalpotential fillt
heraus (siehe Abschnitt 2). Aus dem Storpotential kann durch Ableiten die Schwerestérung in
sphérischer Approximation berechnet werden:

T  GM e "N~ = - -
0g = 5= 2 Z (n+1) (g) Z ((Cnm — Chm, Ref) cosmA + Spm s1nm)\)-an(s1n ®).

n=2 m=0

(44)

Eine exakte Berechnung nach Gleichung (11) ist mithilfe des Potentialmodells ebenfalls méglich.
Der Gradient von V' lautet in sphérischen Koordinaten (BRONSTEIN ET AL., 1999, S. 648)

1
gradV = V,e, +
rc

1
iex +-V,e, . 45
05 Ae)\"‘r € (45)

Dazu muss der Gradient des Zentrifugalpotentials addiert, der Betrag berechnet und die Nor-
malschwere subtrahiert werden. Die Ableitungen des Potentials nach sphérischen Koordinaten
lassen sich mithilfe des Potentialmodells exakt berechnen. In dieser Arbeit wird davon kein Ge-
brauch gemacht, sondern mit den sphérisch gendherten Schwerestérungen gerechnet. Auf die
durchgefithrten Untersuchungen hat dies keinen Einfluss.

Ebenfalls von der NGA wird das Fortran-Programm harmonic_synth zur Verfiigung gestellt
(siche auch PAVLIS ET AL., 2008), mit dem die Synthese wéhrend dieser Arbeit durchgefiihrt
wird. Das Programm sowie die Koeffizienten des EGM2008 finden sich unter dem im Litera-
turverzeichnis angegebenen Link zum Herunterladen. Mit harmonic_synth werden fiir jene
Punkte, die die Hohe A = 0 m haben, Blockmittelwerte gerechnet. Fiir alle anderen Punkte wird
jeweils im Mittelpunkt des entsprechenden Flichenelements ein Wert fiir §g bestimmt. Es wird
angenommen, dass dieser Wert das Flachenelement hinreichend repréisentiert. Als Bezugsflache
fiir sdmtliche Berechnungen dient eine Kugel mit dem Radius R.

Analog zu den topographischen Hohen wird die Synthese von dg fiir die globalen Berechnungen
nur mit der Auflésung von 5 durchgefiihrt. Die groberen Auflssungen werden auch hier durch
das Bilden von Blockmittelwerten erzeugt. Ihre Darstellung befindet sich im Anhang.

dg [mgal]
250
0
=250
Abbildung 5: Schwerestérung: 5" x 5
Mittelwert -0.747 mgal
Standardabweichung 32.2 mgal
Maximum 654.1 mgal bei ¢ =10°42"30" , X\=-73°42" 30"
Minimum -367.0 mgal bei ©=19°17"30" , X=-66°27 30"

Betragsminimum -2.0-107° mgal bei ¢ =64°67 30" , X= 42°37 30"
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Regionale Untersuchungen

Globale Potentialmodelle beschreiben vor allem den langwelligen Anteil der Schwerestérung. Das
EGM2008 ist eine Darstellung des Gravitationspotentials bis zum Entwicklungsgrad Npa, =
2160. Dies entspricht einer maximalen radumlichen Auflésung von %Okm ~ 9 km am Aquator.
Somit sind in den hier berechneten Schwerestérungen keine hochfrequenten Anteile enthalten.
Da die regionalen numerischen Untersuchungen mit einer Auflésung von 30” x 30” durchgefiihrt
werden, miissen die Schwerestorungen um den entsprechenden kurzwelligen Anteil verfeinert
werden (vgl. z. B. HIRT ET AL., 2010). Der Einfluss der kurzwelligen Topographie auf die Schwe-
restorung ldsst sich durch das sog. Residual Terrain Modelling (RTM) berechnen (FORSBERG,
1984). Dabei wird von einem hochfrequenten DGM der langwellige Anteil, also eine gegliittete
Gelandeflache, die sog. RTM-Fliche, abgezogen. Als Ergebnis werden residuale Héhen erhalten,
die sowohl positiv als auch negativ sein kénnen (siehe Abbildung 6).

Topographie

RTM-Fl&che

Referenzkugel

Abbildung 6: Prinzip des Residual Terrain Modelling

Es wird angenommen, dass die Schwerewirkung der gegliatteten RTM-Fliche genau dem langwel-
ligen Anteil der Schwerestorung dgranooos entspricht, welcher durch die harmonische Synthese
des EGM2008 bestimmt wird. Die Schwerewirkung der noch nicht beriicksichtigten residua-
len Gelindemassen dgrry kann auf Grundlage einer Massenmodellierung im Ortsbereich und
Losen des Newton-Integrals fiir die Gravitationsbeschleunigung berechnet werden. Der Einfluss
der oberhalb der RTM-Fliche gelegenen Massen (rot) auf die Schwere muss dazu addiert werden,
wihrend die unterhalb gelegenen Massen (griin) gedanklich abgetragen werden. Wenn die Hohen-
werte der Topographie sowie der RTM-Fliche auf einem regelméfiigen Gitter zur Verfiigung
stehen, lésst sich das residuale Geldnde durch ein Raster von regelméfig geformten Koérpern
diskretisieren. Die Hohe eines solchen Volumenkorpers entspricht dann gerade der residualen
Hohe des entsprechenden Fléchenelements. Liegen die Hohenwerte auf einem Gitter aus geo-
graphischen Koordinaten vor, bietet sich eine Diskretisierung durch sogenannte Tesseroide an
(ANDERSON, 1976), da diese die sphérische Form der Erde berticksichtigen. Ein Tesseroid ist ein
Volumenkérper, welcher an den Seiten durch jeweils zwei Flichen B = const. und L = const.
begrenzt wird (vgl. HECK UND SEITZ, 2007). Dabei sind B und L die geographische Breite und
Lénge. Die Deck- sowie die Grundfldche sind Flichen mit konstanter ellipsoidischer Hohe H.
In dieser Arbeit wird nur der sphérische Fall betrachtet. Hierbei werden die Tesseroide durch
geozentrisch sphérische Koordinaten ¢, A horizontal begrenzt. Deck- und Grundfliche der Tes-
seroide werden durch Flichen mit konstantem Radius r gebildet (siche Abbildung 7).

Die Schwerewirkung eines solchen Tesseroids ergibt sich durch das Newton-Integral in geozen-
trisch sphérischen Koordinaten zu (HECK UND SEITZ, 2007)

A2 p2 T2
w=crf ]|

AL p1T1

(r — 1" cosy) r'? cos @' dr' do' dN
/3

(46)
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V=<

2 @
M

Abbildung 7: Modell eines Tesseroids (KUHN, 2000)

Da dieses Integral nicht vollstéindig analytisch gelost werden kann, muss auf Ndherungsverfahren
der numerischen Integration zuriickgegriffen werden. In dieser Arbeit wird eine Taylorreihenent-
wicklung des Integranden mit anschliefender gliedweiser Integration angewendet (siehe HECK
UND SEITZ, 2007). Es hat sich gezeigt, dass bei der Auswertung der Tesseroidformeln fiir einen
nahe gelegenen Aufpunkt numerische Probleme auftreten (MUSSLE, 2011). Deshalb werden die
Massen im unmittelbaren Nahbereich des jeweiligen Aufpunkts durch Quader diskretisiert. Die
Schwerewirkung eines Quaders liasst sich analytisch berechnen. Die Formeln finden sich z. B. in
HECK UND SEITZ (2007). Die sphérische Distanz, bis zu welcher Quader zur Modellierung zum
Einsatz kommen, wird analog zu MUSSLE (2011) festgelegt:

Ar .. 30"
630" Zzgm Tol] fiir Ar > R- o (Ausdehnung des unmittel-
wQuader = (47)

" baren Nahbereichs)
630" sonst

wobei Ar die Hohe des entsprechenden Korpers bezeichnet, also mit dem Betrag der residualen
Hohe gleichzusetzen ist. Fiir das Testgebiet in Stidamerika sind im Flachland etwa 110 - 115
Quader verwendet worden, im Hochgebirge bis zu 149. In Europa sind es rund 160 im Flachland
und bis zu 187 in den Alpen.

Zur Berechnung der Schwerewirkung des gesamten residualen Geléndes wird der Einzelbeitrag
sdmtlicher Massenkorper aufsummiert. Das Integrationsgebiet zur Berechnung der RTM-Effekte
wird so gewéhlt, dass es in allen vier Himmelsrichtungen um drei Grad iiber den rechteckigen In-
tegrationsbereich der regionalen Berechnungen hinausragt (siehe auch Abbildung 2). Der Einfluss
der residualen Topographie nimmt mit zunehmendem Abstand ab, so dass die auflerhalb liegen-
den Massen vernachléssigt werden kénnen. In HIRT ET AL. (2010) wird ein Integrationsradius
von mindestens 200 km um den jeweiligen Aufpunkt empfohlen. Dies wird beim gew&hlten Inte-
grationsgebiet fiir die RTM-Berechnung sowohl in Europa als auch in den Anden stets erreicht.
Bei 50° N beispielsweise betriigt der Integrationsradius bei drei Grad Uberhang mindestens 214
km. Abbildung 8 zeigt, dass bei einem Integrationsradius von drei Grad in den Anden Beitrige
zum RTM-Effekt im Bereich von 0.01 mgal vernachléssigt werden. In Gebieten mit weniger stark
ausgeprigter Topographie ist der Einfluss der vernachlissigten Massen deutlich geringer.

Die gesamte Schwerestorung ergibt sich schliellich als Summe aus lang- und kurzwelligem Anteil:

09 = dgrama008 + OgrRT™ - (48)

Dabei wird sowohl die Synthese als auch die RTM-Berechnung in den Topographiepunkten aus-
gewertet. Diese konnen wie in Abbildung 6 ersichtlich auch innerhalb der Massen gelegen sein.
Allerdings spielt das in diesem Fall keine Rolle, da keine analytische Fortsetzung der Schwe-
restorung auf die RTM-Fléche notig ist.
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Abbildung 8: RTM-Effekt dgrrym in den Anden in Abhéngigkeit der sphérischen Distanz
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Abbildung 9: a) lang- und b) kurzwelliger Anteil der Schwerestérung: 30” x 30”

langwellige Schwerestérung ¢ ggam2008

Mittelwert
Standardabw.
Maximum
Minimum

49.8 mgal
86.9 mgal
349.3 mgal
-225.5 mgal

kurzwellige Schwerestoérung dgrrm

Mittelwert 8.1 mgal
Standardabw.  13.4 mgal
Maximum 145.0 mgal
Minimum -35.6 mgal
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In Abbildung 9 a) und b) werden der lang- und der kurzwellige Anteil der Schwerestorung fiir das
Gebiet in den Anden graphisch gegeniibergestellt. Der grofite Anteil der Schwerestérung wird
durch die langwelligen Massen hervorgerufen und ist in dggcnooos enthalten. Am auffilligsten ist
die stark Nord-Siid ausgerichtete negative Struktur parallel zur siidamerikanischen Westkiiste.
Die negative Schwerestorung ldsst auf ein unterirdisches Massendefizit im Bereich der Subduk-
tionszone schliefen. Die ozeanische Platte schiebt sich in diesem Gebiet unter die kontinen-
tale Platte, so dass die Grenze zum Erdmantel, welcher eine gréfiere Dichte besitzt als die
Lithosphérenplatten, hier wohl deutlich tiefer verlauft als sonst. Im kurzwelligen Anteil der
Schwerestorung ist diese Struktur iiberhaupt nicht vorhanden. Die RTM-Effekte sind sichtbar
mit der oberirdischen Topographie korreliert. Zudem sind sie deutlich kleiner als der langwellige
Anteil. Im Flachland sowie auf dem Meer liegen sie nahezu bei null.

Vor allem am 0stlichen Rand der Anden treten extrem grofie positive Schwerestérungen auf. Sie
weisen auf einen Masseniiberschuss hin, der eventuell mit groflen Gesteinsdichten begriindet wer-
den kann. Allerdings werden an die Schwerestorungen keine topographischen und isostatischen
Reduktionen angebracht, so dass sich diese nur bedingt geophysikalisch interpretieren lassen.

-200 0 200 400 -200 0 200 400
Abbildung 10: Schwerestérung: a) 5’ x 5 bzw. b) 30" x 30”
Mittelwert 49.8 mgal Mittelwert 57.9 mgal
Standardabweichung 86.8 mgal Standardabweichung 92.5 mgal
Maximum 337.4 mgal Maximum 398.6 mgal
Minimum -221.4 mgal Minimum -225.5 mgal

In Abbildung 10 b) ist die Summe aus kurz- und langwelligem Anteil der Schwerestérung fiir das
Testgebiet in den Anden dargestellt. Es ist eine deutliche Verfeinerung gegeniiber §granoos aus
Abbildung 9 a) zu erkennen. Die Kombination mit der RTM-Berechnung ist eine gute Moglichkeit
die Daten eines globalen Geopotentialmodells regional zu verbessern, wenn keine gravimetrischen
Messdaten vorhanden sind (siehe auch HIRT ET AL., 2010).
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4.3 Gelidndeneigung

Zur Losung des fixen Randwertproblems wird die Geldndeneigung 3 auf der Randfliche benétigt.
In sphérischer Approximation gilt:

B =4(7,¢,) (49)
mit

17 = Normalenvektor zur Randflache

€, = FEinheitsvektor in radialer Richtung.

Es werden zwei verschiedene Verfahren zur Berechnung von 3 implementiert und verglichen. Als
Datengrundlage dienen digitale Geldindemodelle in verschiedenen Auflésungen wie in Abschnitt
4.1 beschrieben. Aus den rasterweise vorliegenden Hohendaten wird jeweils die Neigung in Nord-
Siid- sowie in Ost-West-Richtung berechnet. Daraus ergibt sich die gesuchte Gelédndeneigung
durch folgenden Zusammenhang:

tan? g = % = Vebhs+shw - (50)

Die Geldndeneigungen werden fiir jede Auflosung sowohl global als auch regional aus dem ent-
sprechenden Hohengitter berechnet. Es werden keine Blockmittelwerte gebildet.

Koordinatendifferenzen

Am einfachsten lassen sich die Neigungen aus den Nord-Siid- und Ost-West-Gradienten bilden.
Fiir jeden Punkt P(i,j) des Berechnungsgitters gilt

h(i—1,7) —h(i+1,7)

SN—S(iv.j) - 2A.Z'
. h(i,j+1)—h(i,j—1
soalinj) = MEIEDARIZL 61)

wobei Az und Ay die Rasterauflosungen in Nord-Siid- und Ost-West-Richtung sind.

Diese Vorgehensweise ist formal dquivalent mit einem Polynomansatz. Wird durch jeweils drei
Punkte des Rasters in beiden Koordinatenrichtungen je ein Polynom zweiten Grades interpoliert
und die erste Ableitung im mittleren Punkt berechnet, so ergeben sich dieselben Formeln.

Fouriertransformation

Fiir die Fouriertransformierte der Ableitung einer Funktion f(t) gilt (siehe z. B. BRONSTEIN ET
AL., 1999, S. 726)

FIF®)} = wF (1) %
mit
F{f(t)} Fouriertransformierte von f(t)

w = 2nf
f Frequenz
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Dies ldsst sich ausnutzen, um die Geldndeneigungen aus einem diskreten Hohengitter zu berech-
nen. Nach L1 ET AL. (1995) gilt:

oh

sns(x) = o = f_l{Qﬂ'iij.F{h(l‘)}}
sow(y) = g’; — F {2nik, Fh(y)}} (53)

mit

FHf(w)} Inverse Fouriertransformierte von f(w)
ke, ky Wellenzahlen in x- bzw. y-Richtung
1
1
N, -Ay
N;, Ny, Anzahl der Elemente in x- bzw. y-Richtung

kry = n-Aky,=n- n=20,1,2,...

ky = n-Aky=n- n=0,1,2,...

Damit ergeben sich die Gradienten des DGMs zeilen- bzw. spaltenweise. Die Auswertung von
Gleichung (50) in jedem Gitterpunkt fiithrt schliefllich auf die gesuchte Geldndeneigung.

Die Berechnung der Fouriertransformation wird mit dem Programm MATLAB Version 7.11.0
durchgefiihrt (siehe www.mathworks.de/products/matlab/).

Vergleich

Auf der folgenden Seite wird die berechnete Geliandeneigung beider Verfahren fiir eine Auflésung
von 5 x 5’ gegeniibergestellt. Obwohl punktweise auch gréfiere Differenzen auftreten, stimmen
beide Verfahren tendenziell iiberein. In den Gebirgen sowie am Ubergang vom Land zum Meer
sind wie erwartet grofle Neigungen sichtbar. Bei der Berechnung im Frequenzraum liegt eine
groffere Spannweite der Werte vor. In den Abbildungen ist ersichtlich, dass dieses Verfahren
meist groBere Neigungen liefert als die Koordinatendifferenzen. Auch in Gebieten ohne Topo-
graphie (Ozeane) ist die im Frequenzraum berechnete Geldndeneigung nicht exakt null. Die
Abbildungen 14 und 15 zeigen die Geldndeneigungen der regionalen Untersuchungen in den An-
den. Je feiner die Auflésung des DGMs, desto grofiere Gelindeneigungen werden erreicht. Auch
hier liefert die Fourieranalyse gréflere Neigungen als die Gradientenmethode. Im Hinblick auf
das Molodenskii-Shrinking, bei dem 8 < 45° gefordert ist, ist das Verfahren der Koordinatendif-
ferenzen zu bevorzugen, da es insgesamt deutlich kleinere Werte liefert, was zu einer schnelleren
Konvergenz fithrt. Doch auch bei diesem Verfahren werden regional gréflere Neigungen als 45°
erreicht, so dass fiir die Anwendung des Molodenskii-Shrinkings eine Glattung der Randflache
sinnvoll ist. Allerdings kommt die Geldndeneigung dort erst in den Termen zweiter Ordnung ins
Spiel. Alles in allem erzeugen beide Berechnungsmethoden sinnvolle Ergebnisse. Der Einfluss der
Geldndeneigung auf das Geodétische Randwertproblem wird in Kapitel 5.6.2 niher erlautert.
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Abbildung 11: Neigung aus Koordinatendifferenzen: 5 x 5’

Mittelwert 0.2 Grad
Standardabweichung 0.5 Grad
Maximum 24.1 Grad bei
Minimum 0.0 Grad bei

Abbildung 12: Neigung mittels FFT: 5" x 5’

Mittelwert 0.3 Grad
Standardabweichung 0.9 Grad
Maximum 39.4 Grad
Minimum 8.8-107° Grad

Abbildung 13: Differenz der Neigungen Skoordinatendifferenzen—gppp: D X 0

Mittelwert -0.1 Grad
Standardabweichung 0.7 Grad
Maximum 18.0 Grad
Minimum -37.9 Grad
Betragsminimum 4.0-107® Grad

p=-85 230" , X=-171° 7 30"
o= 89°52"30" , A= 0° 7 30”

B

5

bei ¢ =82°47'30" , X=—36°42 30"
bei ¢ =24°27'30" , A= -781230"
B

2

0

-2

bei ¢ =-85°5730" , A=-135°17 30"
bei o= 82°4730" , A= —-36°42 30"
bei = 60°52'30" , X\=-107°37 30"

25
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74 =12 =70 68 -
<TI0
0 25 50

Abbildung 14: Neigung aus Koordinatendifferenzen: a) 5 x 5" bzw. b) 30" x 30"

Mittelwert 1.1 Grad Mittelwert 3.6 Grad
Standardabweichung 1.4 Grad Standardabweichung 5.2 Grad
Maximum 9.0 Grad Maximum 49.1 Grad
Minimum 0.0 Grad Minimum 0.0 Grad

-74 712 =70 68  —66
<TI0
0 25 50

Abbildung 15: Neigung mittels FFT: a) 5 x 5" bzw. b) 30” x 30”

Mittelwert 1.7 Grad Mittelwert 4.6 Grad
Standardabweichung 1.9 Grad Standardabweichung 6.6 Grad
Maximum 17.0 Grad Maximum 57.2 Grad

Minimum 8.2-1073 Grad Minimum 4.9-10~% Grad
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5 Numerische Untersuchungen zur planaren Approximation

Hauptaufgabe dieser Arbeit ist es, den Einfluss der planaren Approximation auf die Losung des
fixen Geodétischen Randwertproblems nach Brovar (siche Abschnitt 3.2) zu untersuchen. Dabei
lassen sich drei verschiedene Einfliisse unterscheiden:

a) Auswirkung der planaren Approximation der Randbedingung auf dg bzw. u
b) Auswirkung von a) auf das Storpotential

¢) Auswirkung der planaren Approximation des Stérpotentials

Um die genannten Einfliisse abzuschétzen werden numerische Untersuchungen durchgefiihrt.

5.1 Numerische Integration

Zur Bearbeitung dieser Aufgabe ist es notwendig, Integrale der Physikalischen Geodésie nume-
risch zu l6sen. Als Verfahren der numerischen Integration kommt die Gauf3-Legendre-Quadratur
zum Einsatz. Im eindimensionalen Fall wird das Integral iiber die Funktion f(x) approximiert
durch die Summe {iiber die gewichteten Funktionswerte an speziellen Stiitzstellen (siehe z. B.
BRONSTEIN ET AL., 1999, S. 894):

1 n
JECLEED SEN (54)
2 k=0

mit

n  Grad der Quadratur
wr  Gewicht der k-ten Stiitzstelle

Diese Stiitzstellen sind nicht dquidistant iiber das Integrationsintervall verteilt wie bei den meis-
ten anderen Integrationsverfahren, sondern liegen genau in den Nullstellen der entsprechenden
Legendrepolynome. Es werden genau n + 1 Stiitzstellen verwendet, ndmlich die Nullstellen des
Legendrepolynoms vom Grad n 4 1. Der Grad n der Quadratur gibt zudem die Approximati-
onsgiite an. Die Gaufl-Legendre-Quadratur vom Grad n erlaubt es, Polynome vom Grad 2n + 1
exakt zu integrieren (siche z. B. BRONSTEIN ET AL., 1999, S. 894).

Die Legendrepolynome sind im Intervall [—1, 1] definiert. Um eine Funktion f(x) iiber dem be-
liebigen Intervall [a, b] zu integrieren, miissen die Nullstellen 3 € [—1, 1] der Legendrepolynome
in dieses Intervall transformiert werden. Es gilt (BRONSTEIN ET AL., 1999, S. 895)

a+b b-—a

tr =
h= o (55)
mit ¢ € [a, b]. Fiir das Differential folgt daraus

=" (56)

Somit gilt fiir die Integration iiber ein beliebiges Intervall [a, b]

b 1
a+b b—a b—a b—a — a+b b—a
/f(t)dt:/f< L A 1‘) ) DTS | G EL AL BTy
a -1 k=0

Die Nullstellen der Legendrepolynome bis zum Grad 16 und die entsprechenden Gewichte sind
z. B. in LOWAN ET AL. (1942) tabelliert. Dabei sind auch die Korrekturen in LOWAN ET AL.
(1943) zu beachten.
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Dieses Verfahren kann auf beliebige Dimensionen erweitert werden, indem die Quadratur fiir
jede Dimension getrennt durchgefiihrt wird. Bei den zu untersuchenden Integralen handelt es
sich ausschliellich um zweidimensionale Flidchenintegrale. Die Zahl der Stiitzstellen erhht sich
damit auf (n + 1)2. Fiir die Integration gilt

11 n

/ / P o) dedy = 35 wi o) weg(ye) (58)

wobei wieder analog zum eindimensionalen Fall eine Intervalltransformation durchgefithrt wer-
den kann. Auf die Darstellung der entstehenden Formeln wird hier verzichtet.

5.2 Voruntersuchungen
5.2.1 Genauigkeit der numerischen Integration

Die Genauigkeit der numerischen Integration mit der Gauf-Legendre-Quadratur steigt mit zu-
nehmendem Grad n. Da auch die Zahl der auszuwertenden Stiitzstellen und somit die Rechenzeit
zunimmt, werden Untersuchungen durchgefiihrt, um mit minimalem Rechenaufwand optimale
Ergebnisse zu erhalten. Zu diesem Zweck werden zwei reprisentative Testgebiete festgelegt. Das
Testgebiet fiir die globalen Untersuchungen besteht aus 600 Aufpunkten im Himalaya, jenes fiir
die regionalen Berechnungen besteht aus 1200 Aufpunkten in den Anden. Wie in Abbildung 16
ersichtlich ist, erstrecken sich die Aufpunkte (blau) jeweils vom Hochgebirge bis zum Meer.

Abbildung 16: Testgebiet

Fiir jeden der festgelegten Aufpunkte werden die zu untersuchenden Integrale mit zunehmendem
Grad n = 0,2,4,... numerisch ausgewertet. Es werden nur Berechnungen mit geradem n durch-
gefithrt, da hier jeweils ein Quellpunkt in der Mitte der Flichenelemente liegt. Die Randfliche
wird dabei in Kreisringzonen mit einer Breite von einem Grad unterteilt, deren Beitrdge ge-
trennt betrachtet werden. Die Differenz jeweils zweier Ergebnisse mit aufeinanderfolgendem n
wird graphisch iiber der sphérischen Distanz v aufgetragen und auf Konvergenz untersucht. In
Abbildung 17 sind die Berechnungen fiir €54 (siche Abschnitt 5.3) bei einer Rasterauflésung von
15" dargestellt. Aus den Graphiken geht hervor, dass die Ergebnisse der numerischen Integration
mit zunehmendem Grad n konvergieren. Die Differenzen zwischen n = 0 und n = 2 beispielsweise
sind grofer als die Differenzen zwischen n = 2 und n = 4, usw. Die grofiten Unterschiede liegen
im Nahbereich des jeweiligen Aufpunkts. Daher miissen die Flichenelemente hier am feinsten
unterteilt werden.
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Abbildung 17: Vergleich der Beitrége zu €54 fiir aufeinanderfolgenden Grad n und
in Abhéngigkeit von der sphérischen Distanz der Quellpunkte
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Anhand der Graphiken wird entschieden, bis zu welchem Grad n die Gau-Legendre-Quadratur
in Abhéngigkeit der sphérischen Distanz 1 durchgefithrt wird und welche Genauigkeit mindes-
tens zu erwarten ist. Die Ergebnisse der Genauigkeitsuntersuchungen fiir sémtliche in dieser
Arbeit auszuwertenden Integrale sind in den folgenden Tabellen zusammengestellt. Die Appro-
ximationsfehler €., y und €, werden in den Abschnitten 5.4 und 5.5 erliutert. Alle Genauig-
keitsangaben beziehen sich auf die beschriebenen Testgebiete. Es sind die Werte, die in den
Gebieten mindestens erreicht, aber grofitenteils sogar weit unterschritten werden.

Grad n der Gaufl-Legendre-Quadratur in Abhéingigkeit von der sphérischen Distanz :

Tabelle 1: Randbedingung

Rasterweite H 30" H 5
v <5 [5<¢v<20]>20] <5 [5<¢v<20] >20
nl| 4 2 0 6 2 0
Genauigkeit 0g [mgal] || 1073 10~ 1073 1077 107°
Genauigkeit €5, [mgal] | 1077 | 5.1078 1076 1077 5-107°
Rasterweite H 15 H 60’
v <5 [5<v<20] >20 <10 [10<¢ <20 ] >20
nl| 6 2 0 8 4 0
Genauigkeit dg [mgal] || 1071 | 5.107%* |5.107° 10° 107% 1077
Genauigkeit €5, [mgal] | 1071 1076 5-10% [ 5-10%| 5-1077 1077

Tabelle 2: Storpotential

Rasterweite H 30" H 5/
w[O] <5 [5<y<20|>20] <5 [5<¢<20]| >20
4 2 0 4 2 0
Genauigkeit ¢ [m] 1074 1074 5-10° | 5-107% |5-1073
Genauigkeit e,y [m] | 1077 5-1078 1076 5-1007 | 5-1077
Genauigkeit 6( [m] | 51077 1077 10° 5-10¢ [5.107°
Rasterweite H 15’ H 60
w[O] <10 [10<9y<20] >20 <10 [10<9 <20 ]| >20
6 2 0 8 4 0
Genauigkeit ¢ [m} 5-1072 1072 5-1072 || 107! 1071 1071
Genauigkeit e¢(¢; ) [m] || 5-107° 5-1077 10°% [ 5.-1076 10-6 10-°
Genauigkeit 64 [m] || 5-107° 107° 10=° 10~* 5-107° 104

Die in den Tabellen angegebenen Genauigkeiten beziehen sich jeweils auf eine Kreisringzone von
einem Grad Ausdehnung. Die schlechtest mogliche Gesamtgenauigkeit ergibt sich als Summe
iiber alle 180 Kreisringzonen. Je grofler das Flichenelement, desto mehr Stiitzstellen (bis n = 8
bzw. 81 Stiitzstellen) sind vor allem im Nahbereich nétig, um eine ausreichende Genauigkeit zu
gewdhrleisten. Im Fernbereich ist die Punktmassenapproximation, d. h. n = 0, ausreichend.

5.2.2 RTM-Fliche

Das Prinzip des Residual Terrain Modelling (RTM) wird ausfiihrlich in Kapitel 4.2 (Abschnitt:
Regionale Untersuchungen) geschildert. Wie in Kapitel 4.1 (Abschnitt: Regionale Untersuchun-
gen) beschrieben, wird fiir die kurzwellige Topographie das auf 30" x 30" geglittete SRTM3-DGM
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benutzt. Die langwellige RTM-Fléche ergibt sich durch Herausfiltern hochfrequenter Anteile aus
demselben Datensatz. Es werden verschiedene Filterverfahren implementiert und miteinander

verglichen:

o Mittelwertfilter: Jeder Gitterpunkt erhilt den Mittelwert aller innerhalb eines quadrati-
schen Fensters um diesen Punkt gelegenen Rasterwerte.

e Kreisfilter: Zur Mittelbildung werden nur die Rasterwerte innerhalb eines isotropen Ab-
stands zum jeweiligen Gitterpunkt hinzugezogen.

e Gaufifilter: Es wird das gewichtete Mittel aller Rasterwerte innerhalb eines quadratischen
Fensters um den jeweiligen Gitterpunkt berechnet. Die Gewichte sind die Funktionswerte
der zweidimensionalen Gauffunktion, deren Maximum jeweils im zentralen Gitterpunkt

gelegen ist:

1 _ w2+y2
re R (59)

g(w,y) =

Die Standardabweichung o wird halb so gro8 wie die Kante des quadratischen Fensters
gewahlt.

Die RTM-Flache soll so gewéhlt werden, dass sie im Idealfall genau den langwelligen Anteil der
Schwerestorung hervorruft, welcher durch die harmonische Synthese des EGM2008 bis N = 2160
berechnet wird. Es wird daher zum Filtern der 30” x 30”-Hohen eine Fenstergréfie von 21 x 21
gewihlt. Das ergibt eine Glittung der Daten auf ungefihr 10’ x 10’. In Abbildung 18 sind die
drei vorgestellten Filter im Frequenzraum visualisiert. Um bei einheitlicher Skalierung einen
sinnvollen Vergleich zu gewéhrleisten, wird auf eine logarithmische Darstellung verzichtet.

Gaussfilter 21x21 Kreisfilter 21x21

Amplitude
Amplitude

0 0 0
k -05 -0.5 g k -0.5 -0.5 g
y X y X
Mittelwertfilter 21x21 Vergleich
o 1 I |
—— GauBfilter
S 3 — Mittelwertfilter
S S o
= = Kreisfilter
o 5 0.5
£ £
< <
0 e ———
k =05 -0.5 g -0.5 0 0.5
y X k
X

Abbildung 18: Filtermasken im Frequenzraum
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Der Gaufifilter kommt einem idealen Tiefpassfilter am néchsten. Die Gaufunktion hat die Eigen-
schaft, dass ihre Fouriertransformierte ebenfalls eine Gaufifunktion ist (siche z. B. BRONSTEIN
ET AL., 1999, S. 1071). Sie hat also im Frequenzraum einen glatten, von der Mitte an monoton
abfallenden Verlauf. Hohe Frequenzen werden nahezu vollsténdig herausgefiltert. Der Kreisfilter
fallt nicht ganz so schnell ab und verlauft sichtbar ”unruhiger”. Es ist jedoch keine Richtungs-
abhéngigkeit erkennbar. Der Mittelwertfilter dagegen weist deutliche systematische Effekte in
Richtung der beiden Koordinatenachsen auf. Durch die quadratische, nicht isotrope Form der
Filtermaske werden hohe Frequenzen in den beiden Achsrichtungen nicht so gut herausgefiltert.

In Abbildung 19 findet ein Vergleich der urspriinglichen Hohen sowie der gefilterten RTM-Hohen
fiir das Testgebiet in Europa im Frequenzraum statt. Die Frequenzen werden jeweils mithilfe einer
zweidimensionalen Fouriertransformation berechnet und graphisch dargestellt. Im langwelligen

Amplitudenspektrum in Nord-Sud-Richtung

8 T T T T
—— GauBfilter
va —— Mittelwertfilter
Kreisfilter
—— DTM2006.0
61 — Topgraphie 30”x30[
5r i
[}
e}
=
24 |, \ |
IS |
= |
3r “.‘ ‘ A i
[
A
|
[
1k
0
0

k, [1/m] <107

Abbildung 19: Amplitudenspektrum der Hohen in Nord-Siid-Richtung

Bereich, also fiir Wellenzahlen &, — 0 %, stimmen die in Abbildung 19 dargestellten Hohen gut
iiberein. Die Topographie mit 30”-Auflésung sowie die gefilterten RTM-Flichen sind in diesem
Frequenzband nahezu identisch. Ab k, ~ 5-107° % wird die Auswirkung der Filterung sichtbar.
Die Amplituden der gefilterten Hohen liegen ab dieser ” Grenzfrequenz” nahezu bei null, wihrend
die Topographie auch hoherfrequente Anteile enthélt. Die genannte ” Grenzfrequenz” ist einer
raumlichen Auflésung von etwa 20 km &quivalent. Ein Vergleich der Frequenzen der gefilterten
Daten mit dem in Kapitel 4.1 vorgestellten DTM2006.0 mit 5-Auflésung zeigt, dass diese in
der Nahe der ”Grenzfrequenz” einigermafien gut iibereinstimmen. Das DTM2006.0 in verschie-
denen Auflésungen diente als Grundlage fiir die Berechnung der harmonischen Koeffizienten des
EGM2008 (siehe auch PAVLIS ET AL., 2007). Das vorliegende DTM2006.0 mit einer Auflésung
von 5 x 5 scheint jedoch auch héher frequente Anteile der Topographie zu enthalten, da es
vermutlich aus einer hoher aufgel6sten Version abgeleitet wurde. Zwischen den mit den drei Fil-
terverfahren gefilterten Hohen der RTM-Fléche sind im Frequenzraum nur geringe Unterschiede
erkennbar. Wihrend Kreis- und Gauflfilter recht gut iibereinstimmen, sind beim Mittelwertfilter
leicht grofiere Schwankungen im hochfrequenten Bereich zu sehen. Wie oben angedeutet lésst der
Mittelwertfilter in Richtung der Koordinatenachsen etwas mehr hoher frequente Anteile durch.
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Abbildung 20: RTM-Fléichen

Im Ortsraum sind beim Mittelwertfilter vor allem im Gebirge senkrechte und waagrechte Textu-
ren zu erkennen. Die mit dem Gaufifilter geglattete RT'M-Fliche zeigt einen ”weicheren” Verlauf.
Die mit dem Kreisfilter gefilterte RT'M-Fléche ist nicht ganz so glatt. Die Hohen dhneln aber
nach Tabelle 3 eher denen des Gauffilters als denen des Mittelwertfilters. Das ist durch die den
beiden Filtermasken gemeinsame isotrope Form zu erklédren.

Tabelle 3: Differenzen zwischen den RTM-Hohen

Gaufifilter - Kreisfilter Gauffilter - Mittelwertfilter Kreisfilter - Mittelwertfilter
Mittelwert 0.008 m Mittelwert -0.006 m Mittelwert -0.014 m
Standardabw. 11 m Standardabw. 10 m Standardabw. 20 m
Maximum 126 m Maximum 106 m Maximum 220 m
Minimum -122 m Minimum -102 m Minimum -209 m

Tabelle 4: Differenzen zwischen den RTM-Effekten

Gauffilter - Kreisfilter Gauffilter - Mittelwertfilter Kreisfilter - Mittelwertfilter
Mittelwert 0.2 mgal Mittelwert -0.5 mgal Mittelwert -0.8 mgal
Standardabw. 1.6 mgal Standardabw. 1.4 mgal Standardabw. 2.9 mgal
Maximum 13.4 mgal Maximum 9.1 mgal Maximum 19.9 mgal
Minimum -11.7 mgal Minimum -9.8 mgal Minimum -21.7 mgal

Die berechneten RTM-Effekte d&ndern sich um wenige Milligal bei einer Variation der zugrunde-
gelegten RTM-Fldche. In dieser Arbeit findet die Auswertung immer auf der Topographie statt.
Die Berechnungspunkte sind also unabhéingig von der RTM-Fléche.

Fiir die folgenden regionalen numerischen Untersuchungen wird die mit dem Gauffilter geglattete
RTM-Fliche verwendet. Auf die in dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen hat die Wahl der
Filtermethode allerdings keinen signifikanten Einfluss.
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5.3 Planare Approximation der Randbedingung

Wie in Kapitel 3.3 beschrieben, wurde die planare Approximation eingefiihrt, um moglichst einfa-
che Integralkerne zu erhalten. Sie ermdglicht zudem das von Molodenskii entwickelte Molodenskii-
Shrinking, eine Reihenentwicklung, welche auf analytische Ausdriicke fiir die Funktion p und das
daraus berechnete Storpotential T fiihrt (siehe Kapitel 3.4). Zunéchst wird die planare Appro-
ximation der Randbedingung betrachtet. Dazu wird die Differenz der sphirischen (19) und der
planaren Randbedingung (22) gebildet. Damit lésst sich gerade der Einfluss der planaren Appro-
ximation auf dg im ersten Iterationsschritt berechnen. Dies ist dquivalent zur Integration iiber
den in Gleichung (21) eingefiithrten Approximationsfehler dpc des Integralkerns. Der Fehler in
der berechneten Schwerestérung wird mit €5, bezeichnet.

1 r?—r? R? h —h 1
S do— - [ 222 odo=— []5s d
“9 = 4x // r3 0T T o0 // 3 M= // BC Ho &g (60)

Der Wert po berechnet sich nach Gleichung (20). Die Hohe eines Fléchenelementes wird als kon-
stant angenommen und entspricht der in Abschnitt 4.1 beschriebenen Hohe. Fiir das Flichen-
element, welches den Aufpunkt enthélt, hat der Zahler der beiden Integralkerne in Gleichung
(60) jeweils den Wert null. Nahert sich der Quellpunkt immer mehr dem Aufpunkt an, so gilt
auch fiir die Strecke zwischen den beiden Punkten: ¢ — 0. Die Singularitit der obigen Integrale
ist von der Ordnung e%. Es handelt sich somit um stark singulére Integrale (siehe z. B. KLEES,
1992). Da der Zahler allerdings exakt null betrdgt, wird in diesem Fall angenommen, dass der
gesamte Integralkern null ergibt. Das Flichenelement des Aufpunkts hat somit keinen Einfluss
auf den Wert der Funktion p in diesem Punkt. Allgemein haben nur jene Bereiche einen Einfluss,
fiir die ein Hohenunterschied zum Aufpunkt vorliegt.

Globale Untersuchungen

Das Integral in Gleichung (60) wird fiir die drei gewéhlten Auflssungen 5, 15’ und 60’ ausgewer-
tet und die Ergebnisse €5, graphisch veranschaulicht. Die Graphiken der beiden letztgenannten
Auflssungen befinden sich im Anhang. Auf der folgenden Seite sind die Ergebnisse fiir 5 darge-
stellt. In den Abbildungen ist zu erkennen, dass die Auswirkung der planaren Approximation der
Randbedingung auf die Schwerestérung sichtbar mit der Topographie korreliert ist. Groflere Ge-
birge kommen deutlich zum Vorschein. Dies ist zu erwarten, da die vernachlissigten Terme nach
Abschnitt 3.3 von der Gréflenordnung % sind. Ein Vergleich mit den entsprechenden Graphiken
im Anhang zeigt, dass mit zunehmender Auflésung die Standardabweichung sowie die Spannwei-
te der Werte leicht zunehmen. Je feiner die Auflésung, desto mehr detaillierte Strukturen werden
sichtbar. Im Vergleich zur Auflésung von 60" sind bei 5" auch ”kleinere” Gebirge in Siidostasien,
Afrika und die Alpen orange (positiv) bzw. lila (negativ) eingefirbt. Im Gebirge treten sowohl
positive als auch negative Approximationsfehler auf. Die Farbskala ist so festgelegt, dass erst
Abweichungen von mehr als 0.001 mgal hervortreten. Ansonsten wird nur das Vorzeichen unter-
schiedlich dargestellt. Alles in allem liegen die Abweichungen zwar in der Messgenauigkeit eines
Gravimeters, spielen aber trotzdem keine grofie Rolle. Selbst im Hochgebirge bei der feinsten
global untersuchten Auflésung bleibt der Approximationsfehler der Schwerestérung unter einem
Milligal. Die angegebenen Maxima bei 5" und 15’ Auflésung liegen in der Antarktis. In den Gra-
phiken ist davon jedoch nichts zu erkennen. Grofiflichig werden die groiten Werte im Himalaja
und den Anden erreicht. Das zeigt auch die berechnete Lage der Extremwerte bei der Auflésung
von 60". Der Vergleich von Abbildung 21 und 22 zeigt keine nennenswerten Unterschiede. Die
statistischen Kenngroflen sind in der gleichen Gréflenordnung. Daraus lédsst sich schlielen, dass
die Berechnungsweise der Geldndeneigung die Auswirkung der planaren Approximation auf die
Randbedingung kaum beeinflusst.
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Abbildung 21: Approximationsfehler e5q: 5" x 5’

Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0000 mgal
Standardabweichung 0.0008 mgal
Maximum 0.0784 mgal
Minimum -0.0755 mgal
Betragsminimum —2.3-107!2 mgal
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Abbildung 22: Approximationsfehler esq: 5" x 5’

Neigung mittels FFT

Mittelwert 0.0000 mgal
Standardabweichung 0.0008 mgal
Maximum 0.0801 mgal
Minimum -0.0760 mgal

Betragsminimum 3.4-107'2 mgal
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Regionale Untersuchungen

In Abbildung 23 ist der Approximationsfehler €5, fiir das Gebiet in den Anden dargestellt. Auf
der linken Seite ist der gewéhlte Ausschnitt aus den globalen Berechnungen mit einer Auflésung
von 5" x 5’ abgebildet und auf der rechten Seite das Ergebnis der regionalen Berechnungen. Die
Groflenordnung des Approximationsfehlers nimmt mit zunehmender Auflésung deutlich zu. Des
Weiteren zeigen sich bei den hoher aufgelosten Daten auch wesentlich detailliertere Strukturen
der Topographie. Von der Tendenz her sind die Ergebnisse jedoch vergleichbar. Am nordgstlichen
Rand der Anden, wo gleichzeitig groe Hohen und grofle Schwerestérungen auftreten (siehe z. B.
Abbildung 10), ist der Fehler am grofiten. Allerdings sind die Schwerestérungen in diesem Gebiet
ausschliellich positiv, wihrend der Approximationsfehler positive und negative Werte annimmt.
Das Vorzeichen wird nach Gleichung (60) auch vom Hohenunterschied zwischen Aufpunkt und
Quellpunkt beeinflusst. Eine grofie Schwerestérung alleine bedingt zudem noch keine gréfieren
Approximationsfehler. An der Westkiiste Stidamerikas mit stark negativer Schwerestorung (siehe
Abbildung 10) ist €54 nahezu bei null. Nur die Kombination von stark ausgeprégter Topographie,
betragsméfig groflen Schwerestérungen und im Gebirge sowieso vorhandener steiler Geldndenei-
gungen fiihrt zu groflen Fehlern.

-74° -72° -70° -68° -66° -74° -72° -70° -68° -66°
NG o SUCOIEESC— )
-0.03 0.00 0.03 -0.15 0.00 0.15

Abbildung 23: Approximationsfehler es54: a) 5 x 5" bzw. b) 30" x 30”
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0018 mgal Mittelwert 0.0034 mgal
Standardabweichung 0.0051 mgal Standardabweichung 0.0204 mgal
Maximum 0.0425 mgal Maximum 0.3078 mgal
Minimum -0.0435 mgal Minimum -0.4599 mgal

Betragsminimum —1.2-107% mgal Betragsminimum —5.9-107 mgal
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Allerdings bleibt der Fehler in der Schwerestérung auch in diesem Extrembeispiel unter einem
Milligal. Es ist zu vermuten, dass eine weitere Verfeinerung der Auflésung noch etwas grofie-
re Abweichungen hervorruft. Alles in allem spielt die planare Approximation der Randbedin-
gung jedoch keine entscheidende Rolle. Terrestrische Schweremessdaten mit hoher Genauigkeit
sind nicht flichendeckend verfiigbar. In schwer zugénglichen Gebieten wie zum Beispiel grofien
Waildern oder Hochgebirgen, also dort wo der Approximationsfehler am gréfiten ist, sind oft nur
wenige hochgenaue Messdaten und meist nur entlang von Straflen vorhanden. In solchen Gegen-
den wird oft auf Schweredaten aus grob aufgelosten Satellitenbeobachtungen oder der Fluggrav-
imetrie zuriickgegriffen. Beide Verfahren erreichen eine maximale Genauigkeit von rund 1 mgal.
Das ist ungefihr die GroBlenordnung, die der Approximationsfehler im Hochgebirge annehmen
kann, so dass dieser normalerweise zu vernachléssigen ist. Zudem zeigen die Untersuchungen
in Abschnitt 5.2.2, dass zum Beispiel die Wahl der RTM-Fléche einen groferen Effekt auf dg
ausiibt als die planare Approximation des Integralkerns.

5.4 Auswirkung auf das Storpotential

In einem weiteren Schritt wird die Auswirkung des in Abschnitt 5.3 beschriebenen Approxima-
tionsfehlers auf das Storpotential untersucht. Da ein metrischer Wert besser vorstellbar ist als
das Storpotential selbst, wird gem#f dem Term von Bruns (siehe z. B. TORGE, 2003)

(=< (61)

die Auswirkung auf die Hohenanomalie ¢ berechnet. Fiir den Skalierungsfaktor wird eigentlich
der Normalschwerewert an der Erdoberfliche verwendet, in dieser Arbeit wird jedoch ndherungs-
weise ein mittlerer Normalschwerewert von 5 = 9.80 5 eingesetzt (siehe z. B. MORITZ UND
YURKINA, 2000). Damit ldsst sich abschétzen, wie grof§ der Einfluss der planaren Approxima-
tion der Randbedingung auf das Quasigeoid ist. Der metrische Approximationsfehler wird im
Folgenden mit €;(; ) bezeichnet, da es sich um die Auswirkung des Fehlers der Schwerestérung
auf die Hohenanomalie handelt. Er berechnet sich mithilfe von Gleichung (23) zu

1
€Clesy) = I //H(r,z/;,r’) ' €55ec Bdo . (62)

Auch wenn der Unterschied in diesem Fall nur von zweiter Ordnung ist, wird hier der sphéri-
sche Integralkern verwendet. Der Effekt der planaren Approximation im Integralkern fiir das
Storpotential wird in Kapitel 5.5 untersucht. Damit lassen sich die beiden Fehleranteile getrennt
voneinander betrachten.

Singularitit des Integralkerns

Stimmen Aufpunkt und Quellpunkt iiberein, wird der Integralkern des Storpotentials singulér.
In diesem Fall wird analog zur Vorgehensweise in HEISKANEN UND MORITZ (1967) ein Wert fiir
den Beitrag des gesamten Fldchenelements hergeleitet:

Das Flichenelement des Aufpunkts wird durch einen flichengleichen Kreis auf der Kugel ersetzt,
iiber den integriert wird. Der Kreis kann in Polarkoordinaten beschrieben werden, wobei der
Aufpunkt den Ursprung dieses Polarkoordinatensystems darstellt. Die Kernfunktion H (R, ), R)
wird analog zur Stokesfunktion in HEISKANEN UND MORITZ (1967) im Nahbereich approximiert
durch den sie dominierenden Term

2 2 2 2 2

(~fly 2Rsn% 2RY Ry

(63)
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Somit folgt fiir den Beitrag des Flichenelements des Aufpunkts zum Integralwert

2m Yo o
2
ngfﬂ/ /H(R,w,R),usinzpdwda%R/,udwda:,uRz/Jo . (64)
a=0 =0 =0

Wird der sphérische durch einen ebenen Kreis ersetzt, ergibt sich
To~pRio~pso (65)

wobei sg der Radius dieses Kreises ist. Der Radius wird so gew#hlt, dass die Flache des Kreises
genau der Fliache des Flichenelements, in welchem der Aufpunkt liegt, entspricht. Es gilt also

2m  sg A2 ©2
/ /sdsda = R2//C05@d@d)‘
a=0s=0 A1 #1
7'('3(2) e R2A>\ . (Sin Y2 — sin 90].)
— R2A\-2cos 2t t sin 22 ; 2
~ R?A\-cos P Aufpunkt AP (66)

mit

Ap = @3-
AN = dg— )\

Mit Gleichung (66) folgt fiir den Beitrag des Flichenelements des Aufpunkts zum Stoérpotential

Ap AN
Tor~pso=p-R \/COS S‘)Aufp:rrlkt ¥ o
Der Beitrag zum Integral in Gleichung (62) lautet analog
R COS P Aufpunkt A AN
€(esq),0 = g €sg sec? I3 \/ u Pu; t . (68)

Globale Untersuchungen

Abbildung 27 und 28 zeigen den Approximationsfehler e, 59) fiir die globalen Berechnungen mit
einer Auflésung von 5 x 5. Die unterschiedlichen Geldndeneigungen haben keine signifikante
Auswirkung auf die in dieser Arbeit untersuchten Integrale. Sie werden nur der Vollstéindigkeit
halber abgebildet. Der Approximationsfehler (. 59) 1St praktisch immer positiv. Die Auswirkung
des Approximationsfehlers €5, auf das berechnete Quasigeoid ist duflerst gering und nur im
Hochgebirge erkennbar. Maximalwerte von 2 bis 3 mm werden in den Anden erreicht.



5.4 Auswirkung auf das Storpotential

Abbildung 24: Approximationsfehler € (esy): 5 x5
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0003 m
Standardabweichung 0.0002 m
Maximum 0.0027 m  bei
Minimum -0.0001 m bei
Betragsminimum 1.5-107%m bei

QD — _90 7/ 30//
o = —89° 57" 30"
© = —89° 57" 30"

Abbildung 25: Approximationsfehler € 59)
Neigung mittels FFT

Mittelwert 0.0003 m
Standardabweichung 0.0002 m
Maximum 0.0027 m bei
Minimum -0.0001 m bei
Betragsminimum —4.2-107"m  bei

SD — _90 7/ 30//
p = —89° 57 30"
© = —89° 57" 30"

: 5 x5

, A=

0.004

0.003

0.002

0.001

0.000

77° 47 30"
5° 47 30"
4° 17 30"

0.004

0.003

0.002

0.001

0.000

—77° 47 30"
5° 47" 30"
—2° 12" 30"
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Regionale Untersuchungen

Auch im Hochgebirge bleibt der Effekt auf die berechneten Quasigeoidhéhen sehr klein. Obwohl
sich der Approximationsfehler mit verfeinerter Auflésung noch etwas vergroflert, werden nicht
mehr als wenige Millimeter erreicht. Die Maxima sind rédumlich mit den Maxima der Schwe-
restorungen korreliert und am nordostlichen Rand der Anden gelegen. Wie schon in Kapitel
5.3 angedeutet, kann gesagt werden, dass die planare Approximation der Randbedingung keine
entscheidende Rolle im Rahmen der Quasigeoidberechnung spielt. Der Fehler in der berechneten
Schwerestorung ist so gering, dass die Auswirkung auf das Quasigeoid vollkommen vernachléssigt
werden kann. Zwar konnen einzelne Schwerestorungen auch grolere Abweichungen beinhalten,
doch fillt das bei der Integration iiber die gesamte FErde oder zumindest ein gréfleres Gebiet
kaum ins Gewicht. Auch im Falle eines Millimeter-Geoids gibt es gerade im Hochgebirge andere
Fehlereinfliisse, die eine vergleichbare Rolle spielen diirften, wie zum Beispiel die Lotabweichung.
Das ausgewiéihlte Gebiet in den Anden stellt zudem ein Extrembeispiel dar. In kleineren Hoch-
gebirgen wie zum Beispiel den Alpen ist der Effekt noch wesentlich geringer. Die im Anhang
befindlichen Ergebnisse des Testgebietes in Europa zeigen, dass maximal 2 mm erreicht werden.

-12° -12°

~14° ~14°

-24° -24°
-74° ~74°
<HET TN T (] <EEET Ty ()
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004

Abbildung 26: Approximationsfehler e¢(,,): a) 5" x 5’ bzw. b) 30" x 30"
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0018 m Mittelwert 0.0025 m
Standardabweichung  0.0003 m Standardabweichung 0.0005 m
Maximum 0.0027 m Maximum 0.0044 m

Minimum -0.0012 m Minimum 0.0014 m
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5.5 Planare Approximation des Storpotentials

Unabhéngig von den in den vorigen Abschnitten beschriebenen Untersuchungen soll der Einfluss
der planaren Approximation im Integralkern des Stérpotentials abgeschétzt werden. Auch hier
wird direkt die Auswirkung auf die Hohenanomalie geméfl Gleichung (61) berechnet. Analog zu
Abschnitt 5.3 wird die Differenz des sphérischen und des planaren Integralkerns gebildet und
numerisch ausgewertet. Aus den Gleichungen (23) und (25) folgt

2 1
o = 4m//H 1) uoda—//[ +—€Juodff=4m//5Tuod0 ,

(69)

wobei fiir den hier entstehenden Approximationsfehler die Bezeichnung e, eingefiihrt wird. Fiir
o wird der Startwert des Iterationsverfahrens aus Gleichung (20) eingesetzt. Mit d7 werden die
vernachléssigten Terme hoherer Ordnung im Integralkern bezeichnet (siehe Kapitel 6.2). Der
Beitrag des Flachenelementes des Aufpunkts wird geméfl Abschnitt 5.4 berechnet.

Globale Untersuchungen

Die Ergebnisse der globalen Berechnungen mit einer Auflssung von 5 x 5 sind auf der folgenden
Seite dargestellt. Die Variation der Gelédndeneigungen wirkt sich auf den Approximationsfehler
nicht sichtbar aus. Der direkte Effekt der planaren Approximation im Integralkern des Stoérpo-
tentials liegt in einer anderen Gréfenordnung als die bisher untersuchten Effekte. Fast {iberall
erreicht der Approximationsfehler Zentimeterniveau. Selbst im Flachland sowie auf dem Ozean
ist der Fehler mit einigen Millimetern grofler als die Maxima des in Abschnitt 5.4 geschilderten
indirekten Effekts. Neben der Antarktis und Gronland werden die betragsméafig grofiten Werte
vor allem im Hochgebirge angenommen. Negative Werte treten in der Antarktis sowie im Hi-
malaya und an der Siidspitze Indiens auf. Grund dafiir sind die dort grofiflichig vorhandenen
negativen Schwerestérungen in Verbindung mit groferen Hohen. Ansonsten werden vorwiegend
positive Werte angenommen. Maxima von fast 7.5 cm liegen in den Anden vor. Angesichts des
angestrebten Zentimeter-Geoids sollte dieser Fehler im Rahmen der hochgenauen Schwerefeld-
bestimmung nicht komplett vernachléssigt werden.
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0.08
0.06
0.04
0.02
0.00
-0.02
Abbildung 27: Approximationsfehler e.: 5 x 5’
Neigung aus Koordinatendifferenzen
Mittelwert 0.0060 m
Standardabweichung 0.0062 m
Maximum 0.0736 m bei ¢ =—14°42"30" , X = —69°42" 30"
Minimum -0.0270 m bei = 39°17"30" , A= 93°42' 30"
Betragsminimum —45-107°m bei @= b56°42'30" , A= 112°17 30"
0.08
0.06
0.04
0.02
0.00
-0.02
Abbildung 28: Approximationsfehler e.: 5" x 5’
Neigung mittels FFT
Mittelwert 0.0061 m
Standardabweichung 0.0062 m
Maximum 0.0738 m bei ¢ =—-14°42"30" , X=-69°12" 30"
Minimum -0.0269 m  bei o= 39°1730" , A= 093°42 30"

Betragsminimum 75-107°m bei ¢=-83°1730" , A= 64°12' 30"
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Regionale Untersuchungen

Wie schon erldutert treten in den Anden globale Maximalwerte auf. Nicht nur am norddstlichen
Rand der Anden, wo besonders grofie Schwerestérungen vorliegen, sondern im gesamten Anden-
hochland werden gréfiere Werte angenommen. Gegeniiber der Auflosung von 5 x 5 steigt der
Approximationsfehler bei den hochauflésenden Berechnungen sogar noch etwas an, so dass fast
9.5 cm erreicht werden. Zwar dienen die Anden wiederum als Extrembeispiel, jedoch zeigen die
regionalen Berechnungen im Testgebiet in Europa, dass der Approximationsfehler e, auch im
Flachland iiber einen Zentimeter grofl wird (siche Anhang). In den Alpen werden immerhin bis
zu 2.5 cm erreicht. Auch wenn die Ergebnisse in Europa dieser Tendenz widersprechen, ist zu
vermuten, dass bei noch feinerer Auflésung im Rahmen der regionalen Schwerefeldmodellierung
im Allgemeinen noch etwas groere Werte erreicht werden.

-12° -12°

—14° —14°

-16° -16°

-18° -18°

—24° —24°
—74° —72°  -70° —68° —66° ~74° —72°  —-70° —68° —66°
<EEENT T Ty n] <BEE 0 ()
~0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 ~0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Abbildung 29: Approximationsfehler e.: a) 5" x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0462 m Mittelwert 0.0526 m
Standardabweichung 0.0150 m Standardabweichung 0.0177 m
Maximum 0.0736 m Maximum 0.0918 m

Minimum 0.0225 m Minimum 0.0243 m
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5.6 Weitere Untersuchungen
5.6.1 Wahl der regionalen Untersuchungsgebiete

Im Rahmen dieser Arbeit wurden regionale numerische Untersuchungen mit hochauflésenden
Daten in zwei ausgewédhlten Gebieten vorgenommen. Das eine Gebiet ist in Mitteleuropa gele-
gen. Es wurde vor allem deshalb ausgewihlt, um Aussagen iiber das Flachland bzw. weniger
extreme Gebirgsregionen machen zu kénnen. Das andere Gebiet umfasst einen Teil der Anden
in Siidamerika. Wie schon in Kapitel 4 (Abschnitt: Regionale Untersuchungen) angedeutet, soll
es als Extrembeispiel dienen. Es stellt sich die Frage, warum gerade dieses Gebiet ausgewéhlt
wurde und nicht der noch deutlich hohere Himalaya. Grundlage fiir die Entscheidung bilden
die globalen Berechnungen zum Approximationsfehler e, mit einer Auflésung von 5" x 5. Von
allen in dieser Arbeit untersuchten Effekten ist die planare Approximation im Integralkern des
Storpotentials der grofite. In Abbildung 30 a) und b) sind die Schwerestérungen und der Appro-
ximationsfehler e mit einer Auflésung von 5 x 5’ fiir das Gebiet des Himalaya dargestellt.

45°
40° ¥
35°
30°
25° gf)
20°

15°

10°

70° 75 80° 85° 90° 95° 100°

<ETIITT  dg (mgal N —

-200 =100 0 100 200 —-0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08
Abbildung 30: a) Schwerestérung dg bzw. b) Approximationsfehler ec: 5" x 5’

Mittelwert -28.6 mgal Mittelwert 0.0042 m
Standardabweichung 54.6 mgal Standardabweichung  0.0094 m
Maximum 298.9 mgal Maximum 0.0324 m
Minimum -211.8 mgal Minimum -0.0270 m

Der Approximationsfehler e liegt im Bereich von £3 cm und ist somit betragsméfig deut-
lich kleiner als in den Anden. Ursache dafiir sind die wesentlich kleineren Schwerestérungen,
die etwa im Bereich von £250 mgal liegen, wihrend in den Anden Maximalwerte von bis zu
400 mgal auftreten (siehe Abbildung 10). Da dies auch global zu den Extremwerten gehort und
gleichzeitig noch grofle Hohen vorliegen, nimmt der Approximationsfehler in den Anden groflere
Werte an als anderswo auf der Erde.



5.6  Weitere Untersuchungen 45

5.6.2 Einfluss der Gelidndeneigung auf die Quasigeoidberechnung

Die Geldndeneigung tritt sowohl in der Randbedingung als auch in der Gleichung fiir das Stérpo-
tential auf. Zunéchst wird der direkte Effekt auf die berechneten Schwerestérungen untersucht.
In Abbildung 31 ist die Differenz zwischen den Schwerestorungen dg; nach einmaliger Iterati-
on der Randbedingung (19) und den Ausgangswerten dg dargestellt. Das Prinzip der Iteration
ist in Gleichung (20) angegeben. Es gilt 6g; = pu; - cos? 3. Die Geldindeneigung wird aus Koor-
dinatendifferenzen abgeleitet (siehe Kapitel 4.3). Die Iteration der Randbedingung wirkt sich
hauptséchlich im Gebirge und dort zumeist positiv auf die Schwerestérungen aus. Im Flachland
oder auf dem Meer liegt die Anderung deutlich unter einem Milligal, so dass hier eine mehrmali-
ge Iteration nicht zwingend erforderlich ist. Ein Vergleich mit den Ergebnissen, die mithilfe der
Geléndeneigung aus der Fouriertransformation erhalten werden, findet in Abbildung 32 statt.
Dort ist die Differenz der Schwerestérungen beider Verfahren nach dem ersten Iterationsschritt
graphisch dargestellt. Die Berechnungsweise der Geléndeneigung hat nur relativ geringen Ein-
fluss auf die iterativ berechneten Schwerestérungen. Abgesehen von wenigen Ausnahmen liegt
die Differenz beider Verfahren selbst im Gebirge meist im Bereich von £0.02 mgal. Im direkten
Umfeld des Siidpols liegen einige ” Ausreiffler” mit extrem groflier Schwerednderung vor. Diese
werden bei der Berechnung der statistischen Kenngréflen nicht beriicksichtigt.

dg [mgal]

2
1
0
-1
-2
Abbildung 31: Differenz der Schwerestérungen dg; — dg: 5 x 5’
Neigung aus Koordinatendifferenzen
Mittelwert 0.0530 mgal
Standardabweichung 0.9246 mgal
Maximum 59.2381 mgal bei = -89°52"30" , A= 15°37 30"
Minimum -89.9385 mgal bei o= 19°27 30" , A= -155°37 30"
Betragsminimum 6.6-107' mgal bei = —48°47"30" , = —167°37 30"
dg [mgal]
0.02
0.01
0.00
-0.01
-0.02
Abbildung 32: Differenz der Schwerestérungen dgkoordinatendifferenzen, 1 — OgFFT, 1 5 x 5
Mittelwert -0.0004 mgal
Standardabweichung 0.0083 mgal
Maximum 3.0026 mgal bei ¢ = 82°47'30" , A= -36°37 30"
Minimum -2.3144 mgal bei o= 60°17 30" , A= -141° 2'30"

Betragsminimum —1.7-107" mgal bei = -68°12"30" , A= 90°42 30"
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Der indirekte Effekt der Differenz der beiden Schwerestérungen dgioordinatendifferenzen, 1 — 09FFT, 1
auf das Storpotential bzw. die Hohenanomalie wird als vernachlissigbar angenommen und in
dieser Arbeit nicht weiter behandelt. Statt dessen wird die direkte Auswirkung der unterschied-
lichen Geldndeneigungen in der Gleichung des Storpotentials untersucht. Abbildung 33 zeigt die
Hohenanomalie (y nach dem Schritt nullter Ordnung. Sie entsteht durch Einsetzen des Startwerts
o aus Gleichung (20) in Gleichung (23) und Division durch 7 geméfi dem Term von Bruns (61).
Dargestellt ist das Ergebnis, welches sich mithilfe der Geldndeneigung aus Koordinatendifferen-
zen ergibt. Zum anderen Verfahren sind keine sichtbaren Unterschiede erkennbar. Deshalb ist in
Abbildung 34 zusiitzlich die Differenz der Hohenanomalien aus den beiden Berechnungsverfahren
visualisiert. Vor allem im Hochgebirge sind signifikante Unterschiede vorhanden. Die Differenzen
sind systematisch negativ, da die Fouriertransformation in der Regel grofiere Neigungen erzeugt
als die Gradientenmethode. Somit sind auch die berechneten Quasigeoidhdhen im Allgemeinen
grofler. Die maximale Differenz betrigt rund 0.5 m, wobei meist nur wenige Zentimeter erreicht
werden. Alles in allem ist der Einfluss der Geléndeneigung auf das Quasigeoid wesentlich grofler
als die Auswirkung der planaren Approximation. Allerdings kommt die Geldndeneigung bei der
Reihenentwicklung mithilfe des Molodenskii-Shrinkings erst in den Termen zweiter Ordnung ins
Spiel, so dass in diesem Fall der Einfluss geringer ist. Analog zur planaren Approximation spielt
vor allem der direkte Effekt bei der Berechnung des Stérpotentials eine Rolle.

[m]
100
50
0
=50
-100
Abbildung 33: Hohenanomalie (p: 5" x 5’
Neigung aus Koordinatendifferenzen
Mittelwert -1.2 m
Standardabweichung 29.0 m
Maximum 85.4m bei p=-81730" , X\=147° 22" 30"
Minimum -106.7m  bei = 4°3730" , A= 7847 30"
Betragsminimum 22-100"m bei o= 8°52'30" , A= 19°42 30"
[m]
0.2
0.1
0.0
-0.1
-0.2

Abbildung 34: Differenz der Hohenanomalien (koordinatendifferenzen, 0 — CFFT,0: 8 X 5’
Mittelwert -0.0279 m

Standardabweichung 0.0150 m
Maximum 0.0165m bei ¢=-89°5730" , A= 4°47 30"
Minimum -0.4980 m bei = 10°47"30" |, X=-73°37 30"

Betragsminimum —2.7-100°m bei o= 27°1230" , A= 98° 7 30"
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5.7 Rechenzeit und Parallelisierung

Die numerische Auswertung der in dieser Arbeit untersuchten Integralgleichungen erfordert eine
hohe Anzahl von Funktionsaufrufen. Die Rechenzeit hingt dabei insbesondere von der Zahl der
Schleifendurchgéinge sowie der Komplexitét des jeweils zu berechnenden Integralkerns ab. Fiir
die Zahl der Schleifendurchginge gilt

NSchleifendurchginge = T Aufpunkte * "Quellpunkte

= TNAufpunkte * "Flichenelemente * " Integrationsstiitzstellen

Bei den globalen Berechnungen mit der Auflésung von 5 x 5 und den in Tabelle 1 bzw. 2
angegebenen Integrationsstiitzstellen sind somit bis zu rund

9331200 - [9049830 + 263616 - (2 + 1)* + 17754 - (6 + 1)*] ~ 114702096 384000 ~ 1.15- 10"

Schleifendurchgénge notwendig. Dies ist bei den in dieser Arbeit behandelten Berechnungen der
Maximalfall. Aber auch die regionalen Untersuchungen mit hochaufgelosten Daten sind duflerst
rechenzeitintensiv. Da die Auswertung der Funktionsaufrufe fiir jeden Schleifendurchgang un-
abhingig vonstatten geht, sind die Berechnungen ideal fiir eine Parallelisierung geeignet. Dies
ermoglicht eine effiziente Berechnung auf einem Parallelrechner. Fiir solche Zwecke stellt das
Steinbuch Centre for Computing (SCC) des Karlsruher Institut fiir Technologie (KIT) den Par-
allelrechner HP XC3000 (HC3) zur Verfigung. Er besteht aus einer Vielzahl an Knoten mit
jeweils acht Prozessoren, unterschiedlich grolem Arbeitsspeicher sowie lokalem Plattenspeicher.
Die genauen Spezifikationen und weitere Informationen sind im aktuellen User Guide nachzu-
lesen (Link: http://www.scc.kit.edu/scc/docs/HP-XC /ug/ug3k.pdf). 356 dieser Knoten stehen
als Berechnungsknoten zur Verfiigung. Darauf lassen sich bis zu 356 - 8 = 2848 Prozesse parallel
ablaufen. Der Nutzer kann allerdings nicht direkt auf diese Berechnungsknoten zugreifen. Statt-
dessen miissen die Ressourcen durch Absenden eines Jobs angefordert werden. Dabei muss die
maximale Rechenzeit sowie der erforderliche Speicher und die Anzahl der gewiinschten Prozesse
angegeben werden. Samtliche abgeschickte Jobs werden je nach Prioritéit in die Warteschlange
einsortiert und sobald die entsprechenden Ressourcen zur Verfiigung stehen, gestartet.

Es ist eine Anpassung der Programmroutinen fiir die Parallelisierung erforderlich. Programme
konnen mithilfe der Message Passing Interface (MPI)-Schnittstelle parallelisiert werden. Darun-
ter versteht man eine Bibliothek von Funktionen, die den Austausch von Daten zwischen den
einzelnen Prozessen regelt. Informationen zum MPI-Standard finden sich z. B. unter folgen-
dem Link: http://www.mpi-forum.org/. Entsprechende Funktionsbibliotheken stehen fiir viele
Programmiersprachen zur Verfiigung. In dieser Arbeit werden simtliche Programme in der Pro-
grammiersprache Fortran verfasst. Die Programmcodes werden so modifiziert, dass die auszuwer-
tenden Schleifendurchginge durch Einbinden der entsprechenden MPI-Funktionen gleichmé&fig
auf die einzelnen Prozessoren verteilt werden. Das bewirkt eine enorme Zeitersparnis gegeniiber
einer sequentiellen Abarbeitung auf einem einzelnen Prozessor. Die gewiinschte Anzahl an Pro-
zessoren kann dabei flexibel variiert werden. Sie ist nicht im Quellcode festgelegt, sondern wird
beim Absenden eines Jobs angegeben. Eine Parallelisierung ist fiir alle Programme mit einer
groflen Anzahl voneinander unabhéingig auswertbarer Programmteile empfehlenswert.
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6 Terme hoherer Ordnung

Im vorhergehenden Kapitel wurde der Effekt der planaren Approximation im Geod#tischen
Randwertproblem numerisch untersucht. Diese Vereinfachung der Integralkerne beinhaltet, dass
sdmtliche Terme der Ordnung O (%) vernachléssigt werden. Die planaren Gleichungen werden
als Approximation 0. Ordnung der sphérischen Integrale angesehen. Um die dabei begange-
nen Approximationsfehler korrigieren zu kénnen, wird in diesem Kapitel zunéchst eine analy-
tische Betrachtung der vernachlissigten Terme vorgenommen. Es werden Korrekturterme fiir
den kompletten Approximationsfehler hergeleitet. Diese werden geeignet umgeformt, sodass sich
eine Reihenentwicklung nach Art des Molodenskii-Shrinkings darauf anwenden ldsst. In einem
weiteren Schritt wird der Schwerpunkt auf die Terme 1. Ordnung gelegt. Sie hinterlassen einen
Approximationsfehler der Ordnung O ( ) Es werden Formeln fiir das Molodenskii-Shrinking

mit den Termen 1. Ordnung abgeleitet. Der in diesem Kapitel aufgezeigte Weg erlaubt es, diese
Herleitungen auf beliebige héhere Ordnungen zu iibertragen. Zu guter Letzt werden numeri-
sche Untersuchungen durchgefiithrt, um die mithilfe der Korrekturterme 1. Ordnung erreichte
Verbesserung zu demonstrieren.

6.1 Planare Approximation der Randbedingung

In Gleichung (21) wird fiir die vernachlédssigten Terme des Integralkerns der Randbedingung die
Bezeichnung dpc eingefiihrt. Sie sind von der Ordung O (%) Ein analytischer Ausdruck fiir den
Gesamtfehler ergibt sich aus der Differenz des sphérischen (19) und des planaren Integralkerns
(22)

2 _ .2 h —h
P % 2 - R2 (70a)
W —h ARW?+ hh? 4+ 5R%W + 2Rhh — R*h + B3 (70D)
= 3 r
W—h h? (1) n?
- R@-(Sh—h)JrO(RQ)' 5BC+O<Rz) : (70¢)

Dieser Ausdruck ldsst sich unterteilen in den Hauptanteil 5}(3% sowie weitere Terme der Grofien-
ordnung O ( R2>, wie in Gleichung (70c) geschehen. Auf diese Weise kann das sphérische Inte-
gral schrittweise angenihert werden. Beispielsweise wird durch zus#tzliches Addieren von 6](32()3
die Fehlerordnung O ( R3> erreicht, usw.

Analog zu Gleichung (60) kann mit

/ [ okl u (71)

der Approximationsfehler €5, beliebig genau approximiert werden

hJ+1
€59 = €5 + €5 + - +6(J)+O(RJ+1> . (72)

Die urspriingliche planare Randbedingung (22) wird als Approximation 0. Ordnung des sphéri-
schen Integrals (19) betrachtet. Fiir die damit erhaltenen Randwerte wird in diesem Kapitel
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deshalb die Notation p(©) eingefithrt. Durch Hinzunahme von eg;) zur planaren Randbedingung

(22) ergibt sich fiir diese ein erweiterter Ausdruck

/ !/
1 cos ﬁ—//h@h D do — R//hgg 5h/ h) W de =69 . (73)

Als Losung der erweiterten Randbedingung (73) wird 1) erhalten.

Die Genauigkeit dieser Approximation kann mit h < % ~ 0.0002 % abgeschitzt werden,

was eine Verbesserung der urspriinglichen Glelchung um den Faktor % > 800 bedeutet.

Prinzipiell ldsst sich dieses Vorgehen beliebig fortsetzen. Aufgrund der geringen Grofie des Ap-
proximationsfehlers es, ist dies jedoch nicht von praktischer Notwendigkeit.

6.1.1 Reihenentwicklung der Korrekturterme

Auf die erweiterte Randbedingung (73) ldsst sich ebenfalls das Molodenskii-Shrinking anwenden.
Da Terme der Ordnung O (%) hinzukommen, muss auch die rdumliche Distanz entsprechend
erweitert werden. Aus Gleichung (27) folgt

h+h B —h\2
14 k- ; +k2~< - )] . (74)

2 2

Die Reihenentwicklung wird analog zu Kapitel 3.4 durchgefiihrt. Die Randbedingung lautet nun

sg) = [,u((]l) + kpy + k:Q,uél) +.. } [1- k% tan? 8+ k'tan? g — + .. ] (75)

h+1
//62 +/<:,u(1)+k2,uél)+...} [1—gk —; —31{27724-—...} do

k%n 5h’ 3 h+h 3
// [él)—i-kugl)#—...}[l—k + —k:27]2+—...] do

Daraus folgt die Reihe fiir den Korrekturterm egz):

n
€59.0 = 0
1)
egg7 = 0
o _ R n (1)
€§g7 = % //f% (2h — h,) /‘LO dU (76)
1 1 1 1
6f(ig) - 66(59)70 + egg), 1T 655522 RIEEE

Mithilfe der in diesem Kapitel eingefiihrten Schreibweise gilt

J
OO Z%Z ’ (77)
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wobei ,uz(.o) die Losung der urspriinglichen Brovar-Reihe (36) aus Abschnitt 3.4 darstellt. Die

lineare Losung bleibt bei der um eine Stufe erweiterten Randbedingung unveréndert. Erst ab
dem Term zweiter Ordnung kommen weitere Summanden hinzu. Der Einfluss dieser zusétz-
lichen Terme ist somit ebenfalls nur von zweiter Ordnung. Die Losungsreihe der erweiterten
Randbedingung (73) ergibt sich nach Gleichung (77) durch Addition der Korrekturterme zur
urspriinglichen Brovar-Reihe:

1 0 1
) = ) ey
1 0 1
w o= e ey, (78)
1 0 1
n = ) e,

und

(1)

pO =+ )+ Y

+pus A+ (79)

(1)

5g.i €iner Approximation 1.

Diese Reihe entspricht durch Hinzunahme von Korrekturtermen e
Ordnung der sphérischen Randbedingung.

6.1.2 Numerische Untersuchungen

Auf der folgenden Seite ist der in der erweiterten Randbedingung (73) verbleibende Restfehler

€59 — e(%) graphisch dargestellt:

@ 1 r?—r? R? n —h R h—h
€59~ €54 _47r//7"£3r, ,uoda—g T‘“’d"_ﬂ 673-(5h’—h) pwodo

g o

(80)

wobei po wieder Gleichung (20) entstammt. Entsprechend der vorgenommenen Abschitzung
sind sdmtliche statistische Kenngréflen etwa um den Faktor 800 kleiner als beim urspriinglichen
Gesamtfehler e5,. War der Fehler schon vorher praktisch vernachléssigbar, so ist er es jetzt in
jedem Fall. Die Extremwerte liegen mit 410~ = unterhalb der Messgenauigkeit eines Gravime-

ters. Auch in den Anden werden kaum groflere Werte erreicht (siehe Abbildung 36).
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Abbildung 35: Approximationsfehler €5, — egz) : 5 x 5
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 1.5 - 1078 mgal
Standardabweichung 9.3 - 10~7 mgal
Maximum 0.0001 mgal bei ¢ =—-89°57"30" , \=136°37 30"
Minimum -0.0001 mgal bei ¢ =-89°5730" , A= T73°22 30"
Betragsminimum 2.5-1071 mgal bei = —50°42'30" , \=166°37 30"

[mgal]
0.15

0.00

-0.15

Abbildung 36: Approximationsfehler €5, — e((;;): 30" x 30"
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 1.6 - 1075 mgal
Standardabweichung 6.7 - 107% mgal
Maximum 0.0001 mgal bei ¢ =-13°41"45" | X=-71° 815
Minimum -0.0002 mgal bei ¢ =-13°47"15" | X =-71°13 45"

Betragsminimum 3.0-107'2 mgal bei = -22°46"15" , A= —68°25 45"
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6.2 Planare Approximation des Storpotentials

Auch fiir das Storpotential wird der im Rahmen der planaren Approximation vernachlassig-
te Anteil ndher betrachtet. Nach Gleichung (24) tragen die nicht beriicksichtigten Terme des
entsprechenden Integralkerns die Bezeichnung . Es gilt

1 2 2
- H AN —H 2 _ 2| . p2 1
b = Hwa) o= | pHG) - | (81a)
4RK  2n? . L+71' —rcosy 1
= — 7 In—— +R-In |1 81b
14 + 4 ro r (1 —cos) * o +sin% (81b)
4RK  2n7? h ¢+ h' — hcos 1
= ‘In|14+—=|—7"In|1 R-In|1 81
ot “[*R} ’ “[* R(l—coszm]+ C G| B
4RK  2n7? h 1
- 1+ 2| A -1
R n{ +R} n +sin§]
—_— /_
—r' - In |14 f-both —hoosy , (81d)
Eg(l—l—sin%)
wobei in Gleichung (81d) die Beziehung
_ Y\ = ¥
ln[:ﬁ—}—y]—ln[:z:(l—i—x)]—ln:n—i—ln[l—i—x] (82)

zusammen mit weiteren Umformungen angewendet wird.

Unter Ausnutzung von (BRONSTEIN ET AL., 1999, S. 1013)

o (=t Lo 13,
In(1 = —a"=x— = -7 —+. .. fir —1<z<1 83
n(l+ x) ;:1 i =r-ox + 3% + ir x < (83)

bis zum ersten Summenglied lassen sich alle Terme aus Gleichung (81d) auf einen gemeinsamen
Hauptnenner bringen:

AR (1+sin %) + 28020 (1+sin§ ) + (R+ 1) - hety (1+5in5)

o ROy (1 + sin %)

2RI (1 +sin %) —(R+]) RO — by + I — heost)
+

Rty (1+sin %) 0

Dieser Schritt ist nur das Mittel zum Zweck, entscheiden zu kénnen, welche Terme den Haupt-

einfluss auf 41 haben. Werden alle Terme der Groflenordnung O <%22) vernachléssigt, ergibt sich

daraus

ARI
s = ]E — K I |1+ ~R-In |1+

—_— 85
sin £ ( )

2

{—fy+h — hcostp <h2>
O\
b (1+5in %) R

Analog zu Kapitel 6.1 folgt mit

. 1 -
egf]) = 47T//é(TJ)/L(J) do (86)
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die erweiterte Gleichung zur Berechnung des Stoérpotentials:

R? 1 2 2
m _ 1 2 21 (1)
T 4%//[RH<¢)+€ fo]u do + ey
_ //{ +_2] ) do (87)
A

/ / _ I _
// ﬂ—ﬁl ]_1 L Lo+ W = heosy
b (1+5sin %)

SlH

6.2.1 Reihenentwicklung der Korrekturterme

Auf die erweiterte Gleichung des Storpotentials (87) ldsst sich das Molodenskii-Shrinking anwen-
den. Mit der Reihendarstellung (83), unter der Voraussetzung, dass das Argument des natiirli-
chen Logarithmus den Wert 2 nicht iibersteigt, und Gleichung (74) folgt die erweiterte Reihen-
entwicklung des Storpotentials

!/
T = //[ CL;Z) —kQZO ] [ + k) + k2 ] do
1
] -

/ /
// Akh [1_k2n2+—...]_kh.1n 1+
2 R sin &

_%k2n2£0+k(h’—hcos1b) (I’ — hcostp)? [>+ku“+k2u” do
Eo(l—l—sin%) 253(1—{—51115)2 1 2

Dies fiihrt auf folgende Korrekturterme fiir die urspriingliche Brovar-Reihe des Storpotentials
(39):

1
6%7)0 = 0
3h’ n 1 h —h
D = / / n |1+ — 4 - st {0 gy (89)
7 S 5 lo (1 +sin%>

2 / 2
a // h+h’ — hcosv W g, R // n (h' — hcos)
€ = 0= = +
2 R { to o(1 —|—sm’§) & 8 1+sin¥ Eg(l—i—sin%)2 s

2

D = D Dy

Im Gegensatz zur Randbedingung kommen beim Storpotential schon zum Reihenglied erster
Ordnung weitere Korrekturterme zur Brovar-Reihe hinzu. Diese haben somit einen deutlich

Wy

g
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grofleren Einfluss auf die Losung. Die erweiterte Brovar-Reihe fiir das Storpotential lautet

T = T4 D),
0 <0) e (1) (0)
1 0 1
o () N (T )2
und
7O =7 470 474 (91)

Die Terme Ti(o) entsprechen den Reihengliedern der urspriinglichen Brovar-Reihe (39). Sie stellen
eine Approximation 0. Ordnung an die sphérische Gleichung dar. Im nachfolgenden Approxima-
tionsschritt T(l) findet eine Erweiterung um sphérische Terme hoherer Ordnung statt, so dass

ein Restfehler der Gréflenordnung O ( R2> verbleibt.

6.2.2 Numerische Untersuchungen

Der in Gleichung (87) verbleibende Restfehler e — eél) ergibt sich aus der Differenz des sphéri-
schen Integrals (23) und der erweiterten planaren Gleichung (87). Mithilfe des Terms von Bruns
(61) wird die Auswirkung auf die Hohenanomalie berechnet

R2
(1) 1 2 2
— = H(r do — —H - —— d 2
e 4m/ vy = ([ | )+ 5 - 2] oo (92)
4n’  n C—4ly+h —h
// 7R +-w]‘ln L o T ) oo
471")/ sin & fo (1+sin%)

Der Approximationsfehler wird numerisch ausgewertet und ist in den Abbildungen 37 und 38
graphisch dargestellt. Er ist deutlich kleiner als im urspriinglichen planaren Integral (25) (sie-
he Kapitel 5.5). Zwar ist nicht {iberall eine Verbesserung um den Faktor 800 vorhanden, doch
betragen die berechneten Maximalwerte auch in den Anden nicht mehr als wenige Millimeter.
Damit einher geht allerdings eine deutlich kompliziertere Integralgleichung. Ob die erreichte
Verbesserung diesen Mehraufwand rechtfertigt, muss vom Einzelfall abhéingig gemacht werden.
Im Hinblick auf ein ”Zentimeter-Quasigeoid” ist es ratsam zur hochgenauen Schwerefeldmodel-
lierung jeden Fehlereinfluss im Zentimeterbereich zu beriicksichtigen. Neben der angestrebten
Genauigkeit der Hohenbezugsfliche sollte jedoch auch die Qualitidt der Eingangsdaten sowie die
Lage des Berechnungsgebietes (Hochgebirge/Flachland) ausschlaggebend sein.
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0.008
0.006
0.004
0.002
0.000
-0.002

Abbildung 37: Approximationsfehler e — eél): 5 x 5
Neigung aus Koordinatendifferenzen

. A= 35°27 30"
. A= 86°57 30"
.\ =163° 12 30"

[m]

0.008
0.006
0.004
0.002
0.000
—-0.002

. A= —68°32 15"
. A= —66°23" 15"

Mittelwert —2.2-107° m
Standardabweichung 5.3-107° m
Maximum 2.8-107°m bei = 31°32 30"
Minimum -0.0004 m bei = 27°57 30"
Betragsminimum 1.4-1072 m bei ¢=-76° 7 30"

-12°

-14°

-16°

-18°

-20°

-22°

-24°

-74°
Abbildung 38: Approximationsfehler e, — 621)1 30" x 30"
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0004 m
Standardabweichung 0.0006 m
Maximum 0.0016 m bei = —24°43" 15"
Minimum -0.0015 m bei = —14° 18" 45"
Betragsminimum -3.2-10%*m bei p=-12° 8§ 15"

. A= —70° 12" 45"

95
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In der Vergangenheit (vor allem HEISKANEN UND MORITZ, 1967 sowie MORITZ, 1980) wurden
zahlreiche Approximationen eingefiihrt, um eine moglichst einfache und kompakte analytische
Darstellung der Integralgleichungen zur Berechnung des (Quasi-)Geoids zu erhalten. Mit zu-
nehmender Rechnerleistung und der Vielzahl an numerischen Methoden ist dieses Ziel heute
generell zu hinterfragen. In dieser Arbeit geht es darum, die von MORITZ (1980) mit dem Be-
griff planare Approximation bezeichnete Vereinfachung néher zu untersuchen. Dabei werden in
den entsprechenden Integralkernen sédmtliche Terme der GroBenordnung O (%) vernachléssigt.
Dies bedeutet jedoch nur, dass innerhalb der Formeln R — oo und somit }% — 0 gesetzt wird und
hat nichts mit einer ebenen Darstellung der Erdoberfliche zu tun! Betroffen von dieser Vereinfa-
chung ist zum einen die Randbedingung und zum anderen die Gleichung fiir das Stérpotential.
Der jeweilige Approximationsfehler wird in der Literatur mit % < 6%)0701012; = 0.1 % abgeschétzt.
Im Rahmen dieser Arbeit werden numerische Untersuchungen angestellt, um den Fehler besser
quantifizieren zu koénnen.

Es konnen drei verschiedene Auswirkungen der planaren Approximation im Geod&tischen Rand-
wertproblem unterschieden werden:

1. Die planare Approximation im Integralkern der Randbedingung und der Effekt auf die
berechnete Schwerestérung

2. Die Auswirkung des obigen Fehlers auf das Quasigeoid

3. Die planare Approximation im Integralkern des Stérpotentials

Die durchgefiihrten Berechnungen zeigen, dass 1. und 2. nahezu vernachléssigbar sind. Der Fehler
in den berechneten Schwerestérungen ist so gering, dass der indirekte Effekt auf das Stérpoten-
tial praktisch keine Rolle spielt. Selbst im Hochgebirge sind nur Abweichungen von wenigen
Millimetern in den berechneten Quasigeoidhthen zu erwarten. Der unter Punkt 3 dargestellte
Approximationsfehler erreicht dagegen einige Zentimeter. Die regionalen Untersuchungen in Eu-
ropa zeigen, dass auch im Flachland Werte von {iber einem Zentimeter angenommen werden.
Mit Blick auf das angestrebte Zentimeter-Geoid ist dieser Effekt nicht komplett vernachléssigbar,
spielt aber nur bei hochgenauen Berechnungen eine Rolle. Die numerischen Ergebnisse bestéti-
gen die in Kapitel 3.5 abgeschétzten Maximalwerte von ca. 0.5 mgal fiir die Randwerte und 10
cm fiir die Hohenanomalie. Ausschlaggebend fiir die Grofle des Approximationsfehlers ist jedoch
nicht allein der Faktor %, sondern vor allem auch die Gréfle der Randwerte am entsprechenden
Ort.

Séamtliche Untersuchungen wurden am Beispiel des fixen Geodétischen Randwertproblems durch-
gefiihrt. Die Abschéitzungen lassen sich auch auf das skalar freie Geodéatische Randwertproblem
tibertragen. Finziger Unterschied in der Randbedingung sind die eingefithrten Randwerte. Die
Formeln sind identisch. Die beim skalar freien GRWP verwendeten Schwereanomalien liegen
etwa in der gleichen Groflenordnung wie die Schwerestorungen. Die Ergebnisse fiir die Rand-
bedingung sind nahezu 1:1 iibertragbar. Im Storpotential liegt mit der Stokes-Funktion eine
andere Kernfunktion vor als die Hotine-Funktion im Falle des fixen GRWPs. Im Nahbereich,
welcher den Haupteinfluss auf die Berechnungswerte hat, zeigen beide Funktionen jedoch einen
ghnlichen Verlauf. Insgesamt ist anzunehmen, dass in beiden Formulierungen des Geodétischen
Randwertproblems dhnliche Effekte durch die planare Approximation hervorgerufen werden.

Fiir die regionalen Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit wurden hochaufgeléste Daten im
Nahbereich mit niedriger aufgelosten Daten im Fernbereich kombiniert. Eine weitere Moglichkeit
ist es, modifizierte Kernfunktionen in den entsprechenden Integralen zu verwenden (siehe z.
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B. FEATHERSTONE, 2013). Es stellt sich heraus, dass der Effekt der planaren Approximation
mit Verfeinerung der Auflésung im Allgemeinen gréfler wird. Daher wére es interessant, die
Auswirkung auf die regionale Schwerefeldmodellierung mit noch hoher aufgelosten Daten zu
untersuchen. Ebenfalls weiterer Untersuchungen bedarf es in Bezug auf die Wahl der RTM-
Fldache. Im Rahmen dieser Arbeit wird die RTM-Flidche durch Herausfiltern hoher Frequenzen
aus einem hochauflésenden DGM gewonnen. Stattdessen kénnte zum Beispiel auch ein globales
synthetisch generiertes Hohenmodell verwendet werden.

Neben den numerischen Untersuchungen wird eine analytische Betrachtung der vernachlassig-
ten Terme vorgenommen. Die planare Approximation war bisher Voraussetzung fiir das von
MOLODENSKII ET AL. (1962) entwickelte sog. Molodenskii-shrinking; eine Reihenentwicklung,
die auf analytische Ausdriicke fiir die Randbedingung und das Storpotential fiihrt. Motivation
dafiir ist es, in nullter Ndherung die einfachen sphérischen Formeln verwenden zu kénnen und
diese schrittweise um weitere Terme zur Beriicksichtigung der Topographie zu erweitern. Das
Verfahren lidsst sich auf die verschiedensten Ansétze zur Losung der Geodétischen Randwert-
aufgabe anwenden. Gegenstand dieser Arbeit ist das fixe Geodétische Randwertproblem nach
dem Ansatz von Brovar. In der in dieser Arbeit eingefithrten Notation werden die urspriingli-
chen planaren Gleichungen als Approximation 0. Ordnung der sphérischen Integrale angesehen.
Es werden Formeln fiir die vernachlissigten Terme hoherer Ordnung in der Randbedingung
und der Gleichung fiir das Storpotential hergeleitet. Der jeweilige komplette Approximations-
fehler wird geeignet umgeformt, sodass sich das Molodenskii-shrinking darauf anwenden lésst.
In einem weiteren Schritt wird insbesondere die Approximation 1. Ordnung betrachtet, bei der

ein deutlich verringerter Restfehler der GréBenordnung O (%) verbleibt. Die Genauigkeit die-

ser Approximation kann mit %22 < % ~ 0.0002 % abgeschitzt werden, was eine enorme
Verbesserung der urspriinglichen planaren Gleichungen zur Folge hat. Die durchgefiihrten nu-
merischen Untersuchungen demonstrieren den Genauigkeitsgewinn. Es werden Formeln fiir das
Molodenskii-shrinking mit den Termen 1. Ordnung abgeleitet. Sie stellen Korrekturterme fiir
die urspriingliche Brovar-Reihe dar. Der in dieser Arbeit aufgezeigte Weg erlaubt es, diese Her-

leitungen auf beliebige hohere Ordnungen zu iibertragen.

Im Rahmen der numerischen Untersuchungen in dieser Arbeit findet ein Vergleich der sphéri-
schen und planaren Integrale statt. Die zusétzliche Auswirkung des Molodenskii-shrinkings auf
die schon planar approximierten Gleichungen wird nicht nadher betrachtet. Obwohl die Rei-
henentwicklung mithilfe des Molodenskii-shrinkings, egal auf welchen Ansatz angewendet, eine
Art 7de facto - Standard” darstellt, stellt sich die Frage, ob das iiberhaupt noch zeitgemifl
ist und hochsten Genauigkeitsanspriichen geniigt. In HECK (2011) wird eine iterative Losung
der planaren Randbedingung vorgeschlagen. Empfehlenswerter ist eine Losung der sphérischen
Randbedingung auf eben diesem Wege und direktes Einsetzen in das sphérische Integral des
Storpotentials. Damit wére die planare Approximation komplett vernachldssigbar. Zu beriick-
sichtigen sind in diesem Fall hauptsichlich noch die Fehlereinfliissse wegen der Elliptizitdt der
Erde. Ein numerischer Vergleich dieses iterativen Verfahrens mit der Brovar-Reihe auch unter
Einbeziehung der vorgestellten Korrekturterme hoherer Ordnung wére sehr interessant.
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Anhang

A Weitere graphische Ergebnisse

Topographische Hhen

h [m]

Abbildung A.1: Topographie: 15" x 15’

Mittelwert 378 m
Standardabweichung 852 m

Maximum
Minimum -181 m  bei
Betragsminimum 0Om Dbei

6158 m Dbei

© = 35° 22/ 30"
o =31° 7 30"
© = 89° 52/ 30"

9

)

)

7000
6000
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4000

3000
2000
1000

A=81° 730"
A =35°22 30"
A= 0° 730

h [m]

Abbildung A.2: Topographie: 60" x 60’

Mittelwert 378 m
Standardabweichung 845 m
Maximum

5409 m  bei
Minimum -45 m  bei
Betragsminimum 0Om bei

¢ = 35° 30 0
@ = 29° 30’ 0
@ = 89° 30’ 0/

I

)

I

A =179°30" 0"
A =27°300"
A= 0°300"
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6000
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4000

3000
2000
1000
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49° [ —

48° ¥

7° 8° 9° 10° 11° 7° 8° 9° 10° 1°
h [m] < ()
0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000
Abbildung A.3: Topographie: a) 5" x 5" bzw. b) 30" x 30"
Mittelwert 932 m Mittelwert 932 m
Standardabweichung 746 m Standardabweichung 787 m
Maximum 3344 m Maximum 4380 m
Minimum 14 m Minimum 12 m
Schwerestorungen
49°

46°

45°

7 8° 9° 10° 11°

<HEEETTTNETT T dg [mgal] <HEET T dg [mgal]

-100 0 100 200 —-100 0 100 200

Abbildung A.4: Schwerestérung: a) 5 x 5 bzw. b) 30” x 30"

Mittelwert 39.0 mgal Mittelwert 51.2 mgal
Standardabweichung  39.1 mgal Standardabweichung  48.4 mgal
Maximum 146.9 mgal Maximum 243.8 mgal

Minimum -83.2 mgal Minimum -86.3 mgal



Mittelwert
Standardabweichung
Maximum

Minimum
Betragsminimum

Mittelwert
Standardabweichung
Maximum

Minimum
Betragsminimum

dg [mgal]
250

=250
Abbildung A.5: Schwerestorung: 15" x 15/

-0.747 mgal

31.6 mgal
526.9 mgal bei ¢ =19°22"30" , X\=-—155°37 30"
-355.2 mgal bei ¢ =19°22"30" , A= —66°22" 30"
—6.0-107° mgal bei @ = 4°22'30" , A= 223°22 30"

dg [mgal]
250

=250

Abbildung A.6: Schwerestorung: 60" x 60/

-0.747 mgal

28.6 mgal
336.2 mgal bei o= 19°30'0" , A=-155°30"0"
-227.6 mgal bei = 19°30'0" , A= —66°30 0"
—3.0-107° mgal bei ¢=-65°30'0" , A= 77°30' 0"
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Geldndeneigung
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B

Abbildung A.7: Neigung aus Koordinatendifferenzen: 15 x 15/

Mittelwert
Standardabweichung
Maximum

Minimum

0.1 Grad
0.2 Grad
10.1 Grad
0.0 Grad

bei
bei

p = —83° 52’ 30"

(p:

89° 52" 30"

i

)

A=
A=

168° 52" 30"
0° 7 30"

Abbildung A.8: Neigung aus Koordinatendifferenzen: 60’ x 60’

Mittelwert
Standardabweichung
Maximum

Minimum

0.1 Grad
0.1 Grad
3.1 Grad
0.0 Grad

bei
bei

= —84° 30/ 0

(p:

89° 30’ 0"

bl

Y

A =176° 30" 0"

A=

0°30" 0"



Abbildung A.9: Neigung mittels FFT: 15" x 15’

Mittelwert 0.2 Grad
Standardabweichung 0.4 Grad
Maximum 14.2 Grad bei ¢ =-84°37"30" , X=171°52" 30"
Minimum 1.3-107* Grad bei ¢ = 23°52'30" , A= 31°22 30"

Abbildung A.10: Neigung mittels FFT: 60" x 60

Mittelwert 0.1 Grad
Standardabweichung 0.2 Grad
Maximum 3.8 Grad bei p=-84°30'0" , X=175°30"0"

Minimum 5.8-107* Grad bei ¢ =—11°30'0" , X =154°30 0"
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. — i . — i
0 50 0 50
Abbildung A.11: Neigung aus Koordinatendifferenzen: a) 5 x 5’ bzw. b) 30” x 30”
Mittelwert 1.4 Grad Mittelwert 7.5 Grad
Standardabweichung 1.4 Grad Standardabweichung 8.4 Grad
Maximum 7.3 Grad Maximum 48.3 Grad
Minimum 7.7-1073 Grad Minimum 0.0 Grad
49
48
47
46
45
7 8 9 10 11 7 8 9 10 11
N — ) N — )
0 50 0 50
Abbildung A.12: Neigung mittels FFT: a) 5’ x 5’ bzw. b) 30" x 30”
Mittelwert 2.3 Grad Mittelwert 9.2 Grad
Standardabweichung 2.5 Grad Standardabweichung 10.2 Grad
Maximum 14.8 Grad Maximum 59.9 Grad
Minimum 2.1-1072 Grad Minimum 1.8-1072 Grad



Planare Approximation der Randbedingung

[mgal]
0.01
0.001
0.0001
—-0.0001
-0.001
-0.01
-0.1

o

Abbildung A.13: Approximationsfehler es4: 15" x 15’
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 3.8-107° mgal
Standardabweichung 0.0006 mgal
Maximum 0.0782 mgal
Minimum -0.0388 mgal
Betragsminimum —4.7-10712 mgal

bei
bei
bei

o= 11° 2'30"
o= 27°47' 30"
p = —31° 42/ 30"

Abbildung A.14: Approximationsfehler es4: 60" x 60’
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 2.6 - 1075 mgal
Standardabweichung 0.0004 mgal
Maximum 0.0557 mgal
Minimum -0.0152 mgal
Betragsminimum 1.2-107'2 mgal

bei
bei
bei

o= 27°57 30"
o= 30° 2 30"
© = —45° 47’ 30"

. A=—T3°37 30"
. A= 86°47 30"
. A= 114° 230"

[mgal]

)

i

)

0.01
0.001
0.0001

o

—-0.0001
—-0.001
-0.01
-0.1

l

A= 85°5
A= 82°
A = 150°

7 30"
2/ 30"
7 30"
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[mgal]
0.01
0.001
0.0001
0
-0.0001
-0.001
-0.01
-0.1

Abbildung A.15: Approximationsfehler esq: 15" x 15/
Neigung mittels FFT

Mittelwert 3.8-107° mgal
Standardabweichung 0.0006 mgal
Maximum 0.0798 mgal bei ¢ = 11° 230" , = -73°37 30"
Minimum -0.0388 mgal bei ¢ = 27°47'30" , X= 86°47 30"
Betragsminimum —3.2-107"2 mgal bei ¢ =—60°2730" , = 103°42 30"

[mgal]
0.01
0.001
0.0001
0
-0.0001
-0.001
-0.01
-0.1

Abbildung A.16: Approximationsfehler es4: 60" x 60’
Neigung mittels FFT

Mittelwert 2.6 -107° mgal
Standardabweichung 0.0004 mgal
Maximum 0.0557 mgal bei ¢ =27°5730" , A= 85°57 30"
Minimum -0.0152 mgal bei ¢ =30° 230" , A= 82° 2/30"

Betragsminimum —8.1-10"" mgal bei ¢ =67°4730" , X\=—136°37 30"



49°

48°

47°

46°

45°

7° 8° 9 10° 1°
(mgal]

—-0.05 0.00 0.05

Abbildung A.17: Approximationsfehler es4: a) 5" x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0006 mgal

Standardabweichung  0.0019 mgal

Maximum 0.0130 mgal

Minimum -0.0113 mgal
49°

48°

47°

46°

45°

7 8° 9° 10° 11°
NE — L)
-0.05 0.00 0.05

48°

47°

46°

45° - ul

7° 8° 9° 10° 11°

<PEENTTTTETT T (mgal]
—-0.05 0.00 0.05

Mittelwert 0.0033 mgal
Standardabweichung  0.0126 mgal
Maximum 0.1056 mgal
Minimum -0.1917 mgal

49° [ —

48°

47°

46°

7° 8 9° 10° 1
< (mgal]
-0.05 0.00 0.05

Abbildung A.18: Approximationsfehler €54: a) 5" x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung mittels FFT

Mittelwert 0.0006 mgal
Standardabweichung  0.0019 mgal
Maximum 0.0132 mgal
Minimum -0.0113 mgal

Mittelwert 0.0040 mgal
Standardabweichung  0.0132 mgal
Maximum 0.1143 mgal
Minimum -0.2147 mgal
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-4

-74° -72° -70° -68° -66° =74 -72° -70° -68° -66°
N m— ) N m— )
-0.03 0.00 0.03 -0.15 0.00 0.15

Abbildung A.19: Approximationsfehler es4: a) 5" x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung mittels FFT

Mittelwert 0.0018 mgal Mittelwert 0.0037 mgal
Standardabweichung  0.0052 mgal Standardabweichung  0.0206 mgal
Maximum 0.0431 mgal Maximum 0.3092 mgal
Minimum -0.0436 mgal Minimum -0.4995 mgal

Auswirkung auf das Storpotential
-12°

—14°
-16°

-18°

-74°  -T72°  -70°  -68° -66°

N m— T < ()

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004
Abbildung A.20: Approximationsfehler e;(; y: a) 5" x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung mittels FFT

Mittelwert 0.0018 m Mittelwert 0.0026 m
Standardabweichung 0.0003 m Standardabweichung 0.0006 m
Maximum 0.0027 m Maximum 0.0050 m

Minimum 0.0012 m Minimum 0.0014 m
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48°
46°
8° 10°
[m]
0.000 0.001 0.002 0.000 0.001 0.002
Abbildung A.21: Approximationsfehler e;(; y: a) 5" x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung aus Koordinatendifferenzen
Mittelwert 0.0005 m Mittelwert 0.0010 m
Standardabweichung 0.0001 m Standardabweichung 0.0003 m
Maximum 0.0007 m Maximum 0.0017 m
Minimum 0.0004 m Minimum 0.0006 m
=
48° 48°
47°
46° 46°
45°
8° 10° 7° 8° 9° 10° 11°
<HEE ] <HEE ]
0.000 0.001 0.002 0.000 0.001 0.002
Abbildung A.22: Approximationsfehler e;(; y: a) 5" x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung mittels FFT
Mittelwert 0.0005 m Mittelwert 0.0012 m
Standardabweichung  0.0001 m Standardabweichung 0.0004 m
Maximum 0.0007 m Maximum 0.0021 m

Minimum 0.0004 m Minimum 0.0007 m
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0.002

0.001

0.000

Abbildung A.23: Approximationsfehler e;(, »: 15" x 15/
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert
Standardabweichung
Maximum

Minimum
Betragsminimum

0.0003 m
0.0002 m
0.0026 m bei ¢ =—13°17 30"

23-107°m bei ¢=-71°12 30"
23-10°m bei ¢=-71°12" 30"

. A= —T0° 57 30"
. A= 162° 32 30"
. A= 162° 32 30"

[m]
0.004

0.003
0.002
0.001

0.000

Abbildung A.24: Approximationsfehler €C(es,): 60" x 60/
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert
Standardabweichung
Maximum

Minimum
Betragsminimum

0.0002 m
0.0001 m
0.0019 m bei ¢=—13°22"30"
—1.1-107°m bei = —75°47 30"
—1.1-10"m bei p=-71° 7 30"

. A= —69°57" 30"
. A= 162° 2/ 30"
. A= 162° 42/ 30"



[m]
0.004

0.003
0.002

0.001

0.000

Abbildung A.25: Approximationsfehler €, ): 15 x 15/
Neigung mittels FFT

Mittelwert 0.0003 m
Standardabweichung 0.0002 m
Maximum 0.0026 m bei ¢=-13°1730" , X=-70°57 30"
Minimum 24-107°m bei p=-71°12'30" , M= 162°32' 30"

Betragsminimum 24-107°m bei p=-71°12'30" , A= 162°32' 30"

[m]
0.004

0.003
0.002

0.001

0.000

Abbildung A.26: Approximationsfehler €C(es,): 60" x 60/
Neigung mittels FFT

Mittelwert 0.0002 m
Standardabweichung 0.0001 m
Maximum 0.0019 m bei ¢=-13°22"30" , X=-69°57 30"
Minimum —1.1-10°m bei p=-75°47"30" , A= 162° 2'30"

Betragsminimum —5.1-107"m bei p=-71°22"30" , X= 161° 2'30"
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Planare Approximation des Storpotentials

0.08
0.06
0.04
0.02
0.00
-0.02
Abbildung A.27: Approximationsfehler e;: 15" x 15
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0058 m

Standardabweichung 0.0061 m

Maximum 0.0696 m bei ¢ =—-15°17"30" , X=-T0°47 30"

Minimum -0.0267 m  bei ¢ =-76°42"30" , X= 145°42' 30"

Betragsminimum 6.5-107°m bei ¢= 50°42'30" , A= 83°22' 30"
0.08
0.06
0.04
0.02
0.00

-0.02
Abbildung A.28: Approximationsfehler e:: 60 x 60’
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0045 m

Standardabweichung 0.0058 m

Maximum 0.0597m bei p=-15° 2/30" , A= —-70° 2 30"

Minimum -0.0270 m bei ¢ =-76°57"30" , A= 144°57 30"

Betragsminimum ~1.8-10%m bei ¢=-73°1730" , X=—161°27 30"



Abbildung A.29:

Mittelwert 0.0058 m
Standardabweichung 0.0061 m
Maximum 0.0696 m
Minimum -0.0267 m
Betragsminimum 3.9-10%m

Abbildung A.30:

Mittelwert 0.0045 m
Standardabweichung 0.0058 m
Maximum 0.0598 m
Minimum -0.0270 m
Betragsminimum 1.4-107" m

0.08
0.06
0.04
0.02
0.00
-0.02

Approximationsfehler e.: 15’ x 15/
Neigung mittels FFT

/ 30//

bei ¢ =—15°17 30" , X=—T0°47 30"
bei ¢ =—76°42'30" , \= 145°42
bei ¢=—67°32'30" , A= 171° 2

0.08
0.06
0.04
0.02
0.00
-0.02
Approximationsfehler e.: 60" x 60’
Neigung mittels FFT
bei o=-15° 230" , A= —70°
bei ¢ =-76°5730" , A= 144°5
bei = —74°37'30" , A=—151°

/ 30//

2/ 30//
7 30"
7' 30"
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8 10° 7 8 9° 10° 11°

L —— g <EEET T )
0.00 0.01 0.02 0.03 0.00 0.01 0.02 0.03

Abbildung A.31: Approximationsfehler e:: a) 5 x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung aus Koordinatendifferenzen

Mittelwert 0.0177 m Mittelwert 0.0162 m

Standardabweichung  0.0043 m Standardabweichung 0.0026 m

Maximum 0.0311 m Maximum 0.0251 m

Minimum 0.0124 m Minimum 0.0125 m
49° ]

48°

48°

47°

46° 46°

8° 10° 7° 8° 9° 10° 11°
[m]
0.00 0.01 0.02 0.03 0.00 0.01 0.02 0.03

Abbildung A.32: Approximationsfehler e:: a) 5 x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung mittels FFT

[m]

Mittelwert 0.0178 m Mittelwert 0.0166 m
Standardabweichung 0.0043 m Standardabweichung 0.0028 m
Maximum 0.0312 m Maximum 0.0264 m

Minimum 0.0124 m Minimum 0.0126 m
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=74 -72° -70° -68° -66° =74 -72° -70° -68° -66°
[m] < ()
—0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 —0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08

Abbildung A.33: Approximationsfehler e:: a) 5 x 5" bzw. b) 30" x 30"
Neigung mittels FFT

Mittelwert 0.0464 m Mittelwert 0.0533 m
Standardabweichung 0.0151 m Standardabweichung 0.0183 m
Maximum 0.0738 m Maximum 0.0944 m

Minimum 0.0225 m Minimum 0.0246 m
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Im Rahmen des Geodatischen Randwertproblems zur Bestimmung des Erdschwerefeldes sind zahl-
reiche Approximationen notwendig, um eine analytische Lésung zu erhalten. Neben der Lineari-
sierung und der spharischen Approximation wurde im Falle einer nicht-spharischen Randflache die
s0g. planare Approximation eingefiihrt (u.a. Moritz, 1980). Dabei werden innerhalb der analytischen
Ausdricke samtliche Terme der GréBenordnung h/R (h topographische Hohe, R mittlerer Erdradius)
vernachlassigt. Der maximale relative Fehler wird in der Literatur grob mit 0.1 % abgeschatzt. Das
entspricht Maximalwerten von rund 0.5mgal in den Randwerten und etwa 10cm in den Quasigeoid-
hohen.

Da heutzutage viele Anwendungen eine zentimeter- oder millimetergenaue Hohenbezugsflache
(Quasigeoid) erfordern, ist es sinnvoll die genaue GroéBenordnung sémtlicher Fehler zu kennen. Ist
eine Vernachlassigung der beschriebenen Fehlereinflisse im Rahmen der hochgenauen Quasigeoid-
modellierung auch heute noch gerechtfertigt?

Anhand umfangreicher numerischer Untersuchungen wird in dieser Arbeit erstmals die genaue Gro-
Benordnung des Einflusses der planaren Approximation sowohl auf die globale als auch die regionale
Quasigeoidbestimmung untersucht. Es wird u.a. gezeigt, inwieweit die Ergebnisse von der Auflésung
des zugrunde liegenden Datensatzes abhangen. Zudem wird erstmals eine analytische Darstellung
der vernachlassigten Terme hoherer Ordnung angegeben. Davon ausgehend erfolgt die Herleitung
von Korrekturformeln fur die ,planaren” Gleichungen. Es zeigt sich, dass fur praktische Anwen-
dungen mit hoher Genauigkeitsforderung Terme der GréBenordnung h%/R? vernachlassigt werden
kdnnen. Numerische Untersuchungen bestatigen den deutlichen Genauigkeitsgewinn dieser erwei-
terten Ausdricke.
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