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Kurzfassung
In vielen Bereichen der Technik, insbesondere der Mikrofertigung, gibt es einen Bedarf
an spiel- und reibungsarmen Mechanismen, die Stellwege im cm-Bereich mit hoher Prä-
zision erzeugen. Solche Mechanismen können bisher weder mit konventionellen Gelenken
(Wälzlager, geschmierte Gleitlager) noch mit Gelenken der Mikro- oder Nanopositionie-
rung (Festkörpergelenke) erreicht werden. Die vorliegende Arbeit setzt an diesen Defiziten
an und entwickelt neue Lösungsansätze. Zu den erarbeiteten Vorschlägen gehören Festkör-
pergelenke für große Ausschläge und Trockengleitlager mit Reibwertglättung.
Gegenstand der Arbeit sind Auslegungskriterien, Berechnungsmethoden und Schnittstel-
lenkonzepte, um die neuen Drehgelenke mechanisch und regelungstechnisch in Maschinen
oder Module zu integrieren. Die Ausführungen beziehen sich beispielhaft auf die Verfahrein-
heit einer kleinen Werkzeugmaschine.
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1 Einleitung
Der Trend zur Miniaturisierung ist allgegenwärtig. Dies ist besonders bei Produkten des
täglichen Lebens sichtbar. So werden Mobiltelefone, Laptops und Kameras bei ständig
zunehmender Funktionalität immer kleiner. Miniaturisierung findet sich in der Informati-
onsverarbeitung in Form immer kleinerer Festplatten und kleinerer anderer elektronischer
Komponenten. In der Medizintechnik begegnet sie uns in Gestalt von hochintegrierten En-
doskopen. Der Markterfolg dieser Produkte stellt Anforderungen an den Maschinenbau.
Um ökonomisch und ressourcenschonend zu produzieren, müssen die Maschinen an die
Produkte angepasst werden. In der Ausschreibung [93] des dadurch motivierten Schwer-
punktprogramms (SPP) 1476 der Deutschen Forschungsgemeinschaft (DFG), in das sich
diese Arbeit einreiht, wird die heutige Situation treffend beschrieben.
„Bereits heute werden in einer Vielzahl technischer Investitions- und Konsumgüter Mi-
krostrukturen, entweder als eigenständiges Mikrobauteil oder als Bestandteil von größeren
Bauteilen, für den Menschen nicht sichtbar, verwendet. Unter anderem in Produkten der
Mechatronik, Fluidik, (Mikro)Formen- und Werkzeugbau, Medizintechnik, Optik, Energie-
technik, Biotechnik oder im Plagiatsschutz sind Mikrostrukturen zu finden. Eine erhebliche
Hebelwirkung für den verstärkten Einsatz von Mikrobauteilen entsteht zudem durch deren
Verwendung in Produkten des Maschinen- und Fahrzeugbaus. Die benötigten Strukturen
zeichnen sich typischerweise durch Kantenlängen zwischen einigen Mikrometern und weni-
gen Millimetern aus. Der aktuellen Entwicklung folgend werden die Anforderungen in den
Bereichen Komplexität, Funktionalität und verwendbarer Werkstoffe bei fortschreitender
Miniaturisierung weiter steigen.“
Betrachtet man Mechanismen, essentielle Komponenten vieler Maschinen, so wird klar,
dass kleine Wege und Geschwindigkeiten erzeugt werden müssen. Die Voraussetzung dafür
sind spiel- und reibungsarme, idealerweise spiel- und reibungsfreie, Gelenke und Führun-
gen. Diese Arbeit konzentriert sich auf Drehgelenke als Elemente solcher Mechanismen.
Drehgelenke sind Schlüsselstellen der Bewegungserzeugung. Es entsteht folgende Proble-
matik. Einerseits sind kleine Bewegungen und Geschwindigkeiten anfällig für reibungsin-
duzierte Effekte wie Losreißen und Ruckgleiten, andererseits fällt die Größe des Lagerspiels
relativ zum kleiner werdenden Arbeitsraum immer stärker ins Gewicht. Eine Spielreduk-
tion führt zu höherer Flächenpressung und verschärft die Reibungsproblematik. Hier sind
neue Ansätze gefragt. In dieser Arbeit werden zwei neue Konzepte aufgezeigt: ein Konzept
beschäftigt sich mit Festkörpergelenken, ein zweites betrachtet Trockengleitlager mit Reib-
wertglättung. Festkörpergelenke sind reibungs- und spielfrei. Sie werden bereits mit Erfolg
in der Nano- und Mikrotechnik für sehr kleine Wege eingesetzt. Diese Wege sind kleiner
als für viele Anwendungen gefordert. So besteht beispielsweise in der Produktionstechnik
Bedarf nach deutlich größeren Wegen als sie marktübliche, festkörpergelenkbasierte Me-
chanismen bieten. Der erste Teil der Arbeit geht deshalb der Frage nach, wie weit sich
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1 Einleitung

die Vorteile der Festkörpergelenke auf größere Arbeitsräume ausdehnen lassen. Da sich
mit Gelenken, die auf elastischen Verformungen basieren, nur begrenzte Ausschläge er-
reichen lassen, wird als Ergänzung eine zweite Lagervariante für unbegrenzte Drehwinkel
untersucht. Zu diesem Zweck wird in einfach zu fertigenden Gleitlagern das Lagerspiel re-
duziert. Durch hochfrequente Anregung wird das makroskopisch wirkende Reibverhalten
derart beeinflusst, dass keine störenden Reibungseffekte mehr auftreten.
Aufgrund der hohen Relevanz reibungsarmer Mechanismen für die Mikrofertigung orien-
tiert sich diese Arbeit am Einsatz in entsprechenden Anwendungen. So wird in Kapitel 2
der aktuelle Stand der Produktionstechnik aufgezeigt und die Drehgelenke in den Kon-
text kleiner Werkzeugmaschinen eingeordnet. Dabei dient eine Verfahreinheit, eine Kom-
ponente kleiner Werkzeugmaschinen, als Anwendungsbeispiel. In Kapitel 3 und 4 folgen
die Modelle und Auslegungsgrundlagen für beide Gelenkvarianten: Festkörpergelenke und
Trockengleitlager mit Reibwertglättung. Anschließend werden beide Gelenkvarianten in
Kapitel 5 auf ihre regelungstechnischen Besonderheiten untersucht. Ziel der Arbeit ist es,
einen Methoden-Werkzeugkasten für die Verwendung der neuartigen Drehgelenke bereit-
zustellen. Das Anwendungsbeispiel einer Verfahreinheit dient zur Veranschaulichung der
Vorgehensweise. Experimente an einzelnen Gelenkdemonstratoren und die Auslegung der
genannten Verfahreinheit in Kapitel 6 bilden den Abschluss.
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2 Neue Anforderungen an
Mechanismen der Mikrofertigung

Für die Herstellung von Mikrobauteilen gibt es einerseits lithographiebasierte Verfahren
und andererseits die Miniaturisierung herkömmlicher Fertigungsverfahren. Die lithogra-
phiebasierten Verfahren ermöglichen die höchste Präzision. Sie erlauben Strukturdetails
bis in den Bereich von 50 nm [74]. Allerdings sind sie auf Dicken bis 3 mm beschränkt und
die Fertigungskosten, insbesondere gestufter Strukturen, sind im Vergleich zur Mikrozer-
spanung sehr hoch. Der folgende Auszug einer Analyse zur Mikrofertigung [93] drückt das
Potential der Miniaturisierung herkömmlicher Fertigungsverfahren treffend aus.
„Für die Herstellung der heute verwendeten Strukturen steht ein breites Verfahrensspek-
trum zur Verfügung. Den höchsten gestalterischen Spielraum bezogen auf die Werkstoffaus-
wahl und die zu erzeugende Geometriekomplexität ermöglichen die trennenden und abtra-
genden Verfahren, die auf dem Einsatz mechanischer, thermischer oder (elektro)chemischer
Energie basieren.“
Die genannten Verfahren werden durch Werkzeugmaschinen umgesetzt. Im Rahmen der
Miniaturisierung sollen kleine Werkzeugmaschinen entwickelt werden, die sich in das
„Square Foot Manufacturing Concept“ [163] einordnen. Dies bedeutet veranschaulicht,
dass eine Maschine zur Bearbeitung eines zigarettenschachtelgroßen Bauteils auf einem
Schreibtisch Platz findet. Abb. 2.1 zeigt ein Beispiel. Der Begriff Miniaturisierung her-
kömmlicher Fertigungsverfahren legt den Schluss nahe, es handele sich um eine Skalierung
bestehender Maschinenkonzepte. Tatsächlich aber sollen neue Konzepte entwickelt wer-
den, die in konventionellen Werkzeugmaschinen nicht praktikabel waren und erst auf der
kleinen Skala ihren vollen Nutzen entfalten.
In diesem Kapitel wird der Stand der Forschung aufgezeigt und anschließend das Kon-
zept einer innovativen Verfahreinheit als Anwendungsbeispiel der neuartigen Drehgelenke
vorgestellt. Beim Stand der Forschung wird zunächst ein Überblick über die aktuellen
Aktivitäten in der Mikrofertigungstechnik gegeben. Danach verengt sich der Fokus über
Werkzeugmaschinen und Verfahreinheiten auf Drehgelenke. Sie sind der Hauptgegenstand
dieser Arbeit und sollen als generisches Maschinenelement in Mechanismen und Maschinen
der Mikrofertigung einfließen.
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2 Neue Anforderungen an Mechanismen der Mikrofertigung

Abbildung 2.1: Aktueller Stand der Mikrozerspanung : Bauteile im cm-, Strukturen im
mm- und Toleranzen im µm-Bereich [128]

2.1 Aktueller Stand der Mikrofertigung
Momentan werden kleine Werkstücke mit Abmessungen im cm-bereich auf Werkzeugma-
schinen mit unverhältnismäßig großen Bauräumen (m-Bereich) bearbeitet. Um diese Miss-
verhältnisse zwischen Arbeits- und Bauraum zu beheben, wurde das DFG Schwerpunktpro-
gramm SPP 1476 ins Leben gerufen. Der Bedarf nach kleinen Werkzeugmaschinen drückt
sich in dessen Motivationsschreiben [162] aus.
„Für die Werkstücke zahlreicher Branchen, wie z.B. der Medizintechnik, Optik, Biotech-
nik, Mechatronik, Fluidik, des (Mikro-)Formen- und Werkzeugbau, der Mikroreaktortech-
nik aber auch neuer Gebiete, wie dem Plagiatsschutz, ist eine verstärkte Miniaturisie-
rung, Funktionsintegration und Komplexitätssteigerung absolut notwendig, um mit da-
durch herstellbaren innovativeren Produkten wirtschaftlich erfolgreich zu sein. Aktuelle
Forschungsaktivitäten widmen sich primär der Skalierung von Fertigungsverfahren und
der Bildung komplexer Prozessketten zur Herstellung von Mikrowerkstücken. Ein intensi-
ver Forschungsbedarf besteht jedoch, um die zur Mikrofertigung notwendigen Werkzeug-
maschinen für die neuen Anforderungen zu qualifizieren. Dieser Entwicklungsbedarf lässt
sich aus der Betrachtung einfacher Kenngrößen, wie dem Bauraum, der Größe des Ar-
beitsraumes, der zum Betrieb notwendigen Energie oder der bewegten Massen der Werk-
zeugmaschinen ableiten, die in einem dramatischen Missverhältnis zum Volumen oder der
Masse der nur wenige Millimeter großen Werkstücke mit Strukturen im Mikrometerbereich
stehen.“
Aus diesem Grund sollen neuartige Antriebs-, Bearbeitungs- und Messkonzepte erforscht
und entwickelt werden, welche die hohen Ressourcen- und Energieverbräuche sowohl bei der
Herstellung als auch im Betrieb der Werkzeugmaschinen reduzieren. Eine große Bedeutung
kommt dem Begriff des „Befähigers“ zu. Darunter versteht man Konzepte und Technolo-
gien, die erst beim Unterschreiten einer gewissen Maschinengröße praktikabel sind und
ihren vollen Nutzen entfalten. Gegenwärtig laufende Arbeiten zeigen das große Interesse
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2.1 Aktueller Stand der Mikrofertigung

an Maschinen, die eine kompakte Realisierung mit einer hohen Genauigkeit kombinieren.
Drei Beispiele sollen die Problematik und den Stand der Technik veranschaulichen. An
der University National Autonomy of Mexico wurde eine Umgebung für die Mikrostruk-
turbearbeitung entwickelt, die eine Größe von 130 × 160 × 85 mm besitzt. Sie bearbeitet
Werkstücke unterschiedlicher Materialien einer Größe bis zu 50 µm [92].
Kommerziell vertriebene Maschinen werden zum Beispiel von der Kugler GmbH oder der
KERNMikro- und Feinwerktechnik GmbH & Co. KG entwickelt und produziert. Sie weisen
eine hohe Präzision (Submikrometerbereich), aber auch ein sehr ungünstiges Verhältnis von
Bau- zu Arbeitsraum auf.
Am Fraunhofer-Institut für Produktionstechnologie (IPT) in Aachen wurde eine Kom-
paktfräsmaschine, genannt „MiniMill“, für den Werkzeug- und Formenbau aufgebaut.
Sie benötigt eine Aufstellfläche von etwa einem Quadratmeter und erreicht eine Fräser-
Positioniergenauigkeit von 2 µm [19].
Japanische und amerikanische Forscher entwickelten Minifabriken zur Produktion von
Wälzlagern. Die Werkzeuge dieser Fabriken wurden an die kleinen Abmessungen ska-
liert [73, 118,144].
Eine Analyse dieser Beispiele verdeutlicht das Hauptproblem. Der Aufbau dieser Miniwerk-
zeugmaschinen weist die klassischen Komponenten und Kinematiken des konventionellen
Präzisionsmaschinenbaus auf. Die Verwendung dieser bekannten und getesteten Struk-
turen des Makrobereichs für heutige Mikromaschinen führt zu ungünstigen Störkonturen.
Diese können die erreichbare Bauteilkomplexität einschränken. Gerade im Mikrobereich ist
jedoch ein ganzheitlicher, neuartiger Ansatz anzustreben, wie von Wulfsberg [162] präzise
formuliert wird.
„Heute kommerziell verfügbare Werkzeugmaschinen zur Herstellung von Mikrobauteilen
sind evolutionär abgeleitete Derivate der in der Makrofertigung eingesetzten Maschinen,
die sich in den geometrischen Abmessungen, den verwendeten Elementen (Gestelle, Füh-
rungen, Antrieben, Steuerungen) und der Kinematik ähneln. Bezieht man wesentliche tech-
nische, ökonomische und ökologische Kenngrößen der Maschinen auf die Größe der damit
hergestellten Bauteile, ergeben sich zwischen den Maschinen der Makrofertigung einer-
seits und denen der Mikrofertigung extreme Missverhältnisse. Diese sind heute dadurch
gekennzeichnet, dass ihr Arbeitsraum oft die zu erzeugende Mikrostruktur um mehrere
Größenordnungen übersteigt. In der Folge steigt damit im Verhältnis von Arbeitsraum zu
Werkstückabmessungen, das Verhältnis von bewegter Maschinenmasse zu Werkstückmas-
se und damit sowohl der einmalige Aufwand zur Herstellung als auch der Energiebedarf
während des Betriebs der Maschine. Diese Nachteile des zu großen Arbeitsraumes müssen
heute in Kauf genommen werden. Neben den Auswirkungen auf den Energiebedarf limitie-
ren die oben genannten Verhältnisse ferner die auf heutiger Maschinentechnik fertigbaren
Bauteilkomplexitäten. Der Hauptgrund für diese Tatsache ist dabei in den Störkontu-
ren der Maschinenkomponenten zu sehen. So ergeben sich beispielsweise bei der 5-Achs-
Bearbeitung mit heutiger Maschinentechnik suboptimale Aufspannsituationen in Verbin-
dung mit großen Pivot-Längen, was wiederum zu großen Verfahrbewegungen und hohen
erforderlichen Beschleunigungen führt. Vor diesem Hintergrund sind sowohl der Wirtschaft-
lichkeit, als auch der Komplexität bei der Herstellung von Mikroteilen /-strukturen mit
den heutigen Maschinen Grenzen gesetzt, welche nur durch eine signifikante Minimierung
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2 Neue Anforderungen an Mechanismen der Mikrofertigung

der Verhältnisse von Arbeitsraum zu Werkstückabmessungen und bewegter Maschinen-
masse zu Werkstückmasse durchbrochen werden können. Insbesondere im Hinblick auf die
zunehmende Verbreitung der betrachteten Bauteile erscheinen die heutigen Möglichkei-
ten zur Herstellung unbefriedigend. Forschungseinrichtungen aus dem In– und Ausland
haben diese Mängel erkannt und versuchen einzelne Fähigkeitslücken zu eliminieren. Das
genutzte Werkzeug ist dabei zumeist die Skalierung bestehender Maschinenkonzepte, also
vorhandener Kinematiken, Strukturen und Elemente.“
In den nächsten Abschnitten werden zunächst Verfahreinheiten und anschließend Drehge-
lenke aus verschiedenen Bereichen der Technik aufgelistet und damit die Grundlage für
neue Lösungen geschaffen.

2.2 Verfahreinheiten in Werkzeugmaschinen und
Mikropositioniertechnik

Verfahreinheiten sind Grundkomponenten einer Werkzeugmaschine [157]. Sie ermöglichen
die Bewegung von Werkstück oder Werkzeug während der Bearbeitung. Es existieren Lö-
sungen für geradlinige, ebene oder dreidimensionale translatorische Bewegungen, die teil-
weise noch um Drehen oder Neigen erweitert sind.

2.2.1 Serielle Kinematik und Parallelkinematik
Die Mehrzahl der konventionellen Werkzeugmaschinen verwendet serielle Kinematiken [27].
Sie basieren auf Mechanismen, bei denen sich jede Achse an die vorherige anschließt. Es
wirkt jeweils ein Aktor auf eine Achse. Sowohl der mechanische Aufbau als auch die Re-
gelung sind dadurch einfach. Nachteile sind schlechtere dynamische Eigenschaften und die
Akkumulation von Führungsfehlern. Außerdem nimmt der notwendige Bauraum mit je-
der Achse zu und die Beschleunigungen verringern sich infolge der Zunahme an bewegter
Masse. Parallelkinematiken bieten einige Vorteile:

• geringe Anzahl bewegter Massen und dadurch eine erhöhte Dynamik gegenüber se-
riellen Kinematiken

• hohe Steifigkeit, zusätzlich sind sie Achsen gegeneinander verspannbar

• Erleichterung der gleichzeitigen messtechnischen Erfassung aller geregelten Freiheits-
grade

• modularer Aufbau, da viele Gleichteile verwendet werden können

• geringe Sensitivität gegenüber geometrischen Fehlern

Nachteilig ist, dass die Zusammenhänge zwischen Antriebskoordinaten und Raumkoordi-
naten des Endeffektors schwieriger zu bestimmen sind [109]. Die Art der Kinematik richtet
sich im Wesentlichen nach Art und Anzahl der gewünschten Freiheitsgrade. Für zwei trans-
latorische Freiheitsgrade (x,y) existieren die Bipod- und die Biglide-Kinematiken [143].
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2.3 Gelenke und Führungen als Maschinenelemente

(a) Bauraum: 45 x 45 x 6mm, Arbeitsraum: 20
x 20 µm

(b) Bauraum: 35 x 35 x 30mm, Arbeitsraum: 19
x 19 mm

Abbildung 2.2: Nano- und Mikropositioniertische der Firma PI [120]: P-713 (a), Kombi-
nation zweier M-663 (b)

2.2.2 Verfahreinheiten der Mikropositioniertechnik
Als Orientierung für die Gestaltung neuartiger Verfahreinheiten für kleine Werkzeugma-
schinen sind Nanopositioniertische aus der Halbleiterindustrie und Mikroskopie relevant.
Sie stehen bezüglich der Kürze ihrer Stellwege auf der anderen Seite des Spektrums bisher
verwendeter Verfahreinheiten mit großen Stellwegen. Zum Erfüllen der hohen Genauig-
keitsanforderungen (nm-Bereich) werden die Freiheitsgrade durch Festkörpergelenke reali-
siert. In diesen Anwendungen der Nanopositioniertechnik sind die Stellwege (µm-Bereich)
und damit die Verformungen klein. Als Aktoren kommen vor allem piezoelektrische Kera-
miken zum Einsatz. Mikropositioniertische (Stellwege im mm-, Genauigkeitsforderungen
im µm-Bereich) werden durch Gewindetriebe oder piezoelektrische Ultraschallmotoren an-
getrieben. Als Beispiele (Abb. 2.2) können hier Mehrachsentische der Firma PI Physikin-
strumente aufgeführt werden.

2.3 Gelenke und Führungen als Maschinenelemente
Ein ideales Gelenk ist freigängig in Bewegungsrichtung und starr in allen anderen Richtun-
gen. Es sollte frei von Spiel und Geräuschen sowie einfach zu montieren sein. In der Praxis
lassen sich diese Forderungen nur näherungsweise erfüllen. Je nach Anwendungsgebiet sind
Kompromisse zu finden. Man unterscheidet in drehbare Lager, bei denen nur die Rotation
und in Führungen, bei denen nur die Translation gewollt ist. In konventionellen Werkzeug-
maschinen kommen typischerweise Wälzlager als Drehgelenke zum Einsatz. Lediglich zur
Lagerung der Hauptspindel sind oft auch hydrodynamische Gleitlager zu finden. Als Line-
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2 Neue Anforderungen an Mechanismen der Mikrofertigung

(a) Wälzführungen (b) Wälzlager

Abbildung 2.3: Führungen und Gelenke konventioneller Werkzeugmaschinen [136]

arführungen kommen Gleitführungen und Wälzführungen gleichermaßen zum Einsatz. In
der Mikrotechnik ist die Forderung nach Spielfreiheit besonders wichtig. Jedes Spiel wirkt
sich direkt auf die Position des Endeffektors und somit auf die Präzision der Maschine
aus. Das fertigungstechnisch unvermeidbare Spiel lässt sich nur bedingt skalieren und fällt
bezogen auf den Arbeitsraum stark ins Gewicht.

2.3.1 Wälzlager und Wälzführungen

Abb. 2.3 zeigt typische Vertreter für Wälzlager und Wälzführungen. Es existieren
Präzisions-Miniaturkugellager, z.B. der Firma SBN [135]. Ihrer Skalierung nach un-
ten sind technologische und ökonomische Grenzen gesetzt. Je nach Lagerart lassen sich
Wälzlager axial, radial oder in beiden Richtungen gleichzeitig vorspannen [91]. Dadurch
lässt sich das Betriebsspiel reduzieren. Neben dem technologischen Aufwand der Fertigung
und Montage der Vorspannelemente (Distanzscheiben, Federn, Ringmuttern) für kleine
Abmessungen besteht ein weiterer Nachteil in der erhöhten Anfälligkeit gegenüber rei-
bungsinduzierten Effekten (Ruckgleiten, Losreißen, Erwärmung). Diese störenden Effekte
begrenzen die Größe der Stellwege und der Geschwindigkeiten nach oben und unten.

2.3.2 Festkörpergelenke

Der Einsatz von Festkörpergelenken in Mechanismen stellt eine Alternative zu konventio-
nellen Gelenken dar [126]. Sie sind seit geraumer Zeit in der Nanotechnik im Einsatz [120].
Da bei diesen Gelenken die Bewegung durch elastische Verformung ermöglicht wird, gibt es
keine Relativbewegung kontaktierender Flächen. Festkörpergelenke sind spiel-, reibungs-,
wartungs- und geräuschfrei. Den Vorteilen stehen aber auch Nachteile gegenüber. Die-
se bestehen in der Begrenztheit von Ausschlägen, Materialermüdung (Lebensdauer) sowie
komplizierter Kinematik und Kinetik. Außerdem ist das Auftreten von Schwingungen infol-
ge gespeicherter elastischer Energie möglich. Der geplante Einsatz von Festkörpergelenken
mit großen Deformationen ist Gegenstand aktueller Forschung. Als Beispiele sind Panto-
grafen [68] in automatisierten Fertigungslinien oder formschlüssige Gelenke aus Formge-
dächtnislegierungen in parallelen Robotern [126] zu nennen. Weitere Details zum Stand
der Technik folgen in Kapitel 3.
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2.4 Entwicklung einer Verfahreinheit auf Basis eines reibungsarmen Mechanismus

2.3.3 Gleitlager und Gleitführungen
Neben der Verwendung von Wälzlagern und Festkörpergelenken besteht eine weitere Op-
tion in der Nutzung von Gleitlagern. Geschmierte Gleitlager sind ein häufig genutztes
Maschinenelement zur Wellenlagerung in Motoren, Generatoren und anderen rotierenden
Maschinen. Zu den Problemen beim Einsatz geschmierter Gleitlager in kleinen Abmes-
sungen gehören die Schmiermittelzufuhr und das Abdichten. Dichtungen sind in diesen
kleinen Abmessungen schwierig zu fertigen. Deshalb werden Trockengleitlager als zweite
Variante untersucht. Sie sind in vielen Konsumgütern (Drucker, Elektromotoren) zu finden.
Trockengleitlager sind einfach und kostengünstig zu bauen. Als Ersatz für die Schmierung
wird in dieser Arbeit eine Variante untersucht, bei welcher hochfrequente Schwingungen zu
einer Reibwertglättung führen und so die Schmierung ersetzen. Ähnlich wie flüssige oder
feste Schmiermittel reduzieren sie die Reibung. Ein zusätzlicher Vorteil dieses „Schmier-
effektes“ ist die gute Steuerbarkeit, die über die Anregungsparameter (Amplitude, Fre-
quenz) der hochfrequenten Schwingungen möglich ist [146]. Entsprechende Umsetzungen
für Linearführungen sind Gegenstand aktueller Forschung [62]. Die Untersuchung derarti-
ger Drehgelenke in Gestalt von Trockengleitlagern mit Reibwertglättung wird in Kapitel 4
dargestellt.

2.4 Entwicklung einer Verfahreinheit auf Basis eines
reibungsarmen Mechanismus

Die Entwicklung der neuartigen Drehgelenke orientiert sich am Einsatz in der im Folgenden
vorgestellten Verfahreinheit. Die meisten Rechnungen und Betrachtungen zur Auslegung
beziehen sich darauf. Die neue Verfahreinheit soll Bewegungen in der Ebene erzeugen und
die Funktionalität konventioneller Werkzeugmaschinen mit den Elementen der Mikropo-
sitioniertechnik vereinen [46]. Dabei soll eine hohe Präzision bei kleinen Stellwegen und
kleinen Bauraumabmessungen erreicht werden. Zur Entwicklung einer solchen Verfahrein-
heit benötigt man erstens kompakte, präzise Vorschubantriebe, deren Bewegung durch
spielfreie Gelenke auf den Endeffektor umgesetzt wird und zweitens ein wirkstellenna-
hes Messsystem zur präzisen Positionsbestimmung. Voraussetzungen zum Erfüllen dieser
Anforderungen sind ein durch hochdynamische, kompakte, präzise Vorschubachsen ange-
triebener parallelkinematischer Mechanismus mit spiel- und reibungsfreien (bzw. -armen)
Gelenken und ein wirkstellennahes Weg-Messsystem. Das Zusammenspiel dieser Kompo-
nenten ist in Abb. 2.4 skizziert.

Parallelkinematischer Mechanismus

Das Ziel des Mechanismus ist die Vereinbarkeit von spiel- und reibungsfreien, in der Na-
nopositioniertechnik bewährten Lagerkonzepten mit den Arbeitsraumforderungen einer
Mikrowerkzeugmaschine. Eine Parallelkinematik bietet sich an, weil sie geringe Massen
bewegt, eine hohe Steifigkeit besitzt und die gleichzeitige Erfassung aller geregelten Frei-
heitsgrade erlaubt [119]. Als konkrete Variante des parallelkinematischen Mechanismus
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Abbildung 2.4: Gesamtkonzept der Verfahreinheit bestehend aus einem parallelkinemati-
schen Mechanismus, zwei linearen Vorschubachsen und Wegsensoren

kristallisierte sich der Biglide-Mechanismus [143] heraus. Die Linearbewegungen der Vor-
schubachsen werden entsprechend Abb. 2.5(b) in eine ebene Bewegung umgesetzt.

Ausschlaggebend für den Erfolg der Bewegungserzeugung sind dabei die verwendeten Dreh-
gelenke. An dieser Stellen kommen die neuartigen Drehgelenke zum Einsatz.

Festkörpergelenke bieten sich aufgrund ihrer inhärenten Spiel- und Reibungsfreiheit an.
Abb. 2.5(c) zeigt schematisch einen Mechanismus, bei dem die Drehgelenke durch Fest-
körpergelenke ersetzt wurden. Die Herausforderung besteht im Erreichen großer Verschie-
bungen trotz des begrenzten Bauraumes. Aus der Literatur ist bekannt, dass sich tech-
nisch nutzbare Drehwinkel im Bereich von ±6◦ . . . 30◦ bewegen [126]. Aufgrund dieser Re-
striktion bei Festkörpergelenken wird ergänzend eine zweite Variante in Form spielarmer
Trockengleitlager untersucht. Bei diesen Lagern tritt zwar geringes Spiel auf, sie ermög-
lichen aber einen unbegrenzten Drehwinkel. Das Spiel zwischen Lagerbuchse und -bolzen
kann prinzipiell beliebig verringert werden. Doch kommt es mit steigender Pressung oh-
ne Gegenmaßnahmen zu störenden, reibungsinduzierten Schwingungen (stick-slip). Dieser
unerwünschte Effekt soll durch Reibwertglättung [146] unterdrückt werden. Beide Gelenk-
varianten werden in Kapitel 3 bzw. 4 ausführlich betrachtet. In den nächsten Abschnitten
werden die Vorschubachsen (Schlitten) und die Wegsensoren kurz vorgestellt.
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2.4 Entwicklung einer Verfahreinheit auf Basis eines reibungsarmen Mechanismus

(a) (b) (c)

Abbildung 2.5: Beim Biglide-Mechanismus bewegt sich der Endeffektor parallel zur Schlit-
tenrichtung, wenn beide Schlitten in die gleiche Richtung fahren und senk-
recht zur Schlittenrichtung, wenn die Schlitten in entgegengesetzte Rich-
tung fahren: Elemente der Verfahreinheit (a), Parallelkinematisches Kon-
zept (b), Festkörpergelenke anstelle von Drehgelenken (c)

Abbildung 2.6: Prinzipskizze des Hydraulikaktors mit integrierter Wegmessung

Hydraulische Vorschubachsen

Zur Positionierung der Parallelkinematik sind zwei hydraulische Vorschubachsen [45] vor-
gesehen. Hintergrund dieser Wahl ist die Nutzung der extrem großen Kraft- bzw. Leis-
tungsdichte hydraulischer Antriebe für einen hochdynamischen Vorschubantrieb kompak-
ter Bauart. Diese Vorschubachsen nutzen das zugeführte Fluid multifunktional. Es wird für
Antrieb und Führung des Aktors sowie zur Temperierung des Gesamtsystems verwendet.
Die in Abb. 2.6 skizzierte Achse besteht aus einer feststehenden Kolbenstange und einem
sich bewegenden Kolbengehäuse (Zweikantensteuerung [107]). Sämtliche Dichtungen sind
reibungsfrei als Spaltdichtungen ausgeführt, um reibungsbedingte Effekte zu verhindern.

Wegsensoren

Die Positionsmessung ist für den geregelten Betrieb der Verfahreinheit zwingend notwen-
dig. Dafür stehen verschiedene Sensoren zur Verfügung. Im vorliegenden Fall wurden neu
entwickelte kompakte Millimeterwellen-Radarsensoren [114] gewählt. Zur Erfassung der
Antriebspositionen lassen sich diese Sensoren, wie in Abb. 2.6 dargestellt, in die Hydrau-
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2 Neue Anforderungen an Mechanismen der Mikrofertigung

likaktoren integrieren. Dabei wird die Ölsäule als Medium genutzt. Um die Positionierge-
nauigkeit weiter zu steigern, wird zusätzlich zu den Antriebspositionen noch die Position
des Endeffektors direkt gemessen.
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3 Festkörpergelenke als spiel- und
reibungsfreie Drehgelenke

Festkörpergelenke erzeugen die Gelenkbewegung aus definierter elastischer Verformung. In
ihnen gibt es weder rollende noch gleitende Teile. Aufgrund der geometrischen Gestaltung
laufen die Verformungen bevorzugt in der gewünschten Bewegungsrichtung ab. Abb. 3.1
zeigt ein typisches Beispiel aus dem Bereich der Konsumgüter. Aus diesem Aufbau ergibt
sich eine Reihe von vorteilhaften Eigenschaften:

• reibungsfrei

• spielfrei

• verschleißfrei

• wartungsfrei

• schmiermittelfrei

• geräuschfrei

• kein Klemmen möglich

• keine Montage

• beliebig skalierbar

denen allerdings auch einige Nachteile gegenüberstehen:

Abbildung 3.1: Ein Festkörpergelenk wie es beispielsweise bei Verschlüssen von Einweg-
verpackungen, z.B. Shampoo, verwendet wird [5]
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3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

• begrenzter Stellweg, weil elastischen Dehnungen begrenzt sind

• Rückstellkräfte, welche die Dynamik beeinflussen und Schwingungen verursachen
können

• komplexe Kinematik und Kinetik, wodurch die Auslegung, Analyse und Regelung
erschwert werden

Aufgrund ihrer Vorteile werden Festkörpergelenke schon seit langem erfolgreich in der
Nano- und Mikropositioniertechnik eingesetzt, wie beispielsweise in Mikroskopiertischen,
Werkzeugen der Halbleiterindustrie oder mikroelektromechanischen Systemen (MEMS).
Die Ausweitung ihrer Vorteile auf Anwendungen mit größeren Arbeitsbereichen ist na-
heliegend und Gegenstand aktueller Forschung [68, 126]. Im Zusammenhang mit kleinen
Werkzeugmaschinen stellt sich nicht nur die Frage, wie weit sich die Stellwege von Fest-
körpergelenken vergrößern lassen, sondern auch welche Steifigkeiten das Gelenk besitzt.
Entsprechend den Bewegungsrichtungen und den blockierten Richtungen wird zwischen
aktiven und passiven Kräften unterschieden. Aktive Kräfte erzeugen die Sollbewegung.
Bei einem Drehgelenk ist das Drehmoment die aktive Größe. Die passiven Kräfte wir-
ken in einer blockierten Richtung. Beim Drehgelenk wirken sie in radialer Richtung oder
normal zur Ebene der Drehbewegung. Die Steifigkeit sollte in Richtung der Sollbewegung
möglichst gering und in den blockierten Richtungen möglichst hoch sein. Aus der Vielzahl
von Gelenken wird hier der Fokus auf den technisch besonders bedeutsamen Fall der Dreh-
gelenke gerichtet. Die Sollbewegung findet auf einer Kreisbahn in der Ebene statt (planar,
einachsig). Es existieren verschiedene Bauweisen von Festkörpergelenken, die eine Drehbe-
wegung erzeugen [63, 148]. Sie basieren auf Biegung oder Torsion. Im Weiteren wird der
Fokus verengt auf biegebasierte Drehgelenke.
Zunächst wird der Stand der Forschung wiedergegeben, bevor verschiedene Varianten von
Festkörpergelenken auf ihre Eignung als Drehgelenke hin untersucht werden. Bei dieser
Untersuchung stehen folgende Kenngrößen der Lager im Vordergrund:

• Kinematik des Lagers und Abweichungen von der Kreisbahn

• Arbeitsbereich, beim Drehgelenk maximaler Drehwinkel, bei welchem die maximal
erlaubten mechanischen Spannungen erreicht werden

• Steifigkeit der Sollbewegung, beim Drehgelenk die Drehsteifigkeit, d.h. in tangentialer
Richtung

• Störsteifigkeit, d.h. Steifigkeit in radialer und normaler Richtung, d.h. gegenüber
störenden, nicht zur Bewegungserzeugung gewollten Kräften

3.1 Stand der Technik
Festkörpergelenke lassen sich nach Freiheitsgraden, Bewegungsrichtung und Verteilung der
Steifigkeiten einteilen [63]. Typische Freiheitsgrade sind Biegung (ein- und mehrachsig) und
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3.1 Stand der Technik

Torsion. Neben den hier betrachten einachsigen Drehgelenken gibt es zweiachsige Drehge-
lenke, Linearführungen und Verkettungen mehrerer Gelenke, um bestimmte Bahnen oder
Übersetzungsverhältnisse zu erreichen. Aus Festkörpergelenken aufgebaute Mechanismen
werden als nachgiebige Mechanismen bezeichnet. In Kombination mit konventionellen Ge-
lenken spricht man von hybriden Mechanismen. Solche Mechanismen sind als Produkte für
die Mikropositioniertechnik von Firmen, beispielsweise PI [120], erhältlich. Diese Mecha-
nismen bieten Arbeitsräume im Mikrometerbereich. Ihr Einsatz im Bereich der Robotik
ist Gegenstand aktueller Forschung, wie Arbeiten der Universität Braunschweig [126] und
der Universität Romandes [64] zeigen.

Eine andere Unterteilung wird nach verteilter und konzentrierter Nachgiebigkeit vorgenom-
men. Konzentrierte Nachgiebigkeiten sind nichts anderes als Kerben und werden je nach
Form der Kerbe weiter unterschieden. Die Eignung beider Varianten wird in den nächsten
Abschnitten näher untersucht.

Für die Auslegung im Bereich kleiner Deformationen existieren bereits Lehrbücher, wie
von Howell [70] und Lobontiu [96]. Sie verwenden klassische Balkentheorien zur Modellie-
rung. Andere Autoren lösen das geometrisch linearisierte Problem von Kerbformen mit-
tels konformer Abbildungen [151]. Die geplante Anwendung als Drehgelenk geht über die
Theorie kleiner Deformationen hinaus und erfordert eine geometrisch nichtlineare Theorie.
Die kontinuumsmechanischen Grundlagen finden sich in fast allen klassischen Büchern zur
Elastizitätstheorie. Allerdings existieren nur für wenige Fälle analytische Lösungen [13].
Besonders relevant für die Betrachtung von verteilten Steifigkeiten ist die Reduktion auf
Strukturmodelle (Stäbe, Balken, Platten) wie sie sich bei Novozhilov [112] findet. Alterna-
tiv werden nichtlineare Finite Elemente Methoden (FEM) [168] eingesetzt. Die Berechnung
von konzentrierten Nachgiebigkeiten ist durch deren Geometrie bei großen Verschiebungen
nur noch mittels FEM möglich.

Als Leistungsindex zur Werkstoffauswahl bietet sich das Verhältnis σf/E von Fließgren-
ze und Elastizitätsmodul an. Ein hoher Wert steht für einen großen Verformungsbereich.
Weiterhin ist eine hohe Dauerfestigkeit notwendig. Ähnliche Anforderungen werden an Fe-
derwerkstoffe gestellt. Daraus folgt, dass Federstahl ein geeigneter Werkstoff für Festkör-
pergelenke ist. Besonders geeignet sind Formgedächtnislegierungen aufgrund ihrer hohen
zulässigen dauerfesten Dehnung. Für CuAlNi beträgt sie εel,df = 0.05 [11]. Aktuelle Arbei-
ten [72,126] nutzen das pseudoelastische Verhalten von Formgedächtnislegierungen aus. Ein
typischer Vertreter ist Nickel-Titanium [104]. Noch nicht weit verbreitet, aber vielverspre-
chend ist einkristallines CuAlNiFe. Es toleriert nicht nur hohe Dehnungen, sondern lässt
sich auch gut spanend bearbeiten. Auf dem Gebiet der MEMS kommt auch Silizium als
Werkstoff zum Einsatz [49]. Dieses bei Raumtemperatur spröde Material, lässt sich bei ho-
hen Temperaturen einfach plastisch verformen und ermöglicht im Zusammenhang mit den
bestehenden Technologien der Siliziumverarbeitung (Ätzen) die Fertigung winziger Fest-
körpergelenke, Federführungen, Gleitführungen und ähnlicher Bauelemente. Im Fall von
Federstahl und moderat gedehnten Gummiwerkstoffen tritt keine physikalische Nichtlinea-
rität auf. Das Spannungs-Dehnungsverhalten ist nahezu linear. Deutlich komplizierter wird
es bei Formgedächtnislegierungen. Die Materialgleichungen sind nichtlinear und abhängig
von der Belastungsgeschichte (funktionelle Ermüdung). Sie schließen dadurch analytische
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3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

Abbildung 3.2: Beispiel zur Topologieoptimierung [37]: aus der Gebietsdefinition (a) folgt
durch die Optimierung die bereichsweise Materialverteilung des nachgiebi-
gen Mechanismus zur Erzeugung der geforderten Bewegung (b), Anmer-
kung: die Pixeldarstellung ist kein Problem der Grafikauflösung, sondern
das tatsächliche Ergebnis

Lösungen aus. Die präzise Beschreibung und Implementierung des Materialverhaltens der
Formgedächtnislegierungen ist Gegenstand aktueller Forschung [53].
Die Kombination mehrerer Werkstoffe in Form textilverstärkter Festkörpergelenke wird ak-
tuell von Modler [106] erforscht. Weitere relevante Werkstoffe in Zusammenhang mit einem
Compositeaufbau, sind Elastomere, thermoplastische Kunststoffe und Faserverbundwerk-
stoffe.
Ein anderer Trend ist die automatisierte, nichtintuitive Auslegung von nachgiebigen Me-
chanismen mittels Topologieoptimierung [115]. Aktuelle Programmcodes optimieren einen
Mechanismus bei Vorgabe einer eindimensionalen Eingangsbewegung und einer eindimen-
sionalen Ausgangsbewegung, wie beispielsweise bei dem in Abb. 3.2 gezeigtem Greifer [37].
In diesem Fall ist die Eingangsbewegung uein vorgegeben und das Optimierungsproblem
besteht darin, das Material so zu verteilen, dass die resultierende Ausgangsbewegung uaus
möglichst gut mit der vorgegebenen übereinstimmt.

3.2 Festkörpergelenke mit verteilter Nachgiebigkeit
Durch die Verteilung der Nachgiebigkeit ergibt sich eine gleichmäßige Verteilung der Deh-
nung über die Gelenklänge. Das erlaubt eine große Verformung unter Beschränkung auf den
linear elastischen Bereich, was sich unter anderem in der langen Lebensdauer von Blattfe-
dern im Automobilbereich zeigt. Festkörpergelenke mit verteilter Nachgiebigkeit werden oft
in reinen Positionieranwendungen eingesetzt, in denen keine Prozesskräfte wirken. Die fer-
tigungstechnisch günstige Bauweise mit konstantem Querschnitt lässt sich noch analytisch
behandeln. Durch die geringe Dicke, wie sie bei Blattfedern möglich ist, entsprechen sie
schlanken Balken. Die Beschreibung großer Biegungen schlanker Balken führt zur Theorie
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3.2 Festkörpergelenke mit verteilter Nachgiebigkeit

(a) (b) (c)

Abbildung 3.3: Gelöste Lastfälle: Belastung an einem Ende nur durch eine Kraft und kein
Moment [101] (a), Kragträger mit Moment und Einzelkraft gleich [47] (b)
und entgegengesetzt gerichtet [86] (c)

der Elastica [101]. Sie bildet die Grundlage der Analyse des nachgiebigen Mechanismus, der
eine mögliche Variante für die Verfahreinheit darstellt. Im Vergleich zur FEM bietet diese
Methode einen Rechenzeitgewinn und gewährt mehr Einblick in die Struktur der Lösung.
Nach einem kurzen Abriss über die geschichtliche Entwicklung und einer Zusammenfas-
sung gefundener geschlossener Lösungen wird zunächst eine einzelne Blattfeder analysiert
und danach ein aus mehreren Blattfedern gebildeter Mechanismus.

3.2.1 Historie der Elastica
Die Gleichung ebener Elastica wurde von Euler und Bernoulli [12,42] aufgestellt und ihre
Lösungen graphisch skizziert. Analytische Lösungen spezieller Lastfälle, gemäß Abb. 3.3,
auf Basis elliptischer Integrale und elliptischer Funktionen [113] wurden später berechnet.
Die zugehörige Theorie entwickelte sich während des 19. Jahrhunderts. Weil die Literatur
aus dieser Zeit nur begrenzt zugänglich ist, sind die genannten Quellen möglicherweise
nicht die originalen.
Die Differentialgleichung wurde unter der Annahme der Euler-Bernoulli-Hypothese her-
geleitet. Sie besagt, dass alle Querschnitte eben bleiben und normal zur Längsachse aus-
gerichtet sind und das Biegemoment proportional zur Krümmung ist. Im Gegensatz zur
technischen Biegelehre wird die Krümmung Θ′, darin steht ()′ für die Ableitung nach der
Bogenlänge d

ds , nicht durch die zweite Ableitung der Durchbiegung w′′ angenähert, sondern
es wird der vollständige Krümmungsausdruck

Θ′ = w′′

(1 + w′2)3/2 = x′y′′ − x′′y′

(x′2 + y′2)3/2 (3.1)

verwendet. Häufig wird noch die vereinfachende Annahme der Undehnbarkeit (x′2 + y′2 =
const.) getroffen. Für den Zusammenhang zwischen den Schnittreaktionen Querkraft und
Biegemoment gilt

Q = M ′ = EIΘ′′. (3.2)
Die Querkraft lässt sich für den Fall aus Abb. 3.3 (a) direkt ablesen

Q = −F sin(Θ) (3.3)
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3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

Aus der Gleichheit der Querkraft Q, entsprechend der zwei vorangegangenen Gleichungen,
folgt nach Multiplikation mit Θ′ und anschließender Integration die nichtlineare Differen-
tialgleichung der ebenen Elastica

EI

2

(
dΘ
ds

)2

= F (cos Θ− cos Θ0). (3.4)

Für ihre Lösung spielen Wendepunkte Θ′ = 0 eine entscheidende Rolle. Die Lösungen
werden danach unterschieden, ob solche Punkte auftreten oder nicht.
Die Betrachtung der Randbedingungen (Position und Tangente) legt es nahe, Splines als
Approximation der Biegelinie zu verwenden. Diese Näherung besteht aus einfachen Po-
lynomen, die sich leicht umformen und auswerten lassen. Sie ist vor allem für schnelle
kinematische Abschätzungen hilfreich. So lässt sich beispielsweise die Trajektorie eines
Punktes schätzen. Auch eine grobe Dimensionierung ist möglich, denn aus der geschätz-
ten Krümmung (z.B. für einen gegebenen Drehwinkel, d.h.Winkel zwischen Anfang und
Ende) und bekannter Maximaldehnung des Materials, kann die maximal zulässige Dicke
bestimmt werden. Die Darstellung wird der Allgemeinheit wegen auf das Einheitsintervall

s = 0 . . . L → t = 0 . . . 1 (3.5)

transformiert. Mit der daraus folgenden parametrischen Spline-Formulierung

x(t) = ax + bxt+ cxt
2 + dxt

3, (3.6a)
y(t) = ay + byt+ cyt

2 + dyt
3 (3.6b)

lassen sich Biegelinien schätzen. Ein solcher Spline (acht Koeffizienten) ist durch acht Be-
dingungen festgelegt. Ein historischer Anwendungsfall aus dem Schiffbau gab Splines ihren
Namen. Der Entwurf von Schiffsrümpfen erfolgte mit Hilfe dünner Lineale („Straklatten“,
engl.: „spline“), die durch Gewichte („Molche“) fixiert wurden. Jeder Bereich zwischen
zwei Molchen wird dabei durch ein Polynom interpoliert. Dabei gelten an den Rändern
und Übergängen (Molche) die Bedingungen

x0(t0) = x0, y0(t0) = y0, (3.7a)
xN(tN) = yN , yN(tN) = yN . (3.7b)

Am Anfang und am Ende ist die Straklatte gelenkig gelagert (momentenfrei) mit x′′ =
y′′ = 0 (natürlicher Spline), und an den Übergängen kommen die Bedingungen

x′n−1(tn) = x′n(tn), y′n−1(tn) = y′n(tn), (3.8a)
x′′n−1(tn) = x′′n(tn), y′′n−1(tn) = y′′n(tn) (3.8b)

hinzu. Die Festkörpergelenke sind beidseitig fest eingespannt. Die Annahme natürlicher
Splines wäre unzulässig. Statt der momentenfreien Enden sind nun Ort und Tangente
vorgeschrieben

x(0) = x0, y(0) = y0, y′(0)/x′(0) = tanα0, (3.9a)
x(1) = x1, y(1) = y1, y′(1)/x′(1) = tanα1. (3.9b)
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3.2 Festkörpergelenke mit verteilter Nachgiebigkeit

Abbildung 3.4: Bezier-Darstellung der Interpolationsaufgabe, die nach Auswertung der
Randbedingungen noch fehlenden Informationen sind die Längen der Ab-
schnitte P0P1 und P2P3

Allerdings liegen damit nur sechs Gleichungen für acht unbekannte Koeffizienten vor. Die
verbleibenden zwei Unbekannten kann man als Faktoren k0, k1 der Anstiege an den Rän-
dern in der Form

k0y
′(0)

k0x′(0) = tanα0,
k1y

′(1)
k1x′(1) = tanα1 (3.10)

zusammenfassen und alle Koeffizienten ax(k0, k1) . . . dy(k0, k1) als Funktionen von ihnen
darstellen. In Bezier-Darstellung nach Abb. 3.4 entspricht diese Situation dem Fall, dass
Anfangs- und Endpunkte (P0, P3) und die Strahlen, auf denen sich die mittleren Bezier-
punkte (P1, P2) befinden, vorgegebenen sind. Die Strecken P0P1 und P2P3 sind noch unbe-
kannt. Um sie zu bestimmen wird ein Optimierungskriterium herangezogen. Physikalisch
motiviert ist die Minimierung des Ausdrucks

Epot =
1∫

0

x′y′′ − y′x′′ dt =
1∫

0

AE +BEt+ CEt
2 +DEt

3 + EEt
4 dt (3.11)

mit den Koeffizienten

AE = AE(k0, k1), BE = BE(k0, k1) . . . , EE = EE(k0, k1), (3.12)

denn er entspricht unter Annahme der Undehnbarkeit der im Elasticum gespeicherten
elastischen Energie. Er lässt sich einfach integrieren. Die direkte Optimierung ist aber
nicht zielführend, weil sie ohne Nebenbedingung den trivialen Fall einer geraden Linie
k0 = k1 = 0 liefert. Die fehlende Bedingung ist die konstante Länge

L =
1∫

0

√
x′2 + y′2 dt =

1∫
0

√
AL +BLt+ CLt2 +DLt3 + ELt4 dt (3.13)

des Elasticums. Das Einsetzen der Spline Approximation führt auf ein kompliziertes ellip-
tisches Integral, welches sich nicht weiter auswerten lässt. Deswegen wird an dieser Stelle
ein Näherungsausdruck (Taylor-Reihe) für den Integranden hergeleitet√

x′2 + y′2 =
√

(x′0 + ∆x′)2 + (y′0 + ∆y′)2 (3.14a)

≈
√

(x′0)2 + (y′0)2 + x′0√
(x′0)2 + (y′0)2

∆x′ + y′0√
(x′0)2 + (y′0)2

∆y′ (3.14b)
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3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

Abbildung 3.5: Numerische Lösung (durchgezogen) der exakten DGL, nachträgliche
Spline-Approximation (gestrichelt) der numerischen Lösung und vorge-
schlagene Spline Approximation (gepunktet)

mit
x′0 = cx, ∆x′ = 3ax(t− t0)2 + 2bx(t− t0), (3.15a)
y′0 = cy, ∆y′ = 3ay(t− t0)2 + 2by(t− t0). (3.15b)

Die Koeffizienten ax(k0, k1), . . . , cy(k0, k1) lassen sich wieder durch k0 und k1 ausdrücken.
Der Entwicklungspunkt wird in die Mitte bei t0 =½ gesetzt. Aus der so approximierten
Länge

L =
1∫

0

AA +BAt+ CAt
2dt (3.16)

folgt ein funktionaler Zusammenhang k1(k0), so dass das Minimum der potentiellen Energie
aus Gl. (3.11) zu

dEpot
dk0

= d
dk0

(
AE + BE

2 + CE
3 + DE

4 + EE
5

)
= 0 (3.17)

bestimmt werden kann. Für den Fall, dass die Länge L des Elasticums, den direkten
Abstand DM nicht deutlich übersteigt, konkret wenn sie auf DM < L < π

2DM begrenzt ist,
liefert die Approximation brauchbare Ergebnisse (Abb. 3.5). Diese Annahme schließt aus,
dass schleifenförmige Biegelinien auftreten. Es ist anzumerken, dass durch die auftretenden
Nullstellen bei Polynomen höherer Ordnung mehrere Lösungen entstehen. Dieser Fall ist
für nichtlineare Differentialgleichungen nicht ungewöhnlich.
Für den Sonderfall, dass beide Einspannwinkel gleich groß sind, vereinfacht sich die Be-
stimmung. Statt der Energieminimierung kann die Symmetrieannahme ausgenutzt werden,
dass sich in der Mitte ein Wendepunkt

x′′(0.5) = y′′(0.5) = 0 (3.18)
befindet. Damit ist das Ziel einer einfach auszuwertenden Approximation erreicht. Diese
Approximation lässt sich mit der numerischen Lösung des Randwertproblems und anschlie-
ßender Polynomapproximation (engl.: curve fitting), die auf dem gleichen Spline Ansatz
beruht, vergleichen.

3.2.2 Ebene Betrachtung einzelner Blattfedern
Bei der Betrachtung einer einzelnen Blattfeder wird zuerst die statische Lösung hergelei-
tet. Diese Lösung dient zum Bestimmen der Steifigkeit und ist die Voraussetzung für die
anschließende Analyse des Schwingungsverhaltens.
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3.2 Festkörpergelenke mit verteilter Nachgiebigkeit

Abbildung 3.6: Modellierung einer Blattfeder im Biglide-Mechanismus, Freischnitt zwi-
schen Wendepunkt (Koordinatenursprung) und einem Punkt der linken
Hälfte

Statische Analyse

Abb. 3.6 zeigt den zu berechnenden Fall, bei dem eines der beiden Enden (Einspannungen)
der ursprünglich geraden Blattfeder verschoben wird. Durch die Symmetrie in den Randbe-
dingungen ergibt sich eine Biegelinie, die punktsymmetrisch zum Mittelpunkt der Gerade
zwischen den Einspannpunkten ist. Demzufolge befindet sich an dieser Stelle ein Wende-
punkt. Ausgehend von diesem Wendepunkt liegt der Fall vor, der bereits von Love [101]
gelöst wurde. Die Lösung der Biegedifferentialgleichung(

dΘ
ds

)2

= 2F
EI

(cos Θ− cos Θ0) (3.19)

erfolgt über die Substitutionen

s∗ = s
√
F/EI, k2 = sin2 Θ0

2 , sin Θ
2 = k sin γ (3.20)

und führt im Koordinatensystem x∗, y∗, das entsprechend Abb. 3.7 durch die Kraftrichtung
definiert ist, auf die Lösungen

x∗ =
√
EI

F

{
−s∗ + 2

[
E2
(
am[s∗ +K1(k)], k

)
− E2

(
am[K1(k)], k

)]}
(3.21a)

y∗ = −2k
√
EI

F
cos am

(
s∗ +K1(k)

)
. (3.21b)

Darin stehenK1(k) und E2(k) für die vollständigen elliptischen Integrale erster und zweiter
Art. Die Funktion am(u) ist Jacobi’s Amplitudenfunktion. Weil die Theorie der elliptischen
Funktionen und Integrale im Zeitalter der numerischen Integration nicht mehr so geläufig
ist, befindet sich die ausführliche Herleitung dieser Elastica-Lösung im Anhang A.
Die Spannungen ergeben sich aus der Kinematik der Balkenbiegung

σ = Eε mit ε = dΘ
ds z (3.22)

und ihr Maximum tritt an der Einspannstelle auf, weil Krümmung Θ′ und Biegemoment
proportional sind und das maximale Biegemoment an der Einspannstelle auftritt, wie die

21



3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

Abbildung 3.7: Ausrichtung des Koordinatensystems nach der Kraft

Fa Fp u w

tangential belastet 6N 0N −5.57 · 10−3 m 2.99 · 10−2 m
allgemein 6N −30N −2.20 · 10−3 m 1.84 · 10−2 m

Tabelle 3.1: Maximal zulässige Verschiebungen (Fließgrenze erreicht) des Endpunktes im
Fall 100× 10× 1 mm3 entsprechend der Theorie der Elastica (Material siehe
Tab. 3.3) unter Wirkung der aktiven Kraft Fa (bewegungserzeugend) und der
passiven Kraft Fp (störend)

Betrachtung des Hebelarms von der momentenfreien Kraftangriffsstelle (Mittelpunkt) aus
zeigt. Damit ist die maximal zulässige Verformung definiert, wenn die Normalspannung auf
der Ober- und Unterseite der Einspannstelle die Fließgrenze erreicht. Die maximalen Ver-
schiebungen im raumfesten x, y-Koordinatensystem sind in Tab. 3.1 zusammengetragen.
Diese Durchbiegungen gehen weit über den Gültigkeitsbereich der linearen Balkentheorie
hinaus und rechtfertigen den Aufwand, die nichtlineare Differentialgleichung (3.4) zu lö-
sen. Es ist anzumerken, dass die Ergebnisse im Allgemeinen nicht mehr eindeutig sind,
sondern von der Belastungsgeschichte abhängen. Weiterhin fällt auf, dass die Trajektorie
des Endpunktes von der Modellierung mit zwei idealen Drehgelenken abweicht.
Aus diesen Gleichungen lässt sich für eine gegebene Last (Fx, Fy) die Biegelinie ange-
ben. Die Umkehrung, d.h. die Auflösung von Gl. (3.21b) nach der Belastung, die zu einer
bestimmten Verschiebung und Verdrehung des Endpunktes führt, ist nicht möglich. Als
Vorgehensweise bietet sich dazu die Erstellung eines Kennfeldes (0 . . . Fmax) an. Alternativ
lässt sich ein solches Randwertproblem numerisch mittels Schieß- [20] oder Kollokations-
verfahren [139] lösen. Aufbauend auf dieser statischen Lösung lassen sich Modal- und
Stabilitätsanalysen durchführen.

Dynamische Analyse

Das Problem dynamischer Elastica wurde in mehreren Arbeiten behandelt. Für große Aus-
schläge wurde von Woodall [161] mittels synthetischer Methoden die Bewegungsgleichung
ebener Elastica hergeleitet. Sie ist in der dreidimensionalen Theorie der undehnbaren Ela-
stica, die von Silva [31,140] mittels Variationsmethoden aufgestellt wurde, eingeschlossen.
Diese Theorie wurde durch die Arbeiten [29, 30, 41] um Dehnbarkeit und Schubverfor-
mung erweitert. Die Einbeziehung einer großen statischen Vorverformung wurde von Vir-
gin [134, 153] durchgeführt. Weil genau dieser Fall kleiner Schwingungen um eine große
statische Verformung für den Einsatz als Festkörpergelenke relevant ist, orientieren sich
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3.2 Festkörpergelenke mit verteilter Nachgiebigkeit

die folgenden Ausführungen an Virgin’s Arbeiten. Wie in [153] hergeleitet, lauten die di-
mensionslosen Bewegungsgleichungen ebener Elastica

∂x

∂s
= cos γ, (3.23a)

∂y

∂s
= sin γ, (3.23b)

∂γ

∂s
= m, (3.23c)

∂m

∂s
= q cos γ − p sin γ, (3.23d)

∂p

∂s
= −∂

2x

∂t2
, (3.23e)

∂q

∂s
= −∂

2y

∂t2
. (3.23f)

Darin kennzeichnen x, y die Koordinaten der Mittellinie, γ den Winkel zur x-Achse, m das
Schnittmoment, p und q die Anteile der Schnittkraft in x- und y-Richtung. Im Folgenden
sollen die Eigenfrequenzen, -moden, der Frequenzgang und die Antwort auf eine transiente
Anregung bestimmt werden. Dazu wird die Lösung in einen statischen Anteil (x̄(s) . . . q̄(s))
und einen dynamischen Anteil (x̃(s, t) . . . q̃(s, t)) unterteilt. Bei dieser Aufteilung und Li-
nearisierung für kleine dynamische Anteile lauten die Gleichungen

∂x̄

∂s
+ ∂x̃

∂s
= cos(γ̄ + γ̃) ≈ cos γ̄ − γ̃ sin γ̄, (3.24a)

∂ȳ

∂s
+ ∂ỹ

∂s
= sin(γ̄ + γ̃) ≈ sin γ̄ + γ̃ cos γ̄, (3.24b)

∂γ̄

∂s
+ ∂γ̃

∂s
= m̄+ m̃, (3.24c)

∂m̄

∂s
+ ∂m̃

∂s

=
≈

(q̄ + q̃) cos(γ̄ + γ̄)− (p̄+ p̃) sin(γ̄ + γ̃)
q̄ cos γ̄ + q̃ cos γ̄ − q̄γ̃ sin γ̄ − p̄ sin γ̄ − p̃ sin γ̄ − p̄γ̃ cos γ̄ , (3.24d)

∂p̄

∂s
+ ∂p̃

∂s
= −∂

2x̃

∂t2
, (3.24e)

∂q̄

∂s
+ ∂q̃

∂s
= −∂

2ỹ

∂t2
. (3.24f)

In der linearisierten Darstellung teilt sich die Beschreibung in ein gewöhnliches Differen-
tialgleichungssystem für die statische Lösung und ein partielles Differentialgleichungssys-
tem für den dynamischen Anteil auf. Die statische Lösung lässt sich wie im vorherigen
Abschnitt beschrieben in analytischer oder numerischer Form finden und wird im Folgen-
den als bekannt angenommen. Für den dynamischen Anteil werden drei Berechnungen

23



3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

durchgeführt: Modalanalyse (freie Schwingung), Frequenzgang (erregte Schwingung, ein-
geschwungen) und die Aufstellung eines Zustandsraummodells (transiente Anregung). Für
die Modalanalyse wird wie in [134] der Ansatz

x̃(s, t) = x̂ sinωt, ỹ(s, t) = ŷ sinωt, . . . , q̃(s, t) = q̂ sinωt (3.25)

eingesetzt. Er führt auf das Randwertproblem

∂x̂

∂s
= −γ̂ sin γ̄, (3.26a)

∂ŷ

∂s
= +γ̂ cos γ̄, (3.26b)

∂γ̂

∂s
= m̂, (3.26c)

∂m̂

∂s
= (q̂ − p̄γ̂) cos γ̄ − (q̄γ̂ + p̂) sin γ̄, (3.26d)

∂p̂

∂s
= ω2x̂, (3.26e)

∂q̂

∂s
= ω2x̂, (3.26f)

das aus sechs gewöhnlichen Differentialgleichungen besteht. Es gibt sechs geometrische
Randbedingungen

x̂(0) = ŷ(0) = γ̂(0) = x̂(l) = ŷ(l) = γ̂(l) = 0 (3.27)

und drei dynamische Randbedingungen

m̂(0) = m̂0, (3.28a)
p̂(0) = p̂0, (3.28b)
q̂(0) = q̂0 (3.28c)

unbekannter Größe. Dadurch ist das Randwertproblem vollständig beschrieben, denn es
müssen nicht nur die sechs Gleichungen gelöst, sondern auch die drei unbekannten Para-
meter Eigenkreisfrequenz ω sowie die Verhältnisse zwischen p̂0/m̂0 und q̂0/m̂0 bestimmt
werden. Die Amplitude wird bei dieser Parameterwahl durch m̂0 6= 0 festgelegt und kann
bei der Modalanalyse beliebig gewählt werden.
Für die Betrachtung erregter Dauerschwingungen muss eine beispielsweise harmonische
Anregung definiert werden. Bei verteilter Anregung taucht das verteilte Moment bzw. die
verteilte Last auf der rechten Seite der dynamischen Gleichungen auf. Bei konzentrierter
Anregung (diskrete Kräfte/Momente) bietet es sich an, das Randwertproblem in zwei Ge-
biete aufzuteilen und die Anregung in Form von Übergangsbedingungen zu beschreiben.
Dadurch verdoppelt sich die Anzahl an Differentialgleichungen von sechs auf zwölf. Durch
die Übergangsbedingungen kommen ebenfalls sechs Gleichungen dazu, so dass das Rand-
wertproblem wieder vollständig bestimmt ist. Die Vorgehensweise ist der Modalanalyse
sehr ähnlich. Der Unterschied besteht darin, dass die anregende Frequenz bekannt ist,
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3.2 Festkörpergelenke mit verteilter Nachgiebigkeit

aber dafür die Amplituden p̂0, q̂0, m̂0 als unbekannte Parameter auftreten. Wird die An-
regung als Eingang und die Bewegung eines ausgewählten Punktes als Ausgang definiert,
lassen sich Frequenzgänge berechnen.
Bisher wurde nur die eingeschwungene Antwort auf eine harmonische Anregung berech-
net. Für Simulationen ist es wichtig, transiente Vorgänge berechnen zu können. Dazu soll
jetzt eine Bewegungsgleichung abgeleitet werden, die nur noch Ableitungen nach der Zeit
enthält. Im Gegensatz zu nichtlinearen FEM-Methoden steht dabei nicht die Genauigkeit,
sondern die Rechenzeit im Vordergrund. Das Modell wird nur wenige Freiheitsgrade besit-
zen und sehr schnell zu lösen sein. Dafür müssen Abstriche bei der Genauigkeit gemacht
werden. Ausgangspunkt ist der dynamische Anteil der um die statische Lösung (x̄, ȳ . . . q̄)
linearisierten Gleichungen

∂x̃

∂s
= −γ̃ sin γ̄, (3.29a)

∂ỹ

∂s
= +γ̃ cos γ̄, (3.29b)

∂γ̃

∂s
= m̃, (3.29c)

∂m̃

∂s
= q̃ cos γ̄ − p̃ sin γ̄ − γ̃(q̄ sin γ̄ + p̄ cos γ̄), (3.29d)

∂p̃

∂s
= −∂

2x̃

∂t2
, (3.29e)

∂q̃

∂s
= −∂

2ỹ

∂t2
, (3.29f)

bei dem es sich um ein lineares System gewöhnlicher Differentialgleichungen mit variablen
Koeffizienten handelt. Zur Approximation wird eine modale Näherung

x̃ ≈
N∑
n=1

an(t)x̂n(s), ỹ ≈
N∑
n=1

an(t)ŷn(s), . . . q̃ ≈
N∑
n=1

an(t)q̂n(s) (3.30)

gewählt. Darin beschreiben die Funktionen x̂i(s) . . . q̂i(s) die zuvor bei der Modalanalyse
gefundenen Eigenschwingformen. Dieser Ansatz hat den Vorteil, dass nicht nur die Rand-
bedingungen, sondern alle Gleichungen ohne zeitliche Ableitungen (3.29a)-(3.29d) automa-
tisch erfüllt sind. Die Multiplikation mit einem örtlich konstanten Faktor (zeitabhängige
Amplitude) ändert nichts an der Gültigkeit dieser Lösungen [65]. Weil die Ergebnisse der
Modalanalyse in numerischer Form (punktweise) vorliegen, werden sie in eine Fourierreihe
entwickelt, um Funktionen x̂(s), ŷ(s), . . . , q̂(s) zu erhalten. Ein skalares Residuum ergibt
sich, indem die Gleichungen (3.29e) und (3.29f) mit Wichtungsfunktionen multipliziert,
addiert und anschließend über die Länge integriert werden

L∫
0

(
a
∂p̂

∂s
+ ∂2a

∂t2
x̂

)
w1 +

(
a
∂q̂

∂s
+ ∂2a

∂t2
ŷ

)
w2 ds. (3.31)
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Zur anschaulichen Deutung dieser Gleichungen lassen sich einerseits der Fall w1 = 1 und
w2 = 0 und andererseits der Fall w1 = 0 und w2 = 1 heranziehen. Dann beschreibt
Gl. (3.31) jeweils das dynamische Kräftegleichgewicht in x- bzw. y-Richtung

p̃(t, L)− p̃(t, 0) +
L∫

0

∂2x

∂t2
ds = 0, (3.32a)

q̃(t, L)− q̃(t, 0) +
L∫

0

∂2y

∂t2
ds = 0. (3.32b)

Im Sinne Galerkins ist es besser, die Ansatzfunktionen als Wichtungsfunktionen zu ver-
wenden. Dabei kommen für w1(s) die Funktionen x̂ oder p̂ und für die w2(s) die Funktionen
ŷ oder q̂ in Frage. Die Wahl w1 = x̂ und w2 = ŷ ist vorzuziehen, weil so vermieden wird,
dass eine Ansatzfunktion mit ihrer Ableitung multipliziert wird. Gleichzeitig entsteht so
eine symmetrische Massenmatrix. Für den Fall N = 2 lauten die Massen- und Steifigkeits-
matrizen

M =


L∫
0
x̂1x̂1 + ŷ1ŷ1 ds

L∫
0
x̂1x̂2 + ŷ1ŷ2 ds

L∫
0
x̂1x̂2 + ŷ1ŷ2 ds

L∫
0
x̂2x̂2 + ŷ2ŷ2 ds

 , (3.33a)

K =


L∫
0
x̂1p̂

′
1 + ŷ1q̂

′
1 ds

L∫
0
x̂1p̂

′
2 + ŷ1q̂

′
2 ds

L∫
0
x̂2p̂

′
1 + ŷ2q̂

′
1 ds

L∫
0
x̂2p̂

′
2 + ŷ2q̂

′
2 ds

 . (3.33b)

Die Bewegungsgleichungen wurden der Einfachheit halber ohne Dämpfung aufgestellt. Um
innere Dämpfung zu berücksichtigen, muss der Momentengleichung der Term diγ̇

′′ hinzu-
gefügt werden. Äußere Dämpfung wirkt typischerweise der Absolutbewegung entgegen und
würde durch die Terme daẋ und daẏ in den Schnittkraftgleichungen in Erscheinung tre-
ten. In der praktischen Anwendung ist man oft am schnellen Abklingen von Schwingungen
interessiert. Das lässt sich bei Blattfedern durch die Paketbauweise erreichen, weil dabei
durch die Reibung zwischen den einzelnen Blattfedern viel Energie dissipiert wird.

3.2.3 Räumliche Betrachtung einer einzelnen Blattfeder
Nachdem im vorherigen Abschnitt die Berechnung der ebenen Bewegung erfolgte, geht es
nun um Abweichungen senkrecht zur Bewegungsebene (Sollbewegung). Neben den Verfor-
mungen in der Ebene sind auch die Verformungen senkrecht dazu relevant: wie weit senkt
sich der Tisch bei Belastung ab, und kommt es zu einem kippähnlichen Stabilitätsverlust
der Blattfedern [84]. Aus dem Stahlbau ist bekannt, dass Träger mit einem hohen Verhält-
nis der Flächenträgheitsmomente anfällig für Kippen, auch Biegedrillknicken [100] genannt,
sind. Dieser Fall trifft auf die Festkörpergelenke zu. Sie sind sehr dünn und sehr hoch, um
nachgiebig in Bewegungsrichtung und steif senkrecht dazu (Traglast) zu sein. Der Fall der
geraden (undeformierten) Blattfeder entspricht dem klassischen Fall des Kippens. Die Vor-
gehensweise zum Bestimmen des zulässigen Verhältnisses aus Querschnittshöhe zu -breite
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(a) (b)

Abbildung 3.8: Festkörpergelenke als Teil eines Biglide-Mechanismus: Mechanisches Mo-
dell (a), Variablen und Koordinaten (b)

der in der Ebene vordeformierten Blattfedern orientiert sich an den Methoden zum Be-
rechnen der kritischen Last und des Nachbeulverhaltens (engl.: post-buckling) [17,89,127].
Im Betrieb ist der Balken vordeformiert. Damit handelt es sich nicht mehr um ein klassi-
sches Stabilitätsproblem, sondern durch die Imperfektion um ein geometrisch nichtlineares
Problem. Verwandte Beispiele wie Knickstab mit Vorkrümmung oder exzentrischem Kraft-
angriff finden sich in Lehrbüchern [55]. Die Modellierung einer Blattfeder als Teil eines
Biglide-Mechanismus ist in Abb. 3.8 dargestellt. Ihr linkes Ende ist fest eingespannt und das
rechte elastisch gelagert. Die elastische Lagerung drückt die Tatsache aus, dass der Tisch
von drei anderen Blattfedern gehalten wird [85]. Zwei Koordinatensysteme sind notwen-
dig, um dieses Problem zu beschreiben. Ein raumfestes System (xyz) und ein materielles
(abc). Beide sind kartesisch. Das materielle System hat seinen Ursprung auf der Schwer-
punktlinie des Balkens. Seine Achsen sind entlang der Haupttorsions- und -biegeachsen
gerichtet. Eine Näherungslösung lässt sich aus dem Prinzip der minimalen potentiellen
Energie bestimmen, wenn das resultierende Variationsproblem durch Ritz-Ansätze diskre-
tisiert wird [132]. Dazu werden Verdrillung α′ (Torsion) und Krümmung β′, γ′ (Biegung)
durch folgende Ansatzfunktionen diskretisiert

α′(s) =
N∑
n=1

an cos
(2n− 1

2
sπ

L

)
, (3.34)

β′(s) =
N∑
n=1

bn cos
(2n− 1

2
sπ

L

)
, (3.35)

γ′(s) = γ′p +
N∑
n=1

gn cos
(
n

2
sπ

L

)
. (3.36)

Der Strich kennzeichnet die Ableitung nach der Bogenlänge s. Das rechte Ende sei frei
von dem Torsionsmoment Ma = 0 und dem Biegemoment Mb = 0, wohingegen ein Bie-
gemoment Mc vorhanden sein soll, um den Zustand der Vordeformation zu erzeugen. Das
elastische Potential berechnet sich direkt durch das Einsetzen der Ansatzfunktionen in die
Ausdrücke

Πi = GIT
2

∫ L

0
α′2 ds+ EIb

2

∫ L

0
β′2ds+ EIc

2

∫ L

0
γ′2ds. (3.37)
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Abbildung 3.9: a) Absenkung (z-Richtung) des Endpunktes der Blattfeder bei Belastung:
gerader Kragträger mit freiem Ende (durchgezogen), dessen Approximation
nach Timoshenko (gestrichelt) und einer vordeformierten Blattfeder (F0 =
1N) mit elastisch gelagertem Ende (strichpunktiert), die kritische Kipplast
nach Timoshenko ist auf der x-Achse mit cr gekennzeichnet b) Absenkung
des Endpunktes in Abhängigkeit der Vordeformation für drei verschiedene
Lasten Fz = 0.5N (durchgezogen), Fz = 1N (gestrichelt) und Fz = 2N
(strichpunktiert)

Das äußere Potential umfasst Anteile der Belastung Fz und indirekt auch die äußere Kraft
F0 und das äußere Moment M0 zur Erzeugung der Vordeformation

Πa = 1
2cx

(
u(L)− u0

)2
+ 1

2cy
(
v(L)− v0

)2
+ 1

2cγ
(
γ(L)− γ0

)2
+ Fzw(L). (3.38)

Dieser Zustand wird dabei durch die Federn (Steifigkeiten cx, cy, cγ) erzeugt. Die Fußpunkt-
verschiebungen u0, v0 (x-, y-Richtung) und -winkel γ0 (um c-Achse) sind entsprechend der
vorgeschriebenen Vordeformation γp festgelegt. Zur Vereinfachung wurde angenommen,
dass es im vordeformierten Zustand keine Verdrehung des Endes γp(L) = 0 gibt. Dadurch
ist die Mittellinie des Balkens punktsymmetrisch zum Mittelpunkt s = L/2. Dieser Zu-
stand entspricht dem im vorherigen Abschnitt 3.2.2 gelösten Fall der ebenen Blattfeder.
Die Bestimmung der äußeren Potentialänderung ist aufwändiger, weil es die Verschiebung
des Kraftangriffspunkts (u, v, w) im raumfesten System in Abhängigkeit der Ritz Koeffizi-
enten (an, bn, gn) erfordert. Ähnlich zu den Frenet-Seret Gleichungen [137] für natürliche
Koordinaten lässt sich ein Anfangswertproblem für die ortsveränderlichen Basisvektoren
des gewählten materiellen Koordinatensystems aufstellen (neun skalare Gleichungen) a′

b′
c′

 =

 +γ′b− β′c
−γ′a + α′c
+β′a − α′b

 = A(s)

 a
b
c

 mit AB

 a(0)
b(0)
c(0)

 =

 x
y
z

 . (3.39)

Nach dessen Lösung erhält man durch die Integration des Tangentenvektors a entlang
der Bogenlänge s die Koordinaten der Balkenachse im raumfesten xyz-System. Damit ist
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3.2 Festkörpergelenke mit verteilter Nachgiebigkeit

(a) (b)

Abbildung 3.10: Idealisierter Starrkörpermechanismus (a) und festkörpergelenkbasierter
Biglide-Mechanismus in Ausgangs- (gestrichelt) und ausgelenkter Stellung
(durchgezogen) (b)

das Gesamtpotential Π(an, bn, gn) = Πi + Πa des diskretisierten Problems numerisch aus-
wertbar und dessen Extrema (Minima/Maxima sind stabile/instabile Gleichgewichtslagen)
lassen sich mittels üblicher Optimierungsmethoden (Quasi-Newton-Line-Search) [25, 110],
bestimmen. In Abb. 3.9(b) kann man sehen, wie sich mit zunehmender Vordeformation die
Steifigkeit Fz/w(L) reduziert. Der Sonderfall des klassischen Kippens ist eingeschlossen.
Timoshenko’s Approximation [147]

w(L) ≈
∫ L

0
γ′α(L− s) ds → Fcr = 4.013

√
EIcGIT
L2 (3.40)

stimmt für den geraden Träger mit dem Wert überein, bei dem der Stabilitätsverlust
einsetzt. Weiterhin ist aus Abb. 3.9(a) ersichtlich, dass diese Approximation im Nachbeul-
bereich abweicht. In den vordeformierten Fällen liefert diese Approximation keine brauch-
baren Werte mehr.
Im Gegensatz zu aufwändigen FEM Rechnungen bietet diese Methode jedoch mit wenigen
Freiheitsgraden eine präzise Beschreibung des dreidimensionalen Verhaltens der Elastica.

3.2.4 Ebene Analyse des nachgiebigen Biglide-Mechanismus

Nachdem das Verformungsverhalten der einzelnen Blattfeder unter verschiedenen Belas-
tungen gelöst worden ist, soll nun die ebene Kinematik und quasistatische Kinetik eines aus
Blattfedern aufgebauten Biglide-Mechanismus analysiert werden. Das entsprechende Starr-
körpersystem und die Bauweise mit Blattfedern sind in Abbildung 3.10 dargestellt. Eine
Blattfeder ersetzt zwei Drehgelenke des idealisierten Starrkörpersystems. Weil in diesem
Fall eine analytische Lösung aussichtslos erscheint, wird die nichtlineare Biegedifferenti-
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3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

algleichung zur numerischen Simulation in Zustandsform gebracht. Die Annahme, dass
Krümmung und Biegemoment proportional sind

Θ′ = (x′y′′ − x′′y′)(x′2 + y′2)−3/2 = Mz/EI (3.41)
und Ausnutzung der Undehnbarkeitsannahme x′2 + y′2 =const. führen auf die kompakte
Matrixgleichung[

−y′ x′

x′ y′

] [
x′′

y′′

]
=
[
Mz/EI

0

]
. (3.42)

Die Schlitten rechts und links und der Tisch werden aufgrund ihrer gegenüber den Blattfe-
dern deutlich höheren Steifigkeit als Starrkörper angenommen. Die Unbekannten sind die
Tischposition (xS, yS) und Tischdrehwinkel (γS) und alle Reaktionskräfte der Blattfedern
an den tischseitigen Einspannungen

UT = [xS, yS, γS, FS1x, FS1y, MS1z, FS2x, . . . , MS4z]. (3.43)
Durch die Vorgabe von Startwerten ist die rechte Seite der Gl. (3.42) festgelegt und die
Berechnung der Biegelinien beschränkt sich auf die Lösung eines gewöhnlichen Anfangs-
wertproblems. Nach der Lösung dieses Problems besteht eine Diskrepanz zwischen den aus
den Anfangswertaufgaben ermittelten Enden der Blattfedern und der Tischposition. Im
Detail lässt sich ein Residuumsvektor

RT =
[∑Fx,

∑
Fy,

∑
Mz,

xB1 − xS1, yB1 − yS1,
y′B1
x′B1
− tan γS1, xB2 − xS2, . . . ,

y′B4
x′B4
− tan γS4

] (3.44)

definieren, der die Verletzung des Kräfte und Momentengleichgewichts und der geome-
trischen Kompatibilität (Tischecken=Blattfederenden) beschreibt. Die Lösung des Verfor-
mungszustandes des Mechanismus ist der Zustand, dessen Residuumsvektor null ist. Er
lässt sich mittels numerischer Optimierung (Trust-Region-Reflective Optimization) [110]
finden. Bei der Auswertung der Ergebnisse fällt auf, dass bei einer Querbewegung des
Tisches, wenn beide Schlitten in entgegengesetzte Richtungen fahren, eine Drehung des
Tisches hervorgerufen wird. Dieser Effekt tritt im Starrkörpermodell nicht auf. Wie sich
aus Abb. 3.11(a) erkennen lässt, nimmt diese Verdrehung mit steigender Querbewegung
zu. Die Ursache liegt in der Asymmetrie der Verformungszustände zwischen linker und
rechter Seite. Wenn sich der Tisch nicht verdreht, unterscheiden sich dadurch die Reak-
tionsmomente zwischen linker und rechter Seite und es kommt zu einem resultierenden
Moment.
Weiterhin ist für die Anwendung in einer Werkzeugmaschine die Steifigkeit des Tisches ge-
genüber Prozesskräften relevant. Dazu wird in allen Stellungen die Steifigkeit des Tisches
gegenüber einer Kraft in x- und y-Richtung und einem Moment um die z-Achse berechnet.
Die Nachgiebigkeiten Sxx = uSx/FSx und Sxy = uSy/FSx sind stellvertretend für die an-
deren als Funktion der Schlittenposition in Abb. 3.11(b) dargestellt. Es ist offensichtlich,
dass der Mechanismus in der Ausgangslage relativ steif ist und mit steigender Deformation
immer nachgiebiger wird. Dieselbe Tendenz wiederholt sich für alle anderen Steifigkeiten.
Bei hinreichend großen Kräften ist das Durchschlagen in weitere Gleichgewichtslagen mög-
lich. Diese Fälle werden hier nicht weiter betrachtet, weil schon im Interesse der Präzision
große Auslenkungen ausgeschlossen werden sollen.
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Abbildung 3.11: Querbewegung des Tisches: Drehung des Tisches (a), Nachgiebigkeit des
Tisches in x- (durchgezogen) und y-Richtung (gestrichelt) gegenüber einer
am Mittelpunkt angreifenden Einzelkraft in x-Richtung (b)

3.2.5 Schlussfolgerungen
Die Ergebnisse zeigen, dass die Steifigkeiten mit steigender Auslenkung dramatisch ab-
nehmen. Für Parallelkinematiken ist es aber wichtig, dass sie eine hohe Längssteifigkeit
aufweisen. Diese Aussage wird durch die kinetische Analyse am konkreten Beispiel des
Biglide-Mechanismus in Abschnitt 5.3 bestätigt. Prinzipiell ist es ein Vorteil von Par-
allelkinematiken, dass die Verbindungen stark auf Zug-Druck beansprucht werden und
weniger auf Biegung und Torsion, weil dadurch Gewicht eingespart werden kann (Leicht-
bau). Allerdings folgen daraus auch hohe Ansprüche an die Gelenksteifigkeit, die sich mit
Festkörpergelenken mit verteilter Steifigkeit schwer erfüllen lassen.
Ein weiteres Problem ist die Verdrehung des Tisches, weil es damit zu einer stellungsab-
hängigen Verdrehung des Werkstücks bzw. Werkzeugs kommt und so die Präzision der
Bearbeitung vermindert wird. Die Kompensation durch entsprechende Gegenmaßnahmen
würde einen unverhältnismäßig hohen Aufwand nach sich ziehen.
Aufgrund dieser Ergebnisse für Festkörpergelenke mit verteilter Steifigkeit lässt sich der
Einsatzbereich auf Anwendungen mit kleinen Arbeitsbereichen oder Positionierungsaufga-
ben (u.a. Linkage-Mechanisms [69]) einschränken. Für die Anwendung in einer Werkzeug-
maschine wird eine zweite Variante von Festkörpergelenken untersucht.

3.3 Festkörpergelenke mit konzentrierter Nachgiebigkeit
Bei Festkörpergelenken mit konzentrierter Nachgiebigkeit konzentriert sich die Deforma-
tion auf definierte Abschnitte und die restlichen Bereiche können aufgrund ihrer großen
Steifigkeit als starr angenommen werden. Die Geometrie von Biegegelenken (Drehgelenk)
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3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

Abbildung 3.12: Detailansicht einer Blattfeder mit Versteifungen als Strebe des Biglide-
Mechanismus

entspricht in den meisten Fällen einer ebenen Beschreibung und anschließender Extrusion.
Das Gelenk wird über einen veränderlichen Querschnitt gebildet, wobei die Dicke des Quer-
schnitts unverändert bleibt. In dieser Arbeit werden zwei Bauweisen untersucht: die einer
Blattfeder mit aufgebrachten Versteifungen und die eines monolithischen Blocks mit ein-
gebrachten Kerben. Der Reduktion des dünnsten Querschnitts sind Grenzen gesetzt, denn
zum einen müssen diese Abschnitte der Traglast senkrecht zur Bewegungsebene standhal-
ten und zum anderen gibt es fertigungstechnische Grenzen. Außerdem vergrößert sich bei
derartigen Abmessungen der Einfluss von Fertigungsungenauigkeiten dramatisch [131].

3.3.1 Blattfedern mit Versteifungen
Bei dieser Variante wird die Blattfeder, wie in Abb. 3.12 dargestellt, zwischen zwei Verstei-
fungen fixiert. Diese Variante ist fertigungstechnisch günstig, weil die entscheidende geome-
trische Größe, die Dicke des dünnsten Querschnitts, innerhalb enger Toleranzen festgelegt
werden kann. Beim Einsatz von Präzisions-Lehrenband (Stahlfolien) liegen die Abwei-
chungen im Bereich unter 1% [60]. Die versteiften Abschnitte werden als starr betrachtet
und die unversteiften können wieder als Elastica, wie im vorangegangen Kapitel beschrie-
ben, modelliert werden. Diese Annahme ist gültig, solange es nicht zum Kontakt zwischen
Blattfeder und Versteifung kommt. Die Einhaltung dieser Bedingung bzw. die Überprü-
fung, dass bis zu diesem Kontakt unzulässig große Dehnungen auftreten würden, erfolgt im
Nachgang. Aus einfachen geometrischen Betrachtungen wird klar, dass die unversteiften
Abschnitte für die geforderten Winkel sehr dünn sein müssen. Durch die Konzentration der
Verformung auf diese Abschnitte, wirkt sich die Querschnittsreduktion wie ein Drehgelenk
aus. Ein einzelnes Gelenk dient nur dazu, einen bestimmten Drehwinkel zu erreichen, so-
fern die Translation vernachlässigt wird. Dafür kann die Biegelinie durch einen Kreisbogen
approximiert werden. Diese Approximation erlaubt es, die geometrischen Abmessungen
abzuschätzen. Gemäß der Deformationskinematik der Euler-Bernoulli Hypothese besteht
der Zusammenhang

εmax = Θ′h2 (3.45)
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Federstahl Formgedächtnislegierung Gummi
εel,df [126] 0.0034 0.02 0.5
l/h 116 20 0.8

Tabelle 3.2: Abschätzung des Verhältnisses zwischen Länge l und Dicke h des nachgiebigen
Abschnitts zum Erreichen eines 45◦ Winkels

zwischen maximaler Dehnung, Krümmung und der halben Balkendicke. Der erreichte Dreh-
winkel bei konstanter Krümmung (Kreis) lautet

γ =
l∫

0

Θ′ ds = lΘ′. (3.46)

Der resultierende Zusammenhang zwischen Länge l und Dicke h des nachgiebigen Ab-
schnitts ist für drei ausgewählte Werkstoffe in Tab. 3.2 ausgewertet.

3.3.2 Kerbgelenke

Wie in Abb. 3.13(a) zu sehen ist, bestehen Kerbgelenke aus steifen Abschnitten und kon-
zentrierten Nachgiebigkeiten (Kerben), in denen die Bewegung abläuft.
Monolithische Kerbgelenke werden aus dem Ganzen gefräst oder erodiert. Für die Betrach-
tung eines einzelnen Gelenks reicht die Modellierung als Kragträger. Ein beispielhaftes
Kerbgelenk ist in Abb. 3.13(b) zu sehen. Die Kerbform wird durch eine variable Höhe
beschrieben. Sie ist die entscheidende Größe und wird in der Literatur intensiv diskutiert.
Typische Kerbformen sind je nach Parametrisierung: Kreis-, Ellipsen-, Parabel-, V-Form-,
Hyperbel- und Rechteckgelenk [22, 97–99, 111]. Die Optimierung dieser Formen nach be-
stimmten Zielgrößen wie Arbeitsbereich, Steifigkeit (Sollbewegung), Kinematik (parasitäre
Bewegung) ist Gegenstand aktueller Forschung [24, 33, 165]. Das Ziel dieses Abschnittes
ist es, bekannte Ergebnisse [164] zu reproduzieren, die Berechnungsmethoden zu validie-
ren und im nächsten Abschnitt auf eine Schlüsselgröße einzugehen, die für den Einsatz
in der Verfahreinheit relevant ist, nämlich die Steifigkeit gegenüber passiven (störenden)
Kräften. Die Verformungsanalyse der Kerbgelenke ist schwieriger als für schlanke Balken
konstanten Querschnitts. Nur Rechteckgelenke lassen sich analytisch auswerten, indem sie
abschnittsweise als Elastica betrachtet werden. Für die übrigen Kerbgeometrien verkom-
pliziert sich das geometrisch nichtlineare Randwertproblem so stark, dass es allgemein
nur noch numerisch mittels FEM gelöst werden kann. Allerdings fallen die Lastfälle mit
kleinen Verschiebungen noch in den Gültigkeitsbereich der geometrisch linearen Theorie.
Es lassen sich dann noch Lösungen mittels klassischer Balkenmodelle [36], Energiemetho-
den [96] oder konformen Abbildungen [151] finden. Wenn auch nur eingeschränkt, gewinnt
man so einen tieferen Einblick in das Verhalten eines Gelenks. Im Folgenden werden erst
die analytischen Lösungen der linearen Balkentheorie eingeführt und anschließend deren
Ergebnisse mit numerischen verglichen.

33



3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

(a) (b)

Abbildung 3.13: Modellierung eines beispielhaften Kerbgelenks: allgemeine Varianten (a)
und Parametrisierung der Kerbgeometrie (b)

Analytische Vorbetrachtungen für kleine Auslenkungen (Lineare Theorie)

Diese Vorbetrachtungen basieren auf zwei weit entwickelten, bewährten Zweigen der Tech-
nischen Mechanik: Strukturmodelle und Kerbspannungskonzepte. Als Strukturmodelle für
Biegung kommen der Euler-Bernoulli Balken und der Timoshenko Balken [55] in Frage.
Weil die durchschnittliche Balkenhöhe in der gleichen Größenordnung wie die Balkenlänge
liegt, wird die Timoshenko Theorie bevorzugt. Die Effekte der Kerbe und ihr Einfluss auf
die Spannungsverteilung sind aus Simulation und Experiment (Kerbschlagbiegeversuch,
CT-Probe) bekannt [56].

Im Allgemeinen sind Kerbgelenke geometrisch durch ihre Länge l, Höhe h, Dicke b und
die variable Höhe t(x) der Kerbe beschrieben. Die folgenden Ausführungen verwenden
exemplarisch die Parametrierung als Kreiskerbgelenk. Für andere Kerbformen ist der ent-
sprechende Verlauf von t(x) zugrunde zu legen. Der Dickenverlauf bei zwei symmetrischen
Kreiskerben (Kreismittelpunkt: xm = l/2, ym = ±h/2, Radius r) ist durch

t(x) = h2 − t2s + l2

4(h− ts)
−

√√√√√√
(
l2 + (h− ts)2

)2

(
4(h− ts)

)2 − (l − 2x)2

4 (3.47)

beschrieben, worin ts = h − 2r für die minimale Dicke steht. Damit lassen sich Flä-
che A(x) = bh(x), statisches Moment Sz(x, y) =

∫
A y dA und Flächenträgheitsmoment

Iz(x) =
∫
A y

2dA berechnen. Für den in Abb. 3.13(b) dargestellten Kragträger folgt der
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Spannungszustand abhängig von den äußeren Lasten Fx, Fy und My unter Annahme line-
ar elastischen Werkstoffverhaltens [36]

σx(x, y) = Fx
A(x) + Mz(x)

Iz(x) y, (3.48)

= Fx

2b
(
ym −

√
r2 − (x− xm)2

) +
12r3

(
Mz + (l − x)Fy

)
b
(
(x− xm)2 + 2r(ym − r)

)3y, (3.49)

τxy(x, y) = Fy(x)Sz(x, y)
Iz(x)b , (3.50)

=
6r3Fy

[(
ym −

√
r2 − (x− xm)2

)2
− y2

]
b
(
(x− xm)2 + 2r(ym − r)

)3 . (3.51)

Die übrigen Komponenten σy, σz, τxy, τyz werden als vernachlässigbar klein angenommen.
Für die Verschiebungen u(x, z), v(x) und die Verdrehung Θ(x) gelten entsprechend der
Timoshenko-Balkentheorie

u′(x, y) = yΘ′(x) + Fx
EA(x) , (3.52)

v′(x) = −Θ(x) + Fy
αsGA(x) , (3.53)

Θ′(x) = Mz(x)
EIz(x) , (3.54)

wodurch sich durch Integration eine Steifigkeitsmatrix K ergibt

u = Nf  K = N−1  Ku = f , (3.55)

welche die Lasten f = (Fx, Fy,Mz)T mit den verallgemeinerten Verschiebungen u =
(u, v,Θ)T verknüpft. Diese Matrixdarstellung ist hilfreich, um später das Kerbgelenk durch
ein diskretes Gelenk mit Drehfeder zu approximieren. Weiterhin folgt aus dieser Lösung
die Berechnung der Bahnkurve bei kontinuierlicher Laststeigerung. Diese Bahnkurve vom
unbelasteten bis zum vollständigen (maximal zulässig) belasteten Zustand kann mit einem
idealen Drehgelenk verglichen werden, indem daraus entweder ein Maß für die Kreisbahn-
abweichung oder die Momentanpolbewegung berechnet wird. Man bezeichnet diese Abwei-
chungen von der Kreisbahn als parasitäre Bewegung. Sie tritt im unbelasteten Betrieb auf
und ist von den Abweichungen von der Solltrajektorie, die durch passive Kräfte verursacht
werden, zu unterscheiden.
Nachdem aus dem Balkenmodell die Last-Verschiebungsbeziehung und die Nennspannun-
gen hergeleitet worden sind, folgt die Betrachtung der Spannungsverteilung im Bereich der
Kerbe. Diese Analyse ist in vielen Punkten identisch mit der bruchmechanischen Untersu-
chung des Kerbeinflusses [56]. Dazu kann auf das Kerbspannungskonzept zurückgegriffen
werden. Die maximal zulässige Auslenkung des Balkenendes kann mit Hilfe der Kerbwir-
kungszahlen Ktt für Zug und Ktb für Biegung (tabelliert in [59]) ermittelt werden. Als
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Abbildung 3.14: Spannungsverteilung (von Mises) in einem Kreiskerbgelenk bei Biegung
mittels FEM

Versagenskriterium zum Bestimmen der kritischen Last dient die maximale Vergleichspan-
nung (von-Mises)

σV,max =
√

(σn,maxKtt + σb,maxKtb)2 + 3τ 2
max (3.56)

=

√√√√(Fx
bts
Ktt +

6(Mz − l
2Fy)

bt2s
Ktb

)2

+ 3
(
Fx
bts

)2
≤ Rp0.2. (3.57)

Dabei werden die Maximalwerte von Normalspannung σn,max = σn(l/2, 0), σb,max =
σb(l/2,±ts/2) und Schubspannung τmax = τ(l/2, 0) addiert, obwohl sie nicht an der
gleichen Stelle des Querschnitts auftreten. Diese Annahme ist konservativ. Die maximale
Vergleichsspannung muss niedriger sein als die Dehngrenze Rp0.2 des Materials. Diese
Berechnungen beziehen sich auf den statischen Fall. Um Aussagen über die Lebensdauer
treffen zu können, müssen Schadensakkumulationshypothesen [50] einbezogen werden.
Ansätze dazu finden sich bei Dirksen [35] für den Fall einer harmonischen Belastung um
einen konstanten Mittelwert.

Numerische Ergebnisse für eine Beispielgeometrie

Ein Kreiskerbgelenk wird mit der vorgestellten Balkenmodellierung und nichtlinearer FEM
(Abb. 3.14) gelöst, um den Gültigkeitsbereich der linearen Theorie zu identifizieren. Dabei
wird das Modell um massive Abschnitte, die sich an die Kerbe anschließen, erweitert. Die
Kerben werden symmetrisch in der Mitte eines Balkens der Länge l = 100 mm, Dicke
b = 10 mm und Höhe h = 10 mm eingebracht. Die minimale Höhe beträgt ts = 1 mm.
Das resultierende Verhältnis aus minimaler Höhe zu maximaler Höhe ts/h = 1/10 ist
üblich für gängige Anwendungen. Durch den symmetrischen Aufbau reicht es, nur die
Bewegungen in eine Richtung zu untersuchen. Als Materialparameter (Tab. 3.3) werden
die einer AlCu4Mg1 Legierung gewählt. Es handelt sich dabei um einen bei industriell
genutzten Festkörpergelenken verbreiteten Werkstoff. Sein Verhältnis aus Fließgrenze zu
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3.3 Festkörpergelenke mit konzentrierter Nachgiebigkeit

Symbol Wert
Elastizitätsmodul E 71 GPa
Querdehnzahl ν 0.33
Dichte % 2770 kg/m3

Fließgrenze Rp0,2 325 MPa
Zugfestigkeit Rm 460 MPa

Tabelle 3.3: Materialeigenschaften von AlCu4Mg1 (DIN EN 573-3: EN AW-2024-T351)
[81]
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Abbildung 3.15: Bahn des Endpunktes bei Belastung nur durch Fa (ungestört) mittels
FEM (durchgezogen) und nach der Balkentheorie (gestrichelt), die Kreise
bzw. Dreiecke markieren Punkte gleicher Last, beim letzten Punkt wird
die Fließgrenze erreicht, Hinweis: Die Achsen sind ungleich skaliert

Elastizitätsmodul Rp0,2
E

= 0.0046 liegt im Bereich von Federstahl. Darüber hinaus lässt er
sich sehr gut spanend bearbeiten. Die kinematische Analyse, dargestellt in Abb. 3.15, zeigt
die Bahn des Endpunktes (statische Analyse) nach der Balkentheorie und nach der FEM
für eine steigende Belastung der aktiven Kraft Fa. Dabei ist festzustellen, dass sich das
Balkenmodell geringfügig steifer verhält.
Die Annahme kleiner Verformungen ist zulässig, weil die maximal zulässige Verformung
(Fließgrenze) innerhalb des Gültigkeitsbereichs der linearen Theorie erreicht wird. Die Ab-
weichungen zwischen der Balkentheorie und FEM in Tab. 3.4 sind akzeptabel. Daraus
folgt, dass trotz der scharfen Querschnittsänderungen Aussagen aus der Balkentheorie ab-
geleitet werden dürfen. Neben den experimentell ermittelten und in der Praxis bewährten
Kerbwirkungszahlen, gibt es noch die Formzahlen [57] als weitere Größe zur Beschrei-
bung von Spannungskonzentrationen (Gestaltfestigkeitsberechnung). Sie beschreiben die
Spannungsverteilung als Verhältnis der maximalen Spannung zur Nennspannung. Im Ge-
gensatz zur Kerbzahl werden sie rechnerisch bestimmt. Simulationen innerhalb eines FEM
Programms berechnen die Lastgrenze durch das Erreichen der maximalen Spannung im
Bauteil. Deswegen liegt es nahe, die Formzahlen aus der FEM Simulation mit den Kerb-
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3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke

Balkentheorie FEM
Maximaler Biegewinkel [◦] 1.25 1.35
Biegesteifigkeit [ Nm

RAD ] 22.76 23.18

Tabelle 3.4: Vergleich der Ergebnisse des Balkenmodells und der FEM Simulation (Konti-
nuumselemente) für das Kreiskerbgelenk

zahlen für Biegung zu vergleichen. Als Bezugsquerschnitt zur Angabe der Nennspannung
wird im vorliegenden Fall der dünnste Querschnitt verwendet. Im Fall der maximal zuläs-
sigen Belastung des hier betrachteten Kreiskerbgelenks liegt die Formzahl bei 1.048 und
die Kerbzahl mittels empirischer Formeln bei 1.043 [36]. Diese Differenz ist vermutlich auf
die plastische Zone zurückzuführen, welche reduzierend auf die Kerbspannungen wirkt.

3.3.3 Schlussfolgerungen
Durch die Konzentration auf die kleinen, nachgiebigen Abschnitte treten große lokale Deh-
nungen auf, und es sind im Vergleich zu verteilten Nachgiebigkeiten nur kleinere Ausschläge
(Drehwinkel) zulässig. Andererseits ist aus den Anwendungen bekannt, dass sich durch die
konzentrierte Bewegungserzeugung bessere Störsteifigkeiten gegenüber passiven Kräften
aus dem Prozess erreichen lassen. Deswegen wird im Folgenden der Übergang von konzen-
trierter zu verteilter Nachgiebigkeit näher beleuchtet, um den bestmöglichen Kompromiss
zwischen Steifigkeit und Begrenzung der Ausschläge zu finden.

3.4 Übergang von konzentrierter zu verteilter
Nachgiebigkeit

Nachdem konzentrierte und verteilte Nachgiebigkeiten separat betrachtet worden sind,
bleibt noch die Frage offen, wie sich ein Gelenk im Übergangsbereich zwischen diesen bei-
den Grenzfällen verhält. Die bisherigen Analysen zeigen, dass verteilte Nachgiebigkeiten
einen großen Arbeitsbereich zulassen, aber dafür sehr anfällig gegenüber Störkräften sind.
Festkörpergelenke mit konzentrierten Nachgiebigkeiten sind kinetisch robuster und wer-
den in Anwendungen, in denen Störkräfte auftreten, eingesetzt. Bei der Gestaltung der
Kerbformen muss ein Kompromiss zwischen dem Arbeitsbereich und der Steifigkeit der
Lagerung gefunden werden. Um einen großen Arbeitsbereich zu ermöglichen, muss im Fest-
körpergelenk der nachgiebige Bereich vergrößert werden. Der Übergang von konzentrierter
(Kreiskerbgelenk) zu verteilter Nachgiebigkeit (Blattfeder) wird parametrisiert durch den
Abstand dk zwischen den Viertelkreismittelpunkten der Kerbgeometrie (Abb. 3.16). Die-
ser Abstand wird von dk = 0 (Kreiskerbgelenk) solange vergrößert bis keine Kerbe mehr
vorhanden ist und nur noch ein schlanker Balken übrigbleibt. Als Material wird wieder
AlCu4Mg1 zugrunde gelegt. Als Methode wird nur noch die FEM eingesetzt. Die nume-
rischen Ergebnisse schließen die beiden Extremfälle der zwei vorangegangenen Abschnitte
ein. Die Simulationen der Festkörpergelenkverformung werden als geometrisch nichtlineare
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3.4 Übergang von konzentrierter zu verteilter Nachgiebigkeit

Abbildung 3.16: Geometrische Parametrisierung des Übergangs vom Kreiskerbgelenk zur
Blattfeder durch die Kerbgrundlänge dk

zweidimensionale FEM Analyse durchgeführt (COMSOL Multiphysics V.4.2, 2226 Drei-
eckselemente, Ebener Spannungszustand). Das Ziel dieser Simulationen sind die bereits
genannten Schlüsselgrößen: Bahnkurven, Kraft-Verschiebungsbeziehung und Spannungs-
verteilung. Das Festkörpergelenk wird wie bisher auch als Kragträger betrachtet, dessen
linkes Ende fest eingespannt ist und dessen freies Ende unter der angreifenden Last eine
Bahnkurve beschreibt. Entsprechend dem Anwendungszweck als Drehgelenk wird die Last
in eine aktive und eine passive Kraft aufgeteilt. Die aktive Kraft Fa greift normal zur
Balkenachse am freien Ende an, während die passive Kraft Fp entlang der Balkenachse
zum Gelenkmittelpunkt gerichtet ist. Im Sinne Howells [70] erzeugt die aktive Kraft die
Sollverformung (Drehung), wohingegen die passive Kraft Störkräfte aus dem Prozess re-
präsentiert, die zu Abweichungen von der nominalen Bahn führen. Die aktive Kraft Fa
wird schrittweise erhöht, bis die maximale Vergleichsspannung im Balken die Fließgren-
ze erreicht. Neben dem unbelasteten Fall (nur Fa), wird noch der Fall mit der passiven
Fp entlang der Balkenachse betrachtet. Der ungestörte Fall definiert die Solltrajektorie
(Drehbewegung) und der Vergleich mit der Trajektorie der gestörten Bewegung definiert
die Störsteifigkeit (Translation). Als Ergebnisse werden für jede Geometrie, d.h. jeden Wert
von dk

• die Bahn des Endpunkts berechnet, bis die Fließgrenze erreicht wird. Daraus folgt
dann der maximale Drehwinkel.

• die Last-Verschiebungskurve der Sollbewegung bestimmt, woraus die Drehsteifigkeit
folgt.

• die Abweichung von der Solltrajektorie durch die Störkraft ermittelt. Aus dieser
ergibt sich dann die Störsteifigkeit.

Für jeden Wert von dk ergeben sich Verläufe wie in Abb. 3.17 beispielhaft für das Kreis-
kerbgelenk (dk = 0) dargestellt. Diese Verläufe müssen auf skalare Werte reduziert werden,
um die Varianten untereinander besser vergleichbar zu machen. Als derartige Vergleichs-
größen werden eingeführt: die Übereinstimmung des Endpunkts mit einer Kreisbahn, die
Steifigkeit der Sollbewegung und die Störsteifigkeit.
Der Unterschied zwischen Endpunktpfad und Kreisapproximation wird durch ein Fehler-
maß beschrieben

Q = 1
2
∑
i

(
(uud,i − xM)2 + v2

ud,i −R2
)2
. (3.58)
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3 Festkörpergelenke als spiel- und reibungsfreie Drehgelenke
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Abbildung 3.17: Kinetik des Kreiskerbgelenks (dk = 0): Last-Verschiebungskurve der ge-
wünschten Bewegung ohne passive Kräfte umgerechnet in Drehwinkel und
-moment (a), und Steifigkeit gegenüber passiven Kräfte in Abhängigkeit
des Drehwinkels (b)

Abb. 3.18 bestätigt, dass sich der Endpunkt in guter Näherung auf einer Kreisbahn bewegt.
Weiterhin fällt auf, dass die Bahnen sich weniger im Verlauf als vielmehr durch ihre Länge,
d.h. die maximale Auslenkungen, unterscheiden.
Um einen skalaren Wert für die Steifigkeit der Sollbewegung zu erhalten, wird die Kraft-
Verschiebungskurve des ungestörten Lastfalls ausgewertet. Aus Abb. 3.17(a) ist ein nahezu
linearer Zusammenhang zwischen dem durch die Kraft Fa hervorgerufenen Drehmoment
(Hebelarm l/2) und dem Drehwinkel (Windel der Balkenachse am freien Ende) zu erken-
nen. Der mittlere Anstieg dieser Drehmoment-Drehwinkelkurve wird als Gelenksteifigkeit
cγ (Drehfeder) definiert.
Die dritte skalare Bewertungsgröße ist die Störsteifigkeit kn (Dehnfeder). Sie folgt aus dem
Vergleich von gestörter und ungestörter Bahn. Die Abweichungen vom idealen Gelenk
müssen innerhalb gewisser Grenzen bleiben, sonst erfüllt das Gelenk seine Funktion nicht
mehr. Wie man aus Abb. 3.17(b) erkennen kann, nimmt die Steifigkeit gegenüber Stör-
kräften monoton ab. Ihr Minimum tritt folglich bei der maximalen Auslenkung auf. Weil
im Betrieb in allen Positionen eine Mindeststeifigkeit gefordert ist, wird dieser minimale
Wert der Störsteifigkeit zur Charakterisierung ausgewählt. Abb. 3.19(a) zeigt wie die Ap-
proximation als Kreisbahn im Sinne der Gl. (3.58) mit steigenden Auslenkungen versagt.
Sowohl die Bewegungs- als auch die Störsteifigkeit des Gelenks sinken dramatisch mit zu-
nehmender Verteilung der Nachgiebigkeit. Abb. 3.19(b) zeigt einen nahezu exponentiellen
Abfall.
Die Definition eines idealen Gelenks als frei beweglich in Bewegungsrichtung und unendlich
steif in allen anderen, legt cγ/kn als kinetisches Gütekriterium nahe. Zusammen mit dem
kinematischen Index Q der Kreisbahnqualität zeigen sie in Abb. 3.20(a), dass die konzen-
trierte Nachgiebigkeit am ehesten einem idealen Drehgelenk entspricht. Das Verhältnis der
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Abbildung 3.18: Alle Endpunktbahnen vom undeformierten Zustand bis zum Erreichen
der Fließgrenze (Punkt) für dk = 0, 10, 20, . . . , 100 mm

Steifigkeiten cγ/kn und der Arbeitsbereich γmax sind für die Auslegung von großer Bedeu-
tung. Ihre Abhängigkeit von der Geometrie, parametrisiert durch dk, ist in Abb. 3.20(b)
dargestellt. Der realisierbare Bereich befindet sich unterhalb der Kurven. Dieses Diagramm
zeigt klar, dass Arbeitsbereich und Störsteifigkeit zwei gegenläufige Ziele sind.
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Abbildung 3.19: Einfluss der Geometrie, beschrieben durch Länge d des nachgiebigen Be-
reichs, auf: Fehlermaß der Kreisbahnapproximation (a), Gelenksteifigkeit
(durchgezogene Linie, bezieht sich auf die linke y-Achse) und Störsteifig-
keit (gestrichelte Linie, bezieht sich auf die rechte y-Achse) (b)
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Abbildung 3.20: Kinematischer Index (Skala links) und kinetischer Index (gestrichelte Li-
nie, Skala rechts) über Arbeitsbereich (a), Störsteifigkeit über Arbeitsbe-
reich, nur Betriebspunkte unterhalb der Kurve sind möglich (b)
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3.5 Anwendungsbereich und Gestaltungsrichtlinien

3.5 Anwendungsbereich und Gestaltungsrichtlinien
Die Ergebnisse der beispielhaften Kerbform (Kreiskerbe) sollen nun hinsichtlich der wich-
tigsten auslegungsrelevanten Merkmale und ihrer Tendenzen beim Übergang von konzen-
trierter zu verteilter Nachgiebigkeit abschließend diskutiert werden. Dabei steht der Einsatz
als Drehgelenk im Vordergrund. Als Schlüsselgrößen werden definiert: der Arbeitsbereich
(Winkel), die kinematische Abweichung von der Kreisbahn, die Kinetik der Sollbewegung
und die Abweichung davon durch Störkräfte. Die Ergebnisse (Tab. 3.5) zeigen, dass die
konzentrierte Nachgiebigkeit, aufgrund der Lokalisierung der Deformation, einem idealen
Drehgelenk am nächsten kommt. Die Steifigkeit gegenüber Störkräften ist deutlich besser.
Aber durch die einhergehende Spannungskonzentration ist der Arbeitsbereich (Drehwinkel)
sehr klein, d.h. ein solches Drehgelenk erlaubt nur Drehwinkel von wenigen Grad. Durch
die Verteilung der Nachgiebigkeit nimmt nicht nur wie beabsichtigt die Quer- sondern stel-
lungsabhängig auch die Längssteifigkeit ab. Im spezifischen Beispiel lässt sich durch eine
Verteilung der Nachgiebigkeit der Arbeitsbereich um die Größenordnung 101 vergrößern,
während sich die Störsteifigkeit gleichzeitig um die Größenordnung 10−3 reduziert. Diese
Steifigkeitsreduktion stellt ein Problem dar, weil es die Anwendung in einer Werkzeugma-
schine, bei der immer Prozesskräfte wirken, ausschließt. Dieser tendenzielle Zusammenhang
zwischen Arbeitsraum und Störsteifigkeit ist für alle Kerbformen der gleiche.
Bezüglich der Modellierung wird durch die nichtlineare FE-Analyse bestätigt, dass die
Modellierung konzentrierter Nachgiebigkeiten für kleine Ausschläge mittels klassischer Bal-
kentheorien und die Modellierung verteilter Nachgiebigkeiten als Elasticum zulässig sind.

dk = 0 dk = L

Drehwinkel γmax 1.32◦ 21.1◦
Drehfeder cγ 24.8

[
Nm

RAD

]
1.35

[
Nm

RAD

]
Störsteifigkeit kn 7.0·106[ N

m ] 2.5·103[ N
m ]

Tabelle 3.5: Vergleich von verteilter und konzentrierter Nachgiebigkeit
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4 Trockengleitlager als spiel- und
reibungsarme Drehgelenke

Weil der begrenzte Drehwinkel der Festkörpergelenke für viele Anwendungen eine Ein-
schränkung darstellt, soll eine zweite Lagervariante für unbegrenzte Drehwinkel bereit-
gestellt werden. In der vorgesehenen Anwendung in kleinen Werkzeugmaschinen sind die
Abmessungen der Lager sehr klein und sollen deswegen möglichst einfach aufgebaut sein.
Deshalb wurden Trockengleitlager ausgewählt. Sie bestehen nur aus Hülse und Bolzen und
kommen ohne Schmiermittel aus. Das Lagerspiel lässt sich über die Wahl der Passung
vorgeben. Für die Anwendung in kleinen Werkzeugmaschinen soll das Lagerspiel auf null
reduziert werden, weil sonst bei den kleinen Abmessungen ein großer relativer Positionsfeh-
ler verursacht wird. Durch die Reduktion des Lagerspiels erhöht sich die Flächenpressung
und es kommt verstärkt zum Auftreten reibungsinduzierter Effekte. Neben den üblichen
Auslegungsrechnungen rückt so eine Anforderung in den Vordergrund, die insbesondere für
kleine Wege und Geschwindigkeiten entscheidend ist: die Unterdrückung dieser reibungs-
induzierten Effekte. In den meisten konventionellen Anwendungen wird diesem Problem
durch Schmierung begegnet. In der hier untersuchten Variante führt eine hochfrequente
Relativbewegung zu einer Minderung der Reibung. Neben dem Wegfallen der Schmier-
mittelzufuhr und Dichtungen und entsprechenden Wartungsaufgaben, zeichnet sich diese
Technologie durch eine steuerbare Reibcharakteristik aus. Die Reibkennlinie kann durch
Amplitude und Frequenz der Anregung gezielt beeinflusst werden. Das zugrundeliegen-
de Prinzip dieser Reibwertglättung wird in den folgenden Abschnitten beschrieben. Nach
der Wiedergabe des aktuellen Standes der Technik wird ein prinzipieller Konstruktions-
vorschlag gemacht. Es werden die dafür erforderlichen Modelle aufgestellt, aus denen im
letzten Abschnitt eine konkrete Realisierung ableitet wird.

4.1 Stand der Technik
Trockengleitlager unterscheiden sich von geschmierten Gleitlagern durch die Abwesen-
heit eines flüssigen Schmierstoffes [28]. Ihr Aufbau ist einfach, und sie benötigen keine
Mindestgeschwindigkeit/-drehzahl. Sie werden in Verpackungsmaschinen, in Förderanla-
gen, in der Lebensmittelindustrie, bei Büromaschinen und zur Ankerlagerung von Elektro-
magneten eingesetzt. Als typische Materialpaarungen kommen abrasionsbeständige Kom-
binationen wie oberflächengehärteter Stahl und Thermo-/Duroplaste (Polytetrafluorethen
(PTFE) „Teflon“, „Moldflon“, „Zedex“) zum Einsatz [28]. In neueren Varianten werden die
Laufflächen entweder durch Teflon in den Poren einer aufgesinterten Metallschicht gebil-
det („Glycodur“) oder das Teflon als Festschmierstoff in einer Kunststoffmatrix eingebet-
tet („Permaglide“), wodurch sich gute Gleit- und Schmiereigenschaften ergeben. Der Ver-
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4 Trockengleitlager als spiel- und reibungsarme Drehgelenke

schleiß folgt in guter Näherung dem etablierten Vorhersagemodell, gemäß dem ein linearer
Zusammenhang zwischen der Reibleistung und der Abtragsrate vorliegt [90]. Marktübliche
Trockengleitlager sind im Gegensatz zu den in dieser Arbeit favorisierten jedoch spielbe-
haftet.
Ein zentrales Problem bei Gleitlagern und -führungen ist die Reibung, vor allem im Zu-
sammenhang mit kleinen Wegen und Geschwindigkeiten. Der Übergang Haften-Gleiten
(µH > µG, fallende Kennlinie) verursacht Ruckgleiten (engl.: stick-slip) und Losreißen.
Unter Ruckgleiten versteht man den Wechsel aus Haft- und Gleitphasen, wenn beide Kon-
taktpartner relativ zueinander bewegt werden und die Bewegungserzeugung über eine end-
liche Steifigkeit eingeleitet wird. Losreißen bezieht sich auf den Beginn einer Bewegung,
gemeint ist das starke Beschleunigen eines Kontaktpartners, wenn die angreifende Kraft
die Haftkraft übersteigt, weil es dann durch den Abfall der Reibkennlinie sofort zu einer
Beschleunigung kommt. Die Spielreduktion, ob durch engere Passung oder durch Vorspan-
nung erzeugt, verstärkt diese unerwünschten Reibungseffekte. Zur Lösung dieses Problems
existieren verschiedene Ansätze, die entweder an einer Modifikation der Reibparameter
oder der regelungstechnischen Beeinflussung angreifen. Der zweite Ansatz basiert auf der
Kompensation bekannter Reibwiderstände für häufig auftretende Bewegungen. Weitere
Details folgen im Abschnitt 5.5.1 zu regelungstechnischen Aspekten der Trockengleitlager.
Der erste Ansatz wird traditionell durch Schmierung [91] gelöst. Es existieren auch Vor-
schläge der Oberflächenbehandlung, um „Supraschmierfähigkeit“ (engl.: superlubricity) zu
erzielen [123]. Diese befinden sich noch im Anfangsstadium der Entwicklung.
In dieser Arbeit wird ein anderer Weg gewählt, und zwar die Beeinflussung der Reibparame-
ter durch erzwungene, hochfrequente Schwingungen kleiner Amplitude. Dieser Effekt der
Reibwertglättung, ist seit den 1960er Jahren [105] bekannt und wird in der Ultraschallbear-
beitung, z.B. beim Ultraschallbohren oder Ultraschallfräsen [6] erfolgreich eingesetzt. Die
fallende Kennlinie wird durch hochfrequente Anregung beseitigt. Zur Erzeugung der Reib-
wertglättung ist eine hochfrequente Relativbewegung kleinster Wegamplituden zwischen
den Kontaktpartnern notwendig. Prinzipiell kommen drei Varianten von Relativbewegun-
gen in Frage: longitudinal, transversal und normal zur makroskopischen Sollbewegung.
Abb. 4.1 zeigt die beteiligten Kontaktflächen und die Geschwindigkeit, in deren Richtung
sich die eine Kontaktfläche makroskopisch gegenüber der anderen bewegen soll. Bei den ers-
ten beiden Varianten befinden sich die Kontaktpartner im ständigen Zustand des Gleitens,
bei der dritten Variante liegt ein Vibro-Impact System vor, dessen Kontaktzeiten deutlich
kleiner als die Schwingungsdauer sind [6]. Auf die Werkstoffauswahl und -behandlung wird
nicht eingegangen, sondern auf bewährte Materialpaarungen zurückgegriffen.
Der Effekt der Reibwertreduktion (statischer Reibwert) ist für alle drei Effekte rechnerisch
und experimentell nachgewiesen [121]. Insbesondere die Beseitigung der makroskopisch
fallenden Reibkennlinie durch den Longitudinaleffekt wurde rechnerisch nachgewiesen [21,
117] und wird in der Praxis bei Linearführungen genutzt [62, 95]. In Robotergelenken mit
Drehantrieben werden den Stellgrößen hochfrequente Anteile (engl.: dither) überlagert,
um die Reibung, ebenfalls durch den Longitudinaleffekt, zu reduzieren [4, 43, 75]. Eine
praktische Umsetzung der Reibwertglättung in Drehgelenken ohne Drehantriebe ist nicht
bekannt.
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(a) (b) (c)

Abbildung 4.1: Bei der Reibwertglättung zwischen zwei Kontaktflächen werden nach der
Richtung der hochfrequenten Schwingung in Bezug zur Sollbewegung drei
Effekte unterschieden: Longitudinal- (a), Transversal- (b) und Normaleffekt
(c)

4.2 Reibwertglättung durch hochfrequente
Schwingungsanregung

Der klassische Reibschwinger „Masse auf Band“ aus Abb. 4.2(a) ist das einfachste Modell,
um Reibungseffekte zu untersuchen [102]. Er gibt die wichtigsten Eigenschaften wieder
und dient als Modell für viele technische Systeme. Die damit erzielten Ergebnisse identifi-
zieren eindeutig die fallende Kennlinie als Ursache des Ruckgleitens (engl.: stick-slip), das
unterhalb einer bestimmten Bandgeschwindigkeit vb1 auftritt, siehe Abb. 4.2(b). Wie von
Thomsen [146] gezeigt, lassen sich diese fallenden Abschnitte der Reibkennlinie durch den
Longitudinaleffekt beseitigen und so Ruckgleiten für alle Bandgeschwindigkeiten unter-
drücken. Nach derselben Vorgehensweise soll hier der Transversaleffekt auf seinen Einfluss
auf den Verlauf der Reibkennlinie untersucht werden. Der Transversaleffekt wird favori-
siert, weil er für die Reibwertglättung in Drehgelenken konstruktiv einfacher umzusetzen
ist als die beiden anderen Effekte. Er lässt sich durch axiale Bolzenschwingungen erzie-
len, während für den Longitudinaleffekt der Lagerbolzen zu Drehschwingungen angeregt
werden müsste. Als Konsequenz reduziert sich der effektive Reibwert bei Drehbewegungen
der Hülse um den Bolzen. Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist es, entsprechende
Auslegungskriterien für den Lagerentwurf bezüglich der Schwingungsanregung und ihrer
aktorischen Umsetzung zu erarbeiten.

4.2.1 Reibschwinger mit hochfrequenter Anregung in transversaler
Richtung

Der Reibschwinger mit transversaler, hochfrequenter Anregung, siehe Abb. 4.3(a), unter-
scheidet sich vom klassischen Reibschwinger in Abb. 4.2(a) durch die zusätzliche hochfre-
quente Bewegung mit der Geschwindigkeit vhf , senkrecht zur Bewegung der Masse. Bei
dieser Modellierung entspricht die Masse m der drehenden Hülse und das Band dem Bol-
zen. Unter Verwendung der entdimensionierten Größen
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(a)

statisches
Gleichgewichtstick-slip

(b)

Abbildung 4.2: Klassischer Reibschwinger [102]: Modell des klassischen Reibschwingers (a)
und die Amplitude seiner selbsterregten Schwingung in Abhängigkeit der
Bandgeschwindigkeit (b)

(a) (b)

Abbildung 4.3: Reibschwinger mit hochfrequenter Anregung in transversaler Richtung:
Modell in Seitenansicht (a) und Darstellung der Geschwindigkeitskompo-
nenten in Draufsicht (b)

τ = ω0t, ω
2
0 = k

m
, x = X

L
, γ2 = FN

kL
, 2β = c

km
, vb = Vb

ω0L
, vhf = Vhf

ω0L
(4.1)

lautet die Bewegungsgleichung

x′′ + 2βx′ + x+ γ2µ(vr)
x′ − vb
vr

= 0. (4.2)

Darin steht vr =
√

(x′ − vb)2 + v2
hf für die Relativgeschwindigkeit zwischen Masse und

Band, wobei eine harmonische Bewegung vhf = v̂ cos Ωτ angenommen wird. Wie in
Abb. 4.3(b) zu sehen, wechselt die Relativgeschwindigkeit ihre Richtung.
Weil eine hohe Frequenz angenommen wird, entspricht ihr Reziprokes Ω−1 einem kleinen
Parameter im Sinne der Mittelwertbildung [16]. Die Bewegung wird auf zwei Zeitskalen be-
trachtet, eine mit der langsamen Zeit τ und eine mit der schnellen Zeit T = Ωτ . Durch das
entsprechende Zerlegen der Bewegung in einen langsamen Anteil z(τ) und einen schnellen,
kleinen Anteil Ω−1φ(τ, T ) wird aus der Ortsfunktion und ihren Ableitungen

x = z(τ) + Ω−1φ(τ, T ), (4.3a)
xτ = zτ (τ) + Ω−1φτ (τ, T ) + φT (τ, T ), (4.3b)
xττ = zττ (τ) + Ω−1φττ (τ, T ) + 2φTτ (τ, T ) + ΩφTT (τ, T ), (4.3c)
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Abbildung 4.4: Typische Reibkennlinie

so dass die Bewegungsgleichung xττ + s(x, xτ ) = 0, in der Dämpfung und Rückstellung im
Term s(x, xτ ) zusammengefasst sind, die Form

φTT = 0− Ω−1
(
zττ + 2φTτ + s(z + Ω−1φ, zτ + Ω−1φτ + φT )

)
+ Ω−2φττ (4.4)

annimmt. Das Sortieren der Terme nach Größenordnungen ergibt

O(Ω0) : φTT = 0, (4.5a)
O(Ω−1) : zττ + s = −2φTτ , (4.5b)

wobei die weitere Entwicklung von s, bei der nur Terme der Größenordnung O(Ω0) und
darunter auftreten werden, später erfolgt. Aus Gleichung (4.5a) in Verbindung mit der
Normierungsbedingung

1
2π

∫ 2π

0
φ dT = 0 (4.6)

ist ersichtlich, dass keine schnelle Bewegung des Schwingers auftritt (φ = 0). Setzt man
dieses Ergebnis in die Mittelwertbildung für die langsame Bewegung z aus Gl. (4.5b) ein,
dann ergibt sich

< s > = < 2β(zτ + Ω−1φτ + φT ) + z + Ω−1φ+ γ2µ(vr)
xτ − vb
vr

> (4.7a)

= 2βzτ + z + γ2 < µ(vr)
zτ − vb
vr

> . (4.7b)

Um diesen Ausdruck auswerten zu können, muss die Reibkennlinie µ(vr) parametrisiert
werden. Es wird die in Abb. 4.4 skizzierte polynomiale Approximation gewählt

µ(vr) = µssgn(vr)−
3
2(µs − µm)

(
vr
vm
− 1

3

(
vr
vm

)3
)
. (4.8)

Ordnen nach Potenzen von vr und Aufteilung in drei Summanden für die Integration der
Mittelwertbildung führt auf die Darstellung

< µ(vr)
zτ − vb
vr

> = < (µssgn(vr) + α1vr + α3v
3
r)
zτ − vb
vr

> (4.9a)

= M0 +M1 +M3 (4.9b)
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mit

α1 = −3
2
µs − µm
vm

, α3 = 1
2
µs − µm
v3
m

. (4.10)

Weiter wird der Ausdruck zτ − vb = vx abgekürzt als die Komponente der Relativge-
schwindigkeit vr zwischen Masse und Band in Richtung der Bandgeschwindigkeit. Ohne
den transversalen Anteil vhf wären beide identisch, d.h. dann wäre vx = vr. Es handelt sich
bei vx um die makroskopisch sichtbare Relativgeschwindigkeit zwischen Masse und Band.
Die Projektion der Reibkraft auf die x-Achse enthält die Richtungsinformation, so dass vr
als Betrag der Relativgeschwindigkeit stets positiv ist. Die Summanden sind somit

M0 = 1
2π

∫ 2π

0
µs
vx
vr

dT, (4.11a)

M1 = 1
2π

∫ 2π

0
α1vx dT, (4.11b)

M3 = 1
2π

∫ 2π

0
α3v

2
rvx dT (4.11c)

und werden einzeln integriert. Die Integration des ersten Summanden

M0 = µs
2π

∫ 2π

0

vx
vr

dT (4.12)

führt mit

vr =
√
v2
x + v̂2 cos2 T (4.13)

auf

M0 = µs
2π

∫ 2π

0

vx√
v2
x + v̂2 cos2 T

dT. (4.14)

Mit den Abkürzungen ζ = vx/v̂ und k = 1√
1+ζ2

ergibt sich

M0 = µs
2π

∫ 2π

0

ζ√
ζ2 + cos2 T

dT (4.15a)

= µs
2πkζ

∫ 2π

0

1√
1− k2 sin2 T

dT (4.15b)

= 2µs
π
kζ
∫ π/2

0

1√
1− k2 sin2 T

dT (4.15c)

= 2µs
π
kζK1(k) (4.15d)

und damit ein vollständiges elliptisches Integral erster Ordnung.
Die Integrationen des zweiten und dritten Summanden sind einfach. Mit

vx = zτ (τ)− vb 6= f(T ) (4.16)
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Abbildung 4.5: Beispielhafte makroskopisch wirksame Reibkennlinien für µs = 0.09, µm =
0.06, vm = 1 m/s und verschiedene Werte der hochfrequenten Anregung:
v̂/vm = 0 (durchgezogen), v̂/vm = 1/10 (gestrichelt), v̂/vm = 1 (gepunktet)

ergeben sich

M1 = 1
2π

∫ 2π

0
α1vx dT (4.17a)

= α1vx (4.17b)

und

M3 = 1
2π

∫ 2π

0
α3v

2
rvx dT (4.18a)

= 1
2π

∫ 2π

0
α3(v2

x + v̂2 cos2 T )vx dT (4.18b)

= α3vx(v2
x + 1

2 v̂
2). (4.18c)

Die Differentialgleichung der langsamen Bewegung folgt durch das Einsetzen dieser Ergeb-
nisse in Gl. (4.5b). Sie enthält neben den konstanten Parametern der Ausgangsgleichung
und der Amplitude der hochfrequenten Bewegung v̂ nur noch die Abhängigkeit von der
Geschwindigkeit vx in Form des gemittelten Reibwerts

zττ + 2βzτ + z + γ2µ̄(vx) = 0. (4.19)

Die erhaltene Differentialgleichung für z entspricht der Bewegungsgleichung des klassi-
schen Reibschwingers mit der Besonderheit, dass die Reibkennlinie modifiziert worden ist.
Abb. 4.5 ist zu entnehmen, wie die makroskopisch wirksame Reibkennlinie

µ̄(vx) = 2kµsvxK1(k)
πv̂

+
vx
(
µm − µs

)(
3v2

m − (v̂2/2 + v2
x)
)

2v3
m

(4.20)

mit steigender Geschwindigkeitsamplitude der hochfrequenten Bewegung geglättet wird.
Damit ist der theoretische Funktionsnachweis erbracht. Abschließend soll die mindestens
notwendige Geschwindigkeitsamplitude v̂ gefunden werden, bis keine fallenden Abschnitte
der Reibkennlinie mehr auftreten. Dieser Grenzfall ist genau dann erreicht, wenn beide
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Extrema der Reibkennlinie zu einem Sattelpunkt verschmelzen. Mathematisch bedeutet
dies, dass dann ein Wert der Geschwindigkeit vx existiert, an dem die Ableitungen

dµ̄
dvx

= −2µsk
E2(k)−K1(k)

πv̂
− (µm − µs)(v̂2 − 6v2

m + 6v2
x)

4v3
m

= 0, (4.21a)

d2µ̄

dv2
x

= −2µsk
(v̂2 − v2

x)E2(k) + v2
xK1(k)

πv̂vx(v̂2 + v2
x)

− 3vx
µm − µs
v3
m

= 0 (4.21b)

verschwinden. Damit liegen zwei Gleichungen für zwei Unbekannte vor. Diese Unbekann-
ten sind die notwendige Mindestamplitude v̂ und die Geschwindigkeit vx, an der sich der
Sattelpunkt befindet. Aufgrund der Nichtlinearität dieser beiden Gleichungen ist nur noch
eine numerische Lösung bei gegebenen Parametern (µs, µm, vm) möglich.
Neben der Elimination der störenden Effekte ist die modifizierte Kennlinie im Zusammen-
hang mit der Anwendung zu bewerten. Zum einen kann sich die verbleibende Reibung
durch ihre dissipative und damit schwingungsdämpfende Wirkung vorteilhaft auf den Be-
trieb auswirken, zum anderen führt sie zu erhöhtem Energieverbrauch und stärkerer Er-
wärmung.

4.3 Erzeugen der Reibwertglättung im Trockengleitlager
Aus dem vergangenen Kapitel geht hervor, dass sich reibungsinduzierte Effekte unter-
drücken lassen, wenn eine hinreichend große Geschwindigkeitsamplitude zwischen Bolzen
und Hülse erreicht wird. Die Erzeugung dieser Relativbewegung ist Gegenstand dieses Ab-
schnitts. Dabei wird die Annahme getroffen, dass der Bolzen durch zwei Hülsen (oben/un-
ten) mit dem Gehäuse und einer Hülse (mittig) mit der Strebe verbunden ist und am
unteren Ende angeregt wird. Die mittlere Hülse dreht sich mit der Strebe um den Bolzen
während die beiden anderen Hülsen mit dem Lagergehäuse verbunden sind. Am Fußpunkt
wird der Bolzen durch einen piezoelektrischen Aktor zu hochfrequenten Schwingungen
angeregt. Auf der gegenüberliegenden Seite befindet sich eine vorgespannte Feder. Eine
beispielhafte konstruktive Umsetzung ist in Abb. 4.6 dargestellt. Die zu beantwortenden
Fragen sind:

1. Erreichen die hochfrequenten Schwingungen in axialer Richtung den Kontaktbereich
zwischen Hülse und Bolzen und können sie das Haften lösen?

2. Ist die Reibwertreduktion ausreichend, um unerwünschte Effekte wie Losreißen und
Ruckgleiten beim Drehen der Hülse um den Bolzen auszuschließen?

3. Geht der Kontakt zwischen Piezoaktor und Bolzen zeitweise verloren?

Zur Analyse der Bolzenschwingung erscheinen folgende nach Detailierungsgrad geordnete
Modellierungsansätze sinnvoll:

• konzentrierte Parameter
– Einmassenschwinger
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Abbildung 4.6: Konstruktionsvorschlag: an einem Ende des Bolzens befindet sich der Ak-
tor, am anderen die Vorspannfeder und dazwischen ist er von drei Hülsen
umgeben

– Mehrmassenschwinger

• verteilte Parameter
– Stabmodell (1D)
– Axialsymmetrisches Kontinuumsmodell (2D)
– Volles Kontinuumsmodell (3D)

Zwischen Bolzen und Hülse wird trockene Reibung und als Materialmodell linear elas-
tisches Verhalten aller Teile angenommenen. Die Hülsen lassen sich dabei entweder als
starrer Reibkontakt oder als eigenständige Körper modellieren. Der Vorteil der Modelle
mit konzentrierten Parametern besteht darin, dass sie sich noch weitgehend mit analyti-
schen Methoden behandeln lassen, während die Behandlung der Kontinuumsmodelle nur
noch numerisch möglich ist. Die einfachste Modellierung beschreibt den ganzen Bolzen als
Starrkörper, um grundsätzliche Aussagen über Anregung und Verhalten der Bolzenschwin-
gung zu erhalten. Die Diskretisierung des Dehnstabmodells führt zu einem Mehrmassen-
schwinger. Die im Kontakt stehenden Abschnitte entsprechen dann starren Körpern und
die Abschnitte dazwischen Federn. Dadurch erhält man ein genaueres Bild der Zustände
zwischen dem Bolzen und den einzelnen Hülsen. Eine feinere Modellierung ist mit FEM
möglich, wobei ein axialsymmetrisches Modell auch Informationen über die Spannungs-
verteilung in radialer Richtung liefert. Ein volles dreidimensionales Modell geht über die
zur Verfügung stehenden Rechenkapazitäten hinaus und verspricht keinen signifikanten
Erkenntnisgewinn.

4.3.1 Starrkörpermodell des Lagerbolzens
Die folgenden Ausführungen dienen als Einstieg in die Untersuchung schwingungsfähiger
Systeme mit Reibkontakt und als Vorbetrachtung für die Lagergestaltung. Das einfachste
Modell beruht auf der Annahme, dass der Bolzen sich wie ein Starrkörper verhält. Diese
Annahme ist zulässig, wenn die Steifigkeit des Bolzens deutlich größer ist, als die der elas-
tischen Lagerung und die Anregungsfrequenz unterhalb seiner ersten Eigenfrequenz liegt.
Abb. 4.7 zeigt das entsprechende Modell, einmal mit starrem Reibkontakt und einmal mit
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(a) (b)

Abbildung 4.7: Modellierung des Bolzens als Einmassenschwinger im Reibkontakt mit ei-
ner starrer Wand (a) oder mit den drei Hülsen, die zu einer Masse zusam-
mengefasst werden (b)

der Hülse als zweite Masse. Der piezoelektrische Aktor wird durch die Fußpunktanregung
up der linken Feder modelliert und die Vorspannung durch die Verschiebung uv des Fuß-
punktes der rechten Feder. Die Bewegung des Bolzens wird aufgeteilt in die stationäre
Gleichgewichtslage

u0 = cvuv
cp + cv

(4.22)

und die Auslenkung u1 aus der Gleichgewichtslage. Damit ergeben sich die Bewegungsglei-
chungen für Gleiten

mü1+(cv+cp)u1+FRsgnu̇1 = cpûp cosωat wenn |mü1+(cv+cp)u1−cpûp cosωat| > FR,

(4.23)

und für Haften

u̇1 = 0 wenn |(cv + cp)u1 − cpûp cosωat| < FR und u̇1 = 0 (4.24)

mit trockener Reibung FR = µ(u̇)FN zwischen Bolzen und den Hülsen. Diese nichtglatte
Formulierung wird Regularisierungen der Reibkennlinie vorgezogen, weil es für die Aus-
legung wichtig ist, Haftzustände zu erkennen. Mögliche Dämpfungskräfte sind sehr klein
gegenüber der Reibung und werden deswegen vernachlässigt, d.h. die gesamte Dissipati-
on läuft über die Reibung ab. Weil der Bolzen zwischen Piezoaktor und Vorspannfeder
geklemmt ist und diese Verbindungen keine Zugkräfte aufnehmen können, müssen die Un-
gleichungen

u0 + u1 − up > 0 (4.25a)
uv − u0 − u1 > 0 (4.25b)

(4.25c)

immer erfüllt sein. Diese Bedingungen werden im Nachhinein überprüft. In dimensionsloser
Form ω2

0 = c/m, τ = ω0t, U = u/L, ε = FR/(cL), Ua = ûpcp/cL, η = ωa/ω0 mit
c = cp + cv lautet die Bewegungsgleichung

U ′′ + U + ε sgnU ′ = Ua cos ητ, (4.26)
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Abbildung 4.8: Phasenkurven der freien Schwingung des Einmassenschwingers für verschie-
dene Anfangsbedingungen (a) und Phasenkurven der mit Ua = 1.0 und
η = 0.8 erzwungenen Schwingung (b) für einen willkürlich gewählten Wert
der Reibkraft ε = 0.2 (schwache Reibung)

wobei die Wahl der charakteristischen Länge L nicht eindeutig festgelegt ist. Hier wird der
Hub ûp des Piezoaktors verwendet. Zum Einstieg in dieses Modell wird der Fall schwacher
Reibungskraft (ε << 1) betrachtet. Unter dieser Annahme lassen sich freie und erzwunge-
ne Schwingungen durch asymptotische Methoden [102] nähern. Für die freie Schwingung
(Ua = 0) liefert eine Mittelwertbildung den linear abklingenden Verlauf

U(τ) = (U0 −
2
π
ετ) cos(τ + β0), (4.27)

und für erzwungene Schwingungen folgt aus dem Verfahren der Harmonischen Balance
[102] die Approximation der Reibung durch eine äquivalente, amplitudenabhängige, viskose
Dämpfung

U ′′ + 2DU ′ + U = Ua cos ητ mit D = 2εFR

πη Ua

1−η2

√
1−

(
4εFR

πUa

)2
. (4.28)

Abb. 4.8 zeigt das Abklingen der freien Schwingungen bei verschiedenen Anfangsbedin-
gungen, bis die Haftgerade (U ′ = 0, |U | < ε) erreicht wird und den Einschwingvorgang bei
harmonischer Anregung.
Bei starker Reibung tauchen Haftphasen, wie in Abb. 4.9 zu sehen, auf. Mit steigender
Reibung verlängern sich diese Haftphasen. Übersteigt die Reibung den kritischen Wert
(ε > Ua), so klingen alle erzwungenen Schwingungen ab und kommen im Intervall |U | <
ε− Ua zum Stillstand.
Im Folgenden wird am Einmassenschwinger gezeigt, wie die Trägheit der Hülse einbezogen
werden kann, denn die Hülsen lassen sich in der Praxis nicht vollständig in Ruhe fixie-
ren. Deswegen muss durch die Wahl der Hülsenmasse und -lagerung garantiert werden,
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Abbildung 4.9: Geschwindigkeitsverlauf (a) und Phasenkurve (b) einer erzwungenen
Schwingung (Ua = 1.0, η = 0.8) des Einmassenschwingers für einen will-
kürlich gewählten Wert der Reibkraft ε = 0.9 (starke Reibung)

dass es zu der für die Reibwertglättung erforderlichen Relativbewegung zwischen Hülse
und Bolzen kommt. Die Erweiterung des bisherigen Modells zeigt Abb. 4.7 (b). Die Bewe-
gungsgleichungen dieses Zweimassenschwingers lauten für Gleiten

U ′′Σ + U ′′∆ + UΣ + U∆ + µ sgnU ′∆ = F (τ), (4.29a)
α(U ′′Σ + U ′′∆) + γ(UΣ − U∆)− µ sgnU ′∆ = 0 (4.29b)

(4.29c)

und für Haften

(1 + α)U ′′Σ + (1 + γ)UΣ = F (τ), (4.30a)
U ′′∆ = U ′∆ = 0. (4.30b)

(4.30c)

Dabei enthält F (τ) die Modellierung des Piezos. Als Variablen werden die Summen und
die Differenzgeschwindigkeit

UΣ = UB + UH
2 und U∆ = UB − UH

2 . (4.31)

betrachtet, weil gerade der Verlauf der Differenzgeschwindigkeit für die Reibwertglät-
tung relevant ist. Weiterhin ist die Gleichung des Bolzens wie beim Einmassenschwinger
entdimensioniert worden. Die Koeffizienten der Hülsengleichung entsprechen dem Mas-
senverhältnis α = mH/mB und dem Steifigkeitsverhältnis γ = cH/cB. Das Umschal-
ten zwischen den beiden Differentialgleichungssystemen geschieht durch die Ereignisse
Gleiten→ Haften:

U ′∆ = 0 und µ > |αF − UΣ(1 + γ)
1 + α

+ γ(UΣ − U∆)| (4.32)
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Abbildung 4.10: Erzwungene Schwingung des Modells Bolzen und Hülse als einzelne Mas-
sen: Zeitverläufe der Summen- (gestrichelt) und Differenzgeschwindigkeit
(durchgezogen) (a) und Phasenkurve der Differenzgeschwindigkeit (b) für
die Parameter des Konstruktionsvorschlags (ε = 0.02, Ua = 0.7, η = 0.4)

und Haften→ Gleiten:

µ <

∣∣∣∣∣F − UΣ − U∆ −
F − UΣ(1 + γ)

1 + α

∣∣∣∣∣ . (4.33)

Die in Abb. 4.10 dargestellten Ergebnisse zeigen den Grenzfall, bei dem kurze Haftphasen
zwischen Bolzen und Hülse entstehen. Die Tendenz zu längeren Haftphasen wird durch
sinkende Hülsenmasse und ein Steifigkeitsverhältnis γ ≈ 1 verstärkt. Die Haftgerade, die
im Phasenportrait des Einmassenschwingers zu erkennen ist, tritt nun im Phasenportrait
der Geschwindigkeitsdifferenz auf. Die Berücksichtigung der Hülse als eigener Körper an-
stelle eines starren Kontaktes hat großen Einfluss auf die Relativgeschwindigkeit. Mit den
Parametern des Konstruktionsvorschlages aus Abschnitt 4.4 reduzieren sich die Ausschläge
der Relativgeschwindigkeit um 30%.

4.3.2 Mehrmassenmodell des Lagerbolzens
Die Modellierung des Bolzens als Starrkörper macht keinen Unterschied zwischen den ein-
zelnen Kontakten. Daher bleibt die Frage offen, wie sich die Bolzenbewegung auf die ein-
zelnen Kontakte verteilt. Intuitiv gelangt man zu dem Bild, dass der Aktor als Energie-
quelle fungiert und die Reibstellen als Energiesenken. An jeder Reibstelle wird dem Bolzen
Energie entzogen und somit die für die Reibwertglättung notwendig Relativbewegung ver-
ringert. Das Ziel der folgenden Untersuchungen ist die Bestimmung der Geschwindigkeits-
amplituden zwischen den einzelnen Hülsen und dem Bolzen. Die Bewegungsgleichung des
Dehnstabs erhält man beispielsweise durch das Prinzip von Hamilton. Modelle mit verteil-
ten Parametern, wie ein Dehnstab, führen auf partielle Differentialgleichungen. Als Diskre-
tisierung stellt sich die grundsätzliche Frage, ob globale oder lokale Ansätze zu verwenden
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(a)

(b)

Abbildung 4.11: Dehnstab mit Reibrandbedinungen (a) und dessen Diskretisierung als
Fünfmassenschwinger (b), die Reibkontakte sind als starre Wand dar-
gestellt können aber wieder als zusätzliche Körper modelliert werden

sind. Im gegebenen Problem, in dem sich Bereiche mit und ohne Reibkontakt abwechseln
und entsprechende Schubspannungen an der Oberfläche auftreten, müssen die Ansatz-
funktionen in der Lage sein, diese sprunghafte Änderungen in den Oberflächenspannungen
abzubilden. Das ist mit lokalen Ansätzen deutlich einfacher, weshalb diese bevorzugt wer-
den. Als Freiheitsgrade wird an jedem Kontaktbereich (Mittelpunkt) jeweils ein Knoten
eingeführt, hinzu kommen noch der aktuierte Fußpunkt und die Vorspannfeder. Durch die-
se Modellierung gelangt man zu dem Modell des Mehrmassenschwingers aus Abb. 4.11(b).
Es entspricht starren Massen mit Reibkontakten, die untereinander durch elastische Federn
gekoppelt sind. Zur Bestimmung der Modellparameter (konzentrierte Massen und Steifig-
keiten) werden, wie in der FEM üblich, lineare Ansatzfunktionen (Stabelemente) für jeden
Abschnitt

N1 = 1− ξ
2 und N2 = 1 + ξ

2 (4.34)

auf dem Einheitsintervall ξ = −1 . . . 1 eingeführt. Damit folgen die hinlänglich bekannten
Elementmatrizen (Masse-, Steifigkeitsmatrix)

M = %AL

6

[
2 1
1 2

]
K = EA

L

[
1 −1
−1 1

]
. (4.35)

Um zu dem Modell aus Abb. 4.11 zu gelangen, muss die Massenmatrix diagonalisiert (engl.:
mass lumping) werden. Dazu wird das Verfahren nach Pepper und Heinrich [116] heran-
gezogen, bei dem in der Hauptdiagonalen die Summe aller Matrixeinträge der jeweiligen
Zeile stehen und alle anderen Positionen zu null werden

ML
ij =


N∑
i=1

Mij, i = j

0, i 6= j.
(4.36)

Damit ist die linke Seite der Matrixgleichung

MLü + Ku = f (4.37)
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aufgestellt und als nächstes folgt die Berechnung des Kraftvektors f auf der rechten Seite.
Er beinhaltet die Anregung durch den piezoelektrischen Wandler und die Reibkräfte. Zur
Modellierung des piezolektrischen Wandlers wird von einem Einfreiheitsgradmodell

mẍ+ dẋ+ cx−Ku = f(t), (4.38a)
Cu̇+ u/R +Kẋ = i(t), (4.38b)

siehe beispielsweise Preumont [124], ausgegangen. Unter der Annahme offener Elektroden
(i = 0) und Addition der beiden Gleichungen ergibt sich

mẍ+ (d+K)ẋ+ cx = f(t) + (K − 1/R)u(t)− Cu̇(t), (4.39)

was der Modellierung der piezoelektrischen Aktuierung als Kraft entspricht. Aus dem Reib-
gesetz folgt für die drei Knoten, welche den Reibkontakt modellieren,

f = µFNsgnu̇. (4.40)

Die so erhaltenen Parameter lassen sich einem Mehrkörpersystem zuordnen und mit kom-
merzieller Software [77] numerisch lösen. Die Simulation der erzwungenen Schwingungen
zeigt, dass wie erwartet, an jeder Reibstelle Energie dissipiert wird und die Amplitude der
Relativbewegung an der anregungsfernsten Hülse am geringsten ist. Als Bezug dient die
Fußpunktbewegung mit x̂ = 5 µm, die bei 20 kHz einer Geschwindigkeitsamplitude von
v̂ = 0.62 m/s entspricht. Wie in Abb. 4.12(a) zu sehen sind die Geschwindigkeiten des
Bolzens in der Mitte geringer als am Fußpunkt. Am Ende des Bolzens betragen die Am-
plituden je nach Parameterwahl nur noch einen Bruchteil derer am Fußpunkt. Demzufolge
treten an den anregungsfernen Kontakten längere Haftphasen auf. Außerdem lässt sich
feststellen, dass sich in Abhängigkeit der Parameterverhältnisse beim Unterschreiten einer
gewissen Mindestamplitude die Kontakte zwischen Hülsen und Bolzen in einen ständigen
Haftzustand übergehen. Dann gibt es keine Relativbewegung mehr und es wird auch keine
Energie mehr dissipiert. Folglich bleiben die Amplituden erhalten. Ähnlich lässt sich bei
der Simulation der freien Schwingung beobachten, wie die Haftgerade erreicht wird. Dann
wird die Verlustleistung des entsprechenden Reibkontakts abrupt zu null. Bis zu diesem
Übergang des Haftens ist bei den freien Schwingungen wie erwartet ein zeitlich linearer
Abfall der Amplituden zu erkennen. Diese eindimensionale Modellierung kann durch ei-
ne weitere Unterteilung des Bolzens und der gekoppelten Dynamik des piezoelektrischen
Wandlers weiter verfeinert werden, jedoch wird als nächstes direkt der Übergang zur zwei-
dimensionalen Modellierung vollzogen, um zu untersuchen, ob eventuell Effekte durch die
radiale Spannungsverteilung auftreten.

4.3.3 Axialsymmetrisches Kontinuumsmodell des Lagerbolzens
Das FEM-Modell besteht aus dem Bolzen und drei Hülsen. Zwischen den Hülsen und
dem Bolzen wirkt trockene Reibung. Die Materialparameter lassen sich direkt zuordnen.
Für das Übermaß wurde ein Wert von ∆u = 1µm angenommen. Das Modell wurde mit
der kommerziellen Software COMSOL Multiphysics [26] gelöst. Abb. 4.13 zeigt die Span-
nungsverteilung im Anfangszustand. Die Werte der Druckspannung liegen weit unterhalb
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Abbildung 4.12: Geschwindigkeitsverläufe des mittleren Reibkontakts des Achtmassen-
schwingers (drei Hülsen und Diskretisierung des Stabes in fünf Massen):
Absolutgeschwindigkeiten von Bolzen (durchgezogen) und Hülse (gestri-
chelt) (a) und Geschwindigkeitsdifferenz (b)

Abbildung 4.13: Axialsymmetrisches FEM-Modell des Bolzens mit drei Hülsen: Span-
nungsverteilung im Anfangszustand (Übermaß ∆u = 1µm)

der Fließgrenzen beider Werkstoffe und die dazugehörigen Verformungen liegen im Bereich
der Oberflächenrauigkeit.
Aus den Geschwindigkeiten des Bolzens und der mittleren Hülse in Abb. 4.14 geht hervor,
dass der Kontakt im Gegensatz zu den vorherigen Modellen nur in eine Richtung glei-
tet. Das lässt sich auf die geänderten Randbedingungen zurückführen. Im Gegensatz zu
den vorherigen Modellen sind im FEM-Modell die Hülsen nicht elastisch gelagert, sondern
frei beweglich. An dieser Stelle bestehen noch Anknüpfungspunkte für weitere Untersu-
chungen, um die unterschiedlichen Modelle weiter zum Abgleich zu bringen. Neben der
Betrachtung von Effekten in radialer Richtung ist ein weiteres Ziel die Einbeziehung der
Kontinuumsdynamik. Ein Aspekt für weiterführende Untersuchungen besteht darin, her-
auszufinden welchen Einfluss die elastischen Moden des Bolzens auf die Reibwertglättung
haben. So stellt sich die Frage, ob einige Moden besonders gut geeignet sind, weil sie zu ho-
hen Amplituden in den Kontaktstellen führen. Aus den durchgeführten FEM-Rechnungen
wird zunächst nur geschlussfolgert, dass es bei den gewählten Parametern, nämlich de-
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Abbildung 4.14: Ergebnisse der FEM-Simulation: Geschwindigkeitskomponente v̇ zweier
Kontaktpunkte auf dem Bolzen (durchgezogen) und auf der Hülse (ge-
strichelt) an der Stelle z = 20 mm, der Mitte der mittleren Hülse, bei
harmonischer Anregung des Bolzenfußpunkts (a) und deren Differenz (b)

nen des im nächsten Abschnitt vorgeschlagenen Konstruktionsvorschlages, zu der für die
Reibwertglättung notwendigen Relativbewegung kommt.
Weiterhin erhebt sich die Frage, ob Nutzen und Aufwand der FEM-Simulationen in einem
angemessenen Verhältnis stehen. Obwohl die Hülsen schon vereinfacht wurden, ist die
dynamische Analyse des zweidimensionalen Modells sehr rechenaufwändig. Die Rechenzeit
ist um die Größenordnung 103 länger als die des Mehrmassenschwingers. Die Analyse des
vollen Modells (3D) würde ein Cluster voraussetzen. Dieser Aufwand bringt aber nur einen
kleinen Mehrwert für die Auslegung und wurde an dieser Stelle vermieden.

4.4 Konstruktionsvorschlag eines Trockengleitlagers mit
Reibwertglättung

Nachdem durch Simulationen der theoretische Funktionsnachweis des Trockengleitlagers
erbracht wurde, ist als nächstes ein konkreter Konstruktionsvorschlag abzuleiten. Ziel ist
es, schließlich einen Demonstrator zu bauen und damit experimentell nachzuweisen, dass
bei der Bewegung des Drehgelenks kein Ruckgleiten mehr auftritt. Neben den neuen Aus-
legungsrechnungen zur Reibwertglättung sind noch weitere tribologische Rechnungen zu
Erwärmung und Verschleiß durchzuführen. Der Festigkeitsnachweis erfolgt später im Zu-
sammenhang mit dem Einsatz in der Verfahreinheit in Abschnitt 6.2.3.
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Abbildung 4.15: Prinzipieller Entwurf eines Trockengleitlagers mit Reibwertglättung unter
Ausnutzung des Transversaleffekts

4.4.1 Grundlegende Annahmen und Festlegungen des Entwurfs

Es soll ein reines Radiallager entwickelt werden, da die axiale Lagerung nicht Aufgabe des
Trockengleitlagers ist, sondern bei Bedarf durch ein konventionelles Präzisionswälzlager
erfolgen soll.
Für den reibungsfreien Betrieb des Radiallagers soll der Lagerbolzen in axialer Richtung
in Bewegung versetzt werden. Um das zu erreichen, muss die Anregung im Lager unter-
gebracht und die Hülsen so angeordnet werden, dass der Bolzen axial geführt und radial
fixiert ist. Zum besseren Verständnis ist eine mögliche Umsetzung in Abb. 4.15 skizziert.
Für die Anregung ist unter dem Bolzen Platz für einen piezokeramischen Stapelaktor vor-
gesehen. Die für den Betrieb des Aktors notwendige Vorspannung wird durch eine Schraube
oberhalb des Bolzens erzeugt. Die mittlere Hülse ist mit der Strebe verbunden und dreht
sich um den Lagerbolzen, während die obere und die untere Hülse mit dem Gehäuse ver-
bunden sind und sich nicht drehen. Weitere Gestaltungsziele sind, den Aufbau modular
zu gestalten und Verschleißteile, wie Bolzen und Hülsen, schnell austauschen zu können.
Der Piezoaktor muss frei von Schub und Biegung gehalten werden. Aufgrund seiner hohen
elektrischen Betriebsspannung ist er gut zu isolieren. Alles muss in einem möglichst klei-
nen und steifen Gehäuse untergebracht sein. Aufgrund der trockenen Reibung sollte eine
abrasionsbeständige gut gleitende Materialpaarung gewählt werden, beispielsweise Teflon-
Stahl [28]. Als Materialien werden für den Lagerbolzen oberflächengehärteter Stahl, der
als Passstift mit einem minimalen Durchmesser von 3 mm erhältlich ist, und für die Hülse
Hochleistungskunststoffe der ZEDEX Familie (ZX530EL3) favorisiert. Als Passung wird
eine Übergangspassung gewählt. Für das Gehäuse wird auf Aluminium zurückgegriffen. Als
piezoelektrischer Stapelaktor erscheint die PICA-Reihe der Firma Physikinstrumente (PI)
geeignet, weil diese Aktoren sowohl hohe Kräfte als auch große Auslenkungen erzeugen.
Darüber hinaus sind sie in kleinen Abmessungen erhältlich.

Nachdem der prinzipielle Aufbau festgelegt worden ist, geht es nun um die Bestimmung
konkreter Werte für die Abmessungen der einzelnen Teile. Neben der Erfüllung der Reib-
wertglättung sind die üblichen tribologischen Auslegungsrechnungen zu Verschleiß und
Erwärmung durchzuführen. Die simulationsrelevanten Zahlenwerte der ersten Lagerkon-
struktion aus Abb. 4.16 sind in Tab. 4.1 zusammengestellt.
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Parameter Wert Quelle
Resonanzfrequenz (Bolzen) fB1 = 172kHz Dehnstab frei-frei [156]
Resonanzfrequenz (Aktor) fP1 = 126kHz PICA-007 (PIC151) [120]
Reibwert (Haften) µs = 0.09 Teflon-Stahl [18]
Reibwert (Gleiten) µg = 0.06 Teflon-Stahl [18]
Übermaß ∆u = 0 . . . 8µm Passung m6-H4 [57]
Kontaktdruck pN = 0 . . . 1.2MPa nach Kollmann [87]

Tabelle 4.1: Zahlenwerte für die Auslegung

Abbildung 4.16: Konstruktionsvorschlag eines Gleitlagers: Lagerbolzen (grün), Hülsen
(gelb), unter dem Bolzen befindet sich Platz für den Stapelaktor. Die
Schraube ganz oben dient zum Vorspannen des Bolzens bzw. des Stapel-
aktors.

4.4.2 Erzeugen der Reibwertglättung

Voraussetzung für die Berechnung der Reibkraft ist die Kenntnis des Normaldrucks zwi-
schen Bolzen und Hülse. Der Normaldruck eines solchen Pressverbandes berechnet sich
nach Kollmann [87] zu

pN = ∆uE∗
2d mit E∗ = 2

1
EA

(
1+Q2

A

1−Q2
A

+ νA

)
+ 1

EI

(
1+Q2

I

1−Q2
I
− νI

) . (4.41)
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Dabei stehen ∆u für das Übermaß, QI = da/di für das Verhältnis Außen- zu Innendurch-
messer des Lagerbolzens, QA = Da/Di für das Verhältnis Außen- zu Innendurchmesser der
Hülse. Die statische Rechnung

EA

lfrei
upiezo > 2πµspNdH lH , (4.42a)

210GPa · π · (1.5mm)2

20mm 0.5µm > π · 0.09 · 1.2MPa · 3mm · 4mm, (4.42b)

37N > 4.1N (4.42c)

zeigt, dass der Piezo in der Lage ist, Haften zu lösen. Dazu wird der Bereich des Bol-
zens zwischen Aktor und Kontaktstelle als elastisch angenommen. Die Kontaktstelle von
Interesse ist diejenige zwischen Bolzen und der mittleren Hülse, weil diese Hülse die Dreh-
bewegung vollführt. Für die Rechnung wurde die konservative Annahme getroffen, dass
der Aktor nur ein Zehntel seines vollen Hubs erzeugt.
Um für die gewählte Materialpaarung (µs = 0.09, µm = 0.06) die fallende Kennlinie zu
beseitigen, ist nach Gln. (4.21a)-(4.21b) ein Verhältnis von v̂/vm = 0.5 notwendig. Der
Parameter vm, die Geschwindigkeit bei welcher der minimale Reibwert auftritt, ist eine
ungewisse Größe. Es existieren dazu nur wenige Quellen. Aus [3] wurde der Wert von
vm = 0.2 m/s entnommen. Damit folgt, dass bei einer Wegamplitude von 5 µm eine
Frequenz von mindestens 17 kHz notwendig ist.
Für die erzwungenen Schwingungen wird so verfahren, wie im Abschnitt 4.3.1 erläutert.
Die erste Längseigenfrequenz des Lagerbolzens bei frei-freier Lagerung (siehe Tab. 4.1) liegt
weit oberhalb der geplanten Anregungsfrequenzen (20-50kHz). Diese Konstellation erlaubt
die Näherung als Einmassenschwinger [39]. Die Diagramme in den Abbildungen 4.10 und
4.12 bestätigen, dass es zu einer ausreichenden Relativbewegung zwischen Bolzen und
Hülsen kommt, um Reibwertglättung zu erreichen.

4.4.3 Tribologische Beanspruchung
Bei den Berechnungen zu Verschleiß und Erwärmung handelt es sich um Standardaufgaben,
die in der Dokumentation zu den Gleitlagerbuchsen der Firma Wolf [160] beschrieben sind.
An dieser Stelle erfolgt nur die zahlenmäßige Auswertung der Gleichungen.

Verschleiß

Für den Verschleiß wird auf das bewährte Achard-Modell [90] zurückgegriffen, das einen
linearen Zusammenhang zwischen Verschleißvolumen und dem Produkt aus Normalkraft
und Verschleißweg formuliert. Die Verschleißintensität k und weitere Korrekturfaktoren
werden den Auslegungsunterlagen der Firma Wolf [160] entnommen und sind in Tab. 4.2
aufgeführt. Die Verschleißrate berechnet sich nach der Formel

SG = Sn
kpkθ
kschm

. (4.43)

Dabei ist anzumerken, dass dieser Zusammenhang für große Bewegungen zwischen den
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Bezeichnung Variable Wert Annahme
Nominale Verschleißrate Sn 0.1 µm

km Oberflächenrauigkeit Zz = 20µm
Einfluss Flächenpressung kp 1.5 Flächenpressung pN = 1.25MPa
Einfluss Temperatur kθ 2.0 Gleitflächentemperatur θ = 40◦C
Einfluss Schmierung kschm 1.0 Trockenlauf

Tabelle 4.2: Korrekturfaktoren zur Berechnung der Verschleißrate und die dazugehörigen
Annahmen

Kontaktpartnern, im Fall von Gleitlagern typischerweise für viele Umdrehungen in ei-
ne Richtung, gilt. Die Übertragung der so berechneten Verschleißraten auf hochfrequente
Relativbewegungen kleiner Wegamplituden stellt eine Schätzung dar, die weitere experi-
mentelle Untermauerung verlangt.
Der Verschleißweg teilt sich in die hochfrequente, axiale Bolzenschwingung und die tangen-
tiale Sollbewegung auf. Der durch die Bolzenschwingung pro Periode zurückgelegte Weg
berechnet sich nach

shf =
T∫

0

|ωx̂ cosωt| dt = 4x̂. (4.44)

Bei einer Frequenz von 20 kHz und einer Amplitude von 5 µm werden somit pro Sekunde
0.4 mVerschleißweg zurückgelegt. Der bei einer 360◦-Drehung zurückgelegte Weg berechnet
sich nach

s360◦ = πdB. (4.45)

Bei einem Bolzendurchmesser von dB = 3 mm sind das 9.42 mm pro Umdrehung. Der Ver-
schleißweg für einen Mikrometer Abtrag beträgt bei der gewählten Materialpaarung und
den angenommenen Umgebungsbedingungen sV = 1/SG = 3.3 km/µm. Dieser Weg wird
nach 2 Stunden und 18 Minuten Betrieb der hochfrequenten Schwingungen (ohne Sollbe-
wegung) oder nach 354·103 Umdrehungen (Sollbewegung ohne Reibwertglättung) erreicht.
Das entspricht bei einem Lastkollektiv, bei dem pro Sekunde ein Weg von entsprechend
einer Umdrehung stattfindet, einer Einsatzdauer von 98 h. Aus diesen Schätzungen folgt,
dass die Reibwertglättung den größeren Teil des Verschleißes verursacht. Sie sollte deswe-
gen nur dann eingeschaltet werden, wenn sie gebraucht wird.

Thermische Beanspruchung

Die wichtigste Kenngröße zur Charakterisierung tribologischer Kontakte, insbesondere
Gleitlager, ist der pv-Wert. Er ist ein Maß für die Druckfestigkeit und die Reibleistung.
Über diesen Wert wird der zulässige Betriebsbereich eines Gleitlagers definiert. Der pv-
Wert wird vom Hersteller meistens in Form von Kennlinien angegeben und über Korrek-
turfaktoren an das entsprechende Lager angepasst. Die Zahlenwerte für den Einsatz bei
der Bolzen-Hülse Paarung sind in Tab. 4.3 gegeben. Der zulässige pv-Wert berechnet sich

65



4 Trockengleitlager als spiel- und reibungsarme Drehgelenke

Bezeichnung Variable Wert Annahme
Nominalwert pvzul,nom 50 MPa m

min Gleitgeschwindigkeit vgleit = 24 m/min
Einfluss Schmierung kschm 1.0 Trockenlauf
Einfluss Temperatur kθ 1.0 Umgebungstemperatur θ = 20◦C
Einfluss Geometrie kbd 0.5 Lagerbreite/Wellendurchmesser b/d = 4/3
Einfluss Geometrie kd 1.2 Wellendurchmesser d = 3 mm
Einfluss Spiel ksp 0.1 Negatives Spiel d = 3 mm

Tabelle 4.3: Korrekturfaktoren zur Berechnung des zulässigen pv-Werts und die dazugehö-
rigen Annahmen

nach

pvzul = pvzul,nomkschmkθkbdkdksp = 3.0 MPa m
min . (4.46)

Dieser zulässige Wert wird mit dem auftretenden pv-Wert verglichen. Er berechnet sich
aus mittlerem Druck und mittlerer Gleitgeschwindigkeit und wird durch das Einschaltdau-
erverhältnis fED = tein/(tein + taus) reduziert.

pvED = 2fED − f 2
EDp̄v̄gleit = 2.96 MPa m

min . (4.47)

Neben der allgemeinen Betrachtung der Reibleistung in Form des pv-Wertes, der zur La-
gererwärmung führt, spielen zwei weitere Aspekte der Temperaturverteilung eine Rolle.
Erstens kommt es zu einer unzulässig starken Erwärmung des ganzen Lagergehäuses und
zweitens kommt es räumlich und zeitlich begrenzt zu unzulässig starken Erwärmungen,
der sog. „Blitztemperatur“. Ausgangspunkt dafür ist die Wärmeleitungsgleichung

∂θ

∂t
= a∆θ + a

λ
W (4.48)

für Lager und Hülse, in die als Wärmequelle am Rand die Reibleistung W = FRµGvgleit
eingeht. Weil die Lösung unter Beachtung aller Randbedingungen und Wärmeübergänge
sehr aufwändig ist, wird auf die bewährten Überschlagsrechnungen des Herstellers [160]
zurückgegriffen. Die Temperatur der Gleitflächen berechnet sich nach

θGF = θGFN
kpv

+ θamb − 20◦C. (4.49)

Die Faktoren zur Berechnung sind in Tab. 4.4 benannt und beziffert. Die Gleitflächentem-
peratur θGF = 118◦C liegt unter dem zulässigen Wert. Die Lagertemperatur wird auf den
Mittelwert zwischen Gleitflächentemperatur und Umgebungstemperatur

θL = θGF + θamb
2 (4.50)
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4.4 Konstruktionsvorschlag eines Trockengleitlagers mit Reibwertglättung

Bezeichnung Variable Wert Annahme
Gleitflächentemperatur nominell θGFN 120◦C Gleitgeschwindigkeit

vgleit = 24 m/min
Gleitflächentemperatur zulässig θGF,max 240◦C
Gehäusetemperatur zulässig θG,zul 85◦C
Umgebungstemperatur θamb 20◦C
Reibleistung kpv = pvzul/pvED 1.01 zuvor berechnet

siehe Gln. (4.46), (4.47)

Tabelle 4.4: Faktoren zur Erwärmungsberechnung

geschätzt. Analog wird noch einmal gemittelt, um den Schätzwert der Gehäusetemperatur

θG = θL + θamb
2 = 44◦C (4.51)

zu erhalten. Dieser Wert ist ebenfalls kleiner als der zulässige Wert.
Der Konstruktionsvorschlag kann somit unter tribologischen Gesichtspunkten als tragfähig
betrachtet werden.
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5 Regelungstechnische Integration der
neuartigen Drehgelenke

Die Verfahreinheit soll im Einsatz vorgegebenen Trajektorien mit möglichst geringen räum-
lichen Abweichungen und zeitlichen Verzögerungen folgen. Diese Regelungsaufgabe tritt bei
allen Werkzeugmaschinen und Robotern auf. Bekannte Lösungen werden im nächsten Un-
terkapitel wiedergegeben, wo der Stand der Technik beschrieben ist. Dabei handelt es sich
um eine Standardaufgabe der Mehrkörperdynamik. Deswegen wird zunächst von einem
idealen Mehrkörpermodell ausgegangen. Zur Bestimmung der dynamischen Belastungen
im Betrieb und zur Regelung der Vorschubeinheit werden die direkte und inverse Dynamik
des idealen Mehrkörpersystems analysiert. Darauf aufbauend werden die Besonderheiten
der neuartigen Drehgelenke eingearbeitet.
Die Festkörpergelenke weichen kinematisch von einem Drehgelenk ab. Wie in Kap. 3 be-
obachtet, wandert der Momentanpol während der Bewegung. Außerdem treten Rückstell-
kräfte auf, die durch eine lineare Feder genähert, aber nicht exakt wiedergegeben werden.
Die Trockengleitlager sind kinematisch ideal. Dafür liegt die Ungewissheit in den Reib-
parametern. Die Reibwertglättung verhindert zwar die fallende Kennlinie, allerdings wird
der Reibwert nicht bis auf null reduziert. Der tatsächlich wirkende Reibwert, der für die
Dynamik eine große Rolle spielt, bleibt innerhalb bestimmter Grenzen ungewiss.

5.1 Stand der Technik in der Positionsregelung
In konventionellen Werkzeugmaschinen spielen mehrere Achsen zusammen. Sie werden von
der zentralen Steuerung mit Positionssollwerten versorgt [158]. Jede Achse folgt den vor-
gegebenen Sollwerten mit einer eigenen Lageregelung. Dabei handelt es sich um klassische,
rückgekoppelte Regelkreise. Basierend auf der Differenz aus Soll- und Istwert wird das
Stellsignal vom Regler berechnet. Die Ziele der Reglerauslegung sind eine hohe Dynamik
und ein geringer Schleppfehler (Differenz zwischen Positionssoll- und -istwert). Als Kriteri-
um werden definierte Konturen festgelegt. Die klassischen Regler basieren auf linearisierten
Modellen, wobei aber auch nichtlineare Modelle und nichtlineare Regler geeignet erschei-
nen. Durch dieses dezentrale Regelungskonzept sind die Achsen modular kombinierbar. Die
damit aufgebauten Maschinen weisen eine hohe Flexibilität gegenüber Umkonfigurationen
auf.
In der Robotik wird oft das Prinzip der Vorsteuerung [61] umgesetzt. Für die gegebene
Solltrajektorie des Endeffektors werden mittels inverser Dynamik die notwendigen An-
triebskräfte im Voraus (offline) berechnet. Die entsprechenden Stellsignale werden an die
Aktoren gesendet, und auftretende Abweichungen von der Solltrajektorie werden zu null
geregelt. Dieses Regelungskonzept setzt voraus, dass dem Regler alle Stellglieder bekannt
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5 Regelungstechnische Integration der neuartigen Drehgelenke

sind. Durch diesen zentralen Regelungsansatz lässt sich die beste Leistungsfähigkeit eines
konkreten Maschinenaufbaus erreichen. Er wird für die geplante Verfahreinheit favorisiert,
weil die Abwesenheit des Schleppfehlers eine höhere Präzision verspricht. Darüber hinaus
erlaubt er die Aufspaltung in Grob- und Feinpositionierung.
Die in beiden Konzepten angewandten Methoden der Mehrkörperdynamik zur Trajekto-
rienplanung, geometrischen Beschreibung und Herleitung der Bewegungsgleichungen von
Starrkörpersystemen sind Gegenstand von Lehrbüchern, z.B. [138,159].

5.2 Vorsteuerungskonzept für die Positionsregelung
Das Ziel der Regelung besteht darin, den Endeffektor entlang einer vorgegebenen Trajekto-
rie, die im Folgenden als Nominaltrajektorie bezeichnet wird, zu bewegen. Die Umsetzung
erfolgt beim Konzept der Vorsteuerung in zwei Schritten. Im Voraus werden die nominalen
Stellkräfte berechnet, die zum Erreichen der Nominaltrajektorie führen. Im Betrieb werden
Abweichungen mittels eines rückgekoppelten Regelkreises zu null geregelt. Entsprechend
werden die Gelenkkoordinaten und -kräfte in Nominalwerte und Abweichungen

f = fn + fd und q = qn + qd (5.1)

aufgeteilt. Die Trajektorie ist gewöhnlich an diskreten Stützstellen gegeben und wird als
interpolierte Kurve in einem raumfesten Koordinatensystem beschrieben. Diese Verläufe
in raumfesten Koordinaten werden durch die inverse Kinematik in die entsprechenden
Gelenkkoordinaten umgerechnet. Diese Koordinaten sind vorteilhaft für das Aufstellen der
Bewegungsgleichungen. Weil für die Regelung nur die Antriebskräfte relevant sind, bieten
sich die Lagrangeschen Gleichungen 2.Art an

d

dt

∂(T − V )
∂q̇

+ ∂V

∂q
= f → Mq̈ + h(q̇,q) = f . (5.2)

Dabei sind T die kinetische und V die potentielle Energie. Aus dem Einsetzen der Nominal-
trajektorie qn(t), dieser Vektor steht für die nominellen zeitlichen Verläufe aller Gelenk-
koordinaten, folgen sofort die dazugehörigen nominellen verallgemeinerten Kräfte fn(t).
Wenn diese verallgemeinerten Kräfte nicht identisch mit den Antriebskräften sind, müssen
diese analog zur inversen Kinematik konvertiert werden. Damit ist der erste Schritt der
Vorsteuerung abgeschlossen.
Als nächstes wird ein Streckenmodell aufgestellt, um Abweichungen von der Nominaltra-
jektorie zu null zu regeln. Aus der Linearisierung der linken Seite von Gl. (5.2) um die
Nominaltrajektorie qn(t)

D = ∂h
∂q̇

, K = ∂h
∂q

(5.3)

folgt ein lineares System gewöhnlicher Differentialgleichungen mit variablen Koeffizienten

M(t)q̈d + D(t)q̇d + K(t)qd = fd(t). (5.4)
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5.3 Kinematik und Kinetik des parallelkinematischen Beispielmechanismus

Auf Basis dieser Bewegungsgleichung wird der Regler ausgelegt, der die zusätzlichen An-
triebskräfte fd(t) so regelt, dass die Abweichungen qd verschwinden. Der einfachste Ansatz
besteht in der Festlegung eines Arbeitspunktes oder in der Parametrisierung des Arbeitsge-
bietes in mehrere Punkte und Reglerfusion entsprechend dem Gain-Scheduling Konzept [1].

5.3 Kinematik und Kinetik des parallelkinematischen
Beispielmechanismus

Im Folgenden werden die Ausführungen auf den in der Verfahreinheit vorgesehenen
Biglide-Mechanismus [143] konkretisiert. Bei diesem Mechanismus handelt es sich um eine
Prismatic-Revolute-Revolute-Revolute-Prismatic (PRRRP) Struktur [150]. Er setzt die
Bewegung zweier Linearachsen in eine ebene Bewegung (x,y) um. Neben den Antrieben
sind Drehfedern und -dämpfer in den Gelenken vorgesehen, um später die Steifigkeit der
Festkörpergelenke bzw. die Gelenkreibung einzubeziehen. Bei dem vorgegebenen Biglide-
Mechanismus handelt es sich nicht nur um eine geschlossene kinematische Kette, sondern
auch um ein überbestimmtes System [166]. Das Ziel der kinematischen Betrachtung ist
es, den Zusammenhang zwischen Antriebs- und Endeffektorkoordinaten aufzustellen. Aus
der darauf aufbauenden kinetischen Analyse folgen die Antriebs- und Zwangskräfte der
geforderten Nominaltrajektorien. Sie werden später bei der Auslegung der Antriebe und
Führungen Verwendung finden.

5.3.1 Kinematik des Biglide-Mechanismus
Die Kinematik lässt sich durch elementare geometrische Betrachtungen erfassen. Sie er-
laubt außerdem die vollständige Beschreibung des Systems entweder durch Antriebs- oder
Endeffektorkoordinaten. Die direkte Kinematik beschreibt, wie Antriebs- in Endeffektor-
koordinaten übersetzt werden. Die inverse Kinematik betrachtet die umgekehrte Frage-
stellung. Dabei ist zu beachten, dass die inverse Kinematik nicht eindeutig sein muss.
Weiterhin lässt sich über die Kinematik der Einfluss geometrischer Fehler untersuchen.
Die Variablen werden in Abb. 5.1(a) eingeführt. Der Endeffektor befindet sich in der Mitte
des Tisches (Punkt S). Die Antriebspositionen sind beschrieben durch die Punkte L und
R. Die Vektoren rS, rL, rR zeigen vom Ursprung zu den jeweiligen Punkten. Um die geo-
metrischen Grundzusammenhänge deutlich zu machen, werden Antriebe (Schlitten) und
Endeffektor (Tisch) auf Punkte reduziert und das Koordinatensystem, wie in Abb. 5.2(b)
dargestellt, transformiert

x∗L = xL + bC + bS
2 , x∗R = xR −

bC + bS
2 , (5.5a)

y∗L = yL , y∗R = yR. (5.5b)
Aus Abb. 5.2(a) ist ersichtlich, dass die direkte Kinematik dem Schnittpunkt zweier Kreise
entspricht. Die Endeffektorposition lässt sich bestimmen, indem man im Mittelpunkt der
Linie Antrieb-Antrieb die Normale errichtet. Auf dieser Normalen liegt der Endeffektor.
Seine Position ist zweideutig bestimmt

rS = rL + rm ± rn. (5.6)
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5 Regelungstechnische Integration der neuartigen Drehgelenke

(a) (b)

Abbildung 5.1: Geometrie des Biglide: Variablen, Nummerierung, Hilfsvektoren (a) und
Koordinatentransformation (b)

(a) (b)

Abbildung 5.2: Direkte (a) und inverse Kinematik (b)

Der Vektor vom linken Schlitten zum Mittelpunkt der Verbindungslinie ist durch

rm = 1
2

 x∗R − x∗L
y∗R − y∗L

0

 (5.7)

gegeben. Zur Bestimmung des Vektors vom Mittelpunkt der Verbindungslinie zum Schnitt-
punkt

rn = rN
|rN |

√
l2P − |rm|2 mit rN =

 y∗L − y∗R
x∗R − x∗L

0

 (5.8)

wird die Tatsache ausgenutzt, dass der Abstand zwischen Schlitten und Endeffektor gleich
der Strebenlänge lP ist. Diese Lösungen existieren nur solange die Bedingung

(x∗L − x∗R)2 + (y∗L − y∗R)2 < 4l2P (5.9)
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5.3 Kinematik und Kinetik des parallelkinematischen Beispielmechanismus

erfüllt ist. Die richtige der beiden Lösungen muss aus der Kontinuität der Bewegung be-
stimmt werden (vorheriger Zustand).
Die inverse Kinematik entspricht dem Schnittpunkt zweier Linien mit einem Kreis, siehe
Fig. 5.2(b)

y∗L = yS ±∆y∗L mit ∆y∗L =
√
l2P − (xS − x∗L)2, (5.10a)

y∗R = yS ±∆y∗R mit ∆y∗R =
√
l2P − (xS − x∗R)2. (5.10b)

Wieder muss die korrekte Lösung aufgrund der Kontinuität ausgewählt werden. Der Ar-
beitsbereich ähnelt einem Rechteck. Er wird durch zwei zu den Linearachsen parallele
Geraden

x∗R − lP ≤ xS ≤ x∗L + lP (5.11)

begrenzt, solange sich der Endeffektor zwischen den Anschlägen befindet

y∗L,min ≤ yS ≤ y∗L,max ∧ y∗R,min ≤ yS ≤ y∗R,max. (5.12)

Überschreitet der Endeffektor die Verbindungslinie zwischen den Anschlägen, so wird der
Arbeitsbereich nach oben und unten durch die Kreisbögen

(xS − x∗L)2 + (yS − y∗L)2 < l2P ∧ (xS − x∗R)2 + (yS − y∗R)2 < l2P (5.13)

abgeschlossen. Aus den Positionen von Endeffektor und Antrieben folgen sofort die Winkel
zwischen den Streben und den Verfahrachsen. Sie sind durch die Ausdrücke

γL = arctan yS − y∗L
xS − x∗L

, (5.14a)

γR = arctan yS − y∗R
xS − x∗R

(5.14b)

eindeutig im Intervall −π . . . π bestimmt. Diese geometrischen Zusammenhänge reichen
aus, um das bedeutsame Verhältnis von Bau- zu Arbeitsraum in Abhängigkeit der geome-
trischen Gestaltungsparameter zu ermitteln. Zur Beschreibung wird die im Folgenden als
Nullstellung bezeichnete, symmetrische Stellung verwendet, bei welcher sich der Tisch in
der Mitte befindet. Diese Parameter sind der Winkel der Nullstellung γ0 und die maxi-
mal zulässigen Winkelbewegungen ∆γ aus dieser Nullstellung heraus. Diese Beschreibung
bietet sich an, weil Festkörpergelenke nur begrenzte Drehwinkel (|∆γ| ≈ 10◦) ertragen.
Der maximale Arbeitsbereich wird für ∆γ = γ0 erreicht. Zusätzlich wird noch die analo-
ge Betrachtung für die Strebenlänge durchgeführt, weil lange Streben zu Problemen bei
der Tragfähigkeit führen können. Abb. 5.3 zeigt, wie sich diese Verhältnisse von Bau- zu
Arbeitsraum (Breite) und Strebenlänge zu Arbeitsraum mit steigenden Drehwinkeln ver-
bessern. Dabei ist festzustellen, dass ab einem Winkelausschlag von |∆γ| = γ0/2 nur noch
geringfügige Verbesserungen erreicht werden. Tab. 5.1 enthält ausgewählte Zahlenwerte
dieser Verhältnisse und zwar für den maximalen Drehwinkel, der mit Festkörpergelenken
erreicht werden kann, und zusätzlich für den Drehwinkel, bei dem der maximale kinemati-
sche Arbeitsraum (singuläre Stellungen) erreicht wird. Durch die inverse Kinematik sind die
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0 10 ° 45 ° 60 °
DΓ

2

4

6

8

10

bBR

bAR

(a)
0 10 ° 45 ° 60 °

DΓ

2

4

6

8

10

lS

bAR

(b)

Abbildung 5.3: Abhängigkeit des Bauraums (a) und der Strebenlänge (b) von der maximal
zulässigen Winkeldifferenz ∆γ für zwei verschiedene Nullstellungswinkel:
durchgezogene Linie γ0 = 45◦, gestrichelte γ0 = 60◦

γ0 = 45◦ γ0 = 60◦
bBR

bAR

lS
bAR

bBR

bAR

lS
bAR

|∆γ| = 10◦ 6.3 8.9 3.5 7.1
|∆γ| = γ0 2.4 3.4 1.0 2.0

Tabelle 5.1: Bauraum zu Arbeitsraum, Strebenlänge zu Arbeitsraum (ohne Endeffektor)

Antriebspositionen als Funktionen der Endeffektorposition bekannt. Weil die Endeffektor-
position als Zeitverlauf vorgegeben wird, folgen Geschwindigkeiten und Beschleunigungen
direkt durch Differentiation nach der Zeit. Mit Hilfe der Jacobi Matrix J

(
xS(t), yS(t)

)
lassen sich Antriebs- und Endeffektorgeschwindigkeiten ineinander umrechnen[

ẏL
ẏR

]
=

[ ∂yL

∂xS

∂yL

∂yS
∂yR

∂xS

∂yR

∂yS

] [
ẋS
ẏS

]
= J−1

[
ẋS
ẏS

]
, (5.15a)[

ÿL
ÿR

]
= dJ−1

dt

[
ẋS
ẏS

]
+ J−1

[
ẍS
ÿS

]
mit dJ−1

dt = −J−1J̇J−1. (5.15b)

Darüber hinaus lassen sich aus der Kinematik die Sensitivitäten gegenüber geometrischen
Fehlern bestimmen. Als Fehlerquelle von zentraler Bedeutung wird hier das Lagerspiel
und dessen Einfluss auf Lage und Orientierung des Endeffektors, skizziert in Abb. 5.4,
betrachtet. Aufgrund der Überbestimmheit der drei Freiheitsgrade durch vier Parameter
(Strebenlängen) und der damit schwierig einzuarbeitenden Zwangsbedingung (alle Streben
enden in einer Ecke des Tisches) ist es einfacher, vom umgekehrten Zusammenhang auszu-
gehen, d.h. es werden von einer Fehlstellung des Endeffektors ausgehend die dazugehörigen
Änderungen der Strebenlängen

∆Li = |rTi
(∆x,∆y,∆γ)− rSi

| − L
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5.3 Kinematik und Kinetik des parallelkinematischen Beispielmechanismus

Abbildung 5.4: Das Lagerspiel wird in Form von Kreisen um die Gelenkmittelpunkte mo-
delliert, in denen sich die Strebenenden befinden können

berechnet. Weil diese Abweichungen des Endeffektors und das Lagerspiel sehr klein im
Vergleich zu den restlichen Abmessungen sind, liefert die Linearisierung


∆L1
∆L2
∆L3
∆L4

 = JL

 ∆x
∆y
∆γ

 mit JL =


∂∆L1
∂∆x

∂∆L1
∂∆y

∂∆L1
∂∆γ

∂∆L2
∂∆x . . . . . .
∂∆L3
∂∆x . . . . . .
∂∆L4
∂∆x . . . . . .

 (5.16a)

eine gute Näherung für den Zusammenhang zwischen beiden Größen. Anschließend wird
dieser Zusammenhang invertiert

 ∆x
∆y
∆γ

 ≈ J∗−1
L


∆L1
∆L2
∆L3
∆L4

 , (5.17a)

wobei die Pseudoinverse zum Einsatz kommt, da es sich um ein überbestimmtes Glei-
chungssystem handelt. Die Pseudoinverse minimiert die euklidische Norm ||L−Jx||. Es ist
anzumerken, dass die Lösung J∗−1

L das Gleichungssystem für eine zulässige Wahl der ∆L
exakt erfüllt und dass die Struktur dieser Lösung mit der Struktur der Taylor-Entwicklung
der unbekannten Funktion ∆x = f(∆L) um deren bekannten und geometrisch kompa-
tiblen Punkt ∆x = f(∆L = 0) = 0 übereinstimmt. Daraus wird geschlossen, dass die
Elemente der so berechneten Pseudoinversen die gesuchten Informationen über das Über-
setzungsverhältnis zwischen dem Lagerspiel und den dadurch verursachten Abweichungen
des Endeffektors enthalten. Konkrete zahlenmäßige Auswertungen erfolgen bei der Aus-
legung des Prototyps in Abschnitt 6.2.2. Es sei an dieser Stelle vorweggenommen, dass
sich die Übersetzung des Lagerspiels auf die Endeffektorposition bei praktisch relevanten
Geometrien in der Größenordnung 1:1 bewegt.
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5 Regelungstechnische Integration der neuartigen Drehgelenke

(a) kinetisches Modell (b) Freischnitt Strebe 1

Abbildung 5.5: Biglide-Mechanismus mit diskreten Kraftelementen in Gestalt von Drehfe-
dern in den Gelenken

5.3.2 Kinetik des Biglide-Mechanismus

Aus der Kinematik sind die geforderten Trajektorien der Antriebe bekannt und im Folgen-
den werden die dazugehörigen Antriebskräfte bestimmt. Die Bestimmung der Antriebs-
kräfte zum Abfahren einer bestimmten Trajektorie des Endeffektors ist Gegenstand der
inversen Dynamik. Um die notwendigen Bewegungsgleichungen herzuleiten, gibt es zwei
Möglichkeiten: Lagrangesche Gleichungen 2. Art oder die Newton-Euler Methode [138].
Die Wahl fällt hier auf die Newton-Euler Methode, weil sie nicht nur die Antriebs- sondern
auch die Zwangskräfte liefert. Die Antriebskräfte werden für die Steuerung und Regelung,
wie im vorherigen Abschnitt 5.2 angedeutet, und die Zwangskräfte für die Auslegung der
Lager, Gelenke und Führungen in Abschnitt 6.2.3 benötigt. Die Lösung der Kraftvertei-
lung erfordert das Einbeziehen der Elastizität. Dafür liegt noch kein einheitlicher Ansatz
vor, sondern es existieren nur Lösungen für spezielle Mechanismen, wie den Viergelenkbo-
gen [154], den Delta-Roboter [142], Pantographen [94] und Hexapoden [149, 154]. Obwohl
sich die vorgeschlagenen Methoden auf den Biglide-Mechanismus übertragen ließen, wird
ein neuer Ansatz gewählt, welcher den Vorteil besitzt, zwei Standardmethoden (Newton-
Euler, Minimum der potentiellen Energie) zu vereinen.
Der Biglide-Mechanismus ist als Starrkörpersystem mit diskreten Kraftelementen in
Abb. 5.5 dargestellt. Es werden nur die Kräfte und Momente einbezogen, die in der
x-y-Ebene wirken. Die Variablen FSx, FSy, MSz beschreiben die am Punkt S angreifende
Last. An anderen Punkten angreifende Lasten müssen durch entsprechende Versatzmo-
mente transformiert werden. Der Endeffektor ist auf jeder Seite durch zwei parallele
Streben mit dem Antrieb (Schlitten) gelenkig verbunden. Diese Verbindung überträgt die
Längskräfte Fi und die durch die diskreten Kraftelemente hervorgerufenen Querkräfte
Qi⊥rPi. Es werden nur lineare Drehfedern angenommen, es könnten aber auch andere
beliebige Kraftelemente sein, z.B. mit nichtlinearer Kennlinie. Bei der Momentenbilanz
ist zu beachten, dass die gelenkige Verbindung selbst kein Moment überträgt, dafür aber
durch die Drehfedern in den Gelenken ein Moment erzeugt wird, das auf Strebe und den
damit verbundenen Körper (Tisch oder Schlitten) wirkt. Sind alle Drehfedern von gleicher
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Steifigkeit und in der symmetrischen Mittenlage entspannt, dann folgt für die Querkraft
der Ausdruck

Q1 = 2rP1 × ez
c∆γL

rP1 · rP1
(5.18)

für Strebe 1, deren Freischnitt in Abb. 5.5(b) dargestellt ist. Aufgrund der Parallelkinema-
tik gibt es keine Drehung des Endeffektors, und die geometrischen Beziehungen von Strebe
4 sind identisch mit Strebe 1 und folglich auch die Querkraft Q4 = Q1. Die Auswertung
der Kräfte- und Momentenbilanzen des linken Antriebs lauten

∑
F : mLr̈L = FL + F1 + F4 + Q1 + Q4, (5.19a)∑

M : 0 = ML + rL1 × (F1 + Q1) + rL4 × (F4 + Q4) + 2c∆γL. (5.19b)

Darin kennzeichnen ∆γL den Verdrehwinkel der Drehfeder, d.h. die Differenz zwischen
momentaner Winkellage und dem Winkel in der entspannten Ausgangslage. Die Auswer-
tung für den rechten Antrieb ist analog, nur sind dort die Streben 2 und 3 beteiligt.
Die y−Komponenten der Kräfte FL und FR sind Antriebskräfte und die x−Komponenten
Zwangskräfte. Die z−Komponenten der Momente ML und MR sind Zwangsmomente. Alle
anderen Komponenten sind im ebenen Fall null. Die Antriebs-, Zwangskräfte und -momente
sind somit als Funktionen der Stabkräfte bekannt. Die Stabkräfte gehen ins Kräfte- und
Momentengleichgewicht

∑
F : mS r̈S = FS +

4∑
i=1

(Fi + Qi), (5.20a)

∑
M : 0 = MS +

4∑
i=1

(
rSi × (Fi + Qi)

)
+ 2c(∆γL + ∆γR)ez. (5.20b)

des Endeffektors ein. Es tauchen keine Trägheitswirkungen im Momentengleichgewicht auf,
weil die Massen der Streben sehr klein im Vergleich zum Tisch und den Antrieben sind
und vernachlässigt werden. Drehbewegungen der Antriebe und des Tisches sind durch die
Führung bzw. die Parallelkinematik nicht möglich, sodass durch sie keine entsprechende
Momente entstehen.
In diesen Gleichungen sind die Trägheitswirkungen schon durch die inverse Kinematik
bestimmt. Die Newton-Euler Methode führt aufgrund der mechanischen Überbestimmt-
heit (eine Strebe „zuviel“) auf ein unterbestimmtes Gleichungssystem (drei Gleichungen:∑
Fx = ∑

Fy = ∑
Mz = 0, vier Unbekannte: F1 . . . F4) . Die zusätzlichen Bedingungen

folgen durch das Hinzuziehen des Prinzips vom Minimum der potentiellen Energie, das aus
der Statik hinlänglich bekannt ist. Dazu wird das elastische Potential der Streben durch
Hinzufügen des Gleichgewichts als Nebenbedingung mittels Lagrange Multiplikatoren

Πmod =
4∑
i=1

lP∫
0

F 2
i

EA
ds+ λ1

∑
Fx + λ2

∑
Fy + λ3

∑
Mz (5.21)
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modifiziert. Damit erweitert sich das Problem auf sieben Unbekannte, für die jetzt sieben
Gleichungen (Extremalbedingungen)

∂Πmod

∂Fi
= 0, i = 1 . . . 4, (5.22a)

∂Πmod

∂λi
= 0, i = 1 . . . 3 (5.22b)

zur Verfügung stehen. Die Lösung dieser Gleichungen bestimmt die Kraftverteilung auf
die Streben und somit alle am Mechanismus angreifenden Kräfte, um die vorgegebene
Trajektorie zu erzeugen. Die Elastizität der Streben wird nur für die Kraftverteilung her-
angezogen, aber nicht in der Kinematik berücksichtigt. Dort gelten die Streben weiterhin
als starr. Dieses „starrelastische“ Verhalten entspricht einer extrem hohen Dehnsteifigkeit
der Streben.
Der gesamte Ablauf wird noch einmal kurz zusammengefasst. Es sind nacheinander

• aus der Endeffektortrajektorie mittels inverser Kinematik die Antriebstrajektorien
und dazugehörigen Trägheitswirkungen zu bestimmen,

• aus dem Minimum der potentiellen Energie die Kraftverteilung auf die Streben zu
berechnen,

• und schließlich aus den Freischnitten der einzelnen Gelenke die Antriebskräfte und
Zwangsreaktionen zu ermitteln.

5.4 Regelungstechnische Aspekte der Festkörpergelenke
Ziel dieses Abschnitts ist der Entwurf einer Positionsregelung für einen nachgiebigen Me-
chanismus. Durch die großen Verformungen gehen diese Gelenke über die Modellierung als
linear elastisches Mehrkörpersystem hinaus und erfordern neue Ansätze. Festkörpergelenke
unterscheiden sich von konventionellen Gelenken durch ihre komplexe Kinematik und das
Auftreten von Rückstellkräften aus den elastischen Verformungen. Im Gegensatz zu kon-
ventionellen Gelenken liegen ihre Frequenzen der elastischen Moden nicht weit oberhalb
derer der Starrkörpermoden. Deswegen kann ihr Spektrum nicht vernachlässigt werden,
sondern muss in die Reglerauslegung einbezogen werden, um zu verhindern, dass höhere
Moden durch die Regelung angeregt werden. Zur Regelung elastischer Mehrkörpersysteme
existieren verschiedene Ansätze: gleitende Zustandsregelung („sliding mode control“) [44],
Ein-/Ausgangslinearisierung [141] in Verbindung mit modaler Reduktion und Unterraum-
methoden [129,130]. Der hier gewählte Ansatz [82] besteht in der Reduktion des Systems
mit elastischen Gelenken auf ein Pseudo-Mehrkörpersystem (PMKS), d.h. Starrkörper ver-
bunden durch ideale Drehgelenke. Ein solches System ist intuitiv, einfach auswertbar und
passt in die klassischen Regelungskonzepte für Mehrkörpersysteme. Die Parameter (Feder-
steifigkeiten, Gelenklängen) des Systems sind stellungsabhängig. Schwankungen werden
als Ungewissheit ins Modell einbezogen. Für jeden Parameter werden ein Nennwert und
seine Grenzen angegeben, innerhalb derer er variiert. Der Reglerentwurf erfolgt dann mit
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den Methoden der robusten Regelung [145], die für den ungünstigsten Fall der Parameter-
werte einen funktionierenden Regler liefern. Die Formulierung der Reglerspezifikationen
erfolgt bei dieser Regelungstheorie mittels H∞-Normen [167]. Ebenso werden die elasti-
schen Moden als Ungewissheit im Sinne der robusten Regelung einbezogen. Zuerst wird
die Modellreduktion für ein Gelenk vorgestellt und anschließend der Reglerentwurf anhand
eines minimalen nachgiebigen Mechanismus demonstriert.

5.4.1 Reduktion auf ein Pseudo-Mehrkörpersystem
Die Kinematik und die Kinetik des idealisierten Mehrkörpersystems wurden im vorigen
Abschnitt erklärt. In diesem Kapitel wird die Reduktion vom Kontinuumsmodell eines
nachgiebigen Mechanismus auf ein PMKS vorgestellt [70]. Dazu gehört die Bestimmung
der Ersatzlängen der Gelenke und der Steifigkeiten der Drehfedern. Neben den Nennwerten
werden auch Grenzen ermittelt, innerhalb derer sich diese Parameter bewegen können.
Die Approximation auf ein PMKS hat sich in vielen Anwendungen bewährt [76, 103], um
die wichtigsten kinematischen, statokinetischen und teilweise dynamischen Eigenschaften
hybrider oder vollständig nachgiebiger Mechanismen wiederzugeben.
Die Geometrie und die Randbedingungen des Kontinuumsmodells sind in Abb. 3.16(a)
auf S. 39 dargestellt. Abb. 5.6 veranschaulicht die Reduktion auf das entsprechende Starr-
körpersystem mit den Gelenklängen L und den Drehfedern der Steifigkeit c, welche die
elastische Biegung modellieren. Die hier verfolgte Vorgehensweise orientiert sich am ex-
tremsten Fall eines Festkörpergelenks nämlich Blattfedern [32,71,86].
Zunächst wird die kinematische Approximation aus der Bahnkurve des Endpunkts be-
stimmt, d.h. die Position des Pseudogelenks optimiert. Danach wird aus der Drehmoment-
Pseudodrehwinkelkurve der Sollverformung die Steifigkeit der äquivalenten Drehfe-
dern bestimmt. Wie man aus Abb. 3.17(a) auf S. 40 erkennen kann, ist die Last-
Verschiebungskurve nahezu linear (Ftr = cγ∆γ + aγ) und kann demzufolge in guter
Näherung durch eine entsprechende Funktion dargestellt werden. Die Zuordnung von
Winkel und Moment erfolgte nach der Methode der kleinsten Quadrate durch die entspre-
chenden Normalengleichungen [34]

ATA
(
cγ
aγ

)
= AT far, (5.23)

in denen die erste Spalte der Matrix A die Werte von ∆γ und die zweite Einsen enthält.
Der Vektor fa enthält die dazugehörigen Werte der aktiven Kraft.
Um die höheren Moden zu bestimmen, ist eine Modalanalyse in ausgewählten Stellungen
durchgeführt worden. Die Ergebnisse der Modellreduktion sind die geometrischen und die
dynamischen Parameter in der für die robuste Regelung üblichen Form

lN ±∆l und cγN ±∆c (5.24)

als Nennwert und eine additive Ungewissheit. Für die Dynamik wird eine obere Schranke
aufgestellt, welche die Menge der vernachlässigten Moden in allen ausgewählten Stellungen
möglichst eng begrenzt.
Dieses Modell mit definierten Ungewissheiten in seinen Parametern und seiner Dynamik
ist die Basis für die Reglerauslegung.
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5.4.2 Reglerauslegung für einen nachgiebigen Mechanismus

Die Aufgabe des Reglers besteht darin, den Endeffektor in Gegenwart unbekannter Stör-
kräfte entlang der Nominaltrajektorie x(t), y(t) zu bewegen. Entsprechend dem in Ab-
schnitt 5.2 genannten Konzept der Vorsteuerung werden zunächst die nominellen An-
triebskräfte berechnet. Für die Ausregelung von Störungen wird die Ausgangsstellung als
Arbeitspunkt gewählt. Dies ist zulässig, solange die systematischen Zusammenhänge nicht
verzerrt werden. Berücksichtigt werden muss aber, dass dadurch die Ungewissheit im Mo-
dell zunimmt. Zusammengefasst liegen folgende Ungewissheiten im Modell vor:

• stellungsabhängige Steifigkeiten und Gelenklängen,

• stellungsabhängige Matrizen M, D, K durch Entfernung aus dem Arbeitspunkt,

• stellungsabhängige Eigenfrequenzen.

Die vernachlässigten Frequenzen stellen ein nicht zu vernachlässigendes Problem dar, wie
aus dem Bereich der aktiven Dämpfung von Kontinua bekannt ist [48, 80, 125]. Um ent-
sprechende Überlauf-Effekte (engl.: spillover) auszuschließen, muss eine Wichtungsfunktion
gefunden werden, die alle Moden möglichst eng abdeckt, um die Auswahl an Reglern nicht
unnötig einzuschränken.
Robuste Regelung [58, 167] ist die Theorie zur Auslegung von Reglern in Gegenwart von
Ungewissheiten. In diesem Zusammenhang steht „robust“ für ein kleines Verhältnis zwi-
schen Änderungen des Systemverhaltens und Änderungen seiner Parameter. Das Ziel ist
ein Regler, der im schlechtesten Fall, dem Eintreten der ungünstigsten Parameterwerte, die
besten Ergebnisse produziert, also immer noch die Spezifikationen erfüllt. Optimalität und
Robustheit schließen sich gegenseitig aus, d.h. für einzelne Parameterkombinationen wird
es immer einen Regler mit besseren Eigenschaften geben, aber nicht für die Gesamtheit
aller Parameterkombinationen.
Der Regler wird durch die µ-Synthese [9] erzeugt. Seine Leistungsanforderungen werden
durch Wichtungsfunktionen im Frequenzbereich formuliert. Typischerweise sollte der Füh-
rungsfehler im niederfrequenten Bereich klein sein, wohingegen im höherfrequenten Be-
reich größere Abweichungen tolerierbar sind. Die Aktordynamik inklusive Stellgrößenbe-
schränkungen wird ähnlich beschrieben. Die meisten Aktoren erlauben große Ausschläge
im niederfrequenten Bereich und sind bei steigender Frequenz in ihren Aktionen begrenzt.
Störungen treten typischerweise im niederfrequenten Bereich auf, während es sich bei Mess-
rauschen meist um weißes Rauschen kleiner Amplitude handelt. Der erhaltene Regler wird
durch eine Matrix charakterisiert, deren Elemente Übertragungsfunktionen, meist hoher
Ordnung, darstellen. Er lässt sich durch Reduktion mittels Hankel-Singulärwerten [133]
reduzieren, ohne seine Leistungsfähigkeit einzubüßen.
Das Beispiel einer einzelnen Strebe des Mechanismus wird im nächsten Abschnitt behan-
delt.
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Abbildung 5.6: Approximation eines Festkörpergelenks durch ein PMKS

5.4.3 Beispiel: Regelung einer Strebe als Teilsystem des Biglide-
Mechanismus

Im Folgenden wird ein Festkörpergelenk (Blattfeder oder Strebe mit zwei konzentrierten
Nachgiebigkeiten) betrachtet, wie es in einem Biglide, einer Parallelführung oder einem
ähnlichen Mechanismus zum Einsatz kommen könnte. Modellmäßig ist das Gelenk an einem
Ende fest eingespannt und trägt am anderen Ende eine konzentrierte Masse. Diese Masse
wird gleichzeitig als Endeffektor betrachtet, an dem die Antriebskräfte fax, fay angreifen.
Wie in Abb. 5.6 dargestellt, besteht die Modellapproximation des Festkörpergelenks aus
zwei Drehgelenken (Drehwinkel γ1 und γ2). Das Gelenk wird in drei Segmente der Länge
l1, l2 und l3 unterteilt, die mit Drehfedern der Steifigkeit c1 und c2 verbunden sind. Diese
Größen werden entsprechend Abschnitt 5.4.1 bestimmt. Die Massen der Segmente sind
deutlich kleiner als die konzentrierte Masse am rechten Ende und werden vernachlässigt.
Die Bewegungsgleichungen des PMKS in den Antriebskoordinaten sind durch Gl. (5.2)
bestimmt. Dabei handelt es sich um die Lagrange’schen Gleichungen zweiter Art, die auf
den Energieausdrücken

T = 1
2m

(
(ẋtcp(γ1, γ2, γ̇1, γ̇2)2 + ẏtcp(γ1, γ2, γ̇1, γ̇2)2

)
, (5.25a)

V =
γ1∫
0

γ∗1∫
0

c1(γ∗∗1 ) dγ∗∗1 dγ∗1 +
γ2∫
0

γ∗2∫
0

c2(γ∗∗2 ) dγ∗∗2 dγ∗2 (5.25b)

beruhen. Die Vorwärtskinematik mit den Drehwinkeln γ01 und γ02 des undeformierten
Zustands lautet

xtcp = l1 + l2 cos
(
(γ01 + γ1(t)

)
+ l3 cos

(
(γ02 + γ2(t)

)
, (5.26a)

ytcp = l2 sin
(
(γ01 + γ1(t)

)
+ l3 sin

(
(γ02 + γ2(t)

)
. (5.26b)

Sie kann geometrisch als Schnittpunkt zweier Kreise, einer mit Radius R = l3 um den
Endeffektor und der andere mit Radius R = l2 um den Punkt [l1, 0], invertiert werden.
Angemerkt sei, dass es zwei Schnittpunkte gibt, aber nur einer relevant ist und zwar
derjenige, der die Gelenkdeformation minimiert. Weil die Antriebskräfte fax, fay nicht
mit den verallgemeinerten Kräften f1, f2 (Gelenkmomente) übereinstimmen, müssen sie
ineinander überführt werden. Die Transformation wird durch die Jacobi-Matrix

f1 = ∂x
∂γ1
fax + ∂y

∂γ1
fay

f2 = ∂x
∂γ2
fax + ∂y

∂γ2
fay

}
f = Jf fa (5.27)
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Abbildung 5.7: Die als obere Schranke für die stellungsabhängigen Frequenzgänge gewählte
Wichtungsfunktion (gestrichelt) und die Frequenzgänge zweier ausgewähl-
ter Stellungen (durchgezogen)

Abbildung 5.8: Blockdiagramm der gewichteten offenen Schleife und Zusammenfassung als
Eingang/Ausgang-Diagramm

beschrieben. Damit ist die Stufe der Vorsteuerung abgeschlossen, und es folgt der Auf-
bau des Streckenmodells für die Regelung. Mit der Arbeitsraumdefinition γ1,min ≤ γ1 ≤
γ1,max und γ2,min ≤ γ2 ≤ γ2,max ergeben sich sowohl die parametrischen Ungewissheiten
c1,min ≤ c1 ≤ c1,max und c2,min ≤ c2 ≤ c2,max als auch die oberen Grenzen der Frequenzgän-
ge |F (jω)| < Wb für verschiedene Stellungen. Die Wahl der Wichtungsfunktion illustriert
Abb. 5.7. Das Blockdiagramm der gewichteten offenen Schleife (engl.: augmented plant)
ist in Abb. 5.8 dargestellt. Die Strecke mit den Ungewissheiten ∆ wird durch die Matrix
Gprbs beschrieben. Jedes Element dieser Matrix ist eine Übertragungsfunktion. Der Ein-
gang der Regelstrecke enthält die zusätzlichen Stellsignale fd,a, während der Ausgang die
Abweichungen xd,tcp des Endeffektors von der Solltrajektorie umfasst. Die Führungsgrö-
ße xd,tcp,r ist logischerweise null, weil keine Abweichungen erwünscht sind. Das Messsignal
xd,tcp,m ist verrauscht. Der Führungsfehler wird durch die WichtungsfunktionWp bewertet.
Fehler im niederfrequenten Bereich werden stärker gewichtet als Fehler im hochfrequenten
Bereich. Die Wichtung der Stellgrößen erfolgt durch die Funktion Wu. Sie bewertet nieder-
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frequente Stelleingriffe als billig und hochfrequente als teuer. Für das Messrauschen wird
weißes Rauschen geringer Amplitude, beschrieben durch die Wichtungsfunktion Wn, ange-
nommen. Ein passender Regler für das so formulierte Problem der robusten Regelung wird
numerisch durch D-K-Iterationen [23] gefunden. Der so synthetisierte Regler liefert in der
Summe für eine Auswahl an Beispieltrajektorien und Parameterwerten bessere Ergebnisse
als ein auf die Nominalwerte ausgelegter LQR-Regler.
Die Methode zur Regelung nachgiebiger Mechanismen lautet zusammengefasst: Der Me-
chanismus wird auf ein Pseudostarrkörpersystem reduziert, und die Abweichungen vom
Kontinuumsmodell werden als Ungewissheiten in die Reglerauslegung einbezogen. Diese
Methode eignet sich für kleine bis mittlere Auslenkungen (Drehwinkel), wie sie bei Fest-
körpergelenken des Biglide-Mechanismus typischerweise auftreten.

5.5 Regelungstechnische Aspekte der Trockengleitlager
Die Trockengleitlager entsprechen aus kinematischer Sicht im Gegensatz zu den Festkör-
pergelenken idealen Drehgelenken sehr gut. In der Kinetik gibt es Ungewissheiten, weil
weder die genaue ursprüngliche Reibcharakteristik noch die exakte Auswirkung der Reib-
wertglättung bekannt sind. Deswegen werden im Folgenden bekannte Konzepte zum re-
gelungstechnischen Umgang mit Reibung kurz wiedergegeben und ein eigener Vorschlag
entwickelt.
Ein weiterer Aspekt ist das effiziente Erzeugen der für die Reibwertglättung notwendigen
Relativbewegung. Um den Bauraum gering zu halten, besteht das Ziel darin, mit einem
relativ kleinen Aktor möglichst große Amplituden der axialen Schwingung des Lagerbol-
zens zu erzeugen. Daher ist es zweckmäßig mit einer Frequenz anzuregen, die zu großen
Amplituden zwischen Bolzen und Hülse führt. Darüber hinaus sollte diese Anregung ro-
bust gegenüber Parameterschwankungen sein, d.h. bei einer Änderung der Parameter oder
Randbedingungen sollten die erzeugten Amplituden nahezu konstant bleiben. Das lässt
sich erreichen, indem ein fester Punkt des Frequenzgangs, der durch Amplitude und Pha-
sendifferenz charakterisiert ist, verfolgt wird. Die entsprechende Regelung lässt sich als
verallgemeinerte Resonanzverfolgung bezeichnen und durch Phasenregelkreise realisieren.
Dabei ist an dieser Stelle zwischen dem Bolzen und dem aus den Drehgelenken aufgebau-
ten Mechanismus zu unterscheiden. Die Erzeugung großer Amplituden bezieht sich nicht
auf den Mechanismus, sondern nur auf Moden, deren Wirkung lokal auf den Bolzen be-
grenzt ist. Die Eigenfrequenzen, die sich auf den Endeffektor auswirken, werden aufgrund
der relativ hohen Massen der angeschlossenen Bauteile in einem weit darunterliegenden
Frequenzbereich erwartet.

5.5.1 Reibungskompensation beim Einsatz der Trockengleitlager
Die Reibcharakteristik unterscheidet sich durch ihren nichtglatten Verlauf (unterschiedliche
Differentialgleichung für Haften und Gleiten) von anderen linearen oder schwach nichtli-
nearen Kraftelementen. Demzufolge sind spezielle Regelungskonzepte erforderlich. Aktuelle
regelungstechnische Ansätze sind die Ein-/Ausgangslinearisierung [1] und die Auswertung
von Kennfeldern, um die Reibungseffekte zu kompensieren [3, 15].
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Bei der Ein-/Ausgangslinearisierung wird die Reibung durch eine Beschreibungsfunktion
angenähert und damit eine Ein-/Ausgangslinearisierung der Strecke durchgeführt. Für die
linearisierte Strecke lassen sich dann alle Regelungskonzepte der linearen Theorie nutzen.
Durch die Näherung mittels einer Beschreibungsfunktion wird von Gleiten ausgegangen,
d.h. Systeme mit starker Reibung und langen Haftphasen verletzen die getroffenen Annah-
men und führen zu Problemen.
Bei der zweiten Variante ist ein gemessenes Kennfeld der Reibwert-Geschwindigkeitsverläufe
für ein Raster an Gelenkstellungen und häufig auftretenden Bewegungen hinterlegt, aus
dem die Reibkraft abgeschätzt und durch entsprechende Antriebskrafterhöhungen kompen-
siert werden [79]. Dadurch lassen sich Effekte wie Losreißen und Ruckgleiten vermindern,
aber nicht ausschließen. Der Schwachpunkt dieses Verfahrens ist die Abhängigkeit von
den Umgebungsbedingungen. So hängt das Kennfeld z.B. von Standzeiten, Temperatur,
Schmierung und Feuchtigkeit ab.
Durch die Reibwertglättung wird die Ursache des Losreißens beseitigt. Das geschieht bei
angetriebenen Gelenken durch der Stellgröße überlagerte hochfrequente Schwingungen [4],
sog. Zittern (engl.: dither). Die hier betrachteten Trockengleitlager verfügen über keinen
Drehantrieb. Bei ihnen wird die hochfrequente Relativbewegung durch einen zusätzlichen
Aktor erzeugt. Der genaue Verlauf der Reibung lässt sich nicht bestimmen. Zum einen
ist der Ausgangsreibwert unbekannt. Er hängt von der Position, der Temperatur, dem
Betriebszustand und dem Belastungsverlauf ab. Zum anderen ist das quantitative Ergebnis
der Reibwertglättung mit Ungewissheiten behaftet. Für ein Gelenk mit Reibwertglättung
legt der Verlauf der Reibkennlinien, gemäß Abb. 4.5 auf S. 51, die Approximation durch
einen linearen viskosen Dämpfer nach Gl. (4.28) nahe. Ein solches, lineares Modell lässt sich
gut in die Modellierung und den Regelungsentwurf einbeziehen. Die Schwankungen werden,
ähnlich zum vorhergehenden Abschnitt, als Ungewissheiten der Dämpferkonstanten

D = DN ±∆D (5.28)

in den Reglerentwurf einbezogen. Diese Darstellung ist eine Vereinfachung des Systems mit
Festkörpergelenken aus dem vorigen Abschnitt. Kinematische Ungewissheiten und höhere
Dynamik treten nicht auf bzw. können vernachlässigt werden. Die parametrische Unsicher-
heit tritt in Gestalt der Dämpfer anstelle der Federn auf. Das prinzipielle Vorgehen ist das
gleiche wie in Abschnitt 5.4.2 und wird hier nicht wiederholt.

5.5.2 Resonanzverfolgung zur energieeffizienten Erzeugung der
Reibwertglättung

In den Trockengleitlagern sind piezoelektrische Aktoren zur Erzeugung der hochfrequen-
ten Relativbewegung zwischen Lagerbolzen und -hülsen vorgesehen. Die Ausschläge piezo-
elektrischer Aktoren sind jedoch begrenzt. Wie aus Abschnitt 4.2.1 zur Reibwertglättung
hervorgeht, werden aber Mindestamplituden der Relativbewegung zwischen den Kontakt-
partnern und damit auch der Schwingungsanregung benötigt, um den gewünschten Effekt
zu erzielen. Um die Aktoren optimal zu nutzen, ist es zweckmäßig, sie in einer Resonanz des
Aktor-Bolzen-Vorspannung-Systems zu betreiben. Dabei kommt es darauf an, das System
bezüglich des konstruktiven Gestaltungsspielraums, soweit zu analysieren, dass durch die
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Anregung der Bolzen möglichst stark, insbesondere im Kontaktbereich mit der Hülse, und
der restliche Mechanismus möglichst wenig angeregt werden. Dabei wirkt sich die relativ
hohe Masse des Tisches schwingungsisolierend aus, weil sie wie ein Tiefpassfilter wirkt,
d.h. die hochfrequenten Bolzenschwingungen dringen nicht bis zum Endeffektor durch.
Weil aber in der Praxis nicht alle Parameter (Massen, Steifigkeiten, Randbedingungen)
genau bekannt sind oder sich ändern können, sind Schaltungen zur Resonanzverfolgung
notwendig. Zur Resonanzverfolgung existieren zwei Ansätze: Phasenregelkreise und Auto-
resonanz. Bei Phasenregelkreisen wird die Eigenschaft vieler schwingungsfähiger Systeme
genutzt, dass bei Resonanz eine charakteristische Phasendifferenz zwischen Eingangs- und
Ausgangssignal vorliegt. Diese Phasendifferenz dient als Indikator für die Resonanzfre-
quenz. Durch Differenzbildung zwischen dem Ist- und dem Sollwert der Phasendifferenz
wird die Anregungsfrequenz so lange geregelt, bis die charakteristische Phasendifferenz
erreicht ist [51, 88]. Das Prinzip der Autoresonanz basiert ebenfalls auf dem Zusammen-
hang zwischen Resonanz und Phasendifferenz. Dabei wird das Ausgangssignal nach einer
Totzeit, die einer bestimmten Phasendifferenz entspricht, wieder als Eingangssignal in das
System zurückgeführt. Diese Totzeit wird in Richtung steigender Amplituden geregelt [6].
In dieser Arbeit werden Phasenregelkreise bevorzugt, weil damit nicht nur die Resonanz,
sondern jeder Punkt des Phasengangs verfolgt werden kann. Ferner sind die notwendigen
Elektronikbauteile leicht erhältlich.

Modell des Bolzens

Das Modell des Bolzens wird für zwei Ziele benötigt. Zum einen muss die Beziehung zwi-
schen Anregungsfrequenz und Phasendifferenz bekannt sein, um in die richtige Richtung zu
regeln. Das gelingt zunächst nur für sehr langsame Parameteränderungen. Deswegen muss
zum anderen ein Modell für transiente Anregung bereitgestellt werden, an dem simulativ
der Funktionsnachweis für schnelle Parameteränderungen erbracht wird. Die Modellierung
des Bolzens als linearer Einmassenschwinger ist, wie für viele andere Systeme auch, aus-
reichend. Selbst schwingende Kontinua können in der Umgebung einer Resonanzstelle als
Einmassenschwinger approximiert werden, sofern die einzelnen Resonanzen weit genug aus-
einander liegen. Diese Approximation ist für die Anregung einer einzelnen Eigenform und
bei Frequenzen in der Nähe der dazugehörigen Eigenfrequenz gerechtfertigt. Hinweise zur
Erweiterung des Bolzens auf ein Stabmodell sind in Anlehnung an [83] direkt möglich.
Ausgangspunkt der Betrachtungen zur Resonanzverfolgung ist die Bewegungsgleichung.
Für den Einmassenschwinger lautet sie in dimensionsloser Schreibweise

x′′ + 2Dx′ + x = f(τ). (5.29)

Die viskose Dämpfung dient zum Approximieren der Reibung im Sinne der Gl. (4.28). Die
Frequenzgänge der Systeme mit Reibung sind denen viskos gedämpfter Systeme ähnlich
mit der Besonderheit, dass die äquivalente viskose Dämpfung noch von der Amplitude der
Anregung abhängt [102]. Der Frequenzgang (engl.: Frequency Response Function) liefert
den grundlegenden Zusammenhang zwischen Anregung und eingeschwungener Antwort
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LPF

1D
oF

VCO
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Abbildung 5.9: Modifizierter Phasenregelkreis (PLL) angewandt auf ein mechanisches
Einfreiheitsgrad-System, die Modifikationen gegenüber dem klassischen
PLL [14] sind durch gestrichelte Linien dargestellt

bei harmonischer Anregung f(τ) = Fejητ . Die Antwort ist dann ebenfalls harmonisch
x(τ) = Xejητ . In komplexer Darstellung berechnet sich der Frequenzgang über

H(jη) = X

F
= 1

1− η2 + j2Dη. (5.30)

Allgemein lässt sich das transiente Verhalten bei gegebener Anregung f(τ) durch die Me-
thode der Variation der Konstanten [65] bestimmen. Analytische Ausdrücke lassen sich
dann finden, wenn die Stammfunktionen der Integrale

c1 =
τ∫

0

−f(T )j
2
√

1−D2
e−λ1TdT c2 =

τ∫
0

f(T )j
2
√

1−D2
e−λ2TdT (5.31)

bekannt sind. Darin stehen λ1 = λ̄2 = −D+ j
√

1−D2 für die Nullstellen der charakteris-
tischen Gleichung. In allen anderen Fällen bleibt nur die numerische Lösung der Gl. (5.29)
übrig. Im Sinne einer systemtheoretischen Beschreibung dient die anregende Kraft f des
Aktors als Eingang und der vom Sensor gemessene Weg x als Ausgang. Für den Fall piezo-
elektrischer Wandler sei darauf hingewiesen, dass sich durch das gleichzeitige Auftreten des
direkten und inversen piezoelektrischen Effekts die Möglichkeit zum Aktor- und Sensorbe-
trieb in einem Wandler, dem sog. „Self-Sensing“ [78, 124], eröffnet. Dieses Konzept wurde
im Experiment erfolgreich zur Resonanzverfolgung höherer Moden von Balkenschwingun-
gen einbezogen [83].

Modifizierter Phasenregelkreis

Wie aus dem Frequenzgang hervorgeht, sind Resonanzen durch ihre charakteristische Pha-
sendifferenz gekennzeichnet. Folglich bietet sich diese Phasendifferenz zwischen Eingang
(Aktor) und Ausgang (Sensor) als Regelgröße an. Entsprechende Regelkreise basieren auf
Modifikationen des klassischen Phasenregelkreises (engl.: Phase-Locked Loop (PLL)), wie
er 1932 von Bellescize [10] zur Frequenzdemodulation in Radioempfängern erfunden wurde.
Der klassische PLL aus Abb. 5.9 besteht aus einem Phasendetektor (PD), einem Tiefpass-
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filter (engl.: Low-Pass Filter (LPF)) und einem spannungsgesteuerten Oszillator (engl.:
Voltage Controlled Oscillator (VCO)) [14]. Er folgt der Frequenz und führt zu einer ge-
wissen Phasendifferenz als bleibender Regelabweichung. Im Sinne der Regelungstechnik
entspricht dieser Kreis einem Regelkreis mit P-Anteil. Das Ausgangssignal ua(t) des PLL
ist ein harmonisches oder ein Rechtecksignal, das im VCO erzeugt wird

ua = ûa sin(ϕa), ϕa =
t∫

0

ωa dt∗. (5.32)

Die VCO Kreisfrequenz ωa = ϕ̇ wird eingestellt als Mittenkreisfrequenz ωm plus einem
Frequenzanteil, der proportional zum gefilterten Signal uf ist

ωa = ωm +K0uf (t). (5.33)

Der entscheidende Schritt ist die Differenzbildung zwischen Sensor- und Aktorphase ∆ϕ =
ϕs − ϕa. Sie wird im Phasendetektor gebildet und liefert ud ∼ ∆ϕ. Es existieren verschie-
dene Bauweisen, wie Multiplikator-, JK-, EXOR- und PFD-Phasendetektoren [14]. Hier
fällt die Wahl auf den Phase-Frequency-Detector (PFD), weil er Phasendifferenzen im Be-
reich −2π . . . 2π unterscheidet und einen unendlich großen Ziehbereich besitzt [14]. Hierbei
ist anzumerken, dass für die Funktionsweise des PFD ein harmonisches und kein multi-
frequentes Signal angenommen wird. Ähnlich zur Pulsweitenmodulation [67] springt der
Phasendetektorausgang ud(t) zwischen drei Werten: −Kd, 0,+Kd. Der über eine Periode
gemittelte Wert dieses unstetigen Verlaufs ist proportional zur Phasendifferenz

1
T

t0+T∫
t0

ud dt = Kd

2π∆ϕ(t). (5.34)

Um diesen Mittelwert zu erhalten, wird das Phasendetektorsignal durch ein Tiefpassfilter
geglättet. Die Auslegung des Tiefpassfilters ist ein Kompromiss zwischen schneller Reaktion
und glattem Verlauf. Filter niedriger Ordnung sind günstig, weil mit Ihnen die Stabilität
des Regelkreises einfach sichergestellt werden kann. Tatsächlich reicht schon ein Filter
erster Ordnung

HF (s) = 1
1 + s/ω3dB

, (5.35)

das durch die Eckfrequenz ω3dB, bei der die Filterdämpfung 3 dB beträgt, parametrisiert
ist, um das unstetige PFD-Signal ausreichend zu glätten. Der klassische PLL folgt einem
vorgegebenen Eingangssignal. Seine Beschreibung ist somit abgeschlossen. Bei der Anwen-
dung auf ein mechanisches System befindet sich dieses zwischen dem Ausgang und dem
Eingang des PLL. Das Sensorsignal des mechanischen Systems

us = ûs sin(ϕs), ϕs = ϕa + ∆ϕ (5.36)

ist die Antwort auf die Anregung ua = ûa sin(ϕa). Aus diesem Signal ergibt sich durch
Differenzbildung mit dem PLL-Ausgang die Phasendifferenz, bzw. das zu ihr proportionale
Signal ud.
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Im Fall langsam veränderlicher Parameteränderungen, die Resonanzfrequenzverschiebun-
gen verursachen, ist es zulässig, die Phasendifferenz ∆ϕ aus dem Frequenzgang abzule-
sen [51,88]. Denn so wie die Anteile der Lösung der homogenen Gleichung bei Übergängen
von einer konstanten Anregungsfrequenz zur anderen mit e−Dτ abklingen, so klingen auch
die Abweichungen | sin(∆ϕ(τ)−∆ϕ(∞))| von der Phasendifferenz des eingeschwungenen
Zustandes mit e−Dτ ab. Um eine vorgegebene Phasendifferenz ohne bleibende Regelabwei-
chung einzuregeln, muss der PLL modifiziert werden. Sein Regler muss um einen I-Anteil

HPI(s) = KP + KI

s
= KP

(
1 + 1

TNs

)
(5.37)

erweitert werden. Über die Parameter KI und KP lässt sich das Verhalten der Resonanz-
verfolgung einstellen. Es handelt sich um ein nichtlineares System, weil innerhalb des PLL
mit Phasensignalen und in der Strecke (mechanisches System) mit harmonischen Signalen
gearbeitet wird. Die Nichtlinearität steckt in der Umwandlung zwischen beiden Signalen,
konkret im Phasendetektor und im VCO. Beide Blöcke wandeln die harmonischen Signale
x = x̂ sin(ϕs) und F = F̂ sin(ϕa) in Phasensignale ϕs und ϕa um oder umgekehrt. Als
einfache Auslegungstrategie hat es sich in der Praxis bewährt, die nichtlineare System-
beschreibung zu umgehen, indem der PLL (ohne mechanisches System) separat ausgelegt
wird. Er besteht aus drei linearen Übertragungsblöcken: dem Tiefpass-Filter (1.Ordnung),
dem PI-Regler (Nachstellzeit TN = KP/KI) und dem VCO. Auf Phasenebene entspricht
der VCO einem Integrator. Die Übertragungsfunktion des PLL (ohne mechanisches Sys-
tem) lautet somit

HE = HF (s)HPI(s)
1
s

= KP
TNω3dBs+ ω3dB

TNs3 + TNω3dBs2 . (5.38)

Für dieses System lassen sich die klassischen Verfahren der linearen Regelungstheorie wie
Wurzelortskurve, Modellreduktion [38] u.v.m. nutzen. In Simulationen hat es sich als prak-
tikabel herausgestellt, den PLL auf gutes Führungsverhalten auszulegen, so dass er Sprün-
gen des Eingangssignals ϕs schnell folgt. Damit werden zufriedenstellende Eigenschaften
der Resonanzverfolgung (PLL kombiniert mit mechanischem System) festgestellt. Für ei-
ne optimale Auslegung der Resonanzverfolgung ist ein Übertragungsmodell der Phasen
zwischen Anregung und Antwort Voraussetzung.

Optimierungsansatz für die Resonanzverfolgung durch Einarbeitung der
Phasendynamik

Im Folgenden soll ein Ansatz aufgezeigt werden, um die Beschränkung der langsam ver-
änderlichen Parameter aufzuheben und die Dynamik der Resonanzverfolgung weiter zu
verbessern. Für die optimale Auslegung des Reglers muss das Übertragungsverhalten zwi-
schen Anregungs- und Antwortphase bekannt sein. Dabei ist eine Schwebung zu erwarten,
weil das System noch in der alten Frequenz schwingt, während sich die Anregungsfrequenz
in der Nähe davon ändert. Das komplexe Wegsignal x ∈ C wird durch Amplitude und
Phase ausgedrückt

x = rejϕ, x′ = (r′ + jrϕ′)ejϕ, x′′ =
(
r′′ − rϕ′2 + j(rϕ′′ + 2r′ϕ′)

)
ejϕ (5.39)
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und in die nach x′′ umgestellte Bewegungsgleichung eingesetzt

r′′ − rϕ′2 + j(rϕ′′ + 2r′ϕ′) = (fRe + jfIm)e−jϕ − 2D(r′ + jrϕ′)− r. (5.40)

Diese Gleichung wird nun in Real- und Imaginärteil zerlegt (e−jϕ = cosϕ− j sinϕ), d.h.

Re: r′′ − rϕ′2 = fRe cosϕ+ fIm sinϕ− 2Dr′ − r, (5.41a)
Im: rϕ′′ + 2r′ϕ′ = fIm cosϕ− fRe sinϕ− 2Drϕ′. (5.41b)

Als nächstes wird dieses System in die für die Regelungstechnik übliche Zustandsform
gebracht. Dazu werden die Substitutionen

x1 = r, x2 = ϕ, x3 = r′, x4 = ϕ′, u1 = fRe, u2 = fIm (5.42)

eingeführt. Als Ergebnis entsteht ein eingangslineares Mehrgrößensystem x′ = a(x) +
B(x)u. Die Systemgleichungen lauten

x′1 = x3, (5.43a)
x′2 = x4, (5.43b)
x′3 = −2Dx3 − x1 − x1x

2
4 + u1 cosx2 + u2 sin x2, (5.43c)

x′4 = −2Dx4 − 2x3x4

x1
− u1

sin x2

x1
+ u2

cosx2

x1
(5.43d)

und die Ausgangsgleichungen y = c(x) sind

y1 = x2, (5.44a)
y2 = x4. (5.44b)

Dieses System soll mittels exakter Linearisierung [1] behandelt werden. Weil es bereits in
nichtlinearer Regelungsnormalform vorliegt, muss keine Transformation der Zustandsgrö-
ßen mehr vorgenommen werden, sondern nur noch die Transformation der Eingangsgrößen
u, welche die Nichtlinearitäten kompensiert und so auf ein lineares System führt. Sowohl
die Nichtlinearitäten als auch die Eingangsgrößen treten nur in den beiden letzten Glei-
chungen

[
x′3
x′4

]
= n+Du mit n =

 −2Dx3 − x1 + x1x
2
4

−2Dx4 − 2x3x4

x1

 und D =

 cosx2 sin x2

−sin x2

x1

cosx2

x1


(5.45)

auf und diese werden im Folgenden betrachtet. Die Transformation auf die neuen Ein-
gangsgrößen w = [w1, w2]T

u = D−1(−n−KTz) + D−1Vw (5.46)

ist für alle endlichen Werte der Zustandsgrößen definiert, da die Matrix D stets regulär ist
(Det(D) = 1/x1). Die Einträge der Matrizen

KT =
[
K11 . . . K14
K21 . . . K24

]
V =

[
V11 V12
V21 V22

]
(5.47)
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sind frei wählbar. Im Zusammenhang mit der Regler- und Vorfilterauslegung lässt sich
damit die gewünschte Eigenwertkonfiguration des Regelkreises mit dem linearen Strecken-
modell

x′1
x′2
x′3
x′4

 =


0 0 1 0
0 0 0 1
K11 K12 K13 K14
K21 K22 K23 K24



x1
x2
x3
x4

+


0 0
0 0
V11 V12
V21 V22


[
u1
u2

]
(5.48)

einstellen. Diese Darstellung entspricht der lineare Regelungsnormalform, für die alle Me-
thoden aus der umfangreichen Theorie der linearen Systemtheorie (Optimalsteuerung, Op-
timalregelung usw.) anwendbar sind. Die damit erhaltenen Verläufe von w1 und w2 lassen
sich mittels Gl. (5.46) in u1 und u2 umrechnen. Aus u1 = fRe und u2 = fIm folgt schließlich
die komplexe Darstellung der anregenden Kraft

|f | =
√
f 2
Re + f 2

Im ∠f = arctan fIm
fRe

(4-Quadranten-Auswertung) (5.49)

um das gewünschte Verhalten der Antwort zu erzeugen.
Neben der hier vorgestellten exakten Linearisierung existieren noch weitere Verfahren zum
Reglerentwurf für nichtlineare Systeme, welche die Struktur der Gln. (5.43a)-(5.44b) be-
sitzen. Zu diesen Verfahren gehören Control-Ljapunov-Funktionen und das Backstepping
Verfahren [1].
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6 Experimente und Beispielanwendung
Nachdem in den vorherigen Kapiteln die theoretischen Grundlagen zum Einsatz der neu-
artigen Drehgelenke geschaffen wurden, soll nun eine praktische Umsetzung am Beispiel
einer Verfahreinheit vorbereitet werden. An dieser bereits in Abschnitt 2.4 eingeführten
Verfahreinheit orientierte sich die Entwicklung der Drehgelenke. Dieses Kapitel befasst sich
mit der konkreten Auslegung der Drehgelenke und deren Integration in den parallelkine-
matischen Mechanismus.
Die praktische Umsetzung besteht aus zwei Schritten. Zuerst werden die Berechnungsme-
thoden an einzelnen Demonstratoren der Drehgelenke experimentell validiert. Gleichzeitig
werden sie für ihre Nutzung in der Verfahreinheit qualifiziert. Im zweiten Schritt wer-
den die an die Verfahreinheit gestellten Anforderungen spezifiziert und entsprechend den
in vorherigen Kapiteln eingeführten Auslegungsrechnungen zahlenmäßig ausgewertet. Als
Ergebnis entstehen Umsetzungen in die Praxis mit denen erste Ergebnisse und Verbesse-
rungsvorschläge gefunden werden können.

6.1 Gelenkdemonstratoren im Einzelversuch
Die Festkörpergelenke und die Trockengleitlager werden auf Ihre Übereinstimmung mit den
Simulationen und ihre Eignung für die geplante Verfahreinheit untersucht. Bei den Festkör-
pergelenken stehen Kinematik und Kinetik im Vordergrund und bei den Trockengleitlagern
die Reibung im Gelenk und deren gesteuerte Reduktion.

6.1.1 Festkörpergelenke
Die Untersuchungen zu den Festkörpergelenken beschränken sich auf Blattfedern. Zum
einen, um den fertigungstechnischen Aufwand gering zu halten, zum anderen stellen sie
die größte rechentechnische Herausforderung dar. Zu Kerbgelenken liegen die entsprechen-
den Ergebnisse einer ähnlichen Untersuchung [36] vor. Zuerst werden die Parameter einer
einzelnen Blattfeder bestimmt und anschließend die Kinematik und Kinetik eines damit
aufgebauten Mechanismus untersucht.

Einzelne Blattfeder

Die Dichte % = m/V wird durch Volumenmessung und Wiegen ermittelt. Der Elastizitäts-
modul E wird dann aus der ersten Eigenfrequenz

ω1 = 1.876
L

√
EI

%A
(6.1)
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experimentell Datenblatt [2]
% 7600 kg/m3 7860 kg/m3

E 185.6 GPa 190 GPa
ν — 0.3
d 2.5 · 10−4 kg/sm3 —

Tabelle 6.1: Materialparameter einer Blattfeder der Abmessungen 155× 12.5× 0.25 mm3

aus Bandwalzstahl

der Biegeschwingung [55] des beidseitig eingespannten Balkens (fest–fest) konstanten Quer-
schnitts der Länge L, dessen Differentialgleichung

EI
∂4w

∂x4 +dA∂w
∂t

+%A∂
2w

∂t2
= 0 RB : w(0) = ∂w

∂x
|x=0 = w(L) = ∂w

∂x
|x=L = 0 (6.2)

lautet, berechnet. Die Dämpfung folgt aus dem Zeitverlauf. Aus zwei Umkehrpunkten w1,
w2 und der dazwischen verstrichenen Zeit wird über die Abklingkonstante die volumenbe-
zogene äußere Dämpfung d

d = ln(w1/w2)
t2 − t1

% (6.3)

berechnet. Dieser letzte Wert ist nur als Anhaltspunkt zu betrachten, denn als Hauptursa-
che wird hinter dem Abklingen der Luftwiderstand vermutet. Er hängt von der Geometrie,
dem Quadrat der Geschwindigkeit und dem Zustand der Luft ab. Die Messung erfolgt
mit einem Laservibrometer (Polytec: OFV-056 Sensor Head, OFV-3001S Decoder, PSV-
Z-040-F Junction Box) und Impulsanregung. Die so bestimmten Werte sind in Tab. 6.1
aufgelistet.
Die nach Abschnitt 3.2.2 berechneten Eigenfrequenzen einer stark vordeformierten Blatt-
feder, stimmen bis auf 5% mit den experimentell gemessenen Werten überein.

Festkörpergelenkbasierter Mechanismus

Der in Abb. 6.1 gezeigte Versuchsaufbau besteht aus einem Tisch, der pro Seite über
zwei jeweils an beiden Enden fest eingespannten Blattfedern mit einem Schlitten verbun-
den ist. Die Schlitten werden durch einen Gewindetrieb positioniert. Der linke Schlitten
ist in Längsrichtung verfahrbar, um den Betrieb nachbilden und alle Stellungen anfahren
zu können. Der rechte Schlitten ist quer verfahrbar, um den Mechanismus an verschie-
dene Blattfederlängen und Nullwinkel anpassen zu können. Die Länge der Blattfedern
wird anhand geometrischer Überlegungen zum gewünschten Arbeitsraum geschätzt und
anschließend ihr Querschnitt durch eine überschlägige Traglastrechnung der Streben fest-
gelegt. Zunächst wird die Kinematik untersucht. Dabei wird der Betriebsschlitten (links)
von einem Anschlag zum anderen verfahren und die Trajektorie des Tisches über zwei
an den Ecken angeklebte Stifte auf einem Blatt Papier erfasst. Dieses Blatt wurde an-
schließend eingescannt und am PC vermessen. Wie aus Abb. 6.2 ersichtlich, stimmt die
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Abbildung 6.1: Demonstrator des festkörpergelenkbasierten Mechanismus: der linke Schlit-
ten dient zum Nachbilden des Betriebs und der rechte zum Anpassen an
verschiedene Strebenlängen

Bahn des Endeffektors aus der Simulation gut mit dem Experiment überein. Die Rotation
zeigt tendenziell übereinstimmendes Verhalten, die Abweichungen lassen sich durch die
Messgenauigkeit (kleine Wegdifferenzen) und den Einfluss der Stifte (Reibung) erklären.
Danach wird die Steifigkeit gegenüber angreifenden Kräften bestimmt. Dazu wird, wie in
Abb. 6.3 gezeigt, die Gewichtskraft einer variablen Masse über eine Umlenkrolle am End-
effektor (Tischmittelpunkt) eingeleitet. Die Wege werden an drei Punkten mit dem Laser-
vibrometer (Wegdecoder) gemessen, um Verschiebung und Verdrehung bestimmen zu kön-
nen. Für die Auswertung werden die Verschiebungen der Messpunkte in die Verschiebung
und Verdrehung des Endeffektors, der gleichzeitig der Kraftangriffspunkt ist, umgerech-
net und damit die Nachgiebigkeitsmatrix aufgestellt. Die Umrechnung der Wegmessung
erfolgt nach Abb. 6.4. Es werden zwei Koordinatensysteme eingeführt: ein raumfestes Ko-
ordinatensystem und ein körperfestes Koordinatensystem. Der Ursprung des raumfesten
x-y-Systems stimmt mit dem Mittelpunkt des rechteckigen Tisches (Seitenlängen 2a, 2b)
in der Ausgangslage überein. Seine Achsen sind parallel zu den Tischkanten in der Aus-
gangslage. Das körperfeste X-Y -System hat seinen Ursprung in der Mitte des ausgelenkten
Tisches, und seine Achsen sind parallel zu den Tischkanten der ausgelenkten Lage. Bei der
Wegmessung ist zu beachten, dass der Laserstrahl raumfest ist. Die gemessenen Verschie-
bungen u1, u2 und v3 sind die Abstände zwischen den Punkten p1−P1, p2−P2 und p3−P3
(ausgelenkte Lage-Ausgangslage). Die Verdrehung folgt direkt aus den Verschiebungen in
x-Richtung

γ = − arctan
(
u1 − u2

y1 − y2

)
. (6.4)
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Abbildung 6.2: Experiment (gestrichelt) und Simulation (durchgezogen)

Abbildung 6.3: Experimenteller Aufbau zum Bestimmen der Tischsteifigkeit

Die Orientierung des körperfesten Systems ist durch diese Drehung festgelegt

eX = rX
|rX |

mit rX =
[
y1 − y2
u2 − u1

]
, (6.5a)

eY = rY
|rY |

mit rY =
[
u1 − u2
y1 − y2

]
. (6.5b)

Um die Lage des ausgelenkten Mittelpunkts und damit seine Verschiebung zu erhalten,
werden die Hilfspunkte

p′1 = p1 − aeX und p′3 = p3 + beY (6.6)

eingeführt. Der Tischmittelpunkt ist der Schnittpunkt der zwei Geraden

g1(t1) = p′1 + t1eY und g3(t3) = p′3 + t3eX (6.7)

parallel zu den Achsen des körperfesten Systems im Abstand a bzw. b von den Punkten p1
bzw. p3.
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6.1 Gelenkdemonstratoren im Einzelversuch

Abbildung 6.4: Umrechnung von gemessenen Verschiebungen in Mittelpunktsverschiebun-
gen

nxx [m/N] nyy [m/N] nzz [m/N]
exp. num. exp. num. exp. num.

Nullstellung 1.6·10−5 1.6·10−5 3.3·10−6 3.2·107 1.2·10−5 1.1·10−5

Anschlag 2.8·10−4 2.7·10−4 1.2·10−4 1.2·10−4 8.5·10−4 8.1·10−4

Tabelle 6.2: Nachgiebigkeit des Endeffektors gegenüber an ihm angreifenden Lasten

Die Verschiebung in z-Richtung wird direkt am Mittelpunkt gemessen, d.h. es ist keine
Umrechnung notwendig. Die Verdrehungen um die x- und y- Achsen und ihre Auswir-
kungen auf die Verschiebungen werden vernachlässigt. Die Steifigkeiten werden in das 6-
Freiheitsgradmodell aus Abb. 6.5 umgerechnet und mit Simulationswerten verglichen. Die
ausführliche Rekonstruktion eines Steifigkeitsmodells (drei Federn, zweifach exzentrisch)
ist damit möglich. Diese Messung wird in ausgewählten Stellungen wiederholt. Tab. 6.2
bestätigt den Trend der abnehmenden Steifigkeit mit steigender Blattfederdeformation.
Zuletzt wird auch das Schwingungsverhalten untersucht. Dazu werden Beschleunigungs-
sensoren und ein Modalanalysegerät (B&K Pulse) eingesetzt. Als Anregung kommen Ham-
merschläge zum Einsatz. Der Einfachheit halber werden nur Moden senkrecht zur Bewe-
gungsebene untersucht, weil die dafür erforderlichen Mess- und Anregepunkte leicht zu-
gänglich sind. Die experimentell ermittelten Moden (Abb. 6.6) tauchen auch in der numeri-

(a) x-y-Ebene (b) x-z-Ebene (c) y-z-Ebene

Abbildung 6.5: Modellierung der Tischsteifigkeit gegenüber Lasten
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6 Experimente und Beispielanwendung

(a) 40Hz (b) 172Hz

Abbildung 6.6: Experimentelle Modalanalyse: Erste (a) und zweite Schwingungsform (b)
senkrecht zur Ebene, die Striche kennzeichnen die Tischachse in der aus-
gelenkten oberen bzw. unteren Position

schen Modalanalyse (FEM) auf. In der Ausgangslage stimmen die Frequenzen gut überein
(<5%), mit steigender Verformung nehmen in Experiment und Simulation gleichermaßen
die Eigenfrequenzen ab, allerdings vergrößert sich die Diskrepanz bis auf 25%.
Bezüglich Kinematik und Kinetik können die Berechnungsmethoden als validiert betrachtet
werden. Im Bereich der Modalanalyse ist eine grundsätzliche Übereinstimmung zwischen
Simulation und Experiment festzustellen, aber die Diskrepanzen bei großen Vordeforma-
tionen deuten auf Nichtlinearitäten und Kopplungen zwischen den Schwingungsformen hin
und bieten somit Anknüpfungspunkte für die weitere Forschung.

6.1.2 Trockengleitlager
Im Fokus der Untersuchungen stehen die experimentellen Messungen des statischen und des
dynamischen Reibwerts und deren Reduktion durch die Reibwertglättung. Primär beziehen
sich diese Untersuchungen auf die Trockengleitlager, die auf dem Transversaleffekt zur
Reibwertglättung basieren, so wie sie in Abschnitt 4.4 entwickelt worden sind. Abb. 6.7(a)
zeigt den entsprechenden Demonstrator.
Weil die experimentelle Umsetzung des Normaleffekts (Abb. 4.1(c) auf S. 47) ohne viel
Aufwand möglich ist, sind diese Versuche gleichzeitig mit durchgeführt worden, obwohl auf
Grundlage der Theorie nicht die gleiche Reduktion wie beim Transversaleffekt zu erwarten
ist. Im Gegensatz zu diesem entsteht beim Normaleffekt die Reibwertglättung nicht durch
die Mittelung über die Richtung der Relativgeschwindigkeit, sondern durch die Mittelung
über die schwankende Normalkraft [6]. Die Bewegung in Normalenrichtung wird durch
einen speziellen Aktor aus piezoelektrischen Fasern in einer viskoelastischen Schicht, einem
sog. Makrofaserkomposit (engl.: Macro Fibre Composite (MFC)), erzeugt. Dieser Aktor
ist sehr robust und lässt sich einfach anwenden. Er wurde, wie in Abb. 6.7(b) dargestellt,
auf die Strebe geklebt.
Im ersten Prototyp des Demonstrators zum Transversaleffekt kam ein PL022.30 PICMA
Chip Actuator [120] zum Einsatz. Obwohl dieser Aktor nicht alle gestellten Anforderungen
erfüllt, insbesondere in Hinblick auf Hub und Leistung, wurde er verbaut, weil er vorrätig
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(a) (b)

Abbildung 6.7: Demonstratorgelenke: Reibwertglättung durch Transversaleffekt mit einem
Piezoaktor unter dem Bolzen (a) und Reibwertglättung durch Normaleffekt
mit einem MFC auf der Strebe (b)

war. So wurde ein Ausgangspunkt für die weitere konstruktive Entwicklung und die da-
bei zu berücksichtigenden Aspekte geschaffen. Seine Resonanzfrequenz von 600kHz lässt
sich nicht anregen, weil sie weit oberhalb des Verstärkerarbeitsbereiches von 0.01-100 kHz
liegt. Deswegen wird versucht, durch eine Frequenzgangmessung eine Resonanz der Bolzen-
schwingung zu finden. Dazu wird der piezoelektrische Wandler mit einem frequenzgewob-
belten Sinus (engl.: Sweep) betrieben und gleichzeitig die Bewegung der Vorspannschraube
auf der Oberseite des Gehäuses mit einem Laservibrometer gemessen.
Das Vorgehen bei der Nutzung des Normaleffekts ist ähnlich. Statt des Stapelaktors unter
dem Bolzen werden mit dem aufgeklebten MFC hochfrequente Schwingungen erzeugt, und
die Ausschläge am Strebenende gemessen. Im Vergleich zu den übersichtlichen Frequenz-
gängen des Mehrmassenschwingermodells enthüllt die experimentelle Messung am Lager
eine sehr vielfältige Dynamik, die durch die Wechselwirkung mit dem Gehäuse und nicht
berücksichtigte Komponenten verursacht wird. Im Folgenden wird mit den Frequenzen der
beiden höchsten Amplituden (21, 85 kHz) angeregt, unter der Annahme, dass große Aus-
schläge an der Vorspannschraube auf große Ausschläge im Kontakt hindeuten. Dieses Vor-
gehen ist sehr pragmatisch und erfordert eine weitere theoretische Untermauerung. Durch
diese manuelle Schwingungsuntersuchung ist die Resonanzverfolgung nicht notwendig und
wird nicht mit der Bolzenanregung kombiniert. Erst wenn vollständig geklärt ist, welche
Frequenz angeregt werden soll und wie die entsprechenden Phasendifferenzen aussehen,
macht es Sinn, die Resonanzverfolgung auf die Schwingungsanregung des Lagerbolzens an-
zuwenden. Der experimentelle Funktionsnachweis der Resonanzverfolgung wurde separat
erbracht [83] und lässt sich direkt auf die finale Version der Trockengleitlager übertragen.

Haftreibung

Als Maß für den statischen Reibwert wird das Losreißmoment gemessen. Die Umrechnung
in den Reibwert erfordert die genaue Kenntnis der Flächenpressung und wurde weggelas-
sen, weil das Ziel der Untersuchung der Nachweis einer Reduktion der Haftreibung und
nicht die zahlenmäßige Bestimmung des Reibwerts selbst ist. Am Gelenk befindet sich eine
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6 Experimente und Beispielanwendung

ohne Reibwertglättung Transversaleffekt Normaleffekt
Mhaft 3.4·10−3 Nm 3.4·10−3 Nm 3.0·10−3 Nm
Mgleit 1.7·10−3 Nm 1.7·10−3 Nm 1.7·10−3 Nm

Tabelle 6.3: Experimentelle Bestimmung

Strebe (Quader, Schwerpunkt in der Mitte) als exzentrische Masse mP . Wird diese Strebe
aus der Vertikalen ausgelenkt, so erzeugt sie ein rückstellendes Drehmoment aufgrund der
Gewichtskraft. Bei kleinen Ausschlägen ist das Haftmoment größer als das rückstellende
Drehmoment und das Lager klemmt. Dieser Gleichgewichtszustand ist in Abb. 6.8 darge-
stellt. Die Auslenkung wird so lange gesteigert, bis der maximale Wert gefunden ist, bei
dem die Strebe noch klemmt. Dieses Drehmoment entspricht dem Haftmoment. Entspre-
chend der theoretischen Vorbetrachtungen liegt es bei der gewählten Passung (Übermaß:
∆u = 0 . . . 8µm) im Bereich von

MH = πd2
BlHpN = 0 . . . 6.5·10−3 Nm. (6.8)

Aus dem Fall ohne Reibwertglättung kann unter Annahme einer der unbekannten Größen
(pN , µ) aus der Momentenbilanz (Gewichtskraft, Reibung) am Pendel

MG = mglm cosαmax = µ0pNAkontaktrB = MH (6.9)

die andere berechnet werden. Die Messung der Haftmomente zeigt noch keine deutliche Re-
duktion des Haftreibwerts. Daraus wird geschlossen, dass die notwendige Relativbewegung
im Kontakt nicht zustande kommt. Überraschend ist, dass der Normaleffekt im Gegen-
satz zum Transversaleffekt eine kleine aber nachweisbare Wirkung zeigt. Die Ursache wird
in der deutlich höheren Leistung der MFC Aktoren im Vergleich zu den Chip Aktoren
vermutet.

Gleitreibung

Entsprechend den Vorbetrachtungen sollte die Reduktion des Haftwertes durch die Reib-
wertglättung am deutlichsten zu erkennen sein. Um zusätzlich den Einfluss auf die Gleit-
reibung aufzudecken, wurde ein zweites Experiment mit dem Trockengleitlager vorberei-
tet. Zur Messung der Gleitreibung ist eine Pendelschwingung geeignet. Um gut messbare
Amplituden zu erhalten (mehrere sichtbare Ausschläge) und im Gültigkeitsbereich der li-
nearisierten Pendelgleichung zu bleiben (ϕ < 10◦), wird an der Strebe, wie in Abb. 6.9(a)
zu sehen, noch eine weitere Masse (m = 123 g, lm = 115 mm) hinzugefügt. Für die Berech-
nung des Trägheitsmoments J wird die Geometrie der Quader eingesetzt. Anschließend
wird aus dem Abklingverhalten auf den Gleitreibungskoeffizienten geschlossen. Anhand
der linearisierten Differentialgleichung des Pendels

ϕ̈+ mgl

J
ϕ =

{
−MR/J, ϕ̇ > 0
+MR/J, ϕ̇ < 0 (6.10)

lässt sich erkennen, dass die Lösung im Phasenraum Halbkreise um die Punkte ϕ =
−MR/(mgl), ϕ̇ = 0 und ϕ = +MR/(mgl), ϕ̇ = 0 sind [102]. In einer Periode reduziert
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(a) (b)

Abbildung 6.8: Bestimmung der Haftreibung aus dem Losreißmoment: Modell (a) und Ver-
suchsaufbau (b)

sich dadurch die Amplitude um 4MR/(mgl). Für die Abnahme der Amplitude folgt somit
unter Einbeziehen der Periodendauer T = 2π

√
J/(mgl) der lineare Zusammenhang

dϕ̂
dt = − 2MR

π
√
Jmgl

(6.11)

zwischen Zeit und Amplitude. In Abb. 6.9(b) lässt sich kein Unterschied durch die Reib-
wertglättung erkennen. Bei einer weiteren, quantitativ genaueren Auswertung ist folgende
Einschränkung zu beachten. Das Laservibrometer liefert aufgrund des veränderlichen Ein-
fallswinkels des Laserstrahls auf das Pendel während der Schwingung kein zuverlässiges
Wegsignal (Signalaussetzer). Für den Nachweis der Reibwertglättung spielt das jedoch
keine Rolle, denn Anfang und Ende der Pendelbewegung sind klar zu erkennen.
Für alle drei Fälle kommt das Pendel bei einer Anfangsauslenkung ϕ0 = 10◦ nach 2.5 s zur
Ruhe. Das resultierende Reibmoment ist plausibel, weil es kleiner als die zuvor gemessenen
Haftmomente ist, siehe Tab. 6.3. Die fehlende Wirkung der Reibwertglättung in diesem
Fall (Gleiten) lässt sich auf zwei mögliche Ursachen zurückführen. Erstens, die Reibwert-
reduktion ist insgesamt zu schwach. Zweitens, die Geschwindigkeiten im Reibkontakt sind
zu hoch, d.h. die Relativgeschwindigkeit liegt in dem Bereich der Reibkennlinie, der von
der Reibwertglättung kaum noch beeinflusst wird. Das lässt sich nicht genau sagen, weil
experimentell bestimmte Werte für die kubischen Kennlinien, d.h. vm und µm, der gewähl-
ten Materialpaarung nicht verfügbar sind. Aufgrund der Ergebnisse aus dem Versuch zur
Haftreibungsmessung, erscheint die erste Ursache als wahrscheinlicher.
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(a)
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(b)

Abbildung 6.9: Pendel zum Ermitteln der Gleitreibung: Versuchsaufbau (a) und gemes-
senes Wegsignal der Schwingung ohne Reibwertglättung (durchgezogen),
mit Transversaleffekt (gestrichelt) und mit Normaleffekt (gepunktet) – zwi-
schen den drei Kurven ist kein Unterschied sichtbar (b)

Schlussfolgerungen aus dem erreichten Stand der Trockengleitlager

Als Ergebnis bleibt festzuhalten, dass der PICMA Chip Actuator PL022.30 [120], wie
erwartet, zu klein ist und zu wenig Leistung in den Bolzen einleitet um eine wirksame
Reibwertglättung zu erzeugen. Deswegen ist das Trockengleitlager konstruktiv überarbei-
tet worden und als neuer Aktor der PICA Stack Actuator P007 [120] vorgesehen, einmal
in der gleichen Bauweise unter dem Bolzen und einmal noch zusätzlich über dem Bolzen.
Damit sollen neben dem prinzipiellen Funktionsnachweis noch weitere Kenndaten ermittelt
werden. So soll nicht nur gezeigt werden, dass die Reibung reduziert wird, sondern auch
experimentell herausgefunden werden, welcher Zusammenhang zwischen Anregung (Am-
plitude und Frequenz) und effektivem Reibwert besteht. Als eigentliches Ziel der Konstruk-
tion ist auch noch experimentell auszuschließen, dass kein Ruckgleiten mehr auftritt. Dazu
wird eine harmonische Anregung über eine elastische Kopplung als Drehbewegung auf das
Gelenk gegeben und dessen Antwort gemessen [3]. Im Vordergrund dieser Arbeit stehen die
Berechnungsmethodik, das Schaffen einer Konstruktionsgrundlage und eines Konzepts zum
experimentellen Funktionsnachweis. Auf eine Wiederholung der entsprechenden Versuche
des überarbeiteten Demonstrators wurde an dieser Stelle aus Zeitgründen verzichtet.
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6.2 Einsatz der Drehgelenke in einer Verfahreinheit
Es wird ein Versuchsstand angestrebt, um die Verfahreinheit hinsichtlich ihrer Entwick-
lungsziele zu untersuchen. In den folgenden Abschnitten werden die einzelnen Schritte
der Auslegung vorgestellt. Der erste Entwurf beruht auf grundsätzlichen geometrischen
Überlegungen. Nachdem die Kinematik festgelegt worden ist und die bewegten Massen
abgeschätzt wurden, können die auftretenden Reaktions- und Trägheitskräfte bestimmt
werden. Damit ist es möglich, weiter ins Detail zu gehen und die Festigkeit kritischer Stel-
len (Lager, Streben) zu untersuchen. Danach ist zu überprüfen, ob die anfangs gemachten
Annahmen erfüllt sind, oder eine weitere Iteration durchgeführt werden muss.

6.2.1 Spezifikationen
Die Spezifikationen leiten sich aus dem Ziel ab, bei weniger Bauraum vergleichbare Ergeb-
nisse wie mit konventionellen Werkzeugmaschinen zu erreichen. Folgende Vorgaben werden
an die Verfahreinheit einer beispielhaften Mikrowerkzeugmaschine gestellt:

Nutzlast: 1 kg,
Geschwindigkeit: 0.6 m/s,
Beschleunigung (x,y): 10 m/s2,
Bauraum: 300× 300× 300 mm3,
Arbeitsraum: 30× 70 mm2,
Tischabmessungen: 50× 70× 10 mm3,
Genauigkeit: 1 µm,
Störkräfte (x,y): 20 N.

Ferner ist beim Einsatz der Verfahreinheit in solchen Maschinen von konstanten Umge-
bungsbedingungen (Raumtemperatur, Luftfeuchtigkeit und –druck) auszugehen, so dass
thermische Längenänderungen der Bauteile und weitere Änderungen, z.B. der piezoelek-
trischen Eigenschaften und der Reibung, infolge der Umgebungsbedingungen vernachläs-
sigbar sind.

6.2.2 Vorauslegung
Die Geometrie muss so festgelegt werden, dass der Arbeitsraum abgedeckt wird ohne singu-
läre Stellungen zu erreichen. Deswegen werden die Streben länger als die minimale Länge
gewählt, d.h. sie könnten einen größeren Arbeitsraum als den geforderten bereitstellen.
Als Nullwinkel erscheinen 45◦ und 60◦ zweckmäßig. Nach Abb. 5.3(a) auf S. 71 ergibt sich
schon ein günstiges Verhältnis von Bauraum zu Arbeitsraum, wenn die Winkelausschläge
nicht voll ausgeschöpft werden. Im Fall der zwei Werte der Strebenlänge und zwei Werte
der Nullwinkel ergeben sich die Winkelausschläge in Tab. 6.4. Diese vier Varianten sind in
Abb. 6.10 visualisiert. Um den Entwurf zu komplettieren werden die restlichen Abmes-
sungen und Massen geschätzt. Sie sind in Tab. 6.5 zusammengefasst. Auf diesen Werten
basieren die weiteren Auslegungsrechnungen. Die vier Geometrien unterscheiden sich durch
die Strebenlänge l und den Abstand bx zwischen den Schlitten:
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(a) Geometrie 1:
lP = 60mm,
bx = 135mm

(b) Geometrie 2:
lP = 90mm,
bx = 178mm

(c) Geometrie 3:
lP = 60mm,
bx = 110mm

(d) Geometrie 4:
lP = 90mm,
bx = 140mm

Abbildung 6.10: Vier betrachtete geometrische Varianten des Biglide-Mechanismus, An-
triebsbahnen und Rand des Arbeitsraums sind gestrichelt dargestellt

γ0 = 60◦ γ0 = 45◦

lS = 90mm 11.8◦ 15.9◦
lS = 60mm 18.6◦ 28.2◦

Tabelle 6.4: Maximale Winkelausschläge ∆γ der ersten Entwurfsvorschläge, um den gefor-
derten Arbeitsraum abzudecken

• l = 60mm bx = 135mm (γ0 ≈ 45◦),
max. Arbeitsraum (x): ∆x = 2 · 60(1− cos π

4 ) = 35.1mm,

• l = 90mm bx = 178mm (γ0 ≈ 45◦),
max. Arbeitsraum (x): ∆x = 2 · 90(1− cos π

4 ) = 52.7mm,

• l = 60mm bx = 110mm (γ0 = 60◦),
max. Arbeitsraum (x): ∆x = 2 · 60(1− cos π

3 ) = 60mm,

• l = 90mm bx = 140mm (γ0 = 60◦),
max. Arbeitsraum (x): ∆x = 2 · 90(1− cos π

3 ) = 90mm.

In den Spezifikationen der Vorschubeinheit werden Beschleunigungen von 1 g vorgegeben.
Um die entsprechenden Anforderungen für die Menge an Stellungen und Richtungen zu
überprüfen, werden zwei Beispieltrajektorien festgelegt, eine Kreisbahn und eine Querfahrt:

• Kreisfahrt mit konstanter Geschwindigkeit (ar = 1 g) um die Nulllage, der die Gren-
zen des Sollarbeitsraums tangiert;

• Querfahrt (x) durch den Sollarbeitsraum mit der konstanten Beschleunigung (a =
1 g) aus der Ruhe vom linken Rand zur Mitte und dort schlagartiges Umschalten auf
Abbremsen mit dem gleichen Beschleunigungsbetrag, sog. „bang-bang“ Trajektorie.
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Variable Wert Beschreibung
lP 60, 90 mm Strebenlänge (2 Werte)
lS 70 mm Tischlänge (y)
bS 50 mm Tischbreite (x)
bC 50 mm Schlittenbreite (x)

(Mittenlinie bis zu Gelenken)
γ0 45◦, 60◦ Nullwinkel (2 Werte)
bx 135, 178 mm Abstand zwischen den Schlittenbahnen

110, 140 mm (4 Varianten: 2 Strebenlängen, 2 Nullwinkel)
mS 1.5 kg Tischmasse (inklusive Nutzlast)
mC 0 kg Schlittenmasse (wird bei der Auslegung

der Antriebe einbezogen)

Tabelle 6.5: Simulationsdaten des Biglide-Mechanismus (Abb. 5.2)

Geometrie 1 2 3 4 Anmerkung
Max| dx

dlP | 0.87 0.87 1.59 1.59 Abhängigkeit von der Strebenlänge lP
Max| dy

dlP | 0.78 0.74 0.67 0.62
Max| dγ

dlP | 20.17 20.09 28.57 28.57 [RAD/m]
Max| de

dlP | 0.87 0.86 1.23 1.23 Verschiebungsbetrag der Ecken infolge der Drehung

Max| dxdY | 1.00 0.99 1.41 1.41 Abhängigkeit von den Aktorpositionen yL und yR
Max| dydY | 0.89 0.80 0.96 0.84
Max| dγdY | 0 0 0 0 [RAD/m]

Tabelle 6.6: Übersetzung geometrischer Fehler auf die Endeffektorposition, angegeben sind
die Maximalwerte aus allen Stellungen

Abb. 6.11 zeigt diese zwei Beispieltrajektorien. Sie werden für die vier geometrischen Um-
setzungen des Biglide-Mechanismus nach Abschnitt 5.3 ausgewertet.

Kinematik

Die inverse Kinematik fließt in die inverse Dynamik ein. Zusätzlich ermöglicht die Kine-
matik, die Sensitivität der Endeffektorposition gegenüber dem Lagerspiel zu berechnen.
Der Einfluss des Lagerspiels wird für die vier angedachten Varianten nach Abschnitt 5.3.1
ausgewertet. Tab. 6.6 enthält die Maximalwerte der Übersetzungsverhältnisse aus allen
Stellungen einer Querfahrt. Aus diesen Ergebnissen stellt sich Geometrie 1 als geeignet
heraus. Die Übersetzungen der Fehler sind gering und die kürzere Strebenlänge ist vorteil-
haft für die Aufnahme der Traglast.
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(a) Kreisfahrt (b) Querfahrt

Abbildung 6.11: Zwei Beispieltrajektorien des Endeffektors (Tischmittelpunkt)

Antrieb FSy Zwang FSx Zwang MSz Trajektorie
Max. 25.32 N 23.84 N 0.50 Nm Kreis
Max. 25.28 N 23.53 N 0.51 Nm Quer

Tabelle 6.7: Maximalwerte der Antriebs- und Zwangskräfte während der zwei Beispieltra-
jektorien aus allen Lastkombinationen (Geometrie 1)

Kinetik

Zusätzlich zu den Reaktions- und Trägheitskräften infolge des Abfahrens der Trajekto-
rie werden auch Prozesskräfte in die Berechnung einbezogen. Diese Kräfte werden durch
eine am Tischmittelpunkt angreifende, konstante Kraft und ein konstantes Moment mo-
delliert. Bei dem Moment handelt es sich um das Versatzmoment einer an der Tischecke
angreifenden Kraft (20 N). Es sind alle Kombinationen aus FTx = ±20 N, FTy = ±20 N
und MTz = ±0.86 Nm der am Tisch angreifenden Prozesskräfte untersucht worden. Die
resultierenden Maximalwerte der Antriebs- und Zwangskräfte während einer Kreis- und
einer Querfahrt sind in Tab. 6.7 zusammengestellt. Die Streben werden dabei als masselos
angenommen, weil ihr Gewicht um Größenordnungen kleiner ist als das von Tisch und
Schlitten. Die Schlittenmassen sind nur vorübergehend zu null gesetzt worden, weil die
Auslegung der Schlitten separat erfolgt. Aus den gegebenen Beschleunigungsverläufen und
geforderten Zwangs- und Antriebskräften soll ein Schlitten entwickelt werden, der diese
Spezifikationen erfüllt.
Die Zeitverläufe der einzelnen Größen, wie Wege, Geschwindigkeiten, Beschleunigungen,
Antriebs-, Zwangskräfte, befinden sich im Anhang B.
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(a) (b)

Abbildung 6.12: Modellierung der Verfahreinheit als räumliches Tragwerk (a) die Festlager
am Rand und die Gelenke zwischen Streben und Tisch sind fünfwertig,
Schnittkräfte einer Strebe (b)

6.2.3 Detailbetrachtung kritischer Stellen

Nach der inversen Dynamik und den damit bestimmten maximalen Werten im dynami-
schen Betrieb folgen die ausführlichen (3D) Betrachtungen der bisher überschlägig aus-
gelegten kritischen Stellen des Mechanismus. Zu diesen Betrachtungen gehören Festig-
keitsnachweise und im Fall der Trockengleitlager die Untersuchung zur Vorspannung des
piezoelektrischen Aktors und deren korrekter Einstellung.

Um den angestrebten Biglide-Mechanismus mit Festkörpergelenken zu realisieren, gibt es
zwei Herangehensweisen. Entweder die Gelenkausschläge oder die Strebenlängen werden
minimiert. Das Minimieren der Drehwinkel erlaubt es, Festkörpergelenke mit konzentrier-
ten Steifigkeiten zu verwenden. Der Vorteil ist dann die hohe Steifigkeit gegenüber Pro-
zesskräften. Als Nachteil wächst der Bauraum, weil die Streben und die Schlittenwege
dann immer länger werden. Dabei werden entweder die Grenzen der Schlittendynamik
oder jene der tragenden Wirkung der Streben erreicht. Das Minimieren der Strebenlänge
führt zu einem kleinen Bauraum, der für kleine Werkzeugmaschinen erstrebenswert ist.
Die Drehwinkel sind dann sehr groß und lassen sich nur durch verteilte Steifigkeiten er-
reichen. Das zieht ein Absenken aller Steifigkeiten nach sich, so dass kleine Störkräfte zu
unzulässig hohen Positionsabweichungen führen. Die Vorgaben von Bau-, Arbeitsraum und
Steifigkeit liegen außerhalb des Anwendungsbereiches der Festkörpergelenke. Sie erreichen
die Bauraumvorgaben (Drehwinkel,Strebenlänge) nur mit einem Bruchteil der geforder-
ten Steifigkeit oder die geforderte Steifigkeit nur mit einem Vielfachen der Strebenlänge.
Deshalb scheiden sie für den Einsatz im Prototyp aus.

Ab dieser Stelle werden nur noch die Trockengleitlager betrachtet. Die kritischen Stellen
sind im Fall der Trockengleitlager die Streben und die Lager. Die auszuführenden Festig-
keitsnachweise sind Gegenstand der einschlägigen Literatur und werden hier nur angedeutet
und nicht bis ins Detail ausgeführt.
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6 Experimente und Beispielanwendung

Strebendimensionierung

Zur dreidimensionalen Betrachtung der Streben wird aus der Bewegung des Mechanis-
mus eine Momentaufnahme herausgegriffen. Diese Momentaufnahme (Abb. 6.12) wird als
räumliches Tragwerk mit den Mitteln der Statik analysiert. Die Bewegung fließt in Form
der entsprechenden Trägheitskräfte ein. Im Unterschied zu den bisherigen ebenen Betrach-
tungen wird jetzt auch die in negativer z-Richtung wirkende Gewichtskraft der Nutzlast
berücksichtigt. Das vorliegende Tragwerk ist zehnfach statisch überbestimmt. Es besteht
aus fünf Körpern (Tisch, vier Streben) mit sechs Freiheitsgraden und acht fünfwertigen
Bindungen (Drehgelenkreaktionen x,y,z,α,β). Der Lastangriffspunkt befindet sich in der
Mitte des Tisches an Punkt 5. An diesem Punkt greifen ein Kraft- und ein Momentenvek-
tor an, welche die Wirkung der Trägheitskräfte (x,y), Gewichtskraft (z) und Prozesskräfte
(x,y,z) enthalten. Alle auftretenden Belastungen lassen sich durch entsprechende Versatz-
momente in diesen Lastfall überführen. Der Tisch wird als Starrkörper angenommen. Zur
Lösung gibt es die numerische Variante mittels FEM (Balken- oder Kontinuumselemente)
und die analytische Variante auf Basis der linearen Elastizitätstheorie. Für die numerische
Lösung stehen kommerzielle Codes bereit und zur analytischen sollen hier einige Anhalts-
punkte gegeben werden. Ein solches überbestimmtes Tragwerk lässt sich mit dem Satz von
Castigliano lösen. Berücksichtigt man die Biegetheorie nach Euler-Bernoulli und die Tor-
sion nach St.Venant, Scherung und Längsdehnung, so ist der Ausgangspunkt der Analyse
die zugehörige Formänderungsarbeit [155]

We =
4∑
i=1

lS∫
0

M2
xi

2GIt
+

M2
yi

2EIyi

+
M2

zi

2EIzi

+
F 2
xi

2EA + κ
F 2
yi

2GA + κ
F 2
zi

2GAdxi. (6.12)

Damit lassen sich zunächst alle Lagerreaktionen bestimmen. Daraus folgen direkt die
Schnittgrößenverläufe, aus denen sich die Spannungsverteilung in den Querschnitten be-
rechnen lässt. Diese Berechnungen folgen aus den zugrundeliegenden Modellen

σxixi
= Fxi

A
+ Myi

EIyiyi
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yi, (6.13a)
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It
Φi,yi

. (6.13c)

Bis auf die Torsion ist die Auswertung einfach. Für die Bestimmung der durch Torsion
hervorgerufenen Spannungsanteile ist die Kenntnis der Torsionsfunktion Φ notwendig. Sie
ist für bestimmte Querschnitte geschlossen oder in Reihendarstellung bekannt [52].
Neben dem Identifizieren der hochbeanspruchten Querschnitte und des Festigkeitsnach-
weises lässt sich aus diesem Modell auch die Steifigkeit des Mechanismus in verschieden
Stellungen bestimmen, ähnlich zur Rechnung in Abschnitt 3.2.4, nur vereinfacht weil kleine
Deformationen vorliegen. Es wird eine Betrachtung ausgewählter Positionen durchgeführt,
um nachzuweisen, dass sich die Steifigkeit der gesamten Anordnung (Biglide-Mechanismus
mit Trockengleitlagern) innerhalb der Vorgaben befindet. Dabei wird, wie in Abb. 6.13
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6.2 Einsatz der Drehgelenke in einer Verfahreinheit
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Abbildung 6.13: Richtungsabhängige Tischsteifigkeit [MN/m] des Biglide-Mechanismus
unter Annahme idealer Drehgelenke gegenüber Lasten in der Ebene (x,y)
in zwei Stellungen mittels FEM: Nullstellung (durchgezogen) Randstel-
lung (gestrichelt)

dargestellt, die Richtungsabhängigkeit der Steifigkeit ausgewertet. Diese Ergebnisse zeigen
nur kleine Verformungen und rechtfertigen so die zugrunde gelegte lineare Theorie. Die
resultierenden Lagerreaktionen ermöglichen den Festigkeitsnachweis der Drehgelenke.

Gelenkdimensionierung

Drehgelenke führen axial und radial. Die Gewichtskraft verteilt sich je nach Stellung auf
die vier Axiallager. Im Extremfall trägt eine Seite die ganze Gewichtskraft. Die Radi-
allager werden durch dynamische Kräfte beansprucht. Sie bestehen aus Hülsen, Bolzen
und Gehäuse. Für die Auslegung werden die Maximalwerte der Strebenkraft F und des
Lagermoments ML aus der kinetischen Analyse (Tab. 6.7) und der Strebenanalyse des
vorhergehenden Abschnitts verwendet. Durch die dynamische Belastung erhöht sich die
Flächenpressung [91] zwischen Bolzen und Hülse

pFP = pN + F

lHdH
. (6.14)

Der Bolzen wird auf Biegung und Scherung beansprucht. Das Gehäuse kann als Balkentrag-
werk behandelt werden. Dabei handelt es sich um einen ähnlichen Fall wie bei der Streben-
berechnung. Er kann mittels FEM-Software (3D-Balken-, 3D-Kontinuumselemente) oder
analytisch untersucht werden.
Neben der Verformungsberechnung durch die dynamischen Strebenkräfte und Lagermo-
mente ist auch die Steifigkeit des Gehäuses gegenüber der Vorspannung relevant. Für den
Betrieb des piezoelektrischen Aktors ist eine definierte Vorspannung essentiell. Diese Vor-
spannkraft wird durch die Translation der Vorspannschraube erzeugt. Weil sich das An-
zugsmoment der Schraube über einen Drehmomentenschlüssel gut einstellen lässt, wird
im Folgenden der Zusammenhang zwischen Anzugsmoment und Vorspannung hergestellt.
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6 Experimente und Beispielanwendung

Parameter Wert
Steigung S 0.5 mm
Steigungswinkel βm 3.4◦
Kerndurchmesser dm 2.39 mm
Dreieckswinkel α 60◦
Reibwert µG 0.16

Tabelle 6.8: Zahlenwerte zur M3 Schraubverbindung [57]

Dazu wird eine Kraft in Richtung der Vorspannschraube angenommen und der resultie-
rende Anstieg der Kraft-Verschiebungskurve ermittelt. Diese Gehäusesteifigkeit nimmt im
Modell des Prototyps den Wert

cg,v = 5.6·107 N/m (6.15)
an. Das Anzugsmoment MA setzt sich aus der Arbeit zur Vorspannung MW und der Rei-
bung im Gewinde MR zusammen. Reibung unter der Auflage tritt nicht auf, weil der
Schraubenkopf hinausragt. Das Wirkmoment MW lässt sich aus dem Gleichsetzen der
durch dieses Moment geleisteten Arbeit und dem Zuwachs der in der Vorspannfeder ge-
speicherten Energie

MWdϕ = cudu (6.16)
berechnen. Der Winkel ϕ und die Translation u der Schraube hängen über die Steigung

S = 2πu
ϕ

(6.17)

zusammen, und es folgt

MW = S

2πF. (6.18)

Für das durch die Reibung im Gewinde verursachte Moment findet sich in der Literatur
zur Konstruktionslehre [57] der Zusammenhang

MR = F
d

2 tan(βm + %′) mit tan %′ = µG
cos(α/2) . (6.19)

Darin stehen βm für den Steigungswinkel, α für den Dreieckswinkel und % für den Reibwin-
kel. Die Zahlenwerte für M3-Schrauben (Spitzgewinde) sind in Tab. 6.8 zusammengefasst.
Der Zusammenhang zwischen Anzugsmoment und Vorspannkraft lautet schließlich

MA = F

(
S

2π + dm
2 tan(βm + %′)

)
. (6.20)

Um die Untersuchungen zur Bolzenschwingung gemäß Abschnitt 4.3 durchführen zu kön-
nen, verbleibt als letzte Unbekannte die Gesamtsteifigkeit cv der Vorspannvorrichtung. Sie
ist eine Reihenschaltung der Gehäusesteifigkeit und der Schraubensteifigkeit

cv =
(

1
cg,v

+ lM3

Eπr2
m

)−1

. (6.21)
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7 Zusammenfassung und Ausblick
Die Entwicklung reibungsarmer Mechanismen ist eine Anforderung der Produktionstech-
nik, um der fortschreitenden Miniaturisierung gerecht zu werden. Eine inhärente Aufgabe
solcher Mechanismen ist die Erzeugung kleiner Wege und Geschwindigkeiten des End-
effektors. Zwingende Voraussetzung dafür sind reibungsfreie oder extrem reibungsarme
Gelenke und Führungen. In dieser Arbeit wurden zwei Vorschläge für derartige Dreh-
gelenke unterbreitet: Festkörpergelenke für große Ausschläge und Trockengleitlager mit
Reibwertglättung. Beide Varianten sind ausführlich bezüglich ihrer Einsatzbereiche, Aus-
legungsgrundlagen und regelungstechnischen Besonderheiten dokumentiert. Die erzielten
Ergebnisse sind anhand von Demonstratoren weitgehend validiert worden.
Festkörpergelenke bieten eine höhere Präzision als Trockengleitlager. Aufgrund der allsei-
tigen Wirkung der Elastizität eignen sie sich entweder für kleine Arbeitsräume mit hohen
Steifigkeitsanforderungen oder für große Arbeitsräume mit geringen Steifigkeitsanforde-
rungen. Letzteres führt bis zum Extremfall des reinen Positionierens ohne Belastung.
Trockengleitlager beruhen auf einem völlig anderen Konzept. Sie bieten unbegrenzte Dreh-
winkel bei hoher Steifigkeit. Dafür müssen eine Minderung der Präzision und erhöhter
Verschleiß in Kauf genommen werden.
Eine Lösung, die alle Vorteile vereint, existiert bisher nicht. Aber beide vorgeschlagenen
Varianten erfüllen in der Summe einen Großteil der Anforderungen an Drehgelenke in-
dustriell genutzter Mechanismen, insbesondere für die Mikrofertigung. Vorgesehen ist der
Einsatz dieser Gelenke in der Verfahreinheit einer Beispielmaschine. Ein Prototyp der Ver-
fahreinheit ist bereits im Aufbau begriffen. Durch diese praktische Umsetzung wurden die
erarbeiteten theoretischen Grundlagen angewendet und konstruktive Lösungen für die In-
tegration der neuartigen Drehgelenke in einen Mechanismus entwickelt. Die gewonnenen
Erkenntnisse haben sich somit als einsatzfähig erwiesen.

Während der Entwicklung ergaben sich neue Ansatzpunkte für die weitere Forschung.
Einen solchen Ansatzpunkt stellt die dynamische Analyse großer Bewegungen und deren
Berücksichtigung in der Auslegung von Festkörpergelenken dar. Zur Lebensdauerberech-
nung von Kerbgelenken gibt es offene Fragen bezüglich der Berücksichtigung des Belas-
tungskollektivs und der Bestimmung entsprechender Versagenswahrscheinlichkeiten. Ein
weiterer Forschungsansatz besteht in der Verbesserung der Eigenschaften der Festkörper-
gelenke durch gezielte Kombinationen von Werkstoffen (Compositeaufbau).
Betrachtet man nicht nur einzelne Gelenke, sondern nachgiebige Mechanismen als Ganzes,
so eröffnet sich durch den Einsatz der Topologieoptimierung ein weites Gebiet. Gelingt es,
entsprechende Zielfunktionen (geringe Antriebskräfte, hohe Störsteifigkeit) für zwei- oder
dreidimensionale Arbeitsräume zu formulieren und Algorithmen zu deren Optimierung
zu entwickeln, so wäre auch die nichtintuitive, automatisierte Gestaltung nachgiebiger
Mechanismen für derartige Arbeitsräume möglich.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

Im Bereich der Trockengleitlager gibt es auch Ansatzpunkte für die weitere Forschung. Ent-
scheidend für die Reibwertglättung ist die Erzeugung der Relativbewegung der kontaktie-
renden Flächen. Es sollten Untersuchungen zur effizienten Anregung und zur Fokussierung
der hochfrequenten Schwingung durchgeführt werden, um große Amplituden gezielt an der
Kontaktstelle zu erzeugen.
Neben der Radiallagerung bietet sich die Erweiterung auf die gleichzeitige Radial- und
Axiallagerung an. Das wird durch eine konische Gestaltung von Bolzen und Buchsen mög-
lich. Dabei ergibt sich die Möglichkeit die Vorspannung so auszulegen, dass sie nachstellend
wirkt. Abrasionsverluste können so über einen längeren Zeitraum kompensiert werden.
Beide in dieser Arbeit vorgeschlagenen Varianten von Drehgelenken zeichnen sich durch
charakteristische Parameter aus. Zu diesen Parametern zählen die Kerbabmessungen der
Festkörpergelenke und die Passung zwischen Lagerbolzen und -buchsen der Trockengleit-
lager. Schwankungen im Bereich der Fertigungstoleranzen können unzulässige Änderungen
des Gelenkverhaltens nach sich ziehen. Zur Weiterentwicklung beider Drehgelenkvarian-
ten gehören Untersuchungen hinsichtlich ihrer Sensitivität, um möglichst robust gegenüber
Parameterschwankungen zu sein.

Zusammenfassend lässt sich feststellen, dass die Miniaturisierung ein wesentlicher Bestand-
teil des technischen Fortschritts ist. Die Herstellung von Bauteilen im Mikrometerbereich
revolutioniert die bisherige Produktionstechnik. Die dabei aufgeworfenen Probleme werden
zu neuen Lösungen führen. Konkret werden wahrscheinlich die in dieser Arbeit vorgeschla-
genen Drehgelenke in vielen weiteren Anwendungen Einzug halten.
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Anhang





A Lösung der Elastica-Gleichung für
große Biegungen

Die Lösung nach Love [101] wird hier schrittweise hergeleitet. Dabei wird danach unter-
schieden, ob über der betrachteten Länge Wendepunkte (engl.: inflexion) auftreten oder
nicht.
Mit Wendepunkt dΘ

ds |s=0 = 0(
dΘ
ds

)2

= 2R
B

(cos Θ− cos Θ0) | u = s
√
R/B (A.1)(

dΘ
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Allgemein ist γ, es enthält Θ0 und Θ(s), günstig, um den Verformungzustand zu beschrei-
ben, weil es als Integrationsgrenze in den elliptischen Integralen auftritt.

−1 + 2− 2k2sn2(u+K) = cos Θ | 1− k2sn2x = dn2x (A.16)
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(A.23)

Aus den RB des Balkens (freies Ende Θ(s = 0) = Θ0 und Einspannung Θ(s = L) = ΘL)
folgt der Skalierungsfaktor von u→ s und damit R.

sn(uL +K) = sin γL | (A.8) an der Stelle s = L (A.24)
uL +K = F (γL, k) | am u = ϕ↔ u = F (ϕ, k) (A.25)
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Alternativ lassen sich zwei andere der drei Größen Θ0, ΘL, R vorgeben. Die dritte folgt
stets aus Gl. (A.8).

Ohne Wendepunkt

(
dΘ
ds

)2

= 2R
B

(cos Θ + 1 + 21− k2

k2 ) | u =

√
R/B

k
s (A.28)(

dΘ
du

)2

= 4(1− k2 sin Θ
2 ) | Θ∗ = Θ

2 ,
∫
. . .Θ∗ (A.29)

u =
∫ Θ∗

0

2dΘ∗

2
√

1− k2 sin Θ∗
| ⇔ (A.30)

sn(u) = sin Θ
2 | x(s), y(s) : Einsetzen in (24) (A.31)(

dΘ
du

)2

= 4(1− k2sn2u) | 1− k2sn2x = dn2x (A.32)

(
dΘ
du

)
= 2dnu | du

ds =

√
R/B

k
(A.33)

(
dΘ
ds

)
= 2

√
R/B

k
dnu (A.34)

dx
ds = cos Θ | cos Θ = 1− sin2 Θ

2 (A.35)

dx =
(
−1 + 2(1− sn2u)

) k√
R/B

du | 1− k2sn2x = dn2x (A.36)

dx =
(
1− 2

k2 + 2
k2dn

2u
)
k

√
B

R
du |

∫
. . . du,

∫ u∗

0
dn2u du = E(am u) (A.37)

x = k

√
B

R

((
1− 2

k2

)
u+ 2

k2E(am u, k)
)

(A.38)

sin Θ
2 =

√
1
2(1− cos Θ) = snu | ⇔ (A.39)

cos Θ = −1 + 2 (1− sn2u)︸ ︷︷ ︸
cn2u

| d
ds = d

du
du
ds (A.40)

−dΘ
ds sin Θ = −4 snu cnu dnu k√

R/B
| ·

(
−dΘ

ds

)−1

aus (30) (A.41)

115



A Lösung der Elastica-Gleichung für große Biegungen

dy
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B Ergebnisse der inversen Dynamik
• Kinematische Ergebnisse

– Kreisfahrt
∗ Schlittenpositionen y
∗ Schlittengeschwindigkeiten ẏ
∗ Schlittenbeschleunigungen ÿ

– Querfahrt
∗ Schlittenpositionen y
∗ Schlittengeschwindigkeiten ẏ
∗ Schlittenbeschleunigungen ÿ

• Kinetische Ergebnisse
– Kreisfahrt

∗ Antriebskräfte Fx
∗ Zwangskräfte Fy
∗ Zwangsmomente Mz

– Querfahrt
∗ Antriebskräfte Fx
∗ Zwangskräfte Fy
∗ Zwangsmomente Mz
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B Ergebnisse der inversen Dynamik

B.1 Kinematische Ergebnisse

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.1: Schlittenpositionen, Kreisfahrt
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B.1 Kinematische Ergebnisse

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.2: Schlittengeschwindigkeiten, Kreisfahrt
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B Ergebnisse der inversen Dynamik

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.3: Schlittenbeschleunigungen, Kreisfahrt
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B.1 Kinematische Ergebnisse

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.4: Schlittenpositionen, Querfahrt
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B Ergebnisse der inversen Dynamik

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.5: Schlittengeschwindigkeiten, Querfahrt
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B.1 Kinematische Ergebnisse

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.6: Schlittenbeschleunigungen, Querfahrt
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B Ergebnisse der inversen Dynamik

B.2 Kinetische Ergebnisse

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.7: Antriebskräfte, Kreisfahrt
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B.2 Kinetische Ergebnisse

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.8: Zwangskräfte, Kreisfahrt

125



B Ergebnisse der inversen Dynamik

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.9: Zwangsmomente, Kreisfahrt
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B.2 Kinetische Ergebnisse

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.10: Antriebskräfte, Querfahrt
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B Ergebnisse der inversen Dynamik

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.11: Zwangskräfte, Querfahrt
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B.2 Kinetische Ergebnisse

(a) Geometrie 1 (b) Geometrie 2

(c) Geometrie 3 (d) Geometrie 4

Abbildung B.12: Zwangsmomente, Querfahrt
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C Aspekte der Entwicklung eines
Prototyps

Der Prototyp der Verfahreinheit ist als Modul für den Einsatz in einer Beispielmaschine
vorgesehen. An dieser Maschine soll der praktische Funktionsnachweis erbracht werden,
dass die neu entwickelten Module kompatibel zueinander sind und die Vorgaben, die u.a.
über das Prüfwerkstück definiert sind, erfüllt werden. Das Ziel des ersten Prototyps be-
steht nur im prinzipiellen Funktionsnachweis. Anhand der mit ihm gewonnenen prakti-
schen Lösungen und den Erkenntnissen aus den mit ihm durchgeführten Experimenten
sollen Modifikationen für die nächsten Versionen abgeleitet werden. Weiterhin sollen in
den nächsten Iterationen die Schnittstellen angeglichen werden.

C.1 Schnittstellen- und Kommunikationskonzept der
Verfahreinheit

Um die Werkzeugmaschine ad-hoc an wechselnde Fertigungsaufgaben anpassen zu können,
ist diese modular aufgebaut. Damit sich die Verfahreinheit in dieses Modulkonzept einfügt,
muss sie kompatibel zu allen anderen Komponenten der Maschine sein. Die Voraussetzung
dafür ist die Verwendung einheitlicher Schnittstellen. Dabei werden drei Arten von Schnitt-
stellen unterschieden: mechanische, leistungselektrische und datenübertragende.
Die Verbindungen des Datenaustausches sind in Abb. C.1 skizziert. Der Regler ist auf
einem dSPACE-Board [40] implementiert. Er empfängt von der übergeordneten Steue-
rung (PC) Befehle (Start, Stop, Bahnbeschreibung, Kalibration) in einer standardisierten
Befehlssprache und liefert Statusmeldungen zurück. Im Betrieb sind die Sollwerte vor-
gegeben und die Istwerte des Endeffektors werden von den Radarsensoren erfasst. Diese
Positionswerte werden als digitale Daten (uint32=4Byte) übertragen. Momentan läuft die
Übertragung über die serielle Schnittstelle (RS232, 8N1, 9.6kbaud). Aus den Sollwerten
des Endeffektors berechnet der Regler die Sollwerte der Linearantriebe und übergibt sie
dem Achsregler. Der Achsregler empfängt die mit einem Glasmaßstab gemessene Position
des Schlittens über die digitale Schnittstelle (incremental encoder) und gibt pro Achse
zwei analoge Spannungssignale für die zwei Ventile (V1, V2) aus. In Zukunft soll der Glas-
maßstab in den Achsen durch Radarsensoren ersetzt werden. Weil das Standard dSPACE
System (ds1104) nur über zwei digitale Schnittstellen verfügt (RS232/485, incremental
encoder) und die serielle Schnittstelle in ihrer Datenübertragungsrate begrenzt ist, soll
in Zukunft auf ein Board (cRIO) der Firma National Instruments [108] umgestellt wer-
den. Damit lassen sich die Schnittstellen als Einsteckkarten modular kombinieren und der
Austausch zwischen Regler, Ein- und Ausgängen läuft über einen internen Bus.
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C Aspekte der Entwicklung eines Prototyps
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Abbildung C.1: Kommunikationskonzept der Verfahreinheit

C.2 Konstruktive Umsetzung der Verfahreinheit
Im Prototyp wird der parallelkinematische Mechanismus erstmalig mit den hydraulischen
Linearachsen und dem Radarwegmesssystem kombiniert. Der momentane Stand des Proto-
typs ist in Abb. C.2 zu sehen. Dieser Prototyp bildet zunächst nur die halbe Verfahreinheit
ab, da eine Linearachse fixiert ist. Er dient in erster Linie zum Aufdecken aller fertigungs-
technischen und betriebstechnischen Restriktionen sowie zum konkreten Umsetzen der
Schnittstellen.
Der ursprüngliche Mechanismus ist aus Wälzlagern aufgebaut. Der Aufbau ist modular ge-
staltet, so dass sich die Wälzlager durch Trockengleitlager ersetzen lassen (Abb. C.3). Auf
diese Art und Weise müssen nicht acht Stück der neuen Lager gefertigt werden, sondern
sie können einzeln getestet werden. Ferner dienen die Wälzlager als Referenzlösung zum
Bewerten des Forschungserfolgs der neuen Drehgelenke. Als Experimente zum Charakte-
risieren der Verfahreinheit sind vorgesehen:

• Modellabgleich (Parameterbestimmung, Validierung),

• Präzision und Wiederholgenauigkeit der Trajektorien,

• Dynamiktest: Geschwindigkeiten und Beschleunigungen sowie Antriebs- und Zwangs-
kräfte,
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C.3 Vision einer Beispielmaschine

(a) (b)

Abbildung C.2: Biglide-Mechanismus ohne Antriebe (a) und im Prototyp (b)

Abbildung C.3: CAD-Modell des Biglide-Mechanismus mit drei Wälzlagern und einem Tro-
ckengleitlager mit Reibwertglättung (Transversaleffekt)

• Steifigkeit und Übertragungsfunktion gegenüber angreifenden Lasten,

• Modalanalyse in ausgewählten Positionen.

C.3 Vision einer Beispielmaschine
Das primäre Ziel der Entwicklung dieser Beispielmaschine [8] ist ein günstiges Verhältnis
zwischen Bau- und Arbeitsraum. Trotzdem soll die Präzision am Endeffektor dem aktu-
ellen Stand der Technik entsprechen. In einem Raum von 364 × 321 × 415 mm3 ist eine
komplette Werkzeugmaschine zur dreiachsigen Bearbeitung eines 70 × 30 × 10 mm3 Ar-
beitsraumes untergebracht. Darin kommen kleine neuartige Maschinenkomponenten zum
Einsatz. Ein weiteres Entwicklungsziel besteht im Erreichen einer hohen Modularität die-
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C Aspekte der Entwicklung eines Prototyps

(a)

Abbildung C.4: Vision einer Beispielmaschine als Ergebnis der Zusammenarbeit von acht
Projekten des SPP1476 [8]

ser Komponenten. Aus ihnen aufgebaute Maschinen lassen sich ad-hoc umkonfigurieren.
Einzelne Module sind leicht ersetzbar. Abb. C.4 zeigt die angestrebte Beispielmaschine,
die Komponenten aus acht Projekten des SPP 1476 vereint. Diese Komponenten sind ein
modulares, würfelförmiges Leichtbau-Gestell aus CFK-Rohren [66], zwei hochintegrierte
hydraulische Antriebsmodule [45], vier radarbasierte Abstandssensoren [114], eine durch
Formgedächtnis-Aktoren angetriebene Verfahrachse [122], eine Gefrierspanneinheit [152],
eine luftgelagerte Hochfrequenzspindel [7], eine einheitliche Schnittstelle zwischen den Mo-
dulen [54] und die im vorigen Abschnitt vorgestellte parallelkinematische Verfahreinheit.
Die Anforderungen an die Maschine sind über ein Prüfwerkstück definiert. Als beispiel-
hafter Anwendungsfall dient die spanende Bearbeitung von Formeinsätzen für Spritzgieß-
prozesse. Die Entwicklung der Verfahreinheit orientiert sich, wie die Entwicklung weiterer
Komponenten auch, an dieser Beispielmaschine. Diese Maschine wurde konzipiert, um
frühzeitig auf die Modularitätsforderungen aufmerksam zu machen und die Abstimmung
einzelner Projekte untereinander zu konkretisieren.
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