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Kurzfassung

Diese Arbeit untersucht die technisch relevante Frage nach dem Auftreten reibungsin-

duzierter Schwingungen. Dies wird anhand des klassischen Reibschwingers durchgeführt,

wobei der Reibwert stochastisch modelliert wird.

Viele natürlich vorkommende Oberflächen sind zufällig verteilt und damit auch ihr Reib-

wert. Zur korrekten Beschreibung müssen die stochastischen Eigenschaften berücksichtigt

werden. Dazu wird eine Kontaktanalyse an optisch vermessenen Oberflächendaten durch-

geführt. Mithilfe des Greenwood-Williamson Modells wird die Kontaktfläche und die

Kontaktnormalkraft bestimmt und mit dem Bowden-Tabor Ansatz daraus die Reibkraft

berechnet.

Da der vermessene Oberflächenanteil nur einem Ausschnitt aus dem tatsächlichen Bauteil

entspricht, wird die Oberfläche stochastisch vervielfältigt. Dazu wird eine Fouriertransfor-

mation der Oberflächendaten durchgeführt. Die Amplituden der Transformierten bleiben

erhalten, die Phasen werden durch passende Zufallszahlen ersetzt. Durch Rücktrans-

formation ergeben sich stochastisch ähnliche Oberflächen. Die durchgeführte statistische

Auswertung der stochastisch ähnlichen Oberflächen führt zu einer Aussage über Mittelwert,

Standardabweichung und Spektrum des Reibwerts. Somit sind alle Parameter bekannt,

um den Reibwert als stochastischen Prozess zu modellieren, welcher die Oberflächenbe-

schaffenheit berücksichtigt. Diese Kontaktanalyse wird an zwei Beispielen durchgeführt.

Anschließend wird der Einfluss des stochastischen Reibwerts auf reibungsinduzierte

Schwingungen anhand des klassischen Reibschwingers untersucht. Die Kontaktanaly-

se erzeugt einen bandbreitenbeschränkten Prozess. Um zu untersuchen, wie groß die

Abweichung zu weißem Rauschen ist, werden immer drei Simulationen verglichen: deter-

ministisch, mit weißem Rauschen und mit dem Reibwert aus der Kontaktanalyse. Die

Intensität des weißen Rauschens berechnet sich aus der Varianz des Reibwerts aus der

Kontaktanalyse. So wird auch beim weißen Rauschen die Oberflächenbeschaffenheit der

Kontaktpartner berücksichtigt.

Für den rein selbsterregten Fall ist die wohl interessanteste Abhängigkeit die der Dämp-

fung, da bei großen Dämpfungsmaßen der Stick-Slip Zyklus nicht mehr existiert. Es

existiert ein maximales Dämpfungsmaß, bei dem sicher kein Grenzzyklus mehr vorliegt.

Dieses kann aber von deterministischer zu stochastischer Simulation verschieden sein.

Daher muss das Dämpfungsmaß für beide Fälle berechnet werden und nur der größere

Wert der beiden gibt Sicherheit, dass kein Grenzzyklus mehr besteht.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Simulationen mit stochastischem Reibwert

in Grenzfällen, bei denen sich die Lösungscharakteristik ändert, zusätzliche Informatio-

nen liefert. Vor allem bei großen Normalkräften, die eine große Varianz der Reibkraft

verursachen, kann sich das Phasenportrait erheblich ändern.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Reibung ist in unserem alltäglichen Leben allgegenwärtig. Ohne Reibung könnten wir uns
weder laufend noch auf Rädern fortbewegen oder Gegenstände greifen. In vielen Maschi-
nenelementen, wie Gleitlagern, Getrieben, Zylindern, uvm. wird versucht die Reibung zu
minimieren, da sie zu erheblichen Verlusten, zum Beispiel durch Wärmeentwicklung oder
Abrieb, führt.
In anderen Maschinenkomponenten wird hingegen gezielt Reibung genutzt, z.B. Keilrie-
mentriebe, Reibkupplungen oder Bremsen. Auch beim Klemmen, Schrauben oder Knoten
ist Reibung nötig, um die Funktion zu erfüllen.

Dynamische Analysen solcher Systeme müssen reibungserregte Schwingungen in Betracht
ziehen, die durch Reibung zwischen Kontaktpartnern entstehen können. Reibungserregte
Schwingungen gehören zur Kategorie der selbsterregten Schwingungen, die sich dadurch
auszeichnen, dass die Schwingungen ohne äußere Anregung entstehen. Die Anregung
erfolgt durch eine innere Energiequelle, und die Frequenz und Amplitude sind abhängig
von den Systemparametern. Selbsterregte Schwingungen treten im Alltag z.B. beim Quiet-
schen von Kreide auf einer Tafel oder Knarren von Türscharnieren auf. Während diese
Phänomene primär störend sind, können sie in der Ingenieurspraxis z.B. beim Rattern
von Werkzeugmaschinen zu Qualitätseinbußen, beim Quietschen von Schienenfahrzeugen
zu erhöhter Lärmbelastung und beim Bremsenquietschen zu Unwohlsein des Fahrers bis
hin zu Sicherheitsproblemen führen. Besonders die sogenannten Stick-Slip Schwingungen,
bei denen ständig zwischen Haften und Gleiten hin und her geschaltet wird, verursachen
erhöhten Verschleiß der Kontaktpartner.

Reibpaarungen lassen sich in zwei große Kategorien einteilen. Zum einen gibt es ge-
schmierte Kontakte, bei denen die Schmierung den größten Einfluss auf den Reibwert
hat. Diese Kategorie ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Die zweite Kategorie beschreibt
trockene Reibpaarungen. Bei trockener Reibung spielen Materialpaarung, Oberflächenbe-
schaffenheit, äußere Belastung u.v.m. eine große Rolle. Abhängig von diesen Parametern
ergibt sich die Kontaktfläche, welche meist die ausschlaggebende Größe darstellt. In Kon-
takt stehende raue Oberflächen berühren sich im Normalfall nur an den Rauigkeitsspitzen.
Diese sind stochastisch verteilt und daraus resultiert eine stochastische Schwankung des
Reibwerts, wenn sich zwei in Kontakt stehende Oberflächen relativ zueinander bewegen.

Das Berücksichtigen des stochastischen Anteils des Reibwerts führt zu zuverlässigeren
Aussagen in den kritischen Gebieten, in denen sich die Lösungscharakteristik ändert. Die

1



1 Einleitung

Simulation von reibungserregten Schwingungen erleichtert die Vorhersage während der
Entwicklungsphase dynamischer Systeme mit Reibung. Es kann abgeschätzt werden, ob
Stick-Slip Schwingungen auftreten werden und durch welche Parameteränderungen sie
verhindert werden können.

1.2 Stand der Forschung

1.2.1 Ursachen für Reibung

Die ersten aufgezeichneten Untersuchungen zu Reibung gehen vermutlich auf Leonardo

da Vinci (1452-1519) zurück. Er untersuchte unter anderem systematisch den Zusam-
menhang zwischen Masse und Reibwiderstand sowie scheinbarer Kontaktfläche und Reib-
widerstand und erkannte bereits die ersten beiden Reibgesetze, die heute mit Amontons

und Coulomb in Verbindung gebracht werden:

• Die Reibung ist unabhängig von der nominellen Fläche der Körper

• Die Reibung ist proportional zur Normallast

Leonardo da Vinci notierte einen Reibwert unabhängig von der Materialpaarung von
μ = 1/4, was für die von ihm untersuchten Materialien ein sehr realistischer Wert ist.
Amontons veröffentlichte im Jahr 1699 vergleichbare Ergebnisse mit einem Reibwert von
μ = 1/3. In dieser Zeit entstanden die ersten Vorstellungen zu rauen Oberflächen, Cou-

lomb beschrieb 1785 ein Oberflächenmodell mit Verzahnungen, welche ineinander greifen
und deren Widerstand überwunden werden muss. Damit erklärte er auch die zwei Zustände
Haften und Gleiten. Außerdem veröffentlichte er Überlegungen zum Einfluss verschiedener
Materialien, Rauigkeit der Oberfläche, Kontaktfläche, Normallast und Temperatur. Aus-
führliche Beschreibungen dieser Untersuchungen sind in [72], [6], [20] und [40] zu finden.
In dieser Zeit wurde als drittes Reibgesetz festgehalten:

• Die Reibung ist unabhängig von der Geschwindigkeit

Dieses Gesetz wurde jedoch später als nicht allgemeingültig widerlegt. Bei vielen Reibsitua-
tionen ist der Reibwert eine Funktion der Relativgeschwindigkeit der in Kontakt stehenden
Körper [33], [61], [73].
In moderneren Untersuchungen wurden weitere Einflussparameter gefunden, allen voran
die Schmierung. Aber auch bei trockenen Paarungen hängt die Reibung von mikrosko-
pischer Oberflächenbeschaffenheit, lokaler Kontakttemperatur, Steifigkeiten der Paarung,
elastischer oder plastischer Verformung der Asperiten, Kontaktfläche u.v.m. ab, [72], [9],
[54], [84].
Bowden und Tabor führten in [10] ausführliche Untersuchungen zur Reibung unter an-
derem von Metallen durch und beschrieben die Mechanismen auf Basis der Ergebnisse.
Diese Mechanismen haben sich weitgehend bestätigt. Es wird bereits beschrieben, dass
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1.2 Stand der Forschung

Kontakt nur an den Asperiten rauer Oberfläche auftritt und die tatsächliche Kontaktflä-
che ein Vielfaches kleiner als die nominelle Fläche ist. Bowden und Tabor argumen-
tieren daraufhin, dass an den Rauigkeitsspitzen hohe Kontaktdrücke entstehen, welche zu
plastischer Verformung führen. Außerdem wird beschrieben, dass bereits bei relativ nied-
rigen Geschwindigkeiten an den Kontaktstellen hohe Temperaturen auftreten, sogenannte
”Hot-Spots”, welche zum lokalen Erweichen oder Schmelzen des Materials und damit zum
Verschweißen von Metallbrücken führen können. Als Mechanismus der trockenen, metalli-
schen Reibung werden in [10] zwei Ursachen herausgehoben: die Furchenbildung und das
Abscheren der Metallbrücken. Die Furchenbildung spielt vor allem eine Rolle, wenn ein
harter Gipfel durch eine weiche Oberfläche pflügt. Das Abscheren ist der dominante An-
teil, wenn zwei gleiche Materialien in Kontakt stehen oder das härtere Material weniger
rau ist. Bei beiden Mechanismen ist die Kontaktfläche ein entscheidender Faktor für die
Größe der Reibkraft. Mit dieser Theorie kann auch die Annahme Amontons bestätigt
werden, dass die Reibkraft von der nominellen Fläche unabhängig aber direkt proportional
zur Normallast ist. Mit der Annahme der plastischen Verformung kann die Kontaktfläche
Ac durch Ac = N/Rp angenähert werden, wobei N die Normallast und Rp die Fließspan-
nung des Materials beschreiben. Wenn davon ausgegangen wird, dass der Scheranteil der
dominante ist, berechnet sich die Reibkraft R mit R = Acτmax wobei τmax die tangential
zur Fläche wirkende Spannung ist, welche benötigt wird, um die Verbindung abzuscheren.
Werden diese beiden Zusammenhänge eingesetzt, ergibt sich die Reibkraft zu

R =
Nτmax
Rp

. (1.1)

τmax und Rp sind vom Material abhängig, und so ist die Reibkraft direkt proportional
zur Normallast N . Dies gilt nur, wenn plastische Verformung vorliegt, da nur dann die
Kontaktfläche Ac = N/Rp ist. Dies ist im Allgemeinen nur bei der initialen Belastung der
Fall. Anschließendes Belasten führt zu einer elastischen Verformung der Rauigkeiten.
Auch bei elastischer Verformung kann jedoch ein proportionaler Zusammenhang zwischen
Kontaktfläche Ac und Normallast N bestimmt werden.

1.2.2 Berechnung der realen Kontaktfläche

Es gibt viele Ansätze zur Berechnung der realen Kontaktfläche bei elastischem Kontakt.
Als Pionierarbeit gilt die Arbeit von Hertz [35], in welcher der Zusammenhang zwischen
Kontaktfläche und Anpresskraft einer Kugel auf einer flachen Oberfläche aufgestellt wur-
de. Dieser Zusammenhang wurde mithilfe der Boussinesq Lösungen für den Halbraum
aufgestellt. Johnson zeigt in [48] ausführlich die Rechnung für die Verformung, welche
eine Kugel auf einer elastischen Oberfläche hervorruft. Für die Kontaktfläche einer Kugel
auf einer Fläche gilt der Zusammenhang von A ∝ N2/3. Dies widerspricht den experi-
mentellen Beobachtungen, dass die Reibkraft, von der angenommen wird, dass sie direkt
proportional zur Kontaktfläche ist, linear mit der Normalkraft wächst.
Archard und Greenwood & Williamson lieferten dazu in [3] und [31] die ersten
Erklärungen. Archard argumentierte, dass Oberflächen nie wirklich glatt sind, sondern
Rauigkeiten auf verschiedenen Skalen besitzen. Diese modelliert er durch halbkugelförmige
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Asperiten, auf denen wieder halbkugelförmige Asperiten mit kleineren Radien sitzen und
so weiter. Dies ist eines der ersten fraktalen Modelle. Es wird gezeigt, dass der Exponent
von Skala zu Skala sich der Eins nähert. Schon bei drei Asperitenebenen mit verschiedenen
Radien (R3 << R2 << R1) berechnet Archard einen Zusammenhang von A ∝ N

44
45 .

Greenwood und Williamson argumentieren ebenso, dass eine Oberfläche nie ideal glatt
ist, aber modellieren diese stochastisch. Sie besteht aus vielen Asperiten mit kugelförmiger
Spitze von gleichem Radius, welche aber unterschiedliche Höhen haben. Bei Gauß’scher
Verteilung dieser Höhen ergibt sich ein nahezu linearer Zusammenhang zwischen Kontakt-
fläche und -kraft. Dieses Modell geht davon aus, dass die Asperiten so weit auseinander
liegen, dass sie nicht interagieren. Das ermöglicht eine Berechnung des Hertz’schen Kon-
takts an jedem einzelnen Asperiten und die Gesamtfläche und -kraft berechnet sich aus
der Summe dieser. Bush und Gibson erweiterten das Greenwood-Williamson Modell
in [14] um elliptische Asperiten mit verteilten Halbachsen. Ciavarella veröffentlichte
2008 zusammen mit Greenwood und Paggi [16] einen Vorschlag, wie die Interaktion
der Asperiten im Greenwood-Williamson Modell berücksichtigt werden kann. All diese
Modelle bestätigen bereits die experimentellen Beobachtungen, dass die Kontaktfläche
proportional zur Normalkraft ist. Die verwendeten Oberflächen haben stochastisch Gauß

verteilte Asperiten. Dies ist eine theoretische Annahme und bezieht sich nicht auf reale
Oberflächen.
Das Ziel der Autoren ist es mit immer realistischeren Oberflächenmodellen den experimen-
tellen Ergebnissen ein Stück näher zu kommen. Der nächste Schritt ist die Modellierung
der Rauigkeiten durch Fraktale. Eines davon ist das Weierstrassprofil. Dieses besteht aus
überlagerten, selbstaffinen Sinus-Wellen. Majumdar und Bhushan zeigen in [62] für
elastisch-plastischen Kontakt rauer Oberflächen den Zusammenhang zwischen Normallast
und Kontaktfläche N ∝ A(3−D)/2, wobei D die fraktale Dimension ist, welche nach Messun-
gen zwischen 1 und 2 liegt. Ciavarella et al. zeigen in [15], dass es eine Untergrenze der
räumlichen Auflösung, eine kleinste Skala, gibt, um realistisches physikalisches Verhalten
abzubilden. Liou und Lin modifizieren in [58] das Greenwood-Williamson Modell so, dass
der Asperitenradius und deren Anzahl nicht mehr konstant sind, sondern von der fraktalen
Dimension der Oberflächen abhängen. Diese wiederum ändert sich bei unterschiedlichem
Abstand der Oberflächen zueinander. Diese Untersuchungen benutzen künstlich generierte
Oberflächenmodelle, die ihren Ursprung in real gemessenen Oberflächen haben.
Ein weiterer Ansatz wird von Tian und Bhushan in [88] vorgestellt. Hier wird gezeigt,
dass der Kontaktdruck derjenige ist, bei dem die komplementäre potentielle Energie
minimal ist. Dies wird mithilfe des Variationsprinzips aus der Energie im statischen
Gleichgewicht berechnet. Auch hier wird die Boussinesq’sche Halbraumlösung benutzt.
Zur Berechnung ist es nötig das Gebiet zu diskretisieren. Die Auswertung des Varia-
tionsprinzips liefert dann die diskrete Elemente, welche in Kontakt stehen und deren
Kontaktdruck. Die Kontaktfläche berechnet sich durch Addieren der in Kontakt stehenden
diskreten Elemente. Willner verwendet diese Methode in [96], [30] und [97] zur Berech-
nung der Kontaktparameter fraktaler Oberflächen. Die Informationen für die fraktalen
Oberflächen wurden aus vorherigen Untersuchungen gewonnen. Diese Ansätze nähern
sich schon den Finite-Element-Methoden. Hyun et al. zeigen in [47] eine vollständige
Finite-Elemente Analyse von Kontakten zwischen einer rauen, selbstaffinen Oberfläche
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und einer glatten. Zwischen den Flächen gilt eine Undurchdringlichkeitsbedingung. Die
Knoten an den Oberflächen werden in Master und Slave Knoten eingeteilt. Das Ver-
fahren berechnet die Verschiebung der Knoten zunächst ohne die Kontaktbedingungen
einzuhalten. In einem Korrekturschritt wird dann die Verschiebung unter Einhaltung der
Undurchdringlichkeitsbedingung nachgebessert. So wird ein statisches Gleichgewicht bei
einer bestimmten Kraft berechnet, aus welchem die Kontaktkräfte bestimmt werden kön-
nen. Die Kontaktfläche wird dann durch Addieren aller zugehörigen diskreten Flächen der
eindringenden Knoten berechnet. Die Verfahren zur Kontaktdetektierung und Berechnung
der Kontaktkräfte wird unter anderem in Wriggers [98] oder Willner [95] ausführlich
behandelt.

Die fraktalen Oberflächen werden anhand der Strukturfunktion und des Spektrums
realer Oberflächen generiert. Diese generierten Oberflächen entsprechen einzelnen Rea-
lisierungen. Die Verfahren mit diskreten und mit finiten Elementen haben gemeinsam,
dass sie sehr rechenzeitintensiv sind. Um statistische Auswertungen durchführen zu
können, um so Aussagen über Mittelwert, Varianz und Spektrum bzw. Korrelation der
Kontaktfläche treffen zu können, müssen viele Realisierungen untersucht werden. Dies
bedarf eines Verfahrens, das mit geringem Rechenaufwand Kontaktanalysen vieler Ober-
flächen durchführen kann. Ein solches Verfahren wurde in der Literatur bisher noch nicht
vorgestellt.

1.2.3 Reibungserregte Schwingungen

In der Dynamik kann Reibung zu reibungserregten Schwingungen und im besonderen
zu Stick-Slip Schwingungen führen. Reibungserregte Schwingungen werden durch einen
geschwindigkeitsabhängigen Reibwert verursacht. Dieser Effekt tritt vor allem bei ge-
schmierten Kontakten auf. Dort wird er mit dem Übergang von trockenem Kontakt zu
Mischkontakt, also der Ausbildung des Schmierfilms in Verbindung gebracht, [4], [18].
Das Phänomen tritt aber auch bei rein trockenem Kontakt auf. Es wird in verschiedenen
Gebieten der Wissenschaft, z.B. Tribologie, Chemie, Physik untersucht, ist jedoch bis
heute nicht vollständig verstanden. Verschiedene Ursachen werden in der Literatur disku-
tiert, unter anderem der Einfluss von Abrieb [71], [66] oder Ausbildung eines Schmierfilms
infolge des eingeschlossenen Luftspalts. Mit Hilfe vieler Messungen und experimentellen
Auswertungen ist es gelungen, Reibgesetze phänomenologisch sehr gut zu beschreiben.
Viele ingenieursbasierte Arbeiten in der Literatur nutzen diese Gesetze zur Untersuchung
reibungsinduzierter Schwingungen und Stick-Slip Schwingungen mit Hilfe des Modells
eines deterministischen Reibschwingers, einem Ein-Massen-Schwinger auf einem Band.
Dieses einfache Modell weist bereits zahlreiche Effekte der nichtlinearen Dynamik auf, wie
der Übergang von stationären Lösungen zu periodischen bis hin zum Chaos.
In [37] wird das Bestehen des Stick-Slip Grenzzykluss anhand einer Automobilbremse
untersucht und mit Experimenten abgeglichen. In [40], [42], [85], [86], [41] und [70] wurden
anhand verschiedener Reibschwingermodelle viele Parametereinflüsse untersucht. Dazu
wurden Ein- und Mehrfreiheitsgradsysteme betrachtet bis hin zu Schwingungen eines
Kontinuums, welches durch Reibung angeregt wird. Validiert wurden die Simulationen
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mit Experimenten verschiedenster Materialkombinationen. In [26] werden Näherungen für
die Reibkurve gefunden, so dass der Grenzzyklus analytisch bestimmt werden kann. In
[59], [57], [60] und [89] werden verschiedene Lösungsbifurkationen des eindimensionalen
Reibschwingers, bei Selbst- und Fremderregung, abhängig von relevanten Systemparame-
tern untersucht.
Zur Untersuchung dieser Modelle sind die Grundlagen der nichtlinearen Dynamik, wie
Stabilität, Bifurkationen und der Beschreibung von Chaos wichtig. Grundlagenbücher zu
diesen Themen sind z.B. [33], [61], [51], [69], [68], [87], [27]. Modelle für reibungserregte
Schwingungen zählen zu einer Untergruppe der nichtlinearen Dynamik, der nichtglatten
Systeme, welche ausführlich unter anderem in [56], [55] behandelt werden. Speziell die
Stabilität nichtglatter Systeme wird in [64] untersucht.
Viele experimentelle Arbeiten zeigen zudem, dass der Reibwert stochastisch ist [40], [85],
[70]. Zur Untersuchung stochastischer Systeme werden daher auch Kenntnisse in stochas-
tischer Stabilität bzw. Momentenstabilität benötigt [99], [75], [49], [17], [83].
Die Effekte stochastischer Anregung auf nichtglatte Systeme werden unter anderem in
folgenden Arbeiten untersucht. In [44] wird an allgemein formulierten nichtglatten Sys-
temen gezeigt, dass bei additivem Rauschen mit kleinen Amplituden die Übergänge an
Bifurkationspunkten geglättet werden. Damit kann die Bifurkation bei einem kleineren
Parameterwert auftreten als beim deterministischen System. Bei stärkerem Rauschen kön-
nen zusätzliche Bifurkationen auftreten, die im deterministischen System nicht existieren.
In [46] werden Mehrfreiheitsgrad-Systeme mit Stoß, angeregt durch Gauß’sches weißes
Rauschen, untersucht. Es wird die exakte stationäre Lösung für ein dissipatives, sto-
chastisch angeregtes, hamiltonisches System bestimmt. Anhand eines Zwei-Freiheitsgrad
Modells wird die Lösung welche mit dieser Methode bestimmt wurde mit einer durch
stochastische Mittelwertbildung genäherten Lösung verglichen. In [24] und [23] wird ein
Duffing-Schwinger mit Stoß, angeregt durch additives Gauß’sches Rauschen, untersucht.
In [24] werden Wahrscheinlichkeitsdichten für Energie, Verschiebung und Geschwindigkeit
mithilfe einer quasi konservativen Mittelwertbildung bestimmt und diese mit Ergebnissen
der Monte Carlo Simulation verglichen. In [23] wird für das selbe System der Lyapunov
Exponent bestimmt. Der Vergleich zwischen stochastischer und deterministischer Aus-
wertung zeigt, dass bei leichtem Rauschen, der Lyapunov Exponent schwankt, aber eine
Mittelwertbildung noch möglich ist. Die Übergänge von periodischer Lösung zu Chaos
sind geglättet aber konsistent mit den deterministischen.
Ein stochastisch angeregter Reibschwinger wird in [25] behandelt. Hierbei wird sowohl
der Reibwert als auch die relative Geschwindigkeit mit additivem Gauß’schen weißen
Rauschen modelliert. Es werden Untersuchungen an Ein-, Zwei- und Dreifreiheitsgrad-
Systemen durchgeführt. Diese zeigen, dass das Systemverhalten sich durch das Rauschen
ändern kann. In [8] werden Stick-Slip Schwingungen auf Basis eines Reibwerts analysiert,
welcher von der Oberflächenrauigkeit abhängt. Die Kontaktfläche wird bestimmt durch
die Asperiten, die sowohl an ihrer Spitze als auch an ihren Flanken in Kontakt stehen. Das
Reibmodell berücksichtigt Deformation der Asperiten und Adhäsion an diesen. Die Aspe-
riten und deren Flanken werden als Gauß’sch verteilte Zufallszahlen modelliert. Es wird
untersucht, in welcher Bandbreite der Bandgeschwindigkeit ein Stick-Slip Zyklus besteht
und wie diese Bandbreite von der Oberfläche abhängt. Aktuelle Arbeiten, die den Einfluss
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rauer Oberflächen auf die Reibung untersuchen, sind z.B. [22] und [21]. In [22] schwingt
eine Masse tangential über eine Platte mit rauer Oberfläche. Die Oberflächenschwankun-
gen bewirken eine Fußpunktanregung des schwingenden Systems, und die Kontaktstelle
wird durch eine Feder-Dämpfer Kombination modelliert. Von Interesse sind hier die ver-
tikalen Schwingungen, die die Masse aufgrund der Oberflächenrauigkeiten ausführt. Die
Untersuchungen wurden mit Experimenten validiert. In [21] wird ein physikalisch basiertes
Reibmodell vorgestellt und dieses auf einen einfachen Ein-Massen-Schwinger mit Reibung
angewandt. Das Reibmodell benutzt das klassische Greenwood-Williamson Modell mit
Hertz Kontakt an Gauß verteilten Asperiten, um die Reibkraft zu ermitteln. Dieses Modell
wird verwendet, um Abrieb in Verbindungsstellen zu berechnen.

Die meisten Arbeiten, die den Reibwert stochastisch modellieren, nehmen an, dass es
sich um weißes Rauschen handelt. In der Literatur fehlen Arbeiten, die den Rückschluss
auf die Mikroebene ausführen, um zu zeigen, wie sich reale Oberflächenrauigkeiten auf
die stochastischen Eigenschaften des Reibwerts auswirken und ob die Annahme eines weiß
verrauschten Reibwerts zulässig ist. Anhand eines solchen Reibwerts können verschiedene
Parametereinflüsse untersucht werden. Von größter Bedeutung ist, ob der Stick-Slip Zyklus
besteht.

1.3 Thema und Aufbau der Arbeit

Wie in den vorherigen Kapiteln gezeigt, ergibt sich aus der Literatur die Fragestellung, ob
es zulässig ist, den Reibwert weiß verrauscht zu modellieren bzw. wie sich Oberflächento-
pologien auf die stochastischen Eigenschaften des Reibwerts auswirken.

Um die Mikroebene einzubeziehen, müssen Oberflächen auf Basis gemessener Spektren
erzeugt werden. Abhängig von solch einer Oberfläche können dann die Kontaktfläche und
Kontaktkräfte ermittelt werden. Solche generierten Oberflächen werden in der Literatur
häufig zur Kontaktanalyse mit diskreten oder finiten Elementen benutzt. Diese Verfahren
haben den Nachteil, dass sie sehr große Rechenzeiten benötigen. Aus diesem Grund wird in
dieser Arbeit ein Verfahren zur Kontaktanalyse entwickelt, welches sich durch eine geringe
Rechenzeit auszeichnet. So können viele Oberflächenrealisierungen analysiert werden, um
Mittelwert, Varianz und Spektrum bzw. Korrelation der Kontaktparameter und damit des
Reibwerts zu bestimmen.
Ziel dieser Arbeit ist es, reibungserregte Schwingungen mit einem stochastischen Reibwert,
welcher mithilfe der entwickelten Methode die Oberflächenbeschaffenheit der Reibpaarung
auf der Mikroebene berücksichtigt, zu untersuchen. So wird der Effekt der Mikroebene auf
das dynamische Verhalten in der Makroebene abgebildet.

Der Aufbau der Arbeit ist in Abbildung 1.1 schematisch dargestellt. Es wird zunächst
eine Kontaktanalyse anhand gemessener rauer Oberflächen durchgeführt. Daraus kann
das Spektrum des stochastischen Reibwerts gewonnen werden, welches direkt von der
Beschaffenheit der Mikroebene abhängt. Mithilfe dieses Spektrums wird ein stochastischer
Reibwert erzeugt und mit diesem Schwingungen auf der Makroebene anhand des Reib-
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schwingers untersucht.

Abbildung 1.1: Aufbau der Arbeit: Kontaktanalyse gemessener Oberflächen → stochasti-
scher Reibwert→ Reibschwingeruntersuchungen mit stochastischem Reib-
wert → Einfluss der Mikroebene auf dynamisches Verhalten der Makro-
ebene z.B. anhand Phasendiagramm

In Kapitel 2 werden zunächst die benötigten Grundlagen der Stochastik und der Kontakt-
mechanik vorgestellt.
Bei den stochastischen Grundlagen wird besonderer Fokus auf stochastische Prozesse
und Spektraldarstellung gelegt. Diese Methoden werden benutzt, um den Reibwert als
stochastischen Prozess zu beschreiben.
In den Grundlagen der Kontaktmechanik werden die in dieser Arbeit verwendeten Modelle
vorgestellt. Dazu gehören das Hertz’sche Kontaktmodell zur Berechnung der Kontakt-
fläche bei elastischer Verformung. Außerdem wird das Greenwood-Williamson Modell
zur Berechnung der Kontaktfläche bei stochastisch verteilten Kontaktstellen erläutert.
Der Bowden-Tabor Ansatz, welcher benutzt wird um die Reibkraft zu bestimmen, wird
ebenfalls vorgestellt.

In Kapitel 3 wird für zwei vermessene Oberflächen der stochastische Reibwertprozess
bestimmt. Dafür werden zunächst stochastisch ähnliche Oberflächen erzeugt. Es wird eine
Fourieranalyse der Oberflächendaten durchgeführt, die Amplituden bleiben erhalten, doch
die Phasen werden durch passende Zufallszahlen ersetzt. Mit dem Greenwood-Williamson

Modell kann für diese Oberflächen die Kontaktfläche und -kraft und mit dem Bowden-

Tabor Ansatz daraus der stochastische Reibwert berechnet werden.
Durch Interpolieren der Fouriertransformierten, kann die Oberfläche vergrößert werden
und durch stückweises Auswerten das Leistungsdichtespektrum des Reibwerts ermittelt
werden. Daraus kann mit Hilfe der spektralen Darstellung der Reibwert als stochastischer
Prozess modelliert werden.
Als praktische Beispiele werden diese Auswertungen für die Oberfläche eines benutzten
Bremsbelags in Kapitel 3.2 und für die eines gewalzten Metallblechs aus Stahl DC04 in
Kapitel 3.3 durchgeführt.
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In Kapitel 4.1 wird der Reibschwinger vorgestellt. Zunächst werden das Modell und
das benutzte numerische Integrationsverfahren erklärt. Anschließend werden die Verände-
rungen der Gleichung durch den stochastischen Reibwert hervorgehoben.

In Kapitel 4.2 und 4.3 werden die reibungserregten Schwingungen anhand der Beispiele
Bremsbelag und Metallblech untersucht. Zum Vergleich werden immer drei Simulation
durchgeführt:

• deterministischer Reibwert

• weiß verrauschter Reibwert

• Reibwert aus Kontaktanalyse

Die Einflüsse der verschiedenen relevanten Parameter wie Normalkraft, Dämpfung und
Anregung werden betrachtet und im jeweiligen Grenzfall der Unterschied zwischen deter-
ministischer und stochastischer Simulation hervorgehoben.

Die Arbeit schließt mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.
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Eine Oberfläche besteht aus stochastisch verteilten Asperiten. Zur Behandlung dieser wer-

den die Grundlagen der Stochastik benötigt. Die Oberflächendaten werden durch eine

Fourieranalyse genauer beschrieben. Die Fouriertransformation und die Spektrale Darstel-

lung dienen außerdem dazu, stochastisch ähnliche Oberflächen zu erzeugen. Diese werden

benutzt um eine statistische Kontaktanalyse durchzuführen. Für diese Kontaktanalyse sind

die Grundlagen der Kontaktmechanik Voraussetzung. Es wird vor allem das benutzte Hertz

Modell und das Greenwood-Williamson Modell, welches zur Berechnung von Kontaktflä-

che und -kraft benutzt wird und das Bowden-Tabor Modell, welches zur Berechnung der

Reibkraft benutzt wird, vorgestellt.

2.1 Stochastik

Die Stochastik beinhaltet die Teilgebiete Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik und ist

keine Naturwissenschaft, sondern vielmehr eine Theorie zur Modellierung. Die hier aufge-

führten Grundlagen basieren auf [29], [76], [28]. Hier und in vielen anderen Grundlagen-

büchern kann weiteres zu diesem Thema nachgelesen werden.

Zunächst muss der Ereignisraum definiert werden. Im Ereignisraum Ωξ sind alle mögli-

chen Ergebnisse ξi eines Versuches zusammengefasst. Einelementige Ereignisse ξ werden

Elementarereignisse genannt. Eine Teilmenge Aξ an Elementarereignissen ist ebenfalls ein

Ereignis. Für die Teilmengen gelten die Rechenregeln der Mengenlehre. Die leere Menge ∅
und der Ereignisraum Ωξ sind ebenfalls Ereignisse und werden als unmögliches und siche-

res Ereignis bezeichnet.

Weiterhin wird der Begriff der σ-Algebra eingeführt. Eine Familie von Teilmengen B von

Ωξ bezeichnet man als σ-Algebra auf Ωξ, wenn folgende Bedingungen erfüllt sind:

• Ωξ ǫ B

• Aξ ǫ B → Aξ ǫ B (wobei Aξ das komplementäre Ereignis zu Aξ ist)

• für die Folge Aξi gilt
⋃
iAξi ǫ B

Als Wahrscheinlichkeitsmaß wird nach den Kolmogorovschen Axiomen eine Funktion P

bezeichnet, welche folgende Eigenschaften besitzt:

• 0 ≤ P (Aξ) ≤ 1 ∀Aξ ǫ B

• P (Ωξ) = 1

• für paarweise disjungierte Ereignisse gilt P (
∑
i(Aξ)) =

∑
i P (Aξi)
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Zwei Ereignisse heißen statistisch unabhängig voneinander, wenn

P (Aξ1 ∪ Aξ2) = P (Aξ1)P (Aξ2) (2.1)

gilt.

2.1.1 Zufallsvariablen

Werden den zufälligen Ereignissen ξ reelle Zahlenwerte X(ξ) zugeordnet, heißen diese X(ξ)
Zufallsvariablen. Für eine Zufallsvariable X(ξ) lässt sich die Verteilungsfunktion PX(x) mit

PX(x) = P (ξ ε Ωξ : X(ξ) ≤ x) (2.2)

bestimmen, welche die folgenden Eigenschaften hat:

• PX(x) ≥ 0

• PX(−∞) = 0 und PX(∞) = 1

• PX(x = a) ≤ PX(x = b) für a ≤ b
• PX(x = b)− PX(x = a) = P (a ≤ X(ξ) ≤ b)

Ist eine stetige Verteilungsfunktion PX(x) im Intervall (−∞,∞) differenzierbar, so heißt
die Ableitung

pX(x) =
dPX(x)

dx
(2.3)

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion oder einfach Dichtefunktion und besitzt die Eigenschaf-
ten:

• pX(x) ≥ 0

• ∫∞−∞ pX(x)dx = 1

Eine der wichtigsten Verteilungen ist die sogenannte Gauß’sche Verteilung oder Normal-
verteilung. Die Dichtefunktion hat die Form

pX(x) =
1

σX
√

2π
e
− (x−μX )2

2σ2
X (2.4)

mit den Parametern Mittelwert μX und Streuung σ2
X . Eine weitere wichtige Verteilung ist

die Gleichverteilung, welche in einem Wertebereich die gleiche Wahrscheinlichkeit hat und
außerhalb dieses Bereiches die Wahrscheinlichkeit Null.

12



2.1 Stochastik

Ist die Verteilung einer Zufallsvariablen X(ξ) nicht genau bekannt, kann diese über die
stochastischen Momente charakterisiert werden. Ist f

(
X(ξ)

)
eine Funktion der Zufallsva-

riablen X(ξ), dann ist der Erwartungswert dieser Funktion

E[f(X)] =
∫ ∞
−∞

f(x)pX(x)dx. (2.5)

Die Momente einer Zufallszahl sind bestimmte Erwartungswerte. Das Moment k-ter Ord-
nung der Zufallsvariablen X(ξ) berechnet sich durch

mk = E[X(ξ)k] =
∫ ∞
−∞

xkpX(x)dx. (2.6)

Die zwei wichtigsten Momente sind der Mittelwert

μX = E[X(ξ)] (2.7)

und die Varianz

σ2
X = E[(X(ξ)− μX)2], (2.8)

deren Wurzel

σX =
√
σ2
X (2.9)

Standardabweichung genannt wird.
Um die Abhängigkeit zweier Zufallsvariablen X1(ξ) und X2(ξ) zu beurteilen, kann ihre
Kovarianz

cov(X1(ξ), X2(ξ)) = KX1X2 = E[(X1(ξ)− μX1)(X2(ξ)− μX2)] (2.10)

verwendet werden. Diese kann mit den beiden Standardabweichungen zur Korrelation

cor(X1(ξ), X2(ξ)) = RX1X2 =
KX1X2

σX1σX2

(2.11)

normiert werden. Wenn die Kovarianz bzw. die Korrelation zweier Zufallszahlen verschwin-
det, sind sie unkorreliert.

13



2 Grundlagen

2.1.2 Stochastische Prozesse

Ist eine Zufallsvariable von einer deterministischen Größe, wie z.B der Zeit oder dem Ort
abhängig, wird dies stochastischer Prozess genannt. Als Beispiel wird eine Abhängigkeit
von der Zeit gewählt, der Prozess wird dann mit X(ξ, t) oder kurz X(t) bezeichnet. Zu
jedem festen Zeitpunkt t0 ist X(ξ, t0) eine Zufallsvariable. Für jeden festen Zufallspara-
meter ξ0 wird der Prozess eine deterministische Zeitfunktion X(ξ0, t), die Realisierung
genannt wird. Genau wie bei den Zufallsvariablen können auch für Prozesse Momente und
Kovarianz bzw. Korrelation berechnet werden:

μX(t) = E[X(ξ, t)], (2.12)

σX(t)2 = E[(X(ξ, t)− μX(t))2], (2.13)

KX1X2(t1, t2) = E[(X1(t1)− μX1(t1))(X2(t2)− μX2(t2))], (2.14)

RX1X2(t1, t2) = E[X1(t1)X2(t2)]. (2.15)

Handelt es sich bei X1(t) und X2(t) um unterschiedliche Prozesse, werden KX1X2(t1, t2)
und RX1X2(t1, t2) als Kreuzvarianz- bzw. Kreuzkorrelationsfunktion bezeichnet. Wird nur
ein Prozess untersucht gibt KX1X1(t1, t2) bzw. RX1X1(t1, t2), die sogenannte Autovarianz-
bzw. Autokorrelationsfunktion Auskunft darüber, wie der Wert des Prozesses zum Zeit-
punkt t1 von dem zum Zeitpunkt t2 abhängt.

Stochastische Prozesse lassen sich weiterhin nach verschiedenen Kriterien einteilen:

Stationarität: Als stationär wird ein Prozess bezeichnet, dessen Mittelwert nicht zeit-
abhängig und dessen Autokorrelationsfunktion nur von der Zeitdifferenz τ = t2 − t1
abhängt.

Ergodizität: Als ergodisch wird ein Prozess bezeichnet, der stationär ist und bei dem
eine Realisierung die gesamte stochastische Information enthält. Dies bedeutet, dass die
Mittelung einer Realisierung über einem Zeitabschnitt (Zeitmittel) gleich der Mittelung
über viele Realisierungen zu einen festen Zeitpunkt (Ensemblemittel) ist. Der Nachweis
der Ergodizität ist oft schwierig, da dazu der stochastische Prozess analytisch bekannt sein
muss. Durch Stichproben und dem Wissen um den physikalischen Ursprung des Prozesses
kann jedoch oft eine hinreichend genaue Beurteilung getroffen werden.

Gauß’scher Prozess: Ein Prozess wird als Gauß’scher Prozess bezeichnet, wenn die

14



2.1 Stochastik

Zufallsvariable zu einem beliebigen Zeitpunkt t0 einer Normalverteilung genügt.

Ein weiteres wichtige Kriterium zur Beurteilung einen stochastischen Prozesses ist das
Leistungsdichtespektrum. Es gibt Aufschluss über die im Prozess auftretenden Frequenzen
f . Nach der Wiener-Chintchin Beziehung lässt sich das Leistungsdichtespektrum aus der
Autokorrelationsfunktion durch Fouriertransformation

SX1X1(f) =
∫ ∞
−∞

RX1X1(τ)e−i2πfτdτ (2.16)

berechnen. Die Rücktransformation ist entsprechend

RX1X1(τ) =
∫ ∞
−∞

SX1X1(f)ei2πfτdf. (2.17)

Es gilt für τ = 0

RX1X1(τ = 0) = σ2
X . (2.18)

Für einen ergodischen Prozess kann das Leistungsdichtespektrum auch aus einer Realisie-
rung mit der verallgemeinerten Fourieranalyse

F[X(t)] = lim
T→∞

1

2T

∫ T
−T
X(t)ei2πtdt (2.19)

durch

SX1X1(f) = F[X(t)]F[X(t)] (2.20)

berechnet werden, wobei F[X(t)] der konjugiert komplexe Anteil ist.

2.1.3 Statistik

Ein wichtiger Aspekt der Statistik ist die Schätztheorie. Real gemessene Signale oder Mess-
reihen sind endlich lang und endlich in der Anzahl. Ziel der Schätztheorie ist es anhand
solcher Signale, welche als Prozesse angesehen werden können, Aussagen über die beschrei-
benden Größen, wie Verteilungen, Momente und Korrelationen zu treffen. Die Integrale
werden dabei zu Summen über die Anzahl an gemessenen Werten. So kann z.B. für n
gemessene Werte der Mittelwert durch

μX = E[X] =
1

n

n∑
i=1

Xi(ξ) (2.21)

und die Varianz durch

σ2
X = E[(X(ξ)− μX)2] =

1

n

n∑
i=1

(Xi(ξ)− μX)2 (2.22)

15



2 Grundlagen

geschätzt werden. Für die Autokorrelationsfunktion einer stationären Messreihe gilt ent-
sprechend

RX1X1(t1, t2) =
1

n

n∑
i=1

(X1i(ξ, t1)X1i(ξ, t2)) . (2.23)

2.1.4 Stochastische Differentialgleichungen

Um reibungserregte Schwingungen mit stochastischem Reibwert zu untersuchen, werden
die Grundlagen der stochastischen Differentialgleichungen (SDG) benötigt, siehe z.B. [52],
[53] oder [5]. Durch stochastische Differentialgleichungen lassen sich Systeme mit zeitlich
veränderlichen Zufallsgrößen beschreiben. Ein klassisches Beispiel ist die Brown’sche Mole-
kularbewegung, welche die Bewegung eines Partikels in einem Fluid beschreibt, das durch
die Molekularbewegung des Fluids angestoßen wird. SDGn haben vielfache Anwendungen
z.B. in der Finanzmathematik, Biologie und auch der Mechanik. Eine allgemeine SDG hat
die Form

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)ζtdt. (2.24)

Diese Differentialgleichung kann ebenfalls als Integralgleichung

Xt = Xt0 +
∫ t
t0
a(s,Xs)ds+

∫ t
t0
b(s,Xs)ζsds, (2.25)

dargestellt werden, wobei a den Driftterm beschreibt und b als Diffusionsterm bezeichnet
wird. ζt ist ein Gauß’scher weißer Rauschprozess. Ein solcher Prozess zeichnet sich da-
durch aus, dass er mittelwertfrei ist, die Amplituden normalverteilt sind und der Prozess
ein konstantes unendliches Leistungsdichtespektrum besitzt.
Der sogenannte Wiener Prozess Wt ist ein Prozess, der die Brown’sche Molekularbewe-
gung mathematisch beschreibt. Wt hat ebenfalls die Eigenschaften mittelwertfrei mit nor-
malverteilten Amplituden zu sein. Der Prozess ist nicht differenzierbar aber Formal gilt
(dWt)2 = dt. Eine weitere Eigenschaft ist, dass der Zuwachs Wt2 −Wt1 ebenfalls mittel-
wertfrei und normalverteilt ist, und die Zuwächse Wt2 −Wt1 und Wt4 −Wt3 unabhängig
voneinander sind. Damit besteht zwischen weißem Rauschen und dem Wiener Prozess der
Zusammenhang

dWt = ζtdt. (2.26)

Daher kann die Integralgleichung auch in der Form

Xt = Xt0 +
∫ t
t0
a(s,Xs)ds+

∫ t
t0
b(s,Xs) ∗ dWs (2.27)

ausgedrückt werden. Das erste Integral ist ein klassisches Riemann Integral. Das zweite
Integral, was einer Integration bezüglich des Wiener Prozesses entspricht, kann, weil dieser
nicht differenzierbar ist, nicht so einfach gelöst werden. Das ∗ steht dafür, dass das Integral
verschieden ausgewertet werden kann.
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2.1 Stochastik

Wird das Integrationsintervall in Teilintervalle mit den Rändern t0 < t1 < · · · < tN = t
zerlegt und eine Stützstellen gemäß

τi = γti+1 + (1− γ)ti (2.28)

für γ ε [0, 1] definiert, so hängt die Summe

N−1∑
i=0

b(Xτi , τi)(Wti+1
−Wti) (2.29)

von der Wahl für γ ab. Für γ = 0 wird das Integral am linken Rand ausgewertet, für γ = 1
am rechten und für 0 < γ < 1 an einem Punkt dazwischen.
Im sogenannten Itô Kalkül wird γ = 0 benutzt, das Integral wird daher an der linken
Intervallgrenze ausgewertet. Das Itô Integral wird dann in der Form∫ t

t0
b(s,Xs)dWs (2.30)

dargestellt. Im Itô Kalkül gilt die Besonderheit, dass∫ t
0
WsdWs =

1

2
W 2
t −

1

2
t (2.31)

und nicht wie in der klassischen Integralrechnung∫ t
0
wsdws =

1

2
w2
t (2.32)

zu nehmen ist. Im sogenannten Stratonovich Kalkül wird γ = 1
2

gewählt, das Integral
daher in der Mitte ausgewertet. Das Stratonovich Integral wir in der Literatur mit einem
′◦′ dargestellt∫ t

t0
b(s,Xs) ◦ dWs. (2.33)

Für das Stratonovich Integral gilt wie in der klassischen Integralrechnung∫ t
0
Ws ◦ dWs =

1

2
W 2
t . (2.34)

Zwischen den Lösungen des Itô und des Stratonovich Integrals besteht ein einfacher Zu-
sammenhang. Ist Xt die Lösung der stochastischen Differentialgleichung

dXt = a(t,Xt)dt+ b(t,Xt)dWt (2.35)

im Itô Kalkül, so ist Xt ebenfalls die Lösung der Gleichung

dXt = ā(t,Xt)dt+ b(t,Xt) ◦ dWt (2.36)

im Stratonovich Kalkül. Der Zusammenhang zwischen a und ā ist durch

ā(t,Xt) = a(t,Xt)− 1

2
b(t,Xt)

∂b(t,Xt)

∂x
(2.37)

gegeben.
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2.2 Fourieranalyse

Die Fourieranalyse ist ein wichtiges Instrument in der Signalverarbeitung. Die Grundlagen
werden hier, wie in der Literatur üblich, anhand eines Zeitsignals hergeleitet. In dieser
Arbeit wird sie benutzt um raue Oberflächen zu analysieren, was einem ortsabhängigen
Signal entspricht.
Durch den Übergang in den Frequenzbereich werden die enthaltenen Frequenzen des Si-
gnals sichtbar. Die integrale Fouriertransformation kann sowohl für periodische als auch
für nicht periodische, Signale durchgeführt werden. Zu dem Signal x(t) im Zeitbereich
existiert die Fouriertransformierte X(ω) bzw. X(f) im Frequenzbereich

X(ω) =
∫ ∞
−∞

x(t) exp(−iωt)dt (2.38)

bzw.

X(f) =
∫ ∞
−∞

x(t) exp(−i2πft)dt. (2.39)

Die Rücktransformation führt wieder zum originalen Signal

x(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

X(ω) exp(iωt)dω (2.40)

bzw.

x(t) =
∫ ∞
−∞

X(f) exp(i2πft)df. (2.41)

Diskrete Fouriertransformation

Für diskrete Signale, welche endlich lang sind, wird das Integral zu einer Summe, der diskre-
ten Fouriertransformation (DFT). Ein Signal der Länge T , welches mit dem Zeitinkrement
dt an N Werten abgetastet wird, hat demnach die DFT

X(n) =
N−1∑
k=0

x(k) exp

(
−i2πnk

N

)
(2.42)

mit n = 0..(N − 1) und df = 1
Ndt

. Die nach dem Abtasttheorem maximale abgebilde-
te Frequenz ist fmax = 1

2dt
. Dies entspricht einer Anzahl von N/2 Frequenzwerten. Aus

N Abtastwerten in der Zeit können demnach maximal N Abtastungen in der Frequenz
berechnet werden. Die Fourierwerte sind komplexwertig in der Form

X(n) = Re(X(n)) + i Im(X(n)), (2.43)

und so müssen zwei unbekannte Werte pro Frequenz bestimmt werden. Es gilt jedoch für
ein reelles Zeitsignal

X(n) = X∗(−n), (2.44)
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2.2 Fourieranalyse

so dass sich insgesamt N Frequenzwerte aus N Zeitwerten berechnen lassen, wovon N/2
unabhängige Werte sind und N/2 die zugehörigen konjugiert komplexen Werte.
Das Abtasten entspricht einer Multiplikation des kontinuierlichen Signals mit einem Im-
pulskamm mit Abstand dt. Dies entspricht im Frequenzbereich einer Faltung mit einem
Impulskamm mit Abstand 1/dt. Dies bedeutet, dass das Abtasten des Signals im Zeitbe-
reich eine periodische Fortsetzung der Fouriertransformierten im Frequenzbereich hervor-
ruft. Für die Rücktransformation gilt entsprechend, dass die Abtastung im Frequenzbereich
zu einer periodischen Fortsetzung des Zeitsignals führt. Dieser Zusammenhang ist in Ab-
bildung 2.1 noch einmal erläutert.
Die Rücktransformation erfolgt entsprechend mit

x(k) =
1

N

N−1∑
n=0

X(n) exp

(
i2π

nk

N

)
. (2.45)

Eine ausführliche Behandlung findet man z.B. in [78].

Zweidimensionale diskrete Fouriertransformation

Die zweidimensionale diskrete Fouriertransformation (DFT2) ist ein Instrument, welches
in der Bildverarbeitung häufig Verwendung findet. Die Fouriertransformation eines zwei-
dimensionalen Signals x(k, �) der Größe M,N kann mit der DFT2

X(m,n) =
1√
MN

M−1∑
k=0

N−1∑
�=0

x(k, �) exp

(
−i2πmk

M

)
exp

(
−i2πn�

N

)
(2.46)

für m = 0..(M −1) und n = 0..(N −1) berechnet werden. Für die Rücktransformation gilt

x(k, l) =
1√
MN

M−1∑
k=0

N−1∑
�=0

X(m,n) exp

(
i2π

mk

M

)
exp

(
i2π

n�

N

)
. (2.47)

Die Normierung mit
√
MN ist in der Bildverarbeitung verbreitet. Weitere Ausführungen

zu diesem Thema können z.B. in [13] nachgelesen werden.
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Abbildung 2.1: Fouriertransformation
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2.3 Spektrale Darstellung

Eine Methode zur Generierung eines stochastischen Prozesses ist die Spektrale Dar-
stellung. Einzelheiten können in [82] oder [28] nachgelesen werden. Diese Methode hat
vielfältigen Einsatz zum Beispiel bei der Untersuchung von Mehrkörpersystemen, welche
durch Wind angeregt werden [94]. Außerdem bei der Berechnung von örtlich verteilten
Materialparametern [81] oder zur Beschreibung zufälliger Rauheiten von Oberflächen, z.B.
der Straße [74].

Ein zeit- oder ortsabhängiger, normalverteilter, stochastischer Prozess kann für ein be-
kanntes Spektrum simuliert werden. Dabei wird eine Reihe aus harmonischen Funktionen
mit zufälligen Phasen

x(t) =
√

2
N∑
i=1

√
Sxx(fi)Δfi cos(2πfit+ ψi). (2.48)

entwickelt, wobei ψi eine gleichverteilte Zufallszahl im Intervall [0, 2π] ist. fi sind die ge-
wählten Frequenzanteile und Δfi ist der Abstand dieser Frequenzanteile. Bei äquidistanter
Abtastung gilt daher Δfi = Δf =konstant. Mit der Anzahl der Reihenglieder und damit
Δf kann die Genauigkeit des Prozesses gesteigert werden. Um mittelwertfreie Prozesse zu
generieren, ist die Länge des Prozesses auf T = 1/Δf bzw. ganzzahlige Vielfache k · T ,
beschränkt.
Für N-dimensionale Prozesse gilt äquivalent

x(t1, t2, ..., tN) =
√

2
N1∑
i1=1

N2∑
i2=1

...
NN∑
iN=1

√
Sxx(f1i1 , f2i2 , ...fNiN )Δf1Δf2...ΔfN (2.49)

cos(2πf1i1t1 + 2πf2i2t2 + ...+ 2πfNiN tN + ψi1 + ψi2)

gemäß [82]. In dieser Arbeit werden ortsabhängige zweidimensionale Oberflächendaten
z(x, y) untersucht. Dafür gilt dann entsprechend

z(x, y) =
√

2
N1∑
i1=1

N2∑
i2=1

√
Sxx(f1i1 , f2i2)Δf1Δf2 cos(2πf1i1x+ 2πf2i2y+ψi1 +ψi2). (2.50)

2.4 Kontaktmechanik

Um Kontaktfläche und -kraft sowie die Reibkraft einer rauen Oberfläche zu berechnen, sind
die Grundlagen der Kontaktmechanik Voraussetzung. Daher werden die in dieser Arbeit
verwendeten Modelle der Kontaktmechanik hier kurz vorgestellt.
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2.4.1 Hertz Modell

Kugel-Kugel Kontakt

Hertz beschrieb in [35] den reibungsfreien Kontakt zwischen zwei elastischen Körpern.
Die Körper werden als Halbraum modelliert, was die Verwendung der Boussinesq Lösungen
erlaubt. Zunächst wird der Kontakt zwischen zwei kugelförmigen Körpern hergeleitet, siehe
Abbildung 2.2. Eine ausführliche Herleitung ist in [48] zu finden.

Abbildung 2.2: Kontakt zweier kugelförmiger Körper

Die Kontaktfläche ist kreisförmig mit Radius a, wie im folgenden anhand der Halbraum-
lösung für eine Punktlast auf einem Halbraum gezeigt wird. Eine Punktlast N in Norma-
lenrichtung auf einem elastischen Halbraum bewirkt in diesem die Verschiebungen

ux =
1 + ν

2πE

[
xz

r3
− (1− 2ν)x

r(r + z)

]
N, (2.51)

uy =
1 + ν

2πE

[
yz

r3
− (1− 2ν)y

r(r + z)

]
N, (2.52)

uz =
1 + ν

2πE

[
z2

r3
+

2(1− ν)

r

]
N (2.53)

mit

r =
√
x2 + y2 + z2. (2.54)
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Durch Einsetzen von z = 0 ergibt sich die Verschiebung an der Oberfläche zu

ūx = −(1 + ν)(1− 2ν)

2πE

x

r2
N (2.55)

ūy = −(1 + ν)(1− 2ν)

2πE

y

r2
N (2.56)

ūz =
(1 + ν)2(1− ν)

2πE

1

r
N (2.57)

=
(1− ν2)

πE

1

r
N (2.58)

mit

r =
√
x2 + y2. (2.59)

Die Verschiebung in z-Richtung ist beim Kontakt die größte und damit die wichtigste, sie
ist in Abbildung 2.3 zu sehen. Sie ist proportional zu 1

r
und somit hyperbolisch. Sie ist

maximal bei r = 0 und nähert sich asymptotisch uz = 0.

Abbildung 2.3: Punktlast auf Halbraum

Bei einer kontinuierlichen Verteilung der Normalkraft bzw. des Normaldrucks, welche an
der Fläche S angreift, kann damit die Verschiebung an der Oberfläche durch

ūz =
1

πE∗

∫
S

∫
p(x′, y′)

dx′dy′

r
(2.60)

mit

r =
√

(x− x′)2 + (y − y′)2 (2.61)

und

E∗ =
E

1− ν2
, (2.62)

oder alternativ in Polarkoordinaten s, ϕ

ūz =
1

πE∗

∫
S

∫
p(s, ϕ)dsdϕ. (2.63)
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berechnet werden. Bei der Druckverteilung

p(r) = p0

(
1− r2

a2

) 1
2

(2.64)

ergibt sich die Verschiebung

ūz =
πp0

4aE∗
(
2a2 − r2

)
. (2.65)

Diese ist proportional zu r2, also nicht mehr hyperbolisch sondern quadratisch.
Solch eine Druckverteilung entsteht, wenn zwei gekrümmte elastischen Körper, siehe Abbil-
dung 2.2, miteinander in Kontakt stehen. Die Verschiebung an der Oberfläche im Kontakt
ist durch

ūz1 + ūz2 = δ − 1

2β
r2 (2.66)

mit dem relativen Radius

1

β
=

1

β1

+
1

β2

(2.67)

gegeben. Bei zwei elastischen Körpern mit unterschiedlichen elastischen Materialparame-
tern gilt

1

E∗
=

1− v2
1

E1

+
1− v2

2

E2

. (2.68)

Für den Sonderfall eines gekrümmten Körpers in Kontakt mit einem ebenem Körper ent-
spricht der relative Radius dem des gekrümmten Körper, da β2 = ∞. Bei der Annahme,
dass eine starre Kugel in Kontakt mit einem ebenem Halbraum steht, gilt

ūz = δ − 1

2β
r2 (2.69)

wobei

1

E∗
=

1− v2
1

E1

(2.70)

zu nehmen ist, weil E2 →∞ .
Oben wurde gezeigt, dass eine Druckverteilung nach Gleichung (2.64) eine Verschiebung
nach Gleichung (2.65) hervorruft. Die Verschiebung im Kontakt zweier gekrümmter Körper
ist in Gleichung (2.66) bzw. (2.69) gegeben. Diese werden jetzt gleichgesetzt

πp0

4aE∗
(
2a2 − r2

)
= δ − 1

2β
r2. (2.71)

Durch Koeffizientenvergleich in Abhängigkeit der freien Variablen r, kann der Radius der
Kontaktfläche a und die Eindringtiefe δ eliminiert werden

a =
πp0β

2E∗
, (2.72)
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2.4 Kontaktmechanik

δ =
πp0

2E∗
. (2.73)

Daraus folgt

a2 = δβ. (2.74)

Die resultierende Kraft dieser Druckverteilung kann über das Flächenintegral des Kontakts

N =
∫ a

0
p(r)2πrdr =

2

3
p0πa

2 (2.75)

berechnet werden. Damit kann der Kontaktradius abhängig von der Normalkraft, mit
welcher die Körper aufeinander gepresst werden, ausgedrückt werden

a =

(
3Nβ

4E∗

) 1
3

. (2.76)

Die zugehörige Kontaktfläche kann durch die Kreisfläche

Ac = πa2 = π

(
3Nβ

4E∗

) 2
3

(2.77)

berechnet werden.

2.4.2 Greenwood-Williamson Modell

Wie im vorherigen Kapitel gezeigt, steigt die Kontaktfläche zweier gekrümmter Körper
proportional zur Normalkraft hoch zwei Drittel. Diese Aussage widerspricht den Beobach-
tungen, dass die Reibkraft linear mit der Normalkraft wächst, da die Reibkraft direkt pro-
portional zur Kontaktfläche angenommen wird. Eine Erklärung gaben Greenwood und
Williamson in [31]. Die Grundidee besteht darin, dass ein Reibkontakt zwischen realen
Flächen nie nur einen einzelnen Kontakt hat. Die Oberflächen mit ihren Mikrorauigkeiten
stehen vielmehr an vielen Asperiten, welche unterschiedlichen Initialabstand haben, mit-
einander in Kontakt, siehe Abbildung 2.4. Es wird angenommen, dass die Asperiten nicht
interagieren.

Abbildung 2.4: Raue Oberflächen in Kontakt

Jeder dieser Asperiten hat eine kugelförmige Kuppe, mit Radius β̄. Eine raue Ebene wird
mit einer glatten zueinander geführt, so dass d der Abstand der Referenzebenen ist. z ist die
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2 Grundlagen

Höhe der einzelnen Asperiten und (z−d) ist daher die Eindrucktiefe der Asperiten, welche
in Kontakt stehen. Der Kontaktradius und damit die Kontaktfläche ist daher bestimmt
durch

a2
1 = β̄(z − d), (2.78)

A1 = πa2 = πβ̄(z − d). (2.79)

Die Kraft, welche in jedem einzelnen Kontakt wirkt, ist

N1 =
4

3
E∗β̄

1
2 (z − d)

3
2 , (2.80)

wobei

1

E∗
=

1− v2
1

E1

+
1− v2

2

E2

(2.81)

gilt. Bei der Annahme, dass die Höhe der Asperiten stochastisch verteilt ist und diese
Wahrscheinlichkeit mit φ(z) beschrieben wird, kann die Wahrscheinlichkeit, dass ein As-
perit in Kontakt steht, durch

prob(z > d) =
∫ ∞
d

φ(z)dz (2.82)

berechnet werden. Bei einer Anzahl von K stochastisch unabhängigen Asperiten berechnet
sich die geschätzte Anzahl der Kontakte zu

k = K
∫ ∞
d

φ(z)dz. (2.83)

Damit lässt sich die gesamte Kontaktfläche durch

A = πKβ̄
∫ ∞
d

(z − d)φ(z)dz (2.84)

und die gesamte Kraft durch

N =
4

3
KE∗β̄

1
2

∫ ∞
d

(z − d)
3
2φ(z)dz (2.85)

beschreiben.
Als nächstes werden die Höhen abhängig von der Standardabweichung ihrer Verteilung
ausgedrückt. h = d/σ ist die normierte Distanz und φ∗ ist die Verteilung der Höhe mit
Standardabweichung gleich eins. Damit ergibt sich das Integral für die Kontaktfläche zu

A = πKβ̄σ
∫ ∞
h

(s− h)φ∗(s)ds (2.86)
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2.4 Kontaktmechanik

und für die Kontaktkraft zu

N =
4

3
KE∗β̄

1
2σ

3
2

∫ ∞
h

(s− h)
3
2φ∗(s)ds. (2.87)

Für eine Gauß’sche Verteilung der Asperitenhöhen mit

φ∗(s) =
1√
2π

e−
1
2
s2 (2.88)

heißt das für die Kontaktfläche

A = πKβ̄σ
1√
2π

∫ ∞
h

(s− h)e−
1
2
s2ds (2.89)

und für die Kontaktkraft

N =
4

3
KE∗β̄

1
2σ

3
2

1√
2π

∫ ∞
h

(s− h)
3
2 e−

1
2
s2ds. (2.90)

Diese Integrale können numerisch ausgewertet werden, und in [31] wird gezeigt, dass die
Kontaktfläche linear mit der steigenden Kontaktkraft wächst. Damit ist der lineare Zu-
sammenhang zwischen Normalkraft und Reibkraft, bei der davon ausgegangen wird, dass
sie direkt proportional zur Kontaktfläche ist, gezeigt. Diese einfach Modellierung hat aber
einige Beschränkungen. Zunächst kann eine Aussage über die Verteilung der Höhen nur bei
ausreichend großer Anzahl von Asperiten in Kontakt getroffen werden. Außerdem rechnen
Greenwood und Williamson mit einem konstanten Asperitenradius, was bei realen
Oberflächen so nicht gegeben ist. Weiterhin wird die Annahme getroffen, dass die Aspe-
riten nicht interagieren. Diese Aussage bleibt gültig, wenn sich die Eindringtiefe z − d in
der Größenordnung des Asperitenradius befindet. Trotz der vielen Vereinfachungen und
Beschränkungen liefert das Modell ein gute Näherung für die Kontaktberechnung und
die Idee, an jedem Kontaktpunkt einer rauen Mikroebene die Hertz’schen Annahmen zu
nutzen, wird bis heute mit guten Ergebnissen verwendet.

2.4.3 Bowden-Tabor Modell

Mit dem Hertz’schen Modell lassen sich die Kontaktfläche und die Kontaktnormalkraft
berechnen, mit dem Bowden-Tabor Modell wird ein Modell zur Berechnung der Reibkraft
eingeführt. Bowden und Tabor beschreiben in [10] die Kontaktfläche Ac, welche eine
harte Stahlkugel auf einer weichen Unterlage hinterlässt. Sie gehen davon aus, dass die
Unterlage sich plastisch verformt. Abhängig von der Normallast N ist Kontaktfläche

Ac =
N

Rp
, (2.91)

wobei Rp die Fließspannung des weicheren Materials bezeichnet. Als Ursachen für trockene
Reibung beschreiben sie zwei Mechanismen, die Furchenbildung und das Abscheren lokaler
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2 Grundlagen

Metallbrücken. Diese zwei Mechanismen werden untersucht, indem "Reiter" mit verschie-
denen Formen aus hartem Metall über eine glatte Oberfläche aus weichem Metall bewegt
werden und die Reibkraft gemessen wird. Es wird beschrieben, dass die Reibkraft sich aus
diesen beiden Anteilen additiv zusammensetzt

R = RScher +RFurch. (2.92)

Der Anteil durch Furchenbildung P berechnet sich durch

RFurch = A′cσ
′
p, (2.93)

wobei A′c der Querschnitt der gefurchten Spur ist und σ′p der mittlere Druck, der dem
Verschieben des Reiters entgegen wirkt. Es wird angenommen, dass sich R′p und Rp nicht
bemerkenswert unterscheiden. Der Anteil des Abscherens wird durch

RScher = Acτmax (2.94)

beschrieben, wobei τmax die maximale Scherspannung des weicheren Materials ist. Für
bekannte Reiterformen können Ac bzw. A′c berechnet werden, wobei A′c als Querschnitt
der gefurchten Spur der "Stirn" des Reiters entspricht und Ac der Projektion des Reiters.
Es werden drei Reiter untersucht:

• ein Halbzylinder

• eine Halbkugel

• ein Halbzylinder ohne axiale Ausdehnung (sog. Spaten)

Sie haben jeweils den gleichen Durchmesser. Diese Reiter sind in Abbildung 2.5 zu sehen.

Abbildung 2.5: Reiter aus harten Metall auf Oberflächen aus weichem Metall

Für den Spaten ist der Scheranteil zu vernachlässigen, da die Ausdehnung gegen null
geht. Damit kann der Scheranteil der Halbkugel und des Halbzylinders durch Subtraktion
der Spatenkraft von der jeweiligen gemessenen Gesamtkraft berechnet werden. Es wird
bestätigt, dass der Spaten die kleinste Reibkraft verursacht, der Zylinder die größte und
die der Kugel sich dazwischen befindet.
Bei zwei harten Metallen in Kontakt gilt, dass der Furchenanteil vernachlässigt werden
kann, da kein Eindringen auftritt. Damit folgt, da der Scheranteil der dominante ist und
der Ansatz für trockene Reibung sich auf

R = Acτmax (2.95)

vereinfacht.
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3 Kontaktsimulation

In den Grundlagen wird bereits gezeigt, dass die wahre Kontaktfläche eine große Rolle
für die Berechnung des Reibwerts spielt. In diesem Kapitel wird vorgestellt, wie mit dem
Hertz’schen Modell Kontaktfläche und -normalkraft und mit dem Bowden-Tabor Modell
die Reibkraft einer rauen Oberfläche berechnet werden können. Aus der Normalkraft und
der Reibkraft lässt sich dann der Reibwert ermitteln.
Es wird angenommen, dass die Asperiten kugelförmige Gipfel haben und die Verformung
elastisch verläuft, was Voraussetzung für die Gültigkeit des Hertz’schen Modells ist. Es
werden trockene Reibpaarungen untersucht, bei denen Adhäsion die Hauptursache für
Reibung ist. Der Anteil der Furchenbildung kann vernachlässigt werden, wenn der Kon-
taktpartner aus weicherem Material die rauere Oberfläche besitzt, denn dann werden die
Asperiten dieses Materials verformt [10].

Mit diesen Modellen kann der Reibwert abhängig von der mikroskopischen Oberflä-
chenbeschaffenheit berechnet werden. Die Methode wird zunächst allgemein erläutert und
dann an zwei beispielhaften Oberflächen benutzt.

3.1 Grundlagen

In diesem Kapitel wird die grundsätzliche Vorgehensweise zur Berechnung des Reibwerts
von mikroskopisch vermessenen rauen Oberflächen erläutert. Zunächst wird dazu die Ober-
flächenbeschaffenheit untersucht.

3.1.1 Oberflächenanalyse

Die Rauigkeitsspitzen der Oberfläche können durch die Suche nach lokalen Maxima der
Daten gefunden werden. Eine Spitze ist der höchste Punkt, wenn jeweils zwei Punkte links,
rechts oben und unten niedrigere Werte haben. Die Höhe der Spitzen wird als zs(xs, ys)
bezeichnet. Mit der Approximation zweiter Ordnung an den Spitzen (xs, ys)

κ =
1

2

(
∂2z

∂x2
+
∂2z

∂y2

)∣∣∣∣∣
(xs,ys)

(3.1)

kann über den Kehrwert der Gipfelradius β = 1
κ

genähert werden.
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3 Kontaktsimulation

3.1.2 Rekonstruktion der Oberfläche durch Spektraldarstellung

Die gemessenen Oberflächendaten liefern nur Information über einen kleinen Ausschnitt.
Um viele ähnliche Oberflächen untersuchen zu können, werden diese mithilfe der Spek-
traldarstellung vervielfältigt. Die Oberfläche z der Größe M × N wird durch die zwei-
dimensionale diskrete Fourier Transformation (DFT2) charakterisiert, welche durch die
Gleichung

Z∗(m,n) =
M−1∑
k=0

N−1∑
�=0

z(k, �) exp

(
−i2πmk

M

)
exp

(
−i2πn�

N

)
(3.2)

bestimmt wird. Diese wird zunächst mit 1√
MN

normiert,

Z(m,n) =
1√
MN

Z∗(m,n), (3.3)

siehe Abbildung 3.1a. In Abbildung 3.1b ist der zweidimensionale Verlauf bei fx = 1Δfx
zu sehen. Bei f = 0 steht der Gleichanteil des Signals. Die maximale Wellenlänge bzw.
kleinste auflösbare Wegfrequenz Δfy ist durch die Größe der Oberfläche bestimmt. Diese
hat die größte Amplitude. Die kleineren Wellenlängen sind annähernd gleichanteilig.

(a) 3 Dim

0 5 10 15
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

Z
 [

m
m

]

fy [1/mm]

(b) 2 Dim (bei fx = 1Δfx)

Abbildung 3.1: DFT2 der Oberfläche

Die DFT2 besteht aus einer Matrix der Beträge |Z(m,n)| und einer der Phasen Zϕ(m,n),
welche im Intervall [−π, π] gleichverteilt sind. Zur stochastischen Auswertung werden ähn-
liche Oberflächen erzeugt, indem die DFT2 durch

Z0(m,n) = |Z(m,n)|eiZξ(m,n) (3.4)

ersetzt wird, wobei |Z(m,n)| die Amplitudenmatrix der originalen DFT2 ist und Zξ(m,n)
eine Matrix der Größe (m × n), besetzt mit gleichverteilten Zufallszahlen im Intervall
[−π, π]. Z0(m,n) wird zunächst "rücknormiert"

Z∗0(m,n) =
√
MNZ0(m,n) (3.5)
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3.1 Grundlagen

und anschließend rücktransformiert, wodurch eine ähnliche raue Oberfläche der Größe
(m× n) mit dem gleichen Amplitudenspektrum entsteht.

Wenn eine raue Oberfläche mit längeren Ausmaßen erzeugt werden soll, kann dies
durch eine feinere Diskretisierung im Frequenzbereich erreicht werden, siehe Kapitel 2.2
oder [78], [13] u.s.w.. Da keine zusätzliche Information für eine feinere Diskretisierung
zur Verfügung steht, muss zwischen den bekannten Werten interpoliert werden. Durch
die Normierung zwischen f0 = 0 Hz und f1 = 1Δf werden längere Wellenlängen mit in
das Signal aufgenommen, welche in der originalen Oberfläche nicht zu finden sind. Da die
Amplitude aber kleiner als der Maximalwert ist und zudem bei der Kontaktauswertung
die großen Wellenlängen keinen Einfluss haben, wie anhand der Beispiele gezeigt wird, ist
der so entstandene Fehler nicht erheblich. Es wird eine Amplitudenmatrix |Z1| erzeugt,
z.B. der Größe (m × �) mit � > n. Die zufällige Phasenmatrix Z1ξ muss jetzt auch die
Größe (m × �) haben. Vor der Rücktransformation muss nun die "Rücknormierung" mit
der neuen Matrizengröße

Z∗1(m, �) =
√
ML|Z1(m, �)|eiZξ(m,�). (3.6)

durchgeführt werden. Durch eine anschließenden Rücktransformation entsteht eine raue
Oberfläche mit gleichem Amplitudenspektrum der Größe (m × �). Der gesamte Vorgang
ist noch einmal schematisch in Abbildung 3.2 zu sehen.
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3 Kontaktsimulation

Abbildung 3.2: Schema Oberflächenvervielfältigung

Die Oberfläche eines in y-Richtung mit 9 Zwischenpunkten interpolierten Amplitudenma-
trix ist in Abbildung 3.3 zu sehen.

3.1.3 Kontaktanalyse

Für diese stochastisch ähnlichen Oberflächen wird eine Kontaktanalyse, durchgeführt um
die Kontaktfläche, -normalkraft und Reibkraft zu bestimmen. Für das Hertz’sche Modell ist
Voraussetzung, dass die Verformung elastisch ist. Ob der Kontakt elastisch oder plastisch
ist, kann durch den Plastizitätsindex gezeigt werden, welcher sich durch

γ =
E∗

H

√
σS

β̄
(3.7)

berechnet. E∗ ist dabei der relative Elastizitätsmodul zweier Materialien in Kontakt, H
beschreibt die Härte des Materials und berechnet sich aus dessen Fließspannung Rp mit
H = 5.6Rp, σS ist die Standardabweichung der Asperitenhöhen zs und β̄ der mittlere

32



3.1 Grundlagen

Abbildung 3.3: Beispiel einer verlängerten erzeugten Oberfläche

Asperitenradius. Ist γ < 0.6, ist die Verformung größtenteils elastisch, ist γ > 1, ist sie
größtenteils plastisch [9].

Wenn der Plastizitätsindex ergibt, dass die Verformung elastisch verläuft und die As-
periten eine kugelförmige Form haben, deren Radius β mit Gleichung (3.1) angenähert
werden, können für alle Asperiten in Kontakt, bei einer gegeben Deformation di, die
Kontaktfläche

Aci = πdiβi (3.8)

und die Kontaktkraft

Ni =
4

3
E∗
√
βid3
i (3.9)

mit dem relativen Elastizitätsmodul

1

E∗
=

1− ν2
1

E1
+

1− ν2
2

E2
(3.10)

berechnet werden.
In den beiden Beispielen ist ein Kontaktpartner um viele Größenordnungen weicher und
rauer als der andere. Daher wird für die Kontaktanalyse angenommen, dass die elastische
raue Oberfläche gegen eine glatte starre Fläche gedrückt wird. Auf den Starrkörper wird
eine Verschiebung u aufgebracht, welche am höchsten Asperiten startet, siehe Abbildung
3.4.
Die einzelnen Verformungen der Asperiten können mit

di = zi − (zmax − u) (3.11)

berechnet werden. Die gesamte Kontaktfläche und -kraft ermittelt sich aus der Summe
aller in Kontakt stehenden Asperiten

Ac =
∑

Aci =
∑

πdiβi, (3.12)
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Abbildung 3.4: Kontakt Berechnung Hertz

N =
∑

Ni =
∑ 4

3
E∗
√
βid3
i . (3.13)

Der Kontaktdruck p entspricht

p = N/Anom, (3.14)

wobei Anom, die nominale Fläche ist.

Die Reibkraft kann mit dem Bowden-Tabor Ansatz durch

R = Acτmax (3.15)

berechnet werden. Diese hängt damit von der Kontaktsimulation und der materialabhän-
gigen maximalen Scherspannung ab.
Der Reibwert kann dann aus der Reibkraft und der Kontaktnormalkraft mit

μ =
Acτmax
N

(3.16)

bestimmt werden. Er ist ebenfalls vom Material und der Oberflächenbeschaffenheit abhän-
gig.

3.1.4 Statistische Kontaktanalyse

Mittelwert und Standardabweichung

Anschließend wird die Kontaktanalyse an den erzeugten, stochastisch ähnlichen Ober-
flächen durchgeführt. Als erste Auswertung werden mehrere Oberflächen, so genannte
Realisierungen, mit Originalgröße erzeugt. Für jede Realisierung wird für verschiedene
Starrkörperverschiebungen u die Kontaktfläche und Kontaktkraft berechnet und daraus
mit dem Bowden-Tabor Ansatz der Reibwert ermittelt.

Eine weitere Möglichkeit den Mittelwert und die Standardabweichung zu berechnen,
besteht darin, eine lange Oberfläche, wie oben beschrieben, zu erzeugen und abschnitts-
weise die Kontaktanalyse durchzuführen. Dies setzt Stationarität voraus, was durch die
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3.1 Grundlagen

benutzte Methode der Oberflächenerzeugung gegeben ist. Eine Realisierung ist ein Ab-
schnitt von der Größe der originalen Oberfläche. Die Realisierung wird um den Abstand
ay, welche der Länge der originalen Oberfläche entspricht, über die lange Fläche geschoben,
wie schematisch in Abbildung 3.5 dargestellt.

Abbildung 3.5: Verschiedene Realisierungen durch Verschiebung der zu analysierenden Flä-
che

Leistungsdichtespektrum und Autokorrelationsfunktion

Mit dieser Methode können weitere stochastische Kenngrößen, wie das Leistungsdichte-
spektrum und die Autokorrelationsfunktion berechnet werden. Dazu wird die zu untersu-
chende Realisierung wieder um ay weiter geschoben. Jetzt ist ay aber nur ein Bruchteil der
Originallänge, siehe Abbildung 3.6.

Abbildung 3.6: Verschiebung der Realisierung zur Berechnung z.B. des Spektrums

So wird der Reibwert abhängig von y berechnet. Zur Bestimmung der Autokorrelation wird
zunächst der Reibwert so normiert, dass er mittelwertfrei ist und eine Standardabweichung
von eins hat

μ̄(y, ξ) =
μ(y, ξ)− E[μ]

σμ
. (3.17)
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3 Kontaktsimulation

Damit kann dann die Autokorrelation

Rμ̄μ̄(y1, y2, ξ) =
1

n

n∑
i=1

(μ̄1i(y1, ξ)μ̄2i(y2, ξ)) (3.18)

geschätzt werden.

Eine weitere wichtige Charakterisierung eines stochastischen Prozesses ist das Leis-
tungsdichtespektrum. Es kann, wie in Abschnitt 2.1.2 und 2.1.3 beschrieben, entweder
nach der Wiener-Chintchin Beziehung als Fouriertransformation der Autokorrelation oder
durch das Quadrat der Fouriertransformation des Originalprozesses, berechnet werden.
Hierzu wird der mittelwertfreie, aber nicht standardnormalverteilte Prozess

μ̂(y, ξ) = μ(y, ξ)− E[μ(y, ξ)] (3.19)

betrachtet. Damit ist das Leistungsdichtespektrum

Sμ̂μ̂ = F[μ̂(y, ξ)]F[μ̂(y, ξ)], (3.20)

wobei F[μ̂(y, ξ)] der konjugiert komplexe Anteil ist.
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3.2 Beispiel Bremsbelag

Als ein erstes praktisches Beispiel werden die Oberflächendaten eines abgenutzten Brems-
belages untersucht. Die Daten wurden mit einem Weisslicht-Interferometer auf einer Fläche
von Anom = 5.3 × 5.3 mm2 mit n = 1700 × 1700 Datenpunkten, von Herrn Prof. Willner
von der Friedrich-Alexander Universität Erlangen-Nürnberg, berührungslos aufgenommen.

3.2.1 Oberflächenanalyse

Zunächst muss das Messrauschen herausgefiltert werden. Dies wird mit einem median filter
(Matlab median2, filterradius=5) [2], welcher oft in der Bildverarbeitung verwendet wird,
umgesetzt. Die gefilterte Oberfläche ist in Abbildung 3.7 zu sehen.

Abbildung 3.7: Gefilterte Oberflächendaten des Bremsbelages

In einem weiteren Schritt, wird anschließend die Datenmenge durch eine gröbere Diskreti-
sierung verringert. In Abbildung 3.8 wird nur jeder zehnte Datenpunkt benutzt.
Dadurch verschwinden die feinsten Rauigkeiten und die nächste Rauigkeitsskala wird zu
derjenigen für den Kontakt relevanten. Dies ist physikalisch sinnvoll, da die Rauigkeiten der
kleinsten Skala beim ersten Kontakt plastisch verformt werden und miteinander verschmel-
zen. Auf der nächsten Rauigkeitsskala ist der Kontakt elastisch und die Annahme, dass
die Spitzen nicht interagieren ist bei niedrigen Anpressdrücken gegeben. In Abbildung 3.9a
und 3.9b ist zu sehen, dass durch die gröbere Diskretisierung das grundsätzlichen Aussehen
der Oberfläche erhalten bleibt. In Abbildung 3.10a und 3.10b sind die Wahrscheinlichkeits-
dichten aller Oberflächenwerte z und der Spitzen zs zu sehen, auch hier führt die grobe
Diskretisierung zu keiner sichtbaren Veränderung.
Lediglich in Abbildung 3.10c, der Wahrscheinlichkeitsdichte der Gipfelradien β, sieht man,
dass diese sich vergrößern, welches den oben beschriebenen Effekt der plastischen Verfor-
mung widerspiegelt.
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Abbildung 3.8: Gröbere Diskretisierung der Daten bei y = 1Δy

Das die grob diskretisierte Oberfläche sich elastisch verformt, kann durch den Plastizitäts-
index gezeigt werden, welcher sich nach Gleichung (3.7) berechnen lässt. Für den Bremsbe-
lag, der aus einer Vielzahl von Komponenten besteht, ist es sehr schwer Materialparameter
zuverlässig zu bestimmen. Die Werte von E∗ und Rp sind daher mit Ungewissheit belastet.
Die Hauptbestandteile sind Eisenoxid mit Graphit Einlagerungen. Die Fließspannung von
Eisenoxid liegt bei Rp = 305 MPa, die von Graphit bei Rp = 35 MPa. Als eine Abschätzung
nach oben wird für die Berechnung des Plastizitätsindex das härtere der beiden, nämlich
Eisenoxid benutzt.
Wenn die Bremsenoberfläche gegen eine glatt und starr angenäherte Bremsscheibe gedrückt
wird, ergeben sich die Werte aus Tabelle 3.1.

Tabelle 3.1: Materialwerte Bremsbelag für Plastizitätsindex

E1 [GPa] ν1 E2 [GPa] ν2 E∗ [GPa] Rp [MPa] H [MPa]

1.0 0.3 ∞ 0.3 1.1 305 1708

Damit errechnet sich der Plastizitätsindex für die gemessenen Daten zu γ = 0.35, für die
grob diskretisierten zu γgrob = 0.1. Damit liegen die grob diskretisierten Daten eindeutig
im elastischen Bereich.
Zu erwähnen sind andere Methoden, um die Oberfläche nach der ersten plastischen Ver-
formung zu berechnen, welche Volumenerhalt und andere Bedingungen erfüllen, siehe z.B.
[45] und [93]. Hierbei werden die Asperiten als Balken modelliert. Es wird zunächst ermit-
telt, welche Asperiten plastisch verformt werden und um wie viel sich ihre Höhe ändert.
Die Energie, welche benötigt wird, um die Asperiten zu verformen, wird anschließend ge-
nutzt um Täler bzw. Asperiten, die nicht in Kontakt stehen, zu erhöhen. Es kann der Fall
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(a) Vergleich 3D
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(b) Vergleich 2D - Schnitt durch 3D bei y = 1Δy

Abbildung 3.9: Vergleich Oberflächendiskretisierung Bremse
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(b) z-Werte der Gipfel
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(c) Gipfelradien

Abbildung 3.10: Vergleich Wahrscheinlichkeitsdichten

auftreten, dass durch das Anheben nun Asperiten zusätzlich in Kontakt treten und die
Erhöhung nicht komplett durchgeführt werden kann. Diese Differenz wird wiederum in
anderen Tälern addiert. So ergibt sich iterativ die neue Oberfläche.
Die hier genutzte Methode der gröberen Diskretisierung ist jedoch einfacher und schneller.
Daher wird im Weiteren die Kontaktanalyse des Bremsbelages mit den grob diskretisierten
Oberflächendaten und der Annahme, dass die Verformung elastisch ist, durchgeführt.
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3 Kontaktsimulation

3.2.2 Kontaktanalyse

Die Kontaktanalyse wird, wie in Abschnitt 3.1.3 eingeführt, für diese Oberfläche durchge-
führt. Die nominelle Fläche des vermessenen Bremsbelages ist Anom = 5.3× 5.3 mm2. Das
Material eines Bremsbelages ist, wie in Abschnitt 3.2.1 bereits erwähnt, eine komplizierte
Mischung aus Matrix und Additiven, was es schwierig macht verlässliche Materialparame-
ter zu bestimmen. Hier wurde der Elastizitätsmodul sowie die Querkontraktionszahl gemäß
[39] benutzt. Die maximale Scherspannung der Asperiten τmax = Rp√

3
wird aus der Streck-

grenze Rp der Graphit Additiven berechnet. Das Graphit wird abgerieben und agiert als
Schmierstoff zwischen den Reibpartnern [19], daher werden seine Materialparameter als die
für die Scherung relevanten angesehen. Die Materialdaten der Reibpaarung sind in Tabelle
3.2 angegeben.

Tabelle 3.2: Materialwerte Bremsbelag für Kontaktberechnung

E1 [GPa] ν1 E2 [GPa] ν2 E∗ [GPa] τmax [MPa]

1.0 0.3 ∞ 0.3 1.1 35

Für die Starrkörperverschiebungen u = 1 μm bis u = 12 μm ist in Abbildung 3.11a die
Kontaktfläche Ac zu sehen. Der Kontaktdruck p und die Anzahl der Kontaktpunkte sind
in Abbildung 3.11b und 3.11c gezeigt. Der Reibwert μ ist in Abbildung 3.11d dargestellt.
Der Reibwert stimmt gut mit Messungen [11] und anderen Simulationen [19] überein.
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Abbildung 3.11: Ergebnisse Kontaktberechnung

Vergleich mit Finite Elemente Methode (FEM)

Zur Validierung der Kontaktberechnung wird eine einfache statische Finite-Elemente-
Methode (FEM) Rechnung mit Abaqus [1] durchgeführt. Der Ausschnitt des Bremsbe-
lages wird als ein elastischer Körper mit den Abmaßen 5.3 × 5.3 × 1 mm3 modelliert,
mit der groben Diskretisierung der gemessenen Daten vernetzt und anschließend die
Oberflächenknoten um die gemessenen Oberflächenwerte verschoben. Der Körper wird
mit dreidimensionalen würfelförmigen Volumenelementen mit 8 Knoten (C3D8R) mit den
Materialparametern aus Tabelle 3.2 modelliert. Kontaktpartner ist ein Starrkörper der
gleichen Größe mit ebener Oberfläche, welcher fest eingespannt ist. Der gesamte Aufbau
ist in Abbildung 3.12 zu sehen. Der elastische Körper wird zunächst soweit verschoben,
bis der erste Knoten in Kontakt tritt. Anschließend wird der elastische Körper durch eine
Starrkörperverschiebung auf den Starrkörper gedrückt. Die translatorischen Freiheitsgra-
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3 Kontaktsimulation

de parallel zur Ebene sowie die Drehfreiheitsgrade werden unterdrückt. Die verformte
Oberfläche bei einer Starrkörperverschiebung von u = 1 μm ist in Abbildung 3.13a, für
u = 12 μm in Abbildung 3.13b zu sehen. Die dunklen Bereiche sind die, welche in Kontakt
stehen und dadurch Verformungen und Spannungen erfahren.

Abbildung 3.12: FEM Berechnung

(a) u = 1μm (b) u = 12μm

Abbildung 3.13: Kontaktfläche FEM

Die gesamte Kontaktfläche und die Kontaktkraft können vom FEM-Programm ausgege-
ben werden. Die Kraft wird in Druck umgerechnet und mit den analytischen berechneten
Werten verglichen, siehe Abbildung 3.14a und 3.14b. Bei einer Netzgröße, die den grob
diskretisierten Werten der Messung entsprechen, fällt auf, dass der Druck größtenteils
übereinstimmt, die Kontaktfläche jedoch vom FEM-Programm zu groß berechnet wird.

42



3.2 Beispiel Bremsbelag

Der Grund hierfür ist, dass zur Berechnung der Kontaktfläche ermittelt wird, welche Kno-
ten in Kontakt stehen und dann die Fläche das gesamten zugehörigen Elementes zu Kon-
taktfläche addiert wird [1]. Dies führt bei einem zu groben Netz zu einer Überschätzung der
Kontaktfläche. Um dies zu zeigen, wird eine weitere FEM-Berechnung mit einem doppelt
so feinen Netz durchgeführt. Es wird immer zwischen zwei benachbarten Knoten linear
interpoliert. Ebenfalls in Abbildung 3.14a und 3.14b ist zu sehen, dass die Kontaktflä-
che so näher an der analytischen Lösung liegt und nur noch bei großen Verschiebungen
überschätzt wird.
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Abbildung 3.14: Vergleich FEM - analytisch

3.2.3 Rekonstruktion der Oberfläche durch Spektraldarstellung

Zur statistischen Auswertung werden jetzt, wie in Abschnitt 3.1.2 vorgestellt, viele stochas-
tisch ähnliche Oberflächen erzeugt. Das normierte Histogramm aller z-Werte der originalen
Oberfläche ist in Abbildung 3.15 gezeigt. Jede erzeugte Oberfläche hat durch die Spekt-
raldarstellung eine symmetrische Normalverteilung. Die originale Oberfläche weist tiefe
Furchen auf, durch welche die Verteilung leicht unsymmetrisch wird. Die in Kontakt tre-
tende positive Flanke hat die Form einer Normalverteilung. Die Furchen werden aber nie in
Kontakt treten, daher ist der Unterschied der beiden Verteilungen im negativen z-Bereich
nicht von Bedeutung.
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Abbildung 3.15: Vergleich Wahrscheinlichkeitsdichte von z

3.2.4 Statistische Kontaktanalyse

Mittelwert und Standardabweichung

Als erste Auswertung werden mehrere Oberflächen, so genannte Realisierungen, in Ori-
ginalgröße erzeugt und jeweils eine Kontaktanalyse durchgeführt. Für jede Realisierung
wird für verschiedene Starrkörperverschiebungen u die Kontaktfläche und Kontaktkraft
berechnet und daraus mit dem Bowden-Tabor Ansatz der Reibwert ermittelt. Für 100
Realisierungen ist dieser in Abbildung 3.18a zu sehen. Sowohl der Mittelwert als auch die
Standardabweichung sinken zunächst leicht mit steigendem u und nähern sich dann ei-
ner konstanten Sättigung. Dies entsteht durch den Übergang von der Hertz’schen Lösung
(A ∝ p2/3), die für einen bzw. wenige Kontaktpunkte gilt, hin zur Greenwood-Williamson

Lösung (A ∝ p), wenn viele Punkte in Kontakt stehen. Die mittlere Kontaktfläche bei
u = 12 μm ist mit Ac = 2 · 10−7 m2 immer noch nur ein Bruchteil der nominellen Fläche
Ac
Anom

= 0.07. Die Wahrscheinlichkeitsdichten des Reibwerts μ für 500 Realisierungen für
u = 2 μm, u = 6 μm und u = 12 μm sind in den Abbildungen 3.16 zu sehen. Bei u = 6 μm
herrscht niedriger Anpressdurck p = 0.05 MPa bei u = 12 μm mittlerer p = 0.4 MPa. Aus-
reißer entstehen, wenn die Annahme, dass die Asperiten nicht interagieren, verletzt wird.
Dies führt zu einer größeren Kontaktfläche und damit auch zu einem fehlerhaft großen
Reibwert. Diese Ausreißer führen dazu, dass die Standardabweichung für größere u leicht
überschätzt wird, was in Abbildung 3.16c die verbreiterte Kurve verursacht.
In Abbildung 3.17 ist für die 100 ausgewerteten Flächen der Mittelwert des Anteils der
Kontaktfläche zur nominelle Fläche über dem Mittelwert des Kontaktdrucks p = E[N ]

Anom
aufgetragen. Diese Darstellung zeigt, dass sich ein linearer Zusammenhang zwischen Nor-
malkraft und Reibkraft ergibt.
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Abbildung 3.16: Wahrscheinlichkeitsdichte des Reibwerts, 500 einzelne Realisierungen
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Abbildung 3.17: Kontaktfläche anteilig zu nomineller Fläche aufgetragen über dem Kon-
taktdruck

Als weitere Möglichkeit den Mittelwert und die Standardabweichung zu berechnen ist die,
wie im Kapitel 3.1.4 beschrieben, eine lange Oberfläche, zu erzeugen und Abschnittswei-
se die Kontaktanalyse durchzuführen. Bei einer Oberfläche von ca. 0.5 m lassen sich 100
Realisierungen auswerten. Der Reibwert aller Realisierungen, deren Mittelwert und die
Standardabweichung sind in Abbildung 3.18b zu sehen. Dass diese Werte durch beide Me-
thoden annähernd gleich sind, kann als Beweis für Ergodizität gewertet werden. Außerdem
zeigt es, wie schon vermutet, dass die langen Wellenlängen, welche durch die Interpolation
hinzukommen, keinen Einfluss auf die Kontaktgrößen haben.
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Abbildung 3.18: Reibwert μ von 100 Realisierungen, Mittelwert und Standardabweichung

Nun wird die Autokorrelationsfunktion und das Leistungsdichtespektrum, wie in Kapitel
3.1.4 beschrieben, berechnet. Zunächst wird nur eine lange Oberfläche erzeugt, um anhand
dieser Abschätzungen zu treffen.
In Abbildung 3.19 ist die Autokorrelationsfunktion für drei Starrkörperverschiebungen u
und verschiedene ay zu sehen. Durch ay ist die Diskretisierung der Autokorrelationsfunktion
vorgegeben. Die Korrelationslänge �corr ist der Wert, bei der Rμ̄μ̄ das erste Mal die x-Achse
schneidet. Die Länge einer Realisierung ist �Fl = 5.3 mm. In Abbildung 3.19a wird die
Realisierung um ihre gesamte Länge weitergeschoben, ay = �Fl = 5.3 mm. Dadurch ergibt
sich für �corr genau die Länge dieser Verschiebung. Für eine feinere Auflösung mit ay =
0.06 mm(= 0.011�Fl), was eine Überschneidung der Realisierungen von fast 99% bedeutet,
kann �corr genauer bestimmt werden. �corr ist kleiner als die Länge einer Realisierung, das
heißt die Daten sind nicht korreliert. Die Extremfälle ay = 5.3 mm und ay = 0.06 mm
dienen der Plausibilitätsprüfung.
Bereits für eine Diskretisierung von ay = 0.3 mm(= 0.056�Fl), Abbildung 3.19c, was einer
Überschneidung von 94% enspricht, sieht man, dass �corr hinreichend genau bestimmt
werden kann. Im Weiteren wird ay = 0.3 mm benutzt.
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(a) ay = 5.3mm (b) ay = 0.06 mm

(c) ay = 0.3mm

Abbildung 3.19: Autokorrelationsfunktion des Reibwerts für verschiedene u:
eine Oberfläche
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Für ay = 0.3 mm ist das Leistungsdichtespektrum in Abbildung 3.20 zu sehen.

Abbildung 3.20: Leistungsdichtespektrum Sμ̂μ̂

Man erkennt, dass es bis auf Schwankungen konstant ist. Es kann durch eine Gerade im
Mittel angenähert werden. Dies bedeutet, dass alle Frequenzen gleichanteilig sind. Auch das
ist wieder ein Beweis dafür, dass die großen Wellenlängen der Oberfläche keinen Einfluss
auf den Reibwert haben, sondern nur die kleinen Wellenlängen, welche gleichanteilig sind.
Der stochastische Prozess für μ ist daher unkorreliert und hat ein konstantes Spektrum im
untersuchten Bereich.

3.2.5 Übergang zur Makroebene

Zur Auswertung werden zunächst 10 Oberflächen der Länge 53 mm erzeugt. Von die-
sen Oberflächen werden Realisierungen im Abstand von ay = 0.3 mm ausgewertet und
anschließend über alle 10 Oberflächen gemittelt. So werden Mittelwert, Standardabwei-
chung, Autokorrelationsfunktion und Leistungsdichtespektrum, siehe Abbildungen 3.21,
geschätzt. Die Autokorrelationsfunktion zeigt, dass im stochastischen Mittel die Korrela-
tionslänge �corr unabhängig von der Verschiebung u und damit auch vom Druck ist.
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(a) Autokorrelation (b) Spektrum

Abbildung 3.21: Autokorrelation und Spektrum des Reibwertes für verschiedene u:
zehn Oberflächen

Für den Übergang zur Makroebene wird nun die Abhängigkeit der geschätzten stochas-
tischen Größen vom Kontaktdruck betrachtet. Mit einem nichtlinearen Least-Squares-
Schätzer kann eine Modellfunktion der Form

f(p) = apb + c (3.21)

gefunden werden, welche die Abhängigkeit vom Druck p beschreibt. Ein nichtlinearer Least-
Squares-Schätzer benutzt grundsätzlich die Vorgehensweise eines linearen Least-Squares-
Schätzers, welcher versucht, die quadratische Abweichung zwischen Datenpunkten und Mo-
dellfunktion zu minimieren. Die Minimierung kann als Extremwertaufgabe durch partielle
Ableitung und Suchen der Nullstellen durchgeführt werden. Dies führt zu einem linea-
ren Gleichungssystem, welches analytisch gelöst werden kann. Beim nichtlinearen Schätzer
können die Gleichungen zur Minimierung nicht mehr analytisch gelöst werden, sondern
müssen iterativ z.B. mit dem Gauss-Newton Verfahren gelöst werden [7].
Die stochastischen Parameter, abhängig vom Kontaktdruck p, und die gefundenen Modell-
funktionen sind in Abbildung 3.22 zu sehen.
Durch die Modellbeschränkung kommt es zu Ausreißern in der Kontaktanalyse und damit
bei Standardabweichung und Spektrum zu einem fehlerhaften Anstieg der Werte für große
Drücke. Diese werden für die Suche der Modellfunktion nicht berücksichtigt. Die Parameter
der Modellfunktion sind in Tabelle 3.3 zusammengefasst.
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Abbildung 3.22: Geschätzte Modellfunktionen

Tabelle 3.3: Parameter der Modellfunktionen - Bremsbelag

a b c

E[μ] 5.8574 -0.4478 0.2603

σμ 1.6063 -0.4163 0.0663

E[Sμ̂μ̂] 0.0068 -0.3174 2.4785 · 10−05

Für weitere Simulationen kann der Reibwert als stochastischer Prozess generiert werden.
Mit der Spektraldarstellung, Gleichung (2.48), wird der mittelwertfreie stochastische Anteil
generiert. Als Spektrum wird die konstante Näherung abhängig von p verwendet. Der
gesamte Prozess setzt sich additiv zusammen aus Mittelwert und schwankendem Prozess

μ(x, ξ) = E[μ] + μ̂SD. (3.22)

Ein Beispiel eines solchen Prozesses für den Druck p = 0.5 MPa ist in Abbildung 3.23a
zu sehen, wobei in schwarz die aus der Modellfunktion geschätzte Standardabweichung
bei diesem Druck eingezeichnet ist. In grau ist der Prozess und die entsprechende Stan-
dardabweichung dargestellt. Die beiden Standardabweichungen stimmen gut überein. In
Abbildung 3.23b ist das Spektrum dieses Prozesses gezeigt. Es kann als konstant gemittelt
werden und dieser gemittelte Wert stimmt mit dem konstanten Ausgangsspektrum überein.
Dies dient zur Kontrolle. Die Standardabweichung des stochastischen Prozesses liegt bei
σμ̂SD = 0.08, der geschätzte Wert der Modellfunktion für p = 0.5 MPa bei σμ(p) = 0.087,
wohingegen die Standardabweichung der originalen Kontaktanalyse, auf Grund von Aus-
reißern durch die Modellbeschränkung, bei σμOrig = 0.11 liegt. Dies zeigt noch einmal, dass
durch die geschätzte Modellfunktion die Modellfehler ausgeglichen werden.
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Abbildung 3.23: Mittelwertfreier Reibwertprozess und Vergleich der Spektren
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3.3 Beispiel Metallblech

Als zweites Beispiel werden die Oberflächendaten eines gewalzten Metallblechs (Stahl
DC04) untersucht. Solch ein Blech wird für Blech-Massivumformprozesse genutzt. Es er-
fährt beim Bearbeitungsprozess große Verformungen und große Anpressdrücke, wodurch
sich die Oberflächenbeschaffenheit erheblich ändern wird. Die untersuchten Oberflächen-
daten sind die des Bleches in unverformtem Zustand. Die Daten wurden ebenfalls mit
einem Weisslicht-Interferometer auf einer Fläche von Anom = 2.117 × 2.117 mm2 mit
n = 1356× 1356 Datenpunkten von Prof. Kai Willner berührungslos aufgenommen.

3.3.1 Oberflächenanalyse

Zunächst muss das Messrauschen heraus gefiltert werden. Dies wird mit einem median filter
(Matlab median2, filterradius=6) [2] umgesetzt. Die gefilterte Oberfläche ist in Abbildung
3.24 zu sehen.

Abbildung 3.24: Gefilterte Oberflächendaten des Metallblechs

Weiter wird wieder gröber diskretisiert, in dem nur jeder zehnte Datenpunkt benutzt wird.
Dies führt auch hier zu einer Glättung, siehe Abbildung 3.25, die beim ersten Kontakt
durch plastische Verformung entsteht. Die Oberflächen im Vergleich sind in Abbildung
3.26 dargestellt.
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Abbildung 3.25: Gröbere Diskretisierung der Daten bei y = 1Δy
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(b) Vergleich 2D

Abbildung 3.26: Vergleich Oberflächendiskretisierung Metallblech

Die Materialwerte für diesen Stahl zur Berechnung des Plastizitätsindex sind in Tabelle
3.4 zu finden. Der Plastizitätsindex nach Gleichung (3.7) berechnet sich für die gemessenen
Daten zu γ = 5.8 und für die genäherten Daten zu γgrob = 1.2. Dieser Wert liegt zwar
immer noch im plastischen Verformungsbereich, es wird jedoch im Folgenden die elastische
Verformung betrachtet. Durch plastische Verformung würden sich die Radien der Gipfel
vergrößern, wodurch größere Kontaktflächen entstehen würden. Dies wiederum würde
einen höheren Reibwert bewirken. Durch die Annahme, dass rein elastische Verformung
vorliegt, wird der Reibwert also etwas unterschätzt. Das Höhenverhältnis der Gipfel,
welches für die Reibwertschwankungen verantwortlich ist, wird sich jedoch vermutlich
nicht ändern. Daher wird der Fehler in Kauf genommen.
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3 Kontaktsimulation

In Abbildung 3.27 sind die Wahrscheinlichkeitsdichten, aller Oberflächendaten z, der Höhe
der Gipfel zs und deren Radien β zu sehen. Die Verteilung aller z-Werte bleibt weitgehend
unverändert, bei den Höhen der Gipfel ist jedoch eine leichte Verschiebung zu höheren
Werten zu sehen. Außerdem sind die z-Werte und die Höhen der Gipfel nicht normalverteilt.
Durch die spektrale Darstellung werden normalverteilte Oberflächen erzeugt. Durch dies
Methode entsteht also ein Fehler. Bei den Asperitenradien ist der Effekt zu erkennen, dass
die kleinsten Asperiten zusammenschmelzen. Es gibt weniger Asperiten, die aber größere
Radien haben.

Tabelle 3.4: Materialwerte Metallblech

E1 [GPa] ν1 E2 [GPa] ν2 E∗ [GPa] Rp [MPa] H [MPa]

210 0.3 210 0.3 1.15 860 4850

−6 −4 −2 0 2 4
0

2

4
x 10

5

p
d

f(
z)

 [
1/

m
]

 

 
Gemessen

−6 −4 −2 0 2 4
0

2

4
x 10

5

z in [μ m]

p
d

f(
z)

 [
1/

m
]

 

 
Genähert

(a) alle z-Werte

−4 −2 0 2 4
0

5

x 10
5

p
d

f(
zs

) 
[1

/m
]

 

 
Gemessen

−4 −2 0 2 4
0

5

x 10
5

zs [μ m]

p
d

f(
zs

) 
[1

/m
]

 

 
Genähert

(b) z-Werte der Gipfel

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1
0

5
x 10

4

p
d

f(
β
) 

[1
/m

]

 

 
Gemessen

−1.5 −1 −0.5 0 0.5 1
0

5000

β [μ m]

p
d

f(
β
) 

[1
/m

]

 

 
Genähert

(c) Gipfelradien

Abbildung 3.27: Vergleich Wahrscheinlichkeitsdichten Metallblech

3.3.2 Kontaktanalyse

Zur Kontaktanalyse werden, wie in Kapitel 3.2.2 beschrieben, zunächst die Gipfel durch
Suche lokaler Maxima bestimmt und deren Radien berechnet. Es wird simuliert, dass das
raue Metallblech gegen ein glattes derselben Materialeigenschaften gedrückt wird. Die Kon-
taktfläche und die Kraft, bzw. der Druck lassen sich dann durch das Hertz’sche Kontakt
Modell und die Reibkraft mit dem Bowden-Tabor Ansatz bestimmen. Die verwendeten
Materialparameter sind in Tabelle 3.5 zusammengefasst. Die Ergebnisse für Starrkörper-
verschiebungen von u = 0.1 μm bis u = 0.8 μm sind in Abbildungen 3.28a bis 3.28d zu
sehen.
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Tabelle 3.5: Materialwerte Metallblech für Kontaktberechnung

E1 [GPa] ν1 E2 [GPa] ν2 E∗ [GPa] τmax [MPa]

210 0.3 210 0.3 1.15 500
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Abbildung 3.28: Ergebnisse Kontaktberechnung
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3 Kontaktsimulation

3.3.3 Statistische Kontaktanalyse

Mittelwert und Standardabweichung

Zunächst werden 500 einzelne Realisierungen, wie in Kapitel 3.1.2 beschrieben, erzeugt und
der Reibwert mit Hilfe der Kontaktanalyse bestimmt. In Abbildung 3.29 sind Reibwert,
dessen Mittelwert und die Standardabweichung über verschiedene Starrkörperverschiebun-
gen u aufgetragen. In Abbildung 3.30 sind die Wahrscheinlichkeitsdichten für eine niedrige
(u = 0.2 μm) eine mittlere (u = 0.45 μm) und eine große (u = 0.75 μm) Verschiebung
gezeigt.
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Abbildung 3.29: Reibwert μ von 500 Realisierungen, Mittelwert und Standardabweichung
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Abbildung 3.30: Wahrscheinlichkeitsdichte des Reibwerts, 500 einzelne Realisierungen
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3.3 Beispiel Metallblech

Leistungsdichtespektrum und Autokorrelationsfunktion

Zur Berechnung der Autokorrelationsfunktion und des Leistungsdichtespektrums werden
10 Oberflächen der Länge 20.8 mm erzeugt. Die Kontaktanalyse wird an Realisierungen der
Originalgröße �Fl × �Fl = 2.1× 2.1mm2 durchgeführt, welche um ay = 0.15 mm(= 0.07ay)
verschoben werden, was einer Überschneidung von 93% entspricht. Das Leistungsdichte-
spektrum wird vom mittelwertfreien Prozess

μ̂(y, ξ) = μ(y, ξ)− E[μ(y, ξ)], (3.23)

die Autokorrelationsfunktion vom mittelwertfreien und standardnormalverteilten Prozess

μ̄(y, ξ) =
μ(y, ξ)− E[μ]

σμ
(3.24)

berechnet. Die Ergebnisse für u = 0.2 μm, u = 0.45 μm und u = 0.75 μm sind in Abbildung
3.31 zu sehen. Die Korrelationslänge �corr ist für alle Verschiebungen unabhängig kleiner als
die Länge einer Realisierung �Fl, d.h. der Prozess ist unkorreliert. Das Spektrum ist aber
nicht exakt konstant, sondern fällt leicht mit größerer Frequenz, d.h. kleinerer Wellenlänge
ab. Die größte aufgelöste Wellenlänge entspricht der Länge der Realisierung. Das Spektrum
kann also nicht mehr als konstant angenähert werden.

(a) Autokorrelation (b) Spektrum

Abbildung 3.31: Autokorrelation und Spektrum des Reibwerts für verschiedene u

3.3.4 Übergang zur Makroebene

Für den Übergang zur Makroebene wird nun wieder eine Modellfunktion der Form

f(p) = apb + c (3.25)
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Abbildung 3.32: Geschätzte Modellfunktionen

geschätzt, um den Verlauf von Mittelwert und Standardabweichung abhängig vom Druck
p zu beschreiben. Für das Spektrum ist dies nicht mehr möglich, da es nicht als konstant
gemittelt werden kann. Zur späteren Verwendung auf der Makroebene stehen also nur für
diejenigen Drücke Spektren zur Verfügung, die zuvor ausgewertet wurden. Für Mittelwert
und Standardabweichung können aber auch hier mit Hilfe der Modellfunktion Werte für
beliebige Drücke ermittelt werden. Die Parameter der Funktion werden mit einem nichtli-
nearen Least-Square Schätzer bestimmt. Die Daten und die entsprechende Modellfunktion
sind in Abbildung 3.32 zu sehen, die zugehörigen Funktionsparameter sind in Tabelle 3.6
zusammengefasst.

Tabelle 3.6: Parameter der Modellfunktionen - Metallblech

a b c

E[μ] 28.3661 -0.4786 0.2194

σμ -1.0185 0.0120 1.2689

E[Sμ̂μ̂] 0.0223 -0.3174 −5.9154 · 10−5

Um den Reibwert als stochastischen Prozess zu simulieren, wird wieder der berechne-
te Mittelwert zum stochastischen mittelwertfreien Prozess addiert, welcher mit Hilfe der
Spektralen Darstellung generiert wird. Hierbei wird das für den Druck ermitteltes Spek-
trum benutzt.
Ein Beispiel eines solchen Prozesses für einen Druck von p = 1.75 MPa ist in Abbildung
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3.4 Zusammenfassung Kontaktsimulation

3.33a zu sehen. Schwarz ist die geschätzte Standardabweichung der Modellfunktion für die-
sen Druck und grau die Standardabweichung des generierten Prozesses. In Abbildung 3.33b
werden die Spektren verglichen. In schwarz ist das benutzte Spektrum von p = 1.75 MPa
gezeichnet, in grau zur Kontrolle das Spektrum des generierten Prozesses.
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Abbildung 3.33: Mittelwertfreier Reibwertprozess und Vergleich Spektren

3.4 Zusammenfassung Kontaktsimulation

In diesem Kapitel wurde eine Kontaktsimulation für zwei verschiedene optisch vermessene
Oberflächen durchgeführt. Die Kontaktsimulation setzt verschiedene Vereinfachungen
voraus. Primär gilt, dass eine raue elastische Oberfläche mit einer glatteren, festeren in
Kontakt steht. Außerdem muss der Kontakt rein elastisch sein. Zur statistischen Un-
tersuchung an vielen stochastisch ähnlichen Oberflächen wird angenommen, dass eine
Normalverteilung der Oberflächenwerte vorliegt.

Diese Kriterien werden von dem untersuchten Bremsbelag komplett erfüllt. Einziger
Schwachpunkt der Simulation sind die Materialparameter, die bei solch komplizierten
Zusammensetzungen, wie beim Bremsbelag, schwer abzuschätzen sind. Diese Materialpa-
rameter haben lediglich auf den Mittelwert des Reibprozesses Einfluss. Die Schwankungen
hängen von der Oberflächenbeschaffenheit ab, die durch das optische Messverfahren eine
hohe Genauigkeit haben. Die Ergebnisse zeigen, dass die Reibkraft linear mit der Nor-
malkraft steigt, sobald einige wenige Kontaktpunkte bestehen. Außerdem ergibt sich, dass
der Reibwert als stochastischer Prozess simuliert werden kann. Ein konstant genähertes,
druckabhängiges Spektrum kann bestimmt werden, mit dem dieser Prozess generierbar ist.
Dies ermöglicht eine Untersuchung dynamischer Systeme auf der Makroebene, in denen
solch eine Reibpaarung auftritt.

Beim betrachteten Metallblech hingegen, werden einige der Kriterien verletzt. Zunächst
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3 Kontaktsimulation

lässt der Plastizitätsindex auch nach der groben Diskretisierung, welche einen ersten
plastischen Kontakt abbildet, vermuten, dass kein rein elastischer Kontakt vorliegt. Dies
führt zu einer Unterschätzung des berechneten Reibwerts im Mittel. Die Schwankungen
des Reibwerts werden aber richtig berechnet, da das Höhenverhältnis der Asperiten da-
von unabhängig sein sollte. Weiterhin gilt für das Metallblech, dass die Annahme, die
Oberflächendaten wären normalverteilt, nicht zutrifft. Die spektrale Darstellung, welche
zur Generierung stochastisch ähnlicher Oberflächen benutzt wird, erzeugt jedoch normal-
verteilte Oberflächen. Damit ist zwar die Kontaktanalyse für die vermessene Oberfläche
richtig, aber die generierten Oberflächen besitzen eine leichte Abweichung zur originalen,
und damit ist die Analyse leicht fehlerbehaftet. Es gibt neben der Spektralen Darstellung
auch Methoden, welche nicht normalverteilte Prozesse erzeugen können. In weiteren Ar-
beiten wäre es aufschlussreich mit solch einer Methode stochastisch ähnliche Oberflächen
zu erzeugen, um den Fehler abschätzen zu können.
Die nicht normalverteilten Daten liegen vor, da das Metall im Urzustand vermessen wurde.
Die meisten Materialien weisen nach der ersten plastischen Verformung eine Normalver-
teilung auf. Daher wäre es weiterhin interessant, solch ein Metallblech nach der ersten
plastischen Verformung optisch zu vermessen. Vermutlich ist dann sowohl die Annahme,
dass die Verformung rein elastisch abläuft, als auch die, dass die Oberflächenwerte nor-
malverteilt sind, richtig.
Mit den stochastisch ähnlichen, normalverteilten Oberflächen werden ähnliche Ergebnisse
wie bei der Bremse bestimmt. Es liegt ein linearer Zusammenhang zwischen Reib- und
Normalkraft vor, und der Reibwert ist ein stochastischer Prozess. Das beschreibende
Spektrum ist hier aber nicht konstant. Daher liegen nur zu den berechneten Drücken
Spektren vor, aus denen für spätere Simulationen auf den Makroebene einen Prozess
erzeugt werden kann.

Grundsätzlich kann gesagt werden, dass die hier verwendete Methode durch die zu
erfüllenden Kriterien besser für Oberflächen geeignet ist, bei denen die erste plastische
Verformung bereits stattgefunden hat.
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Mit Hilfe der in Kapitel 3 ermittelten stochastischen Reibwerte und deren Spektren kann
das örtlich abhängige Rauschen des Reibwerts reproduziert werden. Damit kann der Ein-
fluss eines stochastischen Reibwerts, welcher direkt abhängig ist von der mikroskopischen
Oberflächenbeschaffenheit, auf makroskopische dynamische Vorgänge untersucht werden.
Ein dynamisches Phänomen, bei dem Reibung eine große Rolle spielt, sind reibungserregte
Schwingungen.
Daher wird in diesem Kapitel der Einfluss des stochastischen Reibwerts auf reibungserregte
Schwingungen genauer untersucht. Dazu werden zunächst die Bewegungsgleichungen des
Reibschwingers hergeleitet und die numerischen Verfahren vorgestellt.
Anschließend werden reibungserregte Schwingungen am Beispiel des Bremsbelags und am
Beispiel des Metallblechs betrachtet. Besonders hervorgehoben werden die neuen Effek-
te, welche durch einen stochastischen Reibwert auftreten. Anhand dieser Untersuchungen
werden die Unterschiede der beiden untersuchten Oberflächen aufgezeigt.

4.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die Bewegungsgleichungen des Reibschwingers hergeleitet und
die numerischen Integrationsverfahren erläutert.

4.1.1 Deterministischer Reibschwinger

Modell

Reibungserregte Schwingungen werden vielfach an einem Ein-Freiheitsgrad Modell einer
Masse auf einem Band untersucht, siehe Abbildung 4.1. Die Masse m ist mit der Umge-
bung durch eine Feder mit Federkonstante c und einem Dämpfer mit Dämpferkonstante d
verbunden. Das Band bewegt sich mit der konstanten Geschwindigkeit v0, zwischen Band
und Masse herrscht Reibung. Die Masse wird entweder nur durch ihr Eigengewicht auf das
Band gedrückt oder mit einer zusätzlichen Normalkraft N . Mit diesem einfachen Modell
lassen sich selbsterregte Schwingungen und sogenannte Stick-Slip Schwingungen untersu-
chen. Wird die Masse zusätzlich durch eine Kraft Q parallel zur Geschwindigkeit angeregt,
treten Periodenverdopplungen bis hin zum Chaos auf [40].
Die Reibkraft FR wechselt ihr Vorzeichen je nach relativer Geschwindigkeit der Kontakt-
partner und wird daher über

FR = μ(vrel)N sign(vrel), (4.1)

wobei vrel = v0 − ẏ gilt, berechnet. Es treten zwei Reibzustände auf, Haften, bei dem
die Masse sich mit dem Band mitbewegt und Gleiten, bei dem die Masse auf Grund der
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Abbildung 4.1: Reibschwinger

Rückstellkräfte über das Band gleitet. Die Bedingungen dieser Zustände lassen sich über
ein Kräftegleichgewicht bestimmen. Für Haften muss für die Kraft

|FRH | ≥ |cy + dkẏ −Q cos(Ωt)| (4.2)

gelten und die Geschwindigkeit muss der des Bands entsprechen, d.h.

ẏ = v0. (4.3)

Die Bewegungsgleichung des Systems ist damit je nach Zustand:

Haften: ẏ = v0 (4.4)

Gleiten: mÿ + dkẏ + cy = μ(vrel)N sign(v0 − ẏ) +Q cos(Ωt) (4.5)

Jetzt wird zunächst die Eigenfrequenz des ungedämpften Systems ω0 =
√
c
m

, das Lehr’sche

Dämpfungsmaß D = dk
2
√
cm

und das Frequenzverhältniss η = Ω
ω0

und anschließend die di-
mensionslose, auf eine Schwingungsdauer normierten Zeit τ = ω0t und deren Ableitun-
gen eingeführt. Bei klassischen Schwingungsproblemen wird außerdem die Wegkoordinate
durch Normieren mit einer geeigneten Länge dimensionslos dargestellt [61], [92]. Da in
diesem Modell keine solche Länge auftritt, wird y durch Beziehen auf die Länge L = 1 m
in die dimensionslose Koordinate x = y

L
überführt. Dies führt auf die dimensionslose Be-

wegungsgleichung in Zustandsform mit x = x1 und dx
dτ

= x2

Haften: dx1 = γ0 dτ
dx2 = 0 dτ

(4.6)

Gleiten: dx1 = x2dτ

dx2 =
[
−x1 − 2Dx2 + nμ(vrel) sign(v0 − v0γ0

x2) + q cos(x3)
]

dτ

dx3 = η dτ

(4.7)

mit n = N
cL

, q = Q
cL

und γ0 = v0
Lω0

.
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Die statische Ruhelage des rein selbsterregten Systems lässt sich anhand der Gleichung
(4.7) bestimmen. Für ẋ2 = 0, ẋ1 = 0, q = 0 und vrel = v0 berechnet sich x1s gemäß

x1s = nμ(v0). (4.8)

Aus der Kraftbedingung für den Zustand Haften lässt sich die Auslenkung am Übergang
Haften-Gleiten

x1hg = nμ(0)− 2Dγ0 + q cos(ητ) (4.9)

berechnen. Die maximal negative Auslenkung, bei der die Haftgerade noch erreicht wird,
ist auf Grund der Symmetrie der Kraftbedingung

x1ghmax = −nμ(0)− 2Dγ0 + q cos(ητ). (4.10)

Bei reiner Selbsterregung (q = 0) sind diese Positionen konstant, im fremderregten Fall
oszillieren sie mit der Zeit.
Mit Hilfe verschiedener geschwindigkeitsabhängiger Reibgesetze lassen sich reibungsindu-
zierte Schwingungen untersuchen. Als einfachstes Reibgesetz wird ein konstanter Reibwert
benutzt. Das zweite hat einen höheren Haftreibwert bei vrel = 0 m

s und ist für alle anderen
Geschwindigkeiten ebenfalls konstant. Als drittes wird ein phänomenologisches Reibge-
setz mit einer fallenden Kennlinie untersucht. Dieses Gesetz wurde in [85] experimentell
bestimmt. Ähnliche Verläufe werden vielfach verwendet z.B. in [40], [23], [59], [34]. Der
quadratische Term führt zu einem Anstieg für hohe Relativgeschwindigkeiten, daher wird
er bei einigen Modellen vernachlässigt. Die Gleichungen der drei Reibgesetze sind in Tabelle
4.1 aufgeführt, die Verläufe in Abbildung 4.2 zu sehen.

Tabelle 4.1: Reibgesetze

μI μII μIII

μ(vrel) = 0.25 μ(0) = 0.4 μ(vrel) = μ0−μ1

1+1.42|vrel| + μ1 + 0.01v2
rel

μ(vrel �= 0) = 0.25 μ0 = 0.4 μ1 = 0.1

Ein Phasendiagramm des Stick-Slip Grenzzyklus für das Reibgesetz III ist in Abbildung
4.3 dargestellt. Alle Lösungen erreichen diesen Grenzzyklus, sobald sie einmal auf die
Haftgerade gelangen.
Phasendiagramme des Modells für die drei vorgestellten Reibgesetze für verschiedene An-

fangswerte sind in Abbildung 4.4 zu sehen (D = 0, ω0 = 1 rad
s , γ0 = 1, q = 0, n = 10).

Für fast alle Anfangswerte erreicht die Lösung die Haftgerade und damit den Grenzzy-
klus. Ausnahmen sind Phasenkurven, deren Anfangswerte innerhalb dieses Zyklus liegen.
Hier wird der Unterschied der drei Reibgesetze deutlich. Bei I und II gibt es innerhalb des
Stick-Slip Grenzzyklus kleinere stabile Zyklen, welche erreicht werden, wenn die statische
Ruhelage gestört wird. Bei III hingegen werden alle Lösungen neben der Ruhelage auf
die Haftgerade beschleunigt. Dies geschieht durch die anfachende Wirkung der fallenden
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Abbildung 4.2: Verschiedene Reibgesetze

Abbildung 4.3: Phasendiagramm

Reibkurve. Außerdem kann man in Abbildung 4.4a sehen, dass bei I durch μ(0) = μ(v0)
die Beziehung xs = xhg (Gleichung (4.8)) folgt, bei II und III ist x1s �= x1hg, da sich der
Reibwert im Zustand Haften vom Reibwert im Zustand Gleiten unterscheidet. Bei I und II
sind die Phasenkurven und der Grenzzyklus beim Gleiten kreisförmig, bei III nicht. In den
Untersuchungen der Schwingungen des Bremsbelages und des Metallblechs wird später das
Reibgesetz III benutzt.
Wenn die äußere Anregung ungleich null ist, sind die Bedingungen für Haften und Gleiten

zeitabhängig, und damit oszilliert auch x1hg wie oben beschrieben. Das Phasendiagramm
bekommt durch die zusätzliche Zustandsgröße eine dritte Dimension. Dadurch sind auch
mehrperiodische Lösungen möglich. In Abbildung 4.5 ist das drei-dimensionale Phasen-

diagramm für q = 0.5, η = 1.15, ω0 = 1 rad
s , γ0 = 1, D = 0, n = 20, μIII , und dessen

zwei-dimensionale Projektion zu sehen. In 4.5a erkennt man die schwingende Haftgrenze
und dass die Phasenlinie diese abwechselnd an zwei verschiedenen Orten trifft.
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Abbildung 4.4: Phasendiagramm
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Abbildung 4.5: Phasendiagramme für fremderregte Schwingung

Numerische Integration

Die nichtglatten Gleichungen für den Reibschwinger können bereits im deterministischen
Fall nur abschnittsweise analytisch gelöst werden, daher muss ein numerisches Integrati-
onsverfahren benutzt werden. Als einfachstes Verfahren gilt das explizite Euler Verfahren.
Es hat zwar im deterministischen Fall einige Schwachstellen, z.B. die Stabilität, worauf
später noch genauer eingegangen wird, aber für die stochastische Simulation ist es das am
einfachsten umzusetzende. Daher wird es hier für alle Simulationen verwendet. Es handelt
sich um ein Einschrittverfahren, bei dem ausgehend vom Anfangszustand die Lösung für
den jeweils nächsten Zeitschritt berechnet wird. Der Zeitschritt Δτ = τk+1−τk ist konstant.
Damit folgt für die Bewegungsgleichungen die Iterationsvorschrift:

Haften: x1,k+1 = x1,k + γ0 Δτ
x2,k+1 = x2,k + 0 Δτ

(4.11)
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4 Reibungserregte Schwingungen

Gleiten: x1,k+1 = x1,k + x2,kΔτ

x2,k+1 = x2,k +
[
−x1,k − 2Dx2,k + nμ(vrel) sign(v0 − v0γ0

x2,k)
]
Δτ

+q cos(x3,k)Δτ
x3,k+1 = x3,k + η Δτ

(4.12)

Es wird zu jedem Zeitschritt ermittelt ob die Haftbedingung wieder gilt, bzw. nicht mehr
gilt. Wenn solch ein Ereignis eintritt, wird zwischen den Gleichungssystemen umgeschal-
ten. Wenn in einem Zeitschritt über die Bedingung ’hinaus’ integriert wird, werden durch
lineare Interpolation die Position und der Zeitpunkt ermittelt, zu dem das Ereignis eintritt.

Für glatte ungedämpfte Systeme ist das explizite Euler Verfahren instabil, für gedämpfte
Systeme muss der Zeitschritt sehr klein gewählt werden, damit die Lösung stabil bleibt, das
heißt sich nicht von der richtigen Lösung entfernt. Genaueres zur Stabilität numerischer
Lösungen kann in [12], [100], [80] o.ä. nachgelesen werden. Dieser Effekt ist bei einer Simula-
tion eines inneren Grenzzyklus zu sehen, welcher nur bei μI und μII entstehen kann. In Ab-
bildung 4.6a ist der innere Grenzzyklus des ungedämpften Systems zu sehen, berechnet mit
dem Matlab internen Runge-Kutta Verfahren (ode45) mit variabler Schrittweitensteuerung

[2], welches stabil ist, (D = 0, q = 0, n = 10, ω0 = 1 rad
s , γ0 = 1, x1,0 = 2, x2,0 = 0, μII).

Dieser Matlab interne Integrator besitzt eine sogenannte ’Event-Steuerung’, d.h. es kön-
nen Ereignisse definiert werden, zu denen die Integration abbricht. So wird zwischen
den Gleichungen hin- und her geschaltet. Hier handelt es sich aber um eine glatte Dif-
ferentialgleichung, da der Haftzustand nicht erreicht wird. In Abbildung 4.6b wird das
Gleichungssystem mit dem expliziten Euler Verfahren für den Zeitschritt Δτ = 0.001
berechnet. Das Phasendiagramm zeigt auch für sehr kleine Zeitschritte, dass die Lösung
des expliziten Euler Verfahren bei glatten, ungedämpften Systemen instabil ist.
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Abbildung 4.6: Vergleich numerische Instabilität

Nichtglatte Systeme sind weniger anfällig für Instabilitäten. In Abbildung 4.7 ist wie-
der eine Simulation des Systems mit anderen Anfangswerten zu sehen (D = 0, q =
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4.1 Grundlagen

0, ω0 = 1 rad
s , γ0 = 1, n = 10, x1,0 = 0, x2,0 = γ0, μIII). In grau ist die richtige Lö-

sung, simuliert mit dem Runge-Kutta Verfahren, dargestellt. In schwarz sind Lösungen für
Δτ = 0.001,Δτ = 0.01 und Δτ = 0.05 gezeigt. Nur bei Δτ = 0.05 ist eine Abweichung zu
erkennen. Beim nichtglatten System kann also auch für den ungedämpften Fall mit dem
expliziten Euler Verfahren eine hinreichend genaue Lösung berechnet werden, wenn der
Zeitschritt klein genug gewählt wird. Der Grund hierfür ist, dass durch das Umschalten
zwischen den Differentialgleichungen die Anfangsbedingungen praktisch wieder hergestellt
werden. Für das rein selbsterregte System ist am Übergang Haften-Gleiten die Position und
die Geschwindigkeit für jeden Durchgang gleich, somit wird der Fehler, welcher durch die
Instabilität entsteht, wieder auf null gesetzt. Es spielt keine Rolle, zu welchem Zeitpunkt
dieser Zustand erreicht wird.
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Abbildung 4.7: Vergleich Zeitschrittweite, q = 0

Weiterhin zeigt diese Simulation, dass die Charakteristik der Lösung sich auch für einen
zu großen Zeitschritt nicht verändert. Dies gilt nicht mehr, wenn das fremderregte System
betrachtet wird. Hier spielt es eine Rolle, zu welchem Zeitpunkt die Haftgrenze erreicht
wird, da diese zeitlich oszilliert. In Abbildung 4.8 werden wieder Phasendiagramme des

gleichen Systems verglichen (D = 0, ω0 = 1 rad
s , γ0 = 1, n = 10, x1,0 = 3.2, x2,0 = γ0, μIII),

jetzt aber mit zusätzlicher Fremdanregung mit q = 0.5 und η = 1.15. In 4.8a die genaue
Lösung mit dem Runge-Kutta Verfahren berechnet und in Abbildung 4.8b bis 4.8g sind
Lösungen, berechnet mit dem Euler Verfahren, bei verschiedenen Zeitschritten abgebildet.
Wieder ist zu sehen, dass bis Δτ = 0.01 die Lösung mit der "richtigen" übereinstimmt.
Diese ist zwei-periodisch. Ab Δτ > 0.01 kommt es zu Abweichungen. Besonders fällt
hier auf, dass sich bei zu großen Zeitschritten der Charakter der Lösung verändert. In
Abbildung 4.8g für Δτ = 0.1 könnte fälschlicherweise abgelesen werden, dass sich das
System bei diesen Parametern quasiperiodisch oder sogar chaotisch verhält.
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Abbildung 4.8: Vergleich Zeitschrittweite, q = 0.5, η = 1.15

Im Weiteren wird der Reibwert als ein stochastischer Prozess modelliert. Zur numerischen
Integration wird das stochastische Euler Verfahren oder Euler-Mayurama benutzt, welches
sich durch seine einfache Umsetzung empfiehlt. Die Stabilitätsprobleme dieses Verfahrens
sind, wie oben gezeigt, bei nicht-glatten Systemen nicht von großer Relevanz, da auch
für ungedämpfte Systeme Zeitschritte gefunden werden können, bei denen die Integration
stabil durchgeführt werden kann. Der Zeitschritt muss jedoch klein sein, und es muss
bedacht werden, dass ein zu großer Zeitschritt die Charakteristik der Lösung verändern
kann.
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4.1 Grundlagen

4.1.2 Stochastischer Reibschwinger mit weiß verrauschtem Reibwert

Modell

Messungen, z.B. in [40], und die Auswertungen aus Kapitel 3 zeigen, dass der Reibwert
nicht nur geschwindigkeitsabhängig, sondern auch stochastisch verrauscht ist. Dies hat
zur Ursache, dass durch die rauen Oberflächen die Kontaktfläche beim Gleiten schwankt.
Die Kontaktanalyse hat ergeben, dass der Reibwert ein bandbreitenbeschränkter stochas-
tischer Prozess ist. Im Fall des Bremsbelags besitzt dieser ein konstantes Spektrum, im
Fall des Metallblechs ein örtlich abhängiges. Zum Vergleich wird zunächst der Reibwert
abhängig vom Ort, bzw. dem relativen Ort zwischen Masse und Band, als weißes Rau-
schen modelliert. Weißes Rauschen hat ein unendliches, konstantes Spektrum. Das heißt
alle Frequenzen von −∞ bis ∞ treten mit gleicher Amplitude auf. Vergleiche der Simu-
lationen mit weißem Rauschen mit Simulationen mit bandbreitenbeschränktem Prozessen
werden später zeigen, ob die unterschiedlichen Modelle des Reibwerts zu Abweichungen im
Lösungsverhalten führen.
Mit dem weißen Rauschprozess wird die Bewegungsgleichung für den Gleitvorgang zu einer
stochastischen Differentialgleichung. Der Reibwert beim Haften wird weiterhin determinis-
tisch modelliert, da hierbei die Kontaktfläche konstant ist. Der Reibwert beim Gleiten wird
zunächst durch einen ortsabhängigen stochastischen Prozess modelliert, der aus einem de-
terministischen, geschwindigkeitsabhängigen Anteil μD(vrel) und einem mittelwertfreien
Rauschanteil μ̂w = σζζ(xrel, ξ) besteht. ζ(xrel, ξ) ist ein weißer Rauschprozess, welcher
additiv mit der Intensität σζ eingeht. Der Gleichanteil entspricht dem Verlauf μIII in Ta-
belle 4.1. Es wird zunächst aus der geschätzten Modellfunktion der Kontaktanalyse der
druckabhängige Mittelwert des Reibwerts bestimmt, siehe Gleichung (3.21) bzw. (3.22).
Dieser wird hier für μfit(p) = μ0 − μ1 eingesetzt. Damit auch hier für μD(0) = μ0 = 0.4
gilt, muss μ1 = μ0 − μfit(p) sein. Damit setzt sich das Reibgesetz zusammen aus dem
deterministischen Anteil

μD(vrel) =
μfit(p)

1 + 1.42|vrel| + μ0 − μfit(p) + 0.01v2
rel (4.13)

und dem stochastischen

μw = μD(vrel) + μ̂w (4.14)

= μD + σζζ(xrel, ξ).
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4 Reibungserregte Schwingungen

Durch den Zusammenhang zwischen weißem Rauschen und dem Wiener Prozess aus Glei-
chung (2.26) hat die Bewegungsgleichung für den Gleitvorgang im Stratonovich Kalkül die
Form [32]

dX1 = X2dτ (4.15)

dX2 =

[
−X1 − 2DX2 + nμD(vrel) sign(v0 − v0

γ0

X2) + q cos(X3)

]
dτ

+

[
n sign(v0 − v0

γ0

X2)

]
◦ dWxrel

dX3 = η dτ.

Für die Zeitintegration der Bewegungsgleichung muss der weiße Rauschprozess zunächst
in den Zeitbereich transformiert werden. Dies erfolgt mit der dimensionslosen relativen
Geschwindigkeit zwischen Masse und Band

dxrel =
vrel
Lω0

dτ =
v0 − v0γ0

X2

Lω0

dτ = (γ0 −X2)dτ mit
v0

γ0

= Lω0. (4.16)

Der stochastische Zuwachs im Wegbereich ist [32]

dW 2
xrel

= σζdxrel. (4.17)

Daraus folgt

dW 2
xrel

= σζ(γ0 −X2)dτ (4.18)

und mit

dW 2
τ = dτ (4.19)

dW 2
xrel

= σζ(γ0 −X2)dW
2
τ . (4.20)

Die Wurzel aus diesem Ausdruck liefert den Zusammenhang zwischen dem stochastischen
Zuwachs im Wegbereich und dem im Zeitbereich

dWxrel =
√
σζ(γ0 −X2)dWτ . (4.21)

Diese Transformation wird vielfach im Bereich der Fahrzeug-Straße Anregung verwendet,
bei der die Unebenheit der Straße in eine stochastische Zeitanregung umgerechnet wird,
[74]. Hierbei ist jedoch meist die Geschwindigkeit konstant und nicht wie hier eine Zu-
standsgröße.
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Damit ergeben sich die stochastischen Differentialgleichungen für die Bewegung des Reib-
schwingers

Haften: dX1 = γ0 dτ
dX2 = 0 dτ

(4.22)

Gleiten: dX1 = X2dτ

dX2 =
[
−X1 − 2DX2 + nμD(vrel) sign(v0 − v0γ0

X2) + q cos(X3)
]

dτ

+
[
n sign(v0 − v0γ0

X2)
]√

σζ(γ0 −X2) ◦ dWτ
dX3 = η dτ

(4.23)

Durch die Transformation der Zuwächse in den Zeitbereich ist das System parametererregt.
Die Integration ist im Stratonovich Kalkül aufgestellt. Das im folgenden Abschnitt gezeigte
numerische Integrationsverfahren berechnet die Integration aber nach dem Itô Kalkül, da
das Integral immer am linken Rand ausgewertet wird. Daher muss zunächst Gleichung
(4.23) mithilfe von Gleichung (2.37) in das Itô Kalkül überführt werden. Dadurch erweitert
sich der Driftterm durch den Summanden −1

4
(nσζ)2dτ und man erhält

Gleiten: dX1 = X2dτ

dX2 =
[
−X1 − 2DX2 + nμD(vrel) sign(v0 − v0γ0

X2) + q cos(X3)
]

dτ

−1
4
(nσζ)2dτ +

[
n sign(v0 − v0γ0

X2)
]√

σζ(γ0 −X2) dWτ
dX3 = η dτ.

(4.24)

Diese Gleichung gilt nur noch für X2 �= γ0, da die partielle Ableitung
∂ sign(v0− v0γ0

X2)

∂X2
für

X2 �= γ0 verschwindet, für X2 = γ0 aber nicht differenzierbar ist. Für X2 = γ0 wechselt
das System in die Haft Differentialgleichung (4.22), so dass diese Bedingung erfüllt ist.

Numerische Simulation - Monte Carlo Simulation

Die Lösungstrajektorie der stochastischen Differentialgleichung ist nicht mehr eindeutig.
Über viele Auswertungen kann die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass die Trajek-
torie sich in einem bestimmten Bereich befindet.
Die Lösung der SDG kann auch hier nur durch numerische Integration bestimmt werden.
Es wird wieder das explizite Euler Verfahren verwendet, welches für SDG auch explizites
Euler-Maruyama Verfahren genannt wird. Die diskretisierte SDG für den Gleitvorgang hat
dann die Form
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X1,k+1 = X1,k +X2,kΔτ (4.25)

X2,k+1 = X2,k

+

[
−X1,k − 2DX2,k + nμD(vrel) sign(v0 − v0

γ0

X2,k) + q cos(X3,k)

]
Δτ

−
[
1

4
(nσζ)

2
]

Δτ +

[
n sign(v0 − v0

γ0

X2)

]√
σζ(γ0 −X2,k) ΔWτ (4.26)

X3,k+1 = X3,k + η Δτ

mit den Differenzen

Δτ = τk+1 − τk =
∫ τk+1

τk

ds (4.27)

und

ΔW = Wτk+1
−Wτk =

∫ τk+1

τk

dWs. (4.28)

Da das Euler-Maruyama das Integral an der unteren Integrationsgrenze auswertet, ist es
konsistent mit dem Itô Kalkül. Durch die Eigenschaft (dWτ )2 = dt kann das Inkrement
des Wiener Prozesses durch

ΔWτk = Rk
√

Δτ (4.29)

berechnet werden, wobei Rk eine standardnormalverteilte Zufallszahl ist.

Daher können die Bewegungsgleichungen des Reibschwingers mit weiß verrauschtem
Reibwert mit dem Euler-Maruyama Verfahren

Haften: X1,k+1 = X1,k + γ0 Δτ
X2,k+1 = X2,k + 0 Δτ

(4.30)

Gleiten: X1,k+1 = X1,k +X2,kΔτ
X2,k+1 = X2,k

+
[
−X1,k − 2DX2,k + nμD(vrel) sign(v0 − v0γ0

X2,k)
]
Δτ

+
[
q cos(X3,k)− 1

4
(nσζ)2

]
Δτ

+
[
n sign(v0 − v0γ0

X2)
]√

σζ(γ0 −X2,k)ΔτRk
X3,k+1 = X3,k + η Δτ

(4.31)

numerisch integriert werden. σζ ist gleich der Standardabweichung des ortsabhängigen
Prozesses, σζ = σμSD . Der stochastische Zuwachs ist also abhängig von der Geschwindig-
keit X2 und variiert daher periodisch mit der Zeit.
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Genaueres zu stochastischen Differentialgleichungen und deren Lösungsverfahren ist in [5]
oder [52] zu finden, in [53] werden außerdem numerische Beispiele gezeigt.

Eine Lösungstrajektorie für den selbsterregten Fall mit den Parametern D = 0,m =

2 rad
s , c = 1 · 106, q = 0, N = 5600, μIII ist in Abbildung 4.9a der entsprechenden determi-

nistischen Trajektorie in 4.9b gegenübergestellt. Im stochastischen Fall fällt auf, dass sich
Phasenlinien schneiden, was im deterministischen Fall nie vorkommen kann. Der Grund
dafür ist, dass der stochastische Anteil einer dritten Zustandsgröße entspricht, welche mit-
integriert wird. Der Phasenraum ist im stochastischen Fall drei-dimensional bzw., falls
äußere Anregung vorliegt, vier-dimensional. Die Phasenkurven schneiden sich also streng
genommen nicht, sondern liegen hintereinander. Das zweidimensionale Phasendiagramm
ist eine Projektion dieser Phasenlinien. Diese Ansicht wird zur besseren Übersichtlichkeit
genutzt.
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Abbildung 4.9: Phasendiagramm deterministisch-stochastisch

4.1.3 Stochastischer Reibschwinger mit Reibwert aus Kontaktanalyse

Modell

In Kapitel 3 wird gezeigt, wie mit Hilfe einer statistischen Kontaktanalyse der Reibwert
und seine von der rauen Oberfläche abhängigen Schwankungen berechnet werden können.
In 3.2.5 bzw. 3.3.4 wird, ausgehend von einem druck- und wegabhängigen Spektrum, mit
Hilfe der Spektralen Darstellung der Reibwert als stochastischer Prozess

μ̂SD(x, ξ) =
√

2
N∑
i=1

√
Sμμ(fxi)Δfxi cos(2π(fxix+ ξi)) (4.32)

beschrieben.
Es wird eine globale Wegkoordinate xglob eingeführt, die den absoluten Weg erfasst, welche
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4 Reibungserregte Schwingungen

die Masse während eines Gleitvorgangs zurücklegt. Die globale Position wird jeweils um
das berechnete |Δx| vergrößert. So steigt die globale Wegkoordinate kontinuierlich an, egal
ob die Masse vorwärts oder rückwärts schwingt. Anhand dieser globalen Wegkoordinate
wird der stochastische Anteil des Reibwerts μ(xglob) ermittelt.
Der ortsabhängige Reibprozess ist diskret und besitzt daher nur Informationen an den Po-
sitionen kΔxglob. Für Positionen xglob(ti) zwischen diesen diskreten Werten wird der Reib-
wert durch lineare Interpolation der benachbarten Werte gewonnen. In Abbildung 4.10 ist
ein beispielhafter Prozess gezeigt. In Abbildung 4.10b ist ein Ausschnitt gezeigt, um die
Interpolation hervorzuheben. Es muss allerdings vermieden werden, dass die Schwingun-
gen so klein sind, dass der Reibwert nur zwischen zwei Diskretisierungspunkten ausgelesen
würde. Außerdem muss überprüft werden, ob der Reibprozess überhaupt für alle Posi-
tionen, welche bei einer Schwingung auftreten können, Informationen enthält. Durch eine
Verlängerung von x in Gleichung (4.32) wird der Prozess periodisch fortgesetzt.
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Abbildung 4.10: Reibprozess aus Spektraler Darstellung

Zum stochastischen Anteil des Reibwerts wird μD addiert. μD entspricht auch hier dem
deterministischen geschwindigkeitsabhängigen Verlauf μIII(vrel). Es wird zunächst aus der
geschätzten Modellfunktion der Kontaktanalyse der druckabhängige Mittelwert des Reib-
werts bestimmt, siehe Gleichung (3.21) bzw. (3.22). Dieser wird hier für μfit(p) = μ0 − μ1

eingesetzt. Damit auch hier für μD(0) = μ0 = 0.4 gilt, muss μ1 = μ0 − μfit(p) sein. Damit
ergibt sich das deterministische Reibgesetz μIII zu

μD(vrel) =
μfit(p)

1 + 1.42|vrel| + μ0 − μfit(p) + 0.01v2
rel. (4.33)

Der stochastische Prozess entsteht durch Addieren des Rauschanteils aus der Spektraldar-
stellung

μSD = μD(vrel) + μ̂SD(x, ξ). (4.34)
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μ̂SD ist mittelwertfrei und hat die Standardabweichung σμ̂SD . Durch Einsetzen dieses Pro-
zesses in die Bewegungsgleichungen ergeben diese sich

Haften: dX1 = γ0 dτ
dX2 = 0 dτ

(4.35)

Gleiten: dX1 = X2dτ

dX2 =
[
−X1 − 2DX2 + (μm(vrel) + μ̂SD(X1, ξ))n sign(v0 − v0γ0

X2)
]

dτ

+ [q cos(X3)] dτ
dX3 = η dτ.

(4.36)

Numerische Integration

Der Reibwert wird, wie in Abschnitt 4.1.3 beschrieben zu jedem Zeitpunkt aus dem ge-
schwindigkeitsabhängigen Anteil plus einen schwankenden Anteil aus dem Prozess ermit-
telt. Dieser Wert wird in den Bewegungsgleichungen benutzt. Diese sind jetzt keine stochas-
tischen Differentialgleichungen mehr und können mithilfe des Euler Verfahrens integriert
werden und zwar

Haften: X1,k+1 = X1,k + γ0 Δτ
X2,k+1 = X2,k + 0 Δτ

(4.37)

Gleiten: X1,k+1 = X1,k +X2,kΔτ
X2,k+1 = X2,k + [−X1,k − 2DX2,k + q cos(X3,k)] Δτ

+ [(μm + μ̂SD(X1, ξ))n sign(v0 − Lω0X2,k)] Δτ
X3,k+1 = X3,k + η Δτ.

(4.38)

In Abbildung 4.11 ist das Phasendiagramm des Systems, mit übereinstimmenden Parame-
tern simuliert, gezeigt. In Abbildung 4.11a mit der Methode der Spektralen Darstellung
und in Abbildung 4.11b mit weißem Rauschen, vergl. Abbildung 4.9a. Die Abbildungen
zeigen, dass die Rauschintensität der Reibkraft, welche sich direkt am Rauschen der Pha-
senlinie ablesen lässt, für weißes Rauschen etwas kleiner ist. Beim weißen Rauschen zeigt
sie Phasenlinie auch kleinere Wellenlängen, bei der spektralen Darstellung ist die kleinste
Wellenlänge durch die Diskretisierung des Spektrums beschränkt.
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Abbildung 4.11: Phasendiagramm Reibprozess

76



4.2 Reibungserregte Schwingungen in der Bremse

4.2 Reibungserregte Schwingungen in der Bremse

Ein Beispiel für reibungserregte Schwingungen, welches durch seine hohe wirtschaftliche
Relevanz schon sein Jahren vielfach untersucht und erforscht wird, sind Geräusche von
Scheibenbremsen in Automobilen. Ein besonders interessantes Problem ist das Bremsen-
quietschen. Das Problem wird verschiedenst modelliert z.B. als vollständiges FEM Mo-
dell [77], [50], [63], [67], als elastisches Kontinuum mit Reibkontakten [36], [43], [34] oder
mit verschiedenen Minimalmodellen [90]. Es ist gemeinhin akzeptiert, dass das Bremsen-
quitschen durch eine Instabilität des Gleitzustands, aufgrund der Kopplung verschiedener
Freiheitsgrade an den Kontaktstellen, verursacht wird. Das Problem wird in die Katego-
rie der "Folgelastprobleme" eingeordnet. Diese sogenannte Flatterinstabilität, auch Mode-
Coupling genannt, führt zu Schwingungen quer zur Kontaktfläche.
Das Einfreiheitsgrad-Modell des Reibschwingers kann diese Phänomene nicht abbilden.
Bei niedrigen Geschwindigkeiten kann es jedoch in Bremsen auch zu Schwingungen par-
allel zur Kontaktfläche kommen [38]. Es handelt sind um selbsterregte Schwingungen mit
einem Stick-Slip Grenzzyklus. Diese verursachen niederfrequente Geräusche, welche oft
als Knarzen ("groan") bezeichnet werden [91]. Aufgrund der abfallenden Kennlinie der
Reibkurve können Instabilitäten auftreten, welche verschiedene dynamische Effekte ver-
ursachen. Diese Phänomene können mit dem einfachen Reibschwingermodell untersucht
werden.
Die hier benutzten Parameter beruhen auf Messungen, welche im Rahmen früherer Arbei-
ten am Institut an einem Bremsenprüfstand entstanden sind, siehe [36], [79]. Als schwin-
gende Masse wird m = 2 kg benutzt. Dies entspricht ungefähr der Masse der beiden
Bremsbeläge, welche jeweils ca. m = 500 g wiegen plus deren Befestigung. Für die Steifig-

keit des Systems wird eine grobe Abschätzung von c = 1 · 106 N
m benutzt.

Der Reibwertprozess ist durch die Abmessung und Auflösung der untersuchten Oberfläche
bandbreitenbeschränkt. Es muss daher bedacht werden, dass Schwingungen nur in diesem
Bereich physikalisch sinnvoll untersucht werden können. Damit der Grenzzyklus sich in
diesem Bereich ausbildet, muss eine Bandgeschwindigkeit von v0 = 1 m

s gewählt werden.
Die Parameter der folgenden Simulationen sind, sofern nicht anders angegeben, gemäß

m = 2 kg, c = 1 · 106 N

m
, v0 = 1

m

s

gewählt, d.h. es gilt

ω0 = 707
rad

s
, γ0 = 1.4 · 10−3.

Zur Untersuchung der Stabilität wird häufig die homogene Bewegungsgleichung um ẋ = 0
linearisiert. Dabei wird die Reibkraft durch nμlinẋ angenähert, wodurch die Differential-
gleichung für den Gleitvorgang eine gewöhnliche Differenzialgleichung

ẍ = −x− ẋ(−2D + nμlin) (4.39)
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ergibt, siehe z.B. [34], [36]. Daraus lässt sich bestimmen, dass die Stabilität der stationären
Lösung abhängt von der Dämpfung D, der Normalkraft n und der Steigung der Reibkurve
bei ẋ = 0 und damit vrel = v0. Die anfachende Wirkung der fallenden Reibkennlinie steht
in Konkurrenz zur abklingenden Wirkung der Dämpfung. Im deterministischen Fall gilt:
Ist die stationäre Lösung stabil, kann kein Stick-Slip Grenzzyklus entstehen.
Bei stochastischer Reibkraft treten Phänomene auf, die durch das Linearisieren der Reib-
kraft verloren gehen. Durch Monte Carlo Simulationen kann aber eine gute Abschätzung
über das Systemverhalten getroffen werden. Die Steigung der Reibkurve ändert sich, wenn
im Reibgesetz III die Parameter μ0(p) und μ1(p) druckabhängig eingebunden werden, siehe
Gleichung (4.33). Es gilt allerdings, dass die Änderung der Steigung nicht isoliert betrach-
tet werden kann, da Druck- bzw Normalkraftänderungen auch in anderen Effekten zum
Ausdruck kommen. Daher wird im Folgenden der kombinierte Einfluss der Normalkraft
und der Dämpfung und zusätzlich der Einfluss der Anregung untersucht.

4.2.1 Einfluss der Normalkraft

Ungedämpftes System

Bei den gewählten Parametern bildet sich für die Normalkraft N im Bereich zwischen N =
500 N und N = 20000 N ein Grenzzyklus aus. Hier wird das Verhalten bei verschiedenen
Werten der Normalkraft untersucht. Die Fläche des Bremsbelages wird Apad = 0.016 m2

gewählt, damit liegen die Anpressdrücke zwischen p = 0.03 MPa bis p = 1.25 MPa. Die
druckabhängige Intensität des Rauschanteils aus der Kontaktanalyse ist im untersuchten
Druckbereich annähernd konstant, siehe Abbildung 3.22b. Die Dämpfung wird sehr klein
als D = 5 · 10−6 angenommen, die Simulationsdauer beträgt τend = 50, die Schrittweite
Δτ = 0.005. In den Abbildungen 4.12 bis 4.14 sind die Phasendiagramme für eine Nor-
malkraft von N = 720 N, N = 2720 N und N = 8000 N zu sehen. Es werden Werte
gewählt, für die auch ein Spektrum berechnet wurde. Dies ist im Fall der Bremse nicht
unbedingt nötig, da mithilfe der Modellfunktion für jeden Druck bzw. jede Kraft der Wert
des konstanten Spektrums ermittelt werden kann. Für die im nächsten Kapitel untersuch-
ten Schwingungen beim Metallblech ist das aber nicht möglich. In Abbildung 4.12 ist die
deterministische Simulation gezeigt, in Abbildung 4.13 mit weiß verrauschtem Reibwert
und in Abbildung 4.14 der stochastische Reibwert mit den berechneten Spektraldichten
aus der Kontaktanalyse. Das Spektrum kann, wie in Kapitel 3.2.5 gezeigt, als konstant
angenommen werden. Dieser konstante Wert kann mit Hilfe der Modellfunktion für einen
beliebigen Druck bestimmt werden. Der erzeugte Prozess für den Reibwert, welcher bei-
spielhaft in Abbildung 3.23a zu sehen ist, hat die kleinste Auflösung von Δy = 6.3 · 10−4

und eine Länge yend = 0.05. Aus den Phasendiagrammen kann bestimmt werden, dass
Schwingungen mit Amplituden von x = 0.002→ y = 2 · 10−3 m auftreten. Eine Gleitpha-
se wird also durch die Länge eines Prozesses abgedeckt. Durch eine Verlängerung von x
in Gleichung (4.32) wird der Prozess periodisch fortgesetzt. Dieser periodisch fortgesetzte
Prozess wird während einer Simulation mit mehreren Gleitphasen durchlaufen und der
Reibwert an der Stelle xglob durch Interpolieren der benachbarten Werte bestimmt. Für die
stochastische Simulation werden immer mehrere Simulationen mit jeweils einem periodisch
fortgesetzten Reibprozess durchgeführt.
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Abbildung 4.12: Phasendiagramm ungedämpft, deterministisch
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Abbildung 4.13: Phasendiagramm ungedämpft, weißes Rauschen
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Abbildung 4.14: Phasendiagramm ungedämpft, aus Kontaktanalyse

Die Haftgrenze wird größer bei höherer Normalkraft. Außerdem vergrößert sich der Radius
des Grenzzyklus. Bei den stochastischen Simulationen fällt zudem auf, dass die Varianz
der Phasenkurven mit steigender Normalkraft zunimmt, obwohl die Standardabweichung
des Reibprozesses in diesem Druckbereich annähernd konstant ist oder sogar leicht abfällt.
Das gilt sowohl bei weißem Rauschen, als auch beim Rauschen aus der Kontaktanaly-
se. Dies erklärt sich durch einen Blick auf Gleichung (4.23) oder Gleichung (4.36). Der
Rauschanteil des Reibwerts geht in Form der Reibkraft mit dem Faktor nσζ = 1

cL
Nσζ

bzw. nσμ̂KM = 1
cL
Nσμ̂KM in die Bewegungsgleichung ein. Die Rauschintensität steigt pro-
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Abbildung 4.15: Ausschnitt Phasendiagramm ungedämpft, deterministisch, N = 720 N

portional zu N .
Im Fall N = 720 N tritt eine Besonderheit auf. Wenn die Masse zum ersten Mal wieder
die Bandgeschwindigkeit hat, ist die Kraftbedingung noch nicht erfüllt. Die Masse gleitet
also zunächst weiter. Die Position, bei der Haften eintritt, ist daher weiter rechts, siehe
Abbildung 4.15. Mit ∗ sind die Positionen markiert, innerhalb derer die Kraftbedingung
erfüllt ist.
Die Veränderung der Phasenkurvenvarianz wird am besten sichtbar, wenn man einen be-
stimmten Punkt des Phasendiagramms betrachtet. Hier ist daher die Wahrscheinlichkeits-
dichte des Punktes X1 = Xgh, bei dem die Haftgerade erreicht wird und die Bewegung
von Gleiten in Haften übergeht, für die drei verschiedenen Werte der Normalkraft gezeigt.
Um eine ausreichend große Datenmenge zu erhalten, werden 30 Simulationen mit einer
Simulationsdauer von τend = 50 durchgeführt, die Schrittweite ist weiterhin Δτ = 0.005.
In Abbildung 4.16 sind die Ergebnisse für den weiß verrauschtem Reibwert aufgetragen, die
Ergebnisse des Reibwerts aus der Kontaktanalyse sind vergleichbar, siehe Abbildung 4.17
und die Daten in Tabelle 4.2. Der Mittelwert der stochastischen Simulationen E[Xgh] ent-
spricht dem deterministischen xgh. Der Mittelwert steigt mit größerer Normalkraft, außer
im Fall von N = 720 N auf N = 2720 N, was wie oben gezeigt, eine Ausnahme darstellt.
Die Standardabweichung steigt ebenfalls, da auch die Schwankungen der Reibkraft propor-
tional zur Normalkraft steigen. Die Standardabweichung bei weißem Rauschen ist etwas
niedriger als die aus der Kontaktanalyse. Die Näherung mit weißem Rauschen unterschätzt
demnach die Varianz des Reibwerts etwas.
Um die Standardabweichung besser zu beurteilen, kann der Variationskoeffizient betrachtet
werden. Dieser beschreibt die relative Streuung und berechnet sich über

V arK(Xgh) = σXgh/E[Xgh]. (4.40)

Der Variationskoeffizient für die stochastischen Simulationen ist in Tabelle 4.3 aufgelistet.
Er ist streng genommen nur für positive Werte definiert. Daher wird er hier mit Hilfe
der Beträge V arK(Xgh) = |σXgh|/|E[Xgh]| berechnet. Der Variantionskoeffizient für N =
8000 N liefert durch den Mittelwert nahe null keine brauchbare Information. Abgesehen
davon fällt er bei größer werdender Normalkraft ab.
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Abbildung 4.16: Wahrscheinlichkeitsdichte von Xgh für verschiedene Normalkräfte N , wei-
ßes Rauschen
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Abbildung 4.17: Wahrscheinlichkeitsdichte von Xgh für verschiedene Normalkräfte N , aus
Kontaktanalyse

Tabelle 4.2: Übergang Gleiten-Haften X1 = Xgh

E[Xgh]± σXgh N = 720 N N = 2720 N N = 8000 N

deterministisch −0.013 · 10−3 −0.56 · 10−3 −0.05 · 10−3

weißes Rauschen (−0.025± 0.05) · 10−3 (−0.56± 0.14) · 10−3 (−0.02± 0.31) · 10−3

aus Kontaktanalyse (−0.017± 0.12) · 10−3 (−0.55± 0.17) · 10−3 (0.008± 0.27) · 10−3
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Tabelle 4.3: Variationskoeffizient Übergang Gleiten-Haften X1 = Xgh

V arK(Xgh) in % N = 720 N N = 2720 N N = 8000 N

weißes Rauschen 2.08 0.25 13.04

aus Kontaktanalyse 7.23 0.3 33.5

Gedämpftes System

Die oben gezeigten Simulationen sind mit D = 5 · 10−6 quasi dämpfungsfrei. Bei einem
Dämpfungsmaß von D = 0.15 stellt sich für kleine Normalkräfte kein Stick-Slip Grenzzy-
klus mehr ein, sondern die Lösungstrajektorien schwingen sich auf die stationäre Lösung
xs ein. In Abbildung 4.18 ist die Trajektorie wieder für N = 720 N, N = 2720 N und
N = 8000 N zu sehen. Der Radius wächst auch hier mit steigender Normalkraft, und so-
mit dauert bei größerer Normalkraft der Einschwingvorgang länger.
In Abbildung 4.19 sind die gleichen Simulationen für den weiß verrauschten Reibwert
durchgeführt. Für den Reibwert aus der Kontaktanalyse sind die Ergebnisse vergleichbar
siehe Abbildung 4.20. Wieder wachsen bei größeren Normalkräften die Schwankungen der
Phasenkurven an.
In Abbildung 4.21 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte von X1 = Xgh für N = 8000 N aufge-
tragen, in Abbildung 4.21a für weißes Rauschen, in Abbildung 4.21b mit dem stochasti-
schem Reibwert aus der Kontaktanalyse. Es werden 30 Simulationen mit je einer Simulati-
onsdauer von τ = 50 berechnet, um eine ausreichend große Datenmenge für die Auswertung
zu erzeugen. Für die niedrigeren Werte der Normalkraft ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
null.
Bei den meisten Fällen ist das Verhalten von deterministischer zu stochastischer Lösung
charakteristisch vergleichbar und der Mittelwert der stochastischen Lösung entspricht der
deterministischen Lösung. Bei den hier gezeigten Simulationen gilt, wenn die stationäre Lö-
sung im deterministischen Fall stabil ist, ist sie es auch im stochastischen Fall. In manchen
Grenzfällen gilt dies aber nicht, wie im nächsten Abschnitt gezeigt wird.

4.2.2 Einfluss der Dämpfung

Deterministischer Reibwert

Wie bereits im vorherigen Abschnitt gezeigt, ist das Dämpfungsmaß ein Parameter von
großem Einfluss auf das Systemverhalten. Die Frage, ob sich ein Stick-Slip Grenzzyklus ein-
stellt, kann im deterministischen Fall bei sonst festen Systemparametern mit der Dämpfer-
konstanten beantwortet werden. In Abbildung 4.22 sind die Phasenkurven für N = 5600 N
für verschiedene Dämpferkonstanten gezeigt. Für größer werdende Dämpfung wird der Ra-
dius des Stick-Slip Grenzzyklus kleiner bis irgendwann die Haftgrenze nicht mehr erreicht
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Abbildung 4.18: Phasendiagramm gedämpft, deterministisch
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Abbildung 4.19: Phasendiagramm gedämpft, D = 0.15, weißes Rauschen
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Abbildung 4.20: Phasendiagramm gedämpft, D = 0.15, aus Kontaktanalyse

wird und die Phasenkurven sich auf die stabile Ruhelage einschwingen. Dieser Zusammen-
hang kann durch Näherungen sogar analytisch abgeschätzt werden, was in [38] gezeigt
wird.
In Abbildung 4.23a wird dieser Punkt, an dem sich das Systemverhalten ändert, noch
einmal genauer betrachtet. Für ein Dämpfungsmaß von D = 0.05 bis D = 0.25 und die
Normalkraft von N = 1800 N bis N = 8000 N wurde die Position Xgh, bei der Gleiten in
Haften übergeht aufgetragen. Der besseren Darstellung wegen wird Xgh auf null gesetzt,
sobald die Haftgerade nicht mehr erreicht wird. Der Wert Xgh für ein festes Dämpfungs-
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Abbildung 4.21: Wahrscheinlichkeitsdichte von Xgh für N = 8000 N, D = 0.15

−2 0 2 4

x 10
−3

−3

−2

−1

0

1

2
x 10

−3

x
1
 [−]

x 2 [
−]

(a) D = 0.05

−2 0 2 4

x 10
−3

−3

−2

−1

0

1

2
x 10

−3

x
1
 [−]

x 2 [
−]

(b) D = 0.15

−2 0 2 4

x 10
−3

−3

−2

−1

0

1

2
x 10

−3

x
1
 [−]

x 2 [
−]

(c) D = 0.25

Abbildung 4.22: Phasendiagramm gedämpft, N = 5600 N, deterministisch

maß steigt mit steigender Normalkraft, was die Vergrößerung des Radius widerspiegelt
(die Übergangspunkte Gleiten-Haften und Haften-Gleiten bewegen sich auseinander). Das
maximale Dämpfungsmaß Ddmax, bei dem sich noch ein Stick-Slip Grenzzyklus einstellt,
steigt mit steigender Normalkraft und kann genau bestimmt werden. In Abbildung 4.23b
ist für eine Simulation mit einer Simulationsdauer von τend = 50 die Anzahl der Punkte
Xgh (Md) aufgetragen.
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Abbildung 4.23: Xgh und Mdet für verschiedene N und D, deterministisch

Stochastischer Reibwert, weißes Rauschen

Wenn die Simulation mit stochastischem Reibwert durchgeführt wird, zeigt sich, dass dieser
eindeutige Übergang nicht zwangsläufig erhalten bleibt. In Abbildung 4.24 sind die Pha-
sendiagramme für weißes Rauschen mit denselben Parametern, die für die deterministische
Simulation verwendet wurden, aufgetragen.
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Abbildung 4.24: Phasendiagramm gedämpft, N = 5600 N, weißes Rauschen

Für die folgende Auswertung wurden zehn Simulationsläufe mit einer Dauer von τ = 50
durchgeführt. In Abbildung 4.25 wird, wie in Abbildung 4.23, der maximale noch existie-
rende Punkt Xgh abhängig von Dämpfung und Normalkraft gesucht. Es kann nicht mehr
genau bestimmt werden, ob für einen bestimmten Dämpfungswert der Grenzzyklus noch
besteht oder bereits die stationäre Lösung attraktiv ist. Es können nur noch Wahrschein-
lichkeiten für diese Aussagen getroffen werden. Hier wird der Mittelwert E[Xgh] und die
Standardabweichung σXgh dieser Punkte aufgetragen. Auch hier wird der Wert auf Null ge-
setzt, wenn die Haftgrenze nicht mehr erreicht wird. In Abbildung 4.25c ist der Mittelwert
der Anzahl der Übergangspunkte E[Ms] aufgetragen.
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Abbildung 4.25: E[Xgh], σXgh , E[Ms] für verschiedene N und D, weißes Rauschen

Wieder steigt das maximale Dämpfungsmaß Dsmax, bei dem sich noch ein Stick-Slip Grenz-
zyklus einstellt, mit steigender Normalkraft. Der Wert rückt jedoch zu größeren Dämp-
fungsmaßen.
Als Vergleich wird in Abbildung 4.26a die Differenz der Anzahl der Punkte Xgh der de-
terministischen Simulation und dem Mittel der stochastischen Simulationen, bei gleicher
Zeitdauer, aufgetragen

Mdiff = Md − E[Ms]. (4.41)

Solange bei der deterministischen Simulation der Grenzzyklus besteht und die Anzahl bei
stochastischen Simulation E[Ms] ≤Md ist, gilt Mdiff > 0. Wenn im deterministischen Fall
die Ruhelage attraktiv ist, wird Md = 0. Wenn dort im stochastischen Fall der Grenzzyklus
aber noch vereinzelt besteht, wird Mdiff < 0. Sobald bei der stochastischen Simulation
auch kein Zyklus mehr besteht, ergibt sich Mdiff = 0. Der Bereich in dem Mdiff negativ
ist, beschreibt den Bereich, in dem die deterministische Simulation nicht ausreichende
Sicherheit zur Beurteilung des Systems liefert.
Je größer die Dämpfung, desto weniger Zyklen erreichen im stochastischen Fall noch die
Haftgerade.
Eine andere Gegenüberstellung ist der Quotient der Werte

Mquot =
E[Ms]

Md
. (4.42)

Diese Auswertung ist in Abbildung 4.26b gezeigt. Der Quotient liefert allerdings nur Infor-
mationen, wenn im deterministischen Fall der Grenzzyklus überhaupt besteht. Die Fälle,
bei denen im deterministischen Fall die stationäre Lösung attraktiv ist, im stochastischen
Fall der Grenzzyklus aber noch besteht, können so nicht ermittelt werden.
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Abbildung 4.26: Vergleich Ms, Md für verschiedene N und D, weißes Rauschen

Stochastischer Reibwert aus Kontaktanalyse

Der gleiche Effekt ergibt sich auch bei Simulationen mit dem Reibwert aus der Kontakt-
analyse, siehe Abbildungen 4.27, 4.28 und 4.29.
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Abbildung 4.27: Phasendiagramm gedämpft, N = 5600 N, aus Kontaktanalyse
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Abbildung 4.28: E[Xgh], σXgh und Ms für verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse
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Abbildung 4.29: Vergleich Ms, Md für verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse

Mdiff und Mquot der beiden stochastischen Simulationen sind nahezu identisch, d.h. obwohl
beim weißen Rauschen die Varianz der Reibkraft unterschätzt wird, werden die kritischen
Bereiche ausreichend genau wiedergegeben.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass das maximale Dämpfungsmaß Ddmax, welches
im deterministischen Fall ermittelt wird, nicht ausreichend zuverlässig ist. Erst durch
eine stochastische Simulation kann beurteilt werden, ob in diesem Grenzfall ein Stick-Slip

Grenzzyklus erreicht wird. Mit der stochastischen Simulation kann der Grenzwert Dsmax
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berechnet werden, für den die Wahrscheinlichkeit null gilt, dass der Grenzzyklus besteht.
Dieser Grenzwert ist erheblich sicherer, liegt aber bei größeren Dämpfungsmaßen.

4.2.3 Einfluss der Anregung

Kleine Anregungsamplituden

Wird die äußere Anregung mit betrachtet, kann sich, wie in Abschnitt 4.1.1 bereits gezeigt,
die Charakteristik der Lösung ändern. Beim Bremsenaufbau tritt keine Anregungskraft
parallel zum Reibkontakt auf, der Fall wird jedoch trotzdem kurz untersucht, da er ein
interessantes dynamisches Verhalten verursacht.
In Abbildung 4.32 sind die Phasendiagramme für D = 5 · 10−6, N = 4000 N, Q = 50 N→
q = 5 · 10−5 für η = 0 bis η = 3 gezeigt. Mit Q = 50 N ist die Anregungsamplitude mit un-
gefähr 1/30 der Reibkraft sehr klein. Um zu verdeutlichen, wie sich die Charakteristik der
Lösung für verschiedene Anregungsfrequenzen ändert, dient ein Verzweigungsdiagramm.
Hierbei werden die Gleit-Haft Übergangswerte xgh einer Simulation über der Anregungs-
frequenz η aufgetragen. Im deterministischen Fall ist die Lösung für einige η einperiodisch,
für η-Werte dazwischen verbreitert sich der Bereich von xgh. Zum Teil treten auch zwei-
periodische Lösungen auf. Die Zyklen liegen dann aber sehr nah beieinander. Bei den
Simulationen mit stochastischem Reibwert wurden wieder 10 Simulationen der Dauer von
je τ = 50 durchgeführt. In Abbildung 4.30 ist das deterministische Verzweigungsdiagramm
in schwarz zusammen mit allen zehn stochastischen Simulationen in grau gezeigt. Hier zeigt
sich, dass die stochastischen Lösungen sich für verschiedene η nicht unterscheiden. Das Ver-
zweigungsdiagramm wird "geglättet". Dass die ein- und mehrperiodischen Lösungen nicht
mehr unterschieden werden können, zeigt auch das normierte Histogramm in Abbildung
4.33. Das normierte Histogramm für die Simulation mit Reibwert aus der Kontaktanalyse
sieht vergleichbar aus. Für jede Anregungsfrequenz gibt es nur einen Bereich, in dem die
Werte auftreten. Für diesen Bereich kann der Mittelwert und die Standardabweichung be-
stimmt werden.
Dass dieser Mittelwert quasi unabhängig von der Anregungsfrequenz ist, kann am bes-
ten gezeigt werden, wenn im Verzweigungsdiagramm nicht alle Punkte Xgh, sondern der
Mittelwert ’◦’ und die jeweilige Standardabweichung ’++’ in der Form E[Xgh]± σXgh auf-
getragen werden. Dies gilt sowohl bei weißem Rauschen in Abbildung 4.31a, als auch beim
Reibwert aus der Kontaktanalyse in Abbildung 4.31b. In dieser Darstellung sieht man wie-
der, dass bei der Simulation mit weißem Rauschen die Standardabweichung etwas kleiner
ist. Für alle η-Werte ergibt sich ungefähr eine Verhältnis von 1.2.
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Abbildung 4.30: Verzweigungsdiagramm, deterministisch (schwarz), weißes Rauschen
(grau) (zehn Simulationsdurchläufe), D = 5 · 10−6, N = 4000 N,
q = 5 · 10−5

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1
x 10

−3

X
g

h
 [

−]

η [−]

(a) E(Xgh)± σXgh , weißes Rauschen

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1
x 10

−3

X
g

h
 [

−]

η [−]

(b) E(Xgh)± σXgh , aus Kontaktanalyse

Abbildung 4.31: E[Xgh]± σXgh für N = 4000 N, q = 5 · 10−5
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Abbildung 4.32: Phasendiagramm, deterministisch, D = 5 · 10−6, N = 4000 N, q = 5 · 10−5
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Abbildung 4.33: Normiertes Histogramm, weißes Rauschen, D = 5 · 10−6, N = 4000 N,
q = 5 · 10−5
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Größere Anregungsamplituden

Eine größere Amplitude der Anregungskraft bewirkt bereits bei Q = 500 N→ q = 5 ·10−4,
was ca. einem Drittel der Reibkraft entspricht, bei einigen Anregungsfrequenzen mehrpe-
riodischen Phasenkurven, wie die Abbildung 4.36 zu sehen ist.
Das Verzweigungsdiagramm für den Gleit-Haft Übergang Xgh zeigt aber auch hier, dass für
die stochastische Simulation diese verschiedenen Charakteristika der Lösung nicht mehr zu
unterscheiden sind, siehe Abbildung 4.34. Dies bestätigt auch wieder das normierte Histo-
gramm, Abbildung 4.37. Es werden wieder der Mittelwert und die Standardabweichung im
Verzweigungsdiagramm aufgetragen. Bei der größeren Anregungsamplitude ist zu sehen,
dass der Mittelwert und die Standardabweichung der Charakteristik der deterministischen
Lösung folgen. Das gilt sowohl für weißes Rauschen, siehe Abbildung 4.35a, als auch für
den Reibwert aus der Kontaktanalyse, siehe Abbildung 4.35b. Hier ist der Unterschied in
der Standardabweichung für alle η-Werte nur ca. 1.05. Für kleine Anregungsamplituden
ist also die stochastische Reibkraft diejenige, die für die Schwingungscharakteristik verant-
wortlich ist. Wenn die Anregungsamplitude aber groß genug ist, ist die äußere anregende
Kraft diejenige, welche die Charakteristik bestimmt.
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Abbildung 4.34: Verzweigungsdiagramm, deterministisch (schwarz), weißes Rauschen
(grau) (zehn Simulationsdurchläufe), D = 5 · 10−6, N = 4000 N,
q = 5 · 10−5
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Abbildung 4.35: E[Xgh]± σXgh für N = 4000 N, q = 5 · 10−4
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Abbildung 4.36: Phasendiagramm, deterministisch, D = 5 · 10−6, N = 4000 N, q = 5 · 10−4
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Abbildung 4.37: Normiertes Histogramm, weißes Rauschen, D = 5 · 10−6, N = 4000 N,
q = 5 · 10−4
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4.2 Reibungserregte Schwingungen in der Bremse

Lyapunov Exponent

Bei Trajektorien für z.B. q = 5 · 10−4 und η = 1.2 stellt sich die Frage, ob die Trajektorie
chaotisches Verhalten aufweist. Chaos zeichnet sich vor allem durch die starke Empfind-
lichkeit der Lösung gegenüber Störungen in den Anfangsbedingungen aus. Sind Systeme
hinreichend glatt, kann die Untersuchung basierend auf dem mathematischen Modell mit
analytischen Verfahren wie Störungsrechnung oder Mittelungsmethoden durchgeführt wer-
den. Nichtglatte Systemen hingegen können nur numerisch untersucht werden. Eine ver-
breitete Methode ist die numerische Berechnung des größten Lyapunov Exponenten. Dabei
werden die Zeitverläufe der simulierten Koordinaten untersucht. Der Lyapunov Exponent
gibt Auskunft über die exponentielle Konvergenz oder Divergenz benachbarter Lösungen.
Der Lyapunov Exponent berechnet sich aus der zeitlichen Entwicklung zweier benach-
barter Lösungen, genauer deren Abständen w(τi) zu bestimmten Zeitpunkten τi. Als Ab-
stand wird oft die euklidische Norm benutzt. Häufig wird die Berechnung des Lyapunov

Exponenten im mehrdimensionalen Phasenraum nicht direkt in diesem, sondern in der
Poincaré Abbildung berechnet. Dabei wird eine (N − 1)-dimensionale Schnittfläche in den
N-dimensionalen Phasenraum gelegt und die Lösung auf dieser Schnittfläche untersucht.
Hier bietet es sich an, eine Ebene auf Höhe der Haftgeraden zu legen und die Werte bei
der Zustandsänderung von Gleiten in Haften zu betrachten. Im dreidimensionalen Pha-
senraum ist dies in Abbildung 4.38a zu sehen. Wenn, wie meist hier, die dreidimensionalen
Phasendiagramme in der zweidimensionalen Projektion untersucht werden, ist die Schnitt-
fläche eine Linie, wie in Abbildung 4.38b dargestellt. Diese Abbildungsart wurde auch in
den vorherigen Kapiteln im Verzweigungsdiagramm benutzt.

(a) 3-dimensional (b) 2-dimensional

Abbildung 4.38: Poincaré Abbildung

Zur Berechnung des Lyapunov Exponenten wird der Abstand w der Werte xgh beim Über-
gang von Gleiten zu Haften einer Referenztrajektorie zu den entsprechenden Werten einer
Vergleichstrajektorie mit leicht veränderten Anfangsbedingungen genutzt. Die Übergangs-
werte sind leicht verschoben, wie in Abbildung 4.39a zu sehen ist, da sich die Haftbedin-
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4 Reibungserregte Schwingungen

gung zeitlich ändert. Der Abstand w ist in Abbildung 4.39 einmal im Phasendiagramm
und einmal im Verzweigungsdiagramm gezeigt.

(a) w im Phasendiagramm (b) w im Verzweigungsdiagramm

Abbildung 4.39: w zur Berechnung des Lyapunov Exponenten

Der Abstand w wird für eine ausreichende Simulationsdauer entweder zu- oder abnehmen.
Dieses Verhalten wird durch den Lyapunov Exponenten

λ = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

ln
w(i)

w(1)
(4.43)

beschrieben. Wenn der Abstand w zunimmt, ist der Exponent λ positiv, das heißt die
Trajektorie hat chaotischen Charakter. Für einen negative Exponenten λ ist die Trajektorie
nicht empfindlich gegenüber Störungen in Anfangsbedingungen, d.h. sie ist nicht chaotisch,
siehe Abbildung 4.40. Bei den wenigsten Simulationen ist jedoch die Entwicklung von w
so eindeutig wie hier gezeigt, weshalb eine ausreichend große Simulationsdauer nötig ist,
um einen Trend zu erkennen.
Für den stochastischen Fall müssen die Referenztrajektorie und die Vergleichstrajektorie
mehrmals simuliert und der Mittelwert des Lyapunov Exponenten mit Hilfe der Mittelwerte
der Abstände E[W (i)] berechnet werden

E[Λ] = lim
N→∞

1

N

N∑
i=1

ln
E[W (i)]

E[W (1)]
. (4.44)

Weiterführende Erklärungen zur Untersuchung chaotischer Systeme ist in der Grundlagen-
literatur zu nichtlinearer Dynamik zu finden, z.B, [27], [33], [51], [61], [65], [69], [87].
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Abbildung 4.40: w Entwicklung über Anzahl der Gleit-Haft Wechsel

Im Folgenden werden einige Ergebnisse für Simulationen des Lyapunov Exponenten vor-
gestellt. Zunächst wird für verschiedene Normalkräfte N und verschiedene Anregungsfre-
quenzen η für einen deterministische Reibwert der Exponent berechnet. In Abbildung 4.41a
ist der Verlauf für eine kleine Anregungsamplitude q = 5 · 10−5 zu sehen, in Abbildung
4.41b für eine größere, q = 5 · 10−4. Die Simulationsdauer beträgt τ = 200, was zu ca. 30
Gleit-Haft Übergängen führt.
Bei den meisten Anregungsfrequenzen η ist das Vorzeichen des Lyapunov Exponenten für
die beiden verschiedenen Anregungsamplituden gleich. Es kann nicht gesagt werden, dass
bei größerer Anregungsamplitude mehr Simulationen chaotisches Verhalten aufweisen,
obwohl die Phasenverläufe auf den ersten Blick dieses vermuten lassen. Der entscheidende
Parameter für chaotisches Verhalten ist die Anregungsfrequenz η, nicht die Anregungs-
amplitude q. Wenn der Abstand w null wird, ergibt λ wegen ln 0

w(1)
keine Lösung. Wenn

also ein Wert im Diagramm fehlt, liegen die Werte für Xgh der Referenzsimulation und
der Vergleichssimulation nach einiger Zeit exakt aufeinander.

Außerdem wird die Simulation mit einem stochastischen Reibwert durchgeführt. In
Abbildung 4.42 ist das Ergebnis mit einem weiß verrauschten Reibwert und in Abbildung
4.43 jenes mit dem Reibwert aus der Kontaktanalyse dargestellt.
Die Referenztrajektorie und die Vergleichstrajektorie werden zehn Mal mit einer Simu-
lationsdauer von τ = 200 berechnet und die Abstände W bestimmt. Aus diesen zehn
W -Werten wird der Mittelwert bestimmt und mit diesem Mittelwert der Lyapunov Expo-
nent E[Λ] berechnet.
Wieder wurde die Simulation für q = 5 · 10−5 und für q = 5 · 10−4 durchgeführt.
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Abbildung 4.41: Deterministischer Lyapunov Exponent für verschiedene η und N ,
D = 5 · 10−6
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Abbildung 4.42: Stochastischer Lyapunov Exponent für verschiedene η undN ,D = 5·10−6,
weißes Rauschen
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Abbildung 4.43: Stochastischer Lyapunov Exponent für verschiedene η undN ,D = 5·10−6,
aus Kontaktanalyse

Auch im stochastischen Fall lässt sich keine Abhängigkeit des Lyapunov Exponenten von
der Anregungsamplitude feststellen. Wiederum ist die Anregungsfrequenz η der entschei-
dende Parameter. Es gibt ähnlich viele Simulationen, welche chaotisch sind, wie bei der
deterministischen Simulation. Die Ergebnisse für verschiedene Anregungsamplituden un-
terscheiden sich aber häufiger als in der deterministischen Simulation. Auch folgt nicht
zwingend, dass eine Parameterkombination, welche im deterministischen chaotisch ist,
sich auch bei stochastischer Simulation so verhält und umgekehrt. Die Abweichungen ver-
stärken sich bei zunehmender Normalkraft, da der Rauschanteil des Reibwerts dadurch
verstärkt wird. Untersuchungen mit deterministischem Reibwert können daher auch für
den Lyapunovexponenten zu falschen Schlussfolgerungen führen. Die Näherung mit weiß
verrauschtem Reibwert ermittelt trotz der Unterschätzung der Reibwertvarianz prinzipiell
vergleichbare Aussagen über den Lyapunov Exponenten.
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4.3 Reibungserregte Schwingungen beim Metallblech

Als ein zweites Beispiel wurde in Kapitel 3.3 die Oberfläche eines Metallblechs untersucht.
Mit den darüber gewonnenen Informationen sollen nun reibungserregte Schwingungen ei-
nes solchen Blechs untersucht werden. Solche Schwingungen können zum Beispiel bei der
Weiterverarbeitung des Blechs an den Einspannstellen auftreten. Hier soll keine spezielle
Anwendung betrachtet werden, sondern einfach Untersuchungen anhand der Parameter ´

m = 1 kg, c = 1 · 105 N

m
, v0 = 1

m

s

und damit

ω0 = 316
rad

s
, γ0 = 3.16 · 10−3,

durchgeführt werden, um eine Abschätzung des dynamischen Verhaltens zu bekommen.

4.3.1 Einfluss der Normalkraft

Reibungserregte Schwingungen mit einem Stick-Slip Grenzzyklus treten im Bereich von
N = 100 N bis ca. N = 2000 N auf. Wenn von einer Oberfläche A = 1·10−3 m2 ausgegangen
wird, liegt der Druck im Bereich von p = 0.1 MPa bis p = 2 MPa. In Abschnitt 3.3 liegen
Spektren für bestimmte Drücke vor. Es wird immer das nächste druckabhängige Spektrum
verwendet. In diesem Druckbereich ist der Mittelwert druck- bzw. normalkaftabhängig und
geht über μ1 = μ0−μfit(N), siehe Gleichung (4.33), in das Reibgesetz ein. μ1(N) verändert
die Steigung der fallenden Reibkurve, welche ebenfalls einen Einfluss auf die Lösung hat.
Für die stochastische Simulation aus der Kontaktanalyse ist auch die Intensität σμ̂SD(N)
in diesem Bereich abhängig vom Druck bzw. der Normalkraft, siehe Abbildung 3.32b.

Tabelle 4.4: Druckabhängige Rauschintensitäten

N [N] 1 5 10

p [MPa] 0.1 0.5 1

σμ̂SD(N) = σζ(N) 0.1001 0.0805 0.0594
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Ungedämpftes System

In Abbildung 4.44 bis 4.46 sind die normalkraftabhängigen Phasendiagramme für den
deterministischen Fall, für einen Reibwert mit weißem Rauschen und für den Reibwert aus
der Kontaktanalyse zu sehen. Für alle ist die Simulationsdauer τ = 50 und die Dämpfung
mit D = 5·10−6 nahezu null. In Abbildung 3.33a ist ein möglicher Reibwertprozess gezeigt.
Die kleinste aufgelöste Weggröße ist Δx = 3 · 10−4 und die Länge ist x = 0.02. Es wird
pro Simulation ein entsprechender Prozess erzeugt und dieser durch Verlängern von x
periodisch fortgesetzt. Der Reibwert wird am entsprechenden Ort durch Interpolation der
nächsten Nachbarn bestimmt. Die Schwingungen liegen in der Größenordnung x = 1 ·10−3.
Es muss jeweils geprüft werden, ob der Prozess überhaupt Informationen für die aktuelle
Position enthält.
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Abbildung 4.44: Phasendiagramm ungedämpft, deterministisch
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Abbildung 4.45: Phasendiagramm ungedämpft, weißes Rauschen
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Abbildung 4.46: Phasendiagramm ungedämpft, aus Kontaktanalyse

Auch hier verschiebt sich die Haftgrenze zu größeren Werten, und der Radius vergrö-
ßert sich bei höherer Normalkraft. Die Intensität des Rauschens der Phasenlinie nimmt
ebenfalls mit steigender Normalkraft zu, obwohl die Intensitäten σζ(N) = σμ̂SD(N) mit
steigender Normalkraft abnehmen. Diese Abnahme ist jedoch gering im Gegensatz zum
Anstieg der Normalkraft, welcher direkt proportional in das Rauschen der Reibkraft
eingeht und damit auch in das Verhalten der Phasenlinie.

In Abbildung 4.47 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Position xgh, an dem Gleiten

in Haften übergeht, gezeigt. Der Mittelwert der stochastischen Simulationen stimmt mit
dem deterministischen Wert überein, wie noch einmal in Tabelle 4.5 überprüft werden
kann. Der Wert steigt mit steigender Normalkraft an. Die Standardabweichung steigt eben-
falls mit wachsender Normalkraft, was die Beobachtung bestätigt, dass das Rauschen der
Reibkraft zunimmt. Um die Standardabweichung besser beurteilen zu können, wurde auch
hier der Variationskoeffizient ermittelt. Der Variationskoeffizient ist nur für positive Werte
definiert. Daher wird er auch hier mit Hilfe der Beträge V arK(Xgh) = |σXgh|/|E[Xgh]|
berechnet und in Tabelle 4.6 aufgeführt. Auch dieser wächst mit steigender Normalkraft,
das heißt die Zunahme in der Standardabweichung ist größer als die im Mittelwert.

Ähnliche Ergebnisse ergeben sich auch bei der Simulation mit dem Reibwert aus der
Kontaktanalyse, siehe Abbildung 4.48. Die Werte für Mittelwert, Standardabweichung
und Variationskoeffizient sind ebenfalls in Tabelle 4.5 und 4.6 eingetragen. Die Standard-
abweichung ist beim Reibwert aus der Kontaktanalyse größer. Die aus der Kontaktanalyse
berechnete Standardabweichung entspricht der Fläche unter dem Spektrum. Bei der
Berechnung mit weißem Rauschen ist diese Fläche rechteckig, da das Spektrum weißen
Rauschens konstant ist. Bei weißem Rauschen sind die Amplituden der niederfrequenten
Anteile daher kleiner als die aus der Kontaktanalyse. Diese Verkleinerung führt zu einer
Unterschätzung der Schwankung der Reibkraft.
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Tabelle 4.5: Übergang Gleiten-Haften X1 = Xgh

E[Xgh]± σXgh N = 400 N N = 880 N N = 1750 N

deterministisch −1.2 · 10−3 −0.7 · 10−3 0.5 · 10−3

weißes Rauschen (−1.2± 0.2) · 10−3 (−0.8± 0.4) · 10−3 (0.5± 0.6) · 10−3

aus Konzaktanalyse (−0.9± 0.3) · 10−3 (−0.8± 0.9) · 10−3 (0.7± 0.9) · 10−3

Tabelle 4.6: Variationskoeffizient Übergang Gleiten-Haften X1 = Xgh

V arK(Xgh) in % N = 400 N N = 880 N N = 1750 N

weißes Rauschen 0.17 0.47 1.12

aus Kontaktanalyse 0.5 1.1 1.2
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Abbildung 4.47: Wahrscheinlichkeitsdichte von Xgh für verschiedene Normalkräfte N , wei-
ßes Rauschen
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Abbildung 4.48: Wahrscheinlichkeitsdichte von Xgh für verschiedene Normalkräfte N , aus
Kontaktanalyse

Gedämpftes System

Als nächstes wird wieder ein gedämpftes System untersucht. Für D = 0.17 sind die deter-
ministischen Phasendiagramme für N = 400 N, N = 880 N und N = 1750 N in Abbildung
4.49 zu sehen. Der Radius steigt mit höherer Normalkraft, und für N = 1750 N wird der
Grenzzyklus wieder erreicht.
Im stochastischen Fall, sowohl für weißes Rauschen, Abbildung 4.50, als auch für den Reib-
wert aus der Kontaktanalyse, Abbildung 4.51, sehen die Phasendiagramme ähnlich aus. Ob
der Grenzzyklus besteht oder die Phasenkurve sich auf die stationäre Lösung einschwingt,
hängt also wieder vom Dämpfungsmaß und der Normalkraft ab. In Abbildung 4.52 ist die
Wahrscheinlichkeitsdichte für N = 1750 N und D = 0.17 für weißes Rauschen und für
den Reibwert aus der Kontaktanalyse gezeigt. Auch hier wird deutlich, wie die Näherung
über weißes Rauschen die Varianz des Reibwerts unterschätzt. Bei den niedrigeren Normal-
kräften ist die Wahrscheinlichkeitsdichte gleich null. Ob das maximale Dämpfungsmaß, bei
welchem der deterministische Grenzzyklus noch besteht, genau mit dem bei stochastischem
Reibwert übereinstimmt, wird im nächsten Abschnitt untersucht.
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Abbildung 4.49: Phasendiagramm gedämpft, D = 0.17, deterministisch
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Abbildung 4.50: Phasendiagramm gedämpft, D = 0.17, weißes Rauschen
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Abbildung 4.51: Phasendiagramm gedämpft, D = 0.17, aus Kontaktanalyse
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Abbildung 4.52: Wahrscheinlichkeitsdichte von Xgh für N = 1750 N, D = 0.17
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4.3.2 Einfluss der Dämpfung

Deterministischer Reibwert

Das Systemverhalten des Reibschwingers hängt maßgeblich von der Normalkraft und dem
Dämpfungsmaß ab. In Abbildung 4.53 sind Phasendiagramme für eine Normalkraft N =
1400 N für verschiedene Dämpfungsmaße gezeigt (τ = 50). Für steigende Dämpfung ver-
kleinert sich der Radius des Grenzyklus, bis die Haftgrenze nicht mehr erreicht wird und
die Phasenkurve sich auf die stationäre Lösung einschwingt.

0 5 10

x 10
−3

−8

−6

−4

−2

0

2

4
x 10

−3

x
1
 [−]

x 2 [
−]

(a) D = 0.05

0 5 10

x 10
−3

−8

−6

−4

−2

0

2

4
x 10

−3

x
1
 [−]

x 2 [
−]

(b) D = 0.175

0 5 10

x 10
−3

−8

−6

−4

−2

0

2

4
x 10

−3

x
1
 [−]

x 2 [
−]

(c) D = 0.3

Abbildung 4.53: Phasendiagramm gedämpft, N = 1400 N, deterministisch

Es existiert ein maximales Dämpfungsmaß Ddmax bei welchem der Grenzzyklus noch be-
steht. Es ist abhängig von der Normalkraft. Um Ddmax zu ermitteln, ist in Abbildung 4.54a
das Verzweigungsdiagramm der Position xgh des Übergangs von Gleiten zu Haften über
den Dämpfungsmaßen für verschiedene Normalkräfte und für eine Simulationsdauer von
τend = 50 gezeigt. Zusätzlich ist auch die Anzahl dieser Übergänge Md über D in Abbil-
dung 4.54b dargestellt. Wieder wurde der Wert auf Null gesetzt, wenn der Grenzzyklus
nicht mehr besteht, das heißt die Haftgerade nicht mehr erreicht wird. Der Wert für xgh
steigt mit steigendem Dämpfungsmaß. Das maximale Dämpfungsmaß Ddmax bei dem sich
noch ein Grenzzyklus einstellt, steigt mit steigender Normalkraft.
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Abbildung 4.54: Xgh und Md für verschiedene N und D, deterministisch

Stochastischer Reibwert, weißes Rauschen

Bei der stochastischen Simulation gilt wieder, dass die Lösungscharakteristik nicht zwangs-
läufig jener der deterministischen Simulation entspricht. In Abbildung 4.55 sind die Pha-
sendiagramme mit denselben Systemparametern wie im deterministischen Fall gezeigt. In
diesem Fall hat die stochastische Trajektorie die gleiche Charakteristik wie die determinis-
tische. Ob dies immer der Fall ist, oder ob in Grenzfällen sich in einem Fall ein Grenzzyklus
ausbildet, im anderen Fall die stationäre Lösung schon attraktiv ist, wird auch hier am
Verzweigungsdiagramm für zehn Simulationen mit einer Dauer von je τ = 50 deutlicher.
In Abbildung 4.56a ist der Mittelwert von Xgh, in Abbildung 4.56b, dessen Standardab-
weichung und in Abbildung 4.56c der Mittelwert der Anzahl der auftretenden Wechsel
E[Ms] gezeigt. Auch hier gilt wie im deterministischen Fall, dass der Mittelwert E[Xgh]
für steigende Werte von D ansteigt bis die Haftgerade nicht mehr erreicht wird und der
Wert auf Null gesetzt wird. Der Grenzwert Dsmax, bei dem sich noch ein Zyklus einstellt,
liegt etwas niedriger als im deterministischen Fall.
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Abbildung 4.55: Phasendiagramm gedämpft, N = 1400 N, weißes Rauschen
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Abbildung 4.56: E[Xgh], σXgh , Mw für verschiedene N und D, weißes Rauschen

Um diesen Unterschied zwischen deterministischem und stochastischem Grenzwert besser
darzustellen, wird in Abbildung 4.57a wieder die Differenz der Anzahl der Wechsel

Mdiff = Md − E[Ms] (4.45)

aufgetragen. Wenn Mdiff = 0 gilt, stimmt die Anzahl der Übergänge im stochastischen Fall
und im deterministischen Fall überein. Im unsicheren Bereich, in dem sich die Lösungen
unterscheiden, ist Mdiff �= 0. Auch hier sieht man wieder eindeutig, dass dieser Bereich sich
bei größerer Normalkraft zu höheren Dämpfungswerten verschiebt. Wenn Mdiff < 0 wird,
ist im deterministischen Fall die stationäre Lösung bereits attraktiv, im stochastischen Fall
besteht der Grenzzyklus aber noch. Erst wenn Mdiff nach diesem Bereich erneut null wird,
stellt sich in beiden Fällen die stationäre Lösung ein.
Eine andere Gegenüberstellung ist der Quotient der Werte. Es wird betrachtet, wie viele
Grenzzyklen im stochastischen Fall bezogen auf den deterministischen Fall bestehen

Mquot =
E[Ms]

Md
. (4.46)

Diese Auswertung ist in Abbildung 4.26b gezeigt.
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Abbildung 4.57: Vergleich Ms, Md für verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse

Stochastischer Reibwert aus Kontaktanalyse

Ähnliche Ergebnisse liefern auch die Simulationen mit dem Reibwert aus der Kontaktana-
lyse, siehe Abbildung 4.58 bis 4.60. Am Beispiel in Abbildung 4.58b sieht man, dass hier in
manchen Durchläufen die Haftgrenze wieder erreicht wird, was im deterministischen Fall
und auch bei weißem Rauschen nicht der Fall ist.
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Abbildung 4.58: Phasendiagramm gedämpft, N = 1400 N, aus Kontaktanalyse

111



4 Reibungserregte Schwingungen

0.2 0.4 0.6
0

1

2

3

4

5
x 10

−3

D [−]

E
[X

g
h
] 

[−
]

 

 
N=680 [N]
N=1100 [N]
N=1400 [N]
N=1750 [N]

(a) E(Xgh)

0.2 0.4 0.6
0

0.5

1

1.5
x 10

−3

D [−]

σ
X

g
h

 [
−]

 

 
N=680 [N]
N=1100 [N]
N=1400 [N]
N=1750 [N]

(b) σXgh

0.2 0.4 0.6
0

2

4

6

8

D [−]

E
[M

s]

 

 
N=680 [N]
N=1100 [N]
N=1400 [N]
N=1750 [N]

(c) Anzahl Xgh

Abbildung 4.59: E[Xgh], σXgh , Ms für verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse
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Abbildung 4.60: Vergleich Ms, Md für verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse

Für die Simulation mit weiß verrauschtem Reibwert liegen die kritischen Dämpfungsmaße
niedriger als bei der Simulation mit einem Reibwert aus der Kontaktanalyse, da beim
weißen Rauschen die Varianz des Reibwerts unterschätzt wird. Erst die Simulation mit
dem Reibwert aus der Kontaktanalyse gibt zuverlässig Auskunft, das der Grenzzyklus mit
Sicherheit nicht mehr besteht.
Grundsätzlich gilt, dass im Grenzbereich geprüft werden muss, welcher der Grenzwerte der
höhere und damit der sichere ist.
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4.3.3 Einfluss der Anregung

Kleine Anregungsamplitude

Weiterhin wird der Einfluss der Anregung untersucht. In Abbildung 4.61 ist das Verzwei-
gungsdiagramm für N = 1100 N bei einer Anregungsamplitude von q = 5 · 10−5 für
verschiedene Anregungsfrequenzen η zu sehen und zwar in Abbildung 4.61a für weißes
Rauschen und in Abbildung 4.61b für den Reibwert aus der Kontaktanalyse. In schwarz
ist die deterministische Simulation für eine Simulationsdauer von τ = 50 dargestellt. In
grau sind die Ergebnisse der stochastischen Simulationen für zehn Simulationsläufe mit je
einer Simulationsdauer von τ = 50 aufgetragen. Hier ist wieder die größere Varianz der
Reibkraft aus der Kontaktanalyse zu sehen. Die stochastische Lösung verwischt in bei-
den Fällen das charakteristische Verhalten, und es kann nicht mehr unterschieden werden,
ob ein- oder mehrperiodische Lösungen vorliegen. Dies wird nochmal durch die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der stochastischen Simulation in Abbildung 4.63 verdeutlicht. Hier
ist nur die Wahrscheinlichkeitsdichte für weißes Rauschen gezeigt, das Ergebnis für den
Reibwert aus der Kontaktanalyse ist charakteristisch gleich, nur mit einer größeren Stan-
dardabweichung. Das Phasendiagramm in Abbildung 4.62 zeigt aber auch, dass wenn im
deterministischen Fall mehrperiodische Lösungen vorliegen, diese sehr nahe beieinander
liegen, so dass sie nicht zu unterscheiden sind. In Abbildung 4.64 ist der Mittelwert ’◦’
und die Standardabweichung ’++’, in der Form E[Xgh] ± σXgh , der stochastischen Werte
Xgh aufgetragen. Auch hier ist die Charakteristik nicht mehr zu erkennen. Dies gilt so-
wohl für den weiß verrauschten Reibwert, Abbildung 4.64a als auch für den Reibwert aus
der Kontaktanalyse, Abbildung 4.64b. Hier wird wieder deutlich, wie die Simulation mit
weißem Rauschen die Standardabweichung unterschätzt. Es besteht ein Faktor zwischen
der Standardabweichung der Simulation mit Reibwert aus der Kontaktanalyse und jener
mit weißem Rauschen bei allen η-Werten von ca. 2,5.
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Abbildung 4.61: Verzweigungsdiagramm, deterministisch (schwarz), weißes Rauschen
(grau) (zehn Simulationsdurchläufe), D = 5 · 10−6, N = 1100 N,
q = 5 · 10−5
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Abbildung 4.62: Phasendiagramm, deterministisch, D = 5 · 10−6, N = 1100 N, q = 5 · 10−5
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Abbildung 4.63: Normiertes Histogramm, weißes Rauschen, D = 5 · 10−6, N = 1100 N,
q = 5 · 10−5
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Abbildung 4.64: E[Xgh]± σXgh für N = 1100 N, q = 5 · 10−5

Größere Anregungsamplitude

Als nächstes wird eine größere Anregungsamplitude betrachtet. In Abbildung 4.66 ist das
Phasendiagramm für N = 1100 N bei einer Anregungsamplitude von q = 5 · 10−4 für ver-
schiedene Anregungsfrequenzen η zu sehen. Auch hier kann die Charakteristik der deter-
ministischen Simulation nicht mehr erkannt werden. Dies bestätigt wieder die Darstellung
des normierten Histogramms in Abbildung 4.67.
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Abbildung 4.65: Verzweigungsdiagramm, deterministisch (schwarz), weißes Rauschen
(grau) (zehn Simulationsdurchläufe), D = 5 · 10−6, N = 1100 N,
q = 5 · 10−4
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Abbildung 4.66: Phasendiagramm, deterministisch, D = 5 · 10−6, N = 1100 N, q = 5 · 10−4
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Abbildung 4.67: Wahrscheinlichkeitsdichte, weißes Rauschen, D = 5 · 10−6, N = 1100 N,
q = 5 · 10−4
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Es wird nur das Diagramm für weißes Rauschen gezeigt, da das für die Simulation mit
Reibwert aus der Kontaktanalyse bis auf die größere Standardabweichung vergleichbar
aussieht.
In Abbildung 4.68 ist wieder der Mittelwert und die Standardabweichung aufgetragen. Hier
folgen Mittelwert und Standardabweichung der Charakteristik der deterministischen Lö-
sung. Auch hier ist der Faktor zwischen Standardabweichung der Simulation mit Reibwert
aus der Kontaktanalyse und jener mit weißem Rauschen ca. 2.5.
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Abbildung 4.68: E[Xgh]± σXgh für N = 1100 N, q = 5 · 10−4

Lyapunov Exponent

Als nächstes wird der Lyapunov Exponent berechnet, um eine Aussage treffen zu können,
ob die Phasenkurven chaotisches Verhalten aufweisen. Für den deterministischen Reibwert
bei Anregungsamplituden q = 5 ·10−5 und q = 5 ·10−4 ist dieser in Abbildung 4.69, für den
stochastischen Reibwert mit weißem Rauschen in Abbildung 4.70 und für den Reibwert
aus der Kontaktanalyse in Abbildung 4.71 gezeigt.

Auch hier ist bei den meisten Anregungsfrequenzen η das Vorzeichen des Lyapunov

Exponenten für die beiden verschiedenen Anregungsamplituden gleich. Der entscheidende
Parameter für chaotisches Verhalten ist die Anregungsfrequenz η, nicht die Anregungsam-
plitude q.
Wenn ein Wert im Diagramm fehlt, sind die Werte für Xgh der Referenzsimulation und
der Vergleichssimulation exakt gleich.
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Abbildung 4.69: Deterministischer Lyapunov Exponent für verschiedene η und N ,
D = 5 · 10−6
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Abbildung 4.70: Stochastischer Lyapunov Exponent für verschiedene η undN ,D = 5·10−6,
weißes Rauschen
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Abbildung 4.71: Stochastischer Lyapunov Exponent für verschiedene η undN ,D = 5·10−6,
aus Kontaktanalyse

Der Vergleich von deterministischer zu stochastischer Simulation zeigt, dass das Verhalten
tendenziell gleich ist, es gibt aber Frequenzen, bei denen die stochastische Simulation
chaotisch ist, wohingegen die deterministische nicht. Der umgekehrte Fall tritt ebenso auf.
Es kann daher keine allgemein gültige Aussage über das Verhalten getroffen werden. Jede
Parameterkombination muss einzeln simuliert werden.
Der Vergleich der stochastischen Simulationen zeigt, dass beim weißen Rauschen durch
die kleinere Varianz, vor allem für eine größere Normalkraft, der Lyapunov Exponent
negativ ist, bei der Simulation mit dem Reibwert aus der Kontaktanalyse aber positiv.
Die Simulation mit weiß verrauschtem Reibwert führt also in manchen Fällen zu falschen
Aussagen.
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4.4 Zusammenfassung reibungserregte Schwingungen

In diesem Kapitel wird das dynamische Verhalten von Systemen untersucht, in denen die

zuvor betrachteten Reibpaarungen auftreten.

Für den Bremsbelag kann das Spektrum als konstant genähert werden und das er-

laubt, diesen konstanten Wert durch eine Modellfunktion zu schätzen. Innerhalb des

Gültigkeitsbereichs kann so für eine beliebige Normalkraft ein Spektrum ermittelt werden.

Beim Metallblech hingegen wird das Spektrum nicht gemittelt, sondern direkt das aus der

Kontaktanalyse benutzt. So stehen nicht für alle Normalkräfte Spektren zur Verfügung.

Um für jede Normalkraft ein Spektrum zu erhalten, müsste der Verlauf der Spektren

durch eine Funktion genähert werden und ein normalkraftabhängiger Zusammenhang

der beschreibenden Parameter dieser Funktion gesucht werden. Bei den Untersuchungen

in diesem Kapitel wird darauf geachtet, dass für die benutzten Normalkräfte Spektren

bekannt sind. Bei beliebigen Normalkräften würde jeweils das Spektrum der Normalkraft

mit der geringsten Abweichung benutzt, was zu Fehlern führen würde.

Bei der Simulation mit weißem Rauschen kann durch die Modellfunktion für die Standard-

abweichung innerhalb des Gültigkeitsbereichs jede Normalkraft ohne Fehler betrachtet

werden. Dies gilt sowohl für den Bremsbelag als auch für das Metallblech. Der Vergleich

der beiden stochastischen Simulationen zeigt, dass für den Bremsbelag, bei dem das

Spektrum zwar konstant aber nicht unendlich ist, es zulässig ist, das Rauschen als weißes

Rauschen zu simulieren. Diese Methode bringt enorme Vorteile, da die stochastische

Differentialgleichung mit analytischen Methoden weiter untersucht werden kann, und

die Rechenzeit der Simulation erheblich kürzer ist. Außerdem muss hier nicht beachtet

werden, ob die Position außerhalb des simulierten wegabhängigen Reibprozesses liegt, da

weißes Rauschen alle Positionen abdeckt. Beim Metallblech, bei dem das Spektrum nicht

konstant und nicht unendlich ist, wird durch eine Näherung über weißes Rauschen die

Varianz der Reibkraft unterschätzt und so kann es vorkommen, dass kritische Parameter

falsch ermittelt werden.

Das Systemverhalten des Reibschwingers wurde auf Einfluss der Normalkraft, der Dämp-

fung und der Anregung untersucht. Grundsätzlich kann gesagt werden, dass der Para-

metereinfluss für beide Reibpaarungen, Bremse und Metallblech, qualitativ ähnlich ist.

Eine steigende Normalkraft bewirkt unter anderem erhöhtes Rauschen der Reibkraft, was

wiederum zu verändertem Systemverhalten führen kann. Die wichtigste Frage bei Unter-

suchungen zu reibungserregten Schwingungen ist stets, ob der Stick-Slip Zyklus besteht.

Dies gilt es in den meisten Anwendungen zu vermeiden. Zur Beantwortung dieser Frage

reicht in Grenzfällen die deterministische Betrachtung nicht aus. Um sichere Aussagen

treffen zu können, muss, vor allem bei großen Normalkräften, eine stochastische Simulation

durchgeführt werden.
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Diese Arbeit untersucht die technisch relevante Frage nach dem Auftreten reibungsin-

duzierter Schwingungen. Dies wird anhand des klassischen Reibschwingers durchgeführt,

wobei der Reibwert stochastisch modelliert wird. Viele natürlich vorkommende Oberflächen

sind zufällig verteilt und damit auch ihr Reibwert. Zur korrekten Beschreibung müssen die

stochastischen Eigenschaften berücksichtigt werden. Dazu wird eine Kontaktanalyse an

optisch vermessenen Oberflächendaten durchgeführt. Aus den Oberflächendaten werden

zunächst die Asperiten ermittelt und ihre Höhe und Radien bestimmt. Bei elastischer

Verformung können mit dem Hertz’schen Kontaktmodell die Kontaktfläche und der

Kontaktdruck berechnet werden. Die Kontaktsituation wird für verschiedene Abstände

einer rauen, elastischen Oberfläche zu einer glatten, starren untersucht. Durch die un-

terschiedlichen Abstände ändern sich die Anzahl der in Kontakt befindlichen Asperiten

und die Tiefe der Eindringung und damit auch die Kontaktfläche und der Kontaktdruck.

Das Bowden-Tabor Modell definiert die Reibkraft als diejenige, die benötigt wird, um in

Kontakt stehende Asperiten abzuscheren. Damit berechnet sich die Reibkraft als Produkt

der Kontaktfläche mal Scherfestigkeit des Materials. Mit dieser Reibkraft und der Kon-

taktnormalkraft kann der Reibwert dieser Paarung bestimmt werden.

Da der vermessene Oberflächenanteil nur einem Ausschnitt aus dem tatsächlichen Bauteil

entspricht, wird die Oberfläche stochastisch vervielfältigt. Dazu wird eine Fouriertransfor-

mation der Oberflächendaten durchgeführt. Die Amplituden der Transformierten bleiben

erhalten, die Phasen werden durch passende Zufallszahlen ersetzt. Durch Rücktransfor-

mation ergeben sich stochastisch ähnliche Oberflächen. Diese Methode setzt voraus, dass

die Oberflächendaten normalverteilt sind. Dies trifft für die Oberfläche des Bremsbelags

voll zu, für die des Metallblechs in guter Näherung. Der abgenutzte Bremsbelag enthält

lediglich ein paar Furchen, die von der Normalverteilung abweichen, welche bei den sto-

chastisch ähnlichen Flächen, die von normalverteilten Daten ausgehen, nicht abgebildet

werden. Da die Furchen aber nie in Kontakt treten, ist diese Abweichung nicht relevant.

Andere Oberflächencharakteristika, wie die erkennbare Abnutzung des Bremsbelags in eine

Richtung, sind in der Amplitudenmatrix der Fouriertransformierten gespeichert. So haben

auch die stochastisch ähnlichen Oberflächen eine eindeutig anisotrope Ausrichtung. Beim

Metallblech ist die Verteilung der Oberflächenwerte nicht normalverteilt. Dies liegt ver-

mutlich daran, dass das Blech in seinem Originalzustand vermessen wurde, die Asperiten

also noch keine plastische Verformung erfahren haben. Durch die Fouriertransformation

wird daher eine etwas von der originalen Oberfläche abweichenden Asperitenverteilung

erzeugt.

Die hier durchgeführte statistische Auswertung der stochastisch ähnlichen Oberflächen

führt zu einer Aussage über Mittelwert und Standardabweichung des Reibwerts. Diese

Parameter sind abhängig von der Starrkörperverschiebung und damit auch dem Kon-
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taktdruck. Dieser Zusammenhang kann durch eine Modellfunktion geschätzt werden, so
dass für verschiedene Drücke ein stochastischer Prozess ermittelt werden kann. Die Ein-
schränkungen, dass elastischer Kontakt vorliegt und dass die Asperiten nicht miteinander
interagieren, beschränken den Zulässigkeitsbereich der Modellfunktion.
Durch Interpolation der Fouriertransformierten kann eine längere Oberfläche erzeugt
werden. Durch Verschieben der Realisierung, die so groß ist, wie die Originaloberfläche,
kann die Autokorrelationsfunktion und das Leistungsdichtespektrum berechnet werden.
Durch die Interpolation enthält die neu erzeugte Oberfläche größere Wellenlängen, die in
der originalen Oberfläche nicht vorhanden sind. Da diese aber kleinere Amplituden haben
als die maximale Wellenlänge der Originaloberfläche, haben sie keinen Einfluss auf die
Auswertung. Die Autokorrelationsfunktion zeigt, dass der Reibwert nicht korreliert ist,
was bestätigt, dass die zusätzlichen Wellenlängen die Auswertung nicht verändern.
Für das Spektrum gilt, dass es beim Bremsbelag als konstant genähert werden kann.
Damit kann auch für diesen konstanten Wert des Spektrums eine druckabhängige Mo-
dellfunktion ermittelt werden und so später für beliebige Drücke das konstante Spektrum
ausgelesen werden.
Beim Metallblech kann das Spektrum nicht als konstant gemittelt werden. Damit kann
auch keine Modellfunktion bestimmt werden. Für Drücke, die in der Kontaktanalyse nicht
berechnet wurden, liegt daher auch keine Information über das Spektrum vor. Es wird das
Spektrum des nächsten Drucks verwendet, was zu Abweichungen führt.
Als Ergebnis der Kontaktanalyse sind somit für beide Oberflächen Mittelwert, Stan-
dardabweichung und Spektrum ermittelt. Folglich sind alle Parameter bekannt, um den
Reibwert als stochastischen Prozess zu modellieren.
Trotz der genannten Einschränkungen und Berücksichtigen von nur einer möglichen
Ursache für Reibung liefern die Auswertungen gute Ergebnisse. Dies zeigen Vergleiche
mit anderen Simulationen und auch mit experimentellen Untersuchungen. Das ist eine
Bestätigung, dass in den untersuchten Fällen die Interaktion an den elastisch verformten
Asperiten die Hauptursache für die trockene Reibung ist.
Diese hier eingeführte Methode erlaubt die Berechnung eines stochastischen Reibprozesses
auf Basis der Mikroebene. Die Methode hat den Vorteil, dass sie sehr geringe Rechenzeit
benötigt.

Das vielfältige dynamische Verhalten des Reibschwingers wurde in den 1990er Jahren
von Popp und seinen Mitarbeitern detailliert untersucht. Sie bestätigten auch experi-
mentell den abfallenden Verlauf des Reibgesetzes, welcher vielfach verwendet wird. Die
Ursache dieser Geschwindigkeitsabhängigkeit ist bis heute noch nicht verstanden. Ideen
reichen von thermischen oder chemischen Änderungen in den Kontakten über den Einfluss
des Abriebs bis hin zu Schmierung durch den eingeschlossenen Luftspalt. Die benutzten
phänomenologischen Gesetze haben sich in der Vergangenheit durch Experimente validie-
ren lassen.

In dieser Arbeit wird der Reibwert als stochastischer und ebenfalls geschwindigkeits-
abhängiger Prozess modelliert. Damit soll untersucht werden, wie solch ein stochastischer
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Reibwert, das Schwingungsverhalten beeinflusst. Die Kontaktanalyse erzeugt einen band-

breitenbeschränkten Prozess. Beim Bremsbelag hat dieser ein konstantes Spektrum, beim

Metallblech fällt das Spektrum leicht ab. Um zu untersuchen, wie groß die Abweichung

zu weißem Rauschen ist, werden immer drei Simulationen verglichen: deterministisch, mit

weißem Rauschen und mit dem Reibwert aus der Spektralen Darstellung. Die Intensität

des weißen Rauschens berechnet sich druckabhängig aus der Varianz des Reibwerts aus

der Kontaktanalyse. So wird auch beim weißen Rauschen die Oberflächenbeschaffenheit

der Kontaktpartner berücksichtigt. Der Vergleich der beiden stochastischen Simulationen

zeigt, dass für den Bremsbelag, bei dem das Spektrum zwar konstant aber nicht unendlich

ist, es zulässig ist, das Rauschen als weißes Rauschen zu simulieren. Dies bringt enorme

Vorteile, da die stochastischen Differentialgleichungen zusätzlich mit analytischen Metho-

den untersucht werden können, und die Rechenzeit der Simulation erheblich kürzer ist.

Außerdem muss hier nicht beachtet werden, ob die Position außerhalb des simulierten

wegabhängigen Reibprozesses liegt, da das weiße Rauschen alle Positionen abdeckt. Beim

Metallblech, bei dem das Spektrum nicht konstant und nicht unendlich ist, wird durch

eine Näherung über weißes Rauschen die Varianz der Reibkraft unterschätzt und so kann

es vorkommen, dass kritische Parameter falsch ermittelt werden.

Der Mittelwert aus der statistischen Auswertung für den Reibwert ist druckabhängig. Dies

fließt in das Reibgesetz ein. Der Haftreibwert bleibt gleich, daher ändert sich die Steigung

der fallenden Reibkurve abhängig von Druck bzw. Normalkraft.

Für den rein selbsterregten Fall ist die wohl interessanteste Abhängigkeit die der Dämp-

fung, da bei großen Dämpfungsmaßen der Stick-Slip Zyklus nicht mehr existiert. Es

existiert ein maximales Dämpfungsmaß, bei dem sicher kein Grenzzyklus mehr vorliegt.

Dieses kann aber von deterministischer zu stochastischer Simulation verschieden sein.

Daher muss das Dämpfungsmaß für beide Fälle berechnet werden und nur der größere

Wert der beiden gibt Sicherheit, dass kein Grenzzyklus mehr besteht.

Wird zusätzlich äußere Anregung aufgebracht, kann die Phasenkurve ihre Charakteristik

ändern. Es treten mehrperiodische, quasiperiodische und sogar chaotische Lösungen auf.

Ist die Amplitude klein, ist der Effekt oft nicht zu erkennen. Bei größeren Amplituden

hingegen beeinflusst primär die Anregungsfrequenz das Aussehen der Phasenkurve. Der

Einfluss der Normalkraft und der Anregungsamplitude sind zweitrangig. Auch die Fra-

ge, ob die Lösung chaotisch ist, was anhand des Lyapunov Exponenten bestimmt wird,

hängt primär von der Anregungsfrequenz ab. Beim Vergleich von deterministischer zu

stochastischer Simulation stimmt der Lyapunov Exponent bei den meisten Parameterkom-

binationen überein. Es kann jedoch sein, dass bei bestimmten Anregungsfrequenzen die

stochastische Lösung chaotisch ist, die deterministische aber nicht. Der entgegengesetzte

Fall kann ebenfalls auftreten.

Der Parameter mit der größten Unsicherheit bei der Kontaktanalyse ist die maximale

Scherfestigkeit τmax an den Asperiten. Diese ist quasi nicht messbar. Zwar hat sich durch

zahlreiche Experimente ein Zusammenhang zu anderen Materialparametern etabliert,

aber das muss für jedes Material neu beurteilt werden. Vor allem bei so komplizierten

Materialkombinationen, wie dem Bremsbelag, ist dies eine Herausforderung. Da dieser

direkten Einfluss auf den Mittelwert des Reibwerts hat, ist es wichtig, die Ergebnisse mit
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5 Zusammenfassung und Ausblick

anderen Simulationen oder Experimenten zu vergleichen. Die Varianz der statistischen

Kontaktanalyse ist jedoch von diesem kritischen Parameter unabhängig. Die Varianz

ist für den stochastischen Prozess bei der Reibschwingersimulation der Parameter, der

die Information über die reale Oberflächenbeschaffenheit der Mikroebene beinhaltet. So

enthalten die Aussagen, die anhand der Reibschwingersimulation getroffen werden, eine

physikalische Grundlage und damit eine größere Sicherheit.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Simulationen mit stochastischem Reibwert

in Grenzfällen, bei denen sich die Lösungscharakteristik ändert, zusätzliche Informationen

liefern. Vor allem bei großen Normalkräften, die eine große Varianz der Reibkraft verur-

sachen, kann sich das Phasenportrait erheblich ändern. Im Fall des Bremsbelages ist es

nicht nötig, den Reibwert mit Hilfe der Spektralen Darstellung zu simulieren, sondern der

Prozess kann als weißer Prozess angenähert werden. Über die Intensität des Rauschens

enthält der Prozess in beiden Fällen die Information der Beschaffenheit der vermessenen

realen Oberfläche auf der Mikroebene. Im Falle des Metallblechs, bei dem das Spektrum

nicht konstant genähert werden kann, wird die Varianz der Reibkraft beim weißen Rau-

schen unterschätzt, und in manchen Fällen werden kritische Parameter falsch berechnet.

Im Falle des Metallblechs müssen daher die Simulationen mit der Spektralen Darstellung

durchgeführt werden, um verlässliche Aussagen treffen zu können.

Die hier gezeigte Methode kann durch weitere Arbeiten verbessert und erweitert werden.

Bei der Oberflächenanalyse hat sich gezeigt, dass die Oberflächendaten des Metallblechs

nicht normalverteilt sind. Die Methode mithilfe der Fouriertransformierten stochastisch

ähnliche Oberflächen zu erzeugen, produziert normalverteilte Höhen, wodurch eine Ab-

weichung der erzeugten Oberflächen zur originalen entsteht. Es existieren Methoden zur

Erzeugung nicht normalverteilter Datensätze. Mit solchen Methoden sollten Oberflächen

erzeugt werden, welche die Verteilung der Originaldaten haben, um die Abweichung zur

hier benutzten Methode zu beurteilen. Die Oberflächendaten des Metallblechs sind ver-

mutlich nicht normalverteilt, da die erste plastische Verformung der Asperiten noch nicht

stattgefunden hat. Um dies zu überprüfen, sollten benutzte Blechoberflächen vermessen

werden. Sind die Daten eines solchen Blechs normalverteilt, kann dafür wieder die hier

vorgestellte Methode verwendet werden.

Eine weitere Schwachstelle ist, dass die stochastisch ähnlichen Oberflächen aus nur einem

vermessenen Teilstück produziert werden. Um eine stochastisch zuverlässigere Aussage

treffen zu können, wäre es besser, an der Oberfläche eines Bauteils an verschiedenen Orten

optische Messungen durchzuführen.

Bei Simulation des stochastischen Reibschwingers können für interessante Teilbereiche

analytische Untersuchungen der stochastischen Differentialgleichungen durchgeführt wer-

den. Analytische Betrachtungen des Gesamtsystems sind jedoch durch die nichtglatten

Eigenschaften und die Parametererregung durch die Reibung schwierig.

Durch Experimente könnten verschiedene Aussagen validiert und dadurch Unsicherheiten

des Modells beseitigt werden. Die maximale Scherspannung der Materialien und das

verwendete Reibgesetz, insbesondere dessen Haftreibwert und die Steigung, sind solche

Parameter. Außerdem bietet die Methode die Möglichkeit, weitere Reibpaarungen und das

auftretende Schwingungsverhalten verschiedener anderer Oberflächen zu untersuchen.
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Diese Arbeit untersucht die technisch relevante 
Frage nach dem Auftreten reibungsinduzierter 
Schwingungen. Dies wird anhand des klassischen 
Reibschwingers durchgeführt, wobei der Reibwert 
stochastisch modelliert wird.

Viele natürlich vorkommende Oberflächen sind 
zufällig verteilt und damit auch ihr Reibwert. Zur 
korrekten Beschreibung müssen die stochastischen 
Eigenschaften berücksichtigt werden. Dazu wird 
eine Kontaktanalyse an optisch vermessenen Ober-
flächendaten durchgeführt. Die durchgeführte  
statistische Auswertung der Oberflächen führt zu  
einer Aussage über Mittelwert, Standardabwei-
chung und Spektrum des Reibwerts. Somit sind alle 
Parameter bekannt, um den Reibwert als stochasti-
schen Prozess zu modellieren, welcher die Oberflä-
chenbeschaffenheit berücksichtigt. 

Anschließend wird der Einfluss des stochastischen 
Reibwerts auf reibungsinduzierte Schwingungen 
anhand des klassischen Reibschwingers unter-
sucht. Für den rein selbsterregten Fall ist die wohl 
interessanteste Abhängigkeit, die der Dämpfung, 
da bei großen Dämpfungsmaßen der Stick-Slip  
Zyklus nicht mehr existiert. Es existiert ein maximales  
Dämpfungsmaß, bei dem sicher kein Grenzzyklus 
mehr vorliegt. Dieses kann aber von determinis-
tischer zu stochastischer Simulation verschieden 
sein. Daher muss das Dämpfungsmaß für beide 
Fälle berechnet werden, um mit Sicherheit sagen 
zu können, wann kein Grenzzyklus mehr besteht.
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