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Kurzfassung

Diese Arbeit untersucht die technisch relevante Frage nach dem Auftreten reibungsin-
duzierter Schwingungen. Dies wird anhand des klassischen Reibschwingers durchgefiihrt,
wobei der Reibwert stochastisch modelliert wird.

Viele natiirlich vorkommende Oberflichen sind zuféllig verteilt und damit auch ihr Reib-
wert. Zur korrekten Beschreibung miissen die stochastischen Eigenschaften beriicksichtigt
werden. Dazu wird eine Kontaktanalyse an optisch vermessenen Oberflichendaten durch-
gefithrt. Mithilfe des Greenwood-Williamson Modells wird die Kontaktfliche und die
Kontaktnormalkraft bestimmt und mit dem Bowden-Tabor Ansatz daraus die Reibkraft
berechnet.

Da der vermessene Oberflichenanteil nur einem Ausschnitt aus dem tatsachlichen Bauteil
entspricht, wird die Oberflache stochastisch vervielfaltigt. Dazu wird eine Fouriertransfor-
mation der Oberflichendaten durchgefiihrt. Die Amplituden der Transformierten bleiben
erhalten, die Phasen werden durch passende Zufallszahlen ersetzt. Durch Riicktrans-
formation ergeben sich stochastisch dhnliche Oberflachen. Die durchgefithrte statistische
Auswertung der stochastisch ahnlichen Oberflachen fithrt zu einer Aussage iiber Mittelwert,
Standardabweichung und Spektrum des Reibwerts. Somit sind alle Parameter bekannt,
um den Reibwert als stochastischen Prozess zu modellieren, welcher die Oberflachenbe-
schaffenheit berticksichtigt. Diese Kontaktanalyse wird an zwei Beispielen durchgefiihrt.
Anschliefend wird der Einfluss des stochastischen Reibwerts auf reibungsinduzierte
Schwingungen anhand des klassischen Reibschwingers untersucht. Die Kontaktanaly-
se erzeugt einen bandbreitenbeschréinkten Prozess. Um zu untersuchen, wie grofl die
Abweichung zu weiflem Rauschen ist, werden immer drei Simulationen verglichen: deter-
ministisch, mit weilem Rauschen und mit dem Reibwert aus der Kontaktanalyse. Die
Intensitdt des weiflen Rauschens berechnet sich aus der Varianz des Reibwerts aus der
Kontaktanalyse. So wird auch beim weiflen Rauschen die Oberflaichenbeschaffenheit der
Kontaktpartner beriicksichtigt.

Fir den rein selbsterregten Fall ist die wohl interessanteste Abhéangigkeit die der Damp-
fung, da bei groflen Dampfungsmafien der Stick-Slip Zyklus nicht mehr existiert. Es
existiert ein maximales Dampfungsmaf, bei dem sicher kein Grenzzyklus mehr vorliegt.
Dieses kann aber von deterministischer zu stochastischer Simulation verschieden sein.
Daher muss das Dampfungsmaf fiir beide Falle berechnet werden und nur der gréfere
Wert der beiden gibt Sicherheit, dass kein Grenzzyklus mehr besteht.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Simulationen mit stochastischem Reibwert
in Grenzféllen, bei denen sich die Losungscharakteristik dndert, zusétzliche Informatio-
nen liefert. Vor allem bei grofien Normalkriften, die eine groflie Varianz der Reibkraft
verursachen, kann sich das Phasenportrait erheblich &ndern.
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1 Einleitung

1.1 Motivation

Reibung ist in unserem alltaglichen Leben allgegenwértig. Ohne Reibung kénnten wir uns
weder laufend noch auf Rédern fortbewegen oder Gegenstinde greifen. In vielen Maschi-
nenelementen, wie Gleitlagern, Getrieben, Zylindern, uvm. wird versucht die Reibung zu
minimieren, da sie zu erheblichen Verlusten, zum Beispiel durch Warmeentwicklung oder
Abrieb, fiithrt.

In anderen Maschinenkomponenten wird hingegen gezielt Reibung genutzt, z.B. Keilrie-
mentriebe, Reibkupplungen oder Bremsen. Auch beim Klemmen, Schrauben oder Knoten
ist Reibung noétig, um die Funktion zu erfiillen.

Dynamische Analysen solcher Systeme miissen reibungserregte Schwingungen in Betracht
ziehen, die durch Reibung zwischen Kontaktpartnern entstehen kénnen. Reibungserregte
Schwingungen gehoren zur Kategorie der selbsterregten Schwingungen, die sich dadurch
auszeichnen, dass die Schwingungen ohne &uflere Anregung entstehen. Die Anregung
erfolgt durch eine innere Energiequelle, und die Frequenz und Amplitude sind abhingig
von den Systemparametern. Selbsterregte Schwingungen treten im Alltag z.B. beim Quiet-
schen von Kreide auf einer Tafel oder Knarren von Turscharnieren auf. Wéhrend diese
Phénomene primér stérend sind, kénnen sie in der Ingenieurspraxis z.B. beim Rattern
von Werkzeugmaschinen zu Qualitétseinbufien, beim Quietschen von Schienenfahrzeugen
zu erhohter Larmbelastung und beim Bremsenquietschen zu Unwohlsein des Fahrers bis
hin zu Sicherheitsproblemen fithren. Besonders die sogenannten Stick-Slip Schwingungen,
bei denen sténdig zwischen Haften und Gleiten hin und her geschaltet wird, verursachen
erhéhten Verschleifl der Kontaktpartner.

Reibpaarungen lassen sich in zwei grofle Kategorien einteilen. Zum einen gibt es ge-
schmierte Kontakte, bei denen die Schmierung den grofiten Einfluss auf den Reibwert
hat. Diese Kategorie ist nicht Gegenstand dieser Arbeit. Die zweite Kategorie beschreibt
trockene Reibpaarungen. Bei trockener Reibung spielen Materialpaarung, Oberflichenbe-
schaffenheit, duflere Belastung u.v.m. eine grofie Rolle. Abhéngig von diesen Parametern
ergibt sich die Kontaktfliche, welche meist die ausschlaggebende Grofie darstellt. In Kon-
takt stehende raue Oberflachen bertihren sich im Normalfall nur an den Rauigkeitsspitzen.
Diese sind stochastisch verteilt und daraus resultiert eine stochastische Schwankung des
Reibwerts, wenn sich zwei in Kontakt stehende Oberflachen relativ zueinander bewegen.

Das Beriicksichtigen des stochastischen Anteils des Reibwerts fithrt zu zuverléssigeren
Aussagen in den kritischen Gebieten, in denen sich die Losungscharakteristik dndert. Die
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Simulation von reibungserregten Schwingungen erleichtert die Vorhersage wéhrend der
Entwicklungsphase dynamischer Systeme mit Reibung. Es kann abgeschétzt werden, ob
Stick-Slip Schwingungen auftreten werden und durch welche Parameterdnderungen sie
verhindert werden kénnen.

1.2 Stand der Forschung

1.2.1 Ursachen fiir Reibung

Die ersten aufgezeichneten Untersuchungen zu Reibung gehen vermutlich auf LEONARDO
DA VINCI (1452-1519) zuriick. Er untersuchte unter anderem systematisch den Zusam-
menhang zwischen Masse und Reibwiderstand sowie scheinbarer Kontaktfliche und Reib-
widerstand und erkannte bereits die ersten beiden Reibgesetze, die heute mit AMONTONS
und CoULOMB in Verbindung gebracht werden:

e Die Reibung ist unabhéngig von der nominellen Fliche der Korper
e Die Reibung ist proportional zur Normallast

LEONARDO DA VINCI notierte einen Reibwert unabhingig von der Materialpaarung von
u = 1/4, was fiir die von ithm untersuchten Materialien ein sehr realistischer Wert ist.
AMONTONS ver6ffentlichte im Jahr 1699 vergleichbare Ergebnisse mit einem Reibwert von
u = 1/3. In dieser Zeit entstanden die ersten Vorstellungen zu rauen Oberflachen, Cou-
LOMB beschrieb 1785 ein Oberflichenmodell mit Verzahnungen, welche ineinander greifen
und deren Widerstand iiberwunden werden muss. Damit erklarte er auch die zwei Zustande
Haften und Gleiten. AuBerdem verdffentlichte er Uberlegungen zum Einfluss verschiedener
Materialien, Rauigkeit der Oberflache, Kontaktfliche, Normallast und Temperatur. Aus-
fithrliche Beschreibungen dieser Untersuchungen sind in [72], [6], [20] und [40] zu finden.
In dieser Zeit wurde als drittes Reibgesetz festgehalten:

e Die Reibung ist unabhéngig von der Geschwindigkeit

Dieses Gesetz wurde jedoch spater als nicht allgemeingiiltig widerlegt. Bei vielen Reibsitua-
tionen ist der Reibwert eine Funktion der Relativgeschwindigkeit der in Kontakt stehenden
Korper [33], [61], [73].

In moderneren Untersuchungen wurden weitere Einflussparameter gefunden, allen voran
die Schmierung. Aber auch bei trockenen Paarungen hingt die Reibung von mikrosko-
pischer Oberflachenbeschaffenheit, lokaler Kontakttemperatur, Steifigkeiten der Paarung,
elastischer oder plastischer Verformung der Asperiten, Kontaktfliche u.v.m. ab, [72], [9],
[54], [84].

BOWDEN und TABOR fiihrten in [10] ausfihrliche Untersuchungen zur Reibung unter an-
derem von Metallen durch und beschrieben die Mechanismen auf Basis der Ergebnisse.
Diese Mechanismen haben sich weitgehend bestétigt. Es wird bereits beschrieben, dass



1.2 Stand der Forschung

Kontakt nur an den Asperiten rauer Oberfliche auftritt und die tatséchliche Kontaktflé-
che ein Vielfaches kleiner als die nominelle Fliache ist. BOWDEN und TABOR argumen-
tieren daraufhin, dass an den Rauigkeitsspitzen hohe Kontaktdriicke entstehen, welche zu
plastischer Verformung fithren. Aulerdem wird beschrieben, dass bereits bei relativ nied-
rigen Geschwindigkeiten an den Kontaktstellen hohe Temperaturen auftreten, sogenannte
"Hot-Spots”, welche zum lokalen Erweichen oder Schmelzen des Materials und damit zum
Verschweiflen von Metallbriicken fiihren kénnen. Als Mechanismus der trockenen, metalli-
schen Reibung werden in [10] zwei Ursachen herausgehoben: die Furchenbildung und das
Abscheren der Metallbriicken. Die Furchenbildung spielt vor allem eine Rolle, wenn ein
harter Gipfel durch eine weiche Oberfliche pfliigt. Das Abscheren ist der dominante An-
teil, wenn zwei gleiche Materialien in Kontakt stehen oder das hartere Material weniger
rau ist. Bei beiden Mechanismen ist die Kontaktfliche ein entscheidender Faktor fiir die
GroBe der Reibkraft. Mit dieser Theorie kann auch die Annahme AMONTONS bestatigt
werden, dass die Reibkraft von der nominellen Flédche unabhéangig aber direkt proportional
zur Normallast ist. Mit der Annahme der plastischen Verformung kann die Kontaktfliche
A, durch A, = N/R, angenéhert werden, wobei N die Normallast und R, die Fliefispan-
nung des Materials beschreiben. Wenn davon ausgegangen wird, dass der Scheranteil der
dominante ist, berechnet sich die Reibkraft R mit R = A/Tnee WObel Ty, die tangential
zur Flache wirkende Spannung ist, welche benétigt wird, um die Verbindung abzuscheren.
Werden diese beiden Zusammenhénge eingesetzt, ergibt sich die Reibkraft zu

NTmam
R= . 1.1
i (1)

Tmar Und R, sind vom Material abhéngig, und so ist die Reibkraft direkt proportional
zur Normallast N. Dies gilt nur, wenn plastische Verformung vorliegt, da nur dann die
Kontaktfliche A, = N/R,, ist. Dies ist im Allgemeinen nur bei der initialen Belastung der
Fall. Anschlielendes Belasten fithrt zu einer elastischen Verformung der Rauigkeiten.
Auch bei elastischer Verformung kann jedoch ein proportionaler Zusammenhang zwischen
Kontaktflaiche A. und Normallast N bestimmt werden.

1.2.2 Berechnung der realen Kontaktflache

Es gibt viele Ansétze zur Berechnung der realen Kontaktfliche bei elastischem Kontakt.
Als Pionierarbeit gilt die Arbeit von HERTZ [35], in welcher der Zusammenhang zwischen
Kontaktflache und Anpresskraft einer Kugel auf einer flachen Oberflache aufgestellt wur-
de. Dieser Zusammenhang wurde mithilfe der Boussinesq Losungen fiir den Halbraum
aufgestellt. JOHNSON zeigt in [48] ausfithrlich die Rechnung fir die Verformung, welche
eine Kugel auf einer elastischen Oberfliche hervorruft. Fiir die Kontaktflache einer Kugel
auf einer Fliche gilt der Zusammenhang von A o« N?/3. Dies widerspricht den experi-
mentellen Beobachtungen, dass die Reibkraft, von der angenommen wird, dass sie direkt
proportional zur Kontaktflache ist, linear mit der Normalkraft wéchst.

ARCHARD und GREENWOOD & WILLIAMSON lieferten dazu in [3] und [31] die ersten
Erklarungen. ARCHARD argumentierte, dass Oberflichen nie wirklich glatt sind, sondern
Rauigkeiten auf verschiedenen Skalen besitzen. Diese modelliert er durch halbkugelférmige
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Asperiten, auf denen wieder halbkugelférmige Asperiten mit kleineren Radien sitzen und
so weiter. Dies ist eines der ersten fraktalen Modelle. Es wird gezeigt, dass der Exponent
von Skala zu Skala sich der Eins nahert. Schon bei drei Asperitenebenen mit verschiedenen
Radien (R; << Ry << R;) berechnet ARCHARD einen Zusammenhang von A o N.
GREENWOOD und WILLIAMSON argumentieren ebenso, dass eine Oberfléche nie ideal glatt
ist, aber modellieren diese stochastisch. Sie besteht aus vielen Asperiten mit kugelférmiger
Spitze von gleichem Radius, welche aber unterschiedliche Héhen haben. Bei Gauf’scher
Verteilung dieser Hohen ergibt sich ein nahezu linearer Zusammenhang zwischen Kontakt-
fliche und -kraft. Dieses Modell geht davon aus, dass die Asperiten so weit auseinander
liegen, dass sie nicht interagieren. Das ermdoglicht eine Berechnung des Hertz’schen Kon-
takts an jedem einzelnen Asperiten und die Gesamtfliche und -kraft berechnet sich aus
der Summe dieser. BusH und GIBSON erweiterten das Greenwood- Williamson Modell
in [14] um elliptische Asperiten mit verteilten Halbachsen. CIAVARELLA veréffentlichte
2008 zusammen mit GREENWOOD und PAGGI [16] einen Vorschlag, wie die Interaktion
der Asperiten im Greenwood- Williamson Modell berticksichtigt werden kann. All diese
Modelle bestitigen bereits die experimentellen Beobachtungen, dass die Kontaktflache
proportional zur Normalkraft ist. Die verwendeten Oberflichen haben stochastisch Gaujs
verteilte Asperiten. Dies ist eine theoretische Annahme und bezieht sich nicht auf reale
Oberflachen.

Das Ziel der Autoren ist es mit immer realistischeren Oberflachenmodellen den experimen-
tellen Ergebnissen ein Stiick ndher zu kommen. Der néchste Schritt ist die Modellierung
der Rauigkeiten durch Fraktale. Eines davon ist das Weierstrassprofil. Dieses besteht aus
tiberlagerten, selbstaffinen Sinus-Wellen. MAJUMDAR und BHUSHAN zeigen in [62] fiir
elastisch-plastischen Kontakt rauer Oberflichen den Zusammenhang zwischen Normallast
und Kontaktfliche N ac AG=P)/2 wobei D die fraktale Dimension ist, welche nach Messun-
gen zwischen 1 und 2 liegt. CIAVARELLA ET AL. zeigen in [15], dass es eine Untergrenze der
raumlichen Auflésung, eine kleinste Skala, gibt, um realistisches physikalisches Verhalten
abzubilden. Liou und LIN modifizieren in [58] das Greenwood- Williamson Modell so, dass
der Asperitenradius und deren Anzahl nicht mehr konstant sind, sondern von der fraktalen
Dimension der Oberflichen abhéngen. Diese wiederum &ndert sich bei unterschiedlichem
Abstand der Oberflachen zueinander. Diese Untersuchungen benutzen kiinstlich generierte
Oberflaichenmodelle, die ithren Ursprung in real gemessenen Oberflachen haben.

Ein weiterer Ansatz wird von TIAN und BHUSHAN in [88] vorgestellt. Hier wird gezeigt,
dass der Kontaktdruck derjenige ist, bei dem die komplementéire potentielle Energie
minimal ist. Dies wird mithilfe des Variationsprinzips aus der Energie im statischen
Gleichgewicht berechnet. Auch hier wird die Boussinesq’sche Halbraumlosung benutzt.
Zur Berechnung ist es notig das Gebiet zu diskretisieren. Die Auswertung des Varia-
tionsprinzips liefert dann die diskrete Elemente, welche in Kontakt stehen und deren
Kontaktdruck. Die Kontaktfliche berechnet sich durch Addieren der in Kontakt stehenden
diskreten Elemente. WILLNER verwendet diese Methode in [96], [30] und [97] zur Berech-
nung der Kontaktparameter fraktaler Oberflichen. Die Informationen fiir die fraktalen
Oberflaichen wurden aus vorherigen Untersuchungen gewonnen. Diese Ansétze ndhern
sich schon den Finite-Element-Methoden. HYUN ET AL. zeigen in [47] eine vollstandige
Finite-Elemente Analyse von Kontakten zwischen einer rauen, selbstaffinen Oberfliche
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und einer glatten. Zwischen den Flachen gilt eine Undurchdringlichkeitsbedingung. Die
Knoten an den Oberflichen werden in Master und Slave Knoten eingeteilt. Das Ver-
fahren berechnet die Verschiebung der Knoten zunéchst ohne die Kontaktbedingungen
einzuhalten. In einem Korrekturschritt wird dann die Verschiebung unter Einhaltung der
Undurchdringlichkeitsbedingung nachgebessert. So wird ein statisches Gleichgewicht bei
einer bestimmten Kraft berechnet, aus welchem die Kontaktkrafte bestimmt werden kon-
nen. Die Kontaktfliche wird dann durch Addieren aller zugehorigen diskreten Flachen der
eindringenden Knoten berechnet. Die Verfahren zur Kontaktdetektierung und Berechnung
der Kontaktkrifte wird unter anderem in WRIGGERS [98] oder WILLNER [95] ausfiihrlich
behandelt.

Die fraktalen Oberflaichen werden anhand der Strukturfunktion und des Spektrums
realer Oberflichen generiert. Diese generierten Oberflachen entsprechen einzelnen Rea-
lisierungen. Die Verfahren mit diskreten und mit finiten Elementen haben gemeinsam,
dass sie sehr rechenzeitintensiv sind. Um statistische Auswertungen durchfiihren zu
konnen, um so Aussagen tber Mittelwert, Varianz und Spektrum bzw. Korrelation der
Kontaktflache treffen zu kénnen, miissen viele Realisierungen untersucht werden. Dies
bedarf eines Verfahrens, das mit geringem Rechenaufwand Kontaktanalysen vieler Ober-
flichen durchfithren kann. Ein solches Verfahren wurde in der Literatur bisher noch nicht
vorgestellt.

1.2.3 Reibungserregte Schwingungen

In der Dynamik kann Reibung zu reibungserregten Schwingungen und im besonderen
zu Stick-Slip Schwingungen fithren. Reibungserregte Schwingungen werden durch einen
geschwindigkeitsabhéngigen Reibwert verursacht. Dieser Effekt tritt vor allem bei ge-
schmierten Kontakten auf. Dort wird er mit dem Ubergang von trockenem Kontakt zu
Mischkontakt, also der Ausbildung des Schmierfilms in Verbindung gebracht, [4], [18].
Das Phénomen tritt aber auch bei rein trockenem Kontakt auf. Es wird in verschiedenen
Gebieten der Wissenschaft, z.B. Tribologie, Chemie, Physik untersucht, ist jedoch bis
heute nicht vollstandig verstanden. Verschiedene Ursachen werden in der Literatur disku-
tiert, unter anderem der Einfluss von Abrieb [71], [66] oder Ausbildung eines Schmierfilms
infolge des eingeschlossenen Luftspalts. Mit Hilfe vieler Messungen und experimentellen
Auswertungen ist es gelungen, Reibgesetze phdnomenologisch sehr gut zu beschreiben.
Viele ingenieursbasierte Arbeiten in der Literatur nutzen diese Gesetze zur Untersuchung
reibungsinduzierter Schwingungen und Stick-Slip Schwingungen mit Hilfe des Modells
eines deterministischen Reibschwingers, einem Ein-Massen-Schwinger auf einem Band.
Dieses einfache Modell weist bereits zahlreiche Effekte der nichtlinearen Dynamik auf, wie
der Ubergang von stationiren Losungen zu periodischen bis hin zum Chaos.

In [37] wird das Bestehen des Stick-Slip Grenzzykluss anhand einer Automobilbremse
untersucht und mit Experimenten abgeglichen. In [40], [42], [85], [86], [41] und [70] wurden
anhand verschiedener Reibschwingermodelle viele Parametereinfliissse untersucht. Dazu
wurden Ein- und Mehrfreiheitsgradsysteme betrachtet bis hin zu Schwingungen eines
Kontinuums, welches durch Reibung angeregt wird. Validiert wurden die Simulationen
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mit Experimenten verschiedenster Materialkombinationen. In [26] werden Niaherungen fiir
die Reibkurve gefunden, so dass der Grenzzyklus analytisch bestimmt werden kann. In
[59], [57], [60] und [89] werden verschiedene Losungsbifurkationen des eindimensionalen
Reibschwingers, bei Selbst- und Fremderregung, abhéngig von relevanten Systemparame-
tern untersucht.

Zur Untersuchung dieser Modelle sind die Grundlagen der nichtlinearen Dynamik, wie
Stabilitat, Bifurkationen und der Beschreibung von Chaos wichtig. Grundlagenbiicher zu
diesen Themen sind z.B. [33], [61], [51], [69], [68], [87], [27]. Modelle fir reibungserregte
Schwingungen zahlen zu einer Untergruppe der nichtlinearen Dynamik, der nichtglatten
Systeme, welche ausfithrlich unter anderem in [56], [55] behandelt werden. Speziell die
Stabilitat nichtglatter Systeme wird in [64] untersucht.

Viele experimentelle Arbeiten zeigen zudem, dass der Reibwert stochastisch ist [40], [85],
[70]. Zur Untersuchung stochastischer Systeme werden daher auch Kenntnisse in stochas-
tischer Stabilitat bzw. Momentenstabilitdt benotigt [99], [75], [49], [17], [83].

Die Effekte stochastischer Anregung auf nichtglatte Systeme werden unter anderem in
folgenden Arbeiten untersucht. In [44] wird an allgemein formulierten nichtglatten Sys-
temen gezeigt, dass bei additivem Rauschen mit kleinen Amplituden die Uberginge an
Bifurkationspunkten geglattet werden. Damit kann die Bifurkation bei einem kleineren
Parameterwert auftreten als beim deterministischen System. Bei stdrkerem Rauschen kon-
nen zusétzliche Bifurkationen auftreten, die im deterministischen System nicht existieren.
In [46] werden Mehrfreiheitsgrad-Systeme mit Stof}; angeregt durch Gauf$’sches weifes
Rauschen, untersucht. Es wird die exakte stationdre Loésung fiir ein dissipatives, sto-
chastisch angeregtes, hamiltonisches System bestimmt. Anhand eines Zwei-Freiheitsgrad
Modells wird die Losung welche mit dieser Methode bestimmt wurde mit einer durch
stochastische Mittelwertbildung genidherten Losung verglichen. In [24] und [23] wird ein
Duffing-Schwinger mit Stof, angeregt durch additives Gaufi’sches Rauschen, untersucht.
In [24] werden Wahrscheinlichkeitsdichten fir Energie, Verschiebung und Geschwindigkeit
mithilfe einer quasi konservativen Mittelwertbildung bestimmt und diese mit Ergebnissen
der Monte Carlo Simulation verglichen. In [23] wird fiir das selbe System der Lyapunov
Exponent bestimmt. Der Vergleich zwischen stochastischer und deterministischer Aus-
wertung zeigt, dass bei leichtem Rauschen, der Lyapunov Exponent schwankt, aber eine
Mittelwertbildung noch moglich ist. Die Uberginge von periodischer Losung zu Chaos
sind geglittet aber konsistent mit den deterministischen.

Ein stochastisch angeregter Reibschwinger wird in [25] behandelt. Hierbei wird sowohl
der Reibwert als auch die relative Geschwindigkeit mit additivem Gauff’schen weiflen
Rauschen modelliert. Es werden Untersuchungen an Ein-, Zwei- und Dreifreiheitsgrad-
Systemen durchgefiihrt. Diese zeigen, dass das Systemverhalten sich durch das Rauschen
andern kann. In [8] werden Stick-Slip Schwingungen auf Basis eines Reibwerts analysiert,
welcher von der Oberflichenrauigkeit abhéangt. Die Kontaktfliche wird bestimmt durch
die Asperiten, die sowohl an ihrer Spitze als auch an ihren Flanken in Kontakt stehen. Das
Reibmodell berticksichtigt Deformation der Asperiten und Adhésion an diesen. Die Aspe-
riten und deren Flanken werden als Gauf’sch verteilte Zufallszahlen modelliert. Es wird
untersucht, in welcher Bandbreite der Bandgeschwindigkeit ein Stick-Slip Zyklus besteht
und wie diese Bandbreite von der Oberfliche abhangt. Aktuelle Arbeiten, die den Einfluss
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rauer Oberflichen auf die Reibung untersuchen, sind z.B. [22] und [21]. In [22] schwingt
eine Masse tangential iiber eine Platte mit rauer Oberfliche. Die Oberflachenschwankun-
gen bewirken eine Fufipunktanregung des schwingenden Systems, und die Kontaktstelle
wird durch eine Feder-Dampfer Kombination modelliert. Von Interesse sind hier die ver-
tikalen Schwingungen, die die Masse aufgrund der Oberflichenrauigkeiten ausfiithrt. Die
Untersuchungen wurden mit Experimenten validiert. In [21] wird ein physikalisch basiertes
Reibmodell vorgestellt und dieses auf einen einfachen Ein-Massen-Schwinger mit Reibung
angewandt. Das Reibmodell benutzt das klassische Greenwood-Williamson Modell mit
Hertz Kontakt an Gauf verteilten Asperiten, um die Reibkraft zu ermitteln. Dieses Modell
wird verwendet, um Abrieb in Verbindungsstellen zu berechnen.

Die meisten Arbeiten, die den Reibwert stochastisch modellieren, nehmen an, dass es
sich um weifles Rauschen handelt. In der Literatur fehlen Arbeiten, die den Riickschluss
auf die Mikroebene ausfiihren, um zu zeigen, wie sich reale Oberflachenrauigkeiten auf
die stochastischen Eigenschaften des Reibwerts auswirken und ob die Annahme eines weif3
verrauschten Reibwerts zuléssig ist. Anhand eines solchen Reibwerts konnen verschiedene
Parametereinfliisse untersucht werden. Von grofiter Bedeutung ist, ob der Stick-Slip Zyklus
besteht.

1.3 Thema und Aufbau der Arbeit

Wie in den vorherigen Kapiteln gezeigt, ergibt sich aus der Literatur die Fragestellung, ob
es zuléssig ist, den Reibwert weifl verrauscht zu modellieren bzw. wie sich Oberflichento-
pologien auf die stochastischen Eigenschaften des Reibwerts auswirken.

Um die Mikroebene einzubeziehen, miissen Oberflichen auf Basis gemessener Spektren
erzeugt werden. Abhéngig von solch einer Oberfliche konnen dann die Kontaktflache und
Kontaktkrifte ermittelt werden. Solche generierten Oberfléichen werden in der Literatur
héufig zur Kontaktanalyse mit diskreten oder finiten Elementen benutzt. Diese Verfahren
haben den Nachteil, dass sie sehr groie Rechenzeiten benétigen. Aus diesem Grund wird in
dieser Arbeit ein Verfahren zur Kontaktanalyse entwickelt, welches sich durch eine geringe
Rechenzeit auszeichnet. So kénnen viele Oberflachenrealisierungen analysiert werden, um
Mittelwert, Varianz und Spektrum bzw. Korrelation der Kontaktparameter und damit des
Reibwerts zu bestimmen.

Ziel dieser Arbeit ist es, reibungserregte Schwingungen mit einem stochastischen Reibwert,
welcher mithilfe der entwickelten Methode die Oberflachenbeschaffenheit der Reibpaarung
auf der Mikroebene berticksichtigt, zu untersuchen. So wird der Effekt der Mikroebene auf
das dynamische Verhalten in der Makroebene abgebildet.

Der Aufbau der Arbeit ist in Abbildung 1.1 schematisch dargestellt. Es wird zunéchst
eine Kontaktanalyse anhand gemessener rauer Oberflaichen durchgefithrt. Daraus kann
das Spektrum des stochastischen Reibwerts gewonnen werden, welches direkt von der
Beschaffenheit der Mikroebene abhangt. Mithilfe dieses Spektrums wird ein stochastischer
Reibwert erzeugt und mit diesem Schwingungen auf der Makroebene anhand des Reib-
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schwingers untersucht.
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Abbildung 1.1: Aufbau der Arbeit: Kontaktanalyse gemessener Oberflichen — stochasti-
scher Reibwert — Reibschwingeruntersuchungen mit stochastischem Reib-
wert — Einfluss der Mikroebene auf dynamisches Verhalten der Makro-
ebene z.B. anhand Phasendiagramm

In Kapitel 2 werden zunéchst die benétigten Grundlagen der Stochastik und der Kontakt-
mechanik vorgestellt.

Bei den stochastischen Grundlagen wird besonderer Fokus auf stochastische Prozesse
und Spektraldarstellung gelegt. Diese Methoden werden benutzt, um den Reibwert als
stochastischen Prozess zu beschreiben.

In den Grundlagen der Kontaktmechanik werden die in dieser Arbeit verwendeten Modelle
vorgestellt. Dazu gehoren das Hertz’sche Kontaktmodell zur Berechnung der Kontakt-
fliche bei elastischer Verformung. AuBerdem wird das Greenwood-Williamson Modell
zur Berechnung der Kontaktfliche bei stochastisch verteilten Kontaktstellen erléutert.
Der Bowden-Tabor Ansatz, welcher benutzt wird um die Reibkraft zu bestimmen, wird
ebenfalls vorgestellt.

In Kapitel 3 wird fiir zwei vermessene Oberflichen der stochastische Reibwertprozess
bestimmt. Dafiir werden zunéchst stochastisch dhnliche Oberflachen erzeugt. Es wird eine
Fourieranalyse der Oberflachendaten durchgefiihrt, die Amplituden bleiben erhalten, doch
die Phasen werden durch passende Zufallszahlen ersetzt. Mit dem Greenwood- Williamson
Modell kann fiir diese Oberflichen die Kontaktflache und -kraft und mit dem Bowden-
Tabor Ansatz daraus der stochastische Reibwert berechnet werden.

Durch Interpolieren der Fouriertransformierten, kann die Oberfliche vergrofert werden
und durch stiickweises Auswerten das Leistungsdichtespektrum des Reibwerts ermittelt
werden. Daraus kann mit Hilfe der spektralen Darstellung der Reibwert als stochastischer
Prozess modelliert werden.

Als praktische Beispiele werden diese Auswertungen fir die Oberfliche eines benutzten
Bremsbelags in Kapitel 3.2 und fiir die eines gewalzten Metallblechs aus Stahl DC04 in
Kapitel 3.3 durchgefiihrt.
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In Kapitel 4.1 wird der Reibschwinger vorgestellt. Zunéchst werden das Modell und
das benutzte numerische Integrationsverfahren erklért. Anschliefend werden die Verande-
rungen der Gleichung durch den stochastischen Reibwert hervorgehoben.

In Kapitel 4.2 und 4.3 werden die reibungserregten Schwingungen anhand der Beispiele
Bremsbelag und Metallblech untersucht. Zum Vergleich werden immer drei Simulation
durchgefiihrt:

e deterministischer Reibwert
e weill verrauschter Reibwert
e Reibwert aus Kontaktanalyse

Die Einfliisse der verschiedenen relevanten Parameter wie Normalkraft, Dampfung und
Anregung werden betrachtet und im jeweiligen Grenzfall der Unterschied zwischen deter-
ministischer und stochastischer Simulation hervorgehoben.

Die Arbeit schlieft mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick.






2 Grundlagen

Eine Oberflache besteht aus stochastisch verteilten Asperiten. Zur Behandlung dieser wer-
den die Grundlagen der Stochastik benétigt. Die Oberflichendaten werden durch eine
Fourieranalyse genauer beschrieben. Die Fouriertransformation und die Spektrale Darstel-
lung dienen auferdem dazu, stochastisch dhnliche Oberflachen zu erzeugen. Diese werden
benutzt um eine statistische Kontaktanalyse durchzufithren. Fiir diese Kontaktanalyse sind
die Grundlagen der Kontaktmechanik Voraussetzung. Es wird vor allem das benutzte Hertz
Modell und das Greenwood- Williamson Modell, welches zur Berechnung von Kontaktfl&-
che und -kraft benutzt wird und das Bowden-Tabor Modell, welches zur Berechnung der
Reibkraft benutzt wird, vorgestellt.

2.1 Stochastik

Die Stochastik beinhaltet die Teilgebiete Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik und ist
keine Naturwissenschaft, sondern vielmehr eine Theorie zur Modellierung. Die hier aufge-
fihrten Grundlagen basieren auf [29], [76], [28]. Hier und in vielen anderen Grundlagen-
biichern kann weiteres zu diesem Thema nachgelesen werden.

Zunachst muss der Ereignisraum definiert werden. Im Ereignisraum ¢ sind alle mogli-
chen Ergebnisse & eines Versuches zusammengefasst. Einelementige Ereignisse £ werden
Elementarereignisse genannt. Eine Teilmenge A¢ an Elementarereignissen ist ebenfalls ein
Ereignis. Fir die Teilmengen gelten die Rechenregeln der Mengenlehre. Die leere Menge ()
und der Ereignisraum € sind ebenfalls Ereignisse und werden als unmdogliches und siche-
res Ereignis bezeichnet.

Weiterhin wird der Begriff der o-Algebra eingefiihrt. Eine Familie von Teilmengen B von
)¢ bezeichnet man als o-Algebra auf Q¢, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

° Qg € %
e Ace®B — A e®B  (wobei A¢ das komplementire Ereignis zu A ist)
o fiir die Folge Ag; gilt U; A¢; € B

Als Wahrscheinlichkeitsmafl wird nach den Kolmogorovschen Axiomen eine Funktion P
bezeichnet, welche folgende Eigenschaften besitzt:

o P(Q) =1

e fiir paarweise disjungierte Ereignisse gilt P (3;(A¢)) = >; P(A¢t)

11
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Zwei Ereignisse heiflen statistisch unabhéngig voneinander, wenn

P(Ag1 U Ag) = P(Aa1) P(Ag2) (2.1)
gilt.

2.1.1 Zufallsvariablen

Werden den zufélligen Ereignissen £ reelle Zahlenwerte X (§) zugeordnet, heilen diese X (&)
Zufallsvariablen. Fiir eine Zufallsvariable X (¢) lisst sich die Verteilungsfunktion Py (x) mit

Px(2) = P(€ ¢ Q¢ : X(§) <) (2.2)

bestimmen, welche die folgenden Eigenschaften hat:

o Py(z) >0

e Py(—00) = 0 und Px(cc) = 1

o Py(z=a)< Px(z=b)fira<bh

o Py(z=b)— Px(z =a) = Pla < X(€) <b)

Ist eine stetige Verteilungsfunktion Py (z) im Intervall (—oo, c0) differenzierbar, so heifit
die Ableitung

px(a) = X0 (23)

Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion oder einfach Dichtefunktion und besitzt die Eigenschaf-
ten:

e px(z) >0
o [Zepx(z)dz =1
Eine der wichtigsten Verteilungen ist die sogenannte Gaujf§’sche Verteilung oder Normal-

verteilung. Die Dichtefunktion hat die Form

1 _(E—HX)Z

px(x) = me 2% (2.4)

mit den Parametern Mittelwert py und Streuung o%. Eine weitere wichtige Verteilung ist
die Gleichverteilung, welche in einem Wertebereich die gleiche Wahrscheinlichkeit hat und
auflerhalb dieses Bereiches die Wahrscheinlichkeit Null.

12
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Ist die Verteilung einer Zufallsvariablen X () nicht genau bekannt, kann diese tiber die
stochastischen Momente charakterisiert werden. Ist f (X (& )) eine Funktion der Zufallsva-
riablen X (§), dann ist der Erwartungswert dieser Funktion

BIf 0] = [ f@)px(a)da. (2.5)

Die Momente einer Zufallszahl sind bestimmte Erwartungswerte. Das Moment k-ter Ord-
nung der Zufallsvariablen X (§) berechnet sich durch

(oo}

my, = E[X(€)"] = / 2*px (z)de. (2.6)

—00

Die zwei wichtigsten Momente sind der Mittelwert

px = BIX(E)] (2.7)

und die Varianz

0% = BI(X(§) — nx)?], (2.8)

deren Wurzel

ox = \Jo% (2.9)

Standardabweichung genannt wird.
Um die Abhéngigkeit zweier Zufallsvariablen X;(§) und X5(¢) zu beurteilen, kann ihre
Kovarianz

cov(X1(§), Xa(€)) = Kx,x, = B[(X1(€) — px, ) (X2(€) — pixs)] (2.10)
verwendet werden. Diese kann mit den beiden Standardabweichungen zur Korrelation

cor(X1(£), X2(8)) = Ry, x, = Kx, x,

(2.11)
UX10X2

normiert werden. Wenn die Kovarianz bzw. die Korrelation zweier Zufallszahlen verschwin-
det, sind sie unkorreliert.

13
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2.1.2 Stochastische Prozesse

Ist eine Zufallsvariable von einer deterministischen Grofie, wie z.B der Zeit oder dem Ort
abhéangig, wird dies stochastischer Prozess genannt. Als Beispiel wird eine Abhéngigkeit
von der Zeit gewéhlt, der Prozess wird dann mit X (§,¢) oder kurz X (t) bezeichnet. Zu
jedem festen Zeitpunkt ¢y ist X (&, o) eine Zufallsvariable. Fur jeden festen Zufallspara-
meter & wird der Prozess eine deterministische Zeitfunktion X (&p,t), die Realisierung
genannt wird. Genau wie bei den Zufallsvariablen kénnen auch fiir Prozesse Momente und
Kovarianz bzw. Korrelation berechnet werden:

px(t) = E[X(E,1)], (2.12)
ox(t)* = B[(X (&) — nx(t))], (2.13)
Kx,x,(t t2) = E[(Xy(t) = px, (01))(Xa(t2) = px, (t2))]; (2.14)
Ry, x,(t, t2) = E[X1(1) Xa(t2)]. (2.15)

Handelt es sich bei X;(¢) und X5(¢) um unterschiedliche Prozesse, werden Ky, x,(t1,t2)
und Ry, x,(t1,12) als Kreuzvarianz- bzw. Kreuzkorrelationsfunktion bezeichnet. Wird nur
ein Prozess untersucht gibt K, x, (t1,t2) bzw. Rx, x, (t1,t2), die sogenannte Autovarianz-
bzw. Autokorrelationsfunktion Auskunft dartiber, wie der Wert des Prozesses zum Zeit-
punkt t; von dem zum Zeitpunkt ¢ abhéngt.

Stochastische Prozesse lassen sich weiterhin nach verschiedenen Kriterien einteilen:

Stationaritit: Als stationdr wird ein Prozess bezeichnet, dessen Mittelwert nicht zeit-
abhéangig und dessen Autokorrelationsfunktion nur von der Zeitdifferenz 7 = t5 — 4
abhéangt.

Ergodizitat: Als ergodisch wird ein Prozess bezeichnet, der stationédr ist und bei dem
eine Realisierung die gesamte stochastische Information enthalt. Dies bedeutet, dass die
Mittelung einer Realisierung iiber einem Zeitabschnitt (Zeitmittel) gleich der Mittelung
tiiber viele Realisierungen zu einen festen Zeitpunkt (Ensemblemittel) ist. Der Nachweis
der Ergodizitét ist oft schwierig, da dazu der stochastische Prozess analytisch bekannt sein
muss. Durch Stichproben und dem Wissen um den physikalischen Ursprung des Prozesses
kann jedoch oft eine hinreichend genaue Beurteilung getroffen werden.

Gaujf$’scher Prozess: Ein Prozess wird als Gauf’scher Prozess bezeichnet, wenn die

14



2.1 Stochastik

Zufallsvariable zu einem beliebigen Zeitpunkt t, einer Normalverteilung gentigt.
Ein weiteres wichtige Kriterium zur Beurteilung einen stochastischen Prozesses ist das
Leistungsdichtespektrum. Es gibt Aufschluss tiber die im Prozess auftretenden Frequenzen

f. Nach der Wiener-Chintchin Bezichung lisst sich das Leistungsdichtespektrum aus der
Autokorrelationsfunktion durch Fouriertransformation

Sxix,(f) = /_OO Ry, x,(r)e ®™7dr (2.16)

berechnen. Die Ricktransformation ist entsprechend

Rxx,(r) = [ Sxix (He7ay. (2.17)

Es gilt fir 7 =0

Rx,x, (1 =0) = 0%. (2.18)

Fiir einen ergodischen Prozess kann das Leistungsdichtespektrum auch aus einer Realisie-
rung mit der verallgemeinerten Fourieranalyse

FIX (0] = Jim % 7TTX(t)ei2’”fdt (2.19)
durch
Sxix, (f) = FX@O)IS[X(1)] (2.20)

berechnet werden, wobei §[X (¢)] der konjugiert komplexe Anteil ist.

2.1.3 Statistik

Ein wichtiger Aspekt der Statistik ist die Schatztheorie. Real gemessene Signale oder Mess-
reihen sind endlich lang und endlich in der Anzahl. Ziel der Schétztheorie ist es anhand
solcher Signale, welche als Prozesse angesehen werden konnen, Aussagen tiber die beschrei-
benden Gréflen, wie Verteilungen, Momente und Korrelationen zu treffen. Die Integrale
werden dabei zu Summen tiber die Anzahl an gemessenen Werten. So kann z.B. fir n
gemessene Werte der Mittelwert durch

px = E[X] = ZXi(f) (2.21)

S (X))’ (222)

15



2 Grundlagen

geschitzt werden. Fir die Autokorrelationsfunktion einer stationdren Messreihe gilt ent-
sprechend

1
RX1X1 t17 t2

3 \

i (X1i(§, 1) X1(8, 12)) - (2.23)
i=1

2.1.4 Stochastische Differentialgleichungen

Um reibungserregte Schwingungen mit stochastischem Reibwert zu untersuchen, werden
die Grundlagen der stochastischen Differentialgleichungen (SDG) benétigt, siehe z.B. [52],
[53] oder [5]. Durch stochastische Differentialgleichungen lassen sich Systeme mit zeitlich
veranderlichen Zufallsgréien beschreiben. Ein klassisches Beispiel ist die Brown’sche Mole-
kularbewegung, welche die Bewegung eines Partikels in einem Fluid beschreibt, das durch
die Molekularbewegung des Fluids angestofien wird. SDGn haben vielfache Anwendungen
z.B. in der Finanzmathematik, Biologie und auch der Mechanik. Eine allgemeine SDG hat
die Form

Diese Differentialgleichung kann ebenfalls als Integralgleichung
t t
X, = Xy +/ als, X,)ds +/ b(s, X,)Cods, (2.25)
to to

dargestellt werden, wobei a den Driftterm beschreibt und b als Diffusionsterm bezeichnet
wird. (; ist ein Gauf$’scher weifler Rauschprozess. Ein solcher Prozess zeichnet sich da-
durch aus, dass er mittelwertfrei ist, die Amplituden normalverteilt sind und der Prozess
ein konstantes unendliches Leistungsdichtespektrum besitzt.

Der sogenannte Wiener Prozess W; ist ein Prozess, der die Brown’sche Molekularbewe-
gung mathematisch beschreibt. W, hat ebenfalls die Eigenschaften mittelwertfrei mit nor-
malverteilten Amplituden zu sein. Der Prozess ist nicht differenzierbar aber Formal gilt
(dW;)? = dt. Eine weitere Eigenschaft ist, dass der Zuwachs W, — W;; ebenfalls mittel-
wertfrei und normalverteilt ist, und die Zuwéchse Wy, — Wy und Wy — Wy3 unabhéngig
voneinander sind. Damit besteht zwischen weilem Rauschen und dem Wiener Prozess der
Zusammenhang

AW, = Gdt. (2.26)

Daher kann die Integralgleichung auch in der Form
¢ ¢
X, =Xy +/ a(s, Xo)ds+ [ b(s, Xs) * dW; (2.27)
to to
ausgedriickt werden. Das erste Integral ist ein klassisches Riemann Integral. Das zweite
Integral, was einer Integration beziiglich des Wiener Prozesses entspricht, kann, weil dieser

nicht differenzierbar ist, nicht so einfach gelést werden. Das * steht dafiir, dass das Integral
verschieden ausgewertet werden kann.
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2.1 Stochastik

Wird das Integrationsintervall in Teilintervalle mit den Réndern ty < ¢ < -+ <ty =t
zerlegt und eine Stiitzstellen gemaf

Ti = Ytiv1 + (1=t (2.28)
fiir v € [0, 1] definiert, so hingt die Summe

N-1
Z b<X7'i7 Ti)(Wti+l - Wiz) (229)
i=0

von der Wahl fiir v ab. Fiir v = 0 wird das Integral am linken Rand ausgewertet, fiir v = 1

am rechten und fir 0 < 7 < 1 an einem Punkt dazwischen.

Im sogenannten [t6 Kalkil wird v = 0 benutzt, das Integral wird daher an der linken

Intervallgrenze ausgewertet. Das [té Integral wird dann in der Form

t
/ b(s, X,)dW, (2.30)
to
dargestellt. Im [t6 Kalkiil gilt die Besonderheit, dass
¢ 1 1
/ W,dW, = W2 — -t (2.31)
0 2 2

und nicht wie in der klassischen Integralrechnung
ot 1
/ wydw, = ~w} (2.32)
0 2

zu nehmen ist. Im sogenannten Stratonovich Kalkiil wird v = % gewahlt, das Integral
daher in der Mitte ausgewertet. Das Stratonovich Integral wir in der Literatur mit einem
'o’ dargestellt

¢
/ b(s, X,) o dW,. (2.33)
to
Fir das Stratonovich Integral gilt wie in der klassischen Integralrechnung
t 1
/ W,odW, = JW (2.34)
0

Zwischen den Losungen des It6 und des Stratonovich Integrals besteht ein einfacher Zu-
sammenhang. Ist X; die Losung der stochastischen Differentialgleichung

dX; = a(t, Xi)dt + b(t, Xi)dW; (2.35)
im [t6 Kalkiil, so ist X; ebenfalls die Losung der Gleichung

im Stratonovich Kalkiil. Der Zusammenhang zwischen a und a ist durch
1 ob(t, X,
d(t, Xt) = (I(t7 Xt) - ib(tXt)% (237)
b

gegeben.
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2 Grundlagen

2.2 Fourieranalyse

Die Fourieranalyse ist ein wichtiges Instrument in der Signalverarbeitung. Die Grundlagen
werden hier, wie in der Literatur iiblich, anhand eines Zeitsignals hergeleitet. In dieser
Arbeit wird sie benutzt um raue Oberflachen zu analysieren, was einem ortsabhéngigen
Signal entspricht.

Durch den Ubergang in den Frequenzbereich werden die enthaltenen Frequenzen des Si-
gnals sichtbar. Die integrale Fouriertransformation kann sowohl fiir periodische als auch
fiir nicht periodische, Signale durchgefiihrt werden. Zu dem Signal x(¢) im Zeitbereich
existiert die Fouriertransformierte X (w) bzw. X (f) im Frequenzbereich

X(w) = / 2 (t) exp(—iwt)dt (2.38)
bzw
X(f) = /  2(t) exp(—i2n ft)dt. (2.39)
Die Riicktransformation fithrt wieder zum originalen Signal
1 oo .
x(t) = 2—/ X (w) exp(iwt)dw (2.40)
T J—o00
bzw.
x(t) = /jo X(f)exp(i2m ft)df. (2.41)

Diskrete Fouriertransformation

Fir diskrete Signale, welche endlich lang sind, wird das Integral zu einer Summe, der diskre-
ten Fouriertransformation (DFT). Ein Signal der Lange T', welches mit dem Zeitinkrement
dt an N Werten abgetastet wird, hat demnach die DFT

X(n) = fo(k) exp <i27r7;\1;> (2.42)

k=0

mit n = 0..(N — 1) und df = +. Die nach dem Abtasttheorem maximale abgebilde-

Ndt
te Frequenz ist fi: = 2%“ Dies entspricht einer Anzahl von N/2 Frequenzwerten. Aus

N Abtastwerten in der Zeit kénnen demnach maximal N Abtastungen in der Frequenz
berechnet werden. Die Fourierwerte sind komplexwertig in der Form

X (n) =Re(X(n)) + i Im(X(n)), (2.43)

und so missen zwei unbekannte Werte pro Frequenz bestimmt werden. Es gilt jedoch fiir
ein reelles Zeitsignal

X(n) = X*(—n), (2.44)
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2.2 Fourieranalyse

so dass sich insgesamt N Frequenzwerte aus N Zeitwerten berechnen lassen, wovon N/2
unabhéngige Werte sind und N/2 die zugehérigen konjugiert komplexen Werte.

Das Abtasten entspricht einer Multiplikation des kontinuierlichen Signals mit einem Im-
pulskamm mit Abstand dt. Dies entspricht im Frequenzbereich einer Faltung mit einem
Impulskamm mit Abstand 1/d¢. Dies bedeutet, dass das Abtasten des Signals im Zeitbe-
reich eine periodische Fortsetzung der Fouriertransformierten im Frequenzbereich hervor-
ruft. Fiir die Riicktransformation gilt entsprechend, dass die Abtastung im Frequenzbereich
zu einer periodischen Fortsetzung des Zeitsignals fiihrt. Dieser Zusammenhang ist in Ab-
bildung 2.1 noch einmal erldutert.

Die Riicktransformation erfolgt entsprechend mit

(k) = %NZIX@ ) exp (Z%;) (2.45)

n=0

Eine ausfiihrliche Behandlung findet man z.B. in [78].

Zweidimensionale diskrete Fouriertransformation

Die zweidimensionale diskrete Fouriertransformation (DFT2) ist ein Instrument, welches
in der Bildverarbeitung haufig Verwendung findet. Die Fouriertransformation eines zwei-
dimensionalen Signals z(k, ¢) der Groie M, N kann mit der DFT2

mk onl
z(k, £) exp ( 227TM> exp (—Z27TN> (2.46)

fir m = 0..(M —1) und n = 0..(N — 1) berechnet werden. Fiir die Riicktransformation gilt

1N—

X(m,n) = z;

=0

ok, 1) = wxlTN SN X () esp <227er> exp (mi) (2.47)

k=0 (=0

Die Normierung mit v M N ist in der Bildverarbeitung verbreitet. Weitere Ausfithrungen
zu diesem Thema kénnen z.B. in [13] nachgelesen werden.
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x(t) X()
o—
; > ; >
BN t Fo | £, f
Abtastung : *
o—e A
/]\/]\ /m\ A N /]\
| > >
dt t 1/dt f
x(kdt) e X(H)
"':1 ;i > —_— i
t -2 fmax - fmax fmax 2 fmax
Abtastung : *
A o—e
N N /]\ TT /m\
> =
1/df t | df f
x(kdt) X(ndf)
o—e

.

2T -T T 2T t ~Tnax

Abbildung 2.1: Fouriertransformation
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2.3 Spektrale Darstellung

Eine Methode zur Generierung eines stochastischen Prozesses ist die Spektrale Dar-
stellung. Einzelheiten kénnen in [82] oder [28] nachgelesen werden. Diese Methode hat
vielfaltigen Einsatz zum Beispiel bei der Untersuchung von Mehrkorpersystemen, welche
durch Wind angeregt werden [94]. AuBerdem bei der Berechnung von ortlich verteilten
Materialparametern [81] oder zur Beschreibung zufélliger Rauheiten von Oberflachen, z.B.
der Strafe [74].

Ein zeit- oder ortsabhéngiger, normalverteilter, stochastischer Prozess kann fiir ein be-
kanntes Spektrum simuliert werden. Dabei wird eine Reihe aus harmonischen Funktionen
mit zufélligen Phasen

Sea(fi) A fi cos(2m fit + ). (2.48)

entwickelt, wobei 1; eine gleichverteilte Zufallszahl im Intervall [0, 27 ist. f; sind die ge-
wahlten Frequenzanteile und A f; ist der Abstand dieser Frequenzanteile. Bei dquidistanter
Abtastung gilt daher Af; = Af =konstant. Mit der Anzahl der Reihenglieder und damit
Af kann die Genauigkeit des Prozesses gesteigert werden. Um mittelwertfreie Prozesse zu
generieren, ist die Lange des Prozesses auf T' = 1/Af bzw. ganzzahlige Vielfache k - T,
beschrankt.

Fiir N-dimensionale Prozesse gilt aquivalent

N1 N Ny

x(tlvt%“‘?tN) = \/52 z z \/sz(f1i17f2i27---fNiN)AflAf2---AfN (249)

i1=11i9=1 in=1

COS(Q’/TfMltl + 27Tf2i2t2 + ...+ 27TfNiNtN + ¢i1 + 1/]L2)

gemaB [82]. In dieser Arbeit werden ortsabhingige zweidimensionale Oberflichendaten
z(x,y) untersucht. Dafir gilt dann entsprechend

N1 N

2ay) =v2Y > \/Sww(flin fain) A 1A fo c08(27 f1i, @ + 27 foi,y + iy +iy). (2.50)

11=11i2=1

2.4 Kontaktmechanik

Um Kontaktfliche und -kraft sowie die Reibkraft einer rauen Oberflache zu berechnen, sind
die Grundlagen der Kontaktmechanik Voraussetzung. Daher werden die in dieser Arbeit
verwendeten Modelle der Kontaktmechanik hier kurz vorgestellt.
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2 Grundlagen

2.4.1 Hertz Modell

Kugel-Kugel Kontakt

HERTZ beschrieb in [35] den reibungsfreien Kontakt zwischen zwei elastischen Kérpern.
Die Korper werden als Halbraum modelliert, was die Verwendung der Boussinesq Losungen
erlaubt. Zunéchst wird der Kontakt zwischen zwei kugelférmigen Korpern hergeleitet, siehe

Abbildung 2.2. Eine ausfiihrliche Herleitung ist in [48] zu finden.

Abbildung 2.2: Kontakt zweier kugelférmiger Koérper

Die Kontaktflache ist kreisformig mit Radius a, wie im folgenden anhand der Halbraum-
l6sung fiir eine Punktlast auf einem Halbraum gezeigt wird. Eine Punktlast N in Norma-

lenrichtung auf einem elastischen Halbraum bewirkt in diesem die Verschiebungen

mit

22

1 [ _ o
v - +v rz (1—-2v)x N
2rE | rd r(r+z) ’
T+v[yz (1-2v)y
= = - =| N
Yy 2rE | r(r+z)
T+v |22 2(1—v)
z = — N
“ 2rE |13 * T

r=/ 2%+ y% + 22

(2.51)
(2.52)

(2.53)

(2.54)



2.4 Kontaktmechanik

Durch Einsetzen von z = 0 ergibt sich die Verschiebung an der Oberfliche zu

_ (I4+v)(1-2v) 2

Uy = _TﬁN (2.55)
i, = —%%N (2.56)
_ “;EVQ)%N (2.58)

mit

r= /22 + 2. (2.59)

Die Verschiebung in z-Richtung ist beim Kontakt die grofite und damit die wichtigste, sie

ist in Abbildung 2.3 zu sehen. Sie ist proportional zu % und somit hyperbolisch. Sie ist

maximal bei » = 0 und nahert sich asymptotisch u, = 0.

Abbildung 2.3: Punktlast auf Halbraum

Bei einer kontinuierlichen Verteilung der Normalkraft bzw. des Normaldrucks, welche an
der Fldche S angreift, kann damit die Verschiebung an der Oberfliche durch

dx’dy
. = 2.
i= / / (2.60)

r—\/x—x (y—1vy')? (2.61)

mit

und

. E
B =, (2.62)

oder alternativ in Polarkoordinaten s, ¢

_ 1
u, = @/S/p(s,go)dsdgp. (2.63)
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berechnet werden. Bei der Druckverteilung

p(r) = 70 (1 - ) (264)

a2

ergibt sich die Verschiebung

- TDo 2 .2
i, = e (200 %). (2.65)
Diese ist proportional zu r2, also nicht mehr hyperbolisch sondern quadratisch.

Solch eine Druckverteilung entsteht, wenn zwei gekriimmte elastischen Korper, sieche Abbil-
dung 2.2, miteinander in Kontakt stehen. Die Verschiebung an der Oberfliche im Kontakt
ist durch

1

ﬂzl + ﬂZQ =40 — %TQ (266)
mit dem relativen Radius

1 1 1

E - E + @ (267)

gegeben. Bei zwei elastischen Korpern mit unterschiedlichen elastischen Materialparame-
tern gilt
I 1—0f  1—wv]
Ex B E,

(2.68)

Fiir den Sonderfall eines gekriimmten Kérpers in Kontakt mit einem ebenem Koérper ent-
spricht der relative Radius dem des gekriimmten Korper, da §; = oco. Bei der Annahme,
dass eine starre Kugel in Kontakt mit einem ebenem Halbraum steht, gilt

1

ﬂz =0 — %7‘2 (269)
wobei
1 1—?
= = El“l (2.70)

zu nehmen ist, weil Fy — 00 .

Oben wurde gezeigt, dass eine Druckverteilung nach Gleichung (2.64) eine Verschiebung
nach Gleichung (2.65) hervorruft. Die Verschiebung im Kontakt zweier gekriimmter Koérper
ist in Gleichung (2.66) bzw. (2.69) gegeben. Diese werden jetzt gleichgesetzt

TPo 2 oy _ < L o,
b (Qa —r ) =9 re. (2.71)
Durch Koeffizientenvergleich in Abhéngigkeit der freien Variablen r, kann der Radius der
Kontaktfliche a und die Eindringtiefe ¢ eliminiert werden

oS

_ _ 2.72
“T 9p (2.72)
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TPo
= . 2.
0 Vo (2.73)
Daraus folgt
a® = 0. (2.74)

Die resultierende Kraft dieser Druckverteilung kann iiber das Flachenintegral des Kontakts
QL 2
N = / p(r)2mrdr = gpoﬂ'a2 (2.75)
0

berechnet werden. Damit kann der Kontaktradius abhéngig von der Normalkraft, mit
welcher die Korper aufeinander gepresst werden, ausgedriickt werden

a= <3Nﬁ>3 : (2.76)

4E*

Die zugehorige Kontaktfliche kann durch die Kreisflache

3NG\ 5
AE"

A.=md®>=m ( (2.77)

berechnet werden.

2.4.2 Greenwood-Williamson Modell

Wie im vorherigen Kapitel gezeigt, steigt die Kontaktfliche zweier gekriimmter Korper
proportional zur Normalkraft hoch zwei Drittel. Diese Aussage widerspricht den Beobach-
tungen, dass die Reibkraft linear mit der Normalkraft wéchst, da die Reibkraft direkt pro-
portional zur Kontaktfliche angenommen wird. Eine Erklarung gaben GREENWOOD und
WILLIAMSON in [31]. Die Grundidee besteht darin, dass ein Reibkontakt zwischen realen
Flachen nie nur einen einzelnen Kontakt hat. Die Oberflichen mit ihren Mikrorauigkeiten
stehen vielmehr an vielen Asperiten, welche unterschiedlichen Initialabstand haben, mit-
einander in Kontakt, siehe Abbildung 2.4. Es wird angenommen, dass die Asperiten nicht
interagieren.

zrd

1

YTV Y VYV

Abbildung 2.4: Raue Oberflachen in Kontakt

Jeder dieser Asperiten hat eine kugelfsrmige Kuppe, mit Radius 3. Eine raue Ebene wird
mit einer glatten zueinander gefithrt, so dass d der Abstand der Referenzebenen ist. z ist die
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2 Grundlagen

Hohe der einzelnen Asperiten und (z —d) ist daher die Eindrucktiefe der Asperiten, welche
in Kontakt stehen. Der Kontaktradius und damit die Kontaktflache ist daher bestimmt
durch

ot = B(= - d), (2.78)

Ay = 7ad® = 7f(z — d). (2.79)
Die Kraft, welche in jedem einzelnen Kontakt wirkt, ist

4 . -1 3

Ny = S BB (z — )3, (2.80)

wobei
1 1—0? 1—wv3
il 2.81
Er B By (2.81)

gilt. Bei der Annahme, dass die Hohe der Asperiten stochastisch verteilt ist und diese
Wahrscheinlichkeit mit ¢(z) beschrieben wird, kann die Wahrscheinlichkeit, dass ein As-
perit in Kontakt steht, durch

prob(z > d) = /doo o(z)dz (2.82)

berechnet werden. Bei einer Anzahl von K stochastisch unabhéngigen Asperiten berechnet
sich die geschitzte Anzahl der Kontakte zu

k= K/:O $(2)dz. (2.83)

Damit lasst sich die gesamte Kontaktflache durch
A=nKp / T2 — d)p(2)dz (2.84)
d

und die gesamte Kraft durch

4 —1 [ 3
N =_-KE*B? —d)?
B e-a

3 ¢(z)dz (2.85)

beschreiben.

Als néachstes werden die Hohen abhéngig von der Standardabweichung ihrer Verteilung
ausgedriickt. h = d/o ist die normierte Distanz und ¢* ist die Verteilung der Hohe mit
Standardabweichung gleich eins. Damit ergibt sich das Integral fiir die Kontaktfliche zu

A=nKjo /h T (s — R)¢*(s)ds (2.86)
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und fur die Kontaktkraft zu
4 =1 3 [® 3
N = gKE*ﬁzaZ/ (s — h)3¢*(s)ds. (2.87)
h

Fiir eine Gaufs’sche Verteilung der Asperitenhéhen mit

. 1
(b (‘5) - m
heifit das fur die Kontaktfliche

2

e 20 (2.88)

= 1 o0 1.2
A= wKﬁaE/h (s — h)e 3 ds (2.89)

und fur die Kontaktkraft

1 o 3
2

N = gKE*B%a% e 2% ds. (2.90)
Diese Integrale konnen numerisch ausgewertet werden, und in [31] wird gezeigt, dass die
Kontaktflache linear mit der steigenden Kontaktkraft wachst. Damit ist der lineare Zu-
sammenhang zwischen Normalkraft und Reibkraft, bei der davon ausgegangen wird, dass
sie direkt proportional zur Kontaktflache ist, gezeigt. Diese einfach Modellierung hat aber
einige Beschrankungen. Zunéchst kann eine Aussage tiber die Verteilung der Hohen nur bei
ausreichend grofler Anzahl von Asperiten in Kontakt getroffen werden. Aulerdem rechnen
GREENWOOD und WILLIAMSON mit einem konstanten Asperitenradius, was bei realen
Oberflachen so nicht gegeben ist. Weiterhin wird die Annahme getroffen, dass die Aspe-
riten nicht interagieren. Diese Aussage bleibt giiltig, wenn sich die Eindringtiefe z — d in
der GroBlenordnung des Asperitenradius befindet. Trotz der vielen Vereinfachungen und
Beschrankungen liefert das Modell ein gute Néaherung fir die Kontaktberechnung und
die Idee, an jedem Kontaktpunkt einer rauen Mikroebene die Hertz’schen Annahmen zu
nutzen, wird bis heute mit guten Ergebnissen verwendet.

2.4.3 Bowden-Tabor Modell

Mit dem Hertz’schen Modell lassen sich die Kontaktfliche und die Kontaktnormalkraft
berechnen, mit dem Bowden-Tabor Modell wird ein Modell zur Berechnung der Reibkraft
eingefithrt. BOWDEN und TABOR beschreiben in [10] die Kontaktfliche A., welche eine
harte Stahlkugel auf einer weichen Unterlage hinterlasst. Sie gehen davon aus, dass die
Unterlage sich plastisch verformt. Abhangig von der Normallast NV ist Kontaktflache

(2.91)

wobei R, die FlieBspannung des weicheren Materials bezeichnet. Als Ursachen fiir trockene
Reibung beschreiben sie zwei Mechanismen, die Furchenbildung und das Abscheren lokaler
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2 Grundlagen

Metallbriicken. Diese zwei Mechanismen werden untersucht, indem "Reiter" mit verschie-
denen Formen aus hartem Metall tiber eine glatte Oberfléche aus weichem Metall bewegt
werden und die Reibkraft gemessen wird. Es wird beschrieben, dass die Reibkraft sich aus
diesen beiden Anteilen additiv zusammensetzt

R = RScher + RFurch- (292)
Der Anteil durch Furchenbildung P berechnet sich durch
RF'urch = A;O’;, (293)

wobei A;, der Querschnitt der gefurchten Spur ist und o}, der mittlere Druck, der dem

Verschieben des Reiters entgegen wirkt. Es wird angenommen, dass sich R, und R, nicht
bemerkenswert unterscheiden. Der Anteil des Abscherens wird durch

RScher = Acha,m (294)

beschrieben, wobei 7,4, die maximale Scherspannung des weicheren Materials ist. Fiir
bekannte Reiterformen kénnen A. bzw. A/ berechnet werden, wobei A, als Querschnitt
der gefurchten Spur der "Stirn" des Reiters entspricht und A, der Projektion des Reiters.
Es werden drei Reiter untersucht:

e cin Halbzylinder
e cine Halbkugel

e cin Halbzylinder ohne axiale Ausdehnung (sog. Spaten)

Sie haben jeweils den gleichen Durchmesser. Diese Reiter sind in Abbildung 2.5 zu sehen.
A, . Ac
Al
AICM =

C

Abbildung 2.5: Reiter aus harten Metall auf Oberflachen aus weichem Metall

Fir den Spaten ist der Scheranteil zu vernachlassigen, da die Ausdehnung gegen null
geht. Damit kann der Scheranteil der Halbkugel und des Halbzylinders durch Subtraktion
der Spatenkraft von der jeweiligen gemessenen Gesamtkraft berechnet werden. Es wird
bestatigt, dass der Spaten die kleinste Reibkraft verursacht, der Zylinder die grofite und
die der Kugel sich dazwischen befindet.

Bei zwei harten Metallen in Kontakt gilt, dass der Furchenanteil vernachléssigt werden
kann, da kein Eindringen auftritt. Damit folgt, da der Scheranteil der dominante ist und
der Ansatz fiir trockene Reibung sich auf

R = ATmas (2.95)

vereinfacht.
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3 Kontaktsimulation

In den Grundlagen wird bereits gezeigt, dass die wahre Kontaktfliche eine grofie Rolle
fiir die Berechnung des Reibwerts spielt. In diesem Kapitel wird vorgestellt, wie mit dem
Hertz’schen Modell Kontaktfliche und -normalkraft und mit dem Bowden-Tabor Modell
die Reibkraft einer rauen Oberflache berechnet werden kénnen. Aus der Normalkraft und
der Reibkraft l4sst sich dann der Reibwert ermitteln.

Es wird angenommen, dass die Asperiten kugelférmige Gipfel haben und die Verformung
elastisch verlauft, was Voraussetzung fir die Giltigkeit des Hertz’schen Modells ist. Es
werden trockene Reibpaarungen untersucht, bei denen Adhésion die Hauptursache fir
Reibung ist. Der Anteil der Furchenbildung kann vernachldssigt werden, wenn der Kon-
taktpartner aus weicherem Material die rauere Oberfliche besitzt, denn dann werden die
Asperiten dieses Materials verformt [10].

Mit diesen Modellen kann der Reibwert abhéngig von der mikroskopischen Oberfla-
chenbeschaffenheit berechnet werden. Die Methode wird zunéchst allgemein erlautert und
dann an zwei beispielhaften Oberflichen benutzt.

3.1 Grundlagen

In diesem Kapitel wird die grundsétzliche Vorgehensweise zur Berechnung des Reibwerts
von mikroskopisch vermessenen rauen Oberflachen erldutert. Zunéchst wird dazu die Ober-
flachenbeschaffenheit untersucht.

3.1.1 Oberflachenanalyse

Die Rauigkeitsspitzen der Oberfliche kénnen durch die Suche nach lokalen Maxima der
Daten gefunden werden. Eine Spitze ist der hochste Punkt, wenn jeweils zwei Punkte links,
rechts oben und unten niedrigere Werte haben. Die Hohe der Spitzen wird als zs(zs, ys)
bezeichnet. Mit der Approximation zweiter Ordnung an den Spitzen (s, ys)

(e o
2\ 022 Oy?

kann tber den Kehrwert der Gipfelradius g = % genahert werden.

(3.1)

(ws,ys)
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3 Kontaktsimulation

3.1.2 Rekonstruktion der Oberflache durch Spektraldarstellung

Die gemessenen Oberflichendaten liefern nur Information tiber einen kleinen Ausschnitt.
Um viele dhnliche Oberflichen untersuchen zu koénnen, werden diese mithilfe der Spek-
traldarstellung vervielfaltigt. Die Oberfliche z der Gréfle M x N wird durch die zwei-
dimensionale diskrete Fourier Transformation (DFT2) charakterisiert, welche durch die
Gleichung

M—-1N-1 mk nl
Z*(m,n) =Y > z(k,)exp | —i2m—— | exp | —i2m— (3.2)
k=0 (=0 M N
bestimmt wird. Diese wird zunéchst mit \/ﬁ normiert,
1
Z(m,n) = mZ*(m,n), (3.3)

sieche Abbildung 3.1a. In Abbildung 3.1b ist der zweidimensionale Verlauf bei f, = 1Af,
zu sehen. Bei f = 0 steht der Gleichanteil des Signals. Die maximale Wellenldnge bzw.
kleinste auflésbare Wegfrequenz A f, ist durch die GroBe der Oberfliche bestimmt. Diese
hat die groite Amplitude. Die kleineren Wellenldngen sind annédhernd gleichanteilig.

Original Daten normiert

0.5
0.5 0.4
0.4 : :
T 03 IR . 03
£ R -
=TPARES : E
- i el el N 0.2
20 : 0.1
: 20
: 10
: 10 0 0
fv M/mm 20 20 0 5 10 15
v [ ] fx [1/mm] fy [1/mm]
(a) 3 Dim (b) 2 Dim (bei f, = 1Af,)

Abbildung 3.1: DFT2 der Oberflache

Die DFT?2 besteht aus einer Matrix der Betrége |Z(m, n)| und einer der Phasen Z,(m,n),
welche im Intervall [—m, 7] gleichverteilt sind. Zur stochastischen Auswertung werden ahn-
liche Oberflachen erzeugt, indem die DF'T2 durch

Zo(m,n) = | Z(m,n)|e'Ztmm) (3.4)

ersetzt wird, wobei |Z(m,n)| die Amplitudenmatrix der originalen DFT2 ist und Z¢(m,n)
eine Matrix der Grofie (m x m), besetzt mit gleichverteilten Zufallszahlen im Intervall
[—7, 7. Zo(m,n) wird zunédchst "riicknormiert”

Zy(m,n) = VMNZy(m,n) (3.5)
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3.1 Grundlagen

und anschliefSend riicktransformiert, wodurch eine dhnliche raue Oberfliche der Groéfe
(m x n) mit dem gleichen Amplitudenspektrum entsteht.

Wenn eine raue Oberfliche mit ldngeren AusmafBen erzeugt werden soll, kann dies
durch eine feinere Diskretisierung im Frequenzbereich erreicht werden, siehe Kapitel 2.2
oder [78], [13] u.s.w.. Da keine zusitzliche Information fir eine feinere Diskretisierung
zur Verfiigung steht, muss zwischen den bekannten Werten interpoliert werden. Durch
die Normierung zwischen f; = 0 Hz und f; = 1Af werden langere Wellenlingen mit in
das Signal aufgenommen, welche in der originalen Oberflache nicht zu finden sind. Da die
Amplitude aber kleiner als der Maximalwert ist und zudem bei der Kontaktauswertung
die grofien Wellenlangen keinen Einfluss haben, wie anhand der Beispiele gezeigt wird, ist
der so entstandene Fehler nicht erheblich. Es wird eine Amplitudenmatrix |Z;| erzeugt,
z.B. der Grofie (m x ¢) mit ¢ > n. Die zuféllige Phasenmatrix Z;¢ muss jetzt auch die
GroBe (m x ¢) haben. Vor der Riicktransformation muss nun die "Riicknormierung’ mit
der neuen Matrizengrofie

Zi(m, £) = VML|Z,(m, )] %m0 (3.6)
durchgefiithrt werden. Durch eine anschliefenden Riicktransformation entsteht eine raue

Oberflache mit gleichem Amplitudenspektrum der Grofie (m x £). Der gesamte Vorgang
ist noch einmal schematisch in Abbildung 3.2 zu sehen.
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3 Kontaktsimulation

Transformation Riicktransformation
l Z*=3(2) T 2 =3 42Zp)
0.1
= 12|
- IZ‘I
Normierung o Riicknormierung
E 0.06|
Z= 7= ¥ ol Zi =VMLZ
7 = |Z|ei%e o 7y = |7y |ei%
) 05 1 15 2 25 3
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2] = |21 — o
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. — 20
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] o
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Abbildung 3.2: Schema Oberflachenvervielfaltigung

Die Oberflache eines in y-Richtung mit 9 Zwischenpunkten interpolierten Amplitudenma-
trix ist in Abbildung 3.3 zu sehen.

3.1.3 Kontaktanalyse

Fiir diese stochastisch dhnlichen Oberflichen wird eine Kontaktanalyse, durchgefithrt um
die Kontaktflache, -normalkraft und Reibkraft zu bestimmen. Fiir das Hertz’sche Modell ist
Voraussetzung, dass die Verformung elastisch ist. Ob der Kontakt elastisch oder plastisch
ist, kann durch den Plastizitéitsindex gezeigt werden, welcher sich durch

- E* [o S

Y= F (3~7)

berechnet. E* ist dabei der relative Elastizitdtsmodul zweier Materialien in Kontakt, H
beschreibt die Hérte des Materials und berechnet sich aus dessen FlieBspannung R, mit
H = 5.6R,, og ist die Standardabweichung der Asperitenhthen z, und § der mittlere
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3.1 Grundlagen

z [10 mm]

Abbildung 3.3: Beispiel einer verldngerten erzeugten Oberflache

Asperitenradius. Ist v < 0.6, ist die Verformung groftenteils elastisch, ist v > 1, ist sie
groBtenteils plastisch [9].

Wenn der Plastizitatsindex ergibt, dass die Verformung elastisch verlauft und die As-
periten eine kugelformige Form haben, deren Radius § mit Gleichung (3.1) angenéhert
werden, konnen fiir alle Asperiten in Kontakt, bei einer gegeben Deformation d;, die
Kontaktflache

Ay = d; 3 (3'8)
und die Kontaktkraft

4
N; = —E*\/B:d3 .
B 6 (3.9)

mit dem relativen Elastizitatsmodul
1 1- vioo1-12
Ex  El E2
berechnet werden.

(3.10)

In den beiden Beispielen ist ein Kontaktpartner um viele Groflenordnungen weicher und
rauer als der andere. Daher wird fir die Kontaktanalyse angenommen, dass die elastische
raue Oberfliche gegen eine glatte starre Flache gedriickt wird. Auf den Starrkoérper wird
eine Verschiebung u aufgebracht, welche am hochsten Asperiten startet, siehe Abbildung
3.4.

Die einzelnen Verformungen der Asperiten kénnen mit

berechnet werden. Die gesamte Kontaktfliche und -kraft ermittelt sich aus der Summe
aller in Kontakt stehenden Asperiten

AC = ZAm = Zﬂ-diﬁia (312)
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Abbildung 3.4: Kontakt Berechnung Hertz

Zp

4
N=) N, =)> —E"\/3;d3. 3.13
SN =Y b ad (.13
Der Kontaktdruck p entspricht
p= N/Anoma (314)

wobei Ao, die nominale Flache ist.

Die Reibkraft kann mit dem Bowden-Tabor Ansatz durch
R= Acha.z' (315)

berechnet werden. Diese hangt damit von der Kontaktsimulation und der materialabhén-
gigen maximalen Scherspannung ab.
Der Reibwert kann dann aus der Reibkraft und der Kontaktnormalkraft mit

ACTWIIZ

i (3.16)

M =
bestimmt werden. Er ist ebenfalls vom Material und der Oberflachenbeschaffenheit abhén-
gig.

3.1.4 Statistische Kontaktanalyse
Mittelwert und Standardabweichung

Anschlieflend wird die Kontaktanalyse an den erzeugten, stochastisch dhnlichen Ober-
flichen durchgefiihrt. Als erste Auswertung werden mehrere Oberflichen, so genannte
Realisierungen, mit Originalgrofie erzeugt. Fiir jede Realisierung wird fiir verschiedene
Starrkérperverschiebungen u die Kontaktfliche und Kontaktkraft berechnet und daraus
mit dem Bowden-Tuabor Ansatz der Reibwert ermittelt.

Eine weitere Moglichkeit den Mittelwert und die Standardabweichung zu berechnen,

besteht darin, eine lange Oberfliche, wie oben beschrieben, zu erzeugen und abschnitts-
weise die Kontaktanalyse durchzufithren. Dies setzt Stationaritat voraus, was durch die
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3.1 Grundlagen

benutzte Methode der Oberflichenerzeugung gegeben ist. Eine Realisierung ist ein Ab-
schnitt von der Grofle der originalen Oberflache. Die Realisierung wird um den Abstand
a,, welche der Lénge der originalen Oberflache entspricht, tiber die lange Flache geschoben,
wie schematisch in Abbildung 3.5 dargestellt.

Abbildung 3.5: Verschiedene Realisierungen durch Verschiebung der zu analysierenden Fla-
che

Leistungsdichtespektrum und Autokorrelationsfunktion

Mit dieser Methode kénnen weitere stochastische Kenngrofien, wie das Leistungsdichte-
spektrum und die Autokorrelationsfunktion berechnet werden. Dazu wird die zu untersu-
chende Realisierung wieder um a, weiter geschoben. Jetzt ist a, aber nur ein Bruchteil der
Originallange, siche Abbildung 3.6.

Abbildung 3.6: Verschiebung der Realisierung zur Berechnung z.B. des Spektrums

So wird der Reibwert abhéangig von y berechnet. Zur Bestimmung der Autokorrelation wird
zundchst der Reibwert so normiert, dass er mittelwertfrei ist und eine Standardabweichung
von eins hat

Ay, &) = M)~ el (3.17)

Ou
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3 Kontaktsimulation

Damit kann dann die Autokorrelation

n

Rua(y1,v2,6) = %Z(ﬂu(yhf)ﬂ%(y%f)) (3.18)

i=1

geschétzt werden.

Eine weitere wichtige Charakterisierung eines stochastischen Prozesses ist das Leis-
tungsdichtespektrum. Es kann, wie in Abschnitt 2.1.2 und 2.1.3 beschrieben, entweder
nach der Wiener-Chintchin Beziechung als Fouriertransformation der Autokorrelation oder
durch das Quadrat der Fouriertransformation des Originalprozesses, berechnet werden.
Hierzu wird der mittelwertfreie, aber nicht standardnormalverteilte Prozess

iy, &) = u(y, &) — Elu(y, §)] (3.19)

betrachtet. Damit ist das Leistungsdichtespektrum

Sin = Sy, IS1Aly. E)l; (3.20)

wobel Ffi(y, £)] der konjugiert komplexe Anteil ist.
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3.2 Beispiel Bremsbelag

3.2 Beispiel Bremsbelag

Als ein erstes praktisches Beispiel werden die Oberflachendaten eines abgenutzten Brems-
belages untersucht. Die Daten wurden mit einem Weisslicht-Interferometer auf einer Fléche
von Apgm = 5.3 X 5.3 mm? mit n = 1700 x 1700 Datenpunkten, von Herrn Prof. Willner
von der Friedrich-Alexander Universitat Erlangen-Ntrnberg, bertihrungslos aufgenommen.

3.2.1 Oberflachenanalyse

Zunéchst muss das Messrauschen herausgefiltert werden. Dies wird mit einem median filter
(Matlab median2, filterradius=5) [2], welcher oft in der Bildverarbeitung verwendet wird,
umgesetzt. Die gefilterte Oberfliche ist in Abbildung 3.7 zu sehen.

Abbildung 3.7: Gefilterte Oberflichendaten des Bremsbelages

In einem weiteren Schritt, wird anschlieend die Datenmenge durch eine grébere Diskreti-
sierung verringert. In Abbildung 3.8 wird nur jeder zehnte Datenpunkt benutzt.

Dadurch verschwinden die feinsten Rauigkeiten und die néchste Rauigkeitsskala wird zu
derjenigen fiir den Kontakt relevanten. Dies ist physikalisch sinnvoll, da die Rauigkeiten der
kleinsten Skala beim ersten Kontakt plastisch verformt werden und miteinander verschmel-
zen. Auf der néchsten Rauigkeitsskala ist der Kontakt elastisch und die Annahme, dass
die Spitzen nicht interagieren ist bei niedrigen Anpressdriicken gegeben. In Abbildung 3.9a
und 3.9b ist zu sehen, dass durch die grobere Diskretisierung das grundsétzlichen Aussehen
der Oberflache erhalten bleibt. In Abbildung 3.10a und 3.10b sind die Wahrscheinlichkeits-
dichten aller Oberflichenwerte z und der Spitzen z; zu sehen, auch hier fithrt die grobe
Diskretisierung zu keiner sichtbaren Veranderung.

Lediglich in Abbildung 3.10c, der Wahrscheinlichkeitsdichte der Gipfelradien (3, siecht man,
dass diese sich vergroflern, welches den oben beschriebenen Effekt der plastischen Verfor-
mung widerspiegelt.
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Abbildung 3.8: Grobere Diskretisierung der Daten bei y = 1Ay

Das die grob diskretisierte Oberflache sich elastisch verformt, kann durch den Plastizitats-
index gezeigt werden, welcher sich nach Gleichung (3.7) berechnen lésst. Fiir den Bremsbe-
lag, der aus einer Vielzahl von Komponenten besteht, ist es sehr schwer Materialparameter
zuverléssig zu bestimmen. Die Werte von £* und R, sind daher mit Ungewissheit belastet.
Die Hauptbestandteile sind Eisenoxid mit Graphit Einlagerungen. Die Flielspannung von
Eisenoxid liegt bei R, = 305 MPa, die von Graphit bei R, = 35 MPa. Als eine Abschétzung
nach oben wird fiir die Berechnung des Plastizitatsindex das héartere der beiden, namlich
Eisenoxid benutzt.

Wenn die Bremsenoberfliche gegen eine glatt und starr angenédherte Bremsscheibe gedriickt
wird, ergeben sich die Werte aus Tabelle 3.1.

Tabelle 3.1: Materialwerte Bremsbelag fiir Plastizitatsindex

E, [GPa] v, E,[GPa] v, E*[GPa] R, [MPa] H [MPa]

1.0 0.3 00 0.3 1.1 305 1708

Damit errechnet sich der Plastizitatsindex fiir die gemessenen Daten zu v = 0.35, fir die
grob diskretisierten zu 74, = 0.1. Damit liegen die grob diskretisierten Daten eindeutig
im elastischen Bereich.

Zu erwéhnen sind andere Methoden, um die Oberflache nach der ersten plastischen Ver-
formung zu berechnen, welche Volumenerhalt und andere Bedingungen erfiillen, siehe z.B.
[45] und [93]. Hierbei werden die Asperiten als Balken modelliert. Es wird zunéchst ermit-
telt, welche Asperiten plastisch verformt werden und um wie viel sich ihre Hohe dndert.
Die Energie, welche benétigt wird, um die Asperiten zu verformen, wird anschliefend ge-
nutzt um Téaler bzw. Asperiten, die nicht in Kontakt stehen, zu erhéhen. Es kann der Fall
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(a) Vergleich 3D (b) Vergleich 2D - Schnitt durch 3D bei y = 1Ay

Abbildung 3.9: Vergleich Oberflachendiskretisierung Bremse
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Abbildung 3.10: Vergleich Wahrscheinlichkeitsdichten

auftreten, dass durch das Anheben nun Asperiten zuséitzlich in Kontakt treten und die
Erhohung nicht komplett durchgefithrt werden kann. Diese Differenz wird wiederum in
anderen Télern addiert. So ergibt sich iterativ die neue Oberflache.

Die hier genutzte Methode der gréoberen Diskretisierung ist jedoch einfacher und schneller.
Daher wird im Weiteren die Kontaktanalyse des Bremsbelages mit den grob diskretisierten
Oberflachendaten und der Annahme, dass die Verformung elastisch ist, durchgefiihrt.
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3.2.2 Kontaktanalyse

Die Kontaktanalyse wird, wie in Abschnitt 3.1.3 eingefiihrt, fiir diese Oberflache durchge-
fithrt. Die nominelle Fliche des vermessenen Bremsbelages ist A,on = 5.3 X 5.3 mm?. Das
Material eines Bremsbelages ist, wie in Abschnitt 3.2.1 bereits erwahnt, eine komplizierte
Mischung aus Matrix und Additiven, was es schwierig macht verldssliche Materialparame-
ter zu bestimmen. Hier wurde der Elastizitdtsmodul sowie die Querkontraktionszahl gemaf
[39] benutzt. Die maximale Scherspannung der Asperiten 7,4, = % wird aus der Streck-
grenze R, der Graphit Additiven berechnet. Das Graphit wird abgerieben und agiert als
Schmierstoff zwischen den Reibpartnern [19], daher werden seine Materialparameter als die
fiir die Scherung relevanten angesehen. Die Materialdaten der Reibpaarung sind in Tabelle
3.2 angegeben.

Tabelle 3.2: Materialwerte Bremsbelag fiir Kontaktberechnung

E, [GPa] 11 Ey [GPa] vy  E* [GPa] Tpe. [MPal

1.0 0.3 00 0.3 1.1 35

Fur die Starrkérperverschiebungen v = 1 pym bis w = 12 pm ist in Abbildung 3.11a die
Kontaktflache A, zu sehen. Der Kontaktdruck p und die Anzahl der Kontaktpunkte sind
in Abbildung 3.11b und 3.11c gezeigt. Der Reibwert p ist in Abbildung 3.11d dargestellt.
Der Reibwert stimmt gut mit Messungen [11] und anderen Simulationen [19] iiberein.
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Abbildung 3.11: Ergebnisse Kontaktberechnung

Vergleich mit Finite Elemente Methode (FEM)

Zur Validierung der Kontaktberechnung wird eine einfache statische Finite-Elemente-
Methode (FEM) Rechnung mit ABAQUS [1] durchgefithrt. Der Ausschnitt des Bremsbe-
lages wird als ein elastischer Kérper mit den Abmafen 5.3 x 5.3 x 1 mm?® modelliert,
mit der groben Diskretisierung der gemessenen Daten vernetzt und anschlieend die
Oberflaichenknoten um die gemessenen Oberflaichenwerte verschoben. Der Korper wird
mit dreidimensionalen wiirfelférmigen Volumenelementen mit 8 Knoten (C3D8R) mit den
Materialparametern aus Tabelle 3.2 modelliert. Kontaktpartner ist ein Starrkérper der
gleichen Grofle mit ebener Oberflache, welcher fest eingespannt ist. Der gesamte Aufbau
ist in Abbildung 3.12 zu sehen. Der elastische Kérper wird zunéchst soweit verschoben,
bis der erste Knoten in Kontakt tritt. AnschlieBend wird der elastische Koérper durch eine
Starrkérperverschiebung auf den Starrkoérper gedriickt. Die translatorischen Freiheitsgra-
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3 Kontaktsimulation

de parallel zur Ebene sowie die Drehfreiheitsgrade werden unterdriickt. Die verformte
Oberflache bei einer Starrkoérperverschiebung von v = 1 pm ist in Abbildung 3.13a, fir
u = 12 pm in Abbildung 3.13b zu sehen. Die dunklen Bereiche sind die, welche in Kontakt
stehen und dadurch Verformungen und Spannungen erfahren.

Abbildung 3.12: FEM Berechnung

(a) u=1pm (b) u=12pm

Abbildung 3.13: Kontaktflache FEM

Die gesamte Kontaktfliche und die Kontaktkraft konnen vom FEM-Programm ausgege-
ben werden. Die Kraft wird in Druck umgerechnet und mit den analytischen berechneten
Werten verglichen, siche Abbildung 3.14a und 3.14b. Bei einer Netzgrofie, die den grob
diskretisierten Werten der Messung entsprechen, fillt auf, dass der Druck grofitenteils
iibereinstimmt, die Kontaktflache jedoch vom FEM-Programm zu grofi berechnet wird.
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3.2 Beispiel Bremsbelag

Der Grund hierfir ist, dass zur Berechnung der Kontaktfliche ermittelt wird, welche Kno-
ten in Kontakt stehen und dann die Flache das gesamten zugehorigen Elementes zu Kon-
taktfliche addiert wird [1]. Dies fithrt bei einem zu groben Netz zu einer Uberschiitzung der
Kontaktflache. Um dies zu zeigen, wird eine weitere FEM-Berechnung mit einem doppelt
so feinen Netz durchgefithrt. Es wird immer zwischen zwei benachbarten Knoten linear
interpoliert. Ebenfalls in Abbildung 3.14a und 3.14b ist zu sechen, dass die Kontaktfla-
che so ndher an der analytischen Loésung liegt und nur noch bei groflen Verschiebungen
iiberschatzt wird.

&
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o FEM o FEM )
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o—o—o—8 8 g 9o 0 PPN [-]
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(a) Kontaktflache A, (b) Kontaktdruck p

Abbildung 3.14: Vergleich FEM - analytisch

3.2.3 Rekonstruktion der Oberflache durch Spektraldarstellung

Zur statistischen Auswertung werden jetzt, wie in Abschnitt 3.1.2 vorgestellt, viele stochas-
tisch dhnliche Oberflichen erzeugt. Das normierte Histogramm aller z-Werte der originalen
Oberflache ist in Abbildung 3.15 gezeigt. Jede erzeugte Oberfliche hat durch die Spekt-
raldarstellung eine symmetrische Normalverteilung. Die originale Oberfliche weist tiefe
Furchen auf, durch welche die Verteilung leicht unsymmetrisch wird. Die in Kontakt tre-
tende positive Flanke hat die Form einer Normalverteilung. Die Furchen werden aber nie in
Kontakt treten, daher ist der Unterschied der beiden Verteilungen im negativen z-Bereich
nicht von Bedeutung.
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Abbildung 3.15: Vergleich Wahrscheinlichkeitsdichte von z

3.2.4 Statistische Kontaktanalyse
Mittelwert und Standardabweichung

Als erste Auswertung werden mehrere Oberflachen, so genannte Realisierungen, in Ori-
ginalgréfe erzeugt und jeweils eine Kontaktanalyse durchgefiihrt. Fiir jede Realisierung
wird fiur verschiedene Starrkérperverschiebungen u die Kontaktfliche und Kontaktkraft
berechnet und daraus mit dem Bowden-Tabor Ansatz der Reibwert ermittelt. Fiir 100
Realisierungen ist dieser in Abbildung 3.18a zu sehen. Sowohl der Mittelwert als auch die
Standardabweichung sinken zunéchst leicht mit steigendem w und néhern sich dann ei-
ner konstanten Sittigung. Dies entsteht durch den Ubergang von der Hertz’schen Losung
(A o p?/?), die fiir einen bzw. wenige Kontaktpunkte gilt, hin zur Greenwood- Williamson
Losung (A o p), wenn viele Punkte in Kontakt stehen. Die mittlere Kontaktfliche bei
uw =12 pm ist mit A, = 2- 1077 m? immer noch nur ein Bruchteil der nominellen Fliche
Az‘ﬁ = 0.07. Die Wahrscheinlichkeitsdichten des Reibwerts p fiir 500 Realisierungen fiir
w=2pum,u =06 pmund u =12 pym sind in den Abbildungen 3.16 zu sehen. Bei v = 6 pum
herrscht niedriger Anpressdurck p = 0.05 MPa bei v = 12 gm mittlerer p = 0.4 MPa. Aus-
reifler entstehen, wenn die Annahme, dass die Asperiten nicht interagieren, verletzt wird.
Dies fiihrt zu einer grofieren Kontaktfliche und damit auch zu einem fehlerhaft grofien
Reibwert. Diese Ausreifler fithren dazu, dass die Standardabweichung fiir groflere u leicht
iiberschétzt wird, was in Abbildung 3.16¢ die verbreiterte Kurve verursacht.

In Abbildung 3.17 ist fir die 100 ausgewerteten Flachen der Mittelwert des Anteils der
Kontaktflache zur nominelle Fldche iitber dem Mittelwert des Kontaktdrucks p = %

aufgetragen. Diese Darstellung zeigt, dass sich ein linearer Zusammenhang zwischen Nor-
malkraft und Reibkraft ergibt.
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Abbildung 3.16: Wahrscheinlichkeitsdichte des Reibwerts, 500 einzelne Realisierungen
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Abbildung 3.17: Kontaktflache anteilig zu nomineller Fliche aufgetragen iiber dem Kon-
taktdruck

Als weitere Moglichkeit den Mittelwert und die Standardabweichung zu berechnen ist die,
wie im Kapitel 3.1.4 beschrieben, eine lange Oberfliche, zu erzeugen und Abschnittswei-
se die Kontaktanalyse durchzufiithren. Bei einer Oberfliche von ca. 0.5 m lassen sich 100
Realisierungen auswerten. Der Reibwert aller Realisierungen, deren Mittelwert und die
Standardabweichung sind in Abbildung 3.18b zu sehen. Dass diese Werte durch beide Me-
thoden annahernd gleich sind, kann als Beweis fiir Ergodizitiat gewertet werden. Auflerdem
zeigt es, wie schon vermutet, dass die langen Wellenldngen, welche durch die Interpolation
hinzukommen, keinen Einfluss auf die KontaktgroBen haben.
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Abbildung 3.18: Reibwert p von 100 Realisierungen, Mittelwert und Standardabweichung

Nun wird die Autokorrelationsfunktion und das Leistungsdichtespektrum, wie in Kapitel
3.1.4 beschrieben, berechnet. Zunéchst wird nur eine lange Oberfliche erzeugt, um anhand
dieser Abschatzungen zu treffen.

In Abbildung 3.19 ist die Autokorrelationsfunktion fir drei Starrkérperverschiebungen
und verschiedene a,, zu sehen. Durch a,, ist die Diskretisierung der Autokorrelationsfunktion
vorgegeben. Die Korrelationslange (.o, ist der Wert, bei der Ry; das erste Mal die z-Achse
schneidet. Die Lange einer Realisierung ist ¢z = 5.3 mm. In Abbildung 3.19a wird die
Realisierung um ihre gesamte Lange weitergeschoben, a, = {r = 5.3 mm. Dadurch ergibt
sich fiir £, genau die Lénge dieser Verschiebung. Fiir eine feinere Auflésung mit a, =
0.06 mm(= 0.011¢x;), was eine Uberschneidung der Realisierungen von fast 99% bedeutet,
kann £, genauer bestimmt werden. £, ist kleiner als die Lénge einer Realisierung, das
heiBt die Daten sind nicht korreliert. Die Extremfélle a, = 5.3 mm und a, = 0.06 mm
dienen der Plausibilitétspriifung.

Bereits fiir eine Diskretisierung von a, = 0.3 mm(= 0.056{;), Abbildung 3.19¢c, was einer
Uberschneidung von 94% enspricht, sicht man, dass /., hinreichend genau bestimmt
werden kann. Im Weiteren wird a, = 0.3 mm benutzt.
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Fir a, = 0.3 mm ist das Leistungsdichtespektrum in Abbildung 3.20 zu sehen.

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

—u=6um
- - -0.00023001

] 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
f[1/m]

Abbildung 3.20: Leistungsdichtespektrum Sy,

Man erkennt, dass es bis auf Schwankungen konstant ist. Es kann durch eine Gerade im
Mittel angendhert werden. Dies bedeutet, dass alle Frequenzen gleichanteilig sind. Auch das
ist wieder ein Beweis dafiir, dass die grofien Wellenldngen der Oberfliche keinen Einfluss
auf den Reibwert haben, sondern nur die kleinen Wellenlédngen, welche gleichanteilig sind.
Der stochastische Prozess fiir i ist daher unkorreliert und hat ein konstantes Spektrum im
untersuchten Bereich.

3.2.5 Ubergang zur Makroebene

Zur Auswertung werden zunéchst 10 Oberflichen der Lange 53 mm erzeugt. Von die-
sen Oberflichen werden Realisierungen im Abstand von a, = 0.3 mm ausgewertet und
anschliefend tiber alle 10 Oberflichen gemittelt. So werden Mittelwert, Standardabwei-
chung, Autokorrelationsfunktion und Leistungsdichtespektrum, siche Abbildungen 3.21,
geschitzt. Die Autokorrelationsfunktion zeigt, dass im stochastischen Mittel die Korrela-
tionslange £, unabhéngig von der Verschiebung u und damit auch vom Druck ist.
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Abbildung 3.21: Autokorrelation und Spektrum des Reibwertes fir verschiedene w:
zehn Oberflichen

Fiir den Ubergang zur Makroebene wird nun die Abhéingigkeit der geschiitzten stochas-
tischen Groflen vom Kontaktdruck betrachtet. Mit einem nichtlinearen Least-Squares-
Schétzer kann eine Modellfunktion der Form

fp) =ap’ +c (3.21)

gefunden werden, welche die Abhéngigkeit vom Druck p beschreibt. Ein nichtlinearer Least-
Squares-Schatzer benutzt grundséitzlich die Vorgehensweise eines linearen Least-Squares-
Schétzers, welcher versucht, die quadratische Abweichung zwischen Datenpunkten und Mo-
dellfunktion zu minimieren. Die Minimierung kann als Extremwertaufgabe durch partielle
Ableitung und Suchen der Nullstellen durchgefithrt werden. Dies fiihrt zu einem linea-
ren Gleichungssystem, welches analytisch geldst werden kann. Beim nichtlinearen Schétzer
konnen die Gleichungen zur Minimierung nicht mehr analytisch gelost werden, sondern
miissen iterativ z.B. mit dem Gauss-Newton Verfahren gelost werden [7].

Die stochastischen Parameter, abhéngig vom Kontaktdruck p, und die gefundenen Modell-
funktionen sind in Abbildung 3.22 zu sehen.

Durch die Modellbeschrankung kommt es zu Ausreifiern in der Kontaktanalyse und damit
bei Standardabweichung und Spektrum zu einem fehlerhaften Anstieg der Werte fiir grole
Driicke. Diese werden fir die Suche der Modellfunktion nicht beriicksichtigt. Die Parameter
der Modellfunktion sind in Tabelle 3.3 zusammengefasst.
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Abbildung 3.22: Geschétzte Modellfunktionen

Tabelle 3.3: Parameter der Modellfunktionen - Bremsbelag

a b c

Elp] | 5.8574 -0.4478 0.2603

oy 1.6063 -0.4163 0.0663

E[S;a] | 0.0068 -0.3174 2.4785- 10705

Fiir weitere Simulationen kann der Reibwert als stochastischer Prozess generiert werden.
Mit der Spektraldarstellung, Gleichung (2.48), wird der mittelwertfreie stochastische Anteil
generiert. Als Spektrum wird die konstante Naherung abhingig von p verwendet. Der
gesamte Prozess setzt sich additiv zusammen aus Mittelwert und schwankendem Prozess

p(z, &) = Elu] + fisp. (3.22)

Ein Beispiel eines solchen Prozesses fiir den Druck p = 0.5 MPa ist in Abbildung 3.23a
zu sehen, wobei in schwarz die aus der Modellfunktion geschétzte Standardabweichung
bei diesem Druck eingezeichnet ist. In grau ist der Prozess und die entsprechende Stan-
dardabweichung dargestellt. Die beiden Standardabweichungen stimmen gut iiberein. In
Abbildung 3.23b ist das Spektrum dieses Prozesses gezeigt. Es kann als konstant gemittelt
werden und dieser gemittelte Wert stimmt mit dem konstanten Ausgangsspektrum iiberein.
Dies dient zur Kontrolle. Die Standardabweichung des stochastischen Prozesses liegt bei
Oasp = 0.08, der geschétzte Wert der Modellfunktion fiir p = 0.5 MPa bei ¢,(p) = 0.087,
wohingegen die Standardabweichung der originalen Kontaktanalyse, auf Grund von Aus-
reiflern durch die Modellbeschrankung, bei 0,0, = 0.11 liegt. Dies zeigt noch einmal, dass
durch die geschatzte Modellfunktion die Modellfehler ausgeglichen werden.
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Abbildung 3.23: Mittelwertfreier Reibwertprozess und Vergleich der Spektren
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3.3 Beispiel Metallblech

Als zweites Beispiel werden die Oberflichendaten eines gewalzten Metallblechs (Stahl
DC04) untersucht. Solch ein Blech wird fiir Blech-Massivumformprozesse genutzt. Es er-
fahrt beim Bearbeitungsprozess grofie Verformungen und grofie Anpressdriicke, wodurch
sich die Oberflachenbeschaffenheit erheblich dndern wird. Die untersuchten Oberflachen-
daten sind die des Bleches in unverformtem Zustand. Die Daten wurden ebenfalls mit
einem Weisslicht-Interferometer auf einer Fliche von A,om = 2.117 x 2.117 mm? mit
n = 1356 x 1356 Datenpunkten von Prof. Kai Willner berithrungslos aufgenommen.

3.3.1 Oberflachenanalyse

Zunéachst muss das Messrauschen heraus gefiltert werden. Dies wird mit einem median filter
(Matlab median2, filterradius=6) [2] umgesetzt. Die gefilterte Oberflache ist in Abbildung
3.24 zu sehen.

Abbildung 3.24: Gefilterte Oberflichendaten des Metallblechs

Weiter wird wieder grober diskretisiert, in dem nur jeder zehnte Datenpunkt benutzt wird.
Dies fiihrt auch hier zu einer Glattung, siche Abbildung 3.25, die beim ersten Kontakt
durch plastische Verformung entsteht. Die Oberflichen im Vergleich sind in Abbildung
3.26 dargestellt.
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Abbildung 3.25: Grobere Diskretisierung der Daten bei y = 1Ay
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Abbildung 3.26: Vergleich Oberflachendiskretisierung Metallblech

Die Materialwerte fiir diesen Stahl zur Berechnung des Plastizitétsindex sind in Tabelle
3.4 zu finden. Der Plastizititsindex nach Gleichung (3.7) berechnet sich fiir die gemessenen
Daten zu v = 5.8 und fiir die gendherten Daten zu 740, = 1.2. Dieser Wert liegt zwar
immer noch im plastischen Verformungsbereich, es wird jedoch im Folgenden die elastische
Verformung betrachtet. Durch plastische Verformung wiirden sich die Radien der Gipfel
vergroflern, wodurch grofiere Kontaktflichen entstehen wiirden. Dies wiederum wiirde
einen hoheren Reibwert bewirken. Durch die Annahme, dass rein elastische Verformung
vorliegt, wird der Reibwert also etwas unterschitzt. Das Hoéhenverhéltnis der Gipfel,
welches fiir die Reibwertschwankungen verantwortlich ist, wird sich jedoch vermutlich
nicht &ndern. Daher wird der Fehler in Kauf genommen.
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In Abbildung 3.27 sind die Wahrscheinlichkeitsdichten, aller Oberflichendaten z, der Hohe
der Gipfel z; und deren Radien 3 zu sehen. Die Verteilung aller z-Werte bleibt weitgehend
unverandert, bei den Hohen der Gipfel ist jedoch eine leichte Verschiebung zu hoheren
Werten zu sehen. Aulerdem sind die z-Werte und die Hohen der Gipfel nicht normalverteilt.
Durch die spektrale Darstellung werden normalverteilte Oberflachen erzeugt. Durch dies
Methode entsteht also ein Fehler. Bei den Asperitenradien ist der Effekt zu erkennen, dass
die kleinsten Asperiten zusammenschmelzen. Es gibt weniger Asperiten, die aber grofiere
Radien haben.

Tabelle 3.4: Materialwerte Metallblech

Ey, [GPa] 1 B, [GPa] v, E*[GPa] R, [MPa] H [MPa]

210 0.3 210 0.3 1.15 860 4850
4
-gﬁxm5 T x10° 7 X10
+ |[lGemessen = 5 = 5| Gemessen
g g T g
° = T Al
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zin[um zs[um um
(a) alle z-Werte (b) z-Werte der Gipfel (c) Gipfelradien

Abbildung 3.27: Vergleich Wahrscheinlichkeitsdichten Metallblech

3.3.2 Kontaktanalyse

Zur Kontaktanalyse werden, wie in Kapitel 3.2.2 beschrieben, zunéchst die Gipfel durch
Suche lokaler Maxima bestimmt und deren Radien berechnet. Es wird simuliert, dass das
raue Metallblech gegen ein glattes derselben Materialeigenschaften gedriickt wird. Die Kon-
taktflache und die Kraft, bzw. der Druck lassen sich dann durch das Hertz’sche Kontakt
Modell und die Reibkraft mit dem Bowden-Tabor Ansatz bestimmen. Die verwendeten
Materialparameter sind in Tabelle 3.5 zusammengefasst. Die Ergebnisse fiir Starrkérper-
verschiebungen von u = 0.1 pm bis u = 0.8 pm sind in Abbildungen 3.28a bis 3.28d zu
sehen.
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Tabelle 3.5: Materialwerte Metallblech fir Kontaktberechnung

E, [GPa] vy E5[GPa] vy, E* [GPa] Tpe [MPa)
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Abbildung 3.28: Ergebnisse Kontaktberechnung
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3.3.3 Statistische Kontaktanalyse
Mittelwert und Standardabweichung

Zunéchst werden 500 einzelne Realisierungen, wie in Kapitel 3.1.2 beschrieben, erzeugt und
der Reibwert mit Hilfe der Kontaktanalyse bestimmt. In Abbildung 3.29 sind Reibwert,
dessen Mittelwert und die Standardabweichung tiber verschiedene Starrkérperverschiebun-
gen u aufgetragen. In Abbildung 3.30 sind die Wahrscheinlichkeitsdichten fir eine niedrige
(u = 0.2 pum) eine mittlere (v = 0.45 pm) und eine grofie (u = 0.75 um) Verschiebung
gezeigt.
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Abbildung 3.29: Reibwert p von 500 Realisierungen, Mittelwert und Standardabweichung
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Abbildung 3.30: Wahrscheinlichkeitsdichte des Reibwerts, 500 einzelne Realisierungen
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Leistungsdichtespektrum und Autokorrelationsfunktion

Zur Berechnung der Autokorrelationsfunktion und des Leistungsdichtespektrums werden
10 Oberflachen der Lange 20.8 mm erzeugt. Die Kontaktanalyse wird an Realisierungen der
OriginalgréBe £ x (g = 2.1 x 2.1mm? durchgefiihrt, welche um a, = 0.15 mm(= 0.07a,,)
verschoben werden, was einer Uberschneidung von 93% entspricht. Das Leistungsdichte-
spektrum wird vom mittelwertfreien Prozess

die Autokorrelationsfunktion vom mittelwertireien und standardnormalverteilten Prozess

ly,€) = 18 = Ely] (3.24)

Op

berechnet. Die Ergebnisse fir v = 0.2 pm, u = 0.45 gm und v = 0.75 pm sind in Abbildung
3.31 zu sehen. Die Korrelationslange £, ist fiir alle Verschiebungen unabhéngig kleiner als
die Léange einer Realisierung (g;, d.h. der Prozess ist unkorreliert. Das Spektrum ist aber
nicht exakt konstant, sondern féllt leicht mit groflerer Frequenz, d.h. kleinerer Wellenlange
ab. Die groite aufgeloste Wellenlénge entspricht der Lénge der Realisierung. Das Spektrum
kann also nicht mehr als konstant angenéhert werden.

—u=025um
- - -0.00058264

1.2 6
Lange Realisierung - =--u=0.25pm 105 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
1 ' —u=0.45um
s==u=0.75um

——u=0.45um
- --0.00031191
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500

—u=0.75um
- - =0.00016407

0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
f[1/m]

iy

P e e mm e —— . ————

(a) Autokorrelation (b) Spektrum

Abbildung 3.31: Autokorrelation und Spektrum des Reibwerts fiir verschiedene u
3.3.4 Ubergang zur Makroebene
Fiir den Ubergang zur Makroebene wird nun wieder eine Modellfunktion der Form

f(p)=ap® + ¢ (3.25)
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3 Kontaktsimulation
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Abbildung 3.32: Geschétzte Modellfunktionen

geschétzt, um den Verlauf von Mittelwert und Standardabweichung abhéngig vom Druck
p zu beschreiben. Fiir das Spektrum ist dies nicht mehr moglich, da es nicht als konstant
gemittelt werden kann. Zur spéteren Verwendung auf der Makroebene stehen also nur fir
diejenigen Driicke Spektren zur Verfiigung, die zuvor ausgewertet wurden. Fiir Mittelwert
und Standardabweichung kénnen aber auch hier mit Hilfe der Modellfunktion Werte fiir
beliebige Driicke ermittelt werden. Die Parameter der Funktion werden mit einem nichtli-
nearen Least-Square Schétzer bestimmt. Die Daten und die entsprechende Modellfunktion
sind in Abbildung 3.32 zu sehen, die zugehérigen Funktionsparameter sind in Tabelle 3.6
zusammengefasst.

Tabelle 3.6: Parameter der Modellfunktionen - Metallblech

a b c

Elu] | 28.3661 -0.4786 0.2194

oy -1.0185  0.0120 1.2689

E[S;i] | 0.0223  -0.3174 —5.9154-107°

Um den Reibwert als stochastischen Prozess zu simulieren, wird wieder der berechne-
te Mittelwert zum stochastischen mittelwertfreien Prozess addiert, welcher mit Hilfe der
Spektralen Darstellung generiert wird. Hierbei wird das fiir den Druck ermitteltes Spek-
trum benutzt.

Ein Beispiel eines solchen Prozesses fir einen Druck von p = 1.75 MPa ist in Abbildung
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3.4 Zusammenfassung Kontaktsimulation

3.33a zu sehen. Schwarz ist die geschétzte Standardabweichung der Modellfunktion fir die-
sen Druck und grau die Standardabweichung des generierten Prozesses. In Abbildung 3.33b
werden die Spektren verglichen. In schwarz ist das benutzte Spektrum von p = 1.75 MPa
gezeichnet, in grau zur Kontrolle das Spektrum des generierten Prozesses.

10°
= = = Original
0.2 ) )
0.15} 107
AN
0.1F W
| 4 en) ]
== 10 I AV g NA
0.05f | = | ““\ \’\I\I.""ll, ":"'.:‘;,"l‘\,‘\ :'\“:‘
| n | LR W v |
of |/ -5 [ [
| 10
-0.051_
-0.11 I 10°
-0.15[ ‘lj
| 7
-0.2 g . * ’ 10
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
x [m] f[1/m]
(a) Prozess (b) Spektren

Abbildung 3.33: Mittelwertfreier Reibwertprozess und Vergleich Spektren

3.4 Zusammenfassung Kontaktsimulation

In diesem Kapitel wurde eine Kontaktsimulation fiir zwei verschiedene optisch vermessene
Oberflachen durchgefithrt. Die Kontaktsimulation setzt verschiedene Vereinfachungen
voraus. Primér gilt, dass eine raue elastische Oberfliche mit einer glatteren, festeren in
Kontakt steht. AuBerdem muss der Kontakt rein elastisch sein. Zur statistischen Un-
tersuchung an vielen stochastisch dhnlichen Oberflichen wird angenommen, dass eine
Normalverteilung der Oberflichenwerte vorliegt.

Diese Kriterien werden von dem untersuchten Bremsbelag komplett erfillt. Einziger
Schwachpunkt der Simulation sind die Materialparameter, die bei solch komplizierten
Zusammensetzungen, wie beim Bremsbelag, schwer abzuschétzen sind. Diese Materialpa-
rameter haben lediglich auf den Mittelwert des Reibprozesses Einfluss. Die Schwankungen
héangen von der Oberflachenbeschaffenheit ab, die durch das optische Messverfahren eine
hohe Genauigkeit haben. Die Ergebnisse zeigen, dass die Reibkraft linear mit der Nor-
malkraft steigt, sobald einige wenige Kontaktpunkte bestehen. Aulerdem ergibt sich, dass
der Reibwert als stochastischer Prozess simuliert werden kann. Ein konstant genahertes,
druckabhéngiges Spektrum kann bestimmt werden, mit dem dieser Prozess generierbar ist.
Dies erméglicht eine Untersuchung dynamischer Systeme auf der Makroebene, in denen
solch eine Reibpaarung auftritt.

Beim betrachteten Metallblech hingegen, werden einige der Kriterien verletzt. Zunéchst
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3 Kontaktsimulation

lasst der Plastizitatsindex auch nach der groben Diskretisierung, welche einen ersten
plastischen Kontakt abbildet, vermuten, dass kein rein elastischer Kontakt vorliegt. Dies
fithrt zu einer Unterschiatzung des berechneten Reibwerts im Mittel. Die Schwankungen
des Reibwerts werden aber richtig berechnet, da das Hohenverhéltnis der Asperiten da-
von unabhéngig sein sollte. Weiterhin gilt fir das Metallblech, dass die Annahme, die
Oberflachendaten wéren normalverteilt, nicht zutrifft. Die spektrale Darstellung, welche
zur Generierung stochastisch dhnlicher Oberflichen benutzt wird, erzeugt jedoch normal-
verteilte Oberflichen. Damit ist zwar die Kontaktanalyse fiir die vermessene Oberflache
richtig, aber die generierten Oberflichen besitzen eine leichte Abweichung zur originalen,
und damit ist die Analyse leicht fehlerbehaftet. Es gibt neben der Spektralen Darstellung
auch Methoden, welche nicht normalverteilte Prozesse erzeugen kénnen. In weiteren Ar-
beiten wiére es aufschlussreich mit solch einer Methode stochastisch &hnliche Oberflachen
zu erzeugen, um den Fehler abschétzen zu konnen.

Die nicht normalverteilten Daten liegen vor, da das Metall im Urzustand vermessen wurde.
Die meisten Materialien weisen nach der ersten plastischen Verformung eine Normalver-
teilung auf. Daher wére es weiterhin interessant, solch ein Metallblech nach der ersten
plastischen Verformung optisch zu vermessen. Vermutlich ist dann sowohl die Annahme,
dass die Verformung rein elastisch ablduft, als auch die, dass die Oberflichenwerte nor-
malverteilt sind, richtig.

Mit den stochastisch &hnlichen, normalverteilten Oberflichen werden &hnliche Ergebnisse
wie bei der Bremse bestimmt. Es liegt ein linearer Zusammenhang zwischen Reib- und
Normalkraft vor, und der Reibwert ist ein stochastischer Prozess. Das beschreibende
Spektrum ist hier aber nicht konstant. Daher liegen nur zu den berechneten Driicken
Spektren vor, aus denen fir spitere Simulationen auf den Makroebene einen Prozess
erzeugt werden kann.

Grundsétzlich kann gesagt werden, dass die hier verwendete Methode durch die zu

erfilllenden Kriterien besser fiir Oberflichen geeignet ist, bei denen die erste plastische
Verformung bereits stattgefunden hat.
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4 Reibungserregte Schwingungen

Mit Hilfe der in Kapitel 3 ermittelten stochastischen Reibwerte und deren Spektren kann
das ortlich abhangige Rauschen des Reibwerts reproduziert werden. Damit kann der Ein-
fluss eines stochastischen Reibwerts, welcher direkt abhéngig ist von der mikroskopischen
Oberflachenbeschaffenheit, auf makroskopische dynamische Vorgange untersucht werden.
Ein dynamisches Phénomen, bei dem Reibung eine groie Rolle spielt, sind reibungserregte
Schwingungen.

Daher wird in diesem Kapitel der Einfluss des stochastischen Reibwerts auf reibungserregte
Schwingungen genauer untersucht. Dazu werden zunéchst die Bewegungsgleichungen des
Reibschwingers hergeleitet und die numerischen Verfahren vorgestellt.

Anschlieflend werden reibungserregte Schwingungen am Beispiel des Bremsbelags und am
Beispiel des Metallblechs betrachtet. Besonders hervorgehoben werden die neuen Effek-
te, welche durch einen stochastischen Reibwert auftreten. Anhand dieser Untersuchungen
werden die Unterschiede der beiden untersuchten Oberflichen aufgezeigt.

4.1 Grundlagen

In diesem Abschnitt werden die Bewegungsgleichungen des Reibschwingers hergeleitet und
die numerischen Integrationsverfahren erlédutert.

4.1.1 Deterministischer Reibschwinger
Modell

Reibungserregte Schwingungen werden vielfach an einem Ein-Freiheitsgrad Modell einer
Masse auf einem Band untersucht, siche Abbildung 4.1. Die Masse m ist mit der Umge-
bung durch eine Feder mit Federkonstante ¢ und einem Démpfer mit Dampferkonstante d
verbunden. Das Band bewegt sich mit der konstanten Geschwindigkeit vy, zwischen Band
und Masse herrscht Reibung. Die Masse wird entweder nur durch ihr Eigengewicht auf das
Band gedriickt oder mit einer zusétzlichen Normalkraft N. Mit diesem einfachen Modell
lassen sich selbsterregte Schwingungen und sogenannte Stick-Slip Schwingungen untersu-
chen. Wird die Masse zusatzlich durch eine Kraft @) parallel zur Geschwindigkeit angeregt,
treten Periodenverdopplungen bis hin zum Chaos auf [40].

Die Reibkraft Fr wechselt ihr Vorzeichen je nach relativer Geschwindigkeit der Kontakt-
partner und wird daher iiber

Fr = p(vee) N sign(vye), (4.1)

wobei v.q = vg — ¥ gilt, berechnet. Es treten zwei Reibzustinde auf, Haften, bei dem
die Masse sich mit dem Band mitbewegt und Gleiten, bei dem die Masse auf Grund der
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4 Reibungserregte Schwingungen

Nl —— Q cos(Qt)

—y

m

OO

Abbildung 4.1: Reibschwinger

Riickstellkrifte tiber das Band gleitet. Die Bedingungen dieser Zusténde lassen sich iiber
ein Kraftegleichgewicht bestimmen. Fir Haften muss fiir die Kraft

|Fru| = [cy + dxy — Q cos(Qt)] (42)
gelten und die Geschwindigkeit muss der des Bands entsprechen, d.h.
Y = vo. (4.3)

Die Bewegungsgleichung des Systems ist damit je nach Zustand:
Haften: ¢ =y (4.4)

Gleiten:  mgy + dpy + cy = p(vee) N sign(vy — ¢) + Q cos(§2t) (4.5)

Jetzt wird zunéchst die Eigenfrequenz des ungeddmpften Systems wy = \/% , das Lehr’sche

Démpfungsmafl D = 2\0/{’;% und das Frequenzverhéltniss n = w% und anschlieflend die di-

mensionslose, auf eine Schwingungsdauer normierten Zeit 7 = wyt und deren Ableitun-
gen eingefithrt. Bei klassischen Schwingungsproblemen wird aulerdem die Wegkoordinate
durch Normieren mit einer geeigneten Lénge dimensionslos dargestellt [61], [92]. Da in
diesem Modell keine solche Léinge auftritt, wird y durch Beziehen auf die Lénge L = 1 m
in die dimensionslose Koordinate x = ¥ iiberfiihrt. Dies fiihrt auf die dimensionslose Be-
wegungsgleichung in Zustandsform mit z = x; und Z—f =Ty

Haften: dry = v dr

deze = 0dr (4.6)
Gleiten: dry = xodr

dze = |—x1 — 2Dy + nu(vee) sign(vy — %12) + qC05(953)] dr (4.7)

des = ndr

; _ N _Q _ w
mit n ==, ¢= % und v = Tor
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4.1 Grundlagen

Die statische Ruhelage des rein selbsterregten Systems lédsst sich anhand der Gleichung
(4.7) bestimmen. Fiir &5 = 0, &1 = 0, ¢ = 0 und v,y = vy berechnet sich x5 geméis

T1s = nyi(vo). (4.8)

Aus der Kraftbedingung fiir den Zustand Haften lisst sich die Auslenkung am Ubergang
Haften-Gleiten

T1ng = np(0) — 2D + g cos(nT) (4.9)

berechnen. Die maximal negative Auslenkung, bei der die Haftgerade noch erreicht wird,
ist auf Grund der Symmetrie der Kraftbedingung

Tghmes = —1(0) — 2Dy + g cos(nT). (4.10)

Bei reiner Selbsterregung (¢ = 0) sind diese Positionen konstant, im fremderregten Fall
oszillieren sie mit der Zeit.

Mit Hilfe verschiedener geschwindigkeitsabhéngiger Reibgesetze lassen sich reibungsindu-
zierte Schwingungen untersuchen. Als einfachstes Reibgesetz wird ein konstanter Reibwert
benutzt. Das zweite hat einen hoheren Haftreibwert bei v, = 0 % und ist fur alle anderen
Geschwindigkeiten ebenfalls konstant. Als drittes wird ein phénomenologisches Reibge-
setz mit einer fallenden Kennlinie untersucht. Dieses Gesetz wurde in [85] experimentell
bestimmt. Ahnliche Verldufe werden vielfach verwendet z.B. in [40], [23], [59], [34]. Der
quadratische Term fithrt zu einem Anstieg fiir hohe Relativgeschwindigkeiten, daher wird
er bei einigen Modellen vernachlassigt. Die Gleichungen der drei Reibgesetze sind in Tabelle
4.1 aufgefiihrt, die Verlaufe in Abbildung 4.2 zu sehen.

Tabelle 4.1: Reibgesetze

Hr ‘ Hir ‘ Hrrr
p1(vpe) = 0.25 w1(0) =04 p(vret) = T Gy i1+ 0.01v2,,
,U/(Urel 7é 0) =0.25 Ho = 0.4 =01

Ein Phasendiagramm des Stick-Slip Grenzzyklus fir das Reibgesetz I1I ist in Abbildung
4.3 dargestellt. Alle Losungen erreichen diesen Grenzzyklus, sobald sie einmal auf die
Haftgerade gelangen.

Phasendiagramme des Modells fiir die drei vorgestellten Reibgesetze fiir verschiedene An-
fangswerte sind in Abbildung 4.4 zu sehen (D = 0,wp = 1 %7% = 1,9 = 0,n = 10).
Fir fast alle Anfangswerte erreicht die Losung die Haftgerade und damit den Grenzzy-
klus. Ausnahmen sind Phasenkurven, deren Anfangswerte innerhalb dieses Zyklus liegen.
Hier wird der Unterschied der drei Reibgesetze deutlich. Bei I und II gibt es innerhalb des
Stick-Slip Grenzzyklus kleinere stabile Zyklen, welche erreicht werden, wenn die statische
Ruhelage gestort wird. Bei III hingegen werden alle Losungen neben der Ruhelage auf
die Haftgerade beschleunigt. Dies geschieht durch die anfachende Wirkung der fallenden
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4 Reibungserregte Schwingungen
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Abbildung 4.2: Verschiedene Reibgesetze

X

Abbildung 4.3: Phasendiagramm

Reibkurve. Aulerdem kann man in Abbildung 4.4a sehen, dass bei I durch p(0) = p(vo)
die Beziehung z, = x5, (Gleichung (4.8)) folgt, bei II und III ist z15 # @14, da sich der
Reibwert im Zustand Haften vom Reibwert im Zustand Gleiten unterscheidet. Bei I und II
sind die Phasenkurven und der Grenzzyklus beim Gleiten kreisférmig, bei III nicht. In den
Untersuchungen der Schwingungen des Bremsbelages und des Metallblechs wird spater das
Reibgesetz 111 benutzt.

Wenn die duflere Anregung ungleich null ist, sind die Bedingungen fiir Haften und Gleiten
zeitabhangig, und damit oszilliert auch x5, wie oben beschrieben. Das Phasendiagramm
bekommt durch die zusétzliche Zustandsgrofe eine dritte Dimension. Dadurch sind auch
mehrperiodische Losungen moglich. In Abbildung 4.5 ist das drei-dimensionale Phasen-
diagramm fiir ¢ = 0.5, = 1.15,wg = 1 %,’yo =1,D = 0,n = 20, psy;, und dessen
zwei-dimensionale Projektion zu sehen. In 4.5a erkennt man die schwingende Haftgrenze
und dass die Phasenlinie diese abwechselnd an zwei verschiedenen Orten trifft.
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Abbildung 4.5: Phasendiagramme fiir fremderregte Schwingung

Numerische Integration

Die nichtglatten Gleichungen fiir den Reibschwinger konnen bereits im deterministischen
Fall nur abschnittsweise analytisch gelost werden, daher muss ein numerisches Integrati-
onsverfahren benutzt werden. Als einfachstes Verfahren gilt das explizite Euler Verfahren.
Es hat zwar im deterministischen Fall einige Schwachstellen, z.B. die Stabilitat, worauf
spater noch genauer eingegangen wird, aber fir die stochastische Simulation ist es das am
einfachsten umzusetzende. Daher wird es hier fiir alle Simulationen verwendet. Es handelt
sich um ein Einschrittverfahren, bei dem ausgehend vom Anfangszustand die Losung fir
den jeweils ndchsten Zeitschritt berechnet wird. Der Zeitschritt AT = 75,1 — 7 ist konstant.
Damit folgt fir die Bewegungsgleichungen die Iterationsvorschrift:

Haften: T k1 Tip+% AT

Tok+1 = T2k -+ 0 AT (411)
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4 Reibungserregte Schwingungen

Gleiten: Tik+1 = L1+ Iz,kAT
Tokt1 = Dok + {—.’L'Lk — 2Dwyk + np(vra) sign(vy — %xlk)} At (4.12)
+qcos(xg ) AT .
T3p+r1 = T3k +1N AT

Es wird zu jedem Zeitschritt ermittelt ob die Haftbedingung wieder gilt, bzw. nicht mehr
gilt. Wenn solch ein Ereignis eintritt, wird zwischen den Gleichungssystemen umgeschal-
ten. Wenn in einem Zeitschritt iiber die Bedingung "hinaus’ integriert wird, werden durch
lineare Interpolation die Position und der Zeitpunkt ermittelt, zu dem das Ereignis eintritt.

Fir glatte ungeddampfte Systeme ist das explizite Euler Verfahren instabil, fiir gedampfte
Systeme muss der Zeitschritt sehr klein gewéhlt werden, damit die Losung stabil bleibt, das
heilt sich nicht von der richtigen Lésung entfernt. Genaueres zur Stabilitdt numerischer
Losungen kann in [12], [100], [80] o.4. nachgelesen werden. Dieser Effekt ist bei einer Simula-
tion eines inneren Grenzzyklus zu sehen, welcher nur bei p; und py; entstehen kann. In Ab-
bildung 4.6a ist der innere Grenzzyklus des ungedampften Systems zu sehen, berechnet mit
dem Matlab internen Runge-Kutta Verfahren (ode45) mit variabler Schrittweitensteuerung

[2], welches stabil ist, (D = 0,q = 0,n = 10,wy = 1 %,% = 1,210 = 2,290 = 0, fus7).
Dieser Matlab interne Integrator besitzt eine sogenannte 'Event-Steuerung’, d.h. es kon-
nen FEreignisse definiert werden, zu denen die Integration abbricht. So wird zwischen
den Gleichungen hin- und her geschaltet. Hier handelt es sich aber um eine glatte Dif-
ferentialgleichung, da der Haftzustand nicht erreicht wird. In Abbildung 4.6b wird das
Gleichungssystem mit dem expliziten Fuler Verfahren fiir den Zeitschritt A7 = 0.001
berechnet. Das Phasendiagramm zeigt auch fir sehr kleine Zeitschritte, dass die Losung

des expliziten Fuler Verfahren bei glatten, ungedampften Systemen instabil ist.

0.6 0.6f
0.4 0.4}
0.2 0.2
Z o R
x x

-0.2 -0.2
-0.4 -0.4

-0.6 n n -0.6 " .

2 25 3 2 25 3

X, -] X, -]
(a) Runge-Kutta A7 variabel (b) AT =0.001

Abbildung 4.6: Vergleich numerische Instabilitét

Nichtglatte Systeme sind weniger anféllig fiir Instabilitdten. In Abbildung 4.7 ist wie-
der eine Simulation des Systems mit anderen Anfangswerten zu sehen (D = 0,q =
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0,wp = 1 %7% = 1,n = 10,219 = 0,290 = 7, ftrr7). In grau ist die richtige Lo-

sung, simuliert mit dem Runge-Kutta Verfahren, dargestellt. In schwarz sind Losungen fir
A7 =0.001, A7 = 0.01 und A7 = 0.05 gezeigt. Nur bei A7 = 0.05 ist eine Abweichung zu
erkennen. Beim nichtglatten System kann also auch fiir den ungedampften Fall mit dem
expliziten Euler Verfahren eine hinreichend genaue Losung berechnet werden, wenn der
Zeitschritt klein genug gewéhlt wird. Der Grund hierfiir ist, dass durch das Umschalten
zwischen den Differentialgleichungen die Anfangsbedingungen praktisch wieder hergestellt
werden. Fiir das rein selbsterregte System ist am Ubergang Haften-Gleiten die Position und
die Geschwindigkeit fiir jeden Durchgang gleich, somit wird der Fehler, welcher durch die
Instabilitat entsteht, wieder auf null gesetzt. Es spielt keine Rolle, zu welchem Zeitpunkt
dieser Zustand erreicht wird.

Abbildung 4.7: Vergleich Zeitschrittweite, ¢ = 0

Weiterhin zeigt diese Simulation, dass die Charakteristik der Lésung sich auch fiir einen
zu grofien Zeitschritt nicht verdndert. Dies gilt nicht mehr, wenn das fremderregte System
betrachtet wird. Hier spielt es eine Rolle, zu welchem Zeitpunkt die Haftgrenze erreicht
wird, da diese zeitlich oszilliert. In Abbildung 4.8 werden wieder Phasendiagramme des
gleichen Systems verglichen (D = 0,wy = 1 %7% =1,n=10,210 = 3.2,Z20 = Y0, b111),
jetzt aber mit zusétzlicher Fremdanregung mit ¢ = 0.5 und n = 1.15. In 4.8a die genaue
Losung mit dem Runge-Kutta Verfahren berechnet und in Abbildung 4.8b bis 4.8g sind
Losungen, berechnet mit dem Fuler Verfahren, bei verschiedenen Zeitschritten abgebildet.
Wieder ist zu sehen, dass bis A7 = 0.01 die Losung mit der "richtigen" iibereinstimmt.
Diese ist zwei-periodisch. Ab A7 > 0.01 kommt es zu Abweichungen. Besonders féllt
hier auf, dass sich bei zu grofien Zeitschritten der Charakter der Losung verdndert. In
Abbildung 4.8¢g fiir A7 = 0.1 konnte félschlicherweise abgelesen werden, dass sich das
System bei diesen Parametern quasiperiodisch oder sogar chaotisch verhalt.
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Abbildung 4.8: Vergleich Zeitschrittweite, ¢ = 0.5,n7 = 1.15

Im Weiteren wird der Reibwert als ein stochastischer Prozess modelliert. Zur numerischen
Integration wird das stochastische Fuler Verfahren oder Fuler-Mayurama benutzt, welches
sich durch seine einfache Umsetzung empfiehlt. Die Stabilitdtsprobleme dieses Verfahrens
sind, wie oben gezeigt, bei nicht-glatten Systemen nicht von grofler Relevanz, da auch
fiir ungedampfte Systeme Zeitschritte gefunden werden konnen, bei denen die Integration
stabil durchgefithrt werden kann. Der Zeitschritt muss jedoch klein sein, und es muss
bedacht werden, dass ein zu grofier Zeitschritt die Charakteristik der Losung verdndern
kann.
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4.1.2 Stochastischer Reibschwinger mit weill verrauschtem Reibwert

Modell

Messungen, z.B. in [40], und die Auswertungen aus Kapitel 3 zeigen, dass der Reibwert
nicht nur geschwindigkeitsabhéngig, sondern auch stochastisch verrauscht ist. Dies hat
zur Ursache, dass durch die rauen Oberflichen die Kontaktfliche beim Gleiten schwankt.
Die Kontaktanalyse hat ergeben, dass der Reibwert ein bandbreitenbeschrénkter stochas-
tischer Prozess ist. Im Fall des Bremsbelags besitzt dieser ein konstantes Spektrum, im
Fall des Metallblechs ein ortlich abhéngiges. Zum Vergleich wird zunéchst der Reibwert
abhéngig vom Ort, bzw. dem relativen Ort zwischen Masse und Band, als weifles Rau-
schen modelliert. Weiles Rauschen hat ein unendliches, konstantes Spektrum. Das heifit
alle Frequenzen von —oco bis co treten mit gleicher Amplitude auf. Vergleiche der Simu-
lationen mit weiflem Rauschen mit Simulationen mit bandbreitenbeschrinktem Prozessen
werden spéter zeigen, ob die unterschiedlichen Modelle des Reibwerts zu Abweichungen im
Losungsverhalten fiihren.

Mit dem weiflen Rauschprozess wird die Bewegungsgleichung fiir den Gleitvorgang zu einer
stochastischen Differentialgleichung. Der Reibwert beim Haften wird weiterhin determinis-
tisch modelliert, da hierbei die Kontaktflache konstant ist. Der Reibwert beim Gleiten wird
zunédchst durch einen ortsabhéngigen stochastischen Prozess modelliert, der aus einem de-
terministischen, geschwindigkeitsabhéngigen Anteil pip(v,e) und einem mittelwertfreien
Rauschanteil fi,, = 0¢((2e, &) besteht. ((z,¢,€) ist ein weiler Rauschprozess, welcher
additiv mit der Intensitdt o, eingeht. Der Gleichanteil entspricht dem Verlauf p;; in Ta-
belle 4.1. Es wird zunéchst aus der geschiatzten Modellfunktion der Kontaktanalyse der
druckabhéngige Mittelwert des Reibwerts bestimmt, sieche Gleichung (3.21) bzw. (3.22).
Dieser wird hier fiir ps(p) = po — p eingesetzt. Damit auch hier fir pp(0) = po = 0.4
gilt, muss p1 = po — pri(p) sein. Damit setzt sich das Reibgesetz zusammen aus dem
deterministischen Anteil

,Uffzt(p) 2
1 rel) = = T Mo — [y + 0.01 4.13
D(U l) 1 1-12|Urel| 0 f t(p) Urel ( )

und dem stochastischen

fw = WD (Vrer) + flw (4.14)
1235 + UCC(xrela 5)
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4 Reibungserregte Schwingungen

Durch den Zusammenhang zwischen weiflem Rauschen und dem Wiener Prozess aus Glei-
chung (2.26) hat die Bewegungsgleichung fiir den Gleitvorgang im Stratonovich Kalkil die
Form [32]

dX1 = XQdT (415)

dX, = {—Xl — 2D X5 4 nup(veer) sign(vg — @Xg) + qcos(X3)| dr
Yo

+ {n sign (v — @Xz) odW,,.,
Yo

dX; = ndr.

Fir die Zeitintegration der Bewegungsgleichung muss der weile Rauschprozess zunachst
in den Zeitbereich transformiert werden. Dies erfolgt mit der dimensionslosen relativen
Geschwindigkeit zwischen Masse und Band

Urel Yo — EXQ . Vo
dr = —2 “dr = — Xo)d t — = Lwy. 4.16
Ly T Lo = 2)dT  mi o Wo ( )

dw rel =

Der stochastische Zuwachs im Wegbereich ist [32]
AW? | = ocdi,e. (4.17)

Daraus folgt

AW = oc(yo — Xo)dr (4.18)
und mit

dW? =dr (4.19)

AW, = oc(h0 = Xo)dIW7. (4.20)

Die Wurzel aus diesem Ausdruck liefert den Zusammenhang zwischen dem stochastischen
Zuwachs im Wegbereich und dem im Zeitbereich

dW%-el = Uc(’}/o — XQ)dW.,— (421)

Diese Transformation wird vielfach im Bereich der Fahrzeug-Strale Anregung verwendet,
bei der die Unebenheit der Strafie in eine stochastische Zeitanregung umgerechnet wird,
[74]. Hierbei ist jedoch meist die Geschwindigkeit konstant und nicht wie hier eine Zu-
standsgrofe.
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Damit ergeben sich die stochastischen Differentialgleichungen fiir die Bewegung des Reib-
schwingers

Haften: dX; = ~pdr

dX, = 0dr (4.22)
Gleiten: dX; = Xodr
dX, = {—Xl — 2D X3 + njup(vpe) sign(vy — %Xg) + QCOS(Xg)] dr (4.23)
+ [n sign(vg — %XQ)] o¢c(vo — X2) odW; 4
dX; = ndr

Durch die Transformation der Zuwiéchse in den Zeitbereich ist das System parametererregt.
Die Integration ist im Stratonovich Kalkiil aufgestellt. Das im folgenden Abschnitt gezeigte
numerische Integrationsverfahren berechnet die Integration aber nach dem It6 Kalkiil, da
das Integral immer am linken Rand ausgewertet wird. Daher muss zunéchst Gleichung
(4.23) mithilfe von Gleichung (2.37) in das Itd Kalkil iiberfithrt werden. Dadurch erweitert
sich der Driftterm durch den Summanden —1(no¢)?dr und man erhélt

Gleiten: dX; = Xodr
dX, = {—Xl —2DX5 + npup(vre) sign(vy — %XQ) + qcos(Xg)] dr

4.24
—1(no¢)?dr + [n sign(vg — :’/—(;XQ)] Voely — Xo) AW, (4.24)
ng = n dr.

9 sign(vo— 2L X
Diese Gleichung gilt nur noch fiir X5 # 7, da die partielle Ableitung W fr

Xy # 79 verschwindet, fir Xy = =y aber nicht differenzierbar ist. Fiir Xy = vy wechselt
das System in die Haft Differentialgleichung (4.22), so dass diese Bedingung erfiillt ist.

Numerische Simulation - Monte Carlo Simulation

Die Losungstrajektorie der stochastischen Differentialgleichung ist nicht mehr eindeutig.
Uber viele Auswertungen kann die Wahrscheinlichkeit bestimmt werden, dass die Trajek-
torie sich in einem bestimmten Bereich befindet.

Die Losung der SDG kann auch hier nur durch numerische Integration bestimmt werden.
Es wird wieder das explizite Fuler Verfahren verwendet, welches fiir SDG auch explizites
Euler-Maruyama Verfahren genannt wird. Die diskretisierte SDG fiir den Gleitvorgang hat
dann die Form
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Xigr1 = Xop+ XopAT (4.25)
Xopry = Xop

v
+ {—Xl,k —2D X 4+ npp(vye) sign(vy — ’y—OXQ,k) + QCOS(X&’]C):| AT
0

AT + {n sign(vy — ZOXQ)} Vol — Xop) AW, (4.26)
0

- E(WC)Q

Xspp1 = Xgp+n AT

mit den Differenzen

Thk+1
AT =Tp — T = / ds (4.27)
Tk
und
AW =W, — W, = /Tk“ aw.. (4.28)
Tk

Da das Fuler-Maruyama das Integral an der unteren Integrationsgrenze auswertet, ist es
konsistent mit dem [t6 Kalkiil. Durch die Eigenschaft (dW,)? = dt kann das Inkrement
des Wiener Prozesses durch

AW,, = RyVAT (4.2)

berechnet werden, wobei Ry, eine standardnormalverteilte Zufallszahl ist.

Daher koénnen die Bewegungsgleichungen des Reibschwingers mit weifl verrauschtem
Reibwert mit dem Fuler-Maruyama Verfahren

Haften:  Xipy1 = Xip+70 AT (4.30)
Xopr1 = Xop+0AT ‘
Gleiten: X17k+1 = Xl,k + X?,krAT
X2,k+1 = XZ,k
+ [~ X1k = 2D X+ npup(vral) sign(vo — 20 X5 )] A7 (4.31)

+ [qeos(Xs ) — i(nac)Q] AT

+ {Tl Sign(vo — %XQ)} Q/O’C('YO — XQJC)ATR]C

Xapr1 = Xgp+nAT

numerisch integriert werden. o¢ ist gleich der Standardabweichung des ortsabhéngigen
Prozesses, o¢ = 0,,,. Der stochastische Zuwachs ist also abhéngig von der Geschwindig-
keit X5 und variiert daher periodisch mit der Zeit.
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4.1 Grundlagen

Genaueres zu stochastischen Differentialgleichungen und deren Losungsverfahren ist in [5]
oder [52] zu finden, in [53] werden aulerdem numerische Beispiele gezeigt.

Eine Losungstrajektorie fiir den selbsterregten Fall mit den Parametern D = 0,m =
2 %, c=1-105¢=0,N = 5600, s1;7; ist in Abbildung 4.9a der entsprechenden determi-
nistischen Trajektorie in 4.9b gegentibergestellt. Im stochastischen Fall fallt auf, dass sich
Phasenlinien schneiden, was im deterministischen Fall nie vorkommen kann. Der Grund
dafir ist, dass der stochastische Anteil einer dritten Zustandsgrofie entspricht, welche mit-
integriert wird. Der Phasenraum ist im stochastischen Fall drei-dimensional bzw., falls
auBere Anregung vorliegt, vier-dimensional. Die Phasenkurven schneiden sich also streng
genommen nicht, sondern liegen hintereinander. Das zweidimensionale Phasendiagramm
ist eine Projektion dieser Phasenlinien. Diese Ansicht wird zur besseren Ubersichtlichkeit
genutzt.

o X 10 o X 10
1 1
—~ 0 0
L L
< =<
-1 -1
-2 -2
-3 -3
-2 -1 0 1 2 3 4 5 -2 -1 0 1 2 3 4 5
%, - x107 X[ x10”°
(a) deterministisch (b) weiBles Rauschen

Abbildung 4.9: Phasendiagramm deterministisch-stochastisch

4.1.3 Stochastischer Reibschwinger mit Reibwert aus Kontaktanalyse
Modell

In Kapitel 3 wird gezeigt, wie mit Hilfe einer statistischen Kontaktanalyse der Reibwert
und seine von der rauen Oberfliche abhangigen Schwankungen berechnet werden konnen.
In 3.2.5 bzw. 3.3.4 wird, ausgehend von einem druck- und wegabhéingigen Spektrum, mit
Hilfe der Spektralen Darstellung der Reibwert als stochastischer Prozess

fisp(z, &) = V2 Zj Sy (fui) A foi cos(2m(frim + &) (4.32)

beschrieben.
Es wird eine globale Wegkoordinate x4, eingefithrt, die den absoluten Weg erfasst, welche
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4 Reibungserregte Schwingungen

die Masse wahrend eines Gleitvorgangs zuriicklegt. Die globale Position wird jeweils um
das berechnete |Az| vergroBert. So steigt die globale Wegkoordinate kontinuierlich an, egal
ob die Masse vorwérts oder riickwérts schwingt. Anhand dieser globalen Wegkoordinate
wird der stochastische Anteil des Reibwerts (2 g0) ermittelt.

Der ortsabhéngige Reibprozess ist diskret und besitzt daher nur Informationen an den Po-
sitionen kAz ;. Fir Positionen g (t;) zwischen diesen diskreten Werten wird der Reib-
wert durch lineare Interpolation der benachbarten Werte gewonnen. In Abbildung 4.10 ist
ein beispielhafter Prozess gezeigt. In Abbildung 4.10b ist ein Ausschnitt gezeigt, um die
Interpolation hervorzuheben. Es muss allerdings vermieden werden, dass die Schwingun-
gen so klein sind, dass der Reibwert nur zwischen zwei Diskretisierungspunkten ausgelesen
wirde. AuBerdem muss tiberpriift werden, ob der Reibprozess iiberhaupt fir alle Posi-
tionen, welche bei einer Schwingung auftreten kénnen, Informationen enthélt. Durch eine
Verlangerung von x in Gleichung (4.32) wird der Prozess periodisch fortgesetzt.

Prozess Prozess
0.3r ‘ * Position 0.3 * Position
| 0.2t
0.1
EY = 9 /
M 1N AR RISl LN |
HITI 3 i Y 01l
-01f | | “‘J‘w‘i f“‘ (IR REAR 0171
[ | v I
1]l l“ || o I ! 0.2
02f | | | L !
I -03
-0.3 X X . N N N . .
0 5 10 15 4 5 6 7 8
x [m] x107° x [m] X107
(a) kompletter Reibprozess (b) Ausschnitt Reibprozess

Abbildung 4.10: Reibprozess aus Spektraler Darstellung

Zum stochastischen Anteil des Reibwerts wird pup addiert. pup entspricht auch hier dem
deterministischen geschwindigkeitsabhangigen Verlauf pirr;(v,e;). Es wird zunachst aus der
geschitzten Modellfunktion der Kontaktanalyse der druckabhangige Mittelwert des Reib-
werts bestimmt, siehe Gleichung (3.21) bzw. (3.22). Dieser wird hier fir ps:(p) = po — 1
eingesetzt. Damit auch hier fir pp(0) = po = 0.4 gilt, muss = po — ppa(p) sein. Damit
ergibt sich das deterministische Reibgesetz p;; zu

trit(p)

B AL S — 0.0102 ,. 4.33
1 + 1~42|vrel| +H’0 Mft(p) + vrel ( )

KD (Urel) =

Der stochastische Prozess entsteht durch Addieren des Rauschanteils aus der Spektraldar-
stellung

tsp = ip(Vret) + fisp(,§). (4.34)
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figp ist mittelwertfrei und hat die Standardabweichung o;,,,. Durch Einsetzen dieses Pro-
zesses in die Bewegungsgleichungen ergeben diese sich

Haften: dX; = ~pdr
dX, = 0dr (4.35)

Gleiten: dX, = Xodr
X, = [_Xl —2DX5 + (:U"HL(Ur‘el) + :aSD(Xla 5))” Sign(vo - %XQ)] dr
+ [qcos(X3)] dT
dX3 = n dr.
(4.36)

Numerische Integration

Der Reibwert wird, wie in Abschnitt 4.1.3 beschrieben zu jedem Zeitpunkt aus dem ge-
schwindigkeitsabhidngigen Anteil plus einen schwankenden Anteil aus dem Prozess ermit-
telt. Dieser Wert wird in den Bewegungsgleichungen benutzt. Diese sind jetzt keine stochas-
tischen Differentialgleichungen mehr und kénnen mithilfe des Euler Verfahrens integriert
werden und zwar

Haften: X17k+1 = Xl,k + Yo AT (4 37)
Xopr1 = Xop+0AT ’
Gleiten: Xigr1 = Xip+ Xop AT

XQ,]H,l = X2_’k =+ [_Xl,k — 2DX2J< + qCOS(XgJC)] AT
+ [(tm + fisp(X1,€))n sign(vg — LwoXox)] AT
Xzp1 = Xgp+nAT

(4.38)

In Abbildung 4.11 ist das Phasendiagramm des Systems, mit iibereinstimmenden Parame-
tern simuliert, gezeigt. In Abbildung 4.11a mit der Methode der Spektralen Darstellung
und in Abbildung 4.11b mit weilem Rauschen, vergl. Abbildung 4.9a. Die Abbildungen
zeigen, dass die Rauschintensitiat der Reibkraft, welche sich direkt am Rauschen der Pha-
senlinie ablesen lasst, fiir weifles Rauschen etwas kleiner ist. Beim weiflen Rauschen zeigt
sie Phasenlinie auch kleinere Wellenléngen, bei der spektralen Darstellung ist die kleinste
Wellenlénge durch die Diskretisierung des Spektrums beschriankt.
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Abbildung 4.11: Phasendiagramm Reibprozess
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4.2 Reibungserregte Schwingungen in der Bremse

Ein Beispiel fir reibungserregte Schwingungen, welches durch seine hohe wirtschaftliche
Relevanz schon sein Jahren vielfach untersucht und erforscht wird, sind Gerdusche von
Scheibenbremsen in Automobilen. Ein besonders interessantes Problem ist das Bremsen-
quietschen. Das Problem wird verschiedenst modelliert z.B. als vollstédndiges FEM Mo-
dell [77], [50], [63], [67], als elastisches Kontinuum mit Reibkontakten [36], [43], [34] oder
mit verschiedenen Minimalmodellen [90]. Es ist gemeinhin akzeptiert, dass das Bremsen-
quitschen durch eine Instabilitdt des Gleitzustands, aufgrund der Kopplung verschiedener
Freiheitsgrade an den Kontaktstellen, verursacht wird. Das Problem wird in die Katego-
rie der "Folgelastprobleme' eingeordnet. Diese sogenannte Flatterinstabilitiat, auch Mode-
Coupling genannt, fithrt zu Schwingungen quer zur Kontaktflache.

Das Einfreiheitsgrad-Modell des Reibschwingers kann diese Phénomene nicht abbilden.
Bei niedrigen Geschwindigkeiten kann es jedoch in Bremsen auch zu Schwingungen par-
allel zur Kontaktflache kommen [38]. Es handelt sind um selbsterregte Schwingungen mit
einem Stick-Slip Grenzzyklus. Diese verursachen niederfrequente Gerdusche, welche oft
als Knarzen ("groan') bezeichnet werden [91]. Aufgrund der abfallenden Kennlinie der
Reibkurve kénnen Instabilititen auftreten, welche verschiedene dynamische Effekte ver-
ursachen. Diese Phdnomene konnen mit dem einfachen Reibschwingermodell untersucht
werden.

Die hier benutzten Parameter beruhen auf Messungen, welche im Rahmen fritherer Arbei-
ten am Institut an einem Bremsenpriifstand entstanden sind, siehe [36], [79]. Als schwin-
gende Masse wird m = 2 kg benutzt. Dies entspricht ungeféhr der Masse der beiden
Bremsbeldge, welche jeweils ca. m = 500 g wiegen plus deren Befestigung. Fiir die Steifig-
keit des Systems wird eine grobe Abschitzung von ¢ = 1 - 10° % benutzt.

Der Reibwertprozess ist durch die Abmessung und Auflésung der untersuchten Oberfliache
bandbreitenbeschrinkt. Es muss daher bedacht werden, dass Schwingungen nur in diesem
Bereich physikalisch sinnvoll untersucht werden kénnen. Damit der Grenzzyklus sich in
diesem Bereich ausbildet, muss eine Bandgeschwindigkeit von vy = 1 % gewahlt werden.
Die Parameter der folgenden Simulationen sind, sofern nicht anders angegeben, geméfl

N
m=2kg, c=1-10°—, w=1—2
m S

gewahlt, d.h. es gilt

d ‘
wo = 707 % N = 1.4-1072,

Zur Untersuchung der Stabilitat wird héufig die homogene Bewegungsgleichung um & = 0

linearisiert. Dabei wird die Reibkraft durch npu,& angendhert, wodurch die Differential-
gleichung fiir den Gleitvorgang eine gewohnliche Differenzialgleichung

i =—z—2(=2D + nn) (4.39)

7



4 Reibungserregte Schwingungen

ergibt, siehe z.B. [34], [36]. Daraus lasst sich bestimmen, dass die Stabilitat der stationdren
Losung abhédngt von der Dampfung D, der Normalkraft n und der Steigung der Reibkurve
bei & = 0 und damit v,y = vg. Die anfachende Wirkung der fallenden Reibkennlinie steht
in Konkurrenz zur abklingenden Wirkung der Dampfung. Im deterministischen Fall gilt:
Ist die stationire Losung stabil, kann kein Stick-Slip Grenzzyklus entstehen.

Bei stochastischer Reibkraft treten Phanomene auf, die durch das Linearisieren der Reib-
kraft verloren gehen. Durch Monte Carlo Simulationen kann aber eine gute Abschétzung
iiber das Systemverhalten getroffen werden. Die Steigung der Reibkurve dndert sich, wenn
im Reibgesetz 111 die Parameter po(p) und p;(p) druckabhéngig eingebunden werden, siehe
Gleichung (4.33). Es gilt allerdings, dass die Anderung der Steigung nicht isoliert betrach-
tet werden kann, da Druck- bzw Normalkraftdnderungen auch in anderen Effekten zum
Ausdruck kommen. Daher wird im Folgenden der kombinierte Einfluss der Normalkraft
und der Dampfung und zusétzlich der Einfluss der Anregung untersucht.

4.2.1 Einfluss der Normalkraft
Ungedampftes System

Bei den gewahlten Parametern bildet sich fiir die Normalkraft N im Bereich zwischen N =
500 N und N = 20000 N ein Grenzzyklus aus. Hier wird das Verhalten bei verschiedenen
Werten der Normalkraft untersucht. Die Fliche des Bremsbelages wird Ay,q = 0.016 m?
gewéhlt, damit liegen die Anpressdriicke zwischen p = 0.03 MPa bis p = 1.25 MPa. Die
druckabhéngige Intensitédt des Rauschanteils aus der Kontaktanalyse ist im untersuchten
Druckbereich anndhernd konstant, siehe Abbildung 3.22b. Die Dampfung wird sehr klein
als D = 5-107% angenommen, die Simulationsdauer betrigt 7.,q = 50, die Schrittweite
A7 = 0.005. In den Abbildungen 4.12 bis 4.14 sind die Phasendiagramme fiir eine Nor-
malkraft von N = 720 N, N = 2720 N und N = 8000 N zu sehen. Es werden Werte
gewahlt, fiir die auch ein Spektrum berechnet wurde. Dies ist im Fall der Bremse nicht
unbedingt nétig, da mithilfe der Modellfunktion fir jeden Druck bzw. jede Kraft der Wert
des konstanten Spektrums ermittelt werden kann. Fir die im néchsten Kapitel untersuch-
ten Schwingungen beim Metallblech ist das aber nicht moglich. In Abbildung 4.12 ist die
deterministische Simulation gezeigt, in Abbildung 4.13 mit weil verrauschtem Reibwert
und in Abbildung 4.14 der stochastische Reibwert mit den berechneten Spektraldichten
aus der Kontaktanalyse. Das Spektrum kann, wie in Kapitel 3.2.5 gezeigt, als konstant
angenommen werden. Dieser konstante Wert kann mit Hilfe der Modellfunktion fiir einen
beliebigen Druck bestimmt werden. Der erzeugte Prozess fiir den Reibwert, welcher bei-
spielhaft in Abbildung 3.23a zu sehen ist, hat die kleinste Auflosung von Ay = 6.3 - 107*
und eine Lénge ye,q = 0.05. Aus den Phasendiagrammen kann bestimmt werden, dass
Schwingungen mit Amplituden von z = 0.002 — y = 2 - 10~2 m auftreten. Eine Gleitpha-
se wird also durch die Lénge eines Prozesses abgedeckt. Durch eine Verlangerung von x
in Gleichung (4.32) wird der Prozess periodisch fortgesetzt. Dieser periodisch fortgesetzte
Prozess wird wéhrend einer Simulation mit mehreren Gleitphasen durchlaufen und der
Reibwert an der Stelle x4, durch Interpolieren der benachbarten Werte bestimmt. Fiir die
stochastische Simulation werden immer mehrere Simulationen mit jeweils einem periodisch
fortgesetzten Reibprozess durchgefiihrt.
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oX 107° X 107 oX 107°
0 0 0
X X X
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(a) N=T720 N (b) N =2720 N (¢c) N =8000 N

Abbildung 4.12: Phasendiagramm ungedampft, deterministisch
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Abbildung 4.13: Phasendiagramm ungedampft, weiles Rauschen
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Abbildung 4.14: Phasendiagramm ungedampft, aus Kontaktanalyse

Die Haftgrenze wird grofler bei hoherer Normalkraft. Aulerdem vergrofert sich der Radius
des Grenzzyklus. Bei den stochastischen Simulationen féllt zudem auf, dass die Varianz
der Phasenkurven mit steigender Normalkraft zunimmt, obwohl die Standardabweichung
des Reibprozesses in diesem Druckbereich annéhernd konstant ist oder sogar leicht abféllt.
Das gilt sowohl bei weilem Rauschen, als auch beim Rauschen aus der Kontaktanaly-
se. Dies erklart sich durch einen Blick auf Gleichung (4.23) oder Gleichung (4.36). Der
Rauschanteil des Reibwerts geht in Form der Reibkraft mit dem Faktor no. = i]\f o¢
bzw. noy,,, = i]\f Ojigey i die Bewegungsgleichung ein. Die Rauschintensitét steigt pro-
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Abbildung 4.15: Ausschnitt Phasendiagramm ungedampft, deterministisch, N = 720 N

portional zu N.

Im Fall N = 720 N tritt eine Besonderheit auf. Wenn die Masse zum ersten Mal wieder
die Bandgeschwindigkeit hat, ist die Kraftbedingung noch nicht erfiillt. Die Masse gleitet
also zunéchst weiter. Die Position, bei der Haften eintritt, ist daher weiter rechts, siche
Abbildung 4.15. Mit * sind die Positionen markiert, innerhalb derer die Kraftbedingung
erfullt ist.

Die Verédnderung der Phasenkurvenvarianz wird am besten sichtbar, wenn man einen be-
stimmten Punkt des Phasendiagramms betrachtet. Hier ist daher die Wahrscheinlichkeits-
dichte des Punktes X; = X, bei dem die Haftgerade erreicht wird und die Bewegung
von Gleiten in Haften tbergeht, fiir die drei verschiedenen Werte der Normalkraft gezeigt.
Um eine ausreichend grofie Datenmenge zu erhalten, werden 30 Simulationen mit einer
Simulationsdauer von 7.,q = 50 durchgefiihrt, die Schrittweite ist weiterhin A7 = 0.005.
In Abbildung 4.16 sind die Ergebnisse fiir den weifl verrauschtem Reibwert aufgetragen, die
Ergebnisse des Reibwerts aus der Kontaktanalyse sind vergleichbar, siche Abbildung 4.17
und die Daten in Tabelle 4.2. Der Mittelwert der stochastischen Simulationen E[X ] ent-
spricht dem deterministischen x,,. Der Mittelwert steigt mit groSerer Normalkraft, aufier
im Fall von N = 720 N auf N = 2720 N, was wie oben gezeigt, eine Ausnahme darstellt.
Die Standardabweichung steigt ebenfalls, da auch die Schwankungen der Reibkraft propor-
tional zur Normalkraft steigen. Die Standardabweichung bei weilem Rauschen ist etwas
niedriger als die aus der Kontaktanalyse. Die Naherung mit weilem Rauschen unterschétzt
demnach die Varianz des Reibwerts etwas.

Um die Standardabweichung besser zu beurteilen, kann der Variationskoeffizient betrachtet
werden. Dieser beschreibt die relative Streuung und berechnet sich tiber

VG,?"K(Xgh) = ngh/E[Xgh]. (440)

Der Variationskoeffizient fur die stochastischen Simulationen ist in Tabelle 4.3 aufgelistet.
Er ist streng genommen nur fiir positive Werte definiert. Daher wird er hier mit Hilfe
der Betrige VarK(Xg) = |ox,,|/|E[Xgn]| berechnet. Der Variantionskoeffizient fiir N =
8000 N liefert durch den Mittelwert nahe null keine brauchbare Information. Abgesehen
davon fallt er bei grofler werdender Normalkraft ab.
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Abbildung 4.16: Wahrscheinlichkeitsdichte von Xy, fiir verschiedene Normalkrafte N, wei-
Bes Rauschen
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Abbildung 4.17: Wahrscheinlichkeitsdichte von X, fiir verschiedene Normalkrafte N, aus
Kontaktanalyse

Tabelle 4.2: Ubergang Gleiten-Haften X1 = X,

BlXpl£ox, | N=720N N =2720 N N = 8000 N

deterministisch —0.013-1073 —0.56- 1073 —0.05-1073

weifles Rauschen | (—0.025 +0.05) - 1073 (—0.56 + 0.14) - 10~ (—0.02 + 0.31) - 103

aus Kontaktanalyse | (—0.017 £0.12) - 107% (=0.5540.17) - 1073 (0.008 +0.27) - 1073

81



4 Reibungserregte Schwingungen

Tabelle 4.3: Variationskoeffizient Ubergang Gleiten-Haften X, = X,
VarK(Xg) in% | N=720N N =2720N N =8000 N

weifles Rauschen 2.08 0.25 13.04

aus Kontaktanalyse 7.23 0.3 33.5

Gedampftes System

Die oben gezeigten Simulationen sind mit D = 5 - 107% quasi ddmpfungsfrei. Bei einem
Dampfungsmafl von D = 0.15 stellt sich fur kleine Normalkréfte kein Stick-Slip Grenzzy-
klus mehr ein, sondern die Losungstrajektorien schwingen sich auf die stationdre Losung
z, ein. In Abbildung 4.18 ist die Trajektorie wieder fir N = 720 N, N = 2720 N und
N = 8000 N zu sehen. Der Radius wéchst auch hier mit steigender Normalkraft, und so-
mit dauert bei groBerer Normalkraft der Einschwingvorgang langer.

In Abbildung 4.19 sind die gleichen Simulationen fir den weifl verrauschten Reibwert
durchgefithrt. Fiir den Reibwert aus der Kontaktanalyse sind die Ergebnisse vergleichbar
siche Abbildung 4.20. Wieder wachsen bei groferen Normalkraften die Schwankungen der
Phasenkurven an.

In Abbildung 4.21 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte von X; = X, fiir N = 8000 N aufge-
tragen, in Abbildung 4.21a fiir weiles Rauschen, in Abbildung 4.21b mit dem stochasti-
schem Reibwert aus der Kontaktanalyse. Es werden 30 Simulationen mit je einer Simulati-
onsdauer von 7 = 50 berechnet, um eine ausreichend grofle Datenmenge fiir die Auswertung
zu erzeugen. Fiir die niedrigeren Werte der Normalkraft ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
null.

Bei den meisten Féllen ist das Verhalten von deterministischer zu stochastischer Losung
charakteristisch vergleichbar und der Mittelwert der stochastischen Lésung entspricht der
deterministischen Lésung. Bei den hier gezeigten Simulationen gilt, wenn die stationére Lo-
sung im deterministischen Fall stabil ist, ist sie es auch im stochastischen Fall. In manchen
Grenzfillen gilt dies aber nicht, wie im néchsten Abschnitt gezeigt wird.

4.2.2 Einfluss der Dampfung
Deterministischer Reibwert

Wie bereits im vorherigen Abschnitt gezeigt, ist das Dadmpfungsmafl ein Parameter von
groflem Einfluss auf das Systemverhalten. Die Frage, ob sich ein Stick-Slip Grenzzyklus ein-
stellt, kann im deterministischen Fall bei sonst festen Systemparametern mit der Dampfer-
konstanten beantwortet werden. In Abbildung 4.22 sind die Phasenkurven fiir N = 5600 N
fir verschiedene Démpferkonstanten gezeigt. Fiir grofler werdende Démpfung wird der Ra-
dius des Stick-Slip Grenzzyklus kleiner bis irgendwann die Haftgrenze nicht mehr erreicht
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Abbildung 4.18: Phasendiagramm geddmpft, deterministisch
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Abbildung 4.19: Phasendiagramm geddmpft, D = 0.15, weiles Rauschen
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Abbildung 4.20: Phasendiagramm gedampft, D = 0.15, aus Kontaktanalyse

wird und die Phasenkurven sich auf die stabile Ruhelage einschwingen. Dieser Zusammen-
hang kann durch Néherungen sogar analytisch abgeschétzt werden, was in [38] gezeigt
wird.

In Abbildung 4.23a wird dieser Punkt, an dem sich das Systemverhalten dndert, noch
einmal genauer betrachtet. Fiir ein Dampfungsmafl von D = 0.05 bis D = 0.25 und die
Normalkraft von N = 1800 N bis NV = 8000 N wurde die Position X, bei der Gleiten in
Haften iibergeht aufgetragen. Der besseren Darstellung wegen wird X, auf null gesetzt,
sobald die Haftgerade nicht mehr erreicht wird. Der Wert X, fiir ein festes Dampfungs-
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Abbildung 4.21: Wahrscheinlichkeitsdichte von X, fir N = 8000 N, D = 0.15
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Abbildung 4.22: Phasendiagramm gedédmpft, N = 5600 N, deterministisch

maf steigt mit steigender Normalkraft,

was die Vergroferung des Radius widerspiegelt

(die Ubergangspunkte Gleiten-Haften und Haften-Gleiten bewegen sich auseinander). Das

maximale Dampfungsmafl D2

max?

bei dem sich noch ein Stick-Slip Grenzzyklus einstellt,

steigt mit steigender Normalkraft und kann genau bestimmt werden. In Abbildung 4.23b
ist fiir eine Simulation mit einer Simulationsdauer von 7.,q = 50 die Anzahl der Punkte

Xy (My) aufgetragen.
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Abbildung 4.23: Xy, und My fir verschiedene N und D, deterministisch

Stochastischer Reibwert, weiBes Rauschen

Wenn die Simulation mit stochastischem Reibwert durchgefithrt wird, zeigt sich, dass dieser
eindeutige Ubergang nicht zwangslaufig erhalten bleibt. In Abbildung 4.24 sind die Pha-
sendiagramme fiir weifles Rauschen mit denselben Parametern, die fiir die deterministische
Simulation verwendet wurden, aufgetragen.

,x10 ,Xx10 x10
2 2, 2
1 1 1
T 0 T 0 T 0
~ ~ ~
xX 1 xX _1q xX 1
-2 -2 -2
3 0 2 4 =2 0 2 4 3 0 2 4
X - x107 X - x10° X[ x107°
(a) D =0.05 (b) D =0.15 (¢) D=10.25

Abbildung 4.24: Phasendiagramm gedampft, N = 5600 N, weifles Rauschen

Fiir die folgende Auswertung wurden zehn Simulationsldufe mit einer Dauer von 7 = 50
durchgefithrt. In Abbildung 4.25 wird, wie in Abbildung 4.23, der maximale noch existie-
rende Punkt X, abhangig von Dédmpfung und Normalkraft gesucht. Es kann nicht mehr
genau bestimmt werden, ob fir einen bestimmten Dampfungswert der Grenzzyklus noch
besteht oder bereits die stationdre Losung attraktiv ist. Es kénnen nur noch Wahrschein-
lichkeiten fir diese Aussagen getroffen werden. Hier wird der Mittelwert E[X,,] und die
Standardabweichung o, dieser Punkte aufgetragen. Auch hier wird der Wert auf Null ge-
setzt, wenn die Haftgrenze nicht mehr erreicht wird. In Abbildung 4.25¢ ist der Mittelwert
der Anzahl der Ubergangspunkte E[M,] aufgetragen.
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Abbildung 4.25: E[X ], 0x,,, E[M,] fir verschiedene N und D, weifles Rauschen

gh?

S

Wieder steigt das maximale Dampfungsmafl D; ., bei dem sich noch ein Stick-Slip Grenz-
zyklus einstellt, mit steigender Normalkraft. Der Wert riickt jedoch zu gréfleren Damp-
fungsmafien.

Als Vergleich wird in Abbildung 4.26a die Differenz der Anzahl der Punkte X, der de-
terministischen Simulation und dem Mittel der stochastischen Simulationen, bei gleicher
Zeitdauer, aufgetragen

Myiss = Mq — E[M]. (4.41)

Solange bei der deterministischen Simulation der Grenzzyklus besteht und die Anzahl bei
stochastischen Simulation E[M,] < My ist, gilt My;; > 0. Wenn im deterministischen Fall
die Ruhelage attraktiv ist, wird M; = 0. Wenn dort im stochastischen Fall der Grenzzyklus
aber noch vereinzelt besteht, wird My;;; < 0. Sobald bei der stochastischen Simulation
auch kein Zyklus mehr besteht, ergibt sich Mg s = 0. Der Bereich in dem My, ¢¢ negativ
ist, beschreibt den Bereich, in dem die deterministische Simulation nicht ausreichende
Sicherheit zur Beurteilung des Systems liefert.

Je grofler die Dampfung, desto weniger Zyklen erreichen im stochastischen Fall noch die
Haftgerade.

Eine andere Gegeniiberstellung ist der Quotient der Werte

B[M,]

M, quot — j\/.[d

(4.42)
Diese Auswertung ist in Abbildung 4.26b gezeigt. Der Quotient liefert allerdings nur Infor-
mationen, wenn im deterministischen Fall der Grenzzyklus tiberhaupt besteht. Die Félle,
bei denen im deterministischen Fall die stationédre Losung attraktiv ist, im stochastischen
Fall der Grenzzyklus aber noch besteht, kénnen so nicht ermittelt werden.
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Abbildung 4.26: Vergleich M, M, fir verschiedene N und D, weifles Rauschen

Stochastischer Reibwert aus Kontaktanalyse

Der gleiche Effekt ergibt sich auch bei Simulationen mit dem Reibwert aus der Kontakt-
analyse, siehe Abbildungen 4.27, 4.28 und 4.29.
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Abbildung 4.27: Phasendiagramm geddmpft, N = 5600 N, aus Kontaktanalyse
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Abbildung 4.28: E[X ), X, und M fiir verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse
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Abbildung 4.29: Vergleich M, M, fiir verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse

Myips und My,e der beiden stochastischen Simulationen sind nahezu identisch, d.h. obwohl
beim weiflen Rauschen die Varianz der Reibkraft unterschatzt wird, werden die kritischen
Bereiche ausreichend genau wiedergegeben.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass das maximale Dampfungsmafl D¢ welches
im deterministischen Fall ermittelt wird, nicht ausreichend zuverldssig ist. Erst durch
eine stochastische Simulation kann beurteilt werden, ob in diesem Grenzfall ein Stick-Slip
Grenzzyklus erreicht wird. Mit der stochastischen Simulation kann der Grenzwert D ..
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berechnet werden, fiir den die Wahrscheinlichkeit null gilt, dass der Grenzzyklus besteht.
Dieser Grenzwert ist erheblich sicherer, liegt aber bei grofieren Dampfungsmafien.

4.2.3 Einfluss der Anregung
Kleine Anregungsamplituden

Wird die aulere Anregung mit betrachtet, kann sich, wie in Abschnitt 4.1.1 bereits gezeigt,
die Charakteristik der Losung édndern. Beim Bremsenaufbau tritt keine Anregungskraft
parallel zum Reibkontakt auf, der Fall wird jedoch trotzdem kurz untersucht, da er ein
interessantes dynamisches Verhalten verursacht.

In Abbildung 4.32 sind die Phasendiagramme fiir D = 5-107%, N = 4000 N,Q = 50 N —
q=5-1075 fiir n = 0 bis n = 3 gezeigt. Mit Q = 50 N ist die Anregungsamplitude mit un-
gefdhr 1/30 der Reibkraft sehr klein. Um zu verdeutlichen, wie sich die Charakteristik der
Losung fiir verschiedene Anregungsfrequenzen éndert, dient ein Verzweigungsdiagramm.
Hierbei werden die Gleit-Haft Ubergangswerte x4, einer Simulation iiber der Anregungs-
frequenz n aufgetragen. Im deterministischen Fall ist die Losung fiir einige 7 einperiodisch,
fiir n-Werte dazwischen verbreitert sich der Bereich von z4,. Zum Teil treten auch zwei-
periodische Losungen auf. Die Zyklen liegen dann aber sehr nah beieinander. Bei den
Simulationen mit stochastischem Reibwert wurden wieder 10 Simulationen der Dauer von
je 7 = 50 durchgefithrt. In Abbildung 4.30 ist das deterministische Verzweigungsdiagramm
in schwarz zusammen mit allen zehn stochastischen Simulationen in grau gezeigt. Hier zeigt
sich, dass die stochastischen Losungen sich fiir verschiedene 7 nicht unterscheiden. Das Ver-
zweigungsdiagramm wird "gegléttet'. Dass die ein- und mehrperiodischen Losungen nicht
mehr unterschieden werden kénnen, zeigt auch das normierte Histogramm in Abbildung
4.33. Das normierte Histogramm fiir die Simulation mit Reibwert aus der Kontaktanalyse
sieht vergleichbar aus. Fiir jede Anregungsfrequenz gibt es nur einen Bereich, in dem die
Werte auftreten. Fiir diesen Bereich kann der Mittelwert und die Standardabweichung be-
stimmt werden.

Dass dieser Mittelwert quasi unabhédngig von der Anregungsfrequenz ist, kann am bes-
ten gezeigt werden, wenn im Verzweigungsdiagramm nicht alle Punkte X, sondern der
Mittelwert "o’ und die jeweilige Standardabweichung '++" in der Form E[Xy] +o0x,, auf-
getragen werden. Dies gilt sowohl bei weilem Rauschen in Abbildung 4.31a, als auch beim
Reibwert aus der Kontaktanalyse in Abbildung 4.31b. In dieser Darstellung sieht man wie-
der, dass bei der Simulation mit weilem Rauschen die Standardabweichung etwas kleiner
ist. Fur alle n-Werte ergibt sich ungefihr eine Verhaltnis von 1.2.
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Abbildung 4.33: Normiertes Histogramm, weifles Rauschen, D = 5- 1075 N = 4000 N,

¢=5-10"°
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GroBere Anregungsamplituden

Eine grofere Amplitude der Anregungskraft bewirkt bereits bei Q = 500 N — ¢ = 5-107%,
was ca. einem Drittel der Reibkraft entspricht, bei einigen Anregungsfrequenzen mehrpe-
riodischen Phasenkurven, wie die Abbildung 4.36 zu sehen ist.

Das Verzweigungsdiagramm fiir den Gleit-Haft Ubergang X, zeigt aber auch hier, dass fiir
die stochastische Simulation diese verschiedenen Charakteristika der Loésung nicht mehr zu
unterscheiden sind, siche Abbildung 4.34. Dies bestéatigt auch wieder das normierte Histo-
gramm, Abbildung 4.37. Es werden wieder der Mittelwert und die Standardabweichung im
Verzweigungsdiagramm aufgetragen. Bei der groBleren Anregungsamplitude ist zu sehen,
dass der Mittelwert und die Standardabweichung der Charakteristik der deterministischen
Losung folgen. Das gilt sowohl fiir weifles Rauschen, siehe Abbildung 4.35a, als auch fiir
den Reibwert aus der Kontaktanalyse, siche Abbildung 4.35b. Hier ist der Unterschied in
der Standardabweichung fiir alle n-Werte nur ca. 1.05. Fur kleine Anregungsamplituden
ist also die stochastische Reibkraft diejenige, die fiir die Schwingungscharakteristik verant-
wortlich ist. Wenn die Anregungsamplitude aber grofl genug ist, ist die d&uflere anregende
Kraft diejenige, welche die Charakteristik bestimmt.
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(a) weiBles Rauschen (b) aus Kontaktanalyse

Abbildung 4.34: Verzweigungsdiagramm, deterministisch (schwarz), weiles Rauschen
(grau) (zehn Simulationsdurchliufe), D =5- 1075 N = 4000 N,
¢g=5-107°
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Abbildung 4.36: Phasendiagramm, deterministisch, D = 5-107%, N = 4000 N,q =5-10"*
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Abbildung 4.37: Normiertes Histogramm, weifles Rauschen, D = 5- 1075 N = 4000 N,
g=5-10"*
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Lyapunov Exponent

Bei Trajektorien fiir z.B. ¢ = 5-10™* und n = 1.2 stellt sich die Frage, ob die Trajektorie
chaotisches Verhalten aufweist. Chaos zeichnet sich vor allem durch die starke Empfind-
lichkeit der Lésung gegentiber Storungen in den Anfangsbedingungen aus. Sind Systeme
hinreichend glatt, kann die Untersuchung basierend auf dem mathematischen Modell mit
analytischen Verfahren wie Storungsrechnung oder Mittelungsmethoden durchgefithrt wer-
den. Nichtglatte Systemen hingegen konnen nur numerisch untersucht werden. Eine ver-
breitete Methode ist die numerische Berechnung des grofiten Lyapunov Exponenten. Dabei
werden die Zeitverldufe der simulierten Koordinaten untersucht. Der Lyapunov Exponent
gibt Auskunft tiber die exponentielle Konvergenz oder Divergenz benachbarter Losungen.
Der Lyapunov Exponent berechnet sich aus der zeitlichen Entwicklung zweier benach-
barter Losungen, genauer deren Abstéanden w(7;) zu bestimmten Zeitpunkten 7;. Als Ab-
stand wird oft die euklidische Norm benutzt. Héufig wird die Berechnung des Lyapunov
Exponenten im mehrdimensionalen Phasenraum nicht direkt in diesem, sondern in der
Poincaré Abbildung berechnet. Dabei wird eine (N — 1)-dimensionale Schnittfliche in den
N-dimensionalen Phasenraum gelegt und die Lésung auf dieser Schnittfliche untersucht.
Hier bietet es sich an, eine Ebene auf Hohe der Haftgeraden zu legen und die Werte bei
der Zustandsédnderung von Gleiten in Haften zu betrachten. Im dreidimensionalen Pha-
senraum ist dies in Abbildung 4.38a zu sehen. Wenn, wie meist hier, die dreidimensionalen
Phasendiagramme in der zweidimensionalen Projektion untersucht werden, ist die Schnitt-
fliche eine Linie, wie in Abbildung 4.38b dargestellt. Diese Abbildungsart wurde auch in
den vorherigen Kapiteln im Verzweigungsdiagramm benutzt.

(a) 3-dimensional (b) 2-dimensional

Abbildung 4.38: Poincaré Abbildung

Zur Berechnung des Lyapunov Exponenten wird der Abstand w der Werte z,, beim Uber-
gang von Gleiten zu Haften einer Referenztrajektorie zu den entsprechenden Werten einer
Vergleichstrajektorie mit leicht verinderten Anfangsbedingungen genutzt. Die Ubergangs-
werte sind leicht verschoben, wie in Abbildung 4.39a zu sehen ist, da sich die Haftbedin-
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gung zeitlich &ndert. Der Abstand w ist in Abbildung 4.39 einmal im Phasendiagramm
und einmal im Verzweigungsdiagramm gezeigt.

x10° x 10
8»
2 WD i) 752:;1' sl CE: —o—Ref, 1.,
i —o—Ref,, 2. X
4»
1k —=Vergl., 1. xgh
2f —o—Vergl., 2. Xh
Z o = of
< ) >
ol
at a4l
w(i=1)
6
2 8l i
2 - 0 1 2 5. 0.5 1 1.5 2 25
x, [ x 10 nll
(a) w im Phasendiagramm (b) w im Verzweigungsdiagramm

Abbildung 4.39: w zur Berechnung des Lyapunov Exponenten

Der Abstand w wird fir eine ausreichende Simulationsdauer entweder zu- oder abnehmen.
Dieses Verhalten wird durch den Lyapunov Exponenten

1 X w()
A= A}lir;o N iz::lln o) (4.43)
beschrieben. Wenn der Abstand w zunimmt, ist der Exponent A positiv, das heifit die
Trajektorie hat chaotischen Charakter. Fiir einen negative Exponenten A ist die Trajektorie
nicht empfindlich gegentiber Stérungen in Anfangsbedingungen, d.h. sie ist nicht chaotisch,
sieche Abbildung 4.40. Bei den wenigsten Simulationen ist jedoch die Entwicklung von w
so eindeutig wie hier gezeigt, weshalb eine ausreichend grofie Simulationsdauer notig ist,
um einen Trend zu erkennen.

Fiir den stochastischen Fall miissen die Referenztrajektorie und die Vergleichstrajektorie
mehrmals simuliert und der Mittelwert des Lyapunov Exponenten mit Hilfe der Mittelwerte
der Abstédnde E[W (i)] berechnet werden

(4.44)

Weiterfithrende Erkléarungen zur Untersuchung chaotischer Systeme ist in der Grundlagen-
literatur zu nichtlinearer Dynamik zu finden, z.B, [27], [33], [51], [61], [65], [69], [87].
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Abbildung 4.40: w Entwicklung tiber Anzahl der Gleit-Haft Wechsel

Im Folgenden werden einige Ergebnisse fiir Simulationen des Lyapunov Exponenten vor-
gestellt. Zunachst wird fir verschiedene Normalkrafte N und verschiedene Anregungsfre-
quenzen 7 fiir einen deterministische Reibwert der Exponent berechnet. In Abbildung 4.41a
ist der Verlauf fiir eine kleine Anregungsamplitude ¢ = 5 - 107> zu sehen, in Abbildung
4.41b fiir eine groBere, ¢ = 5 - 107*. Die Simulationsdauer betrigt 7 = 200, was zu ca. 30
Gleit-Haft Ubergingen fithrt.

Bei den meisten Anregungsfrequenzen 7 ist das Vorzeichen des Lyapunov Exponenten fiir
die beiden verschiedenen Anregungsamplituden gleich. Es kann nicht gesagt werden, dass
bei groBerer Anregungsamplitude mehr Simulationen chaotisches Verhalten aufweisen,
obwohl die Phasenverldufe auf den ersten Blick dieses vermuten lassen. Der entscheidende
Parameter fir chaotisches Verhalten ist die Anregungsfrequenz 7, nicht die Anregungs-
amplitude ¢. Wenn der Abstand w null wird, ergibt A\ wegen In w01) keine Loésung. Wenn
also ein Wert im Diagramm fehlt, liegen die Werte fiir X, der f{eferenzsimulation und
der Vergleichssimulation nach einiger Zeit exakt aufeinander.

AuBerdem wird die Simulation mit einem stochastischen Reibwert durchgefiihrt. In
Abbildung 4.42 ist das Ergebnis mit einem weifl verrauschten Reibwert und in Abbildung
4.43 jenes mit dem Reibwert aus der Kontaktanalyse dargestellt.

Die Referenztrajektorie und die Vergleichstrajektorie werden zehn Mal mit einer Simu-
lationsdauer von 7 = 200 berechnet und die Absténde W bestimmt. Aus diesen zehn
W-Werten wird der Mittelwert bestimmt und mit diesem Mittelwert der Lyapunov Expo-
nent E[A] berechnet.

Wieder wurde die Simulation fiir ¢ = 5+ 107> und fiir ¢ = 5 - 10~* durchgefiihrt.
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Abbildung 4.41: Deterministischer Lyapunov Exponent fir verschiedene n und N,
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Abbildung 4.42: Stochastischer Lyapunov Exponent fiir verschiedene n und N, D = 5-1076,
weifles Rauschen
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Abbildung 4.43: Stochastischer Lyapunov Exponent fiir verschiedene n und N, D = 5-1076,
aus Kontaktanalyse

Auch im stochastischen Fall lasst sich keine Abhéngigkeit des Lyapunov Exponenten von
der Anregungsamplitude feststellen. Wiederum ist die Anregungsfrequenz 7 der entschei-
dende Parameter. Es gibt dhnlich viele Simulationen, welche chaotisch sind, wie bei der
deterministischen Simulation. Die Ergebnisse fiir verschiedene Anregungsamplituden un-
terscheiden sich aber héufiger als in der deterministischen Simulation. Auch folgt nicht
zwingend, dass eine Parameterkombination, welche im deterministischen chaotisch ist,
sich auch bei stochastischer Simulation so verhélt und umgekehrt. Die Abweichungen ver-
starken sich bei zunehmender Normalkraft, da der Rauschanteil des Reibwerts dadurch
verstiarkt wird. Untersuchungen mit deterministischem Reibwert konnen daher auch fir
den Lyapunovexponenten zu falschen Schlussfolgerungen fithren. Die Naherung mit weif3
verrauschtem Reibwert ermittelt trotz der Unterschétzung der Reibwertvarianz prinzipiell
vergleichbare Aussagen iiber den Lyapunov Exponenten.
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4.3 Reibungserregte Schwingungen beim Metallblech

Als ein zweites Beispiel wurde in Kapitel 3.3 die Oberfldche eines Metallblechs untersucht.

Mit den dartiber gewonnenen Informationen sollen nun reibungserregte Schwingungen ei-

nes solchen Blechs untersucht werden. Solche Schwingungen kénnen zum Beispiel bei der

Weiterverarbeitung des Blechs an den Einspannstellen auftreten. Hier soll keine spezielle

Anwendung betrachtet werden, sondern einfach Untersuchungen anhand der Parameter *
N m

m=1kg, ¢=1-10°—=, wyy=1
m S

und damit

d f
wo = 316 % 7o =3.16 - 1072,

durchgefithrt werden, um eine Abschétzung des dynamischen Verhaltens zu bekommen.

4.3.1 Einfluss der Normalkraft

Reibungserregte Schwingungen mit einem Stick-Slip Grenzzyklus treten im Bereich von
N =100 N bis ca. N = 2000 N auf. Wenn von einer Oberfliche A = 1-1073 m? ausgegangen
wird, liegt der Druck im Bereich von p = 0.1 MPa bis p = 2 MPa. In Abschnitt 3.3 liegen
Spektren fiir bestimmte Driicke vor. Es wird immer das néchste druckabhéngige Spektrum
verwendet. In diesem Druckbereich ist der Mittelwert druck- bzw. normalkaftabhdngig und
geht tiber pi; = 19— pfie(IN), siehe Gleichung (4.33), in das Reibgesetz ein. p (N) verdndert
die Steigung der fallenden Reibkurve, welche ebenfalls einen Einfluss auf die Losung hat.
Fir die stochastische Simulation aus der Kontaktanalyse ist auch die Intensitét o, (N)
in diesem Bereich abhéngig vom Druck bzw. der Normalkraft, siehe Abbildung 3.32b.

Tabelle 4.4: Druckabhéngige Rauschintensitiaten

N [N] 1 5 10

p [MPal] 0.1 0.5 1

Oiap(N) = 0¢(N) | 01001 0.0805 0.0594

102



4.3 Reibungserregte Schwingungen beim Metallblech

Ungedampftes System

In Abbildung 4.44 bis 4.46 sind die normalkraftabhéngigen Phasendiagramme fiir den
deterministischen Fall, fir einen Reibwert mit weilem Rauschen und fir den Reibwert aus
der Kontaktanalyse zu sehen. Fiir alle ist die Simulationsdauer 7 = 50 und die Dampfung
mit D = 5-107% nahezu null. In Abbildung 3.33a ist ein moglicher Reibwertprozess gezeigt.
Die kleinste aufgeloste Weggréfle ist Az = 3 - 107" und die Linge ist z = 0.02. Es wird
pro Simulation ein entsprechender Prozess erzeugt und dieser durch Verlingern von z
periodisch fortgesetzt. Der Reibwert wird am entsprechenden Ort durch Interpolation der
néchsten Nachbarn bestimmt. Die Schwingungen liegen in der GréBenordnung z = 1-1073.
Es muss jeweils gepriift werden, ob der Prozess iiberhaupt Informationen fiir die aktuelle
Position enthalt.

x 10 4x 10 x 10
2 2 2
0 0 0
o o o
-2 ] -2
x x x
-4 -4 -4
-6 -6 -6
-8 0 5 10 -8 0 5 10 -8 0 5 10
x, - x107° x, - x107° x, - x107°
(a) N =400 N (b) N =880 N (¢) N=1750 N

Abbildung 4.44: Phasendiagramm ungedampft, deterministisch

4x 10 4x 10
2 2
_ 0 _ 0
1 1
a2 a2
-4 -4
-6 -6
-8 0 5 10 -8 0 5 10 -8 0 5 10
X - x107° X - x107° X - x10°
(a) N =400 N (b) N =880 N (¢) N=1750 N

Abbildung 4.45: Phasendiagramm ungedampft, weiles Rauschen
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Abbildung 4.46: Phasendiagramm ungedampft, aus Kontaktanalyse

Auch hier verschiebt sich die Haftgrenze zu grofieren Werten, und der Radius vergro-
Bert sich bei hoherer Normalkraft. Die Intensitdt des Rauschens der Phasenlinie nimmt
ebenfalls mit steigender Normalkraft zu, obwohl die Intensitéten o¢(N) = o044, (N) mit
steigender Normalkraft abnehmen. Diese Abnahme ist jedoch gering im Gegensatz zum
Anstieg der Normalkraft, welcher direkt proportional in das Rauschen der Reibkraft
eingeht und damit auch in das Verhalten der Phasenlinie.

In Abbildung 4.47 ist die Wahrscheinlichkeitsdichte der Position x,,, an dem Gleiten
in Haften tibergeht, gezeigt. Der Mittelwert der stochastischen Simulationen stimmt mit
dem deterministischen Wert {iberein, wie noch einmal in Tabelle 4.5 iiberpriift werden
kann. Der Wert steigt mit steigender Normalkraft an. Die Standardabweichung steigt eben-
falls mit wachsender Normalkraft, was die Beobachtung bestétigt, dass das Rauschen der
Reibkraft zunimmt. Um die Standardabweichung besser beurteilen zu konnen, wurde auch
hier der Variationskoeffizient ermittelt. Der Variationskoeffizient ist nur fiir positive Werte
definiert. Daher wird er auch hier mit Hilfe der Betrage VarK(Xg) = |ox,,|/|E[Xgn]l
berechnet und in Tabelle 4.6 aufgefithrt. Auch dieser wichst mit steigender Normalkraft,
das heiit die Zunahme in der Standardabweichung ist grofier als die im Mittelwert.

Ahnliche Ergebnisse ergeben sich auch bei der Simulation mit dem Reibwert aus der
Kontaktanalyse, siche Abbildung 4.48. Die Werte fir Mittelwert, Standardabweichung
und Variationskoeffizient sind ebenfalls in Tabelle 4.5 und 4.6 eingetragen. Die Standard-
abweichung ist beim Reibwert aus der Kontaktanalyse gréfer. Die aus der Kontaktanalyse
berechnete Standardabweichung entspricht der Flache unter dem Spektrum. Bei der
Berechnung mit weilem Rauschen ist diese Flache rechteckig, da das Spektrum weiflen
Rauschens konstant ist. Bei weiflem Rauschen sind die Amplituden der niederfrequenten
Anteile daher kleiner als die aus der Kontaktanalyse. Diese Verkleinerung fiihrt zu einer
Unterschitzung der Schwankung der Reibkraft.
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Tabelle 4.5: Ubergang Gleiten-Haften X, = X,

E[Xgn] £ ox | N =400N N =880 N N =1750 N

gh

deterministisch —1.2-1073 —0.7-1073 0.5-1073

weiles Rauschen | (=1.24+0.2)-107% (—0.8+£0.4)-107% (0.5+0.6)-1073

aus Konzaktanalyse | (—0.94+0.3)-107% (—0.8+0.9)-107* (0.7+0.9)-1073

Tabelle 4.6: Variationskoeffizient Ubergang Gleiten-Haften X1 = X,
VarK(Xg)in % | N=400N N =80N N =1750 N

weifles Rauschen 0.17 0.47 1.12
aus Kontaktanalyse 0.5 1.1 1.2
3000 3000 3000
T 2000 T 2000 I 2000
< o <
S 1000 3 1000 S 1000
L 0 2 4 L a— 0 2 4 %Y= [) 2 4
Xgn -] x10° Xgn -1 x10° Xgn -] x10°
(a) N =400 N (b) N =880 N (¢) N =1750 N

Abbildung 4.47: Wahrscheinlichkeitsdichte von Xy, fiir verschiedene Normalkrafte N, wei-
Bes Rauschen
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Abbildung 4.48: Wahrscheinlichkeitsdichte von X, fiir verschiedene Normalkrafte N, aus
Kontaktanalyse

Gedampftes System

Als néchstes wird wieder ein geddmpftes System untersucht. Fiir D = 0.17 sind die deter-
ministischen Phasendiagramme fiir N =400 N, N =880 N und N = 1750 N in Abbildung
4.49 zu sehen. Der Radius steigt mit hoherer Normalkraft, und fiir N = 1750 N wird der
Grenzzyklus wieder erreicht.

Im stochastischen Fall, sowohl fir weifles Rauschen, Abbildung 4.50, als auch fiir den Reib-
wert aus der Kontaktanalyse, Abbildung 4.51, sehen die Phasendiagramme &hnlich aus. Ob
der Grenzzyklus besteht oder die Phasenkurve sich auf die stationire Losung einschwingt,
héangt also wieder vom Dampfungsmafl und der Normalkraft ab. In Abbildung 4.52 ist die
Wabhrscheinlichkeitsdichte fir N = 1750 N und D = 0.17 fir weiles Rauschen und fur
den Reibwert aus der Kontaktanalyse gezeigt. Auch hier wird deutlich, wie die Ndherung
itber weifles Rauschen die Varianz des Reibwerts unterschétzt. Bei den niedrigeren Normal-
kréaften ist die Wahrscheinlichkeitsdichte gleich null. Ob das maximale Dampfungsmaf, bei
welchem der deterministische Grenzzyklus noch besteht, genau mit dem bei stochastischem
Reibwert tibereinstimmt, wird im nichsten Abschnitt untersucht.
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(a) N =400 N (b) N =880 N () N=1750 N

Abbildung 4.49: Phasendiagramm geddmpft, D = 0.17, deterministisch
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Abbildung 4.50: Phasendiagramm gedampft, D = 0.17, weiles Rauschen
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Abbildung 4.51: Phasendiagramm gedampft, D = 0.17, aus Kontaktanalyse
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Abbildung 4.52: Wahrscheinlichkeitsdichte von X, fur N = 1750 N, D = 0.17
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4.3.2 Einfluss der Dampfung
Deterministischer Reibwert

Das Systemverhalten des Reibschwingers hiangt mafigeblich von der Normalkraft und dem
Dampfungsmaf ab. In Abbildung 4.53 sind Phasendiagramme fiir eine Normalkraft N =
1400 N fiir verschiedene Dampfungsmafle gezeigt (7 = 50). Fiur steigende Démpfung ver-
kleinert sich der Radius des Grenzyklus, bis die Haftgrenze nicht mehr erreicht wird und
die Phasenkurve sich auf die stationdre Losung einschwingt.

_3 -3 -3
4x 10 4x 10 4x 10
2 2 2
0 0 0
x T T
x

-4 -4 -4
-6 -6 -6
-8 -8 -8

0 5 10 0 5 10 0 5 10

% [ x10° [ x10° %, [ x10°
(a) D =0.05 (b) D = 0.175 (¢) D =03

Abbildung 4.53: Phasendiagramm geddmpft, N = 1400 N, deterministisch

Es existiert ein maximales Dampfungsmafl D% bei welchem der Grenzzyklus noch be-
steht. Es ist abhiingig von der Normalkraft. Um D? _ zu ermitteln, ist in Abbildung 4.54a
das Verzweigungsdiagramm der Position z,, des Ubergangs von Gleiten zu Haften iiber
den Dampfungsmaflen fiir verschiedene Normalkrafte und fiir eine Simulationsdauer von
Tena = D0 gezeigt. Zusitzlich ist auch die Anzahl dieser Uberginge M, iiber D in Abbil-
dung 4.54b dargestellt. Wieder wurde der Wert auf Null gesetzt, wenn der Grenzzyklus
nicht mehr besteht, das heifit die Haftgerade nicht mehr erreicht wird. Der Wert fir g,
steigt mit steigendem Dampfungsmaf. Das maximale DampfungsmaB D?  bei dem sich

max
noch ein Grenzzyklus einstellt, steigt mit steigender Normalkraft.
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Abbildung 4.54: X, und Mj fiir verschiedene N und D, deterministisch

Stochastischer Reibwert, weiBes Rauschen

Bei der stochastischen Simulation gilt wieder, dass die Losungscharakteristik nicht zwangs-
lédufig jener der deterministischen Simulation entspricht. In Abbildung 4.55 sind die Pha-
sendiagramme mit denselben Systemparametern wie im deterministischen Fall gezeigt. In
diesem Fall hat die stochastische Trajektorie die gleiche Charakteristik wie die determinis-
tische. Ob dies immer der Fall ist, oder ob in Grenzfillen sich in einem Fall ein Grenzzyklus
ausbildet, im anderen Fall die stationdre Losung schon attraktiv ist, wird auch hier am
Verzweigungsdiagramm fiir zehn Simulationen mit einer Dauer von je 7 = 50 deutlicher.
In Abbildung 4.56a ist der Mittelwert von Xgp,, in Abbildung 4.56b, dessen Standardab-
weichung und in Abbildung 4.56¢ der Mittelwert der Anzahl der auftretenden Wechsel
E[M,] gezeigt. Auch hier gilt wie im deterministischen Fall, dass der Mittelwert E[Xgp)
fiir steigende Werte von D ansteigt bis die Haftgerade nicht mehr erreicht wird und der
Wert auf Null gesetzt wird. Der Grenzwert D? . bei dem sich noch ein Zyklus einstellt,

max?

liegt etwas niedriger als im deterministischen Fall.
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X x107 X[ x107 X [ x107
(a) D =0.05 (b) D=0.175 () D=0.3

Abbildung 4.55: Phasendiagramm gedampft, N = 1400 N, weifles Rauschen
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Abbildung 4.56: E[Xg], ox,,, M, fir verschiedene N und D, weifiles Rauschen

Um diesen Unterschied zwischen deterministischem und stochastischem Grenzwert besser
darzustellen, wird in Abbildung 4.57a wieder die Differenz der Anzahl der Wechsel

Myipp = My — E[M,)] (4.45)

aufgetragen. Wenn M,y = 0 gilt, stimmt die Anzahl der Ubergéinge im stochastischen Fall
und im deterministischen Fall iiberein. Im unsicheren Bereich, in dem sich die Losungen
unterscheiden, ist My sy # 0. Auch hier sieht man wieder eindeutig, dass dieser Bereich sich
bei gréferer Normalkraft zu héheren Dampfungswerten verschiebt. Wenn My, ;¢ < 0 wird,
ist im deterministischen Fall die stationare Losung bereits attraktiv, im stochastischen Fall
besteht der Grenzzyklus aber noch. Erst wenn Mg ¢, nach diesem Bereich erneut null wird,
stellt sich in beiden Féllen die stationédre Losung ein.

Eine andere Gegeniiberstellung ist der Quotient der Werte. Es wird betrachtet, wie viele
Grenzzyklen im stochastischen Fall bezogen auf den deterministischen Fall bestehen

E[M]

]\/{quat = M
d

(4.46)

Diese Auswertung ist in Abbildung 4.26b gezeigt.
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Abbildung 4.57: Vergleich M, M, fir verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse

Stochastischer Reibwert aus Kontaktanalyse

Ahnliche Ergebnisse liefern auch die Simulationen mit dem Reibwert aus der Kontaktana-
lyse, sieche Abbildung 4.58 bis 4.60. Am Beispiel in Abbildung 4.58b sieht man, dass hier in
manchen Durchlaufen die Haftgrenze wieder erreicht wird, was im deterministischen Fall
und auch bei weifem Rauschen nicht der Fall ist.
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(a) D =0.05 (b) D =0.175 () D=0.3

Abbildung 4.58: Phasendiagramm geddmpft, N = 1400 N, aus Kontaktanalyse
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Abbildung 4.59: E[X ], 0x,,, M fiir verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse

—+— N=680 [N]
0.1 0.2 03 0.4 05 0.6

o N=1100 [N]

0.1 0.2 03

oL

0.4 0.5

—+— N=1400 [N]

6

0.1 0.2 03

oL

0.4 0.5

—<— N=1750 [N]

6

0.1 0.2 0.3
DI[-]

(a) Maigs

oL

0.4 0.5 6

—+—N=680 [N]

—e—N=1100 [N]
—+—N=1400 [N]
——N=1750 [N]

Abbildung 4.60: Vergleich M,, M, fir verschiedene N und D, aus Kontaktanalyse

Fir die Simulation mit weifl verrauschtem Reibwert liegen die kritischen Dampfungsmafe
niedriger als bei der Simulation mit einem Reibwert aus der Kontaktanalyse, da beim
weiflen Rauschen die Varianz des Reibwerts unterschitzt wird. Erst die Simulation mit
dem Reibwert aus der Kontaktanalyse gibt zuverldssig Auskunft, das der Grenzzyklus mit

Sicherheit nicht mehr besteht.

Grundsétzlich gilt, dass im Grenzbereich geprift werden muss, welcher der Grenzwerte der

hohere und damit der sichere ist.
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4.3.3 Einfluss der Anregung
Kleine Anregungsamplitude

Weiterhin wird der Einfluss der Anregung untersucht. In Abbildung 4.61 ist das Verzwei-
gungsdiagramm fiir N = 1100 N bei einer Anregungsamplitude von ¢ = 5 - 107 fiir
verschiedene Anregungsfrequenzen 7 zu sehen und zwar in Abbildung 4.61a fir weifles
Rauschen und in Abbildung 4.61b fiir den Reibwert aus der Kontaktanalyse. In schwarz
ist die deterministische Simulation fir eine Simulationsdauer von 7 = 50 dargestellt. In
grau sind die Ergebnisse der stochastischen Simulationen fiir zehn Simulationsldufe mit je
einer Simulationsdauer von 7 = 50 aufgetragen. Hier ist wieder die groflere Varianz der
Reibkraft aus der Kontaktanalyse zu sehen. Die stochastische Losung verwischt in bei-
den Féllen das charakteristische Verhalten, und es kann nicht mehr unterschieden werden,
ob ein- oder mehrperiodische Losungen vorliegen. Dies wird nochmal durch die Wahr-
scheinlichkeitsdichte der stochastischen Simulation in Abbildung 4.63 verdeutlicht. Hier
ist nur die Wahrscheinlichkeitsdichte fir weifles Rauschen gezeigt, das Ergebnis fiir den
Reibwert aus der Kontaktanalyse ist charakteristisch gleich, nur mit einer gréfleren Stan-
dardabweichung. Das Phasendiagramm in Abbildung 4.62 zeigt aber auch, dass wenn im
deterministischen Fall mehrperiodische Lésungen vorliegen, diese sehr nahe beieinander
liegen, so dass sie nicht zu unterscheiden sind. In Abbildung 4.64 ist der Mittelwert ’o’
und die Standardabweichung '++, in der Form E[X;] £ ox,,, der stochastischen Werte
X, aufgetragen. Auch hier ist die Charakteristik nicht mehr zu erkennen. Dies gilt so-
wohl fir den weifl verrauschten Reibwert, Abbildung 4.64a als auch fiir den Reibwert aus
der Kontaktanalyse, Abbildung 4.64b. Hier wird wieder deutlich, wie die Simulation mit
weilem Rauschen die Standardabweichung unterschatzt. Es besteht ein Faktor zwischen
der Standardabweichung der Simulation mit Reibwert aus der Kontaktanalyse und jener
mit weiflem Rauschen bei allen 7-Werten von ca. 2,5.
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Abbildung 4.61: Verzweigungsdiagramm, deterministisch (schwarz), weiles Rauschen
(grau) (zehn Simulationsdurchliufe), D =5-1075 N = 1100 N,
¢g=5-107°
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x,1e3 [-]

Abbildung 4.62: Phasendiagramm, deterministisch, D =5-107% N = 1100 N, ¢ = 5-107°
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Abbildung 4.63: Normiertes Histogramm, weifles Rauschen, D = 5-107%, N = 1100 N,
q=5-107°
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GroBere Anregungsamplitude

Als néchstes wird eine grofiere Anregungsamplitude betrachtet. In Abbildung 4.66 ist das
Phasendiagramm fiir N = 1100 N bei einer Anregungsamplitude von ¢ = 5 - 10~ fiir ver-
schiedene Anregungsfrequenzen 7 zu sehen. Auch hier kann die Charakteristik der deter-
ministischen Simulation nicht mehr erkannt werden. Dies bestétigt wieder die Darstellung
des normierten Histogramms in Abbildung 4.67.
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Abbildung 4.65: Verzweigungsdiagramm, deterministisch (schwarz), weiles Rauschen
(grau) (zehn Simulationsdurchléufe), D =5-107% N = 1100 N,
q=>5-10"*
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Abbildung 4.66: Phasendiagramm, deterministisch, D =5-107% N = 1100 N, ¢ = 5-10~*
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Abbildung 4.67: Wahrscheinlichkeitsdichte, weifies Rauschen, D = 5-107%, N = 1100 N,
q=>5-10"*
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Es wird nur das Diagramm fiir weiles Rauschen gezeigt, da das fiir die Simulation mit
Reibwert aus der Kontaktanalyse bis auf die grofiere Standardabweichung vergleichbar
aussieht.

In Abbildung 4.68 ist wieder der Mittelwert und die Standardabweichung aufgetragen. Hier
folgen Mittelwert und Standardabweichung der Charakteristik der deterministischen Lo-
sung. Auch hier ist der Faktor zwischen Standardabweichung der Simulation mit Reibwert
aus der Kontaktanalyse und jener mit weiflem Rauschen ca. 2.5.
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Abbildung 4.68: E[X,,] + ox,, fir N =1100N, ¢ =5-10""

Lyapunov Exponent

Als néchstes wird der Lyapunov Exponent berechnet, um eine Aussage treffen zu konnen,
ob die Phasenkurven chaotisches Verhalten aufweisen. Fiir den deterministischen Reibwert
bei Anregungsamplituden ¢ = 5-107° und ¢ = 5-107* ist dieser in Abbildung 4.69, fiir den
stochastischen Reibwert mit weiflem Rauschen in Abbildung 4.70 und fiir den Reibwert
aus der Kontaktanalyse in Abbildung 4.71 gezeigt.

Auch hier ist bei den meisten Anregungsfrequenzen 7 das Vorzeichen des Lyapunov
Exponenten fiir die beiden verschiedenen Anregungsamplituden gleich. Der entscheidende
Parameter fiir chaotisches Verhalten ist die Anregungsfrequenz 7, nicht die Anregungsam-
plitude gq.

Wenn ein Wert im Diagramm fehlt, sind die Werte fiir Xy, der Referenzsimulation und
der Vergleichssimulation exakt gleich.
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Abbildung 4.70: Stochastischer Lyapunov Exponent fiir verschiedene n und N, D = 5-1075,
weifles Rauschen
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4.3 Reibungserregte Schwingungen beim Metallblech
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Abbildung 4.71: Stochastischer Lyapunov Exponent fiir verschiedene n und N, D = 5-1076,
aus Kontaktanalyse

Der Vergleich von deterministischer zu stochastischer Simulation zeigt, dass das Verhalten
tendenziell gleich ist, es gibt aber Frequenzen, bei denen die stochastische Simulation
chaotisch ist, wohingegen die deterministische nicht. Der umgekehrte Fall tritt ebenso auf.
Es kann daher keine allgemein giiltige Aussage tiber das Verhalten getroffen werden. Jede
Parameterkombination muss einzeln simuliert werden.

Der Vergleich der stochastischen Simulationen zeigt, dass beim weiflen Rauschen durch
die kleinere Varianz, vor allem fiir eine grofiere Normalkraft, der Lyapunov Exponent
negativ ist, bei der Simulation mit dem Reibwert aus der Kontaktanalyse aber positiv.
Die Simulation mit weifl verrauschtem Reibwert fiihrt also in manchen Féllen zu falschen
Aussagen.
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4 Reibungserregte Schwingungen

4.4 Zusammenfassung reibungserregte Schwingungen

In diesem Kapitel wird das dynamische Verhalten von Systemen untersucht, in denen die
zuvor betrachteten Reibpaarungen auftreten.

Fir den Bremsbelag kann das Spektrum als konstant gendhert werden und das er-
laubt, diesen konstanten Wert durch eine Modellfunktion zu schétzen. Innerhalb des
Giiltigkeitsbereichs kann so fiir eine beliebige Normalkraft ein Spektrum ermittelt werden.
Beim Metallblech hingegen wird das Spektrum nicht gemittelt, sondern direkt das aus der
Kontaktanalyse benutzt. So stehen nicht fir alle Normalkréfte Spektren zur Verfiigung.
Um fir jede Normalkraft ein Spektrum zu erhalten, miisste der Verlauf der Spektren
durch eine Funktion genédhert werden und ein normalkraftabhéngiger Zusammenhang
der beschreibenden Parameter dieser Funktion gesucht werden. Bei den Untersuchungen
in diesem Kapitel wird darauf geachtet, dass fiir die benutzten Normalkréfte Spektren
bekannt sind. Bei beliebigen Normalkréften wiirde jeweils das Spektrum der Normalkraft
mit der geringsten Abweichung benutzt, was zu Fehlern fithren wiirde.

Bei der Simulation mit weiflem Rauschen kann durch die Modellfunktion fir die Standard-
abweichung innerhalb des Giltigkeitsbereichs jede Normalkraft ohne Fehler betrachtet
werden. Dies gilt sowohl fiir den Bremsbelag als auch fiir das Metallblech. Der Vergleich
der beiden stochastischen Simulationen zeigt, dass fiir den Bremsbelag, bei dem das
Spektrum zwar konstant aber nicht unendlich ist, es zuléssig ist, das Rauschen als weifles
Rauschen zu simulieren. Diese Methode bringt enorme Vorteile, da die stochastische
Differentialgleichung mit analytischen Methoden weiter untersucht werden kann, und
die Rechenzeit der Simulation erheblich kiirzer ist. AuBerdem muss hier nicht beachtet
werden, ob die Position auflerhalb des simulierten wegabhangigen Reibprozesses liegt, da
weifles Rauschen alle Positionen abdeckt. Beim Metallblech, bei dem das Spektrum nicht
konstant und nicht unendlich ist, wird durch eine Ndherung tiber weifles Rauschen die
Varianz der Reibkraft unterschatzt und so kann es vorkommen, dass kritische Parameter
falsch ermittelt werden.

Das Systemverhalten des Reibschwingers wurde auf Einfluss der Normalkraft, der Damp-
fung und der Anregung untersucht. Grundsétzlich kann gesagt werden, dass der Para-
metereinfluss fiir beide Reibpaarungen, Bremse und Metallblech, qualitativ dhnlich ist.
Eine steigende Normalkraft bewirkt unter anderem erhéhtes Rauschen der Reibkraft, was
wiederum zu verédndertem Systemverhalten fithren kann. Die wichtigste Frage bei Unter-
suchungen zu reibungserregten Schwingungen ist stets, ob der Stick-Slip Zyklus besteht.
Dies gilt es in den meisten Anwendungen zu vermeiden. Zur Beantwortung dieser Frage
reicht in Grenzfillen die deterministische Betrachtung nicht aus. Um sichere Aussagen
treffen zu kénnen, muss, vor allem bei groflen Normalkréaften, eine stochastische Simulation
durchgefiihrt werden.
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Diese Arbeit untersucht die technisch relevante Frage nach dem Auftreten reibungsin-
duzierter Schwingungen. Dies wird anhand des klassischen Reibschwingers durchgefiihrt,
wobei der Reibwert stochastisch modelliert wird. Viele nattirlich vorkommende Oberflachen
sind zuféllig verteilt und damit auch ihr Reibwert. Zur korrekten Beschreibung miissen die
stochastischen Eigenschaften berticksichtigt werden. Dazu wird eine Kontaktanalyse an
optisch vermessenen Oberflaichendaten durchgefiihrt. Aus den Oberflichendaten werden
zunéchst die Asperiten ermittelt und ihre Hohe und Radien bestimmt. Bei elastischer
Verformung koénnen mit dem Hertz’schen Kontaktmodell die Kontaktfliche und der
Kontaktdruck berechnet werden. Die Kontaktsituation wird fir verschiedene Abstande
einer rauen, elastischen Oberfliche zu einer glatten, starren untersucht. Durch die un-
terschiedlichen Abstédnde dndern sich die Anzahl der in Kontakt befindlichen Asperiten
und die Tiefe der Eindringung und damit auch die Kontaktfliche und der Kontaktdruck.
Das Bowden-Tabor Modell definiert die Reibkraft als diejenige, die benotigt wird, um in
Kontakt stehende Asperiten abzuscheren. Damit berechnet sich die Reibkraft als Produkt
der Kontaktflache mal Scherfestigkeit des Materials. Mit dieser Reibkraft und der Kon-
taktnormalkraft kann der Reibwert dieser Paarung bestimmt werden.

Da der vermessene Oberflichenanteil nur einem Ausschnitt aus dem tatséchlichen Bauteil
entspricht, wird die Oberflache stochastisch vervielfaltigt. Dazu wird eine Fouriertransfor-
mation der Oberflichendaten durchgefiithrt. Die Amplituden der Transformierten bleiben
erhalten, die Phasen werden durch passende Zufallszahlen ersetzt. Durch Riicktransfor-
mation ergeben sich stochastisch dhnliche Oberflichen. Diese Methode setzt voraus, dass
die Oberflachendaten normalverteilt sind. Dies trifft fir die Oberfliche des Bremsbelags
voll zu, fir die des Metallblechs in guter Naherung. Der abgenutzte Bremsbelag enthélt
lediglich ein paar Furchen, die von der Normalverteilung abweichen, welche bei den sto-
chastisch dhnlichen Flachen, die von normalverteilten Daten ausgehen, nicht abgebildet
werden. Da die Furchen aber nie in Kontakt treten, ist diese Abweichung nicht relevant.
Andere Oberflachencharakteristika, wie die erkennbare Abnutzung des Bremsbelags in eine
Richtung, sind in der Amplitudenmatrix der Fouriertransformierten gespeichert. So haben
auch die stochastisch dhnlichen Oberflichen eine eindeutig anisotrope Ausrichtung. Beim
Metallblech ist die Verteilung der Oberflichenwerte nicht normalverteilt. Dies liegt ver-
mutlich daran, dass das Blech in seinem Originalzustand vermessen wurde, die Asperiten
also noch keine plastische Verformung erfahren haben. Durch die Fouriertransformation
wird daher eine etwas von der originalen Oberfliche abweichenden Asperitenverteilung
erzeugt.

Die hier durchgefiihrte statistische Auswertung der stochastisch &hnlichen Oberflichen
fithrt zu einer Aussage iber Mittelwert und Standardabweichung des Reibwerts. Diese
Parameter sind abhéngig von der Starrkorperverschiebung und damit auch dem Kon-
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5 Zusammentassung und Ausblick

taktdruck. Dieser Zusammenhang kann durch eine Modellfunktion geschétzt werden, so
dass fiir verschiedene Driicke ein stochastischer Prozess ermittelt werden kann. Die Ein-
schrankungen, dass elastischer Kontakt vorliegt und dass die Asperiten nicht miteinander
interagieren, beschranken den Zuléssigkeitsbereich der Modellfunktion.

Durch Interpolation der Fouriertransformierten kann eine ldngere Oberflache erzeugt
werden. Durch Verschieben der Realisierung, die so grof} ist, wie die Originaloberfléache,
kann die Autokorrelationsfunktion und das Leistungsdichtespektrum berechnet werden.
Durch die Interpolation enthélt die neu erzeugte Oberfliche grofiere Wellenléngen, die in
der originalen Oberfléche nicht vorhanden sind. Da diese aber kleinere Amplituden haben
als die maximale Wellenlénge der Originaloberfliche, haben sie keinen Einfluss auf die
Auswertung. Die Autokorrelationsfunktion zeigt, dass der Reibwert nicht korreliert ist,
was bestétigt, dass die zusétzlichen Wellenldngen die Auswertung nicht verdndern.

Fir das Spektrum gilt, dass es beim Bremsbelag als konstant gendhert werden kann.
Damit kann auch fiir diesen konstanten Wert des Spektrums eine druckabhéangige Mo-
dellfunktion ermittelt werden und so spéter fiir beliebige Driicke das konstante Spektrum
ausgelesen werden.

Beim Metallblech kann das Spektrum nicht als konstant gemittelt werden. Damit kann
auch keine Modellfunktion bestimmt werden. Fiir Driicke, die in der Kontaktanalyse nicht
berechnet wurden, liegt daher auch keine Information tiber das Spektrum vor. Es wird das
Spektrum des néchsten Drucks verwendet, was zu Abweichungen fiihrt.

Als Ergebnis der Kontaktanalyse sind somit fiir beide Oberflichen Mittelwert, Stan-
dardabweichung und Spektrum ermittelt. Folglich sind alle Parameter bekannt, um den
Reibwert als stochastischen Prozess zu modellieren.

Trotz der genannten Einschrinkungen und Berticksichtigen von nur einer moglichen
Ursache fur Reibung liefern die Auswertungen gute Ergebnisse. Dies zeigen Vergleiche
mit anderen Simulationen und auch mit experimentellen Untersuchungen. Das ist eine
Bestétigung, dass in den untersuchten Fallen die Interaktion an den elastisch verformten
Asperiten die Hauptursache fiir die trockene Reibung ist.

Diese hier eingefithrte Methode erlaubt die Berechnung eines stochastischen Reibprozesses
auf Basis der Mikroebene. Die Methode hat den Vorteil, dass sie sehr geringe Rechenzeit
benétigt.

Das vielfiltige dynamische Verhalten des Reibschwingers wurde in den 1990er Jahren
von POPP und seinen Mitarbeitern detailliert untersucht. Sie bestétigten auch experi-
mentell den abfallenden Verlauf des Reibgesetzes, welcher vielfach verwendet wird. Die
Ursache dieser Geschwindigkeitsabhéngigkeit ist bis heute noch nicht verstanden. Ideen
reichen von thermischen oder chemischen Anderungen in den Kontakten iiber den Einfluss
des Abriebs bis hin zu Schmierung durch den eingeschlossenen Luftspalt. Die benutzten
phédnomenologischen Gesetze haben sich in der Vergangenheit durch Experimente validie-
ren lassen.

In dieser Arbeit wird der Reibwert als stochastischer und ebenfalls geschwindigkeits-
abhéngiger Prozess modelliert. Damit soll untersucht werden, wie solch ein stochastischer
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Reibwert, das Schwingungsverhalten beeinflusst. Die Kontaktanalyse erzeugt einen band-
breitenbeschréankten Prozess. Beim Bremsbelag hat dieser ein konstantes Spektrum, beim
Metallblech fallt das Spektrum leicht ab. Um zu untersuchen, wie grof§ die Abweichung
zu weiffem Rauschen ist, werden immer drei Simulationen verglichen: deterministisch, mit
weiflem Rauschen und mit dem Reibwert aus der Spektralen Darstellung. Die Intensitat
des weilen Rauschens berechnet sich druckabhéngig aus der Varianz des Reibwerts aus
der Kontaktanalyse. So wird auch beim weilen Rauschen die Oberflichenbeschaffenheit
der Kontaktpartner berticksichtigt. Der Vergleich der beiden stochastischen Simulationen
zeigt, dass fir den Bremsbelag, bei dem das Spektrum zwar konstant aber nicht unendlich
ist, es zuldssig ist, das Rauschen als weifles Rauschen zu simulieren. Dies bringt enorme
Vorteile, da die stochastischen Differentialgleichungen zusétzlich mit analytischen Metho-
den untersucht werden konnen, und die Rechenzeit der Simulation erheblich kirzer ist.
Auflerdem muss hier nicht beachtet werden, ob die Position auflerhalb des simulierten
wegabhéngigen Reibprozesses liegt, da das weile Rauschen alle Positionen abdeckt. Beim
Metallblech, bei dem das Spektrum nicht konstant und nicht unendlich ist, wird durch
eine Naherung iiber weiles Rauschen die Varianz der Reibkraft unterschitzt und so kann
es vorkommen, dass kritische Parameter falsch ermittelt werden.

Der Mittelwert aus der statistischen Auswertung fiir den Reibwert ist druckabhéngig. Dies
flieBt in das Reibgesetz ein. Der Haftreibwert bleibt gleich, daher dndert sich die Steigung
der fallenden Reibkurve abhéngig von Druck bzw. Normalkraft.

Fir den rein selbsterregten Fall ist die wohl interessanteste Abhéngigkeit die der Damp-
fung, da bei grofien Dampfungsmafien der Stick-Slip Zyklus nicht mehr existiert. Es
existiert ein maximales Démpfungsmaf}; bei dem sicher kein Grenzzyklus mehr vorliegt.
Dieses kann aber von deterministischer zu stochastischer Simulation verschieden sein.
Daher muss das Dampfungsmaf fiir beide Falle berechnet werden und nur der gréfere
Wert der beiden gibt Sicherheit, dass kein Grenzzyklus mehr besteht.

Wird zusétzlich dulere Anregung aufgebracht, kann die Phasenkurve ihre Charakteristik
andern. Es treten mehrperiodische, quasiperiodische und sogar chaotische Losungen auf.
Ist die Amplitude klein, ist der Effekt oft nicht zu erkennen. Bei grofleren Amplituden
hingegen beeinflusst priméar die Anregungsfrequenz das Aussehen der Phasenkurve. Der
Einfluss der Normalkraft und der Anregungsamplitude sind zweitrangig. Auch die Fra-
ge, ob die Losung chaotisch ist, was anhand des Lyapunov Exponenten bestimmt wird,
hangt priméar von der Anregungsfrequenz ab. Beim Vergleich von deterministischer zu
stochastischer Simulation stimmt der Lyapunov Exponent bei den meisten Parameterkom-
binationen iiberein. Es kann jedoch sein, dass bei bestimmten Anregungsfrequenzen die
stochastische Losung chaotisch ist, die deterministische aber nicht. Der entgegengesetzte
Fall kann ebenfalls auftreten.

Der Parameter mit der grofiten Unsicherheit bei der Kontaktanalyse ist die maximale
Scherfestigkeit 7,,.. an den Asperiten. Diese ist quasi nicht messbar. Zwar hat sich durch
zahlreiche Experimente ein Zusammenhang zu anderen Materialparametern etabliert,
aber das muss fir jedes Material neu beurteilt werden. Vor allem bei so komplizierten
Materialkombinationen, wie dem Bremsbelag, ist dies eine Herausforderung. Da dieser
direkten Einfluss auf den Mittelwert des Reibwerts hat, ist es wichtig, die Ergebnisse mit
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anderen Simulationen oder Experimenten zu vergleichen. Die Varianz der statistischen
Kontaktanalyse ist jedoch von diesem kritischen Parameter unabhéngig. Die Varianz
ist fiir den stochastischen Prozess bei der Reibschwingersimulation der Parameter, der
die Information tiber die reale Oberflichenbeschaffenheit der Mikroebene beinhaltet. So
enthalten die Aussagen, die anhand der Reibschwingersimulation getroffen werden, eine
physikalische Grundlage und damit eine groflere Sicherheit.

Zusammenfassend kann gesagt werden, dass die Simulationen mit stochastischem Reibwert
in Grenzfallen, bei denen sich die Losungscharakteristik dndert, zusatzliche Informationen
liefern. Vor allem bei grofien Normalkréaften, die eine grole Varianz der Reibkraft verur-
sachen, kann sich das Phasenportrait erheblich &ndern. Im Fall des Bremsbelages ist es
nicht notig, den Reibwert mit Hilfe der Spektralen Darstellung zu simulieren, sondern der
Prozess kann als weiBer Prozess angendhert werden. Uber die Intensitiat des Rauschens
enthélt der Prozess in beiden Féllen die Information der Beschaffenheit der vermessenen
realen Oberfliche auf der Mikroebene. Im Falle des Metallblechs, bei dem das Spektrum
nicht konstant gendhert werden kann, wird die Varianz der Reibkraft beim weifilen Rau-
schen unterschétzt, und in manchen Féllen werden kritische Parameter falsch berechnet.
Im Falle des Metallblechs miissen daher die Simulationen mit der Spektralen Darstellung
durchgefiihrt werden, um verlassliche Aussagen treffen zu kénnen.

Die hier gezeigte Methode kann durch weitere Arbeiten verbessert und erweitert werden.
Bei der Oberflichenanalyse hat sich gezeigt, dass die Oberflichendaten des Metallblechs
nicht normalverteilt sind. Die Methode mithilfe der Fouriertransformierten stochastisch
ahnliche Oberflichen zu erzeugen, produziert normalverteilte Héhen, wodurch eine Ab-
weichung der erzeugten Oberflachen zur originalen entsteht. Es existieren Methoden zur
Erzeugung nicht normalverteilter Datensétze. Mit solchen Methoden sollten Oberflichen
erzeugt werden, welche die Verteilung der Originaldaten haben, um die Abweichung zur
hier benutzten Methode zu beurteilen. Die Oberflichendaten des Metallblechs sind ver-
mutlich nicht normalverteilt, da die erste plastische Verformung der Asperiten noch nicht
stattgefunden hat. Um dies zu iiberpriifen, sollten benutzte Blechoberflichen vermessen
werden. Sind die Daten eines solchen Blechs normalverteilt, kann dafiir wieder die hier
vorgestellte Methode verwendet werden.

Eine weitere Schwachstelle ist, dass die stochastisch dhnlichen Oberflaichen aus nur einem
vermessenen Teilstiick produziert werden. Um eine stochastisch zuverlassigere Aussage
treffen zu konnen, ware es besser, an der Oberfliache eines Bauteils an verschiedenen Orten
optische Messungen durchzufiihren.

Bei Simulation des stochastischen Reibschwingers kénnen fiir interessante Teilbereiche
analytische Untersuchungen der stochastischen Differentialgleichungen durchgefithrt wer-
den. Analytische Betrachtungen des Gesamtsystems sind jedoch durch die nichtglatten
Eigenschaften und die Parametererregung durch die Reibung schwierig.

Durch Experimente kénnten verschiedene Aussagen validiert und dadurch Unsicherheiten
des Modells beseitigt werden. Die maximale Scherspannung der Materialien und das
verwendete Reibgesetz, insbesondere dessen Haftreibwert und die Steigung, sind solche
Parameter. Aulerdem bietet die Methode die Moglichkeit, weitere Reibpaarungen und das
auftretende Schwingungsverhalten verschiedener anderer Oberflachen zu untersuchen.
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Diese Arbeit untersucht die technisch relevante
Frage nach dem Auftreten reibungsinduzierter
Schwingungen. Dies wird anhand des klassischen
Reibschwingers durchgefihrt, wobei der Reibwert L g
stochastisch modelliert wird. e - Ll

Viele nattrlich vorkommende Oberflachen sind

zufallig verteilt und damit auch ihr Reibwert. Zur
korrekten Beschreibung mussen die stochastischen
Eigenschaften bertcksichtigt werden. Dazu wird
eine Kontaktanalyse an optisch vermessenen Ober-
flaichendaten durchgefiihrt. Die durchgefiihrte
statistische Auswertung der Oberflachen fihrt zu
einer Aussage Uber Mittelwert, Standardabwei-

chung und Spektrum des Reibwerts. Somit sind alle
Parameter bekannt, um den Reibwert als stochasti-
schen Prozess zu modellieren, welcher die Oberfla-

chenbeschaffenheit berlcksichtigt. °-°

AnschlieBend wird der Einfluss des stochastischen

Reibwerts auf reibungsinduzierte Schwingungen
anhand des klassischen Reibschwingers unter-
sucht. Fur den rein selbsterregten Fall ist die wohl
interessanteste Abhangigkeit, die der Dampfung,
da bei groBen DampfungsmalBen der Stick-Slip
Zyklus nicht mehrexistiert. Esexistiertein maximales
Dampfungsmal, bei dem sicher kein Grenzzyklus

mehr vorliegt. Dieses kann aber von determinis-
tischer zu stochastischer Simulation verschieden
sein. Daher muss das Dampfungsmal3 fur beide
Félle berechnet werden, um mit Sicherheit sagen
zu kénnen, wann kein Grenzzyklus mehr besteht.
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