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Zusammenfassung

Vorgestellt wird das Mean- Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem MYV, das auf
Harry M. Markowitz zuriickgeht. Das Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem
kann als ein quadratisches Optimierungsproblem mit den Parametern p und Y ange-
sehen werden, dessen Losung unter bestimmten Voraussetzungen garantiert werden
kann. Weiterhin kann MV, als quadratisches Optimierungsproblem effizient gelost
werden, sobald Schétzungen fiir die Parameter bekannt sind.

In dieser Arbeit wird fiir MV, der Robust-Counterpart RC) angegeben, der auf
einer Arbeit von Aharon Ben-Tal und Arkadi Nemirovski basiert. Als Worst-Case-
Analyse beziiglich ; und ¥ eignet er sich, Schéitzungen fiir beide Parameter herzulei-
ten. Allerdings ist RC\ ein Minmax-Problem, welches im Allgemeinen schwer 16sbar
ist. RC) kann durch Umformulierungen und der Angabe von Voraussetzungen an
die zugehorige Unsicherheitsmenge U auf ein quadratisches Problem zuriickgefiihrt
werden, welches MV mit geschétzten Parametern g und ¥ entspricht.

Des Weiteren wird RC), als ein mehrstufiges Optimierungsproblem aufgefasst. In
der untersten Stufe tritt dabei das Minimierungsproblem MinV ol auf, welches ei-
ne Chance-Constraint enthilt. Dieses wird zuerst mittels eines Ansatzes von Marco
Campi und Simone Garatti gelost und nach weiteren Umformulierungen ein quadra-
tisches Optimierungsproblem fiir RC) wieder aufgestellt. Ein numerisches Beispiel
soll die Ergebnisse veranschaulichen. Zuletzt wird RC)\ als semi-infinites Optimie-
rungsproblem mit parametrischer Indexmenge betrachtet. An diese Art von semi-
infiniten Optimierungsproblemen werden Unter- und Oberschranken an den opti-
malen Zielfunktionswert hergeleitet.
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1. Einleitung

Eine Herausforderung bei der Optimierung in der Praxis ist die Bereitstellung der zu-
grunde liegenden Daten im eigentlichen Anwendungsfall. Diese Bereitstellung kann
durch Beobachtung oder Schiatzung der Eingaben oder durch die Angabe, wie wahr-
scheinlich ein Ereignis der Zukunft ist, erfolgen. Die dritte Moglichkeit fithrt zur sto-
chastischen Optimierung, auf die hier nicht néher eingegangen wird. Die Schitzung
der Eingaben kann der Statistik zugeordnet werden.

In der Finanzwirtschaft fithren viele Teildisziplinen zu solchen Herausforderun-
gen. Da wiren z.B. die Charakteristiken p und ¥ eines Finanzmarktes, die im All-
gemeinen nicht bekannt sind, wobei p die erwarteten Renditen der Aktien oder
Finanzmarktklassen des Marktes widerspiegelt und in der Kovarianzmatrix ¥ das
Risiko der Abweichung von den erwarteten Renditen abgbildet ist. 4 und ¥ kénnen
als Parameter in das sogenannte Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem, das
als Erstes in [36] vorgestellt wurde, interpretiert werden. In [36] wurden historische
Beobachtungen als Grundlage beider Parameter benutzt.

Viele Publikationen sind erhéltlich, die sich mit dem Thema beschéftigen, wie u
und ¥ geschétzt werden konnen, z.B. in [6], [28], [30] und [16]. Diese Arbeiten bein-
halten zusétzlich kritische Diskussionen iiber die Qualitéit der vorgestellten Schéitzer
und deren Auswirkungen auf die eigentliche Optimierung. Grundsétzlich hangt die
Losung vom Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem von beiden Parametern
ab, und unterschiedliche Schiatzungen der Parameter fithren zu stark unterschied-
lichen optimalen Portfolios, siehe Beispiel 3.2.1. Das Mean-Varianz-Portfolio-Opti-
mierungsproblem hingt im stérkeren Mafle von p und weniger von ¥ ab.

Eine weitere Moglichkeit, die Unsicherheiten beziiglich der Schétzer zu beachten,
ist die Robuste Optimierung mit dem Robust-Counterpart, eingefiihrt in [4]. Dort
wird auf die Ebene der Modellierung zuriickgegangen, und die Optimierung erfolgt
jetzt nicht mehr nur fiir eine spezielle Realisierung der Parameter, sondern es werden
eine Menge von Realisierungen in Betracht gezogen; das wird als Worst-Case-Fall
bezeichnet. Wie man hier schon erahnen kann, spielt bei diesem Ansatz die Menge
der Realisierungen, die sogenannte Unsicherheitsmenge, eine entscheidende Rolle. In
[4] und [40] werden Ellipsoide als Unsicherheitsmengen fiir die Portfolio-Optimierung
eingefiihrt und diskutiert.

In dieser Arbeit wird der Robust-Counterpart auf das Mean-Varianz-Portfolio-Op-
timierungsproblem angewendet und genauer untersucht. Einen ersten beispielhaften
Ansatz gibt es schon in [4], ein ausfiihrlicherer Ansatz ist in [51] zu finden. Dort wer-
den durch Voraussetzungen spezielle Unsicherheitsmengen hergeleitet und der Ro-
bust-Counterpart fiir das Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem betrachtet,
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sowie die Qualitédt der Robustifizierung diskutiert. Es werden hier die Voraussetzun-
gen auf zwei verschiedene Art und Weisen abgeschwiicht und die Auswirkungen auf
den Robust-Counterpart untersucht.

Des Weiteren wird eine nochmalige Verallgemeinerung vorgenommen, die darauf
basiert, dass die Unsicherheitsmenge von Parametern abhéngt. Bei Ellipsoiden kom-
men als Parameter z.B. der Mittelpunkt und die Form des Ellipsoids in Frage. Das
fithrt zu Semi-infiniten Optimierungsproblemen mit parametrischer Indexmenge, fiir
die Unter- und Oberschranken an den optimalen Zielfunktionswert angegeben wer-
den.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: In Kapitel 2 werden Grundlagen aufgefiihrt.
Das umfasst einen Abschnitt 2.1 iiber Matrix-Analysis, in dem Begriffe und Ab-
bildungen fiir Matrizen erldutert werden. Abschnitt 2.2 gibt eine Kurzeinfithrung
in die Optimierung, in dem Grundlagen der Optimierung, insbesondere der konve-
xen Optimierung, beschrieben sind. Die Ausfithrungen in den beiden Abschnitten
werden durchgéngig in der Arbeit gebraucht und sind fiir die hier vorgenomemn
Umformulierungen von besonderer Bedeutung. Die letzten vier Abschnitte geben
Einfithrungen in spezielle Klassen von Optimierungsproblemen, die in der Arbeit
angesprochen werden, um sich mit den Begriffen vertraut zu machen.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit dem Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem.
Dort werden zusétzlich einige Schétzer fiir p und 3 vorgestellt.

Im ersten Hauptkapitel, Kapitel 4, wird der Robust-Counterpart beziiglich der
hier getroffenen Annahmen aufgestellt. Es werden Umformulierungen angegeben,
die dazu benutzt werden, den Robust-Counterpart zu lésen. Zudem wird beschrie-
ben, wie bei einer Minimierung des Volumens eines Ellipsoiden mit einer Chance-
Constraint-Restriktion vorgegangen werden kann.

Im zweiten Hauptkapitel, Kapitel 5, werden semi-infiniten Optimierungsprobleme
mit parametrischer Indexmenge eingefiihrt und untersucht. Es werden Reformulie-
rungen angegben, die zu Unter- und Oberschranken an den optimalen Zielfunktions-
wert fiihren.

Das 6 Kapitel beschéftigt sich mit Implementierungen der hier vorgestellten Ansétze
und dem Test eines Beispiels.

FEin Fazit in Kapitel 7 mit einigen Ausblicken auf weitere Forschungstétigkeiten
beschlieit die Arbeit.

Im Anhang finden sich einige Beweise und eine langliche Herleitung eines kriti-
schen Punktes, die den Lesefluss in den Kapiteln unterbrechen wiirden.
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In diesem Kapitel wird der generelle Hintergrund der Arbeit vorgestellt. Das um-
fasst das Unterkapitel 2.1 iiber Eigenschaften von Matrizen, eine Kurzeinfithrung in
die Optimierung 2.2 sowie einige Spezialbereiche der Optimierung in den Abschnit-
ten 2.3-2.5. Den Abschluss bildet der Abschnitt 2.6 in dem eine besondere Art von
Nebenbedingung vorgestellt wird, die sogenannten Chance-Constraints.

Die zu den hier vorgestellten Sdtzen und Lemmata gehorigen Beweise finden sich
im Anhang A.1, sofern sie selbst gefiihrt wurden.

2.1. Matrix-Analysis

Das folgende Kapitel gibt eine Einfiihrung in die Lineare Algebra mit speziellem
Blick auf Matrizen. Als Quellen dienen [39] und [40]. Dort finden sich auch weiter-
gehende Ausfithrungen.

In [40, Kapitel IV Anhang A] wird die Einfiithrung in die Lineare Algebra mit Fokus
in Richtung der Finanzoptimierung bzw. des Risikomanagements gelegt. Dort findet
man unter anderem die Abbildungen ,vec(-)“ und ,vecsym(-)“, die im Folgenden
eine grofle Rolle spielen werden.

Falls nicht anders erwéihnt, betrachten wir in diesem Kapitel durchweg reelle
quadratische Matrizen A = (a;;) € R™"™ mit n € N. Die Vektoren werden stan-
dardméBig als Spaltenvektoren betrachtet.

Zunichst werden einige Eigenschaften von Matrizen definiert.

Definition 2.1.1 (Matrix-Eigenschaften). 1. Fine Matriz A heiffit symmetrisch,
falls
AT =4

gilt. Dabei ist unter ' das iibliche Transponieren von Matrizen zu verstehen.

2. Eine Matriz A heifft positiv semidefinit (negativ semidefinit), falls fiir alle
rz e R"
Az >0 (z'Az <0)
gilt. Wir schreiben dann

A=0 (A=0).

3. Eine Matriz A heifst positiv definit (negativ definit), falls fiir alle x € R™ mit
x#0

zTAxr >0 (2" Az <0)
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gilt. Wir schreiben dann

A=0 (A=<0).
4. Fine Matriz A heifit invertierbar (oder regulér), falls eine Matriz B mit
AB=BA=1,

existiert. Dabei bezeichnet I,, die (n,n)-FEinheitsmatriz. Die Matriz B wird als
inverse Matrix zur Matriz A bezeichnet und mit B = A~ abgekiirzt. B ist
damit offensichtlich auch invertierbar mit Inverse A = B~".

tI‘(A) = Zn: (0773
=1

5. Die Summe

heifst Spur der Matrix A.
6. Die Zahl o € C heifst Eigenwert zur Matrix A, falls es ein x, € R™\ {0} mit

Az, = axy

gibt. Dieser Vektor x, wird auch als Figenvektor zum Eigenwert o« bezeich-
net. Fine (n,n)-Matriz hat mazimal n Eigenwerte, die nicht notwendigerweise
voneinander verschieden sein miissen.

Ist nicht aus dem Kontext ersichtlich, zu welcher Matrixz der Eigenwert o
gehoren soll, so wird o in Abhdngigkeit der Matrixz notiert

a(A)  (« ist ein Eigenwert der Matriz A).

7. Das Produkt
det(A) = H o
i=1

bezeichnet die Determinante der Matrix A.

Die Menge aller symmetrischen (n, n)-Matrizen werden wir mit S” und die Menge
aller symmetrischen positiv definiten (n.n)-Matrizen mit S} abkiirzen.

Die folgende Bemerkung gibt wohlbekannte Ergebnisse wieder; die Beweise sind in
[39] zu finden. Diese Ergebnisse werden im Laufe der Arbeit ohne weitere Erwiihnung
benutzt.

Bemerkung 2.1.2. 1. Eine symmetrische Matrix besitzt ausschliefslich reelle Ei-
genwerte. Ist die Matriz zusdtzlich positiv semidefinit (negativ semidefinit), so
sind alle Eigenwerte nichtnegativ (nichtpositiv). Ist die Matriz positiv definit
(negativ definit), so sind alle Figenwerte positiv (negativ). Eine Matriz, die
positive und negative Figenwerte besitzt, heifst indefinit.
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2. Sei die Matriz A symmetrisch und positiv definit (negativ definit) und sei

{051,...,0(71}

die Menge der Eigenwerte von A. In diesem Fall existiert die inverse Matriz
A=Y, Sie ist wegen
(A—I)T _ (AT)—I — A—l

symmetrisch und die Eigenwerte von A™" sind durch die Menge

1 1
o

gegeben. A~V ist positiv definit (negativ definit).

3. Eine symmetrische (n,n)-Matriz A ist normal’ und demzufolge diagonalisier-
bar, d.h. es existieren eine Diagonalmatriz D = diag(aq,...,ay) und eine
Matriz P mit

P'AP=D < A=PDP'.

Die aq, ..., ay sind dabei die Figenwerte von A und die Spalten von P sind
die orthonomierten Figenvektoren von A.

Sei A zusdtzlich positiv semidleﬁm't. Mt Hilfe der diagonalisierten Darstellung
von A, kann der Ausdruck Az (,die Wurzel einer Matriz“) mit

Az = PD2P" = Pdiag(y/an, ..., /an)P'

definiert werden.

Fiir jede quadratische Form
z! Ax

mit x € R™ und symmetrischer positiv semidefiniter Matriz A gilt

VT Az = \/xT(A%)TA%x - \/(A%x)T(A%x) = ||Azz],. (2.1)
4. Es gilt fir alle quadratischen Matrizen A
det(AT) = det(A).

Fiir alle invertierbaren Matrizen A gilt

_ 1
~ det(A)’

det(A™1)

Fiir alle invertierbaren Matrizen A muss demnach auch det(A) # 0 gelten.

Fiir die Spur einer Matrix wird das folgende Lemma gesondert angegeben und im

'Siche [39] S. 547.
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Anhang bewiesen.

Lemma 2.1.3. 1. Es seien die Matrizen A € R™™™ und B € R™*™ gegeben.
Dann gilt

tr(AB) = tr(BA).
2. Es seien die Matrizen A € R™™ B € R™*P ynd C € RP*™ gegeben. Dann gilt
tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA). (2.2)

Man beachte bei Teil 2, dass die Reihenfolge der Matrizen nicht beliebig, sondern
mit Riicksicht auf die zusammenpassenden Dimensionen erfolgt.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 113. O

Bemerkung 2.1.4. Die Spur einer (1,1)-Matriz A ist definitionsgemdf
tr(A) = aq;.
Jedes Skalarprodukt x "y zweier Vektoren x,y € R" bzw. jede quadratische Form
z' Az

mit x € R™ und symmetrischer (n,n)-Matriz A ist eine reelle (1,1)-Matriz.

Somit hat man folgende Zusammenhdnge
ely=tr(z'y) und z'"Az=tr(z' Az).
Mit Lemma 2.1.3 gilt weiter
zly=tr(z'y) =tr(yz") und x'Azx=tr(z' Az) =tr(zz' A) = tr(Azz").

Der Ausdruck xx" mit x € R™ fiihrt zu einer symmetrischen positiv semidefiniten
(n,n)-Matriz und wird als dyadisches Produkt von Vektoren bezeichnet.

Zu einer quadratischen Matrix wird im Folgenden eine Abbildung definiert, die
diese Matrix in einen Vektor umwandelt. Dazu wird dann eine Umkehrabbildung de-
finiert, d.h. Vektoren, deren Dimension als Quadratzahl dargestellt werden konnen,
werden in quadratische Matrizen umsortiert.

Definition 2.1.5 (Vektorisierung einer Matrix). 1. Zu einer (n,n)-Matriz A sei
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die Abbildung vec : R"*" — R" definiert

a1
a21

an1
ai2

all  ai2 N AT a99

as1 @92 ... a9 .
A= ] o ,n —  vec(A) = : = a.

an2
anp1 Aap2 N )

Aln
a2n

Ann

Die Spalten der Matrix werden zu einem Vektor untereinander gestapelt. Wir
sprechen dann von der Vektorisierung der Matrix A.

2. Die Abbildung vec™" : R™ — R™™ wird durch
ar— vec Ha)= A
definiert, schichtet also die Eintrige eines Vektors zu einer (n,n)-Matriz zuriick.

Im Folgenden wird es noch hilfreich sein, fiir symmtrische Matrizen eine speziellere
Vektorisierung und deren Umkehrung zu betrachten.

Definition 2.1.6 (Symmetrische Vektorisierung einer Matrix). 1. Zu einer sym-
. . . . . n(n+1)
metrischen (n,n)-Matriz A sei die Abbildung vecsym : R™*" — R~z defi-

niert

ai
a2
a22

aj; aiz ... Qin
az1 G2 a 3

A= . . . . —  vecsym(A) = a23 = qa.

: ; . ass
an1 an2 e Gnn ai4
Gnn

Die oberhalb der Diagonalen liegenden Komponenten der Matrix werden zu-
sammen mit den Diagonalelementen spaltenweise zu einem Vektor unterein-
ander gestapelt. Wir sprechen dann von der symmetrischen Vektorisierung der
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Matrix A.
2. Die Abbildung vecsym™

n(n+1) )
LR™ 2 — R™™ wird durch

a —s vecsym (a) = A
n(n+1)

definiert, schichtet also die Eintrige eines Vektors der Linge ——<— zu einer
symmetrischen (n,n)-Matriz zuriick.

1. Die obigen Abbildungen sind bijektive Abbildungen, da

Bemerkung 2.1.7.
% mitn > 1 bijektive Abbildungen sind.

die Abbildungen n — n? und n —
Somit gilt fir Matrizen A

A = vec ™ (vec(A))
und fir symmetrische Matrizen A

A = vecsym ™! (vecsym(A)).

2. Die Abbildungen vec, vec™!

A, BERY™ g beR",C,D €S, c,dc R 2

vec(aA + BB + v
vec ' (aa + b+
vecsym(aC + D + v

,vecsym und vecsym

L sind affin linear. Es gilt fiir

und o, 3,7 € R

n(n+1)

avec(A) + Bvec(B) + 7,
avec (a) 4+ Bvec L (b) + ~,
avecsym(C) + Bvecsym(D) + 7,

)
)
)
vecsym !(ac+ Bd+v) = avecsym '(c) + Bvecsym ! (d) + .

Folgendes Lemma gibt die Zusammenhénge zwischen den Abbildungen vec und
vecsym wieder, vergleiche mit [40, Anhang A.6.3].

Lemma 2.1.8. Sei A eine symmetrische (n,n)-Matriz. Dann gilt

vec(A) = Dpvecsym(A) (2.3)
und
Dpvec(A) = vecsym(A) (2.4)
mit den Blockmatrizen
Dll D12 D13 L Dln
0 D22 p» ... D
D, — 0 0 D33 D3n c Rn2><ﬂ("2+1) (25)
0 0 o ... Dwm
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sowze
p1T o 0 0
o D=2" 0 ... 0
~ n(n+1
Do=| 0 0o D® ... 0o |er™™x (2.6)
0 0 0 ... D'
Dabei ist DV j = 1,...,n, definiert als (n, j)-Matriz mit djlj1 = dJZJ2 =... = d% =1

und 0 sonst und DY,i,5 =1,...,n,i < j, definiert als (n, j)-Matriz mit d;]Z =1 und
0 sonst.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 114. Ol

Beispiel 2.1.9. Sei A eine symmetrische (3,3)-Matriz. Dann sind D3 € R9%6 und
D3 € RY%6 gegeben mit

1 00 000
D=0 |,D®=(10]|,DB=(0 0 0
0 00 1 00
10 000 1 00
D®2=10 1]|,D®=1(0 0 0|, D* 010],
00 010 00 1
d.h.
100000
010000 100000000
000100
000100000
010000
~ 0000100GO00
Ds=|0 010 0 0| Ds3=
000000100
000010
00000O0O0OT1O0
000 100 00000O0GO0O01
000010
000001

Es gilt Bng = I und Dgﬁg = 1Iy. ]3” ist im Allgemeinen nur eine Linksinverse
von Dy,. Fir Matrizen A € S gilt

Dy Dypvec(A) = vec(A),

so dass man in diesem Fall davon sprechen kann, dass D,, auch eine Rechtsinverse
von D, 1st.
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Bemerkung 2.1.10. 1. Zwischen der Spur zweier Matrizen A, B € R™" und
den Vektorisierungen besteht folgender Zusammenhang:

tr(AB) = vec(A") "vec(B).

2. Zwischen der Spur zweier symmetrischer Matrizen A, B € R™*"™ und den sym-
metrischen Vektorisierungen besteht folgender Zusammenhang:

tr(AB) = vecsym(A)' D,! D,,vecsym(B)
mit der Matriz D,, aus Formel (2.5).

Die Beweise zu beiden Aussagen finden sich im Anhang Teil A.1°S. 115.

Die Bemerkungen 2.1.4 und 2.1.10 ergeben fiir die quadratische Form 2" Az mit
xz € R" und A € R™" symmetrisch

e'Ar = tr(z! Az) = tr(zz " A)
= vec(zaz") vec(A) (2.7)
= vecsym(zz' )" D, D,vecsym(A). (2.8)

Erinnert sei daran, dass das dyadische Produkt za " zu einer symmetrischen Matrix
fiihrt.

Bemerkung 2.1.11. 1. Fir eine symmetrische Matrix A gilt per Definition
vec(A") = vec(A) wund vecsym(A') = vecsym(A). (2.9)
2. Sei A eine positiv definite Matrix. Dann gilt fir alle x € R™ mit x # 0
T Az > 0.
Mit (2.7) und (2.8) gilt fir alle x € R™ mit z # 0
vec(zz') vec(A) >0 wund vecsym(zz ') D, D,vecsym(A) > 0.

Im Folgenden sei z aus der Menge
n
X={zeR"|> zi=1,2>0}
i=1

gewahlt. X wird als Standardsimplex des R™ bezeichnet. x = 0 liegt offensichtlich
nicht in X. Der Standardsimplex ist mit x1 = 1,z; = 0,7 = 2,...,n, nichtleer sowie
kompakt und da durch lineare Restriktionen beschrieben, ist X konvex. Setze zu x
den Vektor

z=vec(zz') € R™.

Das néchste Lemma gibt Eigenschaften von z an.

10



2.2. Kurzeinfithrung in die Optimierung

Lemma 2.1.12. Seiz € X. Es gilt

1. z>0,
TL2
i=1
Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 116. O

z liegt nach obigem Lemma im Standardsimplex des R
’I’L2

Z={zeR"|Y z=12>0}
i=1

und kann analog zu = nicht gleich null sein.

n(n+1)
Fiir Z = vecsym(zz ') € R > mit € X gilt offensichtlich z > 0,z # 0 und

1
n(nt1) 2
> asyust
i=1 i=1

2.2. Kurzeinfithrung in die Optimierung

Diesem Kapitel liegen hauptséchlich die Ausfithrungen aus [23] und [29] zugrunde.
Gegeben sei das folgende Optimierungsproblem

P m[iRn f(z) wdN. gi(z)<0,iel=A{1,...,p}
reR™

mit p > 0 und zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f : R — Rund g; : R" —
R,i € I. Das Problem P werden wir im Laufe dieser Arbeit oft als gewdhnliches
Optimierungsproblem bezeichnen.

Mit V f wird der Gradient der differenzierbaren Funktion f bezeichnet. Der Gra-
dient wird hier immer als Spaltenvektor aufgefasst. Analoges gilt fiir die Restrikti-
onsfunktionen g;.

Wir beschrianken uns hier auf Ungleichungsrestriktionen. Gleichungsrestriktionen
konnen iiber

(2.10)

|

§-o

&
IAIA
)

zu zwei Ungleichungen umgeformt werden.

Viele der folgenden Aussagen beziehen sich auf das Minimieren der Zielfunktion

11



2. Grundlagen

f. Sie lassen sich aber auch auf Maximierungsprobleme

max f(z) wdN. gi(z)<0,iel
zeR”

iibertragen. Speziell sei dafiir auf Lemma 2.2.4 hingewiesen, bei dem Beziehungen
zwischen Minimierungs- und Maximierungsproblemen angegeben sind. Einige Aus-
sagen sind fiir Minimierungs- und Maximierungsprobleme aufgefiihrt.

Es soll auch noch bemerkt werden, dass der Definitionsbereich der Funktionen
f,9i,i = 1,...,n,, nicht notwendigerweise ganz R™ sein muss; z.B. reicht es aus, f
auf der Menge

{r eR" | gi(z) <0,iel} CR"

zu definieren. Die hier getéitigten Ausfithrungen lassen sich mit etwas mehr an tech-
nischem Aufwand auch auf Teilmengen von R"™ ausweiten, siche z.B. [23].

Kommen wir zum Problem P zuriick. Ist die Menge I leer, so spricht man von
einem unrestringierten Optimierungsproblem. Enthélt die Menge I Indizes, so ist P
ein restringiertes Optimierungsproblem.

Definition 2.2.1. 1. Die Menge
M={zeR"|g(z)<0,iecl} CR"

heif$t zulissige Menge von P. Ist I leer, so gilt M = R"™.
2. Ein Punkt x* € M heifit globaler Minimalpunkt von P, falls

F*) < f(z) YoeM (2.11)

gilt. Fiir ein Mazimierungsproblem heif$t ein Punkt x* € M globaler Maximal-
punkt von P, falls

f(z*) > f(x) VeeM (2.12)

qgilt.
3. Sei U C M eine Umgebung des Punktes x* € M und gelten die Ungleichungen

(2.11) und (2.12) fir alle x € U statt fir alle x € M. x* heifst dann lokaler
Minimalpunkt bzw. lokaler Maximalpunkt von P.

4. Der Wert v € RU{—o0,00} mit

R

heifst optimaler Zielfunktionswert von P. Istv = f(x) fiir ein x € M, so kann
v = Hll]\r} f(z) geschrieben werden.
xe

12



2.2. Kurzeinfithrung in die Optimierung

5. Die Menge

S ={z* € M |z* globaler Minimalpunkt von P} = arg minf(x)
xeM

heifit Menge der globalen Minimalpunkte von P.

Globale Minimalpunkte sind immer lokale Minimalpunkte. Lokale Minimalpunkte
sind mit U = M globale Minimalpunkte.

Eine hilfreiche Eigenschaft beim Losen von P ist die Konvexitéat von P. Folgende
Definition gibt an, was darunter zu verstehen sein soll.

Definition 2.2.2 (Konvexitéit). 1. Eine Menge N C R™ heifit konvex, falls fir
alle 1,29 € N und X\ € (0,1)

(I =Nz +Az2 € N

gilt.
2. Sei N konver. Fine Funktion f : N — R heifit auf N konvex, falls fiir alle
x1,29 € N und X € (0,1)

fIA =Nz + Az2) < (1= A)f(z1) + Af(22)

gilt.
3. Sei N konver. Fine Funktion f: N — R heifit auf N strikt konvex, falls fiir
alle x1,x9 € N mit 1 # x2 und X € (0,1)

fIA=Nz1 + Awg) < (1= A)f(w1) + Af(22)

gilt.
4. Das Problem P heifst konvex, falls alle Funktionen f,g;,i = 1,...,n, auf R"
konvex sind oder die Menge M und die Funktion f auf M konvex sind.

Fiir eine differenzierbare Funktion f gibt es zu 2. und 3. dquivalente Formulie-
rungen mittels der Hessematrix D?f von f.

Bemerkung 2.2.3. Sei f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.

1. f ist genau dann eine konvexe Funktion, wenn die Hessematriz von f fiir alle
x € R" positiv semidefinit ist, d.h. fir alle x € R™ gilt

D?f(z) = 0.

2. Sei die Hessematriz von f fir alle x € R™ positiv definit, d.h. fir alle z € R™
qilt
D?f(x) =~ 0.

Dann ist f eine strikt konvexe Funktion.
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2. Grundlagen

1. und 2. nennt man C?-Charakterisierung der Konvexitét einer zweimal stetig dif-
ferenzierbaren Funktion. Ein Beweis zu Teil 1 findet sich bei Theorem 4.1.9 in [29].
Teil 2 wird auch in [29], sieche Theorem 4.1.10, bewiesen. Das die Umkehrung von
Teil 2 nicht gilt, kann man sich schnell an Hand der Funktion f(z) = z* verdeutli-
chen.

Analog kann man ebenfalls konkave Funktionen (definiert auf konvexen Men-
gen) definieren. Die Maximierung einer konkaven Zielfunktion iiber einer konvexen
zuldssigen Menge soll als ein konvexes Optimierungsproblem bezeichnet werden.

Offensichtlich ist zudem, dass eine strikt konvexe Funktion auf einer konvexen
Menge auch konvex ist.

Im Fall der Konvexitit der Zielfunktion f von P stimmen die globalen und die
lokalen Minimalpunkte iiberein, siche Theorem 4.1.4 [29]. Analoges gilt fiir konvexe
Maximierungsprobleme.

Die folgenden Ausfithrungen sind bekannte Aussagen aus dem Gebiet der Opti-
mierung und sind durch die Kapitel 1.2, 1.3, 2.3, 2.4 und 2.6 aus [56] inspiriert. Sie
betreffen Umformungen und Rechenregeln fiir P und die Existenz und die Eindeu-
tigkeit einer Losung unrestringierter sowie restringierter Optimierungsprobleme.

2.2.1. Rechenregeln

Die folgenden Lemmata geben Beziehungen zwischen unterschiedlichen Optimie-
rungsproblemen an. Im Verlauf der Arbeit werden sie benutzt, um gegebene Opti-
mierungsprobleme, die anscheinend ,,schwer* zu l6sen sind, auf ,,einfacher® zu 16sen-
de Optimierungsprobleme zuriickzufiihren.

Einige Aussagen iiber globale Optimalpunkte kénnen analog auch fiir lokale Op-
timalpunkte gemacht werden.

Bei den Lemata wird immer vorausgesetzt, dass die auftretenden Optimierungs-
probleme l6sbar sind, d.h. die optimalen Punkte und Werte existieren.

Lemma 2.2.4 (Skalare,Vielfache,Summen). FEs seien eine Menge M C R", die
Funktionen f:R"™ — R und g : R* — R sowie § € R gegeben.

1. Es gilt fir alle « € R mit « >0

min(af(z) + 6) = amin f(z) + B
zeM

xeM
sowie
max(af(z) + 6) = amax f(z) + 8 (2.13)

und die globalen Optimalpunkte stimmen jeweils iiberein.
2. Es qilt fiir alle « € R mit o <0

xnéiﬁ(af(x) +B) = ocggﬁf(x) + 8

14



2.2. Kurzeinfithrung in die Optimierung

und die globalen Optimalpunkte stimmen jeweils diberein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 117. O

Lemma 2.2.5 (Vereinigungslemma). FEs seien I eine belicbige Indexrmenge und
M; CR™ ¢ € 1. Dann gilt:
1.

min x) = min min f(x
el

2. Weiter gilt

ma. ) = Imax ma. xX).
el

3. Die globalen Optimalpunkte stimmen bei 1. und 2. iberein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 118. O

Definition 2.2.6 (Orthogonale Projektion). Es sei M C R™ x R™. Als orthogonale
Projektion von der Menge M auf den Raum R"™ wird die Menge

pr,M :={z € R" | Jy € R™ mit (z,y) € M}
bezeichnet.

Lemma 2.2.7 (Projektionslemma). Fs sei M C R™ x R™. Die Probleme

P i d.N. (z,y)eM
| (x’y)reanngmf(x) u (z,9)

und

Py: min f(x) wdN. z€pr,M
rzER?

sind im folgende Sinne dquivalent:
1. Sei (x*,y*) optimaler Punkt von Pi, dann ist ©* optimaler Punkt von Ps.

2. Sei x* optimaler Punkt von Py, dann existiert ein y* € R™, so dass (z*,y")
optimaler Punkt von Py ust.

3. Die Optimalwerte von Py und Py stimmen tiberein.

Die Aussagen 1., 2. und 3. gelten auch, wenn man bei P; und P, min durch max
ersetzt.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 118. O
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2. Grundlagen

Lemma 2.2.8 (Separationslemma). Fs seien X CR™Y CR™ und f : X xY — R
gegeben. Dann gilt

max T,Yy) = maxmax f(x, = maxmax f(x,vy).
(z,y)eXfo( y) zeX yey f( y) yey xeXf( y)

Die globalen Optimalpunkte der Optimierungsprobleme stimmen iiberein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 119. O

Lemma 2.2.9 (Transformationslemma). Es seien die Mengen M C R™ und Y C R
sowie die Funktionen f:R™ —Y und ¢ : Y — R gegeben. Weiter sei die Funktion
1 eine streng monoton wachsende Funktion. Dann gilt

min ¢(f(x)) = ¢ (min f(z)).

zeM xeM

Die globalen Optimalpunkte der Optimierungsprobleme stimmen iiberein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 119. O

Lemma 2.2.10 (Epigraphumformulierung). Die Probleme

P in f(z) wdN. zeM

und

PPl min 2z w.dN. f(x)<z zeM
(z,2)eR™ xR
sind im folgende Sinne dquivalent:
1. Sei (z*, 2*) optimaler Punkt von PP*, dann ist x* optimaler Punkt von P.

2. Sei x* optimaler Punkt von P, dann ezistiert ein z* € R, so dass (x*,z%)
optimaler Punkt von PP ist.

3. Die Optimalwerte von P und P stimmen tiberein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 120. O

2.2.2. Losbarkeit

Fiir die Losbarkeit eines Optimierungsproblems P werden hier zwei Sétze angegeben.
P ist offensichtlich genau dann lsbar, wenn die Menge S der globalen Minimalpunk-
te nichtleer ist.

Satz 2.2.11 (Satz von Weierstra$l). Die Zielfunktion f sei stetig und die zuldssige
Menge M sei nichtleer und kompakt®. Dann ist P losbar, d.h. P besitzt einen globalen

2Die Kompaktheit einer Menge M im R™ bedeutet, dass M eine beschrénkte und abgeschlossene
Menge im R" ist.
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2.2. Kurzeinfithrung in die Optimierung

Minimalpunkt x* € M. Insbesondere ist die Menge S der globalen Minimalpunkte
nichtleer.

Beweis. Siehe Theorem 1.1.8 in [29]. O

Einen Losbarkeitssatz dhnlich wie Satz 2.2.11 fiir unrestringierte Probleme liefert
Theorem 2.3 in [23].

Zuletzt soll ein Zusammenhang zwischen strikter Konvexitéat der Zielfunktion und
der Menge S hergestellt werden.

Satz 2.2.12. Sei P konvex mit strikt konvexer Zielfunktion. Dann besitzt S hochstens
ein Element. Daraus folgt, dass das Problem P entweder nicht ldsbar ist oder es be-
sitzt einen eindeutig bestimmten globalen Minimalpunkt x* € M.

Beweis. Siehe Satz 2.3.3 in [48]. O

Die Sétze 2.2.18 und 2.2.23 geben an, wann man den Fall ausschlieBen kann, dass
S kein Element besitzt.

2.2.3. Regularitdatsbedingungen

Fiir die Herleitung notwendiger Optimalitdtsbedingungen in der restringierten Opti-
mierung sind Regularitétsbedingungen von Bedeutung. Drei Regularitéatsbedingun-
gen und deren Beziehungen zueinander werden hier kurz vorgestellt.

Dazu sei fiir einen Punkt z € M die Menge der aktiven Indizes durch
Io(x) ={i e I[gi(x) =0}
definiert.

Definition 2.2.13 (Regularititsbedingungen). 1. An x € M gilt die Lineare-
Unabhiingigkeits-Bedingung?, kurz LICQ, falls die Vektoren Vg;(x),i € Io(z),
linear unabhdngig sind.

2. Anxz € M gilt die Mangasarian-Fromowitz-Bedingung?, kurz MFCQ, falls das
System

(Vgi(z)) " d <0, i € Ip(x),
eine Losung d € R™ besitzt.
3. Die Menge M erfiillt die Slaterbedingung®, kurz SC, falls es einen Punkt x €
M mat
gl(x) < 07 (&S I7

gibt.

3Engl. Linear Independence Constraint Qualification.
4Engl. Mangasarian-Fromowitz Constraint Qualification.
SEngl. Slater Condition.
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2. Grundlagen

LICQ und MFCQ sind Bedingungen an einen Punkt der zuldssigen Menge,
wihrend SC' eine Bedingung fiir die ganze Menge M ist. LICQ und M FCQ sind
fiir M erfiillt, wenn sie an jedem Punkt von M erfiillt sind.

Lemma 2.2.14. Ist an x € M LICQ erfillt, so gilt auch M FCQ an x.

Beweis. Siehe Theorem 5.2.4 in [29]. O

Lemma 2.2.15. Sei die Menge M nichtleer und konvex. Dann sind die folgenden
Aussagen dquivalent.

1. Es existiert ein Punkt x € M, der MEFCQ erfillt.
2. Fir alle Punkte x € M ist MFCQ erfillt.
3. Die Menge M erfillt SC.

Beweis. Siehe Satz 3.2.47 in [55]. O

Bemerkt sei noch, dass das Erfiillen einer Regularitdtsbedingung wesentlich von
der funktionalen Darstellung der Menge M abhéngt. Das erkennt man z.B. daran,
dass bei den Definitionen der Bedingungen die Gradienten der Restriktionsfunktio-
nen eingehen. Die Umformung einer Gleichung in zwei Ungleichungen, sieche Formel
(2.10), ist in diesem Zusammenhang problematisch und die aus der Umformung
resultierenden Folgen eventuell auch nicht wiinschenswert.

Beispiel 2.2.16. Gegeben sei die Menge
M ={x €R?| gi(x) =21 + 22 <0, go(2) = —21 — 2 < 0}.
Wegen g1(x) = —gao(x) gilt fir jeden Punkt x € M
91(z) = g2(x) = 0,
d.h. fiir die Menge der aktiven Indizes
Iy(x) ={1,2}, Vo € M.

M kann also mittels der Gleichung x1 + x2 = 0 dargestellt werden.

Weiter gilt
1 —1
Vg (z) = ( 1 ) und  Vg(z) = ( 1 )

Diese beiden Vektoren sind linear abhdngig. Es folgt, dass LICQ an jedem Punkt
von M wverletzt ist. M EFCQ ist ebenfalls an jedem Punkt von M nicht erfillt, da das
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2.2. Kurzeinfithrung in die Optimierung

System
1 T
(Vgl(x))Td: ( 1 > d=d; +dy <0
d

T
(Vgg(x))Td:< _i ) =—d;—dy <0 & dy+dy>0
keine Losung d € R? besitzt.

Die obigen Regularititsbedingungen lassen sich auf Probleme mit Gleichungsre-
striktionen erweitern, siehe [29]. Fir die Menge

M ={zeR?|z1+ 29 =0}

gelten dann die erweiterten Regularititsbedingungen LICQ und MEFCQ an jedem
Punkt.

2.2.4. Optimalitatsbedingungen
Zunichst betrachten wir ein unrestringiertes Optimierungsproblem.

Definition 2.2.17 (Kritischer Punkt). Sei die stetig differenzierbare Funktion
f:R™ = R gegeben. Ein Punkt 2* € R™ heifit kritischer Punkt von f, falls

ViEr) =0 (2.14)

gilt.

Satz 2.2.18. Sei das unrestringierte Optimierungsproblem P gegeben, d.h. M = R™.
Dann gilt
1. Ist © ein lokaler Minimalpunkt von P, dann ist x ein kritischer Punkt der
Zielfunktion f.
2. Ist f konvex so ist ein Punkt x genau dann globaler Minimalpunkt von P,
wenn x ein kritischer Punkt von f ist. Die Menge S ist dann nichtleer.

Beweis. Siehe Theorem 4.1.8 in [29]. O

Teil 1 von Satz 2.2.18 heifit Regel von Fermat und ist eine notwendige Optima-
litdtsbedingung fiir einen lokalen Minimalpunkt. Die Aussage gehort zu den Opti-
malitdtsbedingungen 1. Ordnung.

Die Aussage aus Teil 2 ist eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir einen
globalen Minimalpunkt. Sie gehort auch zu den Optimalitdtsbedingungen 1. Ord-
nung.

Bemerkung 2.2.19. Sei das unrestringierte Optimierungsproblem P mit n = 1
gegeben. Sei zusdtzlich die Zielfunktion f : R — R stetig differenzierbar und strikt
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2. Grundlagen

konvex. Nach Satz 2.2.12 ist die Menge der globalen Minimalpunkte S entweder leer
oder enthdlt genau einen Punkt.

e Sei S leer. Dann gibt es keinen Punkt x € R mit f'(z) = 0, vergleiche mit
Satz 2.2.18 Teil 2. Angenommen es gibt einen Punkt x1 € R mit f'(z1) < 0
und einen Punkt xo € R, x9 # x1, mit f'(x2) > 0. Dann existiert nach der
Anwendung des Zwischenwertsatzes auf die stetige Funktion f' ein Punkt zF
mit f'(x*) = 0. ¥ ist also ein kritischer Punkt von f. Nach Satz 2.2.18 Teil
2 ist ¥ ein globaler Minimalpunkt von P und S ist nichtleer. Das ist ein Wi-
derspruch und fir f gibt es nicht die Punkte x1,xo mit obigen Eigenschaften.
Daraus folgt, dass fiir alle x € R entweder f'(x) < 0 oder f'(z) > 0 gel-
ten muss. f ist auf R entweder streng monoton fallend oder streng monoton
wachsend.

e Sei S nichtleer, d.h. es gibt genau ein x* € R mit f'(x*) = 0, vergleiche mit
Satz 2.2.18 Teil 2. Ein zweites © € R mit x # x* und f'(x) =0 kann es nicht
geben. Sei angenommen, dass f monoton fallend (monoton wachsend) ist. Fiir
alle x € R gilt somit f'(x) <0 (f'(x) >0).

Da x* einziger globaler Minimalpunkt ist, gilt fir alle v € R mit x # x*

f(x) > f(a").

Seien nun die Punkte x1,x9 € R mit x1 < x* < x9 gegeben. Mit f(z*) < f(x2)
kann f auf ganz R nicht monoton fallend sein und mit f(x*) < f(x1) kann
f auf ganz R nicht monoton wachsend sein. f ist demnach weder monoton
fallend noch monoton wachsend auf R.

Jetzt betrachten wir restringierte Optimierungsprobleme P. Zu jedem Optimie-
rungsproblem kann eine sogenannte Lagrangefunktion auf folgende Weise definiert
werden.

Definition 2.2.20 (Lagrangefunktion). Die Funktion
L(z,0) = f(z) + o' g(z —I—Z:alg, (2.15)

mit g(x) = (g1(x), ... ,gp(a:))T und a = (a1, ...,0p)" € RP heifit Lagrangefunktion
von P.

Fiir ein Maximierungsproblem wird die Lagrangefunktion folgendermafSen definiert
L(x,a) :f($)_a g Zazgz
Man beachte das negative Vorzeichen nach der Zielfunktion im Gegensatz zu (2.15).

Die Skalare «;; € R,i € I, werden im Allgemeinen als (Lagrange-)Multiplikatoren
bezeichnet und den Restriktionen g¢;(x) < 0,7 € I, zugeordnet.
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2.2. Kurzeinfithrung in die Optimierung

Mittels der Lagrangefunktion kann nun ein Ungleichungs- und Gleichungssystem
definiert werden. Losungen (x, ) € R™ x RP dieses Systems heifilen KKT-Punkte.

Definition 2.2.21 (Karush-Kuhn-Tucker-Punkt). Der Punkt 5T ¢ R™ heifst
Karush-Kuhn-Tucker-Punkt von P mit dem Multiplikatorenvektor o« € RP, kurz
KKT-Punkt, falls der Punkt (z"57 o) das KKT-System

p
vxL(mKKT7 a) = me(wKKT) + Zaivmgi(xKKT) = 0,
=1
gi(z®ETy < 0, i€l

P
alg(@™ KTy =3 " aigi(a™FT) = o,
i=1
o > 0, i€l
lost.

Die erste Gleichung

p
Vo L(@" 5T a) = Vo f(@"5T) + 3~ aiVegi(«"5T) = 0
=1

kann als Kritische-Punkt-Bedingung zu X7 fiir restringierte Optimierungsproble-
me interpretiert werden, dhnlich wie (2.14) fiir unrestringierte Optimierungsproble-
me. Die zweite Ungleichung bedeutet, dass der Punkt z%%7 in der zulissigen Menge
M liegt. Die letzten drei Bedingungen heiflen zusammen Komplementaritéitsbedin-
gung und erzwingen fiir einen KKT-Punkt, dass fiir i € I g;(z%%7) = 0 oder o; = 0
gelten muss®.
Satz 2.2.22. 1. Sei x* € R™ ein lokaler Minimalpunkt von P an dem entweder
die Regularititsbedingung LICQ oder die Regularititsbedingung M EFCQ erfillt

15t.
Dann ist x* ein KKT-Punkt mit passendem Multiplikator o € RP von P.

2. Sei P ein konvexes Optimierungsproblem, welches die zugehorige zuldssige
Menge die Regularititsbedingung SC' erfiille, und sei z* € R™ ein lokaler Mi-
nimalpunkt von P.

Dann ist x* ein KKT-Punkt mit passendem Multiplikator o € RP von P.
Beweis. Siehe Theorem 5.2.3 in [29]. O

Satz 2.2.22 liefert eine notwendige Optimalitéitsbedingung fiir restringierte (kon-
vexe) Optimierungsprobleme.

5Das ,oder® an dieser Stelle ist nicht als ausschlieBendes ,,oder zu verstehen. Es ist auch gi(x) =
a; = 0 fiir ein 7 € I moglich. Man spricht dann von einem degenerierten Fall.
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2. Grundlagen

Folgende hinreichende Optimalitdtsbedingung 1. Ordnung l&sst sich fiir restrin-

gierte konvexe Optimierungsprobleme ableiten.

Satz 2.2.23. P sei ein konvexes Optimierungsproblem und der Punkt 55T ¢ R®
ein KK T-Punkt mit Multiplikator oo € RP von P. Dann ist 57T ein globaler Mini-
malpunkt von P.

Beweis. Siehe Theorem 4.2.2 in [29]. O

Bemerkung 2.2.24. 1. Fiir nichtkonvere Optimierungsprobleme ldsst sich Satz

22

2.2.28 nicht ohne Weiteres tibertragen, z.B. miissen dort auch lokale Minimal-
punkte in Betracht gezogen werden. Optimalitdtsbedingungen 2. Ordnung sowie
Constraint- Qualifications helfen dann beim Charakterisieren eines lokalen Mi-
nimalpunktes, siehe [29].

. Betrachten wir ein konvexes Optimierungsproblem P. Ein kritischer Punkt x*

der Zielfunktion f ist dann ein globaler Minimalpunkt von P, wenn x* zuldssig
ist, d.h. ¥ € M gilt. Das lisst sich mittels Satz 2.2.23 verifizieren.

Sei x¥ € R™ ein kritischer Punkt von f, d.h. es gilt
und sei ¥ € M. Setze a; = 0 fiir alle i € I. Dann gilt

p
VxL(l‘k, a) = va:f(xk) + Z O‘ivxgi(xk) =0,
=

=0
p

a'g(a®) = Z@igz‘(il?k) =0,
i=1

a=0.

Aus xF € M folgt noch g(z*) < 0 und alles zusammen besagt, dass x* ein

KKT-Punkt von P mit Multiplikator o = 0 ist. Nach Satz 2.2.23 ist ¥ damit
ein globaler Minimalpunkt von P.

. Sei das restringierte Optimierungsproblem P mit n =1 und

M=la,b|={z€R|a—x<0, 2—b<0}

mit a,b € R,a < b, gegeben. Mit %(a +0b) € (a,b) erfillt M die Regularitits-
bedingung SC'. Sei zusdtzlich die Zielfunktion f : R — R stetig differenzierbar
und strikt konvex. Nach den Sdtzen 2.2.11 und 2.2.12 enthdlt die Menge der
globalen Minimalpunkte S genau einen Punkt x*. Dieser globale Minimalpunkt
ist nach Satz 2.2.22 Teil 2 ein KKT-Punkt von P.

e Seix* ¢ (a,b), d.h. * = a oder z* = b. Angenommen f besitzt im offe-
nen Intervall (a,b) einen kritischen Punkt x*. Dann 16st 2% mit Multipli-
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kator a = (0,0)" die KKT-Bedingungen, siche Definition 2.2.21. Nach
Satz 2.2.23 ist ¥ ein weiterer globaler Minimalpunkt von P mit o* # x*.
Das ist ein Widerspruch und f besitzt im offenen Intervall (a,b) keinen
kritischen Punkt. Nur fir v = a bzw. x = b kann f'(x) = 0 gelten. f
ist analog zur Bemerkung 2.2.19 entweder streng monoton fallend oder
streng monoton wachsend auf (a,b).

e Sei x* € (a,b). Da x* die KK T-Bedingungen erfiillt, existiert ein o € R?
und es gilt

f’(z*) — a1 + a2

[e%

o oo o o o

a—x*

)
aj(a—z*)

ag(z* —b) =

ANRVANYS

Aus den letzten vier Bedingungen folgt o = 0. Eingesetzt in die erste
Bedingung folgt f'(x*) = 0. x* ist somit ein kritischer Punkt von f, der
in (a,b) liegt. Analog wie oben gezeigt wurde, kann es keinen weiteren
kritischen Punkt z* wvon f in (a,b) mit 2* # x* geben. Weiter ist f
weder monoton fallend noch monoton wachsend auf [a,b], siehe Bemer-
kung 2.2.19.

Drei Beispiele, in denen einige Konzepte von oben veranschaulicht werden sollen,
beschlieflen diesen Abschnitt. Die dort vorgestellten Problemstellungen kommen in
leicht veranderten Formen im weiteren Verlauf der Arbeit vor.

Beispiel 2.2.25 (Unrestringierte Minimierung). 1. Gegeben sei das unrestringier-
te quadratische Optimierungsproblem

o1
P*: min —2'Czx—c'z
reR”

mit der Matriz C € S und dem Vektor ¢ € R". Zundchst iberpriifen wir, ob

die Zielfunktion f(x) = %xTCx + ¢"z konvex bzw. strikt konve ist.

f st offensichtlich zweimal stetig differenzierbar. Fir den Gradienten und die
Hessematriz von f gilt

Vof(z)=Cx—c und D?f(x)=C.

Nach der C?-Charakterisierung der Konvexitit, siehe Bemerkung 2.2.3, ist f
strikt konvex und damit auch konvez, da C als positiv definit vorausgesetzt ist.
Nach Satz 2.2.12 gibt es hochstens einen globalen Minimalpunkt von P*.

Versuchen wir einen kritischen Punkt von f zu berechnen. Wir setzen den
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Gradienten V. f gleich null, dann folgt
Vof(@¥)=0 & CaF—c=0 & ¥ =Ce

Die letzte Gleichung existiert genau dann, wenn C' invertierbar ist. Nach Be-
merkung 2.1.2 ist eine symmetrische positiv definite Matriz invertierbar. x*
st ein kritischer Punkt von f und nach Satz 2.2.18 wire dieser Punkt dann
globaler Minimalpunkt von P*.

. Wechseln wir die Ansicht auf P, setzen ¢ = 0 und fassen die Matriz C als

Entscheidungsvariable und den Vektor x € M mat

n
M:{xER"|Zwi:1,xZO} (2.16)
i=1
als Parameter auf
1
PC. min —z' Cuz.
CeRnxn 2

Mit Hilfe der Abbildung vec(-), siehe 2.1.5 und Formel (2.7), kann PS, um-
geschrieben werden zu
1 1

min —vec(zz') vec(C) = =z "¢
cERN? 2

Die Zielfunktion %ZTC st eine lineare Funktion beztiglich ¢, damit konver, und

Prgin ist ein konveres Optimierungsproblem. Der Gradient der Zielfunktion
ist der Vektor z. Fir z = vec(xa') gilt z # 0, siehe Ausfiihrungen S. 11.
Setzt man folglich den Gradienten von z'c gleich null, so erhilt man z = 0
und einen Widerspruch. Die Zielfunktion von PS. hat somit keinen kritischen
Punkt. Nach Satz 2.2.18 Teil 2 ist jeder globale Minimalpunkt eines konvexen
Optimierungsproblems ein kritischer Punkt der zugehirigen Zielfunktion. Es
folgt, dass Pgin nicht losbar ist, was auch nicht anders zu erwarten war, wenn

man die lineare Funktion %ZTC mit z # 0 dber der nicht beschrinkten Menge

2 .. .
R™ minimaert.

Beispiel 2.2.26 (Restringierte Minimierung). 1. Sei das restringierte Optimie-
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rungsproblem

1
PL.: min-z' Cxr—c'z wdN zeM
z€R" 2

mit M aus (2.16), C € S und c € R" gegeben. Da die Zielfunktion konvex
und die Restriktionen linear und damit konvex sind, ist auch P konvex.

Bestimmen wir die Lagrangefunktion von PZX.. Setze g;(x) = —x;,i = 1,...,n,
n n

und gni1(x) = >, x; — 1 sowie gnio(x) = — > x; + 1. Die Lagrangefunktion
i=1 i=1
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lautet damit

n-—+2

L(z,a) = f(z)+ ) aigi(x)
i=1

1 n n
= §xTCx —c'z+ Z ai(—x;) + 1 (Z T; — 1)

i=1 =1

n
Fapn 2 ( sz + 1)
i=1
1 n n
= 5;rTC'ac —clx— Z ;T + oy (Z T; — 1)

i=1 i=1
n

—Qp 2 g x;—1].
i=1

Der Gradient von L nach x ist
Vel(z,a) = Cx — ¢ — ap + apy1€ — apie

mit dem Vektor a, = (ai,...,on)" und dem Vektor e = (1,...,1)T € R™.
Das Nullsetzen von VL ergibt

r=C"c+a, —anrie+ anize), (2.17)

wobei die Inverse von C existiert. Ein KKT-Punkt z* von PZ

e Muss somit
(2.17) und fiir alle it = 1,...,n+ 2 die Bedingungen

e

T
—~

8
> ol
~—

8

S

)
82
\AI

erfillen.

. Sucht man nicht das Minimum in PHC1in aus Beispiel 2.2.25 tber die Menge
aller (n,n)-Matrizen, sondern beschrinkt sich z.B. auf symmetrische (n,n)-
Matrizen, so wird PS. mit Hilfe der Abbildung vec™(-) umgeformt zu

min

min 1zTc u.d.N. (Vec_l(c))—r = vec *(c),

ceR™
siehe Bemerkung 2.1.11. Die Restriktion dieses Problems lisst sich als Men-
ge von linearen Gleichungen auffassen. Das fiihrt typischerweise zu einer un-
beschrinkten zulissigen Menge und mit der Linearitdt der Zielfunktion zur
Unlésbarkeit des Problems oder es ist trivial durch Auflosen der Gleichungen
losbar. Analog verhdlt es sich, wenn statt der Abbildung vec die Abbildung

25
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vecsym benutzt wird.

Beispiel 2.2.27 (Restringierte Maximierung). 1. Schauen wir uns das Problem
PC max z'¢ wdN. (c—m) S e—m)<p?
ceR™

mit dem Vektor z = vec(xx') mit x aus dem Standardsimplex des R™, einem

Vektor m € R”Q, einer Matriz S~ € S’}f und einem Skalar 5 > 0 an. Die
Zielfunktion ist wieder linear, und damit konvex. Die Restriktion

(c— m)TS’_l(c —m) < 2

beschreibt einen Ellipsoid mit Mittelpunkt m und Formmatriz S, die um den
Faktor é skaliert ist”. Die Restriktion ist somit quadratisch und fiir gegebenes

2 .
S~ e ST konver. PS,, ist konvex.

Die Lagrangefunktion zu PS. . ist
Lic,a) =z c—a((c—m) S e —m) - 5%
und der zugehdrige Gradient nach c

V.L(c,a) = z — a287 (¢ — m).

Setzt man V. .L gleich null, so erhdlt man

N 1
= 2a*Sz+m

mit o # 0.
Sei o = 0. Dann ist

V.L(c,a™) = z.

Fiir einen KK T-Punkt von PS,. muss in diesem Fall z = 0 gelten, das ist ein
Widerspruch. Nach Lemma 2.1.12 ist z = vec(zx") im Standardsimplex des
R" und somit ungleich null, da nach Voraussetzung x im Standardsimplex des
R™ liegt.

Sei o > 0. Damit gilt

(¢ =m)TS™Het —m) = %) =0

=0 (c* — m)TS_l(c* —m) — 52=0
1 T 1
— < Sz> st ( Sz) — B =
20* 2a*
e 1 .TsTs g, = 32

404*2

"Es gilt S € Sf, da S™!' ¢ Sf gilt, siche Bemerkung 2.1.2 Teil 2.
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. def. 1
Spesgel p2_ 2 TG,
4/32 S~
>0
= * ! s
a* = —VzISz
283
Bem. 2.1.2 1, .1
o = ﬁHSQzHT
sowie
1
¢ =-——Sz+m= lﬁ Sz +m. (2.18)
2a 152 2|l

Da S positiv definit, B > 0 und z # 0 ist, gilt o* = %Hsézlb > 0.

Bei der Bestimmung von o wurde die Zuldssigkeit von ¢* durch
o (¢ =m)TS™He" —m) = %) =0

mit o > 0 berticksichtigt. ¢* ist also zuldssig fiir Pgax.

Der Punkt ¢* ist ein KK T-Punkt mit Multiplikator o* von P

raxs da ¢ und o
das System

V. L(c",a*) =0

(" =m)" S e —m)—B2<0

o (¢ =m)TS7Het —m) — %) =0
a* >0

erfillen.

Nach Satz 2.2.23 ist ¢ ein globaler Mazimalpunkt von PS

ax Mt optimalem
Zielfunktionswert

Zlet =21 < ? Sz+m> = 15 2'Sz+2"m=pVzTSz+ 2" m.
51, sz,

. Man kann die Bedingung S™' € Sf in PS.  abschwichen. In der Herleitung
des optimalen Punktes von PS,. in 1. benutzen wir die Inverse S von S™1, die
wegen ST € ST}FZ existiert, siehe Bemerkung 2.1.2 Teil 2. Fiir symmetrische
positiv semidefinite Matrizen S~ muss allerdings die Inverse S nicht existie-
ren, so dass in diesem Fall die Vorgehensweise in 1. nicht angewendet werden
kann. Die Restriktion in diesem Fall beschreibt immer noch eine Ellipsoid,
die aber nicht die volle Dimension n? haben muss. Folgende Umformungen
ermdoglichen es, trotzdem einen optimalen Punkt zu berechnen.

PC

C « mit symmetrischer positiv definiter (n?,n?)-Matriz S™1 ist dquivalent zu
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dem Problem

HP: max zle¢ wdN. c= m—l—ﬁS%(, II<lly < 1. (2.19)
ceR”™

Dass die beiden zulissigen Mengen von PS,

Anhang A.1.1 S. 121 bewiesen.

Fiir HP fordern wir jetzt nur noch, dass S eine symmetrische positiv semide-
finite (n?,n?)-Matriz ist, und formen weiter um zu

und HP gleich sind, wird im

.
max f (S%z) C+2"m wdN. || <1. (2.20)
CerRn?

Nach Lemma 2.2.4 und Umformulierung der Restriktion ist (2.20) dquivalent
2u

1 T T
max (522) ¢ wdN. (¢ L20<1
¢ceRrn?

mit der (n?,n?)-Einheitsmatriz I,>. Setze nun
c=C(, E:S%z, m=0, S = 2 und g =1.

Aus S~ =1 folgt

S =1, und S3 = L.

Damit liegt die Situation wie in 1. fir PS, . mit Sl =1I.¢€ Sf vor. Der
globale Maximalpunkt ist dann
¥ 5 Sz ! S2z.

= i PATm= g
1522, 152 2|,

Setzt man ¢* inc = m + 5S%C ein, so erhdlt man als optimalen Punkt von
Hp

= f Sz +m,
152 2]l

den wir auch in Formel (2.18) berechnet haben. Der optimale Zielfunktionswert

ist wieder
2l =BVaTSz+ 2 m.

2.3. Semi-infinite Optimierung

In diesem Abschnitt werden Optimierungsprobleme der Form

SIP : Hll)I{l f(z) wdN. g(z,y) <0 VyeY
Te
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2.3. Semi-infinite Optimierung

betrachtet. Dabei sind f : R” — R und g : R™ x R™ — R zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen, X € R” und Y € R™. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
kann X als Box im R" gewéihlt werden. Boxen sollen hier als mehrdimensionale
abgeschlossene Intervalle

U= [al,bl] X e X [am,bm]

definiert sein.

Es handelt sich hierbei um sogenannte semi-infinite Probleme, da man eine end-
lich dimensionale Entscheidungsvariable x und unendlich viele Restriktionen hat.
Diese unendlich vielen Restriktionen werden durch die sogenannte Indexmenge Y
bestimmt, die nicht notwendigerweise endlich ist.

Ist Y eine nichtleere, kompakte Menge, dann spricht man von (Standard) semi-
infiniten Optimierungsproblemen, abgekiirzt durch SIP fiir engl. ,(standard) semi-
infinite programming®“. Hangt die Indexmenge von der Entscheidungsvariablen x
ab, so spricht man von verallgemeinerten semi-infiniten Optimierungsproblemen, ab-
gekiirzt durch GSIP fiir engl. ,,generalized semi-infinite programming®, und deutet
dies mit Y (z) an.

FEine Einfithrung in die Theorie und Methodik fiir semi-infinite Optimierungspro-
bleme geben [22], [25], [34] und [47]. Eine Einfiithrung in die semi-infinite Optimierung
mit Blick auf eine zweistufige Betrachtungsweise liefert [53]. Einen Uberblick iiber
numerische Methoden findet man in [26] und [46]. In den Publikationen finden sich
zahlreiche weitere Literaturreferenzen.

Anwendungsbeispiele semi-infiniter Optimierung sind z.B.
e Tschebyscheff-Approximation,

e Minmax-Optimierung,

Robuste Optimierung,

Design Centering,

Fehlerminimierung bei Randwertproblemen mit Operatorgleichungen,

Disjunktive Optimierung,
siehe [53].

Die Betrachtung robuster Optimierungsprobleme als semi-infinite Probleme wird
in dieser Arbeit ndher beleuchtet.

Wie man sich leicht klar machen kann, kénnen Optimalitétsbedingungen 1. Ord-
nung aus der gewohnlichen restringierten Optimierung nicht ohne weiteres auf SIP
angewendet werden, vergleiche z.B. Satz 2.2.23. Die Uberpriifung auf Zulissigkeit
eines Kandidaten fiir einen lokalen wie globalen Minimalpunkt ist bei unendlich
vielen Restriktionen im Allgemeinen nicht durchfiihrbar. Es kann aber gezeigt wer-
den, dass bei einer lokalen Betrachtung eines zulédssigen Punktes nur endlich viele
Restriktionen eine Rolle spielen, siehe Reduction Ansatz in [53, Abschnitt 3.2.4.1].

Einige Konzepte aus Kapitel 2.2 sind auf SIP ohne zusétzlichem Aufwand iiber-
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2. Grundlagen

tragbar. Hier folgen einige Beispiele.

Bemerkung 2.3.1. 1. Die zulissige Menge
M={zxe X |g(z,y) <0 VyeY} (2.21)

von SIP ist abgeschlossen.
2. Falls M beschrdinkt und nichtleer ist, dann ist SI1P losbar, vergleiche Satz 2.2.11.

3. SIP ist ein konvexes Optimierungsproblem, falls die zuldssige Menge M und
die Zielfunktion f auf M konvex sind, vergleiche Definition 2.2.2. Fir konvexe
SIP stimmen die globalen und die lokalen Minimalpunkte iberein.

Ist die Zielfunktion f zusdtzlich strikt konver und SIP lésbar, dann ist der
globale Optimalpunkt eindeutig.

Im Folgenden wird eine wohlbekannte Optimalitédtsbedingung 1. Ordnung fiir STP
angeben. Dazu sei vorausgesetzt, dass die Box X hinreichend grof ist, um alle sta-
tiondren Punkte im Innern zu beinhalten.

Bemerkung 2.3.2. 1. Die Funktion ¢ : R™ — R mit

p(x) = I;leagg(x,y) (2.22)

ist stetig. Die Entscheidungsvariable x von SIP ist hier als Parameter zu
verstehen. Die Stetigkeit folgt dann aus Resultaten der parametrischen Opti-
mierung, siehe Kapitel 2.4 Korollar 2.4.10.

2. Alle zulissigen Punkte x mit p(x) < 0 liegen im Inneren von M.

Ist z* ein lokales Minimum von SIP mit ¢(z*) < 0, dann gilt bekanntermafen
Vf(x*)=0.

Sei nun z aus dem (topologischen) Rand OM von M. Fiir diese z sei noch die
Menge

Yo(z) ={y € Y | g(z,y) = 0}

als Menge der aktiven Indizes (bzgl. x) definiert. Man beachte, dass Yp(z) nichtleer
und kompakt ist.

Ist Yo(z) leer fiir ein @ € M, so liegt = im Inneren von M. Ob x ein lokaler Mi-
nimalpunkt von STP ist, kann dann mit Mitteln der gewohnlichen unrestringierten
Optimierung beantwortet werden, siehe Bemerkung 2.3.2 oben.

Wir betrachten im Folgenden nur Minimalpunkte aus dem (topologischen) Rand
von M.

Satz 2.3.3 (Fritz John-Bedingung). Sei z* € OM ein lokales Minimum von SIP.
Dann existieren y* € Yo(z*),1 <k <n-+1, und (ap, @) € R x R" mit (ag, ) > 0
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und ag + ZZI% ar =1, so dass die Bedingung

n+1
aVf(z*) + ) apVaegla* y¥) = 0 (2.23)
k=1

gilt.
Beweis. Siehe Theorem 2.1 [20]. O

Lokal betrachtet, beschreiben k Restriktionen mit £ < n + 1 und damit endlich
viele Restriktionen einen lokalen Minimalpunkt.

Definition 2.3.4 (EMFCQ). Ein x € M erfillt die Erweiterte-Mangasarian-Fro-
mowitz-Bedingung, engl. Extended Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualificati-
on, kurz EMFCQ, wenn

(Veg(z,y) ' d <0 Vy € Yy() (2.24)

fiir ein d € R™ gilt.

Bemerkung 2.3.5. 1. Vektoren d, die (2.24) erfiillen, heifflen strikt zulissige
Richtungen von x. Satz 2.3.3 kann dahingehend interpretiert werden, dass im
Punkt x keine zuldssigen Abstiegsrichtungen fiir f existieren, falls x ein lokaler
Minimalpunkt ist. Dabei sind Abstiegsrichtungen d fir f in x mit

(V) d<0

definiert. Satz 2.5.3 ist damit eine notwendige Optimalititsbedingung.

2. Fine hinreichende Optimalititsbedingung ist folgende Aussage. FExistiert fir
ein x € OM kein Vektor d € R™\ {0} mit

(Vi)' d<0, (Vag(z,y) d<0 ¥y € Yo(),

so muss x ein lokaler Minimalpunkt sein, siehe Theorem 1 [34]. Die Existenz
eines solchen d zu be- oder widerlegen, kann im Allgemeinen nicht erwartet
werden, da Yy(x) unendlich viele Indizes enthalten kann.

3. Ist die Regularititsbedingung EM FCQ an einem lokalen Minimum x von SI1P
erfillt, so kann man in Satz 2.3.83 o > 0 wdhlen, und erhdlt die Karush-Kuhn-
Tucker-Bedingungen, siehe [26].

4. Im Falle von SIP konvex ist ein KKT-Punkt von SIP auch ein globaler Mi-
nimalpunkt von SIP.

Zuletzt wollen wir noch eine Umformulierung von STP betrachten. Sei eine nicht-
leere und kompakte Menge N von reellen Zahlen, die nicht notwendigerweise endlich
sein muss, gegeben. Sind die Zahlen der Menge N alle kleiner gleich einer Zahl v € R,
so muss das Maximum aus allen Zahlen der Menge N auch kleiner als ~ sein.
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Die Restriktionen
g(z,y) <0 VyeY

aus SITP lassen sich fiir alle x € X damit umformen zu

max g(x,y) < 0.
max g(w,y) <

Die Entscheidungsvariable x ist hier Parameter, vergleiche Bemerkung 2.3.2. STP
ist dann dquivalent zu

SG: min  f(x) wdN. g(z,y*) <0 mit y* 16st global maxg(x,y),
(z,y)EX XR™ yeyY
(2.25)

siehe [52].

Das Optimierungsproblem aus (2.25) findet man in der Literatur auch als Stackel-
berg-Spiel bzw. Bilevel-Optimierungsproblem.

Im Folgenden werden wir das Optimierungsproblem

max g(z,
yeyxg( Y)

als Problem der unteren Stufe und das reformulierte STP aus (2.25) als Bilevel-
Problem auffassen.

Ein Bilevel-Optimierungsproblem hat die allgemeine Darstellung®

BL : » min “F(l',y) s.t. G(m,y) < O’
T€ER™

y 16st das Optimierungsproblem Q(x),
mit dem Problem der unteren Stufe

Q(z): maxu(zr,y) wdN. v(z,y) <O0.
yER™
Die Funktionen F,u : R x R™ — R, G : R" x R™ — RP und v : R” x R™ — R¢Y
werden als zweimal stetig differenzierbar beziiglich z und y vorausgesetzt.

Q(x) ist ein parametrisches Optimierungsproblem mit Entscheidungsvariable y
und Parameter x. Das beschreibt mathematisch den Einflufl des Problems der oberen
Stufe auf das Problem der unteren Stufe.

Diese stufenweise hierarchische Betrachtung hat in der Praxis eine weitreichende
Verbreitung. Erste Ansitze solcher Hierarchien als Bilevel-Probleme aufzufassen,
finden sich nach [18] in der Spieltheorie und wurden von H. v. Stackelberg formuliert.

Eine erste Schwierigkeit in der allgemeinen Form ist der Umstand, dass der Ent-

8Diese Darstellung beinhaltet keine Gleichungsrestriktionen, analog zu P aus Kapitel 2.2 oder STP
vom Anfang des Kapitels.
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scheider in der oberen Stufe nicht weifl, welches y der Entscheider der unteren Stufe
aus der Menge der optimalen Punkte von Q(x)

¥(z) = arg max{u(z,y) | v(z,y) < 0}
yER™

auswahlt. Das sollen die Anfithrungsstriche bei |, m]iRn “ von BL verdeutlichen. Auch
reR"™

die eindeutige Losbarkeit von Q(x) hingt eng damit zusammen. Ist Q(z) eindeutig
losbar, so hat ¥(z) nur ein Element und der Entscheider der unteren Stufe keine
Wahlmoglichkeit.

Dass die Uneindeutigkeit einer Losung von Q(z) bei SG keine Rolle spielt, zeigt
ein Vergleich von SG mit BL. Offensichtlich hiangt die Zielfunktion f von SG nicht
von der Entscheidungsvariable des Problems der unteren Stufe ab, wie das bei der
Zielfunktion F' von BL der Fall ist. Desweiteren gibt es die Restriktion G von BL
nicht in SG, d.h. das Problem der oberen Stufe und das Problem der unteren Stufe
sind nicht iiber eine Ungleichungsnebenbedingung in der oberen Stufe verkniipft.
Die Restriktion g aus SG ist gleichzeitig die Zielfunktion des Problems der unteren
Stufe.

Fin weniger offensichtlicher Unterschied zwischen SG und BL betrifft wieder die
Funktion g. Die optimalen Punkte des Problems der unteren Stufe beziiglich eines
x fithren zu ein- und demselben Wert von g, da g auch die Zielfunktion der unteren
Stufe ist.

Aus diesen Griinden kann die Variable y als Entscheidungsvariable in das Problem
der oberen Stufe eingefiihrt und die Anfithrungsstriche weggelassen werden, da das
Minimum in SG iiber x und y gebildet wird, und der Entscheider der unteren Stufe
sich dadurch fiir ein y entscheidet?.

Es sei nochmal bemerkt, dass dafiir das Problem der unteren Stufe

max g(z,
yeyxg( Y)

nicht eindeutig 16sbar zu sein braucht.

Bei dem Problem SG handelt es sich also um ein spezielles Bilevel-Optimierungs-
problem.

Ubersichtlichere und weitreichendere Einfithrungen in die Bilevel-Optimierung fin-
det man in [18] und [2], Reformulierungen sowie Regularitéts- und Stabilitétsaussa-
gen in [60]. Eine ausfiihrlichere Darstellung von semi-infiniten Optimierungsproble-
men als Bilevel-Probleme zeigt [53].

Kommen wir zuriick zu SG. Das Problem der unteren Stufe sei definiert durch

Q(x): maxg(zr,y) udN. yeVY
yeR™

90der der Entscheider der unteren Stufe entscheidet sich fiir mehrere y, die aber alle zu ein- und
demselben Zielfunktionswert von f fithren.
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2. Grundlagen

mit der funktionalen Beschreibung von
Y ={y eR™ |v(y) <0},

wobei v : R™ — R? eine zweimal stetige Funktion ist.

Um eine Lésung des oberen Problems bestimmen zu kénnen, benotigt man zuerst
eine Losung von Q(z) in Abhéngigkeit des Parameters x. Folgende Vorgehensweise
ist [53, Kapitel 5] entlehnt. Dabei muss Q(x) global gelést werden, denn fiir lokale
Losungen kann

rynea}}g(w,y) <0 (2.26)
nicht garantiert werden. Falls (2.26) nicht erfiillt ist, ist der Punkt (x,y) nicht
zuléissig fiir SG bzw. x ist nicht zuléssig fiir STP.

Eine ausfiihrliche Diskussion iiber die globale Optimierung findet sich in [19]. Hier
behelfen wir uns mit der Eigenschaft der Konvexitdt und den Folgen daraus. Die
Sétze 2.2.22 Teil 2 und 2.2.23 liefern dann notwendige und hinreichende Bedingun-
gen fiir einen globalen Minimalpunkt von Q(z).

Lemma 2.3.6. Sei Q(z) ein konvexes Problem und die Menge Y erfiille die Sla-
terbedingung SC. Der Punkt (y*,a*) € R™ x RY ist genau dann eine Losung des
Gleichungs- und Ungleichungssystems

Vyg(z,y) +a'v(y) = 0,
v(y) < 0,

aToly) = 0 (2.27)
a > 0

wenn y* ein globaler Minimalpunkt von Q(z) ist.

Beweis. Sei (y*,a*) eine Losung des System (2.27). Das System (2.27) ist das
KKT-System aus Definition 2.2.21 fiir das Problem Q(z). Der Punkt y* ist somit
ein KKT-Punkt von Q(z) mit Multiplikator a*. Weiter ist y* mit der Konvexitét
von @Q(x) und Satz 2.2.23 ein globaler Minimalpunkt von Q(z).

Sei y* ein globaler Minimalpunkt von Q(x). Mit Hilfe von Teil 2 Satz 2.2.22, wobei
vorausgesetzt ist, dass Y als zuléissige Menge von Q(x) die Slaterbedingung erfiillt,
existiert ein Vektor a* € R?, so dass y* ein KKT-Punkt von Q(x) mit Multiplikator
a* ist. (y*, o*) erfiillt das Gleichungs- und Ungleichungssystems (2.27).

Damit ist die Behauptung bewiesen. O
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2.4. Parametrische Optimierung

Mit obigem Lemma kann SG dquivalent umformuliert werden zu

MPCC : min f(x) u.d.N. g(z,y) < 0,
(z,y,a)€X xR™ xR9

Vyg(z,y) +alv(y) = 0,

v(y) < 0,

a'v(y) = 0,

a > 0.

Die Aquivalenz von SG und M PCC ist dabei so zu verstehen:

1. Eine Losung (z*,y*) von SG kann mit einem zu (2.27) passendem o* € R? zu
einer Losung von M PCC' erweitert werden.

2. Ist (z*,y*, a*) eine Losung von M PCC, dann ist (z*,y*) eine Losung von SG.
3. Die Optimalwerte von SG und M PCC' stimmen iiberein.

Fiir die Aquivalenz sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen aus Lem-
ma 2.3.6 wesentlich.

M PCC ist ein nichtlineares Optimierungsproblem. Die letzten drei Restriktionen
heiflen Komplementaritétsbedingungen, engl. Complementarity Constraints (verglei-
che Bemerkungen nach Definition 2.2.21). Obige Probleme nennt man Optimierungs-
probleme mit Komplementarititsbedingungen, engl. Mathematical Progams with
Complementarity Constraints, kurz MPCC, oder in der neueren Literatur Optimie-
rungsprobleme mit Gleichgewichtsbedingungen, engl. Mathematical Progams with
Equilibrium Constraints, kurz MPEC. Interessierte Leser fiir solche Optimierungs-
probleme verweisen wir auf [33] und [35].

Zuletzt sei hier nur noch bemerkt, dass Solver fiir nichtlineare Optimierungs-
probleme Schwierigkeiten haben, M PCC' zu l6sen. Das liegt an den Komplemen-
taritétsbedingungen, die dazu fiihren, dass die Regularitéitsbedingung M FC@Q an
allen Punkten der zuldssigen Menge verletzt ist, siehe [49]. M FCQ wird bei vielen
Standardsolver vorausgesetzt.

2.4. Parametrische Optimierung

Beschiftigen wir uns jetzt mit parametrischen Optimierungsproblemen und betrach-
ten eine Familie von Optimierungsproblemen

P(t): m]iRn f(t,z) wdN. gi(t,x) <0,iel={1,...,p},
TeR™

mit Parameter ¢ € R” und stetig differenzierbaren Funktionen f : R x R" — R
und g; : R™ x R” — R, € I beziiglich ¢ und =.

Das Problem der unteren Stufe Q(z) auf S. 32 gehért in diese Problemklasse.

Zu P(t) definieren wir noch die zuléssige Menge

M(t) ={z e R" | gi(t,z) <0, i € I},
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den Optimalwert

o(t) = Inf f(t:2)

und die Menge der optimalen Punkte

Sit)y={zeR"| f(t,z) <wv(t)} = argﬂljt?)xf(t,w).

Im Folgenden wird mit R = R U {—o00,c} die Menge der erweiterten reellen
Zahlen beschrieben. Wir werden R benutzen, um alle Fille der Losbarkeit von P(t)
abzudecken. Ist etwa f fiir ein t € R™ nach unten nicht beschrankt, dann setzen wir
v(t) = —oo. Ist die zuléissige Menge M (t) fiir ein ¢ € R™ leer, so setzen wir v(t) = co.

v(t) ist somit eine Funktion v : R™ — R, die jedem Parameter ¢ einen reellen
Wert oder —oo, 00 zuordnet. M (¢) und S(¢) sind mengenwertige Abbildungen, die
jedem Parameter ¢ eine Menge aus dem R" zuordnen. Wir schreiben M : R™ = R"
und S : R™ = R™.

Die Stabilitét eines parametrischen Optimierungsproblems gibt Aussagen iiber die
Abhéngigkeit der Losungen von P(t) vom Parameter ¢. Im besten Fall sollten die
Losungen stetig mit dem Parameter t variieren. Ziel ist es also, Bedingungen fiir die
Stetigkeit der Funktion v und Bedingungen fiir die Stetigkeit der Abbildungen M
und S anzugeben.

Um globale Stabilitétsaussagen treffen zu kénnen, miissen einige Definitionen ein-
gefithrt werden. Sie stammen aus [10] und [54]. Analog zu Abschnitt 2.2 kénnen alle
Aussagen auch auf parametrische Maximierungsprobleme iibertragen werden.

Definition 2.4.1 (Limes inferior und Limes superior). Sei die Funktion f : R* — R
und der Punkt T € R"™ gegeben. Weiter sei B(z,6) die abgeschlossene Kugel'® mit
Radius 6 um x. Der Ausdruck

lim inf f () := lim $€iBn(fi,5) /@)

heif$t Limes inferior und der Ausdruck

limsup f(x) := lim sup f(x
7T (=) INO zeB(z,6) (=)

heifit Limes superior von [ an x.

Definition 2.4.2 (Unter- und Oberhalbstetigkeit). Sei die Funktion f : R — R
und der Punkt x € R"™ gegeben.

Die Funktion f heifst an & unterhalbstetig, falls

liminf f(2) > f(Z)

T—T

YB(z,6) = {zx € R" | |z — Z|| < §} mit beliebiger Norm aus dem R™.
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2.4. Parametrische Optimierung

gilt.
Die Funktion f heifst an T oberhalbstetig, falls
limsup f(z) < f(z)

T—T

gilt.
f heifit unterhalbstetig (oberhalbstetig), falls f in jedem Punkt des R™ unterhalbs-
tetig (oberhalbstetig) ist.

Offensichtlich gilt immer

liminf f(z) < f(z) und limsup f(x) > f(2).

=T =T

Somit ist f unterhalbstetig (oberhalbstetig), falls

liminf f(x) = /(@) (lmsup /(@) = f(z)
gilt.

f ist genau dann stetig!!, wenn f unter- und oberhalbstetig ist.

Definition 2.4.3 (Lokale Beschrénktheit). Sei die mengenwertige Abbildung
F . R" = R™ und der Punkt T € R™ gegeben. F heifit an T lokal beschriankt,
falls eine Umgebung U(Z) von T und eine beschrinkte Menge A C R™ existieren, so
dass F(x) C A fir alle x € U(Z) gilt.

F heifit lokal beschrdnkt, falls F' in jedem Punkt des R™ lokal beschrinkt ist.

Definition 2.4.4 (Abgeschlossenheit). Sei die mengenwertige Abbildung

F : R" = R™ und der Punkt & € R"™ gegeben. F heifst an T abgeschlossen, falls

fiir jede Folge ¥ "=3° & und Punkte y¥ € F(z") mit y” "2 G auch § € F(z) gilt.
F heifit abgeschlossen, falls F' in jedem Punkt des R™ abgeschlossen ist.

Die letzten beiden Definitionen dieses Abschnittes geben an, unter welchen Be-
dingungen eine mengenwertige Abbildung stetig genannt werden soll. Das klért die
Frage, was eine stetige Abhingigkeit der Abbildung M von t bedeutet.

Definition 2.4.5 (Innerer Limes und Aufierer Limes). Sei eine Folge von Mengen
(AY)yen mit AY C R™ fiir alle v € N gegeben.
Der Ausdruck

liminf A" := {x € R" | limsup (inf ly — x]) = 0}
V—00 V—00 yeEA

v—00

H f ist stetigan € R™ mit f(Z) = —oo (f(Z) = o), falls fiir alle Folgen 2* =3 7 lim f(z) = —o0

(Dlirr;o f(x) = 00) gilt.
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mit einer beliebigen Norm des R™ heifit innerer Limes und der Ausdruck

lim sup A” := {x € R™ | lim inf <inf ly — a:H) = 0}
Vo0 v—oo \yeA

heif§t duerer Limes.

Definition 2.4.6 (Inner- und Auflerhalbstetigkeit sowie Stetigkeit). Sei die men-
genwertige Abbildung F : R™ = R™ und der Punkt * € R"™ gegeben.
F heifst an T innerhalbstetig, falls
_ . y
F(z) C ﬂ hyrggolfF(:c )

YV Qo
¥ — T

gilt.
F heifst an T auBlerhalbstetig, falls
U limsup F(z") C F(z)

v—oo_ V—00

¥V — T

gilt.
F heifit an T stetig, falls ' an T inner- und auflerhalbstetig ist.

F heifit innerhalbstetig/aulerhalbstetig/stetig, falls F' in jedem Punkt des R™
innerhalbstetig/auflerhalbstetig/stetig ist.

Der néchste Satz gibt an, wann bei der Optimalwertfunktion v, inf durch min
ersetzt werden kann.

Satz 2.4.7. Gegeben sei die Familie der Probleme P(t) mitt € R™. Sei die Zielfunk-
tion f stetig (beziiglich t und x) und die mengenwertige Abbildung M der zuldissigen
Punkte lokal beschrinkt und auferhalbstetig. Weiter sei fiir die Abbildung M gege-
ben, dass fir alle t € R™ M(t) nichtleer ist.

Die Optimalwertfunktion v ist dann unterhalbstetig und es gilt fiir alle t € R™

v(t) = xéﬂ]\i;(lt) f(t,x). (2.28)

Beweis. Siehe Satz 2.3.3 in [54]. O

Die Gleichung (2.28) bedeutet, dass P(t) fiir alle t € R™ losbar ist, d.h. es gilt
S(t) # 0 fiir alle t € R™. Insbesondere gilt fiir alle t € R™ —o0 < v(t) < o0.

Bemerkung 2.4.8. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4.7 lassen sich folgende
Aussagen fiir ein festes t € R™ und zugehirigen P(t) treffen.

1. Die Stetigkeit der Zielfunktion f(t,x) beziiglich x ist gegeben. Weiter ist vor-
ausgesetzt, dass M (t) nichtleer ist.
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2.4. Parametrische Optimierung

2. Die lokale Beschrdinktheit fir M liefert per Definition die Beschrdnktheit des
Bildes M (t) von M.

3. Aus der Auflerhalbstetigkeit von M folgt die Abgeschlossenheit von M, siehe
Lemma 2.2.81 in [54], und damit die Abgeschlossenheit von M an dem Punkt
t. Setzt man in Definition 2.4.4 die konstante Folge t¥ =t fiir alle v € N ein,
so erhdlt man die Abgeschlossenheit des Bildes M(t).

M (t) ist somit eine nichtleere und kompakte Menge und f(t, ) eine stetige Funktion.
Nach Satz von Weierstraf$ 2.2.11 ist P(t) lisbar.

Kommen wir nun zu Stetigkeitsaussagen fiir v und S.

Satz 2.4.9. Gegeben sei die Familie der Probleme P(t) mitt € R™. Sei die Zielfunk-
tion f stetig (beziiglich t und x) und die mengenwertige Abbildung M der zuldssigen
Punkte lokal beschrdnkt und stetig. Weiter sei die Menge

{(t,x) e R x R" | g;(t,x) <0, i€} (2.29)

nichtleer.’?

Die Optimalwertfunktion v ist dann reellwertig und stetig.
Beweis. Siehe Korollar 2.3.5 in [54]. O

Die Reellwertigkeit von v bedeutet wieder die Losbarkeit von P(t) fiir alle ¢ € R™.
Dass die Menge aus (2.29) nichtleer ist, bedeutet, dass es mindestens ein ¢ € R™ mit
M (t) # 0 gibt.

Korollar 2.4.10. Gegeben sei die Familie der Probleme P(t) mit t € R™. Sei die
Zielfunktion f stetig (beziiglich t und x) und fir die mengenwertige Abbildung M
gilt M(t) = N fiir alle t € R™ mit der Menge N C R™ nichtleer und kompakt.

Die Optimalwertfunktion v ist dann reellwertig und stetig.

Beweis. Aus M(t) = N fiir alle t € R™ mit N nichtleer und kompakt folgt un-
mittelbar die lokale Beschrinktheit und die Stetigkeit der Abbildung M sowie die
Existenz eines Punktes der Menge aus (2.29), vergleiche mit Bemerkung 2.4.8. Nach
Anwendung des Satzes 2.4.9 folgt die Behauptung. O

Satz 2.4.11. Gegeben sei die Familie der Probleme P(t) mit t € R™. Sei die Ziel-
funktion f stetig (beziiglich t und z) und die mengenwertige Abbildung M der zuldssi-
gen Punkte lokal beschrinkt und stetig. Weiter sei P(t) fir alle t € R™ eindeutig
losbar.

Die Optimalpunktabbildung S ist dann lokal beschrdnkt und stetig.

Beweis. Siehe Satz 2.3.13 in [54]. O

12(2.29) wird als Graph der Abbildung M bezeichnet, siehe in [54, Definition 2.2.9].
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In Satz 2.4.11 werden auch die Bedingungen von Satz 2.4.9 gefordert. Somit ist v
wieder reellwertig und P(t) ist fiir alle ¢ € R™ losbar.

Bemerkung 2.4.12. 1. Die eindeutige Lisbarkeit der Probleme P(t) fiir allet €
R™ erreicht man z.B. durch die Konvezitit von P(t) fir alle t € R™ mit strikt
konvexer Zielfunktion f beziiglich x fir alle t € R™, vergleiche Satz 2.2.12.

2. Der Satz 2.4.9 liefert Bedingungen, wann die Probleme tilﬁf v(t) und tinlf]v(t)
€R™ €

z.B. mit einer nichtleeren kompakten Menge U C R ldsbar sind. Aus den
inf-Ausdriicken werden dann min-Ausdriicke.

8. Aus Satz 2.4.11 folgt fiir ein festes t € R™ die Kompaktheit der nichtleeren
Optimalpunktmenge S(t), vergleiche Bemerkung 2.4.8.

Obige Aussagen sind Aussagen iiber globale Stabilitéit. Aussagen iiber lokale Sta-
bilitit und Aussagen, wie sensibel v und S auf eine (kleine) Anderungen des Pa-
rameters ¢ reagieren, werden hier nicht ausgefiihrt, sondern auf die entsprechende
Literatur [10] und [54] verwiesen.

2.5. Robuste Optimierung: der Robust-Counterpart

Betrachten wir ein gewdhnliches Optimierungsproblem

P ;IelllR{I}Lf(I‘) wdN. gi(x)<0,iel={1,...,p}
mit Funktionen f:R™ — R und ¢; : R" - R, € I.

In der Praxis tritt neben dem eigentlichen Optimierungsproblem oft noch eine
weitere Schwierigkeit auf. Die Eingabedaten des Optimierungsproblems sind unsi-
cher. Das geschieht zum einen schon bei der Modellierung von P durch Messfehler
in den Eingabedaten und zum anderen beim numerischen Losen von P, da man dort
davon ausgehen muss, dass numerische Rundungsfehler entstehen, man somit nur
eine Approximation der eigentlichen Losung erhilt. Man 16st demnach ein in den
FEingabedaten von P leicht gestértes Problem.

Die Eingabedaten fiir das Problem P sind die Funktionen f, g;,¢ € I. Die Einfiihr-
ung eines Parameters zu den Funktionen ist eine Moglichkeit dort, Stérungen zu mo-
dellieren. Wir betrachten also Funktionen f : R" x R”™ — R und g; : R x R™ — R,
t € I, mit einem Parameter u € R™. Dies fiithrt zu parametrischen Optimierungs-
problemen

P(u) : ggﬁ{gl flu,z) wdN. gi(u,xz)<0,i€l,

vergleiche Abschnitt 2.4.

Einen Einstieg in die robuste Optimierung mit dem Robust-Counterpart geben
[4] und [53].
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Man kann nun Methoden der parametrischen Optimierung benutzen, um Lsun-
gen von P(u) in Abhéngigkeit von u € R™ zu berechnen oder lokale bzw. globale
Stabilitéits- und Sensitivitdtsaussagen fiir Losungen zu treffen. Allerdings ist es im
Allgemeinen nicht moglich, Losungen fiir alle Ausprigungen des Parameters zu be-
stimmen oder zu charakterisieren, selbst wenn die Losungen stetig vom Parameter
abhéngen.

Eine Moglichkeit der Vereinfachung ist die Einfithrung einer Unsicherheitsmen-
ge U C R™ fiir u. Dies soll die Anzahl der Ausprigungen des Parameters ein-
schranken und ist in der Praxis oft moglich. Die Unsicherheitsmenge sollte dabei
einige wiinschenswerte Eigenschaften erfiillen, z.B. dass U nichtleer und kompakt
ist und durch hinreichend glatte Funktionen beschrieben wird.

Eine in den letzten Jahren verstirkt auftretende Methode, das Problem anzu-
gehen, ist die Robuste Optimierung. Dort wird ein Worst-Case-Szenario fiir P(u)
angenommen. Das kann in zwei Schritten durchgefiihrt werden.

Zuerst betrachten wir die Zielfunktion und einen Worst-Case-Fall des Parameters
dort und halten ein z € R™ in f(u,z) fest. Da wir f beziiglich  minimieren wol-
len, miissen wir im Worst-Case-Fall das Supremum von f(u,z) beziiglich v € U in
Betracht ziehen, also

sup f(u, Z). (2.30)
uel

Fiihren wir das fiir alle zuldssigen Punkte von P(u) durch, dann erhalten wir

P(u): minsup f(u,z) uwdN. gi(u,z)<0,i¢€l.
T€R™ ey

Unter welchen Bedingungen das Supremum bei P durch ein Maximum ersetzt werden
kann, wird wieder in Abschnitt 2.4 und der dort angegebenen Literatur aufgefiihrt.
Zu beachten ist dabei, dass in (2.30)  der Parameter und u die Entscheidungsva-
riable ist. Im Folgenden schreiben wir max.

Bleibt noch die Unsicherheit in den Nebenbedingungen. Ein Worst-Case-Verhalten
sieht dort so aus, dass die zuléssigen Punkte x die Ungleichungen

gi(u,x) <0,i€l,

nicht nur fiir bestimmte Parameterauspragungen erfiillen, sondern fiir alle Parame-
terauspriagungen aus U
gi(u,z) <0,i€l, Yuel.

Diese Art von Restriktion ist eine charakteristische Restriktion in semi-infiniten
Optimierungsproblemen, vergleiche Abschnitt 2.3.

Definition 2.5.1 (Robust-Counterpart). Das Problem
RC: min max f(u,z) w.d.N. gi(u,z)<0,i€l, YueU,

zeR"™ uelU

41



2. Grundlagen

mit einer Unsicherheitsmenge U C R™ heifit Robust-Counterpart von P(u).

Wenn wir eine Epigraphumformulierung fiir RC' durchfiithren und uns an die Um-
formulierung nach Bemerkung 2.3.5 erinnern, dann ist RC &quivalent zu

RC : min  z u.d.N. flu,z) =2 <0, VueU,

(z,2)eR+1
gi(u,x) <0,i €1, YuecU.

Fiihrt man eine Epigraphumformulierung bei P(u) durch, so wandert die parametri-
sche Zielfunktion in die Nebenbedingungen, und ein Worst-Case-Verhalten braucht
nur bei der zulédssigen Menge angewendet zu werden, um den Robust-Counterpart
zu erhalten. Dies fiihrt ebenfalls zu RC. In der Literatur findet man aus diesem
Grund auch die Definition des Robust-Counterparts ausgehend von Optimierungs-
problemen mit linearer Zielfunktion ohne Parameter und beliebiger parametrischer
zuléssiger Menge, siehe [4].

Bei der Wahl der Unsicherheitsmenge U sind zunéchst sdmtliche Teilmengen des
R™ denkbar. Es sollte allerdings darauf geachtet werden, iibliche Eigenschaften fiir
zuléissige Mengen eines gewohnlichen Optimierungsproblems zu fordern, z.B. sollte
U keine disjunktive Form besitzen'®. Die Menge U in (2.31) stellt eine zulissige
Menge dar. Des Weiteren sollte die Unsicherheitsmenge die Dimension m haben.
Eine Dimension kleiner als m kann dahingehend interpretiert werden, dass eine oder
mehrere Komponenten des Parameters nicht unsicher sind. Aus Sicht der Optimie-
rung sollte U nichtleer, kompakt und wenn méoglich konvex sein. Eine ausfiihrlichere
Diskussion der Wahl von U findet sich in [5] und im Hinblick auf die Portfolio-
Optimierung in [40].

FEine erste Wahl von U sind Boxen des R™. Die Unsicherheitsmenge U ist in dieser
Form nichtleer, kompakt und konvex, und jede Komponente des Parameters u ist
als unsicher anzusehen.

Fine zweite iibliche Wahl als Unsicherheitsmenge ist ein Ellipsoid im R™ bzw. der
Schnitt endlicher vieler Ellipsoide im R"*. Wir werden im Folgenden einen Ellipsoiden
betrachten und die Eignung als Unsicherheitsmenge kurz diskutieren, vergleiche [40].

Fassen wir den Vektor u als eine ldngere Reihe von Messdaten mit Haufigkeits-
verteilung oder als Vektor von Zufallsvariablen v = (ug,...,u;) mit einer ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung auf. Im Folgenden werden Vektoren von
Zufallsvariablen auch als Zufallsvariablen bezeichnet. Zu v finden sich in der multi-
variaten Statistik Lageparameter LP = (Ip1,...,Ip,)" € R™, z.B. der Modus oder
der Erwartungswert, und Streuungsparameter SP € R™*™ mit SP = (sp;;), z.B.
die Modendispersion oder die Kovarianz. Bei Zufallsvariablen entsprechen die Lage
und die Streuung den ersten beiden Momenten der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Mit den beiden Parametern LP und SP lisst sich ein Ellipsoid fiir u in folgender

BDisjunktive zulissige Mengen sind Bestandteil eines Spezialgebiets der Optimierung, der Disjunk-
tiven Optimierung, siehe [1]. Solche Probleme treten naturgemif in der Diskreten Optimierung
auf.
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Form erzeugen
U:={aeR™|(a—LP) 'SP~ (a— LP) < 1}. (2.31)

Der Lageparameter entspricht dem Mittelpunkt und der Streuungsparameter der
Form des Ellipsoids U. Der Ellipsoid verfiigt {iber die Informationen aus diesen
beiden Parametern und es ist sehr wahrscheinlich, dass U somit alle angegebenen
Messdaten bzw. die Zufallsvariablen mit grofiter Wahrscheinlichkeit unter allen El-
lipsoiden mit gleichem Volumen beinhaltet. Fiir den Streuungsparameter muss dabei
vorausgesetzt werden, dass er als Matrix invertierbar ist. Das konnte z.B. durch die
Symmetrie und die positive Definitheit der Matrix sichergestellt werden, siche Be-
merkung 2.1.2. Die positive Definitheit wiirde auch dazu fiithren, dass U die volle
Dimension m besitzt.

Zusétzlich kann man zeigen, dass fiir allei =1,...,m

Ipi — /56 < Ui < lp; + /5

gilt, siehe [40, S. 55,56]. Der Abstand der einzelnen Komponenten von @ von der
zugehorigen Komponente des Lageparameters LP ist héchstens die Wurzel des zu-
gehorigen Diagonaleintrags der Matrix SP. Die Elemente von U sind also nur ange-
messen weit von der Lage des Parameters u gestreut.

Die Unsicherheitsmenge U als Ellipsoid mit symmetrischer, positiv definiter Form-
matrix ist nichtleer, kompakt und konvex.

Kommen wir nochmal darauf zuriick, wie wahrscheinlich es ist, dass v in U liegt.
Nehmen wir an, u ist eine Zufallsvariablen, setzen wir in (2.31) LP = E(u) und
SP = Cov(u) und ersetzen die rechte Seite in (2.31) durch das Quadrat eines § € R

U={aeR™|(a—E)" (Cov(w) " (i—Eu) < 6%} (2.32)

Obiger Ellipsoid ist eine um den Faktor § skalierte Version des Ellipsoids (2.31), d.h.
die Liange der Hauptachsen wird mit § multipliziert.

Die Wahrscheinlichkeit, dass w nicht in U liegt, kann mit Hilfe der Tschebyscheft-
Ungleichung abgeschétzt werden durch die Ungleichung

m

P(U¢U)§5—2,

siehe [40, Formel (2.90)]. Mit ¢ kann also gesteuert werden, wie wahrscheinlich es
ist, dass v € U gilt.

Ist v multivariat-normalverteilt, dann kann 62 als p-Quantil der y2-Verteilung mit
m Freiheitsgraden und dem Konfidenzlevel p € (0,1) gewiihlt werden'# und es gilt

P(ueU) =p.

" \?-Verteilung siehe [40, Abschnitt 1.3.6].
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2. Grundlagen

Ist man sehr risikofreudig beziiglich des Schétzrisikos fiir u, setzt man p nahe bei
null. Das fiihrt zu einem kleinem Ellipsoiden U und somit zu einer kleinen zuléssigen
Menge in (2.30). Das kann aber dazu fithren, dass u ¢ U ist. Wihlt man hingegen p
nahe bei eins, d.h. man verhilt sich risikoavers gegeniiber dem Schétzrisiko, so fiihrt
das auf eine relativ grofie zuléssige Menge in (2.30) mit einer hohen Wahrscheinlich-
keit, dass u € U gilt, siehe [40, S. 451,452].

U ist also das Ellipsoid unter allen Ellipsoiden mit gleichem Volumen, das den
Parameter u am wahrscheinlichsten enthélt.

Unsicherheitsmengen der Form (2.32) mit 6% als p-Quantil der y?-Verteilung mit
m Freiheitsgraden nennt man auch Konfidenzellipsoide.

Eine letzte Bemerkung gilt den elliptischen (multivariaten) Wahrscheinlichkeits-
verteilungen'®, z.B. (der multivariaten) Normalverteilung. Diese sind dadurch ge-
kennzeichnet, dass die Hohenlinien der zugehorigen Dichtefunktionen Ellipsoide sind.
Viele Situationen in der Portfolio-Optimierung fithren auf elliptische Verteilungen
und Konfidenzellipsoide in der robusten Optimierung kénnen als Hohenlinen dieser
elliptische Verteilungen betrachtet werden.

2.6. Chance-Constraints

Kommen wir nun zuriick auf parametrische Optimierungsprobleme

P(u): m}%n flu,z) uwdN. gi(u,x) <0,i€l,
zeR"

mit dem Parameter u € U und der Unsicherheitsmenge U C R™, vergleiche Ab-
schnitte 2.4 und 2.5.

Im vorherigen Kapitel 2.5 wurde ein Worst-Case-Ansatz fiir P(u) gewahlt, was zu
dem Robust-Counterpart RC fiihrt, siche Definition 2.5.1. Ist U nicht endlich, dann
wird die zulédssige Menge

M={xeR"|g(u,x) <0,iel, VueU}

durch unendlich viele Restriktionen beschrieben. Wahlt man endlich viele Elemente
u',. .., u" aus U mit N > 1, dann ist die Menge

M={zeR"| g/ z)<0,icl, j=1,...,N}
eine Relaxierung von M, d.h. M C M. Das Optimierungsproblem

i .d.N. M 2.33
min max f(u,z) u S (2.33)

ist ein gewohnliches Optimierungsproblem mit endlich vielen Restriktionen und lie-
fert eine Unterschranke an den optimalen Zielfunktionswert von RC. Der optimale

Y5 Elliptische Wahrscheinlichkeitsverteilung siche [40, Abschnitt 2.7.1].
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2.6. Chance-Constraints

Punkt ist aber unter Umsténden nicht zuléssig fiir RC. Die Beschrankung auf endlich
viele Nebenbedingungen ist der Ansatz bei Diskretisierungsmethoden in der semi-
infiniten Optimierung, siehe [26] und [57]. Die Wahl der Punkte u;, ..., ux aus U ist
dabei entscheidend, um Aussagen iiber die Zuléssigkeit beziiglich RC' des optimalen
Punktes treffen zu konnen, vergleiche Satz 2.3.3.

Fasst man wu als Zufallsvariable auf und versieht man U mit einer o-Algebra D
und einem Wahrscheinlichkeitsmaf§ P, : D — |0, 1]16, dann ist eine Moglichkeit, die
Zuléssigkeit eines Punktes x € R™ beziiglich RC' zu messen, durch den Ausdruck

P,z € M]

gegeben. Ist P, [z € M| =1 fiir ein x € R", so gilt x € M f.s. und z ist ein zulédssiger
Punkt von RC. Ist die Ungleichung

Pujz e M]>1—c¢,

fiir ein £ € (0,1) erfiillt, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass x € M gilt, groBer als
1—e.

Ersetzt man in RC' die Zulédssigkeitsbedingung x € M durch Py[z € M] > 1—¢
mit € € (0,1), so fithrt das zu einem Optimierungsproblem mit einer sogenannten
Chance-Constraint

;2& max flu,z) wdN. Pyjxe M]>1-—e. (2.34)
Solche Probleme gehoren zur Stochastischen Optimierung, siehe [44] und [45]. Ein
Nachteil dieser Betrachtung ist, dass nur unter speziellen Wahrscheinlichkeitsmaflen
die zuléissige Menge in (2.34) konvex ist. Ist P, z.B. durch eine logkonkave Dichte
erzeugt und ist M eine konvexe Menge, dann ist die zulissige Menge in (2.34) konvex,
siehe [45, Theorem 2.3]. Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit logkonkaver Dichte sind
z.B. die (multivariate) Gleichverteilung und die (multivariate) Normalverteilung.
Konvexe Approximationen fiir die zulissige Menge von (2.34) finden sich z.B. in
[42].

Betrachten wir nochmal das Problem (2.33). Sind die ', ..., 4" eine unabhingi-
ge, identisch verteilte Zufallsstichprobe beziiglich P, so kann die Losung von (2.34)
durch die Losung von (2.33) approximiert werden. Ein Algorithmus zur Approxi-
mation einer Losung des Problems in (2.34) basierend auf einer Zufallsstichprobe
soll im né#chsten Unterkapitel erldautert werden. Er ist den Arbeiten [14] und [15]
entnommen.

16Giehe Definitionen 1.7 und 3.2 in [38].
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2. Grundlagen

Ein Sampling-and-Discarding-Ansatz fiir Chance-Constraints

Ausgangspunkt ist ein in der zulédssigen Menge gestortes konvexes Optimierungspro-
blem mit linearer Zielfunktion

CC:  min ¢’z wdN. PreX,)>1-¢2€X
T€eR™

mit ¢ € R” und ¢ € (0, 1).
(U, D,P,) sei dabei ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnisraum U, o-Algebra
D und Wahrscheinlichkeitsmaf} P,,.

X, ist eine Mengen aus dem R" und ist durch v € U parametrisiert. Die Menge
X, soll fiir alle u € U nichtleer, kompakt und konvex sein.

In der nichtleeren, abgeschlossenen und konvexen Menge X C R™ werden Restrik-
tionen gesammelt, die nicht unsicher sind. Falls solche Restriktionen nicht vorkom-
men, dann kann X = R" gesetzt werden.

Die lineare Zielfunktion kann durch eine konvexe Zielfunktion ersetzt werden, da
durch eine Epigraph-Umformulierung wieder die Standardform C'C' erreicht werden
kann.

Bemerkung 2.6.1. 1. € =1 entspricht dem konvexen Problem

minc'z wdN. z€X
rER™

und € = 0 entspricht dem konvexen semi-infiniten Optimierungsproblem

mIiRn ¢'s wdN. zeX,fs,YVuelU zeX.
reR™

Wir betrachten hier nur e € (0,1).
2. Das Problem

P(u) : felﬁ%% flu,z) w.d.N. gj(u,x)<0,i€l,

mit einem u € U kann mit Hilfe des Epigraphen umgeformt werden zu

PP (y) i .d.N. <z gi <0,iel.

(w):  min 2z wu flu,x) <z, gi(u,x) <0, i €
Mit X =R", X, ={z € R" | f(u,z) < z, gi(u,x) <0, i € I} und dem
Ansatz, die Unsicherheit mittels einer Chance-Constraint zu behandeln, kann
P (u) in die Form CC gebracht werden.

Zu C'C kann nun ein sogenanntes Sample-Based-Optimierungsproblem angegeben
werden. Dazu benétigt man eine zuféllige Stichprobe w1, ..., uy des unsicheren Pa-
rameters u, deren Realisationen unabhéngig voneinander beziiglich des Wahrschein-
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2.6. Chance-Constraints

lichkeitsmafles P, verteilt sind

SBy: minc' z uwdN. ze€X,,j=1,....,N, z€X.
zeR™ 7

Satz 2.6.4 zeigt den Zusammenhang zwischen CC und SBjy. Dafiir werden die fol-
gende Annahme und die folgende Definition benotigt.

Annahme 2.6.2. Das Optimierungsproblem

m%gn ¢z wdN. ze€ Xy, Vue A, x e X
TER™

sei fiir jede beliebige Teilmenge A von U ldsbar.

Definition 2.6.3 (e-robust-zulidssiger Punkt). Sei ¢ € (0,1). Ein Punkt x € X
heif$t e-robust-zulassig, falls
Pulz ¢ Xu] <e

gilt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein e-robust-zulédssiger Punkt nicht in X, liegt, ist
kleiner als e. Fiir einen e-robust-zuléssigen Punkt gilt somit

Pz € Xy] >1—¢ sowie z€ X.

Er ist zulédssig fiir das Problem C'C.

Satz 2.6.4. Seien e € (0,1),5 € [0,1] und

n
N>— -1 2.35
dann ist der optimale Punkt x7 von SByx mit Wahrscheinlichkeit 1 — 3 e-robust-
zuldssig.

Beweis. Siehe Korollar 1 in [14]. O

Ausgehend von einem Parameter € und einem Parameter § lésst sich somit eine
Mindestanzahl N > 1 an benoétigten Realisationen uy, ..., uy angeben, so dass der
globale Minimalpunkt 7, von SBy e-robust-zuldssig ist, x% also zuléssig fiir CC
ist.

Der Beweis des Satzes 2.6.4 basiert hauptsédchlich auf der Ungleichung

Epy (Pufely ¢ X,]) <

2.36
T N+1 (2.36)

wobei ]P{)’ =P, x -+ x P, das Wahrscheinlichkeitsmaf} im Raum U x --- x U fiir die
—_—

N-mal
unabhéngig identisch verteilte Stichprobe uy, ..., uy ist. Grundlage der Ungleichung
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2. Grundlagen

(2.36) ist die Aussage, dass fiir den optimalen Punkt x}, hochstens n-viele sogenannte
Support Constraints existieren, siehe [14, Definition 4].

Bemerkung 2.6.5. 1. Die Ungleichung (2.35) hdngt nur von n, N,e und 3 ab,

und das Wahrscheinlichkeitsmafl P, ist nicht explizit beinhaltet. P, muss somit
nicht bekannt sein, solange Stichproben wui,...,uyxy mit bendtigter Linge N
zur Verfigung stehen. Das ist z.B. dann der Fuoll, wenn die Stichprobe durch
eine Mess- oder Beobachtungsreihe entsteht, die durch weitere Messungen oder
Beobachtungen vergréfiert werden kann.

. Die Losung von SBy ist weniger konservativ als bei einer robusten Modellie-

rung des unsicheren Parameters, da bei SBy nicht alle Parameterausprigun-
gen betrachtet werden und es erlaubt ist, nicht betrachtete Restriktionen in ei-
nem bestimmten Mafle zu verletzen. Mit € und B kann ein Trade-Off zwischen
Zuléssigkeit des Punktes x’y fiir das zugrundeliegende parametrische Optimie-
rungsproblem und dessen Performance erreicht werden.

. In [14] werden noch Erweiterungen von Satz 2.6.4 fir den Fall angegeben, dass

die Annahme 2.6.2 nicht erfillt ist, d.h. es gibt Stichproben u1,...,uy, so dass
S By nicht losbar ist.

In [15] wird noch eine mogliche Verbesserung fiir die Approximation des optima-
len Wertes vorgestellt. Diese Verbesserung basiert darauf, dass aus der ermittelten
Stichprobe uq,...,uy k Realisationen entfernt werden kénnen, ohne die Eigenschaft
der e-Robusten-Zuléssigkeit von 7 zu verlieren. Berechnet man einen neuen Opti-
malpunkt beziiglich der reduzierten Stichprobe, so wird der optimale Zielfunktions-
wert nicht grofler. Es ist sogar anzunehmen, dass er sich verbessert. Ein illustratives
Beispiel findet sich in [15, Anhang A.1].

Seien die Mengen

K ={ke{l,...,N} | up wird aus der Stichprobe uy,...,uy entfernt}

und J = {1,..., N} \ K und das Optimierungsproblem

SBni mIiRn ¢’z wdN. ze Xu;y JEJ, x € X.
reR?

definiert.
Weiter sei die folgende Annahme erfiillt:

Annahme 2.6.6. Die Losung x}., von SByy, verletzt die aus {1,..., N} entfernten

Restriktionen fast sicher!”.

Die Aussage aus Satz 2.6.4 kann damit erweitert werden zu

"Der Ausdruck fast sicher ist von technischer Natur, siche dazu [15, nach Annahme 2.2].
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2.6. Chance-Constraints

Satz 2.6.7. Seienc € (0,1) und g € [0, 1]. Weiter seien ein N und ein k so gegeben,
dass die Ungleichung

(CEVE (eomes e

1=0

erfillt ist. Dann ist der optimale Punkt x7.,. von SBy,, mit Wahrscheinlichkeit 1—3
e-robust-zuldssig.

Beweis. Siehe Theorem 2.1 in [15]. ]

Die Ungleichung (2.37) kann nun benutzt werden, um geeignete N, e, und k
festzulegen, um SBy.; zu 16sen. Dabei kann wie folgt vorgegangen werden:

Bemerkung 2.6.8. 1. Setze N > 1 so grof3, dass der Rechenaufwand beim Lésen
von SBn bzw. SBn., vom zugrunde gelegten Rechner noch bewdltigt werden
kann.

2. Wiihle € € (0,1) nach der Risikopriferenz, z.B. ¢ = 0.01 oder ¢ = 0.01.
3. Wiihle 8 € [0,1] so klein, dass es vernachlissigt werden kann, z.B. 8 = 1075,

4. Berechne das grofite k mittels der Ungleichung (2.87) bzw. mittels der Unglei-
chung

kgeN—n—i—l—\/QaNln((eNﬁ)nl) (2.38)

die in [15, Kapitel 4.3] unter der Bedingung eN > k +n — 1 hergeleitet wird.

Welche Realisationen aus der gegebenen Stichprobe entfernt werden, kann auf
unterschiedliche Weise geschehen, hat aber auf die Aussage in Satz 2.6.7 keinen
Einfluss, solange die Annahme 2.6.6 gilt.

Mochte man mehrmals k Realisationen aus {1, ..., N} entfernen, so kann Satz 2.6.7
wiederholt angewendet werden. Wendet man die Formel (2.37) M-mal an mit
ki,....kn, €1, ep und By, ..., B, so gilt nach [15, Kapitel 3]

M
PN [Pulzig, & Xul <& i=1,...,M]>1-) B
=1

Je mehr Realisationen man entfernt, umso grofler ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die urspriingliche Restriktion verletzt ist, aber der optimale Zielfunktionswert wird
dabei in der Regel verbessert.

Der hier vorgestellte Sampling-and-Discarding Ansatz wird im Kapitel 4.2 be-
nutzt, um ein Optimierungsproblem mit einer Chance-Constraint zu 16sen.

49






3. Portfolio-Optimierung nach dem
Markowitz-Ansatz

Das Portfolio-Management ist eine Disziplin der Finanzwirtschaft und versucht Ver-
halten an Finanzmérkten zu erkliaren. Die Hauptaufgabe besteht darin, Handlungsal-
ternativen anzubieten, wie ein in der Regel fest vorgegebenes Kapital in ein Portfolio
von Finanzprodukten investiert werden soll. Typisch fiir Finanzprodukte sind dabei
z.B. Produkte aus Geldmérkten, Kreditmérkten oder Anleihemérkten. Denkbar sind
aber auch materielle Giiter wie Immobilien oder Konsumgiiter.

In dieser Arbeit wird ein Finanzmarkt zugrunde gelegt. Dafiir seien n risikobe-
haftete Aktien gegeben. Die Renditen dieser n Aktien in der Folgeperiode sind Zu-
fallszahlen und seien im Vektor R € R" gesammelt. Haufig wird in der Praxis die
Annahme getroffen, dass R als Vektor von Zufallszahlen einer multivariaten Normal-
verteilung folgt. Diese Annahme hat aber keine Allgemeingiiltigkeit erlangt, da sie
empirisch nicht nachgewiesen werden konnte. Bei Finanzméarkten werden oft starke
Schwankungen an den Enden der Wahrscheinlichkeitsverteilung, genauer der Wahr-
scheinlichkeitsdichte, beobachtet, was mit Hilfe von Normalverteilungen nicht mo-
delliert werden kann. Hier an dieser Stelle seien vorerst nur die Annahmen gestellt,
dass R einer elliptischen Verteilung folgt und von der Verteilung die ersten beiden
Momente existieren, aber nicht notwendigerweise bekannt sein miissen.

3.1. Mean-Varianz-Portfolio-Optimierung

Eine Antwort, wie ein Vermogen in die n Aktien investiert werden soll, gibt die
Portfolio-Theorie nach Markowitz, was in der Literatur auch als klassische Portfolio-
Theorie bezeichnet wird. Die Theorie wurde zuerst 1952 von H. M. Markowitz in
dem Paper [36] vorgestellt und fand in der Folgezeit bis heute grofie Anwendung.
Eine Erweiterung findet man in [37].

In der Portfolio-Theorie nach Markowitz betrachtet man die erwartete Rendite
der Aktien

E(R) € R",

sowie die Standardabweichung der Aktien und die Korrelation der Aktien unter-
einander. Letztere werden als Risiko der Aktien bezeichnet und zusammen in der
Kovarianzmatrix

Cov(R) € R™"

dargestellt. Die erwartete Rendite und das Risiko der Aktien werden im Folgenden
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3. Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

mit © und 3 bezeichnet. Ausgehend davon, dass die Rendite des Portfolios
'R
maximiert werden soll, betrachtet man nun die erwartete Rendite des Portfolios
E(z'R) =z "E(R)=z"pu,
sowie dessen Risiko ausgedriickt in der Varianz des Portfolios

\/Cov(a:TR) = \/xTCOV(R)a: =VaT3z.

Der Vektor x € R™ bezeichnet die Gewichtung der einzelnen Aktien im Portfolio. Es
soll bei Aufsummieren der Komponenten das vorgegeben Kapital, was auf 1 gesetzt

wird, ergeben
n
E Tr; = rle=1.
i=1

Hier an dieser Stelle sind Bedingungen der Form z; > 0,7 = 1, dots,n, noch nicht
voraussgesetzt. Der Vektor e € R” ist der Vektor, bei dem alle Komponenten auf 1
gesetzt sind. Die Gewichte x; sind dann als relative Anteile der Aktien am Portfolio
zu verstehen.

Der Term vz "Xz ist wohldefiniert, da Kovarianzmatrizen als positiv semidefinit
vorausgesetzt sind, siehe Definition 2.1.1.

Markowitz schlug nun vor, nicht nur die Maximierung der Rendite des Portfolios
vorzunehmen, sondern die Maximierung der erwarteten Portfoliorendite gleichzei-
tig mit der Minimierung des Portfoliorisikos anzustreben. Das daraus resultierende
Optimierungsproblem ist ein Mehrzieloptimierungsproblem mit zwei konkurrieren-
den Zielen. Sofern das Problem losbar ist, wird eine Losung x* dieses Problems als
effizient bezeichnet.

Definition 3.1.1 (Effizientes Portfolio). Ein Portfolio x* € R™ mit 2* e = 1 heifit
effizient, falls fiir kein Portfolio x € R™ mit e = 1 eine der Ungleichungen

<2y und VarTSer > VaTse
strikt erfillt ist.
Alle effizienten Losungen bilden den sogenannten effizienten Rand
{ (ac*T,U,, x*TEac*> ’ x* ist efﬁzient} ,

sie dominieren alle anderen Portfolios beziiglich Portfoliorendite und -risiko. Man
beachte, dass der effiziente Rand als Portfoliorisiko z ' £z und nicht V2 T £z enthilt.

Der obige Effizienzbegriff ist aus der Mehrzieloptimierung entlehnt. Die Schwie-
rigkeit besteht darin, eine Ordnung z.B. auf R™ mit m > 1 zur definieren, um
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3.1. Mean-Varianz-Portfolio-Optimierung

minimale bzw. maximale Elemente von Mengen aus dem R zu bestimmen. Dazu
werden Ordnungskegel eingefiihrt, z.B. der positive Orthant des R™

RYy :={z € R" |2 >0}

fiir eine Menge aus dem R™. Mit Hilfe von Ordnungskegeln kénnen aber nicht alle
Elemente des Grundraumes, z.B. des R™, geordnet werden. Nédheres findet man in
[27].

Der Umstand, dass mehrere Ziele verfolgt werden, macht ein Losen schwierig. Ab-
hilfe schafft ein sogenannter Trade-Off zwischen Portfoliorendite und Portfoliorisiko.
Dieser soll durch einen Parameter A € [0, 1] beschrieben werden.

Das klassische Portfolio-Optimierungsproblem hat damit die Gestalt
MV, : m]kn(l —MVz Sz —Xz'p wdN. z'e=1.
T€ER™
Die Bezeichnung MV kommt aus dem Englischen und steht fiir mean-variance.
Die zuldssige Menge sei mit X bezeichnet. MV, gehort zur Klasse der parametri-
schen Optimierungsprobleme, siehe Kapitel 2.4. Wir kommen spéter nochmal darauf

zuriick. Lost man MV, fiir alle A in [0, 1], so erhélt man den effizienten Rand, siehe
Abbildung 1.

x 107 Mean-Variance—-Efficient Frontier

8.5

N
o
T

-~
T

Expected Return

o
o
T

55 i i i i i i i
0.04 0.045 0.05 0.055 0.06 0.065 0.07 0.075 0.08
Risk (Standard Deviation)

Abbildung 1.: Effizienter Rand

Der Trade-Off-Parameter bedeutet im Sinne der Mehrzieloptimierung eine gewich-
tete Skalarisierung der vektorwertigen Zielfunktion mit dem Vektor (1—-\,\)7 € R2.
In Abbildung 2 ist links der Verlauf der Gewichte der optimalen Portfolios fiir 8 Ak-
tien und fiir steigende Wahlen von A € [0, 1] dargestellt. Auf der rechten Seite sieht
man den Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von M V). Der optimale Ziel-
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funktionswert kann bei M V) negativ sein.

i

I Akt 1
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Abbildung 2.: Links oben: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von MV) —
Links unten: Verlauf der Portfoliorisken — Rechts unten: Verlauf
der Portfoliorenditen

Setzt man A = 0 in MV, so spricht man bei der zugehorigen Losung vom Mi-
nimum- Varianz- Portfolio. Setzt man A = 1, so spricht man bei der zugehorigen
Losung vom Maximum-Return-Portfolio. Beide Spezialfille haben eine gesonderte
Bedeutung fiir die effizienten Portfolios, da sie die Enden des effizienten Randes
darstellen. Zum Losen von MV, bzw. MV, wird nur der Parameter X bzw. der
Parameter p bendtigt und nicht beide.

Bemerkung 3.1.2. Fine weitere Mdoglichkeit, die vektorwertige Ausgangsformulie-
rung der Zielfunktion (mit zwei Zielen) zu umgehen, ist die Angabe von Anspruch-
niveaus fir Ziele, die aus der Zielfunktion entfernt und mittels der Anspruchniveaus
in die Nebenbedingungen aufgenommen werden.

1. Sei i € R ein Anspruchniveau fiir die Portfoliorendite, d.h. das optimale Port-
folio soll mindestens den Renditewert i erreichen. Dann ist

mIiRn Ve Sz wdN. z'p>p, z'e=1. (3.1)
reR?

eine Umformulierung des urspringlichen Mehrzieloptimierungsproblems mit-
tels Anspruchniveaus.

2. Sei ¥ € R ein Anspruchniveau fir das ]iortfoliorisiko, d.h. das optimale Port-
folio soll mazimal als Risiko den Wert X erreichen. Dann ist

m]iRn —z'p wdN VaTSz <% zle=1 (3.2)
TzeR™
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3.1. Mean-Varianz-Portfolio-Optimierung

eine Umformulierung des urspringlichen Mehrzieloptimierungsproblems mit-
tels Anspruchniveaus.

In Abbildung 2 unten sind Zielfunktionswerte von (3.1) und (3.2) eingezeichnet.

Wieder vorausgesetzt, dass die Probleme losbar sind, kann durch verschiedene
Wahlen des Anspruchniveaus i und des Anspruchniveaus Y. jeweils der effiziente
Rand berechnet werden. Das fiihrt dazu, dass die Problemformulierungen aus 1. und
2. sowie MV dquivalent sind und die gleichen optimalen Portfolios liefern. Der
Trade-Off-Parameter sowie die Anspruchniveaus lassen sich ineinander tiberfiihren,
siehe [17].

Bis jetzt sind wir davon ausgegangen, dass die Probleme l6sbar sind. Nun unter-
suchen wir das genauer. Aus Kapitel 2.2 wissen wir, dass unter den Voraussetzungen
des Satzes von Weierstrafl, Satz 2.2.11, ein Optimierungsproblem lésbar ist. Weiter
gibt Satz 2.2.12 an, unter welchen Bedingungen die Menge der optimalen Punkte S
hochstens ein Element besitzt. Folglich ist der optimale Punkt eindeutig unter der
Voraussetzung, dass das Optimierungsproblem losbar ist.

Folgende Bemerkung zeigt einige Eigenschaften der Probleme (3.1),(3.2) sowie
M V>\ auf.

Bemerkung 3.1.3. 1. Das Portfoliorisiko Vx' Xz ist mit ¥ = 0, wie oben be-
reits erwdhnt, wohldefiniert und damit eine stetige Funktion in x. Mittels der
Umformung (siehe Bemerkung 2.1.2 3.)

VaTsz = |22z,

wird in [50, Proposition 4.31] bewiesen, dass das Portfoliorisiko VT Xz strikt
konvex beziiglich x aus {x € R" | x"e = 1} ist. Dazu muss zusdtzlich gefordert
werden, dass die Matrix 3 positiv definit ist. Da die n Aktien risikobehaftet
sein sollen, ist es nicht problematisch dieses zu fordern.

Die Portfoliorendite x " 1 ist eine stetige Funktion in . Sie ist linear beziiglich
x und somit konvex. Die Eigenschaften bleiben erhalten, wenn man x 'y mit
—1 multipliziert.

Die Zielfunktionen aus (3.1),(3.2) sind damit stetig und konvex. Die mit (1 —
M) T gewichtete Summe der beiden Funktionen V! Yx und —x ' i ist stetig
und strikt konvez fir alle X € [0,1).

2. Die zulissigen Mengen der Probleme haben die Bedingung e’z = 1 gemein.

Die Menge
{reR"|zTe=1}
st mit x1 = 1,x; = 0,1 = 2,...,n, nichtleer und abgeschlossen. Sie ist aber
nicht beschrinkt und somit nicht kompakt.
Die Mengen
X, = {zeR |2 p>p, 2 e=1}C{zeR"|z'e=1}
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3. Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Xy, = {zeR"|VzTSz <%, zle=1}C{zecR"|z'e=1}

mit i € R und ¥ € R sind die zulissigen Mengen von (3.1) und (3.2). Sie sind
konvex und abgeschlossen, aber im Allgemeinen nicht beschrinkt. Sie konnen
auch leer sein.

Damit der Satz von Weierstraf§ angewendet werden kann, fordern wir also,
dass die zuldssige Menge X von MV eine nichtleere kompakte Teilmenge von

{reR"|zTe=1}

ist. Dann ist MV fir alle X € [0,1] lésbar und bei geeigneter Wahl der An-
spruchniveaus auch die Probleme (3.1) und (3.2).

Ein Beispiel fiir eine nichtleere kompakte und konvexe Teilmenge ist z.B. der
Standardsimplex des R™

{reR"|z"e=1, z >0},

siehe S.10 nach Bemerkung 2.1.11.

Die Bedingung x > 0 kann dahingehend interpretiert werden, dass sogenannte
Leerverkiufe nicht maglich sind. Ist x; < 0, so wird die Aktie i (leer) verkauft,
d.h. der Anleger verduflert die Aktie i, obwohl die Aktie zum Verkaufszeitpunkt
nicht im Bestand seines Portfolios ist. Erst zu einem spiteren Zeitpunkt, dem
Erfillungszeitpunkt, muss der Anleger die Aktie vorrditig haben, um den Ver-
kauf zu rechtfertigen. Eine Aktie kann damit kurzfristig zur Vergriflerung des
Kapitals dienen, um eine grifsere Menge einer anderen Aktie in das Portfolio
aufzunehmen. Das kann zu unerwiinschten Lisungen von MYV fihren, z.B.
kann die Losung nur aus zwei Aktie bestehen, wobei eine leer verkauft wird.

3. Das optimale Portfolio von MV in Abhdngigkeit von A ist eindeutig, da X
nichtleer und kompakt und die Zielfunktion von MV

(1-MVaTSz -z p

fir alle X € [0,1) strikt konvex ist. Die Probleme (3.1) und (3.2) sind fiir
geeignete Wahlen der Anspruchniveaus eindeutig losbar.

Fiir A = 1 reduziert sich die Zielfunktion von MV zu der konvexen, aber nicht
strikt konvexen Funktion —x " . Das fihrt dazu, dass z.B.

min —:UT,u u.d.N. z'e= 1, >0
:BER"

losbar, aber nicht eindeutig losbar ist, siehe [50, Remark 4.33].

Im Folgenden mochten wir voraussetzen, dass das Portfolio-Optimierungsproblem
in der Form von M V), fiir alle betrachteten A eindeutig losbar ist. Dazu erweitern wir
das klassische Portfolio-Optimierungsproblem um die Restriktion « > 0 und fordern,
dass die Matrix ¥ positiv definit ist und A aus dem offenen Intervall (0,1) gewihlt
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3.2. Parameterschitzung im Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem

wird. Das Minimum-Varianz-Portfolio und das Maximum-Return-Portfolio werden
hier nicht weiter betrachtet.

Definition 3.1.4 (Mean-Variance-Portfolio-Optimierungsproblem). Es sei ein Fi-
nanzmarkt mit n risikobehafteten Aktien gegeben. Der Renditevektor R der n Aktien
sei ein Zufallsvektor und folge einer multivariaten elliptischen Wahrscheinlichkeits-
verteilung mit erstem Moment p € R™ und zweitem Moment ¥ € S'y. p ist der
Vektor der erwarteten Renditen der n Aktien, und die Kovarianzen sind in der po-
sitiv definiten Matriz . gegeben. Weiter sei X = {x €¢ R" |zTe =1, x > 0}.

Dann bezeichnen wir das Optimierungsproblem

MV : m]iRn(l ~MWVz™Sz—Xz'p wdN z'e=1,22>0, (3.3)
rER™

als Mean-Variance-Portfolio-Optimierungsproblem.

Korollar 3.1.5. Das Mean-Variance-Portfolio-Optimierungsproblem aus Definiti-
on 8.1.4 ist fir alle X\ aus (0,1) eindeutig lsbar.

Wir haben bereits bemerkt, dass M V) beziiglich A ein parametrisches Optimie-
rungsproblem ist. Betrachten wir MV} als Familie von Optimierungsproblemen mit
dem Parameter A € (0,1), so sind die Bedingungen des Korollars 2.4.10 und des
Satzes 2.4.11 aus Abschnitt 2.4 erfiillt. Die Optimalwertfunktion v(\) ist somit re-
ellwertig und stetig, und die Optimalpunktabbildung S(\) ist lokal beschrinkt und
stetig.

Zuletzt soll noch erwéhnt werden, dass die Portfolio-Theorie nach Markowitz ein
Ein-Perioden-Modell ist. Es werden dort keine dynamischen Verldufe in der Zeit
betrachtet. Dementsprechend ist es auch nicht vorgesehen, Anderungen an den Ge-
wichten x; nach deren Wahl vorzunehmen. Ein Beispiel mehrperiodiger Betrachtung
von Investmentstrategien liefert das Black-Scholes-Modell, siehe [8].

3.2. Parameterschatzung im Mean-Varianz-Portfolio-
Optimierungsproblem

Im Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem M V) werden als Inputdaten der
Vektor der erwarteten Renditen p € R™ und die Kovarianzmatrix 3 € R™*" benétigt.
Im Allgemeinen liegen diese Daten fiir den betrachten Finanzmarkt nicht vor, da
fir den Markt die zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht bekannt
ist. Oft kann man die Verteilung nur auf eine spezielle Klasse von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen einschranken, z.B. die Klasse der elliptischen symmetrischen
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen. Das reicht aber nicht, um MV zu lésen, p und X
miissen somit geschétzt werden.

Markowitz diskutiert in seinem Ansatz nur wenig die Wahl von p und ¥, sondern
beschéftigt sich hauptséchlich mit der Losung des Mean-Varianz-Portfolio-Optimie-
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3. Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

rungsproblems. Als Schétzer fiir ;4 und 3 benutzt er historische Daten, merkt aber
bereits an, dass diese Daten mit Experteninformationen verkniipft werden sollten.

In [6] und [31] wird nachgewiesen, dass das optimale Portfolio von MV) entschei-
dend von den Schétzern fiir g und X abhéngt. Insbesondere gilt das fiir den Vektor
der erwarteten Renditen p. Die Wahl von u, aber auch von 3, ist neben dem Lsen
von MV, genauso entscheidend.

Dazu ein kleines Beispiel, angelehnt an [50].

Beispiel 3.2.1. Gegeben sei ein Finanzmarkt mit zwei Aktien mit

0.05 0.01 0
H= ( 0.051 ) und 2= ( 0 0.01)'
Betrachten wir MV 9999, d.h. die Varianz der Portfoliorenditen kann vernachldissigt

werden. Die offensichtliche Lisung von MVygggg ist ' = (0,1)T. Das ganze Kapital
wird in Aktie 2 investiert, da es die grofiere erwartete Rendite verspricht. Fir

0.05 0.01 0
"= ( 0.049 ) und 2= ( 0 0.01)

ist das optimale Portfolio von MVygg99 22 = (l,O)T. z! und 22 sind vollkommen
voneinander verschiedene optimale Portfolios. Die Verschiebung in den Portfolio-
gewichten wurde nur durch die kleine Anderungen bei p verursacht, die durch das
Prognoserisiko beim Schditzen von p erklart werden kann. Das Portfoliorisiko hat
hier keinen Effekt.

Mittels der Robusten Optimierung kénnen die Auswirkungen auf das optimale
Portfolio, die im obigen Beispiel veranschaulicht sind, abgeschwicht werden.

In der Arbeit werden nur einige Schéitzer angesprochen. Einen tieferen Einblick
geben [24, Kapitel 2] fiir ¢ und [50, Kapitel 4.3] fir 4 und ¥ sowie die Literaturver-
zeichnisse darin.

Eine Art von Schitzern sind Schitzer, die nur auf historischen Daten basieren.
Zu nennen sind da der Sample-Schditzer und der Maximum-Likelihood-Schdtzer. Sei
eine Menge von Stichproben R; mit ¢ = 1,..., N des Renditevektors aus fritheren
Perioden bekannt. Die R; seien dabei unabhéngig und identisch verteilt mit einer ge-
meinsamen elliptischen symmetrischen Verteilung. Nach [43] ist der Sample-Schétzer

fir g und X
MS — iZR
N3 Z
;N
s _ SR — T
%= N_1;(Rz 1) (Ri — p”)
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3.2. Parameterschitzung im Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem

und der Maximum-Likelihood-Schétzer fiir 4 und X

N

MLS _ A

1% - N Z R’L?
=1
N

EMLS _ N Z(Rz - ,U/S)(Ri o MS)T-
=1
pS und pMES sind erwartungstreue Schiitzer fiir p, d.h. es gilt

E(p®) = E(uM"®) = p,

siehe [50]. Erwartungstreue eines Schiitzers ist in der Schétztheorie ein Qualitéits-
merkmal. Fiir die Schiitzer £° und ©MLS kann die Erwartungstreue nicht ohne
weitere Voraussetzungen gezeigt werden.

Ein Vorteil der beiden Schétzer ist die leichte Implementierung der Formeln, sowie
die wenig aufwindige Berechnung. Nachteilig ist der Bedarf einer groflien Menge von
Daten, um aussagekriftige Schitzer zu bekommen. Im Fall von n Aktien bendtigt
man n + % Daten. Ein weiterer wesentlicher Nachteil kann anhand folgendem
Beispiel gesehen werden. Nehmen wir an, dass der zugrundeliegende Finanzmarkt
in den letzten Perioden anhaltend sinkende Renditen aufwies. In der Finanzwirt-
schaft nennt man solche Mérkte Baisse- oder Bérenmérkte. Befindet man sich nun
am Ende dieser Entwicklung, d.h. es werden in Zukunft wieder steigende Rendi-
ten zu erwarten sein, so wird der Sample-Schéitzer bzw. der Maximum-Likelihood-
Schétzer nur die sinkenden Renditen aus den Vorperioden in Betracht ziehen und
keine Steigerungen prognostizieren konnen, selbst wenn man die steigenden Rendi-
ten z.B. durch Experteninformationen vorausgesagt bekommt. Das fiihrt zu nicht

nachvollziehbaren optimalen Portfolios.

Eine weitere Klasse von Schétzern sind solche, die Experteninformationen mit
einarbeiten. Zu nennen wiren da z.B. der Bayes- und der Black-Litterman-Schdtzer.

Bei Bayes-Schiitzern werden Apriori-Informationen iiber die Wahrscheinlichkeits-
verteilung im Finanzmarkt mittels beobachteter Daten zu einer Posteriori-Verteilung
aktualisiert. Die Apriori-Informationen stammen von Experten und die beobachte-
ten Daten konnen als Marktinformationen interpretiert werden. Beide Informationen
werden mittels dem bekannten Theorem von Bayes aus der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie, siehe [40, S. 46|, zu einem Schiitzer verarbeitet. Ergebnis ist eine gewichtete
Summe beider Informationsquellen, siehe [30].

Ein Nachteil hier ist die Beschaffung der Apriori-Information, genauer der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, die dem Finanzmarkt zugrunde liegen soll. Die Wahl kann
sehr subjektiv vonstatten gehen. Hat man allerdings diese Information zur Hand, so
konnen nun Posteriori-Aussagen iiber p und 3 getroffen werden.

Black-Litterman-Schitzer wurden urspriinglich fiir den Vektor der Renditen u
entwickelt, vergleiche [9]. Die Kovarianzmatrix ¥ wird als bekannt vorausgesetzt
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3. Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

oder mit wenig Berechnungsaufwand iiber historische Daten geschétzt, siehe die
Schiitzer ¥ und XMLS,

Zuerst wird eine Voraussage beziiglich p getroffen. Die Voraussage wird in [9)]
aus dem Gleichgewichtsportfolio des Finanzmarktes abgeleitet. Dann werden einige
(oder alle) Komponenten von p durch absolute oder relative Expertenmeinungen
gestort. Das ist auch die Herausforderung hier, genaue Aussagen iiber die Rendi-
ten zutreffen. Die Genauigkeit der Aussagen, also das Prognoserisiko, kann auch
verarbeitet werden und sollte somit bei den Uberlegungen beriicksichtigt werden.
Schlussendlich erhélt man dhnlich zum Bayes-Schétzer wieder eine gewichtete Sum-
me aus Markt- und Experteninformationen.

Der Unterschied zum Bayes-Schétzer liegt darin, dass beim Black-Litterman-
Schitzern von Marktinformationen ausgegangen wird. Bei Bayes-Schétzer startet
man von Expertenmeinungen.

Fine letzte Form von Schétzern fiir die Komponenten p;,72 = 1,...,n, von u sind
Schiitzer, die aus den Marktwerten V; der Unternehmungen i Renditen ableiten!®.
Grundlage sind das Discount Dividend Model und eine Erweiterung, das Residu-
al Income Model. V; ergibt sich aus dem Buchwert des Unternehmens ¢ und den
diskontierten Barwerten zukiinftiger Zahlungsstrome zwischen Anlegern und Unter-
nehmen, z.B. periodisch ausgezahlte Dividenden.

Die erwartete Rendite ist nun die vom Anleger verlangte Verzinsung der erwar-
teten Dividenden, um den Marktwert V; zu erhalten, siehe [24]. Sie ist hier implizit
iiber eine Gleichung V; = f(u;),i = 1,...,n, gegeben. Eine genaue Formulierung ei-
ner solchen Gleichung findet sich in [16]. Die Komponenten p; miissen zunéchst iiber
die Gleichung bestimmt werden, bevor sie in M V) eingesetzt werden konnen. Dabei
sollte betrachtet werden, dass die Losung nicht eindeutig sein muss. Unerwiinschte
Loésungen wie 1 < 0 sollten von vornherein ausgeschlossen werden.

Fiir die Kovarianzmatrix X ist eine analoge Vorgehensweise nicht moglich.

Alle vorgestellten Schétzer haben ihre Stidrken und Schwéchen. Die Bayes- und
Black-Litterman-Schitzer sind dabei robuster als die Schiitzer, die nur auf histo-
rischen Datenreihen basieren, insbesondere wenn p geschétzt werden soll. Kombi-
nationen aus verschiedenen Schétzern konnen das Prognoserisiko weiter verringern,
vergleiche [24].

In dieser Arbeit wird ein weiterer Ansatz betrachtet, um das Prognoserisiko fiir
1 und ¥ zu verkleinern. Dazu wird ein Robust-Counterpart von M V) im Sinne von
Definition 2.5.1 gebildet. Das ist Inhalt des néchsten Kapitels.

18Tm Sinne von Aktien kann hier vom Marktpreis der Aktie i gesprochen werden.
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dem Markowitz-Ansatz

Wir betrachten in diesem Kapitel wieder das Mean-Variance-Portfolio-Optimierungs-
problem aus Kapitel 3 mit unbekannten Parametern x4 und ¥ und A € (0,1)

MV, : mi)I(l (1 =MV T2z — Az p. (4.1)
BAS
Wie in Kapitel 3.2 kurz erldutert, konnen die beiden Parameter p und > auf un-
terschiedliche Art und Weise geschétzt und diese Schétzer dann zur eigentlichen
Portfolio-Optimierung benutzt werden. Das kann zu unterschiedlichen Ergebnissen
der optimalen Portfolios 2* und damit der Portfoliorendite und des Portfoliorisikos
fithren.

Hier soll ein anderen Ansatz weiter verfolgt werden, indem zu MV, der Robust-
Counterpart RC'\ gebildet wird und ausgehend davon optimale Portfolios bestimmt
werden. Das entspricht, wie in Kapitel 2.5 beschrieben, einer Worst-Case-Analyse
beziiglich der beiden Parameter. Wir ,robustifizieren® uns also gegeniiber ,allen“
moglichen Ausprigungen von p und . Das dhnelt mehr dem Versténdnis eines
risikoscheuen Anlegers, wihrend es risikofreudigeren Investoren zu konservativ er-
scheinen mag. Dieser Ansatz wurde schon 1999 in [4] aufgegriffen.

Zum Aufstellen des RobustCounterparts ist es erforderlich, eine Unsicherheits-
menge Us anzugeben. Hier wird der Ansatz einer ellipsoiden Unsicherheitsmenge
der GroBe 6% € R mit Mittelpunkt m und Formmatrix S gewihlt, siche Kapitel 2.5.

Wiinschenswerter wére es noch, Us als ein Konfidenzellipsoid zu betrachten. Dafiir
seien p und vec(X) Zufallsvariablen, die elliptischen Verteilungen folgen. Dann ist

der Vektor u°™9 = (

mit m = E(u9) € R"™" bezeichnet und das zweite Moment mit S = Cov(u®"9) €
S"+n® . Die Matrix S kann aber nicht als positiv definit vorausgesetzt werden, da
Y eine symmetrische Matrix ist und dadurch % Komponenten in vec(X) gleich
sind. Das fiithrt zu identischen Zeilen in S = Cov(u®Y), und S kann nicht positiv

definit sein.

Die Abbildung vecsym, siehe Definition 2.1.6, schafft Abhilfe, da es die doppelten
Eintridge in ¥ nur einmal in den Vektor vecsym(X) aufnimmt. Die Matrix

v ééz:)) auch eine Zufallsvariable. Das erste Moment von ©°"9 sei

= orgy — K
S = Cov(u”?) = Cov <Vecsym(2))
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

kann damit als symmetrisch und positiv definit der Dimension n = n + %

angenommen werden, d.h. S € S7.

Im Allgemeinen liegen nicht die ersten beiden Momente von u®"Y vor, so dass man
sich mit Schétzern fiir u°™9 behilft. E(u") und Cov(u®"?) kénnen dann umgangen
werden, und der Mittelpunkt m und die Formmatrix S des Ellipsoids Us kénnen
als Erwartung und Kovarianz des Punktschétzers betrachtet werden. Dafiir konnen
z.B. die Schitzer aus Abschnitt 3.2 herangezogen werden.

Ao
vecsym()
Moment m = E(u) und bekanntem zweitem Moment Cov(u), wobei i ein Schétzer
fir ¢ und S ein Schiitzer fiir ¥ ist. Weiter seien ein Vektor r € R” und eine Matrix
C € R™" gegeben. Zu C' wird ein Vektor ¢ € ]Rn(n;l) mit ¢ = vecsym(C') definiert.
Der Vektor u = (2) € R™ kombiniert dann r und ¢ zu einem Vektor. Analoges soll fiir

den Vektor m” € R" und die Matrix M© € S gelten, d.h. m¢ = vecsym(M®) und

T — n(n+1)
m = (%c) € R"™. Weiter seien noch die beiden Matrizen S” € S} und S¢ € S, *

gegeben, die zur Matrix

Vorausgestzt sei also eine Zufallsvariable u = ( ) mit bekanntem erstem

S— (% g) est (4.2)

zusammengefasst werden sollen.

Der daraus resultierende Robust-Counterpart mit Ellipsoid Us des Portfolio-Op-
timierungsproblems M V) hat mit obigen Bezeichnungen folgende Gestalt

RCy: min max (1—-\VzTCz—\z'r,
zeX (r,c)eUs

wobei

Us ={ueR"|(u—m)" S (u—m) <% u= (), vecsym'(c) =C € S}
(4.3)

mit 62 > 0 als ein p-Quantil der y2-Verteilung mit 7 Freiheitsgraden und p € (0, 1)

Da S als positiv definite Kovarianzmatrix vorausgesetzt ist, existiert S—1.

Bemerkung 4.0.2. Es gilt per Definition S € S”. und somit auch S~ € S" sowie
n(n+1)

ST (ST e S” und 8¢, (S¢)"teS, T . Weiter gilt

m=E(u) sowie S=Cov(u)=E(uu')—mm'
und damait

m" =E(u) und m° = E(vecsym(X)) (4.4)
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bzw.

ST =E(up") —m"(m")"  wund S°= E(vecsym(X)vecsym(X) ") — m(m) ",
(4.5)

Die Struktur der Matriz S aus Formel (4.2) kann dahingehend interpretiert wer-
den, dass die Punktschdtzer fir p und 3 unabhdngig voneinander sind, was zu den
Formeln (4.4) und (4.5) fiihrt.

O.B.d.A kann M€ positiv definit angenommen werden, da MC sinnbildlich fir
den Mittelpunkt eines Ellipsoiden beziiglich der Kovarianzmatriz 3 steht und Kova-
rianzmatrizen hier als positiv definit angenommen werden, siche Definition 3.1.4.

Fiir i und X3 kénnen allgemeinere Lage- und Streuungsparameter benutzt werden,
vergleiche Formel (2.31).

62 ist in diesem Zusammenhang das angestrebte Konfidenzniveau aus Abschnitt 2.5.

Die Zielfunktion von RC' ist

f(z) =max (1 = \VaTCz — Az '

ueUs

Weiter ist

(1-=MVaTCzx—Az'r

beziiglich r und ¢ = vecsym(C) stetig fiir alle A € (0,1). Die Menge Uy ist als
Ellipsoid nichtleer und kompakt. Die Bedingung vecsym~!(c) = C € S" bedeu-
tet dabei, dass wir im Raum der symmetrischen, positiv definiten Matrizen fiir C'
bleiben wollen. Sie sollen als Kovarianzmatrizen interpretiert werden, um > damit
approximieren zu kénnen.

Nach Korollar 2.4.10 ist f stetig fiir alle x € X. Die Menge X wird als nichtleer
und kompakt angenommen. Somit ist RC) fiir alle A € (0, 1) losbar.

Finen anderen Ansatz, den Mittelpunkt m und die Formmatrix S zu bestimmen,
ist die Suche nach einem Ellipsoid E¢¢ mit Mittelpunkt m und Formmatrix S, das

den Paramteter u°"9 = (Vecs ;m(2)> enthélt und dabei minimales Volumen besitzt.
Die Ungleichnung (2.32) wird in diesem Ansatz mit 5% multipliziert, so dass die
rechte Seite der Ungleichung sich zu 1 ergibt.

Da (Vecs ;m(2)> zufillig ist, ist die Forderung, dass u°"9 im Ellipsoid liegt, eine
zufallsbehaftete Bedingung. Wir wollen stattdessen fordern, dass mit Wahrschein-

lichkeit 1 — ¢ der Parameter «°"9 im Ellipsoid E¢¢ liegt, siche Kapitel 2.6. Das fiihrt
zu der Chance-Constraint

1
P (62(“07’9 _ m)TS—l(uorg _ m) 1< O) >1—¢.
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Bekanntermaflen berechnet sich das Volumen eines Ellipsoids durch

N3

™

I'(2 +1)y/det(S~1)’

wobei mit I" die Standardgammafunktion
o0
I'(x) = /txletdt fir . > 0
0

bezeichnet ist. Offensichtlich hingt das Volumen nur von der Formmatrix S ab.

S~1 ist symmetrisch und positiv definit, siche Bemerkung 4.0.2, und es gilt
det(S~1) > 0, siche Definition 2.1.1 Teil 7.

W zu minimieren, ist gleichbedeutend mit der Minimierung von det(S) bzw.
mit der Minimierung von — ln(det(S_%)). Die Funktion In(z) ist eine konvexe und
streng monoton fallende Zielfunktion auf {z € R | z > 0}, siehe [58], so dass die
Funktion — In(det(S 7%)) konvex und monoton fallend ist.

Durch die zusétzliche Bedingung S~' € S7 ist nicht nur det(S™1) > 0 gewiihr-
leistet, sondern die zu S~! inverse Matrix S kann als Kovarianzmatrix interpretiert

werden.
S” 0
5= (5 )

Die Struktur
muss noch eingearbeitet werden. Man beachte dabei, dass

=% ) o

S-%;(WH 0 ) (4.7)

gilt. Um eine Bedingung fiir S=! zu erhalten, reicht es also aus, die (n, n("; 1))—

Blockmatrix ,rechts oben* aus (4.6), die nur aus Nullen besteht, zu modellieren, d.h.

s;jl =0firallei=1,...,nund j = n...,n, wobei s; ]-1 die Komponente in der i-ten

bzw.

Zeile und der j-ten Spalte von der Matrix S~! ist. Durch die Symmetrieforderung
an S—! wird der Block ,links unten® auch auf Null gesetzt. Die Matrizen (S”)~! und
(5¢)~! kénnen dann als Blocke aus S~1 ausgelesen werden.

Alles zusammen fiihrt zu dem folgenden Optimierungsproblem mit Chance-Cons-
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4.1. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC),

traint
1
mifgl —ln(det(S*%)) udN. P (52(“07“9 —m)' ST wI —m) -1 < O> >1—e,
s =0,i=1,...,n,j=n...,n
S esth. (4.8)

Eine Umformung ist nach [58] gegeben durch
MinVol(p,X) I})lgl —In(det(A))

AN, B (4w )T (4w )~ 1<0) 21—
ai; =0,i=1,....,n,j=n...,n, (4.9)
beR", AeSh

mit A = %S_% und b = Am = %S‘ém. Dabei ist die Bedingung (4.9) durch For-
mel (4.7) ersichtlich. Sei (b*, A*) ein Minimalpunkt von MinVol(p,), dann ist
(A1, é%A*_Q) ein Minimalpunkt von (4.8).

Zu diesem Problem MinVol(u,Y) und die Einbindung in RC) kommen wir in
Kapitel 4.2 zuriick.

4.1. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC),

Sei u eine Zufallsvariable der Dimension i = n 4+

% und wu sei elliptisch verteilt

mit erstem Moment m = (gl) € R" und zweitem Moment S € S” mit

S0
5= ( ' SC) |

Weiter sei 62 ein p-Quantil der y2-Verteilung mit n Freiheitsgraden und p € (0,1).
u kann mit u®"Y = (Vecs }f‘m(z)) gleichgesetzt und die Menge Us aus (4.3) kann dann
als Konfidenzellipsoid betrachtet werden, d.h. die Wahrschenlichkeit, dass u°"™Y in
Us liegt, betragt p. Schitzt man u°"Y durch u, dann ist Us im Allgemeinen kein
Konfidenzellipsoid mehr, Us kann aber noch als sinnvolle Unsicherheitsmenge fiir
und ¥ interpretiert werden. Die obige Deutung von m, S und 62 wird spiter bei
der Interpretation der optimalen Punkte der Hilfsprobleme wichtig sein, tréigt aber
zunéchst nichts zur eigentlichen Losung von RC)\ bei.

Betrachten wir nun das Problem RC) mit der Unsicherheitsmenge Us aus (4.3)
und m, S und 62, wie oben definiert. Dieses Problem kann mittels einer Epigraphum-
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

formulierung dargestellt werden als

RC) : min 7 wdN. max (1-A\Vz Cz—Az'r<7.
rzeX,yeR ueUs

Eine weitere wohlbekannte Umformulierung beziiglich der Restriktion fithrt zu

SIP-RC) : min v uwdN. (1-ANVz'Czx-— \e'r <, Yu e Us.
zeX,yER
Dies entspricht einem (Standard) semi-infiniten Optimierungsproblem mit = und z
als Entscheidungsvariablen, u als Indexvariable und Us als Indexmenge. Losungs-

verfahren der semi-infiniten Optimierung lassen sich darauf anwenden, vergleiche
Kapitel 2.3.

RC'\ kann in diesem Zusammenhang aber auch als Bi-Level-Optimierungsproblem
verstanden werden

BL-RC) : min v wdN. (1-MVaTCzx—Ax'r<~, ulsst Q(z,7)
TEX yER,ueRn+n2

mit dem Problem der unteren Stufe

Q(z,7v) : max (1—-A\VazTCx—Xz'r—y wdN. ueUs.

ueRn+n2

Bleiben wir bei Problem RC). Im Folgenden soll das Problem analytisch gelost
werden. Das geschieht in Anlehnung an [51, Kapitel 3.2]. Dort werden speziellere
Wabhrscheinlichkeitsverteilungen fiir © und ¥ vorausgesetzt. Hier erfolgt im Gegen-
satz dazu eine allgemeinere Darstellung nicht notwendigerweise unter Annahme von
Verteilungen.

Bevor wir RC), weiter umformen, wollen wir in Uy die Bedingung vecsym ! (c) =
C € S fallen lassen. Wir werden spéter auf diese Bedingung zuriick kommen.

Die Entscheidungsvariable C' als Matrix aufzufassen, wiirde zur semi-definiten Op-
timierung'® fithren. Dieser Ansatz wird hier an dieser Stelle aber nicht weiterverfolgt.
Durch die Abbildung vecsym wird die Zielfunktion umgeformt zu

x Cx

tr(z' Cz) = tr(zz' C)
= veesym(zz' )" D,) D,vecsym(C)

_ T T T
= (D, Dyvecsym(zx')) vecsym(C)

=z
= z'c (4.10)
n(n+1)
mit z € R™2 , siche (2.7). Zu z = vecsym(zz ') kann noch gesagt werden, dass
x # 0 fiir alle z € X gilt. Daraus folgt, dass zz " # 0 und damit z # 0 ist, vergleiche

9Siehe [11].
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4.1. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC),

Ausfiithrungen auf S. 11.

Wir werden als Erstes ein Lemma mit Eigenschaften iiber Us vorstellen. Dann
wird das Problem RC), reformuliert und stufenweise aufgelost.

Lemma 4.1.1. 1. Die Ungleichungen
(w—m)" S u—m) < & (4.11)
und
(r—m") T (S") Y —m") + (¢ —m®) T (S9) " (c — m®) < 52 (4.12)
sind dquivalent. Des Weiteren gelten die Ungleichungen

62
52

(r=m") (S~ (r —m")

0
0 < (c—m) (59} (c—m)

(4.13)

ININA
ININA

2. Us lasst sich als Vereinigung tber k € [0,1] von unendlich vielen Mengen

auffassen, d.h.

Us= U WUymsxUjss)
k€[0,1]

Ums — ={r R | (r—m")T(8)\(r — m") < no?}
n(n+1)

Ui=s = {ceR™ 2 | (c—m®)T (5 (c—m) < (1—k)s2).

Die Mengen U /5 CR" und U, ;=5 C R > konnen als Unsicherheitsmengen

jeweils fiir 7 und ¢ bzw. C' = vecsym ! (c) angesehen werden. Sie besitzen die gleichen
Eigenschaften wie Us.

Beweis.
1. Setzt man m = (%Z) und S wie in (4.2) in die Ungleichung (4.11) ein, so
erhélt man (4.12).
Die Riickrichtung der Aquivalenz bekommt man dadurch, dass man die in der
Ungleichung (4.12) vorkommenden Vektoren m”, m¢ sowie die vorkommenden
Matrizen S”, S¢ geschickt zu m und S zusammenfasst. Daraus ergibt sich un-
mittelbar die Ungleichung (4.11).

Die Ungleichungen aus (4.13) folgen zum einen wegen der Aussage aus Teil 1.
Da die Inversen von S” und S¢ positiv definit sind, ergibt sich

0< (r —mr)T(ST)*l(r _mr) und 0 < (C— mc)T(Sc)fl(c_mC).
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Die Ungleichung (4.12) ergibt
0< (r—m")T (S Hr—m") <6® und 0<(c—m) (89 He—me) <52
2. Der Beweis folgt in 2 Teilen.
— Sei uw = m, dann ist r = m" und ¢ = m°. Weiter gilt fiir alle x € [0, 1]
(r—m") T (S")"Hr —m") =0 < ko>

und
(c— mC)T(SC)_l(c -m)=0<(1- R)52.

wist somit in - J (U zs % U 175 6)-
k€[0,1]

Sei u € Us \ {m}. Dann gilt

(w—m)" 5 u—m) "I (¢ —m")T(S) (r —m")

= a+b
< 8

Es gilt fiir r # m" und ¢ # m® a +b > 0. Setze & = ;9. Dann gilt

ke 0,1], 1 -k = ;5 sowie

9 a o a
e > =
RO a+b5_a+b(a+b) “
und
b b
— K 2: 2> = 0.
(LR = 0?2 —(a+b) =)

Daraus folgt
(r—m") T (S") " r—m") < R6* und (c—m®) " (S) " (c—mE) < (1—R)d%.

Damit ist r € U zsund c € U g=54, dh. u € U z 5 x U 175,
u liegt somit in der Vereinigung der U ;5 X U 1= ;s mit & € [0, 1]

we |J WyrsxUyizss) (%)

k€[0,1]
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4.1. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC),

—Seiue U (Uyzs x Uy ) Dann gibt es ein & € [0, 1] mit
Kk€E[0,1]

(r—m") T (S") " (r—m") < &6? und (c—m®) " (S) " He—m) < (1-R)d2.
Addiert man beide Ungleichungen, dann ergibt das
(r—=m") " (S") L (r—m") +(c—m®) T (59 He—m®) < RO?+(1—R)6> = 6°.
Diese Ungleichung ist nach Teil 7 &quivalent zu

(u—m)" S (u—m) <62

also u € Us. (%)
() und (*x) ergeben die Behauptung.
O

Der néichste Satz ist entscheidend fiir die stufenweise Darstellung und Auflésung
von RC). Fiir den Beweis werden das Vereinigungslemma 2.2.5 und das Separati-
onslemma 2.2.8 sowie das Lemma 4.1.1 Teil 3 bendtigt.

Satz 4.1.2. Gegeben seien die Mengen

Us={ueR" | (u—m) S (u—-m) <%},
Uyis={r €eR" | (r—m")T(S") " (r —m") < n6%}
und

n(n+1)

Umms={ceR =z | (c—m®)T(S) e —me) < (1 —r)s?}.

Die Optimalwerte der beiden Optimierungsprobleme

RCy: min max (1-MNVzTe—Az'r
x€X (r,c)eUs

und

RCy: min max max max (1—M\VzTe—Az'r
zeX KE[O,l] CeUmé TEU\/E(;

stimmen tiberein.

Beweis. Es gilt

min max (1 -A)VzTe—z'r
z€X (r,c)eUs

RemIna g max (1-MVzTe—Az'r

411 Teil 3 26X (e U (Uym sxUi=s 5)
~€([0,1]
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz
RO in max max (1-=MVzTe—Az'r
225 zeX kel0,1] (ro)eU zsxU 1 5)

L :
=™ min max  max  max (1—A)Vzle—Az'r (4.14)
2.2.8 .’EGX HG[O,I] CEU\/ﬁa T‘GU\/E(S

und damit die Behauptung. O

Ahnlich wie bei RC) koénnen die Maxima bei RC'y mit Mitteln aus dem Ab-
schnitt 2.4 gerechtfertigt werden, denn die Mengen [0, 1], U Vi—re und U /5 sind
nichtleer und kompakt, und die zu betrachtenden Zielfunktionen sind beziiglich der
zugehorigen Entscheidungsvariablen stetig.

Formel (4.14) ist der Optimalwert des Optimierungsproblems

RCY™: min max max max (1-M)VzTe—Az'r wdN. z€X,
z€R™ kel0,1] c€U 7= 5 T€U s

was nach obigen Satz dquivalent zu RC) ist.

RCY* wird nun aufgeldst, indem das innerste Maximierungsproblem

P 1-MVzTe—Az'r wdN.
%?R)é( AV z Az'r ud r€U s

analytisch gelost wird und der optimale Punkt r* = r*(z, k) in das néchstinnere
Problem

PY: max 1—-ANVzTe—Xz'r wdN. ce U/i=ss

ceRP?

eingesetzt wird. Mit P verfihrt man dann wie mit P". Ein optimaler Punkt von
PC sei ¢* = ¢*(x, k). r* und ¢* werden anschlieBend gemeinsam in das Problem

Pf: max (1-ANVzTe—Az'r wdN. kel0,1]

rER

eingesetzt. Die Losung k* = k*(\,z) von P* fliefit, zusammen mit r* und c*, in
das duflere Minimierungsproblem, dem eigentlichen Portfolio-Optimierungsproblem,
ein, mit dem ein optimales Portfolio in Abhéngigkeit von A\ bestimmt werden kann.

4.1.1. Lo6sung des Problems P*
Betrachten wir das Problem

ro. _ T,.__ T
P 712%}75(1 A)Vz Az r wd N rel ;s

mit

Usrs={reR"|(r— m") (ST r —m") < K62}
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4.1. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC),

Zunichst sei angemerkt, dass A € (0,1),d > 0,z € X,k € [0,1] und ¢ € RS

Parameter des Problems P" sind. Einzige Entscheidungsvariable ist » € R"™. Dem-
nach sieht man leicht, dass der zu maximierende Term

(1-MVzTe—Az'r
linear von der Entscheidungsvariable r abhédngt und den konstanten Teil
(1-XNVvzTe

besitzt. Des Weiteren kann A > 0 in —\z ' vernachlissigt werden.

Aquivalent zu P7 ist also das Problem

B T
P — .d.N. eU
max —zr.r u r VR 5
und zwar in dem Sinne, dass die Optimalpunkte beider Probleme {ibereinstimmen,
siche Lemma 2.2.4.

Die Unsicherheitsmenge U, s 5 ist beziiglich r quadratisch und konvex. Man muss
insgesamt eine lineare Zielfunktion iiber einer quadratisch-konvexen zuléssigen Men-
ge maximieren, um P’ zu lésen. Das wurde bis auf die Fallunterscheidung x = 0
und £ > 0 und dem Minuszeichen bei der Zielfunktion bereits in Beispiel 2.2.27 auf
Seite S. 26 getan.

Dazu sei zuerst x = 0. Aus der Formel
0< (r— mT)T(Sr)fl(r —m") < ko2 = 0,

wobei die erste Ungleichung aus der Bemerkung 4.1.1 Teil 2 (erste Ungleichung aus
(4.13)) herriihrt, folgt
(r—m")"(S") " t(r —m") =0,

d.h. mit S” - 0 muss r = m" gelten. m” ist somit einzig zuldssiger Punkt von U 5
und somit Maximalpunkt von P bzw. P’.

Nach den vorherigen Bemerkungen kann unter anderem m” der Erwartungswert
eines Punktschétzers fiir p sein. Diesen Erwartungswert setzt man im Fall K = 0 dann
als p in MV) ein. Man verlésst sich also darauf, dass man die eigentlich unsicheren

Renditen mittels des Punktschétzers gut abgeschétzt hat. Unsicherheiten bleiben
nur noch beim Schitzen der Kovarianz, also des Risikos.?"

2080llten auch die Unsicherheiten bei der Kovarianz wegfallen, machen die weiteren Betrachtungen
hier keinen Sinn. Den Robust-Counterpart zu einem parametrischen Optimierungsproblem zu
bilden, ist nur hilfreich, solange es einen wirklichen unsicheren Teil des Parameters gibt. Die
Schétzer fiir 4 und X sollten direkt in M V) eingehen, falls man mit deren Eigenschaften zufrieden
ist.
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Sei nun x > 0. Die Losung in diesem Fall ist nach Beispiel 2.2.27

PO VAT N R (4.15)
[¢sm2-],
mit Multiplikator
* 1
] (GO

Da die Zielfunktion —x "7 linear und die zulissige Menge konvex beziiglich 7 ist,
ist 7* ein globaler Maximalpunkt von P’ bzw. P". Der optimale Zielfunktionswert
des Problems P’ lautet

—z = LﬁxTS% —z'm" =k 5“(5’”)%6” —a'm’
5724, ’

und der von P"

(1=MVzTe—dz'r =1 - A)VzTe+ A <\/E (5”(5’7")%xH2 - me’"> . (4.16)

4.1.2. Losung des Problems P€

Schauen wir uns jetzt das Problem P¢ an und setzen den optimalen Zielfunktions-
wert (4.16) dort ein

PC: max (1-ANVzTc+ A <\/E 6H(ST)%:EH2 — mer) wdN. ceU 4,

c€Rn?

mit
n(n+1)

Umms={ceR =z |(c— m) T (8 e —m) < (1 — k)%

Ahnlich zu P gibt es in PY wieder die Parameter A € (0,1),6 > 0,z € X und
n(n+1)
k € [0, 1], sowie eine Entscheidungsvariable ¢ € R >~ . Der konstante Term in der

Zielfunktion ist )
(et «7).

und (1 — A) > 0 braucht im restlichen Term beim Bestimmen des optimalen Punk-
tes nicht betrachtet zu werden, sieche Lemma 2.2.4. Auch die Wurzel als monoton
steigende Funktion kann nach Lemma 2.2.9 vernachldssigt werden.

Dann ist P¢ #quivalent zu folgendem Problem:

PC: max z'e¢ uwdN. ce U/i=rs

c€Rn?

Durch diese Umformungen ist wieder ein Maximierungsproblem zu losen, das eine
lineare Zielfunktion und eine quadratisch-konvexe zulédssige Menge hat.

Betrachten wir vorab x = 1, analog zu dem Fall k = 0 bei P". Es gilt fiir die
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4.1. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC),

Ungleichung aus der zuldssigen Menge
0<(c—m)T (8 He—m) < (1—-r)G%=0,

und wegen S¢ = 0 muss wieder ¢ = m® gelten. m¢ ist einzig zulissiger Punkt von
U /1= s und somit Maximalpunkt von P baw. PC.

m¢ kann als Erwartungswert eines Punktschétzers fiir vecsym(X) betrachtet wer-
den. Durch die Umkehrung der Abbildung vecsym konnen wir vecsym~!(c*) =
veesym ™1 (m¢) = MC setzen und M kann, komponentenweise betrachtet, als Er-
wartungswert des Punktschéitzers fiir 3 verstanden werden. Der Fall k = 1 bedeutet
also, dass wir in MV, fiir ¥ den Schiitzer M© einsetzen und nur noch der Parameter
1 unsicher ist.

Sei nun k < 1. Analog zu Beispiel 2.2.27 ist der optimale Punkt von P¢

¢ = @Scz +m° (4.17)
[CRERH

mit Multiplikator
*

0" = s (572

‘2'
Da die Zielfunktion z ' ¢ linear und die zulissige Menge konvex beziiglich ¢ ist, ist

c* ein globaler Maximalpunkt von P bzw. PC. Der optimale Zielfunktionswert des
—=C
Problems P~ lautet

T mggcz Tt = VI w 5”(50)%2
2

‘ +2'm¢
2

und der von P¢

(1—MVzTer + A (\/E 5H(ST)%xH2 - meT)
~ (1 —A)\/m 5”(50)%2

’2 +2Tme+ A (x/E (5”(5”")%:1:"2 - mer> :
(4.18)

Damit C* = vecsym 1 (c*) als Kovarianzmatrix interpretiert werden kann, muss C*
noch auf die beiden Eigenschaften Symmetrie und positive Definitheit {iberpriift
werden. Dabei ist die Symmetrie von C* bereits durch Definition der Abbildung
vecsym ! gegeben.

Fiir die positive Definitheit prizisieren wir nochmals unsere Annahmen iiber m¢
und S°.

Lemma 4.1.3. Sei u = ( Ao ) eine Zufallsvariable der Dimension n mit i €
vecsym(2)
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

R, S € St sowie E(u) = ( Ba) > und

E(Vecsym(i))
B i _ (Cov(i) 0
Cov{u) = Cov (vecsym(§)> B < 0 COV(VQCSym(E))) |

~ o~

Weiter set m¢ = E(vecsym(X)) und S¢ = Cov(vecsym(X)) und die Matriz
E(z'$28) + (20 — 2 E(2)2)E(T) € R™"

positiv definit.

Dann ist die Matriz C* = vecsym ™' (c*) mit

* _ @5 S¢2 + m¢
GRS

positiv definit.

Beweis. Fiir Kovarianzen gilt der Verschiebungssatz

5¢ = Cov(vecsym(X))

= E(vecsym(X)vecsym(X) ") — E(vecsym(2))(E(vecsym(3))) T,

siehe [38, Definition 5.15]. Fithrt man nun die Umkehrabbildung von vecsym an m¢
aus, dann erhélt man

MY = vecsym™!(m°)
= vecsym ' (E(vecsym(%)))
= E(vecsym ' (vecsym(%)))
= E().
Fiir ¢* gelten dann folgende Umformungen
¢ = =S%+me
= 5L (E(Vecsym(g)vecsym(i)—r) - E(Vecsym(i))(E(Vecsym(i\])))—v z
+E(vecsym(S))

= E(vecsym() vecsym(3) " D, D,vecsym(za "))

2a*

-

=z Xz

~ ~

—E(vecsym (X)) (E(veesym(X))) " D, D, vecsym(zz ")

=2 TE(S)z
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4.1. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC),

~

+E(vecsym(X))
= i (E(ajTixvecsym(fl)) + (20" — xTE(i)ﬂU)E(Vecsym(i))) .

Die Umkehrung von vecsym fithrt dann zu
20°C* = 2a*vecsym !(c¥)
= 2a*vecsym ™! (E(xTixvecsym(i)) + (2" — xTE(i)x)E(Vecsym(i)))
= vecsym (E(Q:Tf]xvec(fl))>
+(2a* — 2" Mz)vecsym™! (E(Vecsym(i)))
— E(z' Szvecsym ! (vecsym(E))) + (20 — 2 E(E)z) vecsym ™! (m€)

~—_——
=5 =E(S)

= E(z'323) + (20 — 2 E(X)2)E).

Mit
E(z' S23) + (20 — 2 E(2)z)E(E) = 0
ist N N
=L (E(wTE:cE) + (20" — xTE(E)x)E(Z))
~~
>0
positiv definit. O

Bemerkung 4.1.4. Die Bedingung E(xTia:i) + (20* — mTE(i)x)AE(i) = 0 kann
zu folgender Bedingung (4.19) dquivalent umformuliert werden. Da X positiv definit
vorausgesetzt ist, gilt

E(f]) >0 und E(xTﬁa:f]) > 0.
Daraus folgt, dass

E(z' S23) + (20 — 2 E(X)z)E(Z) = 0

gilt, falls die Bedingung

%H(SC)%ZL—:I;TM%ZO = %H(Sc)%z‘z >z M (4.19)
erfillt ist, da
* @ 1 S
20" —z EX)r = 2\/17%/@5 ‘(50)22 ‘2 — 2 E(X)z
€[0,1)
" > %H(SC)%,Z‘ —2 M%
2
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Im Weiteren sei nun die folgende Annahme getroffen.
Annahme 4.1.5. Die Matrix
E(z'$23) + (20 — 2 E(X)z)E(T) € R™"
sei positiv definit.
4.1.3. Losung des Problems P~

Zum Losen von

P%: max (1— )\)\/m (5H(SC)%Z

SN

‘2 +2Tme+ A (\/E 6”(5‘”)%7“2 - a:Tm’")
wd.N. k€][0,1]

werden vorab einige Eigenschaften der Zielfunktion

iz, k) = (1 — )\)\/m 5H(Sc)%z ‘2 +z2Tme + A (\/E 5”(5’7")%:1:“2 - meT>

(4.20)
aufgezeigt. Die Funktion f) ist mit der Annahme 4.1.5 wohldefiniert, da
V1—k 5”(50)%2’ , +2'mf=2"C* >0
gilt. Wir setzen zwecks Ubersichtlichkeit
a = (5”(5’6)%2 )2, as =2z'm° az= 5H(Sr)%a:H2, ag=x'm",
d.h.
fa(z, k) :(I—A)\/Ma1+a2+)\(\/ﬁa3—a4). (4.21)

Wegen 5S¢, 5" = 0 und m¢ = vecsym(M®) mit M® = 0 sowie z,z # 0 sind
ai,as,asz > 0.
Bemerkung 4.1.6. Die Funktion fy : R™" x [0,1] — R aus (4.21) ist beziglich  fiir
alle v € X und X € (0,1) auf (0,1) stetig differenzierbar.

Die Ableitung f§ : R™ x (0,1) = R mit

f’(l’l-@): 1—AX .<_ aj >+)\a3

AV 2/ V1 —kKai+ as 2V1—k 2vVk
_ (1—)\)a1 i )\&3
4\/(\/1—/£a1+a2) (1—-k) 2Vk
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4.1. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC),

ist beziiglich k fir alle x € X und X € (0,1) auf (0,1) stetig differenzierbar.

Lemma 4.1.7. Die Funktion fy : R"™ x R — R definiert in Formel (4.21) ist fir
alle X € (0,1) beziiglich k auf [0,1] strikt konkav. Sie ist fiir alle X\ € (0,1) weder
monoton fallend noch monoton wachsend beziglich r € [0,1].

Beweis. Der Beweis findet sich im Anhang A.2 S.121. Ol

Die Aussagen aus folgender Bemerkung sind unmittelbar aus dem Lemma 4.1.7
herleitbar.

Bemerkung 4.1.8. P* besitzt fir alle A € (0,1) einen eindeutigen globalen Ma-
zimalpunkt k* € [0,1]. Die Existenz von k* folgt z.B. aus der Stetigkeit von f)
beziiglich k und der Kompaktheit von [0, 1], die Findeutigkeit von k* aus der strikten
Konkavitit von f) beziiglich k.

Da fy fiir alle X € (0,1) strikt konkav und weder monoton fallend noch monoton
wachsend ist, existiert fiir alle X € (0,1) ein &% mit fr(k*,x) =0 und x* € [0,1].

Nachdem wir wissen, dass es ein eindeutiges Minimum von P* fiir alle A € (0,1)
auf [0, 1] geben muss, versuchen wir nun, dieses zu bestimmen. Dafiir werden wir die
1. Ableitung null setzen, d.h. wir werden versuchen die kritischen Punkte von f) zu
bestimmen. Die Existenz und die Optimalitét eines kritischen Punktes aus [0, 1] fiir
P* folgt aus dem Lemma 4.1.7 und der Bemerkung 4.1.8. Zu bemerken wére noch,
dass es keine reellen kritischen Punkte von fy auBlerhalb von [0, 1] geben kann, da
folgende Beobachtung gemacht werden kann.

Beobachtung 4.1.9. Sei A € (0,1). Die Funktion f : R" x R\ {0,1} — C mit
(1 — )\)al + /\CL3
4/ (VT Rar+a) (1-r) 2VF

bildet Elemente aus (0,1) auf Elemente aus R und Elemente aus R\ [0,1] auf kom-
plexe Zahlen mit nicht verschwindenem Imagindrteil ab. Sie ist fir k =0 und k = 1
nicht definiert.

Das bedeutet insbesondere, dass nur Elemente aus (0,1) als Nullstellen von f} in
Frage kommen.

fg\(’%vx) =

Im Folgenden sei der kritische Punkt mit x* bezeichnet.
Lemma 4.1.10. Gegeben seien

1

dy = m(&ia%)\%g + 480,%(1 — )\)2@%/\4a§ + 12@%0,2(1 . )\)4)\2a%
+(1 = \)af = 216(1 - A)’aiX'a),
1
& =~ foyigg (1003 ad +aa(l — Wab¥a] + (1 - 0'al
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

und
4X%a3as + (1 — \)2a?
co = :
2 42\2a%ay
Der Punkt
k_ 3 _ c2)?
. _1—(max{¢eR|¢ +d11/;+d0_0}—§> (4.22)

ist ein kritischer Punkt von fy.

Beweis. Sei A € (0,1) und z € X. Fiir x* gilt die Gleichung
f)\(’ik, 1’) = Oa

d.h. k¥ ist ein kritischer Punkt von fy. Fiir die Giiltigkeit der Gleichung sieche An-
hang A.3 S. 123. 0

Nach der Bemerkung 2.2.24 und dem letzten Lemma 4.1.10 ist ¥ aus (4.22)
ein globaler Maximalpunkt von P®. Wir verzichten hier auf das Einsetzen in die
Zielfunktion.

4.1.4. Loésung des Problems RCY™**
Zum Loésen von

RCY™ : min max  max max (1—-A)Vzlc— Az'r wdN. zeX,
xeR? KZE[O,I] ceUm[; TGU\/E(;

fiir alle A € (0,1) setzen wir nun die jeweiligen optimalen Punkte r*, ¢* und x* ein.
Auf die genaue Darstellung mochten wir hier wieder verzichten. Wir werden nur
die Losbarkeit von RCY'® untersuchen und dann auf numerische Lésungsverfahren
hinweisen.

Da wir r* und C* = vecsym~!(c*) (in Abhiéingigkeit von x*) berechnet haben,
kommen wir zuriick zum Problem

RCy: min max (1—-ANVaTCx—\z'r,
z€X (r,c)eUs

wobei wir r*(x, k) und C*(x, k) einsetzen und die Abhéngigkeit von k, wie folgt,
darstellen konnen

RCy: min max (1 —A\y/zTC*(x, k)x — A&7 (z, k).
z€X rel0,1]
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4.1. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC),

Die Funktion

(1= M/ 2TC*(x, k)z — Az r*(z, k)

= (1= VTR (80| + 2T 1 (v (57, - )

ist stetig beziiglich x und . Nach Korollar 2.4.10 ist die Zielfunktion von RC)

max (1 —\VaTC*z — \z'r* (4.23)
k€[0,1]
stetig und da X als kompakt vorausgesetzt wird, ist RC'y auch losbar.

Beziiglich z ist die Zielfunktion nichtlinear und fiir C* € S7 stetig differenzier-
bar. Die Konvexitat der Zielfunktion sieht man, wie folgt. In Kapitel 3.1 haben wir
gezeigt, dass fiir alle A € (0,1) der Ausdruck

(1=MVaTCx—Xz'r

mit C' € ST und r € R strikt konvex beziiglich x ist. (4.23) kann damit als Maximum
von strikt konvexen Funktionen angesehen werden und das Maximum von beliebig
vielen strikt konvexen Funktionen ist wieder strikt konvex.

Zu bemerken ist noch, dass beim Einsetzen von «* in (4.23), der Ausdruck

max (1 —\Vz Cz—\z'r

(TuC)EU(S

nicht ohne Weiteres in die Form
(1-NVaTCr—\z'7

mit 7 € R" und C € S" gebracht werden kann, da die Losungen 7* und C* iiber x*
gekoppelt sind.

Fiir die Angabe von numerischen Losungsverfahren fiir RC) kann nun Folgendes
gesagt werden. Allgemein bietet sich fiir nichtlineare differenzierbare Optimierungs-
probleme das SQP-Verfahren, engl. fiir sequential quadratic programming, an, siehe
[21]. Sobald die Konvexitéit allerdings gezeigt werden kann, sind fiir konvexe Opti-
mierungsprobleme Innere-Punkte-Verfahren sehr effizient, siehe [12].

In der Arbeit gingen wir bis jetzt von der polyedrischen zuldssigen Menge

X:{xeR"]inzl,a:zO}
i=1

aus. Wie in Kapitel 3.1 kurz angerissen, sind aber noch weitere Nebenbedingungen
an den Vektor x vorstellbar. Diese konnten die Eigenschaft der Linearitdt bzw. sogar
der Konvexitit von X verletzen. Um effiziente Verfahren, wie das Innere-Punkte-
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Verfahren anwenden zu kénnen, sollten aber die Eigenschaften der Konvexitiat und
der Kompaktheit von X, sowie die Eigenschaft der stetigen Differenzierbarkeit aller
beteiligten Funktionen in X erhalten bleiben.

Fine Implementierung mit Beispielrechnung des Losungsansatzes fiir RC) aus
diesem Abschnitt findet sich im Kapitel 6.2.

4.2. Losungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC), mit
Chance-Constraint

Betrachten wir den Robust-Counterpart des Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungs-
problems MV

RCy: min max (1—A)VzCz—Az'r,

z€X (r,c)eUs
mit der Unsicherheitsmenge

U ={ueR"|(u—m) S Hu-—m) <8 u=(]), vecT}(c) = C € S}},

C

wobei (m, S) = (A* b, 5%14*_2) gilt und (b*, A*) eine optimale Losung des Opti-
mierungsproblems

MinVol(u,X) : 1}7121 —In(det(A))

w.d.N. IP’((Au‘”"g—b)T (Au®9 —b) — 1< 0) >1 -
aij:O, t1=1,....,n,J=mn...,n,

AesSh

ist.

MinVol(p, %) soll hier mit dem Sampling-and-Discarding-Ansatz aus Kapitel 2.6
gelost werden. Dazu muss gezeigt werden, dass die linke Seite der Ungleichung in
der Chance-Constraint eine konvexe Funktion beziiglich (b, A) ist. Dazu formen wir
sie um zu

(Aur? —b)" (Au9 — b) — 1 = || Au”"? — b|}3 — 1. (4.24)

(4.24) ist fiir alle u®"9 € R™ eine konvexe Funktion beziiglich (b, A).

Setze nun
X={(bA)eR"xR""|a;;=0,i=1,....n,j=n...,n, A€ St}

und
X, ={(b;A) e R" x R™" | (Au —b)" (Au—b) — 1 < 0}.

Die Bedingung A € S7 ist dquivalent zu a;; = aj;, 4,j = 1,...,7, und A > 0,
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4.2. Lésungsansatz fiir den Robust-Counterpart RC)y mit Chance-Constraint

wobei die Bedingung A = 0 im Sinne der semi-definiten Optimierung eine lineare
Matrixungleichung ist. A € S” kann somit auch als konvexe Bedingung betrachtet
werden. Dann enspricht MinVol(u, ¥) der Standardform aus Kapitel 2.6 mit einer
konvexen Zielfunktion — In(det(A)).

Sei nun eine identisch verteilte unabhéngige Stichprobe wuq, ..., ux gegeben. Das
zu MinVol(u,Y) gehorige Sample-Based-Optimierungsproblem lautet

SByn:  min —In(det(A))

wdN. (Auy —b)"(Ay—b)—1<0,1=1,...,N
Si,j:(), i:l,...,n’j:n_“’ﬁ’
beR" AeSt

bzw. das Sample-Based-Optimierungsproblem mit k entfernten Ziehungen

SBn Iilzn —In(det(A))

wdN. (Aw —0)" (Au —b) —1<0,1€J
Si,j:(), i:l,...,n,j:n._"ﬁ’
beR", AeSh.

SBN bzw. SBy sind konvexe Probleme, da alle beteiligten Funktionen konvex
sind. Aussagen iiber die Losbarkeit von SBy und SBy., siche Annahme 2.6.2,
diskutieren wir im Kapitel 6.3.

N, k,e und § konnen, wie in Bemerkung 2.6.8 beschrieben, gewahlt werden. Wel-
che Restriktionen aus {1,..., N} entfernt werden, soll folgende Vorgehensweise be-
schreiben. Als Output erhélt man eine Anzahl von Indizes, die nicht grofler als k
ist.

Algorithmus 4.2.1. Sei (b}, Ay) ein optimaler Punkt von SBy und sei M = 1.
1. Setze

Kar = {k € {1,.... N} | (Axur - b3) T (Ajur —by) — 1= 0},

Die im Optimalpunkt (b, Ay) aktiven Restriktionen sollen entfernt werden.

2. Ist Ky =0, dann stoppe.

M M
3. Ist Y |K,| <k, dann stelle SBn,, mit J = {1,..., N} \ (U K,) auf, setze
v=1 v=1
M =M + 1 und gehe zu 4.

M
4. Ist Y |K,| >k, gehe zu 6.
v=1

5. Sei (Uy.g, ANg) €ine Losung von SBy . Setze
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

und gehe zu 2.

6. Ist E |K,| >k, dann entferne so viele Indizes aus Z |K,|, dass Z |K,| =k
gzlt

Mehrmals sollen aktive Restriktionen beziiglich der Punkte (bjy.;, Aj.;) entfernt
werden, bis die Anzahl k erreicht ist. 5 und § konnen in allen betrachten Problemen

gleich gew#hlt werden. Die Indizes Z | K, | konnen aus {1,..., N} entfernt werden
und der Optimalpunkt des Problems

SBN : Iil}An —In(det(A))

)

M
wd N, (Auy —b) T (Au —b) =1 <0, L€ {L,...,N}\ O IK,)

Si,j:O, i:l,...,n’j:n“"f%
beR" AeSh.

M
ist mindestens mit Wahrscheinlichkeit > 3; = M e-robust-zuléssig.

i=1

In Schritt 2 stoppt man, falls keine Restriktionen an dem dort betrachteten Punkt

(bN.js AN.i) aktiv sind. Falls bis dahin nur wenige Restriktionen entfernt wurden,
d.h. die Differenz zwischen & und der Anzahl der entfernten Restriktionen noch
relativ grof} ist, dann sollte man andere Auswahlregeln anwenden, um sich der Anzahl
k zu nadhern. Oder, wenn das moglich ist, verwendet man eine neue Stichprobe
uy,...,uny und durchlduft den Algorithmus 4.2.1 erneut, in der Hoffnung, mehr
Restriktionen auszusortieren.

Sei (b*N;k,A*N:k) der nach dem Sampling-and-Discarding-Ansatz berechnete op-
timale Punkt von MinVol(y,Y). Dann ist (m,S) = (A%~ 'bi.e 612A* ~2) eine
Losung des Problems (4.8), siehe S. 80. Uber

mr Sr 0
m_(mc> und S_<O SC>
konnen dann die Eingaben m”, 8", m® und S¢ fiir RC) generiert werden.

Eine Implementierung mit Beispielrechnung des Losungsansatzes fiir RC mit
Chance-Constraint findet sich im Kapitel 6.3.
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5. Semi-infinite Optimierungsprobleme
mit parametrischer Indexmenge

Wie in Kapitel 3 aufgefiihrt, sind fiir das Mean-Variance-Portfolio-Optimierungs-
problem MV) verschiedene Wahlen der Parameter p € R™ und X € S} moglich.
Gleiches gilt natiirlich auch fiir den Mittelpunkt m € R™ mit n = n + w und
die Formmatrix S € S+% der Unsicherheitsmenge Us im Robust-Counterpart
RC' von MV, siehe Kapitel 4. Us hingt somit von den Parametern m und S ab.
Das Skalar 62 soll weiterhin ein p-Quantil der y?-Verteilung mit 7 Freiheitsgraden

und p € (0,1) sein und soll hier nicht weiter untersucht werden.

In Abschnitt 4.1 wurden m und S als Erwartungswert bzw. als Kovarianzmatrix
eines n-dimensionalen Vektors w aus Zufallsvariablen gesetzt, wobei u als Schétzer

fiir (VeCS“ ) interpretiert wurde. Dafiir eignen sich z.B. auch die vorgestellten
ym(X)
Schitzer aus Kapitel 3.

Einen anderen Ansatz, m und S zu erhalten, wurde in Abschnitt 4.2 gegeben. Sie
stammen dort aus einem Optimierungsproblem mit einer Chance-Constraint.

Die impliziten Renditen liefern eine weitere Moglichkeit, den Mittelpunkt m bei
gegebener Formmatrix S zu bestimmen, siehe S. 62, falls nur eine Unsicherheit
beziiglich der erwarteten Rendite modelliert werden soll. Die Menge, aus der m
gewihlt wird, ist in diesem Fall durch ein Gleichungs-/Ungleichungssystem gege-
ben. Ein Auflésen dieses Systems kann sehr aufwéindig sein. Mehr noch, die Menge
der moglichen m kann unendlich viele Elemente enthalten, und eine Darstellung
aller Losungen ist dann im Allgemeinen nicht mehr moglich. RC'y beziiglich aller
moglichen m zu l6sen, ist in der Regel nicht wiinschenswert und unter Umsténden
auch nicht moglich.

In diesem Kapitel werden nun der Vektor m und die Matrix S als Parameter fiir
die Menge Us aufgefasst. Das soll durch Us(m, S) gekennzeichnet werden.

Wie am Anfang von Abschnitt 4.1 bereits angedeutet, kann RC'\ als ein semi-
infinites Optimierungsproblem formuliert werden

SIP-RC) : I?il’l . wdN. (1-MVzTCz—Xzx'r <z Y(r,0) e Us(m,S),
reX,z€

mit der Indexmenge Us(m, S), wobei die Parameter m und S nicht im Sinne der

vorherigen Kapitel spezifiziert sein sollen. Hierbei handelt es sich somit um ein

parametrisches semi-infinites Optimierungsproblem, genauer um ein semi-infinites

Optimierungsproblem mit parametrischer Indexmenge. Diese Klasse von Optimie-
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Semi-infinte Optimierungsprobleme mit parametrischer Indexmenge

rungsproblemen soll im Folgenden untersucht werden.

Wir betrachten dazu eine Familie von parametrischen semi-infiniten Optimie-
rungsproblemen

SIP(t) : mi}r{l f(z) wdN. g(z,y) <0, Vy e Y(t),

S

wobei der Parameter ¢ € T nur in der Indexmenege vorkommt, und die Menge
T C R nichtleer und kompakt ist.

Die Funktionen f, g sowie die Menge X sind wie in Abschnitt 2.3 definiert. Die
Mengen
Y(t):={y e R™ | w(y,t) <0}

mit zweimal stetig differenzierbarer Funktion w : R™ x R¥ — R sollen fiir alle t € T
nichtleer und kompakt sein.

Wir definieren analog zu Abschnitt 2.4
M(t)={r € X | g(z,y) <0, Vy e Y()}

als zuléssige Menge,
t) = i
v(t) Lin f (z)
als optimalen Wert und

S(t) ={z e M(t) | f(z) <v(t)} = aigeggjn{f(w) |z € M(t)}

als Optimalpunktmenge von SIP(t), t € T.

5.1. Reformulierungen semi-infiniter Optimierungsprobleme
mit parametrischer Indexmenge

Das Problem

1): inf i AN. teT
W Bl.mh, /e

liefert offensichtlich eine Unterschranke an die Optimalwertfunktion v(¢), und das
Problem

(2): sup min f(z) uwdN. teT
tERk IeM(t)
eine Oberschranke.

inf und sup von (1) und (2) kénnen durch min und max unter zusétzlichen Vor-
aussetzungen an die Abbildung M (¢) und die Funktion v(t) ersetzt werden, siche
Abschnitt 2.4. Die Probleme (1) und (2) bleiben aber schwer zu lésen. Die Zielfunk-
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Reformulierungen semi-infiniter Optimierungsprobleme

tionen, in beiden Féllen

v(t) = Din f(z),

sind im Allgemeinen nicht differenzierbar, es liegen also nichtglatte Probleme vor.
Wie kann man die Menge 7" noch in SIP(t) einbauen, um mogliche Schranken zu
erhalten?

Zunichst mochten wir die Menge T zu M (t) hinzufiigen und ¢ als Variable in
SIP(t) aufnehmen

: i .d.N. < .
(3) (Jf,tr)rél)r(lef(x) wd.N g(ﬂf,y) <0, Vy € Y(t)

Analog kénnten wir Y (t) mit 7" erweitern zur Menge

Y :={(y,t) e R x T | w(y,t) <0}

Wir erhalten das Problem

(4) : gél)r(l flz) wdN. g(z,y) <0, V(y,t) €Y.
Der Parameter ¢ wird hierbei unterschiedlich aufgefasst, in Problem (3) als weitere
Entscheidungsvariable und in Problem (4) als weitere Indexvariable. Zu erw#hnen ist
auch, dass (3) ein verallgemeinertes semi-infintes Optimierungsproblem GSIP ist,
da t als Entscheidungsvariable in die Indexmenge Y (¢) eingeht. (4) ist ein Standard-
SIP, die zulissige Menge Y hingt nicht von der Entscheidungsvariable z ab.

Wir formen STP(t) dquivalent zu

SIP(t): mi (d.N. <0
(t): minf(z) u ygl%)g(%y)_

um, siehe Abschnitte 2.3. Die zuléssige Menge M (¢) wird durch die Restriktion

m&gc) g(x,y) < 0 beschrieben. Fordern wir nun, dass diese Restriktion mindestens
yeY(t

fiir ein t € T gelten soll, so folgt

5): mi AN. JHteT: ,y) < 0.
(5): minf(z) u yrg%)g(:r y) <

Wir brauchen also nur ein geeignetes t € T, fiir das die Restriktion erfiillt ist. Fordern
wir weiter, dass die Restriktion fiir alle t € T" halten soll, so folgt

6) : i AN, VieT: <0.
(6): minf(z) u yrg%)g(wvy) <

Wir erhéhen also die Anzahl der Restriktionen. Der Parameter ¢ wird in (5) und (6)
weder als Entscheidungs- noch als Indexvariable aufgefasst.

Betrachten wir das zu SIP(t) gehorige Problem der unteren Stufe, siehe Ab-
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Semi-infinte Optimierungsprobleme mit parametrischer Indexmenge

schnitt 2.3,

Q(z,t): maxg(x,y) uwdN. yeY().
S

Da der Parameter ¢ nicht in die Zielfunktion f von STP(t) eingeht, formulieren wir
die beiden Probleme

:inf , dN. teT
Qz):  inf yrél%)g(fv y) u

und

Q(z): sup max g(x,y) uwdN. teT

und fiigen sie als Probleme der unteren Stufe wieder zu SIP(t) hinzu. Es entstehen

: i .A.N. inf <
(7): minf(z) u tlgTyrél%)g(x,y)_O

und

8): min f(x) uwd.N. sup max g(x,y) <O0.
(8): min f(z) tegyeymg( y)

Wieder unter zusitzlichen Voraussetzungen, diesmal an Y (¢), kénnen inf und sup
von (7) und (8) ersetzt werden durch min und max, siehe Abschnitt 2.4.

Wir werden im Folgenden die Probleme SIP(t),t € T, und (1)-(8) etwas genauer
betrachten und Beziehungen zwischen den Optimalwerten und den Optimalpunkt-
mengen herleiten. Zu den Problemen (3)-(8) seien dazu folgende zuldssige Mengen
definiert

Mgy = {(:1) € X x T | gla.) <0, ¥y € Y (1))
M(4) = {33 eX | g(:E,y) <0, ‘v’(y,t) € Y/}

My :={re€ X |3teT: max g(z,y) <0}
yeY (t)

Mgy = e X |VvVteT: ,y) <0
6) =17 | ygl%)g(w y) <0}

M7 = {z € X | mi <0
) ={z \Igg%lyrg%)g(x,y)_}

Mgy :={x e X ,y) < 0h
8) = {z \rgleagyrg%)g(x y) <0}

Die zuléssige Menge des Problems (1) bzw. (2) ist die Menge T'. Weiter bezeichnen
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V(1) V(2)5 - - - > V(8) die Optimalwerte und S(I), 5(2), ..
der Probleme (1)-(8).

-, 5(g) die Optimalpunktmengen

Beispiel 5.1.1. Gegeben sei

X=R, f(z)=(z+1)?
wi(y,1) =ty — 1,

gi(z,y) =—€"—y, g(z,y)=z—1,
wy(y,t) =y—1, T:={teR|(t+2)*—-1=0}

Dann gilt:

T={-1,-3},

Y= (=50 x {3 u(=L1] x {~1}) = (-1, —3) x {-1H U ([~3,1) x {=3,-1}).

Die Losungen der obigen Probleme sind in Tabelle 1 zusammengefasst.

Problem zuléissige Menge optimaler Punkt | optimaler Wert

SIP(—3) log($), 1] —1 0

SIP(-1) [0,1] 0 1
(1) {-3,-1} -3 0
(2) {-3,-1} ~1 1
(3) ([0,1] x {=1}) U ([log(3), 1] x {~3}) (—1,-3) 0
(4) [0, 1] 0 1
(5) [log(3), 1] -1 0
(6) [0, 1] 0 1
(7) [log(3), 1] -1 0
(8) [0, 1] 0 1

Tabelle 1.: Losungstabelle zum Beispiel 5.1.1

Es ist zu bemerken, dass Mgy = Mg = Mgy = [0,1] bzw. My = M) =

[log(%),l] gilt, und dass die Vereinigung der Teilbereiche der x-Komponente aus
der zulissigen Menge von Problem (3) [log(1),1] ergibt. Des Weiteren haben die
Probleme (1) und (3) sowie die Probleme (2) und (4) den gleichen Optimalwert
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errechnet.

Aus dem obigen Beispiel lassen sich Zusammenhéinge zwischen den Problemen
(1),(3),(5) und (7) bzw. den Problemen (2),(4),(6) und (8) vermuten.

5.2. Unter- und Oberschranken fiir semi-infinite
Optimierungsprobleme mit parametrischer Indexmenge

In den néchsten drei Sdtzen werden nun die zentralen Aussagen des Kapitels ange-
geben und in den Bemerkungen 5.2.4 und 5.2.6 die Schlussfolgerungen zusammen-
gefasst. Bevor diese Zusammenhénge formuliert und bewiesen Werden‘,. soll auf die
Definition 2.2.6 sowie die beiden Lemmatas 2.2.5 und 2.2.7, die die Aquivalenzen
zwischen Optimierungsproblemen beschreiben, hingewiesen werden.
Satz 5.2.1. Folgende Aussagen gelten:
1. pI‘xM(g) = M(5) = M(7),
2. Mgy = Mgy = M),
3. Mgy = U M(),
teT
4. Mgy = () M(t).
teT
Beweis. 1. Wir zeigen zunéchst pr, M3y = Ms).
Es gilt

per(g) = {$ eX ‘ JteT: (ﬂj,t) S M(3)}
= {zeX|FHeT: g(z,y) <0, Vy € Y(t)}
= {zeX|3FHeT: max g(x,y) <0}
yeY (t)

Wir zeigen weiter M) = Mz).
Sei x € M5, d.h. es gibt ein t € T mit m}a/mg{) g(z,y) < 0. Insbesondere gibt es
yeY (t

ein { € T mit min max g(z,y) = max g(z,y) < 0. Das wiederum bedeutet,
LET yeY(t) yeY (f)

dass € M(y) ist.

Sei € M7, d.h. min max g(z,y) < 0. Es existiert somit ein £ € T mit
(7) teT yeY(t)

max g(z,y) <0 und z ist in Ms).
yEY (1)

Damit ist Aussage 1. bewiesen.
2. Wir zeigen zunéchst M) = Mg).
Es sei 2 € M), d.h. es gilt m}f}ag(m,y) < 0 fiir alle t € T. Es folgt
yeY(t

max max g(z,y) <0, und w ist in M(g). Die Riickrichtung folgt analog.
teT yeY(t)
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Wir zeigen weiter M) = Mg).

Es gilt
max max g<$, y) (i) max g(x, y) (2 max. g(x: y) (g max. g(xa y)
LeT yeY () ye U Y(t) yepr,Y (y,t)ey

teT

und damit ist die Behauptung aus 2. bewiesen. Es fehlen noch die Beweise zu
(a), (b) und (c).
(a) Nach Vereinigungslemma 2.2.5 Aussage 2 folgt die Behauptung.
(b) Zu zeigen ist pryf/ = U Y(@®).
teT
Es sei y in pryff. Es gibt also ein £ € T mit w(y,?) <0, d.h. y € Y(£) und

es folgt y € |J Y (¢). Die Riickrichtung folgt wieder analog und damit die
teT
Behauptung.

(c) Die Behauptung folgt mit Projektionslemma 2.2.7 Aussage 4 mit t-unabhéngi-
ger Zielfunktion g(z,vy).

3. Zu zeigen ist M5y = |J M(2).
teT

Sei x € M5, d.h. es gibt ein t € T mit max g(z,y) <0. Es gilt also z € M (f)

yeY (i)
und z ist somit in |J M(t).
teT
Sei z € |J M(t), d.h. es gibt ein € T mit 2 € M () bzw. max g(x,y) < 0.
teT yeY (1)

Damit ist z € M(5)
Die Behauptung ist bewiesen.
4. Zu zeigen ist Mgy = [ M(t).
teT

Es sei * € M(g), d.h. fiir alle t € T gilt mﬂ&}g{)g(m,y) < 0. Aber auch fiir alle
yeY(t

t € Tist x € M(t) und somit € () M(t). Die Riickrichtung folgt wieder
teT
analog und damit die Behauptung.

0

Unter Beriicksichtigung von Satz 5.2.1 der zu pr, M3y = |J M (t) fiihrt, kann nun
teT
folgendes Ergebnis geschlussfolgert werden.
Satz 5.2.2. Fir die Probleme (1) und (3) gelten folgende Aussagen.
1. Sei (z*,t*) ein optimaler Punkt von (3), dann ist t* ein optimaler Punkt von
(1).
2. Sei t* ein optimaler Punkt von (1), dann gibt es ein x* € M(t*), so dass
(x*,t*) ein optimaler Punkt von (3) ist.
3. Es gilt vy = vy = f(z).
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Beweis. 1. Sei (z*,t") ein optimaler Punkt von (3), d.h. ™ € M3, also z* € X,
t* € T und g(z*,y) <0 fiir alle y € Y (¢*) und

f@®) < f(x) V(z,t) € M.

Damit gilt

f(a*) < f(z) V(x,t) € Mgy BT f(z*) < f(z) Vo € pry M

f
& fl@) < flx) Vo e | M)
f

& f(2") < f(x) VYt € T Vo € M(t)
& f(z") < min f(x)VteT. (x)
zeM(t)

Die Bedingung g(z*,y) < 0 fiir alle y € Y (t*) bedeutet auBerdem, dass z* €
M (t*) ist und somit

F@) 2 min f@). (o)

() und (**) zusammen ergeben dann

fa") = min f()

und eingesetzt

i < mi vteT.
oty T = iR 1)

t* ist damit optimaler Punkt von (1).
2. Sei t* optimaler Punkt von (1) und z* € M (t*) mit

*) = i = . (+
fla) = min f@) = v (+)
Es folgt * € X,t* € T und g(z*,y) <0 fiir alle y € Y (¢*) und damit
(z%,t%) € M@z).  (++)

Weiter muss gelten
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J@)= min f@)< min J@WET & [@)<f@)veeMOET
& f@) < fla)vee | M)
teT
& f(a%) < flz) Vo € pr,Ms)
&1 fa*) < f(2) Y(z,t) € M),

d.h. zusammen mit (++) ist (z*,¢*) optimaler Punkt von (3).
3. Mit (4) aus 2 gilt zunéchst
(@) = v
und mit pr, M3y = |J M(?)
teT

vy = mip min f(@)

- z€ rLIJIHJ\I/[(t) f(.%')
teT

= min T
e, f(z)

= min T
(Z’,t)GM<3) f( )

= U(g).

Das ist die Behauptung.
O

Fiir den folgenden Satz sind die Aussagen 2 und 4 von Satz 5.2.1 von Bedeutung.

Eine Schlussfolgerung ist unter anderem, dass M4y = () M(t) gilt.
teT

Satz 5.2.3. Sei |J S(t) N Mgy # 0, d.h. es gibt mindestens ein t € T, so dass ein
teT

optimaler Punkt von SIP(t) in My liegt.
Fiir die Probleme (2) und (4) gelten dann folgende Aussagen.

1. Sei z* ein optimaler Punkt von (4), dann gibt es ein t* € T mit * € S(t*), so
dass t* ein optimaler Punkt von (2) ist.

2. Sei t* ein optimaler Punkt von (2), dann existiert ein x* € S(t*), so dass z*
ein optimaler Punkt von (4) ist.

3. Es gilt vig) = vy = f(z7).

Beweis. 1. Sei 2" optimaler Punkt von (4), d.h. f(z*) = v(y). Es gilt zu zeigen:
es gibt ein t* € T', so dass

¥ e S(tY), d.h. f(z*) =v(t") = wenj\l/[ig*)f(x) (a)
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und

ist.

(a)

v(t") = vg) = maxv(t) = max Lin f(x) (b)

Angenommen es existiert kein t € T, so dass f(z*) = m]\l;(l f(z) ist. Da
TE
" € My = [ M(t) ist, gilt dann
tel

f@®) >o(t), VieT. (%)

Da |J S(t) N M4y # 0 gilt, existiert ein & € M4 und ein t €T, so dass
teT

&€ S(t) € M(t) mit f(#) = v(t) ist. Daraus folgt mit 2* € M(#), dass

f(@) < f(z*) sowie & € M4y und damit f(z*) < f(Z). Schlussendlich ist

f(z*) = f(2) = v() und das ist ein Widerspruch zu (x).

Es gibt also ein t* € T, so dass f(z*) = n]\1/[1{1 )f( x) = v(t"), d.h. z*
reEM (t*

ist ein optimaler Punkt von (4), also 2* € S(4), und von STP(t*), also
x* € S(t*). Es gilt
vy = f(2¥) =v(t").

Es gilt i t*) < t).
s gilt immer v(t*) < %ajgcv( )

Angenommen es gilt

v(t*) < I&%(v(t) (%)

dann existiert ein £ € T mit £ # t* und v(t) = max v(t) sowie ein & € M (f)
€

mit f(#) = min f(x) = v(f). Damit hat man f(#) = maxv(t).
xeM(t) teT

Da x* € M (t) ist, folgt f(x*) > f(2). Das ist gleichbedeutend mit v(t*) >
max v(t) und ein Widerspruch zu ().
€

Damit ist v(t*) = I?ajgw(t), d.h. t* optimaler Punkt von (2).
€

Die Behauptung 1 ist bewiesen.

. Sei t* optimaler Punkt von (2), d.h. v(t*) > v(¢t) fiir alle t € T..

Zu zeigen ist nun, dass ein z* € S(t*) existiert, so dass xz* optimaler Punkt

von (4) ist. Der Beweis erfolgt in 2 Teilen.

Zuerst wird gezeigt, dass ein optimaler Punkt von STP(t*) in My liegt, falls

U S@)n My # 0 gilt.
teT

Es folgt aus (J S(t) N My # 0, dass ein t € T und ein x* € M(f) mit

teT

f(a*) = v(t) existieren, so dass a* € My = () M(t) gilt.
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Da t* optimaler Punkt von (2) ist, gilt weiter

und da z* € M (t*) auch

o(t*) < f(z*).
Beides zusammen ergibt v(t*) = f(z*), d.h. * ist auch optimaler Punkt von
SIP(t*), und damit liegt ein optimaler Punkt von STP(t*) in M.

Zuletzt wird gezeigt, dass der optimale Punkt 2* € M4y von STP (t*) von oben
auch ein optimaler Punkt von My ist.

Dabei gilt immer
vy < f(x7).
Angenommen es gilt vy < f(z*), d.h. es existiert ein & € My = () M(?)
mit teT
f@) =vu < f(@"). (+)
Da & € M(t*) ist, gilt f(z*) = v(t*) < f(Z), das ist ein Widerspruch zu ().
Damit muss v(4) = f(2*) und z* optimaler Punkt von (4) sein.
Aussage 2 ist somit bewiesen.
. Aus 2 ist bereits v(y) = f(2*) bekannt.
Sei nun z* € M4y = (| M(t). Dann ist * € M(t) fiir alle t € T', d.h.
teT

i < "), vteT.
er%)f(x) < f(=")

Da z* beliebig gewihlt war, gilt weiter

. o _
Din f(z) < N f(@) = vy, VteT,

und insbesondere

_ _ . PR '
V() = maxv(t) r}{gxénﬂg(lﬂf(:v)_xénﬁi)f(ﬁ) (++)

Angenommen es gilt vy < vy, d.h. es ist v(t) < f(z) fiir alle z € M4y und

alle t € T. Daraus folgt dann, dass S(t)N My = 0 fiir alle t € T ist. Mit obiger

Voraussetzung (J S(t) N My # 0 liegt hier ein Widerspruch vor. Somit hat
tel

man v(g) = v(4) und es gilt die Behauptung.
O
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Bemerkung 5.2.4. 1. Sei J S(t)N My # 0 und x € | S(t) N M. Dann ist
teT teT

J) =g i, 1)

Alle Punkte aus |J S(t) N My sind somit in S(y), also optimale Punkte fiir
teT
das Problem (2). Mit dieser Bedingung gilt dann auch

U(2) = V)

2. Sei im Gegensalz |J S(t) N My = 0. Dann gilt fir alle x € S(t) und fiir alle
teT
teT

w ¢ My = () M(1).

te’l

Es liegt kein optimaler Punkt eines Problems SIP(t),t € T, in der Vereinigung
aller zuldssigen Mengen der SIP(t). Fir die Optimalwerte v(a),v(4) und v(t)
muss gelten

’U(t) < ’U(4),Vt eT,
und somit

v(g) = I})ﬁne%g(v(t) < V(4

M4y ist damit auch eine echte Teilmenge von allen zuldssigen Mengen M (t)
der SIP(t),t € T, d.h.
M(4) - M(t), vVt eT.

Die Sachverhalte der letzten Bemerkung werden nochmal im néchste Beispiel ver-
deutlicht.

Beispiel 5.2.5. Gegeben sei

X =1-2,2], f(x)=cos(mx)+xz, g(z,y)=ry+aacR, wyt)=1-ty,
wy(y,t) = —3+ty, T:={tcR|t?—1=0}.

Dann gilt:

T={-11}, Y(-1)=[-3-1], Y(-1)=][13],

Y = ([-3,1] x {=1}) U ([1,3] x {1}).
1. Seia= -3, d.h. g(x,y) = yx — 3. Es folgt

2, (=) = =2 S(=1) = {1},
1

M(-1) = | ,
1], v(l) = —2.051, S(1) = {-1.103},

—1
M(1) = [-2
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sowie
prp,Mpzy = Mp = Mg = UTM(t) = [-2,2],
te
M(4) = M(G) = M(g) = tQTM(t) = [-1,1].

Fiir die Zusatzbedingung aus Satz 5.2.3 gilt

U sty n My = {13 u{-1.1031}) N [-1,1] = {~1},
teT
sie ist also erfiillt.

Die Optimalwerte und die Optimalpunktmengen der Probleme (1)-(8) berech-
nen sich zu

U(l) = —2.051, S(l) = {1},

0(2) = —2, 5(2) = {—1}

U(g) —2.051, 5(3) = {(—1.103, 1)}
0(4) = —2, 5(4) = {—1}

v(s) —2.051, S = {-1.103}
ve = —2, Say = {-1},

) —2.051, Sy = {-1.103},
vy = —2, 8(8) = {*1}.

Es gilt somit
v(l) = V(1) = U3y = VU(5) = V) und v(—1) = V(2) = V(a) = V(6) = V(8)-

. Seia =0, d.h. g(x,y) = yzx. Es folgt

M(-1) = [0,2,  w(-1) = —0.051, S(-1) = {0.897},
M) = [-2,0, (1) = -2051,  S(1) = {-1.103},
prp,Mpzy = M) = My = thM(t) = [-2,2],

My = Mg = Mg = tQTM(t) = {0}

Fiir die Zusatzbedingung aus Satz 5.2.3 gilt

| M7 (t) n Mg = ({0.897} U{-1.1031}) N {0} = 0,
teT

sie st also verletzt.

Die Optimalwerte und die Optimalpunktmengen der Probleme (1)-(8) berech-
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nen sich zu

’U(l) = —2.0511, S(l) = {1},

’U(Q) = —0.051, 5(2) = {—1}

v = —20511,  Sg = {(-1.103,1)}
1)(4) = 1, 5(4) = {0.897}
1)(5) = —2.0511, 5(5) = {—1.103}
'U(G) = 1, S(l) = {0897},
7)(7) = —2.0511, S(l) = {—1.103},
ve = 1, S = {0.897}.

Es gilt somit
v(l) =vay =vE) =vE) = vy und  v(=1) =) < vy = VG = V()

Obige Sétze 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 und Bemerkung 5.2.4 liefern Unterschranken bzw.
Oberschranken an die Probleme STP(t),t € T, und konnen zusamengefasst werden
Zu:

Bemerkung 5.2.6. 1. Fiir die Probleme (1)-(8) und SIP(t),t € T, gelten fol-
gende Aussagen:

(t)

v > V(1) = V(3) = VU(s) = U(7); vVt e T,
v(t) < ) < vy = v = vs), FEET,

Die Probleme (1), (3), (5), (7) berechnen Unterschranken und die Probleme (2), (4),
(6), (8) Oberschranken an die Probleme SIP(t),t € T. Dabei kann die Liicke
zwischen der Oberschranke von (2) zu einer Lisung eines SIP(t) geringer als
die Liicke zwischen den Oberschranken von (4),(6),(8) zu einer Lisung des
SIP(t) sein.
2. Sei zusdtzlich die Bedingung \J M*(t) N M) # 0 gegeben. Fiir die Probleme
teT

(2),(4), (6) und (8) kann die Aussage aus 1 verschérft werden zu:
U(t) < V(2) = V(1) = VY(6) = V(8), vt eT.
Die Oberschranken weisen also dieselbe Liicke auf.
Falls \J M*(t) N Mgy =0 gilt, so ist nach Bemerkung 5.2.4 der Optimalwert

teT
des Problems (2) echt kleiner als die Optimalwerte der Probleme (4),(6), (8)

V(2) < V) = Y(6) = U(8)-

3. Fir die Probleme (4),(5),(6),(7) und (8) gelten folgende Aussagen:
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und

Sy = S6) = S(s)-

Das Problem (3) ist dquivalent zu (5) im Sinne von Projektionslemma 2.2.7.
Das Problem (1) ist dquivalent zu (3) im Sinne von Satz 5.2.2.
Das Problem (2) ist dquivalent zu (4) im Sinne von Satz 5.2.3.
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6. Implementierungen

In diesem letzten Kapitel sollen einige Implementierungen der Mean-Varianz-Port-
folio-Optimierung und der robusten Ansétze aus Kapitel 4 prisentiert werden. Die
Implementierungen erfolgten in Matlab Version R2012a (7.14.0.739) 64 Bit auf ei-
nem Linux-Kernel Version 3.2.0-29-generic (Ubuntu/Linaro 4.63-1ubuntud 64 Bit)
mit dem Prozessor AMD Athlon(tm) 64 X2 Dual Core Processor 4600+ x 2 und 3,7
GiB Speicher.

Als Testbeispiel diente ein Finanzmarkt aus [41, Kapitel 2]. Dieser Finanzmarkt
umfasst die 8 Klassen Kapitalmarkt Kanada (CAN), Kapitalmarkt Frankreich (FRA),
Kapitalmarkt Deutschland (GER), Kapitalmarkt Japan (JPN), Kapitalmarkt Grof-
britannien (GB), Kapitalmarkt USA (US), USA Staatsanleihenmarkt (USB) und
EURO Staatsanleihenmarkt (EURO). In Tabelle 2 sind die jeweiligen Nettorenditen
und Standardabweichungen der Klassen angegeben.

Markt | Nettorendite in % | Standardabweichung in %
CAN 0.39 5.50

FRA 0.88 7.03

GER 0.53 6.22

JPN 0.88 7.04

GB 0.79 6.01

US 0.71 4.30

USB 0.25 2.01
EURO 0.27 1.56

Tabelle 2.: Nettorenditen und Standardabweichungen der Méarkte

Dabei berechnet sich die Nettorendite aus dem Mittelwert der monatlichen Ren-
diten aus dem Zeitraum Januar 1987 bis Dezember 1995, verringert um eine Risk-
free-Rate. Diese Risk-free-Rate modelliert risikolose Zinsséitze im Finanzmarkt iiber
dem besagten Zeitraum. Nettorenditen reagieren stabiler auf schwankende risikolose
Zinssitze als reale Renditen, und die optimalen Portfolios beziiglich der Nettoren-
diten miissen nicht mehr mit risikolosen Finanzprodukten verglichen werden, um
optimale Anlageentscheidungen zu treffen. Die Korrelationen der Klassen beziiglich
der Nettorenditen ist in Tabelle 3 gegeben.
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CAN

FRA

GER

JPN

GB

US

USB

EURO

CAN

1

0.41

0.30

0.25

0.58

0.71

0.26

0.33

FRA

0.41

1

0.62

0.42

0.54

0.44

0.22

0.26

GER

0.30

0.62

1

0.35

0.48

0.34

0.27

0.28

JPN

0.25

0.42

0.35

1

0.40

0.22

0.14

0.16

GB

0.58

0.54

0.48

0.40

1

0.56

0.25

0.29

US

0.71

0.44

0.34

0.22

0.56

1

0.36

0.42

USB

0.26

0.22

0.27

0.14

0.25

0.36

0.92

EURO

Mit diesen Daten kann die Kovarianzmatix

0.0030
0.0016
0.0010
0.0010
0.0019
0.0017
0.0003
0.0003

\g)
Il

0.33

0.26

0.28

0.16

0.29

0.42

0.92

Tabelle 3.: Korrelationen der Méarkte

0.0016
0.0049
0.0027
0.0021
0.0023
0.0013
0.0003
0.0003

0.0010
0.0027
0.0039
0.0015
0.0018
0.0009
0.0003
0.0003

0.0010
0.0021
0.0015
0.0050
0.0017
0.0007
0.0002
0.0002

0.0019
0.0023
0.0018
0.0017
0.0036
0.0014
0.0003
0.0003

0.0017
0.0013
0.0009
0.0007
0.0014
0.0018
0.0003
0.0003

0.0003
0.0003
0.0003
0.0002
0.0003
0.0003
0.0004
0.0003

0.0003
0.0003
0.0003
0.0002
0.0003
0.0003
0.0003
0.0002

(6.1)

aufgestellt werden. Die Nettorenditen, im Folgenden zusammengefasst im Vektor

=
I

0.39
0.88
0.53
0.88
0.79
0.71
0.25
0.27

und die Kovarianzmatrix 3 kénnen dann als Eingabe fiir MV} dienen.

In Matlab wird z.B. die Funktion frontcon zur Verfiigung gestellt, um effizien-
te Rinder und effiziente Portfolios auf Grundlage von j und S\ zu bestimmen. Der
Ablauf in frontcon ist dabei Folgender: zuerst berechnet frontcon die Portfolioren-
diten vom Minimum-Varianz-Portfolio und vom Maximum-Return-Portfolio. Dann
werden zwischen beiden Portfoliorenditen weitere Portfoliorenditewerte erzeugt. Die
Anzahl kann vom Benutzer vorgegeben werden. Diese Renditewerte werden dann
als Anspruchniveaus in das Optimierungsproblem (3.1) auf S. 54 eingesetzt. Durch
Losen erhilt man effiziente Portfolios sowie die zugeho¢rigen Portfoliorisiken. Die

100



6.1. Implementierung des Optimierungsproblems MV y

Portfoliorenditen und die Portfoliorisiken ergeben dann den effizienten Rand. Ver-
tiefende Erlauterungen fiir Matlab-Funktionen, die mit Mean-Varianz-Portfolio-Op-
timierungsproblemen umgehen konnen, finden sich z.B. in [13, Kapitel 1.3.2].

Die Abbildung 1 im Abschnitt 3.1 wurde mit frontcon und den Eingaben i und
S} in Matlab erstellt. Die Abbildung 2 wurde auch mittels Ausgaben von frontcon
angefertigt. Dort sind der Verlauf der effizienten Portfolios, die frontcon berechnet
hat, sowie die Verldufe der Portfoliorisiken und der Portfoliorenditen aller effizien-
ten Portfolios eingezeichnet. Die zu den effizienten Portfolios gehorigen Zielfunkti-
onswerte von MV konnen allerdings nicht berechnet werden, da frontcon keine
Riickschliisse auf den Trade-Off-Parameter A € [0, 1] zuléisst. Ausnahmen bilden die
Werte A =0 und A = 1.

Der Vektor i und die Matrix S} werden in den anschlieBenden Kapiteln die Da-
tengrundlage liefern. Mit ihrer Hilfe werden optimale Portfolios von MV), RCy und

RCy\ mit MinVol(ji,Y) berechnet und grafisch gegeniibergestellt. Das Vorgehen ist
dabei wie folgt:

1 und S bilden die Charakteristika des Finanzmarktes, bestehend aus den 8 Fi-
nanzmarktklassen. Sie werden direkt fiir g4 und ¥ in M'V), eingesetzt. Wir setzen wei-
terhin S = 216 fiir den betrachteten Zeitraum. Fiir RC)\ konnen aus [51] m”, S", m¢
und S¢ mit

mo=
_ 1%

sTo= gy,

m¢ = vecsym(X),

a— ﬁﬁg (Iﬁ4 -+ Kgg) <§] &® i) ﬁg—

entnommen werden, wobei Kgg eine Kommutationsmatrix ist und ® das Kronecker-
Produkt zweier Matrizen darstellt?!. Die Blockmatrix Dg kommt hier iiber Formel

(2.4) ins Spiel. Im letzten Fall wird das Problem MinVol(ji,Y) die Vektoren und
Matrizen m”, S™, mc und 5S¢ liefern.

Es sei daran erinnert, dass bei A-Werten nahe bei 0 die Minimierung der Port-
foliorendite vernachldssigbar ist und bei A-Werten nahe bei 1 die Minimierung des
Portfoliorisikos so gut wie keine Rolle spielt.

6.1. Implementierung des Optimierungsproblems MV ),

Das Problem

MV, : m]iRn(l ~MWVaTSz—Xz'p wdN. z'e=1,2>0
TzeR™

L Kommutationsmatrizen K, sind implizit iiber die Gleichung vec(A) = Knmvec(AT) fiir (n, m)-
Matrizen A definiert. Fiir das Kronecker-Produkt siehe [39, Ubung 5.8.15].
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6. Implementierungen

ist beziiglich der Entscheidungsvariablen =z € R™ fiir alle A € (0,1) ein konvexes
Optimierungsproblem mit strikt konvexer Zielfunktion, siehe Korollar 3.1.5. Die
zuldssige Menge von MV, erfiillt zudem mit x; = %,i = 1,...,n, die Slater-Be-
dingung. Zum Losen geniigt somit ein Solver, der lokale Minimalpunkte bestimmt,
da nach [29, Theorem 2.2.13 und Theorem 4.2.2] fiir konvexe Probleme jeder lokale
Minimalpunkt auch ein globaler Minimalpunkt ist.

Matlab stellt die Funktion fmincon zur Verfiigung, um lokale Minimalpunkte von
restringierten nichtlinearen Optimierungsproblemen zu berechnen. fmincon verfiigt
dabei iiber die Algorithmenansitze Trust-Region, Active-Set, Sequential-Quadratic-
Programming und Interior-Point. Interessierte Leser seien fiir ausfiihrliche Beschrei-
bungen der Ansitze auf [3] verwiesen. Zum Losen von MV) wurde an dieser Stelle
der Interior-Point-Ansatz als Solver in fmincon eingestellt.

Wir setzen hier nun 4 = fund ¥ = Yin MYV,. Fir A\ € {0.01,0.03,0.05, ...,0.99}
wurden die optimalen Minimalpunkte und die optimalen Zielfunktionswerte von
MYV mittels fmincon berechnet. Das sind insgesamt 50 Optimierungsprobleme.

In Abbildung 3 ist links der Verlauf der optimalen Portfolios abgetragen und rechts
der Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes.

leambda

I CAN
I FRA
[ GER
PN
B
[ us
I UsB
I EURC

lambda

lambda

Optimales Portfolio MV,
Optimaler Zielfunktionswert MV,

0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
Lambda aus (0,1) Lambda aus (0,1)

Abbildung 3.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von MV, fiir n = 8
— Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von MV, fiir
n =3y

Man erkennt, dass der EURO-Staatsanleihenmarkt fast bis zum Schlufl die optima-
len Portfolios dominiert. Bei den letzten sieben Problemen verschwindet der EURO
fast aus den Portfolios (z§ = 0.5112 bei A\g3 = 0.85, 2§ = 0.1137 bei Ayqg = 0.87
bzw. z§ = 0.0006 bei A\s5 = 0.89). Die Kapitalmirkte der USA und Japans sowie ab
Aq7 = 0.93 die Kapitalmérkte Frankreichs und Japans erlangen mehr an Bedeutung.
Fiir A gegen 1 spielen somit risikoreichere Klassen eine grofiere Rolle.

Man beachte, dass der optimale Zielfunktionswert ab A43 = 0.83 negativ ist, d.h.
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6.2. Implementierung des Optimierungsproblems RC
es gilt dort
e > (1= \VaTSz > 0.

In allen anderen Fillen ist die gewichtete Portfoliorendite kleiner als das gewichtete
Portfoliorisiko. Der effiziente Rand ist in Abbildung 1 in Kapitel 3 zu sehen.

Matlab bendtigte insgesamt fiir die Berechnung der 50 Probleme 11.01 Sekunden.

6.2. Implementierung des Optimierungsproblems RC),

Das Optimierungsproblem

RCy: min max (1—-AVzle—Az'r
x€X (r,c)eUs

mit
Us ={ueR"|(u—m) S Hu—-m) < u=(]), vecsym~!(c) = C € ST}

ist wie MV), fiir alle X\ € (0, 1) beziiglich z ein konvexes Optimierungsproblem mit
strikt konvexer Zielfunktion, siehe S. 79. In Kapitel 4.1 haben wir Vektoren r* =
r*(z, k) und ¢* = ¢*(x, k) hergeleitet, die mit einem £* = k*(\, z) in RC) eingesetzt
werden konnen, so dass das innere Maximierungsproblem geldst ist

. : o T % * o T % *
RCy: min (1 Ny/2Ter (@, /7 (0, ) = Ae 17 (@, 5 (A, ).

In diesem Abschnitt setzen wir

r

mo=
1~
STo= =3,
S
m° = vecsym(2),
1 -~ ~ A\ -~
Sc — ﬁps (IG4+K88) (E@Z) Dér,

siehe S. 101.

73.71 Sekunden benétigte Matlab, um mit Hilfe von fmincon (wieder mit der Ein-
stellung Interior-Point) die optimalen Portfolios fiir RC mit A € {0.01,0.03,0.05,
...,0.99} zu berechnen.

Abbildung 4 zeigt die optimalen Portfolios und Zielfunktionswerte fiir RC.

Bei RC), dominieren die EURO-Staatsanleihen. Zusammen mit den USA-Staats-
anleihen bilden sie bis Asg = 0.99 mehr als 90% der optimalen Portfolios. Das ist
auch zu erwarten, da beide Klassen die kleinsten Kovarianzen aufweisen und der
Robust-Counterpart konservative Losungen bevorzugen soll. Sonst sind nur die Ka-
pitalmérkte aus Japan und den USA nennenswert im Portfolio vertreten.
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lambda
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Abbildung 4.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von RC'y fiir n = 8
— Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von RC), fiir
n=2~8

Der optimale Zielfunktionswert ist durchgéngig positiv. Das kann zum einen mit
0< Az’ 7" < (1= \)VzTer

und zum anderen mit
Az r* <0
begriindet werden.
Wie bereits auf S. 79 angedeutet, hat die Zielfunktion nicht mehr die Form

(1-MVaTCx— A7

mit 7 € R” und C' € S unabhéingig von \. Eine Grafik, die den effizienten Rand
abbildet, d.h. Portfoliorisiko und Portfoliorendite gesondert abbildet, kann an dieser
Stelle nicht erstellt werden. Die Feststellung nach [51], dass die Robustifizierung von
MV, durch RC) zu einem verkiirzten effizienten Rand fiithrt, kann nicht untersucht
werden. Eine Idee, wie man ¥ € R” und C € S erzeugen konnte, ist am Ende dieses
Abschnittes kurz beschrieben.

In Lemma 4.1.3 wurde eine Bedingung an die Matrix C* = vecsym™!(c*) ge-
stellt, die die positive Definitheit von C* sicherstellt. Daraus wurde die Annah-
me 4.1.5 abgeleitet. In den numerischen Ergebnissen hat sich gezeigt, dass die Ter-
me /2" c(x, k(\, z)) aus der Zielfunktion in jeder Iteration ausfithrbar waren. Das
weiflt darauf hin, dass in jeder Iteration die Ungleichung 2 c(z, k(\, x)) > 0 erfiillt
war. In den optimalen Portfolios konnte sogar z* ' ¢*(z*, k*(\,z*)) > 0 mit 2* =
vecsym(z*z* ") fiir alle A € {0.01,0.03,0.05, ...,0.99} nachgewiesen werden.
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6.3. Implementierung des Optimierungsproblems RC) unter einer Chance-Constraints

Vergleicht man MV, und RC), so fillt auf, dass die optimalen Portfolios von RC
durchgéngig aus den weniger risikoreichen Anleihen der beiden Staatsanleihenmérkte
USA und EURO bestehen, wihrend bei M V) bei A nahe bei 1 die risikoreicheren
Kapitalmérkte Japan, Frankreich und USA ins Spiel kommen. Der Investor nimmt
dort also mehr Riskio in Kauf, um eine héhere Rendite zu generieren.

Idee zur Erzeugung von 7 € R" und C € St

Seien A,..., Ay € (0,1) gegeben. Fiir alle i = 1,...,p sei 2*(\;) € R" das optimale
Portfolio und v(A;) € R der optimale Zielfunktionswert von RC), mit z*(\;) =

vecsym (z*(A;)x*( Z) ).
Weiter sei (¢, 7) eine Losung des nichtlinearen Gleichungssystems
(1= 2 \)Te— Nz (\)TF—o(N) =0 i=1,....p

und fiir ¢ gelte die Zusatzbedinung vecsym™'(¢) € S7. Dann kann RC) mit C' =

vecsym ™! (¢) in die Form
—MVaTCr—Xa'F

gebracht werden.

6.3. Implementierung des Optimierungsproblems RC), unter
einer Chance-Constraints

In diesem Abschnitt soll das Problem

RCy: min max (1—-MNVzTe—Az'r
x€X (r,c)eUs

mit
Us(m,S) ={ueR"|(u—m)'S (u—m)<é* u=(]), vecsym '(c) = C € ST}

1

gelost werden, wobei der Punkt (%S_%m, %S‘z) eine Losung des Problems

MinVol(p,X) 1}2121 —In(det(A))

wd.N. P((Au‘”g—b)T(Auo’"g ) -1< 0) >1 -
ai; =0,1=1,...,n,j=n...,n,

beR" AeST

ist, siehe S. 80.
Der Sampling-and-Discarding-Ansatz aus Kapitel 2.6 bzw. Kapitel 4.2 soll ver-
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6. Implementierungen

wendet werden, um MinVol(u,Y) zu losen. Dazu stellen wir fiir die unabhéngig,
identisch verteilte Stichprobe uq, ..., uyx und die Menge J der k entfernten Realisa-
tionen das zugehorige Sample-Based-Problem auf

SBN : Iil}éln —In(det(A))

wd N, (Au —b) (A —b)—1<0, 1€ J
5i,;,=0,1=1,...,n,j=n...,n,
beR™ AeSh.

Das Problem SBy j wird nochmal umgeformt

SByy : b,gl,iyr,lw —In(det(A))
wdN. Ay —b—y, =0,1¢e€J
w=1,1€eJ
lyll < wi, LeJ
si;=0,i=1,...,n,j=n...,n,
beR", AeSh,

y ER" wyeR, 1€ J,

siehe [58], um es mit einem Solver aus Matlab 16sen zu koénnen. Die Bedingungen
llyil| < w; bezeichnen dabei sogenannte Second-Order-Cone-Constraints (SOCP),
und die Menge

{li,w) € R™ [ |yl < i}

heit Lorentzkegel®?.

Der Solver SDPT3 erkennt selbststdndig nicht lésbare Probleme und gibt eine
entsprechende Meldung zurtick. Wir iiberlassen es somit dem Solver, die Losbarkeit
von SBy j zu priifen.

@va kann in Matlab nun mit Yalmip?® modelliert und gelést werden. Yalmip
benutzt dazu den Solver SDPT3 als Standardsolver, siehe [59].

Die Tabelle 4 zeigt Problemgrofien vom Sampling-and-Discarding-Ansatz fiir ver-
schiedene Dimensionen. Die Aussage ist, dass fiir die Grolen n, 5 und € die Grofie
N der Stichprobe wie in der Tabelle gewihlt werden muss, damit die Anzahl k£ an
maximal entfernbaren Realisationen grofier als null ist.

Man erkennt, dass bei unserem Finanzmarkt mit n = 8 Klassen und den in Ab-
schnitt 4.2 vorgeschlagenen Parametern 3 = 1076 und € = 0.01 die Stichprobengréfe
relativ hoch ist. Man beachte, dass mit dem Solver SDPT3 aus Speichergriinden nur
ungefdhr N = 2500 moglich ist.

Die Zuordnungen von g und e sowie die Grofle des Finanzmarktes sind hier also

22Im Englischen auch ice cream cone.
#3Siche http://users.isy.liu.se/johanl/yalmip/ zuletzt aufgerufen am 09.06.2013.
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6.3. Implementierung des Optimierungsproblems RC) unter einer Chance-Constraints

n 153 € N

8 | 107°% | 0.01 | 67058
8 1107°% ] 0.05 | 13412
81107 0.1 | 6706
8 107° | 0.1 | 6675
8 107* | 0.1 | 6600
81073 | 0.1 | 6547
81072 | 0.1 | 6493
711072 ] 0.1 | 4971
6| 1072 | 0.1 | 3664
511072 | 0.1 | 2567
411072 0.1 | 1674
311072 0.1 | 979

Tabelle 4.: Problemgréfien im Sampling-and-Discarding-Ansatz

nicht berechenbar. Wir reduzieren deswegen die Grofle des Finanzmarktes auf n = 3
und setzen 5 = 0.01 und € = 0.1. Um nochmal die Grofe fiir diese Werte klar zum
machen, sei die Tabelle 5 angegeben.

Anzahl an Nebenbedingungen 25054
Dimension der Matrixvariablen 9
Dimension der SOCP-Variablen 25000
Dimension der freien Variablen 25081

Anzahl an Matrixnebenbedingungen 1
Anzahl an SOCP-Nebenbedingungen | 2500

Tabelle 5.: Problemgrofien laut SDPT3-Solver fiir @N,k bein =3,5 =0.01,e =
0.1 und N = 2500

Wir werden nun MinVol(ji, 32) mittels Yalmip lésen. Dafiir reduzieren wir unseren
Finanzmarkt auf die drei Kapitalméarkte Kanada, Frankreich und Deutschland, set-
zen 8 = 0.01 und € = 0.1 und berechnen mittels der Matlab-Funktion mvnrnd eine
Stichprobe u1, ..., ux mit u; ~ N (i, %), wobei

- [ m"
:U’_ mc
= ST 0
==V &)

mit m”, 8", m® und 5S¢ aus Abschnitt 6.2 gesetzt werden. Die Maximalanzahl an
Realisationen, die entfernt werden kénnen, ist k., = 85, siehe Formel (2.38). Die

und
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6. Implementierungen

Losung von MinVol(ji, i\]) ist dann die Grundlage fiir RC), wie am Ende von Ka-
pitel 4.2 beschrieben. Algorithmus 4.2.1 wurde benutzt, um Realisierungen identifi-
zieren zu konnen, die aus der Stichprobe entfernt werden sollen.

Matlab brauchte insgesamt 2731.92 Sekunden, was ungefihr 45,53 Minuten be-
deutet. Den grofiten Teil der Zeit, genau 2725.94 Sekunden, beanspruchte erwar-
tungsgemf der Solver SDPT3. Fiir MinVol(j, f]) wurden 5 Sample-Based-Teil-
probleme @vai,i = 1,...,5, gelost. Tabelle 6 zeigt die Teilprobleme mit ihren
Berechnungszeiten, die Anzahl der aktiven Restriktionen im optimalen Punkt und
k;. Im Teilproblem 5 brauchten die aktiven Restriktionen nicht mehr berechnet zu
werden, da k = ks = 85 bereits erreicht wurde. Die Annahme 2.6.6 kann fiir die
optimalen Punkte der Teilprobleme gezeigt werden.

Teilproblem ¢ | k; | Berechnungszeit in sec | Anzahl der akt. Rest.
1 0 521.55 25
2 25 513.68 25
3 50 587.14 30
4 80 574.40 28
5 85 529.17 -

Tabelle 6.: Teilprobleme @N,ki,i =1,...,5

Das Losen von RC) erfolgte dann in 5.98 Sekunden. Abbildung 5 zeigt die opti-
malen Portfolios und Zielfunktionswerte fiir RC unter MinVol(fi,X).

RC, mit MinVol I Opt. Zfw.
lambda
A T T T
C_—JFRA
I GER ©
£
5 =
; :
x Qo
g S
:
8 o
< N
£ o}
g ©
o £
3
(o)
0.2 0.4 0.6 0.8 0.2 0.4 0.6 0.8
Lambda aus (0,1) Lambda aus (0,1)

Abbildung 5.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von RCy unter einer
Chance-Constraint — Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktions-
wertes von RC) unter einer Chance-Constraint

Der Kapitalmarkt Kanadas hat den grofiten Anteil an den Portfolios, was auch
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6.3. Implementierung des Optimierungsproblems RC) unter einer Chance-Constraints

zu erwarten war, da er die kleinste Standardabweichung (0.0030) und im Verhélt-
nis zu den anderen beiden Kapitalmérkten, die kleinsten Kovarianzen (0.0016 und
0.0010) aufweist. Danach folgt der Kapitalmarkt Deutschlands, weil er gegeniiber
Frankreichs Kapitalmarkt iiber eine kleinere Standardabweichung verfiigt (0.0039 <
0.0049).

Die optimalen Zielfunktionswerte sind wieder durchgéngig positiv wie bei RC),
aus Abschnitt 6.2. Zum Vergleich werden zusétzlich noch MV, und RC) fiir den
verkleinerten Finanzmarkt berechnet. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 6

und 7 dargestellt. Die Berechnungszeiten sind 4.61 Sekunden fiir MV, und 5.42
Sekunden fiir RC'y.

MV, I Opt. Zfw.
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Abbildung 6.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von MV, fiir n = 3
— Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von MV} fiir
n=3

Die Robustifizierungen #hneln sich stark in den Verldufen. Die jeweiligen opti-
malen Portfolios sind sehr robust gegeniiber dem Parameter A\ und verdndern nur
wenig ihre Zusammensetzungen. Die erheblich gréflere Berechnungszeit durch das
Losen von MinVol(ji, f]) und die noch zu grof} festgesetzten Parameter § und € ma-
chen den zweiten Ansatz in dieser Form aber wenig praktikabel. MV gleicht beiden
Robustifizierungen bis ungefiahr A49 = 0.79. Danach steigt die Dominanz des risiko-
reicheren Kapitalmarktes von Frankreich und das optimale Portfolio bei Asg = 0.99
besteht zu 99.96 % nur noch aus diesem Markt.
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RC I Opt. Zfw.
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Abbildung 7.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von RC'y fiir n = 3

Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von RC'\ fiir
n =3
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In dieser Arbeit wird der Mean-Varianz-Ansatz MV, fiir Portfolio-Optimierungs-
probleme betrachtet. Ausgehend von der Unsicherheit der beinhalteten Parameter
und ¥ wird der bekannte Robust-Counterpart aufgestellt, wobei die Definition der
zugehorigen Unsicherheitsmenge auf zwei Arten geschieht. Zum einen wurde eine
Zufallsvariable mit bestimmten Kigenschaften vorausgesetzt, die als Punktschétzer
fiir 4 und ¥ interpretiert werden kann. Zum anderen wurde die Form der Unsicher-
heitsmenge iiber ein Optimierungsproblem mit Chance-Constraint bestimmt. Die-
ses Problem MinV ol bestimmt einen Ellipsoid mit minimalem Volumen, wobei die
Wahrscheinlichkeit, dass p und ¥ (bzw. Punktschétzer fiir beide) in diesem Ellipsoid
liegen, ein vorgegebenes Level iiberschreiten soll.

Hauptaugenmerk bei den Arbeiten liegt auf den Formulierungen sowie den Losungs-
ansétzen der Robustifizierungen von M V). Ziel war es, mit Mitteln der Optimierung
eine geschlossene Form der Losung der robusten Probleme ohne Abhéngigkeiten an-
zugeben, was bis auf die Losung eines Teilproblems erfolgreich durchgefiihrt werden
kann. Die noch vorhandene Abh#ngigkeit ist auch der Grund, warum die Aussage
in [51] nicht bestétigt bzw. verallgemeinert werden kann, dass der effiziente Rand
basierend auf dem Robust-Counterpart eine Verkiirzung des effizienten Randes von
MV, ist, was einem Spezialfall hier gleich kommt. Dort wurde dann die Schlussfol-
gerung gezogen, dass M V) bereits eine Robustifizierung beinhaltet. In dieser Arbeit
wird dem Robust-Counterpart noch eine Eigenstédndigkeit zugeschrieben, es sich al-
so durchaus lohnt, eine Robustifizierung von M V) zu betrachten, wenn der Bedarf
nach konservativeren Losungen des Portfolioproblems besteht.

Die Frage, ob der Robust-Counterpart auch in diesem Fall eine Verkiirzung des
effizienten Randes darstellt, sollte der Schwerpunkt weiterer Untersuchungen sein.
Einen Ansatzpunkt liefert die Idee aus Kapitel 6.2.

Im zweiten Hauptteil werden semi-infinite Optimierungsprobleme mit parame-
trischer Indexmenge betrachtet. Dafiir werden 8 Reformulierungen angegeben und
niher beleuchtet. Fiir diese 8 Probleme sowie das Orginalproblem werden Beziehun-
gen fiir die optimalen Zielfunktionswerte und Punkte hergeleitet. Auch hier werden
hauptséchlich bekannte Sachverhalte aus der kontinuierlichen Optimierung benutzt,
um die angegebenen Aussagen zu erhalten.

Es stellt sich dabei heraus, dass 4 Probleme Unterschranken und 4 Probleme Ober-
schranken an den optimalen Zielfunktionswert des Orginalproblems liefern. Wihrend
die Unterschranken nie strikt erfiillt sind, kénnen einige Oberschranken unter der
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7. Fazit und Ausblick

Bedingung

U M) n Mg =0

teT
strikt sein. Beispiel 5.2.5 gibt einen Einblick in die Wirkung der Bedingung. Da sie
sehr technisch ist und vorab nur schwer iiberpriift werden kann, konnte die Herlei-
tung einer Bedingung, die handhabbarer ist, das Ziel weiterer Forschung sein.

Des Weiteren konnten einige Gleichheiten zwischen den zuldssigen Mengen ge-
zeigt werden, was zu identischen Optimalpunktmengen und -werten fiihrt. Aber
auch hier kénnen einige Gleichheiten nur unter der bereits erwédhnten Bedingung
gezeigt werden. Auflerdem ist die Bestimmung der Optimalpunktmengen bzw. die
Bestimmung eines optimalen Punktes und damit des optimalen Zielfunktionswertes
in vielen Féllen noch nicht abschliefSend klar, sodass die Unter- und Oberschranken
nur fiir spezielle Fille vorliegen. Dort bedarf es weiterer Forschung.

Den Abschlufl dieser Arbeit bilden einige Implementierungen aus dem ersten Teil
der Arbeit. Es wird ein Beispiel eines Finanzmarktes gegeben und dafiir MV, und
der Robust-Counterpart gelost. Der Robust-Counterpart wird iiber die beiden in
Kapitel 4 beschriebenen Ansitze aufgestellt und implementiert. Wahrend der erste
Ansatz ohne Schwierigkeiten gelost werden kann und die Ergebnisse bestétigen, dass
die Robustifizierung konservativere Ergebnisse liefert, hat der zweite Ansatz erheb-
liche Nachteile bei der Berechnungszeit und der Genauigkeit. Ein konservativeres
Verhalten bei der Wahl der optimalen Portfolios im Gegensatz zu MV) zeigt aber
auch er. Einen konkurrenzfihigen Solver zum Losen von MinV ol bereitzustellen, ist
die Hauptschwierigkeit in diesem Ansatz und sollte weiter untersucht werden.
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A. Anhang

In den ersten beiden Anhéingen finden sich die Beweise zum Grundlagenkapitel 2
und zum Lemma 4.1.7. Im letzten Anhangskapitel ist die Herleitung eines kriti-
schen Punktes einer strikt konkaven Funktion beschrieben. Die Verschiebung in den
Anhang wurde jeweils aus Ubersichtsgriinden getan.

A.1. Beweise zu Kapitel 2

Im diesem Teil des Anhang finden sich Beweise zu Lemmata und Sdtzen aus Kapi-
tel 2.

Beweis. zu Lemma 2.1.3 S. 6
Der Beweis in abweichender Notation findet sich in [39].
1. Fiir die Matrizen A € R™™ und B € R™*"™ gilt

m m n n

> ayb - Y ayibin Yobuain - Y biiaim
J=1 J=1 i=1 i=1

m m n n

2o angbjt o0 Y2 anjbin > bmitir Y bniGim
= =1 =1 =1

Fiir die Spur bedeutet das
m m
tr(AB) = Zaljbﬂ + ...+ Zanjbjn
j=1 j=1

= 2.2 aibii

i=1 j=1

= 2D biay

j=1i=1

= Z bliail +...+ Z bmiaim
i=1 i=1
= tr(BA).

Das ist die Behauptung.

113



A. Anhang

2. (2.2) fiir die Matrizen A € R™*™, B € R™*? und C' € RP*" folgt analog zu 1.

O
Beweis. zu Lemma 2.1.8 S. 8
Sei A € §™. Dann gilt
ai
a2
pll pl2 pi3  pln 422
0 D2 p23 p2n 413
.. a3
33 3
D, vecsym(A) = 0 0 D* ... D™ ass
nn
0 0 0 ... D ain
Ann
ars din
D11a11 + D2 ( 212 > + D13 a3 + ...+ D"
22 s o
as d1in
D22 ( a2 > +D%| a9y | +---4 D>
a22
as3 Unn
= a3 din
D33 a23 +.. 4 D3
@33 Gnn
Aln
DTLTL
Qnn
Schauen wir uns die ersten n Zeilen des obigen Vektors an
0 0 0
0 0
1 1 o . 0 0 0 a3
- ((gz) 10 0 ([ ap |4
0 L R as3
00 0 0 0
0O ... 0 A1n
1 :
1 ... 0 nn
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ail 0 0 0
0 a2 0 0
= 0 + 0 —+ a3 + 0
0 0 0 Aln
ail
ai2
= ais
Aln

Analog kann man die restlichen Zeilen umformen und es entsteht der Vektor

aiy aiy
A1in anl
a2 a2
D, vecsym(A) = : AgE : = vec(A).
Qa2n an2
A1in A1n
Qnn Qnn
Analog lésst sich Formel (2.4) mit der Matrix aus (2.6) zeigen. O

Beweis. zur Bemerkung 2.1.7 Teil 2 S. 8
1. Seien A € R™"™ und B € R™*". Es gilt

tI‘(AB) = anbi1+ ... +ainbnr + ao1bio + ...+ aonbne + ...
1. Diagonalelement von AB 2. Diagonalelement von AB
+ anibin + ...+ Aunbpn

n-tes Diagonalelement von AB
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-
an b1
A1n bnl
a1 b2
a2n bn2
anl bln
Ann brn
-
ailr - Qpl bir -+ bin
a2 v ap2 bar -+ ba,
= vec vec
Aln -+ Apn bnl bnn
= vec(A") Tvec(B).

2. Es gilt fiir die symmetrischen Matrizen A € R™™ und B € R™*" sowie die
Blockmatrix D, € R""* 52 aus Formel (2.5)

r(AB) "2 vec(AT)Tvee(B)
= vec(A) " vec(B)
Lem, 2.1.8 (D, vecsym(A)) " (D, vecsym(B))

= vecsym(A)" D, D, vecsym(B).

Beweis. zu Lemma 2.1.12 S. 11
Sei x € X mit

X={zeR"|> zi=12>0}
=1

und
r1ry X1x2 . T1dp
T2X1 XT2X2 -+ XT2Tp 2
z = vec(zz') = vec _ _ ) eR™.
Ipdl Tpd2 - Tpdp

1. Jede Komponente der Matrix zz ' ist nichtnegativ, da jede Komponente ein
Produkt z;z;,4,5 = 1...,n, zweier Komponenten von z ist und = > 0 gilt.
Somit ist jede Komponente von z nichtnegativ, also z > 0.
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2. Fiir die Summe der Komponenten von z gilt mit

1

2
e =1 | R

Bem. 2.1.7

Lem. 2.1.3

Beweis. zu Lemma 2.2.4 S. 14

1
und e"=| : | eR"”
1
2Te"
vec(za ) Tvec(eme™ )
tr(zz e )
tr(e" zx'em)
tr ((xTe”)T(xTe")>
(CETen)Q

Sei f(z) = mlj\r/l[ f(x). Dann gilt fiir alle x € M und a > 0 und 8 € R beliebig
Te

gewahlt

f(@) < flz)

Damit ist af(Z) + S = Ireli]\r/}(af(sv) + ), d.

& af(z) <af(z)

& af(s)+B<af(z)+ 8.

(A1)

h.

a(min f(x)) + 5 = min(af(z) + 5).

zeM

Dass die globalen Optimalpunkte iibereinstimmen, folgt sofort aus (A.1).

Analog kann die Behauptung (2.13) sowie die dortige Ubereinstimmung der Op-

timalpunkte bewiesen werden.

O]
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Beweis. zu Lemma 2.2.5 S. 15

1. Sei o € R. Dann gilt:

zenﬁj%if(x)Za & V:UGUMi: flx) >«
icI el
VielIVreM;: f(z) >«

‘ i N
Viel Inin flx) >

< min min f(z) > a.
i€l xeM;

T 0

2. Sei o € R. Dann gilt:

max r,y) <a & Vye Y(): g(x,y) <«
x| 9(@y) y tLgJT (t): g(x,y)

teT
VieTVyeY(t): gla,y) <a

e

VieT: ma z,Y) <«
yeyg)g( y) <

& max max g(x < .
na; yey(t)g( y) <

3. Die Ubereinstimmung der globalen Optimalpunkte folgt unmittelbar aus den
obigen Aquivalenzen.

O]

Beweis. zu Lemma 2.2.7 S. 15

1 Sei (z*,y*) optimaler Punkt von P;. Daraus folgt, dass (z*,y*) in M liegt und
fiir alle Punkte (x,y) aus M gilt

f(z) = f(z").

Das ist gleichbedeutend damit, dass z* in pr,M liegt, und fiir alle Punkte x
aus pr, M ein y € R™ mit (x,y) aus M existiert, so dass gilt

f(@) = f(z7).

Damit ist * optimaler Punkt von Ps.

2 Sei z* optimaler Punkt von P,. Daraus folgt, dass z* in pr,M liegt und fiir
alle Punkte x aus pr, M gilt

fx) = f(7),

d.h. es existiert ein y € R™ mit (z,y) aus M, so dass fiir alle (z,y) aus M mit
x aus pr, M gilt

f(x) = f(z7).
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Damit ist (z*,y*) optimaler Punkt von P;.

3 Die Zielfunktionswerte von P; und P, stimmen offensichtlich iiberein, da die
Optimalpunkte von P; und P, im Sinne von Teil 1 und 2 dquivalent sind und
die Zielfunktion f unabhéngig von y ist.

O]

Beweis. zu Lemma 2.2.8 S. 16 Es gilt fiir « € R

a> max f(r,y) & V(z,y) e X xY:a> f(z,y)
(z,y)eX XY

& VeeXVyeY: a> flxy)
& Ve X: a>maxf(n,y)
yey

< o> maxmax f(x,y).
T zeX yey Fy)

Es folgt
(mr)nea};cxyf(x, y) = max max f(z,y).

Analog folgt der Beweis fiir

ma T,Y) = maxma x,Y).
(:v,y)G)?XYf( y) ye;{xe))({f( y)

Die Ubereinstimmung der globalen Optimalpunkte folgt wieder unmittelbar aus
den obigen Aquivalenzen. O

Beweis. zu Lemma 2.2.9 S. 16
Es sei v =9 (f(z)) = mlj\r}[ U(f(x)), d.h. £ € M ist globales Minimum von
S

min ¢(f(z)) wdN. z€ M.
reR?

Damit gilt fiir alle x € M
v < P(f(x)).

Da 1 streng monoton wachsend ist, existiert eine streng monoton wachsende Um-
kehrfunktion ! mit

Aus v < (f(x)) fiir alle z € M und aus dem streng monotonen Wachstum von 1)~
folgt somit fiir alle z € M

Y H(v) < f(a).
Weiter folgt
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Damit ist f(z) = mi]&l f(x) sowie ¥(f(x)) = w(mij\r} f(x)) gezeigt, d.h. T ist globa-
Te TE
ler Minimalpunkt von

min f(z) uwdN. z € M.

Wegen der dquivalenten Umformungen gilt hier auch die Riickrichtung und die
Behauptungen sind bewiesen. O

Beweis. zu Lemma 2.2.10 S. 16

Vorab betrachten wir folgende Aussage. Sei z € M, dann ist (z, f(x)) ein zuléssiger
Punkt von P, d.h. (z, f(z)) € M mit

M = {(z,2) e R" xR | f(z) < z, . € M}.

1. Sei (z*, z*) globaler Minimalpunkt von P d.h. z* < z fiir alle (x,2) € M¢"
und z* € M.
Aus x* € M folgt (z*, f(x*)) € M und damit 2* < f(z*).
Angenommen es gilt z* < f(z*). Das bedeutet, dass (z*, z*) nicht zuléssig fiir
P.p; ist. Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass (z*,2*) ein globaler
Minimalpunkt von PP ist.
Es ist also 2* = f(2*) und damit (2*, f(2*)) globaler Minimalpunkt von P
Angenommen x* ist kein globaler Minimalpunkt von P. Dann gibt esein z € M
mit f(Z) < f(z*). Da T € M gilt, folgt (z, f(Z)) € M, d.h. (z, f(Z)) ist
zuldssig fiir PP" und f(z) < f(2*). Das ist wieder ein Widerspruch zu der
Annahme, dass (z*, f(z*)) ein globaler Minimalpunkt von P ist.
Damit ist «* globaler Minimalpunkt von P.

2. Sei z* globaler Minimalpunkt von P, d.h. f(z*) < f(x) fiir alle z € M.
Angenommen (z*, f(z*)) ist kein globaler Minimalpunkt von P’*. Dann gibt
es einen Punkt (Z,z) € M mit den Eigenschaften

a) f(z) <2,

b) ze€ M,

c) Z< f(x¥).
Aus 1. und 3. folgt f(Z) < z < f(x*), insbesondere f(Z) < f(x*). Mit 2. ist
das ein Widerspruch zu der Annahme, dass x* ein globaler Minimalpunkt von
P ist.
Damit ist (z*, f(z*)) globaler Minimalpunkt von P

3. Sei (z*, f(z*)) globaler Minimalpunkt von P mit optimalem Zielfunktions-
wert f(z*). Nach 1. ist * globaler Minimalpunkt von P mit optimalem Ziel-
funktionswert f(z*).

Sei x* globaler Minimalpunkt von P mit optimalem Zielfunktionswert f(z*).
Nach 2. ist (z*, f(z*)) globaler Minimalpunkt von P’ mit optimalem Ziel-
funktionswert f(z*).
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0J

Das nichste Lemma zeigt die Mengengleichheit der zulissigen Mengen von PS,
und H P, siche Abschnitt 2.2 S. 28.

Lemma A.1.1. Sei z,m € R”Z,S_l € Sf und [ > 0. Es gilt die Gleichheit zwi-
schen den beiden Mengen

M, ={ceR" | (c—m)S Yc—m) < B2}

und , )
My ={ceR" | c=m+ 352, ||(|l, < 1}.

Beweis. Es gilt mit Hilfe von Bemerkung 2.1.2
My = {ceR” |(c—m)S ' (c—m) < B}
n2 1 _1 1
= {ceR™ | c—m) (s 2)5 3(c—m) < 1)

1

= feeR |\ lemmshs be—m) < 1)

<1}
2

— {ceR"|c=m+853¢, ||cll, < 1}

— f{cer™| H;s—%(c— m)

= M.
O
A.2. Beweise zu Kapitel 4
Hier findet sich der Beweis zu Lemma 4.1.7 aus dem Kapitel 4.
Beweis. zu Lemma 4.1.7 S.77
Sei die Funktion
iz, k) = (1 — A)\/\/l —rai+az+ A (Vkaz —as)
gegeben.
Sei weiter A € (0,1),2 € X und x € (0,1). Die 1. und 2. Ableitung von f lauten
1—AX al )\ag
Az, k) = : <— > +
A 2vVV1—ka +as 2v1l—-k 2V/k
(1 — )\)a1 )\ag

= - +
4\/(\/1—/<;a1+a2) (1-k) 2V
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und

—3VT—kar —a Aag ( 1 )
2((VI—ka +a2)(1—k))
B 3(1 = Nar (VI — ka1 + ag) _ Aag

16 (VI =k a1 +a2) (1 — k)

3
2
Fiir alle x € X gilt dann

(k) = =51 = Nar | -

(NI

5
4K2

vV1—kai+as >0.

Man beachte, dass aus z € X x # 0 und z # 0 folgen, und die Bedingungen
5¢, 8", MY = 0 sowie § > 0 gelten.

Mit A € (0,1) gilt somit fiir alle k € (0, 1)

3(1 — )\)al (\/1 — K ay + CLQ) a3

iz, k) = — - < 0.

16 (V1=K a1 + a2) (1—&))% 4k

[ ist strikt konkav beziiglich x € (0,1).

An den Stellen k = 0 beziehungsweise k = 1 ist f) nicht differenzierbar. Fiir k = 0
beziehungsweise k = 1 gilt aber

I(z,0) = (1 = N)var + a2 — Aag

a(z, 1) = (1 = N)yaz + Aaz — aq).
Fiir die 1. Ableitung gilt noch, dass
iz, k) — 400 fiir £\, 0 (A.2)
und
Az, k) — —oo fiir K 7 1. (A.3)

Zusammen mit der strikten Konkavitit auf dem offenen Intervall (0,1) ist f) strikt
konkav beziiglich x auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] fir alle A € (0, 1).

Aus der Stetigkeit von f} beziiglich s auf (0,1) und (A.2) beziehungsweise (A.3)
folgt die Existenz eines k1 € (0,1) mit f}(x1,2) > 0 bezichungsweise eines k2 € (0, 2)
mit f3(k2,x) < 0. Wendet man den Zwischenwertsatz auf die stetige Funktion f3,
dann existiert ein k3 € (0,1) mit f(k3,x) = 0. Nach Bemerkung 2.2.24 Teil 2 ist
kg ein globaler Maximalpunkt von P*, und nach Teil 3 ist f) beziiglich x auf [0, 1]
weder monoton fallend noch monoton wachsend fiir alle A € (0,1). O]
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A.3. Losungen der Gleichung f}(x,x) =0

Im folgenden Abschnitt findet sich eine Herleitung der moglichen kritischen Punkte

flg,z) =1 =M\ V1I—kar+az+ A (VEas —as),

ai,...,aq siehe S. 76. Diese werden benotigt fiir die Bestimmung des optimalen
Punktes von

P max(1 - A\V1—ra+as+A(Vekas—as) uwdN. xel0,1].

KER

Auf die Bestimmung der optimalen Punkte wird in Kapitel 4.1.3 ndher eingegan-
gen. Dort wird die strikte Konkavitét von fy auf [0,1] sowie die Existenz und die
Eindeutigkeit eines globalen Maximalpunktes von P" gezeigt.

Zu fy ist die 1. Ableitung definiert durch

f/(/i$>= 1—A .(_ ay )+Aa3
A 2\/\/1—/{]@1—‘,—(12 21—k 2k

(1 — )\)al + )\a3 '
4/ (VT Rar+as) (1-r) 2VF

Fir k € (0,1) ist fi wohldefiniert und nach Bemerkung 2.2.24 reicht es aus, im
offenen Intervall (0,1) nach einem kritischen Punkt von P* zu suchen.

Die weiteren Berechnungen zur Bestimmung des kritischen Punktes von fy wurden
in Maple 16.00, Saturday, March 3, 2012, durchgefiithrt. In den roten Boxen stehen
jeweils die Eingaben und in den blauen Boxen die zugehorigen Ausgaben, die Maple
berechnet hat. Nach und zwischen den Berechnungen folgen weitere Hinweise und
Erklarungen.

Kurz noch einige Bemerkungen zur Notation. Der Befehl restart 16scht alle Zu-
weisungen, die bis dahin geschehen sind, und leert den Speicher von vorhergehenden
Berechnungen. Mit df wird die 1. Ableitung von fy, mit eq wird die Gleichung
fi(z, k) = 0 und mit hy, he, hs werden Hilfsvariablen bezeichnet. Des Weiteren wird
1 =1— X\ gesetzt, um ein uniibersichtliches Ausklammern wéhrend der Berechnun-
gen zu verhindern. Da 1 — A > 0 fiir A € (0,1) gilt, ist p offensichtlich echt grofer
null.

Zunichst vereinfachen wir die Gleichung f}(z, k) = 0 soweit wie moglich.

> | restart

o al Aas

> df = 1/4\/m 1_K+1/27E
df = —1/4 pa L
VV1—ka + a1 -k VE
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> [df = simplify (df) |

—paie 42X as\/ V1 — kay +asv/1 — K
VV1— ka4 as \/1—/€\/E

df == 1/4

> leq :=df =0

1WE+2Xasyv/ V1 — kar + asv/1 — k _0
VV1—kas + as V1—kyk

> leq = eqd /1 — kay + as/1 — Kk

eq = —Mal\/EJrQ)\ag\/— V1—rkar +avl—k=0

> leq := eq+ payy/k
eq := 2Xaz\/V1 — ka1 + asv/1 — k = parv/k
> |hy = (Ihs (eq))?
hy = 4 \%as® (\/ﬁal + ag) (1-k)

> |hy = (rhs (eq))?

eq == 1/4 —na

hy = u2a12/<c

> leq = hy —hy =0

eq = 4\%a3? (\/1 — Kay + ag) (1—k)—p?a1’k =0

Die Gleichung
422’ (V1 —ka1 +ag) (1 — k) — prain =0 (A.4)
ist also nach x aufzulosen. Dazu setzen wir folgende Substitution
0:=+v1—rk mit 6>0, (A.5)

die mit
1—-k=0> und k=1-6>

die linke Seite von (A.4) zu einem Polynom dritten Grades unwandelt
40263 (Bay + as) 0% — p2a3(1 —6%) = 0.

Formen wir die Gleichung mit Maple weiter um.
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restart

eq = 4)\%a3® (0 a1 + az) 0> — par? (1 — 92) =0

eq == 4X%az® (B ar + az) 0° — p*ar* (1—-6%) =0

eq = sort (collect (simplify (eq) ,0) ,0) ‘

eq = 4/\2a32a193 + (4 )\2a32a2 + ,u2a12) 0% — ,u2a12 =0

b3 = 4)\2a32a1‘

b3 = 4)\2a32a1

by := 4 X%a3%as + plal? ‘

by = 4 %as’ay + /ﬂalz
by =0
by =0
——
bo = —ptar’

eq = b36° + 06 +b16 + by = 0|

eq = 42%a3%a16° + (4 Maz%ag + ,u2a12) 0> — p*ar> =0

cg =1
c3 =1
Cy = %
4 X%a3%a9 + u2a12
Cy = 1/4 /\2 3
az“aq
Ccl1 = %
cp =0
Co ‘= %g
M2a1
Cy ‘= _1/4)\276@2

eq = 0393 +0292 +019+Co = 0‘
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(4 )\2a32a2 + u2a12) 6?2
/\2a32a1

2
pn-ay

eq = 0°+1/4 Nay?

=0

—1/4

Die Konstanten bs,--- ,by und cs,--- ,co fassen Ausdriicke beziiglich der Grade
von 6 zusammen und bilden damit die Koeffizienten fiir die allgemeine Darstellung
(bs # 1) beziehungsweise die normierte Darstellung (c3 = 1) eines Polynoms 3.
Grades. Zum einen gilt by = 4\%a3a; > 0 und im Allgemeinen by # 1. Fiir c3 gilt
cg = 1.

Wir betrachten ab hier die Gleichnung

93 + 0292 + 10 +¢cog = 0. (AG)

Das ist eine normierte kubische Gleichung, fiir die es einen wohlbekannten Ansatz
zur Losung gibt, siehe [7]. Dazu setzen wir eine zweite Substitution an

qwze+%. (A7)
Fiir ¢ gilt ¢ > 0, da an ¢ die Bedingung ¢ > 0 gestellt ist und ¢ > 0 gilt. Aus
¢ > 0 folgt auch ¢ — 2 > 0. Man beachte zudem, dass aus ¢ < 0 folgt 6 < 0, d.h.
Losungen mit ¢ < 0 brauchen bei der Riicktransformation zu 6 nicht betrachtet zu
werden.
Nach der Substitution verschwindet der Koeffizient fiir den 2. Grad. Stellen wir
die Gleichung mit Maple wieder auf und gestalten sie {ibersichtlicher.

> [restart

. 42%a3%as+p2a;?
> 02 — 1/4 )\2a32a1

Mas2as + pi2ay?

4
= 1/4
@ / )\2a32a1

(4 Aas2as + u2a12) (v—1/3 02)2

eq := collect (ea:pand ((1/} —1/3¢9)® +1/4 202
az“aq

>
2
pu-ay
-1/4 —— |, =0
/ )\2(132) ¢>
2 2 4.2
3 a2 az [ pnoay
= -1/3—=—-1/6 ——— — 1/48 ——
o i= vt (132 10 S s )
+3a23+1/18 ag?® 1 aragut | 1 plar®
27 a13 )\261320,1 72 )\40,34 864 )\6a36
2
p-ay
—1/4 =0
/ \2q32
> dg =1
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> dQZZO

> dy = simplify (<1/3225 — 1/6 5345 — 1/48 4557

16 as’Mas? + 8 asp?ai’Nas? + plar?
a12)\4a34

dy = —1/48

e ad ; 2 ap? as?p? 1 ajagp? 1 pSaq® prai
> \dy = simplify (77 oy 4 1/18 Gy Lol 4 L ey s,

1 64 a23\8a3b + 48 a22,u2a12)\4a34 + 12 a14a2,u4)\2a32 + u6a16
864 a13M\6as6
1 =216 p2a;*N\asz?
@ a13)\6a36

> hg = simplify (1/4(102 + 1/27d13)

1 ,u2 (u6a16 — 108 u2a14)\4a34 + 64 a23\%a3% + 48 a22u2a12)\4a34)
6912 a12\8a;38

1 12 a14a2,u,4)\2a32
C 6912 ai2A8as®

h3 =

Die mehrzeiligen Formeln wurden zwecks Seitengréfie per Hand umgebrochen.
Der Ausdruck )

), (4’

2 3) 7

1 p? (p0a$ — 108p2airtas + 64a3\0a§ + 48a3p2ai N ad + 12atasp* N2a3)
6912 a?X8a§

der als Letztes mit

(A.8)

berechnet wurde, wird als Diskriminante bezeichnet und bestimmt mit dem Vorzei-
chen die Anzahl und Art der Losungen von (A.6).

Da wir nach der 2. Substitution die reduzierte Form der kubischen Gleichung (A.6)
betrachten

V? +dip +do = 0,

kann nun die in der Literatur als Cardanische Formel bekannte Vorgehensweise
angewendet werden. Dazu wird folgende Fallunterscheidung nach der Diskriminanten
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vorgenomimen

do\> [di\® do\*  [(di\® do\? [di\*
<2> +<3> <0 oder 3 + 3 =0 oder 5 + 3 > 0.

Folgende leicht nachvollziehbare Beobachtungen sind hilfreich fiir die zu untersu-
chenden Fille. Die dort definierte Funktion f gleicht obigen Riicksubstitutionen von
Y zu K, da

2
v —s 9:¢_%2 — 5:1—92:1—(1/}—%2) = f(¥)
gilt.

Beobachtung A.3.1. Fir ¢ € C sei die folgende Funktion f: C — C gegeben

) =1-(v-2)

mit co € R.
1. Firy e R gilt
f() e R
2. Fir ¢ € C mit (p — 2)”> € C\ R gilt
f(p) e C\R.

Insbesondere gilt fiir v € C\ R mit einem Realteil Re(x)) ungleich %, also
Re(y) # %, so dass
fW)¢R

qgilt.

3. Fiir drei voneinander verschiedene reelle Punkte 11,1s und 3 gilt

F@1) # f(2) V f(1) # f(3) V f(2) # f(3).

Die folgenden Lemmata geben an, welche Losungen von fy(k,z) = 0 in den ein-

zelnen Fallen fiir
@ 2 N @ 3
2 3

auftreten. Dazu sei das Polynom 3. Grades
3 + ditp + do
mit

1 64a3\%a$S + 48a3p2aiNtal + 12atasp* \2a3 + pbal — 216p2ai A al

do =
0 864 a3 \0a$
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A.3. Losungen der Gleichung f}(k,x) =0

1 16a3\*a3 + Sagu?a?N\%a3 + ptai

di =
! 48 a? )\4a§

gegeben. Die Losungen der Gleichung 4° + di¢ + dy = 0 seien mit ;,i = 1,2, 3,

bezeichnet.
— — 0.
(2) +(5) <

Co 2
KF=1-— (maX{%,l/}z,%} - §2>
die Gleichung f(k,z) = 0.

Lemma A.3.2. Sei

Dann lost

Beweis. Nach [7] gibt es in diesem Fall drei voneinander verschiedene reelle Losun-

gen
1
1 24/ — 31 cos <3g0>
d 1 2
2 2 —glcos <390+;)
d 1 2
3. 2\/—§1cos <3g0+ ;)
wobei

3do

2d1\/—4

Nach Beobachtung A.3.1 ergeben sich daraus mindestens zwei voneinander verschie-
dene k1 = f(¢1), k2 = f(12) und k3 = f(¢3). Es folgt, dass es unter den Losungen
eine oder zwei Losungen geben muss, die nicht grofler gleich null sind.

1. Seio0.B.d.A. ¢; < 9o < tp3 mit ¢y < 0 und tp2, 13 > 0. Dann gilt Oy = 1hp—2 >
0, O3=13—% >0und f(y2) = f(33), da es nur einen kritischen Punkt in

[0,1] von fy geben kann. Setze k¥ =1 — ( 3 — %2)2
2. Sei 0.B.d.A. gjl < hy < 4h3 mit ;1 < 0,109 < 0 und o3 > 0. Setze k¥ =
L= (¥s—%)"

An der Fallunterscheidung erkennt man, dass

@ = arccos

1— (maX{¢17w2vw3} B %)2

den kritischen Punkt s liefert. O
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A. Anhang
Lemma A.3.3. Sei ) 5
do di\°~
(3) +(3) -
k_q_ _2)?
K =1 (max{wthaw?)} 3 )
die Gleichung fx(k,x) = 0.

Dann lost

Beweis. Nach [7] gibt es bei diesem Fall fiir dy, d; # 0 eine einfache reelle und eine
zweifache reelle Losung

3dy
1. —_—
dy
3dp
2. -
2dy
3dy
3. —
2dy

und fiir dg = d; = 0 eine einzige dreifache Losung
v =0,1=1,2,3.

Da dy < 0 gilt, ist der Fall dy = d; = 0 nicht moglich.

Analog wie in Beweis zu Lemma A.3 muss eine Losung grofler gleich null sein, d.h.
% > 0 oder —% > 0 gelten. Setze wieder k% = 1 — (max{y1, ¥a, 3} — %2)2 O

Lemma A.3.4. Sei
do)* ()

2 3 '

2

/ikzl—(el—i-eg—C—Q)

1
3

[ do do\*  (di\’ [ do do\?  [di\*

e —2+\/<2) +<3> md ==y g ) TE

die Gleichung f\(k,z) = 0.

Dann lost

—~~  wi=
[J>
Nej
~—

Beweis. Nach [7] gibt es eine reelle und zwei komplexe Losungen. Dafiir seien die
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A.3. Losungen der Gleichung f}(k,x) =0

reellen Zahlen aus Formel (A.9) gegeben. Damit sind die drei Lésungen

1. e1 +e €R

2. —61;e2+€1;62i\/§€C
3. —61;—62—81;622\/56(:

gegeben. Wendet man die Riicksubstitutionen an, bekommt man eine reelle und
zwei komplexe Losungen. Hier wird auf die genauen Darstellungen der komplexen
Losungen verzichtet, da sie nicht in Betracht kommen. Nur fiir die reelle Losung
setzen wir die Substitutionen zuriick und erhalten

Con 2
Hzl—(el—l—eg—é) .

Fassen wir alle drei Lemmata zusammen.

()3 =

gilt, dann ist der kritische Punkt von fy gegeben durch

Bemerkung A.3.5. 1. Fulls

2

U (max{¢1,¢2a¢3} - %2)

— — 0
() - (5) >
gilt, dann ist der kritische Punkt von fy gegeben durch

2
nk:1—<el+62—%2> .

2. Falls

Betrachtet man bei der Bildung des Maximums nur die reellen Losungen von ¢>+
di1v 4+ do = 0, dann konnen alle drei Fille in dem Ausdruck

2
KE =1 (max{¢eﬂ1<\¢3+d1¢+d020}—%2)
zusammengefihrt werden.

null
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