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Zusammenfassung

Vorgestellt wird das Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem MVλ, das auf
Harry M. Markowitz zurückgeht. Das Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem
kann als ein quadratisches Optimierungsproblem mit den Parametern µ und Σ ange-
sehen werden, dessen Lösung unter bestimmten Voraussetzungen garantiert werden
kann. Weiterhin kann MVλ als quadratisches Optimierungsproblem effizient gelöst
werden, sobald Schätzungen für die Parameter bekannt sind.

In dieser Arbeit wird für MVλ der Robust-Counterpart RCλ angegeben, der auf
einer Arbeit von Aharon Ben-Tal und Arkadi Nemirovski basiert. Als Worst-Case-
Analyse bezüglich µ und Σ eignet er sich, Schätzungen für beide Parameter herzulei-
ten. Allerdings ist RCλ ein Minmax-Problem, welches im Allgemeinen schwer lösbar
ist. RCλ kann durch Umformulierungen und der Angabe von Voraussetzungen an
die zugehörige Unsicherheitsmenge U auf ein quadratisches Problem zurückgeführt
werden, welches MVλ mit geschätzten Parametern µ und Σ entspricht.

Des Weiteren wird RCλ als ein mehrstufiges Optimierungsproblem aufgefasst. In
der untersten Stufe tritt dabei das Minimierungsproblem MinV ol auf, welches ei-
ne Chance-Constraint enthält. Dieses wird zuerst mittels eines Ansatzes von Marco
Campi und Simone Garatti gelöst und nach weiteren Umformulierungen ein quadra-
tisches Optimierungsproblem für RCλ wieder aufgestellt. Ein numerisches Beispiel
soll die Ergebnisse veranschaulichen. Zuletzt wird RCλ als semi-infinites Optimie-
rungsproblem mit parametrischer Indexmenge betrachtet. An diese Art von semi-
infiniten Optimierungsproblemen werden Unter- und Oberschranken an den opti-
malen Zielfunktionswert hergeleitet.
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1. Einleitung

Eine Herausforderung bei der Optimierung in der Praxis ist die Bereitstellung der zu-
grunde liegenden Daten im eigentlichen Anwendungsfall. Diese Bereitstellung kann
durch Beobachtung oder Schätzung der Eingaben oder durch die Angabe, wie wahr-
scheinlich ein Ereignis der Zukunft ist, erfolgen. Die dritte Möglichkeit führt zur sto-
chastischen Optimierung, auf die hier nicht näher eingegangen wird. Die Schätzung
der Eingaben kann der Statistik zugeordnet werden.

In der Finanzwirtschaft führen viele Teildisziplinen zu solchen Herausforderun-
gen. Da wären z.B. die Charakteristiken µ und Σ eines Finanzmarktes, die im All-
gemeinen nicht bekannt sind, wobei µ die erwarteten Renditen der Aktien oder
Finanzmarktklassen des Marktes widerspiegelt und in der Kovarianzmatrix Σ das
Risiko der Abweichung von den erwarteten Renditen abgbildet ist. µ und Σ können
als Parameter in das sogenannte Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem, das
als Erstes in [36] vorgestellt wurde, interpretiert werden. In [36] wurden historische
Beobachtungen als Grundlage beider Parameter benutzt.

Viele Publikationen sind erhältlich, die sich mit dem Thema beschäftigen, wie µ
und Σ geschätzt werden können, z.B. in [6], [28], [30] und [16]. Diese Arbeiten bein-
halten zusätzlich kritische Diskussionen über die Qualität der vorgestellten Schätzer
und deren Auswirkungen auf die eigentliche Optimierung. Grundsätzlich hängt die
Lösung vom Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem von beiden Parametern
ab, und unterschiedliche Schätzungen der Parameter führen zu stark unterschied-
lichen optimalen Portfolios, siehe Beispiel 3.2.1. Das Mean-Varianz-Portfolio-Opti-
mierungsproblem hängt im stärkeren Maße von µ und weniger von Σ ab.

Eine weitere Möglichkeit, die Unsicherheiten bezüglich der Schätzer zu beachten,
ist die Robuste Optimierung mit dem Robust-Counterpart, eingeführt in [4]. Dort
wird auf die Ebene der Modellierung zurückgegangen, und die Optimierung erfolgt
jetzt nicht mehr nur für eine spezielle Realisierung der Parameter, sondern es werden
eine Menge von Realisierungen in Betracht gezogen; das wird als Worst-Case-Fall
bezeichnet. Wie man hier schon erahnen kann, spielt bei diesem Ansatz die Menge
der Realisierungen, die sogenannte Unsicherheitsmenge, eine entscheidende Rolle. In
[4] und [40] werden Ellipsoide als Unsicherheitsmengen für die Portfolio-Optimierung
eingeführt und diskutiert.

In dieser Arbeit wird der Robust-Counterpart auf das Mean-Varianz-Portfolio-Op-
timierungsproblem angewendet und genauer untersucht. Einen ersten beispielhaften
Ansatz gibt es schon in [4], ein ausführlicherer Ansatz ist in [51] zu finden. Dort wer-
den durch Voraussetzungen spezielle Unsicherheitsmengen hergeleitet und der Ro-
bust-Counterpart für das Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem betrachtet,
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1. Einleitung

sowie die Qualität der Robustifizierung diskutiert. Es werden hier die Voraussetzun-
gen auf zwei verschiedene Art und Weisen abgeschwächt und die Auswirkungen auf
den Robust-Counterpart untersucht.

Des Weiteren wird eine nochmalige Verallgemeinerung vorgenommen, die darauf
basiert, dass die Unsicherheitsmenge von Parametern abhängt. Bei Ellipsoiden kom-
men als Parameter z.B. der Mittelpunkt und die Form des Ellipsoids in Frage. Das
führt zu Semi-infiniten Optimierungsproblemen mit parametrischer Indexmenge, für
die Unter- und Oberschranken an den optimalen Zielfunktionswert angegeben wer-
den.

Die Arbeit ist wie folgt aufgebaut: In Kapitel 2 werden Grundlagen aufgeführt.
Das umfasst einen Abschnitt 2.1 über Matrix-Analysis, in dem Begriffe und Ab-
bildungen für Matrizen erläutert werden. Abschnitt 2.2 gibt eine Kurzeinführung
in die Optimierung, in dem Grundlagen der Optimierung, insbesondere der konve-
xen Optimierung, beschrieben sind. Die Ausführungen in den beiden Abschnitten
werden durchgängig in der Arbeit gebraucht und sind für die hier vorgenomemn
Umformulierungen von besonderer Bedeutung. Die letzten vier Abschnitte geben
Einführungen in spezielle Klassen von Optimierungsproblemen, die in der Arbeit
angesprochen werden, um sich mit den Begriffen vertraut zu machen.

Kapitel 3 beschäftigt sich mit dem Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem.
Dort werden zusätzlich einige Schätzer für µ und Σ vorgestellt.

Im ersten Hauptkapitel, Kapitel 4, wird der Robust-Counterpart bezüglich der
hier getroffenen Annahmen aufgestellt. Es werden Umformulierungen angegeben,
die dazu benutzt werden, den Robust-Counterpart zu lösen. Zudem wird beschrie-
ben, wie bei einer Minimierung des Volumens eines Ellipsoiden mit einer Chance-
Constraint-Restriktion vorgegangen werden kann.

Im zweiten Hauptkapitel, Kapitel 5, werden semi-infiniten Optimierungsprobleme
mit parametrischer Indexmenge eingeführt und untersucht. Es werden Reformulie-
rungen angegben, die zu Unter- und Oberschranken an den optimalen Zielfunktions-
wert führen.

Das 6 Kapitel beschäftigt sich mit Implementierungen der hier vorgestellten Ansätze
und dem Test eines Beispiels.

Ein Fazit in Kapitel 7 mit einigen Ausblicken auf weitere Forschungstätigkeiten
beschließt die Arbeit.

Im Anhang finden sich einige Beweise und eine längliche Herleitung eines kriti-
schen Punktes, die den Lesefluss in den Kapiteln unterbrechen würden.
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2. Grundlagen

In diesem Kapitel wird der generelle Hintergrund der Arbeit vorgestellt. Das um-
fasst das Unterkapitel 2.1 über Eigenschaften von Matrizen, eine Kurzeinführung in
die Optimierung 2.2 sowie einige Spezialbereiche der Optimierung in den Abschnit-
ten 2.3-2.5. Den Abschluss bildet der Abschnitt 2.6 in dem eine besondere Art von
Nebenbedingung vorgestellt wird, die sogenannten Chance-Constraints.

Die zu den hier vorgestellten Sätzen und Lemmata gehörigen Beweise finden sich
im Anhang A.1, sofern sie selbst geführt wurden.

2.1. Matrix-Analysis

Das folgende Kapitel gibt eine Einführung in die Lineare Algebra mit speziellem
Blick auf Matrizen. Als Quellen dienen [39] und [40]. Dort finden sich auch weiter-
gehende Ausführungen.

In [40, Kapitel IV Anhang A] wird die Einführung in die Lineare Algebra mit Fokus
in Richtung der Finanzoptimierung bzw. des Risikomanagements gelegt. Dort findet
man unter anderem die Abbildungen

”
vec(·)“ und

”
vecsym(·)“, die im Folgenden

eine große Rolle spielen werden.

Falls nicht anders erwähnt, betrachten wir in diesem Kapitel durchweg reelle
quadratische Matrizen A = (aij) ∈ Rn×n mit n ∈ N. Die Vektoren werden stan-
dardmäßig als Spaltenvektoren betrachtet.

Zunächst werden einige Eigenschaften von Matrizen definiert.

Definition 2.1.1 (Matrix-Eigenschaften). 1. Eine Matrix A heißt symmetrisch,
falls

A⊤ = A

gilt. Dabei ist unter ⊤ das übliche Transponieren von Matrizen zu verstehen.

2. Eine Matrix A heißt positiv semidefinit (negativ semidefinit), falls für alle
x ∈ Rn

x⊤Ax ≥ 0 (x⊤Ax ≤ 0)

gilt. Wir schreiben dann
A � 0 (A � 0).

3. Eine Matrix A heißt positiv definit (negativ definit), falls für alle x ∈ Rn mit
x 6= 0

x⊤Ax > 0 (x⊤Ax < 0)

3



2. Grundlagen

gilt. Wir schreiben dann
A ≻ 0 (A ≺ 0).

4. Eine Matrix A heißt invertierbar (oder regulär), falls eine Matrix B mit

AB = BA = In

existiert. Dabei bezeichnet In die (n, n)-Einheitsmatrix. Die Matrix B wird als
inverse Matrix zur Matrix A bezeichnet und mit B = A−1 abgekürzt. B ist
damit offensichtlich auch invertierbar mit Inverse A = B−1.

5. Die Summe

tr(A) =
n∑

i=1

aii

heißt Spur der Matrix A.

6. Die Zahl α ∈ C heißt Eigenwert zur Matrix A, falls es ein xα ∈ Rn \ {0} mit

Axα = αxα

gibt. Dieser Vektor xα wird auch als Eigenvektor zum Eigenwert α bezeich-
net. Eine (n, n)-Matrix hat maximal n Eigenwerte, die nicht notwendigerweise
voneinander verschieden sein müssen.

Ist nicht aus dem Kontext ersichtlich, zu welcher Matrix der Eigenwert α
gehören soll, so wird α in Abhängigkeit der Matrix notiert

α(A) (α ist ein Eigenwert der Matrix A).

7. Das Produkt

det(A) =
n∏

i=1

αi

bezeichnet die Determinante der Matrix A.

Die Menge aller symmetrischen (n, n)-Matrizen werden wir mit Sn und die Menge
aller symmetrischen positiv definiten (n.n)-Matrizen mit Sn+ abkürzen.

Die folgende Bemerkung gibt wohlbekannte Ergebnisse wieder; die Beweise sind in
[39] zu finden. Diese Ergebnisse werden im Laufe der Arbeit ohne weitere Erwähnung
benutzt.

Bemerkung 2.1.2. 1. Eine symmetrische Matrix besitzt ausschließlich reelle Ei-
genwerte. Ist die Matrix zusätzlich positiv semidefinit (negativ semidefinit), so
sind alle Eigenwerte nichtnegativ (nichtpositiv). Ist die Matrix positiv definit
(negativ definit), so sind alle Eigenwerte positiv (negativ). Eine Matrix, die
positive und negative Eigenwerte besitzt, heißt indefinit.
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2.1. Matrix-Analysis

2. Sei die Matrix A symmetrisch und positiv definit (negativ definit) und sei

{α1, . . . , αn}

die Menge der Eigenwerte von A. In diesem Fall existiert die inverse Matrix
A−1. Sie ist wegen

(A−1)⊤ = (A⊤)−1 = A−1

symmetrisch und die Eigenwerte von A−1 sind durch die Menge

{
1

α1
, . . . ,

1

αn

}

gegeben. A−1 ist positiv definit (negativ definit).

3. Eine symmetrische (n, n)-Matrix A ist normal1 und demzufolge diagonalisier-
bar, d.h. es existieren eine Diagonalmatrix D = diag(α1, . . . , αn) und eine
Matrix P mit

P⊤AP = D ⇔ A = PDP⊤.

Die α1, . . . , αn sind dabei die Eigenwerte von A und die Spalten von P sind
die orthonomierten Eigenvektoren von A.

Sei A zusätzlich positiv semidefinit. Mit Hilfe der diagonalisierten Darstellung
von A, kann der Ausdruck A

1
2 (

”
die Wurzel einer Matrix“) mit

A
1
2 = PD

1
2P⊤ = Pdiag(

√
α1, . . . ,

√
αn)P

⊤

definiert werden.

Für jede quadratische Form
x⊤Ax

mit x ∈ Rn und symmetrischer positiv semidefiniter Matrix A gilt

√
x⊤Ax =

√
x⊤(A

1
2 )⊤A

1
2x =

√
(A

1
2x)⊤(A

1
2x) = ‖A 1

2x‖2. (2.1)

4. Es gilt für alle quadratischen Matrizen A

det(A⊤) = det(A).

Für alle invertierbaren Matrizen A gilt

det(A−1) =
1

det(A)
.

Für alle invertierbaren Matrizen A muss demnach auch det(A) 6= 0 gelten.

Für die Spur einer Matrix wird das folgende Lemma gesondert angegeben und im

1Siehe [39] S. 547.
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2. Grundlagen

Anhang bewiesen.

Lemma 2.1.3. 1. Es seien die Matrizen A ∈ Rn×m und B ∈ Rm×n gegeben.
Dann gilt

tr(AB) = tr(BA).

2. Es seien die Matrizen A ∈ Rn×m, B ∈ Rm×p und C ∈ Rp×n gegeben. Dann gilt

tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA). (2.2)

Man beachte bei Teil 2, dass die Reihenfolge der Matrizen nicht beliebig, sondern
mit Rücksicht auf die zusammenpassenden Dimensionen erfolgt.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 113.

Bemerkung 2.1.4. Die Spur einer (1, 1)-Matrix A ist definitionsgemäß

tr(A) = a11.

Jedes Skalarprodukt x⊤y zweier Vektoren x, y ∈ Rn bzw. jede quadratische Form

x⊤Ax

mit x ∈ Rn und symmetrischer (n, n)-Matrix A ist eine reelle (1, 1)-Matrix.

Somit hat man folgende Zusammenhänge

x⊤y = tr(x⊤y) und x⊤Ax = tr(x⊤Ax).

Mit Lemma 2.1.3 gilt weiter

x⊤y = tr(x⊤y) = tr(yx⊤) und x⊤Ax = tr(x⊤Ax) = tr(xx⊤A) = tr(Axx⊤).

Der Ausdruck xx⊤ mit x ∈ Rn führt zu einer symmetrischen positiv semidefiniten
(n, n)-Matrix und wird als dyadisches Produkt von Vektoren bezeichnet.

Zu einer quadratischen Matrix wird im Folgenden eine Abbildung definiert, die
diese Matrix in einen Vektor umwandelt. Dazu wird dann eine Umkehrabbildung de-
finiert, d.h. Vektoren, deren Dimension als Quadratzahl dargestellt werden können,
werden in quadratische Matrizen umsortiert.

Definition 2.1.5 (Vektorisierung einer Matrix). 1. Zu einer (n, n)-Matrix A sei

6



2.1. Matrix-Analysis

die Abbildung vec : Rn×n → Rn2
definiert

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


 7−→ vec(A) =




a11
a21
...
an1
a12
a22
...
an2
...
a1n
a2n
...
ann




= a.

Die Spalten der Matrix werden zu einem Vektor untereinander gestapelt. Wir
sprechen dann von der Vektorisierung der Matrix A.

2. Die Abbildung vec−1 : Rn2 → Rn×n wird durch

a 7−→ vec−1(a) = A

definiert, schichtet also die Einträge eines Vektors zu einer (n, n)-Matrix zurück.

Im Folgenden wird es noch hilfreich sein, für symmtrische Matrizen eine speziellere
Vektorisierung und deren Umkehrung zu betrachten.

Definition 2.1.6 (Symmetrische Vektorisierung einer Matrix). 1. Zu einer sym-

metrischen (n, n)-Matrix A sei die Abbildung vecsym : Rn×n → R
n(n+1)

2 defi-
niert

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 . . . ann


 7−→ vecsym(A) =




a11
a12
a22
a13
a23
a33
a14
...
ann




= a.

Die oberhalb der Diagonalen liegenden Komponenten der Matrix werden zu-
sammen mit den Diagonalelementen spaltenweise zu einem Vektor unterein-
ander gestapelt. Wir sprechen dann von der symmetrischen Vektorisierung der

7



2. Grundlagen

Matrix A.

2. Die Abbildung vecsym−1 : R
n(n+1)

2 → Rn×n wird durch

a 7−→ vecsym−1(a) = A

definiert, schichtet also die Einträge eines Vektors der Länge n(n+1)
2 zu einer

symmetrischen (n, n)-Matrix zurück.

Bemerkung 2.1.7. 1. Die obigen Abbildungen sind bijektive Abbildungen, da
die Abbildungen n→ n2 und n→ n(n+1)

2 mit n ≥ 1 bijektive Abbildungen sind.

Somit gilt für Matrizen A

A = vec−1(vec(A))

und für symmetrische Matrizen A

A = vecsym−1(vecsym(A)).

2. Die Abbildungen vec, vec−1, vecsym und vecsym−1 sind affin linear. Es gilt für

A,B ∈ Rn×n, a, b ∈ Rn2
, C,D ∈ Sn, c, d ∈ R

n(n+1)
2 und α, β, γ ∈ R

vec(αA+ βB + γ) = αvec(A) + βvec(B) + γ,

vec−1(αa+ βb+ γ) = αvec−1(a) + βvec−1(b) + γ,

vecsym(αC + βD + γ) = αvecsym(C) + βvecsym(D) + γ,

vecsym−1(αc+ βd+ γ) = αvecsym−1(c) + βvecsym−1(d) + γ.

Folgendes Lemma gibt die Zusammenhänge zwischen den Abbildungen vec und
vecsym wieder, vergleiche mit [40, Anhang A.6.3].

Lemma 2.1.8. Sei A eine symmetrische (n, n)-Matrix. Dann gilt

vec(A) = Dnvecsym(A) (2.3)

und

D̂nvec(A) = vecsym(A) (2.4)

mit den Blockmatrizen

Dn =




D11 D12 D13 . . . D1n

0 D22 D23 . . . D2n

0 0 D33 . . . D3n

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . Dnn




∈ Rn2×n(n+1)
2 (2.5)
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2.1. Matrix-Analysis

sowie

D̂n =




D11⊤ 0 0 . . . 0

0 D22⊤ 0 . . . 0

0 0 D33⊤ . . . 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 . . . Dnn⊤




∈ R
n(n+1)

2
×n2

. (2.6)

Dabei ist Djj , j = 1, . . . , n, definiert als (n, j)-Matrix mit djj11 = djj22 = · · · = djjjj = 1

und 0 sonst und Dij , i, j = 1, . . . , n, i < j, definiert als (n, j)-Matrix mit dijji = 1 und
0 sonst.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 114.

Beispiel 2.1.9. Sei A eine symmetrische (3, 3)-Matrix. Dann sind D3 ∈ R9×6 und
D̂3 ∈ R9×6 gegeben mit

D11 =




1
0
0


 , D12 =



0 0
1 0
0 0


 , D13 =



0 0 0
0 0 0
1 0 0




D22 =



1 0
0 1
0 0


 , D23 =



0 0 0
0 0 0
0 1 0


 , D33 =



1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ,

d.h.

D3 =




1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1




D̂3 =




1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1



.

Es gilt D̂3D3 = I6 und D3D̂3 6= I9. D̂n ist im Allgemeinen nur eine Linksinverse
von Dn. Für Matrizen A ∈ Sn gilt

DnD̂nvec(A) = vec(A),

so dass man in diesem Fall davon sprechen kann, dass D̂n auch eine Rechtsinverse
von Dn ist.

9



2. Grundlagen

Bemerkung 2.1.10. 1. Zwischen der Spur zweier Matrizen A,B ∈ Rn×n und
den Vektorisierungen besteht folgender Zusammenhang:

tr(AB) = vec(A⊤)⊤vec(B).

2. Zwischen der Spur zweier symmetrischer Matrizen A,B ∈ Rn×n und den sym-
metrischen Vektorisierungen besteht folgender Zusammenhang:

tr(AB) = vecsym(A)⊤D⊤
nDnvecsym(B)

mit der Matrix Dn aus Formel (2.5).

Die Beweise zu beiden Aussagen finden sich im Anhang Teil A.1 S. 115.

Die Bemerkungen 2.1.4 und 2.1.10 ergeben für die quadratische Form x⊤Ax mit
x ∈ Rn und A ∈ Rn×n symmetrisch

x⊤Ax = tr(x⊤Ax) = tr(xx⊤A)

= vec(xx⊤)⊤vec(A) (2.7)

= vecsym(xx⊤)⊤D⊤
nDnvecsym(A). (2.8)

Erinnert sei daran, dass das dyadische Produkt xx⊤ zu einer symmetrischen Matrix
führt.

Bemerkung 2.1.11. 1. Für eine symmetrische Matrix A gilt per Definition

vec(A⊤) = vec(A) und vecsym(A⊤) = vecsym(A). (2.9)

2. Sei A eine positiv definite Matrix. Dann gilt für alle x ∈ Rn mit x 6= 0

x⊤Ax > 0.

Mit (2.7) und (2.8) gilt für alle x ∈ Rn mit x 6= 0

vec(xx⊤)⊤vec(A) > 0 und vecsym(xx⊤)⊤D⊤
nDnvecsym(A) > 0.

Im Folgenden sei x aus der Menge

X = {x ∈ Rn |
n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0}

gewählt. X wird als Standardsimplex des Rn bezeichnet. x = 0 liegt offensichtlich
nicht in X. Der Standardsimplex ist mit x1 = 1, xi = 0, i = 2, . . . , n, nichtleer sowie
kompakt und da durch lineare Restriktionen beschrieben, ist X konvex. Setze zu x
den Vektor

z = vec(xx⊤) ∈ Rn2
.

Das nächste Lemma gibt Eigenschaften von z an.
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2.2. Kurzeinführung in die Optimierung

Lemma 2.1.12. Sei x ∈ X. Es gilt

1. z ≥ 0,

2.
n2∑
i=1

zi = 1.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 116.

z liegt nach obigem Lemma im Standardsimplex des Rn2

Z = {z ∈ Rn2 |
n2∑

i=1

zi = 1, z ≥ 0}

und kann analog zu x nicht gleich null sein.

Für z̄ = vecsym(xx⊤) ∈ R
n(n+1)

2 mit x ∈ X gilt offensichtlich z̄ ≥ 0, z 6= 0 und

n(n+1)
2∑

i=1

z̄i ≤
n2∑

i=1

zi = 1.

2.2. Kurzeinführung in die Optimierung

Diesem Kapitel liegen hauptsächlich die Ausführungen aus [23] und [29] zugrunde.

Gegeben sei das folgende Optimierungsproblem

P : min
x∈Rn

f(x) u.d.N. gi(x) ≤ 0, i ∈ I = {1, . . . , p}

mit p ≥ 0 und zweimal stetig differenzierbaren Funktionen f : Rn → R und gi : R
n →

R, i ∈ I. Das Problem P werden wir im Laufe dieser Arbeit oft als gewöhnliches
Optimierungsproblem bezeichnen.

Mit ∇f wird der Gradient der differenzierbaren Funktion f bezeichnet. Der Gra-
dient wird hier immer als Spaltenvektor aufgefasst. Analoges gilt für die Restrikti-
onsfunktionen gi.

Wir beschränken uns hier auf Ungleichungsrestriktionen. Gleichungsrestriktionen
können über

h(x) = 0 −→ h(x) ≤ 0
−h(x) ≤ 0

(2.10)

zu zwei Ungleichungen umgeformt werden.

Viele der folgenden Aussagen beziehen sich auf das Minimieren der Zielfunktion

11



2. Grundlagen

f . Sie lassen sich aber auch auf Maximierungsprobleme

max
x∈Rn

f(x) u.d.N. gi(x) ≤ 0, i ∈ I

übertragen. Speziell sei dafür auf Lemma 2.2.4 hingewiesen, bei dem Beziehungen
zwischen Minimierungs- und Maximierungsproblemen angegeben sind. Einige Aus-
sagen sind für Minimierungs- und Maximierungsprobleme aufgeführt.

Es soll auch noch bemerkt werden, dass der Definitionsbereich der Funktionen
f, gi, i = 1, . . . , n,, nicht notwendigerweise ganz Rn sein muss; z.B. reicht es aus, f
auf der Menge

{x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0, i ∈ I} ⊂ Rn

zu definieren. Die hier getätigten Ausführungen lassen sich mit etwas mehr an tech-
nischem Aufwand auch auf Teilmengen von Rn ausweiten, siehe z.B. [23].

Kommen wir zum Problem P zurück. Ist die Menge I leer, so spricht man von
einem unrestringierten Optimierungsproblem. Enthält die Menge I Indizes, so ist P
ein restringiertes Optimierungsproblem.

Definition 2.2.1. 1. Die Menge

M = {x ∈ Rn | gi(x) ≤ 0, i ∈ I} ⊂ Rn

heißt zulässige Menge von P . Ist I leer, so gilt M = Rn.

2. Ein Punkt x∗ ∈M heißt globaler Minimalpunkt von P , falls

f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈M (2.11)

gilt. Für ein Maximierungsproblem heißt ein Punkt x∗ ∈M globaler Maximal-
punkt von P , falls

f(x∗) ≥ f(x) ∀x ∈M (2.12)

gilt.

3. Sei U ⊂M eine Umgebung des Punktes x∗ ∈M und gelten die Ungleichungen
(2.11) und (2.12) für alle x ∈ U statt für alle x ∈ M . x∗ heißt dann lokaler
Minimalpunkt bzw. lokaler Maximalpunkt von P .

4. Der Wert v ∈ R ∪ {−∞,∞} mit

v = inf
x∈M

f(x)

heißt optimaler Zielfunktionswert von P . Ist v = f(x) für ein x ∈M , so kann
v = min

x∈M
f(x) geschrieben werden.
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2.2. Kurzeinführung in die Optimierung

5. Die Menge

S = {x∗ ∈M | x∗ globaler Minimalpunkt von P} = arg min
x∈M

f(x)

heißt Menge der globalen Minimalpunkte von P .

Globale Minimalpunkte sind immer lokale Minimalpunkte. Lokale Minimalpunkte
sind mit U =M globale Minimalpunkte.

Eine hilfreiche Eigenschaft beim Lösen von P ist die Konvexität von P . Folgende
Definition gibt an, was darunter zu verstehen sein soll.

Definition 2.2.2 (Konvexität). 1. Eine Menge N ⊂ Rn heißt konvex, falls für
alle x1, x2 ∈ N und λ ∈ (0, 1)

(1− λ)x1 + λx2 ∈ N

gilt.

2. Sei N konvex. Eine Funktion f : N → R heißt auf N konvex, falls für alle
x1, x2 ∈ N und λ ∈ (0, 1)

f((1− λ)x1 + λx2) ≤ (1− λ)f(x1) + λf(x2)

gilt.

3. Sei N konvex. Eine Funktion f : N → R heißt auf N strikt konvex, falls für
alle x1, x2 ∈ N mit x1 6= x2 und λ ∈ (0, 1)

f((1− λ)x1 + λx2) < (1− λ)f(x1) + λf(x2)

gilt.

4. Das Problem P heißt konvex, falls alle Funktionen f, gi, i = 1, . . . , n, auf Rn

konvex sind oder die Menge M und die Funktion f auf M konvex sind.

Für eine differenzierbare Funktion f gibt es zu 2. und 3. äquivalente Formulie-
rungen mittels der Hessematrix D2f von f .

Bemerkung 2.2.3. Sei f eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.

1. f ist genau dann eine konvexe Funktion, wenn die Hessematrix von f für alle
x ∈ Rn positiv semidefinit ist, d.h. für alle x ∈ Rn gilt

D2f(x) � 0.

2. Sei die Hessematrix von f für alle x ∈ Rn positiv definit, d.h. für alle x ∈ Rn

gilt
D2f(x) ≻ 0.

Dann ist f eine strikt konvexe Funktion.
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1. und 2. nennt man C2-Charakterisierung der Konvexität einer zweimal stetig dif-
ferenzierbaren Funktion. Ein Beweis zu Teil 1 findet sich bei Theorem 4.1.9 in [29].
Teil 2 wird auch in [29], siehe Theorem 4.1.10, bewiesen. Das die Umkehrung von
Teil 2 nicht gilt, kann man sich schnell an Hand der Funktion f(x) = x4 verdeutli-
chen.

Analog kann man ebenfalls konkave Funktionen (definiert auf konvexen Men-
gen) definieren. Die Maximierung einer konkaven Zielfunktion über einer konvexen
zulässigen Menge soll als ein konvexes Optimierungsproblem bezeichnet werden.

Offensichtlich ist zudem, dass eine strikt konvexe Funktion auf einer konvexen
Menge auch konvex ist.

Im Fall der Konvexität der Zielfunktion f von P stimmen die globalen und die
lokalen Minimalpunkte überein, siehe Theorem 4.1.4 [29]. Analoges gilt für konvexe
Maximierungsprobleme.

Die folgenden Ausführungen sind bekannte Aussagen aus dem Gebiet der Opti-
mierung und sind durch die Kapitel 1.2, 1.3, 2.3, 2.4 und 2.6 aus [56] inspiriert. Sie
betreffen Umformungen und Rechenregeln für P und die Existenz und die Eindeu-
tigkeit einer Lösung unrestringierter sowie restringierter Optimierungsprobleme.

2.2.1. Rechenregeln

Die folgenden Lemmata geben Beziehungen zwischen unterschiedlichen Optimie-
rungsproblemen an. Im Verlauf der Arbeit werden sie benutzt, um gegebene Opti-
mierungsprobleme, die anscheinend

”
schwer“ zu lösen sind, auf

”
einfacher“ zu lösen-

de Optimierungsprobleme zurückzuführen.

Einige Aussagen über globale Optimalpunkte können analog auch für lokale Op-
timalpunkte gemacht werden.

Bei den Lemata wird immer vorausgesetzt, dass die auftretenden Optimierungs-
probleme lösbar sind, d.h. die optimalen Punkte und Werte existieren.

Lemma 2.2.4 (Skalare,Vielfache,Summen). Es seien eine Menge M ⊂ Rn, die
Funktionen f : Rn → R und g : Rn → R sowie β ∈ R gegeben.

1. Es gilt für alle α ∈ R mit α ≥ 0

min
x∈M

(αf(x) + β) = αmin
x∈M

f(x) + β

sowie

max
x∈M

(αf(x) + β) = αmax
x∈M

f(x) + β (2.13)

und die globalen Optimalpunkte stimmen jeweils überein.

2. Es gilt für alle α ∈ R mit α < 0

min
x∈M

(αf(x) + β) = αmax
x∈M

f(x) + β
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2.2. Kurzeinführung in die Optimierung

und die globalen Optimalpunkte stimmen jeweils überein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 117.

Lemma 2.2.5 (Vereinigungslemma). Es seien I eine beliebige Indexmenge und
Mi ⊂ Rn, i ∈ I. Dann gilt:

1.

min
x∈ ⋃

i∈I

Mi

f(x) = min
i∈I

min
x∈Mi

f(x)

2. Weiter gilt

max
x∈

⋃
i∈I

Mi

f(x) = max
i∈I

max
x∈Mi

f(x).

3. Die globalen Optimalpunkte stimmen bei 1. und 2. überein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 118.

Definition 2.2.6 (Orthogonale Projektion). Es sei M ⊂ Rn×Rm. Als orthogonale
Projektion von der Menge M auf den Raum Rn wird die Menge

prxM := {x ∈ Rn | ∃y ∈ Rm mit (x, y) ∈M}

bezeichnet.

Lemma 2.2.7 (Projektionslemma). Es sei M ⊂ Rn × Rm. Die Probleme

P1 : min
(x,y)∈Rn×Rm

f(x) u.d.N. (x, y) ∈M

und

P2 : min
x∈Rn

f(x) u.d.N. x ∈ prxM

sind im folgende Sinne äquivalent:

1. Sei (x∗, y∗) optimaler Punkt von P1, dann ist x∗ optimaler Punkt von P2.

2. Sei x∗ optimaler Punkt von P2, dann existiert ein y∗ ∈ Rm, so dass (x∗, y∗)
optimaler Punkt von P1 ist.

3. Die Optimalwerte von P1 und P2 stimmen überein.

Die Aussagen 1., 2. und 3. gelten auch, wenn man bei P1 und P2 min durch max
ersetzt.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 118.
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Lemma 2.2.8 (Separationslemma). Es seien X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm und f : X×Y → R

gegeben. Dann gilt

max
(x,y)∈X×Y

f(x, y) = max
x∈X

max
y∈Y

f(x, y) = max
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Die globalen Optimalpunkte der Optimierungsprobleme stimmen überein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 119.

Lemma 2.2.9 (Transformationslemma). Es seien die Mengen M ⊂ Rn und Y ⊂ R

sowie die Funktionen f : Rn → Y und ψ : Y → R gegeben. Weiter sei die Funktion
ψ eine streng monoton wachsende Funktion. Dann gilt

min
x∈M

ψ(f(x)) = ψ(min
x∈M

f(x)).

Die globalen Optimalpunkte der Optimierungsprobleme stimmen überein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 119.

Lemma 2.2.10 (Epigraphumformulierung). Die Probleme

P : min
x∈Rn

f(x) u.d.N. x ∈M

und

P epi : min
(x,z)∈Rn×R

z u.d.N. f(x) ≤ z, x ∈M

sind im folgende Sinne äquivalent:

1. Sei (x∗, z∗) optimaler Punkt von P epi, dann ist x∗ optimaler Punkt von P .

2. Sei x∗ optimaler Punkt von P , dann existiert ein z∗ ∈ R, so dass (x∗, z∗)
optimaler Punkt von P epi ist.

3. Die Optimalwerte von P und P epi stimmen überein.

Beweis. Siehe Anhang A.1 S. 120.

2.2.2. Lösbarkeit

Für die Lösbarkeit eines Optimierungsproblems P werden hier zwei Sätze angegeben.
P ist offensichtlich genau dann lösbar, wenn die Menge S der globalen Minimalpunk-
te nichtleer ist.

Satz 2.2.11 (Satz von Weierstraß). Die Zielfunktion f sei stetig und die zulässige
MengeM sei nichtleer und kompakt2. Dann ist P lösbar, d.h. P besitzt einen globalen

2Die Kompaktheit einer Menge M im Rn bedeutet, dass M eine beschränkte und abgeschlossene
Menge im Rn ist.
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2.2. Kurzeinführung in die Optimierung

Minimalpunkt x∗ ∈ M . Insbesondere ist die Menge S der globalen Minimalpunkte
nichtleer.

Beweis. Siehe Theorem 1.1.8 in [29].

Einen Lösbarkeitssatz ähnlich wie Satz 2.2.11 für unrestringierte Probleme liefert
Theorem 2.3 in [23].

Zuletzt soll ein Zusammenhang zwischen strikter Konvexität der Zielfunktion und
der Menge S hergestellt werden.

Satz 2.2.12. Sei P konvex mit strikt konvexer Zielfunktion. Dann besitzt S höchstens
ein Element. Daraus folgt, dass das Problem P entweder nicht lösbar ist oder es be-
sitzt einen eindeutig bestimmten globalen Minimalpunkt x∗ ∈M .

Beweis. Siehe Satz 2.3.3 in [48].

Die Sätze 2.2.18 und 2.2.23 geben an, wann man den Fall ausschließen kann, dass
S kein Element besitzt.

2.2.3. Regularitätsbedingungen

Für die Herleitung notwendiger Optimalitätsbedingungen in der restringierten Opti-
mierung sind Regularitätsbedingungen von Bedeutung. Drei Regularitätsbedingun-
gen und deren Beziehungen zueinander werden hier kurz vorgestellt.

Dazu sei für einen Punkt x ∈M die Menge der aktiven Indizes durch

I0(x) = {i ∈ I | gi(x) = 0}

definiert.

Definition 2.2.13 (Regularitätsbedingungen). 1. An x ∈ M gilt die Lineare-
Unabhängigkeits-Bedingung3, kurz LICQ, falls die Vektoren ∇gi(x), i ∈ I0(x),
linear unabhängig sind.

2. An x ∈M gilt die Mangasarian-Fromowitz-Bedingung4, kurz MFCQ, falls das
System

(∇gi(x))⊤ d < 0, i ∈ I0(x),

eine Lösung d ∈ Rn besitzt.

3. Die Menge M erfüllt die Slaterbedingung5, kurz SC, falls es einen Punkt x ∈
M mit

gi(x) < 0, i ∈ I,

gibt.

3Engl. Linear Independence Constraint Qualification.
4Engl. Mangasarian-Fromowitz Constraint Qualification.
5Engl. Slater Condition.
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LICQ und MFCQ sind Bedingungen an einen Punkt der zulässigen Menge,
während SC eine Bedingung für die ganze Menge M ist. LICQ und MFCQ sind
für M erfüllt, wenn sie an jedem Punkt von M erfüllt sind.

Lemma 2.2.14. Ist an x ∈M LICQ erfüllt, so gilt auch MFCQ an x.

Beweis. Siehe Theorem 5.2.4 in [29].

Lemma 2.2.15. Sei die Menge M nichtleer und konvex. Dann sind die folgenden
Aussagen äquivalent.

1. Es existiert ein Punkt x ∈M , der MFCQ erfüllt.

2. Für alle Punkte x ∈M ist MFCQ erfüllt.

3. Die Menge M erfüllt SC.

Beweis. Siehe Satz 3.2.47 in [55].

Bemerkt sei noch, dass das Erfüllen einer Regularitätsbedingung wesentlich von
der funktionalen Darstellung der Menge M abhängt. Das erkennt man z.B. daran,
dass bei den Definitionen der Bedingungen die Gradienten der Restriktionsfunktio-
nen eingehen. Die Umformung einer Gleichung in zwei Ungleichungen, siehe Formel
(2.10), ist in diesem Zusammenhang problematisch und die aus der Umformung
resultierenden Folgen eventuell auch nicht wünschenswert.

Beispiel 2.2.16. Gegeben sei die Menge

M = {x ∈ R2 | g1(x) = x1 + x2 ≤ 0, g2(x) = −x1 − x2 ≤ 0}.

Wegen g1(x) = −g2(x) gilt für jeden Punkt x ∈M

g1(x) = g2(x) = 0,

d.h. für die Menge der aktiven Indizes

I0(x) = {1, 2}, ∀x ∈M.

M kann also mittels der Gleichung x1 + x2 = 0 dargestellt werden.

Weiter gilt

∇g1(x) =
(

1
1

)
und ∇g2(x) =

(
−1
−1

)
.

Diese beiden Vektoren sind linear abhängig. Es folgt, dass LICQ an jedem Punkt
von M verletzt ist. MFCQ ist ebenfalls an jedem Punkt von M nicht erfüllt, da das
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System

(∇g1(x))⊤d =

(
1
1

)⊤
d = d1 + d2 < 0

(∇g2(x))⊤d =

(
−1
−1

)⊤
d = −d1 − d2 < 0 ⇔ d1 + d2 > 0

keine Lösung d ∈ R2 besitzt.

Die obigen Regularitätsbedingungen lassen sich auf Probleme mit Gleichungsre-
striktionen erweitern, siehe [29]. Für die Menge

M = {x ∈ R2 | x1 + x2 = 0}

gelten dann die erweiterten Regularitätsbedingungen LICQ und MFCQ an jedem
Punkt.

2.2.4. Optimalitätsbedingungen

Zunächst betrachten wir ein unrestringiertes Optimierungsproblem.

Definition 2.2.17 (Kritischer Punkt). Sei die stetig differenzierbare Funktion
f : Rn → R gegeben. Ein Punkt xk ∈ Rn heißt kritischer Punkt von f , falls

∇f(xk) = 0 (2.14)

gilt.

Satz 2.2.18. Sei das unrestringierte Optimierungsproblem P gegeben, d.h.M = Rn.
Dann gilt

1. Ist x ein lokaler Minimalpunkt von P , dann ist x ein kritischer Punkt der
Zielfunktion f .

2. Ist f konvex so ist ein Punkt x genau dann globaler Minimalpunkt von P ,
wenn x ein kritischer Punkt von f ist. Die Menge S ist dann nichtleer.

Beweis. Siehe Theorem 4.1.8 in [29].

Teil 1 von Satz 2.2.18 heißt Regel von Fermat und ist eine notwendige Optima-
litätsbedingung für einen lokalen Minimalpunkt. Die Aussage gehört zu den Opti-
malitätsbedingungen 1. Ordnung.

Die Aussage aus Teil 2 ist eine notwendige und hinreichende Bedingung für einen
globalen Minimalpunkt. Sie gehört auch zu den Optimalitätsbedingungen 1. Ord-
nung.

Bemerkung 2.2.19. Sei das unrestringierte Optimierungsproblem P mit n = 1
gegeben. Sei zusätzlich die Zielfunktion f : R → R stetig differenzierbar und strikt
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konvex. Nach Satz 2.2.12 ist die Menge der globalen Minimalpunkte S entweder leer
oder enthält genau einen Punkt.

• Sei S leer. Dann gibt es keinen Punkt x ∈ R mit f ′(x) = 0, vergleiche mit
Satz 2.2.18 Teil 2. Angenommen es gibt einen Punkt x1 ∈ R mit f ′(x1) < 0
und einen Punkt x2 ∈ R, x2 6= x1, mit f ′(x2) > 0. Dann existiert nach der
Anwendung des Zwischenwertsatzes auf die stetige Funktion f ′ ein Punkt xk

mit f ′(xk) = 0. xk ist also ein kritischer Punkt von f . Nach Satz 2.2.18 Teil
2 ist xk ein globaler Minimalpunkt von P und S ist nichtleer. Das ist ein Wi-
derspruch und für f gibt es nicht die Punkte x1, x2 mit obigen Eigenschaften.
Daraus folgt, dass für alle x ∈ R entweder f ′(x) < 0 oder f ′(x) > 0 gel-
ten muss. f ist auf R entweder streng monoton fallend oder streng monoton
wachsend.

• Sei S nichtleer, d.h. es gibt genau ein x∗ ∈ R mit f ′(x∗) = 0, vergleiche mit
Satz 2.2.18 Teil 2. Ein zweites x ∈ R mit x 6= x∗ und f ′(x) = 0 kann es nicht
geben. Sei angenommen, dass f monoton fallend (monoton wachsend) ist. Für
alle x ∈ R gilt somit f ′(x) ≤ 0 (f ′(x) ≥ 0).

Da x∗ einziger globaler Minimalpunkt ist, gilt für alle x ∈ R mit x 6= x∗

f(x) > f(x∗).

Seien nun die Punkte x1, x2 ∈ R mit x1 < x∗ < x2 gegeben. Mit f(x∗) < f(x2)
kann f auf ganz R nicht monoton fallend sein und mit f(x∗) < f(x1) kann
f auf ganz R nicht monoton wachsend sein. f ist demnach weder monoton
fallend noch monoton wachsend auf R.

Jetzt betrachten wir restringierte Optimierungsprobleme P . Zu jedem Optimie-
rungsproblem kann eine sogenannte Lagrangefunktion auf folgende Weise definiert
werden.

Definition 2.2.20 (Lagrangefunktion). Die Funktion

L(x, α) = f(x) + α⊤g(x) = f(x) +

p∑

i=1

αigi(x) (2.15)

mit g(x) = (g1(x), . . . , gp(x))
⊤ und α = (α1, . . . , αp)

⊤ ∈ Rp heißt Lagrangefunktion
von P .

Für ein Maximierungsproblem wird die Lagrangefunktion folgendermaßen definiert

L(x, α) = f(x)− α⊤g(x) = f(x)−
p∑

i=1

αigi(x).

Man beachte das negative Vorzeichen nach der Zielfunktion im Gegensatz zu (2.15).

Die Skalare αi ∈ R, i ∈ I, werden im Allgemeinen als (Lagrange-)Multiplikatoren
bezeichnet und den Restriktionen gi(x) ≤ 0, i ∈ I, zugeordnet.
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2.2. Kurzeinführung in die Optimierung

Mittels der Lagrangefunktion kann nun ein Ungleichungs- und Gleichungssystem
definiert werden. Lösungen (x, α) ∈ Rn × Rp dieses Systems heißen KKT-Punkte.

Definition 2.2.21 (Karush-Kuhn-Tucker-Punkt). Der Punkt xKKT ∈ Rn heißt
Karush-Kuhn-Tucker-Punkt von P mit dem Multiplikatorenvektor α ∈ Rp, kurz
KKT-Punkt, falls der Punkt (xKKT , α) das KKT-System

∇xL(x
KKT , α) = ∇xf(x

KKT ) +

p∑

i=1

αi∇xgi(x
KKT ) = 0,

gi(x
KKT ) ≤ 0, i ∈ I,

α⊤g(xKKT ) =

p∑

i=1

αigi(x
KKT ) = 0,

αi ≥ 0, i ∈ I.

löst.

Die erste Gleichung

∇xL(x
KKT , α) = ∇xf(x

KKT ) +

p∑

i=1

αi∇xgi(x
KKT ) = 0

kann als Kritische-Punkt-Bedingung zu xKKT für restringierte Optimierungsproble-
me interpretiert werden, ähnlich wie (2.14) für unrestringierte Optimierungsproble-
me. Die zweite Ungleichung bedeutet, dass der Punkt xKKT in der zulässigen Menge
M liegt. Die letzten drei Bedingungen heißen zusammen Komplementaritätsbedin-
gung und erzwingen für einen KKT-Punkt, dass für i ∈ I gi(x

KKT ) = 0 oder αi = 0
gelten muss6.

Satz 2.2.22. 1. Sei x∗ ∈ Rn ein lokaler Minimalpunkt von P an dem entweder
die Regularitätsbedingung LICQ oder die RegularitätsbedingungMFCQ erfüllt
ist.

Dann ist x∗ ein KKT-Punkt mit passendem Multiplikator α ∈ Rp von P .

2. Sei P ein konvexes Optimierungsproblem, welches die zugehörige zulässige
Menge die Regularitätsbedingung SC erfülle, und sei x∗ ∈ Rn ein lokaler Mi-
nimalpunkt von P .

Dann ist x∗ ein KKT-Punkt mit passendem Multiplikator α ∈ Rp von P .

Beweis. Siehe Theorem 5.2.3 in [29].

Satz 2.2.22 liefert eine notwendige Optimalitätsbedingung für restringierte (kon-
vexe) Optimierungsprobleme.

6Das
”
oder“ an dieser Stelle ist nicht als ausschließendes

”
oder“ zu verstehen. Es ist auch gi(x) =

αi = 0 für ein i ∈ I möglich. Man spricht dann von einem degenerierten Fall.
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Folgende hinreichende Optimalitätsbedingung 1. Ordnung lässt sich für restrin-
gierte konvexe Optimierungsprobleme ableiten.

Satz 2.2.23. P sei ein konvexes Optimierungsproblem und der Punkt xKKT ∈ Rn

ein KKT-Punkt mit Multiplikator α ∈ Rp von P . Dann ist xKKT ein globaler Mini-
malpunkt von P .

Beweis. Siehe Theorem 4.2.2 in [29].

Bemerkung 2.2.24. 1. Für nichtkonvexe Optimierungsprobleme lässt sich Satz
2.2.23 nicht ohne Weiteres übertragen, z.B. müssen dort auch lokale Minimal-
punkte in Betracht gezogen werden. Optimalitätsbedingungen 2. Ordnung sowie
Constraint-Qualifications helfen dann beim Charakterisieren eines lokalen Mi-
nimalpunktes, siehe [29].

2. Betrachten wir ein konvexes Optimierungsproblem P . Ein kritischer Punkt xk

der Zielfunktion f ist dann ein globaler Minimalpunkt von P , wenn xk zulässig
ist, d.h. xk ∈M gilt. Das lässt sich mittels Satz 2.2.23 verifizieren.

Sei xk ∈ Rn ein kritischer Punkt von f , d.h. es gilt

∇xf(x
k) = 0,

und sei xk ∈M . Setze αi = 0 für alle i ∈ I. Dann gilt

∇xL(x
k, α) = ∇xf(x

k)︸ ︷︷ ︸
=0

+

p∑

i=1

αi∇xgi(x
k)

︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

α⊤g(xk) =
p∑

i=1

αigi(x
k) = 0,

α = 0.

Aus xk ∈ M folgt noch g(xk) ≤ 0 und alles zusammen besagt, dass xk ein
KKT-Punkt von P mit Multiplikator α = 0 ist. Nach Satz 2.2.23 ist xk damit
ein globaler Minimalpunkt von P .

3. Sei das restringierte Optimierungsproblem P mit n = 1 und

M = [a, b] = {x ∈ R | a− x ≤ 0, x− b ≤ 0}

mit a, b ∈ R, a < b, gegeben. Mit 1
2(a + b) ∈ (a, b) erfüllt M die Regularitäts-

bedingung SC. Sei zusätzlich die Zielfunktion f : R → R stetig differenzierbar
und strikt konvex. Nach den Sätzen 2.2.11 und 2.2.12 enthält die Menge der
globalen Minimalpunkte S genau einen Punkt x∗. Dieser globale Minimalpunkt
ist nach Satz 2.2.22 Teil 2 ein KKT-Punkt von P .

• Sei x∗ /∈ (a, b), d.h. x∗ = a oder x∗ = b. Angenommen f besitzt im offe-
nen Intervall (a, b) einen kritischen Punkt xk. Dann löst xk mit Multipli-
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2.2. Kurzeinführung in die Optimierung

kator α = (0, 0)⊤ die KKT-Bedingungen, siehe Definition 2.2.21. Nach
Satz 2.2.23 ist xk ein weiterer globaler Minimalpunkt von P mit xk 6= x∗.
Das ist ein Widerspruch und f besitzt im offenen Intervall (a, b) keinen
kritischen Punkt. Nur für x = a bzw. x = b kann f ′(x) = 0 gelten. f
ist analog zur Bemerkung 2.2.19 entweder streng monoton fallend oder
streng monoton wachsend auf (a, b).

• Sei x∗ ∈ (a, b). Da x∗ die KKT-Bedingungen erfüllt, existiert ein α ∈ R2

und es gilt

f ′(x∗)− α1 + α2 = 0

α ≥ 0

a− x∗ < 0

x∗ − b < 0

α1(a− x∗) = 0

α2(x
∗ − b) = 0.

Aus den letzten vier Bedingungen folgt α = 0. Eingesetzt in die erste
Bedingung folgt f ′(x∗) = 0. x∗ ist somit ein kritischer Punkt von f , der
in (a, b) liegt. Analog wie oben gezeigt wurde, kann es keinen weiteren
kritischen Punkt xk von f in (a, b) mit xk 6= x∗ geben. Weiter ist f
weder monoton fallend noch monoton wachsend auf [a, b], siehe Bemer-
kung 2.2.19.

Drei Beispiele, in denen einige Konzepte von oben veranschaulicht werden sollen,
beschließen diesen Abschnitt. Die dort vorgestellten Problemstellungen kommen in
leicht veränderten Formen im weiteren Verlauf der Arbeit vor.

Beispiel 2.2.25 (Unrestringierte Minimierung). 1. Gegeben sei das unrestringier-
te quadratische Optimierungsproblem

P x : min
x∈Rn

1

2
x⊤Cx− c⊤x

mit der Matrix C ∈ Sn+ und dem Vektor c ∈ Rn. Zunächst überprüfen wir, ob
die Zielfunktion f(x) = 1

2x
⊤Cx+ c⊤x konvex bzw. strikt konvex ist.

f ist offensichtlich zweimal stetig differenzierbar. Für den Gradienten und die
Hessematrix von f gilt

∇xf(x) = Cx− c und D2f(x) = C.

Nach der C2-Charakterisierung der Konvexität, siehe Bemerkung 2.2.3, ist f
strikt konvex und damit auch konvex, da C als positiv definit vorausgesetzt ist.
Nach Satz 2.2.12 gibt es höchstens einen globalen Minimalpunkt von P x.

Versuchen wir einen kritischen Punkt von f zu berechnen. Wir setzen den
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Gradienten ∇xf gleich null, dann folgt

∇xf(x
k) = 0 ⇔ Cxk − c = 0 ⇔ xk = C−1c.

Die letzte Gleichung existiert genau dann, wenn C invertierbar ist. Nach Be-
merkung 2.1.2 ist eine symmetrische positiv definite Matrix invertierbar. xk

ist ein kritischer Punkt von f und nach Satz 2.2.18 wäre dieser Punkt dann
globaler Minimalpunkt von P x.

2. Wechseln wir die Ansicht auf P x, setzen c = 0 und fassen die Matrix C als
Entscheidungsvariable und den Vektor x ∈M mit

M = {x ∈ Rn |
n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0} (2.16)

als Parameter auf

PC
min : min

C∈Rn×n

1

2
x⊤Cx.

Mit Hilfe der Abbildung vec(·), siehe 2.1.5 und Formel (2.7), kann PC
min um-

geschrieben werden zu

min
c∈Rn2

1

2
vec(xx⊤)⊤vec(C) =

1

2
z⊤c.

Die Zielfunktion 1
2z

⊤c ist eine lineare Funktion bezüglich c, damit konvex, und
PC
min ist ein konvexes Optimierungsproblem. Der Gradient der Zielfunktion

ist der Vektor z. Für z = vec(xx⊤) gilt z 6= 0, siehe Ausführungen S. 11.
Setzt man folglich den Gradienten von z⊤c gleich null, so erhält man z = 0
und einen Widerspruch. Die Zielfunktion von PC

min hat somit keinen kritischen
Punkt. Nach Satz 2.2.18 Teil 2 ist jeder globale Minimalpunkt eines konvexen
Optimierungsproblems ein kritischer Punkt der zugehörigen Zielfunktion. Es
folgt, dass PC

min nicht lösbar ist, was auch nicht anders zu erwarten war, wenn
man die lineare Funktion 1

2z
⊤c mit z 6= 0 über der nicht beschränkten Menge

Rn2
minimiert.

Beispiel 2.2.26 (Restringierte Minimierung). 1. Sei das restringierte Optimie-
rungsproblem

P x
res : min

x∈Rn

1

2
x⊤Cx− c⊤x u.d.N. x ∈M

mit M aus (2.16), C ∈ Sn+ und c ∈ Rn gegeben. Da die Zielfunktion konvex
und die Restriktionen linear und damit konvex sind, ist auch P konvex.

Bestimmen wir die Lagrangefunktion von P x
res. Setze gi(x) = −xi, i = 1, . . . , n,

und gn+1(x) =
n∑

i=1
xi − 1 sowie gn+2(x) = −

n∑
i=1

xi + 1. Die Lagrangefunktion
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2.2. Kurzeinführung in die Optimierung

lautet damit

L(x, α) = f(x) +
n+2∑

i=1

αigi(x)

=
1

2
x⊤Cx− c⊤x+

n∑

i=1

αi(−xi) + αn+1

(
n∑

i=1

xi − 1

)

+αn+2

(
−

n∑

i=1

xi + 1

)

=
1

2
x⊤Cx− c⊤x−

n∑

i=1

αixi + αn+1

(
n∑

i=1

xi − 1

)

−αn+2

(
n∑

i=1

xi − 1

)
.

Der Gradient von L nach x ist

∇xL(x, α) = Cx− c− αx + αn+1e− αn+2e

mit dem Vektor αx = (α1, . . . , αn)
⊤ und dem Vektor e = (1, . . . , 1)⊤ ∈ Rn.

Das Nullsetzen von ∇xL ergibt

x = C−1(c+ αx − αn+1e+ αn+2e), (2.17)

wobei die Inverse von C existiert. Ein KKT-Punkt xk von P x
res muss somit

(2.17) und für alle i = 1, . . . , n+ 2 die Bedingungen

gi(x
k) ≤ 0,

αigi(x
k) = 0,

αi ≥ 0

erfüllen.

2. Sucht man nicht das Minimum in PC
min aus Beispiel 2.2.25 über die Menge

aller (n, n)-Matrizen, sondern beschränkt sich z.B. auf symmetrische (n, n)-
Matrizen, so wird PC

min mit Hilfe der Abbildung vec−1(·) umgeformt zu

min
c∈Rn2

1

2
z⊤c u.d.N.

(
vec−1(c)

)⊤
= vec−1(c),

siehe Bemerkung 2.1.11. Die Restriktion dieses Problems lässt sich als Men-
ge von linearen Gleichungen auffassen. Das führt typischerweise zu einer un-
beschränkten zulässigen Menge und mit der Linearität der Zielfunktion zur
Unlösbarkeit des Problems oder es ist trivial durch Auflösen der Gleichungen
lösbar. Analog verhält es sich, wenn statt der Abbildung vec die Abbildung

25



2. Grundlagen

vecsym benutzt wird.

Beispiel 2.2.27 (Restringierte Maximierung). 1. Schauen wir uns das Problem

PC
max : max

c∈Rn2
z⊤c u.d.N. (c−m)⊤S−1(c−m) ≤ β2

mit dem Vektor z = vec(xx⊤) mit x aus dem Standardsimplex des Rn, einem
Vektor m ∈ Rn2

, einer Matrix S−1 ∈ Sn
2

+ und einem Skalar β > 0 an. Die
Zielfunktion ist wieder linear, und damit konvex. Die Restriktion

(c−m)⊤S−1(c−m) ≤ β2

beschreibt einen Ellipsoid mit Mittelpunkt m und Formmatrix S, die um den
Faktor 1

β2 skaliert ist7. Die Restriktion ist somit quadratisch und für gegebenes

S−1 ∈ Sn
2

+ konvex. PC
max ist konvex.

Die Lagrangefunktion zu PC
max ist

L(c, α) = z⊤c− α((c−m)⊤S−1(c−m)− β2)

und der zugehörige Gradient nach c

∇cL(c, α) = z − α2S−1(c−m).

Setzt man ∇cL gleich null, so erhält man

c∗ =
1

2α∗Sz +m

mit α∗ 6= 0.

Sei α∗ = 0. Dann ist
∇cL(c, α

∗) = z.

Für einen KKT-Punkt von PC
max muss in diesem Fall z = 0 gelten, das ist ein

Widerspruch. Nach Lemma 2.1.12 ist z = vec(xx⊤) im Standardsimplex des
Rn2

und somit ungleich null, da nach Voraussetzung x im Standardsimplex des
Rn liegt.

Sei α∗ > 0. Damit gilt

α∗((c∗ −m)⊤S−1(c∗ −m)− β2) = 0
α∗>0⇐⇒ (c∗ −m)⊤S−1(c∗ −m)− β2 = 0

⇐⇒
(

1

2α∗Sz

)⊤
S−1

(
1

2α∗Sz

)
− β2 = 0

⇐⇒ 1

4α∗2 z
⊤S⊤S−1Sz = β2

7Es gilt S ∈ Sn2

+ , da S−1 ∈ Sn2

+ gilt, siehe Bemerkung 2.1.2 Teil 2.
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S pos. def.⇐⇒ α∗2 =
1

4β2
z⊤Sz︸ ︷︷ ︸
>0

⇐⇒ α∗ =
1

2β

√
z⊤Sz

Bem. 2.1.2⇐⇒ α∗ =
1

2β
‖S 1

2 z‖2.

sowie

c∗ =
1

2α∗Sz +m =
β

‖S 1
2 z‖2

Sz +m. (2.18)

Da S positiv definit, β > 0 und z 6= 0 ist, gilt α∗ = 1
2β‖S

1
2 z‖2 > 0.

Bei der Bestimmung von α∗ wurde die Zulässigkeit von c∗ durch

α∗((c∗ −m)⊤S−1(c∗ −m)− β2) = 0

mit α∗ > 0 berücksichtigt. c∗ ist also zulässig für PC
max.

Der Punkt c∗ ist ein KKT-Punkt mit Multiplikator α∗ von PC
max, da c

∗ und α∗

das System

∇cL(c
∗, α∗) = 0

(c∗ −m)⊤S−1(c∗ −m)− β2 ≤ 0

α∗((c∗ −m)⊤S−1(c∗ −m)− β2) = 0

α∗ ≥ 0

erfüllen.

Nach Satz 2.2.23 ist c∗ ein globaler Maximalpunkt von PC
max mit optimalem

Zielfunktionswert

z⊤c∗ = z⊤
(

β

‖S 1
2 z‖2

Sz +m

)
=

β

‖S 1
2 z‖2

z⊤Sz + z⊤m = β
√
z⊤Sz + z⊤m.

2. Man kann die Bedingung S−1 ∈ Sn
2

+ in PC
max abschwächen. In der Herleitung

des optimalen Punktes von PC
max in 1. benutzen wir die Inverse S von S−1, die

wegen S−1 ∈ Sn
2

+ existiert, siehe Bemerkung 2.1.2 Teil 2. Für symmetrische
positiv semidefinite Matrizen S−1 muss allerdings die Inverse S nicht existie-
ren, so dass in diesem Fall die Vorgehensweise in 1. nicht angewendet werden
kann. Die Restriktion in diesem Fall beschreibt immer noch eine Ellipsoid,
die aber nicht die volle Dimension n2 haben muss. Folgende Umformungen
ermöglichen es, trotzdem einen optimalen Punkt zu berechnen.

PC
max mit symmetrischer positiv definiter (n2, n2)-Matrix S−1 ist äquivalent zu
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dem Problem

HP : max
c∈Rn2

z⊤c u.d.N. c = m+ βS
1
2 ζ, ‖ζ‖2 ≤ 1. (2.19)

Dass die beiden zulässigen Mengen von PC
max und HP gleich sind, wird im

Anhang A.1.1 S. 121 bewiesen.

Für HP fordern wir jetzt nur noch, dass S eine symmetrische positiv semide-
finite (n2, n2)-Matrix ist, und formen weiter um zu

max
ζ∈Rn2

β
(
S

1
2 z
)⊤

ζ + z⊤m u.d.N. ‖ζ‖22 ≤ 1. (2.20)

Nach Lemma 2.2.4 und Umformulierung der Restriktion ist (2.20) äquivalent
zu

max
ζ∈Rn2

(
S

1
2 z
)⊤

ζ u.d.N. ζ⊤In2ζ ≤ 1

mit der (n2, n2)-Einheitsmatrix In2. Setze nun

c = ζ, z̃ = S
1
2 z, m = 0, S̃−1 = In2 und β = 1.

Aus S̃−1 = In2 folgt

S̃ = In2 und S̃
1
2 = In2 .

Damit liegt die Situation wie in 1. für PC
max mit S̃−1 = In2 ∈ Sn

2

+ vor. Der
globale Maximalpunkt ist dann

ζ∗ =
β

‖S̃ 1
2 z̃‖2

S̃z̃ +m =
1

‖S 1
2 z‖2

S
1
2 z.

Setzt man ζ∗ in c = m + βS
1
2 ζ ein, so erhält man als optimalen Punkt von

HP

c∗ =
β

‖S 1
2 z‖2

Sz +m,

den wir auch in Formel (2.18) berechnet haben. Der optimale Zielfunktionswert
ist wieder

z⊤c∗ = β
√
z⊤Sz + z⊤m.

2.3. Semi-infinite Optimierung

In diesem Abschnitt werden Optimierungsprobleme der Form

SIP : min
x∈X

f(x) u.d.N. g(x, y) ≤ 0 ∀y ∈ Y
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betrachtet. Dabei sind f : Rn → R und g : Rn × Rm → R zweimal stetig differen-
zierbare Funktionen, X ∈ Rn und Y ∈ Rm. Ohne Beschränkung der Allgemeinheit
kann X als Box im Rn gewählt werden. Boxen sollen hier als mehrdimensionale
abgeschlossene Intervalle

U = [a1, b1]× · · · × [am, bm]

definiert sein.

Es handelt sich hierbei um sogenannte semi-infinite Probleme, da man eine end-
lich dimensionale Entscheidungsvariable x und unendlich viele Restriktionen hat.
Diese unendlich vielen Restriktionen werden durch die sogenannte Indexmenge Y
bestimmt, die nicht notwendigerweise endlich ist.

Ist Y eine nichtleere, kompakte Menge, dann spricht man von (Standard) semi-
infiniten Optimierungsproblemen, abgekürzt durch SIP für engl.

”
(standard) semi-

infinite programming“. Hängt die Indexmenge von der Entscheidungsvariablen x
ab, so spricht man von verallgemeinerten semi-infiniten Optimierungsproblemen, ab-
gekürzt durch GSIP für engl.

”
generalized semi-infinite programming“, und deutet

dies mit Y (x) an.

Eine Einführung in die Theorie und Methodik für semi-infinite Optimierungspro-
bleme geben [22], [25], [34] und [47]. Eine Einführung in die semi-infinite Optimierung
mit Blick auf eine zweistufige Betrachtungsweise liefert [53]. Einen Überblick über
numerische Methoden findet man in [26] und [46]. In den Publikationen finden sich
zahlreiche weitere Literaturreferenzen.

Anwendungsbeispiele semi-infiniter Optimierung sind z.B.

• Tschebyscheff-Approximation,

• Minmax-Optimierung,

• Robuste Optimierung,

• Design Centering,

• Fehlerminimierung bei Randwertproblemen mit Operatorgleichungen,

• Disjunktive Optimierung,

siehe [53].

Die Betrachtung robuster Optimierungsprobleme als semi-infinite Probleme wird
in dieser Arbeit näher beleuchtet.

Wie man sich leicht klar machen kann, können Optimalitätsbedingungen 1. Ord-
nung aus der gewöhnlichen restringierten Optimierung nicht ohne weiteres auf SIP
angewendet werden, vergleiche z.B. Satz 2.2.23. Die Überprüfung auf Zulässigkeit
eines Kandidaten für einen lokalen wie globalen Minimalpunkt ist bei unendlich
vielen Restriktionen im Allgemeinen nicht durchführbar. Es kann aber gezeigt wer-
den, dass bei einer lokalen Betrachtung eines zulässigen Punktes nur endlich viele
Restriktionen eine Rolle spielen, siehe Reduction Ansatz in [53, Abschnitt 3.2.4.1].

Einige Konzepte aus Kapitel 2.2 sind auf SIP ohne zusätzlichem Aufwand über-
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tragbar. Hier folgen einige Beispiele.

Bemerkung 2.3.1. 1. Die zulässige Menge

M = {x ∈ X | g(x, y) ≤ 0 ∀y ∈ Y } (2.21)

von SIP ist abgeschlossen.

2. FallsM beschränkt und nichtleer ist, dann ist SIP lösbar, vergleiche Satz 2.2.11.

3. SIP ist ein konvexes Optimierungsproblem, falls die zulässige Menge M und
die Zielfunktion f auf M konvex sind, vergleiche Definition 2.2.2. Für konvexe
SIP stimmen die globalen und die lokalen Minimalpunkte überein.

Ist die Zielfunktion f zusätzlich strikt konvex und SIP lösbar, dann ist der
globale Optimalpunkt eindeutig.

Im Folgenden wird eine wohlbekannte Optimalitätsbedingung 1. Ordnung für SIP
angeben. Dazu sei vorausgesetzt, dass die Box X hinreichend groß ist, um alle sta-
tionären Punkte im Innern zu beinhalten.

Bemerkung 2.3.2. 1. Die Funktion ϕ : Rn → R mit

ϕ(x) = max
y∈Y

g(x, y) (2.22)

ist stetig. Die Entscheidungsvariable x von SIP ist hier als Parameter zu
verstehen. Die Stetigkeit folgt dann aus Resultaten der parametrischen Opti-
mierung, siehe Kapitel 2.4 Korollar 2.4.10.

2. Alle zulässigen Punkte x mit ϕ(x) < 0 liegen im Inneren von M .

Ist x∗ ein lokales Minimum von SIP mit ϕ(x∗) < 0, dann gilt bekanntermaßen

∇f(x∗) = 0.

Sei nun x aus dem (topologischen) Rand ∂M von M . Für diese x sei noch die
Menge

Y0(x) = {y ∈ Y | g(x, y) = 0}

als Menge der aktiven Indizes (bzgl. x) definiert. Man beachte, dass Y0(x) nichtleer
und kompakt ist.

Ist Y0(x) leer für ein x ∈ M , so liegt x im Inneren von M . Ob x ein lokaler Mi-
nimalpunkt von SIP ist, kann dann mit Mitteln der gewöhnlichen unrestringierten
Optimierung beantwortet werden, siehe Bemerkung 2.3.2 oben.

Wir betrachten im Folgenden nur Minimalpunkte aus dem (topologischen) Rand
von M .

Satz 2.3.3 (Fritz John-Bedingung). Sei x∗ ∈ ∂M ein lokales Minimum von SIP.
Dann existieren yk ∈ Y0(x

∗), 1 ≤ k ≤ n+1, und (α0, α) ∈ R×Rn+1 mit (α0, α) ≥ 0
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2.3. Semi-infinite Optimierung

und α0 +
∑n+1

k=1 αk = 1, so dass die Bedingung

α0∇f(x∗) +
n+1∑

k=1

αk∇xg(x
∗, yk) = 0 (2.23)

gilt.

Beweis. Siehe Theorem 2.1 [20].

Lokal betrachtet, beschreiben k Restriktionen mit k ≤ n + 1 und damit endlich
viele Restriktionen einen lokalen Minimalpunkt.

Definition 2.3.4 (EMFCQ). Ein x ∈ M erfüllt die Erweiterte-Mangasarian-Fro-
mowitz-Bedingung, engl. Extended Mangasarian-Fromovitz Constraint Qualificati-
on, kurz EMFCQ, wenn

(∇xg(x, y))
⊤ d < 0 ∀y ∈ Y0(x) (2.24)

für ein d ∈ Rn gilt.

Bemerkung 2.3.5. 1. Vektoren d, die (2.24) erfüllen, heißen strikt zulässige
Richtungen von x. Satz 2.3.3 kann dahingehend interpretiert werden, dass im
Punkt x keine zulässigen Abstiegsrichtungen für f existieren, falls x ein lokaler
Minimalpunkt ist. Dabei sind Abstiegsrichtungen d für f in x mit

(∇f(x))⊤ d < 0

definiert. Satz 2.3.3 ist damit eine notwendige Optimalitätsbedingung.

2. Eine hinreichende Optimalitätsbedingung ist folgende Aussage. Existiert für
ein x ∈ ∂M kein Vektor d ∈ Rn \ {0} mit

(∇f(x))⊤ d ≤ 0, (∇xg(x, y))
⊤ d < 0 ∀y ∈ Y0(x),

so muss x ein lokaler Minimalpunkt sein, siehe Theorem 1 [34]. Die Existenz
eines solchen d zu be- oder widerlegen, kann im Allgemeinen nicht erwartet
werden, da Y0(x) unendlich viele Indizes enthalten kann.

3. Ist die Regularitätsbedingung EMFCQ an einem lokalen Minimum x von SIP
erfüllt, so kann man in Satz 2.3.3 α > 0 wählen, und erhält die Karush-Kuhn-
Tucker-Bedingungen, siehe [26].

4. Im Falle von SIP konvex ist ein KKT-Punkt von SIP auch ein globaler Mi-
nimalpunkt von SIP .

Zuletzt wollen wir noch eine Umformulierung von SIP betrachten. Sei eine nicht-
leere und kompakte Menge N von reellen Zahlen, die nicht notwendigerweise endlich
sein muss, gegeben. Sind die Zahlen der Menge N alle kleiner gleich einer Zahl γ ∈ R,
so muss das Maximum aus allen Zahlen der Menge N auch kleiner als γ sein.
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Die Restriktionen
g(x, y) ≤ 0 ∀y ∈ Y

aus SIP lassen sich für alle x ∈ X damit umformen zu

max
y∈Y

g(x, y) ≤ 0.

Die Entscheidungsvariable x ist hier Parameter, vergleiche Bemerkung 2.3.2. SIP
ist dann äquivalent zu

SG : min
(x,y)∈X×Rm

f(x) u.d.N. g(x, y∗) ≤ 0 mit y∗ löst global max
y∈Y

g(x, y),

(2.25)

siehe [52].

Das Optimierungsproblem aus (2.25) findet man in der Literatur auch als Stackel-
berg-Spiel bzw. Bilevel-Optimierungsproblem.

Im Folgenden werden wir das Optimierungsproblem

max
y∈Y

g(x, y)

als Problem der unteren Stufe und das reformulierte SIP aus (2.25) als Bilevel-
Problem auffassen.

Ein Bilevel-Optimierungsproblem hat die allgemeine Darstellung8

BL :
”
min
x∈Rn

“F (x, y) s.t. G(x, y) ≤ 0,

y löst das Optimierungsproblem Q(x),

mit dem Problem der unteren Stufe

Q(x) : max
y∈Rm

u(x, y) u.d.N. v(x, y) ≤ 0.

Die Funktionen F, u : Rn × Rm → R, G : Rn × Rm → Rp und v : Rn × Rm → Rq

werden als zweimal stetig differenzierbar bezüglich x und y vorausgesetzt.

Q(x) ist ein parametrisches Optimierungsproblem mit Entscheidungsvariable y
und Parameter x. Das beschreibt mathematisch den Einfluß des Problems der oberen
Stufe auf das Problem der unteren Stufe.

Diese stufenweise hierarchische Betrachtung hat in der Praxis eine weitreichende
Verbreitung. Erste Ansätze solcher Hierarchien als Bilevel-Probleme aufzufassen,
finden sich nach [18] in der Spieltheorie und wurden von H. v. Stackelberg formuliert.

Eine erste Schwierigkeit in der allgemeinen Form ist der Umstand, dass der Ent-

8Diese Darstellung beinhaltet keine Gleichungsrestriktionen, analog zu P aus Kapitel 2.2 oder SIP
vom Anfang des Kapitels.
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2.3. Semi-infinite Optimierung

scheider in der oberen Stufe nicht weiß, welches y der Entscheider der unteren Stufe
aus der Menge der optimalen Punkte von Q(x)

Ψ(x) = arg max
y∈Rm

{u(x, y) | v(x, y) ≤ 0}

auswählt. Das sollen die Anführungsstriche bei
”
min
x∈Rn

“ von BL verdeutlichen. Auch

die eindeutige Lösbarkeit von Q(x) hängt eng damit zusammen. Ist Q(x) eindeutig
lösbar, so hat Ψ(x) nur ein Element und der Entscheider der unteren Stufe keine
Wahlmöglichkeit.

Dass die Uneindeutigkeit einer Lösung von Q(x) bei SG keine Rolle spielt, zeigt
ein Vergleich von SG mit BL. Offensichtlich hängt die Zielfunktion f von SG nicht
von der Entscheidungsvariable des Problems der unteren Stufe ab, wie das bei der
Zielfunktion F von BL der Fall ist. Desweiteren gibt es die Restriktion G von BL
nicht in SG, d.h. das Problem der oberen Stufe und das Problem der unteren Stufe
sind nicht über eine Ungleichungsnebenbedingung in der oberen Stufe verknüpft.
Die Restriktion g aus SG ist gleichzeitig die Zielfunktion des Problems der unteren
Stufe.

Ein weniger offensichtlicher Unterschied zwischen SG und BL betrifft wieder die
Funktion g. Die optimalen Punkte des Problems der unteren Stufe bezüglich eines
x führen zu ein- und demselben Wert von g, da g auch die Zielfunktion der unteren
Stufe ist.

Aus diesen Gründen kann die Variable y als Entscheidungsvariable in das Problem
der oberen Stufe eingeführt und die Anführungsstriche weggelassen werden, da das
Minimum in SG über x und y gebildet wird, und der Entscheider der unteren Stufe
sich dadurch für ein y entscheidet9.

Es sei nochmal bemerkt, dass dafür das Problem der unteren Stufe

max
y∈Y

g(x, y)

nicht eindeutig lösbar zu sein braucht.

Bei dem Problem SG handelt es sich also um ein spezielles Bilevel-Optimierungs-
problem.

Übersichtlichere und weitreichendere Einführungen in die Bilevel-Optimierung fin-
det man in [18] und [2], Reformulierungen sowie Regularitäts- und Stabilitätsaussa-
gen in [60]. Eine ausführlichere Darstellung von semi-infiniten Optimierungsproble-
men als Bilevel-Probleme zeigt [53].

Kommen wir zurück zu SG. Das Problem der unteren Stufe sei definiert durch

Q(x) : max
y∈Rm

g(x, y) u.d.N. y ∈ Y

9Oder der Entscheider der unteren Stufe entscheidet sich für mehrere y, die aber alle zu ein- und
demselben Zielfunktionswert von f führen.
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mit der funktionalen Beschreibung von

Y = {y ∈ Rm | v(y) ≤ 0},

wobei v : Rm → Rq eine zweimal stetige Funktion ist.

Um eine Lösung des oberen Problems bestimmen zu können, benötigt man zuerst
eine Lösung von Q(x) in Abhängigkeit des Parameters x. Folgende Vorgehensweise
ist [53, Kapitel 5] entlehnt. Dabei muss Q(x) global gelöst werden, denn für lokale
Lösungen kann

max
y∈Y

g(x, y) ≤ 0 (2.26)

nicht garantiert werden. Falls (2.26) nicht erfüllt ist, ist der Punkt (x, y) nicht
zulässig für SG bzw. x ist nicht zulässig für SIP .

Eine ausführliche Diskussion über die globale Optimierung findet sich in [19]. Hier
behelfen wir uns mit der Eigenschaft der Konvexität und den Folgen daraus. Die
Sätze 2.2.22 Teil 2 und 2.2.23 liefern dann notwendige und hinreichende Bedingun-
gen für einen globalen Minimalpunkt von Q(x).

Lemma 2.3.6. Sei Q(x) ein konvexes Problem und die Menge Y erfülle die Sla-
terbedingung SC. Der Punkt (y∗, α∗) ∈ Rm × Rq ist genau dann eine Lösung des
Gleichungs- und Ungleichungssystems

∇yg(x, y) + α⊤v(y) = 0,
v(y) ≤ 0,

α⊤v(y) = 0,
α ≥ 0,

(2.27)

wenn y∗ ein globaler Minimalpunkt von Q(x) ist.

Beweis. Sei (y∗, α∗) eine Lösung des System (2.27). Das System (2.27) ist das
KKT-System aus Definition 2.2.21 für das Problem Q(x). Der Punkt y∗ ist somit
ein KKT-Punkt von Q(x) mit Multiplikator α∗. Weiter ist y∗ mit der Konvexität
von Q(x) und Satz 2.2.23 ein globaler Minimalpunkt von Q(x).

Sei y∗ ein globaler Minimalpunkt von Q(x). Mit Hilfe von Teil 2 Satz 2.2.22, wobei
vorausgesetzt ist, dass Y als zulässige Menge von Q(x) die Slaterbedingung erfüllt,
existiert ein Vektor α∗ ∈ Rq, so dass y∗ ein KKT-Punkt von Q(x) mit Multiplikator
α∗ ist. (y∗, α∗) erfüllt das Gleichungs- und Ungleichungssystems (2.27).

Damit ist die Behauptung bewiesen.
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2.4. Parametrische Optimierung

Mit obigem Lemma kann SG äquivalent umformuliert werden zu

MPCC : min
(x,y,α)∈X×Rm×Rq

f(x) u.d.N. g(x, y) ≤ 0,

∇yg(x, y) + α⊤v(y) = 0,
v(y) ≤ 0,

α⊤v(y) = 0,
α ≥ 0.

Die Äquivalenz von SG und MPCC ist dabei so zu verstehen:

1. Eine Lösung (x∗, y∗) von SG kann mit einem zu (2.27) passendem α∗ ∈ Rq zu
einer Lösung von MPCC erweitert werden.

2. Ist (x∗, y∗, α∗) eine Lösung vonMPCC, dann ist (x∗, y∗) eine Lösung von SG.

3. Die Optimalwerte von SG und MPCC stimmen überein.

Für die Äquivalenz sind die notwendigen und hinreichenden Bedingungen aus Lem-
ma 2.3.6 wesentlich.

MPCC ist ein nichtlineares Optimierungsproblem. Die letzten drei Restriktionen
heißen Komplementaritätsbedingungen, engl. Complementarity Constraints (verglei-
che Bemerkungen nach Definition 2.2.21). Obige Probleme nennt man Optimierungs-
probleme mit Komplementaritätsbedingungen, engl. Mathematical Progams with
Complementarity Constraints, kurz MPCC, oder in der neueren Literatur Optimie-
rungsprobleme mit Gleichgewichtsbedingungen, engl. Mathematical Progams with
Equilibrium Constraints, kurz MPEC. Interessierte Leser für solche Optimierungs-
probleme verweisen wir auf [33] und [35].

Zuletzt sei hier nur noch bemerkt, dass Solver für nichtlineare Optimierungs-
probleme Schwierigkeiten haben, MPCC zu lösen. Das liegt an den Komplemen-
taritätsbedingungen, die dazu führen, dass die Regularitätsbedingung MFCQ an
allen Punkten der zulässigen Menge verletzt ist, siehe [49]. MFCQ wird bei vielen
Standardsolver vorausgesetzt.

2.4. Parametrische Optimierung

Beschäftigen wir uns jetzt mit parametrischen Optimierungsproblemen und betrach-
ten eine Familie von Optimierungsproblemen

P (t) : min
x∈Rn

f(t, x) u.d.N. gi(t, x) ≤ 0, i ∈ I = {1, . . . , p},

mit Parameter t ∈ Rm und stetig differenzierbaren Funktionen f : Rm × Rn → R

und gi : R
m × Rn → R, i ∈ I bezüglich t und x.

Das Problem der unteren Stufe Q(x) auf S. 32 gehört in diese Problemklasse.

Zu P (t) definieren wir noch die zulässige Menge

M(t) = {x ∈ Rn | gi(t, x) ≤ 0, i ∈ I},
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den Optimalwert
v(t) = inf

x∈M(t)
f(t, x)

und die Menge der optimalen Punkte

S(t) = {x ∈ Rn | f(t, x) ≤ v(t)} = arg max
x∈M(t)

f(t, x).

Im Folgenden wird mit R = R ∪ {−∞,∞} die Menge der erweiterten reellen
Zahlen beschrieben. Wir werden R benutzen, um alle Fälle der Lösbarkeit von P (t)
abzudecken. Ist etwa f für ein t ∈ Rm nach unten nicht beschränkt, dann setzen wir
v(t) = −∞. Ist die zulässige MengeM(t) für ein t ∈ Rm leer, so setzen wir v(t) = ∞.

v(t) ist somit eine Funktion v : Rm → R, die jedem Parameter t einen reellen
Wert oder −∞,∞ zuordnet. M(t) und S(t) sind mengenwertige Abbildungen, die
jedem Parameter t eine Menge aus dem Rn zuordnen. Wir schreiben M : Rm

⇒ Rn

und S : Rm
⇒ Rn.

Die Stabilität eines parametrischen Optimierungsproblems gibt Aussagen über die
Abhängigkeit der Lösungen von P (t) vom Parameter t. Im besten Fall sollten die
Lösungen stetig mit dem Parameter t variieren. Ziel ist es also, Bedingungen für die
Stetigkeit der Funktion v und Bedingungen für die Stetigkeit der Abbildungen M
und S anzugeben.

Um globale Stabilitätsaussagen treffen zu können, müssen einige Definitionen ein-
geführt werden. Sie stammen aus [10] und [54]. Analog zu Abschnitt 2.2 können alle
Aussagen auch auf parametrische Maximierungsprobleme übertragen werden.

Definition 2.4.1 (Limes inferior und Limes superior). Sei die Funktion f : Rn → R

und der Punkt x̄ ∈ Rn gegeben. Weiter sei B(x̄, δ) die abgeschlossene Kugel10 mit
Radius δ um x̄. Der Ausdruck

lim inf
x→x̄

f(x) := lim
δց0

inf
x∈B(x̄,δ)

f(x)

heißt Limes inferior und der Ausdruck

lim sup
x→x̄

f(x) := lim
δց0

sup
x∈B(x̄,δ)

f(x)

heißt Limes superior von f an x̄.

Definition 2.4.2 (Unter- und Oberhalbstetigkeit). Sei die Funktion f : Rn → R

und der Punkt x̄ ∈ Rn gegeben.

Die Funktion f heißt an x̄ unterhalbstetig, falls

lim inf
x→x̄

f(x) ≥ f(x̄)

10B(x̄, δ) = {x ∈ Rn | ‖x− x̄‖ ≤ δ} mit beliebiger Norm aus dem Rn.
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gilt.

Die Funktion f heißt an x̄ oberhalbstetig, falls

lim sup
x→x̄

f(x) ≤ f(x̄)

gilt.

f heißt unterhalbstetig (oberhalbstetig), falls f in jedem Punkt des Rn unterhalbs-
tetig (oberhalbstetig) ist.

Offensichtlich gilt immer

lim inf
x→x̄

f(x) ≤ f(x̄) und lim sup
x→x̄

f(x) ≥ f(x̄).

Somit ist f unterhalbstetig (oberhalbstetig), falls

lim inf
x→x̄

f(x) = f(x̄) (lim sup
x→x̄

f(x) = f(x̄))

gilt.

f ist genau dann stetig11, wenn f unter- und oberhalbstetig ist.

Definition 2.4.3 (Lokale Beschränktheit). Sei die mengenwertige Abbildung
F : Rn

⇒ Rm und der Punkt x̄ ∈ Rn gegeben. F heißt an x̄ lokal beschränkt,
falls eine Umgebung U(x̄) von x̄ und eine beschränkte Menge A ⊂ Rm existieren, so
dass F (x) ⊂ A für alle x ∈ U(x̄) gilt.

F heißt lokal beschränkt, falls F in jedem Punkt des Rn lokal beschränkt ist.

Definition 2.4.4 (Abgeschlossenheit). Sei die mengenwertige Abbildung
F : Rn

⇒ Rm und der Punkt x̄ ∈ Rn gegeben. F heißt an x̄ abgeschlossen, falls
für jede Folge xν

ν→∞−→ x̄ und Punkte yν ∈ F (xν) mit yν
ν→∞−→ ȳ auch ȳ ∈ F (x̄) gilt.

F heißt abgeschlossen, falls F in jedem Punkt des Rn abgeschlossen ist.

Die letzten beiden Definitionen dieses Abschnittes geben an, unter welchen Be-
dingungen eine mengenwertige Abbildung stetig genannt werden soll. Das klärt die
Frage, was eine stetige Abhängigkeit der Abbildung M von t bedeutet.

Definition 2.4.5 (Innerer Limes und Äußerer Limes). Sei eine Folge von Mengen
(Aν)ν∈N mit Aν ⊂ Rn für alle ν ∈ N gegeben.

Der Ausdruck

lim inf
ν→∞

Aν :=

{
x ∈ Rn | lim sup

ν→∞

(
inf
y∈A

‖y − x‖
)

= 0

}

11f ist stetig an x̄ ∈ Rn mit f(x̄) = −∞ (f(x̄) = ∞), falls für alle Folgen xν ν→∞
−→ x̄ lim

ν→∞
f(x) = −∞

( lim
ν→∞

f(x) = ∞) gilt.
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mit einer beliebigen Norm des Rn heißt innerer Limes und der Ausdruck

lim sup
ν→∞

Aν :=

{
x ∈ Rn | lim inf

ν→∞

(
inf
y∈A

‖y − x‖
)

= 0

}

heißt äußerer Limes.

Definition 2.4.6 (Inner- und Außerhalbstetigkeit sowie Stetigkeit). Sei die men-
genwertige Abbildung F : Rn

⇒ Rm und der Punkt x̄ ∈ Rn gegeben.

F heißt an x̄ innerhalbstetig, falls

F (x̄) ⊂
⋂

xνν→∞−→ x̄

lim inf
ν→∞

F (xν)

gilt.

F heißt an x̄ außerhalbstetig, falls

⋃

xνν→∞−→ x̄

lim sup
ν→∞

F (xν) ⊂ F (x̄)

gilt.

F heißt an x̄ stetig, falls F an x̄ inner- und außerhalbstetig ist.

F heißt innerhalbstetig/außerhalbstetig/stetig, falls F in jedem Punkt des Rn

innerhalbstetig/außerhalbstetig/stetig ist.

Der nächste Satz gibt an, wann bei der Optimalwertfunktion v, inf durch min
ersetzt werden kann.

Satz 2.4.7. Gegeben sei die Familie der Probleme P (t) mit t ∈ Rm. Sei die Zielfunk-
tion f stetig (bezüglich t und x) und die mengenwertige Abbildung M der zulässigen
Punkte lokal beschränkt und außerhalbstetig. Weiter sei für die Abbildung M gege-
ben, dass für alle t ∈ Rm M(t) nichtleer ist.

Die Optimalwertfunktion v ist dann unterhalbstetig und es gilt für alle t ∈ Rm

v(t) = min
x∈M(t)

f(t, x). (2.28)

Beweis. Siehe Satz 2.3.3 in [54].

Die Gleichung (2.28) bedeutet, dass P (t) für alle t ∈ Rm lösbar ist, d.h. es gilt
S(t) 6= ∅ für alle t ∈ Rm. Insbesondere gilt für alle t ∈ Rm −∞ < v(t) <∞.

Bemerkung 2.4.8. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.4.7 lassen sich folgende
Aussagen für ein festes t̄ ∈ Rm und zugehörigen P (t̄) treffen.

1. Die Stetigkeit der Zielfunktion f(t̄, x) bezüglich x ist gegeben. Weiter ist vor-
ausgesetzt, dass M(t̄) nichtleer ist.
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2. Die lokale Beschränktheit für M liefert per Definition die Beschränktheit des
Bildes M(t̄) von M .

3. Aus der Außerhalbstetigkeit von M folgt die Abgeschlossenheit von M , siehe
Lemma 2.2.31 in [54], und damit die Abgeschlossenheit von M an dem Punkt
t̄. Setzt man in Definition 2.4.4 die konstante Folge tν = t̄ für alle ν ∈ N ein,
so erhält man die Abgeschlossenheit des Bildes M(t̄).

M(t̄) ist somit eine nichtleere und kompakte Menge und f(t̄, x) eine stetige Funktion.
Nach Satz von Weierstraß 2.2.11 ist P (t̄) lösbar.

Kommen wir nun zu Stetigkeitsaussagen für v und S.

Satz 2.4.9. Gegeben sei die Familie der Probleme P (t) mit t ∈ Rm. Sei die Zielfunk-
tion f stetig (bezüglich t und x) und die mengenwertige Abbildung M der zulässigen
Punkte lokal beschränkt und stetig. Weiter sei die Menge

{(t, x) ∈ Rm × Rn | gi(t, x) ≤ 0, i ∈ I} (2.29)

nichtleer.12

Die Optimalwertfunktion v ist dann reellwertig und stetig.

Beweis. Siehe Korollar 2.3.5 in [54].

Die Reellwertigkeit von v bedeutet wieder die Lösbarkeit von P (t) für alle t ∈ Rm.
Dass die Menge aus (2.29) nichtleer ist, bedeutet, dass es mindestens ein t ∈ Rm mit
M(t) 6= ∅ gibt.

Korollar 2.4.10. Gegeben sei die Familie der Probleme P (t) mit t ∈ Rm. Sei die
Zielfunktion f stetig (bezüglich t und x) und für die mengenwertige Abbildung M
gilt M(t) ≡ N für alle t ∈ Rm mit der Menge N ⊂ Rn nichtleer und kompakt.

Die Optimalwertfunktion v ist dann reellwertig und stetig.

Beweis. Aus M(t) ≡ N für alle t ∈ Rm mit N nichtleer und kompakt folgt un-
mittelbar die lokale Beschränktheit und die Stetigkeit der Abbildung M sowie die
Existenz eines Punktes der Menge aus (2.29), vergleiche mit Bemerkung 2.4.8. Nach
Anwendung des Satzes 2.4.9 folgt die Behauptung.

Satz 2.4.11. Gegeben sei die Familie der Probleme P (t) mit t ∈ Rm. Sei die Ziel-
funktion f stetig (bezüglich t und x) und die mengenwertige AbbildungM der zulässi-
gen Punkte lokal beschränkt und stetig. Weiter sei P (t) für alle t ∈ Rm eindeutig
lösbar.

Die Optimalpunktabbildung S ist dann lokal beschränkt und stetig.

Beweis. Siehe Satz 2.3.13 in [54].

12(2.29) wird als Graph der Abbildung M bezeichnet, siehe in [54, Definition 2.2.9].
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In Satz 2.4.11 werden auch die Bedingungen von Satz 2.4.9 gefordert. Somit ist v
wieder reellwertig und P (t) ist für alle t ∈ Rm lösbar.

Bemerkung 2.4.12. 1. Die eindeutige Lösbarkeit der Probleme P (t) für alle t ∈
Rm erreicht man z.B. durch die Konvexität von P (t) für alle t ∈ Rm mit strikt
konvexer Zielfunktion f bezüglich x für alle t ∈ Rm, vergleiche Satz 2.2.12.

2. Der Satz 2.4.9 liefert Bedingungen, wann die Probleme inf
t∈Rm

v(t) und inf
t∈U

v(t)

z.B. mit einer nichtleeren kompakten Menge U ⊂ Rm lösbar sind. Aus den
inf-Ausdrücken werden dann min-Ausdrücke.

3. Aus Satz 2.4.11 folgt für ein festes t ∈ Rm die Kompaktheit der nichtleeren
Optimalpunktmenge S(t), vergleiche Bemerkung 2.4.8.

Obige Aussagen sind Aussagen über globale Stabilität. Aussagen über lokale Sta-
bilität und Aussagen, wie sensibel v und S auf eine (kleine) Änderungen des Pa-
rameters t reagieren, werden hier nicht ausgeführt, sondern auf die entsprechende
Literatur [10] und [54] verwiesen.

2.5. Robuste Optimierung: der Robust-Counterpart

Betrachten wir ein gewöhnliches Optimierungsproblem

P : min
x∈Rn

f(x) u.d.N. gi(x) ≤ 0, i ∈ I = {1, . . . , p}

mit Funktionen f : Rn → R und gi : R
n → R, i ∈ I.

In der Praxis tritt neben dem eigentlichen Optimierungsproblem oft noch eine
weitere Schwierigkeit auf. Die Eingabedaten des Optimierungsproblems sind unsi-
cher. Das geschieht zum einen schon bei der Modellierung von P durch Messfehler
in den Eingabedaten und zum anderen beim numerischen Lösen von P , da man dort
davon ausgehen muss, dass numerische Rundungsfehler entstehen, man somit nur
eine Approximation der eigentlichen Lösung erhält. Man löst demnach ein in den
Eingabedaten von P leicht gestörtes Problem.

Die Eingabedaten für das Problem P sind die Funktionen f, gi, i ∈ I. Die Einführ-
ung eines Parameters zu den Funktionen ist eine Möglichkeit dort, Störungen zu mo-
dellieren. Wir betrachten also Funktionen f : Rn ×Rm → R und gi : R

n × Rm → R,
i ∈ I, mit einem Parameter u ∈ Rm. Dies führt zu parametrischen Optimierungs-
problemen

P (u) : min
x∈Rn

f(u, x) u.d.N. gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I,

vergleiche Abschnitt 2.4.

Einen Einstieg in die robuste Optimierung mit dem Robust-Counterpart geben
[4] und [53].
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2.5. Robuste Optimierung: der Robust-Counterpart

Man kann nun Methoden der parametrischen Optimierung benutzen, um Lösun-
gen von P (u) in Abhängigkeit von u ∈ Rm zu berechnen oder lokale bzw. globale
Stabilitäts- und Sensitivitätsaussagen für Lösungen zu treffen. Allerdings ist es im
Allgemeinen nicht möglich, Lösungen für alle Ausprägungen des Parameters zu be-
stimmen oder zu charakterisieren, selbst wenn die Lösungen stetig vom Parameter
abhängen.

Eine Möglichkeit der Vereinfachung ist die Einführung einer Unsicherheitsmen-
ge U ⊂ Rm für u. Dies soll die Anzahl der Ausprägungen des Parameters ein-
schränken und ist in der Praxis oft möglich. Die Unsicherheitsmenge sollte dabei
einige wünschenswerte Eigenschaften erfüllen, z.B. dass U nichtleer und kompakt
ist und durch hinreichend glatte Funktionen beschrieben wird.

Eine in den letzten Jahren verstärkt auftretende Methode, das Problem anzu-
gehen, ist die Robuste Optimierung. Dort wird ein Worst-Case-Szenario für P (u)
angenommen. Das kann in zwei Schritten durchgeführt werden.

Zuerst betrachten wir die Zielfunktion und einen Worst-Case-Fall des Parameters
dort und halten ein x̄ ∈ Rn in f(u, x̄) fest. Da wir f bezüglich x minimieren wol-
len, müssen wir im Worst-Case-Fall das Supremum von f(u, x̄) bezüglich u ∈ U in
Betracht ziehen, also

sup
u∈U

f(u, x̄). (2.30)

Führen wir das für alle zulässigen Punkte von P (u) durch, dann erhalten wir

P (u) : min
x∈Rn

sup
u∈U

f(u, x) u.d.N. gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I.

Unter welchen Bedingungen das Supremum bei P durch ein Maximum ersetzt werden
kann, wird wieder in Abschnitt 2.4 und der dort angegebenen Literatur aufgeführt.
Zu beachten ist dabei, dass in (2.30) x der Parameter und u die Entscheidungsva-
riable ist. Im Folgenden schreiben wir max.

Bleibt noch die Unsicherheit in den Nebenbedingungen. Ein Worst-Case-Verhalten
sieht dort so aus, dass die zulässigen Punkte x die Ungleichungen

gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I,

nicht nur für bestimmte Parameterausprägungen erfüllen, sondern für alle Parame-
terausprägungen aus U

gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I, ∀u ∈ U.

Diese Art von Restriktion ist eine charakteristische Restriktion in semi-infiniten
Optimierungsproblemen, vergleiche Abschnitt 2.3.

Definition 2.5.1 (Robust-Counterpart). Das Problem

RC : min
x∈Rn

max
u∈U

f(u, x) u.d.N. gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I, ∀u ∈ U,
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2. Grundlagen

mit einer Unsicherheitsmenge U ⊂ Rm heißt Robust-Counterpart von P (u).

Wenn wir eine Epigraphumformulierung für RC durchführen und uns an die Um-
formulierung nach Bemerkung 2.3.5 erinnern, dann ist RC äquivalent zu

RC : min
(x,z)∈Rn+1

z u.d.N. f(u, x)− z ≤ 0, ∀u ∈ U,

gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I, ∀u ∈ U.

Führt man eine Epigraphumformulierung bei P (u) durch, so wandert die parametri-
sche Zielfunktion in die Nebenbedingungen, und ein Worst-Case-Verhalten braucht
nur bei der zulässigen Menge angewendet zu werden, um den Robust-Counterpart
zu erhalten. Dies führt ebenfalls zu RC. In der Literatur findet man aus diesem
Grund auch die Definition des Robust-Counterparts ausgehend von Optimierungs-
problemen mit linearer Zielfunktion ohne Parameter und beliebiger parametrischer
zulässiger Menge, siehe [4].

Bei der Wahl der Unsicherheitsmenge U sind zunächst sämtliche Teilmengen des
Rm denkbar. Es sollte allerdings darauf geachtet werden, übliche Eigenschaften für
zulässige Mengen eines gewöhnlichen Optimierungsproblems zu fordern, z.B. sollte
U keine disjunktive Form besitzen13. Die Menge U in (2.31) stellt eine zulässige
Menge dar. Des Weiteren sollte die Unsicherheitsmenge die Dimension m haben.
Eine Dimension kleiner als m kann dahingehend interpretiert werden, dass eine oder
mehrere Komponenten des Parameters nicht unsicher sind. Aus Sicht der Optimie-
rung sollte U nichtleer, kompakt und wenn möglich konvex sein. Eine ausführlichere
Diskussion der Wahl von U findet sich in [5] und im Hinblick auf die Portfolio-
Optimierung in [40].

Eine erste Wahl von U sind Boxen des Rm. Die Unsicherheitsmenge U ist in dieser
Form nichtleer, kompakt und konvex, und jede Komponente des Parameters u ist
als unsicher anzusehen.

Eine zweite übliche Wahl als Unsicherheitsmenge ist ein Ellipsoid im Rm bzw. der
Schnitt endlicher vieler Ellipsoide im Rm. Wir werden im Folgenden einen Ellipsoiden
betrachten und die Eignung als Unsicherheitsmenge kurz diskutieren, vergleiche [40].

Fassen wir den Vektor u als eine längere Reihe von Messdaten mit Häufigkeits-
verteilung oder als Vektor von Zufallsvariablen u = (u1, . . . , um)⊤ mit einer ge-
meinsamen Wahrscheinlichkeitsverteilung auf. Im Folgenden werden Vektoren von
Zufallsvariablen auch als Zufallsvariablen bezeichnet. Zu u finden sich in der multi-
variaten Statistik Lageparameter LP = (lp1, . . . , lpm)⊤ ∈ Rm, z.B. der Modus oder
der Erwartungswert, und Streuungsparameter SP ∈ Rm×m mit SP = (spij), z.B.
die Modendispersion oder die Kovarianz. Bei Zufallsvariablen entsprechen die Lage
und die Streuung den ersten beiden Momenten der Wahrscheinlichkeitsverteilung.

Mit den beiden Parametern LP und SP lässt sich ein Ellipsoid für u in folgender

13Disjunktive zulässige Mengen sind Bestandteil eines Spezialgebiets der Optimierung, der Disjunk-

tiven Optimierung, siehe [1]. Solche Probleme treten naturgemäß in der Diskreten Optimierung

auf.
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2.5. Robuste Optimierung: der Robust-Counterpart

Form erzeugen

U := {ũ ∈ Rm | (ũ− LP )⊤SP−1(ũ− LP ) ≤ 1}. (2.31)

Der Lageparameter entspricht dem Mittelpunkt und der Streuungsparameter der
Form des Ellipsoids U . Der Ellipsoid verfügt über die Informationen aus diesen
beiden Parametern und es ist sehr wahrscheinlich, dass U somit alle angegebenen
Messdaten bzw. die Zufallsvariablen mit größter Wahrscheinlichkeit unter allen El-
lipsoiden mit gleichem Volumen beinhaltet. Für den Streuungsparameter muss dabei
vorausgesetzt werden, dass er als Matrix invertierbar ist. Das könnte z.B. durch die
Symmetrie und die positive Definitheit der Matrix sichergestellt werden, siehe Be-
merkung 2.1.2. Die positive Definitheit würde auch dazu führen, dass U die volle
Dimension m besitzt.

Zusätzlich kann man zeigen, dass für alle i = 1, . . . ,m

lpi −
√
sii ≤ ũi ≤ lpi +

√
sii

gilt, siehe [40, S. 55,56]. Der Abstand der einzelnen Komponenten von ũ von der
zugehörigen Komponente des Lageparameters LP ist höchstens die Wurzel des zu-
gehörigen Diagonaleintrags der Matrix SP . Die Elemente von U sind also nur ange-
messen weit von der Lage des Parameters u gestreut.

Die Unsicherheitsmenge U als Ellipsoid mit symmetrischer, positiv definiter Form-
matrix ist nichtleer, kompakt und konvex.

Kommen wir nochmal darauf zurück, wie wahrscheinlich es ist, dass u in U liegt.
Nehmen wir an, u ist eine Zufallsvariablen, setzen wir in (2.31) LP = E(u) und
SP = Cov(u) und ersetzen die rechte Seite in (2.31) durch das Quadrat eines δ ∈ R

U = {ũ ∈ Rm | (ũ− E(u))⊤ (Cov(u))−1 (ũ− E(u)) ≤ δ2}. (2.32)

Obiger Ellipsoid ist eine um den Faktor δ skalierte Version des Ellipsoids (2.31), d.h.
die Länge der Hauptachsen wird mit δ multipliziert.

Die Wahrscheinlichkeit, dass u nicht in U liegt, kann mit Hilfe der Tschebyscheff-
Ungleichung abgeschätzt werden durch die Ungleichung

P(u /∈ U) ≤ m

δ2
,

siehe [40, Formel (2.90)]. Mit δ kann also gesteuert werden, wie wahrscheinlich es
ist, dass u ∈ U gilt.

Ist u multivariat-normalverteilt, dann kann δ2 als p-Quantil der χ2-Verteilung mit
m Freiheitsgraden und dem Konfidenzlevel p ∈ (0, 1) gewählt werden14 und es gilt

P(u ∈ U) = p.

14χ2-Verteilung siehe [40, Abschnitt 1.3.6].
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Ist man sehr risikofreudig bezüglich des Schätzrisikos für u, setzt man p nahe bei
null. Das führt zu einem kleinem Ellipsoiden U und somit zu einer kleinen zulässigen
Menge in (2.30). Das kann aber dazu führen, dass u /∈ U ist. Wählt man hingegen p
nahe bei eins, d.h. man verhält sich risikoavers gegenüber dem Schätzrisiko, so führt
das auf eine relativ große zulässige Menge in (2.30) mit einer hohen Wahrscheinlich-
keit, dass u ∈ U gilt, siehe [40, S. 451,452].

U ist also das Ellipsoid unter allen Ellipsoiden mit gleichem Volumen, das den
Parameter u am wahrscheinlichsten enthält.

Unsicherheitsmengen der Form (2.32) mit δ2 als p-Quantil der χ2-Verteilung mit
m Freiheitsgraden nennt man auch Konfidenzellipsoide.

Eine letzte Bemerkung gilt den elliptischen (multivariaten) Wahrscheinlichkeits-
verteilungen15, z.B. (der multivariaten) Normalverteilung. Diese sind dadurch ge-
kennzeichnet, dass die Höhenlinien der zugehörigen Dichtefunktionen Ellipsoide sind.
Viele Situationen in der Portfolio-Optimierung führen auf elliptische Verteilungen
und Konfidenzellipsoide in der robusten Optimierung können als Höhenlinen dieser
elliptische Verteilungen betrachtet werden.

2.6. Chance-Constraints

Kommen wir nun zurück auf parametrische Optimierungsprobleme

P (u) : min
x∈Rn

f(u, x) u.d.N. gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I,

mit dem Parameter u ∈ U und der Unsicherheitsmenge U ⊂ Rm, vergleiche Ab-
schnitte 2.4 und 2.5.

Im vorherigen Kapitel 2.5 wurde ein Worst-Case-Ansatz für P (u) gewählt, was zu
dem Robust-Counterpart RC führt, siehe Definition 2.5.1. Ist U nicht endlich, dann
wird die zulässige Menge

M = {x ∈ Rn | gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I, ∀u ∈ U}

durch unendlich viele Restriktionen beschrieben. Wählt man endlich viele Elemente
u1, . . . , uN aus U mit N ≥ 1, dann ist die Menge

M̂ = {x ∈ Rn | gi(uj , x) ≤ 0, i ∈ I, j = 1, . . . , N}

eine Relaxierung von M , d.h. M ⊂ M̂ . Das Optimierungsproblem

min
x∈Rn

max
u∈U

f(u, x) u.d.N. x ∈ M̂ (2.33)

ist ein gewöhnliches Optimierungsproblem mit endlich vielen Restriktionen und lie-
fert eine Unterschranke an den optimalen Zielfunktionswert von RC. Der optimale

15Elliptische Wahrscheinlichkeitsverteilung siehe [40, Abschnitt 2.7.1].
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Punkt ist aber unter Umständen nicht zulässig für RC. Die Beschränkung auf endlich
viele Nebenbedingungen ist der Ansatz bei Diskretisierungsmethoden in der semi-
infiniten Optimierung, siehe [26] und [57]. Die Wahl der Punkte u1, . . . , uN aus U ist
dabei entscheidend, um Aussagen über die Zulässigkeit bezüglich RC des optimalen
Punktes treffen zu können, vergleiche Satz 2.3.3.

Fasst man u als Zufallsvariable auf und versieht man U mit einer σ-Algebra D
und einem Wahrscheinlichkeitsmaß Pu : D → [0, 1]16, dann ist eine Möglichkeit, die
Zulässigkeit eines Punktes x ∈ Rn bezüglich RC zu messen, durch den Ausdruck

Pu[x ∈M ]

gegeben. Ist Pu[x ∈M ] = 1 für ein x ∈ Rn, so gilt x ∈M f.s. und x ist ein zulässiger
Punkt von RC. Ist die Ungleichung

Pu[x ∈M ] ≥ 1− ε,

für ein ε ∈ (0, 1) erfüllt, so ist die Wahrscheinlichkeit, dass x ∈ M gilt, größer als
1− ε.

Ersetzt man in RC die Zulässigkeitsbedingung x ∈ M durch Pu[x ∈ M ] ≥ 1 − ε
mit ε ∈ (0, 1), so führt das zu einem Optimierungsproblem mit einer sogenannten
Chance-Constraint

min
x∈Rn

max
u∈U

f(u, x) u.d.N. Pu[x ∈M ] ≥ 1− ε. (2.34)

Solche Probleme gehören zur Stochastischen Optimierung, siehe [44] und [45]. Ein
Nachteil dieser Betrachtung ist, dass nur unter speziellen Wahrscheinlichkeitsmaßen
die zulässige Menge in (2.34) konvex ist. Ist Pu z.B. durch eine logkonkave Dichte
erzeugt und istM eine konvexe Menge, dann ist die zulässige Menge in (2.34) konvex,
siehe [45, Theorem 2.3]. Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit logkonkaver Dichte sind
z.B. die (multivariate) Gleichverteilung und die (multivariate) Normalverteilung.
Konvexe Approximationen für die zulässige Menge von (2.34) finden sich z.B. in
[42].

Betrachten wir nochmal das Problem (2.33). Sind die u1, . . . , uN eine unabhängi-
ge, identisch verteilte Zufallsstichprobe bezüglich Pu, so kann die Lösung von (2.34)
durch die Lösung von (2.33) approximiert werden. Ein Algorithmus zur Approxi-
mation einer Lösung des Problems in (2.34) basierend auf einer Zufallsstichprobe
soll im nächsten Unterkapitel erläutert werden. Er ist den Arbeiten [14] und [15]
entnommen.

16Siehe Definitionen 1.7 und 3.2 in [38].
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Ein Sampling-and-Discarding-Ansatz für Chance-Constraints

Ausgangspunkt ist ein in der zulässigen Menge gestörtes konvexes Optimierungspro-
blem mit linearer Zielfunktion

CC : min
x∈Rn

c⊤x u.d.N. Pu[x ∈ Xu] ≥ 1− ε, x ∈ X

mit c ∈ Rn und ε ∈ (0, 1).

(U,D,Pu) sei dabei ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Ergebnisraum U , σ-Algebra
D und Wahrscheinlichkeitsmaß Pu.

Xu ist eine Mengen aus dem Rn und ist durch u ∈ U parametrisiert. Die Menge
Xu soll für alle u ∈ U nichtleer, kompakt und konvex sein.

In der nichtleeren, abgeschlossenen und konvexen Menge X ⊂ Rn werden Restrik-
tionen gesammelt, die nicht unsicher sind. Falls solche Restriktionen nicht vorkom-
men, dann kann X = Rn gesetzt werden.

Die lineare Zielfunktion kann durch eine konvexe Zielfunktion ersetzt werden, da
durch eine Epigraph-Umformulierung wieder die Standardform CC erreicht werden
kann.

Bemerkung 2.6.1. 1. ε = 1 entspricht dem konvexen Problem

min
x∈Rn

c⊤x u.d.N. x ∈ X

und ε = 0 entspricht dem konvexen semi-infiniten Optimierungsproblem

min
x∈Rn

c⊤x u.d.N. x ∈ Xu f.s., ∀u ∈ U, x ∈ X.

Wir betrachten hier nur ε ∈ (0, 1).

2. Das Problem

P (u) : min
x∈Rn

f(u, x) u.d.N. gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I,

mit einem u ∈ U kann mit Hilfe des Epigraphen umgeformt werden zu

P epi(u) : min
x∈Rn,z∈R

z u.d.N. f(u, x) ≤ z, gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I.

Mit X = Rn, Xu = {x ∈ Rn | f(u, x) ≤ z, gi(u, x) ≤ 0, i ∈ I} und dem
Ansatz, die Unsicherheit mittels einer Chance-Constraint zu behandeln, kann
P epi(u) in die Form CC gebracht werden.

Zu CC kann nun ein sogenanntes Sample-Based-Optimierungsproblem angegeben
werden. Dazu benötigt man eine zufällige Stichprobe u1, . . . , uN des unsicheren Pa-
rameters u, deren Realisationen unabhängig voneinander bezüglich des Wahrschein-
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lichkeitsmaßes Pu verteilt sind

SBN : min
x∈Rn

c⊤x u.d.N. x ∈ Xuj
, j = 1, . . . , N, x ∈ X.

Satz 2.6.4 zeigt den Zusammenhang zwischen CC und SBN . Dafür werden die fol-
gende Annahme und die folgende Definition benötigt.

Annahme 2.6.2. Das Optimierungsproblem

min
x∈Rn

c⊤x u.d.N. x ∈ Xu, ∀u ∈ A, x ∈ X

sei für jede beliebige Teilmenge A von U lösbar.

Definition 2.6.3 (ε-robust-zulässiger Punkt). Sei ε ∈ (0, 1). Ein Punkt x ∈ X
heißt ε-robust-zulässig, falls

Pu[x /∈ Xu] ≤ ε

gilt.

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein ε-robust-zulässiger Punkt nicht in Xu liegt, ist
kleiner als ε. Für einen ε-robust-zulässigen Punkt gilt somit

Pu[x ∈ Xu] ≥ 1− ε sowie x ∈ X.

Er ist zulässig für das Problem CC.

Satz 2.6.4. Seien ε ∈ (0, 1), β ∈ [0, 1] und

N ≥ n

εβ
− 1, (2.35)

dann ist der optimale Punkt x∗N von SBN mit Wahrscheinlichkeit 1 − β ε-robust-
zulässig.

Beweis. Siehe Korollar 1 in [14].

Ausgehend von einem Parameter ε und einem Parameter β lässt sich somit eine
Mindestanzahl N ≥ 1 an benötigten Realisationen u1, . . . , uN angeben, so dass der
globale Minimalpunkt x∗N von SBN ε-robust-zulässig ist, x∗N also zulässig für CC
ist.

Der Beweis des Satzes 2.6.4 basiert hauptsächlich auf der Ungleichung

EPN
u
(Pu[x

∗
N /∈ Xu]) ≤

n

N + 1
, (2.36)

wobei PN
u = Pu × · · · × Pu︸ ︷︷ ︸

N -mal

das Wahrscheinlichkeitsmaß im Raum U ×· · ·×U für die

unabhängig identisch verteilte Stichprobe u1, . . . , uN ist. Grundlage der Ungleichung
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(2.36) ist die Aussage, dass für den optimalen Punkt x∗N höchstens n-viele sogenannte
Support Constraints existieren, siehe [14, Definition 4].

Bemerkung 2.6.5. 1. Die Ungleichung (2.35) hängt nur von n,N, ε und β ab,
und das Wahrscheinlichkeitsmaß Pu ist nicht explizit beinhaltet. Pu muss somit
nicht bekannt sein, solange Stichproben u1, . . . , uN mit benötigter Länge N
zur Verfügung stehen. Das ist z.B. dann der Fall, wenn die Stichprobe durch
eine Mess- oder Beobachtungsreihe entsteht, die durch weitere Messungen oder
Beobachtungen vergrößert werden kann.

2. Die Lösung von SBN ist weniger konservativ als bei einer robusten Modellie-
rung des unsicheren Parameters, da bei SBN nicht alle Parameterausprägun-
gen betrachtet werden und es erlaubt ist, nicht betrachtete Restriktionen in ei-
nem bestimmten Maße zu verletzen. Mit ε und β kann ein Trade-Off zwischen
Zulässigkeit des Punktes x∗N für das zugrundeliegende parametrische Optimie-
rungsproblem und dessen Performance erreicht werden.

3. In [14] werden noch Erweiterungen von Satz 2.6.4 für den Fall angegeben, dass
die Annahme 2.6.2 nicht erfüllt ist, d.h. es gibt Stichproben u1, . . . , uN , so dass
SBN nicht lösbar ist.

In [15] wird noch eine mögliche Verbesserung für die Approximation des optima-
len Wertes vorgestellt. Diese Verbesserung basiert darauf, dass aus der ermittelten
Stichprobe u1, . . . , uN k Realisationen entfernt werden können, ohne die Eigenschaft
der ε-Robusten-Zulässigkeit von x∗N zu verlieren. Berechnet man einen neuen Opti-
malpunkt bezüglich der reduzierten Stichprobe, so wird der optimale Zielfunktions-
wert nicht größer. Es ist sogar anzunehmen, dass er sich verbessert. Ein illustratives
Beispiel findet sich in [15, Anhang A.1].

Seien die Mengen

K = {k ∈ {1, . . . , N} | uk wird aus der Stichprobe u1, . . . , uN entfernt}

und J = {1, . . . , N} \K und das Optimierungsproblem

SBN ;k : min
x∈Rn

c⊤x u.d.N. x ∈ Xuj
, j ∈ J, x ∈ X.

definiert.

Weiter sei die folgende Annahme erfüllt:

Annahme 2.6.6. Die Lösung x∗N ;k von SBN ;k verletzt die aus {1, . . . , N} entfernten

Restriktionen fast sicher17.

Die Aussage aus Satz 2.6.4 kann damit erweitert werden zu

17Der Ausdruck fast sicher ist von technischer Natur, siehe dazu [15, nach Annahme 2.2].
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Satz 2.6.7. Seien ε ∈ (0, 1) und β ∈ [0, 1]. Weiter seien ein N und ein k so gegeben,
dass die Ungleichung

(
k + n− 1

k

) k+n−1∑

i=0

(
N

i

)
εi(1− ε)N−i ≤ β (2.37)

erfüllt ist. Dann ist der optimale Punkt x∗N ;k von SBN ;k mit Wahrscheinlichkeit 1−β
ε-robust-zulässig.

Beweis. Siehe Theorem 2.1 in [15].

Die Ungleichung (2.37) kann nun benutzt werden, um geeignete N, ε, β und k
festzulegen, um SBN ;k zu lösen. Dabei kann wie folgt vorgegangen werden:

Bemerkung 2.6.8. 1. Setze N ≥ 1 so groß, dass der Rechenaufwand beim Lösen
von SBN bzw. SBN ;k vom zugrunde gelegten Rechner noch bewältigt werden
kann.

2. Wähle ε ∈ (0, 1) nach der Risikopräferenz, z.B. ε = 0.01 oder ε = 0.01.

3. Wähle β ∈ [0, 1] so klein, dass es vernachlässigt werden kann, z.B. β = 10−6.

4. Berechne das größte k mittels der Ungleichung (2.37) bzw. mittels der Unglei-
chung

k ≤ εN − n+ 1−
√
2εN ln

(
(εN)n−1

β

)
, (2.38)

die in [15, Kapitel 4.3] unter der Bedingung εN ≥ k + n− 1 hergeleitet wird.

Welche Realisationen aus der gegebenen Stichprobe entfernt werden, kann auf
unterschiedliche Weise geschehen, hat aber auf die Aussage in Satz 2.6.7 keinen
Einfluss, solange die Annahme 2.6.6 gilt.

Möchte man mehrmals k Realisationen aus {1, . . . , N} entfernen, so kann Satz 2.6.7
wiederholt angewendet werden. Wendet man die Formel (2.37) M -mal an mit
k1, . . . , kM , ε1, . . . , εM und β1, . . . , βM , so gilt nach [15, Kapitel 3]

PN
u [Pu[x

∗
N,ki

/∈ Xu] ≤ εi, i = 1, . . . ,M ] ≥ 1−
M∑

i=1

βi.

Je mehr Realisationen man entfernt, umso größer ist die Wahrscheinlichkeit, dass
die ursprüngliche Restriktion verletzt ist, aber der optimale Zielfunktionswert wird
dabei in der Regel verbessert.

Der hier vorgestellte Sampling-and-Discarding Ansatz wird im Kapitel 4.2 be-
nutzt, um ein Optimierungsproblem mit einer Chance-Constraint zu lösen.
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3. Portfolio-Optimierung nach dem

Markowitz-Ansatz

Das Portfolio-Management ist eine Disziplin der Finanzwirtschaft und versucht Ver-
halten an Finanzmärkten zu erklären. Die Hauptaufgabe besteht darin, Handlungsal-
ternativen anzubieten, wie ein in der Regel fest vorgegebenes Kapital in ein Portfolio
von Finanzprodukten investiert werden soll. Typisch für Finanzprodukte sind dabei
z.B. Produkte aus Geldmärkten, Kreditmärkten oder Anleihemärkten. Denkbar sind
aber auch materielle Güter wie Immobilien oder Konsumgüter.

In dieser Arbeit wird ein Finanzmarkt zugrunde gelegt. Dafür seien n risikobe-
haftete Aktien gegeben. Die Renditen dieser n Aktien in der Folgeperiode sind Zu-
fallszahlen und seien im Vektor R ∈ Rn gesammelt. Häufig wird in der Praxis die
Annahme getroffen, dass R als Vektor von Zufallszahlen einer multivariaten Normal-
verteilung folgt. Diese Annahme hat aber keine Allgemeingültigkeit erlangt, da sie
empirisch nicht nachgewiesen werden konnte. Bei Finanzmärkten werden oft starke
Schwankungen an den Enden der Wahrscheinlichkeitsverteilung, genauer der Wahr-
scheinlichkeitsdichte, beobachtet, was mit Hilfe von Normalverteilungen nicht mo-
delliert werden kann. Hier an dieser Stelle seien vorerst nur die Annahmen gestellt,
dass R einer elliptischen Verteilung folgt und von der Verteilung die ersten beiden
Momente existieren, aber nicht notwendigerweise bekannt sein müssen.

3.1. Mean-Varianz-Portfolio-Optimierung

Eine Antwort, wie ein Vermögen in die n Aktien investiert werden soll, gibt die
Portfolio-Theorie nach Markowitz, was in der Literatur auch als klassische Portfolio-
Theorie bezeichnet wird. Die Theorie wurde zuerst 1952 von H. M. Markowitz in
dem Paper [36] vorgestellt und fand in der Folgezeit bis heute große Anwendung.
Eine Erweiterung findet man in [37].

In der Portfolio-Theorie nach Markowitz betrachtet man die erwartete Rendite
der Aktien

E(R) ∈ Rn,

sowie die Standardabweichung der Aktien und die Korrelation der Aktien unter-
einander. Letztere werden als Risiko der Aktien bezeichnet und zusammen in der
Kovarianzmatrix

Cov(R) ∈ Rn×n

dargestellt. Die erwartete Rendite und das Risiko der Aktien werden im Folgenden
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3. Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

mit µ und Σ bezeichnet. Ausgehend davon, dass die Rendite des Portfolios

x⊤R

maximiert werden soll, betrachtet man nun die erwartete Rendite des Portfolios

E(x⊤R) = x⊤E(R) = x⊤µ,

sowie dessen Risiko ausgedrückt in der Varianz des Portfolios

√
Cov(x⊤R) =

√
x⊤Cov(R)x =

√
x⊤Σx.

Der Vektor x ∈ Rn bezeichnet die Gewichtung der einzelnen Aktien im Portfolio. Es
soll bei Aufsummieren der Komponenten das vorgegeben Kapital, was auf 1 gesetzt
wird, ergeben

n∑

i=1

xi = x⊤e = 1.

Hier an dieser Stelle sind Bedingungen der Form xi ≥ 0, i = 1, dots, n, noch nicht
voraussgesetzt. Der Vektor e ∈ Rn ist der Vektor, bei dem alle Komponenten auf 1
gesetzt sind. Die Gewichte xi sind dann als relative Anteile der Aktien am Portfolio
zu verstehen.

Der Term
√
x⊤Σx ist wohldefiniert, da Kovarianzmatrizen als positiv semidefinit

vorausgesetzt sind, siehe Definition 2.1.1.

Markowitz schlug nun vor, nicht nur die Maximierung der Rendite des Portfolios
vorzunehmen, sondern die Maximierung der erwarteten Portfoliorendite gleichzei-
tig mit der Minimierung des Portfoliorisikos anzustreben. Das daraus resultierende
Optimierungsproblem ist ein Mehrzieloptimierungsproblem mit zwei konkurrieren-
den Zielen. Sofern das Problem lösbar ist, wird eine Lösung x∗ dieses Problems als
effizient bezeichnet.

Definition 3.1.1 (Effizientes Portfolio). Ein Portfolio x∗ ∈ Rn mit x∗⊤e = 1 heißt
effizient, falls für kein Portfolio x ∈ Rn mit x⊤e = 1 eine der Ungleichungen

x∗⊤µ ≤ x⊤µ und
√
x∗⊤Σx∗ ≥

√
x⊤Σx

strikt erfüllt ist.

Alle effizienten Lösungen bilden den sogenannten effizienten Rand

{(
x∗⊤µ, x∗⊤Σx∗

)∣∣∣x∗ ist effizient
}
,

sie dominieren alle anderen Portfolios bezüglich Portfoliorendite und -risiko. Man
beachte, dass der effiziente Rand als Portfoliorisiko x⊤Σx und nicht

√
x⊤Σx enthält.

Der obige Effizienzbegriff ist aus der Mehrzieloptimierung entlehnt. Die Schwie-
rigkeit besteht darin, eine Ordnung z.B. auf Rm mit m > 1 zur definieren, um
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3.1. Mean-Varianz-Portfolio-Optimierung

minimale bzw. maximale Elemente von Mengen aus dem Rm zu bestimmen. Dazu
werden Ordnungskegel eingeführt, z.B. der positive Orthant des Rm

Rm
≥0 := {x ∈ Rm | x ≥ 0}

für eine Menge aus dem Rm. Mit Hilfe von Ordnungskegeln können aber nicht alle
Elemente des Grundraumes, z.B. des Rm, geordnet werden. Näheres findet man in
[27].

Der Umstand, dass mehrere Ziele verfolgt werden, macht ein Lösen schwierig. Ab-
hilfe schafft ein sogenannter Trade-Off zwischen Portfoliorendite und Portfoliorisiko.
Dieser soll durch einen Parameter λ ∈ [0, 1] beschrieben werden.

Das klassische Portfolio-Optimierungsproblem hat damit die Gestalt

MVλ : min
x∈Rn

(1− λ)
√
x⊤Σx− λx⊤µ u.d.N. x⊤e = 1.

Die Bezeichnung MV kommt aus dem Englischen und steht für mean-variance.
Die zulässige Menge sei mit X bezeichnet. MVλ gehört zur Klasse der parametri-
schen Optimierungsprobleme, siehe Kapitel 2.4. Wir kommen später nochmal darauf
zurück. Löst man MVλ für alle λ in [0, 1], so erhält man den effizienten Rand, siehe
Abbildung 1.
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Abbildung 1.: Effizienter Rand

Der Trade-Off-Parameter bedeutet im Sinne der Mehrzieloptimierung eine gewich-
tete Skalarisierung der vektorwertigen Zielfunktion mit dem Vektor (1−λ, λ)⊤ ∈ R2.
In Abbildung 2 ist links der Verlauf der Gewichte der optimalen Portfolios für 8 Ak-
tien und für steigende Wahlen von λ ∈ [0, 1] dargestellt. Auf der rechten Seite sieht
man den Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von MVλ. Der optimale Ziel-
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3. Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

funktionswert kann bei MVλ negativ sein.
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Abbildung 2.: Links oben: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von MVλ –
Links unten: Verlauf der Portfoliorisken – Rechts unten: Verlauf
der Portfoliorenditen

Setzt man λ = 0 in MVλ, so spricht man bei der zugehörigen Lösung vom Mi-
nimum-Varianz-Portfolio. Setzt man λ = 1, so spricht man bei der zugehörigen
Lösung vom Maximum-Return-Portfolio. Beide Spezialfälle haben eine gesonderte
Bedeutung für die effizienten Portfolios, da sie die Enden des effizienten Randes
darstellen. Zum Lösen von MV0 bzw. MV1 wird nur der Parameter Σ bzw. der
Parameter µ benötigt und nicht beide.

Bemerkung 3.1.2. Eine weitere Möglichkeit, die vektorwertige Ausgangsformulie-
rung der Zielfunktion (mit zwei Zielen) zu umgehen, ist die Angabe von Anspruch-
niveaus für Ziele, die aus der Zielfunktion entfernt und mittels der Anspruchniveaus
in die Nebenbedingungen aufgenommen werden.

1. Sei µ̄ ∈ R ein Anspruchniveau für die Portfoliorendite, d.h. das optimale Port-
folio soll mindestens den Renditewert µ̄ erreichen. Dann ist

min
x∈Rn

√
x⊤Σx u.d.N. x⊤µ ≥ µ̄, x⊤e = 1. (3.1)

eine Umformulierung des ursprünglichen Mehrzieloptimierungsproblems mit-
tels Anspruchniveaus.

2. Sei Σ̄ ∈ R ein Anspruchniveau für das Portfoliorisiko, d.h. das optimale Port-
folio soll maximal als Risiko den Wert Σ̄ erreichen. Dann ist

min
x∈Rn

−x⊤µ u.d.N.
√
x⊤Σx ≤ Σ̄, x⊤e = 1 (3.2)
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3.1. Mean-Varianz-Portfolio-Optimierung

eine Umformulierung des ursprünglichen Mehrzieloptimierungsproblems mit-
tels Anspruchniveaus.

In Abbildung 2 unten sind Zielfunktionswerte von (3.1) und (3.2) eingezeichnet.

Wieder vorausgesetzt, dass die Probleme lösbar sind, kann durch verschiedene
Wahlen des Anspruchniveaus µ̄ und des Anspruchniveaus Σ̄ jeweils der effiziente
Rand berechnet werden. Das führt dazu, dass die Problemformulierungen aus 1. und
2. sowie MVλ äquivalent sind und die gleichen optimalen Portfolios liefern. Der
Trade-Off-Parameter sowie die Anspruchniveaus lassen sich ineinander überführen,
siehe [17].

Bis jetzt sind wir davon ausgegangen, dass die Probleme lösbar sind. Nun unter-
suchen wir das genauer. Aus Kapitel 2.2 wissen wir, dass unter den Voraussetzungen
des Satzes von Weierstraß, Satz 2.2.11, ein Optimierungsproblem lösbar ist. Weiter
gibt Satz 2.2.12 an, unter welchen Bedingungen die Menge der optimalen Punkte S
höchstens ein Element besitzt. Folglich ist der optimale Punkt eindeutig unter der
Voraussetzung, dass das Optimierungsproblem lösbar ist.

Folgende Bemerkung zeigt einige Eigenschaften der Probleme (3.1),(3.2) sowie
MVλ auf.

Bemerkung 3.1.3. 1. Das Portfoliorisiko
√
x⊤Σx ist mit Σ � 0, wie oben be-

reits erwähnt, wohldefiniert und damit eine stetige Funktion in x. Mittels der
Umformung (siehe Bemerkung 2.1.2 3.)

√
x⊤Σx = ‖Σ 1

2x‖2

wird in [50, Proposition 4.31] bewiesen, dass das Portfoliorisiko
√
x⊤Σx strikt

konvex bezüglich x aus {x ∈ Rn | x⊤e = 1} ist. Dazu muss zusätzlich gefordert
werden, dass die Matrix Σ positiv definit ist. Da die n Aktien risikobehaftet
sein sollen, ist es nicht problematisch dieses zu fordern.

Die Portfoliorendite x⊤µ ist eine stetige Funktion in x. Sie ist linear bezüglich
x und somit konvex. Die Eigenschaften bleiben erhalten, wenn man x⊤µ mit
−1 multipliziert.

Die Zielfunktionen aus (3.1),(3.2) sind damit stetig und konvex. Die mit (1−
λ, λ)⊤ gewichtete Summe der beiden Funktionen

√
x⊤Σx und −x⊤µ ist stetig

und strikt konvex für alle λ ∈ [0, 1).

2. Die zulässigen Mengen der Probleme haben die Bedingung e⊤x = 1 gemein.
Die Menge

{x ∈ Rn | x⊤e = 1}
ist mit x1 = 1, xi = 0, i = 2, . . . , n, nichtleer und abgeschlossen. Sie ist aber
nicht beschränkt und somit nicht kompakt.

Die Mengen

X1 = {x ∈ Rn | x⊤µ ≥ µ̄, x⊤e = 1} ⊂ {x ∈ Rn | x⊤e = 1}
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3. Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

X2 = {x ∈ Rn |
√
x⊤Σx ≤ Σ̄, x⊤e = 1} ⊂ {x ∈ Rn | x⊤e = 1}

mit µ̄ ∈ R und Σ̄ ∈ R sind die zulässigen Mengen von (3.1) und (3.2). Sie sind
konvex und abgeschlossen, aber im Allgemeinen nicht beschränkt. Sie können
auch leer sein.

Damit der Satz von Weierstraß angewendet werden kann, fordern wir also,
dass die zulässige Menge X von MVλ eine nichtleere kompakte Teilmenge von

{x ∈ Rn | x⊤e = 1}

ist. Dann ist MVλ für alle λ ∈ [0, 1] lösbar und bei geeigneter Wahl der An-
spruchniveaus auch die Probleme (3.1) und (3.2).

Ein Beispiel für eine nichtleere kompakte und konvexe Teilmenge ist z.B. der
Standardsimplex des Rn

{x ∈ Rn | x⊤e = 1, x ≥ 0},

siehe S.10 nach Bemerkung 2.1.11.

Die Bedingung x ≥ 0 kann dahingehend interpretiert werden, dass sogenannte
Leerverkäufe nicht möglich sind. Ist xi < 0, so wird die Aktie i (leer) verkauft,
d.h. der Anleger veräußert die Aktie i, obwohl die Aktie zum Verkaufszeitpunkt
nicht im Bestand seines Portfolios ist. Erst zu einem späteren Zeitpunkt, dem
Erfüllungszeitpunkt, muss der Anleger die Aktie vorrätig haben, um den Ver-
kauf zu rechtfertigen. Eine Aktie kann damit kurzfristig zur Vergrößerung des
Kapitals dienen, um eine größere Menge einer anderen Aktie in das Portfolio
aufzunehmen. Das kann zu unerwünschten Lösungen von MVλ führen, z.B.
kann die Lösung nur aus zwei Aktie bestehen, wobei eine leer verkauft wird.

3. Das optimale Portfolio von MVλ in Abhängigkeit von λ ist eindeutig, da X
nichtleer und kompakt und die Zielfunktion von MVλ

(1− λ)
√
x⊤Σx− λx⊤µ

für alle λ ∈ [0, 1) strikt konvex ist. Die Probleme (3.1) und (3.2) sind für
geeignete Wahlen der Anspruchniveaus eindeutig lösbar.

Für λ = 1 reduziert sich die Zielfunktion von MVλ zu der konvexen, aber nicht
strikt konvexen Funktion −x⊤µ. Das führt dazu, dass z.B.

min
x∈Rn

−x⊤µ u.d.N. x⊤e = 1, x ≥ 0

lösbar, aber nicht eindeutig lösbar ist, siehe [50, Remark 4.33].

Im Folgenden möchten wir voraussetzen, dass das Portfolio-Optimierungsproblem
in der Form vonMVλ für alle betrachteten λ eindeutig lösbar ist. Dazu erweitern wir
das klassische Portfolio-Optimierungsproblem um die Restriktion x ≥ 0 und fordern,
dass die Matrix Σ positiv definit ist und λ aus dem offenen Intervall (0, 1) gewählt
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wird. Das Minimum-Varianz-Portfolio und das Maximum-Return-Portfolio werden
hier nicht weiter betrachtet.

Definition 3.1.4 (Mean-Variance-Portfolio-Optimierungsproblem). Es sei ein Fi-
nanzmarkt mit n risikobehafteten Aktien gegeben. Der Renditevektor R der n Aktien
sei ein Zufallsvektor und folge einer multivariaten elliptischen Wahrscheinlichkeits-
verteilung mit erstem Moment µ ∈ Rn und zweitem Moment Σ ∈ Sn+. µ ist der
Vektor der erwarteten Renditen der n Aktien, und die Kovarianzen sind in der po-
sitiv definiten Matrix Σ gegeben. Weiter sei X = {x ∈ Rn | x⊤e = 1, x ≥ 0}.
Dann bezeichnen wir das Optimierungsproblem

MVλ : min
x∈Rn

(1− λ)
√
x⊤Σx− λx⊤µ u.d.N. x⊤e = 1, x ≥ 0, (3.3)

als Mean-Variance-Portfolio-Optimierungsproblem.

Korollar 3.1.5. Das Mean-Variance-Portfolio-Optimierungsproblem aus Definiti-
on 3.1.4 ist für alle λ aus (0, 1) eindeutig lösbar.

Wir haben bereits bemerkt, dass MVλ bezüglich λ ein parametrisches Optimie-
rungsproblem ist. Betrachten wir MVλ als Familie von Optimierungsproblemen mit
dem Parameter λ ∈ (0, 1), so sind die Bedingungen des Korollars 2.4.10 und des
Satzes 2.4.11 aus Abschnitt 2.4 erfüllt. Die Optimalwertfunktion v(λ) ist somit re-
ellwertig und stetig, und die Optimalpunktabbildung S(λ) ist lokal beschränkt und
stetig.

Zuletzt soll noch erwähnt werden, dass die Portfolio-Theorie nach Markowitz ein
Ein-Perioden-Modell ist. Es werden dort keine dynamischen Verläufe in der Zeit
betrachtet. Dementsprechend ist es auch nicht vorgesehen, Änderungen an den Ge-
wichten xi nach deren Wahl vorzunehmen. Ein Beispiel mehrperiodiger Betrachtung
von Investmentstrategien liefert das Black-Scholes-Modell, siehe [8].

3.2. Parameterschätzung im Mean-Varianz-Portfolio-

Optimierungsproblem

Im Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungsproblem MVλ werden als Inputdaten der
Vektor der erwarteten Renditen µ ∈ Rn und die Kovarianzmatrix Σ ∈ Rn×n benötigt.
Im Allgemeinen liegen diese Daten für den betrachten Finanzmarkt nicht vor, da
für den Markt die zugrunde liegende Wahrscheinlichkeitsverteilung nicht bekannt
ist. Oft kann man die Verteilung nur auf eine spezielle Klasse von Wahrschein-
lichkeitsverteilungen einschränken, z.B. die Klasse der elliptischen symmetrischen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen. Das reicht aber nicht, um MVλ zu lösen, µ und Σ
müssen somit geschätzt werden.

Markowitz diskutiert in seinem Ansatz nur wenig die Wahl von µ und Σ, sondern
beschäftigt sich hauptsächlich mit der Lösung des Mean-Varianz-Portfolio-Optimie-
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3. Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

rungsproblems. Als Schätzer für µ und Σ benutzt er historische Daten, merkt aber
bereits an, dass diese Daten mit Experteninformationen verknüpft werden sollten.

In [6] und [31] wird nachgewiesen, dass das optimale Portfolio von MVλ entschei-
dend von den Schätzern für µ und Σ abhängt. Insbesondere gilt das für den Vektor
der erwarteten Renditen µ. Die Wahl von µ, aber auch von Σ, ist neben dem Lösen
von MVλ genauso entscheidend.

Dazu ein kleines Beispiel, angelehnt an [50].

Beispiel 3.2.1. Gegeben sei ein Finanzmarkt mit zwei Aktien mit

µ =

(
0.05
0.051

)
und Σ =

(
0.01 0
0 0.01

)
.

Betrachten wir MV0.9999, d.h. die Varianz der Portfoliorenditen kann vernachlässigt
werden. Die offensichtliche Lösung von MV0.9999 ist x1 = (0, 1)⊤. Das ganze Kapital
wird in Aktie 2 investiert, da es die größere erwartete Rendite verspricht. Für

µ =

(
0.05
0.049

)
und Σ =

(
0.01 0
0 0.01

)

ist das optimale Portfolio von MV0.9999 x
2 = (1, 0)⊤. x1 und x2 sind vollkommen

voneinander verschiedene optimale Portfolios. Die Verschiebung in den Portfolio-
gewichten wurde nur durch die kleine Änderungen bei µ verursacht, die durch das
Prognoserisiko beim Schätzen von µ erklärt werden kann. Das Portfoliorisiko hat
hier keinen Effekt.

Mittels der Robusten Optimierung können die Auswirkungen auf das optimale
Portfolio, die im obigen Beispiel veranschaulicht sind, abgeschwächt werden.

In der Arbeit werden nur einige Schätzer angesprochen. Einen tieferen Einblick
geben [24, Kapitel 2] für µ und [50, Kapitel 4.3] für µ und Σ sowie die Literaturver-
zeichnisse darin.

Eine Art von Schätzern sind Schätzer, die nur auf historischen Daten basieren.
Zu nennen sind da der Sample-Schätzer und der Maximum-Likelihood-Schätzer. Sei
eine Menge von Stichproben Ri mit i = 1, . . . , N des Renditevektors aus früheren
Perioden bekannt. Die Ri seien dabei unabhängig und identisch verteilt mit einer ge-
meinsamen elliptischen symmetrischen Verteilung. Nach [43] ist der Sample-Schätzer
für µ und Σ

µS =
1

N

N∑

i=1

Ri

ΣS =
1

N − 1

N∑

i=1

(Ri − µS)(Ri − µS)⊤
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und der Maximum-Likelihood-Schätzer für µ und Σ

µMLS =
1

N

N∑

i=1

Ri,

ΣMLS =
1

N

N∑

i=1

(Ri − µS)(Ri − µS)⊤.

µS und µMLS sind erwartungstreue Schätzer für µ, d.h. es gilt

E(µS) = E(µMLS) = µ,

siehe [50]. Erwartungstreue eines Schätzers ist in der Schätztheorie ein Qualitäts-
merkmal. Für die Schätzer ΣS und ΣMLS kann die Erwartungstreue nicht ohne
weitere Voraussetzungen gezeigt werden.

Ein Vorteil der beiden Schätzer ist die leichte Implementierung der Formeln, sowie
die wenig aufwändige Berechnung. Nachteilig ist der Bedarf einer großen Menge von
Daten, um aussagekräftige Schätzer zu bekommen. Im Fall von n Aktien benötigt
man n + n(n+1)

2 Daten. Ein weiterer wesentlicher Nachteil kann anhand folgendem
Beispiel gesehen werden. Nehmen wir an, dass der zugrundeliegende Finanzmarkt
in den letzten Perioden anhaltend sinkende Renditen aufwies. In der Finanzwirt-
schaft nennt man solche Märkte Baisse- oder Bärenmärkte. Befindet man sich nun
am Ende dieser Entwicklung, d.h. es werden in Zukunft wieder steigende Rendi-
ten zu erwarten sein, so wird der Sample-Schätzer bzw. der Maximum-Likelihood-
Schätzer nur die sinkenden Renditen aus den Vorperioden in Betracht ziehen und
keine Steigerungen prognostizieren können, selbst wenn man die steigenden Rendi-
ten z.B. durch Experteninformationen vorausgesagt bekommt. Das führt zu nicht
nachvollziehbaren optimalen Portfolios.

Eine weitere Klasse von Schätzern sind solche, die Experteninformationen mit
einarbeiten. Zu nennen wären da z.B. der Bayes- und der Black-Litterman-Schätzer.

Bei Bayes-Schätzern werden Apriori-Informationen über die Wahrscheinlichkeits-
verteilung im Finanzmarkt mittels beobachteter Daten zu einer Posteriori-Verteilung
aktualisiert. Die Apriori-Informationen stammen von Experten und die beobachte-
ten Daten können als Marktinformationen interpretiert werden. Beide Informationen
werden mittels dem bekannten Theorem von Bayes aus der Wahrscheinlichkeitstheo-
rie, siehe [40, S. 46], zu einem Schätzer verarbeitet. Ergebnis ist eine gewichtete
Summe beider Informationsquellen, siehe [30].

Ein Nachteil hier ist die Beschaffung der Apriori-Information, genauer der Wahr-
scheinlichkeitsverteilung, die dem Finanzmarkt zugrunde liegen soll. Die Wahl kann
sehr subjektiv vonstatten gehen. Hat man allerdings diese Information zur Hand, so
können nun Posteriori-Aussagen über µ und Σ getroffen werden.

Black-Litterman-Schätzer wurden ursprünglich für den Vektor der Renditen µ
entwickelt, vergleiche [9]. Die Kovarianzmatrix Σ wird als bekannt vorausgesetzt
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3. Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

oder mit wenig Berechnungsaufwand über historische Daten geschätzt, siehe die
Schätzer ΣS und ΣMLS .

Zuerst wird eine Voraussage bezüglich µ getroffen. Die Voraussage wird in [9]
aus dem Gleichgewichtsportfolio des Finanzmarktes abgeleitet. Dann werden einige
(oder alle) Komponenten von µ durch absolute oder relative Expertenmeinungen
gestört. Das ist auch die Herausforderung hier, genaue Aussagen über die Rendi-
ten zutreffen. Die Genauigkeit der Aussagen, also das Prognoserisiko, kann auch
verarbeitet werden und sollte somit bei den Überlegungen berücksichtigt werden.
Schlussendlich erhält man ähnlich zum Bayes-Schätzer wieder eine gewichtete Sum-
me aus Markt- und Experteninformationen.

Der Unterschied zum Bayes-Schätzer liegt darin, dass beim Black-Litterman-
Schätzern von Marktinformationen ausgegangen wird. Bei Bayes-Schätzer startet
man von Expertenmeinungen.

Eine letzte Form von Schätzern für die Komponenten µi, i = 1, . . . , n, von µ sind
Schätzer, die aus den Marktwerten Vi der Unternehmungen i Renditen ableiten18.
Grundlage sind das Discount Dividend Model und eine Erweiterung, das Residu-
al Income Model. Vi ergibt sich aus dem Buchwert des Unternehmens i und den
diskontierten Barwerten zukünftiger Zahlungsströme zwischen Anlegern und Unter-
nehmen, z.B. periodisch ausgezahlte Dividenden.

Die erwartete Rendite ist nun die vom Anleger verlangte Verzinsung der erwar-
teten Dividenden, um den Marktwert Vi zu erhalten, siehe [24]. Sie ist hier implizit
über eine Gleichung Vi = f(µi), i = 1, . . . , n, gegeben. Eine genaue Formulierung ei-
ner solchen Gleichung findet sich in [16]. Die Komponenten µi müssen zunächst über
die Gleichung bestimmt werden, bevor sie in MVλ eingesetzt werden können. Dabei
sollte betrachtet werden, dass die Lösung nicht eindeutig sein muss. Unerwünschte
Lösungen wie µ < 0 sollten von vornherein ausgeschlossen werden.

Für die Kovarianzmatrix Σ ist eine analoge Vorgehensweise nicht möglich.

Alle vorgestellten Schätzer haben ihre Stärken und Schwächen. Die Bayes- und
Black-Litterman-Schätzer sind dabei robuster als die Schätzer, die nur auf histo-
rischen Datenreihen basieren, insbesondere wenn µ geschätzt werden soll. Kombi-
nationen aus verschiedenen Schätzern können das Prognoserisiko weiter verringern,
vergleiche [24].

In dieser Arbeit wird ein weiterer Ansatz betrachtet, um das Prognoserisiko für
µ und Σ zu verkleinern. Dazu wird ein Robust-Counterpart von MVλ im Sinne von
Definition 2.5.1 gebildet. Das ist Inhalt des nächsten Kapitels.

18Im Sinne von Aktien kann hier vom Marktpreis der Aktie i gesprochen werden.
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach

dem Markowitz-Ansatz

Wir betrachten in diesem Kapitel wieder das Mean-Variance-Portfolio-Optimierungs-
problem aus Kapitel 3 mit unbekannten Parametern µ und Σ und λ ∈ (0, 1)

MVλ : min
x∈X

(1− λ)
√
x⊤Σx− λx⊤µ. (4.1)

Wie in Kapitel 3.2 kurz erläutert, können die beiden Parameter µ und Σ auf un-
terschiedliche Art und Weise geschätzt und diese Schätzer dann zur eigentlichen
Portfolio-Optimierung benutzt werden. Das kann zu unterschiedlichen Ergebnissen
der optimalen Portfolios x∗ und damit der Portfoliorendite und des Portfoliorisikos
führen.

Hier soll ein anderen Ansatz weiter verfolgt werden, indem zu MVλ der Robust-
Counterpart RCλ gebildet wird und ausgehend davon optimale Portfolios bestimmt
werden. Das entspricht, wie in Kapitel 2.5 beschrieben, einer Worst-Case-Analyse
bezüglich der beiden Parameter. Wir

”
robustifizieren“ uns also gegenüber

”
allen“

möglichen Ausprägungen von µ und Σ. Das ähnelt mehr dem Verständnis eines
risikoscheuen Anlegers, während es risikofreudigeren Investoren zu konservativ er-
scheinen mag. Dieser Ansatz wurde schon 1999 in [4] aufgegriffen.

Zum Aufstellen des RobustCounterparts ist es erforderlich, eine Unsicherheits-
menge Uδ anzugeben. Hier wird der Ansatz einer ellipsoiden Unsicherheitsmenge
der Größe δ2 ∈ R mit Mittelpunkt m und Formmatrix S gewählt, siehe Kapitel 2.5.

Wünschenswerter wäre es noch, Uδ als ein Konfidenzellipsoid zu betrachten. Dafür
seien µ und vec(Σ) Zufallsvariablen, die elliptischen Verteilungen folgen. Dann ist

der Vektor uorg =
(

µ
vec(Σ)

)
auch eine Zufallsvariable. Das erste Moment von uorg sei

mit m = E(uorg) ∈ Rn+n2
bezeichnet und das zweite Moment mit S = Cov(uorg) ∈

Sn+n2
. Die Matrix S kann aber nicht als positiv definit vorausgesetzt werden, da

Σ eine symmetrische Matrix ist und dadurch n(n−1)
2 Komponenten in vec(Σ) gleich

sind. Das führt zu identischen Zeilen in S = Cov(uorg), und S kann nicht positiv
definit sein.

Die Abbildung vecsym, siehe Definition 2.1.6, schafft Abhilfe, da es die doppelten
Einträge in Σ nur einmal in den Vektor vecsym(Σ) aufnimmt. Die Matrix

S = Cov(uorg) = Cov

(
µ

vecsym(Σ)

)
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

kann damit als symmetrisch und positiv definit der Dimension n̄ = n + n(n+1)
2

angenommen werden, d.h. S ∈ Sn̄+.

Im Allgemeinen liegen nicht die ersten beiden Momente von uorg vor, so dass man
sich mit Schätzern für uorg behilft. E(uorg) und Cov(uorg) können dann umgangen
werden, und der Mittelpunkt m und die Formmatrix S des Ellipsoids Uδ können
als Erwartung und Kovarianz des Punktschätzers betrachtet werden. Dafür können
z.B. die Schätzer aus Abschnitt 3.2 herangezogen werden.

Vorausgestzt sei also eine Zufallsvariable u =
(

µ̂

vecsym(Σ̂)

)
mit bekanntem erstem

Moment m = E(u) und bekanntem zweitem Moment Cov(u), wobei µ̂ ein Schätzer
für µ und Σ̂ ein Schätzer für Σ ist. Weiter seien ein Vektor r ∈ Rn und eine Matrix

C ∈ Rn×n gegeben. Zu C wird ein Vektor c ∈ R
n(n+1)

2 mit c = vecsym(C) definiert.
Der Vektor u =

(
r
c

)
∈ Rn̄ kombiniert dann r und c zu einem Vektor. Analoges soll für

den Vektor mr ∈ Rn und die Matrix MC ∈ Sn+ gelten, d.h. mc = vecsym(MC) und

m =
(
mr

mc

)
∈ Rn̄. Weiter seien noch die beiden Matrizen Sr ∈ Sn+ und Sc ∈ S

n(n+1)
2

+

gegeben, die zur Matrix

S =

(
Sr 0
0 Sc

)
∈ Sn̄+ (4.2)

zusammengefasst werden sollen.

Der daraus resultierende Robust-Counterpart mit Ellipsoid Uδ des Portfolio-Op-
timierungsproblems MVλ hat mit obigen Bezeichnungen folgende Gestalt

RCλ : min
x∈X

max
(r,c)∈Uδ

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r,

wobei

Uδ = {u ∈ Rn̄ | (u−m)⊤S−1(u−m) ≤ δ2, u =
(
r
c

)
, vecsym−1(c) = C ∈ Sn+}

(4.3)

mit δ2 > 0 als ein p-Quantil der χ2-Verteilung mit n̄ Freiheitsgraden und p ∈ (0, 1)

Da S als positiv definite Kovarianzmatrix vorausgesetzt ist, existiert S−1.

Bemerkung 4.0.2. Es gilt per Definition S ∈ Sn̄+ und somit auch S−1 ∈ Sn̄+ sowie

Sr, (Sr)−1 ∈ Sn+ und Sc, (Sc)−1 ∈ S
n(n+1)

2
+ . Weiter gilt

m = E(u) sowie S = Cov(u) = E(uu⊤)−mm⊤

und damit

mr = E(µ) und mc = E(vecsym(Σ)) (4.4)
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bzw.

Sr = E(µµ⊤)−mr(mr)⊤ und Sc = E(vecsym(Σ)vecsym(Σ)⊤)−mc(mc)⊤.

(4.5)

Die Struktur der Matrix S aus Formel (4.2) kann dahingehend interpretiert wer-
den, dass die Punktschätzer für µ und Σ unabhängig voneinander sind, was zu den
Formeln (4.4) und (4.5) führt.

O.B.d.A kann MC positiv definit angenommen werden, da MC sinnbildlich für
den Mittelpunkt eines Ellipsoiden bezüglich der Kovarianzmatrix Σ steht und Kova-
rianzmatrizen hier als positiv definit angenommen werden, siehe Definition 3.1.4.

Für µ und Σ können allgemeinere Lage- und Streuungsparameter benutzt werden,
vergleiche Formel (2.31).

δ2 ist in diesem Zusammenhang das angestrebte Konfidenzniveau aus Abschnitt 2.5.

Die Zielfunktion von RCλ ist

f(x) = max
u∈Uδ

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r.

Weiter ist
(1− λ)

√
x⊤Cx− λx⊤r

bezüglich r und c = vecsym(C) stetig für alle λ ∈ (0, 1). Die Menge Uδ ist als
Ellipsoid nichtleer und kompakt. Die Bedingung vecsym−1(c) = C ∈ Sn+ bedeu-
tet dabei, dass wir im Raum der symmetrischen, positiv definiten Matrizen für C
bleiben wollen. Sie sollen als Kovarianzmatrizen interpretiert werden, um Σ damit
approximieren zu können.

Nach Korollar 2.4.10 ist f stetig für alle x ∈ X. Die Menge X wird als nichtleer
und kompakt angenommen. Somit ist RCλ für alle λ ∈ (0, 1) lösbar.

Einen anderen Ansatz, den Mittelpunkt m und die Formmatrix S zu bestimmen,
ist die Suche nach einem Ellipsoid Eℓℓ mit Mittelpunkt m und Formmatrix S, das

den Paramteter uorg =
(

µ
vecsym(Σ)

)
enthält und dabei minimales Volumen besitzt.

Die Ungleichnung (2.32) wird in diesem Ansatz mit 1
δ2

multipliziert, so dass die
rechte Seite der Ungleichung sich zu 1 ergibt.

Da
(

µ
vecsym(Σ)

)
zufällig ist, ist die Forderung, dass uorg im Ellipsoid liegt, eine

zufallsbehaftete Bedingung. Wir wollen stattdessen fordern, dass mit Wahrschein-
lichkeit 1− ε der Parameter uorg im Ellipsoid Eℓℓ liegt, siehe Kapitel 2.6. Das führt
zu der Chance-Constraint

P

(
1

δ2
(uorg −m)⊤S−1(uorg −m)− 1 ≤ 0

)
≥ 1− ε.
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Bekanntermaßen berechnet sich das Volumen eines Ellipsoids durch

π
n̄
2

Γ( n̄2 + 1)
√
det(S−1)

,

wobei mit Γ die Standardgammafunktion

Γ(x) =

∞∫

0

tx−1e−tdt für x > 0

bezeichnet ist. Offensichtlich hängt das Volumen nur von der Formmatrix S ab.

S−1 ist symmetrisch und positiv definit, siehe Bemerkung 4.0.2, und es gilt
det(S−1) > 0, siehe Definition 2.1.1 Teil 7.

1
det(S−1)

zu minimieren, ist gleichbedeutend mit der Minimierung von det(S) bzw.

mit der Minimierung von − ln(det(S− 1
2 )). Die Funktion ln(x) ist eine konvexe und

streng monoton fallende Zielfunktion auf {x ∈ R | x > 0}, siehe [58], so dass die

Funktion − ln(det(S− 1
2 )) konvex und monoton fallend ist.

Durch die zusätzliche Bedingung S−1 ∈ Sn̄+ ist nicht nur det(S−1) > 0 gewähr-
leistet, sondern die zu S−1 inverse Matrix S kann als Kovarianzmatrix interpretiert
werden.

Die Struktur

S =

(
Sr 0
0 Sc

)

muss noch eingearbeitet werden. Man beachte dabei, dass

S−1 =

(
(Sr)−1 0

0 (Sc)−1

)
(4.6)

bzw.

S− 1
2 =

(
(Sr)−

1
2 0

0 (Sc)−
1
2

)
(4.7)

gilt. Um eine Bedingung für S−1 zu erhalten, reicht es also aus, die (n, n(n+1)
2 )-

Blockmatrix
”
rechts oben“ aus (4.6), die nur aus Nullen besteht, zu modellieren, d.h.

s−1
i,j = 0 für alle i = 1, . . . , n und j = n . . . , n̄, wobei s−1

i,j die Komponente in der i-ten

Zeile und der j-ten Spalte von der Matrix S−1 ist. Durch die Symmetrieforderung
an S−1 wird der Block

”
links unten“ auch auf Null gesetzt. Die Matrizen (Sr)−1 und

(Sc)−1 können dann als Blöcke aus S−1 ausgelesen werden.

Alles zusammen führt zu dem folgenden Optimierungsproblem mit Chance-Cons-
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4.1. Lösungsansatz für den Robust-Counterpart RCλ

traint

min
m,S

− ln(det(S− 1
2 )) u.d.N. P

(
1

δ2
(uorg −m)⊤S−1(uorg −m)− 1 ≤ 0

)
≥ 1− ǫ,

s−1
ij = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄

S ∈ Sn̄+. (4.8)

Eine Umformung ist nach [58] gegeben durch

MinV ol(µ,Σ) : min
b,A

− ln(det(A))

u.d.N. P
(
(Auorg − b)⊤ (Auorg − b)− 1 ≤ 0

)
≥ 1− ǫ,

aij = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄, (4.9)

b ∈ Rn̄, A ∈ Sn̄+

mit A = 1
δ
S− 1

2 und b = Am = 1
δ
S− 1

2m. Dabei ist die Bedingung (4.9) durch For-
mel (4.7) ersichtlich. Sei (b∗, A∗) ein Minimalpunkt von MinV ol(µ,Σ), dann ist
(A∗−1b∗, 1

δ2
A∗−2) ein Minimalpunkt von (4.8).

Zu diesem Problem MinV ol(µ,Σ) und die Einbindung in RCλ kommen wir in
Kapitel 4.2 zurück.

4.1. Lösungsansatz für den Robust-Counterpart RCλ

Sei u eine Zufallsvariable der Dimension n̄ = n+ n(n+1)
2 und u sei elliptisch verteilt

mit erstem Moment m =
(
mr

mc

)
∈ Rn̄ und zweitem Moment S ∈ Sn̄+ mit

S =

(
Sr 0
0 Sc

)
.

Weiter sei δ2 ein p-Quantil der χ2-Verteilung mit n̄ Freiheitsgraden und p ∈ (0, 1).

u kann mit uorg =
(

µ
vecsym(Σ)

)
gleichgesetzt und die Menge Uδ aus (4.3) kann dann

als Konfidenzellipsoid betrachtet werden, d.h. die Wahrschenlichkeit, dass uorg in
Uδ liegt, beträgt p. Schätzt man uorg durch u, dann ist Uδ im Allgemeinen kein
Konfidenzellipsoid mehr, Uδ kann aber noch als sinnvolle Unsicherheitsmenge für µ
und Σ interpretiert werden. Die obige Deutung von m,S und δ2 wird später bei
der Interpretation der optimalen Punkte der Hilfsprobleme wichtig sein, trägt aber
zunächst nichts zur eigentlichen Lösung von RCλ bei.

Betrachten wir nun das Problem RCλ mit der Unsicherheitsmenge Uδ aus (4.3)
undm,S und δ2, wie oben definiert. Dieses Problem kann mittels einer Epigraphum-
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

formulierung dargestellt werden als

RCλ : min
x∈X,γ∈R

γ u.d.N. max
u∈Uδ

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r ≤ γ.

Eine weitere wohlbekannte Umformulierung bezüglich der Restriktion führt zu

SIP -RCλ : min
x∈X,γ∈R

γ u.d.N. (1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r ≤ γ, ∀u ∈ Uδ.

Dies entspricht einem (Standard) semi-infiniten Optimierungsproblem mit x und z
als Entscheidungsvariablen, u als Indexvariable und Uδ als Indexmenge. Lösungs-
verfahren der semi-infiniten Optimierung lassen sich darauf anwenden, vergleiche
Kapitel 2.3.

RCλ kann in diesem Zusammenhang aber auch als Bi-Level-Optimierungsproblem
verstanden werden

BL-RCλ : min
x∈X,γ∈R,u∈Rn+n2

γ u.d.N. (1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r ≤ γ, u löst Q(x, γ)

mit dem Problem der unteren Stufe

Q(x, γ) : max
u∈Rn+n2

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r − γ u.d.N. u ∈ Uδ.

Bleiben wir bei Problem RCλ. Im Folgenden soll das Problem analytisch gelöst
werden. Das geschieht in Anlehnung an [51, Kapitel 3.2]. Dort werden speziellere
Wahrscheinlichkeitsverteilungen für µ und Σ vorausgesetzt. Hier erfolgt im Gegen-
satz dazu eine allgemeinere Darstellung nicht notwendigerweise unter Annahme von
Verteilungen.

Bevor wir RCλ weiter umformen, wollen wir in Uδ die Bedingung vecsym−1(c) =
C ∈ Sn+ fallen lassen. Wir werden später auf diese Bedingung zurück kommen.

Die Entscheidungsvariable C als Matrix aufzufassen, würde zur semi-definiten Op-
timierung19 führen. Dieser Ansatz wird hier an dieser Stelle aber nicht weiterverfolgt.
Durch die Abbildung vecsym wird die Zielfunktion umgeformt zu

x⊤Cx = tr(x⊤Cx) = tr(xx⊤C)

= vecsym(xx⊤)⊤D⊤
nDnvecsym(C)

=
(
D⊤

nDnvecsym(xx⊤)
)

︸ ︷︷ ︸
=z

⊤
vecsym(C)

= z⊤c (4.10)

mit z ∈ R
n(n+1)

2 , siehe (2.7). Zu z = vecsym(xx⊤) kann noch gesagt werden, dass
x 6= 0 für alle x ∈ X gilt. Daraus folgt, dass xx⊤ 6= 0 und damit z 6= 0 ist, vergleiche

19Siehe [11].
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4.1. Lösungsansatz für den Robust-Counterpart RCλ

Ausführungen auf S. 11.

Wir werden als Erstes ein Lemma mit Eigenschaften über Uδ vorstellen. Dann
wird das Problem RCλ reformuliert und stufenweise aufgelöst.

Lemma 4.1.1. 1. Die Ungleichungen

(u−m)⊤S−1(u−m) ≤ δ2 (4.11)

und

(r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr) + (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ δ2 (4.12)

sind äquivalent. Des Weiteren gelten die Ungleichungen

0 ≤ (r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr) ≤ δ2

0 ≤ (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ δ2.
(4.13)

2. Uδ lässt sich als Vereinigung über κ ∈ [0, 1] von unendlich vielen Mengen
auffassen, d.h.

Uδ =
⋃

κ∈[0,1]
(U√

κ δ × U√
1−κ δ)

mit

U√
κ δ = {r ∈ Rn | (r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr) ≤ κδ2}

U√
1−κ δ = {c ∈ R

n(n+1)
2 | (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ (1− κ)δ2}.

Die Mengen U√
κ δ ⊂ Rn und U√

1−κ δ ⊂ R
n(n+1)

2 können als Unsicherheitsmengen

jeweils für r und c bzw. C = vecsym−1(c) angesehen werden. Sie besitzen die gleichen
Eigenschaften wie Uδ.

Beweis.

1. Setzt man m =
(
mr

mc

)
und S wie in (4.2) in die Ungleichung (4.11) ein, so

erhält man (4.12).

Die Rückrichtung der Äquivalenz bekommt man dadurch, dass man die in der
Ungleichung (4.12) vorkommenden Vektoren mr,mc sowie die vorkommenden
Matrizen Sr, Sc geschickt zu m und S zusammenfasst. Daraus ergibt sich un-
mittelbar die Ungleichung (4.11).

Die Ungleichungen aus (4.13) folgen zum einen wegen der Aussage aus Teil 1.
Da die Inversen von Sr und Sc positiv definit sind, ergibt sich

0 ≤ (r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr) und 0 ≤ (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc).
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Die Ungleichung (4.12) ergibt

0 ≤ (r−mr)⊤(Sr)−1(r−mr) ≤ δ2 und 0 ≤ (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ δ2.

2. Der Beweis folgt in 2 Teilen.

– Sei u = m, dann ist r = mr und c = mc. Weiter gilt für alle κ ∈ [0, 1]

(r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr) = 0 ≤ κδ2

und
(c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) = 0 ≤ (1− κ̄)δ2.

u ist somit in
⋃

κ∈[0,1]
(U√

κ δ × U√
1−κ δ).

Sei u ∈ Uδ \ {m}. Dann gilt

(u−m)⊤S−1(u−m)
1. Teil
= (r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr)︸ ︷︷ ︸

=:a

+(c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc)︸ ︷︷ ︸
=:b

= a+ b

≤ δ2.

Es gilt für r 6= mr und c 6= mc a + b > 0. Setze κ̄ = a
a+b

. Dann gilt

κ̄ ∈ [0, 1], 1− κ̄ = b
a+b

sowie

κ̄δ2 =
a

a+ b
δ2 ≥ a

a+ b
(a+ b) = a

und

(1− κ̄)δ2 =
b

a+ b
δ2 ≥ b

a+ b
(a+ b) = b.

Daraus folgt

(r−mr)⊤(Sr)−1(r−mr) ≤ κ̄δ2 und (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ (1−κ̄)δ2.

Damit ist r ∈ U√
κ̄ δ und c ∈ U√

1−κ̄ δ, d.h. u ∈ U√
κ̄ δ × U√

1−κ̄ δ.

u liegt somit in der Vereinigung der U√
κ δ × U√

1−κ δ mit κ ∈ [0, 1]

u ∈
⋃

κ∈[0,1]
(U√

κ δ × U√
1−κ δ). (∗)
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4.1. Lösungsansatz für den Robust-Counterpart RCλ

– Sei u ∈ ⋃
κ∈[0,1]

(U√
κ δ × U√

1−κ δ). Dann gibt es ein κ̄ ∈ [0, 1] mit

(r−mr)⊤(Sr)−1(r−mr) ≤ κ̄δ2 und (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ (1−κ̄)δ2.

Addiert man beide Ungleichungen, dann ergibt das

(r−mr)⊤(Sr)−1(r−mr)+(c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ κ̄δ2+(1−κ̄)δ2 = δ2.

Diese Ungleichung ist nach Teil 1 äquivalent zu

(u−m)⊤S−1(u−m) ≤ δ2,

also u ∈ Uδ. (∗∗)
(∗) und (∗∗) ergeben die Behauptung.

Der nächste Satz ist entscheidend für die stufenweise Darstellung und Auflösung
von RCλ. Für den Beweis werden das Vereinigungslemma 2.2.5 und das Separati-
onslemma 2.2.8 sowie das Lemma 4.1.1 Teil 3 benötigt.

Satz 4.1.2. Gegeben seien die Mengen

Uδ = {u ∈ Rn̄ | (u−m)⊤S−1(u−m) ≤ δ2},
U√

κ δ = {r ∈ Rn | (r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr) ≤ κδ2}

und
U√

1−κ δ = {c ∈ R
n(n+1)

2 | (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ (1− κ)δ2}.
Die Optimalwerte der beiden Optimierungsprobleme

RCλ : min
x∈X

max
(r,c)∈Uδ

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r

und

RCλ : min
x∈X

max
κ∈[0,1]

max
c∈U√

1−κ δ

max
r∈U√

κ δ

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r

stimmen überein.

Beweis. Es gilt

min
x∈X

max
(r,c)∈Uδ

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r

Lemma
=

4.1.1 Teil 3
min
x∈X

max
(r,c)∈ ⋃

κ∈[0,1]

(U√
κ δ×U√

1−κ δ)
(1− λ)

√
z⊤c− λx⊤r
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Lemma
=

2.2.5
min
x∈X

max
κ∈[0,1]

max
(r,c)∈(U√

κ δ×U√
1−κ δ)

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r

Lemma
=

2.2.8
min
x∈X

max
κ∈[0,1]

max
c∈U√

1−κ δ

max
r∈U√

κ δ

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r (4.14)

und damit die Behauptung.

Ähnlich wie bei RCλ können die Maxima bei RCλ mit Mitteln aus dem Ab-
schnitt 2.4 gerechtfertigt werden, denn die Mengen [0, 1], U√

1−κ δ und U√
κ δ sind

nichtleer und kompakt, und die zu betrachtenden Zielfunktionen sind bezüglich der
zugehörigen Entscheidungsvariablen stetig.

Formel (4.14) ist der Optimalwert des Optimierungsproblems

RCmax
λ : min

x∈Rn
max
κ∈[0,1]

max
c∈U√

1−κ δ

max
r∈U√

κ δ

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r u.d.N. x ∈ X,

was nach obigen Satz äquivalent zu RCλ ist.

RCmax
λ wird nun aufgelöst, indem das innerste Maximierungsproblem

P r : max
r∈Rn

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r u.d.N. r ∈ U√

κ δ

analytisch gelöst wird und der optimale Punkt r∗ = r∗(x, κ) in das nächstinnere
Problem

PC : max
c∈Rn2

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r u.d.N. c ∈ U√

1−κ δ

eingesetzt wird. Mit PC verfährt man dann wie mit P r. Ein optimaler Punkt von
PC sei c∗ = c∗(x, κ). r∗ und c∗ werden anschließend gemeinsam in das Problem

P κ : max
κ∈R

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r u.d.N. κ ∈ [0, 1]

eingesetzt. Die Lösung κ∗ = κ∗(λ, x) von P κ fließt, zusammen mit r∗ und c∗, in
das äußere Minimierungsproblem, dem eigentlichen Portfolio-Optimierungsproblem,
ein, mit dem ein optimales Portfolio in Abhängigkeit von λ bestimmt werden kann.

4.1.1. Lösung des Problems Pr

Betrachten wir das Problem

P r : max
r∈Rn

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r u.d.N. r ∈ U√

κ δ

mit
U√

κ δ = {r ∈ Rn | (r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr) ≤ κδ2}.
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Zunächst sei angemerkt, dass λ ∈ (0, 1), δ > 0, x ∈ X,κ ∈ [0, 1] und c ∈ R
n(n+1)

2

Parameter des Problems P r sind. Einzige Entscheidungsvariable ist r ∈ Rn. Dem-
nach sieht man leicht, dass der zu maximierende Term

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r

linear von der Entscheidungsvariable r abhängt und den konstanten Teil

(1− λ)
√
z⊤c

besitzt. Des Weiteren kann λ > 0 in −λx⊤r vernachlässigt werden.

Äquivalent zu P r ist also das Problem

P
r
: max

r∈Rn
−x⊤r u.d.N. r ∈ U√

κ δ,

und zwar in dem Sinne, dass die Optimalpunkte beider Probleme übereinstimmen,
siehe Lemma 2.2.4.

Die Unsicherheitsmenge U√
κ δ ist bezüglich r quadratisch und konvex. Man muss

insgesamt eine lineare Zielfunktion über einer quadratisch-konvexen zulässigen Men-
ge maximieren, um P

r
zu lösen. Das wurde bis auf die Fallunterscheidung κ = 0

und κ > 0 und dem Minuszeichen bei der Zielfunktion bereits in Beispiel 2.2.27 auf
Seite S. 26 getan.

Dazu sei zuerst κ = 0. Aus der Formel

0 ≤ (r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr) ≤ κδ2 = 0,

wobei die erste Ungleichung aus der Bemerkung 4.1.1 Teil 2 (erste Ungleichung aus
(4.13)) herrührt, folgt

(r −mr)⊤(Sr)−1(r −mr) = 0,

d.h. mit Sr ≻ 0 muss r = mr gelten. mr ist somit einzig zulässiger Punkt von U√
κ δ

und somit Maximalpunkt von P
r
bzw. P r.

Nach den vorherigen Bemerkungen kann unter anderem mr der Erwartungswert
eines Punktschätzers für µ sein. Diesen Erwartungswert setzt man im Fall κ = 0 dann
als µ in MVλ ein. Man verlässt sich also darauf, dass man die eigentlich unsicheren
Renditen mittels des Punktschätzers gut abgeschätzt hat. Unsicherheiten bleiben
nur noch beim Schätzen der Kovarianz, also des Risikos.20

20Sollten auch die Unsicherheiten bei der Kovarianz wegfallen, machen die weiteren Betrachtungen
hier keinen Sinn. Den Robust-Counterpart zu einem parametrischen Optimierungsproblem zu
bilden, ist nur hilfreich, solange es einen wirklichen unsicheren Teil des Parameters gibt. Die
Schätzer für µ und Σ sollten direkt inMVλ eingehen, falls man mit deren Eigenschaften zufrieden
ist.
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Sei nun κ > 0. Die Lösung in diesem Fall ist nach Beispiel 2.2.27

r∗ = −
√
κ δ∥∥∥(Sr)
1
2 x

∥∥∥
2

Srx+mr (4.15)

mit Multiplikator

α∗ = 1
2
√
κ δ

∥∥∥(Sr)
1
2x
∥∥∥
2
.

Da die Zielfunktion −x⊤r linear und die zulässige Menge konvex bezüglich r ist,
ist r∗ ein globaler Maximalpunkt von P

r
bzw. P r. Der optimale Zielfunktionswert

des Problems P
r
lautet

−x⊤r∗ =
√
κ δ∥∥∥(Sr)
1
2 x

∥∥∥
2

x⊤Srx− x⊤mr =
√
κ δ
∥∥∥(Sr)

1
2x
∥∥∥
2
− x⊤mr

und der von P r

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r∗ = (1− λ)

√
z⊤c+ λ

(√
κ δ
∥∥∥(Sr)

1
2x
∥∥∥
2
− x⊤mr

)
. (4.16)

4.1.2. Lösung des Problems PC

Schauen wir uns jetzt das Problem PC an und setzen den optimalen Zielfunktions-
wert (4.16) dort ein

PC : max
c∈Rn2

(1− λ)
√
z⊤c+ λ

(√
κ δ
∥∥∥(Sr)

1
2x
∥∥∥
2
− x⊤mr

)
u.d.N. c ∈ U√

1−κ δ.

mit
U√

1−κ δ = {c ∈ R
n(n+1)

2 | (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ (1− κ)δ2}.

Ähnlich zu P r gibt es in PC wieder die Parameter λ ∈ (0, 1), δ > 0, x ∈ X und

κ ∈ [0, 1], sowie eine Entscheidungsvariable c ∈ R
n(n+1)

2 . Der konstante Term in der
Zielfunktion ist

λ
(√

κ δ
∥∥∥(Sr)

1
2x
∥∥∥
2
− x⊤mr

)
,

und (1− λ) > 0 braucht im restlichen Term beim Bestimmen des optimalen Punk-
tes nicht betrachtet zu werden, siehe Lemma 2.2.4. Auch die Wurzel als monoton
steigende Funktion kann nach Lemma 2.2.9 vernachlässigt werden.

Dann ist PC äquivalent zu folgendem Problem:

PC : max
c∈Rn2

z⊤c u.d.N. c ∈ U√
1−κ δ.

Durch diese Umformungen ist wieder ein Maximierungsproblem zu lösen, das eine
lineare Zielfunktion und eine quadratisch-konvexe zulässige Menge hat.

Betrachten wir vorab κ = 1, analog zu dem Fall κ = 0 bei P r. Es gilt für die
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4.1. Lösungsansatz für den Robust-Counterpart RCλ

Ungleichung aus der zulässigen Menge

0 ≤ (c−mc)⊤(Sc)−1(c−mc) ≤ (1− κ)δ2 = 0,

und wegen SC ≻ 0 muss wieder c = mc gelten. mc ist einzig zulässiger Punkt von

U√
1−κ δ und somit Maximalpunkt von P

C
bzw. PC .

mc kann als Erwartungswert eines Punktschätzers für vecsym(Σ) betrachtet wer-
den. Durch die Umkehrung der Abbildung vecsym können wir vecsym−1(c∗) =
vecsym−1(mc) = MC setzen und MC kann, komponentenweise betrachtet, als Er-
wartungswert des Punktschätzers für Σ verstanden werden. Der Fall κ = 1 bedeutet
also, dass wir inMVλ für Σ den SchätzerMC einsetzen und nur noch der Parameter
µ unsicher ist.

Sei nun κ < 1. Analog zu Beispiel 2.2.27 ist der optimale Punkt von PC

c∗ =
√
1−κ δ∥∥∥(Sc)

1
2 z

∥∥∥
2

Scz +mc (4.17)

mit Multiplikator

α∗ = 1
2
√
1−κ δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
.

Da die Zielfunktion z⊤c linear und die zulässige Menge konvex bezüglich c ist, ist

c∗ ein globaler Maximalpunkt von P
C
bzw. PC . Der optimale Zielfunktionswert des

Problems P
C
lautet

z⊤c∗ =
√
1−κ δ∥∥∥(Sc)

1
2 z

∥∥∥
2

z⊤Scz + z⊤mc =
√
1− κ δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
+ z⊤mc

und der von PC

(1− λ)
√
z⊤c∗ + λ

(√
κ δ
∥∥∥(Sr)

1
2x
∥∥∥
2
− x⊤mr

)

= (1− λ)

√√
1− κ δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
+ z⊤mc + λ

(√
κ δ
∥∥∥(Sr)

1
2x
∥∥∥
2
− x⊤mr

)
.

(4.18)

Damit C∗ = vecsym−1(c∗) als Kovarianzmatrix interpretiert werden kann, muss C∗

noch auf die beiden Eigenschaften Symmetrie und positive Definitheit überprüft
werden. Dabei ist die Symmetrie von C∗ bereits durch Definition der Abbildung
vecsym−1 gegeben.

Für die positive Definitheit präzisieren wir nochmals unsere Annahmen über mc

und Sc.

Lemma 4.1.3. Sei u =
(

µ̂

vecsym(Σ̂)

)
eine Zufallsvariable der Dimension n̄ mit µ̂ ∈
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Rn, Σ̂ ∈ Sn+ sowie E(u) =
(

E(µ̂)

E(vecsym(Σ̂))

)
und

Cov(u) = Cov

(
µ̂

vecsym(Σ̂)

)
=

(
Cov(µ̂) 0

0 Cov(vecsym(Σ̂))

)
.

Weiter sei mc = E(vecsym(Σ̂)) und Sc = Cov(vecsym(Σ̂)) und die Matrix

E(x⊤Σ̂xΣ̂) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x)E(Σ̂) ∈ Rn×n

positiv definit.

Dann ist die Matrix C∗ = vecsym−1(c∗) mit

c∗ =
√
1−κ δ∥∥∥(Sc)

1
2 z

∥∥∥
2

Scz +mc

positiv definit.

Beweis. Für Kovarianzen gilt der Verschiebungssatz

Sc = Cov(vecsym(Σ̂))

= E(vecsym(Σ̂)vecsym(Σ̂)⊤)− E(vecsym(Σ̂))(E(vecsym(Σ̂)))⊤,

siehe [38, Definition 5.15]. Führt man nun die Umkehrabbildung von vecsym an mc

aus, dann erhält man

MC = vecsym−1(mc)

= vecsym−1(E(vecsym(Σ̂)))

= E(vecsym−1(vecsym(Σ̂)))

= E(Σ̂).

Für c∗ gelten dann folgende Umformungen

c∗ = 1
2α∗S

cz +mc

= 1
2α∗

(
E(vecsym(Σ̂)vecsym(Σ̂)⊤)− E(vecsym(Σ̂))(E(vecsym(Σ̂)))⊤

)
z

+E(vecsym(Σ̂))

= 1
2α∗


E(vecsym(Σ̂) vecsym(Σ̂)⊤D⊤

nDnvecsym(xx⊤)︸ ︷︷ ︸
=x⊤Σ̂x

)

−E(vecsym(Σ̂)) (E(vecsym(Σ̂)))⊤D⊤
nDnvecsym(xx⊤)︸ ︷︷ ︸

=x⊤E(Σ̂)x
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+E(vecsym(Σ̂))

= 1
2α∗

(
E(x⊤Σ̂xvecsym(Σ̂)) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x)E(vecsym(Σ̂))

)
.

Die Umkehrung von vecsym führt dann zu

2α∗C∗ = 2α∗vecsym−1(c∗)

= 2α∗vecsym−1
(
E(x⊤Σ̂xvecsym(Σ̂)) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x)E(vecsym(Σ̂))

)

= vecsym−1
(
E(x⊤Σ̂xvec(Σ̂))

)

+(2α∗ − x⊤MCx)vecsym−1
(
E(vecsym(Σ̂))

)

= E(x⊤Σ̂x vecsym−1(vecsym(Σ̂))︸ ︷︷ ︸
=Σ̂

) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x) vecsym−1(mc)︸ ︷︷ ︸
=E(Σ̂)

= E(x⊤Σ̂xΣ̂) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x)E(Σ̂).

Mit
E(x⊤Σ̂xΣ̂) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x)E(Σ̂) ≻ 0

ist
C∗ = 1

2α∗︸︷︷︸
>0

(
E(x⊤Σ̂xΣ̂) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x)E(Σ̂)

)

positiv definit.

Bemerkung 4.1.4. Die Bedingung E(x⊤Σ̂xΣ̂) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x)E(Σ̂) ≻ 0 kann
zu folgender Bedingung (4.19) äquivalent umformuliert werden. Da Σ̂ positiv definit
vorausgesetzt ist, gilt

E(Σ̂) ≻ 0 und E(x⊤Σ̂xΣ̂) ≻ 0.

Daraus folgt, dass

E(x⊤Σ̂xΣ̂) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x)E(Σ̂) ≻ 0

gilt, falls die Bedingung

1
δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
− x⊤MCx ≥ 0 ⇐⇒ 1

δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
≥ x⊤MCx (4.19)

erfüllt ist, da

2α∗ − x⊤E(Σ̂)x = 2
2
√
1−κ δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
− x⊤E(Σ̂)x

κ∈[0,1)
≥ 1

δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
− x⊤MCx.
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Im Weiteren sei nun die folgende Annahme getroffen.

Annahme 4.1.5. Die Matrix

E(x⊤Σ̂xΣ̂) + (2α∗ − x⊤E(Σ̂)x)E(Σ̂) ∈ Rn×n

sei positiv definit.

4.1.3. Lösung des Problems Pκ

Zum Lösen von

P κ : max
κ∈R

(1− λ)

√√
1− κ δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
+ z⊤mc + λ

(√
κ δ
∥∥∥(Sr)

1
2x
∥∥∥
2
− x⊤mr

)

u.d.N. κ ∈ [0, 1]

werden vorab einige Eigenschaften der Zielfunktion

fλ(x, κ) = (1− λ)

√√
1− κ δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
+ z⊤mc + λ

(√
κ δ
∥∥∥(Sr)

1
2x
∥∥∥
2
− x⊤mr

)

(4.20)

aufgezeigt. Die Funktion fλ ist mit der Annahme 4.1.5 wohldefiniert, da

√
1− κ δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
+ z⊤mc = x⊤C∗x > 0

gilt. Wir setzen zwecks Übersichtlichkeit

a1 = δ
∥∥∥(Sc)

1
2 z
∥∥∥
2
, a2 = z⊤mc, a3 = δ

∥∥∥(Sr)
1
2x
∥∥∥
2
, a4 = x⊤mr,

d.h.

fλ(x, κ) = (1− λ)

√√
1− κ a1 + a2 + λ

(√
κ a3 − a4

)
. (4.21)

Wegen Sc, Sr ≻ 0 und mc = vecsym(MC) mit MC ≻ 0 sowie z, x 6= 0 sind
a1, a2, a3 > 0.

Bemerkung 4.1.6. Die Funktion fλ : Rn× [0, 1] → R aus (4.21) ist bezüglich κ für
alle x ∈ X und λ ∈ (0, 1) auf (0, 1) stetig differenzierbar.

Die Ableitung f ′λ : Rn × (0, 1) → R mit

f ′λ(x, κ) =
1− λ

2
√√

1− κ a1 + a2
·
(
− a1

2
√
1− κ

)
+
λa3
2
√
κ

= − (1− λ)a1

4
√(√

1− κ a1 + a2
)
(1− κ)

+
λa3
2
√
κ
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ist bezüglich κ für alle x ∈ X und λ ∈ (0, 1) auf (0, 1) stetig differenzierbar.

Lemma 4.1.7. Die Funktion fλ : Rn × R → R definiert in Formel (4.21) ist für
alle λ ∈ (0, 1) bezüglich κ auf [0, 1] strikt konkav. Sie ist für alle λ ∈ (0, 1) weder
monoton fallend noch monoton wachsend bezüglich κ ∈ [0, 1].

Beweis. Der Beweis findet sich im Anhang A.2 S.121.

Die Aussagen aus folgender Bemerkung sind unmittelbar aus dem Lemma 4.1.7
herleitbar.

Bemerkung 4.1.8. P κ besitzt für alle λ ∈ (0, 1) einen eindeutigen globalen Ma-
ximalpunkt κ∗ ∈ [0, 1]. Die Existenz von κ∗ folgt z.B. aus der Stetigkeit von fλ
bezüglich κ und der Kompaktheit von [0, 1], die Eindeutigkeit von κ∗ aus der strikten
Konkavität von fλ bezüglich κ.

Da fλ für alle λ ∈ (0, 1) strikt konkav und weder monoton fallend noch monoton
wachsend ist, existiert für alle λ ∈ (0, 1) ein κk mit fλ(κ

k, x) = 0 und κk ∈ [0, 1].

Nachdem wir wissen, dass es ein eindeutiges Minimum von P κ für alle λ ∈ (0, 1)
auf [0, 1] geben muss, versuchen wir nun, dieses zu bestimmen. Dafür werden wir die
1. Ableitung null setzen, d.h. wir werden versuchen die kritischen Punkte von fλ zu
bestimmen. Die Existenz und die Optimalität eines kritischen Punktes aus [0, 1] für
P κ folgt aus dem Lemma 4.1.7 und der Bemerkung 4.1.8. Zu bemerken wäre noch,
dass es keine reellen kritischen Punkte von fλ außerhalb von [0, 1] geben kann, da
folgende Beobachtung gemacht werden kann.

Beobachtung 4.1.9. Sei λ ∈ (0, 1). Die Funktion f ′λ : Rn × R \ {0, 1} → C mit

f ′λ(κ, x) = − (1− λ)a1

4
√(√

1− κ a1 + a2
)
(1− κ)

+
λa3
2
√
κ

bildet Elemente aus (0, 1) auf Elemente aus R und Elemente aus R \ [0, 1] auf kom-
plexe Zahlen mit nicht verschwindenem Imaginärteil ab. Sie ist für κ = 0 und κ = 1
nicht definiert.

Das bedeutet insbesondere, dass nur Elemente aus (0, 1) als Nullstellen von f ′λ in
Frage kommen.

Im Folgenden sei der kritische Punkt mit κk bezeichnet.

Lemma 4.1.10. Gegeben seien

d0 =
1

864a31λ
6a63

(64a32λ
6a63 + 48a22(1− λ)2a21λ

4a43 + 12a41a2(1− λ)4λ2a23

+(1− λ)6a61 − 216(1− λ)2a41λ
4a43),

d1 = − 1

48a21λ
4a43

(16a22λ
4a43 + 8a2(1− λ)2a21λ

2a23 + (1− λ)4a41)
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

und

c2 =
4λ2a23a2 + (1− λ)2a21

4λ2a23a1
.

Der Punkt

κk = 1−
(
max{ψ ∈ R | ψ3 + d1ψ + d0 = 0} − c2

3

)2
(4.22)

ist ein kritischer Punkt von fλ.

Beweis. Sei λ ∈ (0, 1) und x ∈ X. Für κk gilt die Gleichung

fλ(κ
k, x) = 0,

d.h. κk ist ein kritischer Punkt von fλ. Für die Gültigkeit der Gleichung siehe An-
hang A.3 S. 123.

Nach der Bemerkung 2.2.24 und dem letzten Lemma 4.1.10 ist κk aus (4.22)
ein globaler Maximalpunkt von P κ. Wir verzichten hier auf das Einsetzen in die
Zielfunktion.

4.1.4. Lösung des Problems RCmax
λ

Zum Lösen von

RCmax
λ : min

x∈Rn
max
κ∈[0,1]

max
c∈U√

1−κ δ

max
r∈U√

κ δ

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r u.d.N. x ∈ X,

für alle λ ∈ (0, 1) setzen wir nun die jeweiligen optimalen Punkte r∗, c∗ und κ∗ ein.
Auf die genaue Darstellung möchten wir hier wieder verzichten. Wir werden nur
die Lösbarkeit von RCmax

λ untersuchen und dann auf numerische Lösungsverfahren
hinweisen.

Da wir r∗ und C∗ = vecsym−1(c∗) (in Abhängigkeit von κ∗) berechnet haben,
kommen wir zurück zum Problem

RCλ : min
x∈X

max
(r,c)∈Uδ

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r,

wobei wir r∗(x, κ) und C∗(x, κ) einsetzen und die Abhängigkeit von κ, wie folgt,
darstellen können

RCλ : min
x∈X

max
κ∈[0,1]

(1− λ)
√
x⊤C∗(x, κ)x− λx⊤r∗(x, κ).
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Die Funktion

(1− λ)
√
x⊤C∗(x, κ)x− λx⊤r∗(x, κ)

= (1− λ)

√√
1− κ δ

∥∥∥(Sc)
1
2 z
∥∥∥
2
+ z⊤mc + λ

(√
κ δ
∥∥∥(Sr)

1
2x
∥∥∥
2
− x⊤mr

)

ist stetig bezüglich x und κ. Nach Korollar 2.4.10 ist die Zielfunktion von RCλ

max
κ∈[0,1]

(1− λ)
√
x⊤C∗x− λx⊤r∗ (4.23)

stetig und da X als kompakt vorausgesetzt wird, ist RCλ auch lösbar.

Bezüglich x ist die Zielfunktion nichtlinear und für C∗ ∈ Sn+ stetig differenzier-
bar. Die Konvexität der Zielfunktion sieht man, wie folgt. In Kapitel 3.1 haben wir
gezeigt, dass für alle λ ∈ (0, 1) der Ausdruck

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r

mit C ∈ Sn+ und r ∈ Rn strikt konvex bezüglich x ist. (4.23) kann damit als Maximum
von strikt konvexen Funktionen angesehen werden und das Maximum von beliebig
vielen strikt konvexen Funktionen ist wieder strikt konvex.

Zu bemerken ist noch, dass beim Einsetzen von κ∗ in (4.23), der Ausdruck

max
(r,c)∈Uδ

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r

nicht ohne Weiteres in die Form

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r̄

mit r̄ ∈ Rn und C ∈ Sn+ gebracht werden kann, da die Lösungen r∗ und C∗ über κ∗

gekoppelt sind.

Für die Angabe von numerischen Lösungsverfahren für RCλ kann nun Folgendes
gesagt werden. Allgemein bietet sich für nichtlineare differenzierbare Optimierungs-
probleme das SQP-Verfahren, engl. für sequential quadratic programming, an, siehe
[21]. Sobald die Konvexität allerdings gezeigt werden kann, sind für konvexe Opti-
mierungsprobleme Innere-Punkte-Verfahren sehr effizient, siehe [12].

In der Arbeit gingen wir bis jetzt von der polyedrischen zulässigen Menge

X = {x ∈ Rn |
n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0}

aus. Wie in Kapitel 3.1 kurz angerissen, sind aber noch weitere Nebenbedingungen
an den Vektor x vorstellbar. Diese könnten die Eigenschaft der Linearität bzw. sogar
der Konvexität von X verletzen. Um effiziente Verfahren, wie das Innere-Punkte-
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

Verfahren anwenden zu können, sollten aber die Eigenschaften der Konvexität und
der Kompaktheit von X, sowie die Eigenschaft der stetigen Differenzierbarkeit aller
beteiligten Funktionen in X erhalten bleiben.

Eine Implementierung mit Beispielrechnung des Lösungsansatzes für RCλ aus
diesem Abschnitt findet sich im Kapitel 6.2.

4.2. Lösungsansatz für den Robust-Counterpart RCλ mit

Chance-Constraint

Betrachten wir den Robust-Counterpart des Mean-Varianz-Portfolio-Optimierungs-
problems MVλ

RCλ : min
x∈X

max
(r,c)∈Uδ

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r,

mit der Unsicherheitsmenge

Uδ = {u ∈ Rn̄ | (u−m)⊤S−1(u−m) ≤ δ2, u =
(
r
c

)
, vec−1(c) = C ∈ Sn+},

wobei (m,S) = (A∗−1b∗, 1
δ2
A∗−2) gilt und (b∗, A∗) eine optimale Lösung des Opti-

mierungsproblems

MinV ol(µ,Σ) : min
b,A

− ln(det(A))

u.d.N. P
(
(Auorg − b)⊤ (Auorg − b)− 1 ≤ 0

)
≥ 1− ǫ,

aij = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄,

A ∈ Sn̄+

ist.

MinV ol(µ,Σ) soll hier mit dem Sampling-and-Discarding-Ansatz aus Kapitel 2.6
gelöst werden. Dazu muss gezeigt werden, dass die linke Seite der Ungleichung in
der Chance-Constraint eine konvexe Funktion bezüglich (b, A) ist. Dazu formen wir
sie um zu

(Auorg − b)⊤ (Auorg − b)− 1 = ‖Auorg − b‖22 − 1. (4.24)

(4.24) ist für alle uorg ∈ Rn̄ eine konvexe Funktion bezüglich (b, A).

Setze nun

X = {(b, A) ∈ Rn̄ × Rn̄×n̄ | ai,j = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄, A ∈ Sn̄+}

und
Xu = {(b, A) ∈ Rn̄ × Rn̄×n̄ | (Au− b)⊤(Au− b)− 1 ≤ 0}.

Die Bedingung A ∈ Sn̄+ ist äquivalent zu aij = aji, i, j = 1, . . . , n̄, und A ≻ 0,
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4.2. Lösungsansatz für den Robust-Counterpart RCλ mit Chance-Constraint

wobei die Bedingung A ≻ 0 im Sinne der semi-definiten Optimierung eine lineare
Matrixungleichung ist. A ∈ Sn̄+ kann somit auch als konvexe Bedingung betrachtet
werden. Dann enspricht MinV ol(µ,Σ) der Standardform aus Kapitel 2.6 mit einer
konvexen Zielfunktion − ln(det(A)).

Sei nun eine identisch verteilte unabhängige Stichprobe u1, . . . , uN gegeben. Das
zu MinV ol(µ,Σ) gehörige Sample-Based-Optimierungsproblem lautet

SBN : min
b,A

− ln(det(A))

u.d.N. (Aul − b)⊤(Aul − b)− 1 ≤ 0, l = 1, . . . , N

si,j = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄,

b ∈ Rn̄, A ∈ Sn̄+

bzw. das Sample-Based-Optimierungsproblem mit k entfernten Ziehungen

SBN,k : min
b,A

− ln(det(A))

u.d.N. (Aul − b)⊤(Aul − b)− 1 ≤ 0, l ∈ J

si,j = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄,

b ∈ Rn̄, A ∈ Sn̄+.

SBN bzw. SBN ;k sind konvexe Probleme, da alle beteiligten Funktionen konvex
sind. Aussagen über die Lösbarkeit von SBN und SBN ;k, siehe Annahme 2.6.2,
diskutieren wir im Kapitel 6.3.

N, k, ε und β können, wie in Bemerkung 2.6.8 beschrieben, gewählt werden. Wel-
che Restriktionen aus {1, . . . , N} entfernt werden, soll folgende Vorgehensweise be-
schreiben. Als Output erhält man eine Anzahl von Indizes, die nicht größer als k
ist.

Algorithmus 4.2.1. Sei (b∗N , A
∗
N ) ein optimaler Punkt von SBN und sei M = 1.

1. Setze

KM = {k ∈ {1, . . . , N} | (A∗
Nuk − b∗N )⊤(A∗

Nuk − b∗N )− 1 = 0}.

Die im Optimalpunkt (b∗N , A
∗
N ) aktiven Restriktionen sollen entfernt werden.

2. Ist KM = ∅, dann stoppe.

3. Ist
M∑
ν=1

|Kν | < k, dann stelle SBN ;k mit J = {1, . . . , N} \ (
M⋃
ν=1

Kν) auf, setze

M =M + 1 und gehe zu 4.

4. Ist
M∑
ν=1

|Kν | ≥ k, gehe zu 6.

5. Sei (b∗N ;k, A
∗
N :k) eine Lösung von SBN,k. Setze

KM = {k ∈ {1, . . . , N} | (A∗
N ;kuk − b∗N ;k)

⊤(A∗
N ;kuk − b∗N ;k)− 1 = 0}
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4. Robuste Portfolio-Optimierung nach dem Markowitz-Ansatz

und gehe zu 2.

6. Ist
M∑
ν=1

|Kν | > k, dann entferne so viele Indizes aus
M∑
ν=1

|Kν |, dass
M∑
ν=1

|Kν | = k

gilt.

Mehrmals sollen aktive Restriktionen bezüglich der Punkte (b∗N ;k, A
∗
N :k) entfernt

werden, bis die Anzahl k erreicht ist. ε und β können in allen betrachten Problemen

gleich gewählt werden. Die Indizes
M∑
ν̄=1

|Kν | können aus {1, . . . , N} entfernt werden

und der Optimalpunkt des Problems

SBN,k : min
b,A

− ln(det(A))

u.d.N. (Aul − b)⊤(Aul − b)− 1 ≤ 0, l ∈ {1, . . . , N} \ (
M∑

ν=1

|Kν |)

si,j = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄,

b ∈ Rn̄, A ∈ Sn̄+.

ist mindestens mit Wahrscheinlichkeit
M∑
i=1

βi =Mβ ε-robust-zulässig.

In Schritt 2 stoppt man, falls keine Restriktionen an dem dort betrachteten Punkt
(b∗N ;k, A

∗
N :k) aktiv sind. Falls bis dahin nur wenige Restriktionen entfernt wurden,

d.h. die Differenz zwischen k und der Anzahl der entfernten Restriktionen noch
relativ groß ist, dann sollte man andere Auswahlregeln anwenden, um sich der Anzahl
k zu nähern. Oder, wenn das möglich ist, verwendet man eine neue Stichprobe
u1, . . . , uN und durchläuft den Algorithmus 4.2.1 erneut, in der Hoffnung, mehr
Restriktionen auszusortieren.

Sei (b∗N ;k, A
∗
N :k) der nach dem Sampling-and-Discarding-Ansatz berechnete op-

timale Punkt von MinV ol(µ,Σ). Dann ist (m,S) = (A∗
N :k

−1b∗N :k,
1
δ2
A∗

N :k
−2) eine

Lösung des Problems (4.8), siehe S. 80. Über

m =

(
mr
mc

)
und S =

(
Sr 0
0 Sc

)

können dann die Eingaben mr, Sr,mc und Sc für RCλ generiert werden.

Eine Implementierung mit Beispielrechnung des Lösungsansatzes für RCλ mit
Chance-Constraint findet sich im Kapitel 6.3.
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5. Semi-infinite Optimierungsprobleme

mit parametrischer Indexmenge

Wie in Kapitel 3 aufgeführt, sind für das Mean-Variance-Portfolio-Optimierungs-
problem MVλ verschiedene Wahlen der Parameter µ ∈ Rn und Σ ∈ Sn+ möglich.

Gleiches gilt natürlich auch für den Mittelpunkt m ∈ Rn̄ mit n̄ = n + n(n+1)
2 und

die Formmatrix S ∈ S+
n(n+1)

2 der Unsicherheitsmenge Uδ im Robust-Counterpart
RCλ von MVλ, siehe Kapitel 4. Uδ hängt somit von den Parametern m und S ab.
Das Skalar δ2 soll weiterhin ein p-Quantil der χ2-Verteilung mit n̄ Freiheitsgraden
und p ∈ (0, 1) sein und soll hier nicht weiter untersucht werden.

In Abschnitt 4.1 wurden m und S als Erwartungswert bzw. als Kovarianzmatrix
eines n̄-dimensionalen Vektors u aus Zufallsvariablen gesetzt, wobei u als Schätzer

für
(

µ
vecsym(Σ)

)
interpretiert wurde. Dafür eignen sich z.B. auch die vorgestellten

Schätzer aus Kapitel 3.

Einen anderen Ansatz, m und S zu erhalten, wurde in Abschnitt 4.2 gegeben. Sie
stammen dort aus einem Optimierungsproblem mit einer Chance-Constraint.

Die impliziten Renditen liefern eine weitere Möglichkeit, den Mittelpunkt m bei
gegebener Formmatrix S zu bestimmen, siehe S. 62, falls nur eine Unsicherheit
bezüglich der erwarteten Rendite modelliert werden soll. Die Menge, aus der m
gewählt wird, ist in diesem Fall durch ein Gleichungs-/Ungleichungssystem gege-
ben. Ein Auflösen dieses Systems kann sehr aufwändig sein. Mehr noch, die Menge
der möglichen m kann unendlich viele Elemente enthalten, und eine Darstellung
aller Lösungen ist dann im Allgemeinen nicht mehr möglich. RCλ bezüglich aller
möglichen m zu lösen, ist in der Regel nicht wünschenswert und unter Umständen
auch nicht möglich.

In diesem Kapitel werden nun der Vektor m und die Matrix S als Parameter für
die Menge Uδ aufgefasst. Das soll durch Uδ(m,S) gekennzeichnet werden.

Wie am Anfang von Abschnitt 4.1 bereits angedeutet, kann RCλ als ein semi-
infinites Optimierungsproblem formuliert werden

SIP -RCλ : min
x∈X,z∈R

z u.d.N. (1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r ≤ z, ∀(r, C) ∈ Uδ(m,S),

mit der Indexmenge Uδ(m,S), wobei die Parameter m und S nicht im Sinne der
vorherigen Kapitel spezifiziert sein sollen. Hierbei handelt es sich somit um ein
parametrisches semi-infinites Optimierungsproblem, genauer um ein semi-infinites
Optimierungsproblem mit parametrischer Indexmenge. Diese Klasse von Optimie-
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Semi-infinte Optimierungsprobleme mit parametrischer Indexmenge

rungsproblemen soll im Folgenden untersucht werden.

Wir betrachten dazu eine Familie von parametrischen semi-infiniten Optimie-
rungsproblemen

SIP (t) : min
x∈X

f(x) u.d.N. g(x, y) ≤ 0, ∀y ∈ Y (t),

wobei der Parameter t ∈ T nur in der Indexmenege vorkommt, und die Menge
T ⊂ Rk nichtleer und kompakt ist.

Die Funktionen f, g sowie die Menge X sind wie in Abschnitt 2.3 definiert. Die
Mengen

Y (t) := {y ∈ Rm | w(y, t) ≤ 0}
mit zweimal stetig differenzierbarer Funktion w : Rm×Rk → Rq sollen für alle t ∈ T
nichtleer und kompakt sein.

Wir definieren analog zu Abschnitt 2.4

M(t) = {x ∈ X | g(x, y) ≤ 0, ∀y ∈ Y (t)}

als zulässige Menge,
v(t) = min

x∈M(t)
f(x)

als optimalen Wert und

S(t) = {x ∈M(t) | f(x) ≤ v(t)} = arg min
x∈Rn

{f(x) | x ∈M(t)}

als Optimalpunktmenge von SIP (t), t ∈ T .

5.1. Reformulierungen semi-infiniter Optimierungsprobleme

mit parametrischer Indexmenge

Das Problem

(1) : inf
t∈Rk

min
x∈M(t)

f(x) u.d.N. t ∈ T

liefert offensichtlich eine Unterschranke an die Optimalwertfunktion v(t), und das
Problem

(2) : sup
t∈Rk

min
x∈M(t)

f(x) u.d.N. t ∈ T

eine Oberschranke.

inf und sup von (1) und (2) können durch min und max unter zusätzlichen Vor-
aussetzungen an die Abbildung M(t) und die Funktion v(t) ersetzt werden, siehe
Abschnitt 2.4. Die Probleme (1) und (2) bleiben aber schwer zu lösen. Die Zielfunk-
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tionen, in beiden Fällen
v(t) = min

x∈M(t)
f(x),

sind im Allgemeinen nicht differenzierbar, es liegen also nichtglatte Probleme vor.

Wie kann man die Menge T noch in SIP (t) einbauen, um mögliche Schranken zu
erhalten?

Zunächst möchten wir die Menge T zu M(t) hinzufügen und t als Variable in
SIP (t) aufnehmen

(3) : min
(x,t)∈X×T

f(x) u.d.N. g(x, y) ≤ 0, ∀y ∈ Y (t).

Analog könnten wir Y (t) mit T erweitern zur Menge

Ỹ := {(y, t) ∈ Rm × T | w(y, t) ≤ 0}.

Wir erhalten das Problem

(4) : min
x∈X

f(x) u.d.N. g(x, y) ≤ 0, ∀(y, t) ∈ Ỹ .

Der Parameter t wird hierbei unterschiedlich aufgefasst, in Problem (3) als weitere
Entscheidungsvariable und in Problem (4) als weitere Indexvariable. Zu erwähnen ist
auch, dass (3) ein verallgemeinertes semi-infintes Optimierungsproblem GSIP ist,
da t als Entscheidungsvariable in die Indexmenge Y (t) eingeht. (4) ist ein Standard-
SIP , die zulässige Menge Ỹ hängt nicht von der Entscheidungsvariable x ab.

Wir formen SIP (t) äquivalent zu

SIP (t) : min
x∈X

f(x) u.d.N. max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0

um, siehe Abschnitte 2.3. Die zulässige Menge M(t) wird durch die Restriktion
max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0 beschrieben. Fordern wir nun, dass diese Restriktion mindestens

für ein t ∈ T gelten soll, so folgt

(5) : min
x∈X

f(x) u.d.N. ∃t ∈ T : max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0.

Wir brauchen also nur ein geeignetes t ∈ T , für das die Restriktion erfüllt ist. Fordern
wir weiter, dass die Restriktion für alle t ∈ T halten soll, so folgt

(6) : min
x∈X

f(x) u.d.N. ∀t ∈ T : max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0.

Wir erhöhen also die Anzahl der Restriktionen. Der Parameter t wird in (5) und (6)
weder als Entscheidungs- noch als Indexvariable aufgefasst.

Betrachten wir das zu SIP (t) gehörige Problem der unteren Stufe, siehe Ab-
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schnitt 2.3,

Q(x, t) : max
y∈Rm

g(x, y) u.d.N. y ∈ Y (t).

Da der Parameter t nicht in die Zielfunktion f von SIP (t) eingeht, formulieren wir
die beiden Probleme

Q(x) : inf
t∈Rk

max
y∈Y (t)

g(x, y) u.d.N. t ∈ T

und

Q(x) : sup
t∈Rk

max
y∈Y (t)

g(x, y) u.d.N. t ∈ T

und fügen sie als Probleme der unteren Stufe wieder zu SIP (t) hinzu. Es entstehen

(7) : min
x∈X

f(x) u.d.N. inf
t∈T

max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0

und

(8) : min
x∈X

f(x) u.d.N. sup
t∈T

max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0.

Wieder unter zusätzlichen Voraussetzungen, diesmal an Y (t), können inf und sup
von (7) und (8) ersetzt werden durch min und max, siehe Abschnitt 2.4.

Wir werden im Folgenden die Probleme SIP (t), t ∈ T , und (1)-(8) etwas genauer
betrachten und Beziehungen zwischen den Optimalwerten und den Optimalpunkt-
mengen herleiten. Zu den Problemen (3)-(8) seien dazu folgende zulässige Mengen
definiert

M(3) := {(x, t) ∈ X × T | g(x, y) ≤ 0, ∀y ∈ Y (t)}

M(4) := {x ∈ X | g(x, y) ≤ 0, ∀(y, t) ∈ Ỹ }

M(5) := {x ∈ X | ∃t ∈ T : max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0}

M(6) := {x ∈ X | ∀t ∈ T : max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0}

M(7) := {x ∈ X | min
t∈T

max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0}

M(8) := {x ∈ X | max
t∈T

max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0}.

Die zulässige Menge des Problems (1) bzw. (2) ist die Menge T . Weiter bezeichnen
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v(1), v(2), . . . , v(8) die Optimalwerte und S(1), S(2), . . . , S(8) die Optimalpunktmengen
der Probleme (1)-(8).

Beispiel 5.1.1. Gegeben sei

X = R, f(x) = (x+ 1)2, g1(x, y) = −ex − y, g2(x, y) = x− 1,

w1(y, t) = ty − 1, w2(y, t) = y − 1, T := {t ∈ R | (t+ 2)2 − 1 = 0}.

Dann gilt:

T = {−1,−3}, Y (−3) = [−1
3 , 1], Y (−1) = [−1, 1],

Ỹ = ([−1
3 , 1]× {−3}) ∪ ([−1, 1]× {−1}) = ([−1,−1

3)× {−1}) ∪ ([−1
3 , 1)× {−3,−1}).

Die Lösungen der obigen Probleme sind in Tabelle 1 zusammengefasst.

Problem zulässige Menge optimaler Punkt optimaler Wert

SIP (−3) [log(13), 1] −1 0

SIP (−1) [0, 1] 0 1

(1) {−3,−1} −3 0

(2) {−3,−1} −1 1

(3) ([0, 1]× {−1}) ∪ ([log(13), 1]× {−3}) (−1,−3) 0

(4) [0, 1] 0 1

(5) [log(13), 1] −1 0

(6) [0, 1] 0 1

(7) [log(13), 1] −1 0

(8) [0, 1] 0 1

Tabelle 1.: Lösungstabelle zum Beispiel 5.1.1

Es ist zu bemerken, dass M(4) = M(6) = M(8) = [0, 1] bzw. M(5) = M(7) =

[log(13), 1] gilt, und dass die Vereinigung der Teilbereiche der x-Komponente aus
der zulässigen Menge von Problem (3) [log(13), 1] ergibt. Des Weiteren haben die
Probleme (1) und (3) sowie die Probleme (2) und (4) den gleichen Optimalwert
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errechnet.

Aus dem obigen Beispiel lassen sich Zusammenhänge zwischen den Problemen
(1),(3),(5) und (7) bzw. den Problemen (2),(4),(6) und (8) vermuten.

5.2. Unter- und Oberschranken für semi-infinite

Optimierungsprobleme mit parametrischer Indexmenge

In den nächsten drei Sätzen werden nun die zentralen Aussagen des Kapitels ange-
geben und in den Bemerkungen 5.2.4 und 5.2.6 die Schlussfolgerungen zusammen-
gefasst. Bevor diese Zusammenhänge formuliert und bewiesen werden, soll auf die
Definition 2.2.6 sowie die beiden Lemmatas 2.2.5 und 2.2.7, die die Äquivalenzen
zwischen Optimierungsproblemen beschreiben, hingewiesen werden.

Satz 5.2.1. Folgende Aussagen gelten:

1. prxM(3) =M(5) =M(7),

2. M(4) =M(6) =M(8),

3. M(5) =
⋃
t∈T

M(t),

4. M(6) =
⋂
t∈T

M(t).

Beweis. 1. Wir zeigen zunächst prxM(3) =M(5).

Es gilt

prxM(3) = {x ∈ X | ∃t ∈ T : (x, t) ∈M(3)}
= {x ∈ X | ∃t ∈ T : g(x, y) ≤ 0, ∀y ∈ Y (t)}
= {x ∈ X | ∃t ∈ T : max

y∈Y (t)
g(x, y) ≤ 0}

= M(5).

Wir zeigen weiter M(5) =M(7).

Sei x ∈M(5), d.h. es gibt ein t ∈ T mit max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0. Insbesondere gibt es

ein t̂ ∈ T mit min
t∈T

max
y∈Y (t)

g(x, y) = max
y∈Y (t̂)

g(x, y) ≤ 0. Das wiederum bedeutet,

dass x ∈M(7) ist.

Sei x ∈ M(7), d.h. min
t∈T

max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0. Es existiert somit ein t̂ ∈ T mit

max
y∈Y (t̂)

g(x, y) ≤ 0 und x ist in M(5).

Damit ist Aussage 1. bewiesen.

2. Wir zeigen zunächst M(6) =M(8).

Es sei x ∈ M(6), d.h. es gilt max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0 für alle t ∈ T . Es folgt

max
t∈T

max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0, und x ist in M(8). Die Rückrichtung folgt analog.
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Wir zeigen weiter M(4) =M(8).

Es gilt

max
t∈T

max
y∈Y (t)

g(x, y)
(a)
= max

y∈ ⋃
t∈T

Y (t)
g(x, y)

(b)
= max

y∈pryỸ
g(x, y)

(c)
= max

(y,t)∈Ỹ
g(x, y)

und damit ist die Behauptung aus 2. bewiesen. Es fehlen noch die Beweise zu
(a), (b) und (c).

(a) Nach Vereinigungslemma 2.2.5 Aussage 2 folgt die Behauptung.

(b) Zu zeigen ist pryỸ =
⋃
t∈T

Y (t).

Es sei y in pryỸ . Es gibt also ein t̂ ∈ T mit w(y, t̂) ≤ 0, d.h. y ∈ Y (t̂) und
es folgt y ∈ ⋃

t∈T
Y (t). Die Rückrichtung folgt wieder analog und damit die

Behauptung.

(c) Die Behauptung folgt mit Projektionslemma 2.2.7 Aussage 4 mit t-unabhängi-
ger Zielfunktion g(x, y).

3. Zu zeigen ist M(5) =
⋃
t∈T

M(t).

Sei x ∈M(5), d.h. es gibt ein t̂ ∈ T mit max
y∈Y (t̂)

g(x, y) ≤ 0. Es gilt also x ∈M(t̂)

und x ist somit in
⋃
t∈T

M(t).

Sei x ∈ ⋃
t∈T

M(t), d.h. es gibt ein t̂ ∈ T mit x ∈ M(t̂) bzw. max
y∈Y (t̂)

g(x, y) ≤ 0.

Damit ist x ∈M(5).

Die Behauptung ist bewiesen.

4. Zu zeigen ist M(6) =
⋂
t∈T

M(t).

Es sei x ∈ M(6), d.h. für alle t ∈ T gilt max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ 0. Aber auch für alle

t ∈ T ist x ∈ M(t) und somit x ∈ ⋂
t∈T

M(t). Die Rückrichtung folgt wieder

analog und damit die Behauptung.

Unter Berücksichtigung von Satz 5.2.1 der zu prxM(3) =
⋃
t∈T

M(t) führt, kann nun

folgendes Ergebnis geschlussfolgert werden.

Satz 5.2.2. Für die Probleme (1) und (3) gelten folgende Aussagen.

1. Sei (x∗, t∗) ein optimaler Punkt von (3), dann ist t∗ ein optimaler Punkt von
(1).

2. Sei t∗ ein optimaler Punkt von (1), dann gibt es ein x∗ ∈ M(t∗), so dass
(x∗, t∗) ein optimaler Punkt von (3) ist.

3. Es gilt v(1) = v(3) = f(x∗).
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Beweis. 1. Sei (x∗, t∗) ein optimaler Punkt von (3), d.h. x∗ ∈M(3), also x
∗ ∈ X,

t∗ ∈ T und g(x∗, y) ≤ 0 für alle y ∈ Y (t∗) und

f(x∗) ≤ f(x) ∀(x, t) ∈M(3).

Damit gilt

f(x∗) ≤ f(x) ∀(x, t) ∈M(3)
2.2.7⇔ f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ prxM(3)

⇔ f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈
⋃

t∈T
M(t)

⇔ f(x∗) ≤ f(x) ∀t ∈ T ∀x ∈M(t)

⇔ f(x∗) ≤ min
x∈M(t)

f(x) ∀t ∈ T. (∗)

Die Bedingung g(x∗, y) ≤ 0 für alle y ∈ Y (t∗) bedeutet außerdem, dass x∗ ∈
M(t∗) ist und somit

f(x∗) ≥ min
x∈M(t∗)

f(x). (∗∗)

(∗) und (∗∗) zusammen ergeben dann

f(x∗) = min
x∈M(t∗)

f(x)

und eingesetzt

min
x∈M(t∗)

f(x) ≤ min
x∈M(t)

f(x) ∀t ∈ T.

t∗ ist damit optimaler Punkt von (1).

2. Sei t∗ optimaler Punkt von (1) und x∗ ∈M(t∗) mit

f(x∗) = min
x∈M(t∗)

f(x) = v(1). (+)

Es folgt x∗ ∈ X, t∗ ∈ T und g(x∗, y) ≤ 0 für alle y ∈ Y (t∗) und damit

(x∗, t∗) ∈M(3). (++)

Weiter muss gelten
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f(x∗) = min
x∈M(t∗)

f(x) ≤ min
x∈M(t)

f(x) ∀t ∈ T ⇔ f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈M(t) ∀t ∈ T

⇔ f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈
⋃

t∈T
M(t)

⇔ f(x∗) ≤ f(x) ∀x ∈ prxM(3)

2.2.7⇔ f(x∗) ≤ f(x) ∀(x, t) ∈M(3),

d.h. zusammen mit (++) ist (x∗, t∗) optimaler Punkt von (3).

3. Mit (+) aus 2 gilt zunächst
f(x∗) = v(1)

und mit prxM(3) =
⋃
t∈T

M(t)

v(1) = min
t∈T

min
x∈M(t)

f(x)

2.2.5
= min

x∈ ⋃
t∈T

M(t)
f(x)

= min
x∈prxM(3)

f(x)

2.2.7
= min

(x,t)∈M(3)

f(x)

= v(3).

Das ist die Behauptung.

Für den folgenden Satz sind die Aussagen 2 und 4 von Satz 5.2.1 von Bedeutung.
Eine Schlussfolgerung ist unter anderem, dass M(4) =

⋂
t∈T

M(t) gilt.

Satz 5.2.3. Sei
⋃
t∈T

S(t) ∩M(4) 6= ∅, d.h. es gibt mindestens ein t ∈ T , so dass ein

optimaler Punkt von SIP (t) in M(4) liegt.

Für die Probleme (2) und (4) gelten dann folgende Aussagen.

1. Sei x∗ ein optimaler Punkt von (4), dann gibt es ein t∗ ∈ T mit x∗ ∈ S(t∗), so
dass t∗ ein optimaler Punkt von (2) ist.

2. Sei t∗ ein optimaler Punkt von (2), dann existiert ein x∗ ∈ S(t∗), so dass x∗

ein optimaler Punkt von (4) ist.

3. Es gilt v(2) = v(4) = f(x∗).

Beweis. 1. Sei x∗ optimaler Punkt von (4), d.h. f(x∗) = v(4). Es gilt zu zeigen:
es gibt ein t∗ ∈ T , so dass

x∗ ∈ S(t∗), d.h. f(x∗) = v(t∗) = min
x∈M(t∗)

f(x) (a)
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und
v(t∗) = v(2) = max

t∈T
v(t) = max

t∈T
min

x∈M(t)
f(x) (b)

ist.

(a) Angenommen es existiert kein t ∈ T , so dass f(x∗) = min
x∈M(t)

f(x) ist. Da

x∗ ∈M(4) =
⋂
t∈T

M(t) ist, gilt dann

f(x∗) > v(t), ∀t ∈ T. (∗)

Da
⋃
t∈T

S(t) ∩M(4) 6= ∅ gilt, existiert ein x̂ ∈ M(4) und ein t̂ ∈ T , so dass

x̂ ∈ S(t̂) ⊂ M(t̂) mit f(x̂) = v(t̂) ist. Daraus folgt mit x∗ ∈ M(t̂), dass
f(x̂) ≤ f(x∗) sowie x̂ ∈ M(4) und damit f(x∗) ≤ f(x̂). Schlussendlich ist

f(x∗) = f(x̂) = v(t̂) und das ist ein Widerspruch zu (∗).
Es gibt also ein t∗ ∈ T , so dass f(x∗) = min

x∈M(t∗)
f(x) = v(t∗), d.h. x∗

ist ein optimaler Punkt von (4), also x∗ ∈ S(4), und von SIP (t∗), also
x∗ ∈ S(t∗). Es gilt

v(4) = f(x∗) = v(t∗).

(b) Es gilt immer v(t∗) ≤ max
t∈T

v(t).

Angenommen es gilt

v(t∗) < max
t∈T

v(t), (∗∗)

dann existiert ein t̂ ∈ T mit t̂ 6= t∗ und v(t̂) = max
t∈T

v(t) sowie ein x̂ ∈M(t̂)

mit f(x̂) = min
x∈M(t̂)

f(x) = v(t̂). Damit hat man f(x̂) = max
t∈T

v(t).

Da x∗ ∈M(t̂) ist, folgt f(x∗) ≥ f(x̂). Das ist gleichbedeutend mit v(t∗) ≥
max
t∈T

v(t) und ein Widerspruch zu (∗∗).
Damit ist v(t∗) = max

t∈T
v(t), d.h. t∗ optimaler Punkt von (2).

Die Behauptung 1 ist bewiesen.

2. Sei t∗ optimaler Punkt von (2), d.h. v(t∗) ≥ v(t) für alle t ∈ T .

Zu zeigen ist nun, dass ein x∗ ∈ S(t∗) existiert, so dass x∗ optimaler Punkt
von (4) ist. Der Beweis erfolgt in 2 Teilen.

Zuerst wird gezeigt, dass ein optimaler Punkt von SIP (t∗) in M(4) liegt, falls⋃
t∈T

S(t) ∩M(4) 6= ∅ gilt.

Es folgt aus
⋃
t∈T

S(t) ∩ M(4) 6= ∅, dass ein t̂ ∈ T und ein x∗ ∈ M(t̂) mit

f(x∗) = v(t̂) existieren, so dass x∗ ∈M(4) =
⋂
t∈T

M(t) gilt.
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Da t∗ optimaler Punkt von (2) ist, gilt weiter

f(x∗) = v(t̂) ≤ v(t∗),

und da x∗ ∈M(t∗) auch
v(t∗) ≤ f(x∗).

Beides zusammen ergibt v(t∗) = f(x∗), d.h. x∗ ist auch optimaler Punkt von
SIP (t∗), und damit liegt ein optimaler Punkt von SIP (t∗) in M(4).

Zuletzt wird gezeigt, dass der optimale Punkt x∗ ∈M(4) von SIP (t
∗) von oben

auch ein optimaler Punkt von M(4) ist.

Dabei gilt immer
v(4) ≤ f(x∗).

Angenommen es gilt v(4) < f(x∗), d.h. es existiert ein x̂ ∈ M(4) =
⋂
t∈T

M(t)

mit
f(x̂) = v(4) < f(x∗). (+)

Da x̂ ∈ M(t∗) ist, gilt f(x∗) = v(t∗) ≤ f(x̂), das ist ein Widerspruch zu (+).
Damit muss v(4) = f(x∗) und x∗ optimaler Punkt von (4) sein.

Aussage 2 ist somit bewiesen.

3. Aus 2 ist bereits v(4) = f(x∗) bekannt.

Sei nun x∗ ∈M(4) =
⋂
t∈T

M(t). Dann ist x∗ ∈M(t) für alle t ∈ T , d.h.

min
x∈M(t)

f(x) ≤ f(x∗), ∀t ∈ T.

Da x∗ beliebig gewählt war, gilt weiter

min
x∈M(t)

f(x) ≤ min
x∈M(4)

f(x) = v(4), ∀t ∈ T,

und insbesondere

v(2) = max
t∈T

v(t) = max
t∈T

min
x∈M(t)

f(x) ≤ min
x∈M(4)

f(x). (++)

Angenommen es gilt v(2) < v(4), d.h. es ist v(t) < f(x) für alle x ∈ M(4) und
alle t ∈ T . Daraus folgt dann, dass S(t)∩M(4) = ∅ für alle t ∈ T ist. Mit obiger
Voraussetzung

⋃
t∈T

S(t) ∩M(4) 6= ∅ liegt hier ein Widerspruch vor. Somit hat

man v(2) = v(4) und es gilt die Behauptung.
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Bemerkung 5.2.4. 1. Sei
⋃
t∈T

S(t)∩M(4) 6= ∅ und x ∈ ⋃
t∈T

S(t)∩M(4). Dann ist

f(x) = max
t∈T

min
x∈M(t)

f(x).

Alle Punkte aus
⋃
t∈T

S(t) ∩M(4) sind somit in S(2), also optimale Punkte für

das Problem (2). Mit dieser Bedingung gilt dann auch

v(2) = v(4).

2. Sei im Gegensatz
⋃
t∈T

S(t) ∩M(4) = ∅. Dann gilt für alle x ∈ S(t) und für alle

t ∈ T
x /∈M(4) =

⋂

t∈T
M(t).

Es liegt kein optimaler Punkt eines Problems SIP (t), t ∈ T, in der Vereinigung
aller zulässigen Mengen der SIP (t). Für die Optimalwerte v(2), v(4) und v(t)
muss gelten

v(t) < v(4), ∀t ∈ T,

und somit
v(2) = max

t∈T
v(t) < v(4).

M(4) ist damit auch eine echte Teilmenge von allen zulässigen Mengen M(t)
der SIP (t), t ∈ T , d.h.

M(4) (M(t), ∀t ∈ T.

Die Sachverhalte der letzten Bemerkung werden nochmal im nächste Beispiel ver-
deutlicht.

Beispiel 5.2.5. Gegeben sei

X = [−2, 2], f(x) = cos(πx) + x, g(x, y) = xy + a, a ∈ R, w1(y, t) = 1− ty,

w2(y, t) = −3 + ty, T := {t ∈ R | t2 − 1 = 0}.

Dann gilt:

T = {−1, 1}, Y (−1) = [−3,−1], Y (−1) = [1, 3],

Ỹ = ([−3, 1]× {−1}) ∪ ([1, 3]× {1}).

1. Sei a = −3, d.h. g(x, y) = yx− 3. Es folgt

M(−1) = [−1, 2], v(−1) = −2, S(−1) = {−1},
M(1) = [−2, 1], v(1) = −2.051, S(1) = {−1.103},
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sowie

prxM(3) = M(5) = M(7) =
⋃
t∈T

M(t) = [−2, 2],

M(4) = M(6) = M(8) =
⋂
t∈T

M(t) = [−1, 1].

Für die Zusatzbedingung aus Satz 5.2.3 gilt

⋃

t∈T
S(t) ∩M(4) = ({−1} ∪ {−1.1031}) ∩ [−1, 1] = {−1},

sie ist also erfüllt.

Die Optimalwerte und die Optimalpunktmengen der Probleme (1)-(8) berech-
nen sich zu

v(1) = −2.051, S(1) = {1},
v(2) = −2, S(2) = {−1}
v(3) = −2.051, S(3) = {(−1.103, 1)}
v(4) = −2, S(4) = {−1}
v(5) = −2.051, S(5) = {−1.103}
v(6) = −2, S(1) = {−1},
v(7) = −2.051, S(1) = {−1.103},
v(8) = −2, S(8) = {−1}.

Es gilt somit

v(1) = v(1) = v(3) = v(5) = v(7) und v(−1) = v(2) = v(4) = v(6) = v(8).

2. Sei a = 0, d.h. g(x, y) = yx. Es folgt

M(−1) = [0, 2], v(−1) = −0.051, S(−1) = {0.897},
M(1) = [−2, 0], v(1) = −2.051, S(1) = {−1.103},

sowie

prxM(3) = M(5) = M(7) =
⋃
t∈T

M(t) = [−2, 2],

M(4) = M(6) = M(8) =
⋂
t∈T

M(t) = {0}.

Für die Zusatzbedingung aus Satz 5.2.3 gilt

⋃

t∈T
M∗(t) ∩M(6) = ({0.897} ∪ {−1.1031}) ∩ {0} = ∅,

sie ist also verletzt.

Die Optimalwerte und die Optimalpunktmengen der Probleme (1)-(8) berech-
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nen sich zu

v(1) = −2.0511, S(1) = {1},
v(2) = −0.051, S(2) = {−1}
v(3) = −2.0511, S(3) = {(−1.103, 1)}
v(4) = 1, S(4) = {0.897}
v(5) = −2.0511, S(5) = {−1.103}
v(6) = 1, S(1) = {0.897},
v(7) = −2.0511, S(1) = {−1.103},
v(8) = 1, S(8) = {0.897}.

Es gilt somit

v(1) = v(1) = v(3) = v(5) = v(7) und v(−1) = v(2) < v(4) = v(6) = v(8).

Obige Sätze 5.2.1, 5.2.2, 5.2.3 und Bemerkung 5.2.4 liefern Unterschranken bzw.
Oberschranken an die Probleme SIP (t), t ∈ T, und können zusamengefasst werden
zu:

Bemerkung 5.2.6. 1. Für die Probleme (1)-(8) und SIP (t), t ∈ T , gelten fol-
gende Aussagen:

v(t) ≥ v(1) = v(3) = v(5) = v(7), ∀t ∈ T,

v(t) ≤ v(2) ≤ v(4) = v(6) = v(8), ∀t ∈ T.

Die Probleme (1), (3), (5), (7) berechnen Unterschranken und die Probleme (2), (4),
(6), (8) Oberschranken an die Probleme SIP (t), t ∈ T . Dabei kann die Lücke
zwischen der Oberschranke von (2) zu einer Lösung eines SIP (t) geringer als
die Lücke zwischen den Oberschranken von (4), (6), (8) zu einer Lösung des
SIP (t) sein.

2. Sei zusätzlich die Bedingung
⋃
t∈T

M∗(t) ∩M(6) 6= ∅ gegeben. Für die Probleme

(2), (4), (6) und (8) kann die Aussage aus 1 verschärft werden zu:

v(t) ≤ v(2) = v(4) = v(6) = v(8), ∀t ∈ T.

Die Oberschranken weisen also dieselbe Lücke auf.

Falls
⋃
t∈T

M∗(t) ∩M(6) = ∅ gilt, so ist nach Bemerkung 5.2.4 der Optimalwert

des Problems (2) echt kleiner als die Optimalwerte der Probleme (4), (6), (8)

v(2) < v(4) = v(6) = v(8).

3. Für die Probleme (4), (5), (6), (7) und (8) gelten folgende Aussagen:

S(5) = S(7)
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und
S(4) = S(6) = S(8).

4. Das Problem (3) ist äquivalent zu (5) im Sinne von Projektionslemma 2.2.7.

5. Das Problem (1) ist äquivalent zu (3) im Sinne von Satz 5.2.2.

6. Das Problem (2) ist äquivalent zu (4) im Sinne von Satz 5.2.3.
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6. Implementierungen

In diesem letzten Kapitel sollen einige Implementierungen der Mean-Varianz-Port-
folio-Optimierung und der robusten Ansätze aus Kapitel 4 präsentiert werden. Die
Implementierungen erfolgten in Matlab Version R2012a (7.14.0.739) 64 Bit auf ei-
nem Linux-Kernel Version 3.2.0-29-generic (Ubuntu/Linaro 4.63-1ubuntu5 64 Bit)
mit dem Prozessor AMD Athlon(tm) 64 X2 Dual Core Processor 4600+ x 2 und 3,7
GiB Speicher.

Als Testbeispiel diente ein Finanzmarkt aus [41, Kapitel 2]. Dieser Finanzmarkt
umfasst die 8 Klassen Kapitalmarkt Kanada (CAN), Kapitalmarkt Frankreich (FRA),
Kapitalmarkt Deutschland (GER), Kapitalmarkt Japan (JPN), Kapitalmarkt Groß-
britannien (GB), Kapitalmarkt USA (US), USA Staatsanleihenmarkt (USB) und
EURO Staatsanleihenmarkt (EURO). In Tabelle 2 sind die jeweiligen Nettorenditen
und Standardabweichungen der Klassen angegeben.

Markt Nettorendite in % Standardabweichung in %

CAN 0.39 5.50

FRA 0.88 7.03

GER 0.53 6.22

JPN 0.88 7.04

GB 0.79 6.01

US 0.71 4.30

USB 0.25 2.01

EURO 0.27 1.56

Tabelle 2.: Nettorenditen und Standardabweichungen der Märkte

Dabei berechnet sich die Nettorendite aus dem Mittelwert der monatlichen Ren-
diten aus dem Zeitraum Januar 1987 bis Dezember 1995, verringert um eine Risk-
free-Rate. Diese Risk-free-Rate modelliert risikolose Zinssätze im Finanzmarkt über
dem besagten Zeitraum. Nettorenditen reagieren stabiler auf schwankende risikolose
Zinssätze als reale Renditen, und die optimalen Portfolios bezüglich der Nettoren-
diten müssen nicht mehr mit risikolosen Finanzprodukten verglichen werden, um
optimale Anlageentscheidungen zu treffen. Die Korrelationen der Klassen bezüglich
der Nettorenditen ist in Tabelle 3 gegeben.
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CAN FRA GER JPN GB US USB EURO

CAN 1 0.41 0.30 0.25 0.58 0.71 0.26 0.33

FRA 0.41 1 0.62 0.42 0.54 0.44 0.22 0.26

GER 0.30 0.62 1 0.35 0.48 0.34 0.27 0.28

JPN 0.25 0.42 0.35 1 0.40 0.22 0.14 0.16

GB 0.58 0.54 0.48 0.40 1 0.56 0.25 0.29

US 0.71 0.44 0.34 0.22 0.56 1 0.36 0.42

USB 0.26 0.22 0.27 0.14 0.25 0.36 1 0.92

EURO 0.33 0.26 0.28 0.16 0.29 0.42 0.92 1

Tabelle 3.: Korrelationen der Märkte

Mit diesen Daten kann die Kovarianzmatix

Σ̂ =




0.0030 0.0016 0.0010 0.0010 0.0019 0.0017 0.0003 0.0003
0.0016 0.0049 0.0027 0.0021 0.0023 0.0013 0.0003 0.0003
0.0010 0.0027 0.0039 0.0015 0.0018 0.0009 0.0003 0.0003
0.0010 0.0021 0.0015 0.0050 0.0017 0.0007 0.0002 0.0002
0.0019 0.0023 0.0018 0.0017 0.0036 0.0014 0.0003 0.0003
0.0017 0.0013 0.0009 0.0007 0.0014 0.0018 0.0003 0.0003
0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 0.0003 0.0003 0.0004 0.0003
0.0003 0.0003 0.0003 0.0002 0.0003 0.0003 0.0003 0.0002




(6.1)

aufgestellt werden. Die Nettorenditen, im Folgenden zusammengefasst im Vektor

µ̂ =




0.39
0.88
0.53
0.88
0.79
0.71
0.25
0.27




, (6.2)

und die Kovarianzmatrix Σ können dann als Eingabe für MVλ dienen.

In Matlab wird z.B. die Funktion frontcon zur Verfügung gestellt, um effizien-
te Ränder und effiziente Portfolios auf Grundlage von µ̂ und Σ̂ zu bestimmen. Der
Ablauf in frontcon ist dabei Folgender: zuerst berechnet frontcon die Portfolioren-
diten vom Minimum-Varianz-Portfolio und vom Maximum-Return-Portfolio. Dann
werden zwischen beiden Portfoliorenditen weitere Portfoliorenditewerte erzeugt. Die
Anzahl kann vom Benutzer vorgegeben werden. Diese Renditewerte werden dann
als Anspruchniveaus in das Optimierungsproblem (3.1) auf S. 54 eingesetzt. Durch
Lösen erhält man effiziente Portfolios sowie die zugehörigen Portfoliorisiken. Die
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Portfoliorenditen und die Portfoliorisiken ergeben dann den effizienten Rand. Ver-
tiefende Erläuterungen für Matlab-Funktionen, die mit Mean-Varianz-Portfolio-Op-
timierungsproblemen umgehen können, finden sich z.B. in [13, Kapitel 1.3.2].

Die Abbildung 1 im Abschnitt 3.1 wurde mit frontcon und den Eingaben µ̂ und
Σ̂ in Matlab erstellt. Die Abbildung 2 wurde auch mittels Ausgaben von frontcon

angefertigt. Dort sind der Verlauf der effizienten Portfolios, die frontcon berechnet
hat, sowie die Verläufe der Portfoliorisiken und der Portfoliorenditen aller effizien-
ten Portfolios eingezeichnet. Die zu den effizienten Portfolios gehörigen Zielfunkti-
onswerte von MVλ können allerdings nicht berechnet werden, da frontcon keine
Rückschlüsse auf den Trade-Off-Parameter λ ∈ [0, 1] zulässt. Ausnahmen bilden die
Werte λ = 0 und λ = 1.

Der Vektor µ̂ und die Matrix Σ̂ werden in den anschließenden Kapiteln die Da-
tengrundlage liefern. Mit ihrer Hilfe werden optimale Portfolios von MVλ, RCλ und
RCλ mit MinV ol(µ̂, Σ̂) berechnet und grafisch gegenübergestellt. Das Vorgehen ist
dabei wie folgt:

µ̂ und Σ̂ bilden die Charakteristika des Finanzmarktes, bestehend aus den 8 Fi-
nanzmarktklassen. Sie werden direkt für µ und Σ inMVλ eingesetzt. Wir setzen wei-
terhin S = 216 für den betrachteten Zeitraum. Für RCλ können aus [51] mr, Sr,mc

und Sc mit

mr = µ̂,

Sr = 1
S
Σ̂,

mc = vecsym(Σ̂),

Sc = 1
S−1D̂8 (I64 +K88)

(
Σ̂⊗ Σ̂

)
D̂⊤

8

entnommen werden, wobei K88 eine Kommutationsmatrix ist und ⊗ das Kronecker-
Produkt zweier Matrizen darstellt21. Die Blockmatrix D̂8 kommt hier über Formel
(2.4) ins Spiel. Im letzten Fall wird das Problem MinV ol(µ̂, Σ̂) die Vektoren und
Matrizen mr, Sr,mc und Sc liefern.

Es sei daran erinnert, dass bei λ-Werten nahe bei 0 die Minimierung der Port-
foliorendite vernachlässigbar ist und bei λ-Werten nahe bei 1 die Minimierung des
Portfoliorisikos so gut wie keine Rolle spielt.

6.1. Implementierung des Optimierungsproblems MVλ

Das Problem

MVλ : min
x∈Rn

(1− λ)
√
x⊤Σx− λx⊤µ u.d.N. x⊤e = 1, x ≥ 0

21Kommutationsmatrizen Knm sind implizit über die Gleichung vec(A) = Knmvec(A⊤) für (n,m)-
Matrizen A definiert. Für das Kronecker-Produkt siehe [39, Übung 5.8.15].
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ist bezüglich der Entscheidungsvariablen x ∈ Rn für alle λ ∈ (0, 1) ein konvexes
Optimierungsproblem mit strikt konvexer Zielfunktion, siehe Korollar 3.1.5. Die
zulässige Menge von MVλ erfüllt zudem mit xi = 1

n
, i = 1, . . . , n, die Slater-Be-

dingung. Zum Lösen genügt somit ein Solver, der lokale Minimalpunkte bestimmt,
da nach [29, Theorem 2.2.13 und Theorem 4.2.2] für konvexe Probleme jeder lokale
Minimalpunkt auch ein globaler Minimalpunkt ist.

Matlab stellt die Funktion fmincon zur Verfügung, um lokale Minimalpunkte von
restringierten nichtlinearen Optimierungsproblemen zu berechnen. fmincon verfügt
dabei über die Algorithmenansätze Trust-Region, Active-Set, Sequential-Quadratic-
Programming und Interior-Point. Interessierte Leser seien für ausführliche Beschrei-
bungen der Ansätze auf [3] verwiesen. Zum Lösen von MVλ wurde an dieser Stelle
der Interior-Point-Ansatz als Solver in fmincon eingestellt.

Wir setzen hier nun µ = µ̂ und Σ = Σ̂ inMVλ. Für λ ∈ {0.01, 0.03, 0.05, . . . , 0.99}
wurden die optimalen Minimalpunkte und die optimalen Zielfunktionswerte von
MVλ mittels fmincon berechnet. Das sind insgesamt 50 Optimierungsprobleme.

In Abbildung 3 ist links der Verlauf der optimalen Portfolios abgetragen und rechts
der Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes.
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Opt. Zfw.

Abbildung 3.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von MVλ für n = 8
– Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von MVλ für
n = 8

Man erkennt, dass der EURO-Staatsanleihenmarkt fast bis zum Schluß die optima-
len Portfolios dominiert. Bei den letzten sieben Problemen verschwindet der EURO
fast aus den Portfolios (x∗8 = 0.5112 bei λ43 = 0.85, x∗8 = 0.1137 bei λ44 = 0.87
bzw. x∗8 = 0.0006 bei λ45 = 0.89). Die Kapitalmärkte der USA und Japans sowie ab
λ47 = 0.93 die Kapitalmärkte Frankreichs und Japans erlangen mehr an Bedeutung.
Für λ gegen 1 spielen somit risikoreichere Klassen eine größere Rolle.

Man beachte, dass der optimale Zielfunktionswert ab λ43 = 0.83 negativ ist, d.h.
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6.2. Implementierung des Optimierungsproblems RCλ

es gilt dort
λx⊤µ > (1− λ)

√
x⊤Σx > 0.

In allen anderen Fällen ist die gewichtete Portfoliorendite kleiner als das gewichtete
Portfoliorisiko. Der effiziente Rand ist in Abbildung 1 in Kapitel 3 zu sehen.

Matlab benötigte insgesamt für die Berechnung der 50 Probleme 11.01 Sekunden.

6.2. Implementierung des Optimierungsproblems RCλ

Das Optimierungsproblem

RCλ : min
x∈X

max
(r,c)∈Uδ

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r

mit

Uδ = {u ∈ Rn̄ | (u−m)⊤S−1(u−m) ≤ δ2, u =
(
r
c

)
, vecsym−1(c) = C ∈ Sn+}

ist wie MVλ für alle λ ∈ (0, 1) bezüglich x ein konvexes Optimierungsproblem mit
strikt konvexer Zielfunktion, siehe S. 79. In Kapitel 4.1 haben wir Vektoren r∗ =
r∗(x, κ) und c∗ = c∗(x, κ) hergeleitet, die mit einem κ∗ = κ∗(λ, x) in RCλ eingesetzt
werden können, so dass das innere Maximierungsproblem gelöst ist

RCλ : min
x∈X

(1− λ)
√
z⊤c∗(x, κ∗(λ, x))− λx⊤r∗(x, κ∗(λ, x)).

In diesem Abschnitt setzen wir

mr = µ̂,

Sr =
1

S
Σ̂,

mc = vecsym(Σ̂),

Sc =
1

S − 1
D̂8 (I64 +K88)

(
Σ̂⊗ Σ̂

)
D̂⊤

8 ,

siehe S. 101.

73.71 Sekunden benötigte Matlab, um mit Hilfe von fmincon (wieder mit der Ein-
stellung Interior-Point) die optimalen Portfolios für RCλ mit λ ∈ {0.01, 0.03, 0.05,
. . . , 0.99} zu berechnen.

Abbildung 4 zeigt die optimalen Portfolios und Zielfunktionswerte für RCλ.

Bei RCλ dominieren die EURO-Staatsanleihen. Zusammen mit den USA-Staats-
anleihen bilden sie bis λ50 = 0.99 mehr als 90% der optimalen Portfolios. Das ist
auch zu erwarten, da beide Klassen die kleinsten Kovarianzen aufweisen und der
Robust-Counterpart konservative Lösungen bevorzugen soll. Sonst sind nur die Ka-
pitalmärkte aus Japan und den USA nennenswert im Portfolio vertreten.
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Abbildung 4.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von RCλ für n = 8
– Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von RCλ für
n = 8

Der optimale Zielfunktionswert ist durchgängig positiv. Das kann zum einen mit

0 ≤ λx⊤r∗ < (1− λ)
√
z⊤c∗

und zum anderen mit
λx⊤r∗ < 0

begründet werden.

Wie bereits auf S. 79 angedeutet, hat die Zielfunktion nicht mehr die Form

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r̄

mit r̄ ∈ Rn und C ∈ Sn+ unabhängig von λ. Eine Grafik, die den effizienten Rand
abbildet, d.h. Portfoliorisiko und Portfoliorendite gesondert abbildet, kann an dieser
Stelle nicht erstellt werden. Die Feststellung nach [51], dass die Robustifizierung von
MVλ durch RCλ zu einem verkürzten effizienten Rand führt, kann nicht untersucht
werden. Eine Idee, wie man r̄ ∈ Rn und C ∈ Sn+ erzeugen könnte, ist am Ende dieses
Abschnittes kurz beschrieben.

In Lemma 4.1.3 wurde eine Bedingung an die Matrix C∗ = vecsym−1(c∗) ge-
stellt, die die positive Definitheit von C∗ sicherstellt. Daraus wurde die Annah-
me 4.1.5 abgeleitet. In den numerischen Ergebnissen hat sich gezeigt, dass die Ter-
me

√
z⊤c(x, κ(λ, x)) aus der Zielfunktion in jeder Iteration ausführbar waren. Das

weißt darauf hin, dass in jeder Iteration die Ungleichung z⊤c(x, κ(λ, x)) ≥ 0 erfüllt
war. In den optimalen Portfolios konnte sogar z∗⊤c∗(x∗, κ∗(λ, x∗)) > 0 mit z∗ =
vecsym(x∗x∗⊤) für alle λ ∈ {0.01, 0.03, 0.05, . . . , 0.99} nachgewiesen werden.
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Vergleicht manMVλ und RCλ, so fällt auf, dass die optimalen Portfolios von RCλ

durchgängig aus den weniger risikoreichen Anleihen der beiden Staatsanleihenmärkte
USA und EURO bestehen, während bei MVλ bei λ nahe bei 1 die risikoreicheren
Kapitalmärkte Japan, Frankreich und USA ins Spiel kommen. Der Investor nimmt
dort also mehr Riskio in Kauf, um eine höhere Rendite zu generieren.

Idee zur Erzeugung von r̄ ∈ Rn und C ∈ Sn
+

Seien λ1, . . . , λp ∈ (0, 1) gegeben. Für alle i = 1, . . . , p sei x∗(λi) ∈ Rn das optimale
Portfolio und v(λi) ∈ R der optimale Zielfunktionswert von RCλi

mit z∗(λi) =

vecsym(x∗(λi)x∗(λi)
⊤).

Weiter sei (c̄, r̄) eine Lösung des nichtlinearen Gleichungssystems

(1− λi)

√
z∗(λi)

⊤c̄− λix
∗(λi)

⊤r̄ − v(λi) = 0 i = 1, . . . , p

und für c̄ gelte die Zusatzbedinung vecsym−1(c̄) ∈ Sn+. Dann kann RCλ mit C =
vecsym−1(c̄) in die Form

(1− λ)
√
x⊤Cx− λx⊤r̄

gebracht werden.

6.3. Implementierung des Optimierungsproblems RCλ unter

einer Chance-Constraints

In diesem Abschnitt soll das Problem

RCλ : min
x∈X

max
(r,c)∈Uδ

(1− λ)
√
z⊤c− λx⊤r

mit

Uδ(m,S) = {u ∈ Rn̄ | (u−m)⊤S−1(u−m) ≤ δ2, u =
(
r
c

)
, vecsym−1(c) = C ∈ Sn+}

gelöst werden, wobei der Punkt (1
δ
S− 1

2m, 1
δ
S− 1

2 ) eine Lösung des Problems

MinV ol(µ,Σ) : min
b,A

− ln(det(A))

u.d.N. P
(
(Auorg − b)⊤ (Auorg − b)− 1 ≤ 0

)
≥ 1− ǫ,

aij = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄,

b ∈ Rn̄, A ∈ Sn̄+

ist, siehe S. 80.

Der Sampling-and-Discarding-Ansatz aus Kapitel 2.6 bzw. Kapitel 4.2 soll ver-
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wendet werden, um MinV ol(µ,Σ) zu lösen. Dazu stellen wir für die unabhängig,
identisch verteilte Stichprobe u1, . . . , uN und die Menge J der k entfernten Realisa-
tionen das zugehörige Sample-Based-Problem auf

SBN,k : min
b,A

− ln(det(A))

u.d.N. (Aul − b)⊤(Aul − b)− 1 ≤ 0, l ∈ J

si,j = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄,

b ∈ Rn̄, A ∈ Sn̄+.

Das Problem SBN,k wird nochmal umgeformt

ŜBN,k : min
b,A,y,w

− ln(det(A))

u.d.N. Aul − b− yl = 0, l ∈ J

wl = 1, l ∈ J

‖yl‖ ≤ wl, l ∈ J

si,j = 0, i = 1, . . . , n, j = n . . . , n̄,

b ∈ Rn̄, A ∈ Sn̄+,

yl ∈ Rn̄, wl ∈ R, l ∈ J,

siehe [58], um es mit einem Solver aus Matlab lösen zu können. Die Bedingungen
‖yl‖ ≤ wl bezeichnen dabei sogenannte Second-Order-Cone-Constraints (SOCP),
und die Menge

{(yl, wl) ∈ Rn̄+1 | ‖yl‖ ≤ wl}
heißt Lorentzkegel22.

Der Solver SDPT3 erkennt selbstständig nicht lösbare Probleme und gibt eine
entsprechende Meldung zurück. Wir überlassen es somit dem Solver, die Lösbarkeit
von ŜBN,k zu prüfen.

ŜBN,k kann in Matlab nun mit Yalmip23 modelliert und gelöst werden. Yalmip
benutzt dazu den Solver SDPT3 als Standardsolver, siehe [59].

Die Tabelle 4 zeigt Problemgrößen vom Sampling-and-Discarding-Ansatz für ver-
schiedene Dimensionen. Die Aussage ist, dass für die Größen n, β und ε die Größe
N der Stichprobe wie in der Tabelle gewählt werden muss, damit die Anzahl k an
maximal entfernbaren Realisationen größer als null ist.

Man erkennt, dass bei unserem Finanzmarkt mit n = 8 Klassen und den in Ab-
schnitt 4.2 vorgeschlagenen Parametern β = 10−6 und ε = 0.01 die Stichprobengröße
relativ hoch ist. Man beachte, dass mit dem Solver SDPT3 aus Speichergründen nur
ungefähr N = 2500 möglich ist.

Die Zuordnungen von β und ε sowie die Größe des Finanzmarktes sind hier also

22Im Englischen auch ice cream cone.
23Siehe http://users.isy.liu.se/johanl/yalmip/ zuletzt aufgerufen am 09.06.2013.
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n β ε N

8 10−6 0.01 67058

8 10−6 0.05 13412

8 10−6 0.1 6706

8 10−5 0.1 6675

8 10−4 0.1 6600

8 10−3 0.1 6547

8 10−2 0.1 6493

7 10−2 0.1 4971

6 10−2 0.1 3664

5 10−2 0.1 2567

4 10−2 0.1 1674

3 10−2 0.1 979

Tabelle 4.: Problemgrößen im Sampling-and-Discarding-Ansatz

nicht berechenbar. Wir reduzieren deswegen die Größe des Finanzmarktes auf n = 3
und setzen β = 0.01 und ε = 0.1. Um nochmal die Größe für diese Werte klar zum
machen, sei die Tabelle 5 angegeben.

Anzahl an Nebenbedingungen 25054

Dimension der Matrixvariablen 9

Dimension der SOCP-Variablen 25000

Dimension der freien Variablen 25081

Anzahl an Matrixnebenbedingungen 1

Anzahl an SOCP-Nebenbedingungen 2500

Tabelle 5.: Problemgrößen laut SDPT3-Solver für ŜBN,k bei n = 3, β = 0.01, ε =
0.1 und N = 2500

Wir werden nunMinV ol(µ̂, Σ̂) mittels Yalmip lösen. Dafür reduzieren wir unseren
Finanzmarkt auf die drei Kapitalmärkte Kanada, Frankreich und Deutschland, set-
zen β = 0.01 und ε = 0.1 und berechnen mittels der Matlab-Funktion mvnrnd eine
Stichprobe u1, . . . , uN mit ui ∼ N (µ̃, Σ̃), wobei

µ̃ =

(
mr

mc

)

und

Σ̃ =

(
Sr 0
0 Sc

)

mit mr, Sr,mc und Sc aus Abschnitt 6.2 gesetzt werden. Die Maximalanzahl an
Realisationen, die entfernt werden können, ist kmax = 85, siehe Formel (2.38). Die
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Lösung von MinV ol(µ̂, Σ̂) ist dann die Grundlage für RCλ, wie am Ende von Ka-
pitel 4.2 beschrieben. Algorithmus 4.2.1 wurde benutzt, um Realisierungen identifi-
zieren zu können, die aus der Stichprobe entfernt werden sollen.

Matlab brauchte insgesamt 2731.92 Sekunden, was ungefähr 45,53 Minuten be-
deutet. Den größten Teil der Zeit, genau 2725.94 Sekunden, beanspruchte erwar-
tungsgemäß der Solver SDPT3. Für MinV ol(µ̂, Σ̂) wurden 5 Sample-Based-Teil-

probleme ŜBN,ki , i = 1, . . . , 5, gelöst. Tabelle 6 zeigt die Teilprobleme mit ihren
Berechnungszeiten, die Anzahl der aktiven Restriktionen im optimalen Punkt und
ki. Im Teilproblem 5 brauchten die aktiven Restriktionen nicht mehr berechnet zu
werden, da k = k5 = 85 bereits erreicht wurde. Die Annahme 2.6.6 kann für die
optimalen Punkte der Teilprobleme gezeigt werden.

Teilproblem i ki Berechnungszeit in sec Anzahl der akt. Rest.

1 0 521.55 25

2 25 513.68 25

3 50 587.14 30

4 80 574.40 28

5 85 529.17 -

Tabelle 6.: Teilprobleme ŜBN,ki , i = 1, . . . , 5

Das Lösen von RCλ erfolgte dann in 5.98 Sekunden. Abbildung 5 zeigt die opti-
malen Portfolios und Zielfunktionswerte für RCλ unter MinV ol(µ̂, Σ̂).
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Abbildung 5.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von RCλ unter einer
Chance-Constraint – Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktions-
wertes von RCλ unter einer Chance-Constraint

Der Kapitalmarkt Kanadas hat den größten Anteil an den Portfolios, was auch
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zu erwarten war, da er die kleinste Standardabweichung (0.0030) und im Verhält-
nis zu den anderen beiden Kapitalmärkten, die kleinsten Kovarianzen (0.0016 und
0.0010) aufweist. Danach folgt der Kapitalmarkt Deutschlands, weil er gegenüber
Frankreichs Kapitalmarkt über eine kleinere Standardabweichung verfügt (0.0039 <
0.0049).

Die optimalen Zielfunktionswerte sind wieder durchgängig positiv wie bei RCλ

aus Abschnitt 6.2. Zum Vergleich werden zusätzlich noch MVλ und RCλ für den
verkleinerten Finanzmarkt berechnet. Die Ergebnisse sind in den Abbildungen 6
und 7 dargestellt. Die Berechnungszeiten sind 4.61 Sekunden für MVλ und 5.42
Sekunden für RCλ.
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Abbildung 6.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von MVλ für n = 3
– Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von MVλ für
n = 3

Die Robustifizierungen ähneln sich stark in den Verläufen. Die jeweiligen opti-
malen Portfolios sind sehr robust gegenüber dem Parameter λ und verändern nur
wenig ihre Zusammensetzungen. Die erheblich größere Berechnungszeit durch das
Lösen vonMinV ol(µ̂, Σ̂) und die noch zu groß festgesetzten Parameter β und ε ma-
chen den zweiten Ansatz in dieser Form aber wenig praktikabel. MVλ gleicht beiden
Robustifizierungen bis ungefähr λ40 = 0.79. Danach steigt die Dominanz des risiko-
reicheren Kapitalmarktes von Frankreich und das optimale Portfolio bei λ50 = 0.99
besteht zu 99.96 % nur noch aus diesem Markt.
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Abbildung 7.: Links: Verlauf der effizienten Portfoliogewichte von RCλ für n = 3
– Rechts: Verlauf des optimalen Zielfunktionswertes von RCλ für
n = 3
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7. Fazit und Ausblick

In dieser Arbeit wird der Mean-Varianz-Ansatz MVλ für Portfolio-Optimierungs-
probleme betrachtet. Ausgehend von der Unsicherheit der beinhalteten Parameter µ
und Σ wird der bekannte Robust-Counterpart aufgestellt, wobei die Definition der
zugehörigen Unsicherheitsmenge auf zwei Arten geschieht. Zum einen wurde eine
Zufallsvariable mit bestimmten Eigenschaften vorausgesetzt, die als Punktschätzer
für µ und Σ interpretiert werden kann. Zum anderen wurde die Form der Unsicher-
heitsmenge über ein Optimierungsproblem mit Chance-Constraint bestimmt. Die-
ses Problem MinV ol bestimmt einen Ellipsoid mit minimalem Volumen, wobei die
Wahrscheinlichkeit, dass µ und Σ (bzw. Punktschätzer für beide) in diesem Ellipsoid
liegen, ein vorgegebenes Level überschreiten soll.

Hauptaugenmerk bei den Arbeiten liegt auf den Formulierungen sowie den Lösungs-
ansätzen der Robustifizierungen vonMVλ. Ziel war es, mit Mitteln der Optimierung
eine geschlossene Form der Lösung der robusten Probleme ohne Abhängigkeiten an-
zugeben, was bis auf die Lösung eines Teilproblems erfolgreich durchgeführt werden
kann. Die noch vorhandene Abhängigkeit ist auch der Grund, warum die Aussage
in [51] nicht bestätigt bzw. verallgemeinert werden kann, dass der effiziente Rand
basierend auf dem Robust-Counterpart eine Verkürzung des effizienten Randes von
MVλ ist, was einem Spezialfall hier gleich kommt. Dort wurde dann die Schlussfol-
gerung gezogen, dass MVλ bereits eine Robustifizierung beinhaltet. In dieser Arbeit
wird dem Robust-Counterpart noch eine Eigenständigkeit zugeschrieben, es sich al-
so durchaus lohnt, eine Robustifizierung von MVλ zu betrachten, wenn der Bedarf
nach konservativeren Lösungen des Portfolioproblems besteht.

Die Frage, ob der Robust-Counterpart auch in diesem Fall eine Verkürzung des
effizienten Randes darstellt, sollte der Schwerpunkt weiterer Untersuchungen sein.
Einen Ansatzpunkt liefert die Idee aus Kapitel 6.2.

Im zweiten Hauptteil werden semi-infinite Optimierungsprobleme mit parame-
trischer Indexmenge betrachtet. Dafür werden 8 Reformulierungen angegeben und
näher beleuchtet. Für diese 8 Probleme sowie das Orginalproblem werden Beziehun-
gen für die optimalen Zielfunktionswerte und Punkte hergeleitet. Auch hier werden
hauptsächlich bekannte Sachverhalte aus der kontinuierlichen Optimierung benutzt,
um die angegebenen Aussagen zu erhalten.

Es stellt sich dabei heraus, dass 4 Probleme Unterschranken und 4 Probleme Ober-
schranken an den optimalen Zielfunktionswert des Orginalproblems liefern. Während
die Unterschranken nie strikt erfüllt sind, können einige Oberschranken unter der
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7. Fazit und Ausblick

Bedingung ⋃

t∈T
M∗(t) ∩M(6) = ∅

strikt sein. Beispiel 5.2.5 gibt einen Einblick in die Wirkung der Bedingung. Da sie
sehr technisch ist und vorab nur schwer überprüft werden kann, könnte die Herlei-
tung einer Bedingung, die handhabbarer ist, das Ziel weiterer Forschung sein.

Des Weiteren konnten einige Gleichheiten zwischen den zulässigen Mengen ge-
zeigt werden, was zu identischen Optimalpunktmengen und -werten führt. Aber
auch hier können einige Gleichheiten nur unter der bereits erwähnten Bedingung
gezeigt werden. Außerdem ist die Bestimmung der Optimalpunktmengen bzw. die
Bestimmung eines optimalen Punktes und damit des optimalen Zielfunktionswertes
in vielen Fällen noch nicht abschließend klar, sodass die Unter- und Oberschranken
nur für spezielle Fälle vorliegen. Dort bedarf es weiterer Forschung.

Den Abschluß dieser Arbeit bilden einige Implementierungen aus dem ersten Teil
der Arbeit. Es wird ein Beispiel eines Finanzmarktes gegeben und dafür MVλ und
der Robust-Counterpart gelöst. Der Robust-Counterpart wird über die beiden in
Kapitel 4 beschriebenen Ansätze aufgestellt und implementiert. Während der erste
Ansatz ohne Schwierigkeiten gelöst werden kann und die Ergebnisse bestätigen, dass
die Robustifizierung konservativere Ergebnisse liefert, hat der zweite Ansatz erheb-
liche Nachteile bei der Berechnungszeit und der Genauigkeit. Ein konservativeres
Verhalten bei der Wahl der optimalen Portfolios im Gegensatz zu MVλ zeigt aber
auch er. Einen konkurrenzfähigen Solver zum Lösen vonMinV ol bereitzustellen, ist
die Hauptschwierigkeit in diesem Ansatz und sollte weiter untersucht werden.
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A. Anhang

In den ersten beiden Anhängen finden sich die Beweise zum Grundlagenkapitel 2
und zum Lemma 4.1.7. Im letzten Anhangskapitel ist die Herleitung eines kriti-
schen Punktes einer strikt konkaven Funktion beschrieben. Die Verschiebung in den
Anhang wurde jeweils aus Übersichtsgründen getan.

A.1. Beweise zu Kapitel 2

Im diesem Teil des Anhang finden sich Beweise zu Lemmata und Sätzen aus Kapi-
tel 2.

Beweis. zu Lemma 2.1.3 S. 6

Der Beweis in abweichender Notation findet sich in [39].

1. Für die Matrizen A ∈ Rn×m und B ∈ Rm×n gilt

AB =




m∑
j=1

a1jbj1 · · ·
m∑
j=1

a1jbjn

...
. . .

...
m∑
j=1

anjbj1 · · ·
m∑
j=1

anjbjn



, BA =




n∑
i=1

b1iai1 · · ·
n∑

i=1
b1iaim

...
. . .

...
n∑

i=1
bmiai1 · · ·

n∑
i=1

bmiaim



.

Für die Spur bedeutet das

tr(AB) =
m∑

j=1

a1jbj1 + . . .+
m∑

j=1

anjbjn

=
n∑

i=1

m∑

j=1

aijbji

=
m∑

j=1

n∑

i=1

bjiaij

=
n∑

i=1

b1iai1 + . . .+
n∑

i=1

bmiaim

= tr(BA).

Das ist die Behauptung.
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A. Anhang

2. (2.2) für die Matrizen A ∈ Rn×m, B ∈ Rm×p und C ∈ Rp×n folgt analog zu 1.

Beweis. zu Lemma 2.1.8 S. 8

Sei A ∈ Sn. Dann gilt

Dnvecsym(A) =




D11 D12 D13 . . . D1n

0 D22 D23 . . . D2n

0 0 D33 . . . D3n

...
...

...
. . .

...
0 0 0 . . . Dnn







a11
a12
a22
a13
a23
a33
...
a1n
...
ann




=




D11a11 +D12

(
a12
a22

)
+D13




a13
a23
a33


+ · · ·+D1n




a1n
...
ann




D22

(
a12
a22

)
+D23




a13
a23
a33


+ · · ·+D2n




a1n
...
ann




D33




a13
a23
a33


+ · · ·+D3n




a1n
...
ann




...

Dnn




a1n
...
ann







.

Schauen wir uns die ersten n Zeilen des obigen Vektors an




1
...
0


 a11 +




0 0
1 0
...

...
0 0




(
a12
a22

)
+




0 0 0
0 0 0
1 0 0
...

...
...

0 0 0







a13
a23
a33


+ · · ·

+



0 . . . 0
...

. . .
...

1 . . . 0







a1n
...
ann
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=




a11
0
0
...
0




+




0
a12
0
...
0




+




0
0
a13
...
0




+




0
0
0
...
a1n




=




a11
a12
a13
...
a1n



.

Analog kann man die restlichen Zeilen umformen und es entsteht der Vektor

Dnvecsym(A) =




a11
...
a1n
a12
...
a2n
...
a1n
...
ann




A∈Sn
=




a11
...
an1
a12
...
an2
...
a1n
...
ann




= vec(A).

Analog lässt sich Formel (2.4) mit der Matrix aus (2.6) zeigen.

Beweis. zur Bemerkung 2.1.7 Teil 2 S. 8

1. Seien A ∈ Rn×m und B ∈ Rm×n. Es gilt

tr(AB) = a11b11 + . . .+ a1nbn1︸ ︷︷ ︸
1. Diagonalelement von AB

+ a21b12 + . . .+ a2nbn2︸ ︷︷ ︸
2. Diagonalelement von AB

+ . . .

+ an1b1n + . . .+ annbnn︸ ︷︷ ︸
n-tes Diagonalelement von AB
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=




a11
...
a1n
a21
...
a2n
...
an1
...
ann




⊤


b11
...
bn1
b12
...
bn2
...
b1n
...
bnn




= vec




a11 · · · an1
a12 · · · an2
...

. . .
...

a1n · · · ann




⊤

vec




b11 · · · b1n
b21 · · · b2n
...

. . .
...

bn1 · · · bnn




= vec(A⊤)⊤vec(B).

2. Es gilt für die symmetrischen Matrizen A ∈ Rn×m und B ∈ Rm×n sowie die

Blockmatrix Dn ∈ Rn2×n(n+1)
2 aus Formel (2.5)

tr(AB)
Teil 1
= vec(A⊤)⊤vec(B)

A∈Sn
= vec(A)⊤vec(B)

Lem. 2.1.8
= (Dnvecsym(A))⊤ (Dnvecsym(B))

= vecsym(A)⊤D⊤
nDnvecsym(B).

Beweis. zu Lemma 2.1.12 S. 11

Sei x ∈ X mit

X = {x ∈ Rn |
n∑

i=1

xi = 1, x ≥ 0}

und

z = vec(xx⊤) = vec




x1x1 x1x2 · · · x1xn
x2x1 x2x2 · · · x2xn
...

. . .
...

xnx1 xnx2 · · · xnxn


 ∈ Rn2

.

1. Jede Komponente der Matrix xx⊤ ist nichtnegativ, da jede Komponente ein
Produkt xixj , i, j = 1 . . . , n, zweier Komponenten von x ist und x ≥ 0 gilt.
Somit ist jede Komponente von z nichtnegativ, also z ≥ 0.
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2. Für die Summe der Komponenten von z gilt mit

en
2
=




1
...
1


 ∈ Rn2

und en =




1
...
1


 ∈ Rn

n2∑

i=1

zi = z⊤en
2

= vec(xx⊤)⊤vec(enen⊤)
Bem. 2.1.7

= tr(xx⊤enen⊤)
Lem. 2.1.3

= tr(en⊤xx⊤en)

= tr
(
(x⊤en)⊤(x⊤en)

)

Bem. 2.1.4
= (x⊤en)2

=

(
n∑

i=1

xi

)2

= (1)2.

Beweis. zu Lemma 2.2.4 S. 14

Sei f(x̄) = min
x∈M

f(x). Dann gilt für alle x ∈ M und α ≥ 0 und β ∈ R beliebig

gewählt

f(x̄) ≤ f(x) ⇔ αf(x̄) ≤ αf(x)
⇔ αf(x̄) + β ≤ αf(x) + β.

(A.1)

Damit ist αf(x̄) + β = min
x∈M

(αf(x) + β), d.h.

α(min
x∈M

f(x)) + β = min
x∈M

(αf(x) + β).

Dass die globalen Optimalpunkte übereinstimmen, folgt sofort aus (A.1).

Analog kann die Behauptung (2.13) sowie die dortige Übereinstimmung der Op-
timalpunkte bewiesen werden.
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Beweis. zu Lemma 2.2.5 S. 15

1. Sei α ∈ R. Dann gilt:

min
x∈ ⋃

i∈I

Mi

f(x) ≥ α ⇔ ∀x ∈
⋃

i∈I
Mi : f(x) ≥ α

⇔ ∀i ∈ I ∀x ∈Mi : f(x) ≥ α

⇔ ∀i ∈ I : min
x∈Mi

f(x) ≥ α

⇔ min
i∈I

min
x∈Mi

f(x) ≥ α.

2. Sei α ∈ R. Dann gilt:

max
y∈ ⋃

t∈T

Y (t)
g(x, y) ≤ α ⇔ ∀y ∈

⋃

t∈T
Y (t) : g(x, y) ≤ α

⇔ ∀t ∈ T ∀y ∈ Y (t) : g(x, y) ≤ α

⇔ ∀t ∈ T : max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ α

⇔ max
t∈T

max
y∈Y (t)

g(x, y) ≤ α.

3. Die Übereinstimmung der globalen Optimalpunkte folgt unmittelbar aus den
obigen Äquivalenzen.

Beweis. zu Lemma 2.2.7 S. 15

1 Sei (x∗, y∗) optimaler Punkt von P1. Daraus folgt, dass (x∗, y∗) in M liegt und
für alle Punkte (x, y) aus M gilt

f(x) ≥ f(x∗).

Das ist gleichbedeutend damit, dass x∗ in prxM liegt, und für alle Punkte x
aus prxM ein y ∈ Rm mit (x, y) aus M existiert, so dass gilt

f(x) ≥ f(x∗).

Damit ist x∗ optimaler Punkt von P2.

2 Sei x∗ optimaler Punkt von P2. Daraus folgt, dass x∗ in prxM liegt und für
alle Punkte x aus prxM gilt

f(x) ≥ f(x∗),

d.h. es existiert ein y ∈ Rm mit (x, y) aus M , so dass für alle (x, y) aus M mit
x aus prxM gilt

f(x) ≥ f(x∗).
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Damit ist (x∗, y∗) optimaler Punkt von P1.

3 Die Zielfunktionswerte von P1 und P2 stimmen offensichtlich überein, da die
Optimalpunkte von P1 und P2 im Sinne von Teil 1 und 2 äquivalent sind und
die Zielfunktion f unabhängig von y ist.

Beweis. zu Lemma 2.2.8 S. 16 Es gilt für α ∈ R

α ≥ max
(x,y)∈X×Y

f(x, y) ⇔ ∀(x, y) ∈ X × Y : α ≥ f(x, y)

⇔ ∀x ∈ X ∀y ∈ Y : α ≥ f(x, y)

⇔ ∀x ∈ X : α ≥ max
y∈Y

f(x, y)

⇔ α ≥ max
x∈X

max
y∈Y

f(x, y).

Es folgt
max

(x,y)∈X×Y
f(x, y) = max

x∈X
max
y∈Y

f(x, y).

Analog folgt der Beweis für

max
(x,y)∈X×Y

f(x, y) = max
y∈Y

max
x∈X

f(x, y).

Die Übereinstimmung der globalen Optimalpunkte folgt wieder unmittelbar aus
den obigen Äquivalenzen.

Beweis. zu Lemma 2.2.9 S. 16

Es sei v = ψ(f(x̄)) = min
x∈M

ψ(f(x)), d.h. x̄ ∈M ist globales Minimum von

min
x∈Rn

ψ(f(x)) u.d.N. x ∈M.

Damit gilt für alle x ∈M
v ≤ ψ(f(x)).

Da ψ streng monoton wachsend ist, existiert eine streng monoton wachsende Um-
kehrfunktion ψ−1 mit

ψ−1(v) = f(x̄).

Aus v ≤ ψ(f(x)) für alle x ∈M und aus dem streng monotonen Wachstum von ψ−1

folgt somit für alle x ∈M
ψ−1(v) ≤ f(x).

Weiter folgt
min
x∈M

f(x) = ψ−1(v) = ψ−1(ψ(f(x̄))) = f(x̄).
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Damit ist f(x̄) = min
x∈M

f(x) sowie ψ(f(x̄)) = ψ(min
x∈M

f(x)) gezeigt, d.h. x̄ ist globa-

ler Minimalpunkt von
min f(x) u.d.N. x ∈M.

Wegen der äquivalenten Umformungen gilt hier auch die Rückrichtung und die
Behauptungen sind bewiesen.

Beweis. zu Lemma 2.2.10 S. 16

Vorab betrachten wir folgende Aussage. Sei x ∈M , dann ist (x, f(x)) ein zulässiger
Punkt von P epi, d.h. (x, f(x)) ∈M epi mit

M epi := {(x, z) ∈ Rn × R | f(x) ≤ z, x ∈M}.

1. Sei (x∗, z∗) globaler Minimalpunkt von P epi, d.h. z∗ ≤ z für alle (x, z) ∈M epi

und x∗ ∈M .

Aus x∗ ∈M folgt (x∗, f(x∗)) ∈M epi und damit z∗ ≤ f(x∗).

Angenommen es gilt z∗ < f(x∗). Das bedeutet, dass (x∗, z∗) nicht zulässig für
Pepi ist. Das ist ein Widerspruch zu der Annahme, dass (x∗, z∗) ein globaler
Minimalpunkt von P epi ist.

Es ist also z∗ = f(x∗) und damit (x∗, f(x∗)) globaler Minimalpunkt von P epi.

Angenommen x∗ ist kein globaler Minimalpunkt von P . Dann gibt es ein x̄ ∈M
mit f(x̄) < f(x∗). Da x̄ ∈ M gilt, folgt (x̄, f(x̄)) ∈ M epi, d.h. (x̄, f(x̄)) ist
zulässig für P epi und f(x̄) < f(x∗). Das ist wieder ein Widerspruch zu der
Annahme, dass (x∗, f(x∗)) ein globaler Minimalpunkt von P epi ist.

Damit ist x∗ globaler Minimalpunkt von P .

2. Sei x∗ globaler Minimalpunkt von P , d.h. f(x∗) ≤ f(x) für alle x ∈M .

Angenommen (x∗, f(x∗)) ist kein globaler Minimalpunkt von P epi. Dann gibt
es einen Punkt (x̄, z̄) ∈M epi mit den Eigenschaften

a) f(x̄) ≤ z̄,

b) x̄ ∈M ,

c) z̄ < f(x∗).

Aus 1. und 3. folgt f(x̄) ≤ z̄ < f(x∗), insbesondere f(x̄) < f(x∗). Mit 2. ist
das ein Widerspruch zu der Annahme, dass x∗ ein globaler Minimalpunkt von
P ist.

Damit ist (x∗, f(x∗)) globaler Minimalpunkt von P epi.

3. Sei (x∗, f(x∗)) globaler Minimalpunkt von P epi mit optimalem Zielfunktions-
wert f(x∗). Nach 1. ist x∗ globaler Minimalpunkt von P mit optimalem Ziel-
funktionswert f(x∗).

Sei x∗ globaler Minimalpunkt von P mit optimalem Zielfunktionswert f(x∗).
Nach 2. ist (x∗, f(x∗)) globaler Minimalpunkt von P epi mit optimalem Ziel-
funktionswert f(x∗).
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Das nächste Lemma zeigt die Mengengleichheit der zulässigen Mengen von PC
max

und HP , siehe Abschnitt 2.2 S. 28.

Lemma A.1.1. Sei z,m ∈ Rn2
, S−1 ∈ Sn

2

+ und β > 0. Es gilt die Gleichheit zwi-
schen den beiden Mengen

M1 = {c ∈ Rn2 | (c−m)S−1(c−m) ≤ β2}

und
M2 = {c ∈ Rn2 | c = m+ βS

1
2 ζ, ‖ζ‖2 ≤ 1}.

Beweis. Es gilt mit Hilfe von Bemerkung 2.1.2

M1 = {c ∈ Rn2 | (c−m)S−1(c−m) ≤ β2}
= {c ∈ Rn2 | 1

β2
(c−m)

(
S− 1

2

)
S− 1

2 (c−m) ≤ 1}

= {c ∈ Rn2 |
√

1

β2
(c−m)(S− 1

2 )S− 1
2 (c−m) ≤ 1}

= {c ∈ Rn2 |
∥∥∥∥
1

β
S− 1

2 (c−m)

∥∥∥∥
2

≤ 1}

= {c ∈ Rn2 | c = m+ βS
1
2 ζ, ‖ζ‖2 ≤ 1}

= M2.

A.2. Beweise zu Kapitel 4

Hier findet sich der Beweis zu Lemma 4.1.7 aus dem Kapitel 4.

Beweis. zu Lemma 4.1.7 S.77

Sei die Funktion

fλ(x, κ) = (1− λ)

√√
1− κ a1 + a2 + λ

(√
κ a3 − a4

)

gegeben.

Sei weiter λ ∈ (0, 1), x ∈ X und κ ∈ (0, 1). Die 1. und 2. Ableitung von fλ lauten

f ′λ(x, κ) =
1− λ

2
√√

1− κ a1 + a2
·
(
− a1

2
√
1− κ

)
+
λa3
2
√
κ

= − (1− λ)a1

4
√(√

1− κ a1 + a2
)
(1− κ)

+
λa3
2
√
κ
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und

f ′′λ (x, κ) = −1
4(1− λ)a1


− −3

2

√
1− κ a1 − a2

2
((√

1− κ a1 + a2
)
(1− κ)

) 3
2


+

λa3
2

(
− 1

2κ
3
2

)

= − 3(1− λ)a1
(√

1− κ a1 + a2
)

16
((√

1− κ a1 + a2
)
(1− κ)

) 3
2

− λa3

4κ
3
2

.

Für alle x ∈ X gilt dann √
1− κ a1 + a2 > 0.

Man beachte, dass aus x ∈ X x 6= 0 und z 6= 0 folgen, und die Bedingungen
Sc, Sr,MC ≻ 0 sowie δ > 0 gelten.

Mit λ ∈ (0, 1) gilt somit für alle κ ∈ (0, 1)

f ′′λ (x, κ) = − 3(1− λ)a1
(√

1− κ a1 + a2
)

16
((√

1− κ a1 + a2
)
(1− κ)

) 3
2

− λa3

4κ
3
2

< 0.

fλ ist strikt konkav bezüglich κ ∈ (0, 1).

An den Stellen κ = 0 beziehungsweise κ = 1 ist fλ nicht differenzierbar. Für κ = 0
beziehungsweise κ = 1 gilt aber

fλ(x, 0) = (1− λ)
√
a1 + a2 − λa4

fλ(x, 1) = (1− λ)
√
a2 + λ(a3 − a4).

Für die 1. Ableitung gilt noch, dass

f ′λ(x, κ) −→ +∞ für κց 0 (A.2)

und

f ′λ(x, κ) −→ −∞ für κր 1. (A.3)

Zusammen mit der strikten Konkavität auf dem offenen Intervall (0, 1) ist fλ strikt
konkav bezüglich κ auf dem abgeschlossenen Intervall [0, 1] für alle λ ∈ (0, 1).

Aus der Stetigkeit von f ′λ bezüglich κ auf (0, 1) und (A.2) beziehungsweise (A.3)
folgt die Existenz eines κ1 ∈ (0, 1) mit f ′λ(κ1, x) > 0 beziehungsweise eines κ2 ∈ (0, 2)
mit f ′λ(κ2, x) < 0. Wendet man den Zwischenwertsatz auf die stetige Funktion f ′λ,
dann existiert ein κ3 ∈ (0, 1) mit f ′λ(κ3, x) = 0. Nach Bemerkung 2.2.24 Teil 2 ist
κ3 ein globaler Maximalpunkt von P κ, und nach Teil 3 ist fλ bezüglich κ auf [0, 1]
weder monoton fallend noch monoton wachsend für alle λ ∈ (0, 1).
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A.3. Lösungen der Gleichung f ′λ(κ,x) = 0

Im folgenden Abschnitt findet sich eine Herleitung der möglichen kritischen Punkte
von

fλ(κ, x) = (1− λ)

√√
1− κ a1 + a2 + λ

(√
κ a3 − a4

)
,

a1, . . . , a4 siehe S. 76. Diese werden benötigt für die Bestimmung des optimalen
Punktes von

P κ : max
κ∈R

(1− λ)

√√
1− κ a1 + a2 + λ

(√
κ a3 − a4

)
u.d.N. κ ∈ [0, 1].

Auf die Bestimmung der optimalen Punkte wird in Kapitel 4.1.3 näher eingegan-
gen. Dort wird die strikte Konkavität von fλ auf [0, 1] sowie die Existenz und die
Eindeutigkeit eines globalen Maximalpunktes von P κ gezeigt.

Zu fλ ist die 1. Ableitung definiert durch

f ′λ(κ, x) =
1− λ

2
√√

1− κ a1 + a2
·
(
− a1

2
√
1− κ

)
+
λa3
2
√
κ

= − (1− λ)a1

4
√(√

1− κ a1 + a2
)
(1− κ)

+
λa3
2
√
κ
.

Für κ ∈ (0, 1) ist f ′λ wohldefiniert und nach Bemerkung 2.2.24 reicht es aus, im
offenen Intervall (0, 1) nach einem kritischen Punkt von P κ zu suchen.

Die weiteren Berechnungen zur Bestimmung des kritischen Punktes von fλ wurden
in Maple 16.00, Saturday, March 3, 2012, durchgeführt. In den roten Boxen stehen
jeweils die Eingaben und in den blauen Boxen die zugehörigen Ausgaben, die Maple
berechnet hat. Nach und zwischen den Berechnungen folgen weitere Hinweise und
Erklärungen.

Kurz noch einige Bemerkungen zur Notation. Der Befehl restart löscht alle Zu-
weisungen, die bis dahin geschehen sind, und leert den Speicher von vorhergehenden
Berechnungen. Mit df wird die 1. Ableitung von fλ, mit eq wird die Gleichung
f ′λ(x, κ) = 0 und mit h1, h2, h3 werden Hilfsvariablen bezeichnet. Des Weiteren wird
µ = 1− λ gesetzt, um ein unübersichtliches Ausklammern während der Berechnun-
gen zu verhindern. Da 1 − λ > 0 für λ ∈ (0, 1) gilt, ist µ offensichtlich echt größer
null.

Zunächst vereinfachen wir die Gleichung f ′λ(x, κ) = 0 soweit wie möglich.

> restart

> df := −1/4 µa1√√
1−κa1+a2

√
1−κ

+ 1/2 λa3√
κ

df := −1/4
µa1√√

1− κa1 + a2
√
1− κ

+ 1/2
λ a3√
κ
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> df := simplify (df )

df := 1/4
−µa1

√
κ+ 2λ a3

√√
1− κa1 + a2

√
1− κ√√

1− κa1 + a2
√
1− κ

√
κ

> eq := df = 0

eq := 1/4
−µa1

√
κ+ 2λ a3

√√
1− κa1 + a2

√
1− κ√√

1− κa1 + a2
√
1− κ

√
κ

= 0

> eq := eq 4
√√

1− κa1 + a2
√
1− κ

√
κ

eq := −µa1
√
κ+ 2λ a3

√√
1− κa1 + a2

√
1− κ = 0

> eq := eq + µa1
√
κ

eq := 2λ a3

√√
1− κa1 + a2

√
1− κ = µa1

√
κ

> h1 := (lhs (eq))2

h1 := 4λ2a3
2
(√

1− κa1 + a2
)
(1− κ)

> h2 := (rhs (eq))2

h2 := µ2a1
2κ

> eq := h1 − h2 = 0

eq := 4λ2a3
2
(√

1− κa1 + a2
)
(1− κ)− µ2a1

2κ = 0

Die Gleichung

4λ2a23
(√

1− κa1 + a2
)
(1− κ)− µ2a21κ = 0 (A.4)

ist also nach κ aufzulösen. Dazu setzen wir folgende Substitution

θ :=
√
1− κ mit θ ≥ 0, (A.5)

die mit
1− κ = θ2 und κ = 1− θ2

die linke Seite von (A.4) zu einem Polynom dritten Grades unwandelt

4λ2a23 (θa1 + a2) θ
2 − µ2a21(1− θ2) = 0.

Formen wir die Gleichung mit Maple weiter um.

124
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> restart

> eq := 4λ2a3
2 (θ a1 + a2) θ

2 − µ2a1
2
(
1− θ2

)
= 0

eq := 4λ2a3
2 (θ a1 + a2) θ

2 − µ2a1
2
(
1− θ2

)
= 0

> eq := sort (collect (simplify (eq) , θ) , θ)

eq := 4λ2a3
2a1θ

3 +
(
4λ2a3

2a2 + µ2a1
2
)
θ2 − µ2a1

2 = 0

> b3 := 4λ2a3
2a1

b3 := 4λ2a3
2a1

> b2 := 4λ2a3
2a2 + µ2a1

2

b2 := 4λ2a3
2a2 + µ2a1

2

> b1 := 0

b1 := 0

> b0 := −µ2a12

b0 := −µ2a12

> eq := b3θ
3 + b2θ

2 + b1θ + b0 = 0

eq := 4λ2a3
2a1θ

3 +
(
4λ2a3

2a2 + µ2a1
2
)
θ2 − µ2a1

2 = 0

> c3 := 1

c3 := 1

> c2 := b2
b3

c2 := 1/4
4λ2a3

2a2 + µ2a1
2

λ2a32a1

> c1 := b1
b3

c1 := 0

> c0 := b0
b3

c0 := −1/4
µ2a1
λ2a32

> eq := c3θ
3 + c2θ

2 + c1θ + c0 = 0
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eq := θ3 + 1/4

(
4λ2a3

2a2 + µ2a1
2
)
θ2

λ2a32a1
− 1/4

µ2a1
λ2a32

= 0

Die Konstanten b3, · · · , b0 und c3, · · · , c0 fassen Ausdrücke bezüglich der Grade
von θ zusammen und bilden damit die Koeffizienten für die allgemeine Darstellung
(b3 6= 1) beziehungsweise die normierte Darstellung (c3 = 1) eines Polynoms 3.
Grades. Zum einen gilt b3 = 4λ2a23a1 > 0 und im Allgemeinen b3 6= 1. Für c3 gilt
c3 = 1.

Wir betrachten ab hier die Gleichnung

θ3 + c2θ
2 + c1θ + c0 = 0. (A.6)

Das ist eine normierte kubische Gleichung, für die es einen wohlbekannten Ansatz
zur Lösung gibt, siehe [7]. Dazu setzen wir eine zweite Substitution an

ψ := θ +
c2
3
. (A.7)

Für ψ gilt ψ ≥ 0, da an θ die Bedingung θ ≥ 0 gestellt ist und c2
3 ≥ 0 gilt. Aus

θ ≥ 0 folgt auch ψ − c2
3 ≥ 0. Man beachte zudem, dass aus ψ < 0 folgt θ < 0, d.h.

Lösungen mit ψ < 0 brauchen bei der Rücktransformation zu θ nicht betrachtet zu
werden.

Nach der Substitution verschwindet der Koeffizient für den 2. Grad. Stellen wir
die Gleichung mit Maple wieder auf und gestalten sie übersichtlicher.

> restart

> c2 := 1/4 4λ2a3
2a2+µ2a1

2

λ2a32a1

c2 := 1/4
4λ2a3

2a2 + µ2a1
2

λ2a32a1

>

eq := collect

(
expand

(
(ψ − 1/3 c2)

3 + 1/4

(
4λ2a3

2a2 + µ2a1
2
)
(ψ − 1/3 c2)

2

λ2a32a1

−1/4
µ2a1
λ2a32

)
, ψ

)
= 0

eq := ψ3 +

(
−1/3

a2
2

a12
− 1/6

a2µ
2

λ2a32
− 1/48

µ4a1
2

λ4a34

)
ψ

+
2

27

a2
3

a13
+ 1/18

a2
2µ2

λ2a32a1
+

1

72

a1a2µ
4

λ4a34
+

1

864

µ6a1
3

λ6a36

− 1/4
µ2a1
λ2a32

= 0

> d3 := 1
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d3 := 1

> d2 := 0

d2 := 0

> d1 := simplify
(
−1/3 a2

2

a12
− 1/6 a2µ

2

λ2a32
− 1/48 µ4a1

2

λ4a34

)

d1 := −1/48
16 a2

2λ4a3
4 + 8 a2µ

2a1
2λ2a3

2 + µ4a1
4

a12λ4a34

> d0 := simplify
(

2
27

a2
3

a13
+ 1/18 a2

2µ2

λ2a32a1
+ 1

72
a1a2µ

4

λ4a34
+ 1

864
µ6a1

3

λ6a36
− 1/4 µ2a1

λ2a32

)

d0 :=
1

864

64 a2
3λ6a3

6 + 48 a2
2µ2a1

2λ4a3
4 + 12 a1

4a2µ
4λ2a3

2 + µ6a1
6

a13λ6a36

+
1

864

−216µ2a1
4λ4a3

4

a13λ6a36

> h3 := simplify
(
1/4 d0

2 + 1/27 d1
3
)

h3 := − 1

6912

µ2
(
µ6a1

6 − 108µ2a1
4λ4a3

4 + 64 a2
3λ6a3

6 + 48 a2
2µ2a1

2λ4a3
4
)

a12λ8a38

− 1

6912

12 a1
4a2µ

4λ2a3
2

a12λ8a38

Die mehrzeiligen Formeln wurden zwecks Seitengröße per Hand umgebrochen.

Der Ausdruck (
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

,

der als Letztes mit

− 1

6912

µ2
(
µ6a61 − 108µ2a41λ

4a43 + 64a32λ
6a63 + 48a22µ

2a21λ
4a43 + 12a41a2µ

4λ2a23
)

a21λ
8a83

(A.8)

berechnet wurde, wird als Diskriminante bezeichnet und bestimmt mit dem Vorzei-
chen die Anzahl und Art der Lösungen von (A.6).

Da wir nach der 2. Substitution die reduzierte Form der kubischen Gleichung (A.6)
betrachten

ψ3 + d1ψ + d0 = 0,

kann nun die in der Literatur als Cardanische Formel bekannte Vorgehensweise
angewendet werden. Dazu wird folgende Fallunterscheidung nach der Diskriminanten
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vorgenommen

(
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

< 0 oder

(
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

= 0 oder

(
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

> 0.

Folgende leicht nachvollziehbare Beobachtungen sind hilfreich für die zu untersu-
chenden Fälle. Die dort definierte Funktion f gleicht obigen Rücksubstitutionen von
ψ zu κ, da

ψ 7−→ θ = ψ − c2
3

7−→ κ = 1− θ2 = 1−
(
ψ − c2

3

)2
= f(ψ)

gilt.

Beobachtung A.3.1. Für ψ ∈ C sei die folgende Funktion f : C → C gegeben

f(ψ) = 1−
(
ψ − c2

3

)2

mit c2 ∈ R.

1. Für ψ ∈ R gilt
f(ψ) ∈ R.

2. Für ψ ∈ C mit
(
ψ − c2

3

)2 ∈ C \ R gilt

f(ψ) ∈ C \ R.

Insbesondere gilt für ψ ∈ C \ R mit einem Realteil Re(ψ) ungleich c2
3 , also

Re(ψ) 6= c2
3 , so dass

f(ψ) /∈ R

gilt.

3. Für drei voneinander verschiedene reelle Punkte ψ1, ψ2 und ψ3 gilt

f(ψ1) 6= f(ψ2) ∨ f(ψ1) 6= f(ψ3) ∨ f(ψ2) 6= f(ψ3).

Die folgenden Lemmata geben an, welche Lösungen von fλ(κ, x) = 0 in den ein-
zelnen Fällen für (

d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

auftreten. Dazu sei das Polynom 3. Grades

ψ3 + d1ψ + d0

mit

d0 =
1

864

64a32λ
6a63 + 48a22µ

2a21λ
4a43 + 12a41a2µ

4λ2a23 + µ6a61 − 216µ2a41λ
4a43

a31λ
6a63

128
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d1 = − 1

48

16a22λ
4a43 + 8a2µ

2a21λ
2a23 + µ4a41

a21λ
4a43

gegeben. Die Lösungen der Gleichung ψ3 + d1ψ + d0 = 0 seien mit ψi, i = 1, 2, 3,
bezeichnet.

Lemma A.3.2. Sei (
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

< 0.

Dann löst

κk = 1−
(
max{ψ1, ψ2, ψ3} −

c2
3

)2

die Gleichung fλ(κ, x) = 0.

Beweis. Nach [7] gibt es in diesem Fall drei voneinander verschiedene reelle Lösun-
gen

1. 2

√
−d1

3
cos

(
1

3
ϕ

)

2. 2

√
−d1

3
cos

(
1

3
ϕ+

2π

3

)

3. 2

√
−d1

3
cos

(
1

3
ϕ+ 2

2π

3

)
,

wobei

ϕ = arccos


 3d0

2d1

√
−d1

3


 .

Nach Beobachtung A.3.1 ergeben sich daraus mindestens zwei voneinander verschie-
dene κ1 = f(ψ1), κ2 = f(ψ2) und κ3 = f(ψ3). Es folgt, dass es unter den Lösungen
eine oder zwei Lösungen geben muss, die nicht größer gleich null sind.

1. Sei o.B.d.A. ψ1 ≤ ψ2 ≤ ψ3 mit ψ1 < 0 und ψ2, ψ3 ≥ 0. Dann gilt θ2 = ψ2− c2
3 ≥

0, θ3 = ψ3 − c2
3 ≥ 0 und f(ψ2) = f(ψ3), da es nur einen kritischen Punkt in

[0, 1] von fλ geben kann. Setze κk = 1−
(
ψ3 − c2

3

)2
.

2. Sei o.B.d.A. ψ1 ≤ ψ2 ≤ ψ3 mit ψ1 < 0, ψ2 < 0 und ψ3 ≥ 0. Setze κk =
1−

(
ψ3 − c2

3

)2
.

An der Fallunterscheidung erkennt man, dass

1−
(
max{ψ1, ψ2, ψ3} −

c2
3

)2

den kritischen Punkt κk liefert.
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Lemma A.3.3. Sei (
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

= 0.

Dann löst

κk = 1−
(
max{ψ1, ψ2, ψ3} −

c2
3

)2

die Gleichung fλ(κ, x) = 0.

Beweis. Nach [7] gibt es bei diesem Fall für d0, d1 6= 0 eine einfache reelle und eine
zweifache reelle Lösung

1.
3d0
d1

2. −3d0
2d1

3.
3d0
2d1

und für d0 = d1 = 0 eine einzige dreifache Lösung

ψi = 0, i = 1, 2, 3.

Da d1 < 0 gilt, ist der Fall d0 = d1 = 0 nicht möglich.

Analog wie in Beweis zu Lemma A.3 muss eine Lösung größer gleich null sein, d.h.
3d0
d1

≥ 0 oder −3d0
2d1

≥ 0 gelten. Setze wieder κk = 1−
(
max{ψ1, ψ2, ψ3} − c2

3

)2
.

Lemma A.3.4. Sei (
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

> 0.

Dann löst

κk = 1−
(
e1 + e2 −

c2
3

)2

mit

e1 :=


−d0

2
+

√(
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3



1
3

und e2 :=


−d0

2
−
√(

d0
2

)2

+

(
d1
3

)3



1
3

(A.9)

die Gleichung fλ(κ, x) = 0.

Beweis. Nach [7] gibt es eine reelle und zwei komplexe Lösungen. Dafür seien die
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reellen Zahlen aus Formel (A.9) gegeben. Damit sind die drei Lösungen

1. e1 + e2 ∈ R

2. −e1 + e2
2

+
e1 − e2

2
i
√
3 ∈ C

3. −e1 + e2
2

− e1 − e2
2

i
√
3 ∈ C

gegeben. Wendet man die Rücksubstitutionen an, bekommt man eine reelle und
zwei komplexe Lösungen. Hier wird auf die genauen Darstellungen der komplexen
Lösungen verzichtet, da sie nicht in Betracht kommen. Nur für die reelle Lösung
setzen wir die Substitutionen zurück und erhalten

κ = 1−
(
e1 + e2 −

c2
3

)2
.

Fassen wir alle drei Lemmata zusammen.

Bemerkung A.3.5. 1. Falls

(
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

≤ 0

gilt, dann ist der kritische Punkt von fλ gegeben durch

κk = 1−
(
max{ψ1, ψ2, ψ3} −

c2
3

)2
.

2. Falls (
d0
2

)2

+

(
d1
3

)3

> 0

gilt, dann ist der kritische Punkt von fλ gegeben durch

κk = 1−
(
e1 + e2 −

c2
3

)2
.

Betrachtet man bei der Bildung des Maximums nur die reellen Lösungen von ψ3+
d1ψ + d0 = 0, dann können alle drei Fälle in dem Ausdruck

κk = 1−
(
max{ψ ∈ R | ψ3 + d1ψ + d0 = 0} − c2

3

)2

zusammengeführt werden.

null
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[22] M. Á. Goberna, M. A. López, Semi-infinite Programming: Recent Advances,
Kluwer, Boston/Dordrecht/New York/London, 2001.
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