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1 Einleitung 1.2 Beispiele

Der erste Entwurf zu diesen Notizen entstand agskulationen von Dispersionskurven sind in der

Vorarbeit fir einen DGG-Vortrag (Forbriger, 2002) S€ismologischen Literatur durchaus bekannt, auch
wenn ihre Natur selten diskutiert wird.

1.1 Hintergrund e Okal (1978) diskutiert eine neue Klassifika-
tion der splroidalen Moden der Erde. Die-
Abhangig vom Ausbreitungsmedium 6knen se orientiert sich nicht an der klassischen

sich die Dispersionskurven der Phasen- Oberton-zahlung, sondern sortiert die Moden
Geschwindigkeit verschiedener Rayleigh-Moden in Gruppen mit physikalischhnlichen Eigen-

sehr nahe kommen, sich fast bbren. Diese schaften und numeriert innerhalb dieser Grup-
Berilhrpunkte sind in der englischsprachigen pen. Er beschreibt eingehend, dass die physi-
Literatur als,osculation points* bekannt. Galfig kalischen Eigenschaften an Oskulationen ty-

sind sie im Zusammenhang mit der Stoneley-Mode Ppischerweise den Modenast der klassischen
an der Kern-Mantel-Grenze. Deren Dispersions- Zahlung wechseln. Eine von ihm ad hoc ein-
kurve wird aus Teilen der Dispersionskurven geflhrte Deutung der Oskulationen als Kopp-
mehrerer Normalmoden aufgebaut. Jeweils an lung von Moden gab die Anregung zu den un-
einer Oskulation wechselt die Stoneley-Mode zur ten angestelltetlberlegungen.

nachstibheren Normalmode. e Sezawa und Kanai (1935) behandeln den ein-

Im Gegensatz zur globalen Erde ist der Verlauf  fachsten Fall dispergierter Rayleigh-Moden
der Dispersionskurveruf flachseismische Medien in einem geschichteten Halbraum. Es handelt

vor einer Inversion unbekannt und kann von einem  sich um eine homogene Schichber einem
Untersuchungsgebiet zum anderen stark variieren. nach unten unendlich ausgedehnten homoge-
Oskulationen knnen dann problematisch werden, nen Halbraum. Die Schicht wird nach oben
wenn sie nicht als solche erkannt werden, weil je-  durch eine freie Obeikhe abgeschlossen.
weils nur ein Teilast der beteiligten Moden ange- Beide Medien besitzen ein Poisson-\lthis
regtist. Das ist ein typisches Erscheinungsbild. An-  yon 0,25 p = ). Dieses Modell wird von den

dererseits &nnen Oskulationen Informationéber Autoren mathematisch exakt behandelt. Nu-
tiefer liegende Materialeigenschaften enthalten, die  merisch weisen sie eine Oskulation von Di-
von den angeregten Obeérthenwellen nicht voll spersionskurven naéhFir den Greniber-

erfasst werden. Dies wird anhand von Feldbeispie- gang zu einem unendlich starren Halbraum (es

len erfutert. , s 4
. INumerisch kann der Effekt mitzmgigen Methoden, wie
In extremen Bllen kann man den Eindruck gedem Algorithmus von Schwab und Knopoff (1972), nachvoll-
winnen, Dispersionskurven iwden sich kreuzen.zogen werden. & eine 10 m rachtige Schicht mit einer Dichte

Dann E Entartung zweier Normalm n voron 2 glen? und vs=1 km/s sowievp=1,73205 km/s und einem
a bge artung eie ormalmode OtialbraumgleicherDichteundumdenFaktorlOO@'grrerGe—

Bei genauer Betr?Chtung_ WeChS_eln_an OSkl_Jlat'Q:hwindigkeiten kann der Greilzergang geithert werden. Es
nen tatfchlich meistens die physikalischen Eigenritt dann eine Oskulation bei 43,3012 Hz und 0,5 s/km auf. Es
schaften der Wellenausbreitung von einem Modekann nicht entschieden werden, ob es sich um eine Oskulation

gire ; _oder eine Entwartung handelt. Im Bereich von relativen Variatio-
ast zum anderen. Dazu n die Gruppenge nen von Frequenz und Langsamkeit von 0,00001 um den Osku-

schwindigk_eit, die Ar)reQU”gSkoemZienten und digtionspunkt variiert das Vorzeichen der Rayleigh-Determinante
Form der Eigenfunktionen. aufgrund von Rundungsfehlern erratisch. Weicht manvgin




1.2 Beispiele

verbleibt die Schicht als homogener Wellen- e
leiter) deutet sich bei der numerischen Aus-
wertung eine Entartung von zwei Moden bei
einer Frequenz an. Dddbergang zur Entar-
tung ist kontinuierlich, es tritt eine Oskulati-
on auf. Selbst in diesem einfachen Fall sind
die Gleichungen, mit denen elastische Wellen-
ausbreitung und deren Randbedingungen be-
schrieben werden muss, jedoch so komplex, ,
dass eine weitere, elementare Betrachtung des
Phanomens kaum dglich erscheint.

e Kennett (1983, Abschnitt 11.4.1) beschreibt
den wechselnden Charakter von Moden in der
Nahe von Oskulationen und zeigt Beispiele
der Dispersion der Phasen-Geschwindigkeit
fur ein Mantelmodell in zwei Abbildungen. .

e Dahlen und Tromp (1998, Abschnitt 11.6.2)
beschreiben die Oskulationen, die durch
die Stoneley-Mode an der Kern-Mantel-
Grenze hervorgerufen werden. Sie diskutieren
auch den Verlauf der Gruppengeschwin-
digkeit, der sich an den Oskulationen der
Phasen-Geschwindigkeits-Dispersionskurven
drastischandert. Sie zeigen sowohl die Di-
spersionskurven der Phasengeschwindigkeit,
wie auch der Gruppengeschwindigkeit.

In Abschnitt 8.8 fihren sie eineahnliche
Klassifikation der sphroidalen Moden durch,
wie sie von Okal (1978) beschrieben wur-
de. Sie zeigen unter anderem Eigenfunktio-
nen der Stoneley-Moden (Abbildung 8.15).
Bemerkenswert ist ein Hinweis auf Seite 307,
dass die toroidalen Moden im Mantel und im
inneren Kern eigentlich zum selben Eigen-
schwingungssystem géfren. Beide Systeme
werden aber getrennt behandelt, weil sie durch
den flssigenauReren Kern vollgindig ent-
koppelt sind. Wirde man die Eigenfrequen-
zen jedoch in dassellg, |-Diagramm eintra-
gen, er@be sich eirdhnlich komplexes Bild, ®
wie es durch die Kombination von Rayleigh-
und Stoneley-Moden im Falle der sploida-
len Bewegung aulftritt.

e Nolet und Dorman (1996, Abbildung 3.a) zei-
gen Dispersionskurven der Gruppen- und Pha-
sengeschwindigkeitif ein marines Modell.
Darin sind deutlich Oskulationen der Phasen-
geschwindigkeit zu erkennen. Auch das typi-
sche Verhalten der Gruppengeschwindigkeits-
Spriinge ist dort zu sehen.

der Schicht um 0,00005 vom Poissonschen Wer0(25) ab, so

tritt eindeutig keine Entartung, sondern nur eine starke Oskula-
tion auf. Die Poisson-Zahl der Schicht scheint also ein absolut
kritischer Parameter des Effekts zu sein. Die Poisson-Zahl des
Halbraumes hat keinen nennenswerten Einfluss

Oskulationen von Dispersionskurven

Buchen und Ben-Hador (1996, Abbildung
3.b) zeigen Dispersionskurven der Phasenge-
schwindigkeit mit deutlichen Oskulationen.

Bohlen et al. (1999, Abbildung 2) zeigen
Dispersionskurven der Phasenlangsamkait f
ein marines Modell, die sich scheinbar schnei-
den.

Woodhouse (1988) beschreibt die Komplika-
tionen, die aufgrund von Oskulationen bei
der numerischen Suche nach Nullstellen der
Rayleigh-Determinante auftreten. Um die Be-
rechnung von Eigenschwingungen robust zu
machen, wurde von ihm die Methode desot
count* entwickelt.

Kerry (1981) behandelt die Berechnung
von Rayleigh-Wellen-Seismogrammen durch
Moden-Summation. Insbesondere geht er da-
bei auf Komplikationen ein, die durch einen
Kanal erniedrigter Geschwindigkeit (Asthe-
nosplare) auftreten. Die Kanalwelleriifiren

zu starken Oskulationen der Dispersionskur-
ven. Dies f@ihrt zu Problemen bei der Null-
stellensuche, die Kerry dadurcbst, dass er
die Kanalwellen identifiziert und im Moden-
satz getrennt und mit weniger Genauigkeit be-
handelt (da sie zu den Rayleigh-Wellen kaum
beitragen).

Kerry zeigt, dass die Gruppengeschwindigkeit
einer Mode an eine Oskulation sich auf ei-
nem kleinen Frequenzintervall staédndert,
wahrend die Gruppengeschwindigkeit von der
anderen Moden (queiiber die Oskulation)
fortgesetzt wird. Kennett (1983, Abbildung
11.7) zeigt die dazugéhigen Eigenfunktio-
nen. Die Eigenfunktionen eines Obertones
wechseln jeweils an einer Oskulation ih-
ren Charakter von Rayleigh-Welle zu Kanal-
Welle.

Widmer-Schnidrig (1997) beschreibt ein
Phanomen, das bei den globalen Normalm-
oden auftritt und zwar bei den Obénen
103 und 11S. Eine der beiden Moden hat
ihre Energie auf die Scherdeformation im
inneren Kern konzentriert und ist nicht an
der Erdoberfiche beobachtbar (ICJ-Mode).
Die andere hat viel Kompressions-Energie
im auReren Kern und im Erdmantel (PKIKP-
Mode). Diese ist an der Erdoveitihe
beobachtbar. Die Eigenfrequenz der ICJ-
Mode hangt stark vom Radiuscg der Grenze
zwischen innerem undaulR3erem Kern ab,
wahrend die der PKIKP-Mode praktisch un-
abhangig davon bei 4,04 mHz liegt. Zeichnet
man beide Eigenfrequenzen als Kurven in
Abhangigkeit vorr|cg, missten sich dieséif

Thomas Forbriger (BFO, Schiltach)



1 EINLEITUNG 3

PREM (Dziewonski und Anderson, 1981) bel-te Ordnung: Ein gemeinsamer Punkt zweier
rcs=1221,5km schneiden. Das tun sie jedoch  Kurven and dem auch die erste Ableitung der
nicht. Statt dessen tauschen die Obweet Kurven identisch ist (gemeinsame Tangente).
10 und 11S die Rolle. Ob sichipS oder _ ) )
1S auf den Kern konzentriert istamgt ganz 2-te Ordnung: Ein gemeinsamer Punkt zweier
empfindlich vom Erdmodell ab. Auch das ist Kurven and dem auch die erste und die zweite
ein Oskulationspiinomen. Panomene dieser Ableitung der Kurven_identisch ist (gemeinsa-
Art haben Okal (1978) zur Beschreibung der ~ Me Tangente und gleiche &mmung).
physikalischen Klassifizierung von Obénen USW.
veranlasst. Problematisch ist, dass der
Charakter des Obertons empfindlich vom Erd- . . )
modell abtingt und beir,cg=1221,5 km &r In d_er _deutschprachlgen theratur_flndet man auch
PREM 105, und 115 Mischformen zwischen Definitionen, nach denen nur ein gemeinsamer
ICJ-Mode und PKIKP-Mode annehmen. Punkt 2-ter Ordnung al®skulation bezeichnet
wird. Zwingend ist dabei, dass beide Kurven einen
gemeinsamen Punkt besitzen. Beim hier beschrie-

Fur globale Erdmodelle bezieht sich die Dispanen Panomen sollte man daher eher Vasinahe
kussion von Oskulationen haupthlich auf die ¢ iation oderquasi-osculation sprechen.

Stoneley-Mode an der Kern-Mantel-Grenze. De-

ren Lage ist relativ gut bekannt urishdert sich Osculum bedeutet lateinisch,kleiner Mund*

im Rahmen von Inversionen nur unwesentlictir FUnd Oskulum bezeichnet die Aushroffnung der
flachseismische Medien werden Oskulationen #fhvwamme (Gr. Brockhaus, amdl. Mitteilung
Zusammenéingen beobachtet, die (mangels ErfafValter Zirn, 2006). Die Rmer unterschieden
rung) bisher noch aldiberraschend empfunderfirei Formen des Kusses. Wobei der am wenigs-
werden. Da insbesondere die Anregung der ModEH leidenschattliche, freundschaftliche Wangen-
an einer Oskulation von einem Modenast auf ein&4SS alsosculum bezeichnet wurde, kiss®, Wiki-
anderen wechseltgkinen bei der Interpretation erPedia, 2006). Diese Begriffbeziehungen legen ei-

hebliche Probleme auftreten (Forbriger, 1996). Ei¢ Verbindung zwische@skulation und kiissende
nige Beispiele findet man bei Forbriger (2001): Kurven nahe, was auch anschaulich auf der Hand

liegt.

e Die Datenstze B=RKHEIM (Abbildungen Dahlen und Tromp bezeichnen dasaRbmen
VI.14, Seite 153 und VI.19, Seite 157) undpei Dispersionskurven atsculations (Dahlen und
HILZINGEN (Abbildungen VI.36, Seite 186 Tromp, 1998, Kapitel 11.6.2). In Kapitel 8.8.10
und V1.37, Seite 187) zeigen Oskulationen iriprechen sie auch vaivoided crossing und unter-
Zusammenhang mit einer Zone erniedrigt@cheiden einmal zwischen ganz naher iBeung
Geschwindigkeit. (avoided crossing) und Anraherung von Disper-

sionskurven dsculation). Kennett (1983, Kapi-

e Im Datensatz KOSRSCHTAL ist ebenfalls eine tel 11.4.1) verwendet die Bezeichnunsculation
Oskulation zu erkennen. points. Er beschreibt das BRhomen mit,two mo-

des almost touch”. Im Zusammenhang mit dem re-

e Anhand eines synthetischen Beispiels (AbbilelnraRigen Auftreten von Oskulationen weist er
dungen VI.49, Seite 204 und V1.51) wird geauf solotone effects hin, mit einem Verweis auf
zeigt, dass eine Oskulationdglicherweise im einen Artikel von Kennett und Nolet (197%eo-
aufgezeichneten Wellenfeld auch bei idealgjhys. J. R. astr. Soc56, 283—-308. Kerry (1981,
Datenqualiat nicht erkennbar ist. Seite 434) verwendet ebenfalls den Bergiff Oskula-

tion in der Beschreibungtwo curves osculate clo-
sely". Die Bezeichnungjuasi-osculation point ver-
1.3 Begriffsklarung wenden Levshin und Panza (2005, unpublished).

) o ) L Der Begriff avoided crossing wird auch in Ar-
Mathematisch existiert eine klare Definitiofirf oitan der Quantenchemie (Energieeigenwerte in
den Begriff Oskulation. Osculation steht tir €inen \sjekiilen) verwendet. Ebenfalls in Arbeiten der
Beruhrpunkt zweier Kurven (Korn und Kom,pestgrperphysik bei der Bezeichnung entspre-
1968). Diese Definition wird auch im deutschsprahende Panomene der Dispersionsbeziehung von
chigen Duden gegeben. Es werden dabeiliBer ppononen. & Pranomene bei Schwerewellen fin-
punkten-ter Ordnung unterschieden: det man die Bezeichnungissing modes. Seza-

wa und Kanai (1935) bezeichnen dasaRbmen
0-te Ordnung: Ein gemeinsamer Punkt zweials discontinuity. Okal (1978) beschreibt nicht
Kurven. unmittelbar den Verlauf der Dispersionskurven,

Id: osculation.tex,v 1.28 2006/12/11 17:22:50 tforb Exp Oskulationen von Dispersionskurven



4 1.5 Erkldrungsansatz

spricht aber im Zusammenhang mit dem diskutiet.5 Erklarungsansatz
ten Planomen vorhybridized modes.
) o . _In Anlehnung an Ok4l (1978) wird im Folgen-

Keine expliziten Begriffe iir das Panomen fin- gep versucht, das Bhomen der Oskulationen als
det man bei Nolet und Dorman (1996), Buchen ung hwache Kopplurfg zwischen zwei sonst un-
Ben Hador (1996) sowie Woodhouse (1988).  gprangigen Schwingungssystemen zu verstehen.
Im Falle der Stoneley-Mode bestehen diese bei-
den Systeme aus einer Grenzschicht-Mode an der
Kern-Mantel-Grenze einerseits und der Erdober-
flache andererseits. Die Amplitude beider Moden
klingt durch den Erdmantel hindurch exponenti-
Die Beispiele, in denen Oskulationen sehr eng wesll ab. Die Stoneley-Modgspirt daher kaum et-
den werfen Fragen gruné@izlicher Natur auf. Im was von der freien Erdobeiithe und die Rayleigh-
Grenzfall (von Sezawa und Kanai numerisch volModen, spiren‘ kaum etwas von der Kern-Mantel-
zogen) geht eine Oskulation in eine EntartingSrenze. Die kleine Amplitude der Moden, die je-
zweier Moderiiber. Das heil3t esiivden dann ver- weils an der entfernten Diskontinattnoch bleibt,
schiedene Eigenfunktionen zum selben Eigenwétinrt zu einer ganz schwachen Kopplung der bei-
existieren. Es ist bisher nicht formal untersuchfen Schwingungsformen. Einghnliche Uberle-
worden, ob eine solche Entartungr fein realisti- gung Kinnte im Fall BERKHEIM zutreffen.

sches, elastisches Mediiberhaupt riglich ist. . .
Der von Sezawa und Kanai im Rahmen der nu- Im Fall des von Sezawa und Kanai (1935) dis-

merischen Genauigkeit angedeutete Fall erford Htlerten Modells muss daran gedacht werden,

einen unendlich starren Halbraum, was nicht a??ss die durch die Schwerwellen und Kompres-

realistisches Modellifr die Erde betrachtet werder?IonSWellen im Vollraum unalémgigen Schwin-

kann. Die unten angestelltdsberlegungen bietengungSSySteme im Fall des idealen Wellenleiters

einen ersten Ansatz daf diese Frage dahinge-zwei Schwingungssysteme aufbaudmien, wel-

hend zu beantworten, dass physikalischéir@e Ch? die Randbe_dingungen unabygig voneinander
gegen die Nbglichkeit einer vollkommenen Entar-8rfullen. Nur bei Abweichung vom absolut starren

tung von Eigenschwingungen unterschiedlicher giialbraum tritt eine schwache Kopplung aufgrund

genfunktionen sprechen. 40kal motiviert seinen ad hoc Ansatz mit Konzepten aus
) o ) _ der Festrperphysik, wo Oskulationsgnomene beispielswei-
Da die physikalischen Eigenschaften an eines bei der Dispersion von Polaronen beobachtet werden.

Oskulation von einem Modenast auf einen anderenDer hier verwendete Begriff deiKopplung* bedarf drin-

: - ; - _ gend einer Eridrung! Er sollte nicht mit dem in der Eigen-
wechseln, ist die Natur des &fomensiir eine In schwingungstheorie einddirten Begriff der Modenkopplung

terpretation der Obe#thenwellen-Dispersion in-yerwechselt werden.
teressant. Insbesondere scheint daanBmen in  In einer sphrisch symmetrischen Erde oder einer flachen Er-

den Rllen BERKHEIM und HILZINGEN (Forbri- de, deren Eigenschaften nur mit der Tiefe variieren, sind die

. . . inzelnen Eigenschwingungeidlilg unablangig voneinander.
ger, 2001) darauf hinzuweisen, dass OSKUIatlonéﬁle Mode kanniif sich existieren, ist nicht mit den anderen

einen Hinweis auf tiefer liegende Strukturen ge&noden gekoppelt. Ist eine Mode angeregt, so schwingt sie un-
ben lbnnen, die von den unmittelbar beobachtbakrangig von den anderen. Die Moden tauschen keine Energie

ren Oberfachenwellen nicht erfasst werden. Jedo¢Rtereinander aus.

. . . . . . ., Der Begriff der Modenkopplung wird in der Eigenschwin-
allein die Gefahr einer Fehlinterpretation, die S'Cghngstheorie bei der Behandlung lateraler Heterogtaitoder

durch eine nicht erkannte Oskulation ergibt, mag@igemein der Abweichung von der sipischen Symmetrie (da-
als Begiindung dienen, dass eine Untersuchurag zhlen auch die Abplattung der Erde und ihre Rotation) ein-
des PEnomens nicht allein von akademischem [igelinrt. Die dann auftretenden Eigenschwingungénrien im-

. mernoch @herungsweise durch die Moden einerdigch sym-
teresse Ist. metrischen Erde beschrieben werden. Allerdingsssen die
Eigenfunktionen und Eigenfrequenzen korrigiert werden. Nun

2Der Begriff Entartung, so wie er hier benutzt wird, muss ekonnen die Moden aber nicht mehr unabbig voneinander
was klarer gefasst werden: In der Literatur wird insbesondere &ristieren. Sie sind im @rtlichen Sinne gekoppelt, wie zwei ge-
Zusammenhang mjimode-splitting* die Entartung von Eigen-koppelte Pendel, und tauschen Energie untereinander aus. Wird
schwingungen béglich der azimutalen Ordnungn gemeint. eine Mode angeregt, so tauscht sie Energie mit einer anderen
Diese Entartung wird durch laterale Heterogandufgehoben, Mode aus, es kommt zu Schwebungen.
was zum Moden-Splittingifhrt. Moden unterschiedlicher Ord-  Die im vorliegenden Entwurf diskutierten Eigenschwingun-
nungm aber gleichen Graddg(sptarische Modelle) oder Wel- gen sind in diesem SinnengekoppeltSie tauschen keine Ener-
lenzahlk (ebene Modelle), haben aber dieselbe Eigenfunktigyie aus und &nnen unabaingig voneinander angeregt werden
fur die Radialabingigkeit bzw. Tiefenakimgigkeit. und existieren! Trotzdem den Begriff Kopplung zu verwenden,

Hier wird dagegen die Entartung von Moden unterschiedvird durch das Gedankenexperiment in Abschnitt 3.1 nahege-
lichen Kugelfunktionsgradek bzw. unterschiedlicher Wellen- legt, in dem zwei getrennte Medien mit ihren unabbigen Ei-
zahl k betrachtet. Diese haben Eigenfunktionenrinbzw. z  genschwingungssystemen durch eine elastische Schicht gekop-
Richtung, die sich voneinander unterscheiden. pelt werden, sowie durch die formale Kopplung zweier Diffe-

Sper$nliche Mitteilung von Peter Malischewsky. rentialgleichungen in Gin. (6).

1.4 Fragen

Oskulationen von Dispersionskurven Thomas Forbriger (BFO, Schiltach)



2 MODEN-KOPPLUNG 5

der veanderten Randbedingungen auf. Teilaste der beteiligten Normalmoden scheinen al-
Als Normalfall in einem elastischen MediunsC ZU éinem gemeinsamen Schwingungssystem zu
muss eine starke Kopplung angenommen werd&sforen. In einigen Ellen |_s_:t auch nur eines die-
Das heif3t, die Schwingungen durchsetzen das gdf! Systéme an der Erdobadhe beobachtbar. Der
ze Medium und es treten keine beinahe isoliert&PPPlungsansatz eréit die Oskulationen eben ge-
Bereiche auf. Daher sind Oskulationen eher seltéfle durch zwei kombinierte Schwingungssyste-
zu beobachten und sind relatiatfig mit starken M€ die sich (im entkoppelten Fall) am Oskula-

Diskontinuititen im Medium verkapft. tionspunkt kreuzen. Falls das Kopplungs-Modell
zu einem physikalischen Vegstdnis des Pino-

mens beitragen kann,0knte es helfen, die ei-
Physikalische Formulierung gentlich beobachteten Schwingungssysteme physi-
_ i _ . kalisch sinnvoll zu ordnen (so wie das von Okal
Die Impulserhaltungir das Kontinuum in einem (1978) beschrieben wird). Dasane bei der Inter-
VolumenV lautet pretation durchaus hilfreich.

d d
a/Vp(sgt)au(xt) dv =

/ f*A(z,t)dSJr/‘ R AV, (L)
v \%

Darin ist @ die elastische Verschiebung upadie 2.1 Die Helmholtz-Gleichung

Massedichte. Die Volumenkraftdichfg kann dazu .

dienen, beispielsweise die Schwerkraft in die Glefur Losung des elastischen Randwertproblems
chung einzubringen. Von der Seismologie wird digvird das Wellenfeld iir ein splarisches Modell in
ser Term benutzt, um eine seismische Quelle da¥ector spherical harmonics® (Takeuchi und Saito,
zustellen. Das Feld, ist eine Fachenkraftdichte. 1972, Gl. (253); im Folgenden als TS72 zitiert) und
Damit werden Spannungen auf der Oliesfle von fur ein ebenes Modell igvector surface harmonics*

V beschrieben. Bei der Herleitung der elastischéhS72, Gl (214)) zerlegt. Eine Separation der elas-
Wellengleichung wirdfa durch die Spannungsdehlischen Differentialgleichung gelingt durch einen
nungsbeziehung undi dS = o(T) 7 dS beschrie- Produktansgtz, der d.|e Ze|§aau1|g|gke|t (ha.rmo.nl-
ben. Der Term kann dann mit Hilfe des GauRsch&he Funktionen), die horizontale Adgigkeif
Integralsatzes in ein Volumenintegréber divo Und die Abkangigkeit in der Richtung in welcher
umgewandelt werden. Fordert man diéilBjkeit Sich die Materialeigenschafteandern (sparisch:

fur ein beliebiges Volumen, so éfh man die in radialer Richtung; eben: in die Tiefe) trennt. In
bekannte Differentialgleichungif die elastische di¢ Bewegungsgleichung eingesetztatriman ei-
Kontinuumsbewegung. ne Helmholtz-Gleichung

'In Abb. 3 sind zwei elastischg Medign (Wellen- (A2+I (I +1)) ©®6,9) =0 (2a)
leiter und Kanal) dargestellt, die an eine@éhe
durch eine dnne Kopplungsschicht miteinandey;, Kugelkoordinaten, bzw.
verbunden sind. Findet eine Bewegung im Kanal
statt, so werden Spannungéake durch die Kopp-
lungsschicht auf die untere Begrenzungdifie des
Wellenleiters Uibertragen. Diese Spannungifte . . .
sind als Fhchenkraftdichte in Gl. (1) oder als Rand" Zylinderkoordinaten oder
bedingung in die ImpulsbilanZif den Wellenleiter 2
einzubringen. Auf diese Weise werden die Bewe- (B2+K7) @(xy) =0 (2¢)
gungen in Wellenleiter und Kanal miteinander ge-
koppelt.

2 Moden-Kopplung

(B2 +K2) @(r,0) =0 (2b)

in kartesischen Koordinaten. Dabei iAb der

Laplace-Operator, der nur auf die Horizontal-

Koordinaten wirkt. Erilllt wird die Helmholtz-

1.6 Motivation Gleichung fir Funktioneng, die Eigenfunktionen
von A, sind, fur die also

Die Diskussion des Kopplungs-Ansatzes mag sehr

akademisch und praktisch wenig relevant erschei- D= Ag 3)

nen. E_S besteht aber ein V_VICh_tlger Bezug zur InteT= ,Horizontalab&ngigkeit* ist hier immer auch die

pretation beobachteter seismischer Wellen. Abhangigkeit von® und ¢ im spharischen Fall gemeint.

; sLali ;_spharisch:, vector spherical harmonics* aéihgig von8 und
Oft ist zu beobachten, dass phyS|kaI|sche qu; kartesisch: ebene Wellen &botgig vonx undy; zylindrisch:

genschaften der Wellenausbreitung an OS_kUIati.,Qfector surface harmonics® (Zylinderwellen) dstyig vonr
nen den Normalmoden-Ast wechseln. Jeweils zweidé.
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6 2.3 Kopplung

gilt. Dabei istA? = —I (I + 1) und | eine Kugel- Dabei sindk2, undk2, Kopplungskonstanten mit
funktionsordnung im sgirischen Fallund = —k?* der Einheit einer Wellenzahl zum Quadrat. Die
und k eine Wellenzahl im ebenen Fall.okun- Wellenfunktioneng, und ¢z, welche die Gin. (6)
gen des Gleichungssystenis flie radial- bzw. die 16sen, sind andere, als die zuidung der Gin. (5).
z-Abhangigkeit (TS72, Seite 290 oben bzw. GUedoch sind diég(w) und kg(w) im gekoppelten
(226)), welche die Randbedingungdir fine ho- System identisch mit denen im ungekoppelten Sys-
mogene Bewegungsgleichung i@hén, existieren tem.

nur bei ganz bestimmten, frequenzabbigen Ei-
genwerten. Diestfrt zur Dispersion der Eigen-
schwingungen.

Zur Losung des gekoppelten Systems nehme ich
an, dass die Wellenfunktionen immernoch Eigen-
funktionen vor\, sind, also

Alle weiterenUberlegungen setzen nur voraus,
dass die Horizontalatimgigkeit einer Helmholtz- Doy = —KGu (7a)
Gleichung (2) gehorcht, die horizontale Wellen-
funktion @ also genal3 Gl. (3) eine Eigenfunktionund
vonA; ist. Im Folgenden werde ich die Holmholtz-

Gleichung Doy = —K2 (7b)
(824K (w) =0 4 BT
und fur den Eigenwert eine Wellenzakbenutzen. gilt” Damit gehorcherqx, und ® Wle_der homo_ge-
Alle Uberlegungen gelten allerdings ganz anal n Helmholtz-Gleichungen, jetzt jedoch mit den
auch fir sptarische Modelle. Dort isk? einfach VvellenzahlerKq undKs.
durchl (I +1) zu ersetzen. Die GIn. (6a), (6b), (7a) und (7b) erzwingen be-
reits die Gleichheit vorKg undKg. Durch Einset-
zen von Gl. (7a) in Gl. (6a) erhalte ich

kg —Ka

Nun soll angenommen werden, dass in einem Me- B = K2 P ®)
dium zwei Schwingungssysteme existieren, wel- ap

che die Randbedingungen unahlgig voneinander piese Gleichung in auf beiden Seiten von Gl. (7b)

erfullen. Diese Systeme will icb-Typ undB-Typ  gingesetzt ergibt mit Gl. (7a)
nennen. Die zugairigen Wellenfunktioneip, und

2.2 Zwei Schwingungssysteme

i) ieweils ei ' 2 _ 2 2 _ g2
@g erfullen jeweils eine Helmholtzgleichung _ngu i K2 o — —Ké i K2 " ©)
2 _ Kap Kap
(B2 +kg () @ =0 (5a)
was offenbar nurlir Ky = Kg allgemein erllt sein
bzw. kann. Es ist also ausreichend, die weiteliserle-
gungen @ir Ky anzustellen. Die Ergebnisse gelten
(B2+k5(w)) @ = . (5b) entsprechendif Kp.

Die Funktionenkq (63) undkg(w) sind die Disper- Gl. (8) in GI. (6b) eingesetzt ergibt unter an-
sionsrelationen, die sich aufgrund der Randbed#ehliefender Verwendung von Gl. (7a)

ungen @r die getrennten Systeme ergeben.
gung g Y g (B —K2) (R —K2) o = K2pKkZ, @ (10)

2.3 Kopplung Von hier ab wird 0.B.d.Ak* = kZ,k3  gesetzt.
Nicht-triviale Losungen von Gl. (10) existieren da-

Ich nehme nun (willkrlich) an, dass beide Wellen-mit nur far

typen schwach miteinander koppeln. Eine Kopp-

lung ergibe sich physikalisch aus den Randbedin- (k§ —K&) (kg — Kg) —k* =

gungen @ir die Funktion der- bzw. zAbhangig- 4 202 1212 4

keit. Hier wird sie ad hoc eing@hrt. Ka = 2Kako +kakg — K" =

|
Die gekoppelten Helmholtz-Gleichungen lauten Kq—2K3k5+kg — ki —k* =0 (11)

2 _ 2 “Es wird sich erweisen, dass die gekoppelten Differenti-
(AZ + kﬂ(w)> o = KGB(pB (6a) algleichungen ir jeweils zwei Wellenzahletq; 2 und Kg, ,
erfullbar sind. AuBerdem werden W ; = K, undKqz =Kg,
und erhalten. Die gekoppelten Schwingungen treten also in beiden
Systemen mit derselben Wellenzahl auf. Damit ist automatisch
2 2 das geometrische Grundgesetz der Kontinuumsmechanik, die
(AZ + kﬁ(w)) ®= KBU%‘ (6b) Stetigkeit der Verschiebung entlang der Kontaidfie, erllt.

Oskulationen von Dispersionskurven Thomas Forbriger (BFO, Schiltach)



2 MODEN-KOPPLUNG 7

mit 2.4.1 Entfernt von einer Oskulation:| k} > k*
2 12
k& = L Bl (12a) In diesem Fall erhalten wir mit der linearerahke-
2 rung der Wurzel
und 4
2 ,=RBE K], [1+ 5
ké _ ké Kal,z - k0 yAY kﬁ
K2 = 5 (12b) ”
~KgE KR £ ——. (16)
Daher ist 2|k
Und damit erfalt man die lbsungen
2 _ L2 4
quvzikOinX+K' (13) , k§+—k§{“k§ fUrk§>kgund
1 = 4 . (17a)
Besitzenk2, undk2, dasselbe Vorzeichénso ist ‘ kS + kgK—kg furkg < kg
der Ausdruck in der Wurzel immer positiv. Es exis-
tiert dann eine bsung mit der Phasenlangsamkeitsowie
2k firk2 > k2 und
kg kg —k3 kg
\/kg(w) + /K2 (w) + k4 K2, = L (17b)
Pas (@) = (142) k- firk <k

w

Fur verschwindende Kopplung mi€ — 0 wird al-
soK2, zur givReren der beiden Funktionkhbzw.
l(sg. UndK2, wird zur kleineren der beiden Funktio-

nenkZ bzw. k2. Die neue Dispersionskurve wech-
selt also von einer Mode auf die andere, und zwar

\/k%(w) — /K3 () +K4 dort woky () undkg () sich schneiden.
() = ® (14b)  sonst istk2, immer gioRer als die giere von
ki undkg. Entsprechend istZ, immer kleiner als

far die kleinere vork? undk2.
K3ks > k. (15) e undig

fur alle Frequenzeriif die auch die bsungen des
ungekoppelten Problems existieren. Und es ex
tiert eine Losung mit

ch2

2.4.2 Nahe einer Oskulation| k} < k*

2.4 Fallunterscheidung

Wir kénnen uns die Wurzel in GI. (13) noch von%n diesem Fall erhalten wir mit der linearerahe-

Hals schaffen, indem wir zweidHe unterscheiden. fung der Wurzel

Die GroRek2 verschwindet dort, wo die Mode des W

a-Typs und die de$-Typs des ungestten Pro- Kglzz k§i|K2\ 1+%

blems (5) zueinander entartet sind, ge= kg gilt. ’ K

Welche der beiden Wellenzahlend@er ist, spielt 5 B ot

im Ergebnis (13) keine Rolle, da dort ridy auftritt. ~ kg £ K7 £ 22|’ (18)
Aufgrund dieser Symmetrie kann erschlossen wer- . ) _
den, dass die &sung fir g3 im gekoppelten Sys- Und an der Oskulation mit3 = 0 ertalt man die

tem (6b) mitk = K&, , identisch zu derir g Losungen

. 1 .a1, ;

ist. Aus den una’%ﬁng@en [Bsungenp, mit ky und K2 + ké

@ mit kg des ungekoppelten Systems wurden al- Kgl =— + K2 (19a)

so die unablngigen Bsungen mitky; und Kg,

fur das gekoppelte System. Bei einer Frequenz raitd

kﬁ(w) = 0 erwarten wir bei schwacher Kopplung 5 1o

eine Oskulation der @sungerKq(w) und Ky, (w) K2, — ki +kg _K? (19b)
a2 — .

zu sehen. 2

8Das erscheint aufgrund der Symmetrie in den Gin. (6) pIaKazl fuhrt also bei gi3eren Wellenzahlen am Entar-
sibel. Bestimmt wird das Vorzeichen jedoch durch die phySik@ungspunkk(z) vorbei und(gz bei kleineren Wellen-

lischen Randbedingungen, welche die Eigenfunktionibzw. ; THE
z-Richtung erfillen muss. Vorzeichengleichheit wird hier nur atfa,‘hlen' fer verschwindende Kopplung —0

2 _ K2 _ L2 _ |2 H H
hoc angenommen. Der Volistdigkeit halber wird unten auchWIrd dort Kul - '_(orz - ka = k[; Das heil3t, auch die
der Fall ungleicher Vorzeichen kurz gezeigt (Abb. 2). neuen Moden sind dann dort entartet.
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Hybridisierung

2.5 Hybridisierung

Aus den beiden Moden des ungekoppelten Sys-
tems sind also zwei neugkungen entstanden. Die
Symmetrie des Ausdrucks (13) limgich ky und

kg zeigt, dass wir dir Ké dieselben bsungen er-
halten wirden. Aus den &sungerk, undkg sind
durch Kombination die neuendisungenKy; und

Kq2 entstanden. Ich spreche dabei yétybridisie-
rung*®. Die Bedeutung dieses Begriffes wird klarer,
wenn man statt der asymptotischen Betrachtung die
Losungen (14) graphisch darstellt.

In Abb. 1 werden die Dispersionskurveq, (w)
und Py, (w) der Hybrid-Moden @ir drei verschie-
dene Kopplungskonstanten dargestellir Bbneh-
mende Kopplung @hern sich die Hybrid-Kurven
den Kurven des ungekoppelten Problems und ent-
arten im Grenzfall am Schnittpunkt. Die eine Hy-
bridkurve bleibt jedoch immer bei gBeren Pha-
senlangsamkeiten als dietffere der Einzelmoden
Pa Und pg. Die andere Hybridmode bleibt immer
unter der kleinsten Phasenlangsamkeit des unge-
koppelten Problems. Auf diese Weise wird aus dem
Schnittpunkt eine Oskulation. Jeaster die Kopp-
lung ist, umso weniger haben die Dispersionseigen-
schaften mit denen des ungekoppelten Problems zu
tun.

Im Falle entgegengesetzter \orzeichen der
Kopplungskonstanter?2, und k2, wird die Wur-
zel in Gl. (13) bei Anidherung an die Oskulation
ab einer bestimmten Frequenz imaginramlich
fur |k2| < [k*|. In diesem Frequenzintervall existie-
ren keine losungen zu reellen Wellenzahl&g; »,
es entsteht eingBandiicke” (Abb. 2). Die Wel-
lenzahl selber wird dann komplex und die zu-
gelvrigen Wellenfunktionen sind in Ausbreitungs-
richtung gedmpft. Die Dispersionskurven setzen
sich aber trotzdem kontinuierlich fort. Ein sol-
ches PAnomen wurdeifr die elastische Wellenaus-
breitung noch nicht beobachtet (und existiert dort
vermutlich nicht). Eir elektronische Anregungs-

Langsamkeit (s’/km)

Langsamkeit (s’/km)

Langsamkeit (s/km)

Dispersion mit Kopplung (K2=0.01)
T

T T T T
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. . . . .
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zustinde in Festlirpern ist dieser Effekt jedoch be-apbildung 1: Beispiel fir Dispersionskurven von hybri-

kannt.

3 \Vergleich mit Love-Moden

3.1 Gedankenexperiment

disierten Moden. Es wurden (von oben nach unten) die
Kopplungskonstantex? = 0.01,k2 = 0.03, undk? = 0.1
verwendet. Dargestellt sind jeweils die Dispersionskur-
ven pq(w) = Kg(w)/w und pg(w) = kg(w)/w des un-
gekoppelten Systems (hier glBundamentalmoden* be-
zeichnet) undPy 1 2(w) = Kg2(w)/w des gekoppelten
Systems (hier als erste und zweijtdybridmode* be-
zeichnet), ger@él Gl. (13). Die Dispersionskurven des un-

Betrachten wir die Stoneley-Moden an der Kerrekoppelten Systems schneiden sich bei ca. 21.4 Hz, die

Mantel-Grenze und die Rayleigh-Moden an d
freien Oberfache. Wenn wir die freie Obeéithe

é{]oden sind dort also entartetiiFdas gekoppelte System

entsteht dort eine Oskulation.

entfernen und die Erde stattdessen in einen ho-
mogenen Vollraum aus Krustenmaterial einbetten,

9Dieser Begriff bezieht sich eigentlich auf die &aderten
Eigenfunktionen, die hier nicht behandelt werden.

Oskulationen von Dispersionskurven

Thomas Forbriger (BFO, Schiltach)



3 VERGLEICH MIT LOVE-MODEN 9

In Analogie zu diesem Gedankenexperiment will

Dispersion mit Kopplung (k*=-(0.039) ich ein Experiment mit Love-Moden in einem la-
6 T T T T T T . .
a-Fundamentaimode —— teral homogenen, geschichteten Medium durch-
55 i — o ‘ot A i
2. ybriamoda~~" zufuhren. In Abb. 3 ist ein Modell skizziert. Es be-

steht aus einem Wellenleitex{Medium) der Dicke

dy und der Scherwellen-Geschwindigkejt Er hat
nach oben eine freie Obeifihe und ist nach unten
durch eine Kopplungs-Schicht abgeschlossen. Wird
der Wellenleiter isoliert betrachtet, so ist die Kopp-
R lungsschicht unendlich starr und wirkt damit wie
a5 2 25 3 BS M ein unendlicher Halbraum.

Frequenz (Hz)
Neben dem Wellenleiter betrachte ich einen Ka-
nal (3-Medium) der Dickedg und der Scherwellen-
Abbildung 2: Beispiel Ur Dispersionskurven von hy- Geschwindigkeitcg. Der Kanal ist nach unten
bridisierten Moden mik* = —(0.03)? < 0. Dies tite qyrch einen starren Halbraum abgeschlossen und

. 2 .
auf, falls die Kopplungskonstantarg, und kg, €in un- 5 ohen durch die Kopplungsschicht, die anfangs
terschiedliches Vorzeichenatten. In diesem Fall tritt beliebig starr ist.

zwischen 20.8 Hz und 21.9 Hz eipBandiicke" auf, in . . . .
der keine Eigenschwingungen zu reellen WellenzahlenDi€ SH-Wellen in beiden Medien gehorchen der

existieren knnen. Ein solches Bhomen wurdeifr Ei- akustischen Wellengleichung. Entsprechend sind
genschwingungen elastischer Medien noch nicht bedie Love-Moden akustische Moden dieser Medien.
achtet, ist aberifr elektronische Anregungszasde in Als erstes wird die Dispersionsbeziehung der Mo-

Langsamkeit (s/km)

Festlkrpern wohl bekannt. den in Wellenleiter und Kanalif den Fall einer un-
Die senkrechten Linien bei 20.8 Hz und 21.9 Hz sind eigndlich starren Kopplungsschicht hergeleitet. Beide
Artefakt des Plot-Programms. Teilmedien knnen in diesem Fall getrennt behan-
delt werden.
freie Oberfache

—Wellenleter (Type), 3.2 Akustische Moden

e

Zunachst betrachte ich ebene Wellen des T@ps
Diese Erfillen die akustische Wellengleichung

2

Kopplung P
sz Pexzt) - CEADg(x,2,t) =0. (20)

Dabei istcg die raumliche Phasengeschwindig-
keit der Wellen und allein von den Materialeigen-
schaften ab@ingig. A ist der &umliche Laplace-
Operator undp; ist die Feldgolie (in diesem Fall
Begrenzung zum unteren, starren Halbraum das SH-Potential). Diez-Koordinate durchmisst die
Schicht senkrecht zu den Begrenzungen undkdie
Koordinate weise 0.B.d.A. in die Richtung der Wel-
Abbildung 3: Ein Modell fiir gekoppelte Teilmedien. |enaushbreitung. Die Wellengleichung wird von
Das obere Teilmediuno(Typ) ist ein Wellenleiter (oben .
freie Oberfiche unten starrer Boden) der Diakg Das Pp(x,2,t) = Aexp(i(kex+ kz— wt)) (21)
untere Teilmedium®-Typ) ist ein Kanal der Dickelz mit . .. .
starrer Begrenzung o}kl)%)n und unten. Die starrg Begr It k>%+ k% - 1/C2 erfiilit. Dabei istk = (k, 0, kZ)T
zung zwischen den Teilmedien kann durch eine Kop er Wellenzahlvektor der Welle.
lungsschicht ersetzt werden, um eine Kopplung der Ei- Akustische Moden entstehen dann, wenn Wel-
genschwingungssysteme beider Medien zu erreichen.len, die zufchst an der unteren Begrenzung reflek-
tiert und dann an der oberen Bergrenzung reflek-
tiert wurden (und damit wieder in die urgpgliche
werden sich die Stoneley-Moden ka@mdern. Die Richtung laufen) konstruktiv mit der Ausgangswel-
Rayleigh-Moden entfallen daf vollsiandig. Ande- le interferieren. Das ist der Fallifk,d = nri, wobei
rerseits knnten wir der Erde ihren Kern wegnehd die Dicke der Schicht und eine ganze Zahl und
men und sie bis zum Erdmittelpunkt mit Manteltngleich null ist. Diese Bedingung isiirf die hori-
material fillen. Die Stoneley-Moden irden dabei zontale Wellenzahl
verloren gehen, es ist aber nicht anzunehmen, dass o2 2
diese Operation grofRen Einflu auf die Rayleigh- ka(w,n) =ke=, | — — (nn) (22)
Moden haben virde. Cﬁ dg
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erfullt. Dabei Zahltn den Oberton. Die Fundamendem Ergebnis aus den gekoppelten Helmholtz-

talmode hat die Nummer= 1. Nur fur Gleichungen zu erkennen. &lirend die Phasen-
NeaTt langsamkeitPy; immer gibRer ist als die glde-
w>—— (23) re der beidenpy und ps und Py, entsprechend
P immer Kleiner ist als die kleinere, trifft das im
kdnnen propagierende Moden existieren. Randwertproblem (Abb. 5 Mitte) nuiif die Mo-
Fur den Wellentypa existieren propagierended® Mmit gb3erer Phasenlangsamkeit zu. Die Pha-
Moden mit senlangsamkeit der anderen Modéahst eben-

falls mit zunehmender Kopplung und wirdddger,

o2 (2n— 1)1 2 als die kleinere Phasenlangsamkeit der ungekop-

Ka(om) =1/ 5 — (qu) (24) pelten Systeme. AuRerdem liegt die Oskulation bei

a starker Kopplung bei kleineren Frequenzen als bei

far CaTl schwacher Kopplung. Auch diesen Effekt zeigt die
w> (2n—1) 20, (25) Kopplung der Helmholtz-Gleichungen nicht. Gene-

i i i rell war es ndirlich sehr willkirlich nur die beiden
Der Unterschied zu Tyf ruhrt daher, dass im Ka-g\,ndamentaimoden zu koppeln. Das eine Kopp-

nal die Reflexionskoeffizienten an den Begrenzum—ng aller Moden (sprich: aller Obénme) zu einem
gen beides mal -1 sind, aiarend der Koeffizient \yesentlich anderen Ergebnishitt ist aber erstmal
an der freien Obewdiche +1 ist. AuRerdem MUSicht anzunehmen. Zudem haben nur die Funda-
im Kanal verlangt werden, dass die Verschiebungentaimoden im gezeigten Frequenzintervall reel-
an den Begrenzungen verschwinden muss. Im WRl-gigenwerte. Generell zu kritisieren ist aber die

lenleiter muss sie das nur an der unteren Begr@hfuhrung der GIn. (6) ohne angemessene physi-
zung, an der oberen i,ssen die Spannungsfte | aiische Herleitung.

verschwinden.

3.3 Vergleich mit dem Randwertpro- 4 Das Randwertproblem

blem

Wie anfangs schon angedeutet, wird bei désling
In Abbildung Abb. 4 sind die Dispersionsbeziedes Randwertproblems die Wellenzaliiy tlie Ei-
hungen @r die isolierten Modellbereiche (Wel- genschwingungen @glich sind, nicht durch die
lenleiter) undB (Kanal) dargestellt. Es wurde eineHelmholtz-Gleichung bestimmt. Die Helmholtz-
Berechnung der @sungen des Randwertproblemsleichung bestimmt lediglich welche Form von
fur das angegebene Modell (jeweils links) durciHorizontalabkngigkeit das Wellenfeld bei ge-
gefuhrt. Dargestellt ist (jeweils in der Mitte) daggebener Wellenzahl hat. Der oben beschriebene
Vorzeichen der charakteristischen Funktion (grakopplungs-Mechanismus stellt nicht sicher, dass
positiv; weil3: negativ). Die Nulldurclfimge und die Randbedingungeriif die so bestimmten Wel-
damit die nicht-trivialen Bsungen liegen an denlenzahlerK; , ilberhaupt eifllbar sind.
Grenzen zwischen weil3 und grau. Rechts sind je-
weils die Dispersionskurven der akustischen Mo- ] )
den gerdR GIn. (22) und (24) dargestellt. Die Ab4.1 Das System geahnlicher Diffe-
bildung dient als Test déf, dass die oben abgelei- rentialgleichungen
teten Dispersionsbeziehungédir flie Love-Moden
zu der benutzen Simulation des Wellenleiters bzie Differentialgleichung zweiter Ordnungif die

Kanals passen. z-Abhangigkeit der Verschiebung wirdberlicher-
In Abbildung Abb. 5 sind nun drei#le unter- WeiSe in €in System erster Ordnung

schiedlich starker Kopplung zwischen Wellenlei- d

ter und Kanal dargestellt.UF das Randwertpro- = (2) = A(z,c,p, k, W)¥(2) (26)

blem wurde die Kopplung durch eine immer we-

niger starre Kopplungsschicht vedfert. Eir die  umgeformt (TS72, Gl. (46)). Dabei erith die Ma-
Hybrid-Moden (rechte Abbildungen) wurde in quatrix

litativer Analogie eine zunehmende Kopplungskon-

stante gewhlt. Sowohl die elastische Rechnung, A(zc,p,k w) =

wie auch das einfache Modell aus der Kopplung 5

zweier Helmholtz-Gleichungen zeigen qualitativ (kzcz(z)p(ngp(z) 1/(9(230 <Z))> (27)
das gleiche Verhalten.

Es sind aber auch deutliche Unterschiede zwdie vonz abhangigen Materialeigenschaften (Dich-
schen der bsung des Randwertproblems untk p und Geschwindigkeit). Sie Fangt auf3erdem

Oskulationen von Dispersionskurven Thomas Forbriger (BFO, Schiltach)



4 DAS RANDWERTPROBLEM 11

Wellenleiter (Typ o)
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Abbildung 4: Akustische Moden von Wellenleiter (oben) und Kanal (unten). Links ist jeweils das Erdmodell ange-
geben. In der Mitte sind die aus dem elastischen Randwertproblem berechneten Love-Moden dargestellt. Rechts sind
die akustsichen Moden geéfd der GIn. (22) und (24) dargestellt.

Ein starrer Bereich wird im Modell durch eine um mehr als den Faktor 100Bege Scherwellengeschwindigkeit
gerghert. Das entspricht einem um den Faktdt d€rgidRerten Modul.

In den Abbildungen in der Mitte liegen die Dispersionskurven jeweils auf déergang von einer grauen zu einer
weil3en Fache. Dargestellt ist das Vorzeichen der charakteristischen Funktion. Auf den Nulldogemg(Wechsel

von grau nach weiR}) liegen die nicht-trivialeddungen des Randwertproblems.

von den Separationskonstant@rund k ab. Dabei allen Parametern ab, von denkablangt, also ins-
ist k die in der Helmholtz-Gleichung auftretenddesondere voh.

Wellenzahl. Der Vektor Entsprechend definiere igl () fur die Losung
uy(2) im Wellenleiter, welche die Randbedingung der
¥(2) = <0-;/z(z)> (28) freien Oberficheyq,(z = 0) = 0 erfullt und yg(2)

als Losung im Kanal, welche die Randbedingung
entrélt die Vertikalab&ngigkeit der Horizontalver- am starren Boderyg, (z= dq +dg) = 0) erfullen.
schiebung senkrecht zur Ausbreitungsrichtung dere Randwertproblemdif die einzelnen Teilmedi-
ebenen Wellaw(z) sowie die Spannungy,(z). y en lauten dann

muss nicht nur die Gl. (26) diflen, sondern auch . .

stetig inz sein und die Randbedingungen & 0 AaYa1(2=0a —0) =0 (293)
am starren Boden bzw, = 0 an der freien Ober- f{yr den Wellenleiter und

flache) erfillen. Aus diesen Bedingungen ergibt

sich dann, dass nicht-trivialédsungen nurifr ganz AgYp,(z=0dya+0)=0 (29b)

bestimmtek(c,n) existieren. fur den Kanal. Dabei steluy — O fur die Positi-

on direktiber der Kopplungsschicht umlg + O fur
4.2 Ungekoppelte Medien knapp darunter. Nicht-triviale dsungen der GIn.
(29) existieren dann nurlf bestimmteky(w,n)
Wird ¥(z;) in einer Tiefez; gegeben, so ergibt sichim Wellenleiter undks(w,n) im Kanal, wobein
durch Integration von Gl. (26) unmittelbar und einden Oberton @hlt. Rir diese Wellenzahlen sind die
deutigy(z,) in der Tiefez,. Das System (26) besitztL0sungen bis auf den Faktég bzw. A bestimmt.
zwei voneinander unaliingige Fundamentéisun-
genyi(z) undy(z). Fordert man die Eifllung der i
Randbedingung an einer der Begrenzurégsfen 4.3 Gekoppelte Medien
(z.B.y2(z=0) = 0 an der freien Obedthe), so |ch betrachte jetzt den Fallif eine Kopplung
ist damit eine Linearkombinatiopivon 1 undy, des Wellenleiters und des Kanals. Das gekoppelte

bestimmt. Damit ist die alIgemeina’jBungya(z) = Randwertprob|em lautet dann
AY(z) bis auf einen konstanten Faktarbestimmt.

Durch die Integration von Gl. (26)amgty(z) von AaYa(da —0) = AgKapYp(da +0) (302)
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12 4.3 Gekoppelte Medien

Schwache Kopplung
k e .
Zi [m] Vs [ ?m ] p [ % ] P Dispersion mit Kopplung (=0.0003)

0.00 0.85 2.00 V z/;M :
8.00 100.00 2.00 ~
8.10 1.00 2.00

38.10 2000.00 2.00

Langsamkeit (s/km)
°
o
it

3% 38 40 42 4 46 48 50
Frequenz (Hz)

Mittlere Kopplung
zm [T plg]

Dispersion mit Kopplung (k?=0.001)

0.00 085  2.00 b =
8.00  30.00  2.00 £ L E
8.10 1.00  2.00 |

38.10 2000.00  2.00 5 o

Starke Kopplung

alm vl elapl -
0.00 0.85  2.00 o o
8.00  15.00 2.00 B
8.10 1.00  2.00 o=

38.10 2000.00  2.00 ¥ om

36 38 40 F’eqﬂje (H:; 46 48 50

Abbildung 5: Dargestellt sind drei &le unterschiedlich starker Kopplung zwischen Wellenleiter und Kanal. Links

ist jeweils das Erdmodell angegeben. In der Mitte sind die aus dem elastischen Randwertproblem berechneten Love-
Moden dargestellt. Rechts sind die akustsichen Moderégester GIn. (22) und (24) dargestellt.

Die Kopplung zwischen den beiden Modell-Bereichen wird vigRgrt, indem die Geschwindigkeit (und damit der
Modul) der Kopplungsschicht auf kleinere Werte gesetzt wird. Die KopplungsfaktdreHrybrid-Moden (ganz

rechts) sind nur qualitativ in Analogie zum Randwertproblem (links und Mitte agptwvorden.
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5 GEKOPPELTE MASSE-FEDER-PENDEL 13

bzw. N <
Ma =0 @ob) —
= i\\ N

mit

Abbildung 6: Modell fir gekoppelte Masse-Feder-
M= (Va(da—0) Kep¥p(da+0))  (300) poruer = JeroR

und

Aq

3=

(5
Dabei istkqpg eine Propagatormatrix, welche die
Verschiebung und Spannung von unten nach obéfas also schmerzlich vermisst wird ist eine physi-
durch die Kopplungsschicht hindurchreicht. Dabé&alisch korrekte und vollgindige Beschreibung des
missenyq (z) undyp(z) fur die gleiche Wellenzahl gekoppelten Randwertproblenisber einen Satz
berechnet werden. Das verlangt die Stetigkeitsben gekoppelten Differentialgleichungentifrge-
dingung fir Verschiebung und Spannung. Nichtkoppelte Pendel geht das recht leicht. Warum nicht
triviale Losungen existieren nuiif fur die elastische Wellengleichung? Wo stehe ich

i 2
detM) = 0. (31) im Nebel?

Diese Gleichung kann nurif einen diskreten
Satz vonk(w, n), den Dispersionsbeziehungeir f
das gekoppelte System, @if werden. Wird die
Abhangigkeit der charakteristische Gleichung (3

von der Wellenzahk voll ausgeschrieben, so éih WH und der FedeBy, das andere aus und Dg.

man eine sehr unhandiiche Beziehung. Das liegt Bie Pendel sind durch eine Feder mit der Federkon-

den inyy undyp enthaltenen transzendenten Funk- ) .
tionen, die die Abhngigkeit vonk enthalten. Be- stantenDy_gekoppelt. Die Bewegung wird durch

. ) . ; Uq undug beschriebenuy gibt die Auslenkung von
reits bei S_ezawa un_d .I.<ana|_ (19.35')5’5'[ sich d_as My aus c?er Ruhelage (alle Federn entspannt) an und
Problem nicht auf einéibersichtliche Form brin- die Auslenkund vo
gen. Enthalten die gekoppelten Medien mehr StruﬂE g voimg.
tur, so Bsst sich das Problem nur noch numerischDie Kraftbilanz fihrt zu den Differentialglei-
durch Nullstellensucheéken. chungen

Die Gl. (30a) weist eine gewiss&hnlichkeit 7
mit der Sturktur von (6) auf. Hier kann die Propa- Mo 55U + Data = Dk (Ug — Ug) (32a)
gatormatrixkqg ganz anschaulich aus Kopplungs-
grolRe aufgefasst werden. Die Auswertung der ge-
stellten Bedingung (31} kist aber wegen der dar-und
in enthaltenen transzendenten Funktionen ungleich 5
milhsamer, wenn nicht analytisch uagiich und — g+ DgUg = Dk (Ug — Ug) (32b)
— und das wiegt viel schwerer — es ist nicht un- mﬁatz P P o
mittelbar einsichtig, wie eine Beziehung zwischegd

er umgeformt

den Wellenzahlenifr das ungekoppelte Problem g
und denen des gekoppelten Problems hergestellt 52

5 Gekoppelte Masse-Feder-
) 30d)  pendel

Um das noch deutlicher zu machen, will ich
die gekoppelte Schwingungsgleichurig Masse-
Feder-Pendel herleiten. In Abb. 6 sind zwei Masse-
feder-PendeI skizziert. Die Schwerkraft soll nicht
e)xistieren. Das eine Pendel besteht aus der Masse

werden sollte, wenn nichiber eine Entwicklung a2 + & (1+Ka) Uy = 03KaUp (339)
der in denyy undyg enthaltenen transzendenten
Funktionen. und
Die Idee der gekoppelten Differentialgleichun-
gen ist in gewisser Weisgquivalent mit der Be- 02

2 _ 2
hauptung, dass diedsung von Gl. (31) bestimm- gr2Ys T w5 (1+Kp) Up = 005KpUa (33b)
bar ware, wenn man nur die Wellenzahlen kennen
wirde, fir welche [Bsungen der Gln. (29) existie- Mit

ren. Das ist aber sicher nicht der Fall. Das ist si-

.. 2 Dor DK
cher das gtrkste Argument gegen das Konzept der Wy =—, Ka ==, (34)
[ L My Dq
schwachen Kopplung zur physikalisch, quantitati- D D
ven Beschreibung der Oskulation von Dispersions- (.)é -2 und Kp = =K. (35)
kurven. mg Dg
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5.3 Starke Kopplung

5.1 Ohne Kopplung

Werden die Pendel entkoppelt, algg = kg = 0
gesetzt, so edit man

O = 2 36
ﬁuu = —W4Uqy (36a)
und
02 5
ﬁuﬁ = —(JOBUB. (36b)
Diese werden durch
Ug (t) = Aq sin(wqt) + Az cog wgt) (37a)
und
ug(t) = By sin(wgt) + B2 cogwgt) (37h)

gebst. Die Koeffiziente®\; undA; bzw.B; undB;
werden durch die Anfangsbedingungém @i, und
Uy bzw. ug undug bestimmt.

5.2 Schwache Kopplung

Bei schwacher Kopplung, als®x <« Dy und
Dk < Dg kannin den Gin. (33)

(1+Kq) =1 (38a)
und
(I+kp)~1 (38b)
gerahert werden. Damit e#ft man
62
Szl + Wi Ug = WiKqlg (39a)
und
62
Szlst Wi = WhKpUg (39b)

und als Bedingungiir die Losung
(Wh — F 5) (0 — WF 5) — KaKp =0 (40)

zu losen.

Die Berechnung folgt ganz analog defir Gl.
(6) eingeschlagenen Weg. Entsprechené@krnan

als Losung
00 p = Wf & /W + K (43)
mit
K* = KaKpWh W, (44a)
W = wﬁ;—wﬁ und (44b)
WE = wg;wé (44c)

5.3 Starke Kopplung

Aber auch im Falle starker Kopplung kann das
System gekoppelter Differentialgleichungen exakt
geldst werden. Im Unterschied zu (44b) und (44c)
ist dann in (43)

w5 (1+Ka) + 5 (1+Kp)

wp = > und (45a)
w2 (1+Kg) — R (1
i L )2 b+ (45b)
zu wahlen.

6 Diskussion des Modells

Im Gegensatz zu den gekoppelten Pendeln bleibt
der Ansatz gekoppelter Differentialgleichungen
beim Randwertproblem des Kontinuums unbefrie-
digend. Dort wird nicht sichergestellt, dass die be-
rechnete bsung die Randbedingungen wirklich
erfullt. Eine physikalisch korrekte dsung des ge-
koppelten Randwertproblemadst sich aber selbst

wenn man verlangt, dass dié$ungen des gekop-fur die einfachsten &le nicht auf eine Form wie

pelten Systems der homogenen Gleichung
62

~5Ua g+ 0 ol g =0

72 (41)

Gl. (13) bringen. Damit ist es nicht @glich den
Ubergang vom entkoppelten zum schwach gekop-
pelten System irahnlich anschaulicher Weise zu
studieren.

folgenlo. Letzteres ist gleichbedeutend damit, das Kdnnen wir aus dem beschriebenen Modékr-

Problemiiber den Ansatz

Ugp = Aq p €12 (42)

haupt etwasiber Eigenschaften delsungen elas-
tischer Randwertprobleme lernen? Hier ein paar
Notizen:

10Es wird sich erweisen, dass die gekoppelten Differen-
tialgleichungen ir jeweils zwei Frequenzeno o erfullbar
sind. AuBBerdem stellen wir fest, dass in den beiden Eigenmo-
den (symmetrische Schwingung und antisymmetrische Schwin-

gung) des gekoppelten Systems beide Schwinger mit dersel-

ben Frequenz schwingen. Die spezieltesling eines beliebigen

Anfangswertproblems setzt sich dann aus diesen beiden Eigen-

schwingungen zusammen, was zu einer Schwebiihg find
Energieaustausch zwischen den beiden Schwingern.

Oskulationen von Dispersionskurven

e Bei elastischen Randwertproblemen ist die

starke Kopplung die Regel. Normalerweise
kdnnen die Randbedingungen nur durch ei-
ne Kombination der im Vollraum entkoppel-
ten Wellentypen eifllt werden. Dementspre-
chend sind Oskulationen eher selten.

Thomas Forbriger (BFO, Schiltach)
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Takeuchi H. und Saito M., 1972. Seismic surface (dzz B (Cg —K )) ¥(2)=0 (49a)
waves. In: B.A. Bolt (Herausgebeiylethods
in Computational Physics, Seismology: Suim Wellenleiter und
face Waves and Earth Oscillation&cademic

Press, New York and London, Band 11, Seiten d? o2 5

217-295. a2 ?B —-K* ] ]y(2=0 (49b)
Widmer-Schnidrig R., 1997. Non-linear constrainiﬁ,n Kanal, so erBlt man aus Gl. (48a)

for 1-D elastic core structure from the attenua- ' '

tion of 1. In: EOS Trans. AGU, Fall Meee- 1 o2 o2

ting. San Francisco. YVp(2) =Ya(2)—5 KZ — KZ) - (2 — 2)]

Kap L\ Ca c

Woodhouse J., 1988. The calculation of eigenfre- K2 — K2

guencies and eigenfunctions of the free oscil- =Ya(2)——5— (50)

lations of the earth and the sun. In: D.J. Doorn- Kap

bos (Herausgebergeismological Algorithms Durch Einsetzen in Gl. (48b) et man
Academic Press, London, Kapitel IV.2, Seiten

321-370. (kG —K?) (K — K?) yu(2) = K2aKBaYa(2).  (51)

Diese kleine Zahlenspielerei ergibt netter Weise

i ; i_ dasselbe Ergebnnisifdie gleiche Separationskon-
A Gekoppelte leferentlalgle| stante—K? wie es mit Gl. (11) aus den gekoppelten

chungen fir die z-Abhangig- Helmholtz-Gleichungen abgeleitet wurde. Aber der
keit physikalische Gehalt diesétberlegungen ist doch
sehr dirftig.

Spaleshalber will ich noch kurz eine Kopplung
fur die zabhangigen Differentialgleichungen for-
mulieren. Das System von Differentialgleichungen

(26) istaquivalent zu wahlweise einer Differential-
gleichung zweiter Ordnung

((;jzzz - <(;)22 — k2>) yi(2) =0 (47a)

fur die Verschiebung; = uy oder

(- ()rs e

fur die Spannung, = oy, fur den Fall, dass der
Schermodul nicht vorz abrangt. Die gekoppelten
Differentialgleichungenir die beiden Medien lau-
ten dann

(;‘; - (‘*’2 2] )¥o(2) = Kep(2) (48

3
fur den Wellenleiter und
d? ?
(dzz - (cﬁ - kB2>> ¥8(2) = KfaYa(2) (48b)
fur den Kanal.
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