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Einfuhrung

Diese Arbeit habe ich im Rahmen des Graduiertenkollegs 1294 der Deut-
schen Forschungsgemeinschaft durchgefiihrt. Das Arbeitsgebiet dieses Gra-
duiertenkollegs ist ,, Analysis, Simulation und Design nanotechnologischer
Prozesse”. Das beinhaltet die mathematische Modellierung und Simulation
nichtlinearer optischer Effekte und der Wellenausbreitung in sogenannten
photonischen Kristallen. Eine Einfiihrung zu diesem Themenkomplex lie-
fert beispielsweise [DLP*11]. In dieser Arbeit befassen wir uns mit einem
nichtlinearen optischen Effekt, dem sogenannten Kerr-Effekt. Dieser Effekt
kann in photonischen Kristallen kontrolliert werden. Dabei versteht man un-
ter einem photonischen Kristall einen Kristall aus verschiedenen dielektri-
schen Stoffen, der analog zu einem elektrischen Halbleiter zur Manipulati-
on elektromagnetischer Wellen verwendet werden kann, siehe beispielsweise
[JJWM11].

1.1 Der Kerr-Effekt und Solitonen

Im Jahr 1875 entdeckte der Physiker John Kerr, dass gewisse Substanzen
durch das Anlegen eines dufieren elektrischen Feldes ihren Brechungsindex
intensitdtsabhédngig dndern. Dieser Effekt wird heute der elektrooptische Kerr-
Effekt genannt. Er nutzte diesen Effekt fiir die Konstruktion einer Kerr-Zelle,
einer mit einer speziellen Fliissigkeit gefiillten Zelle, durch die er die Polari-
sation einfallenden Lichts modulieren konnte: Schickt man durch die Zelle ei-
ne Lichtwelle mit bekannter Polarisation, beispielsweise durch Verwendung
eines Lasers, so kann man ein elektrisches Signal in ein optisches Signal um-
wandeln, die Anderung der Polarisation der Lichtwelle entspricht der An-
derung des elektrischen Feldes. Der Kerr-Effekt ist ein nichtlinearer Effekt,
der den Brechungsindex einer Substanz quadratisch vom anliegenden elek-
trischen Feld abhdngen lasst. Zwar tritt dieser Effekt bei allen Substanzen
auf, er ist aber meist so klein, dass er von anderen Effekten tiberlagert wird.
In gewissen Fliissigkeiten, wie dem von Kerr verwendeten Nitrobenzol, aber
auch in manchen Kristallen ist der Effekt nutzbar.
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Der Kerr-Effekt hat eine selbstphasenmodulierende Wirkung auf Wellen.
Das heif$t, dass ein Puls, der sich in einem Kerr-Medium ausbreitet, eine Pha-
senverschiebung erfahrt. Unter bestimmten Bedingungen wirkt dieser Effekt
der Dispersion eines Wellenpulses entgegen, verhindert also ein oOrtliches
Auseinanderlaufen des Pulses und schafft dadurch ein sogenanntes Soliton.
Unter einem Soliton versteht man im Wesentlichen eine ¢rtlich begrenzte Wel-
le (eine Einzelwelle, englisch solitary wave) die sich unter Beibehaltung ihrer
Form ausbreitet und die mit anderen Solitonen nur in Form einer Phasen-
danderung interagiert. Das heifst, dass sich zwei aufeinandertreffende Solito-
nen zwar durchlaufen, danach aber wieder ihre urspriingliche Form anneh-
men. Eine genauere Beschreibung sowie Gleichungen, unter deren Losun-
gen Solitonen zu finden sind, bietet [SCM73]. Mathematisch wird ein Soliton
meist durch den Sekans Hyperbolicus beschrieben, siehe beispielsweise auch
[EGCB73] und [Tom80]. In [Tom80] wird dabei ein Solitonbeispiel fiir eine
nichtlineare Wellengleichung in einem Medium bestehend aus zwei dielek-
trischen Stoffen betrachtet und der Brechungsindex einer der Stoffe hangt
nichtlinear vom elektrischen Feld ab, so dass der optische Kerr-Effekt auf-
tritt. Im Grunde handelt es sich also um einen photonischen Kristall, der eine
Solitonausbreitung begiinstigt.

Man findet viele Anwendungen des Kerr-Effektes. In [LMY*13] werden
beispielsweise Solitonen in photonischen Kristallfasern frequenzmoduliert.
In [JYY"12] wird der Kerr-Effekt in Fliissigkristallen zur schnellen Messung
von Elektroden verwendet und in [AAEH13] benutzt man ihn in einer Sili-
zium-Nanokavitit (auch ein photonischer Kristall) zur Herstellung elektroni-
scher Bauteile. Weitere Anwendungen finden sich beispielsweise in [AMKO5,
Kapitel 10].

1.2 Mathematische Beschreibung

Mathematisch wird der Kerr-Effekt durch einen nichtlinearen Brechungsin-
dex n beschrieben, genauer handelt es sich um einen quadratischen Einfluss
des elektrischen Feldes &,

n(€) =no+ x|,

wobei ng > 1 und )((3) die Suszeptibilitdt dritter Ordnung ist. Diese Be-
ziehung verwendet man selten direkt in den Maxwellgleichungen, die die
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in Materie beschreiben. Wir wer-
den darauf in Kapitel 3 zu sprechen kommen. Gewohnlich findet man die
Beschreibung von Wellen unter dem Einfluss des Kerr-Effektes in Form einer
nichtlinearen Schrodingergleichung,

101 + Au 4 x®|u)?u = 0.
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Eine Rechtfertigung dieser Gleichung findet man in [DLP*11, Chapter 5] und
[NM92], fiir eine Diskussion der auftretenden Effekte siehe auch [TN83, Sec-
tion 3.7].

Dr. T. Dohnal® machte mich auf die folgende Fragestellung aufmerksam:
Kann man Solitonen nicht auch direkt iiber die Maxwellgleichungen simulie-
ren, ohne den Umweg iiber die Schrodingergleichung zu gehen? Wenn man
das versucht, dann erhélt man die nichtlineare Wellengleichung

O (u+ f(u)) = Au, (1.1)

wobei f(u) = x®|u|?u ist. Zu dieser nichtlinearen Wellengleichung haben
wir keine Theorie gefunden, die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung
liefern wiirde, ebensowenig waren uns numerische Verfahren bekannt. Es
bietet sich erst einmal an, die linke Seite auszudifferenzieren, dann erhalt
man

o7u + f'(u)o?u + f"(u)(9u)* = Au.

Auch diese Art der Gleichung passt in keine der bekannten Klassen, das liegt
an dem Term (d;u)? auf der linken Seite.

Eine numerische Behandlung dieser Gleichung ist schwierig. Anders als
beispielsweise bei der nichtlinearen Schrodingergleichung liegt fiir (1.1) kei-
ne einfache Energieerhaltung vor. Dies erschwert es, Kriterien zur Konstruk-
tion eines numerischen Verfahrens aufzustellen, aus gleichem Grunde sind
Konvergenzbeweise eines solchen Verfahren nicht direkt ersichtlich.

1.3 Feine Strukturen

Ein zusitzliches Problem bei der Simulation von Wellenausbreitungen ent-
steht, wenn das Medium, in dem sich die Welle befindet, an lokalen Stellen
einer hoheren Auflosung bedarf als im restlichen Medium. Das kann bei-
spielsweise der Fall sein, wenn in ein Medium sehr kleine Strukturen einge-
fiigt wurden oder wenn ein Wellenleiter an einer Stelle verjiingt ist. In diesem
Fall muss man lokal das Ortsgitter sehr fein wihlen, allerdings ist es dann
aber auch zu empfehlen, in der Zeit hoher aufzulosen, damit der Einfluss der
ortlich verfeinerten Stelle auch zur Geltung kommt. Bei expliziten Verfahren
kommt hinzu, dass die Stabilitdt eine kleine, durch die kleinste Ortsgitterwei-
te bestimmte Zeitschrittweite erzwingt. Fiir eine derartige Flexibilitat beno-
tigt man ein Verfahren, das einen ortsabhédngigen Zeitschritt zuldsst, wie es
in [DG09] fiir die Wellengleichung und in [GM10] fiir die Maxwellgleichun-
gen gemacht wurde. Die Zeitschrittverfahren sind jeweils explizit, die Frage
ist, ob man dieses Ziel nicht auch mit einem stetigen Galerkinverfahren in
der Zeit bewerkstelligen kann.

! Aktuell ist Toma$ Dohnal Juniorprofessor an der Universitit Dortmund.
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1.4 Ziele der Arbeit

Wir verfolgen mit dieser Arbeit drei Ziele.
1. Wir mochten das Modellproblem (1.1) besser verstehen.

2. Wir mochten numerische Verfahren mittels der Finite-Elemente-Metho-
de fiir die nichtlineare Wellengleichung definieren und Konvergenz
zeigen.

3. Fir die Problematik feiner Strukturen mochten wir ein lokales Zeit-
schrittverfahren definieren.

Um das erste Ziel zu erreichen, werden wir aus der nichtlinearen Wellen-
gleichung (1.1) mehrere unterschiedliche Problemformulierungen herleiten
und Stabilitdtseigenschaften besprechen. Das fithrt dann zu einem Existenz-
und Eindeutigkeitsresultat.

Der zweite Punkt ist das Hauptziel dieser Arbeit. Wir mochten die nichtli-
neare Wellengleichung mit stetigen Finiten Elementen in Zeit und Ort diskre-
tisieren und zumindest fiir ein Verfahren die Konvergenz zeigen. Wir werden
zwar nicht in der Lage sein, die vermutlich optimale Konvergenzergebnisse
in der Theorie zu zeigen, gehen aber darauf ein, wo der Verlust der Konver-
genzordnung herkommt.

Unser drittes Ziel umfasst die Klarung der Frage, wie man die Idee eines
lokalen Zeitschrittverfahrens auf Finite-Elemente-Diskretisierungen anwen-
den kann und wie sich das dann strukturell in die Implementierung eines
der zuvor vorgestellten Verfahren einfiigt.

Wir mochten hervorheben, dass diese Arbeit nicht das Ziel verfolgt, mog-
lichst effiziente Verfahren zu konstruieren. Uber Effizienz machen mir uns
nur ganz am Rande Gedanken, hier geht es eher um die Frage der Machbar-
keit.

1.5 Aufbau der Arbeit

Diese Arbeit ist folgendermafen aufgebaut. In Kapitel 2 stellen wir die in der
ganzen Arbeit geltenden Notationen und Konventionen vor und wiederho-
len wichtige, wohlbekannte Abschitzungen.

In Kapitel 3 leiten wir aus den Maxwellgleichungen das Modellproblem
her, die nichtlineare Wellengleichung (1.1). Mit dieser Wellengleichung wer-
den wir uns in dieser Arbeit beschiftigen. In diesem Kapitel beschreiben wir
dartiber hinaus mehrere verschiedene Formulierungen des Modellproblems
und geben ein Resultat an, das Existenz und Eindeutigkeit einer Losung lie-
fert.

Danach, in Kapitel 4, leiten wir in die Numerik ein und stellen Finite Ele-
mente Methoden (FEM) und ihre Begrifflichkeiten vor. Wir besprechen die



1.5. Aufbau der Arbeit

Anwendung auf elliptische Differentialgleichungen, aber auch auf zeitab-
hiangige Probleme und erldutern die Ideen, die hinter Konvergenzbeweisen
stehen.

Dann folgt der Hauptteil der Arbeit in Kapitel 5. In diesem Kapitel de-
finieren wir zwei stetige Finite-Elemente-Verfahren zur Approximation der
Losungen der nichtlinearen Wellengleichung. Fiir das erste Verfahren zeigen
wir aufierdem den Konvergenzsatz 5.32. Wir besprechen fiir beide Verfah-
ren die Implementierung und zeigen in numerischen Experimenten, dass das
theoretische Resultat in mehreren Beispielproblemen bestatigt wird.

Schliefslich untersuchen wir in Kapitel 6 den Aspekt des lokalen Zeit-
schrittes fiir stetige Galerkinverfahren und wenden das Verfahren auf die
nichtlineare Wellengleichung an. Numerische Experimente zeigen dann, wie
gut sich das lokale Zeitschrittverfahren bei linearen und nichtlinearen Pro-
blemen verhalt.






Vorbereitungen

In diesem Kapitel geben wir einen Uberblick iiber die Notationen, Konven-
tionen und wichtigsten allgemeinen Resultate, die in der Arbeit verwendet
werden.

In Abschnitt 2.1 fithren wir die grundlegenden Notationen ein und tref-
fen Konventionen. Sobolevraume und ihre Normen besprechen wir in Ab-
schnitt 2.2. Zuletzt geben wir in 2.3 einen Uberblick iiber wichtige Abschit-
zungen.

2.1 Notationen und Konventionen

Die Menge der natiirlichen Zahlen IN beinhaltet in dieser Arbeit nicht die 0,
wir definieren durch Ny die Menge IN U {0}. R sei die Menge der reellen
Zahlen und fiir ein p € Ny und eine Menge M sei IP,(M) die Menge der
Polynome vom maximalen Grad p auf M.

Wir bezeichnen gewo6hnlich mit Grofsbuchstaben Vektoren — dies tun wir
aber nur wenn es sich um Koeffizientenvektoren in den numerischen Verfah-
ren handelt — und mit fettgeschriebenen Grofsbuchstaben Matrizen. Fiir einen
Vektor U sei U; die i-te Komponente von U fiir i € IN und fiir eine Matrix A
sei A;; die Komponente in der i-ten Zeile und der j-ten Spalte fiir i,j € IN.
Ab und zu verwenden wir fiir Vektoren U, V die aus MATLAB® ! bekannte
Schreibweise [U; V] fiir einen Vektor, der durch das Hintereinanderhingen
von U und V entsteht. Die Komponenten von x € RR® bezeichnen wir mit
xi, 1=1,2,3.

Wenn eine Aussage fiir alle Elemente e aus einer Menge E gilt oder gelten
soll, dann schreiben wir das meist hinter die Aussage in Klammern in der
Form (e € E).

Es sei V der Gradient, V- die Divergenz und V x die Rotation, sowie A
der Laplace-Operator. Wir benutzen fiir partielle Ableitungen die abkiirzen-

IMATLAB® ist eine eingetragene Marke von The MathWorks, Inc.
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den Schreibweisen

. d 2 82 _ d 2 _ 82 | —
o = YL d; = 32 Oy, ox;’ aXi - 873612 (i=123).
Ferner sei Ay, x,) := 03, + 93,

() bezeichnet immer ein beschrianktes Gebiet in R? fiir d = 1,2,3 und 9Q
den Rand von Q). Q) sei der Abschluss von Q).

Fiir eine Menge M und N C M sei lly die charakteristische Funktion von N,
also

0, x¢ N,
IlN(x):{1 xeN

2.2 Sobolevraume

Es sei G ein beschrianktes Gebiet, in unserem Fall ist G = () oder ein Zeitin-
tervall. Wir bezeichnen mit LP(G) fiir p € [1, 00| die bekannten Rdume der
p-fach Lebesgue-integrierbaren Funktionen und mit H*(G) fir s € INy die
Sobolevraume beziiglich L2(G), wobei H°(G) := L*(G). Ferner sei H}(G)
der Sobolev-Raum H!(G) mit verschwindender Spur. Genaueres findet man
in [AF03]).

Die Normen der LP-Rdume seien gegeben durch

. 1/p
oo = ([P ar)  farpe 1)
i ey = esssup, ()

und fur die Sobolevraume verwenden wir

) s 12
CUEAER S A
Da wir die L2-Norm und das zugehorige Skalarprodukt hiufig benétigen,
schreiben wir kurz ||-||, fiir die L>-Norm auf G und (-, -) fiir das L?-Ska-
larprodukt tiber G. Im Falle von G = () werden wir in Beweisen die -
Abhiangigkeit der Normen weglassen, wenn keine Verwechslungsgefahr be-
steht.

Weiterhin benotigen wir Sobolev-Réaume fiir Funktionen u: [0, T| — X
fiir einen reellen Banachraum X. Wir verwenden die Rdiume L®(0, T; X) und
L%(0, T; X) sowie die Raume H*(0, T; X) fiir s € IN, wobei die letzteren Riu-
me tiber verallgemeinerte (schwache) Ableitungen in der Zeit definiert seien,
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siehe beispielsweise [Zei90, Section 23.5] und [Eva98, Section 5.9.2]. Als Nor-
men verwenden wir

||“||L°°(0,T;HS(Q)) = €SS SUp.c(o 1) [u(T, ')HHs(Q) ’

T
ey = [ 14(e i dv,
2

7

L2(0,T;H3(QY))

4410, 758050y = ;) H”(i)

wobei 17 die i-te verallgemeinerte Ableitung von u beziiglich der Zeitvaria-
blen sei.

Wir werden nur die folgende, einfachste Version der Sobolev-Einbettung
in dieser Arbeit verwenden, siehe [AF03, Lemma 5.17].

2.1 Lemma. (Sobolev-Einbettung)
Es sei QO C R. Dann ist die Einbettung H'(Q)) < C(Q) stetig. Es existiert also
eine Konstante Cg > 0 mit

[l =0y < Cs l[tll i) 21

fiir alle u € H'(Q)).

Ferner bendtigen wir die Poincaré-Ungleichung, siehe [Eva98, Section 5.6,
Theorem 3].

2.2 Lemma. (Poincaré-Ungleichung)
Essei O C R und u € HY(Q), dann existiert eine Konstante C = C(Q) > 0 mit

[ull, < Cl[Vull,. 22

Dieses Lemma sagt aus, dass die H!-Norm und die H'-Halbnorm auf
H&(Q) dquivalent sind; es existieren also Konstanten C;,C; > 0, sodass fiir
alle u € H}(Q) die Ungleichung

Ci[[Vully < lull, = G [[Vull,.
Daher machen wir hdufiger keinen Unterschied zwischen diesen beiden Nor-
men.
2.3 Wichtige Abschatzungen

Wir wiederholen jetzt noch drei grundlegende Abschidtzungen, die wir in
Abschnitt 5.2.4 stindig benutzen werden. Allerdings werden wir ihre An-
wendung meist nicht explizit erwdhnen.
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2.3 Proposition. (Cauchy-Schwarz)
Es seien u,v € L?(Q)), dann gilt uv € LY(Q) und

[uol[ 11 ay < 2 [lo]l2 -

Als Youngsche Ungleichung bezeichnen wir folgende skalierte Unglei-
chung, die sich einfach mit der binomischen Formel zeigen lasst.

2.4 Proposition. (Youngsche Ungleichung)
Esseien a,b > 0, dann gilt fiir alle € > 0

€ 1
<&p4 12
ab_za +28b

Fiir die Beweise der letzten beiden Abschédtzungen siehe [Eva98, Appen-
dix B].

Das Gronwall-Lemma benotigen wir fiir die Fehlerabschédtzung eines nu-
merischen Verfahrens, das Lemma findet man in [Plal0, Lemma 8.14]

2.5 Lemma. (Diskrete Gronwall-Ungleichung)
Es seien (a)neNy, (bn)nen, nicht-negative Folgen und es existiere ein ¢ > 0 mit
ag < ¢ und

N-1
any <&+ Y bua, (NeN).
n=0
Dann liisst sich ay abschiitzen durch

an < {exp <NZ_:1 bn> (N € N).
n=0

10



Mathematische
Modellierung und
Analysis

In diesem Kapitel leiten wir aus den Maxwellgleichungen unser Modellpro-
blem, eine nichtlineare Wellengleichung, her. Diese Wellengleichung schrei-
ben wir auf mehrere Weisen in ein System erster Ordnung um und zitieren,
wo wir etwas {iber Existenz und Eindeutigkeit von Losungen sagen konnen.

Wir beginnen in Abschnitt 3.1 mit einer kurzen Vorstellung der Maxwell-
gleichungen mit den fiir diese Arbeit wichtigen Substitutionsbedingungen
und verwenden einen speziellen Losungsansatz, um in Abschnitt 3.2 die
nichtlineare Wellengleichung herzuleiten, auf der diese Arbeit basiert. In Ab-
schnitt 3.3 formen wir die Wellengleichung in eine quasilineare Differenti-
algleichung erster Ordnung um und stellen ein Resultat vor, welches eine
eindeutige Losung dieses Problems liefert. Schliefilich schreiben wir die Wel-
lengleichung in Abschnitt 3.4 noch in verschiedene semilineare Differential-
gleichungen erster Ordnung um. Eines dieser semilinearen Probleme bildet
die Grundlage sowohl fiir eines der Galerkin-Verfahren, die wir spéter de-
finieren, als auch fiir das lokale Zeitschrittverfahren in Kapitel 6. Weiterhin
werden wir erldutern, warum ein Existenz- und Eindeutigkeitsbeweis wie in
Abschnitt 3.3.2 hier nicht funktioniert.

3.1 Die Maxwellgleichungen

Die Darstellung dieses Abschnittes basiert auf [Jac75].

In der klassischen Elektrodynamik werden elektromagnetische Wellen
beschrieben durch die Vektorfelder £, D, H, B: R x R® — C3, die Lésungen
der Maxwellgleichungen sind. Diese Vektorfelder sind Funktionen in den Va-
riablen (t,x) € R x IR?, wobei t einen Zeitpunkt darstellt und x einen Punkt
im Raum.



3. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND ANALYSIS

& und H sind das elektrische und das magnetische Feld, D und B sind die
elektrische und die magnetische Flussdichte.
Die makroskopischen Maxwellgleichungen in SI-Einheiten lauten

0
V><5+£:0 inR x R?, (3.1a)
V-B=0 in R x R, (3.1b)
oD , 3
Vx?—[—gzj inR x IR?, (3.10)
V-D=p in R x R>. (3.1d)

Dabei ist 7: R x R® — R3 die elektrische Stromdichte und p: R x R®* — R die
elektrische Ladungsdichte. Wir betrachten nur Medien, in denen weder freie
Strome noch freie Ladungen existieren, es ist also

J =0, p=0.

Weiterhin benétigen wir Bedingungen, die jeweils £ und D sowie H und
B miteinander in Beziehung setzen. Im Vakuum gilt

DZSog, H:]JQB

mit der Permittivitit eg und der Permeabilitit y, die durch

Mo =

omN‘ —

zusammenhdngen, wobei ¢ die Lichtgeschwindigkeit im Vakuum bezeichnet.
In einem Medium dagegen fiihrt das elektrische Feld £ zu einer Verschie-
bung der Ladungen und damit zu einer Polarisation P der Atome. Daher gilt
die Beziehung

D =& +P(E).
Fiir lineare Medien ldsst sich die Polarisation angeben durch
P(E) = eox Ve,

wobei X(l) die elektrische Suszeptibilitit bezeichnet. Wir nehmen an, dass es
sich um ein isotropes Medium handelt, also X(l) eine skalare Funktion ist,
die vom Ort abhédngt. Weiterhin haben wir implizit angenommen, dass die
Suszeptibilitdt nicht von der Frequenz der Welle abhingt, das Medium also
nicht-dispersiv ist. Mathematische Aspekte der frequenzabhédngigen Maxwell-
gleichungen werden beispielsweise in [Sch13] behandelt. Wir schreiben jetzt

D = gpe, €

12



3.2. Eine nichtlineare Wellengleichung

mit der relativen Permittivitit e, = 1+ xV). In nichtlinearen Medien treten
noch zusétzliche Effekte auf, die man durch Hinzuftigen von Termen hohe-
rer Ordnung beschreibt (siehe [Fox12, Kapitel 11]). Wir beachten nichtlineare
Effekte dritter Ordnung und nehmen an, dass wir ein inversionssymmetri-
sches Medium haben, weil in diesem Fall keine quadratischen Nichtlineari-
taten auftreten. Dann erhalten wir die Beziehung

P(E) = eo(xVE + xP|E2E).

x®), die nichtlineare Suszeptibilitit dritter Ordnung, ist ebenso wie x!) eine
skalare Funktion, ein Medium mit diesen Eigenschaften nennt man isotrop.Es
ist also

D =g (sr +7((3)|5]2> E.

Weiterhin skalieren wir die Felder &, B, sodass wir g9 = g = 1 setzen kon-
nen.
Insgesamt erhalten wir die Gleichungen

V><8+?.f:0 inR x R3, (3.2a)

V-B=0 inRxR5 (3.2b)

vxp- & +g‘t(3)’5‘25) —0  inRxR’ (3.20)
V-(e,£+xPEPE)Y=0 inR xR (3.2d)

3.2 Eine nichtlineare Wellengleichung

Um auf unser Modellproblem zu kommen, verwenden wir einen speziellen
Ansatz in den Maxwellgleichungen (3.2). Zundchst wenden wir den Opera-
tor V x auf (3.2a) an und leiten (3.2c) nach der Zeit ab. Zusammen folgt dann
fur £ die Gleichung

2 2(1€2

VX(VX5)+€r%;§+X(3)a(|ailg):O. (3.3)

Auflerdem muss Gl. (3.2d) erfiillt sein.
Wir betrachten ein Medium, dass sich in x3-Richtung nicht dndert. Trifft
eine elektromagnetische Welle in der x;-x;-Ebene auf dieses Medium (das
heifit, der Wellenvektor liegt in der x;1-x2-Ebene), so lassen sich die Maxwell-
gleichung aufspalten in zwei unabhingige Probleme, die man £-Polarisation
und H-Polarisation oder TE-Welle und TM-Welle nennt (eine genaue Erkla-
rung findet man in [JJWM11, Chapter 3] und mit umgekehrter Benennung

13



3. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND ANALYSIS

der TE- und TM-Welle in [Jac75, Chapter 8]). Das elektrische Feld der &-
Polarisation lasst sich durch den Ansatz

0
5(x1, XZ) = ( 0 ) (34)
u(x1, x2)

beschreiben, u ist dann die x3-Komponente des elektrischen Feldes. Da sich
das Medium nur in x1- und x;-Richtung verandert, gilt fiir die Materialpara-
meter 1) = X(l)(xl,xz) und x®) = )((3)(x1,x2). Das fithrt auSerdem dazu,
dass die Bedingung (3.2d) erfiillt ist, denn

V-(e,€ + x¥|£28)

= 0, (1 + xM (1, x2) )1 (21, 22) + x' (1, 22) |1 (31, 22) [Pu(x1, x2))
= 0.

Weiterhin gilt
Vx(VxE) = (V(V-E)—-AE),
und mit (3.4) ist
V-E(x1,x2) = dxyu(x1,x2) =0,
also gilt
VX (VXE)=—Au= Ny vl
Dabher fiihrt der Ansatz (3.4) zu der nichtlinearen Wellengleichung
% (eyu + x|ulu) — Au = 0. (3.5)

In dieser Arbeit machen wir die folgenden zusétzlichen Annahmen und
Anderungen der Notation.

1. x sei Null, also ist &, = 1.

2. )((3) sei eine konstante Funktion, wir nennen sie ab jetzt A und schreiben
firr den nichtlinearen Term

f(u) := Alul*u.

3. Die obige Herleitung kann man auch mit u(x1,x2) = u(x;) durchfiih-
ren, physikalisch entspricht das dann einem Medium, dass nur in der
x1-Richtung inhomogen ist. Wir konnen die Gleichung (3.5) also auch
in R betrachten.

14



3.2. Eine nichtlineare Wellengleichung

4. Wir fiigen auf der rechten Seite noch eine Funktion g hinzu.

Damit gelangen wir zu unserem Modellproblem
7 (u+ f(u)) = Au+g. (3.6)

Wir betrachten diese Gleichung fiir t > 0 auf einem beschrankten Gebiet
Q C R? fiir d = 1,2, 3. Daher benétigen wir die Anfangsbedingungen

u(0,-) = u,
atu(O, ) = o,

wobei 1y, vg: Q — C, und auf I' = dQ) wahlen wir die homogene Dirichlet-
Randbedingung

u(t,-)=0, t>0.

Fiir komplexwertige Funktionen u ist die Differentialgleichung (3.6) zu-
nédchst nicht definiert, weil f nur in 0 komplex differenzierbar ist. Da f aber
unendlich oft reell differenzierbar ist, konnen wir der Differentialgleichung
durch die Identifizierung von C mit IR? einen Sinn geben. Wir werden diese
nichtlineare Wellengleichung nicht in dieser Form verwenden, sondern sie in
ein System erster Ordnung umschreiben. Zur Vorbereitung rechnen wir die
Zeitableitung auf der linken Seite formal aus.

Fiir reellwertige Funktionen folgt im ersten Schritt

Or((1+ f'(u))owu) = Au+g (3.7)
und schliefSlich
(1+ f'(u)oru + f"(u)(du)* = Au+g. (3.8)

Fiir komplexwertige Funktionen setzen wir

Ure := Re(u), Uim:= Im(u),

Sre :=Re(g),  gim:=Im(g).

Diese Indizierung verwenden wir auch fiir andere Funktionen. Fasse f als
Funktion f: R? — R? auf, dann ist

S (e, tim) = Az, + uy) <Z> .

im
In diesem Fall lautet (3.7)

9t(1+ f'(u)[oru]) = Au+g, (3.9)

15



3. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND ANALYSIS

wobei 1 hier die konstante Funktion sei, die in beiden Komponenten den
Wert 1 annimmt. Der Laplace-Operator wird komponentenweise angewen-
det und es gilt

/ o (31’[%8 + uizm>vre + 2ureuimvim
fl] =A <2ureuimvre + (Ufe + 3143, ) Vim

2
- A 3ure + Uim Zureuim Ure
- 2 2 ’
2Mreuim Use + 3uim Oim

Die Gleichung (3.8) lautet im komplexwertigen Fall
Of(u+ f(u)) = ofu+ f'(u)[ofu] + f"(u)[du,0u] = Au+g,  (3.10)

wobei

f”(u) [U w] = A 6urevrewre + 4‘-uimvrewim + 2urevimwim
, = .
2“im’orewre + 4urevimwre + 6uimvimwim

In der Umformung von (3.6) in ein System erster Ordnung beschréanken
wir uns auf den reellwertigen Fall. Dafiir reicht es, reellwertige Anfangswerte
vorzuschreiben. Den komplexwertigen Fall werden wir fiir die numerischen
Verfahren wieder aufgreifen, siehe Abschnitt 5.2.5.2 und Abschnitt 5.3.2.2.
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung von (3.6) lasst sich unter gewissen
Voraussetzungen zeigen, wir werden einen Satz mit einem entsprechenden
Resultat im nachfolgenden Abschnitt 3.3.2 angeben.

Wir unterscheiden im Nachfolgenden zwei verschiedene Arten der Um-
formung von (3.6) in ein System erster Ordnung. Zuerst betrachten wir die
Formulierungen, in denen die Ortsableitungen einen von u abhéngigen Ko-
effizienten besitzen, das fiihrt auf quasilineare Wellengleichungen. Danach
schauen wir uns Formulierungen an, in denen die nichtlinearen Terme von
den Differentialoperatoren getrennt sind, das sind dann semilineare Wellen-
gleichungen.

3.3 AQuasilineare Wellengleichung

Wir konnen (3.6) beispielsweise fiir den Fall g = 0 wie folgt in ein System
umschreiben,

or(u+ f(u)) =V-q, (3.11a)
drq = V. (3.11b)

Wenn die Gleichung v = u + f(u) invertierbar ist, also u = ®(v), und ®
differenzierbar ist, dann erhalten wir daraus die quasilineare Gleichung

8tv = Vq,
diq = @' (v)Vo.
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3.3. Quasilineare Wellengleichung

Das dhnelt dann in der Form den Maxwellgleichungen (3.2) (man denke sich
die Divergenz und den Gradienten ersetzt durch die Rotation). Diese For-
mulierung ldsst sich unter Umstidnden als hyperbolisches System schreiben,
diesen Weg wollen wir in dieser Arbeit aber nicht gehen.

Nun wenden wir uns einer der Formulierungen zu, die uns in dieser Ar-
beit interessieren werden. Eine naheliegende Transformation von Gl. (3.6) auf
ein System erster Ordnung erfolgt durch v := 9d;u. Setzen wir v in (3.8) ein,
so folgt die Gleichung

(1+ f'(u)ow + f"(u)v* = Au +g.

Wir werden dieses System in zwei dquivalenten Formulierungen benutzen.
Eines der numerischen Verfahren basiert auf

di =0, (3.12a)
(1+ f'(u))orw = Au — f"(u)o* + g. (3.12b)
Wir werden nun voraussetzen, dass
1+ f'(u) >0

auf der ganzen Losungstrajektorie gilt. Ware dem nicht so, dann wiirde sich
der Typ der Differentialgleichung éndern; das wollen wir vermeiden. Diese
Bedingung fiihrt aber fiir den kritischen Fall A < 0 dazu, dass u klein genug
bleiben muss. Wir werden mehrfach auf diese Problematik stofien. Fiir die
Analysis setzen wir ¢ = 0 und teilen die zweite Gleichung durch 1+ f'(u).
Wir erhalten dann das System

o (8) = (o a g ) ()
t = 1 "(u)v
o) \rrwb i) \?
0 1 0
(e DO o
T () v N Mk

3.3.1 Stabilitat

In diesem Abschnitt werden wir aus der quasilinearen Formulierung zwei
Stabilititsgleichungen herleiten. Dazu schreiben wir die Gleichungen (3.12) in
variationeller Form. Wir suchen also u,v € L?(0, T; H3(Q)) N H'(0, T; L*(QY))
mit

T T
/0 (Oeu, 1) dt = /O (v,¢1) dt, (3.14a)
[ @ o ga) dt = = (V) + (70 )
+ /0 T(g,cpz) dt (3.14b)
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3. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND ANALYSIS

fir alle ¢ € L2(0, T;L2(Q)), ¢ € L2(0, T; HA(Q))). Es sei A: HY(Q) —
L%(Q) definiert durch

(Awl,wz) = (le, VZUZ) (ZUz € Hé(Q))

Wir testen (3.14) mit ¢; := Au und ¢, := v, dabei ist die Anwendung von A
punktweise in der Zeit zu verstehen, und erhalten

1 T 2 T
5/ 3 (|| Vu||2) dt:/ (Vo, Vi) dt,
0

T
;/ 3 (|[]13) dt+/ )30, 0) dt = / (Vu, Vo) dt
0

Addieren wir diese beiden Gleichungen, so folgt

2/ 3¢ ([[Vul3 + [lo]2) dt+/ ()30 + f"(u)0?,v) dt
— /0 "(g,0) dt. (315)

Es gilt mittels partieller Integration

T T
/0 (f'(u)orv,v) dt :/0 (f'(u)v,0s0) dt

Also lasst sich der Term mit den Nichtlinearitédten in (3.15) umschreiben zu

[ @i+ 7)o, o)

=3 (rweo+ [ w0 @),

Setzen wir das in (3.15) ein, so folgt

[ 31913+ ol) dt + (.08
/ "(u)v?,v dt+/ ¢,0) dt. (3.16)
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3.3. Quasilineare Wellengleichung

Die linke Seite kann man als eine Art Energie auffassen und die rechte Seite
lasst sich abschédtzen. Wir werden spéter sehen, wie man diese Gleichung
verwenden kann.

In H}(Q) x L?(Q) findet man also keine Energieerhaltung, denn dazu
miisste die ganze rechte Seite von (3.16) gleich Null sein. Man kann aber eine
Energieerhaltung in L2(Q) x H~1(Q) zeigen. Zu diesem Zweck testet man
mit ¢; := uund ¢, := A1 ((1+ f'(u))v) (siehe auch [BL94]) und erhalt zum
einen

Z/aqmu /(v@dt (3.17)
und zum anderen
[ AT f @)+ 7)), A )
= _/OT( (1+ f'(u dt+/ “V2g, A7) dt. (3.18)

Dabei haben wir ausgenutzt, dass A1 selbstadjungiert und positiv ist, da-
her lasst sich die Wurzel des Operators definieren. Unter Beachtung der Glei-
chungen

(14 f'(u)dro + f"(u)o* = 3 ((1 + f'(u))v)

und

(A + f'(u)v,u) = (v,u) + (f'(u)u,0)
— (v,u) + 3 (18, )(am+§wmmm

erhalten wir nach Addition der Gleichungen (3.17) und (3.18) die Gleichung

2/ at<HMH2+H.A V214 f(u H + )\HuHL4> dt
—/ 120 A7V20) dt. (3.19)

Fiir g = 0 erhalten wir dann tatsdchlich eine Energie

E(t) = () + A2+ £ @)oo, + A @,

die erhalten wird, unter der Voraussetzung, dass E(t) > 0 ist. Wir bemer-
ken, dass (1 + f'(u))v = 0¢(u + f(u)) gilt. Auf dieser Energie wird diese Ar-
beit aber nicht aufbauen. Denn die nachfolgende Analysis funktioniert dafiir
nicht und die Numerik wiirde so undurchsichtig (womit testet man im dis-
kreten Fall?), dass wir darauf keine Zeit verwendet haben.
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3.3.2 Ein Existenz- und Eindeutigkeitsresultat

In diesem Abschnitt gehen wir kurz auf einen Existenz- und Eindeutigkeits-
satz ein, den wir zusammen mit Prof. R. Schnaubelt fiir das Problem (3.13)
bewiesen haben (siehe [DGS13]).

Um den Satz formulieren zu kénnen, miissen wir einige Voraussetzungen
erkldren. Wir schreiben (3.13) fiir ¢ = 0 in der Form

o =0, (3.20a)
0,0 = Ky (u)Au + Ky (u)0?, (3.20b)

wobei wir wieder Nullrandbedingungen voraussetzen. Wir definieren

und schreiben das System in der Form

d
o) = Aw(t))w(t)

mit dem nichtlinearen Operator

0 I
A £)) = .
@)= (ks Katutyo)
Wir setzen voraus, dass es p,§ > 0 gibt mit
Ky, Ky € C?([—p,p]) und K; > 6. (3.21)

Fiir A < 0 bedeutet das, dass wir p < v/ —3A wihlen miissen.

Es sei QO C RY fiir d = 1,2,3 ein beschrinktes Gebiet mit einem C3-
Rand. Wir beschréanken uns auf reellwertige Funktionen. Wir betrachten den
Laplace-Operator mit Definitionsbereich

D(—A) = H*(Q) N H(Q).
Wir definieren die Raiume

Ho:=L*(Q), Hy:=D((—A)?)
fiir k € IN mit den Normen

o = llplly, Il = [|(=8)"2) .
Weiterhin sei

Xy := Hppr X Hy
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3.3. Quasilineare Wellengleichung

fiir k € INg mit den Normen
’(u’v)|2.)(k = ’u‘%lk+1 + ‘v’%{k

Wir wihlen ein v > 0 fest mit
ulp, <v = ull~ < p

Die Konstante C; im folgenden Satz tritt im Beweis dieses Satzes auf und
hangt mit der Stabilitédt einer Familie von Operatoren zusammen.

3.1 Satz. (Existenz und Eindeutigkeit)

Wir nehmen an, dass (3.21) gilt und es sei wg = (19, v9) € Xp mit |wo|x, < Ciyr
fiir ein 7 € (0,1). Dann existieren ein Zeitpunkt T = T(n,r, |wo|x,) > 0 und eine
Funktion w € CY(0, T; X1) N C(0, T; X)) mit |w(t)|x, < r fiirt € [0, T], die

d

aw(t) = A(w(t))w(t), te]0,T], (3.22)
w(0) = wy
erfiillt. Setzen wir w(t) = (u(t),v(t)), dann ist v = oyu und
u € C(0,T;Hz) NCHO, T; Ha) N C%(0, T; H1)
erfiillt |(u(t),0su(t))|x, < rsowie die Differentialgleichung
o7u = Ky (u)Au + Ko (u)(0;u)?, t€10,T],
u(0) = up, (3.23)

9;1(0) = vy.

Jede andere Losung von (3.23) mit den obigen Voraussetzungen auf einem Zeitinter-
vall [0, T'] stimmt mit u auf [0, min{T, T'})] iiberein.

Gilt fiir f aus (3.6) f € C*(R) und Ky,K; erfiillen (3.21), dann gelten die
Ergebnisse auch, wenn wir in (3.23) die Differentialgleichung durch

o7 (u+ f(u)) = Au
ersetzen.

3.2 Korollar.
Gilt f(z) = Az3 mit A > 0, so gilt Satz 3.1 ohne alle Bedingungen, die r beinhalten.

Der Beweis basiert auf einer Konstruktion von Losungen quasilinearer
Differentialgleichungen von Kato [Kat70] durch die Verwendung der Halb-
gruppentheorie. Wir werden im Folgenden ein paar Begriffe dieser Theorie
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3. MATHEMATISCHE MODELLIERUNG UND ANALYSIS

verwenden, ohne sie hier zu definieren. Daher verweisen wir auf das Stan-
dardwerk [Paz83]. Im Beweis von Satz 3.1 geht man in drei Schritten vor.

Vorbereitend spalten wir den nichtlinearen Operator A auf und schreiben
(3.22) wie folgt,

iw(f) = <K1(21)A Igl) o <8 KZ(S‘)”2>'

=:Ap(w) =:B(w)

Im ersten Schritt linearisiert man das quasilineare Problem, indem man
eine beliebige aber feste Funktion w € &, mit gewissen Eigenschaften wahlt
und das autonome Problem

Sa(t) = (Ao(@) + B@)w(t)
betrachtet. Es l4sst sich nun zeigen, dass (Ao(w), A7) eine unitdre Halbgrup-
pe auf A) erzeugt und dass B(@) eine stetige Storung ist. Daraus kénnen wir
folgern, dass (A(w), A1) eine Kontraktionshalbgruppe auf Aj erzeugt.

Im zweiten Schritt erweitert man dieses Resultat, indem man eine zeitab-
héingige fixierte Funktion w(t) zuldsst und daher das Problem

d .
aw(i}) = A(w(t))w(t) (3.24)

betrachtet. Fiir die Konstruktion eines Losungsoperators benttigt man die
sogenannte Stabilitat der Operatorenfamilie (A(w(t)))c(o,r)- Das ist eine Ei-
genschaft, die aus einer Finite-Differenzen-Approximation herriihrt, es muss
Konstanten M, B > 0 geben, sodass

T A@(tn) . .enA@(tl))H < MeB@++7)
B(x)

fl'jralleT]- >0,j=1...,nund 0 <t <.--- < t, < Tmitn € IN gilt.
Diese Eigenschaft direkt auf X zu zeigen ist schwierig. Sie ldsst sich aber mit
dem ersten Schritt auf A folgern und tiber eine Isometrie von Xy — &> auch
auf X,, sodass ein Interpolationsargument die Stabilitiat auf X; liefert. Da-
mit lasst sich dann ein Losungsoperator Uy (t)wy fiir dieses nichtautonome
lineare Problem konstruieren.

Im letzten Schritt sucht man dann eine Losung von (3.24) mit w(t) = w(t),
man 16st also das Fixpunktproblem

Uw(t)wo = w(t)

auf einer gewissen Menge, die die Wohldefiniertheit der Nichtlinearitdten
gewihrleistet. Man zeigt, dass auf der linken Seite ein kontraktiver Operator
steht und kann dann die Existenz einer eindeutigen Losung garantieren.
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3.3 Bemerkung.

Zwei Bedingungen verhindern den Beweis globaler Existenz von Losungen. Zu-
nichst ist das die Bedingung, dass |w|x, fiir alle t klein bleiben muss, damit durch
1+ f'(u) geteilt werden kann. Das Korollar 3.2 sagt gerade aus, dass diese Be-
dingung wegfillt, wenn A > 0 ist. Die zweite Bedingung ist die lokale Lipschitz-
Stetigkeit der ,rechten Seite”. Diese Bedingung muss fiir beliebige A € R erfiillt
sein. Hier besteht ein Zusammenhang zwischen |w|y, und dem Zeitpunkt T. Je gro-
fler |w) x, ist, desto kleiner ist T. Es gibt nun Beispiele, in denen man die globale
Existenz einer Losung nicht zeigen kann, weil fiir t — T~ die X1-Norm von w ge-
gen Unendlich geht. Ein Beispiel dafiir werden wir in den numerischen Experimen-
ten in Abschnitt 5.4.1 kennenlernen. Man nennt ein solches Verhalten der Lisung
einen blow-up.

3.4 Semilineare Wellengleichung

Bevor wir eine semilineare Formulierung der Wellengleichung herleiten, er-
halten wir das System

v=u+ f(u), (3.25a)
div = w, (3.25b)
orw = Au+g. (3.25¢)

Diese Formulierung eignet sich nicht fiir eine analytische Untersuchung des
Problems, ist aber die einfachste Form, um ein numerisches Verfahren fiir die
nichtlineare Wellengleichung (3.6) zu definieren. Wir werden diese Formulie-
rung in Abschnitt 5.3 als Grundlage verwenden. Fassen wir die ersten zwei
Gleichungen zusammen, so ist

w= 1+ f'(u))ou.
Dann erhalten wir zur Bestimmung von (1, w) das System

(1+ f/(1)d = w,
orw = Au+g.

Dieses System sieht angenehmer aus als (3.12), weil sich der nichtlineare Teil
nicht mehr in der Gleichung mit dem Laplace-Operator befindet. Indem wir
wieder durch 1+ f'(u) teilen, erhalten wir die semilineare Formulierung
f'(u)
ot = —— W,
tU=w + 1+f’(u)w
atw = Au+ g.
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Wir schreiben dieses System in der Form

f'u)
(1) =5 ) () ()
o~ —

~—
=:A

Das ist nichts anderes als die Wellengleichung mit einem nichtlinearen Kraft-
term.

Der Operator A erzeugt eine kontraktive Halbgruppe auf H} (Q) x L?(Q))
mit Definitionsbereich

D(A) = (H*(Q) N Hp(2)) x Hy(QY),

dies zeigt man mit dem Lemma von Lumer-Phillips, siehe [Eva98, 7.4 Thm.
5]. Daher drangt sich die Erwartung auf, dass man mit bekannter Halbgrup-
pentheorie zumindest die Existenz einer Losung der Gleichung (3.26) zeigen
konnte. Damit das funktionieren kann, benotigt man aber die (lokale) Lip-
schitzstetigkeit der rechten Seite (diese Bedingung kennt man schon aus der
Theorie gewohnlicher Differentialgleichung, sie taucht im Satz von Picard-
Lindelof auf). Die Funktion

f'(u)
d(u,w) = ——~—w
)= T )
ist aber keine Lipschitz-stetige Funktion von H}(Q)) x L*(Q) nach H}(Q),
sie ist noch nicht einmal lokal Lipschitz-stetig, da w nur in L?(Q) liegt. Wir
haben versucht, dieses Problem fiir () C R durch die Einfithrung eines ge-
storten Operators A zu umgehen, genauer sei

0 1—ed?
=3 ")
fiir ¢ > 0 auf X¢ := H}(Q) x H}(Q) mit Definitionsbereich
e 3 1 2 _ a2
D(AF) = {y € H(Q)NHY(Q): 2y, = o} .

Bei geeigneter Wahl des Innenproduktes erhélt man durch A® wieder einen
Erzeuger einer kontraktiven Halbgruppe. Die Idee ist es, fiir jedes ¢ > 0 die
Existenz und Eindeutigkeit einer Losung (u¢, w*) des gestorten Problems zu
zeigen und dann die Konvergenz vom (u®, w*) fiir ¢ — 0 zu beweisen. In
diesem Fall ist die rechte Seite lokal Lipschitz-stetig. Die Lipschitz-Konstante
hingt aber reziprok von ¢ ab, geht fiir ¢ — 0 also gegen Unendlich. Das hat
die Folge, dass sich die H!-Norm von u¢ nicht unabhéngig von ¢ beschranken
lasst. Diese Beschrénktheit ist aber notwendig, um 1 + f/(u) > 0 garantieren
zu konnen. Aus diesem Grund fiithrt auch der Stérungsansatz zu keinem Er-
gebnis.
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Die Finite-Elemente-
Methode

In diesem Kapitel werden wir auf die Begriffe und Ideen der Finite-Elemente-
Methoden eingehen, die wir im ndchsten Kapitel verwenden werden.

Wir beginnen mit den grundlegenden Begriffen der Finite-Elemente-Me-
thoden und stellen die wichtigsten Resultate fiir elliptische Differentialglei-
chungen in Abschnitt 4.1 vor. In Abschnitt 4.2 erweitern wir die Anwendung
von Finiten Elementen auf zeitabhdngige Probleme, wir wenden dabei Finite
Elemente auch in der Zeitdiskretisierung an und besprechen das Vorgehen
zum Beweis der Konvergenz eines solchen Verfahrens. Schliefslich gehen wir
in Abschnitt 4.3 noch auf eine Technik der Vereinfachung der diskretisier-
ten Gleichungen fiir nichtlineare Probleme und auf das Losen nichtlinearer
Gleichungssysteme ein.

4.1 Finite Elemente fir elliptische Probleme

Es sei O C RY ein beschrinktes Gebiet mit geniigend glattem Rand. Wir
betrachten die Poisson-Gleichung

~Au=f inQ, (4.1a)
u=>20 auf 0Q). (4.1b)

Ein Finite-Elemente-Verfahren fiir diese Differentialgleichung basiert auf der
zugehorigen Variationsformulierung: Wir suchen ein u € H} (Q) mit

/Q Vu-Vedx = /Qf(p dx (¢ € H}(Q)). 4.2)

Allgemeiner sei a: V x V. — R eine Bilinearform auf dem Hilbertraum V
und b ein Funktional auf V. Gesucht ist dann ein # € V mit

a(u,v) = b(v) (veV). (4.3)

Auf dieses Problem kann man das Lemma von Lax-Milgram anwenden.
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4.1 Lemma. (Lax-Milgram)

Es sei V ein Banachraum und a: V x V — R, sowie b € V', wobei V' der Raum
der stetigen Funktionale auf V sei. Wenn a eine stetige, koerzive Bilinearform ist,
dann existiert genau eine Losung u € V des Variationsproblems

a(u,v) =b(v) (vevV).

Beweis. Siehe beispielsweise [GR05, Lemma 3.6]. O

Im Falle des Poisson-Problems (4.2) sind die Bedingungen erfiillt, wenn
f € L2(Q) gilt (siehe beispielsweise [Hac96, Beispiel 7.2.10]).

Galerkin-Verfahren Um die Losung u von (4.3) zu approximieren, wihlen
wir endlichdimensionale Vektorraume Vj,, W;, und suchen ein u; € V}, mit

a(up,vp) =b(vp)  (vn € W). (4.4)

Dabei nennen wir den Raum V), Ansatzraum und den Raum W, Testraum.
Wenn V;, = W, gilt, dann nennt man ein solches Verfahren ein Galerkin-
Verfahren, ist Vj, # W), dann nennt man das Verfahren zur Abgrenzung hau-
fig ein Petrov-Galerkin-Verfahren. In diesem Abschnitt beschranken wir uns
auf den Fall V}, = W,. Das Verfahren heifst konform, wenn V;, C V gilt. In die-
sem Fall kann man auf Gl. (4.4) wieder das Lax-Milgram-Lemma anwenden
und erhélt Existenz und Eindeutigkeit einer Losung wie in Gl. (4.3). Die Idee
hinter dem Galerkin-Verfahren ist es, eine Folge von Rdumen (V},);cy fiir ei-
ne Indexmenge H zu wéhlen, sodass die zugehorige Losung uy, fiir h — 0
gegen die analytische Losung u konvergiert. Der Index & ist hier schon auf
die Verwendung mit Finiten Elementen ausgelegt; /1 ist die maximale Gitter-
weite.

In dieser Arbeit nennen wir das Problem (4.3) hdufig das kontinuierliche
Problem und Gl. (4.4) das diskretisierte Problem.

Finite Elemente Ein Finite-Elemente-Verfahren ist ein Galerkin-Verfahren,
das sich durch besondere Wahl des endlichdimensionalen Raumes V}, aus-
zeichnet, obwohl die Begriffe ,,Galerkin-Verfahren” und , Finite-Elemente-
Verfahren” haufig synonym verwendet werden.

Wir zerlegen das Gebiet () in eine Familie 7, von Polyedern, die bis auf
deren Rander disjunkt seien. Liegt eine Ecke eines Polyeders K; € 7, auf dem
Rand eines anderen Polyeders K, € 7, dann soll die Ecke auch eine Ecke von
K3 sein. h bezeichne den maximalen Umkreisdurchmesser aller K € 7y,; ver-
kleinern wir also h, so werden die K entsprechend kleiner. Die Vereinigung
aller K € T, sei eine polygonal berandete Menge (), C ), deren Randknoten
auf 0} liegen.
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4.2 Definition.

Man nennt 7, Triangulierung von Q. h > 0 ist der Diskretisierungsparameter,
den wir Gitterweite nennen. Weiterhin ist jedes K € 7j, ein Element, wenn wir
von der Triangulierung reden.

In R besteht eine Triangulierung aus einer Zerlegung von () in Intervalle, in
R? beispielsweise aus einer Zerlegung in Dreiecke und in R® beispielswei-
se aus einer Zerlegung in Tetraeder. Der Einfachheit halber sei () polygonal
berandet und ), = (). Das Vorgehen fiir den allgemeinen Fall nicht poly-
gonal berandeter Gebiet mit isoparametrischen Elementen findet man bei-
spielsweise in [Cia02, Chapter 4.3].

Fiir ein p € N definiert man dann den Finite-Elemente-Raum S =
Su(7Ty) auf der Triangulierung 7j,. Die Funktionen aus S} seien stiickweise
definiert. Gewohnlich sind sie auf jedem Element K € 7;, Polynome. Dazu
kommt bei konformen Verfahren noch eine globale Stetigkeitsbedingung, die
vom verwendeten Raum in der variationellen Formulierung abhéngt. Denn
damit beispielsweise S| C H}(Q)) erfiillt ist, miissen die Funktionen S} auf
() stetig sein. Diese Stetigkeitsbedingung liefert der folgende Satz [Bra03,
Satz 5.2].

4.3 Satz.
Sei k > 1. Eine stiickweise beliebig oft differenzierbare Funktion v: Q) — R gehort
genau dann zu H*(Q)), wenn v € CF-1(Q) gilt.

Dieser Satz liefert uns die notwendige Information, um die Finite-Elemente-
Réume fiir H}-konforme Finite Elemente definieren zu kénnen.

4.4 Definition. (Finite-Elemente-Riume)
Fiir p € N ist der Finite-Elemente-Raum des Grades p fiir H}(Q)-konforme
Finite Elemente gegeben durch

SP= {(p € C(Q): ¢yn =0,¢|x € Py(K),K € 771}

Fiir p = 1 spricht man von linearen Elementen und fiir p = 2 von quadratischen
Elementen.

Ein Aspekt, der fiir die Implementierung eines Finite-Elemente-Verfahrens
wichtig ist, ist die Auswahl einer Basis des Finite-Elemente-Raumes S/’. Jede
Funktion in S kann durch die Koeffizienten beziiglich der gewéhlten Ba-
sis dargestellt werden. Wir mochten nur noch diese Koeffizienten berechnen.
Die Basis legt man durch die Wahl sogenannter Freiheitsgrade fest, einer Fa-
milie

Fi={®:8 - R,i=1,..., M}
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von M linearen Funktionalen auf S[l’ . Diese Menge soll so gewahlt sein, dass
die Vorgabe der Werte dieser Funktionale eine Funktion in S} eindeutig fest-
legt. Die zugehorige Basis {¢; € S} : i = 1,..., M} erhlt man aus der Bedin-
gung

g ES), ®ilg)=06 (i,j=1,...,M).
Ein wichtiges Beispiel wollen wir jetzt betrachten.

4.5 Beispiel. (Lineare Lagrange-Elemente)

Essei N, = {1,..., M} die Menge der Indizes der im Inneren von () liegen-
den Ecken x; (auch Gitterpunkte genannt) aller K € 7;. M ist die Dimension
von S.. Wir nennen ), die Knotenmenge und identifizieren die x; mit ihren
Indizes. Die linearen Lagrange-Elemente (auch Knotenelemente oder nodale Ele-
mente) bestehen aus dem Raum S}’f und den Freiheitsgraden

Fn={Py: ®y(u) =u(x,),u € C(Q),veN}.

Das sind die Punktauswertungen in den Knoten aus Vj,. Fiir QO C R sind die
entsprechenden Basisfunktionen dann die Hutfunktionen, das heifst stiickwei-
se lineare Funktionen ¢, mit

@v(xy) = Sy (v,v' € My).

Fiir p > 1 muss man die Knotenmenge entsprechend erweitern, bei quadra-
tischen Elementen nimmt man beispielsweise zusitzlich zu den Ecken aller
Elemente noch die Seitenmittelpunkte der K € 7;, hinzu. Haufig gibt man
einfach nur die Basis von S;: an, ohne eine Erwdhnung der Freiheitsgrade.
In Abschnitt 6.1 werden wir genau dies fiir eine hierarchische Basis machen.
Wir beachten, dass die Gitterpunkte und die Knoten nur im Fall linearer Kno-
tenelemente gleich sind.

Im Folgenden nehmen wir an, dass die Freiheitsgrade der Knotenmenge
durch v — &, fiir v € N}, zugeordnet werden koénnen. Dann identifizieren
wir sprachlich jeden Knoten mit seinem zugehorigen Freiheitsgrad.

4.6 Bemerkung.
Wir beachten, dass der Begriff ,Element” kontextabhiingig verschiedene Dinge be-
zeichnen kann.

1. Es kann sich um ein K € T, handeln,

2. um den Funktionenraum mit dem Fokus auf dem zugrundeliegenden Poly-
nomgrad (zum Beispiel , lineare Elemente”),
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3. um den Funktionenraum mit dem Fokus auf die Freiheitsgrade oder die Basis
(zum Beispiel ,nodale Elemente”)

4. oder um das Finite Element mit Fokus auf die globale Stetigkeitsbedingung
(zum Beispiel ,stetige Elemente”, ,stetig differenzierbare Elemente”).

Nach dieser Vorarbeit konnen wir Gl. (4.4) als ein lineares Gleichungssystems
schreiben.

4.7 Definition. (Diskretisierungsmatrizen, Koeffizientenvektor)
Die Massematrix M € RM*M und die Steifigkeitsmatrix K € RM*M der Orts-
diskretisierung seien fiir die Knoten v,v’ € N, gegeben durch

Ml/’,v = ((Pvr 471/’)/ KV’,V = ﬂ(q)v, (Pv’)-
Man beachte dabei die Reihenfolge der Indizes. Weiterhin sei
u:= (uv)ve/\/h € RM

der Koeffizientenvektor von uy,, das heifdt auf () ist

up(x) = Z U, ¢y (x).

veN;,

Dann ist Gl. (4.4) d4quivalent zu
KU = F, (4.5)

mit F = (F,)yen;, und F, := b(¢,). Die Massematrix wird in diesem Problem
nicht benotigt, sie taucht im nédchsten Abschnitt bei der Zeitdiskretisierung
auf.

Wir nennen u — uy, die Fehlerfunktion oder kurz den Fehler. Eine Fehler-
abschétzung fiir das Poisson-Problem erhilt man mithilfe des Lemmas von
Céa. Dabei bezeichne ||-||,, die Norm auf V.

4.8 Lemma. (Céa)
Fiir den Fehler u — uy, gilt

Ju—wylly < C inf fu—oyly
v;,eSf

fiir eine Konstante C > 1, die nur von der Koerzivitits- und von der Stetigkeitskon-
stante der Bilinearform a abhingt.

Beweis. Siehe beispielsweise [Hac96, Satz 8.2.1]. O

Der Fehler in der Norm, die man héufig auch Energienorm nennt, lasst
sich also im Wesentlichen durch die Energienorm der Bestapproximation im
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Finite-Elemente-Raum abschitzen. Die Bestapproximation ldsst sich wieder-
um dadurch abschitzen, dass wir ein Element v), € S,f wdhlen, das , genti-
gend nahe” an u liegt. Dafiir verwendet man gew®ohnlich eine Interpolation
von 1 in S} . Alle Finiten Elemente besitzen eine natiirliche Interpolation ge-
geben durch

L := 2 D, (u)g@y.
I/E./\[h

Damit diese Interpolation wohldefiniert ist, muss ®, () definiert sein. Da-
fur benotigt man eine gewisse Glattheit von u. Fiir nodale Elemente bedeutet
das beispielsweise, dass die Knotenauswertung wohldefiniert sein muss. Al-
so ist die Stetigkeit von u erforderlich. Ist u nicht stetig, so greift man auf
eine andere Interpolation zurtick, beispielsweise eine Clément-Interpolation,
die glattend wirkt und nur u € L?(Q)) benétigt (vergleiche [BS08, Chapter
4.8] oder das Originalpaper [Clé75]). Die Soboleveinbettung (2.1) liefert die
Stetigkeit von u fiir

HY(Q), d=1,
uec
H?*(Q), d=2,3.

Dann kann man durch das Bramble-Hilbert-Lemma [Bra03, Lemma 6.3] be-
weisen, dass fir u € H'(QQ) mit 2 < r < p + 1 unter weiteren Bedingun-
gen an die Triangulierung die folgende Abschdtzung gilt, siehe dazu [Cia02,
Theorem 3.2.1],

[ = Tt 2y + 11V (= Bitt)[[ 2 < CH V0] 20y -
Zusammen mit dem Lemma von Céa folgt die Fehlerabschadtzung

IV (1= up)|| 2y < C inf IV (1= vp) 120y < Ch1 [V ull 2 - (4-6)

[ZASA

Mittels eines Dualitdtsarguments und zusétzlicher Bedingungen an das Ge-
biet Q) kann man fiir die L2-Norm des Fehlers eine Ordnung in h gewinnen,
vergleiche mit [Cia02, Theorem 3.2.5]. Dieses Argument werden wir aber in
dieser Arbeit nicht benétigen.

4.9 Bemerkung. (Elliptische Projektion)
Wir beobachten, dass aus (4.2) und (4.4) fiir konforme Verfahren die Gleichung

a(u —up,op) =0 (04 € Vjy)

folgt, die sogenannte Galerkin-Orthogonalitét. Fiir die Poisson-Gleichung bedeu-
tet das

(V(u—up), Vo) =0  (p€S)).
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uy, ist also die orthogonale Projektion von u auf den Raum S{: beziiglich des H}-
Skalarproduktes. Diese orthogonale Projektion kinnen wir auf dem Raum H}(Q)
definieren, wir schreiben sie Pg und nennen sie die elliptische Projektion auf S}.
Fiir diese elliptische Projektion konnen wir jetzt die Abschitzung (4.6) verwenden,
es gilt also fiir w € H'(Q) N H}(QY)

lw = Pew| 2 + 1 [|V(w = Prw)|| » < CH[|V7w] 2.

Das gilt deswegen, weil w trivialerweise (4.3) mit a(u,v) = (Vu, Vo) und b(v) :=
(Vw, Vo) lst. b ist dank der Stetigkeit von a ein stetiges Funktional auf H}(QY).
Prw ist dann die Losung des zugehdrigen Problems (4.4) mit Vi, = W), = Sf .

4.2 Ein Petrov-Galerkin-Verfahren fir zeitabhangige
Probleme

In diesem Abschnitt erweitern wir die Diskretisierung elliptischer Differen-
tialgleichungen auf die Diskretisierung zeitabhiangiger Differentialgleichun-
gen durch ein so genanntes Petrov-Galerkin-Verfahren. Ein solches Verfahren
unterscheidet sich vom klassischen Galerkin-Verfahren dadurch, dass der
Ansatz- und der Testraum nicht iibereinstimmen. Wir beginnen damit, das
Standardbeispiel parabolischer Differentialgleichungen, die Warmeleitungs-
gleichung, mit einem Petrov-Galerkin-Verfahren in Zeit und Ort zu diskreti-
sieren. Dies dient zur Illustrierung der Anwendung des stetigen Galerkinver-
fahrens in der Zeitdiskretisierung. Das dort besprochene Vorgehen wenden
wir danach auf die Wellengleichung an und zeigen, auf welche Art und Wei-
se man eine Abschidtzung des Diskretisierungsfehlers erhalten kann.

4.2.1 Zeitdiskretisierung durch ein Petrov-Galerkin-Verfahren

Es sei O := (0, T] x Q) und wir betrachten das Rand-Anfangswertproblem

oru+Au=f in Q7, (4.7a)
u=20 auf [0, T| x 9Q), (4.7b)
U = 1 auf {0} x Q. (4.7¢)

Wir folgen der Darstellung schwacher Losungen in [Eva98, Chapter 7]. Wir
fassen u als Funktion von [0, T] nach H}(Q)) auf, genauso sei f: [0,T] —
L%(Q). Wir definieren dann eine schwache Lisung von Gl. (4.7) durch eine
Funktion u € L2(0, T; H}(Q)) mitu’ € L*(0, T; H-1(Q)), die

(', p) = (Vu, Vo) =(f.9) (¢ € Hy(Q)) (4.8)
fiir fast alle t € [0, T] erfiillt und der Anfangsbedingung u(0) = 1o geniigt.
Dabei ist (-, ) die duale Paarung auf H1(Q) x H}(Q). Die Anfangsbedin-
gung ist wohldefiniert, da unter den obigen Voraussetzungen fiir die Losung
u € C([0, T]; L2(QQ)) gilt (vergleiche [Eva98, Section 5.9.2, Theorem 3]).
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Im Folgenden sei der Einfachheit halber f = 0. Wir setzen wie zuvor

a(u, ) = (Vu, Vo)

und schreiben Gl. (4.7) als Variationsproblem in L?(0, T; H} (Q2)), wir suchen
also ein u € H'(0, T; L>(Q)) N L2(0, T; H} (Q)) mit

/0 "0, 9) + a(u, ) dt = 0 4.9)

fiir alle ¢ € L?(0, T; H}(Q))) mit der Anfangsbedingung

u(0) = up € H}(Q). (4.10)

Fiir die Definition einer Volldiskretisierung von (4.9) gibt es verschiedene
Vorgehensweisen.
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1. Die horizontale Linienmethode oder Rothe-Methode besteht aus einer Semi-

diskretisierung von (4.9) beziiglich der Zeit. Man kann dazu jedes Ver-
fahren zur Diskretisierung beziiglich der Zeitvariablen benutzen, zum
Beispiel Finite Differenzen (siehe [GR05, Kapitel 5.2.4]) oder das uns-
tetige Galerkinverfahren (siehe [Tho97, Chapter 12]). Das fiihrt auf ein
Zeitschrittverfahren, in diesem Fall eine Folge elliptischer Probleme, die
man schrittweise 16st und in jedem Zeitschritt die Losung des semidis-
kretisierten Problems zu einem bestimmten Zeitpunkt in [0, T] erhilt.
Die elliptischen Probleme werden dann wieder diskretisiert, beispiels-
weise durch Finite Elemente wie im vorherigen Abschnitt. Die Rothe-
Methode ermoglicht es, die Ortsdiskretisierung fiir jeden Zeitschritt zu
variieren, siehe beispielsweise [B]74] und [VF80].

. Die (vertikale) Linienmethode besteht aus einer Semidiskretisierung be-

ziiglich des Ortes. Man erhilt ein System gewohnlicher Differentialglei-
chungen, das man mit dem préferierten numerischen Verfahren 16sen
kann. Diese Methode bietet sich an, wenn man den Zeitschritt variabel
(im Ort) wahlen mochte, die Ortsdiskretisierung aber nicht zeitabhan-
gig sein soll.

. Eine dritte Moglichkeit verwendet unstrukturierte Gitter auf Qr. In

diesem Fall macht man keinen Unterschied zwischen der Zeit- und den
Ortsvariablen. Daher erhilt man auch kein Zeitschrittverfahren. Die-
ses Vorgehen vergrofiert das zu losende Gleichungssystem, betrachtlich
(man muss es allerdings auch nur einmal 16sen). Es gibt Probleme, in
denen ein unstrukturiertes Gitter notwendig ist, sei es bei der Anwen-
dung adaptiver Strategien simultan in Ort und Zeit, sei es, weil man
nur auf diese Weise eine gute Approximation erhilt, siehe beispiels-
weise [HHO90].



4.2. Ein Petrov-Galerkin-Verfahren fiir zeitabhdngige Probleme

In Abb. 4.1 sehen wir den Unterschied der Zeit-Raum-Gitter zwischen der
Rothe- und der Linienmethode. In der Rothe-Methode dndert sich das Orts-
gitter in jedem Zeitschritt, in der Linienmethode dndert sich das Zeitgitter
in jedem Ortsknoten. In diesem und dem néchsten Kapitel sehen wir davon

t5 ® T
ty —eo )
t3 TS ° ° ® )
)
) )
ty ) )
fl d d °
) )
to . 0
(@) X1 X2 X3 X4 X5
(a) Rothe-Methode (b) Linienmethode

Abbildung 4.1: lllustrierung der Unterschiede zwischen Rothe- und Linien-
methode.

ab, das Ortsgitter zeitabhdngig oder das Zeitgitter ortsabhdngig zu definie-
ren. Daher spielt es keine Rolle, ob wir nach der Rothe-Methode oder der
Linienmethode vorgehen. In Kapitel 6 aber definieren wir ein Zeitschrittver-
fahren, welches einen ortsabhdngigen Zeitschritt zuldsst. Daher werden wir
die Linienmethode verwenden.

Wir wihlen im Ort H}(Q)-konforme Elemente, wie wir es im vorheri-
gen Abschnitt besprochen haben. Wir haben also einen endlichdimensiona-
len Unterraum S! von H}(Q) und definieren die Semidiskretisierung von
(4.9) durch die Bestimmung von u;, € H(0, T; S,’: ) mit

(Ot1tn, @) +a(uy, ) =0 (pedsh),

4.11
up(0) = uj) € S} 1)

fiir fast alle t € (0, T), wobei u) eine geeignete Projektion von ug auf den
Finite-Elemente-Raum sei. Gl. (4.11) lasst sich als lineares Anfangswertpro-
blem schreiben, es ist

MU’ + KU =0 (4.12)
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fir t € (0,T) mit der Anfangsbedingung U(0) = Uy, wobei Uy der Koef-
fizientenvektor von u ist. U ist der zeitabhingige Koeffizientenvektor der
Finite-Elemente-Losung u;,, das heifst

up(t,x) = Y Uy(t)pu(x).

VEN;,

Im n&chsten Schritt diskretisieren wir Gl. (4.11) auch in der Zeit. Wir behan-
deln Zeit und Ort dhnlich, benutzen also auch ein Finite-Elemente-Verfahren
zur Zeitdiskretisierung. Dazu sei 0 = ty) < t; < --- < ty = T und wir
definieren damit ein Zeitgitter

77( = ﬁ(O, T) = {to,. ..,tN}

tiber [0, T] fiir N € IN. Wir definieren die Zeitschrittweite sowie die maximale
Zeitschrittweite durch

kl’l::ti’lJrl_tl’l (TZZO,...,N—l),

k:= ax k.
n=0,...,N—1

Weiterhin setzen wir
IVl = [tn,tn+1] (ﬂ:O,...,N—l).

4.10 Definition.
Wir definieren den Finite-Elemente-Raum H!(0, T)-konformer Elemente fiir
g € N durch

81 =81(0,T) := {l[) e C([0,T)): 9|, € Py(L),n=0,...,N— 1}.

Auflerdem setzen wir

S = {4:: 0,T] »R| ¢, eIPo(In),n:O,...,N—l}.

Damit wir eine Knotenbasis dieses Raumes definieren konnen, benétigen
wir fiir ¢ > 1 mehr Knoten als in 7 liegen und wir setzen fiiri =0,...,q

i
tni = tn +kn—.
n,z n l’lq

Es gilt t,; = ty110 = tyr1. Wir definieren dann eine nodale Basis von SZ
durch

me S wt(t,) = Oumdi; fiuri,j=0,...,gundm,n=0,...,N.
Iwb] k lP] ’ ] J q
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4.2. Ein Petrov-Galerkin-Verfahren fiir zeitabhdngige Probleme

Gl. (4.11) ist jetzt die gewdhnliche Differentialgleichung, die wir mit Fini-
ten Elementen behandeln wollen. Wir machen also den Ansatz

N-1 49 ,
u(tx) = Y (u8f0¢8<t>+ y 2u3'1¢?<t>)<ov<x>.

veN;, n=0 i=1

Das ist ein Tensorproduktansatz, wir definieren den Tensorproduktraum entspre-
chend wie folgt.

4.11 Definition. (Tensorproduktraum)
Fiir g € N definieren wir den Tensorproduktraum durch

SlosS) ={p: 0r >R | p(t,x) = p(t)o(x), p € S], 9 € S} }.

Wir bestimmen die Funktion uy, schrittweise fiir jedes Teilintervall I,,,
indem wir Gl. (4.11) mit Basisfunktionen von P, 1(Iy), die durch 0 auf (0, T)
fortgesetzt werden, fiir allen = 0, ..., N — 1 multiplizieren und tiber t von 0
bis T integrieren. Wir suchen also uy;, € S,i’ ® S[: mit

| @it ) + i, 9) At =0 (9 € Pya(l) 9 S)), (4.13)

n

fiir alle n = 0,...,N — 1 und mit der Anfangsbedingung uy,(0) = u). Die
Diskretisierung der Wellengleichung findet man in dieser Form bei [AMS89].

4.12 Bemerkung.

In Gl. (4.13) unterscheiden sich der Testraum und der Ansatzraum. Zum einen sind
die Polynome im Testraum beziiglich der Zeit um einen Grad kleiner als die im An-
satzraum und zum anderen besteht der Testraum aus unstetigen Funktionen auf
[0, T].

Diese Wahl des Testraumes fiihrt zu einem wohldefinierten Verfahren, weil von
den zu bestimmenden Koeffizienten Uﬂ”i, i=0,...,q,der Koeffizient ULZ'O entweder
ein Anfangswert UP ist oder schon im vorherigen Zeitschritt berechnet wurde, denn
fiir n > 0 gilt dank der Stetigkeit der Funktionen in S} @ S} die Gleichung ur =
ura

Galerkin-Verfahren, bei denen sich Ansatz- und Testraum unterscheiden, nennt
man Petrov-Galerkin-Verfahren.

Das Petrov-Galerkin-Verfahren (4.13) in der Zeit nennt man auch stetiges Ga-
lerkinverfahren, man findet die Bezeichnung cG(g) fiir ,,continuous Galerkin”,
wohingegen das unstetige Galerkinverfahren mit dG(q) fir ,discontinuous Ga-
lerkin” abgekiirzt wird (vergleiche [Tho97]). Die Volldiskretisierung, bei der
man auch im Ort stetige Finite Elemente verwendet, schreiben wir kurz als
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4. DIE FINITE-ELEMENTE-METHODE

cG(q) cG(p)-Verfahren. Die Diskretisierung im Ort kann mittels des Tensor-
produktansatzes aber durch einen beliebigen Finite-Elemente-Raum erfol-
gen.

4.13 Bemerkungen.

1. Das stetige Galerkinverfahren in der Zeit findet man beinahe nur in Rand-
bemerkungen in der giingigen Literatur. In [GR05, S. 333] heif$t es beispiels-
weise ,,Diese stetige Galerkin-Methode [...] ist nicht sonderlich beliebt, weil
Raum und Zeit dhnlich behandelt werden und stetige Raum-Zeit-Elemente
vermieden werden konnen...”. Es ist aber nicht klar, warum stetige Raum-
Zeit-Elemente vermieden werden sollten und warum eine idhnliche Behand-
lung von Raum und Zeit so unvorteilhaft ist. Einen sehr viel einsichtigeren
Kommentar findet man in [Tho97, S. 1851, der da lautet ,,Because [the conti-
nuous Galerkin method] has less advantageous smoothing properties than the
discontinuous Galerkin method [...], we shall refrain from a detailed analysis
here.” Der Grund dafiir ist, dass sich cG-Methoden im homogenen Fall mit
Kollokationsverfahren beziiglich der Gaufi-Legendre-Knoten in der Zeit iden-
tifizieren lassen, und diese Kollokationsverfahren wiederum sind dquivalent
zur Verwendung einer diagonalen Padé-Approximation (vgl. [AM89] und
[Hul72]). Diagonale Padé-Approximationen fiihren zu nichtdispersiven Ver-
fahren, fiir die Wellengleichung erhiilt ein cG-Verfahren die Energie, wie es
gewiinscht ist. dG-Methoden entsprechen im homogenen Fall einer subdia-
gonalen Padé-Approximation. Diese Klasse von Verfahren ist dissipativ, dies
bedeutet eine Glittung der Losung (das sind die ,,smoothing properties”, von
denen im obigen Zitat die Rede ist). Eine solche Eigenschaft ist vorteilhaft
fiir die Diskretisierung parabolischer Differentialgleichung, da man fiir diese
weifS, dass sie dissipativ sind, also dass die Losungen iiber die Zeit an Ener-
gie verlieren. Fiir hyperbolische Gleichungen dagegen, bei denen meist eine
Energie erhalten wird, ist eine energieerhaltende Diskretisierung geeigneter.

2. Die Wahl der Finite-Elemente-Riume als Tensorprodukt von Finite-Elemente-
Réumen fiir die Zeit- und die Ortsdiskretisierung erleichtert sowohl die Feh-
leranalysis als auch die Implementierung, da wir die Diskretisierungen von
Zeit und Raum weitestgehend getrennt behandeln konnen.

4.2.2 Diskretisierung der linearen Wellengleichung

In diesem Abschnitt gehen wir kurz darauf ein, wie man die Konvergenz
des im vorherigen Abschnitt vorgestellten Petrov-Galerkin-Verfahrens fiir
die Wellengleichung zeigt. Fiir hyperbolische Systeme erster Ordnung in der
Zeit wird die Konvergenz eines cG-Verfahrens in [Dup73] gezeigt. Fiir die
Wellengleichung in der Form (4.14) finden sich Konvergenzbeweise eines
cG-Verfahrens beispielsweise in [FP96] und [BL94]. Man beachte, dass [FP96]
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4.2. Ein Petrov-Galerkin-Verfahren fiir zeitabhdngige Probleme

von [AMB89] (zur Warmeleitungsgleichung) beeinflusst wurde und wieder-
um [BL94] beeinflusste (in Form eines ,Research Report”, der schon 1991
vorlag). In beiden Arbeiten zur Wellengleichung werden Abschédtzungen so-
wohl in der H}(Q) x L2(Q))-Norm als auch in der L?>(Q)) x H~!(Q)-Norm
bewiesen. Wir beschrianken uns hier auf den ersten Fall, auch wenn der zwei-
te Fall in Hinblick auf die Energieerhaltung (3.19) interessant erscheint.

Wir betrachten die Wellengleichung als System erster Ordnung

oiu =0, (4.14a)
00 =Au+f (4.14b)
auf Q7 := (0, T] x Q) mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen, den An-
fangsbedingungen u(0,x) = up(x) und v(0,x) = vo(x) fir x € Q und

mit f € L%(0,T;L%(Q))). In variationeller Formulierung suchen wir nach
u € HY(0,T; L*(Q))) N L?(0, T; H{(Q))) und v € H'(0, T; L?(Q2)) mit

T T

/0 (Oru, 1) dt :/0 (0, ¢1) dt, (4.15a)
T T T

/0 (350, ¢2) dt = — /0 (Vi V) dt + /O (F, ¢2) dt, (4.15b)

fiir alle ¢y, ¢o € L*(0, T; HL(Q)). Wir verwenden wie schon in Abschnitt 3.3.1
den Operator A: H} (Q) — L?*(Q), der fiir w € H}(Q) definiert ist durch

(Aw, ¢) = (Vw, V) (¢ € Hy(€2)).
Testen wir in (4.15) mit ¢; = Au und ¢ = v, so folgt
1 (T ) T
5 | aclvul at= [ (9o, vu)
2 Jo 0
1 (T ) T T
E./0 3 [[v))2 dt:—./o (Vu, Vo) dt+/0 (f,0) dt.

Addieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir
2 2 2 2 T
[Vu(T) |3 + lo(D)]l; = [ Vuollz + [lovoll3 +2/0 (f,0) dt. (4.16)

Fiir f = 0 ist das eine Energiegleichung beziiglich der Norm auf H}(Q)) x
L*(Q), die fiir w = (wy, wz) € H}(Q) x L?(Q) definiert ist durch

2 2 2
[l g2 7= Ve[ + [wall3-

Diese Energiegleichung wird eine wichtige Rolle bei der Fehleranalyse des
zugehorigen Petrov-Galerkin-Verfahrens spielen.
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4. DIE FINITE-ELEMENTE-METHODE

Wir definieren die Finite-Elemente-Losung der Wellengleichung durch
Ukh, Ok € SZ & S]f mit

/In (Oeugn, 1) dt = /In(vkh/(Pl) dt, (4.17a)
/(atvkh/(l’Z) dt = —/ (Vg Vo) df+/ (f, ¢2) dt (4.17b)
p I, I

furallen = 0,...,N—1und ¢1,¢» € P; 1 ® S,f. Die Anfangswerte fiir
n = 0 seien geeignete Approximationen u{,,v9, von uy und vy im Finite-
Elemente-Raum S}, beispielsweise die elliptischen Projektionen der genann-
ten Funktionen. Die Anfangswerte fiir n > 0 ergeben sich aus der Berech-
nung von Uy, v, auf dem Intervall I,,_;. Ein Vorteil des cG-Verfahrens in der
Zeit ist, dass die Energiegleichung (4.16) des kontinuierlichen Problems au-
tomatisch auch fiir das diskretisierte Problem gilt. Um diese Eigenschaft zu
zeigen, konnen wir nicht direkt so vorgehen wie im kontinuierlichen Pro-
blem, da der Testraum sich vom Ansatzraum unterscheidet. Wir benutzen
daher die L?(I,; L?(Q))-orthogonale Projektion Q%! auf den Testraum (die
prazise Definition verschieben wir auf spater, sie findet sich in (5.7)). Wei-
terhin definieren wir den diskreten Laplace-Operator Aj,: S/ — S/ durch

(Apw, ¢) = (Vw, V) (w9 €S)). (4.18)
Wir testen in (4.17) mit ¢ = Ay, QZ_lukh und ¢, = QZ_lvkh und erhalten wie
zuvor

N-1 .,
98 (T3 + o (TG = [Vl + lefulls + X [ (9 o) .
n=0 vIn

Aus dieser Gleichung folgen sofort Existenz und Eindeutigkeit, denn fiir f =
0 und verschwindende Anfangswerte folgt

IV u(T) |5 + [[ow(T)|5 = 0

und damit vy, = 0 und uy, = 0 aufgrund der Nullrandbedingung. Um Ab-
schdatzungen fiir die Fehlerfunktionen e, := u — uy;, und e, := v — vy, zu er-
halten, mochten wir die Gleichungen (4.15) und (4.17) verwenden. Wir kon-
nen eine variationelle Formulierung fiir den Fehler aufstellen. Sie lautet

] @) at = [ (eog)
In In
/I (atev/(,bz) dt = —/ (Veu, V(f)z) dt,

n n

fiir alle ¢1,¢» € Py_1(I,) ® S] mit gegebenen Anfangswerten e!!, e’. Es ist
jetzt nicht moglich mit ¢; = A, QZ_leu und ¢, = QZ_lev zu testen, diese
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4.2. Ein Petrov-Galerkin-Verfahren fiir zeitabhdngige Probleme

Funktionen liegen ndmlich nicht im Testraum, da im Allgemeinen fiir die
Fehler e, (t),e,(t) ¢ S} fiir t € [0, T| gilt. Daher spaltet man den Fehler bei-
spielsweise wie folgt auf.

ey = (u—1) + (i — ugy) =: pu + Oy, (4.19a)
ep = (v—70) + (0 —vj) =: o+ 6o, (4.19b)

mit 4,0 € SZ ® S,f . Die Zwischenelemente 1,7 kann man auf verschiedene
Weisen definieren. Wir werden darauf in Abschnitt 5.2.4 noch genauer ein-
gehen und fithren hier nur einen Weg vor. Es seien P: L2(0, T; H}(Q))) —
L2(0,T) ® S} und Q: HY(0, T; L*(Q})) — S] ® L?(Q)) Projektionen. Wir defi-
nieren

U:=POu, v:=7PQu.

Im ersten Schritt treffen wir unter gewissen Glattheitsvoraussetzungen an u
und v Aussagen dariiber, wie sich (p,, p») in der Energienorm abhingig von
den Diskretisierungsparametern k und & verhilt. Diese Aussagen legen dann
auch schon das bestmogliche Konvergenzverhalten fiir den Fehler (e, e;)
fest, die wir mit der Aufspaltung Gl. (4.19) erhalten konnen.

Im zweiten Schritt miissen wir (6,,6,) mit der gleichen Fehlerordnung
abschédtzen konnen. Hier verwendet man die Energiemethode, zeigt also,
dass (6,,0,) einer gestorten Version der Differentialgleichung geniigt, also

/In(ateu,qbl) dt = /In(ev,qbl) df + /I"<R1,4>1) d,
/ (3460, o) dt = — / (V6., V) dt + /1 (R, ¢2) dt,

I I
und testet dann mit ¢; = A, QZfl(?u und ¢ = QflGU. In diesem Fall funk-
tioniert das, weil sowohl 0, als auch 6, in S;Z ® Sf: liegen. Ry und R; sind
Restterme, in diesem Fall wieder Projektionsfehler. Es folgt also die Abschat-
zung

190, (tus1) 15 = 11 V0 (t) 13 + 1180 (tas1) 15 — [160(£)113
2 2 2 2
< IVOullt2gr, 2y + 160l 72(r,02) + I VR 72(1,;02) + 1Rl T2, 02) -

Fiir die Restterme benotigen wir wieder Abschdtzungen der Projektionsfeh-
ler. Wenn man diese hat, dann verbleibt nur noch, die Teilresultate in (4.19)
einzusetzen und das Gronwall-Lemma zu verwenden.

Dieses grundlegende Vorgehen werden wir im Beweis der Konvergenz
eines Petrov-Galerkin-Verfahrens fiir das nichtlineare Problem verfolgen (sie-
he Abschnitt 5.2). Da wir fiir die Formulierung dieses Verfahrens weitere Pro-
jektionen bendtigen, werden wir die entsprechenden Definitionen und Ab-
schiatzungen am Anfang des nédchsten Kapitels tatigen.
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4.3 Aspekte der Diskretisierung nichtlinearer Proble-
me

In diesem letzten Einfithrungsabschnitt zu Finite-Elemente-Methoden gehen
wir noch auf zwei Aspekte der Diskretisierung nichtlinearer Probleme ein.
Wir streifen dabei kurz die Diskretisierung stationérer, nichtlinearer Proble-
me und wie man mittels der Produktapproximation genannten Technik die
Implementierung eines Finite-Elemente-Verfahren fiir nichtlineare Probleme
vereinfachen kann. Schliefslich besprechen wir das Losen der resultierenden
nichtlinearen Gleichungssysteme durch das Newton-Verfahren.

Wir betrachten in diesem Abschnitt als Beispiel die Gleichung
—Au = f(u) in Q, (4.20a)
u=20 auf 0Q). (4.20b)

f sei dabei eine Funktion auf R. Wir konnen dieses Problem genauso diskre-
tisieren wie in Abschnitt 4.1. Wir suchen also u;, € S;: mit

(Vup, Vo) = (f(un), 9) (9 €S}).

Dort steht jetzt kein lineares Gleichungssystem mehr, sondern ein nichtlinea-
res Gleichungssystem. In Matrix-Vektor-Form schreibt sich diese Gleichung
als

KU = F(U), 4.21)

wobei F(U) = (F,(U))yen;, mit F,(U) = (f(uy), ¢v) ist. Um dieses Glei-
chungssystem zu l6sen, kann man ein iteratives Verfahren zum L&sen nicht-
linearer Gleichungen verwenden, beispielsweise das Newton-Verfahren. In
jedem Iterationsschritt miissten wir dabei die nichtlineare Funktion neu as-
semblieren. Um das zu kann man die Produktapproximation anwenden.

4.3.1 Produktapproximation

Die rechte Seite in Gl. (4.21) ist aus recheneffizienter Sicht problematisch. Wir
wissen bereits, dass der Fehler des linearen Problems mit f = 0 in der H L
Norm von der Ordnung p ist. Es stellt sich die Frage, ob es notwendig ist,
(f(up), ¢v) zu berechnen oder ob es nicht ausreicht, statt f(u,) eine Projekti-
on dieser Funktion auf S,f zu verwenden. Mit der Darstellung

Uy = Z uvgov
veN,

erreicht man eine solche Projektion ganz einfach durch

f(uh) ~ Z f(Uv)q)u.
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Diese Idee der Knoteninterpolation von f (1) auf Sf stammt aus [CGMSS81]
und wurde dort Produktapproximation getauft. Es folgt

fun), pv) = ) F(U) (v, pur).

veEN),
Setzen wir jetzt F(U) := (f(Uy))ven;,, so lasst sich GI. (4.21) schreiben als
KU = MF(U). (4.22)

Ob diese Approximation in dieser Formulierung funktioniert, hingt mafsgeb-
lich davon ab, welche Basis man fiir S} gewéhlt hat. Unter Umstédnden muss
man noch eine Basistransformation durchfiihren. Wir werden beispielsweise
in Abschnitt 6.2.1 sehen, dass fiir gewisse hierarchische Basen die Produk-
tapproximation eine Basistransformation auf die Knotenbasis erfordert, um
die gewtinschte Genauigkeitsordnung zu erhalten. Denn fiir die Knotenba-
sis funktioniert die Produktapproximation ohne weitere Modifikation, siehe
beispielsweise [CGMSS81] und [TM88].

4.3.2 Newton-Verfahren

Die hier gewihlte Darstellung findet sich in [Kel03, Chapter 1.6]. Das (unge-
dampfte) Newton-Verfahren zur Losung eines Nullstellenproblems

G(x)=0
fir G: RN — RN besteht fiir x; € RN in der Iteration
Xpi1 = Xn — G'(x,) " 1G(xy) (n € IN).

Dabei ist vorausgesetzt, dass G’ invertierbar ist (zumindest fiir alle x, der
Newtonfolge).
Im Fall (4.21) lautet das Nullstellenproblem

G(U) =KU—-MF(U) = 0.

Wir wihlen einen Startwert U; und 16sen iterativ das Gleichungssystem
G'(U,)Urr = —G(U,)

fir die Newton-Korrektur UX" und setzen dann
Uy, = U, + Uk,

Wir miissen uns noch Gedanken dariiber machen, wie man G’ bestimmt. Es
sei U € RN und A € RV*N| F sei wie im vorhergehenden Abschnitt eine
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Vektorfunktion mit F(U) = (f(Uy))ven,. Dann gilt fiiri,j =1,...,N
N
du,(AF(U)); = auy, | Y Auf(Uh)
=1

N
=) Auduf(U)
=1
Wir setzen F'(U) := (f(Uy))ven; und es folgt

Allfl(U]) - Ale’(UN)
—(AF(U)) = : : =: mult(A, F'(U)). (4.23)
Anif'(Up) ... Annf'(Un)

Nattirlich fiithrt man das Newtonverfahren nur fiir eine endliche Anzahl
von Schritten durch. Wir wihlen drei Abbruchkriterien. Es sei n1ma.x € IN die
maximale Anzahl an Iterationen und TOL;, TOLr > 0 zwei Toleranzen. Wir
brechen die Iteration ab, wenn gilt

1. 1 > nmax oder
2. ||uker|| < TOLy oder
3. |[F(Uy)| < TOLE.

Dabei ist ||-|| eine beliebige Vektornorm, wir wahlen immer die euklidische
Norm.
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cG-Verfahren fur die
nichtlineare
Wellengleichung

In diesem Kapitel definieren wir zwei Petrov-Galerkin-Verfahren zur Appro-
ximation der Losung der nichtlinearen Wellengleichung (3.6).

In Kapitel 3 haben wir aus der nichtlinearen Wellengleichung verschie-
dene Problemformulierungen hergeleitet, die sich in die zwei Typen quasi-
linearer und semilinearer Differentialgleichungen einteilen lassen. Als Aus-
gangspunkt der Definition der numerischen Verfahren wéhlen wir auf der
einen Seite die quasilineare Differentialgleichung (3.12), fiir die wir die Exis-
tenz und Eindeutigkeit einer Losung in Abschnitt 3.3.2 besprochen haben,
und auf der anderen Seite die semilineare Differentialgleichung (3.25). Wir
sprechen nachfolgend nur noch von der quasilinearen und der semilinearen
Formulierung, wenn wir uns auf diese zwei Differentialgleichungen bezie-
hen.

Im ersten Abschnitt 5.1 stellen wir die Projektionen vor, die wir im Ab-
schnitt 5.2 zur Definition und Konvergenzanalysis eines Petrov-Galerkin-
Verfahrens fiir die quasilineare Formulierung (3.12) der nichtlinearen Wellen-
gleichung benotigen werden. Im Abschnitt 5.3 definieren wir ein Verfahren
tiir die semilineare Formulierung (3.25) und besprechen, warum die Konver-
genz dieses Verfahrens nicht gezeigt werden konnte. In den letzten beiden
Abschnitten 5.4 und 5.5 werden beide Verfahren mit drei Beispielen getestet
und die Ergebnisse diskutiert.



5. CG-VERFAHREN FUR DIE NICHTLINEARE WELLENGLEICHUNG

5.1 Vorbereitungen

5.1.1 Inverse Abschatzungen

Den Beweis der folgenden inversen Abschdtzungen findet man in [Cia02,
Theorem 3.2.6].

5.1 Proposition. (Inverse Abschitzungen)
Esseim € Ngund I C R ein beliebiges Intervall. Es existiert eine Konstante C, >
0, die nur von m abhingt, sodass fiir alle y € P, (1) die inversen Abschitzungen

1

HyHL‘”(I) < Cu S ||VHL2(1) ’ (5.1)

1
||yt||L2(I) = Cmm ||y||L2(I) (5.2)

gelten.

5.1.2 Projektionen

In diesem Abschnitt behandeln wir die Projektionen, die wir fiir die Definiti-
on eines Petrov-Galerkin-Verfahrens fiir die quasilineare Formulierung ver-
wenden werden und deren Approximationseigenschaften im Konvergenzbe-
weis zur Anwendung kommen. Wir unterscheiden dabei zwischen den Pro-
jektionen beziiglich der Zeit- und denen beziiglich der Ortsvariablen.

Im gesamten Abschnitt gelte r,s € INg. Wir bemerken schon hier, dass
die meisten Resultate, die wir zitieren oder zeigen, auch fiir allgemeinere
Voraussetzungen gelten. Wir beschrdanken uns aber auf die Ergebnisse, die
wir tatsdchlich benétigen.

5.1.2.1 Projektionen in der Zeit

Essei T > 0 gegeben. Wir verwenden die Notationen aus Abschnitt 4.2.

5.2 Definition.
1. Fiir g € N bezeichnen wir mit Qf: H(0,T) — S/ die Projektion defi-
niert durch

Qlw(0) := w(0),
(0:(Qfw), 3¢x) oo 1) = (Orw, D) 201y (Pr € SY),
fiirw € H'(0, T).

2. Bs sei fiir § € Ny die lokale L?-orthogonale Projektion in der Zeit
Qn: L2(1,) — Py(I,) fiir w € L*(I,,) gegeben durch

(sz/qjk)LZ(In) - (wr¢k>L2(1n) (q)k € IP’J(I”»'
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5.3 Proposition.
Fiir alle g € N ist Q] interpolierend beziiglich des Zeitgitters, das heifst

Qlw(ty) :=w(t,)  (n=0,...,N). (5.3)

Daher ist es moglich, Q] lokal auf I, unter Vorgabe des Wertes in t,, zu definieren.
Das heifit, dass die globale Definition von Q] dquivalent ist zur Definition

Q‘Zw(tn) =w(ty),
(0:(Qfw), 0ti) 1o,y = (ew, du)i2r,y  (x € Pa(ln)),
fiirallen =0,...,N —1.

Beweis. Wir setzen fiir t € [0, T]
P (t) := thyg 1 (t) + tallyy, 7 (F).

¢y ist stetig auf [0, T}, linear auf [0, #,] und sonst konstant. Also gilt ¢4 € S/
fiir beliebiges ¢ € IN. Fiir w € H'(0, T) ist dann

T T
Qlw(ty) — Qlw(0) = /0 9:(Q1w) (H)ar(t) dt = /0 i ()ag(t) dt
tn
= orw(t) dt = w(t,) — w(0).
0

Da Q7w(0) = w(0) nach Voraussetzung gilt, folgt die Interpolationseigen-
schaft. Unter Verwendung dieser Eigenschaft konnen wir zeigen, dass man
Q7 lokal definieren kann. Wir testen mit

P(t) = g (6) + g (0 + b8 (£€ [0,T)).

¢x ist stetig auf [0, T, linear auf I, und jeweils konstant auf den Intervallen
[0, 4] und [t,41, T], also gilt ¢ € S/ und die Ableitung verschwindet aufSer-
halb von I,,. Genauer gilt fiir die Ableitung von ¢, im schwachen Sinne, dass
¢ (t) = 1;,(t) ist. Zusammen mit Qw(t,) = w(t,) (dies ist dank der Inter-
polationseigenschaft konsistent mit der globalen Definition), konnen wir die
Definition also auf I,, beschrianken.

Definiert man andersherum Q? lokal fiir allen = 0,...,N — 1, so folgt
die globale Definition aus der Linearitit des Integrals, der stiickweisen Defi-
nition der Funktionen in S} sowie der erzwungenen Stetigkeitsbedingung in
den Gitterpunkten.

O

5.4 Lemma.
1. Esseiw € H?(I,). Dann existiert ein C unabhiingig von w mit

+ ki

Hw - Qiw 12(1,)

1 2
w= Qo SR el 649
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2. Essei w € HY(I,). Dann existiert ein C unabhingig von w, aber abhiingig
von T mit

|w — ngHLz(m < Ch w1 s, - (5.5)

Beweis. In Proposition 5.3 haben wir gezeigt, dass Qjw fiir w € H'(I,) die
lineare Interpolation von w auf I, ist. Diese erfiillt die behauptete Abschit-
zung, siehe beispielsweise [KA03, Theorem 3.25].

Die Abschitzung fiir QY folgt daraus, dass QY die L2-orthogonale Projek-
tion auf IPy ist und daher gilt

Hw_gmmm“:£gﬂW—wﬂmmgHw—ﬂwmm

fiir einen beliebigen Interpolationsoperator Z: H!(I,) — IPy. Wir kénnen bei-
spielsweise den Interpolationsoperator wihlen, der zur Knotenauswertung
im Mittelpunkt des Intervalls I,, gehort, da dieser Operator auf H' stetig ist.
Der oben genannte Satz, [KA03, Theorem 3.25], liefert auch in diesem Fall die
Behauptung. O

5.5 Bemerkung.
Gilt nur w € H'(I,,), dann erhalten wir entsprechend die schwiichere Abschiitzung

fo- e

< Cky HwHHl(In) .

L2(I,)

Wir erweitern beide Definitionen von 97, Q% im L2-Sinne auf Funktionen,
die von t und x abhangen.

5.6 Definition.
1. Wir definieren Qf: H'(0, T; L2(Q))) — S/ ® L2(Q) durch

((Qfw)(0,-), ¢x) = (w(0, ), ¢x) (¢r € L*(Q0)),
/0 " (0:(Q%0), 3y dt = /0 "0, 0upy) At (¢ € 15 12(Q0)),
firw € H'(0, T; L*(QY)).

2. Essei Qf: L?(1,;L2(Q)) — 8] @ L?(Q) fitr w € L2(I,; L*(Q))) definiert
durch

J (@) dt= [ g at  (peS @),

Mit den Ergebnissen von Lemma 5.4 konnen wir die Fehlerabschitzungen
fur die erweiterten Projektionen zeigen.
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5.7 Lemma. (Projektionsfehler bzgl. Zeit)
1. Esseiw € H?(I,; L2(Q)). Dann existiert ein C unabhiingig von w mit

+ky

Hw —Qw L2(112(Q)))

w — Q}w‘

< Chy @l 0200 -
(5.6)

Hl(ln;Lz(Q))

2. Esseiw € H'(I,; L?(Q)). Dann existiert ein C unabhiingig von w mit

Jw — ngHLZ(I,,;LZ(Q)) < Chn |wl| g 1,202y - (5.7)

Beweis. Beide Abschdtzungen werden auf die gleiche Art und Weise mit-
hilfe von Lemma 5.4 bewiesen, siehe auch den Beweis von [AM89, Lemma
2.2]. Wir beschranken uns auf die Abschitzung (5.6) und zeigen sie zunéchst
fiir Funktionen in C®(I,, x Q). Dabei kénnen wir uns auf ein Intervall I,, be-
schrianken, da Q? nach Proposition 5.3 lokal auf I,, definiert werden kann. In
diesem Fall kann die Abschédtzung in der Zeit punktweise im Ort angewen-
det werden, denn es ist

oo = @l =, I ) = Gl ), d

(5.4)
< [ kbt ), dr
= Ck; HwH%—F(In;LZ(Q)) :

Betrachten wir nun eine Folge (w;)ien C C®(I, x Q)), die gegen w in der
H?(I,; L*(Q))-Norm konvergiert, dann gilt die obige Abschatzung fiir jedes
w; und daher auch fiir den Grenzwert w. Genauso zeigt man die Abschit-
zung fiir die H'(I,; L2(Q))-Norm. O

5.1.2.2 Projektion im Ort

Im Ort werden wir nur eine Projektion bendtigen, die elliptische Projektion.
Fir p € N sei S}’f ein H}(Q)-konformer Finite-Elemente-Raum mit Polyno-
men vom Grad p € IN, wie wir ihn in Abschnitt 4.1 definiert haben. Dieser
Raum erfiille die Bedingungen von [Cia02, Theorem 3.2.1], um hohe Appro-
ximationsordnungen zu ermdoglichen. Fiir d = 1 fallen dabei keine neuen
Bedingungen an, daher werden wir darauf hier nicht ndher eingehen.

5.8 Definition.
Die elliptische Projektion Pr: H}(Q)) — S sei gegeben durch

(VPew, Vo) = (Vw, Vo) (pn €S)), (5.8)

fir w € H}(Q).
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Fiir die elliptische Projektion gilt die folgende Approximationsabschédtzung,
wie wir schon in Bemerkung 4.9 angedeutet haben,

5.9 Lemma.

Esseil <r < p+1lundw € H}(Q) N H (Q). Dann gilt unter geeigneten Vor-
aussetzungen an Q) und den verwendeten Finite-Elemente-Raum S die Abschiit-
zZung

[ —Pew|| sy < CH ||wl| () (5.9)
fiirs € {0,1}.

Beweis. Siehe [Cia02, Theorem 3.2.1 und Theorem 3.2.5]. O

5.10 Bemerkung.

Die ,geeigneten Voraussetzungen” reduzieren sich fiir d = 1 auf die Forderung
eines reguliren adjungierten Problems. Im Fall der Poissongleichung ist das adjun-
gierte Problem wieder eine Poissongleichung und es lisst sich zeigen, dass unter den
schon getroffenen Voraussetzungen das adjungierte Problem regulir ist. Siehe dazu
die im Beweis zitierten Theoreme.

Auch diese Projektion erweitern wir zu einer Projektion in ¢ und x im
L?-Sinne.

5.11 Definition.

Wir definieren Pr: H!(L,; H{(Q)) — L*(I,) ® S} fir w € HY(L,; H{(Q))
durch

/1 (VPrw, Vo) dt :/1 (Vao, Vgr) dt (gy € L2(I,) @ SP). (5.10)

Und genau wie zuvor erhalten wir auch fiir diese erweiterte Projektion die
Abschédtzung, die wir nach Lemma 5.9 erwarten wiirden.

5.12 Proposition.
Esseil <r < p+1lundw € L*>(I,; H}(Q) N H(Q)), dann gilt

= Pewl| 2(1,:15(0)) < CH M@l 2,50 (5.11)
fiirs € {0,1}.

Beweis. Der Beweis wird genauso gefiihrt wie der Beweis von Lemma 5.7.
O
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5.1.2.3 Weitere Eigenschaften der Projektionen

Wir werden immer wieder benotigen, dass zum einen die Projektionen be-
ziiglich der Zeit mit der elliptischen Projektion vertauschen und dass zum
anderen die Projektionen beztiglich der Zeit mit den Differentialoperatoren
im Ort vertauschen, ebenso die elliptische Projektion mit den Zeitableitun-
gen. Weiterhin brauchen wir die Stetigkeit der Projektionen in verschiedenen
Normen.

5.13 Proposition. (Vertauschungseigenschaften)
Essei w € L?(0, T; L?(Q)). Die folgenden Gleichungen gelten fiir ¢ € IN, wenn
sowohl die linken als auch die rechten Seiten wohldefiniert sind.

0 Prw = Pgow, (5.12)
VQlw = QlVuw, (5.13)
Vol lw = 9l 'V, (5.14)
PeQl 'w = Q' Pru, (5.15)
PeQlw = QIPrw. (5.16)

Beweis. Die erste Gleichung wird in [AM89, Lemma 2.1] bewiesen. Wir
fiihren den Beweis hier auf, weil sich die restlichen Gleichungen analog zei-
gen lassen.

Essei¢ € H}(0,T) ® Sf. Dann gilt

[ (v (Peow)), ) a

T T
:/O (V(9rw), Vo) dt:/O (0:(Vw), V) dt
= _/T(vw,atw;) dt = —/T(V(PEW)/atV‘P) dt
0 0

- /O (Y (0u(Prw)), V) dt.
Also ist
Pg(atw) = 77]5 (at(PEw)) = at(PEw),

da 9;(Pgw) € L*(0,T) ® S}
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Die zweite Gleichung zeigt man hnlich. Es sei ¢ € S] ® H}(Q) und
ie{l,...,d}, dann folgt

| @(0(Qfw)), i)
= [ (0 @(Qfw)),219) dt = — [ (@(Qfw), 2:219)
/ (¢, 9,9x,¢) dt = /n(ataxiw,a@) dt
= [ @(Q (@), 29) d

Also gﬂt Q{Z (axiw) = Q?<axi ( Q?w)) = axi(Q?ZU)'

Die dritte Gleichung zeigt man mit w € S/ - genauso wie die vorherige
Gleichung, man ersetzt nur (9;-,9;-) durch (-, -), da QZ_l die L2-orthogonale
Projektion auf S/ @ L2(Q) ist.

Mit den Vertauschungseigenschaften der Differentialoperatoren kénnen
wir nun die Vertauschungseigenschaften zwischen Orts- und Zeitprojektio-

nen zeigen. Fiir die vierte Gleichung sei ¢ € 8]? - ® 8P, dann ist

/ (V(Pe(QF'w)), V) dit
_/ V(Ql ), Vo) dt ‘5”"/ (O 'Vuw, V) dt
~ [ (Vu, V) dt = [ (V(Pew), Ve) d

n

(@'Y (Pew), Vg) at O [ (V0] (Prw)), Vo) dt

n

Es folgt
Pe(Q) 'w) = Pe(Q)  (Prw)) = O (Prw),

unter Ausnutzung von Q% (Prw) € Sl e SP. Die letzte Gleichung zeigen
wir wieder genauso wie zuvor, nur dass wir nun (0;-,d;-) statt (-, -) nehmen,
da Q] die orthogonale Projektion beziiglich dieses Innenproduktes ist. [

5.14 Bemerkung.

Wir benotigen die Vertauschungseigenschaften der Operatoren in den beiden Fiillen
w € H2(0,T; H2(Q)) und w € S} ® S}, in diesen Fiillen sind sowohl die linken
als auch die rechten Seiten der Gleichungen wohldefiniert und damit die Proposition
anwendbar.
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5.15 Proposition.
Aus der Definition der Projektionen ol Q7 und Pr erhalten wir fiir ausreichend
glatte w die folgenden Abschitzungen,

-1
|97 )2, 1oy < N0z e (5.17)
Haf(Q?W)HU(IH,LZ) < HathLZ(I”,LZ) ’ (5.18)
”V(PEW)HLZ(I,,,LZ) < vaHLZ(I,,,LZ)' (5.19)
Ferner gilt

|98]| 2y 1oy < € (Illizgr, i + Fn B0l 202 ) (5:20)

und fiir O C R
IPewll 21, 12000)) < Cllwll 2, 1102 - (5.21)

Beweis. Die ersten drei Ungleichungen folgen direkt aus den jeweiligen
Definitionen.

Um (5.20) zu zeigen, verwenden wir die folgende skalierte Sobolevun-
gleichung, siehe [Bur98, Theorem 4.2]. Fiir alle w € H!(I,,) gilt

lllimryy < € (ka2 ool 2,y + K52 191201125, )

Mit dieser Ungleichung und der Interpolationseigenschaft von Q7, Proposi-
tion 5.3, erhalten wir

19wl s,y < ki Q0| s,y < 2 0l sy
< /2 (kM2 1wl 2,y + K2 w2y, )
= C (llwll 21,y + K I3reoll 2y ) -

Dieses Ergebnis ldsst sich wie zuvor auf die erweiterte Projektion {ibertragen.
Die letzte Abschdatzung (5.21) folgt direkt aus der Sobolevungleichung (2.1)
und der schon behandelten Stetigkeit von Pf beziiglich der H}-Norm. [

Weiterhin benotigen wir L*-Abschitzung fiir die Projektionen.

5.16 Proposition.
Essei H = L*(Q) oder H = H*(Q) fiir k € No. Dann gilt fiir w € L°(I,; H)

1
HQtw Lo (1, ) <C HwHLW(In,’H) , (5.22)
1
Hat(Qtw)HLm(L“H) < ClIoswl| o1, 2) - (5.23)
HQQZZ’UHL”(IV,,H) < Cllwll g1, 20) - (5.24)

51



5. CG-VERFAHREN FUR DIE NICHTLINEARE WELLENGLEICHUNG

Fird=1, p € {2,00} und w € LP(I,; L°(Q))) gilt auflerdem
HPEwHLP(In,L“’) <C HwHLP(In,Hl) . (5.25)

Beweis. Die erste Ungleichung (5.22) folgt sofort aus der Interpolationsei-
genschaft (5.3).

Fiir die ndchsten beiden Abschitzungen verwenden wir die inverse Un-
gleichung (5.1) fiir Polynome und die Stetigkeit der Projektionen in der L2-
Norm. Wir zeigen nur (5.24), da (5.23) exakt genauso gezeigt wird.

0 1 -1/2( A0 ~1/2
HQﬂwHL“’(In,H) = ky HanHB(In,H) <k lwll g, m
<k, Ky | oo 1,11y = Wl Lo 1, 1) -

Die erste Gleichung gilt, weil Q)w konstant in der Zeit ist. Also erhalten wir
auch die zweite Abschidtzung (5.24).
Fiir (5.25) verwenden wir punktweise die Sobolevungleichung (2.1). [

5.2 Ein cG-Verfahren fur die quasilineare Wellenglei-
chung

In diesem Abschnitt definieren wir ein Petrov-Galerkin-Verfahren, genauer
ein ¢G(1) cG(p)-Verfahren fiir das Modellproblem (3.6) basierend auf der
quasilinearen Formulierung (3.12). Wir beschrdanken uns zunéchst auf den
Fall reeller Anfangsbedingungen und daher reeller Losungen, und leiten ei-
ne Fehlerabschitzung her. Der Fall komplexer Anfangsbedingungen ist auf-
windiger zu formulieren, vergleiche mit Abschnitt 3.3. Das numerische Ver-
fahren ladsst sich dann aber analog zum reellen Fall definieren. Wir werden
darauf im Abschnitt 5.2.5.2 ndher eingehen. In Abschnitt 5.4.3 prasentieren
wir dann auch ein numerisches Beispiel mit einer komplexwertigen Losung.

5.2.1 Verfahrensformulierung qlw-cG(1) cG(p)

Es sei Y2 k, = T und es seien die Anfangswerte ud,, 0% € S gegeben.
Wir definieren ein ¢G(1) cG(p)-Verfahren fiir (3.12) wie folgt. Wir suchen
Funktionen uy,, vy, € S} ® S} mit

T T
/O (Orttg, 1) dt = /O (v, 1) dt, (5.26a)
T T
/o (QF (1 + f'(uin))0rvp, p2) dt = —/0 (Vi Vo) dt
T
—/0 (Y (" (urn) ) 0k Qy o, $2) dt

T
+ /0 (¢, ¢2) dt, (5.26b)
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fiir alle 1, ¢ € S, R S [; und den Anfangsbedingungen

e (0, ) = udy,

o (0, ) = vy

Wir nennen dieses Verfahren das qlw-cG(1) cG(p)-Verfahren. Im Folgen-
den schreiben wir kurz fiirallen =0,..., N —1

uzh = ukh<t1’ll ')/ th = 'Uk(tn, ')/

wobei wir beachten, dass sowohl uy, als auch vy, stetig beziiglich der Zeitva-
riablen sind.

Aufgrund der fehlenden Stetigkeit der Testfunktionen in S kénnen wir
statt des Problems (5.26) auch eine Folge von Problemen auf den Intervallen
I, 16sen. Das Losen jedes einzelnen Teilproblems nennt man auch das Durch-
fithren eines Zeitschrittes. Wir suchen in diesem Sinne uy,, vy, € S,} ® 8P, die
firallen = 0,..., N — 1 die Gleichungen

/I(at”khr‘;bl) dt = /1 (Vkn, 1) dt, (5.27a)

v in n

/1 (QF (1 + f'(uin) ) 0rvin, o) dt = _/1 (Vg Vo) dt
—/ (0 (f" (usn) ) vin Qs P2) dt

In
+ /In (g, ¢2) dt, (5.27b)

fur alle ¢1,¢» € Po(I,) ® 8[: erfiillen, wobei die Werte u},, v}, entweder
durch den vorherigen Zeitschritt berechnet wurden (n > 1) oder durch die
Anfangswerte gegeben sind (n = 0). Welche Werte N annehmen kann, wer-
den wir im Lemma 5.19 {iber die Existenz einer Losung dieses Gleichungs-
systems bestimmen, sodass T hier nicht notwendigerweise das gleiche T ist
wie im Satz 3.1.

5.17 Bemerkung.
Aus (5.27) folgt die Beziehung

n n kﬂ n n
I/lklj_l — ukh = ?(Ukﬁ_l + Ukh)' (528)
5.2.2 Existenz und Eindeutigkeit

Zundchst mochten wir kldren, was wir tiber Existenz und Eindeutigkeit einer
Losung von (5.27) aussagen konnen. Die notwendigen Bedingungen dafiir
werden den Bedingungen fiir die eindeutige Losbarkeit dhneln, wir werden
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an der entsprechenden Stelle ndher darauf eingehen. Wir setzen der Einfach-
heit halber ¢ = 0. g spielt nur bei der Existenz eine Rolle und liefert einen
zusétzlichen Term, der klein genug sein muss. Um die Abschdtzungen nicht
noch weiter zu erschweren, vernachlédssigen wir also g.

Wir erhalten durch (5.27) ein Zeitschrittverfahren

kn

(”Zﬁrl — Ukps G”l) =5

2

(o~ o 2) = 2 (V0 + ), V)

k”l n n

=S () + 7 () (0 + ) 92)

1
— 5 (PO + F ) (0 = o), 2.

(5.29b)

(o + o 1) (5.29a)

fiir alle ¢1, o € S}. Dabei seien ul},, v}, € S/ gegeben. Wir ersetzen ein vy, in
(5.27b) gemiR (5.28) durch uyy, da uns der Term (v}, 1y v}, )? vor Probleme
stellen wiirde, die wir nicht auflosen konnen. Wir suchen dann die Funktio-

n+1 _n+1 P =
nen uy, ", v~ € §; als Losung von

(st = 91) = 2 (o + o 1) (5.30a)
(o™~ ol 92) = 2 (V(uiy ™ + uy), V)
(G + £ )

< (i — ) (0 + vly), 92)
2 (PO + £ ) ™ o) g2)

(5.30b)

tir alle g1, 2 € S,f.

Weiterhin fithren wir eine Substitution durch, um die Beweise einfacher
zu halten. Wir nutzen aus, dass das stetige Galerkinverfahren in der Zeit bei
linearen Elementen der impliziten Mittelpunktregel entspricht, auch wenn
unsere Verfahrensdefinition in den nichtlinearen Termen der Anwendung
der Trapezregel entspricht. Daher setzen wir

1 1
ntl/2 . 41 n41/2 41
Uy, 7= E(uZh +ug,), vy = §<0Zh + Ugp)-
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Dann erhalten wir aus (5.30) das Gleichungssystem

(”Z}jl/z = Uiy (P1>
k 1/2
=2 (% 91), (5.31a)
(thH/Z — Vkns 902)
k 1/2
=5 (Va2 Vo)
1
— 5 (U =) + £ ) (a7 = iy )02, 2
1

5 (@72 =) + £ ) (72 = 0y 92, (531)
tir alle @1, 2 € Sf.

5.2.2.1 Existenz

Fiir die Existenz einer Losung des Systems (5.31) benutzen wir den folgen-
den Nullstellensatz, der aus dem Brouwerschen Fixpunktsatz folgt (siehe
[ADK91, Lemma 3.1]).

5.18 Satz. (Nullstellensatz)
Essei (H, (-, -)n) ein endlichdimensionaler Innenproduktraum mit Norm ||-||,, =

(-, )%2 Ferner sei F: H — H eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaften.
1. F ist stetig,
2. es existiert ein & > 0, sodass fiir alle z € ‘H mit ||z||,, = « die Abschitzung
Re(F(z),z)% >0
gilt.

Dann existiert ein z* € H mit F(z*) = 0 und es gilt ||z*||,, < a.

Wir setzen H := (S])? und fiir (u,0), (i1,9) € H sei

< <Z> ’ <Z> >H .= (Vu, Vi) + (v, ).

Im néchsten Schritt definieren wir fiir gegebene u},, v}, und k, die Funktion
F=(F,BE): H— H.Esseifir (u,v) € H

k
Fi(u,v) :==u—up, — ?"v.
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Wir definieren ®: H — S/ durch

fiir alle ¢ € S} und setzen
E(u,v) :=v—v}, +P(u,0).

Wir geben b€ (0,1) beliebig, aber fest, vor und starten mit Anfangswer-
ten innerhalb der Kugel

By(8) := {z € H: ||z, < &}

Wie wir in der Bemerkung 3.3 erwédhnt haben, benttigen wir fiir die Losbar-
keit unseres Problem die Bedingung 1 + f'(u) > O fiir alle + € [0,T) und
x € Q. Dafiir wiederum miissen wir ||u|;~ beschrankt halten, zumindest
wenn f’(u) < 0 gilt. Der Zeitraum, in dem das moglich ist, ist genau der Zeit-
raum, in dem eine Losung existiert. Diese Bedingung werden wir in leicht
abgednderter Form auch im Beweis der Existenz benétigen.

Da wir mit H'-konformen Elementen arbeiten, erhalten wir Kontrolle von
||ttkp || mittels Sobolevschem Einbettungssatz 2.1 nur in einer Raumdimen-
sion durch ||0xuy||,. Das ist der Grund, warum wir uns jetzt auf eine Raum-
dimension beschrinken. Wir verwenden also, dass wir fiir z € By(0) mit
z = (z1,22) die Abschétzung

||Zl||Loo <GCs Hax21||2 < ng:: )
zur Verfiigung haben. Wir setzen

[f s = sup [f'(x)

x€B(J)

s = sup |f"(x)].

x€B(J)

7

f' ist auf R lokal Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L ; auf B(4) und
f" ist als Funktion auf R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante L.

5.19 Lemma. (Existenz)
Es existiert ein N € IN so, dass das volldiskretisierte Problem (5.31) eine Lisung
(ufy, v},) in (Sﬁ)Zﬁir allen =1,..., N besitzt. Ferner existiert ein vy > 0, sodass

19xttgylly + okl < (n=0,...,N).
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Beweis. Die Stetigkeit von F ist klar aufgrund der endlichdimensionalen
Raume, auf denen F definiert ist.

Esseid := Haxu,’(lh Hz + Hv,’jh H2 Wir zeigen die zweite benotigte Eigenschaft
von F des Nullstellensatzes 5.18. Es gilt mit z = (u,v) € H

(F(z),z)y = <ax (u — Uy, — k2”v> ,axu) + (v —v},,v) + kz—”(axu, 0x0)

+ % (CF"(2u = ujg,) + £ (ugy)) (u — uigy) 0,0

3 (/= afy) + £ () (0 — o), 0)
= 1903 — (@uaey D) + [ol13 — (e 0)
2 (" @u ) + £ () — )0, 0)
2 (1 @u— ) + (1) (0 — ) )
> [13uul3 — [Batfyll, [19etel, + 101 — el el
P ) + £ ) e e ]2
S N7 )+ £ ) o (013 + el ol
= (Jacull, ~ [y ) eul
(1= = ) + £ ) o
— |1 @ — )+ £ i)l ) ol

- (1 30— )+ ) el ol

Wir wihlen u so, dass ||0xu|), = ||dxu,
Desweiteren definieren wir

1
A=1- 5 f" (2u — uiy) + £ (i) || 1 — 1y || oo
= |1f@u = uy) + () | e
1
B:=1+ > | (2 — uy) + f' (uiy) || o -

Mit diesen Definitionen lautet die zu erfiillende Bedingung fiir die Existenz
einer Nullstelle

,» dadurch féllt der erste Term weg.

Allvll; = Bl[og,ll, = 0. (5.32)

Das wiederum erfordert zundchst, dass A grofSer als Null ist. Es gilt

1
A2 1= 2 [f" 022 =21 (5.33)
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Hier kommt die Losbarkeitsbedingung ins Spiel. Wir setzen voraus, dass ¢
klein genug ist, damit A > 1 gilt. Dies ist mindestens fiir n = 0 moglich, in-
dem wir die Anfangswerte klein genug wihlen. Es existiert also mindestens
ein N € N, sodass A > % fur allen = 1,...,N erfiillt werden kann. B ist
immer positiv. Es verbleibt also, Bedingung (5.32) zu erfiillen. Es ist

B < I+ ’f/}oo,3(5'

Wir wéhlen v so, dass gilt

loll =2 (14 [ z5) 120l -

Dann folgt

1
Allolly = Blloll, = 52 (14 [F | ws) [0l = (14 £ s okl
=0.

Der Nullstellensatz 5.18 liefert die Existenz einer Losung z* € H mit der
Abschdtzung

12l < Nitiyllpr +2(14 1F s ) Wokalls < 2(1+|F'] s )8 5:39)

O

5.20 Bemerkung.

(5.34) liefert uns eine grobe Schranke fiir die Norm der Anfangswerte des jeweils
niichsten Zeitschrittes. Setzen wir die notwendige Losbarkeitsbedingung des konti-
nuierlichen Problems an, also 1+ f'(u) > 0, so muss | f'|, 55 kleiner als 1 bleiben.
Im schlimmsten Fall vervierfacht sich also die Schranke in jedem Schritt.

Weiterhin bemerken wir, dass in diesem Beweis keinerlei Stabilititsbedingung
in Form von Zeitschrittbeschrinkungen auftauchen. Dies liegt daran, dass wir uns
der Substitutionsgleichung (5.28) bedient haben, wodurch die k,-Abhingigkeit ver-
schwunden ist. Die Anwendung der Substitution fiihrt dazu, dass wir statt der Be-
dingung 1+ f'(u) > 0 im Kontinuierlichen hier im Diskreten die Entsprechung
zul+ f'(u) + f"(u)u > 0 fordern. Wiirden wir versuchen ohne die Substitution
zu arbeiten, dann wiirde vy, in der dritten Potenz auftauchen. Es ist nicht klar, wie
man mit diesem Term umgehen muss, da wir keine Kontrolle iiber vy, in L haben.
Fiir f' > 0 kinnte man den Beweis noch geringfiigig verbessern, die Ungleichung
(5.33) liisst sich in diesem Fall zu

A Z 1-— |f”|oo,2(55

dndern. Das dndert aber nichts Wesentliches an der Aussage des Lemmas. Zur Be-
deutung der Existenzaussage siehe Bemerkung 5.22.
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5.2.2.2 Eindeutigkeit
5.21 Lemma. (Eindeutigkeit)
Das Problem (5.27) besitze fiir ein n eine Losung (u},, vy, ) und es sei f'(0) = 0. Ist
fiir ein geniigend kleines «y > 0 die Bedingung
[l 1 02y + 0kl 2) <7

erfiillt, so ist die Losung eindeutig.

Beweis. Esseien (U, V), (U, V) € H Losungen von (5.31) mit
e
Cs’
> v
< =
w7, <

Ul + VI, <

fir ein v > 0. Wir haben hier schon die Konstante Cg der Sobolevunglei-
chung eingefiigt, da dies spéter die Notation vereinfacht.

Wir ziehen die (U, V), (U, V) definierenden n Gleichungen (5.31) voneinan-
der ab und erhalten fiir die Differenzen U — U und V — V die Gleichungen

(U—T, 1) = "gw Vo), 5350
(V- v, $2) = —%"(Eh(u U) 9x¢2)
%(<f”<2 —ully) + " (ufy)) (U — ufy)V

— (72U = ufy) + f" (ufy)) (U — ufy)V, 2)
L @U ) + )V — o)
— (U = uy) + f'(ufy))(V = 0}), 92), (5.35b)

fur alle @1, ¢ € Sﬁ. Wir testen (5.35) mit 91 = A, (U — U), ¢ =V — V (zur
Definition des diskreten Laplace-Operators A, siehe (4.18)) und addieren die
beiden Gleichungen. Es folgt

2 12
=0, + v -],

= S (U ) + £ () (U )V

— (20 — ) + £ () (T — )V, V — )
- LU~ )+ )V o)

— (FU —uly) + f () (V= },), V=V)
—%(11 + L4141,V -V), (5.36)
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mit
L= f(2U — ufy,) (U — uly,)V — 72U — uy) (U — ufy,)V,
b= f(ufy) (U = ufyy)V = (U = ufy,)V),
L= /(22U — ufy) (V = ofy) — U — uy, ) (V — 0jy,),
Iy = f'(ufy) (V= 0fy) = (V=) = f (u)(V = V).
Es ist
L= (f"(2U — ujy) — f"(2U — ufy)) (U — ufy)V
+ £1(2U — ufy) (U = TV + £ (2U — ujy,) (U — uy,)(V = V).

Fiir die einzelnen Summanden von I; folgt
(£ U = upy) = £/ U = ujy)) (U = uy )V, V = V)|

F"U = ) = f"(2U — uf,)

Wi [V -7,

<

_n
Lo U — ugy ||

<Ly Hu- a

— = VI [V -7
U=l VI )

<ty fu-a, ¢y -7

;
<P (|u=al, +[v-v[,).

(f”(zﬁ—u;h)(U—ﬁ)v,V—V))
£U — up,) L
e e PR

1 11 ~1? =112
< 5 1 sy Cor([u =, + v =71,

("0 = ) (@~ ) (V ~ V),V = V)]

<

u=aj i v -]
L 2

~ 112
é v
2

freu—up)|| [[a -,

~112
Wl rly -7

LOO

Insgesamt konnen wir (I;, V — V) abschitzen durch

2
H?

‘(Il,V—?)’ < (’yszn—F;ﬂf”}mM) HU—CI

5 12
N (72Lf”+2,y ‘f//‘oo,?w) HV—VHZ. (5.37)
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Im nichsten Schritt ist
b= f'(ul,) ((u — )V + (U —ul,)(V - V)) )
und damit

(F"gu —tyv,v -7),
S B Y Fa

<17y s U=, v [V -7
1, il 7|
<31y (Ju-all, + [v-713).
(#" ) (T = ) (v =7,V = V)|

S L

~ 112
= 2\f”\00,77HV— VHz'

Daher gilt

2
+§‘f//

~ 1 ~
‘(IZ,V—V)’Si\f/’\om'YHU—UHl 5 1" |eon

~112
vy HV — VHZ. (5.38)

Den dritten Summanden I3 schreiben wir als

I = (U — ) = f' U — ufy))(V = vy) + f' U = ufy ) (V = V).
Dann ist

|((f' (U —ufy) — £/ U — upy))(V = ofy,), V = V)|
< |feu—up) - £ @u—up)|

XV =oull, ||V -7,

<2ty Ju-a], 2|v-7],
<oy (Ju-af}, +[v 7).
und

V-7,

(Feu-uyv-v),v)| < |fea-u| |

, ~ 12
<1l [V =7
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Zusammen ist
- 112 12
(B, V=D)| 2Ly |u=T|| +CLoz+ I |os,) ||V = 7, 5:39)
Zu guter Letzt erhalten wir fiir Iy
~ 112
(v =) < If ., V-7 - (5.40)

Wir schitzen nun (5.36) durch (5.37) bis (5.40) ab und erhalten

|

Cu= (vl +2Lp3y) + v ‘f//‘oo,?w’
Cv = v(YLpr +2Lg130) +57 | o3y + 2 F | o3, -

~ 112 ~ 112 ~ 112 ~
S I R R e T

2
4
2

mit

Solange -y klein genug bleibt, sind Ci; und Cy kleiner als 1, dabei miissen wir
f(0) = 0 fordern. In diesem Fall kénnen wir die Eindeutigkeit der Losung
folgern. O

5.22 Bemerkung.

Die Ergebnisse zu Existenz und Eindeutigkeit sind unbefriedigend, da sie nur einen
Index N € IN liefern, bis zu dem eine eindeutige numerische Losung existiert. Das
bedeutet aber, dass tn gegen Null gehen kann, wenn wir die Zeitschrittweite gegen
Null gehen lassen. Mithilfe der verwendeten Techniken ist ein besseres Ergebnis al-
lerdings auch nicht zu erwarten. Das hingt damit zusammen, dass einerseits uy,
in der H-Norm klein bleiben muss, andererseits die Schranke fiir diese Norm aber
exponentiell abhiingig von n wiichst. Um ein Existenzintervall [0, T| unabhiingig
von k zu erhalten, ist das gewiihlte Vorgehen nicht geeignet. Mithilfe des Konver-
genzresultates Satz 5.32 werden wir aber in der Lage sein, ein solches Intervall zu
garantieren, siehe Korollar 5.34.

5.23 Bemerkung.
Im Nachfolgenden ist der Zeitschrittindex n immer aus {0,...,N — 1} und wir
setzen T := ty.

5.2.3 Stabilitat des Verfahrens

Wir zeigen, dass die Volldiskretisierung einer Stabilitdtsgleichung analog zur
kontinuierlichen Stabilitdtsgleichung (3.16) geniigt. Das Vorgehen im Beweis
dieser Stabilitdtsabschdtzung werden wir spéater in der Konvergenzbetrach-
tung wieder benétigen.
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5.24 Proposition. (Stabilitidt Volldiskretisierung)
Die Losung von (5.31) geniigt fiir f(z) = Az3 der Gleichung

2
1
i+
2

vz}jl” 437 (‘un+1’2 ‘Un+l‘2>
2
= [y 13 + 10513 + 32 (|l 107 )
3
- E)‘kn (”lel + ufy, (O + vkh)”Z}Tlvkh)

+ / (g, Qnogn) dt. (5.41)
In

Beweis. Zunichst beachten wir wieder, dass wir nicht direkt wie im Kon-
tinuierlichen mit ¢; = Ajuyy,, ¢» = vy, testen konnen, da die Testfunktio-
nen in der Zeit eine polynomielle Ordnung niedriger besitzen miissen als
die Ansatzfunktionen. Daher testen wir stattdessen mit ¢ = A;, Q)uy, und
¢2 = Qovyy,. Aj, und QY kommutieren nach Proposition 5.13. Es folgt

/1 Ea,,L(yyaxuthg) dt = /1 (90, 9y Qi) dt (5.42)

n

und

1
/In S0 (l[owilly ) dt = — /In(Q}(f’(ukh))atvkh, Q%0)

+ (axukh, ax Q?lvkh)
+ (0 (f" (1sn) ) vin Qo vk, Qyvg) dt
+ [ (3, Qo) . (5.43)

Da QY symmetrisch beziiglich des L2-Skalarproduktes auf I, ist, fallen die
Gradiententerme bei Addition der beiden Gleichungen (5.42) und (5.43) weg.
Auflerdem koénnen wir die nichtlinearen Terme explizit in Abhdngigkeit der
Funktionswerte in den Gitterpunkten ¢, und ¢, .1 angeben,

[ QI (a))or0us + Q7" (ws) o1 Qv o)

(5.28) 3
TP+ T ) (0 = o)

1
5 (g Ve (05 + o), o + o)
3
= A (2 L P Lo 2 = o)
+ (= L o+ 0)?) |
3
— E [(‘unJrl’Z ’vn+1‘2) o (‘uzh‘Zl‘thIZ)}

3
+ 5/\ ((“Zh+1 +ugy) (™ = udy), UZITlvkh)
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(5.28) 3
2 Al 2l ) = g o)
3
+ j\kn (MZ;ZH + ufy, (o) + th)UZ}Tlv?h) :

Insgesamt folgt also

|

2
ot +3A (Lt 12 o )

2 2
= (191 Iy + 1o 1 + 3A (Juay . [0 )

n+1 2
o, + |

3
— S (4 iy, (O + ool o)
+ [ (g Qhow) dt. (5.44)

]

5.2.4 Konvergenz des Verfahrens

Bevor wir die Konvergenz des qlw-cG(1) cG(p)-Verfahrens zeigen, fithren
wir die in Abschnitt 4.2.2 schon angedeutete Beweisidee genauer aus. Kon-
vergenz mit Hilfe der Energiemethode fiir Galerkinverfahren zeigt man fiir
gewohnlich wie folgt. Man wihlt eine geeignete Funktion # im Finite-Ele-
mente-Raum und spaltet die Differenz der Losung u des kontinuierlichen
Problems und der Losung des Galerkinverfahrens u;, auf.

u—uy = (u—u)+ (U —uy) =:p+6.

Meist wahlt man fiir u eine Projektion von u auf den Finite-Elemente-Raum,
tiir das Poisson-Problem beispielsweise die elliptische Projektion. Dann kann
man Ergebnisse der Approximationstheorie benutzen, um p abzuschitzen.
Fiir 0 lassen sich wieder Energieargumente verwenden: Zunéchst zeigt man,
dass 6 auch eine Differentialgleichung in Variationsform 16st. Dann kann
man ausnutzen, dass 6 ein Element des Finite-Elemente-Raumes ist, denn
jetzt kann man mit 6 testen. Dies fiihrt schlussendlich auf eine Abschitzung
fir 6 in der Energienorm und insgesamt auf eine Fehlerabschatzung.

Fiir zeitabhédngige Probleme mit der numerischen Losung uy;, definiert
man hdufig zwei Zwischenelemente, u und uy;,, wobei u eine Funktion ist,
die nur in der Ortsvariablen oder nur in der Zeitvariablen diskret ist, und
uyy liegt im Finite-Elemente-Raum des volldiskretisierten Problems. Dann
schreibt man den Fehler

u— gy = (u— )+ (i — tgy) + (Ugy — ugn) =: 0 +1+6.

Man findet im Wesentlichen zwei verschiedene Vorgehensweisen zur Defini-
tion von u und yy,.
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1. Man verwendet eine Semidiskretisierung (im Ort oder in der Zeit) des
Problems und setzt u gleich der Losung dieses Problems. Man erhalt
Uy, indem man # auf den Finite-Elemente-Raum der Volldiskretisie-
rung projiziert. Das beschriebene Vorgehen finden wir beispielsweise
tiir ein nichtlineares parabolisches Problem in [Tho97, Kapitel 13] oder
fir die lineare Wellengleichung in [FP96].

In diesem Fall beweist man zunédchst eine Fehlerabschatzung fiir p und
erhélt dann mittels Approximationstheorie eine Abschdtzung von 7,
falls u regulédr genug ist. § wird genauso behandelt wie im stationdren
Fall.

2. Man arbeitet ausschliefilich mit Projektionen. # definiert man als Pro-
jektion im Ort oder in der Zeit von 1 auf den nur im Ort oder nur in der
Zeit diskretisierten Raum. Und man definiert uy, als Projektion in Ort
und Zeit von u auf den Finite-Elemente-Raum. Dieses Vorgehen fin-
den wir fiir eine nichtlineare Wellengleichung in [KMO05] und fiir eine
nichtlineare Schrodingergleichung in [ADKO91].

In diesem Fall argumentiert man fiir p und # ausschliefllich mit einer
mit Abschnitt 5.1.2 vergleichbaren Approximationstheorie. Alle Regu-
laritatsvoraussetzungen beziehen sich dann direkt auf die Losung u.

Fiir unser Problem hat sich der zweite Ansatz als zielfithrend erwiesen. Der
erste Ansatz scheiterte daran, dass Regularitdtsaussagen iiber die Losung des
semidiskretisierten Problems nicht einfach aus der Regularitdt der Losung
des kontinuierlichen Problems abgeleitet werden konnten. Das liegt daran,
dass das im Ort semidiskretisierte Problem ein singulédr gestortes Problem
ist (die Zeitableitung fithrt zu einem Faktor k, vergleiche auch mit [GRO5,
Kapitel 6]).

5.2.4.1 Annahmen und Notationen

Wir definieren ein Zwischenelement (i1, 7) € (S} ® S!')? durch
(,0) := (PeQiu, PEQjv).

Dann teilen wir die Fehlerfunktionen gemaf

u—ug, = (u—Pru) + Pe(u— Q}u) + (PEQ}u — Ugp)

=: pu + Petfu + 6y, (5.45a)
v — vy = (v — Prv) + Pe(v — Qlv) + (PeQlv — vyy)
=!pv+ PE”]U + 6, (545b)

auf. Die p- und #-Terme sind Projektionsfehler und kénnen daher mithilfe
der entsprechenden Lemmata aus Abschnitt 5.1.2 abgeschitzt werden. Wir
konzentrieren uns daher erst auf die 6-Terme und zeigen, dass sie ein gestor-
tes System partieller Differentialgleichung in Variationsformulierung losen.
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Annahme Wir treffen die folgende Annahme. Es existiere ein C4 > 0 und
ein Cp > 0 so, dass fiir alle Diskretisierungsparameter k, h > 0 gilt, dass

[ ][ Lo 0,7;0) < Cas (5.46a)
10k [ o (0,7;1) < CB- (5.46b)

Wir setzen also im Prinzip voraus, dass unsere Diskretisierung in L* sta-
bil ist. Da wir aber problembedingt sowieso bendtigen, dass uy;, beschrankt
bleibt, um Existenz und Eindeutigkeit der numerischen Losung gewéhrleis-
ten zu konnen (siehe Lemma 5.19 und Lemma 5.21), ist zumindest die erste
Voraussetzung nicht weiter einschrankend. Die Bedingung an vy, ist dagegen
eine recht starke Bedingung, sie wird aber fiir die Behandlung der kubischen
Nichtlinearitat in v benotigt.

Notationen und technische Details Im nachfolgenden Konvergenzbeweis
wiederholen sich eine Handvoll Abschdtzungen mehrfach. Um die Beweis-
schritte nicht zu tiberladen, sammeln wir hier im Vorhinein diese Abschit-
zungen und verweisen spater nur noch auf sie.

Wir verwenden fiir ¢y > 0 wie zuvor die Schreibweisen

']y = sup |f'(x)

x€B(y)
[, = sup [f"(x)].

x€B(7)

4

Wir setzen nun
Y 1= max { ||”HL°°(0,T;L°°) , H“HLw(o,T;Hl)} :

Fiir u gilt die folgende Abschatzung.

(5.19

2.1
lillioo,rne) = Csll0xttl[pogomr2) < Cs‘ax(ggu)HLw(onZ)
(5.13),(5.22)
< Cllullgsrm) < Cr- (547)

Ferner ist fiir w € {u, v} mit der Aufspaltung (5.45)

~112 2 2
[ — @[Tz (g,02) <2 (HPWHLZ(IW;B) + ”PETIwHLZ(In;LZ))
(2.1),5.19) , )
< 2 (llpwlanz) + C wlEamm) )

(5.11),(5.6) ) )
< (I 0l gy + R @ my)  (548)
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und

194 (0 = @) a1 12) < 2 (100l 21,0 + 1 PEBet Ty, ) )
(2.1),(5.19)
< 2 (l3wpalliaqez) + C3 19mllFa(yam))

(5.11),(5.6) ) .
< C (hZP ||w||H1(1m-HP) + K2 ||w||H2(In;H1)> )

(5.49)

5.25 Proposition. (Lokale Lipschitzstetigkeit von f)
Es seien wy,wy € H' (In; H') mit ||wi| 1y < 7 fiir i = 1,2. Dann gibt es fiir
f(z) = Az®> mit A € R Konstanten Ly , Lgn > 0 unabhiingig von k, mit

£ (1) — f,(wz)HLZ(In;LZ) < Ly lwr — wall 2,02 - (5.50)
2
Hf/(wl) - f/(ZUz) HLZ(IW;Hl) <C (L}lez + L]%/,,Y) HZUl - wZH%Z(]n;Hl) ’
(5.51)

und

Hat(f,(wl) - f/(WZ)) HLZ(I,,;LZ)
< CsLyn ||atw1”L2(1n;L2) w1 — w2||L°°(I,1;H1)
[ o 1196 (01 = 02) | 2,12 - (5.52)

Beweis. Wir spalten die Differenzen geeignet auf und schétzen die einzel-
nen Ausdriicke dann mittels der Approximationssitze fiir die Projektionen
ab.

Abschiitzung (5.50): Es ist

fl(wr) = f'(wz) = 3A(w] —w3) = 3A(wy + wy) (w1 — wy).
Dies liefert

/@) = F @)l 21,02y < 1o 101 = @2l 121, 12)
N’
=Ly,

Abschiitzung (5.51): Wir schreiben
Ox(f'(w1) = f'(w2)) = f"(w1)dxwr — f" (w2)dxw2
= (f"(w1) — f"(w2))0xw1 + " (w2)dx (w1 — w2).
Also ist
[9x(f'(@1) = £ (@) |[12(,1)
< 2 (1" 1) — £ (w2))waon 21

" w)oon = ) )
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Den ersten Summanden schitzen wir wie folgt ab. Wir beachten dabei, dass
f" linear ist.

1(F" (1) = " (w2))0s01 [Ty 12

_/ 1(F" (1) = £ (w2))dzt0n |7 dit
</ Hf” @) — f" () [ 0z 32
< 17" or) = £ (2) s g0 1201

< Lf” le - wZHLZ(In;L“’) HaxleL""(In;Lz)
2 2
< szf,,CC% [|0x (w1 — wZ)HL2(1,,;L2) Hw1||L°°(I,,,H1)

2
< CL%//')/Z HZU1 — wZHLZ(In;Hl) .
Der zweite Summand lasst sich abschatzen durch

| £ (w2) 9 (wy — wz)Hizun;Lz) < ‘f”‘iw [|9x (w1 — wZ)“iZ(I,,;LZ) .

Zusammen ergibt sich

2
Hfl(wl) - f/(HJz) HLZ(In;Hl) < C(szf”72 + L%/,'y) le - ZUZH%Z(IW;Hl) :
Abschitzung (5.52): In diesem Fall ist

U (f'(wr) — f'(w2)) = f" (wr)dswy — f" (w2)0rws
= (f"(w1) = " (w2)) 91 + f"(w2) 9 (wy — w2).

Folglich ist

196 (f' (1) = f' (@2)]] 23,12
< || (f" (wr) _f//(ZUZ))afleLz(IH;LZ)
+ || £ (w2)3i (w1 = w2)| 1212,
< 1f"or) = £ @) g, 1902011l 25,2
|7 @2) ] o g, 10 196 (w1 = w2) 127,12
< CsLyr |l = w2l ey, iam) 1191 ll 2,22

oo 196 (@1 = w2) [l 27,12 -
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5.2.4.2 Fehlergleichung

Das Ziel ist die Abschédtzung des Fehlers (6,,0,). Zu diesem Zweck bewei-
sen wir zundchst, dass diese Fehlerfunktionen eine gestorte Differentialglei-
chung in Variationsformulierung losen. Diese Gleichungen nennen wir Fehl-
ergleichungen.

5.26 Proposition. (Fehlergleichungen)
(0., 60y) losen die Fehlergleichungen

/In<ateu,¢1>dt: /Inwv,cpl) dt + /I”<pv—atpu+7ﬁmv,¢1>dt. (5.53)
/In (3460, ) dt = — /1 (081, )

~ [ (1w — QJ(F (win))Brvi, )
+ (f"(w)o? = Qu(f" (un))vin Quoin, $2) dt
/ M — 0100, P2) dt. (5.54)

fiir alle ¢, ¢p € Po(L,) ® SP.

Beweis. Wir verwenden die Definitionen der Funktionen u, v durch (3.14)
sowie die Definitionen der Finite-Elemente-Funktionen uy;,, vy, durch (5.27)
und beachten, dass Pr und Q} vertauschen (siehe (5.16)). Dann gilt

/(atf)u,gbl) dt:/(at(PEQ}u—ukh), (P1 )dt
I I ~—

n
E]P()(In)

1 (0:(Peu — ugp), 1) dt

:/ (0¢( PEu—u),cpl) dt+/ln(at(u—”kh)/¢1) dt

/ ath‘Pl ) dt +/ U — gy, 1) dt
/ atpu/(Pl dt+/ Pv+7DE770+9w471)

= /I (ev, 471 dt +/I Pv — atPu + PEUU! 4)1) dt.
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Damit ist die erste Behauptung gezeigt. Weiter ist

/ (atev,g‘bz) dt = / (at(PEQ}v - vkh)l(PZ) dt
I In
= /1 (0:(PEv — vgy), ¢2) dt

= _/I (0tpv, P2) dt+/1 (0t(v — vkp), ) dt
und der zweite Summand lasst sich schreiben als

/1 ((v — V), o) dt
= = [ @u,0x2) + (f (0210 + ()07, g2)

n

+ /I (axukh, axgbz) dt
+/1 (QF (f (uen))0rvi + Q0 (f" (xn)) 0k Qoogn, P2) dt

= - ~/I (aX(Pu + /i Gu)/ ax¢2) dt

n

— [ (a0 — QFF (win))oroi 92) i

n

- /1 (f" (u)o® — QY (f" (uxn) ) vkn Qovwn, P2) dt

n

= —/ (040,,0x¢2) dt_/[ (0x0u, 0x2) dt+/l (0317, ¢2) dt

n n
=0

_ /I (f'(u)drw — QL (F' (ugn) ) 0rvin, p2) At

“in

- / (f" (u)o* — QY (f" (uxn) ) vin Qv ¢2) dt.

n

Zusammen lautet die zweite Fehlergleichung

/In(atev,gbz) dt = — /In(axeu,ax@) d + /In(a,%nu—atpy,@) dt
_/1 (f' ()31 — QF (f (urn) ) Orvi, P2) dt

n

_/1 (f”(”)vz - Qg(f”(”kh))vkthvkh,q?z) dt.

n

5.2.4.3 Ein Konvergenzsatz

Jetzt konnen wir die Fehlergleichungen benutzen, um Abschatzungen fiir 0,
und 6, zu gewinnen. Wir testen die erste Fehlergleichung (5.53) mit ¢; =
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Q% A4,,60, und die zweite Fehlergleichung (5.54) mit ¢, = Q%0, und addieren
die zwei resultierenden Gleichungen. Es folgt unter Verwendung der Vertau-
schungseigenschaften in Proposition 5.13 und der Definition der p-Terme

1 2 2
/50 (100l + 0ol ) at

n

== (axevz axQ?ﬁu) - (axeu/ ax Q%BU) dt

Il‘!
=0
— [ (f w20 = QU(F (10))3rwn, @06:)
=i
_/1 (f" (u)v* — QO(f" (urn) ) orn Qoorn, Q305) dt
=
I (ax(Pv - atPu),axQ%u) dt
! =0

+ [ @i = dipa, Q260) — @70,2,200,)

_— /1 (11 + Ja, Q98,) dt
+ / (0277, — 3100, Q20,) — (3210, 0 Q06,) dt. (5.55)
Iy

Die nichtlinearen Terme spalten wir weiter auf, damit wir die Differenzen in
J1 und ], abschitzen konnen. Wir schreiben

J1 = f/(u)orw — Qi (' (i) 9rvsn
= (f'(u) — Qi (f'(u)))dro + Qi (f'(u) — f'(it))9s0
+ Qi (f'(10))3: (v — D) + Qi (f' (i) — f'(ur))0r0
+ Qi (' (urn) 016y (5.56)

und

Jo = f"(u)o* — Q(f" (wen) ) 0w ok
= (Id =) (f"(u))v* + Qo (f" (u) — f"(i0))v* + Qu(f" () (v — D)o

+ Q) (f"())o(v — ) + Qu(f" (i))v(1d — Q)T
+ Q0 (f" (1) — £ (wrn) o0 + Q0 (f (k) )00 20
+ Q0 (" (us) ) v Q5. (5.57)

Auf den ersten Blick stellt nur der letzte Term in (5.56) noch ein Problem
dar. Denn um diesen Term abschitzen zu konnen, miissten wir vorausset-
zen, dass wir 0;vy;, gleichmiBig in L*(0, T; L*(Q2)) abschitzen konnen. Da
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diese Bedingung sehr restriktiv ist und schwierig zu begriinden ist, mdchten
wir den Beweis ohne sie fithren. Daher fehlt uns eine Abschédtzung von 9;6,.
Allerdings erinnern wir an den Beweis der Stabilitit der Volldiskretisierung,
Proposition 5.24, wo wir gesehen haben, wie wir die Zeitableitung von vy,
mit dem zu f” gehorigem Term verrechnen konnen. Der zu diesem Vorge-
hen passende Term ist der letzte in (5.57), wie die folgende Proposition 5.27
zeigt. Die Gleichung, die wir in dieser Proposition erhalten, ist in gewisser
Weise das Kernstiick des Konvergenzbeweises, da sich die nichtlinearen Ter-
me erst unter Verwendung dieser Gleichung abschitzen lassen.

5.27 Proposition.
Es gilt

/In(Q} (F (1) )10 + QO (F” (1) )i Q°05, Q00,) dt
= A [ (g P 1os ) = (1 02

3
+ kot (G 4 ) (o + o), 037061 ) . (5.58)

2
7

Beweis. Da die auftretenden Funktionen im Argument des Integrals alle-
samt im Finite-Elemente-Raum liegen, ist es uns moglich, sie explizit in Ab-
hiangigkeit der Gitterwerte anzugeben. Es gilt dank der Interpolationseigen-
schaft (5.3) auf dem Intervall I,

Qi (' () ) (1) = f (g ™ (1) + f (g )" (#).

Dabei sind ¢"*!, " die linearen Lagrange-Basisfunktionen auf I,. Weiterhin
gilt auf I,

1
0;0, = E(9;}“ —om),
1
Qubo = 505" +65).
Daher ist

[ (QHF wn))ar6,, Q6.

3 2 2
= Al P+l

und mit der zusétzlichen Hilfe von (5.28) zur Ersetzung von vy, folgt

o~ lez)”) (559)

[ (" )1 20, @08,

on 1 |* 2024107 + |62

3 2 2
= A (1 = P

2) . (5.60)
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Summieren wir die beiden Gleichungen (5.59) und (5.60) auf, so folgt

| QI ()28 + QO () 0 O30, O300)
= A [ (P15 = (1l 02

3
A (R A

2
7

(5.28) 3 2 2 2 2
DM (210551 7) = (1l 163
3
+ i ((u;g,jl +uly) (o 4 o), eg“e;) . (5.61)
0
5.28 Bemerkung.

Der Grund der Beschrinkung auf lineare Elemente in der Zeitdiskretisierung hiangt
mit der gerade bewiesenen Proposition zusammen. Fiir ein beliebige Ordnung q €
IN in der Zeit miisste man das Verfahren so formulieren, dass man eine zu (5.61)
analoge Gleichung erhilt. Hat man eine solche Gleichung nicht zur Verfiigung, so
steht man, wie zuvor erwihnt, vor dem Problem 00, abschiitzen zu miissen. Dies
ist aber nicht ohne Verlust einer k,-Ordnung moglich.

Da es mir nicht gelungen ist, eine Verfahrensformulierung fiir ¢ € IN zu fin-
den, die eine solche Gleichung liefert, konnte ich nur fiir das Verfahren mit linearen
Elementen in der Zeit Konvergenz zeigen.

5.29 Lemma.
Es seien u,v € H?(0, T; H*(Q)) N HY(0, T; HP(Q)) und k € [0, K] fiir ein belie-
biges K > 0. Dann liisst sich der Approximationsfehler (6., 0,) abschiitzen durch

19:8(T) 15 + 1165 (T) 15 — 136, (03 — 118(0) 3
< Cup (th + K+ HaxeuH%Z(o,T,LZ) + HGUH%Z(O,T,LZ) )
2 2 2 2
=32 | (|uan(T) 16o(T) ) = (| (0) 16 (0) )

3 N-1
— A Y k(G 4 ) (0 + o), 05461 ) (5.62)
n=0

wobei k = maxy,—1,. Nk die maximale Zeitschrittweite bezeichnet und C,, von
u, v sowie K und der Nichtlinearitit f abhingt.
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Beweis. Unser Ausgangspunkt ist die Fehlergleichung (5.55),

1 2 2
| 32 10:8ul 1015 )
—— [ 1+ 12, Q08
+ /1 (017 — 100, Q205) — (3x7jo, DxQ26,) d,

wobei [1, > durch (5.56) und (5.57) gegeben sind. Wir wiederholen deren De-
finitionen sobald sie gebraucht werden. Wir haben

Y = max { HuHL‘X’(O,T;L‘X’) ’ HMHL‘”(O,T;Hl)}

gesetzt. Wir schitzen zuerst alle Terme auf den Teilintervallen I,, ab und sum-
mieren am Ende tiber alle n auf. C, , bezeichne eine Konstante, die nur von
u und v auf (0, T) sowie K und der Nichtlinearitit f abhédngt, sie kann aber
von Abschitzung zu Abschidtzung unterschiedlich sein. Wir beginnen mit J;
und erinnern daran, dass J; gegeben ist durch

Ji= (f () = Qi (f'(w)))orw + QF (' (u) — f'(ik))0rv
+ Qi (f'(10))9: (v — 0) + Qi (f' (i) — f'(un))0r0
+ Qi (f (1tkn) )9t

Wir schiétzen die einzelnen Terme in J; getrennt ab. Fiir den ersten Term er-
halten wir mit der Cauchy-Schwarzschen und der Youngschen Ungleichung
(siehe Abschnitt 2.3)

| [ ()~ @l w))arw, Qf0) a]
(1 — 01 (' (1)) Q06

< HatUHL“’(In;L‘”) L1(I,;LY)

2 2
L2(I,;L?) T H QSGU”U(I,,;U))
5.6) 1 ,

< 2 Il (R 60 g + 120600 )

(5.17)
< Cun (CIF ) o g2 B+ 10l )- (5.63)

< 5 olleuam ([ 12 - @D 07 )

—

Fiir den zweiten Summanden in J; miissen wir beachten, dass O} nicht stetig
in L2 ist. Stattdessen haben wir die Abschitzung (5.20). Es gilt

|t - r@);

L2(I,;L2)

"L (1500 — £ @+ [0 @)~ F @)
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(5.50)
2 ~12 2 2 ~112
o2y C (Lol = 1 + O (L ol g 1 = 10

2 ~\ (12
£ 1001t = ) a2 ) )
(5.48)
2 272 2 20 114,112
= c( (i + B ol guamy ) (7 1l
2
A ey
2 2 2
+CR AT, (12 Wl )+ D))
k<K
— 2 2
< Cuo (W (1 00y + 2 N1t ) (5.64

Mit diesem Ergebnis konnen wir den zweiten Term in J; abschédtzen
[ (@) = £ (@)aw, 206
< 900 o 1,0 || QF(F/ () — £ (1)) Q560

1 1 ¢t 1oy |12 0 2
< S 1980l (HQf (70 = F @) 1y o+ HQnevHsz)
) 1

HatUHLw I;L) ( v<h2p ||”||L2 I,;HP) +k2 H”HHlI H1)>
+ 119560 lI72(1,02) )

LY(I;LY)

) 1
4@wmhm( (wmwmhm+«wmmlmﬁ

+H60HL2(I,1;L2))
2 2 2
< Cuo (W gy a0y + K2 Nl + 10200 ) - (5:68)

Der nichste abzuschétzende Term ist O} (f/(i))9¢ (v — 7). Es gilt
‘/ O} (f'(@))ax(o — 7), ©%6,) i

< 5 HQt (f ()

2
Lo (1) < 19¢ (v — 5)”%2(1,112) +| QBBDHLZ(IH;LZ))

2
547) 2 ‘f }oo'y ( Hat )H%Z(In;LZ) + HQgQUHB(I,,;LZ))

2 2 2
517) 5 ‘f }oo (Cth 1011 en (1,:00) + Ck; 1ok 1,;m1) + ||9v||L2(1n;L2)>

< Cup (h P ||v||H1(In;HP) "’ki ||v||%—IZ(IH;H1) + ||Qv||%2(1,,;L2) ) (5.66)
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In der Abschitzung von (Q}(f'(it) — f'(uy,)))9:0 nutzen wir aus, dass so-
wohl u als auch uy;, im Finite-Elemente-Raum liegen, also beziiglich eines
Intervalls I, Polynome sind. Diese Eigenschaft erlaubt die Anwendung einer
inversen Abschitzung.

[ (@@ o, @lon) e

2

< % 100 11,2 (HQ} (F (@) — f' (i)

L2(I,;HY)

2
+ 10880l ) )

2

21 -
oo 2100l (HQ}(f (@) = f'(win))

L2(I,;HY)

2
A Ay
) 1
5 HatUHLm I,;L2) C( |f (i "tk HL2 I;HY)
+R 3 (@) —f’(ukhnuiw)) + 10860l ) )

(5.2) 1~ / 2 0 2
< Cllowll gz {IF @ = ) 20,y + | Qnboll 121,02

(
(

2
< Clal w2y (L3 + L) 19:0ullEy

2
+ 10860l )
(5.17)

< Cuo (1058ulF( 1) + 160l 21,02 ) - (5.67)

Den letzten Term O} (f'(uyy,))0:0, in J; verrechnen wir mithilfe von Proposi-
tion 5.27 mit dem entsprechenden Term in J,, also mit Q% ( f” (1)) vk, Q%65
Wir fahren mit den Termen in ], fort und schitzen die zugehorigen Integrale
wie zuvor fiir J; ab. Es ist

Jo = (Id = Q) (f" (u))o* + Qu(f" (u) — f"(@)v* + Qu(f" (i) (v — D)o
)o(0 =) + Qu(f"(i1))o(1d — Q3)0

+ Q0 (f" ()
+ Qu(f" (i) = f" (k)TN0 + Qu(f” (k) )6, Q00
+ Q0 (f" (i) ) vin Q1) Bo.

76
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Wir beginnen mit

| (=" w)e?, e dt\

1

< o 102 ey (10 = QD) 2250 + 112580l 2))
57) 1

< 5 HUHL‘X’ (LyiL*) ( [0 f (u HL21 12y 1 1160 HL2 (In; LZ))

= Cu,v (ki Hatf” ”)HLZ(IW;U) + ||GU||L2(In;L2)> : (5.68)

Fiir den zweiten Summanden in |, erhalten wir

!/1,,<93<f”< — ()0, Q36,) dt]

1 i 1 [~
< 5 ey (NQRCF ) = £ ) a2

2
+ HQgQUHLZ(In;LZ) )

517 ) 1 5 )
5 HUHLw (Ly; L) (Lf” [ — uHLZ(I,,;LZ) + ||9vHL2(1,,;L2)>
(5.48) ) ) )
< o ooy (CLpr (P2 10y + R Nl )

+ 11el172(1,12) )
< Cup <h2 HuH%Z(In;Hl) +ky ”uHi[l(In;Hl) + HGUH%Z(L,;LZ)) : (5.69)

Desweiteren ist
{ 1 (QS(f"(a))(v—mv, Q06.) o

=5 HQO " HL"" ) 191l e 1,29

X (HU - UH%Z(IH;LZ) + H QE!QUHEZ(IH;LZ))

629 P 0p 112
< |f wa HUHL""(In;L‘”) <HU - Z’HL2(1,1;L2) + HQnGUHLZ(I,,;U))
(5.48) ) ) )
(5§17) Cup (hZP 0] 21,17y + kn 0115 1,01y + H90||L2(1n;L2)> . (5.70)

Der nichste Term unterscheidet sich nur durch die Funktion v statt dem letz-
ten v vom vorherigen Ausdruck, und es gilt

101l oo 151y < C Mol o,
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aufgrund der L*-Stabilitdt der Projektionen 9!}, Pk (siehe (5.22) und (5.25)),
daher dndert sich die Abschitzung nicht und es gilt

[ (@ @) -5, 0%) d)

2 2 2
< Cup (th 191122 1,00y + k. [9[ ¢1, ;1) + HGUHLZ(In;U)) . (5.71)
Der fiinfte Summand in J; fiihrt uns zu

| (@ (m)ata -z, ey) ot

1 -~ o~
< 11 gm0
04512 0 2
X (H(Id —Qn)UHLZ(In;LZ) + HQHQUHLZ(IW;LZ))

(5.7) - )
< Cu (R 10:11T2(1,12) + 119011F2(1,02))
(5.18) 5 5

< Cup (Ck%z 0[5 1,01y + HQUHLZ(IH;LZ)) . (5.72)

(5.21)

Fiir den Term QY (" (ux))0, Q)0 erhalten wir wieder unter Verwendung der
L2-Stabilitdt von QY (siehe (5.17)) und der L*-Stabilitit der Projektionen Q}

und Pk (siehe (5.22) und (5.25))

©

.

n(f" (i) = f" () ) 0930, Q760) dt’
1

IN

2 ||77||L°°(I,1;L°°) H anHLw(In;Lw)
0/ gl 1 2 0 2
< (198" @) = £ i) 21,02 + 11 Q060 521,02))

1 ~ 2 2

< EC Hv||ioo(1n;H1) <C £ (i) _f,/(ukh)HU(In;Lz) + HQ29U||L2(IH;L2)>
1

< 5C HUH%w(zn;Hl) (Lf” |\9u’|%2(1n;L2) + HGUH%Z(IH;LZ))

(2.2)
< Cu,v (HaxeuH%Z(In;LZ) + HOUH%Z(I,,;LZ)) : (5.73)
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Fiir den vorletzten Summanden in ], benétigen wir die gleichen Stabilitéts-
eigenschaften der Projektionen wie bei der vorherigen Abschédtzung.

(90" )0, 205, 6.

n

1 ~
< 2 HQg(f”(”kh))HLw(zn;Lw) |’Q91”HL°°(1,,;L°°)

< (1180 E2(r,2) + 19500 [72,12,)

1 2 2
S ELf// HuthLw(In;Lw) ||v||L°°(In}L°°) (HGUHLZ(I}z;Lz) + ||90||LZ(IH;L2)>
—_————

<Cx

< Cuo 160][72(s,.12) - (5.74)

Der letzte Summand in J, wird, wie zuvor erwdhnt, mit dem letzten Sum-
mand in [; geméafs Proposition 5.27 verrechnet. Es verbleibt das letzte Integral
in (5.55), dafiir erhalten wir

| [ @ aup, Q060) — (21,0206
< % ( |9377u Hiz(ln,Lz) + [|19¢00 H%Z(In/Lz) +2|[Qub Hiz(["’m
+Reroliz i + 1952l 1)
<(55.§161)) 5C (K2 10315 g, 2) + 27 1960021, ) + 2 165 2, 2
LR ||8xv||%2(1,,,L2) + HaxGuH%Z(In,LZ))

2 2 2
< oo (B (1B + ol )+ ol

1280l + ol ): 675

Wir schitzen nun die linke Seite von (5.55) durch die Summe der rechten
Seiten der Ungleichungen (5.63) und (5.65) bis (5.75) ab und wenden die Pro-
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position 5.27 an.

1
| 3o 10:8ul 1015 )

2 2 2
< Cup <(th +3) < 1122 1,.02) + 101 E2 1,0002) + 141 1,000

2 2 2
ol gy ) + 12580 + 18l 00
3 112 112 2 2
= SA (P 6 7) = (o 103
3
— Tk (5 4 ) (05 + o), 03007 ) (5.76)

Wir beachten die negativen Vorzeichen von A. SchliefSlich summieren wir
(5.76) tiber n = 0, ..., N — 1 auf und erhalten

19x6.(T) |15 + [|16(T) |5 — [10:8u(0)[|5 — [|6:(0) |3

2 2 2
< Cup <(h2p + kz) (H“HHZ(O,T;HZ) + ||U||H2(0,T;H2) + HuHHl(O,T;HP)>

+ HUHIZLF(O,T;HP) + HaxeMHiZ(O,T,LZ) + HQvH%Z(o,T,L2)>
=34 [ (Ju (1) 18T ) = (lea(O), 10(0) )

3 N-1
— oA Y ko (5 ) (0 + 0fy), 057107 ) (5.77)
n=0

Das war zu zeigen. O

5.30 Korollar.
Mit der Konstante C 4 aus der Annahme (5.46) gelte fiir A < 0

14 3C3A > 0. (5.78)
Dann konnen wir aus der vorhergehenden Lemma 5.29 die Fehlerabschiitzung
1928 (T) 113 + 1180 (T)113 < Cuo ( 2:64(0)3 + 18(0) |3 + 2 + 127) (5.79)

folgern. Die Konstante Cy,, hiingt von T, |[ul| p2(o 1,12(q0y) 474 (10|l g0, 7:012(0))
sowie von ||u|| (0,T;HP(Q)) und |[v|| g (0,T;HP(0)) ab.

Beweis. Wir mochten das diskrete Gronwall-Lemma 2.5 auf das Ergebnis
von Lemma 5.29 anwenden. Dazu miissen wir zuerst noch die Punktauswer-
tungenint = 0 und t = T miteinander verrechnen.
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Wir verwenden fiir A < 0 unter Zuhilfenahme der Annahme (5.46) die
Abschédtzungen

3A (| (T)[216(T)) = =3IA] i (T) 17 16 (T)
> —3JAIC [16.(T)lI72.

37 (Jun(0)1%,105(0) ) < BIA] [l (017 116(0) 172
< 3|AICE [16.(0) 172,

Daraus erhalten wir

[9:8u(T)II5 + [180(T)1I5 +32 (les (TP, 60(T)I*)

> €1 ([1a:0u(T) 113 + 16:(T)13) (5:802)
[8:8(0)]3 + 1180(0) 3+ 3 (Juea () 6.(0) * )

< G (112:6u(0)]13 + 16:(0)]3) (5.80b)

Fir A > 0ist C; =1, fiir A < 0 dagegen
C; =1+ 3AC3.

Wir bendtigen C; > 0, daher resultiert die Bedingung (5.78) dieses Korollars.

Wir miissen noch die letzte Summe in GI. (5.62) geeignet abschidtzen und
die L2 (0, T; Lz)-Norm von 9,0, und 8, durch eine Summe der diskreten Werte
abschétzen, um das diskrete Gronwall-Lemma anwenden zu koénnen. Es gilt

N—-1
Y Ko (ot ) o+ o), €162
n=0

N-1

< Y K ] o 1) 000 1,0 | (6057 62)
n=0

N-1
< 2l o arm) X o (
n=0

2
2
oz [+ ex2)

N-1
< 2CaCp Y kn (
n=0

9”““2 6|2 5.81
w1+ 1es12). 5:81)
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auflerdem ist

2
1901172 (0,7;12)

N-1
- 2
= L [, llealp
N-1
- L [ (ot )+ oy (), 05 1y (1) + 02y (1)

N-1
-y /1
n=0 "

- ()2 + 20605, 60 (1 (1)

+ 116513 (3" (1)) dt

= & g o+ gzt on + g ezt

_ ;N:_:k( o+ (o em) + ez

<3 E k(o e 3 (oo oz + o)

=5 T k(o o+ o). 682

Wir verwenden nun (5.80), (5.81) und (5.82) in Gl. (5.62) und erhalten fiir
kn—1 klein genug

2 2
06N T o

2
< Cuo (H + K2+ 11284 (0) |3 + 16(0) 3

+A§kn( <6215 + lez113 ) )-

Darauf wenden wir das diskrete Gronwall-Lemma 2.5 an und erhalten die
Behauptung. U

5.31 Bemerkung.

Die Bedingung (5.78) ist genau die gleiche Bedingung, die wir im kontinuierlichen
Problem fiir die Existenz einer Losung benotigt haben, siehe Bemerkung 3.3. Der
Fall A < 0 ist dabei der interessantere Fall. Die Konvergenzanalysis ist also niher
am kontinuierlichen Problem als die Existenz- und Eindeutigkeitsbeweise fiir das
diskretisierte Problem, in denen die notwendigen Bedingungen teilweise deutlich von
den in der Analysis benétigten Bedingungen abwichen.
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5.32 Satz. (Fehler der Volldiskretisierung)
Es sei Q) C R ein offenes Intervall. Fiir die Losung (1, v) von (3.14) gelte

u € H*(0,T; H*(Q)) N H'(0, T; HP1(Q))),
v € H*(0, T; H*(Q)) N HY(0, T; HP (QY)).

Es sei (uyy, vgp,) die Losung der Volldiskretisierung (5.27) mit
H”thLw(o,T,-Lw) < Cy, HvthLm(O,T;Lm) < Cs,

fiir von k und h unabhiingige Konstanten C4,Cp > 0 und es gelte fiir A < 0
1+3C3A > 0.

Dann gilt

I = i) (T) 1) + | (0 = o) (T) 13
< (11 = ) (O) 31y + 110 = D) (O[3 + K2 + 7).

Beweis. Wir verwenden die Fehleraufspaltung (5.45), also ist

(1 — ) (T) 151 )
2 2 2
< C (lou(M) Iy + IPema Doy + 10Dl ey )
1@ = 2) (D) |2
2 2 2
< C (llpo(T) 20y + IPeno(T) [F2(00) + 190(T) 1 F2(cy) ) -

17.(T) und 7,(T) verschwinden, da Q} auf dem Zeitgitter interpolierend ist,
siehe Gl. (5.3). Weiterhin folgt aus Lemma 5.9, dass

low (T3 < CH [[u(T) 31y
loo(T) 7200y < CH* [[o(T) ||y

Zusammen mit den Abschitzungen fiir (6,,6,) aus Korollar 5.30 folgt die
Behauptung. U

5.33 Bemerkung.
Die Anfangsfehler haben fiir die Wahl
U (0) := Pru(0), v (0) := Pv(0)

die gleiche Fehlerordnung wie der Rest, wobei P die L?>-orthogonale Projektion auf
S} sei.
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Die Konvergenzordnung in der Zeit ist vermutlich nicht optimal. [FP96] und
[BL94] liefern fiir die lineare Wellengleichung eine quadratische Konvergenzord-
nung beziiglich k und nicht nur eine lineare Konvergenzordnung. Die meisten Ab-
schitzungen des Zeitfehlers in unserem Beweis nutzen nicht die volle zur Verfiigung
stehende Regularitiit von u und v aus. Die Abschitzungen von 1d —Q} in der L2-
Norm beziiglich der Zeit kann man meist noch verbessern, um den Faktor k2 gewin-
nen. Es sind nur zwei Terme, in denen das nicht moglich ist. Diese treten in den

Abschitzungen (5.66) und (5.72), und zwar sind das

[0¢(v — mHLZ(I,,;LZ) und H (1d _92)5HL2(1”;L2) ’

aus denen man nur eine k,-Ordnung erhalten kann.

Wir halten fest, dass bisher T fiir k — 0 gegen 0 gehen kann, da wir T
definiert haben als den maximalen Zeitpunkt, zu dem eine eindeutige Lo-
sung der diskretisierten Gleichungen existiert. Das Konvergenzresultat gibt
uns jetzt aber eine Moglichkeit an die Hand, mit der wir das vorherige Exis-
tenzresultat Lemma 5.19 soweit verbessern konnen, dass T nicht mehr von k
abhéngig ist.

5.34 Korollar. (Existenzintervall)

Es sei Teng der Zeitpunkt, bis zu dem die Losung (u,v) des kontinuierlichen Pro-
blems mit Q C R existiert, siehe Satz 3.1. Dann gibt es ein T € (0, Teng| unabhiin-
gig von k, sodass fiir k, h klein genug eine eindeutige Losung (uyy, vg,) von (5.26)
existiert.

Beweis. Wir setzen fiirt € [0, Topg) und n =0,...,N

6(t) = [lu(®)lg + llo(®)l,,
On 1= ||”zh||Hl + HUZhHT

Die kritische Stelle im Beweis des Existenzresultates Lemma 5.19 steckt in
(5.33) und ist die Forderung, dass die Losbarkeitsbedingung

L= | f"ooby1On—1 = 2| f' oo 2054 = %
gelten soll. Diese Bedingung erfordert es, dass dy_1 klein genug ist.

Wir gehen nun wie folgt vor: Wir erfiillen diese Bedingung mit der kon-
tinuierlichen Losung fiir ein T < T.q und wihlen dann k und h so klein,
dass auch die numerische Losung fiir alle ¢, < T noch die Losbarkeitsbedin-
gung erfiillt. Dann kénnen wir folgern, dass das diskretisierte Problem eine
Losung bis zu T besitzt. Es besteht eine gewisse Wechselbeziehung zwischen
T und k: Je ndher T am maximalen Zeitpunkt ist, fiir den die Losbarkeitsbe-
dingung erfiillt ist, desto kleiner miissen k und h gewéahlt werden.
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Zunichstsei0 < T < Tend so gewdhlt, dass

~ 1
L= 1" 50 0(T) = 21 oo 2507) > 5

Die Existenz eines solchen T ist fiir gentigend kleine Anfangswerte gesichert.
Wir beachten, dass der Ausdruck |f”|e 50 + 2|f’|e2s monoton steigend in
J ist. Wir gehen davon aus, dass der Anfangsfehler verschwindet oder die
Genauigkeit k + h” besitzt. Dann liefert Satz 5.32 fiir den Fehler mit T = ty
die Aussage

(1 = ) (T) 3100y + | (@ — o) (T) |3 < C(R? + 1),

Dabei ist C = C(t) monoton steigend in ¢. Also liegt (1, (tn), vg(tn)) fiir alle

n in einer Kugel mit Radius C(T)(k 4+ h”) um (u,v). Das bedeutet, dass wir
k, h klein genug wahlen kénnen, sodass

1

L= 1f"leo,0n = 2[00, = 5
fur allen = 1,...,N gilt. Das liefert dank Lemma 5.19 schon die Existenz
der numerischen Losung zur Zeit tn 4 und wir konnen weitere Zeitschritte
durchfiihren, bis x4, = T erreicht ist. Das liefert die Behauptung. [l

5.35 Bemerkung.
Mit einer analogen Argumentation wie im Beweis zu Korollar 5.34 lisst sich zeigen,
dass die Bedingung

14+3C4 >0

aus dem Satz 5.32 fiir ein T > 0 unabhiingig von k und fiir k, h klein genug erfiillt
ist. Die Beschrinkung auf den eindimensionalen Fall () C R ist auch hier notwen-
dig, um die Soboleveinbettung anwenden zu konnen.

5.2.5 Implementierung

Fiir die Implementierung des Zeitschrittverfahrens geben wir in diesem Ab-
schnitt das nichtlineare Gleichungssystem (5.27) in Matrix-Vektor-Form an.
Da wir zur Losung dieses Gleichungssystems das Newtonverfahren anwen-
den mochten, bestimmen wir aufSerdem die Ableitung der zugehorigen Null-
stellenfunktion. Zusatzlich zu den reellwertigen Anfangswerten, die wir bis-
her vorausgesetzt haben, um das Problem tibersichtlicher zu halten, bestim-
men wir jetzt auch das nichtlineare Gleichungssystem im Fall komplexwerti-
ger Anfangswerte. Dieses gewinnt man einfach daraus, dass man Real- und
Imagindrteil getrennt betrachtet.
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5.2.5.1 Reellwertiger Fall

Die Gleichung (5.27a) lasst sich sofort in Matrix-Vektor-Form schreiben und
lautet

MU —un) = kz”M(V”“ + V). (5.83)

Diese Gleichung ldsst sich nach V"1 umformen und lautet dann (M ist in-
vertierbar)

2
vyl = k—(un+1 —ur) - v, (5.84)
n

5.36 Bemerkung.
Alle Produkte von Vektoren, das Quadrieren und die Funktionen f', f", die auf Vek-
toren angewendet werden, verstehen wir komponentenweise.

Fiir die zweite Gleichung (5.27b) beachten wir Gl. (5.3) und erhalten mithilfe
der Produktapproximation fiir die nichtlinearen Terme (vgl. Abschnitt 4.3.1)
die Gleichung

M| (145 (r@m s+ pam) ) v
ky

= - KU+ u)

_% [M(f”(unﬂ) —I—f"(U"))(V”H + V")ﬂ + G" (5.85)

mit G" = ([, (g, ¢v) dt)ven;- Es gibt nun zwei Moglichkeiten. Entweder man
16st das Gleichungssystem bestehend aus Gl. (5.83) und Gl. (5.85) zusammen
oder man setzt Gl. (5.84) in Gl. (5.85) ein, um so zwei entkoppelte Gleichungs-
systeme zu erhalten, von denen eines noch dazu nicht das Invertieren einer
Matrix erfordert. Es folgt nach Multiplikation mit 2k,

4M [(1 + % (f’(U”“) +f/(u’“))) (urt—-u - an")]
— —kflK(u"“ + un)
—M[(f/(U) + U U - U] 26 (586)
Diese Gleichung kénnen wir nach U" ! umsortieren,
(4M + kK U™ + M2(f/ (U™ + £/(um)urt —ur)
(U 4 )t - Uy
— 2, MIf (U V7
= (4M — IEK)U" + 4k, MV" + 2k, M[f'(U") V"] 4 2k,G". (5.87)
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Wir losen (5.87) durch die Anwendung des Newton-Verfahrens, siehe Ab-
schnitt 4.3.2. Dafiir benotigen wir zuerst eine Funktion, deren Nullstelle wir
suchen. U" und V" sind gegeben. Wir definieren

A :=4M + KK,
F(U) := 2(f'(U) + f(u")) (U —u")
+ (f(U) + f1(U) (U = U")? =2k, f/(U) V",
B = (4M — KZK)U" + 4k,MV" + 2k,M[f'(U")V"] 4 2k, G".

Mit diesen Definitionen konnen wir das nichtlineare Gleichungssystem (5.87)
umschreiben in das Nullstellenproblem

®(U) := AU + MF(U) — B = 0. (5.88)

Dann gilt, wie wir im Abschnitt 4.3.2 besprochen haben mit der Funktion
mult aus (4.23)

@' (U) = A+ mult(M, F'(U)),
wobei

F'(U) = 2(f"(U))(U = u") +2(f'(U) + f/(U™) + f"(U)(U - u")?
+2(F7(U) + f1(U")(U = U") = 2k, f"(U)V".

Damit kdnnen wir die Losung von (5.88) approximativ berechnen. Das Zeit-
schrittverfahren hat den Nebeneffekt, dass wir keinen guten Startwert su-
chen miissen, U" ist gewohnlich schon ein sehr guter Startwert.

5.37 Bemerkung.

Die Verwendung der inexakten Newtoniteration mit der approximativen Ableitung
@' (U) = A ist auch maglich. In allen reellwertigen Beispielproblemen wird sich
zeigen, dass die inexakte Newtoniteration nennenswert schneller ist als die exak-
te Newtoniteration. Denn obwohl man bei der inexakten Newtoniteration deutlich
mehr Newtonschritte benétigt, lohnt sich das im Vergleich zu den sehr zeitintensi-
ven Funktionsauswertungen der exakten Ableitung.

5.2.5.2 Komplexwertiger Fall

Im Fall komplexer Anfangswerte ldsst sich das nichtlineare System mittels
der Definitionen aus dem Abschnitt 3.2 ohne grofiere Anderungen zum re-
ellwertigen Fall angeben. Wie in Abschnitt 3.2 erwdhnt wurde, ist f nur im
Nullpunkt komplex differenzierbar, wir miissen also von C auf R? tiberge-
hen.
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Wir konnen also (5.27) wieder verwenden, angewendet auf das Problem

ol = 0,
010 + f'(u)[0rv] = Au— f"(u)[v,0] + g

Die Koeffizientenvektoren U", V" bestehen aufgrund der Identifizierung von
C mit R? aus je zwei Teilvektoren, dem Real- und dem Imaginarteil, also
U" = [Une; U] und V?* = [Vig; Vi |-

5.38 Definition. (Vektorielle Funktionsauswertungen)

Auch hier miissen wir wieder definieren, wie wir Funktionsauswertungen
mit Vektorargumenten verstehen. In der Nullstellenfunktion treten die Funk-
tionen f’ und f” mit zwei bzw. drei Argumenten auf, die jeweils aus Real-
und aus Imaginarteil bestehen. Wir haben also fiir m = 2,3 Funktionen

m
F: X R*> - R?
i=1

wobei F = (Fe, Fim)-
Vektoriell aufgefasst ist dann F fiir M := |V} | gegeben durch

m
F: X R*M — R*M.
i=1

Wir schreiben fiir die Argumente X’ = [Xi; X! ] und als Funktionswert Y =
[Yre; Yim]z also

F(X%,...,X™) =Y.

Wir definieren die Auswertung komponentenweise fiir v € N}, durch
(Yre)y = Fre([(Xge)vi (Xim)ul, - -+ [(Xge)vi (X)),
(Yim)v = Fin ([(Xe)vs (Xim)u), - [(Xte)ws (XI)])-

Noch eine Stufe weiter miissen wir bei der Berechnung der Ableitung der
Nullstellenfunktion gehen. Dort treten fiir m = 2,3 matrixwertige Funktio-
nen der Form G: X[, R?> — R?*? auf. Die Komponenten der Argumente
indizieren wir wie oben mit re und im, die vier Komponenten der Funktions-
werte indizieren wir, wie es bei Matrizen tiblich ist, durch Gi1, G132, Go; und
Ga2. Entsprechend definieren wir G: X" R?M — R*M>*2 fiir v € A, durch

G(XL,.. ., X") =Y = <§11 512) c R2M*2
2 Yo

mit Yj; € RM*1 i,j =1,2und

(Vi) = Gij([(Xze)vs (Xim)oL, - [(Xi)ws (X)) (6, =1,2).
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Jetzt konnen wir genauso vorgehen wie im reellwertigen Fall und erhal-
ten die zwei Gleichungssysteme

2

Vn+l —
kn

urtt —uty - v (5.89)
und
(4M + ROU™ + M 2(f (U [ur! — ut) + f/(um)[ur - u")
+ (fu(un+1) [un+1 U, Ut — u"
+f/l(un)[un+l —un Uttt — un])} _ zknﬁfl(un+l)[vn]
= (4M — ZK)U" + 4k,MV" + 2k, Mf'(U")[V"] + 2k, G".

Masse- und Steifigkeitsmatrix wurden erweitert zu

M := <M M), K := (K K). (5.90)

Analog zum reellwertigen Fall definieren wir
A = 4M + KK,
F(U) := 2(f (U Hum™t —u') + f(unurt - ur),
+ (f//(un+1)[un+1 — U, Uttt - U
+ UM [Unt - U Ut - um)
B = (4M — K2K)U" + 4k,MV" + 2k, Mf'(U™)[V"] 4 2k, G".
Wir suchen also nach der Nullstelle von
®(U) = AU + MF(U) — B.

Um jetzt die Ableitung ®'(U) fiir die Anwendung des Newton-Verfahrens
bestimmen zu konnen, benstigen wir die partiellen Ableitungen von f'(u)[v]

und " (u)[v, w]. Fiir f(z) = Alz|*z gilt

6UreTVre + 2Uim ¥ 2UimUre + 2UpeUj
a ! — revre mYim mvre revim
uf (Ll) [U] A <2uimvre + 2UreVim  2UreUre + 6uimvim> ’

3u2, + u? 2yl )
a / w)lo :)\ re im reim
of ()[o] < Quiellim  UZ + 3u2

und
ouf o] =4 (TG o )
ouf Wl ] = A (T o)
dof" (1) [0, w] = A <2uimv6r?r_iv4§revim 4uimzr;;zzzizrevim> '
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Damit erhalten wir dann

F/(U) = 2(0uf (W)U = U") + Buf (U)[U = U"] + 3o (U")[U — U")

+o.f" (U +UM[Uu —ur,u— U
3, £ (U + Un) U —U", U — U"]
+ A f" (U +UM[u —ur,u—u.

Das erlaubt uns dann, die Ableitung der Funktion ® anzugeben, es ist

_ / !

o'(U) = A + mult(M, (Pl(ll))u) mult(M, (F/(U))u) .
mult(M, (F (u))Z]) mult(M, (F (U))22>

5.39 Bemerkung.

Wir haben im reellwertigen Fall gesehen, dass eine inexakte Newton-Iteration sehr
viel Zeit sparen kann. Es ist wichtig zu bemerken, dass im komplexwertigen Fall
eine inexakte Newton-Iteration mit ® (U) = A nicht verwendet werden kann. In
diesem Fall ergeben unsere Experimente niamlich, dass die inexakte Newton-Iteration
im allgemeinen nicht konvergiert.

5.3 Ein cG-Verfahren fur die semilineare Wellenglei-
chung

In diesem Abschnitt stellen wir ein ¢G-Verfahren basierend auf der semili-
nearen Formulierung (3.25) vor.

Wir haben in Abschnitt 3.4 gesehen, dass wir die Existenz einer eindeu-
tigen Losung der semilinearen Formulierung nicht zeigen konnen. Aus dhn-
lichen Griinden scheitert auch ein Konvergenzbeweis des nachfolgend de-
finierten Verfahrens fiir diese Formulierung. Dennoch zeigen die numeri-
schen Beispiele des nachsten Abschnittes, dass dieses Verfahren vergleichba-
re Konvergenzergebnisse liefert wie das zuvor analysierte qlw-cG(1) cG(p)-
Verfahren. Aufierdem werden wir das Verfahren des aktuellen Abschnittes
aufgrund seiner einfachen Struktur als Grundlage fiir das lokale Zeitschritt-
verfahren verwenden, das wir in Kapitel 6 definieren werden. Wir nehmen
also die Problemformulierung

u+ flu) =,
010 = w,
atw = Au+ g
als Ausgangspunkt.
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5.3.1 Verfahrensformulierung slw-cG(1) cG(p)

Die variationelle Formulierung ist

[ S0 dt = [ (0,91) at,

n n

/In(atv, ¢2) dt = /In(w,qbz) dt
/I”(atw,%) dt = —/In(w,wz) dt+/ln(g,4>3) dt

fir ¢1,¢2 € L?(0,T;L*(Q)) und ¢35 € L*(0, T; H(QQ)). Die Diskretisierung
fithren wir genauso durch wie beim qlw-cG(1) ¢cG(p)-Verfahren. Wir suchen
also Funktionen uyy,, vy, und wy;, aus S,} ® S{f mit

/ (urn + Lo (f (ugr)), 1) dt = / (Oxn, ¢1) dt,
I I

n n

/(atvkh,@) dt = /I (wkh,@) dt

n n

/1 (Orwyy, ¢p3) dt = _/1 (Vugy, Vo) dt + /In (8 ¢3) dt

n n

fiir alle ¢1, ¢, 3 € Po(I,) ® S} . Dabei sei Z; ein Interpolationsoperator be-
ziiglich der Zeitvariablen. Dann entspricht | ;, Liw dt einer Quadraturfor-
mel. Um die erwiinschte Fehlerordnung zu erreichen, kann man 7; so wih-
len, dass man die Trapez- oder Mittelpunktregel erhalt. Beide fithren zu ver-
gleichbaren Fehlern in den numerischen Experimenten, wir werden uns im
Folgenden auf die Mittelpunktregel beschranken, also ist

t t
Ilw\_ln =W (Vl—i_szrl) .

Wir nennen dieses Verfahren slw-cG(1) cG(p).

Die Probleme, die bei dem Versuch eines Konvergenzbeweises auftreten,
konnen wir kurz skizzieren. Wir haben in Abschnitt 3.4 gesehen, dass der
Existenzbeweis fiir die semilineare Formulierung daran scheitert, dass die
nichtlinearen Terme in gewisser Weise in der falschen Komponente auftau-
chen und dadurch keine lokale Lipschitzstetigkeit der rechten Seite in der
betreffenden Norm vorhanden ist. Natiirlicherweise trifft man auf dieses Pro-
blem auch in dem Versuch eines Konvergenzbeweises (unter der nicht bewie-
senen Annahme, dass eine gentiigend glatte Losung der Differentialgleichung
existiert). Definieren wir die Fehlerfunktionen e, := u — uy,, e, := v — vy,
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und ey, := w — wyy, so folgt

/In(eu,gm)dt+/ln(f(u)—Il(f(ukh)),qbl)dt:/ln(ev,gbl) dt,  (5.91a)

/1 (0ter — ew, ¢2) dt =0, (5.91b)
/1 (tew, d3) dE + /1 (Vew, Ves) dt =0, (5.910)

furalle ¢1, ¢o, ¢3 € Po(I,) ® S]f . Wenn wir davon absehen, dass wir den Feh-
ler wie zuvor noch weiter aufteilen miissen, so konnen wir aus diesen Fehl-
ergleichungen schon sehen, dass nicht klar ist, wie eine Strategie zum Testen
dieser Gleichungen aussehen konnte. Wir kennen nur eine ,,Energie” unseres
Problems und diese haben wir aus der quasilinearen Formulierung gewon-
nen. Diese Energie fiir die obigen Fehlergleichungen auszunutzen scheint
aber aussichtslos. Fiir Beweise, die mit der Energiemethode durchgefiihrt
werden, ist das Vorhandensein einer Energie aber eine notwendige Voraus-
setzung. Das konnen wir auch sehen, wenn wir versuchen ohne Beachtung
dieses Wissens Gl. (5.91) geeignet zu testen. Der Einfachheit halber ignorie-
ren wir in dieser kurzen Darstellung die Tatsache, dass die Fehlerfunktionen
nicht im Testraum liegen und erhalten mit der natiirlichen Wahl ¢;5 := e,

/ (ate'w, eu)) dt - _/ (veu, VEM) dt. (5.92)
n I}’l

Die rechte Seite miissen wir loswerden, da e, auf der linken Seite nur in der
L?(Q)-Norm vorliegt. Also testen wir weiter mit ¢, := Ae, und erhalten

/ (3 Vey, Vey) dt = / (Vew, Vey) dt. (5.93)
In ' n

Durch Aufaddieren von (5.92) und (5.93) fillt also der Gradiententerm von
ep weg. Um die linke Seite von (5.93) zu verrechnen, miisste man (5.91a)
mit ¢; = 9y Ae, testen (wir ignorieren die Randwerte, die bei der partiellen
Integration in der Zeit auftreten) und erhielte

/ (Vew,aiVes) dt + [ (V(f(u) — Ti(f(u))), i Veu) dt

In I"
- / (Veo, 9 Ves) dt. (5.94)
JI,

Hier sehen wir nun das Problem, das auch im Kontinuierlichen aufgetreten
ist: Der nichtlineare Term in (5.94) passt nicht zu den restlichen Termen, die
Zeitableitung in 9; Ve, ist ,zuviel”. Im diskreten Fall kann man diese Zeita-
bleitung durch eine inverse Abschitzung loswerden, verliert dadurch aber
eine Ordnung in der Zeit. Bei genauer Behandlung dieses Problems sieht
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man, dass es sich dabei nicht nur um den Verlust einer Fehlerordnung han-
delt, sondern es fehlt ein k;,, das fiir die Anwendung des diskreten Gronwall-
Lemmas notwendig ist. Ahnliche Probleme treten unabhéngig davon auf,
wie man testet. Dennoch werden wir sehen, dass die numerischen Experi-
mente die Probleme der Theorie nicht bestédtigen. Das Konvergenzverhalten
dieses Verfahrens entspricht meist recht exakt dem des qlw-cG(1) cG(p)-Ver-
fahrens.

5.3.2 Implementierung

Wir bestimmen die nichtlinearen Gleichungssystem im Fall reellwertiger so-
wie komplexwertiger Anfangswerte, wie wir es in Abschnitt 5.2.5 getan ha-
ben.

5.3.2.1 Reellwertiger Fall

Das Gleichungssystem (5.27) ldsst sich mithilfe der Produktapproximation
4.3.1 in die Matrix-Vektor-Form bringen,

%M(U”“ LU + MU+ UM) /2) = %M(V”“ + V"), (5.95)

MV — v = %”M(W”H + W™, (5.95b)

M(W"H W) = —le(u”+1 +Uu")+G",

2
(5.95¢)

wobei G" = ([ 1, (& ¢v) dt)ven;. Wir entkoppeln diese Gleichungen, indem

wir W1 in (5.95b) durch (5.95¢) eliminieren und dann V**! in (5.95a) mit
(5.95b) ersetzen. Wir erhalten die nichtlineare Gleichung

2
(M + ]Z‘K) urtt poMf((untt 4+ uty/2)

2
= (M + IZK) u"+m <2V” + k2an> + %”G”. (5.96)

Diese Gleichung 16sen wir zuerst, mit U"*! konnen wir dann iiber (5.95c)
W"*1 bestimmen und schliellich V**1 mit (5.95b). Mit

ki
4

n n kn n k" n
B:=—-AU"+M |2V +3W +?G

A=M+ —K,

suchen wir die Nullstelle der Funktion

d(U) := AU +2Mf((U + U")/2) — B.
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Wie in 5.2.5 erhalten wir
QD’(U) =A+ Zmult(M,f’((U +U")/2))

und konnen damit wieder das Newton-Verfahren durchfiihren. Wir bemer-
ken, dass wir in der semilinearen Formulierung von der nichtlinearen Funk-
tion f nicht mehr als eine Ableitung benétigen. Bei der quasilinearen Formu-
lierung haben wir im Gegensatz dazu sogar noch die dritte Ableitung fiir die
Newton-Iteration gebraucht.

5.3.2.2 Komplexwertiger Fall

War die Definition der Nullstellenfunktion und ihrer Ableitung fiir die qua-
silineare Formulierung in Abschnitt 5.2.5.2 noch umfangreich, so ist das fiir
die semilineare Formulierung sehr einfach.

Es seien M und K die R?-Entsprechungen der Masse- und der Steifig-
keitsmatrix wie in Gl. (5.90). Dann definieren wir

SO 25
A =M+ LK
4
n AN A n k”l n kn n
B:=—-AU"+M |2V +?W +EG .
Wir suchen die Nullstelle der Funktion

®(U) := AU +2Mf((U + U")/2) — B.

Wie tiblich ist f hier komponentenweise zu verstehen. Es gilt fir f(z) =
Az|*z

3”1%e + uizm 2ure”im
2 2 -
2Urellim  Upe + U5,

F=a(

Also folgt unter Beachtung der Definition 5.38 (mit nur einem Argument bei
der Funktionsauswertung)

o (Fu(U) (W)
v =&+2(g ).

mit

Fjj(U) := mult(M, (f'(U+U")/2));)  (i,j=12).
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5.4 Numerische Ergebnisse

Die in den vorherigen zwei Abschnitten vorgestellten Verfahren wurden in
MATLAB® ! (Version 7.4.0.287 (R2007a) und 7.14.0.739 (R2012a)) implemen-
tiert. Bei der zugrundeliegenden Finite-Elemente-Bibliothek fiir elliptische
Probleme handelt es sich um die femtoolbox von M. Richter (vgl. die Dis-
sertation [Ric10]), das Newtonverfahren ist von W. Dorfler. Die Implementie-
rungen der Zeitschrittverfahren stammen von mir.

Alle Berechnungen, die wir im Folgenden durchfiihren, verwenden die
gleichen Parameter fiir das Newton-Verfahren. Zur Bedeutung der Parame-
ter vergleiche mit Abschnitt 4.3.2. Wir setzen

Nmax = 20,
TOLy := 1078,
TOLp := 101

Nmax ist zur Sicherheit grofd angesetzt, wir werden auf die tatsdchlich notwen-
dige Iterationszahl in den jeweiligen Abschnitten eingehen.

Wir werden bei den nachfolgenden drei Testproblemen verschiedene Pro-
blemklassen abdecken. Bei dem ersten Problem handelt es sich um ein homo-
genes Problem in R mit zu vernachldssigenden Randwerten und A < 0. Die
Losung existiert hier nur in einem beschriankten Zeitintervall.
Das zweite Problem behandelt den
inhomogenen Fall fiir A < 0 in R
mit einer global (in der Zeit) exis-
tenten Losung. Beide Probleme be-
sitzen reelle Anfangswerte. Zu gu-
ter Letzt betrachten wir ein homo-
genes Problem in R? mit nicht ver-
schwindenden Randwerten, A >
0 und komplexen Anfangswerten.
Auch die Losung dieses Problems
existiert global in der Zeit.

Wir verwenden in allen Beispie-
len gleichmiéfige Diskretisierungen ~ Abbildung 5.1: Einfaches criss-Gitter.
mit den Parametern k und 4, die sich
aus den jeweiligen Konvergenzta-
bellen ergeben. Fiir das Solitonproblem in Abschnitt 5.4.3, welches in R? for-
muliert wird, verwenden wir ein sogenanntes criss-Gitter (zu weiteren Gitter-
typen siehe [Bra03, Kapitel 8]). Ein solches Gitter besteht aus Dreiecken die
wie in Abb. 5.1 angeordnet sind, wobei nach rechts die x-Richtung und nach
oben die y-Richtung aufgetragen sei.

IMATLAB® ist eine eingetragene Marke von The MathWorks, Inc.
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In allen Fallen geben wir den Diskretisierungsfehler u — uy, in der H!-
Halbnorm zum jeweiligen Endzeitpunkt t = T an. Nur fiir das Solitonpro-
blem miissen wir diese Aussage relativieren: Wenn ¢t = T in N Zeitschritten
erreicht sein sollte, dann ist dies der Zeitpunkt, an dem wir den Fehler be-
rechnen. Aufgrund der inexakten Zahldarstellung eines Computers ist dies
gewohnlich nicht t = T, sondern bei unserer Zeitschrittwahl ein Zeitpunkt,
der geringfiigig vor T liegt.

Die experimentelle Konvergenzordnung (wir schreiben in den Tabellen
kurz eoc fiir , experimental order of convergence”) bestimmen wir fiir linea-
re Elemente p = 1 in Abhédngigkeit von k + &, da der Konvergenzsatz 5.32
in diesem Fall die Ordnung 1 in k und h erwarten ldsst. Fiir quadratische
Elemente p = 2 betrachten wir Konvergenz in Zeit und Ort getrennt. Da-
zu wihlen wir jeweils eine der beiden Parameter k und & so klein, dass der
entsprechende Zeit- bzw. Ortsdiskretisierungsfehler vernachldssigbar ist und
betrachten dann die Konvergenz im anderen Parameter. In den Abbildun-
gen der Fehler befindet sich immer ein Steigungsdreieck, dass die Ordnung
1 oder 2 exemplarisch anzeigt, damit ein Vergleich moglich ist.

5.4.1 Pulspropagation mit blow-up, A < 0

Das erste Referenzproblem ist das Modellproblem (3.6) mit ¢ = 0, also ein
homogenes Problem. Eine Losung wurde durch einen speziellen Ansatz in
der Arbeit von Busch et al. [PNTB09] hergeleitet, diesen Ansatz werden wir
unten vorstellen. Man erhilt eine Losung, die nur fiir einen endlichen Zeit-
raum [0, Tenq) existiert und dann beziiglich der H!-Norm einen sogenannten
blow-up erfshrt. Das heifit, dass die H!-Norm fiir  — T.nq gegen Unendlich
geht.

5.4.1.1 Herleitung von Referenzlésungen

Wir beginnen mit der Situation in (3.11) mit Q) C IR. Es folgt also das System

Ot (1 + Alu(t, x)|*)u(t,x)) = dyv(t, x), (5.97a)
0:0(t, x) = dxu(t, x). (5.97b)

Wir nehmen weiter an, dass die Anfangsbedingungen an u und v reell sind,
so dass die Losungen auch, solange sie existieren, reell bleiben. In diesem
Fall konnen wir die Zeitableitung auf der linken Seite von (5.97a) auflosen
und erhalten

1
oru(t, x) = 1 +BMu(t,x)|26,ch(1‘,3¢). (5.98)

Jetzt machen wir den Ansatz

v(t,x) = b(u(t,x))u(t,x)
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fiir eine stetig differenzierbare Funktion b auf R. Setzen wir diesen Ansatz in
(5.98) ein, so folgt

1

= —
T3P

(b’ (u)u + b(u))oyu (5.99)

und selbiges Vorgehen in (5.97b) liefert
(b’ (u)u + b(u))ou = dyu .

Zusammen erhalten wir

1

m(b/<u)u + b(l/l))zaxu - axu.

Eine nichttriviale Losung u erfordert daher

b'(u)u+b(u) = +£4/1+3A|ul?.

Einsetzen dieser Bedingung in (5.99) ergibt
1

78){“.
V14 3A[ul?

Wir wiahlen das Minuszeichen, um Ausbreitung nach rechts zu gewéhrleis-
ten. Dies Losungen dieser verallgemeinerten Transportgleichung sind gege-
ben durch die implizite Gleichung

diu = + (5.100)

1
u(t,x) = G(u(t,x)):=F (x - i +3/\]u(t,x)]2t> (5.101)

fiir beliebiges F € C!(R) und alle (¢, x) € (0, T) x Q. Bei gegebener Anfangs-
bedingung uo(x) = u(0, x) folgt F = uy, falls uy stetig differenzierbar ist.

5.40 Bemerkung.

Auf den ersten Blick scheint es, dass man damit fiir gegebene Anfangsbedingungen
1(0),9;u(0) mit obigem Vorgehen immer eine Losung der Differentialgleichung er-
hilt. Dem ist nicht so, die Anfangsbedingung 0;u(0) muss einer aus dem Ansatz
folgenden Vertriglichkeitsbedingung gentigen, damit das obige Vorgehen funktio-
niert.

Schon hier kann man das allgemeine Verhalten einer Losung (5.101) beurtei-
len: Die Charakteristiken sind offensichtlich Geraden, die aber nicht paral-
lel zueinander sind (vergleiche auch [Eva98, Chapter 3.2]). Das sorgt dafiir,
dass glatte Anfangsdaten frither oder spéter in einen Schockzustand geraten.
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Dieses Verhalten kann man auch im Beweis der Existenz einer Losung be-
obachten, siehe Bemerkung 3.3. Im Fall (5.101) miissen wir nur punktweise
die Fixpunktgleichung 16sen. Die Losbarkeit dieser Gleichung ist garantiert,
wenn

F/(x) <C««1
ist. Dariiber hinaus muss
1+ 3A|u(t, x)|*> >0

fiir alle (t,x) € (0,T) x Q gelten (oder kleiner Null, nur ein Nulldurchgang
wiére problematisch, da das zu differential-algebraischen Gleichungen fiih-
ren wiirde.) Diese Bedingung ist im defokussierenden Fall mit A > 0 immer
erfiillt und muss daher nicht beachtet werden. Im fokussierenden Fall, also
mit negativem A, ist diese Bedingung nicht automatisch erfiillt.

5.4.1.2 GauB-Puls

Es sei 3 = (0,100) und A = —0.08. Als Anfangsbedingung benutzen wir
einen reskalierten Gauf3-Puls,

up(x) := e 5(r2),
Dies legt die Funktion F in (5.101) fest. Fiir unsere Verfahren benotigen wir
weiterhin eine Anfangsbedingung fiir v = 9;u. Diese ldsst sich aus (5.100)
bestimmen, es ist

vo(x) = ! dxp(x)
V143 ug(x)[?

2 1
=5 "B3 +3A|uo(x)y2”°(x)'

Wir bestimmen u durch eine einfache Fixpunktiteration mit dem Anfangs-
wert u%(t, x) := 0 fiir alle (¢t,x) € [0,T] x Q,

uk (L, x) := G(uF(t, x)) ((t,x) € [0,T] x Q, k € Ny).

Wir brechen dabei ab, wenn |u**1(t, x) — G(u¥(t,x))| < 10712 ist. Die Ablei-
tung im Ort von u approximieren wir durch den Differenzenquotienten

u(t,x +1078) — u(t, x
O u(t, x) ~ ( 10_23 ( )

Die Losung existiert bis T = 15, bis zu diesem Zeitpunkt fithren wir unsere
Simulationen durch. In Abb. 5.2 ist die Losung u zum Startzeitpunkt ¢t = 0
sowie zum Endzeitpunkt t = T abgebildet. Man sieht, dass sich die Pulsfront
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u A
1 —
O T T o L T j >
0 100
X

Abbildung 5.2: Anfangsbedingung #(0) des blow-up-Problems (blau) so-
wie die Losung zum Zeitpunkt T = 15 (rot).

aufgestellt hat, der blow-up ist zu erahnen. Der Diskretisierungsfehler ist an
dieser Stelle zwar am grofiten, es sind aber keine Schwingungen der numeri-
schen Losungen an dieser Stelle zu beobachten. Abb. 5.3 und Tab. 5.3 zeigen,
dass fiir p = 1 die erwartete lineare Konvergenz fiir beide Verfahren besta-
tigt werden kann. Dabei ist der Fehler fiir beide Verfahren im Wesentlichen
gleich.

Die Konvergenzordnung in der Zeit fiir p = 2 scheint besser als linear
zu sein. Abb. 5.4a und Tab. 5.4 zeigen fiir beide Verfahren eher eine quadra-
tische Konvergenzordnung in der Zeit an. Im Ort bestétigt sich dagegen die
quadratische Konvergenzordnung, siehe Abb. 5.4b und Tab. 5.5, wenngleich
die experimentelle Konvergenzordnung immer leicht unter 2 liegt. Das liegt
vermutlich am grofieren Fehler der Zeitdiskretisierung.

Wie ldsst sich die quadratische Ordnung in der Zeit erkldren? Wie wir
schon in Bemerkung 5.33 erwéhnt haben, tauchen im Konvergenzbeweis nur
zwei von der Nichtlinearitdt abhéngige Terme auf, die fiir die lineare Kon-
vergenzordnung in der Zeit verantwortlich sind. Es ist nachvollziehbar, dass
tiir betragsmafsig kleines A dieser Fehleranteil entsprechend klein und daher
nicht zu beobachten ist.

Abschlieflend mochten wir kurz auf die Performance des Newton-Ver-
fahrens eingehen. Wir haben schon in Abschnitt 5.2.5.1 angemerkt, dass ein
inexaktes Newtonverfahren fiir reellwertige Probleme schneller ist. Um das
zu zeigen, betrachten wir das qlw-cG(1)cG(1)- und das slw-cG(1) cG(1)-
Verfahren fiir k = h = 0.0625. Mit i bezeichnen wir den Iterationsschritt.

Wir sehen in Tab. 5.1, dass die exakte Newton-Iteration bei Verwendung
des qlw-cG(1) ¢G(1)-Verfahrens nur knapp ein Drittel der Iterationsschritte
der inexakten Newton-Iteration benotigt. Dennoch ist die Rechendauer un-
gefdahr fiinf Mal so lang. Das liegt an den zusétzlichen Funktionsauswertun-
gen.

Tab. 5.2 liefert ein dhnliches Ergebnis fiir das slw-cG(1) ¢G(1)-Verfahren.
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Inexakt Exakt
10 [ 1 Q0 T 1 e I (V3OO
1  1.30e-01 3.47e-03 1.82e-04 1.43e-01
2 1.39e-02 5.71e-04 4.16e-07 8.50e-04
3  228e-03 1.06e-04 1.01e-09 1.97e-06
4  425e-04 211e-05 2.50e-12 4.78e-09
5 8.42e-05 4.33e-06
6 1.73e-05 9.12e-07
7  3.64e-06 1.96e-07
8 7.81e-07 4.25e-08
9 1.70e-07 9.33e-09
10 3.73e-08 2.07e-09
11 8.26e-09 4.61e-10

Tabelle 5.1: Inexakte und exakte Newton-Iteration des letzten Zeitschritts
des qlw-cG(1)cG(1)-Verfahrens.

Inexakt
Juer]|

~.

[F ()|

Exakt
Ju |

[F ()|

1.30e-01
1.38e-02
2.23e-03
4.07e-04
7.95e-05
1.62e-05
3.38e-06
7.20e-07
1.56e-07
0 3.40e-08
1 7.51e-09

= =0 00NN Ul WN =

8.64e-04
1.39e-04
2.55e-05
4.97e-06
1.01e-06
2.11e-07
4.50e-08
9.73e-09
2.13e-09
4.70e-10
1.04e-10

1.44e-01
2.14e-04

1.15e-05
5.91e-11

Tabelle 5.2: Inexakte und exakte Newton-Iteration des letzten Zeitschritts
des slw-cG(1)cG(1)-Verfahrens.

Fiir dieses Verfahren benotigt die exakte Newtoniteration sogar nur zwei
Schritte mit Konvergenz vierter Ordnung. Auch wenn die inexakte Iteration
hier sogar tiber fiinf Mal soviele Iterationen braucht, ist sie vier Mal schneller,
das ist wieder auf die Funktionsauswertungen zuriickzufiihren.
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Abbildung 5.3: blow-up-Problem: Konvergenz fiir p = 1 in Abhingigkeit
von k + h. In blau das qlw-cG(1)cG(1)-Verfahren, in gestrichelt rot das slw-
cG(1)cG(1)-Verfahren.

::I: _1*

=

s

T2

=

IE

oo —3

= ! ! ! !

! ! ! !
-18 -16 -14 -12 -1 -08 —-06 —-04 —-02 O
log, (k)
(a) Konvergenz in der Zeit in Abhangigkeit von k, mit & = 0.03125 fest.

-1

logyq || (1 = 1) (T) |
.

-14 -12 -1 -08 -06 —-04 —-02 O 0.2

log, (1)
(b) Konvergenz im Ort in Abhéngigkeit von i, mit k = 0.005 fest.

Abbildung 5.4: blow-up-Problem: Konvergenz fiir p = 2. In blau das gqlw-
¢G(1)cG(2)-Verfahren, in gestrichelt rot das slw-cG(1)cG(2)-Verfahren.
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qlw-cG(1)cG(1) slw-cG(1)cG(1)

k h | (4 — v ) (T) | i eoc | (4 — v ) (T) | i eoc
1.0 1.0 1.71e-01 1.81e-01

0.5 0.5 9.38e-02 8.66e-01 9.76e-02 8.90e-01
0.25 0.25 4.25e-02 1.14e+00 4.28e-02 1.19e+00
0.125 0.125 1.71e-02 1.31e+00 1.69e-02 1.34e+00
0.0625 0.0625 7.21e-03 1.24e+00 7.15e-03 1.24e+00
0.03125  0.03125 3.37e-03 1.10e+00 3.36e-03 1.09e+00
0.015625 0.015625 1.65e-03 1.03e+00 1.65e-03 1.03e+00

Tabelle 5.3: blow-up-Problem: Konvergenz des qlw- und des slw-
¢G(1)cG(1)-Verfahrens fiir lineare Elemente (p = 1).

qlw-cG(1)cG(2) slw-cG(1)cG(2)

k h [ (= wi) (T) [[ eoc  |[(u—ue)(T)||;n  eoc
1.0 0.03125 1.20e-01 2.17e-01

0.5 0.03125 1.11e-01 8.46e-01 1.19e-01 8.64e-01
0.25 0.03125 4.95e-02 1.17e+00 5.17e-02 1.20e+00
0.125 0.03125 1.71e-02 1.54e+00 1.73e-02 1.58e+00
0.0625 0.03125 4.88e-03 1.81e+00 4.85e-03 1.83e+00
0.03125  0.03125 1.36e-03 1.84e+00 1.33e-03 1.86e+00
0.015625 0.03125 4.51e-04 1.59e+00 4.37e-04 1.61e+00

Tabelle 5.4: blow-up-Problem: Konvergenz in der Zeit des qlw- und des
slw-cG(1)cG(2)-Verfahrens fiir quadratische Elemente (p = 2).

qlw-cG(1)cG(2) slw-cG(1)cG(2)

k h (=) (T)lp - eoc |[(u —we)(T)|[;p eoc
0.005 2.0 1.27e-01 1.27e-01

0.005 1.0 6.96e-02 8.78e-01 6.96e-02 8.78e-01
0.005 0.5 2.72e-02 1.36e+00 2.72e-02 1.36e+00
0.005 0.25 8.91e-03 1.61e+00 8.90e-03 1.62e+00
0.005 0.125 2.52¢-03 1.82e+00 2.49e-03 1.84e+00
0.005 0.0625 7.01e-04 1.84e+00 6.60e-04 1.92e+00
0.005 0.03125 2.40e-04 1.55e+00 1.85e-04 1.84e+00

Tabelle 5.5: blow-up-Problem: Konvergenz im Ort des qlw- und des slw-
¢G(1)cG(2)-Verfahrens fiir quadratische Elemente (p = 2).
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5.4.2 Global existente Pulspropagation, A < 0

Im zweiten Testproblem tiberpriifen wir die Konvergenz fiir ein inhomoge-
nes Problem, das heif$t ein Problem mit einem nicht verschwindenden Kraft-
term g. Dabei entsteht ein zusétzlicher Fehler, da wir die rechte Seite g nicht
exakt behandeln, wie wir es in den Verfahrensdefinitionen getan haben. Statt-
dessen verwenden wir eine Quadraturformel in der Zeit mit gentigend hoher
Genauigkeit und im Ort die Knoteninterpolation in Sf . In der Zeit ist eine
Quadratur der Ordnung 2 ausreichend, wir verwenden die Trapezregel.

Wir definieren auf ) = (0,10) und fiir t € (0, T) mit T = 5 den Kraftterm
g(t,x) =6A(24(x — t — 2)2 _ 2>e*6(x7t72)2.

Dann ist die Losung der zugehorigen Differentialgleichung (3.6) durch den
reskalierten Gauf3-Puls

u(t,x) = e 2x—t=2)?

gegeben. Weiterhin setzen wir A = —0.1. u konnen wir offenbar auch fiir alle
t > 0 definieren, da wir den nichtlinearen Einfluss durch den Kraftterm g
eliminieren. Daher tritt anders als im vorherigen Beispiel in diesem Fall auch
kein blow-up auf.

Die Ergebnisse liefern die gleichen Beobachtungen wie vorhergehenden
im blow-up-Problem. Fiir lineare Elemente p = 1 zeigen Abb. 5.5 und Tab. 5.6
ein Konvergenzverhalten, das leicht besser ist als die erwartete lineare Kon-
vergenz. Nun haben wir schon beim blow-up-Problem gesehen, dass die
Konvergenz in der Zeit besser als linear zu sein scheint, aber die Fehler-
konstanten beziiglich der Zeitdiskretisierung hoher sind als die der Ortsdis-
kretisierung. Es kann also auch hier der Fall sein, dass fiir die betrachteten
Diskretisierungsparameter der Zeitfehler dominiert und ein etwas besseres
Konvergenzverhalten besitzt als die Ortsdiskretisierung.

Fiir quadratische Elemente p = 2 bestitigt sich bei Betrachtung der Zeit-
konvergenz in Abb. 5.6a und Tab. 5.7 die Vermutung, dass zumindest die ex-
perimentelle Konvergenzordnung in der Zeit hoher ist als theoretisch herge-
leitet. Beide Verfahren zeigen ein quadratisches Konvergenzverhalten in der
Zeit. Gleiches gilt fiir die Konvergenz im Ort, siehe Abb. 5.6b und Tab. 5.8,
allerdings entspricht das dem Konvergenzresultat Satz 5.32.

Auch fiir dieses Testproblem sind die Fehler beider Verfahren im Wesent-
lichen die gleichen.

Das Newtonverfahren verhilt sich qualitativ d&hnlich wie im vorherigen
Problem. Die inexakten Newtoniterationen sind auch hier wieder schneller
als die exakten Newtoniterationen, die quadratische Konvergenz des exakten
Newtonverfahrens sieht man nur beim slw-cG(1) ¢G(1)-Verfahren.
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Abbildung 5.5: Pulsausbreitungsproblem: Konvergenz fiir p = 1 in Abhan-
gigkeit von k + h. In blau das qlw-cG(1)cG(1)-Verfahren, in gestrichelt rot
das slw-cG(1)cG(1)-Verfahren.
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(a) Konvergenz in der Zeit in Abhangigkeit von k, mit & = 0.03125 fest.
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(b) Konvergenz im Ort in Abhéngigkeit von i, mit k = 0.005 fest.

Abbildung 5.6: Pulsausbreitungsproblem: Konvergenz fiir p = 2. In blau
das qlw-cG(1)cG(2)-, in gestrichelt rot das slw-cG(1)cG(2)-Verfahren.
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qlw-cG(1)cG(1)

slw-cG(1)cG(1)

k h [(4 =) (T) [ eoc [[(u —wg)(T)|[jp eoc
1.0 1.0 1.56e+00 1.70e+00

0.5 0.5 1.13e+00 4.70e-01 1.20e+00 5.07e-01
0.25 0.25 4.74e-01 1.25e+00 5.81e-01 1.04e+00
0.125 0.125 1.93e-01 1.30e+00 2.51e-01 1.21e+00
0.0625 0.0625 7.50e-02 1.36e+00 8.29e-02 1.60e+00
0.03125  0.03125 3.19e-02 1.23e+00 3.26e-02 1.35e+00
0.015625 0.015625 1.50e-02 1.09e+00 1.51e-02 1.11e+00

Tabelle 5.6: Pulsausbreitungsproblem: Konvergenztabellen des qlw- und
des slw-cG(1)cG(1)-Verfahrens fiir lineare Elemente (p = 1).

qlw-cG(1)cG(2)

slw-cG(1)cG(2)

k h (e =) (T) [ eoc [[(u —ug)(T)[[n eoc
1.0 0.03125 1.85e+00 1.80e+00

0.5 0.03125 1.55e+00 2.58e-01 1.62e+00 1.53e-01
0.25 0.03125 7.39e-01 1.07e+00 9.19¢-01 8.18¢-01
0125  0.03125 3.05¢-01 1.28e+00 4.07e-01 1.17e+00
0.0625  0.03125 9.30e-02 1.71e+00 1.12e-01 1.87e+00
0.03125  0.03125 2.63e-02 1.82e+00 2.58e-02 2.11e+00
0.015625 0.03125 1.06e-02 1.31e+00 9.12¢-03 1.50e+00

Tabelle 5.7: Pulsausbreitungsproblem: Konvergenz in der Zeit des qlw- und

des slw-cG(1)cG(2)-Verfahrens fiir quadratische Elemente (p = 2).

qlw-cG(1)cG(2)

slw-cG(1)cG(2)

k h [(# — i) (D[~ eoc|[(# — ) (T) [ eoc

0.005 2.0 1.67e+00 1.67e+00

0.005 1.0 8.67e-01 9.48e-01 8.67¢-01 9.48¢-01
0.005 0.5 7.77e-01 1.56e-01 7.77e-01 1.56e-01
0.005 0.25 2.25e-01 1.79e+00 2.25¢-01 1.79e+00
0.005 0.125 8.00e-02 1.49e+00 7.99e-02 1.49e+00
0.005 0.0625 2.50e-02 1.68e+00 2.49e-02 1.68e+00
0.005 0.03125 7.02e-03 1.83e+00 6.80e-03 1.87e+00

Tabelle 5.8: Pulsausbreitungsproblem: Konvergenz im Ort des qlw- und des
slw-cG(1)cG(2)-Verfahrens fiir quadratische Elemente (p = 2).
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5.4.3 Soliton, A >0

Aus der Herleitung der Schrodingergleichung aus den Maxwellgleichungen
konnen wir uns den Ansatz

u(t, x1,x7) = e 190 (xy)

abschauen. Dabei bezeichnen k, w € R die Wellenzahl und die Frequenz der
Welle. Einsetzen dieses Ansatzes in das Modellproblem Gl. (3.6) mit g = 0
ergibt

—w?(b+Ab]*b) = —K*b+ 93 b
Dies ldsst sich umschreiben zu
(K* — w?)b — Aw?|b]*b = 0%b .

Wir setzen A = 1, dies entspricht dem defokussierenden Fall bei der nichtli-
nearen Schrodingergleichung. Damit der Koeffizient des Reaktionsteils posi-
tiv ist, setzen wir also fiir eina > 0

w:=a,
k:=+2a,

woraus wir erhalten:
a®(b+ |b|*b) = 93b.

Diese Differentialgleichung wird geldst durch

b(xy) = V2sech(axy) = V2

cosh(axy)
Es folgt
_ eVt L
u(t,x1,x2) = V2e cosh(axy)

Fiir die Experimente setzen wir Q = (0,2) x (—1,1) und T = 1.0. Fir
a = 1 betrachten wir also die Funktion

u(t, x1,x2) = V26l (V2170 gech(x;).

Wie wir anfangs dieses Abschnittes erwdhnt haben, verwenden wir zur Tri-
angulierung von () ein criss-Gitter. /1 ist dann die Lange der Hypotenuse ei-
nes Elementes. In den Konvergenztabellen geben wir die Gitterweite in Form
von h/\/2 an, das ist gerade die Lange der kiirzeren Seite eines Elementes.
Die Werte fiir k und % in den Tabellen 5.10 und 5.12 basieren darauf, dass
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wir () in Tab. 5.10 in 10, 20, 40, 60, 70 und 80 Teilintervalle und in Tab. 5.12 in
5,10,20, 30, 35 und 40 Teilintervalle jeweils in x;- und x»-Richtung unterteilt
haben. Mit einem entsprechenden Verhiltnis wird auch k jeweils gewéhlt,
die angegebenen Werte sind nicht exakt. Der Grund fiir die ungleichméfsige
Verfeinerung ist der hohe Speicherverbrauch. Die Randwerte von u werden
in jedem Zeitschritt erzwungen, wie man es bei Finite-Elemente-Methoden
gewohnt ist.

Bei diesem zweidimensionalen Problem sehen wir jetzt zum einzigen Mal
Unterschiede zwischen den beiden Verfahren. Fiir lineare Elemente lédsst sich
in Abb. 5.7 zwar beobachten, dass das qlw-cG(1) ¢cG(1)-Verfahren leicht bes-
ser ist, aber beide Verfahren besitzen eine lineare experimentelle Konvergen-
zordnung, das kann man auch genauer in Tab. 5.10 ablesen. Wir werden in
der genaueren Aufspaltung fiir quadratische Elemente sehen, dass es der
Fehler in der Zeitdiskretisierung ist, der fiir die grofiere Fehlerkonstante von
slw-cG(1) cG(p) verantwortlich ist.

Fiir quadratische Elemente betrachten wir wieder Zeit- und Ortskonver-
genz getrennt. In der Abb. 5.8a und der Tab. 5.11 kénnen wir beobachten,
dass das qlw-cG(1) cG(2)-Verfahren in der Zeit eine quadratische experi-
mentelle Konvergenzordnung besitzt und fiir den kleinsten Zeitschritt kon-
vergiert der Fehler offenbar schon gegen den Fehler der Ortsdiskretisierung.
Das slw-cG(1) ¢cG(2)-Verfahren zeigt dagegen fiir die ersten Zeitschritte ein
unerklérliches Verhalten, konvergiert dann aber auch quadratisch. Fiir die
Uberpriifung der Ortskonvergenz wurde nun k = 0.005 ausgesprochen klein
gewdhlt, in Abb. 5.8b und Tab. 5.12 sieht man daher keinen Unterschied zwi-
schen den Verfahren, beide haben eine sehr klare quadratische experimentel-
le Konvergenzordnung im Ort.

Warum der deutlich unterschiedliche Zeitfehler auftritt, ist nicht klar. Es
steht zu vermuten, dass sich in der Implementierung der quadratischen Ele-
mente doch irgendwo ein kleiner Fehler befindet. Ausgeschlossen werden
kann nur ein systematischer Fehler, der durch die Produktapproximation
eingefiihrt wurde. Die Berechnungen wurden zur Uberpriifung auch ohne
Produktapproximation durchgefiihrt, ohne dass sich ein nennenswerter Un-
terschied ergab.

Auch hier ist wieder die quadratische Konvergenzordnung in der Zeit zu
beobachten. In Abschnitt 5.4.1 haben wir dieses Verhalten noch damit erklart,
dass A klein war. In diesem Soliton-Problem ist aber A = 1, die Nichtlinearitit
hat also die gleiche Grofienordnung wie die linearen Terme. Entweder ist also
der Konvergenzbeweis nicht optimal gefiihrt worden oder der Fehleranteil
der nichtlinearen Terme ist dennoch deutlich kleiner als der Fehleranteil der
linearen Fehleranteile.

Eine Anwendung des inexakten Newtonverfahrens ist in diesem Problem
nicht moglich, da es nicht konvergiert. Diese Aussage trifft fiir beide cG-
Verfahren zu. Das exakte Newtonverfahren konvergiert dafiir quadratisch in
beiden Fillen, wie wir in Tab. 5.9 sehen konnen. Dabei haben wir 1 = 0.051/2
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qlw-cG(1) ¢G(1) slw-cG(1) cG(1)
i [l IF ()| [ur] [IF (L)
1 1.20e+01 9.93e-02 1.18e+01 5.88e-03
2 1.48e+00 4.79e-03 3.85e-01 1.97e-05
3 8.30e-02 1.51e-05 1.32e-03 2.46e-10
4 2.85e-04 1.82e-10 1.69e-08 3.46e-16
5 3.69e-09 1.37e-15

Tabelle 5.9: Die exakte Newton-Iteration des letzten Zeitschritts fiir das qlw-
und das slw-cG(1)cG(1)-Verfahren.

und k = 0.25 verwendet. Beide Verfahren benétigen im Wesentlichen die
gleiche Rechendauer.
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| |
-0.7 -06 -05 —-04 —-03 —-02 -0.1 0 0.1
log,,(k +h)

Abbildung 5.7: Solitonproblem: Konvergenz fiir lineare Elemente, p = 1, in
Abhingigkeit von k + h. In blau das qlw-cG(1)cG(1)-Verfahren, in gestrichelt
rot das slw-cG(1)cG(1)-Verfahren.
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(a) Konvergenz in der Zeit in Abhéngigkeit von k, mit i = 0.04/2 fest.
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(b) Konvergenz im Ort in Abhéngigkeit von i, mit k = 0.005 fest.

Abbildung 5.8: Solitonproblem: Konvergenz fiir p = 2. In blau das qlw-
¢G(1)cG(2)-Verfahren, in gestrichelt rot das slw-cG(1)cG(2)-Verfahren.
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qlw-cG(1)cG(1)

slw-cG(1)cG(1)

k h/NV2 (=) (T) | eoc | (w0 — 1y, (T) || g eoc
1.0 0.2 4.58e-01 8.12e-01

0.5 0.1 1.85e-01 1.31e+00 3.04e-01 1.42e+00
0.25 0.05 8.97e-02 1.04e+00 1.48e-01 1.03e+00
0.1875 0.033 5.97e-02 1.30e+00 1.02e-01 1.20e+00
0.1428 0.02857 5.06e-02 6.70e-01 6.66e-02 1.72e+00
0.125 0.025 4.41e-02 1.03e+00 5.61e-02 1.28e+00

Tabelle 5.10: Solitonproblem: Konvergenz des glw- und des slw-
c¢G(1)cG(p)-Verfahrens fiir lineare Elemente (p = 1) in Abhédngigkeit von

k+ h.
qlw-cG(1)cG(2) slw-cG(1)cG(2)

k W2 (=) (Tl eoc |[(u—u)(T)|m  eoc
1.0 0.04 3.17e-01 7.57e-01

0.5 0.04 6.17e-02 2.36e+00 2.52e-01 1.59e+00
0.25 0.04 2.03e-02 1.60e+00 1.58e-01 6.74e-01
0.125 0.04 5.44¢-03 1.90e+00 2.11e-01 -4.19¢-01
0.0625 0.04 1.38e-03 1.98e+00 4.17e-02 2.34e+00
0.03125 0.04 8.32e-04 7.32e-01 1.20e-02 1.80e+00

Tabelle 5.11: Solitonproblem: Konvergenz in der Zeit des qlw- und des slw-
cG(1)cG(2)-Verfahrens.

qlw-cG(1)cG(2)

slw-cG(1)cG(2)

k W/ V2 (=) (T eoc  |[(u—u)(T)llpp eoc
0.005 0.4 9.32e-02 9.32e-02

0.005 0.2 2.34e-02 1.99e+00 2.34e-02 1.99e+00
0.005 0.1 5.85e-03 2.00e+00 5.84e-03 2.00e+00
0.005 0.0667 2.60e-03 2.00e+00 2.61e-03 1.99e+00
0.005 0.057 1.91e-03 2.00e+00 1.93e-03 1.96e+00
0.005 0.05 1.46e-03 2.01e+00 1.48e-03 1.96e+00

Tabelle 5.12: Solitonproblem: Konvergenz im Ort des qlw- und des slw-
cG(1)cG(2)-Verfahrens.
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5.5 Zusammenfassung und Fazit

In diesem Kapitel haben wir zwei Verfahren zur Diskretisierung der nichtli-
nearen Wellengleichung (3.6) vorgestellt.

Fir das gqlw-cG(1) ¢cG(p)-Verfahren haben wir in Satz 5.32 lineare Kon-
vergenz in der Zeit und Konvergenz der Ordnung p im Ort fiir die Energie-
norm der Wellengleichung gezeigt. Die numerischen Ergebnisse liefern so-
gar die optimale Konvergenzordnung, quadratisch in Zeit und Ort, wie wir
es schon in Bemerkung 5.33 angesprochen haben. Wir konnten nicht bestim-
men, woran das genau liegt, auch wenn wir in Abschnitt 5.4.1 die Vermu-
tung ausgesprochen haben, dass die Fehlerterme, die nur linear konvergie-
ren, moglicherweise deutlich kleiner sind als die quadratisch konvergieren-
den und daher nicht beobachtet wurden. Weiterhin sind die Existenz- und
Eindeutigkeitsbedingungen dieses numerischen Verfahren fiir das Soliton-
problem nicht erfiillt, was darauf hinweist, dass die Existenz- und Eindeu-
tigkeitsresultate in Abschnitt 5.2.2 nicht optimal sind.

Die Konvergenz des zweiten Verfahrens, slw-cG(1) cG(p), konnten wir
nicht zeigen, die numerischen Beispiele zeigen aber kaum einen Unterschied
zwischen den beiden Verfahren.

Es bleibt zu bemerken, dass das qlw-cG(1) cG(p)-Verfahren aufgrund der
in jedem Newtonschritt durchzufiihrenden Funktionsauswertungen meist
etwas mehr Rechenzeit benotigt als das slw-cG(1) cG(p)-Verfahren.

Mit geeigneter Definition der Verfahren miisste es eigentlich auch mog-
lich sein, Verfahren hoherer Ordnung in der Zeit zu konstruieren, das ist mir
aber nicht gelungen.
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Galerkin-Verfahren mit
lokalem Zeitschritt

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit der Anpassung des im vorhe-
rigen Kapitel eingefiihrten Zeitschrittverfahrens fiir die Moglichkeit lokaler
Zeitschritte. Es ist bei diesem Verfahren kein Problem, ein beliebiges Zeit-
gitter zu definieren; allerdings gilt die in jedem Zeitschritt festgelegte Zeit-
schrittweite k,, fiir alle Knoten im Ort. In [DG09] und [GM10] wurde aber
folgendes Problem vorgestellt: Wenn die Geometrie des Problems eine lokal
deutlich hohere Auflosung erfordert als global notwendig ware, dann bedarf
es aus Stabilitdtsgriinden bei expliziten Zeitschrittverfahren eines der kleins-
ten Gitterweite im Ort entsprechenden Zeitschrittes. Das lieferte die Idee, ein
Verfahren zu entwerfen, welches nur eine lokal (im Ort) verkleinerten Zeit-
schrittweite benotigt.

Die Klasse der ¢G-Verfahren in der Zeit hat die gerade beschriebenen Sta-
bilitdtsprobleme nicht, da es sich um implizite Verfahren handelt. Die Um-
setzung eines lokalen Zeitschrittes hat einen anderen Sinn, der mit der Diffe-
rentialgleichung und zundchst nicht mit der Geometrie des Problems zusam-
menhédngt. Wie wir zuvor gesehen haben, besitzt unsere nichtlineare Wel-
lengleichung nur fiir eine endliche Zeit eine Losung. Anhand der Beweise,
aber auch anhand der numerischen Simulationen kann man sehen, dass diese
endliche Existenzzeit hdufig durch einen blow-up der H'-Norm der Funkti-
on charakterisiert wird, das heifit die 6rtliche Ableitung strebt gegen Unend-
lich. Der numerische Fehler steigt gegen Ende des Existenzintervalls daher
deutlich an, wenn man nicht die Zeitschrittweite entsprechend verkleinert.
Eine solche Anpassung wiére global zu kostspielig, wir mochten dies auf ein
Intervall im Ort beschrinken, in dem dieser blow-up auftritt. Ein anderer
Punkt ist der Fehler, den ein Zeitschrittverfahren bei einer lokal verfeinerten
Geometrie macht. Lost man nicht gleichzeitig hoher in der Zeit auf, wenn
sich eine Welle durch ein lokal verfeinertes Gebiet bewegt, dann ist der Feh-
ler der Zeitdiskretisierung in diesen Zeitschritten unter Umstinden im Ver-
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gleich zum Ortsdiskretisierungsfehler zu grofs und dominiert. Es bietet sich
daher an, den Zeitschritt mit der Ortsdiskretisierung zu koppeln.

Im Gegensatz zur Motivation der zitierten Arbeiten geht es uns also nicht
um Stabilitdt, sondern um Genauigkeit. Zusétzlich zu einem Verfahren, wel-
ches lokale Zeitschritte erlaubt, wére eine Strategie vonnéten, die uns sagt,
wo wir wie oft lokal verfeinern miissen. Ersteres mochten wir in den nichs-
ten Abschnitten vorstellen, letzteres kann diese Arbeit nicht leisten.

Die Idee des lokalen Zeitschrittverfahrens in [DG09] und [GM10] besteht
im Wesentlichen aus drei Punkten:

1. Diskretisiere das ganze Problem zundchst mit einem expliziten Zeit-
schrittverfahren in der Zeit und beliebig im Ort.

2. Unterscheide im Losungsvektor den Anteil z[°02™¢] in dem ein grofer
Zeitschritt durchgefiihrt werden soll und den Anteil z[fi"®], in dem ein
kleiner Zeitschritt durchgefiihrt werden soll.

3. Ersetze zlfi"el durch eine Losung einer modifizierten Differentialglei-
chung, um den feineren Zeitschritt definieren zu kénnen.

Im Finite-Elemente-Kontext kann ein analoges Vorgehen systematischer be-
handelt werden. Eigentlich muss man nur in der Linienmethode jedem Orts-
gitterpunkt einen eigenen Finite-Elemente-Raum in der Zeit zuordnen, um
ein lokales (da fiir jeden Ortspunkt mit unterschiedlichem Zeitschritt funk-
tionierendes) Zeitschrittverfahren zu erhalten.

In Abschnitt 6.1 definieren wir das lokale Zeitschrittverfahren fiir die (li-
neare) Wellengleichung. Im zweiten Abschnitt 6.2 erweitern wir dieses Kon-
zept auf unsere nichtlineare Wellengleichung in der Form von (3.25). In Ab-
schnitt 6.3 gehen wir dann darauf ein, wie die Matrizen aufgestellt werden,
die im Zeitschrittverfahren auftauchen und gehen kurz auf die Besetzungs-
struktur dieser Matrizen ein. Die numerischen Beispiele in Abschnitt 6.4 zei-
gen dann, wie gut sich die Methode bei linearen und nichtlinearen Proble-
men verhilt. Zu guter Letzt diskutieren wir das Verfahren und die erhaltenen
Ergebnisse in Abschnitt 6.5.

6.1 Lokaler Zeitschritt fur lineare Probleme

Wir stellen zunéchst die Diskretisierung fiir ein lineares Problem vor, damit
wir uns auf die Struktur des entstehenden Gleichungssystems konzentrieren
konnen. Wir unterscheiden dabei drei Stufen in der Diskretisierung;:

1. Wir beginnen mit einem Verfahren ohne Verfeinerung.
2. Danach betrachten wir die globale Verfeinerung in der Zeit.

3. Und dann leiten wir daraus das Verfahren mit lokaler Verfeinerung her.
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6.1.1 Allgemeine Formulierung des Galerkin-Verfahrens

Unser Ausgangsproblem ist die lineare Wellengleichung. Es sei T > 0 und
wir suchen eine Losung u: (0, T) x 3 — R mit

u—Au=g in(0,T) x Q,
u=20 auf (0,T) x 0Q),

mit den Anfangsbedingungen u#(0,-) = up und 9;u(0,-) = vy. Der Einfach-
heit halber setzen wir ¢ = 0. Wir betrachten die schwache Formulierung
auf (0,T) x Q und suchen u € HY(0,T;L?(Q)) N L?(0, T; H(Q)) und v €
H'(0, T; L?(Q))) mit obigen Anfangsbedingungen u(0) = ug € H}(Q) und
v(0) = v € L*(Q}), und

T T
/ (e, 1) dt = / (0, ¢1) dt, (6.1a)
0 0
T T
| @ o) dt =~ [ au,92) at (6.1b)
0 0

fiir alle ¢, ¢2 € L2((0,T), H}(Q2)), wobei a(u, ¢) := [ Vu- V¢, dx. Dau,v
als stetig in der Zeit aufgefasst werden konnen, sind die Anfangsbedingun-
gen wohldefiniert.

Formulierung mit Verfeinerung

Wir diskretisieren dieses Problem wieder mit Hilfe eines Tensorproduktan-
satzes, wie wir es schon im vorherigen Kapitel 5 getan haben. Das erlaubt
es uns, die Diskretisierung in Ort und Zeit unabhéngig voneinander zu be-
trachten. Im Ort verwenden wir einen beliebigen H}-konformen Ansatz mit
dem Ansatzraum S, und einer Basis {¢,: v € N} } beziiglich der Menge der
inneren Knoten Nj,. Die angesprochene Lokalitdt des Zeitschrittes soll sich
auf N}, beziehen: Wir wihlen problembedingt Knoten aus N, aus, in denen
wir einen kleineren Zeitschritt verwenden mochten.

Zum besseren Verstandnis der Struktur des linearen Gleichungssystems,
das wir spéter erhalten werden, behandeln wir zunéchst alle Ortsknoten v €
N, gleich, beginnen mit einem festen k > 0 und definieren das Grundin-
tervall I = [0,k]. Wir schreiben Q) := I x Q). Im vorherigen Kapitel haben
wir im Prinzip ein Galerkin-Verfahren auf diesem Intervall definiert und
in jedem Zeitschritt nur die Anfangswerte gedndert. Wir verfeinern dieses
Grundintervall durch wiederholte Bisektion und erhalten zu einem (noch v-
unabhingigem) Verfeinerungslevel I € INg das (gleichmiifige) Zeitgitter zum Le-
vel |

i,
Th = {tl,i 1= jk: i :0,...,21}
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X5 X5 * L .
I : I
I : I
| . |

Xy X4 ¢ * *
I : I
| : |

4 é 4

X3 x3 * ¢ *
I : I

I I

Py ° Py

X7 X2 ¢ * *
I . I

I . I

X1 ¢ ° ¢

X1 0 k ko 3k k
0 k 4 2 4
(a) Ohne Verfeinerung. (b) Globale Verfeinerung, I = 2.

Abbildung 6.1: Das Zeit-Ort-Gitter beziiglich des Grundintervalls und das
in der Zeit global zweimal verfeinerte Zeit-Ort-Gitter.

und bezeichnen mit
Il’i = [tl,i/tl,i—‘rl] (l = 0,...,21 —1),

die Teilintervalle dieses Gitters. In Abb. 6.1 haben wir das Zeit-Ort-Gitter
einmal ohne Verfeinerung und einmal mit globaler Verfeinerung des Levels
I = 2 dargestellt. Es sei Sy = Si(I) der Finite-Elemente-Raum der linearen
Elemente auf I beziiglich des Gitters 7/ und B = {¢#: i = 0,...,2'} eine be-
liebige Basis von S. Den Tensorproduktansatzraum tiiber I x () bezeichnen
wir mit

V=513, :span{q): O —» R
p(t,x) = () (x), v € Ny € B} (62)

Die indizierte 1 des Raumes kennzeichnet die Wahl linearer Elemente in der
Zeit, darin unterscheidet er sich vom Testraum

V) := span {(,b: O — R
o(t,x) =1y, (Du(x): i =0,...,2 = 1,v e Nh}. (6.3)

Mit diesen Vorbereitungen konnen wir unser vorldufiges Problem stellen.
Wir suchen uyy,, vy, € V{ mit

/I(atukhrfpl) dt = /I(vkh,q>1) dt, (6.4a)
/I(atvkhr(PZ) dt = — /Ia(ukh,d?z) dt, (6.4b)
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fiir alle ¢1,¢» € V). Die Anfangswerte 1y, (0,-), (0, -) seien geeignet ge-
wihlte Approximationen von ug, vp im Raum &, beispielsweise die ellipti-
schen oder LZ—Projektionen von ugy, vg auf Sy,.

Matrix-Vektor-Form

Wir schreiben uy;,, vy, entsprechend des gewéhlten Ansatzes als

g (t,x) = Y (Zull L ) W (%), (6.5)

VGN},

ot x) = Y (;V” Li( > L (x) (6.6)

veN,

mit den Koeffizientenvektoren U = (U.'), N, im0, V = (VI e Ny, i=0,...2!-
Waihlen wir als Basis fiir den Testraum V(l) die Funktionen

{p: o = R|Pp(t,x) =13;(Deu(x),j=0,...,2,, vE N}, (6.7)

so konnen wir (6.4) auch wie folgt schreiben.

VEZN;' Zu“(/ Ay (t) dt)(%,qvvf)
- 2 [ ) ouen,

VENh i=0

D ivﬁ( /20 dt) (v, )

VGNh i=0

== ) 21 U”(/ ph(t) dt) (v, ur),

VEN;,Z

farallej = 0,...,2' —1und v/ € Aj,. Wir sortieren dies ein wenig um und
erhalten

)3 ( /1 , Ot (®) dt> Y. W (9w v)
i=0 ’

veN,

—2( PH() )ZVM%,%/), (6.82)

1,j
1 veN;,
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3 ([, w0 at) T viignen)

i=0 veN,

:-2< Vi ar) ¥ bt e

VGNh
(6.8b)

Die Zeitintegration und die Ortsintegration sind also wie erwartet nicht ge-
koppelt. Dieses Gleichungssystem mochten wir in Matrix-Vektor-Form brin-
gen. Dazu beachten wir, dass U° = (U°),c N, V0= e ~;, bekannt sind,
wir also in der Summe i = 0 herausnehmen konnen, um uns auf die unbe-
kannten Koeffizienten zu beschranken. Die zu bestimmenden Vektoren seien
durch

ut
Vi

1,
(uvl)vef\/;, i=1,..
1,
(Vv Z)veNh i=1,..
definiert. Es ist also U, V1 € 1R|Nh|21, im Gegensatz zu uo,vo ¢ RV,

6.1 Definition. (Diskretisierungsmatrizen)
Die Massematrix M und die Steifigkeitsmatrix K der Ortsdiskretisierung seien
fiir die Knoten v,v’ € N, wieder gegeben durch

Mv’,v = (q)v/ 4)1/’)/ Kv’,v = _a(q)w %/)-

Fiir die Zeitdiskretisierung definieren wir die Zeitschrittmatrizen Z*,Z € R? 2
sowie Z40, 7% ¢ R? durch

Zi= [ ot dt, 2= [ oyttt
und

Zii1;= / yhdy, 2%, = / Y dt
[l/] Il,]
firi=1,...,2'und j=0,...,2/ — 1.

Die in (6.8) auftretende Verkniipfung der Orts- und der Zeitdiskretisie-
rungsmatrizen ist das Kroneckerprodukt zweier Matrizen.

6.2 Definition.
Es seien A € R™*™ und B € R™*™2. Dann ist das Kroneckerprodukt dieser
Matrizen gegeben durch

A ® B E ]R(nlnz)x(mlmz),
(A ® B>(i1*1)n1+i2,(]'1*1)n2+]'2 = A ]1Blz J2r

wobeii; =1,...,n, i =1,...,mpund j1 =1,...,my, p=1,...,mo.
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6.1. Lokaler Zeitschritt fiir lineare Probleme

Da diese Definition unanschaulich ist und man daher die Struktur der so
definierten Matrix nicht sofort sehen kann, schreiben wir diese Matrix in der
Blockform

AiB ... A,B
AeB=| @ .
An,lB . e AVl,TZB

Mithilfe des Kroneckerproduktes konnen wir das Gleichungssystem (6.8) wie
folgt schreiben.

(Z'oMU' + (2P oMU’ = (ZaM)V 4+ (Z° o M)V, (6.9a)
(ZtoM)V + (ZP o M)V = (Z o K)U' + (Z2° @ K)U°. (6.9Db)

Entkopplung der Gleichungen

Unter der Annahme, dass Z! invertierbar ist, ldsst sich mit den folgenden
Rechenregeln fiir das Kroneckerprodukt das vorhergehende System entkop-
peln. Die Annahme ist gerechtfertigt, siehe Proposition 6.9.

6.3 Proposition. (Rechenregeln fiir das Kroneckerprodukt)
Esseien A; € R, Ay € R"™*™ ynd By € R™*™2, B, € R™*"™, dann gilt

(A1 ®B1)(A2 ® B2) = (A1A2) @ (B1B2). (6.10)
Wenn auch Ay € R™*"™ ist, dann gilt

(A] ® Bl) + (Az ® Bl) = (Al + Az) ® Bj. (6.11)
Beweis. Siehe [Gra81, Chapter 2]. ]
Wir kénnen nun V' aus (6.9a) eliminieren, indem wir Z := Z(Z!)~! setzen

und (6.9a) von links mit Z ® Id multiplizieren, denn dann erhalten wir
(ZoM)V!
= —((ZZ®) o M)V + ((ZZ2) o K)U' + ((ZZ°) @ K)U". (6.12)

Wir setzen (6.12) in (6.9a) ein und erhalten fiir die Bestimmung von U die
Gleichung

(Z'@M — (ZZ) o K)U!
= ((22° - 2" e M)U° + ((2° — ZZY°) e M)VO.  (6.13)

Statt mit (6.9) ein gekoppeltes System zu 16sen, konnen wir also auch in zwei
Schritten vorgehen und jeweils ein System der halben Dimension 16sen. Zu-
erst bestimmen wir dann U! {iber (6.13) und aktualisieren V! danach iiber
(6.12) oder (6.9b).
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6.4 Bemerkung.

1. Es stellt sich sofort die Frage, wie teuer die Operationen in der Berechnung
der Produkte von Z mit Z%° und Z° sind. Problematisch sieht insbesonde-
re die Anwendung der Inversen von Z* aus. Wir werden allerdings in Ab-
schnitt 6.3.5 sehen, dass wir durch eine geeignete Basistransformation errei-
chen konnen, dass Zt eine Diagonalmatrix ist.

2. Die Besetzungsstruktur der durch das Kroneckerprodukt enstandenen Matri-
zen hingt mafigeblich von den Zeitschrittmatrizen ab. Zwar sind die Masse-
matrix M und die Steifigkeitsmatrix K bei der Wahl Finiter Elemente schwach
besetzt, sollten aber die Zeitschrittmatrizen vollbesetzt sein, dann haben die
Matrizen, die aus den Kroneckerprodukten entstehen, 4! mal soviele Eintriige
wie die Ortsdiskretisierungsmatrizen. Wir werden in Abschnitt 6.3.5 sehen,
dass die Zeitschrittmatrizen auch schwach besetzt sind.

3. Das Vorgehen in diesem Abschnitt scheint zu einem unndotigen (Speicher-)
Mehraufwand in der Losung des Problems zu fiihren. Statt 2! Zeitschritte mit
je zwei Gleichungssystemen der Dimension N durchzufiihren, miissen wir
nun zwei Gleichungssysteme der Dimension 2'N losen. Dies ist allerdings
nicht das Ziel. Wir benotigen die Erkenntnisse iiber die Struktur des Problems
bei | Bisektionen, um in den nichsten Abschnitten zu erkliren, wie man daraus
ein Verfahren mit lokalem Zeitschritt konstruieren kann.

6.1.2 Lokale Verfeinerung

In diesem Abschnitt entfernen wir die Einschrankung, dass das Verfeine-
rungslevel [ fiir alle v € N, gleich gewihlt wird. Dies fithrt dann dazu, dass
sich die Zeitschrittweite fiir verschiedene v € N, unterscheiden kann. Wir
werden sehen, dass die Wahl der Basis des Ansatzraumes wichtig ist. Die
kanonische Wahl der Lagrange-Basis fiihrt nicht dazu, dass wir die Ergeb-
nisse des vorhergenden Abschnittes verwenden konnen, erlaubt aber eine
systematische Berechnung der auftauchenden Matrizen beziiglich der hier-
archischen Basis. Wir betrachten daher zuerst die Lagrange-Basis und gehen
danach iiber zu einer hierarchischen Basis, dank der wir lokale Zeitschritte
recht einfach mit Hilfe von (6.9) erhalten konnen.

Wir ordnen also jedem Knoten v € N, ein Verfeinerungslevel I, € Ny zu

und definieren den Verfeinerungsvektor ¢ := (I,),cn;,. Entsprechend dndert
sich der Ansatzraum aus (6.2).

Vi := span {(]): O — Rp(t,x) = p(t) gy (x), p € B, v e Nh}.
Die Basis fiir die Zeitdiskretisierung ist im Gegensatz zur globalen Verfeine-

rung jetzt knotenabhdangig. In (6.2) haben wir ein global verfeinertes Gitter
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X5 . . . X5 * . *
I I I I I I
I I I I I I
X & & & X Iy Iy Iy
4 * * * 4 ? ¢ ¢
I I I I I I
I I I I I I
4 4 4 4 4 4
X3 * * * X3 * * *
I I I I I I
I I I I I I
Iy Iy Iy 4 Iy 4
X2 + + + X2 + + +
I I I I I I
I I I I I I
X1 ¢ ¢ ¢ X1 ¢ ¢ ¢
0 k k 3k k 0 k k 3k k
4 2 4 4 2 4
(a) Globale Verfeinerung, I = 2. (b) Lokale Verfeinerung mit variablem Level [,,.

Abbildung 6.2: Das Zeit-Ort-Gitter beziiglich des Grundintervalls, einmal
mit globaler Verfeinerung des Levels | = 2 und einmal reduziert auf eine
lokale Verfeinerung. Die schwarzen Punkte geben die Knoten dieses Gitter
an, die roten Knoten sind die hingenden Knoten des Zeitgitters.

auf ein lokal verfeinertes Gitter mitl; = Iy = 0, I, =[5 = 1, I3 = 2 re-
duziert, wobei die roten Knoten sogenannte hingende Knoten sind. Das heifst,
dass die Funktionswerte in diesen Knoten durch Interpolation der Werte in
den benachbarten (nicht hangenden) Knoten bestimmt werden.

Weiterhin dndert sich der Testraum (6.3),

V= span{qb: O = R
p(t,x) =1y (u(x), v €N, i =0,..., 2% — 1},

Das Variationsproblem (6.4) passen wir entsprechend an: Wir suchen jetzt 1y,
und vy, aus Vf mit

/(3tukh,4>1) dt = /(Ukh, ¢1) dt, (6.14a)
! I
/I(atvkh, (Pz) dt = — /Ia(ukh, qbz) dt (6.14b)
fiir alle ¢y, ¢ € V.

Existenz und Eindeutigkeit

Wir wissen, dass das Problem (6.4) eindeutig lsbar ist. Es ist nicht sofort klar,
ob sich diese Eigenschaft auch auf das Problem (6.14) {ibertragen lasst. Tat-
sdchlich konnen wir eine positive Antwort geben, es existiert eine eindeutige
Losung fiir jeden beliebigen Verfeinerungsvektor. Bevor wir das beweisen,
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wiederholen wir die Beweisideen zweier Spezialfélle, dann ladsst sich die Be-
weisidee fiir den allgemeinen Fall einfacher nachvollziehen.

Da das Problem (6.14) linear ist, reicht es aus uy;,(0) = v,(0) = 0 zu
folgern, dass uy;, und vy, auf ganz I verschwinden.

Im Fall max,ep;, [, = 0, also ohne Verfeinerung, haben wir das Problem
(6.4) fir I = 0. Um dann aus homogenen Anfangswerten herzuleiten, dass
ug(k) = vg(k) = 0 gilt, testet man mit ¢; = A Qoukh und ¢, = Qovkh
mit der L?(I; L?(Q)))-orthogonalen Projektion Q° auf Py(I) ® S, (siehe (5.7)).
Dabei ist .A;, wieder der diskrete Laplace-Operator. Damit folgt

/Iﬂ(at”kh/ ug,) dt = /Iﬂ(vkh, Quyy,) dt,
/I(atvkh,vkh) dt = — /Ia(ukhr Q%vyy,) dt.

Nach Addition dieser zwei Gleichungen folgt

1 (K) |51 + 1o () 13 = [0 (0) | 72 + [0 (0) 5 = .

Dass die Funktionswerte in t = k im global verfeinerten Problem (6.4) fiir
I > 0 verschwinden, beweist man dhnlich. Zuerst zeigt man wuy,(t;;) =
vkn(t11) = 0, indem man vorheriges Vorgehen auf [ L0 anwendet. Dies geht
aus dem Grund, dass die Funktionen

p1(t,x) = (Ap(QQuin)) (t, )0 (1),
P2 (t, x) = (QQvin) (t, X)L (t)

fiir (t,x) € O im Testraum liegen, wobei Q) die L?(I'?; L2(Q))-orthogonale
Projektion auf Py (') x S}, ist.

Im lokal verfeinerten Fall wére eine erste Idee, genauso vorzugehen wie
zuvor diskutiert. Die Idee des nichtverfeinerten Falles kann beispielsweise
mit einer geeigneten Projektion auf I dazu verwendet werden zu zeigen,
dass die Funktionswerte von uy;, und vy, im Endpunkt k verschwinden. Al-
lerdings ist dann zunéachst nicht offensichtlich, wie man zeigt, dass die Werte
in den anderen Knoten verschwinden. Die Wahl der Testfunktionen analog
zum global verfeinerte Problem mit / > 0 funktioniert hier nicht, da die in
diesem Fall verwendeten Testfunktionen nicht im Testraum Vg liegen, wenn
die lokalen Verfeinerungslevel sich voneinander unterscheiden. Wir werden
eine Mischung beider Ideen verwenden.

Fiir den Beweis benstigen wir L2-Projektionen auf die Testrdume beziig-
lich des lokal verfeinerten Gitters. Wir definieren einen Vektorraum, der ei-
ne Obermenge unserer Ansatz- und Testrdume ist, damit wir die Projektion
definieren konnen und verwenden den Ansatzraum ohne die globale Stetig-
keitsbedingung in der Zeit (daher der zuséatzliche Index mit der Bedeutung
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,discontinuous”, unstetig),

Vige = span{g: Ou = R|¢(L,%) = p(t)pu (x),
P i affin linear,v € N}, i = 0,...,20 — 1}.

Dann gilt Vi C V| 4 und auch V§ C V{ ;. und wir kénnen die L?(I; L*((2))-
orthogonale Projektion £y : Vf, de — V§ definieren durch

/(ﬁowl,wo) dt = /(wl,wg) dt
I I

fiir alle w; € Vf/dc, wy € Vg. Auch L lasst sich im L?(I; L?(Q)))-Skalarpro-

dukt wieder wie die Projektion 07" aus Abschnitt 5.1.2.1 vertauschen, es
gilt also mit wy, wy € Vf de

/I(ﬁowl,wz) dt = /I(£0w11£0w2) dt = /I(wlfﬁowz) dt. (6.15)

Da wir auch eine lokale Version dieser Projektion benotigen, definieren wir
fiir eine Teilmenge N, der Knotenmenge N}, und ein Intervall I'/ fiir ein j =
0,...,2! —1 den Vektorraum Vfldc(ll'j ) beziiglich N, durch

Vige(I") = span{g: I/ x Q = R §(t, x) = p(t) gy (x),
¥, affin linear, v € Ny, i=0,...,2% mit I C M.

Dies ist einfach nur der Raum Vf, 4o €ingeschriankt auf die Knoten N, und
auf das Intervall I"/. Genauso bezeichnen wir mit V§(I'/) den Raum V{ ein-
geschrankt auf die Knoten N, und auf das Intervall I'/ und analog Vi (I1").
Dann kénnen wir analog zu Ly die Projektion £lo’j : Vf’dc(l Liy — V(1) defi-
nieren durch

/I],]_([,é’]wl,wo) dt = /Il,_(wl,wo) dt

fiir alle wy € Vf/dc(ll'f), wo € V§(IM).

6.5 Lemma. (Losbarkeit des lokal verfeinerten Problems)
Das Problem (6.14) besitzt fiir jeden beliebigen Verfeinerungsvektor £ eine eindeutige
Losung.

Beweis. Wir setzen voraus, dass u,(0) = v, (0) = 0 gilt und zeigen, dass
ugn (t) = vgy,(t) = 0 fiir alle t € I folgt. Weiterhin benutzen wir in der Zeitdis-
kretisierung die Lagrange- oder die hierarchische Basis, so dass die Losungs-
funktionen uy;, und vy, durch Koeffizienten Uf,”’i in den Knoten aus 7T fiir
alle v € V), gegeben sind.
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Im ersten Schritt betrachten wir das volle Problem (6.14) und wir moch-
ten uyy, (k) und vy, (k) bestimmen. Die Situation ist in Abb. 6.3a veranschau-
licht. Die Anfangswerte sind Null, gekennzeichnet durch rote Knoten, ge-
sucht sind die Koeffizienten beziiglich der blauen Knoten. Wie in der dem
Lemma vorangestellten Diskussion besprochen, testen wir in (6.14) mit ¢ :=
Ay Louyy, und ¢o := Lovyy,. Nach Definition der Projektion folgt unter Beach-
tung von oy, 04Uk, € Vg

/Iﬂ(atukh, Ugy) dt = /Iﬂ(vkh,ﬁoukh) dt,

/I(atvkh/vkh) dt = — /Iﬂ(ukhfﬁovkh) dt.

Wir addieren die beiden Gleichungen unter Ausnutzung der Vertauschungs-
eigenschaft (6.15) und es folgt

1 (k) |31 + [0 () |13 = (|24 (0) |72 + [0 (0) |15 = 0. (6.16)

Bis zu diesem Punkt ist die Argumentation bekannt. Fiir alle Knoten v € N,
mit /, = 0 haben wir damit alle moglichen Koeffizienten bestimmt, sie ver-
schwinden. Zur Bestimmung der restlichen Koeffizienten konnen wir also
die Level-0-Knoten rausnehmen und den Ansatzraum entsprechend verklei-
nern. Daher brauchen wir auch nicht mehr den vollen Testraum, auch hier
entfernen wir alle Komponenten, die zu Level-0-Knoten gehoren. Sei also

NE={veN,: 1, >1}

und verwende im Folgenden die Vektorraume V; (I'?), Vf/dc(l L0y, v§(1'0)
beziiglich \l. Vom Ausgangsproblem (6.14) bleibt dann die folgende For-
mulierung tibrig. Wir suchen jetzt uy,, v, € Vi (I'?) mit

/11,0 (Oeugn, 1) dt = t/plo(vkhr(,bl) dt, (6.17a)
/ILO@tUkh/CPz) dt = — /11’0 a(ugn, §2) dt (6.17b)

tir alle ¢y, ¢o € Vg (I 1'0). Diese Situation ist in Abb. 6.3b dargestellt. Die durch
rote Linien gekennzeichneten Knoten wurden aus der Problemformulierung
entfernt und wir 16sen das Problem auf dem blau eingefarbten Teilgebiet
von I x (), um die Koeffizienten beziiglich des Zeitknotens t;; = % zu be-
stimmen. Wir testen (6.17) mit ¢; := Ahﬁé’oukh und ¢, = £(1)’kah, beide
Funktionen liegen in V§(I'?). Wie im ersten Schritt des Beweises folgt also
ugn(t11) = v (t,1) = 0.
Im dritten Schritt setzen wir

NP = {veN,: 1, >2}
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X5 T * T X5 T * T
I I I I | I
I I I I | I
I I I I | I
X4 T T T X4 T T T
I I I I | I
I I I I | I
I | I I i I
X3 | ] | X3 | T |
I I I I | I
I I I I | I
. . . i 4 .
x2 I I I X2 I i I
I I I I | I
I I I I | I
xl 1 1 1 xl | | L
0 k k 3k k 0 k k 3k k
4 2 4 4 2 4
(a) Schritt 1 (b) Schritt 2
X5 T * T
| I |
| I |
| I |
X4 T T T
| I |
| I |
| | |
X3 ] T ]
| I |
| I |
J 4 J
X2 " 1 "
| I |
| I |
xl | 1 |
0 k k 3k k
4 2 4
(c) Schritt 3

Abbildung 6.3: Illustrierung Beweis 6.5. Rote Knoten haben Koeffizienten
0, Koeffizienten in blauen Knoten werden bestimmt, rote Linien bezeichnen
xy, die aus dem Problem gestrichen wurden, auf dem blau gefidrbten Teilge-
biet wird die Losung bestimmt.

Wir mochten die Koeffizienten auf den Knoten des zweiten Levels bestim-
men. Dazu miissen wir zwei Probleme 15sen, eines auf dem Intervall I%0 mit
den Réaumen V{ (129), Vfldc(lzfo), V§(I*0) beziiglich N und eines auf dem
Intervall I>? mit den Réumen V{ (I2?), V{ 4 (I*?), V§(I1*?) beziiglich N, sie-
he auch Abb. 6.3c. Das funktioniert aber genauso wie im zweiten Beweis-
schritt und es folgt uyy(t21) = vk (t21) = 0 sowie uyy(t23) = vg(t23) = 0.
Indem man dieses Vorgehen iterativ bis max, ¢y, [, fortfiihrt, erhélt man die
Behauptung. O

6.6 Bemerkung. (Energieerhaltung)
Aus dem Beweis des vorhergehenden Lemmas konnen wir auch direkt die Energieer-
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haltung und damit die unbedingte Stabilitit des lokalen Zeitschrittverfahrens able-
sen. Denn die Gleichung (6.16) lautet

[ (k) | 72+ 0w (k) 13 = [k (0) 30 + [0 (0) 5,

dies liefert die Behauptung.

Als Nichstes stellen wir die Frage, ob die strukturellen Eigenschaften des
Variationsproblems (6.14) mit denen von (6.4) {ibereinstimmen, ob wir also
die Zeit- und die Ortsdiskretisierung in der Matrix-Vektor-Formulierung in
Form eines Kroneckerproduktes trennen kénnen. Die Antwort auf diese Fra-
ge fallt je nach verwendeter Basis unterschiedlich aus. Wir wollen daher im
Folgenden untersuchen, welche Basis sich am besten zur Verwendung in die-
sem Problem eignet.

Lagrange-Basis

Die Lagrange-Basis (oder Knotenbasis, nodale Basis) linearer Elemente beziiglich
des Gitters 7" ist definiert durch

B = {1/)” e C(I): p | ;; affin linear (j = 0,...,21 =1),
Y (k) =0 (j=0,...,2"), firallei =0,...,2'}.

A A
1 1
20

y Y
k k 3k
i 2 3k

t
(a) Die Basis B1. (b) Die Basis B2.

Abbildung 6.4: Die nodalen Basen fiir zwei verschiedene Verfeinerungsle-
vel.

Die Lagrange-Basis fiir | = 2 zeigt Abb. 6.4. Das zentrale Problem dieser
Basen in Zusammenhang mit dem Zeitschrittverfahren konnen wir jetzt be-
schreiben. Gehen wir vor wie im vorherigen Abschnitt, so erhalten wir fiir
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Uy € Vf die Darstellung

2l
wep(t,x) = ) (Z ULV"'l/)lV"'(t)> Pv(x). (6.18)

VEN},

Fiir vy, miissen wir nur LLZ/V’Z durch VJV’I ersetzen. Setzen wir diesen Ansatz in
(6.14) ein, so erhalten wir

%Ul Z(/ oyt )(q)v,q)w)

VEN;, i=
2 ‘
=) yv ( L, v d > (Pu, @vr),
veN;, i=0
ZZV . .
Z Z Vlfw ( /1 /,jatll)lwl(t) dt) (v, @ur)
VEN;, i=0 Iv

ZZV . .
- Z E ull/wz< Ill/”j llblwl(t) dt)”((l’v/ qDV’)/

VE./\[h i=0

firallev' € M undj=0,..., 2l — 1. Der Unterschied zu (6.8) ist die Kopp-
lung aller Faktoren iiber die Abhdngigkeit von v und dass in den Zeitinte-
gralen die Kopplung zwischen allen auftauchenden Verfeinerungsleveln be-
rechnet wird. Die Struktur dhnelt zwar der des global verfeinerten Falles,
man kann aber die Orts- und Zeitdiskretisierungsmatrizen nicht mehr ent-
koppeln. Stattdessen kann man beispielsweise

2

2 E i ( /l ' Ayl (t) dt) (¢v, v
VGNh i=1 L
firallev' € M, und j =0,.. v — 1 in die Form
MiiZt, ... MynZhy\ /Ul
Mn1Zng ... MynZinn Uﬁff

bringen. Dabei sind die M, ,» die Eintrdge der Massematrix M nach Numme-
rierung der Freiheitsgrade von 1 bis N := |\, |. Die Zeitschrittmatrizen Z*, s
sind aber knotenabhéngig definiert durch

(Ztv,v’)i,j = /Ilv”j atlplvri(t) dt,

furi =1,...,2% und j = 0,. lv — 1. Ferner ist U : (Ull,”’i)izllmgzy. Um
diese Matrlx aufstellen zu konnen miisste man alle Z*,,, berechnen oder
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zumindest eine Matrix fiir jedes auftretende Paar von Verfeinerungsleveln
(1,1I). Das ist zwar moglich, wir wiinschen uns aber mehr Flexibilitit. Bei-
spielsweise mochten wir ohne viel Aufwand den Vektor ¢ in jedem Zeitschritt
dandern konnen. Fiir die Lagrange-Elemente wiirde das bedeuten, dass wir
die Matrizen komplett neu aufstellen miissten. Abhilfe bietet eine andere Ba-
sis des Ansatzraumes.

Hierarchische Elemente

Wir definieren jetzt eine hierarchische Basis, das heisst bei jedem Ubergang
von einem Verfeinerungslevel auf das ndchsthohere Level ergdnzen wir die
vorherige Basis nur, bestimmen sie aber nicht wie bei der Knotenbasis ganz
neu. In diesem Fall setzt man a priori ein maximales Verfeinerungslevel fest,
bestimmt dann beztiglich dieses Levels das Gleichungssystem geméfs Ab-
schnitt 6.1.1 und fiigt eine Zwangsbedingung hinzu: Alle Koeffizienten, de-
ren zugehoriges Level hoher ist als das gewiinschte, werden Null gesetzt.
Ein analoges Vorgehen scheitert fiir Lagrange-Elemente, ein Ubergang auf
ein niedrigeres Verfeinerungslevel erfordert eine ganz andere Basis.

Wir definieren die hierarchischen Basen induktiv. Die Zeitgitter 7' sind
nach Definition schon hierarchisch aufgebaut, es gilt also

T°cT'cT?C---

und wir kdnnen die Menge der Knoten, die bei jeder Erhohung des Verfeine-
rungslevels hinzukommt, bestimmen. Diese Menge der Knoten des [-ten Levels
bezeichnen wir mit

R=T'\T"1 (1eN)
und wir setzen R? := TV. Dann gilt die Beziehung
T'=7T"1uUR!  (1eN).
Die Menge der Indizes der Knoten des I-ten Levels bezeichnen wir mit
R':={i € Np: t;; € R'} (I € Np).
Weiterhin bendtigen wir diese Indizes auch beziiglich eines htheren Levels,

wir definieren daher die Menge der Indizes der Knoten des I-ten Levels beziiglich
des I-ten Levels (mit [ > I) durch

Ri’l = {i € Np: tf,i € Rl} (lA €Ny, [ < lA)

In Abb. 6.5 sind diese Mengen beispielhaft fiir das Referenzlevel 2 angege-
ben.
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6.1. Lokaler Zeitschritt fiir lineare Probleme

Eine hierarchische Basis beziiglich des Levels | kann dann ausgehend von
den Knotenbasen der Level j < | aufgebaut werden durch

Bl.. = {1,5’/1':1':0,...,21} = LZJ {l,bj’i: i€ Rj’j},

j=0

wobei ¢ dasjenige ¥ € Bl sei, fiir das ¢(t;;) = 1 gilt. Das bedeutet,
dass wir ausgehend von einer Basis Bfu’elr zur Basis B, . gelangen, indem wir
die Lagrange-Basisfunktionen aus B! hinzufiigen, die den Knoten des I-ten
Levels R! zugeordnet sind. Diese Konstruktion hat die Figenschaft, die wir
weiter oben erwahnt hatten: Setzen wir die Freiheitsgrade in den Knoten R!
gleich Null, so bleibt eine Darstellung der Funktion beziiglich der Basis Bf{elr
tibrig.

A A
1= 1T
N 72,0 72,4
N P
AN
N
y N y
N
N
N
N
N
A R B BN A R B N
k k 3k k k 3k
1 2 T k 1 2 T k
t t

(a) Level 0 mit RY = {0,k}, R?Y = {0,4} (b) Level 1 mit R! = {k/2},R*! = {2}

(c) Level 2 mit R? = {k/4,3k/4},R*>? = {1,3}

Abbildung 6.5: Basiselemente der hierarchischen Basis zu Level 2 aufgeteilt
nach den zugehorigen Leveln

Die Darstellung von uy, beziiglich der hierarchischen Basis auf dem Grund-
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intervall konnen wir sortiert nach dem jeweilig aktiven Level angeben.

olv L
u(tx) = Y (zuﬁ'lwlwl(t))qov(x)

VGNh i=0
1, I
=) (E )3 U£v”¢lwl<t>)qov(x>. (6.19)
veN;, \I=0icRlv!

Wir beginnen zuerst mit der globalen Verfeinerung aus Abschnitt 6.1.1, also
I, = 1 fiir alle v € N,. Verwenden wir den Ansatz (6.19) in Gl. (6.4a) und
testen mit den aufspannenden Funktionen von V§, ¢1(t,x) = L1, ()@, (x)

firv e Nj, I'=0,...,1, j€ R 50 erhalten wir

) (i Yy (/ﬂ,/]. 29" (1) dt) ) (9v pv')

veNy, NI=0;eRi

- (Lo (

1/G/\/h =0 iERU

() dt> ) (¢v, @) . (6.20a)

1V

Analog verfahren wir mit Gl. (6.4b) und erhalten

) (i x v ([, a0 dr) ) (gug)

veN), \NI=0;eRi

-y (p

1/6/\/;1 1=0 ZGRZ’Z

() dt> >a(fpy, @y). (6.20b)

1

Die Dimension des Ansatzraums unterscheidet sich von der Dimension des
Testraums um 1. Dieser Dimensionsunterschied ist auch hier wieder notwen-
dig, da die Werte Ué’o, Vlf’o bekannt sind, also nicht der volle Ansatzraum

verwendet werden kann. Wir miissen daher nur die Werte U, V" fiiri > 0
bestimmen.

Reduktion der Freiheitsgrade bei variabler Verfeinerung Wir betrachten
nun die Reduktion fiir eine nicht gleichméaRige Verfeinerung, falls also I, < [
fiir mindestens ein v € A, gilt. Im Falle von I, < [ ergeben sich zwei Ande-
rungen in (6.20).

1. Die Levelsumme fiir v € N, lduft nur noch bis /,, dies entspricht der
Reduktion des Ansatzraumes.

2. Aufgrund der Reduktion des Ansatzraumes kann auch der Testraum
reduziert werden. Wir testen nur noch mit den Funktionen ¢ (f,x) =
Ly (H)gy(x) fur v/ € Ny, I = 0,...,1,, j € Ri'. Diese Funktionen
bilden eine Basis von V.
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Der Unterschied zur Verwendung der Lagrange-Basis ist, dass die Struktur
erhalten bleibt, es werden nur gewisse Teile weggelassen. Mathematisch ent-
spricht das der Anwendung einer geeigneten Projektion.

Wir mochten also das lineare Gleichungssystem Gl. (6.9) hernehmen und
so reduzieren, dass wir eine Version mit lokal verfeinertem Zeitschritt erhal-
ten. Wir beachten dazu die zwei oben beschriebenen Anderungen. Zunéichst
entfernen wir aus den Koeffizientenvektoren U?, V1 alle Komponenten, die
durch die Levelbeschrankung Null sein sollen. Das gewéhrleisten wir durch
Multiplikation mit einer geeigneten Projektion, die wir im Folgenden defi-
nieren. Es bezeichne wieder ¢ = (I,),¢cn;, den Vektor, der die lokalen Verfei-
nerungslevel beinhaltet, und weiterhin sei

Ni={veN,: 1<}

die Menge der Knoten, deren Zeitverfeinerungslevel (mindestens) [ ist. Mit-
hilfe dieser Menge konnen wir den Koeffizientenvektor reduzieren. Wir ord-

nen dem Zeitindex i € RY fiir N := N} den Vektor U € RN definiert
durch
4 17l

u+:= (UV/Z)VGNZ
zu. Aus diesen Teilvektoren setzen wir dann den vollstindigen Koeffizien-
tenvektor U € RN zusammen, wobei Ny := Y!_, |R!|N;. Es sei also

utt = U)o
Der Vektor U°, der die Anfangswerte enthilt, &ndert sich nicht. Es sei Py €
{0,1}NeN2' die Projektionsmatrix, die durch

PU = U
definiert ist. Dieser Vorgang entspricht der Reduktion des Ansatzraumes.
Wir erhalten U' wieder, wenn wir U' = PEU” berechnen. In Gl. (6.9) set-

zen wir also U?, V! ein und reduzieren den Testraum durch Anwendung der
Projektionsmatrix P, von links.

P/(Z' @ M)PTUY + P,(Z° @ M)U°
=P/ (ZoM)PIVV L P/(Z° @ M)V, (6.21a)

Py(Z' @ M)PI VY 4+ Py(Z2° @ M) VO
= Py(Z@ K)PIUY +P/(Z° @ K)U. (6.21Db)
Die Zeitschrittmatrizen wurden hier geméfs der hierarchischen Basis aufge-
stellt. Verwenden wir also eine hierarchische Basis, so konnen wir die Struk-
tur von Gl. (6.9) im Wesentlichen bewahren. Das bietet den Vorteil der ein-
facheren Implementierung und lésst es zu, dass wir in jedem Zeitschritt die

Knoten, in denen lokal verfeinert werden soll, bequem durch die Anderung
der Projektionsmatrix austauschen konnen.
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6.7 Bemerkung.
Wir kénnen die Projektion auch auf das entkoppelte System (6.13), (6.9b) anwenden.

6.2 Lokaler Zeitschritt fiir ein nichtlineares Problem

In diesem Schritt wenden wir uns dem nichtlinearen Problem in semilinearer
Formulierung (3.25) zu. Zwar konnten wir die Konvergenz des zugehérigen
Galerkinverfahrens in Abschnitt 5.3 nicht beweisen, die numerischen Expe-
rimente zeigten aber zumindest im Eindimensionalen das gewtiinschte Kon-
vergenzverhalten (siehe Abschnitt 5.4). Wir verwenden die semilineare For-
mulierung, weil die Anwendung der Idee des lokalen Zeitschrittverfahrens
mit nur wenigen Anpassungen moglich ist. Prinzipiell konnte man natiir-
lich auch die quasilineare Formulierung mit dem qlw-cG(1) ¢G(p)-Verfahren
(5.27) nehmen, strukturelle Vorteile, wie wir sie in den vorherigen Abschnit-
ten erarbeitet haben, finden sich dann aber nicht mehr. Wir betrachten also
wieder

v=u+ f(u), (6.22a)
v =w, (6.22b)
0w = Au . (6.22¢)

Wir verwenden zur Zeitdiskretisierung die hierarchische Basis, dann lassen
sich die letzteren beiden Gleichungen mit Hilfe der vorhergehenden Ab-
schnitte sofort diskretisieren. Wir erhalten also vor Anwendung der Projek-
tionen

(ZoMV +(2°oM)V’ = (Zeo MU' + (2° @ M)U°

+ F(ukh), (623a)
(Z'eM) VI + (ZP o M)V° = (Zo M)W + (Z° @ M)W?,  (6.23b)
(Zt oM)W + (290 @ M)W? = (Ze K)U' + (2° @ K)U°. (6.23¢)

Dabei ist fiir alle v/ € N,

Fu () = < /I j /Q Flura(t, x)) g (x) dx dt> . (6.24)

j=0,...,21—1

Es bleibt die Frage, wie man (6.24) im Newtonverfahren behandelt. Es wa-
re zu aufwindig, diesen Vektor in jedem Newtonschritt neu zu assemblie-
ren. Wiirden wir die Produktapproximation (siehe Abschnitt 4.3.1) zur Hilfe
nehmen, dann konnten wir wieder mit den Projektionsmatrizen aus vorhe-
rigem Abschnitt das Gleichungssystem reduzieren und die Idee des lokalen
Zeitschrittverfahrens verwenden. Wie gut die Produktapproximation funk-
tioniert hangt aber von der Basis der Zeitdiskretisierung ab, wie wir jetzt
sehen werden.
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6.2.1 Produktapproximation und hierarchische Basis

Die Anwendung der Produktapproximation in Zeit und Ort unter Verwen-
dung der hierarchischen Basisdarstellung in der Zeit ist gegeben durch

St~ T (5 5 F(0) 540 ) puo)

VEN;, 1=0 jeRlv/l

Eine Implementierung mit Lagrange-Elementen &), und Verwendung der
Produktapproximation liefert folgendes Ergebnis.

1. Fiir feste Zeitdiskretisierung und 1 — 0 konvergiert das Verfahren wie
erwartet, bis der Fehler durch die Zeitdiskretisierung erreicht wird.

2. Fur feste Ortsdiskretisierung und I, — oo konvergiert das Verfahren
nicht, der Fehler ist sogar im Wesentlichen fiir alle [, € IN( gleich.

Dieses Verhalten legt nahe, dass die Produktapproximation beziiglich der
Ortsdiskretisierung mindestens die gleiche Fehlerordnung besitzt wie das
Verfahren selber, der Fehler der Zeitdiskretisierung aber durch Erh6hung des
Verfeinerungslevels nicht gegen 0 konvergiert.

Wir mochten daher kurz auf die Ursache dieses Phanomens eingehen.
Dazu betrachten wir ein einfaches Beispiel, welches die zugrundeliegende
Problematik aufzeigt. Wir definieren das Grundintervall I := [0,1] und dar-
auf eine affin lineare Funktion u: I — R, u(t) := a+ (b —a)t fiira, b € R. Al-
soistu(0) = a,u(1) = b. Diese Funktion konnen wir exakt durch lineare Ele-
mente auf jedem beliebigen Gitter iiber I darstellen. Fiir das Verfeinerungs-
level I mit entsprechendem Gitter 7' lasst sich u in Lagrange-Darstellung
schreiben als

21
u(t) = Yy u(t)y(t).
i=0
Insbesondere enthilt diese Darstellung Informationen tiber u an allen Stiitz-
stellen t; ;. Dies ist bei der hierarchischen Darstellung nicht so, denn es ist

u(t) = ag®(t) + b (1),

unabhingig vom gewdhlten Verfeinerungslevel. Zunachst sieht die hierar-
chische Darstellung geschickter aus, da sie mit der vorliegenden Informati-
on optimal umgeht, man benétigt nur zwei Parameter zur exakten Beschrei-
bung der Funktion. Diese Eigenschaft stellt sich bei Anwendung der Produk-
tapproximation als problematisch heraus. Denn wir approximieren in der
Lagrange-Darstellung f(u(t)) durch

2]

Flu(t)) Y f(ut)) g (t),

i=0
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also durch die lineare Interpolation in den Gitterpunkten des (feinen) Gitters
T'. In der hierarchischen Darstellung approximieren wir f(u(t)) dagegen
durch

Flu(t)) ~ f(a)g* () + F () (t),

also die lineare Interpolation im grébsten Gitter 7.

YA YA
—— —yl0 87
2 — ¢! g
/ - v g
/ g
/ .
N
N /
N / &
N / N < /
N ) -
N/ . - =~/ . -
0.25 05 075 1 0.25 05 0.75 1
t t
(a) u in Lagrange-Darstellung. (b) f(u) und Produktapproximation
in Lagrange-Darstellung.

0.25 0.5 0.75 1

t t
(0) u in hierarchischer (d) f(u) und Produktapproximation
Darstellung. in hierarchischer Darstellung

Abbildung 6.6: Darstellung einer affin linearen Funktion u auf I durch
Lagrange- und hierarchische Basis. Auf der rechten Seite sind fiir f(x) = x°
die Funktion f(u) (schwarz) sowie die Produktapproximationen (rot gestri-
chelt) dargestellt. Die Fliche zwischen f(u) und den Approximationen ist
rot eingefarbt.

In Abb. 6.6 ist diese Situation fiir das Verfeinerungslevel I = 1 mit f(x) =
x? dargestellt. Auf der rechten Seite sehen ist der Unterschied zwischen f(u)
und den jeweiligen Approximationen rot eingefarbt. Diese Flache wird fiir
Lagrange-Elemente mit jeder Erhohung des Verfeinerungslevels kleiner, fiir
hierarchische Elemente bleibt sie immer gleich grof3.
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Dieses Beispiel ist ein Extremfall, in dem tiberhaupt keine Verbesserung
durch die Wahl eines hoheren Levels erreicht werden kann. Doch auch fiir
Funktionen u, die nicht affin linear sind, treten vergleichbare Probleme auf.
In Abschnitt 6.3.3 werden wir sehen, dass die Koeffizienten der hierarchi-
schen Basisdarstellung im Wesentlichen um einen Faktor 1/2' kleiner sind
als die nodalen Werte. Dies kann ein wiinschenswerter Nebeneffekt sein, wie
man in threshold-Verfahren fiir Wavelets sehen kann (siehe [Lil1]), fithrt hier
aber dazu, dass durch hohere Verfeinerungslevel nicht die erwiinschte Ver-
besserung der Konvergenzordnung erreicht wird.

Eine Moglichkeit, das vorgestellte Verhalten zu umgehen, stellen wir jetzt
vor. Wir definieren durch Hi‘lifgt die Transformation eines Vektors in Knoten-
basisdarstellung in den zugehdorigen Vektor in hierarchischer Basisdarstel-
lung, umgekehrt sei IT1°! die Transformation eines Vektors in hierarchischer
Basisdarstellung in den Koeffizientenvektor in Knotenbasisdarstellung. Wie
man diese Transformationen berechnet, beschreiben wir in Abschnitt 6.3.3.

1. Bestimme den Koeffizientenvektor U zu uyy, in hierarchischer Darstel-
lung.

2. Transformiere U durch ITK'U auf Knotenbasisdarstellung.

3. Jetzt konnen wir die nichtlineare Funktion auf diesen Vektor anwen-
den, erhalten also f(TT<"°'U).

hier

4. Diesen Vektor konnen wir dann wieder ohne Verlust von Genauigkeit
in die hierarchische Darstellung transformieren und erhalten den Vek-
tor TTRIer £ (TTRNOt ).

not hier

Durch dieses Vorgehen bleibt die Kroneckerprodukt-Struktur der Galerkin-
Formulierung erhalten. Ohne die Reduktion aus dem vorherigen Abschnitt
tiithrt das zu dem Gleichungssystem

(ZoM)V' +(2° @ M)V° = (Z @ M)(U" + T (TS )
+(Z° @ M)(U° + F(U)), (6.25a)
(Z'eM) VI + (Z0 M)V = (Zoa M)W + (Z° @ M)W°,  (6.25b)
(Zt oMW + (20 @ M)W° = (Z@ K)U' + (2° @ K)U°. (6.25¢)
Die Reduktion auf lokale Verfeinerungslevel funktioniert wie in (6.38) durch
Anwendung der Projektion P,.

Entkopplung der Gleichungen

Auch das System (6.25) lasst sich unter der Annahme, dass Z' invertierbar
ist, entkoppeln. Die Invertierbarkeit zeigen wir in Proposition 6.9.

Wir gehen nun wie folgt vor. Wir 18sen (6.25¢) nach W' auf, setzen dies
in (6.25b) ein, 16sen die resultierende Gleichung nach V1 auf, und setzen dies
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dann in (6.25a) ein. Dies ergibt dann ein Gleichungssystem fiir U'. Haben wir
U! bestimmt, konnen wir V! berechnen und schlieflich W1. Multiplizieren
wir (6.25¢) von links mit (Z(Z!)~!) ® Id, so erhalten wir dank (6.10)

(ZoMW! + ((ZZ°) o M)W° = ((ZZ)  K)U' + ((ZZ°) @ K)U", (6.26)

wobei wir Z := Z(Z')~! gesetzt haben. Damit ersetzen wir in (6.25b) den
Term (Z @ M)W und erhalten mit (6.11)

(Z'eM)V! + (Z0 e M)V?
= ((2°-722"°) o M)W° + ((ZZ) ® K)U' + ((ZZ°) @ K)U".

(6.27)
Wie zuvor multiplizieren wir (6.27) von links mit (Z®1d), so folgt
(ZaM)V = —((ZZ2°) @ M)V® + ((Z(Z2° — 22*°)) @ M)W
+((Z°2) @ K)U' + ((2°2°) 2 K)U". (6.28)

Dies setzen wir in (6.25a) ein und erhalten die Bestimmungsgleichung fiir U*.

(ZeM)(U' + f(U") = —(Z° @ M)(U° + f(U?))
+((2° - ZZY°) @ M) V"
+ ((2(2° — 22*°)) @ M)W°
+(222°) o K)U° + ((Z*Z) @ K)U'.  (6.29)

Um einen Zeitschritt zu berechnen, gehen wir also wie folgt vor.
1. Berechne U' aus (6.29).
2. Setze U'! in (6.27) ein und berechne V.
3. Setze U! in GL. (6.25¢) ein und berechne W'.

6.3 Details des Verfahrens

In diesem Abschnitt erldutern wir einige Details des Verfahrens mit lokalem
Zeitschritt. Zuerst beschreiben wir, wie man die Zeitschrittmatrizen Zt, Z'0
und Z, Z° am einfachsten berechnet. Zwar benétigen wir diese Matrizen be-
ziiglich der hierarchischen Basis, es erweist sich aber als einfacher, sie zu-
néchst beziiglich der Lagrange-Basis aufzustellen und dann eine Transfor-
mation auf die hierarchische Basis durchzufiihren. Desweiteren ldsst sich
dank dieser Diskussion iiber den Zusammenhang der Zeitschrittmatrizen in
den verschiedenen Darstellungen die Invertierbarkeit von Z*, die fiir die Ent-
kopplung der System erforderlich ist, einfach nachweisen.
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Zwei weitere Aspekte, die den Basiswechsel zwischen nodaler und hier-
archischer Basis betreffen, besprechen wir danach. Dort geben wir an, wie
man fiir den im nichtlinearen Problem auftretenden Vektor U einen Basis-
wechsel von der hierarchischen zur nodalen Basis und umgekehrt durch-
fihrt. Auflerdem wollen wir noch einen kleinen Anstofs dafiir geben, dass
die Wahl der Basis des Testraumes numerisch auch eine Rolle spielt.

6.3.1 Zeitschrittmatrizen fur die Lagrange-Basis

Wir beginnen damit, die Zeitschrittmatrizen fiir die Lagrange-Basis zu be-
rechnen. Die Definition der Matrizen, Definition 6.1, liefert in diesem Fall
sofort die folgenden Gleichungen. Es sei | € Ny, dann sind Z',Z € R2 2

und Z°,Z° € R? fiir das Grundintervall 0, k] gegeben durch

1 —1

-1 1 0

7t — , 7Y = : (6.30)
-1 1 :
-1 1 0
und
1 1
1 1 0
k 0 k
1

1 1 0

6.3.2 Zeitschrittmatrizen fiir die hierarchische Basis

Um die Zeitschrittmatrizen auf die hierarchische Darstellung zu transformie-
ren, miissen wir die Basis der Ansatzfunktionen entsprechend transformie-
ren.

Anstatt die hierarchische Basis iterativ ausgehend von der Knotenbasis
auf 7 zu definieren, kann man auch fiir ein I € N umgekehrt vorgehen und
die hierarchische Basis zum Level [ aus der Knotenbasis desselben Levels
konstruieren. Die Idee der Iteration ist wie folgt.

1. Beginne mit der nodalen Basis auf 7.

2. Lasse alle Basisfunktionen, die zu den Knoten R/ gehoren, fest. Diese
Funktionen gehoren schon der gesuchten hierarchischen Basis an.

3. Transformiere alle verbleibenden Funktionen in die Knotenbasis be-
ziiglich 7'-1.
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4. Behalte die Funktionen, die zu den Knoten R'~! gehoren.
5. Fiihre das obige Verfahren iterativ fort.

Wir miissen nun nur noch Schritt 3 genauer ausfiihren, also beschreiben, wie
die Transformation aussieht. Daher machen wir die folgende Beobachtung.
Wir betrachten die nodale Basis B! und wollen daraus die Basisfunktionen
aus B'~! konstruieren. Es sei i € R/~1, also ist ti1 € 71, Dann gilt

l Ji+1 (t

A ORSOR, l I
(ll)l -1
Wir benétigen also den linken und rechten Nachbar beziiglich des Ausgangsle-

vels um eine Basisfunktion des nidchstniedrigeren Levels zu bekommen. Fiir
den allgemeinen Fall setzen wir

), i=0,
t), i=2l
(t) + ph*1(t)), sonst.

j
K" = {m2'7:m=0,...,2}=JR"

fir j = 0,...,1. Dies sind gerade die Indizes der Knoten in 7/ beziiglich
des Levels l . Dann definieren wir den linken und den rechten Nachbar zu i =
m2!=1 e Kl beziiglichj =1,...,1

left;(i) := (m —1)2'7,
right]-(i) = (m41)2".
Damit haben wir alles beisammen, was wir fiir die Definition der Trans-

formation benotigen. Wir definieren iterativ eine Folge (1;5;1) j=0,...1 fur alle

i=0,...,2. Dabei sei fp}ll =0, fallsi < 0 oder i > 2. Das erspart uns die
Fallunterscheidung, ob t; ; ein Randknoten ist oder nicht. Wir setzen zunéchst

ﬂ'i =V furallei = 0,...,2" und durchlaufen dann riickwirts fiir j = [ — 1
bis j = 0 die Vorschrift

~1 ~1 left;, (i) ~l,right]-+] (7) 1
TLi. ll)-' (110 i )/ i€ K",
gi =g P T2 A (6.32)
v sonst.
Am Ende setzen wir " := %’i fur i = 0,...,2". Mittels dieser Vorschrift

kénnen wir Transformationsmatrizen T}, definieren, die unsere Zeitschritt-
matrizen beziiglich der nodalen Basis des Ansatzraumes in die Zeitschritt-
matrizen beziiglich der hierarchischen Basis des Ansatzraumes {iberfiihren.
Es sei T}, die Einheitsmatrix mit den zusétzlichen Eintragen

1 1 . ‘
(Tj1)itetty, (1) = 5 (Tj1)irighe ., (i) = 5 firi e KM, (6.33)
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Das ist gerade die Beziehung (6.32) in Matrixschreibweise. Zur Unterscheid-
barkeit der Zeitschrittmatrizen in den verschiedenen Darstellungen bezeich-
nen wir hier mit Z%°, Zt die Zeitschrittmatrizen in hierarchischer und mit
Z'0 7t die Zeitschrittmatrizen in Knotenbasisdarstellung und wir definieren
durch [Z%?,Z!] die Matrix, die durch Zusammensetzung der zwei Matrizen
entsteht. Dann gilt also

[Zt,ol Zt] — [Ztlol Zt]TlT .. .T{_ (6.34)

Analog gilt diese Beziehung fiir die anderen Zeitschrittmatrizen Z und Z°.

6.3.3 Basiswechsel fiir Vektoren

Fiir das nichtlineare Problem benétigen wir die Transformationen eines Vek-
tors von der hierarchischen Basisdarstellung in die nodale und umgekehrt.
Das funktioniert so dhnlich wie im vorherigen Abschnitt und wird bei Multi-
Level-Methoden schon lange verwendet, siehe beispielsweise [Yse86, Section
4].

Der Einfachheit halber betrachten wir in diesem Abschnitt nur einen Po-
lygonzug in der Zeit ohne zusétzliche Abhdngigkeit vom Ort. Es sei U der
Koeffizientenvektor in nodaler Basisdarstellung von

u(t) = i ubiypli(t).
i=0

Wir suchen also die Transformation, um aus U den Koeffizientenvektor der
hierarchischen Basisdarstellung U mit

21

u(t) = L 09

i=0

zu bestimmen. Da es einfacher ist, die Koeffizienten der nodalen Darstellung
aus den Koeffizienten der hierarchischen Darstellung zu berechnen als um-
gekehrt, werden wir diesen Weg gehen. Wieder definieren wir eine Folge aus

U(I)’i = U
Wir gehen levelweise vor und berechnen fiirj =1,...,!

Li |, 1 pylleftia(i) | mbright () il
up, + 50y +U ), i€RM,

Li
uj_ll

U]l/l =
sonst.
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Dann ist U = Ull’i. Wie im vorherigen Abschnitt konnen wir diese Transfor-
mation als Matrix darstellen. Ist S; die Einheitsmatrix mit den zusétzlichen
Eintrdagen

1 1 .. ;
(S7)iteft;_, (i) = 5 (87)iright, (i) = 5 fiiri € R/,

U=S8; - S;U. (6.35)

Die Transformation Hﬁﬂ;t, die wir fiir das nichtlineare Problem benétigen, ist
dann durch S; - - - S; gegeben. Dabei miissen wir beachten, dass der Eintrag
der Zeile i und der Spalte j in dem Fall dann auf den Vektor (ljlé’j Jven; ange-
wendet wird. Die S; sind invertierbar, denn es ist S]-_1 die Einheitsmatrix mit
den zusétzlichen Eintrdgen

_ 1 1 . -
(i Dietty_1(1) = —5 (§; 1)i,right]-71(i) =5 furie R (6.36)

6.3.4 Invertierbarkeit von Z!

In diesem Abschnitt zeigen wir die Invertierbarkeit von Z* in der hierarchi-
schen Basisdarstellung tiber die einfach zu zeigende Invertierbarkeit dieser
Matrix in Knotenbasisdarstellung. Dazu benotigen wir aber zusitzliche In-
formationen tiber die Transformation der einen in die andere Darstellung.

6.8 Proposition.
Die Matrizen Tj 1 sind fiiralle j = 0,...,1 — 1 invertierbar, wobei die Inversen wie
folgt gegeben sind. T].jrll ist die Einheitsmatrix mit den zusitzlichen Eintrigen

1 1 o ;
(Tj+1)i,leftj+1(i) Y (Tj+1)i,rightj+1(i) Y fitri € KM,

Beweis. Die Aussage ist einfach, wenn man sich die Beziehung (6.32) an-
schaut, durch welche T definiert ist. Um von

~1i ~ left]+1 i) ~l,righ’f/-+1 (@)
ll]j+1 (1[J]+1 ll)j+1 )

fiir i € K% die Funktion {pvjlfrl zurtickzuerhalten, muss man wieder

( ~] left; 1 (i) ~l,right]-+1(i))
l/)]Jrl j+1
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abziehen. Dabei muss man nur beachten, dass

~l,leftj+1(i) o ~l,left]-+1 (l)

l,right]-H(i) o ~l,right]-+1(i)
=g 7

und i1 =9

gilt, da left;, (i) und right; , (i) nach Definition in R/ und somit nicht in

K" liegen. U

6.9 Proposition.
Die Zeitschrittmatrix Z* ist fiir ein beliebiges Verfeinerungslevel | € Ny invertier-
bar.

Beweis. Wir verwenden die Gleichung (6.34). Wir schreiben die Transfor-
mationsmatrizen in der Form

1 e
T, = J“) ,
]+1 <021 Tj+1

wobei 0, € RR?*! der Nullvektor ist und ejr1 € R'*2' der Nullvektor ist bis
auf den Eintrag, der dem rechten Nachbar des Anfangsknoten zugeordnet
ist, dort ist ej;1 gleich 1. Die erste Spalte verschwindet bis auf den ersten
Eintrag, weil leftj,1 (i) # 0 fiir alle i € K'/ ist. Also ist

70, 2] = (2, 2'1] = [0+ 2], 24T

Fiihren wir das iterativ fort, so folgt Zt = ZtTlT e TlT . Nun ist offensichtlich
det(Z') = 1 (siehe (6.30)). Es verbleibt also nur noch zu zeigen, dass die Tj+1
invertierbar sind. Aus Proposition 6.8 wissen wir, dass T;;1 invertierbar ist
und da det(T;;1) = det(1) det(T;1) gilt, folgt die Behauptung. O

6.3.5 Basiswechsel des Testraumes

Bisher haben wir nur die Basis des Ansatzraumes dem Problem angepasst.
Die Besetzungsstruktur lasst sich durch die zusitzliche Anpassung des Test-
raumes weiter ausdiinnen. Ohne weitere Anpassungen haben die Zeitschritt-
matrizen beispielsweise fiir | = 2 die Form

1 3 0 1 4201

-1 1 0 3 k{4603
t_ 2 1 -

z 0—%1%’2320645

o -1 11 0247

Die Anzahl der verschwindenden Eintrdge pro Spalte hangt davon ab, zu
welchem Index in RM" sich die zur Spalte gehorige Basisfunktion des Ansatz-
raumes befindet. Mit 1 < m < [ sind fiir einen Index in R'"™ genau 2l-m+1
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Eintrdge ungleich 0 und fiir die Funktion f/;l'zl verschwindet keiner der Ein-
trage. Beide Behauptungen ergeben sich sofort aus Definition 6.1. Wahlen
wir aber statt (6.7) eine andere Basis des Testraumes, so konnen wir Verbes-
serungen erreichen. So fiihrt die Wahl

{$: Q= RIg(t,2) = 0 (o (x), j=1,...,2,v € Ni }

auf
2000 0 -2 0 -1
—t 0200 — k|4 0 -4 4
Z_oozo’Z_Eozol
000 1 4 8 4 2

Diese Matrizen erhdlt man aus Z!, Z durch Linksmultiplikation mit einer ge-
eigneten Transformationsmatrix, fiir das Level 2 wére das beispielsweise

1 -1 0 0
1 1 -1 -1
Pr=10 0 1 -1
1 1 1 1

Die Eintrdge von Z' sind fiir diese Basis durch
(zt)i,j — / atl;[JVl,jatl]JVl'i dt — Hat{pvl,l
I

turi,j=1,..., 2! gegeben. Die Orthogonalitat ldsst sich einfach einsehen. Es
gibt im Wesentlichen zwei Félle.

P
2 Y

1. Gilt i,j € R fireinl < m < I, gehoren also beide Indizes zum
gleichen Level, dann interessiert uns nur der Fall i # j. In diesem Fall
sind aber die Tréger von 9,3 und 9;¢"/ disjunkt oder schneiden sich
nur in einem Punkt. Daher verschwindet das Integral des Produktes
dieser beiden Funktionen.

2. Gilti € RIm und j € Rl'mf” fur0<m<lund1 < n<m-— [, so lasst
sich feststellen, dass 9;¢" auf dem Trdger von ;¢ konstant 1 oder
konstant —1 ist. Das Integral auf I iiber d;1"/ ist aber Null.

In der Matrix Z' lassen sich also die einzelnen Verfeinerungslevel komplett
entkoppeln. Es ist nicht moglich, dies simultan auch in Z zu schaffen. Die
Eintrage fiir Z lauten

@), = [ §0 dt
I
furi,j =1,... 2! Wieviele nichtverschwindende Eintrdge stehen dann in

der Spalte j? Es seij € R und i € R"". Wir unterscheiden die Félle m < n,
m=nund m > n.
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1. Sei m < n. Der Trdager von f[;l'f ist also grofler als der von Btf/;l'i, sogar
genau 2"~ mal so grofs. Entsprechend verschwinden genau 2"~ Ein-
trdge nicht.

2. Sei m = n. In diesem Fall sind die Trager der zu multiplizierenden
Funktionen entweder bis auf einen Punkt disjunkt oder i = j. In beiden
Féllen ist das Ergebnis der Integration des Produktes Null.

3. Sei m > n. Der Trdager von f/;l'j ist kleiner als der von Bﬂfl'i, es existiert
also genau ein i € R"" fiir welches die Trager von ¢/ und 9;¢' nicht
bis auf einen Punkt disjunkt sind.

Wir zéhlen fiir j € RI™ 1 > 1 zusammen, wieviele Eintrédge es gibt. Es sind

l m—1
( Y 2”"”) +0+ (Z 1) =m+2""H -2,
i=0

n=m+1

=L, 12"

Also haben wir pro Spalte m — 2 nichtverschwindende Eintrége mehr in Z als

in Z, andererseits ist die Diagonalmatrix Z' eine deutliche Verbesserung ge-
geniiber Z!. In den implementierten Verfahren wurde nicht explizit versucht,
Vorteile aus der speziellen Struktur des Problems zu ziehen. Da fiir k — 0 die

Matrizen mit Zt oder Z' das Problem dominieren, konnte man entsprechende
Vorkonditionierer zur Losung der Gleichungssysteme im Newton-Verfahren
verwenden.

6.4 Numerische Ergebnisse

Wir werden das Galerkin-Verfahren mit lokalem Zeitschritt an zwei Proble-
men testen. Als erstes diskretisieren wir die Wellengleichung, also ein linea-
res Problem, und zeigen damit, dass lineare Probleme mit der gewiinschten
Ordnung k + h” approximiert werden. Das zweite Problem ist das blow-up-
Problem aus Abschnitt 5.4.1.

Wir diskretisieren beide Probleme auf (0, T) x () jeweils mit linearen und
quadratischen Elementen im Ort. Wir werden den Fehler auf verschiedenen
Teilgebieten von () berechnen. Zum einen geben wir den Fehler auf () und
zum anderen auf (), an, dies ist das Teilgebiet, auf dem wir einen lokalen
Teilschritt durchfiihren. Alle Konvergenzuntersuchungen werden beziiglich
des lokalen Zeitschrittes ki, = 27 'k fiir ein vorgegebenes k und variable
Zeitlevel | durchgefiihrt. Der Fehler, der aufierhalb des verfeinerten Gebietes
gemacht wird, ist in beiden Problemen um Groflenordnungen kleiner als der
globale Fehler, wie wir in den Fehlerdiagrammen sehen werden. Wir unter-
suchen also die Probleme auf Konvergenz fiir # — 0 und [ — oo.
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Im Fall linearer Elemente im Ort geben wir den H!-Fehler fiir die Funk-
tion u zur Zeit T in Abhédngigkeit von ki, + I an, im Fall quadratischer Ele-
mente gehen wir vor wie in Abschnitt 5.4. Wir betrachten in diesem Fall die
Konvergenz in der Zeit und im Ort getrennt, wobei wir die jeweils andere
Diskretisierung so genau wihlen, dass sie keinen grofien Einfluss hat. Auch
hier sind in allen Abbildungen wieder Steigungsdreiecke eingezeichnet, die
einen Vergleich zur Bestimmung der experimentellen Konvergenzordnung
liefern.

6.4.1 Lineare Wellengleichung

Wir betrachten die Wellengleichung in Form eines Systems erster Ordnung.
o =0, (6.37a)
d;v = Au, (6.37b)

auf Q) = (—50,50) und fiir t € (0, T), T = 10, mit den Anfangsbedingungen

2
7

up(x) x

=e
vo(x) :=0,

fir x € . Die exakte Losung ist

u(t,x) = % (et e te?),

bei passenden Dirichlet-Randbedingungen. Wir verwenden eine dynamische
lokale Verfeinerung, das heifit, wir verfeinern nur in Knoten im Bereich
Qoc(t) :=={x € Q: |[x + | <5}

In der Verfahrensdurchfithrung bedeutet das, dass wir in jedem Zeitschritt
den Vektor ¢ anpassen, im n-ten Zeitschritt sei

oma— {l ,VE Nh/ Xy € Qloc(tn)/

0 , sonst.

Das in Gl. (6.38) definierte Verfahren berechnet dann eine Folge von Vekto-
ren U™, V""" fiirn = 1,...,N mit Nk = T. Wir setzen k = 0.1. U°, V°
bestimmen wir als Interpolation von ug, vy in S[l} . Wir fithren Berechnungen
fir p = 1,2 durch, also diskretisieren im Ort mit linearen und quadratischen
Elementen. Wir 16sen also fiir n =1, ..., N das Gleichungssystem

Py (Zt @ M)PLUM + Py (ZY° @ MU

= Pu(Z@M)PLV" £ Pu(Z2° @ M)V, (6.38a)
P (Zt @ M)PLVY + Pu(ZP0 o M)V !
= Pu(Z@K)PLUY +Pu(Z° @ K)U" L. (6.38b)
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ua

u(10)

O (1()) QlOC(O) Q) (10) *

loc loc
Abbildung 6.7: Losungen der Wellengleichung zum Zeitpunkt f = 0 (blau)
und ¢t = 10 (blau). Die lokal verfeinerten Teilgebiete (;,.(¢) sind unter der
x-Achse angegeben, wobei ();,.(10) = Q- (10) U Q! (10)

yr—1,yn-1 tragen im Exponenten kein ¢"=1, da das nur die Werte von 1y, Ui,
im Punkt #"~! sind. Nachdem wir U™", V""" berechnet haben, entfernen wir
daher alle Eintrdge, die zu einem Level [ > 1 gehoren und behalten nur die
Koeffizientenvektoren des Zeitpunktes t".

Fiir lineare Elemente sehen wir in Abb. 6.8 und Tab. 6.1, dass sich der
Fehler auf () und ()}, im Wesentlichen gleich verhilt, die Wahl von ()
ist also offensichtlich gut. Weiterhin liegt die experimentelle Fehlerordnung
teilweise deutlich tiber der erwarteten linearen Ordnung.

Fiir quadratische Elemente betrachten wir die Konvergenz in der Zeit
und im Ort getrennt. Abb. 6.9a und Tab. 6.2 zeigen ein Verhalten, dass wir
schon in Abschnitt 5.4 beobachten konnten: Die experimentelle Konvergen-
zordnung in der Zeit ist 2, da es sich aber um ein lineares Problem handelt,
war das zu erwarten (vergleiche Bemerkung 5.33). Die experimentelle Kon-
vergenzordnung im Ort, zu sehen in Abb. 6.9b und Tab. 6.3, zeigt eine qua-
dratische Konvergenzordnung und entspricht damit der Theorie.
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-1.2 -1 -08 —-06 -04 -—-02 0 0.2
log, o (kioe + 1)

Abbildung 6.8: Lineare Wellengleichung: Konvergenz fiir p = 1 in Abhéan-
gigkeit von ki, + h. Blau der Fehler in (), rot gestrichelt der Fehler in ().

I kioc h (4 = we)(T) |y eoc

0 1.0 1.0 9.09e-01

1 05 0.5 5.81e-01 6.49e-01
2 025 0.25 2.18e-01 1.42e+00
3 0.125 0.125 7.17e-02 1.60e+00
4 0.0625 0.0625 2.80e-02 1.36e+00
5 0.03125 0.03125 1.28e-02 1.13e+00

(a) Konvergenz in Q).

I kioc h | (= 1) (T) 2 (0 (1) eoc

0 1.0 1.0 8.54e-01

1 05 0.5 5.81e-01 5.59¢e-01
2 025 0.25 2.18e-01 1.42e+00
3 0.125 0.125 7.17e-02 1.60e+00
4 0.0625 0.0625 2.80e-02 1.36e+00
5 0.03125 0.03125 1.28e-02 1.13e+00

(b) Konvergenz in O, (T).

Tabelle 6.1: Lineare Wellengleichung: Konvergenztabelle fiir lineare Ele-
mente in Abhdngigkeit von k. + h.
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I Ko h (=) (T) gy eoc

0 1.0 0.0625 1.07e+00

1 05 0.0625 8.10e-01 4.07e-01

2 025 0.0625 3.57e-01 1.18e+00

3 0125 0.0625 1.03e-01 1.80e+00

4 0.0625 0.0625 2.62e-02 1.97e+00

5 0.03125 0.0625 6.60e-03 1.99e+00

(a) Konvergenz in Q).

I kioc h [ (= 1) (T) 2 (1) eoc
0 1.0 0.0625 9.96e-01
1 05 0.0625 8.07e-01 3.03e-01
2 025 0.0625 3.57e-01 1.18e+00
3 0.125 0.0625 1.03e-01 1.80e+00
4 0.0625 0.0625 2.62e-02 1.97e+00
5 0.03125 0.0625 6.60e-03 1.99e+00

(b) Konvergenz in O (T).

Tabelle 6.2: Lineare Wellengleichung: Konvergenz in der Zeit fiir p = 2.

I Ko h [ = i) (T)[| gy e0c

5 0.003125 2.0 9.10e-01

5 0.003125 1.0 3.45e-01 1.40e+00

5 0.003125 0.5 4.08e-02 3.08e+00

5 0.003125 0.25 7.39e-03 2.47e+00

5 0.003125 0.125 1.78e-03 2.05e+00

5 0.003125 0.0625 4.50e-04 1.99e+00

(a) Konvergenz in .

I Kioc h 11— 11) (T) | g1 (0 (7)) eoc
5 0.003125 2.0 8.17e-01
5 0.003125 1.0 3.34e-01 1.29e+00
5 0.003125 0.5 4.08e-02 3.03e+00
5 0.003125 0.25 7.39e-03 2.47e+00
5 0.003125 0.125 1.78e-03 2.05e+00
5 0.003125 0.0625 4.50e-04 1.99e+00

(b) Konvergenz in O, (T).

Tabelle 6.3: Lineare Wellengleichung: Konvergenz im Ort fiir p = 2.
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%?

| | | | |
—-1.2 -1 -08 —-06 —-04 —-02 0

|

—-1.4
loglo (kloc )

(a) Konvergenz in der Zeit in Abhéngigkeit von ko, mit i = 0.0625 fest.

%)
=
3
< —1F
V)
0
oy
0
g -2
9 2
(=]
&0 2
=
-3
| | |

\ \ \ \
-12 -1 -08 -06 04 02 0 0.2
log,(h)
(b) Konvergenz im Ort in Abhéngigkeit von h, wobei ki, = 0.003125 fest.

Abbildung 6.9: Lineare Wellengleichung: Konvergenz fiir p = 2. Blau der
Fehler in (), rot gestrichelt der Fehler in ().

6.4.2 Das blow-up-Problem

Um die nichtlineare Version des lokalen Zeitschrittverfahrens zu tiberprii-
fen, verwenden wir das gleiche nichtlineare blow-up-Problem wie in Ab-
schnitt 5.4.2. Wir berechnen die Losung bis T = 10 und benutzen lokal verfei-
nerte Zeitschritte in ()}, := (10,60), so dass der Puls im Wesentlichen in (),
verlduft. Die exakte Losung u ist in Abb. 6.10 zum Startzeitpunkt t = 0 sowie
zum Zeitpunkt T = 10 dargestellt, (), ist unter der x-Achse eingezeichnet.
Die numerische Losung wird durch Gl. (6.25) mit Projektion berechnet, wir
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u(0) u(10)

O < T T T T > T T T T >
0 Ooc 100
X

Abbildung 6.10: Losung des blow-up-Problems zum Zeitpunkt ¢ = 0 (blau)
und zum Zeitpunkt t = 10 (rot). Unter der x-Achse ist das lokal verfeinerte
Gebiet ()}, gekennzeichnet.

16sen also das nichtlineare Gleichungssystem

P(Z®M)P] V" 4P, (Z° @ M)V" !
= Py(Z @ M)P] (U™ + e f (I U™))
+ P (Z2° @ M)(U" L + F(U™ 1)),

P (2@ M)PI VY 1 P,(Z° @ M) V"1
=P/ (ZM)P]W" + Py(Z° @ M)W" 1,

Py (2t @ M)PIW™ P, (ZY° @ M)W" !
=P (ZaK)PTU™ +P,(Z° o K)U"

firn =1,..., N mit Nk = 10 und k = 0.1. Dieses nichtlineare Gleichungs-

system losen wir durch das ungeddmpfte Newtonverfahren (genauere Dis-
kussion siehe Abschnitt 4.3.2) mit den folgenden Parametern

Nmax = 20/
TOL; = 1078,
TOLr = 10710,

Die Ergebnisse der Experimente decken sich gut mit denen der linearen
Wellengleichung in Abschnitt 6.4.1.

Fiir lineare Elemente zeigen Abb. 6.11 und Tab. 6.4 wieder eine lineare
Abhangigkeit des Fehlers von k. + /1, wobei hier die experimentelle Fehler-
ordnung immer ganz leicht unter 1 liegt. Der Fehler in () \ (), ist auch wie-
der um Gréfienordnungen kleiner als der in ()., weshalb der globale Fehler
und der Fehler im lokal verfeinerten Teilgebiet beinahe identisch sind.

Auch bei diesem nichtlinearen Problem ist die experimentelle Konver-
genzordnung in der Zeit fiir quadratische Elemente in Abb. 6.12a und Tab. 6.5
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wieder deutlich besser als linear. Die experimentelle Konvergenzordnung im
Ort ndhert sich fiir kleine & der 2 an, wie man in Abb. 6.12b und Tab. 6.6 sehen
kann.

~12
2
= —14
&
16
m
2 —1.8
o
oo -2
2
—22

—1 -08 —-06 -—-04 -02 0 0.2
log,,(kioc + 1)

Abbildung 6.11: blow-up-Problem: Konvergenz fiir lineare Elemente in Ab-
hangigkeit von ki + h.

I Kioc h H(Ll - ukh)(T)HHl(Q) eoc

0 1.0 1.0 9.32e-02

1 05 0.5 4.22e-02 8.09e-01
2 025 0.25 1.86e-02 9.37e-01
3 0125 0.125 8.69e-03 9.54e-01
4 0.0625 0.0625 4.25e-03 9.54e-01

(a) Konvergenz in Q).

I kioc h H (u - ukh) (T) HHl(Qloc) eoc

0 1.0 1.0 9.32e-02

1 05 0.5 4.22e-02 8.09e-01
2 025 0.25 1.86e-02 9.37e-01
3 0125 0125 8.69e-03 9.54e-01
4 0.0625 0.0625 4.25e-03 9.54e-01

(b) Konvergenz in ().

Tabelle 6.4: blow-up-Problem: Konvergenztabelle fiir lineare Elemente in
Abhingigkeit von ko + h.

150



6.4. Numerische Ergebnisse

I ke  h (4 = we)(T) ||y eoc

0 1.0 0.125 9.72e-02

1 05 0.125 3.88e-02 1.33e+00
2 025 0.125 1.26e-02 1.63e+00
3 0.125 0.125 3.77e-03 1.74e+00
4 0.0625 0.125 1.39¢-03 1.44e+00

(a) Konvergenz in Q).

I ke h 1 = win) (D) [ g,y €OC

0 1.0 0.125 9.72e-02

1 05 0.125 3.88e-02 1.33e+00
2 025 0.125 1.26e-02 1.63e+00
3 0125 0.125 3.77e-03 1.74e+00
4 0.0625 0.125 1.39e-03 1.44e+00

(b) Konvergenz in ().

Tabelle 6.5: blow-up-Problem: Konvergenz in der Zeit fiir p = 2.

I Kioc h H(Ll - ukh)(T)HHl(Q) eoc

4 0.00625 2.0 6.32e-02

4 0.00625 1.0 2.57e-02 1.30e+00
4 0.00625 0.5 8.16e-03 1.65e+00
4 0.00625 0.25 2.25e-03 1.86e+00
4 0.00625 0.125 5.83e-04 1.95e+00

(a) Konvergenz in .

I kioc h H(u - ukh)(T)HHl(Qloc) eoc

4 0.00625 2.0 6.32e-02

4 0.00625 1.0 2.57e-02 1.30e+00
4 0.00625 0.5 8.16e-03 1.65e+00
4 0.00625 0.25 2.25e-03 1.86e+00
4 0.00625 0.125 5.83e-04 1.95e+00

(b) Konvergenz in (Y.

Tabelle 6.6: blow-up-Problem: Konvergenz im Ort fiir p = 2.
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6. GALERKIN-VERFAHREN MIT LOKALEM ZEITSCHRITT
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(b) Konvergenz im Ort in Abhédngigkeit von k, wobei kj,. = 0.00625 fest.

Abbildung 6.12: blow-up-Problem: Konvergenz fiir p = 2. Blau der Fehler
in ), rot gestrichelt der Fehler in (4.

6.5 Zusammenfassung und Fazit

Die Verwendung eines stetigen Galerkinverfahrens erlaubt die Definition ei-
nes lokalen Zeitschrittverfahrens auf eine fiir Galerkinverfahren natiirliche
Art und Weise. Man koppelt die Orts- und Zeitdiskretisierung in den Ansatz-
und Testraumen aneinander und erreicht dadurch, dass die Wahl der Raume
der Zeitdiskretisierung von den Freiheitsgraden der Ortsdiskretisierung ab-
hédngig sein diirfen. Durch die Wahl einer hierarchischen Basis fiir den An-
satzraum in der Zeit wird sogar die Struktur erhalten, die man von Tensor-
elementansitzen kennt.
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6.5. Zusammenfassung und Fazit

Das vorgestellte Verfahren bietet sich an, wenn man weifs, dass sich ein
ortlich begrenzter Puls ausbreitet oder wenn () lokal stark aufgelost werden
muss. Um durch einen uniformen Zeitschritt nicht an Genauigkeit zu verlie-
ren oder zu viel Rechenzeit fiir einen global feineren Zeitschritt zu brauchen,
kann man in den entsprechend ausgezeichneten Teilgebieten einen lokal fei-
neren Zeitschritt durchfiihren.

Fiir beide numerischen Beispiele gilt (3 C R, das bedeutet aber nicht,
dass das Verfahren nur im Eindimensionalen funktioniert. In der Herleitung
haben wir generell keine Voraussetzungen daran gestellt, in welcher Raum-
dimension wir uns befinden oder was fiir einen Finite-Elemente-Raum wir
fur die Ortsdiskretisierung benutzen. Prinzipiell miisste es sogar moglich
sein, ein lokales Zeitschrittverfahren fiir hohere Ordnungen der Elemente
der Zeitdiskretisierung zu definieren. Fiir zweidimensionale oder dreidimen-
sionale Probleme ist die verwendete MATLAB-Implementierung aber nicht
speichereffizient genug.

Es verbleibt die Frage, ob das lokale Zeitschrittverfahren weniger Re-
chendauer benétigt, als wenn man global mehrere aber kleinere Zeitschritte
macht. Dazu ldsst sich sagen, dass die bisherige Implementierung des Ver-
fahrens noch nicht darauf angelegt war, besonders effizient zu arbeiten, ins-
besondere wird der Standardloser fiir Gleichungssysteme von MATLAB ver-
wendet. Dennoch ist fiir das lineare Wellenproblem in den numerischen Er-
gebnissen das lokale Zeitschrittverfahren mit Level | ungefahr doppelt so
schnell wie eine Durchfiithrung ohne lokalen Zeitschritt, aber mit Zeitschritt
27 'k. Die Rechenzeit hingt entscheidend davon ab, wie grof8 das Teilgebiet
ist, in dem man einen lokalen Zeitschritt verwendet und davon, wie grof [ ist.
Fiir grofle Verfeinerungslevel | werden die auftretenden Gleichungssysteme
zu grofs. Fiir das nichtlineare Problem sind beide Vorgehensweisen ungefahr
gleich schnell. In diesem Fall fillt die Anwendung des Newton-Verfahrens
negativ ins Gewicht. Um dort das lokale Zeitschrittverfahren effizienter zu
machen, miisste man dariiber nachdenken, wie man die Struktur der entste-
henden Gleichungssysteme ausnutzen kann, damit man einen schnelleren
Loser erhalt.
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