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Zusammenfassung: In dieser Arbeit werden raumliche Balken mit allgemeiner Quer-
schnittsform betrachtet. Damit konnen im allgemeinen Fall Bezugspunkt, Schwerpunkt,
Schubmittel punkt und Lastangriffspunkt beliebige Punkte in der Querschnittsebene sein.
Bei der Herleitung der Verzerrungen werden die Torsionsverwdlbungen berilicksichtigt.
Elastoplastisches Materialverhalten wird in Form der von Mises Flief2bedingung mit li-
nearer isotroper Verfestigung und assoziierter Fliefdregel berticksichtigt. Damit sind Trag-
lasten von algemeinen réaumlichen Stabtragwerken berechenbar. Die Finite—Element—
Formulierung mit 7 Freiheitsgraden je Knoten wird unter Verwendung Lagrangescher In-
terpol ationsfunktionen beschrieben. Das Element kann zur Diskretisierung exzentrischer
Steifen von Flachentragwerken verwendet werden.

1 EINLEITUNG

Traglastberechnungen von Stabtragwerken basieren in der Regel auf Theorien fur grof3e
inelastische Deformationen. In den meisten Fallen wird die Finite-Element—Methode
zur ndherungswei sen Losung der nichtlinearen Differential gleichungen verwendet. Nach-
folgend ist ein kurzer Uberblick tiber Theorien fiir 3D-Balken und zugehdrige Finite—
Element—Formulierungen gegeben. Es sind nur einige représentative Arbeiten der ver-
schiedenen Zugénge, insbesondere zur Darstellung endlicher Rotationen, angegeben.

Argyriset al. [1] fuhren sogenannte semitangential e Rotationen zur Vermeidung der Nicht-
kommutativitdt endlicher Drehungen um feste Achsen ein. In der Arbeit von Reissner [2]
werden Verzerrungsmal3e fur dreidimensionale Balken aus der virtuellen Arbeit hergelei-
tet. Geometrisch exakte Formulierungen und konsi stente A pproximationen sind von Gug-
genberger [3] beschrieben. Bathe und Bolourchi [4] entwickeln die sogenannte ” updated”
und "total Lagrange” Formulierung fur nichtlineare Balken. Die Abspaltung von Starr-
korperanteilen bei den Deformationen wird in den Arbeiten von Belytschko und Hsieh
[5] oder CrisEeld [6] durchgefiihrt. Dabei kénnen lineare Elemente fir nichtlineare Be-
rechnungen verwendet werden. Simo und Vu—Quoc [7, 8] schlagen ein Verfahren mit



einer multiplikativen Aufdatierung der Rotationen vor. In [8] wird zusétzlich die Torsi-
onsverwdlbung berticksichtigt. Bei der Elementformulierung von Cardona und Géradin
[9] werden die Rotationsparameter innerhalb der Newtoniteration additiv neu berechnet.
Die angegebenen Arbeiten beschrénken sich auf Balken mit Rechteckquerschnitten und
linear—el astisches Material verhalten.

Nachfolgend sind die wesentlichen Merkmale der entwickelten Elementformulierung be-
schrieben:

Wir betrachten Balkensysteme mit beliebiger Querschnittsform. Die kinematische An-
nahme zur Herleitung der Balkenverzerrungen beinhaltet Verwoélbungen aus Torsion. Die
Stabverzerrungen werden aus dem Greenschen Verzerrungstensor berechnet. Das Mate-
rialmodel| basiert auf der additiven Zerlegung der Verzerrungen in elastischen und inela-
stischen Anteil, Einfihrung der von Mises Flief3bedingung mit linearer isotroper Verfe-
stigung und einer assoziierten Fliefdregel. Die Integration der Spannungen Uber den Quer-
schnitt wird numerisch durchgefihrt. Fur linearel astisches Materialverhalten kann die In-
tegration der Steifgkeiten analytisch durchgefiihrt werden. Die daraus folgende Elasti-
zitatsmatrix fur die Schnittgroéf3en weist verschiedene Kopplungsterme auf. Das zugeh6-
rige £nite Balkenelement hat an jedem Knoten 7 Frelheitsgrade. Die unabhangigen ki-
nematischen Groéf3en werden mit Lagrangeschen Interpolationsfunktionen approximiert.
Die aulReren Lasten kdnnen an einem beliebigen Punkt des Querschnitts wirken. Bel ei-
nem Lastangriffspunkt aulerhalb des Bezugspunktes ergeben sich Beitrage zur symme-
trischen Elementstei£gkeitsmatrix. Das Balkenelement kann zur Diskretisierung exzen-
trischer Steifen von Schal enstrukturen verwendet werden.

2 KINEMATIK DES3D-BALKENS

Eswird ein rdumlicher Balken mit Bezugskon£guration 53, und Momentankon£guration
B zur Zeit t gemal3 Abbildung 1 betrachtet. Der Querschnitt mit Bezugspunkt 0, Schwer-
punkt S, Schubmittelpunkt M und Lastangriffspunkt P kann beliebig geformt sein. Es
werden lokale Koordinaten ¢; (i = 1,2,3) mit zugehdrigen Basisvektoren eingefiihrt.
Dabei beschreibt S = & € [0, L] die Bogenlénge der Bezugskurve. Zur Zeit t = 0
wird die Querschnittsebene durch {A,, A3} aufgespannt und A, defniert die Stabach-
se. Das entsprechende Basissystem der Momentankon£guration ist durch a; deEniert. Im
folgenden beschreiben Kommas partielle Ableitungen beztiglich der Koordinaten &;. Die
Ableitung nach der Bogenlange ist durch ()" gekennzeichnet.

Fur die Ortsvektoren X und x zur Zeit ¢t = 0 und ¢ werden folgende Annahmen getroffen

X(62,€3,5) = Xo(5) + & Aa(S) + & Asz(S)

X(fz,gg, S, t) = XQ(S, t) + 52 aQ(S, t) + 53 33(5, t) + O{(S, t) 111(52, 53) al(t) . (1)

Die Wdlbfunktion w (s, &3) folgt als Losung der Differentialgleichung der St.Venant-
schen Torsionstheorie, siehe z.B. [10]. Weiterhin ist o ein unabhangiger Parameter. Die
Erweiterung der Timoshenko—Stabkinematik um die el astische Torsionsverwdl bung stellt
fr grof3e elastische Verzerrungen und bei inelastischem Materialverhalten eine Naherung
dar. Das vorliegende Balkenmodell ist durch das Stoffgesetz auf kleine Verzerrungen be-



Abbildung 1: KonEgurationen eines 3D-Balkens

schrankt. Die durchgeftihrten Berechnungen zeigen, dal3 im Bereich kleiner Verzerrungen
mit der kinematischen Annahme (1) gute Ergebnisse erzielt werden kdnnen.

Weiterhin werden die Basissysteme A; and a; durch orthogonale Transformationen be-
stimmt

Verschiedene Parametrisierungen fir orthogonale Tensoren sind in der Literatur diskutiert
worden, siehe z.B. Betsch et a. [11].

Mit (1) kdnnen die Tangentenvektoren G; = X,; und g; = x,; durch Ableitung bestimmt
werden

G = X{+ &AL+ GAS g1 = Xxu+&ay+E&as+ o way
Gy = Ay g2 = axtaw, a (3
G; = Aj 8 = aztawsa;.

Durch Rucktransformation der kovarianten Basi svektoren mit den Rotationstensoren Ry =
A, ®e; und R = a; e fOIgt

F, = RIG,=¢y+kKoxd fi = Rigi=e+kxd+d we
F, = RIG,=e, f = Rigo=es+awse (4)
F; = RIG;=e; f; = Rigs=es+awgze

mit d = &es + £3e3. Somit ergeben sich die Verzerrungs- und Krimmungsvektoren des
Stabes
o =RJX, ko =R}0, e:=R'x), &r:=R"6, (5)

wobei die axialen Vektoren 6, und @ durch A, = 6, x A; und a; = 6 x a; defniert sind.
Die Gleichungen (3) und (4) werden in den Greenschen Verzerrungstensor eingesetzt. Die



Komponenten, die zur virtuellen Arbeit beitragen, lauten

En %(911 - Gn)
E=|2FEy | =] g12— G (6)
2F13 g13 — G13
mit den Metrikkoef£zienten der Bezugs- und Momentankon£guration
Gij=Gi-G;=F;-F; 9i; =8 & =1 - f;. (7)

3 SCHWACHE FORM DER RANDWERTAUFGABE

Der Balken wird durch verteilte Lasten p = p(.S) belastet, siehe Abbildung 1. Dabei sind
{p2, p3} die Koordinaten des Lastangriffspunktes. Der Ortsvektor des Lastangriffspunk-
tes in der Momentankon£guration lautet x,, = xq + r, Mitr, = peas + psas + aw, a;
und w, = w(ps,ps). Die unabhéngigen kinematischen GroRen des Balkens sind v =
[u, R, a]”. Hierinist u = x¢ — X, der Verschiebungsvektor und R = a; ® e; der Rotati-
onstensor der Bezugskurve.

Mit dem axialen Vektor dw, der durch da; = dw x a; defniert ist, kann das Prinzip der
virtuellen Verriickungen

g(v,0v) = / SETS dS — / svIgds =0 ©)
S S
mit
oe B
X ) . p
sh—| °F S:/ATSdA q=|r1,xp ©)
oo L
A D P al)
Yo%
beschrieben werden. Dabei ist A durch E = A JE defniert
A = [FT, FTWZ;, a, U_JFTGJ F = [f17 fg, fg] (10)
a = (f1 '61) (@,2824—@,393) W, = skewd.

Da die Spannungen S5, S*, % im Rahmen der Stabtheorie vernachlassigt werden,
wird nun S =[St 12 SB|T defniert. Mit T = [T, T2, T¥)T = FS und T =
(f; - €1)S'™ erhdlt man die Vektordarstellung der Schnittgrofen

[ pl o r Tl 7
F?2 T12
F3 T13
1 13 12
S = %2 - Z g &Tlé S\ aa. (11)
M3 _ T,
e T, +T"%w,3
M® I T



Dabei ist F'' die Normalkraft, 2 und F* die Querkréfte, M' das Torsionsmoment, 1/?
und M3 die Biegemomente, F** das sekundéare Torsionsmoment und M* das Bimoment.

Zur Berucksichtigung des elastoplastischen Materialverhaltens wird die additive Zerle-
gung des Greenschen Verzerrungstensors in einen elastischen und einen plastischen An-
teil vorgenommen. Diesist nur gultig im Bereich kleiner Verzerrungen. Die von Mises—
Flieffbedingung mit linearer isotroper Verfestigung und eine assoziierte Fliefdregel ver-
vollsténdigen das Materialmodell. Die elastoplastischen Spannungen werden mit bekann-
ten Operator—Split-Methoden berechnet. Im Prédiktor-Schritt werden sogenannte Ver-
suchsspannungen berechnet. Durch iterative Erfullung der Flief3bedingung werden die
Spannungen in den I ntegrationspunkten bestimmt.

Fur die Finite—Element—Formulierung wird die Linearisierung der schwachen Form des
Gleichgewichts hergeleitet

Lig(v,0v)] = g(v.6v) + [(GETDAE + AGET 8)ds — [AsxIpds  (12)
S S

mit
AéXp = p2A5a2 + p3A5a3 + Oéll_)pA(Sal + (SOéleAal + AOCIT)p(sal (13)
AE = [Ae, Ak, Aa, Ad/]T ASE = [Ade, Adk,0,0]” .
Die Linearisierung der Schnittgréfien (9) liefert mit Anwendung der Produktregel
p-95_ dA[/ ATSdA]:/(ATCA+G)dA. (14)
dE dE 4

Der erste Teil folgt durch Differentiation des Spannungsvektors S und C := dS/dE. Im
Fall elastoplastischen Materialverhatens muld die konsistente Tangentenmatrix beriick-
sichtigt werden. Der zweite Teil folgt durch Differentiation des Matrizenprodukts A”'S,
wobei der Spannungsvektor S festgehalten wird, siehe[12].

Die Einheitsverwolbung @ wird fur beliebige Querschnittsformen in einem getrennten
Rechenprozess bestimmt, siehe [10]. Die Querschnittsintegration in (9), und (14) wird
numerisch durchgefihrt. Dabel wird das Finite-Element—Netz zur Berechnung von w fir
die numerische Integration der Spannungen verwendet.

Im Fall kleiner Dehnungen wird die Matrix F geméaR (10) naherungsweise zur Einheits-
matrix. Weiterhin wird fir den Rest dieses Abschnitts linearel astisches Material verhalten
angenommen. Damit kann C mit dem Elastizitdtsmodul £ und dem Schubmodul G und
die Matrix A mit F ~ 1 spezifziert werden

100 0¢& —-& 0 w

A=|010 —& 0 0 @, 0 (15)
001 & 0 0 @3 0

E

0 0
C=|10 G O
0 0 G

Da A in diesem Fall nicht von den Verschiebungen abhéngt, gilt E = AE. Somit kann D
aus (14) mit (15) und G = 0 analytisch integriert werden. Mit den DeEnitionen

lp = [€a€a A, Toa = [0 dA, oo = [@PdA, Lh=In+ Iy (16)
A A A



und dem St.Venant’schen Torsionswiderstand 7 erhdlt man nach einiger Rechnung

[ EA 0 0 0 EAss —FEAsy 0 0

GA 0 —GAS?, 0 0 GASg 0

GA GASQ 0 0 —GASQ 0

A Gl 0 0 —GUy—1Ir) 0
D= El;;  —Fly 0 FElgs (17)

Elys 0 —E g
sym. G(ly — Ir) 0
I Elgw |

Die Elastizitdtsmatrix D ist konstant und symmetrisch. Eine Formulierung mit 6 Schnitt-
grolen erhdt man, wenn der Beitrag des Bimoments und des sekundéren Torsionsmo-
ments zur Verzerrungsenergie vernachléssigt werden kann, siehe [13]. Wenn der Bezugs-
punkt 0 und der Schubmittel punkt A/ mit den Koordinaten {ms, ms} nicht tbereinstim-
men, gibt es eine Biegetorsionskopplung. Im Unterschied zu [8] ist hier der Bezugspunkt
ein beliebiger Punkt des Querschnitts. Wenn die Querschnittsachsen Hauptachsen sind,
verschwinden mit S = M = 0 alle Terme aul3er —G (I, — Ir) aulRerhalb der Hauptdiago-
nalen. Bei weiterer Vernachl&ssigung von F* und M™ folgt dann die bekannte Elastizi-
tatsmatrix D = diag [EA,GA,GA,Glr, Els3, Ely] . Sogenannte Schubkorrekturfakto-
ren berticksi chtigen ndherungswei se den Einauss der Verwolbungen aus Querkraften und
kénnen in (17) bei den Schubstei£gkeiten hinzugefugt werden.

4 FINITE-ELEMENT-FORMULIERUNG

Bei Anwendung des isoparametrischen Konzepts werden die Ortsvektoren der Ausgangs-
konEguration und die unabhéngigen kinematischen Variablen mittels Lagrangescher In-
terpol ationspolynome N; (&) approximiert

nel nel nel

Xo=2N©OXr:  xq =3 N(OXi+uw), =3 Ni(Qar.  (18)

Dabel ist nel die Anzahl der Knoten am Element. Weiterhin wird das Basissystem der
Bezugskon£guration und der Momentankon£guration mit den gleichen Ansatzfunktionen
interpoliert

nel nel

Al =3N"Ni(& A, al =Y Ni(&)ams. (19)
I=1 I=1

Damit wird die Orthogonalitétsbedingung der Basissysteme A" und a”, nur an den Kno-
ten erfullt. Die Ausgangsbasis A,,; wird bel der Eingabe der Finite—-Element—Daten ge-
neriert. Das System der Momentankon£guration wird mit der sogenannten Rodrigues—
Formel berechnet

sin wy 1 — coswry

R]:am]@)em:l—f— Q[+ 3
CU[ CL)I

Q2. (20)

Diese Darstellung ist singularitétenfrel fir 0 < w; < 27 mitw; = |wy|. Hier ist w; der
zur schiefsymmetrischen Matrix €2; zugehdrige axiale Vektor.



Die Finite-Element—Gleichungen (18) — (20) werden in (12) eingesetzt und man erhalt

numel mnel nel

L{g(v", 6v™)] = U Z Z vl (ff + KSpAvg) . (21

e=1 I=1 K=1

Hier ist |J der Zusammenbauoperator, numel die Gesamtanzahl der £niten Elemente und
Avg = [Aug, Awg, Aag]? der Zuwachs des Verschiebungsvektors. Die Summeder in-
neren und aul3eren Knotenkréfte und die tangentiale Stei£gkeitsmatrix ergeben sich dann
zu

ff:/(BITS—Nqu)dS, KiKZ/(B?f)BK+GH<+PU<)dS- (22)
S S

mit dS = |X} . | d¢. Der Lastvektor q;, die Matrizen By, G;x und P sind im Detail in
[12] angegeben. Dadie Matrix D, die geometrische Matrix und die L aststei £gkeitsmatrix
symmetrisch sind, ist auch die tangentiale Stei£gkeitsmatrix symmetrisch. Die Integration
der Elementmatrizen bezliglich der Bogenlange S erfolgt numerisch. Zur Vermeidung von
Schubversteifungen werden alle Terme reduziert integriert. Die Verschiebungen u;, Ro-
tationsparamater w; und Parameter «; werden im Rahmen des Newtonverfahrens durch
Addition der Zuwéachse neu berechnet.

5 BEISPIELE

5.1 Kragarm mit U-Querschnitt

Dasin Abbildung 2 dargestellte U-Pro£l wird durch eine Einzellast an der Kragarmspit-
ze belastet. Damit erfahrt der Trager eine Biege— und Torsionsbelastung. Es wird linear
elastisches und ideal plastisches Materialverhaten angenommen. Die Fliel3spannung be-
trégt yo = 36 kN/cm?. Die Losung aus dem Balkenmodell wird mit einer Schalendis-
kretisierung verglichen. Im ersten Fall werden 20 zwei—knotige Balkenelemente und im
zweiten Fall 180 vier—knotige Schalenelemente verwendet. Im folgenden wird die ver-
tikale Verschiebung w des Punktes 0 der Kragarmspitze berechnet. Im elastoplastischen
Fall wird die Struktur bis zu einer Spitzenverschiebung w = 250 cm belastet und dann
entlastet. Die Ergebnisse beider Modelle stimmen sehr gut fur den gesamten Bereich der
L ast—Verschiebungs—Kurve Uberein, siehe Abbildung 3. Dies gilt fur elastisches wie fir
inelastisches Materialverhalten. In Abbildung 4 ist ein Plot der Vergleichsspannung im
be- und entlasteten Zustand dargestellt. Abbildung 5 zeigt die Vergle chsspannung Uber
den Querschnitt. Im linken Bild ist der Querschnitt fast vollsténdig plastiziert, wogegen
das rechte Bild den Eigenspannungszustand nach vollstandiger Entlastung zeigt.
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Abbildung 4: Vergleichsspannungen in kN /cm? im Traglastzustand und nach Entlastung
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Abbildung 5: Querschnitt im Abstand 225 cm von der Einspannung: Vergleichsspannun-

genin kN/cm? im Traglastzustand und nach Entlastung



5.2 Zylinderschale

Als zweites Beispiel wird eine einseitig eingespannte, halbzylindrische Schale mit ra
dialen Steifen untersucht, siehe auch [14]. Die Belastung erfolgt durch eine Einzellast
im First des freien Randes. Die Geometriedaten der Schale sind: Radius R = 100 c¢m,
Lange L = 200 ¢m und Dicke t = 1 ¢m. Die exzentrisch angeordneten Rechtecksteifen
besitzen einen Querschnitt ¢/h = 1/10 cm. Bel Annahme elastischen Werkstoffverhal-
tens werden die Materialwerte £ = 21000 kN/cm? und v = 0,3 angesetzt. Die Steifen
sind in Winkelabsténden von jeweils 30° angebracht, siehe Abbildung 6. Die Symmetrie
der Struktur wird bei der Berechnung ausgenutzt. Die Zylinderschale wird mit 24 x 16
Schalenelementen diskretisiert. Fur die Modellierung der Steifen durch Balkenelemen-
te werden 16 zweiknotige Balkenelemente verwendet. Bei einer Vergleichsrechnung mit
dem Modell Schale-Schale werden die Steifen mit 2 Elementen Uber die Hohe abgebil-
det. Beide Modelle zeigen in der Last—Verschiebungs—Kurve geméal3 Abbildung 7 eine
gute Ubereinstimmung. Der Plot der verformten Kong£guration in Abbildung 8 zeigt, da
die Struktur grof3en Deformationen unterworfen ist.

Abbildung 6: Kreiszylinderschale mit radialen Steifen, Geometrie und Vernetzung

6 ZUSAMMENFASSUNG

In der Arbeit werden geometrisch und materiell nichtlineare raumliche Balken mit be-
liebiger Querschnittsform bei grof3en Deformationen betrachtet. Die Schnittgrof3en und
zugehorigen Linearisierungen werden durch numerische Integration ermittelt. Die isopa-
rametrische Element—Formulierung fir ein £nites Balkenelement mit 7 Freiheitsgraden
pro Knoten ist dargestellt. Die Knotenanzahl der Elemente ist bei Verwendung von La-
grangefunktionen beliebig wahlbar. Es werden Last—Verschiebungs—-Kurven bei elasto-
plastischem Materialverhalten fir zwei Beispiele berechnet. Die Ergebnisse weisen gute
Ubereinstimmung mit einer alternativen Schalendiskretisierung auf. Die entwickelten £-
niten Balkenelemente erlauben somit die Berechnung von Traglasten dreidimensionaler
Stabtragwerke bel beliebiger Querschnittsform.
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Abbildung 7: Last—Verschiebungs—Kurve des L astangriffspunktes

Abbildung 8: Verformungszustand mit Schalendiskretisierung
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