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1. Einfiihrung

Die dynamische Simulation ist ein aktueller Forschungsbereich in der Com-
putergraphik. Dieser Bereich umfasst u. a. die Simulation von Starrkérpern,
Textilien, Weichkorpern, Fliissigkeiten und Gasen. Dynamiksimulation ist
heutzutage ein wichtiger Bestandteil im Entwicklungsprozess von komple-
xen Maschinen (wie z. B. in der Robotik), im Forschungsbereich der Medizin,
in der Computeranimation und in Anwendungen der virtuellen Realitét.
Der Schwerpunkt dieser Arbeit liegt in der Simulation von Starrkorpern,
Textilien und Weichkérpern sowie deren Interaktion miteinander.

Die Dynamiksimulation hat eine lange Geschichte, die bis zu Sir Isaac
Newton zuriickreicht, der in seiner ,,Philosophiae Naturalis Principia Mathe-
matica® von 1687 drei grundlegende Gesetze fiir die Simulation dynamischer
Korper beschreibt. Inzwischen existieren viele Arbeiten iiber die Simu-
lation von Starrkérpern und deformierbaren Koérpern und dariiber, wie
man die Freiheitsgrade eines Korpers mit Hilfe von Zwangsbedingungen
beschriinken kann. Durch solche Bedingungen kénnen Gelenke, Kollisionen
und bleibende Kontakte simuliert werden. Die Simulation deformierbarer
Korper ist dabei um einiges komplizierter als die Simulation von Starrkor-
pern, da viel mehr Freiheitsgrade beriicksichtigt werden miissen. In den
letzten Jahren wurde im Bereich der Textil- und Weichkorpersimulation
intensiv geforscht. Dabei ist besonders im Bereich der Computergraphik
die Geschwindigkeit der Simulation meistens wichtiger als die Genauigkeit,
da die Verfahren in interaktiven Anwendungen zum Einsatz kommen sollen.
Die Simulation muss deutlich schneller als Echtzeit laufen, wenn sie z. B. in
Anwendungen der virtuellen Realitdt oder in Computerspielen eingesetzt
werden soll. Daher wird oft mit vereinfachten Modellen gearbeitet, um
die Geschwindigkeit zu erhchen. Allerdings geht dabei im Allgemeinen
Genauigkeit verloren.

Fiir jeden Bereich der dynamischen Simulation existieren bereits mehrere
spezielle Verfahren. Einige aktuelle Forschungsarbeiten beschéftigen sich
auch damit, wie man die Ergebnisse der verschiedenen Verfahren in einer
Simulation kombinieren kann. Durch die Kombination verschiedener Ver-
fahren koénnen z. B. Textilien mit Starr- bzw. Weichkorpern interagieren,
Objekte konnen in Fliissigkeiten schwimmen oder saugen sich mit Wasser
voll und veréndern dadurch ihre Eigenschaften.



2 Kapitel 1: Einfiihrung

1.1. Zielsetzung

Das Ziel dieser Arbeit ist es, ein einheitliches Verfahren fiir die dynamische
Simulation von Starrkorpern, Textilien und Weichkorpern zu entwickeln.
Dieses Verfahren muss zum einen die Simulation von Gelenken und die Be-
handlung von Kollisionen und Kontakten mit Reibung unterstiitzen. Zum
anderen miissen verschiedene Arten von Bedingungen bei deformierbaren
Korpern beriicksichtigt werden. Bei einem Weichkoérper muss z. B. meistens
die Bedingung erfiillt werden, dass sein Volumen wéihrend der Simulati-
on erhalten bleibt. Dagegen muss bei Textilien eine maximal zuldssige
Dehnbarkeit des Materials eingehalten werden.

Eine einheitliche Vorgehensweise hat den Vorteil, dass verschiedene Teile
der Simulation ohne zusétzlichen Aufwand kombiniert werden kénnen. Das
bedeutet, die unterschiedlichen Arten von Kérpern kénnen durch Gelenke
miteinander verbunden werden und miteinander kollidieren. Dadurch ist
es z. B. moglich, Starrkorper mit deformierbaren Kérpern zu verbinden
oder die Kollisionen zwischen Weichkorpern und Textilien aufzultsen.

Das neue Verfahren muss fiir Anwendungen der Computergraphik die
folgenden Anforderungen erfiillen:

o Geschwindigkeit: In der Computergraphik spielt die Geschwin-
digkeit der Simulation eine besondere Rolle. Bei Anwendungen der
virtuellen Realitdt oder in Computerspielen muss die Simulation
schneller als Echtzeit ablaufen, da sie sich die Rechenzeit in einem
Zeitschritt mit anderen Prozessen, wie z. B. der Visualisierung, teilen
muss. Aber auch in der Computeranimation sind die Geschwindig-
keitsanforderungen hoch, da die Modellierung einer Animation mog-
lichst interaktiv ablaufen soll. Aus diesem Grund soll in der Arbeit
ein besonderes Augenmerk auf die Geschwindigkeit der Algorithmen
gelegt werden. Dabei spielt auch die Parallelisierung eine grofie Rolle,
da aktuelle Rechner im Allgemeinen Multi-Kern-Systeme sind und
auch ihre Graphikkarten iiber Prozessoren mit mehreren parallelen
Einheiten verfiigen.

e Simulation in Echtzeit: Die Echtzeitanforderung besagt, dass
das Simulationsverfahren in jedem Schritt nur eine maximale Re-
chenzeit zur Verfiigung hat. Eine interaktive Anwendung darf nicht
ausgebremst werden, weil die Simulation fiir einen Zeitschritt langer
braucht als erwartet. Bei solchen Anwendungen ist die Einhaltung ei-
ner bestimmten maximalen Rechenzeit wichtiger als die Genauigkeit
der Ergebnisse. Das Verfahren sollte daher jederzeit unterbrochen
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werden kénnen und ein vorldufiges Ergebnis liefern. Dadurch kann
die Echtzeitanforderung immer erfiillt werden, auch wenn bei einem
vorldufigen Abbruch Genauigkeit verloren geht.

e Genauigkeit: In einer Simulation wird im Allgemeinen das Verhal-
ten eines realen Modells nachgebildet. Dafiir muss die Simulation alle
physikalischen Eigenschaften dieses Modells {ibernehmen. Es wird
erwartet, dass sich das simulierte Modell genauso verhélt wie sein
reales Vorbild. Aus diesem Grund spielt die Genauigkeit eine wichtige
Rolle in der dynamischen Simulation. Genaue Simulationsergebnisse
lassen Riickschliisse auf das Verhalten des realen Modells zu.

e Simulation von Gelenken: In der Simulation soll es moglich sein,
verschiedene Koérper miteinander zu verbinden. Dafiir werden Gelenke
benotigt, die die Freiheitsgrade der verbundenen Korper einschrianken.
In der Simulation sollen alle Arten von mechanischen Gelenken, wie
z. B. Drehgelenke, Kardangelenke und Motoren, unterstiitzt werden.
Dadurch wird es moglich, komplexe Modelle zu simulieren. Auflerdem
werden Hilfsgelenke benotigt, mit denen ein Benutzer die Bewegung
der Korper in der Simulation direkt beeinflussen kann.

e Kollisionen und bleibende Kontakte mit Reibung: Die dy-
namischen Korper diirfen sich in der Simulation nicht gegenseitig
durchdringen. Daher wird zunéchst ein Verfahren benotigt, das Kon-
takte zwischen den Korpern erkennt. Anschlielend muss zwischen
Kollisionen und bleibenden Kontakten unterschieden werden. Im Fall
einer Kollision soll nicht nur eine Durchdringung verhindert, sondern
auch ein Riickstol der Korper simuliert werden. Bei der Behandlung
von Kollisionen und bleibenden Kontakten muss man auflerdem die
Reibung zwischen den Koérpern berticksichtigen.

e Interaktivitit: Im Bereich der Computergraphik werden haufig
interaktive Anwendungen bendtigt. Daher darf die dynamische Simu-
lation in einer solchen Anwendung nicht nur ein geschlossenes System
sein, in dem ein Modell mit vorgegebenen Kriften simuliert wird. Es
ist wichtig, dass der Benutzer auf die Simulation Einfluss nehmen
kann. Daher sollte es moglich sein, die Bewegung von Koérpern ohne
eine Unterbrechung der Simulation direkt mit einem Eingabegerit
verdndern zu konnen. Bei der Bewegung eines Korpers durch den
Benutzer miissen die Gelenke des Korpers und auftretende Kollisio-
nen und Kontakte beriicksichtigt werden, damit das Modell nicht in
einen ungiiltigen Zustand iibergeht.
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e Stabilitit: In der Computergraphik spielt die Stabilitdt der Simula-
tion besonders bei interaktiven Anwendungen, wie z. B. im Bereich
der virtuellen Realitdt oder in Computerspielen, eine grofie Rolle.
Bei solchen Anwendungen werden die Korper nicht nur durch vor-
gegebene Krifte beeinflusst, sondern auch durch unvorhersehbare
Benutzeraktionen. Dadurch kénnen in bestimmten Situationen sehr
grofle Krifte auftreten. Das Simulationsverfahren muss verhindern,
dass das Modell durch diese Kréfte zerstort wird. In Echtzeitan-
wendungen kann es aulerdem passieren, dass ein Simulationsschritt
vorzeitig abgebrochen werden muss, um die Echtzeitbedingung zu
erfiillen. Dadurch kann kein exaktes Ergebnis erzielt werden. Trotz
der resultierenden Ungenauigkeiten muss die Simulation stabil weiter-
laufen und die auftretenden Fehler im weiteren Verlauf korrigieren.

1.2. Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 werden zuniichst einige Grundlagen der dynamischen Simu-
lation vorgestellt. Auflerdem wird das Grundprinzip des impulsbasierten
Ansatzes beschrieben, das die Grundlage fiir die Simulationsverfahren
bildet, die in dieser Arbeit prisentiert werden.

Kapitel 3 behandelt die Simulation von Mehrkorpersystemen. In diesem
Kapitel wird gezeigt, wie Starrkorper, die durch Gelenke miteinander ver-
bunden sind, mit Hilfe von impulsbasierten Verfahren simuliert werden.
Fiir die Simulation von Gelenken werden zunichst sechs Basisgelenke
vorgestellt. Anschliefend wird gezeigt, dass alle moglichen Gelenkarten
durch die Kombination dieser Basisgelenke modelliert werden kénnen. In
einem Mehrkorpersystem gibt es im Allgemeinen Korper, die iiber mehrere
Gelenke mit anderen Korpern verbunden sind. Dadurch entstehen Ab-
héngigkeiten im System, die bei der Simulation aufgelost werden miissen.
Fiir die Simulation solcher Systeme werden drei verschiedene Verfahren
vorgestellt. Das erste arbeitet rein iterativ, das zweite beschreibt die Ab-
hingigkeiten mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems und mit dem
letzten Verfahren wird gezeigt, wie die impulsbasierte Simulation azykli-
scher Modelle mit dem optimalen Aufwand von O(n) durchgefithrt werden
kann. AnschlieBend wird ein Verfahren zur Simulation von Kollisionen
und bleibenden Kontakten mit Reibung beschrieben. Am Ende des Kapi-
tels werden die impulsbasierten Verfahren und Verfahren der klassischen
Mechanik anhand von Messergebnissen miteinander verglichen.
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Im n#chsten Kapitel wird gezeigt, wie der impulsbasierte Ansatz fiir die
Simulation von deformierbaren Koérpern erweitert werden kann. Dabei
werden zunéchst allgemeine Grundlagen vorgestellt. Anschlieflend werden
drei verschiedene Verfahren fiir die Simulation von Textilien présentiert.
Das letzte dieser drei Verfahren zeigt, wie die Simulation parallel durch-
gefiithrt werden kann. Schliellich werden Ergebnisse zu diesen Verfahren
miteinander verglichen. Der letzte Abschnitt beschreibt die impulsbasierte
Simulation von dreidimensionalen deformierbaren Kérpern und stellt ein
alternatives Verfahren vor, das auf dem Shape-Matching-Ansatz basiert.
Eine der wichtigsten Eigenschaften der vorgestellten Verfahren ist, dass
die Volumenerhaltung der Kérper gewéhrleistet wird. Zu beiden Verfahren
werden am Ende Ergebnisse prisentiert.

Das Kapitel 5 stellt zwei verschiedene Verfahren fiir eine GPU!-basierte
Simulation vor. Beim ersten Verfahren wird eine Parallelisierung durch
die Unterteilung des Simulationsmodells in unabhingige Komponenten
realisiert. Das zweite Verfahren zeigt, wie diinnbesetzte lineare Gleichungs-
systeme effizient auf dem Graphikprozessor gelost werden. Die Losung
solcher Gleichungssysteme ist ein essentieller Teil der meisten Simulati-
onsverfahren. Bei beiden Verfahren werden Ergebnisse mit verschiedenen
Modellen gezeigt und diskutiert.

Das letzte Kapitel fasst die Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt
einen Ausblick auf zukiinftige Forschung.

I Ein Graphikprozessor wird auch kurz als GPU bezeichnet. Die Abkiirzung GPU
steht fiir Graphics Processing Unit.






2. Grundlagen

Die Korper in einem Mehrkorpersystem konnen statisch oder dynamisch
sein. Statische Korper haben im Gegensatz zu dynamischen keine Geschwin-
digkeit und eine feste Position. Der Bewegungszustand eines dynamischen
Korpers wird durch die Kréfte, die auf ihn wirken, veréndert. In der Simu-
lation wird zwischen zwei Arten von Kriften unterschieden. Krifte, die
von auflen auf das simulierte Mehrkorpersystem wirken, werden als externe
Krifte bezeichnet. Zu diesen Kréften gehort z. B. die Gravitationskraft.
Interne Krifte wirken dagegen nur innerhalb des Systems und werden u. a.
verwendet, um die Zwangsbedingungen von Gelenken zu erfiillen. Da die
Energie im Mehrkorpersystem konstant bleiben muss, muss die Summe
aller internen Kréfte Null sein. Bei der impulsbasierten Simulation wirken
nur externe Kréfte auf einen Korper, da Gelenke ausschlieflich mit Hilfe
von Impulsen simuliert werden.

2.1. Partikel

Ein Partikel® ist ein Korper mit einer Masse m, der keine Ausdehnung
hat. Ein solcher Kérper hat drei translatorische, aber keine rotatorischen
Freiheitsgrade. In der Simulation ist ein Partikel bestimmt durch

e seine Masse m,
e seine Position s(¢) und
e seine Geschwindigkeit v(t).

Die letzten beiden Eigenschaften definieren den Bewegungszustand des
Partikels, wihrend die Masse ein konstanter Parameter ist. Der Bewe-
gungszustand veréndert sich, wenn eine Kraft F auf das Partikel einwirkt.
Dies wird durch Newtons zweites Gesetz beschrieben:

F=mv.

Ein Simulationsschritt fiir ein freies Partikel wird durchgefiihrt, indem
diese Gleichung nach der Zeit integriert wird. Dadurch kénnen die neuen

I In der Literatur wird fiir ein Partikel auch oft die Bezeichnung Massenpunkt verwen-
det.
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Werte fiir die dynamischen Eigenschaften des Partikels bestimmt werden.
Die Anderung der Geschwindigkeit ergibt sich durch die Integration der
Beschleunigung iiber die Zeit. Durch eine weitere Integration wird die
Position des Partikels nach dem Schritt berechnet. Dieser Simulations-
schritt kann mit Hilfe von numerischen Integrationsverfahren durchgefiihrt
werden [PFTV92]. Durch die Verwendung solcher Verfahren ergeben sich
numerische Fehler, die vom jeweiligen Integrationsverfahren abhéngen.

Es gilt allerdings fiir die meisten Simulationen, dass die Summe aller
externen Krifte Fey, die auf einen Korper wirken, wihrend eines Simula-
tionsschrittes konstant ist. In diesem Fall kénnen die Gleichungen direkt
gelost werden. Fiir die Geschwindigkeit nach einem Simulationsschritt mit
der Zeitschrittweite h ergibt sich dann folgende Gleichung:

to+h 1
Vlto + b) = v(to) + / Gt =vito) ¥ Feuh,  (21)

to

wobei ty den Startzeitpunkt des Schrittes bezeichnet. Die neue Position
eines Partikels wird wie folgt berechnet:

to+h 1
s(to+h) = s(to) + / v(to) + - Fexi t dt

to

Foxi h2. (2.2)

1
s(to) + v(to) h + o
Wenn die Summe der externen Krifte Fo konstant ist und Differenti-
algleichungen daher nicht numerisch gelost werden miissen, kénnen die
Geschwindigkeit und die Position des Partikels fiir den néchsten Zeitpunkt
exakt berechnet werden. Durch die Gleichungen 2.1 und 2.2 lassen sich
dann freie Partikel simulieren.

2.2. Starrkorper

Ein Starrkérper hat im Gegensatz zu einem Partikel eine Ausdehnung.
Dadurch hat er drei zusétzliche Rotationsfreiheitsgrade. Die Translati-
onsbewegung eines Starrkoérpers wird wie bei einem Partikel durch seine
Masse, seine Position und seine Geschwindigkeit bestimmt. Seine Rotati-
onsbewegung ist definiert durch:

e seinen Tragheitstensor J,

e cine Einheitsquaternion q(t), die seine Rotation bestimmt, und
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o seine Winkelgeschwindigkeit w(t).

Der Tragheitstensor eines Korpers beschreibt seine Tragheit beziiglich
einer Rotationsbewegung. Fiir Korper mit einer kontinuierlichen Massen-
verteilung wird der Triagheitstensor mit Hilfe von Integration bestimmt.
In der Simulation werden meistens Polyeder mit einer konstanten Dichte
verwendet. Brian Mirtich hat in [Mir96a] ein einfaches Verfahren zur Be-
stimmung des Tensors fiir solche Korper vorgestellt. Der Trégheitstensor
eines Korpers ist reell, symmetrisch und positiv definit [Mir96b]. Daher
kann er durch eine Hauptachsentransformation in Diagonalform gebracht
werden [GPS06]. Das Koordinatensystem, in dem der Trégheitstensor Dia-
gonalform hat und der Schwerpunkt des Korpers im Nullpunkt liegt, wird
als lokales Koordinatensystem des Korpers definiert. Einige der Berechnun-
gen in der Simulation lassen sich in diesem Koordinatensystem einfacher
durchfiihren, da der Tensor und seine Inverse in diesem System konstant
sind.

Die Rotation eines Korpers wird aus den folgenden Griinden durch eine
Einheitsquaternion [Sho85] beschrieben. Quaternionen haben den Vorteil,
dass sie wesentlich besser zu handhaben sind als Eulerwinkel und gleich-
zeitig deutlich weniger Redundanz aufweisen als Rotationsmatrizen. Viele
der Berechnungen in der Simulation kénnen mit Eulerwinkeln nicht direkt
oder nur schwer durchgefithrt werden. Rotationsmatrizen benétigen neun
Werte, um eine Rotation um drei Achsen zu beschreiben. Quaternionen
benotigen dagegen nur vier Werte zur Beschreibung der drei Freiheitsgrade.
Die numerische Integration liasst sich daher fiir Quaternionen effizienter
durchfithren. Auflerdem ist der resultierende Fehler einer numerischen Inte-
gration bei Rotationsmatrizen grofler als bei Quaternionen, da er sich auf
mehr Werte auswirkt. Eine Rotationsmatrix muss stets orthonormal sein.
Diese Eigenschaft muss nach jedem Simulationsschritt wieder hergestellt
werden, da sie aufgrund von numerischen Ungenauigkeiten nicht erhal-
ten bleibt. Eine Einheitsquaternion muss dagegen immer die Lénge Eins
haben. Durch eine einfache Normierung der Quaternion lésst sich diese
Eigenschaft wesentlich effizienter wieder herstellen als die Orthonormalitét
einer Rotationsmatrix.

Die Winkelgeschwindigkeit eines Korpers bestimmt die Geschwindigkeit
seiner Rotation. Dabei gibt der Vektor w(t) € R? die Achse an, um die
der Korper rotiert. Die Lange des Vektors bestimmt die Geschwindigkeit
der Rotation und gibt damit die Winkeldnderung pro Zeit an.
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Die Rotationsbewegung eines freien Starrkorpers wird bei der impuls-
basierten Simulation ausschliellich durch die Einwirkung von externen
Drehmomenten beeinflusst:

Text — Jw.

Dabei bezeichnet Toxt € R? die Summe aller externen Drehmomente, die
zu einem Zeitpunkt auf den Korper einwirken. Der Vektor Tey ist fiir
die meisten Simulationen konstant wihrend eines Simulationsschrittes, da
bei den impulsbasierten Verfahren keine kontinuierlichen Kriéfte fiir die
Simulation mit Zwangsbedingungen benétigt werden.

Im Gegensatz zu den Parametern fiir die translatorische Bewegung des
Korpers, miissen die Gleichungen fiir die Winkelgeschwindigkeit und die
Rotation auch bei einem konstanten externen Drehmoment mit numerischer
Integration bestimmt werden. Der Grund dafiir ist die Euler-Gleichung
[Wit77], die die Anderung der Winkelgeschwindigkeit beschreibt:

W(t) =T (Text — (wW(t) x (Jw(1)))). (2.3)

Diese Gleichung ist eine Differentialgleichung und kann durch die Ableitung
der Gleichung fiir die Relation zwischen einem Drehimpuls 1 und der
Winkelgeschwindigkeit

I1=Jw

hergeleitet werden. Die Euler-Gleichung zeigt, dass sich die Winkelgeschwin-
digkeit veréindern kann, selbst wenn die Summe der externen Drehmomente
Null ist. Diesen Effekt bezeichnet man als Nutation. Sie tritt auf, wenn
die Haupttriagheitsmomente des Korpers nicht gleich sind und der Kérper
nicht um eine der Haupttrigheitsachsen rotiert. In diesem Fall dndert sich
die Drehachse des Korpers wihrend der Bewegung. Daher wird numerische
Integration verwendet, um die Anderung der Winkelgeschwindigkeit eines
Korpers wihrend eines Simulationsschrittes zu bestimmen. Die Differenti-
algleichung wird im lokalen Koordinatensystem des Korpers gelost, da in
diesem System der Trigheitstensor konstant ist.

Die Anderung der Rotation wird durch die folgende Differentialgleichung
fiir die Einheitsquaternion des Korpers beschrieben:

1

q(t) = 5 w(t)-q(t). (2.4)

Die Multiplikation der Winkelgeschwindigkeit mit der Quaternion ist dabei
eine Kurzschreibweise fiir das Produkt (0,wz (%), wy(t),w;(t)) - q(t). Diese
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Differentialgleichung muss im Allgemeinen numerisch gelést werden, da sich
die Winkelgeschwindigkeit selbst dann d&ndern kann, wenn keine externen
Drehmomente auf den Korper einwirken.

Ein Simulationsschritt fiir einen freien Starrkérper kann mit Hilfe der
Gleichungen 2.1 bis 2.4 durchgefiihrt werden.

2.3. Grundprinzip der impulsbasierten
Simulation

In der dynamischen Simulation kénnen Zwangsbedingungen fiir Korper
definiert werden. Solche Bedingungen werden verwendet fiir:

e die Simulation mechanischer Gelenke,

e die Auflosung von Kollisionen,

e die Behandlung von bleibenden Kontakten und

e die Manipulation von Koérpern wiahrend der Simulation.

Auf diese Punkte wird in den folgenden Kapiteln niher eingegangen. In
diesem Abschnitt soll zunéchst die allgemeine Vorgehensweise der impulsba-
sierten Simulation fiir die Behandlung von Zwangsbedingungen vorgestellt
werden.

2.3.1. Zwangsbedingungen

Zwangsbedingungen lassen sich in verschiedene Kategorien unterteilen.
Zum einen gibt es die holonomen Bedingungen. Diese beschrianken die
Freiheitsgrade der Korper durch eine implizite Funktion

C(Xa t) =0,

die von der Lage der Korper x (Position und Rotation) und von der Zeit
abhéangen kann. Die explizite Abhéngigkeit der Funktion von der Zeit ist
optional. Rheonome Bedingungen hédngen von der Zeit ab, wihrend sklero-
nome Bedingungen dies nicht tun. Alle holonomen Zwangsbedingungen
haben die Eigenschaft, dass sie die Freiheitsgrade des simulierten Mo-
dells permanent reduzieren. Daher werden sie eingesetzt, um mechanische
Gelenke in der Simulation zu realisieren.

In der Klasse der nichtholonomen Bedingungen sind in der dynamischen
Simulation vor allem die folgenden beiden Arten wichtig. Eine Geschwin-
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digkeitsbedingung wird durch eine implizite Funktion definiert, die von den
Geschwindigkeiten der Korper und von der Zeit abhéngen kann:

C(v,t) =0.

Sie wird z.B. zur Kontrolle eines Korpers in der Simulation eingesetzt.
Durch eine solche Bedingung kann festgelegt werden, dass ein Korper
einem anderen folgt, soweit dies seine holonomen Bedingungen zulassen. In
dem Simulationssystem, das im Rahmen dieser Forschungsarbeit entwickelt
wurde, wird auf diese Weise die Interaktion des Benutzers mit der Simula-
tion realisiert [Ben08]. Der Benutzer kann einen Korper auswihlen und
durch eine Geschwindigkeitsbedingung wird dann dafiir gesorgt, dass der
Korper der Mausbewegung folgt, solange dies nicht durch andere Zwangs-
bedingungen verhindert wird. Eine solche Interaktion kann mit holonomen
Bedingungen nicht umgesetzt werden. Diese wiirden verlangen, dass der
Korper der Position des Mauszeigers exakt folgt, auch wenn dadurch eine
andere Bedingung nicht mehr erfiillt werden kann. Geschwindigkeitsbedin-
gungen werden auflerdem fiir die Umsetzung von mechanischen Gelenken
benoétigt, wie im folgenden Kapitel gezeigt wird.

Sowohl fiir die Positionen der Korper als auch fiir ihre Geschwindigkeiten
konnen Zwangsbedingungen in Form einer Ungleichung definiert werden.
Diese Art von Bedingungen werden z. B. bei der Kollisionsauflésung und bei
der Kontaktbehandlung eingesetzt. Mit ihnen kann verhindert werden, dass
sich zwei Korper gegenseitig durchdringen. Auflerdem kann mit Hilfe einer
solchen Bedingung ein Gelenk mit Anschlag simuliert werden. Bei einem
solchen Gelenk werden die verbleibenden Freiheitsgrade der verbundenen
Korper durch den Anschlag beschrankt.

2.3.2. Impulsbasierte Simulation einer
Zwangsbedingung

Die impulsbasierte Simulation unterscheidet zwischen Zwangsbedingungen,
die ausschliellich von der Position und Rotation der Kérper und der Zeit
abhéngen und Bedingungen, die von der Geschwindigkeit der Koérper und
der Zeit abhéingen. Bedingungen der ersten Art werden im Folgenden auch
als Positionsbedingungen bezeichnet. Bei der impulsbasierten Simulation
konnen die Positionsbedingungen und die Geschwindigkeitsbedingungen
sowohl als implizite Funktion gegeben sein als auch in Form einer Un-
gleichung vorliegen. Dadurch ergeben sich die folgenden vier Arten von
Bedingungen:
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‘ Positionsfehler ep.s nach - Berechnung und Anwendung
Simulationsschritt bestimmen des entsprechenden Impulses

{ t

nein

Bestimmen der benétigten
=<

leps| < €a — Geschwindigkeitsénderung
"§

Bestimmen von
v(t+ h) und x(t + h)

Abbildung 2.1.: Ablauf eines Zeitschritts der impulsbasierten Simulation einer
holonomen Zwangsbedingung von ¢t nach ¢t + h

e Positionsbedingungen: C(x,t) = 0 und C(x,t) > 0,

e Geschwindigkeitsbedingungen: C(v,t) = 0 und C(v,t) > 0.
Ein Simulationsschritt mit einer Positionsbedingung in Form einer Glei-
chung wird durchgefiihrt, indem zunéchst der Positionsfehler ey fiir den
Zeitpunkt ¢ + h bestimmt wird (siehe Abbildung 2.1). Dabei ist h die
verwendete Zeitschrittweite. Der Positionsfehler beschreibt, wie weit die
beiden Koérper wiahrend des Simulationsschritts auseinander driften, wenn
die Positionsbedingung dabei nicht beriicksichtigt wird. Er wird bestimmt,
indem ein Simulationsschritt durchgefiihrt wird, bei dem die Kérper wie
freie Starrkorper behandelt werden. Wenn die Funktion der Zwangsbedin-
gung fiir diese Vorschau ausgewertet wird, dann ergibt sich der Fehler:

C(x,t+ h) = epos(t + h).

Als néchstes wird iiberpriift, ob der Fehler innerhalb einer vorgegebenen
Toleranz e4 liegt. Im Allgemeinen ist dies nicht der Fall, da die Kor-
per unterschiedliche Geschwindigkeiten haben und damit wihrend des
Simulationsschritts auseinander driften. Wenn die Toleranz {iberschritten
wird, wird bestimmt, wie sich die relative Geschwindigkeit der Korper
am Anfang des Simulationsschritts dndern muss, so dass zum Zeitpunkt
t + h die Bedingung erfiillt ist. Geht man davon aus, dass die Summe
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der externen Krifte Fey, die auf die Korper wirken, wihrend des Simu-
lationsschritts konstant ist, dann kann diese Geschwindigkeitsdnderung
zumindest fiir Partikel immer exakt bestimmt werden. Starrkorper, die
auch eine Rotationsbewegung haben, bewegen sich in der Regel relativ
zueinander auf einer nichtlinearen Bahn. Die Bestimmung der genauen Ge-
schwindigkeitsinderung ist in diesem Fall komplex und zeitaufwendig. Ein
Simulationsschritt wird im Allgemeinen mit einer sehr kleinen Zeitschritt-
weite durchgefiihrt?. In diesem kleinen Zeitraum ist die relative Bewegung
der Korper annihernd linear3. Daher kann die Bewegung durch eine linea-
re Bahn angen#hert und die benétigte Geschwindigkeitsénderung relativ
einfach approximiert werden. Fiir die bestimmte Anderung der relativen
Geschwindigkeit wird anschlieffend ein entsprechender Impuls berechnet.
Dieser wird im Folgenden auch als Korrekturimpuls bezeichnet. Der Impuls
kann sehr effizient durch eine lineare Gleichung berechnet werden, da die
gewiinschte Geschwindigkeitsinderung bekannt ist. Anschliefend muss er
in entgegengesetzte Richtungen auf die beiden Koérper angewendet werden.
Durch die Anwendung der entgegengesetzten Impulse wird die Impulserhal-
tung des Systems gewiéihrleistet. Der Impuls wird zum Zeitpunkt ¢ auf die
Kérper angewendet, so dass die Anderung der relativen Geschwindigkeit
zu einer Korrektur des Positionsfehlers zum Zeitpunkt ¢ + h fithrt. Konnte
die Geschwindigkeitsdnderung nur approximiert werden, dann wird der
Fehler reduziert. Daher kann es sein, dass die Zwangsbedingung nach dem
Simulationsschritt nicht innerhalb der vorgegebenen Toleranz erfiillt ist. In
diesem Fall wird die Berechnung der Korrekturimpulse iterativ fortgesetzt,
bis die vorgegebene Genauigkeit erreicht wird. Diese Vorgehensweise kon-
vergiert zu der physikalisch korrekten Losung [SBP05b]. Versuche haben
gezeigt, dass selbst bei einer Zeitschrittweite von 0,04 s in der Regel nicht
mehr als zwei Iterationen benotigt werden, um eine Bedingung innerhalb
einer Toleranz von 10~%m zu erfiillen.

Bei der Simulation einer Geschwindigkeitsbedingung in Form einer Glei-
chung wird keine Vorschau benétigt. Ein Geschwindigkeitsfehler C(v,t) =
evel(t) kann durch einen Impuls direkt korrigiert werden, da ein Impuls
die Geschwindigkeiten der Korper sofort verindert. Aus diesem Grund
kann der gesuchte Korrekturimpuls fiir eine Geschwindigkeitsbedingung

2 In der Computergraphik wird pro Bild, das erzeugt wird, mindestens ein Simulati-
onsschritt durchgefithrt. Daher darf die Zeitschrittweite fiir eine fliissige Darstellung
mit 25 Bildern pro Sekunde héchstens 0,04 s betragen.

3 Wenn die Kérper sehr hohe Geschwindigkeiten haben, gilt dies nicht immer. Allerdings
muss in diesem Fall die Zeitschrittweite deutlich reduziert werden, da sonst die
Simulation instabil werden kann.
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exakt bestimmt und entsprechend auf die zugehorigen Korper angewendet
werden.

Bisher wurde nur die Vorgehensweise bei einer einzelnen Positions- oder Ge-
schwindigkeitsbedingung diskutiert. In komplexen Modellen mit mehreren
Bedingungen kénnen Abhéngigkeiten zwischen den zugehorigen Korrektur-
impulsen entstehen. Verfahren fiir die Simulation solcher Modelle werden
im néchsten Kapitel vorgestellt. Die Positions- und Geschwindigkeitsbe-
dingungen in Form von Ungleichungen werden in Abschnitt 3.4 bei der
Behandlung von Kollisionen und bleibenden Kontakten vorgestellt und
ausfiihrlich behandelt.

2.4. Grundlagen der impulsbasierten
Dynamiksimulation

Die Geschwindigkeit u eines Punktes in einem Starrkérper kann mit Hilfe
der Geschwindigkeit und der Winkelgeschwindigkeit des Korpers bestimmt
werden:

u=v+wxr. (2.5)

Dabei ist r der Ortsvektor vom Schwerpunkt des Korpers zum Punkt. Fiir
Partikel gilt u = v, da diese keine Winkelgeschwindigkeit haben.

Bei der impulsbasierten Simulation ist es wichtig, wie sich die Geschwin-
digkeit eines Korpers bzw. eines Punktes &ndert, wenn ein Impuls p an-
gewendet wird. Die Geschwindigkeitsinderung Av der Kérper berechnet

sich wie folgt:

1
Av=—p. (2.6)
m

Die Anderung der Winkelgeschwindigkeit bei Starrkérpern hiingt davon
ab, wo der Impuls angewendet wird:

Aw=J"'(rxp). (2.7)

Dies geht durch den Ortsvektor r in die Gleichung mit ein. Durch den
Term r x p wird ein entsprechender Drehimpuls 1, der auf den Koérper
wirkt, berechnet. Wenn statt eines Impulses ein Drehimpuls auf den Kérper
einwirkt, dann bestimmt sich die Anderung der Winkelgeschwindigkeit
dementsprechend wie folgt:

Aw=J"'L (2.8)
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Die Geschwindigkeitsénderung in einem Punkt a eines Starrkorpers, die
sich ergibt, wenn man in einem anderen Punkt b des gleichen Koérpers
einen Impuls anwendet, berechnet sich, indem man die beiden Gleichungen
2.6 und 2.7 in die Gleichung 2.5 fiir die Punktgeschwindigkeit einsetzt:

1
Auazapfrz.lflr;p.

Dabei sind r; und r; die Kreuzproduktmatrizen der Ortsvektoren der
beiden Punkte. Die Kreuzproduktmatrix eines Vektors r ist wie folgt
definiert:

0 —T. Ty
r'=1| r, 0 —ry
Ty Ta 0

Damit im Folgenden keine Fallunterscheidung zwischen statischen und
dynamischen Starrkérpern und Partikeln vorgenommen werden muss, wird
die folgende Matrix aufgestellt:

LEs —r*J 'r; fiir einen dynamischen Starrkérper
m a b

K, := % E; fiir ein dynamisches Partikel

s

0 sonst,

wobei E5 € R? die Einheitsmatrix ist. Die Berechnung der Geschwindig-
keitséinderung hat dann die folgende Form:

Au, =K, p.

Die Anderung der Winkelgeschwindigkeit eines Starrkérpers k, wenn in
einem Punkt a des Korpers ein Impuls einwirkt, wird mit der Matrix Wy, ,
berechnet:

Wia =

)

J ;11‘: fiir einen dynamischen Starrkoérper k
0 sonst,

Aw =Wy ,p.
Da Partikel keine Rotationsfreiheitsgrade haben, muss fiir sie die Winkel-
geschwindigkeit Null sein.

Ebenso wie die Matrix Wy, , werden die folgenden beiden Matrizen nur bei
der Simulation von Starrkérpern bendétigt. Sie beschreiben die Geschwin-
digkeitsdnderungen, wenn ein Drehimpuls 1 auf den Korper wirkt. Mit der
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Matrix U, wird die Geschwindigkeitséinderung Au, eines Punktes a in
einem Starrkorper k£ berechnet, wenn ein Drehimpuls 1 auf den Korper
angewendet wird:

L a
Ua,k =

—r:J ,;1 fiir einen dynamischen Starrkorper k
0 sonst,

Aua = Ua,k 1.

Die Anderung der Winkelgeschwindigkeit Aw eines Korpers k, wenn ein
Drehimpuls 1 auf den Kérper wirkt, wird mit Hilfe der Matrix Ly bestimmt:

L. e J ,:1 fiir einen dynamischen Starrkérper k
e 0 sonst,

Aw = Lkl

Die Matrizen K, und Lj haben die folgenden wichtigen Eigenschaften:
Sie sind konstant zu einem Zeitpunkt ¢, positiv definit, symmetrisch und
reguldr (Beweis in [Mir96b]).






3. Simulation von
Mehrkorpersystemen

In diesem Kapitel werden impulsbasierte Verfahren fiir die dynamische
Simulation von Mehrkorpersystemen vorgestellt. Ein Mehrkorpersystem
besteht aus Korpern, die durch Gelenke miteinander verbunden sind. Jedes
Gelenk definiert Zwangsbedingungen fiir die verbundenen Koérper. Wéhrend
der Simulation werden diese Bedingungen mit Hilfe von Impulsen erfiillt.

In den néchsten Abschnitten werden ausschlieSlich Starrkorper betrachtet.
Partikel haben weniger Freiheitsgrade als Starrkorper und sind daher ein-
facher zu handhaben. Zwangsbedingungen und spezielle Losungsverfahren
fiir Partikel werden im Kapitel iiber deformierbare Korper vorgestellt.

Im Folgenden werden zunéchst die wichtigsten verwandten Arbeiten vor-
gestellt. Anschliefend werden Zwangsbedingungen fiir verschiedene Arten
von Gelenken definiert und gezeigt, wie man diese mit Hilfe von Impulsen
erfiillt. Fiir die Simulation von Mehrkorpersystemen werden drei impuls-
basierte Verfahren prisentiert. Diese Verfahren werden dann anhand von
verschiedenen Messungen miteinander verglichen.

3.1. Verwandte Arbeiten

In dem Gebiet der dynamischen Simulation von Starrkorpern wird bereits
sehr lange geforscht. Die existierenden Verfahren werden in diesem Ab-
schnitt in zwei Kategorien unterteilt: Verfahren fiir die Simulation von
Gelenken und Verfahren zur Behandlung von Kollisionen und bleibenden
Kontakten. Die Verfahren der ersten Kategorie behandeln hauptséchlich
holonome Zwangsbedingungen, wihrend Kollisionen und Kontakte nichtho-
lonome Bedingungen definieren (siche Abschnitt 2.3.1). Ein ausfiihrlicher
Uberblick zum Thema Starrkérpersimulation mit Zwangsbedingungen wird
in [BET14] gegeben.
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3.1.1. Simulation von Gelenken

Die Simulation von Gelenken wird bereits seit vielen Jahren erforscht.
Daher existieren in diesem Bereich einige verschiedene Verfahren. Im
Folgenden werden zunéchst die wichtigsten drei Ansétze der klassischen
Mechanik vorgestellt (siehe auch [Wag01, Ben07a, BET14]). Anschliefiend
werden weitere Verfahren behandelt, die nicht auf den klassischen Ansétzen
basieren.

3.1.1.1. Penalty-Methode

Mit der Penalty-Methode konnen alle Arten von Zwangsbedingungen
simuliert werden. Wichtig ist dabei nur, dass man fiir eine Bedingung
zu jeder Zeit den aktuellen Fehler bestimmen kann. Bei einer Bedingung
in Form einer impliziten Funktion wird die Funktion ausgewertet und
die Abweichung von Null ergibt den Fehler. Fiir eine Zwangsbedingung
in Form einer Ungleichung wird der Abstand des Funktionswertes zum
giiltigen Wertebereich als Fehler verwendet. Sobald der Fehler bekannt
ist, wird dem simulierten System eine Kraft hinzugefiigt, die dem Fehler
entgegenwirkt. Der Betrag dieser Kraft héngt dabei von der Grofle des
Fehlers ab.

Die Kraft fiir eine holonome Zwangsbedingung wird in [dJB94] und [Wag01]
wie folgt berechnet:

FPenalty = 701JT (Qz C+ 2Q,LLC —+ C)

Die Matrix J bezeichnet dabei die Jacobi-Matrix der Bedingung C und
bestimmt die Richtung der Kraft. Bei einer Geschwindigkeitsbedingung
wirkt dagegen die Kraft

dC\ " .
FPcnalty = -« <dV> ([LC + C)

auf die verbundenen Korper. Die Koeffizienten «, {2 und p sind konstant.
Sie kénnen bei der ersten Gleichung als die Stérke, die Eigenfrequenz und
die Dampfung einer Feder interpretiert werden. In beiden Gleichungen sind
die Kriifte genau dann Null, wenn die Bedingung erfiillt ist. Andernfalls
wirken sie dem Fehler entgegen. Dies kann auch ohne die Ableitungen der
Zwangsbedingung erreicht werden. Allerdings wird durch die Ableitungs-
terme die Stabilitéit der Simulation erhdht, da durch sie eine Dampfung
der Krifte bewirkt wird.
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In jedem Simulationsschritt mit der Penalty-Methode werden zunéchst
alle Kréfte fiir die Zwangsbedingungen und alle externen Krifte bestimmt.
Anschlielend wird die Bewegungsgleichung mit Hilfe numerischer Inte-
gration fiir alle Korper gelost. Dieses Verfahren hat daher einen geringen
Berechnungsaufwand und ist sehr schnell. Allerdings hat es auch einige
Nachteile. Die Qualitdt der Simulation héngt stark von den verwendeten
Koefhizienten ab, fiir die nur schwer geeignete Werte gefunden werden
konnen. Die Zwangsbedingungen werden in jedem Schritt nur nédherungs-
weise erfiillt und der maximale Fehler kann nicht beschréankt werden. Der
Fehler kann nur durch eine Erhohung des Koeffizienten « reduziert werden.
Dies hat zur Folge, dass auch die Krifte grofler werden, was zu steifen
Differentialgleichungen fithren kann. Steife Differentialgleichungen wirken
sich negativ auf die Stabilitdt der Simulation aus [PFTV92, HES03]. Sie
konnen nur durch den Einsatz spezieller Integrationsverfahren oder durch
eine Reduzierung der Zeitschrittweite stabil gelost werden. Dies verringert
die Geschwindigkeit der Simulation deutlich.

3.1.1.2. Simulation mit Lagrange-Multiplikatoren

Bei der Methode der Lagrange-Multiplikatoren werden wie bei der Penalty-
Methode Kréfte eingesetzt, um die gegebenen Zwangsbedingungen eines
Modells zu erfiillen. Im Gegensatz zur Penalty-Methode werden diese
inneren Krifte allerdings nicht erst bestimmt nachdem ein Fehler auftritt,
sondern die Kréfte sollen einen Fehler verhindern. Ronen Barzel und
Alan H. Barr beschreiben in [BB88| die physikalisch basierte Modellierung
mit Zwangsbedingungen. Dies ist eine der ersten Arbeiten im Bereich
der Computergraphik, die Lagrange-Multiplikatoren zur Simulation von
Mehrkorpersystemen einsetzt. Spéter haben viele weitere Arbeiten in
diesem Bereich ebenfalls Lagrange-Multiplikatoren verwendet (siehe z. B.
[Bar96, Wag01]).

Der aktuelle Bewegungszustand eines Korpers in der Simulation ist durch
seine Lage x und seine Geschwindigkeit v definiert. Die Lage eines Korpers
wird durch die Position seines Schwerpunktes und eine Quaternion fiir seine
Rotation beschrieben. Dadurch ergibt sich fiir x ein Vektor der Dimension
sieben. Der Vektor v besteht aus der Schwerpunktgeschwindigkeit und
der Winkelgeschwindigkeit des Korpers und hat damit die Dimension
sechs. Die unterschiedlichen Gréflen der Vektoren stellen ein Problem
bei der Berechnung dar. Andrew Witkin et al. haben dieses Problem
in [WGW90] durch die Verwendung sogenannter Konnektoren gelst. Statt
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Abbildung 3.1.: Ablauf eines Simulationsschrittes mit Lagrange-Multiplikatoren

mit der Lage und Geschwindigkeit des Koérpers zu rechnen, werden in
jedem Korper Punkte definiert, in denen er mit anderen Kérpern durch
Zwangsbedingungen verbunden ist. Fiir die Berechnung werden dann
nur noch die dreidimensionalen Positionen und Geschwindigkeiten dieser
Punkte benotigt.

Im Folgenden soll der Ablauf eines Simulationsschrittes mit der Methode
der Lagrange-Multiplikatoren beschrieben werden. In Abbildung 3.1 ist
dieser Ablauf schematisch dargestellt. Die Masseneigenschaften eines Starr-
korpers werden zu einem Zeitpunkt ¢ durch folgende Matrix beschrieben:

- mE3 0 %
M(t) = ( 0 J(t)) € RO*S.

Dabei bezeichnet m die Masse des Korpers, E3 die dreidimensionale Ein-
heitsmatrix und J(¢) den aktuellen Tragheitstensor des Korpers in Welt-
koordinaten. Der Tragheitstensor eines Korpers ist nur in seinem lokalen
Koordinatensystem konstant {iber die Zeit. Im Weltkoordinatensystem
héngt er von der aktuellen Rotation des Korpers ab. Die externen Kréfte
und Drehmomente, die auf den Korper wahrend des Simulationsschrittes
wirken, gehen durch den Vektor F € RS in die Berechnung mit ein. Die
Methode der Lagrange-Multiplikatoren unterstiitzt im Standardverfahren
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holonome Zwangsbedingungen und Geschwindigkeitsbedingungen. Bei-
de Arten werden fiir die Simulation durch zweimaliges bzw. einmaliges
Ableiten in die folgende allgemeine Form gebracht:

J(x,v,t) v+ c(x,v,t) =0,

wobei J(x,v,t) die Jacobi-Matrix der Bedingung ist und c¢(x, v,t) einen
Vektor bezeichnet, der nur von der Position des Korpers, seiner Geschwin-
digkeit und der Zeit abhéngt. Durch diese allgemeine Form werden die
Bedingungen fiir die Beschleunigungen der Koérper formuliert und nicht
mehr fiir die Positionen oder Geschwindigkeiten.

In jedem Simulationsschritt wird zunéchst ein lineares Gleichungssystem
fiir die sogenannten Lagrange-Multiplikatoren A aufgestellt:
JIM I X=-JM 'Fo —c.
—_——
A b

In dieses Gleichungssystem gehen die Masseneigenschaften, die externen
Kréfte und die Zwangsbedingungen in allgemeiner Form mit ein. Das Glei-
chungssystem ergibt sich, wenn man die Newtonsche Bewegungsgleichung
mit den externen und internen Kriiften des Systems in die allgemeine
Bedingungsgleichung einsetzt und dabei das Prinzip von d’Alembert be-
riicksichtigt [GPS06]. Die Lagrange-Multiplikatoren beschreiben, wie stark
die internen Krifte sein miissen, um die Zwangsbedingungen zu erfiillen.
Die Richtung einer Kraft ist durch die Jacobi-Matrix gegeben.

Durch das Losen des Gleichungssystems werden alle internen Kréfte be-
rechnet. In einem Simulationsschritt werden die neuen Positionen und
Geschwindigkeiten der Kérper durch numerische Integration bestimmt. Da-
bei gehen die externen und internen Kréfte mit ein. Da die internen Kréfte
kontinuierlich sind, miissen sie je nach Integrationsverfahren fiir mehrere
Zeitpunkte bestimmt werden. Die Losung des Systems benétigt z. B. mit
einer LU-Faktorisierung einen Zeit- und Speicheraufwand von O(n?) bei
einem Modell mit n linearen Bedingungen. Fiir azyklische Modelle lésst
sich der Aufwand deutlich verbessern. David Baraff hat fiir solche Modelle
in [Bar96] gezeigt, dass die Multiplikatoren mit einem linearen Zeit- und
Speicheraufwand bestimmt werden konnen. Dafiir muss zunéchst das Glei-
chungssystem so umgeformt werden, dass es garantiert diinnbesetzt ist.
Das resultierende System ist grofler als das urspriingliche. Anschlieflend
werden die Zeilen des Gleichungssystems durch eine Tiefensuche im Verbin-
dungsgraph so umsortiert, dass sie der Hierarchie im Modell entsprechen.
Eine LDL”-Faktorisierung kann dann unter Beriicksichtigung der neuen
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Matrixstruktur mit linearem Aufwand durchgefiihrt werden. Durch die
neue Sortierung hat die Matrix die Eigenschaft, dass ihre Faktorisierung
keine neuen von Null verschiedenen Elemente hinzufiigt. Daher ist die
Faktorisierung genauso diinnbesetzt wie die urspriingliche Matrix. Damit
kann auch das Losen des Gleichungssystems mit linearem Aufwand durch-
gefithrt werden. Alternativ kann ein effizientes Losungsverfahren auf der
GPU verwendet werden, wie es in Abschnitt 5.3 vorgestellt wird.

Durch das Gleichungssystem werden die Lagrange-Multiplikatoren und
damit auch die internen Krifte bestimmt, die dafiir sorgen, dass die Zwangs-
bedingungen in allgemeiner Form eingehalten werden. Das Problem der
allgemeinen Form ist, dass die Bedingung in Abhéngigkeit der Beschleuni-
gung der Koérper formuliert wird. Eine holonome Bedingung muss daher
zweimal abgeleitet werden, um sie in diese Form zu bringen. Terme der
Form kit + ko, wobei k1 und ko zwei Konstanten sind, fallen bei diesen
Ableitungen weg. Positions- und Geschwindigkeitsfehler, die z. B. bei der
numerischen Integration entstehen, gehen daher nicht in die allgemeine
Form mit ein und kénnen damit auch nicht korrigiert werden. Die Folge ist,
dass die Korper im Laufe der Simulation auseinander driften. Dies kann
nur durch ein zusétzliches Stabilisierungsverfahren verhindert werden.

Die Methode von Joachim Baumgarte, die in [Bau72] beschrieben ist,
wird oft als Stabilisierungsverfahren eingesetzt. Anstatt fiir die holonomen
Bedingungen und die Geschwindigkeitsbedingungen die Gleichungen C = 0
bzw. C = 0 zu erfiillen, werden die folgenden Gleichungen verwendet:

C+2aC+p%C = 0
C+~4C = o0,

wobei «a, § und v konstante Parameter sind. Durch die neuen Gleichungen
gehen die Positions- und Geschwindigkeitsfehler mit einer Gewichtung in
die Berechnung der Krifte mit ein und konnen dadurch korrigiert wer-
den. Die neuen Terme zur Stabilisierung kénnen einfach zur allgemeinen
Form addiert werden. Eine andere Methode wird von Andrew Witkin und
William Welch in [WW90] beschrieben. In dieser Arbeit werden durch
die Stabilisierungsterme zusétzliche Kréfte berechnet und der Bewegungs-
gleichung hinzugefiigt. Die Umsetzung der Baumgarte-Stabilisierung ist
relativ einfach. Allerdings ist die Bestimmung geeigneter Parameter nicht
trivial. Uri M. Ascher et al. diskutieren in [ACPR95] die dabei entstehen-
den Probleme und stellen ein verbessertes Stabilisierungsverfahren vor.
Alfred Schmitt et al. zeigen in [SBP05a], dass die impulsbasierte Simula-
tionsmethode auch als Stabilisierungsverfahren bei der Verwendung von



3.1 Verwandte Arbeiten 25

Lagrange-Multiplikatoren eingesetzt werden kann. Durch die Kombination
der beiden Simulationsverfahren wird im Vergleich zu der Stabilisierung
nach Baumgarte eine hohere Genauigkeit erreicht.

3.1.1.3. Reduzierte Koordinaten

Die Penalty-Methode und die Methode der Lagrange-Multiplikatoren be-
rechnen beide interne Kréfte, um dafiir zu sorgen, dass die Zwangsbedingun-
gen des Mehrkorpersystems erfiillt werden. Das Verfahren der reduzierten
Koordinaten hat einen anderen Ansatz. Es basiert auf der Eigenschaft,
dass holonome Zwangsbedingungen die Freiheitsgrade des simulierten Mo-
dells permanent reduzieren (siehe Abschnitt 2.3.1). Der Zustand eines
Mehrkorpersystems mit n Freiheitsgraden und m linearen Bedingungen
kann daher durch n — m unabhéngige Koordinaten g; beschrieben werden.
Man bezeichnet diese unabhéngigen Koordinaten als reduzierte oder gene-
ralisierte Koordinaten. Ein einfaches Anwendungsbeispiel fiir reduzierte
Koordinaten ist ein Pendel im zweidimensionalen Raum, das aus einem
statischen und einem dynamischen Korper besteht. Die aktuelle Lage des
dynamischen Korpers kann durch die Lage des statischen Korpers und den
Winkel des Pendels bestimmt werden. Dadurch hat das Modell genauso
viele unabhéngige Koordinaten wie Freiheitsgrade.

Abbildung 3.2 zeigt den Ablauf eines Simulationsschrittes mit reduzierten
Koordinaten. Im ersten Schritt wird fiir die holonomen Zwangsbedingungen
im Modell ein Satz von reduzierten Koordinaten q bestimmt. Mit diesen
Koordinaten muss der Bewegungszustand des Modells eindeutig definiert
sein. Anschlielend werden die n allgemeinen Koordinaten des Systems
jeweils als Funktion der n — m reduzierten Koordinaten beschrieben.

Durch den Lagrange-Formalismus [GPS06] ergeben sich n — m Bewegungs-
gleichungen fiir die reduzierten Koordinaten. Dafiir wird die Lagrange-
Funktion L = Ej;, — Epet fiir die kinetische und potentielle Energie in
die Euler-Lagrange-Differentialgleichungen eingesetzt. Als Ergebnis erhélt
man die Lagrange-Gleichungen, die ein System von gewdhnlichen Dif-
ferentialgleichungen zweiter Ordnung darstellen. Dieses wird mit Hilfe
von numerischer Integration gelost. Diese beschriebene Vorgehensweise
wird als Lagrangesche Methode zweiter Art bezeichnet. Sie hat einen
Berechnungsaufwand von O(m?).

Eine weitere Methode fiir die Simulation mit reduzierten Koordinaten
ist das rekursive Newton-Euler-Verfahren [FO00]. Mit diesem Verfahren
konnen azyklische Modelle mit linearem Aufwand simuliert werden. Die
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Abbildung 3.2.: Ablauf eines Simulationsschrittes mit der Methode der reduzier-
ten Koordinaten

kinematischen Parameter der Korper im Modell werden zunéchst in Ab-
héngigkeit der d&uleren Krifte bestimmt. Dabei muss die Baumstruktur des
Modells nur einmal durchlaufen werden. AnschlieBend wird der Baum von
unten nach oben durchlaufen, wobei alle inneren Krifte fiir die holonomen
Bedingungen berechnet werden. Es existieren einige Verfahren, die auf dem
Prinzip des Newton-Euler-Verfahrens basieren. Das wohl bekannteste ist
das Verfahren von Roy Featherstone, das in [Fea87] beschrieben wird.

Das Verfahren der reduzierten Koordinaten hat verschiedene Vorteile. Zum
einen werden die Zwangsbedingungen durch die Bewegungsgleichungen fiir
die reduzierten Koordinaten implizit beschrieben. Durch die reduzierten
Koordinaten wird daher zu jedem Zeitpunkt ein giiltiger Systemzustand
definiert. Zum anderen miissen nur n — m Differentialgleichungen gelGst
werden, wodurch die Geschwindigkeit der Simulation erh6ht wird.

Das Verfahren hat allerdings auch Nachteile. Die Parametrisierung ist
fiir ein allgemeines System mit beliebigen Bedingungen schwer und es
wird ein Zeitaufwand von O(m?) benétigt, um die Beschleunigung der
reduzierten Koordinaten zu bestimmen [Bar96]. Speziell fiir azyklische
Modelle ist zwar die Parametrisierung einfach und die Beschleunigung der
Koordinaten kann in linearer Zeit mit der Methode von Roy Featherstone
[Fea87] bestimmt werden. Allerdings hat diese Methode den Nachteil,
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dass sie schwer zu implementieren ist [Mir96b]. Auflerdem kénnen nur
holonome Bedingungen direkt verarbeitet werden. Bei der Simulation von
geschlossenen kinematischen Ketten treten Probleme auf, die in [Wit77]
diskutiert werden. Daher werden fiir Modelle, die solche Ketten enthalten,
spezielle Verfahren bendtigt [FO00]. Ein weiterer Nachteil des Verfahrens
ist, dass die Parametrisierung neu bestimmt werden muss, wenn sich
die Anzahl der Zwangsbedingungen im System &ndert. Folglich ist die
Simulation von Systemen, die sich verdndern, sehr zeitaufwendig.

3.1.1.4. Weitere Ansitze

Ein neuerer Ansatz ist z. B. der von Matthias Miiller MHHRO06, MHHRO7],
bei dem direkt die Positionen der Korper verdandert werden, um die Zwangs-
bedingungen im System zu erfiillen. Auf diese Weise kommt die Simulation
ohne die Einwirkung von Impulsen oder Kréften zu einem giiltigen Zustand.
In einem Simulationsschritt werden zunéchst die neuen Positionen der
Korper bestimmt. Dabei werden die Zwangsbedingungen nicht beriick-
sichtigt. Anschliefend werden die neuen Positionen veréndert, so dass sie
die Bedingungen im Modell erfiillen. Mit den Bedingungen kénnen Gelen-
ke, Kollisionen und bleibende Kontakte realisiert werden. Das Verfahren
hat allerdings den Nachteil, dass keine genauen Ergebnisse erzielt werden
konnen. Es liefert nur visuell plausible Ergebnisse.

Eine weitere neue Methode wird von Rachel Weinstein et al. in [WTFO06]
vorgestellt. Dieses Verfahren basiert auf einem impulsbasierten Ansatz, wie
er auch in [BBS03] und [BFS05] beschrieben wird. Durch eine Vorschau
der Positionen der Korper wird zunéchst der auftretende Fehler fiir eine
Zwangsbedingung bestimmt. Anschliefend wird eine nichtlineare Gleichung
in einem iterativen Prozess geldst, um einen Impuls zu berechnen, der
diesen Fehler verhindert. Der impulsbasierte Ansatz in dieser Arbeit ver-
wendet dagegen eine Approximation, damit nur eine lineare Gleichung
gelost werden muss. Wegen der Approximation muss auch hier iterativ
gearbeitet werden, um ein genaues Ergebnis zu erzielen. Der Vorteil liegt
allerdings darin, dass lineare Gleichungen in einem linearen Gleichungs-
system zusammengefasst werden kénnen, wodurch sich die Berechnungen
deutlich optimieren lassen. Dies wird im Verlauf dieser Arbeit gezeigt.
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3.1.2. Behandlung von Kollisionen

Im Bereich der dynamischen Simulation wird oft zwischen Kollisionen
und permanenten Kontakten unterschieden. Eine Kollision beschreibt ein
Ereignis, bei dem zwei Korper fiir einen unendlich kleinen Zeitraum Kon-
takt haben und dann voneinander abgestoflen werden. Wenn sich die
beiden Korper dagegen iiber einen ldngeren Zeitraum beriihren, spricht
man von einem bleibenden Kontakt. In beiden Féllen muss ein Verfahren
der Kollisionsauflosung eine Durchdringung der Korper verhindern. Bei
der Behandlung von Kollisionen und bleibenden Kontakten miissen ver-
schiedene Materialeigenschaften der Korper beriicksichtigt werden. Zum
einen hat jeder Korper einen Koeffizienten, der seine Elastizitét beschreibt.
Mit Hilfe dieses Wertes wird die Stédrke des Riickstofles im Falle einer
Kollision bestimmt. Zum anderen haben die Korper Koeffizienten, um ihre
Reibungseigenschaften zu beschreiben. Reibung wirkt der Tangentialbe-
wegung von Korpern, die sich beriihren, entgegen. David E. Stewart gibt
in [Ste00] einen ausfiihrlichen Uberblick iiber verschiedene Verfahren fiir
die Behandlung von Kollisionen und bleibenden Kontakten mit Reibung.

Die Verfahren zur Kollisionsbehandlung werden im Folgenden in impuls-
basierte Verfahren und Verfahren mit Zwangsbedingungen unterteilt. Das
Hauptziel der impulsbasierten Verfahren ist eine schnelle Kollisionsauf-
16sung. Der Ansatz dieser Verfahren vereinfacht das Kollisionsproblem,
um die Berechnung der Kollisionsbehandlung zu beschleunigen. Allerdings
geht dadurch Genauigkeit verloren. Die Verfahren, die auf der Verwendung
von Zwangsbedingungen basieren, erreichen eine hohe Genauigkeit, sind
aber deutlich langsamer als die impulsbasierten Verfahren.

3.1.2.1. Impulsbasierte Verfahren

Die impulsbasierten Verfahren zeichnen sich zum einen dadurch aus, dass
sie Kollisionen bzw. bleibende Kontakte durch die Einwirkung von Impul-
sen auflésen. Zum anderen wird fiir zwei Korper, die Kontakt miteinander
haben, genau ein Impuls fiir die néchsten Kontaktpunkte bestimmt, der
eine Durchdringung der Korper verhindern soll. Wenn die beiden Koérper
mehrere Kontaktpunkte haben, dann werden diese zeitlich nacheinander
betrachtet. Dadurch wird die Simulation deutlich einfacher und die Be-
rechnung der Impulse kann schneller durchgefiihrt werden. Allerdings geht
auf diese Weise Genauigkeit verloren. Bei bleibenden Kontakten muss ein
Impuls eine Durchdringung der Kérper verhindern. Im Fall einer Kollision
muss aulerdem, abhéngig von der Elastizitdt der Korper, ein Riickstofl
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simuliert werden. Wie die benotigten Impulse bestimmt werden, wird z. B.
von Anindya Chatterjee und Andy Ruina in [CR98] beschrieben.

Eines der ersten impulsbasierten Verfahren wurde von Matthew Moore
und Jane Wilhelms in [MW88b] vorgestellt. In dieser Arbeit werden Im-
pulse fiir die Auflésung von Kollisionen mit einer analytischen Methode
bestimmt. Bleibende Kontakte werden mit einem Penalty-Verfahren (siehe
Abschnitt 3.1.2.2) behandelt. Bei einer Kollision zwischen zwei Korpern
geschieht die Auflésung in nur einem einzigen Kontaktpunkt, auch wenn
die Kollisionserkennung mehrere festgestellt hat. Dadurch wird die Be-
rechnung der Impulse vereinfacht, wodurch die Simulation schneller wird.
Diese Vereinfachung kostet allerdings auch Genauigkeit.

James K. Hahn stellt in [Hah88] ein dhnliches Verfahren fiir die Behandlung
von Kollisionen vor. Bleibende Kontakte werden in dieser Arbeit durch
eine Serie von Kollisionen simuliert. Dadurch kann die exakte Losung
allerdings nur angenéhert werden. Die Simulation von Reibung wird nach
dem Gesetz von Coulomb umgesetzt.

Einige Jahre spéater haben Brian V. Mirtich und John F. Canny weitere
impulsbasierte Verfahren zur Kollisionsauflosung entwickelt [MC94, MC95,
Mir96b]. Im Gegensatz zu den bisherigen Verfahren werden Kollisionen
und bleibende Kontakte auf unterschiedliche Weise mit Hilfe von Impulsen
aufgelost. Wie bei den bisherigen Verfahren wird bei der Berechnung nur
ein Kontaktpunkt fiir jedes Paar kollidierender Korper beriicksichtigt. Bei
Mehrfachkontakten werden die einzelnen Kontaktpunkte zeitlich nachein-
ander behandelt. Die Simulation einer Kollision wird in eine Kompressions-
und eine Riickstophase unterteilt. Die Stérke des Riickstofles wird nach
Stronges Hypothese bestimmt. Dafiir werden die Tangentialgeschwindig-
keiten der kollidierenden Korper und die Arbeit in Normalenrichtung im
Kontaktpunkt integriert, bis die relative Geschwindigkeit der Korper in
Richtung der Kontaktnormale Null ist. An diesem Punkt der maximalen
Kompression beginnt die Riickstoiphase. Fiir die Riickstofiphase wird zu-
néchst nach Stronges Hypothese die Arbeit in Normalenrichtung berechnet.
Anschlieflend wird iiber die relative Punktgeschwindigkeit integriert, wobei
die Arbeit in Normalenrichtung als Integrationsparameter dient. Bei der
Auflésung von Kollisionen wird Reibung nach dem Gesetz von Coulomb
simuliert. Ein bleibender Kontakt wird durch eine Reihe sogenannter Mi-
krokollisionen aufgeltst. Bei bleibenden Kontakten kénnen unerwiinschte
Vibrationen zwischen den Korpern entstehen, da Mehrfachkontakte zeitlich
nacheinander behandelt werden. Dieses Problem soll durch die Mikrokolli-
sionen gelost werden, indem versucht wird, die Wirkung der Gravitation im
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Kontaktpunkt aufzuheben. Die impulsbasierte Methode und die Kollisions-
behandlung mit Zwangsbedingungen werden in [Mir95] gegeniibergestellt.
Brian V. Mirtich stellt in [Mir96b] sogar eine Kombination beider Ansitze
vor.

Eran Guendelman et al. stellen in [GBF03, Gue06] ein weiteres impulsba-
siertes Verfahren fiir die Kollisionsauflésung vor. Bei diesem Verfahren wird
der Ablauf des Simulationsschrittes verdndert, um Kollisionen und bleiben-
de Kontakte zu behandeln. Zunichst liefert die Kollisionserkennung fiir
jedes Paar von kollidierenden Koérpern genau einen Kontaktpunkt. Dann
werden die Kollisionen durch Impulse aufgelost. Anschlieflend werden nur
die neuen Geschwindigkeiten der Korper durch Integration berechnet. Fiir
alle Korper, die sich beriihren wird der relative Geschwindigkeitsvektor
untersucht. Anhand dieses Vektors kann bestimmt werden, ob es sich um
einen bleibenden Kontakt handelt und eine Durchdringung der Korper
verhindert werden muss. Eine Durchdringung wird durch die Anpassung
des Geschwindigkeitsvektors vermieden. Zum Schluss werden die neuen
Positionen der Koérper durch Integration mit den verdnderten Geschwin-
digkeiten bestimmt. Dieses Verfahren 16st das Problem der vibrierenden
Korper durch den verdnderten Ablauf. Dadurch wird keine Sonderbehand-
lung fiir bleibende Kontakte benotigt. Allerdings werden durch den neuen
Ablauf nur plausible Ergebnisse erreicht. Das vorgestellte Verfahren 16st
Kollisionen und bleibende Kontakte iterativ auf. Bei gestapelten Kor-
pern werden relativ viele Iterationsschritte benttigt. Um die Simulation
in solchen Situationen zu beschleunigen, prisentieren Eran Guendelman
et al. ein Verfahren der Schockfortpflanzung. Dabei wird ein Stapel von
kollidierenden Korpern nach einer vordefinierten Anzahl an Iterationen
schrittweise von unten her eingefroren, indem die Masse der Korper auf
unendlich gesetzt wird. Dafiir wird ein Kontaktgraph benétigt, der die
Abhéngigkeiten der Kontakte beschreibt. Nachdem alle Kollisionen des
Stapels behandelt wurden, werden die urspriinglichen Massen der Koérper
wieder hergestellt. Durch die Schockfortpflanzung geht Genauigkeit ver-
loren, aber die Geschwindigkeit der Simulation kann deutlich verbessert
werden.

3.1.2.2. Kollisionsbehandlung mit Zwangsbedingungen

Im Gegensatz zu den impulsbasierten Verfahren werden bei der Kolli-
sionsbehandlung mit Zwangsbedingungen alle Kontaktpunkte zwischen
zwei kollidierenden Korpern beriicksichtigt. Fiir jeden Kontakt wird eine
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Zwangsbedingung formuliert, die verhindert, dass sich die zugehétrigen
Korper durchdringen. Die Kollisionen und Kontakte werden aufgelGst,
indem entsprechende Krifte bzw. Impulse fiir alle Zwangsbedingungen
bestimmt werden.

Penalty-Verfahren Die Penalty-Verfahren fiir die Kollisionsauflésung
arbeiten analog zu den Verfahren fiir die Gelenksimulation. Fiir zwei
Korper, die sich gegenseitig durchdringen, wird auf die zugehorigen Kon-
taktpunkte eine Federkraft angewendet. Diese Kraft ist abhéingig von
der Eindringtiefe und wirkt der Durchdringung entgegen bis die beiden
Korper wieder einen zuldssigen Zustand erreichen. Das Problem bei dieser
Vorgehensweise ist, dass ein Fehler erst auftreten muss bevor eine Kraft
entgegenwirkt.

Matthew Moore und Jane Wilhelms stellen in [MW88b] ein solches Ver-
fahren fiir die Behandlung von bleibenden Kontakten vor. Starke Durch-
dringungen der Korper kénnen nur durch den Einsatz von sehr starken
Federn verhindert werden. Dies fiihrt allerdings zu steifen Differentialglei-
chungen. In diesem Fall muss fiir die numerische Integration eine sehr

kleine Zeitschrittweite verwendet werden, da das System sonst instabil
wird [PB88, MW&8b)].

Das Penalty-Verfahren ist sehr schnell und leicht zu implementieren, da
nur Federkréfte berechnet werden miissen. Allerdings ist es fiir eine genaue
Simulation nicht geeignet. Auflerdem konnen tiefe Durchdringungen nur
sehr langsam korrigiert werden, da die Korper sonst stark beschleunigt
werden. Eine starke Beschleunigung bewirkt, dass die Korper auseinander
katapultiert werden, selbst wenn sie aufeinander liegen bleiben sollten.

Tang et al. [TMOT12] erweitern in ihrer Arbeit die Idee des Penalty-
Verfahrens und berechnen kontinuierliche Penalty-Kréfte. Diese Erweite-
rung erfordert einen geringfiigig hoheren Rechenaufwand, erhoht dafiir
aber die Stabilitidt und Robustheit des Verfahrens deutlich.

Analytische Verfahren Bei den analytischen Verfahren wird zwischen
Kollisionen und bleibenden Kontakten unterschieden [Bar89]. Im Gegensatz
zu den bleibenden Kontakten besteht eine Kollision nur in einer unendlich
kleinen Zeitdauer. In beiden Féllen diirfen die Kontaktkrafte die Korper
nur voneinander abstoffen. Wenn sich die Kérper voneinander weg bewegen,
darf keine Kraft wirken. Die Berechnung der Kontaktkréfte wird daher oft
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als lineares Komplementaritédtsproblem [CPS92] formuliert. Hauptsichlich
geht dies auf die Arbeiten von Per Létstedt zuriick [Lot82, Lot84].

David Baraff 16st das lineare Komplementaritéitsproblem fiir die Kon-
taktkrifte in [Bar89] mit Hilfe von quadratischem Programmieren. Diese
Vorgehensweise ist im Allgemeinen NP-hart [GT00]. Das Verfahren von
David Baraff 16st das Problem daher mit einem heuristischen Ansatz.
In [Bar90] wird eine Erweiterung des Verfahrens fiir gekriimmte Flidchen
vorgestellt. Die Behandlung von bleibenden Kontakten mit Reibung nach
dem Gesetz von Coulomb wird von Baraff in [Bar91] beschrieben.

David Baraff beschreibt in [Bar94] ein weiteres Verfahren zur Bestim-
mung von Kontaktkraften mit dynamischer und statischer Reibung. Dieses
Verfahren arbeitet im Gegensatz zu den vorherigen nicht mit Optimierungs-
methoden. Stattdessen wird ein Ansatz verwendet, der auf dem Verfahren
zur Loésung eines linearen Komplementaritdtsproblems von Richard W.
Cottle und George B. Dantzig [CD68] basiert. Dabei handelt es sich um
eine Pivot-Methode. Im Vergleich zu fritheren Verfahren ist das vorgestellte
schneller, robuster und einfacher.

Katsuaki Kawachi et al. stellen in [KSK97] eine Erweiterung der Formu-
lierung des Kollisionsproblems von David Baraff [Bar89, Bar94] fiir den
zweidimensionalen Fall vor. Damit 16sen sie Kollisionen mit Reibung nach
dem Gesetz von Coulomb durch Impulse auf. Im Gegensatz zu der impuls-
basierten Methode von Brian V. Mirtich werden dabei alle Kollisionen, die
gleichzeitig zwischen zwei Korpern auftreten, beriicksichtigt. In [KSK97]
wird das vorgestellte Verfahren anhand von Messungen mit der impuls-
basierten Methode von Brian V. Mirtich verglichen. Eine Erweiterung
der Kollisionsauflosung fiir den dreidimensionalen Fall wird von Katsuaki
Kawachi et al. in [KSK98] beschrieben.

Zur Bestimmung der Kontaktkréifte wird in verschiedenen Arbeiten ein
lineares Komplementaritéitsproblem formuliert. Beispiele dafiir sind die
Arbeiten von Per Lotstedt [Lo6t82] und von Friedrich Pfeiffer und Christoph
Glocker [PG96]. Durch die Kontaktkrifte wird eine Durchdringung der
Korper verhindert. Diese Vorgehensweise hat allerdings das Problem, dass
bei der Bestimmung der Kontaktkréfte mit Reibung unter Umsténden gar
keine oder keine eindeutige Losung gefunden werden kann [MW88a, Bar93].
Dieses Problem ist seit 1895 bekannt und wurde von Painlevé entdeckt.
Durch die Approximation des Reibungskegels mit Hilfe eines Polyeders
kann dieses Problem geltst werden. Dies wird von David E. Stewart und
Jeff C. Trinkle in [ST96] und [ST97] gezeigt. Mihai Anitescu et al. stellen in
[APS98] ein Verfahren vor, dass sogar ohne diese Approximation auskommt.
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In diesem Verfahren wird ein nichtlineares Komplementaritdtsproblem
fiir die gesuchten Impulse aufgestellt. Die Losung dieses Problems wird
ermittelt, indem eine Reihe von linearen Komplementaritédtsproblemen
mit Lemkes Algorithmus gelost wird. Auf diesem Ansatz basieren auch
die Arbeiten von Jorg Sauer und Elmar Schémer [SS98a,SS98b]. In den
Arbeiten wird eine Methode beschrieben, mit der Krifte zur Behandlung
von bleibenden Kontakten mit Reibung berechnet werden. Kollisionen
werden von Jorg Sauer und Elmar Schomer mit Impulsen aufgelost.

Paul G. Kry und Dinesh K. Pai zeigen in [KP03], wie die Kontaktkriifte fiir
einen einzelnen bleibenden Kontakt zwischen zwei glatten Oberflichen mit
der Methode der reduzierten Koordinaten bestimmt werden. Die Simulation
von Reibung nach dem Gesetz von Coulomb ist mit diesem Ansatz ebenfalls
moglich. Die Methode der reduzierten Koordinaten erlaubt eine gréfiere
Zeitschrittweite bei der Simulation. Allerdings ist die Formulierung der
Bewegungsgleichungen sehr schwierig.

Danny M. Kaufman et al. stellen in [KEP05] ein weiteres Verfahren vor.
Bei diesem werden die Geschwindigkeiten der simulierten Kérper auf einen
zuldssigen Bereich beschrinkt und dadurch Durchdringungen verhindert.
Durch zwei konvexe, quadratische Programme je Koérper werden die zulés-
sigen Geschwindigkeiten eingehalten und Reibung simuliert. Das Verfahren
von Danny M. Kaufman et al. liefert nur plausible Ergebnisse. Dafiir er-
moglicht es komplexe Simulationen mit vielen nicht konvexen Koérpern.

In [Mil96] wird von Victor J. Milenkovic ein Verfahren vorgestellt, das
mit Zwangsbedingungen fiir die Positionen der Koérper arbeitet. Diese
Bedingungen werden mit Hilfe einer vereinfachten Form der physikalischen
Gleichungen gelost. Daher sind mit diesem Verfahren nur plausible Ergeb-
nisse moglich. Fiir die Losung wird der Wert einer Energiefunktion mit
Hilfe von linearer Programmierung minimiert. In einem spéteren Verfahren
arbeitet Milenkovic mit einer Vorschau der Kérperpositionen [MS01]. Mit
Hilfe dieser Vorschau wird eine auftretende Durchdringung erkannt. An-
schliefend wird der Korper durch ein Optimierungsverfahren in Richtung
der berechneten Zielposition bewegt, wobei eine Durchdringung verhindert
und Reibung beriicksichtigt wird. Dieses Verfahren liefert ebenfalls nur
plausible Ergebnisse. Diese sind allerdings realistischer als beim ersten
Verfahren.

Ein weiteres Verfahren, das mit Optimierungsmethoden arbeitet, wird
von Harald Schmidl and Victor J. Milenkovic in [SM04] beschrieben. Bei
diesem Verfahren werden Impulse fiir die Behandlung von Kollisionen
und bleibenden Kontakten unter der Beriicksichtigung von Reibung mit
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Hilfe von quadratischen Programmen bestimmt. Auflerdem werden Korper,
die sich nur geringfiigig bewegen, so lange bei der Kollisionsauflosung
ausgelassen, bis sie erneut angestoflen werden. Durch diese Vorgehensweise
geht Genauigkeit verloren, aber die Geschwindigkeit der Simulation kann
deutlich verbessert werden.

In interaktiven Simulationen wird fiir die Losung des linearen Komple-
mentaritdtsproblems oft ein projiziertes Gauss-Seidel-Verfahren eingesetzt,
z.B. in [Coul2]. Dieses iterative Verfahren wird oft vorzeitig abgebrochen,
um eine interaktive Simulation zu gewéhrleisten. Dies kann dem System
allerdings Energie hinzufiigen, was bei fast ruhenden Koérpern zu einem Zit-
tern fithrt. Tonge et al. [TBV12] prisentieren eine parallele Jacobi-basierte
Methode, die ebenfalls mit einer Projektion arbeitet. Diese Methode hat
die gleiche Konvergenz wie das projizierte Gauss-Seidel-Verfahren, aber
16st das Problem des Zitterns.

3.2. Gelenke

Dieser Abschnitt stellt zundchst mechanische Gelenke vor. Anschlielend
werden Verbindungen betrachtet, die ausschliellich eine Geschwindigkeits-
bedingung fiir die Korper definieren. Ein mechanisches Gelenk definiert
eine holonome Zwangsbedingung und reduziert damit die Freiheitsgrade
im Mehrkorpersystem dauerhaft. Eine Verbindung, die dagegen nur eine
Geschwindigkeitsbedingung definiert, hat diese Eigenschaft nicht. Mit Hilfe
einer solchen Verbindung kann man z. B. erreichen, dass ein Koérper einem
anderen mit gleicher Geschwindigkeit folgt.

3.2.1. Basisgelenke

Ein Starrkorper hat sechs Freiheitsgrade: drei translatorische und drei
rotatorische. Ein Gelenk verbindet zwei Korper, in dem es eine holonome
Zwangsbedingung fiir diese beiden Korper definiert. Dadurch werden die
Freiheitsgrade dieser Korper wihrend der gesamten Simulation reduziert.
Jedes mechanische Gelenk entfernt dabei eine andere Kombination aus
translatorischen und rotatorischen Freiheitsgraden. Um in der impulsba-
sierten Simulation alle Arten von mechanischen Gelenken zu unterstiitzen,
werden im Folgenden zunéchst sogenannte Basisgelenke eingefithrt. Fiir
jeden Freiheitsgrad eines Korpers wird ein Basisgelenk benétigt, also insge-
samt sechs. Drei der Basisgelenke entfernen ausschliellich translatorische
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Freiheitsgrade und drei nur rotatorische. Durch die Kombination solcher
Basisgelenke kénnen dann alle denkbaren mechanischen Gelenke in der
dynamischen Simulation realisiert werden.

Um ein Basisgelenk zu simulieren, kénnen in jedem Koérper Gelenkpunkte
und Gelenkvektoren definiert werden. Die Gelenkpunkte und -vektoren
sind fest mit einem Koérper verbunden und bewegen sich mit diesem. Aus
diesem Grund werden diese Punkte und Vektoren in dem lokalen Koordina-
tensystem des jeweiligen Korpers gespeichert. Fiir die Simulation miissen
sie in jedem Simulationsschritt einmal in das globale Koordinatensystem
transformiert werden. Die Verwendung von lokalen Koordinaten hat den
Vorteil, dass ein Gelenkpunkt nicht aufgrund von numerischen Ungenauig-
keiten von seinem Korper weg driftet bzw. ein Gelenkvektor seine Richtung
relativ zum Korper dndert.

3.2.1.1. Basisgelenke mit einer Translationsbedingung

Die Basisgelenke mit einer Translationsbedingung entfernen entweder ein,
zwel oder alle drei translatorischen Freiheitsgrade zwischen zwei Kérpern.

Das erste Basisgelenk entfernt alle translatorischen Freiheitsgrade in einem
gemeinsamen Punkt. Fiir jeden der beiden Kérper wird in diesem gemeinsa-
men Punkt ein Gelenkpunkt definiert. Diese Gelenkpunkte bestimmen die
Positionen, an denen der erste Kérper mit dem zweiten durch das Gelenk
verbunden ist. An diesen Positionen wirken die Krifte bzw. Impulse, die
das Gelenk zusammenhalten, auf die Koérper. Daher verliert das System
der beiden Koérper in dem gemeinsamen Punkt alle drei translatorischen
Freiheitsgrade.

Die Gelenkpunkte diirfen sich wahrend der Simulation nicht auseinander
bewegen. Dadurch wird die folgende Positionsbedingung definiert:

C(a,b)=b—-a=0,

wobei a und b die Gelenkpunkte der beiden Korper sind. Wenn diese
Bedingung zu einem Zeitpunkt ¢ der Simulation nicht mehr erfiillt ist,
kann der Positionsfehler durch die Funktion C der Bedingung bestimmt
werden:

epos(t) = b(t) — a(?).
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Die beiden Gelenkpunkte miissen die gleiche Geschwindigkeit haben, da sie
fest miteinander verbunden sind. Daher muss das Basisgelenk auflerdem
die folgende Geschwindigkeitsbedingung erfiillen:

C(ug,up) =up —u, =0.

Analog zum Positionsfehler ergibt sich der Geschwindigkeitsfehler zu einem
Zeitpunkt t folgendermaflen:

ey (t) = up(t) —u,(t).

Durch das zweite Basisgelenk werden zwei translatorische Freiheitsgrade
der verbundenen Korper entfernt. Dies bedeutet, dass sich die Punkte,
an denen die Korper miteinander verbunden sind, relativ zueinander auf
einer Geraden bewegen diirfen. Diese Gerade ist am Anfang der Simulation
durch einen Aufpunkt a und einen Richtungsvektor w definiert: a+ Aw. Es
werden zwei Vektoren y und z bestimmt, die eine Ebene senkrecht zu dieser
Geraden aufspannen. Der Aufpunkt und die Vektoren der Ebene werden
als Gelenkpunkt bzw. als Gelenkvektoren in einem der beiden Korper
des Gelenks gespeichert. Im anderen Korper wird nur der Aufpunkt als
Gelenkpunkt b gespeichert.

Das Basisgelenk verhindert, dass sich die beiden Punkte, die sich ergeben,
wenn man die Gelenkpunkte auf die Ebene projiziert, voneinander entfer-
nen. Dies ist gleichbedeutend damit, dass sich die beiden Gelenkpunkte
auf einer Geraden senkrecht zu dieser Ebene befinden. Die benétigte Pro-
jektionsmatrix wird durch die beiden Vektoren definiert, die die Ebene

aufspannen:
x" 2x3
P=1{ .| €R™.
y

Damit ergibt sich die folgende Positionsbedingung fiir die Gelenkpunkte:

C(a,b) =P(b—a)=0. (3.1)

Die Geschwindigkeitsbedingung der Punkte wird ebenfalls mit Hilfe der
Projektionsmatrix definiert:

C(ug,up) =P(up —u,) =0. (3.2)

Das bedeutet, dass die Punkte in der Ebene die gleiche Geschwindig-
keit haben miissen. Auf der Geraden senkrecht zur Ebene kénnen die
Geschwindigkeiten dagegen unterschiedlich sein.
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Das letzte Basisgelenk mit einer Translationsbedingung entfernt einen
Freiheitsgrad des Mehrkorpersystems. Die beiden verbundenen Korper
haben jeweils einen Gelenkpunkt. Diese Punkte a und b diirfen sich relativ
zueinander auf einer Ebene frei bewegen. Am Anfang der Simulation
wird diese Ebene im ersten Korper definiert, so dass sie sich mit diesem
Korper bewegt. Der Gelenkpunkt a des Korpers dient als Aufpunkt der
Ebene. Auerdem wird die Normale n der Ebene dem gleichen Korper als
Gelenkvektor hinzugefiigt.

Die Gelenkpunkte der beiden Koérper miissen sich in der Ebene befin-
den, um die Zwangsbedingung des Gelenks zu erfiillen. Dies ist genau
dann der Fall, wenn die auf die Normale projizierten Gelenkpunkte den
Abstand Null haben. Analog zum vorherigen Basisgelenk kann daher ei-
ne Projektionsmatrix mit Hilfe des Normalenvektors der Ebene definiert
werden:
P=(n") e R

Die Positions- und die Geschwindigkeitsbedingung dieses Basisgelenks
sind durch die Gleichungen 3.1 und 3.2 definiert. Das bedeutet, dass
sich lediglich die Projektionsmatrix der Bedingungen &ndert. Um alle
drei translatorischen Basisgelenke in eine einheitliche Form zu bringen,
muss das erste Basisgelenk ebenfalls durch die Zwangsbedingungen 3.1
und 3.2 beschrieben werden. Dies wird erreicht, indem die Einheitsmatrix
E3 € R**3 als Projektionsmatrix fiir das Gelenk verwendet wird.

Um die Positionsbedingung eines Basisgelenks wihrend eines Simulations-
schrittes von ¢ nach ¢t + h zu erfiillen, muss zunéchst der Positionsfehler fiir
den Zeitpunkt ¢ 4+ h bestimmt werden (vgl. Abschnitt 2.3.2). Die Bewegung
eines Gelenkpunktes wihrend des Schritts kann mit Hilfe der folgenden
Differentialgleichung bestimmt werden:

P(t) = w(t) x r(t). (3.3)

Diese beschreibt die Richtungsénderung des Ortsvektors r in einem Korper
mit der Winkelgeschwindigkeit w(t). Wird die Gleichung 3.3 fiir den Vektor
r, = a — s iiber die Zeitschrittweite h integriert, dann erh&lt man den
Ortsvektor des Gelenkpunktes a nach dem Simulationsschritt. Die Position
des Korperschwerpunktes zum Zeitpunkt ¢ 4+ h wird mit der Gleichung 2.2
bestimmt. Fiir die Position des Gelenkpunktes ergibt sich dann a(t +h) =
ro(t + h) + s(t + h). Der gesuchte Positionsfehler kann damit durch

€pos(t+h) =Pt +h)(b(t+h)—a(t+h))

berechnet werden.
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Die Positionsbedingung soll mit Hilfe eines Korrekturimpulses erfiillt wer-
den. Der Impuls wird am Anfang des Simulationsschrittes angewendet
und muss die Geschwindigkeiten der Kérper so dndern, dass der Positions-
fehler epos am Ende des Schrittes Null wird. Da sich die Gelenkpunkte
im Allgemeinen auf einer nichtlinearen Bahn bewegen, ist der Impuls
ebenfalls durch eine nichtlineare Gleichung bestimmt. In [WTFO06] wird
diese Gleichung mit Hilfe von Newton-Iterationen gelost. Allerdings be-
wegen sich die Gelenkpunkte innerhalb des kurzen Zeitschrittes auf einer
anndhernd linearen Bahn (vgl. Abschnitt 2.3.2). Daher wird in dieser
Arbeit der gesuchte Impuls mit einer linearen Gleichung approximiert. Der
resultierende Impuls reduziert den Positionsfehler (Beweis in [Ben07al).
Diese Korrekturimpulse werden in einer iterativen Schleife berechnet bis
die Positionsbedingung innerhalb einer vorgegebenen Toleranz erfiillt ist.
Die iterative Berechnung konvergiert gegen die physikalisch korrekte Lo-
sung, wenn die Zeitschrittweite gegen Null geht (Beweis in [SBP05b]). Die
Anndherung durch eine lineare Gleichung hat verschiedene Vorteile. Diese
Gleichung kann sehr effizient und stabil gelost werden. Auflerdem kénnen
die Korrekturimpulse fiir Positions- und Geschwindigkeitsbedingungen in
einer einheitlichen Form bestimmt werden, was im Folgenden gezeigt wird.
Bei der Simulation von Mehrkorpersystemen konnen die Gleichungen fiir
alle Gelenke in einem linearen Gleichungssystem zusammengefasst werden.
Dadurch lassen sich die Korrekturimpulse fiir das ganze System sehr schnell
bestimmen (siehe Abschnitt 3.3.2).

Wenn sich zwei Gelenkpunkte relativ zueinander auf einer linearen Bahn
bewegen, muss ein Korrekturimpuls die folgende Geschwindigkeitsinderung
zum Zeitpunkt ¢t bewirken, damit die Punkte zum Zeitpunkt ¢t + h den
Abstand Null haben:

Av = %epos(t + h). (3.4)
Fiir den allgemeinen Fall, bei dem die relative Bewegung der Punkte eine
nichtlineare Bahn beschreibt, ist dies bei einer in der Regel kleinen Zeit-
schrittweite eine gute Approximation. Mit Hilfe der Matrix K, ; (siche
Abschnitt 2.4) kann fiir diese Geschwindigkeitséinderung ein entsprechender
Impuls fiir die durch das Gelenk verbundenen Kérper berechnet werden.
Der Impuls wird auf beide Korper in ihrem jeweiligen Gelenkpunkt in ent-
gegengesetzte Richtungen angewendet. Dadurch ist die Summe der beiden
Impulse Null und die Impulserhaltung des Systems ist gewéhrleistet.

Fiir die Berechnung des Impulses wird ein n-dimensionales lineares Glei-
chungssystem aufgestellt, wobei n die Anzahl der Freiheitsgrade ist, die
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das Gelenk aus dem Mehrkorpersystem entfernt. Der Impuls p € R™, der
die approximierte Geschwindigkeitsénderung bewirkt, muss die folgende
Gleichung erfiillen:

PK,.,P'p-PK;, P (—p) = Av.
Mit Hilfe der folgenden Matrix
K=K,.,+Kpp
kann diese Gleichung weiter zusammengefasst werden:
PKP p=Av. (3.5)

Die Matrix K ist konstant fiir einen Zeitpunkt ¢, symmetrisch, positiv
definit und damit auch regulér (Beweis in [Mir96b]). Die gleichen Eigen-
schaften hat auch die Matrix P K P” (Beweis in [Ben07a]). Daraus folgt,
dass die Gleichung 3.5 durch Invertierung der Matrix P K P” fiir den
Korrekturimpuls p aufgelost werden kann. Der resultierende Impuls muss
positiv im Gelenkpunkt a des ersten Korpers und negativ im Gelenkpunkt
b des zweiten Korpers angewendet werden. Dafiir muss er zunéchst in den
dreidimensionalen Raum zuriick transformiert werden:

p'=P'p.

Mit Hilfe der Gleichungen 2.6 und 2.7 werden die neuen Geschwindigkeiten
der Korper berechnet. AnschlieBend werden weitere Korrekturimpulse
iterativ bestimmt bis die Positionsbedingung des Gelenks innerhalb einer
vorgegebenen Toleranz erfiillt ist.

Nach jedem Simulationsschritt mit Korrektur der Positionsbedingungen
werden die Geschwindigkeitsbedingungen der Gelenke iiberpriift. Die all-
gemeine Geschwindigkeitsbedingung 3.2 der Basisgelenke mit Translati-
onsbedingung muss erfiillt sein. Aus dieser Bedingung ergibt sich der
Fehler und damit auch die benétigte Geschwindigkeitséinderung, um die
Geschwindigkeitsbedingung zu erfiillen:

Av =ey(t) = P(t) (up(t) — ua(t)). (3.6)

Der entsprechende Impuls, der diese Geschwindigkeitséinderung bewirkt,
wird mit Gleichung 3.5 berechnet. Er muss, wie bei der Positionsbedingung,
positiv auf den Gelenkpunkt a und negativ auf den Punkt b angewendet
werden. Im Gegensatz zur Positionsbedingung wird die Geschwindigkeits-
bedingung mit dem Korrekturimpuls exakt erfiillt, da der Impuls die
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Geschwindigkeiten der Korper sofort d&ndert und bei der Berechnung keine
Approximation notig war. Dies bedeutet, dass kein iterativer Prozess zur
Losung notwendig ist.

Es ist zu beachten, dass die hier vorgestellten Basisgelenke dazu dienen,
komplexere mechanische Gelenke zu konstruieren. Die letzten beiden Ge-
lenke konnen fiir eine physikalisch korrekte Simulation in der vorgestellten
Form nicht direkt eingesetzt werden. Sie miissen mit anderen Gelenken
kombiniert werden oder der Impuls im ersten Koérper muss im Lotpunkt
des zweiten Gelenkpunktes angewendet werden (siehe Abschnitt 3.2.2).

3.2.1.2. Basisgelenke mit einer Rotationsbedingung

Fiir die rotatorischen Freiheitsgrade existieren ebenfalls drei Basisgelenke.
Das erste Gelenk entfernt alle drei rotatorischen Freiheitsgrade zwischen
zwei Korpern. Das bedeutet, dass sich die Korper relativ zueinander
nicht drehen diirfen. Am Anfang der Simulation werden die inversen
Quaternionen g; *(0) und g5 ' (0) der beiden Kérper gespeichert. Zu einem
Zeitpunkt ¢ in der Simulation wird die Anderung der relativen Rotation
der Korper durch

Adq(t) = (a3 (0) ax(1) ™" (a7 (0) (1))

beschrieben. Allerdings kann die Positionsbedingung des Basisgelenks nicht
direkt mit Hilfe von Quaternionen beschrieben werden, da das Gelenk drei
Freiheitsgrade entfernt und eine Darstellung der Bedingung mit Quaternio-
nen zu einer vierdimensionalen Gleichung fithrt. Aus diesem Grund wird
die Quaternion Aq(t), die die Anderung der relativen Rotation beschreibt,
zunéchst in eine geeignete Darstellung konvertiert. Die Rotationsdnderung
kann durch eine Rotationsachse x(t) und einen Winkel a(t) beschrieben
werden. Um eine Einheitsquaternion in diese Darstellung zu iiberfiihren,
wird Algorithmus 3.1 verwendet.

Mit dieser Umwandlung kann die Positionsbedingung fiir das erste Basis-
gelenk definiert werden:

C(q;,49,) = quaternionToAngleAxis(Aq) = a-x = 0.

Wenn diese Bedingung zu einem Zeitpunkt ¢ nicht erfiillt ist, kann der
Positionsfehler fiir diesen Zeitpunkt mit Hilfe der Bedingungsfunktion
bestimmt werden:

€pos(t) = quaternionToAngleAxis(Aq(t)) = a(t) - x(t).
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quaternionToAngleAxis()

Eingabe: Einheitsquaternion q = (w, z,y, z)
Ausgabe: Produkt aus Drehwinkel o und normierter Drehachse x

L l=a?4y?+ 22

2: if 1 >0

3: a := 2 arccos(w)

4: x:=1/VI-(z,y,2)7
5: else

6: a:=0

7 x := (1,0,0)T

8: end if

9:

return o -x

Algorithmus 3.1: Konvertierung einer Einheitsquaternion in eine normierte Dreh-
achse mit zugehtrigem Drehwinkel

Wihrend der Simulation miissen die beiden Korper des Gelenks die glei-
che Winkelgeschwindigkeit haben. Aus diesem Grund muss die folgende
Geschwindigkeitsbedingung fiir das Basisgelenk erfiillt sein:

C(wy,w2) =wy —w; = 0.

Der Geschwindigkeitsfehler zu einem Zeitpunkt ¢ ergibt sich durch die
Auswertung der Bedingungsfunktion:

ey(t) = wa(t) — wi(t).

Das zweite Basisgelenk mit einer Rotationsbedingung entfernt zwei rota-
torische Freiheitsgrade zwischen den beiden verbundenen Kérpern. Die
Korper sind frei in ihrer translatorischen Bewegung, diirfen aber nur um
eine gemeinsame Achse rotieren. Das Gelenk wird durch diese gemeinsame
Achse definiert, die den verbleibenden Freiheitsgrad festlegt. Die Achse
wird daher am Anfang der Simulation als normierte Gelenkvektoren in
den beiden Korpern gespeichert. Im Folgenden bezeichnen x; und x5 diese
Gelenkvektoren der beiden Koérper. Die Positionsbedingung des Gelenks
fordert, dass die beiden Vektoren in die gleiche Richtung zeigen. Dies ist
genau dann der Fall, wenn das Kreuzprodukt der beiden Vektoren die
Lange Null hat und ihr Skalarprodukt grofier als Null ist. Allerdings kann
die Positionsbedingung nicht direkt durch das Kreuzprodukt definiert wer-
den, da dieses dreidimensional ist. Das Gelenk entfernt zwei Freiheitsgrade,
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daher wird eine zweidimensionale Bedingung benétigt. Dafiir wird am
Anfang der Simulation eine Ebene senkrecht zu den Richtungsvektoren
x1(0) = x2(0) bestimmt. Die beiden linear unabhéngigen Vektoren y und z,
die diese Ebene aufspannen, werden im ersten Korper als Gelenkvektoren
gespeichert. Diese Vektoren definieren die Projektionsmatrix:

T
|y 2x3
P_<ZT>E]RX.

Mit Hilfe dieser Projektionsmatrix kann die zweidimensionale Positionsbe-
dingung des Gelenks definiert werden:

C(Xl,XQ) =P (Xl X X2) =0.

Der Positionsfehler des Gelenks zu einem Zeitpunkt ¢ wird fiir dieses Gelenk
folgendermaflen bestimmt:

epos(t) = P(t) (arccos (x1(t) - x2(t)) (x1(f) x x2(t))) .

Um die GroBe des Fehlers zu bestimmen, wird der Winkel der beiden
Gelenkvektoren um die zu x;(t) und x2(t) senkrechte Achse verwendet.
Dieser Winkel wird anschlieffend mit seiner normierten Drehachse multi-
pliziert und auf die durch y und z definierte Ebene projiziert. Wenn die
beiden Gelenkvektoren x;(¢) und x3(t) einen Winkel von 180 Grad haben,
wird das Kreuzprodukt und damit die Drehachse Null. In diesem Fall
wird ein beliebiger normierter Richtungsvektor in der Projektionsebene
als Drehachse verwendet, um den Positionsfehler zu bestimmen.

Damit die beiden Korper im zweidimensionalen Raum des Basisgelenks
die gleiche Winkelgeschwindigkeit haben, wird die Differenz der Geschwin-
digkeiten auf die definierte Ebene projiziert. Dadurch ergibt sich die
Geschwindigkeitsbedingung dieses Gelenks:

C(wl,wg) =P (WQ —wl) =0 (37)
und der zugehorige Geschwindigkeitsfehler zu einem Zeitpunkt ¢:

ev(t) = P(t) (wa(t) — wi(t))- (3.8)

Das letzte Basisgelenk mit einer Rotationsbedingung blockiert einen rota-
torischen Freiheitsgrad der verbundenen Korper. Dies bedeutet, dass sich
die Korper relativ zueinander frei bewegen diirfen, die relative Rotation
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allerdings auf zwei Achsen beschriankt ist. Fiir die Simulation wird das
Basisgelenk durch zwei linear unabhéngige, normierte Vektoren definiert.
Diese bestimmen die beiden Rotationsachsen des Gelenks. Einer der Vek-
toren wird dem ersten Korper als normierter Gelenkvektor hinzugefiigt,
der andere Vektor dem zweiten Korper. Sei x der erste Gelenkvektor und
y der zweite. Der Winkel a zwischen den beiden Vektoren wird wie folgt
berechnet:
a = arccos(x - y).

Dieser Winkel gibt die Rotation um die verbleibende Achse des Systems
an. Dies ist genau die Achse, fiir die das Gelenk den Freiheitsgrad entfernt.
Das bedeutet, dass die Rotation um diese Achse wihrend der gesamten
Simulation konstant bleiben muss. Eine entsprechende Zwangsbedingung
kann mit Hilfe der folgenden Funktion formuliert werden:

C(X7Y) :Ol—OZOZ(),

wobei ag der Rotationswinkel zu Anfang der Simulation ist. Der Positions-
fehler fiir das dritte Basisgelenk mit einer Rotationsbedingung wird mit
Hilfe dieser Bedingung bestimmt:

€pos(t) = a(t) — ap.

Die Geschwindigkeitsbedingung dieses Basisgelenks ist durch die Glei-
chung 3.7 gegeben, wobei eine andere Projektionsmatrix benétigt wird.
Diese Projektionsmatrix muss die Bedingung auf den eindimensionalen
Raum des Gelenks projizieren. Das Basisgelenk entfernt einen Rotations-
freiheitsgrad aus dem Mehrkorpersystem. Die zugehorige Drehachse ist
bestimmt durch:

Z=XXY.

Mit dieser Achse kann analog zu den anderen Basisgelenken die Projekti-
onsmatrix definiert werden:

P= (zT) e R'*3.

Durch diese Projektionsmatrix wird die Bedingungsgleichung eindimensio-
nal. Aulerdem kann durch Einsetzen der Matrix in die Gleichung 3.8 der
Geschwindigkeitsfehler bestimmt werden.

Die Positionsbedingung der Basisgelenke mit einer Rotationsbedingung
wird analog zu den Gelenken mit Translationsbedingung simuliert. Zu-
néichst muss der Positionsfehler nach dem Simulationsschritt fiir den Zeit-
punkt ¢ 4+ h berechnet werden. Beim ersten Gelenk miissen dafiir die
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Einheitsquaternionen der beiden Korper fiir diesen Zeitpunkt durch Inte-
gration der Differentialgleichung 2.4 bestimmt werden. Fiir die anderen
zwei Gelenke werden die Richtungen der jeweiligen Gelenkvektoren zum
Zeitpunkt ¢ + h bendtigt. Durch numerische Integration der Gleichung 3.3
konnen diese Richtungen bestimmt werden.

Die Geschwindigkeitsinderung, die notig ist, um den Positionsfehler in-
nerhalb eines Zeitschrittes der Lénge h zu korrigieren, wird mit der Glei-
chung 3.4 berechnet. Dadurch ergibt sich fiir die Geschwindigkeitsinderung
bei den Positionsbedingungen aller Basisgelenke eine einheitliche Form.
Bei den Gelenken mit einer Rotationsbedingung muss ein Drehimpuls
1 € R™ berechnet werden, der diese Geschwindigkeitsinderung bewirkt.
Dabei ist n die Anzahl der Freiheitsgrade, die durch das jeweilige Gelenk
entfernt wird. Dieser Drehimpuls muss auflerdem auf beide Koérper in
entgegengesetzte Richtungen angewendet werden, um die Impulserhaltung
des Systems zu gewéhrleisten. Das Gleichungssystem fiir den gesuchten
Drehimpuls kann mit Hilfe der Matrix Ly, (siehe Abschnitt 2.4) des ersten
und des zweiten Korpers aufgestellt werden:

PL,PT1-PL,PT (-1) = Av.

Durch die Definition der Matrix L = L; + Lo wird das Gleichungssystem
zusammengefasst zu:

PLP 1= Av. (3.9)

Die Matrix L hat die gleichen guten Eigenschaften, wie die Matrix K.
Sie ist konstant fiir einen Zeitpunkt ¢, symmetrisch, positiv definit und
reguliir. Damit hat auch die Matrix P LP7 diese Eigenschaften (Beweis
in [Ben07a]). Daraus folgt, dass die Gleichung 3.9 fiir den Drehimpuls 1
durch die Inversion dieser Matrix gelost werden kann. Der Drehimpuls muss
zum Zeitpunkt ¢ auf die beiden Korper in entgegengesetzte Richtungen
angewendet werden, um die Zwangsbedingung des Gelenks zu erfiillen.
Da der resultierende Drehimpuls die Dimension n hat, muss er zunéchst
in den dreidimensionalen Raum transformiert werden. Dafiir wird die
Projektionsmatrix des jeweiligen Basisgelenks benétigt:

'=pP"L

Anschliefend wird mit Gleichung 2.8 bestimmt, wie sich die Winkelge-
schwindigkeiten der beiden verbundenen Koérper dndern, wenn der be-
rechnete Drehimpuls auf sie einwirkt. Diese Geschwindigkeitséinderung
fithrt dazu, dass der Fehler epos reduziert wird (Beweis in [Ben07a]). In
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einem iterativen Prozess werden weitere Korrekturimpulse berechnet, bis
der Fehler kleiner als ein vorgegebener Toleranzwert ist. Dieser Prozess
konvergiert zu der physikalisch korrekten Losung, wenn die Zeitschrittweite
gegen Null geht.

Nachdem ein Simulationsschritt unter Beriicksichtigung der Positionsbe-
dingungen durchgefiihrt wurde, sind im Allgemeinen die Geschwindig-
keitsbedingungen der Gelenke nicht mehr erfiillt. Da alle Geschwindig-
keitsbedingungen der Basisgelenke mit einer Rotationsbedingung durch
die Gleichung 3.7 beschrieben werden kénnen, ergibt sich auch fiir die
benétigte Anderung der Winkelgeschwindigkeiten eine einheitliche Form:

Av =ey(t) = P(t) (w2(t) — wi(t)). (3.10)

Mit dieser Geschwindigkeitsédnderung kann fiir jedes Basisgelenk mit Rota-
tionsbedingung durch die Gleichung 3.9 ein Drehimpuls berechnet werden,
der dazu fiihrt, dass die Geschwindigkeitsbedingung zwischen den ver-
bundenen Koérpern erfiillt wird. Dieser Impuls wird in entgegengesetzte
Richtungen auf die Kérper angewendet, so dass die Impulserhaltung des
Systems gewihrleistet ist. Die resultierende Geschwindigkeitsédnderung
fithrt dazu, dass die Bedingung exakt erfiillt wird. Bei den Geschwindig-
keitsbedingungen wird im Gegensatz zu den Positionsbedingungen keine
Approximation von Av bendétigt, da der Wert genau bestimmt werden
kann. Aus diesem Grund ist bei dieser Art von Bedingungen kein iterativer
Prozess zur Bestimmung der exakten Losung notwendig.

3.2.2. Mechanische Gelenke

Im letzten Abschnitt wurden sechs verschiedene Basisgelenke vorgestellt,
die unterschiedliche Freiheitsgrade zwischen zwei Kérpern entfernen. Die
meisten dieser Basisgelenke kénnen nicht direkt fiir die Simulation eines
realen, mechanischen Gelenks eingesetzt werden. Sie dienen in dieser Arbeit
vielmehr als einfache Ausgangsbasis fiir die Konstruktion komplexerer,
mechanischer Gelenke. In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass durch
eine einfache Erweiterung oder die Kombination mehrerer Basisgelenke
jedes denkbare mechanische Gelenk in der Simulation realisiert werden
kann. Dadurch reicht es fiir die dynamische Simulation vollkommen aus,
wenn sie die vorgestellten Basisgelenke beherrscht.

Im Folgenden werden die wichtigsten mechanischen Gelenke vorgestellt und
beschrieben, wie sie mit Hilfe der Basisgelenke simuliert werden kénnen.
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Abbildung 3.3.: Ein Kugelgelenk beschrankt die relative Verschiebung der ver-
bundenen Korper, aber nicht deren Rotationsbewegung.

Abbildung 3.4.: Durch ein Kugelschienengelenk wird die relative Translations-
bewegung der beiden verbundenen Koérper auf eine Gerade bzw. eine Kurve
beschrankt.

e Kugelgelenk: Ein Kugelgelenk (siehe Abbildung 3.3) verbindet

zwei Korper in einem Punkt, um den sie frei rotieren kénnen. Das
erste Basisgelenk mit einer Translationsbedingung entfernt alle drei
translatorischen Freiheitsgrade in einem Gelenkpunkt. Dieses Gelenk
kann daher direkt als Kugelgelenk in der Simulation verwendet
werden.

Kugelschienengelenk: Ein Kugelschienengelenk (siehe Abbil-
dung 3.4) ist ein Kugelgelenk, das sich zusétzlich frei auf einer
Schiene bewegen kann. Dadurch werden im Gegensatz zum Kugelge-
lenk nur zwei translatorische Freiheitsgrade entfernt. Dies kann mit
dem zweiten Basisgelenk mit Translationsbedingung realisiert werden.
Allerdings kann das Basisgelenk in der Form, in der es vorgestellt
wurde, nicht direkt verwendet werden. Fiir eine genaue Simulation
miissen die beiden Punkte, auf die die Korrekturimpulse wirken,
in der festgelegten Projektionsebene des Gelenkfehlers liegen. Der
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Abbildung 3.5.: Ein Kugelebenengelenk beschrinkt die relative Translationsbe-
wegung der verbundenen Kérper auf eine Ebene bzw. eine gekriimmte Fliche.

Gelenkpunkt b des zweiten Koérpers liegt bereits in dieser Ebene,
wihrend der Gelenkpunkt a des ersten Korpers nur dazu dient, die
Gerade der Schiene zu definieren. Der gesuchte Punkt ergibt sich
durch den Schnitt der Schienengerade mit der Projektionsebene. Dies
ist genau der Lotpunkt von b auf der Geraden im ersten Korper.
Wenn in jedem Simulationsschritt der Punkt a in diesen Lotpunkt
verschoben wird, kann das Kugelschienengelenk durch das zweite
Basisgelenk mit Translationsbedingung simuliert werden.

Die Schiene des Gelenks kann auch durch eine Kurve definiert sein,
solange in jedem Punkt die Tangente bestimmt werden kann. In
jedem Simulationsschritt wird dann senkrecht zu dieser Tangente die
Projektionsmatrix fiir das Basisgelenk mit Translationsbedingung
bestimmt. Mit dieser Erweiterung des Basisgelenks kénnen sich die
verbundenen Korper auf einer Kurve frei bewegen.

¢ Kugelebenengelenk: Das Kugelebenengelenk (siehe Abbildung 3.5)
ist ein Kugelgelenk, das sich in einer Ebene frei bewegen darf. Dieses
Gelenk entfernt einen translatorischen Freiheitsgrad zwischen den
verbundenen Koérpern. Es kann mit Hilfe des dritten Basisgelenks mit
Translationsbedingung simuliert werden, wobei (analog zum Kugel-
schienengelenk) der erste Gelenkpunkt, der den Aufpunkt der Ebene
definiert, auf die Projektionsgerade durch den zweiten Gelenkpunkt
verschoben werden muss. Dafiir wird der Lotpunkt des zweiten Ge-
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Abbildung 3.6.: Ein Drehgelenk erlaubt den verbundenen Kérpern eine Rotati-
onsbewegung um eine Achse.

lenkpunktes auf der Ebene bestimmt. Wenn der erste Gelenkpunkt
auf diesen Lotpunkt verschoben wird, liegen beide Gelenkpunkte im
eindimensionalen Raum, in dem der Positions- bzw. Geschwindig-
keitsfehler korrigiert werden soll. Da die Punkte in diesem Raum
liegen, kénnen die Korrekturimpulse angewendet werden, ohne die
restlichen Freiheitsgrade zu beeinflussen.

Die Bewegung des Gelenkpunktes kann nicht nur auf eine Ebene,
sondern auch auf jede gekriimmte Fliache beschrinkt werden. Es muss
nur die Voraussetzung erfiillt sein, dass in jedem Punkt der Fléche
die zugehorige Normale bestimmt werden kann. Diese Normale wird
dann fiir die Projektion des Gelenkfehlers eingesetzt.

Drehgelenk: Ein Drehgelenk (siehe Abbildung 3.6) erlaubt den
beiden verbundenen Korpern eine relative Rotation um eine Achse.
Damit bleibt zwischen den beiden Koérpern nur ein rotatorischer
Freiheitsgrad erhalten. Alle anderen Freiheitsgrade miissen durch
das Gelenk entfernt werden. Dies wird durch die Kombination von
zwei Basisgelenken simuliert. Um die drei translatorischen Freiheits-
grade aus dem System zu entfernen, wird das erste Basisgelenk mit
Translationsbedingung eingesetzt. Die beiden rotatorischen Freiheits-
grade konnen durch das zweite Basisgelenk mit Rotationsbedingung
entfernt werden. Durch dieses Gelenk wird auch die Drehachse des
Drehgelenks definiert. Insgesamt werden durch die Kombination die
gewiinschten fiinf Freiheitsgrade aus dem System entfernt.
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Diese Kombination von Basisgelenken ist allerdings nicht die einzige
Moglichkeit, ein Drehgelenk zu simulieren. Eine weitere Moglich-
keit ergibt sich, indem man das erste und das zweite Basisgelenk
mit Translationsbedingung kombiniert. Dabei muss der gemeinsa-
me Punkt des ersten Gelenks auf der Geraden des zweiten Gelenks
liegen. Die Gerade definiert dann die Drehachse des Gelenks. Da
die beiden Gelenke wihrend der Simulation einen festen Abstand
zueinander haben, bleibt zwischen den verbundenen Kérpern nur ein
Rotationsfreiheitsgrad iibrig.

Dieses Beispiel soll zeigen, dass es bei komplexen Gelenken unter
Umsténden auch mehrere Moglichkeiten fiir ihre Umsetzung in der
Simulation gibt. In diesem Fall wére die zweite Moglichkeit zu be-
vorzugen, da fiir das zweite Basisgelenk mit Rotationsbedingung ein
hoherer Rechenaufwand benotigt wird als fiir das zweite Basisgelenk
mit Translationsbedingung.

e Drehmotor: Motoren werden in der Simulation hidufig verwendet,
um die Korper in der Simulation zu bewegen oder um ihre Bewegung
zu kontrollieren. Ein Drehmotor stellt fiir die Simulation eine Erwei-
terung des Drehgelenks dar. Die beiden verbundenen Korper diirfen
sich wie beim Drehgelenk genau um eine gemeinsame Achse drehen.
Zusatzlich wirken externe Drehmomente auf die verbundenen Kérper,
um deren Rotationsbewegung um die Drehachse zu beschleunigen
bzw. abzubremsen. Die beiden Drehmomente, die auf die Korper
wirken, miissen gleich grof sein und in entgegengesetzte Richtungen
zeigen, damit die Energieerhaltung des Systems gewéhrleistet werden
kann.

Solange die Grofle der Drehmomente konstant bleibt, kann die Dreh-
bewegung nur beschleunigt oder verlangsamt werden. Um einen be-
stimmten Winkel oder eine Geschwindigkeit beizubehalten, wird ein
Regler bendtigt. Dafiir kann z. B. ein PID-Regler [AH95] eingesetzt
werden. Durch einen Regelkreis wird sténdig ein neues Drehmoment
berechnet, dessen Grofle abhiingig vom aktuellen Zustand und vom
Sollzustand des Gelenks ist. Dabei muss beachtet werden, dass jeder
Drehmotor nur ein beschrinktes Drehmoment pro Simulationsschritt
zur Verfiigung hat.

e Schienengelenk: Bei einem Schienengelenk bewegen sich die beiden
verbundenen Korper entlang einer Schiene. Die verbundenen Kor-
per diirfen sich relativ zueinander nicht drehen. Ein Schienengelenk
entfernt daher fiinf Freiheitsgrade aus dem System: drei rotatorische
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und zwei translatorische. Durch eine Kombination des Kugelschie-
nengelenks und des ersten Basisgelenks mit Rotationsbedingung
kann dieser Gelenktyp in der Simulation realisiert werden. Da das
Kugelschienengelenk die Erweiterung eines Basisgelenks ist, kann
auch das Schienengelenk auf eine Kombination von Basisgelenken
zuriickgefithrt werden.

Das Schienengelenk kann wie das Kugelschienengelenk auch durch
eine Kurve definiert werden. Die beiden verbundenen Korper kénnen
sich dann frei auf dieser Kurve bewegen. Die Kurve muss in jedem
Punkt differenzierbar sein, damit die entsprechende Projektionsma-
trix fiir die Berechnung der Impulse bestimmt werden kann.

Linearmotor: Ein Linearmotor bewegt zwei Koérper mit Hilfe von
externen Kréften auf einer Schiene. Die beiden verbundenen Koérper
diirfen sich relativ zueinander nicht drehen. Daher wird ein solcher
Motor in der Simulation durch eine Erweiterung des Schienengelenks
realisiert. Zum Beschleunigen bzw. Abbremsen der Korper entlang
der Schiene wirken gleich grofle externe Kréfte in entgegengesetzte
Richtungen auf die beiden Korper. Da die Summe der Kréfte Null
ergibt, bleibt die Energie des Systems erhalten.

Um eine bestimmte Position oder Geschwindigkeit zu erreichen, wird
wie beim Drehmotor ein Regler benétigt. Durch den Regelkreis wird
in regelméfigen Abstdnden eine neue externe Kraft berechnet, um
in einen gewiinschten Sollzustand zu kommen. Diese Kraft darf die
maximale Kraft des Motors nicht iibersteigen.

Kardangelenk: Durch ein Kardangelenk (es wird oft auch als Kreuz-
gelenk bezeichnet) kann ein Drehmoment auf eine Achse mit einer
anderen Richtung iibertragen werden. Dieses Gelenk entfernt alle
drei translatorischen Freiheitsgrade und einen rotatorischen Freiheits-
grad zwischen den verbundenen Koérpern. Das bedeutet, dass sich
die beiden Korper relativ zueinander um zwei unabhéngige Achsen
drehen koénnen, wihrend ihre relative Translation konstant bleibt.
Fiir die Simulation dieses Gelenktyps wird das erste Basisgelenk
mit Translationsbedingung mit dem dritten Basisgelenk mit Ro-
tationsbedingung kombiniert. Das erste Gelenk definiert dabei die
Position des Kardangelenks, wihrend das zweite Gelenk die beiden
Rotationsachsen festlegt.

Fixierung: Eine Fixierung befestigt einen Korper an einem anderen
und entfernt dabei alle Freiheitsgrade zwischen den Koérpern. Ein
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solches Gelenk wird eingesetzt, um temporér einen Kérper an einen
anderen zu binden. Fiir eine dauerhafte Verbindung sollten beide
Korper zu einem einzigen Korper zusammengefasst werden, da dies
in der Simulation weniger Rechenzeit in Anspruch nimmt. Die Fi-
xierung kann auf verschiedene Arten realisiert werden. Durch die
Kombination des jeweils ersten Basisgelenks mit Translations- bzw.
Rotationsbedingung werden alle Freiheitsgrade zwischen den Kor-
pern entfernt. Eine andere Moglichkeit der Umsetzung besteht darin,
die Korper mit den drei Basisgelenken mit Translationsbedingung
an drei linear unabhéngigen Punkten zu verbinden.

Die hier vorgestellten Gelenke sollen demonstrieren, dass sich jedes denkba-
re Gelenk mit Hilfe der Basisgelenke realisieren léasst. Mit diesem Konzept
konnen durchaus noch weitere Gelenktypen simuliert werden, die in diesem
Abschnitt nicht vorgestellt wurden.

3.2.3. Hilfsgelenke

Die vorgestellten mechanischen Gelenke und die Basisgelenke definieren
jeweils eine Zwangsbedingung fiir die Positionen der verbundenen Koérper
und eine fiir ihre Geschwindigkeiten. Diese Art von Gelenken entfernt
permanent Freiheitsgrade aus dem simulierten Mehrkorpersystem. Der
Begriff Hilfsgelenk wird in dieser Arbeit fiir Verbindungen verwendet, mit
denen die Bewegung der Korper in der Simulation kontrolliert werden
kann, die aber in der Realitét nicht existieren.

3.2.3.1. Hilfsgelenke mit Geschwindigkeitsbedingung

In diesem Abschnitt werden Verbindungen vorgestellt, die keine Positions-
bedingung haben, sondern nur eine Geschwindigkeitsbedingung in Form
einer impliziten Gleichung:

C(v,w,t) =0.

Durch eine Geschwindigkeitsbedingung l&sst sich kein reales Gelenk simulie-
ren. Allerdings wird durch die Geschwindigkeitsbedingung eine Verbindung
zwischen zwei Korpern definiert. Durch diese Verbindung kann die Ge-
schwindigkeit eines Kérpers durch einen anderen kontrolliert werden. Mit
der folgenden Bedingung kann z.B. ein Kérper dazu gebracht werden,
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dass er die gleiche translatorische Geschwindigkeit hat, wie ein zweiter
Korper:
C(v,t)=vy —va=0.

Dadurch kann ein dynamischer Kérper in der Simulation mit einem Hilfs-
korper verbunden werden, dessen Position mit Hilfe der Maus manipuliert
wird. Die Geschwindigkeit des Hilfskorpers wird dabei anhand der Mausbe-
wegung berechnet. Bei der Berechnung der Korrekturimpulse werden auf-
tretende Konflikte mit konkurrierenden Zwangsbedingungen automatisch
aufgelost. Dies bedeutet, dass ein Korper in der Simulation manipuliert
werden kann und dabei auch alle Gelenke des Modells sowie Kollisionen
und Kontakte beriicksichtigt werden. Stellt man eine analoge Zwangsbe-
dingung fiir die Winkelgeschwindigkeiten der Korper auf, dann kann auch
deren Rotationsbewegung manipuliert werden. Diese Verbindungen kénnen
somit zur Interaktion des Benutzers mit den Korpern in der Simulation
verwendet werden.

3.2.3.2. Hilfsgelenke mit Positionsbedingung

Ein Hilfsgelenk mit Positionsbedingung ermdoglicht die Kontrolle {iber die
Position und Rotation eines Korpers mit Hilfe einer impliziten Bedingungs-

gleichung der Form:
C(a,b) =0,

wobei a und b die Gelenkpunkte in den verbundenen Kérpern sind. Aller-
dings konnen Konflikte bei konkurrierenden Positionsbedingungen nicht
direkt aufgelost werden. Ein solcher Konflikt entsteht zum Beispiel, wenn
ein Korper durch eine Positionsbedingung dem Mauszeiger (bzw. einem
Hilfskorper) folgen soll, dies aber durch eine Kollision verhindert wird. Der
Konflikt kann aufgelost werden, wenn der Korrekturimpuls des Hilfsgelenks
fiir einen Simulationsschritt beschrinkt wird. Uberschreitet der berechnete
Korrekturimpuls des Hilfsgelenks eine maximale Lénge pyax, dann wird er
entsprechend verkleinert:

f) L {pmax . % falls |p| > Pmax

P sonst.

Diese Beschrankung des Korrekturimpulses fithrt dazu, dass die Positions-
bedingung u. U. nicht in einem Simulationsschritt erfillt wird. Allerdings
wird in jedem weiteren Simulationsschritt ein neuer Impuls berechnet
und angewendet, der den Fehler verkleinert. Damit folgt der Kérper dem



3.3 Mehrkorpersysteme 53

Mauszeiger bis die Bedingung exakt erfiillt ist, soweit dies nicht durch eine
konkurrierende Zwangsbedingung verhindert wird.

3.3. Mehrkorpersysteme

Im letzten Abschnitt wurde beschrieben, wie mit Hilfe von Zwangsbedingun-
gen verschiedene Basisgelenke simuliert werden. Komplexere mechanische
Gelenke konnen durch Kombination bzw. Erweiterung dieser Basisgelenke
realisiert werden. Dabei wurde bisher nur ein System mit zwei Korpern
und einer Verbindung betrachtet. Die Verbindung in diesem einfachen
Mehrkoérpersystem kann wie beschrieben direkt mit Hilfe von Impulsen
simuliert werden. Bei einem komplexeren Mehrkorpersystem mit vielen
Gelenken kann es Abhéngigkeiten zwischen den Gelenken geben. Diese
miissen bei der Simulation beriicksichtigt werden. Eine Abhéngigkeit tritt
genau dann auf, wenn ein Korper mit mehr als einem anderen Korper
verbunden ist. Die Korrekturimpulse, die fiir die zugehotrigen Gelenke
berechnet werden, beeinflussen sich in diesem Fall gegenseitig, da die
Gelenke einen gemeinsamen Korper haben. Im Folgenden werden verschie-
dene Verfahren vorgestellt, um die Impulse in Mehrkorpersystemen mit
Abhéngigkeiten zu bestimmen. Zunédchst wird ein einfaches iteratives Ver-
fahren priisentiert [BFS05]. Danach wird gezeigt, wie die Abhiingigkeiten
im System durch ein lineares Gleichungssystem beschrieben werden kon-
nen [BS06b]. Dies ist vor allem fiir sehr komplexe Modelle von Interesse. Bei
Modellen ohne Zyklen in der Gelenkstruktur kann dieses Gleichungssystem
sogar mit dem optimalen Zeit- und Speicheraufwand von O(n) gelost wer-
den [Ben07b]. Dafiir wird eine Umformung des Gleichungssystems in eine
diinn besetzte Formulierung benotigt. Alle Verfahren, die hier vorgestellt
werden, werden im Abschnitt 3.6 miteinander verglichen.

3.3.1. Iteratives Verfahren
3.3.1.1. Beschreibung des Verfahrens

Beim iterativen Verfahren werden die Abhéngigkeiten der verschiedenen
Zwangsbedingungen im Mehrkorpersystem durch einen iterativen Prozess
aufgelost. Die genaue Vorgehensweise des iterativen Verfahrens wird durch
Algorithmus 3.2 beschrieben.
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simulationStep(to)

Eingabe: Positionsbedingungen C*°* = {C{*, ..., C}**}
Geschwindigkeitsbedingungen CV®! = {C‘O’el, e C}’,fl}
Korper K = {ko, ..., kn}
1: // Korrektur der Positionsbedingungen

2: repeat

3 AlleBedingungenkErfiillt := true

4 fori=0tol

5: Bestimme CY®(¢g + h) durch Integration (Vorschau)

6: if CY*®(to + h) ist nicht erfiillt

7: Bestimmung eines Korrekturimpulses bzw. -drehimpulses
8 Berechnung der neuen Geschwindigkeiten zum Zeitpunkt to
9: AlleBedingungenkErfiillt := false

10: end if

11: end for

12: until AlleBedingungenErfiillt = true

13:

14: // Zeitschritt von to nach to + h
15: fori=0ton

16: Integration des Korperzustandes von Korper k;

17: end for

18:

19: // Korrektur der Geschwindigkeitsbedingungen

20: repeat

21: AlleBedingungenkErfiillt := true

22: fori=0tom

23: if CY®'(to + h) ist nicht erfiillt

24: Bestimmung eines Korrekturimpulses bzw. -drehimpulses
25: Berechnung der neuen Geschwindigkeiten zum Zeitpunkt to + h
26: AlleBedingungenErfiillt := false

27: end if

28: end for

29: until AlleBedingungenErfiillt = true

Algorithmus 3.2: Der Algorithmus beschreibt einen Simulationsschritt mit dem
iterativen Verfahren unter Beriicksichtigung der Positions- und Geschwindig-
keitsbedingungen

Bevor ein Zeitschritt durchgefithrt werden kann, muss sichergestellt sein,
dass nach dem Schritt die Positionsbedingungen erfiillt werden. Um dies
zu gewéhrleisten, wird fiir jede Bedingung zunéchst eine Vorschau berech-
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net. Dabei wird die Bedingungsfunktion fiir das Ende des Zeitschrittes
zum Zeitpunkt ¢y + h ausgewertet. Dafiir miissen die Gelenkpunkte und
-vektoren des zugehorigen Gelenks iiber die Zeit integriert werden. Die neue
Richtung eines Gelenkvektors wird durch Integration der Differentialglei-
chung 3.3 bestimmt. Auf die gleiche Weise kann auch die neue Richtung des
Vektors vom Schwerpunkt eines Korpers zu seinem Gelenkpunkt berechnet
werden. Die neue Position des Schwerpunktes wird mit Gleichung 2.2 be-
stimmt. Addiert man die neue Position des Schwerpunkts und den neuen
Richtungsvektor, dann bekommt man die neue Position des zugehorigen
Gelenkpunktes. Auf diese Weise kann der Gelenkzustand zum Zeitpunkt
to + h bestimmt werden.

Bei der Vorschau des Gelenkzustands wird keine der Zwangsbedingungen
im Modell beriicksichtigt. Daher fiihrt die Vorschau im Allgemeinen zu
einem ungiiltigen Zustand. Allerdings kann auf diese Weise der Positionsfeh-
ler, der wiahrend des Zeitschritts entsteht, mit Hilfe der Bedingungsfunktion
bestimmt werden. Mit diesem Positionsfehler wird anschliefend ein Korrek-
turimpuls bzw. -drehimpuls fiir das zugehorige Basisgelenk berechnet. Die
genaue Berechnung des Impulses wird in Abschnitt 3.2 beschrieben. Der
berechnete Impuls wird am Anfang des Simulationsschritts zum Zeitpunkt
to auf die beiden verbundenen Kérper angewendet. Dadurch &ndern sich die
Geschwindigkeiten der Korper. Durch die verdnderten Geschwindigkeiten
wird der Positionsfehler nach dem Schritt reduziert.

Beim iterativen Verfahren wird bei jeder Iteration fiir jedes Basisgelenk
maximal ein Impuls bestimmt und angewendet. Die vollstdndige Korrektur
eines Gelenks in einem Iterationsschritt ist aufgrund der Abhéngigkeiten im
Mehrkorpersystem nicht sinnvoll. Da die Abhéngigkeiten beim iterativen
Verfahren nicht explizit beriicksichtigt werden, kann es passieren, dass ein
bereits korrigiertes Gelenk wieder aufgerissen wird. Der iterative Prozess
endet, wenn alle Zwangsbedingungen des Mehrkorpersystems innerhalb
einer vorgegebenen Toleranz erfiillt sind.

Nachdem der Prozess beendet wurde, sind alle Positionsbedingungen in der
Vorschau erfiillt. Dies bedeutet, dass jetzt ein Zeitschritt von tg nach to+h
fiir die Korper durchgefiihrt werden kann und die Zwangsbedingungen am
Ende des Schrittes erfiillt werden. Bei diesem Zeitschritt werden die neuen
Positionen und Geschwindigkeiten aller Kérper mit Hilfe der Gleichungen
2.1 bis 2.4 bestimmt. Nach dem Schritt sind alle Positionsbedingungen des
Systems aufgrund der berechneten Korrekturimpulse erfiillt.

Die Geschwindigkeitsbedingungen des Mehrkorpersystems sind im Allge-
meinen nach dem Schritt nicht erfiillt. Dies wird mit Hilfe von Impulsen
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korrigiert, um einen giiltigen Zustand des Systems herzustellen. Bei der
Korrektur der Geschwindigkeitsbedingungen wird keine Vorschau bens-
tigt, da ein Impuls die Geschwindigkeit eines Korpers verdndert, ohne
dass Zeit vergeht. Die Korrekturimpulse werden in einem iterativen Pro-
zess bestimmt. In jedem Iterationsschritt wird fiir jedes Gelenk, dessen
Geschwindigkeitsbedingung nicht erfiillt ist, ein Impuls berechnet und
angewendet. Die Berechnung dieses Impulses wird in Abschnitt 3.2 genau
beschrieben. Die bewirkte Geschwindigkeitsdnderung der verbundenen
Korper fithrt dazu, dass die Bedingung sofort exakt erfiillt wird. Trotz-
dem wird ein iterativer Prozess zur Berechnung der Impulse benétigt, da
die Abh#ngigkeiten zwischen den verschiedenen Bedingungen aufgelGst
werden miissen. Nachdem alle Abhéngigkeiten aufgelost sind, befindet
sich das Mehrkorpersystem in einem neuen giiltigen Zustand, in dem alle
vorgegebenen Zwangsbedingungen erfiillt sind.

Das iterative Verfahren, das in diesem Abschnitt beschrieben wurde, kon-
vergiert gegen die physikalisch korrekte Losung, wenn die Zeitschrittweite
gegen Null geht. Die Konvergenz dieses Verfahrens wurde in [SBP05b]
bewiesen.

3.3.1.2. Eigenschaften des Verfahrens

Genauigkeit Die Genauigkeit des iterativen Verfahrens héngt zum einen
von den verwendeten Toleranzwerten bei der Berechnung der Korrektur-
impulse ab, zum anderen ist auch der numerische Fehler des verwendeten
Integrationsverfahrens von Bedeutung. Durch die vorgegebenen Toleranz-
werte kann direkt der maximale Fehler, der bei einer Zwangsbedingung
auftritt, bestimmt werden. Je kleiner die Toleranzwerte sind, umso genauer
wird die Simulation und umso mehr Iterationsschritte werden benétigt. Die
Toleranzwerte haben daher bei diesem Verfahren einen sehr grofien Einfluss
auf die Geschwindigkeit der Simulation. In [SBP05a, SB05] wurde gezeigt,
dass das urspriingliche iterative Verfahren einen numerischen Fehler von
O(h?) hat. Weiterhin wird gezeigt, dass es moglich ist, mit dem iterativen
Verfahren eine hohere Genauigkeitsordnung zu erreichen, wenn man die
Impulse mit einem Mehrschritt-Verfahren bestimmt.

Geschwindigkeit Das iterative Verfahren berechnet die Korrekturim-
pulse fiir einen Simulationsschritt in zwei unabhéngigen Schleifen. Der
Iterationsprozess endet in beiden Fillen, wenn alle betroffenen Bedingungen
innerhalb einer vorgegebenen Toleranz erfiillt sind. Die Rechenzeit, die fiir
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einen Simulationsschritt benttigt wird, hdangt damit direkt von den beiden
Toleranzwerten fiir die Positions- und die Geschwindigkeitsbedingungen ab.
Insgesamt arbeitet das Verfahren sehr schnell, da jeder Korrekturimpuls
durch die Losung einer einfachen, maximal dreidimensionalen Gleichung
berechnet werden kann. Diese Gleichung wird durch die Invertierung einer
reguldren Matrix gelost, wobei die Inverse iiber den gesamten Iterationspro-
zess konstant bleibt. Aulerdem wird fiir die Geschwindigkeitsbedingungen
im aktuellen Simulationsschritt und die Positionsbedingungen im néchsten
Schritt die gleiche Inverse ben6tigt. Daher muss sie fiir ein Gelenk in jedem
Simulationsschritt nur einmal bestimmt werden. Genaue Geschwindig-
keitsmessungen mit dem vorgestellten Verfahren werden in Abschnitt 3.6
préasentiert.

Stabilitdt Der impulsbasierte Ansatz erméglicht eine sehr stabile Si-
mulation von Mehrkorpersystemen. Der Grund dafiir ist, dass fiir jede
Positions- und Geschwindigkeitsbedingung ein giiltiger Zustand direkt
angesteuert wird. Bei der Simulation mit Lagrange-Multiplikatoren ist dies
zum Vergleich nicht der Fall, da jede Bedingung im Mehrkorpersystem
zunéchst in eine Bedingung fiir die Beschleunigungen der verbundenen
Korper transformiert wird. Erst mit den transformierten Bedingungen
kénnen die Lagrange-Multiplikatoren und damit auch die internen Kréfte
der Gelenke bestimmt werden. Allerdings kénnen auf diese Weise numeri-
sche Ungenauigkeiten bei der Integration nicht korrigiert werden. Daher
kann eine Simulation mit Lagrange-Multiplikatoren nicht ohne zusétzliches
Stabilisierungsverfahren durchgefiihrt werden. Beim impulsbasierten Ver-
fahren werden dagegen Geschwindigkeitsbedingungen durch Impulse exakt
aufgelost. Positionsbedingungen kénnen durch die verwendete Vorschau
innerhalb einer vorgegebenen Toleranz erfiillt werden. Dadurch werden
die Ungenauigkeiten der numerischen Integration ausgeglichen. In [SB05]
wurde gezeigt, dass das impulsbasierte Verfahren sogar als Stabilisierungs-
verfahren fiir die Methode der Lagrange-Multiplikatoren verwendet werden
kann.

Das impulsbasierte Verfahren kann sogar vollig zerstorte Modelle wieder
zusammensetzen. Dafiir muss der Gesamtimpuls, der in einem Iterations-
schritt auf ein Gelenk einwirkt, begrenzt werden. Andernfalls versucht das
Verfahren, alle Fehler innerhalb eines Zeitschrittes zu korrigieren. Bei sehr
groflen Fehlern wiirde dies zu sehr groflen Impulsen fiihren, welche wieder-
um numerische Probleme verursachen kénnen. Durch eine Begrenzung des
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Gesamtimpulses wird dieses Problem vermieden und ein zerstortes Modell
setzt sich {iber mehrere Zeitschritte wieder zusammen.

Simulation in Echtzeitanwendungen Wenn die dynamische Simula-
tion in einer Echtzeitanwendung zum Einsatz kommen soll, kann man sich
zu Nutze machen, dass der iterative Prozess jederzeit abgebrochen werden
kann. In einer solchen Anwendung ist eine maximale Zeitspanne vorgege-
ben, in der ein Simulationsschritt durchgefiihrt sein muss. Konvergiert die
Iterationsschleife bis zum Ende dieser Zeitspanne nicht, wird der Prozess
vorzeitig abgebrochen. Das Resultat erfiillt in diesem Fall zwar nicht die vor-
gegebenen Toleranzwerte, kann dafiir aber in der vorgegebenen Zeit erzielt
werden. Besonders bei Anwendungen wie Computerspielen ist dies eine sehr
wichtige Eigenschaft. Da die Berechnung der Korrekturimpulse vorzeitig
abgebrochen wird, entsteht ein Fehler, der gréfer ist als die vorgegebene
Toleranz. Allerdings beeintriachtigt dies die Stabilitéit der Simulation nicht,
da der Fehler im néchsten Simulationsschritt wieder ausgeglichen wird.
Durch den vorzeitigen Abbruch kénnen Situationen, in denen grofie Krifte
auf die Korper wirken und dadurch viele Iterationsschritte benttigen, ohne
Verzogerung simuliert werden. Ein vorzeitiger Abbruch der Iterationsschlei-
fe sollte nur in Ausnahmesituationen durchgefiihrt werden. Wenn bei der
Simulation eines Modells in jedem Schritt vorzeitig abgebrochen werden
muss, ist entweder das Modell zu komplex fiir eine Echtzeitsimulation oder
die Toleranzwerte wurden zu klein gewé&hlt.

Implementierung Das iterative Verfahren ist sehr einfach zu implemen-
tieren. Der Algorithmus 3.2 zeigt bereits grob, wie eine Implementierung
auszusehen hat. Fiir die Umsetzung wird zusétzlich noch ein numerisches
Integrationsverfahren benéttigt, wie z. B. das Runge-Kutta-Verfahren vier-
ter Ordnung [PFTV92]. Aulerdem muss fiir jedes Gelenk die Inverse einer
maximal dreidimensionalen reguldren, symmetrischen Matrix berechnet
werden. Sowohl das Integrationsverfahren als auch die Bestimmung der
Inversen kénnen mit wenig Implementierungsaufwand umgesetzt werden.

3.3.2. LGS-Verfahren

Das iterative Verfahren beriicksichtigt die Abhéngigkeiten zwischen den
Bedingungen im Mehrkorpersystem nicht direkt, sondern 16st sie durch
einen iterativen Prozess auf. Bei der Simulation von Modellen mit einer
komplexen Gelenkstruktur treten viele dieser Abhéngigkeiten auf. Ein
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solches Modell kann weit iiber hundert verschiedene Zwangsbedingungen
haben. Wenn Mehrkorpersysteme mit einer hohen Genauigkeit simuliert
werden sollen, miissen sehr kleine Toleranzwerte fiir die Positions- und
Geschwindigkeitsbedingungen verwendet werden. Dies fithrt dazu, dass
der iterative Prozess bei komplexen Modellen unter Umsténden sehr viele
Schritte benotigt bis er konvergiert. Dadurch verlangsamt sich die Si-
mulation. Aus diesem Grund wurde fiir die Simulation von komplexen
Mehrkorpersystemen ein weiteres Verfahren entwickelt, welches die Ab-
héngigkeiten im System berticksichtigt. Bei diesem Verfahren werden alle
Abhéngigkeiten zwischen den Gelenken mit Hilfe eines linearen Gleichungs-
systems beschrieben.

3.3.2.1. Beschreibung des Verfahrens

Es wurde gezeigt, dass alle mechanischen Gelenke durch eine Erweite-
rung oder Kombination der vorgestellten Basisgelenke simuliert werden
konnen. Daher miissen bei diesem Verfahren nur die Basisgelenke direkt
unterstiitzt werden. Die Basisgelenke sind unterteilt in zwei verschiedene
Arten. Zum einen gibt es die Gelenke mit einer Translationsbedingung
und zum anderen die mit einer Rotationsbedingung. Bei der Simulation
eines Mehrkorpersystems mit m = m; + m,. Basisgelenken bezeichnet m;,
die Anzahl der Gelenke der ersten Art und m, die Anzahl der zweiten
Art. Im Folgenden sei T' = {g1,. .., gm, } die Menge aller Basisgelenke mit
Translationsbedingung und R = {gpm,+1,--.,9m} die Menge aller Basisge-
lenke mit Rotationsbedingung. Die Menge aller I Koérper im System sei
gegeben durch K = {ki,...,k;}. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
wird davon ausgegangen, dass fiir die beiden Kérper k; und k;, die ein
Gelenk im System verbindet, i < j gilt. Diese Voraussetzung fithrt im
Folgenden zu einer Vereinfachung der benttigten Gleichungen.

Fiir ein Mehrkorpersystem, das nur Basisgelenke enthélt, soll ein linea-
res Gleichungssystem fiir die Berechnung der Korrekturimpulse fiir alle
Zwangsbedingungen aufgestellt werden. Dieses Gleichungssystem hat die
folgende Form:

Ax = Av,

wobei der Vektor Av die Geschwindigkeitsdifferenzen aller Gelenke enthilt,
die durch die Impulse x bewirkt werden sollen. Die Matrix A beschreibt,
wie die Impulse die Geschwindigkeiten der Korper verdndern.

Um einen ersten Ansatz fiir das Gleichungssystem zu bekommen, wird fiir
jede Zwangsbedingung die Gleichung 3.5 bzw. 3.9 aufgestellt, mit der ein



60 Kapitel 3: Simulation von Mehrkdrpersystemen

Korrekturimpuls berechnet wird. Die resultierenden Gleichungen werden
dann als Gleichungssystem formuliert:

P,D,PT 0 . 0 X1 Av,
0 P,D,PI . : x2 | | Av,
: - 0 : :
0 . 0 P,D,PL ) \xn Av,,

Mit Hilfe der Matrix D;, die wie folgt definiert ist:

D, — K., fallsg,eT
" Ly falls g; € R,
wird zwischen Gelenken mit Translations- und Rotationsbedingung unter-
schieden. Die Matrix P; bezeichnet die Projektionsmatrix des Gelenks g;.
Bei den Korrekturimpulsen ist ebenfalls eine Fallunterscheidung notwendig,
um zwischen Impulsen und Drehimpulsen zu differenzieren:

< — P falls g; € T
"1 falls g; € R.

Durch Losen dieses Systems konnen alle Korrekturimpulse gleichzeitig
bestimmt werden. Allerdings werden dabei noch nicht die Abh#ngigkeiten
zwischen den Gelenken beriicksichtigt.

Die Matrix A des Gleichungssystems ist eine Blockmatrix. Fiir jedes Ba-
sisgelenk hat sie genauso viele Zeilen und Spalten, wie Freiheitsgrade
durch das Gelenk aus dem System entfernt werden. Im Folgenden be-
zeichnet dim(g;) die Dimension des i-ten Gelenks. Daraus folgt, dass das
Gleichungssystem die Dimension n = ", dim(g;) hat.

Im ersten Ansatz sind von der Matrix A nur die Blocke auf der Diagonalen
mit Werten gefiillt. Ein Diagonalblock bestimmt, wie der Impuls eines
Gelenks die relative Geschwindigkeit seiner Korper verdndert. Um die
Abhéngigkeiten im Mehrkorpersystem zu beriicksichtigen, miissen weitere
Blocke abseits der Diagonalen eingefiigt werden. Allgemein muss ein Block
A, ; beschreiben, wie sich die relative Geschwindigkeit der Kérper des
i-ten Gelenks verdndert, wenn im j-ten Gelenk ein Korrekturimpuls wirkt.
Die Geschwindigkeitsinderung wird dabei im lokalen Koordinatensystem
des Gelenks g; berechnet, das die Dimension dim(g;) hat.
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Im Folgenden wird gezeigt, wie die fehlenden Blocke abseits der Diagona-
len definiert werden miissen. Aus den Eigenschaften eines Blocks in der
Matrix des Gleichungssystems ergibt sich, dass ein Block A; ; genau dann
eine Nullmatrix enthélt, wenn die Gelenke g; und g; keinen gemeinsamen
Korper haben. Daher ist das Gleichungssystem fiir die meisten Mehrkorper-
systeme diinnbesetzt. Dies hat den Vorteil, dass spezielle Losungsverfahren
fiir diinnbesetzte Gleichungssysteme verwendet werden kénnen, um die
Geschwindigkeit der Berechnung zu erhéhen. Ein solches Losungsverfahren
wird z. B. in Abschnitt 5.3 beschrieben. Haben zwei Gelenke mindestens
einen gemeinsamen Korper, dann besteht eine Abhéngigkeit zwischen den
Gelenken. Der Block A; ; soll in diesem Fall die Auswirkung des Impulses
von Gelenk g; auf das Gelenk g; beschreiben. Die Geschwindigkeitsén-
derung eines Korpers bei Einwirkung eines Impulses bzw. Drehimpulses
kann mit Hilfe der Matrizen aus Abschnitt 2.4 bestimmt werden. Bei den
Basisgelenken mit einer Translationsbedingung muss die Geschwindigkeits-
dinderung der Gelenkpunkte berechnet werden, wihrend bei den Gelenken
mit einer Rotationsbedingung die Anderung der relativen Winkelgeschwin-
digkeit der verbundenen Korper von Interesse ist. Diese Fallunterscheidung
wird durch die folgende Matrix beschrieben:

K., fallsg;,g;€T
Ly falls gi,9; € R
Wi fallsgge RAg; €T
U, fallsg; €T Ag; €R.

Bijr=

Dabei bezeichnet k den gemeinsamen Kérper der beiden Gelenke g; und g;,
wéhrend a und b die Gelenkpunkte von g; bzw. g; am Kérper & sind. Diese
Gelenkpunkte existieren nur fiir Basisgelenke mit Translationsbedingung.

Das Vorzeichen des Blocks B; ; ; héngt von den gemeinsamen Koérpern
der Gelenke ab. Fiir diese Fallunterscheidung wird die Funktion ¢ wie folgt
definiert:
5. 5) = {1 falls ki, = kj, V ki, = kj,
—1 sonst.

Dabei bezeichnen k;, und k;, den ersten bzw. den zweiten Kérper des i-ten
Basisgelenks. Wenn die Gelenke g; und g; den jeweils ersten oder zweiten
Korper gemeinsam haben, dann ist das Vorzeichen positiv, ansonsten nega-
tiv. Die zwei Gelenke, fiir die ein Matrixblock definiert werden soll, kénnen
einen, zwei oder gar keinen Korper gemeinsam haben. Dies muss bei der
Berechnung des Korrekturimpulses beriicksichtigt werden. Wenn die Ge-
lenke keinen gemeinsamen Korper haben, besteht auch keine Abhéngigkeit
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zwischen den Gelenken. Haben sie einen gemeinsamen Korper, dann wird
die Matrix B; ; ; mit dem entsprechenden Vorzeichen verwendet, um die
Geschwindigkeitséinderung des i-ten Gelenks zu berechnen, wenn im Gelenk
g; ein Impuls angewendet wird. Bei zwei gemeinsamen Korpern verbinden
die beiden Gelenke die gleichen Koérper. Daher miissen beide Impulse des
Gelenks g; bei der Bestimmung der Geschwindigkeitsénderung der Kérper
des Gelenks g; berticksichtigt werden. Die beschriebene Fallunterscheidung
kann durch die folgende Matrix ausgedriickt werden:

0(4,7) Bijk, +Bijk,) i, g; haben gemeinsame Korper

A' L kl und kg
! 0(3,7) - Bijk gi, g; haben gemeinsamen Korper k
0 sonst.

Die Matrix Ai) ; beschreibt die Abhéngigkeit zwischen den Impulsen des
Gelenks g; und der relativen Geschwindigkeit der Kérper von g; vollstén-
dig. Allerdings wird bisher die Abhéngigkeit im Weltkoordinatensystem
beschrieben und es gilt Ai,j € R?>*3. Im Allgemeinen muss ein Block
A, ; des Gleichungssystems dim(g;) Zeilen und dim(g;) Spalten haben.
Daher miissen die Blocke Ai, ; in die entsprechende Dimension projiziert
werden, um ein iiberbestimmtes Gleichungssystem zu vermeiden. Fiir die
Projektion eines Blocks werden die Projektionsmatrizen der zugehorigen
Basisgelenke verwendet:

Aj=P;A;;P].

Das lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Korrekturimpulse unter
Beriicksichtigung der Abhéngigkeiten zwischen den Gelenken hat daher
die folgende Form:

PlAl,IP,{ . P1A17mP7j;L X1 AVl
P.A,.. Pl ... P,A,..PL ] \x, Av,,

Durch das Losen dieses Gleichungssystems werden die Korrekturimpulse
aller Gelenke des Mehrkorpersystems gleichzeitig bestimmt. Dabei gilt fiir
jeden resultierenden Impuls x; € RY™:) Dies bedeutet, dass der Impuls
zunéchst durch eine Riickprojektion in Weltkoordinaten gebracht werden
muss, bevor er auf die beiden Korper des Gelenks g; in entgegengesetzte
Richtungen angewendet werden kann:

/ T
x;, =P x;.



3.3 Mehrkorpersysteme 63

Im Gegensatz zum iterativen Verfahren werden beim LGS-Verfahren alle
Abhéngigkeiten der Zwangsbedingungen beriicksichtigt. Die Korrekturim-
pulse fiir die Geschwindigkeitsbedingungen koénnen daher durch das Losen
des Gleichungssystems exakt bestimmt werden. Bei den Positionsbedin-
gungen ist allerdings immer noch ein iterativer Prozess zum Berechnen der
Impulse notwendig, da der Vektor mit den Geschwindigkeitsdnderungen
Av im Allgemeinen nur eine Approximation ist. In der Regel werden
dabei aber nur ein oder zwei Iterationsschritte benttigt, um ein genaues
Ergebnis zu erhalten.

3.3.2.2. Eigenschaften des Verfahrens

Genauigkeit Die Impulse kénnen mit dem LGS-Verfahren viel genauer
berechnet werden als mit dem iterativen Verfahren, da alle Abhéngigkeiten
im simulierten Modell beriicksichtigt werden. Fiir die Geschwindigkeitsbe-
dingungen konnen sie sogar exakt bestimmt werden, da die Geschwindig-
keitsdnderungen hier bekannt sind und keine Approximationen benotigt
werden wie bei den Positionsbedingungen. Dadurch wird der Toleranzwert
fiir die Geschwindigkeitsbedingungen bei diesem Verfahren iiberfliissig.

Geschwindigkeit Die Korrekturimpulse fiir die Positionsbedingungen
der Gelenke miissen beim LGS-Verfahren durch iteratives Losen des li-
nearen Gleichungssystems berechnet werden. Der Grund dafiir ist, dass
die benotigten Geschwindigkeitséinderungen im Allgemeinen nur appro-
ximiert sind. Die Impulse fiir die Geschwindigkeitsbedingungen kénnen
dagegen durch einmaliges Losen des Gleichungssystems exakt bestimmt
werden. Zum Losen des Gleichungssystems wird die Matrix zunéchst fak-
torisiert und dann wird das System mit Hilfe der Faktorisierung gelost.
Die Faktorisierung nimmt bei einem Simulationsschritt die meiste Zeit in
Anspruch. Fiir ein Baummodell mit einem Gleichungssystem der Dimen-
sion 381 wurde fiir das Faktorisieren der Matrix iiber 15 mal soviel Zeit
benétigt wie fiir die anschlieBende Losung des Systems. Da alle Blocke der
Matrix A fiir einen Zeitpunkt ¢ konstant sind, ist auch die Matrix A und
ihre Faktorisierung fiir diesen Zeitpunkt konstant. Die Berechnung der
Korrekturimpulse fiir die Geschwindigkeitsbedingungen und die Korrektur
der Positionsbedingungen im n#chsten Simulationsschritt finden zum glei-
chen Zeitpunkt statt. Das bedeutet, dass die zeitaufwendige Faktorisierung
der Matrix fiir jeden Simulationsschritt nur einmal durchgefiihrt werden
muss. Im Allgemeinen ist das lineare Gleichungssystem fiir die Berechnung
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der Impulse eines Mehrkorpersystems diinnbesetzt. Daher konnen speziell
optimierte Losungsverfahren eingesetzt werden, die diese Eigenschaft aus-
nutzen. Die Bibliothek PARDISO! [SGFS01,SG02,SG04a,SG04b], die von
Olaf Schenk und Klaus Gértner entwickelt wurde, enthélt z. B. ein speziel-
les Losungsverfahren fiir diinnbesetzte Gleichungssysteme und erméglicht
auflerdem die parallele Faktorisierung und Losung auf mehreren Prozes-
soren. Durch den Einsatz von PARDISO kann die Geschwindigkeit der
Simulation gegeniiber einer einfachen LU-Faktorisierung erheblich gestei-
gert werden. Alternativ kénnen GPU-basierte Losungsverfahren verwendet
werden (siehe Abschnitt 5.3). Da bei dem LGS-Verfahren im Gegensatz
zum iterativen Verfahren alle Abhéngigkeiten zwischen den Bedingungen
beriicksichtigt werden, konnen auch Mehrkorpersysteme mit einer sehr
komplexen Gelenkstruktur noch in Echtzeit simuliert werden, selbst wenn
eine sehr hohe Genauigkeit gefordert wird. Fiir komplexe Modelle werden
beim iterativen Verfahren sehr viele Iterationsschritte benotigt, so dass
eine Echtzeitsimulation mit hoher Genauigkeit nicht méglich ist. Ein ge-
nauer Vergleich der Geschwindigkeiten der Verfahren wird in Abschnitt 3.6
vorgestellt.

Stabilitit Das LGS-Verfahren hat die gleichen Stabilitéitseigenschaften
wie das iterative Verfahren. Die giiltigen Gelenkzustédnde werden ebenfalls
direkt angesteuert. Aulerdem kann auch beim LGS-Verfahren der Korrek-
turimpuls fiir eine Bedingung begrenzt werden. Dadurch erhoht sich die
Stabilitéit der Simulation in Situationen, in denen grofie Kréfte wirken, und
zerstorte Mehrkorpersysteme kénnen wieder zusammengesetzt werden.

Simulation in Echtzeitanwendungen Beim iterativen Verfahren wur-
de gezeigt, dass man den Iterationsprozess zum Berechnen der Impulse
vorzeitig abbrechen kann, um eine bestimmte Zeitbegrenzung fiir den
Simulationsschritt einzuhalten. Die Korrekturimpulse fiir die Positionsbe-
dingungen werden beim LGS-Verfahren ebenfalls iterativ berechnet. Daher
kann auch hier der iterative Prozess vorzeitig abgebrochen werden. Da
aber die Faktorisierung der Matrix die meiste Zeit in Anspruch nimmt
und fiir die Positionsbedingungen nur sehr wenige Iterationen bendtigt
werden, kann bei diesem Verfahren mit dem vorzeitigen Abbruch der
Iterationsschleife nicht viel Zeit eingespart werden. Der Vorteil des LGS-
Verfahrens in Bezug auf Echtzeitanwendungen liegt vielmehr darin, dass
jeder Simulationsschritt anndhernd die gleiche Rechenzeit bendtigt. Beim

1Die Abkiirzung PARDISO steht fiir Parallel Direct Sparse Solver.
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iterativen Verfahren ist dagegen die Rechenzeit fiir einen Schritt stark
abhéngig von den externen Kriften, die auf das Mehrkorpersystem wirken.
Bei Echtzeitanwendungen muss fiir das LGS-Verfahren daher nur sicher-
gestellt werden, dass ein Simulationsschritt innerhalb einer vorgegebenen
Zeit durchgefithrt werden kann. Ein weiterer Vorteil ist, dass mit diesem
Verfahren sehr komplexe Modelle auch mit hoher Genauigkeit in Echtzeit
simuliert werden kénnen.

Implementierung Die Implementierung des LGS-Verfahrens ist schwie-
riger als die des iterativen Verfahrens, da hier ein Losungsverfahren fiir
ein lineares Gleichungssystem benétigt wird. Auflerdem sollte das Lo-
sungsverfahren fiir diinnbesetzte Systeme optimiert sein. Daher bietet
es sich an, bereits existierende und optimierte Bibliotheken, wie z. B.
LAPACK [ABD"90] oder PARDISO [SGFS01], fiir die Losung des Glei-
chungssystems zu verwenden. Bei Verwendung einer solchen Bibliothek ist
die Implementierung des LGS-Verfahrens relativ einfach, da nur das Glei-
chungssystem aufgestellt werden muss und der Rest genauso funktioniert
wie beim iterativen Verfahren.

3.3.3. Verfahren mit linearer Laufzeit

Das letzte Verfahren, das in diesem Kapitel fiir die Simulation von Mehrkor-
persystemen vorgestellt werden soll, ist ein Verfahren mit linearer Laufzeit
und linearem Speicheraufwand [Ben07b]. Dieses Verfahren ist eine Optimie-
rung des LGS-Verfahrens fiir Mehrkorpersysteme, die keine Zyklen in ihrer
Gelenkstruktur aufweisen. Fiir solche Systeme kann durch eine geeignete
Umformung des Gleichungssystems der optimale Zeit- und Speicherauf-
wand von O(m) erreicht werden, wobei m die Anzahl der Basisgelenke im
Modell ist. Diese Umformung des Gleichungssystems wird im Folgenden
beschrieben.

3.3.3.1. Beschreibung des Verfahrens

Das lineare Gleichungssystem zur Berechnung der Korrekturimpulse ist
fiir die meisten Modelle diinnbesetzt. Fiir diese Modelle konnen optimierte
Loser verwendet werden, um die Simulation zu beschleunigen. Allerdings
haben nicht alle Modelle diese Eigenschaft. Daher soll das Gleichungs-
system zunéichst in ein neues System transformiert werden, das fiir alle
Modelle diinnbesetzt ist. David Baraff hat in [Bar96] gezeigt, wie durch
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eine solche Transformation das Gleichungssystem fiir die Berechnung der
Lagrange-Multiplikatoren eines azyklischen Modells mit linearem Zeit-
und Speicheraufwand gelost werden kann. Im Folgenden wird die Struktur
des Systems fiir die Korrekturimpulse so veréndert, dass eine dquivalente
Transformation durchgefiihrt werden kann. Dadurch kénnen anschlieend
die Korrekturimpulse ebenfalls mit dem optimalen Aufwand berechnet
werden.

Damit das Gleichungssystem des impulsbasierten Verfahrens eine &dqui-
valente Struktur wie das zur Berechnung der Lagrange-Multiplikatoren
aufweist, muss es in die folgende Form gebracht werden:

CM'CTx = Av. (3.11)

Dabei ist M die Massenmatrix fiir alle Kérper des simulierten Mehr-
korpersystems und C ist eine Matrix, die die Zwangsbedingungen im
System beschreibt. Das Gleichungssystem wird fiir ein zusammenhén-
gendes Mehrkorpersystem aufgestellt. Besteht das Modell aus mehreren
zusammenhédngenden Teilen, die untereinander keine Verbindung haben,
dann werden mehrere Gleichungssysteme bendétigt. Freie Korper miissen
bei der Berechnung der Korrekturimpulse nicht beachtet werden, da sie
keinen Einfluss auf die Gelenke haben. Daher werden sie auch bei den
Gleichungen fiir die Impulse nicht beriicksichtigt. Die Massenmatrix ist
eine Blockmatrix, die fiir jeden Korper einen Block auf der Diagonalen
hat:

M; O ... O
0 M

M = 2 ,
: 0
0 ... 0 M

wobei [ die Anzahl der Koérper im Mehrkorpersystem ist, fiir das die Impulse
berechnet werden sollen. Die Matrix M hat fiir Starrkérper die Dimension
6! x 6!. Fiir den i-ten Koérper hat der Block in der Massenmatrix das

folgende Aussehen:
Mi _ m; E3 0 .
0 J;

Dabei sind m; und J; die Masse bzw. der Tragheitstensor des i-ten Korpers
und E3 € R3*3 bezeichnet die dreidimensionale Einheitsmatrix. Da der
Trégheitstensor symmetrisch und positiv definit ist [Mir96b], gilt dies auch
fiir den Block M; und damit fiir die gesamte Massenmatrix. Daher ist
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die Matrix M invertierbar. Die inverse Matrix M ™! ist wiederum eine
Blockmatrix mit den Blocken

1
- - Es 0
M, L= < 10 J_l)

Damit das Gleichungssystem fiir die Berechnung der Impulse in Form
von Gleichung 3.11 gebracht werden kann, muss die Bedingungsmatrix
C ebenfalls eine Blockmatrix sein und fiir die Blocke der Matrix muss
Folgendes gelten:

auf der Diagonalen.

Aij=Cy M CT L.

Der Block A; ; beschreibt die Abhéngigkeit zwischen den Bedingungen der
beiden Gelenke g; und g;. Dieser Block ist genau dann eine Nullmatrix,
wenn die beiden Gelenke keinen gemeinsamen Korper haben. In diesem Fall
besteht keine direkte Abhéngigkeit zwischen den Bedingungen. Wenn die
beiden Gelenke einen gemeinsamen Korper k haben, beschreibt der Block
A, ;, wie die Impulse des Gelenks g; iiber den gemeinsamen Koérper das
Gelenk g; beeinflussen. Analog dazu soll ein Block C; ;, in der Bedingungs-
matrix genau dann keine Nullmatrix sein, wenn das Gelenk g; mit dem
Korper k verbunden ist. In diesem Fall soll der Matrixblock beschreiben,
wie sich die Geschwindigkeit des Korpers k£ dndert, wenn im Gelenk g;
ein Impuls bzw. Drehimpuls wirkt. Im Folgenden wird zunéchst die Zerle-
gung fiir ein einzelnes Basisgelenk mit einer Translationsbedingung bzw.
einer Rotationsbedingung gezeigt. Anschlieend wird die Zerlegung fiir
allgemeine Mehrkorpersysteme mit Abhéngigkeiten in der Gelenkstruktur
erweitert.

Zerlegung fiir eine Translationsbedingung Bei der Simulation eines
Modells mit zwei dynamischen Starrkérpern und einem einzigen Basisgelenk
mit einer Translationsbedingung gilt fiir die Matrix A des Gleichungssys-
tems zur Bestimmung der Korrekturimpulse:

A=PK,,+K,,)PT,

wobei a und b die Gelenkpunkte im Korper k1 bzw. ko des Modells sind.
Die Projektionsmatrix P einer Zwangsbedingung, die alle drei Transla-
tionsfreiheitsgrade entfernt, ist die Einheitsmatrix. In diesem speziellen
Fall muss die zugehérige Bedingungsmatrix C die folgende Gleichung
erfiillen:

Koo+ Kyp=CM 1 C"
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Diese Gleichung ist erfiillt, wenn die folgenden Matrixblocke fiir das Gelenk
g1 und den Korper k; bzw. ks in die Bedingungsmatrix C eingesetzt
werden:

Cri= <E3 r:;)
Cro= (E3 r;).

Damit ist die gesuchte Zerlegung fiir dieses spezielle Basisgelenk vollstén-
dig.

Im Allgemeinen muss allerdings bei einem Basisgelenk mit Translationsbe-
dingung die Projektionsmatrix des Gelenks beriicksichtigt werden. Dadurch
ergibt sich dann die folgende Zerlegung;:

A=P (CM’lf}T) P’ = (PC)M 1 (PE)T =cM ! CT.

Anhand dieser Zerlegung sieht man, dass fiir die Bedingungsmatrix bei
Translationsbedingungen

C=PC (3.12)

gelten muss.

Zerlegung fiir eine Rotationsbedingung Analog zu der Zerlegung
fiir eine Translationsbedingung wird die Zerlegung fiir ein einzelnes Ba-
sisgelenk mit einer Rotationsbedingung durchgefithrt. Wenn ein einfaches
Mehrkérpersystem mit zwei dynamischen Starrkérpern simuliert wird, die
durch ein Gelenk mit einer Rotationsbedingung verbunden sind, ist die
Matrix A des linearen Gleichungssystems wie folgt definiert:

A =P(L; + Ly)P".
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Die Projektionsmatrix eines Basisgelenks, das alle drei Rotationsfreiheits-
grade entfernt, ist die Einheitsmatrix. In diesem Fall muss fiir die Bedin-
gungsmatrix C die folgende Gleichung erfiillt sein:

Li+Ly,=CM 1 &"
LE; 0 0 0

~T
- - 0 J! 0 0 C
| R i (c é ) L “L)
1 2 1,1 1,2 0 0 mLES 0 CT2
0 0 o J;!

Die Matrixblocke der Bedingungsmatrix fiir das Gelenk g; und die beiden
Korper k1 und ko sind daher wie folgt bestimmt:

Cii= (0 Eg)
Cro= (0 E3) :

Fiir den allgemeinen Fall einer Rotationsbedingung mit einer Projektions-
matrix wird die Bedingungsmatrix C analog zu einer Translationsbedin-
gung mit Gleichung 3.12 bestimmt.

Mehrkorpersysteme Bisher wurde gezeigt, wie die Zerlegung des Glei-
chungssystems fiir einzelne Basisgelenke funktioniert. Diese Zerlegung
soll nun fiir beliebige zusammenhéngende Mehrkorpersysteme erweitert
werden. In einem zusammenhangenden Mehrkérpersystem mit m Basis-
gelenken seien T = {g1,...,9m,} und R = {gm,+1,--.,9m} die beiden
Mengen der Gelenke mit einer Translationsbedingung bzw. einer Rotati-
onsbedingung. Fiir die Anzahl der einzelnen Bedingungsgleichungen gilt
n=> " dim(g;). AuBerdem sei K = {ki,...,k} die Menge aller Starr-
korper in diesem System. Die gesuchte Bedingungsmatrix C des Systems
muss die Dimension n x 61 haben. Jeder Block C; j in der Matrix hat
dann die Dimension dim(g;) x 6. Ein solcher Matrixblock ist genau dann
ungleich der Nullmatrix, wenn der Kérper k durch das Gelenk g; mit einem
anderen Korper verbunden ist.

Der Block fiir ein Basisgelenk mit einer Translationsbedingung C;k be-

schreibt die Anderung der Geschwindigkeit des Koérpers k, wenn im Ge-
lenkpunkt des Gelenks g; ein Impuls wirkt. Analog zu Gleichung 3.12 ist
ein solcher Block wie folgt definiert:

Ciy= (Pi P; r:;) , (3.13)
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wobei a der Gelenkpunkt von g; im Korper k und P; die Projektionsmatrix
von g; ist.

Fiir ein Basisgelenk mit einer Rotationsbedingung beschreibt der Block
Cf’ > wie sich die Winkelgeschwindigkeit des Korpers k£ dndert, wenn ein
Drehimpuls zur Korrektur der Zwangsbedingung des Gelenks g; wirkt.
Dieser Block ist analog zu der oben beschriebenen Zerlegung fiir eine
Rotationsbedingung definiert durch die folgende Matrix:

ik = (0 Pi) : (3.14)

Wenn in einem Mehrkorpersystem mehrere Basisgelenke einen gemeinsa-
men Korper haben, dann beeinflussen sich die zugehorigen Korrekturim-
pulse gegenseitig. Diese Abhéngigkeiten zwischen den Gelenken werden
beim LGS-Verfahren in der Matrix A durch die Matrixblocke abseits der
Diagonalen beschrieben. Bei der Definition der Bedingungsmatrix C wur-
den die Abhéngigkeiten bisher nicht beriicksichtigt. Wird diese Matrix mit
Hilfe der Blocke fiir die Translations- bzw. Rotationsbedingungen definiert,
die durch die Gleichungen 3.13 und 3.14 bestimmt sind, dann sind die
Matrixblocke von CM~1CT und A auf der Diagonalen gleich. Die Blscke
abseits der Diagonalen sind bis auf die Vorzeichen ebenfalls gleich. Um die
Vorzeichen dieser Matrixblocke entsprechend anzupassen, wird die folgende
Funktion 6(, k) definiert:

1 falls k = ]{Jil
0(i, k) =< —1 falls k =k,

0 sonst.

Diese Funktion bestimmt fiir ein Gelenk g; und einen Korper k das Vor-
zeichen von C; ;. Wenn der Koérper k der erste Korper des Gelenks ist,
wird das Vorzeichen positiv. Handelt es sich um den zweiten Korper, dann
wird es negativ. Im letzten Fall gibt die Funktion § Null zuriick und zwar
genau dann, wenn der Korper k nicht mit dem Gelenk g; verbunden ist.
Mit Hilfe dieser Vorzeichenfunktion kénnen die Blocke fiir eine korrekte
Zerlegung der Matrix A durch die folgende Fallunterscheidung bestimmt
werden:

Cir=

)

8(i,k)Cj, fallsg, €T
—6(i, k) C} ), falls g; € R.

Damit ist die Zerlegung der Matrix A in die Bedingungsmatrix C und die
inverse Massenmatrix M ™! vollstindig bestimmt.
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Simulation mit linearem Zeit- und Speicheraufwand Mit Hilfe
der Zerlegung, die in den letzten Abschnitten bestimmt wurde, kann das
lineare Gleichungssystem zur Bestimmung der Korrekturimpulse in eine
neue Form gebracht werden. Dafiir wird das System CM'CT x = Av
zundchst mit Hilfe eines Vektors y in zwei Teile zerlegt:

Cy = Av
y=M"'Cc"x
Der zweite Teil wird anschliefend umgeformt zu:
My-CPx=o0.

Damit kann das folgende Gleichungssystem fiir die Berechnung der Impulse
aufgestellt werden:

-C 0 X —Av
— ~——
H b

Dieses neue System ist grofler als das urspriingliche, hat aber die gleiche
Losung fiir den Vektor x. Die Matrix H hat die Dimension (61 + n) x
(61 + n) und ist im Gegensatz zur Matrix A nicht positiv definit. Das
neue Gleichungssystem hat allerdings einen entscheidenden Vorteil: Es ist
immer diinnbesetzt.

Fiir die Bestimmung der Lagrange-Multiplikatoren eines azyklischen Mo-
dells kann ebenfalls ein Gleichungssystem in Form von Gleichung 3.15
aufgestellt werden. David Baraff hat in [Bar96] gezeigt, dass dieses System
mit Hilfe einer speziellen Zerlegung der Matrix H in linearer Zeit und mit
linearem Speicheraufwand l6sbar ist. Im Folgenden wird gezeigt, dass mit
einer dquivalenten Vorgehensweise auch das lineare Gleichungssystem zur
Bestimmung der Korrekturimpulse mit diesem optimalen Aufwand gelost
werden kann.

Die Matrix H ist eine quadratische Blockmatrix mit (I4+m) x ({4+m) Blocken.
Die Struktur dieser Matrix wird durch einen ungerichteten Graphen mit
I + m Knoten beschrieben. In diesem Graph existiert genau dann eine
Kante zwischen den zwei Knoten ¢ und j, wenn der zugehorige Matrixblock
H, ; ungleich Null ist und ¢ # j gilt. Blocke auf der Diagonalen der
Matrix fiigen dem Graphen keine Kante hinzu. Dieser Graph spiegelt die
Verbindungen der Gelenke mit den Koérpern im Modell wider. Da das
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(a) Azyklisches Modell (b) Graph der Matrix H

Abbildung 3.7.: Der Graph der Matrix H fiir ein zusammenhéngendes, azykli-
sches Mehrkérpersystem mit fiinf Koérpern, die durch vier Gelenke miteinander
verbunden sind.

Abbildung 3.8.: Die neue Sortierung der Matrix H ergibt sich durch eine Tiefen-
suche im zugehdrigen Baum. Die neue Reihenfolge der Zeilen bzw. Spalten ist
durch die Zahlen unter den Knoten gegeben.

Modell keine Zyklen enthélt, gilt dies auch fiir den Graphen. Fiir ein
zusammenhéingendes Mehrkorpersystem ist der Graph daher ein Baum.
Abbildung 3.7 zeigt ein Beispiel fiir ein solches Mehrkorpersystem und den
dazugehorigen Graphen.

Eine Matrix, deren zugehoriger Graph ein Baum ist, kann so umsortiert

werden, dass bei einer Faktorisierung die untere Dreiecksmatrix L genauso
diinnbesetzt ist, wie die urspriingliche Matrix. Fiir eine sortierte Matrix H
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bedeutet das, dass nach der Faktorisierung die Matrix L an den gleichen
Stellen von Null verschiedene Eintriage hat wie H.

Das Gleichungssystem fiir die Impulse wird mit Hilfe einer LDL”-
Faktorisierung gelost. Bei dieser Faktorisierung wird die Matrix H in
die zwei Blockmatrizen L und D zerlegt. Alle Diagonalbldcke der resul-
tierenden unteren Dreiecksmatrix L sind Einheitsmatrizen. Die Matrix D
bezeichnet eine Blockmatrix, die ausschliefflich auf der Diagonalen Blocke
hat, die von Null verschieden sind. Daher kann die Faktorisierung auch
in einer einzigen Matrix gespeichert werden. Wenn man einen Knoten im
Baum der Matrix H als Wurzel definiert, dann ergibt sich fiir zwei Knoten
mit einer Kante eine Eltern-Kind-Beziehung ausgehend von der Wurzel.
Damit die Faktorisierung genauso diinnbesetzt ist wie die Matrix H, muss
der Index von jedem Elternknoten grofler sein als die Indizes seiner Kinder.
Diese Sortierung kann durch eine Tiefensuche gefunden werden. Fiir das
Beispiel aus Abbildung 3.7 ist die Sortierung in Abbildung 3.8 gegeben.
Die Umsortierung der Matrix H fiithrt dazu, dass die erste und letzte
Spalte bzw. Zeile zu einem Koérper gehort. Dazwischen wechseln sich die
Spalten bzw. Zeilen der Kérper und Gelenke ab. Nach der Umsortierung
der Matrix hat sie fiir das obige Beispiel die folgende Form:

H ks 92 ks 93 ko ga k1 g1 ka4
ks | M3z CI, 0 0 0 0 0 0 0
g2 Cs,2 0 0 0 Co3 0 (0] 0 0
ks 0 0 Ms Cf, ] 0 0 0 ]
g3 0 0 GCs2 0 Cz5 O 0 0 0
ko o ci, o cf;, My CJ, 0O 0 0
g4 0 0 0 0 Ca 4 0 0 0 Cyp2
k1 0 0 0 ] ] 0 M; Cf, 0
g1 0 0 0 0 0 0 Ciys 0 Cu;
ka 0 0 0 ] 0 Cl, 0 Ci, My

Die Tiefensuche zum Sortieren der Matrix kann mit linearem Zeit- und
Speicheraufwand durchgefiihrt werden. Fiir die Speicherung der sortierten
Matrix H geniigt es, die Elemente ihrer unteren oder ihrer oberen Drei-
ecksmatrix zu speichern. Die untere Dreiecksmatrix hat fiir jede Spalte
maximal einen Block auf der Diagonalen und einen Block unterhalb der
Diagonalen, der ungleich der Nullmatrix ist. Aus diesem Grund bendtigt
die Matrix nur linearen Speicheraufwand.

Sobald die Matrix H ihre neue Form hat, wird die LDL”-Faktorisierung
durchgefithrt. Wenn dabei die Eltern-Kind-Beziehung zwischen den Kno-
ten beriicksichtigt wird, dann kann die Matrix mit dem optimalen Zeit-



74 Kapitel 3: Simulation von Mehrkdrpersystemen

factor()

Eingabe: Matrix H des Gleichungssystems
Ausgabe: Faktorisierung in H
1: fori=1ton

2: for all j € children(s)

3: H,=H;;, —H H;;H;;
4: end for

5: ifi#n

6: Hi,parent(i) = H;'Ll Hi,parent(i)
7: end if

8: end for

Algorithmus 3.3: Durch diesen Algorithmus wird die diinnbesetzte Matrix H
mit linearem Zeit- und Speicheraufwand faktorisiert.

und Speicheraufwand faktorisiert werden. Algorithmus 3.3 zeigt, wie die
optimierte Faktorisierung der Matrix H fiir ein azyklisches Modell mit
einem sortierten Graphen funktioniert.

Dieser Algorithmus kann in linearer Zeit durchgefithrt werden, da der
Graph der Matrix ein Baum ist. Bei der Faktorisierung wird die untere
Dreiecksmatrix L und die diagonale Blockmatrix D in H gespeichert.
Da die Matrix L genauso diinnbesetzt ist wie H selbst, wird dadurch
kein zusétzlicher Speicherplatz fiir das Ergebnis benétigt. Damit ist die
Faktorisierung mit linearem Zeit- und Speicheraufwand moglich.

Nach der Faktorisierung des Gleichungssystems muss es fiir einen be-
stimmten Vektor von Geschwindigkeitsdifferenzen Av gelost werden. Dies
geschieht mit Algorithmus 3.4 ebenfalls mit dem optimalen Aufwand. Die
Losung des Systems bendtigt lineare Zeit, da es sich bei dem Graphen der
Matrix um einen Baum handelt. Neuer Speicher wird nur fiir den Losungs-
vektor x verwendet. Daher ist auch der Speicheraufwand des Algorithmus
linear. Der Losungsvektor enthélt fiir jedes Gelenk einen entsprechenden
Korrekturimpuls im Koordinatensystem des Gelenks. Bevor dieser Impuls
in entgegengesetzte Richtungen auf die beiden zugehorigen Korper angewen-
det werden kann, muss er daher mit der Projektionsmatrix des Basisgelenks
in Weltkoordinaten transformiert werden (vgl. Abschnitt 3.3.2).



3.3 Mehrkorpersysteme 75

solve()

Eingabe: Faktorisierung der Matrix H
Vektor b mit den Geschwindigkeitsdifferenzen
Ausgabe: Vektor x mit den Korrekturimpulsen fiir alle Gelenke
1: fori=1ton

2 x; = b;

3 for all j € children(?)
4: X = X; — HZ?J X5
5 end for

6: end for

7: fori=ntol

8: X; = H;il X;

9: if i #n

10: Xi = X4i — H'L,parcnt(i) Xparent ()
11: end if

12: end for

Algorithmus 3.4: Der Algorithmus 16st ein lineares Gleichungssystem, dessen
LDL”-Faktorisierung in der Matrix H gegeben ist, in linearer Zeit und mit
linearem Speicheraufwand.

3.3.3.2. Eigenschaften des Verfahrens

Das Verfahren mit linearer Laufzeit ist eine Optimierung des LGS-
Verfahrens fiir Mehrkorpersysteme mit einer azyklischen Gelenkstruktur.
Aus diesem Grund hat das Verfahren, abgesehen von der Geschwindig-
keit und der Implementierung, die gleichen Eigenschaften wie das LGS-
Verfahren. Im Folgenden wird daher nur auf diese Punkte eingegangen.

Geschwindigkeit Das Verfahren hat den optimalen Zeitaufwand zur Be-
rechnung der Korrekturimpulse. Daher ist es bei komplexeren Modellen das
schnellste der hier vorgestellten Verfahren. Durch die einfache Berechnung
der Matrix und die einfache Integration der Zustande ist das Verfahren
sogar deutlich schneller als das Verfahren mit Lagrange-Multiplikatoren
von David Baraff [Bar96], das ebenfalls linearen Zeitaufwand hat. In Ab-
schnitt 3.6 werden Messwerte vorgestellt, die dies belegen.

Wie beim LGS-Verfahren miissen die Korrekturimpulse fiir die Positions-
bedingungen iterativ berechnet werden, wihrend sie fiir die Geschwindig-
keitsbedingungen durch einmaliges Losen des Gleichungssystems exakt
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bestimmt sind. Allerdings muss auch hier die Faktorisierung der Matrix
in jedem Simulationsschritt nur einmal berechnet werden, da die Matrix
fiir einen Zeitpunkt ¢ konstant ist. AnschlieBend kann diese Faktorisierung
sowohl in allen Iterationsschritten fiir die Positionsbedingungen als auch
fiir die Korrektur der Geschwindigkeitsbedingungen verwendet werden.
Trotz der iterativen Berechnung ist das Verfahren sehr schnell. Da alle
Abhéngigkeiten bei der Berechnung beriicksichtigt werden und eine relativ
kleine Zeitschrittweite h bei der Simulation verwendet wird, benttigt man
im Allgemeinen nur ein bis zwei Iterationsschritte, um ein Ergebnis mit
hoher Genauigkeit zu erzielen. Eine Ausnahme sind Simulationsschritte,
in denen sehr grofle Krifte auf die Kérper wirken. In einem solchen Fall
werden mehr Iterationsschritte zur Berechnung der Impulse benotigt. Dafiir
muss das Gleichungssystem mehrmals mit Hilfe von Algorithmus 3.4 gelost
werden. Da die Faktorisierung allerdings nicht neu berechnet werden muss,
hélt sich der Zeitverlust in Grenzen. Auflerdem handelt es sich bei solchen
Simulationsschritten um Ausnahmen.

Implementierung Fiir die Implementierung des Verfahrens muss zu-
néchst der Graph, der die Gelenkstruktur des Mehrkorpersystems représen-
tiert, erzeugt werden. Anhand des vollsténdigen Graphen kénnen die nicht
zusammenhéngenden Teilgraphen gefunden werden. Fiir jeden zusammen-
héngenden Teilgraphen wird anschlieend die zugehorige Matrix mit einer
einfachen Tiefensuche sortiert. Damit sind alle Voraussetzungen erfiillt,
um mit den Algorithmen 3.3 und 3.4 die gesuchten Korrekturimpulse
in linearer Zeit und mit linearem Speicheraufwand zu bestimmen. Diese
beiden Algorithmen konnen relativ einfach implementiert werden. Ebenso
ist die Erzeugung eines Graphen fiir die Gelenkstruktur nicht schwierig.
Daher ist das Verfahren leicht implementierbar.

3.3.4. Mehrkorpersysteme mit Zyklen

Mehrkérpersysteme mit Zyklen in ihrer Gelenkstruktur stellen eine beson-
dere Herausforderung fiir die Dynamiksimulation dar. Ein Zyklus kann
zu redundanten Zwangsbedingungen fithren und ist dadurch fiir Verfah-
ren, die mit linearen Gleichungssystemen arbeiten, problematisch. Diese
Bedingungen haben ein iiberbestimmtes Gleichungssystem zur Folge, was
die Stabilitit der Simulation beeintrichtigen kann. Ein nicht redundantes
Mehrkorpersystem mit [ Starrkdrpern und m Basisgelenken hat exakt
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Abbildung 3.9.: Ein Modell mit einem Zyklus in der Gelenkstruktur wird in zwei
azyklische Teile zerlegt.
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61— ", dim(g;) Freiheitsgrade. Systeme, die mehr Freiheitsgrade haben,
enthalten redundante Bedingungen.

Das iterative Verfahren kann Mehrkorpersysteme mit Zyklen und Red-
undanz ohne zusétzlichen Implementierungsaufwand simulieren. Dieses
Verfahren ist fiir solche Systeme sehr stabil. Allerdings wirkt sich hier
eine Redundanz auf die Anzahl der benétigten Iterationsschritte aus. Aus
diesem Grund sollten redundante Zwangsbedingungen vor der Simulation
aus dem Modell entfernt werden.

Zyklen im Mehrkorpersystem konnen auch mit dem LGS-Verfahren stabil
simuliert werden. Dagegen kénnen redundante Bedingungen die Stabilitat
der Simulation reduzieren. Daher konnen mit diesem Verfahren nur dann
Systeme mit Zyklen stabil simuliert werden, wenn diese keine Redundanz
zur Folge haben. Das bedeutet, dass redundante Bedingungen vor der
Simulation entfernt werden miissen. Allerdings ist dies nicht immer trivial
(vgl. [Ben07a]). Alternativ dazu kann auch das Mehrkorpersystem in azykli-
sche Teile zerlegt werden. Dafiir muss zunéchst ein Graph erzeugt werden,
der die Gelenkstruktur des Modells widerspiegelt. In diesem Graphen
konnen alle Zyklen des Systems gefunden werden. Anschliefend wird jede
Schleife in zwei azyklische Teile zerlegt. Die Starrkoérper an den Verbin-
dungsstellen miissen fiir eine korrekte Simulation zu beiden entstehenden
Teilsystemen gehoren (siche Abbildung 3.9). Auf diese Weise konnen die
Impulse, die vom ersten System auf diese Korper wirken, auf das zweite
System iibertragen werden. Durch die beschriebene Zerlegung entstehen
zwei neue Mehrkorpersysteme, die ohne Probleme mit dem LGS-Verfahren
simuliert werden konnen. Diese beiden Systeme sind allerdings durch die
gemeinsamen Korper abhéingig voneinander. Um diese Abhéngigkeit bei
der Simulation zu bertiicksichtigen, werden die Impulse fiir beide Teile ab-
wechselnd in einem iterativen Prozess bestimmt. Die Impulse werden dabei
jeweils mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems berechnet. Durch diese
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Kombination des LGS-Verfahrens mit dem iterativen Verfahren kénnen
Mehrkorpersysteme mit Zyklen und Redundanz simuliert werden.

Das Verfahren mit linearer Laufzeit kann als einziges nicht direkt mit Zyklen
in der Gelenkstruktur umgehen, da es fiir azyklische Modelle optimiert
ist. Modelle mit Schleifen miissen daher, wie beim LGS-Verfahren bereits
beschrieben, in azyklische Teile zerlegt werden. Durch die Kombination
des Verfahrens mit linearer Laufzeit mit dem iterativen Verfahren kénnen
dann solche Modelle simuliert werden. Die Impulse fiir jedes azyklische
Teilsystem koénnen mit dem optimalen Aufwand bestimmt werden. Dies
gilt allerdings nicht fiir das Gesamtsystem, da der lineare Zeitaufwand bei
der Kombination mit einem iterativen Verfahren nicht garantiert werden
kann.

3.4. Kollisionen und Kontakte

Bisher wurden Verfahren fiir die Simulation von Mehrkorpersystemen
mit Gelenken vorgestellt. Ein weiterer wichtiger Bestandteil einer realis-
tischen Simulation ist die Behandlung von Situationen, in denen zwei
Korper zusammenstoflen. Dabei muss zwischen Kollisionen und bleibenden
Kontakten unterschieden werden. In dieser Arbeit wird eine Kollision als
ein Ereignis definiert, bei dem zwei Korper zusammentreffen und durch
den Riickstof} sofort wieder auseinander gerissen werden. Das bedeutet,
dass eine Kollision in einem unendlich kleinen Zeitraum stattfindet. Ein
bleibender Kontakt definiert dagegen eine Situation, in der zwei Korper
sich gegenseitig iiber einen ldngeren Zeitraum beriihren. Die Simulation
von Kollisionen und bleibenden Kontakten muss statische und dynamische
Reibung beriicksichtigen. Statische und dynamische Reibung werden im
Allgemeinen auch als Haft- bzw. Gleitreibung bezeichnet.

3.4.1. Kollisionserkennung

Fiir eine genaue dynamische Simulation miissen alle Kontaktpunkte zwi-
schen den Korpern der Simulation zu einem Zeitpunkt ¢ bekannt sein. Zur
Bestimmung der Kontaktpunkte existieren bereits viele umfangreiche Ar-
beiten. Ming C. Lin und Stefan Gottschalk geben in [LG98] eine Ubersicht
iiber bestehende Verfahren fiir verschiedene geometrische Modelle. Diese
Verfahren werden oft durch den Einsatz von Hiillkérpern oder Zellras-
terverfahren beschleunigt [Hub95, CLMP95, Got00, HKM96]. Da in dieser
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Arbeit auf bereits existierenden Verfahren aufgebaut wurde, wird hier auf
eine ausfiithrliche Diskussion von Kollisionserkennungsverfahren verzichtet
und nur eine kurze Beschreibung der verwendeten Verfahren gegeben.

Das Verfahren von Ming C. Lin und John F. Canny [LC91,Lin93] und der
GJK-Algorithmus von Elmer G. Gilbert, Daniel W. Johnson und Sathiya
S. Keerth [GJK88,vdB04] sind zwei der wichtigsten und schnellsten Me-
thoden zur Bestimmung von Kontaktpunkten in der Dynamiksimulation.
Das erste Verfahren basiert auf der Verwendung von Voronoi-Regionen
und kann daher in der urspriinglichen Version keine Durchdringungen
zwischen zwei Korpern handhaben. Durch Ausnutzen der zeitlichen und
geometrischen Kohérenz ergibt sich ein Erwartungswert fiir den benétigten
Rechenaufwand von O(1). Bei der dynamischen Simulation kann dieser
Wert auch in der Praxis erreicht werden, da die Zeitschrittweite im All-
gemeinen relativ klein ist und sich dadurch die zeitliche Kohérenz ergibt.
Brian V. Mirtich hat dieses Verfahren weiterentwickelt und sogenannte
Pseudo-Voronoi-Regionen fiir das Innere eines Korpers eingefiithrt, um
Durchdringungen zu erkennen und zu behandeln [Mir98]. Die daraus ent-
standene Bibliothek V-Clip ist frei fiir den nicht kommerziellen Gebrauch.
Daher wird sie fiir die Kollisionserkennung in dieser Arbeit eingesetzt.
Die Bibliothek verwendet keine Hiillkérper oder Zellrasterverfahren zur
Beschleunigung der Berechnung. Auflerdem liefert sie bei einer Kollision
zweier Korper nur einen Kontaktpunkt, auch wenn mehrere existieren.
Aus diesem Grund wurde fiir diese Arbeit eine Erweiterung von V-Clip
implementiert. Diese beschleunigt die Kollisionserkennung durch die Ver-
wendung von achsenorientierten Quadern fiir jeden Korper. Mit Hilfe des
Sweep-And-Prune-Algorithmus [Bar92] kénnen dann sehr schnell Kolli-
sionen zwischen Korpern ausgeschlossen werden. Dieser Algorithmus hat
einen erwarteten Rechenaufwand von O(n), wenn die zeitliche Kohérenz
ausgenutzt wird. Die Erweiterung bestimmt auflerdem die vollsténdige Kon-
taktregion zwischen zwei Korpern. Die Kollisionsgeometrie der Korper ist
durch konvexe Polyeder gegeben. Im Fall eines Kontakts werden zunéchst
die Fliachen der beiden beteiligten Kérper bestimmt, die den Kontaktpunkt
enthalten und die moglichst parallel zueinander sind. AnschlieBend wird
die erste Fliche auf die zweite projiziert. Im zweidimensionalen Raum
der zweiten Fliche wird dann der Schnitt der beiden konvexen Polygone
berechnet. Alle Eckpunkte der Schnittfliche sind weitere Kandidaten fiir
Kontaktpunkte. Die Schnittfliche muss zuriick auf den ersten Korper trans-
formiert werden, um fiir jeden moglichen Kontakt einen entsprechenden
Punkt im ersten und zweiten Kérper zu bekommen. Ob es sich bei einem
der resultierenden Kontaktpunktpaare um einen echten Kontakt handelt,
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muss zum Schluss anhand des Toleranzabstands der Kollisionserkennung
und anhand der Voronoi-Regionen iiberpriift werden [Ben07a).

Der Abstand zwischen zwei Koérpern kann mit Hilfe der sogenannten
Minkowski-Differenz bestimmt werden. Die Minkowski-Differenz ist die
Menge von Punkten, die entsteht, wenn fiir jeden Punkt einer Menge A die
Differenzen mit den Punkten einer zweiten Menge B berechnet werden:

A—B:={a—b:a€ A be B}

Wenn man zwei Korper als eine Menge von Punkten ansieht, dann haben
sie genau dann Kontakt, wenn ihre Minkowski-Differenz den Nullpunkt
enthélt. Ist der Nullpunkt nicht in der Menge enthalten, repréisentiert
der Abstand der Menge zum Nullpunkt den Abstand der beiden Korper.
Dies wird vom GJK-Algorithmus ausgenutzt, um Kollisionen zu erkennen
bzw. den Abstand zwischen zwei Kérpern zu berechnen. Dabei wird die
Minkowski-Differenz zweier Korper allerdings nicht explizit bestimmt.

Die konvexe Hiille einer affin unabhéngigen Punktmenge bezeichnet man
auch als Simplex. Mit Hilfe von solchen Simplexen wird der Abstand der
Minkowski-Differenz zum Nullpunkt angen#hert. Gino van den Bergen
stellt in [vdB01] eine Erweiterung des GJK-Algorithmus vor, mit der die
genaue Eindringtiefe zweier sich durchdringender Korper bestimmt wird.
Auflerdem hat seine erweiterte Variante des Algorithmus einen erwarteten
Aufwand von O(1), da die zeitliche Kohérenz ausgenutzt wird [vdB99].
Gino van den Bergen hat diese erweiterte Variante implementiert und
in der Bibliothek SOLID [vdB97] unter der GPL-Lizenz verosffentlicht.
Eine weitere freie Implementierung des erweiterten GJK-Algorithmus
stellt Erwin J. Coumans in seiner Physik-Bibliothek Bullet [Coul2] zur
Verfiigung. Beide Bibliotheken verwenden Hiillkérper, um die Bestimmung
der Kollisionserkennung zu beschleunigen. SOLID und Bullet wurden
ebenfalls im Simulator, der fiir diese Arbeit geschrieben wurde, fiir die
Kollisionserkennung integriert. Allerdings liefern beide Verfahren bei einer
Kollision zweier Koérper nur einen Kontaktpunkt, auch wenn die Kérper sich
in einer Fliche berithren. Zur Bestimmung der vollstdndigen Kontaktregion
zwischen zwei Korpern wurde daher das oben beschriebene Verfahren
angewendet. Damit stehen dem Simulator verschiedene schnelle Verfahren
zur Bestimmung der Kontaktpunkte zur Verfiigung.

Jeder Korper in der Simulation hat eine Kollisionsgeometrie, die bei der
Kollisionserkennung verwendet wird. Die Verfahren zur Kollisionserken-
nung berechnen alle Punkte, in denen sich diese Geometrien beriihren. Da
die Simulation in diskreten Zeitschritten ablduft, werden die Kontakte
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innerhalb eines vorgegebenen Toleranzabstands e, bestimmt. Fiir zwei
Geometrien G; und G5 wird genau dann ein Kontakt gemeldet, wenn
zwei Punkte a € G; und b € G existieren, fiir die |a — b| < £, gilt. In
diesem Fall liefert die Kollisionserkennung die beiden Kontaktpunkte a
und b sowie eine Kontaktnormale n zuriick. Die Normale n steht senkrecht
auf der Kollisionsebene und gibt die Richtung an, in der die Kollision
aufgelost werden muss. Handelt es sich bei den Kollisionsgeometrien um
konvexe Polyeder, dann wird die Kontaktnormale wie folgt bestimmt.
Zunéchst muss zwischen verschiedenen Féllen unterschieden werden. Die
Normale ist abhéngig davon, ob die Kontaktpunkte in einer Fliche, auf
einer Kante oder in einem Eckpunkt des jeweiligen Polyeders liegen. Wenn
einer der Punkte innerhalb einer Fliche liegt, dann wird die zugehorige
Fldachennormale als Kontaktnormale verwendet. Handelt es sich um einen
Kontakt zweier Kanten, wird das Kreuzprodukt ihrer Richtungsvektoren
als Normale zuriickgegeben. Bei Kontakt einer Kante mit einem Eckpunkt
wird der Lotpunkt auf der Geraden berechnet. Der Vektor vom Lotpunkt
zum Eckpunkt ist dann die gesuchte Kontaktnormale. Der Kontakt zweier
Eckpunkte ist der letzte Fall, bei dem die Richtung der Verbindungsge-
raden zwischen den Punkten als Normale verwendet wird. Im Folgenden
wird angenommen, dass die Normale n immer vom Kontaktpunkt b der
zweiten Geometrie in Richtung des Schwerpunkts der ersten zeigt.

3.4.2. Kollisionen und Kontakte mit Reibung

In diesem Abschnitt wird die Behandlung von Kollisionen und bleiben-
den Kontakten mit Reibung beschrieben. Das Verfahren zur Auflésung
der Kollisionen und Kontakte basiert auf der Verwendung von Zwangsbe-
dingungen [BS06a]. Fiir jeden Kontakt, der von der Kollisionserkennung
gefunden wird, wird eine Zwangsbedingung definiert. Diese Zwangsbedin-
gung muss eine Durchdringung der Korper im Kontaktpunkt verhindern.
Die resultierenden Bedingungen werden in der Simulation durch Impulse
erfiillt.

Brian V. Mirtich hat bereits vor einigen Jahren verschiedene Arbeiten
iiber impulsbasierte Kollisionsauflésung vorgestellt (siehe Abschnitt 3.1.2).
Bei seinem Verfahren werden nicht alle Kontaktpunkte zwischen zwei
Korpern gleichzeitig beriicksichtigt. Kollisionen und permanente Kontakte
werden pro Simulationsschritt in genau einem Kontaktpunkt aufgeltst.
Wenn mehrere Kontaktpunkte zwischen zwei Koérpern existieren, dann
werden sie zeitlich nacheinander behandelt. Durch diese Vereinfachung
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Korper 2

Abbildung 3.10.: Die relative Geschwindigkeit der Kontaktpunkte entscheidet,
ob die Korper kollidieren, einen bleibenden Kontakt haben oder sich voneinander
weg bewegen.

kann die Kollisionsauflosung sehr schnell durchgefiihrt werden. Allerdings
fiihrt diese Vorgehensweise zu unerwiinschten Vibrationen bei Korpern,
die aufeinander liegen und dadurch mehrere Kontaktpunkte haben.

Das Verfahren in dieser Arbeit verwendet ebenfalls Impulse fiir die Behand-
lung von Kollisionen und bleibenden Kontakten. Daher ist es in Situationen,
in denen zwei Korper nur einen Kontaktpunkt haben, genauso schnell wie
die Methode von Mirtich. Existieren mehrere Kontaktpunkte, wird ein
hoherer Aufwand benétigt, da Impulse fiir alle Punkte berechnet werden.
Allerdings fiihrt dieser zusétzliche Aufwand zu einer wesentlich genaueren
Kollisionsauflésung, bei der keine unerwiinschten Vibrationen auftreten
und auch gestapelte Korper stabil simuliert werden.

Abbildung 3.10 zeigt zwei Korper, die Kontakt miteinander haben. Bei
einem Kontakt muss zunichst eine Fallunterscheidung anhand der Ge-
schwindigkeiten der Korper in den Kontaktpunkten vorgenommen werden.
Dadurch wird entschieden, ob die Korper kollidieren, einen bleibenden
Kontakt haben oder sich voneinander weg bewegen. Zunéchst wird dafiir
die relative Geschwindigkeit der Kontaktpunkte bestimmt:

Upel = Ug — Up.
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Fiir die Fallunterscheidung ist allerdings nur der Anteil in Richtung der
Kontaktnormalen von Interesse:

Urel,n = Upel * N

Der restliche Anteil wird spéter bei der Berechnung der Reibung benétigt.
Wenn der Wert u,¢,, positiv ist, bewegen sich die Kérper auseinander.
Gilt urer,n, = 0, dann haben die Korper einen bleibenden Kontakt. Bei
einem negativen Wert handelt es sich um eine Kollision. In einer Simulation
mit numerischen Ungenauigkeiten und diskreten Zeitschritten muss fiir
sinnvolle Ergebnisse ein Toleranzwert bei der Fallunterscheidung verwendet
werden. Brian V. Mirtich verwendet dafiir in [Mir96b] den folgenden

Wert:
Ere = V/ 2 |g|€C7

wobei . der Toleranzwert der Kollisionserkennung ist und g der Be-
schleunigungsvektor der Gravitation. Der Wert ¢,.. gibt dabei genau die
Geschwindigkeit an, die ein Korper hat, wenn er aus dem Ruhezustand
die Distanz €. zuriicklegt. Ein bleibender Kontakt ergibt sich damit, wenn
—Ere < Ureln < Erc ilt. Bei Urern < —€r handelt es sich um eine Kollision
und ansonsten bewegen sich die Korper voneinander weg.

Abbildung 3.11 zeigt, wie ein Simulationsschritt mit Kollisionen und blei-
benden Kontakten durchgefiihrt wird. Die Kollisionserkennung liefert alle
Kontaktpunkte und -normalen der Korper fiir den aktuellen Zeitpunkt.
Zunéchst wird fiir jeden Kontakt mit Hilfe der beschriebenen Fallunter-
scheidung iiberpriift, ob es sich um eine Kollision handelt. Jede Kollision
definiert eine Geschwindigkeitsbedingung fiir die zugehorigen Kontakt-
punkte. Diese kann durch die Berechnung von Impulsen aufgeltst werden.
Wenn ein Impuls auf den Kontaktpunkt eines Korpers einwirkt, verédndert
sich die Geschwindigkeit des Korpers und damit auch die Geschwindigkeit
von allen anderen Kontaktpunkten des Korpers. Dadurch kann es passie-
ren, dass ein Kontakt, der vor der Impulseinwirkung nicht als Kollision
eingestuft wurde, plotzlich die Bedingung fiir eine Kollision erfiillt. Aus
diesem Grund wird die Kollisionsauflosung in einer Schleife ausgefiihrt.
Nachdem jede Kollision mit Hilfe von Impulsen aufgelost wurde, wird die
Fallunterscheidung fiir alle Kontaktpunkte erneut durchgefithrt. Dadurch
werden die Kollisionen bestimmt, die im n#chsten Schleifendurchlauf be-
handelt werden miissen. Auf diese Weise konnen Stofle durch mehrere
Korper weitergeleitet werden. Newtons Wiege (siehe Abbildung 3.12) ist
z.B. ein sehr bekanntes Modell, das ohne diese Vorgehensweise nicht kor-
rekt simuliert werden kénnte. Wenn alle Kollisionen aufgelost sind, werden
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Abbildung 3.11.: Simulationsschritt mit Behandlung von Kollisionen und blei-
benden Kontakten

die Kontakte bestimmt, fiir die die Bedingung eines bleibenden Kontakts
erfiillt ist. Ein bleibender Kontakt definiert eine Positionsbedingung fiir
die zugehorigen Kontaktpunkte. Diese Zwangsbedingungen miissen wie
die Positionsbedingungen der Gelenke wihrend des gesamten Simulations-
schritts erfiillt sein. Analog zu den Gelenken werden daher die Impulse fiir
die Kontaktbehandlung mit Hilfe einer Vorschau fiir die Positionen der
Kontaktpunkte berechnet.

3.4.2.1. Behandlung von Kollisionen

Eine Kollision zwischen zwei Korpern findet in einem unendlich kleinen
Zeitraum statt. Der Riickprall bei der Kollision verursacht eine sofortige
Geschwindigkeitsénderung, die die Korper in entgegengesetzte Richtungen
beschleunigt. Die neue Geschwindigkeit der Korper ist dabei abhéngig von
der Geschwindigkeit, mit der die Korper aufeinander treffen, und ihrer
Elastizitdt. Diesen Zusammenhang beschreibt Newtons Stofigesetz:

(&

urel,n

= —€ - Upel,n-
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Abbildung 3.12.: Newtons Wiege

Dabei ist e der Elastizitéatskoeflizient und uf,, ,, die relative Geschwindig-
keit der Korper in Normalenrichtung nach der Kolhslon In der Simulation
hat jeder Korper einen Parameter, der seine Elastizitit beschreibt. Der
Elastizitétskoeflizient e bei einer Kollision berechnet sich durch die Multi-
plikation der Elastizitdtswerte der beiden Koérper.

Bei einer Kollision muss sich nach Newtons Stofigesetz die relative Ge-
schwindigkeit der Kontaktpunkte in Normalenrichtung um

Au

__ 4C
rel,n — urel,n — Urel,n

verdandern. Dadurch wird fiir jede Kollision eine Geschwindigkeitsbedin-
gung definiert. Die Geschwindigkeitséinderung soll mit Hilfe eines Impulses
bewirkt werden. Damit die Impulserhaltung des Systems gewihrleistet
ist, muss der gleiche Impuls auf die beiden Kontaktpunkte a und b in
entgegengesetzte Richtungen wirken. Der Impuls p,, in Normalenrichtung,
der diese Eigenschaften hat, muss die folgende Gleichung erfiillen:

n"Knp, = Au,,. (3.16)

Da die Matrix K = K, , +Kj ; positiv definit ist (siche Abschnitt 2.4) und
fiir den Normalenvektor n # 0 gilt, kann die Gleichung fiir p,, immer geldst
werden. Nach der Einwirkung des Impulses p,, auf die Kontaktpunkte

haben diese die relative Geschwindigkeit u e1,n i Normalenrichtung. Damit
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kann in jeder Situation ein Impuls fiir die Kollisionsauflosung durch die
Losung einer einfachen linearen Gleichung bestimmt werden.

In Situationen, in denen ein Koérper in mehreren Punkten mit anderen
Korpern kollidiert, reicht die Berechnung eines Impulses fiir jedes Kontakt-
punktpaar nicht aus, um die Kollisionen korrekt aufzulosen. Die Impulse,
die fiir die verschiedenen Kollisionen berechnet werden, beeinflussen sich ge-
genseitig. Wenn die Korper zusétzlich durch Gelenke mit anderen Koérpern
verbunden sind, dann haben auch die Impulse der Gelenke Einfluss auf
die Geschwindigkeiten der Korper. Aus diesem Grund werden die Impulse
fiir die Kollisionsauflésung in einem iterativen Prozess zusammen mit den
Impulsen fiir die Geschwindigkeitsbedingungen der Gelenke bestimmt. Auf
diese Weise werden die Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen Kollisionen
und den Gelenken beriicksichtigt. Im i-ten Iterationsschritt wird fiir ein
Kontaktpunktpaar zunéchst iiberpriift, ob es die gewiinschte relative Ge-
schwindigkeit von u7,, , bereits erreicht hat. Ist dies nicht der Fall, wird
durch das Losen der Gleichung 3.16 ein Impuls p,, berechnet. Wenn fiir
die Summe aller Impulse, die wiahrend des iterativen Prozesses fiir das
zugehorige Kontaktpunktpaar angewendet wurden, die Bedingung

i—1
n-an’j >—-n-p, (3.17)
j=1

erfiillt ist, dann wird der berechnete Impuls p,, in entgegengesetzte Rich-
tungen auf die beiden Punkte angewendet. Durch diese Bedingung wird
sichergestellt, dass der Gesamtimpuls fiir ein Kontaktpunktpaar die Punkte
voneinander abstoft. Falls die Bedingung fiir ein Paar nicht erfiillt ist,
dann bewegen sich die Punkte auch ohne die Einwirkung eines Impul-
ses voneinander weg und der Gesamtimpuls muss Null sein. Der Impuls
der i-ten Iteration wird daher mit Hilfe der folgenden Fallunterscheidung
bestimmt:

)

i—1
Pn ) falls n Z;:l pn,j Z —np,
- Z;;ll P, sonst.

Der iterative Prozess endet, wenn fiir alle Kontaktpunktpaare der Kollisio-
nen eine der beiden folgenden Bedingungen erfiillt ist:

e Die beiden Kontaktpunkte erreichen die entsprechende relative Ge-

schwindigkeit von uf,, , innerhalb einer vorgegebenen Toleranz e.
;

e Der zugehorige Gesamtimpuls ist Null und gleichzeitig ist die Be-
dingung nu,e,, > nug, , fiir die relative Geschwindigkeit der
Kontaktpunkte erfiillt.
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Nachdem alle Kollisionen aufgel6st sind, wird fiir alle Kontakte, die die
Kollisionserkennung geliefert hat und die bei der Auflésung nicht beriick-
sichtigt wurden, erneut iiberpriift, ob die Bedingung fiir eine Kollision
erfiillt wird. Werden weitere Kollisionen festgestellt, miissen diese ebenfalls
mit der beschriebenen Methode aufgelost werden.

3.4.2.2. Behandlung von bleibenden Kontakten

Nach der Auflésung aller Kollisionen wird fiir jeden Kontakt tiberpriift, ob
er die Bedingung fiir einen bleibenden Kontakt erfiillt. Ein permanenter
Kontakt zwischen zwei Kérpern bleibt im Gegensatz zu einer Kollision fiir
einen ldngeren Zeitraum bestehen. In der Simulation wird durch einen sol-
chen Kontakt eine Positionsbedingung fiir die zugehorigen Korper definiert,
die verhindert, dass die Korper sich in dem Kontaktpunkt durchdringen.
Diese Positionsbedingung muss unter Beriicksichtigung aller internen und
externen Kréfte, die wihrend des Kontaktzeitraums auf die Korper ein-
wirken, eingehalten werden. Aus diesem Grund werden die Impulse fiir
die Behandlung von bleibenden Kontakten in einem iterativen Prozess
zusammen mit den Impulsen fiir die Positionsbedingungen der Gelenke
berechnet.

Angenommen zwei Korper haben einen bleibenden Kontakt mit den Kon-
taktpunkten a und b sowie der Kontaktnormalen n. Dann ist der Distanz-
vektor zwischen den Punkten wie folgt definiert:

d(t) = a(t) — b(t).

Wenn sich die Korper nicht gegenseitig durchdringen, muss dieser Vektor
in die gleiche Richtung zeigen wie die Kontaktnormale. Dadurch ergibt
sich fiir die Positionsbedingung des bleibenden Kontakts die folgende
Ungleichung:

d(t) -n(t) > 0.

Diese Positionsbedingung wird wie die Positionsbedingung eines Gelenks
behandelt. Zunéchst wird eine Vorschau fiir den Abstand der Kontaktpunk-
te in Normalenrichtung bestimmt. Dafiir wird die Normalenrichtung n fiir
den Zeitpunkt to + h durch Integration der Gleichung 3.3 berechnet. Aufer-
dem werden die neuen Positionen der Kontaktpunkte fiir diesen Zeitpunkt
benétigt. Diese werden durch die Integration der Gleichung 3.3 fiir die Orts-
vektoren r, = a—s; und r, = b —s5, und die anschlieBende Integration der
beiden Schwerpunkte bestimmt. Die neuen Positionen ergeben sich dann
durch a(to+h) = rq(to+h)+s1(to+h) und b(to+h) = rp(to+h)+s2(to+h).
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Wenn der Abstand d-n der Kontaktpunkte negativ ist, dann durchdringen
sich die beiden zugehérigen Koérper und der negative Abstand gibt die Ein-
dringtiefe an. Um eine Durchdringung zum Zeitpunkt ¢ + h zu korrigieren,
wird fiir den Zeitpunkt ¢y ein Impuls in Richtung der Kontaktnormalen
berechnet. Dieser Impuls muss die Geschwindigkeiten der beiden Punkte so
verindern, dass sie zum Zeitpunkt tg + h den Abstand Null haben. Analog
zur Simulation der Basisgelenke wird fiir die Berechnung des Impulses
zunéchst die notige Geschwindigkeitsédnderung durch die Vorschau der
Eindringtiefe approximiert:

A, =~ (dlto+ h)nlto + 1)) o).

Fiir den Fall, dass sich die beiden Kontaktpunkte relativ zueinander auf
einer linearen Bahn bewegen, handelt es sich sogar um die exakte Ge-
schwindigkeitséinderung, die bei der Behandlung des Kontakts benotigt
wird. Der Impuls, der diese Geschwindigkeitsdnderung in Richtung der
Kontaktnormalen bewirkt, wird mit Hilfe von Gleichung 3.16 bestimmt.
Da die Geschwindigkeitsdnderung Au,.,;,, bei einem bleibenden Kontakt
im Allgemeinen nur eine Approximatiori ist, muss der gesuchte Impuls
iterativ berechnet werden. Der Iterationsprozess endet, wenn

|d(to + h)n(ty + h)| < eq (3.19)

fiir den Toleranzwert €4 der Kontaktbehandlung gilt. Bei mehreren per-
manenten Kontakten zu einem Zeitpunkt wird der Iterationsprozess auf
alle Kontakte ausgeweitet. Das bedeutet, dass in einem Iterationsschritt
fiir jeden Kontakt, fiir den die Bedingung 3.19 nicht erfiillt ist, genau ein
Impuls mit Gleichung 3.16 berechnet und angewendet wird. Die Iterati-
onsschleife endet, wenn alle Kontakte die Abbruchbedingung 3.19 erfiillen.
Dadurch werden auch die Abhéngigkeiten zwischen den verschiedenen
Kontakten aufgelost. Wenn Korper mit einem bleibenden Kontakt durch
Gelenke mit anderen Korpern verbunden sind, miissen die Impulse der
Kontaktbehandlung bei der Bestimmung der Gelenkimpulse beriicksichtigt
werden und umgekehrt. Diese Abhéngigkeit wird aufgelost, indem die
Positionsbedingungen der Gelenke parallel zu den bleibenden Kontakten
im gleichen iterativen Prozess berechnet werden.

Fiir einen bleibenden Kontakt muss, wie auch bei einer Kollision, die
Bedingung gelten, dass der Gesamtimpuls in Richtung der Kontaktnor-
malen die Korper voneinander abstéft. Daher muss fiir einen Impuls p,,,
der wahrend der iterativen Kontaktbehandlung fiir einen permanenten
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Kontakt bestimmt wird, die Bedingung 3.17 erfiillt sein. Wenn dies nicht
der Fall ist, dann wird mit Hilfe von Gleichung 3.18 ein neuer Impuls
berechnet, so dass die Bedingung erfiillt ist. Durch diese Vorgehensweise
wird verhindert, dass zwei Korper aufeinander kleben bleiben und sich
nicht mehr 16sen koénnen. Dies muss auch bei der Abbruchbedingung des
iterativen Prozesses beriicksichtigt werden. Daher endet der Prozess genau
dann, wenn fiir jeden Kontakt entweder die Bedingung 3.19 erfiillt ist oder
der Gesamtimpuls Null wird und die zugehorigen Kontaktpunkte einen
positiven Abstand in Normalenrichtung haben.

3.4.2.3. Reibung

Bei der Auflésung einer Kollision oder der Behandlung eines bleibenden
Kontakts muss die Reibung, die zwischen den Koérpern auftritt, ebenfalls
simuliert werden. Die Simulation von Reibung basiert in dieser Arbeit
auf dem Reibungsgesetz von Coulomb. Das Gesetz beschreibt den Zu-
sammenhang zwischen den Kréften in Normalenrichtung F,, und den
Reibungskriften in Tangentialrichtung F;, die bei einer Kollision oder
einem permanenten Kontakt wirken:

u l,
|urel,t| 7é 0 = Ft = —Hd - ‘Fn| rebt

.|urel,t|
el =0 = [Pl < pio- [Pl

Dabei bezeichnet u,¢;,; die relative Geschwindigkeit der beiden Kontakt-
punkte in der Tangentialebene, die senkrecht zur Kontaktnormale steht.
Diese Geschwindigkeit berechnet sich wie folgt:

Urel,t = Urel — Urel,n-

Die Werte uq und ps geben die Reibungskoeffizienten fiir dynamische und
statische Reibung an. Durch diese Koeffizienten werden die Eigenschaf-
ten der Oberfliche eines Korpers beschrieben. Das Reibungsgesetz von
Coulomb sagt folgendes aus. Wenn zwei Korper Kontakt haben und sich
die zugehorigen Kontaktpunkte in der Tangentialebene relativ zueinander
bewegen, dann tritt dynamische Reibung auf. Dynamische Reibung wirkt
entgegen der Bewegungsrichtung der Kontaktpunkte. Thre Stérke hingt
von dem Reibungskoeffizienten g ab und von der Kraft in Normalenrich-
tung, die beno6tigt wird, um eine Durchdringung der Korper zu verhindern.
Wenn die Bedingung |u,;,:| = 0 erfiillt ist, muss iiberpriift werden, ob die
Tangentialkraft im Reibungskegel fiir statische Reibung liegt. Dafiir muss
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die Bedingung |Fy| < ps - |F,,| erfiillt sein. Solange diese Bedingung erfiillt
ist, tritt statische Reibung auf und die relative Tangentialgeschwindigkeit
der beiden Kontaktpunkte muss Null bleiben. Ist die Bedingung nicht
mehr erfiillt, dann ist die statische Reibung nicht mehr stark genug, um
eine Tangentialbewegung der Punkte zu verhindern. In diesem Fall fangen
die Korper an zu rutschen und die dynamische Reibung 16st die statische
ab.

Bei der impulsbasierten Simulation wird die Reibung mit Hilfe von Im-
pulsen simuliert. Im Allgemeinen beeinflussen diese Reibungsimpulse die
Impulse in Richtung der Kontaktnormalen, die fiir die Behandlung von
Kollisionen und bleibenden Kontakten bestimmt werden. Daher werden
die Reibungsimpulse und die Impulse in Normalenrichtung im gleichen
iterativen Prozess berechnet. Dadurch werden die Abhéngigkeiten zwischen
den Impulsen beriicksichtigt.

Damit im Folgenden nicht mehr zwischen Kollisionen und bleibenden
Kontakten unterschieden werden muss, wird folgendes festgelegt. Wenn
zwei Korper einen bleibenden Kontakt mit den Kontaktpunkten a und b
haben, wird die relative Tangentialgeschwindigkeit der Punkte, die fiir die
Berechnung der Reibung benttigt wird, wie folgt bestimmt:

1
Urel,t = E dt(tO + h)

Analog zu den Positionsbedingungen der Gelenke beschreibt dabei der
Vektor d¢(to + h) die Vorschau der Distanz der beiden Kontaktpunkte in
Tangentialrichtung. Dieser Distanzvektor berechnet sich wie folgt:

dt(to + h) = d(to + h) — d(to + h) n(to + h)

Durch die Vorschau wird garantiert, dass die beiden Kontaktpunkte bei
statischer Reibung nur innerhalb des vorgegebenen Toleranzwertes vonein-
ander abweichen kénnen.

Im i-ten Iterationsschritt wird zunéchst tiberpriift, ob statische Reibung
auftritt. Analog zum Reibungsgesetz von Coulomb muss dafiir || =0
gelten und die folgende Bedingung erfiillt sein:

| < ps|Pl- (3.20)

Dabei ist p, = Z;Zl p;; die Summe aller bisher berechneten Impulse

in Tangentialrichtung und p,, = Z;zl P, die Summe aller Impulse in
Richtung der Kontaktnormalen. Wenn die Bedingung fiir statische Reibung
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nicht erfiillt ist, tritt dynamische Reibung auf. In diesem Fall wird analog
zum Reibungsgesetz von Coulomb ein Impuls mit der folgenden Gleichung
bestimmt:

pff,i = —Hd (pn,i : Il) t,

wobel t = Uyept/|Urer,| die Tangentialrichtung ist. Der Impuls pgﬂ- be-
schreibt die dynamische Reibung, die durch den Impuls p,, ; der i-ten
Iteration verursacht wird. Im Gegensatz zum Reibungsgesetz von Coulomb
wird hier nicht der Betrag des Normalenimpulses verwendet, sondern das
Produkt des Impulses mit der Kontaktnormalen. Dadurch geht das Vor-
zeichen des Normalenimpulses mit in die Berechnung ein. Aufgrund der
iterativen Vorgehensweise kann ein Impuls p,, ; in die Gegenrichtung der
Kontaktnormalen wirken. Daher muss der Gesamtimpuls fiir die Reibung
p, entsprechend kleiner werden. Dies wird durch die Beriicksichtigung des
Vorzeichens realisiert.

Der Reibungsimpuls p, darf die relative Tangentialgeschwindigkeit der
Kontaktpunkte auf Null reduzieren, aber diese nicht in entgegengesetzte
Richtungen beschleunigen. Der maximal zuldssige Impuls, der fiir die
aktuelle Tangentialgeschwindigkeit u,; ¢ in einem Iterationsschritt wirken
kann, wird daher wie folgt berechnet:

1

= ——— Upel ¢ 3.21
pt,maz tTKt el,t ( )

Wenn man den maximal zuléssigen Impuls bei der Berechnung der dyna-
mischen Reibung beriicksichtigt, wird der Reibungsimpuls p, ; der i-ten
Iteration durch die folgende Fallunterscheidung bestimmt:

_ {pé,z falls t - Pt max <t- pé,i
Pt =

’ Ptmaz SONSE.

Wird p; ., auf die Kontaktpunkte angewendet, dann wird ihre relative
Geschwindigkeit in Tangentialrichtung Null. Im néchsten Iterationsschritt
muss daher iiberpriift werden, ob die Bedingung 3.20 fiir statische Rei-
bung erfiillt ist. Ist dies der Fall, tritt statische Reibung auf. Solange die
Bedingung 3.20 erfiillt bleibt, miissen die Reibungsimpulse dafiir sorgen,
dass |uyer] = 0 gilt. Daher wird in jedem der folgenden Iterationsschritte
ein Reibungsimpuls mit Gleichung 3.21 bestimmt. Dieser Impuls eliminiert
die relative Tangentialgeschwindigkeit der Kontaktpunkte. Wenn die Be-
dingung fiir statische Reibung nicht mehr erfiillt ist, fangen die Korper an
zu rutschen und es miissen wieder Impulse fiir die dynamische Reibung
berechnet werden.
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Fiir alle Kollisionen und bleibende Kontakte, bei denen statische Reibung
auftritt, muss garantiert werden, dass sich die Kontaktpunkte am Ende des
iterativen Prozesses nicht relativ zueinander in Tangentialrichtung bewegen.
Daher muss dies in der Abbruchbedingung fiir die Iterationsschleife mit
beriicksichtigt werden. Der Prozess kann nur dann enden, wenn fiir alle
Kontakte mit statischer Reibung die Bedingung |u,;,¢| = 0 innerhalb einer
vorgegebenen Toleranz erfiillt ist.

3.5. Optimierung

In diesem Abschnitt sollen zwei Moglichkeiten zur Optimierung der vor-
gestellten Verfahren prisentiert werden. Zunéchst wird gezeigt, wie die
Stabilitdt der impulsbasierten Methode erhdht werden kann. Dadurch
konnen auch Situationen stabil simuliert werden, in denen extreme Krifte
wirken. Aulerdem koénnen die iterativen Prozesse in der Simulation durch
das Ausnutzen der zeitlichen Kohérenz beschleunigt werden.

3.5.1. Erh6hung der Stabilitét

Die Simulation eines Modells kann schneller durchgefithrt werden, wenn
eine grofere Zeitschrittweite verwendet wird. Allerdings bedeutet dies, dass
die benétigten internen Kréfte bzw. Impulse fiir die Gelenke auch gréfier
werden. Dies wirkt sich wiederum direkt auf die Stabilitét des Verfahrens
aus. Simuliert man zum Beispiel eine Kette und zieht an beiden Enden,
dann treten in dem Moment, wo die Kette vollsténdig ausgestreckt ist,
sehr grofle Krifte auf.

Eine solche Situation kann zu Stabilitdtsproblemen fithren, wenn eine
zu grofle Zeitschrittweite verwendet wird. Durch die Verwendung einer
adaptiven Zeitschrittweite kann dieses Problem gelost werden. Dabei wird
die Schrittweite automatisch reduziert, wenn die bendtigten Impulse zu
grof} werden.

Eine weitere Moglichkeit, die Stabilitdt der Simulation zu erhéhen, ist eine
Begrenzung des Korrekturimpulses fiir jedes Gelenk. Die Impulse bzw.
Drehimpulse, die fiir die Auflésung der Zwangsbedingungen berechnet wer-
den, werden fiir einen Simulationsschritt aufsummiert. Uberschreitet der
Betrag des resultierenden Gesamtimpulses einen vorgegebenen Grenzwert
fiir dessen Stéirke, dann wird der Impuls des aktuellen Iterationsschrittes
verkleinert, so dass der Gesamtimpuls die maximale Stéirke hat. Diese Be-
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grenzung verhindert, dass die Simulation in Ausnahmesituationen, in denen
extrem grofle Krifte wirken, instabil wird. Da in einer solchen Situation
nicht der gesamte Korrekturimpuls fiir eine Zwangsbedingung angewendet
wird, kann sie im Allgemeinen in diesem Simulationsschritt nicht innerhalb
der vorgegebenen Toleranz erfiillt werden. Im néchsten Schritt, wenn die
kritische Situation vorbei ist, wird die Zwangsbedingung dann wieder wie
vorgegeben erfiillt. Dadurch ergibt sich zwar eine temporéire Ungenauigkeit
in der Simulation, diese tritt aber nur in den beschriebenen Ausnahmesi-
tuationen auf und ermoglicht eine stabile Simulation ohne eine Reduktion
der Zeitschrittweite. Das bedeutet, dass die Simulation auch in diesen
Situationen mit der gleichen Geschwindigkeit fortgefithrt werden kann.
Diese Eigenschaft ist besonders fiir Anwendungen der virtuellen Realitéit
und in Computerspielen von groffem Interesse. In diesen Anwendungen
kann eine Benutzerinteraktion zu den beschriebenen Ausnahmesituationen
fithren. Allerdings darf sich dabei die Geschwindigkeit der Simulation nicht
reduzieren, da es sich um Echtzeitanwendungen handelt.

Die Begrenzung des Gesamtimpulses erhoht die Stabilitat so sehr, dass
sogar vollig zerstorte Mehrkorpersysteme wieder zusammengesetzt werden
konnen. Dies kann z. B. beim Modellieren ausgenutzt werden. Man muss an
zwei Korpern nur jeweils einen Gelenkpunkt definieren und die Simulation
sorgt dafiir, dass die Koérper an den gewiinschten Punkten zusammengesetzt
werden.

3.5.2. Ausnutzen der zeitlichen Kohirenz

Das iterative Verfahren lédsst sich beschleunigen, indem man die zeitliche
Kohérenz des Systems ausnutzt. Die Zeitschrittweite eines Simulations-
schrittes ist im Allgemeinen ein sehr kurzer Zeitraum. In dieser kurzen Zeit
verdndert sich das simulierte Mehrkorpersystem nur geringfiigig. Daher
unterscheiden sich auch die Korrekturimpulse des nichsten Simulations-
schrittes nur wenig von den aktuellen. Diese Kohédrenz kann wie folgt
ausgenutzt werden. Alle Korrekturimpulse, die in einem Simulationsschritt
wihrend des Iterationsprozesses fiir eine Bedingung berechnet werden,
werden aufsummiert und das Resultat wird fiir die Bedingung gespeichert.
Anstatt im néchsten Simulationsschritt alle Impulse komplett neu zu be-
stimmen, wird im ersten Iterationsschritt fiir jedes Gelenk der gespeicherte
Korrekturimpuls angewendet. Aufgrund der zeitlichen Kohérenz handelt
es sich dabei um eine gute Approximation des gesuchten Impulses. Die
folgenden Iterationsschritte werden wie gehabt durchgefiihrt. Durch die
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Abbildung 3.13.: Baum-Modell mit 127 Kugelgelenken, die 128 Kérper mitein-
ander verbinden

Approximation werden jedoch im Allgemeinen deutlich weniger Schritte
bendtigt, um eine Losung zu finden. Dadurch kann die Simulation schneller
durchgefiihrt werden.

3.6. Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden die drei vorgestellten Verfahren fiir die Simula-
tion von Gelenken miteinander verglichen. Aulerdem werden Ergebnisse fiir
das Verfahren zur Behandlung von Kollisionen und bleibenden Kontakten
mit Reibung diskutiert. Im Folgenden werden zunichst Messwerte fiir die
verschiedenen Verfahren prisentiert. Anschliefend folgt ein ausfiihrlicher
Vergleich der Eigenschaften dieser Verfahren.

3.6.1. Messungen

Baummodell Die ersten Messungen werden mit einem Baummodell
(siche Abbildung 3.13) durchgefiihrt. Ein &hnliches Modell wurde von
David Baraff in seiner Veroffentlichung iiber das O(n)-Verfahren mit
Lagrange-Multiplikatoren verwendet. Anhand dieses Modells sollen die im-
pulsbasierten Verfahren und die Verfahren mit Lagrange-Multiplikatoren
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miteinander verglichen werden. Dafiir wurde die Standardmethode fiir
Lagrange-Multiplikatoren implementiert. Das lineare Gleichungssystem
fiir die Multiplikatoren wird dabei mit Hilfe einer LU-Zerlegung gelost.
Auflerdem wurde das optimierte Verfahren von David Baraff mit linearem
Zeit- und Speicheraufwand fiir den Vergleich implementiert.

Das Baummodell fiir die Messungen ist wie folgt aufgebaut. Die Korper
im Modell sind mit Hilfe von Kugelgelenken miteinander verbunden. Diese
definieren jeweils eine dreidimensionale Positions- und Geschwindigkeitsbe-
dingung. Die Lénge der Korper variiert mit der Tiefe im Baum und wird
nach der folgenden Formel berechnet:

1=1 5(Maximale Tiefe—Aktuelle Tiefe) 0.1m
=4 ’ .

Die Korper im Baum mit 127 Gelenken haben damit eine Léinge zwi-
schen 10 cm und 1,14 m. Die Hohe und Breite der Korper betréigt jeweils
4 cm. Auflerdem wird davon ausgegangen, dass die Korper eine konstante
Dichte von p = 600 % haben. Dadurch haben die Massen der Korper im
Baummodell der Abbildung Werte zwischen 9,6 g und 1094,4 g.

Alle Messungen werden auf einem PC mit 3.4 GHz Intel Pentium 4 Prozes-
sor und 2 GB Hauptspeicher durchgefiihrt. Fiir die numerische Integration
wihrend der Simulation wird ein Runge-Kutta-Verfahren vierter Ordnung
eingesetzt. Dieses ermoglicht eine Integration mit einem maximalen Fehler
der Ordnung O(h®), wobei h die Zeitschrittweite der Simulation ist. Die
Zeitschrittweite wird auf h = 3—10 s gesetzt, um eine Bildwiederholrate von
30 Bildern pro Sekunde zu erhalten. Mit dieser Bildwiederholrate nimmt
das menschliche Auge eine fliissige Bewegung wahr. Fiir eine reprisenta-
tive Messung muss das Baummodell in Bewegung gesetzt werden. Dafiir
wirkt im ersten Simulationsschritt ein Drehmoment von Ty = 10 Nm auf
den obersten Korper. Die Rotation tibertréigt sich anschliefend auf seine
Kinder, bis der gesamte Baum rotiert.

Abbildung 3.14 zeigt die durchschnittliche Rechenzeit je Simulationsschritt,
die fiir die verschiedenen Verfahren gemessen wurde. Fiir die Messungen
wurden Baummodelle mit verschiedenen Gréfien verwendet. Das kleinste
Modell hatte 32 Korper und 31 Kugelgelenke und das grofite 256 Korper
und 255 Kugelgelenke.

Die Standardmethode fiir Lagrange-Multiplikatoren (in der Abbildung mit
LM bezeichnet) war bei den Messungen das langsamste Verfahren. Dies
liegt daran, dass die LU-Zerlegung fiir die Bestimmung der Multiplikatoren
den hohen Aufwand von O(n?) hat. Beim kleinsten Baummodell wurde
mit diesem Verfahren eine durchschnittliche Rechenzeit von 212,12 ms fiir
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Abbildung 3.14.: Durchschnittliche Rechenzeit fiir einen Simulationsschritt. Es
wurden Baum-Modelle unterschiedlicher Gréflen mit verschiedenen Verfahren
simuliert.

jeden Simulationsschritt benttigt. Das ist mehr als sechsmal langsamer
als Echtzeit. Die Methode von David Baraff (in der Abbildung mit Bar-
aff bezeichnet) schneidet deutlich besser ab, da hier die Multiplikatoren
mit einem linearem Zeitaufwand berechnet werden. Das Modell mit 63
Kugelgelenken konnte mit dieser Methode schneller als Echtzeit simuliert
werden und das néchstgroBere Modell mit 127 Gelenken war mit einer
durchschnittlichen Rechenzeit von 35,29 ms nur sehr wenig langsamer als
Echtzeit.

Bei den impulsbasierten Verfahren wurde zunéchst die iterative Methode
(in der Abbildung mit iter. bezeichnet) simuliert. Da hier die Laufzeit stark
von den verwendeten Toleranzwerten abhéngt, wurde die Simulation mit
verschiedenen Werten durchgefiihrt. Die verwendeten Toleranzwerte sind
in der Abbildung in Klammern angegeben. Die angegebenen Werte wurden
dabei jeweils als maximal zuldssiger Abstand 4 in Metern fiir die Positi-
onsbedingungen verwendet und fiir die Geschwindigkeitsbedingungen als
maximal zuldssige Differenzgeschwindigkeit €, in Metern pro Sekunde. Das
iterative Verfahren konvergiert bei komplexen Modellen fiir die sehr kleinen
Toleranzwerte von €g = 107°m und ¢, = 1076 % sehr langsam. Daher
ist dieses Verfahren fiir eine genaue Simulation von Modellen mit vielen
Zwangsbedingungen nicht geeignet. Fiir das Modell mit 63 Gelenken wurde
schon eine Rechenzeit von 54,25 ms beno6tigt. Werden die groBeren Toleran-
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zwerte von 10™% oder 1073 verwendet, dann wird das Verfahren deutlich
schneller. Mit dem grofiten Toleranzwert ist das Verfahren fiir alle Modelle
schneller als das optimierte Verfahren mit Lagrange-Multiplikatoren von
David Baraff. In diesem Fall kann sogar das Modell mit 127 Gelenken mit
einer durchschnittlichen Rechenzeit von 20,35 ms simuliert werden und ist
damit schneller als Echtzeit.

Die Simulation mit dem LGS-Verfahren (in der Abbildung mit LGS be-
zeichnet) wurde ebenfalls mit verschiedenen Toleranzwerten durchgefiihrt.
An den Ergebnissen ldsst sich erkennen, dass sich bei diesem Verfahren die
Toleranzen fast gar nicht auf die Geschwindigkeit der Simulation auswirken.
Dies hat verschiedene Griinde. Zum einen werden die Impulse fiir die Ge-
schwindigkeitsbedingungen bei diesem Verfahren nicht iterativ bestimmt,
sondern kénnen exakt berechnet werden. Daher wird hier keine Toleranz
verwendet. Zum anderen sind auch fiir die Positionsbedingungen nur noch
sehr wenige Iterationsschritte notwendig, da alle Abhéngigkeiten in der
Gelenkstruktur im linearen Gleichungssystem berticksichtigt werden und
dadurch schon in der ersten Iteration eine hohe Genauigkeit erreicht wird.
AuBlerdem ist der Zeitaufwand fiir die Faktorisierung der Matrix deutlich
hoher als fiir die anschliefende Losung des Gleichungssystems. Bei einer
Messung mit dem Baummodell mit 127 Gelenken wurde festgestellt, dass
itber 90 Prozent der Rechenzeit fiir die Faktorisierung benétigt wurde. Die
Faktorisierung der Matrix muss allerdings nur einmal je Simulationsschritt
durchgefiihrt werden. Dagegen wird das System in jedem Iterationsschritt
einmal mit Hilfe der Faktorisierung geltst. Dies wirkt sich nur geringfiigig
auf die Rechenzeit aus, da nur wenige Iterationsschritte nétig sind. Mit
dem LGS-Verfahren kénnen auch komplexe Modelle mit hoher Genauigkeit
in Echtzeit simuliert werden. Bei den Messungen konnte das Verfahren
bei einem sehr kleinen Toleranzwert von e4 = 107%m das Baummodell
mit 127 Gelenken deutlich schneller als Echtzeit simulieren. Fiir einen
Simulationsschritt wurden durchschnittlich 19,66 ms gerechnet. Das grofite
Modell benétigte eine Rechenzeit von 59,48 ms. Bei dem gréfleren Toleranz-
wert von £4 = 1073 m war die Rechenzeit fiir das gleiche Modell 57,72 ms.
Anhand dieses Messwertes kann man erkennen, dass die Anderung des
Toleranzwertes bei diesem Verfahren kaum Auswirkungen auf die Rechen-
zeit hat. Insgesamt war das LGS-Verfahren im Versuch schneller als die
schnellste Methode mit Lagrange-Multiplikatoren.

Das O(n)-Verfahren (in der Abbildung mit O(n) bezeichnet) ist das
schnellste impulsbasierte Verfahren und auch das schnellste Verfahren
im Vergleich. Da dieses Verfahren eine Optimierung des LGS-Verfahrens
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Abbildung 3.15.: Das Modell einer Kette mit 25 Kugelgelenken

darstellt, hat es die gleichen Eigenschaften beziiglich der Toleranzwerte. Da-
her wurde hier nur eine Messung mit sehr hoher Genauigkeit durchgefiihrt.
Dafiir wurde der Toleranzwert e4 = 1075 m verwendet. Das O(n)-Verfahren
benotigte bei den Messungen fiir das grofite Baummodell mit 255 Kugelge-
lenken eine durchschnittliche Rechenzeit von 13,7 ms pro Simulationsschritt.
Damit war das Verfahren fast dreimal schneller als Echtzeit und ungefihr
sechsmal schneller als die Lagrange-Multiplikatoren Methode von David
Baraff mit dem optimalen Aufwand.

Kette Fiir weitere Messungen mit den impulsbasierten Verfahren wird
das Modell einer Kette verwendet (siche Abbildung 3.15). Die Messungen
mit diesem Modell werden auf einem PC mit 2.4 GHz Intel Core 2 Quad
Prozessor und 2 GB Hauptspeicher durchgefiihrt. Die simulierte Kette
besteht aus Starrkorpern, die an ihren Enden durch Kugelgelenke miteinan-
der verbunden sind. Die Starrkorper haben jeweils eine Masse von 1kg und
sind 1 m lang, 0,1 m breit und 0,1 m tief. Die Kette ist am ersten Korper
fest aufgehdngt. Fiir jedes Verfahren werden 60 Simulationen durchgefiihrt,
wobei mit jeder Simulation die Linge der Kette um ein Glied wéchst. Das
erste Modell beinhaltet ein Kugelgelenk und das letzte 60 Gelenke. Die
Zeitschrittweite der Simulation wird auf 0,01s gesetzt. Auflerdem werden
die Toleranzwerte ¢4 = 10~%m und ¢, = 1073 m fiir die Positions- bzw.
die Geschwindigkeitsbedingungen verwendet.

Am Anfang jeder Simulation befindet sich die Kette parallel zum Boden.
Dann schwingt sie nach unten. Auflerdem werden die Anfangsgeschwindig-
keiten der Korper auf unterschiedliche Werte gesetzt, um eine gleichméflige
Bewegung der Kette zu verhindern. Dadurch kénnen die Messungen unter
realistischen Bedingungen durchgefiihrt werden. Jede Simulation l&uft fiinf
Sekunden lang. Anschlielend wird die durchschnittliche Rechenzeit fiir
einen Simulationsschritt bestimmt.

Die Messungen werden zunéchst mit dem iterativen Verfahren durchgefiihrt.
Abbildung 3.16 zeigt die bendtigten Zeiten fiir die simulierten Modelle.
Die Werte des iterativen Verfahrens zeigen, dass die durchschnittliche
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Abbildung 3.16.: Durchschnittliche Rechenzeiten pro Simulationsschritt mit
dem iterativen Verfahren. Es wurden Ketten mit bis zu 60 Gelenken simuliert.
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Abbildung 3.17.: Durchschnittliche Rechenzeiten pro Simulationsschritt mit
dem LGS-Verfahren. Es wurden Ketten mit bis zu 60 Gelenken simuliert.

Rechenzeit sehr schnell ansteigt, wenn das Modell komplexer wird. Das
Modell mit 25 Kugelgelenken ist das letzte, das noch in Echtzeit simuliert
werden kann. Fiir Modelle mit mehr Zwangsbedingungen miissen groflere
Toleranzwerte verwendet werden, um eine echtzeitfdhige Simulation zu
ermoglichen.

Das LGS-Verfahren ist deutlich schneller als die iterative Methode. Dies
zeigen die Messwerte in Abbildung 3.17. Fiir die Faktorisierung und Losung
des Gleichungssystems wurde die Bibliothek LAPACK [ABD 90| verwen-
det. Der Toleranzwert ¢, wird bei dem LGS-Verfahren nicht benétigt, da
dieses Verfahren immer eine exakte Losung fiir die Geschwindigkeitsbe-
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Abbildung 3.18.: Durchschnittliche Rechenzeiten pro Simulationsschritt mit
dem O(n)-Verfahren. Es wurden Ketten mit bis zu 60 Gelenken simuliert.

dingungen liefert. Die zeitaufwendige Faktorisierung der Matrix muss nur
einmal pro Simulationsschritt durchgefiihrt werden, da die Matrix fiir einen
Zeitpunkt t konstant ist. Da das Verfahren auflerdem alle Abhéngigkei-
ten zwischen den Gelenken im Modell beriicksichtigt, kann eine genaue
Simulation komplexer Modelle sehr schnell durchgefiihrt werden. Anhand
der Kurve kann man erkennen, dass auch die durchschnittliche Rechenzeit
nicht so schnell ansteigt, wie beim iterativen Verfahren. Das grofite Modell
mit 60 Gelenken kann ungefihr viermal schneller als Echtzeit simuliert
werden.

Abbildung 3.18 zeigt die Messwerte des impulsbasierten Verfahrens mit
linearem Zeit- und Speicheraufwand. In der Abbildung kann man deutlich
den linearen Anstieg der durchschnittlichen Rechenzeiten erkennen. Bei den
einfachen Ketten mit wenigen Gelenken sind die anderen beiden Verfahren
schneller als das O(n)-Verfahren. Allerdings steigt die Rechenzeit bei
diesem Verfahren nur linear an und daher ist es am besten geeignet fiir
die Simulation komplexer Modelle. Die Kette mit 60 Gelenken kann mit
dem O(n)-Verfahren ca. fiinfmal schneller als Echtzeit simuliert werden.

Kollisionen und bleibende Kontakte Mit den letzten Messungen in
diesem Abschnitt soll das vorgestellte Verfahren zur Behandlung von Kol-
lisionen und bleibenden Kontakten mit Reibung mit bekannten Ansétzen
verglichen werden. Dafiir werden zwei verschiedene Modelle auf einem
PC mit 2.4 GHz Intel Core 2 Quad Prozessor und 2 GB Hauptspeicher
simuliert.
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Abbildung 3.19.: 1000 Wiirfel fallen durch einen Trichter in einen Behélter

In der ersten Simulation fallen 1000 Wiirfel durch einen Trichter in einen
Behilter (siehe Abbildung 3.19). Ein dquivalentes Modell wurde 2004 von
Harald Schmidl und Victor J. Milenkovic in [SM04] vorgestellt. Diese Arbeit
beschreibt ein analytisches Verfahren fiir die Behandlung von Kollisionen
und Kontakten mit Reibung. Bei dem Verfahren werden Optimierungsme-
thoden eingesetzt, um Impulse fiir die Auflésung von Kontaktsituationen
zu berechnen. Die Ergebnisse in [SM04] zeigen, dass die Simulation des
Trichter-Modells mit diesem Verfahren ca. 10 Tage auf einem Pentium IIT
PC mit 450 MHz benétigen wiirde. Durch einen Trick konnte die Laufzeit
deutlich verbessert werden. Korper, die sich gar nicht oder nur wenig
bewegen, werden so lange ,eingefroren®, bis sie von einem anderen Korper
wieder angestoflen werden. In dem eingefrorenen Zustand werden sie bei
der Kollisionsbehandlung nicht mehr berticksichtigt, wodurch Rechenzeit
eingespart wird. Das Einfrieren von Kérpern beschleunigt die Simulation
deutlich, allerdings geht dabei Genauigkeit verloren. Durch das Einfrieren
konnte die Simulation des Modells in 9,5 Stunden durchgefiihrt werden.

Die Wiirfel im Modell aus Abbildung 3.19 haben eine Kantenléinge von
10 cm. Dieses Modell wurde mit dem vorgestellten Verfahren aus Ab-
schnitt 3.4 simuliert. Um genaue Ergebnisse zu erzielen, wurden die folgen-
den Parameter verwendet. Die Zeitschrittweite wurde auf einen Wert von
h = 5ms gesetzt, der maximale Toleranzabstand der bleibenden Kontakte
war €4 = 0,000l m und die maximale Geschwindigkeitsdifferenz der Kol-
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lisionen ¢, = 0,001 =. Mit diesen Parametern dauerte die Simulation ca.
220 Sekunden bis sich kein Wiirfel mehr bewegte. Durch das Verfahren der
Schockfortpflanzung [Gue06, Ben07a] kann die Simulation auf Kosten der
Genauigkeit deutlich beschleunigt werden. Mit diesem Verfahren wird die
Anzahl der Iterationen reduziert, die benétigt wird, um die Kollisionen und
bleibenden Kontakte in einem Stapel von Kérpern aufzulésen. Nach einer
festgelegten Anzahl von Iterationsschritten wird ein Stapel von unten nach
oben eingefroren, um zu verhindern, dass die oberen Koérper die unteren
in den Boden driicken (siche auch Abschnitt 3.1.2.1). Das vorgestellte
Modell wurde noch einmal mit Schockfortpflanzung simuliert. Nach jeweils
zehn Iterationsschritten wurde dabei mit dem Einfrieren der Stapel begon-
nen. Durch diese Vorgehensweise wurde die Simulation beschleunigt und
benétigte nur noch ca. 40 Sekunden.

Die Messungen von Schmidl und Milenkovic kénnen nicht direkt mit denen
in dieser Arbeit verglichen werden. Zum einen konnte das Modell aufgrund
fehlender Informationen nicht exakt nachgebaut werden und zum anderen
wurden die Simulationen auf verschiedenen Rechnern und mit unterschied-
lichen Implementierungen durchgefiihrt. Allerdings war die Anzahl der
Kollisionen und bleibenden Kontakte im Verlauf der beiden Simulationen
ungefihr gleich grofl. Daher kann man den extrem hohen Geschwindig-
keitsgewinn des neuen Verfahrens nicht allein auf die kleinen Unterschiede
im Modell und die unterschiedlichen Rechner und Implementierungen
zuriickfiithren.

Mit dem zweiten Modell wird ein Fahrzeug simuliert, das eine Mauer
von Steinen durchbricht (sieche Abbildung 3.20). Das Fahrzeug besteht
aus Starrkorpern, die durch verschiedene Gelenke zusammen gehalten
werden. An jedem Rad wurden ein Stofiddmpfer, der aus einem Schie-
begelenk und einer geddmpften Feder besteht, und ein Motor eingebaut.
Auflerdem wurde ein Servomotor fiir die Lenkung verwendet. Die Mauer
im Modell besteht aus 252 Steinen. Fiir die Kollisionsauflésung ist dies
ein sehr komplexes Modell, da jeder Stein in der Mauer mit allen seinen
benachbarten Steinen mehrere Kontaktpunkte hat. Wenn alle Steine in der
Mauer exakt ausgerichtet sind, hat jeder Stein mit jedem benachbarten vier
Kontaktpunkte. In der Praxis treten allerdings leichte Ungenauigkeiten
auf, wodurch die Steine im Allgemeinen leicht verdreht aufeinander liegen.
In diesem Fall haben zwei benachbarte Steine bis zu acht Kontaktpunkte.
In einer Simulation wurden bis zu dem Zeitpunkt, an dem das Fahrzeug
die Mauer durchbrochen hat, deutlich mehr als 2000 Kontaktpunkte pro
Zeitschritt gemessen.
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Abbildung 3.20.: Fahrzeug, das durch eine Mauer fiahrt

Die stabile Simulation von gestapelten Koérpern mit vielen Kontaktpunk-
ten ist eine grofle Herausforderung fiir die Kollisionsauflosung. Bei dem
urspriinglichen impulsbasierten Ansatz zur Kollisionsbehandlung (siehe
Abschnitt 3.1.2.1) wird eine Kollision zwischen zwei Kérpern in maximal
einem Kontaktpunkt aufgelost. Wenn mehrere Kontakte gleichzeitig exis-
tieren, dann werden diese nacheinander behandelt. Diese Vorgehensweise
fiihrt zu unerwiinschten Vibrationen zwischen den Koérpern. Bei einer
Simulation mit diesem Ansatz bringen die Vibrationen die Mauer des
Modells zum Einsturz bevor das Fahrzeug die Mauer erreicht.

Das Verfahren, das in dieser Arbeit vorgestellt wird, verwendet Zwangsbe-
dingungen fiir die Behandlung von Kollisionen und bleibenden Kontakten.
Solche Bedingungen werden fiir alle Kontaktpunkte zwischen zwei Kérpern
definiert. Das bedeutet, dass alle Kollisionen bzw. bleibenden Kontakte
zwischen zwei Korpern gleichzeitig aufgelost werden. Dadurch gibt es bei
diesem Verfahren keine Probleme mit Vibrationen. In der Simulation des
oben beschriebenen Modells blieb die Mauer bis zur Kollision mit dem
Fahrzeug stabil stehen. Auflerdem zeigt diese Simulation, dass das Ver-
fahren die Behandlung von Kollisionen und bleibenden Kontakten bei
komplexen Modellen mit Gelenken beherrscht.

Zusammenfassend ldsst sich sagen, dass die in dieser Arbeit vorgestellte
Behandlung von Kollisionen und bleibenden Kontakten auch bei einer
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genauen Simulation sehr schnell ist. Wenn die Genauigkeit der Ergebnisse
nicht so wichtig ist, kann das Verfahren mit Hilfe von Schockfortpflanzung
sogar noch weiter beschleunigt werden. Mit diesem Verfahren kénnen kom-
plexe Mehrkorpersysteme mit vielen Kollisionen und bleibenden Kontakten
stabil simuliert werden.

3.6.2. Vergleich

Nachdem die Geschwindigkeiten der verschiedenen Verfahren anhand von
Messungen verglichen wurden, sollen hier auch die anderen Eigenschaften
gegeniibergestellt werden.

Mit der impulsbasierten Methode kénnen die holonomen Positionsbedingun-
gen der Gelenke, Geschwindigkeitsbedingungen und Zwangsbedingungen in
Form einer Ungleichung simuliert werden. Die letzte Art von Bedingungen
wird fiir die Behandlung von Kollisionen und bleibenden Kontakten einge-
setzt. Alle Arten von Bedingungen werden auf die gleiche Weise simuliert.
Dadurch ergibt sich eine einheitliche Vorgehensweise fiir alle Bedingungen,
was viele Vorteile hat. Dies erméglicht z. B. eine einfache Simulation der
Wechselwirkungen zwischen Gelenken und Kollisionen bzw. permanenten
Kontakten. Auflerdem vereinfacht es die Implementierung deutlich. Im
Gegensatz zur impulsbasierten Methode unterstiitzen die vorgestellten Ver-
fahren mit Lagrange-Multiplikatoren keine Zwangsbedingungen in Form
einer Ungleichung, da die zugehorigen Multiplikatoren nicht mit einem
linearen Gleichungssystem bestimmt werden kénnen. Die Methode der
reduzierten Koordinaten basiert auf der Ausnutzung der Eigenschaften von
holonomen Bedingungen. Daher werden von diesem Verfahren weder Ge-
schwindigkeitsbedingungen noch Bedingungen in Form einer Ungleichung
direkt unterstiitzt.

Einer der grofiten Vorteile der impulsbasierten Verfahren ist deren Stabili-
tét. Da die Impulse fiir die Positionsbedingungen mit Hilfe einer Vorschau
bestimmt werden, wird ein zuléssiger Zustand aus jeder Situation direkt
angesteuert. Daher kénnen auch Modelle, die sich in einem unzuldssigen
Zustand befinden, wieder korrigiert werden. Dies ist eine sehr wichtige
Eigenschaft der impulsbasierten Methode, denn sie ermdglicht die Verwen-
dung von grofleren Zeitschrittweiten, ohne dass die Simulation dabei instabil
wird. Die Methode der Lagrange-Multiplikatoren hat dagegen ein Stabili-
tétsproblem, das nur durch ein zusétzliches Stabilisierungsverfahren gelost
werden kann (siehe Abschnitt 3.1.1.2). In [SBP05a, SB05] wird gezeigt,
dass die impulsbasierte Methode ein geeignetes Stabilisierungsverfahren fiir
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die Lagrange-Multiplikatoren-Methode ist und bessere Ergebnisse liefert
als das oft verwendete Verfahren von Joachim Baumgarte [Bau72]. Wenn
die Summe der Impulse, die wiahrend eines Simulationsschrittes auf die
Korper eines Gelenks einwirken, beschrénkt ist, kann mit dem impulsbasier-
ten Verfahren sogar ein vollig zerstortes Modell wieder zusammengesetzt
werden. Dies funktioniert, da jeder Impuls den Abstand zwischen den
Gelenkpunkten verkleinert (Beweis in [Ben07a]). Die Beschréinkung der
Impulse wird benétigt, da das Verfahren ansonsten versucht, das Modell in
einem einzigen Zeitschritt zusammenzusetzen. Dies wiirde zu numerischen
Problemen fiihren, wenn zwei zusammengehorige Gelenkpunkte sehr weit
auseinander liegen, da in diesem Fall der resultierende Korrekturimpuls
sehr grof} wird.

In Echtzeitanwendungen muss die Simulation eines Zeitschrittes nach einer
vorgegebenen Zeit abgeschlossen sein. Die benotigte Dauer der Berech-
nungen kann beim iterativen Verfahren allerdings nicht garantiert werden.
Wenn z. B. in einem Zeitschritt sehr grofle Krifte auftreten, dann kann die
Berechnung der Impulse ldnger benttigen als die vorgegebene Maximaldau-
er. Durch die Stabilitdtseigenschaften der impulsbasierten Methode kann
die Berechnung der Impulse jedoch in einem Zeitschritt jederzeit abge-
brochen werden. Bei einem vorzeitigen Abbruch werden die vorgegebenen
Toleranzwerte zwar nicht erreicht, aber dieser Fehler wird im folgenden
Simulationsschritt wieder korrigiert. Dadurch kann die Echtzeitbedingung
erfiillt werden, auch wenn temporéar groe Kréfte auf die Kérper einwirken.
In Versuchen konnte gezeigt werden, dass die Simulation selbst dann stabil
bleibt, wenn fiir jeden Zeitschritt nur eine einzige Iteration durchgefiihrt
wird.

Eine weitere Moglichkeit zur Steigerung der Geschwindigkeit der impuls-
basierten Verfahren besteht in der Vernachlidssigung der Geschwindig-
keitsbedingungen der Gelenke. Diese sind fiir eine stabile Simulation nicht
essentiell. Allerdings wird durch sie eine hohere Genauigkeit erreicht. Wenn
man diese Bedingungen bei der Simulation nicht beriicksichtigt, wird die
Simulation auf Kosten der Genauigkeit schneller.

Die Methode mit reduzierten Koordinaten erméglicht sehr genaue Simu-
lationen. Die Genauigkeit héngt hier direkt vom numerischen Fehler des
verwendeten Integrationsverfahrens ab. Fiir das Verfahren mit Lagrange-
Multiplikatoren wird ein zusétzliches Stabilisierungsverfahren benotigt,
um zu vermeiden, dass die beiden Korper eines Gelenks in Folge nume-
rischer Fehler auseinander driften. Daher hiingt die Genauigkeit dieses
Verfahrens nicht nur vom numerischen Integrationsverfahren, sondern auch
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von der Genauigkeit des verwendeten Stabilisierungsverfahrens ab. Bei
den impulsbasierten Verfahren werden die Zwangsbedingungen durch die
Bestimmung von Korrekturimpulsen aufgelost. Fiir die Positionsbedingun-
gen wird dabei ein Toleranzwert verwendet, der definiert, wie grof3 der
Abstand der Gelenkpunkte maximal sein darf. Durch diesen Toleranzwert
wird der maximal zuldssige Fehler der Bedingungen festgelegt. Die neuen
Positionen und Geschwindigkeiten der Kérper werden durch Integration
bestimmt. Dabei werden nur externe Krifte beriicksichtigt, da die internen
Kréfte durch die Impulse simuliert werden. Wenn die externen Kréfte
iiber die Linge eines Zeitschrittes konstant sind, dann kénnen die Glei-
chungen fiir die translatorischen Bewegungsparameter sogar exakt gelost
werden. Bei der Bestimmung der neuen Werte der rotatorischen Parameter
muss im Allgemeinen ein numerisches Integrationsverfahren eingesetzt
werden. Daher héngt die Genauigkeit der impulsbasierten Verfahren von
den Toleranzwerten fiir die Zwangsbedingungen und von dem numerischen
Integrationsverfahren ab.



4. Simulation deformierbarer
Korper

Dieses Kapitel beschreibt, wie die impulsbasierten Verfahren fiir die Simula-
tion deformierbarer Korper erweitert werden. Deformierbare Kérper haben
die Eigenschaft, dass sie wihrend der Simulation ihre Form verdndern
konnen. Dadurch haben diese Korper gegeniiber Starrkorpern zusétzliche
Freiheitsgrade.

Es wird zwischen verschiedenen Arten von deformierbaren Kérpern un-
terschieden. Mit eindimensionalen verformbaren Korpern lassen sich Seile
und Haare simulieren. Die zweidimensionalen Korper werden z. B. fiir die
Simulation von Textilien verwendet. Schliellich gibt es noch die dreidimen-
sionalen deformierbaren Korper, die von der Simulation von Gummi bis hin
zur Simulation von Organen in medizinischen Anwendungen zum Einsatz
kommen. Diese Arbeit konzentriert sich auf die letzten beiden Arten von
deformierbaren Koérpern. Die Simulation eindimensionaler deformierbarer
Korper wird ebenfalls in den folgenden Abschnitten gezeigt. Allerdings ist
die Simulation von Haaren inzwischen ein eigenes Forschungsgebiet, bei
dem nicht die Simulation deformierbarer Korper im Vordergrund steht.
Die physikalische Genauigkeit ist hier nur nebenséchlich, solange ein visuell
plausibles Ergebnis erzielt wird. Viel wichtiger ist die Geschwindigkeit der
Haarsimulation, weshalb oft nur einige Referenzhaare simuliert werden,
an denen sich dann ganze Haarstrihnen orientieren (siehe z. B. [SLF08]).
Solche Simulationen kommen inzwischen oft in Computeranimationen und
Spielen zum Einsatz. Die Simulation von Seilen ist zwar kein grofles An-
wendungsgebiet fiir die physikalische Simulation, trotzdem existieren auch
hier bereits Forschungsarbeiten, die sich aber hauptséichlich auf spezielle
Probleme konzentrieren. Die Arbeit von Jonas Spillmann beschreibt z. B.
ein adaptives Kontaktmodell fiir die Simulation von Knoten [ST08].

Fiir die Simulation werden verformbare Korper durch ein vereinfachtes
Modell angenéhert. Dieses Modell besteht aus Partikeln, die durch ein Netz
von Zwangsbedingungen verbunden sind. Die Bedingungen miissen dabei
so gew&hlt werden, dass die gewiinschten Verformungen nicht eingeschriankt
werden. Zusétzliche Zwangsbedingungen ergeben sich, wenn deformierbare
Korper durch Gelenke miteinander verbunden werden sollen. Insgesamt
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entsteht ein Mehrkorpersystem, das mit Hilfe von Impulsen simuliert
werden kann.

In diesem Kapitel steht die Simulation mit Partikeln im Vordergrund,
da die Modelle der deformierbaren Korper aus Partikeln bestehen. Wenn
ein deformierbarer Korper sehr gut durch ein Partikelmodell angendhert
werden soll, entsteht ein sehr komplexes Mehrkorpersystem mit sehr vielen
Partikeln und Zwangsbedingungen. Allerdings kénnen solche Mehrkorper-
systeme schneller simuliert werden als die bereits vorgestellten Systeme
mit Starrkorpern, da Partikel wesentlich einfacher zu handhaben sind.
Im Folgenden wird gezeigt, dass deformierbare Koérper mit der gleichen
Vorgehensweise simuliert werden kénnen wie Starrkérpersysteme. Diese
einheitliche Vorgehensweise hat verschiedene Vorteile. Die bereits vor-
gestellten Verfahren fiir Mehrkorpersysteme konnen fiir die Simulation
von verformbaren Koérpern erweitert werden. Die Verbindung zwischen
deformierbaren Korpern und Starrkérpern durch Zwangsbedingungen lésst
sich daher sehr einfach umsetzen. Dadurch kénnen die verschiedenen Kor-
perarten durch Gelenke miteinander verbunden werden oder miteinander
kollidieren.

Im néchsten Abschnitt werden die wichtigsten verwandten Arbeiten pra-
sentiert. Der darauf folgende Abschnitt stellt einige Grundlagen vor, die
fiir die Simulation von deformierbaren Koérpern benétigt werden. Anschlie-
Bend wird gezeigt, wie das impulsbasierte Verfahren fiir die Simulation
von Textilien erweitert wird. Fiir die Textilsimulation werden verschiede-
ne Methoden zur Berechnung der benétigten Impulse vorgestellt. Diese
Methoden werden am Ende des Abschnitts anhand von Messwerten mit-
einander verglichen. Im Anschluss wird die Simulation von Weichkérpern
mit impulsbasierten Verfahren beschrieben. Durch Zwangsbedingungen
wird dabei das Volumen der Weichkdrper erhalten. Die Volumenerhaltung
ist eine Eigenschaft, die von vielen bereits bekannten Verfahren fiir die
Simulation von Weichkérpern nicht garantiert werden kann.

4.1. Verwandte Arbeiten

4.1.1. Simulation deformierbarer Korper

Ein Masse-Feder-System ist ein sehr einfaches Modell fiir die Simulation
deformierbarer Korper [Mil88, CHP89]. Bei diesem Modell werden Partikel
mit Hilfe von Federn bzw. gedampften Federn verbunden. Dadurch entsteht
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ein Netz von Partikeln, das den deformierbaren Koérper in der Simulation
reprasentiert. Zwei verbundene Partikel konnen dabei frei umeinander ro-
tieren, wihrend die Feder dazu dient, den Abstand der Partikel moglichst
beizubehalten. Die Lénge der Feder gibt den Abstand vor, der erhalten
werden soll. Wenn sich der Abstand zweier verbundener Partikel &ndert
und dadurch die vorgegebene Distanz nicht erreicht wird, dann wirkt eine
Federkraft auf die Partikel, die proportional zum entstandenen Fehler ist.
Durch die Federn werden die simulierten Modelle elastisch. Die Simulation
mit Masse-Feder-Systemen ist sehr einfach zu implementieren und kann
auch parallel durchgefiihrt werden. Joachim Georgii und Riidiger Wes-
termann haben dies z. B. auf einem Graphikprozessor umgesetzt [GWO05].
Der Nachteil von Masse-Feder-Systemen liegt darin, dass eine maximale
Ausdehnung des simulierten Materials nicht garantiert werden kann. Au-
Berdem konnen Eigenschaften, wie die Volumenerhaltung, nicht realisiert
werden.

Das Ziel bei der Simulation eines deformierbaren Korpers ist eine rea-
listische Nachahmung seiner Eigenschaften. Terzopoulos et al. haben
in [TPBF87] das erste allgemeine Modell fiir die physikalische Simulation
von zwei- und dreidimensionalen deformierbaren Korpern in der Compu-
tergraphik vorgestellt. Seitdem hat sich die Forschung auf dem Gebiet der
verformbaren Korper stark weiterentwickelt. In ihrer Arbeit verwenden
Terzopoulos et al. Energiefunktionen, um den natiirlichen Zustand eines
Korpers wiederherzustellen. Die Energie ist nur dann ungleich Null, wenn
sich der simulierte Korper verformt hat. Auflerdem werden externe Kréfte,
die z. B. durch Gravitation oder Kollisionen entstehen, beriicksichtigt. Mit
Hilfe einer Diskretisierung wird die Bewegung durch ein System von Diffe-
rentialgleichungen beschrieben. Terzopoulos et al. haben in ihrer Arbeit
sowohl direkte Losungsverfahren als auch Relaxationsverfahren eingesetzt,
um die anschliefende semi-implizite Integration iiber die Zeit durchzu-
fithren. Diese Technik ist allerdings nicht fiir die Simulation komplexer
Modelle geeignet.

4.1.2. Simulation von Textilien

Einen Uberblick iiber die Forschung im Bereich der Textilsimulation findet
man in den Arbeiten von Donald H. House et al. [HB0O], von Robert
E. Bridson [Bri03] sowie von Nadia Magnenat-Thalmann und Pascal
Volino [MTVO05]. Aktuelle Probleme in diesem Forschungsgebiet werden
in [CKO05] diskutiert. Fiir die Simulation von Textilien wird meistens



110 Kapitel 4: Simulation deformierbarer Korper

ein Netz von Partikeln als Modell verwendet. Durch ein solches Netz
wird die kontinuierliche Verformung des simulierten Materials diskretisiert.
Ein hoher aufgelostes Netz fithrt daher zu einer natiirlicheren Bewegung.
Allerdings kostet dies mehr Rechenzeit.

Die Simulation von Textilien wird bereits seit {iber 20 Jahren erforscht.
1986 stellte Jerry Weil in [Wei86] Techniken vor, um realistische Bilder
von héngenden Textilien zu erzeugen, die an festen Punkten aufgehéngt
sind. Die ersten Arbeiten in der Computergraphik fiir eine Simulation
von Textilien wurden von Terzopoulos et al. présentiert [TPBF87, TF88].
Spéater wurde die Genauigkeit der Textilsimulation verbessert, indem Kol-
lisionen mit einem Kérpermodell und mit dem Textilmodell selbst bei der
Simulation beriicksichtigt wurden [LMTT91, YMT93]. Terzopoulos et al.
verwenden in ihrer Arbeit ein semi-implizites Integrationsverfahren. In
den folgenden Jahren wurden dagegen meistens explizite Integrationsver-
fahren verwendet, wie das Euler- oder das Runge-Kutta-Verfahren (siehe
z.B. [BHW94,CYTT92]), da diese deutlich schneller sind. Diese Verfahren
haben allerdings den Nachteil, dass grofie Federkonstanten im Modell zu
steifen Differentialgleichungen fithren kénnen [HES03]. Solche Federkon-
stanten werden in Masse-Feder-Modellen benotigt, wenn die Eigenschaften
von relativ unelastischen Materialien in der Simulation moglichst exakt
abgebildet werden sollen. Absolut unelastische verformbare Materialien
konnen mit diesen Modellen nicht simuliert werden, da bei solchen Mate-
rialien unendlich grofle Federkonstanten benétigt wiirden.

Xavier Provot verwendet in [Pro95] einen iterativen Nachbearbeitungs-
schritt, um die maximale Ausdehnung eines Masse-Feder-Modells zu be-
schrinken. In diesem Schritt wird die aktuelle Distanz der verbundenen
Partikel im Modell betrachtet. Wenn die Distanz zweier Partikel mit einer
Verbindung die Lange der urspriinglichen Verbindung um eine vorgegebe-
ne Toleranz iiberschreitet, werden die Positionen der Partikel verédndert,
bis die Distanz den maximalen Toleranzwert erreicht. Es wurde gezeigt,
dass diese Vorgehensweise deutlich effizienter ist, als eine Erhohung der
Federkonstanten, wenn die Toleranz {iberschritten wird. Allerdings hat die
Verschiebung der Partikel den Nachteil, dass dadurch Selbstdurchdringun-
gen des Textilmodells entstehen konnen. Robert E. Bridson et al. l6sen
dieses Problem in [BFA02] durch die folgende Vorgehensweise. Zunéchst
wird ein Simulationsschritt fiir das Textilmodell ohne Kollisionen durchge-
fiihrt. Dann werden mit Hilfe der durchschnittlichen Geschwindigkeiten
der Partikel die Kollisionen mit Reibung aufgeldst. Dabei werden die Ge-
schwindigkeiten durch Impulse verdndert. Durch eine lineare Bewegung der
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urspriinglichen Partikelpositionen mit den berechneten Geschwindigkeiten
ergeben sich die endgiiltigen Positionen, wenn keine weiteren Kollisionen
auftreten. Die Kollisionen werden in einer Schleife aufgelost, die endet,
wenn das Modell durchdringungsfrei ist. Um den Rechenaufwand dieser
Schleife zu reduzieren, schlagen Bridson et al. vor, die Schleife nach weni-
gen Iterationen abzubrechen und eine Sonderbehandlung durchzufiihren.
Bei dieser Sonderbehandlung werden Partikel, die zu einer Durchdringung
fiihren wiirden, zu einem Starrkérper zusammengefasst und gemeinsam
bewegt, so dass sich die Partikel relativ zueinander nicht bewegen kénnen
und damit auch keine Durchdringung moglich ist.

Besonders bei sehr unelastischen Modellen treten mit den expliziten Inte-
grationsverfahren Probleme auf. Aus diesem Grund wurden von einigen
Forschungsgruppen die impliziten Verfahren wiederentdeckt. David Baraff
und Andrew Witkin veréffentlichten in [BW98] ein Verfahren, das auf im-
pliziter Integration basiert. Es konnte gezeigt werden, dass die Verwendung
einer impliziten Methode die Stabilitdt der Simulation verbessert. Dadurch
konnen groflere Zeitschritte durchgefithrt werden, was die Geschwindigkeit
der Simulation deutlich erhoht. Allerdings muss bei dieser Methode in
jedem Simulationsschritt ein System von im Allgemeinen nichtlinearen
gewohnlichen Differentialgleichungen gelost werden. Die Arbeit von David
Baraff und Andrew Witkin gab den Ausschlag dafiir, dass weitere Gruppen
den Einsatz von impliziten Verfahren erforschten [HE01, VT00, VMTO01].

In den folgenden Jahren gab es dann einige Arbeiten, die durch eine
Mischung von impliziten und expliziten Verfahren die Geschwindigkeit
der Simulation erhdhten [EEH00, BMFO03]. Diese gemischten Verfahren
werden auch als IMEX-Methoden bezeichnet. Explizite Verfahren sind bei
der Simulation von unelastischen Modellen ungeeignet, wéhrend implizite
Verfahren den Nachteil haben, dass ein System von nichtlinearen Diffe-
rentialgleichungen gelost werden muss. Die grundsétzliche Idee bei den
gemischten Verfahren ist die Aufspaltung der Differentialgleichungssyste-
me bei Modellen, die teilweise unelastisch sind. Die unelastischen Teile
werden dann mit Hilfe eines impliziten Verfahrens gelost und die elasti-
schen Teile durch ein explizites Verfahren. Durch diese Vorgehensweise
miissen elastische Teile nicht mit der zeitaufwendigen impliziten Methode
behandelt werden, sondern ein schnelles explizites Verfahren kommt zum
Einsatz. Insgesamt wird die Simulation durch diese Aufteilung erheblich
beschleunigt.

Min Hong et al. verwenden in [HCJ*05] ein Partikelmodell, wobei die
Partikel mit Hilfe von Federkriften zusammengehalten werden. Wenn die
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Ausdehnung des Modells 10% iiberschreitet, werden Zwangsbedingungen
fiir den Abstand der Partikel definiert, um eine weitere Ausdehnung zu
verhindern. Diese Zwangsbedingungen werden mit Hilfe der Berechnung
von Lagrange-Multiplikatoren behandelt. Da nur die iiberdehnten Federn
im linearen Gleichungssystem der Multiplikatoren beriicksichtigt werden,
ist das System relativ klein und kann daher schnell gelést werden.

In [GHF107] stellen Rony Goldenthal et al. eine schnelle Projektionsmetho-
de vor, mit der die Ausdehnung des Textilmodells verhindert wird. Dabei
werden die Lagrange-Multiplikatoren fiir die Zwangsbedingungen im Modell
bestimmt. Um die Methode einfach in ein bestehendes Simulationsver-
fahren einzubinden, wird eine Implementierung als Geschwindigkeitsfilter
vorgeschlagen. Dadurch ist eine Zusammenarbeit mit anderen Teilen der
Simulation, die die Geschwindigkeiten der Korper verindern (wie z. B. die
Kollisionsauflgsung), einfach méglich.

Bei der Verwendung mehrerer Geschwindigkeitsfilter oder mehrerer Vor-
bzw. Nachbearbeitungsschritte ergibt sich das folgende Problem. Wenn die
einzelnen Schritte unabhéngig voneinander arbeiten, kann eine Bedingung,
die bereits erfiillt wurde, von einem spéteren Schritt wieder verletzt werden.
Eine genaue Simulation mit Zwangsbedingungen kann daher nur dann
durchgefiithrt werden, wenn die Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen
Schritten berticksichtigt werden.

Matthias Miiller et al. préasentieren in [MHHRO7] einen Ansatz, der mit geo-
metrischen Zwangsbedingungen arbeitet. Die meisten Simulationsmethoden
definieren Bedingungen fiir die Beschleunigungen oder die Geschwindigkei-
ten der Korper bzw. Partikel. Anschlieflend werden die Beschleunigungen
oder Geschwindigkeiten so verindert, dass die Bedingungen erfiillt werden.
Die neuen Positionen werden dann mit Hilfe numerischer Integration be-
stimmt. Das Verfahren von Matthias Miiller et al. arbeitet dagegen direkt
mit den Positionen. In jedem Simulationsschritt wird zundchst mit Hilfe
einer expliziten Euler-Integration eine Vorschau der Positionen bestimmt.
AnschlieSend werden die Zwangsbedingungen in einem iterativen Prozess
erfiillt. Die Geschwindigkeit eines Korpers wird am Ende des Simulati-
onsschritts durch die Verdnderung seiner Position approximiert. Durch
die direkte Manipulation der Positionen ist die Simulation besser steuer-
bar. Allerdings kénnen mit dem Verfahren keine physikalisch korrekten
Ergebnisse erzielt werden.

Viele Arbeiten haben das Ziel, visuell plausible Ergebnisse moglichst schnell
zu erreichen. Die Genauigkeit der Simulation ist dabei nebenséchlich.
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Mit diesem Ziel kénnen verschiedene Vereinfachungen bei der Simulation
vorgenommen werden, die den Berechnungsaufwand verringern.

Mark Meyer et al. verwenden einen Filter fiir die auftretenden Kréfte,
um die Stabilitidt der Simulation zu erhhen [MDDBO01]. Auflerdem wird
die implizite Integration durch eine explizite Methode angenéhert. Da-
durch wird eine hohere Geschwindigkeit bei der Berechnung erreicht. Die
auftretenden Fehler werden nach der Integration korrigiert, um plausible
Ergebnisse zu erzielen.

Young-Min Kang et al. prisentieren in [KCC*00] eine Methode, um die
implizite Integration eines Masse-Feder-Modells zu approximieren. Durch
diese Approximation kann die Integration wesentlich schneller durchgefiihrt
werden und bleibt trotzdem stabil. In [KC02] wird dieser Ansatz erweitert.
Fiir eine schnellere Simulation wird das Textilmodell in zwei Schichten
unterteilt. Eine Schicht beinhaltet das hoch aufgeloste Netz, das simuliert
werden soll, und eine weitere eine gering aufgeloste Version des Modells.
Das grobe Netz wird fiir die Simulation der globalen Bewegung verwendet,
wahrend das feine Netz dazu dient, realistische Falten und Details des
Textilmodells abzubilden.

Um die Simulation zu beschleunigen, verwenden einige Arbeiten adaptive
Methoden, wie z. B. in [ST08]. Dabei wird eine hohe Auflésung des Modells
nur dann verwendet, wenn dies auch notwendig ist. An Stellen, an denen
das Modell wenig verformt wird, wird nur eine grobe Auflésung benotigt.
Dadurch wird das Gesamtmodell vereinfacht und die Simulation beschleu-
nigt. Eitan Grinspun et al. stellen in [GKS02] sogar ein Framework fiir die
Simulation mit adaptiven Algorithmen vor.

Bei der Simulation nicht dehnbarer Textilien kann es zu einer Verklemmung
des Modells kommen [LTJ07]. In Abschnitt 4.3.5 wird gezeigt, wie dieses
Problem fiir die Kleidungssimulation mit der impulsbasierten Simulati-
onsmethode gelost wird. Verklemmungen kénnen auch bei der Simulation
dreidimensionaler elastischer Korper auftreten. Zum Beispiel bei der Simu-
lation mit einer linearen Finite-Elemente-Methode kann eine sehr grofie
Poissonzahl zu diesem Problem fiihren. Eine grofie Poissonzahl wird be-
notigt, wenn das Volumen des Modells erhalten werden soll. Irving et
al. [ISFO7] zeigen in ihrer Arbeit, dass eine Volumenerhaltung ohne Ver-
klemmung moglich ist, wenn das Volumen nicht fiir jedes Tetraederelement
einzeln, sondern fiir alle direkt benachbarten Elemente gleichzeitig korri-
giert wird. Im Gegensatz dazu verwenden Kaufmann et al. [KMBGO09] eine
Galerkin Finite-Elemente-Methode, die auf nicht-konformen oder diskonti-
nuierlichen Ansatzfunktionen basiert, um das Problem zu l6sen. English
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und Bridson [EBO8] lésen das Verklemmungsproblem fiir nicht dehnbare
Textilien durch die Verwendung eines nicht-konformen Simulationsmo-
dells.

4.1.3. Simulation von deformierbaren
Volumenkdérpern

In den letzten Jahren gab es im Bereich der Computergraphik viele Ar-
beiten, die sich mit der dynamischen Simulation deformierbarer Korper
beschéftigen. Allerdings produzieren die meisten dieser Arbeiten nur visuell
plausible Ergebnisse. Die Genauigkeit wird oft zugunsten der Geschwin-
digkeit vernachléssigt. Fiir eine genaue Simulation eines deformierbaren
Volumenkorpers, der nicht komprimierbar ist, muss das Volumen des Kor-
pers in jedem Simulationsschritt erhalten bleiben. Die Umsetzung dieser
Eigenschaft der Korper ist allerdings schwer und kostet einen hohen Re-
chenaufwand. Da das Ziel vieler Arbeiten eine interaktive Simulation ist,
wird die Volumenerhaltung dabei meistens nicht gewéhrleistet.

In einer der ersten Arbeiten iiber deformierbare Objekte in der Computer-
graphik [TPBF87] wurde die Finite-Differenzen-Methode fiir die Simulation
verwendet. Spéter wurden weitere Verfahren untersucht, wie die Finite-
Elemente-Methode [OH99], die Finite-Volumen-Methode [TBHF03], die
Randelementmethode [JP99] und Masse-Feder-Systeme [DSB99]. Einen
Uberblick iiber die physikalisch basierte Simulation deformierbarer Kor-
per in der Computergraphik geben die Arbeiten von Gibson und Mir-
tich [GM97] und Nealen et al. [NMK*05].

Matthias Teschner et al. stellen in [THMGO04] eine Methode fiir die dyna-
mische Simulation von deformierbaren Korpern vor. Ein deformierbarer
Korper wird in der Simulation durch ein Netz von Partikeln représentiert,
die durch Kréfte zusammengehalten werden. Diese Krifte werden aus einer
Energiefunktion abgeleitet, die die Energie der Deformation beschreibt.
Mit dieser Methode ist die interaktive Simulation von Tetraeder- und Drei-
ecksnetzen mit mehreren Tausend Primitiven moglich. Aulerdem kénnen
plastische und elastische Verformungen simuliert werden. Allerdings wird
dabei die Volumenerhaltung der Koérper nicht garantiert.

Matthias Miiller et al. prisentieren in [MHTGO5] das geometrisch motivier-
te Shape-Matching- Verfahren fiir deformierbare Korper. Ein deformierbarer
Korper ist dabei durch eine Menge von Partikeln gegeben. Fiir die Simu-
lation werden keine Informationen iiber die Verbindungen zwischen den
Partikeln benétigt. Die urspriingliche Form des Korpers wird zu Beginn
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der Simulation gespeichert. In jedem Simulationsschritt wird diese Form
dann moglichst passend iiber die aktuellen Positionen der Partikel gelegt.
Dadurch werden die Zielpositionen der Partikel bestimmt. Mit Hilfe dieser
Zielpositionen werden die Geschwindigkeiten der Partikel verdndert. Die
endgiiltigen Positionen werden dann mit Hilfe eines expliziten Integrations-
verfahrens berechnet. Die Volumenerhaltung des simulierten Korpers kann
mit diesem Verfahren nicht gew&hrleistet werden. Groie Deformationen
konnen mit dem Shape-Matching-Verfahren mit Hilfe von iiberlappenden
Regionen simuliert werden, fiir die jeweils eigene Zielpositionen berechnet
werden. Rivers und James [RJ07] stellen eine schnelle Summationstech-
nik fiir regulére Gitter vor, mit der die Zielpositionen der iiberlappenden
Regionen in linearer Zeit bestimmt werden konnen. Fierz et al. [FSAH12]
verwenden das Shape-Matching-Verfahren zur Stabilisierung von Finite-
Elemente-Simulationen mit einem expliziten Integrationsverfahren und
konnen dadurch groflere Zeitschrittweiten verwenden.

Im Bereich der Simulation mit der Finite-Elemente-Methode wird von
Geoffrey Irving et al. in [ISFO7] ein Ansatz fiir die Simulation von defor-
mierbaren Modellen vorgestellt. Dieser Ansatz wird von einem Verfahren
fiir die Simulation von Fliissigkeiten abgeleitet. Das simulierte Modell wird
mit dem Verfahren von Joseph Teran et al. [TMFBO05] in Tetraeder zerlegt.
Fiir das resultierende Tetraedermodell soll das Volumen erhalten werden.
Allerdings wird nicht das Volumen von jedem einzelnen Tetraeder erhalten,
da es im Allgemeinen mehr Tetraeder als Freiheitsgrade im Modell gibt
und es daher zu einer Blockierung des Modells kommen wiirde. Stattdessen
werden die Tetraeder, die sich in einer direkten Nachbarschaft zu einem
Partikel befinden, zusammen betrachtet.

Das Thema einiger Arbeiten ist die Beschleunigung existierender Simulati-
onsverfahren. Wu et al. [WDGTO01] stellen beispielsweise einen adaptiven
Ansatz fiir nichtlineare finite Elemente vor, der auf der Verwendung von
progressiven Netzen basiert [Hop96]. Debunne et al. [DDCBO1] zeigen eine
Technik fiir kontinuierliche Modelle mit einer automatischen Anpassung
des Detailgrads von Raum und Zeit. Diese Technik verwendet eine adaptive
Zeitschrittweite und eine Hierarchie von Tetraedernetzen fiir die Simula-
tion. In der Arbeit von Capell et al. [CGCT02] wird eine hierarchische
Basis auf dem Kontrollgitter definiert, um eine adaptive Anpassung des
Detailgrads und damit eine interaktive Simulation zu erméglichen. Grin-
spun et al. [GKS02] dndern nicht den Detailgrad der Elemente, sondern
den der Basisfunktionen, um auf diese Weise den Rechenaufwand zu redu-
zieren. Eine adaptive Variante des Shape-Matching-Verfahrens wird von
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Steinemann et al. [SOGO8] vorgestellt, die das Verfahren von Rivers und
James [RJ07] um eine Octree-Représentation des Modells erweitern. Adap-
tive Verfahren verbessern die Geschwindigkeit der Simulation, allerdings
auf Kosten der Genauigkeit. Eine Alternative zu adaptiven Methoden sind
Modellreduktionstechniken. Barbi¢ und James [BJ05] verwenden eine Inte-
grationsmethode fiir einen vorberechneten Unterraum, um die Simulation
von deformierbaren Korpern zu beschleunigen. Wenn der Unterraum nicht
optimal gewéhlt ist, kann dies jedoch zu einer deutlichen Einschrénkung
der Deformationen fiihren.

Ein weiteres interessantes Thema, das von vielen Autoren aufgegriffen
wurde, ist die numerische Stabilitdt. Das Verfahren von Terzopoulos et
al. [TPBF8&7] ist fiir Modelle mit einer hohen Steifigkeit numerisch schlecht
konditioniert. Dieses Problem wurde in [TW88] mit Hilfe eines hybriden
Modells gelost, das aus einer starren und einer deformierbaren Komponen-
te besteht. Baraff und Witkin [BW98] erreichen eine stabile Simulation
steifer Modelle mit groflen Zeitschrittweiten durch die Verwendung ei-
nes bedingungslos stabilen, impliziten Integrationsverfahrens. Miiller et
al. [MDM™02] 16sen numerische Probleme und reduzieren gleichzeitig den
Rechenaufwand beim Einsatz eines nichtlinearen Verzerrungstensors durch
eine vorberechnete Steifigkeitsmatrix in Kombination mit einem Tensor-
feld fiir lokale Rotationen. Numerische Probleme bei Finite-Elemente-
Simulationen werden von Irving et al. [[TF04] durch die Einfithrung von
invertierbaren Elementen gelost. Dadurch werden robuste Simulationen
mit groffen Zeitschritten moglich.

Ein Volumenverlust bei groflen Deformationen kann sehr unrealistisch
wirken. Daher wurden bereits verschiedene Ansétze zur Erhaltung des
Volumens bei deformierbaren Korpern untersucht. Miiller et al. [MKN04]
stellen ein netzfreies Simulationsmodell vor, das sich aus der Kontinu-
umsmechanik ableitet. Dadurch kénnen Materialeigenschaften, wie das
Elastizitdtsmodul oder die Poissonzahl, spezifiziert werden. Allerdings
kann die Moving-Least-Squares-Methode, die bei diesem Modell verwendet
wird, keine genaue Volumenerhaltung garantieren. Um realistische plas-
tische Deformationen zu simulieren, zeigen Bargteil et al. [BWHTO07] ein
Plastizitdtsmodell, das die Konservierung des Volumens beriicksichtigt.
Dieses Modell ist allerdings aufgrund des hohen Rechenaufwands nicht
fiir interaktive Simulationen geeignet. Nedel und Thalmann [NT98] er-
weitern Masse-Feder-Systeme um spezielle Federn, mit denen bestimmte
Winkel eingehalten werden sollen. Dadurch wird einer Verformung eines
Muskels entgegen gewirkt. Allerdings kann das Volumen des Muskels nicht
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genau eingehalten werden. Eine approximative Volumenerhaltung wird
von Teschner et al. [THMGO04] vorgestellt. Durch die Definition einer Ener-
giefunktion fiir Tetraederelemente werden Krifte berechnet, die einem
Volumenverlust entgegenwirken. Eine rein lokale Volumenerhaltung wird
in [ISFOT7] présentiert. In dieser Arbeit wird das Problem gelost, dass es bei
einer linearen Finite-Elemente-Simulation mit einer grofien Poissonzahl zu
einer Blockierung des Modells kommen kann. Dieser Ansatz ist allerdings
nicht fiir eine interaktive Simulation mit komplexen Korpern geeignet.
Globale Volumenerhaltung wird nicht nur in der Simulation, sondern auch
bei sogenannten Skinning-Techniken [vETS08] verwendet.

4.2. Grundlagen

Die Simulation deformierbarer Korper wird mit Hilfe von Partikelmodel-
len durchgefiihrt. Partikel sind Koérper, die eine Masse haben, aber keine
Ausdehnung (siche Abschnitt 2.1). Aus diesem Grund haben sie nur drei
translatorische Freiheitsgrade und sind wesentlich einfacher zu simulie-
ren als Starrkérper. Ein Partikelmodell besteht aus Partikeln, die durch
Zwangsbedingungen miteinander verbunden sind. Dadurch entsteht ein
Netz, dessen Knoten Partikel und dessen Kanten Bedingungen sind. Ein
solches Netz beschreibt einen deformierbaren Koérper in der Simulation.

Das einfachste Modell fiir die Simulation deformierbarer Korper ist ein
Masse-Feder-System (siehe Abschnitt 4.1.1). Die resultierenden Kérper
sind aufgrund der Verbindungen mit Federn sehr elastisch. Diese Elastizitat
ist aber nicht immer gewiinscht. Ein Seil ist z. B. biegsam aber nicht sehr
elastisch. Wenn ein Seil mit Hilfe eines Masse-Feder-Systems simuliert
werden soll, dann wird eine Reihe von Partikeln mit Hilfe von Federn zu
einer Kette verbunden. Ein unelastisches Seil lasst sich mit diesem Modell
allerdings nur sehr schlecht simulieren. Um die Elastizitéit des Modells sehr
klein zu halten, miissen sehr grofie Federkonstanten verwendet werden. Dies
fithrt zu steifen Differentialgleichungen, welche die Stabilitdt der Simulati-
on negativ beeinflussen [HES03]. Steife Differentialgleichungen kénnen nur
mit Hilfe von speziellen Integrationsmethoden oder durch das Reduzieren
der Zeitschrittweite stabil gelost werden. In beiden Fillen verringert sich
die Geschwindigkeit der Simulation erheblich. Allerdings kann selbst durch
eine Erhohung der Federkonstanten ein vollstdndig unelastisches Material-
verhalten nicht garantiert werden. Masse-Feder-Systeme sind daher nicht
fiir die Simulation von unelastischen Modellen geeignet. Aus diesem Grund
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werden fiir solche Modelle andere Verbindungen zwischen den Partikeln
benotigt.

4.2.1. Distanzbedingung

Eine nicht elastische Verbindung zwischen zwei Partikeln a und b kann
durch eine Distanzbedingung realisiert werden. Diese Zwangsbedingung
sorgt dafiir, dass der Abstand zwischen zwei Partikeln im Modell wihrend
der Simulation konstant bleibt. Im Folgenden wird beschrieben, wie eine
Distanzbedingung mit Hilfe von Impulsen exakt erfiillt werden kann.

Die Distanzbedingung definiert eine Zwangsbedingung fiir die Positionen
der verbundenen Partikel s, und s, und fiir ihre Geschwindigkeiten. Der
Abstand der Partikel zu einem Zeitpunkt ¢ wird bestimmt durch:

d(t) = [sa(t) —su(t)]-

Wihrend der Simulation muss dieser Abstand konstant bleiben. Dadurch
wird die folgende Positionsbedingung fiir die Partikel definiert:

d(t) — do =0,

wobei dg die Distanz der Partikel am Anfang der Simulation ist. Die
Richtung des Distanzvektors wird im Folgenden bei der Berechnung eines
Korrekturimpulses benétigt und wie folgt berechnet:

In der Simulation wird durch die Einwirkung von Impulsen dafiir gesorgt,
dass die Distanzbedingung erfiillt wird. Die Impulse werden, wie bei den
Positionsbedingungen der Gelenke, mit Hilfe einer Vorschau bestimmt. Die
Distanz d(t+h) nach einem Simulationsschritt der Lénge h muss durch Inte-
gration berechnet werden. Dafiir werden die Positionen der entsprechenden
Partikel mit Hilfe der Gleichung 2.2 integriert. Die Differenz der Absténde
epos = d(t + h) — dy beschreibt genau den Fehler, der auftritt, wenn der
Simulationsschritt ohne Beriicksichtigung der Distanzbedingung durch-
gefiihrt wird (siehe Abbildung 4.1(a)). Um diesen Fehler zu verhindern,
miissen sich die Geschwindigkeiten der verbundenen Partikel verdndern.
Fiir diese Geschwindigkeitsénderung wird ein Impuls p berechnet. Der glei-
che Impuls muss am Anfang des Simulationsschrittes in entgegengesetzte
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Abbildung 4.1.: Korrektur einer Distanzbedingung mit Hilfe von Impulsen

Richtungen auf die beiden Partikel einwirken (siehe Abbildung 4.1(b)).
Dadurch wird die Impulserhaltung des Systems gewihrleistet.

Die relative Bewegung von zwei Partikeln ist linear, solange keine konti-
nuierlichen Kréfte auf die Partikel einwirken. Da die Zwangsbedingungen
im System mit Hilfe von Impulsen aufgelost werden, treten dabei keine
kontinuierlichen Krifte auf. Wenn die externen Kréfte, die auf die ver-
bundenen Partikel wirken, wihrend eines Simulationsschrittes konstant
sind, ist die Bedingung fiir eine lineare Bewegung erfiillt. Dies ist z.B.
bei Simulationen gegeben, in denen Gravitation die einzige externe Kraft
ist. Die relative Bewegung der Partikel auf einer linearen Bahn ist keine
zwingende Voraussetzung fiir die Simulation der Distanzbedingung mit
Impulsen, aber sie hat den Vorteil, dass die Bedingung in einem Schritt
exakt aufgelost werden kann. Dies wird im Folgenden gezeigt.

Wenn die relative Bewegung der verbundenen Partikel linear ist, beschreibt
epos/h exakt die Geschwindigkeitséinderung, die nétig ist, um den Positi-
onsfehler ep,s innerhalb eines Zeitschrittes der Lénge h zu korrigieren. Fiir
den Fall, dass eine lineare Bewegung nicht gegeben ist, kann die notwendige
Geschwindigkeitsinderung durch e,os/h approximiert werden. Dies ist eine
sehr gute Approximation, da ein Zeitschritt sehr kurz und die Bewegung
in diesem Zeitraum im Allgemeinen annihernd linear ist. Der gesuchte
Impuls, der die benétigte Geschwindigkeitsinderung bewirkt, wird durch
die folgende Gleichung bestimmt:
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Dabei ist Av,(p) die Geschwindigkeitsinderung des Partikels a, die durch
die Einwirkung des Impulses p auf das Partikel verursacht wird. Die
Geschwindigkeitsédnderung wird mit Hilfe der Gleichung

Ava(p) =kap

berechnet, wobei k, wie folgt definiert ist:

b {1 wenn das Partikel a dynamisch ist
W=

Mg

4.1
0 sonst. (4.1)

Durch diese Fallunterscheidung muss im Folgenden nicht mehr zwischen sta-
tischen und dynamischen Partikeln unterschieden werden. Die resultierende
Gleichung fiir die Berechnung des gesuchten Impulses ist

(ka + ko) p = A(t) . (4.2)
Diese Gleichung hat genau dann eine eindeutige Losung, wenn mindestens
eines der Partikel dynamisch ist. Da eine Zwangsbedingung zwischen zwei
statischen Partikeln keinen Einfluss auf die Simulation hat, ist sie tiberfliis-
sig und kann entfernt werden. Daher kann die Gleichung fiir den Impuls der
Distanzbedingung immer gelost werden. Allerdings ist der Impuls immer
Null, wenn die Partikel zum Zeitpunkt ¢ die gleiche Position haben. Dieser
Fall kann jedoch vernachldssigt werden, da davon ausgegangen wird, dass
alle Positionsbedingungen am Anfang des Simulationsschrittes erfiillt sind
und eine Distanzbedingung fiir den Abstand Null in der Simulation keinen
Sinn macht.

Der Impuls, der durch Losen der Gleichung 4.2 bestimmt wird, muss am
Anfang des Simulationsschrittes positiv auf das Partikel a und negativ auf
das Partikel b einwirken. Wenn die relative Bewegung der Partikel linear
ist, wird die Positionsbedingung zum Zeitpunkt ¢ + h durch den berech-
neten Impuls exakt erfiillt. Andernfalls miissen weitere Impulse in einem
iterativen Prozess bestimmt werden, bis die Bedingung innerhalb einer
vorgegebenen Toleranz €4 erfiillt wird. Diese Vorgehensweise entspricht
der bei der Simulation eines Gelenks zwischen zwei Starrkérpern (siehe
Abschnitt 3.2).

Durch eine Distanzbedingung wird aufler der beschriebenen Zwangsbedin-
gung fiir die Positionen der Partikel eine Bedingung fiir ihre Geschwindig-
keiten definiert. Diese hat die folgende Form:

(vi(t) — va(t))d(t) = 0.
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Diese Bedingung sorgt dafiir, dass die relative Geschwindigkeit der Partikel
in Richtung des Distanzvektors (s, —s,) konstant bleibt. Im Allgemeinen
ist die Geschwindigkeitsbedingung nach einem Simulationsschritt nicht
erfiillt. Die Impulse, die zur Erfiillung der Positionsbedingung auf die
Partikel einwirken, haben zur Folge, dass sich die relative Geschwindigkeit
der Partikel verdndert. Daher muss ein weiterer Impuls berechnet werden,
um die Geschwindigkeitsbedingung aufzulosen. Bei der Berechnung dieses
Impulses wird keine Vorschau benétigt, da sich die Geschwindigkeit eines
Korpers sofort verdndert, wenn ein Impuls auf den Korper einwirkt.

Der Fehler, der durch den Impuls korrigiert werden muss, wird durch die
Geschwindigkeitsbedingung bestimmt:

A

€vel = (Vb(t) — Vg (t)) d(t)

Dadurch ist die Geschwindigkeitsdnderung, die der gesuchte Impuls be-
wirken muss, bekannt. Der Impuls fiir die Geschwindigkeitsbedingung
kann analog zum Impuls der Positionsbedingung bestimmt werden. Die
Gleichung, die der Impuls erfiillen muss, ist gegeben durch:

(ka + kb) P= a(t) €vel- (43)

Da die Positionsbedingung zu diesem Zeitpunkt bereits erfiillt ist, muss der
Abstand der Partikel grofer als Null sein. Auflerdem wird bei der Simulation
eine Distanzbedingung nur dann berticksichtigt, wenn mindestens eines
ihrer Partikel dynamisch ist. Daher kann die Gleichung fiir den Impuls
immer eindeutig gelost werden und der Impuls wird nur dann Null, wenn
auch der Fehler e, Null ist. Wenn der berechnete Impuls positiv auf
das erste Partikel und negativ auf das zweite Partikel einwirkt, wird die
Geschwindigkeitsbedingung sofort exakt erfiillt.

Eine Distanzbedingung entfernt einen translatorischen Freiheitsgrad zwi-
schen den verbundenen Partikeln. Dadurch entsteht eine starre Verbindung.
Starre Verbindungen kénnen verwendet werden, um einen Starrkorper in
ein Partikelmodell zu zerlegen. Dies soll am Beispiel eines Tetraeders ver-
anschaulicht werden. Wenn man in jedem Eckpunkt eines Tetraeders ein
Partikel positioniert und fiir jede Kante eine Distanzbedingung definiert,
dann bekommt man einen starren Korper. Die vier Partikel haben zusam-
men zwolf Freiheitsgrade. Durch die sechs Distanzbedingungen werden
sechs Freiheitsgrade aus dem entstandenen Modell entfernt. Der resul-
tierende Korper hat sechs Freiheitsgrade: drei translatorische und drei
rotatorische. Dies entspricht genau einem Starrkérper. Fiir jeden Starr-
korper existiert ein dquivalentes Partikelmodell. Dies wurde in [SBP05b]
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gezeigt. Werden aus dem Partikelmodell eines starren Korpers Distanzbe-
dingungen entfernt oder durch Federn ersetzt, dann bekommt der Korper
zusétzliche Freiheitsgrade und wird dadurch deformierbar.

4.3. Simulation von Textilien

Die dynamische Simulation von Textilien ist ein wichtiges Forschungsthema
im Bereich der Computergraphik. Solche Simulationen werden z.B. in
Computerspielen und -animationen eingesetzt, um diese realistischer zu
gestalten. Ein anderes Anwendungsgebiet ist der virtuelle Entwurf von
Prototypen in der Bekleidungsindustrie [VMTO05].

Die meisten Simulationsverfahren gehen von der Annahme aus, dass Texti-
lien elastisch sind. Durch diese Annahme kann eine Simulation sehr effizient
mit einem Partikelmodell durchgefiihrt werden. Die Partikel werden durch
Krifte (wie z.B. beim Masse-Feder-Modell) zusammengehalten. Aller-
dings wird kein fester oder maximaler Abstand zwischen zwei verbundenen
Partikeln durch eine Bedingung erzwungen.

Die meisten Textilien verformen sich nicht unter ihrem eigenen Gewicht.
Diese Eigenschaft kann mit dem beschriebenen Modell nicht umgesetzt
werden. Auflerdem ist es ungeeignet fiir die Simulation von Materialien,
die vollstindig unelastisch sind. Aus diesem Grund wurden in den letzten
Jahren neue Verfahren fiir die Simulation von nicht dehnbaren Textili-
en entwickelt [BB08a, BB08b, GHF07]. In diesem Abschnitt wird eine
impulsbasierte Methode fiir eine solche Simulation vorgestellt.

Im Folgenden wird zunéchst das Modell vorgestellt, das fiir die impulsba-
sierte Simulation von Textilien verwendet wird. Fiir die Simulation nicht
dehnbarer Materialien werden im Modell Zwangsbedingungen definiert.
Die Behandlung dieser Bedingungen geschieht mit Hilfe von Impulsen.
Fiir die Berechnung dieser Impulse werden drei verschiedene Verfahren
vorgestellt. Das erste Verfahren arbeitet iterativ. Die zweite Methode be-
schreibt die Abhéngigkeiten der Zwangsbedingungen im Modell mit Hilfe
eines linearen Gleichungssystems. Durch Losen dieses Systems kénnen
alle Impulse gleichzeitig bestimmt werden. Das letzte Verfahren nutzt die
Tatsache aus, dass die Impulse fiir Modelle mit einer azyklischen Struktur
mit linearem Zeit- und Speicheraufwand berechnet werden kénnen. Da
das Modell fiir die Simulation von Textilien nicht zyklenfrei ist, muss es
zunéchst in azyklische Teile zerlegt werden. Die Impulse fiir die einzelnen
Teile kénnen dann mit linearem Aufwand bestimmt werden.
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Abbildung 4.2.: Partikelmodell mit Distanzbedingungen fiir die Simulation eines
quadratischen Tuchs

4.3.1. Modell

Fiir die impulsbasierte Simulation von nicht elastischen Textilien wird ein
Partikelmodell verwendet. Die Partikel werden durch Distanzbedingungen
(siehe Abschnitt 4.2.1) zu einem Netz verbunden. Dieses Netz reprisentiert
den Stoff in der Simulation.

Die Struktur des Netzes fiir die Simulation von Textilien kann nicht belie-
big gewihlt werden, da man beriicksichtigen muss, welche Freiheitsgrade
des resultierenden Modells beschréinkt werden. Ein Dreiecksnetz, bei dem
auf allen Kanten Distanzbedingungen definiert werden, ist z. B. kein ge-
eignetes Modell fiir die Simulation von nicht elastischen Textilien. Durch
die Distanzbedingungen werden zu viele Freiheitsgrade entfernt, so dass
sich das zweidimensionale Modell nicht frei verformen kann. In dieser
Arbeit wird daher zunichst ein Partikelmodell verwendet, bei dem die
Partikel mit Distanzbedingungen zu Quadraten verbunden werden. Abbil-
dung 4.2 zeigt ein Beispiel fiir ein solches Modell. Dieses Modell hat den
Vorteil, dass die entfernten Freiheitsgrade die Verformung des simulierten
Tuchs nicht einschrinken. Auflerdem kann die maximale Ausdehnung des
Textilmodells exakt beschréinkt werden, indem ein maximal zuléssiger Tole-
ranzwert fiir die Einhaltung der Positionsbedingungen definiert wird (siehe
auch Abschnitt 4.3.2). In Abschnitt 4.3.5 wird gezeigt, wie die Simulati-
onsmethoden, die im Folgenden fiir Kleidungsmodelle vorgestellt werden,
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durch die Verwendung eines nicht-konformen Netzes auch fiir Modelle mit
Dreiecksnetzen angewendet werden kénnen.

Die Verformung des Modells soll allerdings nicht ganz frei geschehen. Die
einzelnen Quadrate des Modells konnen als Maschen angesehen werden.
Mit Hilfe von Kréften soll einer Scherung der Maschen entgegengewirkt
werden. Dadurch soll zum einen verhindert werden, dass eine Masche zu
einer Linie degeneriert und zum anderen soll das Modell mit einer gewissen
Kraft versuchen, seine urspriingliche Form wieder herzustellen. Fiir die
Herstellung der urspriinglichen Form des Modells miissen aulerdem Krifte
einer Kriimmung entgegenwirken.

Diese Krifte werden durch geddampfte Federn realisiert. Die Kraft einer
Feder wird durch die folgende Gleichung beschrieben:

Freder = D (|d| — 1) d.

Dabei bezeichnet D die Federkonstante, d ist der Distanzvektor zwischen
den beiden verbundenen Partikeln, d ist der zugehorige Einheitsvektor,
der die Richtung der Feder angibt, und [ ist die urspriingliche Lénge der
Feder. Die Reibungskraft der Feder wird wie folgt berechnet:

FReibung = —pr(up — ug),

wobei upr der Reibungskoeffizient der Feder ist und u, sowie u; die Punkt-
geschwindigkeiten der beiden Partikel. Insgesamt ergibt sich dadurch eine
Kraft von Fgesamt = Freder + FReibung fiir eine geddmpfte Feder.

Abbildung 4.3 zeigt die Federn fiir ein Partikel im Modell, die die oben
beschriebenen Krifte bewirken. Das Partikel in der Mitte der Abbildung ist
mit seinen diagonalen Nachbarn durch die roten Federn verbunden. Diese
wirken einer Scherung entgegen. Die Stérke dieser Federn ist abhédngig vom
Material. Daher werden die Federkonstanten und die Reibungskoeffizienten
durch das jeweilige Modell bestimmt. Das Partikel wird auflerdem auf der
Horizontalen und Vertikalen mit seinen jeweils iiberndchsten Nachbarn
durch die gelben Federn verbunden. Die Kréfte dieser Verbindungen wirken
einer Kriimmung der simulierten Textilie entgegen. Die Eigenschaften der
gelben Federn werden ebenfalls vom Modell festgelegt.

In Abschnitt 4.2.1 wird beschrieben, dass die Positionsbedingung einer
Distanzbedingung in einem Schritt exakt gelost werden kann, wenn die
externen Krifte, die auf die verbundenen Partikel wirken, wihrend des
Simulationsschrittes konstant sind. Wenn die Federn des Modells als exter-
ne Krifte in die Berechnung mit eingehen, dann ist diese Voraussetzung
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Abbildung 4.3.: Federkriifte, die auf ein Partikel im Textilmodell wirken. Die
diagonalen Federn sollen einer Scherung der Maschen entgegenwirken, wahrend
die horizontalen und vertikalen Federkrifte versuchen, die Verbiegung des Modells
riickgéngig zu machen.

nicht mehr erfiillt. In diesem Fall muss, wie bei den Positionsbedingungen
der Starrkorper, iteriert werden. Dadurch verlangsamt sich die Simulati-
on abhéngig von der Zeitschrittweite. Alternativ konnen die Federkréfte
am Anfang des Simulationsschrittes durch ein explizites Euler-Verfahren
integriert werden. Dadurch erhilt man fiir jede Feder einen Impuls. Die
Einwirkung dieses Impulses auf die beiden zugehorigen Partikel verdndert
deren Geschwindigkeiten sofort. Anschlieflend kann ein Simulationsschritt
mit konstanten externen Kréften durchgefiihrt werden. Die Simulation
kann auf diese Weise schneller durchgefiihrt werden, allerdings ergibt sich
ein Fehler von O(h?). Da das Ziel der Textilsimulation im Allgemeinen
visuell plausible Ergebnisse sind, stellt dies kein Problem dar.

4.3.2. Iteratives Verfahren
4.3.2.1. Beschreibung des Verfahrens

Das iterative Verfahren bestimmt die Impulse fiir die Distanzbedingungen
in zwei iterativen Prozessen [BB08a]. Zunichst werden die Impulse fiir die
Positionsbedingungen berechnet. Diese Impulse miissen sicherstellen, dass
die Positionsbedingungen nach einem Simulationsschritt der Lange h erfiillt
werden. In jedem Iterationsschritt wird dabei fiir jede Bedingung zun#chst
eine Vorschau der Positionen der verbundenen Partikel bestimmt. Die
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Vorschau zeigt, wo sich ein Partikel nach dem Simulationsschritt befinden
wiirde, wenn seine Bewegung durch keine Bedingung eingeschréinkt wére.
AnschlieBend kann durch das Losen von Gleichung 4.2 ein Impuls berechnet
werden, der dafiir sorgt, dass die Positionsbedingung zum Zeitpunkt ¢ 4+ h
erfiillt wird. Dieser Impuls muss zum Zeitpunkt ¢ auf die beiden Partikel
in entgegengesetzte Richtungen einwirken. Auf diese Weise wird in einem
Iterationsschritt fiir jede Bedingung, die in der Vorschau nicht erfiillt ist,
ein Impuls bestimmt.

Wenn ein Partikel durch mehrere Positionsbedingungen mit anderen Parti-
keln verbunden ist, beeinflussen sich die Impulse, die fiir die verschiedenen
Bedingungen berechnet werden, gegenseitig. Diese Abhéngigkeiten zwi-
schen den Bedingungen werden durch den iterativen Prozess aufgelst. Der
Prozess endet, wenn alle Positionsbedingungen innerhalb einer vorgegebe-
nen Toleranz erfiillt werden. Diese iterative Vorgehensweise konvergiert zu
der physikalisch korrekten Losung (Beweis in [SBPO05D]).

Nachdem im iterativen Prozess alle Impulse fiir die Positionsbedingungen
bestimmt wurden, kann fiir alle Partikel ein Zeitschritt von ¢t nach ¢ + h
durchgefiihrt werden. Die neuen Geschwindigkeiten und Positionen der
Partikel werden dabei mit Hilfe der Gleichungen 2.1 und 2.2 bestimmt.
Durch die berechneten Impulse werden alle Positionsbedingungen nach
diesem Zeitschritt erfiillt.

Nach dem Zeitschritt der Partikel werden die Geschwindigkeitsbedingun-
gen im Allgemeinen nicht erfiillt. Dies wird durch den zweiten iterativen
Prozess korrigiert. Dabei wird in einem Iterationsschritt fiir jede Geschwin-
digkeitsbedingung, die nicht erfiillt ist, durch Losen von Gleichung 4.3
ein Impuls bestimmt. Nachdem der berechnete Impuls auf die beiden ver-
bundenen Partikel in entgegengesetzte Richtungen gewirkt hat, wird die
zugehorige Bedingung erfiillt. Wie bei den Positionsbedingungen kommt
es zu Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen Bedingungen, wenn ein Par-
tikel durch mehrere Geschwindigkeitsbedingungen mit anderen Partikeln
verbunden ist. In dem iterativen Prozess werden diese Abhingigkeiten
aufgelost. Wenn alle Geschwindigkeitsbedingungen des Modells innerhalb
einer vorgegebenen Toleranz erfiillt sind, endet die Iterationsschleife.

Die Korrektur einer Geschwindigkeitsbedingung wird fiir eine stabile Simu-
lation der zugehorigen Distanzbedingung nicht zwingend bendétigt, da allein
durch die Positionsbedingung der Abstand der Partikel beibehalten wird.
Daher konnen die Geschwindigkeitsbedingungen vernachléssigt werden,
um die Simulation zu beschleunigen. Allerdings wird durch die Beriick-
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sichtigung dieser Bedingungen eine hohere Genauigkeit bei der Simulation
erreicht.

4.3.2.2. Eigenschaften des Verfahrens

Das vorgestellte Verfahren unterscheidet sich nur geringfiigig vom ite-
rativen Verfahren fiir Mehrkorpersysteme aus Abschnitt 3.3.1. Fiir die
Genauigkeit, die Stabilitdt und die Simulation in Echtzeitanwendungen
haben die Verfahren die gleichen Eigenschaften. Unterschiede gibt es bei
der Geschwindigkeit und der Implementierung.

Bei den Modellen mit Starrkérpern konnte durch einen Impuls, der fiir
eine Positionsbedingung berechnet wurde, der Positionsfehler nur reduziert
werden. Da im verwendeten Partikelmodell fiir die Simulation von Textilien
keine kontinuierlichen Kréfte auftreten, wird hier die Positionsbedingung
durch einen Impuls exakt erfiillt. Dadurch konvergiert das iterative Ver-
fahren fiir das Textilmodell schneller. Auflerdem ist die Berechnung der
Impulse fiir eine Distanzbedingung einfacher, da nicht die Inverse einer
Matrix bestimmt werden muss, sondern eine einfache Division ausreicht.
Aus dem gleichen Grund ist dieses Verfahren auch einfacher zu implemen-
tieren.

Mit den Toleranzwerten, die fiir die Abbruchbedingungen des iterativen
Verfahrens verwendet werden, kann die Elastizitédt des simulierten Materials
gesteuert werden. Je grofler der Toleranzwert, um so mehr Dehnung wird
zugelassen, wenn grofle Krifte auf das Modell einwirken. Im Gegensatz zum
Masse-Feder-Modell wird allerdings die maximale Ausdehnung durch die
Zwangsbedingungen beschrankt. Dadurch kann die maximale Dehnbarkeit
des simulierten Materials exakt festgelegt werden.

Das iterative Verfahren kann Zyklen im Modell ohne zusétzlichen Auf-
wand simulieren. Da das Modell fiir die Simulation von Textilien sehr viele
Zyklen enthélt, ist dies ein wichtiger Vorteil des Verfahrens. Allerdings
konvergiert das Verfahren nur langsam, wenn ein komplexes Modell mit
sehr kleinen Toleranzwerten simuliert wird. Bei Textilmodellen handelt es
sich im Allgemeinen um komplexe Modelle mit mehreren hundert Distanz-
bedingungen. Eine schnelle Simulation mit diesem Verfahren ist daher nur
moglich, wenn die Toleranzwerte entsprechend grofl sind. Das bedeutet,
dass das Verfahren fiir Textilien geeignet ist, die nicht extrem unelas-
tisch sind. Geschwindigkeitsmessungen mit verschiedenen Toleranzwerten
werden in Abschnitt 4.3.6 vorgestellt.
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Abbildung 4.4.: Freiheitsgrade der Partikel in einem Textilmodell

4.3.3. LGS-Verfahren

Die Abhingigkeiten zwischen den Distanzbedingungen im Modell kénnen
mit Hilfe eines linearen Gleichungssystems beschrieben werden [BBD09b].
Dies funktioniert analog zu dem LGS-Verfahren, das fiir Mehrkorpersyste-
me mit Starrkérpern vorgestellt wurde (siehe Abschnitt 3.3.2). Durch die
Losung des Gleichungssystems konnen alle Impulse fiir die Positions- bzw.
die Geschwindigkeitsbedingungen auf einmal bestimmt werden. Im Gegen-
satz zum Verfahren fiir Starrkorper ist hier bei den Positionsbedingungen
kein iterativer Prozess notwendig, da im gewéhlten Modell keine kontinu-
ierlichen Kréfte auftreten. Dadurch ist die relative Bewegung der Partikel
einer Distanzbedingung linear und die bendtigte Geschwindigkeitséinderung
kann exakt bestimmt werden. Fiir Starrkérper konnte im Allgemeinen fiir
eine Bedingung nur eine Approximation der Geschwindigkeitsinderung
verwendet werden.

Da das lineare Gleichungssystem die Struktur des Modells widerspiegelt,
diirfen die Bedingungen keine Redundanz aufweisen. Andernfalls ist das
zugehorige Gleichungssystem iiberbestimmt, was zu einer instabilen Simu-
lation fithren kann. Abbildung 4.4 zeigt die Freiheitsgrade der Partikel in
einem kleinen Ausschnitt eines Textilmodells. Dabei werden die Partikel
von links oben nach rechts unten betrachtet. Das erste Partikel kann seine
Position frei wihlen und hat daher drei Freiheitsgrade. Die direkten Nach-
barn nach rechts und nach unten bewegen sich um das erste Partikel auf
einer Kugeloberfliche. Damit haben sie zwei Freiheitsgrade. Das gleiche gilt
auch fiir alle weiteren Partikel auf dem linken und dem oberen Rand des
Modells. Die restlichen Partikel kénnen sich nur noch auf einer Kreisbahn
bewegen, da sie nach links und oben jeweils mit einer Distanzbedingung
verbunden sind. Wenn man alle Freiheitsgrade zusammenz&hlt, bekommt
man die Freiheitsgrade des Modells. Im Beispiel der Abbildung sind das 15
Freiheitsgrade. Betrachtet man die Partikel als freie Koérper, dann haben sie
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27 Freiheitsgrade. Das bedeutet, dass die Bedingungen zwolf Freiheitsgrade
entfernen. Ein nicht {iberbestimmtes Gleichungssystem muss demnach die
Dimension zwolf haben. Da es im Modell genau zwolf eindimensionale
Zwangsbedingungen gibt, ist diese Bedingung erfiillt. Allerdings ist dies
nicht immer der Fall. Wenn vier Partikel, die mit Distanzbedingungen
zu einem Viereck verbunden sind, wihrend der Simulation alle auf einer
Geraden liegen, verliert das Modell einen weiteren Freiheitsgrad. In einer
solchen Situation ist das lineare Gleichungssystem iiberbestimmt. Dieses
Problem ist in der Praxis aufgrund der Federkréfte im Modell bisher noch
nie aufgetreten. Allerdings kann man ohne zusétzlichen Aufwand eine
Uberbestimmtheit des Gleichungssystems nicht absolut ausschliefen. Es
existieren verschiedene Losungsmoglichkeiten fiir dieses Problem. Die erste
Moglichkeit besteht darin, dass in jedem Simulationsschritt iberpriift wird,
ob die Partikel eines Vierecks auf einer Geraden liegen. Wenn dies der Fall
ist, kann eine der redundanten Gleichungen aus dem Gleichungssystem
entfernt werden. Eine weitere Moglichkeit ist, durch Impulse zu verhindern,
dass die Vierecke zusammenfallen. Um dies zu erreichen, wird fiir eine Dia-
gonale von jedem Viereck ein Impuls bestimmt, wenn sich die zugehorigen
Partikel zu nahe kommen. Dieser Impuls muss nur dafiir sorgen, dass sich
die Partikel aus dem kritischen Bereich bewegen.

4.3.3.1. Beschreibung des Verfahrens

Alle Bedingungen im Modell zur Simulation von Textilien sind Distanzbe-
dingungen. Im Folgenden wird gezeigt, wie die Abhéngigkeiten zwischen
den einzelnen Zwangsbedingungen in einem linearen Gleichungssystem der
Form

Ap=Av

beschrieben werden. Fiir ein Modell mit n Distanzbedingungen ergibt sich
ein n-dimensionales Gleichungssystem. Der Vektor Av € R™ enthélt die
notigen Geschwindigkeitsdnderungen, die durch die Impulse im Vektor
p € R™ bewirkt werden sollen. Die Geschwindigkeitsdnderungen und die
Impulse in den Vektoren sind eindimensional. Das bedeutet, dass der
jeweilige Vektor nur einen Eintrag fiir ihren Betrag enthélt. Die Richtung
ist durch die Position der Partikel der zugehorigen Distanzbedingung
gegeben. Die Matrix A € R™*"™ des Systems definiert, wie die Impulse auf
die verbundenen Partikel des Modells einwirken.

Fiir die Korrektur der Positionsbedingungen und der Geschwindigkeits-
bedingungen soll das gleiche lineare Gleichungssystem verwendet werden.
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Daher wird das i-te Element des Vektors fiir die Geschwindigkeitsdnderun-
gen Av wie folgt definiert:

A % im Fall einer Positionsbedingung
vy =
! evel,; im Fall einer Geschwindigkeitsbedingung.

Die Werte epqs,; und eye; bezeichnen dabei den Positions- bzw. Geschwin-
digkeitsfehler der i-ten Distanzbedingung.

Jede Zeile und Spalte in der Matrix A gehort zu einer bestimmten Distanz-
bedingung. Ein Wert A; ; der Matrix beschreibt, wie die i-te Bedingung von
der j-ten Bedingung abhéngt. Dieser Wert ist genau dann ungleich Null,
wenn die beiden Bedingungen ein gemeinsames Partikel haben. Andernfalls
besteht zwischen ihnen keine direkte Abhéngigkeit. Bei der Berechnung der
Matrixelemente muss beriicksichtigt werden, ob das gemeinsame Partikel
das erste oder das zweite Partikel der jeweiligen Bedingung ist. Dies wirkt
sich auf das Vorzeichen der Elemente aus. Die folgende Fallunterscheidung
beschreibt diesen Zusammenhang;:

ki, wenn iy = j1 Adg # ja
ki, wenn is = jo Ai1 # j1
e N (1.4
’ —ki, wenn is = j1 A i1 # Jo
ki, + ki, wenni=j
0 sonst.

Dabei sind 4; und i9 Bezeichner fiir das erste bzw. zweite Partikel der
i-ten Distanzbedingung und die Werte k; werden mit der Gleichung 4.1
bestimmt. Bei den Elementen auf der Diagonalen gibt es zwei gemeinsame
Partikel, da es sich bei ¢ und j um dieselbe Bedingung handelt. Daher
miissen die Werte k;, und k;, addiert werden.

Wenn zwischen zwei Zwangsbedingungen eine Abhéngigkeit existiert, dann
beeinflussen die Korrekturimpulse beider Bedingungen ihren gemeinsamen
Korper. Aus diesem Grund werden bei der Berechnung eines Korrektu-
rimpulses die Auswirkungen aller Impulse der abhingigen Bedingungen
beriicksichtigt. Dafiir miissen die Impulse der abhingigen Distanzbedingun-
gen in den Raum der Bedingung projiziert werden, deren Impuls aktuell
berechnet wird. Die Projektionsmatrix der i-ten Zwangsbedingung ist
dabei wie folgt definiert:

P, = (S? () = Sfl(t) )T e RS, (4.5)
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Die Matrix A des linearen Gleichungssystems wird durch die Projektion
der Matrizen B; ; mit den Projektionsmatrizen der Distanzbedingungen
bestimmt:

Bfl e B{Dn ]31 Avl
BP . BP Pn Avy,

Dabei ist BP P;B; ]P und p; bezeichnet den Betrag des i-ten Korrek-
turlmpulses Damlt dieser Impuls auf die beiden zugehorigen Partikel in
entgegengesetzte Richtungen einwirken kann, muss er in den dreidimensio-
nalen Raum transformiert werden. Dies geschieht mit der Projektionsmatrix
der entsprechenden Distanzbedingung:

pP; = Di P7T

Bei den Diagonalelementen der Matrix A kann auf die Projektionsmatrizen
verzichtet werden. Bei einem solchen Element sind die beiden Projektions-
matrizen gleich und ihre Multiplikation ergibt genau Eins.

Das vorgestellte lineare Gleichungssystem beriicksichtigt alle Abhéingig-
keiten im Textilmodell. Daher koénnen die Korrekturimpulse fiir alle
Distanzbedingungen in einem einzigen Schritt exakt bestimmt werden.
Dafiir muss das Gleichungssystem zunéchst faktorisiert und dann ge-
16st werden. Die Faktorisierung kann z. B. mit Hilfe der Bibliothek LA-
PACK [ABD"90, ABB"99] durchgefiihrt werden. Diese Bibliothek enthélt
eine stabile Implementierung einer LU-Faktorisierung. Allerdings hat die
LU-Faktorisierung einen Zeitaufwand von O(n?). Jede Distanzbedingung
verbindet zwei Partikel. Im Inneren des Textilnetzes sind beide Partikel
mit jeweils drei weiteren Bedingungen verbunden. Daher ist jede Zwangs-
bedingung im Netz von maximal sechs anderen Bedingungen abhingig.
Im Allgemeinen ergibt sich daraus ein diinnbesetztes Gleichungssystem
fiir die Berechnung der Korrekturimpulse. Aus diesem Grund wird fiir
die Losung des Gleichungssystems die Bibliothek PARDISO eingesetzt,
die optimierte Methoden fiir diitnnbesetzte Systeme enthélt. Auflerdem
ermoglicht diese Bibliothek die parallele Faktorisierung und Losung eines
Gleichungssystems auf mehreren Prozessoren. Dadurch erhoht sich die
Geschwindigkeit der Simulation deutlich. Alternativ kann eine effizien-
te GPU-basierte Methode zum Loésen des Gleichungssystems verwendet
werden (siehe Abschnitt 5.3).

Die Faktorisierung der Matrix des Gleichungssystems nimmt in jedem
Simulationsschritt mit Abstand die meiste Zeit in Anspruch. Allerdings
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muss diese Faktorisierung fiir jeden Simulationsschritt nur einmal be-
stimmt werden. Da die Korrektur der Geschwindigkeitsbedingungen und
die Korrektur der Positionsbedingungen im néchsten Simulationsschritt
zum gleichen Zeitpunkt stattfindet, sind die beiden Matrizen der zugehori-
gen Gleichungssysteme identisch. Daher kann die Faktorisierung der ersten
Matrix wiederverwendet werden.

4.3.3.2. Eigenschaften des Verfahrens

Geschwindigkeit Die Korrekturimpulse fiir die Positions- und Ge-
schwindigkeitsbedingungen kénnen jeweils durch das Losen des Gleichungs-
systems exakt bestimmt werden. Im Gegensatz zum LGS-Verfahren fiir
Starrkorper wird fiir die Positionsbedingungen kein iterativer Prozess be-
notigt. Die zeitaufwendige Faktorisierung der Matrix muss nur einmal pro
Simulationsschritt durchgefithrt werden und kann anschlieend sowohl fiir
die Geschwindigkeitsbedingungen als auch fiir die Positionsbedingungen
des darauffolgenden Zeitschritts verwendet werden. In jedem Simulations-
schritt wird die Matrix einmal faktorisiert, das Gleichungssystem zweimal
gelost und die Geschwindigkeiten und Positionen der Partikel integriert.
Da der letzte Teil nicht viel Rechenzeit beansprucht, hingt die Geschwin-
digkeit der Simulation mafigeblich von dem verwendeten Verfahren zur
Losung des Gleichungssystems ab. Es ist sinnvoll, spezielle Losungsverfah-
ren fiir diinnbesetzte Systeme einzusetzen, da diese die Simulation deutlich
beschleunigen. Durch solche Verfahren kénnen auch sehr komplexe Mo-
delle noch in Echtzeit simuliert werden. Genaue Messwerte werden in
Abschnitt 4.3.6 vorgestellt.

Im Gegensatz zum iterativen Verfahren wird fiir jeden Simulationsschritt
die gleiche Rechenzeit bené6tigt. Beim iterativen Verfahren schwankt die
Rechenzeit abhéngig von den Kriiften, die auf das simulierte Netz einwir-
ken. Dies ist hier nicht der Fall, da alle Abhéngigkeiten im Modell beim
Berechnen der Impulse berticksichtigt werden.

Genauigkeit Da die Korrekturimpulse bei dem LGS-Verfahren exakt
bestimmt werden und keine Toleranzen nétig sind, wird jede Distanzbe-
dingung genau erfiillt. Dadurch lédsst das simulierte Material absolut keine
Dehnung zu. Trotzdem ist das Modell frei verformbar. Aus diesem Grund
kann das LGS-Verfahren eingesetzt werden, wenn das Textilmodell keine
Elastizitéit aufweisen soll. Fiir unelastische Modelle ist das Verfahren sehr
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gut geeignet, da sehr genaue Ergebnisse in einer vorhersehbaren Rechenzeit
erzielt werden.

Stabilitidt Die Stabilitdt des LGS-Verfahrens ist, wie bei allen bisher
vorgestellten impulsbasierten Verfahren, sehr hoch. Das liegt daran, dass
fiir jede Zwangsbedingung ein giiltiger Zustand direkt angesteuert wird.
Aus diesem Grund koénnen auch zerstorte Modelle wieder zusammengesetzt
werden. Dies sollte allerdings nicht in einem einzigen Simulationsschritt
geschehen, sondern auf mehrere Schritte verteilt werden. Wenn ein Modell
in einem Schritt zusammengesetzt wird, werden die Korrekturimpulse im
Allgemeinen sehr grof}, da grofie Distanzen in einem sehr kurzen Zeitraum
zuriickgelegt werden miissen. Dies fithrt zu sehr hohen Geschwindigkei-
ten im Modell, wodurch numerische Probleme auftreten, durch die die
Simulation unter Umsténden instabil wird. Daher ist es sinnvoll, die Kor-
rekturimpulse fiir jeden Simulationsschritt zu beschrénken. Ein zerstortes
Modell wird dann iiber mehrere Schritte wieder zusammengesetzt. Dadurch
vergrofert sich der Zeitraum, in dem das Modell repariert wird und die
Distanzen kénnen mit geringeren Geschwindigkeiten {iberwunden werden.
Dies fiihrt zu einer stabilen Simulation.

Simulation in Echtzeitanwendungen Beim LGS-Verfahren ist der
Rechenaufwand in jedem Simulationsschritt gleich. Daher wird im Ge-
gensatz zum iterativen Verfahren fiir die exakte Berechnung der Kor-
rekturimpulse immer die gleiche Zeit bendtigt. Allerdings besteht beim
LGS-Verfahren keine Moglichkeit, die Berechnung vorzeitig abzubrechen
und trotzdem ein Ergebnis zu bekommen. Fiir Echtzeitanwendungen ist
dieses Verfahren genau dann geeignet, wenn die benttigte Rechenzeit fiir
einen Simulationsschritt kleiner gleich der Zeitschrittweite ist. Ist diese
Bedingung erfiillt, kénnen alle Schritte schnell genug durchgefiihrt wer-
den. Da das LGS-Verfahren insgesamt sehr schnell ist, konnen damit
auch sehr komplexe Modelle in Echtzeit simuliert werden (siehe auch
Abschnitt 5.3).

Implementierung Die Implementierung der LGS-Methode ist kompli-
zierter als die des iterativen Verfahrens, da ein Losungsverfahren fiir ein
lineares Gleichungssystem bendttigt wird. Allerdings existieren fiir solche
Losungsverfahren bereits verschiedene Bibliotheken. Darunter sind auch
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frei verfiighare Bibliotheken, wie z. B. ATLAS! [WD99], eine hochoptimier-
te Variante von LAPACK. Durch den Einsatz solcher Bibliotheken ist der
Implementierungsaufwand des Verfahrens relativ gering.

4.3.4. Parallele Simulation nicht dehnbarer Textilien

In diesem Abschnitt soll ein Verfahren vorgestellt werden, das die parallele
Simulation von Textilien erlaubt [BBO8b]. Dafiir wird das Textilmodell
zundchst in azyklische Teile zerlegt. Anschliefflend wird ein Verfahren
vorgestellt, mit dem die Korrekturimpulse fiir ein azyklisches Modell
mit linearem Zeit- und Speicheraufwand bestimmt werden kénnen. Die
Korrekturimpulse der einzelnen Teile kénnen mit Hilfe dieses Verfahrens
sehr schnell berechnet werden. Aulerdem kénnen die Impulse fiir alle
azyklischen Teile, zwischen denen keine direkte Abhéngigkeit besteht,
parallel berechnet werden. Die direkten Abhéingigkeiten werden mit Hilfe
eines iterativen Verfahrens aufgelost. Am Ende des Abschnittes werden
die Eigenschaften dieses Verfahrens diskutiert.

4.3.4.1. Simulation azyklischer Modelle mit linearem Aufwand

Ein Modell, dessen Bedingungen keine zyklischen Strukturen aufweisen,
kann mit einem Zeit- und Speicheraufwand von O(n) simuliert werden. Es
wurde bereits fiir Starrkérpermodelle gezeigt, wie dieser optimale Aufwand
erreicht wird (siehe Abschnitt 3.3.3). Die Berechnung der Korrekturimpulse
fiir ein Partikelmodell funktioniert sehr dhnlich. Das Verfahren mit linearem
Aufwand basiert auf dem LGS-Verfahren. Durch eine geeignete Umformung
des linearen Gleichungssystems kann es mit dem optimalen Aufwand gelost
werden. Dafiir muss die Matrix des Systems zunéchst folgendermaflen
zerlegt werden:

CM'C'p=Av. (4.6)

Dabei ist C eine Blockmatrix, die die Distanzbedingungen im Modell
reprasentiert. Die Matrix M beschreibt die Masseneigenschaften aller
Partikel im System, die Teil einer Distanzbedingung sind. Diese Matrix ist
ebenfalls eine Blockmatrix, die auf der Diagonalen eine Massenmatrix fiir

1Die Abkiirzung ATLAS steht fiir Automatically Tuned Linear Algebra Software.
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jedes Partikel enthilt. Die Massenmatrix M, des i-ten Partikels ist wie
folgt definiert:

m; 0 0

Jede Zeile in der Bedingungsmatrix C reprasentiert eine Distanzbedingung
des Modells und jeder dreidimensionale Spaltenblock ein Partikel. Daher
hat die Matrix C fiir ein Modell mit np Distanzbedingungen und np
Partikeln die Dimension np X 3np. Ein einzelner Block C; ; der Matrix
hat die Dimension 1 x 3 und ist genau dann ungleich Null, wenn das j-te
Partikel dynamisch und Teil der Distanzbedingung mit dem Index i ist.
Wenn das lineare Gleichungssystem fiir die Korrekturimpulse in die Form
von Gleichung 4.6 gebracht werden kann, dann hat das folgende System
exakt die gleiche Losung:

Ein System dieser Form wurde bereits in Abschnitt 3.3.3 vorgestellt. Es ist
zwar grofer als das urspriingliche Gleichungssystem, hat aber den Vorteil,
dass die Matrix H immer diinnbesetzt ist. Um dieses neue Gleichungssystem
mit linearem Aufwand zu 16sen, miissen zunéchst die Zeilen neu sortiert
werden. Dafiir wird ein Graph aufgestellt, der die Verbindungen zwischen
den Partikeln im Modell widerspiegelt. Alle Partikel und Bedingungen
werden im Graph als Knoten reprisentiert. Wenn ein Partikel Teil einer
Distanzbedingung ist, existiert eine Kante zwischen dem Partikel und der
Bedingung (siehe auch Abbildung 3.7). Durch eine Tiefensuche in diesem
Graphen werden die Knoten so indiziert, dass der Index jedes Elternknotens
grofler ist als die Indizes seiner Kinder. Anhand dieser Indizes werden
die Zeilen des Gleichungssystems neu sortiert. Dabei gibt der Index eines
Knotens die Position der zugehorigen Zeile im System an. Das resultierende
System hat bei einer LDL” -Faktorisierung die Eigenschaft, dass die untere
Dreiecksmatrix L genauso diinnbesetzt ist, wie die urspriingliche Matrix
H. Das bedeutet, dass in der Matrix L genau die gleichen Elemente
von Null verschieden sind, wie bei H. In Abschnitt 3.3.3 wurden die
zwei Algorithmen 3.3 und 3.4 vorgestellt, die unter Beriicksichtigung
dieser Eigenschaft das Gleichungssystem fiir Starrkérper mit linearem
Aufwand faktorisieren und 16sen. Mit diesen Algorithmen kann auch das
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hier vorgestellte Gleichungssystem fiir ein Textilmodell mit dem optimalen
Aufwand von O(n) gelost werden.

Nachdem das Gleichungssystem gelost wurde, enthélt der Vektor p den
Betrag von jedem Korrekturimpuls. Ein Wert p; des Losungsvektors muss
mit der Richtung der zugehérigen Distanzbedingung multipliziert werden,
um einen dreidimensionalen Impuls zu bekommen:

p; =p; Pl

Durch die resultierenden Impulse werden alle Zwangsbedingungen des
Systems sofort erfiillt.

Die Korrekturimpulse konnen nur dann in linearer Zeit bestimmt werden,
wenn eine Zerlegung A = CM ' C7 fiir die Matrix des Gleichungssystems
existiert. Die Massenmatrix M in dieser Zerlegung ist bereits bekannt.
Da es sich dabei um eine Diagonalmatrix handelt, ist auch ihre Inverse
M ! eine Diagonalmatrix. Auferdem ist die Matrix M eine Blockmatrix,
die fiir jedes dynamische Partikel einen Block M; (siehe Gleichung 4.7)
auf der Diagonalen enthilt. Daher ist die inverse Matrix ebenfalls eine
Blockmatrix und ihre Blocke sind wie folgt bestimmt:

m%_ 0 O E 0 0
M;'=1|0 — 0 |=]0 Kk O©
0o o L 0 0 Kk

m;

Damit ist die Matrix M ! bekannt und es muss nur noch die Blockmatrix
C fiir die Bedingungen bestimmt werden.

Ein Element der Matrix A fiir zwei Zwangsbedingungen mit einem ge-
meinsamen Partikel wird durch die folgende Gleichung bestimmt:

T
Ai,j = Pz Bi,j Pj .

Dabei ist B; ; durch die Gleichung 4.4 bestimmt und P; ist die Projekti-
onsmatrix der i-ten Distanzbedingung (siehe Gleichung 4.5). Das Element
A; j beschreibt die Geschwindigkeitsdnderung in der Bedingung ¢, wenn ein
Korrekturimpuls fiir die Bedingung j auf das gemeinsame Partikel einwirkt.
Der Index des gemeinsamen Partikels der beiden Bedingungen wird im
Folgenden mit ! bezeichnet. Fiir die gesuchte Zerlegung der Matrix A muss
die folgende Gleichung fiir das Element A; ;, die Bedingungsmatrizen C;;
und C;; und die inverse Massenmatrix des Partikels [ gelten:

P;B;;P] =C;;M; "' C],. (4.8)
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Beide Seiten der Gleichung sehen sich bereits ziemlich d&hnlich. Der Wert
B; ; beschreibt die inverse Masse des gemeinsamen Partikels der beiden
Bedingungen, genauso wie die Matrix Mfl. Allerdings wird bei der Be-
rechnung von B; ; eine Fallunterscheidung fiir das Vorzeichen gemacht
(siehe Gleichung 4.4). Da die Matrix M, ' fest definiert ist, kann ein Vor-
zeichenwechsel hier nicht umgesetzt werden. Aus diesem Grund muss die
Fallunterscheidung fiir die Bedingungsmatrizen durchgefiihrt werden:

Ci, wenn [ = i;
Ci,l = _Ci,l wenn [ = ’ig

0 sonst.

Dabei sind 77 und 75 die Indizes~des ersten bzw. zweiten Partikels der i-ten
Distanzbedingung. Der Block C;; muss gleich der Projektionsmatrix P;
sein, damit die Gleichung 4.8 erfiillt ist:

5o _p, - Silt) —si(t)
Cot =Pi= 15,0 —sa (0]

Damit ist die Zerlegung der Matrix A vollstdndig bestimmt und das
lineare Gleichungssystem fiir die Korrekturimpulse kann in die Form von
Gleichung 4.6 gebracht werden. Da diese Voraussetzung erfiillt ist, kann
das Gleichungssystem mit linearem Zeit- und Speicheraufwand faktorisiert
und gel6st werden.

4.3.4.2. Beschreibung des Verfahrens

Bisher wurde ein Verfahren mit optimalem Aufwand fiir die Simulation von
azyklische Modellen vorgestellt. Das vorgestellte Textilmodell beinhaltet
allerdings sehr viele Zyklen. In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie das
vorgestellte Verfahren bei der parallelen Simulation des Textilmodells zum
Einsatz kommt. Dafiir muss das Textilmodell zunéchst in azyklische Teile
zerlegt werden. Diese Zerlegung kann auf verschiedene Weisen geschehen.
In dieser Arbeit wurde das Modell in horizontale und vertikale Streifen
zerlegt (siehe Abbildung 4.5). Diese Art der Zerlegung hat mehrere Vorteile.
Alle resultierenden azyklischen Teile haben dabei die gleiche Anzahl an
Distanzbedingungen. Dies ist wichtig, da die Korrekturimpulse fiir die-
se Teile im weiteren Verlauf parallel berechnet werden sollen. Auflerdem
entsteht durch die Zerlegung keine Redundanz im Modell. Es sind aller-
dings durchaus Zerlegungen denkbar, bei denen eine Distanzbedingung in
mehreren Teilen verwendet wird.



138 Kapitel 4: Simulation deformierbarer Korper
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Abbildung 4.5.: Beispiel eines einfachen Textilmodells, das in acht azyklische
Teile zerlegt wird

Durch die Zerlegung des Modells entstehen azyklische Teilmodelle, fiir die
die Korrekturimpulse mit dem im letzten Abschnitt vorgestellten Verfahren
mit linearem Aufwand berechnet werden kénnen. Bei der Simulation muss
allerdings beriicksichtigt werden, dass zwischen zwei Teilmodellen, die ein
gemeinsames Partikel haben, eine Abh#ngigkeit besteht. Die Abhéngigkeit
ergibt sich, da durch beide Teile Impulse auf das gleiche Partikel einwirken
und dadurch die Berechnung des jeweils anderen Impulses beeinflusst
wird. Diese Abhéngigkeiten im Modell kénnen eine zyklische Struktur
aufweisen, was bei der Auflosung beriicksichtigt werden muss. Teilmodelle,
die kein gemeinsames Partikel haben, sind unabhéngig voneinander. Daher
beeinflussen sie sich nicht gegenseitig und ihre Korrekturimpulse kénnen
parallel berechnet werden.

In Abschnitt 4.3.2 wurde ein iteratives Verfahren fiir die Berechnung der
Korrekturimpulse bei einem Textilmodell vorgestellt. Dieses Verfahren hat
den Vorteil, dass es zyklische Abhéngigkeiten ohne zusétzlichen Aufwand
auflosen kann. Allerdings konvergiert es bei sehr komplexen Modellen nur
langsam, besonders wenn das Textilmodell sehr unelastisch ist. Durch die
Kombination der optimierten Methode fiir azyklische Modelle mit dem
iterativen Verfahren koénnen die zyklischen Abhéngigkeiten im Modell
aufgelost werden. In einem Iterationsschritt werden die Korrekturimpulse
fiir jedes azyklische Teilmodell mit Hilfe des Verfahrens mit linearem
Aufwand berechnet. Die Faktorisierung eines Teilmodells muss dabei nur
einmal pro Simulationsschritt bestimmt werden, da sie fiir einen Zeitpunkt
konstant bleibt. Der iterative Prozess endet, wenn alle Distanzbedingungen
innerhalb einer vorgegebenen Toleranz erfiillt sind. Mit diesem Toleranzwert
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wird die Elastizitéit des Modells beschrankt. Im Gegensatz zum iterativen
Verfahren aus Abschnitt 4.3.2 wird hier nicht iiber alle Bedingungen,
sondern nur iiber alle Teilmodelle iteriert. Dadurch konvergiert der Prozess
wesentlich schneller zu einer Losung.

Die horizontalen und vertikalen Streifen bilden zwei Gruppen von unab-
héngigen azyklischen Teilmodellen. Das bedeutet, dass kein Streifen einer
Gruppe eine Abhéngigkeit mit einem anderen Streifen der gleichen Gruppe
hat. Daher koénnen die Impulse aller Teile einer Gruppe parallel berechnet
werden. Dabei kommt das Verfahren mit linearem Aufwand zum Einsatz,
um eine hohe Geschwindigkeit zu erreichen. Die Abhéngigkeiten zwischen
den Gruppen werden durch den iterativen Prozess aufgelost, der die Be-
rechnungen fiir die beiden Gruppen immer abwechselnd durchfiihrt.

4.3.4.3. Eigenschaften des Verfahrens

Geschwindigkeit Die Impulse fiir ein azyklisches Teilmodell kénnen
mit dem optimalen Aufwand von O(n) exakt bestimmt werden. Ein solches
Teilmodell ist nicht sehr komplex, da seine Struktur linear ist und es nur
einen Bruchteil der Bedingungen des Gesamtmodells beinhaltet. Dadurch
ist die Berechnung der Impulse fiir ein Teilmodell sehr schnell.

Die horizontalen und vertikalen Streifen bilden jeweils eine Gruppe von
Teilen, die unabhéngig voneinander sind, wihrend zwischen den Gruppen
sehr viele Abhéngigkeiten existieren. Diese Abhéngigkeiten werden durch
einen iterativen Prozess aufgelst, bei dem in jedem Schritt erst alle Impul-
se der ersten Gruppe und dann alle Impulse der zweiten Gruppe bestimmt
werden. Da hier tiber die Teilmodelle iteriert wird und nicht iiber alle
Distanzbedingungen, konvergiert der Prozess wesentlich schneller als das
iterative Verfahren (siehe Abschnitt 4.3.2). Durch den iterativen Prozess
muss das lineare Gleichungssystem fiir die Impulse eines Teilmodells mehr-
mals gelost werden. Allerdings dndert sich wihrend dem gesamten Prozess
die Faktorisierung nicht. Da auflerdem die Gleichungssysteme fiir die Ge-
schwindigkeitsbedingungen und fiir die Positionsbedingungen des néchsten
Simulationsschritts die gleiche Matrix haben, muss die Faktorisierung nur
einmal pro Simulationsschritt bestimmt werden. Die Gleichungssysteme
innerhalb einer Gruppe kénnen parallel gelost werden, da sie unabhéngig
voneinander sind. Dadurch kann die Simulation auf Rechnern mit mehreren
Prozessoren deutlich beschleunigt werden.

Mit dem vorgestellten Verfahren kénnen sehr komplexe Modelle in Echtzeit
simuliert werden. Die Geschwindigkeit der Simulation héingt zum einen vom
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Toleranzwert ab, der bei der Abbruchbedingung des iterativen Prozesses
verwendet wird, und zum anderen von der Anzahl der Prozessoren, die
zur Verfiigung stehen. Genaue Messergebnisse werden in Abschnitt 4.3.6
vorgestellt.

Genauigkeit Die Genauigkeit, mit der die Distanzbedingungen erfiillt
werden, hangt direkt von dem Toleranzwert ab, der beim iterativen Prozess
verwendet wird. Je kleiner der Wert ist, um so linger benttigt der Prozess
bis er konvergiert. Mit dem Toleranzwert wird direkt die maximal zuléssige
Ausdehnung des Textilmodells beschrankt. Damit kann die Elastizitit des
Modells sehr genau kontrolliert werden. Eine solche Beschrankung ist mit
einem Masse-Feder-Modell nicht moglich.

Stabilitidt Die Stabilitdt des Verfahrens ist sehr hoch, da sowohl das
Verfahren fiir azyklische Modelle als auch das iterative Verfahren sehr stabil
sind. Die Kombination der beiden Verfahren &ndert an dieser Eigenschaft
nichts. Das vorgestellte Verfahren kann, wie die anderen impulsbasier-
ten Verfahren, zerstorte Modelle wieder zusammensetzen. Dafiir muss
der Impuls fiir jede Distanzbedingung jedes Simulationsschrittes auf ein
Maximum beschrinkt werden. Andernfalls werden die Impulse bei stark
zerstorten Modellen sehr grof3 und die Simulation instabil.

Simulation in Echtzeitanwendungen Die Rechenzeit, die fiir einen
Simulationsschritt benttigt wird, hingt stark vom verwendeten Toleranz-
wert beim iterativen Prozess ab. Wenn in einer Echtzeitanwendung die
maximale Rechenzeit fiir einen Simulationsschritt verbraucht ist, bevor die
Abbruchbedingung des iterativen Prozesses erfiillt wird, kann der Prozess
vorzeitig abgebrochen werden. Dadurch erhélt man nur ein vorldufiges
Ergebnis, das den vorgegebenen Toleranzwert nicht erreicht. Dafiir wird
die Echtzeitbedingung der Anwendung eingehalten. Der Toleranzwert kann
im néchsten Simulationsschritt wieder erreicht werden.

In Echtzeitanwendungen sollte genug Rechenzeit eingeplant werden, um das
gewiinschte Modell ohne Probleme simulieren zu kénnen. Ein vorzeitiger
Abbruch des iterativen Prozesses ist dann nur in Ausnahmesituationen
notig, in denen sehr grofle Krifte auf das Modell einwirken.

Implementierung Fiir die Simulation der azyklischen Teilmodelle miis-
sen nur die Algorithmen 3.3 und 3.4 implementiert werden. Im Gegensatz
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zum O(n)-Verfahren fiir Starrkorpersysteme wird hier kein Graph fiir die
Gelenkstruktur benétigt, da die Teilmodelle alle eine vorgegebene lineare
Struktur haben. Die Umsetzung der beiden Algorithmen ist relativ einfach.
Die Implementierung des iterativen Prozesses ist ebenfalls unkompliziert.
Fiir die parallele Berechnung der Impulse aller Teilmodelle in einer Gruppe
wurde OpenMP [CJPO07] verwendet. Die Abkiirzung OpenMP steht fiir
Open Multi- Processing. OpenMP erlaubt die Parallelisierung des Verfah-
rens mit Hilfe von einfachen Compiler-Direktiven. Der Compiler erzeugt
daraus dann ein paralleles Programm. Insgesamt ergibt sich daraus, dass
das Verfahren einfach zu implementieren ist.

4.3.5. Erweiterung fiir Dreiecksnetze

In den vorherigen Abschnitten wurde die Simulation nicht dehnbarer
Textilien mit der impulsbasierten Methode beschrieben. Dabei wurde
ausschliefllich ein Partikelmodell verwendet, bei dem die Partikel durch
ein regelméfiges Gitter von Distanzbedingungen verbunden werden. Die
Modellierung von Kleidungsstiicken mit solchen regelméfligen Gittern ist
allerdings schwer. Daher wurde eine Erweiterung des Simulationsverfahrens
entwickelt, mit der beliebige Dreiecksnetze unterstiitzt werden [BDB11].
Dabei wurde das Verklemmungsproblem, das bei solchen Modellen auftritt,
gelost. Diese Erweiterung wird im Folgenden vorgestellt.

4.3.5.1. Simulationsmodell

Die Distanzbedingungen, die in den vorherigen Abschnitten beschrieben
wurden, werden mit Hilfe der impulsbasierten Methode anndhernd exakt
eingehalten. Verwendet man als Simulationsmodell ein Dreiecksnetz, bei
dem sich in jedem Eckpunkt ein Partikel befindet und auf jeder Kante
eine Distanzbedingung definiert ist, kommt es in der Simulation zu einer
Verklemmung. Der Grund dafiir ist, dass durch die Bedingungen zu viele
Freiheitsgrade entfernt werden und damit keine vollstéindige Deformation
mehr moglich ist. Im Folgenden wird eine Losung fiir dieses Problem
prisentiert, die auf einer Idee von English und Bridson [EB08] basiert.

Anstatt die Partikel auf den Eckpunkten eines Dreiecksnetzes zu definieren,
werden die Partikel auf den Mittelpunkten der Kanten positioniert (siche
Abbildung 4.6). Auf diese Weise wird die Anzahl der Freiheitsgrade im
Modell erhoht, da zwei benachbarte Dreiecke nur noch einen anstatt zwei
gemeinsame Partikel haben. Die Partikel werden dann, wie in Abbildung 4.6
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Abbildung 4.6.: Die Partikel des nicht-konformen Simulationsnetzes (rot) befin-
den sich auf den Mittelpunkten der Kanten des urspriinglichen Dreiecksnetzes
(schwarz). Distanzbedingungen werden zwischen diesen Partikeln definiert.

gezeigt, mit Distanzbedingungen miteinander verbunden. Das resultierende
Netz ist mit dem urspriinglichen Dreiecksnetz nicht-konform. Allerdings
hat das resultierende Simulationsmodell mehr Freiheitsgrade und das
Verklemmungsproblem wird dadurch gelost.

Bei einem Simulationsmodell, bei dem die Partikel nicht in einem reguléiren
Gitter angeordnet sind, miissen die Massen der Partikel so angepasst
werden, dass sich eine gleichméflige Massenverteilung ergibt. Wenn man
von einer konstanten Dichte p tiber die Fliche ausgeht, kann die Masse
eines Partikels durch

m=p-A (4.9)

bestimmt werden, wobei A die Fliche ist, die ein Partikel reprisentiert.
Diese Fliache wird durch die anliegenden Dreiecke im urspriinglichen Drei-
ecksnetz des Modells bestimmt. Jeder Partikel liegt auf dem Mittelpunkt
einer Kante im urspriinglichen Netz (siehe Abbildung 4.6). Im Inneren
des Netzes hat jede dieser Kanten zwei und auf dem Rand ein anliegendes
Dreieck. Die Fliche, die ein Partikel reprisentiert, wird in dieser Arbeit
durch ein Drittel der Summe der anliegenden Dreiecksflichen berechnet.
Mit Gleichung 4.9 kann dann die Masse jedes Partikels bestimmt werden.

Das Simulationsmodell, das bis jetzt beschrieben wurde, hat zu viele
Freiheitsgrade auf dem Rand. Die Randdreiecke des nicht-konformen Netzes
haben nur ein oder zwei gemeinsame Partikel mit inneren Dreiecken. Daher
konnen Dreiecke am Rand frei um die gemeinsamen Partikel rotieren ohne
von den benachbarten Dreiecken abhéngig zu sein. Dieses Problem kann
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(a) Partikel auf dem (b) Das nichste be-
Rand mit anliegendem  nachbarte Dreieck
Dreieck

(c) Mogliche Partikel (d) Zusitzliche Bedin-
fiir eine zusétzliche Be-  gung fiir den Rand
dingung

Abbildung 4.7.: Definition einer zusétzlichen Distanzbedingung fiir ein Partikel
auf dem Rand

gelost werden, indem am Rand zuséitzliche Distanzbedingungen definiert
werden.

Um zusiitzliche Bedingungen auf dem Rand zu definieren, miissen zunéchst
alle Kanten auf dem Rand des urspriinglichen Dreiecksnetzes bestimmt
werden. Diese Kanten haben nur ein anliegendes Dreieck (siche Abbil-
dung 4.7(a)). Solche Randdreiecke haben maximal zwei benachbarte Drei-
ecke, die im néchsten Schritt bestimmt werden (siehe Abbildung 4.7(b)).
Jedes der Nachbardreiecke hat wiederum zwei nicht gemeinsame Kanten
mit dem Randdreieck. Die Partikel auf den Mittelpunkten dieser Kanten
sind mogliche Kandidaten fiir die Definition einer zusétzlichen Distanz-
bedingung (siehe Abbildung 4.7(c)). Fiir die endgiiltige Bedingung wird
von den beiden Kandidaten der Partikel ausgewéhlt, der am né#chsten
zu dem Partikel auf der Randkante liegt (siche Abbildung 4.7(d)). Alle
zusitzlichen Distanzbedingungen, die auf diese Weise fiir das Beispiel aus
Abbildung 4.6 erzeugt werden, werden in Abbildung 4.8 gezeigt.

Das Problem bei einer Simulation mit dem nicht-konformen Netz ist, dass
abseits der Partikel auf den Mittelpunkten diskontinuierliche Ubergénge
im Simulationsmodell auftreten (siche Abbildung 4.9). Aus diesem Grund
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Abbildung 4.8.: Zusitzliche Distanzbedingungen fiir ein nicht-konformes Drei-
ecksnetz

Abbildung 4.9.: Benachbarte Dreiecke im nicht-konformen Netz haben nur einen
gemeinsamen Punkt. Wenn man das urspriingliche Dreiecksnetz direkt mit dem
nicht-konformen Netz verbindet, entstehen daher Locher.

kann die Kollisionserkennung und die Visualisierung nicht direkt mit dem
Modell durchgefiihrt werden. Um ein kontinuierliches Netz zu erhalten, wird
das urspriingliche Dreiecksnetz mit dem nicht-konformen Netz gekoppelt.
Dieses wird im Folgenden auch als das konforme Netz bezeichnet.

Zunéichst miissen fiir das urspriingliche Netz die Positionen der Punkte
bestimmt werden. Betrachtet man nur ein Dreieck des nicht-konformen
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Modells, dann kénnen die zugehorigen Positionen X¢ des urspriinglichen
Dreiecks durch

X=X X
K5 o= xR -
R

berechnet werden. Dabei bezeichnet x}'° den Mittelpunkt der Kante, die
dem Punkt ¢ im urspriinglichen Netz gegeniiber liegt. Die Positionen Xj
koénnen allerdings nicht direkt fiir das konforme Dreiecksnetz verwendet
werden (siehe Abbildung 4.9). Im Allgemeinen wird fiir einen Punkt im
konformen Netz fiir jedes zugehorige nicht-konforme Dreieck eine andere
Position X¢ bestimmt. Fiir die Bestimmung der endgiiltigen Position x°
des Punktes werden daher alle zugehorigen Positionen X° gemittelt. Die
Umrechnung der Positionen und der Geschwindigkeiten zwischen dem
nicht-konformen und dem konformen Dreiecksnetz kann auch mit einer
Matrix B durchgefiihrt werden:

XC — B Xl’lC

ve = Bv".

Die Positionen der Punkte im konformen Netz miissen nach jedem Si-
mulationsschritt neu bestimmt werden. Dann kann dieses Dreiecksnetz
fiir die Kollisionserkennung und auch fiir die Visualisierung verwendet
werden. Die Kollisionsbehandlung kann mit jedem Verfahren durchgefiihrt
werden, das fiir Dreiecksnetze geeignet ist. Fiir die Experimente in dieser
Arbeit wurde das Verfahren von David Baraff [BWKO03] eingesetzt, um
einen durchdringungsfreien Zustand fiir das konforme Netz herzustellen.
Nachdem alle Durchdringungen aufgelost sind, kann das resultierende Netz
fiir die Visualisierung verwendet werden. Da die Kollisionsbehandlung nur
auf dem konformen Dreiecksnetz durchgefiihrt wird, miissen die daraus
resultierenden Positionséinderungen /Ax¢ der Punkte auf das nicht-konforme
Netz iibertragen werden. Die endgiiltigen Positionen x%¢ der Partikel im
nicht-konformen Modell kénnen mit Hilfe von Lagrange-Multiplikatoren
bestimmt werden [EB0S]:

X?C =x" + BT \.

Der Vektor der Lagrange-Multiplikatoren A wird durch das Losen eines
symmetrischen, positiv definiten linearen Gleichungssystems berechnet:

BB A = Ax°.
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Dieses Gleichungssystem garantiert, dass die Interpolation der endgiiltigen
Positionen x¢ durch die Matrix B genau die gewiinschten Positionséinde-
rungen Ax® im konformen Netz bewirkt:

Bx;ﬁC =x° 4+ Ax°.

Da die Matrix BB” des Gleichungssystems wihrend der Simulation kon-
stant ist, kann eine Faktorisierung vorberechnet werden. Dadurch kann die
Berechnung der Lagrange-Multiplikatoren A wéhrend der Simulation sehr
effizient durchgefiihrt werden.

Zum Schluss miissen auch die Geschwindigkeiten des nicht-konformen
Simulationsmodells aktualisiert werden. Diese werden durch die Positions-
dnderungen wie folgt angenihert:

X?C—X

h
Dabei ist zu beachten, dass sowohl die Positionen als auch die Geschwin-

digkeiten nur dann aktualisiert werden miissen, wenn durch die Kollisions-
behandlung die Positionen des konformen Netzes veréindert werden.

nc
VI}C — VIlC _|_

Fiir eine realistische Simulation von Textilien werden Kréfte benotigt, die
einer Kriimmung des Modells entgegenwirken. Diese Krifte miissen fiir
das nicht-konforme Simulationsmodell bestimmt werden. Dafiir kann das
Modell fiir Kriitmmungen von unelastische Textilien von Wardetzky et
al. WBHT07] angepasst werden.

4.3.6. Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden verschiedene Ergebnisse mit den vorgestellten
Verfahren prasentiert. Alle Geschwindigkeitsmessungen wurden auf einem
PC mit einem 2,4 GHz Intel Core 2 Quad Prozessor durchgefiihrt.

Die maximale Ausdehnung des simulierten Textilmodells kann mit Hilfe des
verwendeten Toleranzwertes kontrolliert werden. Abbildung 4.10 zeigt ein
solches Modell, das aus einem reguléren Netz von 41 x 41 Partikeln besteht.
Diese sind durch 3280 Distanzbedingungen miteinander verbunden. Die
Partikel im Modell haben einen Abstand von 10 cm. Dadurch ergibt sich
eine Gesamtgrofe von 4 m x 4 m fiir das Modell. An zwei Ecken des Modells
wurden statische Partikel verwendet, um das Modell aufzuhéngen. Dadurch
kann beobachtet werden, wie stark sich das Modell unter der Einwirkung
von Gravitation verformt. Fiir die Positionsbedingungen wurden Toleranz-
werte zwischen 0,01 m und 0,00001 m verwendet. Dadurch lag die maximal
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(a) 10% ) 1%
(¢) 0.1% (d) 0.01%

Abbildung 4.10.: Simulation eines Tuchs mit unterschiedlichen Toleranzwerten.
Die Toleranzwerte wurden so gewéhlt, dass die maximal zulédssige Dehnung
zwischen 10% und 0.01% lag.

erlaubte Ausdehnung zwischen 10% und 0,01%. Das vorgestellte Verfahren
erlaubt sogar kleinere Toleranzwerte. Allerdings ist der Unterschied visuell
kaum noch wahrnehmbar.

Fiir die Geschwindigkeitsmessungen werden ebenfalls quadratische Textil-
modelle (siehe Abbildung 4.10) verwendet. Es werden Modelle verschiedener
Groflen simuliert, um das Laufzeitverhalten der Verfahren zu untersuchen.
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Abbildung 4.11.: Durchschnittliche Rechenzeit fiir einen Simulationsschritt mit
dem iterativen Verfahren. Es wurden Modelle unterschiedlicher Gréfle mit einer
maximal zuldssigen Dehnung zwischen 1% und 0,01% simuliert.

Die simulierten Modelle haben zwischen 10 x 10 und 50 x 50 Partikel.
Das kleinste Modell hat 180 und das grofite Modell 4900 Distanzbedin-
gungen. Durch die vielen Abhéngigkeiten und Zyklen in den Modellen
entstehen sehr komplexe Systeme, fiir die die Impulse berechnet werden
miissen. Die Geschwindigkeit der Simulation héngt allerdings nicht nur
von der Komplexitit der Netze ab, sondern auch von der maximal zuléssi-
gen Elastizitdt bzw. den verwendeten Toleranzwerten. Daher werden die
Geschwindigkeitsmessungen mit verschiedenen Toleranzen durchgefiihrt.
Es wird eine Zeitschrittweite von h = % s verwendet, um 30 Bilder pro
Sekunde zu erzeugen. Dadurch ergibt sich eine fiir das menschliche Auge
fliissige Animation. Am Anfang der Simulation befindet sich das Textilm-
odell parallel zum Boden und zwei benachbarte Ecken des Modells sind
statisch. Durch die Gravitation schwingt das Tuch wihrend der Simulation
nach unten. Auflerdem wirken am Anfang verschiedene Impulse auf zuféllig
ausgewéhlte Partikel. Dadurch ergeben sich realistische Bedingungen fiir
die Messungen, da sich das Modell gleichzeitig in verschiedene Richtungen
verformt. Nach jeweils 500 Simulationsschritten wird die durchschnittliche
Rechenzeit pro Schritt bestimmt.

Abbildung 4.11 zeigt die Messergebnisse fiir das iterative Verfahren. Die

horizontale Linie markiert den Wert von 31—0 s. Alle Messwerte unterhalb

dieser Linie gehtren daher zu Simulationen, die schneller als Echtzeit
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durchgefiihrt werden konnten. Fiir alle Modelle wurden Messungen mit
drei verschiedenen Toleranzwerten durchgefiihrt. Durch den ersten Wert
wurde die maximal zuldssige Ausdehnung des Modells auf 1% seiner ur-
spriinglichen Gréfle beschrénkt. Die beiden anderen Werte beschréankten
die Ausdehnung auf 0,1% bzw. auf 0,01%.

Das Modell mit 30 x 30 Partikeln konnte sogar mit einer maximalen
Ausdehnung von 0,01% schneller als Echtzeit simuliert werden. Mit dem
gleichen Toleranzwert war das kleinste Modell ungefihr dreimal schneller
als Echtzeit. Das grofite Modell mit 4900 Distanzbedingungen konnte bei
einer Ausdehnung von 1% fast in Echtzeit simuliert werden. Mit dem
kleinsten Toleranzwert war die Simulation ungefihr sechsmal langsamer.

Die Geschwindigkeit der Simulation kann verbessert werden, wenn der
iterative Prozess nach einer maximalen Anzahl an Iterationsschritten vor-
zeitig beendet wird. Dies hat den Vorteil, dass die maximale Rechenzeit
fiir einen Simulationsschritt kontrolliert werden kann. Allerdings kann
durch diese Vorgehensweise der vorgegebene Toleranzwert nicht immer
eingehalten werden. Trotzdem bleibt die Simulation stabil und die Er-
gebnisse sind zumindest visuell plausibel. Durch eine Reduzierung der
Iterationsschritte auf maximal fiinf kann das Modell mit 50 x 50 Partikeln
ca. 2,3 mal schneller als Echtzeit simuliert werden.

Die gleichen Modelle wurden auch mit dem LGS-Verfahren simuliert. Ab-
bildung 4.12 zeigt die dabei benétigten durchschnittlichen Rechenzeiten
fiir einen Simulationsschritt. Die Simulation komplexer Modelle mit dem
LGS-Verfahren ist langsam. Der Grund dafiir ist, dass sehr grofle Glei-
chungssysteme in jedem Schritt faktorisiert und gelést werden miissen.
Beim grofiten Modell hatte das lineare Gleichungssystem fiir die Korrek-
turimpulse eine Dimension von 4900. Die Systeme fiir die Impulse sind
diinnbesetzt, da jede Distanzbedingung im Modell nur maximal sechs
direkte Abhéngigkeiten hat: drei an jedem der beiden verbundenen Parti-
kel. Aus diesem Grund wurde fiir die Losung des Systems die Bibliothek
PARDISO eingesetzt, die fiir diinnbesetzte Gleichungssysteme optimiert
ist. Das kleinste Modell mit 10 x 10 Partikeln konnte ungefihr viermal
schneller als Echtzeit simuliert werden. Allerdings ist bereits die Simulation
des 20 x 20 Modells viermal langsamer als Echtzeit. Das LGS-Verfahren
benoétigt sehr viel Rechenzeit. Dafiir kann man mit diesem Verfahren ab-
solut undehnbare Textilien simulieren. Die Distanzbedingungen werden
dabei exakt gelost und nicht nur innerhalb einer vorgegebenen Toleranz.

Der hohe Rechenaufwand des LGS-Verfahrens kann reduziert werden, in-
dem das Modell in kleinere Teile zerlegt wird. Fiir jeden Teil wird ein
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Modell

Abbildung 4.12.: Durchschnittliche Rechenzeit fiir einen Simulationsschritt mit
dem LGS-Verfahren. Die Messungen wurden fiir Modelle mit unterschiedlichen
Groflen durchgefiihrt.

eigenes lineares Gleichungssystem aufgestellt und gelost. Die Abhéngig-
keiten zwischen den Teilen kénnen mit Hilfe eines iterativen Prozesses
aufgelost werden. Auf dieser Grundlage wurde das letzte Verfahren fiir
die Simulation von Textilien entwickelt, das in dieser Arbeit vorgestellt
wird (siche Abschnitt 4.3.4). Da die Zerlegung des Gesamtmodells frei
wéahlbar ist, wird das Modell in azyklische Teile zerlegt. Dadurch kénnen
die Impulse fiir die Teilmodelle mit jeweils linearem Aufwand bestimmt
werden, wodurch die Simulation zusétzlich beschleunigt wird. Aulerdem
konnen Teile, die keine direkte Abhéngigkeit haben, parallel behandelt
werden.

Die Messungen fiir das parallele Verfahren wurden mit den gleichen Mo-
dellen wie bei den anderen beiden Verfahren durchgefiihrt. Da hier die
direkten Abhéngigkeiten zwischen den einzelnen Teilmodellen mit Hil-
fe eines iterativen Prozesses aufgelost werden, ist die Laufzeit von dem
dabei verwendeten Toleranzwert abhéngig. Deswegen wurden fiir die Mes-
sungen drei verschiedene Toleranzwerte verwendet. Diese beschrinken
die maximale Ausdehnung des Textilmodells auf 1%, 0,1% bzw. 0,01%.
Die Simulationen wurden parallel auf allen vier Kernen des verwendeten
Prozessors durchgefithrt. Abbildung 4.13 zeigt fiir jede Simulation die
durchschnittliche Rechenzeit eines Simulationsschrittes. Alle Simulationen
konnten schneller als Echtzeit durchgefiihrt werden. Durch die parallele
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Abbildung 4.13.: Durchschnittliche Rechenzeit fiir einen Simulationsschritt. Es
wurden Modelle mit unterschiedlichen Gréflen mit einer maximal zuldssigen
Dehnung zwischen 1% und 0,01% simuliert.

Berechnung auf vier Kernen konnte die Simulation gegeniiber einer seriel-
len Behandlung um den Faktor 3,4 beschleunigt werden. Damit ist dieses
Verfahren die schnellste impulsbasierte Methode fiir die Simulation von
Textilien, die in dieser Arbeit vorgestellt wurde. Dies gilt sogar dann, wenn
die Simulation auf nur einem Kern bzw. Prozessor durchgefiihrt wird. Das
grofite Modell mit 50 x 50 Partikeln benotigte durchschnittlich 31,75 ms fiir
einen Simulationsschritt, bei dem eine maximale Ausdehnung von 0,01%
zuléssig war. Mit dem gleichen Toleranzwert konnte ein Simulationsschritt
fiir das kleinste Modell in durchschnittlich 4,33 ms berechnet werden. Die
Simulation war damit fast achtmal schneller als Echtzeit. Fiir den gréfiten
Toleranzwert lagen die durchschnittlichen Rechenzeiten zwischen 0,92 ms
und 22,87 ms. Das kleinste Modell kann damit mehr als 36 mal schneller
als Echtzeit simuliert werden.

Die Behandlung von Kollisionen und Kontakten mit Reibung aus Ab-
schnitt 3.4 wurde in die Simulation von Textilien integriert. Dafiir musste
das Verfahren angepasst werden, da die einzigen Korper im Textilmodell
Partikel sind. Wenn eine Kollision auf einer Fliche zwischen den Partikeln
im Modell auftritt, wird der Kollisionsimpuls auf die umliegenden Partikel
verteilt. Diese Verteilung ist abhéngig von der Distanz der Partikel zum
Kollisionspunkt. Die Gewichtungen, die dabei fiir die benachbarten Partikel
berechnet werden, miissen aufsummiert Eins ergeben. Abhéngigkeiten, die
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Abbildung 4.14.: Ein Tuch, das iiber eine Kugel fillt und mit dieser Kollisionen
und bleibende Kontakte hat

zwischen den Distanzbedingungen und den Bedingungen der Kollisionen
bzw. Kontakte auftreten, werden durch einen iterativen Prozess aufgeltst.
Die Simulation mit Kollisionen und Kontakten wird in den Abbildun-
gen 4.14 und 4.15 gezeigt. Durch die zusétzlichen Zwangsbedingungen
im System wird die Simulation langsamer. Man kann den zusétzlichen
zeitlichen Aufwand jedoch mit Hilfe der Methode der Schockfortpflan-
zung [Gue06, Ben07a] begrenzen.

Im Folgenden werden Ergebnisse fiir die in Abschnitt 4.3.5 beschriebene
Erweiterung fiir Dreiecksnetze vorgestellt. Die Simulationen wurden auf
einem PC mit zwei Intel X5650 Prozessoren mit 2.66 GHz durchgefiihrt.
Die dafiir benttigten Gleichungssysteme wurden mit der Bibliothek PAR-
DISO [SGFS01] gelsst. Die Distanzbedingungen im Modell wurden mit der
impulsbasierten Methode simuliert. Dabei wurde eine maximale Toleranz
von 10~%m verwendet.

Abbildung 4.16 zeigt die Simulation eines Tischtuchs. Das urspriingliche
Netz dieses Modells besteht aus 4722 Dreiecken und 7143 Kanten. Daraus
ergibt sich ein nicht-konformes Simulationsmodell mit 7143 Partikeln und
14406 Distanzbedingungen. Davon werden 240 Bedingungen zusétzlich fiir
die Randdreiecke bendétigt.

In einem zweiten Experiment wurde ein Tuch, das aus einem reguldren
Dreiecksnetz mit 100 x 100 Punkten besteht, iiber einer Kugel fallen
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Abbildung 4.15.: Verschiedene Starrkorper, die in ein Tuch fallen

Abbildung 4.16.: Simulation eines Tischtuchs mit einem nicht-konformen Simu-
lationsmodell

gelassen (siehe Abbildung 4.17). Das Simulationsmodell besteht aus 29601
Partikeln und 59396 Distanzbedingungen. In der Arbeit von English und
Bridson [EBO08] wurde eine #dhnliche Simulation mit 9.52 Sekunde pro
Simulationsschritt auf einem Athlon 64 35004 durchgefiihrt.

Die durchschnittlichen Rechenzeiten bei einer Simulation mit einer Schritt-
weite von 1 ms sind in Tabelle 4.1 zusammengefasst. Die Berechnung der
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-

Abbildung 4.17.: Ein Tuchmodell mit 100 x 100 Partikeln kollidiert mit einer
Kugel

Faktorisierung der Matrix kostet am meisten Zeit. Fiir die Behandlung
der Positionsbedingungen wird geringfiigig mehr Zeit benotigt als fiir die
Geschwindigkeitsbedingungen. Der Grund dafiir ist, dass wegen der Kraf-
te, die einer Kriimmung entgegen wirken, das Gleichungssystem fiir die
Positionsbedingungen in einer Schleife mehrmals gelost werden muss, um
ein genaues Ergebnis zu erhalten. Im Schnitt wurden bei den Simulationen
ein bis zwei Iterationen benétigt, um die maximale Toleranz von 10~ m
zu erreichen. Die Impulse fiir die Geschwindigkeitsbedingungen kénnen da-
gegen exakt durch das einmalige Lisen eines Gleichungssystems bestimmt
werden.
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Modell An?ahl der Faktorisierung Pos- Geschw.- Gesamt
Bedingungen bed. bed.

Tischtuch 14406 73.6 ms 7.2ms 6.6 ms 109.5 ms

Kugel 59396 335.6 ms 31.1ms 26.1ms 572.4ms

Tabelle 4.1.: Durchschnittliche Rechenzeiten pro Simulationsschritt fiir die
Simulation des Tischtuchs und die Kollision mit der Kugel. Die Tabelle zeigt
die Zeiten fiir die Erzeugung und Faktorisierung des Gleichungssystems, die
Behandlung aller Positions- und Geschwindigkeitsbedingungen sowie die gesamte
Rechenzeit, die auch die Kollisionsbehandlung beinhaltet.

4.4. Volumenerhaltende Simulation von
Weichkoérpern

Ein deformierbarer Kérper mit einer Ausdehnung wird als Weichkorper
bezeichnet. Im Gegensatz zu den Textilien sind Weichkérper dreidimensio-
nal, wodurch die Simulation komplexer wird. Eine wichtige Eigenschaft
von vielen Weichkorpern ist, dass ihr Volumen konstant bleibt. Dies spielt
nicht nur bei der Simulation von biologischen Gewebe eine wichtige Rol-
le [HICWO06], sondern fithrt auch zu realistischeren Deformationen und wird
daher bei der Modellierung beriicksichtigt [vFTS06]. Volumenerhaltung
wird in der Simulation oft vernachléssigt, da sie schwierig zu realisieren ist
(siehe Abschnitt 4.1). Auflerdem kann eine Simulation wesentlich effizienter
durchgefiihrt werden, wenn die Volumenerhaltung nicht garantiert wird.

4.4.1. Impulsbasierte Methode

In diesem Abschnitt wird ein impulsbasierter Ansatz fiir die Simulation von
Weichkorpern vorgestellt, bei dem das Volumen des simulierten Kérpers
erhalten bleibt [DBB09b]. Fiir die Simulation eines Weichkorpers wird
ein Partikelmodell mit Zwangsbedingungen verwendet. Um ein solches
Modell aus einem vorgegebenen Korper zu erzeugen, wird eine Zerlegung
des Korpers in ein Netz aus Tetraedern durchgefiihrt. Fiir jeden Tetraeder
wird anschlielend eine Zwangsbedingung definiert, die dafiir sorgt, dass
das Volumen des Tetraeders konstant bleibt. Die Bedingungen werden
mit Hilfe der impulsbasierten Methode in einem iterativen Prozess erfiillt.
Diese Methode hat den Vorteil, dass die zyklischen Abhéngigkeiten im
Modell ohne zusétzlichen Aufwand aufgelost werden. Auflerdem ist eine
Interaktion mit den bisher vorgestellten Starrkérpermodellen und Textilien
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moglich, da die gleiche Methode fiir alle Arten von Zwangsbedingungen
verwendet wird.

Bei der Zerlegung in ein Tetraedernetz wird das urspriingliche Dreiecksnetz
des simulierten Weichkorpers angenéhert. Die Abweichung hingt von der
Auflésung des Tetraedernetzes und von den verwendeten Parametern ab.
Durch die Zwangsbedingungen, die dieses Netz definiert, wird das Volumen
des Korpers erhalten, wahrend das urspriingliche Dreiecksnetz fiir die
Kollisionserkennung und die Visualisierung des Korpers verwendet wird.
Das Tetraedernetz ist daher nur ein Hilfsmittel fiir die Simulation.

4.4.1.1. Modell

Ein Weichkorper muss fiir die Simulation durch ein Modell beschrieben
werden, mit dem sein Volumen sowohl global als auch lokal erhalten werden
kann. Zu diesem Zweck wird fiir den Korper ein Netz aus Tetraedern
generiert. Jonas Spillmann et al. prisentieren in [SWTO06] ein Verfahren,
mit dem ein Tetraedernetz aus einer beliebigen Suppe von Dreiecken
generiert werden kann. Diese Methode verarbeitet sogar Dreiecksnetze, die
nicht geschlossen sind. Das Ziel der Methode ist, ein Pseudovolumen fiir
ein Dreiecksnetz zu bestimmen. Das Volumen des Korpers kann bei offenen
Netzen nicht bestimmt werden. Daher wird der Raum, den das Objekt
einnimmt, durch ein Pseudovolumen approximiert. Fiir die impulsbasierte
Simulation von Weichkérpern wurde das Verfahren von Jonas Spillmann
erweitert [DBBO09b]. Diese Erweiterung wird im Folgenden vorgestellt.

Um ein Tetraedernetz fiir einen Weichkorper zu generieren, wird zunéchst
ein Distanzfeld mit Vorzeichen fiir den Korper berechnet. Bei einem Di-
stanzfeld wird das Volumen eines Korpers mit Hilfe von Voxeln beschrieben.
Zusétzlich wird fiir jeden Voxel die kiirzeste Distanz von seinem Zentrum
zur Oberfliche des Korpers gespeichert. Die Distanz wird mit einem nega-
tiven Vorzeichen angegeben, wenn sich der Voxel innerhalb des Kérpers
befindet, und ist positiv, wenn er auflerhalb liegt. Da die Berechnung des
Distanzfeldes sehr rechenintensiv ist, sind verschiedene Arbeiten entstan-
den, die sich mit der Optimierung der Berechnung beschéftigen. Christian
Sigg et al. setzen z. B. zur schnellen Berechnung die Graphik-Hardware
ein [SPGO3].

In dieser Arbeit wird zur Bestimmung des Distanzfeldes ein Standard-
Ansatz verwendet, wie ihn Andreas Barentzen in [Beer05] beschreibt.
Zunichst wird ein achsenorientierter Quader als Hiillkorper fiir den Weich-
korper bestimmt. Dieser Quader wird anschliefend in Voxel unterteilt, fiir
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die die Abstande zur Oberfliche des Weichkorpers berechnet werden. Um
das Vorzeichen fiir eine Distanz festzulegen, muss bestimmt werden, ob
der Voxel innerhalb oder auflerhalb des Volumens liegt. Dafiir wird eine
Methode verwendet, die Fakir S. Nooruddin und Greg Turk in [NTO03] vor-
stellen. Bei dieser Methode wird ein Strahl in einer bestimmten Richtung
vom Mittelpunkt des Voxels aus durch die Oberfléiche geschossen und die
Schnitte mit der Oberfliche gezihlt [NT03]. Der Voxel liegt auBerhalb
des Volumens, wenn die Anzahl der Schnitte gerade ist, und innerhalb bei
einer ungeraden Anzahl. Wenn die Oberfliche Locher aufweist, kann diese
Klassifikation fehlerhaft sein. Existieren nur wenige Locher, dann kann die-
ses Problem gelost werden, indem fiir jeden Voxel mehrere Strahlanfragen
durchgefiihrt werden. Das Vorzeichen wird dann durch eine Mehrheitsent-
scheidung gesetzt. Bei vielen Loéchern in der Oberfléche ist diese Losung
allerdings nicht zuverléssig.

Im Folgenden wird beschrieben, wie die Bestimmung des Vorzeichens fiir
nicht zusammenhéngende Modelle und Oberflichen mit vielen Lochern
verbessert wird. Nachdem das Distanzfeld fiir den Weichkorper bestimmt
ist, wird fiir jeden Voxel die folgende Wahrscheinlichkeit berechnet:

P(x) = 1 — admin(x)],

wobei x den Mittelpunkt des Voxels und dyin (x) den Abstand von x zum
néchsten Punkt auf der Oberfliche des Volumens beschreibt. Der Parameter
« dient zur Normalisierung, so dass fiir die Wahrscheinlichkeiten aller Voxel
0 < P(x) < 1 gilt. Der Wert P(x) beschreibt die Wahrscheinlichkeit, dass
ein Ubergang vom Inneren ins AuBere des Pseudovolumens geschieht. Diese
Ubergiinge werden zur Bestimmung des Vorzeichens geziihlt.

Wenn ein Strahl mit der Richtung v durch das Distanzfeld geht, werden
die Wahrscheinlichkeiten aller Voxel, die er schneidet, ausgewertet. Ein
Ubergang des Strahls ins Innere bzw. Aufiere des Pseudovolumens wird
festgestellt, wenn fiir die Wahrscheinlichkeit P(x) > ki und 92 (x) > 0 gilt.
Nach einem solchen Ubergang wird ein weiterer nur dann festgestellt, wenn
die beiden Bedingungen P(x) < ko und 2£(x) < 0 erfiillt sind. Dabei
sind die Werte k1 und ko zwei Konstanten, die vom Benutzer definiert
werden. Durch diese beiden Werte kann der Benutzer die Erzeugung des
Pseudovolumens kontrollieren. Dies ist besonders bei sehr diinnen Objekten
wichtig (siehe Abbildung 4.18).

Da es bei der Verwendung von Wahrscheinlichkeiten auch zu Fehlentschei-
dungen kommen kann, werden fiir jeden Voxel mehrere Strahlen durch das
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Abbildung 4.18.: Das Pseudovolumen eines Baummodells hiangt von den verwen-
deten Toleranzwerten ab. Der obere Teil der Abbildung zeigt das urspriingliche
Baummodell und die Punkte, die im Inneren des Pseudovolumens liegen. Der
untere Teil zeigt das resultierende Tetraedernetz.

Distanzfeld geschossen. Das Vorzeichen der Distanz wird dann aufgrund
einer Mehrheitsentscheidung gesetzt.

Nachdem das Vorzeichen fiir jeden Voxel bestimmt wurde, muss ein Tetra-
edernetz aus dem Distanzfeld erzeugt werden. Dafiir wird ein einheitliches
Gitter von Zellen durch das Distanzfeld gelegt. Jede Zelle, die im Pseudo-
volumen liegt, wird in fiinf Tetraeder zerlegt. Eine Zelle mit dem Volumen
V liegt genau dann im Pseudovolumen, wenn die Pseudodichte

grofer als ein Toleranzwert ist, der vom Benutzer festgelegt wird. Dabei
bezeichnet M (V') die Anzahl an Voxeln innerhalb des Volumens V' und
m(V) ist die Anzahl von Voxeln in V, die auch gleichzeitig ein Teil des
Pseudovolumens ist. Damit die Tetraeder in benachbarten Zellen aneinan-
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Abbildung 4.19.: Die Bilder zeigen ein Tetraedernetz nach zwei Glattungsschrit-
ten. Beim rechten Objekt wurden nur die Eckpunkte im Umbrella-Operator
beriicksichtigt, die iiber achsenorientierte Kanten verbunden sind. Das resul-
tierende Netz ist deutlich symmetrischer als das linke Netz, bei dem auch die
Eckpunkte tiber diagonalen Kanten verwendet wurden.

der anschlielen, muss sich die Ausrichtung der Tetraeder abwechseln, wie
es in [CDM™02] beschrieben wird.

Durch die beschriebene Vorgehensweise kénnen Locher auf der Oberfliche
des Tetraedernetzes entstehen. Um dies zu vermeiden, werden in einem ite-
rativen Prozess weitere Tetraeder erzeugt. Dabei wird jede Zelle dem Netz
hinzugefiigt, die noch kein Teil des Tetraedernetzes ist und die mehr als
drei benachbarte Zellen innerhalb des Netzes hat. Nachdem alle Tetraeder
erzeugt wurden, muss das Netz geglidttet werden. Dadurch werden scharfe
Ecken, die in der Simulation unerwiinscht sind, eliminiert. Fiir die Glattung
wird ein Laplace-Filter zweiter Ordnung [DMSB99] mit Volumenerhaltung
auf die Oberfliche des Tetraedernetzes angewendet. Ein Ergebnis, das
glatter ist und mehr Symmetrie aufweist, kann erreicht werden, wenn im
Umbrella-Operator nur die Eckpunkte des urspriinglichen Tetraedernetzes
beriicksichtigt werden, die {iber die achsenorientierten Kanten verbunden
sind. Wenn die Eckpunkte, die iiber die diagonalen Kanten verbunden
sind, in den Operator mit eingehen, dann ist die Glattung scharfer Fcken
abhéngig von der Triangulation der Oberfléiche. Eine symmetrische Glat-
tung ist in der Simulation sehr wichtig. Andernfalls wird ein symmetrischer
Weichkorper unsymmetrisch deformiert. Abbildung 4.19 zeigt die Unter-
schiede zwischen der hier vorgestellten Glattung des Modells und dem
Standard-Ansatz.

Die Generierung eines Tetraedernetzes hingt von verschiedenen Parametern
ab, auf die der Benutzer Einfluss nehmen kann. Durch das Festlegen der
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beiden Toleranzwerte k1 und ko kann er die Form des Pseudovolumens
beeinflussen. Sobald das Distanzfeld berechnet ist, kann er die Auflosung
des Gitters bestimmen, mit dem die Tetraeder erzeugt werden. Je héher die
Auflésung, umso besser wird der Weichkorper durch das Netz approximiert.
Allerdings werden durch eine hohere Auflosung auch mehr Tetraeder
erzeugt, was zu einem héheren Berechnungsaufwand in der Simulation fiihrt.
Zum Schluss kann der Benutzer noch die Glattung durch die entsprechenden
Parameter beeinflussen. Das resultierende Netz bestimmt die Genauigkeit
und Geschwindigkeit der Simulation.

Fiir eine realistische Simulation muss das generierte Tetraedernetz nur
anndhernd mit dem urspriinglichen Weichkorper iibereinstimmen. Dieses
Netz wird ausschlieflich fiir die Simulation der Deformation des Korpers
eingesetzt. Fiir die Kollisionserkennung und die Visualisierung kann wei-
terhin die Originalgeometrie des Weichkorpers verwendet werden. Diese
muss dann durch eine Freiform-Deformation, wie sie z. B. von Tim Milli-
ron et al. in [MJBF02] beschrieben wird, dem simulierten Tetracdernetz
entsprechend verformt werden.

4.4.1.2. Volumenbedingung

Fiir die Simulation der Deformation eines Weichkorpers wird ein dyna-
misches Modell benétigt. Dafiir wird in jedem Eckpunkt des zugehorigen
Tetraedernetzes ein Partikel eingefiigt. Fiir die Tetraeder werden Zwangs-
bedingungen definiert, die dafiir sorgen, dass das Volumen erhalten bleibt.
AuBlerdem soll der Weichkérper nach einer Deformation versuchen, seine
urspriingliche Form wieder herzustellen.

Abbildung 4.20 zeigt einen ersten Ansatz fiir das beschriebene Modell. Die
Partikel in den Eckpunkten des Tetraeders werden iiber seine Kanten mit
gedampften Federn verbunden. Dadurch wirken Krifte auf den Korper,
durch die er seine urspriingliche Form wieder herstellen kann. Das Volumen
des Tetraeders mit den Partikeln a, b, ¢ und d in den Eckpunkten wird
wie folgt berechnet:

rq = Sgq—84
ry, = Sp—84
r. = S.—Sqg
1
V = —lrg-(ry x1e)l. (4.10)
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Abbildung 4.20.: Fiir das dynamische Modell eines Weichkorpers werden fiir
jeden Tetraeder im Netz Partikel in den Eckpunkten, geddmpfte Federn auf den
Kanten und eine Volumenbedingung definiert. Auf die Partikel in den Eckpunkten
wirken Impulse, um die Volumenbedingung zu erfiillen.

Damit das Volumen des Tetraeders erhalten bleibt wird die folgende
Zwangsbedingung definiert:

C(V)=V(t) - Vy=0.

Dabei ist V(t) das Volumen des Tetraeders zum Zeitpunkt ¢ und Vp ist
sein urspriingliches Volumen, das erhalten werden soll.

Die Zwangsbedingung fiir das Volumen des Tetraeders wird mit Hilfe
des impulsbasierten Ansatzes erfiillt. Dafiir muss zunéchst eine Vorschau
fiir das Volumen zum Zeitpunkt ¢ + h bestimmt werden, wobei h die
Zeitschrittweite der Simulation ist. Die Vorschau kann berechnet werden,
indem die Positionen der Partikel in allen vier Eckpunkten iiber die Zeit
integriert werden. Die neuen Positionen der Partikel ergeben sich durch
Gleichung 2.2. Das neue Volumen zum Zeitpunkt ¢ + h wird anschliefend
durch das Einsetzen der neuen Positionen in Gleichung 4.10 bestimmt. Der
Wert
ev=V(t+h) -V

beschreibt den Fehler, der bei einem Simulationsschritt ohne Beriicksichti-
gung der Volumenbedingung auftreten wiirde. Dieser Fehler muss durch
eine Geschwindigkeitsdnderung der Partikel verhindert werden. Dazu sollen
im Folgenden entsprechende Impulse fiir die Partikel in den Eckpunkten
berechnet werden.
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Bevor Impulse berechnet werden kénnen, muss zunichst bekannt sein,
welche Geschwindigkeitséinderung diese Impulse bewirken sollen. Dafiir
muss fiir den Fehler ey eine entsprechende Anderung bestimmt werden.
AuBlerdem muss gewihrleistet sein, dass die Summe der vier Impulse fiir
einen Tetraeder Null ergibt. Ansonsten kann die Impulserhaltung des
Systems nicht garantiert werden.

Fiir die Impulserhaltung des Systems wird zunéchst der Schwerpunkt des
Tetraeders bestimmt. Die Summe der vier Vektoren vom Schwerpunkt
durch die Eckpunkte des Tetraeders ist immer Null. Diese Eigenschaft kann
man sich bei der Berechnung der vier gesuchten Impulse zunutze machen.
Fiir jedes der vier Partikel des Tetraeders wird der Vektor vom Schwerpunkt
zu der Position des Partikels mit einem Faktor w € R multipliziert, um
den zugehorigen Impuls zu bekommen. Dadurch ist die Summe der vier
Impulse immer Null und die Impulserhaltung wird gewéhrleistet. Fiir die
Volumenerhaltung des Tetraeders muss der Faktor w so gewédhlt werden,
dass der Fehler ey ausgeglichen wird. Daher muss zunéchst untersucht
werden, wie der Faktor w das Volumen des Tetraeders beeinflusst.

Durch den Faktor w wird ein Punkt a des Tetraeders wie folgt verschoben:

a'=a+w (a—sr), (4.11)
wobei st der Schwerpunkt des Tetraeders ist. Wenn die Positionen von
allen vier Punkten des Tetraeders auf diese Weise verdndert werden, dann
ergibt sich das verdnderte Volumen:

Vo= - (rp X ry)]
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[(rg +w ry)((ry +w rpy) X (re +w re))]

|(14+ w)? rq (rp x )|

[ e e o

Jedes beliebige Zielvolumen kann erreicht werden, wenn w auf den Bereich
w > —1 beschrankt wird. Mit dieser Beschrinkung kann der Term mit
w aus dem Betrag herausgezogen werden und man erhélt die Beziehung
zwischen dem urspriinglichen und dem verédnderten Volumen:

1
V= (14w < e (1 x x| = (14 w)? V.
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Sobald bekannt ist, wie sich der Faktor w auf die Veréinderung des Volumens
auswirkt, muss ein Wert fiir diesen Faktor bestimmt werden, so dass der
Fehler ey eliminiert wird. Dafiir muss das Volumen nach dem Zeitschritt
V(t+h) so verdndert werden, dass es dem Volumen Vj entspricht. Dadurch
ergibt sich die folgende Gleichung fiir den Faktor w:

Vo= (14+w)® V(t+h).
Diese wird anschliefend nach w aufgeltst:

w—sivo -1
S\ vie+n) T

Wenn der Faktor w berechnet ist, kann mit der Gleichung 4.11 die entspre-
chende Positionsdnderung der Partikel bestimmt werden, die den Fehler
ey ausgleicht. Dadurch ist bekannt, wie sich die Positionen der Partikel
nach dem Zeitschritt &ndern miissen, so dass die Volumenbedingung erfiillt
wird. Fiir die Berechnung von Impulsen, die die entsprechende Positionsén-
derung bewirken, muss zunéchst die zugehorige Geschwindigkeitsinderung
der Partikel bestimmt werden. Diese kann aus Gleichung 4.11 abgeleitet
werden:

Av:% (a(t+h) —sp(t+h)).

Mit dieser Geschwindigkeitsanderung wird die Gleichung fiir die gesuchten
vier Impulse eines Tetraeders wie folgt aufgestellt:

kp=Av.

Dabei muss der Wert von k fiir das jeweilige Partikel mit der Gleichung 4.1
berechnet werden. Durch die Verwendung des Faktors w ist sichergestellt,
dass die Summe der vier Impulse Null ergibt und damit die Impulserhaltung
des Systems gewihrleistet ist. Wenn die vier berechneten Impulse am
Anfang des Simulationsschrittes auf die Partikel des Tetraeders einwirken,
veréndern sich die Positionen der Partikel wihrend des Schrittes so, dass
nach dem Schritt das Volumen Vj erreicht wird.

Falls ein Partikel Eckpunkt von mehreren Tetraedern im Modell ist, dann
besteht zwischen den zugehorigen Volumenbedingungen eine direkte Ab-
héngigkeit. Diese Abhéingigkeiten konnen durch einen iterativen Prozess
aufgelost werden. Dabei ist es von Vorteil, wenn die Volumenbedingung
nicht fiir jeden Tetraeder einzeln erfiillt wird, sondern wenn man einen
Block von fiinf Tetraedern gleichzeitig betrachtet [DBB09b]. Dadurch kann
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verhindert werden, dass sich die Tetraeder gegenseitig blockieren [ISF07].
Im gleichen iterativen Prozess wird auch die Behandlung von Kollisionen
und bleibenden Kontakten durchgefiihrt. Fiir die Kollisionsauflésung wird
das Verfahren aus Abschnitt 3.4 verwendet. Dieses muss allerdings bei
Weichkorpern angepasst werden, da die einzigen Koérper im simulierten
Modell die Partikel in den Eckpunkten der Tetraeder sind. Bei einer Kolli-
sion auf der Seitenfliche eines Tetraeders muss der Kollisionsimpuls auf
diese Partikel verteilt werden. Dafiir werden zunéchst die physikalischen Ei-
genschaften des Tetraeders, wie Masse, Trigheitstensor und Schwerpunkt,
bestimmt. Anschlieend kann die Kollisionsauflésung mit dem bereits vor-
gestellten Verfahren durchgefiihrt werden. Zum Schluss werden dann die
Geschwindigkeitséinderungen in den Partikeln bestimmt und entsprechende
Impulse berechnet. Durch diese Vorgehensweise konnen Kollisionen auch
fiir Weichkorper behandelt werden.

4.4.1.3. Ergebnisse

Abbildung 4.21 zeigt zwei Simulationen mit dem vorgestellten Verfahren fiir
Weichkorper. Fiir diese Simulationen wurde ein Quader in 1500 Tetraeder
zerlegt, um das Modell eines Weichkorpers zu generieren. Das Modell fillt
zunéchst auf den Boden und kollidiert anschlieend mit einem Starrkorper
in Form einer Kugel. Fiir die beiden Simulationen wurden verschiedene
Federn verwendet. Die Federn in der linken Simulation sind deutlich stérker
als die in der rechten. Daher wird der Weichkorper rechts stérker deformiert.
Da der Volumenfehler moglichst gering bleiben sollte, wurden relativ viele
Iterationsschritte benétigt, um die 1500 Volumenbedingungen aufzulésen.
Die Anzahl der Iterationen lag dabei teilweise iiber 600. Der vorgestellte
Ansatz ist in dieser einfachen Form fiir solche Modelle nicht echtzeitfihig.
Er kann allerdings durch die Techniken, die in Kapitel 5 vorgestellt werden,
deutlich beschleunigt werden. Eine weitere Moglichkeit zur Beschleunigung
des Verfahrens ist der Einsatz einer adaptiven Multi-Grid-Methode, wie
sie z. B. von Matthias Miiller in [Miil08] verwendet wird.

Eine Erweiterung des vorgestellten impulsbasierten Ansatzes wird
in [DBB09a] prisentiert. Das Volumen geht bei diesem Verfahren mit
Vorzeichen in die Berechnung ein, um zu verhindern, dass sich ein Tetra-
eder umstiilpt. Fiir das Volumen wird eine Energiefunktion aufgestellt,
mit der die Korrekturimpulse bestimmt werden. Da im Allgemeinen
im Modell mehr Tetraeder als Freiheitsgrade existieren, werden die
Bedingungen nicht fiir jeden Tetraeder einzeln, sondern gemeinsam fiir
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Abbildung 4.21.: Kollision eines deformierbaren Quaders mit einer starren Kugel.
In der Simulation rechts wurden schwichere Federn verwendet als links, wodurch
eine stiarkere Verformung des Quaders entsteht.

alle Tetraeder in einer direkten Nachbarschaft zu einem Partikel gelost.
Mit dieser Vorgehensweise kann eine Blockierung des Modells verhindert
werden [ISF07]. Bei dem Verfahren in [DBB09a] wird kein iterativer
Prozess verwendet. Dadurch kénnen auch komplexe Modelle mit iiber
1000 Tetraedern noch in Echtzeit simuliert werden. Allerdings kann ein
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maximaler Fehler nicht garantiert werden. Der Volumenfehler lag jedoch
in verschiedenen komplexen Simulationen stets unter einem Prozent.

4.4.2. Shape Matching

Im Folgenden wird ein weiteres schnelles Verfahren fiir die Simulation
deformierbarer Korper mit Volumenerhaltung vorgestellt [DBB11]. Im
Gegensatz zu den meisten bekannten Verfahren wird dabei kein Volu-
menmodell, sondern ein geschlossenes Dreiecksnetz als Simulationsmodell
verwendet. Ein Oberflichenmodell erfordert keine Vorverarbeitung, wie
z.B. die Generierung eines Tetraedernetzes. Aulerdem werden bei einem
solchen Modell keine Elemente im Inneren des Korpers fiir die Simulation
benétigt, wodurch sowohl der Speicherbedarf als auch der Rechenaufwand
reduziert werden.

Das Verfahren zur Simulation der Deformationen basiert auf dem bedin-
gungslos stabilen Shape-Matching-Ansatz von Miiller et al. [MHTGO5].
Dabei handelt es sich um ein geometrisch motiviertes Verfahren, mit dem vi-
suell plausible elastische und plastische Deformationen effizient und robust
simuliert werden kénnen. Ein ausfiihrlicher Uberblick iiber geometrisch
motivierte Verfahren wird in [BMOT13] gegeben. Fiir groe Deformationen
wird Shape-Matching auf tiberlappenden Regionen ausgefiihrt. Je grofier
diese Regionen sind, um so steifer wird das Modell. Bei grofien Regionen
miissen aber auch grofle Summen berechnet werden, die zum Flaschen-
hals der Simulation werden. Rivers und James [RJ07] haben eine schnelle
Summationsmethode entwickelt, um dieses Problem zu l6sen. Allerdings
unterstiitzt diese Methode nur regulire Gitter und kann nicht fiir irregu-
lire Modelle eingesetzt werden. Auflerdem ist die Methode nicht fiir eine
effiziente Parallelisierung auf der GPU geeignet. Daher wurde ein neues
schnelles Summationsverfahren fiir irregulire Dreiecksnetze entwickelt, das
sich sehr gut auf der GPU implementieren lisst. Dieses Verfahren wird in
den folgenden Abschnitten vorgestellt.

Weiterhin wird gezeigt, wie die Volumenerhaltung eines Oberflichenmo-
dells mit Hilfe eines positionsbasierten Ansatzes realisiert werden kann.
Dabei werden Kollisionen beriicksichtigt, um Durchdringungen aufgrund
einer Volumenkorrektur zu vermeiden. Auflerdem werden storende Schwin-
gungen durch eine Bedingung fiir die Geschwindigkeiten verhindert. Das
vorgestellte Verfahren unterstiitzt sowohl globale als auch lokale Volume-
nerhaltung und kann mit jedem bekannten Verfahren zur Simulation von
Deformationen kombiniert werden.
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Insgesamt ergibt sich dadurch ein positionsbasiertes Simulationssystem fiir
deformierbare Korper mit Volumenerhaltung, das bedingungslos stabil ist.
Durch eine schnelle Summationstechnik auf der GPU und die Verwendung
von Oberflichennetzen ohne innere Punkte kénnen sehr detaillierte Modelle
in Echtzeit simuliert werden.

4.4.2.1. Zeitintegration

Bei der Zeitintegration fiir einen Simulationsschritt muss die Elastizitit der
deformierbaren Korper beriicksichtigt werden sowie Bedingungen fiir Kol-
lisionen und Volumenerhaltung. Das Volumen eines Kérpers kann erhalten
werden, indem direkt die Positionen der Partikel verschoben oder indirekt
die Geschwindigkeiten manipuliert werden. Werden nur die Positionen ver-
dndert, kann dies zu unerwiinschten Schwingungen fithren. Dieses Problem
kann gelost werden, indem Positions- und Geschwindigkeitsfehler getrennt
behandelt werden, wie von Irving et al. [ISF07] gezeigt wurde.

Bei dem vorgestellten Shape-Matching-Verfahren wird ein geschlossenes
Dreiecksnetz als Simulationsmodell verwendet. In jedem Punkt des Netzes
befindet sich ein Partikel, welcher eine Position x, eine Geschwindigkeit v
und eine Masse m hat. Ein Simulationsschritt mit der Zeitschrittweite h
und externen Beschleunigungen a wird mit dem folgenden Zeitintegrati-
onsverfahren durchgefiihrt:

1. Explizite Integration der Positionen und Geschwindigkeiten:

v(it+h) = v(t)+ha (4.12)
x(t+h) = x(t)+hv(t+h) (4.13)

2. Anpassen von x(t + h) und v(t + h), um das elastische Verhalten
des Korpers zu simulieren.

3. Kollisionserkennung und -auflosung unter Beriicksichtigung von Rei-
bung.

4. Volumenerhaltung durch Anpassen der Positionen x(t+h), wobei die
aktuelle Kontaktsituation beriicksichtigt wird, um Durchdringungen
zu vermeiden.

5. Korrektur der Geschwindigkeiten v(¢+ h), um unerwiinschte Schwin-
gungen zu vermeiden.

Die Schritte 1 und 2 kénnen durch jedes beliebige Verfahren fiir die Simula-
tion deformierbarer Korper ersetzt werden (z.B. durch die Finite-Elemente-
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Methode). Hier wird fiir diese Schritte ein geometrisch motiviertes, bedin-
gungslos stabiles Verfahren vorgestellt (siehe Abschnitt 4.4.2.2), welches
die robuste Simulation von komplexen Koérpern in Echtzeit erméglicht. In
Schritt 3 wird ein durchdringungsfreier Zustand der Korper hergestellt. Bei
der Veranderung der Positionen fiir die Volumenerhaltung in Schritt 4 muss
daher die Kontaktsituation beriicksichtigt werden, um das Erzeugen neuer
Durchdringungen zu vermeiden. Im letzten Schritt wird fiir ein divergenz-
freies Geschwindigkeitsfeld gesorgt, um eine Volumen#nderung im néchsten
Zeitschritt und damit auch unerwiinschte Schwingungen zu verhindern.
Die letzten beiden Schritte werden in Abschnitt 4.4.2.3 beschrieben.

4.4.2.2. Elastizitit

Fiir die Simulation des elastischen Verhaltens von deformierbaren Kérpern
gibt es verschiedene Ansétze. Meistens werden die Simulationen mit Masse-
Feder-Systemen [THMGO4] oder der Finite-Elemente-Methode [OH99]
durchgefiihrt. Beide Verfahren haben jedoch den Nachteil, dass sie nicht
bedingungslos stabil sind, wenn ein schnelles explizites Integrationsver-
fahren verwendet wird. Stabile implizite Integrationsmethoden [BW9S]
benotigen dagegen deutlich mehr Rechenzeit. Fiir Simulationen mit Masse-
Feder-Systemen oder der Finite-Elemente-Methode werden meistens Vo-
lumenmodelle wie Tetraedernetze eingesetzt. Diese haben allerdings den
Nachteil, dass viele Partikel im Inneren der Kérper mit simuliert werden
miissen.

Im Folgenden wird ein Verfahren zur Simulation des elastischen Verhal-
tens vorgestellt, das auf dem schnellen und bedingungslos stabilen Shape-
Matching-Ansatz von Miiller et al. [MHTGO05] basiert. Dieser Ansatz
ist geometrisch motiviert und fithrt daher nicht zu exakten Ergebnissen,
sondern nur zu visuell plausiblen. Allerdings reicht dies in den meisten
Anwendungen der Computergraphik aus. Dagegen ist die Geschwindigkeit
und Stabilitdt des Verfahrens in solchen Anwendungen von viel grofie-
rer Bedeutung. Um die Geschwindigkeit weiter zu steigern, werden in
dieser Arbeit keine Volumenmodelle mit inneren Punkten verwendet, son-
dern ausschliellich Oberflichenmodelle. Fiir die Oberflachenmodelle wird
auflerdem eine neue Summationstechnik [DBB11] vorgestellt, die eine Simu-
lation deformierbarer Korper mit mehreren Tausend Partikeln in Echtzeit
ermoglicht (siehe Abbildung 4.22).
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Abbildung 4.22.: Echtzeitsimulationen deformierbarer Korper: Robuste Simu-
lationen von sechs Armadillos (32442 Partikel), 20 Enten und 20 Tori (21280
Partikel) sowie 20 Bélle (7640 Partikel) konnten mit 4,69 ms, 3,54 ms bzw. 2,34 ms
pro Simulationsschritt durchgefiihrt werden. Dabei wurde ein maximaler Volu-
menverlust von 0,1%, 0,5% bzw. 0,2% gemessen.

Das Shape-Matching-Verfahren: Beim Shape-Matching-Ansatz wer-
den die Partikelpositionen und -geschwindigkeiten zunéchst mit einem
expliziten Zeitintegrationsverfahren aktualisiert (siehe Gleichungen 4.12
und 4.13). Anschlieend wird die Initialkonfiguration der Partikelpositionen

x?¢ so verschoben und rotiert, dass der Abstand zum aktuellen deformier-
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Abbildung 4.23.: Shape Matching: Die Punkte x{ im undeformierten Zustand
werden durch eine Verschiebung und eine Rotation transformiert, so dass der
Abstand zu den deformierten Punkten x; minimal wird. Dadurch werden Zielpo-
sitionen g, definiert, zu denen die x; gezogen werden.

ten Zustand x; = x;(¢t + h) minimal ist (sieche Abbildung 4.23). Durch
die transformierte Initialkonfiguration werden Zielpositionen g, fiir alle
Partikel definiert. Anschlieend werden die aktuellen Positionen in Rich-
tung der Zielpositionen gezogen, um auf diese Weise die Elastizitét eines
Korpers zu simulieren. Die Simulation von Partikelmodellen mit Kréften,
z.B. bei Masse-Feder-Systemen, kann zu Uberschwingen und Instabilitéit
fiihren. Dieses Problem wird durch die Verwendung der Zielpositionen
vermieden.

Zielpositionen werden bestimmt, indem eine Rotationsmatrix R und zwei
Verschiebungsvektoren t° und t so bestimmt werden, dass der quadratische

Fehler
Zmi (R (x? — to) +t— xi)2

minimiert wird. Dabei werden die Abstandsfehler zwischen dem defor-
mierten Zustand und dem transformierten Initialzustand mit den Parti-
kelmassen m; gewichtet. Miiller et al. [MHTGO05] haben gezeigt, dass die
optimalen Verschiebungsvektoren durch die Schwerpunkte der initialen
und der deformierten Konfiguration bestimmt sind:

>, mix? DM iXi
Z o t= Z o (4.14)

Die gesuchte Rotationsmatrix R ist der Rotationsanteil der affinen Trans-
formation

tO

A= Zml x; — ) (x9 — 9" (4.15)

Diese Rotation kann durch eine Polarzerlegung bestimmt werden.

In dieser Arbeit werden zyklische Jacobi-Iterationen mit einem Warm-
start [GVL96] verwendet, um die Matrix U mit AT A = U? zu bestimmen.



4.4 Volumenerhaltende Simulation von Weichkérpern 171

Die gesuchte Rotationsmatrix ergibt sich dann durch R = AU™!. Wenn
durch die Verschiebungen und die Rotationsmatrix die optimale Transfor-
mation bestimmt ist, konnen die Zielpositionen durch

0
)

1

g, =T *

berechnet werden, wobei T = [R (t — Rtg)]. Mit den berechneten Ziel-
positionen werden die Geschwindigkeiten und Positionen der Partikel wie
folgt angepasst:

8 —Xi
At

vi(t+h) = vi(t+h)+s (4.16)

Dabei ist s € [0, 1] ein vom Benutzer gewiihlter Parameter, der die Stei-
figkeit des simulierten Korpers kontrolliert. Fiir einen Wert von 1 werden
die Partikel vollstindig auf die Zielpositionen gezogen, wodurch der Kor-
per starr wird. Fiir kleinere Werte wird der Korper deformierbar. Da die
Geschwindigkeiten v;(¢ + h) manipuliert werden, indem die Positionen
direkt zu den Zielpositionen gezogen werden, werden die allgemein {iblichen
Stabilitatsprobleme bei der Simulation deformierbarer Korper geltst.

Bei einer realistischen Simulation von deformierbaren Koérpern wird eine
Démpfung der Geschwindigkeiten der Partikel benotigt. Diese kann nach
der Anpassung der Geschwindigkeiten (siehe Gleichung 4.16) und vor der
Aktualisierung der Positionen integriert werden.

Das Simulationsmodell: Die meisten Simulationsverfahren verwenden
fiir die Simulation deformierbarer Objekte volumetrische Modelle, wie
Tetraedernetze. Im Gegensatz dazu werden in dieser Arbeit geschlossene
Dreiecksnetze eingesetzt. Dadurch kann auf viele Partikel im Inneren der
Korper verzichtet werden, wodurch sich die Geschwindigkeit der Simulati-
on deutlich erhoht. Da bei einem geschlossenen Dreiecksnetz das Innere
des Korpers hohl ist, muss ein unrealistischer Volumenverlust mit einem
speziellen Verfahren verhindert werden (siehe Abschnitt 4.4.2.3).

Wenn beim Shape-Matching-Verfahren alle Zielpositionen mit nur einer
Transformation bestimmt werden, sind keine groflen Deformationen des
Modells moglich. Aus diesem Grund wird das Modell zunéchst in mehrere
iiberlappende Regionen unterteilt. Dann kann Shape-Matching fiir die
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einzelnen Regionen separat ausgefiihrt und die resultierenden Zielpositio-
nen kénnen gemittelt werden. Durch diese Vorgehensweise werden grofle
Deformationen méglich.

Fiir jedes Partikel i des Modells wird eine Region fR; definiert, die das
Partikel selbst und alle Partikel in einer w-Nachbarschaft enthélt. Die Grofle
w der Nachbarschaft beeinflusst die Steifigkeit des Modells und wird durch
den Benutzer festgelegt. Fiir groflere Werte von w wird Shape-Matching
globaler ausgefiihrt, was wiederum zu steiferen Modellen fiihrt.

Beim Shape-Matching mit {iberlappenden Regionen werden zunéchst die
optimalen Transformationen und die Zielpositionen fiir alle Regionen
bestimmt. AnschlieSend werden fiir jedes Partikel die Zielpositionen von
allen Regionen, die das Partikel beinhalten, gemittelt:

1 xY
gi:mZTj[1‘|. (4.17)

JER;

Ein Problem beim Shape-Matching-Verfahren ist, dass die Polarzerlegung
keine giiltige Rotation bestimmen kann, wenn det A = 0 gilt. Dieser
Fall tritt auf, wenn alle Partikel einer Region in einer Ebene oder auf
einem Punkt liegen. Bei der Simulation mit einem Modell, das nur die
Oberfliche des Korpers beriicksichtigt, kommt dieser Fall haufiger vor.
Um das Problem zu l6sen, wird ein zusétzlicher Punkt zu jeder Region
hinzugefiigt. Dieser Punkt wird in Normalenrichtung von der Oberfléiche
wegbewegt, so dass er unter keinen Umstédnden in einer Ebene mit den
Partikeln des Modells liegen kann. Fiir die Region des i-ten Partikels wird
der Punkt

P =X; +In;

hinzugefiigt. Dabei ist n; die gemittelte Normale von allen Dreiecken,
die das Partikel ¢ enthalten. Der Wert | = ﬁ D jem, myl|x§ — t0| ist
der gewichtete, mittlere Abstand von allen Partikeln der Region ¢ zum
Schwerpunkt der Region. Die Verwendung des Abstands [ fithrt dazu,
dass der zusétzliche Punkt genau so viel Einfluss auf die Transformation
hat, wie die eigentlichen Punkte der Region. Daher wird die resultierende
Rotationsmatrix nur unmerklich durch den zusétzlichen Punkt veréndert,
wenn det A > 0 gilt. Der zusétzliche Punkt kann nicht verhindern, dass in
manchen Situationen det A < 0 gilt. Dies fiithrt zu einer unerwiinschten
Spiegelung in der Transformation. Das Problem kann behoben werden,
indem die letzte Spalte der Matrix negiert wird [AHB87]. Mit dieser Vor-
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Abbildung 4.24.: Stabilitéitstest: Wenn die Elastizitit des Armadillo-Modells
nicht simuliert wird, degeneriert es (mittleres Bild in der oberen Reihe). Durch
das Shape-Matching-Verfahren mit zuséitzlichen Punkten kann das Modell in
wenigen Simulationsschritten wiederhergestellt werden.

gehensweise konnen selbst vollstdndig invertierte oder vollig degenerierte
Korper stabil simuliert werden (siehe Abbildung 4.24).

Eine Alternative fiir die Verwendung eines zuséitzlichen Punktes ist die
Durchfiihrung einer Singulirwertzerlegung A = USVT durch beidseitige
Jacobi-Rotationen [TKA10] anstatt der Polarzerlegung. Dieser Ansatz
ist allerdings langsamer als der oben beschriebene und benétigt mehr
Speicher, da eine zusétzliche Matrix fiir den Warmstart gespeichert werden
muss. Die Verwendung von einseitigen Jacobi-Rotationen [GVL96] fiir die
Berechnung der Singuldrwertzerlegung ist zwar schneller, dabei kann es
allerdings zu numerischen Problemen kommen [DBB11].

Schnelle Summation: Die Gréfle der iiberlappenden Regionen wird
durch den Parameter w bestimmt. Vergroflert man diesen Wert, wird die
Berechnung der Summe in den Gleichungen 4.14 und 4.15 zum Flaschen-
hals der Simulation. Bei einem Modell mit n Regionen werden O(w®n)
Operationen bendtigt, um die Summen zu bestimmen, wobei d die Dimen-
sion des Simulationsnetzes angibt. Rivers und James [RJ07] haben fiir
reguliire Netze (d = 3) gezeigt, wie die Summen in linearer Zeit bestimmt
werden, indem bereits berechnete Teilsummen von benachbarten Regionen
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wiederverwendet werden. Dieser Ansatz kann jedoch nicht fiir irregulére
Strukturen verwendet werden und damit auch nicht fiir beliebige Drei-
ecksnetze. Auflierdem ist der Ansatz von Rivers und James aufgrund der
Abhéngigkeiten zwischen benachbarten Regionen schlecht geeignet fiir eine
effiziente, parallele Berechnung. Daher wird hier ein neuer Ansatz fiir be-
liebige Dreiecksnetze (d = 2) vorgestellt. Dieser Ansatz hat einen Aufwand
von O(wn) und ist gut geeignet fiir eine parallele Implementierung.

Wiihrend eines Simulationsschrittes miissen fiir jede Region die folgenden
Terme berechnet werden:

t, = — ijxj

jEER
A, = Z m; (x5 — t;) (x — t?)
JER;
= Y myxx?" - Mt (4.18)
JER;

wobei M; die vorberechnete Gesamtmasse aller Partikel in der Region i ist.
Um die Berechnung der Summen zu beschleunigen, werden zunéchst dis-
junkte Pfade durch die Kanten des Dreiecksnetzes bestimmt (siehe unten).
Ein Pfad ist dabei als eine Menge von Partikeln x;,,...,x;, definiert, die
in der vorgegebenen Reihenfolge iiber Kanten des Oberflichennetzes ver-
bunden sind. Jedes Partikel des Netzes wird genau einem Pfad zugeordnet
(siehe Abbildung 4.26). Mit Hilfe dieser Pfade wird die Berechnung der
Summen in zwei Phasen unterteilt (siche Abbildung 4.25).

In der ersten Phase wird die Prifixsumme [SHZOO07] fiir jeden Pfad B;
mit den Elementen x;, , k € [1,n;] bestimmt:

k k .
t. — E Cx A _§ : . 0
kT My Xy s A]k - szXJLle
=1 =1

Die Berechnung der Prifixsummen kann mit O(n) Operationen durchge-
fithrt werden und ist einfach zu parallelisieren, da alle Pfade unabhéngig
voneinander sind.

Mit Hilfe der Prifixsummen werden in der zweiten Phase die Summen
aus Gleichung 4.18 bestimmt. Fiir alle Regionen wird in einem Vorver-
arbeitungsschritt bestimmt, welche Pfade durch die Region gehen und
in welchem Indexbereich eine Uberlappung existiert. In einem Shape-
Matching Schritt werden zuniichst der Verschiebungsvektor t; und die
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Abbildung 4.25.: Schnelle Summation fiir die iiberlappenden Regionen von
zwei Partikeln (rot und gelb) mit einer Gréfle von w = 2. Zunéchst werden die
Préfixsummen aller Pfade 93, (blau) durch die Regionen berechnet. Dann werden
fiir jeden Pfad die Differenzen der Werte an den Start- und Endpunkten der
Uberlappung zu der Summe hinzugefiigt. Dies wird am Beispiel von Pfad o
gezeigt.

Transformationsmatrix A; der Region ¢ auf Null gesetzt. In einer Schlei-
fe iiber alle Pfade j einer Region ¢ werden dann die Summen wie folgt
aktualisiert:

Ai = Ai—i-Kjl —A

ti=t +t;, —t_,,

Jk—11

wenn die Partikel des j-ten Pfades mit den Indizes [ji, . .., j;] in der Region
enthalten sind. Nachdem die Summen berechnet sind, muss die Matrix noch
um den regionsabhiingigen Teil (siche Gleichung 4.18) erweitert werden:
Die Berechnung der Summen benstigt O(wn) Rechenoperationen, da jede
Region bei einer optimalen Wahl der Pfade von ungefédhr 2w + 1 Pfaden
durchlaufen wird. Die schnelle Summation wird in Abbildung 4.25 fiir
ein Beispiel mit zwei Regionen dargestellt. Sowohl die Préfixsummen als
auch die Summen fiir die Vektoren t; und die Matrizen A; kénnen parallel
berechnet werden. Die gemittelten Transformationsmatrizen fiir die Zielpo-
sitionen (siehe Gleichung 4.17) konnen analog zu der oben beschriebenen
Vorgehensweise in zwei parallelen Phasen mit Préafixsummen bestimmt
werden.

Konstruktion der Pfade: Die Anordnung der Pfade zur Berechnung
der Prifixsumme hat einen grofien Einfluss auf die Laufzeit des Verfahrens.
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Abbildung 4.26.: Ergebnisse der Pfadkonstruktion fiir das Armadillo- und das
Entenmodell. Die verschiedenen Pfade, die in unterschiedlichen Farben dargestellt
sind, werden relativ parallel zueinander und ohne Lcher zwischen den Pfaden
erzeugt.

Im optimalen Fall wird jede Region von nur einem Pfad durchlaufen, so
dass die Summe einer Region durch eine einzige Differenz bestimmt werden
kann. Da dies nicht moglich ist, ist das Ziel bei der Konstruktion, so wenig
wie moglich Pfade zu erzeugen, damit jede Region nur von wenigen Pfaden
durchlaufen wird. Die Bestimmung einer optimalen Pfadanordnung ist
schwierig. Daher wird ein Greedy-Algorithmus verwendet, um eine gute
Anordnung der Pfade mit Hilfe einer Heuristik zu erzeugen.

Der Algorithmus beginnt bei einem Eckpunkt des Dreiecksnetzes und fiigt
dem Pfad iiber Kanten benachbarte Punkte hinzu, bis der Pfad nicht mehr
erweitert werden kann oder eine vorgegebene Léange iiberschreitet. Die
Wabhl der benachbarten Punkte wird mit Hilfe einer Heuristik durchgefiihrt.
Dabei werden Nachbarn gewéhlt, die zu einem bereits existierenden Pfad
benachbart sind. Dadurch werden Locher zwischen zwei Pfaden verhindert
und die Pfade werden relativ parallel zueinander angelegt. Existieren meh-
rere Nachbarpunkte, die in Frage kommen, dann wird der Punkt gewahlt,
der den kiirzesten Abstand zu der zy-Ebene durch den Anfangspunkt des
aktuellen Pfades hat. Ergebnisse der beschriebenen Pfadkonstruktion sind
in Abbildung 4.26 fiir das Armadillo- und das Entenmodell dargestellt.

Dampfung: Fiir das Shape-Matching-Verfahren wird zur Ddmpfung der
Geschwindigkeiten in Gleichung 4.16 das stabile Dadmpfungsverfahren von
Miiller et al. [MHHRO07] verwendet. Die Ddmpfung der Geschwindigkeiten
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wird, wie in [RJ07] vorgeschlagen, pro Region durchgefiihrt. Die schnelle
Summation, die oben vorgestellt wurde, kann verwendet werden, um den
Tragheitstensor, die Winkelgeschwindigkeit und die Schwerpunktgeschwin-
digkeit jeder Region parallel zu berechnen. Diese Gréflen werden bei dem
Déampfungsverfahren von Miiller et al. benétigt. Eine Démpfung der Ge-
schwindigkeiten wird hier im Gegensatz zu anderen Simulationsverfahren
nicht benotigt, um die Stabilitdt der Simulation zu verbessern, sondern
nur fiir eine Verbesserung der visuellen Ergebnisse.

4.4.2.3. Volumenerhaltung

Die Simulation deformierbarer Koérper ohne Volumenerhaltung kann zu
erheblichen Volumenverlusten und damit zu unrealistischen Ergebnissen
fithren (siche Abbildung 4.27). Im Folgenden wird ein Verfahren fiir die
Volumenerhaltung vorgestellt, das auf der Formulierung von Hong et
al. [HICWOG6] basiert. Dabei wird das Integral eines Vektorfelds f(x) €
R3,x € R3 {iber das Volumen V mit Hilfe des GauBischen Integralsatzes
in ein Oberflachenintegral transformiert:

][ v tax= [ [ #e0nix) ax.
1% ov

Dabei bezeichnet 0V die Oberfliiche des Volumens und n ist ein Norma-
lenvektor, der vom Volumen weg zeigt. Das Volumen eines Korpers kann
berechnet werden, wenn fiir die Funktion f(x) = x eingesetzt wird:

/{// V-xdx:l}/xTndX:?)V. (4.19)

Damit kann eine Zwangsbedingung C := [/, x"ndx — 3V, = 0 fiir das
Volumen eines Korpers definiert werden, wobei V[ das urspriingliche Volu-
men des Korpers ist. Diese Bedingung wird in Schritt 4 der Zeitintegration
(sieche Abschnitt 4.4.2.1) benétigt.

Das Oberflachenintegral aus Gleichung 4.19 kann in eine Summe {iber alle
Dreiecke T;, i = 1,...,m mit den Eckpunkten a;, b;, und ¢; umgewandelt

werden:
m

1
// XTII dx = g z; Ai(ai + bz + Ci)TIli. (420)
oV =

Dabei ist A; der Flacheninhalt des i-ten Dreiecks.
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Abbildung 4.27.: Simulation eines verdrehten Balkens mit und ohne Volumener-
haltung. Die Simulation des linken Balkens fiihrt aufgrund der Volumenerhaltung
zu realistischen Ergebnissen, wihrend in der rechten Simulation ohne Volume-
nerhaltung unrealistische Deformationen auftreten (letztes Bild).

Die Zwangsbedingung fiir die Volumenerhaltung wird mit Hilfe des posi-
tionsbasierten Ansatzes von Miiller et al. [MHHRO7] erfiillt. Bei diesem
Ansatz wird fiir die Positionen der Partikel des Modells X = [xT, ... xT|"

eine Verschiebung AX gesucht, so dass C'(X 4 AX) = 0 gilt. Die Anderung
der Position fiir ein Partikel ¢ wird wie folgt berechnet:

225 w;[[Vx; C(X)|?

Die Werte w; sind Gewichte, die eine lokale Volumenerhaltung ermoglichen
(siehe unten). Im Gegensatz zu der Methode von Hong et al. [HJCWO06]
wird in dieser Arbeit eine Heuristik fiir die Bestimmung der Gewichte
verwendet. Dadurch ist eine lokale Volumenkorrektur, abhéngig von der
aktuellen Verformung des Korpers, moglich.

Ux O(X),  VxOX) = 26X oy

Ax; = —
x 8X7;

Um den Gradienten von C(X) zu berechnen, wird zunéchst das diskrete
Oberfléchenintegral aus Gleichung 4.20 in eine Summe iiber alle Partikel-
positionen transformiert:

m
Z (a; + b; +¢;) i:—Zx (4.22)

Die gemittelte Normale I; = ) | A;jn; des Partikels ¢ wird bestimmt, in-
dem die Normalen n; aller Dreiecke, die das Partikel 4 enthalten, mit den
Flacheninhalten A; der Dreiecke gewichtet und aufsummiert werden. Um

wl'—‘
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eine spétere Berechnung auf der GPU zu vereinfachen, wird hier angenom-
men, dass die Normalen wiahrend der Korrektur konstant sind. Mit dieser
Annahme ergibt sich fiir den Gradienten die folgende Approximation:

1
VXC(X) ~ g[ﬁ{7 v aﬁZ]Ta

bei der die Terme x;0m;/0%; vernachléssigt werden. Diese Vereinfachung
hat in verschiedenen Experimenten die Ergebnisse nur geringfiigig beein-
flusst.

Im Gegensatz zu der Arbeit von Hong et al. [HICWO06] werden hier
aufler den Positionen auch die Geschwindigkeiten der Partikel korrigiert.
Dadurch wird ein Uberschwingen, welches zu unerwiinschten Vibrationen
fiihrt, verhindert. Um eine Zwangsbedingung fiir die Geschwindigkeiten zu
formulieren, muss Gleichung 4.19 nach der Zeit abgeleitet werden. Mit der
Annahme, dass das Volumen V konstant ist, fithrt dies zu der folgenden

Gleichung:
// V~de://andX:0. (4.23)
v ov

Dabei handelt es sich um die Bedingung fiir ein divergenzfreies Geschwin-
digkeitsfeld eines inkompressiblen Korpers. Die Behandlung der Zwangsbe-
dingung fiir die Geschwindigkeiten C':= [[,,, v/mdx = 0 in Schritt 5 der
Zeitintegration (siche Abschnitt 4.4.2.1) erfolgt analog zu den Positions-
korrekturen in Schritt 4.

Lokale Volumenerhaltung: Werden alle Gewichte w; bei der Volume-
nerhaltung (siehe Gleichung 4.21) gleich gew#hlt, dann bekommt man
eine globale Volumenerhaltung. Das bedeutet, dass ein Volumenfehler
korrigiert wird, indem alle Partikelpositionen angepasst werden. Fiir viele
Modelle fithrt eine lokale Volumenerhaltung allerdings zu realistischeren
Ergebnissen. Eine Verdnderung des Volumens wird durch das Anpassen
der Partikel in einer lokalen Umgebung der Volumenénderung ausgeglichen.
Dafiir werden die Gewichte w; mit Hilfe einer Heuristik gew&hlt.

Eine Volumenénderung tritt bei Partikeln auf, die durch externe oder
interne Krifte deformiert werden. Daher werden die Gewichte w; in Ab-
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héngigkeit der Positionsénderungen c; der Partikel beim Shape-Matching-
Verfahren gewéhlt:

1oy [ el oL
w; = (1 —a) <Zj ”cj”> ta-. (4.24)
\_:T

Der Parameter « € [0, 1] erlaubt es dem Benutzer, den Anteil an lokaler
und globaler Volumenerhaltung zu wéhlen. Bei der Verwendung der lokalen
Gewichte g; werden Partikel mit grofien Positionsdnderungen stérker bei
der Volumenerhaltung korrigiert als andere. Um einen glatten Ubergang
zwischen globaler und lokaler Volumenerhaltung zu gewéhrleisten, miissen
die lokalen Gewichte normiert werden, so dass > g; = 1 gilt.

Innere Strukturen: Im Folgenden wird gezeigt, wie die Volumenbe-
dingung verbessert werden kann, um realistischere Ergebnisse zu erzielen.
Dafiir wird die Volumenénderung durch das Innere eines deformierba-
ren Koérpers propagiert. Dies wird erreicht, indem die Anderungen der
Absténde innerhalb des Korpers berticksichtigt werden.

In einem Vorverarbeitungsschritt wird fiir jedes Partikel x? entgegen der
gemittelten Oberflichennormalen ein Strahl x — AnY, A > 0 durch das
Dreiecksnetz des Korpers geschossen. Dann wird das néchste Partikel x%
im ersten Dreieck bestimmt, das von dem Strahl getroffen wird. Dadurch
ergibt sich ein Paar von Partikeln, deren Abstandsénderung wéhrend der
Simulation durch

dik = | (IIxi = xi]l — %] — x|

bestimmt ist. Mit Hilfe von d; ,, werden die Gewichte g; aus Gleichung 4.24
wie folgt angepasst:

g = Bsidi k., + (1 — B)|lcill
LY (Bsidik, + (1= B)ligll)

Der Parameter § € [0, 1] ermdglicht es dem Benutzer festzulegen, wie stark
die Distanzénderungen im Inneren des Korpers bei der Volumenerhaltung
beriicksichtigt werden. Bei dem Parameter s; handelt es sich um eine
benutzerdefinierte Steifigkeit des Modells. Damit kann das Verhalten von
Materialien mit unterschiedlichen Dicken besser abgebildet werden. Diinne
Korper sollten im Gegensatz zu dicken weniger stark zusammengedriickt
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werden konnen. Dieses Verhalten wird simuliert, indem fiir die kiirzeste
Verbindung der Wert spax € [0,1] und fiir die lingste Verbindung der
Wert $min € [0, 1] definiert wird. Fiir alle weiteren Verbindungen wird der
Wert s; mit einer linearen Interpolation in Abhéngigkeit der Distanz der
Partikel in Ruhelage bestimmt.

Beriicksichtigung von Kollisionen: Wenn ein Partikel Teil einer Kon-
taktsituation ist, muss diese Situation bei der Volumenkorrektur beriick-
sichtigt werden, damit durch die Korrektur keine Durchdringung entsteht.
Dies wird realisiert, indem die Gewichte fiir solche Partikel bei der Po-
sitionskorrektur auf Null gesetzt werden. Dadurch wird die Position des
Partikels nicht veréndert und eine Durchdringung verhindert. Bei der
Geschwindigkeitskorrektur werden die Gewichte nicht veréindert. Die Vo-
lumenénderung hat damit iiber die Geschwindigkeiten einen Einfluss auf
Objekte, die in Kontakt mit dem deformierbaren Koérper sind. Um einen
glatten Ubergang zu kollidierenden Partikeln zu gewshrleisten, werden die
Gewichte vor der Berechnung der Volumenerhaltung mit einem Laplace-
Filter [DMSB99] gegléttet. Die Glattung kann mit Hilfe der vorgestellten
schnellen Summationstechnik sehr effizient auf einer GPU ausgefiihrt wer-
den.

4.4.2.4. Implementierung auf einer GPU

In diesem Abschnitt wird beschrieben, wie die vorgestellten Verfahren auf
einer GPU mit Hilfe von CUDA [NVT12a] implementiert werden. Mit CUDA
konnen spezielle Programme, sogenannte Kernel, auf dem Graphikprozessor
ausgefiithrt werden. Jeder Start eines Kernels bené6tigt eine gewisse Zeit.
Dabher sollten Kernel-Aufrufe auf ein Minimum beschrinkt werden.

Um nicht fiir jeden Koérper in der Simulation einen eigenen Kernel zu
starten, werden die Partikel aller Objekte in ein einziges Array zusammen-
gefasst. Die Reihenfolge der Partikel im Array wird dabei durch die Pfade
(siehe Abschnitt 4.4.2.2) bestimmt. Die Pfade werden nacheinander im
Speicher abgelegt, so dass die Prafixsummen der Pfade mit Hilfe nur einer
segmentierten Prifixsumme [SHZOO07] berechnet werden kénnen. Fiir die
GPU-Implementierung wird die Lange der Pfade aus numerischen Griinden
(siehe unten) auf 512 beschrinkt. Aulerdem wird eine feste Segmentie-
rung verwendet. Dadurch werden nur zwei Kernel fiir die Berechnung
der segmentierten Préifixsumme benéttigt und die Geschwindigkeit der
Berechnung gleicht annéhernd der einer normalen Prafixsumme. Aktuelle
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Graphik-Hardware kann 64 bis 128 Bytes gleichzeitig lesen bzw. schreiben.
Durch die Anordnung der Pfade im Speicher wird dies bei der Berechnung
der segmentierten Préifixsumme ausgenutzt, wodurch sich die Laufzeit
verbessert. Das Ergebnis der Berechnung wird in eine Textur gespeichert,
um spéter, bei der schnellen Summation, vom Cache des Texturspeichers
zu profitieren.

Die Volumenkorrektur soll ebenfalls parallel auf der GPU ausgefiihrt wer-
den. Dafiir miissen die Volumenintegrale aus den Gleichungen 4.19 und 4.23
sowie die Gewichte fiir eine lokale Volumenerhaltung auf dem Graphik-
prozessor bestimmt werden. Das diskrete Integral iiber die Positionen
der Partikel aus Gleichung 4.22 und die gesuchten Gewichte werden mit
Hilfe einer parallelen Reduktion der Summen mit Segmentierung berech-
net. Der Laplace-Filter zum Glatten der Gewichte wird mit der schnellen
Summationstechnik auf der GPU implementiert.

Numerische Stabilitédt: Alle Berechnungen werden auf einer GPU mit
einer Gleitpunktgenauigkeit von 32 Bit durchgefiihrt. Aus diesem Grund
kann die Berechnung der segmentierten Préafixsumme bei langen Pfaden
numerische Probleme verursachen. Insbesondere der quadratische Term
xix?T der affinen Transformation A fiihrt zu Problemen. Daher werden
die Pfade auf eine maximale Linge von 512 beschriankt.

Die Berechnung der Rotationsmatrix R mit Hilfe einer Polarzerlegung ist
unabhéngig von der Verschiebung und Skalierung der Matrix A. Daher
kann die Stabilitdt weiter verbessert werden, indem alle Partikel vor der
Berechnung in ein lokales Koordinatensystem im Einheitswiirfel [—1, 1]
transformiert werden.

Durch die Beschriankung der Pfadléingen und der Partikelpositionen auf
ein lokales Koordinatensystem kann das vorgestellte Shape-Matching-
Verfahren ohne numerische Probleme auf einer GPU ausgefiihrt werden.

Visualisierung: Das vorgestellte Verfahren erméglicht die Simulation
von Modellen mit hochaufgelosten Dreiecksnetzen in Echtzeit. Oft wer-
den in der Simulation aber nur Modelle mit einer niedrigeren Auflosung
verwendet. In Computerspielen steht beispielsweise nur ein Bruchteil der
Rechenleistung fiir die Simulation zur Verfiigung, weshalb der Detailgrad
der Modelle gesenkt werden muss. Damit der visuelle Eindruck darunter
nicht leidet, kénnen feine Details auch nach der Simulation bei der Vi-
sualisierung hinzugefiigt werden. Diese Details miissen einem groberen
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Simulationsnetz folgen, das die Deformation vorgibt. Die Verkniipfung
des Dreiecksnetzes fiir die Visualisierung mit dem Simulationsmodell ba-
siert auf dem Ansatz von Kobbelt et al. [KVS99]. Dabei wird in einem
Vorverarbeitungsschritt jedem Punkt des feinen Netzes ein Dreieck des
groben Simulationsmodells zugewiesen, mit dem die Position des Punktes
wéhrend der Simulation neu bestimmt werden kann.

Die iiber ein Dreieck bilinear interpolierten Normalen definieren ein konti-
nuierliches Normalenfeld. Mit diesem Normalenfeld kann fiir einen Punkt
p durch Losen der Funktion

f(Oé,B) = (p - q(a7ﬂ)) X HQ(O‘vﬁ) =0

ein Punkt q = aa + b 4 yc auf dem Dreieck mit den Punkten a, b und
¢ bestimmt werden. Dieser Punkt q hat die baryzentrischen Koordinaten
a, B, und v = 1 — a — 3 sowie die bilinear interpolierte Normale nq =
ang + fny, + ync. Durch das Losen der bivariaten Funktion f(a, 8) =
0 in der Vorverarbeitung konnen die baryzentrischen Koordinaten zu
jedem Punkt des feinen Netzes fiir das néchste Dreieck im Simulationsnetz
berechnet werden. Auflerdem wird die vorzeichenbehaftete Distanz d =
sign ((p — q)an) lp — q]| der Punkte p und q bestimmt. Die Positionen
der Punkte des feinen Netzes konnen damit nach jedem Simulationsschritt
durch

p(t+h)=q(t+h)+d-ngq(t+h)

berechnet werden. Auf diese Weise wird das Dreiecksnetz fiir die Visuali-
sierung mit dem Simulationsmodell deformiert.

4.4.2.5. Ergebnisse

Die Simulationen in diesem Abschnitt wurden auf einem PC mit einem
Intel Core i7 950 Prozessor mit 3 GHz und einer NVIDIA GeForce GTX
470 Graphikkarte durchgefiihrt. Die Zeitschrittweite betrug in allen Simu-
lationen 5ms und die Parameter fiir die inneren Strukturen wurden auf
Smin = 0.01 und spax = 0.1 gesetzt. Fiir die Kollisionserkennung wurde
ein diskretes Verfahren verwendet. Auflerdem wurde die oben beschriebene
Technik fiir die Visualisierung mit einem hochaufgelésten Dreiecksnetz
eingesetzt.

Zunéchst wurde ein Belastungstest durchgefiihrt, bei dem vier deformier-
bare Kugeln mit und ohne Volumenerhaltung von einer Platte zusammen-
gedriickt wurden. Jede Kugel bestand aus 1562 Partikeln. Die Ergebnisse
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Abbildung 4.28.: Vergleich von vier Kugeln, die durch eine Platte zusammenge-
driickt werden, mit unterschiedlichen Arten der Volumenerhaltung. Von links
nach rechts: globale Volumenerhaltung, lokale Volumenerhaltung mit inneren
Strukturen (8 = 0.1), lokale Volumenerhaltung ohne innere Strukturen (8 = 0)
und ohne Volumenerhaltung. Der maximale Volumenverlust der Kugeln betrug
0,6 %, 0,7%, 0,7 % bzw. 40 %.

dieses Tests sind in Abbildung 4.28 zu sehen. In der zweiten Zeile kann man
erkennen, dass die Kugel bei der Verwendung von inneren Strukturen unter
ihrem Eigengewicht nicht so sehr zusammengedriickt wird, wie ohne diese
Strukturen. Die Simulation zeigt aulerdem, dass die Kugel mit globaler
Volumenerhaltung ihre Form beim Auftreffen auf den Boden kaum &ndert,
wahrend eine Simulation mit lokaler Volumenerhaltung eine deutlich gro-
Bere Deformation zulédsst. Obwohl bei dem vorgestellten Verfahren nur
Oberflichennetze als Simulationsmodell verwendet werden, kénnen auch
fir grofle Deformationen durch die Volumenerhaltung sehr realistische
Ergebnisse erzeugt werden (siehe Abbildung 4.27). Weiterhin ist das Ver-
fahren bedingungslos stabil und kann sogar Modelle in degenerierten oder
invertierten Zustdnden wiederherstellen (sieche Abbildung 4.24).

Tabelle 4.2 zeigt die Konfiguration und den Volumenverlust der komplexen
Modelle aus Abbildung 4.22. Die mittleren Rechenzeiten pro Simulations-
schritt dieser Modelle sind in Tabelle 4.3 zusammengefasst. Diese Zeiten
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’ Modell ‘ # Partikel ‘ w ‘ a/B/s ‘ Max. Volumenverlust ‘
Armadillos 32442 3101/01/0.9 0.1%
Enten & Tori 21280 2 02/01/1 0.5%
Balle im Glas 7640 2 05/01/1 0.2%

Tabelle 4.2.: Konfiguration und maximaler Volumenverlust der Modelle aus
Abbildung 4.22. In der Tabelle wird fiir jedes Modell die Anzahl der Partikel,
der Parameter w fiir die Grofle der Regionen und die Simulationsparameter «, 8
und s gegeben.

CPU GPU
Modell . schnelle Shape Volumen-
naiv Gesamt
Summation | Matching | korrektur
Armadillos 114.75 69.92 2.89 1.80 4.69
Enten & Tori 44.88 30.2 2.03 1.51 3.54
Bille im Glas 15.86 10.58 1.20 1.14 2.34

Tabelle 4.3.: Durchschnittliche Rechenzeit pro Simulationsschritt mit dem
Shape-Matching-Verfahren. Die Zeiten (in ms) wurden gemessen fiir eine naive
CPU-Implementierung sowie fiir die schnelle Summation auf der CPU und auf der
GPU. Bei den Zeiten mit der GPU-Implementierung wurden das Shape-Matching-
Verfahren mit Dampfung und die Volumenkorrektur getrennt gemessen. Die
GPU-Werte enthalten auch die Zeiten, die fiir das Kopieren von Daten zwischen
CPU und GPU benétigt wurden.

beziehen sich ausschliefilich auf die Simulation der Deformationen mit
Volumenerhaltung. Die Kollisionserkennung wurde dabei nicht gemessen.
Diese wurde parallel auf der CPU ausgefiihrt und bendétigte bis zu 9 ms
Rechenzeit fiir die Modelle aus Abbildung 4.22. Da die Kollisionserkennung
auf der CPU ausgefiihrt wird, miissen in jedem Simulationsschritt Daten
zwischen der CPU und der GPU ausgetauscht werden. Die Messwerte in
Tabelle 4.3 fiir die GPU-Implementierung beinhalten die Zeiten, die dafiir
benotigt wurden. Jeder Aufruf eines CUDA Kernels sowie die Speicher-
zugriffe haben einen gewissen Overhead. Daher wurde auch bei Modellen
mit nur sehr wenigen Partikeln eine Zeit von 1,5 ms pro Simulationsschritt
gemessen.

Im Folgenden wird das vorgestellte Verfahren mit dem Shape-Matching-
Verfahren von Rivers und James [RJ07] verglichen. Beide Verfahren liefern
visuell plausible Ergebnisse, aber im Gegensatz zu dem Ansatz von Rivers
und James erhiilt die vorgestellte Methode das Volumen der deformierbaren
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Korper. Dadurch sind realistischere Ergebnisse moglich. Da es bei diesen
Verfahren fiir die Laufzeit keinen Unterschied macht, ob man ein Objekt
mit vielen Partikeln oder viele Objekte mit wenigen Partikeln simuliert,
wird fiir den Geschwindigkeitsvergleich das Modell eines einfachen Wiirfels
verwendet. Fiir den vorgestellten Ansatz besteht der Wiirfel aus 30k
Partikeln auf der Oberflache, wihrend fiir das Verfahren von Rivers und
James ein regelmiBiges Gitter aus 313 ~ 30k Partikeln verwendet wird.
Das zweite Modell hat nur 5402 Partikel auf der Oberfliche und kann daher
feine Details auf der Oberfléche nicht so gut abbilden. In Tabelle 4.4 werden
die Laufzeiten von folgenden Verfahren fiir unterschiedliche Regionsgréfien
miteinander verglichen: das gitterbasierte Shape-Matching-Verfahren ohne
Optimierung (LSM), das gitterbasierte Verfahren von Rivers und James
mit schneller Summation (FastLSM), das naive Shape-Matching Verfahren
fiir Oberflachen auf der CPU, das vorgestellte Verfahren fiir Oberflichen
mit schneller Summation auf der CPU und auf der GPU. Die Rechenzeiten
fiir die letzten drei Verfahren, die auf einem Oberflichennetz arbeiten,
enthalten auch die Zeiten, die fiir die Volumenkorrektur benétigt werden.
Obwohl der FastLSM-Ansatz in der Theorie schneller ist als der vorgestellte,
zeigt sich in der Praxis, dass beide Ansétze auf der CPU ungefiahr gleich
schnell arbeiten. Ein Grund dafiir ist, dass bei dem neuen Ansatz der
Cache besser ausgenutzt werden kann. Die schnelle Summation von Rivers
und James hatte bei verschiedenen Regionsgrofien keine konstante Laufzeit.
Dies liegt an der Spezialbehandlung, die auf dem Rand benétigt wird. Die
GPU-Implementierung ist je nach Regionsgrofie zwischen 11 und 40 Mal
schneller als der naive Ansatz und ungefihr 15 Mal schneller als die beiden
schnellen Summationstechniken auf der CPU. Wenn man beriicksichtigt,
dass bei einem Oberflichenmodell viel weniger Partikel simuliert werden
miissen als bei einem Volumenmodell, dann ist der Geschwindigkeitsvorteil
gegeniiber dem FastL.SM-Ansatz noch deutlich hoher.

Allerdings muss auch erwihnt werden, dass der vorgestellte Ansatz fiir
Oberflichennetze verschiedene Einschrankungen hat. Dieser Ansatz er-
fordert geringfiigig groflere Regionen, um die gleiche Steifigkeit wie mit
einem Volumenmodell zu erreichen. Dies liegt an den fehlenden Partikeln
im Inneren des Modells. Aufierdem kann die vorgestellte Volumenkorrektur
die Impulserhaltung des Systems nicht garantieren. In unterschiedlichen
Experimenten konnten jedoch keine daraus resultierenden Geisterkréfte
festgestellt werden. Dies liegt unter anderem daran, dass die Geschwin-
digkeitskorrektur bei der Volumenerhaltung hilft, solche unerwiinschten
Effekte zu vermeiden.
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’Methode Hw:l‘w:2‘w:3‘ w:4‘ w:S‘
LSM 65,1 | 240,3 | 617,9 | 1436,2 | 2615,8
FastLSM 46,7 47,9 51,6 57,2 65,2
Naiver Ansatz fiir Oberflichen 37,3 53,8 82,9 121,5 169,8
Schnelle Summation (CPU) 42,5 46,7 51,6 56,2 62,1
Schnelle Summation (GPU) 3,2 3,6 3,9 4,1 4,2

Tabelle 4.4.: Vergleich der durchschnittlichen Rechenzeiten (in ms) pro Simula-
tionsschritt fiir verschiedene Shape-Matching Verfahren mit unterschiedlichen
Regionsgrofien bei einem Wiirfelmodell mit ungefahr 30k Partikeln. W&hrend der
schnelle Summationsansatz von Rivers und James und der in dieser Arbeit vor-
gestellte auf der CPU &hnliche Laufzeiten haben, ist die GPU-Implementierung
ungefihr 15 Mal schneller.

4.4.2.6. Zusammenfassung

In diesem Abschnitt wurde ein robuster Ansatz fiir die Deformation in-
kompressibler Korper vorgestellt. Durch die vorgestellte Volumenerhaltung
kénnen deformierbare Koérper mit einem einfachen Oberflichenmodell rea-
listisch simuliert werden. Bei der Volumenerhaltung werden unrealistische
Schwingungen durch eine Geschwindigkeitskorrektur vermieden. Aulerdem
werden Kollisionen berticksichtigt, so dass die Volumenkorrektur keine
Durchdringungen verursacht. Die Verwendung eines Oberflichennetzes
anstatt eines Volumenmodells hat verschiedene Vorteile. Bei Volumen-
modellen ist die Invertierung eines Elements ein typisches Problem, das
oft eine Sonderbehandlung erfordert. Solche Probleme treten bei Oberfli-
chennetzen nicht auf, weshalb sich das vorgestellte Modell aus vollsténdig
invertierten oder degenerierten Zusténden ohne zusitzlichen Aufwand
wiederherstellen kann. Auflerdem kénnen Modelle mit viel detaillierteren
Oberflichen in Echtzeit simuliert werden, da keine Rechenzeit fiir Partikel
im Inneren des Modells benotigt wird.

Die neue schnelle Summationstechnik wurde fiir eine effiziente parallele
Berechnung auf der GPU entwickelt. Diese Technik erméglicht realistische
Deformationen von hochaufgelosten Oberflichenmodellen mit vielen Tau-
send Partikeln in Echtzeit. Der Vergleich der vorgestellten Methode zu
bekannten geometrisch motivierten Verfahren zeigt eine Beschleunigung
um den Faktor 15 bei einer gleichen Anzahl an Partikeln. Allerdings wer-
den bei anderen Verfahren Volumenmodelle verwendet und Partikel im
Inneren der Kérper benétigt. Wenn man daher Modelle mit der gleichen
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Oberflichenauflosung vergleicht, ist die Beschleunigung sogar noch deutlich
hoher.



5. Parallele Simulation auf der

GPU

Die meisten aktuellen Rechner verfiigen iiber Prozessoren mit mehreren
Kernen und Graphikkarten, deren Graphikprozessoren sogenannte Shader-
Programme parallel ausfithren kénnen. Die Parallelisierung eines Verfahrens
ist daher ein wichtiger Optimierungsschritt, der die Geschwindigkeit deut-
lich erhoht.

In Abschnitt 3.3.2 wurde bereits gezeigt, dass ein lineares Gleichungssys-
tem zur Berechnung der Korrekturimpulse durch den Einsatz spezieller
Verfahren parallel auf mehreren Prozessoren bzw. Kernen gelost werden
kann. Fiir Textilien wurde in Abschnitt 4.3.4.1 ein Verfahren vorgestellt,
dass die Berechnung der Impulse durch die Aufteilung in unabhéngige
Gruppen parallelisiert. In diesem Abschnitt soll zunéichst eine allgemeine
Vorgehensweise beschrieben werden, mit der alle impulsbasierten Verfahren
parallel ausgefiihrt werden kénnen [BBD09a]. Diese Vorgehensweise basiert
auf der Aufteilung aller Zwangsbedingungen eines Modells in unabhéngige
Gruppen. Anschlieend wird demonstriert, wie mit Hilfe dieser Gruppen
eine parallele Simulation auf einem Graphikprozessor durchgefithrt werden
kann. Aulerdem wird eine weitere Moglichkeit zur Parallelisierung auf der
GPU vorgestellt. Das Losen von linearen Gleichungssystemen nimmt einen
grofien Teil der Rechenzeit in einer dynamischen Simulation in Anspruch.
Die Gleichungssysteme in diesem Bereich sind im Allgemeinen diinnbesetzt.
In Abschnitt 5.3 werden Datenstrukturen und Algorithmen vorgestellt, um
solche Systeme effizient auf einer GPU zu l6sen.

5.1. Verwandte Arbeiten

Im Forschungsbereich der dynamischen Simulation ist die Parallelisierung
inzwischen ein wichtiges Thema. Viele Arbeiten beschéftigen sich haupt-
séchlich mit der parallelen Simulation auf einem Graphikprozessor. Die
Durchfithrung von Berechnungen auf einer GPU, die nichts mit der gra-
phischen Ausgabe zu tun haben, bezeichnet man als General Purpose
Computation on Graphics Processing Unit oder kurz GPGPU. John D.
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Owens et al. geben in [OLGT07] eine Motivation fiir den Einsatz von
GPGPU und eine Ubersicht iiber die aktuellen Anwendungsgebiete. Die
dynamische Simulation ist ebenfalls ein Anwendungsgebiet von GPGPU.
Besonders gut lassen sich Kollisionserkennungsverfahren auf der GPU
parallelisieren. Dies zeigen z. B. Bruno Heidelberger et al. in [HTG04] oder
Alexander Gref et al. in [GGKO06].

GPGPU-Verfahren kommen inzwischen in vielen Bereichen der dyna-
mischen Simulation zum Einsatz. Harris et al. simulieren zum Beispiel
dynamische Phénomene auf der GPU [HCSL02]. Dabei verwenden sie eine
Erweiterung der zellularen Automaten. Viele Arbeiten, die den Graphikpro-
zessor ausnutzen, befassen sich mit der Simulation von Partikelsystemen.
Kolb et al. stellen in [KLRS04] ein Verfahren vor, bei dem die dynamische
Simulation, die Kollisionserkennung und die Visualisierung auf der GPU
durchgefiihrt wird. Der Zustand des Partikelsystems wird in Texturen
gespeichert, mit denen die Shader-Programme arbeiten konnen. Zwischen
den einzelnen Schritten muss die GPU nicht verlassen werden, wodurch der
zeitaufwendige Datentransfer zwischen CPU und GPU wegfillt. Dadurch
koénnen sehr grofie Partikelsysteme in Echtzeit simuliert werden. Joachim
Georgii et al. simulieren in [GEWO05] deformierbare Kérper mit Hilfe von
Masse-Feder-Systemen auf der GPU. Die Simulation eines Masse-Feder-
Systems ist relativ einfach. Allerdings kénnen die Zwangsbedingungen
im System nur ndherungsweise erfiillt werden. Der Fehler, der dabei auf-
tritt, kann nicht direkt kontrolliert werden. Er héngt von der Stérke der
verwendeten Federn ab. Zu starke Federn fiihren allerdings zu steifen
Differentialgleichungen, die sich negativ auf die Stabilitdt der Simulation
auswirken. Die Darstellung der Simulationsdaten wird direkt mit den Da-
ten im Graphikspeicher durchgefiihrt. Mit einem Vertez-Shader kbonnen
die Positionen der Partikel fiir die Visualisierung veréndert werden. Daher
miissen fiir die Darstellung keine Daten an die CPU zuriick gegeben werden,
wodurch Zeit eingespart wird. Als Alternative zu Masse-Feder-Systemen
stellen Javier Rodriguez-Navarro und Antonio Susin in [RNS06] ein Ver-
fahren zur dynamischen Simulation von Textilien auf der GPU mit Hilfe
der Finite-Elemente-Methode vor.

Eine GPU-basierte Simulation von elastischen Kérpern wird von Dick
et al. [DGW11] vorgestellt. Dabei wird das simulierte Modell mit einem
Gitter diskretisiert. Ein solches Gitter eignet sich gut fiir das Multigrid-
Verfahren, das in dieser Arbeit zum Einsatz kommt. Allard et al. [ACF11]
prasentieren einen GPU-basierten Ansatz fiir die Simulation deformierbarer
Modelle mit Tetraedernetzen. Fiir die Parallelisierung werden die Beitrige
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jedes einzelnen Elements getrennt betrachtet. In [CA09] wird ein paral-
leles Gauss-Seidel-Verfahren fiir die Losung von dichtbesetzten linearen
Komplementaritétsproblemen auf Mehrkern-CPUs und GPUs vorgestellt.
Dieses Verfahren wird verwendet, um eine effiziente Kontaktbehandlung
zwischen deformierbaren Korpern durchzufiihren.

Auch im Bereich der dynamischen Simulation von Starrkérpern kom-
men GPGPU-Methoden zum Einsatz. Takahiro Harada hat in diesem
Zusammenhang verschiedene Arbeiten vorgestellt, wie z. B. [Har07] und
[HTKKO7].

Andere Arbeiten beschéftigen sich nicht direkt mit der dynamischen Simu-
lation, sondern mit dem parallelen Losen von linearen Gleichungssystemen.
Da das Losen solcher Systeme einen groflen Anteil der Rechenzeit in einem
Simulationsschritt ausmacht, sind diese Verfahren auch im Simulations-
bereich von groflem Interesse. Frithe GPU-basierte Gleichungssystemloser
wurden von Bolz et al. [BFGS03] sowie Kriiger und Westermann [KW03]
vorgestellt. In beiden Arbeiten werden Shader-Programme fiir die Pipe-
line der Graphikkarte implementiert, um die hohe Parallelitit der GPU
auszunutzen. Die Daten fiir die Berechnungen werden als Texturen im
Graphikspeicher abgelegt. Die Einfithrung der Compute Unified Device
Architecture (CUDA) [NVI12a] von NVIDIA hat das Interesse an GPGPU-
Verfahren deutlich erhoht. CUDA ermoglicht eine abstrakte Programmie-
rung der Graphikhardware in einer zu C &hnlichen Programmiersprache.
Es wurden bereits viele Arbeiten fiir Berechnungen mit dichtbesetzten
Matrizen verdffentlicht, aber auch einige wenige, deren Ziel die Entwicklung
von effizienten Operationen mit diinnbesetzten Matrizen ist.

Die speziell fiir die GPU optimierte Bibliothek CUSparse [NVI12b] bie-
tet BLAS! Operationen an sowie die Berechnung von Matrix-Vektor-
Produkten mit diinnbesetzten Matrizen. Matrix-Vektor-Produkte ma-
chen einen groflen Teil des Rechenaufwands beim Lodsen eines linearen
Gleichungssystems mit der konjugierten Gradientenmethode aus. Bell et
al. [BG08,BG09] priisentieren in ihren Arbeiten verschiedene optimierte
Datenstrukturen fiir diinnbesetzte Matrizen auf der GPU. Auflerdem wird
von Bell et al. die Effizienz von bekannten Strukturen wie dem Diagonal-
format (DIA), dem ELLPACK (ELL) Format, dem compressed sparse row
storage (CSR) Format und dem Koordinatenformat (COO) auf der Gra-
phikhardware analysiert. Die Autoren stellen das hybride Format (HYB)
vor, das die COO und die ELL Datenstruktur kombiniert, um diinnbesetzte
Matrizen mit einer variierenden Anzahl von Matrixeintrigen, die nicht

1Die Abkiirzung BLAS steht fiir Basic Linear Algebra Subprograms.
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Null sind, besser abzubilden. Die freie Bibliothek CUSP [BG12] basiert auf
der Arbeit von Bell et al. Dabei ist die Geschwindigkeit der Operationen
fir diinnbesetzte Matrizen mit stark variierenden Zeilenldngen deutlich
hoher als bei der Bibliothek CUSparse.

Buatois et al. [BCL09] priisentieren einen weiteren Ansatz fiir diinnbe-
setzte Matrizen. Matrixeintrage, die nicht Null sind, werden in dieser
Arbeit gruppiert, um die Speicherzugriffe zu optimieren. In der Arbeit
von Baskaran et al. [BB09] stehen vereinigte Speicherzugriffe und die
Wiederverwendung von Daten im Vordergrund. Dadurch konnten Matrix-
Vektor-Multiplikationen mit Matrizen im CSR Format beschleunigt werden.
Vazquez et al. [VOFG10] optimieren das ELL Format fiir die Benutzung auf
einer GPU. Die Autoren stellen als Ergebnis die Datenstruktur ELLPACK-
R vor, die zusétzlich die Zeilenldngen der Matrix speichert. Eine allgemei-
nere Variante dieser Datenstruktur ist SlidedELLPACK, die von Monakov
et al. [MLA10] vorgestellt wird. Bei dieser Struktur werden mehrere Zeilen
gruppiert. Allerdings werden bei beiden Datenstrukturen zusétzliche Re-
duktionsschritte fiir Matrix-Vektor-Multiplikationen benétigt, wodurch die
Anzahl an Kernel-Aufrufen steigt. Oberhuber et al. [OSV11] prisentieren
ein CSR Format, das die Zeilen der Matrix gruppiert. Diese Struktur dh-
nelt der Datenstruktur, die in Abschnitt 5.3.1 vorgestellt wird. Allerdings
werden in dieser Arbeit, im Gegensatz zu dem Format von Oberhuber et
al., die von Null verschiedenen Matrixeintrdge gebiindelt, wodurch bes-
sere Ergebnisse erzielt werden. Mellor-Crummey und Garvin [MCGO04]
haben das L-CSR Format fiir eine schnelle Matrix-Vektor-Multiplikation
entwickelt. Durch einen sogenannten Unroll-and-Jam Ansatz wird diese
Operation fiir Matrizen mit kurzen Zeilenléingen optimiert.

5.2. Aufteilung in unabhingige Gruppen

Fiir eine parallele Simulation eines Modells mit der impulsbasierten Me-
thode muss die Berechnung der Korrekturimpulse parallel durchgefiihrt
werden. Dies ist allerdings nur dann mdoglich, wenn keine direkten Abhén-
gigkeiten zwischen den entsprechenden Zwangsbedingungen bestehen. Eine
direkte Abhéngigkeit ergibt sich, wenn zwei Bedingungen ein gemeinsames
Partikel bzw. einen gemeinsamen Korper haben. Dadurch beeinflussen
ihre Korrekturimpulse die Geschwindigkeit des gleichen Koérpers. Zwei
Zwangsbedingungen haben eine indirekte Abhéingigkeit, wenn sich der
Impuls der ersten Bedingung iiber eine Kette von mehreren Bedingungen
und Korpern auf die zweite Bedingung auswirkt und umgekehrt. Besonders
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viele Abhéngigkeiten treten z. B. beim Textilmodell aus Abschnitt 4.3.1 auf,
da in diesem Modell jedes Partikel mit allen seinen Nachbarn verbunden

ist. Der Korrekturimpuls einer Bedingung beeinflusst damit das gesamte
Modell.

Die iterative Methode ist das einfachste der vorgestellten impulsbasier-
ten Verfahren. Die Abhangigkeiten werden dabei durch den iterativen
Prozess aufgelost. Dieser konvergiert zu der physikalisch korrekten Lo-
sung [SBPO05b], wobei die Konvergenz unabhéngig von der Reihenfolge
ist, in der die Impulse bestimmt werden. Fiir die Parallelisierung des
Verfahrens kann diese Eigenschaft ausgenutzt werden.

Um in einem Iterationsschritt die Impulse fiir mehrere Zwangsbedingungen
parallel zu berechnen, diirfen die Bedingungen keine direkte Abhéngigkeit
haben. Deswegen werden vor der Simulation alle Zwangsbedingungen mit
Hilfe von Algorithmus 5.1 in Gruppen eingeteilt, in denen alle Bedingungen
unabhéngig voneinander sind.

Der Algorithmus geht wie folgt vor. Fiir jede Bedingung im Modell wird
iiberpriift, ob eine Gruppe existiert, in die man sie einfiigen kann, ohne
dass eine direkte Abhéingigkeit in der Gruppe entsteht. Dafiir darf sie
mit keiner Bedingung in der Gruppe einen gemeinsamen Korper haben.
Wenn keine solche Gruppe gefunden wird, muss eine neue erzeugt werden.
Dadurch gilt fiir jeden Korper in einer Gruppe, dass er durch maximal eine
Zwangsbedingung mit einem anderen Korper verbunden ist. Die maximale
Anzahl an Verbindungen, die ein Kérper im Modell hat, ist die Anzahl der
Gruppen, die benétigt wird.

Nach der Aufteilung kénnen die unabhéngigen Gruppen parallel auf der
CPU, z.B. mit Hilfe von OpenMP [CJP07], oder auf der GPU mit Hilfe
von Shader-Programmen (siche Abschnitt 5.2.1) simuliert werden. Die
Berechnung der Korrekturimpulse erfolgt in einem iterativen Prozess iiber
die Gruppen. In jedem Iterationsschritt werden die einzelnen Gruppen
nacheinander behandelt. Fiir jede Gruppe werden alle Impulse parallel be-
stimmt. Der Prozess endet, wenn fiir alle Gruppen die Zwangsbedingungen
innerhalb einer vorgegebenen Toleranz erfiillt sind.

Die vorgestellte Aufteilung der Bedingungen ist nur eine Moglichkeit
der Unterteilung. Diese liefert beim iterativen Verfahren gute Ergebnisse.
Fir die Parallelisierung des LGS-Verfahrens oder des Verfahrens mit
linearem Aufwand ist sie ungeeignet, da jede Zwangsbedingung nur fiir
sich betrachtet wird. Wenn diese Verfahren zum Einsatz kommen, dann
bietet sich eine Aufteilung in Gruppen von unabhéingige Ketten an, wie sie
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buildIndependentGroups()

Eingabe: Menge aller Zwangsbedingungen C

Ausgabe: Menge aller unabhingigen Gruppen von Bedingungen G
1: G=]]
2: for allc; € C

3: addToNewGroup = true
4: for allg € G
5: addToThisGroup = true
6: for allc; € g
7: if haveCommonBody(c1, ¢2)
8: addToThisGroup = false
9: break
10: end if
11: end for
12: if addToThisGroup
13: addConstraint ToGroup(c1, g)
14: addToNewGroup = false
15: break
16: end if
17: end for
18: if addToNewGroup
19: g = [c1]
20: addNewGroup(g)
21: end if
22: end for

23: return G

Algorithmus 5.1: Aufteilung der Zwangsbedingungen in unabhingige Gruppen

z.B. in Abschnitt 4.3.4.1 fiir die Simulation von Textilien vorgestellt wurde.
Die Impulse der unabhingigen Ketten werden dann parallel zueinander
mit dem jeweiligen Verfahren bestimmt. Die Abhéngigkeiten zwischen den
Gruppen konnen durch einen iterativen Prozess aufgelost werden.

5.2.1. Simulation auf der GPU

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie das iterative Verfahren auf einem
Graphikprozessor umgesetzt werden kann [BBD09a]. Dafiir wird die oben
beschriebene Aufteilung in unabhéngige Gruppen verwendet, um die par-
allele Architektur der GPU auszunutzen.
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Eine Graphikkarte verwendet eine Pipeline zur Verarbeitung von Geome-
triedaten. Dazu gehort u. a. die Transformation, Projektion und Textu-
rierung. Am Ende dieser Pipeline steht die Ausgabe in einen Pixelpuffer.
Dieser wird im Allgemeinen zur Ausgabe auf den Bildschirm verwendet.
Friither war die Pipeline der Graphikkarten fest, aber seit einigen Jahren
gibt es die Moglichkeit, zwei Stufen in der Pipeline durch eigene Pro-
gramme zu ersetzen. Dabei handelt es sich um Vertex- und Pixel-Shader.
Ein Vertex-Shader wird fiir jeden Eckpunkt der Geometrie aufgerufen,
wéhrend ein Pixel-Shader fiir jedes Pixel auf der Oberfldche eines Objektes
aufgerufen wird.

Fiir die Berechnungen auf der Graphikkarte konnen mehrere Durchldufe
ausgefiihrt werden. Dadurch werden verschiedene Pixel- bzw. Vertex-Shader
hintereinander gestartet. Um die Berechnungen anzustofien, muss ein
Objekt gezeichnet werden. Dafiir wird ein Quadrat verwendet, das ohne
Transformation und Projektion in den Pixelpuffer gezeichnet wird. Fiir
jedes Pixel des Quadrats wird der aktuelle Pixel-Shader einmal aufgerufen.
Daher muss das Quadrat so gewihlt werden, dass die Anzahl seiner Pixel
der Anzahl der benétigten Berechnungen entspricht.

Um Berechnungen auf der GPU durchzufiihren, miissen die Shader-
Programme auf den aktuellen Zustand des simulierten Modells zugreifen
konnen. Der hiufige Austausch von Daten zwischen dem Systemspeicher
und dem Graphikspeicher wirkt sich negativ auf die Geschwindigkeit der
Simulation aus. Besonders der Datentransfer vom Graphikspeicher in den
Systemspeicher ist meistens sehr langsam. Das liegt daran, dass die gra-
phische Ausgabe die Hauptaufgabe einer Graphikkarte ist und dabei diese
Richtung des Datentransfers nicht benétigt wird. Aus diesem Grund muss
der vollstandige physikalische Zustand des simulierten Systems im Graphik-
speicher verwaltet werden. Dafiir werden die Zustinde aller Korper, aller
Zwangsbedingungen und die externen Kréifte, die auf die Korper wirken,
in Texturen kodiert.

In einer Textur konnen pro Pixel vier Gleitpunktzahlen gespeichert werden.
Die einzelnen Vektoren und Parameter des Systemzustands werden fiir die
Simulation hintereinander in verschiedene Texturen gespeichert und auf die
Graphikkarte transferiert. Die Daten, die die Shader-Programme wéhrend
der Simulation berechnen, werden ebenfalls in Texturen gespeichert. Da
die GPU eine Textur nicht gleichzeitig lesen und schreiben kann, werden
fiir alle variablen Daten Paare von Texturen angelegt. Die erste Textur
dient als Eingabe fiir die Berechnung mit einem Shader-Programm und die
zweite Textur wird fiir die Ausgabe der Ergebnisse verwendet. Nachdem
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Ausfiihrung von
Pixel-Shader 1

r
1 und vy

Ausfiihrung von
Pixel-Shader 3

Ausfithrung des
i Vertex-Shaders

Abbildung 5.1.: Ablauf eines Simulationsschrittes auf dem Graphikprozessor

das Shader-Programm fertig ist, werden die beiden Texturen vertauscht,
so dass die Ergebnisse als Eingabe fiir das néichste Shader-Programm
verwendet werden.

Abbildung 5.1 zeigt den Ablauf eines Simulationsschrittes, bei dem die
Berechnung der Impulse mit Hilfe von Shader-Programmen auf der GPU
ausgefithrt wird. Die gelben Boxen auf der linken Seite beschreiben die
Aktionen auf dem Hauptprozessor des Rechners, wihrend die blauen
Boxen auf der rechten Seite die Shader-Programme darstellen, die auf dem
Graphikprozessor ausgefithrt werden. Alle Ein- und Ausgabedaten eines
Shader-Programms sind in Texturen abgelegt.
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In einem Simulationsschritt werden zunéchst die externen Kréfte mit Hilfe
des ersten Shader-Programms berechnet. Dafiir werden als Eingabe die
Texturen z; und v; mit den aktuellen Positionen und Geschwindigkeiten
der Korper verwendet. Das Ergebnis dieses Programms ist eine Textur F',
die alle externen Kréfte enthilt. Anschliefend miissen die Korrekturimpul-
se bestimmt werden. Dies erfolgt in einer Schleife {iber alle unabhéngigen
Gruppen g € G. Fiir jede Gruppe wird der zweite Pixel-Shader aufgerufen.
Dieser berechnet die gesuchten Korrekturimpulse und die daraus resultie-
renden Geschwindigkeitsédnderungen. Die verdnderten Geschwindigkeiten
der Korper werden in der Textur vy gespeichert. Auflerdem werden die ak-
tuellen Positionsfehler der Zwangsbedingungen in der Textur e gespeichert.
Diese Positionsfehler werden dann aus der Graphikkarte ausgelesen, um
zu bestimmen, ob alle Zwangsbedingungen des Modells innerhalb der vor-
gegebenen Toleranz ¢ erfiillt sind. Wenn diese Bedingung nicht erfiillt ist,
werden die Texturen v; und vy vertauscht, da vy inzwischen die aktuellen
Geschwindigkeiten enthélt. Anschlieend wird mit der néichsten Gruppe in
G fortgefahren. Sobald die Zwangsbedingungen fiir alle Gruppen erfiillt
sind, kann der Pixel-Shader 3 ausgefithrt werden. Dieser integriert die
Geschwindigkeiten und Positionen der Korper. Die neuen Werte werden in
den Texturen zo und v; abgelegt. Bevor der Simulationsschritt endet, wer-
den die Texturen x; und xo vertauscht, so dass sich der aktuelle Zustand
aller Korper wieder in den Texturen x; und vy befindet.

Nach dem Simulationsschritt kann ein Vertex-Shader fiir die Visualisie-
rung der Ergebnisse verwendet werden. Dies hat den Vorteil, dass die
Positionsdaten der Korper nicht aus der Graphikkarte gelesen werden
miissen. Die Geometrie der Korper wird am Anfang der Simulation in die
Graphikkarte iibertragen. Nach jedem Simulationsschritt verdndert der
Vertex-Shader die Positionen der Eckpunkte, so dass sie den Transforma-
tionen in Textur x; entsprechen. Dafiir muss die Graphikkarte mindestens
das Shader-Modell 3.0 unterstiitzen. Erst ab dieser Version ist es moglich,
in einem Vertex-Shader eine Textur zu lesen.

5.2.2. Ergebnisse

Alle Simulationen in diesem Abschnitt wurden auf einem PC mit einem
Intel Core 2 Quad Prozessor mit 2,66 GHz und 8 GB Hauptspeicher durch-
gefithrt. Fiir die GPU-Simulation wurde eine NVIDIA GeForce 9800 GTX
Graphikkarte mit 675 MHz und 512 MB Graphikspeicher verwendet.
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Die parallele Simulation auf der GPU wurde mit Hilfe von Shader-
Programmen in der Sprache HLSL? durchgefiihrt. Fiir die Umsetzung
wurde ein eigener Simulator in C++ geschrieben. Dieser unterstiitzt sowohl
die Simulation auf der GPU als auch auf der CPU. Dadurch ist ein direkter
Vergleich moglich. Der Simulator verwendet DirectX fiir die Aufrufe der
Shader-Programme und den Datenaustausch mit der Graphikkarte.

Abbildung 5.2 zeigt einen direkten Vergleich der CPU- und der GPU-
Simulation. Das Modell, das fiir den Vergleich verwendet wurde, besteht
aus 1024 Partikeln. Diese sind durch 1984 Distanzbedingungen miteinander
verbunden. Auflerdem enthilt das Modell Federn, um der Scherung und
Verformung des Modells entgegenzuwirken. Fiir die Simulation wurde die
maximale Anzahl der Iterationsschritte auf 100 begrenzt. Dabei lag die
maximale Ausdehnung des Modells stets unter einem Prozent.

Es wurden Modelle mit verschiedenen Gréfien verwendet, um die Geschwin-
digkeit der Simulation zu messen. Diese Modelle hatten zwischen 64 und
16384 Partikel und damit bis zu 32512 Distanzbedingungen. Auch hierbei
wurde die maximale Anzahl der Iterationsschritte auf 100 beschrinkt. Die
Simulation wurde zunéchst auf der CPU und anschliefend auf der GPU
mit und ohne Shader-Modell 3.0 durchgefiihrt. Abbildung 5.3 zeigt die
Messergebnisse.

Das Modell mit 1024 Partikeln benotigte weniger als 100 Iterationen und
seine maximale Ausdehnung wihrend der Simulation lag unter einem
Prozent. Beim gréfiten Modell mit 16384 Partikeln wurde die Iteration
nach 100 Schritten abgebrochen. Dabei war seine Ausdehnung maximal
acht Prozent. Durch die parallele Berechnung der Impulse ist die Simulation
auf der GPU fiir grole Modelle deutlich schneller als auf der CPU. Sogar
das grofite Modell kann auf der GPU noch in Echtzeit simuliert werden. Bei
kleinen Modellen (bis ungefiihr 500 Partikel) ist allerdings die Berechnung
auf der CPU schneller.

Bei den Messungen wurde nur die Zeit fiir die Simulation beriicksichtigt.
Der Zeitaufwand, der fiir die Darstellung des Modells benétigt wurde, ging
nicht in die Ergebnisse mit ein. Daher wurde mit dem Einsatz von Shader-
Modell 3.0 nur ein geringfiigiger Geschwindigkeitsvorteil gemessen. Der
groite Vorteil von Shader-Modell 3.0 ist, dass die Simulationsergebnisse
direkt mit Hilfe des Vertex-Shaders gezeichnet werden kénnen, ohne dabei
die GPU zu verlassen. Dadurch kann der gesamte Schritt mit Darstellung
deutlich beschleunigt werden.

2 Die Abkiirzung HLSL steht fiir High Level Shading Language.
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Abbildung 5.2.: Vergleich der Simulation auf der GPU und der CPU. Das
simulierte Tuch besteht aus 1024 Partikeln, die durch Distanzbedingungen
miteinander verbunden sind.

Bisher wurden die Rechenzeiten bei Modellen unterschiedlicher Komple-
xitdt miteinander verglichen. In einer weiteren Messung soll untersucht
werden, wie sich das GPU-Verfahren bei der parallelen Simulation von
mehreren unabhingigen Modellen gleicher Grofle verhilt. Fiir die Mes-
sungen wurden Textilmodelle mit 64, 128, 256, 512 und 1024 Partikeln
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Abbildung 5.3.: Durchschnittliche Rechenzeit eines Simulationsschrittes auf der
CPU und GPU mit und ohne Shader-Modell 3.0

auf der GPU simuliert. Die Ergebnisse sind in Abbildung 5.4 dargestellt.
Bis zu 16 der grofiten Modelle mit 1024 Partikeln konnten schneller als
Echtzeit simuliert werden. Auf der CPU war schon die Simulation von
einem dieser Modelle nicht mehr in Echtzeit moglich. Wenn man immer
eine feste Anzahl an Iterationen verwendet, muss der Fehler der Zwangsbe-
dingungen nicht iiberpriift werden. Daher muss auch die Textur mit den
Fehlern nicht auf die CPU geladen werden. Dadurch kann Zeit eingespart
werden und die Simulation von sehr komplexen Modellen ist in Echtzeit
moglich. Abbildung 5.5 zeigt ein solches Modell mit 65536 Partikeln und
130560 Distanzbedingungen. Dieses Modell konnte mit einer festen Anzahl
an Iterationen in Echtzeit simuliert werden. Der Nachteil dieser Vorgehens-
weise ist, dass eine maximale Ausdehnung nicht garantiert werden kann.
Wenn allerdings die Anzahl der Iterationsschritte hoch genug gew#hlt wird,
dann hélt sich der entstehende Fehler in Grenzen.
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Abbildung 5.4.: Parallele Simulation von mehreren Modellen gleicher Grofle auf
der GPU. Das Diagramm zeigt die durchschnittliche Rechenzeit eines Simulati-
onsschrittes in Abhéingigkeit von der Anzahl der Modelle

Abbildung 5.5.: Echtzeitsimulation eines Modells mit 65536 Partikeln, 130560
Distanzbedingungen und ein paar tausend Kontaktbedingungen auf der GPU
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5.3. Effizientes Losen diinnbesetzter
Gleichungssysteme

Realistische deformierbare Korper enthalten oft relativ steife Komponen-
ten. Diese fithren in der Simulation zu steifen Differentialgleichungen.
Zum Beispiel erfordern schon relativ kleine Elastizitédtskoeffizienten in
einer Finite-Elemente-Simulation eine Beschrankung der Zeitschrittweite
bei der Verwendung von expliziten Integrationsverfahren. Daher verwen-
den viele Ansétze eine implizite Zeitintegration, die bedingungslos stabil
ist, um auf diese Weise die Stabilitdtsprobleme mit expliziten Verfahren
zu losen. Bei impliziten Verfahren miissen allerdings, im Gegensatz zu
expliziten, Gleichungssysteme gelost werden. Auch die Simulation von
Mehrkorpersystemen erfordert die Losung linearer Gleichungssysteme (sie-
he Abschnitte 3.1.1.2 und 3.3.2). Die meisten Simulationsverfahren fiir
Mehrkorpersysteme und deformierbare Koérper miissen also ein grofies
lineares Gleichungssystem l6sen, bei dem sich die Matrix in jedem Zeit-
schritt dndert. Die Matrizen dieser Gleichungssysteme sind iiblicherweise
diinnbesetzt und symmetrisch, da sie die Verbindungsstruktur der Modelle
widerspiegeln. Auflerdem sind sie positiv definit. Daher kénnen die Systeme
mit einem konjugierten Gradientenverfahren [She94| gelost werden. Das
Losen von Gleichungssystemen kostet einen groflen Teil der Rechenzeit in
einem Simulationsschritt. Aus diesem Grund ist ein schnelles Losungsver-
fahren eine essentielle Komponente in interaktiven Simulationssystemen.

In den letzten Jahren wurden bereits verschiedene Ansétze vorgestellt, die
durch das Ausnutzen der massiven Parallelitdt von Graphikprozessoren das
Losen linearer Gleichungssysteme beschleunigen. Zum Beispiel konnen Fliis-
sigkeitssimulationen durch solche Ansétze deutlich beschleunigt werden, da
hier die Matrix wéhrend der Simulation konstant ist. Dagegen dndert sich
die Matrix bei der Simulation von Mehrkorpersystemen und deformierba-
ren Korpern in jedem Schritt. Daher muss fiir eine effiziente Simulation
auch der Aufbau der Matrix parallelisiert werden. Auflerdem ist es wiin-
schenswert, beim Losen des Gleichungssystems die resultierenden Positions-
und Geschwindigkeitsdnderungen von bestimmten Elementen kontrollieren
zu konnen. Dies ermdoglicht eine einfache Kollisionsbehandlung oder eine
benutzerdefinierte Animation von Elementen. Bereits existierende Verfah-
ren bieten weder eine effiziente Aktualisierung des Gleichungssystems noch
eine Positions- und Geschwindigkeitskontrolle.

Im Folgenden wird ein neues GPU-basiertes Losungsverfahren vorge-
stellt [WBST13], das eine parallele Aktualisierung einer diinnbesetzten
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Matrix erlaubt und eine Positions- und Geschwindigkeitskontrolle bietet.
Auflerdem wird eine neue Datenstruktur fiir diitnnbesetzte Matrizen pra-
sentiert, mit der ein Matrix-Vektor-Produkt deutlich schneller berechnet
werden kann. Dadurch wird auch die Losung linearer Gleichungssysteme
erheblich beschleunigt. Im Gegensatz zu existierenden Methoden wird
bei dem neuen Verfahren die Anzahl der Kernel-Aufrufe minimiert, da
der Overhead eines Kernel-Starts die Geschwindigkeit deutlich beeinflusst.
Dank eines optimierten konjugierten Gradientenverfahrens mit Vorkondi-
tionierung, ist der vorgestellte Gleichungssystemloser deutlich schneller als
bisher bekannte Verfahren. Dadurch kénnen sehr komplexe Mehrkorper-
systeme und deformierbare Modelle in Echtzeit simuliert werden.

Um den Geschwindigkeitsvorteil der vorgestellten Methode zu demonstrie-
ren, wurden Experimente mit verschiedenen Simulationsverfahren durch-
gefithrt. Aufler der in dieser Arbeit beschriebenen impulsbasierten Simula-
tionsmethode wurden auflerdem noch die Finite-Elemente-Methode mit
linearen und quadratischen Elementen [WKS*11] implementiert sowie
ein Verfahren fiir die Kleidungssimulation, das mit Masse-Feder-Systemen
arbeitet [CKO02]. Ein Vergleich mit aktuellen Gleichungssystemlosern er-
gab einen maximalen Geschwindigkeitsgewinn von Faktor 13 (siehe Ab-
schnitt 5.3.2.1).

5.3.1. Die BIN-CSR Datenstruktur

Im Folgenden wird eine neue Datenstruktur vorgestellt, mit der die Be-
rechnung eines Matrix-Vektor-Produkts

y + Ax

fiir diinnbesetzte Matrizen auf einem Graphikprozessor optimiert wird. Ei-
ne diinnbesetzte Matrix A hat nur wenige von Null verschiedene Eintriige.
Die Anzahl dieser Eintrége kann in jeder Zeile unterschiedlich sein. Die effi-
ziente Berechnung eines Matrix-Vektor-Produkts wird in der dynamischen
Simulation z.B. beim Losen eines linearen Gleichungssystems benétigt.
Dabei hingt die Dimension der Matrix A und der Vektoren x und y
von der Anzahl der Freiheitsgrade ab. Bei der impulsbasierten Simulation
von Mehrkorpersystemen (vgl. Abschnitt 3.3.2) werden von holonomen
Zwangsbedingungen Freiheitsgrade aus dem simulierten System entfernt.
Die Dimension des Gleichungssystems zur Berechnung der zugehorigen Im-
pulse ist gleich der Anzahl der entfernten Freiheitsgrade. In Simulationen
mit Masse-Feder-Systemen oder finiten Elementen werden oft implizite
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Abbildung 5.6.: Interaktive Simulationen mit dem GPU-basierten Gleichungs-
systemloser: Simulation eines komplexen Mehrkérpersystems (links oben); vo-
lumetrische Deformation mit 10K quadratischen finiten Elementen und 47K
Freiheitsgraden (rechts oben); volumetrische Deformation mit 65K linearen
finiten Elementen und 38K Freiheitsgraden (links unten); Simulation eines Klei-
dungsmodells mit hohen Detailgrad (rechts unten).

Integrationsverfahren verwendet, um eine stabile Simulation zu gewéhrleis-
ten. Bei diesen Verfahren muss ein lineares Gleichungssystem gelost werden,
dessen Dimension gleich der Anzahl der Freiheitsgrade im System ist. Die
Simulation komplexer Mehrkorpersysteme und deformierbarer Modelle
erfordert daher die schnelle Berechnung von Matrix-Vektor-Produkten.

Die neue BIN-CSR Datenstruktur, die in diesem Abschnitt vorgestellt wird,
ist optimiert fiir die effiziente Berechnung von Matrix-Vektor-Produkten
auf der GPU. Diese Struktur verwendet eine Erweiterung des bekannten
CSR Formats, bei der die Matrixeintrige in sogenannte BINs (Behélter)
eingeteilt werden. Die Umsetzung der Datenstruktur sowie des Matrix-
Vektor-Produkts auf der GPU wurde mit Hilfe von CUDA [NVI12a]
realisiert.
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Abbildung 5.7.: (Links) Beispiel einer diinnbesetzten Matrix. Die farbigen
Eintrdge markieren die von Null verschiedenen Eintrige der Matrix. Die Diago-
naleintrige sind mit Buchstaben gekennzeichnet, wihrend die Eintrége abseits
der Diagonalen durch eine Zahl gekennzeichnet sind, die gleichzeitig die Spei-
cherstelle in der BIN-CSR Struktur angibt. (Rechts) Die neue Datenstruktur
speichert die Diagonaleintrége und die Eintrage abseits der Diagonalen separat.
Die weiflen Eintréige mit Zahlen werden benétigt, um die Datenstruktur kiinstlich
aufzufiillen. Die gestrichelten Linien markieren die Grenzen eines BINs.

Im Allgemeinen ist die Berechnung eines Matrix-Vektor-Produkts auf einer
GPU durch die Speicherbandbreite beschréankt [BG09]. Fiir einen optimalen
Durchsatz und eine hohe Geschwindigkeit, muss der Speicherzugriff bei der
Berechnung speziell fiir Graphikprozessoren ausgelegt sein. In dieser Arbeit
wird jedem Thread genau eine Zeile bei der Berechnung zugewiesen. Das
bedeutet, dass jeder Thread einen Wert im Ergebnisvektor y berechnet.
Speicherzugriffe auf den globalen Speicher der Graphikkarte kénnen relativ
lange (mehr als 100 Taktzyklen) dauern [NFHS07]. Um die Geschwindigkeit
der Speicherzugriffe zu verbessern, kann ausgenutzt werden, dass aktuelle
Hardware 64 bis 128 Bytes gleichzeitig lesen bzw. schreiben kann. Dies wird
auch als vereinigter Speicherzugriff (coalesced memory access) bezeichnet.
Vereinigte Speicherzugriffe sind méglich, wenn die parallel ausgefiithrten
Threads auf Speicheradressen zugreifen, die im Speicher nebeneinander
liegen. Durch diese Zugriffe werden weniger Speichertransaktionen benétigt,
was die Laufzeit erheblich verbessert.
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Um einen vereinigten Speicherzugriff zu ermoglichen, werden die Daten
in einer speziellen Reihenfolge in der Struktur angeordnet. Eine &hnliche
Vorgehensweise wurde von Oberhuber et al. [OSV11] vorgeschlagen. In
dieser Arbeit werden die Matrixeintrage in verschiedene BINs abgelegt.
Dabei speichert jeder dieser Behélter die Menge an Daten, die eine Grup-
pe von Threads gleichzeitig abrufen (sieche Abbildung 5.7). Die optimale
Geschwindigkeit wird erreicht, wenn die Breite eines Behélters genau der
Anzahl der Threads entspricht, die gleichzeitig auf der GPU ausgefiihrt
werden. Auf einer aktuellen Fermi Architektur (compute capability 2.0)
entspricht dies genau der GriéBe eines Warps®. Bei ilterer Hardware (com-
pute capability 1.X) wird dagegen nur die Grofle eines halben Warps (16)
verwendet. Fiir die Beispiele in den Abbildungen wurde der Einfachheit
halber eine Behélterbreite von Vier verwendet. Im Gegensatz zu der Ar-
beit von Oberhuber et al. [OSV11] wird die Breite eines Behilters nicht
explizit gespeichert. Dadurch wird Speicher gespart und der Durchsatz
verbessert.

Der rechte Teil der Abbildung 5.7 zeigt das Konzept der neuen BIN-CSR
Datenstruktur. Die Datenstruktur soll im Folgenden auch dazu verwendet
werden, ein lineares Gleichungssystem effizient auf der GPU zu lésen. Dafiir
wird ein konjugiertes Gradientenverfahren mit Vorkonditionierung (siehe
Abschnitt 5.3.1.2) eingesetzt. Es wird eine Jacobi-Vorkonditionierung ver-
wendet, die ausschlieBlich die Diagonalelemente der Matrix beriicksichtigt.
Um diese Vorkonditionierung zu optimieren, werden in der Datenstruktur
die Diagonalelemente der Matrix separat abgespeichert.

Die Matrix wird in einem komprimierten Format gespeichert. Dabei werden
in der Struktur nur die Eintrige der Matrix abgelegt, die nicht Null sind.
AuBlerdem werden zwei separate Listen benétigt, die dazu dienen die
Spalten- und Zeilenindizes der Eintrige zu bestimmen. Die erste Liste
enthélt direkt die Spaltenindizes der Eintridge, wihrend die zweite Liste
die Indizes der jeweils ersten Elemente der Zeilen speichert. Insgesamt
besteht die Datenstruktur aus vier Listen: eine fiir die Diagonalelemente,
eine fiir die Eintrége, die nicht Null sind, und zwei fiir die Bestimmung
der Spalten- und Zeilenindizes.

Im Gegensatz zu bereits existierenden CSR-Formaten werden bei der
Struktur in dieser Arbeit die Werte der Matrix, die ungleich Null sind, so
abgelegt, dass die Eintréige einer Spalte nebeneinander im Speicher liegen.
Die Matrixeintrage konnen dann sehr effizient von einem Kernel geladen
werden, da alle Threads in einem Warp ihren Speicherzugriff auf die Daten

3Ein Warp ist eine Gruppe von 32 Threads.
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Warp 1

Warp 2

Step 1 2 3 4

Abbildung 5.8.: Die Eintrige abseits der Diagonalen der Matrix aus Abbil-
dung 5.7 kénnen mit vereinigten Speicherzugriffen geladen werden. Die gestri-
chelten Linien markieren einen Speicherzugriff fiir die Threads t/ (i = 1,...,4)
in einem Warp j.

einer Spalte vereinigen kénnen (siehe Abbildung 5.8). Fiir eine solche
Anordnung der Daten im Speicher miissen alle Zeilen in einem Behélter
die gleiche Lénge haben. Daher wird zunéchst die maximale Zeilenlénge
fiir jeden Behélter ermittelt:

(bin length); = max (length(row;)).
JEbin;
Dann werden fiir jeden Behélter ¢ genau (bin length); - (bin width) Speiche-
relemente fiir die Matrixeintrage sowie die Spaltenindizes allokiert. Damit
die Matrixeintrdge im Speicher korrekt angeordnet werden, miissen Zeilen,
deren Zeilenliinge kleiner ist als die maximale, mit Platzhaltern aufgefiillt
werden. Dies wird in den Abbildungen 5.7 und 5.8 durch die nummerierten
Eintrige mit weilem Hintergrund angedeutet.

Um den Zugriff auf die von Null verschiedenen Matrixeintréage jeder Zeile
zu ermoglichen, werden die Offsets der Indizes fiir jeden Behélter und jede
Zeile bestimmt. Damit kann fiir jede Zeile der Index des ersten Elements
ermittelt werden. Auf die Daten der folgenden Spalten wird zugegriffen, in
dem der Index um (bin width) erhéht wird.

Die bisher vorgestellte Datenstruktur kann fiir viele Anwendungen der
dynamischen Simulation noch weiter optimiert werden. In linearen Glei-
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chungssystemen, die bei einer Simulation mit Masse-Feder-Systemen oder
bei Finite-Elemente-Methoden gelost werden miissen, ist die Matrix A
eine Blockmatrix mit 3 x 3 Blocken. Dies gilt auch fiir Mehrkorpersys-
teme mit Gelenken, die drei Freiheitsgrade entfernen. Diese Eigenschaft
kann ausgenutzt werden, um die Anzahl der Speicherzugriffe auf die Lis-
te der Spaltenindizes zu verringern. Dadurch wird die Berechnung des
Matrix-Vektor-Produkts beschleunigt.

Die optimierte Datenstruktur fiir Blockmatrizen wird im Folgenden mit
BIN-BCSR (BIN - block compressed sparse row) Format bezeichnet. Diese
Struktur ist &hnlich zu der von Buatois et al. [BCL09], die in ihrer Arbeit
Matrixeintréige in Blocke gruppieren. Buatois et al. bestimmen Gruppen
von 2 x 2 oder 4 x 4 Blocken in einem Vorverarbeitungsschritt, um damit die
Speicherzugriffe zu beschleunigen. Bei der Berechnung des Matrix-Vektor-
Produkts muss dann die Verarbeitung von zwei bzw. vier Zeilen in einem
Thread zusammengefasst werden. Dies hat allerdings den Nachteil, dass
dadurch die Gesamtzahl der Threads reduziert und damit die GPU weniger
ausgelastet wird. Im Gegensatz zu der Arbeit von Buatois et al. werden in
dieser Arbeit 3 x 3 Blocke fiir die Matrixeintrige verwendet, die nicht Null
sind. Aulerdem wird fiir jede Zeile ein eigener Thread gestartet. Dadurch
kann die GPU besser ausgelastet werden, was zu einer htheren Geschwin-
digkeit bei der Berechnung fithrt. Weiterhin kann durch das Ausnutzen
der speziellen Blockstruktur der Matrizen bei der dynamischen Simulation
die Anzahl der Spaltenindizes reduziert werden, da zwei von drei Indizes
implizit bestimmt werden kénnen. Dies reduziert den Speicherbedarf und
die Anzahl an benétigten Speicherzugriffen.

5.3.1.1. Diinnbesetzte Matrix-Vektor-Multiplikation

Mit der Datenstruktur, die im letzten Abschnitt vorgestellt wurde, kann fiir
eine diinnbesetzte Matrix eine sehr schnelle Matrix-Vektor-Multiplikation
y < Ax durchgefiihrt werden. Die hohe Geschwindigkeit wird erreicht, da
die Eintriage der Matrix sehr effizient aus dem Speicher gelesen werden kon-
nen. Alle Threads eines Warps konnen auf die ben6tigten Matrixeintrage
und Spaltenindizes mit vereinigten Speicherzugriffen parallel zugreifen. Im
Gegensatz zu anderen Ansétzen, wie z.B. [BCL09,BB09,VOFG10,MLA10],
wird dieser parallele Zugriff auf die Daten erreicht, ohne auf einen an-
schliefenden Reduktionsschritt angewiesen zu sein. Der Grund hierfiir
ist, dass in dieser Arbeit fiir jede Zeile genau ein Thread gestartet wird.
Da auflerdem die Grofle jedes Behilters ein Vielfaches eines Warps bzw.
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sparseMatrixVectorProduct (i)

Eingabe: BIN-CSR Struktur der Matrix A
Ausgabe: i-te Zeile des Matrix-Vektor Produkts: y;
. y[i] + diagonal[i] * x[i]
index <+ rowlIndices][i]
endIndex < rowlndices[i + binWidth]
while index < endIndex
y[i] < y[i] + offDiagonal[index] * x[collndices[index]]
index < index + binWidth
end while

Algorithmus 5.2: Berechnung der i-ten Zeile eines diinnbesetzten Matrix-Vektor-
Produkts

eines halben Warps ist (siehe Abschnitt 5.3.1), sind die Offsets der Zeilen
und der Behélter automatisch fiir einen schnellen Zugriff ausgerichtet.
Die Struktur der von Null verschiedenen Eintréige der diinnbesetzten Ma-
trix A ist im Allgemeinen stark irregulér. Daher wird der Texturspeicher
verwendet, um den Vektor x fiir die Multiplikation zu cachen. Eine &hn-
liche Vorgehensweise wird auch von Bell et al. [BG09] und Baskaran et
al. [BB09] vorgeschlagen. Das Schreiben des Ergebnisses in den Vektor y
kann ebenfalls mit vereinigten Speicherzugriffen durchgefiihrt werden, da
jeder Thread genau eine Zeile bearbeitet.

Die Berechnung der i-ten Zeile eines Matrix-Vektor-Produkts mit der BIN-
CSR Struktur wird in Algorithmus 5.2 gezeigt. Die Hauptunterschiede
im Vergleich zu einer Multiplikation mit einer Matrix im CSR Format
zeigen sich in den Zeilen 1, 5 und 6. Zum einen wird die Multiplikation
mit dem Diagonalelement der Matrix aus der Schleife herausgezogen und
zum anderen wird der Index immer um die Breite des Behélters erhoht.
Diese Vorgehensweise fiihrt zu einer hohen Geschwindigkeit, da die Anzahl
der Speicherzugriffe minimiert wird. Allerdings kann die Datenstruktur
zur Optimierung der Speicherzugriffe auch zu einem erhéhten Speicher-
aufwand und zu leerlaufenden Threads fithren, wenn die Zeilenldngen in
den Behiltern stark variieren. In diesem Fall kann eine Umsortierung der
Zeilen in der Matrix helfen.

Wenn das BIN-BCSR Format fiir die Matrix verwendet wird, muss der
Algorithmus 5.2 wie folgt angepasst werden. Die Multiplikation in der
Schleife (Zeile 5) muss dreimal durchgefiihrt werden, einmal fiir jede Spalte
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eines Matrixblocks. Dabei wird der Spaltenindex nur einmal gelesen und
dann fiir die weiteren beiden Multiplikationen jeweils um Eins erhoht.

Das vorgestellte Format fiir diinnbesetzte Matrizen kann interpretiert
werden als Kombination zwischen dem CSR und dem ELLPACK (ELL)
Format [BG08,BG09]. Beim ELL Format werden die Daten jeder Zeile bis
zur maximalen Zeilenldnge der Matrix aufgefiillt. Dieses Format ist daher
gut geeignet fiir Matrizen mit einer annéhernd konstanten Zeilenléinge.
Da die Effizienz des ELL Formats schnell verloren geht, wenn die Anzahl
der Matrixeintrége pro Zeile stark variiert, haben Bell et al. [BG09] die
Verwendung eines hybriden (HYB) Formats vorgeschlagen, das das ELL
und das COO (coordinate data structure) Format kombiniert. Die Mehrheit
der Matrixeintrige wird dabei in der ELL Struktur gespeichert, wiahrend
fiir sehr lange Zeilen die COO Struktur verwendet wird. Allerdings ist es bei
diesem hybriden Format schwierig, ein gutes Kriterium fiir die Entscheidung
zwischen dem ELL und dem COO Format zu finden. Auflerdem hat
das COO Format den Nachteil, das die Matrix-Vektor-Multiplikation auf
einem rechenintensiven segmentierten Reduktionsschema basiert. Dabei
werden mehrere Kernel fiir die Berechnung einer Zeile eines Matrix-Vektor-
Produkts benétigt.

Vazquez et al. [VOFG10] stellen in ihrer Arbeit eine verbesserte Variante
des ELL Formats vor: das ELLPACK-R Format. Diese Struktur verwendet
eine zusétzliche Liste, um die Langen der Zeilen zu speichern. Dadurch kann
die Matrix-Vektor-Multiplikation schneller durchgefiihrt werden. Allerdings
gilt fiir ELL-basierte Formate, dass sehr viel zusétzlicher Speicher ben6tigt
wird, wenn eine Matrix nur wenige Zeilen hat, die sehr viele von Null
verschiedene Elemente beinhalten. Solche Matrizen kommen z.B. bei der
Simulation mit quadratischen finiten Elementen vor (sieche Tabelle 5.2).
Dabher sind diese Formate fiir solche Simulationen ungeeignet.

Eine andere Variante der ELL Struktur wird von Monakov et al. [MLA10]
vorgeschlagen: das Sliced ELLPACK Format. Bei diesem Format werden
jeweils S benachbarte Zeilen zu Gruppen zusammengefasst. Die Zeilen-
lingen werden dann fiir jede Gruppe gespeichert, was den Speicherbedarf
erheblich reduziert.
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5.3.1.2. Konjugiertes Gradientenverfahren mit
Vorkonditionierung

Das konjugierte Gradientenverfahren ist eines der wichtigsten Verfahren
zum Losen von linearen Gleichungssystemen

Ax = b,

bei denen die Matrix A € R™*" quadratisch, symmetrisch und positiv
definit ist. Das Verfahren liefert in n Schritten eine exakte Losung x und
ist damit eigentlich ein direktes Losungsverfahren. Da es allerdings die
Eigenschaft hat, dass in jedem Schritt der Fehler monoton fallt, wird
es meistens als iteratives Verfahren eingesetzt. Dabei wird der iterative
Prozess abgebrochen, sobald eine gewiinschte Genauigkeit erreicht wird. Die
Konvergenz des Verfahrens kann durch eine Vorkonditionierung verbessert
werden. Jonathan Shewchuk gibt in [She94] eine ausfiihrliche Einfiihrung
in die Methode der konjugierten Gradienten und zeigt, wie sie um eine
Vorkonditionierung erweitert wird.

Fiir die Implementierung einer vorkonditionierten konjugierten Gradienten-
methode werden die folgenden Operationen benotigt: das Matrix-Vektor-
Produkt, das Skalarprodukt zweier Vektoren und die Operation y < ax+y,
die im Folgenden mit AXPY bezeichnet wird. Fiir das konjugierte Gradi-
entenverfahren werden drei AXPY Operationen, zwei Skalarprodukte und
eine Matrix-Vektor-Multiplikation in der inneren Schleife benétigt [She94].
Die Verwendung einer Vorkonditionierung erfordert ein zusétzliches Matrix-
Vektor-Produkt fiir die Vorkonditionierungsmatrix. In dieser Arbeit wird
eine Jacobi-Vorkonditionierung eingesetzt. Die zugehorige Vorkonditio-
nierungsmatrix besteht aus der invertierten Diagonale der Matrix A des
Gleichungssystems. Diese Matrix kann auch als Vektor gespeichert werden,
weshalb das Matrix-Vektor-Produkt der Vorkonditionierung auch durch
eine AXPY Operation ersetzt werden kann.

Speziell fiir den Einsatz in Anwendungen der dynamischen Simulation
werden in dieser Arbeit beim Losen des Gleichungssystems zwei Filter
eingesetzt. Diese konnen verwendet werden, um spezielle Positions- oder
Geschwindigkeitsbedingungen beim Losen zu beriicksichtigen [BW9S8]. Da-
durch kann eine Kollisionsauflésung oder auch eine Bewegungskontrolle
auf einfache Weise realisiert werden.

Eine Standardimplementierung des konjugierten Gradientenverfahrens mit
Vorkonditionierung erfordert bis zu neun Kernel-Aufrufe in der inneren
Schleife. Jeder dieser Aufrufe kostet Zeit, daher soll die Anzahl der Aufrufe
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solvePCG()

Eingabe: Matrix A und rechte Seite b des Gleichungssystems
Vorkonditionierungsmatrix M
Ausgabe: Losungsvektor x

1: 10
2:r+b—-Ax

3: filter(r)

4 d+« M Ir

5 8 +r’d

6: dg < O

7: while i < imax Ad > €*6o
8: // Kernel 1
9: dold < O

10: q <+ Ad

11: filter(q)

5

12: a < qu
13: // Kernel 2
14: X —x+ad
15: r<r—aoaq
16: s M 'r
17: §—rTs

18: // Kernel 8
19: B« ﬁ
20: d«+r+p4d
21: 1+ 1+1

22: end while

Algorithmus 5.3: Konjugiertes Gradientenverfahren mit Vorkonditionierung

minimiert werden. Auflerdem sind Operationen wie AXPY stark durch die
Speicherbandbreite beschrinkt. Deswegen ist es sinnvoll, die ben6tigten
Operationen in wenige Kernel zusammenzufassen, da dadurch die Anzahl
der arithmetischen Operationen pro Speicherzugriff erhéht wird. Ebenso ist
es wichtig, Speichertransfers zwischen der GPU und der CPU zu vermeiden,
da diese sehr kostspielig sind.

Algorithmus 5.3 zeigt das konjugierte Gradientenverfahren mit Vorkondi-
tionierung (vgl. [She94,BCL09]). Die Abbruchbedingung fiir den iterativen
Prozess wird zum einen durch die gewiinschte Genauigkeit ¢ und zum
anderen durch die maximale Anzahl an Iterationen i,,,, definiert. Der
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Algorithmus benétigt nur wenige Iterationen, um die gewiinschte Genauig-
keit zu erreichen, wenn der Abstand des Vektors x zur gesuchten Losung
sehr klein ist. Daher ist es sinnvoll, die Losung des Gleichungssystems mit
einer guten Schétzung fiir x zu starten. Dies wird auch als Warmstart
bezeichnet. Da sich die Modelle in der dynamischen Simulation wiahrend
eines Zeitschritts nur wenig veréndern, wird in solchen Anwendungen als
Schitzung fiir x das Ergebnis des letzten Zeitschritts verwendet. Die Opera-
tion filter ermoglicht es, Bedingungen fiir die Werte im Losungsvektor x zu
definieren. Dadurch kénnen z.B. bestimmte Geschwindigkeiten vorgegeben
werden (mehr Details dazu gibt es in [BW98]).

Die Initialisierung des konjugierten Gradientenverfahrens in den Zeilen 1-6
kann in einem Kernel zusammengefasst werden. Fiir die Schleife werden
insgesamt drei Kernel benotigt. Die Zeilen 9-12, 14-17 und 19-21 werden
jeweils in einem Kernel verbunden. Das Zusammenfassen von AXPY-
Operationen und Matrix-Vektor-Produkten ist einfach, da die vorgestellte
Matrix-Vektor-Multiplikation pro Zeile ausgefiihrt wird. Allerdings ist eine
spezielle Synchronisationsmethode erforderlich, um auch das Skalarprodukt
mit einzubinden, da die Ergebnisse (z.B. fiir a,, 8 und §) global in allen
Threads benttigt werden.

In dieser Arbeit wird daher das Skalarprodukt durch eine Reduktion in zwei
Phasen bestimmt (siehe Abbildung 5.9). In der ersten Phase wird durch
einen Kernel ein Zwischenergebnis erzeugt, in dem die Daten teilweise
reduziert werden. In der zweiten Phase 14dt ein weiterer Kernel dieses
Zwischenergebnis fiir jeden Block und fiihrt erneut eine Reduktion durch.
Die zweite Reduktion berechnet fiir jeden Block das gleiche Endergebnis.
Diese Berechnung ist zwar redundant, aber dadurch ist das Ergebnis am
Ende in allen Blocken verfiigbar.

Um die Anzahl an Kernel-Aufrufen zu minimieren, wird die Reduktion
beim Skalarprodukt mit anderen Operationen (z.B. AXPY) kombiniert.
In der inneren Schleife des Algorithmus befinden sich zwei Skalarprodukte
und eine Matrix-Vektor-Multiplikation, die synchronisiert werden miissen.
Aus diesem Grund kann die Anzahl der Kernel-Aufrufe auf drei reduziert
werden.

5.3.1.3. Matrixkonstruktion und -aktualisierung auf der GPU

Ein effizienter Aufbau der Matrix des linearen Gleichungssystems ist essen-
tiell in Anwendungen, bei denen sich die Matrix in jedem Schritt &ndert.
In Gleichungssystemen, die bei der dynamischen Simulation gelost wer-
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Abbildung 5.9.: Oben: Vereinfachtes Beispiel fiir die Reduktion eines Vektors
der Dimension 16. Unten: Hier wird die Reduktion in vier unterschiedlichen
Blocken durchgefiihrt. Der erste Kernel (iiber der gestrichelten Linie) reduziert
die Daten teilweise und speichert das Ergebnis in den globalen Speicher (griin).
Da das Endergebnis in allen Blocken benttigt wird, wird es redundant fiir jeden
Block von einem zweiten Kernel erzeugt (unter der gestrichelten Linie).

den miissen, werden typischerweise die Eintrige der Matrix abseits der
Diagonalen durch eine Summe bestimmt:

A=Y AL (5.1)

kGFi,j

Dabei werden alle lokalen Beitréige Aj, zum Matrixelement an der Stelle
(i,7) zusammengefasst. Bei einem Masse-Feder-System liefert z.B. jede
Bedingung, die die Partikel ¢ und j verbindet, einen solchen Beitrag.
Das Matrixelement auf der Diagonalen Af, kann in Anwendungen der
dynamischen Simulation im Allgemeinen direkt bestimmt werden. Die
lokalen Werte A} werden linear im Speicher abgelegt. Die Indizes k aller
lokalen Werte, die zu einem Matrixeintrag A;; zusammengefasst werden
miissen, werden in einem Vorverarbeitungsschritt bestimmt und in einer
Index-Liste I';; gespeichert.

Ahnlich wie bei der CSR Struktur werden alle Index-Werte in einer linearen
Liste elndices gespeichert. Auflerdem wird ein Array eOffset angelegt, in
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matrixAssembly ()

Eingabe: BIN-CSR Struktur der Matrix A
lokale Matrixbeitrige A sowie deren Indexlisten eOffset, eIndices
Ausgabe: i-te Matrixzeile in BIN-CSR Struktur
: diagonal[i] = A§;
index <+ rowIndices]i]
endIndex + rowlndices[i + binWidth]
while index < endIndex
offDiagonal[index] = 0
eStart + eOffset[index]
eEnd « eOffset[index + 1]
for 1 = eStart — eEnd — 1
k = elndices]]]
offDiagonal[index] + off Diagonal[index] + Af
end for
12: index <— index + binWidth
13: end while

—
= O

Algorithmus 5.4: Aufbau der i-ten Matrixzeile mit dem Thread &

dem fiir jeden Matrixeintrag A;; der Beginn der zugehorigen Indizes in
elndices festgelegt ist. In Algorithmus 5.4 wird der Aufbau der i-ten Zeile
der Matrix A durch den Thread ¢ implementiert. Das Schreiben der Matrix
geschieht auf die gleiche Weise wie beim Matrix-Vektor-Produkt und wird
daher mit vereinigten Speicherzugriffen durchgefiihrt. Der Zugriff auf die
lokalen Matrixbeitrage Aj ist im Allgemeinen irreguldr. Aus diesem Grund
wird zur Beschleunigung der Texturcache eingesetzt.

Insgesamt ergibt sich der folgende Ablauf in einer Anwendung, in der
sich die Matrix des Gleichungssystems in jedem Schritt &ndert. Zunéchst
werden alle lokalen Matrixbeitrige A® auf der GPU bestimmt. Da diese
unabhingig voneinander sind, ist die Aktualisierung der Beitréige einfach
zu parallelisieren. Dabei wird ein Thread pro Element A} verwendet, um
die nétigen Berechnungen durchzufithren. Nachdem die Beitrige bekannt
sind, wird mit Algorithmus 5.4 die globale Matrix A des Gleichungssystems
aufgebaut, wobei jede Zeile von einem Thread bearbeitet wird. Im letzten
Schritt wird mit Algorithmus 5.3 das lineare Gleichungssystem auf der
GPU gelost.
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’ Matrix ‘ Herkunft ‘ Dimension ‘ Matrixeintréage ‘
Schiff CUSP 140.874 7.813.404
Briicke Impulsbasierte Simulation 41.550 448.668
Stanford Armadillo Quadratische FE 46.812 3.620.142
Stanford Bunny Quadratische FE 226.284 18.109.026
Pensatore Lineare FE 38.379 1.590.165
Tuch Kleidungssimulation 76.800 3.865.140

Tabelle 5.1.: Matrizen, die in den Geschwindigkeitstests verwendet wurden.
Alle Matrizen sind quadratisch, symmetrisch und positiv definit. Die Anzahl der
Matrixeintréige, die von Null verschieden sind, ist in der letzten Spalte angeben.

5.3.2. Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird die Geschwindigkeit der vorgestellten Daten-
struktur analysiert und mit anderen bekannten Arbeiten verglichen. Die
Experimente dazu wurden auf einem Intel Core 2 Quad Q6600 Prozessor
mit 2.4 GHz und einer NVIDIA GeForce GTX 470 durchgefiihrt (soweit
nicht anders deklariert). Bei den Berechnungen mit Gleitkommazahlen
wurde eine einfache Genauigkeit verwendet. Die vorgestellten Algorithmen
wurden mit dem CUDA SDK 4.0 [NVI12a] implementiert. Fiir die Experi-
mente und Vergleiche wurden verschiedene Matrizen (siehe Tabelle 5.1)
aus eigenen Simulationen und aus der Arbeit von Bell et al. [BG09] be-
nutzt. Die erste Matrix aus Tabelle 5.1 stammt aus der Arbeit von Bell
et al. Alle weiteren Matrizen wurden in eigenen Simulationen erzeugt.
Vier der dabei verwendeten Modelle sind in Abbildung 5.6 zu sehen. Das
Briickenmodell besteht aus ca. 14.000 Starrkérpern, bei denen durch Ge-
lenke 41.550 Freiheitsgrade entfernt werden. Die Simulation dieses Modells
wurde mit dem impulsbasierten LGS-Verfahren (siehe Abschnitt 3.3.2)
durchgefiihrt. Fiir die Simulation des Pensatore-Modells und der beiden
Stanford-Modelle wurde eine Finite-Elemente-Methode mit einer linearen
bzw. quadratischen Basisfunktion [WKS*11] eingesetzt. Die Integration
wurde mit einem impliziten Euler-Verfahren [BW98] durchgefiihrt, bei
dem ein lineares Gleichungssystem gelost werden muss. Das Tuchmodell
besteht aus 160 x 160 Partikeln und wurde mit dem Verfahren von Choi et
al. [CK02] simuliert. Dabei wird ein implizites BDF-2 Integrationsverfah-
ren eingesetzt, das ebenfalls die Losung eines linearen Gleichungssystems
erfordert.

Mit diesen unterschiedlichen Matrizen wird im Folgenden gezeigt, welchen
groflen Vorteil die hier vorgestellten Datenstrukturen und Methoden fiir
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’ Matrix ‘ Max. ‘ Min. ‘ %] ‘ Overhead ‘
Schiff 99 21 52.5 2.4%
Briicke 42 6 7.8 3.6%
Stanford Armadillo 312 27 75.3 13.2%
Stanford Bunny 552 27 77.0 12.8%
Pensatore 69 15 38.4 10.8%
Tuch 48 18 47.3 0.4%

Tabelle 5.2.: Maximale, minimale und durchschnittliche Zeilenlingen der Test-
matrizen. Die letzte Spalte gibt den resultierenden Overhead im Speicher an.

verschiedene Simulationsverfahren haben. Auflerdem werden die Eigen-
schaften dieser Methoden ausfiihrlich diskutiert.

5.3.2.1. Geschwindigkeitsanalyse

Die Matrix-Vektor-Multiplikation ist der rechenintensivste Teil des konju-
gierten Gradientenverfahrens. Daher werden zunéichst Messungen fiir diese
Operation présentiert. Die Geschwindigkeitsmessungen wurden dhnlich zu
denen in der Arbeit von Bell et al. [BG09] durchgefiihrt. Die Bibliothek
CUSP, die von den gleichen Autoren in [BG12] vorgestellt wird, wurde
zum Vergleich verwendet. Bei allen Messungen wurde dabei der Cache im
Texturspeicher zur Beschleunigung benutzt. In CUSP sind verschiedene
Matrixformate implementiert, mit denen die vorgestellten Datenstrukturen
verglichen werden: das hybride (HYB), das Koordinaten- (COO), das
ELLPACK (ELL) und das CSR Format. Das CSR Format wurde mit dem
Vektor-Kernel, der in [BG09] beschrieben ist, verwendet.

Die Geschwindigkeit wird in GFlop/s gemessen, welche die Anzahl der
Gleitpunktoperationen (mit einfacher Genauigkeit) angibt, die pro Sekunde
ausgefiihrt werden. Bei einer Matrix-Vektor-Multiplikation werden doppelt
so viele Operationen benétigt wie von Null verschiedene Eintrige in der
Matrix sind, denn fiir jeden Eintrag muss eine Multiplikation mit dem
entsprechenden Wert in x durchgefiihrt und das Ergebnis dann zu y addiert
werden. Die Messungen wurden mit den Matrizen in Tabelle 5.1 durchge-
fithrt. Diese Matrizen haben varilerende Zeilenléingen (siehe Tabelle 5.2),
die typisch sind fiir Modelle mit einer irreguliéiren Diskretisierung.

Das Diagramm in Abbildung 5.10 zeigt die Geschwindigkeiten der vor-
gestellten Formate BIN-CSR, und BIN-BCSR sowie der Datenstrukturen
in der Bibliothek CUSP. Die Messungen zeigen, dass die Matrix-Vektor-
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Abbildung 5.10.: Geschwindigkeitsvergleich auf einer NVIDIA GeForce GTX
470 zwischen den vorgestellten Datenstrukturen BIN-CSR sowie BIN-BCSR
und den Datenstrukturen in der Bibliothek CUSP. Die Implementierung des
ELL Formats in CUSP konnte das Briicken- und das Armadillo-Modell nicht
verarbeiten.

Multiplikationen mit den neuen Datenstrukturen dieser Arbeit wesentlich
schneller sind als mit allen Formaten in CUSP.

Es wurden verschiedene Simulationen mit einer linearen Finite-Elemente-
Methode durchgefiihrt, um die Auswirkungen der neuen Datenstruktur
und der Minimierung der Kernel-Aufrufe auf die Geschwindigkeit zu un-
tersuchen. Fiir einen Vergleich wurden bei jedem Aufruf des konjugierten
Gradientenverfahrens konstant 1000 Iterationen durchgefiihrt und das Kon-
vergenzkriterium vernachléssigt. Abbildung 5.11 zeigt die Beschleunigung
in Abhéngigkeit der von Null verschiedenen Matrixeintrige gegeniiber
der Implementierung in CUSP. Die Verwendung der BIN-BCSR, Struk-
tur in Kombination mit der Standardimplementierung der konjugierten
Gradientenmethode (mit neun Kernel-Aufrufen) ergibt eine fast konstante
Beschleunigung (schwarze Kurve). Durch die vorgestellte Minimierung
der Kernel-Aufrufe konnte die Geschwindigkeit deutlich gesteigert werden
(blaue Kurve). Diese Geschwindigkeitssteigerung ist unabhiingig von der
Netzauflosung und der MatrixgroBe, da die eingesparte Zeit fiir die Kernel-
Aufrufe konstant ist. Daher verliert diese Optimierung mit wachsender
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Abbildung 5.11.: Vergleich der vorgestellten Implementierung des konjugierten
Gradientenverfahrens mit der BIN-BCSR Datenstruktur und der Variante in der
Bibliothek CUSP. Im Diagramm wird die Beschleunigung des Standardverfahrens
(CG) und des vorgestellten Verfahrens mit einer minimalen Anzahl an Kerneln
(MCG) gegeniiber der CUSP-Variante gezeigt.

Matrixgrofie an Einfluss. Allerdings ist die Einsparung von Kernel-Aufrufen
bei den in interaktiven Simulationen vorkommenden Matrixgréoflen von
groflem Vorteil.

Als néchstes wird das Konvergenzverhalten der vorgestellten GPU-Variante
des konjugierten Gradientenverfahrens untersucht. Dabei werden die Re-
siduen auf der GPU mit einer CPU-Implementierung mit einfacher und
doppelter Gleitpunktgenauigkeit verglichen. Fiir den Vergleich wird ein
lineares Gleichungssystem des Armadillo-Modells (siehe Tabelle 5.1) gelost.
Abbildung 5.12 zeigt oben die Entwicklung der Residuen in Abhéngigkeit
der Tterationsschritte. In der Abbildung wird deutlich, dass das Konver-
genzverhalten auf der GPU und auf der CPU mit einfacher und doppelter
Genauigkeit fast identisch ist. Der untere Teil der Abbildung zeigt die
Residuen in Abhéngigkeit der benétigten Rechenzeit auf der GPU, auf
mehreren Kernen und auf einem Kern. Hier wurde in allen drei Messungen
eine einfache Gleitpunktgenauigkeit verwendet. Fiir den letzten Test kam
eine NVIDIA GeForce GTX 580 und ein Intel Core i7-2600 Prozessor
mit 3.4 GHz zum Einsatz. Das untere Diagramm zeigt den deutlichen
Geschwindigkeitsgewinn des hier vorgestellten GPU-Verfahrens.



220 Kapitel 5: Parallele Simulation auf der GPU

.
— GPU
10% — CPU, doppelte Genauigkeit ||
— CPU, einfache Genauigkeit
10%
10°
€
=}
=] 2
T 10
@
]
o«
10*
10°
10°
-10 L L L
107, 50 100 150 200
Anzahl der Iterationen
10° T
— GPU
10 — CPU, multi-core
— CPU, single-core
10?
10°
€
=1
=) 2
T 10
@
L
[
10
10°
10%
10—10 " " L L
0 500 1000 1500 2000 2500
Zeitin ms

Abbildung 5.12.: Konvergenzverhalten der konjugierten Gradientenmethode
beim Lésen eines linearen Gleichungssystems aus einer quadratischen Finite-
Elemente-Simulation. Oben: Vergleich der Konvergenz bzgl. der Anzahl der
Iterationen auf der GPU und der CPU mit einfacher und doppelter Gleitpunkt-
genauigkeit. Unten: Vergleich der Konvergenz bzgl. der benttigten Rechenzeit
auf der GPU, auf mehreren Kernen einer CPU und auf einem einzelnen Kern.

5.3.2.2. Beispiele

In diesem Abschnitt wird der Einsatz der vorgestellten Algorithmen in ver-
schiedenen Simulationen untersucht. Bei den durchgefiihrten Simulationen
wurden konstant 30 Iterationsschritte beim Losen der Gleichungssysteme
verwendet. Abbildung 5.6 zeigt die verwendeten Beispiele. Die Briicke
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Abbildung 5.13.: Simulation einer Briicke aus Starrkérpern

(sieche Abbildung 5.13) ist ein komplexes Mehrkorpersystem, das aus 14K
Starrkorpern besteht. Dieses Modell wurde mit dem impulsbasierten LGS-
Verfahren in Echtzeit simuliert. Das Gleichungssystem hatte dabei die Di-
mension 41K. Weiterhin werden zwei interaktive Simulationen mit linearen
bzw. quadratischen finiten Elementen gezeigt sowie eine Kleidungssimula-
tion. Die Kleidungssimulation wurde mit einem Masse-Feder-System mit
mehr als 26K Partikeln in Echtzeit durchgefiihrt. Tabelle 5.3 zeigt die
Zeiten, die fiir die ersten drei Simulationen benétigt wurden. Die CPU-
Messungen wurden dabei auf einem einzigen Kern durchgefiihrt. Gemessen
wurden die Aktualisierung der Matrixelemente, der Aufbau der System-
matrix, die Krifteberechnung, das Aufstellen und das Losen des linearen
Gleichungssystems.

Mit der parallelen CPU-Implementierung wurden die Simulationen auf
vier Kernen ungefihr dreimal schneller. Die Beispielsimulationen konnten
damit auf der CPU nicht interaktiv durchgefiihrt werden. Der vorgestellte
GPU-basierte Gleichungssystemloser konnte dagegen interaktive Bildwie-
derholraten erreichen und war bei den Beispielen bis zu 22-mal schneller
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Modell Simulation cpu | gpy | Beschleunigungs-
faktor
Briicke Impulsbasierte Simulation 298 21 14.19
Armadillo Quadratische FE 1009 75 13.45
Pensatore Lineare FE 713 33 21.61

Tabelle 5.3.: Durchschnittliche Rechenzeiten fiir einen Simulationsschritt (in
ms) mit der CPU- bzw. der GPU-Implementierung. Die Simulation auf der CPU
lief auf einem Kern.

als die CPU-Variante. Durch die hohe Geschwindigkeit des Verfahrens
konnen mehr Freiheitsgrade simuliert werden, wodurch sich z.B. bei der
Finite-Elemente-Methode die Genauigkeit der Ergebnisse verbessert.

Die vorgestellte Methode ermoglicht die interaktive Simulation von bis
zu 100K Tetraederelementen mit 30K Freiheitsgraden mit der linearen
Finite-Elemente-Methode. Quadratische finite Elemente haben 10 Knoten
pro Tetraeder. Mit diesen Elementen kénnen bis zu 13K Tetraeder mit 28K
Freiheitsgraden interaktiv simuliert werden. In beiden Féllen benétigt der
Aufbau der Matrix nur einen kleinen Bruchteil der gesamten Rechenzeit.

5.3.2.3. Diskussion

Die in dieser Arbeit vorgestellten Datenstrukturen sind fiir schnelle Matrix-
Vektor-Produkte ausgelegt. Die hohe Geschwindigkeit wird dabei durch den
optimalen Einsatz von vereinigten Speicherzugriffen erreicht und dadurch,
dass fiir kein Zwischenergebnis ein zusitzlicher Reduktionsschritt notig ist.
Das Datenformat ist gut geeignet fiir groffe diinnbesetzte Matrizen mit
variierenden Zeilenlédngen. Solche Matrizen kommen z.B. in der dynami-
schen Simulation vor. Tabelle 5.2 zeigt, dass die Zeilenlingen in solchen
Simulationen stark variieren kénnen. Die Anpassung der Zeilenléingen pro
Behailter hat sich als guter Kompromiss zwischen Speicher-Overhead und
Geschwindigkeitsgewinn erwiesen. Die Datenstruktur ist allerdings nicht
fiir dichtbesetzte Matrizen geeignet, da der Overhead durch die zusétzlich
benotigten Zeilen- und Spaltenindizes zu hoch ist.

Fiir die Messungen wurden die Verfahren mit einfacher Gleitpunktgenauig-
keit implementiert. Die Konvergenz und die Genauigkeit der Anwendungen
wurde dadurch aber nicht signifikant beeinflusst. Eine Erweiterung auf
doppelte Genauigkeit wiirde eine Anderung der Datenstruktur erfordern,
um eine optimale Anzahl an vereinigten Speicherzugriffen zu erreichen.
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Der zusétzliche Speicherbedarf durch das Auffiillen der Zeilen ist relativ
gering, da er nur lokal von den Zeilenldngen innerhalb eines Behilters
abhiingt (siehe Tabelle 5.2). Dagegen werden bei Formaten wie ELLPACK-
R [VOFG10] die Zeilen abhingig von der lingsten Zeile in der ganzen
Matrix aufgefiillt. Ein solches Format ist daher besser geeignet fiir Matrizen,
bei denen die Zeilenldngen anndhernd gleich sind.

Es existieren bereits andere GPU-basierte Ansiitze, die das Lesen und
Schreiben der Daten mit vereinigten Speicherzugriffen optimieren. Das
hybride Format [BG09], die Optimierungen von Baskaran et al. [BB09]
und das ELLPACK-R Format [VOFG10] verwenden jeweils einen Thread
pro Matrixeintrag. Allerdings wird fiir die Berechnung des Ergebnisses
ein zusitzlicher Reduktionsschritt benttigt. Dafiir muss entweder ein
zusétzlicher Kernel aufgerufen werden oder die zuldssigen Zeilenldngen der
Matrizen sind beschrénkt (ELLPACK-R Format).

Buatois et al. [BCL09] haben eine Methode vorgestellt, bei der alle von
Null verschiedenen Matrixeintrige in 2 x 2 und 4 x 4 Blocke zusammen-
gefasst werden. Dieses Vorgehen ermoglicht die Wiederverwendung von
Werten im y-Vektor, was aber auch mit Hilfe des Texturcaches erreicht
werden kann. Auflerdem verwenden die Autoren ein CSR Format, das nicht
die Anordnung der Elemente im Speicher beriicksichtigt. Daher werden
vereinigte Speicherzugriffe nicht genutzt, was sich sehr negativ auf die
Geschwindigkeit auswirkt.

Allard et al. [ACF11] zeigen in ihrer Arbeit eine lineare Finite-Elemente-
Simulation, die vollstdndig auf der GPU ausgefiihrt wird. Einer der Haupt-
unterschiede zu der hier vorgestellten Methode ist die Matrix-Vektor-
Multiplikation, die jeden Beitrag zu einem Matrixelement getrennt berech-
net. Diese Vorgehensweise ist der hier vorgestellten Matrixkonstruktion
sehr dhnlich, die aufgrund des irreguléren Speicherzugriffs nur schwierig
zu optimieren ist. Da die Matrixkonstruktion nur einmal pro Simulati-
onsschritt ausgefithrt wird, hat sie wesentlich weniger Einfluss auf die
Gesamtlaufzeit als das Matrix-Vektor-Produkt von Allard et al. Dies wird
besonders bei einer hohen Anzahl von Iterationsschritten deutlich, wo die
schnellere Matrix-Vektor-Multiplikation dieser Arbeit zu einer wesentlich
hoheren Gesamtgeschwindigkeit fiihrt.

Fiir die beschriebene Aktualisierung der Matrix werden die Abhéngigkeiten
zwischen den lokalen und den globalen Matrixeintrdgen in einem Vorverar-
beitungsschritt bestimmt. In Simulationen, in denen sich die Topologie des
simulierten Modells &ndert, miissen diese Abhéngigkeiten neu bestimmt
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werden. Die vorgestellte Aktualisierungsmethode sollte daher fiir solche
Simulationen entsprechend angepasst werden.



6. Zusammenfassung und

Ausblick

6.1. Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden verschiedene Verfahren fiir die dynamische Si-
mulation von Mehrkorpersystemen und deformierbaren Kérpern mit dem
impulsbasierten Ansatz présentiert. Die Grundidee dieses Ansatzes ist, fiir
jede Zwangsbedingung zunichst den Fehler zu bestimmen, der auftreten
wiirde, wenn man die Bedingung vernachléssigen wiirde. Dies geschieht
mit Hilfe einer Vorschau durch Integration. Anschliefend wird ein Impuls
bestimmt, der den Fehler eliminiert bevor er auftritt.

Durch diese Vorgehensweise wird ein giiltiger Zustand immer direkt an-
gesteuert. Daher ist die Stabilitdt der impulsbasierten Verfahren sehr
hoch und es ist sogar moglich, vollig zerstorte Modelle wieder zusammen-
zusetzen. Ein weiterer Vorteil dieser Verfahren ist, dass alle Arten von
holonomen und nicht-holonomen Zwangsbedingungen unterstiitzt werden.
Dadurch ist die Simulation von Gelenken, Geschwindigkeitsbedingungen,
Kollisionen und bleibenden Kontakten mit Reibung direkt moglich. Da
alle Arten von Bedingungen auf die gleiche Weise behandelt werden, wird
die Wechselwirkung zwischen verschiedenen Zwangsbedingungen automa-
tisch berticksichtigt, indem alle zugehorigen Impulse gleichzeitig bestimmt
werden. Daher ist z. B. die Simulation von Kollisionen und Kontakten bei
Modellen mit Gelenken ohne zusétzlichen Aufwand moglich.

Es existieren viele verschiedene Gelenkarten, die unterschiedliche Frei-
heitsgrade der verbundenen Koérper entfernen. Um alle Gelenkarten in der
Simulation zu unterstiitzen, wurden zunéchst sechs sogenannte Basisgelen-
ke eingefiihrt. Diese entfernen jeweils ein, zwei oder drei translatorische
bzw. rotatorische Freiheitsgrade der Korper. Da jeder Starrkérper genau
drei translatorische und drei rotatorische Freiheitsgrade hat, kann man
mit diesen Basisgelenken jede beliebige Kombination an Freiheitsgraden
eines Korpers entfernen. Aus diesem Grund ist es moglich, jedes beliebige
Gelenk durch eine Kombination der Basisgelenke zu modellieren.
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Ein Mehrkorpersystem besteht aus Starrkorpern, die durch Gelenke mit-
einander verbunden sind. Fiir die Simulation solcher Systeme wurden drei
Verfahren zur Berechnung der benétigten Korrekturimpulse vorgestellt.
Das erste Verfahren bestimmt die Impulse iterativ. Daher ist das Verfahren
sehr leicht zu implementieren, die Berechnung kann fiir ein vorlaufiges
Ergebnis vorzeitig abgebrochen werden und es ist sehr schnell, wenn kei-
ne hohen Genauigkeitsanforderungen bestehen. Da dieses Verfahren fiir
komplexe Modelle sehr viele Iterationsschritte benotigt, wenn eine hohe
Genauigkeit gefordert wird, wurde ein weiteres Verfahren entwickelt, das
die gesuchten Impulse mit einem linearen Gleichungssystem bestimmt. Alle
Abhéngigkeiten im Modell werden in diesem Gleichungssystem beschrieben.
Dadurch wird eine schnelle Simulation von komplexen Modellen mit einer
hohen Genauigkeit moglich. Das dritte Verfahren stellt eine Optimierung
des LGS-Verfahrens fiir azyklische Modelle dar. Das lineare Gleichungssys-
tem kann fiir azyklische Modelle so umgeformt werden, dass es mit linearem
Zeit- und Speicheraufwand 16sbar ist. Dies ist der optimale Aufwand fiir
dieses Problem. Mit dem letzten Verfahren kénnen sehr komplexe Modelle
mit hoher Genauigkeit in Echtzeit simuliert werden. Auflerdem ist das
Verfahren deutlich schneller als eine vergleichbare Simulationsmethode mit
Lagrange-Multiplikatoren.

Kollisionen und bleibende Kontakte definieren Zwangsbedingungen in
Form von Ungleichungen fiir das simulierte Modell. Wenn die Kollisions-
erkennung eine Kollision bzw. einen bleibenden Kontakt zwischen zwei
Korpern feststellt, wird eine entsprechende Bedingung temporir zur Simu-
lation hinzugefiigt. Diese Bedingung muss eine Durchdringung der beiden
Korper verhindern und im Fall einer Kollision einen Riickstof8 simulieren.
AuBerdem wird bei der Behandlung von Kollisionen und Kontakten die
Reibung zwischen den Korpern beriicksichtigt. Wenn ein Kérper mehrere
Kollisionen und Kontakte mit anderen Korpern hat, existieren zwischen
den einzelnen Zwangsbedingungen direkte Abhéngigkeiten. Diese werden
durch ein iteratives Verfahren aufgelost. Dabei muss beachtet werden, dass
der Gesamtimpuls, der fiir eine Kollision bzw. einen Kontakt berechnet
wird, die beiden zugehorigen Koérper immer auseinander beschleunigt.

Nachdem die Verfahren fiir die Simulation von Starrkérpern vorgestellt
wurden, wurde gezeigt, wie der impulsbasierte Ansatz auch fiir deformierba-
re Korper eingesetzt werden kann. In diesem Zusammenhang wurden neue
Methoden fiir die Simulation von Textilien und Weichkérpern présentiert.
Ein deformierbarer Korper wird in der Simulation durch ein Partikelm-
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odell reprisentiert. Dabei handelt es sich um ein Netz von Partikeln und
Zwangsbedingungen, die die Partikel zusammenhalten.

Fiir die Simulation von Textilien wird oft von einem dehnbaren Material
ausgegangen. Mit dieser Annahme kénnen Masse-Feder-Systeme eingesetzt
werden, die eine schnelle Simulation erlauben. Allerdings dehnen sich
Textilien im Allgemeinen nicht unter ihrem eigenen Gewicht und viele
Stoffe sind fast gar nicht dehnbar. Aus diesem Grund sind Masse-Feder-
Systeme fiir realistische Simulationen nicht geeignet. In dieser Arbeit
wird daher ein Textilmodell verwendet, das aus einem Netz von Partikeln
besteht, die mit Zwangsbedingung untereinander verbunden sind. Mit
Hilfe dieser Bedingungen kann die maximal zuldssige Dehnbarkeit des
simulierten Materials kontrolliert werden. Textilien haben die Eigenschaft,
dass sie mit einer gewissen Kraft versuchen, in ihre urspriingliche Form
zuriickzukommen. Aus diesem Grund werden im Modell zusétzlich zu den
Bedingungen geddampfte Federn eingefiigt. Diese wirken einer Kriimmung
und einer Scherung des Modells entgegen. Auflerdem werden dadurch
Effekte, wie der Faltenwurf eines Stoffes, simuliert. Die Stédrke der Federn
kann abhéngig von den Materialeigenschaften gewahlt werden.

In dieser Arbeit wurden drei Verfahren zur Bestimmung der Impulse
fiir die Zwangsbedingungen in einem Textilmodell vorgestellt. Diese Ver-
fahren miissen bei der Berechnung die Abhéngigkeiten der Bedingungen
beriicksichtigen. Das erste Verfahren arbeitet rein iterativ. Dabei wird
iiber alle Bedingungen iteriert, wobei jede Bedingung fiir sich behandelt
wird, ohne ihre Abhéngigkeiten zu beachten. Durch den iterativen Prozess
werden dann die Abhéngigkeiten aufgelost. Mit dem Toleranzwert, der
beim iterativen Prozess verwendet wird, kann direkt die Dehnbarkeit des
Materials gesteuert werden. Das zweite Verfahren verwendet ein lineares
Gleichungssystem, um die Abhéngigkeiten zwischen allen Bedingungen
zu beschreiben. Durch die Loésung dieses Systems werden alle Impulse
sofort exakt bestimmt. Da das Gleichungssystem fiir das Textilmodell
diinnbesetzt ist, konnen spezielle Losungsverfahren eingesetzt werden, die
effizienter arbeiten. Beim dritten Verfahren wird das Modell zunéchst in
azyklische Teile zerlegt. Fiir jedes Teilmodell kénnen anschlieend die Im-
pulse mit linearem Zeit- und Speicheraufwand bestimmt werden. Auflerdem
konnen die azyklischen Teile in zwei Gruppen aufgeteilt werden, in denen
alle Teilmodelle unabhéngig sind. Dadurch kénnen die Impulse fiir die
Teile innerhalb einer Gruppe parallel auf mehreren Prozessoren berechnet
werden. Die Abhéngigkeiten zwischen den beiden Gruppen werden durch
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einen iterativen Prozess aufgelost. Insgesamt ergibt sich ein Verfahren, mit
dem sehr komplexe Modelle in Echtzeit simuliert werden kénnen.

Es wurde gezeigt, dass der impulsbasierte Ansatz auch fiir die Simula-
tion von dreidimensionalen deformierbaren Koérpern verwendet werden
kann. Eine wichtige Anforderung bei einer solchen Simulation ist, dass
das Volumen eines Weichkorpers wahrend der Simulation erhalten bleibt.
Bisher wird diese Anforderung von den wenigsten bekannten Verfahren
erfiillt. Fiir die Simulation eines Weichkorpers wird zunéchst ein Modell
benttigt. Dafiir wird ein Tetraedernetz fiir den Korper generiert. Mit
Hilfe der Tetraeder kann die Verformung eines Weichkorpers simuliert und
sein Volumen erhalten werden. Das Tetraedermodell wird in dieser Arbeit
mit Hilfe eines vorzeichenbehafteten Distanzfeldes erzeugt. Dabei wird
das Volumen des Korpers mit Hilfe von Voxeln beschrieben. Auflerdem
wird fiir jeden Voxel die positive bzw. negative Distanz seines Zentrums
zur Oberflache des Korpers beschrieben. Durch mehrere Strahlanfragen
und einen Mehrheitsentscheid kann festgelegt werden, ob sich ein Voxel
innerhalb oder auflerhalb des Korpers befindet. Die Voxel, die innerhalb
des Korpers liegen, werden in jeweils fiinf Tetraeder zerlegt. Anschlielend
werden Locher im Modell gefiillt und zum Schluss erfolgt eine Gléittung
des Tetraedernetzes. Fiir die Simulation eines Weichkorpers werden in
jedem Eckpunkt des Tetraedernetzes Partikel erzeugt. Diese werden iiber
die Kanten mit Federn verbunden, damit ein Kérper immer mit einer
gewissen Kraft versucht, seine urspriingliche Form wieder herzustellen.
Auflerdem werden Volumenbedingungen fiir die Tetraeder aufgestellt, um
die Volumenerhaltung des simulierten Kérpers zu gewéhrleisten. Es wur-
de gezeigt, wie diese Zwangsbedingungen mit Hilfe des impulsbasierten
Ansatzes aufgelost werden. Dadurch wird eine volumenerhaltende Simula-
tion von Weichkorpern mit der impulsbasierten Methode méglich. Eine
Simulation mit Volumenerhaltung kann auch mit einem Oberflichenmodell
durchgefiihrt werden und benétigt nicht unbedingt ein volumetrisches
Modell. Dies konnte mit Hilfe eines geometrisch motivierten Ansatzes
demonstriert werden. Da bei einem Oberflichenmodell keine Punkte im
Inneren des Korpers beriicksichtigt werden miissen, wird viel Rechenzeit
bei der Simulation eingespart.

Nachdem in dieser Arbeit Verfahren fiir die Simulation von Mehrkorper-
systemen, Textilien und Weichkorpern vorgestellt wurden, wurden zwei
Methoden zur parallelen Simulation auf der GPU présentiert. Bei der
ersten Methode werden die Zwangsbedingungen im Modell zunéchst in
unabhéingige Gruppen unterteilt. Die Bedingungen einer Gruppe kénnen
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anschliefend parallel verarbeitet werden. Dafiir wurde ein Verfahren fiir die
Simulation auf einem Graphikprozessor vorgestellt. Es wurde gezeigt, dass
mit diesem Verfahren sehr komplexe Textilmodelle mit ein paar Tausend
Zwangsbedingungen noch in Echtzeit simuliert werden konnen. Alternativ
zu der Unterteilung der Zwangsbedingungen wurden effiziente Datenstruk-
turen und ein GPU-basiertes Verfahren zur Losung von Gleichungssystemen
beschrieben. Damit konnten sehr komplexe Simulationen von Mehrkorper-
systemen, Finite-Elemente-Simulationen mit linearen und quadratischen
Elementen und Textilsimulationen mit Masse-Feder-Systemen in Echtzeit
durchgefiihrt werden.

6.2. Ausblick

Dynamische Simulation von Mehrkoérpersystemen Das impulsba-
sierte Verfahren mit linearem Aufwand ist mit Abstand das schnellste
Verfahren, das in dieser Arbeit fiir Mehrkorpersysteme vorgestellt wurde.
Allerdings kann es nur fiir azyklische Modelle eingesetzt werden. Im Bereich
der Mehrkorpersysteme ist ein wichtiges Ziel daher, fiir jedes beliebige
Modell eine Unterteilung in azyklische Teile zu finden. Dabei ist es von
Vorteil, wenn die Teile moglichst gleich viele Bedingungen enthalten. Die
resultierenden Teilmodelle kénnen anschliefend in verschiedene Gruppen
eingeteilt werden, so dass die Teile innerhalb einer Gruppe keine direkten
Abhéngigkeiten miteinander aufweisen. Die Impulse innerhalb einer Grup-
pe konnen dann parallel bestimmt werden, wiahrend die Abhéngigkeiten
zwischen den Gruppen in einem iterativen Verfahren aufgelost werden miis-
sen. Diese Vorgehensweise wurde bereits bei der Simulation von Textilien
erfolgreich angewendet. Bei der Simulation von Mehrkorpersystemen ist es
allerdings komplizierter, eine gute Unterteilung zu finden, da die Modelle
nicht aus einem regelméfigen Netz bestehen.

Deformierbare Koérper Die realistische Simulation von Textilien erfor-
dert hoch aufgeloste Modelle. Besonders bei einer iterativen Vorgehensweise
wird dadurch die Simulation erheblich langsamer. Fiir die Simulation von
hoch aufgeltsten Netzen sollen in Zukunft adaptive Multi-Grid-Verfahren
zum Einsatz kommen. Dabei wird das Modell in verschiedenen Auflésungen
simuliert. Mit einem groben Modell wird zunéchst eine ungefdhre Losung
fiir die gesuchten Impulse bestimmt. Durch die geringe Auflosung bekommt
man diese erste Naherungslosung sehr schnell. Anschlieend wird mit der
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néchsten feineren Auflésung fortgefahren. Die Berechnung mit der feineren
Auflésung benétigt nur wenige Iterationen, da durch die zuvor bestimmte
Néherungslosung lediglich kleine Fehler korrigiert werden miissen. Durch
diese Vorgehensweise kann die Simulation deutlich beschleunigt werden.

Das beschriebene Multi-Grid-Verfahren soll zunéchst fiir zweidimensionale
Modelle entwickelt werden, um damit Textilien zu simulieren. Danach
soll das Verfahren fiir dreidimensionale Korper erweitert werden. Dadurch
kann es fiir die Simulation von Weichkorpern eingesetzt werden und diese
erheblich beschleunigen. Die Geschwindigkeit der Weichkoérpersimulation
soll auBerdem durch parallele Algorithmen verbessert werden. Fiir Textilien
wurde bereits gezeigt, dass die Modelle in unabhéngige Teile zerlegt werden
koénnen. Mit dieser Zerlegung konnte die Simulation sowohl auf einem Multi-
Kern-Rechner als auch auf einem Graphikprozessor parallel durchgefiihrt
werden, was die Simulation von sehr komplexen Textilmodellen in Echtzeit
ermoglicht hat. Fiir die Tetraedermodelle von Weichkoérpern soll ebenfalls
eine geeignete Zerlegung gefunden werden, so dass auch hier eine parallele
Simulation durchgefithrt werden kann. Das Ziel dieser Optimierungen
ist eine Echtzeitsimulation von mehreren komplexen Weichkoérpern, die
miteinander interagieren.

Besonders bei hoch aufgelosten Modellen fiir deformierbare Kérper be-
notigt die Kollisionserkennung viel Rechenzeit. Die Kollisionserkennung
kann beschleunigt werden, indem fiir die Kollisionsgeometrie eine gerin-
gere Auflésung verwendet wird. Allerdings gehen dadurch Details bei der
Simulation verloren. Aus diesem Grund soll ein adaptives Level-of-Detail-
Verfahren fiir die Kollisionsgeometrie entwickelt werden. Dieses Verfahren
muss die Geometrie an Stellen mit einer groflen Verformung hoéher auf-
16sen. In Bereichen, in denen der Korper kaum verformt ist, kann eine
grobe Auflésung verwendet werden. Durch diese Vorgehensweise kann die
Anzahl der Dreiecke im Netz der Kollisionsgeometrie deutlich reduziert
werden. Insgesamt wird die Kollisionserkennung deutlich schneller, ohne
dass dadurch viele Details verloren gehen.

Zerbrechliche Kérper In Zukunft soll das bestehende System um die
Simulation von zerbrechlichen bzw. zerreiflbaren Kérpern erweitert wer-
den. Damit soll erforscht werden, bei welcher Krafteinwirkung und an
welcher Stelle ein Korper zerreifit. Die Ergebnisse solcher Simulationen
sind in vielen Bereichen wichtig, z. B. im Maschinenbau, in der Robotik
oder in Computeranimationen. Dafiir muss ein Korper zunichst in klei-
nere Teile zerlegt werden, fiir die die Simulation schliefilich durchgefiihrt
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wird. Wihrend der Simulation miissen die Kréfte zwischen den einzelnen
Teilen bestimmt werden. Dadurch kann entschieden werden, wann eine
Verbindung aufbricht. Da fiir genaue Simulationen eine hohe Anzahl an
Teilen benotigt wird, werden effiziente parallele Algorithmen bendtigt.
AuBlerdem soll die Simulation mit Hilfe von adaptiven Level-of-Detail- und
Multi-Grid-Verfahren beschleunigt werden. Die impulsbasierte Methode
ist ein geeigneter Ansatz fiir die Losung dieses Problems. Dieser Ansatz
muss erweitert und dann ausfiihrlich mit bereits existierenden Verfahren,
die auf der Finite-Elemente-Methode basieren, beziiglich Genauigkeit und
Geschwindigkeit verglichen werden.

Simulation von Fliissigkeiten und Gasen FEin weiterer wichtiger
Bereich, der erforscht werden soll, ist die Simulation von Fliissigkeiten
und Gasen und deren Interaktion mit Starrkérpern und deformierbaren
Korpern. Dadurch kann ndher untersucht werden, wie sich Gase und
Fliissigkeiten ausbreiten und miteinander vermischen. Fiir diese Art von
Simulationen gibt es bereits einige Arbeiten, die meistens auf den Navier-
Stokes-Gleichungen aufbauen. Die Interaktion von Starrkérpern und de-
formierbaren Kérpern mit Fliissigkeiten und Gasen ist ein sehr aktuelles
Forschungsgebiet. Auf diesem Gebiet soll erforscht werden, in wie weit
die besondere Vorgehensweise des impulsbasierten Verfahrens zur Losung
der Navier-Stokes-Gleichungen eingesetzt werden kann. Es soll damit ein
einheitliches Verfahren fiir die Simulation von Starrkérpersystemen, defor-
mierbaren Korpern, Fliissigkeiten und Gasen entstehen. Dadurch wird die
Interaktion zwischen beliebigen Kérpern und Fliissigkeiten bzw. Gasen auf
einfache Weise moglich. Bei der Interaktion zwischen Kérpern und Fliissig-
keiten sollen auch portse Korper untersucht werden, wie z. B. Schwiamme.
Diese Art von Korpern stellt eine besondere Herausforderung dar. Bei
portsen Koérpern muss nicht nur simuliert werden, wie viel Fliissigkeit
verdriangt wird, sondern auch, wie Fliissigkeit vom Korper aufgesaugt
bzw. freigegeben wird. Ein Korper, der sich mit Fliissigkeit voll saugt,
verindert seine physikalischen Eigenschaften, wie z. B. seine Masse oder
seine Oberflichenreibung. Dies muss bei der Simulation beriicksichtigt
werden.






A. Notation

In dieser Arbeit werden verschiedene mathematische Bezeichner verwendet.
Die wichtigsten sind in Tabelle A.1 aufgelistet. Aulerdem werden Vektoren
und Matrizen im Gegensatz zu skalaren Groflen durch fett gedruckte
Bezeichner représentiert.

’ Bezeichner ‘ Beschreibung ‘
m Masse
Schwerpunkt

v Geschwindigkeit des Schwerpunkts
J Tragheitstensor
q Quaternion
w Winkelgeschwindigkeit

Tab Ortsvektor von Punkt a nach Punkt b
u Punktgeschwindigkeit
g Gravitation

Foxt Externe Kraft

Text Externes Drehmoment
P Impuls
1 Drehimpuls
h Zeitschrittweite

E. n-dimensionale Einheitsmatrix

Tabelle A.1.: Notation
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Die physikalisch-basierte Simulation von Starrkérpern und deformierbaren
Festkorpern ist ein wichtiges und aktuelles Forschungsgebiet in der Computer-
graphik und ein essentieller Bestandteil in vielen Anwendungen, wie z.B. Virtual
Prototyping, Computeranimationen, Spiele, Spezialeffekte in Filmen oder Trai-
ningssimulatoren. Dabei stehen oft interaktive Simulationen im Vordergrund,
in denen ein Benutzer in Echtzeit mit den simulierten Korpern interagieren
kann. Dadurch werden hohe Anforderungen an die Geschwindigkeit und Sta-
bilitdt der Simulationsverfahren gestellt.

In dieser Arbeit werden interaktive Simulationsmethoden fir Mehrkérpersys-
teme, Textilien und inkompressible deformierbare Volumenkorper vorgestellt,
AuBerdem wird gezeigt, wie die Simulation durch den Einsatz GPU-basierter
Methoden deutlich beschleunigt werden kann.
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