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KAPITEL 1

EINLEITUNG

Mit dem Large Hadron Collider (LHC) am CERN bei Genf hat sich eine bisher unerreichte
Energieskala für die Erforschung von Elementarteilchen und ihrer Wechselwirkungen eröffnet.
Das Ziel dieses riesigen Forschungsprojekts ist die Beantwortung der Frage nach dem Ursprung
der elektroschwachen Symmetriebrechung und damit einhergehend die Suche nach dem Higgs-
Boson. Dazu werden Protonen bei einer hohen Schwerpunktsenergie zur Kollision gebracht, wo-
durch kurzzeitig neue Teilchen entstehen, deren Zerfallsprodukte dann in den Detektoren der
Experimente ATLAS, CMS und LHCb nachgewiesen werden können. Diese Reaktionen können
im Rahmen des Standardmodells der Teilchenphysik beschrieben werden. Diese bisher wohl er-
folgreichste Theorie in der Geschichte der Physik vereint mit der starken, der schwachen und
der elektromagnetischen Wechselwirkung drei der vier fundamentalen Kräfte im Universum und
beschreibt alle bekannten Elementarteilchen und ihre Wechselwirkungen. Das letzte fehlende
Puzzleteil des Standardmodells ist das Higgs-Boson, das als fundamentales, skalares Teilchen
in Folge der elektroschwachen Symmetriebrechung von der Theorie vorhersagt wird. Durch die
Entdeckung eines skalaren Teilchens am LHC im Juli 2012 ist man der Ursache der elektroschwa-
chen Symmetriebrechung einen großen Schritt nähergekommen. Ob es sich bei dem entdeckten
Teilchen um das Standardmodell-Higgs-Boson handelt, oder um ein Higgs-Boson aus einer zum
Standardmodell erweiterten Theorie oder gar um einen Bindungszustand einer neuen Wechsel-
wirkung wird sich wohl erst in den kommenden Jahren herausstellen.

Bisher wurden keine signifikanten Abweichungen vom Standardmodell an Experimenten zur Er-
forschung von Elementarteilchen gefunden. Trotzdem hat das Standardmodell offensichtliche
Probleme, die zu der Schlussfolgerung führen, dass es Physik jenseits des Standardmodells ge-
ben muss. Die Einbindung der Gravitation ist wohl das größte Problem. An der Planck-Skala
MPlanck ≈ 1019 GeV wird die Gravitation auch auf Quantenniveau eine Rolle spielen und muss
daher in das Gesamtbild integriert werden. Des Weiteren wurde unter anderem durch Messungen
von Rotationskurven von Galaxien die Existenz von sogenannter dunkler Materie nachgewiesen,
welche nicht durch die Teilchen des Standardmodells erklärt werden kann. Weitere Argumente
für Physik jenseits des Standardmodells sind das Hierarchie-Problem und die Zusammenführung
der elektroschwachen und der starken Wechselwirkung in eine große vereinheitlichte Theorie.
Die Entdeckung von Neutrinooszillationen lässt eindeutig darauf schließen, dass Neutrinos eine
nicht-verschwindende Masse haben, wodurch das Standardmodell erweitert werden muss. Des



2 1. Einleitung

Weiteren stellt sich damit die Frage, ob es sich bei den Neutrinos um sogenannte Majorana-
Fermionen handelt. Auch der Yukawa-Sektor mit seinen vielen Parametern wirft Fragen auf.
Warum gibt es zwischen den Massen der Elementarteilchen eine so große Hierarchie? Warum ist
die Quark-Mischungsmatrix nahezu diagonal, während die Einträge der Lepton-Mischungmatrix
keine so eindeutige Hierarchie aufweisen? Wie oben schon erwähnt ist die Frage nach der elek-
troschwachen Symmetriebrechung und damit die Realisierung des Higgs-Sektors noch nicht ge-
klärt. Eine der einfachsten Erweiterungen des Standardmodell-Higgs-Sektors sind sogenannte
2-Higgs-Dublett-Modelle, die auf zusätzliche neue Teilchen führen. Ebendiese Modelle wurden
auch im Rahmen dieser Arbeit betrachtet.

Für die Suche nach neuer Physik gibt es mit der direkten und der indirekten Suche zwei ver-
schiedene Strategien.

• Bei der direkten Suche an Kollidern wie dem LHC wird nach neuen schweren Teilchen
gesucht, indem versucht wird diese durch hohe Kollisionsenergien zu erzeugen und ihre
Zerfallsprodukte nachzuweisen.

• Bei der indirekten Suche wird nach Abweichungen zwischen Theorievorhersagen im Stan-
dardmodell und experimentellen Ergebnissen gesucht. Neue Teilchen treten hierbei nur
indirekt als virtuelle Teilchen innerhalb von Schleifendiagrammen auf. Um Abweichungen
von den erwarteten Werten finden zu können, müssen sehr präzise theoretische Vorhersagen
und experimentelle Ergebnisse vorliegen. Beispiele für indirekte Suchen sind unter anderem
(g − 2)µ, elektroschwache Präzisionsobservablen oder seltene Zerfälle von B-Mesonen.

In dieser Arbeit werden die beiden seltenen Zerfälle Bs → µ+µ− und B̄ → Xs γ untersucht.
Beide Zerfälle sind äußerst sensitiv auf neue Physik und können im Standardmodell sehr präzi-
se vorhersagt werden. Die experimentellen Ergebnisse sind in guter Übereinstimmung mit den
Standardmodell-Vorhersagen und weisen schon heute eine mit den Theorievorhersagen vergleich-
bare Genauigkeit auf, oder werden diese in den kommenden Jahren erreichen. Da Beiträge durch
neue Physik diese Vorhersagen stark beeinflussen können und die experimentellen Unsicherhei-
ten sich in den kommenden Jahren weiter reduzieren werden, gibt es gute Aussichten in diesen
seltenen B-Meson-Zerfällen signifikante Abweichungen von den Standardmodell-Vorhersagen zu
entdecken. Aus diesem Grund wurden in dieser Arbeit die Zerfälle im Standardmodell und in
2-Higgs-Dublett-Modellen zu einer hohen Ordnung innerhalb der Störungsreihe berechnet, um
sehr präzise Vorhersagen treffen zu können.

Der erste betrachtete Zerfall ist Bs → µ+µ−, dessen Messung von den Experimenten CMS
und LHCb einer der Höhepunkte der Teilchenphysik der letzten Jahre war. In den kommenden
Jahren werden sich die experimentellen Unsicherheiten auf einige Prozent reduzieren, wodurch
es notwendig wird die Genauigkeit der Standardmodell-Vorhersagen durch Hinzunahme von
Korrekturen höherer Ordnung in der Störungsreihe zu verbessern. In Kapitel 3 wird Bs →
µ+µ− innerhalb des Standardmodells untersucht. Es werden die Drei-Schleifen-Korrekturen in
der Quantenchromodynamik (QCD) zu diesem Zerfall diskutiert und präzise Standardmodell-
Vorhersagen für das Verzweigungsverhältnis präsentiert. In Kapitel 4 wird der ZerfallBs → µ+µ−

innerhalb des 2-Higgs-Dublett-Modells Typ-II betrachtet, wobei auch hier die Bestimmung der
Drei-Schleifen-Korrekturen in der QCD diskutiert wird.

Für den zweiten betrachteten Zerfall in dieser Arbeit, B̄ → Xs γ, gibt es bereits eine sehr präzise
Standardmodell-Vorhersage. Außerdem wurde die Zerfallsbreite an vielen Experimenten gemes-
sen, was zu einem äußerst präzisen experimentellen Mittelwert führt. Die Vorhersage innerhalb
des Standardmodells und die experimentellen Ergebnisse sind in sehr guter Übereinstimmung.



3

Beiträge zu B̄ → Xs γ aus Theorien jenseits des Standardmodells können jedoch einen großen
Einfluss auf die Zerfallsbreite haben, wodurch es möglich ist Ausschlussgrenzen an die Para-
meter dieser Modelle zu geben. In Kapitel 5 wird die Berechnung der entsprechenden Wilson-
Koeffizienten innerhalb des Standardmodells zur Drei-Schleifen-Ordnung diskutiert. In Kapitel 6
werden dieselben Wilson-Koeffizienten in 2-Higgs-Dublett-Modellen zur Drei-Schleifen-Ordnung
berechnet. Aus der vorhergesagten Zerfallsbreite für B̄ → Xs γ im 2-Higgs-Dublett-Modell Typ-
II wird durch den Vergleich mit den experimentellen Daten eine untere Grenze an die Masse des
geladenen Higgs-Bosons abgeleitet.

In Kapitel 2 werden zunächst die Grundlagen für diese Arbeit beschrieben. Dazu gehört eine kom-
pakte Einführung in das Standardmodell der Teilchenphysik und in 2-Higgs-Dublett-Modelle.
Des Weiteren werden seltene Zerfälle von B-Mesonen und ihre Vorhersagen im Rahmen effekti-
ver Theorien diskutiert.





KAPITEL 2

GRUNDLAGEN

In diesem Kapitel werden die theoretischen Grundlagen für diese Arbeit beschrieben. Dazu gehört
eine Einführung in das Standardmodell (SM) der Teilchenphysik und in 2-Higgs-Dublett-Modelle,
welche ein spezielles Beispiel für Erweiterungen des SM sind. Außerdem werden einige allgemeine
Aspekte seltener B-Meson-Zerfälle und effektiver Theorien diskutiert.

2.1. Standardmodell der Teilchenphysik

In diesem Kapitel wird das SM in kompakter Weise beschrieben. Detaillierte Erläuterungen
finden sich in der Literatur, z.B. in Ref. [1–3], wobei hier der Notation aus Ref. [1] gefolgt wird.

Das SM ist eine Eichtheorie basierend auf der Eichgruppe SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y und be-
schreibt die Wechselwirkungen zwischen Quarks, Leptonen, Eichbosonen und dem Higgs-Boson.
Damit vereint das SM mit der elektromagnetischen, der schwachen [4–6] und der starken Wech-
selwirkung [7–11] drei der vier bekannten Grundkräfte. Die Einbindung der Gravitation in die-
ses Bild ist weiterhin nicht geklärt und einer der Gründe für die Suche nach Physik jenseits
des SM. Die Quarks und Leptonen sind in drei Generationen oder auch Familien angeordnet,
wobei die Elementarteilchen in den verschiedenen Familien die gleichen Quantenzahlen haben
und sich nur durch ihre Masse unterscheiden. Diese Massen der Fermionen entstehen durch die
Yukawa-Wechselwirkungen zwischen dem Higgs-Feld und den Fermionen zusammen mit dem
Higgs-Mechanismus. Des Weiteren führen die Yukawa-Wechselwirkungen auf Übergänge zwi-
schen Quarks aus verschiedenen Generationen und sind damit die Grundlage für die Flavour-
physik. In Abb. 2.1 sind alle bisher entdeckten Elementarteilchen dargestellt.

Die Wechselwirkungen im SM werden durch die Lagrangedichte

LSM = LGauge + LFermion + LHiggs + LYukawa (2.1)

beschrieben, wobei hier die technischen Aspekte der Eichfixierung und der Geist-Felder vernach-
lässigt werden. Die einzelnen Bestandteile der SM-Lagrangedichte werden nun kurz erläutert.

Die Eichbosonen der SM-Eichgruppe SU(3)C ⊗ SU(2)L ⊗ U(1)Y werden mit

LGauge = −1

4
GaµνG

a,µν − 1

4
W a
µνW

a,µν − 1

4
BµνB

µν (2.2)
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Abbildung 2.1.: Teilcheninhalt des Standardmodells der Teilchenphysik. Die Abbildung wurde
aus Ref. [12] übernommen.

beschrieben, wobei die Feldstärketensoren durch

Gaµν = ∂µG
a
ν − ∂νGaµ + gs f

abcGbµG
c
ν , (2.3)

W a
µν = ∂µW

a
ν − ∂νW a

µ + g2 ε
abcW b

µW
c
ν ,

Bµν = ∂µBν − ∂νBµ ,

definiert sind. Die Eichfelder der starken Wechselwirkung SU(3)C sind die Gluonen Gaµ (mit
a = 1, . . . , 8), W a

µ (mit a = 1, . . . , 3) sind die Eichfelder der Gruppe SU(2)L und Bµ ist das
Eichfeld der Gruppe U(1)Y . Die Größen gs und g2 sind die Eichkopplungen der Eichgruppen
SU(3)C und SU(2)L. Durch eine spontane Symmetriebrechung der SU(2)L ⊗ U(1)Y entstehen
aus den masselosen W a

µ - und Bµ-Bosonen die drei massiven Eichbosonen der schwachen Wech-
selwirkung, W±µ und Zµ, und das masselose Photon Aµ, das Eichboson der elektromagnetischen
Wechselwirkung.

Die Fermion-Lagrangedichte beschreibt die Wechselwirkung der Quarks und Leptonen mit den
Eichbosonen,

LFermion = L̄′i,L i /DL′i,L + Q̄′i,L i /DQ′i,L (2.4)

+l̄′i,R i /D l′i,R + ū′i,R i /D u′i,R + d̄′i,R i /D d′i,R ,

wobei die Fermionfelder über die kovariante Ableitung

Dµ =

(
∂µ − ig2I

a
WW

a
µ + ig1

YW
2
Bµ − igsT aGaµ

)
(2.5)

an die Eichfelder koppeln. IaW , YW und T a sind die Generatoren der Eichgruppen SU(2)L,
U(1)Y und SU(3)C in der fundamentalen Darstellung. Mit g1 wird die Kopplungskonstante der
Eichgruppe U(1)Y bezeichnet. Die Gluonen koppeln nur an die Quarks, da die Leptonen keine
SU(3)C-Farbladung tragen. Die Wechselwirkung der Eichgruppe SU(2)L unterscheidet zwischen
linkshändigen und rechtshändigen Fermionfeldern Ψ,

ΨL,R = PL,R Ψ =
1

2
(1∓ γ5) Ψ . (2.6)
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SU(3)C SU(2)L U(1)Y

Li,L 1 2 -1
li,R 1 1 -2
Qi,L 3 2 1/3
ui,R 3 1 4/3
di,R 3 1 -2/3

Gaµ 8 1 0

W a
µ 1 3 0

Bµ 1 1 0

Φ 1 2 1

Tabelle 2.1.: Transformationsverhalten der Standardmodell-Teilchen unter den Eichgruppen.
Oben stehen die Fermionfelder, in der Mitte die Eichbosonen und unten das Higgs-
Feld. Die Zahlen in der Spalte SU(3)C und SU(2)L geben an, in welcher Darstellung
der Eichgruppe sich die Felder befinden. Die Zahlen in der Spalte U(1)Y geben die
Hyperladung Y der Felder an.

Die linkshändigen Leptonen und Quarks sind in SU(2)L-Dubletts angeordnet,

L′i,L =

(
ν ′i,L
l′i,L

)
, Q′i,L =

(
u′i,L
d′i,L

)
, (2.7)

während die rechtshändigen Leptonen (l′i,R) und Quarks (u′i,R, d′i,R) sich unter der SU(2)L-

Singulett-Darstellung transformieren und damit nicht mit den Eichbosonen W a
µ wechselwirken.1

In Tab. 2.1 ist das Transformationsverhalten der SM-Felder unter den Eichgruppen dargestellt.
Der Index i in Gl. (2.4)–(2.7) deutet an, dass die Quarks und Leptonen in drei Generationen
oder Familien auftreten. Diese drei verschiedenen Generationen haben identische Eigenschaften
in Bezug auf die Eichwechselwirkungen. Bei den Leptonen befindet sich das Elektron, das Myon
und das Tau zusammen mit den entsprechenden Neutrinos jeweils in einer Familie. Bei den
Quarks bestehen die drei Familien aus Up- und Down-Quark, Charm- und Strange-Quark und
Top- und Bottom-Quark.

In der bisher dargestellten Form ist es nicht möglich explizite Massenterme für die Eichbo-
sonen und Fermionen in die Lagrangedichte einzuführen, da diese die Eichinvarianz verletzen
würden. Da es aber experimentell sowohl schwere Eichbosonen als auch Fermionen mit einer
nicht-verschwindenden Masse gibt, müssen die Massen in die Theorie integriert werden ohne
dabei die Eichinvarianz zu zerstören. Die Lösung für dieses Problem ist der sogenannte Higgs-
Mechanismus [13–17]. Dazu wird das Higgs-Feld Φ mit der Lagrangedichte

LHiggs = (DµΦ)† (DµΦ)− V (Φ) (2.8)

eingeführt. Das Higgs-Feld

Φ =

(
φ+

φ0

)
(2.9)

1Da in dieser Arbeit Neutrinomassen vernachlässigt werden, brauchen rechtshändige Neutrinos nicht berück-
sichtigt werden.
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ist ein SU(2)L-Dublett und setzt sich aus zwei komplexen Feldern zusammen, was vier Freiheits-
graden entspricht. Das Higgs-Potential im SM lautet

V (Φ) = −µ2Φ†Φ +
λ

4

(
Φ†Φ

)2
. (2.10)

Dieses Potential hat für λ, µ2 > 0 bei

Φ0 =

(
0

v/
√

2

)
(2.11)

ein Minimum, mit

v = 2

√
µ2

λ
≈ 246 GeV . (2.12)

Die Größe v wird Vakuumerwartungswert des Higgs-Feldes genannt. Obwohl das Higgs-Potential
invariant unter der Eichgruppe SU(2)L ⊗ U(1)Y ist, wird diese Symmetrie durch das Festlegen
auf einen Grundzustand mit dem Vakuumerwartungswert v 6= 0 gebrochen. Da die Symmetrie
nicht explizit, sondern nur durch den Grundzustand gebrochen ist, spricht man von spontaner
Symmetriebrechung. Der Grundzustand ist weiterhin invariant unter einer U(1)-Symmetrie, die
mit der Eichgruppe U(1)em der Quantenelektrodynamik (QED) identifiziert werden kann. Als
weitere Konsequenzen entstehen aus den vier masselosen Eichbosonen der SU(2)L⊗U(1)Y drei
massive Eichbosonen W±µ und Zµ und ein masseloses Eichboson Aµ, welches mit dem Pho-
ton und damit dem Eichboson der U(1)em identifiziert wird. Außerdem ergibt sich ein skalares
Elementarteilchen, das sogenannte Higgs-Boson. Die Suche nach dem Higgs-Boson ist eines der
Hauptziele des LHC und führte mit der Entdeckung eines skalaren Teilchens im Juli 2012 [18, 19]
zum Nobelpreis für Physik 2013 an Englert und Higgs.

Die Eichbosonen W±, Z und A sind Massen- und Ladungseigenzustände und entstehen durch
Mischen der Eichbosonen W a und B,

W±µ =
1√
2

(
W 1
µ ∓ iW 2

µ

)
, (2.13)

(
Aµ
Zµ

)
=

(
cos θW − sin θW
sin θW cos θW

)(
Bµ
W 3
µ

)
. (2.14)

Der Parameter θW ist der schwache Mischungswinkel, auch Weinberg-Winkel genannt, und hängt
über die Relation

cos θW =
g2√
g2

1 + g2
2

=
MW

MZ
(2.15)

mit den Kopplungskonstanten g1 und g2 bzw. den Massen der Eichbosonen zusammen.

Der letzte Teil der SM-Lagrangedichte beinhaltet die Yukawa-Wechselwirkungen zwischen den
Fermionen und dem Higgs-Feld,

LYukawa = −
(
L̄′i,LY

l
ijl
′
j,RΦ + Q̄′i,LY

d
ijd
′
j,RΦ + Q̄′i,LY

u
iju
′
j,RΦc + h.c.

)
. (2.16)

Auch für die Fermionen sind explizite Massenterme auf Grund der Eichsymmetrie verboten.
Durch den von null verschiedenen Vakuumerwartungswerts des Higgs-Feldes ergeben sich aus
der Yukawa-Lagrangedichte die Massenmatrizen der Fermionen,

M l
ij =

v√
2
Y l
ij , Mu

ij =
v√
2
Y u
ij , Md

ij =
v√
2
Y d
ij . (2.17)
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u

c

t

d s b

Abbildung 2.2.: Anschauliche Darstellung der Größenverhältnisse der einzelnen Elemente der
CKM-Matrix. Die Fläche der Kreise ist proportional zu den Werten |Vij |.

Da die Yukawa-Matrizen Yij eine beliebige Form haben können, sind die Massenmatrizen im
Allgemeinen nicht diagonal. Durch bi-unitäre Transformationen

u′i,L → ui,L = Uu,Lij u′j,L , (2.18)

u′i,R → ui,R = Uu,Rij u′j,R ,

d′i,L → di,L = Ud,Lij d′j,L ,

d′i,R → di,R = Ud,Rij d′j,R ,

lassen sich die Quarks aus der Wechselwirkungsbasis (u′i, d
′
i) in die Massenbasis (ui, di) trans-

formieren und damit die Massenmatrizen diagonalisieren. Auf Grund der Unitarität der Trans-
formations-Matrizen heben sich diese in fast allen Teilen der SM-Lagrangedichte heraus. Nur
in der Wechselwirkung zwischen Quarks und W±-Bosonen taucht eine Kombination als Quark-
Mischungsmatrix, auch CKM-Matrix [20, 21] genannt,

VCKM = Uu,L Ud,L† (2.19)

auf. Die CKM-Matrix kann als Übergang von den Masseneigenzuständen d, s, b der down-artigen
Quarks zu den Wechselwirkungseigenzuständen d′, s′, b′ verstanden werden,




d′

s′

b′


 =




Vud Vus Vub
Vcd Vcs Vcb
Vtd Vts Vtb






d
s
b


 . (2.20)

Die Kopplungen zwischen den up-artigen Quarks ui, den down-artigen Quarks dj und dem W -
Boson sind gerade proportional zum Matrixelement Vij . Die relativen Größenverhältnisse der
CKM-Matrix sind in Abb. 2.2 dargestellt, wobei die Fläche der Kreise proportional zum Wert
von |Vij | ist. Für die Werte der Diagonalelemente ergibt sich dabei Vii ≈ 1.

Innerhalb der Quantenchromodynamik (QCD), also der starken Wechselwirkung, treten inter-
essante Phänomene bezüglich ihrer Kopplungskonstanten auf. Die Stärke der Kopplungskonstan-
ten

αs =
g2
s

4π
(2.21)
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hängt sehr stark von der Energieskala der Wechselwirkung ab. Bei niedrigen Energien ist diese
so groß, dass Rechnungen innerhalb der Störungstheorie nicht anwendbar sind. In diesem Ener-
giebereich können Vorhersagen z.B. mit Hilfe von QCD-Gitter-Rechnungen gemacht werden.
Desweiteren treten Quarks und Gluonen nur als gebundene, farbneutrale Hadronen in der Natur
auf. Dieses Phänomen wird als Confinement bezeichnet. Bei sehr hohen Energien wird αs immer
kleiner, sodass die Quarks in diesem Bereich als freie Teilchen innerhalb der Störungstheorie
behandelt werden können, was als asymptotische Freiheit bezeichnet wird. Da bei der Masse des
Z-Bosons, MZ = 91.1876 GeV, die Kopplungskonstante den im Vergleich zur elektromagneti-
schen Kopplung relativ großen Wert [22]

αs(MZ) = 0.1184(7) ≈ 15 · αem(MZ) (2.22)

hat, ist es oft notwendig, höhere Ordnungen in αs innerhalb der Störungstheorie miteinzubezie-
hen, um verlässliche Vorhersagen treffen zu können.

2.2. 2-Higgs-Dublett-Modelle

Der Higgs-Sektor ist der bisher am wenigsten bekannte Teil des SM und mit nur einem SU(2)L-
Higgs-Dublett auch die minimale Möglichkeit zur Brechung der elektroschwachen Symmetrie.
Die Erforschung des Higgs-Sektors ist damit eines der wichtigsten Ziele aktueller und zukünftiger
Experimente. Eine der einfachsten Erweiterungen des SM-Higgs-Sektors sind Modelle mit einem
weiteren Higgs-Dublett, sogenannte 2-Higgs-Dublett-Modelle (2HDM). Dadurch gibt es nach der
Brechung der elektroschwachen Symmetrie mit einem geladenen und drei ungeladenen skalaren
Teilchen zusätzliche Elementarteilchen im Vergleich zum SM.

Die Lagrangedichte des Higgs-Sektors aus Gl. (2.8) wird im 2HDM durch

LHiggs = (DµΦ1)† (DµΦ1) + (DµΦ2)† (DµΦ2)− V2HDM(Φ1,Φ2) (2.23)

ersetzt. Das skalare Potential im 2HDM [23, 24] lautet

V2HDM = m2
11Φ†1Φ1 +m2

22Φ†2Φ2 −
(
m2

12Φ†1Φ2 + h.c.
)

+
λ1

2

(
Φ†1Φ1

)2
+
λ2

2

(
Φ†2Φ2

)2
+ λ3

(
Φ†1Φ1

)(
Φ†2Φ2

)
+ λ4

(
Φ†1Φ2

)(
Φ†2Φ1

)

+

[
λ5

2

(
Φ†1Φ2

)2
+ λ6

(
Φ†1Φ1

)(
Φ†1Φ2

)
+ λ7

(
Φ†2Φ2

)(
Φ†1Φ2

)
+ h.c.

]
, (2.24)

wobei die Parameter λ5, λ6, λ7 und m2
12 im Allgemeinen komplex sein können. In dieser Ar-

beit soll keine CP-Verletzung im Higgs-Potential auftreten, deswegen wird gefordert, dass alle
Parameter in Gl. (2.24) reell sind.

Zusätzlich zur Lagrangedichte im Higgs-Sektor ändert sich auch die Yukawa-Lagrangedichte, da
nun zwei Higgs-Felder existieren, an welche die Fermionen koppeln können,

LYukawa = −
(
Q̄′i,LY

d
ijd
′
j,RΦ1 + Q̄′i,LY

u
iju
′
j,RΦc

1 (2.25)

+Q̄′i,LỸ
d
ijd
′
j,RΦ2 + Q̄′i,LỸ

u
iju
′
j,RΦc

2

+ L̄′i,LY
l
ijl
′
j,RΦ1 + L̄′i,LỸ

l
ijl
′
j,RΦ2 + h.c.

)
.
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Im 2HDM kann es durch die Yukawa-Wechselwirkungen zu Flavour-Changing-Neutral-Currents
(FCNC) auf Tree-Level-Niveau kommen, da sich im Allgemeinen nicht alle Yukawa-Matrizen
gleichzeitig diagonalisieren lassen. Dadurch treten flavour-ändernde Kopplungen von neutralen
Higgs-Bosonen auf. Da FCNC experimentell aber stark eingeschränkt sind, sollten diese innerhalb
der Lagrangedichte stark unterdrückt oder sogar unterbunden sein. Eine Möglichkeit diese zu
unterbinden ist das Postulieren einer Z2-Symmetrie unter der die Lagrangedichte invariant sein
soll. Dadurch treten FCNC nur durch schleifeninduzierte Prozesse auf [25]. Es wird gefordert,
dass sich die Higgs-Felder mit Φ1 → −Φ1 und Φ2 → Φ2 unter der postulierten Z2-Symmetrie
transformieren. Damit nun das Potential in Gl. (2.24) invariant unter dieser Transformation
ist, muss m12 = 0, λ6 = 0 und λ7 = 0 gelten. Zusätzlich zum Transformationsverhalten der
Higgs-Felder werden auch für die rechtshändigen down-artigen Quarks und die rechtshändigen
Leptonen Transformationsregeln postuliert, wobei im Folgenden davon ausgegangen wird, dass
sich d′i,R und l′i,R identisch transformieren. Alle anderen Felder sollen sich nicht unter der Z2-
Symmetrie verändern. Damit gibt es zwei verschiedene Realisierungen des 2HDM, die mit Typ-I
und Typ-II bezeichnet werden.

• 2HDM Typ-I: Die rechtshändigen down-artigen Quarks transformieren sich mit d′i,R →
d′i,R unter der Z2-Symmetrie. Damit die Yukawa-Lagrangedichte invariant unter dieser
Transformation ist, kann nur ein Higgs-Feld, hier Φ2, an die Quarks koppeln. In Gl. (2.25)
verschwinden damit die Terme mit Y d

ij , Y
u
ij und Y l

ij .

• 2HDM Typ-II: Die rechtshändigen down-artigen Quarks transformieren sich mit d′i,R →
−d′i,R unter der Z2-Symmetrie. Damit koppeln beide Higgs-Felder an die Quarks, wobei
Φ1 an die rechtshändigen down-artigen und Φ2 an die rechtshändigen up-artigen Quarks
koppelt. In Gl. (2.25) verschwinden damit die Terme mit Y u

ij , Ỹ
d
ij und Ỹ l

ij .

In dieser Arbeit wird hauptsächlich das Typ-II Modell betrachtet, da dieses auch in der mini-
malen supersymmetrischen Erweiterung des SM realisiert ist und damit ein phänomenologisch
sehr interessantes Modell darstellt.

Nach der spontanen Symmetriebrechung können die beiden Higgs-Felder folgendermaßen para-
metrisiert werden,

Φi =

(
φ+
i

1√
2

(vi + φi + iχi)

)
, (2.26)

mit i = 1, 2. Dabei bezeichnet vi den Vakuumerwartungswert des Higgs-Feldes Φi. Die Anre-
gungen φi, χi und φ+

i mit i = 1, 2 ergeben insgesamt acht Freiheitsgrade und gehen nach dem
Diagonalisieren der Massenmatrizen im Higgs-Potential in die would-be Goldstone-Bosonen G±

und G0, in zwei CP-gerade neutrale Higgs-Bosonen h0 und H0, in ein CP-ungerades neutrales
Higgs-Boson A0 und in ein elektrisch geladenes Higgs-Boson H± über. Diese Übergänge in die
Masseneigenzustände der Higgs-Bosonen können durch die beiden Winkel α und β parametrisiert
werden. Die Massenmatrix der geladenen Felder φ+

i wird mit den Transformationen

G± = cosβ φ±1 + sinβ φ±2 , (2.27)

H± = − sinβ φ±1 + cosβ φ±2 ,

diagonalisiert. Die CP-ungeraden Felder χi haben dieselbe Transformationsmatrix,

G0 = cosβ χ1 + sinβ χ2 , (2.28)

A0 = − sinβ χ1 + cosβ χ2 .
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Die Felder G± und G0 sind die would-be Goldstone-Bosonen und gehen in der unitären Eichung
in die longitudinalen Komponenten der W±- und Z-Bosonen über. Bei H± und A0 handelt
es sich um das geladene und das CP-ungerade Higgs-Boson. Der freie Parameter tanβ ist das
Verhältnis der beiden Vakuumerwartungswerte,

tanβ =
v2

v1
, (2.29)

wobei v2 = v2
1 + v2

2 den SM-Vakuumerwartungswert darstellt. Mit dem Winkel α wird die
Rotationsmatrix zur Diagonalisierung der Massenmatrix für die CP-geraden Felder φ1 und φ2

parametrisiert. Die Masseneigenzustände sind

h0 = − sinαφ1 + cosαφ2 , (2.30)

H0 = cosαφ1 + sinαφ2 ,

wobei das leichtere CP-gerade Higgs-Boson h0 in dieser Arbeit mit dem von ATLAS und CMS
entdeckten skalaren Teilchen identifiziert wird.

2.3. Seltene B-Meson-Zerfälle und effektive Theorien

Für die experimentelle Suche nach physikalischen Effekten, die nicht alleine durch das SM be-
schrieben werden können, gibt es mit der direkten und der indirekten Suche zwei verschiedene
Ansätze. Bei der direkten Suche, z.B. am LHC, wird versucht durch Kollisionen von Teilchen
mit einer hohen Energie neue schwere Teilchen zu erzeugen, deren Zerfallsprodukte dann gemes-
sen werden. Bei der indirekten Suche wird nach Abweichungen von der SM-Vorhersage gesucht,
wobei neue Teilchen nur als virtuelle Teilchen innerhalb von Schleifen auftreten können. Seltene
Zerfälle von B-Mesonen sind wichtige Beispiele für indirekte Suchen nach Physik jenseits des
SM.

B-Mesonen sind gebundene Zustände eines Bottom-Quarks und eines leichteren Quarks. Im
Besonderen werden hier die B-Meson-Zerfälle von elektrisch neutralen Bd - (b̄d) und Bs -Mesonen
(b̄s) betrachtet. In Abb. 2.3 sind die Bd - und Bs -Mesonen und ihre Antiteilchen dargestellt.
Die Massen der beiden Mesonen liegen mit MBd = 5279.6 MeV und MBs = 5366.8 MeV nahe
beieinander. Die dominanten Zerfallskanäle der B-Mesonen sind Tree-Level-Zerfälle des Bottom-
Quarks in ein leichteres Charm- oder Up-Quark und in ein W -Boson, welches dann entweder in
ein Lepton- oder in ein Quarkpaar zerfällt. In Abb. 2.4 ist ein solcher Tree-Level-Zerfall für ein
Bs-Meson skizziert.2

In dieser Arbeit werden seltene Zerfälle von B-Mesonen untersucht, die relativ zu den Tree-
Level-Beiträgen stark unterdrückt sind, da erwartet wird, dass hier große Abweichungen zur
SM-Vorhersage auftreten können. Im SM gibt es keine FCNC auf Tree-Level-Niveau, d.h. es gibt
keine Wechselwirkung die Übergänge von Quarks verschiedener Familien mit gleicher elektrischer
Ladung herbeiführt. Die Gluonen, Photonen, Z-Bosonen und das Higgs-Boson koppeln im SM
nur an Quarks mit der gleichen Flavour-Quantenzahl. Ein Flavour-Übergang kann deswegen nur
durch die Wechselwirkung mit W -Bosonen auftreten. Aus diesem Grund können solche Flavour-
Übergänge von Quarks mit gleicher elektrischer Ladung nur durch Schleifendiagramme induziert
werden. In diesen Schleifen werden für eine kurze Zeitspanne schwere, virtuelle Teilchen wie das
W -Boson und das Top-Quark erzeugt. Da diese Schleifendiagramme im Vergleich zu dem Tree-
Level-Diagramm in Abb. 2.4 unterdrückt sind, ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Art von

2Für das Zeichnen von Diagrammen wurde in dieser Arbeit das Programm Jaxodraw [26] verwendet.
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Abbildung 2.3.: Schematische Darstellung von B-Mesonen als Bindungszustand eines Bottom-
Quarks und eines Down- oder Strange-Quarks.

Zerfall auftritt, relativ klein. Aus diesem Grund werden diese Zerfallskanäle auch seltene Zerfälle
genannt. In Abb. 2.5 (links) ist ein solches Schleifendiagramm im SM für den Zerfall b → sγ
dargestellt. In Theorien jenseits des SM (BSM) kann es zusätzliche Beiträge geben, die durch
neue schwere Teilchen in den Schleifendiagrammen entstehen und von derselben Größenordnung
sind wie die SM-Anteile. In Abb. 2.5 (rechts) ist ein Beispieldiagramm mit Teilchen aus der su-
persymmetrischen Erweiterung des SM dargestellt. Durch präzise experimentelle Messungen für
diese Zerfälle auf der einen Seite und präzise theoretische Vorhersagen auf der anderen Seite kön-
nen mögliche Abweichungen vom SM festgestellt werden. Werden hingegen keine Abweichungen
zwischen der SM-Vorhersage und den experimentellen Ergebnissen gefunden, kann man daraus
Ausschlussgrenzen an Theorien jenseits des SM ableiten. Aus diesem Grund sind seltene Zerfälle
ein sehr wichtiges Werkzeug für die Suche nach neuer Physik.

In Kapitel 6 wird eine solche Ausschlussgrenze an die Masse des geladenen Higgs-Bosons im
2HDM Typ-II auf Grund des Zerfalls B̄ → Xs γ diskutiert, B̄ ist in diesem Zusammenhang eine
andere Schreibweise für B̄d. Solche Ausschlussgrenzen an einen einzelnen BSM-Parameter sind
aber die Ausnahme, da im Allgemeinen die Theorie-Vorhersagen von vielen unterschiedlichen
BSM-Parametern abhängen. Aus diesem Grund werden oft verschiedene Observablen kombiniert,
um damit nach Bereichen im Parameterraum zu suchen, die durch experimentelle Ergebnisse
ausgeschlossen sind. Ein Beispiel für ein Programm, das BSM-Vorhersagen für Observablen aus
der Flavourphysik enthält, ist SuperIso [27].

In dieser Arbeit werden zwei seltene Zerfälle betrachtet:

• Bs,d → l+l−: Das Hauptaugenmerk liegt hier auf den Zerfall des Bs-Mesons in zwei Myo-
nen. Für diesen Zerfall gibt es erste Messungen von CMS [28] und LHCb [29]. In dieser
Arbeit wurden die Drei-Schleifen-QCD-Korrekturen im SM und im 2HDM berechnet. De-
tails zu diesen Rechnungen finden sich in Kapitel 3 und Kapitel 4.

• B̄ → Xs γ: Bei diesem Zerfall handelt sich um den inklusiven Zerfall eines B̄-Mesons in
ein Photon und einen Endzustand mit einem Strange-Quark. Auf Parton-Niveau kann
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Abbildung 2.4.: Tree-Level-Zerfall eines Bs-Mesons.

W± W±

γ

u, c, t
b s

ũi ũi

γ

χ±b s

Abbildung 2.5.: Beiträge zu b→ sγ innerhalb des SM (links) und innerhalb supersymmetrischer
Erweiterungen des SM (rechts).

dieser Prozess durch den Zerfall eines Bottom-Quarks in ein Photon und ein Strange-
Quark, b → sγ, genähert werden. In Kapitel 5 werden die Drei-Schleifen-Korrekturen im
SM diskutiert. Im Kapitel 6 findet sich die Berechnung der Drei-Schleifen-Korrekturen im
2HDM. Beispieldiagramme für diesen Prozess sind in Abb. 2.5 dargestellt.

Neben diesen beiden Zerfällen gibt es weitere interessante seltene B-Meson-Zerfälle, wie z.B.
B → K∗l+l−. In diesem Zerfall gibt es in einer Observablen Abweichungen zwischen der SM-
Vorhersage [30] und den Messergebnissen von LHCb [31]. Im Gegensatz zu den beiden Prozessen
Bs → µ+µ− und B̄ → Xs γ gibt es bei diesem Prozess aber große theoretische Unsicherheiten
durch nicht-perturbative Effekte, was präzise Vorhersagen sehr schwierig macht.

Bei der Berechnung von Prozessen wie in Abb. 2.5 treten verschiedene Skalen auf. Der eigentliche
Zerfall findet an der Energieskala der Masse des Bottom-Quarks mb statt. Andererseits treten
innerhalb der Schleifen schwere Teilchen wie das W -Boson und das Top-Quark mit den Mas-
sen MW und mt auf, welche auf logarithmische Terme der Form ln(mb/M) mit M = MW ,mt

führen. Da es zwischen den verschiedenen Skalen für den B-Meson-Zerfall eine große Hierarchie
mit mb �MW ,mt gibt, können diese Logarithmen groß werden und damit die Konvergenz der
Störungsreihe negativ beeinflussen. Um das Konvergenzverhalten der Störungsreihe zu verbes-
sern und damit korrekte Theorievorhersagen machen zu können, müssen diese Logarithmen in
einer konsistenten Art und Weise zu allen Ordnungen der Störungsreihe aufsummiert werden.
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Abbildung 2.6.: Schematische Darstellung des Übergangs von der vollen zur effektiven Theorie.

Dazu geht man von der vollen Theorie, z.B. dem SM, in eine effektive Theorie über, indem man
alle schweren Teilchen ausintegriert. In der effektiven Theorie treten dann nur noch die leich-
ten Teilchen und effektive Operatoren mit effektiven Kopplungskonstanten, den sogenannten
Wilson-Koeffizienten, auf. In Abb. 2.6 ist der Übergang von der vollen zur effektiven Theorie
schematisch dargestellt. Die schweren Teilchen innerhalb der Schleifendiagramme in der vollen
Theorie, wie etwa das Top-Quark und das W -Boson, tragen dann nur zum Wilson-Koeffizienten
C7 bei. Innerhalb der effektiven Theorie ist es dann möglich, mit Hilfe der Renormierungsgrup-
pengleichungen die großen Logarithmen aufzusummieren, indem die Wilson-Koeffizienten von
der hohen Skala µ0 ≈MW ,mt zur eigentlichen Skala des Zerfalls, µb ≈ mb, evolviert werden.

Ein weiterer Vorteil von effektiven Theorien ist, dass diese universell sind, da die Beiträge durch
neue schwere Teilchen nur die effektiven Kopplungen, nicht aber die effektiven Operatoren beein-
flussen. Damit können alle Berechnungen in der effektiven Theorie auch für BSM-Vorhersagen
übernommen werden, ohne für jede neue Theorie die gesamte Rechnung wiederholen zu müssen.
Des Weiteren vereinfacht sich die Berechnung der Feynman-Diagramme durch den Übergang
in die effektive Theorie signifikant, da sich der Prozess in zwei unabhängige Teile aufspalten
lässt, nämlich in die Bestimmung der Wilson-Koeffizienten und in die Berechnung der on-shell
Matrixelemente des betrachteten Übergangs. Für die Bestimmung der Wilson-Koeffizienten ist
es möglich die externen Teilchen off-shell zu behandeln. Auf der anderen Seite treten bei der
Berechnung der on-shell Matrixelemente innerhalb der effektiven Theorie keine schweren Teil-
chen, wie das Top-Quark und das W -Boson, mehr auf. Dadurch sind die Schleifendiagramme
für die beiden einzelnen Probleme einfacher zu bestimmen als die eigentlichen Diagramme des
Gesamtproblems. So wäre es ohne effektive Theorien gar nicht möglich, die Zerfälle Bs,d → l+l−

und B̄ → Xs γ mit dieser Präzision vorherzusagen. Eine ausführliche Einführung in effektive
Theorien im Rahmen der Flavourphysik findet sich in Ref. [32, 33].

In dieser Arbeit wurden die Wilson-Koeffizienten für die Zerfälle Bs,d → l+l− und B̄ → Xs γ
berechnet. Die effektiven Operatoren und die Lagrangedichten der effektiven Theorien werden
in den entsprechenden Kapiteln vorgestellt. Im Folgenden wird die Berechnung der effektiven
Kopplungskonstanten am Beispiel b→ sγ skizziert. Die Lagrangedichte in der effektiven Theorie
hat die Form

Leff = LQCD×QED(u, d, s, c, b) +
GF√

2

∑

i

V i
CKMCi(µ)Qi +O

(
1

M4
W

)
, (2.31)

wobei die Operatoren Qi Massendimension 5 oder 6 haben. Zur Bestimmung der Wilson-Koeffizi-
enten werden Amplituden wie etwa b→ sγ in der vollen Theorie, also z.B. dem SM, bis inklusive
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Abbildung 2.7.: Zur Bestimmung der effektiven Kopplungskonstanten werden die Amplituden
des entsprechenden Prozesses in der vollen und der effektiven Theorie berechnet
und die Ergebnisse gleichgesetzt. Da in der Amplitude der effektiven Theorie die
Wilson-Koeffizienten als Kopplungskonstanten auftreten, können diese dadurch
bestimmt werden.

der Ordnung 1/M2
W berechnet. In der effektiven Theorie werden dieselben Amplituden mit der

gleichen kinematischen Konfiguration wie in der vollen Theorie berechnet. Das Gleichsetzen der
Amplituden in der vollen und der effektiven Theorie ergibt die Wilson-Koeffizienten, welche in
den Amplituden der effektiven Theorie als Kopplungskonstanten auftreten. Diese Prozedur wird
Matching genannt und ist schematisch in Abb. 2.7 dargestellt. Die Vorhersage in der effektiven
Theorie ist am Ende bis zur Ordnung 1/M2

W korrekt. Im Prinzip ist es möglich durch Hinzunahme
von höherdimensionalen Operatoren zur effektiven Theorie die 1/M4

W -Anteile in die Vorhersage
zu integrieren. Diese sind aber relativ zu den Anteilen der Operatoren mit Massendimension 5
oder 6 mit m2

b/M
2
W ≈ 0.0025 unterdrückt und werden daher in den kommenden Jahren keine

Rolle spielen.

In dieser Arbeit wurden bei der Berechnung der Amplituden nur Diagramme berücksichtigt,
die nicht mit einem Schnitt durch einen Propagator eines leichten Teilchens in zwei getrenn-
te Diagramme zerfallen. Diese Diagramme werden 1LPI (one-light-particle-irreducible) genannt
und sind eine Erweiterung von Ein-Teilchen-irreduziblen-Diagrammen. Es ist möglich sich auf
1LPI-Diagramme zu beschränken, wenn das Matching off-shell, d.h. ohne Ausnutzen der Be-
wegungsgleichungen äußerer Teilchen, durchgeführt wird. Anstelle von Flavour-Übergängen in
äußeren Quark-Linien werden in dieser Arbeit elektroschwache Counterterme eingeführt, deren
Einsetzungen ebenfalls nur in 1LPI-Diagrammen berücksichtigt werden müssen.

Für die Suche nach Abweichungen vom SM und damit für die Suche nach neuer Physik müssen
wie oben erwähnt die Zerfälle präzise gemessen werden und eine präzise SM-Vorhersage vorlie-
gen. Bei dieser benötigten Präzision reicht es nicht aus den Zerfall nur zur führenden Ordnung
(LO) in der Störungsreihe zu bestimmen. Es müssen ebenfalls die QCD-Korrekturen zur nächst-
führenden (NLO) und sogar zur nächst-nächst-führenden Ordnung (NNLO) in Betracht gezogen
werden. Des Weiteren werden auch die elektroschwachen Korrekturen zur NLO benötigt. Die Be-
rechnung verschiedenster Wilson-Koeffizienten zur NNLO innerhalb der QCD war das Hauptziel
dieser Arbeit und wird in den folgenden Kapiteln ausführlichst diskutiert.



KAPITEL 3

BS → µ+µ− IM STANDARDMODELL

In diesem Kapitel wird der Zerfall Bs → µ+µ− innerhalb des Standardmodells untersucht.
Dabei werden insbesondere die QCD-Korrekturen zur Drei-Schleifen-Ordnung diskutiert, da
diese für eine präzise Theorievorhersage notwendig sind. Am Ende des Kapitels werden die
Standardmodell-Vorhersagen präsentiert und die verbleibenden Unsicherheiten im Detail disku-
tiert.

3.1. Der Zerfall Bs → µ+µ−

Der Zerfall Bs → µ+µ− dient als wichtiger Test des Standardmodells (SM) und zur Erforschung
von Theorien jenseits des SM. Von der Seite der Theorie kann die Zerfallsbreite äußerst präzise
vorhergesagt werden. Aus experimenteller Sicht war es bis vor kurzem nur möglich obere Grenzen
an das Verzweigungsverhältnis B(Bs → µ+µ−) zu setzen [34–38]. Im Jahr 2012 wurde eine erste
Evidenz für den Zerfall vom LHCb Experiment gemessen [39]. Daraufhin folgten im Jahr 2013
durch die Analyse weiterer Daten verbesserte Ergebnisse von LHCb und CMS,

B(Bs → µ+µ−) =
(

2.9 +1.1
−1.0

)
× 10−9 , LHCb [29],

B(Bs → µ+µ−) =
(

3.0 +1.0
−0.9

)
× 10−9 , CMS [28]. (3.1)

Die Kombination dieser beiden Messungen [40] ergibt

B(Bs → µ+µ−) = ( 2.9± 0.7)× 10−9 . (3.2)

Bei der gemessenen Größe B(Bs → µ+µ−) handelt es sich um das gemittelte, zeitintegrierte Ver-
zweigungsverhältnis, welches mit B bezeichnet wird. Die genaue Definition folgt im Laufe dieses
Kapitels. Die experimentelle Unsicherheit ist derzeit mit 24% noch weit höher als die theoreti-
sche Unsicherheit von 6.4%, dies wird sich aber nach dem Upgrade von LHCb [41] ändern. Es
wird erwartet, dass die experimentellen Ergebnisse eine ähnliche Genauigkeit wie die theoreti-
sche Vorhersage erreichen werden. Die Bestimmung der theoretischen Unsicherheiten wird am
Ende dieses Kapitels ausführlich diskutiert.

Es gibt zwei Gründe dafür, dass der Zerfall Bs → µ+µ− im Standardmodell so selten ist. Zum
einen ist der Zerfall schleifeninduziert, d.h. er tritt erst zur Ein-Schleifen-Ordnung auf. Im Stan-
dardmodell gibt es mit den W -Box- und Z-Pinguin-Diagrammen zwei Beiträge zur Zerfallsbreite,
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Abbildung 3.1.: Der Zerfall Bs → µ+µ− ist im SM über W -Box-Diagramme (links) und Z-
Pinguin-Diagramme (rechts) realisiert.

Beispiele sind in Abb. 3.1 dargestellt. Zum anderen ist der Zerfall helizitätsunterdrückt und da-
mit proportional zur Myonmasse. Im Limes masseloser Leptonen verschwindet die Zerfallsrate
komplett.

Das große Interesse an dem Zerfall Bs → µ+µ− kommt dadurch zustande, dass dieser im Stan-
dardmodell sehr selten ist, es in Theorien jenseits des SM aber zusätzliche Beiträge geben kann,
durch die das Verzweigungsverhältnis signifikant vom SM-Wert abweichen würde. Insbesondere
durch einen erweiterten Higgs-Sektor kann es zu großen Abweichungen von der SM-Vorhersage
kommen. Bevor das Verzweigungsverhältnis von CMS und LHCb gemessen wurde, gab es die
Hoffnung, im Zerfall Bs → µ+µ− große Diskrepanzen zum SM zu finden. Durch die neusten
Messungen hat sich aber gezeigt, dass das Verzweigungsverhältnis von der Größenordnung der
SM-Vorhersage ist. Aus diesem Grund werden präzise Vorhersagen innerhalb des SM in den
kommenden Jahren immer wichtiger, zum einen um nach Abweichungen von der Vorhersage
zu suchen und zum anderen um Ausschlussgrenzen an Parameter von BSM-Theorien geben zu
können.

Die bisher größte Unsicherheit der SM-Vorhersage von B(Bs → µ+µ−) kommt von der leptoni-
schen Zerfallskonstanten fBs und beträgt zurzeit ca. 4%. Die Zerfallskonstante geht quadratisch
in das Verzweigungsverhältnis ein und kann durch QCD-Gitter-Rechnungen bestimmt werden.
Die zweite große Unsicherheit entsteht durch die CKM-Faktoren und liegt bei ca. 4%. Durch
den Fortschritt in der Bestimmung von fBs in den letzten Jahren [42–47] ist es nun notwendig,
bisher vernachlässigte Beiträge höherer Ordnung in der Störungsreihe miteinzubeziehen, um da-
mit die Renormierungsskalen-Unsicherheit der Wilson-Koeffizienten zu reduzieren. Der Fehler
der NLO-QCD-Korrekturen ist 2% und soll in diesem Teil der Arbeit durch Hinzunahme der
NNLO-QCD-Korrekturen weiter reduziert werden.

Neben B(Bs → µ+µ−) wird in den kommenden Jahren auch das Verzweigungsverhältnis des
Zerfalls Bd → µ+µ− eine wichtige Rolle spielen. Für die SM-Vorhersage unterscheiden sich diese
beiden Zerfälle nur durch die Eingangsparameter B-Meson-Masse, CKM-Faktoren und lepto-
nische Zerfallskonstante. Zurzeit gibt es experimentell nur obere Grenzen an B(Bd → µ+µ−),
wobei aber anzunehmen ist, dass es in den kommenden Jahren möglich sein wird den Zerfall ge-
nau zu messen. Auch Zerfälle in andere Lepton-Paare wären äußerst interessant, doch ist nicht
zu erwarten, dass es in den kommenden Jahren experimentell möglich sein wird, diese Zerfälle
am LHC zu messen. Bei dem neuen Experiment BELLE-II am KEKB-Kollider in Japan gibt es
aber Anstrengungen den Zerfall in zwei Tau-Leptonen zu messen bzw. die oberen Grenzen an
das Verzweigungsverhältnis signifikant zu reduzieren.

Für die experimentelle Bestimmung des Zerfalls Bs,d → µ+µ− wird die invariante Massenver-
teilung des Myon-Paars mµµ gemessen, wobei der Signalbereich um die Massen der B-Mesonen
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Abbildung 3.2.: Experimentelle Ergebnisse von LHCb (links) und CMS (rechts) für die Zerfälle
Bs → µ+µ− und Bd → µ+µ−. Die Diagramme wurden aus Ref. [29] und Ref. [28]
übernommen.

konzentriert ist. In Abb. 3.2 sind die Ergebnisse von LHCb (links) und CMS (rechts) aus Ref. [29]
und Ref. [28] zu sehen. Es gibt zwei Arten von Untergründen, Zerfälle, die eine fast konstante Ver-
teilung in der Signalregion haben, und Zerfälle, die ebenfalls die Peak-Struktur bei der B-Meson-
Masse besitzen. Die erste Art von Untergründen kann durch den Vergleich mit Kontrollregionen
in mµµ, in denen Bs,d → µ+µ− nicht beiträgt, abgeschätzt werden. Zu diesen Untergrundpro-
zessen gehören hauptsächlich semi-leptonische Zerfälle von Hadronen mit Bottom-Quarks. Die
zweite Art von Untergrund kommt durch Zerfälle Bs,d → hh′ zustande, wobei h und h′ geladene
Hadronen sind, die fälschlicherweise als Myonen identifiziert werden. Zur Bestimmung dieses
Untergrunds werden Monte-Carlo-Simulationen verwendet.

Ein weiterer wichtiger Aspekt für die Messung und die Vorhersage des Zerfalls Bs → µ+µ− ist
die Meson-Mischung im Bs-B̄s-System. Die Masseneigenzustände entsprechen nicht den Flavour-
Eigenzuständen Bs und B̄s. Dadurch kommt es zu einer quantenmechanischen, zeitabhängigen
Oszillation zwischen den Flavour-Eigenzuständen Bs und B̄s. Des Weiteren gibt es einen relativ
großen Unterschied in der Zerfallsbreite des leichten und des schweren Bs-Masseneigenzustands,
∆Γs = ΓsL − ΓsH . Um diesen Effekten Rechnung zu tragen, werden am Ende des Kapitels die
Ergebnisse für die gemittelten, zeitintegrierten Verzweigungsverhältnisse B(Bs → l+l−) ange-
geben, welche direkt mit den experimentellen Ergebnissen verglichen werden können. Zur Her-
leitung der Formel für B(Bs → l+l−) wurden die Ergebnisse aus Ref. [48, 49] zu den Bs-B̄s-
Mischungseffekten verwendet.

Im Folgenden wird kurz die Herleitung der Formel für das Verzweigungsverhältnis

B (A→ B) =
Γ (A→ B)

Γtot
(3.3)

skizziert. B (A→ B) gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der ein Anfangszustand A in den End-
zustand B übergeht. Hierbei ist Γ (A→ B) die partielle Zerfallsbreite und Γtot = 1/τA die to-
tale Zerfallsbreite, wobei τA die Lebensdauer des Teilchens A ist. Für den Zwei-Teilchen-Zerfall
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Γ(A→ B1B2) gilt im Ruhesystem des zerfallenden Teilchens (siehe z.B. Ref. [22])

|~p1| = |~p2| =
[(
M2
A − (m1 +m2)2

) (
M2
A − (m1 −m2)2

)]1/2

2MA
(3.4)

und

dΓ =
1

32π2
|M|2 |~p1|

M2
A

dΩ . (3.5)

Hierbei ist dΓ die differentielle Zerfallsbreite, M das Matrixelement für den Zerfall und dΩ das
differentielle Raumwinkelelement. Hier betrachten wir den Zerfall Bq → l+l− mit q = s, d und
l = e, µ, τ , d.h. es gilt m1 = m2 = ml. Damit vereinfachen sich diese Formeln zu

|~p1| = |~p2| =
MBq

2

(
1− 4

m2
l

M2
Bq

)1/2

(3.6)

und

dΓ =
1

64π2
|M|2 1

MBq

(
1− 4

m2
l

M2
Bq

)1/2

dΩ . (3.7)

Die Integration über den Raumwinkel ergibt die gesuchte Zerfallsbreite Γ(Bq → l+l−). Die
Schwierigkeit liegt nun in der Berechnung des Matrixelements M. Dazu ist es äußerst hilf-
reich, in eine effektive Theorie überzugehen, in der alle schweren Teilchen ausintegriert sind.
Dadurch lassen sich die Effekte der schweren Teilchen in den Schleifendiagrammen von den
QCD-Bindungseffekten in den Mesonen trennen. Nach dem Ausintegrieren aller schwerer Teil-
chen ergibt sich folgende effektive Lagrangedichte,

Leff = LQCD×QED(u, d, s, c, b, e, µ, τ) +N
∑

n

CnQn + h.c. (3.8)

mit den Operatoren

QA = (b̄γαγ5q)(l̄γ
αγ5l), QS = (b̄γ5q)(l̄l), QP = (b̄γ5q)(l̄γ5l) (3.9)

und

N = V ∗tbVtqG
2
FM

2
W /π

2 , (3.10)

mit q = s, d. Für den Zerfall des Bq-Mesons treten hadronische Matrixelemente der Art

〈0| b̄Γ q |Bq(p)〉 (3.11)

auf, wobei p der Vierer-Impuls des Bq-Mesons ist. Die Größe Γ kann sich im Allgemeinen aus
dem Skalar-, Pseudo-Skalar-, Vektor-, Axial-Vektor- und antisymmetrischen Tensor-Strom zu-
sammensetzen. Da es sich beim Bq-Meson um ein Pseudo-Skalar handelt, können nur der Pseudo-
Skalar-Strom und der Axial-Vektor-Strom zum Zerfall beitragen, was bei der Wahl der Opera-
toren in Gl. (3.9) bereits berücksichtigt wurde. Die entsprechenden Matrixelemente lauten

〈0| b̄γµγ5q |Bq(p)〉 = ipµfBq ,

〈0| b̄γ5q |Bq(p)〉 = −ifBq
M2
Bq

mb +mq
, (3.12)
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wobei fBq die leptonische Zerfallskonstante ist, die zurzeit am genausten durch QCD-Gitter-
Rechnungen bestimmt werden kann. Neben QA, QS und QP in Gl. (3.9) gibt es im Prinzip auch
den Operator

QV = (b̄γαγ5q)(l̄γ
αl) . (3.13)

Dieser trägt jedoch auf Grund der elektromagnetischen Stromerhaltung für die Leptonen nicht
zum Zerfall Bq → l+l− bei, da (l̄γαl) nach Kontraktion mit pα = pl̄α+plα verschwindet. Schließlich
ergibt sich folgendes Ergebnis für das Matrixelement M,

M = iN fBq

[
pαCA (l̄γαγ5l)−

M2
Bq

mb+mq
CS (l̄l)− M2

Bq

mb+mq
CP (l̄γ5l)

]

= iN fBq

[(
2ml CA −

M2
Bq

mb+mq
CP

)
(l̄γ5l)−

M2
Bq

mb+mq
CS (l̄l)

]
, (3.14)

wobei beim Übergang in die zweite Zeile die Dirac-Gleichung für die Leptonen ausgenutzt wurde.
Das quadrierte Matrixelement lautet

|M|2 = |N |2 f2
Bq M

4
Bq 2

(
|rq CA − uq CP |2 + |uq CS |2 (1− r2

q)
)
, (3.15)

wobei folgende Abkürzungen eingeführt wurden,

rq =
2ml

MBq

, βq =
√

1− r2
q , uq =

MBq

mb +mq
. (3.16)

Nach der Integration über den Raumwinkel erhält man

B(Bq → l+l−) =
|N |2M3

Bq
f2
Bq

8π ΓqH
βq

[
|rqCA − uqCP |2 FP + |uqβqCS |2 FS

]
+O(αem) , (3.17)

mit q = s, d und l = e, µ, τ . Es ist zu beachten, dass es sich bei B(Bq → l+l−) um das gemit-
telte, zeitintegrierte Verzweigungsverhältnis handelt. Der Unterschied zwischen der Definition
des Verzweigungsverhältnisses B(Bq → l+l−) aus Gl. (3.3) und dem gemittelten, zeitintegrierten
Verzweigungsverhältnisses B(Bq → l+l−) aus Gl. (3.17) kommt durch die verschiedenen Zer-
fallsbreiten der Bs-Masseneigenzustände zustande und äußert sich in der Normierung mit der
Zerfallsbreite des schweren Masseneigenzustands des Bs-B̄s-Systems und durch die Faktoren

FP = 1− ∆Γs

ΓsL
sin2

[
1

2
φNP
s + arg(rsCA − usCP )

]
,

FS = 1− ∆Γs

ΓsL
cos2

[
1

2
φNP
s + argCS

]
, (3.18)

wobei φNP
s die CP-verletzenden Anteile zur Bs-B̄s-Mischung aus Modellen jenseits des SM be-

schreibt. Zur Herleitung von Gl. (3.17) wurden die Ergebnisse aus Ref. [48, 49] verwendet. Die
Vorhersagen aus Gl. (3.17) können direkt mit den Ergebnissen von LHCb und CMS verglichen
werden. Ohne zusätzliche CP-Verletzung aus Beiträgen jenseits des SM, d.h. für reelle Wilson-
Koeffizienten und φNP

s = 0, folgt aus Gl. (3.18),

FP = 1 , (3.19)

FS = 1− ∆Γs

ΓsL
.
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Für die Vorhersage von B(Bd → l+l−) spielen Effekte durch die Meson-Mischung im Bd-B̄d-
System keine Rolle, da bisherige Ergebnisse [50] darauf hindeuten, dass ∆Γd/Γd klein ist, was
auch mit der SM-Vorhersage aus Ref. [51] übereinstimmt. Dadurch können ΓdH = Γdtot, FP = 1
und FS = 1 zur Vorhersage von B(Bd → l+l−) in Gl. (3.17) verwendet werden.

Im SM sind die Beiträge der Wilson-Koeffizienten CS und CP zu Bq → l+l− mit M2
Bq
/M2

W

unterdrückt, deshalb vereinfacht sich Gl. (3.17) zu

B(Bq → l+l−) =
|N |2M3

Bq
f2
Bq

8π ΓqH
βq r

2
q |CA(µb)|2 +O(αem) . (3.20)

In Kapitel 4 wird Bs → µ+µ− im 2HDM untersucht, dort spielen die Koeffizienten CS und CP
eine wichtige Rolle. Im folgenden Abschnitt wird die Berechnung des Wilson-Koeffizienten CA
im SM beschrieben.

3.2. Berechnung des Wilson-Koeffizienten CA

Da im SM nur der Operator QA zum Zerfall Bs → µ+µ− beiträgt, wird im Folgenden die Be-
rechnung des Wilson-Koeffizienten CA inklusive der Drei-Schleifen-QCD-Korrekturen diskutiert.

CA kann als Reihe in αs dargestellt werden,

CA = C
(0)
A +

αs
4π
C

(1)
A +

(αs
4π

)2
C

(2)
A + ... , (3.21)

wobei der führende Term unabhängig von αs ist. C
(0)
A wurde in Ref. [52] und die Gluon-

induzierten Korrekturen C
(1)
A in Ref. [53–56] berechnet. Im Rahmen dieser Arbeit wurden zum

ersten Mal die Drei-Schleifen-Korrekturen C
(2)
A berechnet und in Ref. [57] veröffentlicht.

Zur Bestimmung von CA betrachtet man die 1LPI (one-light-particle-irreducible) Greens-Funktion
s → b l+l− sowohl in der vollen Theorie als auch in der effektiven Theorie. Im SM gibt es hier-
bei zwei Diagrammklassen: Box-Diagramme mit W -Bosonen und Z-Boson-Pinguin-Diagramme,
siehe Abb. 3.1. Damit lässt sich CA in zwei unabhängige Anteile aufspalten,

C
(n)
A = C

W,(n)
A + C

Z,(n)
A . (3.22)

Die beiden Anteile können getrennt renormiert werden, sind aber einzeln eichabhängig in Bezug
auf die elektroschwachen Eichbosonen. In dieser Arbeit wurde für die elektroschwachen Eichbo-
sonen die Hintergrundfeld-Version der ’t Hooft-Feynman Eichung verwendet.

In Kapitel 3.2.1 und Kapitel 3.2.2 wird die Berechnung von C
W,(n)
A und C

Z,(n)
A im Detail disku-

tiert. Zur Bestimmung beider Anteile ist es möglich, für die äußeren Fermionlinien ein antikom-
mutierendes γ5 zu verwenden. Dies gilt nicht mehr, falls eine ungerade Anzahl von γ5-Matrizen
innerhalb einer geschlossenen Fermion-Schleife auftritt. In diesem Fall ist eine gesonderte Be-
handlung von γ5 nötig, Details hierzu finden sich in Kapitel 3.2.2.2.

In führender Ordnung laufen in der Schleife alle up-artigen Quarks, siehe z.B. Abb. 3.3(a) und
Abb. 3.7(a). Zur Bestimmung der Wilson-Koeffizienten wurden alle leichten Quarks als mas-
selos behandelt, da Effekte der leichten Quark-Massen mit mq/MW unterdrückt sind. Dadurch
unterscheiden sich die Anteile der Up- und der Charm-Quarks in der Schleife nur durch die CKM-
Faktoren und es genügt zwei Beiträge, im Folgenden als

”
Top-“ und

”
Charm-Anteil“ bezeichnet,

zu berechnen.
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Abbildung 3.3.: Beiträge zu C
W (n)
A im SM auf Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ordnung.

3.2.1. W -Boson-Box-Diagramme

Auf Grund der Unitarität der CKM-Matrix gilt

C
W,(n)
A = C

W,t,(n)
A − CW,c,(n)

A , (3.23)

wobei der Top- und Charm-Quark-Anteil getrennt voneinander berechnet werden kann. Bei-
spieldiagramme zur Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ordnung sind in Abb. 3.3 dargestellt. Zur
Drei-Schleifen-Ordnung gibt es 124 Diagramme.

Um CWA aus der Anpassung (Matching) der Amplituden der effektiven und der vollen Theorie
zu bestimmen, sollen im Folgenden zwei Möglichkeiten betrachtet werden. Im ersten Zugang
wird das Matching in d = 4− 2ε Dimensionen durchgeführt. Dabei treten infrarote Divergenzen
in der vollen und in der effektiven Theorie als Pole in ε auf, welche sich erst beim Matching
gegenseitig herausheben. Da es aber in Zwischenschritten der Rechnung zu zusätzlichen Polen in
ε kommen kann, muss man sogenannte evaneszente Operatoren einführen und deren Beiträge in
der Matching-Formel mitberücksichtigen, mehr dazu in Kapitel 3.2.1.1. Im zweiten Ansatz wird
das Matching in d = 4 Dimensionen durchgeführt. Dabei müssen die infraroten Divergenzen auf
andere Weise regularisiert werden, z.B. durch das Einführen von Massen für leichte Quarks. In
Kapitel 3.2.1.2 wird diese Methode genauer erläutert.

3.2.1.1. Matching in d Dimensionen

Wird das Matching von voller und effektiver Theorie in d Dimensionen durchgeführt, muss neben
dem eigentlichen Operator QA zusätzlich der evaneszente Operator QEA [56] mitberücksichtigt
werden,

QEA = (b̄γα1γα2γα3γ5s)(µ̄γ
α3γα2γα1γ5µ) − 4QA . (3.24)

Als evaneszenter Operator verschwindet dieser in d = 4 Dimensionen. Da die Anpassung der
Amplituden im SM und in der effektiven Theorie in d 6= 4 Dimensionen durchgeführt wird und
die infraroten Divergenzen sich erst beim Matching herausheben, kann der Limes d → 4 erst
zum Schluss genommen werden. Des Weiteren mischen die Operatoren QA und QEA durch QCD-
Korrekturen ineinander und damit trägt der Wilson-Koeffizient CEA bei der Bestimmung von CA
bei. Aus diesem Grund darf der Operator QEA nicht von Anfang an in d = 4 Dimensionen null
gesetzt werden.
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Im folgenden Abschnitt werden die technischen Aspekte zur Berechnung der Diagramme dis-
kutiert. Zur Erzeugung aller benötigter Diagramme wurde das Programm Qgraf [58] verwen-
det. Die Programme Q2e und Exp [59, 60] erstellen einen Form-Code [61] aus der Qgraf-
Ausgabe, wobei Exp auch die benötigte asymptotische Entwicklung [62] in den schweren Mas-
sen durchführt, dazu später mehr. Die Diagramme wurden für verschwindende äußere Impulse
berechnet. Außerdem haben nur das Top-Quark und das W -Boson in der hier verwendeten
Näherung eine nicht-verschwindende Masse. Dadurch bleiben Vakuum-Diagramme, sogenannte
Tadpole-Diagramme, zur Drei-Schleifen-Ordnung mit bis zu zwei verschiedenen Massen übrig.
Diese Tadpole-Diagramme wurden mit dem Form-Paket Matad [63] berechnet, wobei zusätz-
lich in den Massen entwickelt wurde. Eine detaillierte Beschreibung der verwendeten Programme
findet sich in Ref. [64].

Um die Amplituden proportional zu den Dirac-Strukturen der Operatoren QA und QEA und
damit die Wilson-Koeffizienten CWA und CEA zu erhalten, müssen aus den Diagrammen die ent-
sprechenden Dirac-Strukturen extrahiert werden. Das in dieser Arbeit verwendete Form-Setup
ist darauf ausgelegt, dass auf die Dirac-Struktur der Diagramme projiziert wird, indem die Spu-
ren über äußere Fermionlinien gebildet werden. Zur Bestimmung der entsprechenden Anteile zu
CWA und CEA müssen Projektoren bestehend aus γ-Matrizen auf die Ausdrücke für die Diagram-
me multipliziert werden. Die Projektoren sind im Anhang C.1 angegeben und wurden mit Hilfe
von Form und Mathematica bestimmt.

Der verwendete Zugang mit Projektoren aus γ-Matrizen ist sehr praktisch, hat aber Nachtei-
le, wenn es darum geht innere, geschlossene Fermion-Schleifen, wie in Kapitel 3.2.2.2 für die
Fermion-Dreiecks-Diagramme, zu bearbeiten. Aus diesem Grund wurde in dieser Arbeit in ei-
nem zweiten Ansatz auf die Projektoren verzichtet und die Dirac-Strukturen explizit behandelt.
Dazu war es nötig, eigene γ-Matrizen in Form zu implementieren. Die Schwierigkeit in diesem
zweiten Ansatz ist, dass im Gegensatz zur Projektor-Methode Tadpole-Diagramme mit Ten-
sorstrukturen auftreten. Deswegen war es nötig eine Tensorreduktion der Tadpole-Diagramme
durchzuführen, wobei hier eine modifizierte Version der Form-Routine aus Ref. [65] verwendet
wurde. Viele Prozesse in dieser Arbeit wurden mit beide Methoden berechnet, was auch zur
Kontrolle der verwendeten Methoden diente.

In der effektiven Theorie und in der vollen Theorie müssen die entsprechenden Amplituden in
der gleichen kinematischen Konfiguration berechnet werden. Da in der effektiven Theorie keine
schweren Teilchen auftreten und die Amplituden für verschwindende äußere Impulse und für
masselose Quarks berechnet wurden, bleiben in der effektiven Theorie nur skalenlose Integrale
übrig, welche innerhalb der Dimensionalen Regularisierung verschwinden. Die einzigen Beiträge
aus der effektiven Theorie kommen damit durch Operatoreinsetzungen in Tree-Level-Diagramme
zustande. Auch wenn die Schleifendiagramme in den Amplituden der effektiven Theorie beim
Matching verschwinden, müssen trotzdem die Operatoren in der effektiven Theorie renormiert
werden, da die Counterterme für die ultravioletten (UV) Divergenzen in der effektiven Theorie
benötigt werden, um die infraroten (IR) Divergenzen in den Amplituden der vollen Theorie zu
eliminieren. Diese zunächst widersprüchliche Aussage wird im Folgenden erläutert.

Im Allgemeinen treten bei der Berechnung der Amplituden in der vollen und der effektiven
Theorie sowohl UV- als auch IR-Divergenzen auf. Die UV-Divergenzen in der vollen Theorie
werden durch die Renormierung aller Parameter und Felder eliminiert, in der effektiven Theorie
müssen zusätzlich zu den Parametern und Feldern auch die Operatoren renormiert werden. Die
IR-Divergenzen in der vollen Theorie sind identisch zu den IR-Divergenzen in der effektiven
Theorie und heben sich damit gegenseitig beim Matching weg. Da wie oben beschrieben in der
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(a) (b)
l− l+

s b

l− l+

s b

Abbildung 3.4.: Ein- und Zwei-Schleifen-Diagramme für die Renormierungskonstanten ZNN ,
ZNE , ZEN und ZEE . Die Quadrate repräsentieren die Operatoreinsetzungen
QA oder QEA und deren Dirac-Struktur.

effektiven Theorie alle Schleifen-Beiträge in der Dimensionalen Regularisierung verschwinden,
heben sich in dieser kinematischen Konfiguration auch die IR- und die UV-Divergenzen in den
Diagrammen gegenseitig raus. Damit ergeben also die UV-Counterterme in der effektiven Theorie
gerade die IR-Divergenzen in der effektiven Theorie und damit auch in der vollen Theorie. Daraus
folgt, dass nach der Renormierung in der vollen und der effektiven Theorie und dem Matching
der jeweiligen Ergebnisse alle Divergenzen herausfallen und die Wilson-Koeffizienten damit UV-
und IR-endlich sind.

Im Folgenden wird die Renormierung der Operatoren und die Bestimmung der Renormierungs-
konstanten in der effektiven Theorie diskutiert. In der effektiven Theorie geht die Lagrangedichte
mit CAQA + CEAQ

E
A durch Strahlungskorrekturen in die renormierte Lagrangedichte mit

CAQA + CEAQ
E
A → Zψ

(
CAZNNQA + CAZNEQ

E
A + CEAZENQA + CEAZEEQ

E
A

)
(3.25)

über. Zψ ist hier die QCD-Wellenfunktions-Renormierungskonstante der Quarks im MS-Schema.
Die Wellenfunktions-Renormierungskonstante der Leptonen hat keinen QCD-Anteil und wird
deswegen hier nicht benötigt. Die restlichen Z-Faktoren sind die Renormierungskonstanten der
Operatoren, wobei ZEN und ZNE durch das Mischen der Operatoren generiert werden.

In Abb. 3.4 sind Beispieldiagramme zu den QCD-Korrekturen der Operatoreinsetzungen von
CAQA bzw. CEA Q

E
A dargestellt, wobei die Quadrate in den Diagrammen die Operatoren und

deren Dirac-Strukturen repräsentieren. Beim Berechnen der Diagramme mit Einsetzungen von
CEA Q

E
A stellt man fest, dass sowohl Anteile mit der Dirac-Struktur des eingesetzten Operators

QEA, als auch Anteile mit der Dirac-Struktur des Operators QA auftreten. Beide Anteile können
UV-divergent sein und müssen damit renormiert werden. Die UV-divergenten Anteile proportio-
nal zur Dirac-Struktur des Operators QEA bzw. des Operators QA werden in die Renormierungs-
konstanten ZEE bzw. ZEN absorbiert. Analog kann es bei QCD-Korrekturen zu Diagrammen
mit der Einsetzung CAQA zu Beiträgen proportional zur Dirac-Struktur der Operatoren QA
und QEA kommen. Die UV-divergenten Anteile werden dann in die Renormierungskonstanten
ZNN und ZNE absorbiert. Für ZNN und ZNE wurden MS-Renormierungsbedingungen verwen-
det, d.h. es wurde gefordert, dass die Amplitude proportional zu CA UV-endlich ist. Für ZEE
und ZEN wurde zusätzlich die Bedingung gestellt, dass die Amplitude proportional zu CEA im
Limes d → 4 verschwindet, da der Operator QEA in d = 4 Dimensionen null ist und damit der
Koeffizient CEA in d = 4 Dimensionen nicht auftreten darf. Dies führt dazu, dass ZEE und ZEN
nicht nur UV-Pole, sondern auch endliche Anteile aufweisen.
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Zur Bestimmung der Z-Faktoren in Gl. (3.25) wurden Ein- und Zwei-Schleifen-Diagramme mit
den Operatoreinsetzungen QA oder QEA und entsprechende QCD-Korrekturen berechnet, Bei-
spieldiagramme sind in Abb. 3.4 dargestellt, wobei alle Quark-Massen auf null gesetzt wurden
und ein von null verschiedener äußerer Impuls durch die Diagramme

”
geleitet“ wurde. Alternativ

wäre es auch möglich gewesen, allen Teilchen innerhalb der Schleifen, inklusive dem Gluon, eine
Masse zu geben und die Diagramme dann für verschwindenden äußeren Impuls zu berechnen.
Die Ergebnisse für die Z-Faktoren zur benötigten Ordnung in αs lauten

ZNN = 1 ,

ZNE = 0 ,

ZEN =
αs
4π

32 +
(αs

4π

)2
[

1

ε

(
−176 +

32

3
nq

)
+

1192

3
− 112

9
nq

]
+O(α3

s) ,

ZEE = 1 +O(α2
s) . (3.26)

Mit nq wird die Anzahl der Quarks in der effektiven Theorie bezeichnet, in diesem Fall gilt also
nq = 5. Das Ergebnis für ZNN und ZNE gilt auf Grund der Quark-Stromerhaltung im Operator
QA zu allen Ordnungen der Störungsreihe. Der α2

s-Anteil der Renormierungskonstanten ZEE

trägt nicht zu C
W,(2)
A bei. Der einzige neue Anteil im Vergleich zu Ref. [56] ist damit der α2

s-
Beitrag von ZEN .

In der vollen Theorie mussten Diagramme mit zwei verschiedenen Massen bis zur Drei-Schleifen-
Ordnung berechnet werden, siehe Abb. 3.3. Für die Ein- und Zwei-Schleifen-Diagramme konnten
die Ergebnisse mit exakter Massenabhängigkeit aus Ref. [56] reproduziert werden. Dazu wurden
Form-Routinen aus Ref. [66, 67] verwendet, um die Ein- und Zwei-Schleifen-Diagramme auf Ein-
und Zwei-Schleifen-Tadpole-Topologien für mehrere Massen abzubilden. Diese Topologien wur-
den mit dem Mathematica-Programm Fire [68] auf einige wenige Masterintegrale reduziert.
Für die Masterintegrale wurde das Mathematica-Paket TwoMassTadpoles [69] verwendet,
in dem die Masterintegrale, durch Harmonische Polylogarithmen ausgedrückt, vorliegen. Die
Drei-Schleifen-Tadpole-Masterintegrale mit zwei verschiedenen Massen sind teilweise analytisch
bekannt [69], trotzdem wurde hier eine andere Strategie verwendet, die sich schon in Ref. [70] als
erfolgreich herausgestellt hat. Dazu wurden für die Drei-Schleifen-Diagramme zwei verschiedene
Entwicklungen im Massenverhältnis zwischen mt und MW durchgeführt, mit dem Ziel zwischen
den beiden Entwicklungen zu interpolieren um daraus die Ergebnisse im physikalischen Bereich
für MW /mt zu erhalten. Folgende Variablen erweisen sich hierbei als nützlich,

x =
m2
t (µ0)

M2
W

, w = 1− 1

x
, y =

1√
x
. (3.27)

Die erste Entwicklung war eine asymptotische Entwicklung [62] für mt �MW (y � 1), wobei die
Diagramme bis zur Ordnung y12 berechnet wurden. In Abb. 3.5 ist die asymtotische Entwicklung
für ein Beispieldiagramm zur Drei-Schleifen-Ordnung dargestellt. Das Ausgangsdiagramm geht
dabei in zwei Subdiagramme über. Auf der rechten Seite sind die beiden Subdiagramme zu sehen,
wobei der Operator TMW

die Taylorentwicklung in MW im linken Subdiagramm andeutet. Mit
Hilfe der Zahlen an den Propagatoren des ursprünglichen Diagramms ist zu erkennen, welcher
Propagator in welchem Teildiagramm auf der rechten Seite auftritt. Das erste Subdiagramm wird
nach der Taylorentwicklung in MW zu einem Drei-Schleifen-Tadpole mit einer Masse (mt). Das
zweite Subdiagramm setzt sich aus einem Ein-Schleifen-Tadpole mit der Masse MW und einem
Zwei-Schleifen-Tadpole mit der Masse mt zusammen. Die genaue Vorschrift zur Bestimmung
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W+ W+

ν
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Abbildung 3.5.: Beispieldiagramm mit asymptotischer Entwicklung für mt � MW . Die Zahlen
an den Linien deuten an, aus welchen Linien des ursprünglichen Diagramms
sich die Subdiagramme zusammensetzen. Der Operator TMW

symbolisiert die
Taylorentwicklung in MW , die in dem Subdiagramm durchgeführt wird.

der Subdiagramme für die asymptotische Entwicklung ist z.B. in Ref. [71] angegeben. In dieser
Arbeit wurde zur Erzeugung der Subdiagramme das Programm Exp [59, 60] verwendet.

Für die zweite Entwicklung wurde eine Taylorentwicklung für mt ≈ MW (w � 1) bis zur
Ordnung w16 durchgeführt. Dazu wurde MW im W -Boson- und im would-be Goldstone-Boson-
Propagator durch mt und w ausgedrückt und die Propagatoren für w � 1 entwickelt,

1

p2 −M2
W

=
1

p2 −m2
t + wm2

t

=
1

p2 −m2
t

k∑

i=0

(
wm2

t

p2 −m2
t

)i
+O(wk+1) . (3.28)

Damit tritt nur die Masse des Top-Quarks in den Propagatoren auf und das Problem reduziert
sich auf Drei-Schleifen-Tadpole mit einer Masse.

Im Folgenden werden die Gleichungen zur Bestimmung der Wilson-Koeffizienten, auch Matching-
Formeln genannt, diskutiert. Die Grundidee dieser Formeln ist das Gleichsetzen der Amplituden
in der vollen und der effektiven Theorie,

Aeff(µ0)
!

= ASM(µ0) , (3.29)

an der Matching-Skala µ0. Daraus lassen sich die Wilson-Koeffizienten ableiten, welche als ef-
fektive Kopplungskonstanten in Aeff auftreten. Den Wilson-Koeffizient CE,QA des evaneszenten
Operators QEA erhält man aus folgender Gleichung,

CE,QA = C
E,Q,(0)
A,bare +

αs
4π

(
C
E,Q,(1)
A,bare + δtQ∆TE,t,(1)

)
+O

(
α2
s

)
, (3.30)

mit Q = c, t. Die Größen C
E,Q,(0)
A,bare und C

E,Q,(1)
A,bare sind die unrenormierten SM-Amplituden die

in Kombination mit der Dirac-Struktur des Operators QEA auftreten. Des Weiteren muss in der
vollen Theorie die Masse des Top-Quarks renormiert werden. Die Renormierung von mt wird in
Gl. (3.30) durch die Größe

∆TE,t,(1) =
(
C
E,t,(0)
A,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

)
αs

(3.31)

dargestellt, was gerade der multiplikativen Renormierung des unrenormierten Ein-Schleifen-
Ergebnisses entspricht. Auf der Seite der effektiven Theorie gibt es, wie weiter oben bereits
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erläutert, nur die Tree-Level-Einsetzung des Operators QEA, eine Renormierung des Operators
tritt zu dieser Ordnung in αs nicht auf.

Den Wilson-Koeffizient CW,QA erhält man durch die Gleichung

CW,QA = (1 + ∆Zψ)
2∑

n=0

(αs
4π

)n [(
ZSM
gs

)2n
C
W,Q,(n)
A,bare + δtQ∆TW,t,(n)

]

−ZEN CE,QA +O
(
α3
s

)
, (3.32)

mit Q = c, t. Hierbei sind C
W,Q,(n)
A,bare als unrenormierte (n + 1)-Schleifen-Amplituden zur Dirac-

Struktur des Operators QA zu verstehen. Diese Gleichung muss in αs entwickelt werden, um
die Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ergebnisse zu erhalten. Es ist zu beachten, dass Gl. (3.32)
nur bis zur Drei-Schleifen-Ordnung korrekt ist. Der Term ZEN C

E,Q
A in Gl. (3.32) kommt durch

die Renormierung des Operators QA zustande und verbindet gerade den Wilson-Koeffizient
des evaneszenten Operators QEA mit dem physikalischen Wilson-Koeffizient CWA . In der SM-
Amplitude muss die Top-Quark-Masse mt renormiert werden,

∆TW,t,(0) = 0 ,

∆TW,t,(1) =
(
C
W,t,(0)
A,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

)
αs
,

∆TW,t,(2) =
(
C
W,t,(0)
A,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

+
αs
4π
C
W,t,(1)
A,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

)
α2
s

. (3.33)

Dabei wurde die nackte Masse durch die renormierte Masse multipliziert mit der Renormierungs-
konstanten Zmt ersetzt und der Koeffizient von

(
αs
4π

)n
mit n = 1, 2 genommen, was durch αs und

α2
s am Ende der Klammern in Gl. (3.33) angedeutet ist. Neben der Masse des Top-Quarks muss

auch die starke Kopplungskonstante in der SM-Amplitude renormiert werden, was durch eine
multiplikative Renormierung mit der Renormierungskonstanten ZSM

gs der starken Kopplungskon-
stanten gs in Gl. (3.32) geschieht. Der Faktor ∆Zψ steht für die Wellenfunktions-Renormierung
und wird zusammen mit den genauen Definitionen der verwendeten Renormierungskonstanten
im folgenden Abschnitt erklärt.

Da in der effektiven Theorie alle schweren Teilchen ausintegriert sind, handelt es sich bei αs in

der effektiven Theorie um α
(5)
s , also um die 5-Flavour-Kopplung mit ausintegriertem Top-Quark.

Im restlichen Teil der Arbeit gilt immer αs = α
(5)
s . In der vollen Theorie befindet man sich in der

6-Flavour-Theorie, da das Top-Quark enthalten ist. Um nun beide Seiten zusammenzubringen,

muss α
(6)
s in der vollen Theorie durch α

(5)
s ausgedrückt werden,

α(6)
s =

α
(5)
s

ζ2
gs

. (3.34)

ζgs ist der Entkopplungskoeffizient der starken Eichkopplung. Alle in dieser Arbeit benötigten
Entkopplungskoeffizienten finden sich in Ref. [72], eine detaillierte Beschreibung zum Entkoppeln
von schweren Quarks in der QCD findet sich in Ref. [73].

Außerdem ist es nötig, die Renormierungskonstanten für die SM-Amplituden so anzupassen, dass
alle Größen durch ihre 5-Flavour-Version ausgedrückt sind. Die verwendeten Renormierungskon-
stanten im MS-Schema lauten damit

ZSM
gs =

1

ζgs
Z(6)
gs
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= 1 +
αs
4π

(
−23

6

1

ε
+

1

3 ε
Nε

)
+O(α2

s) (3.35)

und

Zmt = Z(6)
mt

= 1− αs
4π

4
1

ε
+
(αs

4π

)2
(

74

3 ε2
− 27

ε
− 8

3 ε2
Nε

)
+O(α3

s) , (3.36)

mit

Nε =

(
µ2

0

m2
t

)ε
eγE ε Γ(1 + ε) . (3.37)

In dieser Arbeit wurde die Konvention verwendet, dass n-Schleifen-Diagramme mit µ̃n ε normiert
werden, mit µ̃2 = µ2eγE/(4π) und der Euler-Mascheroni-Konstanten γE . In dieser Konvention

treten keine Terme mit γE und ln 4π in MS-Renormierungskonstanten auf. Für Z
(6)
mt wurde die

Renormierungskonstante Z
(6)
m aus Anhang A.2 verwendet und α

(6)
s durch α

(5)
s mit Gl. (3.34)

ausgedrückt, Z
(n)
gs ist in Anhang A.2 angegeben.

Neben der Parameter-Renormierung von αs und mt müssen auch die Quark-Felder sowohl in
der effektiven als auch in der vollen Theorie renormiert werden. In der effektiven Theorie gilt

Zeff
ψ = Z

(5)
ψ , (3.38)

Z
(5)
ψ ist im Anhang A.2 angegeben. In der vollen Theorie gilt für die Wellenfunktions-Renormie-

rungskonstante

ZSM
ψ =

1

ζψ
Z

(6)
ψ . (3.39)

Außerdem wurden alle Größen in Z
(6)
ψ durch die entsprechenden 5-Flavour-Größen ausgedrückt,

für αs wurde Gl. (3.34) verwendet und für den QCD-Eichparameter ξ die Relation

ξ(6) − 1 =
1

ζgl

(
ξ(5) − 1

)
. (3.40)

Das Ergebnis für ZSM
ψ lautet

ZSM
ψ = 1 +

αs
4π

1

ε

(
−4

3
+

4

3
ξ

)
(3.41)

+
(αs

4π

)2
[

1

ε2

(
44

9
− 61

9
ξ +

17

9
ξ2

)
+

1

ε

(
−35

3
+ 5 ξ − 1

2
ξ2

)

−5

9
+

4

3
ln

(
µ2

0

m2
t

)]
+O(α3

s, ε) .

Da die Quark-Felder sowohl in der vollen als auch in der effektiven Theorie renormiert werden
müssen, wird in Gl. (3.32) nur die Differenz zwischen Zψ in der vollen und der effektiven Theorie
benötigt,

∆Zψ = ZSM
ψ − Zeff

ψ
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=
(αs

4π

)2
N2
ε

(
2

3ε
− 5

9

)
+O(α3

s, ε) . (3.42)

Da ∆Zψ erst zur Ordnung α2
s beiträgt, tritt dieser Term in der Matching-Formel für CEA in

Gl. (3.30) nicht auf. Im folgenden Kapitel 3.2.1.2 werden die Renormierungskonstanten ZSM
ψ

und Zeff
ψ aber einzeln benötigt.

Die Ergebnisse für CE,QA zur Ein- und Zwei-Schleifen-Ordnung lauten

C
E,t,(0)
A =

1

64

(
µ2

0

m2
t

)ε [
2

x− 1
− 2x lnx

(x− 1)2
+ ε

(
3

x− 1
− (x+ 2) lnx+ x ln2 x

(x− 1)2

)]
+O(ε2) ,

C
E,t,(1)
A =

7− 23x

24(x− 1)2
+

7x+ 9x2

24(x− 1)3
lnx+

x

4(x− 1)2
Li2

(
1− 1

x

)

+ ln

(
µ2

0

m2
t

)[ −x
2(x− 1)2

+
x+ x2

4(x− 1)3
lnx

]
+ O(ε) ,

C
E,c,(0)
A = − 1

64

(
µ2

0

M2
W

)ε
(2 + 3ε) + O(ε2) ,

C
E,c,(1)
A =

7

24
+ O(ε) . (3.43)

Die Ergebnisse für CW,QA werden in Kapitel 3.2.1.3 angegeben und diskutiert.

3.2.1.2. Matching in vier Dimensionen

In einer zweiten Rechnung wurden die Quark-Massen mb und ms als IR-Regulatoren eingeführt,
ähnlich zu der Rechnung für die Zwei-Schleifen-Beiträge zu CA in Ref. [56]. Dadurch gibt es
nun auch Ein- und Zwei-Schleifen-Beiträge zur Amplitude s→ b l+l− in der effektiven Theorie,
im vorherigen Kapitel waren diese Diagramme null. Die Amplituden in der effektiven und der
vollen Theorie wurden getrennt voneinander renormiert. Da nun mb und ms als IR-Regulatoren
verwendet wurden, traten nach der Renormierung keine Pole in ε mehr auf und die Ergebnisse
der vollen und effektiven Theorie konnten damit in d = 4 Dimensionen in der Matching-Formel
gleichgesetzt werden. Evaneszente Operatoren tragen nicht bei, da diese in vier Dimensionen
verschwinden.

In der effektiven Theorie wurden Ein- und Zwei-Schleifen-Diagramme mit dem Operator QA
berechnet, siehe Abb. 3.4, diesmal aber mit nicht-verschwindenden Quark-Massen mb und ms.
Die äußeren Impulse wurden auch hier auf null gesetzt. Außerdem wurde eine asymptotische
Entwicklung in

mb � ms (3.44)

durchgeführt. Die renormierte Amplitude AQeff, mit Q = c, t, lautet

AQeff = ZNN Z
eff
ψ

[
1 +

(αs
4π

)(
Z(5)
gs

)2
A

(1l)
bare (3.45)

+
(αs

4π

)2 (
A

(2l)
bare + ∆Aξ + ∆Amb,s

)]
CW,QA +O

(
α3
s

)
.
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Dabei mussten der Eichparameter ξ und die Massen mb und ms renormiert werden,

∆Aξ =

(
A

(1l)
bare

∣∣
(ξbare−1)→Z(5)

gl (ξ−1)

)

αs

,

∆Amb,s =

(
A

(1l)
bare

∣∣
mbare
b,s →Zmmb,s

)

αs

. (3.46)

Die Amplitude AQeff ist UV-endlich, jedoch abhängig vom QCD-Eichparameter. Außerdem ist es
nicht möglich den Limes ms → 0 und mb → 0 zu bilden, da mb und ms die IR-Divergenzen
regularisieren.

In der vollen Theorie berechnet man nun dieselben Diagramme wie in Kapitel 3.2.1.1, diesmal
aber mit bis zu vier Massen. Diese Diagramme wurden mit Hilfe der asymptotischen Entwicklung

mt,MW � mb � ms (3.47)

berechnet. Zusätzlich wurde die Entwicklung mt � MW bzw. mt ≈ MW verwendet. Die renor-
mierte SM-Amplitude AQSM ist ebenfalls UV-endlich und vom QCD-Eichparameter abhängig,

AQSM = ZSM
ψ

[
C
W,Q,(0)
A,bare +

(αs
4π

)((
ZSM
gs

)2
C
W,Q,(1)
A,bare + δtQ∆TW,t,(1)

)
(3.48)

+
(αs

4π

)2 (
C
W,Q,(2)
A,bare + δtQ∆TW,t,(2) + ∆RQξ + ∆RQmb,s

)]
+O

(
α3
s

)
,

mit Q = c, t. Durch die Renormierung der leichten Quark-Massen und des QCD-Eichparameters
gibt es folgende Anteile,

∆RQξ =

(
C
W,Q,(1)
A,bare

∣∣
(ξbare−1)→ZSM

gl (ξ−1)

)

αs

,

∆RQmb,s =

(
C
W,Q,(1)
A,bare

∣∣
mbare
b,s →Zmmb,s

)

αs

. (3.49)

Hierbei ist zu beachten, dass ZSM
gl die Gluon-Wellenfunktions-Renormierungskonstante ausge-

drückt durch Größen in der 5-Flavour-Theorie ist,

ZSM
gl =

1

ζgl
Z

(6)
gl . (3.50)

Z
(6)
gl ist im Anhang A.2 angegeben.

Setzt man die renormierten Amplituden der effektiven und vollen Theorie gleich,

AQeff = AQSM , (3.51)

kann daraus CW,QA bestimmt werden. Nach dem Matching ist es nun auch möglich den Limes

ms → 0 und mb → 0 zu bilden. Das so erhaltene Ergebnis für CW,QA ist unabhängig von ξ und
stimmt mit den Resultaten aus Kapitel 3.2.1.1 überein. Da diese Rechnung im Vergleich zum
Matching in d Dimensionen einen weit größeren Rechenaufwand benötigt, wurden nur die ersten
zwei (drei) Terme in der Entwicklung in y (w) getestet. Dies ist als unabhängige Kontrolle für
die Ergebnisse in Kapitel 3.2.1.1 ausreichend.
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3.2.1.3. Ergebnisse für C
W,(2)
A

In diesem Kapitel werden die Ergebnisse für C
W,(2)
A angegeben und diskutiert. Die Ein- und

Zwei-Schleifen-Ergebnisse aus Ref. [56] konnten reproduziert werden und lauten

C
W,t,(0)
A (µ0) =

1

8(x− 1)
− x

8(x− 1)2
lnx ,

C
W,t,(1)
A (µ0) = − 3 + 13x

6(x− 1)2
+

17x− x2

6(x− 1)3
lnx+

x

(x− 1)2
Li2

(
1− 1

x

)

+ ln

(
µ2

0

m2
t

)[ −2x

(x− 1)2
+

x+ x2

(x− 1)3
lnx

]
,

C
W,c,(0)
A (µ0) = −1

8
,

C
W,c,(1)
A (µ0) = −1

2
, (3.52)

mit x = m2
t /M

2
W . Aus den exakten Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnissen lassen sich die ln(µ2

0/M
2)-

Anteile des Drei-Schleifen-Ergebnisses mit Hilfe der Renormierungsgruppengleichung (RGE) mit
exakter Massenabhängigkeit bestimmen. Da dies für alle Wilson-Koeffizienten zur Drei-Schleifen-
Ordnung in dieser Arbeit gemacht wurde, wird das Vorgehen hier exemplarisch skizziert. Aus-
gangspunkt ist die RGE für einen Wilson-Koeffizient Ci(µ),

µ
d

dµ
Ci(µ) = Cj(µ)γji(µ) , (3.53)

die in

µ
∂

∂µ
Ci(µ) = Cj(µ)γji(µ)− β(α̃s)

d

dα̃s
Ci(µ)−

∑

X

γX X
d

dX
Ci(µ) , (3.54)

mit α̃s = αs/(4π), umgeschrieben werden kann. Die anomalen Dimensionen γji sind im Allgemei-
nen Matrizen, da verschiedene Wilson-Koeffizienten Cj mit Ci mischen können. Die β-Funktion
der starken Kopplungskonstanten ist mit

µ
d

dµ
α̃s = β(α̃s) = −

∞∑

n=0

α̃n+2
s βn (3.55)

definiert. In Gl. (3.54) wird über alle µ-abhängigen Größen X = mt, . . . , die in Ci auftreten,
summiert. Die anomale Dimension γX für die Größe X ist mit

µ
d

dµ
X = X γX = −X

∞∑

n=0

α̃n+1
s γnX (3.56)

definiert. Eine ausführliche Beschreibung der Berechnung von anomalen Dimensionen und der
QCD-β-Funktion findet sich z.B. in Ref. [74]. Nachdem Gl. (3.54) in αs entwickelt wurde, erkennt
man, dass der Wilson-Koeffizient auf der linken Seite immer zu einer höheren Ordnung in αs
auftritt als die Wilson-Koeffizienten auf der rechten Seite. Durch Integrieren der Gleichung erhält
man dann die gesuchten ln(µ2

0/M
2)-Anteile zur n-Schleifen-Ordnung aus den Ergebnissen der

niedrigeren Ordnungen.
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Im Folgenden wird Gl. (3.54) für den Wilson-Koeffizient CA diskutiert. Die anomale Dimension
von CA ist null, außerdem kommt neben αs nur die Masse des Top-Quarks als µ-abhängige
Größe in CA vor. Dadurch ergeben sich folgende Gleichungen zur Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-
Ordnung.

• Ordnung α0
s:

µ
∂

∂µ
C

(0)
A = 0 (3.57)

• Ordnung αs:

µ
∂

∂µ
C

(1)
A = γ0

mmt
d

dmt
C

(0)
A (3.58)

• Ordnung α2
s:

µ
∂

∂µ
C

(2)
A = γ0

mmt
d

dmt
C

(1)
A + γ1

mmt
d

dmt
C

(0)
A + β0C

(1)
A (3.59)

Nach der Integration von Gl. (3.59) erhält man die Ergebnisse der ln(µ2
0/M

2)-Anteile zur Drei-
Schleifen-Ordnung mit exakter Massenabhängigkeit,

C
W,t,(2)
A (µ0) = C

t,W,(2)
A (µ0 = mt) + ln

(
µ2

0

m2
t

)[
69 + 1292x− 209x2

18(x− 1)3

−521x+ 105x2 − 50x3

9(x− 1)4
lnx− 47x+ x2

3(x− 1)3
Li2

(
1− 1

x

)]

+ ln2

(
µ2

0

m2
t

)[
61x+ 11x2

3(x− 1)3
− 49x+ 96xZwei− x3

6(x− 1)4
lnx

]
,

C
W,c,(2)
A (µ0) = C

c,W,(2)
A (µ0 = MW )− 23

6
ln

(
µ2

0

M2
W

)
. (3.60)

Die Ergebnisse zur Drei-Schleifen-Ordnung wurden in Ref. [57] veröffentlicht und lauten für die
beiden Entwicklungen mit mt �MW und mt ≈MW

C
W,c,(2)
A (µ0 = MW ) = −5.222− 0.2215 y2 + 0.1244 y2 ln y − 0.08889 y2 ln2 y + 0.04146 y4

−0.02955 y4 ln y + 0.009524 y4 ln2 y − 0.001092 y6 + 0.0006349 y6 ln y

−0.00004286 y8 + 0.00003207 y8 ln y − 3.109 · 10−6 y10

+2.643 · 10−6 y10 ln y − 3.009 · 10−7 y12 + 2.775 · 10−7 y12 ln y

+O
(
y14
)
, (3.61)

C
W,c,(2)
A (µ0 = MW ) = −5.403 + 0.09422w + 0.02786w2 + 0.01355w3 + 0.008129w4

+0.005469w5 + 0.003957w6 + 0.003009w7 + 0.002373w8

+0.001925w9 + 0.001596w10 + 0.001346w11 + 0.001153w12

+0.0009996w13 + 0.0008757w14 + 0.0007742w15 + 0.0006898w16

+O
(
w17
)
, (3.62)

C
W,t,(2)
A (µ0 = mt) = 2.710 y2 + 6.010 y2 ln y − 8.156 y4 − 1.131 y4 ln y − 0.5394 y6
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Abbildung 3.6.: C
W,(2)
A als Funktion von y = MW /mt für den Charm- (links) und Top-Quark-

Sektor (rechts). Die blaue, gestrichelte Linie gibt die Entwicklung für y � 1
und die schwarze, durchgezogene Linie für w = 1− y2 � 1 an. Dünnere Linien
wurden weniger weit in y bzw. w entwickelt. Das gelbe Band entspricht dem
physikalischen Bereich für y.

−13.97 y6 ln y + 35.32 y8 + 15.64 y8 ln y + 103.9 y10

+149.2 y10 ln y + 207.7 y12 + 454.8 y12 ln y +O
(
y14
)
, (3.63)

C
W,t,(2)
A (µ0 = mt) = −0.4495− 0.5845w + 0.1330w2 + 0.1563w3 + 0.1233w4

+0.09333w5 + 0.07134w6 + 0.05561w7 + 0.04425w8

+0.03589w9 + 0.02960w10 + 0.02478w11 + 0.02102w12

+0.01803w13 + 0.01562w14 + 0.01366w15 + 0.01204w16

+O
(
w17
)
. (3.64)

Die Vorfaktoren von y und w sind hier numerisch angegeben, analytische Ausdrücke für diese
Koeffizienten können als Mathematica-Datei von der Webseite [75] heruntergeladen werden.

In Abb. 3.6 sind die Drei-Schleifen-Ergebnisse für den Charm- (links) und den Top-Quark-
Anteil (rechts) in Abhängigkeit von y = MW /mt dargestellt. Die schwarzen, durchgezogenen
Linien entsprechen der Entwicklung y =

√
1− w ≈ 1 und die blauen, gestrichelten Linien der

Entwicklung y � 1. Dünnere Linien stehen für weniger weit entwickelte Ergebnisse. Diese können
als Abschätzung für die Güte der Entwicklung angesehen werden. In Bereichen, in denen es eine
Überlappung zwischen den Entwicklungen mit geringerer

”
Tiefe“ und der höchsten Entwicklung

gibt, kann angenommen werden, dass die Entwicklung das exakte (unbekannte) Ergebnis sehr
gut approximiert. Für den Charm-Quark-Beitrag wurde die Matching-Skala auf die W -Boson-
Masse gesetzt, µ0 = MW . Hier stimmen die beiden Entwicklungen in einem großen Bereich

überein. Das Top-Quark tritt in den Diagrammen zu C
W,c,(2)
A nur durch Schleifen-Korrekturen

im Gluon-Propagator auf. Im Top-Quark-Sektor wurde die Matching-Skala auf die Top-Quark-
Masse gesetzt, µ0 = mt. Die Entwicklungen konvergieren in ihrem jeweiligen Bereich sehr gut.
Außerdem gibt es eine deutliche Überlappung im Bereich von 0.3 < y < 0.4 zwischen den beiden
unterschiedlichen Entwicklungen. Dadurch ist es nun möglich den gesamten Bereich in y durch
diese Entwicklungen abzudecken. Mit Blick auf den physikalischen Bereich von y (gelbes Band
in Abb. 3.6), ist die Entwicklung für MW ≈ mt ausreichend.

Um die Koeffizienten in einer handlichen Form darzustellen, wurden die Ergebnisse aus Gl. (3.61)
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Abbildung 3.7.: Beiträge zu C
Z(n)
A im SM auf Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ordnung.

und Gl. (3.62) bzw. Gl. (3.63) und Gl. (3.64) gefittet,

C
W,c,(2)
A (µ0 = MW ) ' −0.015y2 − 0.182y − 5.211 ,

C
W,t,(2)
A (µ0 = mt) ' 2.255 y2 − 2.816 y + 0.189 , (3.65)

wobei diese Formeln die Kurven in Abb. 3.6 mit einer Genauigkeit besser als 1% im Bereich
0.3 < y < 0.7 approximieren.

3.2.2. Z-Boson-Pinguin-Diagramme

Analog zu den W -Boson-Box-Diagrammen lassen sich auch die Z-Boson-Pinguin-Anteile in einen
Top- und einen Charm-Quark-Beitrag aufspalten,

C
Z,(n)
A = C

Z,t,(n)
A − CZ,c,(n)

A + δn,2
(
CZ,t,tria.A − CZ,c,tria.A

)
. (3.66)

Für den Z-Pinguin-Anteil gibt es zur Drei-Schleifen-Ordnung zum ersten Mal einen Beitrag
durch Fermion-Dreiecks-Diagramme CZ,tria.A , siehe Abb. 3.10(a). In diesen Diagrammen muss
darauf geachtet werden, dass γ5 innerhalb der Schleife korrekt behandelt wird. Eine genaue
Beschreibung der Berechnung dieser Diagramme findet sich in Kapitel 3.2.2.2.

Außerdem ist es schon in führender Ordnung notwendig einen elektroschwachen Counterterm
einzuführen, um die flavour-nichtdiagonale Zwei-Punkt-Funktion, die den Übergang von einem
Strange- in ein Bottom-Quark beschreibt, so zu renormieren, dass diese für einen verschwinden-
den äußeren Impuls null wird. Die Bestimmung der entsprechenden Renormierungskonstanten
wird im folgenden Kapitel diskutiert.

Die eigentlichen Drei-Schleifen-Diagramme zum Z-Pinguin und die Matching-Formel für CZ,QA

werden im Kapitel 3.2.2.3 behandelt. In Abb. 3.7 sind Beispieldiagramme zur Ein-, Zwei- und
Drei-Schleifen-Ordnung dargestellt.

3.2.2.1. Elektroschwacher Counterterm

Für die Z-Pinguin-Diagramme ist es notwendig einen elektroschwachen Counterterm einzufüh-
ren, der schon auf Ein-Schleifen-Niveau beiträgt. Dieser ist so definiert, dass die off-shell Propa-
gatoren der leichten Quarks flavour-diagonal bleiben, bis auf Effekte, die mit q2/M2

W unterdrückt
sind [70], wobei q der äußere Impuls ist. Die Counterterm-Lagrangedichte lautet [70, 76]

Lew
counter =

GFM
2
W

4
√

2π2

[
V ∗cbVcs b̄PR

(
iZc2,sb 6D − Zc0,sbmb

)
s
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Abbildung 3.8.: Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Diagramme für die Renormierungskonstanten
ZQ2,sb und ZQ0,sb.

+ V ∗tbVts b̄PR
(
iZt2,sb 6D − Zt0,sbmb

)
s
]
, (3.67)

wobei Dµ die kovariante Ableitung aus Gl. (2.5) bezeichnet. Die daraus resultierenden Counter-
terme liefern Beiträge zu den Übergängen sb, sbg, sbγ und sbZ und müssen in alle möglichen
Kombinationen innerhalb der 1LPI-Diagramme eingesetzt werden.

Die Renormierungskonstanten ZQ0,sb mit Q = c, t werden für CA nicht benötigt, da alle leichten
Quark-Massen auf null gesetzt wurden. Sie treten jedoch in Kapitel 4 für den Higgs-Pinguin
und in Kapitel 5 für b→ sγ auf. Zur Bestimmung der Renormierungskonstanten ZQ2,sb kann die
Zwei-Punkt-Funktion sb berechnet werden. Hierzu wurde eine Taylor-Entwicklung im äußeren

Impuls durchgeführt. Da der Counterterm sbZ schon in der führenden Ordnung C
Z,(0)
A auftritt,

müssen für die Renormierungskonstanten ZQ2,sb die Drei-Schleifen-QCD-Korrekturen berechnet

werden. Beispieldiagramme sind in Abb. 3.8 zu sehen. Die Reihenentwicklung von ZQ2,sb in αs
lautet

Zc2,sb =
∑

n=0

(
µ2

0

M2
W

)(n+1)ε (αs
4π

)n
Z
c,(n)
2,sb ,

Zt2,sb =
∑

n=0

(
µ2

0

m2
t

)(n+1)ε (αs
4π

)n
Z
t,(n)
2,sb . (3.68)

Die Faktoren (µ2
0/M

2
W )n ε und (µ2

0/m
2
t )
n ε treten bei der Berechnung der n-Schleifen-Diagramme

für Zc2,sb und Zt2,sb in dieser Form auf und können aus dem Ergebnis herausgezogen werden.

An dieser Stelle muss noch erwähnt werden, dass in ZQ2,sb die Parameter αs und mt schon
renormiert wurden. Dabei wurden wieder die Renormierungskonstanten aus Gl. (3.35) und
Gl. (3.36) verwendet, um die Ergebnisse durch αs in der 5-Flavour-Theorie auszudrücken. Die
QCD-Wellenfunktions-Renormierung wurde hingegen noch nicht durchgeführt, da diese in der
eigentlichen Matching-Formel berücksichtigt wird.

Ein interessanter Punkt ist, dass zur Bestimmung von Z
Q,(2)
2,sb auch Counterterm-Einsetzungen

von Z
Q,(0)
2,sb in die Zwei-Punkt-Funktion sb benötigt werden. In Abb. 3.9 sind die Diagramme

mit den Counterterm-Einsetzungen und einer geschlossenen Top-Quark-Schleife dargestellt. Alle
anderen Counterterm-Einsetzungen verschwinden, da die entsprechenden Diagramme skalenlos
sind.

Zur Drei-Schleifen-Ordnung wurden die Diagramme wieder für y � 1 und für w � 1 in den
Massen entwickelt. Die Ergebnisse zur Ein-Schleifen-Ordnung lauten
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Abbildung 3.9.: Zwei-Schleifen-Diagramme zur Bestimmung der Renormierungskonstanten

Z
Q,(2)
2,sb mit Counterterm-Einsetzungen.

Z
c,(0)
2,sb = −1

ε
+

1

2
+O(ε) , (3.69)

Z
t,(0)
2,sb =

1

ε

(
−1− x

2

)
+

3x2 + x+ 2

4− 4x
+ lnx

2x2 + 3x− 2

2 (x− 1)2
+O(ε) ,

wobei die ε- und ε2-Anteile genauso wie die Resultate zur Zwei- und Drei-Schleifen-Ordnung von
der Webseite [75] heruntergeladen werden können.

3.2.2.2. Fermion-Dreiecks-Diagramme

Für den Z-Pinguin-Anteil CZA tritt mit den Fermion-Dreiecks-Diagrammen zur Drei-Schleifen-
Ordnung eine neue Diagrammklasse auf, die gesondert behandelt werden muss. Ein Beispieldia-
gramm ist in Abb. 3.10(a) zu sehen. Innerhalb der geschlossenen Quark-Schleife tritt genau ein
γ5 auf, was dazu führt das dieses γ5 in der Fermion-Spur gesondert behandelt werden muss. Diese
Diagramme wurden hier mit zwei verschiedenen Methoden, Larin’s Methode und evaneszente
Spur-Operatoren, berechnet. In beiden Fällen wurde nur der Axial-Vektor-Anteil in der Quark-
Schleife berücksichtigt, da auf Grund von Furry’s Theorem [77] der Vektor-Anteil verschwindet.
Für masselose Quarks der gleichen Familie, also dem Up- und Down-Quark und dem Charm- und
Strange-Quark, heben sich die Anteile gegenseitig weg. Dies ist eine Folge der Anomalie-Freiheit
im SM. Deshalb tragen nur Diagramme mit einem massiven Top-Quark und einem masselosen
Bottom-Quark in der Quark-Schleife zur Amplitude bei. Für beide Methoden, die im Folgenden
diskutiert werden, mussten die Dirac-Matrizen in der geschlossenen Fermion-Schleife bearbeitet
werden, was mit dem in dieser Arbeit verwendeten Form-Setup, basierend auf Projektoren auf
die Dirac-Struktur der Diagramme, schwierig ist. Deshalb wurden, wie zu Beginn des Kapitels
beschrieben, eigene γ-Matrizen implementiert.

Im ersten Verfahren wurde die Axial-Vektor-Kopplung in der Quark-Schleife, basierend auf La-
rin’s Methode [78], mit

γµγ5 → i

12
εµνρσ (γνγργσ − γσγργν) (3.70)

ersetzt. Danach wurde die Spur in d Dimensionen gebildet. Als einzige Eigenschaft des ε-Tensors
wurde benutzt, dass er für zwei gleiche Indizes verschwindet. Ansonsten wurde der ε-Tensor nur
symbolisch eingeführt und am Ende mit

i εµνρσγνγργσγ5 ⊗ γµγ5 → 6 γµ ⊗ γµγ5 ,

i εµνρσγνγργσ ⊗ γµγ5 → 6 γµγ5 ⊗ γµγ5 , (3.71)
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Abbildung 3.10.: Diagramme mit geschlossenem Quark-Dreieck und Axial-Vektor-Kopplung.

wieder ersetzt.

In der zweiten Methode wurde die Fermion-Spur in der geschlossenen Quark-Schleife nicht be-
rechnet. Es wurden nur die Zyklizität der Spur und die Antikommutator-Relationen aller γ-
Matrizen, bis auf γ5, ausgenutzt. Im Ergebnis bleiben damit die Strukturen

γνγργσγ5 ⊗ γµγ5 Tr (γνγργσγµγ5) ,

γνγργσ ⊗ γµγ5 Tr (γνγργσγµγ5) , (3.72)

stehen. Durch Addieren und Subtrahieren von 24γµ⊗γµγ5 zur ersten und 24γµγ5⊗γµγ5 zur zwei-
ten Struktur in Gl. (3.72) erhält man zum einen Beiträge zu den Koeffizienten der evaneszenten
Spur-Operatoren [79]

QE1 = γνγργσγ5 ⊗ γµγ5 Tr (γνγργσγµγ5) + 24 γµ ⊗ γµγ5 ,

QE2 = γνγργσ ⊗ γµγ5 Tr (γνγργσγµγ5) + 24 γµγ5 ⊗ γµγ5 , (3.73)

und zum anderen Beiträge zum Wilson-Koeffizienten CA. Diese evaneszenten Spur-Operatoren
sind analog zu den evaneszenten Operatoren, die für den W -Boson-Anteil verwendet wurden, zu
verstehen, d.h. sie verschwinden im Limes d → 4, müssen aber innerhalb des d-dimensionalen
Matchings berücksichtigt werden. Die Wilson-Koeffizienten der evaneszenten Spur-Operatoren
sind aber im konkreten Fall nicht von Interesse, da die Operatoren erst auf Vier-Schleifen-Niveau
mit dem Operator QA mischen können. Hier wurden sie nur benötigt, um den Anteil CA zu
bestimmen.

Die beide vorgestellten Methoden lieferten das gleiche Ergebnis. Zusätzlich zu den eigentli-

chen Drei-Schleifen-Diagrammen treten auch Counterterm-Einsetzungen von Z
Q,(0)
2,sb in Zwei-

Schleifen-Diagramme auf, siehe z.B. Abb. 3.10(b). Diese Diagramme sind nur dann von null ver-
schieden, wenn ein Top-Quark in der inneren Schleife läuft, da die Diagramme mit masselosen
Bottom-Quarks in der Schleife auf skalenlose Integrale führen und damit verschwinden. Die Drei-
Schleifen-Diagramme mit Top-Quark und Bottom-Quark in der geschlossenen Quark-Schleife
und die Zwei-Schleifen-Diagramme mit Counterterm-Einsetzungen und einer Top-Quark-Schleife
ergeben zusammengenommen ein UV-endliches und von ln(µ2

0/M
2) unabhängiges Ergebnis, was

eine wichtige Kontrolle ist.

3.2.2.3. Z-Boson-Pinguin-Diagramme

Beispiele für die eigentlichen Z-Boson-Pinguin-Diagramme zur Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-
Ordnung sind in Abb. 3.7 dargestellt. Die Ein- und Zwei-Schleifen-Diagramme konnten wieder
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Abbildung 3.11.: Elektroschwacher Counterterm in Tree-Level-Diagramm eingesetzt.

mit exakter Massenabhängigkeit berechnet werden. Zur Drei-Schleifen-Ordnung gibt es 1640
Diagramme, die wieder analog zu den W -Boson-Box-Diagrammen in den Massen entwickelt
wurden. Dabei wurde für mt � MW (y � 1) eine asymptotische Entwicklung der Diagramme
und für mt ≈ MW (w � 1) eine Taylorentwicklung der W -Boson-Propagatoren durchgeführt.
Die Matching-Formel für CZ,QA mit Q = c, t, ohne die Fermion-Dreiecks-Diagramme, lautet

CZ,QA = (1 + ∆Zψ)
2∑

n=0

(αs
4π

)n [(
ZSM
gs

)2n
C
Z,Q,(n)
A,bare + δtQ∆TZ,t,(n) +KQ,(n)

]

+K̃Q +O
(
α3
s

)
, (3.74)

wobei wieder in αs entwickelt werden muss. Bei C
Z,Q,(n)
A,bare handelt es sich um die unrenormierten

(n + 1)-Schleifen-Amplituden zur Dirac-Struktur von QA. Die Z-Pinguin-Diagramme liefern
keinen Beitrag zum Wilson-Koeffizienten des evaneszenten Operators QEA. Aus diesem Grund
treten keine zusätzlichen Terme in Gl. (3.74) durch die Renormierung des Operators QA auf.
Wie schon in der Matching-Formel für die W -Boson-Box-Diagramme in Gl. (3.32), müssen auch
hier die Masse des Top-Quarks, die starke Kopplungskonstante αs und die Wellenfunktionen der
Quarks renormiert werden. Die Größen

∆TZ,t,(0) = 0 ,

∆TZ,t,(1) =
(
C
Z,t,(0)
A,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

)
αs
,

∆TZ,t,(2) =
(
C
Z,t,(0)
A,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

+
αs
4π
C
Z,t,(1)
A,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

)
α2
s

, (3.75)

beschreiben die Renormierung der Masse des Top-Quarks. Die Renormierungskonstanten ZSM
gs ,

Zmt und ∆Zψ sind in Gl. (3.35), Gl. (3.36) und Gl. (3.42) angegeben.

Im Vergleich zum Matching des W -Boson-Box-Anteils treten zusätzlich in der Matching-Formel
in Gl. (3.74) mit KQ,(n) die Tree-Level-Einsetzungen des elektroschwachen Counterterms auf.
Das entsprechende Tree-Level-Diagramm ist in Abb. 3.11 dargestellt und ergibt

Kt,(n) =

(
− 1

16
+

sin2 θW
24

)(
µ2

0

m2
t

)(n+1)ε

Z
t,(n)
2,sb ,

Kc,(n) =

(
− 1

16
+

sin2 θW
24

)(
µ2

0

M2
W

)(n+1)ε

Z
c,(n)
2,sb . (3.76)

Zur Drei-Schleifen-Ordnung für CZ,QA gibt es nicht nur diese Tree-Level-Einsetzungen, sondern
auch Einsetzungen in Zwei-Schleifen-Diagramme mit einer geschlossenen Top-Quark-Schleife,
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Abbildung 3.12.: Counterterm-Einsetzungen in Diagramme mit einer geschlossenen Top-Quark-
Schleife.

siehe Abb. 3.12. Dieser Anteil wird in der Matching-Formel mit K̃Q bezeichnet und enthält die

Ergebnisse der Zwei-Schleifen-Diagramme zusammen mit den Renormierungskonstanten Z
Q,(0)
2,sb .

Es ist interessant, dass sich K̃Q exakt mit den Counterterm-Einsetzungen von Z
Q,(0)
2,sb in den

Diagrammen in Abb. 3.9 für den Z
Q,(2)
2,sb Beitrag weghebt.

Im Ergebnis für CZ,QA heben sich alle Anteile proportional zu sin2 θW heraus. Ein weiteres inter-
essantes Ergebnis ist, dass der Charm-Quark-Anteil in der Hintergrundfeld-Version der ’t Hooft-

Feynman Eichung verschwindet und damit C
Z,c,(n)
A = 0 ergibt. C

Z,t,(n)
A ist natürlich ungleich null

und wird zusammen mit den Ergebnissen der Quark-Dreiecks-Diagramme im nächsten Kapitel
angegeben und diskutiert.

3.2.2.4. Ergebnisse für C
Z,(2)
A

Die Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnisse aus Ref. [53, 56] konnten für CZA reproduziert werden
und lauten

C
Z,t,(0)
A (µ0) =

−6x+ x2

16(x− 1)
+

2x+ 3x2

16(x− 1)2
lnx ,

C
Z,t,(1)
A (µ0) =

29x+ 7x2 + 4x3

6(x− 1)2
− 23x+ 14x2 + 3x3

6(x− 1)3
lnx− 4x+ x3

2(x− 1)2
Li2

(
1− 1

x

)

+ ln

(
µ2

0

m2
t

)[
8x+ x2 + x3

2(x− 1)2
− x+ 4x2

(x− 1)3
lnx

]
. (3.77)

Aus den Ergebnissen zur Ein- und Zwei-Schleifen-Ordnung konnten mit Hilfe der RGE die
ln(µ2

0/M
2)-Anteile zum Drei-Schleifen-Koeffizienten mit exakter Massenabhängigkeit hergelei-

tet werden

C
Z,t,(2)
A (µ0) = C

Z,t,(2)
A (µ0 = mt) + ln

(
µ2

0

m2
t

)[
188x+ 4x2 + 95x3 − 47x4

6(x− 1)3
Li2

(
1− 1

x

)

+
1468x+ 1578x2 − 25x3 − 141x4

18(x− 1)4
lnx −4622x+ 1031x2 + 582x3 − 475x4

36(x− 1)3

]

+ ln2

(
µ2

0

m2
t

)[
49x+ 315x2 − 4x3

6(x− 1)4
lnx− 440x+ 257x2 + 72x3 − 49x4

12(x− 1)3

]
. (3.78)
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Abbildung 3.13.: y2C
Z,(2)
A als Funktion von y = MW /mt. Die blauen, gestrichelten Linien stam-

men aus der Entwicklung y � 1 und die schwarzen, durchgezogenen Linien aus
der Entwicklung w = 1 − y2 � 1. Dünnere Linien stellen weniger weit entwi-
ckelte Ergebnisse dar. Das gelbe Band beschreibt den physikalischen Bereich
für y.

Die in y und w entwickelten Ergebnisse zur Drei-Schleifen-Ordnung für µ0 = mt lauten

C
Z,t,(2)
A (µ0 = mt) =

0.1897

y2
+ 2.139 + 28.59 y2 + 33.85 y2 ln y + 28.01 y4 + 97.98 y4 ln y

−31.41 y6 + 106.2 y6 ln y − 167.0 y8 − 78.59 y8 ln y − 387.4 y10

−618.3 y10 ln y − 697.9 y12 − 1688. y12 ln y +O
(
y14
)
,

C
Z,t,(2)
A (µ0 = mt) = −1.934 + 0.8966w + 0.7399w2 + 0.6058w3 + 0.5113w4 + 0.4439w5

+0.3948w6 + 0.3582w7 + 0.3303w8 + 0.3087w9 + 0.2916w10

+0.2778w11 + 0.2667w12 + 0.2575w13 + 0.2498w14 + 0.2433w15

+0.2379w16 +O
(
w17
)
. (3.79)

Wie schon erwähnt hebt sich der Charm-Quark-Anteil in der Hintergrundfeld-Version der ’t Hooft-

Feynman Eichung gerade heraus, d.h. es gilt C
Z,c,(n)
A = 0.

Zur Drei-Schleifen-Ordnung kommen außerdem noch die Fermion-Dreiecks-Diagramme hinzu.

Die entsprechenden Ergebnisse werden getrennt von C
Z,t,(2)
A dargestellt. Hier gibt es sowohl

einen Top-Quark- als auch einen Charm-Quark-Anteil,

CZ,t,tria.A = −0.9871

y2
− 2.388− 1.627 y2 − 3.516 y2 ln y − 1.830 y4 − 6.959 y4 ln y

−2.038 y6 − 10.83 y6 ln y − 2.210 y8 − 15.09 y8 ln y − 2.353 y10 − 19.65 y10 ln y

−2.473 y12 − 24.48 y12 ln y +O
(
y14
)
,

CZ,t,tria.A = −2.418− 1.334w − 1.147w2 − 1.080w3 − 1.048w4 − 1.030w5 − 1.019w6

−1.012w7 − 1.007w8 − 1.003w9 − 1.001w10 − 0.9984w11 − 0.9968w12

−0.9955w13 − 0.9944w14 − 0.9936w15 − 0.9928w16 +O
(
w17
)
,
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CZ,c,tria.A = −1.250 + 1.500 ln y − 0.5331 y2 + 0.2778 y2 ln y − 0.2222 y2 ln2 y + 0.1144 y4

−0.08194 y4 ln y + 0.02778 y4 ln2 y − 0.003538 y6 + 0.002143 y6 ln y

−0.0001573 y8 + 0.0001235 y8 ln y − 0.00001283 y10 + 0.00001145 y10 ln y

−1.382 · 10−6 y12 + 1.338 · 10−6 y12 ln y +O
(
y14
)
,

CZ,c,tria.A = −1.672− 0.5336w − 0.3100w2 − 0.2181w3 − 0.1683w4 − 0.1370w5

−0.1156w6 − 0.09997w7 − 0.08808w8 − 0.07873w9 − 0.07118w10

−0.06495w11 − 0.05973w12 − 0.05529w13 − 0.05147w14 − 0.04814w15

−0.04522w16 +O
(
w17
)
. (3.80)

Auch hier sind die Vorfaktoren von y und w nur numerisch angegeben, analytische Ausdrücke
für diese Koeffizienten können von der Webseite [75] heruntergeladen werden.

In Abb. 3.13 ist das gesamte Drei-Schleifen-Ergebnis für den Z-Boson-Anteil C
Z,(2)
A dargestellt.

C
Z,(2)
A wächst proportional zu m2

t für eine große Top-Quark-Masse. Der Grund hierfür liegt in der
Yukawa-Wechselwirkung zwischen dem would-be Goldstone-Boson G± und den Quarks. Deshalb

ist es sinnvoll die Größe y2C
Z,(2)
A abzubilden, damit im Limes y → 0 ein endliches Ergebnis dar-

gestellt werden kann. Die blauen Linien sind das Ergebnis der Entwicklung y � 1. Die schwarzen,
durchgezogenen Linien stammen aus der Entwicklung w = 1 − y2 � 1. Für diese zweite Ent-
wicklung muss noch erwähnt werden, dass der Faktor y2 selbst auch in w = 1 − y2 entwickelt
wurde. Das gelbe Band beschreibt wieder den physikalischen Bereich für MW /mt. Im Bereich
von y ≈ 0.4 gibt es eine Überlappung der beiden Entwicklungen. Außerdem konvergieren die
einzelnen Entwicklungen in diesem Bereich sehr gut. Deswegen deckt eine Kombination der bei-
den Entwicklungen den kompletten Bereich in y sehr gut ab. Für den physikalisch interessanten
Bereich von y (gelbes Band) ist wieder die Entwicklung in den Massendifferenzen ausreichend,
da in diesem Bereich die Entwicklungen in w sehr gut konvergieren. Es ist interessant, dass der

Anteil CZ,t,tria.A − CZ,c,tria.A um mehr als eine Größenordnung den Anteil C
Z,t,(2)
A übersteigt, für

den physikalischen Wert von y gilt y2C
Z,t,(2)
A ≈ −0.02.

Die Ergebnisse zur Drei-Schleifen-Ordnung für die Z-Pinguin-Diagramme lassen sich sehr kom-
pakt durch die Formel

C
Z,(2)
A (µ0 = mt) ' 36.802 y3 − 79.060 y2 + 57.988 y − 17.222 (3.81)

approximieren. Die Genauigkeit dieser Formel ist besser als 1% im Bereich y > 0.4. Die Ergeb-
nisse zur Drei-Schleifen-Ordnung wurden zum ersten Mal im Rahmen dieser Arbeit berechnet
und in Ref. [57] veröffentlicht.

3.3. B(Bs → µ+µ−) im SM zur NNLO

Das Verzweigungsverhältnis B(Bs → µ+µ−) innerhalb des SM ist proportional zu |CA|2, siehe
Gl. (3.20). Aus diesem Grund werden zuerst die numerischen Auswirkungen der Drei-Schleifen-
QCD-Korrekturen zu |CA|2 diskutiert. Danach werden diese Ergebnisse mit den elektroschwachen
NLO-Korrekturen [80] kombiniert, um Vorhersagen für das Verzweigungsverhältnis zu geben.
Diese kombinierten Ergebnisse wurden in Ref. [81] veröffentlicht.

In Abb. 3.14 ist |CA|2 in Abhängigkeit der Matching-Skala µ0 dargestellt. Die elektroschwachen
NLO-Korrekturen sind in dieser Abbildung nicht enthalten. Das Einbinden aller Beiträge der
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Abbildung 3.14.: |CA|2 in Abhängigkeit der Matching-Skala µ0. Die blau gepunktete Kurve stellt
das LO-, die rot gestrichelte Kurve das NLO- und die schwarz durchgezogene
Kurve das NNLO-Ergebnis dar.

Ordnung αem zum Wilson-Koeffizienten CA wird im Laufe dieses Kapitels erklärt. Die Größe
CA, ohne QED-Korrekturen, ist invariant unter dem Renormierungsgruppenlaufen und damit
unabhängig von der Matching-Skala µ0. Durch das Abschneiden der Störungsreihe für CA zu einer
festen Ordnung in αs bleibt eine µ0-Abhängigkeit übrig mit der es möglich ist die Größenordnung
der fehlenden Korrekturen höherer Ordnung in αs abzuschätzen. Die Skala in Abb. 3.14 ist von
µ0 ≈ MW /2 bis µ0 ≈ 2mt dargestellt, was dadurch motiviert ist, dass sowohl das W -Boson
als auch das Top-Quark in den Diagrammen auftreten und beide Teilchen an der gleichen Skala
ausintegriert wurden. Zur Abschätzung der Unsicherheiten wird später dagegen nur das Intervall
µ0 ∈

[
1
2 mt, 2mt

]
verwendet. Als Eingangsparameter dienen

αs(MZ) = 0.1184 , (3.82)

MZ = 91.1876 GeV ,

Mt = 173.1 GeV ,

MW = 80.358 GeV ,

wobei die Werte für αs(MZ), MZ und Mt aus Ref. [22] übernommen wurden. Die Masse des
W -Bosons wurde mit der Fit-Formel aus Ref. [82] berechnet und ist konsistent mit dem Wert
MW = 80.385 GeV aus direkten Messungen [22]. Die Umrechnung der Pol-Masse des Top-Quarks
Mt in die MS-Masse mt(mt) ergibt mt(mt) ' 163.5 GeV, wobei dazu und zum Laufen von αs(µ0)
und mt(µ0) das Programm RunDec [83] verwendet wurde. Das Laufen von αs(µ0) und mt(µ0)
wurde mit den RunDec-Routinen zur Vier-Schleifen-Ordnung und die Umrechnung von Mt zu
mt zur Drei-Schleifen-Ordnung durchgeführt.

Die blau gepunktete Kurve in Abb. 3.14 zeigt das Skalenverhalten des LO-Ergebnisses. Durch
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das NLO-Ergebnis mit der rot gestrichelten Kurve nimmt diese Skalenunsicherheit sehr stark
ab. Die verbleibende Skalenunsicherheit auf NLO ist damit 1.8% im Bereich µ0 ∈

[
1
2 mt, 2mt

]
.

Diese Unsicherheit geht auf 0.2% zurück, wenn auch das NNLO-Ergebnis (schwarz durchgezoge-
ne Kurve) miteinbezogen wird. Die Skala µ0 ist im Prinzip beliebig, wird aber in der Praxis so
gewählt, dass Korrekturen höherer Ordnungen so klein wie möglich sind. Für µ0 = mt ist der Un-
terschied zwischen dem LO- und dem NLO-Ergebnisses mit ca. 2% relativ klein, der Unterschied
zwischen dem NLO-Ergebnis und dem NNLO-Ergebnis liegt sogar nur im Promille-Bereich. Für
µ0 = MW sind die Unterschiede zwischen den einzelnen Kurven bedeutend größer. Damit ist die
Skala µ0 ≈ mt die geeignete Wahl, da hier die Effekte höherer Ordnungen sehr klein sind und
damit die Störungsreihe bei dieser Skala sehr gut konvergiert. Dies wurde in der Vergangenheit
schon in Ref. [54] vermutet, aber erst durch die explizite Drei-Schleifen-Rechnung konnte dies
nun wirklich gezeigt werden, da a priori die Skala des Problems von der Größenordnung der Mas-
sen der ausintegrierten Teilchen, also in diesem Fall der Masse des W -Bosons, des Z-Bosons und
des Top-Quarks ist. Nun konnte die verbleibende Skalen-Unsicherheit auf nahezu null gebracht
werden. In der weiteren Analyse wird µ0 = 160 GeV verwendet.

Das Ergebnis für CA hängt natürlich von den Parametern αs(MZ) und Mt ab. Deshalb bietet
es sich an, das Ergebnis für CA als Funktion dieser Parameter anzugeben,

CA = 0.4802

(
Mt

173.1

)1.52(αs(MZ)

0.1184

)−0.09

+O(αem) . (3.83)

Diese Formel liefert innerhalb der Intervalle αs(MZ) ∈ [0.11, 0.13] und Mt ∈ [170, 175] GeV ein
Ergebnis, das das exakte Ergebnis mit einer Genauigkeit von 0.1% oder besser approximiert.

Es sei noch einmal erwähnt, dass bisher nur die QCD-Korrekturen, nicht aber die elektroschwa-
chen NLO-Korrekturen mitberücksichtigt wurden, diese werden im Folgenden diskutiert. Der
Wilson-Koeffizient inklusive der elektroschwache Korrekturen kann bei der Matching-Skala µ0

mit

CA(µ0) = CsA +
αem(µ0)

4π
C
e,(1)
A (µ0) +O(α2

em, αemαs) (3.84)

dargestellt werden, wobei CsA den LO-Anteil zusammen mit den NLO- und NNLO-QCD-Korrek-
turen beschreibt. Dieser Anteil ist als ganzes skalenunabhängig, nur durch das Abschneiden der
Störungsreihe bei einer bestimmten Ordnung entsteht eine Skalenabhängigkeit, siehe Abb. 3.14.

Der Anteil C
e,(1)
A (µ0) stellt die elektroschwachen NLO-Korrekturen dar. Die vollen elektroschwa-

chen Zwei-Schleifen-Korrekturen wurden in Ref. [80] berechnet, davor waren diese Korrekturen
nur im Limes mt � MW bekannt [84]. Bei der Normierung der effektiven Lagrangedichte und
des Verzweigungsverhältnisses gibt es verschiedene Möglichkeiten, die zur führenden Ordnung in
αem durch die Tree-Level-Relation

GF =
παem√

2M2
W sin2 θW

(3.85)

ineinander umgerechnet werden können. Numerisch macht es aber einen großen Unterschied, ob
z.B. für sin2 θW der Wert im MS- oder im On-Shell-Schema verwendet wird. Solange man sich
in Bezug auf αem in der führenden Ordnung befindet ist das Renormierungsschema beliebig und
beide Werte können verwendet werden. Erst durch die vollen Korrekturen zur Ordnung αem
wird diese Ambiguität aufgelöst, da dadurch das Renormierungsschema fixiert ist. Im konkre-
ten Fall des Verzweigungsverhältnisses B(Bq → l+l−) wurde durch die Hinzunahme der vollen
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elektroschwachen NLO-Korrekturen C
e,(1)
A (µ0) eine Unsicherheit von 7% auf Grund verschiede-

ner elektroschwacher Schemata beseitigt. In dieser Analyse wurde das OS-2-Schema aus Ref. [80]
verwendet, d.h. die effektive Lagrangedichte ist mit G2

F normiert, siehe Gl. (3.8), und die Massen
Mt, MW und MZ und sin2 θW sind im On-Shell-Schema renormiert, wobei die Top-Quark-Masse
innerhalb der QCD im MS-Schema renormiert wurde. Für αem wird die MS-Kopplung verwendet.

Im nächsten Schritt muss der Wilson-Koeffizient an der Skala µb ≈ mb bestimmt werden, da
dies die Skala ist, an der die Matrixelemente für den B-Meson-Zerfall ausgewertet werden. Dazu
werden die RGE für CA zum Laufen von der Skala µ0 zur Skala µb verwendet, um Logarithmen
der Form ln(µ2/M2) konsistent aufzusummieren. Eine Lösung der RGE erhält man mit Hilfe
des Evolutionsoperators U(µb, µ0), der die Wilson-Koeffizienten von der Skala µ0 zur Skala µb
überführt,

Ci(µb) =
∑

j

Uij(µb, µ0)Cj(µ0) . (3.86)

Der Anteil CsA verändert sich nicht durch das Laufen von µ0 zu µb, da die anomale Dimension des
Operators QA innerhalb der QCD null ist. Die Hinzunahme der QED-Korrekturen, bei denen es
im Gegensatz zu den QCD-Korrekturen auch Schleifen-Beiträge an der Lepton-Linie gibt, führt
zu einem nicht-trivialen RGE-Verhalten, bei dem es zum Mischen verschiedener Operatoren
kommt. Die entsprechenden anomalen Dimensionen der Operatoren wurden in Ref. [85, 86]
berechnet. Nach dem Renormierungsgruppenlaufen, bei dem in αem/αs � 1 und αs entwickelt
wurde, erhält man für CA an der niedrigen Skala µb den Ausdruck

CA(µb) = CsA +
αem(µb)

α2
s(µb)

F1 sin2 θW +
αem(µb)

αs(µb)

[
F2 + F3 sin2 θW

]

+αemG+O
(
α2
em

α3
s

, αemαs

)
. (3.87)

Die Anteile F1, F2 und F3 heißen logarithmisch-verstärkte QED-Korrekturen, da sie zusätz-
lich zu αem noch durch inverse Ordnungen von αs verstärkt sind und damit zu großen Bei-
trägen führen können. Wie schon in Ref. [87] gezeigt, ergeben diese Beiträge einen Effekt
von −1.5% für B(Bs → µ+µ−). Die genauen Ausdrücke für F1, F2 und F3 wurden mit Hilfe
der Ergebnisse in Ref. [85, 86] erstellt und sind im Anhang B angegeben. Der Beitrag G ist
nicht logarithmisch-verstärkt, er beinhaltet aber unter anderem das neue elektroschwache NLO-
Ergebnis aus Ref. [80]. Ein Ausdruck für die einzelnen Bestandteile von G lässt sich ebenfalls
aus den Ergebnissen in Ref. [85, 86] herleiten und findet sich im Anhang B. Für das Laufen von
αem(µ) wurde die Formel aus Ref. [86] verwendet, in der die Zwei-Schleifen-Korrekturen inner-
halb der QED und die gemischten QCD-QED-Korrekturen zur Drei-Schleifen-Ordnung enthalten
sind.

Nachdem nun alle Beiträge zu CA an der niedrigen Skala µb diskutiert wurden, kann eine analoge
Formel zu Gl. (3.83) angegeben werden,

CA(µb) = 0.4802 R1.52
t R−0.09

α − 0.0112 R0.89
t R−0.09

α

= 0.4690 R1.53
t R−0.09

α , (3.88)

mit

Rt =
Mt

173.1 GeV
,
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Parameter Wert Ref.

GF 1.166379× 10−5 GeV−2 [22]

α
(5)
s (MZ) 0.1184(7) [22]

α
(5)
em(MZ) 1/127.944(14) [22]

∆α
(5)
em,hadr(MZ) 0.02772(10) [22]

MZ 91.1876(21) GeV [22]
Mt 173.1(9) GeV [22]
MH 125.9(4) GeV [22]

me 0.510998928 MeV [22]
mµ 105.6583715 MeV [22]
mτ 1776.82 MeV [22]

MBs 5366.77(24) MeV [22]
MBd 5279.58(17) MeV [22]
fBs 227.7(4.5) MeV [88]
fBd 190.5(4.2) MeV [88]
1/ΓsH 1.615(21) ps [50]
2/(ΓdH + ΓdL) 1.519(7) ps [50]

|Vcb| 0.0424(9) [89]
|V ∗tbVts/Vcb| 0.980(1) [90, 91]
|V ∗tbVtd| 0.0088(3) [90, 91]

Tabelle 3.1.: Eingangsparameter für B(Bq → l+l−).

Rα =
αs(MZ)

0.1184
. (3.89)

Der erste Beitrag in der ersten Zeile von Gl. (3.88) ist das Ergebnis aus Gl. (3.83), der zweite
Anteil entspricht den O(αem)-Anteilen. Es ist sinnvoll CA(µb) neben der Pol-Masse des Top-
Quarks auch durch die MS-Masse mt(mt) zu parametrisieren,

CA(µb) = 0.4802 R̃1.50
t R0.015

α − 0.0112 R̃0.86
t R−0.031

α

= 0.4690 R̃1.51
t R0.016

α , (3.90)

mit

R̃t =
mt(mt)

163.5 GeV
. (3.91)

Die Renormierungsskalen wurden auf µ0 = 160 GeV und µb = 5 GeV gesetzt. Diese Formeln
liefern innerhalb der Intervalle αs(MZ) ∈ [0.11, 0.13], Mt ∈ [170, 175] GeV und mt(mt) ∈
[160, 165] GeV ein Ergebnis, das das eigentliche Ergebnis mit einer Genauigkeit von 0.1% oder
besser approximiert.

Nun kann der Wilson-Koeffizient CA(µb) in Gl. (3.20) eingesetzt werden. Die benötigten Parame-
ter sind in Tab. 3.1 angegeben. Für die leptonischen Zerfallskonstanten fBs und fBd werden die
Mittelwerte der FLAG Kollaboration [88] aus den Nf = 2 + 1 Ergebnissen aus Ref. [43, 44, 92]
verwendet. Diese Werte sind konsistent mit den neusten Ergebnissen für Nf = 2 [93] und
Nf = 2 + 1 + 1 [47].
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Eine direkte Bestimmung von Vts und Vtd aus Tree-Level-Zerfällen gibt es nicht. Aus diesem
Grund ist man bei der Bestimmung der CKM-Faktoren auf die Unitarität der CKM-Matrix
und Verhältnisse wie |V ∗tbVts/Vcb| und |V ∗tbVtd/Vub| angewiesen. Das Verhältnis |V ∗tbVts/Vcb| wird
durch die Wolfenstein-Parameter ausgedrückt, deren Werte aus Ref. [90, 91] übernommen sind.
Der Fehler des Verhältnisses |V ∗tbVts/Vcb| ist im Vergleich zur Unsicherheit von |Vcb| klein. Da
es Spannungen zwischen den Werten für |Vcb| aus inklusiven und exklusiven semi-leptonischen
Zerfällen gibt, wurde für |Vcb| der Wert aus Ref. [89] verwendet, welcher aus gefitteten Werten von
inklusiven Zerfällen hervorgeht. Für B(Bd → l+l−) werden die gefitteten Ergebnisse für |V ∗tbVtd|
direkt aus Ref. [90, 91] übernommen, da die Bestimmung von |Vub| aus inklusiven Zerfällen
keinen Vorteil gegenüber |Vub| aus exklusiven Zerfällen bringt.

Ein weiterer wichtiger Parameter in Gl. (3.20) ist die Lebensdauer des schweren Masseneigenzu-
stands im Bq-B̄q-System, τ qH = 1/ΓqH . Für τ sH = 1/ΓsH wurde der Wert aus Ref. [50] verwendet.
Für die Lebensdauer des schweren Masseneigenzustands im Bd-B̄d-System gilt τdH = 1/ΓdH '
2/(ΓdH + ΓdL) ≡ τav

d , da, wie schon zu Beginn dieses Kapitels erwähnt, ∆Γd/Γd klein ist. Der
Wert für τav

d wurde ebenfalls aus Ref. [50] übernommen.

Auch für die Endergebnisse ist es sinnvoll, diese in Abhängigkeit der Parameter mit der größten
Unsicherheit darzustellen. Damit ist es möglich, die Vorhersage für die Zerfallsbreiten bei geän-
derten Eingangsparametern einfach zu aktualisieren. Wie schon für das Ergebnis von CA werden
auch die Ergebnisse für B(Bq → l+l−) in Abhängigkeit von αs, Mt und mt(mt) mit

Rtα = R3.06
t R−0.18

α = R̃3.02
t R0.032

α (3.92)

dargestellt. Für den Zerfall des Bs-Mesons wird die Formel

Rs =

(
fBs [MeV]

227.7

)2( |Vcb|
0.0424

)2( |V ?
tbVts/Vcb|
0.980

)2 τ sH [ps]

1.615
(3.93)

und für den Zerfall des Bd-Mesons die Formel

Rd =

(
fBd [MeV]

190.5

)2( |V ?
tbVtd|

0.0088

)2 τav
d [ps]

1.519
(3.94)

verwendet. Die SM-Vorhersagen für den Zerfall des Bs-Mesons in zwei Leptonen lauten damit

B(Bs → µ+µ−) = (3.65± 0.06)RtαRs × 10−9 = (3.65± 0.23)× 10−9 ,

B(Bs → e+e−) = (8.54± 0.13)RtαRs × 10−14 = (8.54± 0.55)× 10−14 , (3.95)

B(Bs → τ+τ−) = (7.73± 0.12)RtαRs × 10−7 = (7.73± 0.49)× 10−7 .

Für das Bd-Meson ergeben sich folgende SM-Vorhersagen,

B(Bd → µ+µ−) = (1.06± 0.02)RtαRd × 10−10 = (1.06± 0.09)× 10−10 ,

B(Bd → e+e−) = (2.48± 0.04)RtαRd × 10−15 = (2.48± 0.21)× 10−15 , (3.96)

B(Bd → τ+τ−) = (2.22± 0.04)RtαRd × 10−8 = (2.22± 0.19)× 10−8 .

Die Unsicherheiten, die weder von Rtα noch von Rs oder Rd kommen, sind in der mittleren
Spalte zusammengefasst. Hierbei handelt es sich hauptsächlich um Unsicherheiten, die nicht
auf Parameter-Unsicherheiten zurückzuführen sind. Diese nicht-parametrischen Unsicherheiten
werden auf 1.5% abgeschätzt. In ihr sind folgende Anteile enthalten:
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fBq CKM τ qH Mt αs andere nicht-
∑

Parameter parametrisch

B(Bs → l+l−) 4.0% 4.3% 1.3% 1.6% 0.1% < 0.1% 1.5% 6.4%

B(Bd → l+l−) 4.5% 6.9% 0.5% 1.6% 0.1% < 0.1% 1.5% 8.5%

Tabelle 3.2.: Einzelne Beiträge der relativen Unsicherheiten für B(Bq → l+l−). In der letzten
Spalte ist die Gesamtunsicherheit angegeben, die sich durch quadratisches Addieren
der einzelnen Unsicherheiten ergibt.

• Der vernachlässigte Anteil O(αem) in Gl. (3.20). Zu diesem Anteil gehören Beiträge von
Operatoren wie QV in Gl. (3.13), bei denen ein Photon die Quark- und Lepton-Linie
verbindet, und Q2 = (b̄LγµcL)(c̄Lγ

µsL) bei denen die Charm-Quarks eine Schleife bilden,
welche durch zwei Photonen an die Lepton-Linie koppelt. Der Fehler kann abgeschätzt
werden, indem man µb in |CA(µb)|2 zwischen mb/2 und 2mb variiert. Dies ergibt eine
Unsicherheit von 0.3%.

• Vernachlässigte höhere Ordnungen in der Störungsreihe beim Berechnen des Wilson-Ko-
effizienten CA(µ0). Diese Beiträge können durch Variation von µ0 abgeschätzt werden
und ergeben für die NNLO-QCD-Korrekturen und die elektroschwachen NLO-Korrekturen
jeweils ungefähr 0.2%.

• Beiträge der Ordnung M2
Bq
/M2

W , die durch das Nichtberücksichtigen von CS und CP in

Gl. (3.17) vernachlässigt werden. Die daraus resultierende Unsicherheit wird mit 0.4%
abgeschätzt.

• Unsicherheiten bei der Bestimmung der Pol-Masse Mt des Top-Quarks aus den experi-
mentellen Ergebnissen. Des Weiteren gibt es eine Unsicherheit bei der Umrechnung der
Pol-Masse Mt in die MS-Masse mt. Beide Unsicherheiten werden jeweils mit ca. 0.3%
abgeschätzt.

• Abweichungen von der Formel B(Bq → l+l−) = Γ(Bq → l+l−)/ΓqH , d.h. Beiträge zu
Gl. (3.17), in denen der leichtere Masseneigenzustand zerfällt. Diese sind aber im SM mit
M2
Bq
/M2

W oder αem stark unterdrückt und werden hier nicht berücksichtigt.

In Tab. 3.2 sind die einzelnen Beiträge zur Gesamtunsicherheit nochmals aufgelistet. Diese Unsi-
cherheiten werden quadratisch addiert und ergeben die relative Gesamtunsicherheit in der letzten
Spalte von Tab. 3.2 und die absolute Gesamtunsicherheit in der hinteren Spalte von Gl. (3.95)
und Gl. (3.96). Hierbei ist interessant, dass die Unsicherheiten durch die CKM-Faktoren nun
den größten Beitrag zur Gesamtunsicherheit liefern.

Ein weiterer Aspekt, der bei der hohen Genauigkeit in Gl. (3.95) diskutiert werden muss, sind
Beiträge durch abgestrahlte, weiche (soft) Photonen. Dazu wird der Prozess

Bs → µ+µ− + nγ , für n = 0, 1, 2, . . . (3.97)

betrachtet, wobei die Photonen eine so kleine Energie haben, dass sie experimentell nicht auf-
gelöst werden können. Dabei müssen zwei Arten von Photon-Abstrahlungen unterschieden wer-
den, Bremsstrahlung und direkte Abstrahlung. In Abb. 3.15 sind diese beiden Anteile zur in-
varianten Massenverteilung des Myonpaars für Γ(Bs → µ+µ− + nγ) dargestellt, wobei die
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Abbildung 3.15.: Anteile zur invarianten Massenverteilung des Myonpaars durch Hinzunah-
me der Abstrahlung von soften Photonen. Die schwarzen, gestrichelten und
die grünen, strichpunktierten Linien stellen den Signalbereich von CMS und
LHCb dar. Der Schwanz der roten Kurve entsteht durch die Abstrahlung von
Bremsstrahlungs-Photonen von den Myonen und die blaue Kurve durch die
direkte Abstrahlung der soften Photonen vom Bs-Meson.

blaue Kurve die direkte Photon-Abstrahlung und die rote Kurve den Signalpeak zusammen mit
den Bremsstrahlungskorrekturen beschreibt. Die invariante Massenverteilung des Myonpaars für
Γ(Bs → µ+µ−+nγ) erhält man durch Summation der roten und blauen Kurve. Die schwarzen,
gestrichelten (grünen, strichpunktierten) Linien stellen den Signalbereich von CMS (LHCb) dar.
In Ref. [94] wird die Bremsstrahlung der Myonen diskutiert. Dazu wurden Formeln für die Ab-
strahlung beliebig vieler Photonen in der Soft-Photon-Näherung angegeben, siehe auch Formeln
in Ref. [95]. Der Schwanz der roten Kurve in Abb. 3.15 entsteht gerade durch die Abstrahlung
der soften Photonen von den Myonen. Ohne diese Abstrahlung würde es eine scharfen Peak bei
der Bs-Meson-Masse geben. Die zweite Art von Photon-Abstrahlung kommt durch Photonen die
direkt von den Quarks abgestrahlt werden. Dazu wurde in Ref. [96] unter anderem der Zerfall
Bs → B∗s γsoft → µ+µ− γsoft berechnet. Das softe Photon wird vom Bs-Meson emittiert und
dieses geht als Zwischenzustand in das Vektormeson B∗s über. Das B∗s -Meson zerfällt dann in
zwei Myonen. Da B∗s ein Vektormeson ist, ist die Helizitätsunterdrückung aufgehoben, d.h. es
gibt auch einen endlichen Beitrag für mµ → 0. Mit den Ergebnissen aus Ref. [96] ergibt sich die
blaue Kurve in Abb. 3.15.

Aus experimenteller Sicht sind die Bremsstrahlungskorrekturen (rote Kurve) in der gemessenen
Größe enthalten, wobei die Experimente CMS und LHCb diese mit dem Monte-Carlo Programm
PHOTOS [97] simulieren und dann wieder aus der gemessenen Größe herausrechnen. Damit kön-
nen die von CMS und LHCb veröffentlichten Ergebnisse direkt mit der Theorievorhersage ohne
Bremsstrahlungskorrekturen verglichen werden. Die direkte Emission (blaue Kurve) wird von
den Experimenten als Hintergrund behandelt. Im Signalbereich ist dieser Anteil sehr gering und
kann vernachlässigt werden, in der Theorievorhersage sind diese Beiträge nicht in der Definition
von B(Bs → µ+µ−) enthalten. Aus diesen Gründen entsprechen die Messergebnisse in Gl. (3.1)
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den Theorievorhersagen aus Gl. (3.95) und Gl. (3.96).

Vergleicht man nun die Ergebnisse für Bs → µ+µ− aus Gl. (3.95),

B(Bs → µ+µ−) = (3.65± 0.23)× 10−9 , (3.98)

mit den experimentellen Ergebnissen

B(Bs → µ+µ−) = ( 2.9± 0.7)× 10−9 , CMS und LHCb [40] , (3.99)

so fällt auf, dass die experimentelle Unsicherheit um den Faktor drei größer ist. Nach dem Upgra-
de von LHCb [41] wird erwartet, dass sich diese signifikant reduziert und dieselbe Größenordnung
wie die theoretische Unsicherheit erreichen wird. Die jetzigen experimentellen Resultate stim-
men innerhalb der Fehler hervorragend mit der SM-Vorhersage überein, wodurch sich starke
Einschränkungen an Theorien jenseits des SM ergeben, siehe z.B. Ref. [98].

Der Zerfall Bd → µ+µ− kann in den kommenden Jahren ebenfalls zu interessanten Erkenntnissen
bei der Suche nach neuer Physik führen und ist gerade zusammen mit Bs → µ+µ− sehr wichtig.
Erste Ergebnisse von LHCb [29] und CMS [28] ergeben das kombinierte Ergebnis

B(Bd → µ+µ−) =
(

3.6 +1.6
−1.4

)
× 10−10 , CMS und LHCb [40] . (3.100)

Die Ergebnisse sind noch nicht aussagekräftig genug, aber innerhalb der Fehler konsistent mit
der SM-Vorhersage aus Gl. (3.96).

Wie oben schon erwähnt kommt die größte Unsicherheit der Theorievorhersage durch die CKM-
Faktoren und die leptonische Zerfallskonstante zustande. Aus diesem Grund wurden in Ref. [99]
verschiedene Verhältnisse von Observablen vorgeschlagen, in denen sich diese Unsicherheiten
teilweise wegheben,

κql =
B(Bq → l+l−) ΓqH

(GFMWml)2

√
1−

(
2ml
MBq

)2
∆MBq

(3.101)

SM' 3 |CA(µb)|2
π3CLL(µb)BBq(µb)

.

In die erste Zeile können die experimentellen Ergebnisse eingesetzt werden, um diese mit der
theoretischen SM-Vorhersage aus der zweiten Zeile zu vergleichen. ∆MBq ist die Massendifferenz
im Bq-B̄q-System. CLL(µb) ist ein Wilson-Koeffizient der effektiven ∆B = 2 Lagrangedichte

Lweak = −1

4
N V ?

tbVtq CLL(b̄γαPLq)(b̄γ
αPLq) + . . . (3.102)

und beschreibt die Bq-B̄q Mischungen. Über das hadronische Matrixelement

〈B̄q| (b̄γαPLq)(b̄γαPLq) |Bq〉 =
2

3
f2
BqBBqM

2
Bq (3.103)

ist der Bag-Parameter BBq definiert. Dieser wird zusammen mit fBq durch QCD-Gitter-Rech-
nungen bestimmt. Für CLL(µb) sind die NLO-QCD-Korrekturen [100] und die elektroschwachen
NLO-Korrekturen [101] innerhalb des SM bekannt, diese ergeben

ĈLL ≡ CLL(µb)
BBq(µb)

B̂Bq
= 1.27R1.51

t , (3.104)
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für α
(5)
s (MZ) = 0.1184 and µb = 5 GeV. Für die Bag-Parameter wurden die HPQCD Ergeb-

nisse [102] B̂Bs = 1.33(6) und B̂Bd = 1.27(10) verwendet. Eingesetzt in die zweite Zeile in
Gl. (3.101) ergeben sich folgende SM-Vorhersagen,

κSM
s` = 0.0126(7) , (3.105)

κSM
d` = 0.0132(12) .

Die größte Unsicherheit kommt vom Bag-Parameter. Die Gesamtunsicherheit für κSM
s` ist im

Vergleich zur B(Bs → µ+µ−)-Vorhersage etwas niedriger. Für κSM
d` ist die Unsicherheit sogar

leicht höher als für B(Bd → µ+µ−), was aus der großen Unsicherheit von B̂Bd folgt. In beiden
Fällen können diese Unsicherheiten jedoch durch verbesserte Vorhersagen für B̂Bq stark redu-
ziert werden. Der Vorteil von κql liegt darin, dass sich die Unsicherheiten der CKM-Faktoren
herausgehoben haben. Mit ∆MBs = 17.69(8) ps−1 [50] und ∆MBd = 0.510(4) ps−1 [50] ergeben
sich in der ersten Zeile in Gl. (3.101) die experimentellen Ergebnisse

κexp
sµ = 0.0104(25) , (3.106)

κexp
dµ = 0.047(20) .

Auch hier sind die experimentellen Werte innerhalb der Fehlern konsistent mit der SM-Vorhersage.





KAPITEL 4

BS → µ+µ− IN 2-HIGGS-DUBLETT-MODELLEN

In diesem Kapitel wird der Zerfall Bs → µ+µ− innerhalb des 2-Higgs-Dublett-Modells (2HDM)
Typ-II betrachtet. Dazu wurden die Wilson-Koeffizienten CA, CS und CP zu den Operatoren
QA, QS und QP aus Gl. (3.9) zur Drei-Schleifen-Ordnung innerhalb der QCD berechnet. Die
Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnisse aus Ref. [103–105] konnten erfolgreich reproduziert werden.

Im 2HDM gibt es drei verschiedene Diagrammklassen, die zu den Wilson-Koeffizienten CA,
CS und CP beitragen: Box-Diagramme (Kapitel 4.1), Z-Pinguin-Diagramme (Kapitel 4.2) und
Higgs-Pinguin-Diagramme (Kapitel 4.3). Nur die Beiträge zu CS und CP verändern die Vorher-
sage für B(Bs → µ+µ−) signifikant. Insbesondere liefern die Higgs-Pinguin-Diagramme Beiträge
zu CS und CP , die für große Werte von tanβ große Effekte auf die Vorhersage für B(Bs → µ+µ−)
haben. Aus diesem Grund liegt das Hauptaugenmerk in diesem Kapitel auf großen Werten von
tanβ, weshalb die Higgs-Pinguin-Diagramme und Box-Diagramme auch in diesem Limes berech-
net wurden.

Bei der Bestimmung der Wilson-Koeffizienten treten Diagramme zur Drei-Schleifen-Ordnung
mit bis zu drei verschiedenen Massen MW , mt und MH+ auf. Diese Diagramme mussten in den
Massen entwickelt werden, wobei drei verschiedene Hierarchien verwendet wurden,

h1 : MW � mt �MH+ , (4.1)

h2 : MW ≈ mt �MH+ ,

h3 : MW ≈ mt ≈MH+ .

Bei der Wahl der Hierarchien wurde ausgenutzt, dass die Masse des geladenen Higgs-Bosons
MH+ nicht kleiner als die Masse des Top-Quarks ist. Dabei wurden die Ergebnisse aus Kapi-
tel 6 vorweggenommen, da dort eine untere Grenze von MH+ ≥ 380 GeV aus der Observablen
B̄ → Xs γ abgeleitet wurde. In der Hierarchie h1 wurden die Diagramme für MW � mt �MH+

asymptotisch entwickelt. Die Hierarchie h2 ist eine Kombination aus der asymptotischen Ent-
wicklung mt � MH+ und der Taylorentwicklung MW ≈ mt. In der Hierarchie h3 wurden zwei
Taylorentwicklungen mit MW ≈ mt und MH+ ≈ mt durchgeführt. Es hat sich herausgestellt,
dass die Ergebnisse der beiden Hierarchien h1 und h2 sehr ähnlich sind. Damit lässt sich der
gesamte phänomenologisch relevante Bereich durch die beiden Hierarchien h2 und h3 abdecken.
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In manchen Anteilen, wie z.B. den Z-Pinguin-Diagrammen, kommen nur die Massen MH+ und
mt vor, wodurch die beiden Hierarchien h1 und h3 jeweils ohne MW benötigt werden. Bei al-
len in diesem Kapitel berechneten Wilson-Koeffizienten wurde die Unitarität der CKM-Matrix
ausgenutzt, d.h. die Top-Quark- und Charm-Quark-Anteile wurden in den Gleichungen und
Ergebnissen schon zusammengefasst.

Zur Darstellung der Ergebnisse wurden die folgenden Definitionen verwendet,

r =
m2
t (µ0)

M2
H+

, x =
m2
t (µ0)

M2
W

, ū = 1− r , w = 1− 1

x
, y =

1√
x
. (4.2)

Für die 3-Higgs-Vertizes h0H+H− und H0H+H− wurden die Feynman-Regeln aus Ref. [104]
für die Bedingung λ1 = λ2 im Higgs-Potential und in der Näherung für große Werte von tanβ
verwendet. Alle anderen Feynman-Regeln wurden für das 2HDM Typ-II aus FeynArts [106]
übernommen.

Im Folgenden werden die einzelnen Diagrammklassen diskutiert, numerische Ausdrücke für die
Ergebnisse zur Drei-Schleifen-Ordnung sind im Anhang D angegeben. Das Verzweigungsverhält-
nis B(Bs → µ+µ−) zur NNLO im 2HDM Typ-II wird in Kapitel 4.4 diskutiert.

4.1. Box-Diagramme

Box-Diagramme mit einem bzw. zwei geladenen Higgs-Bosonen tragen zu den Wilson-Koeffizienten
CS und CP bzw. CA bei. Beispieldiagramme sind in Abb. 4.1 und Abb. 4.2 dargestellt. Zur
Drei-Schleifen-Ordnung gibt es insgesamt 372 Box-Diagramme, in denen bis zu zwei geladene
Higgs-Bosonen vorkommen. Die Wilson-Koeffizienten als Reihenentwicklung in αs lauten

Cbox
A = C

box,(0)
A +

αs
4π
C

box,(1)
A +

(αs
4π

)2
C

box,(2)
A + ... , (4.3)

Cbox
S = C

box,(0)
S +

αs
4π
C

box,(1)
S +

(αs
4π

)2
C

box,(2)
S + ... ,

Cbox
P = C

box,(0)
P +

αs
4π
C

box,(1)
P +

(αs
4π

)2
C

box,(2)
P + ... .

Der Beitrag zum Wilson-Koeffizient Cbox
A kommt durch Box-Diagramme mit zwei geladenen

Higgs-Bosonen zustande, was durch die Dirac-Struktur der Diagramme ersichtlich wird. Der
Effekt von Cbox

A auf B(Bs → µ+µ−) ist jedoch vernachlässigbar, denn für MH+ = 400 GeV
und tanβ = 50 sind diese Anteile zum Verzweigungsverhältnis um den Faktor 10−7 und für
tanβ = 100 um den Faktor 10−6 kleiner als das Gesamtergebnis für B(Bs → µ+µ−) im 2HDM
Typ-II. Die entsprechenden Ergebnisse zur Drei-Schleifen-Ordnung werden deswegen nur der
Vollständigkeit halber diskutiert. Es wurde nur der höchste Anteil in tanβ, d.h. der Anteil pro-
portional zu tan4 β, betrachtet. In den Diagrammen mit zwei geladenen Higgs-Bosonen gibt es
zusätzlich einen Anteil ohne tanβ. Dieser spielt jedoch keine Rolle, da er proportional zu m2

µ ist
und keinen Verstärkungsfaktor besitzt. Weitere Beiträge durch Diagramme mit zwei would-be
Goldstone Bosonen und einem would-be Goldstone Boson und einem geladenen Higgs-Boson sind
relativ zu den tan4 β-Beiträgen noch stärker unterdrückt und wurden deshalb nicht betrachtet.
Die Koeffizienten Cbox

S und Cbox
P haben einen wesentlich größeren Beitrag zum Verzweigungs-

verhältnis B(Bs → µ+µ−). Diese Anteile kommen durch Box-Diagramme mit einem geladenen
Higgs-Boson und einem W -Boson zustande. Für MH+ = 400 GeV und tanβ = 50 sind diese Bei-
träge zum Verzweigungsverhältnis mit 10−2 unterdrückt, aber für tanβ = 100 sind die Beiträge
von derselben Größenordnung wie das Gesamtergebnis für B(Bs → µ+µ−) im 2HDM Typ-II.
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Abbildung 4.1.: Ein-Schleifen-Box-Diagramme mit geladenen Higgs-Bosonen. Das Diagramm (a)
trägt zu CA und die Diagramme (b) und (c) tragen zu CS und CP bei.
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Abbildung 4.2.: Zwei- und Drei-Schleifen-Box-Diagramme mit geladenen Higgs-Bosonen.

Im Folgenden wird die Bestimmung von CA zur Drei-Schleifen-Ordnung diskutiert. Der höchste
Anteil in tanβ lässt sich mit

C
box,(n)
A = tan4 β

m2
l mbms

M2
W m2

t

C
box,(n)
A,mbms

+ . . . (4.4)

darstellen. Die Diagramme im 2HDM liefern keinen Beitrag zum Wilson-Koeffizienten des eva-
neszenten Operators QEA, womit dieser auch nicht zur Matching-Formel beiträgt. Analog zur
Matching-Formel in Gl. (3.32) für die W -Boson-Box-Diagramme im SM gilt für CA im 2HDM,

Cbox
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)
. (4.5)

Die einzige Erweiterung ist, dass nun neben mt auch mb und ms renormiert werden müssen,
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wobei für mb und ms dieselbe Renormierungskonstante wie für mt verwendet wurde, siehe
Gl. (3.36).
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Die Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnisse aus Ref. [105] konnten erfolgreich reproduziert werden
und sollen der Vollständigkeit halber angegeben werden,

C
box,(0)
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=
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32 (r − 1)
− r2

32(r − 1)2
ln r , (4.7)

C
box,(1)
A,mbms

= −r
2
(
π2(r − 1)2 − 11r + 27

)

24 (r − 1)2
+
r2
(
12r2 − 33r + 37

)

24 (r − 1)3
ln r (4.8)

+ Li2

(
1− 1

r

)
r2
(
r2 − 2r + 2

)

4 (r − 1)2

+ ln

(
µ2

0

m2
t

) (
r2(r − 3)

4 (r − 1)2
+

r2

2 (r − 1)3
ln r

)
.

Mit Hilfe der RGE wurden die ln(µ2
0/M

2)-Anteile des Drei-Schleifen-Ergebnisses aus den exakten
Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnissen hergeleitet:

C
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Die entwickelten Drei-Schleifen-Ergebnisse C
box,(2)
A,mbms

(µ0 = mt) in den beiden Hierarchien h1 bis

zur Ordnung r5 und h3 bis zur Ordnung ū8 sind im Anhang D.1 angegeben. In Abb. 4.3(a)

ist C
box,(2)
A,mbms

(µ0 = mt) in Abhängigkeit der Masse des geladenen Higgs-Bosons dargestellt. Die
schwarzen, durchgezogenen Kurven entsprechen den Ergebnissen für mt ≈ MH+ , also der Hier-
archie h3. Die roten, gestrichelten Kurven wurden für mt � MH+ (h1) entwickelt. Dünnere
Kurven stellen die entsprechenden Ergebnisse zu einer niedrigeren Ordnung in ū bzw. r dar. Im
Bereich von MH+ ≈ 435 GeV ergibt sich eine Überlappung zwischen den beiden Entwicklungen.
Das unbekannte, exakte Drei-Schleifen-Ergebnis lässt sich mit der abschnittsweise definierten
Funktion

C
box,(2)
A,mbms

(µ0 = mt) =





C
box,(2)
A,mbms,h3

(µ0 = mt) für MH+ ≤ 435 GeV

C
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(µ0 = mt) MH+ > 435 GeV
(4.10)

approximieren.

Die Beiträge zu den Wilson-Koeffizienten CS und CP aus den Box-Diagrammen mit einem

geladenen Higgs-Boson und einem W -Boson können durch den Koeffizient C
box,(n)
S,mb

dargestellt
werden,

C
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ml (mb −ms)

M2
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, (4.11)
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Abbildung 4.3.: Im linken Diagramm ist der Koeffizient C
box,(2)
A,mbms

in Abhängigkeit der Masse des
geladenen Higgs-Bosons dargestellt. Die schwarzen, durchgezogenen Kurven ent-
sprechen der Entwicklung h3. Die roten, gestrichelten Kurven entsprechen der
Entwicklung h1. Im rechten Diagramm ist der Koeffizient Cbox

S,mb
in Abhängig-

keit der Masse des geladenen Higgs-Bosons dargestellt, wobei für mt und MW

feste Werte gewählt wurden. Die schwarzen, durchgezogenen Kurven zeigen die
Ergebnisse der Hierarchie h3, die roten, gestrichelten Kurven die Ergebnisse der
Hierarchie h1 und die blauen, gepunkteten Kurven die Ergebnisse der Hierarchie
h2.

C
box,(n)
P = − tan2 β

ml (mb +ms)

M2
W

C
box,(n)
S,mb

. (4.12)

Der einzige Unterschied zwischen der Matching-Formel für Cbox
S und für Cbox

A in Gl. (4.5) ist
die Renormierungskonstante ZSS für den Operator QS . Die Operatoren QS und QP in Gl. (3.9)
müssen in der effektiven Theorie renormiert werden. Im Gegensatz zur Renormierungskonstanten
für QA verschwinden die entsprechenden Renormierungskonstanten nicht. Innerhalb der QCD
entsprechen diese Renormierungskonstanten den Renormierungskonstanten der Quark-Massen,

ZSS = ZPP = Z(5)
m , (4.13)

mit Z
(5)
m aus Gl. (A.4). Damit ergibt sich folgende Matching-Formel für Cbox

S ,
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Die Anteile, die durch die Renormierung von mt, mb und ms auftreten, lauten
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Durch die Tatsache, dass ZSS gerade die Renormierungskonstante der Quark-Massen in der
effektiven Theorie ist, kann zur Ein- und Zwei-Schleifen-Ordnung auf die Renormierung des
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Operators QS verzichtet werden, wenn auch die leichten Quark-Massen mb und ms in der vollen
Theorie nicht renormiert werden, da sich beide Anteile herausheben. Zur Drei-Schleifen-Ordnung
gibt es einen Unterschied zwischen den Renormierungskonstanten, da mb und ms in der vollen
Theorie durch die 6-Flavour-Renormierungskonstanten renormiert werden müssen, ZSS jedoch
in der 5-Flavour-Theorie definiert ist. Somit ist also nur die Differenz zwischen der Renormie-
rungskonstanten für mb und ms in der vollen und in der effektiven Theorie notwendig.

Die Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnisse aus Ref. [105] ergeben
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Auch hier konnten aus den exakten Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnissen die ln(µ2
0/M

2)-Anteile
des Drei-Schleifen-Ergebnisses hergeleitet werden,
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Die entwickelten Drei-Schleifen-Ergebnisse C
box,(2)
S,mb

(µ0 = mt) in den drei Hierarchien h1 bis

zur Ordnung (r5, y20), h2 bis zur Ordnung (r5, w10) und h3 bis zur Ordnung (ū8, w8) sind im

Anhang D.1 angegeben. In Abb. 4.3(b) ist C
box,(2)
S,mb

(µ0 = mt) als Funktion von MH+ dargestellt,
wobei die beiden anderen Massen auf die Werte MW = 80.358 GeV und mt(mt) = 163.5 GeV
gesetzt wurden. Die schwarzen, durchgezogenen Kurven zeigen die Ergebnisse der Hierarchie h3,
die roten, gestrichelten Kurven die Ergebnisse der Hierarchie h1 und die blauen, gepunkteten
Kurven die Ergebnisse der Hierarchie h2. Dünnere Kurven stellen die entsprechenden Ergebnisse
zu einer niedrigeren Ordnung in r bzw. ū dar. Für die Ergebnisse der Hierarchien h1 und h2

gibt es in dieser Darstellung keinen erkennbaren Unterschied. Auf Grund den Erfahrungen aus
der SM-Rechnung, in der sich die Entwicklung in w = 1 − M2

W /m
2
t � 1 im physikalischen
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Abbildung 4.4.: Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Diagramme zum Z-Pinguin-Anteil im 2HDM.

Bereich von MW /mt als besser geeignet im Vergleich zur asymptotischen Entwicklung y =
MW /mt � 1 herausgestellt hat, wird im Folgenden nur die Hierarchie h2 verwendet und h1

nicht weiter betrachtet. Im Bereich um MH+ ≈ 435 GeV liegen die Entwicklungen für h2 und h3

nahe zusammen. Damit lässt sich mit einer abschnittsweise definierten Funktion aus den beiden
Hierarchien h2 und h3 der gesamte relevante Massenbereich von MH+ abdecken,

C
box,(2)
S,mb

(µ0 = mt) =





C
box,(2)
S,mb,h3

(µ0 = mt) für MH+ ≤ 435 GeV

C
box,(2)
S,mb,h2

(µ0 = mt) MH+ > 435 GeV
. (4.19)

4.2. Z-Boson-Pinguin-Diagramme

In diesem Abschnitt werden die Anteile zu CA durch Z-Boson-Pinguin-Diagramme im 2HDM
diskutiert. Beispieldiagramme zur Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ordnung sind in Abb. 4.4 dar-
gestellt. Zur Drei-Schleifen-Ordnung treten insgesamt 696 Diagramme auf. Die Reihenentwick-
lung in αs lautet

CZ,H
±

A = C
Z,H±,(0)
A +

αs
4π
C
Z,H±,(1)
A +

(αs
4π

)2
C
Z,H±,(2)
A + ... . (4.20)

Der Wilson-Koeffizient kann in zwei Anteile aufgespalten werden,

C
Z,H±,(n)
A = tan2 β

mbms

M2
W

C
Z,(n)
A,mbms

+
1

tan2 β

m2
t

M2
W

C
Z,(n)

A, tan−2 β
. (4.21)

Die Koeffizienten CZA,mbms und CZ
A, tan−2 β

sind zur Ein- und Zwei-Schleifen-Ordnung identisch,
erst zur Drei-Schleifen-Ordnung gibt es auf Grund der Fermion-Dreiecks-Diagramme einen Un-
terschied zwischen den Koeffizienten. Dieser Unterschied wird im Laufe dieses Kapitels genauer

erklärt. Der Effekt durch CZ,H
±

A für B(Bs → µ+µ−) ist ebenfalls vernachlässigbar klein, für
MH+ = 400 GeV und tanβ = 50 sind diese Beiträge um den Faktor 10−3 und für tanβ = 100 um
den Faktor 10−2 kleiner als das Gesamtergebnis. Auch hier werden die entsprechenden Ergebnis-
se zur Drei-Schleifen-Ordnung nur der Vollständigkeit halber angegeben. Der Anteil CZ

A, tan−2 β

ist mit 1/ tan2 β unterdrückt und hat damit für große Werte von tanβ keine Bedeutung, für
kleine Werte von tanβ wird dieser aber wichtig.
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Die Matching-Formel für CZ,H
±

A ist analog zur Matching-Formel in Gl. (3.74) für die Z-Pinguin-
Anteile im SM,

CZ,H
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A = (1 + ∆Zψ)
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s

)
. (4.22)

Auch im 2HDM treten zur Drei-Schleifen-Ordnung Fermion-Dreiecks-Diagramme mit einem γ5

auf. Diese Diagramme wurden auf dieselbe Weise behandelt wie in der SM-Rechnung in Ka-
pitel 3.2.2.2. Um die Beiträge aus den Fermion-Dreiecks-Diagrammen im Detail diskutieren zu
können, wurden diese in Kapitel 3.2.2 von der eigentlichen Matching-Formel in Gl. (3.74) ge-
trennt. Diese Trennung wird in diesem Kapitel nicht mehr vollzogen. Dadurch sind die Anteile aus

den Fermion-Dreiecks-Diagrammen in C
Z,H±,(2)
A,bare enthalten. Die elektroschwachen Counterterm-

Einsetzungen in Fermion-Dreiecks-Diagramme tragen zu der Größe K̃H±
bei. Die Renormierung

von mt, mb und ms wird durch
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dargestellt. Da in diesem Kapitel auch Anteile mit mbms betrachtet werden, die in der SM-
Rechnung komplett vernachlässigt wurden, muss die Definition der elektroschwachen Counterterm-
Lagrangedichte aus Gl. (3.67) um die Anteile mit PL erweitert werden,
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)
. (4.24)

Die Renormierungskonstanten ZQ2,sb,L entsprechen damit gerade den Renormierungskonstanten

ZQ2,sb aus Kapitel 3.2.2. Für CZ,H
±

A werden die Beiträge zu Z2,sb,L und Z2,sb,R mit geladenen
Higgs-Bosonen benötigt. Diese Anteile werden im Folgenden mit
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bezeichnet, mit i = L,R. Zur Bestimmung von ZQ,2HDM
2,sb,L und ZQ,2HDM

2,sb,R wurden Diagramme
mit einem geladenen Higgs-Boson zur Zwei-Punkt-Funktion sb berechnet. Beispieldiagramme
zur Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ordnung sind in Abb. 4.5 dargestellt. Die Einsetzungen der
elektroschwachen Counterterme in das Tree-Level-Diagramm in Abb. 3.11 ergeben
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(
− 1
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sin2 θW
24
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]
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Abbildung 4.5.: Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Diagramme mit einem geladenen Higgs-Boson
zur Zwei-Punkt-Funktion sb.
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Zur Drei-Schleifen-Ordnung für CZ,H
±

A gibt es analog zur SM-Rechnung nicht nur die Tree-Level-
Einsetzungen, sondern auch Einsetzungen in Zwei-Schleifen-Diagramme mit einer geschlossenen
Top-Quark-Schleife, siehe Abb. 3.12 und Abb. 3.10(b). Dieser Anteil wird in der Matching-Formel
mit K̃H±

bezeichnet.

Die Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnisse aus Ref. [105] lauten
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.

Die ln(µ2
0/M

2)-Anteile des Drei-Schleifen-Ergebnisses mit exakter Massenabhängigkeit ergeben
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.

Die entwickelten Drei-Schleifen-Ergebnisse C
Z,(2)
A,mbms

(µ0 = mt) in den Hierarchien h1 bis zur

Ordnung r6 und h3 bis zur Ordnung ū16 sind im Anhang D.2 angegeben. In Abb. 4.6(a) sind die

beiden Entwicklungen für C
Z,(2)
A,mbms

(µ0 = mt) in Abhängigkeit von MH+ dargestellt. Die schwar-
zen, durchgezogenen Kurven entsprechen der Entwicklung h3. Die roten, gestrichelten Kurven
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Abbildung 4.6.: Im linken Bild ist C
Z,(2)
A,mbms

und im rechten Bild C
Z,(2)

A, tan−2 β
in Abhängigkeit

von MH+ dargestellt. Die schwarzen, durchgezogenen Kurven entsprechen der
Entwicklung h3, die roten, gestrichelten Kurven der Entwicklung h1.

entsprechen der Entwicklung h1. Dünnere Kurven stellen die Ergebnisse für die Hierarchien h1

und h3 zu einer niedrigeren Ordnung in r und ū dar. Bei MH+ ≈ 470 GeV ergibt sich eine Über-
lappung der beiden Entwicklungen, wodurch sich das Gesamtergebnis durch die abschnittsweise
definierte Funktion

C
Z,(2)
A,mbms

(µ0 = mt) =





C
Z,(2)
A,mbms,h3

(µ0 = mt) für MH+ ≤ 470 GeV

C
Z,(2)
A,mbms,h1

(µ0 = mt) MH+ > 470 GeV
(4.30)

approximieren lässt.

Die Ergebnisse für den mit 1/ tan2 β unterdrückten Koeffizienten CZ
A, tan−2 β

sind zur Ein- und

Zwei-Schleifen-Ordnung identisch zu CZA,mbms ,

C
Z,(0)

A, tan−2 β
= C

Z,(0)
A,mbms

, (4.31)

C
Z,(1)

A, tan−2 β
= C

Z,(1)
A,mbms

.

Die ln(µ2
0/M

2)-Anteile von C
Z,(2)

A, tan−2 β
sind ebenfalls identisch zu den entsprechenden Anteilen

von C
Z,(2)
A,mbms

. Erst durch die Hinzunahme der Fermion-Dreiecks-Diagramme zur Drei-Schleifen-

Ordnung gibt es einen Unterschied zwischen C
Z,(2)

A, tan−2 β
(µ0 = mt) und C

Z,(2)
A,mbms

(µ0 = mt). Für
nicht-verschwindende Yukawa-Kopplungen gilt folgende Relation für die Koeffizienten,

tan2 β
mbms

M2
W

CZ,QA,mbms
=

1

tan2 β

m2
Q

M2
W

CZ,Q
A, tan−2 β

, (4.32)

mit Q = c, t. Dies ist offensichtlich, wenn man die Yukawa-Kopplungen des geladenen Higgs-
Bosons in Kombination mit den Z-Pinguin-Diagrammen zur Ein-Schleifen-Ordnung betrachtet.
In dieser Rechnung wird die Masse des Charm-Quarks vernachlässigt, wodurch die Relation
in Gl. (4.32) für Q = c nicht mehr erfüllt ist, da die rechte Seite verschwindet. Da aber ana-
log zur SM-Rechnung in Kapitel 3.2.2.3 alle Charm-Quark-Anteile bis auf die Beiträge durch
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Abbildung 4.7.: Beispieldiagramme zur Ein-Schleifen-Ordnung für die Higgs-Pinguin-Anteile zu
CS und CP .

die Fermion-Dreiecks-Diagramme verschwinden, folgt aus Gl. (4.32) für Q = t die Gleichheit
von CZA,mbms und CZ

A, tan−2 β
zur Ein- und Zwei-Schleifen-Ordnung. Der Unterschied zwischen

CZA,mbms und CZ
A, tan−2 β

zur Drei-Schleifen-Ordnung kommt damit alleine durch den Charm-
Quark-Anteil der Fermion-Dreiecks-Diagramme zustande.

Die in den Hierarchien h1 und h3 entwickelten Drei-Schleifen-Ergebnisse C
Z,(2)

A, tan−2 β
(µ0 = mt) sind

im Anhang D.2 angegeben und in Abb. 4.6(b) als Funktion von MH+ dargestellt. Auch hier gibt
es eine Überlappung zwischen den Entwicklungen in der Hierarchie h3 (schwarze, durchgezogene
Kurven) und in der Hierarchie h1 (rote, gestrichelte Kurven) im Bereich MH+ ≈ 445 GeV. Das
Gesamtergebnis lässt sich durch

C
Z,(2)

A, tan−2 β
(µ0 = mt) =





C
Z,(2)

A, tan−2 β,h3
(µ0 = mt) für MH+ ≤ 445 GeV

C
Z,(2)

A, tan−2 β,h1
(µ0 = mt) MH+ > 445 GeV

(4.33)

approximieren.

4.3. Higgs-Boson-Pinguin-Diagramme

Der wichtigste Beitrag zum Verzweigungsverhältnis Bs → µ+µ− im 2HDM Typ-II kommt durch
sogenannte Higgs-Boson-Pinguin-Diagramme zustande, d.h. Diagramme in denen eines der neu-
tralen Higgs-Bosonen h0, H0 oder A0 an die Leptonen koppelt. Das would-be Goldstone-Boson
G0 liefert keinen Beitrag zu den hier berechneten tan2 β-Anteilen. Beispieldiagramme zur Ein-
Schleifen-Ordnung sind in Abb. 4.7 dargestellt. Die CP-geraden Higgs-Bosonen h0 und H0 tragen
zu CS und das CP-ungerade Higgs-Boson A0 zu CP bei. An dieser Stelle werden nun die Drei-
Schleifen-QCD-Korrekturen zu den Wilson-Koeffizienten diskutiert. Die Reihenentwicklungen in
αs lauten

CHS = C
H,(0)
S +

αs
4π
C
H,(1)
S +

(αs
4π

)2
C
H,(2)
S + ... (4.34)

und

CHP = C
H,(0)
P +

αs
4π
C
H,(1)
P +

(αs
4π

)2
C
H,(2)
P + ... . (4.35)

In dieser Arbeit wurden nur die Anteile zur höchsten Ordnung in tanβ berechnet, d.h. die Beiträ-

ge proportional zu tan2 β. Die (n+1)-Schleifen-Koeffizienten C
H,(n)
S können in zwei unabhängige
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Abbildung 4.8.: Beispieldiagramme zur Zwei-Schleifen-Ordnung (links) und Drei-Schleifen-
Ordnung (rechts) für die Higgs-Pinguin-Anteile zu CS und CP .

Anteile C
H,(n)
S,mb

und C
H,(n)
S, sin(2α) aufgespalten werden,

C
H,(n)
S = tan2 β

ml (mb −ms)

M2
W

(
C
H,(n)
S,mb

+ sin2(2α)
(M2

H0 −M2
h0)2

M2
H0 M

2
h0

C
H,(n)
S, sin(2α)

)
+ . . . . (4.36)

Der Anteil proportional zu sin2(2α) kommt aus Diagrammen mit den 3-Higgs-Kopplungen
h0H+H− und H0H+H−, siehe Abb. 4.7(a), die entsprechenden Feynman-Regeln wurden aus
Ref. [104] übernommen, wobei diese für λ1 = λ2 und große Werte von tanβ gültig sind. Die

(n+ 1)-Schleifen-Koeffizienten C
H,(n)
P erhält man ebenfalls aus C

H,(n)
S,mb

,

C
H,(n)
P = − tan2 β

ml (mb +ms)

M2
W

C
H,(n)
S,mb

+ . . . . (4.37)

Damit müssen nur die zwei Koeffizienten C
H,(n)
S,mb

und C
H,(n)
S, sin(2α) berechnet werden. Zur Ein-

Schleifen-Ordnung wurde C
H,(0)
S,mb

in Ref. [103, 104] und C
H,(0)
S, sin(2α) in Ref. [104] berechnet. Zur

Zwei-Schleifen-Ordnung gibt es in der Literatur bisher nur Ergebnisse für C
H,(1)
S,mb

[105]. In die-

ser Arbeit wurden der Zwei-Schleifen-Koeffizient C
H,(1)
S, sin(2α) und die Drei-Schleifen-Koeffizienten

C
H,(2)
S,mb

und C
H,(2)
S, sin(2α) berechnet.

Zur Bestimmung von CHS und CHP wurden Diagramme bis zur Drei-Schleifen-Ordnung berechnet,
Beispieldiagramme sind in Abb. 4.7 und Abb. 4.8 dargestellt. Dabei wurde in den Massen der
leichten Quarks mb und ms bis zur linearen Ordnung entwickelt. Da in den Diagrammen mit
MW , mt und MH+ bis zu drei verschiedene Massen auftreten können, wurden die Drei-Schleifen-
Diagramme in den drei verschiedenen Hierarchien h1, h2 und h3 entwickelt, siehe Gl. (4.1). Die
Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnisse konnten mit exakter Massenabhängigkeit bestimmt werden.
Die Berechnung der Diagramme wurde mit einem generischen Higgs-Boson durchgeführt, die
eigentlichen Kopplungen der einzelnen Higgs-Bosonen h0, H0 und A0 wurden später in einem
Mathematica Programm eingefügt. Zur Drei-Schleifen-Ordnung treten 2832 Diagramme für
das generische Higgs-Boson auf.

Analog zum Z-Pinguin wird auch für den Higgs-Pinguin-Anteil ein elektroschwacher Counter-
term aus der Counterterm-Lagrangedichte in Gl. (4.24) benötigt. Zu den Higgs-Pinguinen tragen
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Abbildung 4.9.: Counterterm-Einsetzungen in Tree-Level-Diagramm (a) und in Zwei-Schleifen-
Diagramm mit geschlossener Top-Quark-Schleife (b).

die Renormierungskonstanten ZQ0,sb,L und ZQ0,sb,R bei, da diese gerade die Beiträge zur Renormie-
rung der Yukawa-Kopplungen sbH für alle neutralen Higgs-Bosonen H liefern. Diese Counter-
terme treten durch Tree-Level-Einsetzungen, siehe Abb. 4.9(a), schon zur führenden Ordnung
auf. Die Feynman-Regeln für diese Counterterme können direkt von den flavour-diagonalen Ver-
tizes ddH übernommen werden. Die Renormierungskonstanten ZQ0,sb,L und ZQ0,sb,R werden zur
Drei-Schleifen-Ordnung benötigt, wobei in der flavour-ändernden Zwei-Punkt-Funktion sb so-
wohl Beiträge mit geladenen Higgs-Bosonen H±, als auch mit W± und G± berücksichtigt wer-
den müssen. Die eigentlichen Diagramme zu ZQ0,sb,L und ZQ0,sb,R wurden schon in Kapitel 3.2.2.1
und Kapitel 4.2 berechnet, siehe Abb. 3.8 und Abb. 4.5.

Die Matching-Formel zur Bestimmung der Wilson-Koeffizienten ist sehr ähnlich zu den vorhe-

rigen Formeln in diesem Kapitel. C
H,(n)
S,bare steht für die unrenormierte Amplitude zur (n + 1)-

Schleifen-Ordnung, wobei die Anteile für h0 und H0 addiert und die Top- und Charm-Quark-
Anteile zusammengefasst wurden. Es gilt

ZSS C
H
S = (1 + ∆Zψ)

2∑

n=0

(αs
4π

)n [(
ZSM
gs

)2n
C
H,(n)
S,bare + ∆MH,(n) +KH,(n)

]

+K̃H +O
(
α3
s

)
, (4.38)

mit der Renormierung von mt, mb und ms durch

∆MH,(0) = 0 ,

∆MH,(1) =

(
C
H,(0)
S,bare

∣∣
mbare
t,b,s→Zmtmt,b,s

)

αs

,

∆MH,(2) =

(
C
H,(0)
S,bare

∣∣
mbare
t,b,s→Zmtmt,b,s

+
αs
4π
C
H,(1)
S,bare

∣∣
mbare
t,b,s→Zmtmt,b,s

)

α2
s

. (4.39)

Des Weiteren muss in der effektiven Theorie der Operator QS mit ZSS renormiert werden.
KH,(n) sind die Einsetzungen der elektroschwachen Counterterme zur (n+1)-Schleifen-Ordnung
in Tree-Level-Diagramme, siehe Abb. 4.9(a). K̃H steht für die Counterterm-Einsetzungen in
Zwei-Schleifen-Diagramme mit einer Top-Quark-Schleife, siehe Abb. 4.9(b).
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Die Ein-Schleifen-Ergebnisse für C
H,(0)
S,mb

aus Ref. [104] lauten

C
H,(0)
S,mb

=
r x

8 (r − 1)(r − x)
ln r − r x

8 (x− 1)(r − x)
lnx . (4.40)

Für C
H,(0)
S, sin(2α) ergibt sich zur führenden Ordnung [104]

C
H,(0)
S, sin(2α) =

r

32 (r − 1)
− r2

32 (r − 1)2
ln r . (4.41)

Aus den Zwei-Schleifen-Korrekturen im MSSM aus Ref. [105] folgen die Ergebnisse

C
H,(1)
S,mb

= − 4 r x

3 (r − 1)(x− 1)
+

r x (3r − 7)

3 (r − 1)2(r − x)
ln r +

r x (7− 3x)

3 (x− 1)2(r − x)
lnx (4.42)

+ Li2

(
1− 1

r

)
r x

r − x − Li2

(
1− 1

x

)
r x

r − x

+ ln

(
µ2

0

m2
t

) (
r x

(x− 1)2(r − x)
lnx− r x

(r − 1)2(r − x)
ln r − r x

(r − 1)(x− 1)

)
.

Im 2HDM Typ-II tritt zusätzlich der Anteil

C
H,(1)
S, sin(2α) =

−r2 − 7r

12 (r − 1)2
+

5r2 + 3r

12 (r − 1)3
ln r (4.43)

+ ln

(
µ2

0

m2
t

) ( −r2 − r
4 (r − 1)2

+
r2

2 (r − 1)3
ln r

)

auf. Im MSSM gibt es folgende Relation zwischen den Winkeln α und β,

sin(2α) = − sin(2β)
M2
H0 +M2

h0

M2
H0 −M2

h0
. (4.44)

Durch eine Entwicklung von sin2(2α) für großes tanβ erkennt man, dass der Koeffizient CHS, sin(2α)

im MSSM nicht zur Ordnung tan2 β beiträgt und deswegen in Ref. [105] nicht berücksichtigt
wurde.

Aus den RGE lässt sich die exakte Massenabhängigkeit des ln(µ2
0/M

2)-Anteils der Drei-Schleifen-
Korrekturen herleiten,

C
H,(2)
S,mb

= C
H,(2)
S,mb

(µ0 = mt) (4.45)

+ ln

(
µ2

0

m2
t

) [
rx(811r − 427rx+ 811x− 1195)

18(r − 1)2(x− 1)2
+
rx(789x− 277x2 − 896)

18(x− 1)3(r − x)
lnx

+
rx(277r2 − 789r + 896)

18(r − 1)3(r − x)
ln r + Li2

(
1− 1

x

)
47rx

3(x− r) + Li2

(
1− 1

r

)
47rx

3(r − x)

]

+ ln2

(
µ2

0

m2
t

) [
rx(73r − 25rx+ 73x− 121)

6(r − 1)2(x− 1)2
− rx(x2 − 3x+ 50)

6(x− 1)3(r − x)
lnx

+
rx(r2 − 3r + 50)

6(r − 1)3(r − x)
ln r

]

und

C
H,(2)
S, sin(2α) = C

H,(2)
S, sin(2α)(µ0 = mt) (4.46)
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Abbildung 4.10.: Im linken Bild ist C
H,(2)
S,mb

(µ0 = mt) in den drei Entwicklungen h1 (rote, gestri-
chelte Kurven), h2 (blaue, gepunktete Kurven ) und h3 (schwarze, durchgezo-

gene Kurven) dargestellt. Im rechten Bild ist C
H,(2)
S, sin(2α)(µ0 = mt) aufgetragen.

Die schwarzen, durchgezogenen Kurven entsprechen den Ergebnissen der Hier-
archie h3 und die roten, gestrichelten Kurve der Hierarchie h1. Die blaue Kurve
ist eine Interpolation zwischen den beiden Entwicklungen.

+ ln

(
µ2

0

m2
t

) (−75r3 + 203r2 + 448r

36 (r − 1)3
+

5r4 + 178r3 − 1053r2 − 282r

72 (r − 1)4
ln r

)

+ ln2

(
µ2

0

m2
t

) (−12r3 + 59r2 + 25r

12 (r − 1)3
− r4 − 4r3 + 147r2

24 (r − 1)4
ln r

)
.

Die entwickelten Drei-Schleifen-Ergebnisse C
H,(2)
S,mb

(µ0 = mt) in den drei Hierarchien h1 bis zur

Ordnung (r5, y20), h2 bis zur Ordnung (r5, w10) und h3 bis zur Ordnung (ū8, w8) sind im An-

hang D.3 angegeben. In Abb. 4.10(a) sind die verschiedenen Entwicklungen für C
H,(2)
S,mb

(µ0 = mt)
dargestellt, wobei die schwarzen, durchgezogenen Kurven den Ergebnissen der Hierarchie h3, die
roten, gestrichelten Kurven den Ergebnissen der Hierarchie h1 und die blauen, gepunkteten Kur-
ven den Ergebnissen der Hierarchie h2 entsprechen. Dünnere Kurven stellen die entsprechenden
Ergebnisse zu einer niedrigeren Ordnung in r bzw. ū dar. Für die Ergebnisse der Hierarchie h1 und
h2 gibt es in dieser Darstellung keinen sichtbaren Unterschied. Im Bereich um MH+ ≈ 375 GeV
überschneiden sich die Entwicklungen für h2 und h3. Aus den schwarzen, durchgezogenen Kur-
ven und den blauen, gepunkteten Kurven kann gefolgert werden, dass die Entwicklung h3 im
Bereich MH+ < 350 GeV und die Entwicklung h2 im Bereich MH+ > 450 GeV das exakte Ergeb-
nis sehr gut approximieren. Im Bereich 350 GeV < MH+ < 450 GeV muss zwischen den beiden
Entwicklungen interpoliert werden. Anstelle einer Interpolation wird hier eine abschnittsweise
definierte Funktion aus den beiden Hierarchien h2 und h3 zusammen mit dem Schnittpunkt bei
MH+ ≈ 375 GeV verwendet,

C
H,(2)
S,mb

(µ0 = mt) =





C
H,(2)
S,mb,h3

(µ0 = mt) für MH+ ≤ 375 GeV

C
H,(2)
S,mb,h2

(µ0 = mt) MH+ > 375 GeV
. (4.47)

Damit lässt sich der gesamte relevante Massenbereich von MH+ abdecken, wobei der Fehler im
Bereich 350 GeV < MH+ < 450 GeV vernachlässigt werden kann.
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Die entwickelten Drei-Schleifen-Ergebnisse C
H,(2)
S, sin(2α)(µ0 = mt) in den Hierarchien h1 bis zur

Ordnung r5 und h3 bis zur Ordnung ū8 sind im Anhang D.3 angegeben und in Abb. 4.10(b)
dargestellt. Die schwarzen, durchgezogenen Kurven entsprechen den Ergebnissen für mt ≈MH+ ,
also der Hierarchie h3. Die roten, gestrichelten Kurve wurden für mt � MH+ (h1) entwickelt.
Dünnere Kurven stellen die entsprechenden Ergebnisse zu einer niedrigeren Ordnung in ū bzw.
r dar. Da es keine Überlappung zwischen den beiden Entwicklungen gibt, wurde im Bereich
375 GeV < MH+ < 500 GeV zwischen den beiden Entwicklungen linear interpoliert (blaue
Kurve). Das Gesamtergebnis lässt sich damit durch die folgende Funktion approximieren,

C
H,(2)
S, sin(2α)(µ0 = mt) =





C
H,(2)
S, sin(2α),h3

(µ0 = mt) für MH+ ≤ 375 GeV

−0.0777
MH+

mt
+ 0.2648 375 GeV < MH+ < 500 GeV

C
H,(2)
S, sin(2α),h1

(µ0 = mt) MH+ ≥ 500 GeV

. (4.48)

4.4. B(Bs → µ+µ−) im 2HDM Typ-II zur NNLO

Ausgangspunkt für die Bestimmung von B(Bs → µ+µ−) im 2HDM Typ-II ist die Formel für das
Verzweigungsverhältnis in Gl. (3.17). Für reelle Wilson-Koeffizienten und ohne eine zusätzliche
CP-verletzende Phase φNP

s in der Bs-B̄s-Mischung gilt

FP = 1 ,

FS = 1− ∆Γs

ΓsL
=

ΓsH
ΓsL

. (4.49)

Für den experimentellen Wert der Zerfallsbreite des leichteren Bs-Masseneigenzustands wird im
Folgenden 1/ΓsL = 1.428(13) ps [50] verwendet. Alle anderen Parameter werden aus der SM-
Vorhersage übernommen und sind in Tab. 3.1 angegeben.

Da die Renormierungskonstanten ZSS und ZPP für die Operatoren QS und QP nicht verschwin-
den, sind auch die anomalen Dimensionen für die Koeffizienten CS und CP ungleich null. Aus
diesem Grund müsste man die Wilson-Koeffizienten von der Matching-Skala µ0 zur eigentlichen
Skala des Bs-Meson-Zerfalls µb mit Hilfe der RGE evolvieren. Die Wilson-Koeffizienten CS und
CP treten immer in der Kombination usCS und usCP , mit us = MBs/(mb + ms), im Verzwei-
gungsverhältnis in Gl. (3.17) auf. Die Größen CS/(mb +ms) und CP /(mb +ms) sind invariant
unter dem Renormierungsgruppenlaufen. Dies kann man daran erkennen, dass die Renormie-
rungskonstanten ZSS und ZPP gerade gleich der Renormierungskonstante der Quark-Massen
sind, womit sich in der Kombination CS/(mb + ms) bzw. CP /(mb + ms) die anomalen Dimen-
sionen gegenseitig wegheben. Aus diesem Grund wurden die Wilson-Koeffizienten CS und CP
und alle leichten Quark-Massen in Gl. (3.17) an der Matching-Skala µ0 ausgewertet. Als Ein-
gangsparameter für die leichten Quark-Massen wurden die Werte mb(mb) = 4.163 GeV [107]
und ms(2 GeV) = 0.095(5) GeV [22] verwendet. Mit dem Programm RunDec [83] wurden diese
dann zur Skala µ0 evolviert.

Im Folgenden werden die Effekte der Drei-Schleifen-Korrekturen diskutiert. Dazu werden in
Abb. 4.11 die Vorhersagen für B(Bs → µ+µ−) im 2HDM Typ-II für verschiedene Szenarien
in Abhängigkeit der Matching-Skala µ0 gezeigt. Die blauen, gepunkteten Kurven geben das
LO-Ergebnis an. Die roten, gestrichelten Kurven repräsentieren das NLO-Ergebnis, wobei auch
die SM-Anteile zur NLO eingehen. Die grünen, strichpunktierten Kurven enthalten die 2HDM-
Anteile zur NLO und die SM-Anteile zur NNLO. Die schwarzen, durchgezogenen Kurven entspre-
chen den vollen NNLO-Ergebnissen. Der Unterschied zwischen den grünen und den schwarzen
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Kurven gibt den Effekt der Drei-Schleifen-Korrekturen im 2HDM an, die im Rahmen dieser
Arbeit berechnet wurden.

In Abb. 4.11(a), (b) und (c) sind die Vorhersagen für sin2(2α) = 0 und unterschiedlichen Werten
für MH+ und tanβ gezeigt. In (a) wurde MH+ = 400 GeV und tanβ = 50 gewählt. In (b) und (c)
wurde tanβ = 100 und MH+ = 400 GeV bzw. MH+ = 700 GeV verwendet. Für tanβ = 50 (a)
gibt es kaum einen Unterschied zwischen der grünen und der schwarzen Kurve. Die Abhängigkeit
von der Matching-Skala kommt damit alleine durch die SM-Anteile zustande und wird durch die
Hinzunahme der Drei-Schleifen-Korrekturen im SM-Anteil stark reduziert. Für tanβ = 100 (b)
und (c) ist die Situation gerade umgekehrt. Durch Hinzunahme der NNLO-Korrekturen im SM
gibt es keine Reduktion der Skalenabhängigkeit. Erst durch die Hinzunahme der vollen NNLO-
Korrekturen reduziert sich diese stark.

In Abb. 4.11(d) (tanβ = 50, MH+ = 400 GeV), (e) (tanβ = 50, MH+ = 600 GeV) und (f)
(tanβ = 100, MH+ = 400 GeV) wurden sin2(2α) = 1 gewählt und die Massen der beiden
CP-geraden Higgs-Bosonen wurden auf Mh0 = 125.9 GeV und MH0 = 600 GeV gesetzt. Für
tanβ = 50 und MH+ = 600 GeV (e) gibt es eine Reduktion der Skalenabhängigkeit durch die
SM-Ergebnisse zur NNLO (grüne Kurve). Durch Hinzunahme der 2HDM-Ergebnisse zur NNLO
(schwarze Kurve) wird die Skalenabhängigkeit weiter abgeschwächt. Für MH+ = 400 GeV und
tanβ = 50 (d) bzw. tanβ = 100 (f) gibt es im Vergleich zwischen den NLO-Ergebnissen (rote
Kurven) und den Ergebnissen zur NLO im 2HDM und zur NNLO im SM (grüne Kurve) keine
signifikante Verbesserung der µ0-Abhängigkeit durch Hinzunahme der SM-Anteile zur NNLO.
Erst durch die Hinzunahme der Ergebnisse im 2HDM zur NNLO (schwarze Kurven) gibt es eine
signifikante Reduktion der Skalenabhängigkeit.

Als Fazit kann man sagen, dass im Allgemeinen eine deutliche Reduktion der Skalenabhängig-
keit nur dann auftritt, wenn neben den NNLO-Beiträgen des SM auch diejenigen des 2HDM
berücksichtigt werden.

In Abb. 4.12 sind die Vorhersagen für B(Bs → µ+µ−) mit verschiedenen Werten für tanβ in Ab-
hängigkeit der Masse des geladenen Higgs-Bosons dargestellt, wobei in Abb. 4.12(a) sin2(2α) = 0
und in Abb. 4.12(b) sin2(2α) = 1 mit Mh0 = 125.9 GeV und MH0 = 600 GeV gewählt wurden.
Die blauen Linien stellen die SM-Vorhersage zusammen mit dem 1σ-Fehlerintervall dar. Die ro-
ten, gestrichelten Linien entsprechen dem experimentellen Ergebnis und dessen 1σ-Fehlerintervall.
Die graue Fläche deutet den durch B̄ → Xs γ ausgeschlossenen Bereich für MH+ < 380 GeV an.
Details zu dieser unteren Grenze werden in Kapitel 6 ausführlich diskutiert. Ganz allgemein kann
man feststellen, dass für große Werte von tanβ und kleine Werte für MH+ die Vorhersagen im
2HDM Typ-II den experimentellen Wert deutlich übersteigen, wodurch diese Parameterberei-
che ausgeschlossen werden können. Die Kombination von großen Werten von tanβ und großen
Werten für MH+ führt aber zu Vorhersagen die weiterhin sehr gut mit den experimentellen
Resultaten verträglich sind.

Für tanβ < 50 sollte jedoch in Betracht gezogen werden, dass die Beiträge der Higgs-Pinguin-
Diagramme nur zur höchsten Ordnung in tanβ, also zur Ordnung tan2 β, berechnet wurden.
Anteile zur Ordnung tanβ können für kleine und moderate Werte von tanβ von Bedeutung
sein.
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Abbildung 4.11.: Vorhersagen für B(Bs → µ+µ−) im 2HDM Typ-II in Abhängigkeit der
Matching-Skala µ0 für verschiedene Szenarien. In (a) (tanβ = 50, MH+ =
400 GeV), (b) (tanβ = 100, MH+ = 400 GeV) und (c) (tanβ = 100, MH+ =
700 GeV) wurden sin2(2α) = 0 und in (d) (tanβ = 50, MH+ = 400 GeV),
(e) (tanβ = 50, MH+ = 600 GeV) und (f) (tanβ = 100, MH+ = 400 GeV)
sin2(2α) = 1 gewählt. Die blauen, gepunkteten Kurven geben das LO-Ergebnis
und die roten, gestrichelten Kurven das NLO-Ergebnis an. Die grünen, strich-
punktierten Kurven zeigen das NLO-Ergebnis für den 2HDM-Anteil und das
NNLO-Ergebnis für den SM-Anteil. Die schwarzen, durchgezogenen Kurven
entsprechen den vollen NNLO-Ergebnissen.
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Abbildung 4.12.: Vorhersagen für B(Bs → µ+µ−) für verschiedene Werte von tanβ in Abhän-
gigkeit von MH+ . Die blauen Linien stellen die SM-Vorhersage mit dem 1σ-
Fehlerintervall dar. Die roten, gestrichelten Linien zeigen den experimentellen
Wert und das 1σ-Fehlerintervall. Die graue Fläche ist durch B̄ → Xs γ ausge-
schlossen.





KAPITEL 5

B̄ → XS γ IM STANDARDMODELL

Als zweiter wichtiger Prozess in dieser Arbeit wird der inklusive Zerfall B̄ → Xsγ untersucht.
Dieser ist ebenfalls äußerst sensitiv auf Physik jenseits des SM (BSM) und stellt damit ein
wichtiges Werkzeug bei der Suche nach Abweichungen vom SM dar. In diesem Kapitel wird ins-
besondere die Berechnung der NNLO-QCD-Korrekturen zu den Wilson-Koeffizienten innerhalb
des SM diskutiert, wobei die Ergebnisse aus Ref. [70, 108] reproduziert wurden.

5.1. Der Zerfall B̄ → Xs γ

Für den inklusiven Zerfall B̄ → Xsγ gibt es präzise Ergebnisse, die bei den Experimenten
CLEO [109], ALEPH [110], BELLE [111, 112] und BABAR [113–116] gemessen wurden. Die
aktuelle Kombination aller Messergebnisse aus Ref. [117] lautet

B(B̄ → Xsγ)|Eγ>1.6 GeV = (3.37± 0.23)× 10−4 . (5.1)

Für die Photon-Energie wird üblicherweise eine untere Grenze von Eγ > 1.6 GeV verwendet, da
Photonen mit einer niedrigen Energie experimentell nicht aufgelöst werden können und für eine
Cut-Off Energie um 2 GeV und höher die theoretischen Unsicherheiten durch nicht-perturbative
Effekte groß werden. Die SM-Vorhersage [118, 119] inklusive der NNLO-QCD-Korrekturen und
der elektroschwachen NLO-Korrekturen lautet

B(B̄ → Xsγ)|Eγ>1.6GeV = (3.15± 0.23)× 10−4 (5.2)

und ist in sehr guter Übereinstimmung mit dem experimentellen Wert. Außerdem ist im Ge-
gensatz zu Bs → µ+µ− die experimentelle Unsicherheit mit ca. 7% auf demselben niedrigen
Niveau wie die theoretische Unsicherheit. Da B̄ → Xs γ sehr sensitiv auf zusätzliche Beiträge
von BSM-Teilchen ist, eignet sich diese Observable hervorragend um Ausschlussgrenzen an erwei-
terte Modelle zu geben. Mit der Masse des geladenen Higgs-Bosons in 2HDM wird in Kapitel 6
ein Beispiel für Ausschlussgrenzen an solche Modelle ausführlich diskutiert.

Das Verzweigungsverhältnis B(B̄ → Xsγ) wurde bisher nur an e+e−-Experimenten gemessen.
Bei den B-Fabriken BELLE und BABAR werden die B-Mesonen über die bb̄-Resonanz Υ(4S)
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produziert, e+e− → Υ(4S) → BB̄. Die Größe Xs im Verzweigungsverhältnis steht für alle ha-
dronischen Endzustände, die ein Strange-Quark beinhalten. Dabei tragen zum einen resonante
Zustände wie z.B. K̄∗, aber auch nicht-resonante hadronische Endzustände zu B̄ → Xsγ bei.
Exklusive Zerfälle wie B̄ → K̄∗γ sind experimentell einfacher zu messen als die inklusive Zer-
fallsbreite. Die Vorhersagen hierfür sind aber sehr ungenau, da die hadronischen Matrixelemente
nicht innerhalb der Störungstheorie berechnet werden können. Für inklusive Zerfälle ist dies
möglich, wobei dann aber für die experimentelle Bestimmung die Schwierigkeit darin liegt, so

”
inklusiv wie möglich“ zu sein.

Zur expliziten Berechnung dieses Zerfalls wird die Heavy Quark Expansion [120–124] verwendet.
Dadurch kann der inklusive Zerfall des B-Mesons auf den Zerfall des Bottom-Quarks in ein
Strange-Quark und ein Photon zurückgeführt werden,

Γ(B̄ → Xsγ) = Γ(b→ Xparton
s γ) +O

(
Λ2

QCD

m2
b

)
. (5.3)

Die Größe Xparton
s steht dabei für partonische Endzustände der Art s, sg, sgg, sqq̄. Die Unsi-

cherheit auf Grund von nicht-perturbativen Beiträgen, also Abweichungen von der Relation in
Gl. (5.3), liegt bei 5% [118, 125]. Der partonische Zerfall wird analog zu Bs → µ+µ− innerhalb
einer effektiven Theorie berechnet. In dieser sind wieder alle schweren Teilchen ausintegriert.
Dadurch können die großen Massen mt und MW , die innerhalb der Schleifen auftreten, von der
eigentlichen Skala des B-Meson-Zerfalls µb ≈ mb getrennt werden. Nur durch diese Separation
der Skalen ist es möglich, die großen Logarithmen der Form ln(m2

b/M
2
W ) konsistent aufzusum-

mieren und damit eine korrekte Vorhersage für die Zerfallsbreite zu erhalten. Die Lagrangedichte
der effektiven Theorie für b→ sγ lautet

Leff = LQCD×QED(u, d, s, c, b)

+
4GF√

2

∑

q=u,c

V ∗qsVqb (Cc1P
q
1 + Cc2P

q
2 )

+
4GF√

2

∑

i>2

[
(V ∗usVub + V ∗csVcb)C

c
i + V ∗tsVtbC

t
i

]
Pi , (5.4)

mit den effektiven Operatoren

P c1 = (s̄LγµT
acL)(c̄Lγ

µT abL),

P u1 = (s̄LγµT
auL)(ūLγ

µT abL),

P c2 = (s̄LγµcL)(c̄Lγ
µbL),

P u2 = (s̄LγµuL)(ūLγ
µbL),

P3 = (s̄LγµbL)
∑

q

(q̄γµq),

P4 = (s̄LγµT
abL)

∑

q

(q̄γµT aq),

P5 = (s̄Lγµ1γµ2γµ3bL)
∑

q

(q̄γµ1γµ2γµ3q),

P6 = (s̄Lγµ1γµ2γµ3T
abL)

∑

q

(q̄γµ1γµ2γµ3T aq),
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Abbildung 5.1.: Darstellung der effektiven ∆B = 1 und ∆S = −1 Operatoren. Die zwei ausge-
füllten Quadrate in (a) und (b) deuten die beiden Fermionlinien in den Opera-
toren an.
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Abbildung 5.2.: Beispieldiagramm für Beiträge der Operatoren P3 bis P6 zur Zerfallsbreite
Γ(b→ sγ).

P7 =
emb

g2
s

(s̄Lσ
µνbR)Fµν ,

P8 =
mb

gs
(s̄Lσ

µνT abR)Gaµν , (5.5)

wobei in den Operatoren P3 bis P6 über alle leichten Quarks summiert wird. In Abb. 5.1 sind
die Operatoren P1 bis P8 dargestellt. Der Hauptbeitrag zur partiellen Zerfallsbreite Γ(b → sγ)
entsteht durch die sogenannten Dipol-Operatoren P7 und P8, aber auch alle anderen Operatoren
liefern nicht-vernachlässigbare Beiträge. Die Vier-Quark-Operatoren P1 bis P6 können durch
Diagramme, in denen die Quarks eine geschlossene Schleife bilden und Gluonen und ein Photon
abstrahlen, beitragen. Ein solches Diagramm ist in Abb. 5.2 dargestellt.

Die Berechnung von Γ(b→ Xparton
s γ) kann in drei Schritte aufgespalten werden:

• Matching: Die Berechnung der Wilson-Koeffizienten Ci(µ0) an der Skala µ0 ≈ mt, MW .

• Renormierungsgruppenlaufen: Durch das RGE-Laufen werden die Wilson-Koeffizienten
von der Skala µ0 zur Skala µb evolviert, d.h. aus Ci(µ0) wird Ci(µb) bestimmt. In diesem
Schritt werden die oben erwähnten großen Logarithmen zu allen Ordnungen der Störungs-
reihe aufsummiert.

• On-shell Matrixelemente: Berechnung der on-shell Matrixelemente an der Skala µb inner-
halb der effektiven Theorie.
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In dieser Arbeit liegt das Hauptaugenmerk auf dem ersten Schritt, der Berechnung der Wilson-
Koeffizienten. Aus diesem Grund wird in diesem Kapitel die Berechnung aller Wilson-Koeffi-
zienten im SM, die zur NNLO zu Γ(b → sγ) beitragen, diskutiert. Alle Wilson-Koeffizienten
werden bis inklusive der Ordnung α2

s benötigt, was für C1 bis C6 der Zwei-Schleifen-Ordnung
und für C7 und C8 der Drei-Schleifen-Ordnung entspricht. Dabei wurden die Ergebnisse aus
Ref. [70, 108] reproduziert, wobei die Drei-Schleifen-Ergebnisse für die Koeffizienten C7 und
C8 durch eine tiefere Entwicklung in den Massenverhältnissen verbessert werden konnten. Im
Weiteren wird dem Vorgehen und der Notation aus Ref. [70, 108] gefolgt.

Die Wilson-Koeffizienten lassen sich als Reihenentwicklung in αs darstellen,

Cqi = C
q(0)
i +

αs
4π

C
q(1)
i +

(αs
4π

)2
C
q(2)
i +

(αs
4π

)3
C
q(3)
i +O(α4

s) , (5.6)

mit q = c, t. Im Folgenden wird der Index q immer dann weggelassen, wenn er nicht unbedingt
benötigt wird. Man beachte in der Definition von P7 und P8 in Gl. (5.5) die Normierung mit dem
Faktor 1/g2

s . Im Operator P8 tritt ebenfalls gs auf, analog zur elektrischen Ladung in P7, wodurch
in Gl. (5.5) für P8 nur der Faktor 1/gs vorkommt. Diese Normierung wird nur beim Matching

verwendet und sorgt dafür, dass C
(n)
i den n-Schleifen-Anteil zum Wilson-Koeffizienten bezeich-

net. Für das Renormierungsgruppenlaufen und die Berechnung der on-shell Matrixelemente geht
man zu den eigentlichen Operatoren,

Q7 =
e

16π2
mb (s̄Lσ

µνbR)Fµν , (5.7)

Q8 =
gs

16π2
mb (s̄Lσ

µνT abR)Gaµν ,

über, bei denen der führende Anteil der Wilson-Koeffizienten kein αs enthält.

Durch QCD-Korrekturen mischen die Operatoren in Gl. (5.5) miteinander, analog zu den Ope-
ratoren QA und QEA in Kapitel 3.2.1.1. Aus diesem Grund werden die Renormierungskonstanten
für die Wilson-Koeffizienten in Matrixform dargestellt,

Ci,B(µ) = Zj,iCj(µ) , (5.8)

mit

Zi,j = δij +
αs
4π
δZ

(1)
i,j +

(αs
4π

)2
δZ

(2)
i,j +

(αs
4π

)3
δZ

(3)
i,j +O(α4

s) . (5.9)

Alle in diesem Kapitel benötigten Renormierungskonstanten δZ
(n)
i,j wurden in Ref. [126, 127]

berechnet und sind im Anhang A angegeben.

5.2. Wilson-Koeffizienten C1 bis C8

In diesem Kapitel wird die Berechnung aller benötigter Wilson-Koeffizienten zur Zwei- bzw. Drei-
Schleifen-Ordnung diskutiert, wobei auf alle Komponenten der Matching-Formeln ausführlich
eingegangen wird.

5.2.1. Berechnung von C1 bis C6

Die Wilson-Koeffizienten C1 bis C6 werden bis zur Zwei-Schleifen-Ordnung, d.h. zur Ordnung
α2
s, benötigt und tragen zum Verzweigungsverhältnis B(B̄ → Xsγ) durch das Renormierungs-

gruppenlaufen von C7 und C8 und als effektive Kopplungskonstanten in den Matrixelementen
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bei. Da die Operatoren P1 bis P6 durch QCD-Korrekturen miteinander mischen ist es von Vorteil
die Berechnung dieser Koeffizienten zusammen zu diskutieren.

Für das Matching, also die Bestimmung der Wilson-Koeffizienten, gibt es im Prinzip mehrere
Möglichkeiten. Beim on-shell Matching werden die Amplituden in der vollen und der effektiven
Theorie für äußere Teilchen auf ihrer Massenschale und unter Ausnutzung der Bewegungsglei-
chungen berechnet. Dadurch ist es notwendig auch Schleifenkorrekturen in der effektiven Theorie
zu betrachten. Außerdem sind die Integrale in der vollen Theorie schwierig zu berechnen, da es
sich um on-shell Integrale mit verschiedenen Massen handelt. Die zweite Möglichkeit ist das
off-shell Matching, welches in dieser Arbeit verwendet wurde. Mit dieser Methode können al-
le äußeren Impulse auf null gesetzt werden, was in der vollen Theorie auf Tadpole-Integrale
führt, die einfacher zu berechnen sind als on-shell Integrale. Außerdem müssen keine Schleifen-
korrekturen in der effektiven Theorie berechnet werden, da diese auf skalenlose Integrale führen
würden. Der Preis für die vereinfachte Kinematik ist, dass die Operatorbasis im Vergleich zum
on-shell Matching durch sogenannte equation-of-motion-vanishing Operatoren erweitert werden
muss. Dies sind Operatoren die verschwinden, sobald die Bewegungsgleichungen auf die äußeren
Teilchen angewandt werden. In dieser Arbeit treten mit

P31 =
1

gs
(s̄Lγ

µT abL)DνGaµν + P4 , (5.10)

P34 =
i

gs

(
s̄L
←−
/DσµνT abLG

a
µν −Gaµν s̄LT aσµν /DbL

)
+ P8 ,

P35 =
ie

g2
s

(
s̄L
←−
/DσµνbLFµν − Fµν s̄Lσµν /DbL

)
+ P7 ,

drei dieser Operatoren beim Matching auf. Außerdem werden die evaneszenten Operatoren

P q11 = (s̄Lγµ1γµ2γµ3T
aqL)(q̄Lγ

µ1γµ2γµ3T abL)− 16P q1 , (5.11)

P q12 = (s̄Lγµ1γµ2γµ3qL)(q̄Lγ
µ1γµ2γµ3bL)− 16P q2 ,

P q21 = (s̄Lγµ1γµ2γµ3γµ4γµ5T
aqL)(q̄Lγ

µ1γµ2γµ3γµ4γµ5T abL)− 20P q11 − 256P q1 ,

P q22 = (s̄Lγµ1γµ2γµ3γµ4γµ5qL)(q̄Lγ
µ1γµ2γµ3γµ4γµ5bL)− 20P q12 − 256P q2 ,

mit q = u, c, benötigt. Analog zu dem evaneszenten Operator QEA in Kapitel 3.2.1.1 sind die-
se Operatoren in d = 4 Dimensionen algebraisch null. Da aber infrarote Divergenzen in den
Diagrammen auftreten, die sich erst beim Matching herausheben, ist es nötig, die Wilson-
Koeffizienten dieser unphysikalischen Operatoren mit zu berücksichtigen.

Zur Bestimmung von C1 bis C6 werden in der vollen Theorie, d.h. im SM, alle 1LPI-Diagramme
die zur Amplitude b → scc̄ und b → sdd̄ auf Tree-Level-, Ein-Schleifen- und Zwei-Schleifen-
Niveau beitragen, berechnet. In Abb. 5.3 sind Beispieldiagramme für b → scc̄ dargestellt. Das
linke Diagramm ist der einzige Tree-Level-Beitrag, die Diagramme in der Mitte und rechts sind
Beispieldiagramme für die αs- und α2

s-Korrekturen. Für die Amplitude b→ sdd̄ treten erst ab der
Ordnung α2

s 1LPI-Diagramme im SM auf, in Abb. 5.4 sind zwei Beispieldiagramme dargestellt.

Die verschiedenen Dirac-Strukturen in den Diagrammen wurden mit Hilfe von Projektoren ex-
trahiert, siehe Anhang C.1. Die Rechnung wurde in d 6= 4 Dimensionen ausgeführt, wodurch
auch Terme mit Dirac-Strukturen auftreten, die für d = 4 Dimensionen verschwinden würden.
Diese ergeben die Wilson-Koeffizienten der evaneszenten Operatoren aus Gl. (5.11), was im Lau-
fe dieses Kapitels im Detail beschrieben wird. Zur Unterscheidung der Operatoren mit gleicher
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Abbildung 5.3.: Beispieldiagramme für die Amplitude b→ scc̄, die zur Berechnung von C1 und
C2 benötigt werden.
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Abbildung 5.4.: Beispieldiagramme zur Zwei-Schleifen-Ordnung für die Amplitude b→ sdd̄, die
zur Berechnung von C3 bis C6 benötigt werden.

Dirac-Struktur aber unterschiedlicher Farbstruktur wurde die QCD-Relation

δilδkj = 2T aij T
a
kl +

1

nc
δijδkl (5.12)

verwendet.

Die unrenormierten Amplituden für b → scc̄ und b → sdd̄ lassen sich als Reihenentwicklung in
αs darstellen,

Ab→scc̄ = A
(0)
b→scc̄ +

(αs
4π

)
A

(1)
b→scc̄ +

(αs
4π

)2
A

(2)
b→scc̄ +O(α3

s) , (5.13)

Ab→sdd̄ = A
(0)

b→sdd̄ +
(αs

4π

)
A

(1)

b→sdd̄ +
(αs

4π

)2
A

(2)

b→sdd̄ +O(α3
s) .

Die auftretenden Dirac-Strukturen in den Amplituden können wie folgt klassifiziert werden,

D1 = (γµPLT
a)⊗ (γµPLT

a) , (5.14)

D2 = (γµPL)⊗ (γµPL) ,

D3 = (γµPL)⊗ (γµ) ,

D4 = (γµPLT
a)⊗ (γµ T a) ,

D5 = (γµ1γµ2γµ3PL)⊗ (γµ1γµ2γµ3) ,

D6 = (γµ1γµ2γµ3PLT
a)⊗ (γµ1γµ2γµ3 T a) ,
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D11 = (γµ1γµ2γµ3PLT
a)⊗ (γµ1γµ2γµ3PLT

a)− 16D1 ,

D12 = (γµ1γµ2γµ3PL)⊗ (γµ1γµ2γµ3PL)− 16D2 ,

D21 = (γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5PLT
a)⊗ (γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5PLT

a)− 20D11 − 256D1 ,

D22 = (γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5PL)⊗ (γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5PL)− 20D12 − 256D2 .

Die Bezeichnung dieser Dirac-Strukturen ist analog zu den entsprechenden Operatoren in Gl. (5.5)
und Gl. (5.11) gewählt. Im Folgenden wird die unrenormierte n-Schleifen-Teilamplitude, die zu-

sammen mit der Dirac-Struktur Di auftritt, mit C
q(n)
i,bare bezeichnet. Der Zusammenhang mit den

Wilson-Koeffizienten Ci kommt erst innerhalb der Matching-Formeln zustande. Eine explizite
Rechnung von b→ scc̄ auf Tree-Level-, Ein- und Zwei-Schleifen-Niveau ergibt folgendes Ergeb-
nis:

A
(0)
b→scc̄ = i

4GF√
2
V ∗csVcbC

c(0)
2,bareD2 , (5.15)

A
(1)
b→scc̄ = i

4GF√
2
V ∗csVcb

{
C
c(1)
1,bareD1 + C

c(1)
11,bareD11

}
+O(ε2) ,

A
(2)
b→scc̄ = i

4GF√
2
V ∗csVcb

{
C
c(2)
1,bareD1 + C

c(2)
2,bareD2 + C

c(2)
11,bareD11

+C
c(2)
12,bareD12 + C

c(2)
21,bareD21 + C

c(2)
22,bareD22

}

+ i
4GF√

2

6∑

i=3

(
V ∗csVcbC

c(2)
i,bare + V ∗tsVtbC

t(2)
i,bare

)
Di +O(ε) .

Das Tree-Level-Ergebnis C
c(0)
2,bare = −1 entsteht aus dem linken Diagramm in Abb. 5.3. Die

analoge Rechnung für b→ sdd̄ ergibt

A
(0)

b→sdd̄ = 0 , (5.16)

A
(1)

b→sdd̄ = 0 ,

A
(2)

b→sdd̄ = i
4GF√

2

6∑

i=3

(
V ∗csVcbC

c(2)
i,bare + V ∗tsVtbC

t(2)
i,bare

)
Di +O(ε) .

Die Amplitude b→ sdd̄ trägt erst zur Ordnung α2
s bei, wobei dieser Anteil auch in der Amplitude

b→ scc̄ vorkommt, vgl. letzte Zeile in Gl. (5.15).

Nun müssen in der effektiven Theorie dieselben Amplituden berechnet werden. Dazu werden
alle Operator-Einsetzungen in Tree-Level-Diagramme betrachtet, die einen Beitrag zu den Am-
plituden b → scc̄ und b → sdd̄ liefern können. Schleifenkorrekturen in der effektiven Theorie
verschwinden, da die äußeren Impulse und alle leichten Quark-Massen auf null gesetzt werden
und damit nur skalenlose Schleifen-Integrale übrigbleiben, die keinen Beitrag liefern. Die Ope-
ratoren P1 bis P6 tragen zu b→ scc̄ bei, genauso wie die evaneszenten Operatoren P11, P12, P21

und P22. Des Weiteren liefert der Operator P31 ebenfalls einen Anteil zu b→ scc̄, da dieser einen
Term proportional zum Operator P4 besitzt. Zur Amplitude b→ sdd̄ können die Operatoren P3

bis P6 und P31 beitragen. Da diese Amplitude in der vollen Theorie aber erst zur Ordnung α2
s

von null verschieden ist, muss in der effektiven Theorie dasselbe gelten. Die Operatoren P4 und
P31 tragen zur selben Dirac-Struktur bei, wodurch sich die entsprechenden Wilson-Koeffizienten
gegenseitig bis zur Ordnung α2

s wegheben müssen,

Cq4 = −Cq31 +O(α2
s) , (5.17)
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da es sonst einen Beitrag zur Amplitude b→ sdd̄ geben würde. Der Koeffizient C
q(1)
4 wird über

den Koeffizienten C
q(1)
31 und Gl. (5.17) bestimmt. Da der Operator P31 auch einen Anteil mit

bsg hat, wird die 1LPI-Amplitude b → sg zur Berechnung von C31 verwendet. Die eigentliche
Rechnung für Cq31 und damit auch für Cq4 wird im Kapitel 5.2.2 zusammen mit der Berechnung
von C8 diskutiert. Aus diesem Grund wird in diesem Kapitel davon ausgegangen, dass die Wilson-
Koeffizienten Cq31 und Cq4 einschließlich der Ordnung α2

s bekannt sind. Die Tree-Level- und Ein-
Schleifen-Anteile zu den Wilson-Koeffizienten für die Operatoren P3, P5 und P6 müssen dagegen
zwangsläufig null sein,

C
q(0)
i = 0 , (5.18)

C
q(1)
i = 0 , i = 3, 5, 6 ,

da sie jeweils die einzigen Beiträge zur entsprechenden Dirac-Struktur in der Amplitude b→ sdd̄
liefern und diese erst zur Ordnung α2

s ungleich null ist.

Im Folgenden werden die Matching-Formeln für die Koeffizienten C1, C2, C3, C5 und C6 disku-
tiert. Im Allgemeinen hat die Matching-Formel die Form

Zj,iCj 〈Z(Pi)〉R = ASM
i,R , (5.19)

wobei es sich bei ASM
i,R um die renormierte SM-Amplitude mit der Dirac-Struktur Di, also die

renormierte Version von Cqi,bare aus Gl. (5.15) und Gl. (5.16) handelt. Dazu wurde die Renor-
mierung aller Massen, Felder und Kopplungskonstanten durchgeführt. Bei 〈Z(Pi)〉R handelt es
sich um die renormierten Matrixelemente des Operators Pi, wobei auch hier alle Felder und
Kopplungskonstanten renormiert wurden. Da, wie schon mehrmals erwähnt, in der effektiven
Theorie keine Schleifenkorrekturen auftreten, reduziert sich 〈Z(Pi)〉R zu Einsetzungen von Pi
in Tree-Level-Diagramme. Die Renormierungskonstanten der Felder werden in den folgenden
Gleichungen nur dann berücksichtigt, wenn sich diese in der vollen und der effektiven Theorie
unterscheiden. Alle benötigten Renormierungskonstanten Zj,i für die Operatoren sind im Anhang
A angegeben. Auf Tree-Level-Niveau folgt aus Gl. (5.19) und Gl. (5.15) für den Koeffizienten
von P2,

C
c(0)
2 = C

c(0)
2,bare = −1 . (5.20)

Zur Ordnung αs gibt es Beiträge zu C1 und C11, aber keinen Beitrag zu C2,

C
c(1)
1 = C

c(1)
1,bare − δZ

(1)
2,1 C

c(0)
2 , (5.21)

C
c(1)
2 = 0 ,

C
c(1)
11 = C

c(1)
11,bare − δZ

(1)
2,11C

c(0)
2 .

Zur Ordnung α2
s gibt es zu allen Koeffizienten Beiträge. Die Matching-Formeln für die Zwei-

Schleifen-Koeffizienten C
c(2)
1 und C

c(2)
2 lauten

C
c(2)
1 = C

c(2)
1,bare +

(
ZSM
gs

)2
C
c(1)
1,bare (5.22)

−
(
δZ

(1)
1,1 C

c(1)
1 + δZ

(1)
11,1C

c(1)
11 + δZ

(2)
2,1 C

c(0)
2

)
,

C
c(2)
2 = C

c(2)
2,bare + 2 ∆Zψ C

c(0)
2 −

(
δZ

(1)
1,2 C

c(1)
1 + δZ

(2)
2,2 C

c(0)
2 + δZ

(1)
11,2C

c(1)
11

)
,

mit der Renormierungskonstanten ZSM
gs für gs aus Gl. (3.35). Für die Wellenfunktions-Renor-

mierung wird mit ∆Zψ wieder nur die Differenz zwischen der Renormierungskonstanten in der
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vollen und der effektiven Theorie benötigt, siehe Gl. (3.42). Für die QCD-Pinguin-Operatoren
P3, P5 und P6 erhält man folgende Formeln auf Zwei-Schleifen-Niveau,

C
q(2)
3 = C

q(2)
3,bare −

(
δZ

(1)
4,3 C

q(1)
4 + δcq δZ

(2)
2,3 C

c(0)
2

)
, (5.23)

C
q(2)
5 = C

q(2)
5,bare −

(
δZ

(1)
4,5 C

q(1)
4 + δcq δZ

(2)
2,5 C

c(0)
2

)
,

C
q(2)
6 = C

q(2)
6,bare −

(
δZ

(1)
4,6 C

q(1)
4 + δcq δZ

(2)
2,6 C

c(0)
2

)
.

Für alle diese Koeffizienten wurden Zwei-Schleifen-Integrale mit verschwindenden äußeren Im-
pulsen und exakter Massenabhängigkeit berechnet. Damit war es möglich die Ergebnisse in
Ref. [108] zu bestätigen. Dort sind auch analytische Ergebnisse für die Koeffizienten angegeben.

5.2.2. Berechnung von C7 und C8

In diesem Kapitel wird die Berechnung der Wilson-Koeffizienten C7 und C8 zur Drei-Schleifen-
Ordnung beschrieben. Der Wilson-Koeffizient C7 ist von zentraler Bedeutung für B(B̄ → Xsγ),
und C8 trägt durch das Renormierungsgruppenlaufen zu C7 bei. In diesem Kapitel wird dem
Vorgehen aus Ref. [70, 108] gefolgt.

Die Amplituden in der vollen Theorie wurden wieder off-shell berechnet, wobei in den äußeren
Impulsen bis zur zweiten Ordnung entwickelt wurde, da die Operatoren P7 und P8 in Gl. (5.5)
jeweils eine Ableitung und die Operatoren P31, P34 und P35 in Gl. (5.10) jeweils zwei Ablei-
tungen enthalten. Außerdem wurde bis zur linearen Ordnung in der Masse des Bottom-Quarks
mb entwickelt. In den Amplituden b → sγ und b → sg wurde für die äußeren Photon- und
Gluon-Felder die Hintergrundfeld-Version der ’t Hooft-Feynman Eichung verwendet. In dieser
Eichung reduziert sich die Anzahl der Diagramme, da der W±G∓γ-Vertex verschwindet. Für das
Matching in diesem Kapitel ist diese Eichung zwingend notwendig, da die hier verwendete Ope-
ratorbasis aus Ref. [108] für äußere Photon- und Gluon-Felder in der Hintergrundfeld-Version
der ’t Hooft-Feynman Eichung hergeleitet wurde. Die 1LPI-Amplitude b → sγ im SM hat die
Form

Ab→sγ = i
4GF√

2

e PR
16π2


(V ∗usVub + V ∗csVcb)

13∑

j=1

Y c
j Sj + V ∗tsVtb

13∑

j=1

Y t
j Sj


 . (5.24)

Für die Amplitude b→ sg ergibt sich

Ab→sg = i
4GF√

2

gs PR T
a

16π2


(V ∗usVub + V ∗csVcb)

13∑

j=1

Gcj Sj + V ∗tsVtb

13∑

j=1

Gtj Sj


 , (5.25)

jeweils mit den Dirac-Strukturen

Sj =
{
γµ /p /k, γµ (p · k), γµ p

2, γµ k
2, /p kµ, /p pµ, /k pµ, /k kµ,

mb /k γµ, mb γµ /k, mb /p γµ, mb γµ /p, M
2
W γµ

}
j
. (5.26)

Der auslaufende Photon-Impuls (bzw. auslaufende Gluon-Impuls) wird mit k bezeichnet und p
ist der Impuls des einlaufenden Bottom-Quarks. Die Funktionen Y q

j und Gqj können als Reihen-
entwicklung in αs dargestellt werden,

Y q
j =

∑

n≥1

(αs
4π

)n−1
Y
q(n)
j , (5.27)



82 5. B̄ → Xs γ im Standardmodell

Gqj =
∑

n≥1

(αs
4π

)n−1
G
q(n)
j .

Im off-shell Matching tragen nicht nur die physikalischen Operatoren, sondern auch die equation-
of-motion-vanishing Operatoren zu den Amplituden in der effektiven Theorie bei. So liefern P7

und P35 einen Anteil zur Struktur S10 in der Amplitude b→ sγ. Zur Struktur S2 in der Ampli-
tude b → sγ trägt nur der Operator P35 bei. Damit kann der physikalische Wilson-Koeffizient
C7 bestimmt werden, indem in der vollen Theorie eine Linearkombination aus den Funktionen
Y q

2 und Y q
10 betrachtet wird, in der sich der Anteil von C35 in der effektiven Theorie gerade

heraushebt. Eine analoge Situation tritt auch für die Operatoren P8 und P34 in der Amplitude
b→ sg auf. Wie in Ref. [108] gezeigt, ergeben die Linearkombinationen

C
q(n)
7,bare =

1

4
Y
q(n)

2 + Y
q(n)

10 , (5.28)

C
q(n)
8,bare =

1

4
G
q(n)
2 +G

q(n)
10 ,

die unrenormierten Wilson-Koeffizienten C
q(n)
7,bare bzw. C

q(n)
8,bare. Des Weiteren gilt

C
q(n)
31,bare = −

(
1

2
G
q(n)
2 +G

q(n)
8

)
, (5.29)

womit auch C
q(1)
4,bare bestimmt werden kann, siehe Gl. (5.17).

Um nun die Wilson-Koeffizienten C4, C7 und C8 zu bestimmen müssen die 1LPI-Diagramme im
SM für b → sγ und b → sg berechnet werden und dabei die Anteile zu den Strukturen S2, S8

und S10 extrahiert werden. Beispieldiagramme zur Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ordnung sind
in Abb. 5.5 dargestellt. Zum Extrahieren der Strukturen S2, S8 und S10 wurden in dieser Arbeit
Projektoren auf diese Strukturen verwendet, die zuvor mit Hilfe von Form und Mathematica
erzeugt wurden. Die Projektoren sind im Anhang C.2 angegeben.

Bevor die Drei-Schleifen-QCD-Korrekturen für die Koeffizienten C7 und C8 diskutiert werden,
muss noch das Matching für C31 und damit auch C4 erläutert werden. Diese Koeffizienten müssen
nur bis zur Zwei-Schleifen-Ordnung berechnet werden. Die Matching-Formeln für C31 lauten

C
q(1)
31 = C

q(1)
31,bare − δcq δZ

(1)
2,31C

c(0)
2 , (5.30)

C
c(2)
31 = C

c(2)
31,bare −

(
δZ

(2)
2,31C

c(0)
2 + δZ

(1)
4,31C

c(1)
4 + δZ

(1)
1,31C

c(1)
1

+δZ
(1)
31,31C

c(1)
31 + δZ

(1)
11,31C

c(1)
11 − 2 δZ(1)

gs C
c(1)
31

−2 δZ(1)
g δZ

(1)
2,31C

c(0)
2

)
,

C
t(2)
31 = C

t(2)
31,bare + ∆T

t(1)
31 −

(
δZ

(1)
4,31C

t(1)
4 + δZ

(1)
31,31C

t(1)
31 − 2 δZ(1)

gs C
t(1)
31

)
.

Zur Zwei-Schleifen-Ordnung müssen neben dem Mischen der verschiedenen Operatoren zwei

weitere Aspekte beachtet werden. Da das Ein-Schleifen-Ergebnis C
t(1)
31,bare von der Top-Quark-

Masse abhängt, muss diese auch renormiert werden,

∆T
t(1)
31 =

(
C
t(1)
31,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

)
αs
. (5.31)
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Abbildung 5.5.: Beispieldiagramme zur Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ordnung für C7 (a-c) und
C8 (d-f) im SM.

Eine Renormierung von αs in der vollen Theorie tritt zu dieser Schleifen-Ordnung noch nicht
auf, da die Amplitude b→ sg mit dem äußeren Gluon in der Hintergrundfeld-Eichung berechnet
wurde und sich dadurch die Renormierung der Gluon-Wellenfunktion und der Eichkopplung
gerade herausheben. In der Normierung des bsg-Anteils des Operators P31 tritt ebenso wie in
der Normierung der Operatoren P7 und P8 ein Faktor 1/g2

s auf, welcher bei der Renormierung
in der effektiven Theorie mitberücksichtigt werden muss. Dies führt auf die Terme proportional

zu δZ
(1)
gs in Gl. (5.30). δZ

(1)
gs ist der αs-Anteil der Renormierungskonstanten Z

(5)
gs aus Gl. (A.3)

mit nq = 5,

δZ(1)
gs =

1

ε

(
−23

6

)
. (5.32)

Da es sich beim Operator P31 um einen zusammengesetzten Operator handelt muss darauf
geachtet werden, wie sich die einzelnen Anteile renormieren. Deshalb liefert nur der erste Term
von P31 in Gl. (5.10) einen Beitrag zur Renormierung der Eichkopplung, d.h. es gilt

Zgs(P31)→ 1

Z2
gs

1

gs
(s̄Lγ

µT abL)DνGaµν + P4 . (5.33)

Die Gluonen in diesem Operator befinden sich hierbei wieder alle in der Hintergrundfeld-Eichung,
d.h. die Renormierung der Eichkopplung im Vertex, von welchem das Gluon abgestrahlt wird,
und die Gluon-Wellenfunktions-Renormierung heben sich gegenseitig weg.

Für den Wilson-Koeffizient C4 folgt damit aus Cq31,

C
q(0)
4 = 0 , (5.34)
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C
q(1)
4 = −Cq(1)

31 .

Zur Zwei-Schleifen-Ordnung wird für das Matching die Amplitude C
q(2)
4,bare, also der Anteil zur

Dirac-Struktur D4 in der Amplitude Ab→sdd̄ aus Gl. (5.16), verwendet. In der effektiven Theorie
tragen P4 und P31 zu dieser Amplitude bei. Deshalb lautet die Matching-Gleichung

Zj,4C
q
j + Zj,31C

q
j = Cq4,bare . (5.35)

Durch Einsetzen der Renormierungskonstanten in der effektiven Theorie ergeben sich folgende
Gleichungen,

C
c(2)
4 = C

c(2)
4,bare −

(
δZ

(1)
4,4 C

c(1)
4 + δZ

(2)
2,4 C

c(0)
2 + δZ

(1)
1,4 C

c(1)
1 + δZ

(1)
11,4C

c(1)
11 (5.36)

+C
c(2)
31 + δZ

(2)
2,31C

c(0)
2 + δZ

(1)
1,31C

c(1)
1 + δZ

(1)
4,31C

c(1)
4

+ δZ
(1)
31,31C

c(1)
31 + δZ

(1)
11,31C

c(1)
11

)
,

C
t(2)
4 = C

t(2)
4,bare −

(
δZ

(1)
4,4 C

t(1)
4 + C

t(2)
31 + δZ

(1)
4,31C

t(1)
4 + δZ

(1)
31,31C

t(1)
31

)
.

Man beachte, dass hier keine Eichkopplungs-Renormierung in der effektiven Theorie auftritt, da
die Anteile in P31, die zu b→ sdd̄ beitragen, keinen Faktor 1/g2

s haben. Des Weiteren muss für

C
t(2)
4 im Gegensatz zu C

t(2)
31 keine Renormierung der Top-Quark-Masse durchgeführt werden, da

es im SM keine Ein-Schleifen-Diagramme zu C
t(1)
4,bare gibt.

Die Wilson-Koeffizienten C7 und C8 können bis zur Zwei-Schleifen-Ordnung mit exakter Massen-
abhängigkeit bestimmt werden. Zur Drei-Schleifen-Ordnung mussten die Diagramme wiederum
in den Massenverhältnissen y = MW /mt � 1 und w = 1 −M2

W /m
2
t � 1 entwickelt werden.

Dieses Vorgehen ist identisch zur Berechnung von CA auf Drei-Schleifen-Niveau im Kapitel 3,
d.h. es wurde eine asymptotische Entwicklung für y = MW /mt � 1 und eine Taylorentwicklung
für w = 1−M2

W /m
2
t � 1 durchgeführt. Die Matching-Formel für i = 7, 8 lautet

[(
Z(5)
gs

)2 αs
4π

]−1∑

k

CqkZk,i = (1 + ∆Zψ)
3∑

n=1

(αs
4π

)n−1 [(
ZSM
gs

)2(n−1)
C
q(n)
i,bare + δtq∆T

t(n)
i

]

+ δtq∆ZmBi +
M2
W

m2
t

(αs
4π

)2 (
Zq2,sbKi + Zq0,sbRi

)
+O

(
α3
s

)
. (5.37)

Auf der linken Seite von Gl. (5.37) stehen die Tree-Level-Einsetzungen in der effektiven Theorie.

Der Faktor Z
(5)
gs auf der linken Seite tritt wieder auf Grund der Renormierung des Faktors 1/g2

s

in den Operatoren P7 und P8 auf. Auf der rechten Seite von Gl. (5.37) sind die unrenormierten

Amplituden im SM C
q(n)
i,bare und deren Renormierung dargestellt. In dieser Formel muss in αs

entwickelt werden um die Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ergebnisse zu erhalten, wobei die Formel
nur bis zur Drei-Schleifen-Ordnung korrekt ist. Es muss noch erläutert werden welche Wilson-
Koeffizienten auf der linken Seite der Matching-Formel zu welcher Ordnung in αs mit C7 oder C8

mischen. In führender Ordnung, also α0
s, tritt keine Renormierung der Amplitude in der vollen

Theorie und auch kein Mischungsbeitrag von anderen Koeffizienten auf, d.h. C
q(1)
i = C

q(1)
i,bare

für i = 7, 8. Zur Zwei-Schleifen-Ordnung werden die Renormierungskonstanten δZ
(1)
77 , δZ

(1)
27 ,

δZ
(1)
87 für C

q(2)
7 sowie δZ

(1)
88 und δZ

(1)
28 für C

q(2)
8 benötigt. Die Renormierungskonstanten für das

Matching auf Drei-Schleifen-Niveau sind in Tab. 5.1 aufgeführt.
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C
q(3)
7 C

q(3)
8

δZ
(1)
7,7 , δZ

(2)
7,7 δZ

(1)
8,8 , δZ

(2)
8,8

δZ
(1)
8,7 , δZ

(2)
8,7 -

δZ
(2)
4,7 δZ

(2)
4,8

δZ
(2)
2,7 , δZ

(3)
2,7 δZ

(2)
2,8 , δZ

(3)
2,8

δZ
(2)
1,7 δZ

(2)
1,8

δZ
(2)
11,7 δZ

(2)
11,8

Tabelle 5.1.: Renormierungskonstanten in der effektiven Theorie, die für C
q(3)
7 und C

q(3)
8 benötigt

werden.

Auf der SM-Seite muss die Top-Quark-Masse renormiert werden, wobei die entsprechenden Bei-
träge durch

∆T
t(1)
i = 0 , (5.38)

∆T
t(2)
i =

(
C
t(1)
i,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

)
αs
,

∆T
t(3)
i =

(
C
t(1)
i,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

+
αs
4π
C
t(2)
i,bare

∣∣
mbare
t →Zmtmt

)
α2
s

,

gegeben sind. Für C7 und C8 zur Drei-Schleifen-Ordnung muss αs mit ZSM
gs aus Gl. (3.35) renor-

miert werden. In Analogie zur Berechnung von CA muss auch bei C7 und C8 auf Drei-Schleifen-
Niveau die Differenz der Wellenfunktions-Renormierungskonstanten der Quarks in der vollen
und in der effektiven Theorie, ∆Zψ aus Gl. (3.42), berücksichtigt werden. Der Term ∆ZmBi in
der Matching-Formel kommt durch die Renormierung der Bottom-Quark-Masse mb zustande.
In der Definition der Operatoren P7 und P8 kommt mb linear vor. Wie in Ref. [108] dargestellt,
ist es möglich in der effektiven Theorie Zm = 1 zu setzen, d.h. der Faktor mb in P7 und P8 muss
nicht renormiert werden. In der vollen Theorie kommt mb ebenfalls zur linearen Ordnung in der
Struktur S10 vor. Auch hier muss mb nicht renormiert werden, sofern die Renormierungskon-
stanten in der vollen und der effektiven Theorie gleich sind. Zur Ordnung α2

s gibt es aber für Zm
analog zur Wellenfunktions-Renormierung der Quarks einen Unterschied innerhalb der 5- und
der 6-Flavour-Theorie. Dieser Unterschied wird in der Größe ∆Zm berücksichtigt, die durch

∆Zm = ZSM
m − Zeff

m =
(αs

4π

)2
N2
ε

(
− 4

3ε2
+

10

9ε
− 89

27

)
+O(α3

s, ε) (5.39)

gegeben ist, Nε wurde in Gl. (3.37) definiert. Die Größe Bi in Gl. (5.37) ist der Anteil des Ein-
Schleifen-Ergebnisses, der proportional zu mb ist, also der Term proportional zur Struktur S10

in Gl. (5.26),

B7 = Y
t(1)

10 , (5.40)

B8 = G
t(1)
10 .

Im Charm-Quark-Sektor gilt Y
c(1)

10 = G
c(1)
10 = 0 und somit ist dort keine Renormierung von mb

notwendig.
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Abbildung 5.6.: Beispieldiagramme für Einsetzungen des elektroschwachen Counterterms. Diese
Diagramme ergeben die Größen Ki und Ri.

Der letzte Baustein der Matching-Formel sind die Einsetzungen der elektroschwachen Coun-
terterme. Analog zum Z-Pinguin-Anteil für Bs → µ+µ− wird auch hier die elektroschwache
Counterterm-Lagrangedichte aus Gl. (3.67) benötigt. Im Gegensatz zum Z-Pinguin gibt es keine
Tree-Level-Einsetzungen der Counterterme, da diese keinen Beitrag zu den Strukturen S2 und
S10 liefern. Die Counterterme tragen nur durch Einsetzungen in Zwei-Schleifen-Diagramme mit
einer Top-Quark-Schleife bei, Beispieldiagramme sind in Abb. 5.6 dargestellt. Alle anderen Ein-
setzungen führen auf skalenlose Integrale und verschwinden damit. Aus diesem Grund werden
die elektroschwachen Renormierungskonstanten nur zur Ein-Schleifen-Ordnung benötigt. Zc2,sb
und Zt2,sb sind in Gl. (3.68)–(3.69) angegeben. Die Renormierungskonstanten

Zc0,sb =
∑

n=0

(
µ2

0

M2
W

)(n+1)ε (αs
4π

)n
Z
c,(n)
0,sb ,

Zt0,sb =
∑

n=0

(
µ2

0

m2
t

)(n+1)ε (αs
4π

)n
Z
t,(n)
0,sb , (5.41)

ergeben zur Ein-Schleifen-Ordnung

Z
c,(0)
0,sb = 0 , (5.42)

Z
t,(0)
0,sb =

x(xε − x)eγEε Γ(ε)

(1− ε)(x− 1)
,

mit x = m2
t /M

2
W . Die Zwei-Schleifen-Diagramme mit einer Top-Quark-Schleife und den Counter-

term-Einsetzungen ergeben für b→ sγ

K7 = − 8

405
+

88

6075
ε+O(ε2) , (5.43)

R7 = O(ε2) ,

und für b→ sg

K8 = − 169

2160
+

10333

64800
ε+O(ε2) , (5.44)
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Abbildung 5.7.: Drei-Schleifen-Korrekturen C
t(3)
7 (links) und C

t(3)
8 (rechts) in Abhängigkeit von

y = MW /mt. Die gepunkteten Linien zeigen die Entwicklung für y � 1 zur
Ordnung y8. Die durchgezogenen Linien zeigen die Entwicklung y ≈ 1 bis zur
Ordnung w16. Das gelbe Band gibt den physikalischen Bereich für y an.

R8 =
1

40ε
+

193

1200
− 8441

36000
ε+

π2

240
ε+O(ε2) .

Im Folgenden werden die Ergebnisse für C
q(3)
7 und C

q(3)
8 im SM diskutiert, die in Ref. [70]

veröffentlicht und in dieser Arbeit reproduziert wurden. Außerdem konnte durch Hinzunehmen
von weiteren Entwicklungstermen im Limes mt ≈ MW das Ergebnis verbessert werden. Aus
den exakten Ein- und Zwei-Schleifen-Ergebnissen lassen sich auch hier mit Hilfe der RGE die
ln(µ2

0/M
2)-Anteile des Drei-Schleifen-Ergebnisses mit exakter Massenabhängigkeit herleiten. In

Abb. 5.7 sind die entwickelten Drei-Schleifen-Korrekturen C
t(3)
7 und C

t(3)
8 für µ0 = mt in Abhän-

gigkeit von y = MW /mt dargestellt. Die gepunkteten Linien zeigen die Entwicklung um y = 0
zur Ordnung y8 und die durchgezogenen Linien zeigen die Entwicklung um y = 1 zur Ordnung
w16. Die gestrichelten Linien stellen die Ergebnisse in niedriger Ordnung in w dar, wobei die
dick gestrichelten Linien gerade der Ordnung w8 und damit den Ergebnissen aus Ref. [70] ent-

sprechen. Sowohl für C
t(3)
7 als auch für C

t(3)
8 ist deutlich zu erkennen, wie sich die Ergebnisse für

die verschiedenen Entwicklungen durch die Hinzunahme der höheren Ordnungen in w, bezogen

auf die Ergebnisse aus Ref. [70], im mittleren Bereich annähern. Für C
t(3)
7 gibt es sogar eine

Überlappung im Bereich 0.2 ≤ y ≤ 0.35. Die exakten Kurven lassen sich damit im gesamten y-
Bereich sehr gut durch die beiden Entwicklungen approximieren. Für den Bereich 0.4 < y < 0.6,
in dem auch der physikalisch relevante Bereich von y liegt (gelbes Band), lassen sich damit die
Ergebnisse durch die Formeln

C
t(3)
7 (µ0 = mt) = 11.92 + 0.751 y − 1.03 y2 , (5.45)

C
t(3)
8 (µ0 = mt) = −0.764− 2.06 y + 2.35 y2 ,

approximieren, wobei der Fehler dieser Formeln kleiner als 0.1% ist. Diese verbesserten SM

Koeffizienten sind auch in Ref. [76] angegeben. Die Koeffizienten C
(c)3
7 und C

(c)3
8 sind in Abb. 5.8

in Abhängigkeit von y dargestellt. Hier gibt es eine perfekte Überlappung im gesamten y-Bereich.
Kompakte Formeln für diese Koeffizienten lauten
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Abbildung 5.8.: Drei-Schleifen-Korrekturen C
(c)3
7 (links) und C

(c)3
8 (rechts) in Abhängigkeit von

y = MW /mt. Die gepunktete Linie zeigt die Entwicklung für y � 1 und die
gestrichelte Linie für y ≈ 1. Das gelbe Band entspricht dem physikalischen
Bereich für y.

C
c(3)
7 (µ0 = MW ) = 1.458 y−0.0338 , (5.46)

C
c(3)
8 (µ0 = MW ) = −1.718 y−0.0598 .

5.3. B(B̄ → Xs γ) im SM zur NNLO

Im vorherigen Abschnitt wurde die Berechnung der Wilson-Koeffizienten an der hohen Skala
µ0 ∼ mt, MW beschrieben. Nun müssen die Wilson-Koeffizienten mit Hilfe der RGE von der
Matching-Skala µ0 zur niedrigen Skala µb ∼ mb evolviert werden, um sie dort in die on-shell
Matrixelemente einzusetzen. Durch Ausnutzen der Unitarität der CKM-Matrix lassen sich die
Wilson-Koeffizienten für den Charm-Quark- und den Top-Quark-Anteil mit

Ci = Cti − Cci (5.47)

zusammenfassen. Damit wird die effektive Lagrangedichte aus Gl. (5.4) zu

Leff = LQCD×QED(u, d, s, c, b) +
4GF√

2
V ∗tsVtb

8∑

i=1

CiPi (5.48)

+
4GF√

2
V ∗usVub

2∑

i=1

Cci (P ui − P ci ) .

Die Definition

Ceff
i (µ) =





Ci(µ), für i = 1, ..., 6,
(

4π
αs

)
C7(µ) +

∑6
j=1 yjCj(µ), für i = 7,

(
4π
αs

)
C8(µ) +

∑6
j=1 zjCj(µ), für i = 8,

(5.49)
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erweist sich als sinnvoll, da die Matrixelemente b → sγ und b → sg zur führenden Ordnung
proportional zu Ceff

7 bzw. Ceff
8 sind [128]. Die Werte für yi und zi im MS-Schema mit antikom-

mutierenden γ5 lauten [126]

~y =

(
0, 0,

1

3
, −4

9
, −20

3
, −80

9

)
, (5.50)

~z =

(
0, 0, 1, −1

6
, 20, −10

3

)
.

Die Reihenentwicklung für die Wilson-Koeffizienten in αs ist damit durch

Ceff
i (µ) = C

(0)eff
i (µ) +

αs(µ)

4π
C

(1)eff
i (µ) +

(
αs(µ)

4π

)2

C
(2)eff
i (µ) +O(α3

s) (5.51)

gegeben. Im nächsten Schritt werden die Wilson-Koeffizienten von der Skala µ0 zur Skala µb
evolviert. Die RGE für die Wilson-Koeffizienten lauten

µ
d

dµ
Ceff
i (µ) = Ceff

j (µ)γeff
ji (µ) , (5.52)

mit der Lösung
~Ceff(µb) = Û(µb, µ0) ~Ceff(µ0) . (5.53)

Der Evolutionsoperator Û , entwickelt in αs, lautet

Û(µb, µ0) =
∑

n≥0

(
αs(µ0)

4π

)n
Û (n) . (5.54)

Zusammen mit der Reihenentwicklung für Ceff
i (µ) in Gl. (5.51) ergibt dies die Wilson-Koeffizienten

an der Skala µb,

~C(0)eff(µb) = Û (0) ~C(0)eff(µ0) , (5.55)

~C(1)eff(µb) = η
[
Û (0) ~C(1)eff(µ0) + Û (1) ~C(0)eff(µ0)

]
,

~C(2)eff(µb) = η2
[
Û (0) ~C(2)eff(µ0) + Û (1) ~C(1)eff(µ0) + Û (2) ~C(0)eff(µ0)

]
,

mit η = αs(µ0)/αs(µb). Die für Û benötigten anomalen Dimensionen γji wurden in Ref. [79, 126,

127, 129, 130] berechnet und die Matrix Û wurde aus Ref. [130] übernommen.

Wie schon weiter oben erwähnt kann für den inklusiven Zerfall die Relation

Γ(B̄ → Xsγ) ' Γ(b→ Xparton
s γ) (5.56)

verwendet werden. Die Formel für das Verzweigungsverhältnis B(B̄ → Xsγ) lautet damit

B(B̄ → Xsγ)|Eγ>E0 = B(B̄ → Xceν̄)exp

∣∣∣∣
V ∗tsVtb
Vcb

∣∣∣∣
2 6αem
π Cfit

[P (E0) +N(E0)] . (5.57)

Für die Photon-Energie Eγ wird eine untere Grenze mit Eγ > E0 gefordert, diese wird auf
E0 = 1.6 GeV gesetzt. Die perturbativen Beiträge sind in P (E0) zusammengefasst und mit
N(E0) werden die nicht-perturbativen Beiträge bezeichnet [125, 131–136]. Hinsichtlich der Nor-
mierung des Verzweigungsverhältnisses sind einige Punkte zu erwähnen. Da die Zerfallsbreite
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Γ(b→ Xsγ) proportional zu m5
b ist, bietet es sich an, die damit einhergehende Unsicherheit

durch die Normierung mit der sehr gut bekannten Größe B(B̄ → Xceν̄)exp zu reduzieren. Durch
das Einführen des Phasenraum-Verhältnisses

Cfit =

∣∣∣∣
Vub
Vcb

∣∣∣∣
2 Γ(B̄ → Xceν̄)

Γ(B̄ → Xueν̄)
, (5.58)

kann die Abhängigkeit der Charm-Quark-Masse vom eigentlichen perturbativen Anteil P (E0)
mit

Γ(b→ Xsγ)Eγ>E0

|Vcb/Vub|2 Γ(b→ Xueν̄)
=

∣∣∣∣
V ∗tsVtb
Vcb

∣∣∣∣
2 6αem
π Cfit

P (E0) (5.59)

getrennt werden. Das Phasenraum-Verhältnis Cfit wird aus experimentellen Daten bestimmt,
siehe Ref. [137, 138]. In P (E0) geht damit sowohl die eigentliche Zerfallsbreite Γ(b→ Xsγ)Eγ>E0 ,
als auch die zur NNLO innerhalb der QCD [139, 140] bekannte Zerfallsbreite Γ(b→ Xueν̄) ein.
Der perturbative Anteil hat die Form

P (E0) =

8∑

i,j=1

Ceff
i (µb)C

eff
j (µb)Kij(E0, µb) , (5.60)

mit

Kij = δi7δj7 +
αs(µb)

4π
K

(1)
ij +

(
αs(µb)

4π

)2

K
(2)
ij +O(α3

s(µb)) . (5.61)

Durch die effektiven Wilson-Koeffizienten ist Kij zur führenden Ordnung in αs(µb) proportio-

nal zu
(
Ceff

7 (µb)
)2

. Die on-shell Matrixelemente K
(1)
ij zur NLO innerhalb der QCD wurden in

Ref. [141–145] und die NNLO-Korrekturen zu den Matrixelementen K
(2)
ij in Ref. [118, 139, 140,

145–152] berechnet. Alle Ergebnisse sind in Ref. [118] zusammengefasst. Zu den QCD Korrek-
turen sind auch die elektroschwachen NLO-Korrekturen [153] und Korrekturen proportional zu
Vub [143] bekannt. Die SM-Vorhersage zur NNLO wurde in Ref. [118, 119] veröffentlicht. Seit
den Veröffentlichungen im Jahr 2006 sind weitere Ergebnisse [154–159] hinzugekommen, die
aber die Vorhersage nur geringfügig ändern und in einem zukünftigen Update der Vorhersage
mitberücksichtigt werden.

Im Rahmen dieser Arbeit wurden alle Beiträge, die auch schon in die SM-Vorhersage aus dem
Jahr 2006 eingingen, in ein Mathematica Programm implementiert, um die Zerfallsbreite
B(B̄ → Xsγ) im SM berechnen zu können. Damit konnte die SM-Vorhersage

B(B̄ → Xsγ)|Eγ>1.6GeV = (3.15± 0.23)× 10−4 (5.62)

aus Ref. [118, 119] reproduziert werden. Im nächsten Kapitel dienen diese Resultate als Grund-
lage für die Vorhersage des Verzweigungsverhältnisses B(B̄ → Xsγ) zur NNLO im 2HDM.



KAPITEL 6

B̄ → XS γ IN 2-HIGGS-DUBLETT-MODELLEN

Das Verzweigungsverhältnis B(B̄ → Xs γ) spielt im Zusammenhang mit 2-Higgs-Dublett-Mo-
dellen (2HDM) eine wichtige Rolle, da es durch B(B̄ → Xs γ) möglich ist, starke untere Schran-
ken an die Masse des geladenen Higgs-Bosons zu setzen. In diesem Kapitel wird die Berechnung
der NNLO-QCD-Korrekturen der Wilson-Koeffizienten im 2HDM beschrieben. Durch diese Bei-
träge wurde eine Reduktion der Skalenunsicherheit erreicht und damit die Vorhersagen für die
Ausschlussgrenzen an die Masse des geladenen Higgs-Bosons stabilisiert. Die Ergebnisse aus
diesem Kapitel wurden in Ref. [76] veröffentlicht.

6.1. Berechnung der Wilson-Koeffizienten

Als Basis für die Berechnung der Wilson-Koeffizienten im 2HDM dienen die technischen Aspekte
der SM-Rechnung aus Kapitel 5. Im 2HDM kommen zusätzliche Beiträge durch Diagramme mit
einem geladenen Higgs-Boson H± hinzu, Beispieldiagramme sind in Abb. 6.1 angegeben. Diese
Anteile können in folgender Form zu den SM-Koeffizienten addiert werden,

Cqi = Cq,SM
i + Cq,2HDM

i . (6.1)

Die Wilson-Koeffizienten Cc,2HDM
i sind mit m2

c/M
2
W unterdrückt und werden daher vernachläs-

sigt. Diese Näherung wurde auch bei den Wilson-Koeffizienten im SM angewandt. Analog zum
SM lassen sich die Koeffizienten im 2HDM durch

Ct,2HDM
i = C

H(0)
i +

αs
4π
C
H(1)
i +

(αs
4π

)2
C
H(2)
i +

(αs
4π

)3
C
H(3)
i + . . . (6.2)

darstellen, wobei C
H(n)
i den n-Schleifen-Anteil bezeichnet. Es treten keine Tree-Level-Koeffizi-

enten C
H(0)
i auf, die Ein- und Zwei-Schleifen-Beiträge C

H(1)
7 , C

H(1)
8 , C

H(1)
4 , C

H(2)
7 und C

H(2)
8

wurden in Ref. [160–164] berechnet und konnten im Rahmen dieser Arbeit bestätigt werden.

Zur NNLO tragen auch die Zwei-Schleifen-Koeffizienten C
H(2)
3 , C

H(2)
4 , C

H(2)
5 und C

H(2)
6 bei.

Diese wurden zuerst im MSSM in Ref. [165] berechnet und hier noch einmal unabhängig im
2HDM reproduziert. In dieser Arbeit wurden zum ersten Mal die Drei-Schleifen-Koeffizienten

C
H(3)
7 und C

H(3)
8 berechnet.
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Abbildung 6.1.: Beispiele für Diagramme zur Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-Ordnung mit gela-
denem Higgs-Boson, die zu C7 (a-c) und C8 (d-f) beitragen.

Die Wechselwirkungs-Lagrangedichte für die Quarks und die geladenen Higgs-Bosonen lautet

LH+ = (2
√

2GF )1/2
3∑

i,j=1

ui
(
AumuiVijPL −AdmdjVijPR

)
djH

+ + h.c. , (6.3)

wobei die Notation aus Ref. [160] übernommen wurde. Die Kopplungen Ad und Au haben im
2HDM Typ-I die Form

Au = Ad =
1

tanβ
, (6.4)

und lauten im 2HDM Typ-II

Au = − 1

Ad
=

1

tanβ
. (6.5)

Die Koeffizienten C
H(n)
i lassen sich daher noch weiter in

C
H(n)
i = AdA

?
uC

H(n)
i,AdA?u

+AuA
?
uC

H(n)
i,AuA?u

(6.6)

aufspalten, wobei Anteile mit A∗d vernachlässigt werden, da diese proportional zur Masse des
Strange-Quarks ms sind. Zur Darstellung der Ergebnisse erweisen sich folgende Definitionen als
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t

Abbildung 6.2.: Beispieldiagramm für die Wilson-Koeffizienten C3-C6 zur Zwei-Schleifen-
Ordnung.

hilfreich:

r =
m2
t (µ0)

M2
H+

, ū = 1− r und u = 1− 1

r
. (6.7)

Die Berechnung der Wilson-Koeffizienten im 2HDM erfolgt analog zur SM-Rechnung und wird

im folgenden Abschnitt diskutiert. Zur Bestimmung von C
H(1)
4 und C

H(2)
4 werden die Wilson-

Koeffizienten C
H(1)
31 und C

H(2)
31 des equation-of-motion-vanishing Operators P31 in Gl. (5.10) zur

Ein- und Zwei-Schleifen-Ordnung benötigt. Dazu muss die Amplitude Ab→sg mit einem gelade-
nen Higgs-Boson auf Ein- und Zwei-Schleifen-Niveau berechnet werden, Beispieldiagramme sind
in Abb. 6.1(d) und Abb. 6.1(e) dargestellt, wobei für C31 die Linearkombination der Struktur-
koeffizienten G2 und G8 aus Gl. (5.29) benötigt wird. Die Matching-Formel in Gl. (5.30) kann
wieder verwendet werden, um aus den unrenormierten Amplituden die renormierten Wilson-

Koeffizienten zu bestimmen. Aus C
H(1)
31 ergibt sich mit Gl. (5.34) der Wilson-Koeffizient C

H(1)
4 .

Für die Koeffizienten C
H(2)
3 , C

H(2)
4 , C

H(2)
5 und C

H(2)
6 werden die Beiträge zur Amplitude A

(2)

b→sdd̄
mit einem geladenen Higgs-Boson berechnet. Ein Beispieldiagramm ist in Abb. 6.2 dargestellt.
Auch hier können die SM-Formeln in Gl. (5.23) und Gl. (5.36) verwendet werden. Analytische
Ergebnisse für diese Koeffizienten können von der Webseite in Ref. [166] als Mathematica-Datei
heruntergeladen werden.

Für die Bestimmung von C
H(1)
7 , C

H(2)
7 und C

H(3)
7 müssen Diagramme für b → sγ mit einem

geladenen Higgs-Boson berechnet werden. Beispieldiagramme zur Ein-, Zwei- und Drei-Schleifen-

Ordnung sind in Abb. 6.1(a-c) dargestellt. Entsprechend müssen für C
H(1)
8 , C

H(2)
8 und C

H(3)
8

Diagramme für b → sg berechnet werden, siehe Abb. 6.1(d-f). Die unrenormierten Wilson-
Koeffizienten erhält man wieder durch die Kombination von Y2 und Y10, bzw. G2 und G10, in
Gl. (5.28). Die Matching-Formel in Gl. (5.37) kann auch für die 2HDM-Beiträge angewendet
werden, wobei einige Anteile angepasst werden müssen. Für die elektroschwachen Counterterme
müssen zusätzlich die Beiträge des geladenen Higgs-Bosons,

Zt,2HDM
2,sb =

m2
t

M2
W

AuA
?
u Γ(ε)

[
−1

2
+

2r − 1

2(r − 1)2
(rε − 1)− ε 3r − 1

4(r − 1)
+O

(
ε2
)]

,

Zt,2HDM
0,sb =

M2
H+

M2
W

AdA
?
u Z

t,SM
0,sb |MW→MH+ , (6.8)
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verwendet werden, wobei Zt,SM
0,sb in Gl. (5.42) angegeben ist. Außerdem müssen die Terme für die

Renormierung von mb angepasst werden:

B2HDM
k = AdA

?
u B

SM
k |MW→MH+ , für k = 7, 8 . (6.9)

Analytische Ergebnisse für BSM
k sind in Ref. [70] angegeben.

Da wie in der SM-Rechnung für C7 und C8 die Diagramme in den äußeren Impulsen bis zur
quadratischen Ordnung entwickelt wurden, treten nur Tadpole-Integrale mit zwei verschiedenen
Massen, mt und MH+ , auf. Zur Ein- und Zwei-Schleifen-Ordnung konnten wiederum die Er-
gebnisse mit exakter Massenabhängigkeit bestimmt werden. Zur Drei-Schleifen-Ordnung musste
hingegen in verschiedenen Massenverhältnissen entwickelt werden. Da das geladene Higgs-Boson
auch leichter als das Top-Quark sein kann wurden insgesamt drei Entwicklungen,

mt �MH+ , (r � 1) , (6.10)

mt ≈MH+ , (u� 1) ,

mt �MH+ , (1/r � 1) ,

durchgeführt. In der Entwicklung für annähernd gleiche Massen wurde bis zur Ordnung u16

entwickelt. In den beiden anderen Hierarchien wurde eine asymptotische Entwicklung bis zur
Ordnung r5 bzw. 1/r5 durchgeführt.

Im Folgenden werden die Ergebnisse für C
H(3)
7 und C

H(3)
8 angegeben. Aus den exakten Zwei-

Schleifen-Resultaten war es mit Hilfe der RGE möglich die ln(µ2
0/M

2)-Terme der Drei-Schleifen-
Ergebnisse mit exakter Massenabhängigkeit herzuleiten,

C
H(3)
7,AuA?u

(µ0) = C
H(3)
7,AuA?u

(µ0 = mt)

+ ln

(
µ2

0

m2
t

)[
−r
(
67930r4 − 470095r3 + 1358478r2 − 700243r + 54970

)

2187(r − 1)5

+
r
(
10422r4 − 84390r3 + 322801r2 − 146588r + 1435

)

729(r − 1)6
ln r

+
2r2
(
260r3 − 1515r2 + 3757r − 1446

)

27(r − 1)5
Li2

(
1− 1

r

)]

+ ln2

(
µ2

0

m2
t

)[
r
(
−518r4 + 3665r3 − 17397r2 + 3767r + 1843

)

162(r − 1)5

+
r2
(
−63r3 + 532r2 + 2089r − 1118

)

27(r − 1)6
ln r

]
, (6.11)

C
H(3)
7,AdA?u

(µ0) = C
H(3)
7,AdA?u

(µ0 = mt)

+ ln

(
µ2

0

m2
t

)[
r
(
3790r3 − 22511r2 + 53614r − 21069

)

81(r − 1)4

+
2r
(
−1266r3 + 7642r2 − 21467r + 8179

)

81(r − 1)5
ln r

−8r
(
139r3 − 612r2 + 1103r − 342

)

27(r − 1)4
Li2

(
1− 1

r

)]
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+ ln2

(
µ2

0

m2
t

)[
r
(
284r3 − 1435r2 + 4304r − 1425

)

27(r − 1)4

+
2r
(
63r3 − 397r2 − 970r + 440

)

27(r − 1)5
ln r

]
, (6.12)

C
H(3)
8,AuA?u

(µ0) = C
H(3)
8,AuA?u

(µ0 = mt)

+ ln

(
µ2

0

m2
t

)[
r
(
51948r4 − 233781r3 + 48634r2 − 698693r + 2452

)

1944(r − 1)6
ln r

−r
(
522347r4 − 2423255r3 + 2706021r2 − 5930609r + 148856

)

11664(r − 1)5

+
r2
(
481r3 − 1950r2 + 1523r − 2550

)

18(r − 1)5
Li2

(
1− 1

r

)]

+ ln2

(
µ2

0

m2
t

)[
r
(
−259r4 + 1117r3 + 2925r2 + 28411r + 2366

)

216(r − 1)5

−r
2
(
139r2 + 2938r + 2683

)

36(r − 1)6
ln r

]
, (6.13)

C
H(3)
8,AdA?u

(µ0) = C
H(3)
8,AdA?u

(µ0 = mt)

+ ln

(
µ2

0

m2
t

)[
r
(
1463r3 − 5794r2 + 5543r − 15036

)

27(r − 1)4

+
r
(
−1887r3 + 7115r2 + 2519r + 19901

)

54(r − 1)5
ln r

+
r
(
−629r3 + 2178r2 − 1729r + 2196

)

18(r − 1)4
Li2

(
1− 1

r

)]

+ ln2

(
µ2

0

m2
t

)[
r
(
259r3 − 947r2 − 251r − 5973

)

36(r − 1)4

+
r
(
139r2 + 2134r + 1183

)

18(r − 1)5
ln r

]
. (6.14)

Für die Entwicklung in mt ≈MH+ ist es möglich die Ergebnisse in u = 1−M2
H+/m

2
t (µ0) oder in

ū = 1−m2
t (µ0)/M2

H+ zu entwickeln, wobei eine Entwicklung einfach in die andere umgerechnet
werden kann. Es hat sich gezeigt, dass die Entwicklung in u für den Bereich mt ≥MH+ und die
Entwicklung in ū für den Bereich mt ≤ MH+ zu einem besser konvergierenden Ergebnis führt,
ähnliche Beobachtungen wurde auch schon in Ref. [167–169] gemacht. Im Folgenden wird die Ent-
wicklung in u = 1−M2

H+/m
2
t (µ0) mit r → 1+ und die Entwicklung in ū = 1−m2

t (µ0)/M2
H+ mit

r → 1− gekennzeichnet. Die analytischen Ergebnisse für C
H(3)
7 (µ0 = mt) und C

H(3)
8 (µ0 = mt)

sind sehr umfassend, sodass für die verschiedenen Hierarchien die Koeffizienten vor den Ent-
wicklungsparametern numerisch angegeben werden. Die exakten Ausdrücke dieser Koeffizienten
können von der Webseite in Ref. [166] als Mathematica-Datei heruntergeladen werden. Die
Ergebnisse für µ0 = mt lauten

C
H(3),r→0
7,AuA?u

= 0.9225 r ln2 r + 4.317 r ln r − 8.278 r
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−20.73 r2 ln3 r − 112.4 r2 ln2 r − 396.1 r2 ln r − 480.9 r2

−34.50 r3 ln3 r − 348.2 r3 ln2 r − 1292 r3 ln r − 1158 r3

−23.26 r4 ln3 r − 541.4 r4 ln2 r − 2540 r4 ln r − 1492 r4

+42.30 r5 ln3 r − 412.4 r5 ln2 r − 3362 r5 ln r − 823.0 r5 +O
(
r6
)
, (6.15)

C
H(3),r→1−

7,AuA?u
= 1.283− 0.7158 ū− 0.3039 ū2 − 0.1549 ū3 − 0.08625 ū4 − 0.05020 ū5

−0.02970 ū6 − 0.01740 ū7 − 0.009752 ū8 − 0.004877 ū9

−0.001721 ū10 + 0.0003378 ū11 + 0.001679 ū12 + 0.002542 ū13

+0.003083 ū14 + 0.003404 ū15 + 0.003574 ū16 +O
(
ū17
)
, (6.16)

C
H(3),r→1+

7,AuA?u
= 1.283 + 0.7158u+ 0.4119u2 + 0.2629u3 + 0.1825u4 + 0.1347u5

+0.1040u6 + 0.08306u7 + 0.06804u8 + 0.05688u9 + 0.04833u10

+0.04163u11 + 0.03625u12 + 0.03188u13 + 0.02827u14 + 0.02525u15

+0.02269u16 +O
(
u17
)
, (6.17)

C
H(3),r→∞
7,AuA?u

= 3.970− 8.753
ln r

r
+ 15.35

1

r
− 38.12

ln r

r2
+ 47.09

1

r2
− 103.8

ln r

r3

+79.15
1

r3
− 168.3

ln r

r4
+ 24.41

1

r4
− 72.13

ln r

r5
− 274.2

1

r5
+O

(
1

r6

)
, (6.18)

C
H(3),r→0
7,AdA?u

= −20.94 r ln3 r − 123.5 r ln2 r − 453.5 r ln r − 572.2 r

−8.889 r2 ln3 r − 195.7 r2 ln2 r − 870.3 r2 ln r − 524.1 r2

+19.73 r3 ln3 r − 46.61 r3 ln2 r − 826.2 r3 ln r + 166.7 r3

+36.08 r4 ln3 r + 323.2 r4 ln2 r + 169.9 r4 ln r + 1480 r4

−66.63 r5 ln3 r + 469.4 r5 ln2 r + 1986 r5 ln r + 2828 r5 +O
(
r6
)
, (6.19)

C
H(3),r→1−

7,AdA?u
= 12.82 + 1.663 ū+ 0.7780 ū2 + 0.3755 ū3 + 0.1581 ū4

+0.03021 ū5 − 0.04868 ū6 − 0.09864 ū7 − 0.1306 ū8

−0.1510 ū9 − 0.1637 ū10 − 0.1712 ū11 − 0.1751 ū12

−0.1766 ū13 − 0.1763 ū14 − 0.1748 ū15 − 0.1724 ū16 +O
(
ū17
)
, (6.20)

C
H(3),r→1+

7,AdA?u
= 12.82− 1.663u− 0.8852u2 − 0.4827u3 − 0.2976u4 − 0.2021u5

−0.1470u6 − 0.1125u7 − 0.08931u8 − 0.07291u9 − 0.06083u10

−0.05164u11 − 0.04446u12 − 0.03873u13 − 0.03407u14 − 0.03023u15

−0.02702u16 +O
(
u17
)
, (6.21)

C
H(3),r→∞
7,AdA?u

= 8.088 + 9.757
ln r

r
− 12.91

1

r
+ 38.43

ln r

r2
− 49.32

1

r2
+ 106.2

ln r

r3

−78.90
1

r3
+ 168.4

ln r

r4
− 24.97

1

r4
+ 101.1

ln r

r5
+ 194.3

1

r5
+O

(
1

r6

)
, (6.22)

C
H(3),r→0
8,AuA?u

= 0.6908 r ln2 r + 3.238 r ln r + 0.7437 r

−22.98 r2 ln3 r − 169.1 r2 ln2 r − 602.7 r2 ln r − 805.5 r2

−66.32 r3 ln3 r − 779.6 r3 ln2 r − 3077 r3 ln r − 3357 r3

−143.4 r4 ln3 r − 2244 r4 ln2 r − 10102 r4 ln r − 9016 r4

−226.7 r5 ln3 r − 5251 r5 ln2 r − 26090 r5 ln r − 19606 r5 +O
(
r6
)
, (6.23)
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C
H(3),r→1−

8,AuA?u
= 1.188− 0.4078 ū− 0.2076 ū2 − 0.1265 ū3 − 0.08570 ū4 − 0.06204 ū5

−0.04689 ū6 − 0.03652 ū7 − 0.02907 ū8 − 0.02354 ū9

−0.01933 ū10 − 0.01605 ū11 − 0.01345 ū12 − 0.01137 ū13

−0.009678 ū14 − 0.008293 ū15 − 0.007148 ū16 +O
(
ū17
)
, (6.24)

C
H(3),r→1+

8,AuA?u
= 1.188 + 0.4078u+ 0.2002u2 + 0.1190u3 + 0.07861u4 + 0.05531u5

+0.04061u6 + 0.03075u7 + 0.02386u8 + 0.01888u9 + 0.01520u10

+0.01241u11 + 0.01026u12 + 0.008575u13 + 0.007238u14

+0.006164u15 + 0.005290u16 +O
(
u17
)
, (6.25)

C
H(3),r→∞
8,AuA?u

= 2.278− 5.214
1

r
+ 20.02

ln r

r2
− 39.76

1

r2
+ 78.58

ln r

r3
− 66.39

1

r3

+91.89
ln r

r4
+ 96.35

1

r4
− 300.7

ln r

r5
+ 826.2

1

r5
+O

(
1

r6

)
, (6.26)

C
H(3),r→0
8,AdA?u

= −19.80 r ln3 r − 174.7 r ln2 r − 658.4 r ln r − 929.8 r

−31.83 r2 ln3 r − 612.6 r2 ln2 r − 2770 r2 ln r − 2943 r2

−40.68 r3 ln3 r − 1439 r3 ln2 r − 7906 r3 ln r − 6481 r3

+54.66 r4 ln3 r − 2777 r4 ln2 r − 17770 r4 ln r − 11684 r4

+1003 r5 ln3 r − 2627 r5 ln2 r − 29962 r5 ln r − 15962 r5 +O
(
r6
)
, (6.27)

C
H(3),r→1−

8,AdA?u
= −0.6110 + 1.095 ū+ 0.6492 ū2 + 0.4596 ū3 + 0.3569 ū4

+0.2910 ū5 + 0.2438 ū6 + 0.2075 ū7 + 0.1785 ū8

+0.1546 ū9 + 0.1347 ū10 + 0.1177 ū11 + 0.1032 ū12

+0.09073 ū13 + 0.07987 ū14 + 0.07040 ū15 + 0.06210 ū16 +O
(
ū17
)
, (6.28)

C
H(3),r→1+

8,AdA?u
= −0.6110− 1.095u− 0.4463u2 − 0.2568u3 − 0.1698u4 − 0.1197u5

−0.08761u6 − 0.06595u7 − 0.05079u8 − 0.03987u9 − 0.03182u10

−0.02577u11 − 0.02114u12 − 0.01754u13 − 0.01471u14 − 0.01244u15

−0.01062u16 +O
(
u17
)
, (6.29)

C
H(3),r→∞
8,AdA?u

= −3.174 + 10.89
1

r
− 35.42

ln r

r2
+ 63.74

1

r2
− 110.7

ln r

r3
+ 62.26

1

r3

−71.62
ln r

r4
− 205.7

1

r4
+ 476.9

ln r

r5
− 1003

1

r5
+O

(
1

r6

)
. (6.30)

Die Geltungsbereiche sowie die Konvergenzeigenschaften der Entwicklungen sind in Abb. 6.3
und Abb. 6.4 dargestellt und sollen im Folgenden diskutiert werden.

In Abb. 6.3 sind C
H(3)
7,AuA?u

(µ0 = mt) (a) und C
H(3)
7,AdA?u

(µ0 = mt) (b) in Abhängigkeit der Mas-
se des geladenen Higgs-Bosons MH+ dargestellt. Die schwarz gestrichelten Kurven, die blau
durchgezogenen Kurven und die rot strichpunktierten Kurven zeigen die Ergebnisse für r → 0,
r → 1 und r →∞. Dünnere Linien repräsentieren niedrigere Ordnungen der jeweiligen Entwick-
lungen und dienen zur Kontrolle des Konvergenzverhaltens. In Abb. 6.3(a) gibt es im Bereich
MH+ ≈ 30 − 70 GeV eine Überlappung zwischen den Entwicklungen für r → 1 und r → ∞.
Dadurch kann das exakte Ergebnis durch eine abschnittsweise definierte Funktion approximiert
werden, wobei für MH+ < 50 GeV die Entwicklung für r → ∞ und für MH+ > 50 GeV die
Entwicklung für r → 1 verwendet wird. Im Bereich MH+ ≈ 500 − 650 GeV lässt sich ein ähn-
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Abbildung 6.3.: Drei-Schleifen-Koeffizienten C
H(3)
7,AuA?u

(µ0 = mt) (a) und C
H(3)
7,AdA?u

(µ0 = mt) (b)

als Funktion von MH+ .

liches Verhalten zwischen den Entwicklungen für r → 1 und r → 0 beobachten. Im Bereich
MH+ < 520 GeV kann die Entwicklung für r → 1 und im Bereich MH+ > 520 GeV die Entwick-

lung für r → 0 verwendet werden. Für C
H(3)
7,AdA?u

in Abb. 6.3(b) ist die Situation ähnlich, auch hier
kann das exakte Ergebnis durch eine abschnittsweise definierte Funktion sehr gut approximiert

werden. C
H(3)
7,X lässt sich damit als

C
H(3)
7,X =





C
H(3)
7,X (r →∞) für MH+ < 50 GeV

C
H(3)
7,X (r → 1) 50 GeV ≤MH+ < M7,X

C
H(3)
7,X (r → 0) MH+ ≥M7,X

, (6.31)

mit M7,AuA?u = 520 GeV und M7,AdA?u = 400 GeV angeben.

In Abb. 6.4 sind die Ergebnisse für C
H(3)
8,AuA?u

(µ0 = mt) und C
H(3)
8,AdA?u

(µ0 = mt) in Abhängigkeit
von MH+ dargestellt. Auch hier gibt es Bereiche, in denen die verschiedenen Entwicklungen sich
überlappen, wodurch es möglich ist, das Gesamtergebnis als abschnittsweise definierte Funktion

C
H(3)
8,X =





C
H(3)
8,X (r →∞) für MH+ < 50 GeV

C
H(3)
8,X (r → 1) 50 GeV ≤MH+ < M8,X

C
H(3)
8,X (r → 0) MH+ ≥M8,X

(6.32)

mit M8,AuA?u = 600 GeV und M8,AdA?u = 520 GeV zu approximieren.

Mit Hilfe der betrachteten Entwicklungen ist es also möglich Resultate für C
H(3)
7 und C

H(3)
8

zu erhalten, die im gesamten phänomenologisch relevanten Bereich Gültigkeit haben. Außerdem
sollte betont werden, dass keine komplexen Funktionen numerisch ausgewertet werden müssen,
da die Ergebnisse für r → 0, 1,∞ nur Logarithmen enthalten.

6.2. B(B̄ → Xs γ) im 2HDM zur NNLO

Nachdem im letzten Kapitel alle Wilson-Koeffizienten im 2HDM zur NNLO berechnet wurden,
wird in diesem Kapitel das Verzweigungsverhältnis B(B̄ → Xs γ) in Abhängigkeit der 2HDM-
Parameter tanβ undMH+ diskutiert. Alle Eingangsparameter, bis auf αs(MZ) = 0.1184± 0.0014
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Abbildung 6.4.: Drei-Schleifen-Koeffizienten C
H(3)
8,AuA?u

(µ0 = mt) (a) und C
H(3)
8,AdA?u

(µ0 = mt) (b)

als Funktion von MH+ .

Parameter Wert

B(B̄ → Xcν̄)exp 0.1061± 0.0017
Cfit 0.580± 0.016
|V ∗tsVtb/Vcb|2 0.9676± 0.0033
αem(0) 1/137.036

MZ 91.1876 GeV
MW 80.403 GeV
m1S
b (4.68± 0.03) GeV

mc(mc) (1.224± 0.0566) GeV

Tabelle 6.1.: Eingangsparameter für B(B̄ → Xs γ), übernommen aus der SM-Vorhersage in
Ref. [118].

und Mt = (173.18±0.94) GeV, wurden aus der SM-Vorhersage [118] übernommen. Die wichtigs-
ten Parameter sind in Tab. 6.1 zusammengefasst, alle anderen Parameter finden sich im Anhang
A von Ref. [118]. Für die elektroschwachen NLO-Korrekturen konnten nur die SM-Resultate
verwendet werden, da diese im 2HDM nicht bekannt sind. Für die Renormierungsskalen wurden
die Standardwerte µ0 = 160 GeV, µb = 2.5 GeV und µc = 1.5 GeV verwendet, wobei µc die Re-
normierungsskala der Charm-Quark-Masse ist. Die Photon-Cut-Off-Energie wurde wie bereits
in Kapitel 5 auf E0 = 1.6 GeV gesetzt.

Das Hauptaugenmerk der phänomenologischen Analyse soll auf dem 2HDM Typ-II liegen, da
es nur in diesem Modell möglich ist, durch B(B̄ → Xs γ) eine allgemeine untere Grenze an
die Masse des geladenen Higgs-Bosons anzugeben. Auf das Typ-I Modell wird am Ende des
Kapitels eingegangen. In Abb. 6.5(a) ist B(B̄ → Xs γ) in Abhängigkeit von tanβ im Bereich
0.5 ≤ tanβ ≤ 10 gezeigt, wobei MH+ = 400 GeV verwendet wurde. Die schwarze, durchgezogene
Kurve zeigt das NNLO-Ergebnis, während die blau gepunktete und die rot gestrichelte Kurve
das LO- und das NLO-Ergebnis darstellen. Es ist deutlich zu erkennen, dass für tanβ < 2 die
Vorhersage für B(B̄ → Xs γ) stark anwächst, während das Verzweigungsverhältnis B(B̄ → Xs γ)
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Abbildung 6.5.: B(B̄ → Xs γ) in Abhängigkeit von tanβ für MH+ = 400 GeV (links) und
B(B̄ → Xs γ) in Abhängigkeit von MH+ für tanβ = 50 (rechts).

für tanβ > 2 nahezu unabhängig von tanβ ist. Zwischen tanβ = 10 und tanβ = 50 ändert sich
die Vorhersage für B(B̄ → Xs γ) nur um 0.03%. Der Grund hierfür liegt in den Vorfaktoren

der Wilson-Koeffizienten in Gl. (6.6). Aus Gl. (6.5) folgt, dass der Anteil C
H(n)
i,AuA?u

im 2HDM

Typ-II proportional zu 1/ tan2 β und damit vernachlässigbar für große Werte von tanβ ist. Der

zweite Anteil C
H(n)
i,AdA?u

der Wilson-Koeffizienten ist aber im 2HDM Typ-II unabhängig von tanβ,
wodurch das Verzweigungsverhältnis für große Werte von tanβ nahezu unabhängig von tanβ
wird. Im Folgenden wird tanβ = 50 verwendet, da Werte mit tanβ < 2 zu einer stark erhöhten
Vorhersage führen würden und damit auch zu einer höheren unteren Grenze an MH+ , während
die untere Grenze für MH+ bei tanβ = 50 für den gesamten Bereich von tanβ gültig ist. In
Abb. 6.5(b) ist das Verzweigungsverhältnis B(B̄ → Xs γ) in Abhängigkeit von MH+ für tanβ =
50 gezeigt. Für große Werte von MH+ geht das 2HDM-Resultat für B(B̄ → Xs γ) in die SM-
Vorhersage über, die sich auf der MH+-Achse des Schaubildes befindet. Der Unterschied zwischen
der SM-Vorhersage und der Vorhersage im 2HDM Typ-II beträgt 35% bei MH+ = 400 GeV und
2% bei MH+ = 2 TeV.

Im nächsten Schritt wird die Abhängigkeit des Verzweigungsverhältnisses von der Matching-
Skala µ0 untersucht. Die Zerfallsbreite ist als physikalische Observable im Prinzip unabhängig
von µ0, durch das Abschneiden der Störungsreihe zu einer bestimmten Ordnung bleibt aber
eine Abhängigkeit von µ0 übrig. Mit dieser verbleibenden Abhängigkeit können die Effekte
der vernachlässigten Ordnungen abgeschätzt werden. Die Reduzierung der µ0-Abhängigkeit ist
das Hauptergebnis der neuen Drei-Schleifen-Korrekturen für die Wilson-Koeffizienten C7 und
C8. In Abb. 6.6(a) wird der Beitrag des geladenen Higgs-Bosons zum Verzweigungsverhältnis,
∆B ≡ B2HDM−BSM, in Abhängigkeit von µ0 dargestellt. Die Masse des geladenen Higgs-Bosons
ist auf MH+ = 400 GeV gesetzt. Außerdem wurde ∆B(µ0) mit ∆B(MH+ = 400 GeV) nor-
miert. Der 2HDM-Beitrag ∆B(µ0) mit tanβ = 50 und MH+ = 400 GeV beträgt ungefähr
25% von B(B̄ → Xs γ)SM. Zu sehen sind die LO- (blau gepunktet), die NLO- (rot gestrichelt),
die unvollständige NNLO- (grün strichpunktiert) und die NNLO-Kurven (schwarz durchgezo-
gen). Die unvollständige NNLO-Kurve (partial NNLO) entspricht dem Ergebnis aus Ref. [119],
d.h. mit SM-Wilson-Koeffizienten zur NNLO und 2HDM-Koeffizienten zur NLO. Der Unter-
schied zwischen der partial NNLO- und der NNLO-Kurve kommt damit gerade aus den NNLO-
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Abbildung 6.6.: ∆B(µ0)/∆B(MH+ = 400 GeV) in Abhängigkeit der Matching-Skala µ0 (links).
Im rechten Bild ist B(B̄ → Xsγ) als Funktion von MH+ dargestellt. Die durch-
gezogene, mittlere Kurve stellt den 2HDM-Zentralwert dar. Die mittlere, rot ge-
strichelte Linie und die mittlere, blau gepunktete Linie sind der SM-Zentralwert
und der experimentelle Durchschnittswert. Um die mittleren Kurven sind jeweils
die um ±1σ verschobenen Kurven gezeichnet.

Korrekturen zu den 2HDM-Wilson-Koeffizienten, die im Rahmen dieser Arbeit berechnet wur-
den. Das LO-Ergebnis hat eine sehr große Skalenabhängigkeit, diese wird durch Hinzunahme
der NLO-Ergebnisse reduziert. Die Ergebnisse zur partial NNLO sorgen für keine Verbesserung
der Skalenabhängigkeit des 2HDM-Anteils, für große Werte von µ0 wird diese sogar größer. Erst
durch Hinzunahme der vollen NNLO-Korrekturen im 2HDM kommt es zu einer starken Redukti-
on der Skalanabhängigkeit. Im Intervall µ0 ∈

[
1
2 mt, 2MH+

]
variiert das partial NNLO-Ergebnis

um 6.6%, während das volle NNLO-Ergebnis sich nur noch um 1.6% ändert.

Im Folgenden werden die einzelnen theoretischen Unsicherheiten für B(B̄ → Xs γ) diskutiert,
diese entsprechen den Unsicherheiten der SM-Vorhersage aus Ref. [118].

• Nicht-perturbative Unsicherheit: Die nicht-perturbative Unsicherheit wurde in Ref. [118]
auf ±5% geschätzt und in Ref. [125] bestätigt. Es wird hier angenommen, dass dieser Wert
unabhängig von der Masse des geladenen Higgs-Bosons ist.

• In Ref. [118, 152] wurde für die Operator-Matrixelemente eine Entwicklung für große Werte
von mc durchgeführt und zum physikalischen Wert interpoliert, wobei für mc = 0 geeignete
Annahmen gemacht wurden. Die Unsicherheit durch die Interpolation und die Annahmen
bei mc = 0 wurden auf ±3% geschätzt. Auch diese Unsicherheit ist unabhängig von MH+ .

• Parameter-Unsicherheit: Die Unsicherheiten der einzelnen Parameter, siehe Tab. 6.1 und
Anhang A in Ref. [118], wurden quadratisch addiert. Die Gesamtunsicherheit beträgt un-
gefähr 2− 3%, wobei sie für alle MH+-Werte einzeln berechnet wurde.

• Perturbative Unsicherheit: Diese Unsicherheit hat ihren Ursprung in den vernachlässig-
ten höheren Ordnungen in der Störungsreihe. Hierbei wurden die Renormierungsskalen in
den Intervallen 80 GeV ≤ µ0 ≤ max{2MH+ , 320 GeV}, 1.25 GeV ≤ µb ≤ 5 GeV und
1.224 GeV ≤ µc ≤M1S

b = 4.68 GeV variiert. Auch diese Unsicherheit wurde für alle Werte
von MH+ neu berechnet und liegt im Bereich von 3− 4%.



102 6. B̄ → Xs γ in 2-Higgs-Dublett-Modellen

Die Parameter-Unsicherheit und die Renormierungsskalen-Unsicherheit wurden asymmetrisch
behandelt. In Abb. 6.6(b) ist der Zentralwert für B(B̄ → Xs γ) (mittlere schwarze Kurve) zusam-
men mit dem 1σ-Fehlerband (obere und untere schwarze Kurve) in Abhängigkeit von MH+ dar-
gestellt. Die rot gestrichelten Linien sind die SM-Vorhersage zusammen mit dem 1σ-Fehlerband.
Die blau gepunkteten Linien stellen den experimentellen Wert für B(B̄ → Xs γ) zusammen mit
dem 1σ-Fehlerband dar. Wie man an dem Diagramm erkennen kann, lässt sich das 2HDM Typ-
II für kleine Massen des geladenen Higgs-Bosons ausschließen, da die theoretische Vorhersage
von den experimentell bestimmten Werten signifikant abweicht. Zur Bestimmung der unteren
Grenze an MH+ werden die experimentelle Unsicherheit aus Gl. (5.1) und die theoretische Unsi-
cherheit quadratisch addiert. Der einseitige 95% (99%) Vertrauensbereich (C.L.) ergibt sich aus
dem größten Wert für MH+ , für den die Differenz zwischen theoretischen und experimentellen
Zentralwert größer als die mit 1.645 (2.326) multiplizierte Gesamtunsicherheit ist. Die Faktoren
1.645 (2.326) werden aus der Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung,

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

1
2
t2dt , (6.33)

bestimmt. Es gilt Φ(1.645) ≈ 0.95 und Φ(2.326) ≈ 0.99. Damit ergeben sich folgende untere
Grenzen an die Masse des geladenen Higgs-Bosons,

MH+ ≥ 380 GeV mit 95% C.L. ,

MH+ ≥ 289 GeV mit 99% C.L. . (6.34)

Der relativ große Unterschied dieser neuen Ausschlussgrenzen im Vergleich zu den Ergebnissen
in Ref. [119] (MH+ ≥ 295 GeV mit 95% C.L.) kommt hauptsächlich durch eine Verschiebung des
experimentellen Wertes für B(B̄ → Xsγ), welcher kleiner ist als der in Ref. [119] verwendete
Wert. Variiert man die Matching-Skala µ0 zwischen 80 GeV und 400 GeV so variiert die untere
Grenze an die Masse des geladenen Higgs-Bosons um 25 GeV, wenn die Drei-Schleifen-2HDM-
Korrekturen für C7 und C8 nicht berücksichtigt werden. Durch Hinzunahme dieser Korrekturen
variiert die untere Grenze nur noch um 7 GeV. Wird die Matching-Skala auf µ0 = 160 GeV
gesetzt, so wird die untere Grenze auf Grund der neuen Drei-Schleifen-Koeffizienten aber nur
um 5 − 6 GeV erhöht. Das Hauptergebnis der Berechnung der Drei-Schleifen-Korrekturen ist
also eine Stabilisierung der unteren Grenze an die Masse des geladenen Higgs-Bosons.

Auf der Webseite der Heavy Flavor Averaging Group [170] wird mit

B(B̄ → Xsγ)|Eγ>1.6 GeV = (3.43± 0.22)× 10−4 (6.35)

ein Mittelwert der verschiedenen experimentellen Messungen angegeben, der vom Mittelwert in
Gl. (5.1) geringfügig abweicht. Zur Vollständigkeit werden die Ausschlussgrenzen auch für diesen
Mittelwert angegeben,

MH+ ≥ 360 GeV mit 95% C.L. ,

MH+ ≥ 277 GeV mit 99% C.L. . (6.36)

In Abb. 6.7(a) ist die 95% C.L. Grenze an die Masse des geladenen Higgs-Bosons in Abhängig-
keit des experimentellen Zentralwerts für B(B̄ → Xs γ) und der experimentellen Unsicherheit als
Konturdiagramm dargestellt. Die Zahlen auf den Linien geben die untere Grenze an die Masse
des geladenen Higgs-Bosons an, der schwarze Punkt stellt das aktuelle experimentelle Ergeb-
nis aus Gl. (5.1) dar. Es ist deutlich zu erkennen wie sich eine Reduktion der experimentellen
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Abbildung 6.7.: Konturdiagramme für die untere Grenze an die Masse des geladenen Higgs-
Bosons in Abhängigkeit des experimentellen Zentralwertes und der experimen-
tellen Unsicherheit. Der schwarze Punkt repräsentiert das experimentelle Ergeb-
nis aus Gl. (5.1). Im rechten Diagramm wurde die Theorie-Unsicherheit um den
Faktor 2 reduziert.

Unsicherheiten, z.B. auf das von BELLE-II [171] erwartete Niveau, bei einem gleichbleibenden
experimentellen Zentralwert auswirken würde. In diesem Fall würde sich die Ausschlussgrenze zu
MH+ ≥ 400 GeV ändern. Wenn sich dabei auch noch der experimentelle Zentralwert zu 3.0×10−4

verschieben würde, wäre die Ausschlussgrenze bei MH+ ≥ 800 GeV. In Abb. 6.7(b) ist dasselbe
Konturdiagramm noch einmal gezeigt, diesmal mit einer um den Faktor 2 reduzierten Theorie-
Unsicherheit. Falls es also in den kommenden Jahren möglich wäre, die Theorie-Unsicherheit um
einen Faktor 2 zu reduzieren und sich der Zentralwert der Theorie-Vorhersage nicht verschieben
würde, könnte man bei einem gleichbleibenden experimentellen Zentralwert und einer experimen-
tellen Unsicherheit auf dem Niveau von BELLE-II eine Ausschlussgrenze von MH+ ≥ 550 GeV
erzielen.

Zum Schluss werden die Ergebnisse für B(B̄ → Xs γ) im Zusammenhang mit dem 2HDM Typ-
I diskutiert. Die durchgezogenen, schwarzen Linien in Abb. 6.8 stellen die Theorie-Vorhersage
zusammen mit dem 1σ-Fehlerband für B(B̄ → Xs γ) in Abhängigkeit von MH+ dar, im linken
Bild für tanβ = 1 und im rechten Bild für tanβ = 2. Außerdem sind wieder die SM-Vorhersage
und der experimentelle Wert zusammen mit ihren Unsicherheiten dargestellt. Aus Gl. (6.4) kann
man ablesen, dass die 2HDM-Anteile in B(B̄ → Xs γ) proportional zu 1/ tan2 β und damit
für tanβ > 2 sehr stark unterdrückt sind, sodass die Kurven kaum von der SM-Vorhersage
abweichen. Nur für kleine Werte von tanβ ist es möglich, Ausschlussgrenzen an die Masse des
geladenen Higgs-Bosons zu setzen, da in diesem Fall die Vorhersage für B(B̄ → Xs γ) im Vergleich
zu den experimentellen Ergebnissen deutlich reduziert ist. In Abb. 6.9 sind die Ausschlussgrenzen
in der tanβ-MH+-Ebene für das 2HDM Typ-I dargestellt, wobei die blaue Fläche mit 95% C.L.
ausgeschlossen werden kann. Damit kann das 2HDM Typ-I für tanβ . 1 ausgeschlossen werden.
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Abbildung 6.8.: B(B̄ → Xs γ) im 2HDM Typ-I in Abhängigkeit von MH+ für tanβ = 1 (links)
und tanβ = 2 (rechts).

Für 2 & tanβ & 1 kann man untere Schranken an die Masse des geladenen Higgs-Bosons von
1 TeV bis 200 GeV angeben. Für tanβ & 2 können keine Aussagen gemacht werden.



6.2. B(B̄ → Xs γ) im 2HDM zur NNLO 105

2HDM type I

exclusion 95% CL

200 400 600 800 1000
0

1

2

3

4

MH + in GeV

ta
n

Β

Abbildung 6.9.: Durch B(B̄ → Xs γ) ausgeschlossener Bereich im 2HDM Typ-I in der tanβ-
MH+-Ebene.





KAPITEL 7

ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wurden die seltenen Zerfälle Bs → µ+µ− und B̄ → Xs γ im Standardmodell
und in 2-Higgs-Dublett-Modellen betrachtet. Dazu wurden jeweils die QCD-Korrekturen zur
Drei-Schleifen-Ordnung für die entsprechenden Wilson-Koeffizienten berechnet.

Die Messung des Verzweigungsverhältnisses Bs → µ+µ− von CMS und LHCb war einer der Hö-
hepunkte der bisherigen Ergebnisse am LHC. Bis zur Messung dieses Zerfalls gab es die Hoffnung,
dass es in diesem Zerfall große Abweichungen von der Standardmodell-Vorhersage geben könnte.
Die neusten experimentellen Ergebnisse sind aber von der Größenordnung der Standardmodell-
Vorhersage. Da Bs → µ+µ− äußerst sensitiv auf Physik jenseits des Standardmodells ist und sich
die experimentellen Unsicherheiten für Bs → µ+µ− in den kommenden Jahren stark reduzieren
werden, sind präzise Vorhersagen für diesen Zerfall innerhalb des Standardmodells äußerst wich-
tig. Im Rahmen dieser Arbeit wurden die NNLO-QCD-Korrekturen für den Wilson-Koeffizienten
CA und damit für B(Bs → µ+µ−) berechnet. Zum Matching der vollen Theorie und der effek-
tiven Theorie mussten im Standardmodell Tadpole-Diagramme zur Drei-Schleifen-Ordnung in
Abhängigkeit der Massen mt und MW berechnet werden. Dazu wurden die Diagramme in den
beiden Grenzen mt � MW und mt ≈ MW entwickelt. Für phänomenologische Analysen sind
diese Entwicklungen den exakten Ergebnissen gleichwertig und damit vollkommen ausreichend.
Damit konnte die Skalenunsicherheit von ca. 2% auf nahezu null gebracht werden. Die Resulta-
te für CA zur Drei-Schleifen-Ordnung wurden in Ref. [57] veröffentlicht. Des Weiteren wurden
die Ergebnisse mit den elektroschwachen NLO-Korrekturen [80] kombiniert, was zu folgender
Vorhersage innerhalb des Standardmodells führt,

B(Bs → µ+µ−) = (3.65± 0.23)× 10−9 .

Damit konnten die nicht-parametrischen Unsicherheiten auf 1.5% reduziert werden. Die größ-
ten Unsicherheiten in der Vorhersage für B(Bs → µ+µ−) haben ihren Ursprung in den CKM-
Faktoren und in der leptonischen Zerfallskonstanten. Die kombinierte Analyse wurde in Ref. [81]
veröffentlicht. Des Weiteren wurden die QCD-Korrekturen zur Drei-Schleifen-Ordnung zu den
entsprechenden Wilson-Koeffizienten für B(Bs → µ+µ−) im 2-Higgs-Dublett-Modell Typ-II be-
rechnet.

Der zweite Prozess in dieser Arbeit ist B̄ → Xs γ. Für diesen Zerfall gibt es präzise experimentelle
Ergebnisse, welche in sehr guter Übereinstimmung mit der präzisen Standardmodell-Vorhersage
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sind. Theorien jenseits des Standardmodells müssen sich dieser Präzisionsobservablen stellen,
was zu starken Ausschlussgrenzen an die Parameter dieser Theorien führen kann. Im Rahmen
dieser Arbeit wurden die NNLO-QCD-Korrekturen für B̄ → Xs γ innerhalb von 2-Higgs-Dublett-
Modellen berechnet. Dazu wurden die Drei-Schleifen-Korrekturen der Wilson-Koeffizienten C7

und C8 bestimmt, die insbesondere von der Masse des geladenen Higgs-Bosons abhängen. In den
Tadpole-Diagrammen treten mit mt und MH+ zwei verschiedene Massen auf. Die Diagramme
wurden in den Hierarchien mt � MH+ , mt ≈ MH+ und mt � MH+ entwickelt. Die Kombi-
nation der Ergebnisse für diese drei Entwicklungen deckt den gesamten Massenbereich ab und
ist damit aus phänomenologischer Sicht dem Ergebnis mit exakter Massenabhängigkeit äqui-
valent. Durch diese Korrekturen konnte die Skalenunsicherheit für B̄ → Xs γ innerhalb der
2-Higgs-Dublett-Modelle stark reduziert werden. Im 2-Higgs-Dublett-Modell Typ-II ist das Ver-
zweigungsverhältnis für kleine Werte von MH+ im Vergleich zu den experimentellen Ergebnissen
zu groß, was zu folgenden Ausschlussgrenzen an die Masse des geladenen Higgs-Boson führt,

MH+ ≥ 380 GeV mit 95% C.L. ,

MH+ ≥ 289 GeV mit 99% C.L. .

Diese Ausschlussgrenzen wurden für tanβ = 50 bestimmt, wobei das Verzweigungsverhältnis für
tanβ > 2 nahezu unabhängig von tanβ ist. Für tanβ < 2 wäre das Verzweigungsverhältnis noch
größer im Vergleich zum experimentellen Wert, was auf noch höhere Ausschlussgrenzen führen
würde. Damit ist die hier angegebene Ausschlussgrenze für alle Werte von tanβ gültig. Die
Ergebnisse für die NNLO-QCD-Korrekturen für B̄ → Xs γ innerhalb 2-Higgs-Dublett-Modelle
wurden in Ref. [76] veröffentlicht.



ANHANG A

RENORMIERUNGSKONSTANTEN

A.1. Renormierungskonstanten für die Operatoren P1-P8

In diesem Kapitel sind alle benötigten Renormierungskonstanten für die Operatoren P1-P8 aus
Kap. 5 angegeben. Diese wurden aus Ref. [126, 127] übernommen.

Die Entwicklung der Renormierungskonstanten in αs lautet

Zi,j = δij +
αs
4π
δZ

(1)
i,j +

(αs
4π

)2
δZ

(2)
i,j +

(αs
4π

)3
δZ

(3)
i,j +O(α4

s) . (A.1)
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81

1

ε
,

δZ
(2)
11,7 =

1096

243
, δZ

(2)
1,8 =

167

648

1

ε
,

δZ
(2)
2,8 =

19

27

1

ε
, δZ

(2)
4,8 = −1409

648

1

ε
,

δZ
(2)
8,8 =

16

ε2
+

1975

108

1

ε
, δZ

(2)
11,8 = −761

162
,

δZ
(3)
2,7 = −23848

2187

1

ε2
+

13390

2187

1

ε
, δZ

(3)
2,8 = −7249

1458

1

ε2
+

5749

5832

1

ε
.

A.2. QCD-Renormierungskonstanten

In diesem Kapitel sind die benötigten QCD-Renormierungskonstanten angegeben. Mit nq wird
die Anzahl der aktiven Quarks bezeichnet und damit die Renormierungskonstanten in der nq-
Flavour-Theorie gekennzeichnet.

Renormierung der starken Eichkopplung mit gs,bare = Zgs gs:

Z
(nq)
gs = 1 +

α
(nq)
s

4π

1

ε

(
−11

2
+
nq
3

)
(A.3)

+

(
α

(nq)
s

4π

)2 [
1

ε

(
−51

2
+

19nq
6

)
+

1

ε2

(
363

8
− 11nq

2
+
n2
q

6

)]
+O(α3

s) .

Renormierung der Quark-Masse mit mbare = Zmm:

Z
(nq)
m = 1− α

(nq)
s

4π

4

ε
(A.4)

+

(
α

(nq)
s

4π

)2 [
1

ε

(
−101

3
+

10nq
9

)
+

1

ε2

(
30− 4nq

3

)]
+O(α3

s) .
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Renormierung der Quark-Wellenfunktion mit Ψbare = Z
1/2
ψ Ψ:

Z
(nq)
ψ = 1 +

α
(nq)
s

4π

1

ε

(
−4

3
+

4

3
ξ(nq)

)
(A.5)

+

(
α

(nq)
s

4π

)2 [
1

ε

(
−47

3
+

2nq
3

+ 5 ξ(nq) − 1

2

(
ξ(nq)

)2
)

+
1

ε2

(
44

9
− 61

9
ξ(nq) +

17

9

(
ξ(nq)

)2
)]

+O(α3
s) .

Renormierung der Gluon-Wellenfunktion mit Aaµ,bare = Z
1/2
gl Aaµ und des QCD-Eichparameters ξ

mit (ξbare − 1) = Zgl (ξ − 1):

Z
(nq)
gl = 1 +

α
(nq)
s

4π

1

ε

(
5− 2

3
nq +

3

2
ξ(nq)

)
+O(α2

s) . (A.6)





ANHANG B

RENORMIERUNGSGRUPPENLAUFEN VON CA

Die Größen F1, F2 und F3 in Gl. (3.87) ergeben mit Hilfe der anomalen Dimensionen aus Ref. [85,
86] folgende Ausdrücke,

F1 =
8∑

i=1

piη
ai , (B.1)

F2 =
3(η − 1)

23η
Y (x) ,

F3 =
3(η − 1)

23η
V (x) +

z ln η

η
+

8∑

i=1

ηai
(
qi + η ri + η siE(x) + η ti ln

(
µ2

0

M2
W

))
,

mit z ' 0.0553, x = m2
t /M

2
W und

η =
αs(µ0)

αs(µb)
. (B.2)

Die Koeffizienten pi, qi, ri, si und ti und die Potenzen ai sind in Tab. B.1 angegeben. Die Größen
Fi setzen sich aus Kombinationen von Wilson-Koeffizienten zusammen, deren Operatoren mit
QA durch Hinzunahme von QED-Korrekturen mischen:

• Wilson-Koeffizienten in F1: C
c(0)
2

• Wilson-Koeffizienten in F2: C
(1)
9

• Wilson-Koeffizienten in F3: C
c(0)
2 , C

c(1)
1 , C

(1)
4 , C

(1)
9

Die Koeffizienten C
c(0)
2 , C

c(1)
1 und C

(1)
4 wurden ausführlich in Kapitel 5 diskutiert. Der Koeffizient

C
(1)
9 gehört zum Operator

P9 =
e2

g2
(s̄LγµbL)

∑

l

(l̄γµl) , (B.3)

der dem Operator QV in Gl. (3.13) entspricht. Die Ergebnisse für alle Koeffizienten im SM finden
sich in Ref. [108] und ergeben zusammengefasst die Funktionen

Y (x) =
3x2

8(x− 1)2
lnx +

x2 − 4x

8(x− 1)
, (B.4)
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i 1 2 3 4 5 6 7 8

ai −2 −1 6
23 −12

23 0.4086 −0.4230 −0.8994 0.1456

pi −0.0222 −0.0768 −0.0714 0.0672 0.0074 0.0360 0.0614 −0.0014
qi 0 0 0.2440 −0.2231 0.1204 −0.2874 −0.3080 −0.0429
ri 0.4464 0.1626 −0.0116 −0.0316 0.0027 −0.0299 −0.0421 0.0004
si 0.0040 0.0183 0 0 0.0017 0.0076 −0.0320 0.0004
ti 0.0271 0.0469 −0.0114 −0.0214 0.0018 −0.0093 −0.0337 −0.0001

Tabelle B.1.: Ergebnisse für die Koeffizienten und Potenzen aus Gl. (B.1).

V (x) =
−24x4 + 6x3 + 63x2 − 50x+ 8

18(x− 1)4
lnx +

−18x4 + 163x3 − 259x2 + 108x

36(x− 1)3
,

E(x) =
−9x2 + 16x− 4

6(1− x)4
lnx +

x3 + 11x2 − 18x

12(x− 1)3
.

Die Koeffizienten in Tab. B.1 erfüllen die Relationen

8∑

i=1

piai =
8∑

i=1

pi =
8∑

i=1

(qi + ri) =
8∑

i=1

si =
8∑

i=1

ti = 0 , (B.5)

mit denen man zeigen kann, dass CA(µb) in Gl. (3.87) im Limes αs → 0 endlich ist, obwohl die
Anteile Fi zusammen mit den Faktoren 1/αs und 1/α2

s auftreten. Dazu muss die Formel zum
Renormierungsgruppenlaufen von αs(µ) aus Gl. (35) in Ref. [86] in Gl. (3.87) eingesetzt und in αs
entwickelt werden. Die Terme mit 1/αs und 1/α2

s fallen mit den Relationen aus Gl. (B.5) heraus.
Im Limes αs → 0 bleiben nur Anteile proportional zu ln µ0

µb
und ln2 µ0

µb
übrig, wobei die Terme

mit ln µ0
µb

aus den Anteilen mit 1/αs (F2 und F3) und die Terme mit ln2 µ0
µb

aus den Anteilen

mit 1/α2
s (F1) hervorgehen. Aus diesem Grund werden diese Anteile logarithmisch-verstärkte

QED-Korrekturen genannt.

Für die nicht logarithmisch-verstärkten Korrekturen G aus Gl. (3.87) gilt

G = sin2 θW

(
8∑

i=1

ηai+2
[ (
η−1bi + ci

)
C

(1)
1 +

(
η−1di + ei

)
C

(1)
4 +

6∑

j=1

f
(j)
i C

(2)
j

]

−
[
0.0111C

(1)
1 + 0.0132C

(1)
4 + 0.0939C

(1)
9

]
ln η

+ (η − 1) 0.0104C
(2)
9 + 0.0796

1

sin2 θW
C
e,(1)
A

)
. (B.6)

Die Koeffizienten sind in Tab. B.2 angegeben. Bis auf C
e,(1)
A sind alle Wilson-Koeffizienten aus

Gl. (B.6) in Ref. [108] zu finden. Mit C
e,(1)
A werden die elektroschwachen NLO-Korrekturen aus

Ref. [80] bezeichnet, wobei das Ergebnis dort als c̃
(22)
10 mit C

e,(1)
A = −1

2 c̃
(22)
10 angegeben ist.

In Ref. [80] sind ebenfalls die Formeln für CA(µb) angegeben, wobei darauf zu achten ist, dass
hier eine andere Definition und Normierung der Operatoren gewählt wurde und sich damit die
Formeln unterscheiden.
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i 1 2 3 4 5 6 7 8

bi 0 0 0.0065 0.0118 0.0019 0.0191 0.0103 −0.0018
ci −0.0451 −0.0037 0.0009 −0.0003 −0.00005 −0.0007 0.0012 0.00005
di 0 0 0 0 0.0281 −0.0607 0.1606 0.0109
ei −0.1348 0.0043 0 0 −0.00005 −0.0027 −0.0065 0.0007

f
(1)
i −0.0004 0.0012 −0.0002 −0.0003 9.2 · 10−6 −0.0002 −0.0002 −4.8 · 10−6

f
(2)
i −0.0001 −0.0005 −0.0005 0.0004 0.00005 0.0002 0.0004 −8.9 · 10−6

f
(3)
i −0.0009 0.0049 0 0 0.0002 −0.0008 −0.0031 −0.0003

f
(4)
i 0.0003 0.0015 0 0 0.0001 0.0006 −0.0025 0.00003

f
(5)
i −0.0078 0.0371 0 0 0.0040 −0.0159 −0.0151 −0.0024

f
(6)
i 0.0068 −0.0158 0 0 0.0018 0.0077 −0.0005 −0.0001

Tabelle B.2.: Ergebnisse für Koeffizienten aus Gl. (B.6).





ANHANG C

PROJEKTOREN

C.1. Projektoren für QA, QE
A, QS und QP

Zur Bestimmung der Wilson-Koeffizienten CA, CEA , CS und CP wurden Projektoren für die
entsprechenden Dirac-Strukturen verwendet. Diese Projektoren haben die Form

Γ1 ⊗ Γ2 , (C.1)

wobei Γ1 ein Produkt aus γ-Matrizen der ersten äußeren und Γ2 der zweiten äußeren Fermionlinie
ist. Für die Wilson-Koeffizienten zu Bd → l+l− sind das die äußere Quark- und die äußere
Lepton-Linie. Es wurde folgender Ausdruck während der Berechnung der Diagramme auf die
Amplitude multipliziert:

P = d1 1⊗ 1

+d2 g5 ⊗ 1

+d3 1⊗ g5

+d4 g5 ⊗ g5

+d5 γµ1 ⊗ γµ1
+d6 γµ1γ5 ⊗ γµ1
+d6 γµ1 ⊗ γµ1γ5

+d8 γµ1γ5 ⊗ γµ1γ5

+d9 γµ1γµ2 ⊗ γµ2γµ1
+d10 γµ1γµ2γ5 ⊗ γµ2γµ1
+d11 γµ1γµ2 ⊗ γµ2γµ1γ5

+d12 γµ1γµ2γ5 ⊗ γµ2γµ1γ5

+d13 γµ1γµ2γµ3 ⊗ γµ3γµ2γµ1
+d14 γµ1γµ2γµ3γ5 ⊗ γµ3γµ2γµ1
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+d15 γµ1γµ2γµ3 ⊗ γµ3γµ2γµ1γ5

+d16 γµ1γµ2γµ3γ5 ⊗ γµ3γµ2γµ1γ5

+d17 γµ1γµ2γµ3γµ4 ⊗ γµ4γµ3γµ2γµ1
+d18 γµ1γµ2γµ3γµ4γ5 ⊗ γµ4γµ3γµ2γµ1
+d19 γµ1γµ2γµ3γµ4 ⊗ γµ4γµ3γµ2γµ1γ5

+d20 γµ1γµ2γµ3γµ4γ5 ⊗ γµ4γµ3γµ2γµ1γ5

+d21 γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5 ⊗ γµ5γµ4γµ3γµ2γµ1
+d22 γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5γ5 ⊗ γµ5γµ4γµ3γµ2γµ1
+d23 γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5 ⊗ γµ5γµ4γµ3γµ2γµ1γ5

+d24 γµ1γµ2γµ3γµ4γµ5γ5 ⊗ γµ5γµ4γµ3γµ2γµ1γ5 .

Wie in Kapitel 3 beschrieben, werden in dem verwendeten Form-Setup die Spuren für die
äußeren Fermionlinien in d Dimensionen gebildet. Die Koeffizienten d1 bis d24 müssen für die
jeweilige gesuchte Dirac-Struktur angepasst werden. Um zum Beispiel in den Diagrammen den
Anteil zur Dirac-Struktur von QA,

A8 γαγ5 ⊗ γαγ5 , (C.2)

zu erhalten, müssen die Koeffizienten di auf die Werte

d8 = − 1

2 ε

4416− 11840 d+ 11340 d2 − 4200 d3 + 525 d4

1920 (d− 3) (d− 2) (d− 1) d
, (C.3)

d16 =
1

2 ε

−96 + 224 d− 126 d2 + 21 d3

192 (d− 3) (d− 2) (d− 1) d
,

d24 = − 1

2 ε

24− 50 d+ 15 d2

1920 (d− 3) (d− 2) (d− 1) d
,

di = 0 , für i 6= 8, 16, 24 ,

gesetzt werden.

Für die Operatoren P1 bis P6 in Kapitel 5 und Kapitel 6 wurden analoge Projektoren verwen-
det, wobei aber noch zusätzliche Terme mit bis zu sieben γ-Matrizen in jeder Fermion-Spur
berücksichtigt wurden.

C.2. Projektoren für P7 und P8

Die Projektoren auf die Strukturen Si in Gl. (5.26) lauten

Pb→sγ = γµ
(
c1 /p /k + c2 (p · k) + c3 p

2 + c4 k
2 + c10mb /k + c12mb /p+ c13M

2
W

)
(C.4)

+
(
c9mb /k + c11mb /p

)
γµ + c5 /p kµ + c6 /p pµ + c7 /k pµ + c8 /k kµ ,

wobei die Koeffizienten ci für die gesuchte Struktur angepasst werden müssen. p und k bezeichnen
den einlaufenden Impuls des Bottom-Quarks und den auslaufenden Impuls des Photons (Gluons).
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Um auf S2 = γµ (p · k) zu projizieren, also um Y q
2 oder Gq2 zu erhalten, wird bei der Berechnung

der Diagramme Pb→sγ auf die Amplitude multipliziert und die Spur der äußeren Quark-Linie in
d Dimensionen gebildet. Die Koeffizienten werden auf

c1 = −(p · k)2 , (C.5)

c2 = 2 (p · k)2 − k2 p2 ,

c5 = −2 (p · k)2 ,

c6 = k2 (p · k) ,

c8 = p2 (p · k) ,

ci = 0 , für i 6= 1, 2, 5, 6, 8 ,

gesetzt. Danach werden nur die Anteile verwendet, bei denen die Impulse p und k jeweils zur
Ordnung p4 und k4 auftreten. Am Ende muss das Ergebnis mit

1

4 (2− d) [ p2 k2 (p · k)2 − (p · k)4]
(C.6)

normiert werden.

Für die Struktur S8 = /k kµ, also zur Bestimmung von Gq8, werden die Koeffizienten folgender-
maßen gesetzt,

c2 =
p2

(p · k)

[
(p · k)2 − p2 k2

]
, (C.7)

c5 = (1− d) p2 (p · k) ,

c6 = (d− 2) (p · k)2 + p2 k2 ,

c7 = (1− d) p2 (p · k) ,

c8 = (d− 1) p4 ,

ci = 0 , für i 6= 2, 5, 6, 7, 8 .

Es werden nur die Anteile verwendet, die zur Ordnung p4 und k4 sind. Das Ergebnis muss
zusätzlich mit

1

4 (2− d) [2 p2 k2 (p · k)2 − p4 k4 − (p · k)4]
(C.8)

normiert werden.

Zur Bestimmung der Anteile mit der Struktur S10 = mb γµ /k, also Y q
10 und Gq10, müssen die

Koeffizienten folgende Werte annehmen,

c9 = −d p2 , (C.9)

c10 = (2− d) p2 ,

c11 = d (p · k) ,

c12 = (d− 2) (p · k) ,

ci = 0 , für i 6= 9, 10, 11, 12 .

Es werden nur die Anteile zur Ordnung p2 und k2 mitgenommen. Das Ergebnis muss mit

1

16m2
b (1− d) [p2 k2 − (p · k)2]

(C.10)

normiert werden.





ANHANGD

CA, CS UND CP IM 2HDM TYP-II

In diesem Kapitel sind die Ergebnisse der Drei-Schleifen-Korrekturen zu den Koeffizienten CA,
CS und CP im 2HDM Typ-II aus Kapitel 4 angegeben.

D.1. Box-Diagramme

C
box,(2)
A,mbms,h1

(µ0 = mt) = −111.4 r2 − 84.88 r2 ln r − 21.10 r2 ln2 r − 1.917 r2 ln3 r

−126.7 r3 − 187.3 r3 ln r − 32.02 r3 ln2 r − 0.2500 r3 ln3 r

−186.7 r4 − 363.3 r4 ln r − 49.03 r4 ln2 r − 1.792 r4 ln3 r

−273.9 r5 − 607.4 r5 ln r − 84.00 r5 ln2 r − 2.302 r5 ln3 r

+O(r6) (D.1)

C
box,(2)
A,mbms,h3

(µ0 = mt) = 10.34− 17.45 ū+ 5.261 ū2 + 1.091 ū3 + 0.3858 ū4

+0.1721 ū5 + 0.08762 ū6 + 0.04853 ū7 + 0.02848 ū8

+O(ū9) (D.2)

C
box,(2)
S,mb,h1

(µ0 = mt) = −1.559 r y2 + 0.8241 r y2 ln y − 135.0 r2 y2 − 91.40 r2 ln r y2

−24.25 r2 ln2 r y2 − 2.500 r2 ln3 r y2 − 51.98 r3 y2 − 145.5 r3 ln r y2

−19.17 r3 ln2 r y2 + 2.111 r3 ln3 r y2 − 60.28 r4 y2 − 223.7 r4 ln r y2

−15.43 r4 ln2 r y2 + 1.722 r4 ln3 r y2 − 74.83 r5 y2 − 305.3 r5 ln r y2

−24.54 r5 ln2 r y2 + 4.648 r5 ln3 r y2

−7.686 r y4 − 11.33 r y4 ln y − 1.559 r2 y4 + 0.8241 r2 y4 ln y

−135.0 r3 y4 − 91.40 r3 ln r y4 − 24.25 r3 ln2 r y4 − 2.500 r3 ln3 r y4

−51.98 r4 y4 − 145.5 r4 ln r y4 − 19.17 r4 ln2 r y4 + 2.111 r4 ln3 r y4

−60.28 r5 y4 − 223.7 r5 ln r y4 − 15.43 r5 ln2 r y4 + 1.722 r5 ln3 r y4

−1.237 r y6 − 21.40 r y6 ln y − 7.686 r2 y6 − 11.33 r2 y6 ln y − 1.559 r3 y6



122 D. CA, CS und CP im 2HDM Typ-II

+0.8241 r3 y6 ln y − 135.0 r4 y6 − 91.40 r4 ln r y6 − 24.25 r4 ln2 r y6

−2.500 r4 ln3 r y6 − 51.98 r5 y6 − 145.5 r5 ln r y6 − 19.17 r5 ln2 r y6

+2.111 r5 ln3 r y6

+9.484 r y8 − 13.55 r y8 ln y − 1.237 r2 y8 − 21.40 r2 y8 ln y

−7.686 r3 y8 − 11.33 r3 y8 ln y − 1.559 r4 y8 + 0.8241 r4 y8 ln y

−135.0 r5 y8 − 91.40 r5 ln r y8 − 24.25 r5 ln2 r y8 − 2.500 r5 ln3 r y8

+21.82 r y10 + 17.58 r y10 ln y + 9.484 r2 y10 − 13.55 r2 y10 ln y

−1.237 r3 y10 − 21.40 r3 y10 ln y − 7.686 r4 y10 − 11.33 r4 y10 ln y

−1.559 r5 y10 + 0.8241 r5 y10 ln y

+34.90 r y12 + 74.21 r y12 ln y + 21.82 r2 y12 + 17.58 r2 y12 ln y

+9.484 r3 y12 − 13.55 r3 y12 ln y − 1.237 r4 y12 − 21.40 r4 y12 ln y

−7.686 r5 y12 − 11.33 r5 y12 ln y

+34.90 r2 y14 + 74.21 r2 y14 ln y + 21.82 r3 y14 + 17.58 r3 y14 ln y

+9.484 r4 y14 − 13.55 r4 y14 ln y − 1.237 r5 y14 − 21.40 r5 y14 ln y

+34.90 r3 y16 + 74.21 r3 y16 ln y + 21.82 r4 y16 + 17.58 r4 y16 ln y

+9.484 r5 y16 − 13.55 r5 y16 ln y

+34.90 r4 y18 + 74.21 r4 y18 ln y + 21.82 r5 y18 + 17.58 r5 y18 ln y

+34.90 r5 y20 + 74.21 r5 y20 ln y

+O(r6, y22) (D.3)

C
box,(2)
S,mb,h2

(µ0 = mt) = +0.05570 r − 135.0 r2 − 91.40 r2 ln r − 24.25 r2 ln2 r − 2.500 r2 ln3 r

−187.0 r3 − 236.9 r3 ln r − 43.42 r3 ln2 r − 0.3889 r3 ln3 r − 247.2 r4

−460.6 r4 ln r − 58.85 r4 ln2 r + 1.333 r4 ln3 r − 322.1 r5 − 765.8 r5 ln r

−83.38 r5 ln2 r + 5.981 r5 ln3 r

−0.5963 r w + 134.4 r2w + 91.40 r2 ln r w + 24.25 r2 ln2 r w

+2.500 r2 ln3 r w + 321.4 r3w + 328.3 r3 ln r w + 67.67 r3 ln2 r w

+2.889 r3 ln3 r w + 568.6 r4w + 788.9 r4 ln r w + 126.5 r4 ln2 r w

+1.556 r4 ln3 r w + 890.7 r5w + 1555. r5 ln r w + 209.9 r5 ln2 r w

−4.426 r5 ln3 r w

+0.08893 r w2 + 0.6853 r2w2 − 133.7 r3w2 − 91.40 r3 ln r w2

−24.25 r3 ln2 r w2 − 2.500 r3 ln3 r w2 − 455.1 r4w2 − 419.7 r4 ln r w2

−91.92 r4 ln2 r w2 − 5.389 r4 ln3 r w2 − 1024. r5w2 − 1209. r5 ln r w2

−218.4 r5 ln2 r w2 − 6.944 r5 ln3 r w2

+0.1165 r w3 + 0.02761 r2w3 − 0.6577 r3w3 + 133.0 r4w3

+91.40 r4 ln r w3 + 24.25 r4 ln2 r w3 + 2.500 r4 ln3 r w3 + 588.1 r5w3

+511.1 r5 ln r w3 + 116.2 r5 ln2 r w3 + 7.889 r5 ln3 r w3

+0.08205 r w4 − 0.03449 r2w4 − 0.06211 r3w4 + 0.5955 r4w4

−132.5 r5w4 − 91.40 r5 ln r w4 − 24.25 r5 ln2 r w4 − 2.500 r5 ln3 r w4

+0.05568 r w5 − 0.02637 r2w5 + 0.008126 r3w5 + 0.07023 r4w5

−0.5253 r5w5
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+0.03872 r w6 − 0.01696 r2w6 + 0.009406 r3w6 + 0.001280 r4w6

−0.06895 r5w6

+0.02783 r w7 − 0.01089 r2w7 + 0.006069 r3w7 − 0.003338 r4w7

−0.004618 r5w7

+0.02064 r w8 − 0.007192 r2w8 + 0.003700 r3w8 − 0.002369 r4w8

+0.0009687 r5w8

+0.01573 r w9 − 0.004905 r2w9 + 0.002287 r3w9 − 0.001413 r4w9

+0.0009562 r5w9

+0.01228 r w10 − 0.003450 r2w10 + 0.001456 r3w10 − 0.0008314 r4w10

+0.0005812 r5w10

+O(r6, w11) (D.4)

C
box,(2)
S,mb,h3

(µ0 = mt) = −0.5406 + 0.08893w + 0.1165w2 + 0.08205w3 + 0.05568w4

+0.03872w5 + 0.02783w6 + 0.02064w7 + 0.01573w8

+0.4517 ū− 0.1165 ū w − 0.08205 ū w2 − 0.05568 ū w3 − 0.03872 ū w4

−0.02783 ū w5 − 0.02064 ū w6 − 0.01573 ū w7 − 0.01228 ū w8

+0.1165 ū2 − 0.03449 ū2w − 0.02637 ū2w2 − 0.01696 ū2w3

−0.01089 ū2w4 − 0.007192 ū2w5 − 0.004905 ū2w6 − 0.003450 ū2w7

−0.002494 ū2w8

+0.03449 ū3 − 0.008126 ū3w − 0.009406 ū3w2 − 0.006069 ū3w3

−0.003700 ū3w4 − 0.002287 ū3w5 − 0.001456 ū3w6 − 0.0009558 ū3w7

−0.0006465 ū3w8

+0.008126 ū4 + 0.001280 ū4w − 0.003338 ū4w2 − 0.002369 ū4w3

−0.001413 ū4w4 − 0.0008314 ū4w5 − 0.0004998 ū4w6

−0.0003093 ū4w7 − 0.0001973 ū4w8

−0.001280 ū5 + 0.004618 ū5w − 0.0009687 ū5w2 − 0.0009562 ū5w3

−0.0005812 ū5w4 − 0.0003317 ū5w5 − 0.0001904 ū5w6

−0.0001120 ū5w7 − 0.00006784 ū5w8

−0.004618 ū6 + 0.005586 ū6w − 0.00001250ū6w2 − 0.0003750 ū6w3

−0.0002495 ū6w4 − 0.0001412 ū6w5 − 0.00007840 ū6w6

−0.00004420 ū6w7 − 0.00002557 ū6w8

−0.005586 ū7 + 0.005599 ū7w + 0.0003625 ū7w2 − 0.0001255 ū7w3

−0.0001083 ū7w4 − 0.00006283 ū7w5 − 0.00003420 ū7w6

−0.00001864 ū7w7 − 0.00001036 ū7w8

−0.005599 ū8 + 0.005236 ū8w + 0.0004880 ū8w2 − 0.00001716 ū8w3

−0.00004547 ū8w4 − 0.00002863 ū8w5 − 0.00001557 ū8w6

−8.276 · 10−6 ū8w7 − 4.450 · 10−6 ū8w8

+O(ū9, w9) (D.5)
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D.2. Z-Boson-Pinguin-Diagramme

C
Z,(2)
A,mbms,h1

(µ0 = mt) = −131.0 r − 100.4 r ln r − 28.27 r ln2 r − 3.833 r ln3 r

−249.1 r2 − 287.7 r2 ln r − 69.09 r2 ln2 r − 3.870 r2 ln3 r

−374.3 r3 − 617.2 r3 ln r − 117.6 r3 ln2 r − 4.722 r3 ln3 r

−532.0 r4 − 1101. r4 ln r − 189.5 r4 ln2 r − 3.639 r4 ln3 r

−756.2 r5 − 1815. r5 ln r − 311.5 r5 ln2 r + 2.127 r5 ln3 r

−1382. r6 − 3244. r6 ln r − 692.3 r6 ln2 r − 5.977 r6 ln3 r

+O(r7) (D.6)

C
Z,(2)
A,mbms,h3

(µ0 = mt) = 1.548− 0.4576 ū− 0.03069 ū2 + 0.03907 ū3 + 0.05064 ū4

+0.04781 ū5 + 0.04137 ū6 + 0.03452 ū7 + 0.02826 ū8

+0.02282 ū9 + 0.01820 ū10 + 0.01430 ū11 + 0.01104 ū12

+0.008298 ū13 + 0.005996 ū14 + 0.004059 ū15

+0.002425 ū16

+O(ū17) (D.7)

C
Z,(2)

A, tan−2 β,h1
(µ0 = mt) = −133.4 r − 99.45 r ln r − 28.58 r ln2 r − 3.778 r ln3 r

−248.9 r2 − 287.9 r2 ln r − 68.93 r2 ln2 r − 3.843 r2 ln3 r

−374.1 r3 − 617.3 r3 ln r − 117.3 r3 ln2 r − 4.722 r3 ln3 r

−531.8 r4 − 1101. r4 ln r − 189.2 r4 ln2 r − 3.639 r4 ln3 r

−755.9 r5 − 1815. r5 ln r − 310.9 r5 ln2 r + 2.127 r5 ln3 r

−1381. r6 − 3242. r6 ln r − 691.2 r6 ln2 r − 5.977 r6 ln3 r

+O(r7) (D.8)

C
Z,(2)

A, tan−2 β,h3
(µ0 = mt) = −0.4105 + 0.3222 ū+ 0.2493 ū2 + 0.1927 ū3 + 0.1507 ū4

+0.1194 ū5 + 0.09572 ū6 + 0.07752 ū7 + 0.06332 ū8

+0.05208 ū9 + 0.04307 ū10 + 0.03577 ū11 + 0.02979 ū12

+0.02485 ū13 + 0.02074 ū14 + 0.01729 ū15 + 0.01438 ū16

+O(ū17) (D.9)

D.3. Higgs-Boson-Pinguin-Diagramme

C
H,(2)
S,mb,h1

(µ0 = mt) = +135.0 r + 91.40 r ln r + 24.25 r ln2 r + 2.500 r ln3 r + 51.98 r2

+145.5 r2 ln r + 19.17 r2 ln2 r − 2.111 r2 ln3 r + 60.28 r3

+223.7 r3 ln r + 15.43 r3 ln2 r − 1.722 r3 ln3 r + 74.83 r4

+305.3 r4 ln r + 24.54 r4 ln2 r − 4.648 r4 ln3 r + 55.86 r5

+341.6 r5 ln r + 10.14 r5 ln2 r − 22.24 r5 ln3 r
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+1.559 r y2 − 0.8241 r y2 ln y + 135.0 r2 y2 + 91.40 r2 ln r y2

+24.25 r2 ln2 r y2 + 2.500 r2 ln3 r y2 + 51.98 r3 y2 + 145.5 r3 ln r y2

+19.17 r3 ln2 r y2 − 2.111 r3 ln3 r y2 + 60.28 r4 y2 + 223.7 r4 ln r y2

+15.43 r4 ln2 r y2 − 1.722 r4 ln3 r y2 + 74.83 r5 y2 + 305.3 r5 ln r y2

+24.54 r5 ln2 r y2 − 4.648 r5 ln3 r y2

+7.686 r y4 + 11.33 r y4 ln y + 1.559 r2 y4 − 0.8241 r2 y4 ln y + 135.0 r3 y4

+91.40 r3 ln r y4 + 24.25 r3 ln2 r y4 + 2.500 r3 ln3 r y4 + 51.98 r4 y4

+145.5 r4 ln r y4 + 19.17 r4 ln2 r y4 − 2.111 r4 ln3 r y4 + 60.28 r5 y4

+223.7 r5 ln r y4 + 15.43 r5 ln2 r y4 − 1.722 r5 ln3 r y4

+1.237 r y6 + 21.40 r y6 ln y + 7.686 r2 y6 + 11.33 r2 y6 ln y + 1.559 r3 y6

−0.8241 r3 y6 ln y + 91.40 r4 ln r y6 + 24.25 r4 ln2 r y6 + 2.500 r4 ln3 r y6

+135.0 r4 y6 + 51.98 r5 y6 + 145.5 r5 ln r y6 + 19.17 r5 ln2 r y6

−2.111 r5 ln3 r y6

−9.484 r y8 + 13.55 r y8 ln y + 1.237 r2 y8 + 21.40 r2 y8 ln y + 7.686 r3 y8

+11.33 r3 y8 ln y + 1.559 r4 y8 − 0.8241 r4 y8 ln y + 135.0 r5 y8

+91.40 r5 ln r y8 + 24.25 r5 ln2 r y8 + 2.500 r5 ln3 r y8

−21.82 r y10 − 17.58 r y10 ln y − 9.484 r2 y10 + 13.55 r2 y10 ln y

+1.237 r3 y10 + 21.40 r3 y10 ln y + 7.686 r4 y10 + 11.33 r4 y10 ln y

+1.559 r5 y10 − 0.8241 r5 y10 ln y

−34.90 r y12 − 74.21 r y12 ln y − 21.82 r2 y12 − 17.58 r2 y12 ln y

−9.484 r3 y12 + 13.55 r3 y12 ln y + 1.237 r4 y12 + 21.40 r4 y12 ln y

+7.686 r5 y12 + 11.33 r5 y12 ln y

−34.90 r2 y14 − 74.21 r2 y14 ln y − 21.82 r3 y14 − 17.58 r3 y14 ln y

−9.484 r4 y14 + 13.55 r4 y14 ln y + 1.237 r5 y14 + 21.40 r5 y14 ln y

−34.90 r3 y16 − 74.21 r3 y16 ln y − 21.82 r4 y16 − 17.58 r4 y16 ln y

−9.484 r5 y16 + 13.55 r5 y16 ln y

−34.90 r4 y18 − 74.21 r4 y18 ln y − 21.82 r5 y18 − 17.58 r5 y18 ln y

−34.90 r5 y20 − 74.21 r5 y20 ln y

+O(r6, y22) (D.10)

C
H,(2)
S,mb,h2

(µ0 = mt) = +135.0 r + 91.40 r ln r + 24.25 r ln2 r + 2.500 r ln3 r + 187.0 r2

+236.9 r2 ln r + 43.42 r2 ln2 r + 0.3889 r2 ln3 r + 247.2 r3

+460.6 r3 ln r + 58.85 r3 ln2 r − 1.333 r3 ln3 r + 322.1 r4

+765.8 r4 ln r + 83.38 r4 ln2 r − 5.981 r4 ln3 r + 377.9 r5

+1107. r5 ln r + 93.53 r5 ln2 r − 28.22 r5 ln3 r

+0.5963 r w − 134.4 r2w − 91.40 r2 ln r w − 24.25 r2 ln2 r w

−2.500 r2 ln3 r w − 321.4 r3w − 328.3 r3 ln r w − 67.67 r3 ln2 r w

−2.889 r3 ln3 r w − 568.6 r4w − 788.9 r4 ln r w − 126.5 r4 ln2 r w

−1.556 r4 ln3 r w − 890.7 r5w − 1555. r5 ln r w − 209.9 r5 ln2 r w

+4.426 r5 ln3 r w
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−0.08893 r w2 − 0.6853 r2w2 + 133.7 r3w2 + 91.40 r3 ln r w2

+24.25 r3 ln2 r w2 + 2.500 r3 ln3 r w2 + 455.1 r4w2 + 419.7 r4 ln r w2

+91.92 r4 ln2 r w2 + 5.389 r4 ln3 r w2 + 1024. r5w2 + 1209. r5 ln r w2

+218.4 r5 ln2 r w2 + 6.944 r5 ln3 r w2

−0.1165 r w3 − 0.02761 r2w3 + 0.6577 r3w3 − 133.0 r4w3

−91.40 r4 ln r w3 − 24.25 r4 ln2 r w3 − 2.500 r4 ln3 r w3 − 588.1 r5w3

−511.1 r5 ln r w3 − 116.2 r5 ln2 r w3 − 7.889 r5 ln3 r w3

−0.08205 r w4 + 0.03449 r2w4 + 0.06211 r3w4 − 0.5955 r4w4

+132.5 r5w4 + 91.40 r5 ln r w4 + 24.25 r5 ln2 r w4 + 2.500 r5 ln3 r w4

−0.05568 r w5 + 0.02637 r2w5 − 0.008126 r3w5 − 0.07023 r4w5

+0.5253 r5w5

−0.03872 r w6 + 0.01696 r2w6 − 0.009406 r3w6 − 0.001280 r4w6

+0.06895 r5w6

−0.02783 r w7 + 0.01089 r2w7 − 0.006069 r3w7 + 0.003338 r4w7

+0.004618 r5w7

−0.02064 r w8 + 0.007192 r2w8 − 0.003700 r3w8 + 0.002369 r4w8

−0.0009687 r5w8

−0.01573 r w9 + 0.004905 r2w9 − 0.002287 r3w9 + 0.001413 r4w9

−0.0009562 r5w9

−0.01228 r w10 + 0.003450 r2w10 − 0.001456 r3w10 + 0.0008314 r4w10

−0.0005812 r5w10

+O(r6, w11) (D.11)

C
H,(2)
S,mb,h3

(µ0 = mt) = +0.5963− 0.08893w − 0.1165w2 − 0.08205w3 − 0.05568w4

−0.03872w5 − 0.02783w6 − 0.02064w7 − 0.01573w8

+0.08893 ū+ 0.1165 ū w + 0.08205 ū w2 + 0.05568 ū w3 + 0.03872 ū w4

+0.02783 ū w5 + 0.02064 ū w6 + 0.01573 ū w7 + 0.01228 ū w8

−0.02761 ū2 + 0.03449 ū2w + 0.02637 ū2w2 + 0.01696 ū2w3

+0.01089 ū2w4 + 0.007192 ū2w5 + 0.004905 ū2w6

+0.003450 ū2w7 + 0.002494 ū2w8

−0.06211 ū3 + 0.008126 ū3w + 0.009406 ū3w2 + 0.006069 ū3w3

+0.003700 ū3w4 + 0.002287 ū3w5 + 0.001456 ū3w6

+0.0009558 ū3w7 + 0.0006465 ū3w8

−0.07023 ū4 − 0.001280 ū4w + 0.003338 ū4w2 + 0.002369 ū4w3

+0.001413 ū4w4 + 0.0008314 ū4w5 + 0.0004998 ū4w6

+0.0003093 ū4w7 + 0.0001973 ū4w8

−0.06895 ū5 − 0.004618 ū5w + 0.0009687 ū5w2 + 0.0009562 ū5w3

+0.0005812 ū5w4 + 0.0003317 ū5w5 + 0.0001904 ū5w6

+0.0001120 ū5w7 + 0.00006784 ū5w8

−0.06433 ū6 − 0.005586 ū6w + 0.00001250 ū6w2 + 0.0003750 ū6w3
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+0.0002495 ū6w4 + 0.0001412 ū6w5 + 0.00007840 ū6w6

+0.00004420 ū6w7 + 0.00002557 ū6w8

−0.05875 ū7 − 0.005599 ū7w − 0.0003625 ū7w2 + 0.0001255 ū7w3

+0.0001083 ū7w4 + 0.00006283 ū7w5 + 0.00003420 ū7w6

+0.00001864 ū7w7 + 0.00001036 ū7w8

−0.05315 ū8 − 0.005236 ū8w − 0.0004880 ū8w2 + 0.00001716 ū8w3

+0.00004547 ū8w4 + 0.00002863 ū8w5 + 0.00001557 ū8w6

+8.276 · 10−6 ū8w7 + 4.450 · 10−6 ū8w8

+O(ū9, w9) (D.12)

C
H,(2)
S, sin(2α),h1

(µ0 = mt) = −22.85 r − 12.12 r ln r − 1.875 r ln2 r

−49.36 r2 − 45.95 r2 ln r − 3.208 r2 ln2 r + 0.5278 r2 ln3 r

−86.07 r3 − 119.6 r3 ln r − 6.424 r3 ln2 r + 0.8611 r3 ln3 r

−132.4 r4 − 241.2 r4 ln r − 14.92 r4 ln2 r + 3.486 r4 ln3 r

−141.3 r5 − 346.7 r5 ln r + 6.535 r5 ln2 r + 22.24 r5 ln3 r

+O(r6) (D.13)

C
H,(2)
S, sin(2α),h3

(µ0 = mt) = 0.1491 + 0.04446 ū− 0.04294 ū2 − 0.04830 ū3 − 0.04121 ū4

−0.03320 ū5 − 0.02639 ū6 − 0.02099 ū7 − 0.01678 ū8

+O(ū9) (D.14)
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